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Áëàãîäàðíîñòè

Áëàãîäàðíîñòè îò Ñ. È. Íèêîëåíêî

Èäåÿ ýòîé êíèãè âûðîñëà èç êîíñïåêòîâ ëåêöèé ââîäíîãî
êóðñà ïî ìàøèííîìó îáó÷åíèþ. ß ÷èòàë ýòîò êóðñ ñíà÷àëà â
Àêàäåìèè Ñîâðåìåííîãî Ïðîãðàììèðîâàíèÿ1, à çàòåì â Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé, ìåõàíèêè è îïòèêè (ÈÒÌÎ), â êîòîðîì è ñåé÷àñ
ÿâëÿþñü àññèñòåíòîì êàôåäðû êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ôà-
êóëüòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çà-
òåì ýòîò êóðñ (óæå â íåñêîëüêî ðàñøèðåííîì âèäå) ÷èòàëñÿ è â
ðàìêàõ ¾Computer Science Club¿2, è â Àêàäåìè÷åñêîì ôèçèêî-
òåõíîëîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå ÐÀÍ (ÀÔÒÓ ÐÀÍ). Ðàçðàáîòêà
è ïðåïîäàâàíèå êóðñà ïðîèñõîäèëè ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷à-
ñòèè è ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Àíòîíà Ëèõîäåäîâà, êîòîðîìó ÿ
áëàãîäàðåí â ïåðâóþ î÷åðåäü.

Ðàçóìååòñÿ, âñ¼ ýòî íèêîãäà áû íå ñîñòîÿëîñü, åñëè áû íå
ìîé íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü â àñïèðàíòóðå ÏÎÌÈ ÐÀÍ Ýäóàðä
Àëåêñååâè÷ Ãèðø. ß áëàãîäàðåí åìó è ðóêîâîäèòåëþ ìîåãî äè-
ïëîìíîãî ïðîåêòà Íèêîëàþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Âàâèëîâó � íàäå-
þñü, íå áóäåò íåñêðîìíûì ñêàçàòü, ÷òî ÿ ñ÷èòàþ èõ ñâîèìè ó÷è-
òåëÿìè. Ñïàñèáî Àëåêñàíäðó Øåíþ, êîòîðûé ïðî÷¼ë ðóêîïèñü
è âûñêàçàë ìíîãî öåííûõ çàìå÷àíèé; íàäåþñü, êîãäà-íèáóäü ó
ìåíÿ ïîëó÷èòñÿ íàïèñàòü êíèãó, êîòîðóþ îí íàçîâ¼ò õîðîøåé.

Â ðàáîòå íàä êíèãîé ïðèíèìàëè äåÿòåëüíîå ó÷àñòèå ñòó-
äåíòû ÈÒÌÎ; èì ïðèíàäëåæèò, íàïðèìåð, ïîäàâëÿþùåå áîëü-
øèíñòâî ïðèìåðîâ ïðîãðàììíîãî êîäà, ðàññûïàííûõ ïî ýòîé

1Áûâøàÿ ¾Àêàäåìèÿ Áîðëàíä¿, http://www.borland-academy.ru/.
2Ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà èì.

Â. À. Ñòåêëîâà (ÏÎÌÈ ÐÀÍ), http://logic.pdmi.ras.ru/�infclub/.
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êíèãå. Ñïàñèáî Îëüãå Áîëüøàêîâîé, Ñåðãåþ Âèøíÿêîâó, Àí-
äðåþ Âîêèíó, Åâãåíèþ Êèðïè÷¼âó, Èëüå Êîëûõìàòîâó, Äìèò-
ðèþ Êî÷åëàåâó, Îëüãå Êîìàë¼âîé, Òèìóðó Ìàãîìåäîâó, Èëüå
Ïèìåíîâó, Ðîìàíó Ñàòþêîâó, Ô¼äîðó Öàð¼âó, Àíòîíó ßêîâëå-
âó... óâåðåí, ÷òî ìíîãèõ çàáûë, è èñêðåííå ïðîøó ïðîùåíèÿ. À
çà âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü ñî âñåìè ýòèìè çàìå÷àòåëüíûìè ëþäü-
ìè � ñïàñèáî äåêàíó ôàêóëüòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
è ïðîãðàììèðîâàíèÿ óíèâåðñèòåòà ÈÒÌÎ Âëàäèìèðó Ãëåáîâè-
÷ó Ïàðô¼íîâó.

È, êîíå÷íî, ñïàñèáî Âàì, ÷èòàòåëü, çà òî, ÷òî íå ïîëåíèëèñü
çàãëÿíóòü äàæå â ðàçäåë ¾Áëàãîäàðíîñòè¿.

Áëàãîäàðíîñòè îò À. Ë. Òóëóïüåâà

Ìîé âêëàä â êíèãó áûë áû íåâîçìîæåí, åñëè áû â ñâîè ñòó-
äåí÷åñêèå ãîäû ìíå íå âûïàëà óäà÷à ñëóøàòü ëåêöèè è âîîá-
ùå ó÷èòüñÿ ó çàìå÷àòåëüíûõ ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêî-ìåõà-
íè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà: Íèêîëàÿ Êèðèëëîâè÷à Êîñîâñêîãî, Âèêòîðà Ãðè-
ãîðüåâè÷à Êóçüìåíêî, Þðèÿ Âëàäèìèðîâè÷à Ìàòèÿñåâè÷à, Âà-
ëåðèÿ Áîðèñîâè÷à Íåâçîðîâà, Àíàòîëèÿ Îëåñüåâè÷à Ñëèñåíêî,
Âëàäèìèðà Îëåãîâè÷à Ñàôîíîâà. Âñåì èì ÿ áåñêîíå÷íî ïðèçíà-
òåëåí.

Ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî çíàíèÿ ïåðåäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàòòåð-
íîâ � à çíà÷èò, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çíàíèé ñ íåîïðåäåë¼í-
íîñòüþ äîëæíû áûòü ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñòðóêòóðèðî-
âàíû, � ïðèøëî, êîãäà ìíå óäàëîñü ïðîäîëæèòü îáó÷åíèå íà
ôàêóëüòåòå ñîöèîëîãèè óíèâåðñèòåòà: ñ áëàãîäàðíîñòüþ âñïî-
ìèíàþ, êàêèå èíòåðåñíåéøèå êóðñû ïî êóëüòóðàëüíîé àíòðîïî-
ëîãèè è ýòíîñîöèîëîãèè âåëè Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ Åìåëüÿíîâ
è Íèêîëàé Ãåíðèõîâè÷ Ñêâîðöîâ.

Âëàäèìèð Èâàíîâè÷ Ãîðîäåöêèé ïîçâîëèë ìíå ïðèñîåäèíèòü-
ñÿ ê åãî èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà,
ïîçíàêîìèë ñ ïàðàäèãìîé àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòåé è
ñôîðìèðîâàë íà ìíîãî ëåò âïåð¼ä ðàöèîíàëüíóþ ïðîãðàììó
òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè. Ñ èñêëþ÷èòåëüíîé
òåïëîòîé âñïîìèíàþ òå ãîäû, êîãäà Âëàäèìèð Èâàíîâè÷ ðóêî-
âîäèë ìîåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòîé.
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Çàìåòíàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà ýòîé êíèãè ñôîðìèðîâàëàñü â ðå-
çóëüòàòå îáçîðíî-àíàëèòè÷åñêîé ðàáîòû è íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèé, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü ñîâìåñòíî ñ Àííîé Êàìîåâíîé Àáðà-
ìÿí, Àíäðååì Âëàäèìèðîâè÷åì Ëîáàöåâè÷åì, Ëåîíèäîì Ëåîíè-
äîâè÷åì Íàë÷àäæè, Äìèòðèåì Àëåêñàíäðîâè÷åì Íèêèòèíûì,
Àëåêñàíäðîì Âëàäèìèðîâè÷åì Ñèðîòêèíûì. Ñ ðàäîñòüþ ïîëü-
çóþñü âîçìîæíîñòüþ ïîáëàãîäàðèòü èõ è çà ñîòðóäíè÷åñòâî, è
çà ïîääåðæêó, è çà òåðïåíèå.

Àíòîí Àëåêñååâè÷ Àôàíàñüåâ, Ìàêñèì Âëàäèìèðîâè÷ Ìåí-
òþêîâ, Ñåðãåé Ñåðãååâè÷ Ñèí÷óê, Àëåêñåé Ìèõàéëîâè÷ Ëåâèí,
Äìèòðèé Ìèõàéëîâè÷ Ñòîëÿðîâ, áóäó÷è ñòóäåíòàìè ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ïðèíèìàëè àêòèâíåéøåå ó÷àñòèå â
ëåêöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ, íà êîòîðûõ îáñóæäàëèñü
ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè çíàíèé ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ; èõ
âêëàä ñóùåñòâåííî ïîâëèÿë è íà ñîäåðæàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçäåëîâ êíèãè è íà ôîðìó åãî èçëîæåíèÿ.
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×èòàòåëü, äîáðàâøèéñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äî ïðåäè-
ñëîâèÿ è íåäîâîëüíûé èì, çàïëàòèë çà êíèãó äåíü-
ãè è õîòåë áû çíàòü, êàêîå åìó áóäåò âîçìåùåíèå.
Â ýòîì ñëó÷àå ìî¼ ïîñëåäíåå ïðèáåæèùå � íàïîì-
íèòü åìó, ÷òî îí çíàåò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èçâëå÷ü
ïîëüçó èç êíèãè áåç òîãî, ÷òîáû è âïðÿìü å¼ ïðî-
÷èòàòü. Îíà ìîæåò, ïîäîáíî ìíîãèì äðóãèì, ïðè-
êðûòü çàçîð â åãî áèáëèîòåêå, ãäå, àêêóðàòíî ïåðå-
ïëåò¼ííàÿ, îíà íàâåðíÿêà áóäåò õîðîøî ñìîòðåòü-
ñÿ. Èëè æå îí ìîæåò ïîëîæèòü å¼ íà òóàëåòíûé
èëè ÷àéíûé ñòîëèê ñâîåé ó÷¼íîé ïîäðóãè. Èëè æå,
íàêîíåö, îí ìîæåò å¼ îòðåöåíçèðîâàòü � ýòî, áåç ñî-
ìíåíèÿ, ëó÷øèé ñïîñîá å¼ óïîòðåáèòü, è ÿ îñîáî åãî
ðåêîìåíäóþ.

Ìèð êàê âîëÿ è ïðåäñòàâëåíèå
Àðòóð Øîïåíãàóýð

Â íà÷àëå êàæäîé ãëàâû å¼ îñíîâíûå ñîáûòèÿ áóäåò ïðåäâîñ-
õèùàòü Âèííè. Äà-äà, òîò ñàìûé Âèííè-Ïóõ, êîòîðûé ìàøåò âàì
íà ðèñóíêå. Èñòîðèè ïðî Ïóõà èñêóø¼ííûé ÷èòàòåëü, êîíå÷íî, ìî-
æåò ïðåçðèòåëüíî ïðîïóñòèòü, íî ìû íàäååìñÿ, ÷òî îíè áóäóò èíòå-
ðåñíûìè è äîñòàòî÷íî òåñíî ñâÿçàííûìè ñ ñóòüþ ïðîèñõîäÿùåãî.
À ñåé÷àñ Ïóõ ïðîñòî õî÷åò ïîçäîðîâàòüñÿ, âåäü îí äåéñòâèòåëüíî
î÷åíü äîáðûé ìåäâåæîíîê è èñêðåííå ðàä âàñ âèäåòü.
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Îá èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå

Èäåÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà çàíèìàëà ëþäåé äîâîëüíî
äàâíî. Ãåôåñò ñîçäàâàë èç ìåòàëëà ïîìîùíèêîâ äëÿ ñâîåé êóç-
íèöû, à îäíîãî ãèãàíòñêîãî ÷åëîâåêîïîäîáíîãî ðîáîòà � Òàëî-
ñà � äàæå ïîäàðèë Ìèíîñó äëÿ îõðàíû Êðèòà (ïî äðóãîé âåð-
ñèè, Çåâñ ïîäàðèë åãî Åâðîïå). Ïèãìàëèîí ñîçäàë èñêóññòâåí-
íûé èíòåëëåêò èç ñëîíîâîé êîñòè � ïðàâäà, áåç Àôðîäèòû ó
íåãî íè÷åãî áû íå ïîëó÷èëîñü.

Â ñðåäíèå âåêà ïîäîáíûå äîñòèæåíèÿ â îñíîâíîì ïðèïèñû-
âàëèñü ìàãèè � íàïðèìåð, Âèëüãåëüì Ïàðèæñêèé ïèñàë, ÷òî
Àëüáåðò Âåëèêèé1 èçãîòîâèë ãîëîâó, ãîâîðÿùóþ ÷åëîâå÷åñêèì
ãîëîñîì. Âïðî÷åì, áûëè è ðåàëüíûå ïîïûòêè ñîçäàòü âèäèìîñòü
èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà � çíàìåíèòûé øàõìàòíûé àâòîìàò
¾Òóðîê¿ óïðàâëÿëñÿ ñèäÿùèì âíóòðè êàðëèêîì�øàõìàòèñòîì,
íî ñâîþ ðîëü â ïîïóëÿðèçàöèè èäåè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà
ñûãðàë. Â èóäåéñêîé òðàäèöèè èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò îòðà-
æ¼í â âèäå ãîëåìîâ � ñäåëàííûõ èç ãëèíû èñêóññòâåííûõ ñëóã,
îáëàäàþùèõ èíòåëëåêòîì; ñäåëàòü ñåáå ãîëåìà ìîãëè òîëüêî ñà-
ìûå ñâÿòûå è ìóäðûå. Âïðî÷åì, ãîëåìû óìåëè òîëüêî ïîíèìàòü
ðå÷ü, íî íå èçäàâàòü å¼: ïî ìíåíèþ èóäååâ, åñëè áû îíè óìåëè
ãîâîðèòü, ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî ó íèõ åñòü äóøà. Ëèòåðàòóðíóþ
÷àñòü èñòîðè÷åñêîãî ýêñêóðñà ñòîèò, ïîæàëóé, çàêîí÷èòü äîêòî-
ðîì Âèêòîðîì Ôðàíêåíøòåéíîì � äàëüøå èäåÿ èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà ïîÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ÷àñòî, ÷òîáû ïîäðîáíî å¼ çäåñü
àíàëèçèðîâàòü.

1Àëüáåðò Âåëèêèé (Albertus Magnus, îê. 1200�1280) � ìîíàõ�äîìèíè-
êàíåö, îäèí èç ëó÷øèõ ó÷¼íûõ ñâîåãî âðåìåíè. Îí ïåðâûì ïîïûòàëñÿ óâÿ-
çàòü Àðèñòîòåëÿ è õðèñòèàíñêèå êàíîíû, ðàçâèë äîêòðèíó ñâîáîäíîé âîëè
(íà êîòîðóþ ìíîãî è ñ óäîâîëüñòâèåì ññûëàëñÿ, íàïðèìåð, Äàíòå), îñòàâèë
ñëåä â ëîãèêå, áîòàíèêå, ãåîãðàôèè, àñòðîíîìèè (è àñòðîëîãèè, êîíå÷íî æå),
ìèíåðàëîãèè, õèìèè (â ÷àñòíîñòè, åìó ïðèïèñûâàþò îòêðûòèå ìûøüÿêà),
çîîëîãèè, ôèçèîëîãèè, ôðåíîëîãèè, òåîðèè ìóçûêè... Ðàçóìååòñÿ, çàíÿòèÿ
íàóêîé ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî Àëüáåðòà Âåëèêîãî è ïðè æèçíè, è â îñîáåííî-
ñòè ïîñëå íå¼ ñ÷èòàëè ìàãîì è âîëøåáíèêîì. Íåñìîòðÿ íà çàíÿòèÿ àëõèìè-
åé � Àëüáåðò Âåëèêèé íå ïîäòâåðæäàåò, ÷òî íàø¼ë ôèëîñîôñêèé êàìåíü,
íî ïèøåò, ÷òî ñ÷èòàëè íàáëþäàë èçãîòîâëåíèå çîëîòà òðàíñìóòàöèåé � îí
áûë áåàòèôèöèðîâàí â 1622 ãîäó, à â 1931 êàíîíèçèðîâàí. Ôîìà Àêâèíñêèé
áûë ó÷åíèêîì Àëüáåðòà Âåëèêîãî.
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Ïåðâîå ïîëíîöåííîå ôèëîñîôñêîå îáîñíîâàíèå ìå÷òû îá èñ-
êóññòâåííîì èíòåëëåêòå ïîëó÷èëè â ðàöèîíàëèñòè÷åñêèõ ðàáî-
òàõ Ðåíå Äåêàðòà1. Äåêàðò ñ÷èòàë, ÷òî â ñîçíàíèè ìûñëÿùèõ
ëþäåé îò ðîæäåíèÿ çàëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå èäåè, èç êîòîðûõ
âñåâîçìîæíûå çíàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñóãóáî äåäóêòèâíûì ïóò¼ì,
îò îáùåãî ê ÷àñòíîìó; â ýòîì è åñòü ñóòü ðàöèîíàëèçìà, â îò-
ëè÷èå îò ýìïèðèçìà, êîòîðûé ïðåäïî÷èòàåò èäòè èíäóêòèâíî,
îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó. Îòñþäà óæå ïîëøàãà äî èñêóññòâåííî-
ãî èíòåëëåêòà: äåäóêöèþ ãîðàçäî ëåã÷å àâòîìàòèçèðîâàòü, ÷åì
èíäóêöèþ (õîòÿ è íà ýòîì ïóòè åñòü ñâîè ïðîáëåìû), à äàëüøå
íóæíî áóäåò òîëüêî âûäåëèòü è çàïèñàòü ýòè ¾îñíîâíûå òåî-
ðåòè÷åñêèå èäåè¿. Äåêàðòó âîîáùå áûëî ñâîéñòâåííî ïûòàòüñÿ
ìåõàíèçèðîâàòü ÷åëîâåêà è ÷åëîâå÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ: â èçâåñò-
íîé öèòàòå îí ñðàâíèâàåò áîëüíîãî ÷åëîâåêà ñî ñëîìàííûìè ÷à-
ñàìè, à îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ äåêàðòîâîé àíàëèòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè áûëà ïîïûòêà àâòîìàòèçèðîâàòü, óïðîñòèòü êðàñèâûå
èíäóêòèâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûìè äî òîé ïî-
ðû ïðèõîäèëîñü äîêàçûâàòü òåîðåìû.

Ïîâîðîòíûì ìîìåíòîì â èñòîðèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåê-
òà ñòàëî, ðàçóìååòñÿ, èçîáðåòåíèå ïåðâûõ êîìïüþòåðîâ. Ñîá-
ñòâåííî, èñòîðèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà êàê ðàçäåëà èí-
ôîðìàòèêè íà÷èíàåòñÿ ñ íà÷àëà 1950-õ ãã. � â 1950 ãîäó Àëàí
Òüþðèíã2 ïðåäëîæèë ñâîé çíàìåíèòûé òåñò, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ

1Ðåíå Äåêàðò (Ren�e Descartes, 1596�1650) � ôðàíöóçñêèé ó÷¼íûé, ôè-
ëîñîô, ìàòåìàòèê, ïèñàòåëü è ìíîãîå-ìíîãîå äðóãîå. Äåêàðò ðîäèëñÿ âî
Ôðàíöèè, âûó÷èëñÿ íà þðèñòà, à çàòåì ïîñòóïèë íà âîåííóþ ñëóæáó â ðå-
âîëþöèîííîé Ãîëëàíäèè, ãäå âïåðâûå çàèíòåðåñîâàëñÿ ìàòåìàòèêîé. Èìåí-
íî â Ãîëëàíäèè ïðîøëè íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûå ãîäû Äåêàðòà: ñ 1628 ïî
1649 îí íàïèñàë ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ñâîèõ ðàáîò. À ðàáîòû ýòè ôàê-
òè÷åñêè çàëîæèëè ôóíäàìåíò âñåé ñîâðåìåííîé íàóêè: â ¾Ðàññóæäåíèè î
ìåòîäå¿ Äåêàðò, îñíîâûâàÿñü íà ñêåïòè÷åñêîì ìåòîäå, ñîçäà¼ò ðàöèîíàëè-
ñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ïîçíàíèÿ, îñíîâàííóþ íà äåäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèÿõ, à
òàêæå ðàçðàáàòûâàåò äóàëèñòè÷åñêóþ òåîðèþ, â êîòîðîé ¾äóøà¿, ìûøëå-
íèå îòäåëÿþòñÿ îò òåëà è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âíåôèçè÷åñêèå ïðîöåññû.
Â ìàòåìàòèêå Äåêàðò èçâåñòåí êàê àâòîð àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè; êðîìå
òîãî, èìåííî îí âïåðâûå ïðèìåíèë àíàëèç áåñêîíå÷íî ìàëûõ ê çàäà÷å î
êàñàòåëüíîé, ÷òî ïîçâîëèëî Íüþòîíó è Ëåéáíèöó ðàçðàáîòàòü îñíîâû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

2Àëàí Òüþðèíã (Alan Turing, 1912�1954) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, ëî-
ãèê è êðèïòîãðàô. Îí âî ìíîãîì ñîçäàë ñîâðåìåííóþ òåîðåòè÷åñêóþ èí-
ôîðìàòèêó, ôîðìàëèçîâàâ ïîíÿòèå àëãîðèòìà, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ìà-
øèíû Òüþðèíãà è ñôîðìóëèðîâàâ îáùåïðèíÿòóþ âåðñèþ òåçèñà ×¼ð÷à (â
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îòïðàâíîé òî÷êîé AI1 êàê íàóêè [138, 159]. Ñóòü òåñòà Òüþðèí-
ãà â òîì, ÷òî êîìïüþòåð äîëæåí ñóìåòü óñïåøíî âûäàòü ñåáÿ
çà ÷åëîâåêà â (ïèñüìåííîì) äèàëîãå ìåæäó ñóäü¼é-÷åëîâåêîì
è êîìïüþòåðîì: ñóäüÿ îäíîâðåìåííî âåä¼ò äâà äèàëîãà, îäèí ñ
íàñòîÿùèì ÷åëîâåêîì, à äðóãîé ñ êîìïüþòåðîì, è ïîñëå ýòîãî
äîëæåí ñóìåòü îòâåòèòü, êòî èç íèõ êòî. Ñàì Òüþðèíã, âïðî-
÷åì, òóò æå óêàçûâàë, ÷òî íàîáîðîò ó íàñ, ëþäåé, óæå íèêàê
íå ïîëó÷èòñÿ: ÷åëîâåêà îò êîìïüþòåðà ëåãêî îòëè÷èò ëþáàÿ äî-
ñòàòî÷íî ñëîæíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ çàäà÷êà. Îòìåòèì çäåñü æå,
÷òî â ñòàòüå ñàìîãî Òüþðèíãà åñòü íåêîòîðûå äåòàëè, êîòîðûå
îáû÷íî óñêîëüçàþò èç ñîâðåìåííûõ ôîðìóëèðîâîê. Íàïðèìåð,
Òüþðèíã ïðåäëàãàë ñðàâíèâàòü íå êîìïüþòåð, èìèòèðóþùèé
÷åëîâåêà, è íàñòîÿùåãî ÷åëîâåêà, à êîìïüþòåð, âûäàþùèé ñå-
áÿ çà æåíùèíó, è ìóæ÷èíó, âûäàþùåãî ñåáÿ çà æåíùèíó; èíà÷å
ãîâîðÿ, ñðàâíèâàòü èìèòèðóþùèé êîãî-òî äðóãîãî êîìïüþ-
òåð ñ èìèòèðóþùèì êîãî-òî äðóãîãî ÷åëîâåêîì (ïîäðîáíåå î
òåñòå Òüþðèíãà ñì. [138]).

Ïÿòèäåñÿòûå�øåñòèäåñÿòûå ãîäû XX âåêà áûëè âðåìåíåì
áåçóäåðæíîãî îïòèìèçìà. Êàçàëîñü, ÷òî åù¼ ÷óòü-÷óòü, åù¼ íåì-
íîãî � è ãèãàíòñêèå õîëëû, çàñòàâëåííûå ãðîìîçäêèìè ëàìïî-
âûìè óñòðîéñòâàìè, íàïå÷àòàþò íà ïåðôîêàðòàõ: ¾Êòî ÿ?¿. Íà-
ó÷íàÿ ôàíòàñòèêà òîãî âðåìåíè (êîòîðîå çàñëóæåííî ñ÷èòàåòñÿ
¾çîëîòûì âåêîì¿ íàó÷íîé ôàíòàñòèêè âîîáùå) óæå íå ïðîñòî
ìå÷òàåò îá èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå, à ñ÷èòàåò åãî ñâåðøèâ-
øèìñÿ ôàêòîì, äåëîì íåäàë¼êîãî áóäóùåãî. Ìûñëü äâèæåòñÿ
äàëüøå: ôàíòàñòû çàäàþòñÿ âîïðîñàìè î áóäóùåì ñîñóùåñòâî-
âàíèè ÷åëîâåêà è ðàçóìíîé ìàøèíû. Âñåì èçâåñòíû òðè çàêîíà

àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàåìîãî îáû÷íî Church�Turing thesis). Èìåí-
íî Òüþðèíã ïåðåôîðìóëèðîâàë òåîðåìó Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå, ïðèìåíèâ å¼ ê
ãèëüáåðòîâñêîé ¾Entscheidungsproblem¿, òî åñòü ê çàäà÷å î òîì, ìîæíî ëè
àëãîðèòìè÷åñêè èñêàòü äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Êðî-
ìå òîãî, îí áûë îäíèì èç îòöîâ-îñíîâàòåëåé ñîâðåìåííîãî èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà; åìó ïðèíàäëåæèò ôîðìóëèðîâêà ¾òåñòà Òüþðèíãà¿, êîòîðûé
äîëæíà ïðîéòè ìàøèíà, ïðåòåíäóþùàÿ íà ïðàâî ñ÷èòàòüñÿ ¾èñêóññòâåííûì
èíòåëëåêòîì¿: ñóìåòü ïîääåðæàòü ðàçãîâîð (õîòÿ áû â òåêñòîâîì ôîðìàòå)
ñ ÷åëîâåêîì íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå òàê, ÷òîáû ÷åëîâåê íå ïîíÿë, ìàøèíà
èëè äðóãîé ÷åëîâåê ñ íèì ðàçãîâàðèâàåò.

1AI � îáùåïðèíÿòîå ñîêðàùåíèå îò Arti�cial Intelligence, èñêóññòâåííûé
èíòåëëåêò.
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ðîáîòîòåõíèêè, ñôîðìóëèðîâàííûå Àéçåêîì Àçèìîâûì1; îíè,
åñëè âäóìàòüñÿ, ïðåäåëüíî íåôîðìàëüíû, ïîíÿòü èõ è ïðèíÿòü
ê èñïîëíåíèþ � òåñò ãîðàçäî ñèëüíåå òüþðèíãîâñêîãî.

Ëèòåðàòóðíûé è îáùåñòâåííûé îïòèìèçì îòðàçèëñÿ è â íà-
óêå. Ïÿòèäåñÿòûå ãîäû � âðåìÿ ðàñöâåòà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãè-
êè; íåñìîòðÿ íà óæå äîêàçàííóþ è îñîçíàííóþ òåîðåìó Ã¼äåëÿ
î íåïîëíîòå, äëÿ ìíîãèõ îãðàíè÷åííûõ ëîãèê óæå áûëè èçâåñò-
íû ðàçðåøàþùèå ïðîöåäóðû. Äà, îíè áûâàëè ýêñïîíåíöèàëüíû-
ìè, äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíûìè è äàæå áîëåå òîãî, íî îáùèé
âåêòîð ðàçâèòèÿ âèäåëñÿ ÿñíûì � àâòîìàòè÷åñêèé ëîãè÷åñêèé
âûâîä êàçàëñÿ äåëîì áëèæàéøåãî áóäóùåãî, à íà ýòîé îñíîâå
ìîæíî áûëî ñòðîèòü è åù¼ áîëåå àìáèöèîçíûå ïëàíû.

Â 1956 ãîäó Äæîí Ìàêêàðòè2, Ìàðâèí Ìèíñêè3, Íàòàíè-
ýëü Ðî÷åñòåð4 è Êëîä Øåííîí îðãàíèçîâàëè çíàìåíèòóþ ëåò-
íþþ øêîëó â Äàðòìóòå, ãäå ìîçãîâûì øòóðìîì ïîïûòàëèñü

1Àéçåê Àçèìîâ (Isaac Asimov, 1920�1992) � àìåðèêàíñêèé ôàíòàñò è ïî-
ïóëÿðèçàòîð íàóêè. Ðîäèëñÿ Àçèìîâ â äåðåâíå Ïåòðîâè÷è Ìîãèë¼âñêîé ãó-
áåðíèè, íûíå Ñìîëåíñêîé îáëàñòè (çâàëè åãî òîãäà Èñààê Îçèìîâ, îò ñëîâà
¾îçèìûå¿, êîòîðûìè òîðãîâàë åãî ïðàäåä). Õîòÿ Àçèìîâ ãëàâíûì îáðàçîì
èçâåñòåí êàê ôàíòàñò � åãî äîñòèæåíèÿ â ýòîé ñôåðå ìû çäåñü íå áóäåì è
ïûòàòüñÿ ïåðå÷èñëÿòü � îí òàêæå íàïèñàë ìíîæåñòâî íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ
êíèã, îò ¾Êðàòêîé èñòîðèè õèìèè¿ äî ¾Ïóòåâîäèòåëÿ Àçèìîâà ïî Øåêñ-
ïèðó¿. Îäíîé èç ãëàâíûõ òåì òâîð÷åñòâà Àçèìîâà ñòàëî âçàèìîäåéñòâèå
÷åëîâåêà ñ ìûñëÿùèìè ìàøèíàìè, äëÿ êîòîðîãî îí ñôîðìóëèðîâàë ñâîè
çíàìåíèòûå òðè çàêîíà.

2Äæîí Ìàêêàðòè (John McCarthy, ð. 1927) � àìåðèêàíñêèé èíôîðìà-
òèê è êîãíèòèâèñò. Ìàêêàðòè ïðèäóìàë òåðìèí ¾arti�cial intelligence¿, à
òàêæå ñîçäàë ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Lisp, ñòàâøèé äëÿ ðàííåãî AI îñíîâ-
íûì [104]. Êðîìå òîãî, Ìàêêàðòè ìíîãî ðàáîòàë â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå,
â ÷àñòíîñòè, íàä íåìîíîòîííûìè ëîãèêàìè [105].

3Ìàðâèí Ìèíñêè (Marvin Minsky, ð. 1927) � àìåðèêàíñêèé èññëåäîâà-
òåëü â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, îäèí èç îñíîâàòåëåé ëàáîðàòî-
ðèè AI â Ìàññà÷óñåòñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå, àâòîð êëàññè÷åñêîé
êíèãè î íåéðîííûõ ñåòÿõ ¾Ïåðöåïòðîíû¿ [111]. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî Ìèíñêè
êîíñóëüòèðîâàë Àðòóðà Êëàðêà ïðè íàïèñàíèè è ïîñòàíîâêå åãî ¾Êîñìè÷å-
ñêîé Îäèññåè 2001¿ è äàæå âåñüìà ëåñòíî òàì óïîìèíàåòñÿ � ñì. ýïèãðàô ê
ãëàâå 3; öèòàòà, êñòàòè, âåñüìà õàðàêòåðíàÿ äëÿ òåõ îïòèìèñòè÷åñêèõ âðå-
ì¼í.

4Íàòàíèýëü Ðî÷åñòåð (Nathaniel Rochester, 1919�2001) � àìåðèêàíñêèé
èíæåíåð è ìàòåìàòèê. Ðî÷åñòåð ñòîÿë ó èñòîêîâ íå òîëüêî èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà, íî è äðóãèõ îáëàñòåé: â êîìïàíèè IBM â íà÷àëå ïÿòèäåñÿòûõ
îí ñîçäàë ïåðâûé êîìïüþòåð êîìïàíèè IBM 701, à â øåñòèäåñÿòûå ãîäû
çàíèìàëñÿ êðèîãåíèêîé.
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çàëîæèòü îñíîâû áóäóùåé òåîðèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.
Â çàÿâêå íà ñïîíñèðîâàíèå ýòîé ëåòíåé øêîëû Ìàêêàðòè ïè-
ñàë [106]:

Ìû ïðåäëàãàåì èññëåäîâàíèå èñêóññòâåííîãî èí-
òåëëåêòà ñðîêîì íà äâà ìåñÿöà ñ ó÷àñòèåì äåñÿòè
÷åëîâåê ëåòîì 1956 ãîäà â Äàðòìóòñêîì êîëëå-
äæå, Ãàíîâåð, Íüþ�Ãåìïøèð. Èññëåäîâàíèå îñíî-
âàíî íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñÿêèé àñïåêò îáó÷å-
íèÿ èëè ëþáîå äðóãîå ñâîéñòâî èíòåëëåêòà ìîæåò
â ïðèíöèïå áûòü ñòîëü òî÷íî îïèñàíî, ÷òî ìà-
øèíà ñìîæåò åãî èìèòèðîâàòü. Ìû ïîïûòàåìñÿ
ïîíÿòü, êàê îáó÷èòü ìàøèíû èñïîëüçîâàòü åñòå-
ñòâåííûå ÿçûêè, ôîðìèðîâàòü àáñòðàêöèè è êîí-
öåïöèè, ðåøàòü çàäà÷è, ñåé÷àñ ïîäâëàñòíûå òîëü-
êî ëþäÿì, è óëó÷øàòü ñàìèõ ñåáÿ. Ìû ñ÷èòàåì,
÷òî ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â îäíîé èëè áî-
ëåå èç ýòèõ ïðîáëåì âïîëíå âîçìîæíî, åñëè ñïå-
öèàëüíî ïîäîáðàííàÿ ãðóïïà ó÷¼íûõ áóäåò ðàáî-
òàòü íàä ýòèì â òå÷åíèå ëåòà.

Âîò òàêîé íåçàìûñëîâàòûé ïðîåêò � ïî ñóòè åðóíäà, ðàáî-
òû íåìíîãî, äåñÿòêó ÷åëîâåê íà îäíî ëåòî... Â ðåàëüíîñòè æå
îêàçàëîñü, ÷òî èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò � çàäà÷à ïî÷òè áåç-
íàä¼æíàÿ. Íåñìîòðÿ íà ìíîãîëåòíèå óñèëèÿ ëó÷øèõ óìîâ ìè-
ðà, ñîçäàòü ïóñòü äàæå íå ëó÷øèé èç óìîâ ïîêà íå ïîëó÷àåòñÿ.
Êàêîé òàì òåñò Òüþðèíãà � äàæå ïðîñòîå ÷òåíèå áåçî âñÿêîãî
ïîíèìàíèÿ îêàçûâàåòñÿ äëÿ êîìïüþòåðà íåïîñèëüíîé çàäà÷åé, î
÷¼ì ñâèäåòåëüñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå CAPTCHA�òåñòû íà ðàç-
ëè÷íûõ ñàéòàõ1.

Ïðîáëåìû ñ ¾÷åëîâåêîïîäîáíûìè¿ çàäà÷àìè ïîÿâëÿþòñÿ äà-
æå â íàñòîëüíûõ èãðàõ, ãäå, íà ïåðâûé âçãëÿä, çàäà÷à äîñòàòî÷-
íî õîðîøî ôîðìàëèçîâàíà. Êîìïüþòåð ìîæåò õîðîøî èãðàòü â
øàõìàòû, äàæå îáûãðûâàòü çà äîñêîé âåäóùèõ ãðîññìåéñòåðîâ

1CAPTCHA (Completely Automated Public Turing Test to tell Computers
and Humans Apart) � ýòî òåñò, â êîòîðîì îò ÷åëîâåêà òðåáóåòñÿ ðàñïîçíàòü
íàïèñàííûé òåêñò èëè êàêîå-íèáóäü äðóãîå ñâîéñòâî ïðåäúÿâëåííîãî åìó
èçîáðàæåíèÿ. Òàêèå òåñòû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ¾çàùèòû îò áîòîâ¿, �
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òåñò ïðîõîäèò æèâîé ÷åëîâåê, à íå ïðîãðàììà (áîò)
[1, 2].



Ââåäåíèå 17

(íà ñåãîäíÿ ðåéòèíã Ýëî ëó÷øèõ êîìïüþòåðîâ ñîñòàâëÿåò îêîëî
3100�3200, à ëó÷øèõ æèâûõ øàõìàòèñòîâ � 2700�2800), ïîòîìó
÷òî â øàõìàòàõ íå ñëèøêîì áîëüøàÿ ðàçâåòâë¼ííîñòü äåðåâà
ïîèñêà äà¼ò áîëüøîé ïðîñòîð äëÿ ïðèìåíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìîùíîñòåé. Íî, íàïðèìåð, â èãðå ãî, ãäå íóæíî çíà÷èòåëüíî
òîíüøå ïîíèìàòü ïîçèöèþ íà âñåé äîñêå è ãäå óìåíèå áûñòðî
ñ÷èòàòü âàðèàíòû íå ìîæåò ðàäèêàëüíî óñèëèòü èãðó, êîìïüþ-
òåðû ïîêà íå âûäåðæèâàþò íèêàêîé êðèòèêè. Ëó÷øèå êîìïüþ-
òåðíûå ïðîãðàììû èãðàþò â ãî íà óðîâíå íå ñëèøêîì óâëå÷¼í-
íîãî ëþáèòåëÿ, à ïðîôåññèîíàëàì ïðîèãðûâàþò ñ ãèãàíòñêîé
ôîðîé, äîõîäÿùåé äî 20�25 êàìíåé (êîìó ìîæåò ÷åìïèîí ìèðà
ïî øàõìàòàì äàòü ôåðçÿ è äâóõ ëàäåé âïåð¼ä?) [23,115]. È ýòî �
ñòðîãî ôîðìàëèçîâàííàÿ èãðà íà êîíå÷íîé, âåñüìà îãðàíè÷åí-
íîé äîñêå1. Î êàêîé-ëèáî äåÿòåëüíîñòè, ãäå íóæíî ïîíèìàòü
åñòåñòâåííûé ÿçûê, êîíå÷íî, è ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ.

Îäíàêî ïîëå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà âåñüìà øèðîêî, è
áûëî áû â êîðíå íåïðàâèëüíî îöåíèâàòü óñïåõè îòðàñëè ñóãóáî
áèíàðíî, ïî ôàêòó äîñòèæåíèÿ îñíîâíîé öåëè. Íà ïóòè ê íåé
áûëè ðàçðàáîòàíû ìíîãèå ïîäõîäû, êîòîðûå ïîëó÷èëè øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå è îêàçàëèñü î÷åíü ïîëåçíû íà ïðàêòèêå. Áîëü-
øàÿ ÷àñòü ýòèõ ïîäõîäîâ îáúåäèíåíà ïîä íàçâàíèåì ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ (machine learning). Èìåííî åìó ïîñâÿùåíà ýòà êíèãà.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå è èíòåëëåêòóàëüíûå àãåíòû

×òî òàêîå ìàøèííîå îáó÷åíèå? Îáùåå (õîòÿ è íå ñëèøêîì
ôîðìàëüíîå) îïðåäåëåíèå òàêîâî: àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèò-
ìîì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, åñëè îí óëó÷øàåò ñâî¼ ïîâåäåíèå ïî
ìåðå íàêîïëåíèÿ îïûòà. ×òî ýòî çíà÷èò? Ýòî çíà÷èò, ÷òî àëãî-
ðèòì îáó÷àåò ïàðàìåòðû ìîäåëè ëèáî íà çàðàíåå ïîäãîòîâëåí-
íûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ, ëèáî íà ñîáñòâåííûõ îøèáêàõ, è ñî âðå-
ìåíåì ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó âñ¼ ëó÷øå è ëó÷øå. Íåêîòî-
ðûå àëãîðèòìû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ñïîñîáíû ïîäìå÷àòü ðàíåå
íåèçâåñòíûå çàêîíîìåðíîñòè â äàííûõ, âûäåëÿòü çíàíèÿ (òîæå

1Ïîçäíåéøèé êîììåíòàðèé: ê 2008 ãîäó íàìåòèëñÿ ïðîãðåññ è â ãî; ïðî-
ãðàììà MoGo, îñíîâàííàÿ íà ñïåöèàëüíîì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà
ïîèñêà, ñìîãëà âûâåñòè êîìïüþòåðíîå ãî íà íîâûé óðîâåíü; ïðàâäà, î ìè-
ðîâîì ãîñïîäñòâå ïîêà ìå÷òàòü ðàíî, íî óðîâåíü ãäå-òî ïåðâîãî äàíà äîñòèã-
íóò [46,47].
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òåðìèí è ïðåäìåò èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà), êîòîðûõ ðàíü-
øå íå áûëî � ñëîâîì, äåëàòü òî, ÷òî äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü
ïðåðîãàòèâîé èñêëþ÷èòåëüíî Homo Sapiens.

Îáó÷àþùèåñÿ àãåíòû � ÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåëëåêòóàëüíûõ
àãåíòîâ, êîòîðûå èçìåíÿþò ñâî¼ ïîâåäåíèå â çàâèñèìîñòè îò
ðåàêöèè îêðóæàþùåé ñðåäû. Ãëàâíûì îòëè÷èåì îáó÷àþùèõ-
ñÿ àãåíòîâ îò âñåõ îñòàëüíûõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè íå ïðîñòî
äåéñòâóþò ïî êàêîé-ëèáî ïðîãðàììå, â êîòîðóþ çàðàíåå çàëî-
æåíà ðåàêöèÿ íà ðàçíûå äåéñòâèÿ ñðåäû, à óëó÷øàþò ñâî¼ ïî-
âåäåíèå ñ îïûòîì. Èíûìè ñëîâàìè, â îïðåäåëåíèè àëãîðèòìà
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò òðåáîâàíèå ïîâûøàòü
ýôôåêòèâíîñòü ïî õîäó ðàáîòû èëè ïðè óâåëè÷åíèè íà÷àëüíîé
îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Îáó÷àþùèåñÿ àãåíòû âñåãäà äåéñòâóþò â óñëîâèÿõ ëèáî
íåïîëíîé èíôîðìàöèè, ëèáî èíôîðìàöèè, ïîëíîñòüþ îáðàáî-
òàòü êîòîðóþ âû÷èñëèòåëüíî íåðåàëüíî � èíà÷å ìîæíî áû-
ëî áû ïðîñòî âûáèðàòü îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå, è îáó÷àòü-
ñÿ áûëî áû íå íóæíî. À íåòðèâèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ îáó-
÷àþùèõñÿ àãåíòîâ ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà îïòèìàëü-
íîå ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîâåäåíèå ñëèøêîì òðóä-
íî âû÷èñëèòü ïîëíûì ïåðåáîðîì. Ïðèâåä¼ì çäåñü æå ññûë-
êè íà ãëàâíûå èñòî÷íèêè ïî ìàøèííîìó îáó÷åíèþ � êíèãè
[5, 19,63,92, 101,107�109,113].

Íà ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåíà ñõåìà (î÷åíü îáùàÿ è ïðèáëèçè-
òåëüíàÿ) ñàìîîáó÷àþùåãîñÿ àãåíòà. Äàâàéòå ðàññìîòðèì îñíîâ-
íûå å¼ ýëåìåíòû:

� ðåøàòåëü � ìîçã ñàìîîáó÷àþùåãîñÿ àãåíòà, èìåííî îí
ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ èç âíåøíåãî ìèðà è âûáèðàåò, êà-
êèå äåéñòâèÿ ïðîèçâîäèòü;

� êðèòèê ñâÿçûâàåòñÿ ñ íåêèì ñòàíäàðòîì (îöåíêîé, èäå-
àëîì) ýôôåêòèâíîñòè è îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî õîðîøî
îòðàáîòàë àãåíò;

� îáó÷àþùèéñÿ ýëåìåíò óëó÷øàåò ïîâåäåíèå àãåíòà, èç-
ìåíÿÿ åãî ïàðàìåòðû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, õîðîøî ëè
ïîëó÷èëîñü ó ðåøàòåëÿ (î òîì, ÷òî òàêîå õîðîøî è ÷òî
òàêîå ïëîõî, ýòîé êðîõå ñîîáùèò êðèòèê); îí æå ñîîáùàåò
ãåíåðàòîðó çàäà÷, êàêîé åù¼ íóæåí îïûò äëÿ äàëüíåé-
øåãî îáó÷åíèÿ;
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Ðèñ. 1.1. Ñõåìà ñàìîîáó÷àþùåãîñÿ àãåíòà

� ãåíåðàòîð çàäà÷ ïðåäëàãàåò äåéñòâèÿ, êîòîðûå ïðèâå-
ëè áû ê íîâîìó, ïîëåçíîìó îïûòó: âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ
ïðèìåíåíèÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ àãåíòó ïðèõîäèòñÿ âû-
áèðàòü, êàêèå åù¼ ñòðàòåãèè èññëåäîâàòü (à ìîæåò, óäî-
âîëüñòâîâàòüñÿ òåì, ÷òî îí óæå çíàåò).

Íå âî âñåõ àïïàðàòàõ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïðèñóòñòâóþò âñå
ýòè ýëåìåíòû, è âî ìíîãèõ èç íèõ íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñõåìû
îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí. Îäíàêî ñõåìà ïîìîãàåò ïîíÿòü, êàê äåé-
ñòâóåò áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Íà ÷¼ì ñòîèò èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò

Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò âîîáùå è ìàøèííîå îáó÷åíèå â
÷àñòíîñòè � ïîëå â âûñøåé ñòåïåíè ìåæäèñöèïëèíàðíîå. Â í¼ì
ìíîãî ðàç èñïîëüçîâàëèñü èäåè èç ðàçíûõ îáëàñòåé çíàíèÿ, íà
ïåðâûé âçãëÿä ñîâåðøåííî íå ïîõîæèõ íè äðóã íà äðóãà, íè
íà èíôîðìàòèêó. Â êíèãå ìû íåîäíîêðàòíî áóäåì óêàçûâàòü
íà ïîäîáíûå îáñòîÿòåëüñòâà, à ñåé÷àñ ïðîñòî âêðàòöå îïèøåì
ãëàâíîå: íà ÷¼ì ñòîèò ñîâðåìåííûé èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò,
ôóíäàìåíò, áåç êîòîðîãî åãî òðóäíî áûëî áû ñåáå ïðåäñòàâèòü.
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Ìàòåìàòèêà, êîíå÷íî, â ëþáîì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ öàðèöåé è
ñëóæàíêîé ëþáîé íàóêè. À ïîñêîëüêó èñêóññòâåííûé èíòåë-
ëåêò � ðàçäåë èíôîðìàòèêè, â êîòîðîì ðå÷ü èä¼ò îá èäåàëè-
çèðîâàííûõ îáúåêòàõ (ôóíêöèÿõ, àëãîðèòìàõ, îöåíêàõ ñëîæíî-
ñòè, ñòðóêòóðàõ äàííûõ), áåç ìàòåìàòèêè çäåñü íèêóäà. Îäíàêî
íåêîòîðûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè âñòðå÷àþòñÿ â èñêóññòâåííîì
èíòåëëåêòå çíà÷èòåëüíî ÷àùå, ÷åì äðóãèå.

Òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêó ìîæíî áåç ïðåóâå-
ëè÷åíèÿ íàçâàòü îñíîâîé âñåãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ âîîáùå è
çíà÷èòåëüíîé äîëè äðóãèõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ èñêóññòâåí-
íîãî èíòåëëåêòà. Äàæå åñëè àëãîðèòì íà ïåðâûé âçãëÿä íå èñ-
ïîëüçóåò âåðîÿòíîñòè èëè ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïðè áëèæàéøåì
ðàññìîòðåíèè íàâåðíÿêà îêàæåòñÿ, ÷òî äëÿ åãî àíàëèçà ïðèä¼ò-
ñÿ ïðèâëåêàòü âåðîÿòíîñòü. Îá ýòîì ìû áóäåì ïîäðîáíî ãîâî-
ðèòü â ãëàâå 5, äà è âî âñåõ îñòàëüíûõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðîíèçûâàåò âñþ èíôîðìàòèêó.
Áèíàðíàÿ ëîãèêà, ñîçäàííàÿ Äæîðäæåì Áóëåì1, ñòàëà îñíîâ-
íûì èíñòðóìåíòîì èíôîðìàòèêè. Äà è âîîáùå èíôîðìàòèêà
áûëà âî ìíîãîì ìîòèâèðîâàíà ëîãèêîé � îïòèìèçì ëîãèöèñòîâ
íà÷àëà XX âåêà, âåðèâøèõ, ÷òî âñþ ìàòåìàòèêó ìîæíî àâòîìà-
òè÷åñêè âûâåñòè èç óìåëî ïîäîáðàííûõ àêñèîì, áûë îäíîé èç
îòïðàâíûõ òî÷åê ðàçâèòèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âûâîäà. Àïîôåîçîì
ëîãèöèçìà ñòàë ìíîãîòîìíûé òðóä Àëüáåðòà Óàéòõåäà è Áåðòðà-
íà Ðàññåëà ¾Principia Mathematica¿ (¾Ïðèíöèïû ìàòåìàòèêè¿),
â êîòîðîì èç àêñèîì âûâîäèëèñü àðèôìåòè÷åñêèå óòâåðæäå-
íèÿ. Êíèãà ýòà î÷åíü ïîõîæà íà àâòîìàòè÷åñêè ïîðîæä¼ííûé
ëîãè÷åñêèé âûâîä, è ê ñòðàíèöå 379 ïåðâîãî èçäàíèÿ àâòîðû
íàêîíåö-òî çàêëþ÷àþò: ¾Êîãäà ìû îïðåäåëèì àðèôìåòè÷åñêîå
ñëîæåíèå, èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ áóäåò âûòåêàòü, ÷òî 1+ 1 = 2¿.

1Äæîðäæ Áóëü (George Boole, 1815�1864) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê è
ôèëîñîô, îäèí èç îñíîâàòåëåé èíôîðìàòèêè. Òðóäíî ðàññêàçàòü î Áóëå
êàêîé-íèáóäü çàáàâíûé ñëó÷àé, ïîòîìó ÷òî æèçíü åãî áûëà íà ðåäêîñòü
ñòàáèëüíîé è áåçûíòåðåñíîé � îí âñþ æèçíü ïðîðàáîòàë ïðåïîäàâàòåëåì
ìàòåìàòèêè, ñíà÷àëà â øêîëå, ïîòîì â êîëëåäæå. Òðóäîì åãî æèçíè ñòàë
äâóõòîìíèê ¾Èññëåäîâàíèå çàêîíîâ ìûøëåíèÿ, íà êîòîðûõ îñíîâàíû ìàòå-
ìàòè÷åñêèå òåîðèè ëîãèêè è âåðîÿòíîñòåé¿ [20], ãäå Áóëü èññëåäîâàë ñâÿçü
ìåæäó àëãåáðîé, ëîãèêîé è âåðîÿòíîñòüþ è ðàçâèë çàêîíû àëãåáðàè÷åñêîé
çàïèñè ëîãè÷åñêèõ çàêîíîâ è áèíàðíîé ëîãèêè. Èäåè Áóëÿ â XIX âåêå íè-
êîãî íå çàèíòåðåñîâàëè � ïîòðåáîâàëñÿ Êëîä Øåííîí, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî
áóëåâà ëîãèêà ìîæåò ñòàòü îñíîâîé èíôîðìàòèêè.
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Ïðàâäà, îïòèìèçìà ëîãèöèñòàì èçðÿäíî ïîóáàâèëè òåîðåìû Ã¼-
äåëÿ1 î íåïîëíîòå, íî çàäà÷à àâòîìàòèçàöèè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà
ñ ïîâåñòêè äíÿ íå ñîøëà. Îíà è ïî ñåé äåíü îñòà¼òñÿ îäíèì èç
êðàåóãîëüíûõ êàìíåé íå òîëüêî òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ, íî è èñ-
êóññòâåííîãî èíòåëëåêòà: ìíîãèå àïïàðàòû äîëæíû ïðîâîäèòü
ëîãè÷åñêèé âûâîä (èëè åãî àíàëîãè). Êðîìå òîãî, èñêóññòâåí-
íûé èíòåëëåêò ÷àñòî ðàáîòàåò ñ ðàçëè÷íûìè ìåðàìè íåîïðåäå-
ë¼ííîñòè [57, 176, 177]. Â ýòîì åìó ïîìîãàþò âåðîÿòíîñòíûå ëî-
ãèêè [176], îñíîâû êîòîðûõ çàëîæèë åù¼ Áóëü [20], è íå÷¼òêèå
ëîãèêè [40,117].

Òåîðèÿ èãð èçó÷àåò âçàèìîäåéñòâèå àãåíòîâ, êàæäûé èç êî-
òîðûõ ñòðåìèòñÿ âûáðàòü ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ, îïòèìàëüíóþ ñ
òî÷êè çðåíèÿ òîé èëè èíîé öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàçóìååòñÿ, òàêî-
ãî ðîäà çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.
Òåîðèÿ èãð èçó÷àåò òå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ìàøèííîå îáó÷åíèå
óæå íå îáÿçàòåëüíî: îíà ïðåäîñòàâëÿåò ãîòîâûå îïòèìàëüíûå
ðåöåïòû â òîé èëè èíîé ñèòóàöèè. Îäíàêî çà÷àñòóþ, ïðåæäå ÷åì
èñïîëüçîâàòü ýòè ðåöåïòû, íóæíî óñòàíîâèòü íåêîòîðûå ïàðà-
ìåòðû ñèòóàöèè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñàìîîáó÷àþùèéñÿ àãåíò,
èëè çàäàòü ïðèíöèïû âçàèìîäåéñòâèÿ íåñêîëüêèõ àãåíòîâ. Ïî-
ýòîìó òåîðèÿ èãð àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìàõ ìàøèííî-
ãî îáó÷åíèÿ. Ïðèìåðíî òó æå ðîëü èãðàåò è òåîðèÿ óïðàâëå-
íèÿ, êîòîðàÿ òîæå ðåøàåò çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè çàäàííîé ôóíê-
öèè.

1Êóðò Ã¼äåëü (Kurt G�odel, 1906-�1978) � àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê. Â
1924 ã. ïîñòóïèë â Âåíñêèé óíèâåðñèòåò, â 1930 ã. çàùèòèë äèññåðòàöèþ
ïî ìàòåìàòèêå; â ñâîåé äèññåðòàöèè Ã¼äåëü äîêàçàë ïîëíîòó èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ ïåðâîé ñòóïåíè, ÷òî äàëî íàäåæäó íà äîêàçàòåëüñòâî íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè è ïîëíîòû âñåé ìàòåìàòèêè. Îäíàêî óæå â 1931 ã. Ã¼äåëü
íàäåæäó îòíÿë, äîêàçàâ ñâîþ çíàìåíèòóþ òåîðåìó î íåïîëíîòå. Ñîãëàñ-
íî ýòîé òåîðåìå, ëþáàÿ ïðîöåäóðà äîêàçàòåëüñòâà èñòèííûõ óòâåðæäåíèé
àðèôìåòèêè îáðå÷åíà íà íåïîëíîòó. Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííÿÿ íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòü ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íå ìîæåò áûòü äîêàçàíà èíà÷å,
êàê ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèÿ ê äðóãîé òåîðèè, èñïîëüçóþùåé áîëåå ñèëüíûå
àêñèîìû, à çíà÷èò, ìåíåå íàä¼æíîé. Ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå Ã¼äåëåì ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåïîëíîòå, ñûãðàëè â äàëüíåéøåì âàæíóþ ðîëü
â èíôîðìàòèêå. Ïðàâäà, ïîçèòèâíûõ óòâåðæäåíèé ó Ã¼äåëÿ áûëî âñ¼-òàêè
áîëüøå: íàïðèìåð, â 1938 ã. îí äîêàçàë, ÷òî ïðèñîåäèíåíèå àêñèîìû âûáîðà
è êîíòèíóóì�ãèïîòåçû ê îáû÷íûì àêñèîìàì òåîðèè ìíîæåñòâ íå ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Êàê íè ñòðàííî, â ðÿäó ïîëåçíûõ äëÿ ìàøèííîãî îáó÷å-
íèÿ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè íå îáîéòèñü áåç òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âñòðå÷àþòñÿ è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, è
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (òî åñòü ïî ñóòè ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ôèçèêà). Òàêàÿ ¾òÿæ¼ëàÿ àðòèëëåðèÿ¿ îáû÷íî èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Äîõîäèò äî çàáàâíîãî: íàïðèìåð, ÷òîáû
äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ñåòåé Õîïôèëäà [67, 134] (â ýòîé êíèãå ìû
èõ, ê ñîæàëåíèþ, ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì � ñëåäèòå çà íîâûìè
ïóáëèêàöèÿìè), íóæíî íà÷àòü ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû èç
íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íûìè ñïèíàìè!

Èç íåìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò
îòìåòèòü áèîëîãèþ. Íåéðîáèîëîãèÿ � èñòî÷íèê èäåé äëÿ èñ-
êóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé, îáó÷åíèÿ ïî Õåááó è äðóãèõ ïî-
äîáíûõ àëãîðèòìîâ, à ãåíåòèêà ïîðîäèëà îáøèðíóþ îáëàñòü
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Çäåñü åù¼ ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñ¼ òà æå ãåíåòèêà ñåé÷àñ ïðåäî-
ñòàâëÿåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ çàäà÷ äëÿ èíôîðìà-
òèêè âîîáùå è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ â ÷àñòíîñòè: ðàáîòà ïî ðàñ-
øèôðîâêå ãåíîìîâ ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ è âûäåëå-
íèþ èç íèõ ïîëåçíîé èíôîðìàöèè íåìûñëèìà áåç êîìïüþòå-
ðîâ, âåäü ãåíîì � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ ïîðîé èç
ìèëëèàðäîâ íóêëåîòèäîâ, êîòîðóþ åù¼ íóæíî ïîñòðîèòü èç îá-
ðûâêîâ, à çàòåì èñêàòü â íåé êàêèå-ëèáî çàêîíîìåðíîñòè. Ïî-
äðîáíåå î áèîèíôîðìàòèêå âîîáùå ìîæíî ïðî÷åñòü â [114, 161],
à êîíêðåòíî î ñâÿçè áèîèíôîðìàòèêè è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ �
â [9,81]. Ìû æå òîëüêî çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíóþ ðîëü � ïîñòàíîâ-
êó õîðîøî îïðåäåë¼ííûõ, ïîëåçíûõ è ñëîæíûõ çàäà÷ � â ðàç-
âèòèè òîãî èëè èíîãî ðàçäåëà íàóêè òðóäíî ïåðåîöåíèòü. Åñëè
íåò ÷¼òêî ïîñòàâëåííûõ öåëåé, ó âåäóùèõ ó÷¼íûõ îáû÷íî íåò è
áîëüøîãî èíòåðåñà ýòîé íàóêîé çàíèìàòüñÿ, íå ãîâîðÿ óæå î òîì,
÷òî çàäà÷è, ïîëåçíûå ÷åëîâå÷åñòâó âîîáùå è ôàðìàöåâòè÷åñêèì
êîìïàíèÿì â ÷àñòíîñòè, ìîãóò ïðèâëå÷ü ê èññëåäîâàíèÿì çíà-
÷èòåëüíûå äåíüãè.

Íàêîíåö, êðîìå áèîëîãèè, èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ïî-
ìîãàåò òàêæå è ïñèõîëîãèÿ. Òî÷íåå, â îñíîâíîì êîãíèòèâè-
ñòèêà (cognitive science) � ðàçäåë ïñèõîëîãèè, èçó÷àþùèé çà-
êîíû ðàçóìà, èíòåëëåêòà, ïîâåäåíèÿ ìûñëÿùèõ ñóáúåêòîâ. Íå
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ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî èñêóññòâåííûé-òî, êîíå÷íî, èñêóññòâåííûé,
íî âñ¼-òàêè èíòåëëåêò: ÷åì ëó÷øå ìû ïîíèìàåì, êàê ðàáîòàåò
íàø ñîáñòâåííûé ìîçã è íàøå ñîáñòâåííîå ìûøëåíèå, òåì áî-
ëåå âåðîÿòíî, ÷òî ìû ñìîæåì è ñàìè ñäåëàòü íå÷òî ïîäîáíîå.
Ïîõîæóþ ðîëü èãðàåò è ëèíãâèñòèêà, õîòÿ îíà, â íåêîòîðûõ
àñïåêòàõ òåñíî ñìûêàÿñü ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé, â îñíîâíîì
íàïðàâëåíà êîíêðåòíî íà òî, ÷òîáû îáó÷èòü êîìïüþòåð ïîíè-
ìàòü åñòåñòâåííûå ÿçûêè. Îäíàêî çàäà÷à ýòà ñòîëü ñëîæíà è
ìíîãîãðàííà, ÷òî å¼ ðåøåíèå èëè äàæå ïóòü ê íåìó îêàçûâàþò
âëèÿíèå íà âåñü èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò.

Êîíå÷íî, ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà îñòàþòñÿ äëÿ èñêóñ-
ñòâåííîãî èíòåëëåêòà áàçîâûìè äèñöèïëèíàìè. Ïîêà ìû íå ïî-
ñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, íå èçó÷èì èõ ñâîéñòâà, íå ñíàá-
äèì èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè àëãîðèòìàìè è ñòðóêòóðàìè äàííûõ,
íèêàêîé àâòîìàòèçàöèè (òî åñòü íèêàêîãî èñêóññòâåííîãî èíòåë-
ëåêòà) ó íàñ íå ïîëó÷èòñÿ.

Îäíàêî, êàê ìû óâèäåëè íà âûøåïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ, èñ-
êóññòâåííûé èíòåëëåêò � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ î÷åíü ìíîãèõ îá-
ëàñòåé çíàíèÿ. Ñïèñîê, êîòîðûé ìû ïðèâåëè, íàâåðíÿêà ìîæíî
ïðîäîëæèòü. Êòî çíàåò, ìîæåò áûòü, âû, ÷èòàòåëü, ñìîæåòå ïðè-
âíåñòè â ìàøèííîå îáó÷åíèå íîâûå ìåòîäû, ïîçàèìñòâîâàâ èõ
îñíîâíûå èäåè èç ñîâåðøåííî äðóãèõ, íå ïåðå÷èñëåííûõ çäåñü
îáëàñòåé. Åñëè òàê � ýòî ñòàíåò åù¼ îäíèì äîêàçàòåëüñòâîì òî-
ãî, íàñêîëüêî ìíîãîîáðàçåí ìèð èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.
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Äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

� À âñ¼ èç-çà òîãî, � ïðèçíàëñÿ îí íàêîíåö, êîãäà
ïåðåêóâûðíóëñÿ åù¼ òðè ðàçà, ïîæåëàë âñåãî õîðî-
øåãî ñàìûì íèæíèì âåòêàì è ïëàâíî ïðèçåìëèëñÿ
â êîëþ÷èé-ïðåêîëþ÷èé òåðíîâûé êóñò, � âñ¼ èç-çà
òîãî, ÷òî ÿ ñëèøêîì ëþáëþ ì¼ä!

Âèííè-Ïóõ è Âñå-Âñå-Âñå
Àëàí Àëåêñàíäð Ìèëí â ïåðåâîäå Áîðèñà

Çàõîäåðà

Äîìà ó Âèííè-Ïóõà ñòîèò öåëûé øêàô ïóñòûõ ãîðøî÷êîâ. Êðè-
ñòîôåð Ðîáèí òîëüêî ÷òî ïðèãëàñèë ìåäâåæîíêà íà îáåä, è Âèííè
íàâåðíÿêà çíàåò, ÷òî ó íåãî ïîëó÷èòñÿ íà îáðàòíîì ïóòè çàõâàòèòü
ñ ñîáîé íåìíîæêî ì¼äà. Íóæíî òîëüêî ïîíÿòü, êàêîé ïóñòîé ãîðøî-
÷åê (âîèñòèíó ïîëåçíàÿ âåùü!) äëÿ ýòîãî âûáðàòü.

Íî âîò íåçàäà÷à: íåêîòîðûå èç ãîðøî÷êîâ òðåñíóëè, à â íåêîòî-
ðûõ Âèííè äîëãî õðàíèë êðûñèíûé ÿä è íå î÷åíü òùàòåëüíî ìûë.
Âèííè (êàê ñëåäóåò ïîðàçìûñëèâ, êîíå÷íî) ïîíèìàåò, ÷òî íè òðåñ-
íóòûå, íè ÿäîâèòûå ãîðøî÷êè ïîä ì¼ä ëó÷øå íå èñïîëüçîâàòü, èíà-
÷å ëèáî èñïîðòèòñÿ ì¼ä, ëèáî èñïîðòèòñÿ ñàì Âèííè. Âèííè âû-
áèðàåò ãîðøî÷åê, êîòîðûé è íå òðåñíóë, è áåç êðûñèíîãî ÿäà, è
ðàäîñòíî èä¼ò â ãîñòè ê Êðèñòîôåðó Ðîáèíó.
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Ãîâîðÿ ìàòåìàòè÷åñêè, ìåäâåæîíîê Ïóõ âûÿâèë äâà àòðèáóòà
ãîðøî÷êà è ïîñòðîèë äâà ëîãè÷åñêèõ ïðàâèëà: ¾Åñëè ãîðøî÷åê
òðåñíóë � ì¼ä íå íàëèâàòü¿ è ¾Åñëè â ãîðøî÷êå áûë êðûñèíûé
ÿä � ì¼ä íå íàëèâàòü¿. Òàêèì îáðàçîì, ãîðøî÷êè îêàçàëèñü ðàñ-
êëàññèôèöèðîâàíû îòíîñèòåëüíî àòðèáóòîâ ¾òðåñíóë¿ è ¾èç-ïîä
ÿäà¿ è öåëåâîé ôóíêöèè ¾ìîæíî íàëèâàòü ì¼ä¿.

Íî è ýòî åù¼ íå âñÿ èñòîðèÿ.
Íà ñàìîì äåëå Âèííè, êîíå÷íî, äàâíî çàáûë, â êàêèõ èìåííî

ãîðøî÷êàõ ó íåãî áûë êðûñèíûé ÿä. Îí âñåãî ëèøü ïðåäïîëàãàåò
(áåäíûé, íàèâíûé ìåäâåæîíîê...), ÷òî åãî ãîðøî÷êè â ýòîì ñìûñëå
ïîõîæè íà ãîðøî÷êè èç øêàôà Ñîâû, íà êîòîðûõ îíà óæå íàïèñà-
ëà � îíà óìååò! � áûë â íèõ ÿä èëè íåò. Âèííè äîëæåí âíèìàòåëüíî
èçó÷èòü øêàô Ñîâû è ïîíÿòü ïðèíöèï � Ïóõ óâåðåí, ÷òî ïðèíöèï
åñòü � êîòîðûì Ñîâà ðóêîâîäñòâîâàëàñü ïðè ýòîì. Íàïðèìåð, ¾åñ-
ëè ãîðøî÷êè ñèíåíüêèå è ñ áåëîé ïîëîñêîé, òî â íèõ áûë êðûñèíûé
ÿä, à åñëè ñòåêëÿííûå è îáú¼ìîì â ïîëëèòðà, òî íå áûëî¿. À çà-
òåì ìåäâåæîíêó ïðåäñòîèò ýêñòðàïîëèðîâàòü ýòè çàêîíîìåðíîñòè
íà ñâîé ñîáñòâåííûé øêàô... íà ýòîì, ïîæàëóé, ìèëîñòèâî îïóñòèì
çàíàâåñ.

Òî, ÷òî Âèííè òîëüêî ÷òî ñäåëàë, ìû äîëæíû áóäåì íàó÷èòü-
ñÿ äåëàòü àâòîìàòè÷åñêè, íà îñíîâå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ìàññèâà
äàííûõ ñ ðàçíûìè àòðèáóòàìè.

� 1.1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðåäìåòíóþ îáëàñòü. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìû õîòèì â ýòîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ÷òî-íèáóäü ðàñêëàññè-
ôèöèðîâàòü, è ó íàñ åñòü íåêîòîðûå àòðèáóòû, ïî êîòîðûì ýòî
ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü ìíîãî ðàçíûõ èäåé; â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îäèí èç
íå ñëèøêîì ñëîæíûõ, íî çà÷àñòóþ ïîëåçíûõ àïïàðàòîâ.

Äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (decision trees) èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè äàííûõ èëè, èíà÷å ãîâîðÿ,
äëÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè çàäàííîé áóëåâñêîé ôóíêöèè (áó-
ëåâñêàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé âñåãî äâà çíà÷åíèÿ:
true è false; àëãåáðàèñòû ñêàæóò, ÷òî îíà äåéñòâóåò â F2). Ñèòóà-
öèÿ, â êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, îáû÷íî
âûãëÿäèò òàê: åñòü ìíîãî ñëó÷àåâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îïèñûâà-
åòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì íàáîðîì äèñêðåòíûõ àòðèáóòîâ, è â
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êàæäîì èç ñëó÷àåâ äàíî çíà÷åíèå íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé áóëåâ-
ñêîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ýòèõ àòðèáóòîâ. Çàäà÷à � ñîçäàòü
äîñòàòî÷íî ýêîíîìè÷íóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ áû îïèñûâàëà
ýòó ôóíêöèþ è ïîçâîëÿëà êëàññèôèöèðîâàòü íîâûå, ïîñòóïàþ-
ùèå èçâíå äàííûå.

Ïðèìåð 1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàññèôèêàöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò, âûèãðàåò ëè ôóòáîëüíûé êëóá
¾Çåíèò¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã) ñâîé ñëåäóþùèé ìàò÷. Ìû çíàåì, ÷òî ýòî
çàâèñèò îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ; ïåðå÷èñëÿòü èõ âñå � çàäà÷à áåçíàä¼æ-
íàÿ, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ îñíîâíûìè:

� âûøå èëè íèæå íàõîäèòñÿ ñîïåðíèê ïî òóðíèðíîé òàáëèöå;
� äîìà ëè èãðàåòñÿ ìàò÷;
� ïðîïóñêàåò ëè ìàò÷ êòî-ëèáî èç ëèäåðîâ êîìàíäû;1

� èä¼ò ëè äîæäü.

Ó íàñ åñòü íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà íà ýòîò ñ÷¼ò � ñì. òàáë. 1.1 (ñîâ-
ïàäåíèÿ ñëó÷àéíû). Ìû õîòèì ïðåäñêàçàòü, âûèãðàåò ëè ¾Çåíèò¿ â
ñëåäóþùåé èãðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåãîäíÿøíèé ñîïåðíèê ñòîèò íè-
æå ¾Çåíèòà¿, èãðà ïðîèñõîäèò íà âûåçäå, ëèäåðû íà ìåñòå, à äîæäÿ
íåò. Ýòà ñèòóàöèÿ îïèñàíà â ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáëèöû, íî èñõîä, ïðà-
âèëüíûé îòâåò íàì ïîêà íåèçâåñòåí. Êàê ïðåäñêàçàòü èñõîä? Íà ýòîò
âîïðîñ ìîãóò îòâåòèòü äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Ðàçóìååòñÿ, åñëè ìû ñìîæåì îáó÷èòü êîìïüþòåð îáðàáàòû-
âàòü äàííûå è ïðåäñêàçûâàòü ðåçóëüòàò â òàêèõ ñèòóàöèÿõ, ýòî
áóäåò òèïè÷íîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì êà÷åñòâî íàøèõ ïðîãíîçîâ äîëæíî áûòü òåì ëó÷øå, ÷åì
áîëüøå èíôîðìàöèè ïðåäîñòàâëåíî. Ïîñìîòðèì, êàê äåðåâüÿ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñïðàâëÿþòñÿ ñ òàêèìè çàäà÷àìè.

� 1.2. Ñòðóêòóðà äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Ïðîäîëæèì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåð 1.1 è ïîïûòàåìñÿ ïîñòðî-
èòü íàñòîÿùåå äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íàïîìíèì íà âñÿêèé

1Ýòîò ïðèìåð ìû ïðèäóìàëè â êîíöå 2006 ãîäà, êîãäà èãðà Àëåêñàíäðà
Êåðæàêîâà è Àíäðåÿ Àðøàâèíà îïðåäåëÿëà ëèöî ¾Çåíèòà¿ â ïîäàâëÿþùåì
áîëüøèíñòâå ìàò÷åé. Ñ òåõ ïîð óæå (íà÷àëî 2009) ìíîãîå èçìåíèëîñü, è
ñåãîäíÿøíèé ¾Çåíèò¿ èãðàåò ïî-äðóãîìó. Îäíàêî, ïîñêîëüêó àâòîìàòè÷åñêè
ñëåäèòü çà ôóòáîëüíîé êîíúþíêòóðîé ýòà êíèãà âñ¼ ðàâíî íå ñìîæåò, ìû
ðåøèëè îñòàâèòü ýòîò ïðèìåð êàê åñòü.
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Òàáëèöà 1.1. Êàê èãðàåò ¾Çåíèò¿

Ñîïåðíèê Èãðàåò Ëèäåðû Äîæäü Ïîáåäà
Âûøå Äîìà Íà ìåñòå Äà Íåò
Âûøå Äîìà Íà ìåñòå Íåò Äà
Âûøå Äîìà Ïðîïóñêàþò Íåò Äà
Íèæå Äîìà Ïðîïóñêàþò Íåò Äà
Íèæå Â ãîñòÿõ Ïðîïóñêàþò Íåò Íåò
Íèæå Äîìà Ïðîïóñêàþò Äà Äà
Âûøå Â ãîñòÿõ Íà ìåñòå Äà Íåò
Íèæå Â ãîñòÿõ Íà ìåñòå Íåò ???

ñëó÷àé, ÷òî â òåîðèè ãðàôîâ äåðåâüÿìè íàçûâàþòñÿ ãðàôû, â
êîòîðûõ íåò öèêëîâ äàæå áåç ó÷¼òà íàïðàâëåíèÿ ð¼áåð, à ëè-
ñòüÿìè íàçûâàþòñÿ âåðøèíû äåðåâà, èç êîòîðûõ íå èñõîäèò
íè îäíîãî ðåáðà (íà ðèñ. 1.2 ëèñòüÿìè ÿâëÿþòñÿ âñå âåðøèíû ñ
0 èëè 1).

Òàê âîò, â óçëàõ äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ëèñòüÿìè, íàõîäÿòñÿ àòðèáóòû, ïî êîòîðûì ðàçëè÷àþòñÿ ñëó-
÷àè. Â ëèñòüÿõ íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. À ïî ð¼á-
ðàì ìû áóäåì ñïóñêàòüñÿ, ÷òîáû êëàññèôèöèðîâàòü èìåþùèåñÿ
ñëó÷àè.

Äëÿ íà÷àëà ïðîñòî èñïîëüçóåì àòðèáóòû â ïîðÿäêå, â êîòî-
ðîì îíè óêàçàíû â òàáëèöå. Òîãäà ó íàñ ïîëó÷èòñÿ ñòðóêòóðà,
èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñ. 1.2 (1 îçíà÷àåò ïîáåäó, 0 � ïîðàæåíèå èëè
íè÷üþ).

Äëÿ êëàññèôèêàöèè íîâûõ ïðèìåðîâ íóæíî ïðîéòè ïî äåðå-
âó ñâåðõó âíèç è îïðåäåëèòü, â êàêîé èç ëèñòüåâ ïîïàäàåò èíòå-
ðåñóþùàÿ íàñ ñèòóàöèÿ (÷åì-òî ýòî íàì íàïîìèíàåò òîò äîëãèé
ïóòü, êîòîðûé ïðîäåëàë Âèííè-Ïóõ ïî ìèëîñòè íåïðàâèëüíûõ
ï÷¼ë).

Ïðèìåð 1.2. Èñïîëüçîâàíèå äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Âñïîìíèì óñëîâèÿ ïðèìåðà 1.1. Ñîïåðíèê ñòîèò íèæå ¾Çåíèòà¿,
ñëåäîâàòåëüíî, ñïóñêàåìñÿ íàëåâî, ìàò÷ ïðîõîäèò â ãîñòÿõ � ñïóñêà-
åìñÿ íàïðàâî è ïîëó÷àåì, ÷òî ¾Çåíèò¿, ñóäÿ ïî íàøåìó äåðåâó, ýòîò
ìàò÷ âûèãðàòü íå äîëæåí.
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Ðèñ. 1.2. Ïåðâûé âàðèàíò äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåàëèçîâàòü ìàøèííîå îáó÷åíèå, íóæíî ïðî-
ñòî âèäîèçìåíÿòü äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñî
âíîâü ïîñòóïàþùåé èíôîðìàöèåé. Íàïðèìåð, åñëè áû â âûøå-
îïèñàííîì ñëó÷àå ¾Çåíèò¿ ïðîèãðàë, íè÷åãî ìåíÿòü áûëî áû íå
íóæíî. Íî åñëè áû âûèãðàë, òî äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè-
øëîñü áû äîïîëíèòü åù¼ îäíèì óçëîì, è îíî ïðèíÿëî áû âèä,
èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 1.3.

¾Êà÷åñòâî¿ äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ
åãî ãëóáèíîé: ÷åì ìåíüøå ãëóáèíà, òåì áûñòðåå ìîæíî ïî äåðå-
âó ñïóñòèòüñÿ è ïîëó÷èòü îòâåò. Ïîñòðîåííîå íàìè äåðåâî äàëå-
êî íå èäåàëüíî � íàïðèìåð, ãëóáèíà åãî ðàâíà ÷åòûð¼ì. ×òîáû
ñäåëàòü åãî êîìïàêòíåå, ìû ìîãëè áû âçÿòü çà îñíîâó äðóãîé àò-
ðèáóò. Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïîìåñòèòü â êîðåíü âîïðîñ î òîì, èä¼ò
ëè äîæäü âî âðåìÿ ìàò÷à. Â ñëó÷àå, åñëè äîæäÿ íåò, ñëåäóþùèì
àòðèáóòîì áóäåò ïîëîæåíèå ñîïåðíèêà â òóðíèðíîé òàáëèöå, à â
ñëó÷àå, åñëè äîæäü èä¼ò, ìû áóäåì ñìîòðåòü íà òî, ïðîõîäèò ëè
ìàò÷ äîìà èëè â ãîñòÿõ. Â òàêîì ñëó÷àå ãëóáèíà íàøåãî äåðåâà
áóäåò ðàâíà âñåãî ëèøü äâóì (ñì. ðèñ. 1.4), íî îíî ïî-ïðåæíåìó
óäîâëåòâîðÿåò âñåì òåñòîâûì ïðèìåðàì. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
íè îäèí àòðèáóò ñàì ïî ñåáå íå ìîæåò îäíîçíà÷íî ðàçäåëèòü
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ïîýòîìó äåðåâà ãëóáèíû 1 ïîñòðîèòü íå ïî-
ëó÷èòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñ. 1.4 äåðåâî îïòè-
ìàëüíî îòíîñèòåëüíî ãëóáèíû (îïòèìàëüíîå äåðåâî, êîíå÷íî, íå
îáÿçàíî áûòü åäèíñòâåííûì).

� 1.3. Ýíòðîïèÿ è ïðèðîñò èíôîðìàöèè

Ââåä¼ííîå â òåîðèþ èíôîðìàöèè Êëîäîì Øåííîíîì1 ïîíÿ-
òèå ýíòðîïèè èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé èíôîð-
ìàòèêå. Ïðèãîäèòñÿ îíî è äëÿ äåðåâüåâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé; íî

1Êëîä Øåííîí (Claude Shannon, 1916�2001) � àìåðèêàíñêèé èíæåíåð
è ìàòåìàòèê, îòåö òåîðèè èíôîðìàöèè è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Îí ó÷èëñÿ íà
èíæåíåðà�ýëåêòðèêà è áûñòðî ïîíÿë, ÷òî ê ýëåêòðè÷åñêèì ñõåìàì ìîæíî
ñ óñïåõîì ïðèëîæèòü èäåè Äæîðäæà Áóëÿ; åãî èíñòèòóòñêèé äèïëîì [143]
íàçûâàþò ñàìûì âàæíûì è ñàìûì çíàìåíèòûì ìàãèñòåðñêèì äèïëîìîì
äâàäöàòîãî âåêà. Â í¼ì îí ðàçâèë òåîðèþ ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì, ñïîñîáíûõ
ðåøàòü ëîãè÷åñêèå çàäà÷è, çàëîæèâ îñíîâó àðõèòåêòóðû áóäóùèõ êîìïüþ-
òåðîâ. Çàòåì îí ôàêòè÷åñêè ñ íóëÿ ñîçäàë òåîðèþ èíôîðìàöèè, îñíîâàííóþ
íà ïîíÿòèè ýíòðîïèè [144]. Ó Øåííîíà òàêæå íåìàëî äîñòèæåíèé â èñêóñ-
ñòâåííîì èíòåëëåêòå è êðèïòîãðàôèè.
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Ðèñ. 1.3. Äåðåâî ïîñëå äîáàâëåíèÿ åù¼ îäíîãî ñëó÷àÿ
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Ðèñ. 1.4. Îïòèìàëüíîå äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì ÷èòàòåëþ î òîì, ÷òî òàêîå ýíòðîïèÿ â
èíòåðåñóþùåì íàñ äèñêðåòíîì ñëó÷àå, � äëÿ áîëåå ôóíäàìåí-
òàëüíîãî è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî èçëîæåíèÿ êàê äèñêðåòíîé,
òàê è íåïðåðûâíîé òåîðèè ýíòðîïèè ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü,
íàïðèìåð, êíèãó [171].

Ôèëîñîôñêè ãîâîðÿ, ýíòðîïèÿ � ýòî ìåðà íåîïðåäåë¼ííîñòè
ñîáûòèÿ. Íà ñàìîì äåëå, äàæå òàêîå àáñòðàêòíîå è, íà ïåðâûé
âçãëÿä, íè÷åãî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî íå äàþùåå îïðåäåëåíèå
ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü, êàê äîëæíà âûãëÿäåòü ôóíêöèÿ ýíòðîïèè,
ïðàêòè÷åñêè íå îñòàâèâ ñâîáîäû âûáîðà. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðî-
ñòî ïîäóìàòü, êàêèå èíòóèòèâíûå òðåáîâàíèÿ ìû ïðåäúÿâëÿ-
åì ê ìåðå íåîïðåäåë¼ííîñòè. Äàâàéòå ïîïðîáóåì ýòè èíòóèòèâ-
íûå òðåáîâàíèÿ èçëîæèòü, à çàòåì ôîðìàëèçîâàòü (ôîðìàëè-
çàöèè íèæå áóäóò ïðîíóìåðîâàíû îò UM1 äî UM3, îò ñëîâ
¾uncertainty measure¿).

Âî-ïåðâûõ, ïðèìåì åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íåîïðå-
äåë¼ííîñòü çàâèñèò íå îò ñàìèõ ñîáûòèé, à òîëüêî îò èõ âå-
ðîÿòíîñòåé. Âî-âòîðûõ, ïîíÿòíî, ÷òî ìåðà íåîïðåäåë¼ííîñòè Λ
äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, åñëè ñîáûòèå òî÷íî ïðîèçîéä¼ò:
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UM1. Λ(1) = 0.

Â-òðåòüèõ, åñëè îäíî ñîáûòèå èìååò ìåíüøóþ âåðîÿòíîñòü, ÷åì
äðóãîå, òî íàñòóïëåíèå ïåðâîãî èç íèõ íåñ¼ò áîëüøå èíôîðìà-
öèè, ñèëüíåå óìåíüøàåò íåîïðåäåë¼ííîñòü; çíà÷èò, è ýíòðîïèÿ
ó íåãî äîëæíà áûòü áîëüøå:

UM2. Åñëè x > y, òî Λ(x) < Λ(y), òî åñòü Λ êàê ôóíêöèÿ
ìîíîòîííî óáûâàåò.

È, íàêîíåö, â-÷åòâ¼ðòûõ, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè äâà
ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, òî íàñòóïëåíèå êàæäîãî èç íèõ óìåíüøà-
åò îáùóþ íåîïðåäåë¼ííîñòü íåçàâèñèìî îò äðóãîãî. Èíûìè ñëî-
âàìè, åñëè äâà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿ íàñòóïàþò îäíîâðåìåííî
(âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ âåðîÿòíîñòåé), òî
ýòî óìåíüøàåò íåîïðåäåë¼ííîñòü íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ ñóììå
íåîïðåäåë¼ííîñòåé ýòèõ ñîáûòèé:

UM3. Λ(xy) = Λ(x) +Λ(y).

Åñëè åù¼ äîáàâèòü æåëàòåëüíîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè, òî ýòè
óñëîâèÿ, îñîáåííî UM3, áóäóò ôàêòè÷åñêè ïðåäîïðåäåëÿòü âèä
ìåðû íåîïðåäåë¼ííîñòè � îíà îáÿçàíà áûòü ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèåé. À ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ýòî ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå å¼ ìåðû íåîïðåäåë¼ííîñòè. Â äèñêðåòíîì
ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ̂ ñî
ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ èñõîäîâ {ξ1, . . . ,ξn}, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

H(ξ̂) =

n∑
i=1

p(ξi) log2

1

p(ξi)
= −

n∑
i=1

p(ξi) log2 p(ξi).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýíòðîïèÿ íå çàâèñèò îò ñîáñòâåííî ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, à òîëüêî îò åå ðàñïðåäåëåíèÿ pξ̂. Â êîíå÷íîì
ñëó÷àå ðàçóìíî áóäåò çàäàòü ýíòðîïèþ íà âåêòîðå Pξ̂ çíà÷åíèé
âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíûõ èñõîäîâ:

H(Pξ̂) = −

n∑
i=1

Pi
ξ̂
log2 Pi

ξ̂
.

Åù¼ îäíî âàæíîå ñâîéñòâî, íàïðÿìóþ âûòåêàþùåå èç UM3,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýíòðîïèÿ, çàäàâàåìàÿ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìàêñèìàëüíà òîãäà, êîãäà ýòè
äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû.
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Ïðèìåð 1.3. Ýíòðîïèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ̂ è ψ̂, ó
êàæäîé èç êîòîðûõ äâà èñõîäà (îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç 0 è 1). Ïóñòü

pξ̂(0) = p(ξ̂ = 0) = 0,4,

pψ̂(0) = p(ψ̂ = 0) = 0,8.

Òîãäà èõ ýíòðîïèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(ξ̂) = −pξ̂(0) log2 pξ̂(0) − pξ̂(1) log2 pξ̂(0) ≈ 0,2923,

H(ψ̂) = −pψ̂(0) log2 pψ̂(0) − pψ̂(1) log2 pψ̂(0) ≈ 0,2173.

Ïðè ýòîì ýíòðîïèÿ òåì áîëüøå, ÷åì áëèæå âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ äðóã
ê äðóãó; äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ äâóìÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè èñõîäàìè
ýíòðîïèÿ áûëà áû ðàâíà −0,5 log2 0,5− 0,5 log2 0,5 ≈ 0,3010.

Âû÷èñëèì òåïåðü ñîâìåñòíóþ ýíòðîïèþ ýòèõ äâóõ ñëó÷àéíûõ ñî-
áûòèé â äâóõ ðàçíûõ ñëó÷àÿõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ áóäóò íåçà-
âèñèìû, òî åñòü

p(ξ̂ = ξ, ψ̂ = ψ) = pξ̂(ξ)pψ̂(ψ).

Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ýíòðîïèÿ áóäåò ðàâíà

H(ξ̂ψ) = pξ̂(0)pψ̂(0) log2(pξ̂(0)pψ̂(0))+

+ pξ̂(0)pψ̂(1) log2(pξ̂(0)pψ̂(1))+

+ pξ̂(1)pψ̂(0) log2(pξ̂(1)pψ̂(0))+

+ pξ̂(1)pψ̂(1) log2(pξ̂(1)pψ̂(1)) ≈ 0,5096.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàâàéòå ïîäñ÷èòàåì ýíòðîïèþ â îáðàòíîì ïðåä-
ïîëîæåíèè: ïóñòü òåïåðü ñîáûòèå {ξ̂ = 0} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

ñîáûòèÿ {ψ̂ = 0}, òî åñòü

p(ξ̂ = 0, ψ̂ = 0) = 0,4, p(ξ̂ = 1, ψ̂ = 0) = 0,4,

p(ξ̂ = 0, ψ̂ = 1) = 0, p(ξ̂ = 1, ψ̂ = 1) = 0,2.

Òîãäà ýíòðîïèÿ áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ òàê (ôóíêöèþ x log x â òàêèõ
ñëó÷àÿõ äîîïðåäåëÿþò â íóëå ïî íåïðåðûâíîñòè, òî åñòü 0 log 0 = 0):

H(ξ̂ψ) = p(ξ̂ = 0, ψ̂ = 0) log2 p(ξ̂ = 0, ψ̂ = 0)+

+ p(ξ̂ = 1, ψ̂ = 0) log2 p(ξ̂ = 1, ψ̂ = 0)+

+ p(ξ̂ = 0, ψ̂ = 1) log2 p(ξ̂ = 0, ψ̂ = 1)+

+ p(ξ̂ = 1, ψ̂ = 1) log2 p(ξ̂ = 1, ψ̂ = 1) ≈ 0,4580.

Êàê âèäíî, îíà ïîëó÷èëàñü ìåíüøå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò òåçèñ î òîì,
÷òî ýíòðîïèÿ ìàêñèìèçèðóåòñÿ íà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿõ.
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Ðèñ. 1.5. Çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè îò ïðîïîðöèè

Ïîíÿòèå ýíòðîïèè òåñíî ñâÿçàíî ñ òåîðèåé èíôîðìàöèè. Ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ýíòðîïèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå êîëè-
÷åñòâî áèòîâ, êîòîðûå òðåáóþòñÿ, ÷òîáû çàêîäèðîâàòü àòðèáóò
S ó ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A. Åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ S ðàâíà
1/2, òî ýíòðîïèÿ ðàâíà 1, è íóæåí ïîëíîöåííûé áèò; à åñëè S
ïîÿâëÿåòñÿ íå ðàâíîâåðîÿòíî, òî ìîæíî çàêîäèðîâàòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâA áîëåå ýôôåêòèâíî. Ìû íå áóäåì óãëóá-
ëÿòüñÿ çäåñü â òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ; çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü
ñìîæåò íàéòè ãîðàçäî áîëüøå èíôîðìàöèè è îá ýíòðîïèè, è îá
îïòèìàëüíûõ êîäàõ â îáøèðíîé ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå, íà-
ïðèìåð â [14,71,171,174].

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê äåðåâüÿì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Èíòóèòèâíî
ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå äåðåâüÿ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, íóæíî íà êàæäîì øàãå âûáèðàòü àòðèáóòû,
êîòîðûå ¾ëó÷øå âñåãî¿ õàðàêòåðèçóþò öåëåâóþ ôóíêöèþ. Ýòî
òðåáîâàíèå ôîðìàëèçóåòñÿ êàê ðàç ÷åðåç ïîíÿòèå ýíòðîïèè.

Ýíòðîïèÿ çàâèñèò îò ïðîïîðöèè, â êîòîðîé ðàçäåëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî. Ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ýòîé ïðîïîðöèè îò 0 äî 1/2 ýíòðî-
ïèÿ òîæå âîçðàñòàåò, à ïîñëå 1/2 � ñèììåòðè÷íî óáûâàåò (â
ñëó÷àå äåëåíèÿ íà äâå ÷àñòè; ñì. ðèñ. 1.5). À â ñëó÷àå äåëåíèÿ
ìíîæåñòâà íà íåñêîëüêî ÷àñòåé ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëüíà òîãäà,
êîãäà ÷àñòè ðàâíîâåëèêèå, è ðàâíà íóëþ, êîãäà îäíà èç ÷àñòåé
çàíèìàåò âñ¼ ìíîæåñòâî.

Âñ¼ ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ìûñëè î òîì, ÷òî ïðè âûáîðå àòðè-
áóòà äëÿ êëàññèôèêàöèè íóæíî âûáèðàòü åãî òàê, ÷òîáû ïîñëå
êëàññèôèêàöèè ýíòðîïèÿ â êàæäîì ïîòîìêå (ïîòîìêîì óçëà x
íàçûâàåòñÿ óçåë, â êîòîðûé èç x âåä¼ò ðåáðî) ñòàëà êàê ìîæíî
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ìåíüøå (ñâîéñòâî S â äàííîì ñëó÷àå � çíà÷åíèå öåëåâîé áóëåâ-
ñêîé ôóíêöèè). Èäåàëüíûé ñëó÷àé � êîãäà â êàæäîì ïîòîìêå
ýíòðîïèÿ ðàâíà íóëþ, òî åñòü ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ êëàññèôèöè-
ðîâàíà òåêóùèì àòðèáóòîì. Ýíòðîïèÿ ïðè ýòîì áóäåò ðàçíîé â
ðàçíûõ ïîòîìêàõ, è îáùóþ ñóììó íóæíî ñ÷èòàòü ñ ó÷¼òîì òîãî,
ñêîëüêî èñõîäîâ îñòàëîñü â ðàññìîòðåíèè â êàæäîì èç ïîòîìêîâ.
Îáùåïðèíÿòîå â òåîðèè äåðåâüåâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îïðåäåëå-
íèå âûãëÿäèò òàê.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A, ýëåìåíòû êî-
òîðîãî õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîéñòâîì S. Ïóñòü ïðè ýòîì ýëåìåí-
òû A êëàññèôèöèðîâàíû ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî àòðèáóòà Q,
èìåþùåãî q âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Òîãäà ïðèðîñò èíôîðìà-
öèè ( information gain) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Gain(A,Q) = H(A,S) −

q∑
i=1

|Ai|

|A|
H(Ai,S),

ãäå Ai � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A, íà êîòîðûõ àòðèáóò Q èìååò
çíà÷åíèå i, à |A| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A.

Òåïåðü ìîæíî ïðîñòî ïðèìåíèòü òàê íàçûâàåìûé æàäíûé
àëãîðèòì. Æàäíûå àëãîðèòìû íà êàæäîì øàãå ñòàðàþòñÿ âû-
áèðàòü ìàêñèìàëüíûé ïðèðîñò öåëåâîé ôóíêöèè; äëÿ íåêîòî-
ðûõ çàäà÷ ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ãëîáàëüíîé íåîïòèìàëüíîñòè
(èíîãäà íóæíî ñíà÷àëà ÷àñ ïîòåðÿòü, ÷òîáû ïîòîì çà ïÿòü ìè-
íóò äîëåòåòü), íî â íàøåì ñëó÷àå âñ¼ áóäåò õîðîøî. Æàäíûé
àëãîðèòì íà êàæäîì øàãå âûáèðàåò òîò àòðèáóò, äëÿ êîòîðîãî
ïðèðîñò èíôîðìàöèè ìàêñèìàëåí.

Ïðèìåð 1.4. Âû÷èñëåíèå ýíòðîïèè è ïðèðîñòà èíôîðìàöèè

Ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé àòðèáóò äëÿ ïðèìåðà 1.1.
Âû÷èñëèì èñõîäíóþ ýíòðîïèþ (äëÿ ìàêñèìèçàöèè ïðèðîñòà ýòî, êî-
íå÷íî, íå íóæíî, íî âñ¼ æå):

H(A,Ïîáåäà) = −
4

7
log2

4

7
−
3

7
log2

3

7
≈ 0,9852.

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðèðîñòû èíôîðìàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ àòðèáóòîâ:

Gain(A,Ñîïåðíèê) = H(A,Ïîáåäà)−

−
4

7
H(Aâûøå,Ïîáåäà) −

3

7
H(Aíèæå,Ïîáåäà) ≈ 0,9852−
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−
4

7

(
−
1

2
log2

1

2
−
1

2
log2

1

2

)
−
3

7

(
−
2

3
log2

2

3
−
1

3
log2

1

3

)
≈ 0,0202.

Ìû ÿâíî âûáðàëè íà ðèñ. 1.2 íå ñëèøêîì óäà÷íûé àòðèáóò äëÿ êîðíÿ
äåðåâà...

Gain(A,Èãðàåò) = H(A,Ïîáåäà)−

−
5

7
H(Aäîìà,Ïîáåäà) −

2

7
H(Aâ ãîñòÿõ,Ïîáåäà) ≈ 0,4696.

Gain(A,Ëèäåðû) = H(A,Ïîáåäà)−

−
3

7
H(Aíà ìåñòå,Ïîáåäà) − −

4

7
H(Aïðîïóñêàþò,Ïîáåäà) ≈ 0,1281.

Gain(A,Äîæäü) = H(A,Ïîáåäà)−

−
3

7
H(Aäà,Ïîáåäà) −

4

7
H(Aíåò,Ïîáåäà) ≈ 0,1281.

Èòàê, âû÷èñëåíèå ïðèðîñòà èíôîðìàöèè ïîäñêàçûâàåò íàì, ÷òî
íóæíî ñíà÷àëà êëàññèôèöèðîâàòü ïî òîìó, äîìàøíèé áûë ìàò÷ èëè
ãîñòåâîé. Ýòî âûãëÿäèò ëîãè÷íî: îäíà èç âåòîê îáîðâ¼òñÿ ñðàçó (¾Çå-
íèò¿ â íàøåì ïðèìåðå åù¼ íå âûèãðàë íè îäíîãî ãîñòåâîãî ìàò÷à), à
âî âòîðîé òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå èç ïÿòè ðåçóëüòàò áóäåò îòëè÷àòüñÿ
îò äðóãèõ. Îäíàêî åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ íàøèì àëãîðèòìîì äàëüøå,
òî ãëóáèíà ýòîãî äåðåâà áóäåò ðàâíà òð¼ì: îäíîãî àòðèáóòà îêàæåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûäåëèòü ýòîò îäèí ñëó÷àé èç ïÿòè. Íî ëèñòüåâ
ó äåðåâà îñòàíåòñÿ, êàê è íà ðèñ. 1.4, ÷åòûðå.

� 1.4. Äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è áóëåâñêèå ôóíêöèè

Ìû óæå ãîâîðèëè î òîì, ÷òî îñíîâíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ðå-
øàþò äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê
çàäà÷ó àïïðîêñèìàöèè íåêîòîðîé íå ïîëíîñòüþ çàäàííîé áóëåâ-
ñêîé ôóíêöèè. Íî è íàîáîðîò, äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæ-
íî ïðî÷åñòü êàê áóëåâñêóþ ôóíêöèþ. Îíà áóäåò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âûðàæàòüñÿ â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (â
ôîðìå äèçúþíêöèè êîíúþíêöèé). Äëÿ ýòîãî íóæíî âûïèñàòü
êîíúþíêöèè àòðèáóòîâ, ñòîÿùèõ íà ð¼áðàõ êàæäîãî èç ïóòåé,
ïðèâîäÿùèõ â çíà÷åíèå 1, à çàòåì îáúåäèíèòü èõ âñå äèçúþíê-
öèåé. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ÊÍÔ ðàâíà åäèíèöå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ðåàëèçóåòñÿ ïóòü, ïðèâîäÿùèé â óçåë ñ ìåòêîé 1.
Íàïðèìåð, äåðåâî íà ðèñ. 1.2 ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè
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Ðèñ. 1.6. Äåðåâüÿ äëÿ áóëåâñêèõ ôóíêöèé:
à � x∨ (y∧ �z); á � (x∨ y) ∧ (�y∨ z)

(
(Ñîïåðíèê = Íèæå) ∧ (Èãðàåò = Äîìà)

)
∨
(
(Ñîïåðíèê = Âûøå)

∧ (Èãðàåò = Äîìà) ∧ (Ëèäåðû = Ïðîïóñêàþò)
)
∨

∨
(
(Ñîïåðíèê = Âûøå) ∧ (Èãðàåò = Äîìà)

∧ (Ëèäåðû = Íà ìåñòå) ∧ (Äîæäü = Íåò)
)
.

À äåðåâî íà ðèñ. 1.4 � ôóíêöèè(
(Äîæäü = Äà) ∧ (Ñîïåðíèê = Íèæå)

)
∨

∨
(
(Äîæäü = Íåò) ∧ (Èãðàåò = Äîìà)

)
.

Îáå ôóíêöèè êîððåêòíî îïèñûâàþò îäèí è òîò æå íàáîð
äàííûõ. Êàêóþ èç íèõ ïðåäïî÷åñòü? Â � 5.5 ìû óâèäèì, ÷òî
áåç àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâàíèé äëÿ
âûáîðà íåò. Íî áîëåå êîðîòêàÿ ãèïîòåçà êàæåòñÿ áîëåå ïðàâäî-
ïîäîáíîé � áðèòâó Îêêàìà âñå ìû óñâîèëè ïðî÷íî.1

1Êñòàòè, î áðèòâå Îêêàìà ìû òîæå ïîãîâîðèì � â � 5.10; îêàæåòñÿ, ÷òî
ýòîò ïðèíöèï âïîëíå äîïóñêàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ òðàêòîâêó.
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Ïðèìåð 1.5. Äåðåâüÿ è áóëåâñêèå ôóíêöèè

Íà ðèñ. 1.6à èçîáðàæåíî äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâó-
þùåå ôóíêöèè

x∨ (y∧ �z).

À íà ðèñ. 1.6á � äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè

(x∨ y) ∧ (�y∨ z).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèþ íóæíî ñíà÷àëà ïðèâåñòè ê äèçú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå:

(x∨ y) ∧ (�y∨ z) = (x∧ z) ∨ (x∧ �y) ∨ (y∧ z).

� 1.5. Àëãîðèòì ID3

Ñåé÷àñ ìû ñâåä¼ì âñ¼ òî, î ÷¼ì äî ñèõ ïîð ãîâîðèëè, â åäè-
íûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé. Ýòîò àëãîðèòì íîñèò íàçâàíèå ID3 è áûë ïðèäóìàí
Äæîíîì Êâèíëàíîì (John R. Quinlan) [130].

Àëãîðèòì âûïèñàí íà ðèñ. 1.7. Â í¼ì, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäû-
äóùèìè ïðèìåðàìè, âñòðå÷àþòñÿ äâà òðèâèàëüíûõ, íî âàæíûõ
îáîáùåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, àëãîðèòì îáðàáàòûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà
îäíîìó è òîìó æå íàáîðó àòðèáóòîâ ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî
ñëó÷àåâ ñ ðàçíûìè èñõîäàìè (íàïðèìåð, ¾Çåíèò¿ ñûãðàë â îä-
íèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ äâà ìàò÷à, íî îäèí ïðîèãðàë, à äðóãîé
âûèãðàë). Â òàêîé ñèòóàöèè ìû ðàíî èëè ïîçäíî èñ÷åðïàåì âñå
àòðèáóòû, êîòîðûå ìîãëè áû ðàçäåëèòü èñõîäû, à èñõîäû âñ¼
åù¼ áóäóò ðàçíûìè. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ïóíêò 4 àëãîðèòìà �
ðåøåíèå áóäåì ïðèíèìàòü ïðîñòûì áîëüøèíñòâîì.

Äðóãîå îáîáùåíèå � àòðèáóò òåïåðü ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî
çíà÷åíèé, áîëåå äâóõ, êàê áûëî ó íàñ ðàíüøå. Íàïðèìåð, ó àòðè-
áóòà ¾Äîæäü¿ ìîãóò áûòü âàðèàíòû ¾Íåò¿, ¾Ñëàáûé¿ è ¾Ëè-
âåíü¿. Ê òîìó æå ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî êàêîé-òî èç ýòèõ
âàðèàíòîâ íå ðåàëèçóåòñÿ; â òàêîì ñëó÷àå ìû çàïîëíÿåì ñîîò-
âåòñòâóþùèé ëèñò â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèõ èñõîäîâ áûëî
áîëüøå â åãî ïðåäêå (çà ýòî îòâå÷àåò ïóíêò 7á).

� 1.6. Ðåàëèçàöèÿ ID3 íà ÿçûêàõ Python è Ruby

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ àë-
ãîðèòìà ID3 íà ÿçûêàõ Python è Ruby. Ïðîãðàììà äîñòàòî÷íî
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ID3(A,S,Q):

1. Ñîçäàòü êîðåíü äåðåâà.
2. Åñëè S âûïîëíÿåòñÿ íà âñåõ ýëåìåíòàõ A, ïîñòà-

âèòü â êîðåíü ìåòêó 1 è âûéòè.
3. Åñëè S íå âûïîëíÿåòñÿ íè íà îäíîì ýëåìåíòå A,

ïîñòàâèòü â êîðåíü ìåòêó 0 è âûéòè.
4. Åñëè Q = ∅, òî:

à) åñëè S âûïîëíÿåòñÿ íà ïîëîâèíå èëè áîëüøåé
÷àñòè A, ïîñòàâèòü â êîðåíü ìåòêó 1 è âûéòè;

á) åñëè S íå âûïîëíÿåòñÿ íà áîëüøåé ÷àñòè A,
ïîñòàâèòü â êîðåíü ìåòêó 0 è âûéòè.

5. Âûáðàòü Q ∈ Q, äëÿ êîòîðîãî Gain(A,Q) ìàêñè-
ìàëåí.

6. Ïîñòàâèòü â êîðåíü ìåòêó Q.
7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ q àòðèáóòà Q:

à) äîáàâèòü íîâîãî ïîòîìêà êîðíÿ è ïîìåòèòü ñî-
îòâåòñòâóþùåå èñõîäÿùåå ðåáðî ìåòêîé q;

á) åñëè â A íåò ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ Q ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå q (ò.å. |Aq| = 0), òî
(i) ïîìåòèòü ýòîãî ïîòîìêà â çàâèñèìîñòè

îò òîãî, íà êàêîé ÷àñòè A âûïîëíÿåòñÿ
S (àíàëîãè÷íî ïóíêòó 4),

(ii) èíà÷å çàïóñòèòü ID3(Aq,S,Q \ {Q}) è äî-
áàâèòü åãî ðåçóëüòàò êàê ïîääåðåâî ñ
êîðíåì â ýòîì ïîòîìêå.

Ðèñ. 1.7. Àëãîðèòì ID3

áîëüøàÿ, ïðè÷¼ì çíà÷èòåëüíóþ å¼ ÷àñòü çàíèìàåò ÷òåíèå è îá-
ðàáîòêà èñõîäíîãî òåêñòîâîãî ôàéëà è âûâîä â ôàéë ðåçóëüòà-
òîâ.

Òåì íå ìåíåå, ìû ïðèâîäèì å¼ öåëèêîì ïî äâóì ïðè÷èíàì.
Âî-ïåðâûõ, äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòåëü îñâîèëñÿ ñ ðàáîòîé ñî ñòðî-
êàìè è òåêñòîâûìè ôàéëàìè â Python è Ruby. Âî-âòîðûõ, äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëíîé, ðåàëüíî ðàáîòàþùåé ïðî-
ãðàììû. Ñåé÷àñ ýòî, êîíå÷íî, óæå íå àêòóàëüíî, íî â 1980-õ
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ãîäàõ Äîíàëüäà Êíóòà1 ñïåöèàëüíî ïðîñèëè èçäàòü èñõîäíûé
êîä åãî ñèñòåìû TEX (êîòîðàÿ, êñòàòè, èñïîëüçîâàëàñü è äëÿ
ïîäãîòîâêè ýòîé êíèãè ê ïóáëèêàöèè), ïîòîìó ÷òî ýòî áûë áû
ïåðâûé ïðèìåð ïîëíîñòüþ èçäàííîãî è ïîëíîñòüþ ïðîêîììåí-
òèðîâàííîãî êîäà äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ïðîãðàììû. Êíóò òàê è
ñäåëàë [83].

Ïðîãðàììà îáðàáàòûâàåò òîëüêî áèíàðíûå àòðèáóòû. Ôîð-
ìàò âõîäíîãî ôàéëà òàêîâ (ïîñòðî÷íî):

� ÷èñëî àòðèáóòîâ n;
� n ñòðîê ôîðìàòà

¾[Íàçâàíèå] [Çíà÷åíèå 1] [Çíà÷åíèå 0]¿;

� íàçâàíèå öåëåâîãî àòðèáóòà;
� ÷èñëî òåñòîâûõ ïðèìåðîâ m;
� m ñòðîê ôîðìàòà

¾[àòðèáóò1=çíà÷åíèå1] . . . [àòðèáóòn=çíà÷åíèån]¿.

Èìÿ ôàéëà ïîäà¼òñÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïàðàìåòðà ôóíê-
öèè applyID3(...); âòîðîé å¼ ïàðàìåòð � èìÿ ôàéëà, êóäà ïðî-
ãðàììà çàïèøåò ðåçóëüòàò ñâîåé ðàáîòû. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
äåðåâî, óðîâíè êîòîðîãî îòäåëÿþòñÿ òàáóëÿöèÿìè. Íàïðèìåð,
âõîäíîé ôàéë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåðó 1.1, áóäåò âûãëÿäåòü
òàê:

5

Opponent Higher Lower

Match Home Away

Leaders Play Pass

Rain Yes No

Victory Yes No

Victory

7

1Äîíàëüä Êíóò (Donald Knuth, ð. 1938) � îäèí èç ñàìûõ çíàìåíè-
òûõ ïðåäñòàâèòåëåé ñîâðåìåííîé èíôîðìàòèêè. Îí áûë îäíèì èç îòöîâ-
îñíîâàòåëåé òåîðèè ñëîæíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñëîæíîñòè àë-
ãîðèòìîâ. Ïåðâûå òðè òîìà åãî èçâåñòíåéøåãî òðóäà � ¾Èñêóññòâî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ¿ � âûøëè â êîíöå 1960-õ, íà çàðå computer science êàê íàóêè, è
äî ñèõ ïîð ÷èòàþòñÿ è ïåðåèçäàþòñÿ [84�86] � äîëãîâå÷íîñòü, ïðîñòî íåñëû-
õàííàÿ äëÿ èíôîðìàòèêè. Êíóò ñåé÷àñ (2009) ïî êóñî÷êàì âûïóñêàåò ÷åò-
â¼ðòûé òîì (Enumeration and Backtracking) è ïëàíèðóåò âçÿòüñÿ çà ïÿòûé
(Syntactical Algorithms). Êðîìå òîãî, Äîíàëüä Êíóò � àâòîð ïîïóëÿðíåé-
øåé, îñîáåííî â òî÷íûõ íàóêàõ, èçäàòåëüñêîé ñèñòåìû TEX [82, 83].
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Opponent=Higher Match=Home Leaders=Play Rain=Yes Victory=No

Opponent=Higher Match=Home Leaders=Play Rain=No Victory=Yes

Opponent=Higher Match=Home Leaders=Pass Rain=No Victory=Yes

Opponent=Lower Match=Home Leaders=Pass Rain=No Victory=Yes

Opponent=Lower Match=Away Leaders=Pass Rain=No Victory=No

Opponent=Lower Match=Home Leaders=Pass Rain=Yes Victory=Yes

Opponent=Higher Match=Away Leaders=Play Rain=Yes Victory=No

À ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ applyID3(...) ê ýòîìó ôàéëó âû-
ãëÿäèò òàê (êàê ìû è ïðåäóïðåæäàëè âûøå, äåðåâî ïîëó÷èòñÿ
ãëóáèíû 3):

Match=Home

Leaders=Play

Rain=Yes

0

Rain=No

1

Leaders=Pass

1

Match=Away

0

Òåïåðü � ñîáñòâåííî òåêñò ïðîãðàììû.

Ëèñòèíã 1.1. ID3 ñ áèíàðíûìè àòðèáóòàìè íà ÿçûêå Python

def ParseAttributes(infname):
f = open(infname,'r')
attr,attrnames,tests,attrvals = {},[],[],{}
attrnum = int(f.readline())
for i in xrange(attrnum):

fWords = f.readline().split()
attrnames.append(fWords[0])
attr[fWords[0]] = [i,fWords[1],fWords[2]]
attrvals[fWords[1]],attrvals[fWords[2]] = 1,0

num = attr[f.readline().strip()][0]
testnum = int(f.readline())
for i in xrange(testnum):

fWords = f.readline().split()
test = [0 for i in xrange(attrnum)]
for j in xrange(attrnum):

attrib = fWords[j][:fWords[j].find('=')]
value = fWords[j][fWords[j].find('=') +
1:len(fWords[j])]

test[ attr[attrib][0] ] = attrvals[value]
tests.append(test)

f.close()
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return [attrnames,attr,tests,num]
def gain(tests,attrnum,num):

import math
def entropy(array):

def log2(x): return math.log(x)/math.log(2)
neg = float(len(filter(lambda x:(x[num]==0),array)))
tot = float(len(array))
if ((neg==tot) or (neg==0)): return 0
return -(neg/tot)*log2(neg/tot)

-((tot-neg)/tot)*log2((tot-neg)/tot)
res = 0
for i in xrange(2):

arr = filter(lambda x:(x[attrnum]==i),tests)
res += entropy(arr)*len(arr)/float(len(tests))

return entropy(tests)-res

def ID3(tests,num,f,tabnum,usedattr,attrnames,attr):
def findgains(x):

if usedattr[x]: return 0
return gain(tests,x,num)

def fwriteline(x): f.write('\t'*tabnum+x+'\n')
def majority():

neg = len(filter(lambda x:(x[num]==0),tests))
pos = len(filter(lambda x:(x[num]==1),tests))
if (neg>pos): return '0'
else: return '1'

gains = map(findgains,xrange(len(tests[0])))
maxgain = gains.index(max(gains))
if (gains[maxgain]==0):

fwriteline(majority())
return

arrpos=filter(lambda x:(x[maxgain]==1),tests)
arrneg=filter(lambda x:(x[maxgain]==0),tests)
newusedattr=[(usedattr[i] or (i==maxgain))

for i in xrange(len(usedattr))]
fwriteline(attrnames[maxgain] + '=' +

attr[attrnames[maxgain]][1])
if (len(arrpos)==0):

fwriteline('\t'+majority())
else:

ID3(arrpos,num,f,tabnum+1,newusedattr,attrnames,attr)
fwriteline(attrnames[maxgain] + '=' +

attr[attrnames[maxgain]][2])
if (len(arrneg)==0):

fwriteline('\t'+majority())
else:

ID3(arrneg,num,f,tabnum+1,newusedattr,attrnames,attr)
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def applyID3(infname,outfname):
parsed = ParseAttributes(infname)
attrnames, attr = parsed[0], parsed[1]
tests, num = parsed[2], parsed[3]
f = open(outfname,'w')
usedattr = [(i==num) for i in xrange(len(attr))]
ID3(tests,num,f,0,usedattr,attrnames,attr)

È ðåàëèçàöèÿ òîé æå ïðîãðàììû ñ òåìè æå ôîðìàòàìè âõîä-
íûõ è âûõîäíûõ ôàéëîâ íà Ruby:

Ëèñòèíã 1.2. ID3 ñ áèíàðíûìè àòðèáóòàìè íà ÿçûêå Ruby

def ParseAttributes(infname)
f = open(infname, 'r')
attr, attrnames, tests = {}, [], []
attrvals, attrnum = {}, f.readline.to_i
(0...attrnum).each{ |i|

fWords = f.readline.split
attrnames[i] = fWords[0]
attr[fWords[0]] = [i, fWords[1], fWords[2]]
attrvals[fWords[1]], attrvals[fWords[2]] = 1, 0

}
num = attr[f.readline.strip][0]
testnum = f.readline.to_i
(0...testnum).each{ |i|

test = (0...attrnum).map{ 0 }
f.readline.split.each{ |w|

attrib, value = w.split('=')
test[ attr[attrib][0] ] = attrvals[value]

}
tests[i] = test

}
f.close
[attrnames, attr, tests, num]

end

def gain2(tests, attrnum, num)
def elog(a, b)

if (a == b) or (a == 0) then 0
else (a / b) * Math.log(a / b) / Math.log(2) end

end
def entropy(array,num)

neg = array.find_all{ |x| x[num] == 0 }.size
tot = array.size.to_f
- elog(neg, tot) - elog(tot - neg, tot)
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end
res, splitinfo = 0, 0
for i in (0..1)

arr = tests.find_all{ |t| t[attrnum] == i }
res += entropy(arr, num) * arr.size / tests.size.to_f
splitinfo -= elog(arr.size, tests.size.to_f)

end
splitinfo = -1 if splitinfo == 0
(entropy(tests, num) - res) / splitinfo

end

def ID3(tests, num, f, tabnum, usedattr, attrnames, attr)
fwriteline = proc{ |x|

f.write("\t" * tabnum + "#{x}\n")
}

def majority(tests, num)
neg, pos = 0, 0
tests.each{ |t|

if t[num] == 0 then neg += 1 else pos += 1 end
}
if neg > pos then '0' else '1' end

end
gains = (0...tests[0].size).map{ |x|

if usedattr[x] then 0 else gain2(tests, x, num) end
}

maxgain = gains.index(gains.max)
if gains.max == 0

fwriteline.call(majority(tests, num))
return

end
arrpos, arrneg = tests.partition{ |t| t[maxgain] == 1 }
newusedattr = Array.new(usedattr.size){ |i|

(usedattr[i] or (i == maxgain))
}

fwriteline.call(attrnames[maxgain] + '=' +
attr[attrnames[maxgain]][1])

p = proc{ |a|
if a.empty?

fwriteline.call("\t" + majority(tests, num))
else

ID3(a, num, f, tabnum + 1,
newusedattr, attrnames, attr)

end
}
p.call(arrpos)
fwriteline.call(attrnames[maxgain] + '=' +

attr[attrnames[maxgain]][2])
p.call(arrneg)
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end

def applyID3(infname,outfname)
attrnames, attr, tests, num = ParseAttributes(infname)
usedattr = (0...attr.size).map{ |i| i == num }
f = open(outfname, 'w')
ID3(tests, num, f, 0, usedattr, attrnames, attr)
f.close

end

Êàê âèäíî, ÿçûêè ýòè íà òðåáóåìîì íàì óðîâíå íå î÷åíü
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. È âîîáùå, êîììåíòàòîðû ñîãëàøàþòñÿ, ÷òî
Python è Ruby ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû; ïðè ðåøåíèè, êàêîé
èç ýòèõ äâóõ ÿçûêîâ èñïîëüçîâàòü, ëó÷øå âñåãî ñìîòðåòü íà òî,
íàñêîëüêî óäîáíûé è ïîäõîäÿùèé äëÿ ðåøåíèÿ âàøåé çàäà÷è
ñóùåñòâóåò äëÿ íèõ èíñòðóìåíòàðèé.

� 1.7. Ïðîáëåìà êðèòåðèÿ ïðèðîñòà èíôîðìàöèè

Ó êðèòåðèÿ ïðèðîñòà èíôîðìàöèè åñòü îäíà ñóùåñòâåííàÿ
ïðîáëåìà. Äåëî â òîì, ÷òî ïðèðîñò èíôîðìàöèè ÷àñòî áóäåò
âûáèðàòü àòðèáóòû, ó êîòîðûõ áîëüøå âñåãî çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 1.6. Ïðîáëåìà êðèòåðèÿ ïðèðîñòà èíôîðìàöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåé òàáëèöå èãð ¾Çåíèòà¿ áûëè çàïèñàíû
åù¼ è äàòû èãð, ïðè÷¼ì ó êàæäîãî ìàò÷à, ÷òî âïîëíå ëîãè÷íî, ñâîÿ
äàòà. Âû÷èñëèì â òàêîì ñëó÷àå ïðèðîñò èíôîðìàöèè:

Gain(A,Äàòà) = H(A,Ïîáåäà) −

n∑
i=1

1

n
H(AÄàòà=i,Ïîáåäà) =

= H(A,Ïîáåäà),

ïîòîìó ÷òî â êàæäîé èç âåòîê òîëüêî îäèí ñëó÷àé, è ýíòðîïèÿ â êàæ-
äîé âåòêå ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèðîñò èíôîðìàöèè â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò ìàêñèìàëüíûì èç âîçìîæíûõ. Íî ïîëó÷åííîå äåðåâî
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé áóäåò, êîíå÷íî, àáñîëþòíî áåñïîëåçíûì � äàæå
åñëè áû äàòà èãðû èìåëà êàêîå-íèáóäü àñòðîëîãè÷åñêîå îòíîøåíèå ê
ðåçóëüòàòó, âñ¼ ðàâíî óæå ïðîøåäøèå äàòû íèêîãäà íå ïîâòîðÿòñÿ.

×òî æå äåëàòü? Î÷åâèäíî, íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü êðèòå-
ðèé ïðèðîñòà èíôîðìàöèè òàê, ÷òîáû îí ñìîã ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé



� 1.7. Ïðîáëåìà êðèòåðèÿ ïðèðîñòà èíôîðìàöèè 47

ïðîáëåìîé. Íàäî êàê-òî óìåíüøàòü æåëàòåëüíîñòü àòðèáóòà ñ
ðîñòîì ÷èñëà åãî çíà÷åíèé.

Çäåñü ïîëåçíî ïîñìîòðåòü íà îáó÷åíèå äåðåâüåâ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èíôîðìàöèè. Ìèíèìèçèðóÿ ýí-
òðîïèþ, ìû íà ñàìîì äåëå ìèíèìèçèðóåì äëèíó îïèñàíèÿ òå-
ñòîâûõ ïðèìåðîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî îïèñûâà-
þòñÿ íàøèì äåðåâîì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ýíòðî-
ïèÿ H(A,Ïîáåäà) � ýòî â òî÷íîñòè ñðåäíåå êîëè÷åñòâî áèòîâ,
êîòîðîå íóæíî, ÷òîáû îïèñàòü îäèí èñõîä; íà êàæäîì øàãå ìû
ìèíèìèçèðóåì êîëè÷åñòâî áèòîâ, êîòîðîå íàì åù¼ îñòàëîñü
ïîòðàòèòü. Íî ãäå æå áèòû, êîòîðûå ìû ïîòðàòèëè íà ðàçäåëå-
íèå íà òåêóùåì øàãå?

Â ðàáîòå [130] áûë ïðåäëîæåí êðèòåðèé Gain Ratio. Èäåîëî-
ãè÷åñêè îí ó÷èòûâàåò íå òîëüêî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, òðå-
áóåìîå äëÿ çàïèñè ðåçóëüòàòà, íî è êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè,
òðåáóåìîå äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïî òåêóùåìó àòðèáóòó. Ýòà ïîïðàâêà
âûãëÿäèò êàê

SplitInfo(A,Q) = −

q∑
i=1

|Ai|

|A|
log2

|Ai|

|A|
,

à ñàì êðèòåðèé � êàê ìàêñèìèçàöèÿ âåëè÷èíû

GainRatio(A,Q) =
Gain(A,Q)

SplitInfo(A,Q)
.

Ïðèìåð 1.7. Gain Ratio

Ó àòðèáóòà ¾Äàòà¿, îïèñàííîãî â ïðèìåðå 1.6 (ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî âñå äàòû ðàçíûå), ïîêàçàòåëü SplitInfo ðàâåí

SplitInfo(A,Äàòà) = −

7∑
i=1

1

7
log2

1

7
≈ 2,80735 . . . ,

è Gain Ratio ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

GainRatio(A,Äàòà) =
Gain(A,Äàòà)

SplitInfo(A,Äàòà)
=

H(A,Ïîáåäà)

SplitInfo(A,Äàòà)
≈ 0,9852 . . .

2,80735 . . .
≈ 0,350935 . . .

À äëÿ àòðèáóòà, ïîêàçûâàþùåãî, ãäå ïðîõîäèò ìàò÷,

SplitInfo(A,Èãðàåò) = −
5

7
log2

5

7
−
2

7
log2

2

7
≈ 0,86312 . . . ,
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è èòîãîâûé Gain Ratio ïîëó÷àåòñÿ

GainRatio(A,Èãðàåò) =
Gain(A,Èãðàåò)

SplitInfo(A,Èãðàåò)
≈ 0,4696 . . .

0,8613 . . .
≈ 0,5452 . . .

Åù¼ îäèí àíàëîãè÷íûé ÷àñòî èñïîëüçóåìûé êðèòåðèé [58,
162] � òàê íàçûâàåìûé èíäåêñ Äæèíè1. Äëÿ íàáîðà òåñòîâ A
è ñâîéñòâà S, èìåþùåãî s çíà÷åíèé, ýòîò èíäåêñ âû÷èñëÿåòñÿ
êàê

Gini(A,S) = 1−

(
s∑

i=1

|Ai|

|A|

)2

.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ íàáîðà òåñòîâ A, àòðèáóòà Q, èìåþùåãî q
çíà÷åíèé, è öåëåâîãî ñâîéñòâà S, èìåþùåãî s çíà÷åíèé, èíäåêñ
Äæèíè âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gini(A,Q,S) = Gini(A,S) −

q∑
j=1

|Aj|

|A|
Gini(Aj,S).

Èíäåêñ Äæèíè îò÷àñòè êîìïåíñèðóåò óêëîí êðèòåðèÿ ïðè-
ðîñòà èíôîðìàöèè â ñòîðîíó âûáîðà ñàìûõ ¾ðàçâåñèñòûõ¿ àò-
ðèáóòîâ. Îäíàêî â îñòàëüíîì îíè î÷åíü ïîõîæè; ïðîâåä¼ííîå
òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ðåçóëüòàòû èñïîëü-
çîâàíèÿ èíäåêñà Äæèíè è êðèòåðèÿ ïðèðîñòà èíôîðìàöèè ðàç-
ëè÷àþòñÿ î÷åíü ðåäêî [131].

� 1.8. Îâåðôèòòèíã

Êîãäà äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñòðîèòñÿ ïîñðåäñòâîì àë-
ãîðèòìà ID3 èëè àíàëîãè÷íîãî åìó, ïîëó÷åííîå äåðåâî âñåãäà
óäîâëåòâîðÿåò âñåì èìåþùèìñÿ äàííûì. Îäíàêî íà ïðàêòèêå

1Êîððàäî Äæèíè (Corrado Gini, 1884�1965) � èòàëüÿíñêèé ñòàòèñòèê
è ýêîíîìèñò. Â ñâîåé ñòàòüå 1912 ãîäà ¾Variabilit�a e mutabilit�a¿ [50] Äæè-
íè ââ¼ë òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò Äæèíè � ýêîíîìè÷åñêóþ ìåðó
íåðàâåíñòâà â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ. Êîýôôèöèåíò Äæèíè ïîêàçûâàåò,
íàñêîëüêî áîëüøàÿ äîëÿ îáùåãî äîõîäà èëè áëàãîñîñòîÿíèÿ ñîñðåäîòî÷å-
íà â ðóêàõ íåìíîãî÷èñëåííîãî áîëüøèíñòâà. Ýòî � îäèí èç âåñüìà õàðàê-
òåðíûõ ïðèìåðîâ òîãî, êàê èäåè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïðèõîäÿò èç ñàìûõ
íåîæèäàííûõ îáëàñòåé; ïîçäíåå ìû åù¼ ñòîëêí¼ìñÿ ñ ïðèìåíåíèÿìè èäåé
èç òåðìîäèíàìèêè è áèîëîãèè.
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â ðåçóëüòàòå ÷àñòî ïîëó÷àþòñÿ ñëèøêîì äåòàëèçèðîâàííûå äå-
ðåâüÿ, è ÷èñëî îøèáîê ïðè äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíèè ïîñòðî-
åííîãî äåðåâà ðàñò¼ò. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ îâåðôèòòèíãîì
(over�tting).

Ïðèìåð 1.8. Êîãäà âîçíèêàåò îâåðôèòòèíã

Ýôôåêò îâåðôèòòèíãà ëåãêî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ñëåäóþùåì
ïðèìåðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðà íàøåãî ìíîãîñòðàäàëüíîãî ¾Çåíè-
òà¿ äîìà â ÿñíóþ ïîãîäó âîîáùå íè îò ÷åãî áîëüøå íå çàâèñèò: ¾Çå-
íèò¿ ïðîñòî âûèãðûâàåò â 90% ñëó÷àåâ. Íî ñðåäè èñõîäíûõ äàííûõ
èìååòñÿ îäíî äîìàøíåå ïîðàæåíèå ¾Çåíèòà¿ â ÿñíóþ ïîãîäó. Òîãäà
ID3 ñòàðàòåëüíî ó÷ò¼ò âñå (íå èìåþùèå íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ñóòè
äåëà) ¾ïðè÷èíû¿ ýòîãî ïîðàæåíèÿ è áóäåò â äàëüíåéøåì ïðåäñêàçû-
âàòü, ÷òî ¾Çåíèò¿ ïðîèãðàåò â àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ.

Íà ñàìîì æå äåëå ¾Çåíèò¿, êîíå÷íî, áóäåò âûèãðûâàòü âñ¼ ñ òîé
æå âåðîÿòíîñòüþ 90%. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èâøååñÿ â ðåçóëüòàòå ðà-
áîòû ñîâåðøåííî êîððåêòíîãî àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ äåðåâî áóäåò íà
äåëå ïëîõî ñïðàâëÿòüñÿ ñ çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè.

Ìîæíî, êîíå÷íî, ïðîñòî èñêóññòâåííî îñòàíàâëèâàòü ðîñò
äåðåâà â ãëóáèíó. Íî êîãäà, íà êàêîì ýòàïå? Îáû÷íî, ÷òîáû èç-
áåæàòü îâåðôèòòèíãà, èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå îáðåçàíèå
(pruning), òî åñòü ñíà÷àëà ïîçâîëÿþò äåðåâó áåñïðåïÿòñòâåííî
ðàçðàñòèñü, à çàòåì îáðåçàþò ëèøíèå âåòêè. Îáðåçàíèå äåðåâà
â íåêîòîðîì óçëå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîääåðåâî ñ êîðíåì
â ýòîì óçëå óäàëÿåòñÿ èç äåðåâà, à â óçåë ïîìåùàåòñÿ ìåòêà ñ
òåì èñõîäîì, êîòîðûõ â ýòîì óçëå áîëüøèíñòâî. Îäíàêî, ÷òîáû
ïðèìåíèòü òàêîé ìåòîä, íóæíî ñíà÷àëà ïîíÿòü, êàêèå èìåííî
âåòêè ñëåäóåò îáðåçàòü.

Â ìàøèííîì îáó÷åíèè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ïðî-
öåäóðà äëÿ ñàìîòåñòèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîé îáú¼ì òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ðàçîáü¼ì ýòè èñ-
õîäíûå äàííûå íà ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì äåðåâî áóäåò ñòðî-
èòüñÿ (teaching set), è ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ìû áóäåì äåðåâî
òåñòèðîâàòü (validation set). Ïî ïåðâîé ÷àñòè ïîñòðîèì äåðåâî
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Òåïåðü ó íàñ åñòü äåðåâî è íàáîð ýòàëîí-
íûõ òåñòîâ, ïðàâèëüíûå îòâåòû íà êîòîðûå íàì èçâåñòíû. Åñëè
æå ¾âûáðàñûâàòü¿ ÷àñòü äðàãîöåííûõ äàííûõ íà òåñòèðîâàíèå
æàëêî, ìîæíî ðàçäåëèòü äàííûå íà k ÷àñòåé è çà k ïðîõîäîâ
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èñïîëüçîâàòü êàæäóþ ÷àñòü ïî îäíîìó ðàçó äëÿ òåñòèðîâàíèÿ è
k− 1 ðàç äëÿ îáó÷åíèÿ (òàê ñêàçàòü, ¾ñêîëüçÿùåå îêíî¿).

Òåïåðü èçëîæèì îäèí èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ îáðåçàíèÿ âåð-
øèí. Ãëàâíîé ìåðîé óñïåõà äëÿ íàñ áóäåò òî, íàñêîëüêî õîðî-
øî äåðåâî ñïðàâëÿåòñÿ ñ òåñòàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïðî-
ñòî ðàññìîòðåòü êàæäóþ âåðøèíó êàê êàíäèäàòà íà îáðåçàíèå
è ïðîâåðèòü, ñòàíåò ëè ñîêðàù¼ííîå äåðåâî ëó÷øå ñïðàâëÿòüñÿ
ñ òåñòàìè. Íà êàæäîì øàãå ìû áóäåì âûáèðàòü òàêóþ âåðøè-
íó, îáðåçàíèå êîòîðîé ìàêñèìàëüíî óëó÷øàåò ïîâåäåíèå äåðåâà
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ýòè âåðøèíû áóäåì îñòàâëÿòü îáðåçàííû-
ìè è ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà îáðåçàíèå ëþáîé âåðøèíû
íå áóäåò ïðèâîäèòü ê áîëåå ñëàáîìó ðåçóëüòàòó íà ýòàëîííûõ
òåñòàõ.

� 1.9. Çàêëþ÷åíèå

Ìû íà÷àëè ýòó êíèãó ñ íåñëîæíîãî, íî äîñòàòî÷íî ïîêàçà-
òåëüíîãî àïïàðàòà ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ � îáó÷åíèÿ äåðåâüåâ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Â ýòîé ãëàâå ìû íàó÷èëèñü àâòîìàòè÷åñêè
ñòðîèòü èç äàííûõ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùóþ àïïðîêñèìèðîâàòü çà-
äàííóþ áóëåâñêóþ ôóíêöèþ. Ýòîé ìîäåëüþ ñòàëè äåðåâüÿ ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé: äåðåâüÿ, â êîòîðûõ íà êàæäîì óðîâíå ïðîèñõî-
äèò ðàçâåòâëåíèå ïî âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì îäíîãî èç àòðèáó-
òîâ.

Íî, êîíå÷íî, ìíîãîå îñòàëîñü çà êàäðîì. Íàì ïî õîäó ãëà-
âû óæå ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðàçíûå ôóíêöèè èìåþò ðàçíóþ ãëóáè-
íó îïòèìàëüíîãî äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëþäÿì, çíàêîìûì
ñî ñòðóêòóðíîé òåîðèåé ñëîæíîñòè, à â îñîáåííîñòè ñî ñõåìíîé
ñëîæíîñòüþ, óæå, íàâåðíîå, òîæå ÿñíî, ÷òî ýòî íåïëîõàÿ ìåðà
ñëîæíîñòè áóëåâñêîé ôóíêöèè: ïðîñòûå ôóíêöèè ìîæíî âûðà-
çèòü äåðåâîì íåáîëüøîé ãëóáèíû, à ñàìûå ñëîæíûå íåñêîëüêè-
ìè âûáîðàìè íå ðåøèøü. Òàêîé ïîäõîä äåéñòâèòåëüíî áûë ðàç-
âèò; ôàêòè÷åñêè, ïîÿâèëèñü ñëîæíîñòíûå êëàññû, ñâÿçàííûå ñ
äåðåâüÿìè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, àíàëîãè÷íûå êëàññè÷åñêèì P, NP
è coNP (êñòàòè, â êîíòåêñòå ýòîé òåîðèè P = NP ∩ coNP) [6].

Íî è ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äåðåâüÿìè ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé äåëî íå îãðàíè÷èëîñü. Äåðåâüÿ áûñòðî ïðåâðà-
òèëèñü â ãðàôû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (decision graphs); â íèõ
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íåñêîëüêî ïóòåé îò êîðíÿ ìîãóò ñíîâà ñîéòèñü ïðè ïîìîùè óçëà-
äèçúþíêöèè (â ýòîé ãëàâå îíè ìîãëè òîëüêî ðàçäåëÿòüñÿ óçëàìè-
êîíúþíêöèÿìè) [119�121]. Çàòåì ïîñëåäîâàëè è åù¼ áîëåå ñëîæ-
íûå êîíñòðóêöèè; åñëè ÷èòàòåëü õî÷åò âûÿñíèòü, êàêèå îñíîâàí-
íûå íà äåðåâüÿõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé êîíñòðóêöèè ñåé÷àñ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè, ðåêîìåíäóåì çàãëÿíóòü
â [152,153].

À ìû áóäåì äâèãàòüñÿ äàëüøå; â ñëåäóþùåé ãëàâå íàñ æä¼ò
òà æå çàäà÷à è äðóãîé ñïîñîá å¼ ðåøåíèÿ. È äðóãîé ðåçóëüòàò.





Ãëàâà 2

Îáó÷åíèå êîíöåïòàì

Îäíàæäû âñå æèòåëè Ëåñà ñîáðàëèñü íà Äåíü Ðîæäåíèÿ ê Êðè-
ñòîôåðó Ðîáèíó. Ïîñëå òîðæåñòâåííîãî ÷àåïèòèÿ, áîëüøîãî ìåäî-
âîãî òîðòà è çàäóâàíèÿ ñâå÷åê Âèííè-Ïóõ, Ïÿòà÷îê, Êðîëèê, Èà-Èà
è âñå-âñå-âñå îñòàëüíûå îñòàëèñü ó Êðèñòîôåðà Ðîáèíà äëÿ äðóæå-
ñêîé áåñåäû. Âäðóã óìèðîòâîð¼ííûé îáåäîì Âèííè ïðîóð÷àë:

� Êðèñòîôåð Ðîáèí, à ïðàâäà, ìû ñ òîáîé áîëüøèå-áîëüøèå
äðóçüÿ?

� Êîíå÷íî, ïðàâäà, Ïóõ! � îòâåòèë Êðèñòîôåð Ðîáèí.
� À ïðàâäà, ó òåáÿ íåòó äðóãà ëó÷øå ìåíÿ? � ñïðîñèë Ïóõ.
� Êîíå÷íî, íåòó, Ïóõ! � ðàäîñòíî ïîäòâåðäèë Êðèñòîôåð Ðî-

áèí.
Â ãîñòèíîé ïîâèñëà çëîâåùàÿ òèøèíà. Êðèñòîôåð Ðîáèí ðàñòå-

ðÿííî îãëÿíóëñÿ ïî ñòîðîíàì: îñòàëüíûå çâåðè êàçàëîñü, èçî âñåõ
ñèë ñòàðàëèñü íå ñìîòðåòü íè äðóã íà äðóãà, íè íà Ïóõà, íè íà ìàëü-
÷èêà. Âäðóã â òèøèíå ðàçäàëîñü ïðèãëóø¼ííîå âñõëèïûâàíèå. Ýòî
íå âûäåðæàë Ïÿòà÷îê:

� Êðèñòîôåð Ðîáèí, òî åñòü ìû... ìû õóæå Ïóõà, äà?
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� Íó ÷òî òû, Ïÿòà÷îê! ×òî òû, Êðîëèê, ÷òî òû, Èà-Èà! Äðóçåé
ëó÷øå âàñ ó ìåíÿ òîæå íåò! � ñêàçàë Êðèñòîôåð Ðîáèí ñàìûì
âåñ¼ëûì ãîëîñîì, íà êàêîé òîëüêî áûë ñïîñîáåí.

� Íî êàê æå òàê? � ñïðîñèë Êðîëèê. � Ðàçâå ìîæåò áûòü, ÷òî
è Ïóõ ñàìûé ëó÷øèé, è ìû ñàìûå ëó÷øèå?

� Êîíå÷íî, ìîæåò, ãëóïûøêà! � ïðîäîëæàë Êðèñòîôåð Ðî-
áèí. � Ïóõ ñïðîñèë, åñòü ó ìåíÿ äðóçüÿ ëó÷øå, ÷åì îí. Íó êîíå÷íî,
ó ìåíÿ íåò äðóçåé ëó÷øå Ïóõà. Íî è äðóãà ëó÷øå, ÷åì òû, Êðîëèê,
ó ìåíÿ òîæå íåòó! Âû ïðîñòî ðàçíûå, âàñ íåëüçÿ ñðàâíèòü äðóã ñ
äðóãîì è ñêàçàòü, ÷òî êòî-òî ëó÷øå. Âû âñå � ìîè ëó÷øèå äðóçüÿ!

Âñêîðå âñå óñïîêîèëèñü, âåäü íèêîìó íå õîòåëîñü âåðèòü, ÷òî
Êðèñòîôåð Ðîáèí èõ íå ëþáèò. Æèòåëè Ëåñà åù¼ äîëãî âåëè èíòå-
ðåñíóþ è ïîçíàâàòåëüíóþ áåñåäó, à ïîòîì, êîãäà çà îêíîì ñòåìíåëî
è ñòèõëî âñ¼, êðîìå óþòíîãî òðåùàíèÿ êàìèíà, ãîñòè Êðèñòîôå-
ðà Ðîáèíà ïî îäíîìó çàñíóëè ïðÿìî â êðåñëàõ. Ìàëü÷èê îáâ¼ë èõ
âçãëÿäîì, âçäîõíóë è ñ ãðóñòíîé óëûáêîé ïðîáîðìîòàë:

� Âñå âû ó ìåíÿ... ìàêñèìàëüíûå.

� 2.1. Ââåäåíèå

Â ýòîé êîðîòêîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ñïîñîá îáó-
÷èòü êîìïüþòåð êëàññèôèöèðîâàòü äàííûå ïî çàäàííîìó êîíå÷-
íîìó ÷èñëó àòðèáóòîâ � òàê íàçûâàåìîå îáó÷åíèå êîíöåïòàì.
Ìû ðåøàåì òó æå çàäà÷ó, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ãëàâå: íàéòè
íàèáîëåå ðàçóìíîå � ÷òî ÷àñòî ýêâèâàëåíòíî íàèáîëåå êîðîò-
êîìó � îïèñàíèå èìåþùèõñÿ äàííûõ. Ãëàâíîå æå îòëè÷èå îò
àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè ìåòîäîì äåðåâüåâ ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ãèïîòåç è, êàê ñëåäñòâèå, â
ïðåäñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ êëàññèôèêàöèè.

Ãèïîòåçà â îáó÷åíèè êîíöåïòàì � ýòî íàáîð ïðè÷èí, èç êîòî-
ðûõ ñëåäóåò, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå (èñòèíå). Äà,
àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ êîíöåïòàì íåñèììåòðè÷íû � åñëè âìåñòî
ïîèñêà ãèïîòåç, èç êîòîðûõ ñëåäóåò èñòèííîñòü öåëåâîé ôóíê-
öèè, èñêàòü ãèïîòåçû, èç êîòîðûõ ñëåäóåò å¼ ëîæíîñòü, ïîëó÷àò-
ñÿ ñîâñåì äðóãèå ðåçóëüòàòû. Ýòî ìû íèæå èñïîëüçóåì â äðóãîì
àëãîðèòìå îáó÷åíèÿ êîíöåïòàì. Íî ïðåæäå ÷åì çàíÿòüñÿ àëãî-
ðèòìàìè âïëîòíóþ, äàâàéòå ñäåëàåì íåáîëüøîé øàã â ñòîðîíó
è íåìíîãî ïîãîâîðèì î áèíàðíûõ îòíîøåíèÿõ è ÷àñòè÷íûõ ïî-
ðÿäêàõ.
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� 2.2. ×àñòè÷íûå ïîðÿäêè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî î÷åíü ïðîñòûõ
âåùåé, îòíîñÿùèõñÿ ê äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Ê ñîæàëåíèþ (è,
÷åñòíî ãîâîðÿ, ê âÿùåìó èçóìëåíèþ), èõ î÷åíü íå÷àñòî âêëþ-
÷àþò â áàçîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå êóðñû. Íî â æèçíè ìàòåìàòèêà
è äàæå ïðîãðàììèñòà, òåì íå ìåíåå, âåñüìà ïîëåçíî ïîíèìàòü
ðàçíèöó ìåæäó ¾íàèáîëüøèì¿ è ¾ìàêñèìàëüíûì¿. Ïîýòîìó ïî-
ïðîáóåì âêðàòöå èçëîæèòü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðàçäå-
ëà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè (òåì áîëåå ÷òî îíè íàì â ýòîé ãëàâå
ïðèãîäÿòñÿ), à çàèíòåðåñîâàâøåãîñÿ ÷èòàòåëÿ îòñûëàåì ê çàìå-
÷àòåëüíîé êíèãå [175], à òàêæå ê [25,140].

Íà÷í¼ì èçäàëåêà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâàõ X
è Y � ýòî ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X× Y.

Îáû÷íî âìåñòî (x,y) ∈ R, ãäå R � áèíàðíîå îòíîøåíèå, ïè-
øóò xRy (ñðàâíèòå ýòî ñ x < y, è âû ïîéì¼òå, îòêóäà âçÿëîñü
òàêîå ñòðàííîå îáîçíà÷åíèå).

Ïðèìåð 2.1. Øåêñïèð íà áîëüøîì ýêðàíå

Â êà÷åñòâå X ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êèíîðåæèññ¼ðîâ

X = {Ôðàíêî Äçåôèðåëëè,Ëîóðåíñ Îëèâüå,Êâåíòèí Òàðàíòèíî},

à â êà÷åñòâå Y � ìíîæåñòâî øåêñïèðîâñêèõ òðàãåäèé

Y = {¾Ãàìëåò¿,¾Ðè÷àðä III¿,¾Ðîìåî è Äæóëüåòòà¿}.

Òîãäà áèíàðíîå îòíîøåíèå ¾ðåæèññ¼ð ñòàâèë ôèëüì ïî ïüåñå¿ íà ýòèõ
ìíîæåñòâàõ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R =
{

(Ôðàíêî Äçåôèðåëëè, ¾Ðîìåî è Äæóëüåòòà¿),

(Ôðàíêî Äçåôèðåëëè, ¾Ãàìëåò¿),

(Ëîóðåíñ Îëèâüå, ¾Ãàìëåò¿),

(Ëîóðåíñ Îëèâüå, ¾Ðè÷àðä III¿)
}
⊆ X× Y.1

Áèíàðíîå îòíîøåíèå � î÷åíü îáùåå ïîíÿòèå. Â êà÷åñòâå áè-
íàðíîãî îòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå

1Ïî äàííûì 2009 ãîäà; êòî çíàåò, ìîæåò áûòü, Ãàìëåòó åù¼ ïðåäñòîèò
âåñòè ñ Ãîðàöèî ôèðìåííûé òàðàíòèíîâñêèé äèàëîã...
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îáúåêòû. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå ñïåöè-
àëüíîãî âèäà: îòíîøåíèå íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè äëÿ
âñÿêèõ x ∈ X è y,z ∈ Y èç xRy è xR z ñëåäóåò, ÷òî y = z. Êñòàòè
ãîâîðÿ, ðàâåíñòâî, òî÷íåå ãîâîðÿ, òîæäåñòâî � ýòî òîæå ÷àñò-
íûé ñëó÷àé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ, òàê íàçûâàåìîå äèàãîíàëü-
íîå îòíîøåíèå ∆ íà X × X: (x,y) ∈ ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = y. Ââåä¼ì íåñêîëüêî (òîëüêî ñàìûõ-ñàìûõ îñíîâíûõ)
ñâîéñòâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâàõ X
è Y íàçûâàåòñÿ:

� òîòàëüíûì ñëåâà, åñëè ∀x ∈ X ∃y ∈ Y: x R y;
� ñþðúåêòèâíûì (òîòàëüíûì ñïðàâà), åñëè ∀y ∈ Y ∃x ∈
X: x R y;

� èíúåêòèâíûì, åñëè ∀x,z ∈ X,∀y ∈ Y, åñëè x R y è z R y,
òî x = z;

� ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè ∀x ∈ X,∀y,z ∈ Y, åñëè x R y è
x R z, òî y = z;

� áèåêòèâíûì, åñëè îíî òîòàëüíî ñëåâà, ñþðúåêòèâíî,
èíúåêòèâíî è ôóíêöèîíàëüíî.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X (R ⊆ X× X) íàçûâà-
åòñÿ:

� ðåôëåêñèâíûì, åñëè ∀x ∈ X x R x;
� èððåôëåêñèâíûì, åñëè ∀x ∈ X íåâåðíî, ÷òî x R x;
� ñèììåòðè÷íûì, åñëè ∀x,y ∈ X èç x R y ñëåäóåò y R x;
� àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè ∀x,y ∈ X èç x R y è y R x

ñëåäóåò x = y;
� òðàíçèòèâíûì, åñëè ∀x,y,z ∈ X èç x R y è y R z ñëåäóåò
R z;

� ëèíåéíûì, åñëè ∀x ∈ X âåðíî ëèáî x R y, ëèáî y R x
(ëèáî îíè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ).

Êîíå÷íî, ñòîëü ìíîãî÷èñëåííûå îïðåäåëåíèÿ òðåáóþò êîí-
êðåòíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 2.2. Ïðèìåðû áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Ââåä¼ííîå íàìè â ïðèìåðå 2.1 îòíîøåíèå ¾ðåæèññ¼ð ñòàâèë ôèëüì
ïî ïüåñå¿ íå áûëî

� íè òîòàëüíûì ñëåâà (Òàðàíòèíî íå ñòàâèë Øåêñïèðà),
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� íè ôóíêöèîíàëüíûì (Äçåôèðåëëè è Îëèâüå ýêðàíèçèðîâàëè
ïî äâå èç òð¼õ ïüåñ èç ìíîæåñòâà Y),

� íè èíúåêòèâíûì (¾Ãàìëåòà¿ ýêðàíèçèðîâàëè äâà èç òð¼õ ðå-
æèññ¼ðîâ ìíîæåñòâà X),

� íè, ðàçóìååòñÿ, áèåêòèâíûì.

Èç ââåä¼ííûõ íàìè ñâîéñòâ îíî îáëàäàëî òîëüêî ñâîéñòâîì ñþðúåê-
òèâíîñòè: ëþáóþ èç ïüåñ ìíîæåñòâà Y ýêðàíèçèðîâàë õîòÿ áû îäèí
ðåæèññ¼ð ìíîæåñòâà X.

Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà < íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R ÿâëÿåòñÿ:

� èððåôëåêñèâíûì (à âîò îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ïîðÿäêà 6 áû-
ëî áû ðåôëåêñèâíûì);

� àíòèñèììåòðè÷íûì (6 òîæå áûëî áû àíòèñèììåòðè÷íûì);
� òðàíçèòèâíûì (êàê è 6);
� ëèíåéíûì (êàê è 6).

Åñòü äâà îñîáåííî ÷àñòî óïîòðåáèìûõ êëàññà áèíàðíûõ îò-
íîøåíèé íà X× X (ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèè óïîòðåáèìû íå ðåæå,
íî èõ ðåäêî ðàññìàòðèâàþò êàê áèíàðíûå îòíîøåíèÿ). Ïåðâûé
èç íèõ � ðåôëåêñèâíûå ñèììåòðè÷íûå òðàíçèòèâíûå îòíîøå-
íèÿ; îíè íàçûâàþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè (íà-
ïðèìåð, ðàâåíñòâî ÷èñåë � òèïè÷íîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè). Î âòîðîì æå êëàññå ïîãîâîðèì ïîäðîáíåå.

Îïðåäåëåíèå 2.3. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê � ýòî òðàíçèòèâ-
íîå àíòèñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå. Ðåôëåêñèâíûé ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ íåñòðîãèì ; íàïðîòèâ, èððåôëåê-
ñèâíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì.

Ïðèâåä¼ì êëàññè÷åñêèé ïðèìåð êîíå÷íîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿ-
äî÷åííîãî ìíîæåñòâà: ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà X, íà êîòîðîì ââåä¼í ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⊆
(âêëþ÷åíèå). Ïðîùå ãîâîðÿ, èç äâóõ ìíîæåñòâ A è B á�îëüøèì
ñ÷èòàåòñÿ òî, êîòîðîå ïîëíîñòüþ âêëþ÷àåò äðóãîå. Åñëè æå è
ðàçíîñòü A\B, è ðàçíîñòü B\A íåïóñòû, òî òàêèå ïîäìíîæåñòâà
ñ÷èòàþòñÿ íåñðàâíèìûìè.

Íà ðèñ. 2.1 èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
èç òð¼õ ýëåìåíòîâ X = {x,y,z}. Ïðè ýòîì ïîäìíîæåñòâà óïîðÿ-
äî÷åíû ñíèçó ââåðõ: íà îäíîì óðîâíå íàõîäÿòñÿ íåñðàâíèìûå
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Ðèñ. 2.1. Ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ X = {x,y,z}

ïîäìíîæåñòâà (ò.å. òàêèå ýëåìåíòû a è b, ÷òî â íàøåì ÷àñòè÷-
íîì ïîðÿäêå ⊆ íè a ⊆ b, íè b ⊆ a), à èç ìåíüøèõ ïîäìíîæåñòâ
â á�îëüøèå âåäóò ñòðåëêè. Òàêóþ äèàãðàììó ìîæíî íàðèñîâàòü
äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà; îíà íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé
Õàññå .

Ìíîæåñòâî, ñíàáæ¼ííîå ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, íàçûâàåòñÿ
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì . Ñëîâà ýòè èíîãäà
ñîêðàùàþò äî ÷.ó.ì. èëè ïðîñòî ÷óì, à â àíãëîÿçû÷íûõ òåêñòàõ
îáùåïðèíÿò òåðìèí poset (îò ñëîâ ¾partially ordered set¿).

Íà ýòîì ìåñòå ìîæíî áûëî áû äîëãî ðàçâèâàòü òåîðèþ ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ñòîèò óïîìÿíóòü ñëîâî ðå-
ø¼òêà (÷àñòíûé ñëó÷àé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà),
êàê îíî ñðàçó æå ïîòÿíåò çà ñîáîé ïîíÿòèå àëãåáðû , à òàì óæå
íåäàëåêî äî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð, è
âñ¼ ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ ëîãèêîé âîîáùå è òåîðèåé ìî-
äåëåé â ÷àñòíîñòè... íî çäåñü ëþáîïûòñòâóþùèé ÷èòàòåëü ñìî-
æåò íàéòè ìíîãî èíòåðåñíîãî â [25], à íàì ïîòðåáóåòñÿ áóêâàëü-
íî ïàðà îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X
îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � íàçûâàåòñÿ òàêîé x ∈ X,
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Ðèñ. 2.2. Ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ X = {x,y,z} áåç
íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà

÷òî ∀y ∈ X y � x èëè y = x.1 Àíàëîãè÷íî, x ∈ X íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøèì, åñëè ∀y ∈ X x � y èëè x = y.

Ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà � íàçûâàåòñÿ òàêîé x ∈ X, ÷òî åñëè x � y äëÿ
êàêîãî-ëèáî y ∈ X, òî y = x:

(y ∈ X∧ x � y) ⇒ y = x.

Àíàëîãè÷íî, x ∈ X íàçûâàåòñÿìèíèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî
y ∈ X èç y � x ñëåäóåò y = x.

Ñëåäóåò ÷¼òêî îñîçíàâàòü ðàçíèöó ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè
è íàèáîëüøèìè ýëåìåíòàìè: íàèáîëüøèé � ýòî òîò, êîòîðûé
áîëüøå âñåõ, à ìàêñèìàëüíûé � òîò, áîëüøå êîòîðîãî íåòó.
Íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí (åñëè x è y �
íàèáîëüøèå, òî ïî ñâîéñòâó y èç x � y, ÷òî âåðíî ïî ñâîéñòâó
x, ñëåäóåò x = y). À ìàêñèìàëüíûõ ìîæåò áûòü ìíîãî. ×òî-
áû äàëåêî íå õîäèòü, ðàññìîòðèì òîò æå ïðèìåð � ìíîæåñòâî
ïîäìíîæåñòâ X = {x,y,z}, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ, � íî
âûêèíåì èç íåãî íàèáîëüøèé ýëåìåíò {x,y,z}. Â ïîëó÷èâøåìñÿ
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå îêàæåòñÿ ñðàçó òðè ìàêñè-
ìàëüíûõ ýëåìåíòà: {x,y}, {x,z} è {y,z} (ñì. ðèñ. 2.2).

1Ñëó÷àé ðàâåíñòâà ïðèõîäèòñÿ âûäåëÿòü, ïîòîìó ÷òî ïîðÿäîê ìîæåò
îêàçàòüñÿ ñòðîãèì.
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Íà ýòîì óæå ìîæíî áûëî áû è çàâåðøèòü íàø êðàòêèé ýêñ-
êóðñ â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó è âåðíóòüñÿ ê àëãîðèòìàì ìà-
øèííîãî îáó÷åíèÿ... íî åñòü îäíî ëèðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå, êîòî-
ðîå î÷åíü õî÷åòñÿ ñäåëàòü íà ýòîì ìåñòå. Ââåä¼ííûå íàìè îïðå-
äåëåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïîçâîëÿò îïðåäåëèòü îäíó î÷åíü
êðàñèâóþ êîíñòðóêöèþ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè: ôóíêöèþ Ì¼-
áèóñà. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíèìàíèÿ ñëåäóþùèé ïàðàãðàô ñî-
âåðøåííî íå âàæåí, ïîýòîìó ÷èòàòåëü, æåëàþùèé ïîñêîðåå ïå-
ðåéòè ê ñóòè îáó÷åíèÿ êîíöåïòîâ, ìîæåò ïåðåõîäèòü ê � 2.4.

� 2.3. Ëèðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå: ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà

Âîçìîæíî, âû âñòðå÷àëè ôóíêöèþ Ì¼áèóñà1 íà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ:

µ(n) =


1, n = p1 . . . p2l,

−1, n = p1 . . . p2l+1,

0, p2 | n,

ãäå n ∈ N, à pi � ïðîñòûå äåëèòåëè n. Äðóãèìè ñëîâàìè, µ(n)

ðàâíà íóëþ, åñëè â ðàçëîæåíèè n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âñòðå-
÷àåòñÿ êâàäðàò êàêîãî-íèáóäü ïðîñòîãî ÷èñëà, ðàâíà åäèíèöå,
åñëè êâàäðàòîâ íåò è ðàçíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë â ðàçëîæåíèè n
÷¼òíîå ÷èñëî, è ðàâíà −1, åñëè ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë â ðàçëîæå-
íèè íå÷¼òíî.

Ó ýòîé ôóíêöèè ìíîãî èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ è ïðèìåíåíèé.
Ãëàâíîå ñâîéñòâî � ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà (ñì., íàïðè-
ìåð, [175]).

1Àâãóñò Ôåðäèíàíä Ì¼áèóñ (August Ferdinand M�obius, 1790�1868) �
íåìåöêèé ìàòåìàòèê è àñòðîíîì. Â ìîëîäîñòè îí ó÷èëñÿ àñòðîíîìèè è ìà-
òåìàòèêå ó Ãàóññà, êîòîðûé, ìÿãêî ãîâîðÿ, áåç áîëüøîãî æåëàíèÿ áðàë ó÷å-
íèêîâ, à çàòåì ïåðåø¼ë ïîä ðóêîâîäñòâî Ïôàôôà (òîãî ñàìîãî, â ÷üþ ÷åñòü
íàçâàíû ïôàôôèàíû). Ó Ì¼áèóñà áûëè âàæíûå ðàáîòû ïî àñòðîíîìèè (åãî
äèññåðòàöèÿ íàçûâàëàñü ¾Î ïîêðûòèè íåïîäâèæíûõ çâ¼çä¿), à â ìàòåìàòè-
êå îí çàíèìàëñÿ òåîðèåé ÷èñåë (îòñþäà è ôóíêöèè Ì¼áèóñà) è ïðîåêòèâíîé
ãåîìåòðèåé (îòñþäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ì¼áèóñà; èìåííî Ì¼áèóñ, êñòàòè, ââ¼ë
îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû). Ì¼áèóñ èçâåñòåí êàæäîìó êàê àâòîð ¾ëåíòû Ì¼-
áèóñà¿ � íåîðèåíòèðóåìîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ñ îäíèì êðàåì è îäíîé
ñòîðîíîé; âïðî÷åì, êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, ïðèîðèòåò ýòîãî îòêðûòèÿ ïðè-
íàäëåæèò íå Ì¼áèóñó, â ÷åñòü êîòîðîãî îíî íàçâàíî, à äðóãîìó íåìåöêîìó
ìàòåìàòèêó, Èîãàííó Ëèñòèíãó.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ (òî åñòü çà-
äàííûõ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) ôóíêöèé f è g

g(n) =
∑
d|n

f(d) ⇔ f(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
g(d).

Àíàëîãè÷íûé ôàêò âåðåí è íå îáÿçàòåëüíî â öåëûõ ÷èñëàõ:

g(x) =
∑
n6x

f
( x
n

) ⇔ f(x) =
∑
n6x

µ(n)g
( x
n

)
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà ïîçâîëÿåò îáðàòèòü ñóììó
ïî äåëèòåëÿì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîäñòàâèòü âìåñòî f ñàìó ôóíê-
öèþ µ, ïîëó÷èòñÿ äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè Ì¼áèóñà:∑

d|n

µ(d) =

{
1, n = 1,

0, n > 1.

Çà ñëåäóþùèì ïðèìåðîì íåïîäãîòîâëåííîìó ÷èòàòåëþ ìî-
æåò îêàçàòüñÿ òðóäíî ïðîñëåäèòü âî âñåõ äåòàëÿõ. Îäíàêî åñëè
ïðèíÿòü íà âåðó íåêîòîðûå áàçîâûå âåùè, ïîíÿòü ñóòü âñ¼ æå
ìîæíî.

Ïðèìåð 2.3. Ãàç èç ïðèìîíîâ è ãèïîòåçà Ðèìàíà

Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà íàõîäèò ñîâåðøåííî íåîæèäàííîå ïðèìåíåíèå...
çäåñü õî÷åòñÿ íàïèñàòü ¾â ôèçèêå¿, íî ýòî áûëî áû íåêîððåêòíî: âñ¼-
òàêè ìîäåëü ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêàÿ, è ôèçè÷åñêèå àíàëîãèè ïîÿâëÿ-
þòñÿ óæå ïîñëå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè. Íî àíàëîãèè ýòè ÷ðåçâû-
÷àéíî èíòåðåñíûå.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ìîäåëü òàê íàçûâàåìîãî ñâîáîäíîãî ðèìà-

íîâà ãàçà , òî åñòü ãàçà, ñîñòîÿùåãî èç ÷àñòèö, òàê íàçûâàåìûõ ïðè-

ìîíîâ (primons, îò ñëîâà, ðàçóìååòñÿ, ¾prime¿ � ¾ïðîñòîé¿), êîòîðûå
íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé è èìåþò óðîâíè ýíåðãèè log p äëÿ
êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Ýòó ìîäåëü ìîæíî ìîòèâèðîâàòü, ðàññìîòðåâ îäíî èç ñàìûõ âàæ-
íûõ è áàçîâûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ôèçèêè � ïîíÿòèå ñïåêòðà. Ìû
íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â îñíîâû ôèçèêè, õîòÿ, íàâåðíîå, ñòîèëî áû íà-
ïèñàòü îòäåëüíóþ êíèãó ¾Ôèçèêà äëÿ èíôîðìàòèêà�òåîðåòèêà¿, òàê
ìíîãî ôèçè÷åñêèõ êîíöåïöèé è òðþêîâ ïðèìåíÿåòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé
èíôîðìàòèêå è, â ÷àñòíîñòè, â ìàøèííîì îáó÷åíèè. Âñïîìíèì òîëü-
êî ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêèé àñïåêò: ñïåêòð êîëüöà Spec(R) � ýòî ìíî-
æåñòâî åãî ïðîñòûõ èäåàëîâ. Ñâÿçü ñ ñóãóáî ôèçè÷åñêèì ïîíÿòèåì
ñïåêòðà (ìíîæåñòâîì ÷àñòîò, ñ êîòîðûìè ìîæåò êîëåáàòüñÿ ñèñòåìà)
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çäåñü õîòü è íåî÷åâèäíà, íî âñ¼ æå åñòü: ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòûõ èäå-
àëîâ, ìàêñèìàëüíûå èäåàëû � ýòî âîçìîæíûå ÿäðà ãîìîìîðôèçìîâ
èç êîëüöà â êàêîå-ëèáî ïîëå (äëÿ Z âñå ïðîñòûå èäåàëû ÿâëÿþòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè); êîììóòàòèâíîå êîëüöî � ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé
íà òîì èëè èíîì ïðîñòðàíñòâå, è ýòè ñàìûå ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷à-
þòñÿ êàê ìíîæåñòâà ãîìîìîðôèçìîâ êîëüöà â òî èëè èíîå ïîëå; à
ñïåêòð íåêîòîðîé àëãåáðû (C∗-àëãåáðû, åñëè áûòü òî÷íûì) ôóíêöèé
A â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå � ýòî êàê ðàç ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ
λ : A → C, òî åñòü, ãðóáî ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷å-
íèé ýòèõ ñàìûõ ôóíêöèé. Ìíîæåñòâî íàáîðîâ çíà÷åíèé ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé � ýòî óæå ñïåêòð â åãî ñàìîì ôèçè÷åñêîì ñìûñëå: ìíîæå-
ñòâî ÷àñòîò ñèñòåìû � ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè
ýòîé ñèñòåìû (÷àñòîòà è ýíåðãèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îòëè÷àþòñÿ
òîëüêî íà ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà), òàê íàçûâàåìîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Ó ñâîáîäíîãî ðèìàíîâà ãàçà êàæäàÿ ÷àñòèöà (ïðèìîí) èìååò óðîâ-
íè ýíåðãèè log p, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûì ÷èñëàì:

(log 2, log 3, log 5, log 7, . . .).

×àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò, òî åñòü îáùàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (ãàìèëü-
òîíèàí) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýíåðãèé ÷àñòèö. Çíà÷èò, îáùèé ãàìèëüòîíè-
àí ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì:

|n〉 = |p1, p2, p3, . . .〉 = |p1〉|p2〉|p3〉 . . . ,

âåäü ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ñóììå ëîãàðèôìîâ, à êàæäîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë.

Òàê âîò, ýòî âñ¼ ðàçóìíî, åñëè ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè (÷à-
ñòèöàìè ñ öåëûì ñïèíîì: ôîòîí, ìåçîíû). À åñëè ìû õîòèì ðàññìîò-
ðåòü ãàç èç ôåðìèîíîâ (÷àñòèö ñ ïîëîâèííûì ñïèíîì: ïðîòîíû, ýëåê-
òðîíû), íà íàøåì ïóòè âîçíèêàåò ïðèíöèï Ïàóëè, îí æå ïðèíöèï
çàïðåòà: äâà òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíà íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì
êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Î ÷¼ì ýòî ãîâîðèò ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ? Ïðàâèëüíî, î òîì, ÷òî â ðàçëîæåíèè öåëîãî ÷èñëà çàïðåùàþòñÿ
êâàäðàòû ïðîñòûõ. Îïåðàòîð, êîòîðûé ðàçäåëÿåò áîçîíû è ôåðìèîíû
â ñâîáîäíîì ðèìàíîâîì ãàçå � ýòî êàê ðàç ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà (ïîäðîá-
íåå îá ýòîì ñì. [146]).

Êñòàòè, ýòà ìîäåëü ðèìàíîâà ãàçà âîîáùå î÷åíü èíòåðåñíà ìàòå-
ìàòè÷åñêè. Èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû áóäåò ðàâíà E, ïðîïîðöèîíàëüíà e−βE, ãäå β �
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îòòåìïåðàòóðû (âîò ÷òî òàêîå òåì-
ïåðàòóðà íà ñàìîì äåëå!). ×òîáû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííî âåðîÿòíîñòè,
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ýòè ÷èñëà íóæíî íîðìàëèçîâàòü � ðàçäåëèòü êàæäîå èç íèõ íà ñóì-
ìó âñåõ ÷èñåë, ÷òîáû ñóììà ïîëó÷åííûõ îòíîøåíèé ðàâíÿëàñü åäèíè-
öå. Íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, òî åñòü ñóììà âñåõ ÷èñåë âèäà e−βE, â
ôèçèêå íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé (partition function) è
èãðàåò âàæíóþ ðîëü: ÷åðåç íå¼ âûðàæàþòñÿ ðàçíûå òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû.

Â ìîäåëè ðèìàíîâà ãàçà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà áóäåò ðàâíà∑
n∈N

e−βE(n) =
∑
n∈N

e−β lnn =
∑
n∈N

n−β,

òî åñòü â òî÷íîñòè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà! Îòñþäà âîçíèêàþò èäåè
ñóãóáî ôèçè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Ðèìàíà... íî â ýòî ìû
óãëóáëÿòüñÿ íå áóäåì, à åñëè ÷èòàòåëü çàèíòåðåñîâàëñÿ � îáðàùàéòåñü
â [22].

Îäíàêî ãëàâíàÿ ñóòü ôóíêöèè Ì¼áèóñà � íå â å¼ àðèôìå-
òè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, à â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, êîãäà ôóíê-
öèþ Ì¼áèóñà ââîäÿò íà ïðîèçâîëüíîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì
ìíîæåñòâå. Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà, íà êîòîðîì âñå ýòè
ôóíêöèè áóäóò äåéñòâîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Èíòåðâàë [a,b] â ÷àñòè÷íîì óïîðÿäî-
÷åííîì ìíîæåñòâå X äëÿ íåêîòîðûõ a � b ∈ X � ýòî ìíîæåñòâî
âèäà

[a,b] = {x : a � x � b} ⊆ X.
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êî-
íå÷íûì, åñëè â í¼ì êîíå÷åí âñÿêèé èíòåðâàë.

Ëîêàëüíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîâåðøåííî íå îáÿçàíî áûòü
êîíå÷íûì.

Ïðèìåð 2.4. Ëîêàëüíî êîíå÷íîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà N ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì ëîêàëüíî êîíå÷-
íû, ïîòîìó ÷òî êàæäûé èíòåðâàë [n,m] ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë. Íî ïðè ýòîì ñàìî ìíîæåñòâî N ñ÷¼òíî.

Ëåãêî ïðèâåñòè è ïðèìåð ëîêàëüíî êîíå÷íîãî íåñ÷¼òíîãî ìíîæå-
ñòâà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, R ñ îòíîøåíèåì äåëèìîñòè íàöåëî: a � b
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b = an äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Òîãäà â
èíòåðâàëå îò a äî b ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ íå áîëåå n ÷èñåë, íî ñàìî
ìíîæåñòâî ïðè ýòîì íåñ÷¼òíî.
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Îïðåäåëåíèå 2.6. Äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X è ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëü-
öà ñ åäèíèöåé R1 îïðåäåëèì àëãåáðó èíöèäåíòíîñòè . Å¼ ýëå-
ìåíòû � ôóíêöèè f, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ìíîæåñòâå èíòåð-
âàëîâ: f([a,b]) ∈ R (â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðà-
ù¼ííîå îáîçíà÷åíèå f(a,b) = f([a,b])). Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå
íà ñêàëÿð â ýòîé àëãåáðå ââîäÿòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, à óìíîæåíèå
ôóíêöèé � êàê ñâ¼ðòêà

(f ∗ g)(a,b) =
∑

a�x�b

f(a,x)g(x,b).

Àëãåáðà èíöèäåíòíîñòè � îäèí èç ñàìûõ áàçîâûõ, íî âìåñòå
ñ òåì è ñàìûõ èíòåðåñíûõ îáúåêòîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.
Íàïðèìåð, ïîïðîáóéòå äîãàäàòüñÿ � êàêàÿ áóäåò åäèíèöà â ýòîé
àëãåáðå?

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äåëüòà-ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåí-
ñòâîì

δ(a,b) =

{
1, a = b,

0, a ≺ b,
ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè
íà äåëüòà-ôóíêöèþ õîòü ñëåâà, õîòü ñïðàâà ýëåìåíòû àëãåáðû
èíöèäåíòíîñòè íå ìåíÿþòñÿ. Äàâàéòå óìíîæèì δ íà íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ f:

(f ∗ δ)(a,b) =
∑

a�x�b

f(a,x)δ(x,b) = f(a,b),

(δ ∗ f)(a,b) =
∑

a�x�b

δ(a,x)f(x,b) = f(a,b),

òàê êàê δ ðàâíà íóëþ íà âñåõ èíòåðâàëàõ, ïî êîòîðûì âåä¼òñÿ
ñóììèðîâàíèå, êðîìå îäíîãî. �

Åù¼ îäíà èíòåðåñíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèñóòñòâóþùàÿ â ëþáîé àë-
ãåáðå èíöèäåíòíîñòè � ýòî äçåòà-ôóíêöèÿ ζ(a,b) = 1 (ò.å. êîí-
ñòàíòà). Óìíîæåíèå íà ζ � ýòî äèñêðåòíûé àíàëîã èíòåãðèðî-
âàíèÿ; â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñóììà ïî âñåì ïðîìåæóòî÷íûì

1Åñëè âû íå çíàåòå, ÷òî òàêîå êîëüöî, ìîæåòå ñ÷èòàòü, ÷òî R � ýòî
ïðîñòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Èëè öåëûå. Èëè êîìïëåêñíûå.



� 2.3. Ëèðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå: ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà 65

èíòåðâàëàì:

(f ∗ ζ)(a,b) =
∑

a�x�b

f(a,x)ζ(x,b) =
∑

a�x�b

f(a,x),

(ζ ∗ f)(a,b) =
∑

a�x�b

ζ(a,x)f(x,b) =
∑

a�x�b

f(x,b),

Òàê âîò, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ζ ìîæíî îáðàòèòü. Îáðàòíàÿ ê
ôóíêöèè ζ � ýòî è åñòü ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà µ.

Ïðèìåð 2.5. Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ

Êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà íà ÷èñëàõ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óïî-
ðÿäî÷åííûõ ïî äåëèìîñòè (a � b, åñëè a äåëèò b). Âñïîìíèì îïðåäå-
ëåíèå ôóíêöèè Ì¼áèóñà, êîòîðîå ìû ââåëè â íà÷àëå ïàðàãðàôà:

µ(n) =


1, n = p1 . . . p2l,

−1, n = p1 . . . p2l+1,

0, p2 | n,

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à pi � åãî ïðîñòûå äåëèòåëè. Íàì íóæíî
ââåñòè îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ì¼áèóñà íà èíòåðâàëàõ; íå ìóäðñòâóÿ
ëóêàâî, ïîëîæèì µ(a,b) = µ(b/a). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èí-

òåðâàëîì [a,b] äëÿ ÷èñåë a è b, ãäå b äåëèòñÿ íà a, áóäåò ìíîæåñòâî
÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà a è äåëÿò b.

À òåïåðü ïîïðîáóåì óìíîæèòü µ íà ζ â àëãåáðå èíöèäåíòíîñòè:

(µ ∗ ζ)(a,b) =
∑

a�x�b

µ(a,x)ζ(x,b) =

=
∑

a�x�b

µ(a,x) =
∑
a|x|b

µ
( x
a

)
=

∑
y| b

a

µ(y)

(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ïðîñòî ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííûõ). Òå-
ïåðü ïî ñëåäñòâèþ èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 î÷åâèäíî, ÷òî

(µ ∗ ζ)(a,b) = 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (µ∗ζ)(a,b) = 0.
Èíà÷å ãîâîðÿ,

µ ∗ ζ = δ,

à δ � åäèíèöà íàøåé àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè. Ñîâåðøåííî òî÷íî òàê
æå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ζ ∗ µ = δ, à ýòè äâà ôàêòà âìåñòå êàê ðàç è îçíà-
÷àþò, ÷òî µ = ζ−1.
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Î÷åíü èíòåðåñíûé ïðèìåð ïîëó÷èòñÿ, åñëè âçÿòü íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì. Òîãäà ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà
ïðåâðàòèòñÿ â ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ∆:

µ(x,y) =


1, y− x = 0,

−1, y− x = 1,

0, y− x > 1.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ ïðî-
âåðèòü, ÷òî òàê îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ µ äåéñòâèòåëüíî îáðàòíà
ôóíêöèè ζ. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî: îïåðàòîð êîíå÷íîé ðàçíîñòè �
ýòî îïåðàòîð äèñêðåòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ïîýòîìó îí áó-
äåò îáðàòíûì ê äèñêðåòíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ζ.

À åñëè â òîì æå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå N ïðè-
ðàâíÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f(a, b) = f(a + c,b + c), òî ôóíê-
öèè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ýëåìåíòîâ èç R.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå èç àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè ïîëó÷èòñÿ êîëüöî
ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R (íóæíî
òîëüêî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì íà÷èíàþùèõñÿ â íóëå èí-
òåðâàëîâ; â äàëüíåéøåì f(a) = f(0,a)). Âåäü ñâ¼ðòêà äâóõ ôóíê-
öèé â òî÷íîñòè ïðåâðàòèòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ:

(f ∗ g)(a) = (f ∗ g)(0,a) =

a∑
i=0

f(0,i)g(i, a) =

a∑
i=0

f(i)g(a− i).

Ïðè òàêîì ïîäõîäå δ � ýòî ôîðìàëüíûé ðÿä (1,0,0, . . .), ò.å.
åäèíèöà (ïî-ïðåæíåìó δ(a,b) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a = b). À ζ � ýòî ðÿä (1,1,1, . . .), è åñëè ðàñïèñàòü ôîðìàëüíûé
ñòåïåííîé ðÿä, ïîëó÷èòñÿ

ζ = 1+ x+ x2 + x3 + . . . .

Íî ìû æå óìååì îáðàùàòü òàêîé ðÿä: 1+ x+ x2 + . . . � ýòî ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì x, òî åñòü (â ëó÷øèõ
òðàäèöèÿõ Ýéëåðà çàêðîåì ãëàçà íà âîïðîñû ñõîäèìîñòè)

1+ x+ x2 + . . . =
1

1− x
.

Òîãäà îáðàòíûé ê ζ ðÿä µ � ýòî ðÿä âèäà

µ = (1,−1, 0, 0, . . .),
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â òî÷íîñòè òàê, êàê ïîëó÷àëîñü äâà àáçàöà íàçàä. Âîò òàêàÿ çà-
íèìàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãîé, íå ìåíåå âàæíûé ïðèìåð �
áóëåâó àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X. Â ýòîì
ñëó÷àå (äîêàçûâàòü ýòîò ôàêò ìû íå áóäåì; ñì., íàïðèìåð, [175])
ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà áóäåò ðàâíà

µ(T, S) = (−1)|S\T |.

Ýòî íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì âêëþ÷åíèÿ�èñêëþ÷åíèÿ : äëÿ âñÿ-
êîé ôóíêöèè f, îïðåäåë¼ííîé íà ïîäìíîæåñòâàõ S,

g(S) =
∑
|T⊆S|

f(T) ⇔ f(S) =
∑
T⊆S

(−1)|S\T |g(T).

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðèíöèïà ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â ýëåìåíòàðíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ôîðìóëà âåðîÿòíîñòè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñîáûòèé:

p(X ∪ Y) = p(X) + p(Y) − p(X ∩ Y),

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ�
èñêëþ÷åíèÿ. Å¼ ëåãêî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ñîáûòèé (ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïî
èíäóêöèè), è ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ�èñêëþ-
÷åíèÿ äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà
ñîáûòèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü X1,X2, . . . ,Xi � ñîáûòèÿ. Òîãäà

p

(
n⋃

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

p(Xi) −
∑

16i<j6n

p(Xi ∩ Xj) +

+
∑

16i<j<k6n

p(Xi ∩Xj ∩Xk) − . . .+ (−1)n−1p(X1 ∩X2 ∩ . . .∩Xi).

Íà ýòîì, ïîæàëóé, çàâåðøèì ëèðè÷åñêèå îòñòóïëåíèÿ; æå-
ëàþùèå ìîãóò íàéòè ìàññó íå ìåíåå èíòåðåñíûõ òåîðåì è ïðè-
ëîæåíèé ôóíêöèè Ì¼áèóñà â [175] è äðóãèõ èñòî÷íèêàõ. À ìû
ïåðåéä¼ì ñîáñòâåííî ê îáó÷åíèþ êîíöåïòàì.



68 Ãëàâà 2. Îáó÷åíèå êîíöåïòàì

Òàáëèöà 2.1. Êàê èãðàåò ¾Çåíèò¿

Ñîïåðíèê Èãðàåò Ëèäåðû Äîæäü Ïîáåäà
Âûøå Äîìà Íà ìåñòå Äà Íåò
Âûøå Äîìà Íà ìåñòå Íåò Äà
Âûøå Äîìà Ïðîïóñêàþò Íåò Äà
Íèæå Äîìà Ïðîïóñêàþò Íåò Äà
Íèæå Â ãîñòÿõ Ïðîïóñêàþò Íåò Íåò
Íèæå Äîìà Ïðîïóñêàþò Äà Äà
Âûøå Â ãîñòÿõ Íà ìåñòå Äà Íåò

� 2.4. Àëãîðèòì Find-S

Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó 1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü óäà÷íûå è íåóäà÷íûå èãðû ¾Çåíèòà¿ ïî çàäàííîé
òàáëèöå ðåçóëüòàòîâ (ñì. òàáë. 2.1).

Äëÿ èãð ¾Çåíèòà¿ ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ âûãëÿäèò òàê:

〈Ñîïåðíèê, Èãðàåò, Ëèäåðû, Äîæäü〉 .

Ïðèâåä¼ì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ãèïîòåç, îïèñûâàþ-
ùèõ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ¾Çåíèò¿ ïîáåæäàåò. Â çàïèñè ãèïîòåç
âîïðîñèòåëüíûå çíàêè îçíà÷àþò, ÷òî äàííûé àòðèáóò íå ñïå-
öèôèöèðîâàí, òî åñòü íà ìåñòå âîïðîñèòåëüíîãî çíàêà ìîæåò
ñòîÿòü ëþáîå çíà÷åíèå àòðèáóòà; à ïóñòîå ìíîæåñòâî, íàïðîòèâ,
îçíà÷àåò, ÷òî çäåñü íå ìîæåò áûòü íèêàêîãî çíà÷åíèÿ, ãèïîòåçà
âñ¼ ðàâíî áóäåò îòâåðãíóòà:

〈Âûøå, Äîìà, ?, ?〉 ,

〈?, Â ãîñòÿõ, Íà ìåñòå, ?〉 ,

〈?, ?, ?, ?〉 ,

〈∅, ∅, ∅, ∅〉 .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè õîòü îäèí ýëåìåíò ãèïîòåçû ðàâåí ∅, âñÿ ãè-
ïîòåçà öåëèêîì ýêâèâàëåíòíà ïóñòîé ãèïîòåçå 〈∅, . . . ,∅〉 (òî åñòü
¾Çåíèòó¿ óæå íè÷òî íå ïîìîæåò).

Ñëåäóþùèé ýòàï � êàêèì-ëèáî îáðàçîì ðàíæèðîâàòü ãèïî-
òåçû. Îêàçûâàåòñÿ, íà ãèïîòåçàõ åñòü åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê, îò
îáùåãî ê ÷àñòíîìó.
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Òàáëèöà 2.2. Êàê âûèãðûâàåò ¾Çåíèò¿

Ñîïåðíèê Èãðàåò Ëèäåðû Äîæäü Ïîáåäà
Âûøå Äîìà Íà ìåñòå Íåò Äà
Âûøå Äîìà Ïðîïóñêàþò Íåò Äà
Íèæå Äîìà Ïðîïóñêàþò Íåò Äà
Íèæå Äîìà Ïðîïóñêàþò Äà Äà

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ãèïîòåçà h1 íàçûâàåòñÿ áîëåå îáùåé ,
÷åì ãèïîòåçà h2 (îáîçíà÷àåì h1 � h2), åñëè äëÿ âñÿêîãî òåñòî-
âîãî ïðèìåðà d èç h2(d) = 1 ñëåäóåò h1(d) = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãèïîòåçà 〈∅, . . . ,∅〉 ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ÷àñòíîé èç
âñåõ ãèïîòåç, à ãèïîòåçà 〈?, . . . ,?〉 � ñàìîé îáùåé. Íî ïîðÿäîê,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â í¼ì åñòü ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíòû, âñ¼ ðàâíî ÷àñòè÷íûé, à íå îáùèé. Íàïðèìåð, ãèïî-
òåçû h1 = 〈Âûøå, Äîìà, ?, ?〉 è h2 = 〈?, Â ãîñòÿõ, Íà ìåñòå, ?〉
íåñðàâíèìû: íàïðèìåð, äëÿ òåñòîâîãî ïðèìåðà

〈Âûøå, Äîìà, Ïðîïóñêàþò, Äà〉

h1 = 1, à h2 = 0, â òî âðåìÿ êàê äëÿ òåñòîâîãî ïðèìåðà

〈Íèæå, Â ãîñòÿõ, Íà ìåñòå, Äà〉 ,

íàïðîòèâ, h1 = 0 è h2 = 1.
Èäåÿ àëãîðèòìà Find-S î÷åíü ïðîñòà: íóæíî íà÷àòü ñ ñàìîé

÷àñòíîé ãèïîòåçû, à çàòåì îáîáùàòü å¼ òàê, ÷òîáû îíà âêëþ÷àëà
â ñåáÿ âñå òåñòîâûå ïðèìåðû. Íà êàæäîì øàãå, åñëè òåêóùàÿ ãè-
ïîòåçà h íåïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóåò ïðèìåð (h(d) = 0), íóæ-
íî èñêàòü ìèíèìàëüíóþ h ′ èç òåõ, äëÿ êîòîðûõ h ′ � h è h ′ = 0.
Èíûìè ñëîâàìè, íóæíî ïðîñòî çàìåíÿòü íåïîäõîäÿùèå çíà÷å-
íèÿ íà âîïðîñèòåëüíûå çíàêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ìàêñè-
ìàëüíî ÷àñòíàÿ ãèïîòåçà, îòâå÷àþùàÿ âñåì òåñòîâûì äàííûì.

Îòìåòèì, ÷òî íåãàòèâíûå òåñòîâûå ïðèìåðû âîîáùå èãíîðè-
ðóþòñÿ, ò.å. ðåàëüíî äëÿ àëãîðèòìà Find-S èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò òîëüêî ÷àñòü òàáë. 2.1, ïðåäñòàâëåííàÿ â òàáë. 2.2.

Ñõåìà àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.3.
Äàâàéòå ïîäðîáíî ðàçáåð¼ì ðàáîòó àëãîðèòìà â íàøåì ñëó-

÷àå; äëÿ êðàòêîñòè ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ïðèìåðå òîëüêî
òðè ïåðâûõ òåñòîâûõ ïðèìåðà.
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FindS(D):

1. h := 〈∅, . . . ,∅〉.
2. Äëÿ âñåõ d ∈ D+:

à) Åñëè h(d) = 0:
(i) h ′ := h.
(ii) Äëÿ êàæäîãî àòðèáóòà a, åñëè h[a] 6=

d[a], òî h ′[a] := ?.
(iii) h := h ′.

3. Âûäàòü h.

Ðèñ. 2.3. Àëãîðèòì Find-S

Ïðèìåð 2.6. Ðàáîòà àëãîðèòìà Find-S

Âîçüì¼ì èãðû ¾Çåíèòà¿ è ïåðâûå òðè òåñòîâûõ ïðèìåðà, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â òàáë. 2.2 (îíè òàì òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå).

Ìû íà÷èíàåì ñ ãèïîòåçû

h = 〈∅, ∅, ∅, ∅〉.

Ïîñòóïàåò ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé òåñòîâûé ïðèìåð èç òàáëèöû 2.2:

〈Âûøå, Äîìà, Íà ìåñòå, Íåò〉.
h âûäà¼ò íîëü, çíà÷èò, ãèïîòåçó íàäî îáîáùàòü. Ìàêñèìàëüíî ÷àñòíàÿ
ãèïîòåçà ïðîñòî ñîâïàä¼ò ñ ýòèì òåñòîâûì ïðèìåðîì:

h = 〈Âûøå, Äîìà, Íà ìåñòå, Íåò〉.

Ïîñòóïàåò âòîðîé ïðèìåð:

〈Âûøå, Äîìà, Ïðîïóñêàþò, Íåò〉.
È ñíîâà h âûäà¼ò 0. Ìàêñèìàëüíî ÷àñòíàÿ ãèïîòåçà, îáúåäèíÿþùàÿ h
è ýòîò ïðèìåð, îáîáùèò çíà÷åíèå àòðèáóòà Ëèäåðû:

h = 〈Âûøå, Äîìà, ?, Íåò〉.

È, íàêîíåö, òðåòèé ïðèìåð

〈Íèæå, Äîìà, Ïðîïóñêàþò, Íåò〉
ñíîâà óäîñòîâåðèò íàñ, ÷òî òåêóùàÿ ãèïîòåçà íåñîñòîÿòåëüíà. Ìàêñè-
ìàëüíî ÷àñòíàÿ ãèïîòåçà, îáúåäèíÿþùàÿ h è ýòîò ïðèìåð, îáîáùèò
çíà÷åíèå àòðèáóòà Ñîïåðíèê. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ãèïîòåçó, îáúÿñ-
íÿþùóþ âñå òåñòîâûå ïðèìåðû:

h = 〈?, Äîìà, ?, Íåò〉.
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Find-S � î÷åíü ïðîñòîé è áûñòðûé àëãîðèòì. Åãî ëåãêî ðåà-
ëèçîâàòü (ñåé÷àñ ìû ê ýòîìó ïåðåéä¼ì), è âðåìÿ åãî ðàáîòû ëè-
íåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà òåñòîâûõ ïðèìåðîâ: ê êàæäîìó èç íèõ
ìû îáðàùàåìñÿ îäèí ðàç. Ãëàâíûé åãî íåäîñòàòîê â òîì, ÷òî
Find-S ñîâñåì íå âûðàçèòåëüíûé � ó íåãî î÷åíü áåäíîå ìíîæå-
ñòâî ãèïîòåç. ×òîáû êëàññèôèöèðîâàòü ìîæíî áûëî ïðè ïîìî-
ùè Find-S, íóæíî, ÷òîáû öåëåâàÿ ôóíêöèÿ âûðàæàëàñü ôàê-
òè÷åñêè îäíîé âåòêîé äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, äèçúþíêöèè
íå ðàçðåøàþòñÿ. Íî çàòî, åñëè âñ¼ æå âûðàæàåòñÿ, òî ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò áóäåò ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàòü è íåãàòèâíûå
ïðèìåðû òîæå (ò.ê. ðåçóëüòàò ìàêñèìàëüíî ÷àñòíûé).

� 2.5. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Find-S

Ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Find-S íà
ÿçûêå C#. Íà÷í¼ì ñ äâóõ äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíûõ âñïîìîãàòåëü-
íûõ êëàññîâ. Ïåðâûé èç íèõ îïèñûâàåò òåñòîâûé ïðèìåð, ïðåäî-
ñòàâëÿÿ èíòåðôåéñ äëÿ ñîçäàíèÿ è äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ
ïðèìåðîâ.

Ëèñòèíã 2.1. Find-S íà C#: êëàññ TestSample

public class TestSample {
private bool[] _attributes;
private bool _value;

public TestSample(bool[] attributes, bool val) {
_attributes = attributes;
_value = val;

}
public bool GetValue() {

return _value;
}
public bool GetAttribute(uint num) {

if ( num < _attributes.Length ) return _attributes[num];
throw new IndexOutOfRangeException();

}
public uint GetNumberOfAttributes() {

return (uint)_attributes.Length;
}

}
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Âòîðîé êëàññ ðåàëèçóåò ãèïîòåçó; îí ïîçâîëÿåò çàäàâàòü çíà-
÷åíèÿ àòðèáóòîâ, âûáèðàÿ èõ èç ïåðå÷èñëÿåìîãî òèïà, â êîòîðîì
çàäàíû ÷åòûðå çíà÷åíèÿ: ∅, 0, 1 è ?.

Ëèñòèíã 2.2. Find-S íà C#: êëàññ Hypothesis

public class Hypothesis {
public enum AttrValue {

NONE,
ONE,
ZERO,
ANY

};
private AttrValue[] _attributes;

public Hypothesis(uint num) {
_attributes = new AttrValue[num];
for (uint i = 0; i < num; i++) {

_attributes[i] = AttrValue.NONE;
}

}

public void SetAttrValue(uint num, AttrValue val) {
if ( num < _attributes.Length ) {

_attributes[num] = val;
}

}

public AttrValue GetAttrValue(uint num) {
if ( num < _attributes.Length ) {

return _attributes[num];
}
throw new IndexOutOfRangeException();

}

public uint GetNumberOfAttributes() {
return (uint)_attributes.Length;

}
}

Òðåòèé ëèñòèíã ñîäåðæèò êîä îñíîâíîãî êëàññà. Èìåííî çäåñü
ïðîèñõîäèò ñîáñòâåííî ðàáîòà àëãîðèòìà Find-S: îïèñàííûé â
ëèñòèíãå 2.3 êëàññ FindSWrapper ïî çàäàííîìó íàáîðó òåñòîâûõ
ïðèìåðîâ âû÷èñëÿåò ãèïîòåçó.
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Ëèñòèíã 2.3. Find-S íà C#: êëàññ FindSWrapper

public class FindSWrapper {
static public Hypothesis FindS(ArrayList testSamples) {

// Îòôèëüòðîâûâàåì òîëüêî ïîçèòèâíûå ïðèìåðû
ArrayList positiveTests = new ArrayList();
foreach ( TestSample test in testSamples ) {

if ( test.GetValue() ) {
positiveTests.Add( test );

}
}
if ( positiveTests.Count > 0 ) {

IEnumerator it = positiveTests.GetEnumerator();
it.MoveNext();
TestSample firstSample = (TestSample)it.Current;
uint numOfAttributes =
firstSample.GetNumberOfAttributes();

Hypothesis hyp = new Hypothesis( numOfAttributes );

// Èíèöèàëèçèðóåì ãèïîòåçó ïåðâûì òåñòîâûì ïðèìåðîì
for ( uint i = 0; i < numOfAttributes; i++) {

if ( firstSample.GetAttribute(i) ) {
hyp.SetAttrValue(i, Hypothesis.AttrValue.ONE);

} else {
hyp.SetAttrValue(i, Hypothesis.AttrValue.ZERO);

}
}

// Ïîäïðàâëÿåì ãèïîòåçó äàëüíåéøèìè ïðèìåðàìè
foreach ( TestSample test in positiveTests ) {

for ( uint i = 0; i < numOfAttributes; i++ ) {
Hypothesis.AttrValue hypVal =
hyp.GetAttrValue(i);

if ( hypVal != Hypothesis.AttrValue.ANY ) {
bool bHypVal =
( hypVal == Hypothesis.AttrValue.ONE );

if ( bHypVal != test.GetAttribute(i) ) {
hyp.SetAttrValue(
i, Hypothesis.AttrValue.ANY );

}
}

}
}
return hyp;

}
return new Hypothesis(0);

}
}
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È, íàêîíåö, ïî òðàäèöèè ïðèâåä¼ì ðåàëèçàöèþ îñíîâíîãî
êëàññà ïðîãðàììû; íà ýòîò ðàç ìû ðåàëèçîâàëè êîíñîëüíûé èí-
òåðàêòèâíûé ââîä òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñ êëàâèàòóðû (ïðèìåðû
÷òåíèÿ äàííûõ èç ôàéëà óæå ïðèâîäèëèñü â áîëüøîì êîëè÷å-
ñòâå, õîòü è äëÿ äðóãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ).

Ëèñòèíã 2.4. Find-S íà C#: êëàññ ConsoleTester

class ConsoleTester
{

[STAThread]
static void Main(string[] args) {

ArrayList tests = new ArrayList();
uint numOfParameters;
uint numOfTests;
string tmp;
Console.Write("Ånter the number of

parameters in goal function: ");
tmp = Console.ReadLine();
numOfParameters = uint.Parse(tmp);
Console.Write("Enter the number of tests: ");
tmp = Console.ReadLine();
numOfTests = uint.Parse(tmp);
Console.Write("Test input format: ");
for ( uint i = 0; i < numOfParameters; i++) {

Console.Write("p");
}
Console.WriteLine(" v");
Console.WriteLine("p - parameter value (0 or 1).");
Console.WriteLine("v - target function

value (0 or 1).");
for ( uint i = 0; i < numOfTests; i++) {

bool val;
bool[] attributes = new bool[numOfParameters];
Console.Write("Enter test parameters: ");
tmp = Console.ReadLine();
for (int j = 0;

j < numOfParameters && j < tmp.Length;
j++) {
attributes[j] = tmp[j] == '1';

}
Console.Write("Enter test goal function value: ");
tmp = Console.ReadLine();
val = tmp[0] == '1';

tests.Add( new TestSample(attributes, val) );
}

// âûçûâàåì ðåàëèçàöèþ FindS
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Hypothesis globalHypothesis =
FindSWrapper.FindS(tests);

Console.WriteLine("Global hypothesis: ");
for (uint i = 0;

i < globalHypothesis.GetNumberOfAttributes();
i++) {
switch(globalHypothesis.GetAttrValue(i)) {

case Hypothesis.AttrValue.ANY:
Console.Write("?");
break;

case Hypothesis.AttrValue.ONE:
Console.Write("1");
break;

case Hypothesis.AttrValue.ZERO:
Console.Write("0");
break;

case Hypothesis.AttrValue.NONE:
Console.Write("#");
break;

default:
break;

}
}
Console.ReadLine();

}
}

Êîíå÷íî, ìû ïðèâåëè äàëåêî íå ñàìûé ýêîíîìè÷íûé ñ òî÷-
êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà ñòðîê êîäà ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà
Find-S. ×èòàòåëü ìîæåò ïîïðîáîâàòü ïåðåïèñàòü ýòó ïðîãðàì-
ìó íà Perl èëè Ruby è óáåäèòüñÿ, ÷òî âñ¼ òî æå ñàìîå ìîæíî
ñäåëàòü è êîìïàêòíåå (ïðàâäà, â ïðîãðàììèðîâàíèè, îñîáåííî
ïðîìûøëåííîì, êðàòêîñòü � î÷åíü äàëüíÿÿ ðîäñòâåííèöà òà-
ëàíòà).

� 2.6. Àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ êàíäèäàòîâ

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû óçíàëè, ÷òî àëãîðèòì Find-S

ïîçâîëÿåò íàéòè íàèáîëåå ÷àñòíóþ ãèïîòåçó, ñîâìåñòíóþ ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè ïðèìåðàìè. Î÷åâèäíûì îáðàçîì íàïðàøèâàåòñÿ
äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à: íàéòè íàèáîëåå îáùóþ ãèïîòåçó, ñîâìåñò-
íóþ ñ íåãàòèâíûìè ïðèìåðàìè.
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Òàáëèöà 2.3. ¾Çåíèò¿ äëÿ àëãîðèòìà èñêëþ÷å-
íèÿ êàíäèäàòîâ

Ñîïåðíèê Èãðàåò Ëèäåðû Äîæäü Ïîáåäà
Âûøå Äîìà Íà ìåñòå Íåò Äà
Íèæå Â ãîñòÿõ Ïðîïóñêàþò Íåò Íåò
Íèæå Äîìà Ïðîïóñêàþò Äà Íåò
Âûøå Äîìà Ïðîïóñêàþò Íåò Äà

Êðîìå òîãî, Find-S ïîçâîëÿåò íàéòè òîëüêî îäíó èç ãèïîòåç,
ñîâìåñòíûõ ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè, à èõ íà ñàìîì äåëå ìîæåò
áûòü î÷åíü ìíîãî. Ñîîòâåòñòâåííî, íóæíî íàéòè ðàçóìíûé ñïî-
ñîá îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ãèïîòåç, ñîâìåñòíûõ ñ òåñòîâûìè
ïðèìåðàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ïåðâîé èç ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì øàãîì íà ïóòè ê ðåøåíèþ âòîðîé. Åñëè ìû äëÿ îäíèõ è
òåõ æå äàííûõ íàéä¼ì îäíîâðåìåííî è íàèáîëåå îáùóþ ãèïîòå-
çó, ñîâìåñòíóþ ñ íåãàòèâíûìè ïðèìåðàìè, è íàèáîëåå ÷àñòíóþ
ãèïîòåçó, ñîâìåñòíóþ ñ ïîçèòèâíûìè ïðèìåðàìè, òî, êàçàëîñü
áû, îíè äîëæíû ïîëíîñòüþ îïèñûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ñîâìåñò-
íûõ ñ äàííûìè ãèïîòåç âîîáùå.

Ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîðÿäîê, êîòîðûé ìû
ââåëè â îïðåäåëåíèè 2.7, ÷àñòè÷íûé. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ó ìíî-
æåñòâà ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ìàêñèìóìîâ è íåñêîëüêî ìèíè-
ìóìîâ; íî â îñòàëüíîì âñ¼ âåðíî. Èòàê, íàì õî÷åòñÿ íàéòè äâà
ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî � ãèïîòåç
(íàèáîëåå ÷àñòíûõ), ñîâìåñòíûõ ñ äàííûìè, è ìíîæåñòâî ìàê-
ñèìàëüíûõ (íàèáîëåå îáùèõ). Òàêèì îáðàçîì ìû íàéä¼ì ¾ãðà-
íèöû¿ âñåãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ãèïîòåç: ëþáàÿ äðóãàÿ ãè-
ïîòåçà, ñîâìåñòíàÿ ñ òåñòîâûìè äàííûìè, áóäåò ìåíüøå ëèáî
ðàâíà îäíîé èç ãèïîòåç âåðõíåé ãðàíèöû è áîëüøå ëèáî ðàâíà
îäíîé èç ãèïîòåç íèæíåé ãðàíèöû.

Àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ êàíäèäàòîâ (candidate elimination) óñ-
òðîåí èìåííî òàê. Îí ïîääåðæèâàåò äâà ìíîæåñòâà: G � ìíî-
æåñòâî ìàêñèìàëüíûõ (îáùèõ) ãèïîòåç, è S � ìíîæåñòâî ìè-
íèìàëüíûõ (÷àñòíûõ) ãèïîòåç. Êîãäà íà âõîä ïîñòóïàåò íîâûé
ïðèìåð d, åñòü äâå âîçìîæíîñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ öå-
ëåâîé ôóíêöèè td.
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td = 1. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàêàÿ-ëèáî ãèïîòå-
çà èç G íåâåðíî êëàññèôèöèðóåò d, å¼ íóæíî óäàëèòü. À
åñëè íåâåðíî êëàññèôèöèðóþò ãèïîòåçû èç S, èõ íóæ-
íî ñîîòâåòñòâåííî îáîáùèòü. Íî îáîáùèòü òàê, ÷òîáû
äëÿ êàæäîé èç íèõ îñòàâàëàñü ìèíèìàëüíîé õîòü êàêàÿ-
òî èç ãèïîòåç èç G. Äëÿ ýòîãî èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ¾ðàç-
ìíîæàòü¿ ãèïîòåçó; ñîáñòâåííî, òàê è âîçíèêàþò ìíîæå-
ñòâà ñ íåñêîëüêèìè ìàêñèìóìàìè èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè
〈?, . . . ,?〉.

td = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãèïîòåçà èç S íåâåð-
íî êëàññèôèöèðóåò d, å¼ íóæíî óäàëèòü. À åñëè íåâåð-
íî êëàññèôèöèðóþò ãèïîòåçû èç G, èõ íóæíî ñîîòâåò-
ñòâåííî ñïåöèàëèçèðîâàòü (äîáàâèòü âñå ìèíèìàëüíûå
ñïåöèàëèçàöèè, ñîâìåñòíûå ñ d è òàêèå, ÷òîáû áûëà ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçà â h). Ïðè ýòîì, îïÿòü æå, îäíà
ãèïîòåçà ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â íåñêîëüêî.

Àëãîðèòì ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.4. Ñòîèò åù¼
ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåçóëüòàòîì îïåðàöèé max è min ìîæåò
îêàçàòüñÿ öåëîå ìíîæåñòâî ãèïîòåç, à íå îäíà.

Ïðèìåð 2.7. Ðàáîòà àëãîðèòìà èñêëþ÷åíèÿ êàíäèäàòîâ

Âîçüì¼ì èãðû ¾Çåíèòà¿ è íåñêîëüêî òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, êàê ïî-
ëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ (ñì. òàáë. 2.3). Ìû íà÷èíàåì ñ
òðèâèàëüíûõ ãèïîòåç

H = {〈∅, ∅, ∅, ∅〉}, G := {〈?, ?, ?, ?〉}.
Ïåðâûé ïðèìåð (çäåñü âûøåóïîìÿíóòûå td � ýòî çíà÷åíèÿ öåëå-

âîé ôóíêöèè, òî åñòü çíà÷åíèÿ, çàïèñàííûå â ïîñëåäíåì ñòîëáöå):

〈Âûøå, Äîìà, Íà ìåñòå, Íåò, Äà〉.
H[0] âûäà¼ò 0, çíà÷èò, íàäî îáîáùàòü. Ìàêñèìàëüíî ÷àñòíàÿ ãèïîòåçà
ïðîñòî ñîâïàä¼ò ñ ýòèì òåñòîâûì ïðèìåðîì, è ãèïîòåçû ïðèìóò âèä

H = {〈Âûøå, Äîìà, Íà ìåñòå, Íåò〉}, G := {〈?, ?, ?, ?〉}.
Âòîðîé ïðèìåð � îòðèöàòåëüíûé:

〈Íèæå, Â ãîñòÿõ, Ïðîïóñêàþò, Íåò, Íåò〉.
G[0] âûäà¼ò 1 íà ýòîì ïðèìåðå � çíà÷èò, íàäî ñïåöèàëèçèðîâàòü. È
ñðàçó æå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ýôôåêòîì ¾ðàçìíîæåíèÿ¿: ìàêñèìàëü-
íî îáùèå ãèïîòåçû, êîòîðûå îáîáùàþò H[0] è âûäàþò 0, ïîÿâëÿþòñÿ
ñðàçó â êîëè÷åñòâå òð¼õ øòóê:

〈Âûøå, ?, ?, ?〉, 〈?, Äîìà, ?, ?〉, 〈?, ?, Íà ìåñòå, ?〉,
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CandidateElimination(D)

1. H := {〈∅, . . . ,∅〉}.
2. G := {〈?, . . . , ?〉}.
3. Äëÿ âñåõ d ∈ D:

à) Åñëè td = 1:
(i) Äëÿ êàæäîé h ∈ G, åñëè h(d) = 0,

G := G \ {h}.

(ii) Äëÿ êàæäîé h ∈ S, åñëè h(d) = 0,

S := S \ {h} ∪Gen(h), ãäå Gen(h) =

= min
{
h ′ | h ′ � h, h ′(d) = 1,∃hg ∈ G : hg � h ′

}
.

á) Åñëè td = 0:
(i) Äëÿ êàæäîé h ∈ S, åñëè h(d) = 1,

S := S \ {h}.

(ii) Äëÿ êàæäîé h ∈ G, åñëè h(d) = 1,

G := G \ {h} ∪ Spe(h), ãäå Spe(h) =

= max{h ′ | h � h ′, h ′(d) = 0,∃hs ∈ S : h ′ � hs}.

4. Âûäàòü G, H.

Ðèñ. 2.4. Àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ êàíäèäàòîâ

è òåêóùåå ïîëîæåíèå äåë ïðèíèìàåò âèä

H = {〈Âûøå, Äîìà, Íà ìåñòå, Íåò〉},

G = {〈Âûøå, ?, ?, ?〉, 〈?, Äîìà, ?, ?〉, 〈?, ?, Íà ìåñòå, ?〉}.
Òðåòèé ïðèìåð

〈Íèæå, Äîìà, Ïðîïóñêàþò, Äà, Íåò〉.
ïðîäîëæàåò äåëî ñïåöèàëèçàöèè îáùèõ ãèïîòåç; õîòÿ G[0] è G[2] ñ íèì
ñïðàâëÿþòñÿ, G[1] âûäà¼ò 1. Ñïåöèàëèçàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ:

Spe(G[1]) = {〈Âûøå,Äîìà, ?, ?〉, 〈?,Äîìà,Íà ìåñòå, ?〉, 〈?,Äîìà, ?,Íåò〉}.

Ïîñëå ïîãëîùåíèÿ ïåðâîé èç ýòèõ ãèïîòåç óæå ñóùåñòâóþùåé â G
áîëåå îáùåé ìíîæåñòâà ïðèíèìàþò âèä

H = {〈Âûøå, Äîìà, Íà ìåñòå, Íåò〉},

G = {〈Âûøå, ?, ?, ?〉, 〈?, ?, Íà ìåñòå, ?〉, 〈?, Äîìà, ?, Íåò〉}.
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×åòâ¼ðòûé è ïîñëåäíèé ïðèìåð

〈Âûøå, Äîìà, Ïðîïóñêàþò, Íåò, Äà〉.
äàñò íàì âîçìîæíîñòü óäàëèòü îäíó èç ãèïîòåç. G[1] âûäà¼ò 0, ïîýòî-
ìó å¼ óäàëÿåì. À H[0] íàäî îáîáùèòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ
〈Âûøå, Äîìà, ?, Íåò〉.

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè ìàêñèìàëüíî ÷àñòíóþ ãèïîòåçó, îáúÿñíÿþ-
ùóþ âñå ïîçèòèâíûå òåñòîâûå ïðèìåðû:

h = 〈?, Äîìà, ?, Íåò〉,

à òàêæå íàáîð ìàêñèìàëüíî îáùèõ ãèïîòåç, ñîâìåñòíûõ ñî âñåìè íåãà-
òèâíûìè ñâèäåòåëüñòâàìè:

G = {〈Âûøå, ?, ?, ?〉, 〈?, Äîìà, ?, Íåò〉}.

� 2.7. Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññêàçàëè î íå ñëèøêîì ÷àñòî ïðèìåíÿþ-
ùåìñÿ, íî ïîëåçíîì è ïîêàçàòåëüíîì àïïàðàòå îáó÷åíèÿ êîíöåï-
òàì. Àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå â ýòîé ãëàâå, íè÷óòü íå ñëîæ-
íåå, ÷åì àëãîðèòì ID3, êîòîðûì ìû â � 1.5 îáó÷àëè äåðåâüÿ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, è ðåøàþò î÷åíü ñõîæóþ çàäà÷ó. Ìû îáñó-
äèëè äâà àëãîðèòìà; ïåðâûé èç íèõ � ñîâñåì ïðîñòîé Find-S,
êîòîðûé áûñòðî îáðàáàòûâàåò ìíîæåñòâî òåñòîâûõ ïðèìåðîâ â
òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé òåñòîâûé ïðèìåð èìååò îäèí è òîò
æå îòâåò.

Âòîðîé àëãîðèòì, èñêëþ÷åíèÿ êàíäèäàòîâ, êàê è Find-S, ðà-
áîòàåò õîðîøî è áûñòðî, à ðåçóëüòàò åãî ÿâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èñ÷åðïûâàþùå ïîëíûì � îïèñûâàåò âñå
áåç èñêëþ÷åíèÿ ñîâìåñòíûå ñ äàííûìè ãèïîòåçû. Åñòü òîëüêî
îäíî ¾íî¿: ïðåäïîëîæåíèÿ òðåáóþòñÿ î÷åíü óæ æ¼ñòêèå. Àë-
ãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ êàíäèäàòîâ ðàáîòàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ãè-
ïîòåç. Êîíå÷íî, åñëè èñòèíà îïèñûâàåòñÿ íåõèòðîé êîíúþíêöè-
åé íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé àòðèáóòîâ, îíà íåïðåìåííî áóäåò ãäå-òî
ìåæäó ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïðåäåëàìè.
Íî åñëè îíà âîîáùå íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ïîäîáíîãî ðîäà ãè-
ïîòåçàìè, òî àëãîðèòì ìîæåò ñîéòèñü ê ïóñòîìó ìíîæåñòâó � à
ìîæåò è íå ñîéòèñü, åñëè äàííûõ íåäîñòàòî÷íî.
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Ýòî ôàêòè÷åñêè åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê àëãîðèòìà èñêëþ-
÷åíèÿ êàíäèäàòîâ. Íî îí î÷åíü ñåðü¼çíûé, ïîòîìó ÷òî ìíîæå-
ñòâî ãèïîòåç â îáó÷åíèè êîíöåïòàì äåéñòâèòåëüíî âåñüìà áåä-
íîå. Íàïðèìåð, íàì ïðèøëîñü êàæäûé ðàç äîâîëüñòâîâàòüñÿ
íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì äàííûõ òàáë. 2.1, ïîòîìó ÷òî âñÿ
òàáëèöà ïðîñòî íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ îäíîé êîíúþíêöèåé íåñ-
êîëüêèõ àòðèáóòîâ. Åé íóæíà á�îëüøàÿ âûðàçèòåëüíîñòü, êîòî-
ðóþ îáåñïå÷èâàþò, íàïðèìåð, äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íî åñ-
ëè âû óâåðåíû, ÷òî äëÿ âàøåé çàäà÷è òàêîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåç
äîñòàòî÷íî, ñìåëî ïðèìåíÿéòå àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ êàíäèäà-
òîâ.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ïåðåéä¼ì îò çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè
áóëåâñêîé ôóíêöèè ê çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè âåùåñòâåí-
íîçíà÷íîé. È ïîìîãóò íàì â ýòîì èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñå-
òè.
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Ê 80-ì ãîäàì äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ... Ìèíñêèé è
Ãóä ðàçðàáîòàëè ìåòîäèêó àâòîìàòè÷åñêîãî çàðîæ-
äåíèÿ è ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ íåðâíûõ öåïåé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ëþáîé ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ïðîãðàì-
ìîé. Îêàçàëîñü, ÷òî èñêóññòâåííûé ìîçã ìîæíî
¾âûðàùèâàòü¿ ïîñðåäñòâîì ïðîöåññà, ïîðàçèòåëüíî
ñõîäíîãî ñ ðàçâèòèåì ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà. Òî÷íûå
äåòàëè ýòîãî ïðîöåññà â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå
òàê è îñòàâàëèñü íåèçâåñòíûìè; âïðî÷åì, áóäü îíè
äàæå èçâåñòíû, ÷åëîâå÷åñêèé ðàçóì íå ñìîã áû ïî-
ñòè÷ü âñþ èõ ñëîæíîñòü.

Êîñìè÷åñêàÿ Îäèññåÿ 2001
Àðòóð Êëàðê. Ïåð. Íîðû Ãàëü.

Îäíàæäû, ñîëíå÷íûì çèìíèì äí¼ì, Âèííè-Ïóõ è Ïÿòà÷îê ïèëè
÷àé ñ ì¼äîì â òî ñàìîå âðåìÿ, êîãäà çàâòðàê äàâíî çàêîí÷èëñÿ, à
îáåä åù¼ è íå äóìàë íà÷èíàòüñÿ. Âäðóã ìåäâåæîíîê âñïîìíèë:

� Ïÿòà÷îê, à ïîìíèøü, êàê â ïðîøëîì ãîäó ìû îõîòèëèñü íà
Áóêó?

� Ïîìíþ, Âèííè, � ïðåä÷óâñòâóÿ íåëàäíîå, îñòîðîæíî ñêàçàë
Ïÿòà÷îê, � à, ñîáñòâåííî, ÷òî?
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� ß òóò ïîäóìàë, ÷òî òîãäà áûëà æóòêàÿ ìåòåëü. À ñåé÷àñ ñîë-
íûøêî ñâåòèò. Åñëè áû ìû ïðÿìî ñåé÷àñ ïîøëè èñêàòü Áóêó, ìû
áû íàâåðíÿêà åãî íàøëè! Òåì áîëåå ÷òî ì¼ä ó íàñ óæå êîí÷èëñÿ.

Ïðîòèâ ïîñëåäíåãî àðãóìåíòà âîçðàçèòü áûëî íå÷åãî, è Ïÿòà-
÷îê, ãîðåñòíî âçäîõíóâ, ïîïë¼ëñÿ âñëåä çà Âèííè-Ïóõîì. Âïðî÷åì,
åù¼ îñòàâàëàñü íàäåæäà, ÷òî äåëî êîí÷èòñÿ íè÷åì:

� Âèííè, à êàê ìû áóäåì åãî èñêàòü? Ãäå æèâóò Áóêè?
� Ýòî ÿ òâ¼ðäî çíàþ, Ïÿòà÷îê! � óâåðåííî îòâåòèë Ïóõ. � Áóêà

æèâ¼ò â Ñàìîé Ãëóáîêîé ßìå âî âñ¼ì Ëåñó.
� Àãà. Ïîíÿòíî, � óïàâøèì ãîëîñîì ïðîáîðìîòàë Ïÿòà÷îê, íî

íàäåæäà âíîâü çàòåïëèëàñü. � Íî Âèííè, êàê æå ìû íàéä¼ì Ñàìóþ
Ãëóáîêóþ ßìó?

� Ïÿòà÷îê, ýòî æå ñîâñåì ïðîñòî! Ñìîòðè, âîò òóò íà÷èíàåò-
ñÿ ñêëîí âíèç. ß ïîéäó òóäà è áóäó ñïóñêàòüñÿ è ñïóñêàòüñÿ, ïîêà
ñîâñåì íå ñïóùóñü, � Ïóõ ïðîäåìîíñòðèðîâàë, êàê îí áóäåò ñïóñ-
êàòüñÿ, íî íà òðåòüåì æå øàãå ïîñêîëüçíóëñÿ è äàëüíåéøèé ïóòü
ïðîäåëàë ñèäÿ. � Îõ, êàê áûñòðî ïîëó÷èëîñü! Âîò ÿ è íà äíå.

� È êàê, òàì åñòü Áóêà? � ñïðîñèë Ïÿòà÷îê, îïàñëèâî çàãëÿ-
äûâàÿ â îâðàã, íà äíå êîòîðîãî îêàçàëñÿ Âèííè.
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� Ïîõîæå, ÷òî íåò, � çàäóì÷èâî îòâåòèë Ïóõ. � Íî êàê æå òàê
ïîëó÷èëîñü... À! Ïîíÿë! Ýòà ÿìà � ïðîñòî íå Ñàìàÿ Ãëóáîêàÿ. ß
ñåé÷àñ èç íå¼ âûëåçó, ïîòîì íàéäó äðóãîé ñêëîí è ñïóùóñü â äðóãóþ
ÿìó, è åñëè òà, äðóãàÿ, áóäåò Ñàìîé Ãëóáîêîé, òî Áóêà òî÷íî îáú-
ÿâèòñÿ, � ñ ýòèìè ñëîâàìè ìåäâåæîíîê íà÷àë óïîðíî âûáèðàòüñÿ
èç îâðàãà.

Ïóõ è Ïÿòà÷îê åù¼ äîëãî èñêàëè Ñàìóþ Ãëóáîêóþ ßìó â ëåñó.
Îíè èñïðîáîâàëè ìíîãî ðàçíûõ ñêëîíîâ, è ñèäÿ, è ñòîÿ, è ë¼æà
íà æèâîòå. Áûëî î÷åíü âåñåëî, íî, âèäèìî, ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
íàéòè íå ïîëó÷èëîñü � Áóêà òàê è íå ïîêàçàëñÿ...

� 3.1. Ââåäåíèå

Ïîêà ÷òî íè îäèí, äàæå ñàìûé ìîùíûé è ñîâðåìåííûé, êîì-
ïüþòåð íå ìîæåò ïî ñâîèì ñïîñîáíîñòÿì ñðàâíèòüñÿ ñ ÷åëîâå-
÷åñêèì ìîçãîì. Äà, êîìïüþòåðû ãîðàçäî áûñòðåå âûïîëíÿþò
àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, íî åñëè ìû õîòèì íàó÷èòü êîìïüþ-
òåð ÷åìó-ëèáî áîëåå ñëîæíîìó, áîëåå ¾÷åëîâå÷åñêîìó¿ � ïîíè-
ìàòü åñòåñòâåííûé ÿçûê, óçíàâàòü ëþäåé, ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â
ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ, îáó÷àòüñÿ â øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà �
êîìïüþòåð ïàñóåò ïåðåä ÷åëîâåêîì.

Ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò? Îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íà ýòîò âî-
ïðîñ, êîíå÷íî, íåò. Íàïðèìåð, Ðîäæåð Ïåíðîóç â êíèãå ¾Íîâûé
óì êîðîëÿ¿ [173] ðàññìàòðèâàåò è îòíþäü íå îòâåðãàåò âîçìîæ-
íîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâå÷åñêèé ìîçã â ñâîåé ¾âû÷èñëèòåëüíîé¿
äåÿòåëüíîñòè èñïîëüçóåò êâàíòîâûå ôåíîìåíû; âïîëíå âîçìîæ-
íî, ÷òî êàæäûé èç íàñ íîñèò â ãîëîâå ìîùíåéøèé èç èçâåñòíûõ
êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ.

Íî äàæå åñëè îñòàâèòü êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ çà áîðòîì �
âñ¼-òàêè ýòî âîâñå íå îáùåïðèíÿòàÿ òåîðèÿ � óñòðîéñòâî íàøå-
ãî ìîçãà ïðåäîñòàâëÿåò ïèùó äëÿ ëþáîïûòíûõ ðàçìûøëåíèé. Â
íåéðîñåòåâîì ïîäõîäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîçã ñîñòîèò èç íåé-
ðîíîâ , êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì â åäèíóþ áîëüøóþ
ñåòü. Êîãäà íåéðîí âîçáóæäàåòñÿ, îí ïåðåäà¼ò ñâîèì ñîñåäÿì
ýëåêòðè÷åñêèå ñèãíàëû îïðåäåë¼ííîãî âèäà. Ñîñåäè èõ îáðàáà-
òûâàþò è ïåðåäàþò äàëüøå, è òàê äàëåå.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòåé ïåðåäà÷è ñèãíà-
ëà è ÷åëîâå÷åñêîé ðåàêöèè òàêîâî, ÷òî íà ñàìîì äåëå öåïî÷êà
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íåéðîíîâ, êîòîðûå óñïåëè áû âîçáóäèòüñÿ ïåðåä ïðèíÿòèåì ðå-
øåíèÿ, íå ìîæåò áûòü äëèííåå íåñêîëüêèõ ñîò øòóê! Ìîçã äîáè-
âàåòñÿ ñâîåé, ïðîñòèòå çà êàëàìáóð, ãîëîâîëîìíîé ñëîæíîñòè è
ýôôåêòèâíîñòè íå îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
âû÷èñëåíèé, êàê ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû, à óäà÷íûìè ñâÿçÿ-
ìè ìåæäó ñâîèìè íåéðîíàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò äëÿ ðåøåíèÿ
êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è çàäåéñòâîâàòü öåïî÷êè íåáîëüøîé
ãëóáèíû (òî åñòü, ìîæíî ñêàçàòü, íå òîëüêî áûñòðûìè àëãîðèò-
ìàìè, íî è óäà÷íûìè ñòðóêòóðàìè äàííûõ).

Â èñòîðèè íàóêè íåðåäêè ñëó÷àè, êîãäà ëþäè çàèìñòâîâàëè
èíæåíåðíûå ðåøåíèÿ ó ìàòóøêè-ïðèðîäû. Ìíîãèå æèâîòíûå,
ñàìè òîãî íå ïîäîçðåâàÿ, ñòàíîâèëèñü ïðîîáðàçàìè êîíñòðóêòèâ-
íûõ ýëåìåíòîâ çäàíèé, ìàøèí è ïðî÷åé àïïàðàòóðû. Ïîýòîìó
íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, ÷òî ëþäè ðåøèëè èñïîëüçîâàòü ñâîè
çíàíèÿ î ñòðóêòóðå ìîçãà äëÿ òîãî, ÷òîáû èìèòèðîâàòü åãî ðà-
áîòó � à òàì, ÷åì ÷¼ðò íå øóòèò, ìîæåò, êîìïüþòåð è ìûñëèòü
íà÷í¼ò. . . Òàê è ïîÿâèëèñü èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè.1

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè � íå
åäèíñòâåííûé àïïàðàò ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, îñíîâàííûé íà èäå-
ÿõ íåéðîïñèõîëîãèè. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàòåëè ïîëàãàþò, ÷òî
îáó÷åíèå ïî Õåááó2 (Hebbian learning), â êîòîðîì ñåòè èç ñâÿ-
çàííûõ äðóã ñ äðóãîì íåéðîíîâ îáó÷àþòñÿ ñõîäèòüñÿ ê çàäàí-
íûì ¾âïå÷àòëåíèÿì¿, åù¼ áîëåå ïîõîäèò íà ðàáîòó ìîçãà, ÷åì
íåéðîííûå ñåòè. Îäíàêî â ýòîé ãëàâå ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà
ïîñëåäíèõ.

1Ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ïîñâÿù¼ííûõ áîëåå òî÷íîé
èìèòàöèè ðàáîòû ìîçãà, ÷åì òà, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ýòîé
ãëàâå. Îäíàêî èõ öåëü � íå ñîçäàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìàøèííî-
ãî îáó÷åíèÿ, à èññëåäîâàíèå ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ ÷åëîâåêà. Ïîýòîìó
ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ýòîé ïðîáëåìàòèêè, à çàèíòåðåñîâàííûõ ÷èòàòåëåé �
òàì åñòü ÷åì çàèíòåðåñîâàòüñÿ, íàóêà î÷åíü êðàñèâàÿ è â âûñøåé ñòåïåíè
ìàòåìàòè÷åñêàÿ! � îòñûëàåì ê [74,76,87].

2Äîíàëüä Îëäèíã Õåáá (Donald Olding Hebb, 1904�1985) � êàíàäñêèé
ïñèõîëîã, îäèí èç îñíîâàòåëåé íåéðîïñèõîëîãèè. Åãî ãëàâíûé òðóä � ¾Îð-
ãàíèçàöèÿ ïîâåäåíèÿ¿ (1949) [65]. Â í¼ì Õåáá ôàêòè÷åñêè âïåðâûå ïðåäëî-
æèë óäîâëåòâîðèòåëüíóþ òåîðèþ, ñâÿçûâàþùóþ ôèçè÷åñêèå è áèîëîãè÷å-
ñêèå ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ìîçãå, è åãî ìûñëèòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü.
Ãëàâíàÿ èäåÿ òåîðèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè îäèí íåéðîí ÷àñòî
àêòèâèðóåò äðóãîé, åìó ýòî ñòàíîâèòñÿ äåëàòü âñ¼ ïðîùå (âòîðîé íåéðîí
¾çàïîìèíàåò¿, ÷òî îí ÷àñòî ïîëó÷àë èìïóëüñ îò ïåðâîãî) [65].
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Íåéðîí ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà âîçáóæäàåòñÿ, åñëè ïîëó÷àåò
äîñòàòî÷íî ìîùíûé ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ. Ïðè ýòîì, åñëè
íåéðîí ñîåäèí¼í ñ íåñêîëüêèìè äðóãèìè íåéðîíàìè, òî èìïóëüñ
ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èìïóëüñîâ îò âõîäÿ-
ùèõ íåéðîíîâ. Ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîãî íåé-
ðîíà � ýòî ïåðöåïòðîí (perceptron).

Ïåðöåïòðîí ðåàëèçóåò âûøåîïèñàííóþ ìîäåëü ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè. Îí ïîäñ÷èòûâàåò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ ôîðìó îò
ñâîèõ âõîäîâ è ñðàâíèâàåò å¼ ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì � ïîðîãîì
àêòèâàöèè (threshold). Åñëè ó ïåðöåïòðîíà n âõîäîâ x1, . . . ,xn,
òî â í¼ì äîëæíû áûòü çàäàíû n âåñîâ w1,w2, . . . ,wn è ïîðîã àê-
òèâàöèè w0. Ïåðöåïòðîí âûäà¼ò 1, åñëè ëèíåéíàÿ ôîðìà îò âõî-
äîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè wi ïðåâûøàåò −w0 (ìèíóñ íóæåí, ÷òîáû
ïåðåíåñòè w0 â ëåâóþ ÷àñòü óæå ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿). Èíà÷å ãî-
âîðÿ, âûõîä ïåðöåïòðîíà o(x1, . . . ,xn) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

o(x1, . . . ,xn) =

{
1, åñëè w0 +w1x1 + . . .+wnxn > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü wi, i = 1..n, è w0, à
ïðîñòî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ïåðöåïòðîíà åñòü åù¼ îäèí âõîä x0,
íà êîòîðûé âñåãäà ïîäà¼òñÿ åäèíèöà. Òîãäà óñëîâèå ñðàáàòûâà-
íèÿ ïåðöåïòðîíà ìîæíî çàïèñàòü êàê

∑n
0 wixi > 0.

Ïðèìåð 3.1. Ïðèìåðû ïåðöåïòðîíîâ

Ìû áóäåì èçîáðàæàòü ïåðöåïòðîíû â âèäå óçëîâ ãðàôà, ïîìå÷àÿ
èõ çíà÷åíèåì −w0. Çíà÷åíèÿ wi ìû áóäåì óêàçûâàòü íà âõîäÿùèõ
ð¼áðàõ.

Íà ðèñ. 3.1 èçîáðàæ¼í îáùèé âèä ïåðöåïòðîíà, à òàêæå äàíû ïðè-
ìåðû ïåðöåïòðîíîâ, êîòîðûå ðåàëèçóþò äèçúþíêöèþ è êîíúþíêöèþ.
Äëÿ äèçúþíêöèè äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïîðîã àêòèâàöèè íèæå, ÷åì ëþ-
áîé èç âåñîâ íà âõîäå; òîãäà åäèíèöà, ïîëó÷åííàÿ íà ëþáîì âõîäå,
ïðèâåä¼ò ê ñðàáàòûâàíèþ. À ÷òîáû ïîëó÷èëàñü êîíúþíêöèÿ n âõîäîâ,
íóæíî óñòàíîâèòü òàêîé ïîðîã àêòèâàöèè, ÷òîáû ñóììà n−1 âõîäà áû-
ëà ìåíüøå íåãî, à ñóììà âñåõ n âõîäîâ � óæå áîëüøå. È äèçúþíêöèÿ,
è êîíúþíêöèÿ � ÷àñòíûå ñëó÷àè ôóíêöèé âèäà ¾m èç n¿, êîòîðûå
ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ ïåðöåïòðîíîì.
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Ðèñ. 3.1. Ïðèìåðû ïåðöåïòðîíîâ: à � îáùèé
âèä ïåðöåïòðîíà; á � ïåðöåïòðîí, ðåàëèçóþ-
ùèé äèçúþíêöèþ; â � ïåðöåïòðîí, ðåàëèçóþùèé
êîíúþíêöèþ

Îäèí ïåðöåïòðîí � ýòî óæå äîñòàòî÷íî ìîùíûé èíñòðó-
ìåíò: îí ìîæåò ðåàëèçîâàòü ëþáóþ ãèïåðïëîñêîñòü, ðàññåêàþ-
ùóþ ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, åñëè öåëå-
âàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû ïûòàåìñÿ ïðèáëèçèòü ïðè
ïîìîùè íåéðîííîé ñåòè) ïîçâîëÿåò ëèíåéíî îòäåëèòü ñâîè
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ îò îòðèöàòåëüíûõ (òî åñòü åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ÷òî âñå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
ëåæàò ïî îäíó å¼ ñòîðîíó, à îòðèöàòåëüíûå � ïî äðóãóþ), òî
âïîëíå äîñòàòî÷íî áóäåò ñîçäàòü ñåòü èç îäíîãî ïåðöåïòðîíà.
Êñòàòè, çàäà÷è ñ ëèíåéíî îòäåëèìûìè ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé
âîçíèêàþò íà ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñòî, õîòÿ îáû÷íî äëÿ èõ ðåøå-
íèÿ èñïîëüçóþò íå ïåðöåïòðîíû, à ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ
(support vector machines), êîòîðûé ìû â ýòîé êíèãå íå ðàññìàò-
ðèâàåì [34].

Ìû îáúåäèíÿåì ïåðöåïòðîíû â ñåòè, ïîäàâàÿ âûõîäû îäíèõ
ïåðöåïòðîíîâ íà âõîäû äðóãèõ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü âûðàçèòåëüíîé. Ôàêòè÷åñêè, óæå ñåòü ãëóáèíû 2 � ýòî
âñ¼, ÷òî ìîæåò íàì ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ëþáóþ
áóëåâñêóþ çàäà÷ó.
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Òåîðåìà 3.1. Ëþáàÿ áóëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â
âèäå ïîñòðîåííîé èç ïåðöåïòðîíîâ èñêóññòâåííîé íåéðîí-
íîé ñåòè ãëóáèíû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêóþ áóëåâñêóþ ôóíê-
öèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìû (ÄÍÔ) � êîíúþíêöèè íåñêîëüêèõ äèçúþíêöèé � è â
âèäå êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÊÍÔ) � äèçúþíê-
öèè íåñêîëüêèõ êîíúþíêöèé. Êàê ìû óæå âèäåëè âûøå (ñì.
ðèñ. 3.1), ñóùåñòâóþò ïåðöåïòðîíû, ðåàëèçóþùèå äèçúþíêöèþ
è êîíúþíêöèþ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü f, äîñòàòî÷-
íî ñåòè ãëóáèíû 2, âûðàæàþùåé ÄÍÔ ôóíêöèè f. �

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â âèäå ÄÍÔ
âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåýôôåêòèâíûì, â òîì ÷èñëå äàæå ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî áîëåå íåýôôåêòèâíûì, ÷åì êàêîå-íèáóäü äðóãîå,
áîëåå õèòðîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîýòîìó íå ñòîèò òîðîïèòüñÿ âû-
ðàæàòü âñå ôóíêöèè ñåòÿìè ãëóáèíû 2 � íå èñêëþ÷åíî, ÷òî
äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî íåéðîíîâ, à ñåòü áîëüøåé
ãëóáèíû ìîãëà áû ðåøèòü òó æå ñàìóþ çàäà÷ó áîëåå ðàçóìíî.

Ïðèìåð 3.2. Ñåòü, ðåàëèçóþùàÿ XOR

Ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð � ñåòü, ðåàëèçóþùàÿ èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ
(XOR). Íà ðèñ. 3.2à èçîáðàæåíà ñåòü ãëóáèíû 2, ðåàëèçóþùàÿ XOR
äâóõ ïåðåìåííûõ x⊕y (ïðîâåðüòå ýòî!). Íà ðèñ. 3.2â àíàëîãè÷íàÿ ñåòü
ðåàëèçóåò XOR òð¼õ ïåðåìåííûõ x⊕ y⊕ z.

Äàëüíåéøåå ïîíÿòíî: êàæäàÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèíîñèò ëèøü
ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå â ÷èñëå òðåáóåìûõ ïåðöåïòðîíîâ, è îáùåå èõ êî-
ëè÷åñòâî ëèáî êâàäðàòè÷íî (åñëè ñ÷èòàòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2),
ëèáî ëèíåéíî (äëÿ ýòîãî íóæíî ëèáî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âõîä z ìîæ-
íî ïîäàòü ñðàçó íà âõîä ïåðöåïòðîíàì òðåòüåãî óðîâíÿ, áåç ïðîìåæó-
òî÷íûõ òðèâèàëüíûõ ïåðöåïòðîíîâ, ëèáî ïðîñòî ïîñòðîèòü áèíàðíîå
äåðåâî èç XOR'îâ, â êîòîðîì íà êàæäîì óðîâíå, òî åñòü íà êàæäûõ
äâóõ óðîâíÿõ íåéðîííîé ñåòè, ÷èñëî ïåðåìåííûõ óìåíüøàåòñÿ âäâîå).

Åñëè æå îãðàíè÷èâàòüñÿ ñåòÿìè ãëóáèíû 2, òî äåëî çíà÷èòåëüíî
õóæå. È ÄÍÔ, è ÊÍÔ ôóíêöèè PARITY (÷¼òíîñòü; x1 ⊕ . . . ⊕ xn)
èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðàçìåð; áûëè äîêàçàíû è íèæíèå îöåíêè
äëÿ ñîáñòâåííî ïåðöåïòðîíîâ [10,55,56]. Íà ðèñ. 3.2á ïðèâåä¼í ïðèìåð
ñåòè ãëóáèíû 2, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ ÷¼òíîñòè òð¼õ ïåðåìåííûõ
(÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðèñóíîê, ìû ðàçìíîæèëè âõîäû; íà ñàìîì
äåëå, êîíå÷íî, íà x, y è z ïðèõîäèòñÿ ïî îäíîé âåðøèíå).
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Ðèñ. 3.2. Ñåòè, ðåàëèçóþùèå XOR: à � äâóõ
ïåðåìåííûõ; á � ñåòü ãëóáèíû 2, ðåàëèçóþùàÿ
XOR òð¼õ ïåðåìåííûõ; â � ñåòü ãëóáèíû 4, ðåà-
ëèçóþùàÿ XOR òð¼õ ïåðåìåííûõ

Ãëàâíîå îãðàíè÷åíèå ëèíåéíûõ ïåðöåïòðîíîâ áåç ëèìèòà àê-
òèâàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ðåàëèçóþò èñêëþ÷èòåëüíî ëè-
íåéíûå ôóíêöèè. À êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. Â ðåçóëüòàòå îáúåäèíÿòü òàêèå ïåðöåï-
òðîíû â ñåòü áåññìûñëåííî: âñÿ ñåòü áóäåò ýêâèâàëåíòíà îäíîìó-
åäèíñòâåííîìó ïåðöåïòðîíó.

Íà ñàìîì æå äåëå èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ êóäà áîëåå àìáèöèîçíûõ çàäà÷. Íî äëÿ ýòî-
ãî èì ïîòðåáóþòñÿ èíûå, áîëåå ìîùíûå ýëåìåíòû, î êîòîðûõ
ïîéä¼ò ðå÷ü íèæå. À ñåé÷àñ ìû âñïîìíèì îá îñíîâíîé ñòîÿùåé
ïåðåä íàìè çàäà÷å è ðàññìîòðèì îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà.
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Ðèñ. 3.3. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà: à � ïåðåä íà÷à-
ëîì îáó÷åíèÿ; á � ïîñëå ïåðâîãî øàãà îáó÷åíèÿ;
â � ïåðöåïòðîí, ðåàëèçóþùèé äèçúþíêöèþ

� 3.3. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà

Óæå ïîíÿòíî, ÷òî ïåðöåïòðîíû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
èñêëþ÷èòåëüíî âåñàìèwi. Çíà÷èò, îáó÷åíèå äîëæíî çàêëþ÷àòü-
ñÿ â òîì, ÷òîáû ïîäïðàâëÿòü ýòè âåñà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîâåäå-
íèåì ïåðöåïòðîíà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ. Ïðè ýòîì, åñëè ïåð-
öåïòðîí îòðàáîòàë ïðàâèëüíî, âåñà, ñêîðåå âñåãî, èçìåíèòüñÿ íå
äîëæíû, à åñëè íåïðàâèëüíî, òî äîëæíû ñäâèíóòüñÿ â ñòîðîíó
æåëàåìîãî.

Áóäåì ïîêà ðàññìàòðèâàòü ñåòü èç îäíîãî ïåðöåïòðîíà. Ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è: íàó÷èòü òàêóþ ñåòü ðàñïîçíàâàòü ÷àñòè÷íî çà-
äàííóþ áóëåâñêóþ ôóíêöèþ íà îñíîâàíèè äàííûõ î òîì, êàê
ñïðàâèëñÿ ïåðöåïòðîí ñ òåñòîâûìè äàííûìè.

Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì òàê è íàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå � ïðà-
âèëî îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà (perceptron training rule). Íà êàæ-
äîì øàãå îáó÷åíèÿ âåñ wi èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì

wi := wi + η(t− o)xi,

ãäå t � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, o � âûõîä ïåðöåïòðîíà,
η > 0 � íåáîëüøàÿ êîíñòàíòà (îáû÷íî 0,05�0,2), êîòîðàÿ çàäà¼ò
ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ.

Ïðèìåð 3.3. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì îáó÷èòü ïåðöåïòðîí, èçîáðàæ¼ííûé
íà ðèñ. 3.3à, ðåàëèçîâûâàòü äèçúþíêöèþ ñâîèõ âõîäîâ. Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî, ÷òîáû çíà÷åíèå è w1, è w2 ñòàëî áîëüøå çíà÷åíèÿ ïîðîãà ñðàáà-
òûâàíèÿ w0. Ïóñòü η = 0,1, è ó íàñ åñòü ñëåäóþùèé íàáîð òåñòîâûõ
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äàííûõ:

x1 = 0, x2 = 1 ⇒ t = 1,

x1 = 1, x2 = 0 ⇒ t = 1.

Ïåðâûé æå òåñò ïðèâåä¼ò ê îøèáêå: ïåðöåïòðîí âûäàñò o = −1,
à èñêîìûé âûõîä � t = 1. Òàêèì îáðàçîì, âåñà ïåðöåïòðîíà áóäóò
ïîäïðàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 3.3á):

w0 := w0 + η(t− 0)x0 = −0,6+ 0,1 · (1− (−1)) · 1 = −0,4,
w1 := w1 + η(t− 0)x1 = 0,3+ 0,1 · (1− (−1)) · 0 = 0,3,

w2 := w2 + η(t− 0)x2 = 0,4+ 0,1 · (1− (−1)) · 1 = 0,6.

Â ïîëó÷åííîì ïåðöåïòðîíå îäèí èç âåñîâ íà âõîäå óæå áîëüøå,
÷åì ïîðîã àêòèâàöèè. Îäíàêî âòîðîé òåñò ïîäà¼ò íà ýòîò âõîä íîëü,
è ñíîâà âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ïåðöåïòðîí íå ñðàáîòàåò. Íà ýòîò ðàç âåñà
ïðèä¼òñÿ èçìåíèòü òàê:

w0 := w0 + η(t− 0)x0 = −0,4+ 0,1 · (1− (−1)) · 1 = −0,2,
w1 := w1 + η(t− 0)x1 = 0,3+ 0,1 · (1− (−1)) · 1 = 0,5,

w2 := w2 + η(t− 0)x2 = 0,6+ 0,1 · (1− (−1)) · 0 = 0,6.

Ïîëó÷åííûé ïåðöåïòðîí (ðèñ. 3.3â) ðåàëèçóåò äèçúþíêöèþ ñâîèõ
âõîäîâ, òî åñòü îáó÷åí è ãîòîâ ê òðóäó è îáîðîíå.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îäíîé èòåðàöèè ïî âñåì òåñòîâûì
ïðèìåðàì áóäåò íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïðàâèòü êàæ-
äóþ îøèáêó (åñëè áû â ïðèìåðå 3.3 η áûëà áû ðàâíà íå 0,1,
à 0,01, âåñà áûëè áû èñïðàâëåíû â íóæíóþ ñòîðîíó, íî íåäî-
ñòàòî÷íî). Ïîýòîìó íóæíî çàïóñêàòü àëãîðèòì ïî èìåþùèìñÿ
òåñòîâûì ïðèìåðàì äî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäíîé ïðîãîí àëãîðèò-
ìà ïî âñåì òåñòàì íå îñòàâèò âñå âåñà íà ìåñòå. Îäíî ïðèìå-
íåíèå àëãîðèòìà êî âñåì òåñòîâûì ïðèìåðàì íàçûâàåòñÿ ýïî-
õîé (epoch). Ïîëó÷èâøèéñÿ àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.4.

Íà âõîä åìó ïîäà¼òñÿ íàáîð èç m òåñòîâûõ ïðèìåðîâ {x
j
i,tj} è

ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ η, à íà âûõîäå ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ wi ïåð-
öåïòðîíà, êîòîðûé ëèíåéíî ðàçäåëÿåò ýòè òåñòîâûå ïðèìåðû.

Àëãîðèòì íà ðèñ. 3.4 ñõîäèòñÿ ê ïðàâèëüíîìó ïåðöåïòðîíó
âñåãäà, êîãäà ýòî âîçìîæíî.

Òåîðåìà 3.2. Åñëè íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê n-
ìåðíîãî áóëåâñêîãî êóáà C1 ⊂ {0,1}n ìîæíî â {0,1}n îòäå-
ëèòü ãèïåðïëîñêîñòüþ îò äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà òî÷åê
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PerceptronTraining(η, {xj
i,t

j}n,m
i=1,j=1)

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü {wi}
n
i=0 ìàëåíüêèìè ñëó÷àé-

íûìè çíà÷åíèÿìè.
2. WeightChanged := true.
3. Ïîêà WeightChanged = true:

à) WeightChanged := false.
á) Äëÿ âñåõ j îò 1 äî m:

(i) Âû÷èñëèòü

oj :=

{
1, åñëè w0 +w1x

j
1 + . . .+wnx

j
n > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(ii) Åñëè oj 6= tj:
(A) WeightChanged = true.
(B) Äëÿ êàæäîãî i îò 0 äî n èçìåíèòü

çíà÷åíèå wi ïî ïðàâèëó

wi := wi + η(tj − oj)x
j
i.

4. Âûäàòü çíà÷åíèÿ w0,w1, . . . ,wn.

Ðèñ. 3.4. Àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà

C2 ⊂ {0,1}n, òî àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà çà êîíå÷-
íîå ÷èñëî øàãîâ âûäà¼ò ïàðàìåòðû ïåðöåïòðîíà, êîòîðûé
óñïåøíî ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà C1 è C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäû ïðè-
íàäëåæàò ê îòäåëèìûì ãèïåðïëîñêîñòüþ ìíîæåñòâàì; ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð u (íîðìàëü ê òîé ñàìîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè), ÷òî

∀x ∈ C1 u>x > 0,

∀x ∈ C2 u>x < 0.

Öåëü îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà � ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âåñà ïåðöåï-
òðîíà w îáðàçîâûâàëè òàêîé âåêòîð u.

Ïðåæäå âñåãî çàìåíèì C2 íà −C2 = {−x | x ∈ C2}. Ýòî ïîç-
âîëèò íàì îáúåäèíèòü äâà íåðàâåíñòâà â îäíî:

∀x ∈ C w>x > 0,

ãäå C = C1 ∪ (−C2).
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Ðèñ. 3.5. Ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2

Òåïåðü äàâàéòå ïîñìîòðèì íà ñòîÿùóþ ïåðåä íàìè çàäà÷ó
ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòîðîíû. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü âåêòîð w, êî-
òîðûé îáðàçóåò îñòðûå óãëû ñî âñåìè òåñòîâûìè ïðèìåðàìè x.
Äëÿ ýòîãî ìû åãî îáó÷àåì: åñëè âäðóã îáíàðóæèòñÿ âåêòîð, ñ
êîòîðûì w îáðàçóåò òóïîé óãîë, ìû ïðîñòî ïðèáàâèì åãî ê w
(ïðåäâàðèòåëüíî, êîíå÷íî, äîìíîæèâ íà êîíñòàíòó η).

Îñòàëîñü òîëüêî ïîíÿòü, ïî÷åìó æå ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èò-
ñÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì âåêòîð, êîòîðûé äåéñòâèòåëü-
íî îáðàçóåò ñ íèìè òóïûå óãëû (ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû,
òàêîé âåêòîð ñóùåñòâóåò), è áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äëèí ïðîåêöèé w íà ýòîò âåêòîð íå ìîæåò áûòü áåñ-
êîíå÷íîé.

Íà ðèñ. 3.5 èçîáðàæåíî ïðîèñõîäÿùåå: ìû ïîäïðàâëÿåì w è
ïûòàåìñÿ ïðè ýòîì ïðîêîíòðîëèðîâàòü ïðîåêöèþ w íà u. Äà-
âàéòå òåïåðü âûðàçèì âñ¼ ýòî ôîðìàëüíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w0,w1, . . . âåêòîðû âåñîâ ïåðöåïòðîíà íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòàïàõ îáó÷åíèÿ, ÷åðåç x0,x1, . . . � âåêòîðû
òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïðåäïîëîæèì (áåç ïîòåðè îáùíîñòè), ÷òî
w0 = 0, âñå òåñòîâûå ïðèìåðû ïðèíàäëåæàò C, è íà âñåõ òåñòî-
âûõ ïðèìåðàõ (wk)>xk < 0, òî åñòü ïåðöåïòðîí íå ñïðàâëÿåòñÿ
ñ òåñòîì (åñëè îí ñïðàâëÿåòñÿ ñ òåñòîì, òî âåñà ïåðöåïòðîíà íè-
êàê íå ìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó òàêèå òåñòû ìîæíî ïðîñòî èñêëþ÷èòü
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Â òàêîì ñëó÷àå íàøå ïðàâèëî îáó÷åíèÿ
âûãëÿäèò êàê

wk+1
i = wk

i + ηxk
i ,
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è ëåãêî âèäåòü, ÷òî â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

wk = η

k−1∑
j=0

xj.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü äâå ñå-
ðèè ïðîòèâîïîëîæíûõ îöåíîê íà äëèíó âåêòîðîâ ‖wi‖ è ïîêà-
çàòü, ÷òî îíè íå ìîãóò îáå èìåòü ìåñòî äî áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî è
áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâ
èç äâóõ ôèêñèðîâàííûõ ëèíåéíî îòäåëèìûõ ìíîæåñòâ ðàíî èëè
ïîçäíî çàêîí÷èòñÿ, è âñå ïîñëåäóþùèå òåñòû ïåðöåïòðîí áóäåò
ïðîõîäèòü óñïåøíî.1

Ðàññìîòðèì âåêòîð u, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì, è îáîçíà÷èì
÷åðåç α ìèíèìàëüíóþ ïðîåêöèþ ëþáîãî èç xj íà u:

α = min
j

u>xj.

Ïîñêîëüêó ðàçíûõ òåñòîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, α > 0.
Òîãäà

u>wk+1 = ηu>
k∑

j=0

xj > ηαk

(íà ñàìîì äåëå äàæå ηα(k+1), íî äëÿ ïðîñòîòû ìû ñäåëàåì îöåí-
êó åù¼ ñèëüíåå). Âñïîìíèì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî: â
ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

‖x‖2‖y‖2 > (x>y)2.

Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
óòâåðæäàåò, ÷òî

‖u‖2‖wk+1‖2 > (ηαk)2, ‖wk+1‖2 >
(ηαk)2

‖u‖2
.

Èíûìè ñëîâàìè, íà êàæäîé èòåðàöèè äëèíà âåêòîðà wk âîç-
ðàñòàåò ëèíåéíî (à å¼ êâàäðàò ‖wk‖2 � ïðîïîðöèîíàëüíî k2).
Îñòàëüíûå ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà � êîíñòàíòû.

1Ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ¾êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâ¿ çàêîí÷èò-
ñÿ â ëþáîì ñëó÷àå; íî íàïîìíèì, ÷òî íàø àëãîðèòì ïîâòîðÿåò òåñòû äî òåõ
ïîð, ïîêà ïåðöåïòðîí íå íàó÷èòñÿ ïðîõîäèòü èõ âñå. Ðå÷ü èä¼ò ëèøü î òîì,
÷òî â ýòîé (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåñòîâ ó÷àñòâóåò
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ xi.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,wk+1 = wk+ηxk. Ïîñêîëüêó (wk)>xk < 0,

‖wk+1‖2 = ‖wk‖2 + 2η(wk)>xk + η2‖xk‖2 6 ‖wk‖2 + η2‖xk‖2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖wk+1‖2 −‖wk‖2 6 η2‖xk‖2. Ñóììèðóÿ ïî k,
èìååì:

‖wk+1‖2 6 η2
k∑

j=0

‖xk‖2 6 η2βk,

ãäå β = maxj ‖xj‖2 (ìû îïÿòü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî òåñòîâûõ
ïðèìåðîâ êîíå÷íîå ÷èñëî).

Èòàê, ó íàñ ïîëó÷èëèñü äâå îöåíêè:

(ηα)2

‖u‖2
k2 6 ‖wk+1‖2 6 η2βk.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ñ ðîñòîì k (k� ýòî íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî) ýòè îöåíêè âîéäóò â ïðîòèâîðå÷èå äðóã ñ äðóãîì. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ îäíèõ è òåõ æå òå-
ñòîâûõ ïðèìåðîâ íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé: ðàíî èëè ïîçäíî
âñå ïðèìåðû, åñëè ýòî áûëî âîîáùå âîçìîæíî, áóäóò ïåðöåïòðî-
íîì ïðîõîäèòüñÿ ïðàâèëüíî.

�

� 3.4. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà íà ïðàêòèêå

Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà � î÷åíü ïðîñòàÿ è äîñòóïíàÿ çàäà-
÷à, êîòîðóþ íà ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü â äâà-òðè äåñÿòêà ñòðî÷åê. Ïîýòî-
ìó îíî õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü
íåêîòîðûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå áóäóò â äàëüíåé-
øåì èñïîëüçîâàòüñÿ â ýòîé êíèãå (íàïîìèíàåì, ÷òî âëàäåòü âñå-
ìè ïðåäñòàâëåííûìè çäåñü ÿçûêàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ âîâñå íå
îáÿçàòåëüíî, çàäà÷à, êàê ïðàâèëî, â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà íàéòè
ÿçûê, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîäõîäÿùèé äëÿ ðåøåíèÿ ñòîÿùåé
ïåðåä âàìè çàäà÷è, à ïîòîì óæå ìîæíî èçó÷èòü åãî òîíêîñòè).

Â ëèñòèíãå 3.1 ïðèâåä¼í êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Python,
ðåàëèçóþùåé îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà. Íà âõîä ïîäàþòñÿ
çíà÷åíèå η è ìàññèâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ â ôîðìàòå

[tj,x
j
1, . . . ,x

j
n].
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Â ñòðîêå 4 çíà÷åíèÿ âåñîâ èíèöèàëèçèðóþòñÿ íåáîëüøèìè ñëó-
÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè. Â ñòðîêå 9 ìû ÷èòàåì ôîðìàò âõîäíûõ

äàííûõ è çàìåíÿåì äëÿ óäîáñòâà tj íà åäèíèöó, òî åñòü íà xj
0.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà � ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ðåàëèçîâàííîé ïîä-
ïðîãðàììû; íà âûõîäå äîëæíî ïîëó÷àòüñÿ íå÷òî âðîäå ïåðöåï-
òðîíà, ðåàëèçóþùåãî êîíúþíêöèþ òð¼õ âõîäîâ (¾íå÷òî âðîäå¿,
ïîòîìó ÷òî ôóíêöèÿ çàäàíà ÷àñòè÷íî, è âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî
ïðè íåêîòîðûõ êîìáèíàöèÿõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ðåçóëüòàò áóäåò
íå ñîâñåì èäåàëüíûì). Â ëèñòèíãå 3.2 ïðèâåä¼í òîò æå àëãîðèòì
ñ òåì æå ôîðìàòîì âõîäà è âûõîäà, íî íà ÿçûêå Ruby.

Ëèñòèíã 3.1. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà íà ÿçûêå Python

def PerceptronTraining(eta,x):
import random
w=[]
for i in range(len(x[0])):

w.append((random.randrange(-5,5))/50.0)

WeightsChanged=True
while (WeightsChanged==True):

WeightsChanged=False
for xj in x:

t,o,curx=xj[0],0,[1]+xj[1:len(xj)]
for i in xrange(len(w)): o+=w[i]*curx[i]
if o>0: o=1
else: o=-1
if (o==t): continue
WeightsChanged=True
for i in xrange(len(w)): w[i]+=eta*(t-o)*curx[i]

return w

Ëèñòèíã 3.2. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà íà ÿçûêå Ruby

def PerceptronTraining(eta, x)
w = Array.new(x[0].size){(rand(11) - 5) / 50.0}

weightsChanged = true
while weightsChanged

weightsChanged = false
x.each { |xj|

t, o, curx = xj[0], 0, [1] + xj[1..-1]
(0...w.size).each { |i| o += w[i] * curx[i] }
if o > 0 then o = 1 else o = -1 end
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if o != t
weightsChanged = true
(0...w.size).each { |i|

w[i] += eta * (t - o) * curx[i]
}

end
}

end
w

end

Òðåòèé ïðèìåð â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò íà ÿçûêå ëîãè÷åñêî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � Prolog1. Îñíîâîé ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ àâ-
òîìàòè÷åñêèé äîêàçàòåëü (theorem prover), êîòîðûé ìîæåò
ïðîèçâîäèòü ëîãè÷åñêèé âûâîä íà õîðíîâñêèõ ôîðìóëàõ. Ïðî-
öåññ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû � ýòî äîêàçàòåëüñòâî èëè îïðî-
âåðæåíèå çàäàííîãî ôàêòà ïóò¼ì ëîãè÷åñêîãî âûâîäà èç êîäà
ïðîãðàììû. Ôóíêöèîíàëüíûå ÿçûêè î÷åíü õîðîøî ðåàëèçóþò
ðåêóðñèþ; êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà �
íà ÿçûêå Prolog âûãëÿäèò òàê:

factorial(0,F,F).

factorial(N,A,F) :-

N > 0,

A1 is N*A,

N1 is N-1,

factorial(N1,A1,F).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â Prolog ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü òðåòèé
ïàðàìåòð, â êîòîðîì, ñîáñòâåííî, è áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ôàêòî-
ðèàë: ïðåäèêàò factorial áóäåò èñòèííûì òîëüêî äëÿ îäíîãî
çíà÷åíèÿ F. Äåëî â òîì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, Prolog ðàáîòàåò ñ
ïðåäèêàòàìè; òàê, íàïðèìåð, ïðåäèêàò, ïðîâåðÿþùèé, ÿâëÿåòñÿ
ëè îäíî ÷èñëî ôàêòîðèàëîì äðóãîãî, âûãëÿäåë áû ïðîùå. Äëÿ
áîëåå ïîäðîáíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ÿçûêîì Prolog ìîæíî ïîðå-
êîìåíäîâàòü [33, 43], à ìû ñåé÷àñ ïðîñòî ïðèâåä¼ì êîíêðåòíûé
ïðèìåð.

1Àâòîðû, Àëåí Êîëìåðîý (Alain Colmerauer) è Ôèëèï Ðóññåëü (Philip
Roussel), áûëè ôðàíöóçàìè, ïîýòîìó Prolog � ýòî ¾Programmation en
Log ique¿.
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Ëèñòèíã 3.3. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà íà ÿçûêå Prolog

write_list([A|B]):-
write(A),
nl,
write_list(B).

write_list([]).

% ñëó÷àé W0 + W1*X1 + ... + Wn*Xn > 0, t=1
testsum_is_bigger_then_w0([T|T_TAIL],[W|W_TAIL],SUM):-

T_TAIL=[],
W_TAIL=[],
SUM> -(W),
T=:=1,!.

% ñëó÷àé W0 + W1*X1 + ... + Wn*Xn <= 0, t=0
testsum_is_bigger_then_w0([T|T_TAIL],[W|W_TAIL],SUM):-

T_TAIL=[],
W_TAIL=[],
SUM =< -(W),
T=:=0,!.

testsum_is_bigger_then_w0([T|T_TAIL],[W|W_TAIL],SUM):-
NEXT_SUM is SUM+(T*W),
testsum_is_bigger_then_w0(T_TAIL,W_TAIL,NEXT_SUM).

one_test_passed([T|T_TAIL],[W|W_TAIL]):-
SUM is T*W, % "èíèöèàëèçàöèÿ" SUM
testsum_is_bigger_then_w0(T_TAIL,W_TAIL,SUM).

% ïðîâåðêà òåñòîâ T ïðè âåñàõ W
check_tests([T|TAIL],W):-

one_test_passed(T,W),
check_tests(TAIL,W).

check_tests([],_).

% Çäåñü 0.1 - êîíñòàíòà, çàäàþùàÿ ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ.
correct([T|[]],[W|[]],[CRTD_W|[]],O):-

CRTD_W is W+0.1*(T-O).

% Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû.
correct([T|T_TAIL],[W|W_TAIL],[CRTD_W|CW_TAIL],O):-

CRTD_W is W+0.1*(T-O)*T,
correct(T_TAIL,W_TAIL,CW_TAIL,O).

process_count_iter([_|[]],[W|[]],CUR_OO,OO):-
OO is CUR_OO + W.
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process_count_iter([T|T_TAIL],[W|W_TAIL],CUR_OO,OO):-
NEW_OO is CUR_OO + T*W,
process_count_iter(T_TAIL,W_TAIL,NEW_OO,OO).

% ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà ôóíêöèè ïðè òåêóùèõ âåñàõ
get_cur_res([T|T_TAIL],[W|W_TAIL],O):-

START_OO is T*W,
process_count_iter(T_TAIL,W_TAIL,START_OO,OO),
OO > 0,
O = 1.

get_cur_res([T|T_TAIL],[W|W_TAIL],O):-
START_OO is T*W,
process_count_iter(T_TAIL,W_TAIL,START_OO,OO),
OO =< 0,
O = -1.

check_and_correct([T|T_TAIL],W,NEW_W):-
one_test_passed(T,W),
check_and_correct(T_TAIL, W, NEW_W).

check_and_correct([T|T_TAIL],W,NEW_W):-
get_cur_res(T,W,O),
correct(T,W,CRTD_W,O),
write('correction:'),nl,
write_list(CRTD_W),nl,
check_and_correct(T_TAIL,CRTD_W, NEW_W).

check_and_correct([],W,W).

train_perceptron(T,W,RETURN_W):-
check_tests(T,W),
RETURN_W=W.

train_perceptron(T,W,RETURN_W):-
check_and_correct(T,W,NEW_W),
train_perceptron(T,NEW_W,RETURN_W).

start:-

% Òåïåðü - ââîä è âûâîä. T - òåñòû. Íàïðèìåð,
% T=[[0,1,1],[1,0,1]]
% îçíà÷àåò
% [x1=0, x2=1, t=1], [x1=1, x2=0, t=1]

write('Enter test cases
[[x1,x2,...t], [x1,x2,...t], ...].'),nl,

read(T),
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% W - âåñà. Íàïðèìåð,
% W=[0.3,0.4,-0.6]
% îçíà÷àåò
% [w1 = 0.3, w2 = 0.4, w0 = -0.6]

write('Enter weights [w1, w2, ..., w0].'),nl,
read(W),
train_perceptron(T,W,CORRECT_W),
write('result:'),nl,
write_list(CORRECT_W),nl.

� 3.5. Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Â ïðèìåðå 3.3 íàì ïîâåçëî: äèçúþíêöèÿ îêàçàëàñü ôóíê-
öèåé, ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîæíî ëèíåéíî îòäå-
ëèòü îò îòðèöàòåëüíûõ. Íî ÷òî äåëàòü, åñëè íóæíî ðåàëèçîâàòü
ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé ýòî íåâîçìîæíî? Åñëè íåëüçÿ óâåëè÷è-
âàòü ñëîæíîñòü íåéðîííîé ñåòè (à ìû ïîêà îñòàíåìñÿ â ðàìêàõ
îäíîãî ïåðöåïòðîíà), òî òî÷íîãî ïîïàäàíèÿ â ôóíêöèþ íå äî-
ñòè÷ü.

Íóæíî íàéòè ïåðöåïòðîí, êîòîðûé áû â êàêîì-òî ñìûñëå
ìèíèìèçèðîâàë îøèáêó. Ñíà÷àëà íåìíîãî îáîáùèì ñòîÿùóþ
ïåðåä íàìè çàäà÷ó: îòêàæåìñÿ îò èäåè ïîðîãà ñðàáàòûâàíèÿ è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðîñòî âû÷èñëÿåì ïåðöåïòðîíîì ôóíê-
öèþ

o(x0, . . . ,xn) =

n∑
i=0

wixi,

à íóæíî íàì êàê ìîæíî ëó÷øå ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ

f(x0, . . . ,xn),

êîòîðàÿ íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ xj, j = 1..m çàäàíà çíà÷åíèÿìè

f(x
j
0, . . . ,x

j
n) = tj.

Â êà÷åñòâå ìåðû îøèáêè ðàññìîòðèì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå îò öåëåâûõ çíà÷åíèé:

E(w0, . . . ,wn) =
1

2

m∑
j=1

(tj − o(x
j
0, . . . ,x

j
n))2.

Ýòà ìåðà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñòàòèñòèêå; îíà êàê íåëüçÿ ëó÷-
øå ïîäõîäèò è äëÿ íàøåé çàäà÷è (ðàçãîâîð î òîì, ïî÷åìó ïîä-
õîäèò, ïðåäñòîèò íàì â � 5.9).



100 Ãëàâà 3. Íåéðîííûå ñåòè

GradientDescent(η, {xj
i,t

j}n,m
i=1,j=1)

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü {wi}
n
i=0 ìàëåíüêèìè ñëó÷àé-

íûìè çíà÷åíèÿìè.
2. Ïîâòîðèòü NUMBER_OF_STEPS ðàç:

à) Äëÿ âñåõ i îò 1 äî n ∆wi := 0.
á) Äëÿ âñåõ j îò 1 äî m:

(i) Äëÿ âñåõ i îò 1 äî n

∆wi := ∆wi + η

(
tj −

n∑
0

wix
j
i

)
x

j
i.

â) wi := wi + ∆wi.
3. Âûäàòü çíà÷åíèÿ w0,w1, . . . ,wn.

Ðèñ. 3.6. Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà äëÿ îä-
íîãî ïåðöåïòðîíà

Öåëü � ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ E íà ïðîñòðàíñòâå âîç-
ìîæíûõ âåñîâ {wi}. Ãðàôèê ôóíêöèè E ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïà-
ðàáîëè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, è ó íå¼ äîëæåí áûòü îäèí-åäèíñò-
âåííûé ìèíèìóì. À âîïðîñ î òîì, êàê èñïðàâëÿòü âåñà òàê, ÷òî-
áû äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó ýòîãî ìèíèìóìà, äàâíûì-äàâíî ðåø¼í â
ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Äëÿ ýòîãî íóæíî äâèãàòüñÿ â íàïðàâ-
ëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì ãðàäèåíòó � âåêòîðó, âäîëü êîòîðîãî
ïðîèçâîäíàÿ ìàêñèìàëüíà.1 Ãðàäèåíò âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∇E(w0, . . . ,wn) =

[
∂E

∂w0
,
∂E

∂w1
, . . . ,

∂E

∂wn

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàê ïîäïðàâëÿòü âåñà, ìû
äîëæíû âû÷èñëèòü ãðàäèåíò è îòíÿòü âåêòîð ãðàäèåíòà, óìíî-
æåííûé íà êàêóþ-íèáóäü íàïåð¼ä çàäàííóþ êîíñòàíòó (ýòî òà
ñàìàÿ êîíñòàíòà ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ η), îò èìåþùåãîñÿ âåêòîðà

1Ñòîèò îòìåòèòü, êîíå÷íî, ÷òî åù¼ ðàíüøå áûë ðåø¼í è âîïðîñ î òîì,
ãäå ó êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ìèíèìóì. Èíà÷å ãîâîðÿ, â äàííîì ñëó÷àå ìû
ìîãëè áû íå ïîäïðàâëÿòü âåñà, à íàïðÿìóþ, ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âåñîâ ïåðöåïòðîíà. Îäíàêî òàêîé
ïîäõîä ñðàáîòàë áû òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ ïåðöåïòðîíîâ, à íàì ïðèõîäèòñÿ
äåðæàòü â ãîëîâå è áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè; îíè íà÷íóòñÿ óæå â � 3.6.
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âåñîâ:

wi := wi − η
∂E

∂wi
.

×òîáû ðåàëèçîâàòü ýòî ïðîãðàììíî, íóæíî íàó÷èòüñÿ äèô-
ôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ E; ê ñ÷àñòüþ, ýòî ñîâñåì íåñëîæíî:

∂E

∂wi
=
1

2

m∑
j=1

∂

∂wi

(
tj −

n∑
0

wix
j
i

)2

=

m∑
j=1

(
tj −

n∑
0

wix
j
i

)
(−x

j
i).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàì íóæíî ïîäïðàâëÿòü âåñà ïîñëå êàæäîãî
òåñòîâîãî ïðèìåðà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

wi := wi + η
∑

j

(
tj −

n∑
0

wix
j
i

)
x

j
i.

Íîâûé, àäàïòèðîâàííûé àëãîðèòì íàçûâàþò àëãîðèòìîì
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ; îí ïîêàçàí íà ðèñ. 3.6. Ïðàâäà, íóæíî
âíåñòè è äðóãèå èçìåíåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ìû áîëüøå íå ìîæåì
ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî çà êîíå÷íîå âðåìÿ äîñòèãíåì èäåàëüíîé
ãàðìîíèè ñ èñõîäíûìè äàííûìè; ïîýòîìó íàì íóæíî íàó÷èòü-
ñÿ îñòàíàâëèâàòüñÿ â êàêîé-òî ìîìåíò. Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ äëÿ
îñòàíîâêè çäåñü ìîæíî ïðèíÿòü ïðîñòîå ïîâòîðåíèå àëãîðèò-
ìà äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç. Äðóãîå èçìåíåíèå � â òîì, ÷òî åñëè
îñòàâëÿòü çíà÷åíèå η ïîñòîÿííûì, òî íà êàêîì-òî ýòàïå âåêòîð
âåñîâ ïåðåñòàíåò ïðèáëèæàòüñÿ ê èñêîìîìó ìèíèìóìó, à íà÷í¼ò
åãî ¾ïåðåïðûãèâàòü¿ íà êàæäîé èòåðàöèè, òî â îäíó ñòîðîíó, òî
â äðóãóþ. Ïîýòîìó η íóæíî óìåíüøàòü ñî âðåìåíåì, íàïðèìåð
èíîãäà äåëèòü ïîïîëàì. Çàïèñûâàòü ýòî â àëãîðèòì èçëèøíå, è
ìû ðåàëèçóåì ýòó îñîáåííîñòü â òåêñòå ñîáñòâåííî ïðîãðàììû
(ñòðîêè 8�10), à â àëãîðèòì âíîñèòü íå áóäåì.

Ëèñòèíã 3.4. Ãðàäèåíòíûé ñïóñê íà ÿçûêå Python

def PerceptronGradientDescent(eta0,x,NUMBER_OF_STEPS):
import random
eta,w,deltaw=eta0,[],[]
for i in xrange(len(x[0])):

w.append((random.randrange(-5,5))/50.0)
deltaw.append(0)

for i in xrange(NUMBER_OF_STEPS):
if ((NUMBER_OF_STEPS > 100) and

(i % (NUMBER_OF_STEPS/5))==0):
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eta = eta/2.0
for i in xrange(len(w)): deltaw[i]=0
for xj in x:

t,o,curx=xj[0],0,[1]+xj[1:len(xj)]
for i in xrange(len(w)): o+=w[i]*curx[i]
for i in xrange(len(w)):

deltaw[i]+=eta*(t-o)*curx[i]
for i in xrange(len(w)): w[i]+=deltaw[i]

return w

Êàê âèäíî, çäåñü íåò íè÷åãî íîâîãî äëÿ íàñ â ñìûñëå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Íî âîò ñëåäóþùèé ëèñòèíã óæå ïðåäñòàâëÿåò
çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ; â í¼ì ìû âïåðâûå ñòîëêí¼ìñÿ ñ ÿçû-
êîì ML. ßçûê ML, êàê è Prolog, � ôóíêöèîíàëüíûé ÿçûê;
ML îçíà÷àåò ¾metalanguage¿, à ÿçûê ñîçäàâàëñÿ ñïåöèàëüíî êàê
âíóòðåííèé ÿçûê äëÿ îäíîãî èç àâòîìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëåé.
Ãëàâíàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ML ñòàë ÷åì-òî áîëüøèì, ÷åì
åù¼ îäèí ìàëîèçâåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ÿçûê, � ýòî ïîÿâ-
ëåíèå åãî ïîòîìêà Caml (ML òóò óæå ðàñøèôðîâûâàåòñÿ ïî-
äðóãîìó: Categorical Abstract Machine Language), êîòîðûé ïîçä-
íåå áûë ðàñøèðåí äî Ocaml (Objective Caml), ñòàë îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííûì è ñåé÷àñ äîñòàòî÷íî àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ.
Âîò êàê âû÷èñëÿåòñÿ ôàêòîðèàë íà ML (îáðàòèòå âíèìàíèå,
÷òî, â îòëè÷èå îò Prolog, ML ¾ìûñëèò¿ ôóíêöèÿìè, à íå ïðåäè-
êàòàìè):

fun fac 0 = 1

| fac n = n * fac(n-1)

Ïîäðîáíåå î ÿçûêàõ ñåìåéñòâà ML (â îñíîâíîì îá Ocaml)
ìîæíî ïðî÷åñòü â [26, 29], à ìû ñåé÷àñ ïåðåéä¼ì ê îáó÷åíèþ
ïåðöåïòðîíà.

Ëèñòèíã 3.5. Ãðàäèåíòíûé ñïóñê íà ÿçûêå ML

structure grad_descent : sig
val main : unit -> unit;

end =
struct

fun scalar_product((x : real) :: xt, (y : real) :: yt) =
case xt of

[] => x * y
| xx :: xtt => x * y + scalar_product(xt, yt)
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fun sigma(x : real) = 1.0 / (1.0 + Math.exp(0.0 - x))
fun perc_value(w:real list, x:real list) =

sigma(scalar_product(w, x))
fun adjust(eta : real, (wi : real) :: wt,

(xi : real) :: test, answer : real,
perc_ans : real) =

case wt of
[] => [(wi + eta * perc_ans *

(1.0-perc_ans) * (answer-perc_ans) * xi)]
| wii :: wtt => (wi + eta*perc_ans*
(1.0-perc_ans)*(answer-perc_ans)*xi)
::
adjust(eta, wt, test, answer, perc_ans)

fun one_step(eta : real, w : real list,
(cur_test : real list) :: xt,
(cur_ans : real) :: t) =

case xt of
[] => adjust(eta, w, cur_test,

cur_ans, perc_value(w, cur_test))
| ct :: xtt => let

val new_w = adjust(eta, w, cur_test,
cur_ans, perc_value(w, cur_test))

in
one_step(eta, new_w, xt, t)

end
fun gradient_descent(eta : real, number_of_steps : int,
w : real list, x : real list list, t : real list) =
case number_of_steps of

0 => w |
n => let

val new_w = gradient_descent(eta,
n - 1, w, x, t)

in
one_step(eta, new_w, x, t)

end
fun random_list 0 = []
| random_list n = let

val gen = System.Random()
in

gen.#NextDouble() :: random_list(n - 1)
end
fun print_list [] = ()

| print_list ((x:real)::xs) =
(print (Real.toString x); print " "; print_list xs)

fun main () =
let

val test1 = [1.0, 1.0, 1.0, 0.0]
val ans1 = 1.0
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val test2 = [1.0, 0.0, 0.0 - 1.0, 1.0]
val ans2 = 0.0
val init = random_list(4)

in
print_list (

gradient_descent(0.001, 10000, init,
[test1, test2], [ans1, ans2])

)
end

end

Ïðèìåð 3.4. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì

Ïîïûòàåìñÿ âûðàçèòü ïåðöåïòðîíîì ëèíåéíóþ ôîðìó x1−x2+x3.
Äëÿ ýòîãî âûçîâåì ïðîöåäóðó èç ëèñòèíãà 3.4 òàê:

print PerceptronGradientDescent(0.1, [[1,1,1,1], [1,0,-1,0],

[1,1,0,0], [1,0,0,1], [0,0,1,1], [2,1,0,1]], 1000)

(ïîäà¼ì íà âõîä êîíñòàíòó îáó÷åíèÿ 0,1, âåêòîð èç øåñòè òåñòîâûõ
ïðèìåðîâ è êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 1000). Òîãäà íà âûõîäå ìû ïîëó÷èì
âåêòîð

[w0,w1,w2,w3] = [0,00078384114974986135,

0,99962820707427769, − 0,99942100811538592, 0,99902715041783252],

÷òî óæå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê èñêîìîé ëèíåéíîé
ôîðìå.

Íà ðèñ. 3.7 èçîáðàæåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãî-
ðèòìà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Ýòîò àëãîðèòì ìîæåò ïðåîäîëåâàòü
ëîêàëüíûå ìèíèìóìû (ó ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ íàìè äî ñèõ ïîð
ïàðàáîëîèäà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ áûòü íå ìîæåò, íî â áîëåå
ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ îíè âñòðå÷àþòñÿ). Åãî îòëè÷èå â òîì, ÷òî îí
íå ñîáèðàåò âñþ èíôîðìàöèþ ñî âñåõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, à ìî-
äèôèöèðóåò âåñà ñðàçó æå, ïîñëå êàæäîãî ïðèìåðà.

� 3.6. Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû. Ñèãìîèä.

Òåïåðü, êîãäà ìû ðàçîáðàëèñü c îáó÷åíèåì îäíîãî ïåðöåï-
òðîíà, íóæíî íàó÷èòüñÿ îáó÷àòü (ïðîñòèòå çà òàâòîëîãèþ) öå-
ëûå ñåòè ïåðöåïòðîíîâ. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íàì ïðèä¼òñÿ ñíîâà
èçìåíèòü ôóíêöèþ, âû÷èñëÿåìóþ ïåðöåïòðîíàìè. Äåëî â òîì,
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GradientDescent(η, {xj
i,t

j}n,m
i=1,j=1)

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü {wi}
n
i=0 ìàëåíüêèìè ñëó÷àé-

íûìè çíà÷åíèÿìè.
2. Ïîâòîðèòü NUMBER_OF_STEPS ðàç:

à) Äëÿ âñåõ j îò 1 äî m:
(i) Äëÿ âñåõ i îò 1 äî n

wi = wi + η

(
tj −

n∑
0

wix
j
i

)
x

j
i.

3. Âûäàòü çíà÷åíèÿ w0,w1, . . . ,wn.

Ðèñ. 3.7. Àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíî-
ãî ñïóñêà

÷òî òå ëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû áåç ïîðîãà àêòèâàöèè, äëÿ êîòî-
ðûõ ó íàñ óæå åñòü îòëè÷íûé ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, äëÿ
ñåòåé íå ãîäÿòñÿ. Ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñíîâà ëè-
íåéíû, è ñåòü ëþáîé ãëóáèíû ìîæíî áûëî áû çàìåíèòü îäíèì-
åäèíñòâåííûì ïåðöåïòðîíîì. Ëó÷øå îáñòîÿò äåëà ó ïåðöåïòðî-
íîâ ñ ïîðîãîì àêòèâàöèè: òàì óæå óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ñ 1 äî 2
ïðèíîñèò ðåàëèçàöèþ âñåõ áóëåâñêèõ ôóíêöèé. Íî ñ íèìè äðó-
ãàÿ ïðîáëåìà: ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îíè ðåàëèçóþò, ëèøü êóñî÷íî-
ãëàäêàÿ, è òðåáóþùèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåòîä ãðàäèåíòíî-
ãî ñïóñêà íå ñðàáîòàåò.

Ðåøåíèå, ðàçóìååòñÿ, ïðîñòîå: íóæíî ¾ñãëàäèòü¿ ëèíåéíûé
ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ñ âåñàìè wi, ò.å. â êà÷åñòâå âûõîäà ïåð-
öåïòðîíà èñïîëüçîâàòü ãëàäêóþ ìîíîòîííóþ, íî íå ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ. Äëÿ ýòîãî îáû÷íî èñïîëüçóþò ñèãìîèä � ôóíêöèþ
âèäà

σ(x) =
1

1+ e−x
.

Ïðèìåíÿòü ìû å¼ áóäåì ïîñëå òîãî, êàê ïîäñ÷èòàåì ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå

∑
iwixi. Òî åñòü îáùàÿ ôîðìóëà ðàáîòû ïåð-

öåïòðîíà òàêîâà:

o(x1, . . . ,xn) =
1

1+ e−
∑n

i=1 wixi
.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ âûøå σ(x) � ýòî íå åäèí-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, íîñÿùàÿ ãîðäîå èìÿ ñèãìîèäà. Ñèãìîèä-êð-
èâûå òàê íàçûâàþòñÿ ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî èìåþò ôîðìó áóêâû
¾S¿; èçáðàííàÿ íàìè ôóíêöèÿ ïðîèñõîäèò èç òàê íàçûâàåìîé
ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

Z(θ) =
eθ

1+ eθ
,

êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ, êðîìå íåéðîííûõ ñåòåé è ñòàòèñòèêè, äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, ðîñòà ïîïóëÿöèè â óñëîâèÿõ îãðàíè-
÷åííûõ ðåñóðñîâ èëè ðîñòà îïóõîëè â îðãàíèçìå.1 Íî äëÿ òåõ
æå öåëåé ìîæíî ïðèìåíÿòü è ôóíêöèþ Ãîìïåðöà

y(t) = aebect

ñ íåêîòîðûìè îòðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè b è c. À ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ è îáû÷íûì àðêòàíãåíñîì, ãèïåðáîëè÷åñêèì òàí-
ãåíñîì èëè ôóíêöèåé f(x) = x√

1+x2
. Ìû â äàëüíåéøåì áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñèãìîèä σ(x) = 1
1+e−x ; ïðèâåä¼ííûå íèæå ôîðìó-

ëû ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü è äëÿ äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ôóíêöèé
(õîòÿ îíè ìîãóò ïîòåðÿòü èçðÿäíóþ äîëþ ñâîåãî èçÿùåñòâà).

Íàø ñèãìîèä îáëàäàåò âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì: îò íåãî ëåã-
êî ñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ. Âåðíà ôîðìóëà:

σ ′(x) = σ(x)(1− σ(x)).

Ïîýòîìó ïðàâèëî èçìåíåíèÿ âåñà â ñëó÷àå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
(íà îäíîì òåñòîâîì ïðèìåðå) áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

wi := wi + ηo(x)(1− o(x))(t(x) − o(x))xi,

ãäå t(x) � öåëåâîå çíà÷åíèå èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè. Âïðî-
÷åì, âñå ýòè ñëîæíîñòè ìû ââîäèëè íå äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè-
÷èâàòüñÿ îäíèì ïåðöåïòðîíîì.

� 3.7. Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Èòàê, îòíûíå è âïðåäü ó íàñ íå îäèí ïåðöåïòðîí, à öåëàÿ
èõ ñåòü, ïðèìåðíî òàêàÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.8. Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ñòðóêòóðû íåéðîííàÿ ñåòü îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô,
âåðøèíû êîòîðîãî ðàçäåëåíû íà íåñêîëüêî óðîâíåé, è ìåæäó

1Âïðî÷åì, ýòî îäíî è òî æå: îïóõîëü � ýòî è åñòü ïîïóëÿöèÿ êëåòîê,
ðàñòóùàÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ îêðóæàþùåãî îðãàíèçìà.
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Ðèñ. 3.8. Íåéðîííàÿ ñåòü

âñåìè âåðøèíàìè êàæäîé ïàðû ñîñåäíèõ óðîâíåé ïðîâåäåíû âñå
ð¼áðà (ðèñ. 3.8 ýòî è èëëþñòðèðóåò). Åñëè íà ñàìîì äåëå îêà-
æåòñÿ, ÷òî êàêèå-òî âõîäû íå äîëæíû îêàçûâàòü âëèÿíèå íà
íåêîòîðûå ïåðöåïòðîíû, ýòè ïåðöåïòðîíû ïðîñòî îáó÷àò ñåáå
íóëåâûå âåñà â íóæíûõ ìåñòàõ.

Ó íåéðîííîé ñåòè åñòü âõîäû x1, . . . ,xn, âûõîäû Outputs è
âíóòðåííèå óçëû. Ïåðåíóìåðóåì âñå óçëû (âêëþ÷àÿ âõîäû è âû-
õîäû) ÷èñëàìè îò 1 äî N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç wij âåñ, ñòîÿùèé íà
ðåáðå, ñîåäèíÿþùåì i-é è j-é óçëû, à ÷åðåç oi � âûõîä i-ãî óç-
ëà. Ïîñêîëüêó âûõîäîâ òåïåðü íåñêîëüêî, ôóíêöèÿ îøèáêè ñòà-
íåò ñëîæíåå. Åñëè ó íàñ, êàê è ïðåæäå, m òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñ
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öåëåâûìè çíà÷åíèÿìè âûõîäîâ {tdk},d=1..m,k∈Outputs, òî ôóíêöèÿ
îøèáêè âûãëÿäèò òàê:

E({wij}) =
1

2

m∑
d=1

∑
k∈Outputs

(
tdk − ok(xd

1 , . . . ,x
d
n)
)2
.

Êàê ìîäèôèöèðîâàòü âåñà? Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ñòîõà-
ñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê, òî åñòü áóäåì ïîäïðàâëÿòü âåñà
ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà. Êàê è ðàíüøå, íàì íóæíî
äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàäèåíòó, òî åñòü äî-
áàâëÿòü ê êàæäîìó âåñó wij

∆wij = −η
∂Ed

∂wij
, ãäå Ed

(
{wij}

)
=
1

2

∑
k∈Outputs

(
tdk − od

k

)2
.

Êàê ïîäñ÷èòàòü ýòó ïðîèçâîäíóþ? Ïóñòü ñíà÷àëà èíòåðåñó-
þùèé íàñ âåñ âõîäèò â ïåðöåïòðîí ïîñëåäíåãî óðîâíÿ, òî åñòü
j ∈ Outputs. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî wij âëèÿåò íà âûõîä ïåðöåï-
òðîíà òîëüêî êàê ÷àñòü ñóììû Sj =

∑
iwijxij, ãäå ñóììà áåð¼òñÿ

ïî âõîäàì j-ãî óçëà. Ïîýòîìó

∂Ed

∂wij
=
∂Ed

∂Sj

∂Sj

∂wij
= xij

∂Ed

∂Sj
.

Àíàëîãè÷íî, Sj âëèÿåò íà îáùóþ îøèáêó òîëüêî â ðàìêàõ âûõî-
äà j-ãî óçëà oj (íàïîìèíàåì, ÷òî ýòî âûõîä âñåé ñåòè). Ïîýòîìó
(ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè)

∂Ed

∂Sj
=
∂Ed

∂oj

∂oj

∂Sj
=

 ∂

∂oj

1

2

∑
k∈Outputs

(tk − ok)2

(∂σ(Sj)

∂Sj

)
=

=

(
1

2

∂

∂oj
(tj − oj)

2

)
(oj(1− oj)) = −oj(1− oj)(tj − oj).

Åñëè æå j-é óçåë � íå íà ïîñëåäíåì óðîâíå, òî ó íåãî åñòü
âûõîäû; îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ch(j). Â ýòîì ñëó÷àå

∂Ed

∂Sj
=

∑
k∈ch(j)

∂Ed

∂Sk

∂Sk

∂Sj
,

è
∂Sk

∂Sj
=
∂Sk

∂oj

∂oj

∂Sj
= wjk

∂oj

∂Sj
= wjkoj(1− oj).
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Çäåñü ∂Ed

∂Sk
� ýòî â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íàÿ ïîïðàâêà, íî âû-

÷èñëåííàÿ äëÿ óçëà ñëåäóþùåãî óðîâíÿ (áóäåì îáîçíà÷àòü å¼
÷åðåç δk � îò ∆k îíà îòëè÷àåòñÿ îòñóòñòâèåì ìíîæèòåëÿ −ηxij).
Ïîñêîëüêó ìû íàó÷èëèñü âû÷èñëÿòü ïîïðàâêó äëÿ óçëîâ ïî-
ñëåäíåãî óðîâíÿ è âûðàæàòü ïîïðàâêó äëÿ óçëà áîëåå íèçêîãî
óðîâíÿ ÷åðåç ïîïðàâêè áîëåå âûñîêîãî, ìîæíî óæå ïèñàòü àëãî-
ðèòì. Èìåííî èç-çà ýòîé îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâîê îí
íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèá-
êè (backpropagation). Êðàòêîå ðåçþìå ïðîäåëàííîé ðàáîòû:

� äëÿ óçëà ïîñëåäíåãî óðîâíÿ

δj = −oj(1− oj)(tj − oj);

� äëÿ âíóòðåííåãî óçëà ñåòè

δj = −oj(1− oj)
∑

Outputs(j)

δkwjk;

� ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ δj äëÿ âñåõ óçëîâ

∆wij = −ηδjxij.

Ïîëó÷àþùèéñÿ àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.9. Íà âõîä
àëãîðèòìó, êðîìå óêàçàííûõ íà ðèñ. 3.9 ïàðàìåòðîâ, íóæíî òàê-
æå ïîäàâàòü â êàêîì-íèáóäü ôîðìàòå ñòðóêòóðó ñåòè. Íà ïðàê-
òèêå î÷åíü õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ñåòè äîñòàòî÷íî
ïðîñòîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùèå âñåãî ëèøü èç äâóõ óðîâíåé íåé-
ðîíîâ � ñêðûòîãî óðîâíÿ (hidden units) è íåéðîíîâ-âûõîäîâ
(output units); êàæäûé âõîä ñåòè ñîåäèí¼í ñî âñåìè ñêðûòûìè
íåéðîíàìè, à ðåçóëüòàò ðàáîòû êàæäîãî ñêðûòîãî íåéðîíà ïî-
äà¼òñÿ íà âõîä êàæäîìó èç íåéðîíîâ-âûõîäîâ. Â òàêîì ñëó÷àå
äîñòàòî÷íî ïîäàâàòü íà âõîä ÷èñëî íåéðîíîâ ñêðûòîãî óðîâíÿ.

� 3.8. Ðåàëèçàöèÿ íåéðîííîé ñåòè íà Java

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãî-
ðèòìà îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè íà ÿçûêå Java. Íà÷-
í¼ì ñî âñïîìîãàòåëüíîãî êëàññà Perceptron; ýòîò êëàññ ñîçäà-
¼ò è ïîääåðæèâàåò ïåðöåïòðîí ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì âåñîâ, à
òàêæå óìååò åãî ñëó÷àéíî èíèöèàëèçèðîâàòü. Ñèãìîèä-ôóíêöèÿ
çäåñü âû÷èñëÿåòñÿ â ôóíêöèè getOutput().



110 Ãëàâà 3. Íåéðîííûå ñåòè

BackPropagation(η, {xd
i ,t

d}n,m
i=1,d=1,NUMBER_OF_STEPS)

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü {wij}i,j ìàëåíüêèìè ñëó÷àé-
íûìè çíà÷åíèÿìè.

2. Ïîâòîðèòü NUMBER_OF_STEPS ðàç:
à) Äëÿ âñåõ d îò 1 äî m:

(i) Ïîäàòü {xd
i } íà âõîä ñåòè è ïîäñ÷èòàòü

âûõîäû oi êàæäîãî óçëà.
(ii) Äëÿ âñåõ k ∈ Outputs

δk = ok(1− ok)(tk − ok).

(iii) Äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ l, íà÷èíàÿ ñ ïðåä-
ïîñëåäíåãî:
(A) Äëÿ êàæäîãî óçëà j óðîâíÿ l âû÷èñ-

ëèòü

δj = oj(1− oj)
∑

k∈Children(j)

wjkδk.

(iv) Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñåòè {ij}

wij = wij + ηδjxij.

3. Âûäàòü çíà÷åíèÿ wij.

Ðèñ. 3.9. Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Ëèñòèíã 3.6. Íåéðîííàÿ ñåòü íà Java: êëàññ Perceptron

class Perceptron {
private double[] weights;
public Perceptron(int inputCount) {

weights = new double[inputCount];
for (int i = 0; i < weights.length; i++) {

weights[i] = Math.random();
}

}

public int getInputCount() {
return weights.length;

}

public double getWeight(int i) {
return weights[i];

}
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void setWeight(int i, double value) {
weights[i] = value;

}

public double getOutput(double[] input) {
double sum = 0;
for (int i = 0; i < input.length; i++) {

sum += weights[i] * input[i];
}
return 1.0 / (1.0 + Math.exp(-sum));

}
}

Îñíîâíîé êëàññ ïðîãðàììû � êëàññ NeuralNetwork, â êî-
òîðîì ïðîèñõîäÿò âñå îñíîâíûå îïåðàöèè ñ íåéðîííîé ñåòüþ; â
÷àñòíîñòè, ýòîò êëàññ ðåàëèçóåò îáó÷åíèå ñåòè íà çàäàííûõ òå-
ñòîâûõ ïðèìåðàõ è ïîäñ÷¼ò ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ñåòè.

Ëèñòèíã 3.7. Íåéðîííàÿ ñåòü íà Java: êëàññ NeuralNetwork

public class NeuralNetwork {
// ïåðöåïòðîíû
private final Perceptron[][] percs;
// êîíñòàíòà îáó÷åíèÿ
private final double eta = 0.15;

/**
* Ñîçäà¼ò íåéðîííóþ ñåòü ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì
* âõîäîâ è âûõîäîâ; ñåòü ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé
* ãëóáèíû.
* @param perceptronNumber ÷èñëî ïåðöåïòðîíîâ íà óðîâíå
* @param inputCount ÷èñëî âõîäîâ
*/
public NeuralNetwork(int[] perceptronNumber,

int inputCount) {
if (perceptronNumber.length == 0) {

throw new IllegalArgumentException(
"wrong number of layers");

}
if (inputCount <= 0) {

throw new IllegalArgumentException(
"wrong number of inputs");

}
for (int i = 0; i < perceptronNumber.length; i++) {

if (perceptronNumber[i] <= 0) {
throw new IllegalArgumentException(
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"wrong number of perceptrons in a layer");
}

}
percs = new Perceptron[perceptronNumber.length][];
for (int i = 0; i < percs.length; i++) {

percs[i] = new Perceptron[perceptronNumber[i]];
int num = (i == 0) ?
inputCount : percs[i - 1].length;

for (int j = 0; j < percs[i].length; j++) {
percs[i][j] = new Perceptron(num);

}
}

}

/**
* Îáó÷àåò ñåòü ïî çàäàííîìó íàáîðó òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.
* @param numberOfSteps êîëè÷åñòâî øàãîâ
* @param inputs âõîäû òåñòîâûõ ïðèìåðîâ
* @param answers âåðíûå çíà÷åíèÿ âûõîäîâ
*/
public void train(int numberOfSteps, double[][] inputs,

double[][] answers) {
if (inputs.length != answers.length) {

throw new IllegalArgumentException(
"no. of inputs does not match no. of answers");

}
for (int i = 0; i < inputs.length; i++) {

if (inputs[i].length !=
percs[0][0].getInputCount()) {
throw new IllegalArgumentException(
"wrong number of inputs");

}
}
for (int i = 0; i < answers.length; i++) {

if (answers[i].length !=
percs[percs.length - 1].length) {
throw new IllegalArgumentException(
"wrong number of answers");

}
}
for (int i = 0; i < numberOfSteps; i++) {

for (int j = 0; j < inputs.length; j++) {
train(inputs[j], answers[j]);

}
}

}

private void train(double[] inputs, double[] answers) {
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double[][] outputs = calculateOutputs(inputs);
final List<Double> deltas = new ArrayList<Double>();
final List<Double> previousDeltas =
new ArrayList<Double>();

for (int i = percs.length - 1; i >= 0; i--) {
for (int j = 0; j < percs[i].length; j++) {

// ïîäñ÷¼ò delta
double delta;
final double output = outputs[i][j];
if (i == percs.length - 1) {

delta = answers[j] - output;
} else {

delta = 0;
for (int k = 0;

k < percs[i + 1].length; k++) {
delta += previousDeltas.get(k) *

percs[i + 1][k].getWeight(j);
}

}
delta *= output * (1 - output);
deltas.add(delta);
// èçìåíåíèå âåñîâ
for (int k = 0;

k < percs[i][j].getInputCount(); k++) {
final double in = (i == 0) ? inputs[k]

: outputs[i - 1][k];

percs[i][j].setWeight(k,
percs[i][j].getWeight(k) +
eta * delta * in);

}
}
previousDeltas.clear();
previousDeltas.addAll(deltas);
deltas.clear();

}
}

private double[][] calculateOutputs(double[] inputs) {
final double[][] result = new double[percs.length][];
for (int i = 0; i < percs.length; i++) {

result[i] = new double[percs[i].length];
for (int j = 0; j < percs[i].length; j++) {

final double[] in = (i == 0) ?
inputs : result[i - 1];

result[i][j] = percs[i][j].getOutput(in);
}

}
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return result;
}

/**
* Âû÷èñëåíèå âûõîäà ñåòè ïî çàäàííîìó âõîäó
* @param inputs âõîäíûå çíà÷åíèÿ
* @return network âûõîäíûå çíà÷åíèÿ
*/
public double[] getOutput(double[] inputs) {

if (inputs.length != percs[0][0].getInputCount()) {
throw new IllegalArgumentException("
wrong number of inputs");

}
return calculateOutputs(inputs)[percs.length - 1];

}
}

Ïîñëåäíèé, ñîáñòâåííî çàïóñêàåìûé êëàññ Main äåìîíñòðè-
ðóåò, êàê èñïîëüçîâàòü êëàññ NeuralNetwork. Ìû ñïåöèàëüíî
ïðèâîäèì â êîäå ìíîãî ðåàëüíûõ ïðèìåðîâ òîãî, êàê ìîæíî
ïðîòåñòèðîâàòü íåéðîííóþ ñåòü; åñëè âû êîãäà-íèáóäü áóäåòå
ðåàëèçîâûâàòü íåéðîííóþ ñåòü ñàìîñòîÿòåëüíî, òî ìû ðåêîìåí-
äóåì âàì ïðèñìîòðåòüñÿ ê ýòèì ïðèìåðàì è óáåäèòüñÿ, ÷òî âàøà
ñåòü òîæå àäåêâàòíî îáðàáàòûâàåò ïðîñòåéøèå òåñòû.

Ëèñòèíã 3.8. Íåéðîííàÿ ñåòü íà Java: êëàññ Main

public class Main {

private final static int NUMBER_OF_STEPS = 10000;
public static void main(String[] args) {

testConstant();
testAnd();
testBigFunction();
testRatio();
testSum();
testProduct();

}

// îáó÷åíèå êîíñòàíòû
private static void testConstant() {

double[][] inputs = {{1}};
double[][] answers = {{1}};
NeuralNetwork network =
new NeuralNetwork(new int[]{1}, 1);
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network.train(NUMBER_OF_STEPS, inputs, answers);
System.out.println("Function: 1");
for (int i = 0; i < inputs.length; i++) {

System.out.println("answer: " + answers[i][0] +
";\t result: "+network.getOutput(inputs[i])[0]);

}
System.out.println();

}

// îáó÷åíèå êîíúþíêöèè
private static void testAnd() {

double[][] inputs = {{0, 0}, {0, 1}, {1, 0}, {1, 1}};
double[][] answers = {{0}, {0}, {0}, {1}};
NeuralNetwork network =
new NeuralNetwork(new int[]{2, 3, 1}, 2);

network.train(NUMBER_OF_STEPS, inputs, answers);
System.out.println("Function: x1 and x2");
for (int i = 0; i < inputs.length; i++) {

System.out.println("answer: " + answers[i][0] +
";\t result: "+network.getOutput(inputs[i])[0]);

}
System.out.println();

}

// îáó÷åíèå áóëåâñêîé ôóíêöèè (x1 and x2) or x3
private static void testBigFunction() {

double[][] inputs = {{0, 0, 0}, {0, 0, 1},
{0, 1, 0}, {0, 1, 1},
{1, 0, 0}, {1, 0, 1},
{1, 1, 0}, {1, 1, 1}};

double[][] answers = {{0}, {1},
{0}, {1},
{0}, {1},
{1}, {1}};

NeuralNetwork network =
new NeuralNetwork(new int[]{2, 3, 1}, 3);

network.train(NUMBER_OF_STEPS, inputs, answers);
System.out.println("Function: (x1 and x2) or x3");
for (int i = 0; i < inputs.length; i++) {

System.out.println("answer: " + answers[i][0] +
";\t result: "+network.getOutput(inputs[i])[0]);

}
System.out.println();

}

// îáó÷åíèå ôóíêöèè îáðàùåíèÿ ÷èñëà
private static void testRatio() {

double[][] inputs = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}};
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double[][] answers =
{{1.0}, {0.5}, {0.33}, {0.25}, {0.2}};

NeuralNetwork network =
new NeuralNetwork(new int[]{1, 5, 1}, 1);

network.train(10 * NUMBER_OF_STEPS, inputs, answers);
System.out.println("Function: 1/x");
for (int i = 0; i < inputs.length; i++) {

System.out.println("answer: " + answers[i][0] +
";\t result: "+network.getOutput(inputs[i])[0]);

}
System.out.println();

}

// îáó÷åíèå ôóíêöèè ñóììèðîâàíèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ
private static void testSum() {

double[][] inputs = {{0.1, 0.0}, {0.2, 0.1},
{0.3, 0.4}, {0.5, 0.5}, {0.7, 0.1}};

double[][] answers =
{{0.1}, {0.3}, {0.7}, {1.0}, {0.8}};

NeuralNetwork network =
new NeuralNetwork(new int[]{2, 3, 1}, 2);

network.train(10 * NUMBER_OF_STEPS, inputs, answers);
System.out.println("Function: x1 + x2");
for (int i = 0; i < inputs.length; i++) {

System.out.println("answer: " + answers[i][0] +
";\t result: "+network.getOutput(inputs[i])[0]);

}
System.out.println();

}

// îáó÷åíèå ôóíêöèè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ
private static void testProduct() {

double[][] inputs = {{0.1, 0.0}, {0.2, 0.1},
{0.3, 0.4}, {0.5, 0.5}, {0.7, 0.1}};

double[][] answers =
{{0.0}, {0.02}, {0.12}, {0.25}, {0.07}};

NeuralNetwork network =
new NeuralNetwork(new int[]{2, 5, 1}, 2);

network.train(10*NUMBER_OF_STEPS, inputs, answers);
System.out.println("Function: x1 * x2");
for (int i = 0; i < inputs.length; i++) {

System.out.println("answer: " + answers[i][0] +
";\t result: "+network.getOutput(inputs[i])[0]);

}
System.out.println();

}
}
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� 3.9. Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèëè îòäåëüíûå ïåðöåïòðîíû, íåéðîí-
íûå ñåòè è îáó÷åíèå èõ ïàðàìåòðîâ. Êîíå÷íî, ìû ëèøü ñëåãêà
êîñíóëèñü âñåãî ðàçíîîáðàçèÿ ìåòîäîâ, ïîäõîäîâ è ïðèìåíåíèé,
êîòîðûå íåéðîííûå ñåòè íàêîïèëè çà ñâîþ äîëãóþ èñòîðèþ.

Îäíî î÷åíü èíòåðåñíîå ðàçâèòèå èäåè íåéðîííûõ ñåòåé � ñà-
ìîîðãàíèçóþùèåñÿ îáó÷àþùèåñÿ ñèñòåìû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ,
åñëè îáúåäèíèòü íåéðîíû â äâóìåðíóþ ðåø¼òêó, à íå ïðîñòî ðàñ-
ïîëîæèòü èõ â ëèíåéíîì ïîðÿäêå ïîñëîéíî. Ê òàêèì ñèñòåìàì
îòíîñÿòñÿ ñåòè Õîïôèëäà è êàðòû Êîõîíåíà.

Ñàìîîðãàíèçóþùèåñÿ êàðòû Êîõîíåíà ðåøàþò ëþáîïûòíóþ
è âàæíóþ çàäà÷ó: îíè ïðîåöèðóþò ìíîãîìåðíûå äàííûå â ïðî-
ñòðàíñòâî íèçøåé ðàçìåðíîñòè (îáû÷íî ðàçìåðíîñòè äâà, ÷òîáû
÷åëîâåê ìîã â ïîëíîé ìåðå íàñëàäèòüñÿ ðåçóëüòàòîì). Êàðòà Êî-
õîíåíà ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé, ñîñòîÿùåé èç íåéðîíîâ (÷åì áîëüøå,
òåì ëó÷øå); îíà ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïî ðàçìåðíîñòè âõîäíûõ äàí-
íûõ, à çàòåì êàæäûé òåñòîâûé ïðèìåð íà÷èíàåò âëèÿòü íà áëè-
æàéøèå ê íåìó íåéðîíû, ìîäèôèöèðóÿ èõ ¾ïîä ñåáÿ¿. À ñàìè
íåéðîíû íà÷èíàþò ìîäèôèöèðîâàòü äðóã äðóãà. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìíîãîìåðíûå êëàñòåðû ñõëîïûâàþòñÿ â äâóìåð-
íûå îáëàñòè, íî ìåæäó ýòèìè äâóìåðíûìè îáëàñòÿìè âñ¼ åù¼
ñîõðàíÿþòñÿ âåñüìà ïëàâíûå ïåðåõîäû; ïðîöåññ óñïåøíî ñõî-
äèòñÿ [64,89,90,134].

À ñåòè Õîïôèëäà è òîãî èíòåðåñíåå: îíè ðåàëèçóþò àññîöè-
àòèâíóþ ïàìÿòü, â êîòîðîé ñåòü (ïî ôîðìå îíà îïÿòü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ ðåø¼òêó) ¾çàïîìèíàåò¿ íåñêîëüêî æåëà-
åìûõ ñîñòîÿíèé-àññîöèàöèé (îíè ñòàíîâÿòñÿ ëîêàëüíûìè ìèíè-
ìóìàìè ýíåðãèè ñåòè) è çàòåì ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç íèõ (èëè ê
äðóãîìó ìèíèìóìó) èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññû àññîöèà-
òèâíîãî âñïîìèíàíèÿ, êîãäà àññîöèàöèé íåñêîëüêî, è âñïëûâàåò
ñàìàÿ áëèçêàÿ èç íèõ [67,134].

Òåîðèÿ íåéðîííûõ ñåòåé, êîíå÷íî, ãîðàçäî øèðå; çäåñü ìû
ëèøü ïîâåðõíîñòíî êîñíóëèñü ñàìûõ å¼ àçîâ. ×èòàòåëþ, æåëà-
þùåìó îçíàêîìèòüñÿ ñ íåé ïîäðîáíåå, ìû ðåêîìåíäóåì [64,134],
à ïîêà ïðèãëàøàåì â ñëåäóþùóþ ãëàâó, â êîòîðîé ðå÷ü ïîéä¼ò
î ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ.





Ãëàâà 4

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Åñëè äàðâèíèçì â òîì âèäå, â êàêîì îí âûøåë èç-
ïîä ïåðà Äàðâèíà, íàõîäèëñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ èäå-
àëèñòè÷åñêèì ìèðîâîççðåíèåì, òî ðàçâèòèå ìàòåðè-
àëèñòè÷åñêîãî ó÷åíèÿ åù¼ áîëåå óãëóáëÿëî ýòî ïðî-
òèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ðåàêöèîííûå áèîëîãè ñäåëàëè
âñ¼ îò íèõ çàâèñÿùåå, ÷òîáû âûáðîñèòü èç äàðâè-
íèçìà åãî ìàòåðèàëèñòè÷åñêèå ýëåìåíòû. Îòäåëü-
íûå ãîëîñà ïðîãðåññèâíûõ áèîëîãîâ, âðîäå Ê. À. Òè-
ìèðÿçåâà, òîíóëè â äðóæíîì õîðå àíòèäàðâèíèñòîâ
èç ëàãåðÿ ðåàêöèîííûõ áèîëîãîâ âñåãî ìèðà. Â ïî-
ñëåäàðâèíîâñêèé ïåðèîä ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü áèî-
ëîãîâ ìèðà, âìåñòî äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ó÷åíèÿ
Äàðâèíà, äåëàëè âñ¼, ÷òîáû îïîøëèòü äàðâèíèçì,
óäóøèòü åãî íàó÷íóþ îñíîâó. Íàèáîëåå ÿðêèì îëè-
öåòâîðåíèåì òàêîãî îïîøëåíèÿ äàðâèíèçìà ÿâëÿ-
þòñÿ ó÷åíèÿ Âåéñìàíà, Ìåíäåëÿ, Ìîðãàíà, îñíîâî-
ïîëîæíèêîâ ñîâðåìåííîé ãåíåòèêè.

Èç ðå÷è íà ñåññèè ÂÀÑÕÍÈË 1948 ã. [172]
Ò. Ä. Ëûñåíêî

Âèííè-Ïóõ è Êðèñòîôåð Ðîáèí î÷åíü ëþáèëè èãðàòü â ¾Ïóñòÿ-
êè¿1. Ñóòü èãðû ïðîñòà: ìàëü÷èê è ìåäâåæîíîê âûáèðàëè ñåáå ïî
ïàëî÷êå è áðîñàëè èõ ñ ìîñòà â ðåêó, à ïîòîì ïåðåõîäèëè íà äðóãóþ

1Ãåíèàëüíûé ïåðåâîä Çàõîäåðà � îò ñëîâà ¾Poohsticks¿.
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ñòîðîíó ìîñòà è ñìîòðåëè, ÷üÿ ïàëî÷êà áûñòðåå âûïëûâåò. Ìàëü-
÷èê îáû÷íî âûèãðûâàë, íî îäíàæäû Âèííè-Ïóõ, ïðî÷èòàâ êíèãó
¾Ïî÷åìó âû ïðîèãðûâàåòå â ïóñòÿêè¿, ðåøèë êàê ñëåäóåò ïîòðåíè-
ðîâàòüñÿ è íàó÷èòüñÿ-òàêè îáûãðûâàòü Êðèñòîôåðà Ðîáèíà.

È ðàáîòà çàêèïåëà. Åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èãðû, êîòîðûé èãðî-
êè êîíòðîëèðóþò, � ôîðìà ïàëî÷åê. Ìóäðûé Ïóõ ðåøèë, ÷òî ïðîâå-
ñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ðàñ÷¼òû òå÷åíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêè âû÷èñ-
ëèòü îïòèìàëüíóþ ôîðìó � ýòî íå äëÿ ìåäâåæîíêà, ó êîòîðîãî â
ãîëîâå îïèëêè. Îñòàâàëîñü äåéñòâîâàòü ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê.

Âèííè âûðåçàë ñåáå êó÷ó ïàëî÷åê è ñòàë ïðîâîäèòü ýêñïåðèìåí-
òû. Äëÿ ýòîãî îí áðàë ïî äâå ïàëî÷êè, áðîñàë èõ â ðåêó è ñìîòðåë,
êîòîðàÿ èç íèõ âûïëûâåò ðàíüøå. Òàê îí îòñåÿë ïîëîâèíó ïàëî-
÷åê. Çàòåì Ïóõ ïîäóìàë, ÷òî íàäî, íàâåðíîå, ïîïðîáîâàòü è äðóãèå
ôîðìû ïàëî÷åê � íî âåäü ýòè óæå òàêèå çàìå÷àòåëüíûå, îíè ïî-
áåäèëè ñâîèõ îïïîíåíòîâ! Ïóõ ïîñìîòðåë íà äâå ïàëî÷êè èç ïîáå-
äèòåëüíèö è óâèäåë íà îäíîé èç íèõ î÷-÷åíü ëþáîïûòíûé ñó÷îê,
à íà äðóãîé � âåñüìà ïîäîçðèòåëüíóþ âûåìêó. Âèííè ðåøèë ñäå-
ëàòü ïðîñòî: âûðåçàë ñåáå íîâóþ ïàëî÷êó, êîòîðóþ ñàì ñíàáäèë è
ñó÷êîì, è âûåìêîé. Òàê æå îí ïîñòóïèë è ñ äðóãèìè èíòåðåñíûìè
îñîáåííîñòÿìè, ïîíà÷àëó ïîïàäàâøèìèñÿ ñëó÷àéíî. Êðîìå òîãî, â
ïðîöåññå âûëàâëèâàíèÿ ïàëî÷åê íåêîòîðûå èç íèõ ñëåãêà ïîâðåäè-
ëèñü � ãäå-òî îòëåòåë êóñî÷åê êîðû, à ãäå-òî ïàëî÷êà è ïðîñòî
ñëîìàëàñü ïîïîëàì. Íî Ïóõ ðåøèë áûòü ÷åñòíûì è äàâàòü øàíñ
äàæå â òàêèõ ñëó÷àÿõ.

Íåäåëÿ ïðîøëà â íàïðÿæ¼ííîé ðàáîòå. Ïóõ âûðåçàë ïàëî÷êè,
áðîñàë èõ â ðåêó, ñðàâíèâàë, ïîäïðàâëÿë, ìåíÿë è ñíîâà âûðåçàë...
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È êîãäà â î÷åðåäíîå âîñêðåñåíüå Êðèñòîôåð Ðîáèí è Âèííè ñòàëè
èãðàòü â ïóñòÿêè, ìàëü÷èê ïðîñòî îïåøèë: Âèííè ïîäíÿë ñ çåìëè
âåòêó è áûñòðûìè, óâåðåííûìè äâèæåíèÿìè âûðåçàë èç íå¼ íå÷òî
ñîâåðøåííî íåñóñâåòíîå, íàïîìèíàâøåå òî ëè çàïóòàâøåãîñÿ â ñîá-
ñòâåííûõ ùóïàëüöàõ ìàëåíüêîãî îñüìèíîãà, òî ëè êèòàéñêèå èã-
ðóøêè ñëîíîâîé êîñòè � ðåçíîé øàð â ðåçíîì øàðå â ðåçíîì øàðå,
è íèêàêîãî êëåÿ, èç åäèíîãî öåëüíîãî êóñêà. Òâîðåíèå ìåäâåæîíêà
ïîáèëî ðåêîðä, äåðæàâøèéñÿ ñ ïðåäûäóùåé âåñíû, êîãäà äâå íåäå-
ëè ïîäðÿä ëèë äîæäü è ðåêà áûëà êóäà áûñòðåå, ÷åì ñåé÷àñ.

×òîáû îáûãðàòü Êðèñòîôåðà Ðîáèíà, ìåäâåæîíîê ïîëüçîâàëñÿ
ñàìûì íàñòîÿùèì ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì, ñ êðîññîâåðîì è ìó-
òàöèÿìè. À îòáîð Ïóõ ïðîâîäèë òóðíèðíûì ìåòîäîì. Î òîì, êàê ýòî
ïðèìåíÿòü â áîëåå ñåðü¼çíîì êîíòåêñòå, ìû ñåé÷àñ è ïîãîâîðèì.

� 4.1. Ââåäåíèå

Ïðåäûäóùàÿ ãëàâà áûëà ïîñâÿùåíà èñêóññòâåííûì íåéðîí-
íûì ñåòÿì. Â îñíîâå ýòèõ ñåòåé, êàê ìû óæå îáñóæäàëè, ëå-
æèò ñòðóêòóðà ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà: èññëåäîâàòåëè ðåøèëè å¼
ñêîïèðîâàòü (õîòÿ áû ïðèáëèçèòåëüíî) è íàòîëêíóëèñü íà íà-
ñòîÿùóþ çîëîòóþ æèëó. Ðåçóëüòàòû äî ñèõ ïîð ïðèìåíÿþòñÿ â
ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, îò
êîìïüþòåðíûõ èãð äî ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòîâ.

Íî ýòî íå åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà èäåè àëãîðèòìîâ ìà-
øèííîãî îáó÷åíèÿ áûëè ñêîïèðîâàíû ñ ïðèðîäû. Â ýòîé ãëàâå
ðå÷ü ïîéä¼ò î ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ [44,112,168] � àïïà-
ðàòå, ñïèñàííîì ñ èäåé ýâîëþöèè, âûñêàçàííûõ åù¼ ×àðëüçîì
Äàðâèíîì1.

1×àðëüç Äàðâèí (Charles Darwin, 1809�1882) � àíãëèéñêèé íàòóðàëèñò,
çàëîæèâøèé îñíîâû òåîðèè ýâîëþöèè. Âî âðåìÿ ñâîåãî çíàìåíèòîãî êðóãî-
ñâåòíîãî ïóòåøåñòâèÿ íà ¾Áèãëå¿ (çàìåòèì â ñêîáêàõ, ÷òî Äàðâèí æåñòîêî
ñòðàäàë îò ìîðñêîé áîëåçíè) îí ñîáðàë îãðîìíîå êîëè÷åñòâî áèîëîãè÷åñêèõ
è ïàëåîíòîëîãè÷åñêèõ äàííûõ è, ÷òî ãëàâíîå, ñóìåë îáîáùèòü èõ â åäèíóþ
òåîðèþ ýâîëþöèè, êîòîðóþ è îïóáëèêîâàë â êíèãå ¾Ïðîèñõîæäåíèå âèäîâ
ïóò¼ì åñòåñòâåííîãî îòáîðà, èëè ñîõðàíåíèå áëàãîïðèÿòñòâóåìûõ ïîðîä â
áîðüáå çà æèçíü¿ (1859). Ãîâîðÿ â òåðìèíàõ Òîìàñà Êóíà, Äàðâèí âìåñòå ñî
ñâîèì ò¼çêîé Ëàéåëåì íåñ¼ò îòâåòñòâåííîñòü çà íàó÷íóþ ðåâîëþöèþ XIX
âåêà � ïåðåõîä îò êàðòèíû ñòàáèëüíîãî, ñîçäàííîãî ðàç è íàâñåãäà ìèðà
ê ìèðó ýâîëþöèîíèðóþùåìó, ïîñòîÿííî èçìåíÿþùåìóñÿ, íàõîäÿùåìóñÿ â
äèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.
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Ðèñ. 4.1. Îáùàÿ ñõåìà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà

Êàê èçâåñòíî, îñíîâíàÿ èäåÿ äàðâèíîâñêîé ýâîëþöèè çàêëþ-
÷àåòñÿ â åñòåñòâåííîì îòáîðå : íàèìåíåå ïðèñïîñîáëåííûå îð-
ãàíèçìû óìèðàþò ðàíüøå è â áîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ, íàèáîëåå
ïðèñïîñîáëåííûå âûæèâàþò è äàþò ïîòîìñòâî. Èõ ïîòîìñòâî
óæå îêàçûâàåòñÿ â ñðåäíåì áîëåå ïðèñïîñîáëåííûì ê îêðóæà-
þùåé ñðåäå, íî ñðåäè íèõ îïÿòü âûäåëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðèñïî-
ñîáëåííûå îñîáè, è òàê äàëåå.

Â ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî òî æå ñà-
ìîå. Åñòü íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ãèïîòåç, èç êîòîðûõ ìû äîëæ-
íû âûáðàòü ëó÷øóþ. Åñòü ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè Fitness

(å¼ åù¼ íàçûâàþò goodness of �t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî
õîðîøî òîò èëè èíîé îðãàíèçì ïðèñïîñîáëåí ê ¾îêðóæàþùåé
ñðåäå¿. Åñòü íàáîð ãåíåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðè ïîìîùè êîòî-
ðûõ íà ñâåò ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå îñîáè. È, íàêîíåö, åñòü íåêîòî-
ðîå öåëåâîå çíà÷åíèå Fitnessmax, ê êîòîðîìó ìû ñòðåìèìñÿ �
êàê òîëüêî ìû åãî äîñòèãíåì, ðàáîòó àëãîðèòìà ìîæíî áóäåò
ïðåêðàòèòü1. Íà ðèñ. 4.1 èçîáðàæåíà îáùàÿ ñõåìà ãåíåòè÷åñêî-
ãî àëãîðèòìà. Ðàññìîòðèì å¼ ïîäðîáíåå.

� 4.2. Ñõåìà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà â äåòàëÿõ

1. Èíèöèàëèçàöèÿ. Êàê ãîâîðèë êîò Ìàòðîñêèí, ïðåæäå
÷åì ïðîäàòü ÷òî-íèáóäü íåíóæíîå, íóæíî êóïèòü ÷òî-
íèáóäü íåíóæíîå.2 Ïðåæäå ÷åì îòáðîñèòü ÷àñòü ïîïó-
ëÿöèè, íå âûäåðæàâøóþ åñòåñòâåííîãî îòáîðà, íóæíî å¼

1Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïðåäëîæèòü è äðóãèå óñëîâèÿ îñòàíîâêè: çàïóñêàòü
àëãîðèòì íà îïðåäåë¼ííîå ÷èñëî ïîêîëåíèé, íàïðèìåð.

2Íå ñòîèò çàáûâàòü î òîì, ÷òî Ìàòðîñêèí ïîñëå ýòîãî äîáàâëÿë: ¾à ó íàñ
äåíåã íåò¿; ãåíåòè÷åñêèå îïåðàöèè, â òîì ÷èñëå îïåðàöèþ èíèöèàëèçàöèè,
íóæíî ðåàëèçîâûâàòü ýôôåêòèâíî.
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îòêóäà-òî ïîðîäèòü. À ïåðåä ïåðâûì øàãîì íóæíî ñî-
çäàòü íåêóþ íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ; äàæå åñëè îíà îêà-
æåòñÿ ñîâåðøåííî íåêîíêóðåíòîñïîñîáíîé, ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì âñ¼ ðàâíî äîñòàòî÷íî áûñòðî ïåðåâåä¼ò å¼ â
æèçíåñïîñîáíóþ ïîïóëÿöèþ. Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì
øàãå îáû÷íî ïðîñòî ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àéíî ïîðîæä¼í-
íûõ îñîáåé; äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè ñîîòâåòñòâîâàëè ôîð-
ìàòó îñîáåé ïîïóëÿöèè, è íà íèõ ìîæíî áûëî ïîäñ÷èòàòü
ôóíêöèþ Fitness. Èòîãîì ïåðâîãî øàãà ÿâëÿåòñÿ ïîïóëÿ-
öèÿ H, ñîñòîÿùàÿ èç N îñîáåé.

2. Îòáîð. Íà ýòàïå îòáîðà íóæíî èç âñåé ïîïóëÿöèè âû-
áðàòü íåêîòîðóþ å¼ äîëþ, êîòîðàÿ îñòàíåòñÿ ¾â æèâûõ¿
íà ýòîì ýòàïå ýâîëþöèè. Åñòü ðàçíûå ñïîñîáû ïðîâîäèòü
îòáîð � î íèõ ìû ïîäðîáíî ïîãîâîðèì â � 4.5, à ïîêà óïî-
ìÿíåì î÷åâèäíîå: âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ îñîáè h ∈ H
äîëæíà çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííî-
ñòè Fitness(h). Ñàìà äîëÿ âûæèâøèõ s îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, è å¼ çàäàþò çàðà-
íåå. Ïî èòîãàì îòáîðà èç N îñîáåé ïîïóëÿöèè H äîëæíû
îñòàòüñÿ sN îñîáåé, êîòîðûå âîéäóò â èòîãîâóþ ïîïóëÿ-
öèþ H ′. Ïðî÷èå, óâû, íå âûæèâóò.

3. Ðàçìíîæåíèå. Ðàçìíîæåíèå â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèò-
ìàõ îáû÷íî ïîëîâîå � ÷òîáû ïðîèçâåñòè ïîòîìêà, íóæ-
íî îáû÷íî äâîå ðîäèòåëåé, õîòÿ èíîãäà áûâàåò è áîëü-
øå. Ðàçìíîæåíèå â ðàçíûõ àëãîðèòìàõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ðàçíîìó � îíî ìîæåò çàâèñåòü îò ïðåäñòàâëåíèÿ äàí-
íûõ. Ãëàâíîå òðåáîâàíèå ê ðàçìíîæåíèþ � ÷òîáû ïîòî-
ìîê èëè ïîòîìêè èìåëè âîçìîæíîñòü óíàñëåäîâàòü ÷åð-
òû îáîèõ ðîäèòåëåé, ¾ñìåøàâ¿ èõ êàêèì-ëèáî äîñòàòî÷-
íî ðàçóìíûì ñïîñîáîì.

Â � 4.3 ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ðàçíûå âàðèàíòû
îïåðàöèè ðàçìíîæåíèÿ íà áèòîâûõ ñòðîêàõ. À âîîáùå
ãîâîðÿ, äëÿ ýòàïà ðàçìíîæåíèÿ íóæíî âûáðàòü ñëó÷àé-

íûì îáðàçîì (1−s)N
2 ïàð îñîáåé èç H è ïðîâåñòè ñ íèìè

ðàçìíîæåíèå, ïîëó÷èâ ïî äâà ïîòîìêà îò êàæäîé ïàðû
(åñëè ðàçìíîæåíèå îïðåäåëåíî òàê, ÷òîáû äàâàòü îäíîãî
ïîòîìêà, íóæíî âûáðàòü (1− s)N ïàð), à çàòåì äîáàâèòü
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ýòèõ ïîòîìêîâ â H ′1. Â ðåçóëüòàòå H ′ áóäåò ñîñòîÿòü èç
N îñîáåé. Ýòîò ïðîöåññ ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 4.2.

Ïî÷åìó îñîáè äëÿ ðàçìíîæåíèÿ îáû÷íî âûáèðàþòñÿ
èç âñåé ïîïóëÿöèè H, à íå òîëüêî èç âûæèâøèõ íà ïåð-
âîì øàãå ýëåìåíòîâ H ′? Äåëî â òîì, ÷òî ãëàâíûé áè÷
ìíîãèõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ � íåäîñòàòîê ðàçíîîá-
ðàçèÿ (diversity) â îñîáÿõ. Äîñòàòî÷íî áûñòðî âûäåëÿ-
åòñÿ îäèí-åäèíñòâåííûé ãåíîòèï, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, à çàòåì âñå ýëåìåíòû ïîïó-
ëÿöèè ïðîèãðûâàþò åìó îòáîð, è âñÿ ïîïóëÿöèÿ ¾çàáèâà-
åòñÿ¿ êîïèÿìè ýòîé îñîáè. Åñòü ðàçíûå ñïîñîáû áîðüáû
ñ òàêèì íåæåëàòåëüíûì ýôôåêòîì; îäèí èç íèõ � âûáîð
äëÿ ðàçìíîæåíèÿ íå ñàìûõ ïðèñïîñîáëåííûõ, íî âîîáùå
âñåõ îñîáåé.

4. Ìóòàöèè. Ê ìóòàöèÿì îòíîñèòñÿ âñ¼ òî æå ñàìîå, ÷òî è
ê ðàçìíîæåíèþ: åñòü íåêîòîðàÿ äîëÿ ìóòàíòîâ m, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ïàðàìåòðîì ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Íà øàãå
ïðèìåíåíèÿ ìóòàöèé íóæíî âûáðàòü èç ïîïóëÿöèè mN
îñîáåé, à çàòåì êàæäóþ èç íèõ èçìåíèòü â ñîîòâåòñòâèè
ñ íåêîòîðûìè çàðàíåå îïðåäåë¼ííûìè îïåðàöèÿìè ìóòà-
öèè.

Î òîì, êàêèìè ìîãóò áûòü ãåíåòè÷åñêèå îïåðàöèè íà ïðàê-
òèêå, ìû ïîãîâîðèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

� 4.3. Ãåíåòè÷åñêèå îïåðàöèè

Äëÿ íà÷àëà äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû ïîïóëÿöèè
óæå çàøèôðîâàíû â âèäå áèòîâûõ ñòðîê (î òîì, êàê ýòî ñäåëàòü,
ìû ïîãîâîðèì â � 4.4). Êàê èçâåñòíî, ñ áèòîâûìè ñòðîêàìè ìîæ-
íî äåëàòü ïðàêòè÷åñêè âñ¼, ÷òî óãîäíî. Ñòðîêè ëåãêî ðàçðåçàòü
íà ÷àñòè, êîìáèíèðóÿ çàòåì ýòè ÷àñòè, ëåãêî ìåíÿòü ïîëíîñòüþ
èëè ÷àñòè÷íî, ëåãêî çàìåíÿòü â íèõ îòäåëüíûå áèòû. Äàâàéòå
ðàññìîòðèì, êàê íà ñòðîêàõ áèòîâ ðàáîòàþò ñòàíäàðòíûå ãåíå-
òè÷åñêèå îïåðàöèè.

1Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñòîëüêî ïàð â ïîïóëÿöèè è âîâñå íåòó, íî îáû÷íî
â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ïàðû âûáèðàþò èç âñåé ïîïóëÿöèè, íå îòêàçû-
âàÿ óæå ðàçìíîæèâøèìñÿ îñîáÿì â åù¼ îäíîì øàíñå.
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Ðèñ. 4.2. Ñõåìà îòáîðà íà îäíîì øàãå

Ñ èíèöèàëèçàöèåé âñ¼ ïîíÿòíî: ïîðîæäàòü ñëó÷àéíûå áè-
òîâûå ñòðîêè íåñëîæíî.1 Äëÿ îòáîðà êîíêðåòíàÿ ôîðìà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äàííûõ íå î÷åíü âàæíà: äîñòàòî÷íî óìåòü âû÷èñëÿòü
ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè Fitness. Òàêèì îáðàçîì, îñòàþòñÿ
ðàçìíîæåíèå è ìóòàöèè.

1Îõ, îáìàíûâàåì ìû âàñ... ñëîæíî ýòî, äåéñòâèòåëüíî ñëîæíî. Ïñåâ-
äîñëó÷àéíûå ãåíåðàòîðû � îáëàñòü óæå äîâîëüíî õîðîøî èçó÷åííàÿ, íî
àëãîðèòìû òàì ñîâñåì íå ïðîñòûå. Äà è â íåé, êàê è âîîáùå âî âñåé êðèï-
òîãðàôèè, íåò íè îäíîãî áåçóñëîâíî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ [6,51�53,80].
Íî ïðîãðàììèñò ìîæåò íå çàäóìûâàòüñÿ î òåîðèè, ñêðûòîé çà èñïîëüçóå-
ìûì èíòåðôåéñîì, è äëÿ ïðîãðàììèñòà ýòî äåéñòâèòåëüíî ëåãêî: äîñòàòî÷-
íî èíèöèàëèçèðîâàòü ãåíåðàòîð äà âûçâàòü ôóíêöèþ random (èëè êàê òàì
îíà â âàøåì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ).



126 Ãëàâà 4. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Ïðè ðàçìíîæåíèè îñîáü äîëæíà óíàñëåäîâàòü ÷åðòû îáîèõ
ïðåäêîâ. Íà áèòîâûõ ñòðîêàõ ýòî ìîæíî ðåàëèçîâàòü äîñòàòî÷íî
åñòåñòâåííûì ïóò¼ì: ñîáðàòü èòîãîâóþ ñòðîêó èç ÷àñòåé ñòðîê-
ðîäèòåëåé. Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ êðîññîâåðîì (crossover).
×òîáû ñäåëàòü êðîññîâåð äâóõ ñòðîê, íóæíî âûáðàòü îïðåäå-
ë¼ííóþ ìàñêó, à çàòåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìàñêîé âûáðàòü òå
èëè èíûå áèòû ðîäèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ðåçóëüòàòîì êðîññîâåðà ñ áèòîâîé ìàñ-
êîé m1 . . .mn èç äâóõ áèòîâûõ ñòðîê îäèíàêîâîé äëèíû x1 . . . xn

è y1 . . . yn ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà z1 . . . zn, ãäå

zi =

{
xi, åñëè mi = 1,

yi, åñëè mi = 0.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê âûáèðàåòñÿ ìàñêà, ðàçëè÷àþò
íåñêîëüêî âèäîâ êðîññîâåðà.

1. Îäíîòî÷å÷íûé êðîññîâåð (single-point crossover). Ïðî-
ñòåéøèé âèä êðîññîâåðà; â í¼ì ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ îä-
íà ïîçèöèÿ â ñòðîêå, è ìàñêà ñîñòîèò èç åäèíèö ëåâåå
ýòîé ïîçèöèè è íóëåé � ïðàâåå (ò.å. ëåâåå âûáðàííîé
ïîçèöèè ïîòîìîê ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ðîäèòåëåì, à ïðà-
âåå � ñî âòîðûì). Íàïðèìåð:

Èñõîäíûå ñòðîêè Ìàñêà Ðåçóëüòàò
1001101011, 0010101100 1111100000 1001101100

2. Äâóõòî÷å÷íûé êðîññîâåð (double-point crossover). Òî
æå ñàìîå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íî ñëó÷àéíî âûáè-
ðàþòñÿ äâå ïîçèöèè, è ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïîçèöèÿìè áå-
ðóòñÿ áèòû îäíîãî èç ðîäèòåëåé, à âíå âûáðàííûõ ïîçè-
öèé � äðóãîãî. Åñëè ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì æåëàòåëüíî,
÷òîáû â ïîòîìêå áèòîâ ðîäèòåëåé áûëî ïîðîâíó, ìîæíî
âûáèðàòü òîëüêî îäíó ïîçèöèþ, à çàòåì îòñ÷èòûâàòü îò
íå¼ ðîâíî ïîëîâèíó îáùåé äëèíû ñòðîêè (âîçâðàùàÿñü â
íà÷àëî, åñëè äîñòèãíóò êîíåö ñòðîêè). Íàïðèìåð:

Èñõîäíûå ñòðîêè Ìàñêà Ðåçóëüòàò
1001101011, 0010101100 0001111100 0011101000

3. Îäíîðîäíûé êðîññîâåð (uniform crossover). Çäåñü ìàñêà
âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ðàâíîìåðíî. Íàïðèìåð:

Èñõîäíûå ñòðîêè Ìàñêà Ðåçóëüòàò
1001101011, 0010101100 0110100110 0000101010
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Ðèñ. 4.3. Âèäû êðîññîâåðà. Ñâåðõó âíèç � îä-
íîòî÷å÷íûé êðîññîâåð, äâóõòî÷å÷íûé êðîññîâåð,
îäíîðîäíûé êðîññîâåð

Íà ðèñ. 4.3 ïðîèëëþñòðèðîâàíû âñå ýòè âèäû êðîññîâåðà.
Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè ðàçëè÷íûå âèäû êðîññîâåðà íà áè-

òîâûõ ñòðîêàõ. Îñòàëîñü ïîíÿòü, êàêèìè ìîãóò áûòü ìóòàöèè.
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííàÿ ìóòàöèÿ � ýòî, êîíå÷íî, èíâåðòè-
ðîâàíèå ñëó÷àéíîãî áèòà ñòðîêè. Å¼ óæå äîñòàòî÷íî äëÿ ìíîãèõ
ïðèëîæåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü äðóãèå òèïû ìóòàöèé,
íóæíî ðàñïîëàãàòü áîëåå ïîäðîáíûìè ñâåäåíèÿìè î ñòðóêòó-
ðå ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåð áîëåå ñïåöèôè÷-
íîé ìóòàöèè â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, à ïîêà îòìåòèì, ÷òî äàæå
îáû÷íîå èíâåðòèðîâàíèå áèòà óæå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìîùíûì èí-
ñòðóìåíòîì.

� 4.4. Ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ýëåìåíòû
ïîïóëÿöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà � ýòî ñòðîêè áèòîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó÷àå âñå ãåíåòè÷åñêèå îïåðàöèè ëåãêî
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Ðèñ. 4.4. Äåðåâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ èãð ¾Çåíèòà¿

îïèñûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ, äàâàÿ ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû. Òåî-
ðåòè÷åñêè ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî: ïîíÿòíî, ÷òî ëþáóþ, ñêîëü
óãîäíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ìîæíî îòîáðàçèòü â ñëîâà àëôàâèòà
èç äâóõ ñèìâîëîâ. Íî êàê ýòî ñäåëàòü íà ïðàêòèêå?

Äàâàéòå âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè èç ïðèìåðà 1.1.
Ïóñòü ðåçóëüòàòû èãð ¾Çåíèòà¿ íàõîäÿòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷å-
òûð¼õ ïàðàìåòðîâ (ñì. Ãëàâó 1, ãäå ýòî îïèñàíî áîëåå ïîäðîá-
íî). Òîãäà êëàññèôèêàöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå äåðåâà, ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå íàáîðà ãèïîòåç, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèñòüÿì
äåðåâà (òî÷íåå ãîâîðÿ, ïóòÿì îò êîðíÿ ê êàæäîìó èç ëèñòüåâ).
Íàïðèìåð, êðàéíÿÿ ïðàâàÿ âåòêà äåðåâà ñ ðèñ. 4.4 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãèïîòåçó

(Äîæäü = Íåò) ∧ (Èãðàåò = Â ãîñòÿõ) ⇒ (Ïîáåäà = 0).

Êàê çàêîäèðîâàòü ãèïîòåçó òàêîãî ðîäà â âèäå ñòðîêè áèòîâ?
Ïåðâàÿ ìûñëü � ïðîñòî âûäåëèòü ïî îäíîìó áèòó íà êàæäûé
(áèíàðíûé) àòðèáóò è íà öåëåâóþ ôóíêöèþ. Íàïðèìåð, â ïðèìå-
ðå ñ èãðàìè ¾Çåíèòà¿ ÷åòûðå àòðèáóòà � òóðíèðíîå ïîëîæåíèå
ñîïåðíèêà, ìåñòî ïðîâåäåíèÿ ìàò÷à, èãðà ëèäåðîâ è ïîãîäà, è
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ñòðîêà 00101 ñîîòâåòñòâîâàëà áû ãèïîòåçå

(Ñîïåðíèê = Íèæå) ∧ (Èãðàåò = Â ãîñòÿõ)∧

∧ (Ëèäåðû = Íà ìåñòå) ∧ (Äîæäü = Íåò) ⇒ (Ïîáåäà = Äà).

Ýòî êîäèðîâàíèå èìååò ðÿä äîñòîèíñòâ. Âî-ïåðâûõ, îíî âåñü-
ìà ýôôåêòèâíî. Âî-âòîðûõ, ÷òî òàêæå ñïîñîáñòâóåò óñïåõó ãåíå-
òè÷åñêîãî àëãîðèòìà, âñå ñòðîêè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Íà-
êîíåö, êàæäàÿ ñòðîêà çàäàííîé äëèíû èìååò ñìûñë (ò.å. îïèñû-
âàåò ðåàëüíóþ ãèïîòåçó) � ýòî âàæíî äëÿ óñïåøíîãî ðàçìíîæå-
íèÿ, êîãäà ñòðîêè íà÷íóò ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåìåøèâàòüñÿ.
Îäíàêî åãî íåäîñòàòêè òàêæå âèäíû íåâîîðóæ¼ííûì âçãëÿäîì.
Êàê ïðåäñòàâèòü ãèïîòåçó, â êîòîðîé íå âñå çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ
ñïåöèôèöèðîâàíû, à, íàîáîðîò, îò íåêîòîðûõ èç íèõ íè÷åãî íå
çàâèñèò? Åñëè ýòî íåâîçìîæíî (à â íàøåì òåêóùåì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ýòî íåâîçìîæíî), òî ëþáîå äåðåâî ïðèä¼òñÿ ¾ðàçâîðà÷è-
âàòü¿ äî ïîëíîãî íàáîðà ãèïîòåç (ãîâîðÿ ÿçûêîì ëîãèêè âûñêà-
çûâàíèé, ëþáóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó ïðèä¼ò-
ñÿ äîïîëíÿòü äî ñîâåðøåííîé), ÷òî ÿâíî íåýôôåêòèâíî. Ìîæíî
áûëî áû ïðåäñòàâëÿòü ãèïîòåçû ñ àòðèáóòàìè áåç ôèêñèðîâàí-
íûõ çíà÷åíèé ñòðîêàìè ìåíüøåé äëèíû, íî òîãäà áûëî áû íåïî-
íÿòíî, êàêèå àòðèáóòû çàäàíû, à êàêèå � íåò.

Â äàííîì ñëó÷àå îáùåïðèíÿòûì ðåøåíèåì âîçíèêøåé ïðî-
áëåìû áóäåò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî àòðèáóòà
íóæíî âûäåëèòü ñòîëüêî áèòîâ, ñêîëüêî ó íåãî âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé (ìû äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè òîëüêî áèíàðíûå àòðèáó-
òû, íî íè÷òî íå ïîìåøàåò ðàññìîòðåòü è àòðèáóòû ñ á�îëüøèì
÷èñëîì çíà÷åíèé). Íîëü â òîé èëè èíîé ïîçèöèè îçíà÷àåò, ÷òî
äàííîå çíà÷åíèå íå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêå ïðàâèëà, à åäèíèöà �
÷òî âñòðå÷àåòñÿ. Â òàêîé íîòàöèè, åñëè âñå áèòû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå çíà÷åíèÿì äàííîãî àòðèáóòà, ðàâíû 1, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
çíà÷åíèå åãî (àòðèáóòà) íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè äëÿ ïðèìåíå-
íèÿ ýòîãî ïðàâèëà. Äëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìû îñòàâèì îäèí
áèò � ïðàâèëà, ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà èëè ðàç-
ðåøåíî ëþáîå å¼ çíà÷åíèå, ëèøåíû ñìûñëà. Òàêèì îáðàçîì, â
ñëó÷àå ïðèìåðà ñ èãðàìè ¾Çåíèòà¿ ÷åòûðå áèíàðíûõ àòðèáó-
òà äàäóò âîñåìü áèò ïîñûëêè ïëþñ îäèí áèò çíà÷åíèÿ öåëåâîé
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ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ñòðîêà

01 10 11 11 1

ýêâèâàëåíòíà ïðàâèëó

(Ñîïåðíèê = Âûøå) ∧ (Èãðàåò = Â ãîñòÿõ) ⇒ (Ïîáåäà = Äà).

Ó ýòîé ñèñòåìû êîäèðîâàíèÿ îñòàëîñü òîëüêî îäíî òîíêîå
ìåñòî: íåÿñíî, ÷òî äåëàòü, åñëè â ðåçóëüòàòå êðîññîâåðà èëè ìó-
òàöèè â ãèïîòåçå ïîëó÷èòñÿ íàáîð èç ñèìâîëîâ 00. Òàêàÿ ãèïîòå-
çà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íè ðàçó: å¼ óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò
ïóñòîìó ìíîæåñòâó ïðèìåðîâ. Çäåñü åñòü äâà ïóòè. Ïåðâûé �
ïðîñòî çàïðåòèòü ïîÿâëåíèå òàêèõ ãèïîòåç: ïîâòîðÿòü êðîññî-
âåð èëè ìóòàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ðåçóëüòàò íå áóäåò ðàçóìíûì.
Âòîðîé � îñòàâëÿòü òàêèå ãèïîòåçû â ïîïóëÿöèè, íî ïðèñâàè-
âàòü èì íóëåâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Fitness; òîãäà ýòè ãèïîòåçû
íàâåðíÿêà áóäóò ¾âûïîëîòû¿ íà ñëåäóþùåì øàãå îòáîðà. Îáà
ïîäõîäà èìåþò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå; ïîçâîëèì ñåáå ðåêîìåí-
äîâàòü âòîðîé ïîäõîä êàê áîëåå èäåéíûé: îòáðàêîâêà ãèïîòåç
äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ ïîñðåäñòâîì åñòåñòâåííîãî îòáîðà, à íå
èñêóññòâåííûõ îãðàíè÷åíèé.

Â � 4.3 ìû îáåùàëè ïðèâåñòè ïðèìåð áîëåå ñïåöèôè÷íîé
ìóòàöèè, çàâèñÿùåé îò ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ. Â ñëó÷àå çàäà÷è
êëàññèôèêàöèè âåñüìà óñïåøíîé ìóòàöèåé îêàçûâàåòñÿ óäàëå-
íèå èç ïîñûëêè ïðàâèëà ñëó÷àéíî âûáðàííîãî àòðèáóòà (çàìåíà
ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó àòðèáóòó, íà ñòðîêó èç åäèíèö).
Òàêàÿ ìóòàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåíèþ ïîëó÷åííûõ ãèïîòåç è
çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê õîðîøèì ðåçóëüòàòàì.

Âïðî÷åì, ïîêà ÷òî ýòî âñ¼ åù¼ íå ñîâñåì òî, ÷òî íóæíî äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âåäü ìû äî ñèõ ïîð îïèñûâàëè îòäåëüíûå ïðà-
âèëà, ò.å. îòäåëüíûå âåòêè äåðåâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íî îäíà
ãèïîòåçà � ýòî íå îäíà âåòêà, à íåñêîëüêî (ãèïîòåçà ñîîòâåò-
ñòâóåò öåëîìó äåðåâó).

Êàê çàêîäèðîâàòü íåñêîëüêî ïðàâèë? Çäåñü, ê ñ÷àñòüþ, îòâåò
ïðîñò: ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå àòðèáóòîâ âñå ïðàâèëà áóäóò
èìåòü ïîñòîÿííóþ äëèíó, ðàâíóþ ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé àòðèáóòîâ ïëþñ îäèí áèò íà çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè (èëè áîëüøå, åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
áîëüøå äâóõ çíà÷åíèé). Ïîýòîìó ìîæíî ïðîñòî çàïèñûâàòü ïðà-
âèëà ïîäðÿä � íèêàêîé ìíîãîçíà÷íîñòè ýòî íå âíåñ¼ò.
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Ãîðàçäî áîëåå ñåðü¼çíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò îò òîãî, ÷òî â
ðàçíûõ äåðåâüÿõ ðàçíîå ÷èñëî âåòîê è, ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçíûõ
ãèïîòåçàõ áóäåò ðàçíîå ÷èñëî ïðàâèë.

Êàê æå äåëàòü êðîññîâåð ñî ñòðîêàìè ïåðåìåííîé äëèíû?
Íàì íóæíî íå òîëüêî ñóìåòü ñêðåñòèòü äâå ñòðîêè äëèíîé l1n
è l2n êàæäàÿ, ãäå n� äëèíà ïðàâèëà, à li � ÷èñëî ïðàâèë â êàæ-
äîé ãèïîòåçå, íî è ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ñòðîêó äëèíîé ln �
áóäåò íåïðèÿòíî ïîëó÷èòü ãèïîòåçó, â êîòîðîé äðîáíîå ÷èñëî
ïðàâèë. Ïðè÷¼ì æåëàòåëüíî, ÷òîáû ýòî l âûáèðàëîñü áîëåå èëè
ìåíåå ñëó÷àéíî èç ïðîìåæóòêà îò 1 äî l1 + l2, à íå âñåãäà ðàâ-
íÿëîñü, ñêàæåì, max{l1,l2}.

Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé òàêîâî: áóäåì èñïîëüçîâàòü
äâóõòî÷å÷íûé êðîññîâåð òàê, ÷òîáû ñîõðàíÿòü ïîñòîÿííîå ðàñ-
ñòîÿíèå äî êðà¼â ïðàâèë. Òîãäà ïðè çàìåíå ó÷àñòêà ïåðâîé ãè-
ïîòåçû íà ó÷àñòîê âòîðîé, õîòÿ ýòè ó÷àñòêè ìîãóò áûòü ðàçíîé
äëèíû, èõ äëèíà ïî ìîäóëþ n áóäåò ïîñòîÿííîé. Ýòîò ïðèíöèï
ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4.1. Êðîññîâåð íà ñòðîêàõ ïåðåìåííîé äëèíû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå, â êîòîðîì íóæíî
âûïîëíèòü êðîññîâåð íà ñòðîêàõ ïåðåìåííîé äëèíû, ó÷àñòâóþò ïðà-
âèëà äëèíû 5, è íà î÷åðåäíîì ýòàïå àëãîðèòì ñëó÷àéíî âûáðàë äâå
òî÷êè èç ïåðâîé ãèïîòåçû:

0[0101 110]10.

Òîãäà âî âòîðîé ãèïîòåçå íóæíî âûáèðàòü òàêèå òî÷êè, ÷òîáû ðàññòî-
ÿíèå îò ëåâîé òî÷êè äî ëåâîãî êðàÿ ïðàâèëà è îò ïðàâîé òî÷êè äî
ïðàâîãî êðàÿ ïðàâèëà áûëè òåìè æå. Íàïðèìåð, â ïðàâèëå äëèíû 15
ìîãóò áûòü âàðèàíòû:

1[10]11 01010 01110 1[1011 010]10 01110
1[1011 01010 011]10 11011 0[10]10 01110
11011 0[1010 011]10 11011 01010 0[11]10

Òåïåðü êðîññîâåð áóäåò ïîðîæäàòü êîððåêòíûå ãèïîòåçû:
Èñõîäíûå ñòðîêè Ðåçóëüòàò

0[0101 110]10 01010
1[10]11 01010 01110 10101 11011 01010 01110
Ýòîò âèä êðîññîâåðà ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 4.5.
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Ðèñ. 4.5. Êðîññîâåð íà ñòðîêàõ ïåðåìåííîé äëèíû

� 4.5. Îòáîð

Ìû óæå ðàññìîòðåëè âñå ýëåìåíòû òèïè÷íîãî ãåíåòè÷åñêîãî
àëãîðèòìà íà ïðèìåðå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè, êðîìå îäíîãî �
ñîáñòâåííî åñòåñòâåííîãî îòáîðà. Áîëåå òîãî, ìû äàæå íå îïðå-
äåëèëè ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè Fitness. Â óñëîâèÿõ îòáîðà
ãèïîòåç ïðè èìåþùåìñÿ ôèêñèðîâàííîì íàáîðå òåñòîâûõ ïðè-
ìåðîâ ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ýòó ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fitness(h) =

(
Correct(h)

TotalExamples

)2

,

ãäå Correct(h) � ÷èñëî ïðèìåðîâ, âåðíî ðàñêëàññèôèöèðîâàí-
íûõ ãèïîòåçîé h, TotalExamples � îáùåå ÷èñëî ïðèìåðîâ. Îòìå-
òèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ïðåêðàñíî ñïðàâëÿ-
åòñÿ ñ ïðîáëåìîé ñòðîê, íå ñîîòâåòñòâóþùèõ íèêàêèì êîððåêò-
íûì ãèïîòåçàì � îíè íå ñìîãóò êëàññèôèöèðîâàòü íè îäíîãî
ïðèìåðà, è èõ ïðèñïîñîáëåííîñòü áóäåò ðàâíà íóëþ.

Êàê æå òåïåðü âûáðàòü íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûå îñîáè?
Íàì íóæíî îòîáðàòü sN îñîáåé èç ïîïóëÿöèè ÷èñëåííîñòè N.
Íå çàáóäåì òî, î ÷¼ì ìû óæå óïîìèíàëè â � 4.2: ãëàâíàÿ áå-
äà ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ � íåäîñòàòî÷íàÿ ãèáêîñòü, êîòîðàÿ
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîïóëÿöèÿ ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì îäíîðîä-
íîé è íå ìîæåò âûáðàòüñÿ èç ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ïîýòîìó
ïðîñòî îòáèðàòü âåðõíèå sN îñîáåé ïî ôóíêöèè Fitness � íå
ñàìàÿ õîðîøàÿ èäåÿ.

Â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ îòáîðà îáû÷íî èñïîëüçóþò
îäèí èç äâóõ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìåòîäîâ. Ïåðâûé èç íèõ �
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Genetic(N,p,s,m,Fitness,Fitnessmax)

1. Ñîçäàòü N ñëó÷àéíûõ ãèïîòåç H = {h1, . . . ,hn}.
2. Äëÿ êàæäîé h ∈ H âû÷èñëèòü Fitness(h).
3. Ïîêà maxh∈H Fitness(h) < Fitnessmax:

à) H ′ = ∅.
á) Ñëó÷àéíî âûáðàòü sN ãèïîòåç èç H è äîáà-

âèòü èõ â H ′. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü âûáðàòü
ãèïîòåçó hi ∈ H ðàâíà

Pr(hi) =
Fitness(hi)∑N
j=1 Fitness(hj)

.

â) Ñëó÷àéíî âûáðàòü (1−s)p
2 ïàð ãèïîòåç èç H

ñ òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè. Äëÿ êàæäîé ïàðû
(hi,hj) çàïóñòèòü îïåðàöèþ êðîññîâåðà è äîáà-
âèòü å¼ ðåçóëüòàò â H ′.

ã) Ðàâíîìåðíî âûáðàòü mN ñëó÷àéíûõ ãèïîòåç
èç H ′ è â êàæäîé èç íèõ èíâåðòèðîâàòü ñëó-
÷àéíûé áèò.

ä) H := H ′.
å) Äëÿ êàæäîé h ∈ H âû÷èñëèòü Fitness(h).

4. Âûäàòü argmaxh∈HFitness(h).

Ðèñ. 4.6. Ïðèìåð ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà

ìåòîä ðóëåòêè (roulette wheel selection). Â ýòîì ìåòîäå ó êàæ-
äîé ãèïîòåçû ñ íåíóëåâîé ôóíêöèåé ïðèñïîñîáëåííîñòè åñòü
øàíñ áûòü âûáðàííîé, è âåðîÿòíîñòü å¼ âûæèâàíèÿ ïðîïîðöè-
îíàëüíà å¼ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè: ó êàæäîé ãèïîòåçû hi

âåðîÿòíîñòü áûòü âûáðàííîé

Pr(hi) =
Fitness(hi)∑N
j=1 Fitness(hj)

.

Ïðè ýòîì îäíà è òà æå îñîáü ìîæåò áûòü âûáðàíà íåñêîëüêî
ðàç; àëãîðèòì ïðîñòî ïðîâîäèò âûáîð ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ
â òå÷åíèå íóæíîãî ÷èñëà èòåðàöèé (sN). Ýòîò ìåòîä � îäèí
èç êëàññè÷åñêèõ, íî íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ íå òàê óæ ÷àñòî.
Âî-ïåðâûõ, òàêàÿ âûáîðêà äîñòàòî÷íî äîðîãà âû÷èñëèòåëüíî,
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à âî-âòîðûõ, îïÿòü æå, ýòîìó ìåòîäó çà÷àñòóþ íå õâàòàåò ðàç-
íîîáðàçèÿ â ïîëó÷àþùèõñÿ ãèïîòåçàõ. Âòîðóþ ïðîáëåìó ìîæíî
îò÷àñòè ðåøèòü, ïåðåéäÿ îò ìåòîäà ðóëåòêè ê ðàíãîâîìó ìåòî-
äó . Â ðàíãîâîì ìåòîäå ãèïîòåçû (îñîáè) ñíà÷àëà ñîðòèðóþòñÿ ïî
ïðèñïîñîáëåííîñòè, à çàòåì èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ æå âûáîðêà, ÷òî
è â îáû÷íîì ìåòîäå ðóëåòêè, íî âåðîÿòíîñòü áûòü âûáðàííîé ó
ãèïîòåçû ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà íå àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ å¼
ïðèñïîñîáëåííîñòè, à å¼ ðàíãó. Äàæå åñëè ãèïîòåçà äàëåêî îò-
ðûâàåòñÿ îò ñâîèõ êîíêóðåíòîâ ïî çíà÷åíèþ Fitness, ðàíãîâûé
ìåòîä âñåãî ëèøü ïîñòàâèò å¼ íà ïåðâîå ìåñòî, äåâàëüâèðóÿ ðàç-
íèöó â àáñîëþòíûõ çíà÷åíèÿõ.

Äðóãîé ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ïîäõîä ê îòáîðó � òóðíèðíûé
ìåòîä (tournament selection). Ñíà÷àëà ðàâíîìåðíî âûáåðåì äâå
ãèïîòåçû. Çàòåì ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ p

(îáû÷íî, êîíå÷íî, p > 1
2) âûæèâàåò áîëåå ïðèñïîñîáëåííàÿ, ñ

âåðîÿòíîñòüþ (1− p) � ìåíåå ïðèñïîñîáëåííàÿ ãèïîòåçà.
Äàâàéòå ïîïðîáóåì îáúåäèíèòü âñ¼ òî, ÷òî ìû äî ñèõ ïîð

èçó÷èëè, â åäèíóþ ñõåìó àëãîðèòìà. Íà ðèñ. 4.6 èçîáðàæ¼í ïðè-
ìåð ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Â í¼ì ìû èçáðàëè ìåòîä ðóëåòêè
â êà÷åñòâå ìåòîäà åñòåñòâåííîãî îòáîðà, à èíâåðòèðîâàíèå ñëó-
÷àéíîãî áèòà � â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîãî òèïà ìóòàöèé.

� 4.6. Äàðâèí, Ëàìàðê è Áîëäóèí

Êàê èçâåñòíî, Äàðâèí áûë íå åäèíñòâåííûì ó÷¼íûì, ïðåä-
ëîæèâøèì ñõåìó ýâîëþöèè. Æàí Áàòèñò Ëàìàðê1 â ñâîåé êíèãå
¾Ôèëîñîôèÿ çîîëîãèè¿, îïóáëèêîâàííîé çà ïîëñòîëåòèÿ äî Äàð-
âèíà, óæå âûñêàçûâàë îñíîâíûå èäåè ýâîëþöèîííîãî ðàçâèòèÿ
âèäîâ. Ïðè æèçíè Ëàìàðêà åãî ìûñëè íå ïîëó÷èëè ïîääåðæêè

1Æàí Áàòèñò Ïüåð Àíòóàí äå Ìîíå, øåâàëüå äå Ëàìàðê (Jean-Baptiste
Pierre Antoine de Monet, Chevalier de Lamarck, 1744�1829) � ôðàíöóçñêèé
áèîëîã, ñîçäàòåëü ïåðâîé òåîðèè áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè. Ëàìàðêè èçäàâ-
íà ñëóæèëè â àðìèè, è Æàí Áàòèñò íå ñòàë èñêëþ÷åíèåì: îí ïðîÿâèë
íåäþæèííóþ õðàáðîñòü âî âðåìÿ Ñåìèëåòíåé âîéíû. Îäíàêî êîãäà îäèí
èç ñîñëóæèâöåâ, èãðàÿ, ïðèïîäíÿë åãî çà ãîëîâó (ïîõîæå, àðìèÿ âåçäå îäè-
íàêîâà...), ó íåãî ñëó÷èëîñü âîñïàëåíèå â ëèìôàòè÷åñêèõ óçëàõ øåè, è íà
ýòîì âîåííàÿ êàðüåðà Ëàìàðêà çàêîí÷èëàñü. Ãëàâíûé åãî òðóä � ¾Ôèëîñî-
ôèÿ çîîëîãèè¿ (1809); òàì îí è èçëîæèë ñâîè ýâîëþöèîííûå èäåè. Êñòàòè,
â äðóãîé ðàáîòå, ¾Ãèäðîãåîëîãèè¿ (1802), Ëàìàðê ïðèäóìàë âïîñëåäñòâèè
ïðèæèâøèéñÿ òåðìèí ¾áèîëîãèÿ¿.
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ñðåäè íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà. Âñïîìíèëè î í¼ì òîëüêî ïîñëå âû-
õîäà â ñâåò êíèãè Äàðâèíà, êîãäà ðåàëüíîãî íàó÷íîãî çíà÷åíèÿ
åãî èäåè óæå íå èìåëè � âñå èçâåñòíûå ôàêòû óêàçûâàëè íà òî,
÷òî ïðàâ áûë Äàðâèí, à íå Ëàìàðê.

Îñíîâíîé èäååé Ëàìàðêà áûëî òî, ÷òî îðãàíèçìû èçìåíÿþò-
ñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì îêðóæàþùåé ñðåäû è óñëîâèé èõ æèçíåäå-
ÿòåëüíîñòè, ïðè÷¼ì, â îòëè÷èå îò äàðâèíîâñêîé òåîðèè, îñîáè
ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â òå÷åíèå ñâîåé æèçíè, à íå òîëüêî íà ãåíåòè-
÷åñêîì óðîâíå. Ãðóáî ãîâîðÿ, êèïëèíãîâñêèé ñëîí¼íîê äàæå áåç
ïîìîùè êðîêîäèëà äåéñòâèòåëüíî ìîã áû çà ñâîþ æèçíü ÷óòü-
÷óòü âûòÿíóòü õîáîò, ýòî áû ïåðåäàëîñü åãî äåòÿì, òå âûòÿíóëè
áû õîáîòû åù¼ ÷óòü-÷óòü, è ðàíî èëè ïîçäíî îíè áû ýâîëþöè-
îíèðîâàëè â ñîâðåìåííûõ ñëîíîâ. Ó Äàðâèíà æå äëèíà õîáîòà
ñëîí¼íêà çàäàíà ãåíåòè÷åñêè è â òå÷åíèå æèçíè íå ìåíÿåòñÿ,
çàòî ñëîíû ñ äëèííûìè õîáîòàìè ÷àùå âûæèâàþò, ïðèâëåêàþò,
ðàçóìååòñÿ, ïîâûøåííîå âíèìàíèå ñëîíèõ è â ðåçóëüòàòå íà÷è-
íàþò äîìèíèðîâàòü ñðåäè ïîòîìñòâà.

Õîòÿ òåîðèÿ Ëàìàðêà íå âûäåðæèâàåò áèîëîãè÷åñêîé êðèòè-
êè1, êòî ñêàçàë, ÷òî îíà ñîâñåì áåñïîëåçíà äëÿ èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà? Ôàêòè÷åñêè, âñå ïðîãðàììû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ,
êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ � ýòî ëàìàð-
êèàíñêèå âèäû, êîòîðûå îáó÷àþòñÿ ïî õîäó æèçíè, à íå òîëüêî
ïîñðåäñòâîì åñòåñòâåííîãî îòáîðà. È â ðàìêàõ îáùåé ïàðàäèãìû
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ìû òîæå ìîæåì ñîâìåñòèòü åñòåñòâåí-
íûé îòáîð (åãî èäåþ Ëàìàðê, êñòàòè, òîæå âûäâèíóë � âûæè-
âàþò òå ñëîíÿòà, êîòîðûå ñóìåëè âûòÿíóòü õîáîò ìàêñèìàëüíî
äàëåêî) ñ îáó÷åíèåì ¾on-the-�y¿.

Äëÿ ýòîãî íóæíî áóäåò â êà÷åñòâå ãèïîòåç (îñîáåé ïîïóëÿ-
öèè) èñïîëüçîâàòü êàêîé-íèáóäü èç àïïàðàòîâ ìàøèííîãî îáó-
÷åíèÿ, è îáó÷àòü êàæäîå èõ ïîêîëåíèå íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.
Îáû÷íî â êà÷åñòâå òàêîãî àïïàðàòà ïðèìåíÿþò íåéðîííûå ñå-
òè: ïîìèìî ïðî÷åãî, èõ åù¼ è ëåãêî îáó÷èòü ¾÷óòü-÷óòü¿, òàê,

1Ñòîèò, ïðàâäà, îòìåòèòü, ÷òî ýâîëþöèÿ ïî Ëàìàðêó áûâàëà è îáùåïðè-
çíàííîé, à êðèòèêå ïîäâåðãàëèñü ñîâåðøåííî äðóãèå ëþäè. Òðîôèì Äåíèñî-
âè÷ Ëûñåíêî ïðÿìî òàê è ãîâîðèë â ðå÷è, êîòîðàÿ óæå öèòèðîâàëàñü â ýïè-
ãðàôå: ¾Ìû, ïðåäñòàâèòåëè ñîâåòñêîãî ìè÷óðèíñêîãî íàïðàâëåíèÿ, óòâåð-
æäàåì, ÷òî íàñëåäîâàíèå ñâîéñòâ, ïðèîáðåòàåìûõ ðàñòåíèÿìè è æèâîòíûìè
â ïðîöåññå èõ ðàçâèòèÿ, âîçìîæíî è íåîáõîäèìî¿.
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÷òîáû ¾ãåíåòè÷åñêèé êîä¿ íå ïîòåðÿëñÿ îò îáó÷åíèÿ; à, íàïðè-
ìåð, äåðåâüÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà ID3
âñå áûëè áû íà îäíî ëèöî.

Äðóãàÿ ìûñëü, òàêæå ïðèøåäøàÿ â èñêóññòâåííûé èíòåë-
ëåêò èç ãåíåòèêè � òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò Áîëäóèíà .1 Îí
ñâÿçàí ñî ñïîñîáíîñòüþ îðãàíèçìà îáó÷àòüñÿ â òå÷åíèå æèç-
íè. Êàê ïîâëèÿåò òàêàÿ ñïîñîáíîñòü íà ýâîëþöèþ? Îíà ñìî-
æåò ¾ñãëàäèòü¿ çàâèñèìîñòü ïðèñïîñîáëåííîñòè îò ãåíîòèïà:
÷åì ëó÷øå îáó÷àåòñÿ îñîáü, òåì ìåíüøå îíà çàâèñèò îò ãåíîòèïà.
Íàïðèìåð, ÷åëîâåê â ïðîöåññå ñâîåé æèçíè îáó÷àåòñÿ ñòîëüêèì
ðàçíûì âåùàì, ÷òî â èòîãå îò ãåíîòèïà êîíêðåòíîãî ÷åëîâåêà
çàâèñèò â åãî æèçíè î÷åíü ìàëî, è ñîâåðøåííî íå ïîíÿòíî, êà-
êèå ìóòàöèè ìîãóò îêàçàòüñÿ äëÿ ÷åëîâåêà áëàãîïðèÿòíûìè è
áûòü çàêðåïë¼ííûìè åñòåñòâåííûì îòáîðîì � ïî âñåé âèäèìî-
ñòè, åñòåñòâåííûé îòáîð â åãî äàðâèíîâñêîì ñìûñëå äëÿ ÷åëî-
âåêà ñèëüíî çàìåäëèëñÿ.

Áîëäóèíîâñêèé ýôôåêò íå ÿâëÿåòñÿ, êàê ìîæåò ïîêàçàòü-
ñÿ, ðàçâèòèåì ëàìàðêèàíñêèõ èäåé. Ïðèîáðåò¼ííûå â ðåçóëüòàòå
îáó÷åíèÿ íàâûêè íå ïåðåäàþòñÿ ïî íàñëåäñòâó. Ñëîíÿòà ó÷àò-
ñÿ âûòÿãèâàòü õîáîò, ÷òîáû äîñòàòü åäó, íî îò ýòîãî èõ õîáîòû
íå ñòàíîâÿòñÿ äëèííåå. Îäíàêî îáó÷åíèå äåëàåò èõ áîëåå ïðè-
ñïîñîáëåííûìè ê îêðóæàþùåé ñðåäå è äà¼ò ïîïóëÿöèè ñëîíîâ
âðåìÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçâèòü ó ñåáÿ äëèííûé õîáîò ñóãóáî
äàðâèíîâñêèìè ìåòîäàìè [123].

Ïðèìåíèòåëüíî ê èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ýôôåêò Áîë-
äóèíà âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî â åñòåñòâåííîì îòáîðå ó÷àñòâóþò
îáó÷àþùèåñÿ îñîáè, ïðè÷¼ì èõ ñïîñîáíîñòü ê îáó÷åíèþ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì åñòåñòâåííîãî îòáîðà.

Ïðèìåð 4.2. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ýôôåêòîì Áîëäóèíà

Îïèøåì êîíêðåòíóþ (âïðî÷åì, îïèøåì ìû å¼ â äîñòàòî÷íî îáùåì
âèäå, áåç ýëåìåíòîâ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè) ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ãåíå-
òè÷åñêîãî àëãîðèòìà (îñíîâíûõ åãî îïåðàöèé) íà íåéðîííûõ ñåòÿõ, â
îñíîâíîì ñëåäóÿ [151].

Êàæäûé ýëåìåíò ïîïóëÿöèè � íåéðîííàÿ ñåòü ãëóáèíû 2 ñ N âõî-
äàìè, M íåéðîíàìè íà ñêðûòîì óðîâíå è N íåéðîíàìè íà âûõîäå.

1Íà ñàìîì äåëå åãî íåçàâèñèìî è ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî � â 1896
ãîäó � îòêðûëè Áîëäóèí (Baldwin), Ìîðãàí (Morgan) è Îñáîðí (Osborn).
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Òàêèì îáðàçîì, ó òàêîé îñîáè îáðàçóþòñÿ (N + 1)M + (M + 1)N ãå-
íîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåñàì íåéðîííîé ñåòè (¾ïëþñ åäèíèöû¿ îáðà-
çóþòñÿ ïîòîìó, ÷òî ó êàæäîãî íåéðîíà åñòü åù¼ âåñ w0, äîáàâëÿþùèé
êîíñòàíòó ê âçâåøåííîé ñóììå âõîäîâ � ñì. Ãëàâó 3). Áîëåå òîãî, ó
êàæäîé îñîáè åñòü åù¼ ñòîëüêî æå áèíàðíûõ ãåíîâ (ãåíîâ ïëàñòè÷-

íîñòè), êîòîðûå îïðåäåëÿþò, ìîæåò ëè ñîîòâåòñòâóþùèé âåñ èçìå-
íÿòüñÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ èëè íåò.

Êàæäàÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â òå÷åíèå
ïåðâîé ÷àñòè èìåþùèåñÿ îñîáè îáó÷àþòñÿ íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ; ïðè
ýòîì îáó÷åíèå ó÷èòûâàåò òàêæå ãåíû ïëàñòè÷íîñòè: äëÿ âåñà w îáó-
÷åíèå ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå

∆w = −ηp
∑
v∈V

∂Ev(w)

∂w
,

ãäå η � ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ, V � òåñòîâûå ïðèìåðû, Ev � ôóíêöèÿ
îøèáêè, à p � ýòî êàê ðàç ñîîòâåòñòâóþùèé âåñó w ãåí ïëàñòè÷íî-
ñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýòîò ãåí ðàâåí 1, òî âåñ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â
ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, à åñëè îí ðàâåí 0, òî âåñ íà ïðîòÿæåíèè îáó÷åíèÿ
îñòàíåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Íà âòîðîì ýòàïå îáó÷åííûå íåéðîííûå ñåòè ó÷àñòâóþò â ãåíåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèÿõ. Ýòè îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ôóíêöèåé ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè

Fitness = 1.0−
1

N2N

∑
v∈V

N−1∑
i=0

(Outv,i − Targetv,i)
2,

ãäå Targetv,i � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà i-ì âûõîäå ñåòè â v-ì
òåñòîâîì ïðèìåðå, à Outv,i � ðåàëüíûé âûõîä i-ãî âûõîäíîãî íåéðîíà
ñåòè.

Îòáîð è ðàçìíîæåíèå â [151] âåëèñü î÷åíü ïðîñòûì ñïîñîáîì: íàè-
õóäøàÿ îñîáü ïîïóëÿöèè çàìåíÿëàñü êîïèåé íàèëó÷øåé îñîáè. Ìîæíî
áûëî áû çàìåíÿòü íåñêîëüêî õóäøèõ íà íåñêîëüêî ëó÷øèõ èëè âñ¼-
òàêè èñïîëüçîâàòü áîëåå òðàäèöèîííûå ìåòîäû; ñ äðóãîé ñòîðîíû,
áîëüøàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü êàæäîé èòåðàöèè (íóæíî îáó-
÷èòü êàæäóþ îñîáü) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ïîïóëÿöèè äîëæíî áûòü
íå òàê óæ ìíîãî îñîáåé. Âîçìîæíî, ñ ó÷¼òîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà
âûáîð àâòîðîâ [151] äåéñòâèòåëüíî îïòèìàëåí.

Ãëàâíàÿ èçìåí÷èâîñòü â ýòîì ïðèìåðå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¼ò ìóòà-
öèé. Ìóòàöèè áûâàþò äâóõ âèäîâ. Ìóòàöèè âåñîâ íåéðîííîé ñåòè èç-
ìåíÿþò ñëó÷àéíî âûáðàííûé âåñ íà ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå, ðàâíîìåðíî
âûáðàííîå èç çàäàííîãî èíòåðâàëà [−d,d]. Ìóòàöèè ãåíîâ ïëàñòè÷íî-
ñòè � îáû÷íîå èíâåðòèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî áèòà.
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Íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëàìàðêèàíñêèé ïîäõîä äà¼ò
íåïëîõèå ñåòè äîñòàòî÷íî áûñòðî, â òî âðåìÿ êàê áîëäóèíîâñêèé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñåòè áîëåå âûñîêîãî êà÷åñòâà, íî
ìåäëåííåå. Åñëè ó çàäà÷è íåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ, è ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíî áûñò-
ðî, òî ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ëàìàðêèàíñêóþ ñòðàòåãèþ; â îáùåì
æå ñëó÷àå ñ çàäà÷åé ëó÷øå ñïðàâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ýôôåêòå Áîëäóèíà [28].

� 4.7. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû íà äåðåâüÿõ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, â
êîòîðûõ ýëåìåíòàìè ïîïóëÿöèè ÿâëÿëèñü áèòîâûå ñòðîêè. Îä-
íàêî ýòî îòíþäü íå åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå êîäèðîâàíèå, äëÿ
êîòîðîãî ìîæíî ââåñòè ðàçóìíûå îïåðàöèè êðîññîâåðà è ìóòà-
öèé. Òàê, íàïðèìåð, ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì, êàê îïðåäåëÿòü ãå-
íåòè÷åñêèå îïåðàöèè íà äåðåâüÿõ, è óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî âïîëíå
âîçìîæíî è òîëüêî íåìíîãèì ñëîæíåå, ÷åì ãåíåòè÷åñêèå îïå-
ðàöèè íà ñòðîêàõ áèòîâ. Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ðàçîâü¼ì
èäåþ ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � îñíîâíîãî ïðèìåðà ãå-
íåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ íà äåðåâüÿõ, à â ýòîì ïàðàãðàôå îãðà-
íè÷èìñÿ áîëåå îáùåé ñèòóàöèåé.

Êàê ìû óæå çíàåì, äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì, íóæíî óìåòü âûïîëíÿòü èíèöèàëèçàöèþ, êðîññîâåð è
ìóòàöèè, à òàêæå âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè îñî-
áåé. Ñ ôóíêöèåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ìû ñåé÷àñ èìåòü äåëî íå
áóäåì � îíà âñ¼ ðàâíî çàâèñèò â ïåðâóþ î÷åðåäü îò êîíêðåò-
íîé çàäà÷è è ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Çàòî ïîäðîáíî ðàññìîòðèì
âñå îñòàëüíûå îïåðàöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî îñîáÿìè â ïîïóëÿöèè âû-
ñòóïàþò äåðåâüÿ.

Èíèöèàëèçàöèÿ îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ïîðîäèòü äåðåâî. Åñòü ðàçíûå ñïîñîáû ïîðîæäàòü ñëó-
÷àéíûå äåðåâüÿ. Îáû÷íî ãëàâíàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ íå â
òîì, ÷òîáû ïîðîäèòü äåðåâî õîòü êàê-íèáóäü (ñ ýòèì ïðîáëåì
íåò), à â òîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ïîðîæ-
ä¼ííûõ äåðåâüÿõ áûëî ðàâíîìåðíûì, ò.å., â ÷àñòíîñòè, ÷òîáû ó
ëþáîãî äåðåâà áûë øàíñ ñòàòü ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà ïîðîæäå-
íèÿ. Ýòè çàäà÷è ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â êíèãå [4], à ðàáîòà [3]
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ñîäåðæèò îïèñàíèå (äîñòàòî÷íî íåñëîæíîãî) ëèíåéíîãî àëãî-
ðèòìà ïîðîæäåíèÿ äåðåâüåâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòüñÿ
ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Êàê ïðàâèëî, ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîðîæäåíèÿ äåðå-
âüåâ (íå çàáóäåì, ÷òî íà ïðàêòèêå ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ðàçíûå
äåðåâüÿ: áèíàðíûå, òåðíàðíûå, ïðîèçâîëüíûå, ëåñà èç äåðåâüåâ
òîãî èëè èíîãî òèïà è ò.ä.) ðàáîòàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñî-
çäà¼òñÿ íåêèé ÿçûê è óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè ýòîãî ÿçûêà è äåðåâüÿìè òðåáóåìî-
ãî òèïà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïîðîæäåíèÿ äåðåâà ñâîäèòñÿ
ê ïðîáëåìå âûáîðà ñëó÷àéíîãî ñëîâà èç ýòîãî ÿçûêà � à äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî íàáðàñûâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì áóêâû ñîîò-
âåòñòâóþùåãî àëôàâèòà. Ðàáîòà [3] èìåííî ïî òàêîìó ïðèíöèïó
è ïîñòðîåíà. Îäíàêî äëÿ íàøèõ öåëåé ìîæíî íå óãëóáëÿòüñÿ
â ýòè òîíêîñòè; äîñòàòî÷íî äàæå ñàìîãî òðèâèàëüíîãî àëãîðèò-
ìà. Åäèíñòâåííàÿ ìåëî÷ü, êîòîðóþ ñòîèò ó÷èòûâàòü � òîò ôàêò,
÷òî äåðåâüÿ ó íàñ áóäóò ñ ìåòêàìè, è ìåòêà âåðøèíû áóäåò îïðå-
äåëÿòü ÷èñëî ïîòîìêîâ ó ýòîé âåðøèíû.

Ïîýòîìó ãåíåðèðîâàòü äåðåâüÿ áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé íàáîð ìåòîê

L = L0 ∪ L1 ∪ . . . ∪ Ls,

ãäå â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Li íàõîäÿòñÿ ìåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
÷èñëó ïîòîìêîâ ó âåðøèí, â êîòîðûõ îíè äîëæíû ñòîÿòü. Çàòåì,
íà÷àâ ñ îäíîé âåðøèíû, âûáåðåì åé ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåòêó
l ∈ L è äîáàâèì ñîîòâåòñòâóþùåå ìåòêå êîëè÷åñòâî åù¼ íå ïîìå-
÷åííûõ ïîòîìêîâ. À çàòåì áóäåì èòåðèðîâàòü ïî íåïîìå÷åííûì
ïîòîìêàì äî òåõ ïîð, ïîêà òàêîâûå íå çàêîí÷àòñÿ.

Ó ýòîãî àëãîðèòìà òîëüêî îäèí íåäîñòàòîê: ¾òàêîâûå¿ íå
çàêîí÷àòñÿ íèêîãäà. Åñëè òîëüêî íóëüàðíûõ (òåðìèíàëüíûõ )
âåðøèí íå çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì îñòàëüíûõ, àëãîðèòì áóäåò
ïîñòîÿííî ïðîèçâîäèòü íîâûå è íîâûå óðîâíè äåðåâà.

Ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèì ïðîñòî: äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü ãëóáèíó
äåðåâà. Èíûìè ñëîâàìè, íà íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíå
dmax ìû áóäåì âûáèðàòü ìåòêè âåðøèí íå èç âñåãî L, à èç L0.
Òîãäà äåðåâî áóäåò ãàðàíòèðîâàííî îãðàíè÷åííûì. Â ïðèëîæå-
íèè ê ãåíåòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ îãðàíè÷åíèå ãëóáèíû,
êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçóìíûì: ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
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àïðèîðíîå îãðàíè÷åíèå ãëóáèíû, èëè ðåøåíèå ñ òîé èëè èíîé
ãëóáèíîé ìîæåò áûòü óæå èçâåñòíî, à õî÷åòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñ
ìåíüøåé ãëóáèíîé (òî åñòü äå-ôàêòî áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì).

Êðîññîâåð íà äåðåâüÿõ ïðèíöèïèàëüíî î÷åíü ïîõîæ íà êðîñ-
ñîâåð íà ñòðîêàõ. Êàê è â òîì ñëó÷àå, íóæíî âûáðàòü ñëó÷àéíóþ
ïîçèöèþ (â äàííîì ñëó÷àå � ñëó÷àéíûé óçåë). Çàòåì íóæíî ðàç-
áèòü êàæäîå èç äâóõ ó÷àñòâóþùèõ äåðåâüåâ íà äâå ÷àñòè: ÷àñòü
ñ êîðíåì â âûáðàííîì óçëå è äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç èñõîäíîãî
óäàëåíèåì ýòîãî óçëà, à çàòåì îáìåíÿòüñÿ ïîääåðåâüÿìè.

Ìóòàöèè, êàê îáû÷íî, � ñàìàÿ ñëîæíàÿ, íî âìåñòå ñ òåì
è ñàìàÿ ïëîäîòâîðíàÿ äëÿ äàëüíåéøèõ ïîèñêîâ ÷àñòü êîíñòðóê-
öèè. Óñïåõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, çàâè-
ñèò îò ìóòàöèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èä¼ò îá àëãîðèòìàõ íà äå-
ðåâüÿõ, ïðîñòåéøåé ìóòàöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé èçìåíåíèþ îä-
íîãî áèòà â áèòîâîé ñòðîêå, áûëî áû èçìåíåíèå îäíîé ìåòêè â
îäíîì óçëå äåðåâà. Áåäà â òîì, ÷òî ñ èçìåíåíèåì ìåòêè ìîæåò
èçìåíèòüñÿ ÷èñëî ïîòîìêîâ, êîòîðîå äîëæíî áûòü ó ýòîãî óçëà,
èëè èõ õàðàêòåð.

Îñíîâíûõ âàðèàíòîâ äâà. Ïåðâûé � èçìåíÿòü òó èëè èíóþ
ìåòêó òîëüêî íà ìåòêó ñ òåì æå ÷èñëîì ïîòîìêîâ. Íî åñëè, íà-
ïðèìåð, â ÿçûêå åñòü òîëüêî îäíà ìåòêà ñ òðåìÿ ïîòîìêàìè,
òî îíà óæå íèêîãäà íå ìóòèðóåò. Äðóãîé, ÷àùå óïîòðåáëÿåìûé,
ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðè ìóòàöèè íàðàùèâàòü íîâîå ñëó-
÷àéíîå äåðåâî èç ìóòèðîâàâøåãî óçëà. Ïðè ýòîì ìóòàöèè ñòà-
íîâÿòñÿ äîñòàòî÷íî ðàäèêàëüíûìè � åñëè, íàïðèìåð, ìóòèðóåò
êîðåíü äåðåâà (âîò óæ â ñàìîì áóêâàëüíîì ñìûñëå ðàäèêàëüíàÿ
ìóòàöèÿ!), òî äåðåâî ïðîñòî ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèì.

� 4.8. Ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå � ðåàëèçàöèÿ äàâíåé ìå÷-
òû âñåõ ïðîãðàììèñòîâ: çàñòàâèòü êîìïüþòåð ñàìîãî ñåáÿ ïðî-
ãðàììèðîâàòü. Î òîì, êàê ðåøàòü çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíûõ
ïðîãðàìì è àëãîðèòìîâ ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà äàðâèíîâ-
ñêîì åñòåñòâåííîì îòáîðå, ó÷¼íûå çàäóìàëèñü äîñòàòî÷íî äàâíî;
âî âñÿêîì ñëó÷àå, óæå Àëàí Òüþðèíã â ñâî¼ì ïðîãðàììíîì ýññå
¾Óìíûå ìàøèíû¿ (¾Intelligent Machines¿) ïèñàë (ìû öèòèðóåì
Òüþðèíãà ïî [98]):
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Åñòü è ãåíåòè÷åñêèé, èëè ýâîëþöèîííûé, ïîèñê,
ïðè êîòîðîì èùåòñÿ êîìáèíàöèÿ ãåíîâ, à êðè-
òåðèåì ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü âûæèâàåìîñòè. Óäèâè-
òåëüíûé óñïåõ òàêîãî ïîèñêà äî íåêîòîðîé ñòåïå-
íè ïîäòâåðæäàåò, ÷òî èíòåëëåêòóàëüíàÿ äåÿòåëü-
íîñòü ñîñòîèò â îñíîâíîì èç ðàçëè÷íûõ âèäîâ ïî-
èñêà¿.

À â ñòàòüå, âûøåäøåé â 1950 ãîäó, Òüþðèíã óæå íàïðÿìóþ
çàêëàäûâàåò îñíîâû ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Ìû íå ìîæåì îæèäàòü, ÷òî íàéä¼ì õîðîøóþ ìà-
øèíó ñ ïåðâîé ïîïûòêè. Íóæíî ïîýêñïåðèìåíòè-
ðîâàòü ñ îáó÷åíèåì îäíîé òàêîé ìàøèíû è ïî-
ñìîòðåòü, êàê õîðîøî îíà îáó÷àåòñÿ. Çàòåì ìîæ-
íî ïîïðîáîâàòü äðóãóþ è âûÿñíèòü, ëó÷øå îíà
èëè õóæå. Åñòü î÷åâèäíàÿ ñâÿçü ìåæäó ýòèì ïðî-
öåññîì è ýâîëþöèåé, âåäü ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñòðóêòóðó ìàøèíû ñ ãåíåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì,
èçìåíåíèÿ â íåé ñ ìóòàöèÿìè, à åñòåñòâåííûé îò-
áîð � c ñóæäåíèåì ýêñïåðèìåíòàòîðà.

Ïîñëå Òüþðèíãà ýòó ìûñëü íàäîëãî îñòàâèëè. Â 1975 ãîäó
Äæîí Õîëëàíä1 â ñâîåé çíàìåíèòîé êíèãå ¾Àäàïòàöèÿ â åñòå-
ñòâåííûõ è èñêóññòâåííûõ ñèñòåìàõ¿ [66] âíîâü âåðíóëñÿ ê ýòîé
ìûñëè, íî îíà òðåáîâàëà ñëèøêîì áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ, â òî âðåìÿ íåäîñòóïíûõ. Óæå â äåâÿíîñòûå ãîäû ïðî-
øëîãî âåêà îäíèì èç îñíîâíûõ èññëåäîâàòåëåé, ðàáîòàþùèõ â
ýòîé îáëàñòè, ñòàë Äæîí Êîçà (John Koza), äëÿ êîòîðîãî ãå-
íåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñòàëî äåëîì âñåé íàó÷íîé æèç-
íè [94�98].

Àæèîòàæ, âîçíèêøèé âîêðóã ýòîãî íàïðàâëåíèÿ, îñíîâàí îò-
íþäü íå íà ïóñòîì ìåñòå. Ó ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
óæå åñòü óñïåõè, êîòîðûå ïðåêðàñíî óêëàäûâàþòñÿ â ¾ñòàòóò¿
èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà: ïðè ïîìîùè ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ êîìïüþòåð óæå ñìîã ïðèäóìàòü íåñêîëüêî íîâûõ,
áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ èçâåñòíûõ çàäà÷. Ïî
èòîãàì ðàáîò Äæîíà Êîçû è åãî ñîàâòîðîâ áûëè äàæå ïîäàíû

1Äæîí Õîëëàíä (John Holland, ð. 1929) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê. Îí
ñ÷èòàåòñÿ ¾îòöîì¿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.
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äâå ïàòåíòíûå çàÿâêè íà èçîáðåòåíèÿ, ñîâåðø¼ííûå êîìïüþòå-
ðîì!1

Èòàê, ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Åãî ñóòü â òîì, ÷òî
ýëåìåíòàìè ïîïóëÿöèè ñòàíîâÿòñÿ íå áèòîâûå ñòðîêè, à ïðî-
ãðàììû, îáû÷íî ïðåäñòàâëåííûå â âèäå äåðåâüåâ. Â óçëàõ äå-
ðåâüåâ íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè, à â èõ ïîòîìêàõ � àðãóìåíòû ýòèõ
ôóíêöèé. Çäåñü íàì î÷åíü ïðèãîäèòñÿ ïðåäûäóùèé ïàðàãðàô,
âåäü ìû íàõîäèìñÿ òî÷íî â òîé ñèòóàöèè, êîòîðàÿ áûëà òàì
îïèñàíà: àðíîñòü ôóíêöèé ñòðîãî çàäà¼ò ÷èñëî ïîòîìêîâ ó âåð-
øèí äåðåâà. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ â ãåíåòè÷å-
ñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè î÷åíü ïîõîæå íà îäèí èç ôóíêöèîíàëü-
íûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íåäàðîì Äæîí Êîçà èçáðàë äëÿ
èëëþñòðàöèé â ñâîåé ïåðâîé êíèãå ÿçûê LISP äàæå äëÿ ñîá-
ñòâåííî ðåàëèçàöèè ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íå òîëü-
êî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Ìû ïîäðîáíåå ïîãîâîðèì îá
ýòîì â � 4.10, à ïîêà îãðàíè÷èìñÿ áîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì, íà
êîòîðîì ïðîäåìîíñòðèðóåì îñíîâíûå èäåè ãåíåòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ïðîãðàììà
âû÷èñëÿëà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ýòî áóäåò
ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé x2 − 1. Îïèøåì êîíñòðóêöèþ
ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé äîëæåí áóäåò íàéòè ýòó ïðî-
ãðàììó.

Ïðåæäå âñåãî íóæíî îïèñàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èç êîòî-
ðûõ áóäåò ñîñòîÿòü ïðîãðàììà. Ïóñòü ìû çàðàíåå çíàåì, ÷òî íà-
øà öåëü � âû÷èñëèòü íåêóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ; òîãäà
ìû ìîæåì èçíà÷àëüíî îãðàíè÷èòüñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè +, −, ∗, /, %. Â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, îíè
æå êîíñòàíòû è ïåðåìåííûå, îíè æå íóëüàðíûå ôóíêöèè, áóäóò
âûñòóïàòü ïåðåìåííàÿ x è ÷èñëåííûå êîíñòàíòû îò −5 äî 5. Íà
ðèñ. 4.7 èçîáðàæåíû âîçìîæíûå ýëåìåíòû íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè
ïðîãðàìì ñ òàêèìè ôóíêöèÿìè (îãðàíè÷èìñÿ äåðåâüÿìè ãëóáè-
íîé íå áîëåå òð¼õ), à ðèñ. 4.8 ïîêàçûâàåò, êàê ïðîèñõîäèò ïîñëå-
äîâàòåëüíîå ¾âûðàùèâàíèå¿ ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ïîïóëÿöèè.
Êàê òîëüêî äîñòèãíóòà ïðåäåëüíàÿ ãëóáèíà äåðåâà, ñëó÷àéíûé
âûáîð íà ïîñëåäíåì óðîâíå ïðîèñõîäèò òîëüêî èç òåðìèíàëü-
íûõ ñèìâîëîâ.

1Ïîäðîáíîñòè � íà http://www.genetic-programming.org.
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Ðèñ. 4.7. Âîçìîæíûå ýëåìåíòû ïîïóëÿöèè:
à) x/3+ 5; á ) 0; â) x8; ã) x/3+ 5+ 2x

Êðîññîâåð íà äåðåâüÿõ ìû áóäåì ïðîâîäèòü òàê, êàê óêà-
çûâàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå: â ó÷àñòâóþùèõ â êðîññîâåðå
äåðåâüÿõ ìû áóäåì âûáèðàòü äâà óçëà, à çàòåì ìåíÿòü ìåñòà-
ìè ïîääåðåâüÿ, ¾ðàñòóùèå¿ èç ýòèõ óçëîâ. Â êà÷åñòâå ìóòàöèé
ïðèìåì ñõåìó, êîòîðàÿ âûáèðàåò ñëó÷àéíûé óçåë, à çàòåì ¾âû-
ðàùèâàåò¿ èç íåãî íîâîå ñëó÷àéíîå ïîääåðåâî.

Îñòà¼òñÿ òîëüêî îäèí âîïðîñ � êàê æå îöåíèâàòü îñîáåé ïî-
ïóëÿöèè? ×òî ïðèíÿòü çà ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè?

Ïîñêîëüêó ìû õîòèì íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ, äî-
ñòàòî÷íî ëîãè÷íûì âûãëÿäèò ïðèíÿòü çà ìåðó êà÷åñòâà íàøå-
ãî ïðèáëèæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ðàçíèöó ìåæäó íåé è öåëåâîé
ôóíêöèåé. Ðîëü òàêîé ðàçíèöû ìîæåò ñûãðàòü, íàïðèìåð, èí-
òåãðàë ìîäóëÿ ðàçíîñòè ìåæäó íàøåé ôóíêöèåé è öåëåâîé; à
÷òîáû èíòåãðàë ýòîò íå áûë âñåãäà áåñêîíå÷íûì, íàì ïðèä¼òñÿ
ëèáî îãðàíè÷èòüñÿ êàêèì-íèáóäü îòðåçêîì, ëèáî ââåñòè äîñòà-
òî÷íî áûñòðî óáûâàþùèå âåñà (ÿäðà èíòåãðàëîâ), ÷òîáû âñå èí-
òåãðàëû ñõîäèëèñü. Ìû äëÿ ïðîñòîòû âîçüì¼ì îòðåçîê [−5; 5] è
áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü èíòåãðàë ïî íåìó.
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Ðèñ. 4.8. Ñëó÷àéíîå ïîðîæäåíèå äåðåâà ïðîãðàììû

Äëÿ êðîññîâåðà íà êàæäîì øàãå ìû áóäåì ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì âûáèðàòü èç ÷åòûð¼õ îñîáåé â ïîïóëÿöèè äâå ïàðû. Â
êà÷åñòâå îòáîðà áóäåì áðàòü ëó÷øèå ÷åòûðå ¾ïðîãðàììû¿ èç
ïîëó÷àþùèõñÿ; ìóòàöèè áóäåì ïðèìåíÿòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ê îäíîìó èç ÷åòûð¼õ ïîòîìêîâ.

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ñõåìó ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ
ó÷¼òîì âñåãî âûøåñêàçàííîãî è âñåãî îïèñàííîãî â � 4.7. Íàøà
öåëü � ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ x2 − 1. Íà÷í¼ì ñ
ôóíêöèé, óæå ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 4.7:

x/3+ 5, 0, x8, 7x/3+ 5.

Ïåðâûé öèêë àëãîðèòìà ïîêàçàí íà ðèñ. 4.9. Íà ïåðâîì øàãå
áóäåì ñêðåùèâàòü ïåðâóþ îñîáü ñ ÷åòâ¼ðòîé, à âòîðóþ � ñ òðå-
òüåé. Âûáåðåì ñëó÷àéíûå âåòâè, êîòîðûå êðîññîâåð áóäåò çà-
ìåíÿòü äðóã íà äðóãà (îíè ïîêàçàíû ñâåðõó ÷¼ðíûì, à îñòàòîê
äåðåâà � ñåðûì).

Â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ ïîëó÷àòñÿ îñîáè, èçîáðàæ¼ííûå
íà ðèñ. 4.9 âî âòîðîé ñòðîêå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî òðåòüÿ
îñîáü â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ ñ íóë¼ì ñëó÷àéíî îêàçàëàñü
òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, õîòÿ îíà âñ¼ åù¼ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äîñòàòî÷íî áîëüøîå äåðåâî. Çäåñü ìîæíî áûëî áû ¾ïðîïàãèðî-
âàòü¿, ïåðåäàòü íîëü ñíèçó ââåðõ (ìû æå çíàåì, ÷òî 0∗x = 0), íî
ìîæíî è îñòàâèòü äåðåâî êàê åñòü � âäðóã îíî íå óìð¼ò íà ýòà-
ïå îòáîðà è ïîòîì åù¼ ïðèãîäèòñÿ. Ìû äëÿ ïðîñòîòû (÷òîáû íå
îïðåäåëÿòü ôîðìàëüíî ïðàâèëà ¾ïðîïàãàöèè íóëåé¿ è ïðî÷èõ
óïðîùåíèé) áóäåì îñòàâëÿòü äåðåâüÿ â ïîêîå.
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Çàòåì ïðèìåíèì ìóòàöèþ ê îäíîìó èç ïîòîìêîâ; ìóòàöèÿ
ñîñòîèò â âûðàùèâàíèè ñëó÷àéíîãî äåðåâà è çàìåíîé íà íåãî
ñëó÷àéíîé âåòâè äåðåâà. Â ðåçóëüòàòå ó íàñ (ñ ó÷¼òîì íà÷àëü-
íûõ) ïîëó÷èëèñü âîñåìü îñîáåé, ðåàëèçóþùèõ ñëåäóþùèå âî-
ñåìü ôóíêöèé:

x/3+ 5, 0, x8, 5+ 7x/3,

2x+ 5, x4, 0, 5− 2x/3.

Íà ýòàïå îòáîðà ìû äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé f(x) ïîäñ÷èòà-
åì èíòåãðàë ìîäóëÿ ðàçíîñòè ìåæäó f(x) è öåëåâîé ôóíêöèåé:

Fitness(f) =

∫5

−5

∣∣∣f− x2 + 1
∣∣∣dx.

Ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå (ïðèáëèæ¼ííûå ÷èñëåííûå) çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè Fitness:

Fitness(x/3+ 5) = 62.7976,

Fitness(0) = 76,

Fitness(x8) = 43395.44,

Fitness(5+ 7x/3) = 76.5912,

Fitness(2x+ 5) = 72.7207,

Fitness(x4) = 1176.67,

Fitness(5− 2x/3) = 63.6189.

Â ðåçóëüòàòå îòáîðà âûæèâóò îñîáè, èçîáðàæ¼ííûå â íèæ-
íåé ñòðîêå ðèñ. 4.9 (ìû ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè îäèí èç
äâóõ òîæäåñòâåííûõ íóëåé). Ïîêà èõ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííî-
ñòè äàëåêè îò èäåàëà, è íà ïðîòÿæåíèè ñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé
ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì äîëæåí áóäåò óìåíüøèòü å¼ äî íóëÿ. À
ìû íà ýòîì îñòàâèì òåîðåòè÷åñêèå ïðèìåðû è ïåðåéä¼ì ê ïðàê-
òè÷åñêèì.
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Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ðåà-
ëèçóåò ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåò-
íîé çàäà÷è. Çàäà÷à áóäåò âî ìíîãîì èãðóøå÷íàÿ, íåìíîãèì áî-
ëåå ñëîæíàÿ, ÷åì çàäà÷à èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà: ìû áóäåì
âû÷èñëÿòü íîðìó ìàòðèöû 2×2. Òî÷íåå ãîâîðÿ, êâàäðàò íîðìû
ìàòðèöû � ñóììó êâàäðàòîâ å¼ ýëåìåíòîâ.
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Ðèñ. 4.9. Ïåðâûé øàã ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ìû ïðèâåä¼ì ïîëíóþ, ðàáîòàþùóþ ïðîãðàììó è ðàçúÿñíèì,
êàê ðàáîòàþò å¼ îòäåëüíûå ÷àñòè. Êîíå÷íî, ïðîãðàììû äëÿ ðå-
øåíèÿ âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå ïðîáëåì ìîãóò áûòü (è ñêîðåå
âñåãî áóäóò) ñëîæíåå, íî îáùàÿ ñõåìà äîñòàòî÷íî ÷¼òêî âèäíà
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äàæå íà òàêîì íåáîëüøîì ïðèìåðå, êàê âû÷èñëåíèå íîðìû ìàò-
ðèö 2 × 2. Ïðîãðàììó áóäåì ðåàëèçîâûâàòü íà ÿçûêå Java; äè-
ðåêòèâû import â ëèñòèíãàõ ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü.

Âî-ïåðâûõ, íàì ïîíàäîáèòñÿ ãåíåðàòîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ:
ðàçóìååòñÿ, ìû íå ãîðèì æåëàíèåì çàäàâàòü âðó÷íóþ ìíîãî-
÷èñëåííûå ìàòðèöû è èõ íîðìû. Â ýòîì êëàññå ìû ïðîñòî ãå-
íåðèðóåì ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó, ïîäñ÷èòûâàåì å¼ íîðìó, à çàòåì
äîáàâëÿåì âû÷èñëåííóþ íîðìó êàê öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîãî
òåñòîâîãî ïðèìåðà.

Ëèñòèíã 4.1. Ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: SampleMaker

public class SampleMaker {
public static void MakeSamples(double[][] matrices,

double[] results) {
assert (matrices != null);
assert (results != null);
assert (matrices.length == results.length);

for (int i = 0; i < matrices.length; i++) {
if (matrices[i] == null) {

matrices[i] = new double[4];
}
for (int j = 0; j < 4; j++) {

matrices[i][j] = Math.random();
}
matrices[i][3] += 1.4 * Math.random();
if (matrices[i][3] > 1) {

matrices[i][3] = 1;
}
results[i] = 0;
results[i] = matrices[i][0] * matrices[i][0] +

matrices[i][1] * matrices[i][1] +
matrices[i][2] * matrices[i][2] +
matrices[i][3] * matrices[i][3];

}
}

}

Âî-âòîðûõ, ìû äîëæíû ðåàëèçîâàòü êëàññ, ïîäñ÷èòûâàþ-
ùèé ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè. Ïðè èíèöèàëèçàöèè òàêîìó
êëàññó ïåðåäà¼òñÿ êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ,
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êîòîðûå îí äîëæåí ïîðîæäàòü; ïðèìåðû îí ãåíåðèðóåò ïðè âû-
çîâå ïðîöåäóðû updateSamples(), à çàòåì ïîäñ÷èòûâàåò ïðèñïî-
ñîáëåííîñòü ïî ôîðìóëå

Fitness =
1

1+
∑

i δi
,

ãäå δi � ìîäóëü ðàçíîñòè íàñòîÿùåé íîðìû òåñòîâîé ìàòðèöû
è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, êîòîðóþ âû÷èñëÿåò äàííàÿ îñîáü (íàïîì-
íèì, ÷òî îñîáü � ýòî äåðåâî èç àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé). Åñ-
ëè æå ôóíêöèÿ íàñòîëüêî ïëîõà, ÷òî âûçûâàåò äåëåíèå íà íîëü
èëè êàêóþ-íèáóäü äðóãóþ îøèáêó, Fitness ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì
íóëþ.

Ñòîèò îòìåòèòü åù¼ äâå îñîáåííîñòè. Âî-ïåðâûõ, åñëè âñå
ýëåìåíòû ïîïóëÿöèè îêàæóòñÿ ñ íóëåâîé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ,
àëãîðèòì çàõî÷åò ðàçäåëèòü íà íîëü (èõ ñóììàðíóþ âåðîÿò-
íîñòü). ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, â òàêîì ñëó÷àå ìû ïðîñòî ïðè-
ñâàèâàåì íåïðèñïîñîáëåííûì áåäîëàãàì õîòü êàêèå-íèáóäü âå-
ðîÿòíîñòè.

Âî-âòîðûõ, ìû õîòåëè áû îãðàíè÷èòü îáùóþ ãëóáèíó ïîëó-
÷àþùåãîñÿ äåðåâà; ïîýòîìó, åñëè äåðåâî â ðåçóëüòàòå ðàçìíî-
æåíèÿ èëè ìóòàöèè îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ãëóáîêèì, ìû ïðîñòî
çàìåíÿåì åãî íà ñâåæåâûðàùåííîå ñëó÷àéíîå äåðåâî (âîçìîæíî,
ýòî íå îïòèìàëüíûé ñïîñîá � ìîæíî áûëî áû ìîäèôèöèðîâàòü
êðîññîâåð è ìóòàöèè òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà íå íà-
ðóøàëàñü, � íî ìû ñåé÷àñ íå áóäåì ýòîãî äåëàòü).

Ëèñòèíã 4.2. Ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: FitnessCalc

public class FitnessCalc {
private static final int SIZE = 4;
private final double[][] smpMatrices;
private final double[] smpResults;
FitnessCalculator(int n) {

smpMatrices = new double[n][SIZE];
smpResults = new double[n];

}
void updateSamples() {

SampleMaker.MakeSamples(smpMatrices, smpResults);
}
double fitness(TreeNode tree) {

assert (smpMatrices.length == smpResults.length);
double fitness = 0;
for (int i = 0; i < smpMatrices.length; i++) {
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double delta = Math.abs(
tree.eval(smpMatrices[i])- smpResults[i]);

fitness += delta;
}
if (Double.isNaN(fitness)) fitness = 0;
else fitness = 1 / (1 + fitness);
tree.setFitness(fitness);
return fitness;

}
}

Îñíîâíûì êëàññîì ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ êëàññ, ïðè ïîìîùè
êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî åñòåñòâåííûé îòáîð. Òðóä-
íî ïåðåñêàçàòü åãî ñâîèìè ñëîâàìè òàê, ÷òîáû âñ¼ áûëî ïîíÿòíî
â äåòàëÿõ, ïîýòîìó ìû ïîäðîáíî ïðîêîììåíòèðîâàëè ñàì êîä.

Ëèñòèíã 4.3. Ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: NaturalSelection

public class NaturalSelection {
private TreeNode[] popul;
private final int maxDepth;
private final FitnessCalc fitnessCalc;
private final double survRate;
private final double mutRate;
private Writer w;

/**
* Êîíñòðóêòîð êëàññà, ðåàëèçóþùåãî åñòåñòâåííûé îòáîð
* populSize -- ðàçìåð ïîêîëåíèÿ
* mDepth -- îãðàíè÷åíèå íà ãëóáèíó äåðåâà îñîáè
* nSurvivors -- ñðåäíåå ÷èñëî âûæèâàþùèõ îñîáåé
* (â îäíîì ðàóíäå åñòåñòâåííîãî îòáîðà)
* nMutants -- ñðåäíåå ÷èñëî ìóòèðóþùèõ îñîáåé
*/
public NaturalSelection(int populSize, int mDepth,
int nSurvivors, int nMutants)
throws FileNotFoundException {
// Ýêçåìïëÿð êëàññà, ïîäñ÷èòûâàþùåãî fitness
// Êîëè÷åñòâî òåñòîâ, êîíå÷íî, òîæå ìîæíî áûëî áû
// ïåðåäàâàòü êàê ïàðàìåòð
fitnessCalc = new FitnessCalc(50);
// Äîëè âûæèâàþùèõ è ìóòèðóùèõ îñîáåé
survRate = nSurvivors / (double) populSize;
mutRate = nSurvivors / (double) populSize;
// Â ýòîì ìàññèâå õðàíèòñÿ òåêóùåå ïîêîëåíèå
popul = new TreeNode[populSize];
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maxDepth = mDepth;
// Èíèöèàëèçèðóåì ïîïóëÿöèþ ñëó÷àéíûìè îñîáÿìè
for (int i = 0; i < populSize; i++)

popul[i] =
RandomTreeFactory.createTree(maxDepth);

}

// Âûïîëíÿåì îäèí ðàóíä åñòåñòâåííîãî îòáîðà
private boolean doRound() throws IOException {

// Îáíîâèòü òåñòîâûå ïðèìåðû
fitnessCalc.updateSamples();

// Ïîäñ÷èòàòü Fitness äëÿ êàæäîé îñîáè
for (int i = 0; i < popul.length; i++) {

fitnessCalc.fitness(popul[i]);
}

// Îòñîðòèðîâàòü ïîïóëÿöèþ ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè
Arrays.sort(popul);
// Âñïîìîãàòåëüíûé debug-âûâîä
printpopul();

// Ó èäåàëüíîé îñîáè Fitness == 1.0
// Åñëè íàøëè òàêóþ îñîáü -- âûäà¼ì îòâåò
if (popul[popul.length - 1].getFitness() > 0.99) {

System.out.print("We reached the optimum: ");
System.out.print(
popul[popul.length - 1].toString());

return true;
}

// Ñîçäà¼ì ìàññèâ èíòåãðàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé è
// çàïîëíÿåì åãî òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü
// (probs[i + 1] - probs[i])
// áûëà ïðîïîðöèîíàëüíà Fitness(i) .
// Ñ ýòèìè âåðîÿòíîñòÿìè îñîáè ïîòîì
// áóäóò âûáèðàòüñÿ äëÿ ãåíåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
double[] probs = new double[popul.length + 1];
probs[0] = 0;
for (int i = 1; i < popul.length + 1; i++) {

probs[i] = probs[i-1] +
popul[i-1].getFitness();

}

// Åñëè âñå îñîáè íèêóäà íå ãîäÿòñÿ,, íóæíî òåì íå
// ìåíåå ïðèñâîèòü èì êàêèå-íèáóäü âåðîÿòíîñòè.
if (probs[probs.length - 1] == 0.0) {

for (int i = 0; i < probs.length; i++) {
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probs[i] = i;
}

}

// Íîðìèðóåì
for (int i = 0; i < probs.length; i++) {

probs[i] /=
probs[probs.length - 1];

}

// Ñîçäà¼ì ìàññèâ äëÿ çàïèñè ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ
TreeNode[] newpopul = new TreeNode[popul.length];

// Ïðèíöèï ýëèòèçìà -- äâå ëó÷øèå îñîáè âûæèâàþò
newpopul[popul.length-1] = popul[popul.length-1];
newpopul[popul.length-2] = popul[popul.length-2];
int k = 0;
// Íî ýòè äâå îñîáè äîëæíû áûòü ðàçíûìè
for (k = popul.length - 1; k >= 0; k--) {

if (popul[k] != popul[popul.length-1] &&
popul[k].getFitness() !=
popul[popul.length-1].getFitness()) {

newpopul[popul.length - 2] = popul[k];
break;

}
}

// Çàïîëíÿåì "îñòàâøèåñÿ ìåñòà" â íîâîì ïîêîëåíèè
// ðåçóëüòàòàìè ãåíåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä îñîáÿìè
// ñòàðîãî ïîêîëåíèÿ
for (int i = 0; i < popul.length - 2; i++) {

// Äàëåå áóäåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàòü
// ãåíåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ, ñðàâíèâàÿ ñëó÷àéíîå
// ÷èñëî ñ âåðîÿòíîñòÿìè âûæèâàíèÿ
// è ìóòàöèè îñîáè.
double rndVal = Math.random();
if (rndVal < survRate) {

// Îïåðàöèÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ.
double randomValue = Math.random();
int index = Arrays.binarySearch(
probs, randomValue);

if (index < 0) {
index = -index - 2;

} else if (index == popul.length) {
index--;

}
// Êîïèðóåì îñîáü â íîâîå ïîêîëåíèå
newpopul[i] = popul[index];
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newpopul[i].setOrigin("R");
} else if (rndVal < 1 - mutRate) {

// Êðîññîâåð.
int i1 = Arrays.binarySearch(
probs, Math.random());

int i2 = i1;
while (i2 == i1) {

i2 = Arrays.binarySearch(
probs, Math.random());

}
if (i1 < 0) {

i1 = -i1 - 2;
} else if (i1 == popul.length) {

i1--;
}
if (i2 < 0) {

i2 = -i2 - 2;
} else if (i2 == popul.length) {

i2--;
}
// Ïðîèçâîäèì êðîññîâåð.
newpopul[i] =
popul[i2].crossover(popul[i1]);

newpopul[i].setOrigin("C");
} else {

// Ìóòàöèÿ.
int index = Arrays.binarySearch(
probs, Math.random());

if (index < 0) {
index = -index - 2;

} else if (index == popul.length) {
index--;

}

// Ìóòàöèÿ è çàïèñü â íîâîå ïîêîëåíèå
newpopul[i] =
popul[index].randomMutation(maxDepth);

newpopul[i].setOrigin("M");
}

}

// Íîâîå ïîêîëåíèå ñìåíÿåò ñòàðîå
popul = newpopul;

// Âìåñòî ñëèøêîì ãëóáîêèõ äåðåâüåâ ïîìåùàåì â
// íîâîå ïîêîëåíèå ñëó÷àéíûå (ìû ïðåäïîëàãàåì,
// ÷òî èñêîìàÿ îñîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ñëèøêîì
// ãëóáîêîå äåðåâî).
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for (int i = 0; i < popul.length; i++) {
if (popul[i].depth() > maxDepth * 2) {

popul[i] = RandomTreeFactory.createTree(
maxDepth);

newpopul[i].setOrigin("N");
}

}

return false;
}

// Ïðîöåäóðà òåñòîâîãî âûâîäà
private void printpopul() throws IOException {

for (int i = 0; i < popul.length; i++) {
w.write(popul[i].toString()+" "+
popul[i].getOrigin()+" "+popul[i].depth()+" "+
popul[i].getFitness()+"\n");

}
w.write("--\n");

}

// Ïðîöåäóðà, îáîáùàþùàÿ doRound() äî îòáîðà
public boolean doSelection(int iterLimit)
throws IOException {
int i = 0;
w = new FileWriter("output.txt", true);
while (!doRound()) {

i++;
if (i%1000 == 0) {

System.out.println(i+" generations.\n");
}
if (i > iterLimit) {

w.close();
return false;

}
}
w.close();
return true;

}
}

Òåïåðü, êîãäà âñå ïðîöåäóðû ãîòîâû, îñòàëîñü ðåàëèçîâàòü
ëèøü íå ñëèøêîì ñîäåðæàòåëüíûé çàïóñê âñåõ ýòèõ ïðîöåäóð.
Êîíñòàíòû èç íèæåïðèâåä¼ííîãî êîäà (êîëè÷åñòâî ïåðåçàïóñ-
êîâ ïðè íåóäà÷å, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîêîëåíèé â ïîèñêå)
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âçÿòû ñ ïîòîëêà; íà ïðàêòèêå èõ ïðèøëîñü áû ïîäáèðàòü ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî.

Ëèñòèíã 4.4. Ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: Start

public class Start {
public static void main(String[] args) {

Writer w = null;
try {

w = new FileWriter("output.txt", false);
w.write("*\n");
// Ïðîâåñòè åñòåñòâåííûé îòáîð
performSelection();

} catch (IOException e) {
e.printStackTrace();

} finally {
try {

if (w != null) {
w.close();

}
} catch (IOException e) {

e.printStackTrace();
}

}
}

public static int performSelection()
throws IOException {
NaturalSelection selection;
// Ïîâòîðÿåì íåñêîëüêî ðàç åñòåñòâåííûé îòáîð
// "ñ íóëÿ", ïîêà íå íàéäåì ïîäõîäÿùóþ îñîáü (åñëè
// ñîâñåì íå âåç¼ò, äåëàåì 40 ïîâòîðîâ).
for (int i = 0; i < 40; i++) {

// Äåëàåì åñòåñòâåííûé îòáîð "ñ íóëÿ"
// Ëèìèò ïîêîëåíèé - 3000.
selection = new NaturalSelection(30, 3, 2, 10);
if (selection.doSelection(3000)) {

// Íàøëè ïîäõîäÿùóþ îñîáü.
break;

}
}
return 0;

}

public static void test() {
TreeNode add = new DivisionTreeNode();
NumberTreeNode n1 = new NumberTreeNode(15);
NumberTreeNode n2 = new NumberTreeNode(5);
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add.addChild(0, n1);
add.addChild(1, n2);

add.toString();
System.out.println();
System.out.println(add.eval(null));

TreeNode rnd = RandomTreeFactory.createTree(6);
rnd.toString();
System.out.println();

int a[] = { 5, 2, 7 };
Arrays.sort(a);
for (int i = 0; i < 3; i++)

System.out.print(a[i] + " ");

System.out.println();

TreeNode tree1 = RandomTreeFactory.createTree(2);
tree1.toString();
System.out.println();

TreeNode tree2 = tree1.randomMutation(3);
tree2.randomMutation(3);
tree2.toString();
System.out.println();
tree2.getRandomBranch().toString();

System.out.println();
tree2.crossover(tree1).toString();

}
}

Â ðåçóëüòàòå ñâîåé ðàáîòû ýòà ïðîãðàììà âûäà¼ò ôóíêöèþ
íàïîäîáèå (ðåçóëüòàò ìîæåò ìåíÿòüñÿ, âåäü ìíîãèå âû÷èñëåíèÿ
áûëè ñëó÷àéíûìè)

((m[1] ∗m[1]) + ((sqr(m[3]) + sqr(m[0])) + sqr(m[2]))),

ãäå m[i] îáîçíà÷àþò ýëåìåíòû ìàòðèöû, à sqr � âîçâåäåíèå â
êâàäðàò.

� 4.10. ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ LISP

Êàê ìû óæå âèäåëè, äëÿ òîãî ÷òîáû åñòåñòâåííûì è êëàñ-
ñè÷åñêèì îáðàçîì ïðèìåíèòü ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
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íóæíî, ÷òîáû ïðîãðàììà çàïèñûâàëàñü â âèäå äåðåâà. Ðàçóìå-
åòñÿ, ïðè äîëæíîé èçîáðåòàòåëüíîñòè ìîæíî ëþáóþ ïðîãðàììó
íà ëþáîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà;
íî äëÿ áîëüøèíñòâà èìïåðàòèâíûõ ÿçûêîâ ýòî áóäåò íå ñëèø-
êîì åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì � ïðîãðàììû òàì ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä.

Çàòî ýòî âïîëíå åñòåñòâåííî äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ,
ãäå ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåðåâüÿ âûçîâîâ ôóíêöèé
(êàê ìû è ïðåäñòàâëÿëè îñîáåé ïîïóëÿöèè â íàøèõ ïðåäûäó-
ùèõ ïðèìåðàõ). Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî çíàêîâûì äëÿ ãå-
íåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (è âîîáùå äëÿ èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà) ñòàë ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ LISP. Â ýòîì ïàðà-
ãðàôå ìû áåãëî êîñí¼ìñÿ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ÿçûêà LISP. Ýòî
èçëîæåíèå íè â êîåé ìåðå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó, è ìû âñÿ-
÷åñêè ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü òàêèå áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå
èñòî÷íèêè, êàê [100,118,147,158].

LISP � îäèí èç ñòàðåéøèõ ñðåäè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äî ñèõ ïîð (ñòàðøå íåãî ðàçâå ÷òî
Fortran). Îäíàêî îñíîâíûå åãî èäåè äî ñèõ ïîð îòíþäü íå îáùå-
èçâåñòíû ñðåäè ïðîãðàììèñòîâ, äàæå íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çíà-
êîìñòâî ñ íèìè î÷åíü ïîìîãàåò è â ïðîãðàììèðîâàíèè íà ¾îáû÷-
íûõ¿ ÿçûêàõ. Åñëè âû óæå ïðîãðàììèðîâàëè íà LISP, òî ìîæåòå
ñìåëî ïðîïóñòèòü ýòîò ïàðàãðàô.

LISP ëåãêî óçíàòü ïî åãî ñèíòàêñèñó; îñíîâó LISP ñîñòàâëÿ-
þò ñïèñêè è, êàê èõ ðàçíîâèäíîñòü, òàê íàçûâàåìûå s�âûðàæå-
íèÿ (s�expressions): ñïèñîê èç íàçâàíèÿ ôóíêöèè è å¼ àðãóìåí-
òîâ. Òî, ÷òî â áîëüøèíñòâå äðóãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
çàïèñûâàåòñÿ êàê f(x,y,z), â LISP çàïèñûâàåòñÿ êàê (f x y z).
Âûçîâû ôóíêöèè, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî âêëàäûâàòü äðóã â äðó-
ãà; ñîáñòâåííî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ íà LISP è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îäíî ñëîæíî ñòðóêòóðèðîâàííîå s�âûðàæåíèå. Â LISP òàêæå
ïðèñóòñòâóþò îáû÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàòîðû è óäîáíûå
ôóíêöèè ðàáîòû ñî ñïèñêàìè. Âëîæåííîñòü è ñòðóêòóðà ÿçû-
êà åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàìåêàåò íà ðåêóðñèþ. Âîò, íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà íà LISP (îáðàòèòå âíèìàíèå
íà ñèíòàêñèñ: óñëîâíûé ïåðåõîä è àðèôìåòèêà âûïîëíÿþòñÿ òå-
ìè æå s�âûðàæåíèÿìè):

(defun factorial (n)
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(if (<= n 1)

1

(* n (factorial (- n 1)))))

LISP âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïåðàòîð lambda, êîòîðûé ìîæåò îïðåäå-
ëÿòü ôóíêöèþ ¾íà ëåòó¿; íàïðèìåð, ýòîò êîä:

((lambda (x)

(* x x) )

4)

âûäàñò â îòâåò 16, âîçâåäÿ 4 â êâàäðàò. LISP òàêæå ìîæåò ïåðå-
äàâàòü îäíèì ôóíêöèÿì äðóãèå ôóíêöèè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà;
ýòî è îáåñïå÷èâàåò åãî ãèáêîñòü è óíèâåðñàëüíîñòü. Â êà÷åñòâå
ïðîñòîãî ïðèìåðà ïðèâåä¼ì ôóíêöèþ find, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà :test: çàäàâàòü ôóíêöèþ ñðàâíåíèÿ, à
çàòåì èùåò â çàäàííîì ñïèñêå, ïîëüçóÿñü ýòîé ôóíêöèåé. Íà-
ïðèìåð, êîä

(defun NumbersAreClose (x y)

(<= (abs (- x y)) 0.1))

(find pi '(3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5)

:test #'NumbersAreClose)

âûäàñò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà 3,1 � ïåðâîå âõîæäåíèå â ñïèñîê
÷èñëà, ìåíåå ÷åì íà 0,1 îòêëîíÿþùåãîñÿ îò π. Çäåñü defun �
îïðåäåëåíèå ôóíêöèè; åãî ïåðâûé àðãóìåíò � èìÿ ôóíêöèè,
âòîðîé � ñïèñîê å¼ àðãóìåíòîâ, òðåòèé � òåëî ôóíêöèè.

Âñ¼ ýòî äåëàåò LISP óäîáíûì è î÷åíü ìîùíûì ÿçûêîì, à åãî
î÷åâèäíàÿ äðåâîâèäíàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò óäîáíî ïðèìåíÿòü
ýòîò ÿçûê â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Ïðîãðàììû íà LISP ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ âåñüìà êîìïàêò-
íûìè, ÷òî òàêæå äåëàåò ãåíåòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå áîëåå
ýôôåêòèâíûì: ÷åì ìåíüøå ðàçìåð îáúåêòà, òåì ëåã÷å åãî àâòî-
ìàòè÷åñêè íàéòè èëè ïîðîäèòü.

Õîòÿ ýòî óæå â ìåíüøåé ñòåïåíè îòíîñèòñÿ ê îñíîâàííîìó íà
LISP ãåíåòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, ñèëà ýòîãî ÿçûêà ïðî-
ÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî êîä ïðîãðàììû äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ òàêèìè
æå äàííûìè, êàê è âñ¼ îñòàëüíîå; LISP ïîçâîëÿåò, â îñíîâíîì
÷åðåç îïðåäåëåíèå ìàêðîñîâ, áûñòðî è ýôôåêòèâíî ñîçäàâàòü
äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ïðîãðàììû. Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòü ýòî
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óòâåðæäåíèå âðÿä ëè ïîëó÷èòñÿ: íóæíî äîñòàòî÷íî äîëãî ðàç-
áèðàòüñÿ â LISP è íàïèñàòü íåñêîëüêî ïðîãðàìì íà í¼ì, ÷òîáû
ïåðåéòè ê ìàêðîñàì, à ìû ñåé÷àñ âñ¼-òàêè ãîâîðèì íå ñòîëüêî
î ïðîãðàììèðîâàíèè, ñêîëüêî îá èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå è
àëãîðèòìè÷åñêîé ñòîðîíå âîïðîñà. Ïîçæå, â � 6.6, ìû åù¼ ïðè-
âåä¼ì ïðèìåð ïîëíîöåííîé ïðîãðàììû íà LISP, êîòîðàÿ áóäåò
ðåàëèçîâûâàòü îäèí èç àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè, íî è å¼ áóäåò
íåäîñòàòî÷íî. Ìû ìîæåì òîëüêî ïîðåêîìåíäîâàòü ÷èòàþùèì
ýòó êíèãó ïðîãðàììèñòàì èçó÷èòü LISP � âåäóùèå ñïåöèàëè-
ñòû ñîãëàøàþòñÿ, ÷òî ýòîò ÿçûê ìîæåò âûâåñòè ïðîãðàììèñòà
íà íîâûé óðîâåíü ïîíèìàíèÿ; ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ Ïîëà Ãðý-
õåìà ¾Beating the Averages¿ [54].

� 4.11. Çàêëþ÷åíèå

Ïîäâîäÿ èòîã ãëàâå î ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ, íàïîìíèì
îñíîâíóþ èäåþ. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû � ýòî íå íàáîð êîí-
êðåòíûõ ðåöåïòîâ äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷, à ôèëîñîôèÿ, ìåòîä,
ïîçâîëÿþùèé äîñòàòî÷íî áûñòðî ¾âûâîäèòü¿ õîðîøèõ ¾îñîáåé¿,
åñëè ìîæíî ðàçóìíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ¾ñêðåùèâàíèÿ¿. Ïî-
ýòîìó ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïðèìåíÿþòñÿ íå ïðîñòî øèðî-
êî, à î÷åíü øèðîêî; îíè âñòðå÷àþòñÿ â ñî÷åòàíèè ÷óòü ëè íå
ñ êàæäûì äðóãèì àïïàðàòîì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (çäåñü ïî-
õîðîøåìó íóæíî áûëî áû äàòü ññûëêè íà òàêèå ïðèìåíåíèÿ,
íî ñîáðàòü íàñòîëüêî øèðîêóþ áèáëèîãðàôèþ � ýòî äîñòîéíî
îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, âåäü, ðàçóìååòñÿ, ññûëêàìè íà áàçî-
âûå ðàáîòû ïî ãåíåòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ èëè ïî èäåÿì
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ òóò íå îòäåëàòüñÿ).

Â êîíöå ãëàâû ïîçâîëèì ñåáå åù¼ îäíî íåáîëüøîå ëèðè÷å-
ñêîå îòñòóïëåíèå. ×èòàòåëè óæå íàâåðíÿêà çàìåòèëè, ÷òî ìû
÷àñòî óïîòðåáëÿåì ñëîâà, êîòîðûå ñòðàííî âèäåòü â ìàòåìàòè-
÷åñêîì òåêñòå: ¾âîçìîæíî¿, ¾âåðîÿòíî¿, ¾çà÷àñòóþ¿, ¾íåïëîõî¿,
¾îòíîñèòåëüíî áûñòðî¿ è ò.ä. Äåëî â òîì, ÷òî â èñêóññòâåí-
íîì èíòåëëåêòå îáû÷íî ìîæíî ÷åì óãîäíî ñäåëàòü ÷òî óãîä-
íî. Òåîðåòè÷åñêè íèêòî íå ìåøàåò ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì
¾âûâåñòè¿, íàïðèìåð, ïðîãðàììó, êîòîðàÿ îáûãðàåò â øàõìà-
òû ÷åìïèîíà ìèðà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòîò ìåòîä îêàçûâàåò-
ñÿ íåýôôåêòèâíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñâîèõ çàäà÷ ãåíåòè-
÷åñêèå àëãîðèòìû îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíåå äðóãèõ àïïàðàòîâ
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ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (êàê ïðàâèëî, ýòî êàñàåòñÿ çàäà÷ ïîðîæäå-
íèÿ ïðîãðàìì èëè ñõåì, êàê â � 4.8). Ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàòü
óòâåðæäåíèÿ âðîäå ¾ëó÷øå ñïðàâëÿþòñÿ ñ ïðàêòè÷åñêèìè çàäà-
÷àìè¿ îáû÷íî òðóäíî. Ïðèõîäèòñÿ âûñêàçûâàòüñÿ îñòîðîæíî è
îáòåêàåìî è ïðè ïåðâîì æå óäîáíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿòü òàêîãî ðî-
äà óòâåðæäåíèÿ ïðàêòèêîé. Íî ïðàêòèêà âïîëíå ìîæåò çàâèñåòü
îò äåòàëåé êîíêðåòíîé èíæåíåðíîé ðåàëèçàöèè, äà è ïðîñòî îò
êîíêðåòíûõ êîíñòàíò è ïàðàìåòðîâ. Çàäà÷à ýòîé êíèãè � íå â
òîì, ÷òîáû ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî òîò èëè èíîé àïïàðàò ìàøèí-
íîãî îáó÷åíèÿ ðàáîòàåò ëó÷øå âñåõ îñòàëüíûõ, à â òîì, ÷òîáû
äàòü ÷èòàòåëþ íåêèé íàáîð èíñòðóìåíòîâ, box of tools, êîòîðûå
÷èòàòåëü ñìîæåò ïðèìåíèòü ê ñâîåé êîíêðåòíîé çàäà÷å. Îäíàêî
çàðàíåå, àáñòðàêòíî, îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, ÷òî èìåííî ëó÷-
øå ïðèìåíÿòü, íåâîçìîæíî: ó áîëüøèíñòâà îïèñûâàåìûõ àïïà-
ðàòîâ åñòü ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ðàññêàæåì, êàê ÷èñëåííî ñðàâíè-
âàòü ãèïîòåçû äðóã ñ äðóãîì, îöåíèâàÿ èõ ïðàâäîïîäîáèå; òåî-
ðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ëåæàùàÿ â îñíîâå âñåãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ,
íàêîíåö-òî ñòàíåò ïðåäìåòîì íàøåãî ðàçãîâîðà.
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Ñëó÷àé ïîðîæäàåò Îòêëîíåíèÿ îò çàêîíîìåðíî-
ñòåé, îäíàêî áåñêîíå÷íî âåëèêè Øàíñû, ÷òî ñ òå-
÷åíèåì Âðåìåíè ýòè Îòêëîíåíèÿ îêàæóòñÿ ïðåíå-
áðåæèìî íè÷òîæíûìè îòíîñèòåëüíî ïîâòîðÿåìî-
ñòè òîãî Ïîðÿäêà, êîòîðûé åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì Áîæåñòâåííîãî Ïðåäíà÷åðòà-
íèÿ.

Òåîðèÿ ñëó÷àéíîñòåé
Àáðàõàì äå Ìóàâð

Êîãäà Èà-Èà ïîòåðÿë õâîñò, âñå æèòåëè Ëåñà î÷åíü õîòåëè ïî-
ìî÷ü îñëèêó îòûñêàòü åãî.

¾Ìîæåò, õâîñò Èà-Èà çàõîòåë ì¼äà¿, � âïîëíå ëîãè÷íî ïîäóìàë
Âèííè-Ïóõ è ðåøèë ïîñìîòðåòü ó ñåáÿ â øêàôó. Â øêàôó ñòîÿëè
ïóñòûå ãîðøî÷êè, êîòîðûå Âèííè óæå êëàññèôèöèðîâàë, íî õâîñòà
íå îêàçàëîñü. Çàòî ñðåäè ïóñòûõ ãîðøî÷êîâ îêàçàëñÿ îäèí ïîëíûé...

Êîãäà ê Ïóõó ïðèø¼ë Êðîëèê, ñûòûé è äîâîëüíûé ìåäâåæîíîê
ðàññêàçàë åìó, êàê îí äîãàäàëñÿ ïîèñêàòü õâîñò â øêàôó.
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� Õâîñò? Ì¼äà?! Ýòî ñîâåðøåííî íå-âå-ðî-ÿò-íî! � îò÷åêàíèë
Êðîëèê.

� Íå-âå-ðî-ÿò-íî? � ïîâòîðèë Ïóõ. � ×òî ýòî çíà÷èò? À åñëè
áû õâîñò Èà-Èà îêàçàëñÿ ó ìåíÿ â øêàô÷èêå ñ ì¼äîì, ýòî âäðóã
ñòàëî áû âå-ðî-ÿò-íî, äà?

� Ïóõ, íî âåäü øàíñû îáíàðóæèòü òàì õâîñò áûëè íè÷òîæíî
ìàëû! � ðàçäðàæ¼ííî îáúÿñíèë Êðîëèê. � Êîíå÷íî, åñëè áû îí
òàì âäðóã îêàçàëñÿ... íî ýòî æå àáñîëþòíî íåâîçìîæíî!

� Çàòî ÿ íàø¼ë òàì ãîðøî÷åê ñ ì¼äîì, � íå ñîãëàñèëñÿ Ïóõ. �
À ïîèñêè õâîñòà � ýòî òàêîå ñëîæíîå äåëî, ÷òî îáÿçàòåëüíî íóæíî
áûëî êàê ñëåäóåò ïîäêðåïèòüñÿ.

Òàê ïîëó÷èëîñü, ÷òî ìåäâåæîíîê âûäâèíóë ãèïîòåçó: ¾õâîñò Èà-
Èà ó ìåíÿ â øêàôó¿. È ðåøèë òàì åãî ïîèñêàòü. Îäíàêî, ñ òî÷êè
çðåíèÿ Êðîëèêà, ýòà ãèïîòåçà íàñòîëüêî ìàëîâåðîÿòíà, ÷òî äåé-
ñòâîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé áûëî ãëóïî; Êðîëèê ñêîðåå ñòàë áû
èñêàòü õâîñò íà ëþáèìûõ îñëèêîì êóñòàõ ÷åðòîïîëîõà. À Ïóõ, âèäè-
ìî, ïîïóòíî îöåíèâàë âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû ¾ó ìåíÿ â øêàôó íàé-
ä¼òñÿ ÷åì ïîäêðåïèòüñÿ¿, è ðåçóëüòàò ýòîé îöåíêè îêàçàëñÿ âåñüìà
ïðèÿòíûì...

� 5.1. Ââåäåíèå

Ìåòîäû, êîòîðûå ìû äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè, ìîãëè èìåòü
óñïåõ è áåç îáðàùåíèÿ ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ýòîé ãëàâå ìû
ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ òàê íàçûâàåìûõ áàéåñîâñêèõ ìå-
òîäîâ îáó÷åíèÿ � ìåòîäîâ, äëÿ êîòîðûõ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
èãðàåò íå âñïîìîãàòåëüíóþ, à îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ â ìàøèí-
íîì îáó÷åíèè ìîãóò óïîòðåáëÿòüñÿ â äâóõ ðàçíûõ êîíòåêñòàõ.
Ïåðâûé � êîãäà âåðîÿòíîñòè èëè èõ àíàëîãè ðåàëüíî ïðèìåíÿ-
þòñÿ àëãîðèòìàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ âûâîäà. Íàïðèìåð,
àëãîðèòì EM äëÿ êëàñòåðèçàöèè (ñì. � 6.6) ïîääåðæèâàåò è ïå-
ðåñ÷èòûâàåò âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè êàæäîé òî÷êè êàæ-
äîìó èç êëàñòåðîâ, è ðåçóëüòàò åãî ðàáîòû � ýòî ôàêòè÷åñêè è
åñòü ýòè ñàìûå âåðîÿòíîñòè.

Âòîðîé êîíòåêñò � êîãäà ñàì àëãîðèòì èëè âîîáùå íå èìååò
âåðîÿòíîñòíîé ïðèðîäû, èëè îíà íàä¼æíî ñêðûòà, íî ïðè ýòîì
âåðîÿòíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àíàëèçà ðàáîòû
àëãîðèòìà. Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû ÷àñòî ïîçâîëÿþò
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äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì íàõîäèò îïòèìàëüíóþ ãèïîòåçó èëè ñõî-
äèòñÿ ê íåé, òî åñòü ðàáîòàåò íàèëó÷øèì âîçìîæíûì îáðàçîì
(ñì., íàïðèìåð, � 5.5, ãäå ìû ïðîàíàëèçèðóåì ñ áàéåñîâñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ óæå çíàêîìûå íàì ïî Ãëàâå 1 àëãîðèòìû êëàññèôè-
êàöèè).

Òðóäíî ïåðåîöåíèòü âàæíîñòü äîêàçàòåëüñòâ òàêîãî ðîäà.
Àëãîðèòìû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ òàê ÷àñòî èñïîëüçóþò âñÿ÷å-
ñêèå ýâðèñòèêè è òàê ðåäêî ãàðàíòèðóþò ðåçóëüòàò, ÷òî äîêà-
çàòåëüñòâî òîãî, ÷òî àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âûäà¼ò îïòèìàëü-
íûé ðåçóëüòàò èëè õîòÿ áû ñõîäèòñÿ ê íåìó � î÷åíü âàæíûé
øàã. Äàëüøå íåïëîõî áûëî áû ïîíÿòü, êàê áûñòðî îí ê íåìó
ñõîäèòñÿ. Çäåñü, êîíå÷íî, âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû òîæå èãðàþò
âàæíåéøóþ ðîëü, íî â ýòîé êíèãå ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ïðè-
ìåðîâ ïîäîáíûõ äîêàçàòåëüñòâ.

� 5.2. Òåîðåìà Áàéåñà

Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî âêðàòöå íàïîìíèì ñîáñòâåííî òåîðåìó
Áàéåñà. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàåò î òîì, ÷òî òàêîå
âåðîÿòíîñòü: ôóíêöèÿ p, çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå
ñîáûòèé 〈S,X〉 (ãäå S � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à
X � ñèãìà-àëãåáðà íà í¼ì) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ.

P1. p(X) > 0 äëÿ ëþáîãî X ∈ X.
P2. p(S) = 1.
P3. Åñëè íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñîáûòèé {Xi}i∈I òà-

êîâî, ÷òî Xi∩Xj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j, è Xi ∈ X,
⋃

i∈I Xi ∈ X,
òî

p

(⋃
i∈I

Xi

)
=

∑
i∈I

p(Xi).

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé òðîéêó 〈S,X,p〉 íàçûâàþò âåðî-
ÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì . Ïîäðîáíåå î ñîâðåìåííîì ïîíÿ-
òèè âåðîÿòíîñòè ìîæíî ïðî÷åñòü â [178, 179]; â äàëüíåéøåì ìû
íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé ìåðû, êîòîðàÿ íåèçáåæíî ñîïóò-
ñòâóåò ñåðü¼çíûì âåðîÿòíîñòíûì ðàññóæäåíèÿì, à îãðàíè÷èìñÿ
ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé, êàê ïðàâèëî, íà êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå ñîáûòèé.
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Äëÿ íàñ îñîáåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò óñëîâíûå âåðî-
ÿòíîñòè, ïîñêîëüêó èìåííî íà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòÿõ, êàê ìû
âñêîðå óâèäèì, ïîñòðîåí àíàëèç áóêâàëüíî âñåõ àïïàðàòîâ ìà-
øèííîãî îáó÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ X ïðè
óñëîâèè ñîáûòèÿ Y ñ p(Y) > 0 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

p(X|Y) =
p(XY)

p(Y)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà óñëîâ-
íûõ âåðîÿòíîñòåé:

p(X|X) = 1,

p(∅|X) = 0,

p(X|Y) = 1, X ⊇ Y,
p(X1 ∪ X2|Y) = p(X1|Y) + p(X2|Y), X1 ∩ X2 = ∅.

Îãðàíè÷åíèå p(Y) > 0 ìîæíî ñíÿòü, åñëè ïåðåôîðìóëèðî-
âàòü îïðåäåëåíèå òàê: óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü X ïðè óñëîâèè Y �
ýòî òàêàÿ âåëè÷èíà p(X | Y), ÷òî p(X | Y)p(Y) = p(XY). Â òàêîì
ñëó÷àå p(X | Y) ïðè p(Y) = 0 íå îñòà¼òñÿ íåîïðåäåë¼ííîé, êàê â
îïðåäåëåíèè 5.1, à ïðîñòî ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå (íà-
âåðíîå, ýòî åù¼ îäíî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà Äóíñà Ñêîòà1: ¾èç
ëæè ñëåäóåò ÷òî óãîäíî¿).

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè çàôèêñèðîâàòü ìíîæåñòâå A, òî
óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü p(·|A) îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè íà

1Èîàíí Äóíñ Ñêîò (John Duns Scotus, îê. 1266�1308) � ôèëîñîô, òåîëîã
è ëîãèê, ðîäèâøèéñÿ, ïî îäíîé èç âåðñèé, â Èðëàíäèè, à ïî äðóãîé � âØîò-
ëàíäèè, â ãîðîäå Äóíñ. Êàê è Îêêàì, îí áûë áðèòàíöåì è ôðàíöèñêàíöåì,
êàê è Îêêàìó, åìó ïðèøëîñü óåõàòü èç Ôðàíöèè (ïðàâäà, ïî ïðÿìî ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ïðè÷èíå: ïîääåðæàë ïàïó â áîðüáå ïðîòèâ Ôèëèïïà Êðàñèâîãî,
è Ôèëèïï óâîëèë Ñêîòà èç Ïàðèæñêîãî Óíèâåðñèòåòà) è îáîñíîâàòüñÿ â
Ãåðìàíèè (â Ê¼ëüíå, ãäå îí â êîíöå êîíöîâ óìåð è áûë ïîõîðîíåí). Ñêîò,
â îòëè÷èå îò Îêêàìà, áûë ðåàëèñòîì (â ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíîñòè íîìè-
íàëèçìó), à êàê òåîëîã ïðîïîâåäîâàë âîëþíòàðèçì (ñâîáîäó ÷åëîâå÷åñêîé
âîëè). Åãî ãëàâíûå íàó÷íûå ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê ëîãèêå, ãäå Ñêîò âïåðâûå
ââ¼ë ìíîãèå ñîâðåìåííûå ëîãè÷åñêèå êîíöåïöèè, â òîì ÷èñëå è ïðèíöèï ¾èç
ëæè ñëåäóåò âñ¼ ÷òî óãîäíî¿. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëè Ñêîòà áû-
ëè íå ñòîëü óìíû, êàê ñàì ôèëîñîô � àíãëèéñêîå ñëîâî ¾dunce¿ (¾äóðàê,
áîëâàí¿) ïðîèñõîäèò îò èìåíè Duns è èçíà÷àëüíî îòíîñèëîñü ê ÷åðåñ÷óð
óïîðíûì â ñâîèõ çàáëóæäåíèÿõ äóíñèñòàì.
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ïðîñòðàíñòâå (S ∩A,X ∩A), ÷òî è èñõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü p íà
ïðîñòðàíñòâå (S,X).

Òåïåðü ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ôàêòîâ îá óñëîâíûõ âåðîÿòíî-
ñòÿõ, êîòîðûå áóäóò ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèÿ X1, . . . ,Xi îáðàçóþò ðàçáèåíèå S,
åñëè

⋃n
i=1 Xi = S, Xi ∩ Xj = ∅ è p(Xi) > 0, i,j ∈ 1..n, i 6= j.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.

1. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Åñëè ñîáûòèÿ X1, . . . ,Xi

îáðàçóþò ðàçáèåíèå S, òî

p(Y) =

n∑
i=1

p(Y|Xi)p(Xi).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè p(X) > 0, òî

p(Y) = p(Y | X)p(X) + p(Y | �X)p(�X).

2. Ôîðìóëà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Åñëè ñîáûòèÿ X1,
X2, . . . ,Xi òàêîâû, ÷òî p(X1 ∩ X2 ∩ . . . ∩ Xi) > 0, òî

p(X1 ∩ . . . ∩ Xi ∩ Y) =

= p(X1)p(X2 | X1)p(X3 | X1 ∩ X2) . . . p(Y | X1 ∩ . . . ∩ Xi)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ òð¼õ ïóíêòîâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåñëîæíóþ èíäóêöèþ. Ìû îñòàâèì åãî ÷èòàòåëþ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [178]). �

Öåíòðàëüíûì äëÿ âñåõ íàøèõ äàëüíåéøèõ âåðîÿòíîñòíûõ
ðàññóæäåíèé ñòàíåò îäíî ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 5.1.

Òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà Áàéåñà). Åñëè ñîáûòèÿ X1, . . . ,Xi

îáðàçóþò ðàçáèåíèå S, è p(Y) > 0, òî

p(Xi|Y) =
p(Xi)p(Y|Xi)∑n
j=1 p(Xj)p(Y|Xj)

.

Â ÷àñòíîñòè,

p(X | Y) =
p(X)p(Y | X)

p(Y)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû ïîë-
íîé âåðîÿòíîñòè: p(XY) = p(X|Y)p(Y) = p(Y|X)p(X). �
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Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Áàéåñà1, êàê âèäèòå, î÷åíü ïðîñòà;
å¼ ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë â òîì, ÷òî òåîðåìà Áàéåñà óñòàíàâëè-
âàåò íåñëîæíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó p(x|y) è p(y|x). Îäíàêî ýòî
íåñëîæíîå ñîîòâåòñòâèå è ìåòîäû, íà í¼ì îñíîâàííûå, îêàçûâà-
þòñÿ êðàéíå âàæíûìè äëÿ âñåé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Ìû çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô çàáàâíûì è âåñüìà ïîêàçàòåëü-
íûì ïðèìåðîì, êîòîðûé ïðîäåìîíñòðèðóåò, ÷òî íå âñ¼ â ôîðìó-
ëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è òåîðåìå Áàéåñà òàê óæ èíòóèòèâíî
î÷åâèäíî.

Ïðèìåð 5.1. Çàäà÷à î òð¼õ ÿùèêàõ

Ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû èãðàåòå â àçàðòíóþ òåëåèãðó è âäðóã ïîëó÷è-
ëè øàíñ íà ñëó÷àéíûé âûèãðûø. Ïåðåä âàìè òðè ÷¼ðíûõ ÿùèêà, èç
êîòîðûõ ïðèç ëåæèò òîëüêî â îäíîì (äà, æèçíü � òÿæ¼ëàÿ øòóêà).

Âû âûáèðàåòå îäèí èç òð¼õ ÿùèêîâ, ïîñëå ÷åãî âåäóùèé îòêðûâà-
åò îäèí èç äâóõ îñòàâøèõñÿ (î÷åâèäíî, îí âñåãäà ìîæåò òàê ñäåëàòü)
è ïîêàçûâàåò âàì, ÷òî â í¼ì íè÷åãî íåò. Âîïðîñ: âûãîäíî ëè âàì èçìå-
íèòü ñâîé âûáîð, òî åñòü âçÿòü âòîðîé, îñòàâøèéñÿ çàêðûòûì ÿùèê?

Èíòóèòèâíî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî âûáîð ìåíÿòü áåññìûñëåííî,
âåäü âåäóùèé íå äàë âàì íèêàêîé èíôîðìàöèè: âàì è òàê áûëî èçâåñò-
íî, ÷òî îäèí èç îñòàâøèõñÿ ÿùèêîâ ïóñòîé. Çàäàéòå ñâîèì çíàêîìûì
ýòîò âîïðîñ, è âû óâèäèòå: ìíîãèå ðåøàò, ÷òî ìåíÿòü ðåøåíèå ñìûñëà
íåò. Îäíàêî äàâàéòå ïîïðîáóåì ïîäñ÷èòàòü ýòî ôîðìàëüíî.

1Òîìàñ Áàéåñ (Thomas Bayes, 1702�1761) � óäèâèòåëüíûé ïðèìåð ÷å-
ëîâåêà, êîòîðûé ïî÷òè íå ïóáëèêîâàëñÿ è áûë äîëãîå âðåìÿ íå î÷åíü èç-
âåñòåí, íî ÷ü¼ èìÿ îñòàëîñü â âåêàõ â áåñ÷èñëåííûõ îïðåäåëåíèÿõ ñ ïðè-
ëàãàòåëüíûì ¾áàéåñîâñêèé¿, ïîÿâèâøèõñÿ â ïîñëåäíèå ïîëâåêà. Ïðåóñïå-
âàþùèé ïðåñâèòåðèàíñêèé ñâÿùåííèê çà âñþ æèçíü îïóáëèêîâàë òîëüêî
äâà òðóäà: ¾Áëàãîñòü ãîñïîäíÿ, èëè ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîé öåëüþ
áîæåñòâåííîãî ïðîâèäåíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñ÷àñòüå åãî ñîçäàíèé¿
è àíîíèìíî îïóáëèêîâàííîå ¾Ââåäåíèå â òåîðèþ ôëþêñèé, èëè â çàùèòó
ìàòåìàòèêîâ îò íàïàäîê àâòîðà �Êîììåíòàòîðà�¿, ãäå Áàéåñ çàùèùàë íüþ-
òîíîâñêèé àíàëèç îò êðèòèêè Áåðêëè. Åãî ðàáîòà ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
âûøëà óæå ïîñëå ñìåðòè, â 1763 ãîäó, è â íåé Áàéåñ îòâåòèë íà îäèí èç âî-
ïðîñîâ, îñòàâëåííûõ îòêðûòûì îñíîâàòåëåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äå Ìóàâ-
ðîì (ïðàâäà, è çäåñü ñ èìåíåì è ïðèîðèòåòîì íå âñ¼ òàê î÷åâèäíî � ãîâîðÿò,
Íèêîëü Ñàóíäåðñîí åãî îïåðåäèë [148]). Âïðî÷åì, ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
òåîðåìà Áàéåñà � ýòî äëÿ íàñ íåñëîæíîå ñëåäñòâèå î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ âå-
ðîÿòíîñòè; âî âðåìåíà Áàéåñà è äå Ìóàâðà ýòè ñâîéñòâà åù¼ íå áûëè ñòîëü
÷¼òêî ñôîðìóëèðîâàíû, è ñàìî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè åù¼ íå áûëî òîëêîì
ðàçðàáîòàíî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóm (îò ñëîâà money) ñ òðåìÿ çíà-
÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùóþ øêàòóëêå, â êîòîðîé ëåæàò äåíüãè. Èçíà-
÷àëüíî ó âàñ íå áûëî âîçìîæíîñòè ïðåäïî÷åñòü îäèí èç ÿùèêîâ, òî
åñòü âåðîÿòíîñòè âñåõ èñõîäîâ èçíà÷àëüíî ðàâíû:

p(m = 1) = p(m = 2) = p(m = 3) =
1

3
.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû âûáðàëè øêàòóëêó íîìåð
îäèí. Ðàññìîòðèì íîâóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó x, ñîîòâåòñòâóþøóþ òî-
ìó, êàêóþ èç äâóõ øêàòóëîê îòêðûë âåäóùèé (ó ýòîé âåëè÷èíû äâà
çíà÷åíèÿ) è ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî åñëè âû óãàäàëè ïðà-
âèëüíî, îí îòêðûâàåò îäèí èç äâóõ äðóãèõ ÿùèêîâ ñëó÷àéíûì îáðà-
çîì. Ïîâåäåíèå âåäóùåãî òîãäà ìîæíî îïèñàòü òàêîé òàáëèöåé:

p(x = 2|m = 1) = 1/2, p(x = 2|m = 2) = 0, p(x = 2|m = 3) = 1,

p(x = 3|m = 1) = 1/2, p(x = 3|m = 2) = 1, p(x = 3|m = 3) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåäóùèé îòêðûë ÿùèê íîìåð 2 (ñëó÷àé òðåòüåãî
ÿùèêà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ). Âû÷èñëèì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïîïà-
äàíèÿ ïðèçà â ÿùèêè 1 èëè 3, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàéåñà:

p(m = 1|x = 2) =
p(m = 1)p(x = 2|m = 1)∑

m p(m)p(x = 2|m)
=

1
3 ·

1
2

1
3 ·

1
2 + 1

3 · 0+ 1
3 · 1

=
1

3
,

p(m = 3|x = 2) =
p(m = 3)p(x = 2|m = 3)∑

m p(m)p(x = 2|m)
=

1
3 · 1

1
3 ·

1
2 + 1

3 · 0+ 1
3 · 1

=
2

3
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, èçìåíèòü ðåøåíèå â ñðåäíåì âäâîå âûãîäíåå, ÷åì
íå ìåíÿòü åãî!

Îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñëó÷àé, êîãäà âåäó-
ùèé âûáèðàåò îòêðûâàåìûé ÿùèê íå ðàâíîâåðîÿòíî (p(x = 2|m = 1)
íå îáÿçàòåëüíî ðàâíî 1/2).

¾Ïàðàäîêñàëüíûé¿ îòâåò ïðèìåðà 5.1 ìîæíî, êîíå÷íî, ïî-
íÿòü è èíòóèòèâíî. Âñ¼ äåëî â òîì, ÷òî äâà ÿùèêà âûáèðàòü
äåéñòâèòåëüíî âûãîäíåå, ÷åì îäèí. Åñëè áû âàì áåçî âñÿêèõ
îòêðûâàíèé ïðåäëîæèëè èçìåíèòü ðåøåíèå è âçÿòü äâà îñòàâ-
øèõñÿ ÿùèêà, âû áû íå êîëåáëÿñü òàê è ïîñòóïèëè. Îäíàêî íà
ñàìîì äåëå âåäóùèé ïðåäëàãàåò èìåííî ýòî: îí äåëàåò âûáîð
ìåæäó äâóìÿ îñòàâøèìèñÿ ÿùèêàìè çà âàñ, è òåïåðü, åñëè ïðèç
áûë â îäíîì èç íèõ, âû åãî íåïðåìåííî ïîëó÷èòå.
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� 5.3. Àïðèîðíûå è àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè

Èòàê, íàøèì îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ñòàíåò òåîðåìà Áàéå-
ñà:

p(x∧ y) = p(x|y)p(y) = p(y|x)p(x).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè p(y) 6= 0, òî

p(x|y) =
p(y|x)p(x)

p(y)
.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ýòî âûðàæåíèå ïîäðîáíåå; äëÿ óñïåø-
íîãî ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Áàéåñà íàì ïðèä¼òñÿ äàòü èìåíà îò-
äåëüíûì å¼ ÷àñòÿì è ïîíÿòü, ÷òî îíè îçíà÷àþò â ôèëîñîôñêîì
ñìûñëå.

Ôîðìóëà äëÿ p(x|y) âûðàæàåò íàøó öåëü: ìû õîòèì íàéòè
óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ x (èëè, åñëè x è y � ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå y ïðîèçîøëî (ñîîòâåòñòâåííî, ïðè
äàííîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y). Ýòî
àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü x � îò ñëîâ a posteriori, òî åñòü
âåðîÿòíîñòü ¾ïîñëå îïûòà¿, ïîñëå òîãî, êàê ìû óçíàëè çíà÷åíèå
y.

Ñîîòâåòñòâåííî, àïðèîðíàÿ (a priori) âåðîÿòíîñòü � ýòî çíà-
÷åíèå âåðîÿòíîñòè x äî òîãî, êàê ìû çàôèêñèðîâàëè y. Â ôîðìó-
ëèðîâêå òåîðåìû Áàéåñà ïðèñóòñòâóåò àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
p(x) ñîáûòèÿ x; àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü åé ïðÿìî ïðîïîðöè-
îíàëüíà.

Ââûðàæåíèå p(y|x), ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå ïðàâîé ÷àñòè, íà-
çûâàåòñÿ ïðàâäîïîäîáèåì x ïðè çàäàííîì y. Èìåííî ïîýòîìó
ãèïîòåçû, êîòîðûå ìû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå íàçîâ¼ì ìàêñè-
ìàëüíûìè àïîñòåðèîðíûìè ãèïîòåçàìè, ÷àñòî íàçûâàþò ãèïî-
òåçàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ1. Åñëè áûòü òî÷íûì,
ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ � ýòî ôóíêöèÿ âèäà fa(y) = p(x =

a|y). Òåîðåìà Áàéåñà óòâåðæäàåò, ÷òî àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà åãî ïðàâäîïîäîáèþ.

1Ìû áû è ñàìè èñïîëüçîâàëè òîò æå òåðìèí, íî áîèìñÿ çàïóòàòü ÷èòà-
òåëÿ; äåëî â òîì, ÷òî îñíîâíàÿ ìàññà ëèòåðàòóðû ïî ìàøèííîìó îáó÷åíèþ
íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, è â íåé óæå óñòîÿëñÿ äàæå íå ïðîñòî òåðìèí
maximal a posteriori, à åãî àááðåâèàòóðà MAP.
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À âîò p(y) íå èìååò ñâîåãî ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ, å¼ ìîæíî
íàçâàòü ìàðãèíàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, íî ýòî ïðîñòî îçíà÷àåò,
÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé. Ýòà âåðîÿòíîñòü è âîâñå èãðàåò
çäåñü âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü. Ïîäñ÷èòàòü å¼ îáû÷íî èëè ñîâñåì
ïðîñòî, èëè ñîâñåì ñëîæíî, è â ëþáîì ñëó÷àå íå íóæíî: äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî ïîäñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèÿ p(y|x)p(x) äëÿ ðàçíûõ
çíà÷åíèé x, à çàòåì âñïîìíèòü, ÷òî p(x|y) � ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé, à, çíà÷èò,∑

a

p(x = a|y) =
∑
a

p(y|x = a)p(x = a) = 1.

Èíà÷å ãîâîðÿ, â òåîðåìå Áàéåñà p(y) ïðîñòî èãðàåò ðîëü íîð-
ìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû. Òåîðåìó ÷àñòî ïðÿìî â òàêîì âèäå è
çàïèñûâàþò:

p(x = a|y = b) =
p(y = b|x = a)p(x = a)∑

a ′ p(y = b|x = a ′)p(x = a ′)
.

Çàâåðøèì ìû ýòîò ïàðàãðàô ëþáîïûòíûì ïðèìåíåíèåì òåî-
ðåìû Áàéåñà (ïî íåîæèäàííîñòè, íà ìîé âçãëÿä, äàæå ïðåâîñ-
õîäÿùèì ïðèìåð 5.1), â êîòîðîì ìû áóäåì ðåøàòü â òî÷íîñòè
îáðàòíóþ çàäà÷ó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïðèìåð 5.2. Òåñò ñ îøèáêîé

Îáðàòèìñÿ ê ñàìîé êëàññè÷åñêîé îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòèêè
è áàéåñîâñêîãî âûâîäà � ê ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå. Ïóñòü íåêèé
òåñò íà êàêóþ-íèáóäü áîëåçíü èìååò âåðîÿòíîñòü óñïåõà 95%, ïðè÷¼ì
îøèáêè â í¼ì ìîãóò áûòü â ëþáóþ ñòîðîíó, 5% � âåðîÿòíîñòü êàê
ïîçèòèâíîé, òàê è íåãàòèâíîé îøèáêè. Ïóñòü âñåãî áîëåçíü èìååòñÿ
ó 1% ðåñïîíäåíòîâ (îòëîæèì íà âðåìÿ òî, ÷òî îíè ðàçíîãî âîçðàñòà
è ïðîôåññèé). È, íàêîíåö, ïóñòü íåêèé ÷åëîâåê ïîëó÷èë ïîçèòèâíûé
ðåçóëüòàò òåñòà (òåñò ãîâîðèò, ÷òî îí áîëåí). Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
îí äåéñòâèòåëüíî áîëåí?

Åñëè çàäàòü ýòîò âîïðîñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ãðóïïå ëþäåé, òî, ïî
íàøèì íàáëþäåíèÿì, á�îëüøàÿ ÷àñòü ïðèñóòñòâóþùèõ ïðîãîëîñóåò çà
òî, ÷òî ÷åëîâåê áîëåí ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëåå 80%, è óæ òî÷íî ïî÷òè
âñå áóäóò óâåðåíû, ÷òî ÷åëîâåê ñêîðåå áîëåí, ÷åì íåò. Ñîãëàñíû ëè
âû ñ ýòîé îöåíêîé?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ðåçóëüòàò òåñòà, ÷åðåç d � íàëè÷èå áîëåçíè.
Òîãäà

p(d = 1) = p(d = 1|t = 1)p(t = 1) + p(d = 1|t = 0)p(t = 0).
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Èñïîëüçóåì òåîðåìó Áàéåñà:

p(d = 1|t = 1) =
p(t = 1|d = 1)p(t = 1)

p(d = 1|t = 1)p(t = 1) + p(d = 1|t = 0)p(t = 0)
=

=
0,95× 0,01

0,95× 0,01+ 0,05× 0,99
= 0,16.

Âîò òàêîé îòâåò, íà ïåðâûé âçãëÿä ïàðàäîêñàëüíûé: ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî ñðåäè èìåþùèõ ïîçèòèâíûé ðåçóëüòàò òåñòà ñî ñòîëü âûñîêîé ñòå-
ïåíüþ íàä¼æíîñòè ðåàëüíî áîëüíû ëèøü îêîëî 16 ïðîöåíòîâ!

Íà ñàìîì äåëå ýòîò ïðèìåð, êàê è ïðèìåð 5.1, òîæå íåñëîæ-
íî èíòóèòèâíî îáúÿñíèòü. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè òåñòà âïÿòåðî
áîëüøå àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íàòêíóòüñÿ íà áîëüíîãî ïàöè-
åíòà. Ïîýòîìó ñèòóàöèÿ ¾áîëüíîé ïàöèåíò, ïðàâèëüíûé òåñò¿
áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ãîðàçäî ðåæå ñèòóàöèè ¾çäîðîâûé ïàöèåíò,
îøèáêà â òåñòå¿. Íî ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòóèöèÿ ýòà äà-
ëåêî íå âñåãäà âñòðå÷àåòñÿ äàæå ñðåäè ëþäåé,ïðîøåäøèõ êóðñû
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íàäååìñÿ, ÷òî íàø ÷èòàòåëü â òàêèå ëî-
âóøêè óæå íå ïîïàä¼òñÿ.
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Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî âåñüìà ðàç-
ëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Îäíàêî â èõ ñòðóêòó-
ðå áûëî î÷åíü ìíîãî îáùåãî. Ýòî îáùåå ìû ñåé÷àñ âûäåëèì è
ïîéì¼ì, ÷òî íà ñàìîì äåëå âñå îïèñàííûå íàìè àëãîðèòìû ïû-
òàëèñü ñäåëàòü îäíî è òî æå.

Âî-ïåðâûõ, ó êàæäîãî àëãîðèòìà åñòü íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî ãèïîòåç, èç êîòîðûõ îí ïûòàåòñÿ âûáðàòü íàèëó÷øóþ.
Íàïðèìåð, äëÿ àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ êîíöåïòàì Find-S (ñì. � 2.4)
ìíîæåñòâîì ãèïîòåç áûëî ìíîæåñòâî ïðàâèë âèäà ¾èç òàêîãî-
òî íàáîðà àòðèáóòîâ ñëåäóåò, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà åäè-
íèöå¿. Ó àëãîðèòìà ID3 (ñì. � 1.5) ìíîæåñòâîì ãèïîòåç áûëî
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äåðåâüåâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èëè, ÷òî äëÿ
íàñ ñåé÷àñ ýêâèâàëåíòíî, ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ äèçúþíêöèé
ãèïîòåç àëãîðèòìà Find-S.1 Ó íåéðîííûõ ñåòåé ìíîæåñòâî âîç-
ìîæíûõ ãèïîòåç áûëî áîëåå áîãàòûì � äëÿ ñåòåé ñ ëèíåéíûìè

1Äåðåâüÿ, êîíå÷íî, � áîëåå ýêîíîìè÷íûé ñïîñîá çàïèñè, ÷åì íàáîð äèçú-
þíêöèé, íî íàì ýòî ñåé÷àñ íå âàæíî.
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íåéðîíàìè ýòî áûëî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôîðì â ïðîñòðàíñòâå,
ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî çàâèñåëà îò ÷èñëà âõîäîâ, à äëÿ ñåòåé ñ
íåëèíåéíûìè íåéðîíàìè � ìíîæåñòâî ôóíêöèé îïðåäåë¼ííî-
ãî âèäà. Îáùèé âèä ãèïîòåç äëÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ìû
ïîäðîáíî îáñóæäàëè, êîãäà ñòàðàëèñü çàêîäèðîâàòü èõ íàèáî-
ëåå ýôôåêòèâíûì ïóò¼ì â � 4.4. Â îáùåì, ó êàæäîãî àëãîðèòìà
åñòü ìíîæåñòâî ãèïîòåç, íà êîòîðîì îí âåä¼ò ñâîé ïîèñê.

Âî-âòîðûõ, ïðîöåññ îáó÷åíèå íåìûñëèì áåç äàííûõ, íà îñ-
íîâàíèè êîòîðûõ àëãîðèòìû ïðèíèìàþò ñâîè ðåøåíèÿ è âûáè-
ðàþò òó ñàìóþ íàèëó÷øóþ ãèïîòåçó. Çäåñü óæå òàêîãî ðàçíîîá-
ðàçèÿ íå íàáëþäàåòñÿ: ôàêòè÷åñêè, ëþáîé àëãîðèòì ãîòîâ ïðè-
íÿòü ëþáûå äàííûå, íóæíî òîëüêî îòôîðìàòèðîâàòü èõ ïîäõî-
äÿùèì îáðàçîì. Âàæíî, ÷òî ãèïîòåçó âûáèðàþò òàê, ÷òîáû îíà
ìàêñèìàëüíî õîðîøî ïîäõîäèëà ïîä äàííûå. Àëãîðèòìû êëàñ-
ñèôèêàöèè âðîäå Find-S è ID3, êîòîðûå ðàññ÷èòàíû íà ðàáîòó
áåç ¾øóìà¿ â äàííûõ, âûáèðàþò ãèïîòåçó òàê, ÷òîáû îíà èäå-
àëüíî ïîäõîäèëà ïîä äàííûå. Íåéðîííûå ñåòè ñòàðàþòñÿ ìèíè-
ìèçèðîâàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó � â ñëó÷àå âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé èäåàëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ äàííûì îæèäàòü
ñëîæíî.1. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû íå ìîãóò ãàðàíòèðîâàòü èäå-
àëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ, íî ñòàðàþòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ
Fitness, êîòîðàÿ îáû÷íî íàïðÿìóþ çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî
óäà÷íî îïèñûâàþòñÿ èìåþùèåñÿ äàííûå.

Ýòè äâà êîìïîíåíòà â ñàìîì îáùåì èõ âèäå � ïî÷òè âñ¼, ÷òî
íàì ñåé÷àñ ïîòðåáóåòñÿ. Ñòîèò ñäåëàòü òîëüêî îäíî çàìå÷àíèå.
È ãèïîòåçû, è äàííûå íàì ìîãóò ïîìî÷ü òîëüêî â êàêèõ-ëèáî
ïðåäïîëîæåíèÿõ. Âåðîÿòíîñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ âñåãäà íóæ-
íî âåðáàëèçîâûâàòü, ýêñïëèöèðîâàòü... â ÷àñòíîñòè, çíàòü èõ çà-
ðàíåå. Èíîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå íåÿâ-
íî òðåáóþòñÿ äëÿ òîãî èëè èíîãî âûâîäà, íà ñàìîì äåëå ìîãóò
äàòü ãîðàçäî áîëüøå. À èíîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äàæå äîâîëüíî
åñòåñòâåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíû-
ìè, ÷òîáû îäíîçíà÷íî ðåøèòü òðåáóåìóþ çàäà÷ó (íå÷òî ïîäîá-
íîå, õîòü òîãäà ìû ýòîãî è íå äîêàçûâàëè, ó íàñ ïðîèñõîäèëî

1Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé äîâîëüíî ïðîáëå-
ìàòè÷íî äàæå îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå ¾èäåàëüíîå ñîîòâåòñòâèå äàííûì¿, îñî-
áåííî åñëè ðå÷ü èä¼ò î êîìïüþòåðíûõ, òî åñòü äèñêðåòíûõ è êîíå÷íûõ âû-
÷èñëåíèÿõ.
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â � 1.3, êîãäà åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé î ìåðå íåîïðåäåë¼í-
íîñòè îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü å¼ ïðàê-
òè÷åñêè îäíîçíà÷íî).

Èòàê, äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ãèïîòåç H è ìíîæåñòâî èìåþùèõñÿ äàííûõ D. Òîãäà
öåëü ëþáîãî àëãîðèòìà ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ � íàéòè ãèïîòå-
çó, êîòîðàÿ áûëà áû íàèáîëåå âåðîÿòíîé ïðè èìåþùèõñÿ äàí-
íûõ. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ïîâåäåíèå áûëî áû îïòèìàëüíûì �
íè÷åãî áîëåå ýôôåêòèâíîãî îæèäàòü íåâîçìîæíî. Ìàòåìàòè÷å-
ñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü H � ìíîæåñòâî ãèïîòåç, D � ìíî-
æåñòâî èìåþùèõñÿ äàííûõ. Ãèïîòåçà h ∈ H íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé ãèïîòåçîé (MAP, maximum a poste-
riori hypothesis), åñëè

h = argmaxh∈Hp(h|D).

Äàâàéòå ïåðåïèøåì ýòî ïî òåîðåìå Áàéåñà:

h = argmaxh∈Hp(h|D) =

= argmaxh∈H
p(D|h)p(h)

p(D)
= argmaxh∈Hp(D|h)p(h),

ïîòîìó ÷òî p(D) îò h íå çàâèñèò.
×àñòî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ãèïîòåçû èçíà÷àëüíî ðàâíîâåðîÿò-

íû: p(hi) = p(hj) äëÿ âñåõ ãèïîòåç hi,hj ∈ H. Òîãäà ïðåäûäóùåå
âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü åù¼ ïðîùå:

h = argmaxh∈Hp(D|h).

Ýòè âûðàæåíèÿ � ñóòü ïîèñêà îïòèìàëüíîé ãèïîòåçû. Ïî
íèì ìîæíî ñðàçó ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïîèñêà MAP-ãèïîòåçû:
íóæíî äëÿ êàæäîé ãèïîòåçû h ∈ H âû÷èñëèòü å¼ àïîñòåðè-
îðíóþ âåðîÿòíîñòü p(h|D), à çàòåì âûáðàòü òó ãèïîòåçó, äëÿ
êîòîðîé ýòà âåðîÿòíîñòü ìàêñèìàëüíà. Ðàçóìååòñÿ, ìû íå ðåêî-
ìåíäóåì ïðèìåíÿòü òàêîé àëãîðèòì íà ïðàêòèêå: â ëþáîé õîòü
íåìíîãî ðåàëèñòè÷íîé çàäà÷å ðàçìåð ìíîæåñòâà ãèïîòåç ñðàâ-
íèì ñ ÷èñëîì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âî Âñåëåííîé.1

1Ôèçèêè îöåíèâàþò ýòî êîëè÷åñòâî êàê ÷èñëî ïîðÿäêà 2100; èíûìè ñëî-
âàìè, åñëè ãèïîòåçàìè ìîãóò áûòü ñòðîêè èç 100 áèò (íå òàê óæ è ìíîãî,
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Íî, õîòÿ ïî íèì è ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, îñíîâíàÿ
ôóíêöèÿ âûðàæåíèé äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé
ãèïîòåçû � íå ïðÿìî ïðàêòè÷åñêàÿ. MAP-ãèïîòåçà íóæíà äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñðàâíèâàòü ñ íåé äðóãèå àëãîðèòìû è âûÿñíÿòü, êî-
ãäà îíè ðàáîòàþò îïòèìàëüíî. Ïðèìåð òàêîãî ïîäõîäà ìû ïðè-
âåä¼ì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

� 5.5. MAP è çàäà÷è êëàññèôèêàöèè

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ìàêñèìàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ ãèïî-
òåçó, íóæíî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü p(h) è p(D|h). Ïóñòü âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� â D íåò ¾øóìà¿ (ò.å. âñå òåñòîâûå ïðèìåðû ñîäåðæàò
ïðàâèëüíûå îòâåòû);

� öåëåâàÿ ôóíêöèÿ c ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ãèïîòåç H;
� íåò àïðèîðíûõ ïðè÷èí âåðèòü, ÷òî îäíà èç ãèïîòåç áîëåå

âåðîÿòíà, ÷åì äðóãàÿ.

Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âåñüìà îáû÷íû äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêà-
öèè. Îíè âûïîëíÿëèñü è äëÿ àëãîðèòìà ID3 èç Ãëàâû 1, è äëÿ
àëãîðèòìîâ FindS è ýëèìèíàöèè êàíäèäàòîâ èç Ãëàâû 2. Åäèí-
ñòâåííîå, ÷òî ìîæåò îñëîæíèòü ïîèñê ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðè-
îðíîé ãèïîòåçû � ýòî âîçìîæíûé ¾øóì¿ â äàííûõ, êîòîðîãî ìû
óæå êàñàëèñü, îáñóæäàÿ ïðîáëåìó îâåðôèòòèíãà â � 1.8. Íî ìû
ïîêà çàêðîåì ãëàçà íà ýòó ïðîáëåìó � âñ¼ ðàâíî áîëüøèíñòâî
àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè, íàìè ðàññìîòðåííûõ, ñïðàâèòüñÿ ñ
íåé ñàìè ïî ñåáå, áåç âíåøíåé ïîìîùè, íå ìîãóò.

Èç òðåòüåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò:

p(h) =
1

|H|
äëÿ âñåõ h ∈ H.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü p(D|h) � ýòî âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü çíà-
÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé 〈t1, . . . ,tm〉 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà
âõîäíûõ äàííûõ 〈d1, . . . , dm〉 ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ãè-
ïîòåçà h. Ïîñêîëüêó ¾øóìà¿ íåò, p(ti|h) = 1, åñëè ti = h(di), è
p(ti|h) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èòîãî:

p(D|h) =

{
1, åñëè di = h(xi) äëÿ âñåõ di ∈ D,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

ïðàâäà? ýòà ñíîñêà ðàç â äåñÿòü äëèííåå), ðàçìåð ìíîæåñòâà ãèïîòåç êàê
ðàç áóäåò ïîðÿäêà êîëè÷åñòâà ÷àñòèö âî Âñåëåííîé.
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(çäåñü âõîä ãèïîòåçû xi ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òåñòîâîãî ïðèìåðà di).
Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû, õîòÿ ýòî è íå íóæíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ

MAP-ãèïîòåçû, äàâàéòå ïîäñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü p(D). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Cons(D) ìíîæåñòâî ãèïîòåç h ∈ H, ñîâìåñòíûõ ñ D.
Òîãäà

p(D) =
∑
h∈H

p(D|h)p(h) =
∑

h∈Cons(D)

1

|H|
=

|Cons(D)|

|H|
.

Èòàê, ïîëó÷àåì:

p(h|D) =
p(D|h)p(h)

p(D)
=

{ 1
|Cons(D)| , åñëè ∀i di = h(xi),

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èíûìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ãèïîòåçà, ñîâìåñòíàÿ ñî âñåìè äàí-
íûìè � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ãèïîòåçà. Î ÷¼ì ýòî
íàì ãîâîðèò? Î òîì, ÷òî âñå àëãîðèòìû, êîòîðûå âûäàþò ãè-
ïîòåçû, ñîâìåñòíûå ñî âñåìè âõîäÿùèìè äàííûìè, â âûøåîïè-
ñàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûäàþò ìàêñèìàëüíûå àïîñòåðèîð-
íûå ãèïîòåçû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè ðàáîòàþò èäåàëüíî � íè÷åãî
áîëåå õîðîøåãî ñäåëàòü ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî.

Íî ïîçâîëüòå � ñêàæåò âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü, � ðàçâå ìû
íå ïîñâÿòèëè äîáðóþ ïîëîâèíó Ãëàâû 1 òîìó, ÷òîáû âûáèðàòü
èç ðàçíûõ äåðåâüåâ, îäèíàêîâî èäåàëüíî ïîäõîäÿùèõ òåñòîâûì
äàííûì, îïòèìàëüíîå (ïîä îïòèìàëüíûì ìû îáû÷íî ïîíèìà-
ëè äåðåâî, èìåþùåå ìèíèìàëüíóþ ãëóáèíó èëè ìèíèìàëüíîå
÷èñëî óçëîâ)? À òåïåðü âäðóã îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñ¼ ýòî áûëî
íå âàæíî, è íà ñàìîì äåëå ëþáîå ïîäõîäÿùåå äåðåâî ðåàëè-
çóåò ìàêñèìàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ ãèïîòåçó... íåõîðîøî êàê-òî
ïîëó÷àåòñÿ. Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü áóäåò àáñîëþòíî ïðàâ. Íî
ïðè÷èí äëÿ áåñïîêîéñòâà âñ¼ ðàâíî íåò � äåëî â òîì, ÷òî â
ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçíà÷àëüíî ïðåäïîëîæèëè, ÷òî âñå ãèïî-
òåçû a priori ðàâíîâåðîÿòíû. À â Ãëàâå 1 ìû, íàïðîòèâ, ïðåä-
ïîëàãàëè, ÷òî äåðåâüÿ ìåíüøåé ãëóáèíû è ðàçìåðà áóäóò áîëåå
âåðîÿòíû, ÷åì áîëåå ðàçâåñèñòûå äåðåâüÿ. Â êîíòåêñòå áàéåñîâ-
ñêîãî âûâîäà òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûðàæàåòñÿ ïðèñâàèâàíèåì
ðàçíûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàçíûì ãèïîòåçàì. Ïîèñ-
êè ïîäõîäÿùèõ ïîïðàâîê íà ðàçìåð äåðåâà â Ãëàâå 1 (êðèòåðèé
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ïðèðîñòà èíôîðìàöèè, èíäåêñ Äæèíè) áûëè íà ýòîì ÿçûêå ïî-
èñêàìè àäåêâàòíûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ äåðåâüåâ ðàç-
íîãî ðàçìåðà. Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìîìó âûâåñòè ôîðìó-
ëû àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ, ïðè êîòîðûõ
àëãîðèòì ID3, èñïîëüçóþùèé êðèòåðèé ïðèðîñòà èíôîðìàöèè,
áóäåò îñóùåñòâëÿòü ïîèñê ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé ãèïî-
òåçû.

Â äàííîì ñëó÷àå ìû áàéåñîâñêèìè ìåòîäàìè ïðèøëè ê äî-
êàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî êàêèå-òî äðóãèå (íåáàéåñîâñêèå ïî ñó-
òè) àëãîðèòìû ðàáîòàþò îïòèìàëüíî. Ýòî îäíà èç âàæíåéøèõ
ôóíêöèé áàéåñîâñêèõ ìåòîäîâ � òîò ðåäêèé â èñêóññòâåííîì èí-
òåëëåêòå ñëó÷àé, êîãäà ÷òî-òî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî (è ñîâñåì
íåñëîæíî, êàê ìû óæå óáåäèëèñü) ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàòü.

Âïðî÷åì, ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû ïîëó÷èëè, äà¼ò áîëüøå èí-
ôîðìàöèè, ÷åì ïðîñòîå ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî òîò èëè èíîé
àëãîðèòì ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ìû ïîëó÷èëè êîíêðåò-
íûé, ÷¼òêî ìàòåìàòè÷åñêè îïðåäåë¼ííûé íàáîð ïðåäïîëîæåíèé,
ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè ðàáîòàåò îïòèìàëüíûì
îáðàçîì. Ýòî óæå íàïðÿìóþ äà¼ò ïðîãðàììó äåéñòâèé: åñëè íàé-
äåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
èìåþùèìñÿ àëãîðèòìîì, íå æåëàÿ íè÷åãî ëó÷øåãî. À âîò åñëè
êàêèå-òî óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ìîæíî èñêàòü (ýòî, ïðàâ-
äà, åù¼ íå çíà÷èò, ÷òî óäàñòñÿ íàéòè) àëãîðèòìû, êîòîðûå ðà-
áîòàëè áû ëó÷øå. Áîëåå òîãî, â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåì çíàòü,
êàêèå èìåííî ïðåäïîëîæåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, è ýòî, ñêîðåå âñå-
ãî, ïîìîæåò ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì, êîòîðûé áóäåò áëèæå ê îï-
òèìàëüíîìó.

Ïîçäíåå ìû ïðèâåä¼ì äðóãèå ïðèìåðû àíàëîãè÷íîãî ïðèìå-
íåíèÿ áàéåñîâñêèõ ìåòîäîâ, à ïîêà îáðàòèìñÿ ê áîëåå ïðàêòè÷å-
ñêèì âîïðîñàì � ïîñòðîåíèþ áàéåñîâñêèõ êëàññèôèêàòîðîâ.

� 5.6. Îïòèìàëüíûé è ãèááñîâñêèé êëàññèôèêàòîðû

Äî ñèõ ïîð ìû îòâå÷àëè íà âîïðîñ: ¾Êàêîâà íàèáîëåå âåðî-
ÿòíàÿ ãèïîòåçà ïðè èìåþùèõñÿ äàííûõ?¿. Íî íà ñàìîì äåëå íàñ
íå èíòåðåñóþò ãèïîòåçû � ÷òî ïðîêó â òîì, ÷òîáû çíàòü, ÷òî
äàííûå èãð ¾Çåíèòà¿ ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ
òîé èëè èíîé ãèïîòåçîé? Ïðàêòè÷åñêè âàæíûé âîïðîñ ñòîèò ïî-
äðóãîìó: íóæíî ðåàëüíî ïðîäîëæàòü ôóíêöèþ êëàññèôèêàöèè,
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à íå ïðîñòî âûäâèãàòü î íåé ïðàâäîïîäîáíûå ãèïîòåçû. Òàêèì
îáðàçîì, òåïåðü ïîðà îòâåòèòü íà âîïðîñ: ¾Â êàêîé êëàññ íîâûé
ïðèìåð ïðè èìåþùèõñÿ äàííûõ ïîïàäàåò ñ íàèáîëüøåé âåðîÿò-
íîñòüþ?¿.

Êàçàëîñü áû, ìîæíî ïðîñòî ïðèìåíèòü ìàêñèìàëüíóþ àïî-
ñòåðèîðíóþ ãèïîòåçó. Îäíàêî ýòîò ìåòîä íå âñåãäà ïðèâîäèò ê
îïòèìàëüíûì ðåçóëüòàòàì.

Ïðèìåð 5.3. Êîãäà íå íóæíî ïðèìåíÿòü MAP

Ïóñòü ìíîæåñòâî ãèïîòåç ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, è èõ àïî-
ñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû 0,2, 0,2, 0,2 è 0,4 ñîîòâåòñòâåííî. ×åò-
â¼ðòàÿ ãèïîòåçà � ìàêñèìàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ. Íî åñëè íîâûé ïðè-
ìåð êëàññèôèöèðóåòñÿ ïåðâûìè òðåìÿ ãèïîòåçàìè ïîëîæèòåëüíî, à
÷åòâ¼ðòîé � îòðèöàòåëüíî, òî îáùàÿ âåðîÿòíîñòü åãî ïîëîæèòåëüíîé
êëàññèôèêàöèè ñîñòàâèò 0,6, è ïðèìåíÿòü MAP áûëî áû íåïðàâèëüíî.

Ïóñòü èìåþòñÿ äàííûå D è ìíîæåñòâî ãèïîòåç H. Äëÿ âíîâü
ïîñòóïèâøåãî ïðèìåðà x íóæíî âûáðàòü òàêîå çíà÷åíèå v ∈ V
(÷åðåç V ìû çäåñü îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ êëàññîâ,
êóäà ìîæåò ïîïàñòü h(x)), ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü p(v|D). Èíû-
ìè ñëîâàìè, íàøà çàäà÷à � íàéòè

argmaxv∈V

∑
h∈H

p(v|h)p(h|D).

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ëþáîé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò çàäà-
÷ó

argmaxv∈V

∑
h∈H

p(v|h)p(h|D),

íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì áàéåñîâñêèì êëàññèôèêàòîðîì ( op-
timal Bayes classi�er).

Ïðèìåð 5.4. Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 5.3

Â ïðèìåðå 5.3 ìû ðàññìàòðèâàëè ÷åòûðå ãèïîòåçû hi, i = 1..4 ñ
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé V = {0,1}. Âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëÿëèñü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

p(h1|D) = p(h2|D) = p(h3|D) = 0,2, p(h4|D) = 0,4,

p(x = 1|h1) = p(x = 1|h2) = p(x = 1|h3) = 1, p(x = 1|h4) = 0,

p(x = 0|h1) = p(x = 0|h2) = p(x = 0|h3) = 0, p(x = 0|h4) = 1.
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Òîãäà

4∑
i=1

p(x = 1|hi)p(hi|D) = 0,6,

4∑
i=1

p(x = 0|hi)p(hi|D) = 0,4,

è îïòèìàëüíûé êëàññèôèêàòîð áóäåò êëàññèôèöèðîâàòü ýòîò ïðèìåð
êàê ïîëîæèòåëüíûé, à íå êàê îòðèöàòåëüíûé, õîòÿ òàê ðåêîìåíäóåò
ïîñòóïèòü MAP-ãèïîòåçà.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé êëàññèôèêàòîð äåéñòâèòåëüíî
îïòèìàëåí: íèêàêîé äðóãîé ìåòîä íå ìîæåò â ñðåäíåì ïðåâçîéòè
åãî. Îí ìîæåò äàæå êëàññèôèöèðîâàòü äàííûå ïî ãèïîòåçàì, íå
ñîäåðæàùèìñÿ â H; â ÷àñòíîñòè, îí ìîæåò êëàññèôèöèðîâàòü
ïî ëþáîìó ýëåìåíòó ëèíåéíîé îáîëî÷êè H.

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôè-
êàòîð îáû÷íî íå ïîëó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü � íóæíî
ïåðåáèðàòü âñå ãèïîòåçû, à âñåõ ãèïîòåç î÷åíü ìíîãî. Ïîýòîìó
ïðèõîäèòñÿ èñêàòü âîçìîæíîñòè óñêîðèòü ýòîò ïðîöåññ.

Â îïòèìàëüíîì êëàññèôèêàòîðå ìû äîëæíû äëÿ êàæäîãî
âîçìîæíîãî îòâåòà âû÷èñëèòü âçâåøåííóþ ñóììó ïðàâäîïîäî-
áèé âñåõ ãèïîòåç ïðè óñëîâèè òàêîãî îòâåòà. Ýòî âûðàæåíèå äî
èçâåñòíîé ñòåïåíè íàïîìèíàåò âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîýòîìó íàïðàøèâàåòñÿ âïîëíå ëî-
ãè÷íîå óñêîðåíèå àëãîðèòìà: âìåñòî ñóììû ïî âñåì ãèïîòåçàì∑

h∈H p(v|h)p(h|D) ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíóþ ãèïîòåçó, âçÿ-
òóþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì p(h|D). Òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ êëàññè-
ôèêàòîðîì Ãèááñà .1

Â èòîãå àëãîðèòì ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòîé.

1. Âûáðàòü ñëó÷àéíóþ ãèïîòåçó h ∈ H ñîãëàñíî ðàñïðåäå-
ëåíèþ èõ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé.

1Äæîñàéÿ Óèëëàðä Ãèááñ (Josiah Willard Gibbs, 1839�1903) � çíàìåíè-
òûé àìåðèêàíñêèé ôèçèê, êîòîðûé ôàêòè÷åñêè ñîçäàë òåîðåòè÷åñêèå îñíî-
âû õèìè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè; äîñòàòî÷íî íåîæèäàííî óâèäåòü åãî èìÿ â
ñâÿçè ñ ýòèìè àëãîðèòìàìè, ê êîòîðûì îí íå èìåë íè ìàëåéøåãî îòíîøå-
íèÿ. Íà ñàìîì äåëå ýòî èìÿ ïîïàëî ñþäà òðàíçèòîì ÷åðåç ñýìïëèðîâàíèå
ïî Ãèááñó (Gibbs sampling), êîòîðîå òàê íàçûâàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ýòî ñýì-
ïëèðîâàíèå íàïîìèíàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ ôèçèêó. Êñòàòè, ñýìïëèðîâàíèå ïî
Ãèááñó òîæå íå Ãèááñ ïðèäóìàë � àëãîðèòì áûë ðàçðàáîòàí ÷åðåç âîñåìü-
äåñÿò ëåò ïîñëå åãî ñìåðòè [49]; áîëåå ïîäðîáíî î ñýìïëèðîâàíèè ïî Ãèááñó
ñì. [27,48,133].
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2. Êëàññèôèöèðîâàòü íîâûé ñëó÷àé x ñîãëàñíî h.

Ìû çäåñü îñòàâëÿåì çà êàäðîì ïîäðîáíîñòè òîãî, êàê ñýì-
ïëèðîâàòü ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè � ýòî ìîæåò çàâèñåòü
îò êîíêðåòíîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåç. Íî îáû÷íî ýòî ïîëó÷àåòñÿ
ðåàëèçîâàòü ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì âû÷èñëÿòü ñóììó
ïî âñåì ãèïîòåçàì. Ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ìåòîäà â òîì,
÷òî ãèááñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ñõîäèòñÿ ê îïòèìàëüíîìó ðå-
øåíèþ ñ îøèáêîé, ëèøü âäâîå áîëüøå îøèáêè îïòèìàëüíîãî
êëàññèôèêàòîðà (ïðè îïðåäåë¼ííûõ íå ñëèøêîì æ¼ñòêèõ óñëî-
âèÿõ) [35, 99, 103, 142]. Ïîýòîìó àëãîðèòì Ãèááñà îáû÷íî îêàçû-
âàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

� 5.7. Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð

Îïòèìàëüíûé êëàññèôèêàòîð è ãèááñîâñêèé êëàññèôèêàòîð
îñòàâëÿëè çà êàäðîì çàäà÷ó ïîèñêà àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé ãèïîòåç. Ñâîé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïðåäëàãàåò íàèâíûé
áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð (na��ve Bayes)1. Âïåðâûå åãî èñ-
ïîëüçîâàëè åù¼ â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ [102, 110], è ñ òåõ ïîð
íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð èñïîëüçóåòñÿ î÷åíü øèðî-
êî. Îí äåëàåò íàñòîëüêî ñèëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äàæå íå
âåðèòñÿ, ÷òî îí ìîæåò õîðîøî ðàáîòàòü. Îäíàêî ïðàêòèêà ïî-
êàçûâàåò, ÷òî íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà ýôôåêòèâåí äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè ñ áîëüøèì êîëè-
÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê êëàññèôèêàöèÿ òåê-
ñòîâ. Â ïîñëåäíèå ëåò äåñÿòü, êñòàòè, ïîÿâèëèñü òåîðåòè÷åñêèå
äîêàçàòåëüñòâà ýôôåêòèâíîñòè íàèâíîãî áàéåñîâñêîãî êëàññè-
ôèêàòîðà, è õîòÿ îíè íå âõîäÿò ñåé÷àñ â íàøó çàäà÷ó, ìû ïîðå-
êîìåíäóåì ÷èòàòåëþ ýòè äåéñòâèòåëüíî âåñüìà èíòåðåñíûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ [39,61,166].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé äðóãîé
çàäà÷è êëàññèôèêàöèè: êàæäûé ïðèìåð x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà V è îïèñûâàåòñÿ àòðèáóòàìè

〈a1,a2, . . . ,an〉.
Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå äàííîãî àòðèáóòà:

v0 = argmaxv∈Vp(x = v|a1,a2, . . . ,an).

1Èíîãäà åãî äàæå íàçûâàþò Idiot's Bayes, íî ìû íå ðèñêí¼ì óïîòðåáëÿòü
ýòîò òåðìèí è ïåðåâîäèòü åãî íà ðóññêèé ÿçûê.
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Ïî òåîðåìå Áàéåñà,

vMAP = argmaxv∈V

p(a1,a2, . . . ,an|x = v)p(x = v)

p(a1,a2, . . . ,an)
=

= argmaxv∈Vp(a1,a2, . . . ,an|x = v)p(x = v).

Îöåíèòü p(x = v) ëåãêî: ïðè íàëè÷èè äàæå íå ñëèøêîì áîëü-
øîãî ÷èñëà òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ìîæíî îöåíèòü ÷àñòîòó âñòðå÷à-
åìîñòè êàæäîãî èç çíà÷åíèé x. Íî îöåíèòü ðàçíûå âåðîÿòíîñòè

p(m = 1,m = 2, . . . ,m = n|x = v)

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì � èõ ñëèøêîì ìíîãî. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêè ýòèõ âåðîÿòíîñòåé, íàì ôàêòè÷åñêè
íóæíî êàæäóþ èç âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé àòðèáóòîâ ïðîíàáëþ-
äàòü ïî íåñêîëüêî ðàç. Ýòî, ðàçóìååòñÿ, íà ïðàêòèêå íåâîçìîæ-
íî.

Ïîýòîìó íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ïðåäïîëàãàåò
óñëîâíóþ íåçàâèñèìîñòü àòðèáóòîâ ïðè óñëîâèè äàííîãî çíà÷å-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

p(a1,a2, . . . ,an|x = v) = p(a1|x = v)p(a2|x = v) . . . p(an|x = v).

Òåïåðü óæå äàæå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà òåñòî-
âûõ ïðèìåðîâ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âåñüìà íàä¼æíî îöå-
íèòü êàæäóþ èç ýòèõ âåðîÿòíîñòåé.1

Èòàê, íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð âûáèðàåò v êàê

vNB(a1,a2, . . . ,an) = argmaxv∈Vp(x = v)

n∏
i=1

p(ai|x = v).

Â ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòîâ (íàïðèìåð,
ïðè ñîçäàíèè ñïàì-ôèëüòðà) àòðèáóòîì áóäåò ïîÿâëåíèå òîãî
èëè èíîãî ñëîâà â òåêñòå. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî àòðèáóòîâ ïî-
ëó÷àåòñÿ ñîâåðøåííî çàïðåäåëüíûì äëÿ ïðÿìîãî ïåðåáîðà: èõ
ïî ìåíüøåé ìåðå íåñêîëüêî äåñÿòêîâ òûñÿ÷. Áîëåå òîãî, åñëè
ñòðîèòü ïîëíóþ ìîäåëü òåêñòà, òî íóæíî ó÷èòûâàòü ìåñòîïîëî-
æåíèå ñëîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, ÷òî óìíîæàåò ÷èñëî àò-
ðèáóòîâ íà äëèíó äîêóìåíòà. Ïîýòîìó ìåòîä, óñòàíàâëèâàþùèé

1¾Íàä¼æíî¿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü � ýòî çíà÷èò ïîñòðîèòü îöåíêó ñ äî-
ñòàòî÷íî ìàëåíüêèì äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì.
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óñëîâíûå íåçàâèñèìîñòè àòðèáóòîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, ñî-
âåðøåííî íåîáõîäèì. Íî íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð
ïðåäïîëàãàåò, íà ïåðâûé âçãëÿä, êàêèå-òî ñîâåðøåííî ôàíòà-
ñòè÷åñêèå âåùè: ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîÿâëåíèå ñëîâà íå çàâèñèò îò
äðóãèõ ñëîâ, åãî îêðóæàþùèõ, è äàæå, áîëåå òîãî, íå çàâèñèò îò
äëèíû äîêóìåíòà. È, òåì íå ìåíåå, íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàñ-
ñèôèêàòîð îêàçûâàåòñÿ íà ðåäêîñòü ýôôåêòèâåí.

� 5.8. Àòðèáóöèÿ òåêñòîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð êîíêðåòíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ íàèâíîãî áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà. Çàäà÷à äîñòà-
òî÷íî òðàäèöèîííà äëÿ ïîäîáíîãî ðîäà èíñòðóìåíòîâ è îòíî-
ñèòñÿ ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ ¾èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà
òåêñòîâ¿. Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ àòðèáóöèåé òåêñòîâ : îïðå-
äåëåíèåì ïî äàííîìó òåêñòó åãî àâòîðñòâà.

Íàøà ïðîãðàììà áóäåò ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå C#. Ïîðàçè-
òåëüíî, íî äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòà ïîòðåáóåòñÿ íå òàê óæ
ìíîãî êîäà.

Èòàê, ïåðâûé ôàéë ñîäåðæèò êëàññ MyDictionary, â êîòî-
ðîì ðåàëèçîâàí ñëîâàðü, ïîïîëíÿþùèéñÿ äëÿ êàæäîãî èç òåñòî-
âûõ òåêñòîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðóññêèé ÿçûê äîñòàòî÷íî ñëîæåí äëÿ
êëàññèôèêàöèè: íóæíî óìåòü ðàñïîçíàâàòü îäèíàêîâûå ñëîâà,
õîòÿ îíè ìîãóò ñòîÿòü â ðàçíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ ôîðìàõ. Â èäå-
àëå äëÿ ýòîãî íóæíî ðåàëèçîâûâàòü äîñòàòî÷íî ïîëíûé ñëîâàðü
âñåãî ÿçûêà èëè èíòåëëåêòóàëüíóþ ñèñòåìó ðàñïîçíàâàíèÿ ñëî-
âîôîðì; îäíàêî äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ìû îãðàíè÷èìñÿ óäàëåíèåì
îêîí÷àíèé; ìàññèâ ending ñîäåðæèò íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûå
îêîí÷àíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ïðîñòî ¾îòðåçàòü¿ îò ñëîâ, åñëè
îíè íà íèõ çàêàí÷èâàþòñÿ. À ÷òîáû â ðåçóëüòàòå íå ïîëó÷àëèñü
ìíîãî÷èñëåííûå îäíî-äâóõáóêâåííûå ñëîâà, ìû ââåä¼ì îãðàíè-
÷åíèå íà äëèíó ñëîâà â ñëîâàðå (íå ìåíåå ÷åòûð¼õ ñèìâîëîâ, íå
ñ÷èòàÿ îêîí÷àíèé).

Ëèñòèíã 5.1. Naive Bayes íà C#: MyDictionary

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.IO;

namespace TextClassificator {
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public class MyDictionary {
private static readonly string[] ending =
new string[51] {
"îìó", "åìó", "àìè", "ûìè", "ÿìè", "èìè", "àøü",
"åøü", "èøü", "îãî", "åãî", "ûé", "îé", "èé",
"ûå", "èå", "îå", "åå", "èÿ", "àÿ", "èþ", "èè",
"èå", "óþ", "àõ", "ûõ", "èõ", "òü", "îâ", "åâ",
"èì", "îì", "ûì", "àì", "ÿì", "åì", "óò", "þò",
"èò", "åò", "àò", "ÿò", "à", "ÿ", "î", "å", "û",
"è", "ü", "þ", "ó"};

private Dictionary<string, double[]> dict =
new Dictionary<string, double[]>();

public double[] this[string key] {
get {

string word = key;
removeEnding(ref word);
if(word.Length < 4) { return null; }
if (dict.ContainsKey(word)) {

return dict[word];
} else {

return null;
}

}
}

private int numOfAuthors;
public int NumOfAuthors {

get { return numOfAuthors; }
}

private int currentAuthor = 0;
private string text;
private int[] wordsPerAuthor;

public MyDictionary(string path) {
string[] dirs = Directory.GetDirectories(path);
numOfAuthors = dirs.Length;
wordsPerAuthor = new int[numOfAuthors];
for (int i = 0; i < numOfAuthors; i++) {

wordsPerAuthor[i] = 0;
currentAuthor = i;
string[] files = Directory.GetFiles(dirs[i]);
for (int j = 0; j < files.Length; j++) {

readFromFile(files[j]);
}

}
writeToFile("befornorm");
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decreaseDimension();
writeToFile("afternorm");

}

public void readFromFile(string filename) {
StreamReader sr = File.OpenText(filename);
text = sr.ReadToEnd();
int j = 0;
while (j < text.Length - 5) {

readNextWord(ref j);
}

}

private void readNextWord(ref int j) {
string word = "";
while(j < text.Length) {

if (((text[j]>='à') && (text[j]<='ÿ')) ||
((text[j]>='À') && (text[j]<='ß'))) {
char ch = Char.ToLower(text[j]);
word = word + ch;
j++;

} else {
addWordToDictionary(word);
if (j != text.Length) {

j++;
return;

}
}

}
Console.WriteLine(word);
addWordToDictionary(word);

}

private void removeEnding(ref string word) {
if (word.EndsWith("ñü") || word.EndsWith("ñÿ")) {

word = word.Substring(0, word.Length - 2);
}
for (int i = 0; i < ending.Length; i++)
{

if (word.EndsWith(ending[i])) {
word = word.Substring(
0, word.Length - ending[i].Length);

return;
}

}
}

private void addWordToDictionary(string word) {
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removeEnding(ref word);
if(word.Length < 4) {

return;
}

if (dict.ContainsKey(word)) {
dict[word][currentAuthor] += 1;

} else {
dict.Add(word, new double[numOfAuthors]);
for (int j = 0; j < numOfAuthors; j++) {

dict[word][j] = 0.1;
}
dict[word][currentAuthor] += 1;

}
return;

}

public void decreaseDimension() {
List<string> delString =
new List<string>(dict.Count);

foreach (
KeyValuePair<string, double[]> entry in dict) {
for (int i = 0;
i < entry.Value.Length; i++) {
wordsPerAuthor[i] += (int)entry.Value[i];

}
bool allEquals = true;
for (int i = 0; i < entry.Value.Length; i++) {

if((i != 0) &&
(entry.Value[i - 1]!=entry.Value[i])) {
allEquals = false;
goto LABEL;

}
}

LABEL:
if(allEquals) { delString.Add(entry.Key); }

}
foreach (string s in delString) {

dict.Remove(s);
}
foreach(
KeyValuePair<string, double[]> entry in dict) {
for(int i = 0; i < entry.Value.Length; i++) {

entry.Value[i] =
entry.Value[i]/wordsPerAuthor[i];

}
}

}
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public void writeToFile(string filename) {
StreamWriter file = File.CreateText(filename);
foreach (
KeyValuePair<string, double[]> entry in dict)

{
file.Write(entry.Key);
for (int i = 0;

i < entry.Value.Length; i++) {
file.Write(" " + entry.Value[i]);

}
file.WriteLine();

}
file.Close();

}
}

}

Ñëåäóþùèé ôàéë ðåàëèçóåò ñîáñòâåííî êëàññèôèêàòîð: îí
÷èòàåò ôàéë, ïîäàííûé äëÿ êëàññèôèêàöèè, è ïîäñ÷èòûâàåò âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå òîãî èëè èíîãî èç çàíåñ¼í-
íûõ â êëàññ MyDictionary àâòîðîâ.

Ëèñòèíã 5.2. Naive Bayes íà C#: TextClassificator

using System;

namespace TextClassificator {
public class Classificator {
private MyDictionary mydict;
private int numOfAuthors;

public Classificator(MyDictionary mydict) {
this.mydict = mydict;
numOfAuthors = mydict.NumOfAuthors;

}

public double[] whoIsWriter(string s) {
int j = 0;
double[] results = new double[numOfAuthors];
for (int l = 0; l < results.Length; l++) {

results[l] = 1;
}
while (j < s.Length) {

string word = readNextWord(s, ref j);
if (mydict[word] != null) {

for (int k = 0; k < numOfAuthors; k++) {
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results[k] *= mydict[word][k];
}
if(results[0] < 0.00001) {

for(int g = 0;
g < numOfAuthors; g++) {
results[g] *= 10000;

}
}

}
}
double sum = 0;
for (int y = 0; y < results.Length; y++) {

sum += results[y];
}
for (int c = 0; c < results.Length; c++) {

results[c] = results[c]/sum;
}
return results;

}

private string readNextWord(string s, ref int j) {
string word = "";
while (j < s.Length) {

if (((s[j] >= 'à') && (s[j] <= 'ÿ')) ||
((s[j] >= 'À') && (s[j] <= 'ß'))) {
char ch = Char.ToLower(s[j]);
word = word + ch;
j++;

} else {
j++;
return word;

}
}
return word;

}
}

}

È ïîñëåäíèé ôàéë � ôàéë ñ êëàññîì Main, ñîáñòâåííî çà-
ïóñêàåìûé ôàéë. Êàê âèäíî èç íåãî, íóæíî ïîëîæèòü òåêñòû
äëÿ îáó÷åíèÿ â êàòàëîã test/learning (âíóòðè êîòîðîãî êàòàëî-
ãè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü àâòîðàì), à òåêñòû äëÿ ïîñëåäóþùåé
êëàññèôèêàöèè � â êàòàëîã test/checking. Êîíå÷íî, â ðåàëü-
íîì ïðèëîæåíèè âîçìîæíîñòü âûáîðà ðàáî÷èõ êàòàëîãîâ ñòîèò
ïðåäîñòàâèòü ïîëüçîâàòåëþ.
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Ëèñòèíã 5.3. Naive Bayes íà C#: Main

using System;
using System.IO;

namespace TextClassificator
{

class main
{

public static void Main(string[] args)
{

MyDictionary dict =
new MyDictionary("test\\learning");

Classificator cl = new Classificator(dict);
string[] dirs =
Directory.GetDirectories("test\\rchecking");

for (int p = 0; p < dirs.Length; p++)
{

string[] files =
Directory.GetFiles(dirs[p]);

for(int r = 0; r < files.Length; r++)
{

StreamReader sr =
File.OpenText(files[r]);

string s = sr.ReadToEnd();
double[] res = cl.whoIsWriter(s);
for (int t = 0; t < res.Length; t++)
{

Console.Write(res[t] + " ");
}
Console.WriteLine();

}
Console.WriteLine("----------------");

}
}

}
}

Ýòîò êëàññèôèêàòîð ïîêàçûâàåò âåñüìà ïðèëè÷íûå ðåçóëü-
òàòû.

Êàê èçâåñòíî, ÿçûê Perl ñîçäàâàëñÿ âî ìíîãîì ñïåöèàëüíî
äëÿ ðàáîòû ñ òåêñòîì è òåêñòîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé; êðîìå òîãî,
îí ñîçäàâàëñÿ êàê ¼ìêèé è êîìïàêòíûé ÿçûê. Ïîýòîìó ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è çàäà÷ó àòðèáóöèè òåêñòîâ íà Perl ðåøèòü
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ìîæíî ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì êîäà è ýëåãàíòíåå. Äåéñòâèòåëü-
íî, òàê è ïðîèñõîäèò. Ïðàâäà, êîìïàêòíîñòü äîñòèãàåòñÿ âî ìíî-
ãîì çà ñ÷¼ò ÷èòàáåëüíîñòè êîäà. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ïîäðîáíî
êîììåíòèðîâàòü íèæåïðèâåä¼ííóþ ïðîãðàììó: äëÿ çàèíòåðåñî-
âàâøåãîñÿ ÷èòàòåëÿ çàäà÷à ñàìîñòîÿòåëüíî â íåé ðàçîáðàòüñÿ
ñòàíåò õîðîøèì óïðàæíåíèåì â ÿçûêå Perl. Äîáàâèì ëèøü, ÷òî
íå âñå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ îäèíàêîâî ïîëåçíû, è íåêîòîðûå
èç èñïîëüçóåìûõ â ýòîé ïðîãðàììå íóæíû òîëüêî äëÿ óäàëåíèÿ
HTML�ðàçìåòêè, ò.å. èõ ìîæíî íå èñïîëüçîâàòü, åñëè íà âõîä
ïîäà¼òñÿ îáû÷íûé òåêñò.

Ëèñòèíã 5.4. Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð íà Perl

sub getText {
$dn = shift;
$_ = '';
opendir adir, $dn;
foreach $fn(readdir adir) {

if (!-f $dn.$fn) { next; }
print "$dn$fn\n";
open tm, $dn.$fn;
$_ = $_.join ' ', <tm>;
close tm;

}
closedir adir;

s/\r|\n/ /g;
s/<head.*?<\/head>//gi;
s/<script.*?<\/script>//gi;
s/<style.*?<\/style>//gi;
s/<.*?>//gi;
s/&nbsp;/ /g;
s/&\w{1,10};/ /g;
s/&#\d*;?/ /g;
s/[^A-Za-zÀ-ß�à-ÿ¼]/ /g;
s/ +/ /g;
tr/a-zà-ÿ¼/A-ZÀ-ß�/;
return $_;

}

sub getWords {
my $d;
@w = sort split ' ', getText shift;
push @w, '$';

$n = 0;
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$w = $w[0];
foreach (@w) {

if ($w ne $_) {
$d->{$w} = $n;
$n = 1;
$w = $_;

} else {
$n++;

}
}
return $d;

}

print "Reading data...\n";
opendir dir, 'Data';
foreach $a(readdir dir ) {

if ($a =~ m/\.$/) { next; }
$dict->{$a} = getWords "Data\\$a\\";

}
closedir dir;
print "\n";
$ndict = getWords 'new\\';

print "\nClassification...\n";
@a = sort keys %$dict;
foreach (@a) {

$dict->{$_}->{'$'} = 1;
}

foreach $w (keys %$ndict) {
$mp = -1;
foreach (@a) {

$p = $dict->{$_}->{$w} - $ndict->{$w};
$p = ($p == 0 ? 0.1 : abs $p);
$dict->{$_}->{'$'} *= $p;
$x = $dict->{$_}->{'$'};
if (($mp > $x) || ($mp == -1)) {

$mp = $x;
}

}
foreach (@a) {

$dict->{$_}->{'$'} /= $mp;
}

}

$m = -1;
foreach (@a) {

$x = $dict->{$_}->{'$'};
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if (($m > $x) || ($m == -1)) {
$m = $x;
$aut = $_;

}
}
print "\nresult: $aut\n";

� 5.9. Áàéåñîâñêîå îáó÷åíèå è íåéðîííûå ñåòè

Â � 5.5 ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî áàéåñîâñêîå îáó÷åíèå ÷àñòî
îêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòîì, èäåàëîì, ñ êîòîðûì ñëåäóåò ñðàâíè-
âàòü äðóãèå ìåòîäû îáó÷åíèÿ è âûÿñíÿòü, íàñêîëüêî òîò èëè
èíîé àëãîðèòì ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîèñêó ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðè-
îðíîé ãèïîòåçû. Â � 5.5 áûëî äîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòìû äåðåâüåâ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ðàññìîòðåííûå íàìè â Ãëàâå 1, è àëãîðèòìû
îáó÷åíèÿ êîíöåïòàì, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ,
ðàáîòàþò îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Òåïåðü íàñòàëà ïîðà îòäàòü
ñòàðûé äîëã: â Ãëàâå 3 ìû ñòðîèëè àëãîðèòìû ñ öåëüþ ìèíèìè-
çèðîâàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò öåëåâîé ôóíêöèè

E(w0, . . . ,wn) =
1

2

m∑
j=1

(tj − o(x
j
0, . . . ,x

j
n))2,

à â � 3.5 îáåùàëè, ÷òî ðàññêàæåì çäåñü, ïî÷åìó íóæíî ìèíèìè-
çèðîâàòü èìåííî å¼.

Èòàê, ìû ïûòàåìñÿ ïðèáëèçèòü íåéðîííîé ñåòüþ öåëåâóþ
ôóíêöèþ

f : X −→ R,

èìåÿ íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ

D = {〈x1, t1〉, . . . , 〈xm, tm〉} .

Â óñëîâèÿõ ïðèáëèæåíèÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íå
ïðèõîäèòñÿ îæèäàòü, ÷òî äàííûå òî÷íî ëÿãóò íà ãðàôèê öåëå-
âîé ôóíêöèè. Íàøå ãëàâíîå ïðåäïîëîæåíèå êàñàåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ øóìà, ò.å. îòêëîíåíèÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ îò èäåàëüíîãî
ãðàôèêà f.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ti = f(xi) + ei, ãäå ei � íîðìàëü-
íî ðàñïðåäåë¼ííûé øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì . Èíà÷å ãîâîðÿ,
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ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò òåñòîâîãî ïðèìå-
ðà óêëàäûâàåòñÿ íà ãðàôèê èñêîìîé ôóíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî
íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîãî îòêëîíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìû ïðåä-
ïîëàãàåì íåçàâèñèìîñòü òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

Âñëåäñòâèå íåçàâèñèìîñòè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ìîæíî èñêàòü
ìàêñèìàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ ãèïîòåçó â âèäå

hMAP = argmaxh∈Hp(D|h) = argmaxh∈H

m∏
i=1

p(ti|h),

ãäå p(ti|h) � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âàðèàöèåé σ è ñ öåí-
òðîì â µ = h(xi). Òàêîé öåíòð ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïî-
òîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòü èùåòñÿ ïðè óñëîâèè ãèïîòåçû h, ò.å. ïðè
óñëîâèè, ÷òî ãèïîòåçà h âåðíî îïèñûâàåò öåëåâóþ ôóíêöèþ f, à
ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî f(xi) = h(xi).

Òîãäà

hMAP = argmaxh∈H

m∏
i=1

1√
2πσ2

e
− 1

2σ2 (di−h(xi))
2

.

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé âîñïîëüçóåìñÿ íåñëîæíûì ïðè¼ìîì,
äàâíî ñòàâøèì ñòàíäàðòíûì â ýòîé íàóêå: âîçüì¼ì ëîãàðèôì
îò ôóíêöèè, ñòîÿùåé ïîä argmax; íà çíà÷åíèå argmax ýòî íå
ïîâëèÿåò:

hMAP = argmaxh∈H

m∑
i=1

(
ln

1√
2πσ2

−
1

2σ2
(di − h(xi))

2

)
.

Óäàëèâ èç-ïîä argmax êîíñòàíòû, êàê àääèòèâíûå, òàê è ìóëü-
òèïëèêàòèâíûå, êîòîðûå íà íåãî òàêæå íå âëèÿþò (òîëüêî çíàê
¾ìèíóñ¿ ïðåâðàòèò argmax â argmin), ïîëó÷èì:

hMAP = argminh∈H

m∑
i=1

(di − h(xi))
2 .

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîé îøèáêè âåä¼ò ê ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé ãèïîòåçå.
Ýòî ìàòåìàòè÷åñêè îïðàâäûâàåò àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ íåéðîí-
íûõ ñåòåé â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè áûëè ïðåäñòàâëåíû â Ãëà-
âå 3.
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� 5.10. Ïðèíöèï íàèìåíüøåé äëèíû îïèñàíèÿ

Âñåì èçâåñòåí ôèëîñîôñêèé ïðèíöèï ¾áðèòâû Îêêàìà¿; åãî
îáû÷íî çàïèñûâàþò êàê ¾Entia non sunt multiplicanda praeter
necessitatem¿ (¾Íå ñëåäóåò óìíîæàòü ñóùíîñòè áåç íåîáõîäè-
ìîñòè¿). Îòìåòèì, ÷òî ñàì Îêêàì1 òàê íå ïèñàë, ñàìîå áëèç-
êîå, ÷òî óäà¼òñÿ íàéòè â åãî òðóäàõ � ¾Numquam ponenda est
pluralitas sine necessitate¿ (¾Íå ñëåäóåò óòâåðæäàòü ìíîãîå áåç
íåîáõîäèìîñòè¿). Äà è ïðèîðèòåò íå î÷åâèäåí: àíàëîãè÷íûå èäåè
âûñêàçûâàëè Ôîìà Àêâèíñêèé2 è Èîàíí Äóíñ Ñêîò. Íà ñàìîì

1Óèëüÿì Îêêàì (William of Ockham èëè Occam, îê. 1288 � îê. 1348) �
àíãëèéñêèé ôðàíöèñêàíñêèé ìîíàõ è ñõîëàñò, îáó÷àëñÿ â Îêñôîðäå, íî òàê
è íå ïîëó÷èë äàæå ñòåïåíè M. Sc. Â 1324 ãîäó îí ïîåõàë â Àâèíüîí, ïî îä-
íîé âåðñèè � â êà÷åñòâå ïðîôåññîðà ôèëîñîôèè, à ïî äðóãîé � â êà÷åñòâå
îòâåò÷èêà, îáâèíÿåìîãî â åðåñè. Êàê áû òî íè áûëî, ê 1327 ãîäó Îêêàì óæå
óñïåë íå ñîéòèñü ñ ïàïîé ïî îäíîìó áîãîñëîâñêîìó âîïðîñó (íå î ñâ. Àâãó-
ñòèíå, à î áåäíîñòè Õðèñòà è àïîñòîëîâ � ôðàíöèñêàíöû ñ÷èòàëè, ÷òî íè ó
ñàìîãî Èèñóñà, íè ó åãî áëèæàéøèõ ó÷åíèêîâ âîâñå íå áûëî ñîáñòâåííîñòè,
à ïàïå ýòà èäåÿ íðàâèëàñü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå), è åìó ïðèøëîñü áåæàòü â
Áàâàðèþ. Ñ ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ, Îêêàì � îäèí èç ïåðâûõ íîìèíà-
ëèñòîâ, íåêîòîðûå íàçûâàþò åãî îñíîâàòåëåì ñîâðåìåííîé ýïèñòåìîëîãèè
(òåîðèè ïîçíàíèÿ âîîáùå è íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ â ÷àñòíîñòè). Ãëàâíûé íà-
ó÷íûé òðóä Îêêàìà � ¾Summa logicae¿, ãäå îí ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîëíî
èçëîæèë îñíîâû ñèëëîãèñòè÷åñêîé ëîãèêè.

2Ôîìà Àêâèíñêèé (Thomas Aquinas, îê. 1225�1274) � òåîëîã è ôèëî-
ñîô, äîìèíèêàíåö. Îí ðîäèëñÿ â Íåàïîëèòàíèè è ïî ìàòåðèíñêîé ëèíèè
áûë ðîäñòâåííèêîì Ãîãåíøòàóôåíîâ. Ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè ïîëó÷èâ
M. Sc., Ôîìà Àêâèíñêèé ÷èòàë ëåêöèè â Ïàðèæå, Ðèìå è äðóãèõ êðóïíûõ
ãîðîäàõ, ìíîãî ïóòåøåñòâîâàë è áûë îäíèì èç âèäíåéøèõ öåðêîâíûõ ÷èíîâ.
Ôîìà Àêâèíñêèé ôàêòè÷åñêè îòêðûë çàïàäíîìó ìèðó Àðèñòîòåëÿ, ïðèìè-
ðèâ åãî èäåè ñ õðèñòèàíñêèìè äîãìàìè è âûäåëèâ èç Àðèñòîòåëÿ åãî íà-
ó÷íûé ìåòîä. Êàê òåîëîã Ôîìà èñêàë ñâèäåòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ Áîãà-
ñîçäàòåëÿ, ñâèäåòåëüñòâà íàëè÷èÿ çàìûñëà â îêðóæàþùåì ìèðå, ïðèðîäå,
åñòåñòâåííûõ âåùàõ è ïðîöåññàõ è íå ïûòàëñÿ ïðèáåãàòü äëÿ ýòîãî ê îòêðî-
âåíèþ èëè òðàíñöåíäåíòàëüíîé, àïðèîðíî-ëîãè÷åñêîé òåîëîãèè. Â ¾Summa
Theologiae¿ îí ïðèâîäèò è ïîäðîáíî îáñóæäàåò ñâîè çíàìåíèòûå ïÿòü äî-
êàçàòåëüñòâ ñóùåñòâîâàíèÿ Áîãà, quinquae viae, òå ñàìûå äîêàçàòåëüñòâà,
êîòîðûå ïûòàëñÿ ðàçðóøèòü áåñïîêîéíûé ñòàðèê Èììàíóèë Êàíò. Ïî èðî-
íèè ñóäüáû, 6 äåêàáðÿ 1273 ãîäà Ôîìà, ïî åãî ñîáñòâåííûì ñëîâàì, âî âðåìÿ
ìåññû èñïûòàë íåêèé ìèñòè÷åñêèé îïûò, ïîëó÷èë îòêðîâåíèå, êîòîðîå ÷óòü
áûëî íå çàñòàâèëî åãî áðîñèòü íåäîïèñàííóþ ¾Summa Theologiae¿. Ôîìà Àê-
âèíñêèé áûë îäíèì èç ñàìûõ âëèÿòåëüíûõ õðèñòèàíñêèõ ôèëîñîôîâ; åãî
òðóäû îïðåäåëÿëè îôèöèàëüíóþ ïîçèöèþ êàòîëè÷åñêîé öåðêâè â òå÷åíèå
ìíîãèõ ñòîëåòèé.
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äåëå íå÷òî ïîäîáíîå ìîæíî íàéòè äàæå ó ñàìîãî Àðèñòîòåëÿ1;
¾áðèòâà¿ ïîëó÷èëà èìÿ Îêêàìà ïîòîìó, ÷òî ïîñëåäíèé î÷åíü
àêòèâíî ïðèìåíÿë å¼ â ñâîèõ òåîëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ. Êà-
çàëîñü áû, ýòî áàçîâûé ôèëîñîôñêèé ïðèíöèï � íåóæåëè åãî
ìîæíî äîêàçàòü ìàòåìàòè÷åñêè è ïðè ÷¼ì âîîáùå òóò ìàòåìà-
òèêà?

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü (è äîêàçàòü!) âïîëíå
ôîðìàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå, î÷åíü áëèçêîå ê ñà-
ìîé íàñòîÿùåé ¾áðèòâå Îêêàìà¿. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò
¾ïðèíöèïîì íàèìåíüøåé äëèíû îïèñàíèÿ¿ (minimum descrip-
tion length principle, èëè ïðîñòî MDL).

×òîáû ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó MDL, âåð-
í¼ìñÿ ê ôîðìóëå ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé ãèïîòåçû è âîçü-
ì¼ì â íåé ëîãàðèôì:

hMAP = argmaxh∈Hp(D|h)p(h) =

= argmaxh∈H (log2 p(D|h) + log2 p(h)) .

Óìíîæàÿ íà −1, ïîëó÷èì:

hMAP = argminh∈H (− log2 p(D|h) − log2 p(h)) .

Íî − log2 p(D|h) � ýòî â òî÷íîñòè øåííîíîâñêàÿ ýíòðîïèÿ
D ïðè óñëîâèè h, òî åñòü äëèíà îïèñàíèÿ D â îïòèìàëüíîì êî-
äèðîâàíèè ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî ãèïîòåçà h ñîîòâåòñòâóåò äåé-
ñòâèòåëüíîñòè. À − log2 p(h), ñîîòâåòñòâåííî, � äëèíà îïèñàíèÿ
ñàìîé ãèïîòåçû h.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ôîðìóëà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé
ãèïîòåçû óæå ñàìà ïî ñåáå ðåêîìåíäóåò íå óìíîæàòü ñóùíîñòè,

1Àðèñòîòåëü ( ′Aριστoτεληζ, 384�322 äî í.ý.) � ãðå÷åñêèé ôèëîñîô, ó÷å-
íèê Ïëàòîíà è ó÷èòåëü Àëåêñàíäðà Âåëèêîãî. Â òå÷åíèå 20 ëåò îí ñëóøàë
ëåêöèè Ïëàòîíà â Àôèíàõ, à ïîñëå ñìåðòè ó÷èòåëÿ ïîñòóïèë íà ñëóæáó
ñíà÷àëà ê Ãåðìèþ, à çàòåì ê Ôèëèïïó Ìàêåäîíñêîìó, êîòîðûé äîâåðèë Àðè-
ñòîòåëþ âîñïèòàíèå ñûíà; êîãäà Àëåêñàíäð ïåðåñòàë íóæäàòüñÿ â ó÷èòåëå
ôèëîñîôèè, Àðèñòîòåëü âåðíóëñÿ â Àôèíû è îñíîâàë òàì ñâîþ çíàìåíèòóþ
ïåðèïàòåòè÷åñêóþ øêîëó. Êàê ó÷¼íûé Àðèñòîòåëü ôàêòè÷åñêè ñôîðìèðî-
âàë ñîâðåìåííûé íàó÷íûé ìåòîä, ñîçäàë ôîðìàëüíóþ ëîãèêó, îñíîâàííóþ
íà ñèëëîãèçìàõ. Â ðàìêàõ ýòîé ñíîñêè åãî íàó÷íûå èäåè íåâîçìîæíî äàæå
êðàòêî ïåðå÷èñëèòü � îíè îõâàòûâàþò ôàêòè÷åñêè âåñü êîðïóñ çíàíèé, ñó-
ùåñòâîâàâøèé â òî âðåìÿ: ôèçèêó (íàóêó î äâèæåíèè), ìåòàôèçèêó (ïåðâóþ
ôèëîñîôèþ, ó÷åíèå îá îñíîâíûõ ïðèíöèïàõ áûòèÿ), ýòèêó è ïîëèòèêó (ó÷å-
íèå î ãîñóäàðñòâå).
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à èñïîëüçîâàòü êðàò÷àéøóþ èç âîçìîæíûõ çàïèñåé îïèñûâàå-
ìîé ñèòóàöèè! Ýòî è íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ìèíèìàëüíîé äëè-
íû îïèñàíèÿ. Èì ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ìàøèííîì
îáó÷åíèè.

� 5.11. Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû ñìîãëè ïîñòàâèòü îñíîâíóþ çàäà÷ó âñåãî
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ � ïîèñê ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé
ãèïîòåçû. Ýòà çàäà÷à ïîÿâëÿåòñÿ â ðàçíûõ âèäàõ, ïîä ðàçíû-
ìè ìàñêàìè, ïîðîé îíà âûãëÿäèò êàê çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè,
ïîðîé � êàê çàäà÷à êëàññèôèêàöèè, ïîðîé åù¼ êàê-íèáóäü. Íî
îñíîâíàÿ çàäà÷à â ìàøèííîì îáó÷åíèè âñåãäà îäíà: åñòü ìíîæå-
ñòâî ãèïîòåç, åñòü íåêîòîðûå (çà÷àñòóþ ñêðûòûå) ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé, åñòü íåèçâåñòíûå íàì ïàðàìåòðû ýòèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, è òðåáóåòñÿ íàéòè ãèïîòåçó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ â
èìåþùèõñÿ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàèáîëåå âåðîÿòíîé ïðè óñëîâèè
èìåþùèõñÿ äàííûõ.





Ãëàâà 6

Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

Âñ¼ èñòèííîå çíàíèå, êîòîðûì ìû îáëàäàåì, çàâè-
ñèò îò ìåòîäîâ, êîòîðûìè ìû îòëè÷àåì ïîõîæåå îò
íåïîõîæåãî. ×åì áîëüøå åñòåñòâåííûõ ðàçëè÷èé ñî-
äåðæàò ýòè ìåòîäû, òåì ÿñíåå ñòàíîâèòñÿ íàøà èäåÿ
âåùåé. ×åì áîëåå ìíîãî÷èñëåííû îáúåêòû, êîòî-
ðûå çàíèìàþò íàøå âíèìàíèå, òåì ñëîæíåå è òåì
áîëåå íåîáõîäèìûì ñòàíîâèòñÿ ñîçäàíèå òàêîãî ìå-
òîäà. Ìû íå äîëæíû íè îáúåäèíÿòü îäíèì ðîäîì
ëîøàäü è ñâèíüþ, õîòÿ îáà âèäà íåïàðíîêîïûòíû,
íè ðàçëè÷àòü â ðàçíûõ ðîäàõ êîçëà, ëîñÿ è ñåâåð-
íîãî îëåíÿ, õîòÿ ôîðìà èõ ðîãîâ ðàçëè÷àåòñÿ. Ìû
äîëæíû, òàêèì îáðàçîì, âíèìàòåëüíûì è óñåðäíûì
íàáëþäåíèåì îïðåäåëèòü ãðàíèöû ðîäîâ, ïîñêîëü-
êó èõ íåëüçÿ îïðåäåëèòü a priori. Ýòî � ãëàâíàÿ
çàäà÷à, íàèâàæíåéøàÿ ðàáîòà, èáî åñëè ïåðåïóòà-
íû ðîäû, çàïóòàåòñÿ è âñ¼ îñòàëüíîå.

Genera Plantarum
Êàðë Ëèííåé
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Ïîñëå äîëãîãî è âñåñòîðîííåãî àíàëèçà ïðîáëåìû, êîíñóëüòà-
öèé ñ Êðèñòîôåðîì Ðîáèíîì è ÷òåíèÿ ïîäøèâîê æóðíàëà ¾Ï÷åëî-
âîäñòâî¿ çà ïîñëåäíèå òðèäöàòü ëåò Âèííè-Ïóõ âñ¼-òàêè çàâ¼ë ñåáå
ïðàâèëüíûõ ï÷¼ë. Îíè äåëàþò ïðàâèëüíûé ì¼ä, æèâóò â ïðàâèëü-
íûõ óëüÿõ íåïîäàë¼êó îò äîìèêà ìåäâåæîíêà è ïî÷òè íå êóñàþòñÿ.
Â êîíöå êîíöîâ äàæå ñêåïòè÷åñêè íàñòðîåííûé Êðîëèê áûë âû-
íóæäåí ïðèçíàòü, ÷òî ï÷åëîâîä èç Âèííè-Ïóõà ïîëó÷èëñÿ âåñüìà
ïðèëè÷íûé.

Îäíàæäû, ò¼ïëûì ëåòíèì äí¼ì, Ïóõ ïðîñíóëñÿ îò óãðîæàþùå-
ãî æóææàíèÿ. Âûáåæàâ èç äîìà, Âèííè óâèäåë êàðòèíó, êîòîðàÿ
çàïîìíèëàñü åìó íà âñþ æèçíü: èç åãî óëüåâ âûëåòåëè ñðàçó òðè
íîâûõ ðîÿ! Ï÷¼ëû áåøåíî êðóæèëèñü, è ìåäâåæîíîê ïîäóìàë, ÷òî,
ïîæàëóé, åãî ï÷¼ëû ñåãîäíÿ êóäà áîëüøå ïîõîæè íà òó÷êè, ÷åì îí
ñàì.

Ïðèáåæàâøèé íà øóì Êðîëèê òóò æå ïåðåâ¼ë ðàçãîâîð â ïðàê-
òè÷åñêóþ ïëîñêîñòü:

� Ïóõ! Ñêîðåå! Ðîè íàäî ëîâèòü!
� Íî Êðîëèê, êàê æå ÿ èõ ïîéìàþ? ß äàæå íå ìîãó îòëè÷èòü,

êàêèå ï÷¼ëû â îäíîì ðîå, à êàêèå � â äðóãîì... èõ òóò ñëèøêîì
ìíîãî.

È Ïóõ ñ Êðîëèêîì çàíÿëèñü òåì, ÷òî ñòàëè ïîêàçûâàòü ëàïàìè
íà ï÷¼ë è âìåñòå îïðåäåëÿòü, èç êàêîãî ðîÿ âûëåòåëà ýòà ï÷¼ëêà.
Ïðàâäà, âñêîðå âûÿñíèëîñü, ÷òî îíè î÷åíü ðåäêî ïîêàçûâàëè íà îä-
íó è òó æå ï÷åëó. À ïîòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî ï÷¼ëû ëåòàþò òàê áûñò-
ðî, ÷òî îïèëêè â ãîëîâå ó ìåäâåæîíêà íå ìîãóò çà íèìè óãíàòüñÿ,
è Ïóõ íå ìîæåò çàïîìíèòü, êàêèõ ï÷¼ëîê îíè óæå îáñóäèëè. Ïóõ è
Êðîëèê âñ¼ ãîâîðèëè è ãîâîðèëè, òàê äîëãî, ÷òî íåçàìåòíî íàñòóïèë
âå÷åð, âñå òðè ðîÿ îäèí çà äðóãèì óëåòåëè, è íà ïàñåêå âîöàðèëàñü
ïîëíàÿ òèøèíà...

� 6.1. Ââåäåíèå

Íàâåðíÿêà ÷èòàòåëü óæå ñëûøàë ñëîâî ¾êëàñòåðèçàöèÿ¿ è
èìååò âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î çàäà÷å êëàñòåðèçàöèè: ÷à-
ñòè÷íî ñãðóïïèðîâàííûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè (èëè â ïðîñòðàí-
ñòâå áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò âîîáðàæå-
íèÿ ÷èòàòåëÿ) ïîñòåïåííî ðàçáèâàþòñÿ íà áëèçêîðàñïîëîæåí-
íûå ãðóïïû, êàê íà ðèñ. 6.1. Êàðòèíêà êðàñèâàÿ è î÷åíü áëèçêàÿ
ê èñòèíå; êëàñòåðèçàöèÿ èìåííî â òîì ì çàêëþ÷àåòñÿ, ÷òîáû ïî
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Ðèñ. 6.1. Êëàñòåðèçàöèÿ

íàáîðó òî÷åê â êàêîì-òî ïðîñòðàíñòâå (íå îáÿçàòåëüíî åâêëèäî-
âîì) ðàçáèòü èõ íà ¾áëèçêèå¿ ãðóïïû.

Èñòîðè÷åñêè îäíîé èç ïåðâûõ âîçíèêøèõ â åñòåñòâåííûõ íà-
óêàõ çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè ñòàëà çàäà÷à, îïèñàííàÿ â ýïèãðàôå
ê ýòîé ãëàâå: êàê ðàçäåëèòü ðàçëè÷íûå âèäû æèâîòíûõ íà ðî-
äû (ìåëü÷àéøèå åäèíèöû � âèäû � âûäåëèòü ïðîùå, è Ëèííåé
ñ÷èòàåò, ÷òî âèäû óæå îïðåäåëåíû)? Ó æèâîòíûõ ìàññà ïàðà-
ìåòðîâ, è îñíîâíîé çàäà÷åé êëàññèôèêàòîðîâ áûëî âûäåëèòü
ïðèçíàêè (êàê ïèøåò Ëèííåé, ¾åñòåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ¿), ïî êî-
òîðûì èõ ðàçëè÷àòü, òî åñòü îòäåëèòü ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ
îò íåñóùåñòâåííûõ. Â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ êëàñòåðèçàöèè
ôóíêöèÿ ðàçëè÷èÿ îáû÷íî îäíà, íî ñóòü òà æå: íàéòè íåêóþ
âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó â äàííûõ, íåêóþ ôîðìó êëàññèôèêà-
öèè, ïî êîòîðîé ìîæíî ðàçëè÷àòü ðàçíûå ¾ðîäû¿ äàííûõ.

Äëÿ ÷åãî íóæíî ðåøàòü çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè â ¾íàðîä-
íîì õîçÿéñòâå¿? Âî-ïåðâûõ, îíè ëåæàò â îñíîâå àíàëèçà äàííûõ
(data mining) â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå [36,59,60,62,164,167]. ×å-
ëîâå÷åñòâî âñåãäà î÷åíü ëþáèëî ñ èñòèííî ïëþøêèíñêèì ïðèëå-
æàíèåì íàêàïëèâàòü îãðîìíûå îáú¼ìû ñàìûõ ðàçíûõ äàííûõ,
êîòîðûå íåêîìó áûëî àíàëèçèðîâàòü. Íî îñîáåííî àêòóàëüíûì
ýòî ñòàëî â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå, ñî âñåîáùåé êîìïüþòåðèçà-
öåé è ðàçâèòèåì èíòåðíåòà. Êàæäàÿ óâàæàþùàÿ ñåáÿ êîìïàíèÿ
ñåé÷àñ õðàíèò îãðîìíûå îáú¼ìû èñòîðèè ñâîåé äåÿòåëüíîñòè
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(íàïðèìåð, ó êàæäîãî ñóïåðìàðêåòà õðàíèòñÿ èñòîðèÿ âñåõ ïî-
êóïîê, êîòîðûå â í¼ì êîãäà-ëèáî äåëàëè), à èíòåðíåò ïðåäîñòàâ-
ëÿåò ãèãàíòñêèå ìàññèâû äàííûõ äëÿ ñàìûõ ðàçíûõ, íî íåèçìåí-
íî ïîëåçíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ äîêóìåíòîâ íà
æàíðû è òåìàòèêè, èç ÷åãî ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ êàòàëîãè, àâòîìà-
òè÷åñêè îáíîâëÿþùèåñÿ ëåíòû íîâîñòåé è ìíîãîå äðóãîå, � ýòî
â òî÷íîñòè çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè [141].

Âî-âòîðûõ, êëàñòåðèçàöèÿ � âàæíàÿ ÷àñòü çàäà÷è ðàñïîçíà-
âàíèÿ îáðàçîâ. Íàïðèìåð, åñëè çàäàííîå èçîáðàæåíèå ìîæíî
ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî îáëàñòåé-êëàñòåðîâ, ýòî çíà÷èò, ÷òî òóò
æå ïîÿâëÿþòñÿ îïðåäåë¼ííûå ãðàíèöû è ôîðìû ýòèõ îáëàñòåé,
à òàêæå èõ îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè. Âñÿ ýòà èíôîðìàöèÿ
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ [17,18,41,45,157]. Ñà-
ìè èçîáðàæåíèÿ òîæå ìîæíî êëàñòåðèçîâàòü è èñêàòü ñðåäè íèõ
ïîõîæèå èëè âûäåëÿòü îáùèå ïðèçíàêè.

Òðåòüÿ âåñüìà ïîïóëÿðíàÿ îáëàñòü, ãäå áåç êëàñòåðèçàöèè
íå îáîéòèñü � áèîèíôîðìàòèêà. Áèîèíôîðìàòèêà ðåøàåò çà-
äà÷è, âîçíèêàþùèå ïðè àíàëèçå ãåíåòè÷åñêîé è ìîëåêóëÿðíîé
èíôîðìàöèè, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå äëèííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé àòîìîâ â áåëêàõ èëè íå ìåíåå äëèííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ãåíîâ. Â ÷àñòíîñòè, â áèîèíôîðìàòèêå ÷àñòî âîçíèêà-
åò çàäà÷à ðàçáèåíèÿ îãðîìíûõ ìíîæåñòâ ãåíîâ íà êëàñòåðû. Â
òðàíñêðèïòîìèêå (ðàçäåëå áèîëîãèè, èçó÷àþùåì òðàíñêðèïòî-
ìû � íàáîðû èíôîðìàöèîííûõ ÐÍÊ â êëåòêå) ðåçóëüòàòû òà-
êîé êëàñòåðèçàöèè çà÷àñòóþ ñîäåðæàò ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì
ãåíû, êîäèðóþùèå ôóíêöèîíàëüíî ñõîæèå áåëêè; èõ âûäåëåíèå
è îòäåëåíèå îò äðóãèõ ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó àííîòàöèè ãå-
íîìà. À â àíàëèçå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãåíîâ (sequence analysis)
îáíàðóæåííûå êëàñòåðû ãåíîâ ïîìîãàþò âûäåëèòü ñåìåéñòâà
(êîìïëåêñû) ãåíîâ, îòâå÷àþùèå çà òî èëè èíîå áèîëîãè÷åñêîå
ñâîéñòâî è âñòðå÷àþùèåñÿ ó íåñêîëüêèõ âèäîâ îðãàíèçìîâ. Òà-
êèå ñåìåéñòâà � îäèí èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ áèîèíôîðìà-
òèêè [9, 81,88,114,129,161].

Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà óïîìÿíåì ìàðêåòîëîãè÷å-
ñêèå èññëåäîâàíèÿ, ãäå êëàñòåðèçàöèÿ ïîìîãàåò ðàçäåëèòü äàí-
íûå íà ãðóïïû è òàêèì îáðàçîì ñåãìåíòèðîâàòü ðûíîê, à òàêæå
àíàëèç ñîöèàëüíûõ ñåòåé, ãäå êëàñòåðèçàöèÿ ìîæåò ðàñïîçíà-
âàòü ñîîáùåñòâà ëþäåé, ñõîæèå â ñòåðåîòèïàõ ïîâåäåíèÿ èëè â
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ñïîñîáàõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (÷òî, âïðî÷åì, ïðèìåíÿòüñÿ áóäåò
íàâåðíÿêà âî âñ¼ òåõ æå ìàðêåòîëîãè÷åñêèõ öåëÿõ) [13, 24, 116,
160]. Èñïîëüçóåòñÿ êëàñòåðèçàöèÿ è â ìåäèöèíå, è â õèìèè, è
â ãåîëîãèè... äóìàåì, ÷èòàòåëü ëåãêî ñìîæåò ïðîäîëæèòü ýòîò
ñïèñîê ïðèìåðîâ.

Åñòü, êîíå÷íî, è ïîäâîõ, êîòîðûé îòëè÷àåò îáû÷íî âîçíèêà-
þùèå íà ïðàêòèêå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè îò îáùåïðèíÿòîé êàð-
òèíêè, íàðèñîâàííîé â ïåðâûõ ñòðîêàõ ýòîãî ïàðàãðàôà. Êðà-
ñèâûå êàðòèíêè ïîëó÷àþòñÿ â ðàçìåðíîñòè äâà èëè òðè, (äà-äà,
¾êàìåðíûé îðêåñòð¿, òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, k = 3), à ðàçìåð-
íîñòü ðåàëüíûõ çàäà÷ ãîðàçäî âûøå, îíà èçìåðÿåòñÿ ñîòíÿìè è
òûñÿ÷àìè. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè ñëå-
äóåò îöåíèâàòü îòíîñèòåëüíî ñðàçó äâóõ ïàðàìåòðîâ: è ÷èñëà
òî÷åê, è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà; è èñêàòü ðàçóìíûé êîìïðî-
ìèññ â çàâèñèìîñòè îò ñòîÿùåé ïåðåä âàìè çàäà÷è (ðàçìåðíîñòü
îáû÷íî íåñëîæíî îöåíèòü çàðàíåå).

Â ýòîé ãëàâå ìû ëèøü íåìíîãî êîñí¼ìñÿ îñíîâíûõ ìåòîäîâ
êëàñòåðèçàöèè. Êðîìå êíèã ïî àíàëèçó äàííûõ è ìàøèííîìó
îáó÷åíèþ, êîòîðûå ìû çäåñü óæå íåîäíîêðàòíî öèòèðîâàëè, ïî-
ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ è îáçîðíûå èñòî÷íèêè, öåëèêîì ïîñâÿ-
ù¼ííûå êëàñòåðèçàöèè [12,75,93,165].

� 6.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âèäû êëàñòåðèçàöèè

Êëàñòåðèçàöèÿ � òèïè÷íàÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëè-
çà: çàäà÷à êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ îäíîé ïðèðîäû â íåñêîëüêî
ãðóïï òàê, ÷òîáû îáúåêòû â îäíîé ãðóïïå îáëàäàëè îäíèì è
òåì æå ñâîéñòâîì. Ïîä ¾ñâîéñòâîì¿ çäåñü îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ
áëèçîñòü äðóã ê äðóãó îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ìåòðèêè.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì ñêàçàòü òî æå ñàìîå ÷óòü áîëåå ôîðìàëü-
íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàí íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ

X = {x1, . . . ,xn}

è ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèìåðàìè ρ : X× X → R.
Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà,

êîòîðûå, ñîáñòâåííî, è íàçûâàþòñÿ êëàñòåðàìè, òàê, ÷òîáû êàæ-
äîå ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿëî èç áëèçêèõ îáúåêòîâ, à îáúåêòû ðàç-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àëèñü. Îïðåäåëèòü, ÷òî
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òàêîå ¾áëèçêèå îáúåêòû¿ è ÷òî òàêîå ¾ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòü-
ñÿ¿ � ýòî â êàêîì-òî ñìûñëå è åñòü çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè; òî,
íàñêîëüêî áëèçêè äîëæíû áûòü ýëåìåíòû X, ÷òîáû ñ÷èòàòüñÿ
¾áëèçêèìè¿, îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ïîïàäàþò ëè îíè â îäèí êëàñòåð.

Ïðèìåð 6.1. Ðàññòîÿíèå tf-idf

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó î òîì, êàê îïðåäåëèòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òåêñòîâûìè äîêóìåíòàìè. Ýòî çàäà÷à ïåð-
âîñòåïåííîé âàæíîñòè äëÿ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà òåêñòîâ (text
mining), è ðàññòîÿíèå tf-idf, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ îïèøåì, àêòèâíî ïðè-
ìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå [15,42,73,79,91,141].

Òåêñò, êîíå÷íî, ñàì ïî ñåáå ïëîõàÿ ìîäåëü, â í¼ì ìíîãî ëèøíåãî.
Åãî íóæíî ñïåðâà ïîäãîòîâèòü ê àíàëèçó, âûäåëèâ èç íåãî ãëàâíîå.
Îáû÷íî äîêóìåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âåêòîðà èç n òåðìîâ ñ íåêî-
òîðûìè âåñàìè; ðàçíûå ïîäõîäû ê àíàëèçó òåêñòîâ ðàçëè÷àþòñÿ â òîì,
÷òî òàêîå òåðì è êàê îïðåäåëÿòü âåñà.

Îáû÷íî òåðìû �� ýòî ñëîâà, âñòðå÷àþùèåñÿ â äîêóìåíòå; äîêó-
ìåíò ïðåâðàùàåòñÿ ïðè ýòîì â íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð ñëîâ (bag of
words). Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíûå ñòðóê-
òóðû â êà÷åñòâå òåðìîâ (íàïðèìåð, ñèíòàêñè÷åñêè èëè ñòàòèñòè÷åñêè
âûäåëåííûå ôðàçû) íåöåëåñîîáðàçíî � ëèáî íóæíî áóäåò ñëèøêîì
ìíîãî òåêñòîâ, è òîëêîì îáó÷èòüñÿ íå ïîëó÷èòñÿ, ëèáî ïðîñòî ðåçóëü-
òàò íå áóäåò ñóùåñòâåííî ëó÷øå, ÷åì ïðè bag-of-words ïîäõîäå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåñîâ îáû÷íî èñïîëüçóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà:
ëèáî áèíàðíûé àòðèáóò ñî çíà÷åíèÿìè 0�1 (åñòü ñëîâî èëè íåò ñëîâà),
ëèáî âåñîâóþ ôóíêöèþ, ìåðó t�df (term frequency �� inverse document
frequency). Å¼-òî ìû ñåé÷àñ è ðàññìîòðèì.

Ýòà ìåðà áûëà ïðåäëîæåíà â íà÷àëå 1970-õ ãîäîâ [145] è ñ òåõ ïîð
àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â àíàëèçå òåêñòîâîé èíôîðìàöèè è information
retrieval [136, 137]. Íàçâàíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìåðà t�df ñîñòîèò èç
äâóõ äðóãèõ: tf (÷àñòîòà òåðìà, term frequency) è idf (îáðàòíàÿ ÷àñòîòà
òåðìà â äîêóìåíòàõ, inverse document frequency).

×àñòîòà òåðìà � ýòî äîëÿ ÷èñëà ïîÿâëåíèé ýòîãî òåðìà ïî îòíî-
øåíèþ ê ðàçìåðó âñåãî äîêóìåíòà. Ìàòåìàòè÷åñêè ãîâîðÿ,

tf(tk, dj) =
#(tk,dj)∑
k#(tk,dj)

,

ãäå #(tk,dj) � ÷èñëî, ïîêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ðàç òåðì tk âñòðå÷àåòñÿ
â äîêóìåíòå dj.

Îáðàòíàÿ ÷àñòîòà òåðìà idf ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî òåðì âîîáùå
âàæåí, íàñêîëüêî îí õàðàêòåðåí äëÿ äàííîãî ìàññèâà òåêñòîâ. ßñíî,



� 6.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âèäû êëàñòåðèçàöèè 201

÷òî ÷åì ðåæå âñòðå÷àåòñÿ òåðì â èìåþùåìñÿ ìàññèâå, òåì îí õàðàê-
òåðíåå.1 Ñîîòâåòñòâåííî,

idf(tk, dj) = log
|D|

#Dtk
,

ãäå D � èìåþùèéñÿ íàáîð äàííûõ, à #Dtk � êîëè÷åñòâî äîêóìåíòîâ
èç D, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíàæäû âñòðå÷àåòñÿ tk.

Òåïåðü ëåãêî îáúåäèíèòü âñ¼ ýòî â åäèíóþ ìåðó. Ìåðà t�df äëÿ
òåðìà tk è äîêóìåíòà dj â ìàññèâå D ðàâíà

t�df(tk,dj) = tf(tk, dj)idf(tk, dj) =
#(tk,dj)∑
k#(tk,dj)

log
|D|

#Dtk
.

Âåêòîð âåñîâ åù¼ ìîæíî ïîòîì íîðìàëèçîâàòü:

wkj =
t�df(tk,dj)√∑r
s=1(t�df(tk,dj))

2
.

Îäíàêî ýòî åù¼ íå âñ¼. Ìû ñóìåëè âûðàçèòü âåñ êàæäîãî òåð-
ìà â êàæäîì äîêóìåíòå. Òåïåðü äîêóìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
âåêòîðà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà êîëè÷åñòâó òåðìîâ (çäåñü î÷åíü
âàæíî ñîõðàíÿòü ñëîâàðü íå ñëèøêîì áîëüøèì çà ñ÷¼ò óäà÷íîãî âû-
áîðà òåðìîâ � íî ýòî ïðåäìåò ñîâñåì äðóãîé íàóêè, feature selection, è
â íå¼ ìû ñåé÷àñ íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ). Íî êàê æå âûðàçèòü ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó äîêóìåíòàìè? Äëÿ ýòîãî îáû÷íî óïîòðåáëÿåòñÿ íå ïðîñòîå
äåêàðòîâî ðàññòîÿíèå, à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè (ïðåäëàãàåì ÷èòàòå-
ëþ ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîëó÷èâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî è ïîäóìàòü, ïî÷åìó
óãîë � ýòî áîëåå ïðàâèëüíàÿ ìåðà â äàííîì ñëó÷àå, ÷åì ïðîñòîå ðàñ-
ñòîÿíèå). Ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ êîñèíóñîèäàëüíàÿ ìåðà ïîõî-

æåñòè (cosine similarity measure):

θ(d1, d2) = arccos
d1 · d2
‖d1‖‖d2‖

.

Ðàçëè÷àþò íåñêîëüêî âèäîâ êëàñòåðèçàöèè. Âî-ïåðâûõ, àë-
ãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè äåëÿòñÿ íà èåðàðõè÷åñêèå è íåèåðàð-
õè÷åñêèå. Ïðè èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè àëãîðèòì ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñòðîèò êëàñòåðû èç óæå íàéäåííûõ êëàñòåðîâ, à ïðè

1Òóò íå íóæíî äîõîäèòü äî àáñóðäà: ñëîâà, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî
îäèí ðàç íà âåñü ìàññèâ äîêóìåíòîâ, ñêîðåå âñåãî, òîæå íå ïîêàçàòåëüíû. Íî
â ïðîöåññå ïðåäîáðàáîòêè îáû÷íî ñëèøêîì ðåäêèå (êàê è ñëèøêîì ÷àñòûå �
ñëóæåáíûå ñëîâà, ìåñòîèìåíèÿ) ñëîâà èç äîêóìåíòîâ óäàëÿþòñÿ, ïîñêîëüêó
êëàññèôèêàöèè îíè ìîãóò òîëüêî ïîìåøàòü.
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íåèåðàðõè÷åñêîé ïûòàåòñÿ ðàñïîçíàòü âñþ ñòðóêòóðó ñðàçó èëè
ñòðîèò êëàñòåðû îäèí çà äðóãèì, íå ðàçäåëÿÿ è íå ñîåäèíÿÿ óæå
âûäåëåííûå êëàñòåðû.

Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ äåëèòñÿ (íå ñëèøêîì ñîäåð-
æàòåëüíî) íà äâà òèïà. Îíà áûâàåò àãëîìåðàòèâíîé (îáúåäè-
íèòåëüíîé), êîãäà àëãîðèòì íà÷èíàåò ñ èíäèâèäóàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (êëàñòåðîâ èç îäíîãî ýëåìåíòà), à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî
îáúåäèíÿåò èõ, ïîëó÷àÿ òðåáóåìóþ ñòðóêòóðó, è ðàçäåëèòåëü-
íîé, êîãäà àëãîðèòì íà÷èíàåò ñ îäíîãî êëàñòåðà, ñîäåðæàùåãî
âñå òî÷êè, à ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî äåëèò åãî íà ÷àñòè.

Íåèåðàðõè÷åñêèå ìåòîäû îáúåäèíåíû òåì, ÷òî âñå îíè, êàê
ïðàâèëî, ñòðåìÿòñÿ îïòèìèçèðîâàòü íåêóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ îïèñûâàåò êà÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè. Ìû ðàññìîòðèì àë-
ãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ òåîðèè ãðàôîâ, àëãîðèòì EM,
èìåþùèé âåðîÿòíîñòíóþ ïðèðîäó, åãî ÷àñòíûé (íî ÷àñòî ïðè-
ìåíÿþùèéñÿ) ñëó÷àé � àëãîðèòì k-ñðåäíèõ, à òàêæå íå÷¼òêèå
àëãîðèòìû.

� 6.3. Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Íà÷í¼ì ñ îäíîãî èç ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ � àãëîìåðàòèâíîé
êëàñòåðèçàöèè. Ïðåäïîëîæèì, êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò, ÷òî íàì
íóæíî êëàñòåðèçîâàòü òî÷êè x1,x2, . . . ,xn â íåêîòîðîì ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé ρ.

Èäåÿ àëãîðèòìà â òîì, ÷òî íà ïåðâîì øàãå ìû ñ÷èòàåì êàæ-
äóþ òî÷êó îòäåëüíûì êëàñòåðîì. Çàòåì áëèæàéøèå òî÷êè îáú-
åäèíÿåì è äàëåå îòíîñèìñÿ ê íèì êàê ê åäèíîìó êëàñòåðó. Ïðè
èòåðàöèè ýòîãî ïðîöåññà ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî, â ëèñòüÿõ êîòîðî-
ãî � îòäåëüíûå òî÷êè, à â êîðíå � êëàñòåð, ñîäåðæàùèé âñå
òî÷êè âîîáùå. Èç òàêîãî äåðåâà êëàñòåðîâ ìîæíî âûáðàòü êëà-
ñòåðèçàöèþ ñ òðåáóåìîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè; îáû÷íî ïðîñòî
âûáèðàþò òî èëè èíîå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå è ñ÷èòàþò, ÷òî
åñëè êëàñòåðû íàõîäÿòñÿ íà ýòîì ðàññòîÿíèè, òî îáúåäèíÿòü èõ
óæå íå íóæíî. Ñõåìà àëãîðèòìà ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.2.

Âðîäå áû âñ¼ ïðîñòî è ïîíÿòíî. Íî îñòà¼òñÿ âîïðîñ: êàê ïîä-
ñ÷èòûâàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàñòåðàìè, åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ
ρ, êîòîðàÿ ïîäñ÷èòûâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó îòäåëüíûìè òî÷êà-
ìè?
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HierarchyCluster(X = {x1, . . . ,xn}):

1. Èíèöèàëèçèðóåì C = X, G = X.
2. Ïîêà â C áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà:

à) Âûáèðàåì äâà ýëåìåíòà C c1 è c2, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè ìèíèìàëüíî.

á) Äîáàâëÿåì â G âåðøèíó c1c2, ñîåäèíÿåì å¼ ñ
âåðøèíàìè c1 è c2.

â) C := C ∪ {c1c2} \ {c1,c2}.
3. Âûäà¼ì G.

Ðèñ. 6.2. Àãëîìåðàòèâíàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ îñíîâíûìè ïîäõî-
äàìè ê èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè: single-link è complete-link
àëãîðèòìàìè (íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïåðåâîäû ýòèõ òåðìè-
íîâ â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå åù¼ íå óñòîÿëèñü, è èõ îáû÷íî
îñòàâëÿþò â àíãëèéñêîì íàïèñàíèè).

Single-link àëãîðèòìû â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëàñòå-
ðàìè áåðóò ìèíèìóì èç âîçìîæíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðàìè
îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â êëàñòåðàõ. À complete-link àëãîðèòìû
ïîäñ÷èòûâàþò ìàêñèìóì èç ýòèõ ðàññòîÿíèé.

Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè single-link àëãîðèòìîâ êëàñòå-
ðû ìîãóò ðàçðàñòàòüñÿ, ¾âûòÿãèâàÿ ùóïàëüöà¿, ïîñòåïåííî çà-
õâàòûâàÿ òî÷êè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ, ìîæåò áûòü, è äàëåêî îò
îñíîâíîé ìàññû òî÷åê êëàñòåðà, íî ñâÿçàíû ñ íèì ¾ïóò¼ì¿ èç
áëèçêîðàñïîëîæåííûõ òî÷åê. À êëàñòåðû ó complete-link àëãî-
ðèòìà áóäóò îñòàâàòüñÿ êîìïàêòíûìè (ïîêà èì íå ïðèä¼òñÿ îáú-
åäèíÿòüñÿ ñ äàë¼êèìè òî÷êàìè, ðàçóìååòñÿ), ñòðåìèòüñÿ ïðèíè-
ìàòü ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó è ðàçðàñòàòüñÿ âî âñå ñòîðîíû îäíî-
âðåìåííî. Íà ðèñ. 6.3 ïîêàçàíî, ÷òî â îäíîé è òîé æå ñèòóàöèè
è ñ îäíèì è òåì æå ïîðîãîì ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà êëàñòå-
ðà single-link àëãîðèòì, ñêîðåå âñåãî, îáúåäèíèò â îäèí êëàñòåð
áîëüøå òî÷åê, îáðàçóþùèõ ýòîò ñâîåîáðàçíûé ¾Ìëå÷íûé Ïóòü¿.

� 6.4. Êëàñòåðèçàöèÿ ìåòîäàìè òåîðèè ãðàôîâ

Êëàñòåðèçàöèÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïîäòàëêèâàåò ê èñïîëüçîâàíèþ òåîðèè ãðàôîâ. Òî÷êè
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Ðèñ. 6.3. Âèäû èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè:
à � single-link; á � complete-link

â ïðîñòðàíñòâå ñ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïîëíûé ãðàô ñ âåñàìè íà ð¼áðàõ, ðàâíûìè ðàññòîÿíèþ
ìåæäó òî÷êàìè, ñîåäèí¼ííûìè äàííûì ðåáðîì.

Ëåãêî ïîñòðîèòü òðèâèàëüíûé àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè: äëÿ
ýòîãî íóæíî âûáðàòü ïîðîã ðàññòîÿíèÿ r è âûáðîñèòü âñå ð¼áðà
äëèííåå r. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî ãðàôà è ñòàíóò
êëàñòåðàìè.

Áîëåå èçîùð¼ííûé àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè, îñíîâàííûé íà
èäåÿõ òåîðèè ãðàôîâ, èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî îñòîâ-
íîãî äåðåâà.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Îñòîâíîå äåðåâî (spanning tree) ãðàôà
G = 〈V,E〉 � ýòî ñâÿçíûé ïîäãðàô G, ñîäåðæàùèé âñå âåðøè-
íû G è ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì. Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî
(minimal spanning tree) ãðàôà G = 〈V,E〉 ñ çàäàííûìè íà ð¼á-
ðàõ âåñàìè w : E → R � ýòî òàêîå îñòîâíîå äåðåâî T , ÷òî åãî
ñóììàðíûé âåñ íå ïðåâîñõîäèò ñóììàðíîãî âåñà ëþáîãî äðóãîãî
îñòîâíîãî äåðåâà T ′:

∀T ′
∑
e∈T ′

w(e) >
∑
e∈T

w(e).
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×òîáû èñïîëüçîâàòü ýòî ïîíÿòèå äëÿ êëàñòåðèçàöèè, íóæíî
ñíà÷àëà ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî, à ïîòîì âû-
êèäûâàòü èç íåãî ð¼áðà ìàêñèìàëüíîãî âåñà äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ïîëó÷èòñÿ íóæíîå ÷èñëî êëàñòåðîâ. Ñêîëüêî ð¼áåð âûáðî-
ñèì, ñòîëüêî êëàñòåðîâ ïîëó÷èì (ò.ê. ð¼áðà ìû âûáðàñûâàåì èç
äåðåâà, è êàæäîå óäàë¼ííîå ðåáðî áóäåò äîáàâëÿòü íîâóþ êîì-
ïîíåíòó ñâÿçíîñòè).

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ìåæäó ðàçíûìè àëãî-
ðèòìàìè çäåñü áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ìåòîäå ïîèñêà ìèíèìàëüíî-
ãî îñòîâíîãî äåðåâà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáû÷íî ïðèìåíÿ-
þòñÿ äâà øèðîêî èçâåñòíûõ àëãîðèòìà. Ïðîñòåéøèé èç íèõ �
àëãîðèòì Êðàñêàëà (Kruskal): íà êàæäîì øàãå âûáèðàåì ðåáðî
ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì, åñëè îíî ñîåäèíÿåò äâà äåðåâà, äîáàâ-
ëÿåì åãî â îñòîâíîå äåðåâî, åñëè íåò, ïðîïóñêàåì. Ñõåìà ýòîãî
àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 6.4.

Áîëåå ñëîæíûé àëãîðèòì � àëãîðèòì Áîðóâêè (B�oruvka) �
èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 6.5. Ñàì Îòàêàð Áîðóâêà îïóáëèêîâàë åãî
â 1926 ãîäó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâÿçíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ ñå-
òåé [21], è ïðî íåãî âñå, êîíå÷íî, áëàãîïîëó÷íî çàáûëè. Â 1938
ãîäó åãî ïåðåîòêðûë Ãóñòàâ Øîêå [32], â 1951 � ÷åòûðå ïîëü-
ñêèõ àâòîðà, îäíèì èç êîòîðûõ áûë ßí Ëóêàñåâè÷, íî è ýòî
íå ïîìîãëî. Îêîí÷àòåëüíî åãî ââ¼ë â óïîòðåáëåíèå (âíîâü íåçà-
âèñèìî ïðèäóìàâ) óæå â øåñòèäåñÿòûå ãîäû Ñîëëèí, ïîýòîìó
â ëèòåðàòóðå åãî èíîãäà íàçûâàþò Sollin's algorithm. Àëãîðèòì
Áîðóâêè èíîãäà êàæåòñÿ ñëîæíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ, íî èäåÿ åãî
íà ñàìîì äåëå ïðîñòà: ìîæíî ñòðîèòü ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äå-
ðåâî, íà÷àâ ñ îäíîé âåðøèíû è äîáàâëÿÿ ð¼áðà ìèíèìàëüíîãî
âåñà, ïîêà íå ïîêðîåì âåñü ãðàô (òàêîé àëãîðèòì òîæå ñóùå-
ñòâóåò è íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Ïðèìà � Prim's algorithm).
À òåïåðü áóäåì äåëàòü òî æå ñàìîå, íî âî âñåõ âåðøèíàõ îä-
íîâðåìåííî, òî åñòü ¾ðàñïàðàëëåëèì¿ ýòîò ïðîöåññ. Ïîëó÷èòñÿ
àëãîðèòì Áîðóâêè.

È àëãîðèòì Êðàñêàëà, è àëãîðèòì Áîðóâêè ðàáîòàþò çà âðå-
ìÿ O(|E| log |V |), ãäå E � ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà, à V � ìíî-
æåñòâî åãî âåðøèí. Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû àëãîðèòì Êðàñêàëà
ðàáîòàë òàê ýôôåêòèâíî, íóæíî èñïîëüçîâàòü îñîáûå, äîñòàòî÷-
íî ñëîæíûå ñòðóêòóðû äàííûõ, âåäü åñëè èñïîëüçîâàòü òðèâè-
àëüíîå òåñòèðîâàíèå íà ñâÿçíîñòü, îíî áóäåò íà êàæäîì øàãå
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Kruskal(G = 〈V, E〉, w : E → R):

1. Îòñîðòèðîâàòü ð¼áðàG ïî âîçðàñòàíèþ âåñà, èíè-
öèàëèçèðîâàòü ïîäãðàô S ⊆ G, S := ∅.

2. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñà:
à) åñëè êîíå÷íûå òî÷êè e åù¼ íå ñâÿçàíû â S,

äîáàâèòü e â S.

Ðèñ. 6.4. Àëãîðèòì Êðàñêàëà

Boruvka(G = 〈V, E〉, w : E → R):

1. Èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê èç n äåðåâüåâ L, â êàæ-
äîì äåðåâå ïî îäíîé âåðøèíå.

2. Ïîêà â L áîëüøå îäíîãî äåðåâà:
à) äëÿ êàæäîãî T ∈ L íàéòè ðåáðî ìèíèìàëüíîãî

âåñà, ñîåäèíÿþùåå T ñ G \ T ;
á) äîáàâèòü âñå ýòè ð¼áðà ê ìèíèìàëüíîìó îñòîâ-

íîìó äåðåâó;
â) îáúåäèíèòü ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ äåðåâüåâ â
L (ðàçìåð L ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ âäâîå).

Ðèñ. 6.5. Àëãîðèòì Áîðóâêè

çàíèìàòü O(|V |), è â ñóììå ïîëó÷èòñÿ O(|E||V |). À àëãîðèòì Áî-
ðóâêè ñëîæíûõ ñòðóêòóð äàííûõ íå òðåáóåò, ïîýòîìó íà ñàìîì
äåëå èìåííî îí ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì àëãîðèòìîì äëÿ ýô-
ôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè. Ïðàâäà, ýòè àëãîðèòìû � íå ðåêîðäñìå-
íû ïî òåîðåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè: ñàìûé ýôôåêòèâíûé èç íûíå
èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà
ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(|E|α(|V |)), ãäå α � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè Àê-
êåðìàíà [30]! Íî äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè îáû÷íî ðàçíèöà
ìåæäó α(|V |) è logV ñîâåðøåííî íå ïðèíöèïèàëüíà, òåì áîëåå
÷òî äëÿ àëãîðèòìà èç [30] íóæíî ñíà÷àëà îòñîðòèðîâàòü ð¼áðà.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî àëãîðèòì Êðàñêàëà â åãî òðè-
âèàëüíîì âèäå äîñòàòî÷íî ïðîñò, è ïðèâåä¼ì çäåñü ðåàëèçàöèþ
êëàñòåðèçàöèè ìèíèìàëüíûì îñòîâíûì äåðåâîì íà âåñüìà ïî-
ïóëÿðíîì è î÷åíü èçÿùíîì ôóíêöèîíàëüíîì ÿçûêå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ Haskell. ßçûê áûë íàçâàí â ÷åñòü èçâåñòíîãî ëîãèêà
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Õàñêåëëà Êàððè1. Ñíà÷àëà åãî òàê è õîòåëè íàçâàòü Curry, íî
ïîòîì ðåøèëè âñ¼-òàêè íå äåëàòü ÿçûê ïðåäìåòîì ïîñòîÿííûõ
íàñìåøåê; âïðî÷åì, âñ¼ ðàâíî íå óäåðæàëèñü è âûïóñòèëè ïåð-
âûé ðåëèç ÿçûêà 1 àïðåëÿ 1990 ãîäà [70]. Â êà÷åñòâå ó÷åáíèêîâ
ÿçûêà ìû ìîæåì ïîðåêîìåíäîâàòü [37,68,72].

Ëèñòèíã 6.1. Êëàñòåðèçàöèÿ îñòîâíûì äåðåâîì íà Haskell

import System.Environment
import Control.Monad
import Data.Array
import Data.List
import Data.Tuple
import Data.Graph.Inductive.Graph
import Data.Graph.Inductive.Tree
import Data.Graph.Inductive.Query.DFS

type Point = (Double, Double)
type PtGraph = Gr Point Double

kruskal :: PtGraph -> [LEdge Double]
kruskal g = kruskal' g sorte c

where
sorte = sortBy(\c@(la,lb,lw) d@(ra,rb,rw) ->
compare lw rw) $ labEdges g

c = array (1, n) $ zip [1..n] [1..n]
n = length $ nodes g

kruskal' :: PtGraph -> [LEdge Double] ->
Array Node Node -> [LEdge Double]

kruskal' _ [] _ = []
kruskal' g (x@(f, s, w):tail) c

| (c ! f) == (c ! s) = kruskal' g tail c
| otherwise = x:kruskal' g tail nc
where

1Õàñêåëë Áðóêñ Êàððè (Haskell Brooks Curry, 1900�1982) � àìåðèêàí-
ñêèé ëîãèê è ìàòåìàòèê. Îí íàèáîëåå èçâåñòåí êàê àâòîð ïàðàäîêñà Êàððè :
ðàññìîòðèì âûñêàçûâàíèå ¾Åñëè ýòî âûñêàçûâàíèå âåðíî, òî ÿ ïàïà ðèì-
ñêèé¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî. Òîãäà, ïîñêîëüêó îíî ñàìî òàê óòâåð-
æäàåò, ÿ � ïàïà ðèìñêèé. Çíà÷èò, èç èñõîäíîãî âûñêàçûâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
ÿ ïàïà ðèìñêèé; îáîçíà÷èâ âûñêàçûâàíèå çà X → Y, ïîëó÷èì (X → Y) → Y.
Òåïåðü ïðèìåíèì ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ è ïîëó÷èì X → Y; èíà÷å ãîâîðÿ,
â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè, ÷òî èñõîäíîå âûñêàçûâàíèå âåðíî áåçî âñÿêèõ óæå
óñëîâèé. À èç íåãî ñëåäóåò Y. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû òîëüêî ÷òî ñîâåðøåííî ÷åñò-
íî ëîãè÷åñêè äîêàçàëè, ÷òî ÿ � ïàïà ðèìñêèé. Ýòîò ïàðàäîêñ îòíîñèòñÿ ê
êëàññó ¾self-referential paradoxes¿, êàê è, íàïðèìåð, ïàðàäîêñ Ýïèìåíèäà:
êðèòÿíèí Ýïèìåíèä ãîâàðèâàë, ÷òî âñå êðèòÿíå ëæåöû.
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n = length $ nodes g
nc = array(1,n) $ zip [1..n] $
map(\a -> if a==fc then sc else a) $ elems c

fc = c ! f
sc = c ! s

clusters' :: PtGraph -> Int -> [[Node]]
clusters' g count = components $ gr

where
gr :: PtGraph
gr = mkGraph (labNodes $ g) selEdges

selEdges = drop (count - 1) $ reverse $ kruskal g

dist :: Point -> Point -> Double
dist a b = sqrt((fst a - fst b)*(fst a - fst b)+

(snd a - snd b)*(snd a - snd b))

clusters :: [Point] -> Int -> [[Point]]
clusters pts count = map (\a -> map (\b -> point ! b) a) $
clusters' gr count
where

gr :: PtGraph
gr = mkGraph (zip [1..n] pts) edg
point = array (1, n) $ zip [1..n] pts
edg = [(i, j, dist (point ! i) (point ! j)) |

i <- [1..n], j <- [1..n] ]
n = length pts

main = do
filename:[] <- getArgs
w <- liftM words $ readFile filename

let n = read $ head w
points = getPoints $ map read $ tail w
getPoints (a:b:r) = (a, b) : getPoints r
getPoints [] = []

print $ clusters points n

� 6.5. Àëãîðèòì EM

Àëãîðèòì EM � ýòî ñêîðåå ïîäõîä, ìåòîä, öåëûé íàáîð àëãî-
ðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñî
ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè. Ìû íà÷í¼ì çíàêîìñòâî ñ íèì ñ ñàìîãî
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ïðÿìîëèíåéíîãî ñëó÷àÿ: ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü (õîòÿ áû àñèìï-
òîòè÷åñêè) îöåíêó θ íà îñíîâå íåïîëíîãî ñâèäåòåëüñòâà (ñâèäå-
òåëüñòâà ñ ïðîïóñêàìè). Ýòîò ïîäõîä òàêæå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
ïðîïóñêè â äàííûõ íå çàâèñÿò îò íàáëþäàâøèõñÿ çíà÷åíèé.

Àááðåâèàòóðà EM îçíà÷àåò ¾expectation�maximization¿. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî îäíà èòåðàöèÿ àëãîðèòìà EM âî âñåõ åãî ìîäèôèêà-
öèÿõ ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ: E-øàã (expectation step), íà êîòîðîì
âû÷èñëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ â
ïðåäïîëîæåíèè òåêóùåé ãèïîòåçû, èM-øàã (maximization step),
íà êîòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ íîâàÿ ãèïîòåçà. Èíà÷å ãîâîðÿ, îñíîâíàÿ
ñóòü àëãîðèòìà â òîì, ÷òîáû ìîäèôèöèðîâàòü ãèïîòåçó, îñíî-
âûâàÿñü íà íåé ñàìîé! Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ íåëîãè÷íîñòü
òàêîãî ïîâåäåíèÿ, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå íà M-øàãå
ïî äåëó èñïîëüçóþòñÿ òåñòîâûå äàííûå, è íîâàÿ ãèïîòåçà óæå
ëó÷øå èì îòâå÷àåò. Ýòà ñõåìà äîâîëüíî äàâíî íåÿâíî ïðèìåíÿ-
ëàñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ñòàòèñòèêè, íî âïåðâûå áûëà ÿâíî
âûïèñàíà è èññëåäîâàíà ëèøü â 1977 ãîäó [38].

Àëãîðèòì EM â äàííîì ñëó÷àå âîçâðàùàåò òî÷å÷íóþ îöåí-
êó θ̂ äëÿ ïàðàìåòðà θ. Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ëèáî
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ML) � ìàêñèìèçèðóÿ
p(e|θ̂), ëèáî ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
(MAP) � ìàêñèìèçèðóÿ p(θ̂|e).

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà íóæíî âûáðàòü òî÷íîñòü
ε, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ äîñòèãíóòü â âû÷èñëåíèè θ̂.

Ïåðâûé ñîäåðæàòåëüíûé øàã öèêëà íàçûâàåòñÿ øàãîì ìàòî-
æèäàíèÿ, ïîñêîëüêó îí îáû÷íî ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñ-
ëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè äëÿ
ïðîïóùåííîãî e∗, íåæåëè ÷åì ñàìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé. Äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà � ýòî ñòàòèñòèêà, êîòîðàÿ ¾ñóì-
ìèðóåò¿ íàáîð äàííûõ è êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå ñîäåðæèò âñþ
èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ îáñóæäàåìîãî âûâîäà. Òî åñòü
äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè õâàòàåò äëÿ îïèñàíèÿ âûáîðêè, èç íå¼
ìîæíî ïîëó÷èòü âñþ ðåëåâàíòíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëå-
íèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðóþ èç âûáîðêè âîîáùå ìîæíî ïîëó÷èòü.
Íàïðèìåð, µ è σ � äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè äëÿ íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, s � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ θ îòíîñè-
òåëüíî e∗, åñëè è òîëüêî åñëè θ íå çàâèñèò îò e∗ ïðè èçâåñòíîé
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1. Ïðèñâîèòü θ̂ ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå;
θ̂ ′ := MAXINT.

2. Ïîêà |θ̂ ′ − θ̂| > ε:
à) θ̂ := θ̂ ′ (çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé èòåðàöèè).
á) Øàã ìàòîæèäàíèÿ. Âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå

íàä ïðîïóùåííûìè çíà÷åíèÿìè:

p(e∗|e,θ̂) =
p(e|e∗,θ̂)p(e∗|θ̂)∑

e∗
p(e|e∗,θ̂)p(e∗|θ̂)

â) Øàã ìàêñèìèçàöèè. Âû÷èñëèòü íîâóþ îöåíêó
θ̂ ′ ñîãëàñíî ëèáî ML, ëèáî MAP ïðè äàííîì
p(e∗|e,θ̂).

Ðèñ. 6.6. Ìàêñèìèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ � EM

s, òî åñòü (θ⊥⊥e∗|s). Ïðè òàêîé çàäàííîé ñòàòèñòèêå s âòîðîé øàã
å¼ èñïîëüçóåò, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå îáó÷àåìîãî ïà-
ðàìåòðà (òî åñòü ïàðàìåòðà, îöåíêà êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ).

Àëãîðèòì EM îáû÷íî áûñòðî ñõîäèòñÿ ê íàèëó÷øåé òî÷å÷-
íîé îöåíêå ïàðàìåòðà; îäíàêî ýòî � íàèëó÷øàÿ îöåíêà ëèøü
ëîêàëüíî. Îíà ìîæåò íå îêàçàòüñÿ íàèëó÷øåé ãëîáàëüíî. Äðó-
ãîé íåäîñòàòîê: ìû âñ¼ æå ïîëó÷àåì ëèøü òî÷å÷íóþ îöåíêó θ,
à íå âñå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Òåïåðü ìû ïðåäñòàâèì àëãîðèòì EM â åãî äâóõ ôîðìàõ: ïî-
èñê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ML) è ïîèñê ìàêñèìàëüíîé
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè (MAP).

Öåëüþ ïåðâîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ML-îöåíêà äëÿ θ ïðè äàííîì
íåïîëíîì e. Êàê âîäèòñÿ, íóæíî âûáðàòü òî÷íîñòü ε, êîòîðóþ
òðåáóåòñÿ äîñòèãíóòü â âû÷èñëåíèè θ̂. À çàòåì � êàê íà ðèñ. 6.7.
Ñ÷¼ò÷èê Nijk õðàíèò ÷èñëî ðåàëèçàöèé âîçìîæíûõ ñîâìåñòíûõ
îçíà÷èâàíèé Xi è pa(Xi), çàíóìåðîâàííûå èíäåêñàìè k äëÿ Xi è
j äëÿ pa(Xi). Ìàòîæèäàíèÿ ýòèõ ñ÷¼ò÷èêîâ ñîâìåñòíî îáåñïå÷è-
âàþò äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó äëÿ e∗. Äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî
ñ÷¼ò÷èêà åãî ìàòîæèäàíèå ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñóììèðîâàíèåì âå-
ðîÿòíîñòåé èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïîñêîëüêó íà ýòîì øàãå
ìû èìååì çàðàíåå îöåí¼ííûé ïàðàìåòð θ̂, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü
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1. Ïðèñâîèòü θ̂ ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå:
θ̂ ′ := MAXINT.

2. Ïîêà |θ̂ ′ − θ̂| > ε:
à) θ̂ := θ̂ ′ (çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé èòåðàöèè);
á) âû÷èñëèòü ìàòîæèäàíèå äîñòàòî÷íîé ñòàòè-

ñòèêè äëÿ e∗:

Ep(X|e,θ̂)Nijk =

l=N∑
l=1

p(Xik,pa(Xij)|Yl,θ̂);

â) ìàêñèìèçèðîâàòü p(e∗|θ̂ ′) ñ èñïîëüçîâàíèåì

θ̂ ′ijk =
Ep(X|e,θ̂)Nijk∑

k ′
Ep(X|e,θ̂)Nijk ′

.

Ðèñ. 6.7. Àëãîðèòì ML/EM

ïðàâóþ ÷àñòü. À íà øàãå ìàêñèìèçàöèè íóæíî èñïîëüçîâàòü ìà-
òåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñòàòèñòèê êàê èõ ñàìèõ. Àíàëîãè÷íàÿ
ïðîöåäóðà íà ðèñ. 6.8 ïðèâîäèò ê ìàêñèìèçàöèè p(θ̂|e).

Íî EM � ýòî ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ïðîñòî öåííàÿ ìàêñèìè-
çàöèÿ. Äàâàéòå ðàññìîòðèì îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ÷óòü
ìåíåå òðèâèàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà EM; ýòîò ïðèìåð
ïðèâåä¼ò â Ãëàâå 6 ê ìàññå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ êëàñòå-
ðèçàöèè. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ x ñýìïëèðóåòñÿ èç ñóì-
ìû äâóõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äèñïåðñèè äàíû (è îíè ó
îáîèõ ðàñïðåäåëåíèé îäèíàêîâûå), íóæíî íàéòè òîëüêî ñðåäíèå
µ1, µ2.

Ïî íà÷àëüíûì äàííûì íåëüçÿ ïîíÿòü, êàêèå xi áûëè ïî-
ðîæäåíû êàêèì ðàñïðåäåëåíèåì; òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò êëàñ-
ñè÷åñêèé ïðèìåð ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ. Îäèí òåñòîâûé ïðèìåð
ìîæíî ïîëíîñòüþ îïèñàòü êàê òðîéêó

〈xi, zi1, zi2〉,
ãäå zij = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi áûë ñãåíåðèðîâàí j-ì
ðàñïðåäåëåíèåì.1

1Çäåñü ìîæíî áûëî áû îáîéòèñü îäíîé ïåðåìåííîé, âåäü zi2 = 1 − zi1.
Ìû ââîäèì äâå ëèøü äëÿ óäîáñòâà è åäèíîîáðàçèÿ.
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1. Ïðèñâîèòü θ̂ ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå:
θ̂ ′ := MAXINT.

2. Ïîêà |θ̂ ′ − θ̂| > ε:
à) θ̂ := θ̂ ′ (çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé èòåðàöèè);
á) âû÷èëèòü ìàòîæèäàíèå äîñòàòî÷íîé ñòàòè-

ñòèêè äëÿ e∗:

Ep(X|e,θ̂)Nijk =

l=N∑
l=1

p(Xik,pa(Xij)|Yl,θ̂);

â) ìàêñèìèçèðîâàòü p(θ̂ ′|e∗) ñ èñïîëüçîâàíèåì

θ̂ ′ijk =
αijk + Ep(X|e,θ̂)Nijk∑

k ′
αijk ′ + Ep(X|e,θ̂)Nijk ′

,

ãäå αijk � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå.

Ðèñ. 6.8. Àëãîðèòì MAP/EM

Ïåðåìåííûå zij ôîðìàëèçóþò íåîïðåäåë¼ííîñòü â óñëîâèè;
åñëè ðàíüøå îíà âûðàæàëàñü íå ñëèøêîì ìàòåìàòè÷åñêèì ¾ìû
íå çíàåì, êàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðîäèëî xi¿, òî òåïåðü ìû ïå-
ðåôîðìóëèðîâàëè ýòî êàê ¾ìû íå çíàåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
zij¿. Ðàçíèöà äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïðèíöèïè-
àëüíåéøàÿ.

Ðàçáåð¼ì ñóòü àëãîðèòìà EM íà ïðèìåðå ñ äâóìÿ íîðìàëü-
íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Îáùàÿ ñõåìà EM â ýòîì ñëó÷àå îòðàæå-
íà íà ðèñ. 6.9. Ñóòü E-øàãà â òîì, ÷òîáû ïåðåñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ
(ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé) ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ íà îñíîâå òå-
êóùåé ãèïîòåçû. Â ñëó÷àå íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ñìåñè
äâóõ ãàóññèàíîâ ïîëó÷àåòñÿ òàê:

E(zij) =
p(x = xi|µ = µj)

p(x = xi|µ = µ1) + p(x = xi|µ = µ2)
=

=
e

− 1

2σ2 (xi−µj)
2

e
− 1

2σ2 (xi−µ1)2

+ e
− 1

2σ2 (xi−µ2)2
.
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EMGauss({xi}
m
i=1):

1. Ñãåíåðèðîâàòü êàêóþ-íèáóäü ãèïîòåçó

h = (µ1,µ2).

2. Ïîêà íå äîñòèãíóò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ïîêà µ1

è µ2 äîñòàòî÷íî ñèëüíî èçìåíÿþòñÿ):
à) âû÷èñëèòü îæèäàíèå E(zij) â ïðåäïîëîæåíèè

òåêóùåé ãèïîòåçû (E-øàã):

E(zij) :=
e

− 1

2σ2 (xi−µj)
2

e
− 1

2σ2 (xi−µ1)2

+ e
− 1

2σ2 (xi−µ2)2
;

á) âû÷èñëèòü íîâûå çíà÷åíèÿ µ1 è µ2, ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî zij ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ E(zij) (M-
øàã):

µj :=
1

m

m∑
i=1

E(zij)xi.

Ðèñ. 6.9. Àëãîðèòì EM äëÿ ñìåñè äâóõ íîðìàëü-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ìû ïîäñ÷èòûâàåì ýòè îæèäàíèÿ, à ïîòîì, íàM-øàãå, ïîäïðàâ-
ëÿåì ãèïîòåçó h = (µ1, µ2) â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâûìè çíà÷åíèÿìè
E(zij):

µj :=
1

m

m∑
i=1

E(zij)xi.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåä¼ì íàïèñàííûé íà ÿçûêå Java
êëàññ MixSolver, ðåàëèçóþùèé ýòîò àëãîðèòì. Îí ðåàëèçóåò
÷óòü áîëåå îáùèé âàðèàíò ýòîãî àëãîðèòìà, â êîòîðîì ðàçäåëÿ-
åòñÿ ñìåñü èç k ãàóññèàíîâ, è èõ äèñïåðñèè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.
Êëàññ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â âèäå

double[] e = solver.solver(sigma, x);

ãäå sigma � ìàññèâ äèñïåðñèé (èç äëèíû ýòîãî ìàññèâà êëàññ
ïîíèìàåò, ñêîëüêî èìåííî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñìåøàíî
â òåñòîâûõ äàííûõ), x � ìàññèâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, à ïîëó÷à-
åìûé â ðåçóëüòàòå ìàññèâ e ñîäåðæèò ïîëó÷åííûå àëãîðèòìîì
îöåíêè ñðåäíèõ ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé. Êîíñòàíòó SEED_CONSTANT
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ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîå ÷èñëî èëè íà ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ
âðîäå òîãî, ñêîëüêî â òåêóùåì ÷àñå ïðîøëî ìèëëèñåêóíä.

Ëèñòèíã 6.2. EM äëÿ ðàçäåëåíèÿ ãàóññèàíîâ íà Java

public class MixSolver {
private static Random rnd = new Random(SEED_CONSTANT);

private double[] init(double[] sigma, double[] x) {
int k = sigma.length;
int m = x.length;
double[] r = new double[k];
int[] t = new int[k];
for (int i = 0; i < m; i++) {

int j = rnd.nextInt(k);
r[j] += x[i];
t[j]++;

}
for (int i = 0; i < k; i++) {

if (t[i] > 0) {
r[i] /= t[i];

} else {
r[i] = 0;

}
}
return r;

}

public double[] solver(double[] sigma, double[] x) {
int k = sigma.length;
int m = x.length;
if (k == 0)

return new double[] { };
if (k == 1) {

double e = 0;
for (int i = 0; i < m; i++) {

e += x[i];
}
e /= m;
return new double[] { e };

}
double[] e = init(sigma, x);
double[][] z = new double[m][k];
for (int step = 0; step < 100; step++) {

// ïîäñ÷èòûâàåì z[i][j]
for (int i = 0; i < m; i++) {

double d = 0;
for (int j = 0; j < k; j++) {
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d += prob(x[i], e[j], sigma[j]);
}
for (int j = 0; j < k; j++) {

z[i][j] = prob(x[i],e[j],sigma[j]) / d;
}

}
for (int j = 0; j < k; j++) {

e[j] = 0;
double cur = 0.0;
for (int i = 0; i < m; i++) {

e[j] = e[j] + z[i][j] * x[i];
cur += z[i][j];

}
e[j] /= cur;

}
}
return e;

}

/**
* Ïîäñ÷èòûâàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ó
* íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (e, sigma).
*/
private double prob(double v, double e, double sigma) {

return Math.exp(-(v - e) * (v - e) /
2.0 / sigma / sigma);

}
}

� 6.6. Êëàñòåðèçàöèÿ ïðè ïîìîùè EM

Â � 6.5 ìû ðàññìàòðèâàëè àëãîðèòì EM (expectation-maximi-
zation), êîòîðûé óìååò ðàçäåëÿòü ñìåñè íåñêîëüêî âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìîòðåëè àëãîðèòì (ñì.
ðèñ. 6.9), êîòîðûé ðàçäåëÿë ñìåñü äâóõ ãàóññèàíîâ. Íå ïðàâäà
ëè, ýòî ñèëüíî íàïîìèíàåò êëàñòåðèçàöèþ: âçÿòü äâà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, íàáðîñàòü òî÷åê ïî ýòèì ðàñïðåäåëåíèÿì, à ïîòîì ðàçäå-
ëÿòü, êàêàÿ òî÷êà êàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ðàíüøå ïðèíàäëåæà-
ëà... Íî êàê æå âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì EM äëÿ ¾íàñòîÿ-
ùåé¿ êëàñòåðèçàöèè?

Åù¼ ðàç íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòà-
òèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì, íóæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñôîðìóëè-
ðîâàòü ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè äàííûõ.
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Ïåðâîé òàêîé ãèïîòåçîé â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ãèïîòåçà
î ïðèðîäå äàííûõ : òåñòîâûå ïðèìåðû ïîÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíî è
íåçàâèñèìî, ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ðàâíîìó
ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé êëàñòåðîâ

p(x) =
∑
c∈C

wcpc(x),
∑
c∈C

wc = 1,

ãäå wc � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ èç êëàñòåðà c, à pc �
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðà c. Ýòà ãèïîòåçà ãîâîðèò î
òîì, ÷òî çà êëàñòåðàìè äåéñòâèòåëüíî ñòîèò íå÷òî ðåàëüíîå, òî
åñòü ðàçíûå êëàñòåðû ïîðîæäàþòñÿ ðåàëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ
âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ôîðìàëüíî æå îíà ïîçâîëÿ-
åò ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó êëàñòåðèçàöèè â âèäå çàäà÷è ðàçëî-
æåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé, ê êîòîðîé ìû óæå óìååì ïðèìå-
íÿòü àëãîðèòì EM.

Îñòàëîñü òîëüêî âûÿñíèòü, êàêèìè äîëæíû áûòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ pc. Òî÷íåå ãîâîðÿ, íå êàêèìè îíè äîëæíû áûòü â ðåàëü-
íîñòè � ýòî îò íàñ íå çàâèñèò, � à êàêèìè ìû äîëæíû èõ ïðåä-
ïîëàãàòü äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ýòî ñèëüíî çàâèñèò
îò êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàáîòàåì â Rn � îáû÷íîì n-ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòî áåðóò ñôåðè-
÷åñêèå ãàóññèàíû, íî ýòî íà ñàìîì äåëå íå ñëèøêîì ãèáêèé âà-
ðèàíò: êëàñòåð âåäü ìîæåò áûòü âûòÿíóò â òó èëè èíóþ ñòîðî-
íó. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëëèïòè÷åñêèå ãàóññèàíû, ñ îñÿìè
ðàçíîé äëèíû âäîëü ðàçíûõ îñåé êîîðäèíàò. Ýòî äîáàâèò âûðà-
çèòåëüíîé ñèëû, íî âìåñòå ñ íåé äîáàâÿòñÿ è íîâûå ïàðàìåòðû
äëÿ îáó÷åíèÿ. Èòàê, ãèïîòåçà î âèäå ñêðûòûõ ðàñïðåäåëåíèé
çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé êëàñòåð c îïèñûâàåòñÿ d-
ìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòüþ ñ öåíòðîì µc = {µc1, . . . ,µcd} è
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé Σc = diag(σ2

c1, . . . ,σ
2
c2) (èíà-

÷å ãîâîðÿ, ó ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå ñâîÿ
äèñïåðñèÿ, è ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì êîîðäèíàòàì íåçà-
âèñèìû).

Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êëàñòåðèçàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íî-
ñòè ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé. Äëÿ ýòîãî ìû è áóäåì ïðèìåíÿòü EM-àëãîðèòì.
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Êàæäûé òåñòîâûé ïðèìåð îïèñûâàåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòà-
ìè (f1(x), . . . , fn(x)). Ñêðûòûå ïåðåìåííûå â äàííîì ñëó÷àå �
âåðîÿòíîñòè gic òîãî, ÷òî îáúåêò xi ïðèíàäëåæèò òîìó èëè èíî-
ìó êëàñòåðó c ∈ C.

Ñõåìà àëãîðèòìà ïî-ïðåæíåìó ñîñòîèò èç E-øàãà èM-øàãà.
Íà E-øàãå ïî ôîðìóëå Áàéåñà âû÷èñëÿþòñÿ ñêðûòûå ïåðåìåí-
íûå gic:

gic =
wcpc(xi)∑

c ′∈Cwc ′pc ′(xi)
.

À íà M-øàãå ñ èñïîëüçîâàíèåì gic óòî÷íÿþòñÿ ïàðàìåòðû êëà-
ñòåðîâ w, µ, σ:

wc =
1

n

n∑
i=1

gic,

µcj =
1

nwc

n∑
i=1

gicfj(xi),

σ2
cj =

1

nwc

n∑
i=1

gic

(
fj(xi) − µcj

)2
.

Ðèñ. 6.10 ñîäåðæèò ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ýòîãî àëãîðèòìà.
Îñòà¼òñÿ îäíà ïðîáëåìà: íóæíî çàäàâàòü êîëè÷åñòâî êëàñòå-

ðîâ. À ÷òî, åñëè îíî íåèçâåñòíî? Ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà ìû îòëî-
æèì íà ïîòîì, à ñåé÷àñ ïðèâåä¼ì ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà EM íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ LISP (â � 4.10 ìû îáåùàëè ïðèâåñòè
ïðèìåð ïîëíîöåííîãî àëãîðèòìà êëàñòåðèçàöèè íà LISP). Ìû
ñíàáäèëè êîä ïîäðîáíûìè êîììåíòàðèÿìè; íàäååìñÿ, ÷òî çàèí-
òåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ èõ áóäåò äîñòàòî÷íî (âîçìîæíî, âêóïå
ñî ñïðàâî÷íèêîì ïî ÿçûêó), ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â òîì, êàê ðàáî-
òàåò ïðîãðàììà. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, êàê ïðîãðàììèðîâàòü íà
LISP, ðåêîìåíäóåì îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà ôóíêöèè fold è
product � ýòî ïîëíîöåííûå ìàêðîñû, êîòîðûìè LISP è ñëàâåí.

Ëèñòèíã 6.3. Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè EM íà LISP

; Ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè

; Âîçâåäåíèå â êâàäðàò
(defun sqr (x) (* x x))
; Ñëîæåíèå âåêòîðîâ
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EMCluster(X,|C|):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü |C| êëàñòåðîâ; íà÷àëüíîå ïðè-
áëèæåíèå:

wc := 1/|C|, µc := ñëó÷àéíûé xi,

σ2
cj :=

1

n|C|

n∑
i=1

(fj(xi) − µcj)
2 .

2. Ïîêà ïðèíàäëåæíîñòü êëàñòåðàì íå ïåðåñòàíåò
èçìåíÿòüñÿ:
à) E-øàã:

gic :=
wcpc(xi)∑

c ′∈Cwc ′pc ′(xi)
.

á) M-øàã:

wc =
1

n

n∑
i=1

gic, µcj =
1

nwc

n∑
i=1

gicfj(xi),

σ2
cj =

1

nwc

n∑
i=1

gic (fj(xi) − µcj)
2 .

â) Îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæíîñòü xi ê êëàñòåðàì:

clusti := argmaxc∈Cgic.

Ðèñ. 6.10. Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè EM

(defun v+ (&rest vectors) (apply 'map 'vector '+ vectors))
; Âû÷èòàíèå âåêòîðîâ
(defun v- (&rest vectors) (apply 'map 'vector '- vectors))
; Ïîêîìïîíåíòíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ
(defun v* (&rest vectors) (apply 'map 'vector '* vectors))
; Óìíîæåíèå íà ñêàëÿð
(defun vs* (num vec)

(map 'vector (lambda (x) (* num x)) vec))
; Ïîêîìïîíåíòíîå âîçâåäåíèå â êâàäðàò
(defun vsqr (a) (v* a a))
; Âûáîð ÷èñëà ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ
(defun with-prob (prob item)
(if (< (random 1.0) prob) item nil))
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; Ôóíêöèÿ ñâ¼ðòêè, ïîçâîëÿþùàÿ êîìáèíèðîâàòü ôóíêöèè.
; Íàïðèìåð, èíñòðóêöèÿ (fold + 0 i (1 5) (* 2 i))
; ïîäñ÷èòàåò
; 0 + 2*1 + 2*2 + 2*3 + 2*4 + 2*5.
(defmacro fold (func init index (low up) &body body)

(let* ((res (gensym)))
`(let ((,res ,init))

(loop for ,index from ,low to ,up do
(setq ,res (,func ,res (progn ,@body))))

,res)))

; ×àñòíûé ñëó÷àé ñâ¼ðòêè äëÿ ïðîèçâåäåíèé
(defmacro product (index (low up) &body body)
`(fold * 1 ,index (,low ,up) ,@body))

; Ìíîãîìåðíûé ãàóññèàí ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé
(defun gauss (x mean sigma2)
(product j (0 (1- (length x)))

(let ((xj (aref x j))
(mj (aref mean j))
(sj (aref sigma2 j)))

(if (zerop sj) 1
(/ (exp (- (/ (sqr (- xj mj))

(* 2 sj))))
(sqrt (* 2 pi)) sj)))))

;;; ---------- Îïåðàöèè íàä êëàñòåðàìè ----------
(defun make-cluster (w mean sigma2)
(cons w (cons mean sigma2)))

(defun w (cluster) (car cluster))
(defun mean (cluster) (cadr cluster))
(defun sigma2 (cluster) (cddr cluster))

;;; ---------- Îïåðàöèè íàä ñïèñêàìè òî÷åê ------------
; Ñîçäà¼ò ñïèñîê òî÷åê äëÿ ìíîãîìåðíûõ âåêòîðîâ, íàïðèìåð:
; (make-points 3 (1 2 3) (4 5 6)) -->
; (3 #(1 2 3) #(4 5 6))
(defun make-points (dim points)

(cons dim
(loop for point in points

collect (make-array dim :initial-contents point
:element-type 'fixnum))))

; Âûäà¼ò ðàçìåðíîñòü ñïèñêà òî÷åê
(defun dim (points) (car points))

; Âûäà¼ò ñàì ñïèñîê
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(defun content (points) (cdr points))

; Ñëó÷àéíî âûáèðàåò count ýëåìåíòîâ èç ñïèñêà
; items áåç ïîâòîðåíèé
(defun sample (items count)

(let ((len (length items)) (selected 0))
(loop for item in items

for n downfrom (length items)
for p = (/ (- count selected) n)
for x = (with-prob p item)
until (= selected count)
counting x into selected
unless (null x)
collect x)

)
)

; Âû÷èñëÿåò âåêòîð äèñïåðñèé ñïèñêà
; òî÷åê âîêðóã äàííîãî öåíòðà
(defun dispersions (points center)

(let ((len (length (content points)))
(res (make-array (dim points) :initial-element 0

:element-type 'fixnum)))
(loop for point in (content points) do

(loop for i from 0 below (dim points) do
(setf (aref res i) (+ (aref res i)

(sqr (- (aref point i) (aref center i)))))
)

)
(vs* (/ 1.0 (dim points) len) res)
)

)

; Ñîçäàåò count êëàñòåðîâ èç items
(defun init-clusters (items count)

(let ((centers (sample (content items) count)))
(loop for center in centers collecting

(make-cluster (/ 1.0 count) center
(dispersions items center))

)
)

)

; Îöåíèâàåò äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà items âåðîÿòíîñòü
; ïîïàñòü â òîò èëè èíîé êëàñòåð; ðåçóëüòàò âèäà
; ((p(x1 in c1) p(x1 in c2) p(x1 in c3) ...)
; (p(x2 in c1) p(c2 in c2) ...)
; ...)
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(defun estimate-probs (items clusters pfunc)
(let

((estimate-item-probs (item)
(let* ((probs-unnormalized

(map 'list (lambda (cluster) (* (w cluster)
(funcall pfunc item cluster)))
clusters))

(sum (apply '+ probs-unnormalized)))
(map 'list (lambda (x)

(if (zerop sum) 0 (/ x sum)))
probs-unnormalized)

)))
(map 'list #'estimate-item-probs (content items)))

)

; Òðàíñïîíèðóåò ìàòðèöó.
; Íàïðèìåð: ((1 a) (2 b) (3 c)) --> ((1 2 3) (a b c))
(defun transpose-list-matrix (m)

(if (null (car m)) nil
(let ((cars (map 'list 'car m))

(cdrs (map 'list 'cdr m)))
(cons cars (transpose-list-matrix cdrs))))

)

; Âû÷èñëÿåò íîâîå ñðåäíåå êëàñòåðû
(defun update-mean (cluster items probs)

(let* ((len (length (content items))))
(vs* (/ 1 len (w cluster))
(apply 'v+ (map 'list 'vs* probs (content items))))

)
)

; Âû÷èñëÿåò íîâîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè êëàñòåðà
(defun update-sigma2 (cluster items probs)

(let* ((len (length (content items)))
(center (lambda (item) (v- item (mean cluster))))
(centered-items (map 'list center (content items))))

(vs* (/ 1 len (w cluster))
(apply 'v+ (map 'list 'vs* probs

(map 'list 'vsqr centered-items)))
))

)

; Ïåðåñ÷èòûâàåò âåñ, ñðåäíåå è êâàäðàò äèñïåðñèè êëàñòåðà
(defun update-cluster (cluster items probs)

(let* ((len (length (content items)))
(weight (/ (apply '+ probs) len))
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(mean (update-mean cluster items probs))
(sigma2 (update-sigma2 cluster items probs)))

(make-cluster weight mean sigma2))
)

; M-øàã àëãîðèòìà EM
(defun update-clusters (clusters items probs)

(let* ((len (length items))
(clusters-probs (transpose-list-matrix probs)))

(map 'list (lambda (cluster cluster-probs)
(update-cluster cluster items cluster-probs))

clusters clusters-probs)))

; Íàõîäèò èíäåêñ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå
(defun argmax (list)

(loop with res = 0
for x in list and i upfrom 1
maximizing x into max
do (if (= x max) (setq res i))
finally (return res))

)

; Ïî ìàòðèöå âåðîÿòíîñòåé âû÷èñëÿåò äëÿ êàæäîé òî÷êè,
; ê êàêîìó êëàñòåðó îíà íàèáîëåå âåðîÿòíî îòíîñèòñÿ
(defun distribute-into-clusters (item-probs)

(map 'list 'argmax item-probs))

; ×èòàåò òî÷êó èç ñòðîêè ôîðìàòà "1 2"
(defun read-point (dim line)

(with-input-from-string (stream line)
(loop repeat dim collect (read stream))))

; ×èòàåò ôàéë â ôîðìàòå
; <ðàçìåðíîñòü>
; <òî÷êà1> (â ôîðìàòå <êîîðä1> ... <êîîðä_dim>)
; <òî÷êà2>
; ...
; <òî÷êàN>
(defun read-points (filename)

(with-open-file (file filename)
(let* ((dim (read file))

(cluster-count (read file))
(points (catch 'points

(let ((points nil))
(loop (multiple-value-bind (line is-end)

(read-line file)
(push (read-point dim line) points)
(if is-end (throw 'points (nreverse points)))
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)))
)))

(values
(apply #'make-points dim (list points)) cluster-count)

))
)

; âìåñòî "input.txt" ìîæíî ïîäñòàâèòü äðóãîé ôàéë
(multiple-value-bind (points cluster-count)

(read-points "input.txt")
(format t "~%Distribution: ~a~%"
(let ((clusters (init-clusters points cluster-count))

(pfunc (lambda (item cluster)
(gauss item (mean cluster) (sigma2 cluster))))

(prev-distribution nil))
(catch 'result

(loop (let* ((probs
(estimate-probs points clusters pfunc))
(distribution (distribute-into-clusters probs)))

(if (equal distribution prev-distribution)
(throw 'result distribution))

;(format t "~%Current distribution: ~A~%" distribution)
(setq prev-distribution distribution)
(setq clusters

(update-clusters clusters points probs)
)))

)))
)

� 6.7. Àëãîðèòì k-ñðåäíèõ

Àëãîðèòì k-ñðåäíèõ (k-means clustering) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿ-
åòñÿ óïðîùåíèåì àëãîðèòìà EM; èçîáðåò¼í îí áûë, êàê ýòî ÷à-
ñòî áûâàåò ñ óïðîùåíèÿìè, ðàíüøå ñàìîãî EM [69]. Ðàçíèöà â
òîì, ÷òî òåïåðü ìû íå ïîäñ÷èòûâàåì âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæ-
íîñòè îáúåêòà ðàçíûì êëàñòåðàì, à æ¼ñòêî ïðèïèñûâàåì êàæ-
äûé îáúåêò îäíîìó êëàñòåðó. Êðîìå òîãî, â àëãîðèòìå k-ñðåäíèõ
ôîðìà êëàñòåðîâ íå íàñòðàèâàåòñÿ (íî ýòî ñ ó÷¼òîì ïåðâîãî çà-
ìå÷àíèÿ óæå íå òàê âàæíî).

Öåëü àëãîðèòìà k-ñðåäíèõ � ìèíèìèçèðîâàòü ìåðó îøèáêè

E(X,C) =

n∑
i=1

||xi − µi||
2,
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kMeans(X,|C|):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü öåíòðû |C| êëàñòåðîâ:

µ1, . . . ,µ|C|.

2. Ïîêà ïðèíàäëåæíîñòü êëàñòåðàì íå ïåðåñòàíåò
èçìåíÿòüñÿ:
à) îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæíîñòü xi ê êëàñòåðàì:

clusti := argminc∈Cρ(xi,µc);

á) îïðåäåëèòü íîâîå ïîëîæåíèå öåíòðîâ:

µc :=

∑
clusti=c fj(xi)∑

clusti=c 1
.

Ðèñ. 6.11. Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè k-ñðåäíèõ

ãäå µi � áëèæàéøèé ê xi öåíòð êëàñòåðà. Â ýòîì àëãîðèòìå
ìû íå îòíîñèì òî÷êè ê êëàñòåðàì, à äâèãàåì öåíòðû. Ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷åê ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè: òî÷êà
ïðèíàäëåæèò êëàñòåðó ñ áëèæàéøèì ê íåé öåíòðîì.

Îáùàÿ èäåÿ àëãîðèòìà òà æå, ÷òî â EM: ñíà÷àëà èíèöèà-
ëèçèðîâàòü öåíòðû êëàñòåðîâ êàêèì-íèáóäü íà÷àëüíûì ðàçáè-
åíèåì, çàòåì êëàññèôèöèðîâàòü òî÷êè ïî áëèæàéøåìó ê íèì
öåíòðó êëàñòåðà (àíàëîã E-øàãà), à çàòåì ïåðåâû÷èñëèòü êàæ-
äûé èç öåíòðîâ (àíàëîã M-øàãà). Åñëè íè÷åãî íå èçìåíèëîñü,
îñòàíîâèòüñÿ, åñëè èçìåíèëîñü � ïîâòîðèòü.

Àëãîðèòì k-ñðåäíèõ î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå;
îí ïðåäîñòàâëÿåò ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ìåæäó âû÷èñëèòåëü-
íîé ñëîæíîñòüþ è êà÷åñòâîì ðàáîòû. Îäíàêî îí èìååò ðÿä íåäî-
ñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, êàê è â áîëåå îáùåì àëãîðèòìå EM, íåîáõî-
äèìî òî÷íî çíàòü ÷èñëî êëàñòåðîâ çàðàíåå. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ
ëèáî óæå äàíî ýòî ÷èñëî, ëèáî åãî íåòðóäíî êàê-òî îöåíèòü; îä-
íàêî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ñàìî ýòî ÷èñëî óæå ïðåä-
ñòàâëÿëî áû èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò êëàñòåðèçàöèè. Äëÿ òàêèõ
ñèòóàöèé àëãîðèòì k-ñðåäíèõ ñàì ïî ñåáå, áåç ïîìîùè äðóãèõ
àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè, íåïðèìåíèì.

Âòîðîé íåäîñòàòîê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êà÷åñòâî ðåçóëü-
òàòà ñèëüíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Ïðè÷¼ì çàâèñèò
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Ðèñ. 6.12. Ïðèìåð ïëîõîé ðàáîòû àëãîðèòìà k-ñðåäíèõ

äàæå íå íàïðÿìóþ îò åãî êà÷åñòâà; íå ïðîñòî ÷åì ëó÷øå íà-
÷àëüíîå ðàçáèåíèå, òåì ëó÷øå êëàñòåðèçàöèÿ, à ïðîñòî � îäíî
ðàçáèåíèå ïðèâåä¼ò ê õîðîøåé êëàñòåðèçàöèè, äðóãîå � ê ïëî-
õîé, â êîòîðîé àëãîðèòì çàñòðÿíåò â äîñòàòî÷íî ¾ìåëêîì¿ ëî-
êàëüíîì ìàêñèìóìå. Íà ðèñ. 6.12 ïðèâåä¼í òèïè÷íûé ïðèìåð:
òî÷êè ÷¼òêî ðàçäåëèëèñü íà äâà êëàñòåðà, íî ïðè ýòîì öåíòðû
êëàñòåðîâ íà ñëåäóþùåì øàãå ñäâèíóòñÿ áëèæå ê öåíòðàëüíîé
ëèíèè, íî îñòàíóòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, à çàòåì âîâñå ïåðåñòàíóò
äâèãàòüñÿ. ¾Ïðàâèëüíûå¿ êëàñòåðû îêàæóòñÿ ðàçäåë¼ííûìè íà
äâå ¾íåïðàâèëüíûå¿ ÷àñòè � ÷àñòü âûøå ãîðèçîíòàëüíîé ïóíê-
òèðíîé ëèíèè è ÷àñòü íèæå íå¼.

Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèìåíÿþò ñíà÷àëà äðóãîé ìå-
òîä êëàñòåðèçàöèè (áîëåå äåø¼âûé âû÷èñëèòåëüíî, èíà÷å ñìûñ-
ëà â ýòîì íèêàêîãî íå áóäåò), ïîëó÷àÿ ÷èñëî êëàñòåðîâ è íà-
÷àëüíîå ðàçáèåíèå, à çàòåì óæå ñ ýòèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè
çàïóñêàþò àëãîðèòì k-ñðåäíèõ. Åñòü, êîíå÷íî, è ìàññà äðóãèõ
ñïîñîáîâ, èíòåðåñíûõ ìåòîäîâ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãî-
ðèòìà k-ñðåäíèõ, à òàêæå òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ îöåíîê
ýôôåêòèâíîñòè [7, 78].

Íèæå ìû ïðèâîäèì ðåàëüíûé ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèò-
ìà k-ñðåäíèõ íà ÿçûêå Java. Ýòî ïîëíîöåííàÿ ïðîãðàììà, à íå
îòäåëüíûé êëàññ, ó íå¼ åñòü ìåòîä main, è å¼ ìîæíî çàïóñêàòü.
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Ëèñòèíã 6.4. Àëãîðèòì k-ñðåäíèõ íà Java

import java.io.*;
import java.util.StringTokenizer;

public class Solution {
public static void main(String[] arg) {

int n, m, k;
BufferedReader br = new BufferedReader(
new InputStreamReader(System.in) );

try {
n = Integer.parseInt(br.readLine());
m = Integer.parseInt(br.readLine());
k = Integer.parseInt(br.readLine());

// ÷èòàåì âõîä
Point[] x = new Point[m];
for (int i = 0; i < m; i++) {

x[i] = new Point(n);
StringTokenizer tok =
new StringTokenizer(br.readLine());

for (int j = 0; j < n; j++) {
x[i].set(j,
Float.parseFloat(tok.nextToken()));

}
}

// âûïîëíÿåì êëàñòåðèçàöèþ
Point[] pp = clusterize(x, k);

// âûâîäèì ðåçóëüòàò
for (Point point : x) {

int index = getClusterIndex(pp, point);
System.out.println("(" + point.toString()+
" ) --> " + index);

}

} catch (Exception e) {
e.printStackTrace();

}
}

public static int getClusterIndex(
Point[] centers, Point p) {
float min = p.dist(centers[0]);
int index = 0;
for (int i = 1; i < centers.length; i++) {

float curDist = p.dist(centers[i]);
if (curDist < min) {
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min = curDist;
index = i;

}
}
return index;

}

public static Point[] clusterize(
Point[] points, int k) {
Point[] centers = new Point[k];
Point[] bbox = Point.calcBoundingBox(points);
for (int i = 0; i < k; i++) {

centers[i] = new Point(bbox);
}
boolean changed = false;
int iterations = 0;
while (!changed && iterations < 10000) {

iterations++;
changed = false;
for (int i = 0; i < centers.length; i++) {

Point temp =
new Point(points[0].x.length).clear();

int n = 0;
for (Point p : points) {

if (getClusterIndex(centers, p) == i) {
temp.add(p);
n++;

}
}
temp.scale(n > 0 ? 1.0f / n : 1.0f);
changed = !centers[i].equals(temp);
centers[i] = temp;

}
}
for (Point p : centers) {

System.out.println("cc " + p );
}
return centers;

}
}

class Point {
public Point(int dimension) {

x = new float[dimension];
for (int i = 0; i < dimension; i++) {

x[i] = (float)Math.random() * 10;
}

}
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public Point(Point p) {
x = new float[p.x.length];
for (int i = 0; i < p.x.length; i++) {

x[i] = p.x[i];
}

}
public Point(Point[] bbox) {

int dimension = bbox[0].x.length;
x = new float[dimension];
for (int i = 0; i < dimension; i++) {

float width = (bbox[1].x[i]-bbox[0].x[i]);
x[i] = (float)(Math.random()*width-width/2);

}
}
public void set(int i, float val) {

x[i] = val;
}
public float dist(Point p) {

float r = 0;
for (int i = 0; i < x.length; i++) {

r += Math.pow(x[i] - p.x[i], 2);
}
return (float)Math.sqrt(r);

}
public void add(Point p) {

for (int i = 0; i < x.length; i++) {
x[i] += p.x[i];

}
}
public Point clear() {

for (int i = 0; i < x.length; i++) {
x[i] = 0;

}
return this;

}
public void scale(float times) {

for (int i = 0; i < x.length; i++) {
x[i] *= times;

}
}
public boolean equals(Point p) {

for (int i = 0; i < x.length; i++) {
if (Math.abs(x[i] - p.x[i]) > 0.01) {

return false;
}

}
return true;
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}
public boolean less(Point p) {

for (int i = 0; i < x.length; i++) {
if (x[i] > p.x[i]) {

return false;
}

}
return true;

}
public String toString() {

String s = "";
for (float f : x) {

s += " " + f;
}
return s;

}
public static Point[] calcBoundingBox(Point[] points) {

int dimension = points[0].x.length;
Point left = new Point(points[0]);
Point right = new Point(points[0]);
for (int i = 1; i < dimension; i++) {

for (int j = 0; j < points.length; j++) {
if (left.x[i] > points[j].x[i]) {

left.x[i] = points[j].x[i];
}
if (right.x[i] > points[j].x[i]) {

right.x[i] = points[j].x[i];
}

}
}
Point result[] = new Point[2];
result[0] = left;
result[1] = right;
return result;

}
float[] x;

}

Îñòàëîñü îáñóäèòü åù¼ îäíó îñîáåííîñòü àëãîðèòìîâ EM è
k-ñðåäíèõ. È EM, è k-ñðåäíèå õîðîøî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ÷à-
ñòè÷íî îáó÷åííûõ êëàñòåðîâ (ïî-àíãëèéñêè ýòî íàçûâàåòñÿ
semi-supervised clustering). ×àñòè÷íî îáó÷åííûå êëàñòåðû âîç-
íèêàþò â ñèòóàöèè, êîãäà ïðî ÷àñòü òî÷åê óæå èçâåñòíî, êàêîìó
êëàñòåðó îíè ïðèíàäëåæàò. Êàê ýòî ó÷åñòü â àëãîðèòìàõ?
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×òîáû ó÷åñòü èíôîðìàöèþ î òî÷êå xi, äîñòàòî÷íî äëÿ EM
ïîëîæèòü ñêðûòóþ ïåðåìåííóþ gic ðàâíîé òîìó êëàñòåðó, êîòî-
ðîìó íóæíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, à îñòàëüíûì � ñ âåðîÿòíîñòüþ
0, è íå ïåðåñ÷èòûâàòü ýòó âåðîÿòíîñòü ïðè èòåðàöèÿõ. Äëÿ k-
means íóæíî òî æå ñàìîå ñäåëàòü ñ ïåðåìåííîé clusti. Îáà àë-
ãîðèòìà â òàêîì ñëó÷àå ïðàâèëüíî îáðàáàòûâàþò äîïîëíèòåëü-
íóþ èíôîðìàöèþ è äàþò ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû ñ ó÷¼òîì ýòîé
çàðàíåå çàäàííîé ñòðóêòóðû.

� 6.8. Íå÷¼òêèå àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

Âî âñåõ âûøåïðèâåä¼ííûõ àëãîðèòìàõ îäèí îáúåêò ïðèíàä-
ëåæàë ñòðîãî îäíîìó êëàñòåðó (ïðàâäà, èíîãäà ìû ãîâîðèëè,
÷òî îí ïðèíàäëåæèò êëàñòåðó ñ êàêîé-òî âåðîÿòíîñòüþ). Òåïåðü
æå ìû îòêàæåìñÿ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ è ââåä¼ì ìåðó ïðè-
íàäëåæíîñòè êëàñòåðó. Òåì ñàìûì ìû ââîäèì íå÷¼òêîñòü â
å¼ ñàìîé êëàññè÷åñêîé ôîðìå, ïî Çàäå1 [8, 40, 117]. Ìåðà ïðè-
íàäëåæíîñòè � âåùåñòâåííîå ÷èñëî èç [0,1], è òî÷êè íà êðàþ
êëàñòåðà ¾ìåíüøå ïðèíàäëåæàò¿ êëàñòåðó, ÷åì â öåíòðå.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèíàäëåæíîñòü êëàñòåðó c ∈ C ÷åðåç
uc(x). Ìåðû ïðèíàäëåæíîñòè îáû÷íî âûáèðàþò òàê, ÷òîáû

∀x uc(x) > 0
∑
c∈C

uc(x) = 1.

Íå÷¼òêèå àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè (îäíèì èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãîðèòì c-ñðåäíèõ) ìèíèìèçèðóþò òó èëè èíóþ ìåðó
îøèáêè. ×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìåðà

E(C) =
∑
c∈C

∑
x∈X

um
c (x)ρ2

(
x,Centerc

)
,

ãäå m � íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Äîêàçûâàòü, ÷òî
ìèíèìèçèðóåòñÿ èìåííî îíà, ìû íå áóäåì, íî ýòà ôóíêöèÿ îøèá-
êè âûãëÿäèò âïîëíå åñòåñòâåííîé.

Àëãîðèòì c-ñðåäíèõ î÷åíü ïîõîæ íà àëãîðèòì k-ñðåäíèõ è,
êàê ñëåäñòâèå, íà àëãîðèòì EM. Íà E-øàãå íóæíî îïðåäåëèòü

1Ëîòôè Çàäå (Lot� Zadeh, ðîä. 1921) � ìàòåìàòèê, ïðîôåññîð óíèâåð-
ñèòåòà Áåðêëè, îñíîâàòåëü òåîðèè íå÷¼òêèõ ìíîæåñòâ. Ðîäèëñÿ â Àçåéáàð-
äæàíå (çâàëè åãî òîãäà Ëîòôè Àëåñêåðçàäå), ïîòîì æèë â Èðàíå, â 1944
ãîäó ïåðååõàë â ÑØÀ.
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cMeans(X,|C|):

1. Ñëó÷àéíî âûáðàòü êîýôôèöèåíòû uc(x) äëÿ âñåõ
x ∈ X è c ∈ C.

2. Ïîêà àëãîðèòì íå ñîéä¼òñÿ:
à) Äëÿ âñåõ c ∈ C

Centerc :=

∑
x∈X uc(x)

mx∑
x∈X uc(x)m

.

á) Äëÿ âñåõ c ∈ C è âñåõ x ∈ X

uc(x) :=
1∑

c ′∈C

(
ρ(Centerc,x)
ρ(Centerc ′ ,x)

)2/(m−1)
.

Ðèñ. 6.13. Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè c-ñðåäíèõ

öåíòð êëàñòåðà. Äëÿ ýòîãî îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò âçâåøåííóþ
ïîñðåäñòâîì uc ñóììó ïî âñåì òî÷êàì:

Centerc =

∑
x uc(x)

mx∑
x uc(x)m

,

ãäå m � íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Çàòåì, íàM-øàãå,
ìåðû ïðèíàäëåæíîñòè íóæíî ïåðåâçâåñèòü îòíîñèòåëüíî íîâûõ
öåíòðîâ; ðåçóëüòàò ïî ñóòè ïðîèñõîäèò èç

uc(x) :=
1

ρ(Centerc,x)
,

íî åãî íóæíî åù¼ íåìíîãî ¾ôàççèôèöèðîâàòü¿, ââåñòè íå÷¼ò-
êîñòü. Òî÷íàÿ ôîðìóëà è ôîðìàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà îò-
ðàæåíû íà ðèñ. 6.13.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè m = 2, òî ïåðåâçâåøèâàíèå ýêâèâàëåíò-
íî ëèíåéíîé íîðìàëèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ òàê, ÷òîáû èõ ñóììà
áûëà ðàâíà åäèíèöå. À ïðè m → 1 âñ¼ áîëüøèé è áîëüøèé âåñ
ïðèäà¼òñÿ ñàìîìó áëèçêîìó êëàñòåðó, è àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ
âñ¼ áîëåå ïîõîæ íà àëãîðèòì k-ñðåäíèõ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî àëãî-
ðèòì c-ñðåäíèõ îáîáùàåò àëãîðèòì k-ñðåäíèõ, ïîçâîëÿÿ âàðüè-
ðîâàòü åãî ïîâåäåíèå.
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� 6.9. Çàêëþ÷åíèå

Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ñòîëü ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ è ñòîëü ìíî-
ãîãðàííû, ÷òî ãëóïî áûëî áû è ïûòàòüñÿ îõâàòèòü âñå ìåòîäû èõ
ðåøåíèÿ â ýòîé êîðîòêîé ãëàâå. Ìû íàìåòèëè íåñêîëüêî ïîäõî-
äîâ, â òîì ÷èñëå ñàìûé ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ìåòîä k-ñðåäíèõ, à
òàêæå åãî îáîáùåíèå, àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè EM, êîòîðûé íà
ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåíåíèé ãîðàçäî áîëåå îáùåé
ñõåìû.

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè � íàâåðíîå, ñàìàÿ âàæíàÿ èç âñåõ
çàäà÷ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ ìîãóò ðåøàòü (è ðåøàþò) çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè, à íà
ïðàêòèêå ê êëàñòåðèçàöèè ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà äàí-
íûõ (data mining). Îäíàêî â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì
çàäà÷ó, êîòîðàÿ ê êëàñòåðèçàöèè íå ñâîäèòñÿ. Ìû ðàññìîòðèì
îáó÷åíèå â ñèòóàöèè, êîãäà àãåíò äîëæåí äåéñòâîâàòü â íåçíà-
êîìîé åìó ñðåäå, îáó÷àÿñü ïî äîðîãå è ïàðàìåòðàì îêðóæàþùåé
ñðåäû, è îïòèìàëüíîìó äëÿ ñåáÿ ïîâåäåíèþ.
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Îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì

� Êàê õîðîøî, ÷òî ÿ âçÿë åãî ñ ñîáîé,� ñêàçàë îí.�
Íåìàëî ìåäâåäåé â òàêîé æàðêèé äåíü è íå ïîäóìà-
ëè áû çàõâàòèòü ñ ñîáîé òî, ÷åì ìîæíî íåìíîæêî
ïîäêðåïèòüñÿ!..

Âèííè-Ïóõ è âñå-âñå-âñå
Àëàí Àëåêñàíäð Ìèëí â ïåðåâîäå Áîðèñà

Çàõîäåðà

Êîãäà Âèííè-Ïóõ åù¼ íå íàó÷èëñÿ êàê ñëåäóåò èãðàòü â ïóñòÿ-
êè, Êðèñòîôåð Ðîáèí íåîñòîðîæíî ïîîáåùàë: åñëè Âèííè îáûãðàåò
ìàëü÷èêà äâàäöàòü ðàç ïîäðÿä, Êðèñòîôåð Ðîáèí ïîçâîëèò ìåäâå-
æîíêó ñúåñòü â äîìå âñ¼, ÷òî ïîæåëàþò åãî äóøà è æèâîòèê. Ðàñ-
÷¼ò Êðèñòîôåðà Ðîáèíà áûë âåðíûé: ïîêà ìàëü÷èê è ìåäâåæîíîê
âûáèðàëè ïî÷òè îäèíàêîâûå ñëó÷àéíûå ïàëî÷êè, äâàäöàòü ïîáåä
ïîäðÿä áûëè êðàéíå ìàëîâåðîÿòíû. Îäíàêî ïîñëå òîãî, êàê Âèííè
ïðèíÿëñÿ çà äåëî âñåðü¼ç (ñì. Ãëàâó 4), Êðèñòîôåð Ðîáèí áûñòðî
ïðîèãðàë äåñÿòü ðàç ïîäðÿä, çàòåì ïÿòíàäöàòü, à çàòåì è äâàäöàòü.
Ìàëü÷èêó íå õîòåëîñü ñåðäèòü ðîäèòåëåé, íî ñëîâî áûëî äîðîæå.

Òàê Âèííè-Ïóõ îñóùåñòâèë ñâîþ äàâíþþ ìå÷òó: çàëåç â ïîãðåá.
Òàì ðîäèòåëè Êðèñòîôåðà Ðîáèíà õðàíÿò ìíîæåñòâî ðàçíîîáðàç-
íûõ ¼ìêîñòåé: ãîðøî÷êîâ, êàñòðþëåê, ìåøî÷êîâ è òàê äàëåå, è òî-
ìó ïîäîáíîå. Â ýòèõ ¼ìêîñòÿõ âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷òî-íèáóäü
âêóñíåíüêîå, ÷åì ìîæíî êàê ñëåäóåò ïîäêðåïèòüñÿ.
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Ñâåòà â ïîãðåáå, êîíå÷íî, íåòó. Âèííè ìîæåò íà îùóïü ïåðåäâè-
ãàòüñÿ ïî ïîãðåáó, ïîäáèðàòü è îùóïûâàòü ðàçíûå òèïû ¼ìêîñòåé,
à òàêæå ïðîáîâàòü òî, ÷òî â íèõ íàõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì èíîãäà Âèí-
íè âåç¼ò, è â ãîðøî÷êå îêàçûâàåòñÿ ì¼ä èëè ÷òî-íèáóäü íå ìåíåå
âêóñíîå. Òîãäà, ñîáñòâåííî, è ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ïîäêðåïëåíèÿ. À
èíîãäà íå âåç¼ò, è ïðèõîäèòñÿ ïðîáîâàòü âñÿêóþ ãàäîñòü: ãîð÷èöó,
÷¼ðíûé ïåðåö èëè � óïàñè Áîæå! � ñûð.

Âèííè äîëæåí ïîáûñòðåå íàó÷èòüñÿ ðàñïîçíàâàòü ãîðøî÷êè ñ
âêóñíûìè âåùàìè è ïðîïóñêàòü ãîðøî÷êè ñ íåâêóñíûìè, äàæå íå
ïðîáóÿ. Íî ïðè ýòîì íåëüçÿ ïðîñòî âûáðàòü îäèí êîíêðåòíûé âèä
ãîðøî÷êà, íå ïîïðîáîâàâ âñ¼: âäðóã èìåííî â òàêèõ âîò êàñòðþëüêàõ
ñåìüÿ Êðèñòîôåðà Ðîáèíà õðàíèò îñîáî âêóñíûé ì¼ä óðîæàÿ 1804
ãîäà (òîãî ñàìîãî, êîãäà Íàïîëåîí I Áîíàïàðò ñòàë èìïåðàòîðîì
Ôðàíöóçñêîé ðåñïóáëèêè).

Ïðàâäà, ó ðîäèòåëåé Êðèñòîôåðà Ðîáèíà îòíþäü íå âñåãäà ïîä
ðóêîé îêàçûâàëñÿ èìåííî íóæíûé ãîðøî÷åê: çà÷àñòóþ ïðèõîäèëîñü
ñêëàäûâàòü âî ÷òî åñòü. Ïîýòîìó ñîäåðæèìîå â ðåçóëüòàòå ðàçìå-
ñòèëîñü ïî ¼ìêîñòÿì ñ èçðÿäíîé äîëåé ñëó÷àéíîñòè. Òàê ÷òî äàæå
åñëè â ìåøî÷êå îêàçàëñÿ ñûð, ýòî âîâñå íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò,
÷òî áîëüøå òàêèå ìåøî÷êè òðîãàòü íåëüçÿ: âäðóã ýòî ïðîñòî âåñüìà
äîñàäíàÿ ñëó÷àéíîñòü...

� 7.1. Ââåäåíèå

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è îáó÷åíèÿ íà íåêîòîðîì
íàáîðå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, äî ñèõ ïîð çàäà÷à ñòà-
âèëàñü òàê: åñòü íàáîð ¾ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ¿, êîòîðûé íóæíî
ïðîäîëæèòü íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî.

Íî ðàçâå òàê ðàáîòàåò îáó÷åíèå â ðåàëüíîé æèçíè? Ìû äàëå-
êî íå âñåãäà çíàåì íàáîð ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ çàðàíåå, ìû ïðî-
ñòî âûïîëíÿåì òî èëè èíîå äåéñòâèå è ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò. Åñëè
ïðîãðàììà îáó÷àåòñÿ èãðå â øàøêè, ÷åëîâåê íå ñìîæåò ñêàçàòü
åé, êàêîé õîä åäèíñòâåííî ïðàâèëüíûé â ñëîæèâøåéñÿ ñèòóà-
öèè. Âñ¼, ÷òî ó ïðîãðàììû ïîëó÷èòñÿ âûÿñíèòü, � ýòî òî, âû-
èãðàëà îíà â èòîãå èëè ïðîèãðàëà.1 Åñëè ðîáîò ó÷èòñÿ õîäèòü,

1Ýòà ôðàçà áûëà íàïèñàíà â íà÷àëå 2007 ãîäà, à óæå ê åãî êîíöó ñòàëî
ÿñíî, ÷òî ÷åëîâåê íà ñàìîì äåëå óæå ìîã áû ñêàçàòü ïðîãðàììå ïðàâèëü-
íûé îòâåò � íåäàâíî ïîñòðîèëè (ðàçóìååòñÿ, íå áåç ïîìîùè ãèãàíòñêîãî
êîìïüþòåðíîãî ïåðåáîðà) îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ èãðû â øàøêè íà
äîñêå 8 × 8 [31]. Ìîæíî áûëî áû ïðîñòî çàìåíèòü øàøêè íà øàõìàòû èëè
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÷åëîâåê íå ñìîæåò ñêàçàòü åìó, êàêîé èìåííî ìóñêóë è íàñêîëü-
êî ñèëüíî íóæíî íàïðÿ÷ü â äàííóþ ñåêóíäó � à ïðîñòî ñêàæåò,
ïîëó÷èëîñü ñäåëàòü øàã èëè íåò.

Òàêèå ñèòóàöèè, áëèçêèå ê ðåàëüíîìó îáó÷åíèþ, ìîæíî îõà-
ðàêòåðèçîâàòü åäèíîé îáùåé ìîäåëüþ. Â ýòîé ìîäåëè îáó÷àþ-
ùèéñÿ àãåíò âçàèìîäåéñòâóåò ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, ïðåäïðè-
íèìàÿ êàêèå-òî äåéñòâèÿ (âûáèðàÿ èõ, êîíå÷íî, èç ôèêñèðîâàí-
íîãî íàáîðà); îêðóæàþùàÿ ñðåäà åãî êàêèì-òî îáðàçîì ïîîù-
ðÿåò èëè íàêàçûâàåò çà ýòè äåéñòâèÿ, à àãåíò ïðîäîëæàåò èõ
ïðåäïðèíèìàòü. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá äëÿ àãåíòà ïîíÿòü, ÷òî îí
äåëàåò ïðàâèëüíî, � ñëåäèòü çà ïîîùðåíèÿìè îò îêðóæàþùåé
ñðåäû. Òàêîé âèä ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ îáó÷åíèåì ñ
ïîäêðåïëåíèåì (reinforcement learning).

Ïîïðîáóåì ïîñòàâèòü çàäà÷ó ôîðìàëüíî. Ïóñòü íà êàæäîì
øàãå àãåíò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s èç íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà ñîñòîÿíèé S. Íà êàæäîì øàãå îí âûáèðàåò èç èìåþùå-
ãîñÿ íàáîðà äåéñòâèé A íåêîòîðîå äåéñòâèå a. Â îòâåò íà ýòî
îêðóæàþùàÿ ñðåäà ñîîáùàåò àãåíòó, êàêóþ íàãðàäó r îí çà ýòî
ïîëó÷èë è â êàêîì ñîñòîÿíèè s ′ ïîñëå ýòîãî îêàçàëñÿ.

Ïðèìåð 7.1. Äèàëîã îáó÷àþùåãîñÿ àãåíòà è îêðóæàþùåé ñðåäû

Ñðåäà: Àãåíò, òû â ñîñòîÿíèè 1; åñòü 5 âîçìîæíûõ äåéñòâèé.
Àãåíò: Äåëàþ äåéñòâèå 2.
Ñðåäà: Äàþ òåáå 2 åäèíèöû çà ýòî. Ïîïàë â ñîñòîÿíèå 5, åñòü 2 âîç-

ìîæíûõ äåéñòâèÿ.
Àãåíò: Äåëàþ äåéñòâèå 1.
Ñðåäà: Îòíèìàþ ó òåáÿ 5 åäèíèö. Ïîïàë â ñîñòîÿíèå 1, åñòü 5 âîç-

ìîæíûõ äåéñòâèé.
Àãåíò: Äåëàþ äåéñòâèå 4.
Ñðåäà: Äàþ òåáå 14 åäèíèö çà ýòî. Ïîïàë â ñîñòîÿíèå 3, åñòü 3 âîç-

ìîæíûõ äåéñòâèÿ...

Â ýòîì ïðèìåðå àãåíò óñïåë âåðíóòüñÿ â ñîñòîÿíèå 1 è èññëåäîâàòü
ðàíåå íå ïðîáîâàâøóþñÿ îïöèþ 4 (ïîëó÷èâ çà ýòî ñóùåñòâåííóþ íà-
ãðàäó). Òî, ÷òî àãåíò óñïåë óçíàòü îá îêðóæàþùåé ñðåäå, ïðåäñòàâ-
ëåíî íà ðèñ. 7.1. Òàê è â îáùåì ñëó÷àå � àãåíò äîëæåí èññëåäîâàòü
îêðóæàþùóþ ñðåäó è âûáèðàòü îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå.

ãî, íî ìû ðåøèëè íå óïóñêàòü ïîâîä óïîìÿíóòü ýòî âåñüìà èíòåðåñíîå äî-
ñòèæåíèå.
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Ðèñ. 7.1. Ïðèìåð âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòà ñî ñðåäîé

Çíàêîìûå ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé ÷èòàòåëè óæå, íàâåðíîå,
äîãàäàëèñü, ÷òî çäåñü íå îáîéä¼òñÿ áåç ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ìû ê íèì åù¼ âåðí¼ìñÿ, è îíè áóäóò èãðàòü âàæ-
íóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè íîâûõ àëãîðèòìîâ, íî ïîêà îáðàòèìñÿ ê
òîìó, êàê ñðàâíèâàòü è îöåíèâàòü àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ ñ ïîä-
êðåïëåíèåì. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî àíàëèçà îïèñàííûõ â ýòîé
ãëàâå àëãîðèòìîâ ðåêîìåíäóåì [77,122,132,135,163].

� 7.2. Êàê îöåíèâàòü ïîâåäåíèå àãåíòà?

Ìû èññëåäóåì àëãîðèòìû, êîòîðûå îáó÷àþòñÿ ïîëó÷àòü íà-
ãðàäó îò îêðóæàþùåé ñðåäû. Ðàçóìååòñÿ, ìû õîòèì ïîëó÷èòü
àëãîðèòìû, êîòîðûå ¾õîðîøî ñåáÿ âåäóò¿, òî åñòü ïîëó÷àþò
áîëüøóþ íàãðàäó. Íî òî òàêîå ¾õîðîøî¿? Êàê îöåíèâàòü ïî-
âåäåíèå àëãîðèòìà â ïðèâåä¼ííûõ âûøå îáñòîÿòåëüñòâàõ?

Íà ýòîò âîïðîñ åñòü íåñêîëüêî îòâåòîâ, âûáîð ìåæäó êîòî-
ðûìè çàâèñèò îò òîãî, íà êàêîé ñðîê æèçíè àãåíòà ìû ðàññ÷è-
òûâàåì è íà ÷òî õîòèì ñäåëàòü óïîð â ñâîèõ îöåíêàõ.

Ïåðâàÿ, ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü
êîíå÷íîãî ãîðèçîíòà (�nite horizon model). Â íåé êà÷åñòâî ïî-
âåäåíèÿ àãåíòà èçìåðÿåòñÿ òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ñëåäóþùèì
h øàãàì, è ìàêñèìèçèðîâàòü íóæíî âåëè÷èíó

E

[
h∑

t=0

rt

]
.

Ýòà ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ó àãåíòà îãðàíè÷åí
ñðîê æèçíè: ìû çíàåì, ÷òî ó íàñ âñåãî äåñÿòü ïîïûòîê, è ïî-
ýòîìó íàñ íå èíòåðåñóåò, óñïåøíî ëè ìû îáó÷èìñÿ ïðîèçâîäèòü
îäèííàäöàòóþ.
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Â áîëåå åñòåñòâåííîé ñèòóàöèè, îäíàêî, õîòåëîñü áû ó÷åñòü
âñå âîçìîæíûå øàãè â áóäóùåì, ïîòîìó ÷òî âðåìÿ æèçíè àãåí-
òà ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíî. Íî ïðè ýòîì â áîëüøèíñòâå ðå-
àëüíûõ çàäà÷ ÷åì ðàíüøå ìû ïîëó÷èì íàãðàäó îò îêðóæàþùåé
ñðåäû, òåì ëó÷øå. Íàïðèìåð, ðóáëü ñåãîäíÿ � ýòî ãîðàçäî ëó÷-
øå, ÷åì ðóáëü ÷åðåç ãîä, âåäü åãî çà ýòî âðåìÿ ìîæíî ðàçóìíî
âëîæèòü è ïðèóìíîæèòü1.

Êàê ýòî ó÷åñòü â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè? Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî ïðèäàòü áîëåå áûñòðîé ïðèáûëè áîëüøèé âåñ, à áîëåå îò-
äàë¼ííîé âî âðåìåíè � ìåíüøèé. Òàê ìû îäíîâðåìåííî óáü¼ì
äâóõ çàéöåâ, âåäü çà ñ÷¼ò ââåä¼ííîãî êîýôôèöèåíòà γ åù¼ è
âîçíèêàþùèé ïðè ñóììèðîâàíèè ïî áåñêîíå÷íîé äëèíå æèçíè
àãåíòà ðÿä íà÷í¼ò ñõîäèòüñÿ (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âûïëàòû rt îãðà-
íè÷åíû ñâåðõó � â êîíöå êîíöîâ, ó íàñ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçíûõ
ñîñòîÿíèé è ðàçíûõ âûïëàò). Èòàê, ìû ïîäñ÷èòûâàåì ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ðÿäà

E

[ ∞∑
t=0

γtrt

]
,

ãäå γ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (â àíãëîÿçû÷íûõ òåêñòàõ å¼ îáû÷-
íî íàçûâàþò discount factor). Ðàçóìååòñÿ, èìååò ñìûñë òîëüêî
ñëó÷àé, êîãäà 0 < γ < 1.

Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ áåñêîíå÷íîãî ãîðèçîí-
òà (in�nite horizon model). Äàëåå ìû áóäåì â îñíîâíîì ïîëüçî-
âàòüñÿ èìåííî åþ.

Òðåòüÿ, ðåæå âñòðå÷àþùàÿñÿ, ìîäåëü � ìîäåëü ñðåäíåãî
âîçíàãðàæäåíèÿ (average-reward model). Â íåé ìàêñèìèçàöèè
ïîäëåæèò ïðåäåë îæèäàíèÿ ñðåäíåãî âîçíàãðàæäåíèÿ

lim
h→∞E

[
1

h

h∑
t=0

rt

]
.

Ýòà ìîäåëü íå äà¼ò áûñòðîé ïðèáûëè ïðåèìóùåñòâà ïåðåä îò-
ëîæåííîé, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå íå÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå ìî-
äåëè áåñêîíå÷íîãî ãîðèçîíòà.

1¾Íåò! ðàñ÷¼ò, óìåðåííîñòü è òðóäîëþáèå: âîò ìîè òðè âåðíûå êàðòû,
âîò ÷òî óòðîèò, óñåìåðèò ìîé êàïèòàë...¿ � ãîâîðèë ïóøêèíñêèé Ãåðìàí.
Âïðîê åìó ýòî íå ïîøëî, íî òîëüêî ïîòîìó, ÷òî âìåøàëñÿ ñîâñåì óæ ÷åëî-
âå÷åñêèé ôàêòîð...
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Ïðèìåð 7.2. Ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìîäåëÿìè îöåíêè êà÷åñòâà

Âñå âûøåîïèñàííûå ìîäåëè ðàçíûå, è íåñëîæíî ïîñòðîèòü ãðàô
ñîñòîÿíèé, íà êîòîðîì âñå òðè ìîäåëè áóäóò ïðèâîäèòü ê ðàçíûì îï-
òèìàëüíûì ñòðàòåãèÿì.

Ðàññìîòðèì ãðàô íà ðèñ. 7.2. Ïîìåòêè íà ð¼áðàõ ñîîòâåòñòâóþò
ïîëó÷àåìîé ïðè äàííîì äåéñòâèè ïðèáûëè. Ìîæíî ïðîñ÷èòàòü ðà-
áîòó êàæäîé èç ñòðàòåãèé íà êàæäîé èç âåòâåé ãðàôà ïåðåõîäîâ è
âû÷èñëèòü âîçíàãðàæäåíèÿ â ðàçíûõ ìîäåëÿõ. Âîò ÷òî ïîëó÷àåòñÿ.

Âåòâü Êîíå÷íûé
ãîðèçîíò

Áåñêîíå÷íûé
ãîðèçîíò

Ñðåäíåå
âîçíàãðàæäåíèå

Ëåâàÿ ah a1−γ
h

1−γ 0

Âåðõíÿÿ h 1
1−γ 1

Íèæíÿÿ −bh b
1−γ

(
2γh − 1

)
b

Âûáåðåì òåïåðü ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ a è b:

a =
2− γh

2(1− γh)
, b =

γh

2γh − 1
.

Ïðè òàêèõ a è b îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â òàáëèöå ðàñïîëàãàþòñÿ ïî
äèàãîíàëè: ìîäåëü êîíå÷íîãî ãîðèçîíòà âûáåðåò ëåâóþ âåòâü, áåñêî-
íå÷íîãî ãîðèçîíòà � âåðõíþþ, à ìîäåëü ñðåäíåãî âîçíàãðàæäåíèÿ �
íèæíþþ.

Êðîìå ïîâåäåíèÿ óæå ãîòîâîãî àëãîðèòìà, íóæíî òàêæå íà-
ó÷èòüñÿ îöåíèâàòü è êà÷åñòâî åãî îáó÷åíèÿ � òî, íàñêîëüêî
áûñòðî îí ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëó.
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Ãëàâíîå (è îáû÷íî íå òàê óæ ñëîæíî äîêàçóåìîå) ñâîéñòâî
àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì � ñõîäèìîñòü ê îïòè-
ìàëüíîìó (äëÿ äàííîé ìîäåëè, êîíå÷íî). Ýòî ïîëåçíîå ñâîéñòâî,
íî îíî áèíàðíî � èëè ñõîäèòñÿ, èëè íå ñõîäèòñÿ; ýòîò áèò íè-
÷åãî íå ãîâîðèò íè î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, íè î òîì, ñ êàêèìè
ïîòåðÿìè ìû ïîäîéä¼ì ê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

Áîëåå ðàçóìíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Çäåñü âîçìîæ-
íû äâà àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäà: îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ê êàêîé-òî ôèêñèðîâàííîé äîëå îïòèìàëüíîñòè (ñîáñòâåííî îï-
òèìàëüíîãî àëãîðèòìà îáó÷àþùèéñÿ àãåíò îáû÷íî ¾äîñòèãàåò¿
ëèøü íà áåñêîíå÷íîñòè) è îöåíêè êà÷åñòâà ðàáîòû àëãîðèòìà ïî
èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî âðåìåíè. Ê ñîæàëåíèþ,
â îáîèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò êîíêðåòíûå âîïðîñû: êàêàÿ íóæíà
äîëÿ îïòèìàëüíîñòè? Ïîñëå êàêîãî âðåìåíè íóæíî ñðàâíèâàòü
êà÷åñòâî àëãîðèòìîâ? Îäíîçíà÷íûé îòâåò íà ýòè âîïðîñû íàéòè
òðóäíî.

Òðåòèé âîçìîæíûé ïîäõîä � ìèíèìèçèðîâàòü îæèäàåìóþ
ðàñïëàòó (regret) çà âûáîð òîé èëè èíîé ñòðàòåãèè îáó÷åíèÿ.
Ëþáàÿ îáó÷àþùàÿñÿ ñòðàòåãèÿ íå ìîæåò ïðèíåñòè áîëüøèé äî-
õîä, ÷åì åñëè áû àãåíò ñëåäîâàë îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ñ ñà-
ìîãî íà÷àëà. Èíûìè ñëîâàìè, çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî îáó÷åíèÿ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ðàçíèöû ìåæäó
îáùåé ñóììîé âûèãðûøà ïðè îáó÷åíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìåíå-
íèåì îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ñ ñàìîãî íà÷àëà. Åñëè íàì óäàñòñÿ
ïîäñ÷èòàòü ýòó ðàçíèöó, òî ìîæíî î÷åíü ïðîñòî ñðàâíèâàòü àë-
ãîðèòìû îáó÷åíèÿ � ó êîãî ðàçíèöà ìåíüøå, òîò è ïîáåäèë.
Ýòî î÷åíü õîðîøàÿ ìåðà, âåäü, ñîáñòâåííî, îíà è ÿâëÿåòñÿ íà-
ñòîÿùåé êîíå÷íîé öåëüþ ïðîèñõîäÿùåãî. Íî, ê ñîæàëåíèþ, îíà
ïëîõî ïîääà¼òñÿ àíàëèçó: ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû îá ýòîé ìåðå ïî-
ëó÷èòü î÷åíü ñëîæíî.

È ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå, ïðåæäå ÷åì ìû ïåðåéä¼ì ê íåïî-
ñðåäñòâåííîìó èçó÷åíèþ îòäåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Êàæäûé àëãî-
ðèòì îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì äîëæåí è èçó÷àòü îêðóæàþ-
ùóþ ñðåäó, è ïîëüçîâàòüñÿ ñâîèìè çíàíèÿìè, ÷òîáû ìàêñèìèçè-
ðîâàòü ïðèáûëü. Âîçíèêàåò âîïðîñ � êàê äîñòè÷ü îïòèìàëüíî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ? Òà èëè èíàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò áûòü õîðîøà, íî
âäðóã îíà íå îïòèìàëüíàÿ, è íóæíî èñêàòü äðóãóþ? À, ìîæåò
áûòü, îíà óæå èäåàëüíà, è íóæíî ïðîñòî ñëåäîâàòü åé, íå òðàòÿ
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âðåìåíè íà áåññìûñëåííûå ïîèñêè? Ýòà äèëåììà (ïî-àíãëèéñêè
îíà çâó÷èò îñîáåííî êðàñèâî: ¾exploitation vs. exploration¿) âñå-
ãäà ïðèñóòñòâóåò â îáó÷åíèè ñ ïîäêðåïëåíèåì. Îäíîçíà÷íîãî
îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ, êîíå÷íî, íåò è áûòü íå ìîæåò, íî äëÿ
ìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ìîæíî îïðåäå-
ëèòü è âû÷èñëèòü. Ýòèì ìû è áóäåì çàíèìàòüñÿ â îñòàâøåéñÿ
÷àñòè ãëàâû.

� 7.3. Ìíîãîðóêèå áàíäèòû

Áóäåì äâèãàòüñÿ îò ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó. Ïåðâîé îñòàíîâ-
êîé íà ýòîì ïóòè ñòàíóò àãåíòû, ó êîòîðûõ åñòü òîëüêî îäíî
ñîñòîÿíèå. Ôîðìàëüíî îíè íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò ââåä¼ííûõ â
� 7.1, ïðîñòî |S| = 1. Ó òàêîãî àãåíòà åñòü ôèêñèðîâàííûé íàáîð
äåéñòâèé A è âîçìîæíîñòü âûáîðà èç ýòîãî íàáîðà äåéñòâèé.

Â èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå îáùåïðèíÿòà èçÿùíàÿ è äî-
ñòóïíàÿ äëÿ ïîíèìàíèÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ òàêîãî àãåíòà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî àãåíò íàõîäèòñÿ â êîìíàòå ñ íåñêîëüêèìè èãðî-
âûìè àâòîìàòàìè (¾îäíîðóêèìè áàíäèòàìè¿, äàëåå � ïðîñòî
¾áàíäèòàìè¿); â ëèòåðàòóðå óñòîÿëîñü âûíåñåííîå â çàãîëîâîê
ïàðàãðàôà íàçâàíèå: åñëè îáúåäèíèòü íåñêîëüêèõ ¾îäíîðóêèõ
áàíäèòîâ¿, ïîëó÷èòñÿ îäèí ¾ìíîãîðóêèé áàíäèò¿ (multi-armed
bandit). Ó êàæäîãî ¾áàíäèòà¿ ñâî¼, íåèçâåñòíîå àãåíòó îæèäà-
íèå âûèãðûøà. Àãåíò äîëæåí çà îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïîïûòîê
ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü.

Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ, êàçàëîñü áû, ñèëüíî óïðîù¼ííàÿ ìî-
äåëü äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåò âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè ñ îäíèì
ñîñòîÿíèåì. Çà êàæäîå ïðåäïðèíÿòîå äåéñòâèå ñðåäà äà¼ò âîçíà-
ãðàæäåíèå (âîçìîæíî, ñëó÷àéíîå), à çàòåì âîçâðàùàåò àãåíòà â
èñõîäíîå ñîñòîÿíèå: ðåçóëüòàò ñëåäóþùåãî ïîäõîäà ê ¾áàíäèòó¿
íå çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê êîíêðåòíûì àëãîðèòìàì, ðàññìîòðèì
îáùèå ïðèíöèïû, êîòîðûå äîëæíû ðóêîâîäèòü àãåíòîì â òà-
êîé ñèòóàöèè. Ðàçóìååòñÿ, õî÷åòñÿ ïðèìåíèòü â êàêîì-òî ñìûñ-
ëå ¾æàäíóþ¿ ñòðàòåãèþ, ò.å. âñåãäà âûáèðàòü ñòðàòåãèþ, ìàêñè-
ìèçèðóþùóþ ïðèáûëü. Îäíàêî ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî àãåíò
â êîìíàòå íå çíàåò ñ ñàìîãî íà÷àëà, ÷òî åìó äåëàòü, è íå ìî-
æåò âûáðàòü ñàìóþ ëó÷øóþ ñòðàòåãèþ. Áîëåå òîãî, äàæå åñëè
îí óæå ä¼ðíóë ïî îäíîìó ðàçó çà ðó÷êó êàæäîãî ¾áàíäèòà¿ è



� 7.3. Ìíîãîðóêèå áàíäèòû 241

òîëüêî îäèí ðàç ïîáåäèë, ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî òå-
ïåðü âñ¼ âðåìÿ âûáèðàòü òîëüêî ïðèíåñøèé ïðèáûëü àâòîìàò.
Êàê æå ñîáëþñòè áàëàíñ ìåæäó èçó÷åíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû
è èñïîëüçîâàíèåì óæå ðàçðàáîòàííûõ ñòðàòåãèé?

Êàê íè ñòðàííî, åäèíûé îòâåò ñóùåñòâóåò. Îí âïîëíå ëîãè-
÷åí: ïîëåçíàÿ ýâðèñòèêà â òàêîé ñèòóàöèè � îïòèìèçì ïðè
íåîïðåäåë¼ííîñòè . Èíà÷å ãîâîðÿ, âûáèðàòü ñòðàòåãèþ ïîâåäå-
íèÿ íóæíî æàäíî, íî ïðè ýòîì ñëåäóåò áûòü âåñüìà îïòèìè-
ñòè÷íûì îòíîñèòåëüíî îæèäàåìîé ïðèáûëè. Äîëæíû áûòü ïî-
ëó÷åíû ñåðü¼çíûå îòðèöàòåëüíûå ñâèäåòåëüñòâà, ïðåæäå ÷åì òà
èëè èíàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò áûòü îòêëîíåíà.

×óòü ïîçæå ìû óâèäèì, êàê ýòà ðåêîìåíäàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ
íà ïðàêòèêå, à ïîêà ðàññìîòðèì ìåòîäû, êîòîðûå ãàðàíòèðî-
âàííî íàõîäÿò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èëè ñõîäÿòñÿ ê íåìó.

� 7.4. Äîêàçóåìî îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì àëãîðèòìû, àíàëèç ðà-
áîòû êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ äîñòàòî÷íî íåñëîæíî è ïðèâîäèò ê
õîðîøèì ðåçóëüòàòàì. Ýòî, ïðàâäà, âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû
äîêàæåì âñå óòâåðæäåíèÿ î ðàññìîòðåííûõ çäåñü àëãîðèòìàõ;
íî çíà÷èòåëüíàÿ èõ ÷àñòü áóäåò íåïîñðåäñòâåííî î÷åâèäíîé.

Ïåðâàÿ, ïðîñòåéøàÿ ïîñòàíîâêà áóäåò ðåøåíà ïðè ïîìîùè
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ çà-
äà÷ [16, 170]; åãî èñòîðèÿ âîñõîäèò ê ñàìîé çàðå èíôîðìàòèêè,
ñîðîêîâûì ãîäàì XX âåêà [11].

Íå ñòàëî èñêëþ÷åíèåì è îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ìîæíî
ïðèìåíèòü, åñëè çàðàíåå èçâåñòåí ñðîê æèçíè àãåíòà: ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî àãåíò äåéñòâóåò íà ïðîòÿæåíèè h øàãîâ.

Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü íåñëîæíûé áàéåñîâñêèé ïîäõîä. Çàäà÷à ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü îòîáðàæåíèå èç âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòî-
ÿíèé îïûòà (belief states) àãåíòà âî ìíîæåñòâî äåéñòâèé, òàêèì
îáðàçîì çàäàâ åìó ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ.

Ñîñòîÿíèå îïûòà àãåíòà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìû áóäåì
çàïèñûâàòü êàê

S = {(n1,w1), . . . ,(nk,wk)},
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÷òî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîãî ¾áàíäèòà¿ i çàïóñòèëè ni ðàç, ïîëó-
÷èâ ïðè ýòîì âûèãðûø wi ðàç (çäåñü è äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
ðåçóëüòàò áèíàðíûé � ëèáî âûèãðàë, ëèáî ïðîèãðàë).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V∗(S) îæèäàåìûé îñòàâøèéñÿ âûèãðûø
äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ äàííîé èñòîðèåé. Áàçîé äëÿ ðåêóððåíòíûõ ñî-
îòíîøåíèé áóäåò ñëóæèòü ñëó÷àé, êîãäà

∑k
i=1 ni = h. Â ýòîì

ñëó÷àå àãåíòó áîëüøå íå÷åãî äåëàòü, è V∗(S) = 0. Åñëè æå ìû
çíàåì V∗ äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé, êîãäà ó àãåíòà åù¼ îñòàëîñü t ïî-
ïûòîê, ìû ñìîæåì ïåðåñ÷èòàòü V∗ è äëÿ ñîñòîÿíèé ñ t+1 îñòàâ-
øåéñÿ ïîïûòêîé:

V∗(n1,w1, . . . ,nk,wk) =

= max
i

(
ρi(1+ V∗(. . . ,ni + 1,wi + 1, . . .))+

+(1− ρi)V
∗(. . . ,ni + 1,wi, . . .)

)
,

ãäå ρi � àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äåéñòâèå i îïðàâ-
äàåòñÿ, ïðè äàííûõ îïûòà (ni, wi). Äàâàéòå íà ìèíóòêó îòâëå-
÷¼ìñÿ è ïðèâåä¼ì ïðîñòîé, íî õàðàêòåðíûé ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ
òàêîãî ðîäà àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ïðèìåð 7.3. Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîñòà: ó íàñ èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-
áðàñûâàíèé ìîíåòêè, î ¾÷åñòíîñòè¿ êîòîðîé íàì íè÷åãî íå èçâåñòíî.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü îð¼ë èëè ðåøêó
â ñëåäóþùåì ïîäáðàñûâàíèè. Çàäà÷à ýòà áûëà ðåøåíà åù¼ Ëàïëàñîì;
ïðàâäà, â òîãäàøíåé ôîðìóëèðîâêå îíà áûëà êóäà ïîýòè÷íåå: ¾Êàêî-
âà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàâòðà ñíîâà âçîéä¼ò Ñîëíöå?¿ Èìååòñÿ â
âèäó ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ìû íè÷åãî íå çíàåì î Ñîëíöå àïðèîðè, íî
óæå ìíîãî (ïî ìíåíèþ ñîâðåìåííèêîâ Ëàïëàñà, îêîëî 6000) ëåò åãî
íàáëþäàëè.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî çàäà÷à ñ ñèëüíûì áàéåñîâñêèì ¾äóøêîì¿: ïåðåä
íàìè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ïàðàìåòðîâ (â äàííîì ñëó÷àå � îä-
íîãî ïàðàìåòðà) êîòîðîãî ìû íå çíàåì, è äàííûå. Îò íàñ òðåáóåòñÿ
äàòü ïðîãíîç, êàêèì-òî îáðàçîì ýòè ïàðàìåòðû îáó÷èâ ïî äàííûì.

Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà ÷åðåç q: ìû ñåé÷àñ ïû-
òàåìñÿ âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f(q). Îáîçíà÷èì
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì � ÷åðåç Xi, à ñàìè ðå-
çóëüòàòû � ÷åðåç xi (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îð¼ë ñîîòâåòñòâóåò åäèíèöå,
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à ðåøêà � íóëþ). Òîãäà, ïî òåîðåìå Áàéåñà,

p(q | X1 = x1, . . . ,Xn = xn) =
p(X1 = x1, . . . ,Xn = xn | q)p(q)

p(X1 = x1, . . . ,Xn = xn)
.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ¾÷åñòíîñòè¿ ìî-
íåòêè ðàâíîìåðíîå, òî åñòü ïîêà ìû íå âèäåëè íè îäíîãî ðåçóëüòàòà,
ìû âîîáùå íè÷åãî íå ìîæåì ñêàçàòü î âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ îðëà
è ñ÷èòàåì âñå òàêèå âåðîÿòíîñòè îäèíàêîâî âîçìîæíûìè. Ýòî çíà÷èò,
÷òî âåðîÿòíîñòü p(q) òîæäåñòâåííî ðàâíà 1 äëÿ âñåõ 0 ≤ q ≤ 1 è ðàâíà
íóëþ âíå îòðåçêà [0,1].

Äàâàéòå âû÷èñëèì ïðàâäîïîäîáèå q:

p(X1 = x1, . . . ,Xn = xn | q) =

n∏
i=1

qxi(1− q)1−xi = qs(1− q)n−s,

ãäå s � ÷èñëî îðëîâ â èìåþùèõñÿ äàííûõ, s = x1 + . . .+ xn.
Îñòàëîñü òîëüêî ïîäñ÷èòàòü p(X1 = x1, . . . ,Xn = xn), òî åñòü

ôàêòè÷åñêè íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó. ×òîáû âû÷èñëèòü ýòó âåðî-
ÿòíîñòü, íàì ïðèä¼òñÿ ïðîñóììèðîâàòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü p(X1 =
x1, . . . ,Xn = xn | q) ïî âñåì çíà÷åíèÿì q; â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, åñòå-
ñòâåííî, èç ñóììû ïîëó÷èòñÿ èíòåãðàë:

p(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) =

∫1
0

qs(1− q)n−sdq =
s!(n− s)!

(n+ 1)!
.

(ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëþ èçâåñòíî � íàïðèìåð, èç êóðñà ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, � êàê áðàòü èíòåãðàëû âèäà

∫
xa(1 − x)bdx).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè q:

f(q) =
(n+ 1)!

s!(n− s)!
qs(1− q)n−s.

Ýòî òàê íàçûâàåìîå áåòà-ðàñïðåäåëåíèå , êîòîðîå ÷àñòî ïîÿâëÿåòñÿ â
ñòàòèñòèêå, îáû÷íî èìåííî êàê ñîïðÿæ¼ííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
äëÿ èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Íàñ ñåé÷àñ èíòåðåñóåò òîëüêî ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùåãî îðëà.

E[q] =

∫1
0

q
(n+ 1)!

s!(n− s)!
qs(1− q)n−sdq =

=
(n+ 1)!

s!(n− s)!

∫1
0

qs+1(1−q)n−sdq =
(n+ 1)!

s!(n− s)!

(s+ 1)!(n− s)!

(n+ 2)!
=
s+ 1

n+ 2
.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìû âîîáùå íè÷åãî çàðàíåå íå çíà-
åì çàðàíåå, ñëåäóþùåãî îðëà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
s îðëîâ è n− s ðåøåê ìîæíî îæèäàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ s+1

n+2 . Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè äàííûõ âîîáùå íåò, ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 12 . ×òî è ëîãè÷íî.
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DynamicReinforcement(h,k):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü òàáëèöó

{V∗(n1,w1, . . . ,nk,wk)}hni,wi=1.

2. Äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ
∑k

i=1 ni > h,
ïðèñâîèòü V∗(n1,w1, . . . ,nk,wk) := 0.

3. Äëÿ âñåõ t îò h äî 0:
à) Äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ

∑k
i=1 ni = t,

ïðèñâîèòü

V∗(n1,w1, . . . ,nk,wk) :=

:= maxi

{
wi+1
ni+2 (1+ V∗(. . . ,ni + 1,wi + 1, . . .))+

+
(
1− wi+1

ni+2

)
V∗(. . . ,ni + 1,wi, . . .)

}
.

4. Íà êàæäîì øàãå ñ äàííûì ôèêñèðîâàííûì ñî-
ñòîÿíèåì îïûòà (n1,w1, . . . ,nk,wk) âûáèðàòü äåé-
ñòâèå i, äëÿ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ

maxi

{
wi+1
ni+2 (1+ V∗(. . . ,ni + 1,wi + 1, . . .))+

+
(
1− wi+1

ni+2

)
V∗(. . . ,ni + 1,wi, . . .)

}
.

Ðèñ. 7.3. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ
îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñ èñïûòàíèÿìè Áåðíóëëè â âèäå
¾îäíîðóêèõ áàíäèòîâ¿

ρi =
wi + 1

ni + 2
.

Ïîëó÷èâøèéñÿ àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 7.3. Êàê âèäíî,
îí ïîëó÷èëñÿ íå ñëèøêîì-òî ýôôåêòèâíûì: öåíà ïîñòðîåíèÿ
òàêîé òàáëèöû ëèíåéíà îò ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà ñîñòîÿíèé îïûòà
íà ÷èñëî äåéñòâèé |A|, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò h. Èíà÷å
ãîâîðÿ, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà íóæíî ïëàíèðîâàòü íå ñëèøêîì äàëåêî.
Íî çàòî òàêîé ïîäõîä ãàðàíòèðîâàííî ïðèâîäèò ê îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè.
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×èòàòåëü, íàâåðíîå, óæå îáðàòèë âíèìàíèå, ÷òî ïðåäâû÷èñ-
ëåííàÿ òàáëèöà V∗ ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ñèòóà-
öèè � å¼ ìîæíî ïîäñ÷èòàòü õîòü ðàç è íàâñåãäà, à îò êîíêðåòíûõ
îæèäàíèé âûèãðûøà êîíêðåòíûõ ¾îäíîðóêèõ áàíäèòîâ¿ çàâè-
ñåòü áóäåò òîëüêî ïóòü ïî ýòîé òàáëèöå, êîòîðûé èçáåð¼ò îï-
òèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ. Ìîæåò áûòü, ìîæíî ñäåëàòü âñ¼ çàðàíåå,
îäèí ðàç, à ïîòîì áðàòü çíà÷åíèÿ èç òàáëèöû? Äà, ìîæíî.

Ïóñòü ìû óæå n ðàç ä¼ðíóëè çà ðó÷êó êàêîãî-òî ¾áàíäèòà¿ è
ïîëó÷èëè w åäèíè÷åê. Ñóùåñòâóþò ïðåäâû÷èñëåííûå òàáëèöû
èíäåêñîâ Ãèòòèíñà (Gittins allocation indices) I(n,w), êîòîðûå
ó÷èòûâàþò êàê îæèäàåìóþ ïðèáûëü, òàê è êîëè÷åñòâî íîâîé
èíôîðìàöèè, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èì, åñëè ïðåäïðèìåì ýòî äåé-
ñòâèå åù¼ ðàç. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ êðàéíå
ïðîñòà: äîñòàòî÷íî âûáèðàòü ¾áàíäèòà¿, äëÿ êîòîðîãî I(n,w)

ìàêñèìàëåí.
Èíäåêñû Ãèòòèíñà ðàáîòàþò îòëè÷íî, íî, ê ñîæàëåíèþ, ïîêà

íå îáîáùàþòñÿ � èõ àíàëîãè äëÿ íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé àãåíòà
íåèçâåñòíû.

Òðåòèé ïðè¼ì èç òåõ, àíàëèç êîòîðûõ ïðîâåñòè äîñòàòî÷íî
ïðîñòî, ñâÿçàí ñ ¾òðåíèðîâêîé¿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ìîäåëè ñ êîìíàòîé ñ ¾îäíîðóêèìè áàíäèòàìè¿
ëþáîé àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íàáîð âåðîÿòíîñòåé,
ñ êîòîðûìè îí âûáèðàåò òî èëè èíîå äåéñòâèå (âñ¼ îñòàëüíîå
íå âàæíî äëÿ êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà). È ýòè âåðîÿòíîñòè ìîæ-
íî òðåíèðîâàòü ïðèìåðíî òàê æå, êàê ìû â Ãëàâå 3 òðåíèðî-
âàëè ïåðöåïòðîíû. Àëãîðèòì ëèíåéíîãî âîçíàãðàæäåíèÿ�
áåçäåéñòâèÿ (linear reward�inaction algorithm) ëèíåéíî óâåëè-
÷èâàåò âåðîÿòíîñòü äåéñòâèÿ ai, åñëè îíî ïðèâåëî ê óñïåõó:

pi := pi + α(1− pi),

pj := pj − αpj, j 6= i.

Åñëè æå äåéñòâèå áåçóñïåøíî, âåðîÿòíîñòè ñîõðàíÿþòñÿ. Â ýòèõ
ôîðìóëàõ α � êîíñòàíòà, çàäàþùàÿ ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ (âñïîì-
íèòå àíàëîãè÷íóþ êîíñòàíòó â àëãîðèòìàõ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ
ñåòåé). Àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 7.4.

Àëãîðèòì ëèíåéíîãî âîçíàãðàæäåíèÿ�áåçäåéñòâèÿ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 ñõîäèòñÿ ê âåêòîðó, â êîòîðîì òîëüêî îäíà åäèíè÷êà,
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LinearRewardInaction(α):

1. Ñëó÷àéíî èíèöèàëèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòè pi.
2. Ïîêà àãåíò ïðîäîëæàåò ðàáîòó:

à) Âûáðàòü äåéñòâèå i ñ âåðîÿòíîñòüþ pi.
á) Åñëè äåéñòâèå ïðèâåëî ê óñïåõó:

pi := pi + α(1− pi),

pj := pj − αpj, j 6= i.

Ðèñ. 7.4. Àëãîðèòì ëèíåéíîãî âîçíàãðàæäåíèÿ�áåçäåéñòâèÿ

à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû � íóëè. Îí íå âñåãäà ñõîäèòñÿ ê îïòè-
ìàëüíîé ñòðàòåãèè; âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî íå î÷åíü óäà÷íûå ïåð-
âûå ïîïûòêè ïðåäîïðåäåëÿò ñõîäèìîñòü ê íåîïòèìàëüíîé ñòðà-
òåãèè. Íî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ó ýòîãî àëãîðèòìà ìîæíî ñäåëàòü
ñêîëü óãîäíî ìàëîé, óìåíüøàÿ α.

� 7.5. Äðóãèå ñòðàòåãèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äâå ñòðàòåãèè. Ïåðâàÿ èç
íèõ � òèïè÷íûé ïðåäñòàâèòåëü ñëó÷àéíûõ ñòðàòåãèé, à âòî-
ðàÿ � ïðåäñòàâèòåëü ¾îïòèìèñòè÷íî-æàäíûõ¿ ìåòîäîâ, êîòî-
ðûõ ìû óæå êîñíóëèñü â � 7.3.

Ïðîñòåéøàÿ ñëó÷àéíàÿ ñòðàòåãèÿ âûáèðàåò äåéñòâèå ñ íàè-
ëó÷øåé îæèäàåìîé ïðèáûëüþ ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 − p âûáèðàåò êàêîå-íèáóäü äðóãîå ñëó÷àéíîå äåéñòâèå.
Îáû÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû ñíà÷àëà èññëåäîâàòü ïîáîëüøå ðàçíûõ
âàðèàíòîâ, à âïîñëåäñòâèè � ïî÷àùå èñïîëüçîâàòü íàéäåííóþ
îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ, íà÷èíàþò ñ ìàëîãî p è ïîñòåïåííî åãî
óâåëè÷èâàþò. Î÷åâèäíûé ìèíóñ ýòîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî àë-
ãîðèòì íå îòëè÷àåò õîðîøóþ íåîïòèìàëüíóþ àëüòåðíàòèâó îò
ïëîõîé, âûäåëÿÿ òîëüêî îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ.

Â ïðèíöèïå ïîíÿòíî, êàê èñïðàâèòü ýòîò íåäîñòàòîê � íóæ-
íî ñíàáæàòü ðàçíûå ñòðàòåãèè âåðîÿòíîñòÿìè, êîòîðûå òåì áîëü-
øå, ÷åì áîëüøå îæèäàåìàÿ âûãîäà îò äàííîé ñòðàòåãèè. Íî
ïðè ýòîì íóæíî îáåñïå÷èòü òîò æå ýôôåêò, ÷òî è ðàíüøå: ñíà-
÷àëà äàâàòü áîëüøèé âåñ èññëåäîâàíèÿì îêðóæàþùåé ñðåäû,
à ñî âðåìåíåì ïåðåõîäèòü íà ñëåäîâàíèå îïòèìàëüíîìó êóð-
ñó. Ýëåãàíòíîå ðåøåíèå ïðèõîäèò èç... ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Ýòîò ìåòîä òàê è íàçûâàåòñÿ � èññëåäîâàíèå ïî Áîëüöìàíó1

(Boltzmann exploration):

p(a) =
eER(a)/T∑
a ′ eER(a ′)/T

,

ãäå ER � îæèäàåìàÿ ïðèáûëü, à T � ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé
çà ñîîòíîøåíèå èññëåäîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ (ýòîò
ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ òåìïåðàòóðîé � â àíàëîãè÷íîì óðàâíå-
íèè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè èìåííî òåìïåðàòóðà îòâå÷àåò çà òî,
). Êàê è â ïðåäûäóùåé ñòðàòåãèè, âî âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ ïî
Áîëüöìàíó òåìïåðàòóðà îáû÷íî ïîíèæàåòñÿ ñî âðåìåíåì.

Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì îäèí èç ñàìûõ åñòåñòâåííûõ ñïî-
ñîáîâ ïðèìåíèòü îïòèìèñòè÷íî-æàäíûé ìåòîä. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ ìû õðàíèì ñòàòèñòèêó n (îáùåå êî-
ëè÷åñòâî èñïûòàíèé) è w (êîëè÷åñòâî óñïåõîâ), à ïîòîì õîòèì
íàéòè îïòèìèñòè÷íóþ ãðàíèöó äîëè óñïåõîâ â èñïûòàíèÿõ.
Êàê ýòî ñäåëàòü?

Ðàçóìååòñÿ, ïåðâûé ïðèõîäÿùèé íà óì ñòàòèñòè÷åñêèé àï-
ïàðàò � äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû . Îíè è ëÿãóò â îñíîâó
íàøåãî îïòèìèñòè÷íî-æàäíîãî ìåòîäà. Âîçüì¼ì äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë äëÿ âåðîÿòíîñòè óñïåõà èñïûòàíèé ñ ãðàíèöåé 1 − α,
à äëÿ âûáîðà ñòðàòåãèè áóäåì èñïîëüçîâàòü âåðõíþþ ãðàíèöó
ýòîãî èíòåðâàëà.

Ïðèìåð 7.4. Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

Ðàññìîòðèì èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè (ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòêè). Òîãäà
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 ñðåäíåå ëåæèò â èíòåðâàëå(

�x− 1,96
s√
n
, �x+ 1,96

s√
n

)
,

1Ëþäâèã Ýäóàðä Áîëüöìàí (Ludwig Eduard Boltzmann, 1844�1906) �
àâñòðèéñêèé ôèçèê, îñíîâàòåëü ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìîëåêóëÿðíî�
êèíåòè÷åñêîé òåîðèè. Åãî æèçíåííûé ïóòü áûë ñëîæíûì: îí íà÷èíàë â
óíèâåðñèòåòå Ãðàöà, ïîçæå ÷èòàë ïóáëè÷íûå ëåêöèè ïî ôèëîñîôèè, êîòî-
ðûìè èíòåðåñîâàëñÿ ñàì èìïåðàòîð, íî ê êîíöó æèçíè îêàçàëñÿ ïîäâåðæåí
äåïðåññèÿì � óâû, ÷åëîâåêó íàóêè òðóäíî èõ èçáåæàòü. Îäèí èç ïðèñòóïîâ
äåïðåññèè çàêîí÷èëñÿ òðàãè÷íî: Áîëüöìàí ïîêîí÷èë æèçíü ñàìîóáèéñòâîì.
Ðàçóìååòñÿ, îí íå èìåë íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê îáó÷åíèþ ñ ïîäêðåïëåíèåì �
íî ïóòü èäåé ïðè÷óäëèâ, è óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìû çäåñü ïðèâîäèì, âåñüìà
ñõîæè ñ óðàâíåíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.
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ãäå n� ÷èñëî èñïûòàíèé, s =

√∑n
i=1(xi−�x)2

n−1 , à êîíñòàíòà 1,96 ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé îò 0,95 è áåð¼òñÿ èç òàáëèö êëàññè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñòüþäåíòà1 [178,179].

� 7.6. Ïîèñê ñòðàòåãèé â èçâåñòíîé ìîäåëè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàêîíåö-òî ïåðåéä¼ì îò ¾ìíîãîðóêèõ
áàíäèòîâ¿, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëåçíîé, íî âñ¼ æå â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ íåäîñòàòî÷íîé àáñòðàêöèåé, ê ðåàëüíîé ñèòóàöèè:
íåñêîëüêî ñîñòîÿíèé, ôóíêöèÿ âîçíàãðàæäåíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò
ñîñòîÿíèÿ, è âåðîÿòíîñòíûå ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè. Íà÷-
í¼ì ñ îñíîâíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé (Markov decision process) ñîñòîèò èç:

� ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé S;
� ìíîæåñòâà äåéñòâèé A;
� ôóíêöèè ïîîùðåíèÿ R : S×A → R;
� ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè

T : S×A → Π(S),

ãäå Π(S) � ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íàä
S. Âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü èç s â s ′ ïîñëå a ðàâíà T(s,a,s ′).

Ñëîâî ¾ìàðêîâñêèé¿ çäåñü, êàê è âî âñåé òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé, îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè
íå çàâèñÿò îò èñòîðèè ïðåäûäóùèõ ïåðåõîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî,
íà âõîä ôóíêöèè T ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèé àãåíòà íå ïîäà¼òñÿ.
Àãåíò äîëæåí çà âðåìÿ ñâîåé ðàáîòû âûáðàòü îïòèìàëüíîå ïî-
âåäåíèå, íå çíàÿ çàðàíåå ìîäåëè.

1Óèëüÿì Ãîññåò (William Sealy Gosset, 1876�1937) � àíãëèéñêèé ñòàòè-
ñòèê. Ãîññåò áûë ó÷åíèêîì Êàðëà Ïèðñîíà (òîãî ñàìîãî, ÷åé òåñò), íî ðà-
áîòàë íå â áèîìåòðèè, êàê Ïèðñîí, à â çíàìåíèòîé ïèâîâàðíå ¾Guinness
& Son¿. Áîÿñü ðàçãëàñèòü âàæíûå íîó-õàó, Ãèííåññ çàïðåòèë ñâîèì ðàáîò-
íèêàì ÷òî áû òî íè áûëî ïóáëèêîâàòü. Ãîññåò, êîíå÷íî, âñ¼ ðàâíî òàéêîì
ïóáëèêîâàë ñâîè ðåçóëüòàòû, íî äëÿ ýòîãî åìó ïðèøëîñü èñïîëüçîâàòü ïñåâ-
äîíèì Student. Ïîýòîìó åãî ñàìûé âàæíûé ðåçóëüòàò ìû çíàåì êàê ¾ðàñ-
ïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà¿, à íå ¾ðàñïðåäåëåíèå Ãîññåòà¿.



� 7.6. Ïîèñê ñòðàòåãèé â èçâåñòíîé ìîäåëè 249

Íî äàâàéòå íà ìèíóòêó ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå òî÷íî
çíàåì íàøó ìîäåëü. Çàäà÷à îò ýòîãî âîâñå íå ñòàíîâèòñÿ òðèâè-
àëüíîé: âñ¼ åù¼ íóæíî îòûñêàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïîâå-
äåíèÿ äëÿ àãåíòà â ýòîé ìîäåëè. Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè, êîíå÷íî,
ìû ìîäåëü íå çíàåì, íî äàâàéòå ñíà÷àëà ðåøèì ïåðâóþ çàäà÷ó,
âåäü áåç íå¼ âñå ðàâíî âðÿä ëè ïîëó÷èòñÿ âòîðàÿ.

Ââåä¼ì åù¼ îäíî âàæíîå îïðåäåëåíèå; çäåñü è äàëåå ìû áó-
äåì îïåðèðîâàòü â ðàìêàõ ìîäåëè áåñêîíå÷íîãî ãîðèçîíòà.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ �
ýòî îæèäàåìàÿ ñóììàðíàÿ ïðèáûëü, êîòîðóþ ïîëó÷èò àãåíò, åñ-
ëè íà÷í¼ò ñ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ è áóäåò ñëåäîâàòü îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè:

V∗(s) = max
π
E

[ ∞∑
t=0

γtrt

]
.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðå-
øåíèå óðàâíåíèé

V∗(s) = max
a∈A

(
R(s,a) + γ

∑
s ′∈S

T(s,a,s ′)V∗(s ′)

)
.

Åñëè çíàòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèé, òî çàäà÷à ñòà-
íîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè òðèâèàëüíîé: ÷òîáû ïîëó÷èòü îïòèìàëü-
íóþ ñòðàòåãèþ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü

π∗(s) = argmaxa∈A

(
R(s,a) + γ

∑
s ′∈S

T(s,a,s ′)V∗(s ′)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè ñ èçâåñòíîé
ìîäåëüþ ôàêòè÷åñêè ñâ¼ëñÿ ê âîïðîñó î òîì, êàê ðåøàòü âûøå-
ïðèâåä¼ííûå óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, ðåøåíèÿ
ñëîæíûõ óðàâíåíèé îáû÷íî èùóò èòåðàòèâíûìè ìåòîäàìè; ýòî
èäåàëüíî ñõîäèòñÿ ñ îáùåé êîíöåïöèåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, è
èìåííî òàê ìû è ïîñòóïèì. Ïåðâûé âàðèàíò � èòåðàòèâíîå ðå-
øåíèå ïî çíà÷åíèÿì : ìû áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
ñîñòîÿíèé ïðîñòûì èòåðàòèâíûì àëãîðèòìîì (ðèñ. 7.5).
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ValueIteration(α):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü V(s).
2. Ïîêà ñòðàòåãèÿ íåäîñòàòî÷íî õîðîøà:

à) äëÿ âñåõ s ∈ S è a ∈ A

Q(s,a) := R(s,a) + γ
∑
s ′∈S

T(s,a,s ′)V(s ′);

á) V(s) := maxaQ(s,a).

Ðèñ. 7.5. Àëãîðèòì èòåðàöèè ïî çíà÷åíèÿì

Íåäîñòàòîê àëãîðèòìà íà ðèñ. 7.5 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñ÷¼ò
â í¼ì èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ îò âñåõ ñîñòîÿíèé-ïðåäøåñòâåí-
íèêîâ. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãîé, òàê ñêàçàòü, ¾ñòî-
õàñòè÷åñêèé¿ âàðèàíò:

Q(s,a) := Q(s,a) + α

(
r+ γmax

a ′
Q(s ′,a ′) −Q(s,a)

)
.

Äîêàçàíî, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé òàêèì îáðàçîì àëãîðèòì ñõî-
äèòñÿ ê ïðàâèëüíûì çíà÷åíèÿì, åñëè êàæäàÿ ïàðà (s,a) âñòðå-
÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, s ′ âûáèðàþò èç ðàñïðåäåëåíèÿ
T(s,a,s ′), à r ñýìïëèðóþò ñî ñðåäíèì R(s,a) è îãðàíè÷åííîé âà-
ðèàöèåé.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âûøåïðèâåä¼ííûå àëãîðèòìû ñõîäÿòñÿ,
îíè ìîãóò ñõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî; êðîìå òîãî, íåò ÷¼ò-
êîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâêè àëãîðèòìà. Âîçìîæíî, áûëî áû ëó÷øå,
åñëè áû ìû íà êàæäîì øàãå óëó÷øàëè íå ôóíêöèè çíà÷åíèé, à
ñàìó ñòðàòåãèþ, âåäü ñòðàòåãèé âñåãî êîíå÷íîå ÷èñëî (íå áîëü-
øå, ÷åì |A||S|). Êðèòåðèé îñòàíîâêè òîãäà òîæå áûë áû ÿñåí:
êàê òîëüêî ñòðàòåãèÿ ïåðåñòà¼ò èçìåíÿòüñÿ, ìîæíî îñòàíàâëè-
âàòüñÿ. Òàêîé àëãîðèòì òîæå ìîæíî ïîñòðîèòü � ýòî íåñëîæíàÿ
ìîäèôèêàöèÿ ïðåäûäóùåãî. Îí ïðèâåä¼í íà ðèñ. 7.6.

� 7.7. Ïîèñê îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé áåç ìîäåëè

Íàó÷èâøèñü ïîëíîñòüþ ðåøàòü ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ìî-
äåëü èçâåñòíà çàðàíåå è ïîëíîñòüþ, òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê
áîëåå ðåàëèñòè÷íûì ñëó÷àÿì � êîãäà ìîäåëü íóæíî ñòðîèòü ñ
íóëÿ. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîé
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PolicyIteration(α):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü π.
2. Ïîâòîðÿòü ñëåäóþùèå èíñòðóêöèè.

à) Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèé äëÿ ñòðàòåãèè
π, ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Vπ(s) = R(s,π(s)) + γ
∑
s ′∈S

T(s,π(s),s ′)Vπ(s ′).

á) Óëó÷øèòü ñòðàòåãèþ íà êàæäîì ñîñòîÿíèè:

π ′(s) := argmaxa

(
R(s,a) + γ

∑
s ′∈S

T(s,a,s ′)Vπ(s ′)

)
.

â) Åñëè π 6= π ′, ïîâòîðèòü, èíà÷å çàêîí÷èòü.

Ðèñ. 7.6. Àëãîðèòì èòåðàöèè ïî ñòðàòåãèÿì

çàäà÷è. Â ïåðâîì èç íèõ ìû èùåì òîëüêî ñòðàòåãèþ, íå ïûòà-
ÿñü â ÿâíîì âèäå âûÿñíÿòü, êàêîâ ìèð âîêðóã íàñ, à âî âòîðîì
òàêæå ïàðàëëåëüíî ôîðìèðóåì è îáó÷àåì ìîäåëü ñèòóàöèè, â
êîòîðîé îêàçàëñÿ àãåíò.

Õàðàêòåðíûé ïðåäñòàâèòåëü ïåðâîãî ïîäõîäà � òàê íàçûâà-
åìûé àäàïòèâíûé ýâðèñòè÷åñêèé êðèòèê (adaptive heuristic
critic). Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðîñòà: ïóñòü îäèí ýëåìåíò àëãîðèòìà
èùåò ñòðàòåãèþ, à äðóãîé � ôóíêöèþ çíà÷åíèé, è ïóñòü îíè
äðóã ñ äðóãîì â ýòîì ñîïåðíè÷àþò. Òàêîé ìåòîä ÷èòàòåëþ óæå
çíàêîì: â � 6.5 ìû ðàññìàòðèâàëè àëãîðèòì EM, ñîñòîÿùèé èç
äâóõ ÷àñòåé, èç êîòîðûõ îäíà èùåò ñêðûòûå ïàðàìåòðû, à äðó-
ãàÿ ïåðåîáó÷àåò ãèïîòåçó íà îñíîâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Â êîíòåêñòå îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì ðîëü E- è M-øàãîâ
âûïîëíÿþò äâà êîìïîíåíòà: êðèòèê (AHC, îò ñëîâ ¾adaptive
heuristic critic¿) è êîìïîíåíò îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì (RL,
îò ñëîâ ¾reinforcement learning¿). Íà ìåñòå RL ìîæåò áûòü ëþ-
áîé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
î k ¾áàíäèòàõ¿. Çàäà÷à RL � ìàêñèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ýâðè-
ñòèêè v, âû÷èñëÿåìîé êðèòèêîì. À êðèòèê AHC â ýòî âðåìÿ
èñïîëüçóåò ïîëó÷åííîå îò RL çíà÷åíèå äëÿ ïåðåñ÷¼òà îæèäàå-
ìûõ çíà÷åíèé ïðèáûëè îò ñîñòîÿíèé.
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Ëåã÷å âñåãî ïðåäñòàâèòü ñåáå ðàáîòó àäàïòèâíîãî ýâðèñòè÷å-
ñêîãî êðèòèêà, âîîáðàçèâ, áóäòî ýòî ïðîèñõîäèò ïî î÷åðåäè: ñíà-
÷àëà ìû ôèêñèðóåì ñòðàòåãèþ π è ïîäñ÷èòûâàåì ôóíêöèþ çíà-
÷åíèé Vπ. Çàòåì ôèêñèðóåì Vπ è ó÷èì íîâóþ ñòðàòåãèþ π ′, êî-
òîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò Vπ, è òàê äàëåå. Òî÷ü-â-òî÷ü EM-ïðèíöèï,
òîëüêî âåðîÿòíîñòè çäåñü ñêðûòû ÷óòü ïîãëóáæå.

Äàâàéòå ñíà÷àëà çàéì¼ìñÿ âîïðîñîì î òîì, êàê ôîðìèðîâàòü
ôóíêöèþ çíà÷åíèé ïî ñòðàòåãèè.

Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî îïûò, êîòîðûé ïîëó÷àåò àãåíò â òå÷åíèå
ñâîåé æèçíè, íóæíî êàê-òî ñòðóêòóðèðîâàòü. Ìû áóäåì ïðåä-
ñòàâëÿòü åãî â âèäå íàáîðà òàê íàçûâàåìûõ êîðòåæåé îïûòà
(experience tuples)

〈s,a,r,s ′〉,
ãäå s � ñîñòîÿíèå ïåðåä ïåðåõîäîì, a � äåéñòâèå, r � ïîëó÷åí-
íîå ïîîùðåíèå, s ′ � ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå. Äàííûå r è s ′, âîîáùå
ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò a è s, íî ôóíêöèè ýòè ñëó÷àé-
íûå, è àãåíòó äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû êàê ðàç è íåïëîõî áûëî áû
íàéòè ïàðàìåòðû ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Òàêîé êîðòåæ ïîëíîñòüþ ñîäåðæèò âñþ íîâóþ èíôîðìàöèþ,
êîòîðóþ àãåíò ïîëó÷àåò ïîñëå î÷åðåäíîãî äåéñòâèÿ (âñïîìíèì,
÷òî ó íàñ ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, è èñòîðèÿ ïðåäûäóùèõ äåéñòâèé
è ïîîùðåíèé íå âàæíà).

Ïðàâèëà, êîòîðûìè ïîëüçóåòñÿ àäàïòèâíûé ýâðèñòè÷åñêèé
êðèòèê äëÿ ïåðåñ÷¼òà ôóíêöèè çíà÷åíèé ïðè ïîëó÷åíèè íîâîãî
îïûòà, îáû÷íî èìåþò âèä TD(λ), ãäå λ, îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî
¾ãëóáîêî¿ áóäåò âîçäåéñòâîâàòü êàæäîå èçìåíåíèå íà ðàíåå ïî-
ñåù¼ííûå ñîñòîÿíèÿ. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøóþ âåðñèþ
òàêîãî ïðàâèëà � TD(0):

V(s) := V(s) + α
(
r+ γV(s ′) − V(s)

)
.

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, γ � êîíñòàíòà, îòëè÷àþùàÿ ïðèáûëü
ñåé÷àñ îò ïðèáûëè íà ñëåäóþùåì øàãå, à α � êîíñòàíòà îáó÷å-
íèÿ. Ñìûñë ïðàâèëà TD(0) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îáíîâèòü
ôóíêöèþ çíà÷åíèÿ (ôàêòè÷åñêè � öåííîñòü) ñîñòîÿíèÿ, èç êî-
òîðîãî áûë ñîâåðø¼í ïåðåõîä, íà îñíîâàíèè òîãî, êóäà àãåíò
ïîïàë â ðåçóëüòàòå. Åñëè àãåíò ñìîã ïîïàñòü â õîðîøåå ìåñòî,
ôóíêöèÿ çíà÷åíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè â ïëîõîå � ôóíêöèÿ çíà-
÷åíèÿ óìåíüøàåòñÿ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîìîùè òîé æå ñàìîé ëîãèêè ìîæíî ñäå-
ëàòü è ñëåäóþùèé øàã: çàãëÿíóòü íà íåñêîëüêî õîäîâ âïåð¼ä.
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ìû ñåé÷àñ ñìîãëè ïîïàñòü â î÷åíü õîðîøåå
ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ïðèíåñëî íàì ìíîãî ¾äåíåã¿, òî ýòî äîëæíî
óâåëè÷èòü íå òîëüêî öåííîñòü íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùå-
ãî åìó ñîñòîÿíèÿ, íî è ñîñòîÿíèé, êîòîðûå áûëè ðàíüøå � âåäü
èç íèõ òîæå ìîæíî ïîïàñòü â ýòî çàìå÷àòåëüíîå ìåñòî, ïðîñòî íå
çà îäèí õîä, à çà íåñêîëüêî. Íî ïðè ýòîì, êîíå÷íî, íóæíî ââî-
äèòü êàêèå-òî ïîíèæàþùèå êîýôôèöèåíòû: ÷åì äàëüøå ïóòü,
òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîéòè åãî íå óäàñòñÿ (íàïîìíèì,
÷òî ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè â îáùåì ñëó÷àå òîæå âåðîÿò-
íîñòíûå), äà è ïðèç ïðè âðåìåíí�îì óäàëåíèè òîæå óìåíüøàåòñÿ.

Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü ñåìåéñòâà ñòðàòåãèé TD(λ). Â
îáùåì âèäå ïðàâèëî TD(λ) âûãëÿäèò êàê

V(u) := V(u) + α
(
r+ γV(s ′) − V(s)

)
ε(u).

Ïðè ýòîì ïðàâèëî TD(0) ïîñëå î÷åðåäíîãî øàãà ïðèìåíÿåòñÿ ê
êàæäîìó ñîñòîÿíèþ u, íî ìîäèôèöèðóåòñÿ çà ñ÷¼ò êîýôôèöè-
åíòà ïðèìåíèìîñòè (eligibility) ε(u):

ε(s) =

t∑
k=1

(λγ)t−k[s = sk],

ãäå [s = sk] = 1, åñëè s = sk, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çäåñü
[s = sk] � ïðèìåð òàê íàçûâàåìîé íîòàöèè Àéâåðñîíà � âåñü-
ìà èçÿùíîãî èíñòðóìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî áîëåå êîìïàêòíî çàïè-
ñûâàòü î÷åíü ìíîãèå ôàêòû â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Ïîïûò-
êó å¼ ïîïóëÿðèçèðîâàòü íåäàâíî ïðåäïðèíÿëè àâòîðû èçâåñòíîé
êíèãè ¾Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ [169]. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàâåí-
ñòâà äâóõ âåëè÷èí ïîäîøëà áû, êîíå÷íî, è äåëüòà Êðîíåêåðà1

1Ëåîïîëüä Êðîíåêåð (Leopold Kronecker, 1823�1891) � íåìåöêèé ëîãèê
è ìàòåìàòèê. Êàê ëîãèê Êðîíåêåð èçâåñòåí ñâîèìè ôèíèòàðíûìè âçãëÿ-
äàìè íà ìàòåìàòèêó, êîòîðûå ñäåëàëè åãî ïðåäòå÷åé èíòóèöèîíèçìà. Ïî
ìíåíèþ Êðîíåêåðà, ¾Ãîñïîäü Áîã ñîçäàë öåëûå ÷èñëà; âñ¼ îñòàëüíîå � äå-
ëî ðóê ÷åëîâå÷åñêèõ¿; èçâåñòíî, ÷òî êîãäà Ëèíäåìàíí ïðåäñòàâèë ñâî¼ äî-
êàçàòåëüñòâî òðàíñöåíäåíòíîñòè π, Êðîíåêåð ïîçäðàâèë åãî ñ áëåñòÿùèì
äîêàçàòåëüñòâîì, íî òóò æå äîáàâèë, ÷òî îíî íè÷åãî íå äîêàçûâàåò, âåäü
òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò. Òàêèå âçãëÿäû ïðèâåëè Êðîíåêåðà ê
ñåðü¼çíûì ñïîðàì ñî ñâîèì ó÷åíèêîì Ãåîðãîì Êàíòîðîì, ñîçäàòåëåì òåîðèè
ìíîæåñòâ, è Âåéåðøòðàññîì, êîòîðûé èñïîâåäîâàë ôóíêöèîíàëüíûé âçãëÿä
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δs,sk
= [s = sk], íî íîòàöèÿ Àéâåðñîíà ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, íå

ââîäèòü íîâûõ áóêâ (δ � íå òàêàÿ óæ ðåäêàÿ áóêâà â ìàòåìà-
òèêå, ÷òîáû çàêðåïëÿòü å¼ çà äåëüòîé Êðîíåêåðà), à âî-âòîðûõ,
ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáîå ëîãè÷åñêîå óñëîâèå, íå îáÿçàòåëüíî ðà-
âåíñòâî.

Ïðèìåíèìîñòü çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî ÷àñòî ýòî ñîñòîÿ-
íèå ïîñåùàëîñü â íåäàâíåì ïðîøëîì. Åñëè λ = 0, TD(λ) � ýòî
TD(0) (ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî 00 = 1).

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíèìîñòü ìîæíî òàêæå ïåðåñ÷èòûâàòü â
ðåàëüíîì âðåìåíè, ïîñëå êàæäîãî øàãà, íå âû÷èñëÿÿ âñþ ñóììó
çàíîâî. Ïåðåñ÷¼ò ìîæíî âåñòè ïî ôîðìóëå

ε(s) := γλε(s) + [s = òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ].

Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî ïîíÿòü, êàê ìû áóäåì ïåðåñ÷èòûâàòü
ñòðàòåãèè. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íàáîð âåñîâ w(s,a), ñîîòâåòñòâó-
þùèõ äåéñòâèÿì a, êîòîðûå ìîæíî ïðåäïðèíÿòü â ñîñòîÿíèè
s. Âåñà áóäóò îïðåäåëÿòü âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ìû âûáèðàåì
ñëåäóþùåå äåéñòâèå; âåðîÿòíîñòè áóäóò çàâèñåòü îò âåñîâ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî (èëè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåñà, êàê ýòî î÷åíü ÷àñòî
áûâàåò, áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëîãàðèôìû âåðîÿòíîñòåé):

p(a|s) =
ew(s,a)∑
a ′ ew(s,a ′)

.

Ýòè âåñà ìû áóäåì îáó÷àòü ïðè ïîìîùè òîé æå òåõíèêè, ÷òî è
ðàíüøå � ïðè ïîñòóïëåíèè êîðòåæà îïûòà 〈s,a,r,s ′〉

w(s,a) := w(s,a) + β(r+ γV(s ′) − V(s)),

ãäå β � êîíñòàíòà îáó÷åíèÿ, âîçìîæíî, îòëè÷íàÿ îò α. Ñóòü
àäàïòèâíîãî êðèòèêà â òîì, ÷òî ìû â ýòîé ôîðìóëå èñïîëüçóåì
çíà÷åíèÿ V , ïîëó÷åííûå òóò æå ïðè ïîìîùè òîãî æå îáó÷àþùå-
ãîñÿ àëãîðèòìà. Íà ðèñ. 7.7 ïîêàçàíà ñõåìà àëãîðèòìà àäàïòèâ-
íîãî ýâðèñòè÷åñêîãî êðèòèêà.

Âàðèàíòîì àäàïòèâíîãî ýâðèñòè÷åñêîãî êðèòèêà ÿâëÿåòñÿ
òàê íàçûâàåìîåQ-îáó÷åíèå (Q-learning). Îíî ðàáîòàåò ïðèìåðíî
íà òåõ æå ïðèíöèïàõ, ÷òî è àäàïòèâíûé ýâðèñòè÷åñêèé êðèòèê,
íî âìåñòî ôóíêöèè çíà÷åíèÿ V(s) ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ ñ

íà âåùè. Â ìàòåìàòèêå Êðîíåêåðó ïðèíàäëåæàò çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû
â òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è âûñøåé àëãåáðå.
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AdaptiveHeuristicCritic(α,β):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü ε(s), V(s),w(s,a) äëÿ êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ s è äåéñòâèÿ a.

2. Äëÿ êàæäîãî êîðòåæà îïûòà 〈s,a,r,s ′〉:
à) Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ u

ε(u) := γλε(u) + [u = s].

á) Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ u

V(u) := V(u) + α(r+ γV(s ′) − V(s))ε(u).

â) w(s,a) := w(s,a) + β(r+ γV(s ′) − V(s)).
ã) Âûáðàòü â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî äåéñòâèÿ ñëó-

÷àéíîå äåéñòâèå a ′ ïî ðàñïðåäåëåíèþ

p(a ′) =
ew(s ′,a ′)∑
a e

w(s ′,a)
.

Ðèñ. 7.7. Àäàïòèâíûé ýâðèñòè÷åñêèé êðèòèê

äâóìÿ ïàðàìåòðàìè Q∗(s,a) � îæèäàåìóþ îïòèìàëüíóþ íàãðà-
äó çà äåéñòâèå a â ñîñòîÿíèè s (çäåñü è äàëååQ∗ è V∗ îáîçíà÷àþò
îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Q è V). Ôóíêöèÿ Q îòëè÷àåòñÿ îò V òåì,
÷òî çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ; çíàÿ Q, íåòðóäíî ïîëó÷èòü V :

V∗(a) = max
a
Q∗(s,a).

Åñëè Q∗(s,a) èçâåñòíû, òî ìîæíî ëåãêî íàéòè îïòèìàëüíóþ
ñòðàòåãèþ:

π∗(s) = argmaxaQ
∗(s,a).

À åñëè ïîäñòàâèòü â îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
ôîðìóëû Q∗ âìåñòî V∗, òî ìîæíî ïîëó÷èòü è óðàâíåíèÿ íà
Q∗(s,a):

Q∗(s,a) = R(s,a) + γ
∑
s ′∈S

T(s,a,s ′)max
a ′
Q∗(s ′,a ′).

Èäåÿ ñàìîãî àëãîðèòìà òî÷íî òàêàÿ æå, íî ìû õðàíèì è îáó-
÷àåì íå V , à Q. Ïðàâèëî îáó÷åíèÿ íå îòëè÷àåòñÿ îò àäàïòèâíîãî
ýâðèñòè÷åñêîãî êðèòèêà:

Q(s,a) := Q(s,a) + α(r+ γmax
a ′
Q(s ′,a ′) −Q(s,a)),
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QLearning(α):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü Q(s,a) äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿ-
íèÿ s è äåéñòâèÿ a.

2. Äëÿ êàæäîãî êîðòåæà îïûòà 〈s,a,r,s ′〉:
à) îáíîâèòü çíà÷åíèÿ Q(s,a):

Q(s,a) := Q(s,a) + α(r+ γmax
a ′
Q(s ′,a ′) −Q(s,a));

á) âûáðàòü â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî äåéñòâèÿ

π(s ′) = argmaxaQ(s ′,a).

Ðèñ. 7.8. Àëãîðèòì Q-îáó÷åíèÿ

ãäå 〈s,a,r,s ′〉 � êîðòåæ îïûòà. Ñõåìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7.8.
È äëÿ àäàïòèâíîãî ýâðèñòè÷åñêîãî êðèòèêà, è äëÿ Q-îáó-

÷åíèÿ äîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû ñî âðåìåíåì
ñõîäÿòñÿ ê ïðàâèëüíûì çíà÷åíèÿì [77, 150] (åù¼ áûñòðåå ñõî-
äèòñÿ âàðèàíò Q-îáó÷åíèÿ � îòëîæåííîå Q-îáó÷åíèå, delayed
Q-learning [149]); îäíàêî ýòè äîêàçàòåëüñòâà ìû çäåñü ðàññìàò-
ðèâàòü íå áóäåì.

� 7.8. Ïîèñê ìîäåëåé è îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïî íèì

Ïîñëåäíèì ïîäõîäîì ê îáó÷åíèþ ñ ïîäêðåïëåíèåì, êîòîðûé
ìû ðàññìîòðèì, ñòàíåò ïîäõîä, ïðè êîòîðîì àëãîðèòì îäíîâðå-
ìåííî è ïîääåðæèâàåò ìîäåëü îêðóæàþùåãî ìèðà, è èùåò îï-
òèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ.

Ïåðâûì íà óì ïðèõîäèò àëãîðèòì, êîòîðûé ñíà÷àëà êàêîå-òî
âðåìÿ çàíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèÿìè, îáíîâëÿÿ ìîäåëü îêðóæàþ-
ùåãî ìèðà, à çàòåì ïîëüçóåòñÿ ïîëó÷åííîé ìîäåëüþ äëÿ âûáîðà
îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè. Íåäîñòàòêè òàêîãî ïîäõîäà î÷åâèäíû:
âî-ïåðâûõ, êîãäà ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ ñêàçàòü, ÷òî ïîðà îñòà-
íîâèòüñÿ? Íóæíî ïðîâîäèòü êàêóþ-òî ãðàíèöó ìåæäó îáó÷åíè-
åì è äåéñòâèåì, è ãäå èìåííî å¼ ïðîâîäèòü � àïðèîðè ñîâåð-
øåííî íå ïîíÿòíî. Âî-âòîðûõ, ñáîð äàííûõ ìîæåò áûòü âåñüìà
íåýôôåêòèâåí: âåäü ÷òîáû ïðîâåðèòü, êàê òî èëè èíîå ñîñòîÿíèå
ðåàãèðóåò íà âñå âîçìîæíûå äåéñòâèÿ, íóæíî èõ âñå ïðåäïðè-
íÿòü, ïðè÷¼ì â âåðîÿòíîñòíîé ñèòóàöèè � íå ïî îäíîìó ðàçó. È,
â-òðåòüèõ, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà
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îáó÷àþùåìóñÿ àëãîðèòìó íóæíî óìåòü ïîäñòðàèâàòüñÿ ïîä ìå-
íÿþùóþñÿ îêðóæàþùóþ ñðåäó. Åñëè îêðóæàþùàÿ àãåíòà ñðåäà
âäðóã èçìåíèòñÿ, êîãäà îí óæå çàâåðøèë îáó÷åíèå è íàõîäèò-
ñÿ íà ñòàäèè äåéñòâèÿ, îí ýòîãî íå çàìåòèò è áóäåò ïðîäîëæàòü
ðàáîòàòü ïî ñòàðîé íåýôôåêòèâíîé ïðîãðàììå.

Áóäåì äåéñòâîâàòü ïðèìåðíî òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå � áóäåò îäíîâðåìåííî ñòðîèòü ìîäåëü ïî ïîëó÷àåìî-
ìó îïûòó, à ïî òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ ìîäåëè � îïòèìèçèðîâàòü
ñòðàòåãèþ.

Îäèí èç ñàìûõ óñïåøíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå äåéñòâóþò
òàêèì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ Dyna. Ïðè ïîäà÷å íà âõîä êîðòåæà
îïûòà 〈s,a,r,s ′〉 Dyna ñíà÷àëà îáíîâëÿåò ìîäåëü, äîáàâèâ ñòàòè-
ñòèêó äëÿ ïåðåõîäà èç s â s ′ ïîä äåéñòâèåì a è äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íàãðàäû çà a â ñîñòîÿíèè s. Òåì ñàìûì â àëãîðèòìå ïîääåðæè-
âàþòñÿ â ÿâíîì âèäå ôóíêöèè T̂ è R̂ � âûâåäåííûå èç îïûòà
ìîäåëè ðåàëüíûõ ôóíêöèé ïåðåõîäà è âîçíàãðàæäåíèÿ T è R.

Çàòåì, îáíîâèâ ìîäåëü, Dyna îáíîâëÿåò ñòðàòåãèþ â ñîñòîÿ-
íèè s:

Q(s,a) := R̂(s,a) + γ
∑
s ′

T̂(s,a,s ′)max
a ′
Q(s ′,a ′).

Íî ýòîãî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî: èçìåíèâøàÿñÿ ìîäåëü
âëèÿåò íå òîëüêî íà ýòî ñîñòîÿíèå, è åñëè ìû áóäåì ìåíÿòü
òîëüêî åãî, òî íàì ïðèä¼òñÿ îáó÷àòüñÿ ñëèøêîì äîëãî, ïðåæäå
÷åì àãåíò ñìîæåò ïðèáëèçèòüñÿ ê öåëåâûì ôóíêöèÿì. Ïîýòî-
ìó Dyna çàðàíåå âûáèðàåò k (â çàâèñèìîñòè îò èìåþùèõñÿ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ � ÷åì èõ áîëüøå, òåì áîëüøèì ìîæíî
áðàòü k) è äåëàåò åù¼ k îáíîâëåíèé äëÿ k ñëó÷àéíî âûáðàííûõ
ïàð (sk,ak):

Q(sk,ak) := R̂(sk,ak) + γ
∑
s ′

T̂(sk,ak,s
′)max

a ′
Q(s ′,a ′).

Çàòåì âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå äåéñòâèå a ′ â íîâîì ñîñòî-
ÿíèè s ′ íà îñíîâå çíà÷åíèé Q (âîçìîæíî, èñïðàâëåííûõ ñòðà-
òåãèåé èçó÷åíèÿ ñðåäû � íà íà÷àëüíîì ýòàïå, êàê è â ïðåäû-
äóùèõ àëãîðèòìàõ, èìååò ñìûñë íåìíîæêî ¾ïîäêðóòèòü¿ àëãî-
ðèòì òàê, ÷òîáû îí ïðåäïî÷èòàë èññëåäîâàíèå íîâûõ âîçìîæ-
íîñòåé), è ýòî äåéñòâèå äà¼ò íîâûé êîðòåæ îïûòà, íà êîòîðîì
öèêë ïîâòîðÿåòñÿ.



258 Ãëàâà 7. Îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì

Dyna(k):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü

T(s,a,s ′), R(s,a), Q(s,a), n(s,a), n(s,a,s ′)

äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s, s ′ è äåéñòâèÿ a.
2. Äëÿ êàæäîãî êîðòåæà îïûòà 〈s,a,r,s ′〉:

à) n(s,a) := n(s,a) + 1, n(s,a,s ′) := n(s,a,s ′) + 1.

á) R(s,a) := R(s,a) +
r−R(s,a)
n(s,a) .

â) Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ u

T(s,a,u) := T(s,a,u) +
[u = s ′] − T(s,a,u)

n(s,a,u)
.

ã) Îáíîâèòü ñòðàòåãèþ:

Q(s,a) := R(s,a) + γ
∑
s ′

T(s,a,s ′)max
a ′
Q(s ′,a ′).

ä) Äëÿ i îò 1 äî k:
(i) Âûáðàòü ñëó÷àéíóþ ïàðó (si, ai).
(ii) Îáíîâèòü ñòðàòåãèþ:

Q(si,ai) := R(si,ai) + γ
∑
s ′

T(si,ai,s
′)max

a ′
Q(s ′,a ′).

å) Âûáðàòü â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî äåéñòâèÿ

π(s ′) = argmaxaQ(s ′,a).

Ðèñ. 7.9. Àëãîðèòì Dyna

Ñõåìà àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 7.9. Äëÿ õðàíåíèÿ äàí-
íûõ îá óæå ïîëó÷åííîì îïûòå èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
ñ÷¼ò÷èêè n(s,a) è n(s,a,s ′) � ïåðåìåííûå, â êîòîðûõ çàïèñàíî,
ñêîëüêî ðàç àëãîðèòì âûáèðàë äåéñòâèå a â ñîñòîÿíèè s è ñêîëü-
êî ðàç ïåðåõîäèë ïîñëå ýòîãî â ñîñòîÿíèå s ′ ñîîòâåòñòâåííî; ýòè
ñ÷¼ò÷èêè â íà÷àëå ðàáîòû ïðîãðàììû èíèöèàëèçèðóþòñÿ íóëÿ-
ìè.

Dyna ðàáîòàåò õîðîøî, íî îíà áåñöåëüíà: îáíîâëÿåò ñëó÷àé-
íûå ïàðû. Óëó÷øåííûé àëãîðèòì, òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì
¾óáîðêè ïî ïðèîðèòåòàì¿ (prioritized sweeping) äåëàåò òî æå, íî
ó êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü ïðèîðèòåò, è äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ
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PrioritizedSweeping(k):

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü

T(s,a,s ′), R(s,a), V(s), n(s,a), n(s,a,s ′), pr(s,a)

äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s, s ′ è äåéñòâèÿ a.
2. Äëÿ êàæäîãî êîðòåæà îïûòà 〈s,a,r,s ′〉:

à) n(s,a) := n(s,a) + 1, n(s,a,s ′) := n(s,a,s ′) + 1.

á) R(s,a) := R(s,a) +
r−R(s,a)
n(s,a) .

â) Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ u

T(s,a,u) := T(s,a,u) +
[u = s ′] − T(s,a,u)

n(s,a,u)
.

ã) Âûáðàòü k ïàð ñ ìàêñèìàëüíûìè pr(s,a):

{(si,ai)}
k
i=1.

ä) Äëÿ i îò 1 äî k:
(i) Vold := V(si).
(ii) Îáíîâèòü çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèé:

V(si) := max
a

(
R(si,a) + γ

∑
s ′

T(si,a,s
′)V(s ′)

)
.

(iii) pr(si,ai) := 0.
(iv) Äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé s è äåéñòâèé a

pr(s,a) := pr(s,a) + |Vold − V(si)|T(s,a,si).

å) Âûáðàòü â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî äåéñòâèÿ

π(s ′) = argmaxa

(
R(s ′,a) +

∑
u

T(s ′,a,u)V(u)

)
.

Ðèñ. 7.10. Àëãîðèòì óáîðêè ïî ïðèîðèòåòàì

çàïîìèíàþòñÿ åãî ïðåäøåñòâåííèêè � ñîñòîÿíèÿ, èç êîòîðûõ
ìîæíî ïîïàñòü â ýòî ñîñòîÿíèå ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ.

Àëãîðèòì ïîääåðæèâàåò òî÷íî òàêóþ æå ñòàòèñòèêó, êàê è
Dyna, íî çíà÷åíèÿ òåïåðü ïðèñâàèâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿì, à íå ïàðàì
(ñîñòîÿíèå, äåéñòâèå), è âìåñòî k ñëó÷àéíûõ ïàð îáíîâëÿþòñÿ
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çíà÷åíèÿ k íàèáîëåå ïðèîðèòåòíûõ. Ïîòîì ïðèîðèòåòû îáíîâ-
ë¼ííûõ ïàð îáíóëÿþòñÿ (÷òîáû ïîääåðæèâàòü ðîòàöèþ), à óâå-
ëè÷èâàþòñÿ ïðèîðèòåòû òåõ ñîñòîÿíèé, èç êîòîðûõ ìîæíî ïî-
ïàñòü â ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå òîëüêî ÷òî îáíîâèëèñü. Íî íå ïðîñòî
óâåëè÷èâàþòñÿ, à óâåëè÷èâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî èçìåíåíèþ
ôóíêöèè V .

Ýòî ïðèâîäèò ê èíòåðåñíîìó è ðàçóìíîìó ýôôåêòó. Ñóòü
â òîì, ÷òî êîãäà V èçìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî, ýòî çíà÷èò, ÷òî
òåêóùåå äåéñòâèå ïðèíåñëî ìíîãî èíôîðìàöèè, ðåçóëüòàò åãî
áûë âåñüìà óäèâèòåëüíûì äëÿ íàøåãî àãåíòà. È â ýòîì ñëó-
÷àå àëãîðèòì ñòàðàåòñÿ êàê ìîæíî áûñòðåå ðàñïðîñòðàíèòü ýòó
íîâóþ èíôîðìàöèþ ïðåäêàì ¾èíòåðåñíîãî¿ ñîñòîÿíèÿ. À åñëè
äåéñòâèå ïðèíåñëî òîò ðåçóëüòàò, êîòîðûé è îæèäàëñÿ, òî íî-
âîé èíôîðìàöèè ìàëî, è íåò áîëüøîãî ñìûñëà òîðîïèòüñÿ å¼
ðàñïðîñòðàíÿòü. Ôîðìàëüíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 7.10.

Ïðàêòè÷åñêèå òåñòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòì óáîðêè ïî
ïðèîðèòåòàì òðåáóåò äëÿ ñõîäèìîñòè íàèìåíüøåãî ÷èñëà èòåðà-
öèé, íî ïðè ýòîì êàæäàÿ èòåðàöèÿ òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëåå
ñåðü¼çíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ÷åì Dyna [77]. ×òî ïðåä-
ïî÷åñòü ïðè ðåàëèçàöèè, ìîæåò îïðåäåëèòü òîëüêî êîíêðåòíàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Åñëè àãåíò ìîæåò áåçáîëåçíåííî ïðîáîâàòü,
îøèáàòüñÿ è ó÷èòüñÿ, íî ïðè ýòîì îáëàäàåò íå ñëèøêîì ìîùíûì
âû÷èñëèòåëüíûì àïïàðàòîì, Dyna, âîçìîæíî, ëó÷øå ïîäîéä¼ò
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è; à åñëè âðåìÿ îáó÷åíèÿ îãðàíè÷åíî æ¼ñòêî,
òî ñòîèò ïðåäïî÷åñòü àëãîðèòì óáîðêè ïî ïðèîðèòåòàì.

� 7.9. Èãðóøå÷íûé ïðèìåð Q-îáó÷åíèÿ è Dyna

Â ýòîì ïàðàãðàôå, çàâåðøàþùåì ãëàâó, ìû ïðèâåä¼ì ïðè-
ìåð ðåàëüíîãî ïðîãðàììíîãî êîäà, ðåàëèçóþùåãî Q-îáó÷åíèå è
àëãîðèòì Dyna, î êîòîðûõ ìû ãîâîðèëè â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà-
ôàõ. Äëÿ ýòîãî äàâàéòå ñíà÷àëà îïèøåì òó ïîñòàíîâêó çàäà÷è
(âåñüìà èãðóøå÷íóþ, êîíå÷íî), â êîòîðîé áóäóò äåéñòâîâàòü ýòè
àëãîðèòìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåáîëüøîì ïîëå (ó íàñ ïîëå áóäåò ðàç-
ìåðà 10 × 10, íî ýòî íå ïðèíöèïèàëüíî) íàõîäÿòñÿ íåñêîëüêî
ñóùåñòâ (èõ ó íàñ áóäåò 20, íî ýòî òåì áîëåå íå ïðèíöèïèàëü-
íî). Ìû õîòèì îáó÷èòü ñóùåñòâà àòàêîâàòü äðóã äðóãà (èëè,
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Ðèñ. 7.11. Çîíà âèäèìîñòè àãåíòà

íàîáîðîò, ãîâîðèòü äîáðûå ñëîâà � ýòî, îïÿòü æå...). Èíà÷å ãî-
âîðÿ, ó êàæäîãî ñóùåñòâà åñòü ÷åòûðå âîçìîæíûõ äåéñòâèÿ:

ACT_MOVELEFT � ñäâèíóòüñÿ íàëåâî;
ACT_MOVERIGHT � ñäâèíóòüñÿ íàïðàâî;

ACT_MOVEFORWARD � ñäâèíóòüñÿ âïåð¼ä;
ACT_ATTACK � àòàêîâàòü.

Ïðè ñäâèãå íàëåâî, íàïðàâî èëè âíèç àãåíò ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì îáðàçîì ïîâîðà÷èâàåòñÿ; ïîëîæåíèå ¾âïåð¼ä¿ îòñ÷èòûâà-
åòñÿ îò òåêóùåé îðèåíòàöèè àãåíòà.

Ìû ïðèçíà¼ì àòàêó óäà÷íîé, åñëè àãåíò âûáðàë äåéñòâèå
ACT_ATTACK â ìîìåíò, êîãäà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íèì ñòîèò
äðóãîé àãåíò; â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïðèáàâëÿòü åìó íàãðàäó
REWARD_ATTACK (ó íàñ îíà áóäåò ðàâíà 10), à òîìó, êîãî îí àòàêî-
âàë, ïðèáàâèì íàãðàäó REWARD_ATTACKED (îíà, ðàçóìååòñÿ, áóäåò
îòðèöàòåëüíîé: −5).

Ïðèâåä¼ì äëÿ íà÷àëà âñïîìîãàòåëüíûé ôàéë constants.py,
â êîòîðûé âûíåñåíû êîíñòàíòû è âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû.
×òîáû íå çàãðîìîæäàòü êíèãó, ìû îïóñòèëè òåêñòû íåñêîëü-
êèõ ñîâñåì óæ òåõíè÷åñêèõ ïðîöåäóð. Ñóòü ôóíêöèé incx, decx,
incy è decy â òîì, ÷òîáû âûâåñòè óâåëè÷åííûå èëè óìåíüøåí-
íûå íà çàäàííóþ âåëè÷èíó êîîðäèíàòû ïî îñÿì x è y íàøåãî
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ïîëÿ (ýòî íå âïîëíå òðèâèàëüíî, ïîòîìó ÷òî äëÿ ïðîñòîòû ïî-
ëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü òîðà, íà êîòîðîì íåò íèêà-
êèõ ãðàíèö). Ôóíêöèÿ withinsight îïðåäåëÿåò ¾çîíó âèäèìî-
ñòè¿ àãåíòà: îíà âûäà¼ò, êàê àãåíò â òî÷êå (x,y) âèäèò àãåíòà,
íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå (x1,y1); âîçìîæíû âàðèàíòû C_SEE_AHEAD,
C_SEE_LEFT, C_SEE_RIGHT, C_SEE_BEHIND è C_SEE_HERE (ñì. çîíû
âèäèìîñòè àãåíòà íà ðèñ. 7.11).

Ëèñòèíã 7.1. Ôàéë constants.py ñòèìóëèðóåìîãî îáó÷åíèÿ

MAPWIDTH, MAPHEIGHT = 10, 10
N = 20

MOVESPERTIMEUNIT = 100

ALPHA, GAMMA, DYNA_K = 0.05, 0.8, 100
REWARD_ATTACK, REWARD_ATTACKED = 10, -5

ACTIONNUMBER = 4
ACT_MOVELEFT, ACT_MOVERIGHT = 0, 1
ACT_MOVEFORWARD, ACT_ATTACK = 2, 3

C_SEE_NONE = -1
C_SEE_AHEAD = 0
C_SEE_LEFT = 1
C_SEE_RIGHT = 2
C_SEE_BEHIND = 3
C_SEE_HERE = 4
CONFIGNUMBER = 2 << (C_SEE_HERE + 1)

DIR_TOP, DIR_LEFT, DIR_DOWN, DIR_RIGHT = 0, 1, 2, 3

def calcConfig(seeing):
config = 0
pow2 = 1
for i in xrange(C_SEE_HERE + 1):

if (seeing[i] > 0):
config += pow2 * seeing[i]

pow2 = pow2 << 1
return config

def seeingByConfig(config):
c = config
seeing = [0] * (C_SEE_HERE+1)
for i in xrange(C_SEE_HERE+1):

if (c & 1): seeing[i] = 1
c = c >> 1
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return seeing

def incx(x, step=1):
...

def incy(x, step=1):
...

def decx(x, step=1):
...

def decy(x, step=1):
# Ýòè ôóíêöèè óâåëè÷èâàþò è óìåíüøàþò êîîðäèíàòû
# ñ ó÷¼òîì òîïîëîãèè òîðè÷åñêîé äîñêè.
...

def withinsight(x, y, x1, y1):
# Ðåçóëüòàò ýòîé ôóíêöèè ïîêàçûâàåò, âèäíà ëè äëÿ
# ñóùåñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå (x, y), òî÷êà
# (x1, y1), è åñëè âèäíà, òî ãäå èìåííî.
...

def performMoveAction(cr, action):
# Ýòà ïðîöåäóðà ïåðåìåùàåò ñóùåñòâî (ó÷èòûâàÿ
# â òîì ÷èñëå è íàïðàâëåíèå, êóäà îíî ñìîòðèò).
...

Ñîñòîÿíèé ó íàøèõ ñóùåñòâ-àãåíòîâ äîâîëüíî ìíîãî, öåëûõ
32, âåäü íóæíî ó÷åñòü âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè òîãî, âèä-
íû ëè äðóãèå ñóùåñòâà ñïåðåäè, ñçàäè, ñëåâà, ñïðàâà è ïðÿìî
íà òîì æå ìåñòå. Îäíàêî îáó÷àþòñÿ àãåíòû ñ òðèäöàòüþ äâóìÿ
ñîñòîÿíèÿìè íà óäèâëåíèå áûñòðî; äåëî åù¼ è â òîì, ÷òî íåêî-
òîðûå ñîñòîÿíèÿ âûïàäàþò î÷åíü ðåäêî, è õîðîøî èõ îáó÷àòü è
íå îáÿçàòåëüíî, è íå ïîëó÷èòñÿ.

Òåïåðü � îñíîâíîé ôàéë, â í¼ì ðåàëèçîâàíà îñíîâíàÿ ëîãè-
êà ýêñïåðèìåíòà. Îòìåòèì òåõíè÷åñêóþ äåòàëü: ìû èñïîëüçîâà-
ëè ñèñòåìó ìîäóëåé pygame1, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàçðàáîòêè
êîìïüþòåðíûõ èãð íà Python; ïðàâäà, èñïîëüçîâàëè òîëüêî äëÿ
îáðàáîòêè êëàâèàòóðû. Ñòðóêòóðà ïðîãðàììû äîñòàòî÷íî ïðî-
çðà÷íà; ïîëîâèíà àãåíòîâ îáó÷àþòñÿ ïî ìåòîäèêå Q-îáó÷åíèÿ,
à ïîëîâèíà � ïî àëãîðèòìó Dyna (ìîæíî åù¼ ñðàâíèâàòü èõ
ñ àãåíòàìè, êîòîðûå ñëó÷àéíî âûáèðàþò ñâî¼ ñëåäóþùåå äåé-
ñòâèå).

1http://www.pygame.org/.
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Ëèñòèíã 7.2. Ôàéë main.py ñòèìóëèðóåìîãî îáó÷åíèÿ

import math, random, constants, pygame
from constants import *
from random import random, randrange
from pygame.locals import *

# Êëàññ, îïèñûâàþùèé îäíî ñóùåñòâî
class Creature():

def __init__(self, id, x, y):
self.id, self.x, self.y, self.dir = id, x, y, DIR_TOP
self.totalreward = 0
self.Q, self.R, self.n = [], [], []
for i in xrange(CONFIGNUMBER):

self.Q.append( [1] * ACTIONNUMBER )
self.R.append( [1] * ACTIONNUMBER )
self.n.append( [1] * ACTIONNUMBER )

self.T, self.nn = [], []
for i in xrange(CONFIGNUMBER):

self.T.append([])
self.nn.append([])
for j in xrange(ACTIONNUMBER):

self.T[i].append(
[1 / float(CONFIGNUMBER)] * CONFIGNUMBER )

self.nn[i].append( [1] * CONFIGNUMBER )

def chooseAction(self, config):
if (self.id < N / 2):

return self.chooseActionQ(config)
elif (self.id >= N / 2):

return self.chooseActionDyna(config)
else:

return randrange(ACTIONNUMBER)

def learn(self, action, config, reward, newconfig):
self.totalreward = self.totalreward + reward
if (self.id == 0):

self.learnQ(action, config, reward, newconfig)
elif (self.id == 1):

self.learnDyna(action, config, reward, newconfig)

def chooseActionQ(self, config):
sum = 0
for i in xrange(ACTIONNUMBER):

sum = sum + math.exp(self.Q[config][i])
r = random()
curweight = 0
for i in xrange(ACTIONNUMBER):
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curweight = curweight +
math.exp(self.Q[config][i]) / sum

if (r < curweight):
return i

def learnQ(self, action, config, reward, newconfig):
maxq = 0
for i in xrange(ACTIONNUMBER):

if (self.Q[newconfig][i] > maxq):
maxq = self.Q[newconfig][i]

self.Q[config][action] = self.Q[config][action] +
ALPHA*(reward+GAMMA*maxq-self.Q[config][action])

def chooseActionDyna(self, config):
max, maxq = 0, 0
for i in xrange(ACTIONNUMBER):

if (self.Q[config][i] > maxq):
max, maxq = i, self.Q[config][i]

return max

def learnDyna(self, a, s, reward, news):
self.n[s][a] = self.n[s][a] + 1
self.nn[s][a][news] = self.nn[s][a][news] + 1
self.R[s][a] = self.R[s][a] +
(reward - self.R[s][a]) / float(self.n[s][a])

for u in xrange(CONFIGNUMBER):
if (u == news):

self.T[s][a][u] = self.T[s][a][u] +
(1-self.T[s][a][u])/float(self.nn[s][a][u])

else:
self.T[s][a][u] = self.T[s][a][u] -
self.T[s][a][u] / float(self.nn[s][a][u])

maxq = []
for i in xrange(CONFIGNUMBER):

maxq.append(0)
for j in xrange(ACTIONNUMBER):

if (self.Q[i][j] > maxq[i]):
maxq[i] = self.Q[i][j]

temp_sum = 0
for i in xrange(CONFIGNUMBER):

temp_sum = temp_sum + self.T[s][a][i] * maxq[i]
self.Q[s][a] = self.R[s][a] + GAMMA * temp_sum
for k in xrange(DYNA_K):

rand_s = randrange(CONFIGNUMBER)
rand_a = randrange(ACTIONNUMBER)
temp_sum = 0
for i in xrange(CONFIGNUMBER):

temp_sum = temp_sum +
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self.T[rand_s][rand_a][i] * maxq[i]
self.Q[rand_s][rand_a] =
self.R[rand_s][rand_a] + GAMMA * temp_sum

# Êëàññ, îïèñûâàþùèé ïîëå
class World():

def __init__(self):
self.n = N
self.wid = MAPWIDTH
self.hei = MAPHEIGHT
self.map = []
self.timeunits = 0
for i in xrange(self.wid):

self.map.append([0 for j in xrange(self.hei)])
self.creatures = []
for i in xrange(N):

creat = Creature(
i, randrange(self.wid), randrange(self.hei))

self.creatures.append(creat)

def doCreatureAction(self, cr, action):
if (action < ACT_ATTACK):

performMoveAction(cr, action)

def calculateReward(self, i, action, rewards):
if (action == ACT_ATTACK):

for j in xrange(N):
if ( (i != j) and (self.creatures[j].x ==

self.creatures[i].x) and
(self.creatures[j].y ==
incy(self.creatures[i].y)) ):
rewards[i] = rewards[i] + REWARD_ATTACK
rewards[j] = rewards[j] + REWARD_ATTACKED

def getConfig(self, crnum):
x = self.creatures[crnum].x
y = self.creatures[crnum].y
seeing = [0] * (C_SEE_HERE + 1)
for i in xrange(N):

if (i != crnum):
see = withinsight(x, y,
self.creatures[i].x, self.creatures[i].y)

if (see != C_SEE_NONE):
seeing[see] = C_SEE_CREATURE

return calcConfig(seeing, C_HEAR_NONE)

def update(self):
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self.timeunits = self.timeunits + 1
for t in xrange(MOVESPERTIMEUNIT):

config, reward, action = [], [0] * N, []
for i in xrange(N):

config.append(self.getConfig(i))
action.append(
self.creatures[i].chooseAction(config[i]))

self.calculateReward(i, action[i], reward)
for i in xrange(N):

self.doCreatureAction(
self.creatures[i], action[i])

self.creatures[i].learn(action[i],
config[i], reward[i], self.getConfig(i))

# Çäåñü íà÷èíàåòñÿ ñîáñòâåííî èãðîâîé ïðîöåññ
pygame.init()
size = [100, 100]
screen = pygame.display.set_mode(size)
background = pygame.Surface(screen.get_size())
pygame.event.set_grab(1)
world = World()
done = False

while not done:
events = pygame.event.get( )
for e in events:

if (e.type == KEYDOWN):
if( e.key == K_ESCAPE ):

done = True
break

else:
world.update()

Íå áóäåì îòíèìàòü ó ÷èòàòåëÿ óäîâîëüñòâèÿ ïîïðîáîâàòü ñà-
ìîìó ðåàëèçîâàòü ýòè (èëè äðóãèå) àëãîðèòìû äëÿ ýòîãî èãðó-
øå÷íîãî ïðèìåðà è óâèäåòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ. Â ñðåäíåì ó íàñ
ïîëó÷àëîñü, ÷òî Dyna ðàáîòàåò õîðîøî, à Q-îáó÷åíèå � åù¼ ëó÷-
øå. Äóìàåòñÿ, ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ìîäåëü ñîâñåì óæ ïðîñòàÿ.
Çäåñü íè ê ÷åìó ñëîæíîå îáó÷åíèå àëãîðèòìà Dyna, çäåñü äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòîãî Q-îáó÷åíèÿ: óâèäåë âðàãà � áåãè è óáèâàé. Â
áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ Dyna ïîêàæåò ñâî¼ ïðåâîñõîäñòâî, íî
ïîëÿ ýòîé êíèãè íå òàê âåëèêè, ÷òîáû ïðèâîäèòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïðîãðàììû.
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� 7.10. Çàêëþ÷åíèå

Îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì ïîçâîëÿåò îáó÷àòüñÿ â ñèòóàöèè,
êîãäà àãåíòó çàðàíåå íåèçâåñòíû ïàðàìåòðû ñðåäû, è èõ ïðè-
õîäèòñÿ ïîçíàâàòü ïî õîäó ¾æèçíè¿. Áîëåå òîãî, îíî ïîçâîëÿåò
ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà ðåçóëüòàò ïîâåäåíèÿ çàäàí íå îä-
íîçíà÷íî, à òîëüêî êàê ÷àñòü áîëåå äëèííîé öåïî÷êè äåéñòâèé.
Âñ¼ ýòî äåëàåò îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì äîñòàòî÷íî ïðèâëåêà-
òåëüíûì äëÿ ðåàëüíûõ ïðèìåíåíèé � åñëè, êîíå÷íî, ïðåäìåò-
íàÿ îáëàñòü äåéñòâèòåëüíî íàñòîëüêî ñëîæíà.

Îäèí ïðèìåð ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ãäå âñ¼ èìåííî òàê ïëî-
õî � ýòî ïîïûòêè îáó÷èòü êîìïüþòåð èãðàòü â èãðû. Ìû óæå
óïîìèíàëè ïðîãðàììó TD-Gammon, êîòîðàÿ äîñòèãëà óðîâíÿ
ëþäåé-ïðîôåññèîíàëîâ â èãðå â íàðäû; îíà áûëà ñäåëàíà íà îñ-
íîâå îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì [154�156]. Â íàðäàõ êàæäûé õîä
çàâèñèò îò áðîñêîâ êóáèêîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî ðàâíî-
ìåðíîìó ïîêðûòèþ äåðåâà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïðè îáó÷åíèè.
Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòíîå îáó÷åíèå, ïðåäïîëàãàåìîå ñåìåéñòâîì
ñòðàòåãèé TD(λ), õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ îáó÷åíèå èãðå â íàðäû.
Îòìåòèì, ÷òî â ïðîãðàììå TD-Gammon èñïîëüçîâàëñÿ òàêæå
è äðóãîé àïïàðàò ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ: èñêóññòâåííàÿ íåéðîí-
íàÿ ñåòü ïðîâîäèëà îöåíêó ïîçèöèè, à TD(λ)-àëãîðèòì îïðåäå-
ëÿë, êàê èçìåíÿòü âåñà ïðè îáó÷åíèè (âåäü òåñòîâûõ ïðèìåðîâ
â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè íåò, åñòü òîëüêî ðåçóëüòàò áîëüøîãî
÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âûáîðîâ õîäà).

Íî åù¼ áîëåå åñòåñòâåííûìè îêàçàëèñü ïðèìåíåíèÿ â ðî-
áîòèêå. Êîãäà ðîáîò äâèãàåò ¾ðóêîé¿, îí ñîâåðøàåò äåéñòâèå,
ñîñòîÿùåå èç ìíîãèõ ìèêðîäåéñòâèé, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî êîí-
êðåòíîãî ðåøåíèÿ, ïðèíèìàåìîãî ðîáîòîì, íåò ÷¼òêîãî îòâåòà
íà âîïðîñ, íàñêîëüêî îíî óñïåøíî, îöåíèòü ìîæíî òîëüêî ðå-
çóëüòàò äåéñòâèÿ â öåëîì. Êàçàëîñü áû, ýòî ñîçäà¼ò èäåàëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíè-
åì [127,139,150]. Â ðîáîòèêå, ïðàâäà, ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü
áîëåå èëè ìåíåå ïðîèçâîëüíûå äâèæåíèÿ â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (äàæå áîëåå òîãî, ïîòîìó ÷òî øàðíèðîâ ó ìàíèïóëÿ-
òîðà ðîáîòà áóäåò, ñêîðåå âñåãî, íåñêîëüêî). È äëÿ ¾îáû÷íûõ¿
àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â ýòîé ãëàâå, äàííûõ
îêàçûâàåòñÿ ìàëîâàòî. Íî âåäü ÷åëîâåê êàê-òî ó÷èòñÿ äåëàòü
ðóêàìè òî, ÷òî íàäî (õîòü è ñ ïåðåìåííûì óñïåõîì), à ìûøö ó
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íåãî åù¼ ïîáîëüøå áóäåò, ÷åì øàðíèðîâ ó ðîáîòà? Ñåé÷àñ èñ-
ñëåäîâàòåëè íà÷èíàþò èñïîëüçîâàòü â îáó÷åíèè áîëåå ¾÷åëîâå-
÷åñêèå¿ ìåõàíèçìû: íå òîëüêî îöåíèâàòü ðåçóëüòàò, íî åù¼ è
ñíà÷àëà ïîñìîòðåòü, êàê ýòî äåëàåò êòî-òî äðóãîé. Òàê ïîÿâè-
ëàñü îäíà èç íåäàâíèõ ðàçðàáîòîê íà ýòó òåìó � àëãîðèòìû
àêò¼ðà�êðèòèêà (Natural Actor�Critic è åãî âàðèàöèÿ Episodic
Natural Actor�Critic) [124�126,128].

Â îáùåì, îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì åù¼ äàëåêî íå ñêàçàëî
ñâîåãî ïîñëåäíåãî ñëîâà. È äåéñòâèòåëüíî, ðàçâå ìû íå èìåííî
òàê ó÷èìñÿ âñþ æèçíü?
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