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Лекции «Квадратурные формулы» посвящены методам прибли-

женного вычисления определенных интегралов.  
В 1-й лекции строятся простейшие формулы для приближенного 

вычисления интегралов по отрезку. Эти формулы называются квад-
ратурными. Изучается вопрос о повышении точности вычисления 
интегралов за счет разбиения отрезка на части, за счет повышения 
степени полиномов, для которых квадратуры точны, за счет сведения 
интегралов от функций с особенностями к интегралам от гладких 
функций. 

В лекциях 2–9 решаются вопросы оптимизации вычислений опре-
деленных интегралов. 

В лекциях 10–11 дается обобщение изученных квадратурных 
формул на определенные интегралы; изучаются формулы для при-
ближенного вычисления, которые называются кубатурными. 
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Л е к ц и я 1 

Простейшие квадратурные формулы 
1. Метод неопределенных коэффициентов 

Простейшие квадратурные формулы получим из следующих со-
ображений. Вычисляется интеграл 

 ∫=
b

a
dxxfI )( .                                             (1) 

Если const)( ≈xf  на отрезке ],[ ba , то можно положить 
)()( ζ−≈ fabI , где ζ  – произвольная точка на ],[ ba . Если в качестве 

ζ  взять среднюю точку отрезка, то получим формулу прямоугольни-
ков 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−≈
2

)( bafabI  . 

Предположим, что подынтегральная функция на отрезке интегри-
рования близка к линейной функции; тогда интеграл будет прибли-
женно равняться площади трапеции с высотой )( ab −  и основаниями 

)(af  и  )(bf  (рис. 1). В результате получим формулу трапеций 

2
)()()( bfafabI +

−≈ . 

 
Рис. 1 
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Более сложные квадратурные формулы строятся методом неопре-
деленных коэффициентов: 

∫
−

++−=≈
1

1
321 )1()0()1()()( fcfcfcfSdxxf . 

Погрешность формулы 

)()()(
1

1
fSdxxffR −= ∫

−
 

является линейным функционалом, и если подынтегральную функ-

цию представить в виде многочлена ∑
=

=
m

j

j
j xaf

0
, то имеем 

∑
=

=
m

j

j
j xRafR

0
).()(  

Нужно добиться выполнения равенств 0)(,,0)1( == lxRR K  при 
возможно большем значении l . Нужно определить три неизвестных 
постоянных )3,2,1( =ici , тогда получим систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−=

=+−−=
=++−=

.0)(
3
2)(

,0)(0)(
,0)(2)1(

31
2

31

321

ccxR

ccxR
cccR

 

Решая эту систему, получаем 
3
4,

3
1

231 === ccc , т. е.  получили 

квадратурную формулу (квадратуру), точную для многочленов треть-
ей степени, называемую формулой Симпсона. 

В вычислениях определенного интеграла мы перешли от отрезка 
],[ ba  к отрезку ]1,1[− . Такой переход удобен тем, что арифметиче-

ские выкладки при построении квадратурной формулы оказываются 
короче. 
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Подынтегральная функция часто приближается не многочленами, 
а обобщенными многочленами, т. е. линейными комбинациями вида 

∑
=

ϕ
m

j
jj xb

0
)( , 

где )(xjϕ  – линейно независимые функции. Методом неопределен-
ных коэффициентов строится квадратура. 

Когда подынтегральную функцию можно представить в виде про-
изведения некоторой фиксированной функции p(x) и многочлена, то 
квадратурная формула находится в виде 

 ∫ ∑
=

≈
b

a

n

j
jj xFCdxxpxF

1
).()()(                           (2)  

Функцию )(xp  называют весом, или весовой функцией; квадра-
турная формула в этом случае точна для всех многочленов степе- 
ни m .  

2. Оценки погрешности квадратурной формулы 
Нужно вычислить интеграл (2) в разд. 1. Если квадратура точна 

для многочленов )(xPm  степени m , то  

,0)()()( =−= mmm PSPIPR  

поэтому 
)()()()( mmm PfRPRPfRfR −=+−=  

при любом многочлене степени m . Оценив в )( fR  каждое слагае-
мое, получим оценку 

 ∫ ∑ ≤+≤
=

b

a ba

n

j
jj xfVxfCdxxpxffR )(sup)()()()(

],[1
,    (1) 

где 

.)(
1

∑∫
=

+=
n

j
j

b

a
CdxxpV  



 7

Очевидно, что погрешность квадратурной формулы оценивается 

Cmm PfVPfRfR −≤−≤ )()(  

при любом )(xPm , норма определяется по формуле  

.)()(sup
],[

xPxfPf m
ba

Cm −=−  

Возьмем нижнюю грань по всем многочленам степени m , полу-
чим оценку 

 Cm
P

PfVfR
m

−≤ inf)( .                                (2) 

Условие, что квадратура точна для многочлена нулевой степени, 
имеет вид 

∫ ∑
=

===
b

a

n

j
jCSdxxpI

1
.)1()()1(  

При 0)( ≥xp  и 0≥jC  имеем 

∑ ∫∑
==

==
n

j

b

a
j

n

j
j dxxpCC

11
,)(  

поэтому ∫=
b

a
dxxpV )(2 . По формуле (1) получаем оценку погрешно-

сти 

Cm
b

a
PfdxxpfR −⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫ )(2)( . 

Если в качестве )(xPm  взять интерполяционный многочлен по 
нулям многочлена Чебышева, то получим 

C
m

m

m

Cm f
m

ab

Pf )1(

1

)!1(2
2 +

+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤− . 
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В конкретном случае для веса 1)( ≡xp  и формул прямоуголь-
ников, трапеций и Симпсона имеем )(2 abV −=  и  

C
m

m

m
f

m
abfR )1(

2

2

)!1(2
)()( +

+

+

−
≤ . 

Для формул прямоугольников и трапеций ( 1=m ) погрешность 
квадратурной формулы  

CfabfR ′′−
≤

8
)()(
3

; 

для формулы Симпсона ( 3=m ) 

C
fabfR )4(

5

1536
)()( −

≤ . 

Можно получить и более точные формулы оценки погрешности. 
Рассмотрим универсальный способ получения наиболее точных 

оценок. В качестве многочлена )(xPm  возьмем сумму первых 1+m  
членов разложения функции по формуле Тейлора в точке 0x  отрезка 

],[ ba . Обозначим сумму – )(xPm , остаточный член – )(xrm , тогда 
функция примет вид 

).()()( xrxPxf mm +=  

Возьмем остаточный член в интегральной форме: 

∫ +−
=

x

a

m
m

m dttf
m

txxr )(
!
)()( )1( . 

Подставим эту оценку в интеграл 

dxdttf
m

txxpxrI
b

a

m
x

a

m
m ∫ ∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
= + )(

!
)()())(( )1(  

и сменим порядок интегрирования. Получим 
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∫ +=
b

a

m
mm dttftKxrI ,)()())(( )1(  

где      ∫
−

=
b

t

m
dx

m
txxptK .
!
)()()(  

Таким образом, оценка погрешности примет вид 

∫ ∑ ∫
=

++ −
−=

b

a

n

j

x

a

m
m

j
j

m
m

j

dttf
m

tx
CdttftKfR

1

)1()1( .)(
!

)(
)()()(  

Образуем новую функцию 

⎩
⎨
⎧

∉
∈−

=− + ].,[,0
];,[,

)(
j

jj
j xat

xattx
tx  

Используя новое обозначение, получим погрешность в виде 

 ∫ += b
f

v dttftQfR ,)()()( )1(  .
!

)(
)()(

1
∑
=

+−
−=

n

j

m
j

jm m
tx

CtKtQ  (3) 

Отсюда следует оценка погрешности 

 .)()( )1(
C

m
b

a
fdttQfR +

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫                        (4) 

Если )(tQ  не меняет знака на отрезке ],[ ba , то по теореме о сред-
нем из формулы (3) получаем 

 .),()()( )1( bafdttQtR m
b

a
≤ζ≤ζ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= +∫                    (5) 

Оценим погрешность формулы трапеций: 

∫
−

=−
b

t

tbdttx ,
2

)()(
2

 

.0))(()(
2

)(
2

)()(
2

≤−−=−
−

−
−

= tbtatbabtbtQ  
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Подставляя )(tQ  в формулу (5), получим 

∫ ζ′′
−

−=
−

−=
b

a
fabfRabdttQ ).(

12
)()(,

12
)()( 1

33
 

В случае формулы прямоугольников 

 ;0
2

)2/)((
2

)(
2

)()(
22
≥

+−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−−

−
=

battbaabtbtQ  

подставляя )(tQ  в формулу (5), получим 

).(
24

)()( 2
3

ζ′′
−

= fabfR  

Контрольные вопросы 
1. Понятие квадратурной формулы. 
2. Формула трапеций. 
3. Погрешность квадратурной формулы. 
4. Формула Симпсона. 
5. Понятие оценки погрешности. 
6. Оценки погрешности для формул прямоугольников, трапеций 

и Симпсона. 
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Л е к ц и я 2 

Числа и многочлены Бернулли 
1. Числа Бернулли 

Многочлены и числа Бернулли потребуются для построения фор-
мул Эйлера – Маклорена и других формул, служащих для увеличе-
ния точности приближенных квадратур. 

Числа Бернулли могут быть определены с помощью производя-
щей функции. Пусть t  – комплексная переменная. Рассмотрим функ-
цию 

 .
1

)(
−

= te
ttg                                             (1) 

Точки ikt π= 2 , где k  – любое целое число, являются нулями зна-
менателя; все они простые. В круге π< 2t  функция )(tg  регулярна 
и может быть разложена в степенной ряд по степеням t : 

 ∑=
−

,
!1

nn
t t

n
B

e
t  π< 2t .                                (2) 

Числа nB  называются числами Бернулли. 

Если в формуле (2) обе части умножить на ∑
∞

−ν

ν

ν
=−

1 !
1 tet , то по-

лучится следующее равенство: 

∑
∞

=
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++

0

32
.

!!3!2!1 n

nn tt
n
Bttt

K  

Из формулы видно, что 10 =B , и для =n 2, 3, … должно выпол-
няться равенство  

0 11 2 0
! ( 1)!1! ( 2)!2! 1!( 1)!

nB BB B
n n n n

−+ + + + =
− − −

K
. 
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Это равенство позволяет последовательно вычислить все числа 
Бернулли. Ему можно придать более удобную форму, если умножить 
обе части на !n  и прибавить в обеих частях nB : 

∑
=

=
−

n

k
nk BB

knk
n

0
.

)!(!
!  

Можно проверить, что все числа Бернулли с нечетными индекса-
ми, большими единицы, равны нулю: 

 .0,012 >=+ kB k                                        (3) 

Значения нескольких первых чисел Бернулли с четными индекса-
ми имеют вид 

,
42
1,

30
1,

6
1,

2
1,1 64210 =−==−== BBBBB  

.
6
7,

2730
691,

66
5,

30
1

1412108 =−==−= BBBB  

При вычислении чисел Бернулли четных номеров используется 
формула 

 ).4321(
2

)!2()1( 222
212

1
2 K++++

π

−
= −−−

−

−
kkk

kk

k
k

kB           (4) 

При больших k  справедливо приближенное равенство 

.)2()!2()1(2 21
2

kk
k kB −− π−≈  

2. Многочлены Бернулли 
Определим многочлены Бернулли с помощью производящей 

функции 

 .
1

),(
−

= t
xt

e
tetxg                                     (1) 

Функция регулярна в круге π< 2t  и может быть разложена в ряд 
по степеням t : 

 ∑
∞

=
=

0
.

!
)(),(

n

nn t
n

xBtxg                                (2) 
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Функция )(xBn  является многочленом степени n  и называется 
многочленом Бернулли. Получим формулу для многочлена Бернулли. 

Множитель xte  в формуле (1) заменим рядом ∑
∞

=ν

νν

ν0 !
tx  и дробь 

1−te
t  заменим по формуле (1.2). Тогда получим тождество 

∑ ∑ ∑
∞

=ν

∞

=

∞

=

νν
π<=

ν0 0 0
.2,

!
)(

!! k n

nnkk tt
n

xBt
k
Btx  

Сравнение коэффициентов при  nt  приводит к равенству 
1

0 1( ) .
! ! ( 1)!1! !

n n
n nB x x B Bx B
n n n n

−

= + + +
−

K
 

После умножения на !n  получается выражение для )(xBn : 

 .
)!(!

!)(
0

k
kn

n

k
n xB

knk
nxB −

=
∑

−
=                               (3) 

Формула (3) показывает, что многочлен Бернулли есть многочлен, 
старший член которого равен .nx  

Рассмотрим некоторые свойства многочленов Бернулли. 
1. Начальные значения многочленов Бернулли при 0=x  соответ-

ствуют числам Бернулли: 

.)0( nn BB =                                               (4) 

 Это видно из формулы (3). 
2. Дифференцируемость и интегрируемость )(xBn .  

Вычислим производную от производящей функции: 

∑
∞

=

′
=

− 0
.

!
)(

1 n

nn
t

xt t
n

xB
e

tte  
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Левая часть отличается от производящей функции только множи-
телем t , поэтому 

 ∑
∞

=

+=
− 0

1.
!

)(
1 n

nn
t

xt t
n

xB
e

tte                             (5) 

Отсюда  
 ).()( 1 xnBxB nn −=′                                      (6) 

Правило интегрирования многочленов Бернулли следует из фор-
мул (5) и (6): 

  ∫ −+=
x

nnn dttBnBxB
0

1 .)()(                               (7) 

3. Свойство преобразования аргумента многочлена Бернулли, 
следующее из теоремы об умножении аргумента. 

 Пусть m  – любое положительное число 

∑
∞

=
=

− 0
.

!
)(

1 n

nn
t

mxt t
n
mxB

e
te  

С другой стороны, может быть получено разложение 

=
−

+++
=

−

−

1
)1(1

1

)1(

mt

tmt
mxt

t
mxt

e
eemte

me
te K  

∑ ∑ ∑
−

=

−

=

∞

=

+ +
=

−
=

1

0

1

0 0

)(

.
!

)(1
1

1 m

s

m

s n

n
n

n

mt

mt
m
sx

t
n

m
m
sxB

me
mte

m
 

Из двух последних разложений следует теорема об умножении 
аргумента: 

 ∑
−

=

− +=
1

0

1 ).()(
m

s
n

n
n m

sxBmmxB                         (8) 

4. Свойство неоднозначного представления многочлена Бернулли, 
вытекающее из теоремы о представлении многочленов )(xBn . 
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Чтобы изучить поведение )(xBn , нужно ввести новую перемен-
ную )1( xxz −= . Всякий многочлен )(xBn  четного номера kn 2=  
может быть разложен по степеням z : 

 ν−−

=ν
ν∑=−− kk

kkk
k zFBxB

2

0
,22 ])([)1( ,                      (9) 

причем ,10, =kF  и ).2,,2,1(0, −=ν>ν kFk K  Всякий многочлен 
Бернулли нечетного номера 12 −= kn  может быть представлен в 
форме 

 ∑
−

=ν

ν−−
ν− −=−

2

0

1
,12 ,)21()()1(

k k
kk

k zHxxB             (10) 

где все коэффициенты )2,,1,0(, −=νν kHk K  положительные. 

5. Свойство симметрии распределения значений )(xBn . 

Рассмотрим точку 
2
1

=x  на оси x . Точки x  и x−1  расположены 

симметрично на единичном отрезке. Переменная )1( xxz −=  не из-
менит своего значения при замене x  на x−1 . Из этих рассуждений и 
формулы (9) следует, что 

  ).()1( 22 xBxB kk =−                                  (11) 

График многочлена )(2 xB k  является линией, симметричной отно-

сительно прямой .
2
1

=x  

В формуле (10) множитель ν−−−

=ν
ν∑ 12

0
,

kk
k zH  принимает одинако-

вые значения в точках x  и x−1 . Множитель )21( x−  при замене x  
на x−1  сохраняет абсолютную величину, но изменяет знак: 

 ).()1( 1212 xBxB kk −− −=−                             (12) 

График многочлена )(12 xB k −  имеет центр симметрии в точке 

.
2
1

=x  
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При 0=x  из (11) получается kk BB 22 )1( = ; из (12) при 2≥k  сле-
дует 1212 )1( −− −= kk BB . Каждый многочлен Бернулли, кроме )(1 xB , 
на концах отрезка ]1,0[  принимает одинаковые значения: 

 .)0()1( nnn BBB ==                                (13) 

6. Характерное изменение многочленов Бернулли на отрезке ]1,0[ . 

Нам потребуются значения )
2
1(nB , которые можно вычислить с 

помощью теоремы об умножении аргумента. Если в формуле (8) по-

ложить 2=m  и 
2
1

=x , то получим 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += − )1()

2
1(2)1( 1

nn
n

n BBB  . 

Но так как nn BB =)1(  )1( >n , то при любом n  

 n
n

n BB )21()
2
1( 1+−−−= .                               (14) 

Вместо многочленов Бернулли будем использовать более удобные 
для записи многочлены 

nnn BxBxy −= )()( . 

Вычислим сначала многочлен четного номера kn 2= . По форму-
ле (9) имеем 

 ∑
−

=ν

ν−
ν=−

2

0
,2 )()1(

k k
kk

k zFxy .                        (15) 

Точки 0=x  и 1=x  являются нулями функции )(xyk . Исследо-
вание функции (15) показывает, что при изменении x  от 0  

до 
2
1  многочлен )()1( 2 xy k

k−  будет возрастать от 0 до 

k
k

kkk
k BBBy 2

12
222 )22()

2
1()

2
1()1( +−−=−=− . Когда x  изменяется 

от 
2
1  до 1, функция убывает до 0. 
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Рассмотрим теперь многочлен )(xyn  нечетного номера 12 −= kn . 
Будем считать 2≥k , тогда 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=−

=

∑
−

=ν

ν−−
ν−

−−
2

0

1
,12

1212

.)21()()1(

)()(
k k

kk
k

kk

zHxxy

xBxy
            (16)  

Точки 0=x  и 1=x  являются нулями функции )(12 xy k − . Из фор-

мулы (16) следует, что 
2
1

=x  есть простой нуль )(12 xy k −  и других 

нулей на отрезке ]1,0[  этот многочлен не имеет. Знак функции 

)(12 xy k −  определяется неравенствами  

0)()1( 12 >− − xy k
k  при ,

2
10 << x  

0)()1( 12 <− − xy k  при .1
2
1

<< x  

На рис. 1 изображены графики различных многочленов Бернулли. 

-0,2

-0,15

-0,1

-0,05

0

0,05

0,1

0,15

0,2

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

 
Рис. 1 

 B1(x) 

B3(x)

B5(x)

B4(x)

B2(x) 

B6(x) 
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Приведем несколько первых многочленов Бернулли в аналитиче-
ской форме 

0 ( ) 1;B x =   

;
2
1)(1 −= xxB  

2
2

1( ) ;
6

B x x x= − +
 

3 2
3

3 1( ) ;
2 2

B x x x x= − +
 

4 3 2
4

1( ) 2 ;
30

B x x x x= − + −
 

5 4 3
5

5 5 1( ) ;
2 3 6

B x x x x x= − + −
 

6 5 4 2
6

5 1 1( ) 3 ;
2 2 42

B x x x x x= − + − +
 

7 6 5 3
7

7 7 7 1( ) ;
2 2 6 6

B x x x x x x= − + − +
 

8 7 6 4 2
8

14 7 2 1( ) 4 ;
3 3 3 30

B x x x x x x= − + − + −
 

9 8 7 5 3
9

9 21 3( ) 6 2 ;
2 5 10

B x x x x x x x= − + − + −
 

.
66
5

2
357

2
155)( 2468910

10 +−+−+−= xxxxxxxB
 

3. Периодические функции,  
связанные с многочленами Бернулли 

Наряду с многочленами Бернулли можно ввести периодические 
функции Бернулли )(* xBn с периодом, равным 1, определенные по 
формулам 



 19

)()(* xBxB nn = , ,10 <≤ x  

)()1( ** xBxB nn =+ , n = 0, 1, 2, …, 

тогда )(*
0 xB  есть постоянная, равная 1; −)(*

1 xB  разрывная функ-

ция и имеет скачок величиной (–1) в целых точках; )(* xBn  при 1>n  – 
непрерывная функция. 

Построим тригонометрические ряды Фурье для )(* xBn . С этой це-
лью построим ряд Фурье для производящей функции 

1
),(

−
= t

xt

e
tetxg  

при 10 <≤ x . Воспользуемся записью ряда в показательной форме 

∑
∞

−∞=

π=
m

mxi
meCxg ;)( 2  

∫ ∫ π−
=

−
== π−π−

1

0

1

0

22 .
21 mit
tdxee

e
tdxgeC mxixt

t
mxi

m  

.10 =C  Объединив члены ряда, соответствующие значениям ин-
декса m  и m− , получим: 

.
22

1),(
1

22∑
∞

=

π−π
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

π+
+

π−
+=

m

mximxi e
mit

te
mit

ttxg  

Можно показать, что для любых значений x  на отрезке ]1,0[  ряд, 
стоящий в правой части равенства, будет сходиться при всяких t , 
отличных от πki2  при K,1,0 ±=k . При этом, если исключить из ряда 
несколько первых членов, имеющих полюсы в ограниченной час- 
ти σ  плоскости t , то оставшийся ряд будет сходиться равномерно 
относительно t  в σ . Легко можно оправдать возможность изменения 
порядка суммирования при построении степенного ряда для функ-
ции )(xg . 
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Если считать π< 2t  и разложить правую часть по степеням t ,  

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
−=

π
−π

−=
π− 1 2

2
1

1
22 n

n

mi
t

mi
tmi

t
mit

t , 

n

n

n
mi

t
mit

t
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
−=

π+
∑
∞

−

−
2

)1(
2 1

1 , 

то коэффициентом при nt  будет тригонометрический ряд для 
!

)(
n

xBn . 

∑ ∑
∞

=

∞

=

ππ−
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

π
−

π

−
+=

1 1

22
1

)2(
1

)2(
)1(1),(

m n

mxin
n

mxin
n

n
et

mi
et

mi
txg  

∑ ∑
∞

=

∞

=

ππ−
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−

π
+=

1 1

22
1 1)1(

)2(
1

n m

mxi
n

mxi
n

n

n

n
e

m
e

mi
t . 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t  для 1>n , 
получим  

∑
∞

=

ππ−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−

π
=

1

22* 1)1(
)2(

!)(
m

mxi
n

mxi
n

n

nn e
m

e
mi

nxB . 

Для четных и нечетных индексов вычисления дают следующие 
результаты: 

  
*
2kB = ,2cos

2
)!2()1(

1 2212

1
∑
∞

=
−

− π

π

−

m kkk

k

m
mxk                          (1) 

.2sin
2

)!12()1()(
1 12122

1
*

12 ∑
∞

=
++

−

+
π

π

+−
=

m kkk

k
k

m
mxkxB                (2) 

4. Разложение произвольной функции  
по многочленам Бернулли 

При построении квадратурной формулы приближенного вычис-
ления, определенного интеграла необходимо разложение подынте-
гральной функции по многочленам Бернулли. Рассмотрим теорему. 
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Теорема 1. Если функция )(xf  ν -кратно непрерывно дифферен-
цируема на отрезке ]1,0[ , то при любом ]1,0[∈x  имеет место равен-
ство 

[ ]∫ ∑ −−+=
−ν

=

−−
1

0

1

1

)1()1( )0()1(
!

)()()(
k

kkk ff
k

xBdttfxf  

 [ ] .)()()(
!

1 1

0

**)( dtxBtxBtf∫ νν
ν −−

ν
−                                  (1) 

Доказательство. Рассмотрим интеграл 

∫ −
ν

=ρ ν
ν

ν

1

0

*)( .)()(
!

1)( dttxBtfx  

Считая 1>ν , выполним интегрирование по частям: 

[ ] .)0()1(
!

)(
1

)1()1(
−ν

−ν−νν
ν ρ+−

ν
=ρ ffxB  

Если выполнить это преобразование 1−ν  раз, то получим форму-
лу разложения (1). 

Разложение по многочленам Бернулли ν -кратно непрерывно 
дифференцируемой функции )(xf  на произвольном конечном ин-
тервале ],[ ba  получается из формулы (1) с помощью линейного пре-
образования аргумента: 

[ ]−−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+= −−−ν

=

−

∑∫ )()(
!

)(1)( )1()1(1

1

1

afbf
k

h
axBh

dttf
h

xf kk

k

k
k

b

a
 

 
!

1

ν
−

−νh ,)( **)( dt
h

axB
h

txBtf
b

a
∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

νν
ν .abh −=          (2) 
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Контрольные вопросы 
1. Производящая функция, необходимая для вычисления чисел 

Бернулли. Числа Бернулли и их свойства. 
2. Производящая функция, необходимая для построения много-

членов Бернулли. 
3. Чему равны начальные значения многочленов Бернулли? 
4. Дифференцирование и интегрирование многочленов Бернулли. 
5. Теорема об умножении аргумента в многочлене Бернулли.  
6. Симметрия распределения значений многочленов Бернулли. 
7. Характер изменения многочленов Бернулли на отрезке ]1,0[ . 

8. Понятие периодических функций Бернулли. 
9. Разложение произвольной функции по многочленам Бернулли. 
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Л е к ц и я 3 

Квадратурные формулы и задачи,  
связанные с ними 

1. Квадратурные суммы 
Рассматривается задача нахождения численного значения одно-

кратного интеграла. Геометрический смысл вычисления определен-
ного интеграла сводится к вычислению площади криволинейной 
трапеции, или квадратуры. Рассмотрим методы построения квадра-
тур, которые позволяют приближенно вычислить интеграл с помо-
щью конечного числа значений интегрируемой функции и производ-
ных от нее.  

Рассмотрим интеграл вида 

∫
b

a
dxxfxp ;)()(  

где ],[ ba  – любой конечный отрезок на числовой оси; )(xf  – произ-
вольная функция некоторого класса. Функция p(x) есть некоторая 
фиксированная функция. 

Простейшие квадратурные формулы, позволяющие приближенно 
находить значения интеграла, задаются в форме линейной комбина-
ции нескольких значений функции 

 ∫ ∑
=

≈
b

a

n

k
kk xfAdxxfxp

1
).()()(                              (1) 

Сумма ∑
=

n

k
kk xfA

1
)(  называется квадратурной суммой. Равенства 

вида (1) называются механическими квадратурами, поскольку им 
легко можно придать механический смысл, т. е. они содержат 12 +n  
параметров: n  узлов kx , n  коэффициентов kA  и число узлов n . Все 
эти параметры нужно подобрать так, чтобы формула (1) давала дос-
таточно малую погрешность для всех функций )(xf  из некоторого 
класса функций F . При построении квадратурной формулы нужно 
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стремиться к тому, чтобы при заданном n  постараться выбрать узлы 
kx  и веса kA  так, чтобы точность вычислений была наивысшей. 

Рассмотрим различные способы задания узлов и весов. 
1. Допустим, что нам задан класс F  функций )(xf . Рассмотрим 

систему функций 
 )(xmω  ),2,1( K=m                                    (2) 

таких, что произведения )()( xxp mω  суммируемы на ],[ ba . Образуем 
линейную комбинацию 

∑
=

ω=
n

k
kkn xaxs

1
).()(  

При вычислении интеграла ∫
b

a
pfdx , за «расстояние» между функ-

цией f  и линейной комбинацией ns  можно принять величину 

 .)(),( dxsfpsf
b

a
nn ∫ −=ρ                                 (3) 

Систему (3) будем считать полной в классе F . Это означает, что 
для каждой функции Ff ∈  и любого 0>ε  существует такая линей-
ная комбинация ns , для которой ε<ρ ),( nsf . 

Оценим погрешность квадратурной формулы 

).,()( n
b

a
n

b

a

b

a
n sfdxsfpdzpspfdx ρ=−<− ∫∫ ∫  

Из неравенства видно, что интеграл ∫
b

a
pfdx  может быть вычислен 

со сколь угодно высокой точностью, если интегрируемую функцию 
заменить специально подобранной линейной комбинацией. Очевид-
но, что точность вычислений будет тем выше, чем большее число 
первых функций kω  будем брать при образовании ns . Таким обра-
зом, приходим к выводу, что нужно стремиться выбором kx  и kA  
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добиться того, чтобы формула (1) давала точный результат для воз-
можно большего числа первых функций ).(xnω  

В связи с этим вводится новое понятие: равенство (1) имеет сте-
пень точности m  относительно функций (2), если оно верно для 

mωωω ,,, 21 K  

∫ ∑
=

ω=ω
b

a

n

k
kiki xAdxp

1
)(  ),,2,1( mi K=  

и не верно для 1+ωm . Этот путь выбора kx  и kA  есть путь повыше-
ния степени точности равенства (1). Особый интерес имеют форму-
лы, которые обладают наивысшей возможной степенью точности. 

Если класс функций F  задан, то при построении равенства (1) ос-
тается произвол в выборе системы функций ).,2,1( K=ω nn  Требова-
ние полноты, которому должна удовлетворять система, не полностью 
определяет систему и дает широкие возможности выбора ).(xnω  

Приведем примеры выбора ).(xnω  Пусть ],[ ba  есть любой конеч-
ный отрезок. Известно, что если функция )(xf  непрерывна на отрез-
ке ],[ ba , то для всякого 0>ε  существует многочлен )(xP , отли-
чающийся от )(xf  меньше чем на ε : 

.)()( ε<− xPxf  

Это свойство называется свойством полноты алгебраических мно-
гочленов в пространстве непрерывных функций C . Отсюда следует 
полнота системы многочленов в смысле метрики (3). 

Примем систему степеней K,,,1: 2xxx за функции ).(xnω  Будем 
считать, что равенство (1) имеет алгебраическую степень точнос- 
ти m , если оно верно для всевозможных многочленов степени m  и 
не верно для многочленов степени 1+m . Это равносильно тому, что 
равенство 

∫ ∑
−

=
b

a

n

k

i
kk

i xAdxpx
1

 

выполняется для mi ,,1,0 K=  и не будет выполняться для 1+= mi . 
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Можно ожидать, что квадратурная формула (1) будет иметь тем 
меньшую погрешность для многих непрерывных на отрезке функ-
ций, чем выше будет ее алгебраическая степень точности.  

2. Пусть задан класс F функций f . Постараемся построить квад-
ратурную формулу (1) так, чтобы она была «наилучшей». Для каж-
дой функции f  погрешность формулы (1) имеет значение 

∫ ∑
=

−=
b

a

n

k
kk xfApfdxfR

1
)()( . 

За величину, характеризующую точность квадратурной формулы 
для всех функций f , может быть взята верхняя грань )( fR :  

)(sup fRR
f

= . 

Можно выбрать kx  и kA  так, чтобы R  имело наименьшее воз-
можное значение для всех функций Ff ∈ . Такую формулу будем 
называть формулой с наименьшей оценкой остатка в классе F . 

3. Рассмотренные два направления в проблеме выбора узлов и ве-
сов не являются единственными. Можно строить квадратурные фор-
мулы, подчиняя выбор узлов и весов другим целям. Нужно сделать 
формулу (1) верной для функции, сохраняющей постоянное значение 
на ],[ ba . Это можно достичь только за счет выбора коэффициен- 
тов kA . Если потребовать, чтобы (1) была верной для 1≡f , то по-
лучится следующее условие: 

 ∑ ∫
=

=
n

k

b

a
k dxxpA

1
)( .                                   (4) 

Предположим, что значения функции f , входящие в квадратур-
ную сумму, находятся в результате измерений и содержат случайные 
погрешности. Допустим, что все )( kxf  получены в результате изме-
рений одинаковой точности. 

Значение квадратурной суммы также будет содержать случайную 
погрешность. Поставим следующую задачу: так выбрать коэффици-
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енты kA , чтобы квадратурная сумма ∑
=

n

k
kk xfA

1
)(  при выполнении 

условия (4) имела наименьшую квадратичную погрешность. Извест-
но, что если аргументы nzz ,,1 K  линейной функции 

nn zazay ++= K11  есть случайные величины, подчиняющиеся нор-
мальным законам распределения с одной и той же квадратичной по-
грешностью, и если коэффициенты линейной функции подчинены 

условию ∑
=

=
n

k
ka

1
1 , то средняя квадратичная погрешность суммы бу-

дет иметь наименьшее значение в том случае, когда все коэффициен-
ты равны между собой. Поэтому квадратурная формула с равными 
коэффициентами  

 ∫ ++≈
b

a
nxfxfCdxxfxp )]()([)()( 1 K                    (5) 

будет иметь наименьшую квадратичную погрешность.  

2. Приближенное вычисление периодических  
функций 

Рассмотрим конечный отрезок интегрирования ],[ ba , который 
всегда можно путем линейного преобразования привести к отрезку 

]2,0[ π . Исследуем интеграл вида 

 ∫
π2

0
)( dxxf ,                                             (1) 

где )(xf  есть π2 -периодическая функция. Будем исследовать при-
ближенные квадратурные формулы вида 

  ∫ ∑
π

=
≈

2

0 1
).()(

n

k
kk xfAxf                                 (2) 

Узлы kx  принадлежат отрезку .20 π<≤ x  

Для приближения периодических функций используют тригоно-
метрические многочлены: 
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 ∑
=

++=
m

k
kkm kxbkxaaxT

1
0 ),sincos()(                    (3) 

где ),,1(,,0 mkbaa kk K=  – некоторые постоянные. 

Формула (2) имеет тригонометрическую степень точности m , 
если она верна для всевозможных тригонометрических многочленов 
до степени m  включительно, и существует многочлен степени 1+m , 
для которого она не верна. 

Составим функцию 

∏
=

−
=

n

k

kxxxT
1

2 .
2

sin)(  

Так как )]cos(1[
2
1

2
sin2

k
k xxxx

−−=
− , то )(xT  есть многочлен 

степени n . Для него квадратурная формула (2) не может быть точ-

ной, так как ∫
π

>
2

0
0)( dxxT , тогда как ∑

=
=

n

k
kk xTA

1
0)( . Это объясняется 

тем, что все узлы kx  являются корнями многочлена )(xT . Тригоно-
метрическая степень точности (2) всегда меньше n , и соответствую-
щим выбором kx  и kA  мы можем ее сделать самое большее равной 

1−n . 
Оказывается, что наивысшая степень точности 1−n  достигается 

простейшей квадратурной формулой с равными коэффициентами 

),,2,1(2 nk
n

Ak K=
π

=  

и равноотстоящими узлами. 
Рассмотрим на числовой оси любую сетку равноотстоящих точек 

с шагом 
n

h π
=

2 . Пусть α  есть точка сетки, ближайшая к нулю спра-

ва или совпадающая с нулем. Точки )1,,1,0( −=+α nkkh K  лежат 
на отрезке π<≤ 20 x . Примем их за узлы kx  и построим квадратур-
ную формулу 
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 ∫ ∑
π

=

π
−+α

π
≈

2

0 1
).2)1((2)(

n

k n
kf

n
dxxf                     (4) 

Покажем, что она является точной для всевозможных тригоно-
метрических многочленов до степени 1−n  включительно. Для этого 
достаточно показать, что равенство (4) точное для функций 

)1,,1,0( −= nmeimx K . В случае 0=m  утверждение очевидно. При 
11 −<≤ nm  

0)1(1 2
2

0
=−= π

π

∫ imimx e
im

dxe  

и 

∑ ∑
=

π
αα

=

−α−+α =
−

−
=

−

−
==

n

k imh

im
im

imh

imnh
imn

k

mhkiimhkim

e
ee

e
eeeee

1

2

1

)1(])1([ 0
1
1

1
1 , 

что и доказывает утверждение. 

3. Остаток квадратурной формулы  
и его представления 

Значение остатка квадратурной формулы 

 ∫ ∑
=

−=
b

a

n

k
kk xfAdxxfxpfR

1
)()()()(                          (1) 

зависит от ее вида и от свойств интегрируемой функции. С помощью 
формулы (1) трудно проследить, какое влияние на остаток оказывают 
структурные свойства функции. Под структурными свойствами 
функции понимаются такие свойства, как ограниченность изменения, 
абсолютная непрерывность, выполнение условия Липшица, принад-
лежность к классу дифференцируемости. Чтобы упростить задачу 
исследования остатка )( fR , нужно построить другие представления 
остатка. 

Пусть рассматривается класс F  функций, обладающий каким-
либо структурным свойством. Можно построить квадратурную фор-
мулу, которая способна представить всякую функцию из класса F . 
Такую квадратурную формулу называют структурной формулой. 
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Рассмотрим структурную формулу и представление остатка в 
случае, если функция )(xf  принадлежит классу ],[ baCr . Характер-
ное представление функций этого класса дает формула Тейлора: 

 ∑ ∫
−

= α

−

−
−

+α−
α

=
1

0

1
)(

)(

)!1(
)()()(

!
)()(

r

i

x r
ri

i
dt

r
txtfx

i
fxf ,           (2) 

где α  – любая точка отрезка ],[ ba . 

Интеграл с переменной границей удобно заменить на определен-
ный интеграл по отрезку ],[ ba . Для этого нужно ввести «гасящую» 
функцию, позволяющую уничтожить в определенном интеграле 
лишние участки интегрирования. Определим «гасящую» функцию 
равенствами 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

=

>

=

.0,0

;0,
2
1

;0,1

)(

x

x

x

xE  

Равенство (2) может быть записано в виде 

 { }∑ ∫
−
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txtEtxEtfx
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fxf  (3) 

Если за параметр α  принять один из концов интервала интегри-
рования, например a=α , то формула (3) упростится: 

 ∑ ∫
−

=

−
≥

−
−

−+−=
1
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1
)(

)(
.1,

)!1(
)()()()(

!
)()(
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i
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r
txtxEtfax

i
afxf    (4) 

Получим представление остатка )( fR , характерное для класса 
],[ baCr . Для этого подставим формулу (3) в равенство (1): 

 { } .
)!1(

)()()()(])[(
!

)()(
1

0

1
)(

)(
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r
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i
ffR  (5)  

Будем считать, что в двукратном интеграле 

∫ ∫ −
−

−α−−
−b

a

b

a

r
r dtdx

r
txtEtxEtfxp ,

)!1(
)()}()(){()(

1
)(  
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входящем в последний член правой части равенства (5), допустима 
перемена порядка интегрирования. Тогда остаток квадратуры примет 
форму 

 ∑ ∫
−

=
+α−

α
=

1

0

)(
)(

,)()(])[(
!

)()(
r

i

b

a

ri
i

dttKtfxR
i

ffR              (6) 

где ядро остатка )(tK  имеет вид 

∫ −
−

−
−α−−=

−b

a

r
dx

r
txtEtxExptK
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)()}()(){()(

1
 

    – ∑
=

−

−
−
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r
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.
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)()}()({                  (7) 

Если считать α≠t  и ),,1( nkxt k K=≠ , то для )(tK  можно по-
лучить следующие равенства: 
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)()()(,
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)()()(,

11

11

   (8) 

Аналогично может быть построено представление остатка для 
других классов функций. 

Контрольные вопросы 
1. Понятие квадратурной суммы. 
2. Понятие степени точности квадратурной формулы. 
3. Алгебраическая степень точности квадратурной формулы. 
4. Наилучшая квадратурная формула. 
5. Квадратурная формула с наименьшей оценкой остатка. 
6. Особенности приближенного вычисления периодических 

функций. 
7. Понятие тригонометрической степени точности. 
8. Понятие остатка квадратуры. 
9. Понятие структурной квадратурной формулы. 
10.  Представление остатка, характерное для класса ],[ baCr . 
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Л е к ц и я 4 

Интерполяционные  
квадратурные формулы 

1. Общий вид интерполяционных  
квадратурных формул 

Для построения квадратурных сумм часто пользуются интерполи-
рованием подынтегральной функции. Во многих случаях построен-
ные таким путем квадратурные формулы обладают хорошей точно-
стью и удобны для применения. 

Выберем на отрезке интегрирования nba ],[  произвольных точек 

nxxx ,,, 21 K  и интерполируем функцию f  по ее значениям в этих 
точках: 

 ),()()( xrxPxf +=                                      (1) 

 ∑
=

−−=ω
ω′−

ω
=

n

k
nk

kk
xxxxxxf

xxx
xxP

1
1 ).()()(),(

)()(
)()( K     (2) 

Здесь )(xr  – остаток интерполирования. 

Точное значение интеграла будет 

∫ ∫ ∫+=
b

a

b

a

b

a
dxxrxpdxxPxpdxxfxp .)()()()()()(  

Если интерполирование (1) было достаточно точным и остаток 
)(xr  имел малые значения всюду на отрезке ],[ ba , то вторым сла-

гаемым можно пренебречь. После этого получится приближенное 
равенство 

 ∫ ∑
=

≈
b

a

n

k
kr xfAdxxfxp

1
),()()(                             (3) 

где  
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 ∫ ω′−
ω

=
b

a kk
k dx

xxx
xxpA .

)()(
)()(                           (4) 

Квадратурные формулы (3), коэффициенты которых определяют-
ся по формулам (4), называются интерполяционными. Для них спра-
ведлива теорема. 

Теорема 1.  Для того, чтобы квадратурная формула (1) была ин-
терполяционной, необходимо и достаточно, чтобы она была точной 
для всевозможных многочленов степени не выше 1−n . 

Доказательство. Всякий многочлен )(xP  степени 1−≤ n  может 
быть представлен в форме 

∑
=

−−=ω
ω′−

ω
=

n

k
nk

kk
xxxxxxf

xxx
xxP

1
1 ).()()(),(

)()(
)()( K  

Если коэффициенты kA  имеют значения (4), то равенство (3) бу-
дет точным для )(xP . Требование, чтобы равенство (3) было точным 
для всех многочленов степени 1−≤ n , равносильно тому, что при 
всяких )( kxP  должно выполняться равенство  

∫ ∑ ∑
= =

=
ω′−

ωb

a

n

k

n

k
kkk

kk
xPAdxxP

xxx
xxp

1 1
).()(

)()(
)()(  

Но тогда все коэффициенты kA  должны иметь значения, опреде-
ляемые по формуле (4), и формула (3) будет интерполяционной. 

Из теоремы видно, что коэффициенты kA  квадратурной формулы 
определяются условием, чтобы формула давала точный результат 
всякий раз, когда f  есть многочлен степени 1−≤ n . Узлы квадра-
турной формулы kx  остаются произвольными и можно воспользо-
ваться возможностью их выбора для достижения тех или иных целей. 

Для остатка интерполяционной квадратуры можно получить бо-
лее глубокие результаты, чем приведенные в лекции 2. Остаток квад-
ратурной формулы (3) равен интегралу от остатка разложения функ-
ции )(xr  
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 ∫ ∫ ω==
b
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b

a
n dxxxxfxxpdxxrxpfR ),,,()()()()()( 1 K .        (5) 

В более развернутом виде выражение остатка квадратуры имеет 
вид 

∫ ∫ ∫ ∫ ∑ =⎟⎟
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⎞
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n xxdxxxtxfdtdtdtxxpfR

n

.,)()()()( 0
1

0 0 0 1
1

)(
21

1 1

K  (6) 

Если воспользоваться остатком интерполирования в форме Ла-

гранжа baf
n
xxr n <ξ<ξ

ω
= ),(

!
)()( )( , то остаток квадратуры можно 

представить в виде 

 ∫ ξω=
b

a

n dxfxxp
n

fR .)()()(
!

1)( )(                         (7) 

Если функция и ее производные ограничены на отрезке ],[ ba , т. е. 
если выполняются неравенства 

 ],,[,)()( baxMxf n
n ∈≤                              (8) 

то оценка квадратуры принимает вид 

  ( ) ( ) ( )∫ ω≤
b

a
n dxxxpMfR .                              (9) 

Если )()( xxp ω  сохраняет знак на ],[ ba , то оценка (9) является 
точной и улучшена быть не может. Более  точная оценка остатка ин-
терполяционной квадратуры для ограниченных функций имеет вид 

  ( ) ( )∫≤
b

a
n dttKMfR .                              (10) 

2. Формулы Ньютона – Котеса 
Среди интерполяционных формул наиболее широко известны 

формулы Ньютона – Котеса. Они относятся к случаю постоянного 
веса и конечного отрезка интегрирования. Рассмотрим интеграл 
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 ∫
b

a
dxxf .)(                                           (1) 

Отрезок ],[ ba  разделим на n  равных частей 
n

abh −
= . Построим 

интерполяционную квадратурную формулу с узлами 
bnhahahaa =+++ ,,2,, K . Чтобы коэффициенты квадратуры не 

зависели от промежутка ],[ ba , запишем формулу в виде 
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Величины k
n
k AabB 1)( −−=  будут иметь значения 

∫ +ω′−−
ω

−= −
b

a

n
k dx

khakhax
xabB ,

)()(
)()( 1  

где ).())(()( nhaxhaxaxx −−−−−=ω K  Если ввести новую пере-
менную t , положив thax += , то 

),(),()2)(1()( 1 kthkhaxntttthx n −=−−−−−=ω + K  

,)!(!)1()( knkhkha nkn −−=+ω′ −  
и таким образом, 
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Котесом были вычислены коэффициенты для n  от 1 до 10. Ана-
лиз поведения коэффициентов n

kB  при изменении номера k , начиная 
с 6=n , показывает, что они «ведут себя неправильно», часть коэф-
фициентов отрицательная. Поэтому нужно асимптотическое пред-
ставление коэффициентов: 

при  11 −≤≤ nk   
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при nkk == ,0  
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Из полученных коэффициентов видно, что при больших значени-
ях n  в формуле Ньютона – Котеса будут встречаться как положи-
тельные, так и отрицательные коэффициенты, с большими значения-
ми по абсолютной величине. Отсюда следует, что малые ошибки в 
вычислении значений функции )( khaf +  могут дать большую по-
грешность в квадратурной сумме. Поэтому формулы Ньютона – Ко-
теса непригодны для вычислений при большом числе узлов. 

Найдем более простое и удобное для приложений выражение ос-
татка для формул Ньютона – Котеса. По формуле (5) в лекции 1 имеем 

 ∫ +ω=
b

a
dxnhahaxfxfR .),,,,()()( K                    (6) 

Рассмотрим случай, когда n  – четное число и в квадратурной 
формуле берется нечетное число узлов. Многочлен 

)())(()( nhaxhaxaxx −−−−−=ω K  будет обладать свойством 
)()( znhaza −+ω−=+ω , и график его будет симметричным относи-
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a
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нее справедливо .0)()(,0)( =Ω=+Ω=Ω bnhaa  Покажем, что )(xΩ  
не обращается в нуль нигде внутри ],[ ba . Для этого рассмотрим ин-

тегралы ∫
+ν+

ν+
ν ω=

ha

ha
dxxI

)1(
)( . Утверждение будет доказано, если устано-

вить, что последовательность чисел 
1

2
10 ,,,

−
nIII K  убывает по абсо-

лютной величине. 
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Если в интеграле ∫
+ν+

ν+
ν −−−−−=

ha

ha
dxnhaxhaxaxI

)1(
)())(( K  заме-

нить переменную x , положив hyx += , то он преобразуется к виду  

 ∫
ν+

−ν+
ν =−−−−+−=

ha

ha
dyhnayayhayI

)1(
))1(()()( KK   

      = ∫
ν+

−ν+
=ω

−−
+−ha

ha
dyy

nhay
hay

)1(
)(  

      .)1(,1 hahaI
nha
ha

ν+<η<−ν+
−−η
+−η

= −ν  

Чтобы последовательность интегралов была убывающая, должно 

выполняться неравенство anhha +η−<+−η , или hna
2

1−
<−η . 

Последнее неравенство выполняется, поскольку 

.1
2

, hnhanha ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤ν<−η+<η  

Проинтегрируем формулу (6) по частям и применим теорему о 
среднем значении: 

∫ =Ω+′−+Ω=
b

a
x

b
a dxxnhaaxfnhaaxfxfR )(),,,(),,,()()( KK  

∫ <η<Ω+η′−=
b

a
x badxxnhaaf .,)(),,,( K  

Так как  

∫ ∫ ∑
+

=ν
ν

+
+ +−+=+

1

0 0

1

2
1

)1(
11 ),)((),,,(

nt nn
n thxatxfdtdtnhaaxf KK  

то 

∫ ∫ ∑
+

=ν
ν

+
+ +−+−=+′

1

0 0

1

2
1

)2(
111 .))(()1(),,,(

nt nn
nx thxatxftdtdtnhaaxf KK  

Применим теорему о среднем к последнему интегралу: 
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.,
)!2(

)(),,,(
)2(

ba
n

fnhaaf
n

x <ξ<
+

ξ
=+η′

+
K  

Получаем 

∫ ∫∫ ω−=Ω′−Ω=Ω
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxxdxxxxxdxx .)()()()(  

Доказано, что для остатка интерполяционной квадратуры Ньюто-
на – Котеса верно равенство 

 ∫ ω
+

ξ
=

+ b

a

n
dxxx

n
ffR .)(

)!2(
)()(

)2(
                             (7) 

Найдем знак остатка. Функция ∫ ω=Ω
x

a
dttx )()( сохраняет знак на 

отрезке ],[ ba , поэтому достаточно выяснить ее знак в одной точке, 
например hax +=  

∫
+
ω=+Ω
ha

a
dttha .)()(  

При hata +<<  в произведении )())(()( nhathatatt −−−−−=ω K  
первый множитель положительный, все остальные отрицательные и 

).,(,)1()(sign batt n ∈−=Ω  Так как ∫ ∫ Ω−=ω
b

a

b

a
dxxdxxx )()( , то 

∫ −=−=ω +
b

a

ndxxx 1)1()(sign 1  ввиду четности n . Таким образом, дока-

зана теорема 2. 
Теорема 2. Если число узлов 1+n  в формуле (2) Ньютона – Коте-

са нечетное и функция f  имеет на отрезке ],[ ba непрерывную про-
изводную порядка 2+n , то внутри ],[ ba  существует точка ξ  такая, 
что для остатка )( fR квадратурной формулы верно равенство (7). 

Коэффициент при )()2( ξ+nf  – отрицателен. 
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Отметим два следствия из этой теоремы.  
1. Если число узлов 1+n  в формуле (2) нечетное, то алгебраиче-

ская степень точности формулы равна 1+n . 
Это видно из представления остатка в равенстве (7). Формула (2) 

будет точной всякий раз, когда f  есть многочлен степени 1+≤ n . 

Если f  есть многочлен степени 2+n , то )2( +nf  будет величиной, 
отличной от нуля и .0)( ≠fR  

2. Будем считать, что производная )2( +nf  существует и есть не-
прерывная на ],[ ba  функция; составим представление остатка. По-
ложим 2+= nr , для остатка получится выражение 

 ∫ +=
b

a

n dttKtffR .)()()( )2(                                (8) 

При 1)( ≡xp  ядру остатка можно придать форму 

∑
=

++

+
−+

−+−
+

−
=

n

k

n
k

n

n
tkhatkhaEA

n
tbtK

1

12
.

)!1(
)()(

)!2(
)()(  

Видно, что ядро остатка )(tK  есть неположительная функция с 
постоянным знаком на ],[ ba . Действительно, из формулы (7) видно, 

что коэффициент при )()2( ξ+nf  – отрицательный и должно выпол-
няться условие .0)( ≤tK   

Докажем теорему 3, аналогичную теореме 2, но для четного числа 
узлов. 

Теорема 3. Если число узлов 1+n  в формуле Ньютона – Коте- 
са (2) четное и f  имеет непрерывную на ],[ ba  производную порядка 

1+n , то внутри ],[ ba  существует точка ξ  такая, что для остатка 
)( fR  квадратуры (2) верно равенство (9). Коэффициент при 

)()1( ξ+nf  есть число отрицательное. 

Доказательство. Пусть n  – нечетное число, а число узлов в фор-
муле (2) – четное. В этом случае многочлен )(xω  в точках, равноот-
стоящих от концов отрезка, принимает одинаковые значения: 
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)()( znhaza −+ω=+ω . График многочлена будет линией, симмет-

ричной относительно прямой 
2

bax +
= .  

Чтобы упростить выражение остатка в формуле (6), разделим от-
резок ],[ ba  на две части: ])1(,[ hnaa −+  и ],)1([ bhna −+ . На втором 
отрезке многочлен )(xω  сохраняет знак, и к интегралу на этом отрез-
ке можно применить теорему о среднем значении. 

Тогда погрешность квадратурной формулы имеет вид 

 ∫ ∫
−+

−+

+
+=ω

+
ξ

++ω=
hna

a

b

hna

n
IIdxx

n
fdxnhaaxfxfR

)1(

)1(
21

1
)1(

.)(
)!1(

)(),,,()()( K  

Рассмотрим первый из интегралов в правой части. Отделим в 
многочлене )(xω  множитель nhax −−  и положим 

).()()( 1 xnhaxx ω−−=ω  Следовательно,  

∫ ∫
−+ −+

ω+−−+ω=
hna

a

hna

a
dxxnhaafdxhnaaxfxI

)1( )1(

11 .)(),,())1(,,,()( KK  

Так как интеграл ∫
−+

=ω
hna

a
dxx

)1(

1 0)( , то второй член в выражении 

для 1I  исчезает. Первый член есть интеграл вида (6) и его можно 
привести к виду 

∫
−++
ω

+
ξ

=
hna

a

n
dxxx

n
fI

)1(

1
2

)1(
1 .)(

)!1(
)(  

Коэффициент при )( 2
)1( ξ+nf  есть число отрицательное. Для ос-

татка )( fR  получим 

∫ ∫
−+

−+

++
ω

+
ξ

+ω
+

ξ
=

hna

a

b

hna

nn
dxx

n
fdxx

n
ffR

)1(

)1(

1
)1(

2
)1(

.)(
)!1(

)()(
)!1(

)()(  
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Ввиду того, что коэффициенты при )( 2
)1( ξ+nf  и )( 1

)1( ξ+nf  от-

личны от нуля и одного знака, а )()1( xf n+  есть непрерывная функ-
ция, то между 1ξ  и 2ξ  существует такая точка ξ , что  

 ∫ω+
ξ

=
+ b

a

n
dxx

n
ffR .)(

)!1(
)()(

)1(
                            (9) 

Теорема доказана. 
Из теоремы следуют два утверждения. 
1. Если число узлов 1+n  в формуле (2) – четное, то алгебраиче-

ская степень точности (2) равна 1+n . 
2. Если число узлов 1+n  в (2) – четное и функция f  имеет не-

прерывную производную порядка 1+n  на ],[ ba , то остаток форму-
лы (2) можно представить в форме 

 ∫ +=
b

a

n dttKtffR ,)()()( )1(                          (10) 

 где ядро остатка )(tK  есть знакопостоянная неположительная 

функция на ],[ ba : 

 ∑
=

+ −+
−+−

+
−

=
n

k

n
k

n

n
tkhatkhaEA

n
tbtK

1

1
.

!
)()(

)!1(
)()(       (11) 

3. Простейшие формулы Ньютона – Котеса 
Формулы Ньютона – Котеса с большим числом узлов редко при-

меняются в вычислительной практике. Предпочитают пользоваться 
формулами с малым числом узлов. Для уменьшения погрешности 
результата предварительно разбивают отрезок ],[ ba  на достаточно 
большое число малых интервалов и к каждому из них применяют 
квадратурную формулу с малым числом узлов. 
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Пусть 1=n . В этом случае интерполирование функции f  выпол-
няется по двум ее значениям на концах отрезка интегрирования. Ра-
венство (2) приводится к известной формуле трапеций: 

 .)(
2
1)(

2
1)()(∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−≈

b

a
bfafabdxxf                      (1) 

Так как ))(()( bxaxx −−=ω , то формула остатка имеет вид  

 .),(
12

)( 3
bafabR <ξ<ξ′′

−
=                        (2) 

Разобьем отрезок ],[ ba  на n  равных частей длины 
n

abh −
= , рас-

смотрим частичный отрезок ])1(,[ hkakha +++  и к нему применим 
формулу (1) 

[ ]+++++=∫
++

+

hka

kha
hkafkhafhdxxf

)1(
))1(()(

2
)(  

+ .)(
!2

)1(
*
2

2
dt

h
tkhaytfh hka

kha
∫
++

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+′′  

После суммирования по всем частичным отрезкам получим фор-
мулу трапеций с остатком в виде определенного интеграла 

 ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′′+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++++= −

b

a

b

a
nn dt

h
taytfhffffhdxxf ,)(

!22
1

2
1)( *

2
2

110 K  (3) 

 ).(, khaff
n

abh +=
−

=  

Поскольку ядро остатка знакопостоянное, к интегралу может быть 
применена теорема о среднем значении и остаток принимает вид 

).()(
12
1)( 2

3
ξ′′

−
−= f

n
abfR  
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Разберем другой случай и положим 2=n . Интерполирование 

функции f  выполняется по значениям в трех точках: bbaa ,
2

, + . 

Квадратурная формула (2) из лекции 2 будет иметь вид 

 ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−≈
b

a
bfbafafabdxxf .)(

26
4)(

6
1)()(            (4) 

Остаток, найденный с помощью формулы (7) из лекции  2, имеет 
вид 

).(
290

1)(
2

)(
!4

)()( )4(
5)4(

ξ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−
ξ

= ∫ fabdxbxbaxaxxffR
b

a
(5) 

Считая n  четным числом, разделим ],[ ba  на n  равных частей 

длины 
n

abh −
= . Возьмем удвоенный частичный отрезок 

])1(,)1([ hkahka ++−+  и применим к нему формулу (4): 

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=∫

++

−+
+−

hka

hka
kkk fffhdxxf

)1(

)1(
11 6

1
6
4

6
12)(  

∫
++

−+ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

+
hka

hka

dt
h

tkhay
h

thkaytfh
)1(

)1(

*
4

*
4

)4(4 .
8
1

2
2

2
)1()(

9
2

 
Применяя это равенство к отрезкам  

],)2([,],4,2[],2,[ nhahnahahahaa +−++++ K  
и суммируя результаты, получим формулу парабол, или правило 
Симпсона: 

( ) ( )[ ] ),(42
3

)( 1312420 fRffffffffhdxxf
b

a
nnn ++++++++++=∫ −− KK  (6) 

 ).(
180

)()( )4(
4

5
ξ

−
−= f

n
abfR                             (7) 

При 3=n  получим формулу, которая называется правилом трех 
восьмых: 
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( ) ,
8
1

3
2

8
3

3
1

8
3)(

8
1)(∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≈

b

a
HafHafHafafHdxxf  (8) 

 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

−=ξ
−

−=ω
ξ

=

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=ω

∫
b

a
abHfabdxxffR

HaxHaxHaxaxx

.),(
6480

)()(
!4

)()(

),(
3
2

3
1)()(

)4(
5$  (9)  

Пусть число n  кратно 3. Разделим ],[ ba  на n  равных частей с ша-

гом 
n

abh −
= . Возьмем строенный отрезок ])3(,[ hkakha +++  и 

применим к нему правило трех восьмых. Записав такие равенства для 
отрезков  

],)3([,],6,3[],3,[ nhahnahahahaa +−++++ K  

и сложив результаты, получим окончательную формулу правила трех 
восьмых: 

{ }∫ −−− ++++++++++++=
b

a
nnnn fffffffffffhdxxf )(3)(2)(

8
3)( 1254213630 KK +     

            ),( fR+                                                                                       (10) 

 .),(
80

)()( )4(
4

5
baf

n
abfR <ξ<ξ

−
−=                   (11)  

Когда число частичных отрезков n  кратно 2 и 3, для вычисления 
интеграла могут быть применены и правило парабол, и правило трех 
восьмых. Обе эти формулы имеют одинаковую алгебраическую сте-
пень точности и одинаково просты в применении. Однако сравнение 
остаточных членов в формулах (7) и (11) показывает, что применение 
правила трех восьмых дает погрешность примерно в два раза больше. 
Поэтому чаще применяется формула Симпсона.  

Контрольные вопросы 
1. Понятие интерполяционных квадратурных формул. 
2. Необходимое и достаточное условия для того, чтобы квадра-

турная формула была интерполяционной. 
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3. Представление остатка интерполяционной квадратуры. 
4. Формулы Ньютона – Котеса. 
5. Почему формулы Ньютона – Котеса непригодны для вычисле-

ний при большом числе узлов? 
6. Форма остатка формулы Ньютона – Котеса. 
7. Простейшие формулы Ньютона – Котеса, остатки этих квадратур. 
8. Формула Симпсона и правило трех восьмых имеют одинако-

вую степень точности. Погрешность какой из двух формул выше и во 
сколько раз? 

Л е к ц и я 5 

Квадратурные формулы наивысшей  
алгебраической степени точности 

1. Общие теоремы 
Квадратурная формула  

 ∫ ∑
=

≈
b

a

n

k
kk xfAdxxfxp

1
)()()(                               (1) 

при фиксированном числе узлов содержит n2  параметров kA  и 
),,2,1( nkxk K= . Параметры нужно выбрать так, чтобы формула (1) 

была точной для многочленов возможно более высокой степени. В 
лекции 4 мы выяснили, что при произвольном выборе узлов и при 
определенном выборе коэффициентов kA  формула (1) будет точной 
для всех многочленов степени 1−≤ n . При этом требовании форму-
ла (1) должна быть интерполяционной. 

Для увеличения точности квадратурной формулы (1) можно вос-
пользоваться n  узлами kx . Степень точности при определенных ус-
ловиях можно увеличить на n  единиц и сделать формулу, верной для 
всех многочленов степени 12 −≤ n . Выясним условия, которым 
должны удовлетворять kA  и kx , чтобы формула имела степень точ-
ности 12 −≤ n . 
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Построим многочлен )())(()( 21 nxxxxxxx −−−=ω K  по уз- 
лам kx . Этот многочлен можно разложить по степеням x : 

K++=ω −1
1)( nn xaxx . Корни этого многочлена совпадают с узла- 

ми kx . К корням многочлена )(xω  предъявляются требования: они 
должны быть действительными, различными и не выходить за гра-
ницы отрезка интегрирования. 

Теорема 1. Для того, чтобы формула (1) была точной для всех 
многочленов степени 12 −≤ n  необходимо и достаточно, чтобы она 
была интерполяционной и многочлен )(xω  был ортогонален по весу 

)(xp  ко всем многочленам )(xQ  степени n< : 

 ∫ =ω
b

a
dxxQxxp 0)()()( .                              (2) 

Доказательство. Проверим необходимость условия. Если форму-
ла (1) верна для многочленов степени 12 −≤ n , то она верна и для 
многочленов степени 1−≤ n  и поэтому должна быть интерполяци-
онной.  

Пусть )(xQ  – любой многочлен степени 1−≤ n . Произведение 
)()()( xQxxf ω=  есть многочлен степени 12 −≤ n  и для него равенст-

во (1) должно быть точным. Но ),,2,1(0)( nkxf k K==  и поэтому 

∫ =ω
b

a
dxxQxxp 0)()()( , 

что доказывает необходимость ортогональности. 
Убедимся в достаточности условий. Пусть f – произвольный 

многочлен степени 12 −≤ n . Разделив f  на ω , можно представить 
f  в форме 

ρ+ω= Qf , 

где )(xQ  и )(xρ  – многочлены степеней 1−≤ n . Так как 0)( =ω kx  то  

),,,2,1()()( nkxxf kk K=ρ=  
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∫ ∫ ∫ ρ+ω=
b

a

b

a

b

a
dxxxpdxxQxxpdxxfxp .)()()()()()()(  

Первый из интегралов правой части равен нулю по условию орто-
гональности. Так как степень )(xρ  не больше 1−n , а формула (1) 
интерполяционная, то должно быть точным равенство 

∫ ∑
=

ρ=ρ
b

a

n

k
kk xAdxxxp

1
).()()(  

Ввиду того, что ),,,2,1()()( nkxxf kk K=ρ=  должно быть вер-
ным равенство 

∫ ∑
=

=
b

a

n

k
kk xfAdxxfxp

1
),()()(  

и формула (1) действительно будет точной для произвольных много-
членов степени 12 −≤ n . Теорема доказана. 

Вопрос о возможности построения квадратурной формулы связан 
с существованием многочлена )(xω  степени n , обладающего свой-
ством ортогональности (2). Если весовая функция )(xp  изменяет 
знак на ],,[ ba  то многочлен )(xω  может не существовать. Корни 
многочлена могут не удовлетворять указанным выше условиям. По-
этому потребуем, чтобы вес )(xp  был неотрицательной функцией на 

],[ ba . Из теории ортогональных многочленов известно, что много-
член )(xω  степени n , ортогональный по весу )(xp  ко всем много-
членам меньших степеней, будет существовать при всяких n . Корни 
многочлена будут действительными, различными и лежать внутри 
отрезка интегрирования. Поэтому справедливо утверждение: 

если вес 0)( ≥xp , то квадратурная формула (1), точная для всяких 
многочленов степени 12 −≤ n , существует при всех K,2,1=n . 

Осталось выяснить, будет ли 12 −n  наивысшей алгебраической 
степенью точности формулы (1). Для знакопостоянного веса спра-
ведлива теорема 2. 
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Теорема 2. Если 0)( ≥xp , то ни при каком выборе kx  и kA  ра-
венство (1) не может быть верным для всех многочленов степени n2 . 

Доказательство. Для многочлена )()( 2 xxf ω= , имеющего сте-

пень n2 , интеграл ∫ >
b

a
dxxfxp 0)()( , так как вес )(xp  неотрицатель-

ный. Квадратурная сумма ∑ = 0)( kk xfA  так как 0)( =kxf . Поэтому 

для )()( 2 xxf ω=  равенство (1) не может быть верным. 

Построим квадратурную формулу, имеющую наивысшую степень 
точности. Для этого рассмотрим систему ортогональных на ],[ ba  
многочленов ),2,1()( K=nxPn  по весу )(xp . Будем считать мно-
гочлены нормированными. Возьмем из этой системы многочлен сте-
пени n . Корни )(xPn  будут узлами kx  разыскиваемой квадратурной 
формулы. 

Коэффициенты kA  определяются равенством, равносильным ра-
венству (4) в лекции 4:  

 ∫ ′−
=

b

a knk

n
k dx

xPxx

xPxpA .
)()(

)()(                          (3) 

Для вычисления интеграла (3) воспользуемся тождеством Кри-
стоффеля–Дарбу, положив в нем kxt = . Тогда оно примет вид 

∑
−

=

+

+ −
−=

1

0

1

1

)()()()(
n

s k

knn

n

n
kss xx

xPxP
a
axPxP , 

где na  означает старший коэффициент в многочлене )(xPn . 

Умножим обе части равенства на )(xp  и проинтегрируем по от-
резку ],[ ba . Поскольку многочлены ортонормированные, то после 
интегрирования получим равенство 

.)()()(1 1
1

dx
xx
xPxpxP

a
a

k

n
b

a
kn

n

n
−

−= ∫+
+
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Отсюда kA  будет иметь вид 

 .
)()(

1

1

1

knknn

n
k xPxPa

a
A

+

+
′

−=                               (4) 

Полученное выражение можно упростить, если использовать ре-
куррентное соотношение между ортонормированными многочленами: 

.0)()( 1
1

1
1

=+ −
−

+
+

kn
n

n
kn

n

n xP
a

a
xP

a
a

 

Коэффициенты kA  примут вид 

 .
)()(

1

11 knknn

n
k xPxPa

a
A

−− ′
=                          (5) 

Отметим, что все коэффициенты квадратурной формулы, имею-
щей наивысшую степень точности 12 −n , положительны. Это следу-
ет из теоремы 3.  

Теорема 3. Если квадратурная формула (1) верна для всевозмож-
ных многочленов степени 22 −n , то все ее коэффициенты kA  поло-
жительны. 

Доказательство. Рассмотрим функцию .)()(
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
ω

=
ixx

xxf  Это мно-

гочлен степени 22 −n  и для него равенство (1) должно быть верным. 
Но 

⎩
⎨
⎧

=ω′
≠

=
.),(

;,0
)( 2 ikx

ik
xf

i
k  

Поэтому  

∫ ω′=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
ωb

a
ii

i
xAdx

xx
xxp ),()()( 2

2
 

.0
)()(

)()(
2

>⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ω′−

ω
= ∫ dx

xxx
xxpA

b

a ii
i  
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Теорема доказана. 
Перейдем к изучению остатка квадратуры. 
Теорема 4. Если f  имеет производную порядка n2  на ],[ ba , то 

существует такая точка ],[ ba∈η ,что для остатка квадратуры наи-
высшей степени точности верно равенство 

 ∫ ≤η≤ω
η

=
b

a

n
badxxxp

n
ffR .,)()(

)!2(
)()( 2

)2(
               (6) 

Доказательство. Построим интерполяционный многочлен )(xH  
степени 12 −≤ n , удовлетворяющий условиям 

).()(),()( kkkk xfxHxfxH ′=′=  

Остаток интерполирования )()()( xHxfxr −=  имеет следующее 
представление: 

( )
( )( )
( ) ( )x

n
fxr

n
2

2

!2
ω

ξ
= , 

где ξ  – некоторая точка, лежащая между x  и узлами kx . 

Таким образом, 

∫ ∫ ∫ ωξ+=
b

a

b

a

b

a

n dxxfxp
n

dxxHxpdxxfxp .)()()(
)!2(

1)()()()( 2)2(  

Поскольку квадратурная формула верна для всех многочленов 
степени 12 −≤ n , а степень  многочлена )(xH  также 12 −≤ n , то  

∫ ∑ ∑
= =

==
b

a

n

k

n

k
kkkk xfAxHAdxxHxp

1 1
)()()()(  

и для остатка квадратуры имеет место равенство 

∫ ωξ=
b

a

n dxxxpf
n

fR .)()()(
)!2(

1)( 2)2(  

Теорема доказана.  
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Далее докажем теорему о сходимости квадратурного процесса. 
Пусть )(xp  – неотрицательная весовая функция на ],[ ba  и 

),1,0()( K=ω nxn  – принадлежащая ей система ортогональных 

многочленов. Пусть ),,2,1()( nkx n
k K= – корни многочлена )(xnω  

и ),,2,1()( nkA n
k K=  – соответствующие им коэффициенты квад-

ратурной формулы наивысшей степени точности.  
Теорема 5. Если отрезок ],[ ba  – конечный и функция f  непре-

рывна на нем, то  

 ∑ ∫
=∞→

=
n

k

b

a

n
k

n
kn

dxxfxpxfA
1

)()( .)()()(lim                  (7) 

Доказательство. Поскольку f  непрерывна на ],[ ba , при любом 
0>ε  найдется такой многочлен )(xP , что для всяких ],[ bax∈  будет 

 .)()( ε<− xPxf                                     (8) 

Очевидно, 

+−≤− ∫ ∫∫ ∑
=

b

a

b

a

b

a

n

k

n
k

n
k pPdxpfdxxfApfdx

1

)()( )(  

+ .)()()(
1 1

)()()()(

1

)()( ∑ ∑∫ ∑
= ==

−+−
n

k

n

k

n
k

n
k

n
k

n
k

b

a

n

k

n
k

n
k xfAxPAxPApPdx  

С учетом формулы (8) 

∫∫ ∫ ε<−
b

a

b

a

b

a
pdxpPdxpfdx  

и  

∑ ∫∑ ∑
== =

ε=ε≤−
n

k

b

a

n
k

n

k

n

k

n
k

n
k

n
k

n
k pdxAxfAxPA

1

)(

1 1

)()()()( .)()(  

Кроме того, если m  – степень многочлена )(xP , то при 
mn ≥−12 , будет выполняться 
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∫ ∑
=

=
b

a

n

k

n
k

n
k xPApPdx

1

)()( )(  

и для таких n  выполняется неравенство 

,2)(
1

)()( ∫∫ ∑ ε<−
=

b

a

b

a

n

k

n
k

n
k pdxxfApfdx  

что доказывает формулу (7) и теорему. 

2. Постоянная весовая функция 
Исторически сложилось так, что первой найденной формулой 

наивысшей степени точности является формула Гаусса. Она служит 
для вычисления интегралов вида  

 ∫
b

a
dxxf ,)(                                               (1) 

взятых по конечному отрезку ],[ ba  с постоянным весом. 

Линейным преобразованием всякий конечный отрезок ],[ ba  мо-
жет быть преобразован в стандартный отрезок. Чтобы сделать более 
простым использование свойств симметрии узлов kx  и коэффициен-
тов kA , за такой стандартный отрезок мы примем [–1, 1] и будем 
считать, что интеграл (1) приведен к виду  

 ∫
−

1

1
.)( dxxf                                             (2) 

Ортогональную систему многочленов с постоянным весом на от-
резке [–1, 1] образуют многочлены Лежандра: 

.)1(
!2

1)(
2

n

nn

nn
dx
xd

n
xP −
=  

Построим квадратурную формулу с n  узлами:  
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∫ ∑
− =

≈
1

1 1

)()( ),()(
n

k

n
k

n
k xfAdxxf                                (3) 

имеющую наивысшую степень точности 12 −n . Узлы ее нужно взять 
в корнях многочлена Лежандра степени n : 

.0)( )( =n
kn xP  

Простые вычисления с помощью формул (4) и (5) разд. 1 этой 
лекции дадут коэффициенты в виде 

  ( )
( )( ) ( )( )[ ] 2'2

1

2
n

kn
n

k

n
k

xPx
A

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=                             (4) 

Выражение остаточного члена формулы Гаусса вычисляется по 
формуле 

 ].1,1[),(
)!2(

)!(
)!2)(12(

2)( )2(
2212

−∈ηη
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
=

+
n

n
f

n
n

nn
fR           (5) 

Контрольные вопросы 
1. Необходимые и достаточные условия для того, чтобы квадра-

турная формула была точной для многочленов степени 12 −≤ n . 
2. Квадратурная формула, имеющая наивысшую степень точно-

сти. 
3. При каких условиях коэффициенты точной квадратурной фор-

мулы положительные? 
4. Остаток квадратуры наивысшей степени точности. 
5. Понятие сходимости квадратурного процесса на примере ко-

нечного интервала и непрерывной функции. 
6. Узлы, коэффициенты и остаток формулы Гаусса. 
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Л е к ц и я 6 

Квадратурные формулы  
с наименьшей оценкой остатка 

1. Задача минимизации остатка  
квадратурной формулы  

В теории квадратур возникла потребность построения формул, 
которые были бы приспособлены для вычисления интегралов от 
функций, принадлежащих заданному классу. Пусть дан класс функ-
ций Ff =}{ . Для каждой функции Ff ∈  остаток квадратуры )( fR  
имеет определенное численное значение 

 ∫ ∑
=

−=
b

a

n

k
kk xfAdxxfxpfR

1
).()()()(                      (1) 

За величину, характеризующую точность квадратурной формулы 
для всех без исключения функций класса F, может быть принято чис-
ло 

 .)(sup)(sup
1

∫ ∑
=

−==
b

a

n

k
kk

ff
xfApfdxfRR                  (2)  

Остаток квадратуры зависит от kx  и kA . Нужно воспользоваться 
возможностями выбора узлов и коэффициентов для того, чтобы при-
дать R  наименьшее значение. На выбор kx и kA  налагаются ограни-
чительные условия. Виды условий связаны с выбором класса F  
функций f  и способа задания самих функций. Об этом говорят сле-
дующие примеры. 
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1. Если функции f  заданы таблично, то мы будем сильно стес-
нены в выборе узлов и должны считать, что kx  берутся только из 
числа табличных значений аргументов.  

2. Пусть мы хотим построить квадратурную формулу, имеющую 
наименьшую оценку остатка для всех функций с непрерывной про-
изводной порядка r , удовлетворяющей условию r

r Mf ≤)( . Чтобы 

можно было выполнить оценку остатка для таких функций, мы 
должны считать, что квадратурная формула верна для всевозможных 
многочленов степени 1−≤ r . Это равносильно выполнению следую-
щего равенства: 

 ∑ ∫
=

−==
n

k

b

a

ii
kk ridxpxxA

1
).1,,1,0( K                   (3) 

Линейным преобразованием отрезок ],[ ba  всегда можно свести к 
отрезку ]1,0[ , будем считать, что это преобразование выполнено. 

2. Минимизация остатка в классах функций )(r
qL  

Функция f  принадлежит классу )(r
qL  )1( ≥q , если f  имеет на 

]1,0[  абсолютно непрерывную производную порядка 1−r  и произ-
водная порядка  r  суммируема со степенью q  на ]1,0[ . 

Всякая функция )(r
qLf ∈  может быть представлена в форме 

 ∑ ∫
−

=

−

−
−

−+=
1

0

1

0

1
)(

)(
,

)!1(
)()()(

!
)0()(

r

i

r
ri

i
dt

r
txtxEtfx

i
fxf          (1) 

где )0()(if  есть числа и )()( tf r  – некоторая измеримая и сумми-
руемая на отрезке ]1,0[  со степенью q  функция. 

Рассмотрим интеграл ∫ ρ
1

0
)()( dxxfx , где )(r

qLf ∈ , весовая функция 

)(xρ  измерима и суммируема на отрезке ]1,0[ . 
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Пусть для приближенного вычисления интеграла взята некоторая 
квадратурная сумма 

 ∫ ∑
=

≈ρ
1

0 1
).(

n

k
kk xfAfdx                                   (2) 

Мы хотим получить формулу, которую будем считать «наилуч-
шей» для всех функций )(r

qLf ∈  )1( ≥q , если равенство (2) является 
точным для всевозможных многочленов степени r< . Если восполь-
зоваться представлением (1) функций класса )(r

qL , то остаток квадра-
туры )( fR  можно привести к виду 
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Рассмотрим множество Ff =}{  функций f , удовлетворяющих 
условию 

1
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Согласно неравенству Гельдера, для )( fR  в классе F  имеет ме-

сто оценка 
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Поэтому точная верхняя граница равна 
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От выбора kx  и kA  зависит только интеграл ( )∫
1

0
dttK p . Нужно 

подобрать веса и узлы таким образом, чтобы интеграл имел наи-
меньшее значение. Если такие kx  и kA  существуют, то соответст-
вующая им квадратурная формула считается «наилучшей» во всем 
классе )(r

qL . 

Задача минимизации ( )∫
1

0
dttK p  может быть истолкована как за-

дача наилучшего приближения в метрике pL  функции 

dx
r

txx
r

)!1(
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−

ρ
−

∫  с помощью функций вида  

.
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−
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=
∑ r

txtxEA
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k
kk  

При произвольных rx),(ρ  и n  такая задача в конечном виде не 
решается. Рассмотрим несколько частных случаев, когда решение 
может быть найдено. 

Будем считать вес постоянным: 1)( ≡xp  и рассмотрим квадратур-
ную формулу 

 ∫ ∑
=

+=
1

0 1
).()()(

n

k
kk fRxfAdxxf                         (6) 

Предположим f  абсолютно непрерывной и производную f ′  
суммируемой со степенью q . Это соответствует случаю 1=r . Фор-
мулу (6) будем считать точной, если 1=f . Тогда коэффициенты 
должны подчиняться условию  

∑
=

=
n

k
kA

1
1 . 

Остаток )( fR  в классе )1(
qL  имеет точную оценку 
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Ядро остатка )(tK  есть кусочно-линейная функция со старшим 
коэффициентом, равным –1, для которой узлы kx  являются точками 
разрыва. Скачок функции )(tK  в узле kx  равен коэффициенту kA . 
Если kx  лежат внутри отрезка ]1,0[ , то на концах при 0=t  и 1=t  
ядро обращается в нуль. 

Задача минимизации интеграла ( )∫
1

0
dttK p  при условии ∑

=
=

n

k
kA

1
1  

дает ответ: узлы kx  должны быть расположены в точках 

),,2,1(
2

12 nk
n

kxk K=
−

= . Коэффициенты kA  все должны быть 

одинаковыми, и так как сумма их равна 1, то ),,2,1(1 nk
n

Ak K== . 

Соответствующая квадратурная формула имеет вид 

 ∫ ∑
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и является хорошо известной формулой прямоугольников с ордина-
тами в средних точках. Остаток ее в классе )1(

qL  имеет оценку 
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3. Минимизация остатка в классах функций rC  
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Функция f  принадлежит классу rC , если она имеет непрерыв-
ную производную порядка r  на отрезке ]1,0[ . Характерное пред-
ставление функций rCf ∈  дается равенством 

 ∑ ∫
−
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−

−
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−+=
1

0

11

0

)(
)(

)!1(
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r

i

r
ri

i
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r
txtxEtfx

i
fxf ,      (1) 

где )0()(if  – любые числа и )()( tf r  – произвольная функция, непре-
рывная на отрезке ]1,0[ . 

Для построения квадратурной формулы  

 ∫ ∑
−

≈
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0 1
)()(

n

k
kk xfAdxxf ,                              (2) 

имеющей наименьшую оценку остатка в rC , мы должны считать, что 
равенство (2) является точным для любого многочлена степени r< . 
Тогда остаток (2) может быть представлен в виде  
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где 
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Рассмотрим множество F  функций rCf ∈ , удовлетворяющих 

условию r
r Mf ≤)( . На F  верна оценка 

( ) ( )∫≤
1

0
dttKMfR r . 

Верхняя грань оценки погрешности 

 ( ) ( )∫≤=
1

0
sup dttKMtRR r

F
.                             (4) 
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Мы должны так подобрать kx  и kA , чтобы ( )∫
1

0
dttK  имел наи-

меньшее значение при выполнении условий  

 )1,,1,0(
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i
kk K .                    (5) 

Положим 1=r  и рассмотрим класс функций, непрерывно диффе-
ренцируемых на отрезке ]1,0[ . В этом случае мы должны требовать, 
чтобы квадратурная формула давала точный результат для постоян-
ной величины, что равносильно выполнению условия связи 

∑
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k
kA

1
1 . 

Ядро )(tK  имеет значение 

∑
=

−−−=
n

k
kk txEAttK

1
)(1)( . 

Решение задачи минимизации остатка в классе функций 1C  имеет 
оценку 

( ) ( ) 11 ,
4
1 Mxf
n

MfR ≤′≤ . 

Рассмотрим класс дважды дифференцируемых функций и поло-
жим .2=r  

Считая, что минимум ядра существует, применим к нахождению 
минимума ядра правила нахождения условного экстремума функции. 
Составим вспомогательную функцию 
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и приравняем нулю ее частные производные по узлам kx  и коэффи-
циентам kA :  
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( ) ( )tKtS sign= , 

 ∫ =λ+λ+−−−=
∂
∂ 1

0
21 0))(()( iii

i
xdttxtxEtS

A
F                  (7) 

).,,2,1( ni K=  

Отсюда видно, что для каждого отрезка ],[ 1+ii xx  должно быть 
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Следовательно, на каждом отрезке ],[ 1+ii xx  ядро )(tK  есть мно-

гочлен второй степени со старшим членом 2
2
1 t , наименее уклоняю-

щийся от нуля в метрике L  на ],[ 1+ii xx . Известно, что среди много-
членов степени n  наименее отклоняться от нуля в метрике L  на от-
резке ]1,1[−  будет многочлен 

( ) ( ) ( )
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==  

В частности, при 2=n  это будет многочлен 
4
1)( 2

2 −= xxP . 

С помощью линейного преобразования ,xht ii +α=  

,
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i
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= +  перейдем от отрезка ]1,1[−  к отрезку 

],[ 1+ii xx . Ядро остатка )(tK  примет вид 
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Исходя из вида ядра )(tK , повторяя рассуждения, проделанные 
ранее, приходим к выводу, что справедливы следующие утвержде-
ния: 

1. Узлы и коэффициенты должны иметь значения 

[ ] ,)1(23,
2

)1(43 1−
−+=

−+
= nhhixi  

.
2

32),1,,2(2 1 hAAnihA ni
+

==−== K  

2. Указанные узлы и коэффициенты доставляют наименьшее зна-

чение интегралу ( )∫
1

0
dttK  и такие значения являются единственными. 

3. Остаток )( fR  квадратурной формулы для указанных узлов и 
коэффициентов имеет в классе 2C  оценку 
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4. Квадратурная сумма ∑
=
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k
kk xfA

1
)( есть сумма Римана и для вся-

кой интегрируемой на отрезке ]1,0[  в смысле Римана функции вы-
полняется равенство  
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4. Задача минимизации оценки остатка  
квадратурной формулы  
с закрепленными узлами 

Построим квадратурную формулу с заданными узлами и с наи-
меньшей оценкой остатка. В приложениях чаще всего встречается 
случай равноотстоящих узлов и постоянной весовой функции. Разде-
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лим отрезок интегрирования ]1,0[  на n  равных частей с шагом 

n
h 1
= . В квадратурной формуле  
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kfAdxxf                               (1) 

можно произвольно выбрать 1+n  коэффициент kA . Если потребо-
вать, чтобы равенство (1) было точным для всевозможных многочле-
нов степени n , то коэффициенты kA  вполне определяются и форму-
ла (1) совпадает с интерполяционной формулой Ньютона – Котеса. 
Будем считать, что формула (1) дает точный результат для многочле-
нов степени nr <−1 . Это накладывает следующие ограничения на 
выбор kA : 
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Если производная порядка 1−r  от f  есть непрерывная функция, 
то остаток квадратуры представим в форме 
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Среди 1+n  чисел kA  остаются произвольными rn −+1  и выбо-
ром их нужно воспользоваться для уменьшения оценки погрешности 
квадратуры. На различных классах функций минимизация проводит-
ся по-разному.  

Рассмотрим класс функций )1(
qL , для которых 
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Если считать, что квадратурная формула будет точной в случае 
const=f  и, следовательно, ее коэффициенты удовлетворяют перво-

му из условий (2), то для таких функций будет верна следующая 
оценка остатка 
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От чисел kA  в оценке погрешности зависит лишь интеграл 

( )∫
1

0
dttK p , и коэффициенты kA  нужно выбрать так, чтобы придать 

интегралу наименьшее значение. Ядро остатка )(tK  имеет в данном 
случае значение 
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и является линейной функцией на каждом из отрезков разбиения 
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В точках разбиения ),,2,1( ni
n
it L==  ядро )(tK  имеет разрыв 

первого рода со скачком iA  и предельные значения его на концах 
отрезка ]1,0[  равны 0A  и nA− . 

Решая задачу на условный экстремум относительно функции 

)(tK  при условии ∑
=

=
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i
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0
1, получим  
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Квадратурная формула, которую мы нашли, является хорошо из-
вестной формулой трапеций 
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и остаток ее )( fR  будет иметь оценку 
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Контрольные вопросы 
1. Точность квадратурной формулы для функций данного класса. 
2. Задача минимизации остатка квадратуры. 

3. Минимизация остатка в классах )(r
qL . 

4. «Наилучшая» квадратурная формула во всем классе функций. 
5. Минимизация остатка в классах rC . 

6. Задача минимизации оценки остатка квадратуры. 
7. Задача минимизации оценки остатка квадратуры с закреплен-

ными концами. 
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Л е к ц и я 7 

Квадратурные формулы,  
содержащие наперед заданные узлы 

1. Общие теоремы 
Иногда возникает необходимость построения таких квадратурных 

формул, часть узлов которых задается заранее, другая часть узлов 
может быть взята произвольно, выбором таких узлов можно распо-
ряжаться для достижения тех или иных целей.  

Рассмотрим квадратурную формулу 

 ∫ ∑ ∑
= =

+≈
b

a

n

k

m

l
llkk afBxfAdxxfxp

1 1
),()()()(                   (1) 

в которой m  узлов maa ,,1 K  фиксированы. Она содержит mn +2  
параметров ),,1(, nkxA kk K= и ),,1( mlBl K= . Попытаемся вы-
брать параметры так, чтобы равенство (1) стало точным для много-
членов возможно более высокой степени. 

Введем два многочлена, связанных с узлами la  и kx : 
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).()()(),()()( 11 nm xxxxxaxaxx −−=ω−−=Ω KK  

За счет выбора коэффициентов kA  и lB  формулу (1) можно сде-
лать верной для многочленов степени 1−+ mn . Чтобы равенство (1) 
было верным для многочленов более высокой степени, нужно специ-
ально подобрать узлы kx . 

Теорема 1. Для того, чтобы формула (1) была точной для много-
членов степени 12 −+ mn , необходимо и достаточно, чтобы: 1) она 
была интерполяционной и 2) многочлен )(xω  был ортогонален на 
отрезке ],[ ba  по весу )()( xxp Ω  ко всякому многочлену )(xQ  степе-
ни n< . 

Доказательство. Необходимость первого условия очевидна, так 
как, если формула (1) верна для всех многочленов степени 1−+ mn , 
то она должна быть интерполяционной. Необходимость второго ус-
ловия проверяется, если положить Qf ωΩ= . Функция f  есть мно-
гочлен, степень которого 12 −+≤ mn . Так как f  в точках la  и kx  
исчезает, то квадратурная сумма для такой функции обращается в 
нуль и будет выполняться условие 

 ∫ =ωΩ
b

a
dxxQxxxp 0)()()()(                                 (2) 

и тогда равенство (1) будет точным. 
Достаточность условий теоремы следует из таких предположений. 

Пусть f  есть произвольный многочлен степени 12 −+ mn . Его 
можно представить в форме  

)()()()( xrxQxxf +ωΩ= , 

где )(xQ  и )(xr  – степени 1−≤ n  и 1−+≤ mn  соответственно. При 
этом очевидно, ),,1()()( mlaraf ll K==  и ),,1()()( nkxrxf kk K== . 

Если выполнено условие ортогональности (2) и формула (1) – ин-
терполяционная, то будет верной следующая цепочка равенств: 

∫ ∫ ∫ ∫ ∑ ∑
= =

=+==+ωΩ=
b

a

b

a

b

a

b

a

n

k

m

l
llkk arBxrAprdxprdxQdxppfdx

1 1
)()(  



 68

                 = ∑ ∑
= =

+
n

k

m

l
llkk afBxfA

1 1
)()( . 

Достаточность условий теоремы доказана. 
Таким образом, построение квадратурной формулы (1), верной 

для алгебраических многочленов степени 12 −+ mn , приводит к на-
хождению многочлена )(xω  степени n , ортогонального на ],[ ba  по 
весу Ωp  ко всякому многочлену меньшей степени. Корни многочле-
на )(xω  должны быть действительными, различными и принадле-
жать отрезку ],[ ba . Кроме того, они должны быть отличны от фик-
сированных узлов ),,1( mlal K= .  

Допустим, что многочлен )(xω , обладающий указанными свойст-
вами, существует. Тогда формула (1) может быть построена и она 
верна для многочленов степени 12 −+ mn . Для изучения алгебраиче-
ской степени точности данной квадратурной формулы получим 
представление остатка. Выполним интерполирование f  на ],[ ba  с 
помощью многочлена )(xH  степени 12 −+≤ mn  по следующим ус-
ловиям: 
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Если f  имеет производную порядка mn +2  во всех точках от-
резка ],[ ba , то остаток интерполирования )()()( xHxfxr −=  пред-
ставим в форме  

.,
)!2(

)()()()(
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2 ba
mn

fxxxr
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<ξ<
+

ξ
ωΩ=

+
 

Для остатка квадратуры )( fR  справедливо равенство 
)()()( rRHRfR += . Поскольку формула (1) верна для всех много-

членов степени 12 −+ mn , то 0)( =HR . Кроме того, во всех узлах 

la  и kx  остаток интерполирования )(xr  обращается в нуль и поэто-
му квадратурная сумма для )(xr  исчезает 
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Следовательно, 
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Отсюда видно, что если  

∫ ≠ωΩ=
b

a
dxpI 02 , 

то степень точности формулы (1) равна 12 −+ mn . 
Формула (1) является интерполяционной, поэтому ее коэффици-

енты должны иметь следующие значения: 

 ∫ Ωω′−
Ωω

=
b

a kkk
k dx

xxxx
xxxpA

)()()(
)()()( ,                     (4) 

 ∫ Ω′ω−
Ωω

=
b

a lll
l dx

aaax
xxxpB

)()()(
)()()( .                     (5) 

Для коэффициентов kA  можно дать другое представление, более 
удобное для вычислений. Допустим, что существует единственная 
система многочленов ),2,1()( K=Π sxs , где sΠ  – ортонормиро-
ванная система по весу )()()( xxpx Ω=ρ  на отрезке ],[ ba . Многочлен 

sΠ  может отличаться от )(xω  только постоянным множителем 

∫ −
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xx
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1 . 

 В лекции 5 для интеграла ∫ −
Π

ρ
b

a k

n dx
xx
xx )()(  были получены сле-

дующие два выражения: 
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Под nα  здесь подразумевается старший коэффициент многочлена 
)(xnΠ . 

Таким образом, коэффициенты квадратурной формулы могут 
быть вычислены по одной из двух формул: 
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1

kknknn

n

kknknn

n
k xxxxxx

A
ΩΠΠ′α

α
=

ΩΠΠ′α
α
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−−+

+ . (6) 

2. Формулы частного вида 
При построении квадратурных формул, рассмотренных в лекции 5, 

все узлы и коэффициенты выбирались так, чтобы каждая из них была 
точной для многочленов возможно более высокой степени. Стремясь 
обобщить эту идею, А. А. Марков рассматривал такие формулы, в 
которых для повышения точности используется произвольный выбор 
коэффициентов kA  и лишь части узлов kx . Другая же часть узлов  
может быть фиксирована любым способом.  

Будем считать функцию )(xp , входящую в интеграл (1) разд. 1, 
неотрицательной: 0)( ≥xp . Чтобы другая весовая функция, участ-
вующая в исследованиях, )()()( xxpx Ω=ρ  сохраняла знак, мы долж-
ны предположить, что )(xΩ также сохраняет свой знак на ],[ ba  и, 
следовательно, ни один из фиксированных узлов la  не лежит внутри 

],[ ba . Если не допускать квадратурных формул с узлами, лежащими 
вне ],[ ba , то мы должны ограничиться рассмотрением следующих 
случаев А. А. Маркова: 

1) 1=m  и берется один фиксированный узел aa =1 ; 

2) 1=m  и фиксирован узел ba =1 . 

Второй случай приводится к первому с помощью линейного пре-
образования tbax −+=  и отдельно рассматриваться не будет. 

3) 2=m  и берутся два фиксированных узла baaa =− 21 , . 

Ввиду знакопостоянства )()()( xxpx Ω=ρ  на ],[ ba , многочлен 
)(xω , ортогональный по весу ρ  на ],[ ba  ко всякому многочлену сте-

пени n< , существует при всяком n . Корни kx  – действительные, 
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простые и все лежат внутри отрезка ],[ ba . Поэтому квадратурные 
формулы (1) разд. 1 точные для всевозможных многочленов степени 

12 −+ mn  и в случаях Маркова могут быть построены при любых n . 
Алгебраическая точность таких формул будет равна 12 −+ mn . 

Построение начнем с первого случая 1=m , aa =1 : 

 ∫ ∑
=

++=
b

a

n

k
kk fRxfAaAfpfdx

1
)()()( .                      (1) 

Наивысшая степень точности формулы равна n2 . 
Здесь axx −=Ω )( ; kx  – корни многочлена sΠ  степени n , орто-

гонального на ],[ ba  по весу )()()( xpaxx −=ρ  ко всякому многочле-
ну степени n< . Используя формулу (6) разд. 1, получаем удобное 
средство для вычисления коэффициентов kA : 
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Пользуясь формулой (5) разд. 1, найдем  

 ∫ ΠΠ= −
b

a
nn dxxxpaA )()()(1 .                              (3) 

Легко показать, что все коэффициенты положительные. 
Если f  имеет непрерывную производную порядка 12 +n , то ос-

таток )( fR  может быть представлен в виде 

 ∫ <η<ω−
+

η
=

+ b

a

n
badxxaxxp

n
ffR .,)())((

)!12(
)()( 2

)12(
       (4) 

Рассмотрим третий случай, когда два заранее заданных узла лежат 
на границах интервала интегрирования baaa n == ,1 : 

 ∫ ∑
=

+++=
b

a

n

k
kk fRxfAbBfaAfdxxfxp

1
)()()()()()( .          (5) 

Наивысшая степень точности такой формулы равна 12 +n ; 
))(()( bxaxx −−=Ω ; kx  – корни многочлена sΠ  степени n , ортого-

нального на отрезке ],[ ba  по весу )())(()( xpbxaxx −−=ρ  ко всяко-
му многочлену меньшей степени. 
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Коэффициенты AAk ,  и B  вычисляются с помощью формул (4) и 
(5) разд. 1: 

 ,
))()(()( 11 bxaxxx
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                (6) 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−−=ω

ω−−ω=

ω−−ω=

∫

∫

−

−

).()()(

,)())(()])(([

,)())(()])(([

1

1

1

n

b

a

b

a

xxxxx

dxxaxxpabbB

dxxbxxpbaaA

K

                 (7) 

Остаточный член )( fR  представим в форме 

 ∫ ω−−
+

η
=

+ b

a

n
dxxbxaxxp

n
ffR )())()((

)!22(
)()( 2

)22(
.             (8) 

Контрольные вопросы 
1. Какие условия необходимы и достаточны, чтобы квадратурная 

формула с фиксированными узлами была точной?  
2. Представление остатка квадратуры для дифференцируемой 

mn +2  раз функции на отрезке ],[ ba  с фиксированными узлами. 

3. Построение квадратурных формул с использованием идеи  
А. А. Маркова. 

4. Квадратурные формулы с одним и двумя закрепленными узлами. 
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Л е к ц и я 8 

Квадратурные формулы  
с равными коэффициентами 

1. Нахождение узлов 

Квадратурные формулы с равными коэффициентами 

 ∫ ∑
=

≈
b

a

n

k
kxfcdxxfxp

1
)()()(                               (1) 

очень удобны при численных расчетах. Это привлекло внимание 
многих ученых и побудило их заняться разработкой теории этих 
формул. Впервые в общем случае задачу о построении таких формул 
сделал П. Л. Чебышев, поэтому квадратурные формулы с равными 
коэффициентами называют формулами Чебышева. 

Формула (1) содержит 1+n  параметров nxxc ,,, 1 K  и выбором их 
можно сделать равенство точным для всевозможных многочленов 
степени n≤ . Требованию точного выполнения формулы (1) для 

1≡f  удовлетворяет следующее уравнение: 
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∫ =
b

a
cndxxp )( , 

откуда можно найти коэффициент 

 ∫=
b

a
n dxxp

n
c )(1 .                                      (2) 

Для нахождения узлов kx  нужно потребовать, чтобы формула (1) 

точно выполнялась для функций nxxxf ,,, 2 K= . В результате полу-
чим систему уравнений 
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Построим многочлен )(xω  степени n , для которого узлы квадра-
турной формулы nxx ,,1 K  будут корнями 

 )())(()( 21 nxxxxxxx −−−=ω K .                        (4) 

От этого многочлена можно перейти к многочлену по степеням x : 

 n
nnn AxAxAxx ++++=ω −− K2

2
1

1)( .                     (5) 

Коэффициенты nAA ,,1 K  будут известными элементарными сим-
метрическими функциями корней. С другой стороны, левые части 
уравнений системы (3) есть суммы степеней корней kx : 

),,2,1(21 nkxxxs k
n

kk
k KK =+++= . 

В правых частях уравнений стоят значения этих функций для 
многочлена (4). 
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В алгебре многочленов хорошо известны соотношения между 
элементарными симметрическими функциями ),,2,1( niAi K=  и 
функциями ),,2,1( nksk K= . Они даются следующими равенства-
ми, которые часто называют соотношениями Ньютона: 
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                     (6) 

Система уравнений позволяет последовательно найти все коэф-
фициенты ),,2,1( niAi K=  по известным значениям ks  из систе-
мы (3). По iA  может быть построен многочлен )(xω . Узлы квадра-
турной формулы найдем, если приравняем нулю многочлен )(xω ; 
корни многочлена и будут узлами kx . По смыслу изучаемой задачи 
узлы kx  должны быть различными, действительными и принадле-
жать отрезку интегрирования. Таким образом, возможно построение 
формулы (1), верной для многочленов ω(x), коэффициенты iA  кото-
рого найдены указанным способом. 

2. Интегралы с постоянной весовой функцией 

Рассмотрим случай, когда весовая функция постоянна. Отрезок 
интегрирования приведем к отрезку ]1,1[−  и рассмотрим квадратур-
ную формулу 

 ∫ ∑
− =

≈
1

1 1
)()(

n

k
kxfcdxxf .                               (1) 

Коэффициент c  и узлы kx  выберем так, чтобы формула (1) дава-
ла точный результат для многочленов степени n . Коэффициент c  
определится из требования, чтобы формула (1) была точной для 

1=f  и будет иметь значение 
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Поскольку  
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система уравнений вида (3) разд. 1 для определения узлов nxx ,,1 K  
будет такой: 
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Коэффициенты многочлена )(xω  должны быть найдены из систе-
мы (6) разд. 1, которая в рассматриваемом случае имеет форму 
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Все коэффициенты kA  нечетных номеров равны нулю и в много-
член )(xω  будут входить либо только четные, либо только нечетные 
степени x : 

K+++=ω −− 4
4

2
2)( nnn xAxAxx . 

Корни )(xω , являющиеся узлами формулы (1), располагаются на 
отрезке ]1,1[−  симметрично относительно точки 0=x . В частности, 
если n  есть число нечетное, то один из корней обязательно равен 
нулю. 

Отметим еще один факт, касающийся точности квадратурных 
формул рассматриваемого вида. Пусть n  – число четное: mn 2= . 
Соответствующие значения kx  должны удовлетворять системе 
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Ввиду того, что 121 +=+ mn  есть число нечетное, а узлы kx  рас-
положены симметрично относительно 0=x , то будет выполняться 
равенство 

011
2

1
1 =+++ +++ n

n
nn xxx K , 

откуда следует, что формула (1) будет точной не только для много-
членов степени n , но также для многочленов степени 1+n .  

Можно построить квадратурные формулы для нескольких первых 
значений n . Далее приведена формула Чебышева (1) 

[ ]∫
−

+++≈
1

1
21 )()()(2)( nxfxfxf

n
dxxf K  

с действительными узлами для 9,7)1(1=n : 

n = 1     x1 = 0; 

2 12 0,577350;n x x= = − =  

3 1 23 0,701107, 0;n x x x= = − = =  
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4 1 3 24 0,794654, 0,187592;n x x x x= = − = = − =  

5 1 4 2 35 0,832498, 0,374541, 0;n x x x x x= = − = = − = =  
n = 6    x6 = –x1 = 0,866247,      x5 = –x2 = 0,422519,      x4 = –x3 = 0,266635; 
n = 7    x7 = –x1 = 0,883862,     x6 = –x2 = 0,529657,     x5 = –x3 = 0,323912; 
            x4 = 0; 
n = 9    x9 = –x1 = 0,911589,     x8 = –x2 = 0,601019,     x7 = –x3 = 0,528762; 
            x6 = –x4 = 0,167906,     x5 = 0. 

 Для 8=n  среди корней многочлена )(xω  будут комплексные 
числа и поэтому формула Чебышева (1) с действительными узлами 
не может быть построена.  

 Вычисление узлов было продолжено для нескольких значений n , 
больших 9, но каждый раз оказывалось, что некоторые из корней 

)(xω  были комплексными и формула Чебышева (1) не могла быть 
построена. В работах С. Н. Бернштейна показано, что построить фор-
мулу Чебышева для 9>n , верную для многочленов степени n , не-
возможно. 

Контрольные вопросы 
1. Нахождение узлов квадратурной формулы с равными коэффи-

циентами. 
2. Нахождение узлов квадратурной формулы с равными коэффи-

циентами и с постоянной весовой функцией. 
3. Увеличивается ли точность квадратурной формулы при четном 

числе узлов?  
4. При каких значениях n  возможно построить точную квадра-

турную формулу Чебышева?  
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Л е к ц и я 9 
Сходимость квадратурного процесса 

1. Проблема сходимости квадратурного процесса 
Рассмотрим последовательность квадратурных формул, число уз-

лов n  в которых может принимать все целые значения K,2,1=n . 
Такая последовательность определяется двумя треугольными матри-
цами: матрицей узлов 
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и матрицей коэффициентов 
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Возьмем квадратурную формулу, соответствующую строкам но-
мера n  этих матриц:  
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Квадратурный процесс, определяемый матрицами X  и A , схо-
дится для функции f , если 
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Сходимость процесса зависит как от свойств интегрируемой 
функции f , так и от выбора квадратурных формул, и задача иссле-
дования сходимости в общем виде состоит в выяснении таких связей 
между свойствами f  и свойствами матриц X  и A . 

Две основные проблемы теории сходимости могут быть сформу-
лированы следующим образом. 

1. Заданы матрицы X  и A , нужно определить, для какого класса 
F  функций f  можно гарантировать выполнение (4). 

2. Задан класс F  функций f  и нужно определить, каким усло-
виям должны удовлетворять матрицы X  и A , чтобы можно было 
гарантировать сходимость квадратурного процесса для всех функций 

Ff ∈ . 

Ограничимся изучением сходимости для случая конечного отрез-
ка интегрирования. 

2. Сходимость квадратурного процесса 
Изучим квадратурный процесс (3) разд. 1, определяемый матри-

цей узлов (1) разд. 1 и матрицей коэффициентов (2) разд. 1. Вес )(xp  
может быть любой суммируемой функцией. Пусть задан некоторый 
класс F  функций f . Нужно выяснить, каким условиям нужно под-
чинить X  и A  для того, чтобы квадратурный процесс сходился для 
всех функций заданного класса.  

Теорема 1. Для того, чтобы квадратурный процесс (3) разд. 1 схо-
дился для всякой функции f , непрерывной на отрезке ],[ ba , необ-
ходимо и достаточно выполнение двух условий: 
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1) процесс сходится для всякого многочлена; 
2) существует число K  такое, что при K,2,1=n  выполняется 

неравенство 

 KA
n

k

n
k ≤∑

=1

)( .                                       (1) 

Доказательство. Если на множестве функций, непрерывных на 
],[ ba , определить норму следующим способом: )(max

],[
xff

ba
= , то 

такое множество можно рассматривать как линейное нормированное 
пространство C  типа Банаха. Квадратурная сумма 

∑
=

=
n

k

n
k

n
kn xfAfQ

1

)()( )()(  и интеграл ∫=
b

a
dxxfxpfI )()()(  есть два ли-

нейных функционала, определенных на C . Значения )( fQn  и )( fI  
принадлежат числовому пространству, которое также принадлежит 
пространству типа Банаха.  

К задаче выяснения условий сходимости квадратурного процесса 
∞→→ nfIfQn ),()( , может быть применена теорема Банаха о 

сходимости последовательности линейных операторов. Необходи-
мым и достаточным условием сходимости является выполнение двух 
требований: 1) сходимость на множестве элементов, всюду плотном 
в пространстве, где определены операторы, и 2) ограниченность в 
совокупности норм операторов. 

За множество, всюду плотное в C , по теореме Вейерштрасса о 
возможности сколь угодно точного равномерного приближения вся-
кой непрерывной функции многочленами может быть принято мно-
жество алгебраических многочленов, и первым требованием в рас-
сматриваемой задаче будет требование сходимости квадратурного 
процесса для всякого многочлена. 

Норма функционала )( fQn  имеет значение 

∑∑
==≤

==
n

k

n
k

n

k

n
k

n
k

f
n AxfAQ

1

)(

1

)()(

1
)(sup  . 
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Выполнение неравенства (1) есть требование ограниченности в 
совокупности норм функционалов )( fQn . Теорема доказана. 

Две следующие теоремы являются следствиями теоремы 1. 

Теорема 2. Если все коэффициенты )(n
kA  неотрицательны, то для 

сходимости квадратурного процесса для данной непрерывной функ-
ции необходимо и достаточно, чтобы он сходился для всякого мно-
гочлена. 

Доказательство. Необходимость условия теоремы очевидна. Дос-
таточность условия видна из того, что для многочлена нулевой сте-
пени 1=f  должна выполняться сходимость 

∫ ∞→→
b

a
n npdxQ ,)1( . 

Поэтому значения K,2,1),1( =nQn  ограничены: KQn ≤)1( . Но  

KQAA
n

k
n

n
k

n

k

n
k ≤== ∑∑

== 1

)(

1

)( )1( , 

и выполняется не только первое, но и второе условие теоремы 1, и 
процесс сходится для всякой непрерывной функции. 

Частный вид теоремы 1 можно сформулировать в виде теоремы 3, 
в которой коэффициенты квадратурной формулы ограничены и ко-
нечны. 

Теорема 3. Для сходимости интерполяционного квадратурного 
процесса для любой непрерывной функции необходимо и достаточно 
выполнение неравенства 

∞<≤∑
=

KA
n

k

n
k

1

)( . 

Доказательство. Второе условие теоремы 1 является также усло-
вием теоремы 3, первое условие теоремы 1 выполнено, так как если 
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f  есть многочлен, то, когда n  станет больше степени многочлена, 

будет выполняться равенство  ( ) ∫=
b

a
n dxfpfQ . 

Выясним условия сходимости квадратурного процесса в классах 
дифференцируемых функций. Введем кусочно-постоянную функцию 

∑
=

−=
n

k

n
k

n
kn xxEAxF

1

)()(
0 )()( . Наряду с ней будем рассматривать пер-

вообразные функции любого порядка r , удовлетворяющие началь-
ным условиям )1,,1,0(0)()( −== rjaF j

nr K : 
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Теорема 4. Для того, чтобы квадратурный процесс (1) при ∞→n  
сходился для всякой функции ],[ baCf r∈ , необходимо и достаточно 
выполнение условий: 

1) процесс сходится для многочлена; 
2) полные вариации первообразных функций порядка r  ),(xFnr  

K,2,1=n , ограничены в совокупности: 

MtFVar nr
b

a
≤)( . 

Доказательство. Если ],[ baCf r∈  при 1≥r , разлагая f  по фор-
муле Тейлора около точки b , можно представить функцию в форме 
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Наоборот, каковы бы ни были числа )()( bf i , непрерывная на от-

резке ],[ ba функция )()( tf r , )(xf , определенная такой формулой, 
принадлежит классу ],[ baCr . 

Остаток квадратуры )( fRn  вычисляется по следующей формуле, 
характерной для класса ],[ baCr : 
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Сходимость квадратурного процесса, ввиду независимости пара-
метров формулы )1,,1,0()()( −= ribf i K  и )()( tf r , равносильна 
тому, что при ∞→n  

 1,,1,0,0])[( −=→− ribxR i
n K                      (4) 

и 

 0)(
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)()()()( 1,
1
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Формулы (4) и (5) означают, что квадратурный процесс должен 
сходиться для всякого многочлена степени 1−≤ r . 

Условие (5) должно выполняться при любой непрерывной функ-
ции )(rf . Если на множестве функций )(rf  ввести норму 

)(max )()( tff r
t

r = , то мы можем его рассматривать как простран-

ство C . По теореме Банаха, стремление )( )(* r
n fR  к нулю при ∞→n  

равносильно выполнению двух требований: 
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1. Функционал )( )(* r
n fR  должен стремиться к нулю на множест-

ве элементов, всюду плотном в C . Но требование 
∞→→ nfR r

n ,0)( )(* , когда )(rf  есть полином любой степени, со-
вместно с формулой (4) эквивалентно тому, что квадратурный про-
цесс должен сходиться для всякого многочлена. 

2. Нормы функционалов )( )(* r
n fR , K,2,1=n , должны быть ог-

раничены в совокупности: 

∫ ∫ =≤−
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= −

−b
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t

a
rn
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n nLdttFdx
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xtxpR K,2,1,)(
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Заметив, что ( )
( )∫ ∫ −
− −b

a

t

a

r
dtdx

r
xtp

!1

1
 не зависит от n , можно сказать, 

что ограниченность норм *
nR  равносильна ограниченности сово-

купности интегралов от )(1, tF rn − : 

∫ =≤−

b

a
rn nMdttF K,2,1,)(1, . 

Так как )()( 1,, tFtF
dt
d

rnrn −= , последние неравенства означают 

MtFnr
b

a
≤)(Var , K,2,1=n  . 

Можно убедиться в том, что все изложенное остается верным и в 
случае 0=r . Теорема 4 доказана. 

Контрольные вопросы 
1. Понятие сходимости квадратурного процесса. 
2. Сформулировать две основные проблемы сходимости.  
3. Какие два условия должны выполняться для того, чтобы квад-

ратурный процесс сходился для всякой непрерывной на конечном 
отрезке функции?  



 86

4. Условие сходимости квадратурного процесса при неотрица-
тельных коэффициентах )(n

kA  для непрерывной функции. 

5. Какие условия необходимы, чтобы квадратурный процесс схо-
дился для всякой функции ],[ baCf r∈ ? 

 

Л е к ц и я 10 

Простейшие способы вычисления  
кратных интегралов 

1. Метод ячеек 
Рассмотрим двойной интеграл по прямоугольнику 

),( β≤≤α≤≤ ybxaG . По аналогии с формулой средних значений 
можно приближенно заменить функцию ее значением в центральной 
точке прямоугольника. Тогда интеграл легко вычисляется: 

.
2

,
2

),)((

),,(),(

β+α
=

+
=

α−β−=
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β

α

ybax

abS

yxfSdydxyxf
b

a
                            (1) 

Для повышения точности можно разбить область интегрирова- 
ния G на прямоугольные ячейки (рис. 1) 

 
Рис. 1 
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Приближенно вычисляя интеграл в каждой ячейке по формуле 
средних и обозначая через iii yxS ,,  соответственно площадь ячейки 
и координаты ее центра, получим 

 ∫∫ ∑≈=
G i

iii yxfSdxdyyxfI ),(),( .                    (2) 

Справа стоит интегральная сумма; следовательно, для любой не-
прерывной ),( yxf  она сходится к значению интеграла, когда диа-
метры всех ячеек стремятся к нулю. 

 Оценим погрешность интегрирования. Формула (1) по самому ее 
выводу точна для const),( =yxf . Но непосредственной подстанов-
кой легко убедиться, что формула точна и для любой линейной 
функции. Действительно, разложим функцию по формуле Тейлора: 

 K+′′η+′′ηξ+′′ξ+′η+′ξ+= yyxyxxyx fffffyxfyxf 22

2
1

2
1),(),( , (3)  

где yyxx −=η−=ξ , , а все производные берутся в центре ячейки. 
Подставляя это разложение в правую и левую части квадратурной 
формулы (1) и сравнивая их, получим выражение погрешности этой 
формулы: 
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Пусть в обобщенной кубатурной формуле (2) стороны прямо-
угольника разбиты соответственно на N и M  равных частей. Тогда 
погрешность интегрирования (4) для единичной ячейки равна 
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Суммируя это выражение по всем ячейкам, получим погрешность 
обобщенной формулы 
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т. е. формула имеет второй порядок точности. 
Обобщим формулу ячеек на более сложные области. Легко ви-

деть, что для линейной функции ),( yxf  формула вида (1) будет 
точна в области произвольной формы, если под S  подразумевать 
площадь области, а под yx,  – координаты центра тяжести, вычис-
ляемые по обычным формулам: 

 ∫∫ ∫∫ ∫∫===
G G G

ydxdy
S

yxdxdy
S

xdxdyS .1,1,         (6) 

Практическую ценность такая кубатурная формула имеет только 
для областей простой формы, где площадь и центр тяжести легко 
определяются, например, для треугольника, правильного много-
угольника, трапеции. Это значит, что обобщенную формулу (2) можно 
применять к областям, ограниченным ломаной линией, поскольку та-
кую область всегда можно разбить на прямоугольники и треугольники.  

Для области с криволинейной границей формулу (2) применяют 
иным способом. Наложим на область G  прямоугольную сетку. Те 
ячейки сетки, все точки которых принадлежат области, назовем 
внутренними; если часть точек ячейки принадлежит области, а 
часть – нет, то назовем ячейку граничной. Площадь внутренней ячей-
ки равна произведению ее сторон. Площадью граничной ячейки бу-
дем считать площадь той ее части, которая попадет внутрь G ; эту 
площадь вычислим приближенно, заменяя в пределах данной ячейки 
истинную границу области на хорду. Эти площади подставим в фор-
мулу (2) и вычислим интеграл. 

Оценим погрешность формулы (2). В каждой внутренней ячейке 
ошибка составляет )( 2−NO  по отношению к значению интеграла по 
данной ячейке. В каждой граничной ячейке относительная ошибка 
есть )( 1−NO , так как центр прямоугольной ячейки не совпадает с 
центром тяжести ячейки, входящей в интеграл ее части. Но гранич-
ных ячеек примерно в N  раз меньше, чем внутренних. Поэтому при 
суммировании по ячейкам общая погрешность будет )( 2−NO , если 
функция дважды дифференцируема, а граница области есть кусочно-
гладкая кривая; это означает второй порядок точности. 
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Вычисление площади граничной ячейки довольно трудоемко, так 
как требует определения положения границы внутри ячейки. Можно 
вычислять интегралы по граничным ячейкам более грубо или не 
включать их в сумму (2). Погрешность при этом будет )( 1−NO , и 
для хорошей точности потребуется более подробная сетка.  

Метод ячеек переносится на большее число измерений.  

2. Последовательное интегрирование 
Рассмотрим интеграл по прямоугольнику, разбитому сеткой на 

ячейки. Его можно вычислить последовательным интегрированием: 

.),()(

,)(),(

∫

∫ ∫ ∫

=

==
β

α

β

α
b

a

b

a

dxyxfyF

dyyFdxdyyxfI
 

Каждый однократный интеграл легко вычисляется на данной сет-
ке по квадратурным формулам. Последовательное интегрирование 
по обоим направлениям приводит к кубатурным формулам, которые 
являются прямым произведением одномерных квадратурных формул  

∑ ∑=≈
i j

jjjiij yFcIyxfcyF ),(),,()(  

или 
 ∑ =≈

ji
jiijjiij cccyxfcI

,
.),,(                             (1) 

Например, если по каждому направлению выбрана обобщенная 
формула трапеций, а сетка равномерная, то веса кубатурной форму-

лы равны 
4
1,

2
1,1=

yx

ij
hh

c
 соответственно для внутренних, граничных 

и угловых узлов сетки. Легко показать, что для дважды непрерывно 
дифференцируемых функций эта формула имеет второй порядок 
точности. 

Вообще говоря, для разных направлений можно использовать 
квадратурные формулы разных порядков точности p и q . Тогда 
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главный член погрешности имеет вид )( q
y

p
x hhOR += . Многократно 

сгущать сетку при этом условии нелегко, если qp ≠ ; поэтому жела-
тельно для всех направлений использовать квадратурные формулы 
одинакового порядка точности. 

Можно подобрать веса и положение линий сетки так, чтобы каж-
дая одномерная квадратурная формула была точна для многочлена 
максимальной степени, т. е. была формулой Гаусса; тогда  
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1
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njiy

abbaxabc

jj

iijiij

≤≤ξα−β+β+α=

ξ−++=γγα−β−=
    (2) 

где γξ,  – нули многочленов Лежандра и соответствующие веса. Эти 
формулы рассчитаны на функции высокой гладкости и дают для них 
большую экономию в числе узлов по сравнению с более простыми 
формулами. 

Метод последовательного интегрирования можно применять к 
области произвольной формы с криволинейной границей. Для этого 
проведем через область хорды параллельные оси Ox, и на них введем 
узлы, расположенные на каждой хорде так, как нам требуется. Пред-
ставим интеграл в виде 

∫

∫∫ ∫
ϕ

ϕ

β

α

=

==

)(

)(

2

1

.),()(

,)(),(

y

y

G

dxyxfyF

dyyFdxdyyxfI
 

Сначала вычислим интеграл по x  вдоль каждой хорды по какой-
нибудь одномерной квадратурной формуле, используя введенные 
узлы. Затем вычислим интеграл по y ; здесь узлами будут служить 
проекции хорд на ось ординат. 

Контрольные вопросы 
1. Кубатурная формула метода ячеек. 
2. Погрешность кубатурной формулы ячеек. 



 91

3. Особенности вычисления кратного интеграла по области с 
криволинейной границей. 

4. Последовательное интегрирование кратного интеграла. 
5. Последовательное интегрирование по произвольной области.  

Л е к ц и я 11 

Метод статистических испытаний 
1. Случайные величины 

Пусть нужно измерить значение некоторой величины ξ , на кото-
рую влияет большое число различных факторов. Мы не можем 
учесть их действие, поэтому заранее не известно, какое значение 
примет эта величина. 

Величину ξ  называют случайной с плотностью распределения 
)(xρ , если вероятность того, что величина примет значения между 

1x  и 2x , равна ∫ ρ
2

1

.)(
x

x
dxx  По смыслу вероятности )(xρ  неотрицатель-

на и нормирована: 

 ∫
+∞

∞−
=ρ≥ρ 1)(,0)( dxxx .                               (1)  

Очевидно, если значения ξ  заключены между ba, , то 0)( =ρ x  
вне указанных пределов и интеграл (1) надо брать только по отрезку 

],[ ba . Величина ξ  может быть дискретной, т. е. принимать только 
определенные значения ix  с вероятностями iρ . Дискретную величи-
ну можно формально объединить с непрерывной, если положить 

∑ ∑ =ρ>ρ−δρ=ρ
i i

iiii xxx ,1,0),()(  

где )( ixx −δ  есть δ -функция. 

Рассмотрим равномерно распределенную случайную величину. 
Для этого введем следующую случайную функцию: 
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 ∫
ξ

∞−
ρ=ξγ dxx)()( .                                        (2) 

Она принимает значения 10 ≤γ≤  и монотонно зависит от ξ . Ве-
роятность того, что γ  лежит между )( 11 ξγ=γ  и )( 22 ξγ=γ , равна 
вероятности того, что ξ  лежит между 1ξ  и 2ξ . А последняя вероят-

ность есть ∫
ξ

ξ
γ−γ=ρ

2

1

12)( dxx , т. е. она равна длине интервала по γ  и 

не зависит от положения этого интервала. Это значит, что )(ξγ  с 
равной вероятностью принимает любое значение на отрезке ]1,0[ . 
Поэтому ее называют случайной величиной, равномерно распределен-
ной на отрезке ]1,0[ . Плотность распределения γ  равна 1)( =γρ  при 

10 ≤γ≤  и 0)( =γρ  вне этого отрезка. 

2. Разыгрывание случайной величины 
Из всех случайных величин проще всего разыгрывать (моделиро-

вать) равномерно распределенную величину γ . Рассмотрим, как это 
делается.  

Возьмем какое-то устройство, на выходе которого с вероятностью 

2
1  могут появляться цифры 0 или 1; появление той или иной цифры 
должно быть случайным. Таким устройством может быть бросаемая 
монета, игральная кость (четно – 0, нечетно – 1) или специальный 
генератор, основанный на подсчете числа радиоактивных распадов.  

Запишем γ  как двоичную дробь K32111 ,0 ααα=γ  и на место по-
следовательных разрядов будем ставить цифры, выдаваемые генера-
тором: например, K010110,011 =γ . Поскольку в первом разряде с 
равной вероятностью могут стоять 0 или 1, это число с равной веро-
ятностью лежит в левой или правой половине отрезка 10 ≤γ≤ . По-
скольку во втором разряде тоже 0 и 1 равновероятны, число с равной 
вероятностью лежит в каждой половине этих половин и так далее. 
Значит, двоичная дробь со случайными цифрами действительно с 
равной вероятностью принимает любое значение на отрезке 10 <γ≤ .  
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Строго говоря, разыграть можно только конечное число разря- 
дов k . Поэтому распределение будет не вполне требуемым; матема-
тическое ожидание γM  окажется меньше 2

1  на величину 12 −−≈ k  
(ибо значение 0=γ  возможно, а значение 1=γ  невозможно). Чтобы 
этот фактор не сказывался, следует брать многоразрядные числа. 

Так как реальные случайные числа имеют погрешности, то вво-
дятся псевдослучайные числа. Реальные генераторы случайных чисел 
не свободны от систематических ошибок: несимметричность монеты, 
дрейф нуля и так далее. Поэтому качество выдаваемых ими чисел 
проверяют специальными тестами. Простейший тест – вычисление 
для каждого разряда частоты появления нуля. Более сложные тесты – 
это вычисление коэффициентов корреляции последовательных чисел 

∑ −γ−γ=κ +
i

ii ))(( 2
112

1  

или групп разрядов внутри числа; эти коэффициенты должны быть 
близкими к нулю. 

Если какая-то последовательность чисел удовлетворяет этим тес-
там, то ее можно использовать в расчетах по методу статистических 
испытаний, не интересуясь ее происхождением. Разработаны алго-
ритмы построения таких последовательностей; символически их за-
писывают рекуррентными формулами 

 )( 1−γ=γ ii f   или   ).,,,( 21 kiiii f −−− γγγ=γ K          (1) 

Такие числа называют псевдослучайными и вычисляют на ЭВМ. 
Наиболее употребителен несложный алгоритм, связанный с выде-

лением дробной части произведения  
 { },1−γ=γ ii A                                             (2) 

где A  – очень большая константа, фигурные скобки обозначают 
дробную часть числа. Строго говоря, закономерность псевдослучай-
ных чисел должна быть незаметна по отношению к требуемому ча-
стному применению. 

Перейдем к произвольному распределению случайной величины. 
Для разыгрывания случайной величины с неравномерным распреде-
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лением )(xρ можно воспользоваться формулой (2) разд. 1. Разыграем 
γ  и определим ξ  из равенства 

∫
ξ

∞−
ρ=γ

i

dxxi )( . 

Если интеграл берется в конечном виде и формула несложная, то 
это наиболее удобный случай. Для некоторых важных распределе-
ний – Гаусса, Пуассона – соответствующие интегралы не берутся и 
разработаны специальные способы разыгрывания. 

3. Вычисление интеграла 
Значение случайной функции )(ξf  заключено между )(xf  и 

)( dxxf + , если ξ  заключено между x  и dxx + ; вероятность этого 
события равна dxx)(ρ . Математическое ожидание случайной функ-
ции и ее дисперсия соответственно равны 

 ∫
+∞

∞−
ρ=ξ dxxxfMf )()()( ,                              (1) 

 [ ] [ ]∫
+∞

∞−
ξ−ξ=ρξ−=ξ .)()()()()()( 222 fMfMdxxfMxffD  (2) 

Таким образом, одномерный интеграл можно рассматривать как 
математическое ожидание случайной функции )(ξf , аргумент ко-
торой есть случайная величина с плотностью распределения )(xρ . 

Существует два способа вычисления статистического вычисления 
интегралов. 

Первый способ статистического вычисления интегралов. Матема-
тическое ожидание можно приближенно вычислить на основании 
центральной предельной теоремы теории вероятностей: если η  есть 
случайная величина, то среднее арифметическое многих испытаний 

∑
=
η=ζ

N

i
iN N 1

1 тоже есть случайная величина с тем же математи-

ческим ожиданием η=ζ MM N , причем при ∞→N  распределение 
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Nζ  стремится к гауссову (нормальному) распределению с дисперси-

ей η=ζ D
N

D N
1 . 

При большом числе испытаний дисперсия Nζ  мала, т. е. значение 
среднеарифметического с хорошей вероятностью будет близко к ма-
тематическому ожиданию. Поэтому можно положить 

 ∫ ∑
+∞

∞− =
ξ≈ρ

N

i
if

N
dxxxf

1
)(1)()( ,                             (3) 

где ξ  – случайная величина с плотностью распределения )(xρ . Оце-
ним дисперсию отдельного испытания по формуле (2), заменяя в ней 
математические ожидания на суммы типа (3); тогда дисперсия сред-
неарифметического значения приближенно равна  

 .)(1)(1
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1
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iiN f
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f
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     (4)  

Появление делителя 1−N  вместо N  перед фигурной скобкой обос-
новывается в теории вероятностей; правда, это существенно при 
очень малых числах испытаний.  

Ответ в методе статистических испытаний носит вероятностный 
характер и в принципе может сколь угодно сильно отличаться от 
значения интеграла. Однако, согласно свойствам нормального рас-
пределения, с вероятностью 99,7 % ошибка не превосходит 3 NΔ . 

Вероятной называют ошибку 0,675 NΔ , соответствующую 50%-й 
вероятности; реальная ошибка обычно близка к этой величине – 
примерно вдвое больше или меньше. Таким образом , выполняя рас-
четы по формулам (3)–(4), мы одновременно с интегралом получаем 
неплохую оценку ошибки.  

При увеличении числа испытаний N  погрешность ответа будет 

убывать примерно как 
N
1 . Поэтому на точность выше 0,1 % в ме-

тоде статистических испытаний трудно рассчитывать. В сложных 
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задачах погрешность возрастает до 1…10 %. Поскольку погрешность 

имеет вероятностный характер, то зависимость 
N
1 относится не к 

самой погрешности, а лишь к ширине доверительного интервала. По-
этому нельзя приписывать методу статистических испытаний стро-
гий порядок точности. 

Второй способ статистического вычисления применяется к инте-

гралам вида ∫
1

0
)( dxxf , причем на отрезке интегрирования 

1)(0 ≤≤ xf . Произвольный интеграл можно привести к такому виду 
линейной заменой масштабов. 

Возьмем случайные числа iγ , равномерно распределенные на 
единичном отрезке. Будем рассматривать последовательные пары 
чисел ),( 122 +γγ ii  как координаты ),( ii yx  точек в единичном квад-
рате на плоскости yx,  (рис. 1).  

 
Рис. 1 

Эти точки будут случайными и равномерно распределенными в 
этом квадрате. Поэтому вероятность попадания точки под кривую 

)(xfy =  равна величине площади, заключенной под кривой, т. е. 
искомому интегралу. Условие попадания точки под кривую есть 

)( 212 ii f γ<γ + ; та доля общего числа испытаний, которая удовлетво-
ряет этому условию, дает приближенное значение интеграла. 

4. Кратные интегралы 
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Второй способ легко обобщается на многомерные интегралы 
∫=
G

dxdydzzyxfI ),,(  по единичному кубу G  (для определенности 

мы выбираем трехмерное пространство), если 1),,(0 ≤≤ zyxf  внут-
ри этого куба. Рассмотрим куб в четырехмерном пространстве 

uzyx ,,,  и случайные равномерно распределенные в нем точки; коор-
динатами этих точек будут последовательные четверки случайных 
чисел 3,2,1,0,4 =γ + kki . Доля случайных точек, удовлетворяющая 
неравенству ),,( 2414434 +++ γγγ<γ iiii f , даст приближенное значе-
ние искомого интеграла. Чем больше число измерений, тем более 
жесткими тестами нужно проверять качество псевдослучайных чи-
сел, используемых в расчете. 

Для гладких функций можно получить более хорошие результаты 
при несложном построении сетки, если выбрать число узлов mkN = , 
где m  – число измерений. Разобьем единичный куб на N  кубиков со 

стороной 
k
1 , в каждом кубике выберем одну случайную точку и вы-

числим по этим точкам интеграл. Дисперсия этого метода есть 

)(
1

2
1

mN NO
−−

=Δ , т. е. она меньше оценки )( 2
1

−
NO , получающейся 

при обычном применении метода Монте-Карло. 
Поскольку дисперсия второго способа велика, первый способ ста-

тистического вычисления интегралов точнее. Пусть 0),,( ≥ρ zyx  
есть многомерная плотность распределения некоторой случайной 
величины. Тогда аналогично одномерному случаю,  

 ∑∫
=

ζηξ≈ζηξ=ρ
N

i
iii

G
f

N
Mfdxdydzzyxzyxf

1
).,,(1),,(),,(),,(        (1) 

Как найти случайную трехмерную точку с заданным распределе-
нием плотности по тройке равномерно распределенных случайных 
чисел 23133 ,, ++ γγγ iii ? Для этого надо свести разыгрывание много-
мерной плотности к последовательным разыгрываниям одномерных 
случайных величин с плотностями )(),(),( zRyRxR . 
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Для разыгрывания координаты x  построим одномерную плот-
ность распределения по этой координате при произвольных осталь-
ных координатах 

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
ρ= dydzzyxxR ),,()( . 

Очевидно, функция )(xR  неотрицательна и нормирована на еди-
ницу, т. е. удовлетворяет предъявленным к плотности требованиям. 
Поэтому формула разыгрывания имеет вид 

∫
ξ

∞−
=γ

i

dxxRi )(3 . 

Теперь одна координата разыграна. Надо найти плотность распре-
деления по второй координате при фиксированной первой координа-
те и произвольной третьей. Если первую координату зафиксировать, 
а по третьей проинтегрировать, то полученное выражение не удовле-
творит условию нормировки (интеграл по y  не равен 1). Нормируя 
его, получим искомую плотность 

∫
+∞

∞−

− ξρξ=ξ dzzyRyR iii ),,()(),( 1 . 

Вторая координата разыгрывается по формуле 

dyyR
i

ii ),(13 ∫
η

∞−
+ ξ=γ . 

Плотность распределения по третьей координате при фиксиро-
ванных первых двух координатах пропорциональна ),,( zii ηξρ . Для 
нормировки надо положить  

),,(),()(),,( 11 zRRzR iiiiiii ηξρξηξ=ηξ −−  , 

тогда интеграл по ячейке равен единице. Соответственно формула 
разыгрывания имеет вид 

∫
ζ

∞−
+ ηξ=γ

i

dzzR iii ),,(23 . 
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Подставляя полученные координаты в формулу (1), вычислим ис-
комый интеграл. 

Нелегко подобрать такой вид плотности ),,( zyxρ , чтобы она содер-
жала основные особенности подынтегральной функции. Обычно пыта-
ются выделить плотность вида )()()(),,( 321 zyxzyx ρρρ=ρ , ибо тогда 
каждая координата разыгрывается независимо от остальных и легче по-
добрать интегрируемые выражения для одномерных плотностей. 

Какими методами удобнее вычислять интегралы – сеточными или 
статистическими? Точность метода статистических испытаний неве-
лика, и для однократных интегралов он явно невыгоден.Для многих 
измерений положение резко меняется. 

Пусть функция m  переменных интегрируется по сеточным фор-
мулам p -го порядка точности, причем сетка имеет n  шагов по каж-

дой переменной. Тогда полное число узлов есть mnN = , а погреш-
ность расчета pn−≈ε . Поэтому число узлов, требуемое для дости-

жения данной точности ε , есть ≈N p
m

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ε
1 ; оно экспоненциально 

растет при увеличении числа измерений.  
При интегрировании методом статистических испытаний погреш-

ность 2
1

−
≈ε N . Поэтому полное число узлов есть 

21
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ε

≈N  незави-

симо от числа измерений.  
Очевидно, если число измерений pm 2< , то сеточные методы 

требуют меньшего числа узлов и более выгодны. Если pm 2> , то 
статистические методы выгодней. Чем больше число измерений, тем 
больший выигрыш дают статистические методы.  

Контрольные вопросы 
1. Понятие случайной величины. 
2. Равномерное распределение случайной величины.  
3. Разыгрывание случайной величины. 
4. Псевдослучайные числа.  
5. Вычисление интеграла методом Монте-Карло. 
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6. Вычисление кратных интегралов сеточным методом. 
7. Вычисление кратных интегралов статистическим методом. 
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