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ñ ÉÓÐÙÔÙŒÁÌ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÕŒÓÔŒÁ, ÇÏÔÏŒÑ ËÎÉÇÕ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÉÚ-
ÄÁÎÉÀ. íÎÅ ÂÙÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ ŒÓÅ ÏÛÉÂËÉ É ÏÐÅÞÁÔËÉ,
ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÌÅÇËÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ
ÏÛÉÂËÉ ÂÙÌÉ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙ, Á ÏÐÅÞÁÔËÉ ÎÅÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙ.

ôÒÕÄÎÅÅ ÂÙÌÏ ÒÅÛÉÔØ, ÎÁÄÏ ÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÔÅËÓÔ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÐÉÓÏË
ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ. œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ Ñ ÒÅÛÉÌ, ÞÔÏ ËÎÉÇÁ Œ ÜÔÏÍ ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ.
çÌÁŒÎÁÑ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÎÉÇÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÞÉÔ
ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÁŒÙËÁÍ. îÉ
ÏÄÎÁ ËÎÉÇÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓÞÅÒÐÁÔØ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÅÒØÅÚÎÕÀ
ÏÂÌÁÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÁË ÂÙ ÎÉ ÓÔÁÒÁÌÓÑ ÁŒÔÏÒ.

ðÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÁŒÎÙÍ ÄÁŒÎÏ ÓÔÁÌÉ ÑÚÙËÏÍ
É ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÏÒÕÄÉÅÍ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÉÓÞÅÒÐÁÔØ ÜÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ. œÏÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ. œ ÉÀÌÅ 2000 ÇÏÄÁ Œ MathSciNet, ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ
áÍÅÒÉËÁÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÝÅÓÔŒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÒÅ-
ÆÅÒÁÔÉŒÎÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ Mathematical Reviews, ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÅËÕÎÄ ËÏÍ-
ÐØÀÔÅÒÎÏÇÏ ÐÏÉÓËÁ ÓÌÏŒ Ăpseudodi¸erential operatorĄ (ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ) Ñ ÎÁÛÅÌ 3695 ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ 363 ËÎÉÇÉ),
Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÌÏŒ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÎÁÚŒÁÎÉÉ ÉÌÉ ÒÅÆÅ-
ÒÁÔÅ. (ôÁÍ ÖÅ ÎÁÛÌÏÓØ 963 ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ Ăpseudo-di¸erential
operatorĄ, ÎÏ Ñ ÎÅ ÓÍÏÇ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÏŒÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ
ÓÐÉÓËÏŒ.)

œÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÉÓËÁ ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ ŒÁÖÎÅÊÛÉÍ ÔÅÍÁÍ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ:

Fourier Integral operator: 1022 ÉÓÔÏÞÎÉËÁ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ 105 ËÎÉÇ),
Microlocal analysis: 500 ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ (82 ËÎÉÇÉ),
Spectral asymptotic: 367 ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ (56 ËÎÉÇ),
Eigenvalue asymptotic: 127 ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ (21 ËÎÉÇÁ),
Pseudodi¸erential operator AND spectral theory: 142 ÉÓÔÏÞÎÉËÁ
(36 ËÎÉÇ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ Õ ÍÅÎÑ ÐÒÉ ÐÏÉÓËÅ Œ ÂÁÚÅ
ÄÁÎÎÙÈ ÉÚÄÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ çÅÒÍÁÎÉÉ ÒÅÆÅÒÁÔÉŒÎÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ Zentralblatt.
é ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ 132 ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ,
ËÏÔÏÒÕÀ Ñ ÓÞÉÔÁÌ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÝÅÊ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ,
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Ñ ÎÅ ÍÏÇÕ ÕÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ËÎÉÇÉ
(Œ ÈÒÏÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ):

B r u n i n g J., G u i l l e m i n V. (eds.) Mathematics Past and Present.
Fourier Integral Operators. Selected Classical Articles by J. J. Duister-
maat, V. W. Guillemin and L. Hormander, Springer-Verlag, 1994.

S a f a r o v Yu., V a s s i l i e v D. The Asymptotic Distribution of Eigen-
values of Partial Di¸erential Operators, Amer. Math. Soc., 1997.

I v r i i V. Microlocal Analysis and Precise Spectral Asymptotics. Springer-
Verlag, 1998.

üÔÉ ËÎÉÇÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ-ÍÏÅÍÕ, ÎÅÄÏÓÔÁŒÁÌÏ
ÕÖÅ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚÄÁÎÉÉ: ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÎÙÈ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉË ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÄŒÉÎÕÔÏÇÏ ÍÉËÒÏÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (Œ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, Œ ÐÏÍÏÝØÀ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ æÕÒØÅ).

ðÏ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ Ñ ÒÅÛÉÌ ÎÅ ÄÏÐÏÌÎÑÔØ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ,
ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÕÀ Œ ËÏÎÃÅ ËÎÉÇÉ, Á ÌÉÛØ ÕÔÏÞÎÉÌ ÅÅ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏÂÁŒÉÌ
ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÎÏŒÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ ÓÔÁÒÙÈ ËÎÉÇ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÍÎÅ ÂÙÌÏ
ÉÚŒÅÓÔÎÏ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÎÏŒÙÈ ÉÚÄÁÎÉÊ).

ñ ÄÏÂÁŒÉÌ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂ�ÑÓÎÅÎÉÑ Œ ÔÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÇÄÅ ÜÔÏ ËÁÚÁÌÏÓØ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ. ñ ÏÞÅÎØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ ÒÕÓÓËÏÇÏ É ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ
ÉÚÄÁÎÉÊ, ÕËÁÚÁŒÛÉÍ ÍÎÅ ÎÅÑÓÎÙÅ ÍÅÓÔÁ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚÄÁÎÉÉ. ë ÓÏÖÁÌÅ-
ÎÉÀ, Õ ÍÅÎÑ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ ÉÍÅÎÁ ŒÓÅÈ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÍÏÇÌÉ
ÍÎÅ ŒÙÑŒÉÔØ ŒÓÅ ÎÅÑÓÎÙÅ ÍÅÓÔÁ. œÓÅ ÖÅ Ñ ÈÏÞÕ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ðÁÂÌÏ òÁ-
ÍÁÈÅÒÁ (Pablo Ramacher, Humboldt University, Berlin) ËÁË ÎÅÄÁŒÎÅÇÏ É
ŒÅÓØÍÁ ÄÏÂÒÏÓÏŒÅÓÔÎÏÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÏ ÍÎÅ ŒÅÓØ-
ÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙ.

ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ É ÓÅÊÞÁÓ ÍÏÖÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØ ÓŒÏÀ ÇÌÁŒÎÕÀ
ÒÏÌØ: ÕÞÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ËÒÁÓÉŒÏÊ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.

í. á. ûÕÂÉÎ
9 ÁÐÒÅÌÑ 2001 ÇÏÄÁ
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ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ŒÙÛÌÏ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏ ËÎÉÇ ÐÏ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ (Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÉÈ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ Œ
ÍÏÍÅÎÔ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÅ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÁ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÔÁËÁÑ ËÎÉÇÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅ-
ÎÅÅ, Ñ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÁ ŒŒÉÄÕ ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ
É ÐÏÄÈÏÄÁ, ÎÁÃÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÄÅÉ, ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ
ËÎÉÇÅ ÎÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÑÚÙËÅ. üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ë ÍÅÔÏÄÕ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ
ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉË {{ ÓÍ. ÇÌÁŒÕ IV, Á ÔÁË-
ÖÅ ÏÂÚÏÒ ó. ìÅŒÅÎÄÏÒÓËÏÇÏ Œ Acta Applicandae Mathematicae *).

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÎÏÇÏ ÎÏŒÏÇÏ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ Œ ÔÅÏÒÉÉ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÙÈÏÄÁ
ÒÕÓÓËÏÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ. óÁÍÙÅ ŒÁÖÎÙÅ ÎÏŒÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÔÒÁÖÅÎÙ Œ ÐÅÒÅ-
ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑÈ.

í. á. ûÕÂÉÎ
3 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1985 ÇÏÄÁ

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
å Ç Ï Ò Ï Œ à. œ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÐÒÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄ-

ÎÙÈ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. í., íÉÒ, 1984.
è č Ò Í Á Î Ä Å Ò, ì. áÎÁÌÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, Ô. 1{{4. í., íÉÒ, 1986{{1988.
H e l f f e r, B. Th«eorie spectrale pour des op«erateurs globalement elliptiques. Ast«erisque,

112. Soci«et«e Math«ematique de France, Paris, 1984.
I v r i i, V. Precise spectral asymptotics for elliptic operators. Lecture Notes in Mathe-

matics, 1100. Springer {{ Verlag, Berlin, 1984.
K u m a n o - g o, H. Pseudodi¸erential operators. MIT Press, Cambridge, Mass. Lon-

don, 1981.
ò É Ä, í., ó Á Ê Í Ï Î, â.. íÅÔÏÄÙ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, Ô. 1{{4,

í., íÉÒ, 1977{{1982.
ò Å Í Ð Å Ì Ø û., û Õ Ì Ø Ã Å, â. œ. ôÅÏÒÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÁÅŒÙÈ ÚÁÄÁÞ.

í., íÉÒ, 1986.
ô Å Ê Ì Ï Ò, í. ðÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. í., íÉÒ, 1985.
ô Ò Å Œ, æ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ æÕÒØÅ, Ô. 1, 2. í., íÉÒ, 1984.

*) ôÅÐÅÒØ ŒÙÛÌÁ É ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ: L e v e n d o r s k i i S. Asymptotic distribution
of eigenvalues of di¸erential operators. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1990.
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ôÅÏÒÉÑ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ðäï)
ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÌÏÄÁ: Œ ÓŒÏÅÊ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÓÏÚÄÁÎÁ Œ ÓÅ-
ÒÅÄÉÎÅ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏŒ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÄŒÉ-
ÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, ÞÔÏ ÂÅÚ ðäï ÕÖÅ ÔÒÕÄÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ
ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÚÉËÕ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙ ðäï
ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. õÖÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ-
ÎÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ÉÌÉ ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ) ŒÙŒÏÄÑÔ ÚÁ ËÌÁÓÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏŒ, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÌÁÓÓ ðäï. œÁÖÎÁ ÒÏÌØ
ðäï Œ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðäï ÐÏÑŒÌÑÀÔ-
ÓÑ ÐÒÉ ÓŒÅÄÅÎÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ðäï ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÅ ËÁË ÓÁÍÏÃÅÌØ,
Á ËÁË ÍÏÝÎÏÅ É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÓÔŒÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ (ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ
É ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ). œ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ðäï ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÏŒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÏ É ÉÎÁÞÅ ŒÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÓÔÁ-
ÒÙÅ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ É ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ
ÆÁËÔÏŒ. ôÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ðäï ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
æÕÒØÅ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ éïæ), ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌ
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ œ. ð. íÁÓÌÏŒÁ. ðÒÉÍÅÒÏÍ éïæ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ-
ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, éïæ ÉÇÒÁÀÔ ÔÕ ÖÅ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ
ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÞÔÏ ðäï Œ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

ïÄÎÏÊ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ðäï É éïæ
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. úÄÅÓØ ŒÁÖ-
ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ,
ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÞÔÉ-ÐÒÏÅËÔÏÒÁ). ó ÐÏÍÏÝØÀ ðäï Î éïæ ÐÏÌÕÞÁÅÔ-
ÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ “-ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÒÑÄ
ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔÁÎÎÏÍ É ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÎÏÍ ŒÉÄÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÕÒÓÁ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ðäï É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ,
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ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ÁŒÔÏÒÏÍ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ.
ãÅÌØ ÜÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÌÏÖÅ-
ÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ðäï É éïæ Œ ÓŒÑÚÉ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÜÌÌÉÐÔÉ-
ÞÅÓËÉÈ É ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁŒÔÏÒ ÓÔÁÒÁÌÓÑ, Ó
ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÕÐÎÙÍ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ, ÚÎÁËÏ-
ÍÙÈ Ó ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ËÕÒÓÏÍ ÁÎÁÌÉÚÁ-III (ŒËÌÀÞÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÔÅÏ-
ÒÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ), É, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏŒÅÓÔÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏ
ÕÒÏŒÎÑ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÈ ÖÕÒÎÁÌØÎÙÈ ÓÔÁÔÅÊ. œÓÅ ÜÔÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÏ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÖÅÓÔËÏÇÏ ÏÔÂÏÒÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏŒÌÉÑÌÉ
É ÌÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ÁŒÔÏÒÁ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ
Œ ÇÌÁŒÅ I É Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ 1, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÍ ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ § 17 É § 18
ÇÌÁŒÙ III (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ § 17 ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÐÒÅÄ-
ÛÅÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, Á § 18 ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÁ ÇÌÁŒÕ I). œÓÅ ÜÔÏ ÍÙ
ÕÓÌÏŒÎÏ ÏÂ�ÅÄÉÎÉÍ Œ ÐÅÒŒÙÊ ËÏÎÃÅÎÔÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ðäï É ŒÏÌÎÏŒÙÈ ÆÒÏÎÔÏŒ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏ ÍÎÅÎÉÀ ÁŒÔÏÒÁ, ÜÔÏÔ ËÏÎÃÅÎÔÒ ÐÏÌÅÚÅÎ ŒÓÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÁÍ, ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÕÀÝÉÍÓÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ
Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ËÏÎÃÅÎÔÒ
ÍÏÖÅÔ ÉÚÕÞÁÔØÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÏÓÔÁÌØÎÏÇÏ.

çÌÁŒÙ II É III ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ ËÏÎ-
ÃÅÎÔÒÙ. éÚ ÇÌÁŒÙ II ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÚÎÁÅÔ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É
“-ÆÕÎËÃÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÀÓÁÈ “-ÆÕÎËÃÉÉ
ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ
ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œ ÜÔÏÊ ÖÅ ÇÌÁŒÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË
ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÇÒÕÂÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ. œ ÇÌÁŒÅ III ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÒÑÄ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÄÅÓØ
ÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ ÔÅÏÒÉÉ éïæ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÎÁ ÜÔÏÍ
ÐÕÔÉ, ÈÏÔÑ É Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ éïæ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ
ÚÁ ÒÁÍËÉ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ, ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏ-
ÄŒÉÖÅÎÉÑ Œ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ ĂëÒÁÔËÉÅ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ
ÕËÁÚÁÎÉÑĄ).

îÁËÏÎÅÃ, ÇÌÁŒÁ IV É ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ 2 É 3 *) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ (ÞÅÔ-
ŒÅÒÔÙÊ) ËÏÎÃÅÎÔÒ. úÄÅÓØ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ðäï Œ R

n, ŒÏÚÎÉËÛÁÑ Œ ÓŒÑÚÉ
Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ.

*) äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 3 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁ-
ÌÉÚÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ Œ ÇÌÁŒÅ IV É ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ.
ðÒÏÄŒÉÎÕÔÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ, ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÜÔÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÚÁÇÌÑÄÙŒÁÔØ Œ
ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 3 ÉÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÓÐÒÁŒÏË, Á ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏ-
ÞÅÓÔØ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 3 ÃÅÌÉËÏÍ.
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îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÍÅÓÔÅ Œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ É ÚÁÄÁÞ. œËÒÁ-
ÐÌÅÎÎÙÅ Œ ÔÅËÓÔ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÎÅÏÔ�ÅÍÌÅÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ, É,
ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÎÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ Œ
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. œÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ É ÎÅ
ÄÏËÁÚÁÎÙ Œ ÔÅËÓÔÅ ÌÉÛØ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÏÝÅ ÐÏÎÑÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØ-
ÎÏ, ÞÅÍ ÐÒÏÞÅÓÔØ. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÖÅ ÚÁÄÁÞ, ÏÂÙÞÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÈ, ÞÅÍ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, Œ ÔÅËÓÔÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÈÏÔÑ É ÒÁÚŒÉŒÁÅÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÍÁÔÅ-
ÒÉÁÌ Œ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÎÁÐÒŒÌÅÎÉÑÈ. úÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ËÏÎÔÒÏÌÑ
ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ, ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÌÕÞÛÅÇÏ ÕÓŒÏÅÎÉÑ
ÐÏÎÑÔÉÊ É ÍÅÔÏÄÏŒ. ïÄÎÁËÏ ŒÒÑÄ ÌÉ ÓÔÏÉÔ ÒÅÛÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÄÒÑÄ,
ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÚÁÔÏÒÍÏÚÉÔØ ÐÒÏÄŒÉÖÅÎÉÅ ŒÐÅÒÅÄ. œÅÒÏÑÔ-
ÎÏ, ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÛÁÔØ ÔÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ
ËÁÖÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ. œ ÚÁÄÁÞÁÈ, ËÁË É Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ
ÔÅËÓÔÅ, ÐÏÍÉÍÏ ÕÖÅ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÉËÁËÉÅ
ÓŒÅÄÅÎÉÑ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ.

áŒÔÏÒ ÎÁÄÅÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ËÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ ËÁË ÎÁÞÉÎÁ-
ÀÝÉÍ, ÔÁË É ÂÏÌÅÅ ÏÐÙÔÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ, ÖÅÌÁÀÝÉÍ ÂÙÓÔÒÏ ÏÚÎÁËÏ-
ÍÉÔØÓÑ Ó ðäï É ÉÈ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÍÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅÍ,
ËÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÅÅ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Ñ ÈÏÞÕ ÐÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ œ. é. âÅÚÑÅŒÁ, ô. å. âÏÇÏ-
ÒÏÄÓËÕÀ, ô. œ. çÉÒÀ, á. é. çÕÓÅŒÁ, œ. à. ëÉÓÅÌÅŒÁ, ó. í. ëÏÚÌÏŒÁ,
í. ä. íÉÓÓÁÒÏŒÁ É á. ç. óÅÒÇÅÅŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÍÏÇÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ É ÏÂÒÁ-
ÂÏÔÁÔØ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÌÅËÃÉÉ; œ. î. ôÕÌÏŒÓËÏÇÏ, ÒÁÓÓËÁÚÁŒÛÅÇÏ ÍÎÅ ÓŒÏÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ É ÒÁÚÒÅÛÉŒ-
ÛÅÇÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÅÇÏ Œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ; œ. ì. òÏÊÔÂÕÒÄÁ, ÎÁÐÉÓÁŒÛÅÇÏ ÐÏ ÍÏÅÊ
ÐÒÏÓØÂÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 2; œ. ñ. éŒÒÉÑ É œ. ð. ðÁÌÁÍÏÄÏŒÁ, ÐÒÏÞÉÔÁŒÛÉÈ
ÒÕËÏÐÉÓØ É ÓÄÅÌÁŒÛÉÈ ÒÑÄ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅÈ, ËÔÏ ÔÅÍ
ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÍÏÇÁÌ ÍÎÅ Œ ÒÁÂÏÔÅ.

í. á. ûÕÂÉÎ
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ç ì á œ á I

ïóîïœù ôåïòéé
ðóåœäïäéææåòåîãéáìøîùè ïðåòáôïòïœ

§ 1. ïÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

1.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀ-
ÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÉÌÉ ÏÂÏÂ-
ÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) ÕÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ.

ðÕÓÔØ S(Rn) {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ u(x)∈C∞(Rn),
Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ |x |→+∞ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀ-
ÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ |x |, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸; ˛

sup
x∈R n

|x¸(Ä˛u) (x) |<+∞: (1.1)

úÄÅÓØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, x= (x1; : : :; xn); ¸; ˛ {{ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ, Ô. Å., ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ¸= (¸1; : : :; ¸n), ÇÄÅ ¸j � 0 É ¸j {{ ÃÅÌÏÅ; x¸ =x¸1

1 : : : x¸n
n ;

Ä= (Ä1 ; : : :; Än), ÇÄÅ Äj = Ä=Äxj ; Ä˛ = Ä˛1
1 : : :Ä˛n

n =
Ä|˛|

Äx˛1
1 : : :Äx˛n

n
, ÇÄÅ |˛ |=

=˛1 + : : :+˛n. ìÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ (1.1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S(Rn)
ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÕÎÏÒÍ, ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÝÉÈ ÅÇÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ æÒÅÛÅ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ u(x)∈S(Rn) ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(Fu)(‰) = û(‰) =
∫

e−ix·‰u(x) dx; (1.2)

ÇÄÅ ‰∈Rn, x · ‰=x1‰1 + : : :+xn‰n, i=
√−1 É dx=dx1: : :dxn {{ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ

Œ R
n. éÎÔÅÇÒÁÌ Œ (1.2) ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R

n, ÞÔÏ ŒÓÅÇÄÁ
ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÑŒÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ.

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : S(Rn)→S(Rn), ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÏÂÒÁÔÎÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ) ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ

(F−1û) (x) =u(x) =
∫

eix·‰ û(‰) —d‰; (1.3)

ÇÄÅ —d‰= (2ı)−nd‰1: : :d‰n.
íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ, ËÁË ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ

(1.2) ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ u(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ: ÓÕÝÅ-
ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ C > 0 É N > 0, ÞÔÏ

|u(x) |�C〈x〉N; (1.4)
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ÇÄÅ 〈x〉= (1 + |x |2)1=2, |x |2 =x2
1 +x2

2 + : : :+x2
n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

û(‰)∈S′(Rn), ÇÄÅ S′(Rn) {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë S(Rn), Ô. Å.
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ S(Rn). íÙ ÈÏ-
ÔÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

〈û;  〉=
∫∫

e−ix·‰u(x) (‰) dx d‰; (1.5)

ÇÄÅ  (‰)∈S(Rn), ËÏÔÏÒÙÊ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ û
ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ  (‰). åÓÌÉ u(x)∈S(Rn), ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

〈û;  〉=
∫

û(‰) (‰) d‰;

ÉÂÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1.5) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
íÙ ÕËÁÖÅÍ ÄŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

(1.5), ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ðÁÒ-
ÓÅŒÁÌÑ, É ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ.

1-Ê Ó Ð Ï Ó Ï Â. ðÏÌÏÖÉÍ Dj =
1
i
Ä
Äxj

, D= (D1; : : : ; Dn), 〈D〉= (1 +

+D2
1 + : : :+D2

n)1=2 (ÏÂÙÞÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ 〈D〉k, ÇÄÅ k {{ ÞÅÔÎÏÅ
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁË ÞÔÏ 〈D〉k ÂÕÄÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏÍ). œÅËÔÏÒ D ÂÕÄÅÔ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØÓÑ É ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ‰.
œÏ ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Dx ÔÏÌØËÏ
ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ D, Á ÞÅÒÅÚ D‰ {{ ÔÁËÏÊ ÖÅ ŒÅËÔÏÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ
ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÏ ‰. éÍÅÅÍ

e−ix·‰ = 〈x〉−k〈D‰〉ke−ix·‰: (1.6)

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ u(x)∈S(Rn). ôÏÇÄÁ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ
e−ix·‰ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1.5), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ,

〈û;  〉=
∫∫

e−ix·‰u(x) 〈x〉−k〈D‰〉k (‰) dx d‰: (1.7)

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÕÖÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ u(x)∈S(Rn) É ÄÁÖÅ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ u(x). éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ u(x) ÕÄÏŒÌÅ-
ÔŒÏÒÑÅÔ ÏÃÅÎËÅ (1.4) É k>N +n, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1.7) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ
É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ (1.5).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.1. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1.7) ÐÒÉ k > N + n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ û∈S′(R

n).

2-Ê Ó Ð Ï Ó Ï Â. ðÕÓÔØ ’(x)∈C∞
0 (Rn) (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ Rn) É ’(0) = 1. ðÏÌÏÖÉÍ

I" =
∫∫

e−ix·‰’("x)u(x) (‰) dx d‰; "> 0: (1.8)
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üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ
ÐÒÅÄÅÌ I= lim

"→0
I", ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ’(x). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÐÏÌÎÑÑ

Œ (1.8) ÔÏ ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

I" =
∫∫

e−ix·‰’("x)u(x) 〈x〉−k〈D‰〉k (‰) dx d‰;

É ÅÓÌÉ k >N +n, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ "→ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ É
ÒÁŒÅÎ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ 〈û;  〉, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.7).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.2. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1.7), ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ k,
ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ û.

1.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ É ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ, ÞÅÍ (1.5), ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÉÄÁ

I˘(au) =
∫∫

ei˘(x; „)a(x; „)u(x) dx d„: (1.9)

úÄÅÓØ „∈RN É x∈X, ÇÄÅ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn; u(x)∈C∞
0 (X), Ô. Å.

u(x)∈C∞(X) É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂X, ÞÔÏ u|X\K = 0. äÌÑ
ÏÐÉÓÁÎÉÑ a(x; „) É ˘(x; „) ŒŒÅÄÅÍ ÒÑÄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1.1. ðÕÓÔØ m, j É ‹ {{ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,
0 � ‹� 1, 0 � j� 1. ëÌÁÓÓ

Sm
j; ‹(X×RN) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ a(x; „)∈C∞(X ×RN), ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X ÓÕÝÅ-
ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C¸; ˛; K , ÞÔÏ ÐÒÉ x∈K, „ ∈RN ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ
ÏÃÅÎËÁ

|Ä¸
„ Ä

˛
x a(x; „) |�C¸; ˛; K〈„〉m−j|¸|+‹|˛|: (1.10)

œÍÅÓÔÏ Sm
1; 0(X ×RN) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ Sm(X ×RN). äÁÌÅÅ,

ŒÍÅÓÔÏ Sm
j; ‹(X ×RN) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÏ Sm

j; ‹. ðÏÌÏÖÉÍ
ÔÁËÖÅ S−∞ =

⋂
m
Sm.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1.2. æÕÎËÃÉÑ ˘(x; „) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ˘(x; „)∈C∞(X× (RN\0)) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ „ (Ô. Å. ˘(x; t„)= t˘(x; „) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x∈X,
„∈RN É t> 0) É ˘(x; „) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ „ �= 0, Ô. Å.
˘′

x; „(x; „) �= 0 ÐÒÉ x∈X, „∈RN\0 (ÚÄÅÓØ ˘′
x; „ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ˘(x; „) ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x; „).
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1.3. éÎÔÅÇÒÁÌ (1.9), Œ ËÏÔÏÒÏÍ a(x; „)∈

∈Sm
j; ‹(X ×RN), Á ˘(x; „) {{ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀ-

ÝÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.3. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a(x; „) ∈Sm

j; ‹(X ×R
N), ÔÏ

Ä¸
„ Ä˛

x a(x; „) ∈ Sm−j|¸|+‹|˛|
j; ‹ (X × R

N). åÓÌÉ ÅÝÅ b(x; „) ∈Sm′
j; ‹(X × R

N), ÔÏ

a(x; „) · b(x; „) ∈Sm+m′
j; ‹ (X ×R

N).
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îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ {{ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÁ (1.9), ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. óÌÅ-
ÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÉÐÁ (1.6).

ì Å Í Í Á 1.1. îÁ X ×RN ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

L=
N∑

j=1

aj(x; „)
Ä
Ä„j

+
n∑

k=1

bk(x; „)
Ä
Äxk

+ c(x; „); (1.11)

ÞÔÏ aj(x; „)∈S0(X×R
N), bk(x; „)∈S−1(X×R

N), c(x; „)∈S−1(X×R
N),

É ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ tL ÆÏÒÍÕÌÏÊ

tLu(x; „) =−
N∑

j=1

Ä
Ä„j

(aju)−
n∑

k=1

Ä
Äxk

(bku) + cu; (1.12)

ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ
tLei˘ = ei˘: (1.13)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ tL ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ (1.11) Ó ÄÒÕ-
ÇÉÍÉ aj ; bk; c, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÅÍ ÖÅ ËÌÁÓÓÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÕËÁÚÁÎÙ Œ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÄÌÑ L.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M = tL, ÔÏ L = tM .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ì Å Í Í Ù 1.1. éÍÅÅÍ
Ä
Ä„j

ei˘ = i
Ä˘
Ä„j

ei˘;
Ä
Äxk

ei˘ = i
Ä˘
Äxk

ei˘:

ïÔÓÀÄÁ(
N∑

j=1

−i Ä˘
Ä„j

|„ |2 Ä
Ä„j

+
n∑

k=1

−i Ä˘
Äxk

Ä
Äxk

)
ei˘ =

=

(
N∑

j=1

|„ |2
∣∣∣ Ä˘
Ä„j

∣∣∣2 +
n∑

k=1

∣∣∣ Ä˘
Äxk

∣∣∣2) ei˘ =
1
 
ei˘;

ÇÄÅ  (x; „)∈C∞(X × (RN\0)) É  (x; „) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ „
ÐÏÒÑÄËÁ −2. ðÏÜÔÏÍÕ

−i 
{

N∑
j=1

|„ |2 Ä˘
Ä„j

Ä
Ä„j

+
n∑

k=1

Ä˘
Äxk

Ä
Äxk

}
ei˘ = ei˘

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÌÉËŒÉÄÉÒÏŒÁÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ „= 0. ðÕÓÔØ ffl(„)∈
∈C∞

0 (RN), ffl(„) = 1 ÐÒÉ |„ |< 1=4 É ffl(„) = 0 ÐÒÉ |„ |> 1=2. ðÏÌÏÖÉÍ

M =−
N∑

j=1

i(1−ffl) |„ |2 Ä˘
Ä„j

Ä
Ä„j

−
n∑

k=1

i(1−ffl) 
Ä˘
Äxj

Ä
Äxj

+ffl:
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ Mei˘ = ei˘, É ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ M ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ
L= tM (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ tL=M Œ ÓÉÌÕ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.5. �

òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1.9) ÂÕÄÅÔ ÐÒÏŒÅÄÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.
1-Ê Ó Ð Ï Ó Ï Â. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ m<−N , ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1.9) ÁÂ-

ÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (1.13), ÎÁÐÉÛÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÅ (tL)kei˘ ŒÍÅÓÔÏ ei˘ É ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ k ÒÁÚ. ðÏÌÕÞÉÍ

I˘(au) =
∫∫

ei˘(x; „)Lk(a(x; „)u(x)) dx d„: (1.14)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÚÁËÏÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

ðÏÌÁÇÁÑ ÔÅÐÅÒØ s= min(j; 1− ‹), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.3,
ÞÔÏ Lk(au)∈Sm−ks

j; ‹ (X ×RN). åÓÌÉ j> 0 É ‹ < 1 (ÔÁË ÞÔÏ s> 0), ÞÔÏ
ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ŒÓÀÄÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1.14) ÐÏÚŒÏ-
ÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I˘(au) ÕÖÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ m, ŒÙÂÉÒÁÑ k ÔÁË,
ÞÔÏ m− ks<−N . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1.14) ÕÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.7. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ a É ˘ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I˘(au),
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u∈C∞

0 (X), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ X {{ ÜÌÅÍÅÎÔ D ′(X) (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë C∞

0 (X)).

2-Ê Ó Ð Ï Ó Ï Â. œÙÂÉÒÁÑ ffl(„)∈C∞
0 (RN), ffl(„)=1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ

0∈RN, ÐÏÌÏÖÉÍ

I˘; "(au) =
∫∫

ffl("„) ei˘(x; „)a(x; „)u(x) dx d„; "> 0: (1.15)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 1-ÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ

I˘; "(au) =
∫∫

ei˘(x; „)Lk(ffl("„) a(x; „)u(x)) dx d„: (1.16)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
|Ä‚

„ ffl("„) |�C‚〈„〉−|‚|; (1.17)

ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C‚ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ " ÐÒÉ 0<"� 1.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÏÃÅÎÏË (1.17).

íÙ ŒÉÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ (1.16) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ "→ 0,
ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅÂÅÇÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, lim

"→0
I˘; "(au) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É

ÒÁŒÅÎ I˘(au) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.14). ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1.14) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ k (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ),
Á ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ (1.15) ÐÒÉ "→ 0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÒÅÚÁÀÝÅÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ffl.
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œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó
ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÈ ÒÅÇÕÌÑ-
ÒÉÚÁÃÉÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ˘ É u ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀ-
ÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I˘(au) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ æÒÅÛÅ Sm

j; ‹(X ×R
N), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÏÒÍÁÍÉ,

ÒÁŒÎÙÍÉ ÔÏÞÎÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÇÒÁÎÑÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ C¸; ˛; K Œ ÏÃÅÎËÁÈ (1.10).

ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ S−∞(X ×R
N) Œ Sm

j; ‹(X ×R
N) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Sm′

j; ‹(X × R
N)

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ m′ < m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

1.3. çÌÁÄËÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ. œŒÅÄÅÍ ŒÁÖÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

C˘ = {(x; „) : x∈X; „∈R
N\0; ˘′

„(x; „) = 0} (1.18)(
ÚÄÅÓØ ˘′

„ {{ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ ˘ ÐÏ „, Ô. Å. ŒÅËÔÏÒ
( Ä˘
Ä„1

; : : :;
Ä˘
Ä„N

))
.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ C˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X× (RN\0),
Ô. Å. ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ (x0; „0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ŒÉÄÁ (x0; t„0),
ÇÄÅ t> 0.

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ ı ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ı: X × (RN\0)→X, ÐÏ-
ÌÏÖÉÍ

S˘ =ıC˘; R˘ =X\S˘: (1.19)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A∈D ′(X), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÏÓÃÉÌ-
ÌÉÒÕÀÝÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ I˘(au) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

〈A; u〉= I˘(au):

ô Å Ï Ò Å Í Á 1.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

sing supp A⊂S˘

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, A∈C∞(R˘).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ,

ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ A∈C∞(R˘), ÞÔÏ ÅÓÌÉ u∈C∞
0 (R˘), ÔÏ

I˘(au) =
∫

A(x)u(x) dx: (1.20)

ðÏÌÏÖÉÍ
A(x) =

∫
ei˘(x; „)a(x; „) d„: (1.21)

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉ x∈R˘ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ x. ðÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÒÅÞØ
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ÉÄÅÔ ÚÄÅÓØ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ,
ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÉÚ (1.21) ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ
A(x)∈C∞(R˘). æÏÒÍÕÌÁ (1.20) ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. �

ô Å Ï Ò Å Í Á 1.2. åÓÌÉ a∈Sm
j; ‹(X×RN) É a=0 Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C˘, ÔÏ A∈C∞(X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ 1.1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÌÏ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÓÃÉÌÌÉ-
ÒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (1.21), ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ ÞÔÏ ˘′

„(x; „) �= 0 ÎÁ ÎÏÓÉÔÅÌÅ
a(x; „). �

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1.4. æÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘(x; „) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙ-

ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ d
( Ä˘
Ä„j

)
, j = 1; : : : ; N , ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-

ŒÉÓÉÍÙ ÎÁ C˘ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, rank ‖˘′′
„„˘′′

„x‖=N (rank ÚÄÅÓØ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ÓÁÍÁ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ
ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

‖˘′′
„„ ˘′′

„x‖=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Ä2˘

Ä„1 Ä„1
: : :

Ä2˘
Ä„1 Ä„N

Ä2˘
Ä„1 Äx1

: : :
Ä2˘

Ä„1 Äxn
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
Ä2˘

Ä„N Ä„1
: : :

Ä2˘
Ä„N Ä„N

Ä2˘
Ä„N Äx1

: : :
Ä2˘

Ä„N Äxn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
É ÒÁÚÍÅÒÙ N × (N +n)).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 1.1. åÓÌÉ ˘ {{ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ,
ÔÏ C˘ {{ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n Œ X × (RN\0).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÂÁÎÁÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ. �

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.2 Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ
ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1.3. ðÕÓÔØ ˘ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, a∈Sm
j; ‹(X ×RN), ÐÒÉÞÅÍ

ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ:

ĂÌÉÂÏ j>‹ É j+ ‹= 1, ÌÉÂÏ j>‹ É ˘ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ „Ą. (1.22)

ôÏÇÄÁ
1) ÅÓÌÉ a ÉÍÅÅÔ ÎÁ C˘ ÎÕÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ A(x)∈C∞(X);
2) ÅÓÌÉ a= 0 ÎÁ C˘, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ b∈Sm−(j−‹)

j; ‹ (X ×RN),
ÞÔÏ I˘(au) = I˘(bu) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ u∈C∞

0 (X).
ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

a|C˘ = 0, ÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ
a(x; „) ÎÁ b(x; „) Ó ÔÏÊ ÖÅ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ b(x; „) ÉÍÅÅÔ
ÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÐÏ „, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Â«ÏÌØÛÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ A(x).
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äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÒÑÄ ÌÅÍÍ. ðÅÒŒÁÑ
ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÚÁÍÅÎÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÆÕÎËÃÉÑÈ ËÌÁÓÓÁ Sm

j; ‹. ðÒÅ-
ÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ a(x; „)∈Sm

j; ‹(U),
ÇÄÅ U {{ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ „ ÏÂÌÁÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R

n×R
N. éÍÅÎ-

ÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ a(x; „)∈Sm
j; ‹(U), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ

K ⊂ (Rn×SN−1)∩U (ÚÄÅÓØ SN−1 {{ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ RN) É ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C¸; ˛; K >0, ÞÔÏ
ÏÃÅÎËÁ (1.10) ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ (x; „=|„ |)∈K É ÐÒÉ |„ |� 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ
ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ V ⊂Rn1 ×RN1

ÎÁ ËÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ U ⊂Rn×RN, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ-
ÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ R+ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ, Ô. Å. ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ (y; ”)∈ V Œ ÔÏÞËÕ
(x(y; ”); „(y; ”))∈U , ÇÄÅ x(y; ”) É „(y; ”) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ
ÐÏ ” ÐÏÒÑÄËÏŒ 0 É 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. óÄÅÌÁÅÍ Œ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; „) ÚÁÍÅÎÕ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÏÌÁÇÁÑ

b(y; ”) = a(x(y; ”); „(y; ”)): (1.23)

ì Å Í Í Á 1.2. ðÕÓÔØ a(x; ‰)∈Sm
j; ‹(U) É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÈ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:
Á) j+ ‹= 1;
Â) j+ ‹� 1 É x=x(y) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ”;
Œ) x=x(y), ‰= ‰(”).
ôÏÇÄÁ b(y; ”)∈Sm

j; ‹(V ).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ b(y; ”), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (1.23)

Äb
Ä”l

=
∑

j

b(j) Ä„j

Ä”l
+
∑

k

b(k)
Äxk
Ä”l

; (1.24)

Äb
Äyr

=
∑

j

b(j) Ä„j

Äyr
+
∑

k

b(k)
Äxk
Äyr

; (1.25)

ÇÄÅ b(j) =
Äa
Ä„j

(x(y; ”); „(y; ”)), b(k) =
Äa
Äxk

(x(y; ”); „(y; ”)). æÕÎËÃÉÉ
Ä„j

Ä”l
,

Äxk
Ä”l

,
Ä„j

Äyr
É
Äxk
Äyr

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ ” ÐÏÒÑÄËÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ-

ÎÏ, 0; −1; 1 É 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÌÁÓÓÁÍ S0 ,
S−1, S1 É S0 (Œ ÏÂÌÁÓÔÉ V ). õÞÉÔÙŒÁÑ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ a,
ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÉ |” |� 1∣∣∣ Äb

Ä”l

∣∣∣�Ck(|”|m−j + |” |m+‹−1);
(
x;

”
|” |
)
∈K;∣∣∣ Äb

Äyr

∣∣∣�Ck(|” |m−j+1 + |” |m+‹);
(
x;

”
|” |
)
∈K;
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ÇÄÅ K {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ V . åÓÌÉ m+‹−1�m−j, Ô. Å. j+‹�1, ÔÏ

ÉÚ (1.24) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ
∣∣∣ Äb
Ä”l

∣∣∣�2CK〈”〉m−j. åÓÌÉ x=x(y), ÔÏ
Äxk
Ä”l

=0

É ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (1.24) ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ j+ ‹� 1.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ m−j+ 1 �m+ ‹, Ô. Å. j+ ‹�1, ÔÏ ÉÚ (1.25) ÓÌÅÄÕ-

ÅÔ
∣∣∣ Äb
Äyr

∣∣∣� 2CK〈”〉m+‹ . üÔÁ ÖÅ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ j+ ‹� 1, ÅÓÌÉ „= „(”).
éÔÁË, ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ŒÉÄÁ (1.10) ÐÒÏŒÅÒÅÎÙ ÐÒÉ |¸+˛ |� 1 ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; „)∈Sm
j; ‹(U) ÓÒÁÚÕ ÔÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Á), Â), Œ).

ôÅÐÅÒØ, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÏŒÅÒÅÎÙ ÐÒÉ
|¸+˛ |� k ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a∈Sm

j; ‹(U). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÁ � k ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ b(j) É b(j) ŒÅÒÎÙ ÏÃÅÎËÉ ËÌÁÓ-
ÓÏŒ Sm−j(V ) É Sm+‹ (V ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ (1.24), (1.25)
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÁ � (k+ 1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a∈Sm

j; ‹(U). �
ì Å Í Í Á 1.3 (ŒÁÒÉÁÎÔ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ

˘1(x; „); : : :; ˘k(x; „) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ C∞(U), ÇÄÅ U {{ ËÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ
Œ Rn× (RN\0), É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ „ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÐÒÉÞÅÍ
d˘1; : : :; d˘k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

C= {(x; „)∈U; ˘j(x; „) = 0; j= 1; : : : ; k}:
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a∈Sm

j; ‹(U), a|C = 0 É j+ ‹ = 1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ
ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

a=
k∑

j=1

aj˘j ; (1.26)

ÇÄÅ aj(x; „)∈Sm+‹
j; ‹ (U), j= 1; : : :; k. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; „) ÉÍÅ-

ÌÁ 0 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ C, ÔÏ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ aj(x; „), j = 1; : : :; k,
ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ 0 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ C.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (1.26) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÊ aj . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ÎÁ-
ÈÏÄÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ aj ÌÏËÁÌØÎÏ (ÐÒÉ (x; „=|„ |), ÂÌÉÚËÏÍ Ë (x0; „0=|„0 |), ÇÄÅ
(x0; „0) {{ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ U). çÌÏÂÁÌØ-
ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ ÎÁ ŒÓÅÍ U , ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ
ÎÁ U , ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ É ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍ ÐÏ-
ËÒÙÔÉÀ U ËÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ aj

ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.
éÔÁË, ÐÕÓÔØ (x0; „0)∈U . åÓÌÉ (x0; „0) =∈C, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ-

ËÏÅ j0, ÞÔÏ ˘j0(x0; „0) �= 0. íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ (x; „=|„ |), ÂÌÉÚËÏÍ
Ë (x0; „0=|„0 |), ÐÏÌÏÖÉÔØ aj0 =a=˘j0 É aj = 0 ÐÒÉ j �= j0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,



22 ðóåœäïäéææåòåîãéáìøîùå ïðåòáôïòù [çì. I

ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ aj ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÉ (x; „=|„ |), ÂÌÉÚËÏÍ
Ë (x0; „0=|„0 |)∈C. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘1; : : :; ˘k ÍÏÖÎÏ
ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ˘k+1; : : :; ˘l (l=n+N − 1) ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ˘1; : : :; ˘l {{ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
{(x; „) : |„ |= 1} Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x0; „0=|„0 |). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(x; „) �→ (˘1(x; „); : : :; ˘l(x; „); |„ |)∈R
l×R+

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÕÞÁ (x0; t„0) ÎÁ
ÏÔËÒÙÔÏÅ ËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B×R+, ÇÄÅ B ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÛÁÒÏÍ
Œ Rl. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚ C ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ {(˘; |„ |) : ˘1 = : : := ˘k = 0}. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÉÍŒÏÌ

~a(˘; |„ |) = a(x(˘; |„ |); „(˘; |„ |));

ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ a(x; „) ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. éÚ
ÌÅÍÍÙ 1.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~a(˘; |„ |)∈Sm

j; ‹(B×R+). îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
îØÀÔÏÎÁ{{ìÅÊÂÎÉÃÁ

~a(˘; |„ |) =
k∑

j=1

˘j

1∫
0

~a(j)(t˘1; : : :; t˘k; ˘k+1; : : :; ˘l; |„ |) dt;

ÇÄÅ ~a(j) =
Ä~a
Ä˘j

∈Sm+‹
j; ‹ (B×R+). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÏÂÒÁÔÎÕÀ

ÚÁÍÅÎÕ. �
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 1.3. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ j+‹=

= 1. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ a|C˘ = 0, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.3 Ó ˘j =
Ä˘
Ä„j

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ

a(x; „) Œ ŒÉÄÅ

a=
N∑

j=1

aj
Ä˘
Ä„j

; aj ∈Sm+‹
j; ‹ (U): (1.27)

ïÄÎÁËÏ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
Ä˘
Ä„j

ei˘ =−i Ä
Ä„j

ei˘, ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÉÎÔÅ-
ÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ

I˘(au) =
N∑

j=1

I˘

(
i
Äaj

Ä„j
u
)
:

îÏ
Äaj

Ä„j
∈Sm+‹−j

j; ‹ (U), ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. éÚ

ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; „) ÉÍÅÌÁ 0 ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ C˘, ÔÏ b(x; „) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÜÔÉÍ
ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ
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ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a(x; „)∈S−M
j; ‹ (X ×RN), ÇÄÅ M ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ŒÅÌÉËÏ. îÏ

ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (1.21) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x, ËÁË É ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ � l(M), ÇÄÅ
l(M)→+∞ ÐÒÉ M→+∞, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÓÔØ A(x). �

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 1.10. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.3 Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ŒÔÏÒÏÅ
ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ (1.22) (˘(x; „) ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ „).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. äÅÌÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ Ð. Œ) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.2.

§ 2. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ æÕÒØÅ
(ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ)

2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ æÕÒØÅ É ÅÇÏ ÑÄÒÁ.
ðÕÓÔØ X, Y {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ RnX É RnY . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

Au(x) =
∫

ei˘(x; y; „) a(x; y; „)u(y) dy d„; (2.1)

ÇÄÅ u(y)∈C∞
0 (Y ), x∈X, ˘(x; y; „) {{ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X×Y ×RN,

a(x; y; „)∈Sm
j; ‹(X ×Y ×RN), ÐÒÉÞÅÍ j> 0, ‹ < 1.

ðÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

〈Au; v〉=
∫∫∫

ei˘(x; y; „) a(x; y; „)u(y) v(x) dx dy d„; v∈C∞
0 (X); (2.2)

ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ u ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.2), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÆÕÎË-
ÃÉÏÎÁÌ ÏÔ v, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Au∈D ′(X). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A : C∞
0 (Y )→D ′(X); (2.3)

ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (2.1).
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ŒÉÄÁ (2.1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ æÕÒØÅ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ éïæ) Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉ-
ÅÊ ˘(x; y; „).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2.2. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ KA ∈D ′(X×Y ), ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÍÁÑ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

〈KA; w〉=
∫∫∫

ei˘(x; y; „) a(x; y; „)w(x; y) dx dy d„; w∈C∞
0 (X ×Y );

(2.4)
ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 2.1. Á) KA ∈C∞(R˘), ÇÄÅ

R˘ = {(x; y) : ˘′
„(x; y; „) �= 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ „ ∈R

N\0}:
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Â) åÓÌÉ a(x; y; „) = 0 Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

C˘ = {(x; y; „) : ˘′
„(x; y; „) = 0};

ÔÏ KA ∈C∞(X ×Y ).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 1.1

É 1.2. �
ñÄÒÏ KA ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÑÄÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÓÍÙÓÌÅ ì. ûŒÁÒÃÁ

ŒŒÉÄÕ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

〈Au; v〉= 〈KA ; u(y) v(x)〉; u∈C∞
0 (Y ); v ∈C∞

0 (X): (2.5)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 2.1. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ KA ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (2.3), ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A, É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ìÅÇËÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÁÒ ÆÁÚÏŒÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ {{ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; y; „), ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ (2.3). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÆÕÎËÃÉÑ a(x; y; „) ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘.

2.2. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2.3. æÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘(x; y; „) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

˘′
y; „(x; y; „) �= 0 ÐÒÉ „ �= 0; x∈X; y ∈ Y ; (2.6)

˘′
x; „(x; y; „) �= 0 ÐÒÉ „ �= 0; x∈X; y ∈ Y: (2.7)

òÏÌØ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÙÑÓÎÑÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÈ.
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 2.2. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (2.6), ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ŒÉÄÁ (2.1) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ C∞
0 (Y ) Œ C∞(X).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÎÔÅÇÒÁÌ (2.1) ÓÁÍ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÏÓ-
ÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ x. åÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ
ÐÏ x ÉÍÅÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ŒÉÄ. �

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ E ′(Y ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÕÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë C∞(Y ) (ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ Y ).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 2.3. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (2.7), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ (2.3), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (2.1), ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

A : E ′(Y )→D ′(X) (2.8)

(ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ŒŒÏÄÑ Œ E ′(Y ) É D ′(X) ÓÌÁÂÙÅ ÔÏ-
ÐÏÌÏÇÉÉ *)).

*) îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÁÂÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ p’(f) = | 〈f; ’〉 |,
ÇÄÅ f ∈E′, ’ {{ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E.
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

tAv(y) =
∫ ∫

ei˘(x; y; „) a(x; y; „) v(x) dx d„ (2.9)

Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

tA : C∞
0 (X)→C∞(Y );

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ A ÆÏÒÍÕÌÏÊ

〈Au; v〉= 〈u; tAv〉;
ÇÄÅ u∈ E ′(Y ), v∈C∞

0 (X). �
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 2.2. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A

ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (2.3) ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, éïæ A Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ˘ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÁÅÔ C∞

0 (Y ) Œ C∞(X) É E ′(Y ) Œ D ′(X). íÙ ÉÚÕÞÉÍ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ
ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ A.

õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÏÂ ÏÄÎÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ. åÓÌÉ X; Y {{ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ,
S {{ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X ×Y É K {{ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Y , ÔÏ S ◦K {{ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË x∈X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ
ÔÁËÏÅ y ∈K, ÞÔÏ (x; y)∈S.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

sing supp Au⊂S˘ ◦ sing supp u; (2.10)

ÇÄÅ S˘ = (X ×Y )\R˘ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÐÁÒ (x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅ-
ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ „∈RN\0, ÞÔÏ ˘′

„(x; y; „) = 0.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÚÂÉŒÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u∈ E ′(Y )

Œ ÓÕÍÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ C∞
0 (Y ) É ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ

Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ sing supp u, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

sing supp (Au)⊂S˘ ◦ supp u:

ðÏÌÏÖÉÍ K = supp u, É ÐÕÓÔØ K′ {{ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó S˘ ◦K, ÔÁË ÞÔÏ K′ ×K ⊂R˘. ôÁË ËÁË R˘ ÏÔËÒÙÔÏ,
ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ˙ É ˙′ ËÏÍÐÁËÔÏŒ K É K′,
ÞÔÏ ˙′×˙⊂R˘. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Au∈C∞(˙′). îÏ ÜÔÏ ÑÓÎÏ,
ÔÁË ËÁË KA(x; y)∈C∞(R˘) É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, KA(x; y)∈C∞(˙′×˙). �

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 2.3. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ KA ∈C∞(˙′ ×˙), ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ E ′(˙) Œ C∞(˙′).
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2.3. ðÒÉÍÅÒ 1: ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

Ä2f
Ät2

= ´f ; (2.11)

f |t=0 = 0; f ′t |t=0 =u(x); (2.12)

ÇÄÅ x∈Rn, f = f(t; x), ´ {{ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ ÐÏ x, É ÐÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ u(x)∈
∈C∞

0 (Rn). âÕÄÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ (2.11){{(2.12) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
ŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÏ x, ÐÏÌÁÇÁÑ

~f(t; ‰) =
∫

e−iy·‰f(t; y) dy:

ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

Ä2 ~f
Ät2

=−|‰ |2 ~f(t; ‰); (2.13)

~f |t=0 = 0; ~f ′t |t=0 = ~u(‰); (2.14)

ÇÄÅ ~u(‰) {{ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ u(x). éÚ (2.13) É (2.14) ÌÅÇËÏ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

~f(t; ‰) = ~u(‰)
sin t |‰ |

|‰ | :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ

f(t; x) =
∫∫

ei(x−y)·‰| ‰ |−1 sin t | ‰ | u(y) dy —d‰=

=
∫∫

ei(x−y)·‰(2i| ‰ |)−1(eit|‰| − e−it|‰|)u(y) dy —d‰:

íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÂÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ,
ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ eit|‰| É e−it|‰|. ïÄÎÁËÏ
ÜÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÔ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ‰= 0. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÜÔÏ-
ÇÏ, ŒŒÅÄÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl=ffl(‰)∈C∞

0 (Rn), ÞÔÏ ffl(‰) = 1
ŒÂÌÉÚÉ 0 É ÒÁÚÏÂØÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ

f(t; x) = f+(t; x)− f−(t; x) + r(t; x); (2.15)

ÇÄÅ

f+(t; x) =
∫∫

e(x−y)·‰+t|‰| (1−ffl(‰)) (2i | ‰ |)−1 dy —d‰;

f−(t; x) =
∫∫

e(x−y)·‰−t|‰| (1−ffl(‰)) (2i | ‰ |)−1 dy —d‰;

r(t; x) =
∫∫

e(x−y)·‰ ffl(‰) | ‰ |−1 sin t | ‰ | dy —d‰:
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ñÓÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ f+ =Au, ÇÄÅ A {{ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

˘(t; x; y; ‰) = (x− y) · ‰ + t| ‰ |:
üÔÏ {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ˘′

‰ =x−y + t‰=| ‰ |, ÍÙ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ

C˘ = {(t; x; y; ‰) : y−x= t ‰=| ‰ |};
S˘ = {(t; x; y) : |x− y |2 = t2}:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ f−(t; x) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉ-
ÄÅ f− = ~Au, ÇÄÅ ~A {{ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

~̆(t; x; y; ‰) = (x− y) · ‰ − t| ‰ |;
ÉÍÅÀÝÅÊ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ~̆ =S˘.

ôÒÅÔÉÊ ÞÌÅÎ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ r=Ru, ÇÄÅ R {{ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ (C∞) ÑÄÒÏÍ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÅ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ËÁË éïæ ŒÉÄÁ (2.1) Ó ÌÀÂÏÊ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÁ-
ÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ É Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ a∈S−∞ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ f±(t; x); r(t; x)
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ éïæ Ë ÎÁÞÁÌØ-
ÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ u. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.3, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ f(t; x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u∈ E ′(Rn). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1 ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ
ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(t; x) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ

{(t; x) : ∃ y ∈ sing supp u; |x− y |2 = t2}:
üÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÓŒÅÔÁ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÏÊ 1). œ ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (Ô. Å. ÒÅÛÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔ-
ÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ u(y) = ‹(y)) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓŒÅÔÏŒÏÍÕ
ËÏÎÕÓÕ |x |2 = t2.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t0, ÔÏ
˘t0(x; y; ‰)=˘(t0; x; y; ‰) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. óÌÅ-
ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u �→ f(t0; x) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ éïæ.

2.4. ðÒÉÍÅÒ 2: ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ

A=
∑

|¸|�m

a¸(x)D¸; (2.16)

ÇÄÅ a¸(x)∈C∞(X), X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn É D= i−1Ä=Äx.
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

D¸ u(x) =
∫∫

‰¸ ei(x−y)·‰ u(y) dy —d‰;
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ÏÔËÕÄÁ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ ffA(x; ‰)u(y) dy —d‰; (2.17)

ÇÄÅ ffA(x; ‰)=
∑

|¸|�m
a¸(x) ‰¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ôÁË ËÁË

ffA(x; ‰)∈Sm(X×Rn), ÔÏ ÉÚ (2.17) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ éïæ Ó ÆÁÚÏ-
ŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ˘(x; y; ‰) = (x− y) · ‰.

2.5. ðÒÉÍÅÒ 3: ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2.4. ðÕÓÔØ nX =nY =N =n É X =Y . ôÏÇÄÁ éïæ

Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ˘(x; y; ‰) = (x− y) · ‰ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ðäï). ëÌÁÓÓ ðäï, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÊ a(x; y; ‰)∈Sm

j; ‹(X ×X ×Rn), ÍÙ ÂÕ-
ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Lm

j; ‹(X) ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ Lm
j; ‹. œÍÅÓÔÏ Lm

1; 0 ÂÕÄÅÍ ÐÉ-
ÓÁÔØ Lm. ðÏÌÏÖÉÍ L−∞ =

⋂
m
Lm.

ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ðäï.

íÙ ÕËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ðäï, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÕÖÅ
ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ éïæ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 2.4. ðÕÓÔØ A {{ ðäï, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ a(x; y; ‰)u(y) dy —d‰; (2.18)

KA {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É ´ {{ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Œ X ×X. ôÏÇÄÁ
Á) KA ∈C∞((X ×X)\´);
Â) ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

A : C∞
0 (X)→C∞(X); (2.19)

A : E ′(X)→D ′(X); (2.20)

ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ u∈ E ′(X), ÔÏ

sing supp Au⊂ sing supp u; (2.21)

(ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÓÅŒÄÏÌÏËÁÌØÎÏÓÔØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A);
Œ) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; y; ‰)∈Sm

j; ‹(X ×X ×Rn) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÐÒÉ
x= y É ‹ <j, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ (2.18), ÇÄÅ ŒÍÅ-
ÓÔÏ a(x; y; ‰) ÓÔÏÉÔ b(x; y; ‰)∈Sm−(j−‹)

j; ‹ (X ×X ×Rn);
Ç) ÅÓÌÉ a(x; y; ‰) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ x= y ÎÕÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ

KA ∈C∞(X ×X) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ E ′(X) Œ C∞(X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ

ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.
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õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 2.4. ðÕÓÔØ K(x; y) ∈C∞(X × X) É A {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ C∞
0 (x)

Œ C∞(X) Ó ÑÄÒÏÍ K(x; y). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A {{ ðäï, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÚÁÐÉÓØ (2.18) ÍÏÖÎÏ
ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ a(x; y; ‰) ∈S−∞(X × X ×Rn).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. åÓÌÉ ffl(‰)∈C∞
0 (R

n), ffl(‰) > 0 É
Z

ffl(‰) —d‰ = 1, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔØ

a(x; y; ‰) = e−i(x−y)·‰ K(x; y) ffl(‰):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ
ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ:

supp(Au)⊂ supp u; u∈C∞
0 (X): (2.22)

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ðäï ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏ-
ŒÏÒÑ, ÎÅ ÔÁË.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 2.5. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÑÄÒÏÍ K(x; y)∈C∞(X ×X) ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ (2.22), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ K(x; y) �≡ 0.

ú Á Ä Á Þ Á 2.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A : C∞
0 (X)→C∞

0 (X);

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔØÀ (2.22). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÏÂÌÁÓÔÉ X′ ⊂X,
ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ A ÎÁ C∞

0 (X′) ÑŒÌÑ-
ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x0 ∈X ÌÉÎÅÊÎÙÊ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ C∞

0 (x), ÒÁŒÎÙÊ (A’) (x0) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ’∈C∞
0 (X), ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ

ÔÏÞËÅ x0 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ

(A’) (x0) =
X

¸

a¸(x0) (D¸’) (x0):

œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ A ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÇÌÁÄËÏÓÔØ
(ÐÏ x0) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a¸(x0).

§ 3. áÌÇÅÂÒÁ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ

3.1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ A {{
ðäï, KA {{ ÅÇÏ ÑÄÒÏ, supp KA {{ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÑÄÒÁ KA (ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ
ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Z⊂X ×X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KA|(X×X)\Z = 0).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ı1; ı2 : supp KA →X, ÐÏÌÕÞÁÅ-
ÍÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ-
ÎÉÑ X ×X. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M→N , ÇÄÅ
M; N {{ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂N ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ
Œ M .

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3.1. ðäï A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÅ
ÐÒÏÅËÃÉÉ ı1; ı2 : supp KA →X ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.
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ð Ò É Í Å Ò. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÓÍ. Ð. 2.4)
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ðäï (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ supp KA {{ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ
´⊂X×X).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 3.1. ðÕÓÔØ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï. ôÏÇÄÁ A
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : C∞
0 (X)→C∞

0 (X); (3.1)

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

A : E ′(X)→ E ′(X); (3.2)

A : C∞(X)→C∞(X); (3.3)

A : D ′(X)→D ′(X): (3.4)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ u(y)∈C∞
0 (X), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅ-

ÎÉÅ
supp (Au)⊂ (supp KA) ◦ (supp u): (3.5)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ v∈C∞
0 (X) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ supp v∩ (supp KA)◦ (supp u)=

= ∅, ÔÏ supp KA ∩ supp [u(y) v(x)] = ∅, É ÐÏÜÔÏÍÕ 〈Au; v〉= 0 ŒŒÉÄÕ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ (2.5). äÁÌÅÅ, ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

(supp KA) ◦ (supp u) =ı1(supp KA ∩ ı−1
2 (supp u)); (3.6)

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.5) ÓÔÏÉÔ ËÏÍÐÁËÔ, ÔÁË ÞÔÏ Au∈C∞
0 (X),

É ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ A ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3.1), ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÏ KtA ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ tA ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÉÚ KA ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ x É y (ÔÏÞÎÅÅ, 〈KtA; w(x; y)〉= 〈KA ; w(y; x)〉), ÔÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ tA ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

tA : C∞
0 (X)→C∞

0 (X);

ÞÔÏ ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÁÅÔ ÄÌÑ A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3.4). îÁËÏÎÅÃ, ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ (3.5), ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ É ÐÒÉ u∈ E ′(X), ÏÔËÕÄÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3.2). á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É
ÏÂ tA, ÔÏ ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3.3). �

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.1. ðÕÓÔØ Xn {{ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔŒ X , ÞÔÏ

1) X1 ⊂ X2 ⊂ : : :⊂ Xn ⊂ : : : ,
2)

S
n

Xn = X ,

3) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ —Xn ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Xn Œ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ Œ X .
ðÕÓÔØ ffln(x)∈C∞

0 (X) É ffln(x) = 1 ÐÒÉ x∈Xn.
ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï Œ X . ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ u∈D ′(X), ÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N = N(m), ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ [A(fflnu)]|Xm ÐÒÉ
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n > N ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Au∈D ′(X) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Au = lim
n→∞ A(fflnu): (3.7)

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÄÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ Œ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ C∞(X) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÓÅ ÔÒÉ ÕËÁÚÁÎÙÈ
ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ðäï A:

Á) ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ tA : E ′(X)→ E ′(X);
Â) ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ C∞(X) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : D ′(X)→D ′(X), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ

ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ tA : C∞
0 (X)→ C∞

0 (X),
Œ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.7).
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.3. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ tA.

òÏÌØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ðäï ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ,
Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏÌØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÇÒÁÅÔ ÏÂÙÞÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ)
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, Á ÐÏËÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ 3.1 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ A1 ◦A2 ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ðäï ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ C∞

0 (X),
E ′(X), C∞(X) ÉÌÉ D ′(X).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ (2.18), ÚÁÄÁÀÝÅÊ ðäï A ÞÅÒÅÚ a(x; y; ‰), ÎÅ ŒÉÄÎÏ
ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÐÒÉ u∈D ′(X) (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉ u∈C∞(X)).
üÔÏ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; y; ‰) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A. ïÄÎÁËÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ŒÙÂÒÁÔØ a(x; y; ‰) ÂÏÌÅÅ ÕÄÁÞÎÏ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3.2. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ a(x; y; ‰) ÆÕÎËÃÉ-
ÅÊ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ

ı1; ı2 : suppx; y a(x; y; ‰)→X

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ (ÞÅÒÅÚ suppx; y a(x; y; ‰) ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ supp a(x; y; ‰) ÎÁ X ×X).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ðäï A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÍ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 3.2. åÓÌÉ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï É A∈Lm
j; ‹(X),

ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.18) Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ a(x; y; ‰)∈
∈Sm

j; ‹(X ×X×Rn), ÉÍÅÀÝÅÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ffl(x; y)∈C∞(X×X), ÐÒÉÞÅÍ

ffl(x; y) = 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ supp KA É ÏÂÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ı1; ı2 : supp ffl→X
ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ!). ôÏÇÄÁ, ÎÁÐÉÓÁŒ Œ (2.18) ŒÍÅÓÔÏ a(x; y; ‰) ÆÕÎËÃÉÀ
ffl(x; y) a(x; y; ‰), ÍÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÍ ÑÄÒÁ KA É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÉÚÍÅ-
ÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ffl(x; y) a(x; y; ‰) ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ. �
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; y; ‰) ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ,
ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2.18) ÐÒÉ u∈C∞(X) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ
ËÁË ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 3.3. œÓÑËÉÊ ðäï A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉ-
ÄÅ A=A0 +A1, ÇÄÅ A0 {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, Á A1 ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ KA1 ∈
∈C∞(X ×X).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (2.18) Ó ÆÕÎËÃÉ-
ÅÊ a(x; y; ‰), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ A0 É A1 Œ ÔÏÍ ÖÅ ŒÉÄÅ, ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ
ŒÍÅÓÔÏ a(x; y; ‰) ÆÕÎËÃÉÉ a0(x; y; ‰) =ffl(x; y) a(x; y; ‰) É a1(x; y; ‰) =
= (1−ffl(x; y)) a(x; y; ‰), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ ffl(x; y) ÒÁŒÎÁ 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´⊂X×X É ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ı1; ı2 : supp ffl→X
ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. �

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 3.4. ðÕÓÔØ A {{ ðäï. ôÏÇÄÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ
ÕÓÌÏŒÉÑ:

Á) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K1 ⊂
⊂X, ÞÔÏ ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ supp u⊂K ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ supp (Au)⊂K1;

Â) ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ A ÎÁ tA.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ Á) É Â) ŒÙÔÅËÁ-

ÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.5). äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ı2 : supp KA →X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ-
ÅÍ. ðÕÓÔØ K {{ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ X. îÁÊÄÅÍ ËÏÍÐÁËÔ K1, Ï ËÏÔÏÒÏÍ
ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ Œ Ð. Á), É ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ı−1

2 (K)∩ supp KA ⊂K1 ×K. åÓÌÉ
(x0; y0)∈ (X\K1)×K, ÔÏ ÅÓÌÉ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ w(x; y) =u(y) v(x) ÓÏ-
ÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x0; y0), ÔÏ 〈KA; w〉= 0 Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ Á). îÏ
ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ w∈C∞

0 (X ×X), ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x0; y0), ÏÔËÕÄÁ
É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ. �

3.2. óÉÍŒÏÌ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.
íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ðäï A ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2 ÉÚ § 2.
õËÁÖÅÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

ffA(x; ‰) = e−‰(x)Ae‰(x); (3.8)

ÇÄÅ e‰(x) = eix·‰. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ðäï A.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3.3. ðÕÓÔØ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï. åÇÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ
(ÉÌÉ ÐÏÌÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ffA(x; ‰) ÎÁ X×Rn, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.8).
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ðÏÓËÏÌØËÕ e‰(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ
ÏÔ ‰ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C∞(X), Á A {{ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
Œ C∞(X), ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ffA(x; ‰) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ‰ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C∞(X), ÏÔËÕÄÁ ffA(x; ‰)∈
∈C∞(X ×Rn).

úÁÐÉÓÙŒÁÑ u(x)∈C∞
0 (X) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ Œ ŒÉÄÅ

u(x) =
∫

e‰(x) û(‰) —d‰

É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ C∞(X), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

Au(x) =
∫

eix·‰ ffA(x; ‰) û(‰) —d‰ (3.9)
ÉÌÉ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ ffA(x; ‰)u(y) dy —d‰ (3.10)

(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ), ÞÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ-
ÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.8) É (3.9), ÓÉÍŒÏÌ ffA(x; ‰) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ A É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÍ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A∈Lm
j; ‹(X) É ‹ <j, ÔÏ

ffA(x; ‰)∈Sm
j; ‹(X×Rn), ÔÁË ÞÔÏ (3.10) ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ É ËÁË ÏÓ-

ÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ (3.9) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ).
ú Á Í Å Þ Á Î É Å. åÓÌÉ A {{ ÌÀÂÏÊ ðäï Œ X, ÔÏ ÞÁÓÔÏ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ

ÉÌÉ ÐÏÌÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÉÍŒÏÌ ffA1(x; ‰) ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ
ðäï A1 Œ X, ÞÔÏ A−A1 ∈L−∞. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ-
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÈÏÔÑ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÉÍŒÏÌÁ
ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ r(x; ‰)∈S−∞(X ×R

n).

3.3. áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ËÌÁÓÓÁÈ Sm
j; ‹.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3.4. ðÕÓÔØ aj(x; „)∈Smj
j; ‹(X×RN), j= 1; 2; : : : ,

mj →−∞ ÐÒÉ j→+∞, É ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; „)∈C∞(X ×RN).
âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ

a(x; „)∼
∞∑

j=1

aj(x; „);

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ r� 2

a(x; „)−
r−1∑
j=1

aj(x; „)∈S —mr
j; ‹(X×R

n); (3.11)

ÇÄÅ —mr = max
j�r

mj .
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ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a∈S —m1
j; ‹(X ×RN).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 3.5. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ aj ∈
∈Smj

j; ‹(X ×RN), j= 1; 2; : : :; ÐÒÉÞÅÍ mj →−∞ ÐÒÉ j→+∞, ÔÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; „), ÞÔÏ

a∼
∞∑

j=1

aj :

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ a′ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ a′∼
∞∑

j=1
aj ,

ÔÏ a− a′ ∈S−∞(X ×RN).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ

ÐÅÒŒÏÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ m1 >m2 >m3 >: : : . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ
ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÏÂ�ÅÄÉÎÉÍ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÄÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË �m1 . ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÏÂ�ÅÄÉÎÑ-

ÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É Ô. Ä. ðÕÓÔØ X =
∞⋃

j=1
Xj , ÇÄÅ Xj {{ ÏÔËÒÙÔÏÅ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X, ÐÒÉÞÅÍ Kj = —Xj �X (Ô. Å. Kj {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X). ðÕÓÔØ
’(„)∈C∞(RN) É

’(„) =
{

0 ÐÒÉ |„ |� 1=2;

1 ÐÒÉ |„ |� 1:

íÙ ÐÏÌÏÖÉÍ

a(x; „) =
∞∑

j=1

’
( „
tj

)
aj(x; „); (3.12)

ÇÄÅ tj ÔÁË ÂÙÓÔÒÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë +∞ ÐÒÉ j→+∞, ÞÔÏ∣∣∣Ä¸
„ Ä

˛
x

[
’
( „
tj

)
aj(x; „)

]∣∣∣� 2−j〈„〉mj−1−j|¸|+‹|˛| (3.13)

ÐÒÉ x∈Kl É ÐÒÉ |¸ |+ |˛ |+ l� j. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ
ÄÏÂÉÔØÓÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∣∣∣Ä¸
„ ’
( „
t

)∣∣∣�C¸〈„〉−|¸|; t� 1; (3.14)

ÇÄÅ C¸ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t, Ô. Å. ÄÌÑ ’(„=t) ÐÒÉ t� 1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ
ËÌÁÓÓÁ S0

1; 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

Ä¸
„ ’
( „
t

)
= (Ä¸

„ ’)
( „
t

)
· t−|¸| É |„ |� t� 2|„ |

ÐÒÉ „∈ supp Ä¸
„ ’(„=t), ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÅÔ (3.14).
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äÁÌÅÅ, ÉÚ (3.14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ∣∣∣Ä¸
„ Ä

˛
x

[
’
( „
t

)
aj(x; „)

]∣∣∣�Cj〈„〉mj−j|¸|+‹|˛|;

ÅÓÌÉ x∈Kl, t� 1 É |¸ |+ |˛ |+ l� j. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

〈„〉mj−j|¸|+‹|˛| � "〈„〉mj−1−j|¸|+‹|˛|

ÐÒÉ 〈„〉mj−1−mj � 1=". ðÏÜÔÏÍÕ ŒÙÂÏÒÏÍ tj ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÙÐÏÌ-
ÎÅÎÉÑ (3.13). éÚ (3.13) ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (3.12) ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ
ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂X, É ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ
ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ¸; ˛ É l ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ∣∣∣∣∣Ä¸

„ Ä
˛
x

[ ∞∑
j=r+1

’
( „
tj

)
aj(x; „)

]∣∣∣∣∣� 2−r〈„〉mr−j|¸|+‹|˛|; x∈Kl :

ðÏÜÔÏÍÕ a−
r∑

j=1
aj ∈Smr

j; ‹(X×R
N). ôÁË ËÁË ar ∈Smr

j; ‹(X×R
N), ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a−
r−1∑
j=1

aj ∈Smr
j; ‹(X ×R

N), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a∼
∞∑

j=1
aj.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 3.6. ðÕÓÔØ aj ∈Smj
j; ‹(X ×RN), mj →−∞ ÐÒÉ

j→+∞, a∈C∞(X×RN), ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K⊂X É ÌÀÂÙÈ
ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ —=—(¸; ˛; K)
É C=C(¸; ˛; K), ÞÔÏ

|Ä¸
„ Ä

˛
xa(x; „)|�C〈„〉—; x∈K: (3.15)

äÁÌÅÅ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X ÓÕÝÅÓÔŒÕ-
ÀÔ ÔÁËÁÑ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ —l =—l(K), l= 1; 2; : : :; É
ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ Cl =Cl(K), ÞÔÏ —l →−∞ ÐÒÉ l→+∞ É
ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ:∣∣∣∣∣a(x; „)−

l−1∑
j=1

aj(x; „)

∣∣∣∣∣�Cl〈„〉—l ; x∈K: (3.16)

ôÏÇÄÁ a∼
∞∑

j=1
aj .

óÕÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ (3.11) ÏÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏ-
ŒÅÒÑÔØ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔËÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÁÍÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Á ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÉÚ-
ŒÏÄÎÙÈ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ä¸

„ Ä
˛
xa ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÙ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÙÅ

ÏÃÅÎËÉ (3.15).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.
ì Å Í Í Á 3.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(t) ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄ-

ÎÙÅ f ′(t) É f ′′(t) ÐÒÉ t∈ [−1; 1]. ðÏÌÏÖÉÍ

Aj = sup
−1�t�1

|f(j)(t) |; j= 0; 2:

ôÏÇÄÁ
|f ′(0) |2 � 4A0(A0 +A2): (3.17)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ

|f ′(t)− f ′(0) |�A2| t |:
ðÏÜÔÏÍÕ |f ′(t) |� 1

2
|f ′(0) | ÐÒÉ A2| t |� 1

2
|f ′(0) |, | t |� 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

´ = min
{ |f ′(0) |

2A2
; 1
}

, ÔÁË ÞÔÏ |f ′(t) |� 1
2
|f ′(0) | ÐÒÉ t∈ [−´; ´]. éÍÅÅÍ

2A0 � |f(´)− f(−´) |� 2´ · |f
′(0) |
2

:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|f ′(0) |� 2A0

´
= 2A0 max

{ 2A2

|f ′(0) | ; 1
}
:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ |f ′(0) |� 4A0A2

|f ′(0) | , ÌÉÂÏ |f ′(0) |� 2A0, Ô. Å. ÌÉÂÏ

|f ′(0) |2 � 4A0A2, ÌÉÂÏ |f ′(0) |2 � 4A2
0, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (3.17). �

ì Å Í Í Á 3.2. ðÕÓÔØ K1; K2 {{ ÄŒÁ ËÏÍÐÁËÔÁ Œ Rp, ÐÒÉÞÅÍ
K1 ⊂ Int K2 (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË K2). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ-
ÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ K2, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ(

sup
x∈K1

∑
|¸|=1

|D¸f(x)|
)2

�

�C sup
x∈K2

|f(x)|
(

sup
x∈K2

|f(x)|+ sup
x∈K2

∑
|¸|=2

|D¸f(x)|
)
: (3.18)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Ñ 3.6. ðÕÓÔØ b∼
∞∑

j=1
aj

(ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5). ðÏÌÏÖÉÍ
d(x; „) = a(x; „)− b(x; „). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X ŒÙÐÏÌ-
ÎÑÀÔÓÑ ÏÃÅÎËÉ

|Ä¸
„ Ä

˛
xd(x; „)|�C〈„〉—; x∈K; (3.19)
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ÇÄÅ C É — ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ¸; ˛; K, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

|d(x; „) |�Cr〈„〉−r ; x∈K; (3.20)

ÇÄÅ Cr =Cr(K).
ðÏÌÏÖÉÍ d„(x; ‰) = d(x; „+ ‰). ôÏÇÄÁ

Ä¸
‰ Ä

˛
xd„(x; ‰)|‰=0 = Ä¸

„ Ä
˛
xd(x; „):

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 3.2, ÐÏÌÁÇÁÑ K1 =K × 0, K2 = K̂ ×{|‰ |� 1}, ÇÄÅ K̂ {{
ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, ÞÔÏ Int K̂ ⊃K. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÓÉÌÕ (3.20)(

sup
x∈K

∑
|¸|+|˛|�1

∣∣Ä¸
„ Ä

˛
xd(x; „)

∣∣)2

�C〈„〉−r(〈„〉−r + 〈„〉—);

ÇÄÅ r ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, — ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ¸; ˛ É K, Á C,
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÝÅ É ÏÔ r. îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ x∈K É |¸ |+ |˛ |�1
ÆÕÎËÃÉÑ Ä¸

„ Ä
˛
xd(x; „) ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ |„ |→+∞ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 〈„〉.

òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜÔÏ ÖÅ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ¸; ˛, ÞÔÏ ÄÁÅÔ
ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ d∈S−∞(X ×RN). �

3.4. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍŒÏÌÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ðäï ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ
a(x; y; ‰). œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ‹<j.

ô Å Ï Ò Å Í Á 3.1. ðÕÓÔØ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕ-
ÌÏÊ (2.18), ffA(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ. ôÏÇÄÁ

ffA(x; ‰)∼
∑

¸

1
¸!
Ä¸

‰ D
¸
y a(x; y; ‰)|y=x; (3.21)

ÇÄÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁÍ ¸.
ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ä¸

‰ D
¸
y a(x; y; ‰)|y=x ∈Sm−(j−‹)|¸|

j; ‹ , ÔÁË ÞÔÏ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ (3.21) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 3.1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ 3.2 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; y; ‰) ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ
ÎÏÓÉÔÅÌØ. æÏÒÍÕÌÕ (3.8), ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ ÓÉÍŒÏÌ ffA(x; ‰), ÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

ffA(x; ‰) =
∫∫

a(x; y; „) ei(x−y)·„ei(y−x)·‰ dy —d„; (3.22)

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ É ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ
ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ y ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ËÏÍÐÁËÔÕ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, ÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.22) ÎÁÐÉÓÁÎ ÏÓ-
ÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ x∈K. óÄÅÌÁÅÍ Œ ÎÅÍ
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ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ z= y−x, ”= „− ‰, ÞÔÏÂÙ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ:

ffA(x; ‰) =
∫∫

a(x; x+ z; ‰+ ”) e−iz·” dz —d”: (3.23)

òÁÚÌÏÖÉÍ a(x; x+ z; ‰+ ”) ÐÏ ” ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÔÏÞËÅ ”= 0:

a(x; x+z; ‰+”) =
∑

|¸|�N−1

Ä¸
‰ a(x; x+z; ‰)

”¸

¸!
+ rN (x; x+z; ‰; ”); (3.24)

ÇÄÅ

rN (x; x+z; ‰; ”) =
∑

|¸|=N

N”¸

¸!

1∫
0

(1− t)N−1Ä¸
‰ a(x; x+z; ‰+ t”) dt: (3.25)

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ∫∫
Ä¸

‰ a(x; x+ z; ‰) ”¸e−iz·” dz —d”= Ä¸
‰ D

¸
z a(x; x+ z; ‰)|z=0; (3.26)

ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ æÕÒØÅ. üÔÏ ÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÆÏÒ-
ÍÕÌÅ (3.21).

íÙ ÈÏÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 3.6. ðÏÌÕÞÉÍ ŒÎÁ-
ÞÁÌÅ ÇÒÕÂÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÔÉÐÁ (3.15) ÄÌÑ ffA(x; ‰). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ-
ÅÍ (3.23) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ:

ffA(x; ‰) =
∫∫

e−iz·”〈Dz〉�a(x; x+ z; ‰+ ”) · 〈”〉−� dz —d”; (3.27)

ÇÄÅ � ÞÅÔÎÏ É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ.
ôÅÐÅÒØ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

〈‰+ ”〉� 〈‰〉 · 〈”〉;
ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ (3.27), ÞÔÏ∣∣Ä¸

‰ Ä
˛
xffA(x; ‰)

∣∣�C〈‰〉p+‹�
∫
〈”〉p−(1−‹)� d”;

ÇÄÅ p= max(m−j|¸ |+ ‹|˛ |; 0), x∈K É � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ. üÔÏ É ÄÁÅÔ
ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ ffA(x; ‰) ÔÉÐÁ (3.15). ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ
ÏÃÅÎÉÔØ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (3.23) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ rN (3.25) ŒÍÅÓÔÏ a(x; x+z; ‰+”), ÐÏ-
ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ t É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ z; ”, É ÔÏÇÄÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t∈ (0; 1] É x∈K ÏÃÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R¸; t(x; ‰) =
∫∫

e−iz·n”¸Ä¸
‰ a(x; x+ z; ‰+ t”) dz —d”;
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ÇÄÅ |¸ |=N . éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

R¸; t(x; ‰) =
∫∫

e−iz·”Ä¸
‰ D

¸
z a(x; x+ z; ‰+ t”) dz —d”: (3.28)

òÁÚÏÂØÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (3.28) ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ:

R¸; t =R′
¸; t +R′′

¸; t; (3.29)

ÇÄÅ Œ R′
¸; t ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {(z; ”) : |” |�

� | ‰ |=2}, Á Œ R′′̧
; t {{ ÐÏ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |” |� | ‰ |=2,

ÔÏ | ‰ |=2 � | ‰+ t” |� 3| ‰ |=2, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ R′̧
; t ÏÂ�ÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉ-

ÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ” ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C| ‰ |n, ÔÏ

|R′
¸; t(x; ‰)|�C〈‰〉m−(j−‹)N+n ; (3.30)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ‰ É ÏÔ t.
ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ R′′̧

; t. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÏ z ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌØ-
ÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

〈”〉−�〈Dz〉�e−iz·” = e−iz·”;

ÇÄÅ � {{ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ R′′̧
; t ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉ-

ÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ

R¸; ˛; t(x; ‰) =
∫∫

|”|>|‰|=2

e−iz·”〈”〉−�Ä¸
‰ D

¸+˛
z a(x; x+ z; ‰+ t”) dz —d”; (3.31)

ÇÄÅ |˛ |� � . ðÒÉ |” |> | ‰ |=2 ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Ä¸
‰ D

¸+˛
z a(x; x+ z; ‰+ t”) ÏÃÅ-

ÎÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÅÒÅÚ C〈”〉m−(j−‹) N+‹� ÐÒÉ m− (j− ‹)N + ‹�� 0
É ÞÅÒÅÚ C ÐÒÉ m−(j−‹)N +‹�<0 (Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ‰; ”
É t). õÞÉÔÙŒÁÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 〈”〉−�, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (3.31) ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÍ �

|R¸; ˛; t(x; ‰)|�C
∫

|”|>|‰|=2

〈”〉p−(1−‹)� d”;

ÇÄÅ p=max{m−(j− ‹)N; 0}. åÓÌÉ p−(1−‹)� +n+1<0, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|R¸; ˛; t(x; ‰)|�C〈‰〉p−(1−‹)�+n+1
∫

〈”〉−n−1 d”�C〈‰〉p−(1−‹)�+n+1;

(3.32)
ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; ‰; t (ÐÒÉ x∈K, t∈ (0; 1]). œÙÂÉÒÁÑ ÂÏÌØÛÏÅ � , ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ Œ (3.32) ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ p− (1− ‹)� +n+ 1 ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ
É ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ.



40 ðóåœäïäéææåòåîãéáìøîùå ïðåòáôïòù [çì. I

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ (3.29) É (3.30), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ R¸; t ÏÃÅÎËÕ

|R¸; t(x; ‰) |�C〈‰〉m−(j−‹)N+n; x∈K; t∈ (0; 1];

ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁ-
ÌÏÓØ. �

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. íÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÏÞÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÅÎ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ðäï, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ
ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁÈ ÅÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ
ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÜÔÏÊ
ËÌÀÞÅŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

3.5. óÉÍŒÏÌ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÄÕÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ.
ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ tA ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ u; v∈
∈C∞

0 (X) ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

〈Au; v〉= 〈u; tAv〉; (3.33)

ÇÄÅ

〈u; v〉=
∫

u(x) v(x) dx:

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Lm
j; ‹(X) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.18), Œ ËÏ-

ÔÏÒÏÊ a(x; y; ‰)∈Sm
j; ‹(X×Rn), ÔÏ tA ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

tAv(y) =
∫ ∫

ei(x−y)·‰ a(x; y; ‰) v(x) dx —d‰;

ÏÔËÕÄÁ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ”=−‰ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

tAv(y) =
∫∫

ei(y−x)·” a(x; y; −”) v(x) dx —d”: (3.34)

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ tA∈Lm
j; ‹(X).

ô Å Ï Ò Å Í Á 3.2. ðÕÓÔØ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, ffA(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÓÉÍ-
ŒÏÌ, ff′

A(x; ‰) {{ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ tA. ôÏÇÄÁ

ff′
A(x; ‰)∼

∑
¸

Ä¸
‰ D

¸
xffA(x; −‰)=¸!: (3.35)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ tA ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3). äÁÌÅÅ, ŒÍÅÓÔÏ a(x; y; ‰) Œ ÆÏÒÍÕ-
ÌÕ (2.18), ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÄÅÊÓÔŒÉÅ A, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ffA(x; ‰) (ÓÍ. (3.10)).
ôÏÇÄÁ (3.34) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

tAv(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ffA(y; −‰) v(y) dy —d‰: (3.36)
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üÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ðäï (ÓÍ. (2.18)), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏÌØ a(x; y; ‰)
ÉÇÒÁÅÔ ffA(y; −‰)). ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3.1. �

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.4. ðÕÓÔØ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ ffA(x; ‰), A∗ {{
ĂÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÔÅÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ

(Au; v) = (u; A∗v); u; v ∈ C∞
0 (X);

ÇÄÅ (u; v) =
R
X

u(x) v(x) dx. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A∗ {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï É ÅÓÌÉ ff∗
A(x; ‰) {{

ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ, ÔÏ

ff∗
A(x; ‰)∼

X
¸

Ä¸
‰ D¸

x ffA(x; ‰)=¸!; (3.37)

ÇÄÅ ÞÅÒÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ.

íÙ ŒŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÕÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ~ffA(x; ‰), ÐÏÌÁÇÁÑ

~ffA(x; ‰) =ff′
A(x; −‰): (3.38)

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ t(tA) =A, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (3.36), ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÐÉ-
ÓÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÕÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ~ffA(x; ‰) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ ~ffA(y; ‰)u(y) dy —d‰

ÉÌÉ

(Âu) (‰) =
∫

e−iy·‰ ~ffA (y; ‰)u(y) dy: (3.39)

ô Å Ï Ò Å Í Á 3.3. äÕÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ~ffA(y; ‰) ÓŒÑÚÁÎ Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ
ffA(y; ‰) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

~ffA(x; ‰)∼
∑

¸

(−Ä‰)¸D¸
xffA(x; ‰)=¸!: (3.40)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ (3.38) É (3.35). �

3.6. æÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 3.4. ðÕÓÔØ A; B {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ðäï Œ ÏÂÌÁÓÔÉ

X⊂Rn, ffA(x; ‰), ffB(x; ‰) {{ ÉÈ ÓÉÍŒÏÌÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ
C=B ◦A. ôÏÇÄÁ C {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, ÓÉÍŒÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ffBA(x; ‰)
ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ

ffBA(x; ‰)∼
∑

¸

Ä¸
‰ ffB(x; ‰) ·D¸

xffA(x; ‰)=¸!: (3.41)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.39) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A
É ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.9), ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ B, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Cu(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ffB(x; ‰) ~ffA(y; ‰)u(y) dy —d‰:
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ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A∈Lm1
j; ‹(X) É B ∈Lm2

j; ‹(X), ÔÏ C ∈Lm1+m2
j;‹ (X).

äÁÌÅÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ tC= tA◦ tB ∈Lm1+m2
j; ‹ (X). ôÏÔ ÆÁËÔ,

ÞÔÏ ðäïC ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.4.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÉÍŒÏÌ ffBA(x; ‰), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ 3.1 É 3.3.

éÍÅÅÍ

ffBA(x; ‰)∼
∑

¸

Ä¸
‰ D

¸
y

[
ffB(x; ‰) ~ffA(y; ‰)

]
=¸!

∣∣
y=x

=

=
∑

¸

Ä¸
‰

[
ffB(x; ‰)D¸

x ~ffA(x; ‰)
]
=¸!∼

∼
∑
¸; ˛

Ä¸
‰

[
ffB(x; ‰) (−Ä‰)˛ D¸+˛

x ffA(x; ‰)
]
=¸! ˛!: (3.42)

ôÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄŒÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÌÅÍÍÙ.
ì Å Í Í Á 3.3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ). ðÕÓÔØ f(x); g(x) {{ ÇÌÁÄËÉÅ

ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ X⊂Rn, Á ¸ {{ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ. ôÏÇÄÁ

Ä¸(f(x) g(x)) =
∑

‚+‹=¸

¸!
‚! ‹!

[Ä‚f(x)] [Ä‹g(x)]: (3.43)

ì Å Í Í Á 3.4 (ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ). ðÕÓÔØ x; y ∈Rn É ¸ {{ ÍÕÌØÔÉÉÎ-
ÄÅËÓ. ôÏÇÄÁ

(x+ y)¸ =
∑

‚+‹=¸

¸!
‚! ‹!

x‚y‹ : (3.44)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.5. äÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÙ 3.3 É 3.4.
õ Ë Á Ú Á Î É Å. æÏÒÍÕÌÁ (3.44) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÌÉ ÉÚ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. æÏÒÍÕÌÁ (3.43) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (3.44), ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ

Ä¸[f(x) g(x)] = {(Äx + Äy)¸ [f(x) g(y)]}|y=x:

ï Ë Ï Î Þ Á Î É Å Ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Á Ô Å Ï Ò Å Í Ù 3.4. ðÒÅÏÂÒÁ-
ÚÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ (3.42), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 3.3. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ

ffBA(x; ‰)∼
∑

¸;˛;‚;‹
‚+‹=¸

[Ä‚
‰ ffB(x; ‰)] [(−Ä‰)˛(Ä‹

‰ D
¸+˛
x ffA(x; ‰))]=‚! ˛! ‹! =

=
∑

˛; ‚; ‹

(−1)|˛|[Ä‚
‰ ffB(x; ‰)] [Ä˛+‹

‰ D˛+‚+‹
x ffA(x; ‰)]=˛! ‚! ‹! =

=
∑

‚

∑
»

( ∑
˛+‹=»

(−1)|˛|

˛! ‹!

)
[Ä‚

‰ ffB(x; ‰)] [Ä»
‰ D

»+‚
x ffA(x; ‰)]=‚! : (3.45)
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ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.44) Ó x=−y= e, ÇÄÅ e= (1; 1; : : : ; 1), É ¸= κ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‹0
|κ| = (e− e)κ =

∑
˛+‹=κ

{!
˛! ‹!

e‹(−e)˛ = κ!
∑

˛+‹=κ

(−1)|˛|

˛! ‹!
;

ÇÄÅ ‹0
|κ| {{ ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, ÒÁŒÎÙÊ 1 ÐÒÉ κ = 0 É 0 ÐÒÉ |κ |> 0. âÌÁ-

ÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Œ (3.45) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó κ = 0,
ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (3.41). �

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 3.1. ðÕÓÔØ A∈Lm1
j; ‹(X), B ∈Lm2

j; ‹(X), 0 � ‹ <j� 1
É ÏÐÅÒÁÔÏÒ B {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A ◦B É B ◦A, ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ C∞

0 (X) Œ C∞(X), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
Lm1+m2

j; ‹ (X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÚÌÏÖÉÍ A Œ ÓÕÍÍÕ A=A1 +R, ÇÄÅ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ A1 {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, Á R ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ R(x; y)∈C∞(X ×X). ìÅÇ-
ËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ BR É RB ÉÍÅÀÔ ÇÌÁÄËÉÅ ÑÄÒÁ, ÒÁŒ-
ÎÙÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, BxR(x; y) É tByR(x; y), ÇÄÅ Bx {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B,
ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÊ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ y, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ
ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ tBy . õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 3.4. �

3.7. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÍŒÏÌÙ É ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.
éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ðäï. ïÄÉÎ ÉÚ ÔÁ-
ËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÀÝÉÊ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÍÙ
ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÉÛÅÍ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3.5. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ a(x; „)∈C∞(X×RN), ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ m ÉÍÅ-
ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

a(x; „)∼
∞∑

j=0

 („) am−j (x; „);

ÇÄÅ  ∈C∞(RN),  („) = 0 ÐÒÉ |„ |�1=2,  („) = 1 ÐÒÉ |„ |�1, Á am−j(x; „)
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ „ ÐÏÒÑÄËÁ m− j, Ô. Å. am−j(x; t„) =
= tm−jam−j(x; „) ÐÒÉ ŒÓÅÈ t>0 É (x; „)∈X × (RN\0). ëÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÓÉÍŒÏ-
ÌÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ CSm(X×RN).
þÅÒÅÚ CLm(X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ðäï, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÚÁÄÁÎÙ Œ ŒÉÄÅ (2.18) Ó a(x; y; ‰)∈CSm(X×X ×Rn). ôÁËÉÅ ðäï ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ðäï.

åÓÌÉ ak(x; „) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ „ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÔÏ
Ä¸

„ Ä
˛
xak(x; „) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ „ ÐÏÒÑÄËÁ k− |¸ |. ðÏÜÔÏÍÕ

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ CSm(X×RN)⊂SRe m(X×RN).
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ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 3.7.
Á) åÓÌÉ A∈CLm(X) É A ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ffA(x; ‰)∈CSm(X ×Rn).
Â) åÓÌÉ A∈CLm1 (X), B∈CLm2 (X) É A; B {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ðäï, ÔÏ

BA∈CLm1+m2 (X).
Œ) åÓÌÉ A∈CLm(X), ÔÏ tA∈CLm(X) É A∗ ∈CLm(X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ

3.1{{3.4. �
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ðäï ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ŒÚÑÔÉÅ

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œ ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ŒÚÑÔÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÓÍ. § 5) É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ
ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

3.8. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ É ÚÁÄÁÞÉ.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.6. äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ

(3.43): ÅÓÌÉ p(x; ‰) =
P

|¸|6m
a¸(x) ‰¸, p(x; D) {{ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-

ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ

p(x; D) (f(x) g(x)) =
X

¸

[p(¸)(x; D) f(x)] [D¸g(x)]=¸!; (3.46)

ÇÄÅ p(¸)(x; ‰) = Ä¸
‰ p(x; ‰).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.7. œÙŒÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.4 ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ
ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.6.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.8. ðÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xk {{ n-ÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ¸ {{ n-ÍÅÒÎÙÊ
ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(x1 + x2 + : : : + xk)¸ =
X

¸1+:::+¸k=¸

¸!
¸1!: : :¸k!

x¸1
1 : : :x¸k

k : (3.47)

œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ

Ä¸[f1(x): : :fk(x)] =
X

¸1+:::+¸k=¸

¸!
¸1!: : :¸k!

(Ä¸1 f1) (x) : : : (Ä¸k fk) (x): (3.48)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.9. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; ‰)∈Sm
j; ‹ (X ×Rn), ÇÄÅ X {{

ÏÂÌÁÓÔØ Œ R
n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï A Œ X , ÞÔÏ

a− ffA ∈S−∞(X × Rn).
õ Ë Á Ú Á Î É Å. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.18), ŒÚÑŒ a(x; y; ‰)=

=ffl(x; y) a(x; ‰), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ ffl(x; y) ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.3.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 3.10. œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2.4 É 3.9, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ

ÓÉÍŒÏÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ (ÐÒÉ ‹ < j) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Lm
j; ‹(X)=L−∞(X)

∼−→Sm
j; ‹(X ×R

n)=S−∞(X ×R
n):

ú Á Ä Á Þ Á 3.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ Rn ÏÐÅÒÁÔÏÒ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰a(x; ‰)u(y) dy —d‰; (3.49)
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ÇÄÅ a(x; ‰) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

|Ä¸
‰ Ä

˛
xa(x; ‰)|�C¸˛〈‰〉m−j|¸|+‹|˛|: (3.50)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ j>0, Á ‹<1. ðÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (3.49) Œ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ: Ô. Å. |Ä¸

x u(x)|�C¸ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅË-
ÓÁ ¸. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÓÅÂÑ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ S(Rn) É C∞

b (Rn). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ a(x; ‰) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ A ÎÁ S(Rn) ÉÌÉ C∞

b (Rn).
ú Á Ä Á Þ Á 3.2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÚÁÄÁÞÅ 3.1 ŒÉ-

ÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ
É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ú Á Ä Á Þ Á 3.3. ðÕÓÔØ K(x; z)∈C∞(X× (Rn\0)) É K(x; z) ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ z ÐÏÒÑÄËÁ −n, ÐÒÉÞÅÍ∫

|z|=1

K(x; z) dSz = 0 (3.51)

(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ |z |= 1). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ u∈C∞
0 (X)

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

Au(x) = lim
"→0

∫
|x−y|�"

K(x; x− y)u(y) dy; (3.52)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ðäï A∈CL0(X).
ïÐÅÒÁÔÏÒ A, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.52) (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ (3.51)),

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ðäï.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.2 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔ
ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ [1]{{[3], Á ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.3 ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ÉÚ ËÎÉÇÉ íÉÈ-
ÌÉÎÁ [1]. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÏ, ÏÄÎÁËÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ
ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ðäï.

§ 4. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
É ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

4.1. äÅÊÓÔŒÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ðäï. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÄÉÆÆÅÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ κ : X→X1 ÏÂÌÁÓÔÉ X ⊂R

n ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ X1 ⊂R
n.

éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ κ∗ : C∞(X1)→C∞(X), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ
ÆÕÎËÃÉÀ u Œ ÆÕÎËÃÉÀ u ◦κ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÏÔÏÂÒÁÖÁ-
ÅÔ C∞

0 (X1) Œ C∞
0 (X). ðÕÓÔØ A {{ ðäï Œ X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
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A1 : C∞
0 (X1)→C∞(X1) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

C∞
0 (X) A �� C∞(X)

C∞
0 (X1)

κ
∗

��

A1 �� C∞(X1)

κ
∗

��

åÓÌÉ κ1 = κ−1, ÔÏ
A1u= [A(u ◦κ)] ◦κ1: (4.1)

ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÄÁÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.18). ôÏÇÄÁ

A1u(x) =
∫∫

ei(κ1(x)−y)·‰ a(κ1(x); y; ‰)u(κ(y)) dy —d‰;

É, ÐÏÌÁÇÁÑ y= κ1(z), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

A1u(x) =
∫∫

ei(κ1(x)−κ1(z))·‰ a(κ1(x); κ1(z); ‰) | det κ
′
1(z) | u(z) dz —d‰;

(4.2)
ÇÄÅ κ′

1(z) {{ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ κ1. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A1 {{
éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ˘(x; y; „) = (κ1(x)−κ1(y)) · „. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ ÐÒÉ 1−j�‹<j ÏÐÅÒÁÔÏÒA1 {{ ðäï. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 4.1. ðÕÓÔØ ˘ {{ ÔÁËÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ X ×X ×Rn,
ÞÔÏ

1) ˘(x; y; „) ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ „;
2) ˘′

„(x; y; „) = 0⇔ x= y.
ðÕÓÔØ A1 {{ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ˘(x; y; „) É a(x; y; „)∈

∈Sm
j; ‹(X ×X×Rn) (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2.1)), ÐÒÉÞÅÍ

1− j� ‹ <j: (4.3)

ôÏÇÄÁ A1 ∈Lm
j; ‹(X).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ
ì Å Í Í Á 4.1. ðÕÓÔØ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉ-

ÑÍ 1) É 2) ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ˙
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´⊂X×X É C∞-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : ˙→GL(n; R) (ÎÅŒÙÒÏ-
ÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ  (x; y)), ÞÔÏ

˘(x; y;  (x; y) ‰) = (x− y) · ‰; (x; y)∈˙: (4.4)

ðÒÉ ÜÔÏÍ
det  (x; x) · det ˘′′

x„(x; y; „)|y=x = 1: (4.5)
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ

˘(x; y; „) =
n∑

j=1

˘j(x; y) „j ; (4.6)

ÐÒÉÞÅÍ ˘j(x; x) = 0 É ÅÓÌÉ ˘j(x; y) = 0, j= 1; : : :; n, ÔÏ x= y. äÁÌÅÅ,

˘′
x; „ =

(
n∑

j=1

Ä˘j

Äx1
„j ; : : :;

n∑
j=1

Ä˘j

Äxn
„j ; ˘1; : : :; ˘n

)
:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ x ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ˘(x; x; „) = 0
ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ˘′

y|x=y =−˘′
x|x=y. îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ˘′
x; y; „ �= 0 ÐÒÉ „ �= 0. ôÁË ËÁË ˘′

„(x; x; „) = 0, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ
˘′

x(x; x; „) �= 0, Ô. Å. ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ „ �= 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ k, 1 � k�n,

ÞÔÏ
n∑

j=1

Ä˘j

Äxk

∣∣∣
x=y

· „j �= 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

det
( Ä˘j(x; y)

Äxk

)∣∣∣
x=y

�= 0: (4.7)

ðÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y

˘j(x; y) =
n∑

k=1

˘kj(x; y) (xk − yk);

ÇÄÅ ˘kj ∈C∞(˙′), ˙′ {{ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Œ X ×X; ÐÒÉ
ÜÔÏÍ

˘kj(x; x) =
Ä˘j(x; y)
Äxk

∣∣∣
x=y

: (4.8)

åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ ˘(x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ (˘kj(x; y))n
k; j=1, ÔÏ ÉÚ (4.7)

É (4.8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ˙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ
Œ X ×X, ÞÔÏ det ˘(x; y) �= 0 ÐÒÉ (x; y)∈˙. ðÏÌÏÖÉÍ

 (x; y) = ˘(x; y)−1 : (4.9)

œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

˘(x; y; „) =
n∑

j; k=1

˘kj(x; y) „j (xk − yk) = (x− y) · (˘(x; y) „);

É ÐÏÌÁÇÁÑ ˘(x; y) „ = ‰, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÕ (4.4). æÏÒÍÕ-
ÌÁ (4.5) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (4.8) É (4.9). �

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 4.1. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1
É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2.4 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌÏÊ (2.1), Œ ËÏÔÏÒÏÊ a(x; y; „) = 0 ÐÒÉ (x; y) =∈˙′, ÇÄÅ ˙′ {{ ÌÀÂÁÑ
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ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. äÅÌÁÑ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (2.1) ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
„= (x; y) ‰, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ

A1u(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ a(x; y;  (x; y) ‰) | det  (x; y) | u(y) dy d‰: (4.10)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (4.3) ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÄÌÑ a1(x; y; ‰) =
= a(x; y;  (x; y) ‰) ŒËÌÀÞÅÎÉÅ a1(x; y; ‰)∈Sm

j; ‹(X×X ×Rn) Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍ-
ÍÙ 1.2. �

4.2. æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÉÍŒÏÌÁ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 4.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ κ : X→X1 É ÓÏÂÓÔŒÅÎ-

ÎÙÊ ðäï A∈Lm
j; ‹(X), ÐÒÉÞÅÍ 1−j�‹<j. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 ÐÏÓÔÒÏ-

ÅÎ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4.1). ôÏÇÄÁ

ffA1(y; ”)|y=κ(x) ∼
∑

¸

1
¸!
ff(¸)

A (x; t
κ

′(x) ”) ·D¸
z e

iκ′′
x (z)·”

∣∣∣
z=x

; (4.11)

ÇÄÅ ff(¸)
A (x; ‰) = Ä¸

‰ ffA(x; ‰), Á κ
′′
x(z) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

κ
′′
x(z) = κ(z)−κ(x)−κ

′(x) (z−x): (4.12)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ κ′′
x(z)

ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ z=x ÎÕÌØ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ

˘¸(x; ”) = D¸
z e

iκ′′
x (z)·”∣∣

z=x; (4.13)

ÔÏ ˘¸(x; ”) {{ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ ” ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |¸|=2. ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉ-
ÍÁÎÉÅ ÌÅÍÍÕ 1.2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

ff(¸)
A (x; t

κ
′(x) ”) D¸

z e
iκ′′

x (z)·”∣∣
z=x ∈Sm−(j−1=2)|¸|

j; ‹ (X ×R
n):

îÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ 1−j� ‹ <j ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ j>1=2, ÔÁË ÞÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ (4.11) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.11) ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕ-
ÌÏÊ (4.2), ÂÅÒÑ Œ ÎÅÊ a(x; y; „) =ffA(x; „). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ,
ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ ÎÅÅ, ÞÔÏ

A1u(x) =
∫∫

ei(x−y)·” ffA(κ1(x);  (x; y) ”)D(x; y)u(y) dy —d”; (4.14)

ÇÄÅ D(x; y) = | det κ′
1(x) | | det  (x; y) |. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ

ffA1(x; ”)∼
∑

¸

Ä¸
” D

¸
y [ffA(κ1(x);  (x; y) ”)D(x; y)]=¸! |y=x: (4.15)

éÚ ÞÌÅÎÏŒ Ó ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏÍ ¸ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ (ÄÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ y=x)
ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ ŒÉÄÁ

c(x; y) ”‚ff(˛)
A (κ1(x);  (x; y) ”); (4.16)
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ÇÄÅ c(x; y) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A).
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ‚ É ˛ Œ (4.16) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|˛ |� 2|¸ |; (4.17)

|‚ |+ |¸ |� |˛ |: (4.18)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÃÅÎËÁ (4.17) ÏÞÅŒÉÄÎÁ, Á ÏÃÅÎËÁ (4.18) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Dy, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ŒÉÄÁ (4.16), ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ
|˛ | − |‚ |, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ä” ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ |˛ | − |‚ | ÎÁ 1.

éÚ (4.17) É (4.18) ÉÍÅÅÍ

|‚ |� |˛ | − |¸ |� |˛ | − |˛ |=2 = |˛ |=2: (4.19)

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.9), ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ˘(x; y; „) =
= (κ1(x)−κ1(y)) · „, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ  (x; x) = (tκ′

1(x))−1.
ôÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ Œ (4.15) ÇÒÕÐÐÉÒÏŒËÕ ÞÌÅÎÏŒ ŒÉÄÁ (4.16), ÓÏÂÉÒÁÑ

ŒÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ˛. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ

ffA1(x; ”)∼
∑

˛

ff(˛)
A (κ1(x); (t

κ
′
1(x))−1”) ¯˛(x; ”)=˛!; (4.20)

ÇÄÅ ¯˛(x; ”) {{ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÐÏ ” ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ |˛ |=2 (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
ÉÚ C∞(X1)), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ¯0 ≡ 1.

úÁÍÅÎÑÑ Œ (4.20) x ÎÁ κ(x), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ
ÆÏÒÍÕÌÕ:

ffA1(κ(x); ”)∼
∑

˛

ff(˛)
A (x; t

κ
′(x) ”) ˘˛(x; ”)=˛!; (4.21)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ˘˛(x; ”) {{ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÐÏ ” ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ |˛ |=2 (Ó ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ C∞(X)), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ A, ÐÒÉÞÅÍ ˘0 ≡ 1. ïÓÔÁÅÔÓÑ
ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4.13).

âÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ˘˛(x; ”) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÉÍÅÅÍ

ffA1(y; ”)|y=κ(x) = e−iy·”A1eiy·”|y=κ(x) = e−iκ(z)·”ffA(z; Dz) eiκ(z)·” |z=x

(4.22)
(ÚÄÅÓØ ffA(z; Dz) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z).
îÁÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ

κ(z) = κ(x) + κ
′(x) (z−x) + κ

′′
x(z);

ÏÔËÕÄÁ

κ(z) · ”= κ(x) · ”+ z · t
κ

′(x) ”+ κ
′′
x(z) · ”−x · t

κ
′(x) ”:
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ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (4.22), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ffA1(y; ”)|y=κ(x) = e−x·tκ′(x)” {ffA(z; Dz)
[
eiz·tκ′(x)”eiκ′′

x (z)·”]}∣∣
z=x

: (4.23)

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ìÅÊÂÎÉÃÁ (3.46) (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6) ÄÌÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ Œ (4.23). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

ffA1(κ(x); ”) =
∑

¸

1
¸!
ff(¸)

A (x; t
κ

′(x) ”) · D¸
z e

iκ′′
x (z)· ”

∣∣
z=x (4.24)

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÚÄÅÓØ ÅÝÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ-
ÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ: ffA(z; Dz) eiz·‰ = eiz·‰ ffA(z; ‰)).

æÏÒÍÕÌÁ (4.24) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.13) ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ˘¸(x; ”), ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ (4.21).
îÏ ŒŒÉÄÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ˘¸(x; ”) ÏÎÁ ÖÅ ŒÅÒÎÁ É Œ ÏÂÝÅÍ
ÓÌÕÞÁÅ. �

ð Ò É Í Å Ò Ù. ˘0 ≡ 1, ˘˛ = 0 ÐÒÉ |˛ |= 1, ˘˛(x; ”) =D˛
x (iκ(x) · ”) ÐÒÉ

|˛ |= 2.
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 4.1.

ffA1(y; ”)−ffA(κ1(y); (t
κ

′
1(y))−1”) =Sm−2(j−1=2)

j; ‹ (X1 ×R
n): (4.25)

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÍÅÎØÛÅÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÓÉÍŒÏÌÙ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ A ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ T ∗X.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 4.2. åÓÌÉ A∈CLm(X), ÔÏ A1 ∈CLm(X1).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒ-

ÍÕÌ (4.11). �
4.3. ðÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ðÕÓÔØ

M {{n-ÍÅÒÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ËÌÁÓÓÁ C∞). þÅÒÅÚ C∞(M)
É C∞

0 (M) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-
ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M É ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ
Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A : C∞
0 (M)→C∞(M):

åÓÌÉ X {{ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Œ M (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
ÓŒÑÚÎÁÑ) É κ : X→X1 {{ ÅÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ
X1 ⊂Rn, ÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

C∞
0 (X) A �� C∞(X)

C∞
0 (X1)

κ
∗

��

A1 �� C∞(X1)

κ
∗

��
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ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÅÅ ÓÔÒÏÞ-
ËÅ ÓÔÏÉÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÒÁŒÎÙÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ rX ◦A ◦ iX , ÇÄÅ iX {{ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ-
ÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ iX : C∞

0 (X)→C∞
0 (M), Á rX {{ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ

rX : C∞(M)→C∞(X); ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ A, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 4.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ A : C∞
0 (M)→C∞(M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ κ : X→X1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ðäï Œ X1.
ôÅÏÒÅÍÁ 4.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ðäï Œ ÏÂÌÁÓÔÉ

X⊂Rn ÐÒÉ 1− j� ‹ <j ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ðäï ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÉ X.

äÁÌÅÅ, ÌÅÍÍÁ 1.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ 1− j� ‹ <j ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÌÁÓÓ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Sm

j; ‹(T ∗M) É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏŒ Lm

j; ‹(M), Á ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ
Sm

j; ‹(T ∗M)=Sm−2(j−1=2)
j; ‹ (T ∗M).

äÁÌÅÅ, Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÌÁÓÓ CLm(M) ËÌÁÓ-
ÓÉÞÅÓËÉÈ ðäï ÎÁ M . åÓÌÉ A∈CLm(M), ÔÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁA
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ffA(x; ‰) ÎÁ T ∗M ÐÏÒÑÄËÁ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÏÓÔÉ m, ÉÂÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ a1(x; ‰) É a2(x; ‰) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ ‰ ÐÒÉ | ‰ |� 1 ÐÏÒÑÄËÁ m É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ
ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Sm(X ×Rn) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Sm−1(X ×Rn), ÔÏ
ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÒÉ | ‰ |� 1.

úÁÍÅÔÉÍ Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÔØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÉ 4.1 ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÉÂÏ ÉÎÁ-
ÞÅ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ
f(x) �→ f(−x) Œ R\{0}.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 4.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ðäï A ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ
ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

A : E ′(M )→D ′(M );

ÇÄÅ E ′(M ) É D ′(M ) ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÄÕÁÌØÎÙÅ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔ-
ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ É ÇÌÁÄËÉÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÌÏÔ-
ÎÏÓÔÅÊ |˜n(T ∗M )| *).

*) üÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÂÒÁŒ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ, ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-
ÓÔØÀ É ÚÁÄÁŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÒÁŒÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÀ ÑËÏÂÉÁÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. óÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÀ, ÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ Ï ŒÎÅÛÎÉÈ n-ÆÏÒÍÁÈ, ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏ ÚÁÄÁÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ (Ô. Å., ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ˜n(T ∗M ) É
|˜n(T ∗M ) |). åÓÌÉ ÎÁ M ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ,
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œÌÏÖÅÎÉÅ C∞(M ) ,→D ′(M ), ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ C∞
0 (M ) ,→ E ′(M ), ’ {{

ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

〈u; ’〉 =
Z

M

u ·’; (4.26)

ÇÄÅ u∈C∞(M ), ’ {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ (ÔÁË ÞÔÏ u ·’ {{ ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÁÑ
ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ). ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÓÅŒÄÏÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 4.2. ðÕÓÔØ E; F {{ ÇÌÁÄËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ; ı : T ∗M →M {{ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ; ı∗E; ı∗F {{ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ-
ÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ T ∗M . äÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ðäï A : C∞

0 (M; E)→C∞(M; F )
(C∞

0 (M; E) {{ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E; C∞(M; F ) {{ ÇÌÁÄËÉÅ ÓÅÞÅ-
ÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F ) É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ {{ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

Sm
j; ‹(Hom(ı∗E; ı∗F ))=Sm−2(j−1=2)

j; ‹ (Hom(ı∗E; ı∗F )):

ú Á Ä Á Þ Á 4.1. ðÕÓÔØ A {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m
ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉM (ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 : C∞

0 (M)→C∞
0 (M), ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : C∞
0 (X1)→C∞

0 (X1), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ m). äÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ am(x; ‰) ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ T ∗M , ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÏ ‰ (Ô. Å. ŒÄÏÌØ ÓÌÏÅŒ) ÓÔÅÐÅÎÉ m.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

am(x; ’′
x) = lim

–→+∞
–−me−i–’A(ei–’ ); ’∈ C∞(M ): (4.27)

ú Á Ä Á Þ Á 4.2. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ d ŒÎÅÛÎÅÇÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÅ òÁÍÁ:

d : ˜p(M)→˜p+1(M);

ÇÄÅ ˜k(M) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ŒÎÅÛÎÉÈ k-ÆÏÒÍ ÎÁ M
(k= 0; 1; : : :; n).

ú Á Ä Á Þ Á 4.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-
ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ `⊂C

Au(t) = a(t)u(t) + lim
"→0

∫
|t−fi|�"

K(t; fi)
t− fi u(fi ) dfi; t; fi ∈`;

ÐÒÉ a(t)∈C∞(`), K(t; fi )∈C∞(`×`) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ðäï
ÉÚ CL0(`).

ÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ |˜n(T ∗M ) | É M ×R
1, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ËÁË ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ E ′(M ) É D ′(M ) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ
ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ.
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§ 5. çÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ É ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ

5.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÐÒÉ-
ÍÅÒÙ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5.1. æÕÎËÃÉÑ ff(x; ‰)∈C∞(X ×Rn), ÇÄÅ X {{
ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌ-
ÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m0; m, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ËÏÍÐÁËÔÁ K⊂X ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ R; C1; C2,
ÞÔÏ

C1| ‰ |m0 � |ff(x; ‰) |�C2| ‰ |m; | ‰ |�R; x∈K; (5.1)

Â) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ j É ‹, ÞÔÏ 0 � ‹ <j� 1, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ R, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØ-
ÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C¸; ˛; K , ÞÔÏ

|[Ä¸
‰ Ä

˛
xff(x; ‰)] ff−1(x; ‰)|�C¸; ˛; K | ‰ |−j|¸|+‹|˛|; | ‰ |�R; x∈K: (5.2)

ëÌÁÓÓ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (5.1) É (5.2) Ó ÆÉËÓÉ-
ÒÏŒÁÎÎÙÍÉ m; m0; j É ‹ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ HSm; m0

j; ‹ (X ×Rn) ÉÌÉ
ÐÒÏÓÔÏ HSm; m0

j; ‹ , ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ (ÉÌÉ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ), Ï ËÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ X ÉÄÅÔ
ÒÅÞØ. éÚ (5.1) É (5.2) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

HSm; m0
j; ‹ (X×R

n)⊂Sm
j; ‹(X×R

n):

þÅÒÅÚ HLm; m0
j; ‹ (X) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ðäï A

Œ ÏÂÌÁÓÔÉ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ffA(x; ‰)∈HSm; m0
j; ‹ (X×Rn).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5.2. ðäï A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ,
ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï A1 ∈HLm; m0

j;‹ (X), ÞÔÏ
A=A1 +R1, ÇÄÅ R1 ∈L−∞(X), Ô. Å. R1 {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÑÄÒÏÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ A Œ ŒÉÄÅ A=A1 +R1, ÇÄÅ A1 {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, Á R1 ÏÐÅÒÁÔÏÒ
Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ, ŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ A1 ∈HLm; m0

j; ‹ (X).
ð Ò É Í Å Ò 5.1. ðÕÓÔØ A {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Ô. Å.

A=
∑

|¸|�m
a¸(x)D¸, ÇÄÅ a¸(x)∈C∞(X). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ am(x; ‰) ÅÇÏ

ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ:
am(x; ‰) =

∑
|¸|=m

a¸(x) ‰¸: (5.3)

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5.3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ

am(x; ‰) �= 0 ÐÒÉ (x; ‰)∈X× (Rn\0): (5.4)
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ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 5.1. äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ :

Á) A ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ;
Â) A∈HLm; m

1; 0 (X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ Â) ⇒ Á) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÌÑ ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ŒŒÅÄÅÍ ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A

a(x; ‰) =
∑

|¸|�m

a¸(x) ‰¸; (5.5)

É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ

a(x; ‰)
am(x; ‰)

= 1 + b−1(x; ‰) + : : :+ b−m(x; ‰);

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ b−j(x; ‰)∈C∞(X× (Rn\0)) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ ‰ ÓÔÅÐÅÎÉ −j.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÃÅÎËÁ (5.1) Ó m0 =m, Á ÏÃÅÎËÁ (5.2) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �

ð Ò É Í Å Ò Ù Ü Ì Ì É Ð Ô É Þ Å Ó Ë É È Ï Ð Å Ò Á Ô Ï Ò Ï Œ:

ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ =
Ä2

Äx2
1

+ : : :+
Ä2

Äx2
n

Œ Rn;

ÏÐÅÒÁÔÏÒ ëÏÛÉ{{òÉÍÁÎÁ
Ä
Ä—z

=
Ä
Äx1

+ i
Ä
Äx2

Œ R2.

ð Ò É Í Å Ò 5.2. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ

Ä
Ät

−´ =
Ä
Ät

− Ä2

Äx2
1
− : : :− Ä2

Äx2
n

ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ Œ Rn+1, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 5.1. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄ-

ÎÏÓÔÉ É ÎÁÊÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ m; m0; j; ‹.

ð Ò É Í Å Ò 5.3. ðÕÓÔØ A {{ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ðäï, am(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÇÌÁŒ-
ÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5.3′. ïÐÅÒÁÔÏÒ A∈CLm(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉ-
ÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ am(x; ‰) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (5.4).

ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈CLm(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÜÌÌÉÐ-
ÔÉÞÎÏÓÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ A∈HLm; m

1; 0 (X). îÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈CLm(X) ÜÌ-
ÌÉÐÔÉÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A=A1 +R, ÇÄÅ A1 ∈HLm; m

1; 0 (X)
É R∈L−∞(X).

ðÒÉÍÅÒÙ 5.1 É 5.3 ÄÅÌÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5.3′′. ïÐÅÒÁÔÏÒ A∈Lm

j; ‹(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉ-
ÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ A=A1 +R, ÇÄÅ A1 ∈HLm; m

j; ‹ (X) É R∈L−∞(X).
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ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 5.1′. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Lm
j; ‹(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ a)
Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 5.1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ Ó m0 =m. âÅÚ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Lm

j; ‹(X) ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ A Œ ŒÉÄÅ A=A1 +R,
ÇÄÅ R∈L−∞(X), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ É ÕÓÌÏŒÉÅ a)
Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 5.1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A1 Ó m0 =m
(É ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. �

5.2. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. õÓÌÏŒÉÍÓÑ
ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ff(x; ‰)∈Sm

j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ R=R(K), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ff(x; ‰)
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x∈K, | ‰ |�R(K), É ÐÒÉ ÜÔÉÈ (x; ‰) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÎÅ-
ÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÔÉÐÁ (1.10). åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÝÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÃÅÎ-
ËÉ (5.1) É (5.2), ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ff(x; ‰)∈HSm; m0

j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff(x; ‰)∈Sm

j; ‹ ÉÌÉ ff(x; ‰)∈HSm; m0
j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØ-

ÛÉÈ ‰, ÔÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ ff(x; ‰) ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ  (x; ‰),
ÒÁŒÎÕÀ 1 ĂÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰Ą (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ x∈K, | ‰ |�R(K) + 2 ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K) É 0 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÇÄÅ ÓÉÍ-
ŒÏÌ ff ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ x∈K, | ‰ |�R(K) + 1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ
ÓÉÍŒÏÌ ff1(x; ‰)∈Sm

j; ‹(X ×Rn) ÉÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÉÍŒÏÌ ff1(x; ‰)∈
∈HSm; m0

j; ‹ (X ×Rn), ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ff(x; ‰) ĂÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰Ą.
ì Å Í Í Á 5.1. åÓÌÉ ff(x; ‰)∈HSm; m0

j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰, ÔÏ ff−1(x; ‰)∈
∈HS−m0 ;−m

j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛

Ä¸
‰ Ä

˛
xff(x; ‰)=ff(x; ‰)∈S−j|¸|+‹|˛|

j; ‹

ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ y= (x; ‰), ‚; ‹ {{ 2n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÉÎ-

ÄÅËÓÙ. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ |‹ | ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ

Ä‹
[ Ä‚ff(y)
ff(y)

]
=

|‹|∑
k=0

∑
‹0+:::+‹k =‹

c‹0:::‹k

Ä‹0+‚ff(y)
ff(y)

k∏
l=1

Ä‹lff(y)
ff(y)

: (5.6)

ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ‚= (˛; ¸), ÔÏ ŒÓÅ ÏÃÅÎËÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ
ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ, ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. �

ì Å Í Í Á 5.2. åÓÌÉ ff′ ∈HSm′;m′
0

j; ‹ , ff′′ ∈HSm′′;m′′
0

j; ‹ , ÔÏ ff′ff′′ ∈
∈HSm′+m′′;m′

0+m′′
0

j; ‹ .



56 ðóåœäïäéææåòåîãéáìøîùå ïðåòáôïòù [çì. I

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ
ìÅÊÂÎÉÃÁ. �

ì Å Í Í Á 5.3. åÓÌÉ ff(x; ‰)∈HSm; m0
j; ‹ É r(x; ‰)∈Sm1

j; ‹, ÇÄÅ m1 <m0 ,
ÔÏ ff+ r∈HSm; m0

j; ‹ .
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ff+ r=ff(1 + r=ff)

É ÌÅÍÍÙ 5.1 É 5.2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ff≡1
É m0 =m= 0, ÏÔËÕÄÁ m1 < 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ
ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ. �

ì Å Í Í Á 5.4. ðÕÓÔØ ff(x; ‰)∈HSm; m0
j;‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰ É ff1(y; ”) =

=ff(x(y); ‰(y; ”)), ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (y; ”) �→ (x(y); ‰(y; ”)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X1 × (Rn\0) Œ X × (Rn\0), ÐÒÉ-
ÞÅÍ ‰(y; ”) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÐÏ ” ÐÏÒÑÄËÁ 1. ðÕÓÔØ 1−j�‹<j.
ôÏÇÄÁ ff1(y; ”)∈HSm; m0

j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ”.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ŒÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍ-

ÍÙ 1.2 É ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. �
5.3. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 5.2. åÓÌÉ A′ ∈HLm′;m′

0
j; ‹ (X) É A′′ ∈HLm′′;m′′

0
j; ‹ (X),

ÔÏ A′ ◦A′′∈HLm′+m′′;m′
0+m′′

0
j; ‹ (X).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4

ffA′A′′ (x; ‰)∼ffA′(x; ‰)ffA′′ (x; ‰)
[

1 +
∑
|¸|�1

Ä¸
‰ ffA′

ffA′

D¸
xffA′′

ffA′′

]
:

œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 5.1 É 5.3 Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÓÔÏÉÔ ÒÑÄ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.4) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ HS0; 0

j; ‹ .
ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 5.2. �

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 5.3. åÓÌÉ A∈HLm; m0
j; ‹ (X), ÔÏ tA∈HLm; m0

j; ‹ (X)
É A∗ ∈HLm; m0

j; ‹ (X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. �
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 5.4. åÓÌÉ A∈HLm; m0

j; ‹ (X), R∈Lm1
j; ‹(X), ÇÄÅ

m1 <m0 É R {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ A+R∈HLm; m0
j; ‹ (X).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.3. �

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 5.5. åÓÌÉ 1−j� ‹ <j, ÔÏ ËÌÁÓÓ HLm; m0
j; ‹ (X) ÉÎ-

ŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÄÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ κ : X→X1 É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ËÁË Œ § 4 (ÆÏÒÍÕÌÁ (4.1)), ÔÏ
A1 ∈HLm; m0

j; ‹ (X1).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏ ÌÅÍÍÅ 5.4

ffA(κ1(y); (t
κ

′
1(y))−1”)∈HSm; m0

j; ‹ (X)
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(ÚÄÅÓØ κ1 = κ−1). îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 É ÌÅÍÍÙ 5.1 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

ffA1(y; ”) =ffA(κ1(y); (t
κ

′
1(y))−1”) (1 + r(y; ”));

ÇÄÅ r(y; ”)∈S−2(j−1=2)
j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ”. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÌÅÍÍ 5.2 É 5.3. �
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M

ËÌÁÓÓ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï HLm; m0
j; ‹ (M), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ 1− j� ‹ <j.

5.4. ðÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ É ÇÒÕÂÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 5.1. ðÕÓÔØ A∈HLm; m0

j; ‹ (M) É ÌÉÂÏ 1− j� ‹ <j, ÌÉÂÏ
‹<j É M =X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R

n. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B∈
∈HL−m0;−m

j; ‹ (M), ÞÔÏ

BA= I +R1; AB = I +R2; (5.7)

ÇÄÅ Rj ∈L−∞(M), j = 1; 2; I {{ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.
äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ B′ {{ ÄÒÕÇÏÊ ðäï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÂÏ B′A= I+R′

1, ÌÉÂÏ
AB′ = I +R′

2 (ÇÄÅ R′
j ∈L−∞(M)), ÔÏ B′ −B ∈L−∞(M).

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 5.1. åÓÌÉ A {{ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï Œ M (ÎÅ ÏÂÑ-
ÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï B,
ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.7).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 5.1. 1. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ M =X {{
ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn. ðÕÓÔØ ffA {{ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ b0(x; ‰)∈HS−m0 ;−m

j; ‹ (X×Rn), ÞÔÏ b0(x; ‰)=ff−1
A (x; ‰) ÐÒÉ ÂÏÌØ-

ÛÉÈ ‰. îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B0 ∈HL−m0;−m
j; ‹ (X),

ÞÔÏ ffB0 − b0 ∈S−∞(X ×Rn). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ

B0A= I +R0; (5.8)

ÇÄÅ R0 ∈L−(j−‹)
j; ‹ (X).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 ÉÍÅÅÍ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰

ffB0A(x; ‰)∼ 1 +
∑
|¸|�1

1
¸!
Ä¸

‰ ff
−1
A ·D¸

xffA = 1 +
∑
|¸|�1

1
¸!

Ä¸
‰ ff

−1
A

ff−1
A

D¸
xffA
ffA

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 5.1. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C0 {{ ÔÁËÏÊ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, ÞÔÏ

C0 ∼
∞∑

j=0

(−1)j Rj
0; (5.9)

Ô. Å.

ffC0 ∼
∞∑

j=0

(−1)j ffRj
0
: (5.9′)
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éÚ (5.9) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

C0(I +R0)− I ∈L−∞;

ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ B1 =C0B0 , ÔÏ

B1A= I +R1; (5.10)

ÇÄÅ R1 ∈L−∞(X). éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ B1 ∈HL−m0;−m
j; ‹ (X). äÁ-

ÌÅÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B2 ∈
∈HL−m0;−m

j; ‹ (X), ÞÔÏ
AB2 = I +R2; (5.11)

ÇÄÅ R2 ∈L−∞(X).
ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B1; B2 {{ ÌÀÂÙÈ ÄŒÁ ðäï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.10) É (5.11), ÔÏ B1 −B2 ∈L−∞(X). üÔÉÍ ÂÕ-
ÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ B (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ
ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ B1; B2) É ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏ-
ÓÔØÀ ÄÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ L−∞(X)). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B1 É B2 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. õÍÎÏÖÁÑ (5.10) ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ B2 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅÍ (5.11), ÐÏÌÕÞÉÍ B1 −B2 =R1B2 −B1R2, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ B1R2 É R1B2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ L−∞(X).

2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M {{ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, M =
⋃
‚
X‚ {{ ÐÏ-

ËÒÙÔÉÅ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ X‚ . ôÏÇÄÁ Œ X‚ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ
(Œ ÓÉÌÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ) ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ B‚ , ÞÔÏ

B‚ ◦A= I +R‚
1 ; A ◦B‚ = I +R‚

2 ;

ÇÄÅ R‚
1 ; R

‚
2 {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÑÄÒÁÍÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ’j , j= 1; 2; : : :; {{ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏ-
ËÒÙÔÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ X‚ . üÔÏ ÚÎÁ-
ÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÕ 6.20 Œ
ËÎÉÇÅ òÕÄÉÎÁ [1]):

1) ’j ∈C∞
0 (M), ’j � 0, supp ’j ⊂X‚ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ‚= ‚(j);

2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x∈M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ux ÔÏÞËÉ x Œ
M , ÞÔÏ Ux ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ supp ’j ;

3)
∑

j ’j = 1:
ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ  j ∈C∞

0 (M), ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ-
ÒÑÀÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1) É 2) (Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ‚(j)) É
ŒÄÏÂÁŒÏË  j = 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ supp ’j .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˘j É ¯j ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ’j É  j ÓÏÏÔŒÅÔ-
ÓÔŒÅÎÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ

B =
∑

j

˘jB‚(j) ¯j ;
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ÇÄÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ É ÐÒÏÄÏÌÖÅ-
ÎÉÑ ÎÕÌÅÍ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ B ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁ-
ÎÉÑÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ B {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÉ X‚ ∩X‚′

ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ B‚ É B‚′
ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ

ÑÄÒÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ L−∞ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁ-
ÎÙ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
BA É AB ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ L−∞, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (3.41).
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ BA ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

ffBA(x; ‰)∼
∑
j; ¸

1
¸!

˘j(x) (Ä¸
‰ ffB(x; ‰))D¸

x (ffA(x; ‰) ¯j(x)):

åÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ x ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ¯j , ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ Œ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ˘jD¸

x ¯j ≡ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ �= 0. ðÏÜÔÏÍÕ

ffBA(x; ‰)∼
(∑

j

˘j(x) ¯j(x)

)(∑
¸

1
¸!
Ä¸

‰ ffB(x; ‰)D¸
x (ffA(x; ‰))

)
∼ 1;

ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Œ (5.7). ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ-
ŒÁÅÔÓÑ É ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. �

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ B ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÏ-
ÓÔÉÔØ, ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ supp ’j

Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ X‚ .
œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

B=
∑

‚

˘‚ B‚ ¯‚ ;

ÇÄÅ ’‚ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÅÓÑ ŒÙÛÅ
ÆÕÎËÃÉÉ ’j . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ’‚

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.
åÓÌÉ M {{ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÂÅÚ ËÒÁÑ), ÔÏ ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ

ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ {X‚} ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ B
ÔÁËÖÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ B, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉ-
ÑÍ (5.7), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 5.2. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Lm
j; ‹(M) ÉÍÅÅÔ

ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ B ∈HL−m;−m
j; ‹ (M).

ô Å Ï Ò Å Í Á 5.2. åÓÌÉ A {{ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï, ÔÏ

sing supp Au= sing supp u; u∈ E ′(M): (5.12)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ˙ {{ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÔÏ Au|˙ ∈
∈C∞(˙) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ u|˙ ∈C∞(˙).
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åÓÌÉ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï, ÔÏ (5.12) ŒÅÒÎÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u∈D ′(M).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÅÒŒÕÀ
ÞÁÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ sing supp Au⊂
⊂ sing supp u ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÓÅŒÄÏÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ A (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4)
É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

sing supp u⊂ sing supp Au: (5.13)

ðÕÓÔØ B {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ A. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ u=B(Au)−R1u É ÐÓÅŒÄÏÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ B ŒÙÔÅ-
ËÁÅÔ, ÞÔÏ

sing supp u⊂ sing supp(Au)∪ sing supp R1u;

ÎÏ R1u∈C∞(X), ÔÁË ÞÔÏ sing supp R1u= ∅, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (5.13). �
ôÅÏÒÅÍÁ 5.2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÂÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÇÉ-

ÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ Au= f . âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÕÄÕÔ
ÄÏËÁÚÁÎÙ ÐÏÓÌÅ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ {{ ÛËÁÌÙ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ.

5.5. ðÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œ ÓÌÕÞÁÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏ.

ðÕÓÔØ A {{ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï Œ ÏÂÌÁÓÔÉ X⊂Rn, ÓÉÍ-
ŒÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ a(x; ‰) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏ-
ÖÅÎÉÅ

a(x; ‰)∼
∞∑

j=0

am−j(x; ‰); (5.14)

ÇÄÅ am−j(x; ‰)∈C∞(X× (Rn\0)), am−j(x; ‰) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ
ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ m− j É É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ (5.4).

ðÕÓÔØ B {{ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ B {{ ËÌÁÓÓÉÞÅ-
ÓËÉÊ ðäï, ÓÉÍŒÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ b(x; ‰) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

b(x; ‰)∼
∞∑

j=0

b−m−j(x; ‰); (5.15)

ÇÄÅ b−m−j(x; ‰)∈C∞(X× (Rn\0)) É b−m−j(x; ‰) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÁ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ −m− j.

æÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ b(x; ‰) ÄÏÌÖÅÎ ÕÄÏŒÌÅ-
ÔŒÏÒÑÔØ ÕÓÌÏŒÉÀ ∑

¸

Ä¸
‰ a(x; ‰)D¸

x b(x; ‰)=¸!∼ 1;
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ÉÌÉ ∑
¸; k; j

Ä¸
‰ am−k(x; ‰)D¸

x b−m−j(x; ‰)=¸!∼ 1: (5.16)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ Œ (5.16) ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÁÍ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÔÏ (5.16) ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. äÅÌÁÑ ÜÔÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ∑

k+j+|¸|=p

Ä¸
‰ am−k(x; ‰)D¸

x b−m−j(x; ‰)=¸! = ‹p
0 ; p= 0; 1; : : : ; (5.17)

ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ,

am · b−m = 1; (5.17′)

am · b−m +
∑

k+l+|¸|=j
l<j

(Ä¸
‰ am−k) (D¸

x b−m−l) =¸! = 0; j= 1; 2; : : : (5.17′′)

éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (5.17) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ-
ÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ b−m−j(x; ‰) ÐÏÒÑÄËÏŒ −m− j
(j= 0; 1; 2; : : : ). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ b(x; ‰) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5.15) É ÎÁÊ-
ÔÉ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï B, ÞÔÏ ffB(x; ‰)− b(x; ‰)∈S−∞(X×Rn), ÔÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ÂÕÄÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

æÏÒÍÕÌÙ (5.17) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É Œ ÓÌÕ-
ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ðäï: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
a−m−j(x; ‰) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, Á ÕÓÌÏŒÉÅ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

det am(x; ‰) �= 0; (x; ‰)∈X× (Rn\0): (5.18)

ú Á Ä Á Þ Á 5.1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ b−m−j(x; ‰) (j > 0) ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÉËÓÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
am−k(x; ‰) Œ ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ŒÉÄÁ

b−m−j(x; ‰) =
2j+1∑
l=2

cl(x; ‰) (am(x; ‰))−l; (5.19)

ÇÄÅ cl(x; ‰) {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄ-
ËÏŒm(l−1)−j, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ am; am−1; : : :; am−j
É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ � j.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

b−m−j(x; ‰) = a−1
m (x; ‰)

2j+1∑
l=1

l∏
k=1

[
ck; l(x; ‰) a−1

m (x; ‰)
]
: (5.20)
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§ 6. ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ
ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

6.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ A {{
ðäï Œ Rn. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : C∞
0 (Rn)→C∞(Rn):

ðÕÓÔØ KA {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÓÍÙÓÌÅ ì. ûŒÁÒÃÁ. åÓÌÉ supp KA {{
ËÏÍÐÁËÔ Œ Rn×Rn, ÔÏ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : C∞
0 (Rn)→C∞

0 (Rn):

ðÏÓÔÁŒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ-
ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A : L2(Rn)→L2(Rn)?

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ
ÏÃÅÎËÁ

‖Au‖�C‖u‖; u∈C∞
0 (Rn); (6.1)

ÇÄÅ C > 0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ u, Á ‖ · ‖ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÒÍÕ Œ L2(Rn).
ô Å Ï Ò Å Í Á 6.1. ðÕÓÔØ A∈L0

j; ‹(Rn), 0 � ‹<j�1, É supp KA {{ ËÏÍ-
ÐÁËÔ Œ Rn×Rn. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ (6.1) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ A ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ L2(Rn).

6.2. œÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.1.
œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

lim
|‰|→∞

x∈K

|a(x; ‰) |= lim
t→∞ sup

|‰|�t
x∈K

|a(x; ‰) |:

ô Å Ï Ò Å Í Á 6.2. ðÕÓÔØ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, A∈L0
j; ‹(X), ÇÄÅ

0 � ‹ <j� 1 É X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R
n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ-

ËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ M , ÞÔÏ
lim

|‰|→∞
x∈K

|ffA(x; ‰) |<M (6.2)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R Ó ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÑÄÒÏÍ R∈C∞(X ×X), ÞÔÏ

(Au; Au) �M2(u; u) + (Ru; u); u∈C∞
0 (X): (6.3)

åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ supp KA {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X×X, ÔÏ É supp R ÔÁËÖÅ
ËÏÍÐÁËÔ Œ X×X.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï É Í Ð Ì É Ë Á Ã É É Ô Å Ï Ò Å Í Á 6.2 ⇒ Ô Å Ï -
Ò Å Í Á 6.1. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ Œ L2(Rn) ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ R Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÆÉÎÉÔÎÙÍ ÑÄÒÏÍ. îÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ (ÍÏÖÎÏ
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ÐÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ‖R‖2 �
∫

|R(x; y) |2 dx dy, ÇÄÅ ‖R‖ {{ ÎÏÒÍÁ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÁ R Œ L2(Rn), Á R(x; y) {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R). �
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2 ŒŒÉÄÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (Au; Au) =

= (A∗Au; u) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ∈
∈L0

j; ‹(x), ÞÔÏ
A∗A+B∗B−M2 =R; (6.4)

ÇÄÅ R ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÑÄÒÏ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÁË
ËÁË Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (6.4) ÓÔÏÉÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ðÅÒÅÐÉÓÙŒÁÑ (6.4)
Œ ŒÉÄÅ B∗B=M2 −A∗A+R, ÍÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ËÌÁÓ-
ÓÁ S−(j−‹)

j; ‹ (X) ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M2 −A∗A ÒÁŒÅÎ M2 − |ffA(x; ‰) |2, ÏÔ-
ËÕÄÁ

lim
|‰|→∞

x∈K

Re [ff(M 2−A∗A)(x; ‰)]> 0; (6.5)

ÇÄÅ lim ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË lim, ÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ sup ÎÁ inf ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K⊂X. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 6.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 6.1. ðÕÓÔØ C ∈L0
j; ‹(X), 0 � ‹<j� 1, C {{ ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, C∗ =C É

lim
|‰|→∞

x∈K

Re ffC(x; ‰)> 0; (6.6)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ∈L0

j; ‹(X), ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R=B∗B−C ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÑÄÒÏ.

ì Å Í Í Á 6.1. ðÕÓÔØ a(x; ‰)∈S0
j;‹(X×Rn) É a(x; ‰) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ

(x; ‰)∈X×Rn ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂C .
ðÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ËÏÍÐÁËÔÁ K É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅ-
ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Re z É Im z. ôÏÇÄÁ

f(a(x; ‰))∈S0
j; ‹(X ×R

n): (6.7)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ u= Re z É v= Im z, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÏÞÅ-
ŒÉÄÎÏ,

Ä‚
yf(a(y)) =

∑
κ1+:::+κp+

+!1+:::+!q =‚

cp; q; κ1;::: ;κp;!1;::: ;!q (Ä(p; q)
u; v f) (a(y))×

× Äκ1
y (Re a) : : :Äκp

y (Re a) Ä!1
y (Im a) : : :Ä!q

y (Im a); (6.8)



64 ðóåœäïäéææåòåîãéáìøîùå ïðåòáôïòù [çì. I

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (6.7), ÔÁË ËÁË
∣∣(Ä(p; q)

u; v f) (a(y))
∣∣�Cpq. �

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Ñ 6.1. éÚ ÌÅÍÍÙ 6.1 ÓÌÅÄÕ-
ÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

√
Re ffC(x; ‰) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S0

j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰. ðÏÜÔÏ-
ÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï B0 ∈L0

j; ‹(X) Ó ÔÁËÉÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-
ÚÎÁÞÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ b0(x; ‰), ÞÔÏ | b0(x; ‰) |2 −Re ffC(x; ‰)∈S−∞

j; ‹ . ïÔÓÀÄÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

C −B∗
0B0 ∈L−(j−‹)

j; ‹ (X): (6.9)

ïÐÅÒÁÔÏÒ B0 ÓÌÕÖÉÔ ĂÎÕÌÅŒÙÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍĄ ÄÌÑ B. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ
ÐÅÒŒÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ B0 +B1, ÇÄÅ B1 ∈L−(j−‹)

j; ‹ (X). éÍÅÅÍ

C− (B∗
0 +B∗

1 ) (B0 +B1) = (C −B∗
0B0)− (B∗

0B1 +B∗
1B0)−B∗

1B1 : (6.10)

éÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B∗
0B1 +B∗

1B0, ŒÚÑŒ B1 ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÍ ðäï Ó ÔÁËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ b1(x; ‰), ÞÔÏ

2b1(x; ‰) b0(x; ‰) =ffC−B∗
0 B0 (x; ‰); (6.11)

ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË b−1
0 (x; ‰)∈S0

j; ‹ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ‰ ÐÏ ÌÅÍ-
ÍÅ 6.1. éÚ (6.10) É (6.11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

C− (B0 +B1)∗(B0 +B1)∈L−2(j−‹)
j; ‹ (X): (6.12)

äÅÊÓÔŒÕÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÔÁËÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ðäï Bj ∈L−j(j−‹)

j; ‹ (X), j = 0; 1; 2; : : : , ÞÔÏ

C− (B0 + : : :+Bj)∗(B0 + : : :+Bj)∈L−j(j−‹)
j; ‹ (X): (6.13)

ðÕÓÔØ bj(x; ‰) {{ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Bj . ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B, ÞÔÏ

ffB(x; ‰)∼
∞∑

j=0

bj(x; ‰):

éÚ (6.13) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ. ôÅÍ ÓÁ-
ÍÙÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1 ÄÏËÁÚÁÎÏ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ 6.1
É 6.2. �

6.3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. íÙ ŒÙŒÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ
ðäï ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 6.3. ðÕÓÔØ A∈L0
j; ‹(Rn), 0 � ‹ <j�1, É ÐÕÓÔØ ÑÄÒÏ KA

ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ Œ Rn×Rn, Á ÓÉÍŒÏÌ ffA(x; ‰) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ-
ÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ

lim
|‰|→∞

|ffA(x; ‰) |<M: (6.14)



§ 6] ôåïòåíù ïâ ïçòáîéþåîîïóôé é ëïíðáëôîïóôé 65

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1, ÞÔÏ A−A1 ∈L−∞(Rn),
ÑÄÒÏ KA1 ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ É

‖A1u‖�M‖u‖; u∈C∞
0 (Rn): (6.15)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ffl∈C∞
0 (Rn) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ

ffl(x) � 0,
∫
ffl(x) dx= 1, 0 � ffl̂(‰) � 1. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. œ ÓÁ-

ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ffl0(x) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ffl0(x)∈C∞
0 (Rn),

ffl0(x) � 0 É
∫
ffl0(x) dx= 1. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ | ffl̂0(‰) |� 1. ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ

ffl(x)=
∫
ffl0(x+y)ffl0 (y) dy. œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ffl̂(‰)= | ffl̂0(‰) |2 ÆÕÎËÃÉÑ ffl(x)

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ.
ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ffl"(x) = "−nffl(x=") É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A" ÆÏÒ-

ÍÕÌÏÊ
A"u=Au−A(ffl" ∗ u); (6.16)

ÇÄÅ (ffl" ∗ u)(x) {{ ÓŒÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÊ ffl" É u, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(ffl" ∗ u) (x) =
∫

ffl"(x− y)u(y) dy =
∫

u(x− y)ffl"(y) dy:

ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2

‖A"u‖2 �M2‖u−ffl" ∗ u‖2 + (R(u−ffl" ∗ u); u−ffl" ∗ u); (6.17)

ÇÄÅ R {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÑÄÒÏÍ R(x; y)∈C∞
0 (Rn×Rn).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ u−ffl" ∗ u ÒÁŒÎÏ
(1− ffl̂("‰)) û(‰) É ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ 0 � ffl̂� 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

‖u−ffl" ∗ u‖� ‖u‖: (6.18)

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ R" ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ u Œ
R(u−ffl" ∗ u), ÔÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏ R"(x; y) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

R"(x; y) =R(x; y)−
∫

R(x; z) "−nffl
( z− y

"

)
dz;

ÉÌÉ

R"(x; y) =R(x; y)−
∫

R(x; y+ "z)ffl(z) dz;

ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ supp R"(x; y) ÌÅÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ËÏÍ-
ÐÁËÔÅ K (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÍ ÏÔ " ÐÒÉ 0<"� 1) É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

sup
x; y

|R"(x; y) |→ 0 ÐÒÉ "→ 0:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖R"‖→ 0 ÐÒÉ "→ 0. ôÅÐÅÒØ ÉÚ (6.17) É (6.18)
ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖A"u‖2 �M2‖u‖2 + ‖R"u‖ ‖u‖: (6.19)
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éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ M ÎÁ M −‹, ÇÄÅ ‹
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ (6.19) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ
"> 0

‖A"u‖2 �M2‖u‖2:

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ A1 =A". ôÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓŒÅÒÔËÉ Ó ffl" ÉÍÅÅÔ ÓÉÍ-
ŒÏÌ ffl̂("‰)∈S−∞(Rn×Rn), ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ A−A1 ∈L−∞(Rn). îÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ KA1 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A1 ÉÍÅÅÔ ËÏÍ-
ÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ. �

ô Å Ï Ò Å Í Á 6.4. ðÕÓÔØ A∈L0
j; ‹(Rn), 0 � ‹ <j� 1, ÑÄÒÏ KA ÉÍÅÅÔ

ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ Œ Rn×Rn É

sup
x

|ffA(x; ‰) |→ 0 ÐÒÉ |‰|→+∞: (6.20)

ôÏÇÄÁ A ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ (ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ) ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ Œ L2(Rn).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
"> 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A=A" +R", ÇÄÅ ‖A"‖<", Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ R"

ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÆÉÎÉÔÎÏÅ ÑÄÒÏ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÅÎ). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, lim

"→0
‖A−R"‖= 0, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÁ A. �
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 6.1. ðÕÓÔØ A∈Lm

j; ‹(Rn), 0 � ‹ <j� 1, m< 0 É KA

ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ A ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ L2(Rn).

6.4. óÌÕÞÁÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ
ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÅÚ
ËÒÁÑ). ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÌÅÇËÏ ŒŒÅÓÔÉ
ÍÅÒÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÐÏ ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ Œ
ÌÀÂÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. åÓÌÉ d— {{ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÔÁËÁÑ ÍÅÒÁ, ÔÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L2(M; d—). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ L2(M; d—) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ d—.
ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L2(M), ÑŒÌÑÀÝÅÍÓÑ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÍÏ-
ÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ
ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. éÚ ÔÅÏÒÅÍ 6.1 É 6.4 ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ

ô Å Ï Ò Å Í Á 6.5. ðÕÓÔØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A∈L0
j; ‹(M),

1− j� ‹ <j. ôÏÇÄÁ
1) ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÁ
A : L2(M)→L2(M);
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2) ÅÓÌÉ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ffA(x; ‰)∈S0
j; ‹(T ∗M)=S−2j+1

j; ‹ (T ∗M)
ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (6.20) (ÏÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ
ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S0

j; ‹(T ∗M)=S−2j+1
j; ‹ (T ∗M)), ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A : L2(M)→L2(M) ÂÕÄÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 6.2. åÓÌÉ A∈Lm

j; ‹(M), 1− j� ‹− j É m< 0, ÔÏ A
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A : L2(M)→L2(M):

íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ,
ÐÒÉÇÏÄÎÙÊ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ M . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ
L2

loc(M) É L2
comp(M).

ðÕÓÔØ f {{ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÓÀ-
ÄÕ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ 0 *). âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ
f ∈L2

loc(M), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ κ : X→X1 ÏÂÌÁÓÔÉ
X⊂Rn ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ X1 ⊂M É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÏÂÌÁÓÔÉX0 ⊂X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
X0 {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ [κ∗(f |X1 )]|X0 ∈L2(X0; dx),
ÇÄÅ dx {{ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ X0, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn. ôÏ-
ÐÏÌÏÇÉÑ Œ L2

loc(M) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ

‖f‖κ; X0 = ‖[κ∗(f |X1 )]|X0‖L2(X0;dx):

åÓÌÉ M ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ, ÔÏ L2
loc(M) {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ æÒÅÛÅ

(ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ
ÓÁÍÏÅ, ÐÏÌÎÏÅ ÓÞÅÔÎÏ-ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ).

äÁÌÅÅ, ÞÅÒÅÚ L2
comp(M) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

L2
loc(M), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ f ∈L2

loc(M), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ supp f {{ ËÏÍÐÁËÔ
Œ M . ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ κ : X→X1 É X0 ⊂X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ

iκ; X0 : L2(X0; dx)→L2
comp(M);

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈L2(X0; dx) ÆÕÎËÃÉÀ f̂(y) ÎÁ M , ÒÁŒ-
ÎÕÀ f(x) Œ ÔÏÞËÅ κ(x)∈M É 0 ÐÒÉ y∈M\κ(X0). ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ L2

comp(M)
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÉÎÄÕËÔÉŒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Ô. Å. ÓÁÍÁÑ ÓÉÌØÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ
ŒÙÐÕËÌÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ iκ; X0 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : L2

comp(M)→E, ÇÄÅ E {{
ÌÀÂÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

*) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÀÄÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1 É f2,
ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ 0. üÌÅÍÅÎÔÁ-
ÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L2

loc(M ) É L2
comp(M ) ÂÕÄÕÔ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÉÈ ËÌÁÓÓÙ

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÈÏÔÑ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ f ∈L2
loc(M ) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÉÓÐÏÌØÚÕÑ

ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ.
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ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ A ◦ iκ; X0 . õÞÉÔÙŒÁÑ ÜÔÏ ÏÂ-
ÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÁÑ

ô Å Ï Ò Å Í Á 6.6. åÓÌÉ A∈L0
j; ‹(M), ÇÄÅ 1− j� ‹ <j, ÔÏ A ÐÒÏÄÏÌ-

ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A : L2
comp(M)→L2

loc(M):

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 6.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A∈L0
j; ‹(M ), 1−j 6 ‹ < j, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A : L2
comp(M )→ L2

comp(M );

Á ÔÁËÖÅ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A : L2
loc(M )→ L2

loc(M ):

§ 7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ

7.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ.
ì Å Í Í Á 7.1. ðÕÓÔØ M {{ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ s ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ðäï ˜s ÐÏÒÑÄËÁ s, ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌÅÎ (ÐÒÉ ‰ �= 0).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ M =X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn. ôÏ-
ÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ˜s ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï
˜s ∈CLs(X) Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ | ‰ |s.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ É ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ M =

⋃
‚
X‚

1 . þÅÒÅÚ κ‚ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁËÉÅ-

ÎÉÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ κ‚ : X‚ →X‚
1 , ÇÄÅ X‚ {{ ÏÔ-

ËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Rn. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ X‚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˜‚
s , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ

ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, É ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ÉÈ ÎÁ X‚
1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÃÅ-

ÄÕÒÏÊ (ÓÍ. § 4) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ κ‚ , ÉÚÇÏÔÏŒÉŒ ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ðäï ˜‚

s; 1 ÎÁ X‚
1 Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ-

ÍÉ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ˜s ÎÁ M ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏŒ ˜‚

s; 1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ, ÞÔÏ B ÉÚ B‚ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1. �

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 7.1. âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ u∈Hs
loc(M), ÅÓÌÉ u∈

∈D ′(M) É ˜su∈L2
loc(M). äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ Hs

comp(M) =Hs
loc(M)∩

∩E ′(M) *). åÓÌÉ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hs

loc(M) =Hs
comp(M) ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ Hs(M).

åÓÌÉ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M , ÔÏ ÞÅÒÅÚ Hs(K) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔŒÏ ÔÅÈ u∈Hs

comp(M), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ supp u⊂K.

*) ðÏ ÐÏŒÏÄÕ D ′(M ) É E ′(M ) ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1.
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œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Hs
loc(M), Hs

comp(M) É Hs(K) ÂÕÄÅÔ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Á ÐÏËÁ ÎÁÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ ÌÉÛØ ÚÁÐÁÓ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ
ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ
ŒÙÂÏÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˜s.

7.2. äÅÊÓÔŒÉÅ ðäï Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ óÏÂÏÌÅŒÁ. ôÏÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÒÅ-
ÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 7.1. åÓÌÉ A∈Lm
j; ‹(M), ÐÒÉÞÅÍ 1− j� ‹ <j ÉÌÉ ‹ <j É

M =X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn, ÔÏ A ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : Hs
comp(M)→Hs−m

loc (M):

åÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ A ÔÁË-
ÖÅ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

A : Hs
comp(M)→Hs−m

comp(M);

A : Hs
loc(M)→Hs−m

loc (M):

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˜−s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˜s ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
s∈R, Ô. Å.

˜−s˜+s = I +Rs; (7.1)

ÇÄÅ Rs {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ, ÓÌÅÄÏ-
ŒÁÔÅÌØÎÏ, E ′(M) Œ C∞

0 (M) É D ′(M) Œ C∞(M).
åÓÌÉ u∈Hs

comp(M), ÔÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ ˜su=u0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ (7.1), ÞÔÏ
u= ˜−su0 + v, ÇÄÅ u0 ∈L2

comp(M), v ∈C∞
0 (M). ðÏÜÔÏÍÕ

˜s−mAu= ˜s−mA(˜−su0 + v) = ˜s−mA˜−su0 + ˜sAv;

É ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ˜s−mA˜−s ∈L0
j; ‹(M), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.6,

ÞÔÏ ˜s−mA˜−su0 ∈L2
loc(M), ˜sAv∈C∞(M), ÏÔËÕÄÁ ˜s−mAu∈L2

loc(M),
Ô. Å. Au∈Hs−m

loc (M). íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1.
ïÓÔÁÌØÎÙÅ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÎÅÇÏ ÉÌÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ, ÎÅ ÚÁŒÉ-
ÓÑÝÅÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ˜s. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Hs

loc(M).
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 7.1′. âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ u∈Hs

loc(M), ÅÓÌÉ u∈
∈D ′(M) É Au∈L2

loc(M) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ A∈Ls
1; 0(M).

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 7.1 É 7.1′ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÔÅ-
ËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1.

ô Å Ï Ò Å Í Á 7.2. ðÕÓÔØ A∈HLm; m0
j; ‹ (M), ÇÄÅ 1− j� ‹ <j ÉÌÉ ‹ <j

É M =X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ u∈D ′(M) É Au∈Hs
loc(M), ÔÏ

u∈Hs+m0
loc (M).
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ B {{ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ A; B ∈HL−m0;−m
j; ‹ .

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.1 ÉÍÅÅÍ BAu∈Hs+m0
loc (M). îÏ BAu=u+ v, ÇÄÅ

v∈C∞(M). ïÔÓÀÄÁ u∈Hs+m0
loc (M). �

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 7.1. Á) åÓÌÉ A {{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄ-
ËÁ m, u∈ E ′(M) É Au∈Hs

loc(M), ÔÏ u∈Hs+m
comp(M).

Â) åÓÌÉ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ A {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÙÊ) ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m, u∈D ′(M) É Au∈Hs

loc(M),
ÔÏ u∈Hs+m

loc (M).

7.3. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1 ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ u∈Hs

loc(M), a(x)∈C∞(M), ÔÏ au∈Hs
loc(M). åÓÌÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏ-

ÓÔÉ, a(x)∈C∞
0 (M), ÔÏ au∈Hs

comp(M). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 7.1. ðÕÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u∈D ′(M)
ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ∈M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
’x0 ∈C∞

0 (M), ÞÔÏ ’x0(x0) �= 0 É ’x0 · u∈Hs
comp(M). ôÏÇÄÁ u∈Hs

loc(M).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ’x0 ÔÁËÕÀ

ÓÉÓÔÅÍÕ {’‚}, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ supp ’‚ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÏËÁÌØÎÏ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ∈M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ‚, ÞÔÏ
’‚(x0) �= 0. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ  ‚ =

—’‚ ·’‚P

‚
|’‚ |2 . ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ  ‚ ÏÂÌÁÄÁÀÔ

ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É ’‚ , É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,  ‚ �0 É
∑
‚
 ‚ ≡1. éÍÅÅÍ

ÔÅÐÅÒØ
˜su=

∑
‚

˜s( ‚u)∈L2
loc(M);

ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˜s, ÓÕÍÍÁ
∑
‚

˜s( ‚u) ÑŒÌÑ-

ÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ. �
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 7.2. ðÕÓÔØ M =

⋃
‚
X‚ {{ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ÏÔËÒÙÔÙÍÉ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, u∈D ′(M). ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÅ u∈Hs
loc(M) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏ-

ÍÕ, ÞÔÏ u|X‚ ∈Hs
loc(X‚) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ‚.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÅ 7.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÕ-
ÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hs(K), ÇÄÅ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ Rn.

7.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hs(Rn).
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 7.2. ðÕÓÔØ s∈R, u∈S ′(Rn). âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ

u∈Hs(Rn), ÅÓÌÉ û(‰)∈L2
loc(Rn) É

‖u‖2
s =
∫

| û(‰) |2〈‰〉2s —d‰ <+∞; (7.2)

(ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÕÖÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖s).
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õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏÌÎÏÔÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H s(Rn) (Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖s).

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hs(Rn) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒŒÅÄÅÎÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(u; v)s =
∫

û(‰) v̂(‰) 〈‰〉2s —d‰; (7.3)

ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 〈D〉s, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ u∈S′(Rn) Œ F−1〈‰〉sû(‰) (ÇÄÅ
F {{ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ), ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ:

〈D〉s : Hs(Rn)→L2(Rn): (7.4)

ì Å Í Í Á 7.2. ðÕÓÔØ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ Rn. ôÏÇÄÁ

Hs(K) = E ′(K)∩Hs(Rn) (7.5)

(ÞÅÒÅÚ E ′(K) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ u∈ E ′(Rn), ÞÔÏ
supp u⊂K).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. ðÏÓËÏÌØËÕ 〈D〉s ∈Ls
1; 0(Rn) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ

〈D〉s ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 7.1 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ŒËÌÀÞÅ-
ÎÉÊ u∈ E ′(K) É 〈D〉su∈L2(Rn) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u∈Hs(K), Ô. Å.
E ′(K)∩Hs(Rn)⊂Hs(K).

2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ u∈Hs(K). îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 〈D〉su∈L2(Rn), Œ ÔÏ
ŒÒÅÍÑ ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 〈D〉su∈L2

loc(Rn). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏ-
ÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ’(x)∈C∞

0 (Rn), ’=1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ K, ÔÏ
(1−’) 〈D〉su∈S(Rn). äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ  ∈C∞

0 (Rn) ÔÁËÏŒÁ,
ÞÔÏ ’=1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ supp  (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (1−’) ≡0) É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅ-
ÍÑ  = 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ K. ôÏÇÄÁ  u=u É (1−’) 〈D〉su= (1−’) 〈D〉s u.
éÚÕÞÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (1−’) 〈D〉s . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏK(x; y) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
C∞(Rn×Rn). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ K(x; y)∈S(Rn×Rn). îÏ
K(x; y) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ:

K(x; y) =
∫

ei(x−y)·‰(1−’(x)) 〈‰〉s (y) —d‰;

ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÔÁË:

K(x; y) =
∫

ei(x−y)·‰|x− y |−2N(1−’(x)) (y) (−´‰ )N 〈‰〉s —d‰;

ÐÏÓËÏÌØËÕ |x−y |�">0 ÐÒÉ x∈ supp (1−’), y ∈ supp  . ðÒÉ 2N >s+n
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
C(1 + |x |+ |y |)−2N. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ
ÑÄÒÁ K(x; y). �

ïÔÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ Hs(K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ
Hs(Rn), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (u; v)s ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
ÎÁ Hs(K) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.
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ì Å Í Í Á 7.3. ðÕÓÔØ K̂ {{ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ Rn, ÞÔÏ K ⊂ Int K̂.
ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ u∈Hs(K), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
un ∈C∞

0 (Rn), supp un ⊂ K̂ , ÞÔÏ ‖un −u‖s → 0 ÐÒÉ n→+∞.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ’(x)∈C∞

0 (Rn),
∫
’(x) dx= 1, ’"(x) =

= "−n’(x="). ðÏÌÏÖÉÍ

u"(x) = (’" ∗ u) (x) = 〈u(y); ’"(x− y)〉; "> 0;

ñÓÎÏ, ÞÔÏ u"(x)∈C∞
0 (Rn). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ lim

"→+0
‖u" −u‖s = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ

’̂"(‰) = ’̂("‰) É ’̂(0) = 1, ÔÏ ÄÅÌÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

lim
"→+0

∫
|’̂("‰)− 1|2 |û(‰)|2 〈‰〉2s d‰= 0;

ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ.

7.5. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ óÏÂÏÌÅŒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ðÕÓÔØ
M =

⋃
‚
X‚

1 {{ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-

ÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, κ‚ : X‚ →X‚
1 {{ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

(X‚ {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn), ’‚ {{ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ M , ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏ-
ËÒÙÔÉÀ {X‚

1 }. ðÕÓÔØ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M . œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hs(K)
ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÁÇÁÑ

(u; v)s =
∑

‚

((κ‚)∗(’‚u); (κ‚)∗(’‚v))s; u; v ∈Hs(K): (7.6)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 7.2. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (7.6) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
Œ Hs(K) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÌ-
ÎÏÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hs(K) ÐÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖s, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ
ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (7.6). ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {un}n=1; 2; ::: ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏŒ Hs(K) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖s. ôÏÇÄÁ

(κ‚)∗’‚un → v‚
1 ∈Hs(κ‚

1 (supp ’‚)) (7.7)

ÐÏ ÎÏÒÍÅ Hs(Rn) (ÚÄÅÓØ κ
‚
1 = (»‚)−1). íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ v‚ = (»‚

1 )∗v‚
1 , ÔÁË

ÞÔÏ v‚
1 = (κ‚)∗v‚ . ôÏÇÄÁ v‚ ∈Hs(supp ’‚) É ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ u=

∑
‚
v‚ (ÑÓÎÏ,

ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ u∈Hs(K), ÐÏÓËÏÌØËÕ v‚ ∈Hs(K).
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim

n→∞ ‖un −u‖s = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÓÉÌÕ (7.6),
ÞÔÏ

lim
n→∞ ‖(»‚)∗’‚(un −u)‖s = 0;

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ‚. îÏ ÉÚ (7.7) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
v‚ =’‚u, ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ un→u Œ D ′(M), ÏÔËÕÄÁ ’‚un→’‚u
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Œ D ′(M), Á ÉÚ (7.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’‚un→v‚ Œ D ′(M) (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ D ′(M)
ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ Œ ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ). �

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ-
ÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖s ÎÁ Hs(K), ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ (7.6)
(ÐÏËÒÙÔÉÑ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ).
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÄÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ðÕÓÔØ ˜s ŒÙÂÒÁÎÙ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 7.1, ÐÒÉÞÅÍ ˜−s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉË-
ÓÏÍ ˜s (ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7.1)). éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ

u= ˜−s˜su−Rsu: (7.8)

ðÕÓÔØ p>s, p {{ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ É Q1; : : :; QN {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÌÅŒÙÊ C∞(M)-ÍÏÄÕÌØ ŒÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ŒÙÛÅ p ÎÁ M . ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ

(u; v)′s = (˜su; ˜sv) +
N∑

k=1

(QkRsu; QkRsv); (7.9)

ÇÄÅ u; v ∈Hs(K), (f; g) {{ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ L2
comp(M), ÉÎÄÕÃÉ-

ÒÏŒÁÎÎÏÅ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÎÁ M . éÚ (u; u)′s =
= 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ˜su= 0 É Rsu= 0, ÎÏ ÔÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ (7.8) ÉÍÅÅÍ u= 0.
ðÏÜÔÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (7.9) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ‖ · ‖′s ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ ÎÏÒÍÕ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 7.2′. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (7.9) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ
Œ Hs(K) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÐÑÔØ-ÔÁËÉ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÌ-
ÎÏÔÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ un ∈
∈Hs(K) ÐÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖′s ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÁÂÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ D ′(M). åÓÌÉ
ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ un ∈Hs(K) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖′s, ÔÏ ÜÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ L2(K̂) (ÇÄÅ K̂ {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ M)
ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ

lim
n→∞ ˜sun = v; lim

n→∞ QRsun =!Q; (7.10)

ÇÄÅ Q {{ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ �p. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
˜sun É Rsun ÓÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ L2

loc(M), ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ (7.8) ÓÌÅÄÕÅÔ
ÓÌÁÂÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ un Œ D ′(M). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ u ÐÒÅÄÅÌ un (Œ ÓÌÁÂÏÊ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ D ′(M)), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

u= ˜−sv−w1; (7.11)

ÇÄÅ w1 = lim
n→∞ Rsun. âÅÒÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Q Œ (7.10) ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
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ÐÏÒÑÄËÁ p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

Qw1 = lim
n→+∞ QRsun =wQ ∈L2

loc(M);

ÏÔËÕÄÁ w1 ∈Hp
loc(M) É, ÚÎÁÞÉÔ, w1 ∈Hs

loc(M), ÎÏ ÔÏÇÄÁ w1 ∈Hs(K̂) ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K̂ ŒŒÉÄÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ˜s É Rs.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ lim
n→+∞ ‖un −u‖′s = 0. éÍÅÅÍ

un −u=un −˜−sv+w1 = ˜−s˜sun −Rsun −˜−sv+w1 =

= ˜−s(˜sun − v)− (Rsun −w1):

ïÔÓÀÄÁ

‖un −u‖′s � ‖˜s˜−s(˜sun − v)‖+
N∑

k=1

‖QkRs˜−s(˜sun − v)‖+

+ ‖˜s(Rsun −w1)‖+
N∑

k=1

‖QkRs(Rsun −w1)‖: (7.12)

(ÚÄÅÓØ ÎÏÒÍÁ ‖ ·‖ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ÔÅÍ ÖÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (f; g),
ÞÔÏ É Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (7.9)).

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë 0 ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ (7.12) ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ˜s˜−s, QkRs˜−s É QkRs ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ
ÉÚ L2(K) Œ L2(K̂). äÌÑ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë 0 ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏ-
ÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Q ÐÏÒÑÄËÁ p É
ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ Q1. ôÏÇÄÁ

˜s(Rsun −!1) = ˜sQ1Q(Rsun −w1) + ˜sR(Rsun −w1);

ÇÄÅ R∈L−∞. éÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ˜sQ1 {{
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ s−p�0, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ L2(K)
Œ L2(K̂). �

åÓÔØ ÅÝÅ ÔÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒŒÅÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ Œ Hs(K) {{ ÚÁÄÁÔØ ÅÅ ÐÏ-
ÌÕÎÏÒÍÁÍÉ

‖u‖A; K̂ = ‖Au|K̂‖; A∈Ls
1; 0(M): (7.13)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 7.3. œÓÅ ÔÒÉ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ
ÎÁ Hs(K) (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖s, ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖′s É ÐÏÌÕÎÏÒÍ (7.13))
ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÏÒÍÁ-
ÍÉ ‖ · ‖s É ‖ · ‖′s, ÑÓÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ,
ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÐÏÌÕÎÏÒÍÁÍÉ (7.13), ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÉÌØÎÅÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ,
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ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖′s, ÉÂÏ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖′s ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ N + 1
ÐÏÌÕÎÏÒÍ ÔÉÐÁ (7.13), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ A, ÒÁŒÎÙÍ ˜s

É QkRs. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÖÅ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁ-
ÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A∈Ls

1; 0(M) É K, K̂ {{ ËÏÍÐÁËÔÙ Œ M , ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ
ÏÃÅÎËÁ

‖Au|K̂‖�C‖u‖′s; u∈Hs(K): (7.14)

îÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ u Œ ŒÉÄÅ (7.8), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Au= (A˜−s)˜su−ARsu;

É, ÐÏÓËÏÌØËÕ A˜−s ∈L0
1; 0(M), ARs ∈L−∞(M), ÏÃÅÎËÁ (7.14) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ÔÅÏÒÅÍÙ 6.6. �
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 7.3. ôÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ Œ Hs(K) ÎÏÒÍÁ-

ÍÉ ‖ · ‖s É ‖ · ‖′s, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ
Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÎÏÒÍ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 7.4. ðÕÓÔØ K̂ {{ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ M , ÞÔÏ
K ⊂ Int K̂. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ u∈Hs(K), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ’n ∈C∞

0 (K̂), ÞÔÏ ’n → u ÐÒÉ n→+∞ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Hs(K̂).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7.3 Ó

ÕÞÅÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖s. �
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 7.5. ðÕÓÔØ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M , É A∈Lm

j; ‹(M),
ÐÒÉÞÅÍ 1− j� ‹ <j ÉÌÉ ‹ <j É M =X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn.

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A : Hs(K)→Hs−m(K̂);

ÇÄÅ K̂ {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M , ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ K. âÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ’A, ÇÄÅ ’∈C∞

0 (M).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÏÒÍÕ ‖ · ‖′s. ôÏ-

ÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ A ÉÚ Hs(K) Œ Hs−m(K̂) ÎÕÖÎÏ ÏÃÅ-
ÎÉÔØ ‖˜s−mAu‖ É ‖QRs−mAu‖ ÞÅÒÅÚ C‖˜su‖ É C‖Q′Rsu‖ (ÚÄÅÓØ Q É
Q′ {{ ÌÀÂÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). îÏ ÉÚ (7.8) ÉÍÅÅÍ

Au= (A˜−s) (˜su)−ARsu;
ÏÔËÕÄÁ

˜s−mAu= (˜s−mA˜s) (˜−su)− (˜s−mARs)u;

QRs−mAu=QRs−m˜−s˜su−QRs−mRsu;

É ÉÓËÏÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 6.1 É 6.6, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ
˜s−mA˜−s ∈L0

j; ‹(M), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˜s−mARs, QRs−m˜−s É QRs−m ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÔ L−∞(M). �

ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ Œ Hs
loc(M) É Œ Hs

comp(M).
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ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ Hs
loc(M) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÁÍÁÑ ÓÌÁÂÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÏËÁÌØ-

ÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
M’ : Hs

loc(M)→Hs(supp ’), ÇÄÅ ’∈C∞
0 (M), M’u=’u. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁ-

ÍÉ, ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ

‖u‖s; ’ = ‖’u‖s; ’∈C∞
0 (M): (7.15)

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ Hs
comp(M) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÁÍÁÑ ÓÉÌØÎÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ
iK : Hs(K)→Hs

comp(M). œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ É ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÚÕÀÝÉÍ ÜÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÊ), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Hs

comp(M)→E Œ ÌÀÂÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ
ŒÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f ◦ iK : Hs(K)→E.

éÚ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.5 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ô Å Ï Ò Å Í Á 7.3. ðÕÓÔØ A∈Lm

j; ‹, ÇÄÅ 1−j�‹<j ÉÌÉ ‹<j É M =X {{
ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s∈R ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ :

A : Hs
comp(M)→Hs−m

loc (M):

åÓÌÉ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

A : Hs
comp(M)→Hs−m

comp(M);
É

A : Hs
loc(M)→Hs−m

loc (M):

7.6. ôÅÏÒÅÍÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÔÏÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ
(É ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÊÓÑ) ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ s>s′ ÉÍÅÀÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÑ

Hs(K)⊂Hs′
(K); Hs

loc(M)⊂Hs′
loc(M);

Hs
comp(M)⊂Hs′

comp(M);

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. íÅÎÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ô Å Ï Ò Å Í Á 7.4. ðÕÓÔØ s>s′ É K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M . ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ŒÌÏÖÅÎÉÑ
is

′
s : Hs(K)→Hs′

(K)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (7.8), ÐÏÌÕÞÉÍ

˜s′u= (˜s′˜−s)(˜su)− (˜s′Rs)u=

= (˜s′˜−s) (˜su)− (˜s′˜−s) (˜sRsu) + (˜s′Rs) (Rsu):
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ðÏËÏÌØËÕ ˜s′˜−s ∈L−(s−s′)
1; 0 (M) (É, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 6.1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ËÏÍÐÁËÔÁ K1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K2, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˜s′˜−s ÑŒÌÑ-
ÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ L2(K1) Œ L2(K2)), ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
u ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Hs(K) (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˜su
É Rsu ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ L2(K1)), ÔÏ ˜s′u ÐÒÏÂÅÇÁ-
ÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ L2(K2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ QRs′u ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ L2(K2) ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q. îÏ ÜÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (7.8)
É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ ŒÌÅÞÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔŒÁ ŒHs′

(K2) (É, ÚÎÁÞÉÔ, ŒHs′
(K)), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ

Œ Hs′
(K), Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ Hs′

(K) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ Hs′
(K2), ÅÓÌÉ

ÔÏÌØËÏ K ⊂K2. �
ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ô Å Ï Ò Å Í Á 7.5. ðÕÓÔØ A∈Lm

j; ‹(M), A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É 1− j� ‹<
<j ÉÌÉ ‹ <j É M =X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ s, s′ ∈R ÔÁËÏŒÙ,
ÞÔÏ s′<s−m. ðÕÓÔØ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M É K̂ {{ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ M
(ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ K), ÞÔÏ AE ′(K)⊂E ′(K̂). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A : Hs(K)→Hs′
(K̂)

ËÏÍÐÁËÔÅÎ.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ôÅÏÒÅÍÁ 7.5 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÒÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-

ÎÉÑ 7.5 É ÔÅÏÒÅÍÙ 7.4, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : Hs(K)→Hs′
(K̂) ÍÏÖÎÏ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Hs(K) A−→Hs−m(K̂)
is′

s−m−−−→Hs′
(K̂). �

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Cp(M) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÁ �p Œ ÌÀÂÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.
ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ Cp(M) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÏÒÍÁÍÉ

‖u‖A; K = sup
x∈K

|Au(x)|; (7.16)

ÇÄÅ A {{ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ �p. þÅÒÅÚ Cp
0 (K)

ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ u∈Cp(M), ÞÔÏ
supp u⊂K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ Cp(M) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ Œ Cp

0 (K) ÔÏÐÏÌÏ-
ÇÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 7.6. åÓÌÉ s>n=2 + p, ÔÏ Hs
loc(M)⊂Cp(M), ÐÒÉ-

ÞÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. åÓÌÉ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M , ÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ
Hs(K)⊂Cp(K) ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÉ s>n=2 +p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
ÐÏÒÑÄËÁ p ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ Hs(K) Œ Hs−p(K), ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ p= 0. äÁÌÅÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
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ÐÒÉ s>n=2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Hs(K)⊂C0
0 (K), ÉÂÏ ËÏÍ-

ÐÁËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ

Hs(K)⊂Hs−"(K)⊂C0
0 (K);

("> 0 ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ s− ">n=2) É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 7.4. îÁËÏÎÅÃ,
ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ K ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-
ÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ M = Rn.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ Rn, s>n=2. éÚ ÌÅÍÍÙ 7.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÃÅÎËÕ

sup
x∈Rn

|u(x) |�C‖u‖s; u∈C∞
0 (K); (7.17)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ u. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÄÁÖÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C,
ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ K. éÍÅÅÍ

|u(x) |=
∣∣∣∫ eix·‰ û(‰) —d‰

∣∣∣�∫ | û(‰) | —d‰=
∫

| û(‰) | 〈‰〉s 〈‰〉−s —d‰�

�
[∫

| û(‰) |2 〈‰〉2s —d‰
]1=2 [∫

〈‰〉−2s —d‰
]1=2

=C‖u‖s;

ÇÄÅ C= (
∫ 〈‰〉−2s —d‰)1=2<+∞, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 7.4.
⋂
s
Hs

loc(M) =C∞(M).

üÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÁËÔ:⋃
s
Hs(K) = E ′(K) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂M . üÔÏÔ ÆÁËÔ ŒÙÔÅËÁ-

ÅÔ ÉÚ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ

Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ u∈E ′(K), ÔÏ u ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ u=
N∑

j=1
Qjvj , ÇÄÅ

vj ∈L2(K̂), Á Qj {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ m
ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÐÏÒÑÄÏË Qj , ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ u∈H−m(K).

7.7. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ d—(x). ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

〈u; v〉=
∫

u(x) v(x) d—(x); (7.18)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ u∈C∞
0 (M); v∈C∞(M).

ô Å Ï Ò Å Í Á 7.7. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (7.18) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s∈R ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ (ÒÁÚÄÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ)

Hs
comp(M)×H−s

loc (M)→C ; (7.19)
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ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ 〈u; v〉. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ
Hs

comp É Hs
loc ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ, Ô. Å. ÌÀÂÏÊ

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ l(u) ÎÁ Hs
comp(M) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-

ÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ 〈u; v〉 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ v∈H−s
loc (M), Á ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ l(v) ÎÁ H−s
loc ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ 〈u; v〉,

ÇÄÅ u∈Hs
comp(M). åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ v∈H−s(M) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ
lv(u) = 〈u; v〉, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏÍ ÉÚ H−s(M) Œ (Hs(M))∗ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ
ÎÁÄÅÌÅÎÎÙÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ (7.18) ÄÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ (7.19). ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ,
ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˜s, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅ-
ŒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ,
Ô. Å. ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ 〈˜su; v〉= 〈u; ˜sv〉 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; u∈C∞

0 (M). œ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˜s ÎÁ
1
2

(˜s + t˜s), ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ
ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ. äÁÌÅÅ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˜0 = I É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˜−s

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˜s (ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ ŒÓÅ ˜s ÐÒÉ s� 0, ÓÄÅÌÁŒ ÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÙ ˜′−s É ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ˜−s ÓÉÍÍÅÔÒÉ-

ÚÁÃÉÀ ˜′−s : ˜−s =
1
2

(˜′−s + t˜′−s)).
éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ Hs

comp(M) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÏÒÍÕ (7.18) ÄÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ

Hs(K)×H−s
loc (M)→C ; (7.20)

ÇÄÅ K {{ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ M . üÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ s= 0. ðÒÉ
s �=0 ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ u∈C∞

0 (K), v∈C∞(M) É ÚÁÐÉÛÅÍ u Œ ŒÉÄÅ (7.8). ôÏÇÄÁ

〈u; v〉= 〈˜−s˜su−Rsu; v〉= 〈˜su; ˜−sv〉− 〈Rsu; v〉; (7.21)

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍÏÓÔØ 〈u; v〉 ÄÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ (7.20), ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˜s É ˜−s ÚÁÄÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

˜s : Hs(K)→L2(K̂); ˜−s : H−s
loc (M)→L2

loc(M):

2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ l(v) {{ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ
H−s

loc(M). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ l(v) = 〈u; v〉, ÇÄÅ
u∈Hs

comp(M). ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ C∞(M)⊂H−s
loc(M), ÐÒÉÞÅÍ ŒÌÏ-

ÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ l(v) ÎÁ C∞(M) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ
ŒÉÄÅ 〈u; v〉, u∈ E ′(K), ÇÄÅ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ u ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ
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u∈Hs(K), Ô. Å. ÞÔÏ ˜su∈L2(K̂). îÏ

〈˜su; v〉= 〈u; ˜sv〉= l(˜sv);

É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ˜s ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ L2

loc(M) Œ H−s
loc (M), Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÓÓÁ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ-

ŒÁÀÝÅÊ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉ s= 0.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ l(u) ÎÁ

Hs
comp(M) Œ ŒÉÄÅ l(u) = 〈u; v〉, ÇÄÅ v∈H−s

loc(M).
3. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v �→ lv(·) = 〈·; v〉 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏÍ H−s(M) ÎÁ (Hs(M))∗. üÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅÒÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÓÓÁ
ÐÒÉ s= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ s∈R. ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÉÅËÔÉŒ-
ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ v �→ lv(·) ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ Ð. 2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ
ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ. îÏ ÏÎÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (7.21). �

7.8. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ É ÚÁÄÁÞÉ.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 7.1. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ‹(x) ∈H s(R

n) ÐÒÉ s < −n=2.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 7.2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ H s(R

n)⊂ Hs′
(R

n) ÎÉ
ÐÒÉ ËÁËÉÈ s É s′ (s > s′) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 7.3. ðÕÓÔØ T n = Rn=2ıZn {{ n-ÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ (Zn {{ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-
ÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ Œ R

n). åÓÌÉ f ∈C∞(T
n) (= C∞

0 (T
n)), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ

Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ
f(x) =

X
k∈Zn

fkeik·x ; (7.22)

ÇÄÅ fk {{ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

fk = (2ı)−n
Z

Tn

f(x) e−ik·xdx: (7.23)

ôÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ É ÐÒÉ f ∈D ′(T
n) (= E ′(T

n)), ÅÓÌÉ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÏÍ Œ (7.23) ÐÏÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ e−ik·x (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÒÑÄ (7.22) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ D ′(T

n)).
ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈D ′(T

n), ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ f ∈Hs(T
n) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏX

k∈Zn

|fk |2(1 + |k |2)s < +∞; (7.24)

ÐÒÉÞÅÍ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (7.24) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÏÒÍÙ Œ Hs(T
n), ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÌÀ-

ÂÏÊ ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÎÏÒÍ.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 7.4. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ 6.4, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s ∈R ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : H s(K)→Hs(K̂) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 7.5. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H s(R
n) É H−s(R

n) ÄÕÁÌØ-

ÎÙ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 〈f; g〉=
Z

f(x) g(x) dx.

ú Á Ä Á Þ Á 7.1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N {{ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ d ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f �→ f |N (ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÏÅ a priori ÄÌÑ f ∈C∞(M)) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÒÉ s>d=2 ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
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ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

Hs
loc(M)→Hs−d=2

loc (N):

ú Á Ä Á Þ Á 7.2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.1 ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

§ 8. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ, ÉÎÄÅËÓ, ÓÐÅËÔÒ

8.1. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 8.1. ðÕÓÔØ E1; E2 {{ ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ,

A : E1 →E2 {{ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ A ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ dim Ker A<+∞ É dim Coker A<+∞
(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ker A= {x : x∈E1; Ax= 0}, Coker A=E2=Im A, ÇÄÅ
Im A=AE1, Á ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙ-
ÓÌÅ, Ô. Å. ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ). éÎÄÅËÓÏÍ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A
ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

index A= dim Ker A−dim Coker A: (8.1)

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A : E1 →E2 ÂÕ-
ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ L (E1; E2).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A∈L (E1; E2) ÂÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Fred (E1; E2).

ì Å Í Í Á 8.1. ðÕÓÔØ A∈L (E1; E2) É dim Coker A<+∞. ôÏÇÄÁ
Im A {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ E2.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ker A {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÏ Œ E1. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E1=Ker A ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅ-
ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A1 : E1=Ker A→E2, ÐÒÉÞÅÍ Im A1 = Im A. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
Ker A1 = 0. ôÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ E2 = Im A�C (ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-
ÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

Â : E1=Ker A⊕C→E2; (8.2)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÐÁÒÕ {x; c} Œ A1x+ c∈E2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ A ÂÉÅËÔÉŒÅÎ É ÎÅÐÒÅ-
ÒÙŒÅÎ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÌÅŒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÐÒÑÍÕÀ
ÓÕÍÍÕ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖{x; c}‖= ‖x‖+ ‖c‖, ÇÄÅ ‖c‖ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÙ Œ C). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÁÎÁÈÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Â
ÂÕÄÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Im A ÚÁ-
ÍËÎÕÔ Œ E2, ÉÂÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Â−1(Im A) =E1=Ker A⊕ 0 ÚÁÍËÎÕÔÏ
Œ E1=Ker A⊕C. �
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ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 8.1. åÓÌÉ dim Coker A<+∞ É L1 {{ ÔÁËÏÅ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ E1, ÞÔÏ E1 =L1 � Ker A, ÔÏ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A : L1 → Im A.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ A∈Fred (E1; E2) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L1 ÕËÁÚÁÎ-
ÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÉÂÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ èÁÎÁ{{âÁÎÁÈÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ker A→Ker A ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ-
ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P1 : E1→Ker A É ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ L1 =Ker P1.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 8.2. åÓÌÉ A∈L (E1; E2) É dim Coker A<+∞,
ÔÏ dim Coker A= dim Ker A∗, ÇÄÅ A∗ {{ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
A∗ : E∗

2 →E∗
1 .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚŒÅÓÔÎÏ (É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ), ÞÔÏ

Ker A∗ = {f : f ∈E∗
2 ; 〈f; Im A〉= 0}:

éÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÖÅ Im A É ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ{{âÁÎÁÈÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

Im A= {x : x∈E2; 〈Ker A∗; x〉= 0};
ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. �

ì Å Í Í Á 8.2. ðÕÓÔØ E {{ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈
∈L (E; E) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ, Ô. Å. dim Im T <+∞. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I +T
ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ index (I +T ) = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏ-
ÖÅÎÉÅ E =L0 �L1, ÇÄÅ L0 {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, L0 ⊂Ker T ,
L1 ⊃ Im T , dim L1<+∞. ôÏÇÄÁ (I +T )|L0 = I|L0 , (I +T )L1 ⊂L1, ÔÁË ËÁË
TL1 ⊂ Im T ⊂L1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L0 É L1 {{ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I +T , ÐÒÉÞÅÍ Im (I +T )⊃L0 , Ker (I +T )⊂L1. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I +T ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ index (I +T ) ÒÁŒÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I +T , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ L1 Œ L1, ÔÁË ÞÔÏ
ÄÅÌÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. �

ì Å Í Í Á 8.3. åÓÌÉ A∈Fred (E1; E2), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ B ∈Fred (E2; E1), ÞÔÏ

BA= I −P1; AB = I −P2; (8.3)

ÇÄÅ P1 {{ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ Ker A, Á I −P2 {{ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ Im A (ÔÁË ÞÔÏ
P1; P2 {{ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ L1 {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Ker A
Œ E1, L2 {{ ÌÀÂÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Im A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ

BA|L1 = I|L1 ; B|L2 = 0:

œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÒÑ 8.1 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ B∈L (E2; E1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,
ÞÔÏ Ker B=L2, Im B=L1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ B. õÓÌÏ-
ŒÉÑ (8.3) ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. �
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ì Å Í Í Á 8.4. ðÕÓÔØ A∈L (E1; E2), É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ B1; B2 ∈L (E2; E1), ÞÔÏ

B1A= I +T1; AB2 = I +T2; (8.4)

ÇÄÅ T1; T2 {{ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÆÒÅÄ-
ÇÏÌØÍÏŒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ŒËÌÀ-
ÞÅÎÉÊ

Ker A⊂Ker (B1A) = Ker (I +T1);

Im A⊃ Im (AB2) = Im (I +T2);

É ÌÅÍÍÙ 8.2. �
ì Å Í Í Á 8.5. ðÕÓÔØ A∈Fred (E1; E2), B ∈Fred (E2; E3). ôÏÇÄÁ

BA∈Fred (E1; E3), ÐÒÉÞÅÍ

index BA= index A+ index B: (8.5)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ
ÔÁËÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Lj ⊂Ej, j= 1; 2; 3, ÞÔÏ Ker A|L1 = 0,
AL1 =L2, Ker B|L2 = 0, BL2 =L3, ÐÒÉÞÅÍ codim Lj <+∞, j= 1; 2; 3 *).
œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ L′

1 {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Ker A Œ E1, L′
2 {{ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Ker B Œ E2, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ

L2 =L′
2 ∩ Im A; L1 = (A|L′

1
)−1 (L2); L3 =BL2 :

ôÅÐÅÒØ ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÐÕÓÔØ L1; L2 {{ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ E1; E2, A∈Fred (E1; E2), Ker A|L1 = 0 É AL1 =L2; ÔÏÇÄÁ,
ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ Â ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Â :E1=L1 →E2=L2, ÉÎÄÕÃÉÒÏ-
ŒÁÎÎÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A, ÔÏ Â∈Fred (E1=L1; E2=L2) É index A= index Â.
ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Lj ⊂Ej

ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (8.5) Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ
dim Ej<+∞, j=1; 2; 3, ÏÞÅŒÉÄÎÏÍÕ ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A∈L (E1; E2)
É dim Ej <+∞, j = 1; 2, ÔÏ index A= dim E1 −dim E2. �

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 8.1. Fred (E1; E2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔŒÏÍ L (E1; E2) (Œ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, Ô. Å.
ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ

index : Fred (E1; E2)→Z

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ (Ô. Å. ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ
Fred (E1; E2)).

*) åÓÌÉ L {{ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ codim L = dim(E=L)
(codim L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ L Œ E). úÄÅÓØ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ,
ÞÔÏ codim Lj = dim Ej=Lj , j = 1; 2; 3.
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œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ At {{ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ (ÐÏ ÎÏÒÍÅ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ t∈ [0; 1] ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ Fred (E1; E2), ÔÏ index A0 = index A1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ A∈Fred (E1; E2). îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕ-
ÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ "> 0, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D∈L (E1; E2) É ‖D‖<", ÔÏ
A+D ∈Fred (E1; E2) É index (A+D) = index A.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ∈L (E2; E1), ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ

BA= I +T ′
1; AB= I +T ′

2; (8.6)

ÇÄÅ T ′
1; T

′
2 {{ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 8.3).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ "= ‖B‖−1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÔÏÇÄÁ
‖D‖<". éÍÅÅÍ B(A+D) = I +BD+T ′

1, É ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ B1 = (I +
+BD)−1B, ÔÏ B1(A+D) = I +T1, ÇÄÅ T1 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ. ïÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ index B1 = index B. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B2 , ÞÔÏ
(A+D)B2 = I +T2, ÇÄÅ T2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8.4 ÏÐÅÒÁÔÏÒ A+D
ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ. ðÏ ÐÏ ÌÅÍÍÁÍ 8.5 É 8.2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ

index (A+D) =−index B1 =−index B = index A: �

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÞÅÒÅÚ C(E1; E2) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍ-
ÐÁËÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ E1 Œ E2.

ì Å Í Í Á 8.6. ðÕÓÔØ E {{ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, R∈C(E; E). ôÏ-
ÇÄÁ I +R∈Fred (E; E) É index (I +R) = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ I|Ker (I+R) =−R|Ker (I+R), ÔÏ ÅÄÉ-
ÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ Ker (I +R) ËÏÍÐÁËÔÅÎ, É ÐÏÔÏÍÕ dim Ker (I +R)<+∞.
äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R∗ ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ dim Ker (I +R)∗<
<+∞, É ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔÉ (I +R) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ-
ŒÅÒÉÔØ ÌÉÛØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ Im (I +R) (ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ dim Coker (I +R) =
= dim Ker (I +R)∗).

ðÕÓÔØ xn ∈E, n= 1; 2; : : : É yn = (I +R)xn → y ÐÒÉ n→+∞. îÁÄÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ x∈E, ÞÔÏ (I+R)x=y. ðÕÓÔØ L {{ ÌÀÂÏÅ
ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÅÅ Ker (I +R) Œ E. äÏÂÁŒÌÑÑ
Ë xn ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ Ker (I+R) (ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ yn), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
xn ∈L ÐÒÉ ŒÓÅÈ n.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ.
œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ {xn} ÎÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ‖xn‖→+∞ ÐÒÉ n→+∞. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ
x′n =xn=‖xn‖, y′n = (I +R)x′n. éÍÅÅÍ y′n → 0 ÐÒÉ n→+∞, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ
‖x′n‖= 1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim

n→+∞ Rx′n. îÏ ÔÏ-

ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É lim
n→+∞ x′n =− lim

n→+∞ Rx′n =x, ÐÒÉÞÅÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ‖x‖=1,

x∈L, (I +R)x= 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ŒÙÂÏÒÅ L.
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éÔÁË, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim

n→+∞ Rxn É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

lim
n→+∞ xn =y− lim

n→+∞ Rxn. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ x= lim
n→+∞ xn, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ, ÏÞÅ-

ŒÉÄÎÏ, (I +R)x= y, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ Im (I +R) É, ÚÎÁÞÉÔ,
ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ I +R.

œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.1 ÐÒÉ t∈ [0; 1] ÉÍÅÅÍ index (I + tR) = const,
ÏÔËÕÄÁ index (I +R) = index I = 0. �

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 8.2. ðÕÓÔØ A∈L (E1; E2) É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ B1; B2, ÞÔÏ

B1A= I +R1; AB2 = I +R2; (8.7)

ÇÄÅ Rj ∈C(Ej; Ej), j= 1; 2. ôÏÇÄÁ A∈Fred(E1; E2).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8.6 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍÍÙ 8.4. �
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 8.3. ðÕÓÔØ A∈Fred (E1; E2), R∈C(E1; E2). ôÏ-

ÇÄÁ A+R∈Fred (E1; E2), ÐÒÉÞÅÍ index (A+R) = index A.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.2 É ÌÅÍÍ 8.5

É 8.6. �
8.2. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ É ÉÎÄÅËÓ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 8.1. ðÕÓÔØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A∈

∈HLm; m
j; ‹ (M), 1− j� ‹ <j. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s∈R ÏÐÅÒÁÔÏÒ

As ∈L (Hs(M), Hs−m(M)), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A
ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

ôÏÇÄÁ
Á) As ∈Fred (Hs(M); Hs−m(M));
Â) Ker As ⊂C∞(M), ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ker As ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s É ÂÕÄÅÔ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÐÒÏÓÔÏ Ker A;
Œ) index As ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏ

index A) É ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

index A= dim Ker A−dim Ker A∗; (8.8)

ÇÄÅ A∗ {{ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ðäï (ÓÍ. § 3) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ;

Ç) ÅÓÌÉ D ∈Lm′
j; ‹(M), ÇÄÅ m′<m, ÔÏ index (A+D) = index A.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÉËÓ B ∈HL−m; −m

j; ‹ (M) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Rj ∈L−∞(M) Œ ÓÉÌÕ
ÔÅÏÒÅÍÙ 7.5 ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Rj; s ∈C(Hs(M); Hs(M)) ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ s∈R. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ ŒÓÅÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ As.
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äÁÌÅÅ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. Â) ÔÅÏÒÅÍÙ, Á ÐÏÓËÏÌØ-
ËÕ A∗ ∈HLm; m

j; ‹ , ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. Œ).
îÁËÏÎÅÃ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. Ç) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.3, ÐÏÓËÏÌØËÕ

ÅÓÌÉ D ∈Lm′
j; ‹(M), m′<m, ÔÏ D ∈C(Hs(M); Hs−m(M)) Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ 7.5. �
ú Á Í Å Þ Á Î É Å 8.1. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ

ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÎÏ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ
Œ ÓÅÞÅÎÉÑÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 8.2. äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ðäï ÕÔŒÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ Ð. Ç) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ.
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑÈ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÌÉÐ-
ÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÁÖÎÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ ÜÌÌÉÐÔÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

8.3. óÐÅËÔÒ (ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÅ, A∈HLm; m

j; ‹ (M), 1− j� ‹ <j, m> 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÅ L2(M) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏÍ A, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hm(M).
íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÞÅÒÅÚ A0 ÉÌÉ ÉÎÏ-
ÇÄÁ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ A, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÐÁÓÎÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔØ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 8.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ A0 ÚÁÍËÎÕÔ, Ô. Å. ÅÓÌÉ un ∈
∈Hm(M), n= 1; 2; : : : , É Œ L2(M) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ u= lim

n→+∞ un

É f = lim
n→∞ Aun, ÔÏ u∈Hm(M) É Au= f.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ L2(M) ÓÌÅÄÕÅÔ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ D ′(M), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ D ′(M) (Œ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ), ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Au= f , Á ÔÏÇÄÁ u∈Hm(M) Œ
ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.2. �

éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ C∞(M) ÐÌÏÔÎÏ Œ Hm(M) (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Hm(M)), ŒÙÔÅ-
ËÁÅÔ

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 8.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ A0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ (Œ L2(M))
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A|C∞(M).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 8.2. óÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A {{ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔŒÏ ff(A) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÁË: ÅÓÌÉ –∈C ,
ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ – =∈ff(A) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0 −–I ÉÍÅÅÔ
Œ L2(M) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ (A0 −–I)−1 .

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ff(A) {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C , ÐÒÉÞÅÍ
(A0 −–I)−1 {{ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ – ÎÁ C \ ff(A) ÓÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ L (L2(M); L2(M)). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ R– = (A0 −–I)−1 ÎÁÚÙ-
ŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.
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ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 8.5. ðÕÓÔØ ÎÁ M ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ d—(x). ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÅ – =∈ ff(A) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ,
ÞÔÏ Ker (A−–I) = Ker (A∗ − —–I) = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.1, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ (A−–I)∈HLm; m

j; ‹ ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ m> 0. �
ô Å Ï Ò Å Í Á 8.2 (ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ). ðÕÓÔØ A∈

∈Lm; m
j; ‹ (M), 1− j� ‹ <j, m> 0 É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0 ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÐÏ A, ËÁË

ÏÐÉÓÁÎÏ ŒÙÛÅ. ðÕÓÔØ – =∈ ff(A). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (A0 −–I)−1 ÑŒÌÑÅÔ-
ÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ (Ó C∞(M)) ÉÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ
(Ó D ′(M)) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ HL−m; −m

j; ‹ (M) (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ
(A−–I)−1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ (A0 −–I)−1 ËÏÍÐÁËÔÅÎ Œ L2(M).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ –= 0.
ðÕÓÔØ B ∈HL−m; −m

j; ‹ (M), B {{ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

AB = I −R; (8.9)

ÇÄÅ R {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ R(x; y) (ÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ
ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ M , ÔÏÇÄÁ ÑÄÒÏ
R(x; y) {{ ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M ×M).

éÚ (8.9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

A−1 =B +A−1R; (8.10)

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ A−1R {{ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ. îÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−1 ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.2 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Hs(M) Œ Hs+m(M) ÐÒÉ ÌÀ-
ÂÏÍ s∈R, É ÐÒÉÔÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ. ðÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ 7.6 ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ C∞(M)
Œ C∞(M). îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−1R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ R1(x; y),
ÇÄÅ R1(x; y) = [A−1R(·; y)] (x). �

ô Å Ï Ò Å Í Á 8.3. ðÕÓÔØ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÆÉËÓÉ-
ÒÏŒÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ d—(x), A∈HLm; m

j; ‹ (M),
1−j�‹<j É m>0. ðÕÓÔØ A∗ =A. ôÏÇÄÁ A0 {{ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ Œ L2(M), ÐÒÉÞÅÍ Œ L2(M) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ {’j}, j= 1; 2; : : : , ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A0. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ’j ∈C∞(M), A’j =–j’j , ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –j ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ
É |–j|→+∞ ÐÒÉ j→+∞. óÐÅËÔÒ ff(A) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ff(A)⊂R ŒŒÉÄÕ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.5, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÎÁ C∞(M) É ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÁÍ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ff(A) �= R. åÓÌÉ ÂÙ ÂÙÌÏ ff(A) = R, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ –∈R ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’– ∈C∞(M), ÞÔÏ
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A’– =–’– É ‖’–‖= 1. îÏ ÔÏÇÄÁ (’–; ’—) = 0 ÐÒÉ – �=— ÉÚ-ÚÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÏÓÔÉ A, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ L2(M).

œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ –0 ∈R\ff(A). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.2 ÏÐÅÒÁÔÏÒ R –0 =
= (A−–0I)−1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ
Œ L2(M). ðÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ
ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {’j}∞j=1 ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ
ÅÓÌÉ rj {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ rj → 0 ÐÒÉ j→+∞.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ rj �= 0 (ÔÁË ËÁË Ker (A−–0I)−1 = 0). ðÏÜÔÏÍÕ
ÕÓÌÏŒÉÅ R–0’j = rj’j ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

(A−–0I)’j = r−1
j ’j

ÉÌÉ
A’j = (r−1

j +–0)’j : (8.11)

éÚ (8.11) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ’j ∈C∞(M) É ’j {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁA Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –j =r−1

j +–0. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ |–j |→+∞
ÐÒÉ j→+∞. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.3 ÏÞÅŒÉÄÎÙ. æÁËÔ ÓÏ-
ŒÐÁÄÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁ ff(A) Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ {–j} ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.5, Á
ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A {{ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ A=R−1

–0
+–0I. �

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 8.3 ÎÁ ÎÅÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 8.4. ðÕÓÔØ A∈HLm; m
j; ‹ (M), 1−j� ‹ <j É m>0. ôÏÇÄÁ

ÄÌÑ ÓÐÅËÔÒÁ ff(A) ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ:
Á) ff(A) = C (ÜÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁË, ÅÓÌÉ index A �= 0);
Â) ff(A) {{ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÐÕÓÔÏÅ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C

(ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË).
ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ Â) É –0 ∈ ff(A), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ L2(M) =E–0 �E′
–0

, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ:
1) E–0 ⊂C∞(M), dim E–0 <+∞, E–0 {{ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N >0,
ÞÔÏ (A−–0I)NE–0 = 0 (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A|E–0

ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÉÍ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ –0 É ÐÏÄÏÂÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ
ËÌÅÔÏË ÐÏÒÑÄËÏŒ �N);

2) E′
–0

{{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ L2(M), ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A0 (Ô. Å. A(DA0 ∩E′

–0
)⊂E′

–0
), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ A′

–0
ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÉÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ A0|E′
–0

(ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÅ ËÁË ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ Œ E′

–0
Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ DA0 ∩E′

–0
), ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A′

–0
−–0I

ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ (ÉÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, –0 =∈ ff(A|E′
–0

)).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. ðÕÓÔØ ff(A) �=C . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ff(A) {{ ÄÉÓ-

ËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C . óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ –0 =∈C \ ff(A). âÅÚ ÕÝÅÒÂÁ
ÄÌÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ –0 = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0
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ÉÍÅÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.2 ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−1
0 . îÏ ŒŒÉÄÕ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ A0 −–I = (I −–A−1
0 )A0 ŒËÌÀÞÅÎÉÅ –∈ ff(A) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ

ÔÏÍÕ, ÞÔÏ – �= 0 É –−1 ∈ff(A−1
0 ). äÉÓËÒÅÔÎÏÓÔØ ff(A) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ff(A−1
0 ) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÞËÏÊ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÌÉÛØ 0.

2. ðÕÓÔØ ff(A) �= C , –0 ∈ ff(A). ïÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ
ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ –0 = 0. ðÕÓÔØ `0 {{ ËÏÎÔÕÒ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C , ÏÂ-
ÈÏÄÑÝÉÊ 0 É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ff(A) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ 0). òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

P0 =− 1
2ıi

∫
`0

R– d–: (8.12)

óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÓÍ. òÉÓÓ, óÅËÅÆÁÌØŒÉ-îÁÄØ [1], ÇÌ. XI) ÐÏ-
ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ P0 {{ ÐÒÏÅËÔÏÒ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ R–,
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ R– (É Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A0 Œ
ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ P0A0 ⊂A0P0) É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E–0 =P0(L2(M)),
E′

–0
= (I −P0) (L2(M)), ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ 1) É 2) ÔÅÏÒÅÍÙ 8.4.

íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ŒÉÄÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÓÅ ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ
ÓÀÄÁ ÄÅÔÁÌÉ. ïÔÍÅÔÉÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ E–0 ⊂C∞(M) ŒÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ AN

0 E–0 = 0, ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ A É
ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ 5.2. �

8.4. úÁÄÁÞÉ.
ú Á Ä Á Þ Á 8.1. ðÕÓÔØ E {{ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ, ı0(Fred (E; E)) {{ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ
Fred (E; E), ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ

index : ı0(Fred (E; E)) ∼−→Z:

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÎÄÅËÓÁ 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ A = A0 + T ,
ÇÄÅ A0 ÏÂÒÁÔÉÍ, Á T ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ. äÏËÁÚÁÔØ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ) É
ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ E.

œÏ ŒÓÅÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, 1− j�
� ‹ <j É m> 0.

ú Á Ä Á Þ Á 8.2. ðÕÓÔØ A∈HLm; m0
j; ‹ (M). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A {{ ÆÒÅÄÇÏÌØ-

ÍÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ C∞(M), Ô. Å. dim Ker A<+∞, AC∞(M) ÚÁÍËÎÕÔÏ
Œ C∞(M) É dim Coker A<+∞, ÇÄÅ Coker A=C∞(M)=AC∞(M). ðÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ AC∞(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ f ∈C∞(M), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (f; g) = 0
ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ g∈Ker A∗ (ÚÄÅÓØ (f; g) {{ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁ-
ÅÍÏÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ, É A∗ {{ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ðäï
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ).
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ú Á Ä Á Þ Á 8.3. ðÕÓÔØ A∈HLm; m0
j; ‹ (M) É m0 > 0. ðÕÓÔØ ÎÁ M ÚÁÄÁ-

ÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ-
ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (f; g) É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ðäï A∗. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ A=A∗. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ A|C∞(M), ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÅ L2(M).

ú Á Ä Á Þ Á 8.4. ðÕÓÔØ A∈HLm; m0
j; ‹ (M), A∗ {{ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎ-

ÎÙÊ ðäï, A0; A∗
0 {{ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ A|C∞(M) É A∗|C∞(M) Œ L2(M). äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ A0 É A∗
0 ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L2(M).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ðäï A ŒÉÄÁ

A =
“ 0 A∗

A 0

”
:

ú Á Ä Á Þ Á 8.5. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∈HLm; m
1; 0 (M), ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ff(A) = C .
ú Á Ä Á Þ Á 8.6. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒ Ej É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ dj:

0
d−1−−→E0

d0−→E1
d1−→ : : :

dN−2−−−→EN−1
dN−1−−−→EN

dN−−→ 0: (8.13)

üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, ÅÓÌÉ dj+1 ◦ dj = 0 ÄÌÑ
ŒÓÅÈ j= 0; 1; : : :; N − 2. ðÏÌÏÖÉÍ

Zj = Ker dj; Bj = Im dj−1; Hj =Zj=Bj ; j= 0; 1; : : :; N

(ÅÓÌÉ (8.13) {{ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ Bj ⊂Zj). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hj ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏ-
ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (8.13). ëÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ,
ÅÓÌÉ dim H j <+∞ ÐÒÉ ŒÓÅÈ j= 0; 1; : : :; N .

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ (8.13) ÆÒÅÇÏÌØÍÏŒ, ÔÏ Bj {{ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ Zj .

Â) ðÕÓÔØ ´j = ‹jdj +dj−1‹j−1, ÇÄÅ ‹j =d∗j . ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ´j ÎÁÚÙŒÁÀÔ-
ÓÑ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (8.13) (ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ìÁÐÌÁÓÁ{{èÏÄÖÁ).
ðÏÌÏÖÉÍ `j = Ker ´j. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅË-
ÓÁ (8.13) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ´j ÂÙÌÉ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍÉ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Œ Ej, j= 0; 1; : : :; N . ðÒÉ ÜÔÏÍ

dim H j = dim `j :

ôÏÞÎÅÅ, `j ⊂Zj , ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ `j →Hj, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÁ-
ÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ Zj →Hj, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (Œ ÓÌÕÞÁÅ
ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ).
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Œ) ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ

ffl(E) =
N∑

j=0

(−1)j dim H j

(ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ E). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ N = 1, ÔÏ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ 0−→E0
d0−→E1 −→ 0

ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ d0.
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dim Ej <+∞, j= 0; 1; : : :; N , ÔÏ

ffl(E) =
N∑

j=0

(−1)j dim Ej:

Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ffl(E) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ
ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ dj, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÜÔÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ (8.13) ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ.

ú Á Ä Á Þ Á 8.7. ðÕÓÔØ Vj (j=0; 1; : : :; N) {{ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ
ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M , Hs(M; Vj) {{ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ
ÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁÄ M . ðÕÓÔØ dj : C∞(M; Vj)→C∞(M; Vj+1) {{ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ
ðäï ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ m. ðÕÓÔØ T ∗

0 (M) {{ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅ-
ÎÉÅ ÎÁ M ÂÅÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ, ı0 : T ∗

0M→M {{ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

0
d−1−−→C∞(M; V0) d0−→C∞(M; V1) d1−→ : : :

dN−1−−−→C∞(M; VN ) dN−−→ 0 (8.14)

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ. ðÕÓÔØ ff0
dj

: ı∗
0Vj → ı∗

0Vj+1 {{ ÇÌÁŒÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏŒ dj (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ m). ëÏÍÐÌÅËÓ (8.14)
ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0→ ı∗
0V0

ff0
d0−−→ı∗

0V1
ff0

d1−−→ : : :
ff0

dN−1−−−−→ı∗
0VN → 0

ÔÏÞÎÁ (Ô. Å. ÔÏÞÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ (x; ‰)∈ T ∗

0M).
Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (8.14) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÜÌ-

ÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎÏŒ ´j = ‹jdj + dj−1‹j−1, ÇÄÅ ‹j {{ ðäï, ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë dj ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ŒŒÅÄÅÎÉÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ M É ÍÅÔÒÉËÉ
Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ Vj .

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (8.14) {{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀ-
ÂÏÍ s∈R ËÏÍÐÌÅËÓ

0
d−1−−→Hs(M; V0) d0−→Hs−m(M; V1) d1−→ : : :

dN−1−−−→Hs−Nm(M; Vn) dN−−→ 0
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ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (É, ÓÌÅ-
ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ s. óÁÍÉ ËÏÇÏÍÏ-
ÌÏÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ ËÁË ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (8.14), Ô. Å.
ÐÏÌÏÖÉÔØ

Hj = Ker dj|C∞(M;Vj)=dj−1(C∞(M; Vj−1)):

ú Á Ä Á Þ Á 8.8. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ ÎÁÄ n-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅ-
ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M

0→˜0(M) d−→˜1(M) d−→˜2(M) d−→ : : : d−→˜n(M)→ 0

(˜j(M) {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ŒÎÅÛÎÉÈ j-ÆÏÒÍ ÎÁÄ M , d {{ ŒÎÅÛÎÉÊ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ) É ËÏÍÐÌÅËÓ äÏÌØÂÏ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍM
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n

0→˜p; 0(M)
—Ä−→˜p; 1(M)

—Ä−→ : : :
—Ä−→˜p; n(M)→ 0

(˜p; q(M) {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÏÒÍ ÔÉÐÁ (p; q) ÎÁ M , —Ä {{ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ ëÏÛÉ{{òÉÍÁÎÁ{{äÏÌØÂÏ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁÍÉ.

œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ É äÏÌØÂÏ Œ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M ÚÁÍËÎÕÔÏ.
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ëïíðìåëóîùå óôåðåîé üììéðôéþåóëéè ïðåòáôïòïœ

§ 9. ðÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ.
òÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ

9.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ ˜ {{ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Œ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÜÔÏ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ,
ÕÇÏÌ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ 0). œ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ –∈˜ (ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ (A−–I)−1).

íÙ ŒŒÅÄÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÉÍŒÏÌÏŒ.
ðÕÓÔØ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn, É ÐÕÓÔØ ÎÁ X×RN ×˜ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ

a(x; „; –), x∈X, „ ∈RN, –∈˜.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 9.1. ðÕÓÔØ m; j; ‹; d {{ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ÐÒÉÞÅÍ 0 � ‹<j� 1, 0<d<+∞. ëÌÁÓÓ Sm
j; ‹; d(X ×RN; ˜) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ a(x; „; –), ÞÔÏ
1) a(x; „; –0)∈C∞(X ×RN) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ –0 ∈˜;
2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂X

ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C¸; ˛; K , ÞÔÏ ÐÒÉ x∈K, „ ∈RN, –∈˜
ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

|Ä¸
„ Ä

˛
xa(x; „; –)|�C¸; ˛; K(1 + |„ |+ |– |1=d)m−j|¸|+‹|˛|: (9.1)

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

S−∞(X ×R
N; ˜) =

⋂
m∈R

Sm
j; ‹; d(X ×R

N; ˜)

(ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ j; ‹ É d).
åÓÌÉ a(x; y; ‰; –)∈Sm

j; ‹; d(X×X×Rn; ˜), ÔÏ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; y; ‰; –)
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ðäï A–, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ –∈˜:

(A–u) (x) =
∫∫

ei(x−y)·‰a(x; y; ‰; –)u(y) dy —d‰; (9.2)

u∈C∞
0 (X). íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ

A– ∈Lm
j; ‹; d(X; ˜):

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ A– ∈L−∞(X; ˜) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ËÁÖ-
ÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ –∈˜ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A– ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÑÄÒÏ K–(x; y)
É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C(N)

¸; ˛; K (K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, ¸; ˛ {{
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ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ, N {{ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä¸
x Ä

˛
yK–(x; y)|�C(N)

¸; ˛; K(1 + |– |)−N ; x; y ∈K: (9.3)

íÎÏÇÉÅ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ðäï ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ (ÓÍ. §§ 3{7) ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ –. íÙ ÕËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁc ÎÅÓËÏÌØ-
ËÏ ÔÁËÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÁ, ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ŒÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ 3.4 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5 É 3.6). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ Sm

j; ‹(X ×RN) ÎÁ Sm
j; ‹; d(X×RN; ˜), Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏŒÎÙÍ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ Ð. 3.3,
ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ŒÉÄÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. õËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ
ÒÏÌØ 〈„〉 Œ ÜÔÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ (ËÁË É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ) ÉÇÒÁÅÔ ÚÄÅÓØ
(1 + |„ |2 + |– |2=d)1=2.

äÁÌÅÅ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A– ∈Lm
j; ‹; d(X; ˜) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓ-

ÌÉ ÏÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ –, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L⊂X ×X, ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÑ Œ X ×X, ÞÔÏ supp KA– ⊂L ÐÒÉ ŒÓÅÈ –∈˜.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Lm
j; ‹; d(X; ˜) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎ Œ ÓÕÍÍÕ A=A1 +R1, ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 (ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Á R1 ∈L−∞

j; ‹; d(X; ˜).
äÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ðäï A– ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÉÍŒÏÌ
ffA–(x; ‰) =ffA(x; ‰; –), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅÒÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÉÐÁ 3.1. òÁÚÕÍÅÅÔ-
ÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÕ (3.21) ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, Ô. Å.

ffA(x; ‰; –)−
∑

|¸|�N−1

1
¸!
Ä¸

‰ D
¸
y a(x; y; ‰; –)|y=x ∈Sm−(j−‹)N

j; ‹; d (X ×R
n; ˜):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2{{3.4 Ï ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÍ É ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ É Ï ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 9.1. ðÒÏŒÅÓÔÉ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ŒÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ § 3 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓÉÍ-
ŒÏÌÏŒ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ.

äÁÌÅÅ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ § 4, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ 1−j�‹<j ŒŒÅÓÔÉ ËÌÁÓ-
ÓÙ Lm

j; ‹; d(M; ˜) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ
ÇÉÐÏÜÌÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ É ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ.

œŒÅÄÅÍ ËÌÁÓÓ HSm; m0
j; ‹; d (X ×Rn; ˜) ÓÉÍŒÏÌÏŒ ff(x; ‰; –) (ÍÙ ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ
Sm

j; ‹; d(X×Rn; ˜) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÏÃÅÎËÁÍ

C1(| ‰ |+ |– |1=d)m0 � |ff(x; ‰; –) |�C2(| ‰ |+ |– |1=d)m; (9.4)
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x∈K (K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X), | ‰ |+ |– |�R,C1>0, R; C1; C2 ÍÏÇÕÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ
ÏÔ K;∣∣[Ä¸

‰ Ä
˛
xff(x; ‰; –)

]
ff−1(x; ‰; –)

∣∣�C¸; ˛; K(| ‰ |+ |– |1=d)−j|¸|+‹|˛|; (9.5)

x∈K, | ‰ |+ |– |�R (ÚÄÅÓØ, ËÁË É ŒÙÛÅ, R ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔ ÏÔ K).
þÅÒÅÚ HLm; m0

j; ‹; d (X; ˜) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ðäï
(ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ –∈˜), ÓÉÍŒÏÌÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
HSm; m0

j; ‹; d (X ×Rn; ˜). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1: ÅÓÌÉ A– ∈
∈HLm; m0

j; ‹; d (X; ˜), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B– ∈HL−m0;−m
j; ‹; d (X; ˜),

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A–, ÞÔÏ

B–A– = I +R′
–; A–B– = I +R′′

–; (9.6)

ÇÄÅ R′
–, R′′

– ∈L−∞(X; ˜). üÔÏ ÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
X {{ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 9.2. äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 5.1.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÝÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ðäï, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÁ-
ÒÁÍÅÔÒÁ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÉÍŒÏÌÙ a(x; ‰; –) ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (ÐÒÉ | ‰ |+ |– |1=d � 1) ŒÉÄÁ

a(x; ‰; –)∼
+∞∑
j=0

am−j(x; ‰; –); (9.7)

ÇÄÅ am−j(x; ‰; –) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ (‰; –1=d) ÐÏÒÑÄËÁ m− j,
Ô. Å.

am−j(x; t‰; td–) = tm−jam−j(x; ‰; –); (9.8)

ÅÓÌÉ t> 0, –∈˜ É td–∈˜. úÄÅÓØ m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ. üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ CSm

d (X ×Rn; ˜),
Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ {{ ÞÅÒÅÚ CLm

d (X; ˜). üÔÏÔ ËÌÁÓÓ
ÕÓÔÏÊÞÉŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ É ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ A– ∈CLm
d (X; ˜) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ Ó ÐÁ-

ÒÁÍÅÔÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É

am(x; ‰; –) �= 0 ÐÒÉ x∈X É | ‰ |+ |– |1=d �= 0: (9.9)

ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ A– ∈HLm; m
1; 0; d(X; ˜).

õ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕ-
ÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ B– ∈CL−m

d (X; ˜), ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ.
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ð Ò É Í Å Ò 9.1. ðÕÓÔØ A {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ X ÐÏÒÑÄ-
ËÁ m, I {{ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ A−–I ∈CLm

m(X; C ), ÐÒÉÞÅÍ
ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÚÄÅÓØ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

am(x; ‰; –) = am(x; ‰)−–; (9.10)

ÇÄÅ am(x; ‰) {{ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. åÓÌÉ ˜ {{ ÔÁËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ
ÕÇÏÌ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ 0, ÞÔÏ am(x; ‰) ÐÒÉ
| ‰ |= 1 ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ˜, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−–I ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ Ó
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ (É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ HLm; m

1; 0; m(X; ˜)).

9.2. îÏÒÍÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ
ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÄŒÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ:

1) ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A– Œ Rn, Õ ËÏÔÏÒÙÈ supp KA– ÌÅÖÉÔ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ
ËÏÍÐÁËÔÅ K̂ ⊂R2n (ÐÒÉ ÜÔÏÍ 0 � ‹ <j� 1);

2) ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M (ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ŒÓÅÇÄÁ,
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 1− j� ‹ <j).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ A– ∈Lm
j; ‹; d(X; ˜), ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ

X = R
n ÉÌÉ X =M É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ 1) ÉÌÉ 2).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‖A‖s; s−l ÎÏÒÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ
ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ Hs(Rn) Œ Hs−l(Rn) ÉÌÉ ÉÚ Hs(M) Œ Hs−l(M) (ÚÄÅÓØ
s; l {{ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). îÁÛÁ ÃÅÌØ {{ ÉÚÕÞÉÔØ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ‖A–‖s; s−l

ÏÔ – ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ |– |.
ô Å Ï Ò Å Í Á 9.1. ðÕÓÔØ A– ∈Lm

j; ‹; d(X; ˜), l�m É s; l ∈R. ðÕÓÔØ
ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ‹; s; s− l ÒÁŒÎÏ 0. ôÏÇÄÁ

‖A–‖s; s−l �Cs; l(1 + |– |1=d)m; ÅÓÌÉ l� 0; (9.11)

‖A–‖s; s−l �Cs; l(1 + |– |1=d)−(l−m); ÅÓÌÉ l� 0: (9.12)

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 9.1. åÓÌÉ A– ∈Lm
j; ‹; d(X; ˜), ÇÄÅ m� 0, ÔÏ

‖A–‖�C(1 + |– |1=d)m; (9.13)

ÇÄÅ ‖A–‖ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÎÏÒÍÕ A– Œ L2(X).
ì Å Í Í Á 9.1 (ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ). åÓÌÉ A {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÔÁËÉÍ ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ KA, ÞÔÏ

sup
x

∫
|KA(x; y)| dy�C; sup

y

∫
|KA(x; y)| dx�C;

ÔÏ
‖A : L2 →L2‖�C:

(üÔÁ ÌÅÍÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ L2 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÒÏÊ É ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L2(Y )→
→L2(X) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÍÅÒÏÊ X; Y .)
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ{{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ
ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|Au(x)|2 �
(∫

|KA(x; y)||u(y)| dy
)2

=

=
(∫

|KA(x; y)|1=2|KA(x; y)|1=2|u(y)| dy
)2

�

�
∫

|KA(x; y)| dy
∫

|KA(x; y) ||u(y) |2 dy�C
∫

|KA(x; y) ||u(y) |2 dy:
éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ x É ÍÅÎÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÏÒÍÙ. �
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 9.1. 1. ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ,

ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓŒÏÄÉÔ ÓÌÕÞÁÊ X=M Ë ÓÌÕÞÁÀ X=Rn, ËÏÔÏÒÙÊ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ s= l=m= 0. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ
ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÃÅÎËÅ

‖A–‖�C; (9.14)

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÙÍ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ ÒÁÓÕÖÄÅ-
ÎÉÊ § 6 (ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅ-
ÎÉÑ). ïÔÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÕ (9.14) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÐÒÑÍÏ
ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ § 6, ÅÓÌÉ ÂÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ

C¸; ˛(–) = sup
x; ‰

|Ä¸
‰ Ä

˛
xa(x; ‰; –)| 〈‰〉j|¸|−‹|˛| (9.15)

ÂÙÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÐÒÉ |– |→+∞. üÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÃÅ-
ÎÏË (9.1) ÐÒÉ ‹= 0, ÎÏ ÐÒÉ ‹ > 0 ÞÁÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔ C¸; ˛(–) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÔÉ
ÐÒÉ |– |→+∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ‹ > 0 ÚÄÅÓØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏ-
ŒÔÏÒÅÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ § 5.

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ R
n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

˘m(–)∈Lm
1; 0; d(Rn; C ) Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ ’m(x; ‰; –) = (1 + | ‰ |2 + |– |2=d)m=2 .

üÔÏÔ ðäï Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍ ÐÏÌÅÚÅÎ, ÈÏÔÑ ÏÎ É ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ-
ÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ 1).

ïÃÅÎÉÍ ÎÏÒÍÕ ˘m(–). ïÐÅÒÁÔÏÒ ˘m(0) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hm(Rn) ÎÁ L2(Rn). ðÏÜÔÏÍÕ

‖˘m(–)‖s; s−l = ‖˘s−l(0) ˘m(–) ˘−s(0)‖:
îÏ ˘s−l(0) ˘m(–) ˘−s(0) = ˘m(–) ˘−l(0) ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ~u(‰) Œ L2(Rn) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ (1 + | ‰ |2 +
+ |– |2=d)m=2(1 + | ‰ |2)−l=2, É ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÎÁ

 ml(–) = sup
‰∈R n

(1 + | ‰ |2 + |– |2=d)m=2(1 + | ‰ |2)−l=2 :
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éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

 ml(–) �C sup
‰∈Rn

(1 + | ‰ |+ |– |1=d)m (1 + | ‰ |)−l;

ÇÄÅ C ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ m É l (ÎÏ ÎÅ ÏÔ –).
ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

sup
x�0

(1 +x+ t)m(1 +x)−l =
{ (1 + t)m; ÅÓÌÉ l� 0;

Cmltm−l; ÅÓÌÉ l� 0 É t�Rml

(ŒÓÀÄÕ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ m� l), ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

 ml(–) �Cml(1 + |– |1=d)m; ÅÓÌÉ l� 0;

 ml(–) �Cml(1 + |– |1=d)m−l; ÅÓÌÉ l� 0;

Ô. Å. ÄÌÑ ˘m(–) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÃÅÎÏË ÎÏÒÍ (9.11), (9.12), ËÁË
ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ A– ∈Lm
j; ‹; d(Rn; ˜). éÍÅÅÍ, ÏÞÅ-

ŒÉÄÎÏ,

‖A–‖s; s−l = ‖˘m(–) · (˘−m(–) ·A–)‖s; s−l �
� ‖˘m(–)‖s; s−l · ‖˘−m(–)A–‖s; s (9.16)

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

‖A–‖s; s−l = ‖(A–˘−m(–))˘m(–)‖s; s−l �
� ‖A– ·˘−m(–)‖s−l; s−l‖˘m(–)‖s; s−l: (9.17)

õÞÉÔÙŒÁÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÏÒÍÙ ‖˘m(–)‖s; s−l, ÍÙ ŒÉÄÉÍ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÉ s= 0 ÉÌÉ s− l= 0 ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

‖˘−m(–)A–‖�C; ‖A– ·˘−m(–)‖�C: (9.18)

5. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ~̆−m(–) ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÑÄÒÏÍ ì. ûŒÁÒÃÁ, ÐÏÌÕÞÅÎ-
ÎÙÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÑÄÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˘−m(–) ÎÁ ’(x− y), ÇÄÅ
’∈C∞

0 (Rn), ’= 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0∈Rn. ôÏÇÄÁ ~̆−m(–) ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ðäï, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ËÌÁÓÓÕ Lm

1; 0; d(Rn; C ).
úÁÐÉÛÅÍ

˘−m(–) = ~̆−m(–) +R−m(–) (9.19)

É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ R−m(–), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ ì. ûŒÁÒ-
ÃÁ KR−m , ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ 0 Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓŒÅÒÔËÉ, ÔÁË ËÁË KR−m ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x− y
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É –. éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R−m(–) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ KR−m (x; y; –) =
= r−m(x− y; –), ÇÄÅ

r−m(z; –) =
∫

Rn

eiz·‰(1−’(z)) (1 + |‰|2 + |–|2=d)−m=2 —d‰;

ÇÄÅ ’∈C∞
0 (Rn), ’= 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ r−m(·; –)∈S(Rn) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ-
ŒÁÎÎÏÇÏ –∈C . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÐÏÌÕÎÏÒÍÙ ÆÕÎËÃÉÉ r−m(·; –) Œ S(Rn)
ÕÂÙŒÁÀÔ ÐÒÉ |– |→∞ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ |– |. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ-
ÍÅÎÑÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

r−m(z; –) =
∫

Rn

eiz·‰|z|−2N(1−’(z))
[
(−´‰)N (1 + |‰|2 + |–|2=d)−m=2] —d‰;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

z¸D˛
z r−m(z; –) =

∫
R n

z¸D˛
z
[
eiz·‰|z|−2N (1−’(z))

]×
[
(−´‰)N (1 + |‰|2 + |–|2=d)−m=2] —d‰;

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N�0 É ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛.
ðÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÞÅÒÅÚ

C(1 + |z|)|¸|−2N(1 + |‰|)|˛|(1 + |‰|+ |–|1=d)−m−2N ;

Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C>0. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ m+ 2N �
� 0 É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(1 + |‰|+ |–|1=d)−m−2N � (1 + |‰|)−m=2−N (1 + |–|1=d)−m=2−N ;

ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÔ Ë ÏÃÅÎËÅ

|z¸D˛
z r−m(z; –)|�C¸˛N (1 + |–|1=d)−m=2−N ;

ŒÅÒÎÏÊ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N É ÐÒÉŒÏÄÑÝÅÊ Ë ÖÅÌÁÅÍÏÍÕ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÕ.

6. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÜÓËÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÃÅÎÏË ÔÉÐÁ (9.18) ÄÌÑ
R−m(–)A– É A–R−m(–).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÑÄÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A– ÓÏÓÒÅ-
ÄÏÔÏÞÅÎÙ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÍ ÏÔ –) ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Rn×Rn.

Á) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ
(ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (7.5)) ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÏÃÅÎËÅ

‖A–‖s; s−m �C(1 + |–|)M ;
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ÇÄÅ M =M(s; A) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ –. üÔÏ {{ ÇÒÕÂÁÑ ÏÃÅÎËÁ, É Åč ÌÅÇËÏ ÐÏ-
ÌÕÞÉÔØ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.5 É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ § 6.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R−m(–) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÓÇÌÁÖÉ-
ŒÁÀÝÉÍ Œ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÏÊ ÛËÁÌÅ Hs(Rn). ôÏÞÎÅÅ,

‖R−m(–)‖s; t �Cs; t; N (1 + |–|)−N

ÐÒÉ ŒÓÅÈ s; t∈R É N � 0. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓŒčÒÔ-
ËÉ R−m(–) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ
æÕÒØÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ~r−m(‰; –) =Fz→‰r(z; –), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ S(Rn) ÐÏ
‰ Ó ÐÏÌÕÎÏÒÍÁÍÉ, ÕÂÙŒÁÀÝÉÍÉ ÐÒÉ |–|→∞ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ |–|
ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÃÅÎËÁÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ.

ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÄŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÖÅÌÁÅÍÙÅ
ÏÃÅÎËÉ ÔÉÐÁ (9.18) ÄÌÑ R−m(–)A– É A–R−m(–).

Â) äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÏÐÉ-
ÓÁÎÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ R−m(–)A– É A–R−m(–). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A–R−m(–) É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

(R−m(–)A–)∗ =A∗
–R−m(–)

ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÈ ÖÅ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ R−m(–)A–.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A–R−m(–) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒ-

ÍÅ (3.9) Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ ff–; m(x; ‰) =ffA–(x; ‰) ~r−m(‰; –), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ ~r ÂÙÌÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÙÛÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ffA– (x; ‰) ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ
ÐÏ x ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ ‰. ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ~r, ÍÙ ŒÉÄÉÍ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ff–; m(x; ‰) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä¸
‰ D

˛
xff–; m(x; ‰)|�C¸; ˛; m; M; N (1 + |‰|)−M(1 + |–|)−N

ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ M; N � 0 É ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁÈ ¸; ˛. ñÄÒÏ ì. ûŒÁÒÃÁ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A–R−m(–) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

K–(x; y) =
∫

R n

ei(x−y)·‰ff–(x; ‰) —d‰:

éÚ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ff– ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|K–(x; y)|�CN (1 + |x− y|)−N ;

É ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÏÒÍ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ.
7. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ‹= 0. ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ (9.16), ÎÁÍ ÎÁÄÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
‖˘−m(–)A–‖s; s �C; (9.20)
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ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ – (ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ s). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

‖˘−m(–)A–‖s; s = ‖˘s(0) (˘−m(–)A–) ˘−s(0)‖: (9.21)

äÅÊÓÔŒÕÑ, ËÁË Œ ÞÁÓÔÉ 5 ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ
˘t(–) ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï ~̆ t(–) (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t∈R) É ŒÍÅÓÔÏ (9.20)
ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÏÃÅÎËÉ

‖ ~̆s(0) ~̆−m(–)A– ~̆−s(0)‖�C; (9.22)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~̆−m(–)A– ÞÅÒÅÚ b(x; ‰; –). ôÏÇÄÁ

b(x; ‰; –)∈S0
j; 0; d(Rn; ˜)

Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ Œ Rn (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 3.1 É 3.2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
b(x; ‰; –)∈S0

j; 0(R2n) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ –, Ô. Å.

sup
x; ‰; –

[|Ä¸
‰ Ä

˛
xb(x; ‰; –)| 〈‰〉j|¸|]<+∞:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÒÁŒÎÏ-
ÍÅÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 3.1 É 3.2), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅ
ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÁ a(x; ‰; –) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
~̆ s(0) ~̆−m(–)A– ~̆−s(0).

ôÅÐÅÒØ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (ÔÏÖÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎčÎ-
ÎÕÀ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ
Rn), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ (9.22) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ.

œÏÚÍÏÖÅÎ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ (ÏÂÈÏÄÑÝÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ
ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ Rn): ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÓÒÅÚÁÀÝÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÞÔÏÂÙ ÓŒÅÓÔÉ ŒÓč Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ËÏÍ-
ÐÁËÔÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÃÅÎÉÔØ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ ûÕÒÁ. �

9.3. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M .

ô Å Ï Ò Å Í Á 9.2. ðÕÓÔØ A– ∈HLm; m0
j; ‹; d (M; ˜). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

ÔÁËÏÅ R> 0, ÞÔÏ ÐÒÉ |– |�R ÏÐÅÒÁÔÏÒ A– ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÒÉÞÅÍ

A−1
– ∈HL−m0;−m

j; ‹; d (M; ˜R); (9.23)

ÇÄÅ ˜R = ˜∩{– : |– |�R}. ôÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ B– {{ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ A–, Ô. Å. ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ (9.6), ÔÏ

A−1
– −B– ∈L−∞(M; ˜R): (9.24)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ B– {{ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A–.
éÚ (9.6) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I+R–,
ÇÄÅ R– ∈L−∞(M; ˜R), ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ –, ÐÒÉÞÅÍ

(I +R–)−1 − I ∈L−∞(M; ˜R): (9.25)
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N > 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ s; t∈R

‖R–‖s; t �C(N)
s; t (1 + |– |)−N : (9.26)

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ R> 0, ÞÔÏ ‖R–‖<
<1=2 ÐÒÉ |– |�R, ÔÁË ÞÔÏ (I +R–)−1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ –∈˜R ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L2(M). îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I+R– ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ
ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Hs(M) (ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉ-
ÅÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ I +R– É ÔÅÏÒÅÍÙ 8.1, ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ) É ÉÍÅÅÔ ŒÓÀÄÕ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÑÄÒÏ É ËÏ-
ÑÄÒÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ I +R– ÐÒÉ |– |�R ÉÍÅÅÔÓÑ É Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Hs(M).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (9.25) ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(I +R–)−1 − I =−R–(I +R–)−1 (9.27)

É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (9.26). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ Q– ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ (9.27), ÍÙ
ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Q– ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ ŒÉÄÁ (9.26).

ñÄÒÏ Q–(x; y) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q– ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Q– ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Q–(x; y) = [Q–‹(· − y)] (x); (9.28)

ÇÄÅ ‹(z− y) {{ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ (ÏÔ z) Œ ÔÏÞËÅ y ∈M , ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÚÁŒÉ-
ÓÉÔ ËÁË ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. ïÐÅÒÁÔÏÒ Q– Œ (9.28) ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ z É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÅÒÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ s<−n=2, ÔÏ
‹(· − y)∈Hs(M). äÁÌÅÅ, ‹(· − y) {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ y ÓÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ Hs−1(M) É ŒÏÏÂÝÅ, k ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÔ y∈M ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ Hs−k(M). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÏÃÅÎÏË (9.26) ŒÙÔÅËÁ-
ÀÔ ÏÃÅÎËÉ ŒÉÄÁ (9.3) ÄÌÑ ÑÄÒÁ Q–(x; y), ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ
ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Q– ∈L−∞(M; ˜R). ïÔÓÀÄÁ É ŒÙÔÅËÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ŒËÌÀÞÅ-
ÎÉÑ (9.23) É (9.24). �

9.4. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÒÉÍÅ-
ÒÕ 9.1, ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, É ÐÒÉÍÅÎÉÍ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 9.3. ðÕÓÔØ A {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , am(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, ˜ {{ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙÊ ÕÇÏÌ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ 0∈C . ðÕÓÔØ
A ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˜, Ô. Å. am(x; ‰) ÐÒÉ ‰ �= 0
ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ˜. ôÏÇÄÁ

Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ R>0, ÞÔÏ ÐÒÉ –∈˜R ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−–I ÏÂÒÁ-
ÔÉÍ É ÐÒÉÔÏÍ

(A−–I)−1 ∈CL−m
m (M; ˜R); (9.29)
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Â) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ ÎÏÒÍÙ

‖(A−–I)−1‖s; s+l �Cs; l=|– |1−l=m; 0 � l�m; –∈˜R; (9.30)

ÇÄÅ s {{ ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. Á) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.1,

Á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. Â) {{ ÉÚ Ð. Á) É ÔÅÏÒÅÍÙ 9.2. �
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 9.2. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.3

‖(A−–I)−1‖�C=|– |; –∈˜R: (9.31)

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 9.3. ðÕÓÔØ A {{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ-
ÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ,
am(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ am(x; ‰)> 0 ÐÒÉ
ŒÓÅÈ (x; ‰), ‰ �= 0. ôÏÇÄÁ A ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÎÉÚÕ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ
ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C > 0, ÞÔÏ A�−CI, Ô. Å.

(Au; u) �−C(u; u); u∈C∞(M): (9.32)

íÙ ÏÔÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ ÅÝÅ ÔÏ ŒÁÖÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ (A−–I)−1 ÌÉÛØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ
ÉÚ L−∞(M; ˜) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ. üÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÔÅÏ-
ÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÑŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ,
ÄÁŒÁÅÍÏÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ (ÓÍ. Ð. 5.5).

ú Á Ä Á Þ Á 9.1. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ
Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Ô. Å. ÓÉÓÔÅÍ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. õÓÌÏŒÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
am(x; ‰) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ det(am(x; ‰)−–) �= 0 ÐÒÉ ‰ �= 0 É – ∈˜ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-
ÍÏÅ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ am(x; ‰) ÐÒÉ ‰ �= 0 ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÕÇÏÌ ˜.

ú Á Ä Á Þ Á 9.2. ðÕÓÔØ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÁÎ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓ-
ËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÕÇÌÁ ˜ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−–I ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÏÍ ÐÒÉ –∈˜. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ index A= 0.

§ 10. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

10.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Az . ðÕÓÔØ A {{ ÜÌÌÉÐ-
ÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ðÕÓÔØ am(x; ‰) {{ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ A. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ am(x; ‰) ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ (ÐÒÉ ‰ �= 0) ÚÎÁÞÅÎÉÊ
Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÕÇÌÅ ˜ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C (ŒÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ ˜ {{ ÔÏÞ-
ËÁ 0∈C ). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ § 9 A−–I ∈CLm

m(M; ˜) É
ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ.
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éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R– = (A−–I)−1 ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÁ ÐÒÉ |– |�R, –∈˜, Ô. Å. ÐÒÉ –∈˜R. ôÅÐÅÒØ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.4
ÓÐÅËÔÒ ff(A) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A {{ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C . ðÏÜÔÏÍÕ Œ
ÕÇÌÅ ˜ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ff(A). íÙ ÍÏÖÅÍ
ÔÏÇÄÁ ÔÁË ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÌÕÞ L0, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÔÏÞËÅ O É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ
Œ ˜, ÞÔÏ ff(A)∩L0 ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0. œ ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ 0 =∈ff(A),
Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−1 (ÓÍ. § 8), É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ L0 = (−∞; 0].
ïÂÁ ÜÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙ: ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓŒÏ-
ÂÏÄÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÎÑÑ A ÎÁ A+ "I, Á ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ {{ ÐÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ A Ë ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÕ ei„A.

éÔÁË, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÛÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÙ:

1) am(x; ‰)−– �= 0 ÐÒÉ ‰ �= 0 É –∈ (−∞; 0]; (10.1)
2) ff(A)∩ (−∞; 0] = ∅: (10.2)

éÚ ÕÓÌÏŒÉÊ 1) É 2) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÇÌÁ ˜ ŒÉÄÁ
{ı− "� arg –�ı+ "}, ÇÄÅ "> 0, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1′) am(x; ‰) �= 0 ÐÒÉ ‰ �= 0 É –∈˜; (10.1′)
2′) ff(A)∩˜ = ∅: (10.2′)

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ˜ ŒÙÂÒÁÎ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ 0 =∈ff(A), ÔÏ ÕÇÏÌ ff(A) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÃÅÌÙÍ ËÒÕÇÏÍ
|– |< 2j Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ –-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ Œ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ËÏÎÔÕÒ ` = `j ŒÉÄÁ ` = `1 ∪`2 ∪`3, ÇÄÅ

arg – = ı

arg – = −ı
O

|– | = j

`

òÉÓ. 1.

–= reiı (+∞>r>j) ÎÁ `1;

–= jei’ (ı>’>−ı) ÎÁ `2;

–= re−iı (j<r <+∞) ÎÁ `3

(ÒÉÓ. 1).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

Az =
i

2ı

∫
`

–z(A−–I)−1 d–; (10.3)

ÇÄÅ z ∈C , –z ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ – ÐÒÉ –∈
∈C\(−∞; 0], ÒÁŒÎÁÑ ez ln – ÐÒÉ –>0 (ÚÄÅÓØ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ln –∈R

ÐÒÉ –> 0). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁ ` ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

–z = ez ln – = ez ln |–|+iz arg – = |– |zeiz arg –; (10.4)

ÇÄÅ −ı�arg –�ı (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ arg – ÕËÁÚÁÎ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÎÔÕÒÁ `).
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ ÏÃÅÎËÉ (9.31) (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.2) ÉÎÔÅÇÒÁÌ (10.3)
ÐÒÉ Re z < 0 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ Œ L2(M) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ
Az {{ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L2(M). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.3
ÉÎÔÅÇÒÁÌ (10.3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ Œ Hs(M) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
s∈R É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ A z ÐÒÉ Re z < 0 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Hs(M) Œ Hs(M). ðÏ-
ÜÔÏÍÕ Az ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ C∞(M) Œ C∞(M) É D ′(M) Œ D ′(M), ÐÏÓËÏÌØËÕ
C∞(M) =

⋂
s
Hs(M), D ′(M) =

⋃
s
Hs(M).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 10.1. Á) ðÒÉ Re z<0 É Re w<0 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÏ-
ÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

AzAw =Az+w : (10.5)

Â) åÓÌÉ k ∈ZÉ k> 0, ÔÏ

A−k = (A−1)k: (10.6)

Œ) Az ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s∈R ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒ-
ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ z (ÐÒÉ Re z < 0) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hs(M).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. Á) ïÂÒÁÚÕÅÍ ËÏÎ-

`′
1

`′
2

`′
3

òÉÓ. 2.

ÔÕÒ `′ (ÒÉÓ. 2) ŒÉÄÁ `′ = `′
1 ∪`′

2 ∪`′
3, ÇÄÅ

–= rei(ı−")
(

+∞>r>
3
2
j
)

ÎÁ `′
1;

–=
3
2
jei’ (ı− ">’>−ı+ ") ÎÁ `′

2;

–= rei(−ı+")
( 3

2
j<r <+∞

)
ÎÁ `′

3:

þÉÓÌÏ "> 0 ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÕÓÌÏŒÉÑ (10.1′) É (10.2′). ëÏÎÔÕÒ ` ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔÓÑ ĂŒÎÕÔÒÉĄ ËÏÎÔÕÒÁ `′, ÎÏ ŒŒÉÄÕ ÏÃÅÎËÉ (9.31) É ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ `′

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (10.5) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ ` ÎÁ `′.
éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

AzAw =− 1
4ı2

∫
`′

∫
`

(A−–I)−1(A−—I)−1–z—w d— d–=

=− 1
4ı2

∫
`′

∫
`

–z—w

–− —
[(A−–I)−1 − (A−—I)−1 ] d— d–=

=
i

2ı

∫
`′

–w+z(A−–I)−1 d–+
1

4ı2

∫
`

∫
`′

(A−—I)−1 –z—w

–−—
d– d—=

=Az+w + 0 =Az+w :
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œ ÜÔÏÊ ŒÙËÌÁÄËÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ É ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ
ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÉÌØÂÅÒÔÁ

(A−–I)−1(A−—I)−1 =
1

–−—
[(A−–I)−1 − (A−—I)−1 ]; (10.7)

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁ-
ÓÔÉ ÎÁ (A−–I) (A−—I).

Â) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z=−1; −2; : : : , ÔÏ (reiı)z = (re−iı)z É ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÙ ÐÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÞÁÓÔÑÍ ` Œ (10.3) ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ

A−k =
i

2ı

∫
`2

–−k(A−–I)−1 d–;

ÇÄÅ `2 {{ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ {|– |=j}, ÐÒÏÂÅÇÁÅÍÁÑ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. óÄÅÌÁ-
ÅÍ ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏÌÁÇÁÑ –= 1=—. ðÏÌÕÞÉÍ

A−k =− i
2ı

∫
`′

2

—k(A−—−1I)−1—−2 d—;

ÇÄÅ `′
2 {{ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ {|— |=1=j}, ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÍÁÑ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ (A−—−1I)−1 =—A−1(—I −A−1)−1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ
ÔÅÐÅÒØ

A−k =− iA−1

2ı

∫
`′

2

—k−1(—I −A−1)−1 d—=A−1(A−1)k−1 = (A−1)k;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÅÓØ ÓÐÅËÔÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁA−1 ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÏÎ-
ÔÕÒÁ `′

2 É ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ.
Œ) äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (10.3) ÐÏ z, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

i
2ı

∫
`

–z(ln –) (A−–I)−1 d–; (10.8)

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ (Œ Hs(M)) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÒÉ
Re z�−"< 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ Az ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ

ÐÏ z, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ
d

dz
Az ÒÁŒÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (10.8). �

10.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 10.1. ðÕÓÔØ z ∈C É k ∈Z ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ

Re z <k. ðÏÌÏÖÉÍ ÎÁ C∞(M) ÉÌÉ ÎÁ D ′(M)

Az =Ak ·Az−k: (10.9)
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îÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. üÔÁ ËÏÒ-
ÒÅËÔÎÏÓÔØ {{ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 10.1. Á) ïÐÅÒÁÔÏÒ Az, ÏÐÅÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (10.9),
ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Re z <k.

Â) åÓÌÉ Re z < 0, ÔÏ Az =Az.
Œ) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÇÒÕÐÐÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

AzAw =Az+w; z; w∈C : (10.10)

Ç) åÓÌÉ k∈Z, ÔÏ ÉÚ (10.9) ÐÒÉ z=k ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ k-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, A0 = I, A1 =A É A−1 {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÂÒÁÔ-
ÎÙÊ Ë A).

Ä) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ZÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s∈R ÆÕÎËÃÉÑ A z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏ-
ÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Re z <k ÓÏ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L (Hs(M); Hs−mk(M)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ Hs(M) Œ Hs−mk(M).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. Á) ðÕÓÔØ z ∈C , k; l∈Z, ÐÒÉÞÅÍ Re z <k,
Re z < l. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

AkAz−k =AlAz−l: (10.11)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k>l. ðÏÌÏÖÉÍ k− l=p É z−k=w. ôÏÇÄÁ (10.11)
ÓŒÅÄÅÔÓÑ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ Aw =A−pAw+p, ÇÄÅ p {{ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,
Re(w+p)<0. îÏ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1, ÉÂÏ A−p =A−p

Œ ÓÉÌÕ (10.6), É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÙÍ ÓŒÏÊ-
ÓÔŒÏÍ (10.5).

Â){{Ç) üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ Ð. Á) ÜÔÏÊ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1.

Ä) üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ð. Á) ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É Ð. Œ)
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1, ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Ak ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ k ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Hs(M) Œ Hs−mk(M) (ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ 7.3 É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ A−1 ∈CL−m(M) Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.2
ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ). �

10.3. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ ÎÁ M ŒŒÅÄÅÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ L2(M).
ðÕÓÔØ A {{ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁ M . åÇÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ am(x; ‰) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÅÎ,
É ÕÓÌÏŒÉÑ (10.1) É (10.2), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙ-
ÍÉ, ÏÚÎÁÞÁÀÔ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ

am(x; ‰)> 0 ÐÒÉ ‰ �= 0; (10.12)

A� ‹I; ÇÄÅ ‹ > 0; (10.13)



108 óôåðåîé ïðåòáôïòïœ [çì. II

Ô. Å. (Au; u) � ‹(u; u) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u∈C∞(M). ðÕÓÔØ {’j}∞j=1 {{
ÐÏÌÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ {–j}∞j=1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ –j →+∞
ÐÒÉ j→∞ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 8.3). éÚ (10.13) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ –j � ‹> 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ
j= 1; 2; : : :

ëÁÖÄÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈D ′(M) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔ-
ŒÅÔÓÔŒÉÅ ÒÑÄ æÕÒØÅ

f ∼
∞∑

j=1

fj’j(x); x∈M; (10.14)

ÇÄÅ
fj = (f; ’j): (10.15)

úÄÅÓØ ÄÌÑ f ∈L2(M) Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (10.15) ÓÔÏÉÔ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ-
ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ L2(M). åÓÌÉ ÖÅ f ∈D ′(M), ÔÏ (f; ’j) ÏÚÎÁÞÁÅÔ 〈f; —’jd—〉,
ÇÄÅ d— {{ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ M (ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ). íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÑÄÏŒ æÕ-
ÒØÅ ÇÌÁÄËÉÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 10.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÒÑÄ
∞∑

j=1

cj’j(x) (10.16)

Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ cj . ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜËŒÉ-
ŒÁÌÅÎÔÎÙ :

Á) ÒÑÄ (10.16) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ C∞(M);
Â) ÒÑÄ (10.16) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ f ∈C∞(M);
Œ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N

∞∑
j=1

| cj |2–2N
j <+∞: (10.17)

äÁÌÅÅ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ Ç), Ä) É Å) ÔÁËÖÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ :
Ç) ÒÑÄ (10.16) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ D ′(M);
Ä) ÒÑÄ (10.16) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ f ∈D ′(M);
Å) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ N (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ),

ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (10.17).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÉÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ

ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

C∞(M) =
⋂

s

Hs(M); D ′(M) =
⋃

s

Hs(M);
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Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ AN ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ HmN (M)
É L2(M). îÏ L2(M) ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏŒ æÕÒØÅ ŒŒÉÄÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ Œ C∞(M)
ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÐÏÌÕÎÏÒÍÁÍÉ ‖f‖A; N , ÇÄÅ

‖f‖2
A; N =

∞∑
j=1

|fj |2–2N
j ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ANf ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ –N
j fj . ôÅÐÅÒØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ-

ÎÏÓÔØ Á), Â) É Œ) ÏÞÅŒÉÄÎÁ.
ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ç), Ä) É Å). åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ç), ÔÏ ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ (10.16), ÔÁË ÞÔÏ f ∈D ′(M) É

(f; ’) =
∞∑

j=1

cj(’j; ’)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’∈C∞(M). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÅÒÑ ’=’j , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ,
ÞÔÏ cj =fj , Ô. Å. ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ä). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ä), Ô. Å. cj =(f; ’j),
ÇÄÅ f ∈D ′(M), ÔÏ, ŒÙÂÉÒÁÑ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ANf ∈L2(M), ÍÙ
ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Å). îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ Å) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÒÑÄ (10.16)
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ HmN (M), ÞÔÏ ÄÁÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ð. Ç). �

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ĂÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÅĄ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÁ-
ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ’j.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 10.3. ðÕÓÔØ f ∈D ′(M), f =
∞∑

j=1
fj’j(x) {{ ÒÁÚÌÏ-

ÖÅÎÉÅ f Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ôÏÇÄÁ

Azf =
∞∑

j=1

–z
jfj’j(x): (10.18)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’j(x) {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Az Ó ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –z

j .
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÐÅÒÁÔÏÒ Az ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ

C∞(M) Œ C∞(M). œŒÉÄÕ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (Az)∗ =A—z

ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Az , ËÁË ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ë A—z ,
ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ D ′(M) Œ D ′(M), ÅÓÌÉ D ′(M) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ
ÓÏ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (10.18),
ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ D ′(M) Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.2, ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ (10.18)
Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉ f =’j ,
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Re z < 0. îÏ ÐÒÉ f =’j, Re z < 0 ÉÍÅÅÍ

Az’j =
i

2ı

∫
`

–z(A−–I)−1’j d–=
i’j

2ı

∫
`

–z(–j −–)−1 d–=–z
j’j

Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ. îÏ ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ (10.18) ÄÌÑ f =’j . �
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 10.1. ðÕÓÔØ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (10.1), Á ŒÍÅÓÔÏ (10.2)

ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ

ff(A) ∩ (−∞; 0) = ?;

ÔÁË ÞÔÏ Ker A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ C∞(M ).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Az ËÏÎÔÕÒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (10.3). ðÕÓÔØ E0; E′

0 {{ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.4.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Az E0 = 0 É E′
0 {{ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÌÑ Az ÐÒÉ

Re z < 0.
Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Az ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

AzAw = Az+w, Re z < 0, Re w < 0, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Az
ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (10.9), ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Az ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÇÒÕÐÐÏŒÏÅ
ÓŒÏÊÓÔŒÏ (10.10).

Œ) ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Az ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ z ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÁÑ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË

A0 = I −P0;

ÇÄÅ P0 {{ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ E0 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ E′
0, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ A−k ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-

ÛÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÍ Ë Ak ÎÁ E′
0 É ÒÁŒÅÎ 0 ÎÁ E0.

ú Á Ä Á Þ Á 10.1. ðÕÓÔØ A {{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , am(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Re am(x; ‰)<0 ÐÒÉ ‰ �=0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ

Äu
Ät

=Au; t> 0; u|t=0 =’(x); (10.19)

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Œ C∞(M) É Œ D ′(M).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. òÅÛÅÎÉÅ u(t; x) ÎÁÄÏ ÓÔÒÏÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

u = eAt’; (10.20)

ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ eAt ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÔÕÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

eAt =
i

2ı

Z

`

e–t(A−–I)−1 d–: (10.21)

óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒ ff(A) ÌÅÖÉÔ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Re – < 0 (ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ
ÚÁÍÅÎÏÊ A ÎÁ A−CI ÉÌÉ ÚÁÍÅÎÏÊ u=vect Œ ÚÁÄÁÞÅ (10.19)), ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ `=`1 ∪`2,
ÇÄÅ `1 É `2 {{ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÕÞÉ:

– = rei( ı
2 −") (+∞> r > 0) ÎÁ `1;

– = rei(− ı
2 +") (0 < r < +∞) ÎÁ `2:

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (10.19) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÐÒÉÎÃÉÐÁ èÏÌØÍÇÒÅÎÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, çÅÌØÆÁÎÄ é. í., ûÉÌÏŒ ç. å. [1], ŒÙÐ. 3,
ÓÔÒ. 41).
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§ 11. óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

11.1. óÉÍŒÏÌ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. ðÕÓÔØ A {{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÊÞÁÓ
Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÉÍŒÏÌ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ A−–I (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÅÇÏ ÚÄÅÓØ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ
CLm

m(M; ˜), ÇÄÅ ˜ {{ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÕÇÏÌ Œ C Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ 0). íÙ
ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˜, ÐÒÉÞÅÍ ÕÇÏÌ ˜ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Œ § 10 (Ô. Å. ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÕÓÌÏŒÉÑ (10.1) É (10.2), Á ˜ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÐÏÌÕÏÓØ (−∞; 0]).

ðÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
X⊂M . âÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ X Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Œ Rn Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÄÁÎÎÏÊ
ÎÁ X ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÕÓÔØ ÎÁ X ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A=
∑

|¸|�m

a¸(x)D¸: (11.1)

åÇÏ ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ

a(x; ‰) =
∑

|¸|�m

a¸(x) ‰¸ (11.2)

ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ

aj(x; ‰) =
∑
|¸|=j

a¸(x) ‰¸; j = 0; 1; : : : ; m: (11.3)

ðÏÌÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ a(x; ‰; –) =a(x; ‰)−– ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A−–I ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÏ (‰; –1=m) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

am(x; ‰; –) = am(x; ‰)−–; (11.4)

aj(x; ‰; –) = aj(x; ‰); j= 0; 1; : : :; m− 1: (11.5)

õÓÌÏŒÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

am(x; ‰; –) �= 0 ÐÒÉ x∈X; –∈˜; | ‰ |+ |– |1=m �= 0: (11.6)

óÉÍŒÏÌ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A−–I ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏ (‰; –1=m). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÅÒÅÚ b0

−m−j(x; ‰; –), j = 0; 1; 2; : : : , ÇÄÅ ÎÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:

b0
−m−j(x; t‰; tm–)= t−m−jb0

−m−j(x; ‰; –); t>0; | ‰ |+ |– |1=m �=0: (11.7)
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üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

am(x; ‰; –) b0
−m(x; ‰; –) = 1; (11.8)

am(x; ‰; –) b0
−m−j(x; ‰; –) +

+
∑

k+l+|¸|=j
l<j

Ä¸
‰ am−k(x; ‰; –)D¸

x b
0
−m−l(x; ‰; –)=¸! = 0; j = 1; 2; : : :

(11.9)

(ÓÒ. ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðäï
Œ § 5 {{ ÆÏÒÍÕÌÙ (5.17′) É (5.17′′)).

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ b0
−m−j(x; ‰; –) ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ

ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ, ÎÕÖÎÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
ÌÉËŒÉÄÉÒÏŒÁÔØ ÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ | ‰ |+ |– |1=m =0 É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÒÏÉÚ-
ŒÅÓÔÉ ÓËÌÅÊËÕ ÒÁÚÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÏŒ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
ÅÄÉÎÉÃÙ (ÓÍ. § 5).

11.2. óÉÍŒÏÌÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ b(z); 0

mz−j(x; ‰) ÓÉÍŒÏÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Az ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÓÁÍÉ ÓÔÅÐÅ-
ÎÉ Az ÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÐÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÅ (A−–I)−1 . éÍÅÎÎÏ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜÌÌÉÐ-
ÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ j=j(x; ‰), ÞÔÏ
am(x; ‰; –) �= 0 ÐÒÉ |– |<2j, ‰ �= 0, –∈C . éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (11.8), (11.9) ÑÓÎÏ
ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ b−m−j(x; ‰; –) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏ – Œ ËÒÕÇÅ |– |< 2j. ïÂÒÁÚÕÑ
ËÏÎÔÕÒ `, ËÁË Œ § 10, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ b(z); 0

mz−j(x; ‰) ÐÒÉ Re z < 0
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

b(z); 0
mz−j(x; ‰) =

i
2ı

∫
`

–zb0
−m−j(x; ‰; –) d–; j= 0; 1; 2; : : :; (11.10)

ÇÄÅ ŒÅÔŒØ –z ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ § 10.
œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ j= 0 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÏÛÉ

b(z); 0
mz (x; ‰) =

i
2ı

∫
`

–z(am(x; ‰)−–)−1 d–= az
m(x; –): (11.11)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ j ÉÎÔÅÇÒÁÌ (11.10) ÎÅ ÚÁŒÉ-
ÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ j (Œ ËÒÕÇÅ |– |< 2j ÕÖÅ ÎÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ
b−m−j(x; ‰; –)).

æÕÎËÃÉÑ b(z); 0
mz−j(x; ‰) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ mz − j,

Ô. Å.
b(z); 0

mz−j(x; t‰) = tmz−jb(z); 0
mz−j(x; ‰); t > 0; ‰ �= 0: (11.12)
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äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (11.10)
ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ b0

−m−j(x; ‰; –):

b(z); 0
mz−j(x; t‰) =

i
2ı

∫
`

–zb0
−m−j(x; t‰; –) d–=

=
i

2ı

∫
`t

(tm—)zb−m−j(x; t‰; tm—) tm d—= tmz−j i
2ı

∫
`t

—zb0
−m−j(x; ‰; —) d—=

= tmz−j i
2ı

∫
`

—zb0
−m−j(x; ‰; —) d—= tmz−jb(z); 0

mz−j(x; ‰):

úÄÅÓØ `t {{ ËÏÎÔÕÒ t−m` (ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ŒÉÄ, ÞÔÏ É `, ÎÏ Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ
ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁÓÔÉ t−mj ŒÍÅÓÔÏ j).

ôÅÐÅÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ b(z); 0
mz−j(x; ‰) ÎÁ ŒÓÅ

z ∈C . üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Az ÐÒÉ z ∈C , ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÅ
Œ § 10. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 11.1. Á) ðÒÉ Re z<0 É Re w<0 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÏ-
ÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ∑
|¸|+p+q=j

Ä¸
‰ b

(z); 0
mz−p(x; ‰)D¸

x b
(w); 0
mw−q(x; ‰)=¸! = b(z+w); „

m(z+w)−j(x; ‰);

j= 0; 1; 2; : : : (11.13)

Â) åÓÌÉ k ∈ZÉ k> 0, ÔÏ ÎÁÂÏÒ b (−k)
−mk−j(x; ‰), j= 0; 1; 2; : : : , ÐÒÅÄ-

ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ Ak.

Œ) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Ä¸
‰ Ä

˛
xb

(z); 0
mz−j(x; ‰) ÐÒÉ

‰ �= 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z ÐÒÉ Re z < 0.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ

ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1, ÞÔÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑ-
ÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. �

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ a(k)
j (x; ‰) ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ k�0

ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ (ÐÏÒÑÄËÁ j) ÓÉÍŒÏÌÁ a(k)(x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ak,
ÔÁË ÞÔÏ

a(k)(x; ‰) =
mk∑
j=0

a(k)
j (x; ‰):

åÓÌÉ k {{ ÃÅÌÏÅ, k<0, ÔÏ ÞÅÒÅÚ a(k)
j (x; ‰) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍ-

ÐÏÎÅÎÔÙ ÓÉÍŒÏÌÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ak ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,
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ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÉÍŒÏÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A−k. ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
ÒÅËÕÒÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

a(−k)
−mk(x; ‰) · a(k)

mk(x; ‰) = 1; (11.14)

a(−k)
−mk(x; ‰) ·a(k)

mk−j(x; ‰)+
∑

p+q+|¸|=j
q<j

Ä¸
‰ a

(−k)
−mk−p(x; ‰) ·D¸

xa
(k)
mk−q(x; ‰)=¸! =0;

j= 1; 2; : : : (11.15)

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 11.1. ðÕÓÔØ z ∈C É k ∈Z ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ
Re z <k. ðÏÌÏÖÉÍ

b(z); 0
mz−j(x; ‰) =

∑
p+q+|¸|=j

Ä¸
‰ a

(k)
mk−p(x; ‰) ·D¸

x b
(z−k); 0
m(z−k)−q(x; ‰)=¸!;

j= 0; 1; : : : (11.16)

ô Å Ï Ò Å Í Á 11.1. Á) æÕÎËÃÉÉ b(z); 0
mz−j(x; ‰), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕ-

ÌÏÊ (11.16), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÃÅÌÏÇÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Re z <k.
Â) åÓÌÉ Re z<0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ b(z); 0

mz−j, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11.16),
ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÁË ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍÉ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ËÏÎÔÕÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (11.10).

Œ) çÒÕÐÐÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (11.13) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ z; w∈C .
Ç) åÓÌÉ k ∈Z, ÔÏ b (k); 0

mk−j(x; ‰) = a(k)
mk−j(x; ‰).

Ä) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; ‰ (‰ �=0) É ÄÌÑ ÌÀÂÏ-
ÇÏ j= 0; 1; : : : ÆÕÎËÃÉÑ Ä¸

‰ Ä
˛
xb

(z); 0
mz−j(x; ‰) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÕÎËÔÏŒ Á){{Ç) ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ
ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÕÎËÔÏŒ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.1 (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÌÉÛØ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑ-
ÄÁÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÉ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÕÎËÔÁ Ä) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÉ b(z); 0

mz−j(x; ‰). �

11.3. óÇÌÁÖÅÎÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. ðÕÓÔØ !(fi )∈C∞(R1), ÐÒÉ-
ÞÅÍ !(fi ) = 0 ÐÒÉ fi < 1=2, !(fi ) = 1 ÐÒÉ fi � 1. ðÏÌÏÖÉÍ

„(‰; –) =!(| ‰ |2 + |– |2=m) (11.17)

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
b−m−j(x; ‰; –) = „(‰; –) b0

m−j(x; ‰; –): (11.18)

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÊ b−m−j(x; ‰; –) ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÉ M ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ A−–I ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÔÏÒÏÊ
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ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1. ðÕÓÔØ M =
⋃
‚
X‚ {{ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙ-

ÔÉÅ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, ’‚ {{ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄ-
ÞÉÎÅÎÎÏÅ ÜÔÏÍÕ ÐÏËÒÙÔÉÀ, ÆÕÎËÃÉÉ  ‚ ∈C∞

0 (X‚ ) ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ  ‚ ≡ 1
Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ supp ’‚ . ðÕÓÔØ ˘‚ ; ¯‚ {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ’‚

É  ‚ , Á B‚
−m−j(–) {{ ðäï Œ X‚ Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ b‚

−m−j(x; ‰; –), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11.18) Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ X‚ .

íÙ ÐÏÌÏÖÉÍ

B−m−j (–) =
∑

‚

˘‚B‚
−m−j (–) ¯‚ (11.19)

É

B(N)(–) =
N−1∑
j=0

B−m−j (–): (11.20)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 11.2.

(A−–I)−1 −B(N)(–)∈CL−m−N
m (M; ˜): (11.21)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÏÌÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÉËÓ B(–) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A−–I, ÐÏÌÁÇÁÑ

B(–)∼
∞∑

j=0

B−m−j(–): (11.22)

ôÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ‚
ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Œ X‚ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ

b‚(x; ‰; –)∼
∞∑

j=0

b‚
−m−j(x; ‰; –); (11.23)

ÚÁÔÅÍ ŒÚÑÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B‚ (–) Œ X‚ Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ b‚ (x; ‰; –) É, ÎÁËÏÎÅÃ,
ÐÏÌÏÖÉÔØ

B(–) =
∑

‚

˘‚B‚¯‚ ; (11.24)

ÇÄÅ ˘‚ , ¯‚ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (11.19).
íÙ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ

B(–)−B(N)(–)∈CL−m−N
m (M; ˜): (11.25)

îÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(A−–I)−1 −B(–)∈L−∞(M; ˜): (11.26)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (11.25) É (11.26), ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë (11.21). �
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11.4. óÇÌÁÖÅÎÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ
ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ !(fi ) {{ ÔÁ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R1, ÞÔÏ É Œ ÎÁÞÁÌÅ Ð. 11.3.
ðÏÌÏÖÉÍ

„(‰) =!(| ‰ |) (11.27)

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

b(z)
mz−j(x; ‰) = „(‰) b(z); 0

mz−j (x; ‰): (11.28)

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ b(z); 0
mz−j(x; ‰) É b(z)

mz−j(x; ‰) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ X‚ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÔØÓÑ b(z); 0; ‚

mz−j (x; ‰) É b(z); ‚
mz−j(x; ‰), ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ, Œ ËÁ-

ËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ B(z); ‚
mz−j

ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ X‚ Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z); ‚
mz−j(x; ‰), ÍÙ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÐÏÌÏÖÉÍ

B(z)
mz−j =

∑
‚

˘‚B(z); ‚
mz−j¯‚ (11.29)

É

B(z)
(N) =

N−1∑
j=0

B(z)
mz−j : (11.30)

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔ-
ÓÑ ÅÝÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ðäï, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØÓÑ O

(
G; Lm

j; ‹(M)
)
, ÇÄÅ G {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C .

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 11.2. ðÕÓÔØ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn, G {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ C ,
a(x; ‰; z)∈C∞(X ×Rn×G), ÐÒÉÞÅÍ a(x; ‰; z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏ z. íÙ ÂÕ-
ÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ a(x; ‰; z)∈O

(
G; Sm

j; ‹(X)
)
, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÕÌØÔÉÉÎ-

ÄÅËÓÏŒ ¸; ˛, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k∈Z+ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ K1 ⊂X É K2 ⊂G
ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C =C(¸; ˛; k; K1; K2), ÞÔÏ∣∣ Ä¸

‰ Ä
˛
x Ä

k
za(x; ‰; z)

∣∣�C〈‰〉m−j|¸|+‹|˛|; (11.31)

ÅÓÌÉ (x; ‰; z)∈K1 ×Rn×K2 . åÓÌÉ A(z) {{ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ z
ðäï Œ ÏÂÌÁÓÔÉ X, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ A(z)∈O

(
G; Lm

j; ‹(X)
)
, ÅÓ-

ÌÉ A(z) =A1(z) +R(z), ÇÄÅ A1(z) {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï ÎÁ X Ó ÓÉÍŒÏ-
ÌÏÍ a(x; ‰; z)∈O

(
G; Sm

j; ‹(X)
)
, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ R(z) ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ R(x; y; z)∈

∈C∞(X ×X ×G), ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÏ z. îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ
A(z)∈O

(
G; Lm

j; ‹(X)
)
, ÅÓÌÉ A(z) {{ ðäï ÎÁ M , ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ

z ∈G, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ X⊂M É ÌÀÂÏÇÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ κ : X→X1, ÇÄÅ X1 {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn,
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ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ Aκ(z) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ X1 , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁÍÉ A(z) ÎÁ M Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ κ, ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ

Aκ(z)∈O
(
G; Lm

j; ‹(X1)
)
:

ðÏŒÔÏÒÅÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ § 4 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ A(z)∈
∈O

(
G; Lm

j; ‹(X)
)

ÐÒÉ 1− j� ‹ <j ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ
ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏ-
ÓÔÑÍÉ É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

ðÏŒÔÏÒÅÎÉÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ § 3 É § 5 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊ-
ÓÔŒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊ-
ÓÔŒÁ (ÕÓÌÏŒÉÅ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ
ÐÏ z) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ 11.2.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ ÔÅÏ-
ÒÅÍÕ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 11.2. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ z ∈C

Az ∈CLmz(M); (11.32)

ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N � 0 É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t∈R

Az −B(z)
(N) ∈O

(
Re z < t; Lmt−N

1; 0 (M)
)
: (11.33)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. äÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ (11.32) ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ (11.33). íÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ z ∈C

B(z) ∼
∞∑

j=0

B(z)
mz−j (11.34)

(ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÓÛÉÆÒÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ (11.22)). ôÏ-
ÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ

B(z) ∈CLmz(M): (11.35)

îÏ ÅÓÌÉ Œ (11.33) ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ t∈R, ÞÔÏ t>Re z, É ÚÁÔÅÍ ÕÓÔÒÅ-
ÍÉÔØ N Ë +∞, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

Az −B(z) ∈L−∞(M); (11.36)

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (11.32).
2. äÏËÁÖÅÍ (11.33). œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

R(z)
(N) =Az −B(z)

(N): (11.37)
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ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÏŒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅ-
ÎÅÊ Az É ÉÈ ÐÏËÁ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ b(z); 0

mz−j (ÔÅÏÒÅÍÙ 10.1 É 11.1),
Á ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ
ÓŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ t= 0 (N ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ).
éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

R(z)
(N) ∈O

(
Re z < 0; L−N

1; 0 (M)
)
: (11.38)

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 11.2, ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÉ
Re z < 0, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ B(z)

(N), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

′B(z)
(N) =

i
2ı

∫
`

–zB(N)(–) d–: (11.39)

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

′B(z)
(N) −B(z)

(N) ∈O
(
Re z < 0; L−∞(M)

)
: (11.40)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

′B(z)
(N) =

N−1∑
j=0

′B(z)
mz−j ; (11.41)

ÇÄÅ
′B(z)

(mz−j) =
i

2ı

∫
`

–zB−m−j(–) d–; (11.42)

É ÐÏÔÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌ ′b(z)
mz−j(x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ′B(z)

mz−j Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÌÏËÁÌØ-
ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

′b(z)
(mz−j)(x; ‰) =

i
2ı

∫
`

–zb−m−j(x; ‰; –) d–: (11.43)

ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

′b(z)
(mz−j)(x; ‰) = b(z); 0

mz−j(x; ‰) ÐÒÉ | ‰ |� 1: (11.44)

îÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ b(z)
mz−j(x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ B(z)

mz−j ,

ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÅÔ B(z)
(N) (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (11.28){{(11.30)). ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÞÅ-

ŒÉÄÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ z ÏÔÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (11.40).
ôÅÐÅÒØ ŒŒÉÄÕ (11.40) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ′R(z)

(N) =

=Az − ′B(z)
(N) ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ŒÉÄÁ (11.38). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
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′r(z)
(N)(x; ‰) ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ′R(z)

(N) Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-
ÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÞÅÒÅÚ r(N)(x; ‰; –) {{ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
R(N)(–) = (A−–I)−1 −B(N)(–). ôÏÇÄÁ

′r(z)
(N)(x; ‰) =

i
2ı

∫
`

–zr(N)(x; ‰; –) d– (11.45)

É ÍÙ ÉÍÅÅÍ

Ä¸
‰ Ä

˛
x Ä

k
z
′r(z)

(N)(x; ‰) =
i

2ı

∫
`

–z(ln –)k Ä¸
‰ Ä

˛
xr(N)(x; ‰; –) d–: (11.46)

îÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.2 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÉ∣∣Ä¸
‰ Ä

˛
xr(N)(x; ‰; –)

∣∣�C¸; ˛; K(1 + | ‰ |+ |– |1=m)−m−N−|¸|; x∈K; (11.47)

ÇÄÅ K {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÐÁËÔ, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-
ÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ∣∣ Ä¸

‰ Ä
˛
xr(N)x; ‰; –)

∣∣�C¸; ˛; K(1 + | ‰ |)−N−|¸|(1 + |– |)−1; x∈K; (11.48)

É ÉÚ (11.46) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ′R(z)
(N) ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (11.38). �

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 11.1. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 11.2 ÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ
Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 10.1.

§ 12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÑÄÅÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ

12.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÑÄÒÁ ÞÅÒÅÚ ÓÉÍŒÏÌ. ðÕÓÔØ
M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A {{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ M , ÕÄÏ-
ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (10.1) É (10.2), ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÝÉÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÒÉ Re z<−n=m ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-
ÒÅÚ Az(x; y) dy ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Az (ÜÔÏ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ x∈M
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ M , ËÏÔÏÒÕÀ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉ
y∈Y , ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ Az(x; y) dy, ÇÄÅ dy {{ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ, ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÍÁÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á Az(x; y) {{ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ
ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M ×Y ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÑÄÒÏÍ ÓÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ Az(x; y), ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÁ z É ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ Y .

îÁÛÁ ÃÅÌØ {{ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ (ÐÏ z) ÑÄÅÒ
Az(x; y) ŒÏ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ z-ÐÌÏÓËÏÓÔØ C .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X; Y {{ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÔÏ Az(x; y)
ÐÒÉ x∈X É y ∈ Y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (Azu; v), ÇÄÅ
u∈C∞

0 (Y ), v∈C∞
0 (X).
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X {{ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÁÑ), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ Rn. åÓÌÉ ðäï B ∈Lm(X) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

Bu(x) =
∫

ei(x−y)·‰b(x; ‰)u(y) dy —d‰;

ÇÄÅ b∈Sl(X ×Rn), ÔÏ ÐÒÉ l <−n ÅÇÏ ÑÄÒÏ A(x; y) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÉÍÅÅÔ
ŒÉÄ

A(x; y) =
∫

ei(x−y)·‰b(x; y) —d‰:

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ðäï Az ÎÁ X (ÓÍ. Ð. 4.3) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉ-
ÄÅ Az =A1; z +R1; z, ÇÄÅ A1; z {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, Á R1; z {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó
ÑÄÒÏÍ R1(x; y; z)∈C∞(X ×X×C ), ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÐÏ z É ÒÁŒÎÙÍ 0 ÐÒÉ
ÂÌÉÚËÉÈ x É y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A1; z ÞÅÒÅÚ a(x; ‰; z) É ÂÕ-
ÄÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Az .
ñÄÒÏ Az(x; y) ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x; y∈X ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

Az(x; y) =
∫

ei(x−y)·‰a(x; ‰; z) —d‰: (12.1)

ñÄÒÏ Az(x; y) ÐÒÉ Re z<−n=m ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏ z. ðÒÉ
x= y ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Az(x; y) =
∫

a(x; ‰; z) —d‰: (12.2)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ (12.2) (É Œ (12.1) ÐÒÉ
ÂÌÉÚËÉÈ x É y) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ĂÓÉÍŒÏÌÁĄ a(x; ‰; z).

12.2. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÂÕÄÕÔ
ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Œ § 11 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ b(z); 0

mz−j(x; ‰)
ÓÉÍŒÏÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁAz. ïÔÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ Re z<j=m ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

b(z); 0
mz−j(x; ‰) =

i
2ı

∫
`

–zb0
−m−j(x; ‰; –) d–; j= 0; 1; 2; : : :; (12.3)

ÇÄÅ b0
−m−j(x; ‰; –) {{ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÉÍŒÏÌÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A−–I, ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Œ § 11. òÁÎÅÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (12.3)
ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÁÓØ ÌÉÛØ ÐÒÉ Re z < 0, ÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (12.3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ
Re z < j=m, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (12.3) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ ÐÏ z ÐÒÉ Re z < j=m,
ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÐÒÉ ÜÔÉÈ z.



§ 12] áîáìéôéþåóëïå ðòïäïìöåîéå ñäåò 121

îÕÖÎÙ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ

d(z); 0
mz−j(x; ‰) =

∞∫
0

rzb0
−m−j(x; ‰; −r) dr; j= 0; 1; 2; : : :; (12.4)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉ −1<Re z < j=m É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÏ ‰
ÐÏÒÑÄËÁ mz − j.

ô Å Ï Ò Å Í Á 12.1. ðÕÓÔØ X {{ ÌÀÂÁÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÁ M , Az(x; y) {{ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉ Re z <−n=m É ÐÒÉ
x; y∈X ÑÄÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Az ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.
ôÏÇÄÁ

1) ÐÒÉ x �=y ÆÕÎËÃÉÑ Az(x; y) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z,
ÒÁŒÎÏÊ 0 ÐÒÉ z= 0; 1; 2; : : : ;

2) Az(x; x) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÏ ŒÓÅÊ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÏÊ z-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÀÓÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÌÉÛØ Œ ÔÏÞËÁÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÉÉ

zj =
j −n

m
, j = 0; 1; : : : , ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÞÅÔ Az(x; x) Œ ÔÏÞËÅ zj ÒÁŒÅÎ

‚j(x) =− 1
m

∫
|‰|=1

b(zj); 0
−n (x; ‰) —d‰′; (12.5)

ÇÄÅ —d‰′ = (2ı)−n d‰′, Á d‰′ {{ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ
| ‰ |= 1;

3) ÅÓÌÉ zj = l {{ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ‚j(x) = 0 É ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ κl(x) =Al(x; x) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÑÄÒÁ Œ ÔÏÞËÅ z= l
ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

κl(x) = (−1)l 1
m

∫
|‰|=1

d(l); 0
−n (x; ‰) —d‰′: (12.6)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÒÉ x∈K1, y ∈K2, ÇÄÅ
K1; K2 {{ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÍÐÁËÔÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ X, Ô. Å. Kz(x; y)
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ z ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C(K1 ×K2). áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2) É 3) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙ ÐÏ x∈K, ÇÄÅ K {{ ËÏÍÐÁËÔ
Œ X, Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z →Az(x; x), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÔ z ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C(K), ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÀ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÕÀ z-ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ zj, j = 0; 1; : : : , ŒÙÞÅÔÁÍÉ
Œ ÜÔÉÈ ÐÏÌÀÓÁÈ ‚j(x)|K É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ κl(x)|K Œ ÔÏÞËÁÈ l= 0; 1; 2; : : :

ú Á Í Å Þ Á Î É Ñ. 1) œ ÆÏÒÍÕÌÅ (12.5) ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ
b(zj); 0
−n (x; ‰), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ § 11 ÚÁ-
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ÐÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ Œ ŒÉÄÅ

b(zj); 0
−n (x; ‰) = b(zj); 0

mzj−j(x; ‰); (12.7)

ÐÏÓËÏÌØËÕ mzj − j=−n.
2) ðÏÓËÏÌØËÕ zj <j=m, ÔÏ ŒÍÅÓÔÏ (12.5) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅÐÏ-

ÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ‚j(x) ÞÅÒÅÚ b0
−m−j(x; ‰; –):

‚j(x) =− i
m · 2ı

∫
|‰|=1

—d‰′
∫
`

–
j−n

m b0
−m−j(x; ‰; –) d–: (12.8)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÉÛÅÔÓÑ É ÄÌÑ κl(x):

κl(x) = (−1)l 1
m

∫
|‰|=1

—d‰′
∞∫

0

rlb0
−m(l+1)−n(x; ‰; −r) dr; (12.9)

ÇÄÅ l {{ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÉÎÄÅËÓ −m(l+ 1)−n) Œ (12.9) ÐÏ-

ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÒÁÚÉÔØ j ÞÅÒÅÚ l ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
j −m

n
= l.

3) ïÔÍÅÔÉÍ ÏÓÏÂÏ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÙÞÅÔÁ Œ ÓÁÍÏÍ ÌÅŒÏÍ ÐÏÌÀÓÅ z0 =−n=m:

‚0(x) =− 1
m

∫
|‰|=1

a−n=m
m (x; ‰) —d‰′: (12.10)

œ ŒÁÖÎÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ am(x; ‰)>0 ÐÒÉ ‰ �= 0, ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‚0(x) �= 0. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Œ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÕ (12.10) Ë ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ŒÉÄÕ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 12.1. 1. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ-
ÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 11.2 É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÍÉ ÔÁÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ-
ÍÉ B(z)

(N) É R(z)
(N) =Az −B(z)

(N). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(z)
(N)(x; y) ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÁ R(z)
(N), Á ÞÅÒÅÚ r(z)

(N)(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ X. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ x; y ∈X, ÔÏ

R(z)
(N)(x; y) =

∫
r(z)

(N)(x; ‰) ei(x−y)·‰ —d‰: (12.11)

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re z <
N − n

m
É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÉ ÜÔÉÈ z ÇÏ-

ÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ z ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C(K1 ×K2), ÇÄÅ K1; K2 {{
ÌÀÂÙÅ ËÏÍÐÁËÔÙ Œ X.

ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÀÓÁÈ É ŒÙÞÅÔÁÈ ÓŒÏÄÑÔ-
ÓÑ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍ ÄÌÑ ÑÄÅÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ B(z)

(N).
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ñÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B(z)
(N) Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

ŒÉÄÁ

B(z)
mz−j (x; y) =

∫
ei(x−y)·‰b(z)

mz−j(x; ‰) —d‰; (12.12)

ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ŒÉÄÁ (12.12).
2. ðÕÓÔØ K1; K2 {{ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÍÐÁËÔÙ Œ X. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

B(z)
mz−j(x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C(K1 ×K2).

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ Œ (12.12) ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÒÉ x �= y, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

B(z)
mz−j(x; y) =

∫
ei(x−y)·‰|x− y |−2M´M

‰ b(z)
mz−j(x; ‰) —d‰; (12.13)

ÇÄÅ M {{ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÖÅ ÐÒÉ Re z <

<
2M + j −n

m
É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÐÒÉ ÜÔÉÈ z ÆÕÎËÃÉÀ ÓÏ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÑÍÉ Œ C(K1 ×K2), ÐÏÓËÏÌØËÕ |x−y |�">0 ÐÒÉ x∈K1, y∈K2. œŒÉÄÕ
ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ M ÑÓÎÏ, ÞÔÏ B(z)

mz−j(x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z
ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C(K1 ×K2).

3. ðÒÉ x= y ÍÙ ÉÍÅÅÍ

B(z)
mz−j (x; x) =

∫
b(z)

mz−j(x; ‰) —d‰;

ÉÌÉ
B(z)

mz−j (x; x) =
∫

„(‰) b(z); 0
mz−j (x; ‰) —d‰; (12.14)

ÇÄÅ „(‰) =!(| ‰ |), !(fi )∈C∞(R1), !(fi ) = 0 ÐÒÉ fi �1=2, !(fi ) = 1 ÐÒÉ fi �1.
ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (12.14) Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ

B(z)
mz−j(x; x) =

( ∞∫
0

!(r) rmz−j+n−1 dr

)( ∫
|‰|=1

b(z); 0
mz−j(x; ‰) —d‰′

)
: (12.15)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z ÓÏ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÍÉ Œ C(K) (K {{ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ X). ðÅÒŒÙÊ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ Œ
ÓÕÍÍÕ

∞∫
0

!(r) rmz−j+n−1 dr=

1∫
0

!(r) rmz−j+n−1 dr+

∞∫
1

rmz−j+n−1 dr: (12.16)

ðÅÒŒÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (12.16) {{ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ z, Á ŒÔÏÒÏÊ ÑŒÎÏ ŒÙ-
ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ:

∞∫
1

rmz−j+n−1 dr=− 1
mz − j + n

=− 1
m

· 1
z − zj

; (12.17)
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ÇÄÅ zj =
j −n

m
. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ B(z)

mz−j (x; x) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÌÀÓ Ó ŒÙ-
ÞÅÔÏÍ ‚j(x), ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (12.5).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ‚j(x) = 0, ÅÓÌÉ zj = l {{ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ É ÃÅÌÏÅ. üÔÏ
ÑÓÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.1, Ð. Ç) (ÆÕÎËÃÉÉ b(l); 0

ml−j(x; ‰) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Al É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÒÁŒÎÙ 0 ÐÒÉ ml− j < 0 É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ml− j=−n).

4. äÌÑ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Ð. 1) É 2) ÔÅÏÒÅÍÙ 12.1 ÏÓÔÁÌÏÓØ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Al(x; y) = 0 ÐÒÉ x �=y É l∈Z+. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ-
ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ u; v ∈C∞

0 (X) É supp u∩ supp v= ∅, ÔÏ∫
Al(x; y)u(y) v(x) dy dx= 0: (12.18)

îÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ 〈Alu; v〉= 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ
ÔÅÏÒÅÍÙ 10.1, Ð. Ä) ÆÕÎËÃÉÑ 〈Azu; v〉 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ð. 1) É 2) ÔÅÏÒÅÍÙ 12.1 É ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÐÏÌÀÓÏŒ ÐÒÉ
z ∈Z+ ÄÏËÁÚÁÎÙ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÎÏŒÏÅ ÎÅÚÁŒÉ-
ÓÉÍÏÅ (ÈÏÔÑ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ
Al(x; x) ÐÒÉ l ∈Z+. þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊÓÑ ÜÔÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ,
ÍÏÖÅÔ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÐÏ-
ÎÉÍÁÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ËÎÉÇÉ.

5. äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Az(x; x) ÐÒÉ z∈Z+ ÕÄÏÂÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ÁÐÐÒÏË-
ÓÉÍÁÃÉÑ ÑÄÅÒ Az(x; y), ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÚËÕ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ Œ ÓÉÍŒÏ-
ÌÁÈ b(z); 0

mz−j(x; ‰) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, Á ÅÝÅ Œ ÓÉÍŒÏÌÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ
b0
−m−j(x; ‰; –). ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÏÓØ Œ Ð. 11.3. éÍÅÎÎÏ, ÔÁÍ

ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ B−m−j (–), B(N)(–), R(N)(–), ′B(z)
mz−j , ′B(z)

(N), ′R(z)
(N)

É ÉÈ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-
ÓÔÉ X : b−m−j(x; ‰; –), b(N)(x; ‰; –), r(N)(x; ‰; –), ′b(z)

mz−j(x; ‰), ′b(z)
(N)(x; ‰),

′r(z)
(N)(x; ‰) (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (11.17){{(11.48)). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ

ÑÄÅÒ Az(x; y) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÐÅÒØ ÑÄÒÁ ′B(z)
(N)(x; y) ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÏŒ ′B(z)
(N):

′B(z)
(N)(x; y) =

N−1∑
j=0

′B(z)
mz−j(x; y); (12.19)

ÇÄÅ ′B(z)
mz−j(x; y) {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ′B(z)

mz−j , ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

′B(z)
mz−j(x; y) =

∫
ei(x−y)·‰ ′b(z)

mz−j(x; ‰) —d‰; (12.20)
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ÉÌÉ

′B(z)
mz−j (x; y) =

i
2ı

∫
—d‰
∫
`

–zei(x−y)·‰bmz−j(x; ‰; –) d–: (12.21)

úÄÅÓØ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ŒÙÂÏÒ ËÏÎÔÕÒÁ `, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
Œ (12.21) ÚÁŒÉÓÉÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ÅÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁ-
ÓÔÉ (ÓÒÅÚÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ „(‰; –), ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ b−m−j(x; ‰; –),
ÎÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏ –). âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÒÁÄÉÕÓ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ` ÞÅ-
ÒÅÚ jm, ÇÄÅ j> 0. œŒÉÄÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ b0

−m−j(x; ‰; –) ÐÏ (‰; –1=m) ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ L>0, ÞÔÏ b0

−m−j(x; ‰; –) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ
ÐÏ – ÐÒÉ |– |<Lm| ‰ |m. íÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÒÁÄÉÕÓ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ` ÒÁŒ-
ÎÙÍ jm, ÇÄÅ j> 0 ÔÁËÏŒÏ, ÞÔo

j<L=(2
√
L2 + 1): (12.22)

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ | ‰ |2 + |– |2=m �1=4 É –∈`, ÔÏ ÌÉÂÏ |– |>jm (Ô. Å. – ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ `), ÌÉÂÏ |– |= jm É

Lm| ‰ |m �Lm
( 1

4
− |– |2=m

)m=2
=Lm

( 1
4
− j2

)m=2
>jm = |– |

(ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ (12.22)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒŒÉÄÕ ÔÏ-
ÇÏ, ÞÔÏ „(‰; –) = 0 ÐÒÉ | ‰ |2 + |– |2=m � 1=2, ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ËÒÕÇÏŒÏÊ
ÞÁÓÔÉ ` ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ b0

−m−j(x; ‰; –) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ŒÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ
ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁÓÔÉ.

ñÄÒÁ ′B(z)
mz−j(x; y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ Re z < j=m (ÐÒÉ

ÜÔÉÈ z ÉÎÔÅÇÒÁÌ (12.21) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ). îÁÛÁ ÃÅÌØ Œ ÎÁÓÔÏÑ-
ÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ {{ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÉ ÑÄÒÁ ŒÏ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ
z-ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

äÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ x �= y ÑÄÒÏ ′B(z)
mz−j (x; y) ÐÒÏÄÏÌÖÁ-

ÅÔÓÑ ÄÏ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z (É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ K1; K2 {{ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÀÝÉÅÓÑ ËÏÍÐÁËÔÙ Œ X, ÔÏ ÑÄÒÏ ′B(z)

mz−j(x; y) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÃÅÌÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C(K1 ×K2)). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÄÁÅÔ

′B(z)
mz−j(x; y) =

i
2ı

∫
—d‰
∫
`

–zei(x−y)·‰|x− y |−2M´M
‰

(
b−m−j(x; ‰; –)

)
d–;

(12.23)
ÇÄÅ M {{ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÉÚ ÚÁÐÉÓÉ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ′B(z)
mz−j (x; y) ÐÏ z ÐÒÉ Re z <

j + 2M
m

.

6. ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ′B(z)
mz−j (x; y) = 0 ÐÒÉ x �= y É z ∈Z+. åÓÌÉ

z ∈Z+, ÔÏ –z {{ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ
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ÞÁÓÔÑÍ ËÏÎÔÕÒÁ ` Œ (12.23) ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. éÎÔÅÇÒÁÌ ÖÅ ÐÏ ËÒÕÇÏŒÏÊ
ÞÁÓÔÉ ` ÒÁŒÅÎ 0 ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

´M
‰ (b−m−‰(x; ‰; –)) =

∑
|¸|+|˛|=2M

C¸˛[ Ä¸
‰ b

0
−m−j(x; ‰; –)] [ Ä˛

‰ „(‰; –)];

ÆÕÎËÃÉÑ Ä¸
‰ b

0
−m−j(x; ‰; –) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏ – ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁÓÔÉ `,

Á ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Ä˛
‰ „(‰; –) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÐÏ – ÐÒÉ |– |= const.

7. úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

′B(z)
mz−j (x; x) =

i
2ı

∫
—d‰
∫
`

–z„(‰; –) b0
−m−j(x; ‰; –) d–: (12.24)

ðÕÓÔØ `1 {{ ÞÁÓÔØ ËÏÎÔÕÒÁ `, ÌÅÖÁÝÁÑ ÔÁÍ, ÇÄÅ | ‰ |2 + |– |2=m> 1, Á
`2 {{ ÞÁÓÔØ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÔÁÍ, ÇÄÅ | ‰ |2 + |– |2=m � 1 (ÐÒÉ | ‰ |> 1 ÜÔÏ ÐÕÓÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). íÙ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,∫

`

–z„b0
−m−j d–=

∫
`1

–zb0
−m−j d–+

∫
`2

–z„b0
−m−j d–:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

i
2ı

∫
—d‰
∫
`2

–z„(‰; –) b0
−m−j(x; ‰; –) d–

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÃÅÌÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ z. üÔÁ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ 0
ÐÒÉ z= 0; 1; 2; : : : , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÞÁ-
ÓÔÑÍ `2 ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ ŒŒÉÄÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ –z, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ËÒÕÇÏŒÏÊ
ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ 0 Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ („(‰; –) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÐÒÉ | ‰ |= const
É |– |= const, Á b0

−m−j(x; ‰; –) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏ – ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁ-
ÓÔÉ `2). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ
ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

I(z) =
i

2ı

∫
—d‰
∫
`1

–zb0
−m−j(x; ‰; –) d–: (12.25)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ `1 = ` ÐÒÉ | ‰ |�√1− j2 É `1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ
ÌÕÞÅÊ ÐÒÉ | ‰ |<

√
1− j2. ðÏÌÏÖÉÍ `1

‰ = `1 ÐÒÉ | ‰ |<
√

1− j2 É

`1
‰ = | ‰ |m(1− j2)−m=2` ÐÒÉ | ‰ |�

√
1− j2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ (12.22) ŒÙÔÅ-

ËÁÅÔ, ÞÔÏ j=
√

1− j2 <L, ÔÏ b0
−m−j(x; ‰; –) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ
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|– |<j| ‰ |=
√

1− j2
m

É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ∫
`1

–zb0
−m−j(x; ‰; –) d–=

∫
`1

‰

–zb0
−m−j(x; ‰; –) d–: (12.26)

óÄÅÌÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏÌÁÇÁÑ
–= e±iıtm ÎÁ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ `‰;
–=¸m| ‰ |mei’; ÇÄÅ ¸=

j
p

1− j2
, −ı�’�ı; ÎÁ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÞÁÓÔÉ `1

‰ .

ãÅÌØ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ {{ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ (12.25) ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ (‰; t) É ÄÁÌØÛÅ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ, ËÁË Œ Ð. 3 ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔŒÁ.

ðÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

i
2ı

∫
`1

‰

–zb0
−m−j d–= I1 ÐÒÉ | ‰ |<

√
1− j2;

i
2ı

∫
`1

‰

–zb0
−m−j d–= I2 + I3 ÐÒÉ | ‰ |�

√
1− j2;

ÇÄÅ

I1 =m
sin ız

ı

+∞∫
√

1−|‰|2

tmz+m−1b0
−m−j(x; ‰; −tm) dt;

I2 =m
sin ız

ı

+∞∫
¸|‰|

tmz+m−1b0
−m−j(x; ‰; −tm) dt;

I3 =
1

2ı

ı∫
−ı

(¸| ‰ |)mz+mei’(z+1)b0
−m−j(x; ‰; ¸m| ‰ |mei’) d’:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ
t

‰

t= j|‰|√
t−j2

òÉÓ. 3.

∫
|‰|<

√
1−j2

I1 d‰+
∫

|‰|�
√

1−j2

I2 d‰

(12.27)
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ
(‰; t), ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ mz +
+m− 1−m− j, ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÑŒÌÑÀ-
ÝÅÊÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏÂ-
ÌÁÓÔÉ Ó ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÛÁÒÁ (ÒÉÓ. 3).
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œŒÏÄÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (‰; t) ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ (12.27) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re(mz− j − 1)<−n− 1 É Œ
ÓÉÌÕ (12.17) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

− m sin ız
ı(mz − j + n)

∫
|‰|2+t=1

t>j

tmz+m−1b0
−m−j(x; ‰; −tm) d(‰; t)′; (12.28)

ÇÄÅ d(‰; t)′ {{ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Sn Œ (‰; t)-ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÅ. œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ j> 0, Á t>j, ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (12.28) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z, Á ŒÓÅ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ

ÏÄÉÎ ÐÏÌÀÓ ÐÒÉ z= zj =
j −n

m
, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ zj �= 0; 1; 2; : : : , ÔÏ ÏÎÏ ÏÂÒÁ-

ÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈Z+, Á ÅÓÌÉ zj = l∈Z+, ÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ z �= l, ÎÏ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ Œ ÔÏÞËÅ z= l ÐÏÌÀÓÁ ÕÖÅ ÎÅÔ.

úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ (12.28) ÐÒÉ z= zj =
= l∈Z+, ÎÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÇÏ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (12.25).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁŒÛÉÊÓÑ ÞÌÅÎ
∫

|‰|>
√

1−j2

I3 d‰. úÄÅÓØ ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë

ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ Œ ‰-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ

∫
|‰|>

√
1−j2

I3 d‰=
C

mz − j + n

ı∫
−ı

ei’(z+1)
∫

|‰|=1

b0
−m−j(x; ‰; ¸mei’) d‰′ d’;

(12.29)
ÇÄÅ C=const. ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó ÅÄÉÎ-
ÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÒÉ z= zj . åÓÌÉ z= l∈Z+, ÔÏ

ı∫
−ı

ei’(z+1)b0
−m−j(x; ‰; ¸mei’) d’= i−1

∫
|w|=1

wlb0
−m−j(x; ‰; ¸mw) dw= 0;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ b0
−m−j(x; ‰; –) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏ – ÐÒÉ |– |<¸m. ïÔ-

ÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ z = l∈Z+ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (12.29) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0, ÚÁ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÔÏÞËÉ z= zj (ÅÓÌÉ zj ∈Z+), Œ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ ÐÏÌÀÓÁ.

8. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (12.24) ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÉÍÅÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏ-

ÓÔÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÌÉÛØ ÐÒÉ z = zj =
j −n

m
. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

ÐÒÉ z= l∈Z+ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ
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ÍÏÖÅÔ, ÓÌÕÞÁÑ z = l= zj , ÎÏ ÔÏÇÄÁ Œ ÔÏÞËÅ zj ÎÅÔ ÐÏÌÀÓÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ z= l=zj ∈Z+ É ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ (12.24) Œ ÔÏÞËÅ z= l= zj .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ – Œ (12.24) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ z= zj ÓÈÏÄÑ-

ÝÉÍÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ zj =
j −n

m
<j=m. òÁÚÏÂØÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ‰ Œ ÓÕÍÍÕ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÛÁÒÕ | ‰ |�1 É ÐÏ ŒÎÅÛÎÏÓÔÉ | ‰ |>1. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÅ, ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÛÁÒÕ
| ‰ |� 1 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÐÒÉ z= zj . ðÒÉ | ‰ |� 1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ „(‰; –) = 1 É
ŒÍÅÓÔÏ (12.24) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

I =
i

2ı

∫
|‰|�1

—d‰
∫
`

–zb0
−m−j(x; ‰; –) d–: (12.30)

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ Œ ‰-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

I =− 1
mz − j + n

∫
|‰|=1

i
2ı

∫
`

–zb0
−m−j(x; ‰; –) d– —d‰′: (12.31)

ðÒÉ Re z>−1 ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ, ÓÔÑÎÕÔØ Œ ÔÏÞ-
ËÕ 0 ËÒÕÇÏŒÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÎÔÕÒÁ `. ôÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ (12.31) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙ-
ÒÁÖÅÎÉÅ

I =
sin ız

ı(mz − j + n)

∫
|‰|=1

∞∫
0

rzb0
−m−j(x; ‰; −r) dr —d‰′:

úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ z= zj = l∈Z+ ÒÁŒÎÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ κl(x),
ÇÄÅ κl(x) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (12.6) ÉÌÉ (12.9). ðÏÜÔÏÍÕ ′B(l)

−n(x; x) =
= κl(x).

9. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ

′R(z)
(N)(x; y) =Az(x; y)− ′B(z)

(N)(x; y) =

=
i

2ı

∫
—d‰
∫
`

–zei(x−y)·‰r(N)(x; ‰; –) d– (12.32)

ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z ÐÒÉ Re z <
N − n

m
ÓÏ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑÍÉ Œ C(K×K), ÇÄÅ K {{ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔ Œ X. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ

ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Re z<
N − n

m
ÆÕÎËÃÉÉ Az(x; y) É ′B(z)

(N)(x; y) ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÉ

É ÔÅ ÖÅ ÐÏÌÀÓÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ŒÙÞÅÔÁÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ z= l∈Z+ É
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x �= y, ÔÏ Al(x; y) = ′B(l)
(N)(x; y) = 0 (ÓÍ. ÐÐ. 4 É 6 ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Al(x; y)≡ ′B(l)
(N)(x; y) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x; y(

ÅÓÌÉ l <
N −n

m

)
. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Al(x; x) = ′B(l)

(N)(x; x), ÞÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÁ Ð. 8 ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 12.1. �

§ 13. “-ÆÕÎËÃÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÓÐÅËÔÒÁ

13.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ A {{ ÜÌÌÉÐÔÉ-
ÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ
ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ. ðÕÓÔØ Az(x; y) dy {{
ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Az . ðÒÉ x= y ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÑÄÒÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ
Az(x; x) dx, ËÏÒÒÅÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . åÅ ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ M .

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 13.1. æÕÎËÃÉÑ

“A(z) =
∫
M

Az(x; x) dx (13.1)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ “-ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.
œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ “A(z) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ÓÁÍÏÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÏËÁ ÖÅ ÍÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÍÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 13.1
É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ “-ÆÕÎËÃÉÉ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 13.1. æÕÎËÃÉÑ “A(z), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (13.1) ÐÒÉ
Re z <−n=m, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÏ ŒÓÅÊ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÏÊ z-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÀÓÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÌÉÛØ Œ ÔÏÞËÁÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓ-

ÓÉÉ zj =
j −n

m
, j= 0; 1; 2; : : : , ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË zj = l= 0; 1; 2; : : : ,

ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÞÅÔ ‚j Œ ÔÏÞËÅ zj É ÚÎÁÞÅÎÉÅ κl = “(l) Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 12.1 ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

‚j =
∫
M

‚j(x) dx=− 1
m

∫
M

dx
∫

|‰|=1

b(zj); 0
−n (x; ‰) —d‰′ =

=− i
2ım

∫
M

dx
∫

|‰|=1

—d‰′
∫
`

–
j−n

m b0
−m−j(x; ‰; –) d–; (13.2)
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κl =
∫
M

κl(x) dx= (−1)l 1
m

∫
M

dx
∫

|‰|=1

d(l); 0
−n (x; ‰) —d‰′ =

= (−1)l 1
m

∫
M

dx
∫

|‰|=1

—d‰′
∞∫

0

rlb0
−m(l+1)−n(x; ‰; −r) dr: (13.3)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 12.1 ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁ-
ÎÉÅÍ ÐÏ x ÆÏÒÍÕÌ (12.5) É (12.6) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 12.1
ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. �

13.2. óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ “-ÆÕÎËÃÉÉ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ
ÍÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ
ËÁË dx. ôÏÇÄÁ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉ-
ÅÊ ÎÁ M ×M . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ M .

ô Å Ï Ò Å Í Á 13.2. ðÕÓÔØ ÎÁ M ÚÁÄÁÎ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, É ÐÕÓÔØ
–j (j = 1; 2; : : : ) {{ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ

“A(z) =
∞∑

j=1

–z
j ; Re z <−n=m; (13.4)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (13.4) ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ z ÓÈÏÄÉÔÓÑ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. üÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ "> 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÐÏ z Œ ÐÏ-
ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Re z <−n=m− ".

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ Re z <−n=m É Az(x; y) {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ Az , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ M ×M . ðÕÓÔØ
{’j(x)}∞j=1 {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ A. òÁÚÌÁÇÁÑ Az(x; y) Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÐÏ ÐÏÌÎÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ ÆÕÎËÃÉÊ {’j(x)’k(y)}∞j; k=1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

Az(x; y) =
∞∑

j=1

–z
j’j(x)’j(y); (13.5)

ÇÄÅ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ L2(M ×M). åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ z ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÅÒÓÅÒÁ (ÓÍ. òÉÓc É óÅËÅÆÁÌØŒÉ-îÁÄØ [1], § 98) ÒÑÄ (13.5)
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. ðÏÌÁÇÁÑ Œ (13.5) x=y É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ
ÐÏ x, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (13.4). œ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ z
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ |–z

j |=–Re z
j , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ É

ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ Œ (13.4) É (13.5). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ
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ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ s0 ∈R, s 0<−n=m, ÔÏ ÒÑÄ (13.5) ÐÒÉ
Re z <s0 ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÏŒ

1
2

∞∑
j=1

–s0
j |’j(x) |2 +

1
2

∞∑
j=1

–s0
j |’j(y) |2;

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÓÏÂÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ Ó ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. �

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 1. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 13.2 É ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁ-
ÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ íÅÒÓÅÒÁ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ Re z <−n=(2m) ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ Az ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ Az(x; y)∈L2(M ×M) (ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ûÍÉÄÔÁ), ÐÒÉÞÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ
ÉÍÅÅÍ

∞∑
j=1

–2s
j =

∫
M×M

|As(x; y) |2 dx dy; s<−n=(2m): (13.6)

îÏ ÉÚ ÇÒÕÐÐÏŒÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ s<−n

As(x; y) =
∫

As=2(x; z)As=2(z; y) dz;

ÉÌÉ

As(x; y) =
∫

As=2(x; z)As=2(y; z) dz

Œ ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÓÔÉ ÑÄÒÁ As=2(x; y). ðÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ x= y É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ
ÐÏ x, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ (13.6), ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (13.4) ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ-
ÎÙÈ z <−n=m. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ z ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË
É ŒÙÛÅ, ÉÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÔÏÞÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (13.5) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÔÁÍ ÒÑÄÁ).

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 2. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ (13.4) ŒÅÒÎÏ É ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
Ï ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ A. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
œ. â. ìÉÄÓËÏÇÏ (ÓÍ. çÏÈÂÅÒÇ é. ã., ëÒÅÊÎ í. ç. [1], ÔÅÏÒÅÍÁ 8.4). ïÄ-
ÎÁËÏ Œ ÎÅÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÉÚŒÌÅÞØ ÉÚ (13.4) ËÁËÕÀ
ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉ-
ÑÈ. éÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A,
ÇÄÅ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙŒÅÄÅÎÙ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

13.3. æÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ N(t) Œ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ. æÕÎËÃÉÑ V (t). ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.2.
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t∈R

N(t) =
∑

–j �t

1; (13.7)

Ô. Å. N(t) {{ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ-
ÈÏÄÑÝÉÈ t (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ N(t) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÏÔ t, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ t<–1. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÚÄÅÓØ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ, ÞÔÏ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ:

0<–1 �–2 �–3 � : : : (13.8)

éÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ “A(z) ÞÅÒÅÚ N(t) Œ ŒÉÄÅ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ óÔÉÌØÔØÅÓÁ:

“A(z) =

∞∫
0

tz dN(t): (13.9)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ t→+∞ ÆÕÎËÃÉÑ N(t) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:

N(t) = c1t¸1 + c2t¸2 + : : :+ ckt¸k +O(t¸k+1 ); (13.10)

ÇÄÅ Re ¸1>Re ¸2> : : :>Re ¸k >Re ¸k+1. ôÏÇÄÁ

“A(z) =
k∑

l=1

cl

∞∫
1

tzd(t¸l) + fk(z); (13.11)

ÇÄÅ fk(z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÉ Re z <−Re ¸k+1. ðÏÓËÏÌØËÕ
∞∫

1

tzd(t¸l ) =

∞∫
1

¸ltz+¸l−1 dt=− ¸l
z + ¸l

;

ÔÏ (13.11) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

“A(z) =−
k∑

l=1

cl¸l
z + ¸l

+ fk(z): (13.12)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, “A(z) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ Re z <−Re ¸k+1 ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ
Œ ÔÏÞËÁÈ −¸l Ó ŒÙÞÅÔÁÍÉ −cl¸l, l= 1; : : :; k. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÎÉÅ ÐÏÌÀÓÏŒ
ÆÕÎËÃÉÉ “A(s) É ŒÙÞÅÔÏŒ Œ ÎÉÈ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ N(t). ïÄÎÁËÏ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÄÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ
ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ. üÔÏÔ ÞÌÅÎ, ÄÉËÔÕÅÍÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅ-
ÎÉÅÍ (13.10) É (13.12), ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ − r0

s0
ts0 , ÅÓÌÉ “A(s) ÉÍÅÅÔ

ÓÁÍÙÊÌÅŒÙÊ ÐÏÌÀÓ Œ ÔÏÞËÅ −s0 < 0 Ó ŒÙÞÅÔÏÍ r0.
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æÏÒÍÕÌÁ
N(t)∼− r0

s0
ts0 (13.13)

ÂÕÄÅÔ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÕÂÅ-
ÒÏŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ éËÅÈÁÒÁ, Á ÐÏËÁ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÅÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏŒ.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 13.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ s0 =n=m É

r0 =− 1
m

∫
M

dx
∫

|‰|=1

a−n=m
m (x; ‰) —d‰′: (13.14)

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ am(x; ‰)>0 ÐÒÉ ‰ �= 0, ÔÏ r0 �= 0,
ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÀÓ Œ ÔÏÞËÅ −n=m ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ. æÏÒÍÕÌÁ (13.13)
ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ Œ ŒÉÄÅ

N(t)∼ 1
n

∫
M

dx
∫

|‰|=1

a−n=m
m (x; ‰) —d‰′ · tn=m: (13.15)

íÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (13.15) Ë ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ
ŒÉÄÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ

V (t) = (2ı)−n
∫

am(x;‰)<t

dx d‰: (13.16)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ
ÎÁ (2ı)−n ÏÂ�ÅÍ Œ T ∗M ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÅÈ (x; ‰), ÇÄÅ am(x; ‰)<t, ÐÒÉÞÅÍ
ÏÂ�ÅÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÍÅÒÅ ÎÁ T ∗M , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÍ-
ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÓÍ. áÒÎÏÌØÄ [1]).

ì Å Í Í Á 13.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

V (t) =
1
n

∫
M

dx
∫

|‰|=1

a−n=m
m (x; ‰) —d‰′ · tn=m; (13.17)

É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÍÅÓÔÏ (13.15) ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ

N(t)∼V (t): (13.18)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÏÓÔÉ am ÕÓÌÏŒÉÅ am(x; ‰)<t ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ am(x; t−1=m‰)<1, É
ÄÅÌÁÑ Œ (13.16) ÚÁÍÅÎÕ ”= t−1=m‰, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

V (t) =
∫

am(x;”)<1

dx —d” · tn=m:
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äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÄÔÉ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÐÉÓÁÔØ am(‰) ŒÍÅÓÔÏ am(x; ‰). îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ∫

am(‰)<1

d‰=
1
n

∫
|‰|=1

a−n=m
m (‰′) d‰′: (13.19)

ðÕÓÔØ | ‰′ |= 1 É d(‰′) = sup
t>0

{t : am(t‰′) � 1} (ÒÉÓ. 4), Ô. Å. d(‰′) {{ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ 0 ÄÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ am(‰)=1 ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ‰′. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÊ ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ 0 É ŒÙÓÏÔÏÊ d(‰′) · ‰′,
ŒÙÓÅËÁÀÝÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ | ‰′ |= 1 ÐÌÏÝÁÄØ d‰′.

|‰
′ |=

1

am
(‰) =

1

d(‰′) ·‰′

òÉÓ. 4.

ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÂ�ÅÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ
1
n

(d(‰′))n · d‰′.
ðÏÜÔÏÍÕ∫

am(‰)<1

d‰=
1
n

∫
|‰′|=1

(d(‰′))n d‰′: (13.20)

îÏ ŒŒÉÄÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ am(‰)

am = am

(
| ‰ | · ‰

|‰ |
)

= | ‰ |mam

( ‰
|‰ |
)
;

ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ am(‰) = 1, ÔÏ am

( ‰
|‰ |
)

= | ‰ |−m, ÏÔËÕÄÁ d(‰′) = | ‰ |=

= am(‰′)−1=m. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ d(‰′) Œ (13.20), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÍ (13.19). �

13.4. áÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. íÙ ÕËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ –k ÐÒÉ k→+∞, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ N(t) ((13.13), (13.15) ÉÌÉ (13.18)) É ŒÙÔÅËÁÀÝÕÀ
ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, N(t), ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ t, É –k, ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ k,
ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V1 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ tn=m Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (13.17), ÔÁË
ÞÔÏ V1 =V (1). ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

–k ∼V −m=n
1 · km=n ÐÒÉ k→+∞: (13.21)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 13.1. áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (13.21) É
(13.18) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (Ô. Å. ŒÙÔÅËÁÀÔ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. ðÕÓÔØ ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (13.18), Ô. Å. ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ "> 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ t0> 0, ÞÔÏ

1− "�N(t)V −1
1 t−n=m � 1 + " (13.22)
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ÐÒÉ t>t0. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ k0>0, ÞÔÏ –k0 >t0 É –k0+1>–k0 .
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ

1− "� kV −1
1 –−n=m

k � 1 + " (13.23)

ÐÒÉ k� k0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k� k0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ
ÞÉÓÌÁ k1; k2, ÞÔÏ k0 �k1<k�k2 É –k1 <–k1+1 =–k2 <–k2+1 . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÍÙ ÉÍÅÅÍ N(–k1 ) = k1 É N(–k2) = k2, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ (13.22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

1− "� k1V −1
1 –−n=m

k1
� 1 + "; (13.24)

1− "� k2V −1
1 –−n=m

k2
� 1 + ": (13.25)

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, N(t) = k1 ÐÒÉ –k1 � t<–k2 , ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÉÈ t

1− "� k1V −1
1 t−n=m � 1 + "

É ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ

1− "� k1V −1
1 –−n=m

k2
� 1 + ": (13.26)

éÚ (13.25) É (13.26) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

1− "� kV −1
1 –−n=m

k2
� 1 + "; (13.27)

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ –k =–k2 . éÔÁË, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (13.23) ÄÏËÁÚÁÎÏ.
îÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

(1 + ")−m=nV −m=n
1 km=n �–k � (1− ")−m=nV −m=n

1 km=n; (13.28)

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (13.21).
2. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (13.21). œÙÂÅÒÅÍ "> 0, É ÐÕÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k0

ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ k >k0 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (13.28).
ðÕÓÔØ –k1 � t<–k2 , ÇÄÅ k1; k2 ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É Œ Ð. 1. éÚ (13.28) ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ

1− "� k1V −1
1 –−n=m

k1
� 1 + "; (13.29)

1− "� (k1 + 1)V −1
1 –−n=m

k2
� 1 + "; (13.30)

ÐÏÓËÏÌØËÕ –k1+1 =–k2 . œÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÏ k0 ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏ
V −1

1 –−n=m
k � " ÐÒÉ k� k0. ôÏÇÄÁ ÉÚ (13.30) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

1− 2"� k1V −1
1 –−n=m

k2
� 1 + 2": (13.31)

îÏ N(t) = k1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (13.29) É (13.31) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

1− 2"�N(t)V −1
1 –−n=m

k1
� 1 + 2";

1− 2"�N(t)V −1
1 –−n=m

k2
� 1 + 2";
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ÏÔËÕÄÁ ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ –k1 � t<–k2 , ÓÌÅÄÕÅÔ

1− 2"�N(t)V −1
1 t−n=m � 1 + 2";

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �
13.5. úÁÄÁÞÉ.
ú Á Ä Á Þ Á 13.1. îÁÊÔÉ ÐÏÌÀÓÙ, ŒÙÞÅÔÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÌÑ “-ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A=− d2

dx2 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ R=2ıZ. œÙÒÁÚÉÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ “-ÆÕÎËÃÉÀ òÉÍÁÎÁ

“(z) =
∞∑

n=1

1
nz (13.32)

ÞÅÒÅÚ “A(z) É ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÐÏÌÀÓÙ É ŒÙÞÅÔÙ “(z) É ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ
z= 0; −2; −4; : : :

ú Á Ä Á Þ Á 13.2. îÁ ÔÏÒÅ T2 = R2=2ıZ2 ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ûÒÅ-
ÄÉÎÇÅÒÁ A=−´ + q(x), ÇÄÅ q(x)∈C∞(T2), É ÎÁÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ “A(0)
ÞÅÒÅÚ q(x).

ú Á Ä Á Þ Á 13.3. ðÕÓÔØ A {{ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÚ C∞(M; E) Œ C∞(M; F ), ÇÄÅ E; F {{ ÇÌÁÄËÉÅ
ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ M . ðÕÓÔØ ÎÁ M ÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ,
Á Œ E É F {{ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ).
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

index A= “I+A∗A(z)− “I+AA∗ (z); (13.33)

ÇÄÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ z. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ÐÒÉÎÃÉ-
ÐÅ ŒÙÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ index A ÞÅÒÅÚ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 13.1, ÄÁÀÝÕÀ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ “B(0) ÐÒÉ
B= I +A∗A ÉÌÉ B = I +AA∗.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ AA∗ É A∗A ÉÍÅ-
ÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ËÒÁÔÎÏÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∗A Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ AA∗ , Á ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ A∗ {{ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ú Á Ä Á Þ Á 13.4. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ eAt ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 10.1 ÉÍÅÅÔ
ÑÄÒÏ K(t; x; y), ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÐÏ t; x; y ÐÒÉ t>0 É ÐÒÉ
ŒÓÅÈ x∈M , y ∈M . ðÒÉ ÜÔÏÍ t→+0 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ K(t; x; y).

Á) åÓÌÉ x �= y, ÔÏ K(t; x; y) =O(tN ) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N > 0.
Â) K(t; x; x) ÐÒÉ t→+0 ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÅ:

K(t; x; x)∼
∞∑

j=0

¸j(x) t
j−n

m ; (13.34)
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ÇÄÅ ¸j(x)∈C∞(M). œÙÒÁÚÉÔØ ¸j(x) ÞÅÒÅÚ ‚j(x) É κl(x) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅ-
ÍÕ 12.1) É ÎÁÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ¸j(x) ÞÅÒÅÚ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A∗ =A, ÔÏ

K(t; x; y) =
∞∑

j=0

e−–j t’j(x)’j(y) (13.35)

É „-ÆÕÎËÃÉÑ

„(t) =
∞∑

j=0

e−–jt =
∫
M

K(t; x; x) dx (13.36)

ÉÍÅÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

„(t)∼
∞∑

j=0

¸jt
j−n

m : (13.37)

œÙÒÁÚÉÔØ index A ÞÅÒÅÚ „-ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A∗A É AA∗.
ú Á Ä Á Þ Á 13.5. ðÕÓÔØ E {{ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ

ÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÉ M Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ, A {{ ÓÁÍÏÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ C∞(M; E)
Œ C∞(M; E) (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

”A(z) =
∑

–

(sign–) · |– |z; (13.38)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ (13.38) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re z<−n=m É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅ-
ÍÁÑ ÉÍ ÆÕÎËÃÉÑ ”A(z) ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ

z-ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÀÓÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ zj =
j − n

m
, j = 0; 1; 2; : : :

œÙÒÁÚÉÔØ ŒÙÞÅÔÙ ÜÔÉÈ ÐÏÌÀÓÏŒ ÞÅÒÅÚ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÙÒÁÚÉÔØ ”A(z) ÞÅÒÅÚ “′
A(z) É “′′

A(z) {{ ÄŒÅ “-ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ A, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÙÂÏÒÏŒ ŒÅÔŒÉ –z Ó ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ ÐÏ ŒÅÒÈÎÅÊ
É ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÏÓÑÍ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ.

§ 14. ôÁÕÂÅÒÏŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ éËÅÈÁÒÁ

14.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ. ôÁÕÂÅÒÏŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ éËÅÈÁÒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙŒÅ-
ÓÔÉ ÉÚ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ “-ÆÕÎËÃÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ N(t)
ÐÒÉ t→+∞ ÉÌÉ ÄÌÑ –k ÐÒÉ k→+∞ (ÓÍ. § 13). ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÅ ÔÏÞÎÕÀ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ.
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ô Å Ï Ò Å Í Á 14.1. ðÕÓÔØ N(t) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 0
ÐÒÉ t� 1 É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

“(z) =

∞∫
1

tz dN(t) (14.1)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re z<−k0, ÇÄÅ k0>0, ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ “(z)+
A

z + k0
ÎÅÐÒÅ-

ÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Re z�−k0. ôÏÇÄÁ
ÐÒÉ t→+∞

N(t)∼ A
k0
tk0 (14.2)

(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÐÉÓØ f1(t)∼ f2(t) ÐÒÉ t→+∞ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
lim

t→+∞ f1(t)=f2(t) = 1).

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 14.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ “(z), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ
Re z <−k0 ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (14.1), ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÂÏÌÅÅ
ÛÉÒÏËÕÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Re z <−k0 + ", ÇÄÅ "> 0, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
Re z=−k0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÐÒÉÔÏÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Œ ÔÏÞ-
ËÅ −k0 Ó ŒÙÞÅÔÏÍ −A. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (14.2).

14.2. îÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 14.1: ÒÅÄÕËÃÉÉ.
1-Ñ Ò Å Ä Õ Ë Ã É Ñ. õÄÏÂÎÏ ŒÍÅÓÔÏ “(z) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ f(z) = “(−z).

ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f(z) =

∞∫
1

t−z dN(t); (14.3)

ÐÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re z�k0, Á ÆÕÎËÃÉÑ f(z)− A
z − k0

ÎÅÐÒÅ-

ÒÙŒÎÁ ÐÒÉ Re z� k0.
2-Ñ Ò Å Ä Õ Ë Ã É Ñ. óŒÅÄÅÍ ÄÅÌÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ k0 = 1. éÍÅÎÎÏ, ŒŒÅÄÅÍ

ÆÕÎËÃÉÀ f1(z) = f(k0z). ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

f1(z) =

∞∫
1

t−k0z dN(t) =

∞∫
1

fi−z dN1(fi );

ÇÄÅ N1(fi ) =N(fi1=k0). ðÏÓËÏÌØËÕ

f(k0z)− A
k0z − k0

= f1(z)− A
k0

· 1
z − 1

É ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁN(t)∼ A
k0
tk0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ N1(fi )∼ A

k0
fi , ÔÏ

ÔÅÏÒÅÍÁ 14.1 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ:
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ðÕÓÔØ N(t) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ

f(z) =

∞∫
1

t−z dN(t) (14.4)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re z > 1, ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ f(z)− A
z − 1

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÒÉ
Re z� 1. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ t→+∞

N(t)∼At: (14.5)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f(z)− A
z − 1

ÐÒÉ Re z� 1

É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f(z) � 0 ÐÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ z� 1, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A> 0. úÁ-
ÍÅÎÑÑ N(t) ÎÁ A−1N(t), ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÚÁÍÅÎÅ f(z) ÎÁ A−1f(z), ÍÙ
ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÉ A= 1.

3-Ñ Ò Å Ä Õ Ë Ã É Ñ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ íÅÌÌÉÎÁ Ë ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ìÁÐÌÁÓÁ, Ô. Å. ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t=ex. ðÏÌÏÖÉÍ
N(ex) =’(x). ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ’(x) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒ-
ÎÁÑ 0 ÐÒÉ x< 0, ÐÒÉÞÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

f(z) =

∞∫
0

e−zx d’(x) (14.6)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re z > 1, ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ f(z)− 1
z − 1

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÒÉ
Re z� 1. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lim
x→+∞ e−x’(x) = 1: (14.7)

4-Ñ Ò Å Ä Õ Ë Ã É Ñ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ H(x) = e−x’(x). õÓÌÏŒÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ-
ÓÔÉ ’(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

H(y) �H(x) ex−y ÐÒÉ y�x: (14.8)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ Œ (14.6), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉ Re z > 1

f(z) = z

∞∫
0

e−zx’(x) dx= z

∞∫
0

e−(z−1)xH(x) dx: (14.9)

íÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ z= 1 + "+ it, ÇÄÅ "> 0 É t ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. úÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ

∞∫
0

e−(z−1)x dx=
1

z − 1
, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (14.9) ÓÌÅÄÕÅÔ

f(z)
z

− 1
z − 1

=
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=

∞∫
0

e−(z−1) x(H(x)−1) dx. ðÏÓËÏÌØËÕ
f(z)

z
− 1

z − 1
=

1
z

(
f(z)− 1

z − 1
−1
)

,

ÔÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ

h"(t) =
1
z

(
f(z)− 1

z − 1
− 1
)∣∣∣

z=1+"+it
; (14.10)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

h"(t) =

∞∫
0

e−"x−itx(H(x)− 1) dx: (14.11)

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 14.1.

ô Å Ï Ò Å Í Á 14:1′: ðÕÓÔØ H(x) {{ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ x<0 É ÕÄÏ-
ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ x É y ÕÓÌÏŒÉÀ (14.8). ðÕÓÔØ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ (14.11) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ">0 É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ
ÉÍ ÆÕÎËÃÉÑ h"(t) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ

lim
"→0

h"(t) =h(t) (14.12)

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÅÎ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ | t |� 2–. ôÏÇÄÁ

lim
x→+∞ H(x) = 1: (14.13)

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ H(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙ-
ÓÔÒÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ H(x)− 1∈L1([0; +∞))), ÔÏ (14.12) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÉÚ (14.13) ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖ-
ÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ (ÆÕÎËÃÉÑ h(t) ÒÁŒÎÁ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ æÕÒØÅ ÏÔ „(x) (H(x)− 1), ÇÄÅ „(x) {{ ÆÕÎËÃÉÑ èÅŒÉÓÁÊÄÁ).
ôÁÕÂÅÒÏŒÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (14.8) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÜÔÏ
ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

14.3. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 14:1′

ÎÕÖÎÏ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÒÁÚÉÔØ H(x)−1 ÞÅÒÅÚ h(t), ÞÔÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ
ÇÏŒÏÒÑ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ Ï ÐÏŒÅÄÅÎÉÉ h(t) ÐÒÉ t→+∞ É
Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ h"(t) Ë h(t) ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÕÖÎÏ ŒÎÁÞÁ-
ÌÅ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (14.12) ÎÁ ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ ~j(t). óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÕÄÏÂÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÑÄÒÁÍÉ (ÔÉÐÁ ÑÄÅÒ æÅÊÅÒÁ), ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÕÄÏÂÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ~j(t) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ j(v)∈L1(R1):

~j(t) =
∫

e−itvj(v) dv: (14.14)
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íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ~j(t) {{ ÔÁËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ, ÞÔÏ ~j(0) = 1 É j(v) � 0, ÐÒÉÞÅÍ j(v)∈L1(R1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

+∞∫
−∞

j(v) dv = 1: (14.15)

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ~j(t) ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁ-
ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ Ð. 6.3 (Œ ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3 ÂÙÌÁ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ~j(t)∈C∞

0 (R1), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ŒÓÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ
ÕÓÌÏŒÉÑÍ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ~j(t) ÑŒÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ

~j(t) =

{
1− | t |

2
ÐÒÉ | t |� 2;

0 ÐÒÉ | t |> 2:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ v �= 0 ÉÍÅÅÍ

j(v) =

2∫
−2

eitv
(

1− | t |
2

)
—dt=−

2∫
−2

eitv

iv
—d
(

1− | t |
2

)
+

eitv

2ıiv

(
1− | t |

2

)∣∣∣2
−2

=

=

2∫
−2

eitv

2iv
sign t —dt= − eitv

4ıv2

∣∣∣∣
2

0
− eitv

4ıv2

∣∣∣∣
−2

0
=

1− cos 2v
2ıv2 =

1
ı

sin2 v
v2 ;

ÏÔËÕÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ j(v).
ì Å Í Í Á 14.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ –> 0

lim
y→+∞

+∞∫
−∞

H
(
y− v

–

)
j(v) dv= 1: (14.16)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. ðÏÌÏÖÉÍ ~j–(t) = ~j(t=–) É j–(v) =–j(–v),
ÔÁË ÞÔÏ ~j–(t) {{ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ j–(v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

+∞∫
−∞

H
(
y− v

–

)
j(v) dv=

+∞∫
−∞

H(y− v) j–(v) dv; (14.17)

É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ j–(v) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É j(v),
ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (14.16) ÐÒÉ –= 1.

2. ðÏÌÁÇÁÑ F"(t)= ~j(t)h"(t), ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕ-
ÒØÅ ÏÔ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F"(t), ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ~j(t) É h"(t) ÑŒÌÑÀÔÓÑ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ æÕÒØÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ j(v) É
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„(v) (H(v)− 1) e−"v :

+∞∫
−∞

eityF"(t) —dt=

+∞∫
−∞

eity ~j(t)

[ ∞∫
0

(H(x)− 1) e−"x−itx dx

]
—dt=

=

+∞∫
0

(H(x)− 1) e−"x

[ +∞∫
−∞

~j(t) eit(y−x) —dt

]
dx=

=

+∞∫
0

(H(x)− 1) e−"xj(y−x) dx: (14.18)

œ ÉÔÏÇÅ, ËÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÓŒÅÒÔËÁ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÍÙ ÕÄÏÓÔÏŒÅÒÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (14.18) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒÓÀÄÕ É Œ ÏÂÙÞ-
ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÊ ÚÁËÏÎÎÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉ-
ÎÉ).

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ (14.18) Œ ŒÉÄÅ

+∞∫
−∞

eityF"(t) —dt+

+∞∫
0

e−"xj(y−x) dx=

∞∫
0

H(x) e−"xj(y−x) dx (14.19)

É ÓÏŒÅÒÛÉÍ ÚÄÅÓØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÒÉ "→+0. ðÏÓËÏÌØËÕ
supp F"(t)⊂ supp ~j(t) É F"(t)→F (t) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t∈ supp ~j(t) (ÚÄÅÓØ
F (t) = ~j(t)h(t)), ÔÏ 1-Ê ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ "→+0
É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ) É ÄÌÑ
2-ÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (14.19) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ y ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ "→+0. ðÏÓËÏÌØËÕ H(x)e−"xj(y−x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ "→+0 Ë ÐÒÅÄÅÌÕ H(x)j(y−x), ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ

+∞∫
−∞

eityF (t) —dt+

+∞∫
0

j(y−x) dx=

∞∫
0

H(x) j(y−x) dx: (14.20)

õÓÔÒÅÍÉÍ ÔÅÐÅÒØ y Ë +∞. ðÏ ÌÅÍÍÅ òÉÍÁÎÁ

lim
y→+∞

+∞∫
−∞

eityF (t) —dt= 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ lim
y→+∞

∞∫
0
j(y−x) dx= 1: ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (14.20) ÓÌÅ-
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ÄÕÅÔ, ÞÔÏ

lim
y→+∞

+∞∫
0

H(x) j(y−x) dx= 1: (14.21)

îÏ
+∞∫
0

H(x) j(y−x) dx=

+∞∫
−∞

H(x) j(y−x) dx=

+∞∫
−∞

H(y− v) j(v) dv;

ÔÁË ÞÔÏ (14.21) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �

14.4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 14.1′. 1. äÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ

lim
y→+∞ H(y) � 1: (14.22)

ðÏÓËÏÌØËÕ

a∫
−a

H
(
y− v

–

)
j(v) dv�

+∞∫
−∞

H
(
y− v

–

)
j(v) dv

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ a> 0, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 14.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

lim
y→+∞

a∫
−a

H
(
y− v

–

)
j(v) dv � 1: (14.23)

îÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÁÕÂÅÒÏŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (14.8) ÍÙ ÉÍÅÅÍ

H
(
y− v

–

)
�H

(
y− a

–

)
e−

2a
– ÐÒÉ v∈ [−a; a]:

éÚ (14.23) ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

lim
y→+∞ H

(
y− a

–

)
e−

2a
–

a∫
−a

j(v) dv� 1;

ÉÌÉ

lim
y→+∞ H(y) � e

2a
–

( a∫
−a

j(v) dv

)−1

: (14.24)

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (14.24) ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a> 0 É –> 0. ðÕÓÔØ Œ ÎÅÍ
a→+∞ É –→+∞, ÐÒÉÞÅÍ a=–→ 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ (14.24) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕ-
ÅÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ (14.22).
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2. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

lim
y→+∞

H(y) � 1: (14.25)

úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ (14.22) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÏÓÔØ H(y):

|H(y) |�M; y ∈R
1; (14.26)

Œ ÓÉÌÕ ËÏÔÏÒÏÊ ∫
|v|�b

H
(
y− v

–

)
j(v) dv�¸(b); (14.27)

ÇÄÅ ¸(b)→ 0 ÐÒÉ b→+∞ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ
ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (14.27) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ b→+∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ y É –).

ðÏÓËÏÌØËÕ

+∞∫
−∞

H
(
y− v

–

)
j(v) dv=

b∫
−b

: : :+
∫

|v|�b

: : : ;

ÔÏ Œ ÓÉÌÕ (14.27) É ÌÅÍÍÙ 14.1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ b> 0

lim
y→+∞

∫
|v|�b

H
(
y− v

–

)
j(v) dv� 1−¸(b): (14.28)

ôÅÐÅÒØ ÏÐÑÔØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (14.8). éÍÅÅÍ

H
(
y+

b
–

)
�H

(
y− v

–

)
e−

2b
– ÐÒÉ v ∈ [−b; b];

ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ (14.28)

lim
y→+∞

H
(
y+

b
–

)
e

2b
–

b∫
−b

j(v) dv� 1−¸(b);

ÉÌÉ

lim
y→+∞

H(y) � (1−¸(b)) e−
2b
–

( b∫
−b

j(v) dv

)−1

: (14.29)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ b→+∞ É –→+∞, ÐÒÉÞÅÍ b=–→ 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ (14.29) ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (14.25). �

ú Á Ä Á Þ Á 14.1. ðÕÓÔØ N(t) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ
t�1, É ÐÕÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (14.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re z<−k0, ÇÄÅ k0>0. ðÕÓÔØ
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ÆÕÎËÃÉÑ “(z), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (14.1), ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ-
ÓÑ Œ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Re z <−k0 + ", ÇÄÅ "> 0, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ
ÐÒÑÍÏÊ Re z=−k0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÌÀÓ Œ ÔÏÞËÅ −k0 Ó ÇÌÁŒÎÙÍ
ÞÌÅÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ìÏÒÁÎÁ, ÒÁŒÎÙÍ A(z + k0)−l (ÚÄÅÓØ l {{ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ, ÒÁŒÎÏÅ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÏÌÀÓÁ Œ ÔÏÞËÅ −k0). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ

N(t)∼ (−1)l−1A
(l− 1)!

· tk0(ln t)l−1

ÐÒÉ t→+∞.
ú Á Ä Á Þ Á 14.2. äÏËÁÚÁÔØ ÔÁÕÂÅÒÏŒÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÁÒÁÍÁÔÁ:
ðÕÓÔØ N(t) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t∈R1, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ t< 1 É

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

„(z) =

∞∫
0

e−zt dN(t) (14.30)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ z > 0, ÐÒÉÞÅÍ

„(z)∼Az−¸ ÐÒÉ z→+0 (14.31)

(ÚÄÅÓØ A> 0 É ¸> 0 {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ).
ôÏÇÄÁ

N(t)∼ A
`(¸ + 1)

t¸ ÐÒÉ t→+∞: (14.32)

§ 15. áÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÇÒÕÂÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ)

15.1. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÅÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÕÓÔØ
M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, A {{ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ ÎÁ M , ÐÒÉÞÅÍ

am(x; ‰)> 0 ÐÒÉ ‰ �= 0: (15.1)

ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ –j ÅÇÏ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ (Ó ÕÞÅÔÏÍ
ËÒÁÔÎÏÓÔÉ):

–1 �–2 �–3 � : : :;

Á ÞÅÒÅÚ ’j(x) {{ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ
ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.

ðÕÓÔØ Et {{ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ
ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ t). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

Etu=
∑
–j�t

(u; ’j)’j: (15.2)
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ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 15.1. óÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ-
ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ì. ûŒÁÒÃÁ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Et.

õÞÉÔÙŒÁÑ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ ÎÁ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÐÌÏÔ-
ÎÏÓÔÑÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ, Á
ÆÕÎËÃÉÅÊ. éÚ (15.2) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ e(x; y; t) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

e(x; y; t) =
∑
–j�t

’j(x)’j(y): (15.3)

É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C∞(M ×M) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ-
ÎÏÍ t. ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ e(x; y; t):

1) e(x; x; t) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ-
ÎÏÍ x∈M ;

2) ÆÕÎËÃÉÑ N(t), ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ Œ Ð. 13.3, ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e(x; x; t) ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ

N(t) =
∫
M

e(x; x; t) dx; (15.4)

ÇÄÅ dx {{ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ M .
âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÔÏÞËÉ x ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ dx ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÌÏ-
ËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ

Vx(t) =
∫

am(x;‰)<t

—d‰: (15.5)

ô Å Ï Ò Å Í Á 15.1. ðÒÉ t→+∞ É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x∈M ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ

e(x; x; t)∼Vx(t): (15.6)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ
ÄÌÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ –1 �1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ
ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 =A+MI ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ M . îÏ
ÅÓÌÉ e1(x; y; t) {{ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A1, ÔÏ e(x; y; t) =
= e1(x; y; t+M). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ e1(x; x; t)∼Vx(t) ŒÙÔÅËÁÅÔ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ e1(x; x; t)∼Vx(t+M). îÏ

Vx(t+M)=Vx(1) (t+M)n=m =Vx(1) tn=m(1 +O(t−1))∼Vx(1) tn=m =Vx(t);

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (15.6).
2. éÔÁË, ÐÕÓÔØ –1 �1. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÅ-

ÐÅÎÉ Az ÏÐÅÒÁÔÏÒÁA ÐÏ ÓÈÅÍÅ § 10. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (13.5), ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÒÉ x= y ŒÙÒÁÚÉÔØ ÑÄÒÏ Az(x; y) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Az ÞÅÒÅÚ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ
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ÆÕÎËÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Az(x; x) =

∞∫
0

tz de(x; x; t); (15.7)

ÇÄÅ d ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÏ t (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x ÚÄÅÓØ ÎÁÐÉÓÁÎ
ÐÒÏÓÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ óÔÉÌØÔØÅÓÁ). œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍ 12.1 É 14.1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ e(x; x; t) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

e(x; x; t)∼
[

1
n

∫
|‰|=1

a−n=m
m (x; ‰′) —d‰′

]
· tn=m: (15.8)

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÄÅÌÁÎ-
ÎÏÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 13.1, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (15.8)
ÒÁŒÎÁ Vx(t), ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (15.6). �

15.2. áÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 15.2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ,

ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

N(t)∼V (t); t→+∞; (15.9)

–k ∼V (1)−m=nkm=n; k→+∞; (15.10)

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ V (t) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (13.16).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ § 13 ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (15.9)

É (15.10) (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.1). íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ (15.9). üÔÏ ÄÅÌÁÅÔ-
ÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÔÁÕÂÅÒÏŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ éËÅÈÁÒÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ
ÔÅÏÒÅÍÙ 15.1.

éÍÅÎÎÏ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ –1 �1. ôÏÇÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ
ÐÒÉ Re z <−n=m ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

“A(z) =

∞∫
1

tz dN(t): (15.11)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ 13.1, 14.1 É ÌÅÍÍÏÊ 13.1. �
ú Á Í Å Þ Á Î É Å. æÏÒÍÕÌÕ (15.9) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ (15.6) ÉÎÔÅÇÒÉ-

ÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ x. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÕÖÎÏ
ÕÍÅÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏ x ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ (15.6), ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ
Œ ÒÑÄÅ ÍÅÓÔ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ éËÅÈÁÒÁ) ÐÒÏŒÅÒËÉ
ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÜÔÏÊ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÊ ÐÒÏ-
ŒÅÒËÉ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÞÌÉ ÄÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.
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15.3. úÁÄÁÞÉ.
ú Á Ä Á Þ Á 15.1. äÏËÁÚÁÔØ Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÏÃÅÎËÕ

|e(x; y; t) |�Ctn=m;

ÇÄÅ x; y ∈M , Á ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C > 0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y É t (t� 1).
ú Á Ä Á Þ Á 15.2. ðÕÓÔØ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Ó ÇÌÁÄËÏÊ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÄÁÎ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, É ÐÕÓÔØ A
ÎÏÒÍÁÌÅÎ, Ô. Å.

A∗A=AA∗: (15.12)

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏA ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ’j(x), j= 1; 2; : : : , Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –j ∈C ÔÁËÉÍÉ,
ÞÔÏ

|–j |→+∞ ÐÒÉ j→+∞: (15.13)

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N(t) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ –j , ÞÔÏ
|–j |� t, Á V (t) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

V (t) = (2ı)−n
∫

|am(x;‰)|<t

dx d‰; (15.14)

ÔÏ ÐÒÉ t→+∞ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ

N(t)∼V (t): (15.15)

ú Á Ä Á Þ Á 15.3. œÙŒÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 15.1 É 15.2 ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÚÁÄÁ-
ÞÉ 13.4 É ÔÁÕÂÅÒÏŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÁÍÁÔÁ (ÚÁÄÁÞÁ 14.2).

ú Á Ä Á Þ Á 15.4. ðÕÓÔØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A{{ÔÁËÏÊ ÜÌ-
ÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ M , ÞÔÏ am(x; ‰)> 0 ÐÒÉ
‰ �= 0. ðÕÓÔØ –j {{ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, N1(t) {{ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÞÔÏ Re –j � t (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –0 ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÒÎÅŒÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÁ E–0 {{ ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 8.4),N2(t) {{ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,
ÞÔÏ |–j |� t. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ t→+∞

N1(t)∼N2(t)∼V (t); (15.16)

ÇÄÅ V (t) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

–k ∼V (1)−m=nkm=n; k→+∞ (15.17)

(ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ Im –k ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ,
ÞÅÍ Re –k).
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§ 16. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ.

16.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ É ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ í {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ dx,
A {{ ÔÁËÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁ M ,
ÞÔÏ am(x; ‰)> 0 ÐÒÉ ‰ �= 0. âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ § 15 ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÅÎÉÑ e(x; y; –), N(t), Vx(–), V (–). óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔÏÞÎÑÅÔ
ÔÅÏÒÅÍÙ 15.1 É 15.2.

ô Å Ï Ò Å Í Á 16.1 (ì. èčÒÍÁÎÄÅÒ). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ

|e(x; x; –)−Vx(–) |�C–(n−1)=m; –� 1; x∈M; (16.1)

ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C > 0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É –.
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 16.1. ðÒÉ –→+∞ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ

ÆÏÒÍÕÌÁ
N(–) =V (–) (1 +O(–−1=m)): (16.2)

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 16.1. ïÃÅÎËÁ ÏÓÔÁÔËÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (16.1) É (16.2)
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÊ. œ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A=−d2=dx2 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 = R=2ıZ. óÏÂÓÔŒÅÎ-

ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ  k(x) =
1√
2ı
eikx, k= 0; ±1; ±2; : : : , Á ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ –k = k2, k= 0; ±1; ±2; : : :
äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ | k(x) |2 = (2ı)−1, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ e(x; x; –) =

= (2ı)−1N(–). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Vx(–) = (2ı)−1V (–), ÔÏ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ (16.1) É (16.2) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅ-
ÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔËÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (16.2), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÚÄÅÓØ
ŒÉÄ N(–) =V (–) (1 +O(–−1=2)) ÉÌÉ N(–) = 2

√
–+O(1). îÏ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅ-

ÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ N(–).
œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (§ 22) ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ,

ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ) É
ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÏÃÅÎËÉ (16.1) Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ-
ŒÏÌØÎÙÈ n É m.

16.2. óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅ-
ÎÅÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A {{ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ 1. œ ÜÔÏÊ
ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ eitA ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ t ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ éïæ
Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
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ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ eitA ÐÒÅÄ-
ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (ÐÏ –) ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
e(x; y; –) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ïÔÓÀÄÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ (16.1) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÉÐÁ ÔÁÕÂÅÒÏŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ
æÕÒØÅ.

äÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÐÌÁÎ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ ÔÁËÏŒ: § 17 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓŒÅ-
ÄÅÎÉÑ Ï ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; Œ § 18 ÄÏËÁÚÁÎÁ ŒÁÖÎÁÑ
ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÉ ðäï ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ðäï É éïæ; Œ § 19 ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÆÁÚÏŒÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÕ ðäï; Œ § 20 ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ eitA Œ
ŒÉÄÅ éïæ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; Œ § 21 ÔÅÏÒÅÍÁ 16.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ
Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂ e(x; y; –) ÐÒÉ x �= y);
ÎÁËÏÎÅÃ, § 22 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÆÅÒÙ.

ú Á Ä Á Þ Á 16.1. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A=−´ =−
( Ä2

Äx2
1

+
Ä2

Äx2
2

+ : : :+
Ä2

Äx2
n

)
ÎÁ ÔÏÒÅ T

n= R
n=2ıZ

n ŒÙÞÉÓÌÉÔØ N(t) É e(x; x; –) É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÓÐÒÁ-
ŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ (16.1) É (16.2).

§ 17. îÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

17.1. âÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ðÕÓÔØ M {{n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,
a(x; ‰) {{ ÇÌÁÄËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔ-
ËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ T ∗M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÕ ÓÉÓÔÅÍÕ
Œ T ∗M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÅÊ a(x; ‰) ËÁË ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ:{ _x= a‰;

_‰=−ax:
(17.1)

ÇÄÅ a‰ =
( Äa

Ä‰1
; : : :;

Äa
Ä‰n

)
, ax =

( Äa
Äx1

; : : :;
Äa

Äxn

)
, (x; ‰) {{ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

Œ T ∗M , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
Œ M . ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, áÒÎÏÌØÄ œ. é. [1]), ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ
ÎÁ T ∗M , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÐÒÁŒÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ (17.1), ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ
ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ M .

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 17.1. ëÒÉŒÁÑ (x(t); ‰(t)), ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÛÅÎÉ-
ÅÍ (17.1), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ‰).

âÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t∈R. œ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÍ
ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ÓÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÉ 17.1 É 17.2).
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ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 17.1. æÕÎËÃÉÑ a(x; ‰) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.1), Ô. Å. ÅÓÌÉ (x(t); ‰(t)) {{ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ
ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ‰), ÔÏ a(x(t); ‰(t)) = const.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ

d
dt
a(x(t); ‰(t)) = ax _x+ a‰ _‰= axa‰ − axa‰ = 0: �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.1 ÄÅÌÁÅÔ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 17.2. âÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ (x(t); ‰(t)) ÆÕÎËÃÉÉ

a(x; ‰) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ a(x(t); ‰(t))≡ 0.

17.2. õÒÁŒÎÅÎÉÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{{ñËÏÂÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ
ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

a(x; ’x(x)) = 0; (17.2)

ÇÄÅ ’ {{ ÇÌÁÄËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔËÒÙ-
ÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ M , ’x {{ ÅÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔ. ôÁËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ
ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{{ñËÏÂÉ. äÌÑ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ
ÇÒÁÆÉË ’x, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

`’ = {(x; ’x(x)); x∈M}⊂T ∗M: (17.3)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 17.2. åÓÌÉ ’ {{ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2), ÔÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ `’ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÓÉÓÔÅ-
ÍÙ (17.1), Ô. Å. ÅÓÌÉ (x(t); ‰(t)) {{ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ a; x(t)
ÐÒÉ t∈ [0; b] ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ’ É (x(0); ‰(0))∈`’, ÔÏ
(x(t); ‰(t))∈`’ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t∈ [0; b].

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏ ÐÏÌÅ (a‰; −ax) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑ `’ ŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÈ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
(x(t); ‰(t)) {{ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ É (x(0); ‰(0))∈`’ (Ô. Å. ‰(0) =’x(x(0))),

ÔÏ
{ d

dt
[‰(t)−’x(x(t))]

}∣∣∣
t=0

= 0. îÏ ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ŒÙËÌÁÄ-
ËÉ:{ d

dt
[‰(t)−’x(x(t))]

}∣∣∣
t=0

= ( _‰−’xx · _x)|t=0 =

=−ax(x(0); ‰(0))−’xx(x(0)) a‰(x(0); ‰(0)) =

=− Ä
Äx

[a(x; ’x(x))]x=x(0) = 0: �

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ
a(x; ‰) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ m, Ô. Å.

a(x; t‰) = tma(x; ‰); t > 0; ‰ �= 0; (17.4)
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ÇÄÅ m {{ ÐÏËÁ ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕ-
ÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ üÊÌÅÒÁ:

‰ · a‰ =ma: (17.5)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 17.3. ðÕÓÔØ a(x; ‰) ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏÒÑÄËÁ m, ’(x) {{
ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ŒÄÏÌØ ÐÒÏ-
ÅËÃÉÉ ÎÕÌÅŒÙÈ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ‰), ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ `’,
Ô. Å. ÅÓÌÉ (x(t); ‰(t)) {{ ÎÕÌÅŒÁÑ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ É ‰(0)=’x(x(0)), ÔÏ
’(x(t)) = const.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ

d
dt
’(x(t)) =’x _x=’xa‰ =’x(x(t)) a‰(x(t); ‰(t)) =

=’x(x(t)) a‰(x(t); ’x(x(t))) =ma(x(t); ’x(x(t))) = 0: �
17.3. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{{

ñËÏÂÉ (17.2) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ’(x) ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒ-
ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ

’|S = ; (17.6)

ÇÄÅ S {{ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1) Œ M ,
 ∈C∞(S). çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏ-
ÓÔØÀ, Ô. Å. ŒÙÂÏÒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ
x0 ∈S ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

S = {x : xn = 0}; (17.7)

ÔÁË ÞÔÏ  = (x′), ÇÄÅ x′ = (x1; : : :; xn−1). œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÕÄÏÂÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÎÏÓÔÉ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀ-
ÝÅÅ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x′∈S:
ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

a(x′; 0;  x′(x′); –) = 0 (17.8)

ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ –, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ËÏÒÅÎØ –∈R, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó (17.8)
ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ

Äa
Ä‰n

(x′; 0;  x′(x′); –) �= 0: (17.9)

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÏÞËÁ 0∈S. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

a(x; ‰′; –) = 0 (17.10)

ÐÒÉ |x |<" É | ‰′− x′ (0) |<" ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ –= a′(x; ‰′), ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ
ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x É ‰′. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ a′(x; ‰′)
ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ‰′, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ |x |<" É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ‰′ �= 0 Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ  x′ (0).
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õÒÁŒÎÅÎÉÅ (17.10) ÐÒÉ |x |<" É ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ (‰′; –), ÂÌÉÚËÉÈ ÐÏ ÎÁÐÒÁ-
ŒÌÅÎÉÀ Ë ( ′

x′(0); a′(0;  ′
x′(0))), ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

–− a′(x; ‰′) = 0: (17.11)

ìÏËÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÊÔÉ
ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ’=’(x) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2), ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (17.6)
É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

Ä’
Äxn

(0; 0) = a′(0;  ′
x′ (0)): (17.12)

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (17.10)
Ë (17.11), ÔÏ ÎÁÛÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

Ä’
Äxn

− a′
(
x;

Ä’
Äx′
)

= 0; (17.13)

’|xn=0 = (x′); (17.14)

Ô. Å. ÄÅÌÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ

a(x; ‰) = ‰n− a′(x; ‰′): (17.15)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ‰) ŒÉÄÁ (17.15). éÈ
ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÙ ⎧⎪⎨⎪⎩

_x′ =−a′‰′ (x; ‰′);
_xn = 1;
_‰= a′x(x; ‰′):

(17.16)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÕÌÅŒÕÀ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ (x(t); ‰(t)), ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ `’
É ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ S, Ô. Å. ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ xn(0) = 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ (17.16) ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ xn(t) = t. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÅÝÅ ÔÏÞËÕ x′ =x′(0)∈S. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ
(x(0); ‰(0))∈`’ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

‰′(0) = ′
x′(x′); ‰n(0) =

Ä’
xn

(x′; 0); (17.17)

Á ÕÓÌÏŒÉÅ a(x(0); ‰(0)) = 0 ÄÁÅÔ

‰n(0) = a′(x′; 0;  ′
x′(x′)): (17.18)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÌÅŒÁÑ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ `’ É ÔÁ-
ËÁÑ, ÞÔÏ xn(0) = 0, x′(0) =x′, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ (17.17),
(17.18) ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÅÅ ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ x′. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

g : (x′; xn) �→ (x′(xn); xn); (17.19)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÉ |x |<", ÔÏ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ x′(0) =x′ ŒÙÔÅËÁ-
ÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 1 ÐÒÉ xn = 0, ÔÁË ÞÔÏ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ



156 áóéíðôïôéëá óðåëôòáìøîïê æõîëãéé [çì. III

ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 17.3 ÔÏÇÄÁ Ó ÎÅÏÂÈÏ-
ÄÉÍÏÓÔØÀ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

’(x) = ([g−1(x)] ′); (17.20)

ÇÄÅ [g−1(x)] ′ {{ ŒÅËÔÏÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ g−1(x) ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x′ ÄÌÑ x= (x′; xn).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ É ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (17.20) ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. óÕÝÅ-
ÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ. íÙ
ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 17.1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (17.20) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ.

17.4. çÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏ-
ŒÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Œ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ S, ÕÖÅ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ ÎÁ S (ÈÏÔÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏÊ Œ ÓÍÙ-
ÓÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ S). ïÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ, ËÏÎÅÞÎÏ,
ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Œ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Œ
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x∈S É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ x ËÏÒÎÑ – ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.8). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÎÁ S ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÌÅ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ ‰=‰(x′)∈T ∗

x′M , ÎÅÐÒÅÒÙŒ-
ÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ x′ ∈S É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

1) i∗‰(x′) = x′(x′) ÇÄÅ i : S→M ,  x′(x′) {{ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ  (x′) Œ
ÔÏÞËÅ x′ ∈S, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ËÏŒÅËÔÏÒ ÎÁ S (ÜÌÅÍÅÎÔ T ∗

x′S);
2) ÅÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ Ð. 17.3, Œ ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ x′ ∈S, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

‰(x′) = ( x′(x′); –(x′));

ÇÄÅ –(x′) {{ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.8), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (17.9),
Ô. Å. ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (17.12) ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÐÉÓÁÔØ
ÚÄÅÓØ Œ ŒÉÄÅ

’x(x′) = ‰(x′); x′ ∈S: (17.21)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ: ÎÁÊ-
ÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÅÛÅÎÉÅ
ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ (17.6) É ÄÏÐÏÌ-
ÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ (17.21). œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ
ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙÅ
ÉÍÅÀÔÓÑ), ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÓÁÍÉ ÅÅ ÄÁÎÎÙÅ a; S;  É ‰ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ
ÏÔ ÜÔÉÈ ÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ.
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ú Á Í Å Þ Á Î É Å 17.1. õÓÌÏŒÉÅ 1) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ (ÅÓ-
ÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ) ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ
ëÏÛÉ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ ÄÌÑ
ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÌÑ ‰(x′), ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÇÌÁÄ-
ËÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ
ÚÁÄÁÞ Œ ÔÏÞËÁÈ x′ ∈S.

17.5. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ (17.2) ÎÁÚÙŒÁÅÔ-
ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ , ÅÓÌÉ ÆÕÎÃÉÑ a(x; ‰) ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ‰, Ô. Å.

a(x; ‰) =V (x) · ‰; (17.22)

ÇÄÅ V (x) {{ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M . ðÒÏÅËÃÉÉ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÎÁ M
ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ

_x=V (x); (17.23)

Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.2) {{ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒŒÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙ
(17.23). óÁÍÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (17.1) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó (17.23) ÅÝÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

_‰=−Vx(x) · ‰; (17.24)

ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏ ‰. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÒÏÓÔÁ | ‰(t) | ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
x(t)∈K, ÇÄÅ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M , ÔÏ | ‰(t) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ
ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÏÓÉ t. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t,
ÌÉÂÏ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÑ x(t) ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂M .
õÓÌÏŒÉÅ ÎÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÎÏÓÔÉ S ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ V (x) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ
Ë S ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ S.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (x′; t) Œ x(t), ÇÄÅ x(t) {{ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.23) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ x(0)=x′. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ
ÔÁËÏÅ ">0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x′ ÒÅÛÅÎÉÅ x(t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ | t |<", ÔÏ g
ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

g : S× (−"; ")→M: (17.25)

åÓÌÉ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Ó ÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ S ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ g. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÁÖÎÏ ÕÍÅÔØ
ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ ">0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (17.25) ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÏÚÍÏÖ-
ÎÁ, ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÎÉÖÅ.

17.6. îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

V (x) ·’x(x) + b(x)’(x) = f(x); (17.26)

ÇÄÅ b(x); f(x)∈C∞(M); V (x) {{ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M , ’(x) {{ ÎÅÉÚŒÅÓÔ-
ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ’x {{ ÅÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔ. åÓÌÉ x(t) {{ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.23), ÔÏ
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ÑÓÎÏ, ÞÔÏ
d
dt
’(x(t)) + b(x(t))’(x(t)) = f(x(t)), ÏÔËÕÄÁ ’(x(t)) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ

ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ’(x(0)). ïÓÎÏŒÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ŒÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÏÔÓÀÄÁ,
ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏ-
ÛÉ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ V (x) É S, ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ f(x) É
ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ  ∈C∞(S).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ-
ÇÏ ŒÉÄÁ

Ä’
Äxn

−
n−1∑
j=1

aj(x)
Ä’
Äxj

+ b(x)’= f(x); (17.27)

ÇÄÅ x= (x′; xn), x′ ∈M ′, M ′ {{ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, xn ∈ (−a; a), ÇÄÅ a> 0. óÉÓÔÅÍÁ (17.23) (ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ-
ÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ{

_x′ =V ′(x);

_xn = 1:
(17.28)

òÅÛÅÎÉÑ x(t) ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ xn = 0, ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÙ ÐÒÉ t∈ (−a; a), É ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ S =M ′ = {x : xn = 0}, ÔÏ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ
g : M→M , ÇÄÅ M =M ′ × (−a; a), ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ (17.28) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ĂÓÌÏÊĄ
M ′×{x0} ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÂÑ. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÚÁ-
ÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.27) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

’|xn=0 = (x′); x′ ∈M; (17.29)

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ’∈C∞(M).
œ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ É ÄÌÑ ÎÅ-

ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ M ′.
ú Á Ä Á Þ Á 17.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; ‰) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x∈M , ‰ �= 0,

ÉÍÅÅÔ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄÏË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x(t); ‰(t)) {{
ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t, ÌÉÂÏ x(t) ŒÙÈÏÄÉÔ
ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂M . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ,
ÔÏ ŒÓÅ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t∈R.

ú Á Ä Á Þ Á 17.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ m ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ‰) ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÎÏ ÚÁÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ
ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ

a(x; ‰) �= 0 ÐÒÉ ‰ �= 0; x∈M:
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§ 18. äÅÊÓÔŒÉÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ

18.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. òÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÉ –→+∞ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ A(ei– (x)), ÇÄÅ A {{
ðäï, Á  {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË.

ô Å Ï Ò Å Í Á 18.1. ðÕÓÔØ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn, A∈Lmj; ‹(X), 1−j� ‹ <
<j, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É a(x; ‰) {{ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ. ðÕÓÔØ  (x)∈
∈C∞(X) É  ′

x(x) �= 0 ÐÒÉ x∈X (ÚÄÅÓØ  ′
x ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎË-

ÃÉÉ  ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈C∞(X) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N�0
ÐÒÉ –� 1 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

A(fei– ) = ei– 
[ ∑
|¸|<N

a(¸)(x; – ′
x(x))

D¸
z (f(z) ei–jx(z))

¸!

∣∣∣
z=x

+

+–m−(j−1=2)NRN(x; –)

]
; (18.1)

ÇÄÅ jx(y) = (y)− (x)− (y −x) · ′
x(x), a(¸)(x; ‰) = Ä¸‰ a(x; ‰), Á ÄÌÑ

RN(x; –) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä‚xRN(x; –)|�C‚;N; K–‹|‚|; x∈K; (18.2)

ÇÄÅ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, Á ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C‚;N;K ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ –.
åÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f(x);  (x), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ Œ C∞(X)

(Ô. Å. ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Ä‚f(x), Ä‚ (x) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
ËÏÍÐÁËÔÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ‚), É ÅÓÌÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ  ′

x ÒÁŒÎÏ-
ÍÅÒÎÏ ÏÔÄÅÌÅÎÙ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ) ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÔÏ ÐÏ-
ÓÔÏÑÎÎÙÅ C‚;N;K Œ ÏÃÅÎËÁÈ (18.2) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f;  
ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 18.1. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÈÏÖÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÎÁ ÔÅÏ-
ÒÅÍÕ 4.2 Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÓÉÍŒÏÌÁ ðäï ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ É, ËÁË
ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅÊ. ïÄÎÁËÏ ŒŒÉÄÕ ŒÁÖÎÏÓÔÉ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 18.1 ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ŒÙŒÏÄ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 É
ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ ÓÔÁ-
ÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÆÁÚÙ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1 ÉÎ-
ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ ðäï ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ É ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. íÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ Œ ËÁ-
ÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ (ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÂÙÌ ÐÅÒŒÙÊ ÐÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ
ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ ðäï ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ).

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 18.2. ðÏÌÅÚÎÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÆÏÒÍÕ-
ÌÁ (18.1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉ –→+∞.
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ  ′
x(x) �= 0 ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ

|a(¸)(x; – ′
x(x)) |�C¸;K–m−j|¸|; x∈K: (18.3)

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ D¸
z (f(z)ei–jx (z))|z=x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ

ÐÏ – ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ |¸ |=2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

D¸
z (f(z) ei–jx (z)) =

∑
‚0+‚1+:::+‚k =¸

c‚0:::‚k (D‚0
z f(z)) · –k(D‚1

z jx(z)): : :

: : :(D‚k
z jx(z)) ei–jx(z); (18.4)

ÐÒÉÞÅÍ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ |‚j |� 1 ÐÒÉ j = 1; : : :; k. ðÏÓËÏÌØËÕ jx(z) ÉÍÅÅÔ
ÐÒÉ x=z ÎÕÌØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÐÒÉ x=z Œ (18.4) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÁÇÁ-

ÅÍÙÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ |‚j |� 2, j = 1; : : :; k. îÏ
k∑
j=1

|‚j |� |¸ |, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2k� |¸ |, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.
ôÅÐÅÒØ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ (18.3), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ∣∣∣∣a(¸)(x; – ′

x(x))
D¸
z (f(z) ei–jx(z))

¸!

∣∣∣
z=x

∣∣∣∣�C¸;K–m−(j−1=2)|¸|; x∈K;

ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÂÙŒÁÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÒÏÓÔÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ (18.4), ÐÏÓËÏÌØËÕ j> 1=2.

18.2. ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ y= κ(x) = (x1 ; : : :; xn−1;  (x)). üÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ÑËÏÂÉÁÎ, ÒÁŒ-
ÎÙÊ  ′

xn
. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÅÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ÔÁÍ, ÇÄÅ  ′

xn
�= 0. ïÄÎÁËÏ

ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÇËÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏŒËÏÊ ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É,
ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K2,
ÞÔÏ Au|K1 ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ u|K2 . ðÏÜÔÏÍÕ A(fei– )|K1 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-
ÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ A(fjei– ), ÇÄÅ fj ∈C∞

0 (X)
É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ k, 1 � k�n, ÞÔÏ  ′

xk
(x) �= 0 ÐÒÉ

x∈ supp fj .
éÔÁË, ÐÕÓÔØ  ′

xn
(x) �= 0, x∈X. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 {{ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A,

ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y= κ(x) (ÓÍ. § 4). ðÕÓÔØ a1(y; ”) {{ ÓÉÍŒÏÌ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ

a1(y; ”)|y=κ(x) = e−iκ(x)·”A(eiκ(x)·”) =

=
∑

|¸|<N

1
¸!
a(¸)(x; tκ′(x) ”) (D¸

z e
iκ′′

x (z)·”)|z=x + rN(x; ”);
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ÇÄÅ κ′′
xn

(z) = κ(z)−κ(x)−κ′(x) (z−x), rN ∈Sm−(j−1=2)N
j; ‹ (X ×Rn).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ ”= (0; : : :; 0; –), ÍÙ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (18.1) ÐÒÉ f ≡ 1, ÇÄÅ RN ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ
Ó (18.2). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ f ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2, ÞÔÏ ÍÙ
ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. �

18.3. œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1. œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ‹= 0 É j= 1.

úÁÍÅÔÉÍ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÙÍ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ∈C∞

0 (X). ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ
I(–)=e−i– (x)A(fei– ) (x) (ÔÏÞËÕ x ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ). éÍÅÅÍ

I(–) =
∫

a(x; ‰) f(y) ei–( (y)− (x))+i(x−y)·‰ dy —d‰: (18.5)

óÄÅÌÁÅÍ ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ‰=–“:

I(–) =–n
∫

a(x; –“) f(y) ei–[ (y)− (x)−(y−x)·“] dy —d“: (18.6)

íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ –→+∞. äÁÌÅÅ ÍÙ
ÕŒÉÄÉÍ (Œ ÜÔÏÍ ÓÕÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÆÁÚÙ), ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÕÀ ÒÏÌØ
ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ

g(y; “) = (y)− (x)− (y −x) · “: (18.7)

îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ g′“ =x−y, g′y = ′
y(y)− “, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ËÒÉÔÉÞÅ-

ÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ {{ ÔÏÞËÁ y=x, “ = ′
x(x). ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔ-

ËÏÓÔÉ ‰x = ′
x(x). œŒÅÄÅÍ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl∈C∞

0 (Rn), ffl(z) = 1 ÐÒÉ
|z |<"=2, ffl(z) = 0 ÐÒÉ |z |>", ÇÄÅ "> 0, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

~I(–) =–n
∫

a(x; –“)ffl(y−x)ffl(“ − ‰x) f(y) ei–g(y; “) dy —d“: (18.8)

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N > 0

|I(–)− ~I(–)|�CN–−N : (18.9)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÁÇÁÑ

tL=–−1 [( ′(y)− “)2 + (x− y)2]−1[( ′(y)− “) ·Dy + (x− y) ·D“ ];

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ tLei–g(y; “) = ei–g(y; “). œÙÐÏÌÎÑÑ Œ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÅÍ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÅ I(–)− ~I(–) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

|( ′(y)− “)2 + (x− y)2 |� "1> 0 ÎÁ supp [1−ffl(y−x)ffl(“ − ‰x)];
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ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

I(–)− ~I(–) =–n
∫

ei–g(y; “)LN [a(x; –“) (1−ffl(y−x)ffl(“ − ‰x)) f(y)] dy —d“;

É, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÜÔÏÔ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ
(ÓÍ. § 1), ÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ÏÃÅÎËÕ (18.9) ÚÁ ÓÞÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅ-
ÌÑ –−1, ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ L. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔ-
ÓÑ ÏÃÅÎËÉ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ x ÏÔ ÒÁÚÎÏÓÔÉ I(–)− ~I(–). ïÔÍÅÔÉÍ,
ŒÐÒÏÞÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÏÃÅÎÏË I(–)− ~I(–), ÅÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6. œ ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ŒÏÓ-
ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÉÈ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ.

éÔÁË, ŒÍÅÓÔÏ I(–) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ~I(–). äÅÌÁÑ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÚÁÍÅ-
ÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ “ = ‰x +–−1”, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

~I(–) =
∫

ei(x−y)·”a(x; –‰x + ”)ffl
( ”

–

)
ffl(y−x) f(y) ei–jx (y) dy —d”: (18.10)

òÁÚÌÏÖÉÍ a(x; –‰x + ”) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ ”= 0:

a(x; –‰x + ”) =
∑

|¸|<N
a(¸)(x; –‰x)

”¸

¸!
+ rN(x; ”; –);

ÇÄÅ

rN(x; ”; –) =
∑

|¸|=N
c¸

1∫
0

(1− t)N−1”¸a(¸)(x; –‰x + t”) dt:

õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl
( ”

–

)
ffl(y−x) É

ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Œ (18.10), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

~I(–) =
∑

|¸|<N

∫
ei(x−y)·”a(¸)(x; –‰x)×

× ”¸

¸!
ffl
( ”

–

)
ffl(y−x) f(y) ei–jx (y) dy —d”+R′

N (x; –): (18.11)

ÇÄÅ

R′
N(x; –) =

∑
|¸|<N

c¸

∫
dy —d”

1∫
0

(1− t)N−1”¸a(¸)(x; –‰x + t”)×

×ffl(y−x)ffl
( ”

–

)
ei(x−y)·”f(y) ei–jx (y) dt: (18.12)
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ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ËÏÎÅÞ-
ÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÆÏÒÍÕÌÙ (18.11) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÐÕÓÔÉÔØ ÓÒÅÚÁÀÝÉÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ffl
( ”

–

)
. îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÉ ÞÌÅÎÙ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒ-

ÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ:∫
ei(x−y)·”a(¸)(x; –‰x)

”¸

–!
ffl(y−x) f(y) ei–jx (y) dy —d”=

= a(¸)(x; –‰x)D¸
y (f(y) ei–jx (y))|y=x;

ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÃÅÎÉÔØ ÏÓÔÁÔÏË R′
N ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ

t(0<t� 1) ÏÃÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

r¸(x; –; t) =
∫

”¸a(¸)(x; –‰x + t”)ffl(y−x)ffl
( ”

–

)
×

× ei(x−y)·”D¸
y

(
f(y) ei–jx (y))dy —d”=

=
∑

¸′+¸′′=¸

c¸′¸′′

∫
ei(x−y)·na(¸)(x; –‰x + t”)×

×ffl(¸′)(y−x)ffl
(n

–

)
D¸′′

(f(y) ei–jx (y)) dy —d”; (18.13)

ÇÄÅ |¸ |=N .
œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

~a¸(x; ”; –; t) =ffl
( ”

–

)
a(¸)(x; –‰x + t”):

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ " Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ffl(z) ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ "< | ‰x |=2, ÔÏ ÄÌÑ ~a¸
ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä‚” Ä˛x~a¸(x; ”; –; t)|�C¸˛‚–m−N−|‚|: (18.14)

ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (18.4) É ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ (18.13) ÄÁŒÁÅ-
ÍÏÅ ÅÀ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ D¸

y (f(y) ei–jx (y)). œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ
ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

–k(D‚1
y jx(y)): : :(D‚k

y jx(y)); (18.15)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ |‚1 |+ : : :+ |‚k |�N . åÓÌÉ k�N=2, ÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÉËÁË ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ k>N=2, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ äÉÒÉÈÌÅ
Œ (18.15) ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k−N=2 ÔÁËÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ‚j, ÞÔÏ |‚j |= 1. îÏ
ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ

(D‚1
y jx(y)): : :(D‚k

y jx(y)) =
∑

|‚|�k−N=2

g‚(y; x) (x− y)‚ ;
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ÇÄÅ g‚(y; x) {{ ÇÌÁÄËÁÑ (ÐÏ x É y) ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, ËÏÇÄÁ y ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë x. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ (18.13) É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ
ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ei(x−y)·”, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÊ ÚÁÍÅ-
ÎÉÔØ (x− y)‚ ÎÁ (−D”)‚), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ r¸(x; –; t) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ

I1(–) =–k
∫

~a(‚)
¸ (x; ”; –; t) ei(x−y)·”ei–jx(y) ~f(y; x) dy d”; (18.16)

ÇÄÅ ~a(‚)
¸ = Ä‚”~a¸, ~f(y; x) {{ ÇÌÁÄËÁÑ (ÐÏ x É y) ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ

ÐÒÉ |y−x |� ", Á ÉÎÄÅËÓÙ k É ‚ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ |‚ |� k−N=2.
õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÏÂ�ÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ” Œ (18.16) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ-
ÈÏÄÉÔ C–n, É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (18.14), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ I1(–) ÏÃÅÎËÕ

|I1(–)|�C–k+m−(N+|‚|)+n �C–m+n−N=2 ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑ ÔÉÐÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6. �

18.4. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ æÕÒØÅ. ðÕÓÔØ X; Y {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ RnX É RnY , É
ÐÕÓÔØ P {{ éïæ ŒÉÄÁ

Pu(x) =
∫

p(x; y; „) ei’(x; y; „)u(y) dy d„; (18.17)

ÇÄÅ p(x; y; „)∈Sm′
(X×Y ×RN), ’(x; y; „) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎË-

ÃÉÑ (ÓÍ. § 2, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3). ðÕÓÔØ ÅÝÅ ÎÁ X ÄÁÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÙÊ ðäï A∈Lmj; ‹(X) Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(x; ‰). ðÏÓËÏÌØËÕ P ÏÔÏÂÒÁÖÁ-
ÅÔ C∞

0 (Y ) Œ C∞(X) É E ′(Y ) Œ D ′(X), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C∞(X) É D ′(X) Œ ÓÅÂÑ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ A ◦P ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÁË
ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ C∞

0 (Y ) Œ C∞(X) É E ′(Y ) Œ D ′(X).
ô Å Ï Ò Å Í Á 18.2. ðÕÓÔØ 1− j� ‹ <j� 1. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Q=

=A◦P ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (18.17) Ó ÔÏÊ ÖÅ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’(x; y; „),
ÞÔÏ É Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P , É Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ q(x; y; „) ŒÉÄÁ

q(x; y; „) = e−i’(x; y; „)a(x; Dx) [ p(x; y; „) ei’(x; y; „)]; (18.18)

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ |„ |→+∞ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ
ÒÑÄ:

q(x; y; „)∼
∑
¸

a(¸)(x; ’x(x; y; „))
D¸
z (p(z; y; „) eij(z; x; y; „))

¸!

∣∣∣
z=x

; (18.19)

ÇÄÅ j(z; x; y; „) =’(z; y; „)−’(x; y; „)− (z −x) ·’x(x; y; „).
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ú Á Í Å Þ Á Î É Å 18.3. ðÏÓËÏÌØËÕ ’(x; y; „) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ ÐÒÉ „= 0, ÔÏ ÉÚ (18.18) ÎÅ ŒÉÄÎÏ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ Q {{ ÜÔÏ éïæ. ïÄÎÁ-
ËÏ ÜÔÏ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ŒÅÒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ Ë P ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ
ÑÄÒÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p(x; y; „) = 0 ÐÒÉ |„ |<1. ôÏÇÄÁ ŒÙÒÁÖÅ-
ÎÉÅ (18.18) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ÔÁËÏŒÙ
ÖÅ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (18.19), ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ (ÓÍ.
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4). ïÄÎÁËÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ-
ÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ (18.17) Ó ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÐÏ „ ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ p(x; y; „), ÒÁŒÎÏÊ 0
ÐÒÉ |„ |<1 (ÓÍ. ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 2.4). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Q ÑŒÌÑÅÔ-
ÓÑ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 18.2. œŒÅÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÅÅÓÑ
Œ § 1 É § 2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

C’ = {(x; y; „) : ’′
„(x; y; „) = 0}:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ’′
x(x; y; „) �= 0 ÐÒÉ (x; y; „)∈C’ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÎÏÊ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. íÅÎÑÑ P ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ, ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ supp p(x; y; „) ÌÅÖÁÔ Œ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ËÏÎÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C’ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1) É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÞÔÏ ’′

x �= 0 ÎÁ supp p. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 18.3 ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p(x; y; „) = 0 ÐÒÉ |„ |< 1.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ C∞(X)
Œ C∞(X), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ (18.17)
(ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ-
ÄÑÝÉÊÓÑ, ËÁË Œ § 1; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ
ÎÅ ÕÞÁŒÓÔŒÕÅÔ, ÑŒÌÑÑÓØ ÐÒÏÓÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ). ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅ-
ÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (18.19), ÐÏÎÉÍÁÅÍÕÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.4 (ÓÍ. ÔÁËÖÅ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.3). îÏ ÏÎÁ ÅÓÔØ ÂÁÎÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1, ÅÓÌÉ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔØ –= |„ | É ÓÞÉÔÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ y É „. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ

q(x; y; „) =–m
′
e−i–’(x; y; „′)a(x; Dx) [–−m

′
p(x; y; „) ei–’(x; y; „′)];

ÇÄÅ „′ = „=|„ |. úÁÍÅÞÁÑ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ y; „
ÆÕÎËÃÉÉ ’(x; y; „′), –−m

′
p(x; y; „) ÌÅÖÁÔ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔŒÅ C∞(X), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 18.1. �
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 18.1. ðÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.2 ÆÏÍÕÌÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÈ ðäï ËÌÁÓÓÁ Lm(X) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3.4).
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 18.2. ðÕÓÔØ A É P ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 18.2. äÏËÁÚÁÔØ

ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÔÅÏÒÅÍÅ 18.2, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q1 = P ◦A.
õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ú Á Ä Á Þ Á 18.1. ðÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1 ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ Œ ðäï (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 4.2).



166 áóéíðôïôéëá óðåëôòáìøîïê æõîëãéé [çì. III

§ 19. æÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ËÌÁÓÓ
ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

19.1. œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ËÌÁÓÓÁ ÆÁÚÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ éïæ
ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ðäï. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÁÚÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 19.1. ðÕÓÔØ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn, ’(x; y; ‰) {{ ÔÁËÁÑ ÆÁ-
ÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X×X ×Rn, ÞÔÏ

1) ’′
‰(x; y; ‰) = 0⇔ x= y;

2) ’x(x; x; ‰) = ‰.
ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ 1− j� ‹ <j, ÔÏ ËÌÁÓÓ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’

É Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ p(x; y; ‰)∈Smj; ‹(X ×X×Rn) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ
Lmj; ‹(X). ëÌÁÓÓ éïæ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ’, Á ÁÍÐÌÉ-
ÔÕÄÁ a(x; y; ‰) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ
ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ðäï.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 19.1. õÓÌÏŒÉÑ 1) É 2) ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-
ÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ:

’(x; y; ‰) = (x− y) · ‰ +O(|x− y |2| ‰ |): (19.1)

19.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1. 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÁ éïæ Ó ÆÁÚÏ-
ŒÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1, ÑŒÌÑÀÔ-
ÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÒÉ x �=y Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÓÅ
ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ a(x; y; ‰) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍÉ Œ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ x= y.

2. ðÕÓÔØ ’; ’1 {{ ÄŒÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ
ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ Lmj; ‹(X; ’) ËÌÁÓÓ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ ’ É Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ ÉÚ Smj; ‹(X×X×Rn), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

Lmj; ‹(X; ’)⊂Lmj; ‹(X; ’1); (19.2)

ÉÂÏ ÉÚ ÎÅÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÌÁÓÓÏŒ Lmj; ‹(X; ’) É, Œ
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Ó Lmj; ‹(X).

3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Kk ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ  (x; y; ‰), ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÙÈ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÇÌÁÄËÉÈ ÐÒÉ ‰ �=0 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x
É y. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ K0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÏÔ x É y Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, Á K1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ K0-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÌÑ ÎÁÓ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ’1 −’ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y
ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

’1 −’=
n∑

j; k=1

bjk
Ä’
Ä‰j

Ä’
Ä‰k

; bjk ∈K1: (19.3)
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ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜÔÏ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÎÁÈÏÄÉÍ

Ä’
Ä‰j

= (xj − yj) +
n∑
k=1

ajk(xk− yk);

ÇÄÅ ajk ∈K0, ajk(x; x; ‰) = 0. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

’′
‰ = (I +A) (x− y);

ÇÄÅ I {{ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, A {{ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K0, ÒÁŒÎÁÑ 0
ÐÒÉ x= y. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ (I +A)−1 Ó
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

xj − yj =
n∑
k=1

~ajk
Ä’
Ä‰k

; ~ajk ∈K0: (19.4)

ôÅÐÅÒØ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÕÓÌÏŒÉÅ (19.1) ÄÌÑ ’ É ’1, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ’1 −’ ÎÁ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÐÒÉ x= y) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ

’1 −’=
n∑

j; k=1

~bjk(xj − yj) (xk − yk); ~bjk ∈K1:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ xj − yj ÉÚ (19.4), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (19.3).
4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ

’t =’+ t(’1 −’); 0 � t� 1: (19.5)

ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ’t ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (19.1). âÁÎÁÌØÎÏÅ ÐÏ-
ŒÔÏÒÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÍÅ-
ÓÔÏ (19.3) ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ

’1 −’=
n∑

j; k=1

btjk
Ä’t
Ä‰j

Ä’t
Ä‰k

; (19.6)

ÇÄÅ btjk ∈K1 É btjk ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Pt {{ éïæ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Pt u(x) =
∫

ei’t(x;y;‰)p(x; y; ‰)u(y) dy d‰:

ôÏÇÄÁ

dr

dtr
(Pt u) =

∫∫
p(x; y; ‰) ir(’1 −’)rei’t u(y) dy d‰=

=
∑

j1;::: ;j2r

∫∫
dj1;::: ;j2r

Ä’t
Ä‰j1

: : :
Ä’t

Ä‰j2r

ei’tpu dy d‰; (19.7)
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ÇÄÅ dj1;::: ;j2r ∈Kr. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
p(x; y; ‰) = 0 ÐÒÉ | ‰ |< 1, ÔÁË ÞÔÏ dj1;::: ;j2rp∈Sm+r

j; ‹ (X×X ×Rn). ôÅÐÅÒØ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ Œ (19.7) ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Ä’t
Ä‰j

ei’t = i−1 Ä
Ä‰j

ei’t :

üÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ

dr

dtr
Pt ∈Lm+r(1−2j)

j; ‹ (X; ’t); (19.8)

ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÏÃÅÎËÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙ ÐÏ t. îÏ ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÔØ

Qj =
(−1)j

j!
djPt
dtj

∣∣∣∣
t=1

∈Lm+j(1−2j)
j; ‹ (X; ’1);

ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ

P0 =
k−1∑
j=0

Qj + (−1)k
1∫

0

tk−1

(k − 1)!
dkPt
dtk

dt: (19.9)

ïÓÔÁÔÏË Œ (19.9) ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ

k→+∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q∼
∞∑
j=0

Qj (ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÕÍÍÉÒÕ-

ÅÍ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ), ÔÏ Q∈Lmj; ‹(X; ’1), É P0 −Q∈L−∞(X), ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ-
ŒÁÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (19.2).

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ËÌÁÓ-
ÓÉÞÅÓËÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÅÎ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. �

ú Á Ä Á Þ Á 19.1. ðÕÓÔØ ’1; ’2 {{ ÄŒÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ

’1 −’2 =
n∑

j; k=1

bjk
Ä’2

Ä‰j

Ä’2

Ä‰k
;

ÇÄÅ bjk∈C∞(X×X× (Rn\0)) É bjk ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ 1. ðÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ Lmj; ‹(X; ’2)⊂Lmj; ‹(X; ’1).

§ 20. ïÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA)

20.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ. ðÕÓÔØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ n-ÍÅÒ-
ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, A {{ ÓÁÍÏÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ 1 ÎÁ í Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ
a1(x; ‰), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÀ

a1(x; ‰)> 0 ÐÒÉ ‰ �= 0 (20.1)



§ 20] ïðåòáôïò exp(−itA) 169

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ). ðÕÓÔØ {’k}k=1;2; ::: {{ ÐÏÌÎÁÑ ÏÒ-
ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, –k {{ ÓÏ-
ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ u(x)∈C∞(M), ÔÏ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ uk ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ u(x) ÐÏ ÓÉÓÔÅÍÅ {’k(x)}:

uk = (u; ’k): (20.2)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 20.1. åÓÌÉ u(x)∈C∞(M), ÔÏ

u(x) =
∞∑
k=1

uk’k(x); (20.3)

ÇÄÅ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ C∞(M).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

uk–Nk = (u; AN’k) = (ANu; ’k);

É ÐÏÓËÏÌØËÕ ANu∈C∞(M), ÔÏ Ë ÒÑÄÕ (20.3) ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÉ-
ÍÅÎÑÔØ AN ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N ∈Z+, ÐÏÌÕÞÁÑ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ ÒÑÄÙ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ
Œ L2(M). îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s∈R ÒÑÄ (20.3)
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ Hs(M), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ s=N ∈Z+ ÜÔÁ ÎÏÒÍÁ ÜËŒÉ-
ŒÁÌÅÎÔÎÁ ‖u‖+‖ANu‖, ÇÄÅ ‖ · ‖ {{ ÎÏÒÍÁ Œ L2(M). ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
ŒÌÏÖÅÎÉÑ 7.6 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. �

üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 20.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA) ÐÒÉ t∈RÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ

exp(−itA)u(x) =
∞∑
k=1

exp(−it–k)uk’k(x): (20.4)

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ (20.4) ÐÒÉ u∈C∞(M) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÐÏÌÏ-
ÇÉÉ C∞(M). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ u∈Hs(M), ÇÄÅ s {{ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ
ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hs(M) (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ 10.2). ïÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ Hs(M) ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ s. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ-
ÔÁÒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Œ L2(M).

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁ-
ÄÁÞÕ ëÏÛÉ

Äu
Ät

+ iAu= 0; (20.5)
{
u|t=0 =u0; (20.6)

ÇÄÅ u=u(t; x)∈C∞(R×M), u 0 ∈C∞(M) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ (20.5) ÐÒÉÍÅ-
ÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t. òÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÕ
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ĂÍÅÔÏÄÏÍ æÕÒØÅĄ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20.4),
ÇÄÅ ŒÍÅÓÔÏ u ÎÁÄÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ u0, Ô. Å.

u(t; x) = exp(−itA)u0(x): (20.7)

îÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (20.5){{(20.6) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÐÉÓÁŒ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ u(t; x) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

u(t; x) =
∞∑
k=1

ck(t)’k(x);

ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ (20.5){{(20.6) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ c′k(t) +
+ i–kck(t)=0 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ck(0)=(u0; ’k), ÏÔËÕÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ck(t).

ô Å Ï Ò Å Í Á 20.1. åÓÌÉ "> 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÐÒÉ | t |<" ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ U(t) = exp(−itA) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏ t; x; y ÑÄÒÏÍ É éïæ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÊ ÐÏ t ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

’(t; x; y; ‰) = (x; y; ‰)− ta1(y; ‰) (20.8)

É ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ p(t; x; y; ‰), ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏ t ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍ-
ŒÏÌÏÍ 0-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä¸‰ Ä˛x; y; tp(t; x; y; ‰)|�C¸˛〈‰〉−|¸|: (20.9)

ð Ò É Í Å Ò 20.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ Rn ÏÐÅÒÁÔÏÒ A=
√−´, ÉÍÅÀÝÉÊ

ÓÉÍŒÏÌ | ‰ |. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (20.5){{(20.6) ÎÁ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÒÉ |x |→+∞
ÆÕÎËÃÉÑÈ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÏ x. á ÉÍÅÎÎÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ Au(x) =F−1

‰→x(| ‰ |~u(‰)), ÔÏ

u(t; x) = exp(−itA)u0(x) =F−1
‰→x(e−it|‰|~u0(‰)) =

∫∫
ei(x−y) ‰−it|‰|u(y) dy —d‰:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ,
ŒÐÒÏÞÅÍ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA) {{ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ (x− t) · ‰− t| ‰ |.

20.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 20.1. 1. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Q(t), ÁÐ-
ÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÊ U(t) É ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ éïæ ŒÉÄÁ

Q(t) f(x) =
∫∫

q(t; x; y; ‰) ei’(t; x; y; ‰)f(y) dy —d‰: (20.10)

ïÐÅÒÁÔÏÒ U(t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

(Dt +A)U(t) = 0; (20.11)
{
U(0) = I: (20.12)
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íÙ ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ Q(t) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ

(Dt +A)Q(t)∈L−∞(M); (20.13)
{
Q(0)− I ∈L−∞(M): (20.14)

ôÏÞÎÅÅ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (20.13) ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ t ÓÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ L−∞(M).

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓŒÅÓÔÉ
ÄÅÌÏ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ q É ’ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (20.13) ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ

e−i’[Dt +A] (qei’)∈S−∞; (20.15)

ÇÄÅ A ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.
îÁÐÉÛÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ a(x; ‰) É q(t; x; y; ‰)

ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ:

a∼ a1 + a0 + a−1 + : : : ;

q∼ q0 + q−1 + q−2 + : : :

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 18.2

e−i’[Dt +A] (qei’)∼ (’t + a1(x; ’x)) q0 + r0 + r−1 + : : :;

ÇÄÅ rj {{ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ j.
ðÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ

’t + a1(x; ’x) = 0: (20.16)

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ
’|t=0 = (x; y; ‰) (20.17)

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ t= 0 ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ŒÙ-
ÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (20.14). îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÔ  ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ
ÂÙÌÁ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÌÁÓÓÕ ðäï (ÓÍ. § 19), Ô. Å.
ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y

 (x; y; ‰) = (x− y) · ‰+O(|x− y |2| ‰ |): (20.18)

óÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ  (x; y; ‰) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁ-
ÌÉ x= y. äÏÂÁŒÏË O(|x− y |2| ‰ |) Œ (20.18) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ
ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’(t; x; y; ‰) ÐÏ t, Á ÜÔÏ, Œ
ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÏÌÅÚÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏ t ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ.

éÔÁË, ÉÝÅÍ ’ Œ ŒÉÄÅ

’(t; x; y; ‰) = (x; y; ‰)− ta′(y; ‰):
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üÔÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ’. íÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÕÄÏŒÌÅ-
ÔŒÏÒÉÔØ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ’ Œ (20.16):

−a′(y; ‰) + a1(x;  x(x; y; ‰)) = 0:

ðÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ x= y, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÓÉÌÕ (20.18), ÞÔÏ a′(y; ‰) = a1(y; ‰).
éÔÁË,

’(t; x; y; ‰) = (x; y; ‰)− ta1(y; ‰); (20.19)

ÇÄÅ  (x; y; ‰) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

a1(x;  x(x; y; ‰)) = a1(y; ‰): (20.20)

œÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ (20.18) ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÊ

 (x; y; ‰)|(x−y)·‰=0 = 0; (20.21)

 x(x; y; ‰)|x=y = ‰; (20.22)

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (20.18) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (20.20){{(20.22) ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔ ÄÌÑ  ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ y É ‰ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ | ‰ |= 1, ÔÁË ËÁË, ÒÅÛÉŒ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉ | ‰ |= 1,
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ  ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (ÐÏÒÑÄËÁ 1) ÎÁ ŒÓÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ‰.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (x− y) · ‰= 0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ, ÔÁË ËÁË Ä‰a1(x; ‰) �= 0 ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ‰ · Ä‰a1(x; ‰) =
= a1(x; ‰). éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ § 17 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ x,
ÂÌÉÚËÏÍ Ë y, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ y, Œ
ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ y; ‰,
ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ  (x; y; ‰) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÉ x= y.

2. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓ-
ÓÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ I(x; y; ‰)∈CS0, ÞÔÏ I(x; y; ‰) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÓËÏÌØ
ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ x= y É∫∫

I(x; y; ‰) ei (x; y; ‰)f(y) dy —d‰− f(x) = kf(x); (20.23)

ÇÄÅ k {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ.
éÚ (20.23) É (20.14) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ q:

q(0; x; y; ‰) = I(x; y; ‰) (mod S−∞): (20.24)

åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ I(x; y; ‰) ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ

I ∼ I0 + I−1 + : : :;
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ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ (20.24) Œ ŒÉÄÅ

q−j(0; x; y; ‰) = I−j(x; y; ‰); j = 0; 1; 2; : : : (20.25)

ôÅÐÅÒØ ŒÙÐÉÛÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ q−j ÄÁŒÁÅÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-
ÅÍ (20.13) É ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (20.25). þÌÅÎÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0 Œ
ÓÉÌÕ (20.16). äÌÑ ÞÌÅÎÏŒ 0-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÌÕÞÉÍ⎧⎪⎨⎪⎩
Ätq0 +

∑
|¸|=1

a(¸)
1 (x; ’x) Ä¸xq0 +

∑
|¸|=2

a(¸)
1 (x; ’x)

Ä¸x’
¸!

q0 + ia0(x; ’x) q0 = 0;

q0|t=0 = I0;
(20.26)

ÇÄÅ a(¸)
1 =Ä¸‰ a. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ q0(t; x; y; ‰) ÐÒÉ

ÍÁÌÙÈ t. äÁÌÅÅ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ j�0 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅ-
ÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁ:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ätq−j +
∑
|¸|=1

a(¸)
1 (x; ’x)Ä¸xq−j +

∑
|¸|=2

a(¸)
1 (x; ’x)

Ä¸x’
¸!

q−j+

+ia0(x1; ’x)q−jRj = 0;

q−j|t=0 = I−j;

(20.27)

ÇÄÅ Rj ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ q0; q−1; : : :; q−(j−1).
œ ÓÉÌÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ Ð. 17.6 ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (20.27) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ t, ÞÔÏ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (20.26).
éÔÁË, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÒÉ | t |<" ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ Q(t), ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ éïæ É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

(Dt +A)Q(t) =K(t); (20.28)

Q(0) = I + k; (20.29)

ÇÄÅ K(t) ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÑÄÒÏ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t, k {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó
ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ.

3. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ [U(t)−Q(t)] {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÑÄÒÏÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏ t; x; y (ÐÒÉ | t |<"). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ

R(t) =U(−t)Q(t)− I (20.30)

É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÐÏ t:

DtR(t) =−(DtU) (−t)Q(t) +U(−t) (DtQ) (t) =

=AU(−t)Q(t)−U(−t)AQ(t) +U(−t)K(t): (20.31)

úÁËÏÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ŒÙËÌÁÄËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Q(t) É ÉÚ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÏÂ U(t), ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ
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ÎÕÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÒÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁR(t) Ë ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ
ÆÕÎËÃÉÉ u(x)∈C∞(M)). ðÏÓËÏÌØËÕ U(t)A=AU(t), ÔÏ ÉÚ (20.31) ÓÌÅÄÕ-
ÅÔ, ÞÔÏ

DtR(t) =U(−t)K(t): (20.32)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ (20.29) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

R(0) = k: (20.33)

ðÏÓËÏÌØËÕ U(−t)K(t) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÑÄÒÏÍ, ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏ t; x; y, ÔÏ, ÉÎ-
ÔÅÇÒÉÒÕÑ (20.32) Ó ÕÞÅÔÏÍ (20.33), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ É R(t), Á ÔÏÇÄÁ ÉÚ (20.30) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U(t)−Q(t) =
=−U(t)R(t) ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏ t; x; y ÑÄÒÏ ÐÒÉ | t |<". �

ú Á Ä Á Þ Á 20.1. ðÕÓÔØ A {{ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ðäï 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ M ,
ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (20.1), ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ.
ðÒÏŒÅÄÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ Q(t), ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ
ëÏÛÉ (20.5){{(20.6) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÍÏÇÏ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U(t) = exp(−itA) ÔÁËÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ
ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 20.1.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. óÏÓÔÁŒÉÔØ ÄÌÑ U (t) ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÍÉÅ ÔÉÐÁ œÏÌØÔÅÒÒÁ,
ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ U0(t) = exp(−itA0), ÇÄÅ A0 = 1

2 (A + A∗).

§ 21. ôÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ
É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ

21.1. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ É ÏÃÅÎËÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ
e(x; y; –){{ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (1-ÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ), ËÁË Œ § 20, U(t; x; y) {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ exp(−itA). åÓÌÉ ’j(x) {{
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –j, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

e(x; y; –) =
∑
–j�–

’j(x)’j(y); (21.1)

U(t; x; y) =
∑
j

e−i–jt’j(x)’j(y); (21.2)

ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÑÄ ÓÕÍÍÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÎÁ M ×M , ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ t (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉ-
ÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÐÏÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 20.1). éÚ
ÆÏÒÍÕÌ (21.1) É (21.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

U(t; x; y) =
∫

e−i–td–e(x; y; –); (21.3)
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ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (ÏÔ – Ë t) Œ ÓÍÙÓÌÅ
ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÕÓÔØ j(–)∈S(R 1), ĵ(t) =F–→tj(–) {{ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ j(–).
ôÏÇÄÁ ÉÚ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

ĵ(t)U(t; x; y) =F–→t

∫
j(–−—) d—e(x; y; —): (21.4)

œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ j(–) ÔÁË, ÞÔÏ
1) j(–)> 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ –∈R1;
2) ĵ(0) = 1;
3) supp ĵ(t)⊂ (−"; "), ÇÄÅ "> 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 21.1. äÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ j(–).
õ Ë Á Ú Á Î É Å. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ffl(x) Œ ÎÁÞÁÌÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Q(t; x; y) {{ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q(t), ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÎÏÇÏ (ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ | t |) Œ § 20. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 20.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ

U(t; x; y)−Q(t; x; y)∈C∞((−"; ")×M ×M): (21.5)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÉ U(t; x; y) É Q(t; x; y) ÉÍÅÀÔ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ
t= 0 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

éÚ (21.4) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ
ì Å Í Í Á 21.1. æÕÎËÃÉÑ∫

j(–−—) d—e(x; y; —)−F−1
t→–(ĵ(t)Q(t; x; y)) (21.6)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÂÙÓÔÒÅÅ
ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ – ÐÒÉ –→+∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x, y ∈M .

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ 2-Ê ÞÌÅÎ Œ (21.6). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÌÁÇÏ-
ÄÁÒÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÏ t ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(t; x; y; ‰), ŒÈÏÄÑÝÅÊ Œ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q(t).

œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÅ ÚÁÂÏÔÑÓØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏ-
ÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ § 20 ÉÍÅÅÍ

Q(t; x; y) =
∫

q(t; x; y; ‰) ei( (x; y; ‰)−a1(y;‰)t) —d‰; (21.7)

F−1
t→–(ĵ(t)Q(t; x; y)) (–) =

= (2ı)−1
∫

ĵ(t) q(t; x; y; ‰) eit–−ita1(y;‰)+i (x;y;‰) dt —d‰: (21.8)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

R(–; x; y; ‰) = (2ı)−1
∫

ĵ(t) q(t; x; y; ‰) eit– dt: (21.9)
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ôÏÇÄÁ

F−1
t→–(ĵ(t)Q(t; x; y)) (–) =

∫
R(–− a1(y; ‰); x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰: (21.10)

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ R(–; x; y; ‰) {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË q(t; x; y; ‰) {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É t), ÔÏ R {{ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ –, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä¸x Ä˛y Ä‚‰ Ä‹–R(–; x; y; ‰)|�C¸˛‚‹N〈‰〉−|‚|〈–〉−N : (21.11)

ðÒÉ ÜÔÏÍ R ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ
ÆÕÎËÃÉÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ‰. éÚ ÏÃÅÎÏË (21.11) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓ-
ÔÉ a1(y; ‰) ÆÕÎËÃÉÑR(–−a1(y; ‰); x; y; ‰) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ | ‰ |→+∞,
ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (21.10) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÌÑ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ (21.8) Ë (21.10), ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ
ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁËÏÎÅÎ ÄÌÑ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÐÏ ‰ ÓÉÍ-
ŒÏÌÏŒ q(t; x; y; ‰), É ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ËÁË Œ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÓÍ. § 1).

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÌÅÍÍÕ 21.1, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ
ì Å Í Í Á 21.2. åÓÌÉ K ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (21.9), ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ

N > 0∣∣∣∣∫ j(–−—) d—e(x; y; —)−
∫

R(–− a1(y; ‰); x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰
∣∣∣∣�

�CN(1 + |– |)−N ; (21.12)

ÇÄÅ CN ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.
ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎÉÍ 2-Ê ÞÌÅÎ Œ (21.12).
ì Å Í Í Á 21.3. éÍÅÅÍ∣∣∣∣∫ R(–− a1(y; ‰); x; y; ‰)ei (x; y; ‰) —d‰

∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1; (21.13)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË Œ § 15:

Vy(–) =
∫

a1(y;‰)<–

—d‰: (21.14)

ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ a1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ 1, ÔÏ

Vy(–) =Vy(1)–n: (21.15)
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ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ∫
R(–−a1(y; ‰); x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰=

∫
R(–−ff; x; y; ‰) ei (x; y; ‰)dVy(ff);

ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÃÅÎËÁÍ (21.11). ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ
ŒÎÉÍÁÎÉÅ (21.15), ÍÙ ŒÉÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (21.13) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ

CN

∞∫
0

(1 + |–−ff |)−NdVy(ff) =C ′
N

∞∫
0

(1 + |–−ff |)−Nffn−1dff:

îÏ ŒŒÉÄÕ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 1 + |ff |� (1 + |–−ff |)(1 + |– |) ÍÙ
ÉÍÅÅÍ

(1 + |–−ff |)−Nffn−1 � (1 + |–−ff |)−N+n−1(1 + |– |)n−1:

ðÏÜÔÏÍÕ

∞∫
0

(1 + |–−ff |)−Nffn−1dff�

� (1 + |– |)n−1

∞∫
−∞

(1 + |–−ff |)−N+n−1dff=C(1 + |– |)n−1;

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (21.13). �
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 21.1. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ∣∣∣∣∫ j(–−—) d—e(x; y; —)

∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1; (21.16)

ÇÄÅ ó ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.

21.2. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÃÅÎËÁÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
ì Å Í Í Á 21.4. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ

|e(x; x; –+ 1)− e(x; x; –) |�C(1 + |– |)n−1; (21.17)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É –.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ j(–) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÏÔ-

ÄÅÌÅÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ [−2; 2], ÔÏ∫
j(–−—) d—e(x; x; —)�C

–+2∫
–−1

d—e(x; x; —)�C[e(x; x; –+ 1)−e(x; x; –)];
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ÇÄÅ C > 0, ÔÁË ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÌÅÄ-
ÓÔŒÉÑ 21.1. �

ì Å Í Í Á 21.5. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

|e(x; y; –+ 1)− e(x; y; –) |�C(1 + |– |)n−1; (21.18)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y É –.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ (21.1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

e(x; y; –+ 1)− e(x; y; –) =
∑

–<–j�–+1

’j(x)’j(y);

É ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|e(x; y; –+ 1)− e(x; y; –)|�

�
[ ∑
–<–j�–+1

|’j(x) |2
]1=2[ ∑

–<–j�–+1

|’j(y) |2
]1=2

=

=(e(x; x; –+1)−e(x; x; –))1=2(e(y; y; –+1)−e(y; y; –))1=2�C(1 + |– |)n−1

ÐÏ ÌÅÍÍÅ 21.4 (ÐÒÉÔÏÍ ÄÁÖÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C). �
ì Å Í Í Á 21.6. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ

|e(x; y; –+—)− e(x; y; –) |�C(1 + |– |+ |— |)n−1(1 + |— |); (21.19)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –; —.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ e(x; y; –+—)−

− e(x; y; –) Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 1 + |— | ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÃÅÎÉŒÁÅÍÙÈ,
ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ 21.5. �

ì Å Í Í Á 21.7. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ∣∣∣∣∫ j(–−—) e(x; y; —) d—− e(x; y; –)
∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1; (21.20)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ j∈S(R1) É∫
j(–) d–= 1. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

1 + |– |+ |— |� (1 + |– |) (1 + |— |)
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ÐÏÌÕÞÁÅÍ∣∣∣∣∫ j(–−—) e(x; y; —) d—− e(x; y; –)
∣∣∣∣=

=
∣∣∣∣∫ j(–−—) [e(x; y; —)− e(x; y; –)] d—

∣∣∣∣=
=
∣∣∣∣∫ j(—) [e(x; y; –−—)− e(x; y; –)] d—

∣∣∣∣�
�
∫

(1 + |– |+ |— |)n−1(1 + |— |)−Nd—�C(1 + |– |)n−1;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �
ì Å Í Í Á 21.8. œÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ∣∣∣∣∣∣
–∫

−∞
d–
∫

j(–−—) d—e(x; y; —)− e(x; y; –)

∣∣∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1: (21.21)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ∫
j(–−—) d—e(x; y; —) =

∫
j′(–−—) e(x; y; —) d—;

ÏÔËÕÄÁ

–∫
−∞

(∫
j(–−—) d—e(x; y; —)

)
d–=

–∫
−∞

(∫
j′(–−—) e(x; y; —) d—

)
d–=

=
∫ ⎛⎝ –∫

−∞
j′(–−—) d–

⎞⎠ e(x; y; —) d—=
∫

j(–−—) e(x; y; —) d—;

ÔÁË ÞÔÏ (21.21) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ (21.20). �
õÞÉÔÙŒÁÑ ÌÅÍÍÕ 21.2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 21.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ∣∣∣∣e(x; y; –)−

∫∫
ff<–

R(ff− a1(y; ‰); x; y; ‰) ei (x; y; ‰)dff —d‰
∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1;

(21.22)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.

21.3. ôÅÏÒÅÍÁ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ
ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Ë ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÏÃÅÎËÕ (21.22). úÁÍÅÔÉÍ,
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ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ (21.9)

+∞∫
−∞

R(–; x; y; ‰) d–= q(0; x; y; ‰) = I(x; y; ‰): (21.23)

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ

R1(fi; x; y; ‰) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

fi∫
−∞

R(ff; x; y; ‰) dff; fi < 0;

−
∞∫
fi

R(ff; x; y; ‰) dff=

=

fi∫
−∞

R(ff; x; y; ‰) dff− I(x; y; ‰); fi > 0;

ÔÏ ÉÚ (21.11) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ R1:

|Ä¸x Ä˛y Ä‚‰R1(–; x; y; ‰)|�C¸˛‚N〈‰〉−|‚|〈–〉N : (21.24)

éÍÅÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ,∫∫
ff<–

R(ff− a1(y; ‰); x; y; ‰) ei (x; y; ‰)dff —d‰=

=
∫

a1(y;‰)<–

I(x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰ +
∫
R1(–−a1(y; ‰); x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 21.3 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ∣∣∣∣∫ R1(–− a1(y; ‰); x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰
∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1;

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ
ì Å Í Í Á 21.9. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ∣∣∣∣ e(x; y; –)−

∫
a1(y;‰)<–

I(x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰
∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1; (21.25)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.
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äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÎÕÖÎÁ
ì Å Í Í Á 21.10. ðÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ∣∣∣∣∣
∫

a1(y;‰)<–

I(x; y; ‰) ei (x; y; ‰) —d‰−
∫

a1(y;‰)<–

ei (x; y; ‰) —d‰
∣∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1;

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1 ÌÅÇËÏ ÉÚ-

ŒÌÅÞØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y

|I(x; y; ‰)− 1 |�C(1 + | ‰ |)−1: (21.26)

ðÏÜÔÏÍÕ∣∣∣∣∣
∫

a1(y;‰)<–

(I(x; y; ‰)− 1) ei (x; y; ‰) —d‰
∣∣∣∣∣�C

∫
a1(y;‰)<–

(1 + | ‰ |)−1 d‰�

�C
∫

a1<–

(1 + |a1 |)−1 d‰=C
∫

—<–

(1 + |— |)−1dVy(—) �

�C

–∫
0

(1 + |— |)−1—n−1d—�C

–∫
0

(1 + |— |)n−2d—�C(1 + |– |)n−1;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ

Œ M ×M , ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ I(x; y; ‰) = 0, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 21.9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
|e(x; y; ‰) |�C(1 + |– |)n−1.

óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ŒÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 21.1. 1) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ  (x; y; ‰) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÂÌÉÚ-

ËÉÈ x É y É ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ

a1(x;  x(x; y; ‰)) = a1(y; ‰);  |(x−y)·‰=0 = 0;  x|x=y = ‰: (21.27)

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y∣∣∣∣e(x; y; –)−
∫

a1(y;‰)<–

ei (x; y; ‰) —d‰
∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1; (21.28)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y É –.
œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

|e(x; x; –)−Vx(–)|�C(1 + |– |)n−1: (21.29)
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2) åÓÌÉ ÐÁÒÁ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ Œ M ×M , ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÔÏ

|e(x; y; –) |�C(1 + |– |)n−1: (21.30)

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 21.2. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ
ÞÉÓÌÁ N(–) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÍÅÎØÛÉÈ ÞÅÍ –:∣∣∣∣N(–)−

∫
a1(x;‰)<–

—d‰ dx
∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1:

21.4. óÌÕÞÁÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÙÓÏËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ A {{ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ am(x; ‰) � 0. ðÏÓÔÒÏÉÍ
ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ  (x; y; ‰), ÞÔÏ

am(x;  x(x; y; ‰)) = am(y; ‰); (21.31)

 |(x−y)·‰=0 = 0;  x|x=y = ‰; (21.32)

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ  ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ‰ ÐÏÒÑÄËÁ 1 É ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ

 (x; y; ‰) = (x− y) · ‰ +O(|x− y |2| ‰ |) (21.33)

ÐÒÉ x→ y.
ô Å Ï Ò Å Í Á 21.2. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÏÒÑÄËÁ m

ÉÍÅÅÍ :
1) ðÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y∣∣∣∣e(x; y; –)−

∫
am(y;‰)<–

ei (x; y; ‰) —d‰
∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1

m ; (21.34)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.
œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,∣∣∣∣e(x; x; –)−

∫
am(x;‰)<–

—d‰

∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1
m (21.35)

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,∣∣∣∣N(–)−
∫

am(x;‰)<–

dx —d‰

∣∣∣∣�C(1 + |– |)n−1
m : (21.36)

2) åÓÌÉ ÐÁÒÁ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ Œ M ×M , ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÔÏ

|e(x; y; – |�C(1 + |– |)n−1
m : (21.37)



§ 22] ïðåòáôïò ìáðìáóá îá óæåòå 183

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ
ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ A> 0 (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ A, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 9.3 ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A+cI ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÍ c>0). œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A1 =A1=m. üÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÓÅŒÄÏ-
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ 1 Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a1(x; ‰) =
=am(x; ‰)1=m. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (21.31), (21.32) ÄÌÑ  (x; y; ‰) ÐÒÏÓÔÏ
ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (21.27). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

e(x; y; –) =
∑
–j�–

’j(x)’j(y) =
∑

–1=m
j �–1=m

’j(x)’j(y) = e1(x; y; –1=m);

ÇÄÅ e1(x; y; –) {{ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A1. œÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ
ÔÅÏÒÅÍÙ 21.2 ŒÙÔÅËÁÀÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 21.1. �

ú Á Ä Á Þ Á 21.1. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ am(D)
Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Rn. úÁÐÉÓÁÔØ e(x; y; –) Œ ŒÉÄÅ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÁ É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÃÅÎËÉ (21.34), (21.35) É (21.37).

§ 22. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ

22.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. 1) ðÕÓÔØ M {{
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ŒŒÅÄÅÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ, Ô. Å. Œ ÌÀÂÏÍ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ TxM ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 〈·; ·〉 Ó ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. åÓÌÉ x1; : : :; xn {{ ÌÏ-

ËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂M , ÔÏ
( Ä

Äx1 ; : : :;
Ä

Äxn

)
{{ ÂÁÚÉÓ ËÁ-

ÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ U . ïÂÏÚÎÁÞÉŒ

gij(x) =
〈( Ä

Äxi

)
x
;
( Ä

Äxj

)
x

〉
; (22.1)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ-

ÃÕ gij(x). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ v=
n∑
j=1

vj
Ä

Äxj
∈ TxM , ÔÏ

〈v; v〉=
n∑

i; j=1

gij(x) vivj : (22.2)

ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T ∗
xM {{ ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÕÁÌØÎÏÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë TxM . åÇÏ ÂÁÚÉÓ (ÐÒÉ x∈U) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1-ÆÏÒÍ dxi,
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ〈

dxi;
Ä

Äxj

〉
= ‹ij =

{
1 ÐÒÉ i= j;

0 ÐÒÉ i �= j:
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íÅÔÒÉËÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ E
É E∗. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÍÅÔÒÉËÕ Ó E
ÎÁ E∗. æÉËÓÉÒÕÑ ÔÏÞËÕ x∈U , ŒÙÞÉÓÌÉÍ 〈dxi; dxj〉 Œ ÔÏÞËÅ x. ëÁËÏÊ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ dxi? ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÅ-
ÒÅÚ aik, k= 1; : : :; n; ÔÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ

‹ij =
〈
dxi;

Ä
Äxj

〉
=
〈
{aik}; Ä

Äxj

〉
=

n∑
k=1

gkjaik;

ÏÔËÕÄÁ aik = gik {{ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ‖gik‖.
ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ

〈dxi; dxj〉=
〈 n∑
k=1

gik
Ä

Äxk
; dxj

〉
= gij; (22.3)

Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a=
n∑
i=1

ai dxi∈ T ∗
xM

〈a; a〉=
n∑

i; j=1

gijaiaj: (22.4)

2) œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ (ÏÂ�ÅÍ)
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂ�ÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÉÚ ÏÒ-
ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁŒÎÑÌÓÑ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÉÚ
ŒÅËÔÏÒÏŒ e1; : : :; en ÏÂ�ÅÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ

vol{e1; : : :; en}= | det{ecm1 ; : : :; ecmn } |; (22.5)

ÇÄÅ ecmi {{ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ei Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. æÏÒÍÕ-
ÌÁ (22.5) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂ�ÅÍ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÎÅ-
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.

þÔÏ, ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÅÒÕÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ-
ÒÏŒÁÎ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏÒÔÏÂÁÚÉÓ
e′1; : : :; e

′
n Œ ÂÁÚÉÓ e1; : : :; en. œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÙ (Œ ÂÁÚÉÓÅ e′1; : : :; e

′
n)

ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ei Œ ÏÒÔÏÂÁÚÉÓÅ {e′i}, ÔÁË ÞÔÏ
vol{e1; : : :; en}= | det A |=

√
det (A∗A).

îÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A∗A Œ ÂÁÚÉÓÅ {e′i} ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

〈A∗Ae′i; e
′
j〉= 〈Ae′i; Ae′j〉= 〈ei; ej〉: (22.6)

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ
( Ä

Äx1 ; : : :;
Ä

Äxn

)
ÉÍÅÅÔ ÏÂ�ÅÍ

√
g, ÇÄÅ

g= det ‖gij(x)‖, Á ÏÂ�ÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ-
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ÎÁÔÁÈ U ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

vol (F ) =
∫
F

√
g(x) dx1: : :dxn: (22.7)

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (22.7) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉÎÑÔØ ÅÇÏ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ vol(F ),
ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ dv ÎÁ M ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

dv=
√
g(x) dx1: : :dxn: (22.8)

3) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A : C∞(M)→C∞(M)

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

(Af; g) = (f; A∗g); f; g∈C∞
0 (M); (22.9)

ÇÄÅ

(f; g) =
∫

f(x) g(x) dv: (22.10)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÓÅÞÅÎÉÑÈ ŒÅË-
ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ M , ÅÓÌÉ Œ ÓÌÏÑÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ
ÍÅÔÒÉËÁ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ), ÚÁÍÅÎÑÀÝÁÑ
f(x) g(x) Œ (22.10).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ 1-ÆÏÒÍÁÈ ˜1(M) ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÂÅÒÑ Œ
T ∗
xM ⊗C ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ

ŒÙÛÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ T ∗
xM . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

d : C∞(M)→˜1(M); (22.11)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈C∞(M) Œ ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df ∈˜1(M), ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÍÙÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v∈ TxM , ÔÏ 〈df; v〉= (vf) (x), ÇÄÅ (vf) (x) ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ v. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:

df =
n∑
i=1

Äf
Äxi

dxi:

ïÐÅÒÁÔÏÒ ‹ : ˜1(M)→C∞(M) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë d,
Ô. Å. ‹= d∗.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 22.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ (ÉÌÉ ìÁÐÌÁÓÁ{{âÅÌØ-
ÔÒÁÍÉ) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ

´ : C∞(M)→C∞(M)
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ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

´ =−‹ · d: (22.12)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ p-ÆÏÒÍÁÈ ˜p(M) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁ-
ÐÌÁÓÁ

´ =−(d‹+ ‹d) : ˜p(M)→˜p(M);

ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.
óÒÁÚÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ-

ÓÔŒÁÍÉ:
Á) ´∗ = ´;
Â) ÅÓÌÉ T : M→M ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ

É T̂ : C∞(M)→C∞(M) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T̂ f = f ◦T , ÔÏ

´T̂ = T̂´;

Ô. Å. ´ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ;
Œ) ÅÓÌÉ M ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ (´f; f)�0, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ´f = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

f = const.
4) œÙÞÉÓÌÉÍ ‹ É ´ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. éÍÅÅÍ(

‹
( n∑
i=1

ai dxi
)
; f
)

=
( n∑
i=1

ai dxi;
n∑
j=1

Äf
Äxj

dxj
)

=

=
n∑

i; j=1

∫
gijai

Ä —f
Äxj

√
g dx=

n∑
i; j=1

∫
—f
[
− Ä

Äxj
(
√
g gijai)

]
dx=

=
∫

—f ·
n∑

i; j=1

1√
g

[
− Ä

Äxj
(
√
g gijai)

]√
g dx;

ÏÔËÕÄÁ

‹
( n∑
i=1

ai dxi
)

=
1√
g

n∑
i; j=1

Ä
Äxj

(
√
g gijai) (22.13)

É

´f = ‹ df =
1√
g

n∑
i; j=1

Ä
Äxj

(√
g gij

Äf
Äxi

)
: (22.14)

ð Ò É Í Å Ò 22.1. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Rn ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅ-
ÔÒÉËÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

´f =
n∑
i=1

Ä2f
Äxi2 :
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ´ {{ ÜÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÏŒÙ ŒÙÞÅÔÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ “-ÆÕÎËÃÉÉ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 22.1. œÙÞÉÓÌÉÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

22.2. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn. óÆÅÒÁ Sn {{ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÄ-
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ Rn+1:

Sn =
{

(x0; : : :; xn) :
n∑
i=0

(xi)2 = 1
}
:

îÁ Sn ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÁ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉ-
ËÏÊ Rn+1, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ´S . åÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ´S, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ ´ Œ Rn+1.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 22.1. ðÕÓÔØ f(!) {{ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Sn, ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ

ÅÅ ÎÁ Rn+1, ÐÏÌÁÇÁÑ f̂(x)=f
( x
|x |
)

, Ô. Å. ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÏÇÄÁ
´Sf = ´f̂ |Sn ; (22.15)

ÉÌÉ
(´f̂) (x) = r−2 ̂́Sf; (22.16)

ÇÄÅ r= |x |.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ (22.15) É (22.16) ÏÞÅŒÉÄÎÁ,

ÔÁË ËÁË ´f̂ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ {2.
äÏËÁÖÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (22.15). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ´′

S ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÎÁ Sn , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ (22.15).

îÁ Sn ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ SO(n+ 1), ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Sn ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Rn+1. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ
ÌÀÂÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ-
ÇÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ ÓÏ ŒÓÅÍÉ
ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ, ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ
(É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ´S É ´′

S ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ Ó ÄÅÊÓÔŒÉ-
ÅÍ SO(n+ 1) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ –,
ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´′

S−–´S ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 1. îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´′
S−–´S ÔÁËÖÅ

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó SO(n+ 1), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÎŒÁ-
ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, Á ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ´′

S−–´S ÉÚ ÔÅÈ
ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´′

S−–´S ËÒÁÔÅÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏ-
ÍÕ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÁË ËÁË ´′

S1 = ´S1 = 0. éÔÁË, ´′
S =–´S .

éÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ –= 1, ÞÔÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ,
ŒÙÞÉÓÌÉŒ ´S É ´′

S ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÆÕÎËÃÉÉ. �
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22.3. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´S. œÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´
Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ðÕÓÔØ r= |x |, !=x=|x |. ôÏÇÄÁ

´(f(r) g(!)) = (´f) g + f(´g) + 2(∇f) · (∇g) = (´f) g + f(´g); (22.17)

ÔÁË ËÁË (∇f) · (∇g) = 0 (ÇÒÁÄÉÅÎÔ ∇f ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ÐÏ ÒÁÄÉÕÓÕ, Á ÇÒÁÄÉÅÎÔ
∇g {{ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ).

œÙÞÉÓÌÉÍ ´f(r). éÍÅÅÍ

r′xi =
xi

r
; r′′xixi =

1
r
− (xi)2

r2 :

ïÔÓÀÄÁ

´f(r) =
n∑
i=0

Ä
Äxi

(xi

r
f ′(r)

)
=

n∑
i=0

f ′′(r)
(xi)2

r2 +

+
n∑
i=0

( 1
r
− (xi)2

r3

)
f ′(r) = f ′′(r) +

n
r
f ′(r):

ðÏÜÔÏÍÕ

´≡ Ä
Är2 +

n
r

Ä
Är

+
1
r2 ´S ; (22.18)

ÇÄÅ ´S ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅ-
ÎÉÅÍ ÐÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. æÏÒÍÕÌÁ (22.18) ŒÅÒÎÁ ÕÖÅ ÎÁ ÌÀÂÙÈ
ÆÕÎËÃÉÑÈ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ f(r)g(!) ÐÌÏÔÎÙ Œ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C∞(Rn+1\0)).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ f(r) = r— ÐÏÌÕÞÁÅÍ

´(r—g(!)) = r−2+—[´Sg+ [—(—− 1) +n—] g] =

= r−2+—[´Sg+—(—+n− 1 )g]: (22.19)

éÚ (22.19) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 22.2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ´(r—g(!)) = 0 (ÐÒÉ r �= 0) ÒÁŒ-

ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g(!) {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´S Ó
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ –=—(—+n− 1).

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´S ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ —� 0 ÉÌÉ —� 1−n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ-
ÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ –(—)=—(—+n−1) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –�0 ÐÒÉ —�0,
ÐÒÉÞÅÍ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑ –� 0 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÁËÉÍÉ
—�0, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g(!), ÞÔÏ r—g(!) {{
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ Rn+1\0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉ-
ÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ r—g(!) ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ŒÓÀÄÕ Œ Rn+1 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,
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ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÕŒÉÌÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, — {{ ÃÅÌÏÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁ Sn ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉ-
ÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´S Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –= k(k+n− 1), ÇÄÅ
k= 0; 1; 2; : : : , ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Sn. éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ

ô Å Ï Ò Å Í Á 22.1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´S ÒÁŒÎÙ
–=k(k+n−1), ÇÄÅ k=0; 1; 2; : : : , ÐÒÉÞÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ k(k+n− 1) ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÁÒ-
ÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k.

22.4. ðÏÄÓÞÅÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ Mk {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k. œÙÞÉÓÌÉÍ Nk = dim Mk. âÁÚÉÓ Œ Mk ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ xk0

0 : : :x
kn
n , ÇÄÅ k0 + k1 + : : :+ kn = k. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-

ÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k Œ ÓÕÍÍÕ n+ 1 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k+n+ 1 Œ ÓÕÍÍÕ n+ 1 ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ
ÒÁÓÓÔÁŒÉÔØ n ÐÅÒÅÇÏÒÏÄÏË ÎÁ n+ k ÍÅÓÔ, Ô. Å. ÒÁŒÎÏ

Nk =
(
n+ k
n

)
=

(n + k)!
k! n!

=
1
n!

(k+n) (k+n− 1): : :(k+ 1): (22.20)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

´ : Mk→Mk−2 (22.21)

É ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0→Hk→Mk→Mk−2; (22.22)

ÇÄÅ Hk= Ker ´|Mk {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏ-
ÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 22.2. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ : Mk→Mk−2 ÓÀÒ�ÅËÔÉŒÅÎ.
2) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

Mk =
⊕

k−2l�0

r2lHk−2l; (22.23)

ÇÄÅ r2 =x2
0 + : : :+x2

n.
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 22.1.
Á) dim Hk =Nk−Nk−2: (22.24)
Â) åÓÌÉ f; ’ {{ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÔÁËÏÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ u, ÞÔÏ
´u= f; u||x|=1 =’||x|=1 (22.25)
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(Ô. Å. ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Œ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ).

Œ) çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ r2.
œ Ù Œ Ï Ä Ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Ñ 22.1 É Ú Ô Å Ï Ò Å Í Ù 22.2. Á) óÏÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÅ (22.24) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (22.22) ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

0→Hk→Mk→Mk−2 → 0: (22.26)

Â) œ ÓÉÌÕ Ð. 1) ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (22.25)
ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ f = 0, ÇÄÅ ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ Œ ÓÉÌÕ (22.23).

Œ) ôÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ (22.23). �
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 22.2. ïÂÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁ-

ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k.
ðÒÉ k= 0; 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÙ. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ŒÅÒÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ

l < k.
1◦. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Hk ∩ r2Mk−2 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Mk−2 =
⊕

k−2l−2�0
r2lHk−2l−2, ÔÏ r2Mk−2 =

⊕
k−2l�0
l>0

r2lHk−2l,

É ÅÓÌÉ hk ∈Hk ∩ r2Mk−2, ÔÏ

hk =
∑
l>0

k−2l�0

clr2lhk−2l: (22.27)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h=hk−
∑
l>0

clhk−2l.

éÍÅÅÍ deg h� k, ÐÒÉÞÅÍ hk {{ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ h ÓÔÅÐÅÎÉ k. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ h||x|=1 = 0, ÔÏ h≡ 0, ÏÔËÕÄÁ hk≡ 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

2◦. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ Mk ⊃Hk � r2Mk−2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

dim Hk �Nk −Nk−2; (22.28)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ

Mk =Hk � r2Mk−2: (22.29)

3◦. éÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (22.22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

dim Hk =Nk −dim ´(Mk) �Nk −Nk−2; (22.30)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÀÒ�ÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

´ : Mk→Mk−2:

4◦. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (22.28) É (22.30) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim Hk =Nk −Nk−2,
ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÀÒ�ÅËÔÉŒÎÏÓÔØ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (22.29), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÕÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (22.23). �
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ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 22.2. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –=
= k(k+n− 1) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´S ÒÁŒÎÁ Nk−Nk−2, ÇÄÅ Nk ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ (22.20).

22.5. æÕÎËÃÉÑ N(t) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´S. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

N(k(k+n− 1) + 0) =
∑
l�k

dim Hl =
∑
l�k

(Nl−Nl−2) =Nk +Nk−1: (22.31)

îÏ ÉÚ (22.20) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Nk {{ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ k ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
1
n!

. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (22.31) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

N(k(k+n− 1) + 0)∼ 2
n!
kn∼ 2

n!
[k(k+n− 1)]n=2: (22.32)

éÚ (22.31) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

N(k(k+n− 1) + 0)−N(k(k +n− 1)− 0) =Nk−Nk−2 =Pn−1(k):

ÇÄÅ Pn−1(k) {{ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ k ÓÔÅÐÅÎÎ n− 1. ðÏÜÔÏÍÕ

N(k(k+n− 1) + 0)−N(k(k+n− 1)− 0) � ckn−1 � c[k(k+n− 1)]
n−1

2 ;
(22.33)

ÇÄÅ c> 0. éÚ (22.32) É (22.33) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

N(–) =
2
n!
–n=2(1 +O(–−1=2)); (22.34)

ÐÒÉÞÅÍ ÄÏÂÁŒËÁO(–−1=2) ÂÙŒÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ c–−1=2, Ô. Å. ÏÃÅÎËÁ ÏÓÔÁÔ-
ËÁ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ (22.34) {{ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 21.2
(ÜÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÁÓÔ ÎÁÍ É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ – ÉÚ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.1 ÒÁŒÅÎ 1). îÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

2
n!

= (2ı)−nVnV ′
n; (22.35)

ÇÄÅ Vn {{ ÏÂ�ÅÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ, V ′
n {{ ÐÌÏÝÁÄØ Sn (ÒÉÍÁÎÏŒ

ÏÂ�ÅÍ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Vn =
V ′
n−1

n
, ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ

V ′
n−1V

′
n =

2(2ı)n

(n− 1)!
: (22.36)
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œÙÞÉÓÌÉÍ V ′
n−1 É ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I =

=

∞∫
0

e−x
2
dx; ÔÏÇÄÁ

In =
∫

xj�0

e−(x2
1+:::+x2

n)dx1: : :dxn

É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

I2 =
∫

xi�0

e−(x2
1+x2

2)dx1 dx2 =

ı=2∫
0

d’

∞∫
0

re−r
2
dr=

ı
4

∞∫
0

e−zdz=
ı
4
;

ÏÔËÕÄÁ I =
√

ı
2

, In =
ın=2

2n
.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

In =
V ′
n−1

2n

∞∫
0

rn−1e−r
2
dr=

V ′
n−1

2n
· 1

2

∞∫
0

zn=2−1e−zdz=
V ′
n−1

2n+1 `
(n

2

)
;

ÏÔËÕÄÁ V ′
n−1 =

2ın=2

`(n=2)
.

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÄÁÅÔ `(¸+ 1) =¸`(¸) ÐÒÉ
¸> 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ n= 2k ÐÏÌÕÞÁÅÍ

`
(n

2

)
= `(k) = (k− 1)! =

(n
2
− 1
)

!:

åÓÌÉ ÖÅ n= 2k+ 1, ÔÏ

`
(n

2

)
= `

(
k+

1
2

)
=
(
k− 1

2

)(
k− 3

2

)
: : :

5
2
· 3

2
· 1

2
`
( 1

2

)
;

ÎÏ `
( 1

2

)
=

2
√

ı
V ′

0
=
√
ı, ÏÔËÕÄÁ

`
(n

2

)
=

n− 2
2

· n− 4
2

: : :
1
2

√
ı= 2−n−1

2 (n− 2)!!
√
ı:

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n {{ ÞÅÔÎÏÅ. ôÏÇÄÁ

`
(n

2

)
`
(n + 1

2

)
=
(n

2
− 1
)

! 2−n=2(n− 1)!!
√
ı=

= 2−(n=2−1)(n− 2)!! 2−n=2(n− 1)!!
√
ı= 2 · 2−n(n− 1)!

√
ı;

ÏÔËÕÄÁ

V ′
n−1V

′
n =

2ın=22 ·ı(n+1)=2

2 · 2−n(n− 1)!
√

ı
=

2(2ı)n

(n− 1)!
;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. óÌÕÞÁÊ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
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ú Á Ä Á Þ Á 22.1. îÁÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

ú Á Ä Á Þ Á 22.2. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ RP n Ó
ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÓÆÅÒÙ Sn ÐÒÉ ÄŒÕ-
ÌÉÓÔÎÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÉ Sn→RP n).

ú Á Ä Á Þ Á 22.3. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁ-
ÓÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ CPn Ó ÅÓÔÅ-
ÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÓÍ. þÖÜÎØ ûÜÎ-ÛÜÎØ [1]).



ç ì á œ á IV

ðóåœäïäéææåòåîãéáìøîùå ïðåòáôïòù œ Rn

§ 23. áÌÇÅÂÒÁ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ Rn

ãÅÌØÀ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ðäï Œ Rn ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÏŒ,
ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÏŒÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ |x |→+∞. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ
ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÕÖÅ ÎÅÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ
ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÞÔÉ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ
ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÇÌ. I).

23.1. ëÌÁÓÓÙ ÓÉÍŒÏÌÏŒ É ÁÍÐÌÉÔÕÄ.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 23.1. ëÌÁÓÓ ÓÉÍŒÏÌÏŒ `m

j (RN), ÇÄÅ m∈R, 0<j�1,
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ a(z)∈C∞(RN), ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä¸
z a(z)|�C¸〈z〉m−j|¸|; z ∈R

N: (23.1)

ð Ò É Í Å Ò 23.1. ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a(z) ÓÔÅÐÅÎÉ m ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
`m

1 (RN).
ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a∈`m1

j (RN) É b∈`m2
j (RN) , ÔÏ ab∈

∈`m1+m2
j (RN) É Ä¸

z a∈`m1−j|¸|
j (RN). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÏÎÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ j : R
l→R

N; a∈`m
j (RN) É j∗a= a ◦ j, ÔÏ j∗a∈`m

j (Rl).
úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ⋂

m

`m
j (RN) =S(RN): (23.2)

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 23.2. ðÕÓÔØ aj ∈`mj
j (RN); j = 1; 2; : : : ; mj →−∞

ÐÒÉ j→+∞, É ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ a∈C∞(RN). âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ

a∼
∞∑

j=1

aj ; (23.3)

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ r� 2

a−
r−1∑
j=1

aj ∈` —mr
j (RN); (23.4)

ÇÄÅ —mr = max
j�r

mj .

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 3.5 É 3.6.
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 23.1. ðÕÓÔØ aj ∈`mj

j (RN), j= 1; 2; : : :; ÐÒÉÞÅÍ
mj →−∞ ÐÒÉ j→+∞. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ a, ÞÔÏ

a∼
∞∑

j=1
aj. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ a′ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ,

ÔÏ a− a′ ∈S(RN).
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ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 23.2. ðÕÓÔØ aj ∈`mj
j (RN), j= 1; 2; : : : , ÐÒÉÞÅÍ

mj →−∞ ÐÒÉ j→+∞. ðÕÓÔØ a∈C∞(RN) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅË-
ÓÁ ¸ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ —¸ É C¸, ÞÔÏ

|Ä¸
z a(z)|�C¸〈z〉—¸ : (23.5)

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ lj É Cj, j= 1; 2; : : : , ÞÔÏ lj →−∞ ÐÒÉ j→+∞ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ∣∣∣∣a(z)−

r−1∑
j=1

aj(z)
∣∣∣∣�Cr〈z〉lr : (23.6)

ôÏÇÄÁ a∼
∞∑

j=1
aj .

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 23.1. äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.1 É 23.2.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰a(x; ‰)u(y) dy —d‰; (23.7)

ÇÄÅ a(x; ‰)∈`m
j (R2n). ïÄÎÁËÏ, ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ÇÌ. I, ÐÏÌÅÚÎÏ

ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰a(x; y; ‰)u(y) dy —d‰; (23.8)

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; y; ‰) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ.
ïÐÉÛÅÍ ËÌÁÓÓ ÁÍÐÌÉÔÕÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍ ÐÏÌÅÚÅÎ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊ-

ÛÅÇÏ.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 23.3. þÅÒÅÚ ˝m

j (R3n) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ a(x; y; ‰)∈C∞(R3n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m′ ŒÙ-
ÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä¸
‰ Ä

˛
x Ä

‚
ya(x; y; ‰)|�C¸˛‚〈z〉m−j|¸+˛+‚|〈x− y〉m′+j|¸+˛+‚|; (23.9)

ÇÄÅ z= (x; y; ‰)∈R3n.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a∈˝m

j (R3n), ÔÏ Ä¸
z a(z)∈˝m−j|¸|(R3n), Á ÅÓÌÉ ÅÓÔØ

ÅÝÅ b∈˝m1
j (R3n), ÔÏ ab∈˝m+m1

j (R3n). éÍÅÅÔÓÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ `m
j (R3n)⊂

⊂˝m
j (R3n). ðÏÓËÏÌØËÕ 〈z〉=〈x− y〉� 1, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÓÁÍÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ

˝m
j (R3n) ÉÍÅÀÔÓÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ

˝m′
j′ (R3n)⊂˝m′′

j′′ (R3n) ÐÒÉ m′ �m′′; j′ � j′′:

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ a(x; y; ‰)∈˝m
j (R3n), ÔÏ a(x; x; ‰)∈`m

j (R2n).
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œÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÁÍÐÌÉÔÕÄ ËÌÁÓÓÁ ˝m
j (R3n) ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 23.3. ðÕÓÔØ p {{ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
p : R2n→Rn, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R2n→R2n, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (x; y)
Œ (p(x; y); x− y), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÕÓÔØ b(x; ‰)∈`m

j (R2n).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÍÐÌÉÔÕÄÕ a(x; y; ‰)∈C∞(R3n) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

a(x; y; ‰) = b(p(x; y); ‰): (23.10)

ôÏÇÄÁ a∈˝m
j (R3n).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. æÕÎËÃÉÉ |x |+ |y | É |p(x; y) |+ |x−y | ÚÁÄÁ-
ÀÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÏÒÍÙ Œ R2n. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(1 + |p(x; y) | + |‰ |)s

(1 + |p(x; y) |+ |x − y |+ |‰ |)s �C(1 + |x− y |)|s|; s∈R;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÃÅÎËÉ (23.9) ÓÌÅÄÕÀÔ ÄÌÑ a(x; y; ‰) Ó m′ = |m |. �
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 23.1. åÓÌÉ b∈`m

j (R2n), ÔÏ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ a(x; y; ‰) =
= b(x; ‰) É a(x; y; ‰) = b(y; ‰) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ˝m

j (R3n).

23.2. ëÌÁÓÓÙ ÆÕÎËÃÉÊ É ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. œŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C∞

b (Rn), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ u(x)∈C∞(Rn), ÞÔÏ

|Ä¸u(x) |�C¸ (23.11)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ¸. îÁÉÌÕÞÛÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C¸ Œ (23.11) ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÔ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÕÎÏÒÍ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ Œ C∞

b (Rn) ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ æÒÅÛÅ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ A ŒÉÄÁ (23.8) ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ
C∞

b (Rn). þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÁ, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ (23.8), ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ § 1. á ÉÍÅÎÎÏ,
ÐÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ a(x; y; ‰)∈C∞

0 (R3n). ôÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (23.8) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ
ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ËÏÍÐÁËÔÕ É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁ-
ÓÔÑÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ

〈x− y〉−M 〈D‰〉Mei(x−y)·‰ = ei(x−y)·‰; (23.12)

〈‰〉−N 〈Dy〉Nei(x−y)·‰ = ei(x−y)·‰; (23.13)

ÇÄÅ M; N {{ ÞÅÔÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ (23.8) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰〈x− y〉−M 〈D‰〉M 〈Dy〉N×
× [〈‰〉−Na(x; y; ‰)u(y)] dy —d‰: (23.14)

åÓÌÉ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ a∈˝m
j (R3n) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÃÅÎËÁÍ (23.9) É u∈

∈C∞
b (Rn), ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ m−N <−n, m′ +m−M <−n ÉÎÔÅÇÒÁÌ
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Œ (23.14) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x∈Rn. õŒÅÌÉÞÉŒÁÑ M É N , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÐÏÓÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ x.
ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (23.14) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : C∞
b (Rn)→C∞(Rn): (23.15)

ðÒÉ m� 0 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : C∞
b (Rn)→C∞

b (Rn):

üÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÒÅÚÁÀÝÅÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ffl(x; y; ‰)∈C∞

0 (R3n), ffl(0; 0; 0) = 1, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

Au(x) = lim
"→+0

∫∫
ei(x−y)·‰ffl("x; "y; "‰) a(x; y; ‰)u(y) dy —d‰: (23.16)

éÄÅÎÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (23.14) É (23.16) ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ËÁË Œ § 1,
É ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÜÔÕ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ u∈S(Rn). ðÏËÁ-
ÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : S(Rn)→S(Rn): (23.17)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(1 + |x |)k � (1 + |y |)k(1 + |x− y |)k; k > 0;

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ (23.14), ÞÔÏ

(1 + |x |)k|Au(x) |�Ck

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÅÒÎÁ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ Au(x) ÎÁ Ä¸
x (Au(x)).

ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ Au(x)∈S(Rn) ÐÒÉ u(x)∈S(Rn) Ó ÏÃÅÎ-
ËÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ, ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÝÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (23.17)
(ËÏÔÏÒÁÑ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙŒÅÄÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ).

îÁËÏÎÅÃ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

tAv(y) =
∫ ∫

ei(x−y)·‰a(x; y; ‰) v(x) dx —d‰ (23.18)

ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ S(Rn) Œ S(Rn), ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÏ
ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

A : S′(Rn)→S′(Rn):

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 23.4. ëÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A ŒÉÄÁ (23.8) Ó ÁÍÐÌÉ-
ÔÕÄÁÍÉ a∈˝m

j (R3n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Gm
j (Rn) ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ Gm

j
(ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ ÉÌÉ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, ËÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n).
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ðÏÌÅÚÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ G−∞ =
=
⋂
m
Gm

j . íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ j É

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÑÄÒÁÍÉ KA(x; y)∈S(R2n). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ j< 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ
a(x; y; ‰) É 〈x−y〉−N 〈D‰〉Na(x; y; ‰) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
A∈G−∞, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ a(x; y; ‰),
ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (23.9) ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍÉ (ÓËÏÌØ ÕÇÏÄ-
ÎÏ ÂÌÉÚËÉÍÉ Ë −∞) ÞÉÓÌÁÍÉ m É m′. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ

KA(x; y) =
∫∫

ei(x−y)·‰a(x; y; ‰) —d‰; (23.19)

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ S(R2n). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏA ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : S′(Rn)→S(Rn); (23.20)

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Au(x) = 〈KA(x; ·); u(·)〉: (23.21)

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑÄÒÏ KA(x; y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

〈KA; ’〉=
∫∫

ei(x−y)·‰a(x; y; ‰)’(x; y) dx dy —d‰; ’∈S(R2n); (23.22)

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ KA ∈S′(R2n).
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 23.2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C∞

t (R
n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

u∈C∞(R
n), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ¸ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C¸ É —¸,

ÞÔÏ
|Ä¸u(x) |6 C¸〈x〉—¸ : (23.23)

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈Gm ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : C∞
t (R

n)→ C∞
t (R

n): (23.24)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 23.3. ðÕÓÔØ A ∈Gm
j (Rn), KA {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ KA ∈C∞(R2n\´), ÇÄÅ ´ {{ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Œ Rn×Rn.

23.3. ìÅŒÙÊ, ÐÒÁŒÙÊ É ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌÙ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 23.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ A∈Gm

j ŒÉÄÁ (23.8) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉ-
ÓÁÎ Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÆÏÒÍ :

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ffA; l(x; ‰)u(y) dy —d‰; (23.25)

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ffA; r(y; ‰)u(y) dy —d‰; (23.26)

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰ffA; w

(x + y
2

; ‰
)
u(y) dy —d‰: (23.27)
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úÄÅÓØ ffA; l; ffA; r É ffA; w ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ `m
j (R2n), ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÙ É ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ :

ffA; l(x; ‰) ∼
∑

¸

1
¸!
Ä¸

‰ D
¸
y a(x; y; ‰)|y=x; (23.28)

ffA; r(y; ‰) ∼
∑

¸

1
¸!
Ä¸

‰ (−Dx)¸a(x; y; ‰)|x=y; (23.29)

ffA; w(x; ‰) ∼
∑
˛; ‚

1
˛! ‚!

( 1
2

)|˛+‚|
Ä˛+‚

‰ (−Dx)˛D‚
ya(x; y; ‰)|y=x: (23.30)

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 23.5. æÕÎËÃÉÉ ffA; l; ffA; r É ffA; w ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ

(23.25){{(23.27) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÌÅŒÙÍ, ÐÒÁŒÙÍ É ŒÅÊÌÅŒ-
ÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

èÏÔÑ ÍÙ É ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÄÏËÁ-
ÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 23.1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ fi ∈R É
ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 23.1.

ô Å Ï Ò Å Í Á 23.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Gm
j ŒÉÄÁ (23.8). ôÏÇÄÁ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ fi ∈R ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ-
ÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ

Au(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰bfi ((1− fi )x+ fiy; ‰)u(y) dy —d‰; (23.31)

ÇÄÅ bfi ∈`m
j (R2n). ðÒÉ ÜÔÏÍ bfi ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ:

bfi (x; ‰)∼
∑
˛; ‚

1
˛! ‚!

fi |˛|(1− fi )|‚|Ä˛+‚
‰ (−Dx)˛D‚

ya(x; y; ‰)|y=x: (23.32)

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 23.6. æÕÎËÃÉÀ bfi (x; ‰) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ
fi -ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 23.2. ðÏÌÁÇÁÑ{
v= (1− fi )x+ fiy;

w=x− y;
(23.33)

ÐÏÌÕÞÉÍ {
x= v+ fiw;

y= v− (1− fi )w;
(23.34)

ÏÔËÕÄÁ
a(x; y; ‰) = a(v+ fiw; v− (1− fi )w; ‰): (23.35)
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òÁÚÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (23.35) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ
w= 0:

a(x; y; ‰) =
∑

|˛+‚|�N−1

(−1)|‚|

˛! ‚!
fi |˛|(1− fi )|‚|(x−y)˛+‚ (Ä˛

x Ä
‚
ya) (v; v; ‰) + rN ;

(23.36)
ÇÄÅ

rN (x; y; ‰) =
∑

|˛+‚|=N

c˛‚ (x− y)˛+‚

1∫
0

(1− t)N−1×

× (Ä˛
x Ä

‚
ya) (v+ tfiw; v− t(1− fi )w; ‰) dt; (23.37)

c˛‚ {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.
œ ÆÏÒÍÕÌÅ (23.36) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (Ä˛

xÄ
‚
ya) (v; v; ‰) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ-

ÄÏ Œ ÆÕÎËÃÉÉ Ä˛
xÄ

‚
ya(x; y; ‰) ŒÍÅÓÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ x; y ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ

v= (1− fi )x+ fiy. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (Ä˛
xÄ

‚
ya)×

× (v+ tfiw; v− t(1− fi )w; ‰) Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (23.37).
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ (x− y)˛+‚ (Ä˛

x Ä
‚
ya)×

× (v; v; ‰) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ

(−D‰)˛+‚ (Ä˛
xÄ

‚
ya) (v; v; ‰) = (−1)|˛|+|‚|(Ä˛+‚

‰ D˛
xD

‚
ya) (v; v; ‰):

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (23.36) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ
A=AN +RN , ÇÄÅ AN {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó fi -ÓÉÍŒÏÌÏÍ

bN (x; ‰) =
∑

|˛+‚|�N−1

1
˛! ‚!

fi |˛|(1− fi )|‚|Ä˛+‚
‰ (−Dx)˛D‚

ya(x; y; ‰)|y=x;

Á RN {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ rN (x; y; ‰). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ RN

ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó ÁÍÐÌÉ-
ÔÕÄÁÍÉ ŒÉÄÁ

1∫
0

(Ä˛+‚
‰ Ä˛

x Ä
‚
ya) (v+ tfiw; v− t(1− fi )w; ‰) (1− t)N−1 dt; |˛+ ‚ |=N:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ˝m−2Nj
j (R3n). äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ŒÙÒÁ-
ÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÏÃÅÎËÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙ ÐÏ t (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ
ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t �= 0 É ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ t= 0 Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÑ 23.3). œŒÉÄÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

v= (1− fi ) (v+ tfiw) + fi (v− t(1− fi )w);

tw= (v+ tfiw)− (v− t(1− fi )w)
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ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

C−1 � |v + tfiw |+ |v − t(1− fi)w |
|v |+ | tw | �C;

ÇÄÅ C > 0 É C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t∈ [0; 1]. ðÏÜÔÏÍÕ

|(Ä˛+‚
‰ Ä˛

x Ä
‚
ya) (v+ tfiw; v− t(1− fi )w); ‰|�

�C(1 + |v |+ | tw |+ |‰ |)m−2jN(1 + | tw |)m′+2jN :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ m′ + 2jN � 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ

(1 + | tw |)m′+2jN � � (1 + |v |+ | tw |+ | ‰ |)m′+2jN (1 + |v |+ | ‰ |)−(m′+2jN);

ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÝÅ m′ +m� 0 É m− 2jN � 0, ÔÏ∣∣(Ä˛+‚
‰ Ä˛

x Ä
‚
ya) (v+ tfiw; v− t(1− fi )w; ‰)

∣∣�
�C(1 + |v |+ | ‰ |)−m′−2jN (1 + |v |+ | tw |+ |‰ |)m′+m �

�C(1 + |v |+ | ‰ |)m−2jN(1 + |w |)m′+m �
�C(1 + |v |+ |w |+ |‰ |)m−2jN(1 + |w |)m′+2m+2jN ;

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÉÍŒÏÌ b′(x; ‰)∈`m

j (R2n) ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ

b′(x; ‰)∼
∞∑

N=0

(bN (x; ‰)− bN−1(x; ‰)):

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒA′ ÉÍÅÅÔ fi -ÓÉÍŒÏÌ b′(x; ‰), ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏA−A′∈
∈G−∞, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−A′ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÕ S(R2n).

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ KA ∈S(R2n), ÔÏ
ÏÎ ÉÍÅÅÔ fi -ÓÉÍŒÏÌ bfi (x; ‰)∈S(R2n), ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÑÄÒÁÍÉ
É fi -ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (23.31) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ
ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

KA(x; y) =F−1
‰→x−ybfi ((1− fi )x+ fiy; ‰); (23.38)

bfi (v; ‰) =Fw→‰KA(v+ fiw; v− (1− fi )w) (23.39)

(ÆÏÒÍÕÌÁ (23.39) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (23.38) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
É ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ æÕÒØÅ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ KA ∈S(R2n)
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (23.39) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ bfi (v; ‰)∈S(R2n).

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ fi -ÓÉÍŒÏÌÁ Œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (23.38) ŒÅÒÎÁ ŒÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A
ÚÁÄÁÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ fi -ÓÉÍŒÏÌÁ bfi (v; ‰), ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ
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æÕÒØÅ, ŒÈÏÄÑÝÅÅ Œ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÏÎÉÍÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ
æÕÒØÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓÍ. § 1). ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÎÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁ-
ÝÅÎÉÑ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÁÑ ÐÏÓÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (23.34) Ë (23.39).
éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÖÅ (23.39) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ fi -ÓÉÍŒÏÌÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎ-
ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ KA. �

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 23.2. ëÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Gm
j ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ (23.25) Ó ÌÅŒÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ffA; l(x; ‰)∈`m
j (R2n). ôÏ ÖÅ

ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ (23.25) ÎÁ (23.26) ÉÌÉ (23.27) É ffA; l ÎÁ ffA; r

ÉÌÉ ffA; w.

23.4. óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ. óÉÍŒÏÌÙ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉ-
ÒÏŒÁÎÎÏÇÏ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ fi -ÓÉÍŒÏÌÁ ÞÅÒÅÚ
fi1-ÓÉÍŒÏÌ Œ ŒÉÄÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ
ÔÅÏÒÅÍÙ 23.2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ fi1-ÓÉÍŒÏÌ bfi1(x; ‰),
ÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ

a(x; y; ‰) = bfi1 ((1− fi1)x+ fi1y; ‰):

îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 23.2 ÅÇÏ fi -ÓÉÍŒÏÌ ÉÍÅÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ

bfi (x; ‰)∼
∑
˛; ‚

(−1)|˛|

˛! ‚!
fi |˛|(1− fi )|‚|(1− fi1)|˛|fi |‚|1 Ä˛+‚

‰ D˛+‚
x bfi1(x; ‰);

ÉÌÉ
bfi (x; ‰)∼

∑
¸

c¸Ä¸
‰ D

¸
x bfi1(x; ‰); (23.40)

ÇÄÅ

c¸ =
∑

˛+‚=¸

(−1)|˛|

˛! ‚!
[fi (1− fi1)]|˛|[(1− fi ) fi1]|‚| (23.41)

É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, c0 = 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ (23.41), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ (ÌÅÍÍÁ 3.4).

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ e= (1; 1; : : :; 1), ÐÏÌÕÞÉÍ

c¸ =
1
¸!

[(1− fi ) fi1e− fi (1− fi1)e]¸ =
1
¸!

(fi1 − fi )|¸|:

éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ
ô Å Ï Ò Å Í Á 23.3. óÉÍŒÏÌÙ bfi (x; ‰) É bfi1(x; ‰) ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∈Gm
j ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

bfi (x; ‰)∼
∑

¸

1
¸!

(fi1 − fi )|¸|Ä¸
‰ D

¸
x bfi1(x; ‰): (23.42)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, bfi (x; ‰)− bfi1 (x; ‰)∈`m−2j
j (R2n).
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ tA, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ

〈Au; v〉= 〈u; tAv〉; u; v ∈S(Rn); (23.43)

ÇÄÅ

〈u; v〉=
∫

R n

u(x) v(x) dx:

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ

〈Au; v〉=
∫∫∫

ei(x−y)·‰bfi ((1− fi )x+ fiy; ‰)u(y) v(x) dy dx —d‰=

=
∫∫

ei(y−x)·‰bfi ((1− fi )x+ fiy; −‰)u(y) v(x) dy dx —d‰

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ fi -ÓÉÍŒÏÌ bfi (x; ‰), ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ tA
ÉÍÅÅÔ (1− fi )-ÓÉÍŒÏÌ tb1−fi (x; ‰), ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

tb1−fi (x; ‰) = bfi (x; −‰): (23.44)

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 23.3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ
ô Å Ï Ò Å Í Á 23.4. åÓÌÉ A∈Gm

j , ÔÏ tA∈Gm
j É fi -ÓÉÍŒÏÌ tbfi (x; ‰) ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÁ tA ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ fi -ÓÉÍŒÏÌ bfi (x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÆÏÒÍÕÌÏÊ

tbfi (x; ‰)∼
∑

¸

1
¸!

(1− 2fi )|¸|Ä¸
‰ D

¸
x bfi (x; −‰): (23.45)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A∗ {{ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë A ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅÍ

(Au; v) = (u; A∗v); u; v ∈S(Rn); (23.46)

ÇÄÅ

(u; v) =
∫

R n

u(x) v(x) dx: (23.47)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 23.4 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ
ô Å Ï Ò Å Í Á 23.5. åÓÌÉ A∈Gm

j , ÔÏ A∗ ∈Gm
j , ÐÒÉÞÅÍ fi -ÓÉÍŒÏÌ

b∗fi (x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∗ ÓŒÑÚÁÎ Ó (1−fi )-ÓÉÍŒÏÌÏÍ b1−fi (x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

b∗fi (x; ‰) = b1−fi (x; ‰); (23.48)

Á ÞÅÒÅÚ fi -ÓÉÍŒÏÌ bfi (x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ
ÒÑÄÏÍ

b∗fi (x; ‰)∼
∑

¸

1
¸!

(1− 2fi )|¸|Ä¸
‰ D

¸
x bfi (x; ‰): (23.49)
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ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 23.3. åÓÌÉ A∈Gm
j , ÔÏ

ffA∗;w(x; ‰) =ffA; w(x; ‰): (23.50)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÓÌÏŒÉÅ A∗ =A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ŒÅÊÌÅŒ-
ÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ffA; w(x; ‰).

23.5. æÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 23.6. ðÕÓÔØ A′∈Gm1

j , A′′∈Gm2
j . ôÏÇÄÁ A′ ·A′′∈Gm1+m2

j ,
ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ b′fi1

(x; ‰) {{ fi1-ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A′, b′′fi2
(x; ‰) {{ fi2-ÓÉÍŒÏÌ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A′′, ÔÏ fi -ÓÉÍŒÏÌ bfi (x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A′ ·A′′ ÉÍÅÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

bfi (x; ‰)∼
∑

¸; ˛; ‚; ‹

c¸˛‚‹(Ä¸
‰ D

˛
xb

′
fi1

(x; ‰)) (Ä‚
‰ D

‹
xb

′′
fi2

(x; ‰)); (23.51)

ÇÄÅ c¸˛‚‹ {{ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ (ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ fi; fi1 É fi2), ÐÒÉÞÅÍ c0000 = 1
É ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ¸; ˛; ‚; ‹ ÞÔÏ
¸+ ‚ =˛ + ‹.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, bfi (x; ‰)− b′fi1
(x; ‰) b′′fi2

(x; ‰)∈`m1+m2−2j
j (R2n).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÞÉÔÙŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 23.3, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ fi; fi1; fi2. œÏÚØÍÅÍ
ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÊ fi1 = 0, fi2 = 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ A′′ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
ÓÉÍŒÏÌ b′′1 (x; ‰) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

A′′u(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰b′′1 (y; ‰)u(y) dy —d‰:

ÉÌÉ

Â′′u(‰) =
∫

e−iy·‰b′′1 (y; ‰)u(y) dy: (23.52)

ïÐÅÒÁÔÏÒ A′ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A′v(x) =
∫∫

ei(x−y)·‰b′0(x; ‰)u(y) dy —d‰=
∫

eix·‰b′0(x; ‰) û(‰) —d‰: (23.53)

éÚ (23.52) É (23.53) ÎÁÈÏÄÉÍ

A′ ◦A′′u(x) =
∫∫

e(x−y)·‰b′0(x; ‰) b′′1 (y; ‰)u(y) dy —d‰; (23.54)

Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ A′ ◦A′′ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ

a(x; y; ‰) = b′0(x; ‰) b′′1 (y; ‰)∈˝m1+m2
j (R3n):
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ïÔÓÀÄÁ A′ ◦A′′ ∈Gm1+m2
j . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 23.2, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ

bfi (x; ‰)

bfi (x; ‰)∼
∑
˛; ‚

(−1)|˛|

˛! ‚!
fi |˛|(1− fi )|‚|Ä˛+‚

‰ [(D˛
xb

′
0(x; ‰)) (D‚

xb
′′
1 (y; ‰))]

É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÌÅÍÍÁ 3.3)

bfi (x; ‰)∼
∑

˛; ‚; ‹; "
‹+"=˛+‚

(−1)|˛|(˛ + ‚)!
˛! ‚! ‹! "!

fi |˛|(1− fi )|‚|(Ä‹
‰D

˛
xb

′
0) (Ä"

‰D
‚
xb

′′
1 ); (23.55)

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �
ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (23.55) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ b′0; b

′′
1 ÞÅÒÅÚ b′fi1

; b′′fi2
ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ c¸˛‚‹ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (23.51) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 ÄÏËÁÚÙ-
ŒÁÅÔÓÑ

ô Å Ï Ò Å Í Á 23.7. œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 23.6

b0(x; ‰)∼
∑

¸

1
¸!

(Ä¸
‰ b

′
0(x; ‰))(D¸

x b
′′
0 (x; ‰)): (23.56)

ú Á Ä Á Þ Á 23.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ffA; l(x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
A∈Gm

j ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ffA; l(x; ‰) = e−ix·‰A(eix·‰); (23.57)

ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.
ú Á Ä Á Þ Á 23.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A′ ∈Gm1

j , A′′ ∈Gm2
j , ÔÏ

ffA′◦A′′;w(x; ‰)∼

∼
∑
¸; ˛

(−1)|˛|

¸! ˛!
2−|¸+˛|(Ä¸

‰ D
˛
xffA′;w(x; ‰)) (Ä˛

‰ D
¸
xffA′′;w(x; ‰)): (23.58)

ú Á Ä Á Þ Á 23.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

(t1x1 + : : :+ tnxn + fi1Dx1 + : : :+ finDxn )N

ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t; fi ∈Rn Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (xj ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ xj) É ÚÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ∑

|¸+˛|=N

N !
¸! ˛!

t¸fi˛A¸˛:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A¸˛ {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ x¸‰˛ .
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§ 24. áÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ.
ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ

24.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ.
ðÏÌÏÖÉÍ

˘0(x) =ı−n=4 exp [−x2=2]; x∈R
n: (24.1)

ôÏÇÄÁ ˘0(x)∈S(Rn) É ‖˘0‖= 1, ÇÄÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ ‖ · ‖
ÏÂÙÞÎÕÀ ÎÏÒÍÕ Œ L2(Rn), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ-
ÅÍ (23.47). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ-
ÒÏŒÁÎÉÑ Œ L2(Rn) ÎÁ ŒÅËÔÏÒ ˘0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÅÇÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

K(x; y) =ı−n=2 exp [−(x2 + y2)=2]: (24.2)

œÙÞÉÓÌÉÍ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ff0 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P0, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕ-
ÌÕ (23.39) Ó fi = 1=2, Ô. Å.

ff0(x; ‰) =Fv→‰K
(
x+

1
2
v; x− 1

2
v
)
: (24.3)

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ

Fv→‰ı−n=2 exp (−¸v2) =
( ı

¸

)n=2
exp

(
− ‰2

4¸

)
; ¸> 0; (24.4)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (24.3), ÞÔÏ

ff0(x; ‰) =Fv→‰ı−n=2 exp
(
−x2 − v2

4

)
= 2n exp [−(x2 + ‰2)]: (24.5)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ z= (x; ‰), z0 = (x0; ‰0)∈R2n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Pz0

Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ffz0(z) ŒÉÄÁ

ffz0(z) =ff0(z − z0): (24.6)

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

Pz0 =M‰0Tx0P0T−1
x0
M−1

‰0
; (24.7)

ÇÄÅ M‰0 {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ eix·‰0 , Tx0 {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ x0,
Œ L2(Rn), Ô. Å. Tx0u(x) =u(x−x0).

ðÏÌÁÇÁÑ Uz0 =M‰0Tx0 , ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Pz0 ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ
ŒÉÄÅ

Pz0 =Uz0P0U−1
z0
; (24.8)

ÏÔËÕÄÁ ŒŒÉÄÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ Uz0 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Pz0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÏÒ-
ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ ˘z0 =Uz0˘0.
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íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Pz, z ∈R2n:

A=
∫

a(x; ‰)Px; ‰ dx —d‰; (24.9)

ÇÄÅ a(x; ‰)∈`m
j (R2n). äÌÑ ÐÒÉÄÁÎÉÑ ÓÍÙÓÌÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ u(x)∈S(Rn), ÔÏ
(Px; ‰u) (x0)∈S(R2n

x;‰). âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ (24.9) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ u(x)∈S(Rn), É ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ S(Rn) Œ S(Rn).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 24.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ŒÉÄÁ (24.9) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏÍ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(x; ‰).

õÄÏÂÓÔŒÏ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 24.1. åÓÌÉ a(z) � 0, ÔÏ A� 0, Ô. Å. (Au; u) � 0

ÐÒÉ u∈S(Rn).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Pz0 �0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ

z0 ∈R2n. �
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 24.1. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ a(z) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁ, ÔÏ

‖A‖� sup
z∈R2n

|a(z) |; (24.10)
ÇÄÅ

‖A‖= sup
u∈S(Rn);u �=0

‖Au‖=‖u‖:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ‖A‖�M ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÌÑ ÓÁ-
ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ A ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ M −A É A+M , ÏÞÅ-
ŒÉÄÎÏÊ ÐÒÉ M = sup

z∈R 2n
|a(z) | ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 24.1. �

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 24.2. äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(z) ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ

‖A‖� 2 sup
z∈R2n

|a(z) |: (24.11)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ
24.1 ÄÌÑ Re a É Im a. �

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 24.1. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÃÅÎËÁ (24.10) ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ a(z) (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 24.4), ÈÏÔÑ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ
ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ.

24.2. óŒÑÚØ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 24.1. ðÕÓÔØ A {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ

a(z) =a(x; ‰)∈`m
j (R2n). ôÏÇÄÁ A∈Gm

j É ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ b(z) ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ A ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

b(z) =ı−n
∫

e−|z−z′|2a(z′) dz′: (24.12)
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äÁÌÅÅ, ÌÀÂÏÊ fi -ÓÉÍŒÏÌ bfi (z) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

bfi (z)∼
∑

¸

c¸Ä¸a(z); (24.13)

ÇÄÅ c¸ {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ (ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ fi ), ÐÒÉÞÅÍ c0 = 1 É
c¸ = 0 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ |¸ |. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

bfi (z)− a(z)∈`m−2j
j (R2n): (24.14)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (24.12) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒ-
ÍÕÌ (24.9), (24.5) É (24.6).

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (24.13) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 23.3 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ
ÐÒÉ fi = 1=2, Ô. Å. ÄÌÑ ŒÅÊÌÅŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ. òÁÚÌÏÖÉÍ a(z′) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÔÏÞËÅ z:

a(z′) =
∑

|¸|<N

1
¸!

(Ä¸a(z)) (z′ − z)¸ + rN (z′; z); (24.15)

ÇÄÅ

rN (z′; z) =
∑

|¸|=N

c′¸(z′ − z)¸

1∫
0

Ä¸a(z + t(z′ − z)) (1− t)N−1 dt; (24.16)

c′¸ {{ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.
ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ (24.15) Œ (24.12), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

b(z) =
∑

|¸|<N

c¸Ä¸a(z) +RN ; (24.17)

ÇÄÅ

c¸ =
1

¸! ın

∫
z¸e−|z|2dz (24.18)

(ÏÔËÕÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, c0 = 1 É c¸ = 0 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ |¸ |),

RN (z) =ı−n
∫

e−|z−z′|2rN (z′; z) dz′

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ RN (z)∈`m−jN
j (R2n) (ÏÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (24.13)). õÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ RN (z) Œ ŒÉÄÅ

RN (z) =
∑

|¸|=N

c′′¸

1∫
0

dt
∫

dw ·w¸e−|w|2(Ä¸a) (z + tw) (1− t)N−1;
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ÏÔËÕÄÁ Ä‚
zRN (z) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ

1∫
0

dt
∫

dw ·w¸e−|w|2(Ä˛a) (z+ tw) (1− t)N−1:

ÇÄÅ |˛ |=N + |‚ |. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t∈ [0; 1] ÏÃÅÎÉÔØ
ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

I¸˛(z) =
∫

dw ·w¸e−|w|2(Ä˛a) (z+ tw): (24.19)

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ I¸˛(z) ÒÁÚÏÂØÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (24.19) Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÏŒ:

I′¸˛(z) −ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ |w |< |z |=2;

I′′¸˛(z) −ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ |w |> |z |=2:

äÌÑ I′¸˛(z) ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ

|I′¸˛(z) |�C˛〈z〉m−j(N+|‚|)
∫

〈w〉Ne−|w|2dw=C ′
˛〈z〉m−j(N+|‚|) ; (24.20)

Á I′′¸˛(z) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

|I′′¸˛(z) |�C¸˛

∫
|w|>|z|=2

e−|w|2〈w〉N+m〈z〉mdw�Ck〈z〉−k (24.21)

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k. éÚ (24.20) É (24.21) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ
ÄÌÑ I¸˛(z). �

ô Å Ï Ò Å Í Á 24.2. ðÕÓÔØ A′ ∈Gm
j . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ A∈Gm
j , ÞÔÏ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ

a(z)∈`m
j (R2n) É A−A′ ∈G−∞; (24.22)

Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−A′ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ KA−A′(x; y)∈S(R 2n).
ú Á Í Å Þ Á Î É Å 24.2. îÅ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Gm

j ÉÍÅÅÔ ÁÎÔÉŒÉËÏŒ-
ÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ a∈`m

j (ÜÔÏ ŒÉÄÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍ-
ŒÏÌ b(z), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (24.12), ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ z∈R2n). æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ
ÐÏ ŒÅÊÌÅŒÓËÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏ-
ÓÔÉ. ôÅÏÒÅÍÁ 24.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ÉÚ S(Rn),
ÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÍÏÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 24.2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A′ ÉÍÅÅÔ
ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ b′(x; ‰). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0 Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ
ÓÉÍŒÏÌÏÍ a0(x; ‰)=b′(x; ‰) É ÐÏÌÏÖÉÍ A′

1 =A′−A0 . ôÏÇÄÁ A′
1 ∈Gm−2j

j ÐÏ



§ 24] áîôéœéëïœóëéê óéíœïì 211

ÔÅÏÒÅÍÅ 24.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A1 ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ
a1(x; ‰), ÒÁŒÎÙÍ ŒÅÊÌÅŒÓËÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A′

1. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

A′ =A0 +A1 +A′
2; A′

2 ∈Gm−4j
j :

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ, ÍÙ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Aj , j= 0; 1; 2; : : : , Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ
aj(z)∈`m−2jj

j (R2n), ÞÔÏ

A′ −
N−1∑
j=0

Aj ∈Gm−2jN
j : (24.23)

ðÕÓÔØ ÓÉÍŒÏÌ a(z)∈`m
j (R2n) ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ

a∼
∞∑

j=0

aj :

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ A {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(z), ÔÏ ÉÚ
(24.23) ŒÙÔÅËÁÅÔ (24.22), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �

24.3. ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 24.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ A∈G0

j ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏÇÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ L2(Rn).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 24.2 É ÓÌÅÄ-
ÓÔŒÉÑ 24.2 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A∈G−∞, ÇÄÅ ÏÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ
ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ

‖A‖2 �
∫∫

|KA(x; y) |2dx dy; (24.24)

ŒÙÔÅËÁÀÝÅÊ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÄÏÂÁŒÌÅ-
ÎÉÅ 3). �

ô Å Ï Ò Å Í Á 24.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ A∈Gm
j , ÇÄÅ m< 0, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ

ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ L2(Rn).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÙ A∈G−∞, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ (ÓÍ.
ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ 3).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A∈Gm
j , m< 0. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 24.2, ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ a(z)∈`m
j (R2n).

ðÕÓÔØ ffl(z)∈C∞
0 (R2n), ffl(z) = 1 ÐÒÉ |z |�1. ðÏÌÏÖÉÍ aL(z) =ffl

( z
L

)
a(z),

É ÐÕÓÔØ AL {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ aL(z). ôÏÇÄÁ
sup

z∈R2n
|a(z)− aL(z) |→ 0 ÐÒÉ L→+∞, É Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 24.2 ÏÔÓÀÄÁ

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ‖A−AL‖→ 0 ÐÒÉ L→+∞. îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ AL ËÏÍÐÁËÔÅÎ
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ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ L, ÐÏÓËÏÌØËÕ AL ∈G−∞. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. �

24.4. úÁÄÁÞÉ.
ú Á Ä Á Þ Á 24.1. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ 24.3 ÔÅÍ ÖÅ

ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÔÅÏÒÅÍÕ 6.1.
ú Á Ä Á Þ Á 24.2. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ 24.4, ÎÅ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÕÑ ÔÅÏÒÉÀ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ A∗A; ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ A∗A
ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ BN = (A∗A)N , É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÐÒÉ
ÂÏÌØÛÏÍ N ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ KBN (x; y) ∈ L2(R

2n).

ú Á Ä Á Þ Á 24.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ {˘z}z∈R2n, ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÎÙÈ Œ Ð. 24.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I : f �→ (f; ˘z) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ L2(Rn) Œ L2(R2n), Ô. Å.

‖f‖2 = (2ı)−n
∫

R2n

| (f; ˘z) |2dz (24.25)

(Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ˘z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÅÐÏÌÎÅÎÎÕÀ
ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ (2ı)−ndz Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R

2n).
ú Á Ä Á Þ Á 24.4. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏ-

ÌÏÍ a(z) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ

A= I∗MaI; (24.26)

ÇÄÅ Ma {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a(z) Œ L2(Rn), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ I : L2(Rn)→
→L2(R2n) ŒŒÅÄÅÎ Œ ÚÁÄÁÞÅ 24.3. œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÏÃÅÎ-
ËÉ (24.10) ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(z).

ú Á Ä Á Þ Á 24.5. œŒÅÄÅÍ ŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ c(z) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∈Gm
j Ó

ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

c(z) =ı−n
∫

e−|z−z′|2b(z′) dz′: (24.27)

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ c(z) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ b(z) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÑÄÏÍ

c(z)∼
∑

¸

c¸Ä¸b(z); (24.28)

ÇÄÅ c0 = 1 É c¸ = 0 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ |¸ |.
ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ c(z) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ
c(z) = (A˘z ; ˘z): (24.29)
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œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÎÅÅ, ÞÔÏ

sup
z∈R2n

| c(z) |� ‖A‖:

ú Á Ä Á Þ Á 24.6. ðÕÓÔØ a(z)→ 0 ÐÒÉ |z |→+∞. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ A, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (24.26), ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

ú Á Ä Á Þ Á 24.7. ðÕÓÔØ A {{ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L2(Rn) É c(z)
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (24.29). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ c(z)→ 0 ÐÒÉ |z |→+∞.

ú Á Ä Á Þ Á 24.8. ðÕÓÔØ A∈Gm
j ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m∈R, b(z) {{ ŒÅÊÌÅŒ-

ÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A
ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ sup

z∈R2n
| b(z) |<+∞.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 24.2, ÚÁÄÁÞÕ 24.5 É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÉÚ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 24.2.

ú Á Ä Á Þ Á 24.9. ðÕÓÔØ A; b(z) ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁ-
ÞÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ b(z)→ 0 ÐÒÉ
|z |→+∞.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ 24.6, 24.7 É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ
ÔÅÏÒÅÍÙ 24.2.

ú Á Ä Á Þ Á 24.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Rn ÉÍÅÅÔ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ,
ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÏ z= (x; ‰).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ ´z ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ; ÅÓÌÉ
b(z) {{ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÁÎÔÉŒÉËÏŒ-
ÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

a(z) = e−
´
4 b(z) =

∞X
k=0

1
k!

“
− ´

4

”k
b(z): (24.30)

ú Á Ä Á Þ Á 24.11. œÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c¸ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (24.13)
ÐÒÉ fi = 1=2, Ô. Å. ÐÒÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ŒÅÊÌÅŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÞÅÒÅÚ ÁÎÔÉŒÉËÏŒ-
ÓËÉÊ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ

b(z)∼ e
´
4 a(z) =

∞∑
k=0

1
k!

(´
4

)k
a(z): (24.31)

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ c¸ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a(z) {{
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ú Á Ä Á Þ Á 24.12. ðÕÓÔØ A {{ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏÌÉ-
ÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Rn. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÅÄÉÎ-
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ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÉÄÏŒ:

A=
∑
¸; ˛

c¸˛a¸(a+)˛ ; (24.32)

A=
∑
¸; ˛

c′¸˛(a+)˛a¸; (24.33)

ÇÄÅ a+ =
(
x1 − Ä

Äx1
; : : :; xn − Ä

Äxn

)
, a=

(
x1 +

Ä
Äx1

; : : : ; xn +
Ä

Äxn

)
, ¸; ˛ {{

n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÎÎÄÅËÓÙ, ÓÕÍÍÙ (24.32) É (24.33) ËÏÎÅÞÎÙ É c¸˛; c′¸˛ {{
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ
ÓÉÍŒÏÌ a(x; ‰) É ŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ c(x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁÍÉ

a(x; ‰) =
∑
¸; ˛

c¸˛(x+ i‰)¸(x− i‰)˛ ; (24.34)

c(x; ‰) =
∑
¸; ˛

c′¸˛(x− i‰)˛(x+ i‰)¸: (24.35)

§ 25. çÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ É ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ

25.1. ëÌÁÓÓ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 25.1. âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ a(z)∈H`m; m0

j (RN), ÅÓÌÉ
a(z)∈C∞(RN) É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ R, ÞÔÏ ÐÒÉ |z |�R ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

C|z |m0 � |a(z) |�C1|z |m; (25.1)

|Ä¸a(z) |�C¸|a(z) | |z |−j|¸|; (25.2)

ÇÄÅ C; C1; C¸ {{ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.
œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a(z)∈`m

j (RN).
ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÂÌÉÚËÉÍÉ Ë ÓŒÏÊ-

ÓÔŒÁÍ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÉÚ § 5.
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 25.2. þÅÒÅÚ HGm; m0

j (Rn) ÉÌÉ HGm; m0
j ÍÙ ÂÕÄÅÍ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ fi -ÓÉÍŒÏÌÏÍ

bfi ∈H`m; m0
j (R2n):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ HGm; m0
j ⊂Gm

j .
äÌÑ ÏÐÒÁŒÄÁÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 25.2 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 25.1. åÓÌÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ fi ŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ

bfi ∈H`m; m0
j , ÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ fi ∈R.
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 23.3 É ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
ÌÅÍÍÕ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÁÍ 5.1{{5.3 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ
5.2{{5.4.

ì Å Í Í Á 25.1. 1) ëÌÁÓÓÙ H`m; m0
j (RN) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ

ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:
Á) ÅÓÌÉ a(z)∈H`m; m0

j , ÔÏ a−1 ∈H`−m0;−m
j (|z |�R) É

(Ä¸a)=a∈`−j|¸|
j (|z |�R);

Â) ÅÓÌÉ a∈H`m; m0
j , a′ ∈H`m′;m′

0
j , ÔÏ aa′ ∈H`m+m′;m0+m′

0
j ;

Œ) ÅÓÌÉ a(z)∈H`m; m0
j É r∈`m1

j , ÇÄÅ m1 <m0 , ÔÏ a+ r∈H`m; m0
j .

2) ëÌÁÓÓÙ HGm; m0
j ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Ç) ÅÓÌÉ A∈HGm; m0
j , A′ ∈HGm′;m′

0
j , ÔÏ A ◦A′ ∈HGm+m′;m0+m′

0
j ;

Ä) ÅÓÌÉ A∈HGm; m0
j , ÔÏ tA∈HGm; m0

j É A∗ ∈HGm; m0
j ;

Å) ÅÓÌÉ A∈HGm; m0
j É R∈Gm1

j , ÇÄÅ m1 <m0 , ÔÏ A+R∈HGm; m0
j .

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 25.1. äÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 25.1.
õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 25.2. äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.1.

25.2. ðÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1 ÄÏËÁ-
ÚÙŒÁÅÔÓÑ

ô Å Ï Ò Å Í Á 25.1. åÓÌÉ A∈HGm; m0
j , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ B ∈HG−m0;−m
j , ÞÔÏ

BA= I +R1; AB = I +R2; (25.3)

ÇÄÅ Rj ∈G−∞, j= 1; 2.
äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ B′ ∈Gm′

j {{ ÄÒÕÇÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÂÏ
B′A− I ∈G−∞, ÌÉÂÏ AB′ − I ∈G−∞, ÔÏ B′ −B ∈G−∞.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 25.3. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 25.1.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 25.1. ðÕÓÔØ A∈HGm; m0
j . ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ

ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:
Á) åÓÌÉ u∈S′(Rn) É Au∈S(Rn), ÔÏ u∈S(Rn).
Â) åÓÌÉ u∈S′(Rn) É Au∈C∞

t (Rn), ÔÏ u∈C∞
t (Rn). �

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 25.1 É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Ð. 23.2. �

25.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s∈R ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ Ls, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÌÅŒÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(x; ‰) =
= (1 + | ‰ |2 + |x |2)s=2 ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ Gs′

1 Ó s′<s.
ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ls ∈HGs; s

1 .
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 25.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Qs =Qs(Rn) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁ-

ËÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ u∈S′(Rn), ÞÔÏ Lsu∈L2(Rn).
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 7.1 É 7.2 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ
ô Å Ï Ò Å Í Á 25.2. 1) åÓÌÉ A∈Gm

j , ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

A : Qs →Qs−m: (25.4)

2) åÓÌÉ A∈HGm; m0
j , u∈S′(Rn) É Au∈Qs, ÔÏ u∈Qs+m0 .

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 25.4. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 25.2.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓ
⋃
m
Gm

1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÙ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 25.2
ŒÙÔÅËÁÅÔ

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 25.2.
⋂
s
Qs =S(Rn),

⋃
s
Qs =S′(Rn).

œŒÅÄÅÍ ÎÁ Qs ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L−s {{ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ls Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ 25.1. ôÏÇÄÁ

L−sLs = I +Rs; Rs ∈G−∞:

ðÕÓÔØ p>s, p {{ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

(u; v)s = (Lsu; Lsv) +
∑

|¸|+|˛|�p

(x¸D˛Rsu; x¸D˛Rsv): (25.5)

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ
u=L−sLsu−Rsu (25.6)

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (25.5) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ Qs ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 7.5 ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 25.2. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (25.5) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÎÁ Qs ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 25.5. äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.2.

îÁËÏÎÅÃ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ § 7 ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 25.3. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (u; v) Œ L2(Rn)
ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ Qs É Q−s (ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ
ÄÁÅÔÓÑ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.7).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 25.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ A∈Gm
j ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅ-

ÒÙŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : Qs →Qs−m É ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : Qs →
→Qs−m−" ÐÒÉ "> 0.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Qs ,→Qs−", "> 0, ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s∈R.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 25.6. äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 25.3 É 25.4.
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25.4. æÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.1 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 25.5. åÓÌÉ A∈HGm; m

j , ÔÏ A∈Fred (Qs; Qs−m)
ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s∈R. ðÒÉ ÜÔÏÍ Im (A| Qs ) Œ Qs−m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-
ÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë Ker A∗ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (·; ·)
Œ L2(Rn).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Ker (A|Qs ) = Ker (A|S′(Rn)) = Ker (A|S(Rn)) (25.7)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A∈HGm; m0
j .

þÔÏÂÙ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.5 ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙA∈HGm; m0
j ,

(Ó m0 <m) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A ÕÖÅ ÎÅ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ Qs

Œ Qs−m, Á ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÁÈ S(Rn), S′(Rn) É Ô. Ð. ÉÌÉ ËÁË ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

As; s′ : Qs →Qs′
; (25.8)

ÇÄÅ s′ �s−m0 , Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ DAs; s′ , ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÅÈ u∈Qs,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Au∈Qs′
.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 25.4. ðÕÓÔØ E1; E2 {{ ÄŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒ-
ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, A {{ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ E1 Œ E2 Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ DA. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙ-
ÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

Á) dim Ker A<+∞;
Â) Im A {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ E2;
Œ) dim Coker A<+∞.
ô Å Ï Ò Å Í Á 25.3. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ A∈HGm; m0

j ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØ-
ÍÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ S(Rn) Œ S(Rn) É ÉÚ S′(Rn) Œ S′(Rn).

2) ïÐÅÒÁÔÏÒÙ As; s′ ŒÉÄÁ (25.8), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A, ÐÒÉ
s′ � s−m0 ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÙÍÉ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 25.1. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S′(Rn) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
ŒÁÔØ ÓÌÁÂÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 25.4 ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÕÞÁÓÔ-
ŒÕÅÔ ÌÉÛØ Œ Ð. Â), ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÂÏÌÅÅ
ÓÉÌØÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 25.3. ðÕÓÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ
ÍÅÖÄÕ S(Rn) É S′(Rn) ÚÁÄÁÎÁ ËÁË ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ-
ÄÅÎÉÑ (·; ·) Œ L2(Rn). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 25.1 ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÏÓÔØ Ker A É Ker A∗, ÔÁË ËÁË ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ

Ker A⊂Ker BA⊂Ker (I +R1)

ÄÅÌÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ A= I+R1, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÎÁ-
ÐÉÛÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

A(S′(Rn))⊃AB(S′(Rn)) = (I +R2) (S′(Rn)):
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äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I +R2 ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ ÎÁ S′(Rn) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ 25.5. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A(S′(Rn)) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ S′(Rn) É
codim A(S′(Rn))<+∞, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ A Œ (S′(Rn)).

äÏËÁÖÅÍ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ A Œ S(Rn). îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ
ÕÓÌÏŒÉÑ Â) É Œ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 25.4. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

A(S(R n)) = {u : u∈S(Rn); u⊥ Ker A∗}; (25.9)

ÇÄÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ L2(Rn). úÁÍÅÔÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ

A(S′(Rn)) = {u : u∈S′(Rn); u⊥ Ker A∗}; (25.10)

ÐÏÓËÏÌØËÕ A(S′(Rn)) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ S′(Rn), Á S(Rn) {{ ÄÕÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÏ Ë S′(Rn). îÏ ÔÅÐÅÒØ (25.9) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (25.10), ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ

A(S(Rn)) =A(S′(Rn))∩S(Rn)

Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 25.1. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (25.9) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ-
ŒÏÓÔØ A Œ S(Rn).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁAs; s′ ÐÒÉ s�s−m0 .
ïÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ

Im As; s′ = {u : u∈Qs′
; u⊥ Ker A∗}: (25.11)

ðÕÓÔØ u∈Qs′
, u∈ (Ker A∗)⊥. ôÏÇÄÁ u=Av, ÇÄÅ v∈S′(Rn) Œ ÓÉÌÕ ÕÖÅ

ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (25.10). îÏ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 25.1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ v∈Qs′+m0 , ÚÎÁÞÉÔ, v∈Qs, ÐÏÓËÏÌØËÕ s� s′ +m0. üÔÏ ÄÏËÁ-
ÚÙŒÁÅÔ (25.11). �

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.2 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ
ô Å Ï Ò Å Í Á 25.4. ðÕÓÔØ A∈HGm; m0

j É Ker A= Ker A∗ ={0}. ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−1 =HG−m0;−m

j , ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 25.7. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 25.4.

ú Á Ä Á Þ Á 25.1. äÏËÁÚÁÔØ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∈HGm; m0
j

Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ C∞
b (Rn) É C∞

t (Rn).
ú Á Ä Á Þ Á 25.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A

Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ fi -ÓÉÍŒÏÌ a(z), ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÐÏ z= (x; ‰), ÔÏ ÓÉÍŒÏÌ ÅÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ B ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÓÉÍÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏ z ÐÒÉ |z |� 1.

§ 26. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ.
äÉÓËÒÅÔÎÏÓÔØ ÓÐÅËÔÒÁ

26.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ
H1; H2 {{ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÐÕÓÔØ ÄÁÎ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ,
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ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A : H1 →H2: (26.1)

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ DA ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A
(ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁÎÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ-
ÀÝÉÍ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ DA Œ H2;
ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÐÉÓØ (26.1) ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ŒÓÀ-
ÄÕ ÎÁ H1). óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A∗ : H2 →H1: (26.2)

ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ DA ÐÌÏÔÎÏ Œ H1, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ DA∗

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ v∈H2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ g∈H1,
ÞÔÏ

(Au; v) = (u; g); u∈DA (26.3)

(Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (26.3) ÓÔÏÉÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ H2, Á Œ ÐÒÁŒÏÊ {{
Œ H1). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ g ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ A∗v= g. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

(Au; v) = (u; A∗v); u∈DA; v ∈DA∗ : (26.4)

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 26.1. ðÕÓÔØ H {{ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÅ-
ÒÁÔÏÒ A : H→H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ

(Au; v) = (u; Av); u; v ∈DA: (26.5)

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 26.2. ïÐÅÒÁÔÏÒA : H→H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ A∗ =A.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.
ïÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 26.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ A : H1 →H2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆÉË GA, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÁÒ {u; Au}, ÇÄÅ u∈DA, ÐÒÅÄÓÔÁ-
ŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H1 ⊕H2.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 26.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∗ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÔÏ ÏÎ ÚÁ-
ÍËÎÕÔ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 26.2. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C >0, ÞÔÏ ‖Au‖6C‖u‖, u∈DA . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ÚÁÍËÎÕÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ DA {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H1.

éÚŒÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ (ÓÍ. òÕÄÉÎ [1]) ÕÔŒÅÒÖÄÁ-
ÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ DA =H1 É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÍËÎÕÔ, ÔÏ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. òÁÚÕÍÅ-
ÅÔÓÑ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ DA {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H1.

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : H1 →H2. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ A ÄÏÐÕÓËÁ-
ÅÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ —A, ÅÓÌÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ —GA ÇÒÁÆÉËÁ GA ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÓÎÏŒÁ
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÕÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ
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É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÌÀÂÙÅ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A : H→H Ó ÐÌÏÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ DA.
œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ un {{ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ DA, ÞÔÏ lim

n→∞ un = 0, lim
n→∞ Aun = f , ÔÏ f = 0. îÏ

ÐÒÉ v∈DA ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(f; v) = lim
n→∞(Aun; v) = lim

n→∞(un; Av) = 0;

ÏÔËÕÄÁ f =0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A {{ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ —A ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 26.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ A : H→H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ-
ŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÕÀ Œ H ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ É —A=A∗.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ A, É, ÚÎÁÞÉÔ, A {{
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÄÁÅÔ
ô Å Ï Ò Å Í Á 26.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : H→H Ó ÐÌÏÔÎÏÊ

ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÔÏ-
ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ

Ker (A∗ − iI)⊂D —A ; (26.6)

Ker (A∗ + iI)⊂D —A : (26:6′)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ (26.6) É (26:6′)
ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ A, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (26.6)
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ker (A∗ − iI) = Ker ( —A− iI). îÏ Ker ( —A− iI) = 0 ŒŒÉÄÕ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ —A. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (26.6) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

Ker (A∗ − iI) = 0: (26.7)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ (26:6′) ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

Ker (A∗ + iI) = 0: (26:7′)

2. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ( —A− iI)−1 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ (A− iI) (H))
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. éÍÅÅÍ

‖( —A− iI)f‖2 = (( —A− iI)f; ( —A− iI) f) = ‖ —Af‖2 + ‖f‖2; (26.8)

ÐÏÓËÏÌØËÕ ( —Af; f) {{ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒŒÉÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ —A. éÚ (26.8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖f‖2 � ‖ —A− iI)f‖2 , Ô. Å.

‖( —A− iI)−1g� ‖g‖; g ∈ ( —A− iI) (H):

3. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ —A− iI ÚÁÍËÎÕÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ
( —A− iI)−1 , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ( —A− iI)−1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔØ
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ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ( —A− iI) (H) ÚÁÍËÎÕÔÁ Œ H . îÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ
Ë ( —A− iI) (H) ÒÁŒÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Ker ( —A− iI)∗ = Ker(A∗ + iI) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ( —A− iI)−1 ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ŒÓÀÄÕ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ( —A+ iI)−1 .

4. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ( —A− iI)−1 É ( —A+ iI)−1 ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ
Ë ÄÒÕÇÕ. éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

(( —A− iI)u; v) = (u; ( —A+ iI) v); u; v ∈D —A:

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ( —A− iI)u= f É ( —A+ iI) v= g, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

(f; ( —A+ iI)−1g) = (( —A− iI)−1f; g); f; g∈H:
5. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ —A=A∗. âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ B {{ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ H , ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÙ (B−1)∗ É (B∗)−1, ÔÏ (B−1)∗ = (B∗)−1. éÍÅÅÍ:

A∗ = —A∗ = ( —A+ iI)∗ + iI = {[( —A+ iI)−1 ]−1}+ iI =

= {[( —A+ iI)−1 ]∗}−1 + iI = [( —A− iI)−1 ]−1 + iI = —A− iI + iI = —A;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �

26.2. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÉÐÏÜÌ-
ÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÞÅÒÅÚ A+ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A∈Gm

j , Ô. Å.
ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A+ ∈Gm

j , ÞÔÏ

(Au; v) = (u; A+v); u; v ∈C∞
0 (Rn):

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ŒÍÅÓÔÏ A+ ÍÙ ÐÉÓÁÌÉ A∗, ÎÏ ÚÄÅÓØ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A∗ ÚÁÒÅÚÅÒŒÉÒÏŒÁÎÏ ÄÌÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÓÍÙ-
ÓÌÅ Ð. 26.1.

ô Å Ï Ò Å Í Á 26.2. ðÕÓÔØ A∈HGm; m0
j , ÇÄÅ m0 > 0, É A+ =A. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ Œ L2(Rn) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË
ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ C∞

0 (Rn). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0

ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ É ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÕÖÅÎÉÅÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ S′(Rn)) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

D —A0
= {u : u∈L2(Rn); Au∈L2(Rn)}: (26.9)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ D ÐÒÁŒÕÀ
ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (26.9). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

(Au; v) = (u; Av); u∈S(Rn); v∈S′(Rn); (26.10)



222 ðóåœäïäéææåòåîãéáìøîùå ïðåòáôïòù œ R
n [çì. IV

ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ D⊂DA∗
0

É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

A|D =A∗
0|D:

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ D=DA∗
0

. ðÕÓÔØ v∈DA∗
0
, Ô. Å. v∈L2(Rn)

É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ f ∈L2(Rn) ŒÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

(Au; v) = (u; f); u∈C∞
0 (Rn): (26.11)

îÏ ÉÚ (26.10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ f ÎÁ Av.
ðÏÜÔÏÍÕ f =Av, Ô. Å. v∈D, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ
ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (26.9) ÒÁŒÎÁ DA∗

0
.

2. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÕ 26.1, ÐÒÏŒÅÒÉÍ
ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

Ker (A∗
0 − iI)⊂D —A0

: (26.12)

éÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

Ker (A∗
0 − iI) = {u : u∈L2(Rn); (A− iI)u= 0}:

îÏ ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏA− iI ∈HGm; m0
j , ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 25.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

Ker (A∗
0 − iI)⊂S(R n), ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (26.12), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ S(Rn) Œ S(Rn), Á C∞
0 (Rn) ÐÌÏÔÎÏ Œ S(Rn). áÎÁ-

ÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Ker (A∗
0 + iI)⊂D —A0

ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 26.2. �

26.3. äÉÓËÒÅÔÎÏÓÔØ ÓÐÅËÔÒÁ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 26.3. ðÕÓÔØ A∈HGm; m0

j , ÇÄÅ m0 > 0, ÐÒÉÞÅÍ A+ =A.
ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L2(Rn),
ÔÏÞÎÅÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ’j(x)∈S(Rn), j= 1; 2; : : : , Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –j ∈R, ÐÒÉ-
ÞÅÍ |–j |→+∞ ÐÒÉ j→+∞. óÐÅËÔÒ ff(A) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ —A0 =A∗

0 Œ L2(Rn)
ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ {–j}.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.3. œ ÓÉÌÕ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L2(Rn)
ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ –0 ∈R\ff(A). îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 25.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
(A−–0I)−1 ∈HG−m0;−m

j É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (A−–0I)−1 {{ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÓÁ-
ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L2(Rn). äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ
ÐÏŒÔÏÒÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.3. �

ú Á Ä Á Þ Á 26.1. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Gm
j ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁ-

ËÉÅ ÞÉÓÌÁ –± ∈C , ÞÔÏ Im –+ > 0, Im –− < 0,

(A−–+I)∈HGm; m0
j É (A−–−I)∈HGm; m0

j

ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m0 ∈R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A+ =A, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÕÝÅ-
ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ.
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ú Á Ä Á Þ Á 26.2. ðÕÓÔØ H1; H2 {{ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÐÕÓÔØ
ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : H1 →H2 É A+ : H2 →H1, ÞÔÏ

(Au; v) = (u; A+v); u∈DA; v∈DA+ :

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A+A ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ, ÔÏ
A+ =A∗ É —A= (A+)∗.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H1 ⊕H2 ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃÅÊ

A =
“0 A+

A 0

”
:

ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÑ A+ = A∗ É —A = (A+)∗ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ-
ÎÏÓÔÉ. œÙÞÉÓÌÉÔØ Ker(A± iI).

ú Á Ä Á Þ Á 26.3. ðÕÓÔØ A∈HGm; m0
j , m0 > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A+

0

ÏÐÅÒÁÔÏÒ A+, ÓÕÖÅÎÎÙÊ ÎÁ C∞
0 (Rn). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A+

0 =A∗
0 É —A0 =(A+

0 )∗.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 26.2, ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÉŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A0 É A+

0 ÎÁ S(Rn).

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 26.1. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 26.3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅ-
ÅÔ ÍÅÓÔÏ ĂÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ É ÓÌÁÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
A∈HGm; m0

j ÐÒÉ m0 > 0: ÅÓÌÉ u∈L2(Rn) É Au∈L2(Rn), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ-
ÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ uj ∈C∞

0 (Rn), ÞÔÏ uj → u É Auj →Au ÐÒÉ
j→+∞ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L2(Rn).

ú Á Ä Á Þ Á 26.4. äÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A∈HGm; m0
j , m0>0, ÁÎÁ-

ÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.4 ÏÂ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÅ ÓÐÅËÔÒÁ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ.

ú Á Ä Á Þ Á 26.5. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ
a(z)∈`m

j (R2n) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ —A0 ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ Œ L2(Rn). ðÕÓÔØ a(z)→+∞
ÐÒÉ |z |→∞. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A0 ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ 26.3 É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, –j →+∞ ÐÒÉ j→+∞.

ú Á Ä Á Þ Á 26.6. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈Gm
j ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A0 ÓÁ-

ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ Œ L2(Rn) É ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ, ÐÒÉÞÅÍ –j →+∞
ÐÒÉ j→+∞. ðÕÓÔØ c(z) {{ ŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ c(z)→+∞ ÐÒÉ |z |→+∞.

§ 27. óÌÅÄ É ÑÄÅÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ

27.1. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ É ÎÏÒÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ ÞÅÒÅÚ ÓÉÍŒÏÌ.
íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÆÁËÔÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏŒ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ É ÑÄÅÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ
ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ 3.
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ðÒÉŒÅÄÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ ÞÅÒÅÚ fi -ÓÉÍŒÏÌ.
ðÕÓÔØ A∈Gm

j , bfi (x; ‰) {{ fi -ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, KA {{ ÅÇÏ ÑÄÒÏ. æÏÒ-
ÍÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

KA(x; y) =
∫

ei(x−y)·‰bfi ((1− fi )x+ fiy; ‰) —d‰; (27.1)

ÏÔËÕÄÁ

KA(x; x) =
∫

bfi (x; ‰) —d‰

É
Sp A=

∫
bfi (x; ‰) dx —d‰: (27.2)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (27.2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÅÅ
ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ fi .

ðÒÏŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄ-
ÔÁ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ä3.2 É ÆÏÒÍÕÌÅ (27.1). éÍÅÅÍ

‖A‖2
2 =

∫
|KA(x; y) |2dx dy=

∫
|KA(x; x+ z) |2dx dz: (27.3)

îÏ
KA(x; x+ z) =

∫
e−iz·‰bfi (x+ fiz; ‰) —d‰: (27.4)

ðÏÜÔÏÍÕ∫
|KA(x; x+ z) |2dx dz=

∫
KA(x; x+ z)KA(x; x+ z) dx dz=

=
∫

eiz·(”−‰)bfi (x+ fiz; ‰) bfi (x+ fiz; ”) —d‰ —d” dx dz=

=
∫

eiz·(”−‰)bfi (x; ‰) bfi (x; ”) —d‰ —d” dx dz=

=
∫ ∣∣∣∫ e−iz·‰bfi (x; ‰) —d‰

∣∣∣2dx dz=
∫

| bfi(x; ‰) |2 —d‰ dx (27.5)

(ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÚÄÅÓØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉ-
ÇÏŒ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ). ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖A‖2
2 =

∫
| bfi (x; ‰) |2dx —d‰; (27.6)

ÇÄÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ fi . ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÍÏÖÅÍ
ÄÏËÁÚÁÔØ

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 27.1. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ A∈
∈G−∞ É fi -ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ bfi ∈S(R2n) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÄÏ
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ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ S2(L2(Rn)) É L2(R2n), ÐÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÆÏÒÍÕ-
ÌÁ (27.6). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ A∈Gm

j , ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ A∈S2(L2(Rn)) ÒÁŒÎÏ-
ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ fi ÂÕÄÅÔ bfi ∈L2(R2n), É ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ
ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ fi , ÐÒÉÞÅÍ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (27.6).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙËÌÁÄËÉ (27.3){{(27.6) ÚÁËÏÎÎÙ ÐÒÉ A∈
∈G−∞ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÐÒÉ KA ∈S(R2n). ðÏÓËÏÌØËÕ G−∞ ÐÌÏÔÎÏ
Œ S2(L2(Rn)), Á S(R2n) ÐÌÏÔÎÏ Œ L2(R2n), ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É
ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ fi -ÓÉÍŒÏÌÁ. �

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 27.1. åÓÌÉ A∈Gm
j É m<−n, ÔÏ A∈S2(L2(Rn)).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 27.2. 1) åÓÌÉ A∈Gm
j É m<−2n, ÔÏ A∈

∈S1(L2(Rn)) É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ m<−2n É fi ∈R ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ
ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C É N , ÞÔÏ ŒÅÒÎÁ ÏÃÅÎËÁ

‖A‖1 �C
∑

|‚|�N

sup
z
{|Ä‚

zbfi (z) | 〈z〉−m+j|‚|}: (27.7)

2) ðÒÉ A∈Gm
j , m<−2n, ÄÌÑ ÓÌÅÄÁ Sp A ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ fi ∈R ŒÅÒÎÁ ÆÏÒ-

ÍÕÌÁ (27.2).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ∈

∈HGm=2; m=2
j , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ker P = Ker P ∗ = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ P−1 ∈HG−m=2;−m=2
j (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ

ŒÉÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 26.3). œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 27.1 ÍÙ
ÉÍÅÅÍ P 2 ∈S1(L2(Rn)). îÏ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ A=P 2(P−2A)
ŒŒÉÄÕ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ P−2A∈G0

j⊂L (L2(Rn)) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A∈S1(L2(Rn)).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

Gm
j ⊂S1(L2(Rn)); m<−2n: (27.8)

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÃÅÎËÕ (27.7). ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏ-
ÓÏÂÁÍÉ: ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ (ÉÚ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÏÃÅÎÏË Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÏÓÔÉ) ÉÌÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÕÔØ ËÏÒÏÞÅ É
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÈÏÔÑ É ÂÏÌÅÅ
ÇÒÕÂ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Gm
j ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ æÒÅÛÅ, ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÅÍÕÀ ÐÏÌÕÎÏÒÍÁÍÉ ŒÉÄÁ

‖A‖(N) =
∑

|‚|�N

sup
z
{|Ä‚

zbfi (z) | 〈z〉−m+j|‚|}: (27.9)

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ S1(L2(Rn)) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÓÔÅ-
ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (27.8) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. äÌÑ
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ÜÔÏÇÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, òÕÄÉÎ [1])
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÇÒÁÆÉË. ðÏ-
ÓÌÅÄÎÅÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÔÁËÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M , ÞÔÏ

Gm
j ⊂S1(L2(Rn))⊂M (27.10)

É ÏÂÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Gm
j ⊂M É S1(L2(Rn)) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. îÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ M

ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, S2(L2(Rn)), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅ-
ÎÉÊ Gm

j É S1(L2(Rn)) Œ S2(L2(Rn)) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 27.1 (ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ (27.6) É ä3.7 (ÏÃÅÎËÁ (ä3.29)).

2) äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ (27.2) ÐÒÉ A∈Gm
j , m<−2n. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÏÂÅ ÅÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ Gm
j . îÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ m′>m ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ G−∞ ÐÌÏÔÎÏ Œ Gm
j ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Gm′

j . ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ (27.2)
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÉ A∈G−∞.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ Ð. ä3.5. üÔÏ ÂÁ-
ÎÁÌØÎÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ ŒÉÄÅ A=L1L2 ÇÄÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ L1 É L2 ÉÍÅÀÔ ÑÄÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ É ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ ÉÚ Ð. 1) ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔŒÁ. �

27.2. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÑÄÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÞÅÒÅÚ fi -ÓÉÍŒÏÌ. ïÃÅÎ-
ËÁ (27.7) ÎÅÕÄÏÂÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÓÔÕÝÉÊ ÐÏ z ŒÅÓ. œ ÔÏ ÖÅ
ŒÒÅÍÑ ‖A‖1 ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÄŒÉÇÅ fi -ÓÉÍŒÏÌÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ
z0 = (x0; ‰0)∈R2n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ bfi (x; ‰) {{ fi -ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A,
Á ÞÅÒÅÚ Az0 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó fi -ÓÉÍŒÏÌÏÍ bfi (x−x0; ‰− ‰0), ÔÏ ÍÙ
ÉÍÅÅÍ

Az0u(x) =
∫

ei(x−y)·‰bfi ((1− fi )x+ fiy−x0; ‰− ‰0)u(y) dy —d‰=

=
∫

ei[(x−x0)−(y−x0)]·‰bfi ((1− fi ) (x−x0)+

+ fi (y−x0); ‰− ‰0)u((y−x0) +x0) dy —d‰=

=
∫

ei‰0·(x′−y′)ei(x′−y′)·‰′
bfi ((1− fi )x′ + fiy′; ‰′)u(y′ +x0) dy′ —d‰′;

ÇÄÅ x′ =x−x0, y′ =y−y0, ‰′ = ‰− ‰0. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ U ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ u(x) Œ (Uu) (x) = e−i‰0·xu(x+x0), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ
Az0 =U−1AU , ÏÔËÕÄÁ

‖Az0‖1 = ‖A‖1: (27.11)
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ïÃÅÎËÕ ÑÄÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÁ fi -ÓÉÍ-
ŒÏÌÁ, ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 27.3. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C É N ,
ÞÔÏ ÐÒÉ A∈Gm

j , m<−2n, ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ

‖A‖1 �C
∑

|‚|�N

∫
|Ä‚

zbfi (z)| dz: (27.12)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÃÅÎËÕ (27.12) Œ ÓÌÕ-
ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ bfi (z)∈C∞

0 (R2n).
ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ

supp bfi ⊂{z : |z |�R0}; (27.13)

ÇÄÅ R0 {{ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÑ 27.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C1 É M (ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ
ÏÔ R0), ÞÔÏ

‖A‖1 �C1

∑
|‚|�N

sup
z

|Ä‚
zbfi (z)|: (27.14)

îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ b(z)∈C∞
0 (R2n)

b(z) =
∫

tj�zj
j=1;::: ;2n

Ä2nb
Äz1: : :Äz2n

(t1; : : :; t2n) dt1: : :dt2n

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

sup
z

| b(z) |�
∫ ∣∣∣ Ä2nb(z)

Äz1: : :Äz2n

∣∣∣ dz;
ÔÏ ÉÚ ÏÃÅÎËÉ (27.14) ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÃÅÎËÁ (27.12) (Ó N =M + 2n) ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ,
ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (27.13).

ôÅÐÅÒØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÑÄÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ (ÆÏÒÍÕÌÁ
(27.11)) É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (27.12) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉ-
ÇÏŒ bfi (z) ÐÏ z, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ (27.12) ŒÅÒÎÁ ŒÓÅÇÄÁ É Ó ÏÄÎÉÍÉ É
ÔÅÍÉ ÖÅ C É N , ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ

diam supp bfi �R0: (27.15)

éÚÂÁŒÉÍÓÑ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÔ ÕÓÌÏŒÉÑ (27.15). óÄÅÌÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÒÁÜÂÉÅÎÉÅ

ÅÄÉÎÉÃÙ 1≡
∞∑

j=1
’j(z), ÞÔÏ diam supp ’j �R0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ l,

ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó l ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ-
ÍÉ supp ’j, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |Ä‚’j(z) |�C‚ , j=1; 2; : : : , ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C‚
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ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ j. œŒÏÄÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒAj Ó fi -ÓÉÍŒÏÌÏÍ ’j(z)bfi (z), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

‖A‖1 �
∞∑

j=1

‖Aj‖1 �C
∞∑

j=1

∑
|‚|�N

∫
|Ä‚

z (’jbfi ) (z) | dz�

�C1

∑
|‚|�N

∫
|Ä‚

zbfi (z) | dz;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �
ú Á Ä Á Þ Á 27.1. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÄÁÎ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ

a(z)∈`m
j . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

‖A‖1 �
∫

|a(x; ‰) | dx —d‰:

ú Á Ä Á Þ Á 27.2. ðÕÓÔØ c(z) {{ ŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∈Gm
j .

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫
| c(x; ‰) | dx —d‰� ‖A‖1:

õ Ë Á Ú Á Î É Å. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 24.5.

ú Á Ä Á Þ Á 27.3. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ
a(z)∈`m

j , m<−2n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Sp A=
∫

a(x; ‰) dx —d‰:

ú Á Ä Á Þ Á 27.4. ðÕÓÔØ A∈Gm
j , m<−2n, c(z) {{ ŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Sp A=
∫

c(x; ‰) dx —d‰:

ú Á Ä Á Þ Á 27.5. ðÕÓÔØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,
A∈Lm

j;‹(M), 1− j� ‹ <j. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m<−n=2, ÔÏ A∈
∈S2(L2(M)), Á ÅÓÌÉ m<−n, ÔÏ A∈S1(L2(M)).

§ 28. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ

28.1. ìÅÍÍÁ çÌÁÚÍÁÎÁ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ
ÓÈÅÍÕ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÕÀ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅË-
ÔÏÒÁ. œ ÏÓÎÏŒÅ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÁÑ
ÌÅÍÍÁ çÌÁÚÍÁÎÁ.
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ì Å Í Í Á 28.1. ðÕÓÔØ A {{ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ
ÓÎÉÚÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅË-
ÔÒÏÍ, Ô. Å. A ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ
ŒÅËÔÏÒÏŒ e1; e2; : : : Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –1; –2; : : : , ÐÒÉÞÅÍ
–k →+∞ ÐÒÉ k→+∞.

ðÕÓÔØ N(–) {{ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÎÅ
ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ – (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ).

ôÏÇÄÁ
N(–) = sup

L⊂DA
(Au;u)�–(u;u);u∈L

dim L (28.1)

(L {{ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ DA).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ E– {{ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÁ A. ðÏÓËÏÌØËÕ

dim (E–H) = Sp E– =N(–); (28.2)

ÔÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ L=E–H , ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ (28.1) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ,
ÞÅÍ ÌÅŒÁÑ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ (28.1) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÌÅŒÁÑ.
ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ L⊂DA ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ

(Au; u) �–(u; u); u∈L: (28.3)

ðÏÓËÏÌØËÕ
(Au; u)>–(u; u); u∈ (I−E–)H\0; (28.4)

ÔÏ ÉÚ (28.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

L∩ (I −E–)H = 0:

îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E– ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ L Œ E–H , ÏÔËÕÄÁ

dim L�N(–);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �
28.2. óŒÏÊÓÔŒÁ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ. óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÏ-

ÒÙ E– ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:
1) E∗

– =E–;
2) E2

– =E–;
3) E–(A−–I)E– � 0;
4) (I −E–) (A−–I) (I −E–)> 0

(ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØ-
ÛÅ 0 ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ DA);

5) Sp E– =N(–).
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éÄÅÊÎÏÊ ÏÓÎÏŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 28.1. ðÕÓÔØ E′

– {{ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ E′

–H⊂DA É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ 1){{4). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ
ÎÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÕÓÌÏŒÉÅ 5), Ô. Å.

Sp E′
– =N(–) = Sp E–: (28.5)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ 1), 2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E′
– {{ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-

ÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ. ðÏÌÏÖÉÍ L– =E′
–H , M– = (I −E′

–)H . éÍÅÅÍ Œ ÓÉÌÕ 3)
(Au; u) �–(u; u), u∈L–, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 28.1 Sp E′

– = dim L– �N(–).
äÁÌÅÅ, ÉÚ 4) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (E–H)∩M– = 0, ÏÔËÕÄÁ dim (E–H) =N(–)�
� dim L– = Sp E′

–, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (28.5). �
ú Á Í Å Þ Á Î É Å 28.1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.1 ŒÏ-

ŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ E′
– =E– (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 28.1).

28.3. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 28.1. ðÕÓÔØ A {{ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ 28.1,

É ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ {E–}–∈R, ÞÔÏ
E–H ⊂DA É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ "> 0, ‹> 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1◦. E ∗
– = E–;

2◦. E– {{ ÑÄÅÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÐÒÉ –→+∞
‖E 2

– −E–‖1 =O(V (–) · –−‹); (28.6)

ÇÄÅ V (–) {{ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ –�–0;

3◦. E–(A−–I) E– �C–1−";
4◦. (I −E–) (A−–I) (I −E–) �−C–1−";
5◦. Sp E– =V (–) (1 +O(–−‹)) ÐÒÉ –→+∞.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ V (–), ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÁÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒ-

ËÅ ÐÐ. 2◦ É 5◦, ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÐÒÉ –→+∞
[V (–+C–1−")−V (–)]=V (–) =O(–−‹) (28.7)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C > 0.
ôÏÇÄÁ ÐÒÉ –→∞

N(–) =V (–) (1 +O(–−‹)): (28.8)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ
ÌÅÍÍÕ 28.1 Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍÕ ÎÁ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E– Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÂÌÉÚ-
ËÉÍÉ Ë 1 (ŒÓÅ ÏÎÉ ÂÌÉÚËÉ Ë 0 ÉÌÉ Ë 1, ËÁË ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ).
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ðÕÓÔØ ¸j {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E–. ïÎÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ
Œ ÓÉÌÕ 1◦ É ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ 2◦ É 5◦ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ∑

j

|¸2
j −¸j |=O(–−‹V (–));

∑
j

¸j =V (–) (1 +O(–−‹)): (28.9)

ì Å Í Í Á 28.2. ∑
|¸j−1|�1=2

¸j =V (–) (1 +O(–−‹)): (28.10)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÉ |¸j − 1 |> 1=2 ÉÍÅÅÍ |¸2
j −¸j |=

= |¸j | |¸j − 1 |� |¸j |=2. ðÏÜÔÏÍÕ∑
|¸j−1|>1=2

|¸j |� 2
∑

|¸j−1|>1=2

|¸2
j −¸j |� 2

∑
j

|¸2
j −¸j |=O(–−‹V (–)):

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (28.9) ÓÌÅÄÕÅÔ (28.10). �
ì Å Í Í Á 28.3. ðÕÓÔØ ~N(–) {{ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ E–, ÌÅ-

ÖÁÝÉÈ ÎÁ [1=2; 3=2]. ôÏÇÄÁ

~N(–) =V (–) (1 +O(–−‹)): (28.11)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÌÏÖÉÍ "j =1−¸j . ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÅ 2◦ ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ∑

j

|"2
j − "j |=O(–−‹V (–)); (28.12)

Á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 28.2 ÄÁÅÔ∑
|"j|�1=2

(1− "j) =V (–) (1 +O(–−‹));

ÉÌÉ
~N(–) =V (–) (1 +O(–−‹)) +

∑
|"j|�1=2

"j :

îÏ, ËÁË É Œ ÌÅÍÍÅ 28.2, ÉÚ (28.12) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ∑
|"j|�1=2

|"j |� 2
∑

|"j|�1=2

|"2
j − "j |=O(–−‹V (–));

ÞÔÏ É ÄÁÅÔ (28.11). �
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ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.1.
Á) ðÕÓÔØ L– {{ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ

ŒÅËÔÏÒÙ E– Ó ÔÁËÉÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ¸j, ÞÔÏ |¸j − 1 |� 1=2,
ÔÁË ÞÔÏ

~N(–) = dim L– =V (–) (1 +O(–−‹)) (28.13)

ÐÏ ÌÅÍÍÅ 28.3. õÓÌÏŒÉÅ 3◦ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

(E–(A−–I) E–u; u) �C–1−"(u; u); u∈H: (28.14)

îÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
(u; u) � 4(E–u; E–u); u∈L–: (28.15)

ÉÚ (28.14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

([A− (–+ 4C–1−") I] E–u; E–u) � 0; u∈L–:

ôÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ E– ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L– ÎÁ ÓÅÂÑ, ÏÔÓÀÄÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

([A− (–+ 4C–1−") I] v; v) � 0; v ∈L–:

îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 28.1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

~N(–) =V (–) (1 +O(–−‹)) �N(–+ 4C–1−"):

ðÏÌÁÇÁÑ –+ 4C–1−"t, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ t=–(1 +O(–−")), ÏÔËÕÄÁ –=
= t(1 +O(t−")) É, ÚÎÁÞÉÔ,

V (t(1 +O(t−"))) (1 +O(t−‹)) �N(t):

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (28.7), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

V (t(1 +O(t−"))) =V (t) (1 +O(t−‹));

ÏÔËÕÄÁ
V (t) (1 +O(t−‹)) �N(t): (28.16)

Â) ðÕÓÔØ M– = (L–)⊥. éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

(u; u) � 4((I −E–)u; (I −E–)u); u∈M–: (28.17)

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ 4◦ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

([A− (–− 4C–1−") I] v; v) � 0; v∈DA ∩M–: (28.18)

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (28.18) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ "′> 0

(E–−4C–1−"−"′H)∩M– = 0;
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ÏÔËÕÄÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÑÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 28.1, ÍÙ ÎÁ-
ÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

~N(–) �N(–− 4C–1−" − "′):

ôÅÐÅÒØ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ, ËÁË É Œ Ð. Á), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

N(t) �V (t) (1 +O(t−‹)): (28.19)

ïÃÅÎËÉ (28.16) É (28.19) ÄÁÀÔ ŒÍÅÓÔÅ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ (28.8). �

28.4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ V (–). õÓÌÏŒÉÅ (28.7) ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÒÕÄ-
ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ-
ŒÉÅ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 28.2. ðÕÓÔØ V (–) {{ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀ-
ÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÐÒÉ –�–0. ðÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÉÍ, ÞÔÏ

V ′(–)=V (–) =O(–"−‹−1): (28.20)

ôÏÇÄÁ V (–) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (28.7).
ð Ò É Í Å Ò 28.1. æÕÎËÃÉÑ V (–) =–¸, ÇÄÅ ¸> 0, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-

ŒÉÀ (28.20) ÐÒÉ "� ‹.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Ñ 28.2. ðÏÌÏÖÉÍ

’(–) =V ′(–)=V (–):

ôÏÇÄÁ

V (–) =V (–0) exp

( –∫
–0

’(fi ) dfi

)
:

ïÔÓÀÄÁ

V (–+C–1−")−V (–) =

=V (–0)

⎧⎨⎩exp

⎛⎝ –+C–1−"∫
–0

’(fi ) dfi

⎞⎠− exp

⎛⎝ –∫
–0

’(fi ) dfi

⎞⎠
⎫⎬⎭=

=V (–)

⎧⎨⎩exp

⎛⎝ –+C–1−"∫
–

’(fi ) dfi

⎞⎠− 1

⎫⎬⎭: (28.21)
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ôÁË ËÁË |’(–) |�C–"−‹−1, ÔÏ ÐÒÉ " �= ‹ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

–+C–1−"∫
–

’(fi ) dfi �C1

–+C–1−"∫
–

fi "−‹−1dfi =C2[(–+C–1−")"−‹ −–"−‹] =

=C2–"−‹ [(1 +C–−")"−‹ − 1] �C3–"−‹ · –−" =C3–−‹ :

ðÒÉ "= ‹ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ:

–+C–1−"∫
–

’(fi ) dfi �C1

–+C–1−"∫
–

fi−1dfi =C1 ln(1 +C–−") �C2–−" =C2–−‹:

éÚ (28.21) ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

V (–+C–1−")−V (–) �CV (–) · –−‹

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ex − 1∼x ÐÒÉ x→ 0), ÎÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅ-
ÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (28.7). �

28.5. éÄÅÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.1 (ÜŒÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÂÒÏÓÏË).
ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ b(z), z ∈R2n. ðÏÌÏÖÉÍ

V (–) = (2ı)−n
∫

b(z)<–

dz: (28.22)

óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ E– ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A {{ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffl–(A), ÇÄÅ
ffl–(·) {{ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÕÞÁ (−∞; –]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ E– Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ffl–(b(·)). åÓÔÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ E– ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ – ÉÍÉÔÉÒÏŒÁÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅË-
ÔÏÒ E–. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

Sp E– = (2ı)−n
∫

ffl–(b(z)) dz=V (–):

ôÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÉÄÅÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ
28.1, ÏÄÎÁËÏ ŒŒÉÄÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏŒ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÇÌÁÄÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl–. œÏÏÂÝÅ
ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ ÚÄÅÓØ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ, ÄÁÀÝÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ
ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1◦{{5◦.

28.6. ôÏÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. œŒÅÄÅÍ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl(t; –; κ); t; –,
κ ∈R, –� 1, κ> 0, ÞÔÏ

ffl(t; –; κ) =
{

1 ÐÒÉ t�–;

0 ÐÒÉ t�–+ 2κ
(28.23)



§ 28] ðòéâìéöåîîùê óðåëôòáìøîùê ðòïåëôïò 235

É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ

| (Ä=Ät)kffl(t; –; κ) |�Ckκ
−k: (28.24)

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ffl(t; –; κ) ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ  (t; –; κ) {{ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔŒÁ {(t; –; κ) : t�–+ κ}. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

ffl(t; –; κ) =
1
{

∫
 (fi; –; κ)ffl0((t− fi )=κ) dfi;

ÇÄÅ ffl0(�)∈C∞
0 (R1), ffl0(�) = 0 ÐÒÉ |� |� 1 É

∫
ffl0(�) d�= 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ

b(z)∈H`m; m0
j (R2n); m0 > 0; (28.25)

ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ C > 0 É R0> 0

b(z) �C|z |m0 ; |z |�R0 (28.26)

(ÉÚ (28.25) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (28.26) ŒÅÒÎÏ ÌÉÂÏ ÄÌÑ b(z), ÌÉÂÏ ÄÌÑ −b(z); ÍÙ
ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÎÁË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏËÁÚÁÌÓÑ ÐÏÌÕÏÇÒÁÇÉÞÅÎÎÙÍ
ÓÎÉÚÕ, {{ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÂÕÄÅÔ ÑÓÅÎ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ).

ðÏÌÏÖÉÍ
e(z; –; κ) =ffl(b(z); –; κ) (28.27)

É ÔÅÐÅÒØ, ŒÙÂÉÒÁÑ κ =–1−� , ÇÄÅ � > 0, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E– ËÁË
ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ

e(z; –) =ffl(b(z); –; –1−�); (28.28)

ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ � > 0 ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÁÎÏ ÐÏÚÖÅ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ

e(z; –) =
{ 1 ÐÒÉ b(z) �–;

0 ÐÒÉ b(z) �–+ 2–1−� :
(28.29)

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ z ÄÌÑ e(z; –).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÉ ËÌÁÓÓÁ H`m; m0

j ÐÒÉ m0 > 0 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉ-
ÓÁÎÙ Œ ŒÉÄÅ

|Ä‚b(z) |�C‚b(z)1−j′|‚|; j′> 0; |z |�R0; (28.30)

ÇÄÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ j′ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, j′ = j=m, ÎÏ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ,
ŒÏÚÍÏÖÎÏ É ÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.
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äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ (28.28):

Ä‚
z e(z; –) =

∑
‚1+:::+‚k =‚

|‚j |>0

c‚1:::‚k (Ä‚1 b(z): : :(Ä‚kb(z))
( Äkffl

Ätk (t; –; –1−�)
∣∣∣
t=b(z)

)
;

(28.31)
ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ‚ Œ ÓÕÍÍÕ
‚1 + : : :+ ‚k Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ k� |‚ |.

éÚ (28.31), (28.30) É (28.24) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

|Ä‚
ze(z; –)|�C‚b(z)k−j′|‚| · –−k(1−�): (28.32)

âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÖÅ (28.29) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ – ÎÁ b(z) É ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ (28.32)
Œ ŒÉÄÅ

|Ä‚
ze(z; –) |�C‚b(z)(—−j′)|‚| · –k�−—|‚|: (28.33)

ÇÄÅ — {{ ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ðÏÓËÏÌØËÕ k� |‚ |, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|Ä‚
ze(z; –) |�C‚b(z)(—−j′)|‚| · –(�−—)|‚|: (28.34)

üÔÉ ÏÃÅÎËÉ ŒÅÒÎÙ ÐÒÉ –� 1 É ÐÒÉ |z |�R0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ
ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

|e(z; –) |�C; |z |�R0; (28.35)

Ä‚e(z; –) = 0; |z |�R0; –�–0; (28.36)

ÅÓÌÉ –0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ.
éÚ (28.34) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÇÏÄÎÏ ŒÚÑÔØ — ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ � <—<j′, ÏÔËÕ-

ÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÁËÏÅ � , ÞÔÏ � <j′, ÞÔÏ É ÂÕÄÅÔ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉ-
ÑÈ ÜÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔ É ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.1.

28.7. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏŒÎÑ ÓÉÍŒÏÌÁ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ V (–). œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ
ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÒÏŒÎÑ {z : b(z) =–} ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ – ÑŒÌÑ-
ÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

∇b(z) �= 0 ÐÒÉ |z |�R0; (28.37)

ÇÄÅ ∇b(z) =
( Äb

Äz1
; : : :;

Äb
Äz2n

)
{{ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ b(z).

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ V (–) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (28.22). ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (28.22) Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ b(z) =–. ðÏÓËÏÌØËÕ
2n-ÆÏÒÍÁ

dz= dz1 ∧ : : :∧ dz2n
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ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÏÔ (2n− 1)-ÆÏÒÍÙ

!=
1

2n

2n∑
j=1

(−1)j+1zj dz1 ∧ : : :∧ d̂zj ∧ : : :∧ dz2n

(ĂÐÔÉÞËÁĄ ÎÁÄ dzj ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ dzj ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ), ÔÏ∫
b(z)<–

dz=
∫

b(z)=–

!: (28.38)

ðÕÓÔØ nz {{ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ
b(z) =– Œ ÔÏÞËÅ z, Ô. Å.

nz =
∇b(z)
|∇b(z) | :

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ dSz ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ b(z) =–, ÍÙ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÉÚ (28.38), ÞÔÏ

V (–) =
(2ı)−n

2n

∫
b(z)=–

(z ·nz) dSz =
(2ı)−n

2n

∫
b(z)=–

dSz

|∇b(z) | (z · ∇b(z)): (28.39)

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ V ′(–). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ z ÏÔ ÐÏ-
ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ b(z) =– ÄÏ ÂÌÉÚËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏŒÎÑ b(z) =–+ ´– ÒÁŒÎÏ
´–(1 + o(1))

|∇b(z) | . ðÏÜÔÏÍÕ

V ′(–) = (2ı)−n
∫

b(z)=–

dSz

|∇b(z) | : (28.40)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (28.39) É (28.40), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

V ′(–)
V (–)

�
[

min
b(z)=–

(z · ∇b(z))
]−1

: (28.41)

éÚ (28.41) ŒÙÔÅËÁÅÔ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 28.3. ðÕÓÔØ

|z ·´b(z) |�Cb(z)1−κ; |z |�R0; C > 0: (28.42)

ôÏÇÄÁ
V ′(–)=V (–) =O(–κ−1): (28.43)

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 28.2. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (28.42) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∇b(z) �= 0 ÐÒÉ
|z |�R0, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉ ÕÓÌÏŒÉÅ (28.42) ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ĂÚŒÅÚÄÎÏÓÔØĄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ b(z) =
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=– ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÌÕÞ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ
Œ ÔÏÞËÅ 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÔÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÐÒÉÔÏÍ
ÐÏÄ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÕÇÌÏÍ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 28.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (28.42) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ b(z) {{
ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. éÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ú Á Ä Á Þ Á 28.1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉ dim H = 2 ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÞÔÏ
ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ – ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E′

–, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÕÓÌÏŒÉÑ 1){{4), ÎÏ E′

– �=E–.
ú Á Ä Á Þ Á 28.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÏÒÅ Tn = Rn=2ıZn ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A=−´ +Q, ÇÄÅ ´ {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ, Q {{ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÁ-
ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L2(Tn), ÐÒÉÞÅÍ ‖Q‖<M .

ðÕÓÔØ N(–) {{ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÍÅÎØÛÉÈ
ÞÅÍ –.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ E–, ÒÁŒÎÙÊ ÔÏÞ-
ÎÏÍÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÏÒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

N0(–−M) �N(–) �N0(–+M);

ÇÄÅ N0(–) {{ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ Zn, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÛÁÒÅ
|x |�√

–. œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

N(–) = cn–n=2(1 +O(–−1=2)):

§ 29. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ

29.1. ëÌÁÓÓ ÓÉÍŒÏÌÏŒ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Œ § 28 ÏÃÅÎËÉ
(28.34) ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÁ e(z; –) ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 29.1. þÅÒÅÚ `m; —
j; ff ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ

a(z; –), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉ z ∈R2n, –�–0, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ-
ÍÙÈ ÐÏ z É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÏÃÅÎËÁÍ

|Ä‚
za(z; –)|�C‚〈z〉m−j|‚|–—−ff|‚|: (29.1)

úÄÅÓØ m; —; j; ff∈R, j> 0, ff� 0.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ aj ∈`mj ;—j

jj;ffj , j = 1; 2, ÔÏ a1a2 ∈`m1+m2;—1+—2
j; ff ,

ÇÄÅ j= min(j1 ; j2), ff= min(ff1; ff2). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ a∈`m;—
j; ‹ , ÔÏ Ä‚

za∈
∈`m−j|‚|; —−ff|‚|

j; ff .
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a∈`m; —

j; ff , ÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ –�–0

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ a(z; –)∈`m
j (R2n), ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

ËÌÁÓÓ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A(–) Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍÉ ÓÉÍŒÏ-
ÌÁÍÉ a(z; –)∈`m; —

j; ‹ . üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ A(–), ÄÅÊÓÔŒÕÀ-
ÝÉÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ S(Rn), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Gm; —

j; ff .
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29.2. æÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 29.1. ðÕÓÔØ aj ∈`mj;—j

jj;ffj , j= 1; 2; Aj(–) {{ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ-
ÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ A1(–) ◦A2(–)∈Gm1+m2;—1+—2

j; ff , ÇÄÅ
j= min(j1; j2), ff= min(ff1; ff2) ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ b(z; –) {{ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ B(–) =A1(–) ◦A2(–), ÔÏ

b=
∑

|¸+˛|�N−1

(−1)|˛|

¸! ˛!
2−|¸+˛|(Ä¸

‰ D
˛
xa1) (Ä˛

‰D
¸
xa2) + rN ; (29.2)

ÇÄÅ
rN ∈`m1+m2−N(j1+j2);—1+—2−N(ff1+ff2)

j; ff : (29.3)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏ
ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 23.6, ŒŒÅÄÑ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ
ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÁÍÐÌÉÔÕÄ É ÐÏŒÔÏÒÉŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ § 23. îÏ
ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ.

œÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ B =A1 ◦A2

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A1 É A2 Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ a1(z), a2(z)∈C∞
0 (R2n).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ

Bu(x) =
∫

a1

(x + x1

2
; “
)
a2

(x1 + y
2

; ”
)
×

× ei[(x−x1)·“+(x1−y)·”] u(y) dy dx1 —d” —d“:

åÓÌÉ KB(x; y) {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ

KB(x; y) =
∫

a1

(x + x1

2
; “
)
a2

(x1 + y
2

; ”
)
×

× ei[(x−x1)·“+(x1−y)·”] dx1 —d” —d“: (29.4)

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ (23.39) (Ó fi = 1=2), ÄÁÀÝÕÀ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ
ÓÉÍŒÏÌÁ ÞÅÒÅÚ ÑÄÒÏ:

b(x; ‰) =
∫

e−ix2·‰KB

(
x+

x2

2
; x− x2

2

)
dx2: (29.5)

ðÏÌÁÇÁÑ x2=2 =x3, ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ

b(x; ‰) = 2n
∫

e−2ix3·‰KB(x+x3; x−x3) dx3: (29.6)

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (29.4) ÎÁÈÏÄÉÍ

b(x; ‰) = 2n
∫

a1

(x + x1 + x3

2
; “
)
a2

(x + x1 −x3

2
; ”
)
×

× ei[(x+x3−x1)·“+(x1+x3−x)·”−2x3‰] dx1 dx3 —d” —d“:
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œŒÅÄÅÍ ŒÍÅÓÔÏ x1 É x3 ÎÏŒÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ

x4 =
x + x1 + x3

2
; x5 =

x + x1 −x3

2
;

ÔÁË ÞÔÏ x1 =x4 +x5 −x, x3 =x4 −x5. ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ∣∣∣ Ä(x1; x3)
Ä(x4; x5)

∣∣∣= 2n, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

b(x; ‰) = 22n
∫

a1(x4; “) a2(x5; ”)×

× e2i[(x−x5)·“+(x4−x)·”+(x5−x4)·‰] dx4 dx5 —d“ —d”;

ÉÌÉ

b(x; ‰) = 22n
∫

a1(y; ”) a2(z; “)×

× e2i[(x−z)·”+(y−x)·“+(z−y)·‰] dy dz —d” —d“: (29.7)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ Œ (29.7) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ
Œ ŒÉÄÅ

2i

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
‰ ” “

∣∣∣∣∣∣= 2i
n∑

j=1

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
xj yj zj

‰j ”j “j

∣∣∣∣∣∣
éÚ ŒÉÄÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ

ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÅÇÏ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ŒÉÄÁ
〈x−z〉−N , 〈y−x〉−N , 〈”−‰〉−N , 〈“−‰〉−N . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ-
ÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (29.7) ÉÇÒÁÀÔ ÔÅ ÔÏÞËÉ y; ”; z; “, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
y= z=x, ”= “ = ‰. üÔÏ ÎÁŒÏÄÉÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ a1(y; ”) É a2(z; “)
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ y=x É z=x.

œÎÁÞÁÌÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ y′ =y−x, z′ =z−x, ”′ =”−‰, “′ =“−‰. ïÐÕÓ-
ËÁÑ ÛÔÒÉÈÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

b(x; ‰) = 22n
∫

a1(x+ y; ‰+ ”) a2(x+ z; ‰+ “) e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz:

(29.8)
âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ ÐÒÉ ÐÏÒÑÄËÅ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ —d” —d“ dy dz. îÁÐÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

a1(x+ y; ‰+ ”) =
∑

|¸|�N−1

y¸

¸!
Ä¸

xa1(x; ‰+ ”) + r(1)
N (x; y; ‰; ”); (29.9)

a2(x+ z; ‰+ “) =
∑

|˛|�N−1

z˛

˛!
Ä˛

xa2(x; ‰+ “) + r(2)
N (x; z; ‰; “); (29.10)
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ÇÄÅ

r(1)
N (x; y; ‰; ”) =

∑
|¸|=N

c¸

1∫
0

(1−fi )N−1 dfi ·y¸(Ä¸
xa1) (x+fiy; ‰+”); (29.11)

r(2)
N (x; z; ‰; “) =

∑
|˛|=N

c˛

1∫
0

(1−fi )N−1 dfi ·z˛(Ä˛
xa2) (x+fiz; ‰+“): (29.12)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (29.8) ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

b(x; ‰) = 22n
∑

|¸+˛|�N−1

∫
y¸z˛

¸! ˛!
[Ä¸

xa1(x; ‰+ ”)] [Ä˛
xa2(x; ‰+ “)]×

× e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz+ r(3)
N (x; ‰); (29.13)

ÇÄÅ r(3)
N (x; ‰) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÉÐÏŒ:

r(4)
¸; ˛(x; ‰) {{ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÁË ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÓÕÍÍÙ Œ (29.13), ÎÏ

Ó |¸+˛ |�N ;

r(5)
¸; N (x; ‰) =

∫
y¸[Ä¸

xa1(x; ‰+ ”)] [r(2)
N (x; z; ‰; “)] e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz;

(29.14)

r(6)
N; ˛(x; ‰) =

∫
z˛ [r(1)

N (x; y; ‰; ”)] [Ä˛
xa2(x; ‰+ “)] e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz;

(29.15)

r(7)
N (x; ‰) =

∫
r(1)

N (x; y; ‰; ”) r(2)
N (x; z; ‰; “) e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz:

(29.16)

œÙÞÉÓÌÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÓÕÍÍÙ Œ (29.13). äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

y¸e2iy·“ =
( 1

2
D“

)¸
(e2iy·“); (29.17)

z˛e−2iz·” =
(
−1

2
D”

)˛
(e−2iz·”); (29.18)

É ŒÙÐÏÌÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ.
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ðÏÌÕÞÉÍ

22n
∫

y¸z˛

¸! ˛!
[Ä¸

xa1(x; ‰+ ”)] [Ä˛
xa2(x; ‰+ “)] e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz=

=
22n−|¸+˛| · (−1)|¸|

¸! ˛!

∫
[Ä¸

xD
˛
‰ a1(x; ‰+ ”)] [Ä˛

xD
¸
‰ a2(x; ‰+ “)]×

× e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz=

=
2−|˛|(−2)−|¸|

¸! ˛!

∫ [
Ä¸

xD
˛
‰ a1

(
x; ‰+

”
2

)]
×
[
Ä˛

xD
¸
‰ a2

(
x; ‰+

“
2

)]
×

× e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz=

=
2−|˛|(−2)−|¸|

¸! ˛!
×
∫ [

Ä¸
xD

˛
‰ a1

(
x; ‰+

”
2

)]
e−iz·” —d” dz×∫ [

Ä˛
xD

¸
‰ a2

(
x; ‰+

“
2

)]
× eiy·“ —d“ dy=

=
2−|˛|(−2)−|¸|

¸! ˛!
[Ä¸

xD
˛
‰ a1(x; ‰)] [Ä˛

xD
¸
‰ a2(x; “)];

ÞÔÏ ÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (29.2).
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (29.8) É ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ aj ËÌÁÓÓÏŒ `m
j . üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ

ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (29.8)
ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, Á ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ
ÏÔ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ËÁË Œ § 1.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌÙ a1 É a2 ÔÁËÉÅ, ËÁË Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒ-
ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (29.3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁÔËÏŒ
r(4)

¸; ˛, r(5)
¸; N , r(6)

N; ˛, r(7)
N . þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ r(4)

¸; ˛ , ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÜÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÞÅ-
ŒÉÄÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ŒÉÄ, ÞÔÏ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ.

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ r(5)
¸; N , r(6)

N; ˛ É r(7)
N ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ Œ (29.14){{(29.16) ÔÏ

ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ (29.17) É (29.18)). œ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÅ y¸ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ D¸

“ , Á z˛ {{ ÎÁ D˛
” É ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ fi1; fi2 ∈ [0; 1] ÓÉÍŒÏÌÙ ŒÉÄÁ∫
[Ä¸

x D
˛
‰ a1(x+ fi1y; ‰+ ”; –)] [Ä˛

x D
¸
‰ a2(x+ fi2z; ‰+ “; –)]×

× e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz; |¸+˛ |�N: (29.19)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ (29.19) ÐÏ x É ‰, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄ-
ÎÁÑ Ä‚

xÄ
‹
‰ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÓÌÁÇÁ-
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ÅÍÙÈ ŒÉÄÁ∫ [
Ä¸+‚′

x Ä˛+‹′
‰ a1(x+ fi1y; ‰+ ”; –)

][
Ä˛+‚′′

x Ä¸+‹′′
‰ a2(x+ fi2z; ‰+ “; –)

]×
× e2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz; ‚′ + ‚′′ = ‚; ‹′ + ‹′′ = ‹: (29.20)

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ

e2i(y·“−z·”) = (1 + |y |2 + |” |2)−M
(

1− 1
4

´z; “

)M
e2i(y·“−z·”);

e2i(y·“−z·”) = (1 + |z |2 + | “ |2)−M
(

1− 1
4

´y; ”

)M
e2i(y·“−z·”)

É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

〈z; “〉= (1 + |z |2 + | “ |2)1=2; 〈y; ”〉= (1 + |y |2 + |” |2)1=2;

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (29.20) ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ
ŒÉÄÁ∫ [

Äκ
′+�′

x; ‰ a1(x+ fi1y; ‰+ ”; –)
][
Äκ

′′+�′′
x; ‰ a2(x+ fi2z; ‰+ “; –)

]×
×〈y; ”〉−2M〈z; “〉−2Me2i(y·“−z·”) —d” —d“ dy dz; (29.21)

ÇÄÅ κ′; κ′′; � ′; � ′′ {{ 2n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ, ÐÒÉÞÅÍ

|κ′ |�N; |κ′′ |�N; |� ′ |+ |� ′′|� |‚ |+ |‹ |: (29.22)

éÎÔÅÇÒÁÌ (29.21) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÅÒÅÚ

C
∫

〈x+ fi1y; ‰+ ”〉m1−j1|κ′+�′|–—1−ff1|κ′+�′|〈x+ fi2z; ‰+ “〉m2−j2|κ′′+�′′|×

×–—2−ff2|κ′′+�′′| ×〈y; ”〉−2M 〈z; “〉−2M —d” —d“ dy dz;

ÞÔÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ (29.22) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

C–—1+—2−N(ff1+ff2)−|‚+‹|ff ·
∫
〈x+ fi1y; ‰+ ”〉m1−j1N−j1|�′|×

×〈x+ fi2z; ‰+ “〉m2−j2N−j2|�′′|〈y; ”〉−2M〈z; “〉−2M × —d” —d“ dy dz: (29.23)

úÄÅÓØ ÓÔÅÐÅÎØ – Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÁË
ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (29.23) ÞÅÒÅÚ ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ 〈x; ‰〉.
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (29.23) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÏŒ ∫

〈x+ fi1y; ‰+ ”〉m1−j1N−j1|�′|〈y; ”〉−2M —d” dy; (29.24)∫
〈x+ fi2z; ‰+ “〉m2−j2N−j2|�′′|〈z; “〉−2M —d“ dz: (29.25)

ïÃÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (29.24). òÁÚÏÂØÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÎÅÍ
ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ:

˙1 =
{
y; ” : |y |+ |” |� 1

2
(|x |+ | ‰ |)

}
;

˙2 =
{
y; ” : |y |+ |” |> 1

2
(|x |+ | ‰ |)

}
;

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ˙j ÞÅÒÅÚ Ij , j= 1; 2. ôÁË ËÁË ÌÅÂÅÇÏŒ ÏÂ�ÅÍ ˙1

ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C1〈x; ‰〉n, Á ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ
ÎÁ ˙1 ÞÅÒÅÚ C2〈x; ‰〉m1−j1N−j1|�′|, ÔÏ ÄÌÑ I1 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

|I1 |�C3〈x; ‰〉m1−j1N−j1|�′|+n: (29.26)

úÁÊÍÅÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ I2. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |x |+ | ‰ |� 1 (ÐÒÉ
|x |+ | ‰ |<1 ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙ). ôÏÇÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÞÅŒÉÄÎÕÀ
ÏÃÅÎËÕ

(1 + |x+ fi1y |+ | ‰+ ” |)p � (1 + |x |+ | ‰ |)p(1 + |y |+ |” |)|p|

É ŒÙÂÉÒÁÑ M ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|I2 |�C4〈x; ‰〉m1−j1N−j1|�′|: (29.27)

éÚ (29.26) É (29.27) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (29.24) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

C〈x; ‰〉m1−j1N−j1|�′|+n:

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ (29.25) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ, ÍÙ ŒÉ-
ÄÉÍ, ÞÔÏ (29.23) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

C〈x; ‰〉m1+m2−(j1+j2)N−j1|�′|−j2|�′′|+2n · –—1+—2−N(ff1+ff2)−ff|‚+‹| �
�C〈x; ‰〉m1+m2−N(j1+j2)−j|‚+‹|+2n · –—1+—2−N(ff1+ff2)−ff|‚+‹|;

ÞÔÏ É ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

rN ∈`m1+m2−N(j1+j2)+2n; —1+—2−N(ff1+ff2)
j; ff : (29.28)

îÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑ ÚÄÅÓØ N É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÓÕÍÍÅ (29.2), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ (29.28) ÓÌÅÄÕÅÔ (29.3), ÞÔÏ
É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. �
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29.3. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ.
ô Å Ï Ò Å Í Á 29.2. ðÕÓÔØ a(z; –)∈`m; —

j; ff , ff>0, a(z; –)�">0, ÇÄÅ " {{
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä‚
za(z; –)|�C‚a(z; –) · –−ff0|‚|; –�–0 ; z ∈R

2n; (29.29)

ÇÄÅ ff0> 0, ff0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ‚. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ A(–) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ŒÅÊÌÅŒ-
ÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(z; –), ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ – ÂÕÄÅÔ A(–) � 0
(Ô. Å. (A(–)u; u) � 0, u∈S(Rn)).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ, ÐÏ-
ÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ.

ì Å Í Í Á 29.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B(–) Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍ-
ŒÏÌÏÍ a(z; –)∈`m; —

j; ff , É ÐÕÓÔØ b(z; –) {{ ÅÇÏ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ. ôÏÇÄÁ

a− b=
∑

0<|‚|<N

c‚(Ä‚
za) + rN ; (29.30)

ÇÄÅ c‚ = 0 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ |‚ | É rN ∈`m−jN; —−ffN
j; ff .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 24.1.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 29.1. äÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 29.1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 29.2. ðÕÓÔØ B0(–) {{ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(z; –), É ÐÕÓÔØ b0(z; –) {{ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ
ÓÉÍŒÏÌ B0(–). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B1(–) Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ
ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(z; –)− b0(z; –) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b1(z; –) ÅÇÏ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ
ÓÉÍŒÏÌ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏŒ B0; B1; B2; : : : , ÞÔÏ Bj {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ
a− b0 − b1 − : : :− bj−1, ÇÄÅ b0; b1; : : :; bj−1 {{ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏŒ B0; B1; : : :; Bj−1.

éÚ ÌÅÍÍÙ 29.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

Ak =A−B0 −B1 − : : :−Bk−1;

ÔÏ Ak ∈`m−2jk; —−2ffk
j; ff . ðÏÌÏÖÉÍ ÅÝÅ

Qk =B0 +B1 + : : :+Bk−1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A=Ak +Qk.
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ bj(z; –) ÐÒÉ

j > 0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

bj =
∑

2j�|‚|<N

c‚(Ä‚a) + rN; j; (29.31)
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ÇÄÅ c‚; j {{ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ É rN; j ∈`m−jN;—−ffN
j; ff . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒQk ÉÍÅÅÔ

ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÉÄÁ

qk(z; –) = a(z; –) +
∑

2�|‚|<N

c‚ [Ä‚
za(z; –)] + r′N (z; –); (29.32)

ÇÄÅ r′N (z; –)∈`m−jN; —−ffN
j; ff . õÞÉÔÙŒÁÑ (29.29), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

qk(z; –) = a(z; –) (1 +–−2ff0s(z; –));

ÇÄÅ s(z; –) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ

sup
z∈R 2n

|s(z; –) |�C; –�–0;

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ –. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ qk(z; –) � "=2> 0 ÐÒÉ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ –, ÏÔËÕÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Qk � "
2
I (29.33)

Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 24.1.
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ k

‖Ak(–)‖→ 0 ÐÒÉ –→+∞: (29.34)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ {{
ûÍÉÄÔÁ ‖Ak(–)‖2. îÏ

‖Ak(–)‖2
2 = (2ı)−n

∫
| bk(z; –) |2dz→ 0 ÐÒÉ –→+∞;

ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ k ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏ

m− 2jk <−n; —− 2ffk < 0:

éÚ (29.33) É (29.34) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A� "
4
I, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ

ÔÅÏÒÅÍÕ 29.2. �

§ 30. áÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z)∈
∈H`m; m0

j , ÇÄÅ m0 > 0. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÙÍ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 26.2 É ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 26.3.

ðÏÓËÏÌØËÕ b(z) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ |z |, ÔÏ, ÍÅÎÑÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÎÁË, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ

C1|z |m0 � b(z) �C2|z |m; |z |�R0; m0 > 0; (30.1)

ÇÄÅ C1; C2 {{ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.



§ 30] áóéíðôïôéëá óïâóôœåîîùè úîáþåîéê 247

ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÎÉÚÕ.
œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 24.2 É
ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 24.1, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A′

Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ŒÉÄÁ

b(z) +
∑

0<|‚|<N

c‚Ä‚b(z); (30.2)

ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A−A′ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏ-
ÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A′, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÏÌÕÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ (30.2), ÉÍÅÀÝÅÊ ÍÅÓÔÏ ŒŒÉÄÕ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

b(z) +
∑

0<|‚|<N

c‚Ä‚b(z) = b(z)
(

1 +
∑

0<|‚|<N

c‚
Ä‚b(z)

b(z)

)
;

Á ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ |z |→+∞.
ðÕÓÔØ j′ {{ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä‚b(z) |�C‚b(z)1−j′|‚|; |z |�R0 (30.3)

(ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ Œ Ð. 28.6, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, j′ = j=m, ÎÏ
ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ j′).

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

|z · ∇b(z) |� cb(z)1−κ; |z |�R0; (30.4)

ÇÄÅ 0 � κ< 1, c> 0. ðÏÌÏÖÉÍ

V (–) = (2ı)−n
∫

b(z)<–

dz; (30.5)

É ÐÕÓÔØ N(–) {{ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ-
ÄÑÝÉÈ –.

ô Å Ï Ò Å Í Á 30.1. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ
b(z)∈C∞(R2n), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (30.1),
(30.3) É (30.4), ÐÒÉÞÅÍ κ<j′. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ">0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

N(–) =V (–) (1 +O(–κ−j′+")): (30.6)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 28.1 Œ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÍÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÏÒÕ E–, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ
Œ Ð. 28.6. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E– ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ŒÅÊ-
ÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ e(z; –), ÒÁŒÎÙÊ 1 ÐÒÉ b(z) �– É 0 ÐÒÉ b(z) �–+ 2–1−� ,
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É ÅÓÌÉ � <j′, ÔÏ ÏÃÅÎËÉ (28.34){{(28.36) ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

e(z; –)∈`0; 0
~j; ~ff ; ~j> 0; ~ff> 0: (30.7)

íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.1. õÓÌÏ-
ŒÉÅ E ∗

– = E– ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ e(z; –). éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÑ 27.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÑÄÅÒÎÏÓÔØ E–.

âÕÄÅÍ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ
ff(A). éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

ff(E 2
– −E–) =

∑
0<|¸+˛|<N

c¸˛[Ä˛
‰ Ä

¸
xe(z; –)] [Ä¸

‰ Ä
˛
xe(z; –)] + (e2 − e) + rN ;

(30.8)
ÇÄÅ rN ∈`−2N ~j; −2N ~ff

~j; ~ff . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÓÕÍÍÙ, ËÒÏÍÅ rN , ÓÏÓÒÅ-
ÄÏÔÏÞÅÎÙ ÔÁÍ, ÇÄÅ –�a(z)�–(1 + 2–−� ), É, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÞÌÅÎÕ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.3, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎËÕ

‖E 2
– −E–‖1 =O(V (–+ 2–1−�)−V (–)):

îÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.3 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

V ′(–)=V (–) =O(–κ−1);

Á ÜÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.2 ÄÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ

V (–+ 2–1−�)−V (–) =O(–κ−�V (–)):

ðÏÜÔÏÍÕ
‖E 2

– −E–‖1 =O(–κ−�V (–)): (30.9)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

Sp E– = (2ı)−n
∫

e(z; –) dz=

=V (–) +O(V (–+ 2–1−�)−V (–)) =V (–) (1 +O(–κ−� )): (30.10)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÒÁÔØ � <j′. œÙÂÉÒÁÑ �= j′ − ", ÇÄÅ "> 0,
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ (30.9) É (30.10) Œ ŒÉÄÅ

‖E 2
– −E–‖1 =O(–κ−j′+"V (–)); (30.11)

Sp E– =V (–) (1 +O(–κ−j′+")) (30.12)

2. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ 3◦ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.1:

E–(A−–I) E– �C–1−�:

úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ŒÉÄÅ

E–(–I −A) E– +C–1−� � 0: (30.13)
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œÙÞÉÓÌÉÍ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E–(–I −A) E–. éÍÅÅÍ ÐÏ ÔÅÏ-
ÒÅÍÅ 29.1

ff(E–(–I −A)) =
∑

|¸+˛|<N

c¸˛(Ä¸
x Ä

˛
‰ e) (Ä˛

xÄ
¸
‰ (–− a(z))) + rN ;

ÇÄÅ rN ∈`m−N(j+~j); 1−N ~ff
min(j; ~j); 0 .

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

ff(E–(–I −A) E–) =
∑

c‚1‚2‚3 (Ä‚1
z e) (Ä‚2

z e) (Ä‚3
z (–− a(z))) + ~rN ; (30.14)

ÇÄÅ ~rN ∈`m−N(j+~j); 1−N ~ff
min(j; ~j); 0 , ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ É c000 = 1.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ~rN ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏŒÌÉÑÔØ ÎÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ (30.13), É
ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÏÃÅÎËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ |‚1 |+ |‚2 | �= 0 É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ~j>0 É ~ff>0 ÓÐÒÁ-
ŒÅÄÌÉŒÙ ÏÃÅÎËÉ

| (Ä‚1e) (Ä‚2 e) (Ä‚3 (–− a)) |�C〈z〉−~j(|‚1|+|‚2|+|‚3|)–1−�−~ff(|‚1|+|‚2|+|‚3|):
(30.15)

ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ ‚3 =0. ôÏÇÄÁ (30.15) ŒÅÒÎÏ ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ |–−a(z) |�
� 2–1−� ÎÁ ÎÏÓÉÔÅÌÅ (Ä‚1e) (Ä‚2 e). ðÕÓÔØ ‚3 �= 0. ôÏÇÄÁ

| (Ä‚1e) (Ä‚2 e) (Ä‚3a) |�C〈z〉−~j(|‚1|+|‚2|)–−~ff(|‚1|+|‚2|)–1−j′|‚3| =

=C〈z〉−~j(|‚1|+|‚2|)–1−�–−|‚3|(j′−�=|‚3|);

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ j′ − �=|‚3 |� j′ − � > 0. ðÏÜÔÏÍÕ

| (Ä‚1e) (Ä‚2 e) (Ä‚3a) |�C–1−�〈z〉−~j(|‚1|+|‚2|)–−~ff(|‚1|+|‚2|)–−ff1|‚3|;

ÇÄÅ ff1 =j′−� . õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÏÓÉÔÅÌÅ (Ä‚1e) (Ä‚2 e) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÎÅ-
ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ –�a�–+2–1−�É 〈z〉m0 �A–, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ (30.15) (ÎÏ,
ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ~j É ~ff, ÞÅÍ Œ (30.7)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(Ä‚1e) (Ä‚2 e) (Ä‚3 (–− a))∈`0; 1−�
~j; ~ff ; |‚1 |+ |‚2 | �= 0: (30.16)

îÏ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁ-
ÇÒÁÆÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ A, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ Œ L2(Rn) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ
(Ä‚1e) (Ä‚2 e) (Ä‚3 (–−a)) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C–1−�, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ ÔÁËÖÅ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏŒÌÉÑÔØ ÎÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ (30.13).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ

e2Ä‚3 (–− a)∈`0; 1−�
~j; 0 ; ‚3 �= 0; (30.17)

ÔÁË ÞÔÏ É ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ (30.13).
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îÁËÏÎÅÃ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ e2(–−a)=q. æÕÎËÃÉÑ q(z; –) ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

q(z; –) �−C–1−� ; Ä�q ∈`0; 1−�
~j; 0 ; |‚ |> 0:

åÓÌÉ P {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ q(z; –) É p(z; –) {{ ÅÇÏ
ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 29.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q− p∈`0; 1−�

~j; 0 . îÏ
ÑÓÎÏ, ÞÔÏ P �−C–1−� É ‖Q−P ‖�C–1−�. ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅ (30.13). ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÎÅÍ � = j′ − ", ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

E–(A−–I) E– �C–1−j′+": (30.18)

3. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

(I −E–) (A−–I) (I −E–) +C–1−� � 0 (30.19)

ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ C >0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 29.1, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÓÉÍŒÏÌ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ (30.19) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

C–1−� +
∑

c‚1‚2‚3Ä
‚1 (1− e) · Ä‚2 (1− e) · Ä‚3 (a−–) + rN ; (30.20)

ÇÄÅ rN ∈`m−N(j+~j); 1−N ~ff
min(j; ~j); 0 É c000 = 1.

ïÐÅÒÁÔÏÒ RN Ó ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ rN ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ ÎÏÒÍÙ
‖RN‖�C–1−N ~ff É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏŒÌÉÑÔØ ÎÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ (30.19).

ïÃÅÎÉÍ ÇÌÁŒÎÕÀ ÞÁÓÔØ Œ (30.20) {{ ÓÉÍŒÏÌ

q(z; –) = (1− e(z; –))2 (a(z)−–) +C–1−� : (30.21)

úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ C ÂÕÄÅÔ

q(z; –) �–1−�: (30.22)

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

|Ä‚
zq(z; –) |�C‚q(z; –) 〈z〉−~j|‚|–−~ff|‚| (30.23)

ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ~j> 0 É ~ff> 0.
éÍÅÅÍ

Ä‚
z q=

∑
c‚′‚′′Ä‚′

z (1− e)2Ä‚′′
z (a−–):

åÓÌÉ ‚′ �= 0, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ, ËÁË Œ Ð. 2 ÜÔÏÇÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. åÓÌÉ ‚′ = 0, ÔÏ ÐÒÉ ‚ �= 0 ÎÁ ÎÏÓÉÔÅÌÅ 1− e ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ
ÏÃÅÎËÁ

| (1− e)2Ä‚ (a−–) |�Ca(z)1−j′|‚| � (q(z; –) + 2–) (a(z))−j′|‚|
; (30.24)
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ÔÁË ËÁË a(z) � q(z; –) + 2–. äÁÌÅÅ,

(q(z; –) + 2–) (a(z))−j′|‚| � q(z; –) (a(z))−j′|‚| + 2–1−�–�a(z)−j′|‚| �
� q(z; –)–−j′|‚|=2〈z〉−j′|‚|=2m0 + q(z; –) (a(z))�−j′|‚| (30.25)

ÎÁ supp (1− e)2, ÐÏÓËÏÌØËÕ –1−� � q(z; –) É –� � a(z)� . îÁËÏÎÅÃ,

q(z; –) (a(z))�−j′|‚| � q(z; –) (a(z))−|‚|(j′−�=|‚|) �
� q(z; –) (a(z))−|‚|·(j′−�)=2〈z〉−|‚|(j′−�)=2m0 : (30.26)

éÚ (30.24){{(30.26) ŒÙÔÅËÁÅÔ (30.23). ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ ÏÞÅ-
ŒÉÄÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ |q(z; –) |�C〈z〉m–1−� ÉÚ (30.23) ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ
q(z; –)∈`m; 1−�

~j; ~ff .
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÃÅÎÉŒÁÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÓÕÍÍÅ (30.20), ÍÙ ŒÉÄÉÍ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ q(z; –) ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ŒÓÀ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ, ÔÏ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌ-
ÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ (30.22) É (30.23) É ŒËÌÀÞÅÎÉÅ q(z; –)∈`m; 1−�

~j; ~ff . ðÒÉ ÜÔÏÍ,
ËÁË ÂÙÌÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ � = j′ − ", ÇÄÅ "> 0.
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 29.2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ (30.19), ÉÌÉ

(I −E–) (A−–I) (I −E–) +C–1−j′+" � 0: (30.27)

4. äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 30.1 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 1◦{{5◦ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.1 ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ĂÐÏÞÔÉ-ÐÒÏÅËÔÏ-
ÒÁĄ E– ÕÖÅ ÐÒÏŒÅÒÅÎÙ (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (30.11), (30.12), (30.18) É (30.27)),
Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ (28.7) ÆÕÎËÃÉÉ V (–) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (30.4) É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.3.
ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.1 ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ (30.6). �

ú Á Ä Á Þ Á 30.1. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A=
=−´ + |x |2 É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (30.6).

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ïÐÅÒÁÔÏÒ A =−´ + |x |2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏÍ ÜÎÅÒÇÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÓÃÉÌÌÑÔÏÒÁ, É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ.

ú Á Ä Á Þ Á 30.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ b(z) ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÌÕÞÅ arg –=’0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ Az É “-ÆÕÎËÃÉÑ “(z) = Sp Az ÄÏÐÕÓËÁÅÔ
ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÏ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C .

îÁÊÔÉ ÅÅ ÐÏÌÀÓÙ, ÉÈ ŒÙÞÅÔÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ “(z) Œ ÔÏÞËÁÈ 0; 1; 2; : : :
ðÏÌÕÞÉÔØ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÚ ÔÁÕÂÅÒÏŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ éËÅÈÁÒÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ËÕ N(–) (ÂÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ).
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œïìîïœùå æòïîôù é òáóðòïóôòáîåîéå
ïóïâåîîïóôåê

œ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÍÙ ÉÚÌÁÇÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ
ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÆÒÏÎÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ èčÒÍÁÎÄÅÒÏÍ [6].
œÁÖÎÏÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÆÒÏÎÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ
ÄÁÔØ ÍÉËÒÏÌÏËÁÌØÎÕÀ (ÌÏËÁÌÉÚÏŒÁÎÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏ-
ÅÎÉÑ) ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó
ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏÌÎÏŒÙÅ ÆÒÏÎ-
ÔÙ ÉÇÒÁÀÔ É Œ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. œÏÌÎÏŒÙÅ ÆÒÏÎÔÙ ÏÒÇÁÎÉÞÅÓËÉ
ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. ïÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÓÔÏÒÏ-
ÎÅ ÍÎÏÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ŒÏÌÎÏŒÙÈ ÆÒÏÎÔÏŒ, ÁŒÔÏÒ ÓÞÅÌ ŒÓÅ
ÖÅ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÐÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÁÔËÏÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ.

ä1.1. œÏÌÎÏŒÏÊ ÆÒÏÎÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä1.1. ðÕÓÔØ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ Rn, (x0; ‰0)∈
∈X × (Rn\0), u∈D ′(X). âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ (x0; ‰0) =∈WF (u), ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ v∈ E ′(X), ÞÔÏ u= v Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0 É ÐÒÉ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ "> 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N > 0

| ~v(‰) |�CN〈‰〉−N ÐÒÉ
∣∣∣ ‰
|‰ | −

‰0

|‰0 |
∣∣∣<"; (ä1.1)

Ô. Å. ~v(‰) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ‰0.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, WF (u) {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ

X× (Rn\0), ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ŒÏÌÎÏŒÙÍ ÆÒÏÎÔÏÍ (wave front) ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ u.

ì Å Í Í Á ä1.1. åÓÌÉ ’(x)∈C∞
0 (X), (x0; ‰0) =∈WF (u), ÔÏ (x0; ‰0) =∈

=∈WF (’u).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ~v ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ

Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ËÏÎÕÓÅ `, ÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ’̃v. îÏ

’̃v(‰) =
∫

~v(‰− ”) ~’(”) d”=
∫

|”|�R

~v(‰− ”) ~’(”) d”+
∫

|”|�R

~v(‰ − ”) ~’(”) d”
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É

|’̃v(‰)|�C sup
|”|�R

| ~v(‰− ”) |+CL

∫
|”|�R

(1 + | ‰− ” |)p(1 + |” |)−L d”�

�C sup
|”|�R

| ~v(‰ − ”) |+CL(1 + | ‰ |)p
∫

|”|�R

(1 + |” |)p−L d”�

�C sup
|”|�R

| ~v(‰− ”) |+CL(1 + | ‰ |)pRn+p−L:

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ R= | ‰ |1=2. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‰ ÐÒÉÎÁÄÌÅ-
ÖÉÔ ËÏÎÕÓÕ, ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅÍÕ ÞÅÍ `, ÔÏ ‰− ” ∈` ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ | ‰ | É ÐÒÉ
|” |�R, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, | ‰−” |∼|‰ |,Rn+p−L ∼|‰ |(n+p−L)=2. œÙÂÉÒÁÑ ÂÏÌØ-
ÛÏÅ L, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÙÓÔÒÏÅ ÕÂÙŒÁÎÉÅ ’̃v(‰) ÐÏ ‰ ÐÒÉ | ‰ |→+∞, ‰∈`. �

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å ä1.1. œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ä1.1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
v=’u, ÇÄÅ ’∈C∞

0 (X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ v, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ

Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, É ÚÁÔÅÍ ŒÚÑÔØ ÔÁËÏÅ ’, ÞÔÏ ’= 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0

É ’u=’v. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ä1.1. �
ì Å Í Í Á ä1.2. ðÕÓÔØ ı : X× (Rn\0)→X {{ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅË-

ÃÉÑ, u∈D ′(X). ôÏÇÄÁ

ıWF (u) = sing supp u:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. Á) åÓÌÉ x0 =∈ sing supp u, ÔÏ, ÂÅÒÑ ’∈C∞
0 (X),

’= 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0, ’= 0 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ sing supp u, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ,
ÞÔÏ ’u∈C∞

0 (X), ÏÔËÕÄÁ ’̃u∈S(Rn), Á ÚÎÁÞÉÔ, x0 =∈ ıWF (u).
Â) ðÕÓÔØ x0 =∈ ıWF (u). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ‰0 ∈Rn\0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁ-

ËÉÅ ÆÕÎËÃÉÑ ’‰0 (x)∈C∞
0 (X) É ËÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ `‰0 , ÔÏÞËÉ ‰0,

ÞÔÏ ’‰0(x) = 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0 É ’̃‰0u(‰) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Œ `‰0 . ðÕÓÔØ

`‰1 ; : : :; `‰N {{ ÐÏËÒÙÔÉÅ Rn\0. ôÏÇÄÁ, ÐÏÌÁÇÁÑ ’=
N∏

j=1
’‰j , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ,

ÞÔÏ ’̃u(‰) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ŒÓÀÄÕ, ÏÔËÕÄÁ ’u∈C∞
0 (X), ÚÎÁÞÉÔ, u∈C∞

Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, Ô. Å. x0 =∈ sing supp u. �
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä1.1. ðÕÓÔØ u∈D ′(X), (x0; ‰0) =∈WF (u). ôÏÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï A∈CL0(X), ÞÔÏ
ffA ≡ 1 (mod S−∞) Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x0; ‰0) É Au∈C∞

0 (X).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ’∈C∞

0 (X), ’= 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0,
’̃u(‰) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ‰0. ðÕÓÔØ
ffl(‰) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ Œ ÜÔÏÊ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ffl(t‰) =ffl(‰) ÐÒÉ
t� 1, | ‰ |� 1, ffl(‰)∈C∞(Rn) É ffl(‰) = 1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÎØÛÅÊ ËÏÎÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ‰0. ôÏÇÄÁ ffl(‰) ’̃u (‰) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ, ÏÔËÕÄÁ
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ffl(D) (’(x)u(x))∈C∞(X). îÏ ÔÏÇÄÁ  (x)ffl(D) (’(x)u(x))∈C∞
0 (X), ÅÓÌÉ

 ∈C∞
0 (X). íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ  ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ  (x) = 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ-

ËÉ x0. ôÏÇÄÁ ðäï A= (x)ffl(D)’(x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ
ÕÓÌÏŒÉÑÍ. �

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä1.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ u∈D ′(X), (x0; ‰0)∈
∈X × (Rn\0) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈CLm(X) Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ am(x; ‰).
ðÕÓÔØ ÌÉÂÏ u∈ E ′, ÌÉÂÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ
ÓÍÙÓÌ Au. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ am(x0; ‰0) �= 0 É Au∈C∞(X).
ôÏÇÄÁ (x0; ‰0) =∈WF (u).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. Á) ðÒÏŒÏÄÑ Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ-
ËÉ (x0; ‰0) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ (ÓÍ. § 5), ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï B ∈CL−m(X), ÞÔÏ ffBA ≡
≡ 1 (mod S−∞) Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x0; ‰0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ
BAu∈C∞(X), ÔÁË ÞÔÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ A ÎÁ BA, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ffA ≡ 1 (mod S−∞) Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x0; ‰0).

Â) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ffl(‰)=1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ‰0, ffl(‰)∈C∞(Rn), ffl(‰)
ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ 0-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ‰ ÐÒÉ | ‰ |� 1. ðÕÓÔØ ’(x)∈C∞

0 (Rn), ’= 1 Œ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0 É ÎÏÓÉÔÅÌÉ ’ É ffl ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ

’(x)ffl(‰)ffA(x; ‰) =’(x)ffl(‰) (mod S−∞):

ïÔÓÀÄÁ
ffl(D)’(x)A−ffl(D)’(x)∈L−∞ ; (ä1.2)

ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ffl(D)’(x)Au∈C∞(X), ÔÏ ÉÚ (ä1.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ffl(D)’(x)u∈C∞(Rn): (ä1.3)

Œ) äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

ffl(D)’(x)u∈S(Rn); (ä1.4)

ÏÔËÕÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ffl(‰) ’̃u (‰)∈S(Rn) É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’̃u (‰)
ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ‰0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. œËÌÀÞÅ-
ÎÉÅ (ä1.4) Œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (ä1.3) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÌÅÍÍÙ.

ì Å Í Í Á ä1.3. ðÕÓÔØ v∈ E ′(Rn), ffl(‰)∈Sm
j; 0. ôÏÇÄÁ

|D¸ffl(D) v(x) |�C¸; N |x |−N (ä1.5)

ÐÒÉ j(x; supp v) � 1.
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ‰¸ffl(‰)∈Sm+|¸|

j; 0 , ÔÏ ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ
Ë ÓÌÕÞÁÀ ¸= 0. äÁÌÅÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ v Œ ŒÉÄÅ v=

∑
|¸|�p

D¸v¸, ÇÄÅ v¸ {{
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ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓŒÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ v ÎÅÐÒÅ-
ÒÙŒÎÁ. éÍÅÅÍ

ffl(D) v(x) =
∫

ei(x−y)·‰ffl(‰) v(y) dy —d‰: (ä1.6)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ

|x− y |−2N(−´‰)Nei(x−y)·‰ = ei(x−y)·‰:

éÚ (ä1.6) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ffl(D) v(x) =
∫

ei(x−y)·‰((−´‰)Nffl(‰)) |x− y |−2Nv(y) dy —d‰: (ä1.7)

ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ j(x; supp v) � 1. œÙÂÉÒÁÑ N
ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏ (−´‰)Nffl(‰)∈S−n−1

j; 0 , ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
Œ (ä1.7) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ C〈x〉−2N ÐÒÉ j(x; supp v) � 1. �

ú Á Í Å Þ Á Î É Å ä1.1. õÓÌÏŒÉÅ am(x0; ‰0) �= 0 ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÌ-
ÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØÀ A Œ ÔÏÞËÅ (x0; ‰0). ìÅÇËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ
ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä1.2. íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÜÔÏ
ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ŒÉÄÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å ä1.2. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ A∈CLm(X)

char (A) = {(x; ‰)∈X× (Rn\0) : am(x; ‰) = 0}:
ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ Au= f ∈C∞(X), ÔÏ WF (u)⊂ char (A).
œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ char (A) = ∅, ÔÏ u∈C∞(X).
ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å ä1.3. åÓÌÉ u∈ E ′(X), ÔÏ

WF (u) =
⋂

A∈CL0(X)
Au∈C∞(X)

char (A): (ä1.8)

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ u∈D ′(X), ÎÏ ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÌÉÛØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A.

œÁÖÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ä1.3 ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (ä1.8) ÐÏËÁÚÙ-
ŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÏÌÎÏŒÏÊ ÆÒÏÎÔ WF (u) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X {{ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ WF (u)
ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ T ∗X. íÙ
ÔÅÐÅÒØ ÅÝÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ä1.2, ÏÓÌÁÂÉŒ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ
Au∈C∞(X).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä1.3. ðÕÓÔØ ÏÐÑÔØ A∈CLm(X), u∈D ′(X) É ÌÉ-
ÂÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÌÉÂÏ u∈E ′(X). ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ am(x0; ‰0) �= 0
É (x0; ‰0) =∈WF (Au), ÔÏ (x0; ‰0) =∈WF (u). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

WF (u)⊂ char (A)∪WF (Au): (ä1.9)
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä1.1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ∈CL0(X), ÞÔÏ ffP ≡1 (mod S−∞) Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x0; ‰0) É (PA)u∈C∞(X). îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä1.2
ÑÓÎÏ, ÞÔÏ (x0; ‰0) =∈WF (u). �

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä1.4 (ÐÓÅŒÄÏÌÏËÁÌØÎÏÓÔØ ðäï). ðÕÓÔØ u∈
∈D ′(X), A∈Lm

j; ‹(X), 0 � ‹<j� 1 É ÌÉÂÏ u∈ E ′(X), ÌÉÂÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ (x0; ‰0) =∈WF (X), ÔÏ (x0; ‰0) =∈WF (Au).
éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

WF (Au)⊂WF (u): (ä1.10)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÓÌÏŒÉÅ (x0; ‰0) =∈WF (u) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ðäï P ∈CL0(X), ÞÔÏ Pu∈C∞(X) É
ffP ≡1 (mod S−∞) Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x0; ‰0). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Q {{
ÔÁËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï, Q∈CL0(X), ÞÔÏ q0(x0; ‰0) �= 0 (ÇÄÅ q0 {{ ÇÌÁŒ-
ÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ Q) É ffQ∈S−∞ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x0; ‰0), ÔÁË ÞÔÏ

PQ≡Q(mod L−∞) É QP ≡Q(mod L−∞):

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ QAu∈C∞(X). éÍÅÅÍ QA−QAP ∈L−∞, ÔÁË ÞÔÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ QAPu∈C∞(X). îÏ ÜÔÏ ÑÓÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
Pu∈C∞(X). ôÅÐÅÒØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ (x0; ‰0) =∈WF (Au), ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ ä1.2. �

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å ä1.4. åÓÌÉ A∈CLm(X), ÔÏ

WF (Au)⊂WF (u)⊂WF (Au)∪ char (A): (ä1.11)

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å ä1.5. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∈CLm(X) ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ , ÔÏ

WF (Au) =WF (u): (ä1.12)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å ä1.1. œÙÞÉÓÌÉÔØ ŒÏÌÎÏŒÙÅ ÆÒÏÎÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ:

Á) ‹(x);
Â) ‹(x′)⊗ 1(x′′), ÇÄÅ x′ ∈ R

k, x′′ ∈ R
n−k;

Œ) ‹S , ÇÄÅ S {{ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ Rn (〈‹S; ’〉 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÐÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ);

Ç) (x + i0)−1 ÎÁ R1;
Ä) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÇÌÁ Œ R

2.

ä1.2. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ: ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ,
ÓÌÅÄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

1) ðÕÓÔØ uj ∈D ′(X), j = 1; 2. þÔÏ ÔÁËÏÅ u1 · u2? üÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ
ÏÂÙÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ u1u2, ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, u1; u2 {{ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ
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ÆÕÎËÃÉÉ ÉÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ u1; u2 ÇÌÁÄËÁÑ, É ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÅÓÔÅ-
ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ
ÓÍÙÓÌÅ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ u1 · u2 ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ

WF (u1) +WF (u2)⊂X × (Rn\0); (ä1.13)

Ô. Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ (x; ‰)∈WF (u1), ÞÔÏ (x; −‰)∈WF (u2).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ {{ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁÚ-

ÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u1; u2 ∈ E ′(Rn) É ÎÏÓÉÔÅÌÉ u1; u2

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙ, ÔÁË ÞÔÏ ~u1(‰) ÕÂÙŒÁÅÔ ŒÎÅ ËÏÎÕÓÁ `1, Á ~u2(‰) {{ ŒÎÅ
ËÏÎÕÓÁ `2, ÐÒÉÞÅÍ `1 + `2 ⊂Rn\0 (Ô. Å. `1 É `2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÄÉÁÍÅ-
ÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË). éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ
ũ1u2(‰) = ~u1 ∗ ~u2, ÇÄÅ

~u1 ∗ ~u2(‰) =
∫

~u1(‰− ”) ~u2(”) —d”: (ä1.14)

œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÔÏÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË
ÐÒÉ |” |→+∞ ÌÉÂÏ | ~u1(‰− ”) |, ÌÉÂÏ | ~u2(”) | ÂÙÓÔÒÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0. ðÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

u1u2 =F−1
∫

~u1(‰ − ”) ~u2(”) —d”: (ä1.15)

ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ffl∈C∞

0 (Rn),
∫
ffl(x) dx= 1, ffl"(x) = "−nffl("−1x) É

u(") =u ∗ffl" (∈C∞
0 (Rn)), ÔÁË ÞÔÏ lim

"→+0
u(")

j =uj Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ D ′(Rn), ÔÏ

lim
"→+0

u(")
1 u(")

2 =u1u2 Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ D ′(Rn), ÇÄÅ u1u2 ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙ-

ÓÌÅ (ä1.15).
ð Ò É Í Å Ò ä1.1. ðÕÓÔØ uk ∈D ′(R2),

〈uk; ’〉=
∫

fflk(x1)’(x1; kx1) dx1; fflk(t)∈C∞
0 (R1);

Ô. Å. supp uk ⊂{(x1; x2) : x2 = kx1}. îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ uk · u0. éÍÅÅÍ

~uk(‰) =
∫

fflk(x1) ei(‰1x1+‰2kx2) dx1 = ~fflk(‰1 + k‰2):

ïÔÓÀÄÁ WF (uk) {{ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë ÐÒÑÍÏÊ x2 = kx1, ÌÅ-
ÖÁÝÉÈ ÎÁÄ ı−1

k (supp fflk), ÇÄÅ ık : (x1; kx1) �→ x1.
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ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÅÒÔËÕ ~uk ∗ ~u0:

(~uk ∗ ~u0) (‰) =
∫

~ffl0(‰1 − ”1)fflk(”1 + k”2) —d”1 —d”2 =

=
∫

~ffl0(”1) —d”1 ·
∫

~fflk(k”2) —d”2 =
1
k
ffl0(0)fflk(0);

ÏÔÓÀÄÁ
u0uk =

1
k
ffl0(0) ·fflk(0) · ‹(x):

ðÒÅÄÅÌ ÐÒÉ k→ 0 ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ k= 0
ÕÓÌÏŒÉÅ (ä1.13) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

2) ðÕÓÔØ u∈D ′(X), Y {{ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ X, NY {{ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ
ŒÓÅÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë Y Œ T ∗X (ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë Y ). åÓÌÉ
WF (u)∩NY =∅, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÌÅÄ u|Y , ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ,
Œ ËÁËÏÍ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÏËÁÌÉÚÕÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y ={x1 = : : :=xk = 0}.
äÌÑ u∈C∞

0 (X) ÉÍÅÅÍ

ũ|Y =
∫

~u(‰1; : : :; ‰n) —d‰1: : :—d‰k: (ä1.16)

îÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ (‰1; : : :; ‰k; 0; : : : ; 0)
ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ WF (u), ÔÁË ÞÔÏ ~u ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Œ ÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ É
ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ä1.16) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ u∈D ′(Rn+1) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ
ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ m ŒÉÄÁ

a
(
t; x;

Ä
Ät
;

Ä
Äx

)
u= f ∈C∞(Rn+1); t∈R

1; x∈R
n;

ÐÒÉÞÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ t= 0 ÎÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÎÁ, Ô. Å. am(0; x; 1; 0) �= 0, ÔÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ŒÓÅ ÓÌÅÄÙ
Äku
Ätk

∣∣∣
t=0

∈D ′(Rn) É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ

ÄÁÎÎÙÅ ëÏÛÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ u|t=t0 {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t0 ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
Œ D ′(Rn).

ä1.3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ

íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÓÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á ä1.1. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ∈CLm(X) ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ-
ÎÙÊ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ pm(x; ‰), u∈D ′(X) É ÌÉÂÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÙÊ, ÌÉÂÏ u∈ E ′(X), ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ Pu. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ I {{ ÓŒÑÚ-
ÎÙÊ ËÕÓÏË ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÆÕÎËÃÉÉ pm(x; ‰), ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ
Ó WF (Pu), ÔÏ ÌÉÂÏ I ⊂WF (u), ÌÉÂÏ I ∩WF (u) = ∅.
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éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë WF (Pu) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ WF (u) ÉÎŒÁ-
ÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÐÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ⎧⎪⎨

⎪⎩
_‰=− Äpm

Äx
;

_x=
Äpm

Ä‰
:

(ä1.17)

ð Ò É Í Å Ò ä1.2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ
Ä2u
Äx2

0
−´u= 0

Œ Rn+1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ Ó ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m= 2, p2(x; ‰) =
=−‰2

0 + | ‰ |2. óÉÓÔÅÍÁ (ä1.17) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ‰= const, x0 =−2‰0t,
x= 2‰t. ðÕÓÔØ 0∈ sing supp u. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ (0; 0; ‰0; ‰)∈
∈WF (u), ÐÒÉÞÅÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ‰2

0 = | ‰ |2 Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä1.2. ðÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ ä1.1 (−2‰0t; 2‰t; ‰0; ‰)∈WF (u) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
(−2‰0t; 2‰t)∈ sing supp u ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ä1.1, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ
œ. î. ôÕÌÏŒÓËÏÍÕ. ïÎÏ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÐÉÓÙ-
ŒÁÀÝÅÅ ŒÏÌÎÏŒÏÊ ÆÒÏÎÔ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ
ÂÙÓÔÒÏ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÕÀ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä1.5. ðÕÓÔØ u∈D ′(X). ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÅ (x0; ‰0) =∈
=∈WF (u) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ:

á. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ">0, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘(x; „) {{ ÇÌÁÄËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ-
ÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ |x−x0 |<" É „∈ (RN\0), ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÁÑ ÐÏ „ ÐÏÒÑÄËÁ 1 É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˘x(x0; „0) = ‰0 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ „0 �= 0,
ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ’∈CS0({|x−x0 |<"}×RN

„ ), ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ
Œ 0 ÐÒÉ |x−x0 |� "=2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ `
ÔÏÞËÉ „0 Œ RN\0, ÞÔÏ

| 〈u(x); ’(x; „) e−i˘(x; „)〉 |�CN |„ |−N ; „ ∈`; |„ |� 1: (ä1.18)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ A. œÏÚØÍÅÍ
’∈C∞

0 (Rn), ’= 1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ’= 0 ÐÒÉ |x−x0 |� "=2
É ˘(x; „) = 〈x; „〉, ÔÁË ÞÔÏ N =n, „0 = ‰0. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ
〈u(x); ’(x) e−ix·„)〉= ’̃u („) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ ‰0. îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (x0; ‰0) =∈WF (u).

2) ðÕÓÔØ (x0; ‰0) =∈WF (u). ðÒÏŒÅÒÉÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ A. ðÕÓÔØ ˘
É ’ ÔÁËÉÅ, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ. âÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u∈ E ′(Rn). úÁÐÉÛÅÍ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ (ä1.18) ÞÅÒÅÚ ~u(‰):

〈u(x); ’(x; „) e−i˘(x; „)〉=
∫

~u(‰) ei[x·‰−˘(x; „)] ’(x; „) dx —d‰; (ä1.19)
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ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ. œÙÂÒÁŒ ÔÁËÕÀ ÍÁÌÕÀ
ËÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ `1 ÔÏÞËÉ ‰0 Œ Rn, ÞÔÏ ~u(‰) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ
Œ `1, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÓÕÍÍÕ I1 + I2, ÇÄÅ Œ I1 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ‰
ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ `1, Á Œ I2 {{ ÐÏ Rn\`1. ïÃÅÎÉÍ I1 É I2 ÏÔÄÅÌØÎÏ.

Á) œ I1 ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÏ x Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ e−i˘(x; „).
á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ

tL= |˘x |−2
n∑

j=1

i˘xj

Ä
Äxj

;

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ tLe−i˘ =e−i˘. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ tL É L ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ
ÐÏ „ ÐÏÒÑÄËÁ −1. ðÏÓËÏÌØËÕ ˘x(x0; „0) = ‰0 �= 0, ÔÏ |˘x(x; „) | �= 0, ÅÓÌÉ
|x−x0 |<" É „∈`, ÇÄÅ ` {{ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ËÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
ÔÏÞËÉ „0. éÍÅÅÍ

I1 =
∫

‰∈`1

LN (eix·‰ ’(x; „)) ~u(‰) e−i˘(x; „) dx —d‰:

ðÏÓËÏÌØËÕ

|LN [eix·‰’(x; „)]|�CN 〈‰〉N 〈„〉−N ; „∈`; |„ |� 1;

ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ~u(‰) Œ `1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|I1 |�CN〈„〉−N ; „ ∈`; |„ |� 1: (ä1.20)

Â) äÌÑ ÏÃÅÎËÉ I2 ÎÁÄÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÏ x ÕÖÅ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ŒÓÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ei[x·‰−˘(x; „)]. œÙÂÉÒÁÑ ËÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ `
ÔÏÞËÉ „0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ‰−˘x(x; „) �= 0, „ ∈`,
‰ ∈Rn\`1, |x−x0 |<", ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ x; ‰; „

gradx(x · ‰−˘(x; „)) �= 0;

ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ. œ ÓÁ-
ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ C > 0

| ‰−˘x(x; „) |�C(| ‰ |+ |„ |); „∈`; ‰ ∈Rn\`1; |x−x0 |<":
ðÏÌÁÇÁÑ

tL=−i| ‰−˘x(x; „) |−2
n∑

j=1

(‰j −˘xj (x; „))
Ä

Äxj
;

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ tLei[x·‰−˘(x; „)] = ei[x·‰−˘(x; „)], É ÐÏÔÏÍÕ

I2 =
∫

‰∈Rn\`1

ei[x·‰−˘(x; „)][LN’(x; „)] ~u(‰) dx —d‰: (ä1.21)
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ~u(‰) ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ | ~u(‰) |�C(1 + | ‰ |)N1 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ C É N1, ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ä1.21)
ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ É ÐÒÉ „∈`, |x−x0 |<" ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÏÃÅÎÅÎ ÞÅÒÅÚ Cp〈„〉−p ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ p, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÃÅÎËÏÊ (ä1.20) ÄÁÅÔ
ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. �

ú Á Í Å Þ Á Î É Å ä1.2. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ (x0; ‰0) É ÆÕÎËÃÉÉ ’; ˘ ÚÁŒÉÓÑÔ
ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÐÏÓÔÏÑÎ-
ÎÙÅ CN Œ (ä1.18) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù ä1.1. 1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁ-

ÌÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P =
1
i

Ä
Äxn

. ðÕÓÔØ Pu= f , (x0; ‰0) =∈
=∈WF (f). âÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓÉÍŒÏÌÁ ‰n ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P , ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅ-
ÒÅÚ (x0; ‰0), ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (x′0; (x0)n + t; ‰0), ÇÄÅ (x0)n {{ n-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ
ÔÏÞËÉ x0, Á x′0 {{ ÎÁÂÏÒ ÅÅ ÐÅÒŒÙÈ (n−1) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, t {{ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ŒÄÏÌØ
ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ðÕÓÔØ I {{ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÜÔÏÊ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÉÊ (x0; ‰0) É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó WF (f). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ
I ⊂WF (u), ÌÉÂÏ I ∩WF (u) = ∅.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÔÁËÉÅ ’(x; „) É ˘(x; „), ËÁË Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ä1.5. ðÏÌÏ-
ÖÉÍ

’t(x; „) =’(x′; xn − t; „); ˘t(x; „) = ˘(x′; xn − t; „):

ôÏÇÄÁ supp ’t ÂÌÉÚÏË Ë (x′0; (x0)n + t) É ŒÂÌÉÚÉ ÜÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ
ÆÕÎËÃÉÑ ˘t. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÂÏÒÏÍ ’; ˘ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ’t
É ˘t ÌÀÂÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä1.5 ŒÙ-
ÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ (x′0; (x0)n + t; ‰0). éÍÅÅÍ

d
dt

〈u; ’te−i˘t〉=
〈
u;

Ä
Ät

(’te−i˘t )
〉

=
〈
u;

(
− Ä

Äxn

)
(’te−i˘t )

〉
=

=
〈 Ä

Äxn
u; ’te−i˘t

〉
= 〈if; ’te−i˘t〉=R(t; „); (ä1.22)

ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ I ∩WF (f) = ∅ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä1.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ
ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ t ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ

|R(t; „) |�CN〈„〉−N ; „ ∈`; |„ |� 1; (ä1.23)

ÇÄÅ ` {{ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ËÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ „0. îÏ ÏÔÓÀÄÁ

〈u; ’t1e
−i˘t1 〉−〈u; ’t2e

−i˘t2 〉=

∣∣∣∣∣
t2∫

t1

d
dt

〈u; ’te−i˘t〉 dt
∣∣∣∣∣� | t1 − t2 |CN〈„〉−N :

(ä1.24)
ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ t ÆÕÎËÃÉÑ 〈u; ’te−i˘t〉 ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÏ „
Œ `, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
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2) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P {{ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ðäï 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄ-
ËÁ (Ô. Å. P ∈CL1(X)) Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ p1(x; ‰). íÙ
ÈÏÔÉÍ ÓÎÏŒÁ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ŒÙËÌÁÄËÕ (ä1.22). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÔÁË ÐÏ-
ÄÏÂÒÁÔØ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ fi ÆÕÎËÃÉÉ ’; ˘, ÞÔÏ

1
i

Ä
Äfi

[’e−i˘]− tP [’e−i˘] (ä1.25)

ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÏ „ Œ ËÏÎÕÓÅ ` ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ fi , ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ fi = 0
ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä1.5 ÄÌÑ ÔÏÞËÉ (x0; ‰0).

õÓÌÏŒÉÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ (ä1.25) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ˘

Ä˘
Äfi

− p1(x; ˘x) = 0; (ä1.26)

ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÛÉÔØ (ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ fi ), ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁŒÁÑ ˘|fi=0 .
ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÄÏÌØ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (x(fi ); ‰(fi ))
ÆÕÎËÃÉÉ p1(x; ‰) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

˘x(x(fi ); „0; fi ) = ‰(fi ) (ä1.27)

(ÓÍ. § 17), ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ fi = 0, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ.
äÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÉÍŒÏÌÁ ’ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÎÏÓÁ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÚÁÄÁÎÉÉ ’|fi=0 ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÄÌÑ q−j ÉÚ § 20. óÐÏÓÏÂ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÓÍ. § 17)
ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ’ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ŒÄÏÌØ
ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÆÕÎËÃÉÉ p1(x; ‰). âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ fi ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÀ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ i−1 Ä
Äxn

.
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÍÁÌÙÍÉ fi ÎÅ ÉÍÅ-

ÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ä1.1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÄÌÑ ÓËÏÌØ
ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÈ ËÕÓËÏŒ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÐÒÉÞÉ-
ÎÅ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÕÓËÏŒ.

3) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÌÕÞÁÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄ-
ËÁ m. ðÕÓÔØ Q {{ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ðäï ÐÏÒÑÄ-
ËÁ 1−m Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ q(x; ‰). ðÏÌÏÖÉÍ P1 =PQ.
ôÏÇÄÁ P1 ∈CL1(X) É ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ p1(x; ‰) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

p1(x; ‰) = pm(x; ‰) q(x; ‰):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ä1.1 Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ä1.4 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ ÎÕÌÅŒÙÅ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. îÏ ŒŒÉÄÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

(p1)‰ = (pm)‰q+ pm · q‰ = (pm)‰q ÐÒÉ pm = 0;

(p1)x = (pm)xq+ pm · qx = (pm)xq ÐÒÉ pm = 0;
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ÎÕÌÅŒÙÅ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ p1 É pm ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÚÁÍÅ-
ÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ä1.5, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ä1.1 ÄÌÑ P ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ
ÄÌÑ P1, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 2). �

ú Á Ä Á Þ Á ä1.1. ðÕÓÔØ A {{ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÓÃÉÌ-
ÌÉÒÕÀÝÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

〈A; ’〉=
∫

ei˘(x; „) a(x; „)’(x) dx d„;

ÇÄÅ ˘ {{ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, a(x; „)∈Sm(X×RN)
(ÓÍ. § 1). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

WF (A)⊂{(x; ‰)∈X× (Rn\0) : ∃„ ∈R
N\0; ˘′

„(x; „) = 0; ˘′
x(x; „) = ‰}:

ú Á Ä Á Þ Á ä1.2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ u1; u2∈D ′(X)
ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (ä1.13), ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÝÅÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÈ ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

WF (u1u2)⊂ [WF (u1) +WF (u2)]∪WF (u1)∪WF (u2):

ú Á Ä Á Þ Á ä1.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Dk
n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÍ k ŒÅÒÎÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ,
ÞÔÏ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Dn. ëÁËÏÊ ŒÉÄ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ä1.1?
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ëœáúéëìáóóéþåóëáñ áóéíðôïôéëá
óïâóôœåîîùè úîáþåîéê

îÁÂÌÀÄÁÅÍÙÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ

(A(h)u) (x) =
∫

ei(x−y)·‰b
( x + y

2
; h‰

)
u(y) dy —d‰; (ä2.1)

ÇÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ h> 0 ÅÓÔØ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ðÌÁÎËÁ; ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ A(h) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ S(Rn), ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ b(z)
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ `m

j (R2n).
ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ,

ËÏÇÄÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ðÌÁÎËÁ ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÏÊ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉ-
ÄÁ (ä2.1) ÐÒÉ h→ 0; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÚŒÁÎÉÅ
ËŒÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ.

ä2.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ

úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ‰→ h−1‰ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ (ä2.1) Œ

(A(h)u) (x) =
1

hn

∫
ei(x−y)·‰=hb

( x + y
2

; ‰
)
u(y) dy —d‰; (ä2.2)

ÚÄÅÓØ ÓÉÍŒÏÌ ÕÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ h, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÅÐÅÒØ ŒÈÏÄÉÔ Œ
ÆÁÚÏŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

âÕÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ b(z) ÎÁÚÙŒÁÔØ h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ A(h) ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ, h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ (Œ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏŒÁÔØÓÑ fi -ÓÉÍŒÏÌÙ ÇÌ. IV, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÁÓÎÏÓÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ).
ïÞÅŒÉÄÎÏ, 1-ÓÉÍŒÏÌ ÅÓÔØ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÊ ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ.

íÅÖÄÕ h- É 1-ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓŒÑÚØ. óÄÅÌÁÅÍ Œ (ä2.2)
ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x→√

hx, y→√
hy, ‰→√

h‰, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÊ (ä2.2)
ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ

(A(h)u) (x
√
h) =

∫
ei(x−y)·‰b

(√
h

x + y
2

;
√
h‰

)
u(
√
hy) dy —d‰: (ä2.3)

œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Rn ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ

Th : f(x)→ hn=4f(
√
hx): (ä2.4)



266 äïâáœìåîéå 2

ëÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ Th ÕÎÉÔÁÒÅÎ Œ L2(Rn). ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁ-
ÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Th ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ä2.3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Ë ŒÉÄÕ
ThA(h)u=A(h)

(1)Thu ÉÌÉ

A(h) =T−1
h A(h)

(1)Th; (ä2.5)

ÇÄÅ A(h)
(1) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó 1-ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(h)(z) = b(

√
hz). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z) ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ Ó 1-ÓÉÍŒÏÌÏÍ
b(h)(z).

îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ËŒÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä2.1. ðÕÓÔØ A(h) {{ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÐÏÌÕÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÎÉÚÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. þÅÒÅÚ Nh(–) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ – (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏ-
ÓÔÉ). åÓÌÉ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−∞; –] ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A(h), ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Nh(–) = +∞.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å ä2.1. œÁÒÉÁÃÉÏÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ çÌÁÚÍÁÎÁ (ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅ (28.1)) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ É ÄÌÑNh(–); ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÓÍ. § 28)
ÍÏÖÎÏ Ó ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ Nh(–).

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏ-
ÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä2.1. ðÕÓÔØ A(h) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ
h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z)∈H`m; m0

j , m0 �0. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉË-
ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ h> 0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ A(h) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÉ m0 > 0 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 26.2. áÎÁÌÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 26.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÒÏ-
ÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m0 > 0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÁÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ
ŒËÌÀÞÅÎÉÊ A± iI ∈HGm; m0

j . œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÉ m0 = 0 É h= 1
ŒËÌÀÞÅÎÉÑ A± iI ∈HGm; 0

j ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÏÃÅÎÏË

| b(z)± i |>b(z);

|Ä‚(b(z)± i) |�C‚ | b(z) | |z |−j|‚| =

=C‚ | b(z)± i | |z |−j|‚|| b(z) |=| b(z)± i |�C‚| b(z)± i | |z |−j|‚|:

ðÒÉ h �= 1 ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ (ä2.5) É ÔÅÍ, ÞÔÏ b(h) ∈H`m; m0
j

(ËÏÎÅÞÎÏ, Ó ÄÒÕÇÉÍÉ, ÞÅÍ ÄÌÑ b(z), ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ Œ ÏÃÅÎËÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄ-
ÎÙÈ). �

ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A(h) ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ h-ÓÉÍŒÏÌ b(z)∈H`m; 0
j .

ôÁË ÖÅ, ËÁË Œ § 30, ÉÚÍÅÎÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÚÎÁË, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
b(z) �C > 0 ÐÒÉ |z |�R0.
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ðÏÌÏÖÉÍ

V (–) = (2ı)−n
∫

b(z)<–

dz: (ä2.6)

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÃÅÌØÀ ÜÔÏÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ô Å Ï Ò Å Í Á ä2.1. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A(h) ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ
h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ b(z)∈H`m; 0

j , b(z) �C > 0 ÐÒÉ |z |�R0. ðÕÓÔØ
–0 ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ V (–0)<∞. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ –<–0 É ÌÀÂÏÇÏ ">0
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

Nh(–) =h−n(V (–) +O(h1=2−")): (ä2.7)

ú Á Í Å Þ Á Î É Å ä2.2. íÅÖÄÕ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁÍÉ ÐÏ h ÐÒÉ h→ 0 É ÐÏ –
ÐÒÉ –→+∞ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÓÎÁÑ ÓŒÑÚØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ÑŒ-
ÎÏ, ËÏÇÄÁ ÓÉÍŒÏÌ b(z) ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ: b(tz) = tsb(z), t> 0, s> 0. óÏÇÌÁÓ-
ÎÏ (ä2.5) ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z) ÐÏÄÏÂÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ
b(h)(z) =hs=2b(z), ÐÏÜÔÏÍÕ Nh(–) =N(h−s=2–).

ú Á Í Å Þ Á Î É Å ä2.3. ôÅÏÒÅÍÁ ä2.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 30.1.
œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÉÍÅÌÏÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ
ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ b(z)�C|z |m0 , C>0, m0>0. ôÅÏÒÅÍÁ ä2.1 ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÍÅÎØ-
ÛÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÐÏ h ÏÔ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÓÉÍŒÏÌÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏÓÔÉ.

ä2.2. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ä2.1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÞÔÏ É
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 30.1.

âÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ Fh ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ffl– {{ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ
(−∞; –]; ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ fflh; –, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ffl– ÐÒÉ
h→ 0. Fh {{ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ fflh; –(b(z)), ÇÄÅ b(z) {{ h-ÓÉÍŒÏÌ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A(h).

âÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ Fh ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1◦. F ∗
h = Fh;

2◦. Fh {{ ÑÄÅÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÐÒÉ h→ 0

||F 2
h −Fh||1 =O(h−n+κ);

3◦. Fh(A(h) −–I) Fh �Chκ ;
4◦. (I −Fh) (A(h) −–I) (I −Fh) �−Chκ ;
5◦. Sp Fh =h−nV (–) (1 +O(hκ));



268 äïâáœìåîéå 2

ÚÄÅÓØ 0<κ<1=2, Á ÆÕÎËÃÉÑ V (–), ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ Ð. 5◦,
ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ
ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [–; –+"] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÓÐÒÁŒÁ Œ ÔÏÞËÅ –. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁË-
ÖÅ, ÞÔÏ Im Fh ⊂DA(h) , ÇÄÅ DA(h) {{ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A(h).

ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1◦{{5◦,
ÏÓÎÏŒÏÊ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (ä2.7) ÓÌÕÖÉÔ ÔÅÏ-
ÒÅÍÁ 28.1, ÐÅÒÅÆÒÁÚÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Œ ÎÏŒÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÓÓÙÌÏË
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä2.2. ðÕÓÔØ A(h) {{ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÁ-
ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÓÎÉÚÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ; Fh {{ ÔÁËÏÅ ÓÅ-
ÍÅÊÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÞÔÏ Im Fh ⊂DA(h) É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1◦{{5◦.
ôÏÇÄÁ ÐÒÉ h→ 0

Nh(–) =h−n(V (–) +O(hκ)):

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 28.1.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å ä2.1. äÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ä2.2.

ä2.3. óÉÍŒÏÌÙ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ

äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅ-
ÓÔÉ ËÌÁÓÓ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ (ÓÒ. Ð. 29.1).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä2.2. þÅÒÅÚ ˚m; —
j; ‹ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ

a(z; h), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉ z ∈R2n, 0<h�h0, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÕÅÍÙÈ ÐÏ z É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÏÃÅÎËÁÍ

|Ä‚
za(z; h) |�C‚〈z〉m−j|‚|h—−ff|‚|: (ä2.8)

úÄÅÓØ m; —; j; ff∈R, j> 0, ff� 1=2.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ aj ∈˚mj ;—j

jj;ffj , j = 1; 2, ÔÏ a1a2 ∈˚m1+m2 ;—1+—2
j; ff , ÇÄÅ

j= min(j1; j2), ff= max(ff1; ff2).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ h, 0<h�h0, ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ

a∈˚m; —
j; ff ÓÌÅÄÕÅÔ a(z; h)∈`m

j (R2n) É ÆÏÒÍÕÌÁ (ä2.2) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A(h), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ
Œ S(Rn) (ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁË Œ ÓÉÍŒÏÌÅ, ÔÁË É Œ
ÆÁÚÏŒÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Sm; —

j; ff .
éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ä2.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ff> 0 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÁ

ÍÏÇÕÔ ÏÃÅÎÉŒÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÔÕÝÉÅ ÐÒÉ h→ 0 ÓÔÅÐÅÎÉ h. ïÄÎÁËÏ ŒÌÉÑ-
ÎÉÅ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ h ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ
h-ÓÉÍŒÏÌÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä2.3. ðÕÓÔØ A(h)∈S0; —
j;ff , —> 0, ff< 1=2. ôÏÇÄÁ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ A(h) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Œ L2(Rn) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ h ÐÒÉ 0<h�h0.
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ a(z; h) {{ h-ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A(h) É
A(h)

(1)(h) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó 1-ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(h)(z; h) =a(
√
hz; h). ðÏ (ä2.5) ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÙ A(h) É A(h)
(1) (h) ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ

||A(h)||= ||A(h)
(1)(h)||: (ä2.9)

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A(h)
(1) (h). œÙÂÅÒÅÍ

0<j′<min(j; 1− 2ff); ÔÏÇÄÁ

|Ä‚
za

(h)(z; h) |=h|‚|=2
∣∣∣Ä‚

ya(y; h)
∣∣
y=

√
hz

∣∣∣�C‚h|‚|=2〈
√
hz〉−j|‚|h—−ff|‚| �

�C‚h|‚|(1=2−ff)+—〈
√
hz〉−j′|‚| �C ′

‚h
|‚|(1=2−ff−j′=2)+—〈z〉−j′|‚|: (ä2.10)

œ ŒÙËÌÁÄËÅ (ä2.10) ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÐÒÉ κ> 0 ÎÅÒÁ-
ŒÅÎÓÔŒÏÍ

(1 +
√
h|z |)−κ �C(

√
h+

√
h|z |)−κ =Ch−κ=2〈z〉−κ :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a(h)(z; h)∈`0
j′(R2n) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ h É ÐÏ ÔÅÏÒÅ-

ÍÅ 24.3 ÏÐÅÒÁÔÏÒ A(h)
(1)(h) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Œ L2(Rn) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ h. �

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÅÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ h-ÓÉÍ-
ŒÏÌ. éÚ (ä2.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Sp A(h) = Sp (T−1
h A(h)

(1)Th) = Sp A(h)
(1) : (ä2.11)

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ (27.2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Sp A(h) =
∫

b(h)(x; ‰) dx —d‰=h−n
∫

b(x; ‰) dx —d‰: (ä2.12)

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ h-ÓÉÍŒÏÌÏŒ
ÏÃÅÎËÁ ÑÄÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ (27.12):

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä2.4. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C É N ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A(h) Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z; h) ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ
ÑÄÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ:

||A(h)||1 �Ch−n
∑

|‚|�N

h|‚|=2
∫

|Ä‚
zb(z; h) | dz: (ä2.13)

ä2.4. h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÅ ÓÉÍŒÏÌÙ

äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ä2.2), ÄÅÊÓÔŒÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ h,
ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ § 24.
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œÓÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Ð. 24.1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ, ÏÔÐÒÁŒÌÑÑÓØ, ŒÍÅÓÔÏ
ÆÕÎËÃÉÉ ˘0(x), ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ

¯0(x) = (ıh)−n=4e−x2=(2h) = (T−1
h ˘0) (x):

ïÐÅÒÁÔÏÒ A(h) Ó h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(x; ‰) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ (24.9):

A(h) =
∫

a(x; ‰)Qx; ‰ dx —d‰; (ä2.14)

ÇÄÅ Qx; ‰ =T−1
h Px; ‰Th {{ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ, ÉÇÒÁÀÝÉÅ ÒÏÌØ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ Px; ‰ Œ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (24.9).
œÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ § 24 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ

h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ (ä2.14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ËÏÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÅÇÏ h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ.

ìÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q0 ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ŒÅË-
ÔÏÒ ¯0 ÒÁŒÎÏ (ıh)−n=2e−(x2+y2)=(2h), Á h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ff0(x; ‰) ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ Q0 ÒÁŒÅÎ

ff0(x; ‰) = 2ne−(x2+‰2)=h: (ä2.15)

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ (ä2.14) É (ä2.15), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ
h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ b(z) É h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(z):

b(z) = (ıh)−n
∫

a(z′) e−
|z−z′|2

h dz′: (ä2.16)

éÚ (ä2.16) ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ËÁË ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 24.1, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÌÅÍÍÙ 29.1.

ì Å Í Í Á ä2.1. ðÕÓÔØ B(h) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏ-
ÌÏÍ a(z; h)∈˚m;—

j; ff , É ÐÕÓÔØ b(z; h) {{ ÅÇÏ h-ÓÉÍŒÏÌ. ôÏÇÄÁ

a− b=
∑

0<|‚|<N

h|‚|=2c‚(Ä‚
za) + rN ;

ÇÄÅ c‚ = 0 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ |‚ | É rN ∈˚m−jN; —+(1=2−ff)N
j; ff .

ä2.5. æÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ

äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ Sm; —
j; ff ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Œ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ.
ô Å Ï Ò Å Í Á ä2.2. ðÕÓÔØ aj ∈˚mj;—j

jj;ffj , j=1; 2; Aj(h) {{ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ-
ÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ

A1(h) ◦A2(h)∈Sm1+m2 ; —1+—2
j; ff ;
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ÇÄÅ j= min(j1; j2), ff= max(ff1; ff2), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ b(z; h) ÅÓÔØ h-ŒÅÊ-
ÌÅŒÓÑÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ

b=
∑

|¸+˛|<N

(−1)|˛|

¸! ˛!

( h
2

)|¸+˛|
(Ä¸

‰ D
˛
xa1) (Ä˛

‰ D
¸
x a2) +hN rN ; (ä2.17)

ÇÄÅ
rN ∈˚m1+m2−N(j1+j2); —1+—2−N(ff1+ff2)

j; ff : (ä2.18)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ,
ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÄÕÂÌÉÒÏŒÁŒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 29.1. þÔÏÂÙ ÎÅ ÐÏ-
ŒÔÏÒÑÔØ ŒÙËÌÁÄËÉ Ð. 29.1, ÍÙ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÂÕÄÅÍ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÔÁÍ,
ÇÄÅ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ËÕÓËÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÔÅÏÒÅÍÙ 29.1.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (ä2.5):

A1(h) ◦A2(h) =T−1
h (A1(h))(h)

(1) Th ◦T−1
h (A2(h))(h)

(1)Th =

=T−1
h [(A1(h))(h)

(1) ◦ (A2(h))(h)
(1) ] Th:

äÌÑ ÓÉÍŒÏÌÁ b′(x; ‰; h) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (Aj(h))(h)
(1) Ó ÓÉÍŒÏ-

ÌÁÍÉ a(h)
j (z; h) = aj(

√
hz; h) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ŒÙËÌÁÄËÁÍ (29.4){{(29.18) (Œ ÎÉÈ

ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

b′(x; ‰; h)=
∑

|¸+˛|<N

(−1)|˛|

¸! ˛!
2−|¸+˛|(Ä¸

‰ D
˛
xa

(h)
1 ) (Ä˛

‰ D
¸
xa

(h)
2 )+ ~rN : (ä2.19)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

(Ä¸
‰ D

˛
xa

(h)
1 ) (Ä˛

‰ D
¸
x a

(h)
2 ) =h|¸+˛|[(Ä¸

‰ D
˛
xa1) (Ä˛

‰ D
¸
x a2)](h):

ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ 1-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (ä2.19) Ë
h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (ä2.5), ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ (ä2.17).

ïÃÅÎËÁ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ (ÒÅÞØ ÐÏËÁ ÉÄÅÔ ÏÂ 1-ŒÅÊÌÅŒÓËÏÍ ÓÉÍŒÏ-
ÌÅ), ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 29.1, ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏ fi1; fi2 ∈ [0; 1]
ÏÃÅÎËÁÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ŒÉÄÁ

I(x; ‰) =
∫

e2i(y·“−z·”)[Ä¸
‰ D

˛
xa

(h)
1 (x+ fi1y; ‰+ ”; h)]×

× [Ä˛
‰ D

¸
xa

(h)
2 (x+ fi2z; ‰+ “; h)] —d” —d“ dy dz; (ä2.20)

|¸+˛ |�N:
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 1-ŒÅÊÌÅŒÓËÏÍÕ ÓÉÍ-
ŒÏÌÕ I(x; ‰) ÏÔŒÅÞÁÅÔ h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ

J(x; ‰) =h|¸+˛|
∫

e2i(y·“−z·”)[Ä¸
‰ D

˛
xa1(x+ fi1

√
h y; ‰+

√
h ”; h)]×

× [Ä˛
‰ D

¸
xa2(x+ fi2

√
hz; ‰+

√
h “; h)] —d” —d“ dy dz; (ä2.21)

|¸+˛ |�N:

óÌÅÄÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

RN =h−NJ ∈˚m1+m2−N(j1+j2); —1+—2−N(ff1+ff2)
j; ff

ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ fi1; fi2 ∈ [0; 1].
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ (ä2.21) ÐÏ x É ‰, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Ä‚

xÄ
‹
‰RN

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

h|¸+˛|−N
∫

e2i(y·“−z·”)[Ä¸+‚′
x Ä˛+‹′

‰ a1(x+ fi1

√
h y; ‰+

√
h ”; h)]×

× [Ä˛+‚′′
x Ä¸+‹′′

‰ a2(x+ fi2

√
h z; ‰+

√
h “; h)] —d” —d“ dy dz; (ä2.22)

‚′ + ‚′′ = ‚; ‹′ + ‹′′ = ‹:

ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ Ð. 29.1, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÂÙ-
ŒÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÔÉÐÁ 〈y; ”〉−2M , 〈z; “〉−2M . îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÞÅÓÔØ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ y, ” (z; “) ÆÕÎËÃÉÉ a1 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ-
ÎÏ a2) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

√
h. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ä2.22) ÐÒÉŒÅÄÅÔÓÑ Ë

ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ŒÉÄÁ

h|¸+˛|−N+|κ1+κ2|=2
∫

e2i(y·“−z·”)〈y; ”〉−2M〈z; “〉−2M×

× [Ä�1+κ1
x a1(x+ fi1

√
h y; ‰+

√
h ”; h)]×

× [Ä�2+κ2
x a2(x+ fi2

√
h z; ‰+

√
h “; h)] —d” —d“ dy dz; (ä2.23)

ÇÄÅ
�1 =¸+˛+ ‚′ + ‹′; |�1 |�N + |‚′ + ‹′ |;
�2 =¸+˛+ ‚′′ + ‹′′; |�2 |�N + |‚′′ + ‹′′ |: (ä2.24)

œÙÒÁÖÅÎÉÅ (ä2.23) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÅÒÅÚ

hs
∫

〈x+ fi1

√
h y; ‰+

√
h ”; h〉m1−j1N−j1|‚′+‹′|×

×〈x+ fi2

√
h z; ‰+

√
h “; h〉m2−j2N−j2|‚′′+‹′′|×

×〈y; ”〉−2M 〈z; “〉−2M —d” —d‰ dy dz; (ä2.25)
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ÇÄÅ s= |¸+˛ |−N+ |κ1 +κ2 |=2 +—1−ff1|�1 +κ1 |+—2−ff2|�2 +κ2 |. åÓÌÉ
ÕÞÅÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ff1, ff2 �ff< 1=2, |¸+˛ |�N , ‚′ + ‚′′ = ‚, ‹′ + ‹′′ = ‹
É (ä2.24), ÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ s ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

s=—1 +—2 −ff1|‚′ + ‹′ | −ff2|‚′′ + ‹′′ | −N(ff1 +ff2)+

+ (N − |¸+˛ |) (ff1 +ff2 − 1) + |κ1 |(1=2−ff1) + |κ2 |(1=2−ff2) �
�—1 +—2 −ff|‚+ ‹ | −N(ff1 +ff2):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÅÐÅÎØ h Œ (ä2.25) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ. ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (ä2.25) ÞÅÒÅÚ ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ 〈x; ‰〉.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ

I =
∫

〈x+ fi1

√
hy; ‰+

√
h ”〉m1−j1(N+|‚′+‹′|)〈y; ”〉−2M —d” dy; (ä2.26)

I′ =
∫

〈x+ fi2

√
h z; ‰+

√
h “〉m2−j2(N+|‚′′+‹′′|)〈z; “〉−2M —d“ dz: (ä2.26′)

ïÃÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ä2.26). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ m1 −j1N<0, {{ Œ ÐÒÏ-
ÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (ä2.18) ŒÚÑÔØ N ′ ÞÌÅÎÏŒ ÔÁË, ÞÔÏ
m1 −j1N ′<0, É ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË rN′ , ÏÔÎÅÓÑ ÐÏÔÏÍ Ë rN′ ÏÓÔÁÔÏË rN

É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ N � |¸+˛ |�N ′.
œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ *)

〈x+ fi1

√
h y; ‰+

√
h ”〉−κ � 〈x; ‰〉−κ〈fi1

√
hy;

√
h ”〉κ ; κ> 0: (ä2.27)

ðÒÉÍÅÎÑÑ (ä2.27) ÐÒÉ κ = |m1 −j1N −j1 |‚′ + ‹′|| ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÁ (ä2.26′) ÏÃÅÎËÕ

I � 〈x; ‰〉m1−j1N−j1|‚′+‹′|
∫
〈fi1

√
h y;

√
h ”〉κ〈y; ”〉−2M —d” dy�

� 〈x; ‰〉m1−j1N−j1|‚′+‹′|
∫
〈y; ”〉κ−2M —d” dy=C1〈x; ‰〉m1−j1N−j1|‚′+‹′|:

(ä2.28)

ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÏÃÅÎËÕ (ä2.28) Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÁ (ä2.26′), ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ 〈x; ‰〉 Œ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÁ (ä2.24), É ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (ä2.18) ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

ä2.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ä2.1

ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÏŒ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÊ ÓÐÅË-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ, ÚÁÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ
ÓŒÏÊÓÔŒ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä2.2.

*) îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ä2.27) ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

(1 + |x + y | + |‰ + ” |)m 6 (1 + |x |+ |‰ |)m(1 + |y |+ |” |)|m|:
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1. ðÕÓÔØ ffl(t; –; ‹) {{ ÆÕÎËÃÉÑ, ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ Œ Ð. 28.6:

ffl(t; –; ‹) =
{

1 ÐÒÉ t�–;

0 ÐÒÉ t�–+ 2‹;
(ä2.29)

| (Ä=Ät)kffl(t; –; ‹) |�Ck‹−k: (ä2.30)

œÙÂÅÒÅÍ »= 1=2− ", "> 0 É ÐÏÌÏÖÉÍ

e(z; h) =ffl(b(z); –; hκ): (ä2.31)

(íÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÁÒÇÕÍÅÎÔ – Õ ÆÕÎËÃÉÉ e(z; h).)
ïÐÅÒÁÔÏÒ Fh ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ e(z; h).

æÕÎËÃÉÑ e(z; h) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ z É

e(z; h) =
{

1 ÐÒÉ b(z) �–;

0 ÐÒÉ b(z) �–+ 2hκ :

ïÃÅÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ e(z; h) ÐÏ z. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÐÏ z ÒÁŒÅÎ-
ÓÔŒÏ (ä2.31):

Ä‚
z (z; h) =

∑
‚1+:::+‚k =‚

c‚1;::: ;‚k (Ä‚1 b(z)): : :(Ä‚kb(z))
Äkffl
Ätk (t; –; h)

∣∣∣
t=b(z)

:

(ä2.32)
óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ (ä2.32) ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ‚ Œ

ÓÕÍÍÕ ‚1 + : : :+‚k, ÇÄÅ k� |‚ |. õÞÉÔÙŒÁÑ (ä2.30) É ŒËÌÀÞÅÎÉÅ b∈H`m; 0
j ,

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Œ (ä2.32) ÏÃÅÎËÕ∣∣∣(Ä‚1b): : :(Ä‚kb)
( Äkffl(t; –; h)

Ätk

∣∣∣
t=b(z)

)∣∣∣�Ch−kκ| b |k×

×
k∏

i=1

|Ä‚ib=b |�Ch−kκ| b |k(1 + |z |)−j|‚|: (ä2.33)

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÏÓÉÔÅÌÅ e(z; h)

| b |<–+hκ: (ä2.34)

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (ä2.32){{(ä2.34) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ |Ä‚
ze(z; h) |�

�Ch−kκ〈z〉−j|‚|, Ô. Å.
e(z; h)∈˚0; 0

j; κ
: (ä2.35)

2. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ Fh ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÕÓÌÏŒÉÑ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä2.2.

ïÐÅÒÁÔÏÒ Fh ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÓÉÍŒÏÌÁ
É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (ä2.35) É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ä2.3, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,
F ∗

h = Fh. ñÄÅÒÎÏÓÔØ Fh ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä2.4.



ëœáúéëìáóóéþåóëáñ áóéíðôïôéëá 275

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ h-ÓÉÍŒÏÌ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÞÅÒÅÚ ff(A). þÔÏ-
ÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÑÄÅÒÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ‖F 2

h −Fh‖1, ŒÙÞÉÓÌÉÍ h-ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
F 2

h −Fh.
ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (ä2.17)

ff(F 2
h −Fh) =−e(z; h) + e(z; h)2 +

∑
|¸|+|˛|<N

c¸˛h|¸+˛|h|¸+˛|(D¸
x Ä

˛
‰ e)×

× (D˛
xÄ

¸
‰ e) +hNrN ; hN rN ∈˚−2jN; (1−2κ)N

j; κ
: (ä2.36)

œÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ (ä2.36), ËÒÏÍÅ rN , ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ Œ ÏÂÌÁ-
ÓÔÉ {z : –<b(z)<–+ 2hκ}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÑÄÅÒÎÙÅ ÎÏÒÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ä2.4 ÏÃÅÎÅÎÙ ÞÅÒÅÚ

C[V (–+ 2hκ)−V (–)] h−n: (ä2.37)

ñÄÅÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÓÔÁÔËÁ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ o(h−n+κ) ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÍ N .

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ V (–) {{ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ; ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ
ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. œÏ ŒÓÅÈ ÄÁÌØÎÅÊ-
ÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ – ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ V ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.
ôÏÇÄÁ (ä2.37) ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÎÕÖÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ

‖F 2
h −Fh‖1 �C[V ′(–)hκ + o(hκ)] h−n �Ch−n+κ : (ä2.38)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ (ä2.12)

Sp Fh = (2ıh)−n
∫

e(z; h) dz=h−n[V (–) +O(V (–)−V (–+ 2hκ))] =

=h−nV (–) (1 +O(hκ)): (ä2.39)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 1◦, 2◦ É 5◦ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä2.2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ
(F ∗

h = Fh, (ä2.38) É (ä2.39)).
3. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ 3◦ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä2.2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ

ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ h-ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Fh(A(h) −–I) Fh . œÙÞÉÓÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ
ff(Fh(A(h) −–I)). éÍÅÅÍ

ff(Fh(A(h) −–I)) = e(z; h) (b(z)−–)+

+
∑

1�|¸+˛|<N

h|¸+˛|c¸˛(D¸
x Ä

˛
‰ e) (D˛

x Ä
¸
‰ b) + rN ; rN ∈˚m−2Nj; N(1−κ)

j; κ
:

(ä2.40)
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ïÐÅÒÁÔÏÒ RN , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌÕ rN , ÐÒÉ m− 2Nj< 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ
É ‖RN‖=O(hN(1−κ)) = o(hκ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ’¸˛ =h|¸+˛|(Ä¸

x Ä
˛
‰ e)×

× (Ä˛
xÄ

¸
‰ b) ŒÅÒÎÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

’¸˛ ∈˚−2|¸+˛|j; κ+(1−2κ)|¸+˛|
j; κ

; |¸+˛ |> 0: (ä2.41)

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’(z; h)∈C∞(R2n),
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 0 �’(z; h) � 1,

’(z; h) =
{

1 ÐÒÉ z ∈ supp Äze;

0 ÐÒÉ b(z) �–+ 3hκ ; b(z) �–−hκ

É ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ, ËÁË e(z; h) Œ Ð. 1 ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ,
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÇÌÁÖÅÎÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ffl(t; –; –+ 2hκ)
ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (–; –+ 2hκ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ’(z; h) =ffl(b(z); –; –+ 2hκ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ä2.33), (ä2.34) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

’∈˚0; 0
j; κ

: (ä2.42)

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ |¸+˛ |> 0

’¸˛ =h|¸+˛|(Ä¸
xÄ

˛
‰ e) [Ä˛

xÄ
¸
‰ (’ · (b−–))]: (ä2.43)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’ · (b−–)∈∑0; κ

j; κ
. ñÓÎÏ, ÞÔÏ |’ · (b−–) |�Chκ. ïÃÅÎÉÍ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏ z. éÍÅÅÍ

Ä‚
z [’ · (b−–)] = (Ä‚’) (b−–) +

∑
|¸|>0

c¸(Ä‚−¸’) (Ä¸(b−–)): (ä2.44)

äÌÑ 1-ÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ (ä2.42) ÅÓÔØ ÏÃÅÎËÁ

| (Ä‚’(z; h) (b(z)−–) |�Ch−κ|‚|〈z〉−j|‚|hκ ; (ä2.45)

ÄÌÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÚ ÓÕÍÍÙ Œ (ä2.44) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

| (Ä‚−¸’) (Ä¸(b−–)) |= |Ä‚−¸’ | · | b | · |(Ä¸b)=b |�
�Ch−κ|‚−¸|〈z〉−j|‚−¸|−j|¸| �Chκ−κ|‚|〈z〉−j|‚|: (ä2.46)

ïÃÅÎËÉ (ä2.45), (ä2.46) ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ’ · (b−–)∈˚0;κ

j; κ
, ÏÔ-

ËÕÄÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ (ä2.43) ÓÌÅÄÕÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (ä2.41). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏ-
ÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ Œ (ä2.40) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ˚−2j; 1−κ

j; κ
É ÏÐÅÒÁÔÏÒ Fh(A(h) −–I)

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ
Fh(A(h) −–I) =Q1 +R; (ä2.47)

ÐÒÉÞÅÍ ‖R‖=O(h1−κ) = o(hκ), Á ff(Q1) = e · (b−–).
éÓÐÏÌØÚÕÑ (ä2.47), ÉÍÅÅÍ

Fh(A(h) −–I) Fh =Q1Fh +R1; ‖R1‖= o(hκ): (ä2.48)
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œÙÞÉÓÌÉÍ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q1Fh:

ff(Q1Fh)=e2 · (b−–)+
∑

0<|¸+˛|<N

c¸˛h|¸+˛|(Ä¸
xÄ

˛
‰ [e · (b−–)])×(Ä¸

xÄ
˛
‰ e)+rN :

(ä2.49)
œŒÏÄÑ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÆÕÎËÃÉÀ ’ É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ e ·’ · (b−–)∈

∈˚0; κ

j; κ
, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÅ É

ÏÓÔÁÔËÕ Œ (ä2.49), ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ O(h1−κ).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁŒÎÙÊ ÞÌÅÎ Œ −ff(Fh(A(h) −–I) Fh) {{ ÆÕÎËÃÉÀ

q(z; h) =−e(z; h)2(b(z)−–). äÌÑ q É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ z ÓÐÒÁŒÅÄÌÉ-
ŒÙ ÏÃÅÎËÉ

q(z; h) �−Chκ ; (ä2.50)

|Ä‚q |=

∣∣∣∣∣
∑
|¸|>0

c¸(Ä¸b) (Ä‚−¸e2) + 2(b−–)
∑

¸

c¸(Ä‚−¸e)(Ä¸e)

∣∣∣∣∣ �

�
∑
|¸|>0

c¸h−κ|‚−¸|〈z〉−j|‚||– |+Chκh−|‚|κ〈z〉−j|‚| �Chκ(1−|‚|)〈z〉−j|‚|:

(ä2.51)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ŒÅÊÌÅŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ q(z; h), ÞÅ-
ÒÅÚ Q {{ Ó h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ q(z; h). éÚ (ä2.51) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
h|‚|=2Ä‚q∈˚−j|‚|; κ+(1=2−κ)|‚|

j; κ , ÐÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ä2.1, ff(P −Q)∈
∈˚−2j; 1−κ

j; κ
É, ÚÎÁÞÉÔ, ‖P −Q‖=O(h1−κ). éÚ (ä2.50) ÑÓÎÏ, ÞÔÏQ�−Chκ,

ÎÏ P =Q+ (P −Q), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É P �−Chκ . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ
ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ŒÓÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Fh(A(h) −–I) Fh ÐÏ-
ÌÕÞÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ

Fh(A(h) −–I) Fh �Chκ : (ä2.52)

4. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

(I −Fh) (A(h) −–I) (I −Fh) �−Chκ: (ä2.53)

óÉÍŒÏÌ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ (ä2.53) ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

ff(Fh(A(h) −–I) Fh)−ff(Fh(A(h) −–I))−ff((A(h) −–I) Fh) + (b(z)−–):
(ä2.54)

œ Ð. 3 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ
Œ (ä2.54) ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÅ ÞÌÅÎÙ e2 · (b−–), É e · (–−b), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ,
ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÏÓÔÁÔËÁÍ, ÏÃÅÎÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÞÅÒÅÚ O(h1−κ). ôÒÅÔØÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ (ä2.54) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÔÏÒÏÍÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ff((I −Fh) (A(h) −–I) (I −Fh)) = (1− e)2(b−–) + r; (ä2.55)
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É ÏÐÅÒÁÔÏÒ R Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ r ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ

‖R‖=O(h1−κ):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ

q(z; h) = (1− e(z; h))2 (b(z)−–):

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÍ Œ Ð. 29.3 ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÉÍ-
ŒÏÌÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

P =Qk +Ak: (ä2.56)

úÄÅÓØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Qk ÉÍÅÅÔ h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ

qk(z; h) = q(z; h) +
∑

2�|‚|<N

c‚h|‚|=2Ä‚
zq(z; h) + rN (z; h); (ä2.57)

ÇÄÅ rN ∈˚m−2jN; (1=2−κ)N
j; κ ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ rN ÍÏÖÎÏ

ÏÃÅÎÉÔØ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÞÅÒÅÚ O(h1−κ).
äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ak Œ (ä2.56) ÉÍÅÅÔÓÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Ak ∈Sm−2jk; (1−2κ)k

j; κ ,
É ÐÏÜÔÏÍÕ ‖Ak‖=O(h1−κ) ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ k.

óÏÈÒÁÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ qk ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (ä2.57) ÕÖÅ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔ-
ËÁ rN , Á Qk ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍ-
ŒÏÌÏÍ.

ðÕÓÔØ ’(z; h) {{ ÆÕÎËÃÉÑ, ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔŒÁ. òÁÚÏÂØÅÍ qk ÎÁ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ:

qk =’qk + (1−’) qk: (ä2.58)

œ Ð. 3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ’ · (b−–)∈˚0; κ

j; κ
, ÏÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ’(1− e)2 ×

× (b−–)∈˚0; κ

j; κ
. œÙËÌÁÄËÁÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ (ä2.44){{(ä2.46) Œ Ð. 3,

ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’ · h|‚|=2Ä‚
zq(z; h)∈˚−j|‚|; κ+(1=2−κ)|‚|

j; κ . óÌÅÄÏŒÁ-
ÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ’qk ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ
ÎÏÒÍÅ ÞÅÒÅÚ O(hκ).

ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ h

(1−’) qk � 0 (ä2.59)

É, ÚÎÁÞÉÔ, Qk �−Chκ . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

(1−’) qk =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(1−’)
(
b−–+

∑
2�|‚|<N

c‚h|‚|=2Ä‚b
)

ÐÒÉ z ∈Dh;

0 ÐÒÉ z =∈Dh;
(ä2.60)
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ÇÄÅ Dh ={z : b(z; h)�–+ 2hκ}. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ä2.60) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË
(1−e(z; h))(1−’(z; h)) = 0 ÐÒÉ z =∈Dh É 1−e(z; h) = 1 ÐÒÉ z∈Dh. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ Dh

(1−’) qk = (1−’) (b−–)(1 +
∑

c‚h|‚|=2(Ä‚b)=(b−–)): (ä2.61)

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ Dh

b(z)=(b(z)−–) = (1−–=b(z))−1 � (1−–=(–+ 2hκ))−1 �Ch−κ;

ÏÔÓÀÄÁ
|h|‚|=2(Ä‚b)=(b−–) |�Ch|‚|=2−κ〈z〉−j|‚|:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (ä2.61) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
Ch1−κ = o(1), Ô. Å.

(1−’) qk = (1−’) (b−–) (1 + o(1)) � 0:

éÔÁË, ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ 1◦{{5◦ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÑ ä2.2 (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ä2.38), (ä2.39), (ä2.52) É (ä2.53)) É ÍÏÖÅÍ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ä2.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

ä2.7. ðÏŒÅÄÅÎÉÅ Nh(–), ËÏÇÄÁ V (–) = +∞
œ ÔÅÏÒÅÍÅ ä2.1 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ –<–0 , ÇÄÅ V (–0)<+∞. œËÌÀÞÅÎÉÅ b(z)∈H`m; 0
j

ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ –, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ V (–)=+∞ (ÄÌÑ ÓÉÍ-
ŒÏÌÏŒ ÉÚ H`m; m0

j , m0 > 0, ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ). äÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë
ÔÅÏÒÅÍÅ ä2.1 Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÕÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ô Å Ï Ò Å Í Á ä2.3. ðÕÓÔØ b(z) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ ä2.1, É ÐÕÓÔØ V (–) = +∞. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ "0 > 0

lim
h→0

hnNh(–+ "0) = +∞:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÏ H ~N , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

((A(h) −–I) ‰; ‰) �Chκ(‰; ‰); ‰ ∈H ~N ; (ä2.62)

ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ h

dim H ~N �h−nN: (ä2.63)

éÚ (ä2.62), (ä2.63) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ çÌÁÚÍÁÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ
Nh(–+ chκ) �h−nN , ËÏÔÏÒÏÅ ŒÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

œŒÅÄÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙– = {z : b(z) �–}. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ
V (–) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ V (–) = (2ı)−n mes ˙–, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ
mes ˙– = +∞.
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ðÕÓÔØ ˙" {{ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ˙" ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ˙" ⊂˙–;
2) W" = (2ı)−n mes ˙" →+∞ ÐÒÉ "→+0;
3) inf

x∈˙";y∈R2n\˙–
|x− y |� ", Ô. Å. ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ˙" ÄÏ Ä˙– ÎÅ ÍÅÎØÛÅ

ÞÅÍ ".
íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÊÞÁÓ ÓÇÌÁÖÅÎÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˙" (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏ ÏÂÒÁÚÃÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Œ Ð. 28.6).
ðÕÓÔØ 2hκ <" (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ 0<κ< 1=2),  "(z; h) {{ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-

ÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (hκ)-ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˙". ðÏÌÏÖÉÍ

ffl"(z; h) =h−2nκ

∫
 "(y; h)ffl0 ((y− z)h−κ) dy;

ÇÄÅ ffl0 (�)∈C∞
0 (R2n), ffl0 � 0, ffl0 (�) = 0 ÐÒÉ |� |� 1 É

∫
ffl0(�) d�= 1.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ
supp ffl" ⊂˙–: (ä2.64)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ |Ä‚
zffl"(z; h) |<Ch−κ|‚|, Á ÉÚ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎ-

ËÉ É ÉÚ ÆÉÎÉÔÎÏÓÔÉ ffl" ÓÌÅÄÕÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

ffl" (z; h)∈˚−∞; 0
j; κ

(ä2.65)

ðÕÓÔØ Fh {{ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ
Œ Ð. ä2.6. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fh ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÁËÔÉŒÉËÏŒÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ
e(z; h), ÞÅÒÅÚ E"; h {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó h-ÓÉÍŒÏÌÏÍ ffl"(z; h) É ÞÅÒÅÚ E"; h {{ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ Ó h-ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÎÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ffl"(z; h). íÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Fh,
Fh, E"; h É E"; h ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

Fh −Fh =R∈S−2j; 1−2κ

j; κ
; ‖R‖�Ch1−2κ; (ä2.66)

Fh �E"; h; (ä2.67)

E"; h −E"; h =R′ ∈S−∞; 1−2κ

j; κ
; ‖R′‖�Ch1−2κ: (ä2.68)

úÄÅÓØ (ä2.66) É (ä2.68) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ä2.1, (ä2.67)
ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË ffl" � e ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ (ä2.64).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E"; h. ôÁË ÖÅ, ËÁË Œ Ð. 2 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ
ÔÅÏÒÅÍÙ ä2.1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ h-ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E 2

"; h −E"; h, ÍÏÖÎÏ ÐÏ-
ÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ

‖E 2
"; h −E"; h‖1 �C(W"; h −W")h−n; (ä2.69)

ÇÄÅ W"; h {{ ÏÂ�ÅÍ (2hκ)-ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˙". îÏ W"; h −W" =O(hκ),
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÌÁÓÔØ ˙" ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ. ðÏÜÔÏÍÕ
ŒÅÒÎÁ ÏÃÅÎËÁ

‖E 2
"; h −E"; h‖1 �Ch−n+κ : (ä2.70)
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

Sp E"; h =h−nW"(1 +O(hκ)): (ä2.71)

éÚ (ä2.70) É (ä2.71) ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÌÅÍÍÁÈ 28.2, 28.3, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ~N ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E"; h, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ [1=2; 3=2]:

~N =h−nW"(1 +O(hκ)): (ä2.72)

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ,
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ~N .

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H ~N = FhK ~N ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ
(ä2.62), (ä2.63).

ðÕÓÔØ ” ∈K ~N , ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Fh ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ

(Fh”; ”) � (1=2 +O(h1−κ)) (”; ”): (ä2.73)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (ä2.66){{(ä2.68), ÐÏÌÕÞÁÅÍ,

(Fh”; ”) = (Fh”; ”) + (R”; ”) � (E"; h”; ”) + (R”; ”) =

= (E"; h”; ”) + ((R+R′)”; ”) � (1=2 +O(h1−κ)) (”; ”):

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ûŒÁÒÃÁ

(Fh”; ”) �
√

(Fh”; Fh”) (”; ”);

ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ (ä2.73) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ√
(Fh”; Fh”) � (Fh”; ”)=

√
(”; ”) �

√
(”; ”) (1=2 +O(h1−κ));

ÉÌÉ
(Fh”; Fh”) � [(1=4 +O(h1−κ)] (”; ”): (ä2.74)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ‰∈H ~N ; ÔÏÇÄÁ ‰=Fh”, ÇÄÅ ”∈K ~N . œÓÐÏÍÎÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎ-
ÎÏÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ä2.1 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

Fh(A(h) −–I) Fh �Chκ (ä2.75)

(ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ V (–)).
éÚ (ä2.74) É (ä2.75) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÃÅÎËÁ

((A(h) −–I) ‰; ‰) = ((A(h) −–I) Fh”; Fh”) �Chκ(”; ”) �
� (4 +O(h1−κ)) (Fh”; Fh”)Chκ =O(hκ) (‰; ‰):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ H ~N

A(h) − (–+O(hκ)) I � 0:
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ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ (ä2.74) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Fh ÍÏÎÏÍÏÒÆÅÎ
ÎÁ K ~N , ÐÏÜÔÏÍÕ

dim H ~N = dim K
eN =h−nW"(1 +O(hκ)):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÂ�ÅÍ W",
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÚÑÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. �
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ïðåòáôïòù çéìøâåòôá{{ûíéäôá é ñäåòîùå
ïðåòáôïòù

ä3.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ É ÎÏÒÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä3.1. ðÕÓÔØ H1; H2 {{ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÁ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒK : H1→H2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÎÒÏŒÁÎÎÏÇÏ
ÂÁÚÉÓÁ {e¸} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H1∑

¸

‖Ke¸‖2 <+∞: (ä3.1)

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ K : H1 →H2 ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S2(H1; H2) ÉÌÉ S2(H) ÐÒÉ H1 =H2 =H . óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä3.1. 1) ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (ä3.1) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ
ŒÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {e¸} (ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÎÅÅ
ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-
ÓÑ ‖K‖2).

2) ‖K∗‖2 = ‖K‖2.
3) ‖K‖� ‖K‖2, ÇÄÅ ‖K‖ {{ ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ K.
4) œÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ K ∈S2(H1; H2), ËÏÍÐÁËÔÅÎ.
5) åÓÌÉ K {{ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ-

ŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H , ÔÏ

‖K‖2
2 =

∞∑
j=1

–2
j ; (ä3.2)

ÇÄÅ –1; –2; : : : {{ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ K, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖ-
ÄÏÅ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ.

6) åÓÌÉ {e¸} {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H1, ÔÏ
ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(K; L)2 =
∑

¸

(Ke¸; Le¸) (ä3.3)

ÐÒÉ K; L∈S2(H1; H2) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ {e¸} É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
Œ S2(H1; H2), ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ-
ÀÝÅÊ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖2.
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7) åÓÌÉ L (Hj), j= 1; 2, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏŒ Œ Hj, ÔÏ S2(H1; H2) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÅŒÙÊ L (H2)-ÍÏÄÕÌØ
É ÐÒÁŒÙÊ L (H1)-ÍÏÄÕÌØ, ÐÒÉÞÅÍ

‖AK‖2 � ‖A‖ ‖K‖2; A∈L (H2); K ∈S2(H1; H2); (ä3.4)

‖KB‖2 � ‖K‖2 ‖B‖; B ∈L (H1); K ∈S2(H1; H2): (ä3.5)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, S2(H) {{ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L (H).
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ {f˛} {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ

Œ H2. ôÏÇÄÁ∑
¸

‖Ke¸‖2 =
∑
¸; ˛

| (Ke¸; f˛) |2 =
∑
¸; ˛

| (e¸; K∗f˛) |=
∑

˛

‖K∗f˛‖2; (ä3.6)

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÐÐ. 1) É 2). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ x=
∑
¸
x¸e¸ ∈H1, ÔÏ

‖Kx‖2 =
∣∣∣∣
∣∣∣∣∑

¸

x¸Ke¸

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

�
(∑

¸

|x¸ | ‖Ke¸‖
)2

�

�
(∑

¸

|x¸ |2
)(∑

¸

‖Ke¸‖2
)

= ‖K‖2
2 ‖x‖2;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. 3).
þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ Ð. 4), ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ K ∈S2(H1; H2) ËÏ-

ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ e1; e2; : : : {{ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ŒÅË-
ÔÏÒÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {e¸}, ÞÔÏ Ke¸ �=0 (ÔÏÔ
ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (ä3.1)). ôÏ-
ÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

Kx=
∞∑

j=1

(x; ej)Kej ; (ä3.7)

É, ÐÏÌÁÇÁÑ KNx=
N∑

j=1
(x; ej)Kej , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ‖K −KN‖2 �

� ‖K −KN‖2
2 =

∞∑
j=N+1

‖Kej‖2 → 0 ÐÒÉ N→∞, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. 5) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ð. 1), ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ŒÙÂÒÁÔØ
ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ K.

äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. 6). úÁÍÅÔÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ

|(Ke¸; Le¸)|� ‖Ke¸‖ ‖Le¸‖� 1
2

(‖Ke¸‖2 + ‖Le¸‖2);

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (ä3.3) ÐÒÉ K; L∈S2(H1; H2).
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ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ (K; K)2 = ‖K‖2
2, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ

(K; L)2 ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ÄÌÑ (ä3.3) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ É ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Ð. 6)
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÌÉÛØ ÐÏÌÎÏÔÕ S2(H1; H2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖ ·‖2.
üÔÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ S2(H1; H2) É ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ l2(M1 ×M2), ÇÄÅ Mj {{ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ dim Hj. ðÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ l2(M) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f
ÎÁ M , ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0 Œ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÞÅÍ∑
¸∈M

|f(¸) |2<+∞. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË L2(M), ÅÓÌÉ ÎÁ M

ŒÚÑÔØ ff-ÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, É ŒŒÅÓÔÉ
ÍÅÒÕ ÎÁ ÜÔÏÊ ff-ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÌÁÇÁÑ ÍÅÒÕ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÁŒÎÏÊ 1.

ôÒÅÂÕÅÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ S2(H1; H2), É l2(M1 ×M2) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÐÏ-
ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ K ∈S2(H1; H2) ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÙ K¸˛ =
= (Ke¸; f˛), ÇÄÅ {e¸}; {f˛} {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔŒÁÈH1 É H2. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÑÓÅÎ ÉÚ ŒÙËÌÁÄËÉ (ä3.6).

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ Ð. 7). ðÏÓËÏÌØËÕ ‖AKe¸‖� ‖A‖ ‖Ke¸‖,
ÔÏ ÏÃÅÎËÁ (ä3.4) É ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ S2(H1; H2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ÌÅŒÙÍ L (H2)-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ
ÏÃÅÎËÉ (ä3.5), ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÝÅÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ S2(H1; H2),
ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÒÁŒÏÇÏ L (H1)-ÍÏÄÕÌÑ, ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ:

‖KB‖2 = ‖(KB)∗‖2 = ‖B∗K∗‖2 � ‖B∗‖ ‖K∗‖2 = ‖B‖ ‖K‖2;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X; Y {{ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅÒÏÊ, H1 =L2(Y ), H2 =

=L2(X). ïÐÉÓÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ K ∈S2(H1; H2) Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÁÅÔ
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä3.2. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ K ∈S2(H1; H2) {{ ÜÔÏ Œ ÔÏÞ-

ÎÏÓÔÉ ÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÙ Œ ŒÉÄÅ

(Kf) (x) =
∫
Y

K(x; y) f(y) dy (ä3.8)

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÑÄÒÁ K(x; y)∈L2(X ×Y ). ðÒÉ ÜÔÏÍ

‖K‖2
2 =

∫∫
X×Y

|K(x; y) |2 dx dy (ä3.9)

(Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (ä3.8) É (ä3.9) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ dx É dy ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÍÅÒÙ
ÎÁ X É Y ).
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ {e¸(y)} É {f˛(x)} {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ-
ŒÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ L2(Y ) É L2(X). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ K ∈S2(H1; H2).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ {f˛(x) e¸(y)} {{ ÐÏÌÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
Œ L2(X ×Y ) É ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ

K(x; y) =
∑
¸; ˛

(Ke¸; f˛) f˛(x) e¸(y); (ä3.10)

ÔÏ K(x; y)∈L2(X ×Y ) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ (ä3.8) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏÍ K, ÔÁË ËÁË Õ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ
ÂÁÚÉÓÁÈ {e¸} Œ H2, É {f˛} Œ H2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ŒÙ-
ÐÏÌÎÅÎÉÅ (ä3.9).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ K(x; y)∈L2(X×Y ) ÔÏ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ K(x; y) Œ ÒÑÄ ÐÏ
ÓÉÓÔÅÍÅ {f˛(x) e¸(y)}, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

K(x; y) =
∑
¸; ˛

c¸˛f˛(x) e¸(y);
∑
¸; ˛

| c¸˛ |2<+∞:

îÏ ÔÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ {e¸}; {f˛} ÏÐÅÒÁÔÏÒ k ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ
c¸˛ = (Ke¸; f˛), ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K ∈S2(H1; H2). �

ä3.2. ñÄÅÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÓÌÅÄ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä3.2. ðÕÓÔØ H {{ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ,
S2(H) {{ ÉÄÅÁÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ çÉÌØÂÅÒÔÁ{{ûÍÉÄÔÁ Œ H . ðÕÓÔØ S1(H) =
= (S2(H))2 {{ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ L (H), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ
ÉÄÅÁÌÁ S2(H), Ô. Å. ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÉÄ ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÓÕÍÍÙ:

A=
∑

j

BjCj; Bj ; Cj ∈S2(H): (ä3.11)

üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÄÅÁÌÁ S1(H) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÑÄÅÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Œ H .
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä3.3. 1) ðÕÓÔØ A∈S1(H) É {e¸} {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ-

ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ H. ôÏÇÄÁ∑
¸

| (Ae¸; e¸) |<+∞ (ä3.12)

É ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ
Sp A=

∑
¸

(Ae¸; e¸) (ä3.13)

ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {e¸} (ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁ-
ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A). óÌÅÄ {{ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ S1(H), ÐÒÉ-
ÞÅÍ Sp A� 0 ÐÒÉ A� 0. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (K; L)2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
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ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÞÅÒÅÚ ÓÌÅÄ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(K; L)2 = Sp (L∗K); K; L∈S2(H): (ä3.14)

2) åÓÌÉ A {{ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, –1; –2; : : : {{
ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ
A∈S1(H) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

∞∑
j=1

|–j |<+∞: (ä3.15)

ðÒÉ ÜÔÏÍ

Sp A=
∞∑

j=1

–j : (ä3.16)

3) åÓÌÉ A∈S1(H), ÔÏ

Sp A∗ = Sp A: (ä3.17)

4) åÓÌÉ A∈S1(H) É B ∈L (H), ÔÏ

Sp (AB) = Sp (BA): (ä3.18)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉ-
ÄÅ (ä3.11), ÔÏ

(Ae¸; e¸) =
∑

j

(BjCje¸; e¸) =
∑

j

(Cje¸; B∗
j e¸);

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ (ä3.12) É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ∑
¸

(Ae¸; e¸) =
∑

j

(Cj; B∗
j )2; (ä3.19)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Sp A ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.
òÁŒÅÎÓÔŒÏ (ä3.14) ÏÞÅŒÉÄÎÏ.
2) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A=A∗. åÓÌÉ A∈S1(H), ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (ä3.15) É ÓÏ-

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ä3.16) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÁË ËÁË Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ {e¸} ÍÏÖÎÏ
ŒÙÂÒÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (ä3.15) É {e¸} {{
ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÁË ÞÔÏ Ae¸ =–¸e¸, ÔÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ B É C ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

Be¸ =
√

|–¸ | e¸; Ce¸ =–¸=
√
|–¸ | e¸;

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ B; C ∈S2(H) É A=BC, ÔÁË ÞÔÏ A∈S1(H).
3) ðÒÏŒÅÒÉÍ (ä3.17). åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ (ä3.11),

ÔÏ A∗ =
∑

j
C∗

jB
∗
j É ÉÚ (ä3.19)

Sp A∗ =
∑

j

(B∗
j ; Cj)2 =

∑
j

(Cj; B∗
j )

2
= Sp A;

ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (ä3.17).
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4) ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, (ä3.18). ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅB {{ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ AB É BA ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
AB=B−1(BA)B. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ä3.18) ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ B ŒÙÔÅ-
ËÁÅÔ ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. äÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ä3.18) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (ä3.18)
ÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ B É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ì Å Í Í Á ä3.1. ìÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B∈L (H) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÃÉÅÊ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ

B =B1 + iB2; B∗
1 =B1 =

B + B∗

2
; B∗

2 =B2 =
B −B∗

2i
;

ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÄŒÕÈ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ. íÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ‖B‖� 1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

B =
1
2

[B+ i
√
I −B2] +

1
2

[B− i
√
I −B2 ]:

ìÅÍÍÁ ä3.1, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ä3.3 ÄÏËÁÚÁÎÙ. �

ä3.3. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

ðÕÓÔØ H1; H2 {{ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H1 →H2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ,
ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (Ker U)⊥ ÎÁ Im U . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ

U∗U =E; UU∗ =F; (ä3.20)

ÇÄÅ E {{ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ (Ker U)⊥ Œ H1, F {{ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-
ÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ Im U Œ H2 (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Im U {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H2). åÓÌÉ Ker U = 0, Im U =H2, ÔÏ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä3.3. ðÏÌÑÒÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : H1 →H2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ

A=US; (ä3.21)

ÇÄÅ S {{ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
Œ H1, U {{ ÔÁËÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H1 →H2, ÞÔÏ

Ker U = Ker S = (Im S)⊥: (ä3.22)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä3.4. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ A : H1 →H2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.
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ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ (ä3.21) ÎÁÈÏÄÉÍ A∗ =SU∗, ÏÔËÕÄÁ A∗A=
=SU∗US=SES. îÏ ES=S Œ ÓÉÌÕ (ä3.22), ÔÁË ÞÔÏ

A∗A=S2 ; (ä3.23)

ÏÔËÕÄÁ

S =
√
A∗A; (ä3.24)

ÇÄÅ
√
A∗A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ C=A∗A É B { ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ Œ H1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ B2 =C É B� 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ B =S, ÇÄÅ S
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ä3.24). âÕÄÕÞÉ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ C, ÏÐÅÒÁÔÏÒ S
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍ Ó C. œ ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, BS =SB, ÐÏÓËÏÌØËÕ BC =CB=B3 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(S−B)S(S −B) + (S −B)B(S −B) = (S2 −B2) (S−B) = 0:

ïÂÁ ÞÌÅÎÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ,
ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÉÈ
ÒÁÚÎÏÓÔØ (S−B)3 , ÏÔËÕÄÁ (S−B)4 =0. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ S−B=0,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ S−B ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ.

äÁÌÅÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ä3.21) Œ ÓÉ-
ÌÕ (ä3.22), ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÉÍ S ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (ä3.24)
É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ U , ÐÏÌÁÇÁÑ

Ux= 0 ÐÒÉ x⊥ Im S; (ä3.25)

U(Sx) =Ax ÐÒÉ x∈H1: (ä3.26)

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Sx= 0, ÔÏ Ax= 0. îÏ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (ä3.23). âÏÌÅÅ
ÔÏÇÏ, ÉÚ (ä3.23) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

‖Sx‖2 = (Sx; Sx) = (S2x; x) = (A∗Ax; x) = (Ax; Ax) = ‖Ax‖2;

ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ U . �
ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ É ÐÏÌÑÒÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÍ., ÎÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, òÉÓÓ É óÅËÅÆÁÌØŒÉ-îÁÄØ [1].
ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä3.4. åÓÌÉ A=US {{ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A, ÔÏ

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ S = |A |.
ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä3.5. ðÕÓÔØ J {{ ÌÀÂÏÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅ-

ÂÒÅ L (H). ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÅ A∈ J ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ |A | ∈ J .
ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ A=U |A |,U∗A= |A |. �
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ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å ä3.1. éÍÅÅÍ

A∈S2(H)⇔|A | ∈S2(H);

A∈S1(H)⇔|A | ∈S1(H):

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÌÑÒÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÎÏ Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë Ð. 4) ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ ä3.3 ÄÏËÁÚÁÔØ

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä3.6. åÓÌÉ A; B ∈S2(H), ÔÏ

Sp (AB) = Sp (BA):

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ

4AB∗ = (A+B) (A+B)∗ − (A−B) (A−B)∗+

+ i(A+ iB) (A+ iB)∗ − i(A− iB) (A− iB)∗ ;

4B∗A= (A+B)∗(A+B)− (A−B)∗(A−B)+

+ i(A+ iB)∗(A+ iB)− i(A− iB)∗ (A− iB);

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

Sp (AA∗) = Sp (A∗A); A∈S2(H): (ä3.27)

îÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A=US, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ S∈S2(H),
ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S2 ∈S1(H), É ÐÏÓËÏÌØËÕ

A∗A=S2; AA∗ =US2U∗;

ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä3.3, Ð. 4)

Sp (AA∗) = Sp (US2U∗) = Sp (U∗US2) = Sp S2 = Sp (A∗A);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. �

ä3.4. ñÄÅÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å ä3.5. ñÄÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A∈S1(H) ÎÁ-
ÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ

‖A‖1 = Sp |A |: (ä3.28)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å ä3.7. 1) éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

‖A‖2 � ‖A‖1; A∈S1(H); (ä3.29)

‖BA‖1 � ‖B‖ ‖A‖1; A∈S1(H); B ∈L (H); (ä3.30)

‖AB‖1 � ‖A‖1 ‖B‖; A∈S1(H); B ∈L (H); (ä3.30′)
‖ Sp A‖� ‖A‖1; A∈S1(H); (ä3.31)
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É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

‖A∗‖1 = ‖A‖1; A∈S1(H); (ä3.32)

‖A‖1 = sup
B∈L (H)
‖B‖�1

| Sp (BA)|; A∈S1(H): (ä3.33)

2) ñÄÅÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ S1(H) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) Á) äÏËÁÖÅÍ (ä3.29). ðÕÓÔØ A=US {{ ÐÏ-
ÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

‖A‖1 = ‖S‖1 = Sp S; (ä3.34)

‖A‖2
2 = Sp S(A∗A) = Sp S2 ; (ä3.35)

ÏÔËÕÄÁ (ä3.29) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

Sp S2 � (Sp S)2 ; (ä3.36)

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ Sp S2 É Sp S ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎ-
ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S.

Â) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ä3.32) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ A∗ =SU∗, AA∗ =US2U∗

É |A∗ |=USU∗, ÏÔËÕÄÁ

Sp |A∗ |= Sp (USU∗) = Sp (U∗US) = Sp S = Sp |A |:
Œ) äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ (ä3.31). ðÕÓÔØ {e¸} {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S, s¸ {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ô. Å.

Se¸ = s¸e¸: (ä3.37)

éÍÅÅÍ
Sp A=

∑
(USe¸; e¸) =

∑
s¸(Ue¸; e¸); (ä3.38)

ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ | (Ue¸; e¸) |� 1, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

| Sp A |�
∑

¸

s¸ = Sp S = ‖A‖1:

Ç) äÏËÁÖÅÍ (ä3.30). ðÕÓÔØ BA=V T {{ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ BA. ôÏÇÄÁ

‖BA‖1 = Sp T = Sp (V ∗BA) = Sp (V ∗BUS):

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ‖V ∗BU‖� ‖B‖. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ-
ÈÏÄÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ð. Œ).

Ä) ïÃÅÎËÁ (ä3.30′) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÃÅÎËÅ (ä3.30), ÐÏÓËÏÌØËÕ

‖AB‖1 = ‖(AB)∗‖1 = ‖B∗A∗‖1:
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Å) óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ä3.33) ÔÅÐÅÒØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒŒÉÄÕ ÏÃÅÎËÉ

| Sp (BA) |� ‖BA‖1 � ‖B‖ ‖A‖1;

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ B=U∗ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.
2) Á) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÑÄÅÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊ-

ÓÔŒÁÍÉ ÎÏÒÍÙ:

‖A′ +A′′‖1 �‖A′‖1 + ‖A′′‖1; A′; A′′ ∈S1(H);

‖–A‖1 = |– | ‖A‖1; A∈S1(H); –∈C ;

‖A‖1 = 0⇔A= 0:

îÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÌÉÛØ ÐÅÒŒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÏÓ-
ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (ä3.33):

‖A′ +A′′‖1 = sup
‖B‖�1

| Sp B(A′ +A′′) |= sup
‖B‖�1

| Sp (BA′) + Sp (BA′′) |�

� sup
‖B‖�1

(| Sp (BA′) |+ | Sp (BA′′) |)� sup
‖B′‖�1
‖B′′‖�1

(| Sp (B′A′) |+ | Sp (B′′A′′) |)=

= sup
‖B′‖�1

| Sp (B′A′) |+ sup
‖B′′‖�1

| Sp (B′′A′′) |= ‖A′‖1 + ‖A′′‖1:

Â) äÏËÁÖÅÍ ÐÏÌÎÏÔÕ S1(H) ÐÏ ÎÏÒÍÅ glossary‖ · ‖1‖ · ‖1. ðÕÓÔØ
n= 1; 2; : : : , An ∈S1(H) É ‖An −Am‖1 → 0 ÐÒÉ n; m→+∞. ôÏÇÄÁ Œ
ÓÉÌÕ (ä3.29) É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä3.1, Ð. 6) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
A∈S2(H), ÞÔÏ lim

n→+∞ ‖An −A‖2 = 0.

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ A∈S1(H). ðÕÓÔØ A=US {{ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A.
ðÏÌÏÖÉÍ Cn =U∗An. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

lim
n→∞‖Cn −S‖2 = 0 (ä3.39)

lim
m; n→∞‖Cn −Cm‖1 = 0: (ä3.40)

ðÕÓÔØ {e¸} {{ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ S; s¸ {{ ÓÏÂ-
ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÚ (ä3.39) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

s¸ = (Se¸; e¸) = lim
n→∞(Cne¸; e¸): (ä3.41)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ A∈S1(H), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ∑
¸
s¸<+∞. üÔÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ (ä3.41), ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎËÉ

sup
n

∑
¸

| (Cne¸; e¸) |<+∞; (ä3.42)
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ŒÅÒÎÏÊ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ∑
¸

| (Cne¸; e¸) |� ‖C‖1; C ∈S1(H); (ä3.43)

ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÍÏÇÏ ÉÚ (ä3.33).
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lim
n→∞ ‖An −A‖1 = 0:

ðÕÓÔØ "> 0. œÙÂÅÒÅÍ ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÏÅ N , ÞÔÏ

‖Am −An‖1 � "; m; n�N: (ä3.44)

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ

‖An −A‖1 � " ÐÒÉ n�N: (ä3.45)

éÚ ÏÃÅÎËÉ (ä3.43) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B ∈L (H)

lim
n→∞ Sp (BAn) = Sp (BA):

îÏ Œ ÓÉÌÕ (ä3.44) ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

| Sp (BAn)−Sp (BA) |� " ÐÒÉ n�N;

ÅÓÌÉ ‖B‖� 1. ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (ä3.33), É ÍÙ
ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ (ä3.45). �

ä3.5. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ ÞÅÒÅÚ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

œÏÐÒÏÓ Ï ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÓÌÅÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÑÄÒÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔ Ó ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÎÏ ÔÒÕÄÅÎ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ (ÔÒÕÄÎÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÌÅÇËÏ
ÎÁÈÏÄÉÍÕÀ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÆÏÒÍÕÌÕ). œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÕÀ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÌÖÎÁ ÄÅÔÁÌØÎÏ
ÏÂÏÓÎÏŒÙŒÁÔØÓÑ.

ðÕÓÔØ X {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ dx, K {{ ÑÄÅÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L2(X)
Ó ÑÄÒÏÍ K(x; y). íÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ K Œ ŒÉÄÅ

K =L1L2; L1; L2 ∈S2(L2(X)) (ä3.46)

(ÜÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ÐÕÓÔØ K=US {{ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅ-
ÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ K; ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ L1 =U

√
S, L2 =

√
S). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ L1(x; y), L2(x; y) ÑÄÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L1; L2. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

K(x; y) =
∫

L1(x; z)L2(z; y) dz: (ä3.47)
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ K = (L∗
1)∗L2, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ L∗

1
ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ L∗

1(x; y) =L1(y; x), ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä3.3 (ÆÏÒÍÕÌÁ
(ä3.14)) É ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ä3.2, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(K1; K2)2 =
∫

K1(x; y)K2(x; y) dx dy (ä3.48)

(ÇÄÅ Kj ∈S2(L2(X)), Kj(x; y) {{ ÑÄÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Kj), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ

Sp K = (L2; L∗
1)2 =

∫
L1(y; x)L2(x; y) dx dy=

∫
L1(x; z)L2(z; x) dz dx;

(ä3.49)
ÉÌÉ

Sp K =
∫

K(x; x) dx: (ä3.50)

æÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙËÌÁÄÏË (ä3.47){{(ä3.50)
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏŒÅÄÅÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X {{ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, dx {{ ÍÅÒÁ ÎÁ X, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ
ÇÌÁÄËÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, É ÑÄÒÏ K(x; y) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ïÄÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁ-
ËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ íÅÒÓÅÒÁ, ÂÙÌÏ ÐÒÏŒÅÄÅÎÏ Œ § 13 Œ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2. ïÔÍÅÔÉÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÏÂÏÓÎÏŒÁ-
ÎÉÑ: ÑÄÒÏ K(x; y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ 0 Œ
X×X, Á Œ (ä3.50) ŒÈÏÄÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ K(x; y) ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Œ X ×X,
ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÅÒÙ 0 Œ X ×X.

ïÄÉÎ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ {{ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
(ä3.50) ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÍÁÌÙÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÎÏÒ-
ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ (ÓÍ. çÏÈÂÅÒÇ É ëÒÅÊÎ [1],
ÇÌ. III, § 10). íÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ
ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ Œ ÔÅËÓÔÅ ËÎÉÇÉ.

ú Á Ä Á Þ Á ä3.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

‖AB‖1 � ‖A‖2 ‖B‖2; A; B ∈S2(H):

ú Á Ä Á Þ Á ä3.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

‖B‖= sup
A∈S1(H)
‖A‖1�1

| Sp (AB) |:

ú Á Ä Á Þ Á ä3.3. ðÕÓÔØ J {{ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ L (H). ðÕÓÔØ
0 �A�B É B ∈ J . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A∈ J .

õ Ë Á Ú Á Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A1=2 = CB1=2, ÇÄÅ C ∈L (H) É ‖C‖6 1.
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íÙ ÕËÁÖÅÍ ÚÄÅÓØ ÌÉÛØ ÒÁÂÏÔÙ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÅËÓÔÏÍ ËÎÉÇÉ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÉ Œ ËÏÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕÅÍ ÎÁ ÐÏÌÎÏÔÕ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÉ. ðÏ ŒÏÚÍÏÖ-
ÎÏÓÔÉ ÁŒÔÏÒ ÓÔÁÒÁÌÓÑ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÓÓÙÌÏË ÎÁ ËÒÁÔËÉÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ É ÔÒÕÄÎÏÄÏÓÔÕÐÎÙÅ
ÉÓÔÏÞÎÉËÉ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÃÉÔÉÒÕÀÔÓÑ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÄÒÏÂÎÙÅ ÉÌÉ
ÏÂÚÏÒÎÙÅ ÓÔÁÔØÉ.

ë ç ì á œ å I

ðÏÎÑÔÉÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ðäï) ŒÏÚÎÉËÌÏ ÎÁ ÂÁÚÅ ÔÅÏ-
ÒÉÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ íÉÈ-
ÌÉÎÁ [1] É ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÔÁÍ ÓÓÙÌËÉ). œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÑŒÉÌÉÓØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÏ-
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ áÇÒÁÎÏŒÉÞÁ [1] É ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÔÁÍ ÓÓÙÌ-
ËÉ). ôÅÒÍÉÎ ĂÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒĂ ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ æÒÉÄÒÉÈÓÏÍ É
ìÁËÓÏÍ [1]. œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ðäï ÐÏÑŒÉÌÉÓØ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, Œ ÒÁÂÏÔÅ ëÏÎÁ É
îÉÒÅÎÂÅÒÇÁ [1] (ÔÁÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ ðäï, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÚÄÅÓØ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉĄ).
ëÌÁÓÓÙ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Sm

j; ‹ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ èčÒ-
ÍÁÎÄÅÒÏÍ [2]. åÍÕ ÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ ðäï ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÓÍ. èčÒÍÁÎÄÅÒ [1], [2]). ðÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ
ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÉÄÅÑÈ ëÕÒÁÎÉÛÉ.

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ æÕÒØÅ (éïæ) ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÕ-
ÞÅÎÙ Œ ÒÁÂÏÔÅ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [6]. òÁÎÅÅ ÂÌÉÚËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ÉÚÕÞÁÌÏÓØ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ íÁÓÌÏŒÙÍ (ÓÍ. ÍÏÎÏ-
ÇÒÁÆÉÉ íÁÓÌÏŒÁ [1], [2], íÁÓÌÏŒÁ É æÅÄÏÒÀËÁ [1], ÓÔÁÔØÀ äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔÁ [3]). òÁÂÏÔÅ
èčÒÍÁÎÄÅÒÁ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÏŒÁÌÉ ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÙ üÓËÉÎÁ [1], [2], åÇÏÒÏŒÁ [1], [2], ÓÏÄÅÒ-
ÖÁŒÛÉÅ ÉÄÅÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ èčÒÍÁÎÄÅÒÏÍ œ ÒÁÂÏÔÁÈ îÉÒÅÎÂÅÒÇÁ É ôÒÅŒÁ [1] É
åÇÏÒÏŒÁ [1]{{[4] ðäï É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ éïæ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÌÏ-
ËÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÂÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

œ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ, éïæ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ
ðäï ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ, Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ÒÁÂÏÔÅ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [6]. çÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔØ Œ § 5
ÉÚÌÏÖÅÎÁ Œ ÄÕÈÅ ÒÁÂÏÔÙ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [2]. œ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÅ-
ÁÌÉÚÏŒÁÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ ÜÓËÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ. âÏÌÅÅ ÐÏÌÎÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ óÏÂÏÌÅŒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑÈ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [7], îÉËÏÌØÓËÏ-
ÇÏ [1], óÏÂÏÌÅŒÁ [1], âÅÓÏŒÁ, éÌØÉÎÁ É îÉËÏÌØÓËÏÇÏ [1], ìÉÏÎÓÁ É íÁÄÖÅÎÅÓÁ [1].
üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÆÁËÔÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ðäï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÅ
õÜÌÌÓÁ [1].

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÚÄÅÓØ ÔÅÒÍÉÎ éïæ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÏÂÙÞÎÏ ÎÁ-
ÚÙŒÁÅÍÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ éïæ. ôÅÏÒÉÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ éïæ, ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÁÑ
É ÓÌÏÖÎÁÑ, ÎÁÍÉ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÕÝÅÎÁ ŒÏ ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÞÒÅÚÍÅÒÎÏÇÏ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÏÂ�-
ÅÍÁ ËÎÉÇÉ. ïÄÎÁËÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ éïæ ÉÌÉ ÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ {{ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
íÁÓÌÏŒÁ {{ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ Œ ÒÑÄÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÔÅÏÒÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ
ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÌÉ Œ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ
éïæ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÔÏÉÔ ÉÚÕÞÉÔØ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ éïæ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ
ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÓÔÁÔØÑÍ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [6] É äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔÁ É èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [1],
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ÉÌÉ ÐÏ ÌÅËÃÉÑÍ äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔÁ [1]) É ÔÅÏÒÉÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ íÁÓÌÏŒÁ (ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ËÎÉÇÅ íÁÓÌÏŒÁ É æÅÄÏÒÀËÁ [1]).

ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÄÒÕÇÉÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ðäï É éïæ ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ÍÏ-
ÎÏÇÒÁÆÉÑÍ æÒÉÄÒÉÈÓÁ [1], üÓËÉÎÁ [3], ôÅÊÌÏÒÁ [1], äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔÁ [1], ôÒÅŒÁ [1],
çÒÕÛÉÎÁ [2], ÒÁÂÏÔÁÍ áÇÒÁÎÏŒÉÞÁ [1], ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ [1], [2], âÉÌÓÁ É æÅÆÅÒÍÁÎÁ [1],
âÉÌÓÁ [1], [2], [3], ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ [1]. ïÔÍÅÔÉÍ ŒÁÖÎÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÏÓÔÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ËÌÁÓÓÁ L0

j; ‹ ÐÒÉ 0 6 j = ‹ < 1), ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ
ëÁÌØÄÅÒÏÎÏÍ É œÁÊÁÎËÕÒÏÍ [1] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ œÁÔÁÎÁÂÅ [1] É ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ [3]). ðÏ ÐÏ-
ŒÏÄÕ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ðäï Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Lp ÓÍ. íÕÒÁÍÁÔÕ [1] É éÌÌÎÅÒ [1], Œ ÇÅÌØÄÅ-
ÒÏŒÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ {{ äÀÒÁÎ [1], Œ ËÌÁÓÓÁÈ ÖÅŒÒÅÅŒÓËÉÈ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ {{
œÏÌÅŒÉÞ [1], äÀÛÁÔÏ É ôÒÅŒ [1], âÁÕÅÎÄÉ É çÕÌÁÕÎË [1].

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ëÕÞÅÒÅÎËÏ [1], íÉ-
ÝÅÎËÏ, óÔÅÒÎÉÎ É ûÁÔÁÌÏŒ [1], íÅÌÉÎ É ûčÓÔÒÁÎÄ [1].

óÉÌØÎÏÅ ŒÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚŒÉÔÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ðäï ÏËÁÚÁÌÉ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÉÎÄÅËÓÁ,
Œ ËÏÔÏÒÏÊ ðäï ÎÁÛÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ: ÓÍ. ÒÁÂÏÔÙ áÔØÑ É úÉÎÇÅÒÁ [1],
æÅÄÏÓÏŒÁ [1], áÔØÑ, âÏÔÔÁ É ðÁÔÏÄÉ [1], èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [5], áÔØÑ [1], [2]. ôÅÈÎÉËÁ ðäï
ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ Œ ÒÁÂÏÔÅ áÔØÑ É âÏÔÔÁ [1] Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÆÛÅÃÁ.

œÁÖÎÙÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ðäï Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÕÒÁŒÎÅ-
ÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ ïÌÅÊÎÉË É òÁÄËÅŒÉÞÁ [1],
íÁÚØÉ É ðÁÎÅÑÈÁ [1].

ë ç ì á œ å II

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÔÅÒ-
ÍÉÎÁÈ ðäï É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÑÄÅÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É
“-ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ óÉÌÉ [1], [2], [3]. äÒÕÇÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ îÁÇÁÓÅ É ûÉÎËÁÉ [1], èÁÊÁËÁŒÙ É ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ [1], ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ
É ãÕÃÕÍÉ [1], óÍÁÇÉÎÁ [1], [2]. ôÁÕÂÅÒÏŒÁ ÔÅÈÎÉËÁ ŒÐÅÒŒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ Œ ËÌÁÓÓÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ëÁÒÌÅÍÁÎÁ [1]. ïÂÚÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÔÁÕÂÅÒÏŒÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÄÁÎ
Á ÒÁÂÏÔÅ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [4]. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁÕÂÅÒÏŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ éËÅÈÁÒÁ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ
ÚÄÅÓØ, ÂÌÉÚËÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ Œ ËÎÉÇÅ ìÅÎÇÁ [1].

ïÔÍÅÔÉÍ ŒÁÖÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ óÉÌÉ {{ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÕÀÓÑ ÒÁÂÏÔÕ
áÔØÑ, âÏÔÔÁ É ðÁÔÏÄÉ [1], Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÎÏ ÎÏŒÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ. áÔØÑ,
ðÁÔÏÄÉ É úÉÎÇÅÒ [1] ÉÚÕÞÉÌÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÎÅÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ A ÆÕÎËÃÉÀ

”A(z) =
X

j

(sign –j) |–j |z :

õËÁÖÅÍ ÅÝÅ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ ËÒÕÇÕ ÉÄÅÊ ÒÁÂÏÔÙ òÅÑ É úÉÎÇÅÒÁ [1], [2] ÏÂ ÁÎÁ-
ÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÉ.

òÁÂÏÔÙ óÉÌÉ [2], [3] ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÁËÖÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É “-ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. íÙ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ
ËÁÓÁÌÉÓØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ {{ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ
ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ âÅÒÅÚÁÎÓËÏÇÏ [1].

íÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ “-ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÏÊ ÓÌÅÄÁ ÒÅ-
ÚÏÌØŒÅÎÔÙ (ÐÒÉ – →∞) É Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÏÊ „-ÆÕÎËÃÉÉ

„(t) =
X

j

e−–j t

ÐÒÉ t →+0 (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔ É çÉÊÅÍÉÎ [1]). üÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Œ
ÒÁÂÏÔÁÈ æÕÄÖÉŒÁÒÙ [1] É çÒÅÊÎÅÒÁ [1].

ðÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏ äÕÇÌÉÓÕ{{îÉÒÅÎÂÅÒÇÕ,
ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Ó ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ëÏÖÅŒÎÉËÏŒÙÍ [1].
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áÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ N(–) ÐÒÉ –→ +∞ (ÂÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔËÉ) ÄÌÑ ÇÉÐÏÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ó ËÒÁÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÁ íÏÓËÁÔÅÌÌÉ É ôÏÍÐ-
ÓÏÎÏÍ [1].

ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÊ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Õ áÇÒÁÎÏŒÉÞÁ [2].

ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ Œ ÔÅËÓÔÅ ËÎÉÇÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ
“-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÈ ÎÅÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ïÂÚÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ
ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ É ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÒÁÂÏÔÅ áÇÒÁÎÏŒÉÞÁ [3].

ë ç ì á œ å III

ôÅÏÒÅÍÁ 16.1, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ èčÒÍÁÎÄÅÒÕ, ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÅ [4]. çÌÁŒÁ III
ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÇ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÍ
ŒÓÅÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ. òÁÂÏÔÁ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [4] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁË-
ÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É
ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ òÉÓÓÁ (ÓÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÕÀ ÒÁÂÏÔÕ
èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [3]).

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ exp(−itA) ËÁË éïæ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÁ
ÏÓÎÏŒÅ ÉÄÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÉ (ÓÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ËÎÉÇÕ âÁÂÉÞÁ É âÕÌÄÙ-
ÒÅŒÁ [1]). üÔÉ ÉÄÅÉ ÂÙÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ìÁËÓÏÍ [1] ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ
ÒÅÛÅÎÉÊ É ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. íÅÔÏÄ ìÁËÓÁ ÂÙÌ ÒÁÚŒÉÔ èčÒ-
ÍÁÎÄÅÒÏÍ [4] É ÐÒÉŒÅÌ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ exp(−itA), ÞÔÏ,
ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
exp(−itA) ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ t ÕÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ éïæ (ÓÍ. ÌÉÔÅÒÁ-
ÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÇÌÁŒÅ I). œ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ exp(−tA) É ÅÅ ÑÄÒÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ
ÔÉÐÁ æÅÊÎÍÁÎÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, íÁÓÌÏŒ É ûÉÛÍÁÒÅŒ [1]).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÓÎÏŒÁÎ-
ÎÙÊ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ŒÐÅÒŒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ìÅŒÉÔÁ-
ÎÏÍ [1]. õËÁÖÅÍ ÅÝÅ ÒÁÂÏÔÕ ìÅŒÉÔÁÎÁ [2], ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ŒÁÖÎÙÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ Ë ÒÁÂÏÇÅ
èčÒÍÁÎÄÅÒÁ [4].

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÓÏÂÓÇÉÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÅ
ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ ëÏÌÅÎ ÄÅ œÅÒ-
ÄØÅ [1], ûÜÚÁÒÜÎÁ [1], äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔÁ [2], œÁÊÎÓÔÅÊÎÁ [1], ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÁ [1]. ïÓÏÂÏ
ÏÔÍÅÔÉÍ ÒÁÂÏÔÕ äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔÁ É çÉÊÅÍÉÎÁ [1], ÇÄÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ
ÐÏÌÕÞÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ N(–) ÐÒÉ – →+∞ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐ-
ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ó ÐÏÍÏÝØÀ éïæ òÏÚÅÎÂÌÀÍ [1]
ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÞÅÎØ ÔÏÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÍ. ÔÁËÖÅ ËÎÉÇÕ âÅÒÖÅ, çÏÄÕÛÏÎÁ, íÁÚÅ [1], ÓÔÁ-
ÔØÀ íÏÌÞÁÎÏŒÁ [1], Á ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ çÉÌËÉ [1], [2], [3].

íÙ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ËÁÓÁÌÉÓØ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÏÊ ÓÐÅËÔÒÁ ÎÅÇÌÁÄËÉÈ
ÉÌÉ ŒÙÒÏÖÄÁÀÝÉÈÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ðÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ
ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ÌÅËÃÉÑÍ âÉÒÍÁÎÁ É óÏÌÏÍÑËÁ [1] É Ë ÉÈ ÏÂÚÏÒÕ [2], ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ
ÔÁËÖÅ ÏÂÛÉÒÎÕÀ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ ÐÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÓÐÅËÔÒÁ.

ïÂÚÏÒ ÒÑÄÁ ŒÁÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ
ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÓÔÁÔØÅ áÌÉÍÏŒÁ, éÌØÉÎÁ É îÉËÉÛÉÎÁ [1].
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ë ç ì á œ å IV

ôÅÏÒÉÑ ðäï Œ Rn, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ŒÏÚÎÉËÌÁ ÕÖÅ ÄÁŒÎÏ Œ ÒÁÍËÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ŒÏÐÒÏÓÏŒ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ (ÓÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, âÅÒÅÚÉÎ [1], âÅÒÅÚÉÎ É ûÕÂÉÎ [1], [2]).
òÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ òÁÂÉÎÏŒÉÞÁ [1], ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ
[1], [2], çÒÕÛÉÎÁ [1], ûÕÂÉÎÁ [1], [5], âÉÌÓÁ [2], æÅÊÇÉÎÁ [2].

œ ÒÁÂÏÔÁÈ âÉÌÓÁ [3] É ûÕÂÉÎÁ [5] ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÑŒÌÑÀ-
ÝÉÈÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ðäï Œ R

n Ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏ x ÏÃÅÎËÁÍÉ ÓÉÍŒÏÌÏŒ (ÔÁËÉÈ,
ËÁË Õ ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ [1]).

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏŒÏÓÔØÀ ðäï ÎÁ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÈ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ Õ ëÏÒÄÅÓÁ É íÁË-ïÕÜÎÁ [1]. òÑÄ ÒÁÂÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÀ
ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ðäï ÎÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ ìÉ (Œ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ
çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ) {{ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, òÏÔÛÉÌØÄ É óÔÅÊÎ [1].

ðÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÄÅÓØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ðäï Œ Rn ÂÌÉÖÅ ŒÓÅÇÏ Ë ÒÁÂÏÔÅ ûÕ-
ÂÉÎÁ [1]. ðÏÎÑÔÉÅ ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÂÙÌÏ ŒŒÅÄÅÎÏ âÅÒÅÚÉÎÙÍ [2] É ÑŒÌÑÅÔÓÑ
ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ æÒÉÄÒÉÈÓÁ [1] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ëÕÍÁÎÏ-ÇÏ [1], [2]). ðÏ ÐÏŒÏÄÕ
ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ŒÉËÏŒÓËÏÇÏ É ÁÎÔÉŒÉËÏŒÓËÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ, Á ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ
ÓÍ. ÒÁÂÏÔÙ âÅÒÅÚÉÎÁ [2], [3], âÅÒÅÚÉÎÁ É ûÕÂÉÎÁ [1], ûÕÂÉÎÁ [2], [3]. œ ÒÁÂÏÔÅ âÅÒÅ-
ÚÉÎÁ [2] Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÄÌÑ Sp exp(−tA) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÂÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔËÁ). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ § 25 É § 26, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ
ÒÁÂÏÔÅ ûÕÂÉÎÁ [1] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [4]). îÁËÏÎÅÃ, ÍÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ
ÐÒÏÅËÔÏÒÁ É ŒÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ §§ 28{{30 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÒÁÂÏÔÅ ôÕÌÏŒÓËÏÇÏ É ûÕÂÉÎÁ [1].
œÁÖÎÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ æÅÊÇÉÎÙÍ [1], [2].

õËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ,
ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ. œÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÂÅÒÕÔ ÎÁÞÁÌÏ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÒÁÂÏÔ ç. œÅÊÌÑ [1], [2]. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ R

n ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ É ÔÁÕÂÅÒÏŒ ÍÅÔÏÄ {{ ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ ëÏÓÔÀÞÅÎËÏ [1].
ïÂÚÏÒ ŒÓÅÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ Rn ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ
ÕÖÅ ÃÉÔÉÒÏŒÁŒÛÅÊÓÑ ÒÁÂÏÔÅ âÉÒÍÁÎÁ É óÏÌÏÍÑËÁ [2].

ë Ä Ï Â Á Œ Ì Å Î É À 1

ðÏÎÑÔÉÅ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÆÒÏÎÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÏ ŒŒÅÄÅÎÏ èčÒÍÁÎÄÅÒÏÍ [6]
ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁŒÛÅÇÏ ÒÁÎÅÅ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ óÁÔÏ [1] ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ
ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÇÉÐÅÒÆÕÎËÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅ-
ÖÉÔ äÀÊÓÔÅÒÍÁÁÔÕ É èčÒÍÁÎÄÅÒÕ [1] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ èčÒÍÁÎÄÅÒ [8]). ðÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÄÅÓØ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ôÕÌÏŒÓËÏÍÕ. äÒÕÇÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÄÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÅËÃÉÑÈ
îÉÒÅÎÂÅÒÇÁ [1]. œ ÒÑÄÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ,
ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ŒÏÌÎÏŒÙÈ ÆÒÏÎÔÏŒ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÂÏÔÕ éŒÒÉÑ [1]
É ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Œ ÎÅÊ ÓÓÙÌËÉ).

ë Ä Ï Â Á Œ Ì Å Î É À 2

œ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ òÏÊÔÂÕÒÄÁ [1]. âÌÉÚËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ,
ÎÏ ÂÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ âÅÒÅÚÉÎÙÍ [2]. äÒÕÇÉÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï
ËŒÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁÈ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÍÏÖÎÏ
ÎÁÊÔÉ Œ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ íÁÓÌÏŒÁ É æÅÄÏÒÀËÁ [1].
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