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Светлой памяти моей мамы
Нины Викторовны Петровской,
архитектора и художника-графика,
мечтавшей, чтобы ее сын написал
«серьезные» научные книги.

Предисловие

Метрические и другие пространства расстояний играют важную роль в
математике и ее приложениях, формируя основу многих прикладных методов
изучения и анализа окружающего нас мира. Нередко существует необходи-
мость в исследовании структуры совокупности объектов, абстрагируясь от их
конкретной природы, но учитывая их взаимное расположение и основываясь на
их свойствах, которые можно охарактеризовать теми или иными признаками
объектов. В этих случаях объекты обычно представляют точками некоторого
многомерного признакового пространства и оперируют с ними, используя
мощный и хорошо развитый математический аппарат теории метрических про-
странств множеств.

Если приглядеться более внимательно, то можно заметить, что наше ок-
ружение состоит из разных, но многократно повторяющихся элементов, кото-
рые в определенных ситуациях могут считаться неразличимыми. Живая приро-
да и неживая материя построены из многообразных, но повторяющихся моле-
кул, которые образованы из повторяющихся атомов, а те, в свою очередь, – из
повторяющихся элементарных частиц. Зрительные образы и звуки также со-
ставлены из отдельных типовых фрагментов. Так, например, вся музыка есть,
по существу, разнообразные сочетания долей семи нот, а изображения – ком-
бинации стандартных цветовых и графических элементов. Слова складываются
из отдельных повторяющихся букв, а любой текст, в том числе и тот, что вы
сейчас читаете, представляет собой совокупность отдельных слов. И, кстати,
содержащаяся в кошельке каждого человека наличность есть лишь тот или
иной набор каких-то денежных банкнот и монет разного номинала.

Имеется широкий круг задач, отличительной особенностью которых яв-
ляется множественность и повторяемость данных, описывающих как сами рас-
сматриваемые объекты, так и их свойства. С точки зрения математики такие
многопризнаковые объекты можно представить как мультимножества или
множества с повторяющимися элементами. Мультимножество можно рассмат-
ривать или как одну из частных форм множества (так обычно принято считать,
например, в комбинаторной математике), или как самостоятельное понятие, бо-
лее общее, чем множество.

В теории множеств неявно предполагается, хотя это специально и не ого-
варивается, что все элементы множества различны. Однако принципиального
запрета на присутствие во множестве нескольких одинаковых элементов нет.
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Вместе с тем оказалось, что возможность многократного вхождения элементов
в мультимножество создает новое качество, которое отличает мультимножест-
во от обычного «ординарного» множества и порождает существенно большее,
чем у множеств, разнообразие видов и особенностей мультимножеств. При
этом почти всегда имеется возможность проверить правильность сделанных
предположений и заключений, осуществив «предельный переход» от мультим-
ножеств к множествам.

Теоретическим аспектам мультимножеств посвящено сравнительно мало
работ. Множества с повторениями традиционно изучались в комбинаторной
математике [Сач77], [Aig79], [БС89]. Д.Кнут был, по-видимому, первым, кто
обратил внимание на необходимость рассмотрения мультимножеств как само-
стоятельного математического объекта. Во 2 томе его многотомной моногра-
фии по программированию [Knu69] даны определения мультимножества, объе-
динения, пересечения и сложения двух мультимножеств, указаны некоторые
свойства этих операций и примеры применения мультимножеств.

Небольшая сводка основных понятий, относящихся к мультимножествам,
приведена в приложении к книге [Pet81] (в русском переводе этой книги муль-
тимножества названы комплектами), где к упомянутым выше операциям добав-
лено вычитание мультимножеств. Ряд свойств этих операций был рассмотрен в
работе [Yag86]. Позднее были введены операции прямого произведения [БС89]
и арифметического умножения двух мультимножеств [Knu92], операции сим-
метрической разности мультимножеств, дополнения и умножения мультимно-
жества на число, прямой степени мультимножества [Петр94]. Операции над
произвольным числом мультимножеств и их свойства представлены в [Петр03].

Понятие нечеткого мультимножества было предложено Ягером [Yag86],
операции над нечеткими мультимножествами исследовались в работах [Li90],
[Reb93], [Reb94]. Проблемы упорядочения мультимножеств изучались в рабо-
тах [DM79], [HO80], [JL82], [Лом01], [SeS03]. Метрические пространства муль-
тимножеств и некоторые их свойства рассмотрены в работах [Петр94], [Petr92],
[Petr94], [Петр95], в первой из них введено понятие отношения на мультимно-
жестве. Комбинаторные аспекты теории мультимножеств освещены в работах
[Lip82], [БС89], [Петр00]. В последней работе определены понятия разложения,
разбиения, покрытия и перекрытия мультимножеств.

Первое систематическое и последовательное изложение начал теории
мультимножеств в духе «наивной» теории множеств было предпринято авто-
ром в книге «Основные понятия теории мультимножеств», опубликованной в
2002 году. В ней введены основные характеристики мультимножеств. Рассмот-
рены возможные виды мультимножеств и способы их сопоставления. Опреде-
лены операции над мультимножествами и исследованы их свойства. Установ-
лены правила для вычисления мощности и размерности произвольного числа
мультимножеств. Указаны различные способы представления мультимножеств.

Настоящая книга, посвященная исследованию пространств множеств и
мультимножеств, служит в определенной мере продолжением книги [Петр02а],
однако вполне от нее независима. Для удобства читателя в главе 0 собраны
наиболее важные понятия и определения теории мультимножеств, нужные для
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понимания представленного далее материала. Для краткости изложения опу-
щены доказательства теорем, которые можно найти в первой книге.

Три следующие главы книги носят, в основном, ознакомительный харак-
тер и предназначены, главным образом, для тех, кто пожелает восстановить
свои знания из областей математического анализа и функционального анализа.
В главе 1 даются определения метрического пространства, метрики, других ви-
дов расстояний и пространств. Рассмотрены различные способы образования
метрических пространств. Установлены некоторые свойства метрик и метриче-
ских пространств. Определены понятия последовательности элементов множе-
ства, сходимости и предела последовательности, приведены важнейшие свой-
ства сходящихся последовательностей. Даны понятия гомеоморфизма и изо-
метрии пространств.

В главе 2 излагаются основные свойства метрических пространств: от-
крытость и замкнутость, замыкание, связность, плотность, сепарабельность,
полнота и пополнение, компактность. Отмечена связь метрических и топологи-
ческих пространств.

Понятия сходимости последовательности точек к пределу распростране-
ны в главе 3 на функции одной и многих переменных, последовательности
функций, множеств и мультимножеств. Кратко рассмотрены свойства непре-
рывных, полунепрерывных и односторонне непрерывных функций. Установле-
ны некоторые важные свойства сходящихся последовательностей множеств и
мультимножеств. Результаты, относящиеся к последовательностям мультим-
ножеств, являются новыми.

Глава 4 содержит изложение основных понятий пространств с мерой.
Указаны свойства аддитивной меры множества, предложены новые правила для
ее вычисления. Сформулированы необходимые и достаточные условия измери-
мости множества. Введены новые понятия сходимости последовательности из-
меримых множеств почти всюду и по мере на пространстве с полной мерой, ис-
следованы их свойства. Приведены основные свойства измеримых функций.

Основные положения теории пространств с мерой мультимножества рас-
сматриваются в главе 5. Мера мультимножества определяется как неотрица-
тельная действительная функция мультимножества, обладающая свойством
сильной аддитивности, которое является более общим, чем аддитивность меры
множества. Установлены основные свойства меры мультимножества, предло-
жены правила для ее вычисления. Сформулированы необходимые и достаточ-
ные условия измеримости мультимножества. Введены новые понятия сходимо-
сти последовательности измеримых мультимножеств почти всюду и по мере на
пространстве с полной мерой, исследованы их свойства.

В главе 6 рассмотрены наиболее известные примеры функциональных
метрических пространств: векторные пространства, пространства ограничен-
ных и сходящихся числовых последовательностей, пространства непрерывных,
ограниченных и измеримых функций, отмечены основные свойства этих про-
странств.

В главах 7 и 8 вводятся новые типы пространств и новые виды метрик.
Главы имеют сходную структуру и описывают пространства измеримых мно-
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жеств и измеримых мультимножеств. Рассмотрены различные способы введе-
ния метрик (псевдометрик) на σ-алгебрах измеримых множеств и мультимно-
жеств, порожденных мерой множества или мультимножества. Исследованы
особенности, геометрические свойства и свойства непрерывности разных видов
расстояний между множествами и между мультимножествами. Введены поня-
тия сходимости последовательностей измеримых множеств и мультимножеств
по метрике, изучена их связь со сходимостью почти всюду и по мере. Рассмот-
рены метрические и топологические свойства пространств измеримых мно-
жеств и измеримых мультимножеств. Показана связь таких пространств с про-
странствами ограниченных числовых последовательностей и векторными про-
странствами. Сформулированы и доказаны необходимые и достаточные усло-
вия существования на этих пространствах разных видов метрик – основной,
полностью усредненной и локально усредненной. При переходе от мультимно-
жеств к множествам метрические пространства измеримых мультимножеств
становятся соответствующими пространствами измеримых множеств.

Примеры практического применения вновь разработанного теоретическо-
го инструментария приводятся в главе 9. Здесь описаны разные способы пред-
ставления объектов, которые могут существовать в нескольких «экземплярах» с
отличающимися значениями количественных и качественных признаков, ха-
рактеризующих их свойства, в том числе представление объектов с помощью
мультимножеств, и разные способы группирования таких объектов. Образцами
многопризнаковых объектов подобного рода служат объекты, параметры кото-
рых одновременно измеряются несколькими различными методами, проекты,
оцененные несколькими независимыми экспертами по многим качественным
критериям, текстовые документы, содержание которых отражается с помощью
ключевых слов или лексических единиц, распознаваемые графические символы
– печатные или рукописные, диагнозы заболеваний, поставленные пациентам
консилиумом врачей, результаты голосований и социологических опросов раз-
ных групп населения, и многое другое. Вкратце обсуждаются основные идеи
различных разновидностей иерархического и неиерархического кластерного
анализа в метрических пространствах мультимножеств. Предложены методы
решения двух конкретных задач классификации и упорядочения многопризна-
ковых объектов. В свое время именно потребность решения таких практиче-
ских задач побудила автора заняться изучением мультимножеств.

Книга будет интересна и полезна и «чистым» математикам, специализи-
рующимся в областях дискретной математики, алгебры, функционального ана-
лиза, и исследователям, занятым разработкой теории и применением методов
принятия решений, искусственным интеллектом и экспертными системами,
анализом и распознаванием образов, языками программирования, математиче-
ской лингвистикой, сетями Петри, и многими другим специалистам, сталки-
вающимся в своей профессиональной деятельности с необходимостью анализа
и обработки разнообразной (числовой и символьной, разнородной и противоре-
чивой) информации. Особую надежду автор возлагает на молодых и пытливых
людей, кого может увлечь новая, почти совсем не изведанная область науки, в
которой «есть разгуляться где на воле» и теоретикам, и прикладникам.
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Глава 0
Основные понятия теории мультимножеств

0.1. Понятие мультимножества.   Мультимножество или множество с
повторяющимися элементами, как и обычное множество, есть совокупность
элементов произвольной природы. Однако в отличие от множеств, один и тот
же элемент может присутствовать в мультимножестве многократно, и крат-
ность вхождения элемента является существенной особенностью, делающей
мультимножество качественно новым математическим понятием. Элементы
множеств и мультимножеств будем обозначать строчными буквами а,b,…,
множества – прописными буквами A,B,…, мультимножества – прописными по-
лужирными буквами A,B,…, семейства множеств и мультимножеств – руко-
писными буквами A ,B ,…, системы множеств и мультимножеств – прямыми
буквами A,B,…

Мультимножествами являются, например, следующие совокупности эле-
ментов a, b, c, d, e, f, g:

A={a,b,c,d,e,c,d,b,d,c}, B={b,d,e,f,b,d,e,f,b}, С={a,e,d,a,c,a,a,e,c,c,e,e,a}.
Обычно порядок следования элементов в мультимножестве несущественен. По-
этому мультимножества A, B, С можно записать более компактно как

A={1•a, 2•b, 3•c, 3•d, 1•e, 0•f, 0•g},
B={0•a, 3•b, 0•c, 2•d, 2•e, 2•f, 0•g},
C={5•a, 0•b, 3•c, 1•d, 4•e, 0•f, 0•g},

где символ • обозначает кратность вхождения элемента в мультимножество.
Как правило, мы не будем указывать в записи мультимножества отсутствую-
щие в нем элементы. Для краткости, если это не вызовет разночтений, мы мо-
жем также опускать знак • кратности элемента и писать просто:

A={1a,2b,3c,3d,1e},   B={3b,2d,2e,2f},   С={5a,3c,1d,4e}.
Дадим формальное определение мультимножества. Мультимножеством

A, порожденным основным (обычным) множеством U={x1,x2,…}, все элементы
xi которого различны, называется совокупность групп одинаковых элементов

А={kA1•x1, kA2•x2,…},   xi∈U. (0.01)
Группу одинаковых элементов kAi•xi будем называть компонентой мультимно-
жества, одинаковые элементы xi, входящие в компоненту kAi•xi, – экземпляра-
ми элементов мультимножества, а функцию kA, значение которой kA(xi)=kAi

определяет число вхождений элемента xi∈U в мультимножество А или «вес»
элемента xi в мультимножестве А – функцией кратности или функцией числа
экземпляров мультимножества А. Таким образом, мультимножество – это
множество, состоящее из различных групп одинаковых экземпляров элементов.

Будем говорить, что элемент x принадлежит мультимножеству А (обо-
значается x∈A) и в мультимножестве А имеется ровно k экземпляров элемен-
та x тогда и только тогда, когда кратность элемента x равна kA(x)=k>0. Когда
кратность элемента x равна нулю kA(x)=0, тогда будем говорить, что элемент x
не содержится в мультимножестве A (обозначается x∉A). Тем самым принад-
лежность элемента x мультимножеству A определяется функцией кратности как



11





∉
∈−>

=
.если ,0

 ,если  ,целое0
)(

A
A

x
xk

xkA (0.02)
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Функция кратности kA, задающая однозначное отображение kA: U→Z+ ос-
новного множества U в множество Z+={0,1,2,…} неотрицательных целых чи-
сел, является одним из краеугольных понятий теории мультимножеств. Харак-
теристическая функция мультимножества χА задает отображение χA: U→Z01

множества U в бинарное множество Z01={0,1}. Множество U служит областью
определения функций kA и χА, а множества Z+ и Z01 – соответственно областями
значений этих функций.

Если все мультимножества семейства A ={A1,A2,…} образуются из эле-
ментов одного и того же множества G={x1,x2,…}, то множество G называется
порождающим множеством или доменом для семейства A . В дальнейшем,
если это специально не оговорено, будем считать, что мы имеем дело с муль-
тимножествами, которые порождены одним и тем же доменом, и записывать
компоненты мультимножеств в том же порядке, в каком записаны элементы
домена G. В качестве порождающего множества G может выступать любое не-
пустое (конечное или бесконечное) множество, в том числе и основное множе-
ство U. Независимо от конечности домена G порождаемые им мультимножест-
ва могут быть и конечными, и счетными в силу счетности множества Z+.

Определению мультимножества в виде (0.01) можно придать более ком-
пактную форму записи, представив его как множество компонент

А={kA(x)•xx∈G, kA(x)∈Z+}, (0.04)
в котором выражение kA(x)•x можно условно понимать как «алгебраическое ум-
ножение элемента x домена G на число kA(x), равное кратности элемента x».

Некоторые авторы [Сач77], [Aig79] записывают мультимножество иначе:
А={ xkx  x∈G, kx∈Z+},

где kx=kA(x), а выражение xkx  можно трактовать как «возведение элемента x до-
мена G в степень с показателем kx , равным кратности элемента x». Первую
форму записи можно назвать «коэффициентной», а вторую «степенной».

В отличие от множества мультимножество обладает несколькими основ-
ными характеристиками, важнейшими из которых являются мощность и раз-
мерность мультимножества. Мощность мультимножества A определяется как
общее число экземпляров всех его элементов

|A| = cardA = ∑
∈Gx

A xk )( , (0.05)

а размерность мультимножества A – как общее число различных элементов
/A/ = dimA = ∑

∈Gx
A x)(χ . (0.06)
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Размерность мультимножества не превосходит его мощности и мощности до-
мена /A/≤|A|, /A/≤|G|. Мощность мультимножества |A| в общем случае не связана
с мощностью домена |G|. Конечные мультимножества, имеющие мощность m и
состоящие из m элементов (считая повторения), будем называть m-кардиналь-
ными мультимножествами или m-мультимножествами, а имеющие размер-
ность n и состоящие из n компонент – n-мерными мультимножествами.

Высотой или пиковым значением мультимножества А называется макси-
мальное значение его функции кратности kA

hgtA = )(max xkAGx∈
,  (0.07)

а элемент xA*, для которого функция кратности kA максимальна, – пиком или пи-
ковым элементом мультимножества А. Очевидно, что в мультимножестве мо-
жет иметься несколько пиковых элементов xAi*, xAj*, для которых kA(xAi*)=kA(xAj*).

Опорным множеством или носителем мультимножества А (обозначается
SuppA) называется обычное множество, состоящее из единичных экземпляров
всех элементов, входящих в мультимножество А

SuppA = {xx∈G, χSuppA(x)=χА(x)}, (0.08)
Носитель мультимножества является подмножеством порождающего множест-
ва G (SuppA⊆G). Мощность носителя равна размерности мультимножества
|SuppA|=/A/ и не превосходит мощности домена |SuppA|≤|G|. Очевидно, что
разные мультимножества могут иметь один и тот же носитель.

Мультимножество удобно изображать графически в виде ступенчатой
гистограммы, по оси абсцисс которой расположены элементы основного мно-
жества U или домена G, а по оси ординат отложены значения kA(x) функции
кратности, показывающие количество экземпляров элемента x в мультимноже-
стве A. Таким образом, каждый столбец гистограммы соответствует определен-
ной компоненте мультимножества A. Основание гистограммы составляет носи-
тель мультимножества SuppA. Ширина гистограммы равна размерности /A/
мультимножества (мощности носителя |SuppA|), а высота гистограммы есть вы-
сота мультимножества hgtA. Мощность мультимножества |A| будет численно
равна площади фигуры, ограниченной гистограммой.

П р и м е р  0.1.   Пусть над доменом G={a,b,c,d,e,f,g} образованы муль-
тимножества A={1•a,2•b,3•c,3•d,1•e,0•f,0•g} и C={5•a,0•b,3•c,1•d,4•e,0•f,0•g}.
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Рис.0.1. Представление мультимножеств с помощью гистограмм.
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Значения функций кратности мультимножеств A и C равны:
kA(a)=1, kA(b)=2, kA(c)=3, kA(d)=3, kA(e)=1, kA(f)=0, kA(g)=0;
kC(a)=5, kC(b)=0, kC(c)=3, kC(d)=1, kC(e)=4, kC(f)=0, kC(g)=0.

Мощности, размерности, высоты, пиковые элементы и носители мультимно-
жеств равны соответственно:

|A|=10;  /A/=5;  hgtA=3;  xА*=c,d;  SuppA={a,b,c,d,e};
|C|=13;  /C/=4;  hgtC=5;  xC*=a;     SuppC={a,c,d,e}.

Гистограммы, изображающие мультимножества, приведены на рис.0.1. ◘
Наличие у мультимножеств нескольких основных характеристик влечет

существование гораздо большего, чем у множеств, разнообразия их видов и
свойств. Во-первых, для мультимножеств остаются справедливыми традицион-
ные теоретико-множественные понятия, введенные для множеств. Во-вторых,
наряду с этим можно ввести новые понятия, представления и операции, прису-
щие только мультимножествам.

Рассмотрим возможные способы сопоставления мультимножеств, обусло-
вленные особенностями их различных характеристик. Мультимножества А и В
называются равными (А=В), если kA(х)=kB(х) для всех элементов x∈G, и нерав-
ными (А≠В), если kA(х)≠kB(х) хотя бы для одного х∈G. Для равных мультимно-
жеств имеем |А|=|В|, /A/=/B/, hgtA=hgtВ, xA*=xB*, SuppA=SuppB. Мультимноже-
ства А и В будем называть равномощными, если |А|=|В|; равноразмерными, если
/A/=/B/; равновеликими, если они равномощны и равноразмерны. Равные муль-
тимножества равновелики, обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Будем говорить, что мультимножество В содержится или включено в
мультимножество А (В⊆А), если kВ(х)≤kА(х), для каждого элемента x∈G. Муль-
тимножество В называется тогда подмультимножеством мультимножества А,
а мультимножество А – надмультимножеством мультимножества В. В этом
случае |В|≤|А|, /В/≤/А/, hgtВ≤hgtА, SuppB⊆SuppA, а xA*=xB*, либо xA*≠xB*. Как и в
случае обычных множеств, одновременное выполнение условий В⊆А и А⊆В
влечет равенство мультимножеств А=В.

З а м е ч а н и е. Включение мультимножества обладает свойствами реф-
лексивности (A⊆А) и транзитивности (А⊆В, В⊆C ⇒ А⊆C), а значит, является
отношением предпорядка.  □

Мультимножества А и В будем называть одноименно (гомогенно) или S-
эквивалентными (А≅В), если их носители совпадают (SuppA=SuppB) и сущест-
вует взаимно однозначное соответствие f между одноименными компонентами:
kВ(х)=f(kА(х)) для каждого элемента x∈G; разноименно (гетерогенно) или D-эк-
вивалентными (А≈В), если их носители эквивалентны (SuppA~SuppB) и суще-
ствует взаимно однозначное соответствие f между разноименными компонен-
тами: kВ(хi)=f(kА(хj)), xi,xj∈G, где f – целочисленная функция с областью значе-
ний Z+. S- и D-эквивалентные мультимножества равноразмерны /В/=/А/, их вы-
соты связаны равенством hgtВ=f(hgtА). Одно из S-эквивалентных мультимно-
жеств всегда является подмультимножеством другого, а для D-эквивалентных
мультимножеств это утверждение не выполняется. D-эквивалентные мультим-
ножества становятся S-эквивалентными, если в одном из мультимножеств вы-
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полнить переобозначение элементов xi→xj. Частными случаями S-эквивалент-
ности будут равные мультимножества; сдвинутые мультимножества, для кото-
рых kВ(х)=kА(х)+p, p≥0 – целое; растянутые или пропорциональные мультим-
ножества, для которых kВ(х)=qkА(х), q≥1 – целое. Важным частным случаем D-
эквивалентности являются равносоставленные мультимножества, чьи разно-
именные компоненты равны kA(хi)=kB(хj), xi,xj∈G. Равные мультимножества
равносоставлены, обратное утверждение неверно.

Определим некоторые особые виды мультимножеств и семейств муль-
тимножеств. Мультимножество ∅, не имеющее элементов, называется пустым.
Функция числа экземпляров пустого мультимножества k∅(x)=0 для всех x∈U.
Мощность, размерность и высота пустого мультимножества равны нулю:
|∅|=/∅/=hgt∅=0, а носитель пустого мультимножества – тоже пустое множест-
во Supp∅=∅. Пустое мультимножество эквивалентно пустому множеству ∅ и
является, очевидно, подмультимножеством любого мультимножества: ∅⊆A.
Если семейство мультимножеств A  состоит из единственного пустого мульти-
множества, то есть A ={∅}, то, как и в случае множеств, его мощность равна
|A |=1. Гистограмма пустого мультимножества ∅ совпадает с осью U.

Мультимножество С[h], кратность всех элементов которого одинакова и
равна kС[h](x)=h=const, h∈Z+, будем называть мультимножеством высоты h
или постоянным (константным) мультимножеством Мощность и размер-
ность постоянного мультимножества связаны соотношением: |С[h]|=h⋅/C[h]/, а
высота равна hgtС[h]=h. Пиковым элементом xС[h]* является любой элемент по-
стоянного мультимножества. Всякое постоянное мультимножество С[h] есть
мультимножество, сдвинутое на h−1 единиц или растянутое в h раз по отноше-
нию к своему носителю SuppС[h]. Гистограмма, изображающая постоянное
мультимножество С[h], представляет собой прямоугольник, основание которого
есть носитель мультимножества SuppС[h], а высота равна h. Как следует из оп-
ределения, пустое мультимножество ∅ является постоянным мультимножест-
вом С[0] высоты hgt∅=0, любое обычное множество В, включая основное мно-
жество U, домен G и носитель SuppA произвольного мультимножества А явля-
ются постоянными мультимножествами B[1] высоты hgtB[1]=1.

Введем еще одно весьма важное понятие, играющее для мультимножеств
роль, аналогичную роли основного множества U в теории множеств. Если все
мультимножества какого-либо семейства мультимножеств A  над доменом G
являются подмультимножествами некоторого мультимножества Z (A⊆Z), то
есть kA(х)≤kZ(х) для всех элементов любого мультимножества A, то такое муль-
тимножество Z будем называть максимальным мультимножеством или уни-
версумом. Максимальное мультимножество, как и пустое мультимножество,
может считаться определенным как над доменом G, так и над основным множе-
ством U, то есть SuppZ=U. Формально в роли универсума Z может выступать
мультимножество с функцией кратности kZ(х) =

A∈A
max kA(х), ∀x∈U. Вместе с тем

проблема определения максимального мультимножества Z или вычисления
значений kZ(x) его функции кратности может оказаться совсем нетривиальной.
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Обозначим через P (X) семейство всех различных подмультимножеств
мультимножества X над доменом G. Слово «различных» подмультимножеств
употреблено здесь неслучайно, поскольку теория мультимножеств допускает
возможность неограниченного повторения одинаковых элементов в одном и
том же мультимножестве и соответственно неограниченного повторения оди-
наковых мультимножеств в одном и том же семействе мультимножеств. В слу-
чае семейства мультимножеств P (X) будем всегда считать, что различные
мультимножества имеются в нем в единственном экземпляре. Очевидно, что
среди элементов семейства P (X) присутствуют пустое мультимножество ∅, но-
ситель мультимножества SuppX и само мультимножество X, которое является
универсумом для семейства P (X).

Т е о р е м а  0.1.   Мощность семейства P (X) всех подмультимножеств
n-мерного мультимножества X={kX1•x1, kX2•x2,..., kXn•xn} равна

|P (X)| = (1+kX1)⋅(1+kX2)⋅…⋅(1+kXп) = )1(
1
∏
=

+
n

i
Xik . (0.09)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Функции кратности элементов xi∈G любого
подмультимножества B⊆X удовлетворяют условиям 0≤kBi≤kXi для всех
i=1,…,n. Значит, кратность каждого элемента xi в различных подмультимноже-
ствах B⊆X может принимать одно из 1+kXi значений. Всего имеется n элемен-
тов xi∈G. Поэтому число различных комбинаций разных элементов xi со всеми
возможными кратностями, а следовательно, и общее число всех подмультим-
ножеств мультимножества X, включая пустое мультимножество ∅, будет равно
произведению n различных сомножителей вида (1+kXi), i=1,…,n. ■

В более общем случае, когда X является бесконечномерным счетным
мультимножеством, мощность семейства P (X) определяется значением беско-
нечного произведения Πп=(1+kX1)⋅(1+kX2)⋅…⋅(1+kXп)⋅…, аналогичного формуле
(0.09). Из теории пределов известно [WW27], что для абсолютной сходимости
бесконечного произведения Πп при п→∞, необходимо и достаточно, чтобы ряд
чисел Σп kXп абсолютно сходился. Для положительных целых чисел kXi этот ряд,
очевидно, расходится.

Пусть на количество экземпляров каждого элемента x любого мультимно-
жества А из семейства мультимножеств, порожденных доменом G, наложено
ограничение kA(х)≤k, то есть ни один элемент x не может входить в мультимно-
жество А более k раз. Семейство таких мультимножеств будем называть k-огра-
ниченной серией или k-ограниченным повторением мультимножеств над доме-
ном G и обозначать P [k]. Универсумом для k-ограниченной серии P [k]

 будет по-
стоянное мультимножество Z[k] с функцией кратности kZ[k](x)=k для всех x∈G,
пропорциональное домену G с коэффициентом пропорциональности k. Если
домен G конечен, то мощность универсума Z[k] равна |Z[k]|=k⋅|G|. Если домен G –
счетное множество, то универсум Z[k] тоже счетное мультимножество, и его
мощность будет равна мощности множества натуральных чисел |Z[k]|=k⋅|G|=ℵ0.

Очевидно, что k-ограниченная серия P [k] над доменом G есть ничто иное,
как семейство P (Z[k]) всех подмультимножеств универсума Z[k] над доменом G.
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В частности, 0-ограниченная серия P [0] состоит только из одного пустого муль-
тимножества {∅}, 1-ограниченная серия P [1] совпадает с семейством P (G) всех
подмножеств домена G. В случае конечного n-элементного домена G={x1,...,xn}
для мощности k-ограниченной серии P [k] получаем из соотношения (0.09)

|P [k]| = |P (Z[k])| = (1+k)n.  (0.10)
Если на число экземпляров элементов мультимножеств, порожденных

доменом G, ограничений не накладывается, то семейство таких мультимно-
жеств будем называть неограниченной серией P [∞] над доменом G. Очевидно,
что любая ограниченная серия является подсемейством серии более высокого
уровня: P [0]⊆P [1]⊆…⊆P [k]⊆…⊆P [∞]. Для неограниченной серии P [∞] над конеч-
ным или счетным доменом G универсум Z[∞] будет счетным мультимножест-
вом, мощность которого равна |Z[∞]|=|Z+|⋅|G|=ℵ0, так как прямое произведение
конечного и счетного множества или двух счетных множеств счетно [FKD64].

Отметим одну крайне важную особенность мультимножеств, имеющую
принципиальное значение. Если функцию числа экземпляров мультимножества
kA положить равной характеристической функции χA, которая может принимать
только два значения 0 или 1, то мультимножество А превратится в обычное
множество А. При этом компонента мультимножества, состоящая из несколь-
ких одинаковых элементов, сократится до одного единственного элемента,
мощность мультимножества |A| окажется равной его размерности /A/, а носи-
тель мультимножества SuppА совпадет с множеством А.

При предельном переходе от мультимножеств к множествам условия ра-
венства, неравенства и включения мультимножеств совпадут с такими же усло-
виями для множеств, а S- и D-эквивалентности мультимножеств станут эквива-
лентностью множеств. Одинаковыми будут понятия пустого множества и пус-
того мультимножества, а максимальное мультимножество Z превратится в ос-
новное множество U. Аналогов сдвинутым, растянутым и постоянным муль-
тимножествам во множествах нет.

Условие, при котором функция числа экземпляров мультимножества kA

заменяется его характеристической функцией χA, назовем правилом унитариза-
ции функции кратности и обозначим его как kA(x)aχA(x). В дальнейшем будем
применять правило kA(x)aχA(x) для проверки справедливости переноса на
мультимножества утверждений, установленных для множеств. Правило унита-
ризации функции кратности мультимножеств, очевидно, не распространяется
на случаи, которые не имеют смысла или аналогов для множеств. Постараемся
обращать внимание читателя на такого рода особенности.

0.2. Операции над мультимножествами.   Аналогично теории множеств
будем полагать, если это специально не оговорено, что все рассматриваемые
мультимножества порождены одним и тем же доменом G и являются подмуль-
тимножествами некоторого универсума Z. Определим следующие основные
операции над мультимножествами: объединение, пересечение, арифметическое
сложение, арифметическое вычитание, дополнение, симметрическую разность,
умножение на число, арифметическое умножение и возведение в арифметиче-
скую степень, прямое произведение и возведение в прямую степень.
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Объединением мультимножеств А и В называется мультимножество, со-
стоящее из всех элементов, которые присутствуют хотя бы в одном из муль-
тимножеств, и кратность каждого элемента равна максимальной кратности со-
ответствующих элементов в объединяемых мультимножествах

AUB = {kAUB (x)•x | kAUB (x) = max(kA(x), kB(x))}. (0.11)
Объединением произвольного числа мультимножеств, составляющих се-

мейство A ={Ai}, i∈I, называется мультимножество
U

Ii
i

∈
A ={ )(xk

i iAU •x | )(xk
i iAU = )(max xk

iAIi∈
, ∀x∈G}. (0.12)

Носитель объединения мультимножеств определяется правилом:
Supp(U

Ii
i

∈
A ) =U

Ii
i

∈
)Supp( A . (0.13)

Пересечением мультимножеств A и B называется мультимножество, со-
стоящее из всех элементов, которые одновременно присутствуют в каждом из
мультимножеств, и кратность каждого элемента равна минимальной кратности
соответствующих элементов в пересекаемых мультимножествах

AIB = {kAIB (x)•x | kAIB (x) = min(kA(x), kB(x))}. (0.14)
Пересечением произвольного числа мультимножеств, составляющих се-

мейство A ={Ai}, i∈I, называется мультимножество
I

Ii
i

∈
A ={ )(xk

i iAI •x | )(xk
i iAI = )(min xk

iAIi∈
, ∀x∈G}.   (0.15)

Носитель пересечения мультимножеств определяется правилом:
Supp(I

Ii
i

∈
A ) =I

Ii
i

∈
)Supp( A . (0.16)

Арифметической суммой мультимножеств A и B называется мультимно-
жество, состоящее из всех элементов, которые присутствуют хотя бы в одном
из мультимножеств, и кратность каждого элемента равна сумме кратностей со-
ответствующих элементов в складываемых мультимножествах

A+B = {kA+B(x)•x | kA+B(x) = kA(x)+kB(x)}. (0.17)
Суммой произвольного числа мультимножеств, составляющих семейство

A ={Ai}, i∈I, называется мультимножество
∑
∈Ii

iA ={ )(xk
i iA∑ •x | )(xk

i iA∑ =∑
∈Ii

A xk
i

)( , ∀x∈G}. (0.18)

Носитель суммы мультимножеств в общем случае не равен сумме носи-
телей складываемых мультимножеств, поскольку операция арифметического
сложения множеств принципиально не определима. Этим сложение мультим-
ножеств отличается от их объединения и пересечения. Носитель суммы муль-
тимножеств определяется по следующему правилу:

Supp(∑
∈Ii

iA ) =U
Ii

i
∈

)Supp( A . (0.19)

Арифметической разностью мультимножеств A и B называется мульти-
множество, состоящее из всех элементов мультимножества A, кратность кото-
рых превышает кратность соответствующих элементов в мультимножестве B, и
кратность каждого элемента равна разности кратностей соответствующих эле-
ментов в вычитаемых мультимножествах
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A−B = {kA−B(x)•x | kA−B(x) = max(kA(x)−kB(x), 0)}. (0.20)
Выражение для числа экземпляров каждого элемента разности мультимножеств
A−B можно записать также в следующем эквивалентном виде:

kA−B(x) = kA(x) − kA∩B (x). (0.21)
Как и в случае множеств, разность мультимножеств определена только

для двух мультимножеств. При этом если А⊆В, то А−В=∅. Справедливо и об-
ратное утверждение: если А−В=∅, то А⊆В. Действительно, в этом случае из
формулы (0.21) имеем kA(x)=kA∩B(x). Тогда по определению (0.14) пересечения
мультимножеств kA=min(kA,kB)≤kB, и, следовательно, по условию (0.13) муль-
тимножество А содержится в мультимножестве В.

Носитель арифметической разности мультимножеств в общем случае не
совпадает с разностью носителей вычитаемых мультимножеств:

(SuppA)\(SuppВ) ⊆ Supp(A−В). (0.22)
Симметрической разностью мультимножеств А и В называется мульти-

множество, состоящее из всех элементов обоих мультимножеств, кратности ко-
торых различны, и кратность каждого элемента равна модулю разности кратно-
стей соответствующих элементов в вычитаемых мультимножествах

A∆B = {kA∆B(x)•x | kA∆B(x) = |kA(x)−kB(x)|}. (0.23)
Выражение для числа экземпляров каждого элемента симметрической разности
мультимножеств A∆B можно записать также в следующем эквивалентном виде:

kA∆B(x) = max(kA(x), kB(x)) − min(kA(x), kB(x)). (0.24)
Как и в случае множеств, симметрическая разность мультимножеств определе-
на только для двух мультимножеств.

Носитель симметрической разности мультимножеств в общем случае не
совпадает с симметрической разностью носителей вычитаемых мультимно-
жеств:

(SuppA)∆(SuppВ) ⊆ Supp(A∆В). (0.25)
Вместе с тем, несмотря на отсутствие непосредственной зависимости между
носителями вычитаемых мультимножеств, имеются следующие изящные связи
между арифметической и симметрической разностями мультимножеств:

A∆В=(A−В)+(В−А), (0.26)
Supp(A∆В)=(Supp(A−В))U (Supp(В−А)), (0.27)

(SuppA)∆(SuppВ)=(SuppA\SuppВ)U (SuppВ\SuppА). (0.28)
Дополнением мультимножества A до универсума Z называется мультим-

ножество, состоящее из всех элементов домена G, и кратность каждого элемен-
та равна разности кратностей соответствующих элементов в универсуме Z и
дополняемом мультимножестве А

A=Z–A={ )(xkA •x | )(xkA =kZ(x)–kA(x), ∀x∈G}. (0.29)
Носители всякого мультимножества и дополнения к нему могут быть как

одинаковыми, так и разными множествами. Кроме того, носитель дополнения
мультимножества обычно не совпадает с дополнением носителя мультимноже-
ства. Справедливы следующие соотношения:

ASupp  ⊆ Supp A .  (0.30)
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Строго говоря, домен G, порождающий любое мультимножество A⊆Z,
сам может быть подмножеством основного множества U и иметь свое собст-
венное дополнение G =U\G. Поэтому более точным определением дополнения
мультимножества будет выражение

A=Z–A={ )(xkA •x | )(xkA =kZ(x)–kA(x), ∀x∈U}. (0.31)
Носителем дополнения A  в первом случае будет домен G, а во втором – основ-
ное множество U. Однако принципиального отличия между этими двумя опре-
делениями нет.

Из определений пустого мультимножества и дополнения мультимножест-
ва следует, что пустое мультимножество ∅ и универсум Z взаимно дополняют
друг друга: ∅=Z, Z =∅.

З а м е ч а н и е   Как известно, пересечение множества A и его дополне-
ния A  всегда пусто: AI А=∅. В отличие от множеств мультимножество A и
его дополнение A  могут как пересекаться (при этом возможны разные случаи:
и A⊆ A , и A⊆A), так и не пересекаться (A⊄ A  и A⊄A). Непересекающиеся
мультимножества, для которых AIB=∅, называют дизъюнктными.  □

Арифметическим произведением мультимножеств А и В называется
мультимножество, состоящее из всех элементов, которые одновременно при-
сутствуют в каждом из мультимножеств, и кратность каждого элемента равна
произведению кратностей соответствующих элементов в перемножаемых муль-
тимножествах

А•В = {kА•В(x)•x | kА•В(x) = kA(x)⋅kB(x)}. (0.32)
Арифметическим произведением произвольного числа мультимножеств,

составляющих семейство A ={Ai}, i∈I, называется мультимножество
∏
∈Ii

iA ={ )(хk
i iA∏ •x | )(хk

i iA∏ =∏
∈Ii

A xk
i

)( , ∀x∈G}. (0.33)

Арифметической п-ой степенью мультимножества А называется арифме-
тическое произведение п одинаковых мультимножеств А

Ап = { )(xk пA
•x | )(xk пA

= (kA(x))п, ∀x∈G}. (0.34)
Как и в случае арифметической суммы мультимножеств, носитель ариф-

метического произведения мультимножеств в общем случае не равен произве-
дению носителей перемножаемых мультимножеств, хотя формально операцию
арифметического умножения множеств можно определить через умножение их
характеристических функций. Тогда умножение множеств будет совпадать с
операцией пересечения множеств. Носители арифметического произведения
мультимножеств и арифметической п-ой степени мультимножества определя-
ются по следующим правилам:

Supp(∏
∈Ii

iA )=I
Ii

i
∈

)Supp( A ,        (0.35)

SuppAп = SuppA.   (0.36)
Таким образом, мультимножество и его арифметическая степень являются S-эк-
вивалентными мультимножествами: A≅Aп.
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З а м е ч а н и е.   Операция селекции мультимножеств, предложенная в
[Yag86], является частным случаем арифметического произведения мультим-
ножеств, когда один из сомножителей – обычное множество.  □

Произведением мультимножества A на целое число h или репродукцией
мультимножества A называется мультимножество, состоящее из всех элементов
мультимножества A, в котором кратность каждого элемента увеличена в h раз

h•A = {kh•A(x)•x | kh•A(x) = h⋅kA(x),   h∈Z+, ∀x∈G}. (0.37)
Отсюда вытекает, что мультимножество A и его репродукция h•A суть пропор-
циональные мультимножеств, и значит, они S-эквивалентны A≅h•A, а их носи-
тели совпадают

Supp(h•A) = SuppA . (0.38)
Репродукцию мультимножества можно также представить как сумму h

одинаковых мультимножеств A: h•A=A+…+A (h раз), или как произведение по-
стоянного мультимножества С[h] высоты h и мультимножества A: h•A=С[h]•A.
Таким образом, репродукция мультимножества одновременно сочетает в себе и
арифметическое сложение, и арифметическое умножение мультимножеств.

Прямым произведением мультимножеств A и B называется мультимноже-
ство, состоящее из всех упорядоченных пар элементов 〈xi, xj〉 таких, что первый
элемент каждой пары является элементом первого сомножителя xi∈A, второй
элемент пары – элементом второго сомножителя xj∈B, и кратность каждой па-
ры 〈xi, xj〉 равна произведению кратностей элементов xi и xj в перемножаемых
мультимножествах

A×B = {kA×B•〈xi, xj〉 | kA×B=kA(xi)⋅kB(xj), xi∈A, xj∈B}. (0.39)
Прямым произведением конечного числа мультимножеств, составляющих

семейство A ={Ai}, i∈I, называется мультимножество, состоящее из всех n-эле-
ментных кортежей 〈x1,…,xп〉 таких, что i-ый элемент кортежа является элемен-
том i-го сомножителя xi∈Ai, и кратность каждого кортежа равна произведению
кратностей элементов в перемножаемых мультимножествах

A1×…×An ={
nAAk ××...1
• 〉〈

npp xx ,...,
1

|
nAAk ××...1
=∏

=

n

i
pA ii

xk
1

)( ,
ipx ∈Ai, pi∈Ii,i=1,…,n}. (0.40)

Функция кратности прямого произведения п мультимножеств будет п-местной
функцией аргументов x1,…,xп, задающей отображение 

nAAk ××...1
: G1×…×Gn→Z+.

Прямой п-ой степенью мультимножества А называется прямое произве-
дение п одинаковых мультимножеств А

(×A)n = { nAk
)(×

•〈x1,…,xп〉 | nAk
)(×

=∏
=

n

i
iA xk

1
)( , xi∈A}. (0.41)

Носители прямого произведения мультимножеств и прямой п-ой степени
мультимножества определяются по следующим правилам:

Supp(A1×…×An)=(SuppA1)×…×(SuppAn), (0.42)
Supp(×А)п=(×SuppA)п. (0.43)

П р и м е р  0.2.   Пусть над доменом G={a,b,c,d,e,f,g} образованы муль-
тимножества A={1•a,2•b,3•c,3•d,1•e,0•f,0•g} и B={0•a,3•b,0•c,2•d,2•e,2•f,0•g} с



21

носителями SuppA={a,b,c,d,e} и SuppB={b,d,e,f}. Результаты операций над
мультимножествами имеют следующий вид:
AUB = {1•a, 3•b, 3•c, 3•d, 2•e, 2•f, 0•g},  Supp(AUB) = {a,b,c,d,e,f};
AIB = {0•a, 2•b, 0•c, 2•d, 1•e, 0•f, 0•g},  Supp(AIB) = {b,d,e};
A+B = {1•a, 5•b, 3•c, 5•d, 3•e, 2•f, 0•g}, Supp(A+B) = {a,b,c,d,e,f};
A−B = {1•a, 0•b, 3•c, 1•d, 0•e, 0•f, 0•g}, Supp(A−B) = {a,c,d};
B−А = {0•a, 1•b, 0•c, 0•d, 1•e, 2•f, 0•g}, Supp(B−А) = {b,e,f};
A∆B = {1•a, 1•b, 3•c, 1•d, 1•e, 2•f, 0•g}, Supp(A∆B) = {a,b,c,d,e,f};
A= {(nZ–1)•a, (nZ–2)•b, (nZ–3)•c, (nZ–3)•d, (nZ–1)•e, nZ•f, nZ•g},
 Supp A= {a,b,c,d,e,f,g};
4•A = {4•a,8•b,12•c,12•d,4•e,0•f, 0•g},  Supp(4•A) = {a,b,c,d,e};
A•B = {0•a, 6•b, 0•c, 6•d, 2•e, 0•f, 0•g}, Supp(A•B) = {b,d,e};
A×B = {3•〈a,b〉,2•〈a,d〉,2•〈a,e〉,2•〈a,f〉, 6•〈b,b〉,4•〈b,d〉,4•〈b,e〉,4•〈b,f〉, 9•〈c,b〉,6•〈c,d〉,

6•〈c,e〉,6•〈c,f〉, 9•〈d,b〉,6•〈d,d〉,6•〈d,e〉,6•〈d,f〉, 3•〈e,b〉,2•〈e,d〉,2•〈e,e〉,2•〈e,f〉},
Supp(A×B) = {〈a,b〉,〈a,d〉,〈a,e〉,〈a,f〉, 〈b,b〉,〈b,d〉,〈b,e〉,〈b,f〉, 〈c,b〉,〈c,d〉,〈c,e〉,〈c,f〉,

〈d,b〉,〈d,d〉,〈d,e〉,〈d,f〉, 〈e,b〉,〈e,d〉,〈e,e〉,〈e,f〉}.  ◘
Еще одной весьма необычной особенностью операций над мультимноже-

ствами является возможность образования линейных комбинаций (суперпози-
ций) основных операций с операцией репродукции. При этом мультимножества
Ai заменяются пропорциональными им мультимножествами hi•Ai. Определим
следующие линейные комбинации операций над семейством мультимножеств:

взвешенное объединение
U

Ii
ih

∈
( •Ai) ={ )()( xk

i ii AhU • •x | )()( xk
i ii AhU • = ))((max xkh

iAiIi
⋅

∈
, hi ≥1,∀x∈G},

взвешенное пересечение
I

Ii
ih

∈
( •Ai) ={ )()( xk

i ii AhI • •x | )()( xk
i ii AhI • = ))((min xkh

iAiIi
⋅

∈
, hi ≥1,∀x∈G},

взвешенное арифметическое сложение
∑
∈Ii

ih( •Ai) ={ )()( xk
i ii Ah∑ • •x | )()( xk

i ii Ah∑ • = ))((∑
∈

⋅
Ii

Ai xkh
i

, hi ≥1,∀x∈G},

взвешенное арифметическое умножение
∏
∈Ii

ih( •Ai) ={ )()( хk
i ii Ah∏ • •x | )()( хk

i ii Ah∏ • =∏
∈

⋅
Ii

Ai xkh
i

))(( , hi ≥1,∀x∈G},

взвешенное прямое произведение
(h1•A1)×…×(hn•An) = { )(...)( 11 nn AhAhk •××• • 〉〈

npp xx ,...,
1

},
где функция числа экземпляров задается выражением

)(...)( 11 nn AhAhk •××• =∏
=

•

n

i
pAh iii

xk
1

)( )( , hi ≥1,
ipx ∈Ai, pi∈Ii, i=1,…,n. 

Возможность введения и использования линейных комбинаций операций
существенно увеличивает арсенал средств оперирования с мультимножествами.
При hi=1 взвешенные операции переходят в соответствующие «невзвешенные»
операции над мультимножествами.

Репродукция и дополнение мультимножества являются унарными опера-
циями, арифметическое вычитание и симметрическая разность мультимно-
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жеств – бинарными операциями, объединение, пересечение, арифметическое
сложение, арифметическое и прямое умножение мультимножеств – бинарными
и в общем случае п-арными операциями над мультимножествами.

Объединение (0.11), (0.12), пересечение (0.14), (0.15), арифметическое
вычитание (0.20), симметрическая разность (0.23), дополнение (0.29), прямое
произведение и возведение в прямую степень (0.39)-(0.41) мультимножеств
обобщают аналогичные операции над множествами. При переходе от мультим-
ножеств к обычным множествам указанные операции над мультимножествами
превращаются в соответствующие операции над множествами. В теории мно-
жеств операции арифметического сложения, умножения на число, арифметиче-
ского умножения и возведения в степень в общем случае не определяются.
Аналогами этих операций могут служить покомпонентное сложение и умноже-
ние на скаляр векторов a+b=(a1+b1,…,an+bn), h⋅a=(ha1,…,han), поэлементное
сложение, умножение на число и поэлементное умножение матриц
А+В=||aij+bij||m×n, h⋅А=||h⋅aij||m×n, А⋅В=||aij⋅bij||m×n. Последняя операция, приведен-
ная в [Жур77], отличается от традиционной операции умножения матриц. При
унитаризации функции кратности kA(x)aχA(x) операции (0.32)-(0.34) арифмети-
ческого умножения и возведения в степень мультимножеств вырождаются в
операцию пересечения множеств, а операции арифметического сложения мно-
жеств и умножения множества на число будут неосуществимы.

Правило унитаризации функции кратности kA(x)aχA(x), задающее пере-
ход от мультимножеств к обычным множествам, формально можно рассматри-
вать как унарную операцию Supp: А→SuppА, ставящую каждому мультимно-
жеству А в соответствие его носитель SuppА. Из соотношений (0.13), (0.16),
(0.42) и (0.43) вытекает, что операция Supp обладает свойством перестановоч-
ности (пермутативности) по отношению к операциям объединения, пересече-
ния, прямого произведения и возведения в прямую степень мультимножеств. В
таких случаях конечные результаты, получающиеся при выполнении этих опе-
раций над мультимножествами и последующей унитаризации функций кратно-
сти, не будут зависеть от того, в каком порядке производились операции.

Обратим, однако, внимание читателя, что в общем случае, как следует из
соотношений (0.19), (0.22), (0.25), (0.30), (0.35), (0.36), (0.38), носители арифме-
тических суммы, разности, произведения, симметрической разности, дополне-
ния, умножения на число и арифметической степени мультимножеств не равны
результатам соответствующих операций над носителями оперируемых муль-
тимножеств. Поэтому при выполнении указанных операций над мультимноже-
ствами с последующей унитаризацией функций кратности всегда нужно учиты-
вать, что получающиеся конечные результаты могут не совпасть с результата-
ми, которые получатся, если сначала перейти от мультимножеств к их носите-
лям, а затем выполнить соответствующие операции над носителями мультим-
ножеств как над множествами.

0.3. Свойства операций над мультимножествами.   Как было отмечено
выше, в теории мультимножеств существует гораздо больше операций над
мультимножествами, чем операций над множествами в теории множеств. Соот-
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ветственно, разнообразнее будут и свойства таких операций. Многие из них
совпадают со свойствами операций над множествами и могут быть распростра-
нены на аналогичные и новые типы операций, присущих мультимножествам. В
их числе: идемпотентность объединения и пересечения; инволюция (двойное
отрицание) дополнения; идентичность ряда операций; коммутативность объ-
единения, пересечения, симметрической разности, репродукции, арифметиче-
ского сложения и умножения; ассоциативность объединения, пересечения,
сложения, арифметического и прямого умножения; дистрибутивность объе-
динения и пересечения относительно друг друга, сложения, вычитания, репро-
дукции, арифметического умножения и прямого произведения; дистрибутив-
ность сложения, вычитания и симметрической разности относительно репро-
дукции, арифметического умножения и прямого произведения.

Как и в случае множеств, не все операции над мультимножествами вза-
имно коммутативны, ассоциативны и дистрибутивны. Так, разность и прямое
произведение мультимножеств не обладают свойством коммутативности. Для
симметрической разности трех и более мультимножеств не выполняется свой-
ство ассоциативности. Объединение, пересечение, сложение, вычитание, сим-
метрическая разность, арифметическое умножение и прямое произведение
мультимножеств не всегда дистрибутивны относительно друг друга.

Как известно, для множеств имеется двойственность операций объедине-
ния и пересечения по отношению к операции дополнения, выражаемая закона-
ми де Моргана BABA IU =  и BABA UI = . Для мультимножеств существу-
ет аналогичная двойственность операций объединения и пересечения, а кроме
того, двойственность операций арифметического сложения и вычитания муль-
тимножеств, образующих еще одну пару дополняющих друг друга операций.

Т е о р е м а  0.2.   Объединение и пересечение, арифметическое сложение
и арифметическое вычитание мультимножеств двойственны по отношению к
операции дополнения

BABA IU = , BABA UI = ; (0.44)

i
Ii

i
Ii

AA
∈∈

= IU , i
Ii

i
Ii

AA
∈∈

= UI . (0.45)

BA + = A−B =B −А,   BA − = A+B,   A−B = B−А. (0.46)
Доказательство этой и других теорем нулевой главы приведены в [Петр02а].

Наряду с этим имеется и двойственность операций иного рода. В теории
множеств существует определенная эквивалентность операций объединения
множеств и логического сложения, пересечения множеств и логического умно-
жения. Чрезвычайно интересно, что подобная аналогия присутствует и в теории
мультимножеств, где операции объединения и арифметического сложения, пе-
ресечения и арифметического умножения, умножения на число и возведения
мультимножества в арифметическую степень образуют пары сходных операций
по отношению к правилу унитаризации функции кратности kA(x)aχA(x), хотя
эта аналогия и имеет совершенно иную природу. Из соотношений (0.13) и
(0.19), (0.16) и (0.35), (0.36) и (0.38) непосредственно вытекает
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Supp(U
Ii

i
∈
A ) =U

Ii
i

∈
)Supp( A = Supp(∑

∈Ii
iA ),

Supp(I
Ii

i
∈
A ) =I

Ii
i

∈
)Supp( A = Supp(∏

∈Ii
iA ),

SuppAп = SuppA = Supp(h•A).
Таким образом, мультимножествам присущ своеобразный дуализм опе-

раций, когда имеется два вида двойственных операций, которые объединяются
в различные пары по отношению к операции дополнения и к операции Supp,
задающей предельный переход от мультимножеств к множествам [Петр03].

Наличие или отсутствие тех или иных свойств у операций над множест-
вами и мультимножествами связано, по-видимому, с тем, что действия над ха-
рактеристическими функциями подчиняются правилам булевой алгебры, а дей-
ствия над функциями кратности производятся по правилам обычной алгебры.
Поэтому не все свойства операций над мультимножествами будут такими же,
как и в случае множеств. К примеру, разность и симметрическая разность мно-
жеств дистрибутивны относительно пересечения и недистрибутивны относи-
тельно объединения, тогда как разность и симметрическая разность мультим-
ножеств недистрибутивны относительно и их объединения, и их пересечения.

Некоторые свойства, которыми обладают операции над множествами, у
мультимножеств отсутствуют. В то же время появляются и новые свойства, не
имеющие аналогов для множеств. Например, для множеств справедливы сле-
дующие равенства: AU А=U; AI А=∅. А у операций над мультимножествами
имеются иные свойства:

A+ A=Z,   Z− A=A;     (0.47)
AU A≠Z;   AI A≠∅;   A− A≠ A−A≠∅. (0.48)

Существуют следующие важные соотношения между операциями над
мультимножествами, которые вытекают из определений этих операций:

A⊆B ⇒ A=AIB, B=AUB;
AIB⊆A;   AIB⊆B;   AIB⊆AUB;   A⊆AUB;   B⊆AUB;      (0.49)
A−B⊆A;   B−A⊆B;   A−B⊆A∆B;   B−A⊆A∆B;   A∆B⊆AUB;      (0.50)

A⊆h•A;   A⊆Aп;   AIB⊆A•B;   AUB⊆A+B. (0.51)
Отсюда явствует, что пересечение мультимножеств AIB является наибольшим
подмультимножеством, одновременно содержащимся в мультимножествах A и
B, а объединение мультимножеств AUB – наименьшим надмультимножеством,
в котором одновременно содержатся мультимножества A и B.

Приведем еще ряд весьма полезных соотношений между операциями над
мультимножествами.

Т е о р е м а  0.3.  Сумма двух мультимножеств равна сумме объединения
и пересечения складываемых мультимножеств

A+B = (AUB)+(AIB). (0.52)
Симметрическая разность двух мультимножеств равна разности объединения
и пересечения вычитаемых мультимножеств и симметрической разности до-
полнений этих мультимножеств

A∆B = (AUB)−(AIB) = A∆B . (0.53)
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Для мультимножеств выполняется также равенство, аналогичное выра-
жению, определяющему пересечение разностей двух множеств.

Т е о р е м а  0.4.   Пересечение разностей двух мультимножеств пусто
(A−B)I (B−A) = ∅.  (0.54)

Воспользовавшись равенствами (0.26), (0.52)-(0.54) и свойствами муль-
тимножеств, получим следующие соотношения, определяющие связи между
различными операциями над мультимножествами
A = (A−B)+(AIB); B = (B−A)+(AIB);    (0.55)
AUB = (A+B)−(AIB) = (AIB)+(A∆B) = A+(B−A) = B+(A−B);    (0.56)
AIB = (A+B)−(AUB) = (AUB)−(A∆B) = A−(A−B) = B−(B−A);    (0.57)
A−B = (AUB)−B = A−(AIB) = (AUB)∆B = A∆(AIB);    (0.58)
A∆B = (AUB)−(AIB) = (A−B)+(B−A) = (A−B)U (B−A) = (A+B)−2⋅(AIB); (0.59)
A+B = (AUB)+(AIB) = (A∆B)+2⋅(AIB).     (0.60)

Ряд приведенных выше выражений внешне напоминает аналогичные ра-
венства, связывающие мощности множеств, но они относятся к самим муль-
тимножествам, а не их к мощностям. Кроме того, есть еще одно принципиаль-
ное отличие между множествами и мультимножествами: различные комбина-
ции операций над мультимножествами получаются, главным образом, путем их
сложения и вычитания, в то время как похожие комбинации операций над мно-
жествами – путем их объединения и пересечения. Поэтому при переходе от
множеств к мультимножествам не все из соотношений (0.55)-(0.60) перейдут в
соответствующие выражения для множеств. В частности, для множеств отсут-
ствуют аналоги последних равенств в формулах (0.59) и (0.60).

Установим правила подсчета, которые связывают объединение, пересече-
ние и сумму произвольного, но конечного числа мультимножеств [Петр00].

Т е о р е м а  0.5.   Объединение и пересечение конечного числа мульти-
множеств, составляющих семейство A ={A1,…,An}, удовлетворяют следую-
щим соотношениям:
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Правилам подсчета мультимножеств (0.61) и (0.62) можно придать более
«симметричную» форму, обобщающую соотношение (0.52) и имеющую вид из-
вестной формулы Сильвестра, определяющей правила включения-исключения
для вычисления мощностей объединения и пересечения множеств [Сач77],
[Aig79], [Lip82]:
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Подчеркнем еще раз, что правила подсчета (0.63), (0.64) справедливы только
для мультимножеств, так как операция арифметического сложения к множест-
вам не применима.

0.4. Вычисление мощностей и размерностей мультимножеств.   Сфор-
мулируем теперь правила для вычисления мощностей и размерностей различ-
ных операций над мультимножествами. Рассмотрим вначале наиболее простые
случаи операций над двумя мультимножествами.

Мощность и размерность суммы двух мультимножеств определяются
следующим образом:

|A+B| = |A|+|B| = |AUB|+|AIB| = ))()(( xkxk B
Gx

A +∑
∈

, (0.65)

/A/+/B/ = /AUB/+/AIB/ = ))()(( xx B
Gx

A χχ +∑
∈

, (0.66)

/A+B/ = /AUB/ = ))()()()(( хххх B
Gx

ABA χχχχ ⋅−+∑
∈

. (0.67)

Правила вычисления мощности и размерности арифметической разности
двух мультимножеств имеют следующий вид, отличающийся от соотношений
для арифметической суммы мультимножеств:

|A−B| = |A|−|AIB| = |AUB|−|B|, (0.68)
|A|−|B| = |A−B|−|B−A|, (0.69)

 /A/−/B/ ≠ /A−B/−/B−A/.
Сходная картина наблюдается и для симметрической разности мультим-

ножеств, которая согласно соотношению (0.26) равна сумме разностей вычи-
таемых мультимножеств, а согласно соотношению (0.53) – разности объедине-
ния и пересечения вычитаемых мультимножеств:

|A∆B| = |A−B|+|B−A| = |AUB|−|AIB|, (0.70)
/A∆B/ = /A−B/+/B−A/, (0.71)
/A∆B/ ≥ /AUB/−/AIB/.   (0.72)

Ситуация меняется, когда вычитаемое мультимножество B содержится в
уменьшаемом мультимножестве A (В⊆А). В этом случае справедливы следую-
щие утверждения, вытекающие непосредственно из выражений (0.69)-(0.72) и
соотношений (0.26), (0.27) при учете условия В−А=∅:

|A−B| = |A∆B| = |A|−|B|, (0.73)
/A−B/ = /A∆B/ = /A/−/B/.  (0.74)

Вычисление мощностей и размерностей арифметического и прямого про-
изведений двух мультимножеств проводится по следующим правилам:

|A•B| = ))()(( хkхk B
Gx

A ⋅∑
∈

, (0.75)

/A•B/ = /AIB/ = ))()(( хх B
Gx

A χχ ⋅∑
∈

. (0.76)

|A×B| = |A|⋅|B| = 
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/A×B/ = /A/⋅/B/ = 

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З а м е ч а н и е.   Аналогом мощности арифметического произведения
двух мультимножеств может служить скалярное произведение двух векторов

(a⋅b) = i

n

i
iba∑

=1
=a1b1+…+anbn в векторной алгебре.  □

Приведем сводку правил, связывающих мощности и размерности различ-
ных операций над двумя мультимножествами, которые можно получить также
из соответствующих соотношений (0.52)-(0.60) и равенства (0.65):

|A| = |A−B|+|AIB|; |B| = |B−A|+|AIB|; 
|AUB| = |A+B|−|AIB| = |AUB|+|A∆B| = |A|+|B−A| = |В|+|A−B|; 
|AIB| = |A+B|−|AUB| = |AIB|−|A∆B| = |A|−|A−B| = |В|−|B−A|; 
|A−B| = |A|−|AIB| = |AUB|−|В|; 
|A∆B| = |AUB|−|AIB| = |A+B|−2⋅|AIB|=|A−B|+|B−A|; 
|A+B| = |AUB|+|AIB| = |A∆B|+2⋅|AIB| = |A|+|В|; 
|A|−|В| = |A−B|−|B−A|; |A×B| = |A|⋅|В|; 
/A/ = /(A−B)U (AIB)/; /B/ = /(B−A)U (AIB)/;
/AUB/ = /A+B/; /AIB/ = /A•B/; /A∆B/ = /A−B/+/B−A/; 
/A/+/B/ = /AUB/+/AIB/ = /A+B/+/A•B/; /A×B/ = /A/⋅/B/. 

При переходе от мультимножеств к множествам практически все из при-
веденных выше выражений для мощностей мультимножеств перейдут в анало-
гичные соотношения для мощностей множеств

Рассмотрим теперь правила, по которым вычисляются мощности и раз-
мерности мультимножеств, являющихся результатами операций над произ-
вольным числом мультимножеств [Петр03].

Т е о р е м а  0.6.   Мощности и размерности арифметической суммы,
объединения и пересечения конечного числа мультимножеств, составляющих
семейство A ={A1,…,An}, определяются следующими выражениями:
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Правила (0.80)-(0.83), связывающие мощности и размерности арифмети-
ческой суммы, объединения и пересечения конечного числа мультимножеств,
получаются из правил (0.61), (0.62) подсчета мультимножеств, если воспользо-
ваться свойствами соответствующих операций над мультимножествами и опре-
делениями их носителей, свойством (0.79) аддитивности мощности суммы
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мультимножеств и правилами вычисления мощностей конечного числа мно-
жеств [Lip82]. Выражения (0.80)-(0.83) можно записать более компактно в виде,
аналогичном правилам включения-исключения (0.63), (0.64).
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Из формул (0.61), (0.62), (0.84)-(0.87) вытекают следующие важные соот-
ношения, связывающие пересечение, объединение и сумму произвольного чис-
ла мультимножеств:
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Примечательно, что неравенства (0.89) и (0.90) для мощностей и размерностей
отличаются друг от друга.

Т е о р е м а  0.7.   Мощности и размерности арифметического произве-
дения и прямого произведения конечного числа мультимножеств, составляю-
щих семейство A ={A1,…,An}, определяются следующими выражениями:
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Для вычисления мощностей и размерностей репродукции, арифметиче-
ской и прямой степени мультимножества используются следующие правила:

|h•А|=h⋅|А|,     |Ап|= п

Gx
A хk∑

∈
))(( ,     /h•А/=/Ап/=/А/; (0.93)

|(×A)n|=|А|п =
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



 ∑

∈
)(χ . (0.94)

Выражения (0.88)-(0.91) для мощности и размерности арифметической
суммы, объединения и пересечения, арифметического произведения мультим-
ножеств, очевидно, не зависят от конечности семейства A ={A1,…,An} и могут
быть распространены на произвольную совокупность мультимножеств. Выра-
жения (0.92) для мощности и размерности прямого произведения нескольких
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мультимножеств справедливы для конечного семейства A , но, очевидно, не за-
висят от конечности домена G.

Переходя от мультимножеств к множествам и применяя к равенствам
(0.80), (0.82), (0.92), (0.94) правило kA(x)aχA(x) унитаризации функции кратно-
сти, получим известные формулы для вычисления мощностей объединения, пе-
ресечения, прямого произведения и прямой п-ой степени множеств.

0.5. Способы представления мультимножеств.   Укажем в заключение
несколько различных способов представления мультимножеств.

Одно из наиболее естественных графических изображений мультимноже-
ства A – график его функции кратности kA. Фигура, образуемая этим графиком,
представляет собой ступенчатую гистограмму, в основании которой по оси
абсцисс лежит носитель мультимножества SuppA, а высоты столбцов, отложен-
ные по оси ординат, соответствуют значениям функции kA(х). Пример такой
гистограммы приведен на рис.0.1. Ступенчатые гистограммы являются, по су-
ществу, двумерными диаграммами Эйлера-Венна, несколько отличающимися
по своему виду от диаграмм, традиционно используемых в теории множеств.

Каждому конечному мультимножеству Ai можно поставить в соответст-
вие целочисленный вектор ci =(ci1,…,cin), компоненты которого задаются соот-
ношением cij =kAi(хj), xj∈G. Вектор ci называют отображением Париха [Pet81].
Семейство C n различных целочисленных векторов размерности n эквивалентно
семейству P (X) подмультимножеств n-мерного мультимножества X={kX1•x1,...,
kXn•xn} над доменом G={x1,…,xn} и может быть представлено прямоугольной
матрицей инцидентности С=||сij||m×n, i-ая строка которой совпадает с вектором
ci, а т равно мощности |P (X)|=Πi(1+kXi), определяемой формулой (0.09). Оче-
видно, что пустому мультимножеству ∅ соответствует вектор, состоящий из
нулей c∅ =(0,...,0), а мультимножеству Х – вектор cХ =(kX1,...,kXn).

Для графического представления конечных мультимножеств и семейства
P (X) можно также использовать двудольные мультиграфы, имеющие кратные
ребра, и гиперграфы. Одному из подмножеств вершин V1 двудольного мульти-
графа Г(V1,V2,E) ставятся в соответствие элементы домена хj∈G, а другому
подмножеству V2 – мультимножества, порожденные доменом G, или подмуль-
тимножества Ai∈P (Х), i=1,…,т. Число ребер ek∈E мультиграфа Г, соединяю-
щих смежные вершины, будет равно кратности kAi(хj) вхождения элемента хj в
соответствующее мультимножество. Множество вершин V гиперграфа Θ(V,W )
задает n-мерное мультимножество X, представленное как множество с повторя-
ющимися элементами X={x1,x1,…,x2,x2,…,xn,xn,…}, а семейство ребер W ={Wi}
гиперграфа соответствует подмультимножествам Ai∈P (Х).

Семейство P(X) подмультимножеств Ai n-мерного мультимножества
X={kX1•x1,...,kXn•xn} или семейство Cn n-мерных целочисленных векторов ci мож-
но также изобразить графически в виде n-мерного параллелепипеда. По анало-
гии с единичным n-мерным кубом Κn определим n-мерный параллелепипед как
простой связный граф, который представляет собой произведение графов

Λn = Λn−1× nhΡ =
1hΡ ×…×

1−
Ρ

nh ×
nhΡ , (0.95)
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где 
jhΡ (j=1,…,n) – простая цепь, состоящая из hj смежных вершин и lj =hj −1 ре-

бер. Число вершин n-мерного параллелепипеда определяется выражением

pn =∏
=

n

j
jh

1
, (0.96)

а число ребер, соединяющих смежные вершины, равно qn = ∏∑
∈=

⋅
jSs

s

n

j
j hl )(

1
, где

множество индексов Sj = Nn\{j}. Напомним, что по общему правилу умножения
графов вершины 〈v1,v2〉 и 〈u1,u2〉 графа-произведения Г=Г1×Г2 смежны тогда и
только тогда, когда либо вершины v1 и u1 совпадают, а вершины v2 и u2 смежны,
либо вершины v2 и u2 совпадают, а вершины v1 и u1 смежны [Har69].

В отличие от единичного n-мерного куба Κn, n-мерный параллелепипед
Λn в общем случае уже не будет однородным графом. Связный граф, в котором
множество вершин то же, что и у n-мерного параллелепипеда Λn, но все верши-
ны попарно смежны, назовем полным n-мерным параллелепипедом Λn*. Полный
n-мерный параллелепипед Λn* является однородным графом степени rn*=pn −1,
имеющим pn вершин, подсчитываемых по формуле (0.96), и qn*=pn (pn −1)/2 ре-
бер. Параллелепипед Λn будет остовным подграфом полного параллелепипеда
Λn*. При предельном переходе от мультимножеств к множествам n-мерные па-
раллелепипеды Λn и Λn* превратятся соответственно в единичный и полный n-
мерные кубы Κn и Κn*, которые являются подграфами графов Λn и Λn*.

Имеется тесная связь между выражениями (0.96) и (0.09), определяющи-
ми число вершин n-мерного параллелепипеда Λn и мощность семейства под-
мультимножеств P (X). Каждой вершине параллелепипеда Λn поставим в соот-
ветствие одно из подмультимножеств Ai∈P (Х), i=1, …,т, или один из n-мерных
ci векторов семейства C n. Целочисленные векторы сi и сs, соответствующие
смежным вершинам параллелепипеда Λn, отличаются на единицу только по од-
ной компоненте. (Для полного параллелепипеда Λn* это уже не так). Простая
цепь 

jhΡ , представляющая j-ую сторону n-мерного параллелепипеда Λn, состоит
из hj=1+kXj смежных вершин, одна из которых соответствует пустому мультим-
ножеству ∅, а остальные вершины – компонентам 1•xj,…,kXj•xj мультимножест-
ва X. Тогда объем n-мерного параллелепипеда будет равен общему числу вер-
шин графа Λn и, следовательно, pn =|P (X)|=|C n|=т. Таким образом, выражение
(0.96) при hj =1+kXj можно считать еще одним доказательством теоремы 0.1.

П р и м е р  0.3.   Семейство C 3 целочисленных векторов, эквивалентное
семейству P (X) подмультимножеств мультимножества X={1•a,2•b,3•c}, состоит
из следующих векторов ci: (0,0,0)~∅; (1,0,0)~{1•a}; (0,1,0)~{1•b}; (0,2,0)~{2•b};
(0,0,1)~{1•c}; (0,0,2)~{2•c}; (0,0,3)~{3•c}; (1,1,0)~{1•a,1•b}; (1,2,0)~{1•a,2•b};
(1,0,1)~{1•a,1•c}; (1,0,2)~{1•a,2•c}; (1,0,3)~{1•a,3•c}; (0,1,1)~{1•b,1•c}; (0,1,2)~
~{1•b,2•c}; (0,1,3)~{1•b,3•c};(0,2,1)~{2•b,1•c};(0,2,2)~{2•b,2•c};(0,2,3)~{2•b,3•c};
(1,1,1)~{1•a,1•b,1•c};(1,1,2)~{1•a,1•b,2•c}; (1,1,3)~{1•a,1•b,3•c}; (1,2,1)~{1•a,2•b,
1•c}; (1,2,2)~{1•a,2•b,2•c}; (1,2,3)~{1•a,2•b,3•c}. Матрица С=||сij||m×n семейств C 3
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и P (X), составленная из векторов ci, имеет размерность 24×3. Трехмерный па-
раллелепипед Λ3, представляющий семейство P (X) подмультимножеств муль-
тимножества X={1•a,2•b,3•c} и семейство C 3 векторов, изображен на рис.0.2.
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Рис.0.2. Трехмерный параллелепипед Λ3, представляющий семейства P (X) и C 3.

Параллелепипед имеет p3=(1+kX1)⋅(1+kX2)⋅(1+kX3)=2⋅3⋅4=24 вершины и
q3=kX1⋅(1+kX2)⋅(1+kX3)+(1+kX1)⋅kX2⋅(1+kX3)+(1+kX1)⋅(1+kX2)⋅kX3=1⋅3⋅4+2⋅2⋅4+2⋅3⋅3=46
ребер. Мощность семейства подмультимножеств мультимножества X и семей-
ства C 3 равна pn =|P (X)|=|C 3|=24. Для краткости записи на рисунке оставлены
только значения функции кратности подмультимножества Ai (компоненты век-
тора сi) и опущены скобки и запятые между элементами подмультимножеств
(компонентами векторов).  ◘

В общем случае семейство P (X) всех подмультимножеств n-мерного
мультимножества X={kX1•x1,...,kXn•xn}, упорядоченное отношением включения
⊆, изоморфно булевой (полной дистрибутивной с дополнениями) решетке, в
которой дополнение определяется как A=X–A, нижняя и верхняя грани – как
inf(A,B)=AIB, sup(A,B)=AUB, нулем является пустое мультимножество ∅, а
единицей – мультимножество Х. По существу, любая булева решетка может
быть представлена ориентированным n-мерным параллелепипедом Λn, задан-
ным формулой (0.95), стороной которого будет простое дерево.

Итак, мультимножество – это действительно более многогранное поня-
тие, чем понятие множества. О мультимножестве уже нельзя говорить просто
как множестве с повторениями. Нужно указать, сколько в мультимножестве
имеется различных компонент, то есть групп одинаковых элементов, и сколько
имеется экземпляров каждого вида элементов внутри каждой из групп. Воз-
можность присутствия в мультимножестве произвольного, в том числе и неог-
раниченного, числа компонент и произвольного количества экземпляров любо-
го из элементов принципиально отличает мультимножество от множества.
Именно эта особенность и порождает целый ряд свойств мультимножества как
качественно нового математического объекта. Сравнивая мультимножества и
множества, можно образно сказать, что мультимножество «многоцветно», а
множество «одноцветно».
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Глава 1
Метрические пространства и последовательности

1.1. Метрика и метрическое пространство.   Многие фундаментальные
закономерности и свойства множеств и других математических объектов обу-
словливаются взаимным расположением составляющих их элементов. Такие
свойства отражают «геометрические» особенности связей между элементами
или, как еще говорят, пространственную структуру множеств. Одной из важ-
нейших функциональных характеристик структурных отношений между эле-
ментами множества является понятие близости элементов, тесно связанное с
понятиями расстояния между элементами, сходимости последовательности и
непрерывности функции. Любое множество, в котором тем или иным образом
введено понятие близости элементов, принято называть пространством, а его
элементы – точками пространства.

Неотрицательная действительная функция dX, определенная на прямом
произведении Х×Х множества Х, называется метрикой на множестве Х, если
для любых элементов множества Х она удовлетворяет следующим условиям
(аксиомам):

симметрии
dX(x,y) = dX(y,x); (1.01)

тождества
dX(x,y) = 0  ⇔  x = y; (1.02)

треугольника
dX(x,y) ≤ dX(x,z) + dX(z,y). (1.03)

Числовое значение функции dX(x,y) будем называть расстоянием между эле-
ментами х и у множества Х.

Говорят, что множество Х метризуемо, если на нем может быть введена
некоторая метрика. Метризуемое множество Х с заданной на нем метрикой dX
называется метрическим пространством и обозначается (X,dX). В случаях, ис-
ключающих неоднозначность толкования, мы будем обозначать метрическое
пространство одной буквой, как правило, совпадающей с обозначением множе-
ства элементов Х, а для метрики использовать выражение d.

Требования (1.01)-(1.03), налагаемые на метрику, называются аксиома-
тикой метрического пространства. Из них, в частности, вытекает и свойство
неотрицательности метрики dX(x,y)≥0, которое тем самым оказывается избы-
точным условием в определении метрики. Неравенство треугольника (1.03)
служит аналогом известного в геометрии соотношения: длина любой стороны
треугольника не превосходит суммы длин двух других сторон.

П р и м е р  1.1.   Множество действительных чисел R образует метриче-
ское n-мерное числовое (координатное) пространство:

E1=(R,dЕ1) с метрикой

dЕ1(x,y) = 2)( yx − = | x − y |, (1.04)
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E2=(R2,dЕ2) с метрикой

dЕ2(x,y) = 2
22

2
11 )()( yxyx −+− , (1.05)

En=(Rn,dЕn) с метрикой Евклида

dЕn(x,y) = ∑
=

−
n

i
ii yx

1

2)( . (1.06)

Пространство E1=(R,dЕ1) называется числовой прямой, E2=(R2,dЕ2) – числовой
плоскостью. Пространство En=(Rn,dЕn) называется также евклидовым про-
странством, имеющим декартову прямоугольную систему координат.

Выполнение аксиом симметрии (1.01) и тождества (1.02) для метрик dЕ1,
dЕ2 и dЕn очевидно. Выполнение аксиомы треугольника (1.03) легко проверяет-
ся. Действительно, на числовой прямой E1 имеем

dЕ1(x,y) = |x − y| = |(x − z) + (z − y)| ≤ |x − z| + |z − y| = dЕ1(x,z) + dЕ1(z,y). 
Справедливость аксиомы треугольника (1.03) в n-мерном числовом простран-
стве En для n≥2 следует из известного неравенства Коши-Буняковского [КФ68]

dЕn(x,y) = ∑
=

−
n

i
ii yx

1

2)( = ∑
=

−+−
n

i
iiii yzzx

1

2)]()[( ≤ 

 ≤ ∑
=

−
n

i
ii zx

1

2)( + ∑
=

−
n

i
ii yz

1

2)(  = dЕn(x,z) + dЕn(z,y).  ◘

Отметим некоторые свойства метрических пространств.
Метрическое пространство X или множество B⊆X называется метрически

выпуклым [DGK63] или d-выпуклым [DL97], если для любых несовпадающих
элементов х,у∈B, х≠у существует такой отличный от них элемент z∈B, z≠х, z≠у,
что неравенство треугольника (1.03) превращается в равенство

dX(x,y) = dX(x,z) + dX(z,y). (1.07)
Метрику dX, удовлетворяющую условию (1.07), будем называть d-выпуклой.
Свойство метрической выпуклости множества B и пространства (X,dX) пред-
ставляет собой пространственный аналог тернарного отношения [x, z, y] «эле-
мент z находится между элементами x и y», которое в произвольном частично
упорядоченном множестве задается условием inf(x,y)≤z≤sup(x,y).

Т е о р е м а  1.1.   Евклидово пространство En=(Rn,dЕn) метрически вы-
пукло.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть x,y – произвольные точки числовой
прямой E1 и х≠у. Тогда либо х<у, либо у<х, и всегда найдется число z, z≠х, z≠у,
лежащее между числами х и у, такое, что или х<z<у, или у<z<х. Предположим,
что у<z<х. В этом случае получаем равенство (1.07)

dЕ1(x,y) = x − y = (x − z) + (z − y) = dЕ1(x,z) + dЕ1(z,y).
2º. Пусть теперь x,y – произвольные точки числового пространства En и,

например, уi<хi. Возьмем любую точку z∈En, лежащую между точками х и у и
на одной прямой с ними. В таком случае, очевидно, по каждой i-ой координате
выполняются следующие соотношения:

уi<zi<хi,   dЕ1(zi,yi) = hdЕ1(xi,zi),   dЕ1(xi,yi) = dЕ1(xi,zi)+dЕ1(zi,yi) = (1+h)dЕ1(xi,zi),
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где h>0 – коэффициент пропорциональности. Отсюда имеем dЕ1(z,y)=hdЕ1(x,z) и

dЕn(x,y) = ∑
=

n

i
iiE yxd

1

2
1 ),( = (1+h) ∑

=

n

i
iiE zxd

1

2
1 ),( = (1+h)dЕ1(x,z) = dЕ1(x,z)+dЕ1(z,y).  ■

Метрическое пространство X или множество А⊆Х называется ограничен-
ным, если для всех пар элементов х,у∈А существует такое число c>0, что вы-
полняется неравенство

d(x,y)<c. (1.08)
Очевидно, что расстояния d(x,а) от любой точки х∈Х пространства до всех то-
чек а∈А ограниченного множества А ограничены. Всякое конечное множество
X={x1,...,xn} ограничено.

Точная верхняя грань всех расстояний dX(x,y) между любыми элементами
множества А метрического пространства (X,dX)

DX(A) = diamA =
Ayx ∈,

sup dX(x,y) (1.09)

называется диаметром множества A. Диаметр пустого множества ∅ принима-
ется равным DX(∅)=0. Очевидно, что диаметр ограниченного множества огра-
ничен DX(A)≤c.

П р и м е р  1.2.   Множество А={x | x=1/n, n∈N} является ограниченным
множеством числовой прямой E1=(R,dЕ1), так как для любых пар точек х,у∈А
выполняется неравенство dЕ1(x,y)<1. Диаметр множества A равен DE

1(A)=1. ◘
П р и м е р  1.3.   Произвольное множество элементов Х образует метри-

ческое пространство изолированных точек (X,dt) с метрикой

dt(x,y) =




≠−>
=

.если,целое0
,если,0

yxt
yx

 (1.10)

Метрика dt обозначается также как t1 и называется эквидистантной, а при t =1
– тривиальной. Выполнение аксиоматики метрического пространства (1.01)-
(1.03) для метрики dt=t1 очевидно. Пространство изолированных точек (X,dt)
ограничено, а его диаметр D(X)=t. ◘

Конечное метрическое пространство (X,dX), X={x1,...,xn} называют прост-
ранством отрицательного типа (соответственно гиперметрическим прост-
ранством, k-гональным пространством), если для всех элементов множества X
выполняется неравенство

∑
∈Xyx

Xyx yxdbb
,

),( ≤ 0, (1.11)

где bx – целые числа, удовлетворяющие условию Σx∈X bx=0 (соответственно ус-
ловию Σx∈X bx=1 или Σx∈X |bx|=k). Если bx принимает значения −1,0,+1, то нера-
венство того или иного типа называется чистым. Метрика dX, удовлетворяю-
щая условию (1.11), называется соответственно метрикой отрицательного ти-
па, гиперметрической метрикой или k-гональной метрикой.

Можно показать [DL97], что в общем случае неравенство отрицательного
типа следует из гиперметрического неравенства, а для целого числа k≥1 (2k+2)-



35

гональные неравенства следуют из (2k+1)-гональных. В частности, чистое 2-
гональное неравенство является неравенством отрицательного типа, которое
есть ничто иное, как условие неотрицательности метрики dX(x,y)≥0, а чистое 3-
гональное неравенство является гиперметрическим неравенством, которое сов-
падает с неравенством треугольника (1.03).

1.2. Расстояния между точками и множествами.   Покажем, как зада-
ются расстояния между точками и множествами в метрическом пространстве.

Расстояния d(x,y) между точками конечного метрического пространства
(X,d) можно представить в матричном или векторном виде. Пусть X={x1,...,xn} –
n-элементное множество и U={(хi,хj)|хi,хj∈Х, хi≠хj} – множество неупорядочен-
ных пар его элементов. Тогда расстояниям d(хi,хj) можно сопоставить квадрат-
ную матрицу расстояний D=||dij|| порядка n, где n=|Х| – мощность множества Х,
а элементы матрицы dij=d(хi,хj). Матрица расстояний D является симметриче-
ской матрицей с равными нулю диагональными элементами.

Располагая элементы матрицы dij, лежащие над ее диагональю, в порядке
возрастания их номеров и принимая во внимание аксиомы симметрии (1.01) и
тождества (1.02), расстояния d(хi,хj) между всеми парами точек хi,хj∈Х можно
записать в виде h-мерного вектора расстояний d=(d1,...,dh), где h=|U|=n(n−1)/2,
а компоненты вектора d1≤k≤h=(dij)1≤i<j≤n.

Расстояние от точки х до непустого множества А⊆Х в произвольном
метрическом пространстве (X,d) можно определить как точную нижнюю грань
множества расстояний между точкой х и всеми точками множества А

d(x,A) =
Aa∈

inf d(x,a). (1.12)

Расстояние от точки х до пустого множества ∅ принимается равным d(x,∅)=1.
Из соотношения (1.12) следует, что если точка х∈А, то расстояние d(x,A)=0. Об-
ратное утверждение, вообще говоря, неверно, так как из условия d(x,A)=0 не
вытекает, что точка х∈А. Если точка х находится от множества А на расстоянии
d(x,A)=0 и х∉А, то такая точка называется абсолютно близкой к множеству А.

Расстояние между непустыми множествами А и В метрического про-
странства (X,d) вводится аналогичным образом как точная нижняя грань мно-
жества расстояний между любыми парами точек, принадлежащих соответст-
венно множествам А и В:

d(A,B) =
BbAa ∈∈ ,

inf d(a,b).

Расстояние от непустого множества А до пустого множества ∅ принимается
равным d(A,∅)=1, а расстояние между пустыми множествами равным
d(∅,∅)=0. Если множества А и В имеют хотя бы одну общую точку, то есть
АIВ≠∅, то расстояние между ними d(A,B)=0. Обратное утверждение неверно.

Расстояние между непустыми множествами А и B ограниченного метри-
ческого пространства можно ввести и иным образом. Например, метрика Хаус-
дорфа определяется как

dH(A,B) = max [
Aa∈

sup d(a,B),
Bb∈

sup d(b,A)] (1.13)

и, очевидно, удовлетворяет аксиоматике метрического пространства.
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Выполняются следующие соотношения между расстояниями.
Т е о р е м а  1.2.   Расстояния между произвольными точками и непус-

тыми множествами метрического пространства (X,d) удовлетворяют нера-
венствам:

|d(x,z) − d(y,w)| ≤ d(x,y) + d(z,w); (1.14)
|d(x,z) − d(y,z)| ≤ d(x,y); (1.15)
|d(x,A) − d(y,A)| ≤ d(x,y); (1.16)
|d(x,A) − d(x,B)| ≤ d(A,B); (1.17)
|d(A,C) − d(B,C)| ≤ d(A,B); (1.18)
|d(A,C) − d(B,G)| ≤ d(A,B) + d(C,G). (1.19)

Д о к а з а т е л ь с т в o.   Для доказательства неравенств (1.14)-(1.19) вос-
пользуемся неравенством треугольника (1.03) и аксиомой симметрии (1.02).

1º. Для произвольных точек метрического пространства х,у,z,w∈X имеем:
d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,w) + d(w,z) 

или
d(x,z) − d(y,w) ≤ d(x,y) + d(z,w). 

Меняя местами элементы x,y и z,w, получим
d(y,w) − d(x,z) ≤ d(x,y) + d(z,w). 

Отсюда следует соотношение (1.14), называемое также неравенством четырех-
угольника.

2º. Полагая в соотношении (1.14) w=z и учитывая аксиому тождества
(1.02), получаем неравенство (1.15). Это неравенство является аналогом извест-
ного в геометрии соотношения, по которому разность длин двух сторон тре-
угольника не превосходит длины третьей стороны.

3º. Для произвольных точек х,у∈X и а∈А⊆Х выполняется соотношение:
d(x,а) ≤ d(x,y) + d(y,а). 

В силу произвольности точки а, очевидно, имеем:

Aa∈
inf d(x,а) ≤ d(x,y) +

Aa∈
inf d(y,а) 

или
d(x,A) − d(y,A) ≤ d(x,y). 

Меняя местами элементы x,y, получим
d(y,A) − d(x,A) ≤ d(x,y). 

Отсюда следует неравенство (1.16).
4º. Для произвольных точек х∈X, а∈А⊆Х и b∈B⊆Х выполняется:

d(x,а) ≤ d(x,b) + d(b,а). 
В силу произвольности точек а и b и условия d(x,y)≥0 имеем:

BbAa ∈∈ ,
inf d(x,а) ≤

BbAa ∈∈ ,
inf d(x,b) +

BbAa ∈∈ ,
inf d(b,а) 

или
d(x,A) − d(x,B) ≤ d(A,B). 

Меняя местами множества А,В, получим
d(x,B) − d(x,A) ≤ d(A,B). 

Отсюда следует неравенство (1.17).
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5º. Для произвольных точек а∈А⊆Х, b∈B⊆Х, c∈C⊆Х и g∈G⊆Х имеем:
d(a,c) ≤ d(a,b) + d(b,g) + d(g,c). 

В силу произвольности точек а, b, c и g и условия d(x,y)≥0 выполняется:

GgCс
BbAa

∈∈
∈∈

,
,,

inf d(a,c) ≤
GgCс
BbAa

∈∈
∈∈

,
,,

inf d(a,b) +
GgCс
BbAa

∈∈
∈∈

,
,,

inf d(b,g) + 
GgCс
BbAa

∈∈
∈∈

,
,,

inf d(g,c) 

или
d(A,C) − d(B,G) ≤ d(A,B) + d(C,G). 

Меняя местами множества А,В, и C,G, получим
d(B,G) − d(A,C) ≤ d(A,B) + d(C,G). 

Отсюда следует неравенство (1.19).
6º. Полагая в соотношении (1.19) C=G и учитывая аксиому тождества

(1.02), получаем неравенство (1.18), аналогичное неравенству (1.15).
Если оба множества А и В пусты, то неравенство (1.16) вырождается в

тривиальное неравенство d(x,y)≥0, а неравенства (1.17), (1.18) – в тождество
0=0. Если одно из множеств А или В пусто, а другое нет, то неравенство в виде
(1.17) вывести нельзя. Если множества С и G пусты, то неравенства (1.18),
(1.19) вырождаются в тривиальное неравенство d(А,В)≥0. ■

1.3. Способы образования метрических пространств.   Рассмотрим
возможные способы образования метрических пространств. Задавая различные
метрики dXk на одном и том же множестве элементов X, получаем разные мет-
рические пространства. Разные метрические пространства также получаются,
если ввести одну и ту же метрику на различных множествах элементов. Так,
любое подмножество B множества X с тем же расстоянием dX(x,y) между эле-
ментами, что и на пространстве (X,dX), тоже является метрическим пространст-
вом (B,dX) и называется подпространством пространства (X,dX).

П р и м е р  1.4.   Множества рациональных чисел Q , целых чисел Z, на-
туральных чисел N, интервал R01 с любой из метрик dЕ1, dЕ2 или dЕn образуют
метрические пространства Qn=(Qn,dЕn), Zn=(Zn,dЕn), Nn=(Nn,dЕn), In=(R01

n,dЕn),
которые являются подпространствами метрического пространства En=(Rn,dЕn).
In называется n-мерным кубическим пространством или единичным n-мерным
кубом. Подпространство Bn пространства En, точки которого удовлетворяют ус-
ловию x1

2+x2
2+…+xп2≤1, называется единичным n-мерным шаром с центром в

точке (0,0,…,0), а подпространство Sn пространства En+1, состоящее из точек,
удовлетворяющих условию x1

2+x2
2+…+xn+1

2=1, – единичной n-мерной сферой с
центром в точке (0,0,…,0). В частности, одномерная сфера S1 – это единичная
окружность, а прямое произведение одномерных сфер S1×S1 – тор. ◘

Новые метрические пространства можно образовать с помощью различ-
ных операций над метризуемыми множествами. Например, пространства
(Х1UХ2,dX) и (Х1IХ2,dX), получающиеся в результате объединения и пересече-
ния метрических пространств (Х1,dX) и (Х2,dX), имеющих одну и ту же метрику,
очевидно, также будут метрическими пространствами и будут обладать такими
же свойствами, что и образующие их пространства.
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Пусть теперь метрические пространства (Х1,d1) и (Х2,d2) имеют разные
метрики, а пересечение множеств Х1 и Х2 равно Х1IХ2={x0}. Объединение
множеств Х1UХ2 образует метрическое пространство с метрикой

d1+2(x,y) =








∈∈+
∈
∈

,,если),,(),(
,,если),,(
,,если),,(

210201

22

11

XyXxyxdxxd
Xyxyxd
Xyxyxd

 (1.20)

которая называется 1-суммой метрик d1 и d2. Рассмотрим свойства метрическо-
го пространства (Х1UХ2,d1+2).

Т е о р е м а  1.3.   Метрическое пространство (Х1UХ2,d1+2), где метрика
d1+2 есть 1-сумма метрик d1 и d2, является метрически выпуклым (соответст-
венно отрицательного типа, гиперметрическим) пространством тогда и
только тогда, когда метрические пространства (Х1,d1) и (Х2,d2) метрически
выпуклы (соответственно отрицательного типа, гиперметрические).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Необходимые и достаточные условия метри-
ческой выпуклости пространства (Х1UХ2,d1+2) непосредственно вытекают из
определения (1.20) метрики d1+2 и равенства (1.07).

2º. Пусть метрическое пространство (Х1UХ2,d1+2) является пространством
отрицательного типа (или гиперметрическим пространством). Метрические
пространства (Х1,d1) и (Х2,d2) являются подпространствами пространства
(Х1UХ2,d1+2) и, значит, они также пространства отрицательного типа (гипермет-
рические пространства).

Пусть теперь пространства (Х1,d1) и (Х2,d2) будут пространствами отрица-
тельного типа (или гиперметрическими пространствами). Зададим целые числа
bx, удовлетворяющие условию ∑

∈ 21 XXx
xb

U

=0 (соответственно ∑
∈ 21 XXx

xb
U

=1), и поло-

жим ax=bx для x∈Х1\{x0}, ax0= ∑
∈ 2Xx

xb , cx=bx для x∈Х2\{x0}, cx0= ∑
∈ 1Xx

xb . Тогда в силу

определения (1.20) и неравенства (1.11) имеем:
∑

∈
+

21,
21 ),(

XXyx
yx yxdbb

U

= ∑
∈ 1,

1 ),(
Xyx

yx yxdaa + ∑
∈ 2,

2 ),(
Xyx

yx yxdcc  ≤ 0.

Следовательно, пространство (Х1UХ2,d1+2) есть пространство отрицательного
типа (или гиперметрическое пространство). ■

Прямое произведение U=Х1×Х2 метрических пространств (Х1,d1) и (Х2,d2) в
общем случае не является метрическим пространством. Однако множество
U=Х1×Х2 метризуется, если определить расстояние dU(x,y) между его точками
х=(x1,x2) и y=(y1,y2), где x1,y1∈Х1, x2,y2∈Х2, одним из следующих способов:

dU∞(x,y) = max [d1(x1,y1), d2(x2,y2)]. (1.21)
dU1(x,y) = d1(x1,y1) + d2(x2,y2); (1.22)
dU2(x,y) = ),(),( 22

2
211

2
1 yxdyxd + , (1.23)

Каждая из метрик dU∞, dU1, dU2 задает отображение прямого произведения мно-
жеств U×U=(Х1×Х2)×(Х1×Х2) на множество неотрицательных действительных
чисел dU: U×U→R+.
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Проверим выполнение аксиоматики метрического пространства для
функции dU∞. Аксиома симметрии (1.01) очевидна. Если х=у, то x1=y1 и x2=y2, а
значит, dU∞(x,y)=max(0,0)=0. Так как справедливо и обратное утверждение, то
аксиома тождества (1.02) выполняется. Если х≠у, то либо x1≠y1 и d1(x1,y1)>0, ли-
бо x2≠y2 и d2(x2,y2)>0, а значит, и dU∞(x,y)>0. Таким образом, функция dU∞ неот-
рицательна. Для проверки справедливости неравенства треугольника допустим,
что d1(x1,y1)≤d2(x2,y2). Тогда

dU∞(x,y) = d2(x2,y2) ≤ d2(x2,z2) + d2(z2,y2) ≤ 
 ≤ max [d1(x1,z1), d2(x2,z2)] + max [d1(z1,y1), d2(z2,y2)] = dU∞(x,z) + dU∞(z,y).

Такой же результат получится, если предположить, что d1(x1,y1)≥d1(x2,y2). Итак,
выполнятся и аксиома (1.03). Аналогичным образом нетрудно убедиться в
справедливости аксиоматики (1.01)-(1.03) и для метрик dU1, dU2.

Метрические пространства (Х1×Х2,dU) обладают следующими свойствами.
Т е о р е м а  1.4.   Метрическое пространство (Х1×Х2,dU) с метрикой dU∞,

dU1 или dU2 метрически выпукло, если метрически выпуклы пространства
(Х1,d1) и (Х2,d2).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Метрическая выпуклость пространства
(Х1×Х2,dU) непосредственно вытекает из определений (1.21)-(1.23) метрик dU∞,
dU1, dU2 и равенства (1.07), если в качестве точки z взять точку z∈Х1×Х2, лежа-
щую между точками х и у и на одной прямой с ними. Тогда, как и при доказа-
тельстве теоремы 1.1, для i=1,2 справедливы соотношения:

di(zi,yi) = hdi(xi,zi),   di(xi,yi) = di(xi,zi)+di(zi,yi) = (1+h)di(xi,zi),
где h>0 – коэффициент пропорциональности, и, следовательно,

dU∞(x,y) = max [d1(x1,y1), d2(x2,y2)] = max [(1+h)d1(x1,z1), (1+h)d2(x2,z2)] =
= (1+h) max [d1(x1,z1), d2(x2,z2)] = (1+h)dU∞(x,z) = dU∞(x,z) + dU∞(z,y).

Подобным же образом устанавливается выполнение равенства (1.07) для мет-
рик dU1 и dU2. ■

Т е о р е м а  1.5.   Метрическое пространство (Х1×Х2,dU1) с метрикой
dU1(x,y)=d1(x1,y1)+d2(x2,y2) является пространством отрицательного типа (ги-
перметрическим пространством) тогда и только тогда, когда метрические
пространства (Х1,d1) и (Х2,d2) отрицательного типа (гиперметрические).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Необходимые и достаточные условия того, что
пространство (Х1×Х2,dU1) отрицательного типа (гиперметрическое), следуют из
соотношения:

∑
×∈ 21,

1 ),(
XXyx

Uyx yxdbb = ∑
∈ 111

11
,

111 ),(
Xyx

yx yxdaa + ∑
∈ 222

22
,

222 ),(
Xyx

yx yxdcc  ≤ 0,

которое вытекает из определения (1.22) метрики dU1 и неравенства (1.11). Здесь
целые числа bx, 1xa , 

2xc  удовлетворяют условиям:
∑
×∈ 21 XXx

xb = ∑
∈ 11

1
Xx

xa = ∑
∈ 22

2
Xx

xс = 0     (соответственно ∑
×∈ 21 XXx

xb =1),

а числа 
1xa  и 

2xc  определяются как 
1xa = ∑

∈ 2Xx
xb , 

2xc = ∑
∈ 1Xx

xb  для х=(x1,x2). ■

Аналогичным образом можно ввести метрики на прямом произведении
U=Х1×Х2…×Хn нескольких метрических пространств (Хi,di), полагая
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dU∞(x,y)=
ni≤≤1

max [d1(x1,y1),…,dn(xn,yn)],

dU1(x,y)=∑
=

n

i
iii yxd

1
),( ,

dU2(x,y)= ∑
=

n

i
iii yxd

1

2 ),( ,

где точки х=(x1,…,xn), y=(y1,…,yn), xi,yi∈Хi. Если положить Хi=R, а расстояния
di(xi,yi) определить с помощью формулы (1.04), то расстояние dU2(x,y) совпадет с
расстоянием dЕn(x,y), заданным формулой (1.06), а пространство (U,dU2) – с чи-
словом евклидовым пространством En=(Rn,dЕn).

1.4. Сходимость и предел последовательности элементов множества.   
Дадим теперь определения нескольких важных понятий, широко используемых
в различных разделах математики. Последовательностью элементов (точек)
произвольного множества Х называется функция вида g: N→Х, задающая ото-
бражение множества натуральных чисел N на множество Х. Последователь-
ность обычно обозначается как {xn}, n=1,2,…

Если элемент хi встречается в последовательности {xn} раньше элемента
хj, то есть i<j, то элемент хi называется предшествующим элементу хj, а элемент
хj – следующим за элементом хi. Если j=i+1, то говорят, что элемент хi непосред-
ственно предшествует элементу хj, а элемент хj непосредственно следует за
элементом хi. В таком случае говорят также, что два члена последовательности,
отличающиеся своими номерами, находятся в отношении следования [KM67].

Всякую последовательность {xn} можно рассматривать как множество,
линейно упорядоченное отношением следования, в котором место каждого
элемента хi определяется его номером (индексом). Элементы конечной после-
довательности всегда можно перенумеровать так, чтобы они располагались в
порядке возрастания их номеров [Шре71]. Порядок следования элементов мно-
жества, совпадающий с порядком следования натуральных чисел во множестве
N, будем называть естественным.

П р и м е р  1.5.   Любой алфавит, состоящий из символов (букв или
цифр), в котором зафиксирован порядок следования символов, является после-
довательностью, в которой элементы непосредственно следуют друг за другом.
Например, русский алфавит {а,б,в,…,э,ю,я} или алфавит цифр {0,1,2,…,9}. ◘

Возможность измерить близость между элементами множеств позволяет
дать формально строгое определение сходимости и пределу последовательно-
сти. В метрических пространствах роль измерителя близости между его точка-
ми играет метрика d. Поэтому понятие сходимости последовательности в мет-
рическом пространстве (X,d) формулируется следующим образом.

Будем говорить, что последовательность {xn}, n=1,2,… точек метрическо-
го пространства (X,d) сходится к точке x0 по метрике d, если для любого ε>0
существует натуральное число N такое, что для всех номеров n>N расстояние
между точками xn и x0 удовлетворяет неравенству

d(xn,x0) < ε. (1.24)
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Точка x0 пространства X, удовлетворяющая этому требованию, называется пре-
делом последовательности {xn}. В этом случае говорят также, что последова-
тельность {xn} сходится к пределу x0 при п→∞, и записывают это символически
как xn→x0 или

∞→n
lim xn = x0. (1.25)

Равенство (1.25) можно рассматривать как определение на множестве Х некото-
рой бесконечноарной операции предельного перехода lim, которая бесконечно-
му множеству точек xn сопоставляет предельную точку x0.

Условие (1.25) сходимости последовательности {xn} точек метрического
пространства Х к пределу x0 можно отождествить со сходимостью последова-
тельности действительных чисел {d(xn,x0)} к нулю, то есть d(xn,x0)→0 при п→∞
или

∞→n
lim d(xn,x0) = 0. (1.26)

В метрических пространствах определения предела (1.25) и (1.26) равносильны.
Расстояние между элементами числовых последовательностей обычно измеря-
ется по формуле dЕ1(x,y) = |x − y|.

Множество точек х метрического пространства (X,d), удовлетворяющих
условию d(x,x0)<ε, где ε>0 – заданное число, называется ε-окрестностью точки
x0 и обозначается как Оε(x0). Согласно условию (1.08) любая окрестность каж-
дой точки х∈Х является ограниченным множеством. Воспользовавшись поня-
тием окрестности точки, сходимость последовательности можно определить
по-другому.

Последовательность {xn}, n=1,2,… точек пространства Х называется схо-
дящейся к точке x0, если для любой ε-окрестности Оε(x0) точки x0 существует
натуральное число N такое, что для всех номеров n>N элементы xn содержатся в
ε-окрестности Оε(x0). Иначе говоря, начиная с некоторого номера N справедли-
во включение xn∈Оε(x0). Если для последовательности {xn} не существует точки
x0, удовлетворяющей условию xn∈Оε(x0) при n>N или, что то же, условию (1.25)
либо (1.26), то последовательность {xn} называется расходящейся. Укажем дос-
таточное условие, при котором последовательность будет расходящейся.

Т е о р е м а  1.6.   Если расстояния d(xn,xm) между различными произ-
вольными точками xn и xm (n≠m) последовательности ограничены снизу числом
b>0, то предел последовательности {xn} не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть последовательность {xn} сходится в мет-
рическом пространстве (X,d) к пределу x0. Согласно определению (1.24) для
любого ε>0 найдутся такие точки xn и xm и такое число N, что при номерах
п,т>N выполняются неравенства d(xn,x0)<ε  и d(xm,x0)<ε . Тогда по аксиоме тре-
угольника (1.03) получим:

d(xn,xm) ≤ d(xn,x0) + d(x0,xm) < 2ε, 
что противоречит условию ограниченности снизу расстояния d(xn,xm)≥b. ■

П р и м е р  1.6.   Последовательность {xn}, где xn=п/(п+1), n=1,2…, схо-
дится в метрическом пространстве действительных чисел E1=(R,dЕ1) к пределу
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x0=1. Действительно, выбирая для 0<ε<1 номер N из условия N>(1/ε)−1, имеем
для всех номеров n>N

dЕ1(xn,x0) = 1
1
−

+n
n =

1+n
n

<
1+N

n
< ε.

Полагая для всех ε≥1 номер N=1, получим dЕ1(xn,x0) = 1/2 < ε. ◘
Предел подпоследовательности {

knx } сходящейся последовательности
{xn} называется частичным пределом этой последовательности. Наименьший
и наибольший элемент множества частичных пределов называется соответст-
венно нижним пределом и верхним пределом последовательности {xn} и обо-
значается

∞→n
lim xn =

∞→n
lim

s
inf xn+s,     

∞→n
lim xn =

∞→n
lim

s
sup xn+s.  (1.27)

Последовательность {xn} имеет предел x0 в том и только том случае, если ее
нижний и верхний пределы совпадают и 

∞→n
lim xn =

∞→n
lim xn = x0.

Последовательность {xn}, все члены которой имеют одно и то же значе-
ние xn =а, называется стационарной. Из определения предела (1.26) непосред-
ственно следует, что для стационарной последовательности 

∞→n
lim xn =а.

Последовательность {xn} элементов метрического пространства (X,d) на-
зывается сходящейся в себе или фундаментальной последовательностью, если
для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что для всех номеров
n,l>N расстояние между точками xn и xl удовлетворяет неравенству

d(xn,xl) < ε.   (1.28)
Равносильное определение фундаментальной последовательности можно запи-
сать символически также в виде d(xn,xl)→0 при п,l→∞ или

∞→ln,
lim d(xn,xl) = 0. (1.29)

Фундаментальные последовательности {xn} и {yn} будем называть экви-
валентными или конфинальными и обозначать {xn}~{yn}, если d(xn, yn)→0 при
n→∞. Нетрудно убедиться, что отношение {xn}~{yn} симметрично, рефлексив-
но и транзитивно, то есть действительно является отношением эквивалентно-
сти, в соответствии с которым множество всех фундаментальных последова-
тельностей точек метрического пространства может быть разбито на классы эк-
вивалентных между собой последовательностей. Любые последовательности,
точек сходящиеся к одному и тому же пределу, будут эквивалентными. Две по-
следовательности, эквивалентные третьей, эквивалентны друг другу.

Метрики d1 и d2 на множестве Х будем называть эквивалентными, если
для любой последовательности {xn}, сходящейся к точке х∈Х, равносильны ус-
ловия 

∞→n
lim d1(xn,x)=0 и 

∞→n
lim d2(xn,x)=0 [Eng77]. Всякое метрическое пространство

(X,d) можно сделать ограниченным, задав метрику, эквивалентную исходной.
Т е о р е м а  1.7.   Для каждого метрического пространства (X,d) суще-

ствует ограниченная сверху метрика d0, эквивалентная метрике d.
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Д о к а з а т е л ь с т в о.   Для всех х,у∈Х положим d0(x,y)=min[c, d(x,y)],
где c>0. Выполнение аксиом (1.01) и (1.02) для d0 очевидно. Справедливость
неравенства треугольника (1.03) проверяется непосредственно:

d0(x,z) + d0(z,y) = min[c, d(x,z)] + min[c, d(z,y)] =
= min[2c, c+d(x,z), c+d(z,y), d(x,z)+d(z,y)] ≥ min[c, d(x,y)] = d0(x,y).

Таким образом, d0 является метрикой и удовлетворяет условию (1.08) d0(x,y)≤c.
В частности, можно положить c=1. Очевидно также, что метрики d0 и d эквива-
лентны по построению. ■

1.5. Свойства сходящихся последовательностей.   Сходящиеся после-
довательности точек обладают следующими свойствами.

Т е о р е м а  1.8.   Всякая сходящаяся в метрическом пространстве по-
следовательность точек {xn} является фундаментальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть последовательность точек {xn} сходится в
метрическом пространстве (X,d) к пределу x0, то есть согласно определению
(1.24) для любого ε>0 найдется такое число N, что при номерах n>N расстояние
d(xn,x0)<ε. Тогда по аксиоме треугольника (1.03) для любых п,l>N выполняется
неравенство (1.28):

d(xn,xl) ≤ d(xn,x0) + d(x0,xl) < 2ε. ■ 
Обратное утверждение в общем случае неверно, так как в произвольном

метрическом пространстве (X,d) могут существовать фундаментальные после-
довательности точек, не сходящиеся в нем ни к какому пределу. В то же время
для числовой последовательности сходимость в себе является необходимым и
достаточным условием ее сходимости (так называемый критерий Коши).

П р и м е р  1.7.   Последовательность {xn}, где xn=1/п, n=1,2,…, сходится в
метрическом пространстве рациональных чисел Q1 =(Q ,dЕ1) и в себе, и к пре-
делу x0=0, являющемуся точкой пространства Q1, а последовательность {xn},
где xn=[1+(1/п)]n, n=1,2,…, сходится в себе, но ее предел 

∞→n
lim [1+(1/п)]n=e не

принадлежит пространству Q1, так как число e иррационально. ◘
Т е о р е м а  1.9.   Всякая фундаментальная последовательность точек

{xn} ограничена.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть последовательность точек {xn} фундамен-

тальна, то есть согласно определению (1.28) для любого ε>0 найдется такое
число N, что при номерах n,l>N расстояние d(xn,xl)<ε. Положим d0=max[d(x1,x2)
,…,d(x1,xN), d(x2,x3),…,d(x2,xN),…, d(xN−1,xN)] и ε=1. Тогда для всех пар точек xn,
xl, n,l=1,2,… выполняется условие (1.08) ограниченности множества X={xn}:

d(xn, xl) ≤ max[d0, 1] = c. ■ 
Т е о р е м а  1.10.   Если последовательность точек {xn} сходится в мет-

рическом пространстве к пределу x0, то:
предел x0 единственен;
любая подпоследовательность {

knx } сходится к тому же пределу x0;
последовательность {xn} ограничена;
расстояние d(xn,а) до любой фиксированной точки a∈X ограничено.
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Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть последовательность точек {xn} сходит-
ся в метрическом пространстве (X,d) к двум различным пределам xn→x0, xn→у0

при п→∞ и x0≠у0. Тогда по определению сходящейся последовательности (1.24)
для любого ε>0 и достаточно больших номеров n>N имеем d(xn,x0)<ε и
d(xn,у0)<ε. По аксиомам симметрии (1.02) и треугольника (1.03) получаем:

d(x0,у0) ≤ d(x0,xn) + d(xn,у0) < 2ε 
или 

∞→n
lim d(x0,у0)=0. Так как расстояние d(x0,у0) не зависит от номера n, то

d(x0,у0)=0, и значит, по аксиоме тождества (1.02) пределы совпадают x0=у0.
2º. По определению сходящейся последовательности точек {xn} для лю-

бого ε>0 существует такое число N, что для всех номеров n>N выполняется ус-
ловие d(xn,x0)<ε. Пусть {

knx } – подпоследовательность последовательности
{xn}. Если номер nk>N, то расстояние d(

knx ,x0)<ε, то есть подпоследователь-
ность {

knx } также сходится и имеет предел x0.
3º. Согласно теореме 1.8 всякая сходящаяся последовательность точек

фундаментальна и, значит, согласно теореме 1.9 ограничена.
4º. По аксиоме треугольника (1.03) для любого номера п имеем:

d(xn,a) ≤ d(xn,x0) + d(x0,a). 
Так как последовательность точек {xn} сходится, а значит, и ограничена, то для
любого номера n расстояние d(xn,x0)≤c1. Так как точка а фиксирована, то
d(x0,a)=c2. Тогда

d(xn,a) ≤ c1 + c2 = c3. ■ 
Обратные утверждения не всегда справедливы. В частности, ограничен-

ная последовательность точек не обязательно сходится, хотя и имеет нижний и
верхний пределы (1.27). В то же время по теореме Больцано-Вейерштрасса для
всякой ограниченной числовой последовательности существует хотя бы одна
предельная точка.

П р и м е р  1.8.   Знакопеременная последовательность {xn}, где xn=(−1)п,
n=1,2,…, ограничена, но не является сходящейся. Ее нижний и верхний преде-
лы не равны друг другу: 

∞→n
lim xn=−1, 

∞→n
lim xn=1. ◘

Множество X, в котором сходящиеся последовательности точек обладают
свойствами: (1º) если xn→x0 и xn→y0, то x0=y0, (2º) если xn→x0, то 

knx →x0, (3º)
если xn=a, то xn→a, называется L-пространством Фреше [Bir67]. Имеют место
следующие утверждения.

С л е д с т в и е  1.10.А.   Если все подпоследовательности {
knx } последо-

вательности точек {xn} сходятся к одному и тому же пределу x0, то и после-
довательность {xn} сходится к тому же пределу x0.

С л е д с т в и е  1.10.Б.   Если подпоследовательность {
knx } фундамен-

тальной последовательности точек {xn} сходится к пределу x0, то и последо-
вательность {xn} сходится к тому же пределу x0.
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С л е д с т в и е  1.10.В.   Если последовательности точек {xn} и {yn} схо-
дятся к пределам xn→x0, yn→у0 при п→∞, то

∞→n
lim d(xn,уn) = d(x0,у0) = d(

∞→n
lim xn,

∞→n
lim уn). (1.30)

Абсолютная величина (модуль) числа |x| или вектора |x| = ∑
=

n

i
ix

1

2)(  равна

расстоянию между этим числом (вектором) и фиксированной точкой а=0 про-
странства: |x|=dЕ1(x,0) и |x|=dЕn(x,0), что также можно интерпретировать как
длину отрезка [0,x] в соответствующем числовом пространстве En=(Rn,dЕn). Та-
ким образом, получаем еще одно

С л е д с т в и е  1.10.Г.   Абсолютные величины членов сходящейся число-
вой последовательности ограничены.

Сходящиеся числовые последовательности дополнительно обладают сле-
дующими важными свойствами. Если существуют пределы 

∞→n
lim xn и 

∞→n
lim уn, то

существуют и пределы

∞→n
lim min(xn, уn) = min(

∞→n
lim xn,

∞→n
lim уn);     

∞→n
lim max(xn, уn) = max(

∞→n
lim xn,

∞→n
lim уn);

∞→n
lim (xn±уn) =

∞→n
lim xn +

∞→n
lim уn;     

∞→n
lim (xn+s) =

∞→n
lim xn + s;     

∞→n
lim (rxn) = r

∞→n
lim xn;

∞→n
lim (xn⋅уn) =(

∞→n
lim xn)⋅(

∞→n
lim уn);     

∞→n
lim (xn/уn) =(

∞→n
lim xn)/(

∞→n
lim уn),  (1.31)

где s и r – постоянные, а в последнем равенстве предполагается, что 
∞→n

lim уn≠0.

Сформулируем один весьма общий принцип (Александров-Урысон).
Пусть на каком-либо произвольном множестве X={x1,x2,…} введено некоторое
понятие сходимости, названное l-сходимостью, то есть, указано какие последо-
вательности точек {xn} считаются сходящимися и к какому пределу x0. Симво-
лически обозначим l-сходимость как xn →l x0. Будем говорить, что на множестве
X определена ∗-сходимость по отношению к l-сходимости, если из любой под-
последовательности {

knx } последовательности {xn} можно выделить частичную
подпоследовательность {

iknx } такую, что 
iknx →l x0. Последовательность {xn}

называется тогда ∗-сходящейся пределу x0 и обозначается xn →* x0 [Вул73].
Приведем пример применения принципа l-сходимости. Пусть (X, dX) –

произвольное метрическое пространство. Тогда ∗-сходимость по отношению к
сходимости по метрике dX совпадает с самой сходимостью по метрике dX или d-
сходимостью. В самом деле, если xn →d x0, то согласно теореме 1.10 любая под-
последовательность 

knx →d x0, а значит, xn →* x0. Если же xn→/ d x0, то при неко-
тором b>0 расстояния d(

knx , x0) ограниченны снизу, то есть d(
knx , x0)≥b для

бесконечного множества индексов n1<n2<…<nk<… Но тогда по теореме 1.6 не
существует предела последовательности {

knx } и, стало быть, из нее нельзя вы-
делить никакой частичной подпоследовательности {

iknx }, которая сходилась бы

по метрике dX. Таким образом, для того чтобы множество X можно было метри-
зовать так, чтобы сходимость на пространстве (X, dX) по метрике dX совпадала с
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l-сходимостью, необходимо (но не достаточно), чтобы l-сходимость совпадала
со своей ∗-сходимостью.

1.6. Монотонные и кратные последовательности.   Последовательность
элементов упорядоченного множества {xn}, n=1,2,… называется возрастающей
(неубывающей) последовательностью, если ее члены удовлетворяют условию
хi<хi+1 (хi≤хi+1) для i=1,2,…, и убывающей (невозрастающей) последовательно-
стью, если ее члены удовлетворяют условию хi>хi+1 (хi≥хi+1) для i=1,2,… Возрас-
тание (неубывание) последовательности {xn} будем символически обозначать
как xn↑, а убывание (невозрастание) – как xn↓. Возрастающая и убывающая по-
следовательности элементов называются строго монотонными, а невозрас-
тающая и неубывающая – монотонными последовательностями.

Начальный элемент х1 возрастающей (неубывающей) последовательности
будет одновременно ее наименьшим элементом, а убывающей (невозрастаю-
щей) последовательности – наибольшим элементом. Поэтому любая монотон-
ная и строго монотонная последовательность элементов ограничена либо снизу,
либо сверху. Всякая возрастающая (неубывающая) последовательность элемен-
тов является, кроме того, вполне упорядоченным множеством.

П р и м е р  1.9.   Множество натуральных чисел N={1,2,…} является
возрастающей последовательностью {хп}, где хп=п, n=1,2,…, в которой член
х1=1 будет начальным и наименьшим элементом. Множество рациональных
дробей вида Q1/n={1,1/2,1/3,…} является убывающей последовательностью
{хп}, где хп=1/п, n=1,2,…, в которой член х1=1 будет начальным и наибольшим
элементом. ◘

Рассмотрим свойства сходящихся монотонных последовательностей.
Сходимость возрастающей и неубывающей последовательности {xn} к пределу
x0 при п→∞ будем обозначать символически как xn↑x0, а сходимость убываю-
щей и невозрастающей последовательности – как xn↓x0. Условие сходимости
монотонной последовательности определяется следующей теоремой.

Т е о р е м а  1.11.   Всякая ограниченная монотонная последователь-
ность точек сходится в метрическом пространстве к некоторому пределу.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть {xn} – неубывающая последовательность,
ограниченная сверху элементом s, то есть любой элемент xn<s. Очевидно, что s
является единственным максимальным элементом множества X={xn}. Тогда для
любого ε>0 найдется такой номер N, что расстояние между элементами xN и s
будет удовлетворять неравенству 0≤d(xN,s)<ε. Так как последовательность точек
{xn} неубывающая, то для любого номера n≥N выполняется условие xn≤xN≤s.
Тогда d(xn,s)≤d(xN,s)<ε, то есть элемент s является пределом последовательности
{xn} при п→∞. Аналогично доказывается утверждение для невозрастающей по-
следовательности точек {xn}. ■

Из теорем 1.10 и 1.11 вытекают следующие утверждения.
С л е д с т в и е  1.11.А.   Из всякой сходящейся последовательности то-

чек можно выделить монотонную сходящуюся подпоследовательность.
С л е д с т в и е  1.11.Б.   Монотонная последовательность точек схо-

дится тогда и только тогда, когда она ограничена.
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С л е д с т в и е  1.11.В.   Если последовательности точек {xn} и {yn} схо-
дятся в метрическом пространстве к пределам xn→x0, yn→у0 при п→∞ и, начи-
ная с некоторого номера N, элементы последовательностей удовлетворяют
условию нестрогого порядка xn≤уn, то и их пределы удовлетворяют тому же
условию

∞→n
lim xn = x0 ≤ у0 =

∞→n
lim уn.   (1.32)

П р и м е р  1.10.   Убывающая последовательность {xn}, где xn=1/п, n∈N,
ограничена снизу и сверху 0<xn<1 и поэтому сходится на числовой прямой
E1=(R,dЕ1) к пределу x0=0 при п→∞. Отметим, что предел x0 не является эле-
ментом этой последовательности, так как x0=0, а любой элемент xn>0. ◘

Т е о р е м а  1.12.   Если последовательности точек {xn} и {yn} сходятся
в метрическом пространстве к одному и тому же пределу x0 и, начиная с не-
которого номера N, элементы последовательности {zn} удовлетворяют усло-
вию нестрогого порядка xn≤zn≤yn, то и последовательность точек {zn} сходит-
ся к тому же пределу x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Поскольку для любого номера n>N выполняется
условие xn≤zn≤yn, то отсюда следует, что d(xn,zn)≤d(xn,yn) и d(zn,yn)≤d(xn,yn). Тогда
по неравенству треугольника (1.03) с учетом первого неравенства получаем

d(x0,zn) ≤ d(x0,xn) + d(xn,zn) ≤ d(x0,xn) + d(xn,yn).
Так как последовательности точек {xn} и {yn} сходятся к пределу x0, то из опре-
деления предела (1.26) и соотношения (1.30) имеем:

d(x0,xn)→0,   d(xn,yn)→d(x0,x0) = 0.
Значит, и d(x0,zn)→0, то есть последовательность точек {zn} сходится к пределу
x0. Такой же вывод получается, если воспользоваться вторым из вышеприве-
денных неравенств. ■

Двойной последовательностью {xnm}, n,m=1,2,… называют последова-
тельность элементов (точек) произвольного множества Х, занумерованную
двумя индексами. По существу, двойная последовательность элементов {xnm}
представляет собой функцию двух переменных g: N×N→Х, определенную на
прямом произведении множества натуральных чисел N и имеющую в качестве
области значений множество Х. Аналогичным образом вводятся последова-
тельности произвольной кратности.

Говорят, что двойная последовательность {xnm} сходится к пределу x0 при
п→∞, m→∞ или имеет предел 

∞→
∞→

m
n
lim xnm = x0, если для любого ε>0 существуют

натуральные числа N и M такие, что для всех номеров n>N и m>M расстояние
между точками xnm и x0 удовлетворяет неравенству d(xnm, x0)<ε. Это определение
без труда обобщается и на любую последовательность большей кратности.

З а м е ч а н и е.   Для кратных числовых последовательностей можно дать
несколько различных определений предела, не эквивалентных между собой. □

1.7. Гомеоморфизм и изометрия пространств.   Нередко важен не сам
явный вид метрик на тех или иных пространствах, а сопоставление сходящихся
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на этих пространствах последовательностей. Если между двумя метрическими
пространствами (X,dX) и (Y,dY) существует взаимно однозначное соответствие,
при котором из сходимости последовательности точек xп→x0 в пространстве Х
следует сходимость соответствующей последовательности точек yп→y0 в про-
странстве Y и, наоборот, из сходимости yп→y0 в пространстве Y следует сходи-
мость xп→x0 в пространстве Х, то такие пространства называются гомеоморф-
ными, а взаимно однозначное соответствие между этими пространствами назы-
вается гомеоморфным отображением или гомеоморфизмом. Очевидно, что если
отображение f: X→Y пространства (X,dX) на пространство (Y,dY) гомеоморфно,
то обратное ему отображение f −1 также гомеоморфно. Композиция h=g◦f двух
гомеоморфных отображений f и g есть гомеоморфизм.

П р и м е р  1.11.   Метрические пространства неотрицательных действи-
тельных чисел (R+,dЕ1) и (R01,dЕ1)=[0,1) с метрикой dЕ1(xп,xm)=|xп−xm|, гомео-
морфны. Гомеоморфизм между пространствами задается взаимно однозначным
отображением f(x)=x/(l+x), для которого обратно отображение f −1(y)=y/(l−y). ◘

П р и м е р  1.12.   Гомеоморфное отображение замкнутого интервала дей-
ствительных чисел [a,b] на интервал [0,1] устанавливается функцией
f(x)=(x−a)/(b−a), обратной к которой является функция f −1(y)=a+(b−a)y. ◘

П р и м е р  1.13.   Гомеоморфное отображение открытого интервала дей-
ствительных чисел (−1,1) на числовую прямую E1=(R,dЕ1) можно задать функ-
цией f(x) = x/(1−|x|) или функцией f(x) = tg(πx/2). ◘

Как уже отмечалось выше, одно и тоже множество можно превратить в
разные метрические пространства, определяя на нем различные метрики. Мет-
рики dX1 и dX2, заданные на одном и том же множестве Х, будем называть го-
меоморфными, если тождественное преобразование f:X→X пространства (X,dX1)
в пространство (X,dX2) есть гомеоморфизм.

Т е о р е м а  1.13.   Метрики dU∞(x,y)=max[d1(x1,y1),d2(x2,y2)], dU1(x,y)=
=d1(x1,y1)+d2(x2,y2), dU2(x,y)= ),(),( 22

2
211

2
1 yxdyxd +  гомеоморфны на прямом

произведении U=Х1×Х2 метрических пространств (Х1,d1) и (Х2,d2).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0≤a≤b. Тогда всегда выполняется соотно-

шение:
max(a,b) = b = 2b ≤ 22 ba + ≤ 22 2 baba ++ = a+b ≤ 2b = 2max(a,b),

приобретающее в нашем случае вид
max(d1,d2) ≤ 2

2
2
1 dd + ≤ d1+d2 ≤ 2max(d1,d2).

Отсюда вытекает выполнение неравенства dU∞≤dU2≤dU1≤2dU∞, которое обеспе-
чивает взаимную сходимость последовательности xп→x0 по каждой из метрик
dU∞, dU2, dU1 на множестве U=Х1×Х2, а значит, и гомеоморфность этих метрик.  ■

П р и м е р  1.14.   Функция dF1(xп,xm)=|f(xп)−f(xm)|, где f(x)=x/(l+x), является
метрикой на множестве неотрицательных действительных чисел R+ (выполне-
ние аксиоматики метрического пространства (1.01)-(1.03) очевидно), гомео-
морфной на этом множестве метрике dЕ1(xп,xm)=|xп−xm|. Гомеоморфность метрик
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следует из легко проверяемого неравенства dF1≤dЕ1≤cdF1, где c=const, которое
обеспечивает взаимную сходимость последовательности xп→x0 по каждой из
метрик. ◘

Свойства пространств, не меняющиеся при гомеоморфном отображении,
называются топологическими или топологически инвариантными. Многие из
них будут рассмотрены в следующих разделах. Гомеоморфные пространства
обладают одинаковыми топологическими свойствами, и с этой точки зрения
они называются также топологически эквивалентными.

Инъективное отображение f: X→Y метрического пространства (X,dX) в
метрическое пространство (Y,dY), сохраняющее расстояние между любыми па-
рами соответствующих точек пространств xп,xm∈Х, yп,ym∈Y

dX(xп,xm) = dY(f(xп), f(xm)) = dY(yп,ym), (1.33)
называется изометрическим отображением. В этом случае говорят также, что
пространство (X,dX) изометрически вложимо в пространство (Y,dY) или являет-
ся изометрическим подпространством пространства (Y,dY). Очевидно, что лю-
бое подпространство пространства (X,dX) изометрически вложимо в простран-
ство (Y,dY). Существование изометрического отображения метрических про-
странств означает сохранение линейных соотношений между их элементами.

Если отображение f: X→Y, удовлетворяющее условию (1.33), взаимно од-
нозначно и f(X)=Y, то такое отображение пространств называется изометрией, а
про метрические пространства (X,dX) и (Y,dY) говорят, что они изометричны
друг другу или находятся в изометрическом соответствии. Тем самым изо-
метрия является частным случаем гомеоморфизма. Изометрическое отображе-
ние f: X→X пространства (X,dX) на себя называется изометрическим преобразо-
ванием или движением пространства X.

П р и м е р  1.15.   Метрическое пространство неотрицательных дейст-
вительных чисел (R+,dF1) с метрикой dF1(xп,xm)=|f(xп)−f(xm)|, где f(x)=x/(l+x), и
интервал [0,1] – пространство (R01,dЕ1) с метрикой dЕ1(yп,ym)=|yп−ym| – изомет-
ричны. Изометрия пространств задается взаимно однозначным отображением
y=f(x)=x/(l+x). Действительно, в этом случае имеем равенство расстояний
dF1(xп,xm) = |f(xп)−f(xm)| = dЕ1(yп,ym). ◘

П р и м е р  1.16.   Изометрическое отображение произвольного ограни-
ченного пространства (X,dX) на пространство (R+,dЕ1) устанавливается функци-
ей yп=fп(xk)=dX(xп, xk), совпадающей с метрикой dX на множестве X. ◘

Свойства, общие для всех изометричных метрических пространств, не за-
висящие от природы этих пространств, называются метрически инвариантны-
ми. К числу таких свойств пространства относятся ограниченность, сходимость,
тип пространства, а также рассмотренные ниже полнота, вложимость. Изомет-
ричные пространства тождественны с точки зрения их метрических свойств.
Заметим, однако, что метрические свойства гомеоморфных между собой мет-
рических пространств могут и различаться.

1.8. Другие виды расстояний и пространств.   При оценке взаимного
расположения элементов множества X, наряду с метрикой, используются и
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иные показатели близости элементов, основанные на неполной аксиоматике
метрического пространства.

Неотрицательную действительную функцию dX, определенную на прямом
произведении Х×Х и удовлетворяющую аксиоме симметрии (1.01) и условию
совпадения

dX(x,x) = 0    (1.34)
для всех х∈Х, будем называть квазиметрикой, а удовлетворяющую, кроме того,
аксиоме треугольника (1.03), – псевдометрикой на множестве Х. Соответст-
вующие пространства (X,dX) называют квазиметрическим и псевдометриче-
ским. В квази- и псевдометрическом пространствах аксиома тождества (1.02)
для функции dX не выполняется, то есть из условия dX(x,y)=0, вообще говоря, не
вытекает равенства элементов x и y.

П р и м е р  1.17.   Конечное n-множество X={x1,…,xп} при n≥3 образует
псевдометрическое пространство с функцией

δX
(А)(x,y) =



 ⊂=

,,парах остальных  на0
,,1|},{|если,1

yx
XAyxAI

 (1.35)

которая называется бинарной псевдометрикой или разрезной полуметрикой для

данного подмножества A⊂X. Если имеется разбиение множества X=U
k

i
iA

1=
 на по-

парно непересекающиеся подмножества Аi⊂X, то функция

δX
(А1,…,Аk)(x,y) =



 <≤≤⊆∈

,,парах остальных на 1
,1,,для0

yx
nkiXAyx i    (1.36)

называется мультиразрезной полуметрикой. Для любого разбиения (А1,…,Аk)
множества X мультиразрезная и разрезные полуметрики связаны равенством

δX
(А1,…,Аk)(x,y)= ∑

=

k

i

A
X yxi

1

)( ),(
2

1 δ  [DL97]. ◘

Т е о р е м а  1.14.   Псевдометрическое пространство (X, δX
(А)) с разрез-

ной полуметрикой (1.35) является пространством отрицательного типа и ги-
перметрическим пространством.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Для всех элементов x∈Х и целых чисел bx имеем
∑
∈Xyx

A
Xyx yxbb

,

)( ),(δ = ∑
∉∈ AyAx

yxbb
,

= ( ∑
∈Ax

xb )( ∑
∉Ax

xb ).

Если выполняется условие 0= ∑
∈Xx

xb = ∑
∈Ax

xb + ∑
∈ AXx

xb
\

, то, так как ∑
∈Ax

xb , ∑
∉Ax

xb  – целые

числа, получим неравенство (1.11) отрицательного типа ( ∑
∈Ax

xb )( ∑
∉Ax

xb )≤0. Если

выполняется условие 1= ∑
∈Xx

xb = ∑
∈Ax

xb + ∑
∈ AXx

xb
\

, то получим соотношение

( ∑
∈Ax

xb )( ∑
∉Ax

xb )=( ∑
∈Ax

xb )(1− ∑
∈Ax

xb )≤0 или гиперметрическое неравенство (1.11). ■

П р и м е р  1.18.   Множество вершин V={vi} связного графа Г(V,E) обра-
зует с функцией

dГ=d(vi,vj)=∑ −i ii vvd ),( 1  (1.37)
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так называемое графическое пространство (V,dГ), ассоциированное с графом
Г(V,E). Расстояние dГ называется метрикой кратчайшего пути и равно мини-
мальному числу ребер графа в простом пути, соединяющем вершины vi и vj.
Расстояние d(vi−1,vi) между смежными вершинами vi−1 и vi в простом графе
обычно считается равным 1, а во взвешенном графе равным wi, где wi≥0 – веса,
приписанные ребрам ei={vi−1,vi}. В первом случае dГ является метрикой, а во
втором – псевдометрикой, так как некоторые веса wi могут равняться нулю. Ес-
ли граф Г(V,U) – дерево, где каждое ребро ui∈U разбивает множество вершин V
на два непересекающихся множества Ti и V\Ti, то метрику кратчайшего пути
можно представить как сумму разрезных полуметрик вида dГ=ΣiwiδX

(Ti) [DL97].
Графическое пространство (V,dГ) метрически выпукло. ◘

П р и м е р  1.19.   Решетка L образует пространство решетки (L,dv) с
функцией

dv(x,y) = v(sup(x,y)) − v(inf(x,y)), (1.38)
Функция v: L→R+, удовлетворяющая для всех x,y∈L условиям v(0)=0 и

v(sup(x,y))+v(inf(x,y))=v(x)+v(y) =v(x+y), (1.39)
называется оценкой на решетке L. Оценка называют изотонной, если v(x)≤v(y)
при x≤y, и положительной, если v(x)<v(y) при x<y. В первом случае dv является
псевдометрикой, а во втором – метрикой. Решетка L называется в последнем
случае метрической [Bir67]. Пространство решетки (L,dv) является пространст-
вом отрицательного типа. ◘

Условие (1.34), очевидно, является более слабым, чем аксиома тождества
(1.02). Поэтому всякая метрика будет также и квазиметрикой, и псевдометри-
кой. Обратное утверждение в общем случае неверно. Вместе с тем существует
стандартный способ построения по заданному псевдометрическому простран-
ству (X,dX) метрического пространства, сохраняющего свойства исходного
псевдометрического пространства. Для этого «отождествляются» все пары то-
чек x,y∈Х, для которых расстояние dX(x,y)=0. Говоря более строго, зададим на
множестве Х отношение x~y, определяемое условием dX(x,y)=0. Это отношение
симметрично в силу аксиомы симметрии (1.01), рефлексивно в силу условия
(1.34), транзитивно в силу аксиомы треугольника (1.03) и условия dX(x,y)≥0, то
есть является отношением эквивалентности.

Обозначим через х* класс эквивалентности, содержащий элемент x, и
возьмем классы х* в качестве элементов нового множества Х* классов эквива-
лентности множества Х. Поставим каждому элементу x множества Х в соответ-
ствие класс х*. Иными словами, каждый элемент х* нового множества Х* будем
рассматривать не только как некоторый определенный «индивидуальный» эле-
мент х исходного множества Х, но и как любой элемент, ему эквивалентный.
Положим dX(x,y)=dX*(x*,y*). Соответствие x→x* задает изометрическое отобра-
жение Х→Х*, сохраняющее расстояние между элементами пространств (X,dX) и
(X*,dX*). Очевидно, что в пространстве (X*,dX*) будет выполняться и аксиома
тождества (1.02), то есть (X*,dX*) на самом деле является метрическим про-
странством.
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Неотрицательная действительная функция dX, определенная на прямом
произведении Х×Х и удовлетворяющая только двум аксиомам: симметрии
(1.01) и тождества (1.02), называется симметрикой на множестве Х. Множество
Х с симметрикой dX принято называть пространством близости. Симметрика
dX, удовлетворяющая также неравенству

dX(x,y) ≤ 
Xz∈

max [dX(x,z), dX(z,y)]   (1.40)

для любых элементов множества Х, называется ультраметрикой на множестве
Х или ультраметрическим расстоянием между элементами x и y.

Нетрудно убедиться, что для ультраметрики выполняется и аксиома тре-
угольника (1.03). Действительно, из неравенства (1.40) вытекают два соотно-
шения: dX(x,y)≤dX(x,z) и dX(x,y)≤dX(z,y). Добавив справа в первом случае неотри-
цательное слагаемое dX(z,y), а во втором – неотрицательное слагаемое dX(x,z),
мы только усилим соответствующее неравенство и в итоге получим неравенст-
во треугольника (1.03). Таким образом, ультраметрика dX удовлетворяет аксио-
матике метрического пространства, множество Х с ультраметрикой dX метри-
зуемо, а пространство (X,dX) является метрическим. Любые три элемента про-
странства (X,dX) с ультраметрикой dX образуют равнобедренный треугольник с
основанием, длина которого не превышает длины бедра.

Неравенство (1.40) является более сильным, чем аксиома треугольника
(1.03). Поэтому всякая ультраметрика будет также и метрикой. Обратное ут-
верждение в общем случае неверно. Метрика, обладающая помимо прочего
свойством (1.40), носит название неархимедовой, а не обладающая этим свойст-
вом – архимедовой.

П р и м е р  1.20.   Множество рациональных чисел Q  образует ультра-
метрическое пространство с ультраметрикой, определяемой для x≠y выражени-

ем ρX(x,y) = kpyxn
m 1

)(
=

−
, где m,n,k – целые числа, p – простое число, m и n не

делятся на p, и равной 0 для x=y. Ультраметрика ρX(x,y) называется p-адической
метрикой. ◘

В литературе встречаются и другие названия метрик. Нередко расстояние
считается синонимом метрики [КФ68]. Квазиметрика также называется рас-
стоянием [DL97], псевдометрика – отклонением [Bur61] или полуметрикой
[DL97], симметрика – индексом (коэффициентом) близости [Jam78]. В даль-
нейшем термин «расстояние» будет применяться либо собственно к метрике,
либо ко всем видам метрик, которые будут обозначаться, как и метрика, одним
и тем же символом d.

1.9. Метрические преобразования пространств.   Как уже отмечалось
выше, различные пространства расстояний (X,dX) можно образовать, задавая на
одном и том же множестве X разные метрики dX. Определим новое расстояние
dF(x,y) как некоторый функционал F(dX) от исходного расстояния dX(x,y)

dF(x,y) = F(dX(x,y))
для всех x,y∈X. Пространство расстояний (X, F(dX)) будем называть метрически
преобразованным пространством или метрическим преобразованием про-
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странства (X,dX) [Blu53], [DL97]. Наибольший интерес, очевидно, представляют
такие действительные функции действительной переменной F: R+→R+, F(0)=0,
которые сохраняют у метрически преобразованного пространства (X, F(dX)) те
или иные метрические и топологические свойства, присущие исходному про-
странству (X,dX).

Простейшим функционалом, метрически преобразующим произвольное
пространство (X,dX), является прямая пропорциональная функция

F(dX(x,y)) = hdX(x,y),   h>0. (1.41)
Выполнение аксиоматики метрического или псевдометрического пространства
(1.01)-(1.03), (1.34) для функции F(dX)=hdX очевидно. Все свойства пространств
(X, dX) и (X, hdX) также будут совпадать.

Еще одно метрическое преобразование пространства (X,dX) получается,
если определить новое расстояние F(dX(x,y)) между двумя произвольными точ-
ками x и y пространства X как отношение исходного расстояния dX(x,y) к пери-
метру треугольника, образованного этими точками и какой-то третьей точкой r,

F(dX(x,y)) = dX
(r)(x,y) =

),(),(),(
),(

yrdrxdyxd
yxd

XXX

X

++
 (1.42)

для всех x,y,r∈X. Назовем такой функционал F(dX)=dX
(r)(x,y) расстоянием, ус-

редненным по трем точкам относительно точки r.
Т е о р е м а  1.15.   Метрически преобразованное пространство рас-

стояний (X, F(dX)), где функционал F: R+→R+ есть расстояние F(dX)=dX
(r), ус-

редненное по трем точкам, остается метрическим (псевдометрическим), как
и исходное пространство (X,dX).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Справедливость аксиом симметрии (1.01), тож-
дества (1.02) или условия совпадения (1.34) для функции dX

(r) очевидна. Выпол-
нение неравенства треугольника (1.03) для функции dX

(r) проверим для нетриви-
ального случая x≠y, x≠r, r≠y. Покажем вначале, что для произвольных неотри-
цательных чисел u, v, w, s всегда выполняется условие:

u ≤ v+w   ⇔   
su

u
+

≤
swv

wv
++

+ .        (1.43)

Действительно,

su
u
+

 = 1−
su

s
+

 ≤ 1−
swv

s
++

 = 
swv

wv
++

+ .

Принимая во внимание неравенство треугольника (1.03) для расстояния
dX(x,y) и неравенство (1.43), получаем искомое неравенство для dX

(r)(x,y)

dX
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54

Преобразование (1.42) сохраняет метричность (псевдометричность) про-
странств (X,dX) и (X,dX

(r)) [DL97]. Если в исходном пространстве (X,dX) имеется
метрически выпуклое пространство B, то согласно формуле (1.42) и в силу ус-
ловия (1.07) все пары точек x,y∈B, лежащие на одной «прямой» с точкой r, бу-
дут находиться в метрически преобразованном пространстве (X,dX

(r)) на одина-
ковом расстоянии dX

(r)(x,y)=1/2.
Ряд различных преобразований расстояния можно осуществить с помо-

щью вогнутых функционалов. Действительная функция f, определенная на чи-
словом интервале (a,b), называется вогнутой, если для любых пар x,y∈(a,b) вы-
полняется условие f(αx+βy)≥αf(x)+βf(y), 0≤α,β≤1, α+β=1, и выпуклой при об-
ратном знаке неравенства. Укажем одно из достаточных условий, сохраняющее
псевдометричность метрически преобразованного пространства [DL97].

Т е о р е м а  1.16.   Метрически преобразованное пространство рас-
стояний (X, F(dX)), где функционал F:R+→R+ есть неубывающая вогнутая
функция и F(0)=0, остается метрическим (псевдометрическим), как и исход-
ное пространство (X,dX).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Выполнение аксиом симметрии (1.01), тождест-
ва (1.02) или условия совпадения (1.34) для функционала F(dX(x,y)) очевидно.
Установим справедливость неравенства треугольника (1.03) для функционала
F(dX(x,y)). Пусть для произвольных неотрицательных чисел u, v, w выполняется
условие u≤v+w. Так так F(dX) вогнутая функция и F(0)=0, то, учитывая опреде-
ление вогнутости функции, имеем F(v+w)/(v+w)≤F(v)/v и F(v+w)/(v+w)≤F(w)/w
или [v/(v+w)]F(v+w)≤F(v) и [w/(v+w)]F(v+w)≤F(w). Складывая почленно два по-
следних неравенства, получаем F(v+w)≤F(v)+F(w). Так как F(dX) неубывающая
функция, то F(u)≤F(v+w). Отсюда немедленно вытекает F(u)≤F(v)+F(w), что и
является искомым неравенством треугольника F(dX(x,y))≤F(dX(x,z))+F(dX(z,y))
для функционала F(dX(x,y)).  ■

П р и м е р  1.21.   Следующие вогнутые функционалы оставляют метри-
чески преобразованное пространство расстояний (X,F(dX)) псевдометрическим:
дробно-линейная функция F(dX)=dX/(1+dX), степенная функция F(dX)=(dX) q при
0<q≤1, логарифмическая функция F(dX)=log(1+dX). Эти функции, а также функ-
ция F(dX)=1−exp(−kdX) при k>0, являющаяся обратной к логарифмической и на-
зываемая преобразованием Шенберга, сохраняют у метрически преобразован-
ного пространства расстояний (X, F(dX)) также свойство быть пространством
отрицательного типа [Ass79]. ◘

З а м е ч а н и е.   Отметим следующий любопытный факт. Функции
dЕ1(x,y)=|x−y| и dF1(x,y)=|f(x)−f(y)|, где f(x)=x/(l+x) – вогнутая функция, являются
гомеоморфными метриками на множестве неотрицательных действительных
чисел R+ (пример 1.14). Одновременно (пример 1.15) вогнутая функция
f(x)=x/(l+x) задает изометрию метрического пространства (R+,dF1) и интервала
[0,1] – пространства (R01,dЕ1). □
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Глава 2
Свойства метрических пространств

2.1. Открытость и замкнутость.   Метрические пространства обладают
многими свойствами, обобщающими свойства числовых множеств. Рассмотрим
некоторые из них.

Точка х0 метрического пространства (X,d) называется внутренней точкой
множества А⊆Х, если имеется ε-окрестность Оε(x0) точки х0, которая целиком
содержится в множестве А, то есть если

Оε(x0)⊂А (2.01)
для любого ε>0. Множество, состоящее только из внутренних точек, называется
открытым. Совокупность всех внутренних точек множества A называется
внутренностью или открытым ядром множества A и обозначается IntA. Внут-
ренность множества равна объединению всех открытых подмножеств множест-
ва и представляет собой наибольшее открытое множество, содержащееся в дан-
ном множестве. Множество A открыто в том и только том случае, если оно сов-
падает со своей внутренностью, то есть, если A=IntA [Eng77].

Произвольная окрестность Оr(x0) точки x0, то есть ограниченное множест-
во точек x метрического пространства (X,d), удовлетворяющих условию (1.08)
d(x,x0)<r, называется также открытым шаром радиуса r с центром в точке x0,
который будем обозначать O(x0,r). Из определения открытого множества следу-
ет, что всякий открытый шар Оr(x) есть открытое множество в любом метриче-
ском пространстве (X,d). Действительно, если точка x0∈O(x,r), то по условию
(1.08) расстояние от этой точки до центра шара d(x,x0)<r. Полагая ε=r−d(x,x0),
получаем требуемое включение (2.01): Оε(x0)⊂Оr(x).

П р и м е р  2.1.   Произвольный открытый интервал (a,b)={x∈R|a<x<b}
содержит окрестность каждой своей точки и, следовательно, представляет со-
бой открытое множество на числовой прямой E1=(R,dЕ1). Множество вида
A={x∈R|a1<x1<b1,…,an<xn<bn} называется открытым брусом и является откры-
тым множеством в n-мерном евклидовом пространстве En=(Rn,dЕn). ◘

Очевидно, что любое множество, содержащее окрестность каждой своей
точки, открыто. Таким образом, множество открыто, если оно является окрест-
ностью каждой своей точки. Справедливо и обратное утверждение: открытое
множество содержит ε-окрестности всех своих точек, а значит, содержит объе-
динение любого числа этих окрестностей. Для открытых множеств имеет место

Т е о р е м а  2.1.   Объединение конечного или счетного числа открытых
множеств и пересечение конечного числа открытых множеств суть откры-
тые множества.

Д о к а з а т е л ь с т в o.   Пусть A=Ui Ai – объединение произвольного
числа открытых множеств. Так как любое из множеств Ai состоит только из
внутренних точек, а каждая точка x∈А принадлежит хотя бы одному из этих
множеств Ai, то точка x будет внутренней точкой и множества A, а значит, по
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определению множество A открыто. Пусть теперь A0=I
n

i
iA

1=
 – пересечение ко-

нечного числа открытых множеств, а точка x0 является внутренней точкой каж-
дого из множеств Ai. Допустим, что в множестве A1 содержится шар O(x0,ε1), в
множестве A2 – шар O(x0,ε2), и так далее. Выберем ε0=min(ε1,ε2,…,εn). Тогда шар
O(x0,ε0) содержится в каждом из множеств A1, A2,…, An, а значит, содержится и
в множестве A0, то есть множество A0 открыто. ■

З а м е ч а н и е.   Пересечение A0=Ii Ai счетного числа открытых мно-
жеств не обязательно является открытым множеством. □

П р и м е р  2.2.   Множество An={x|d(x,x0)<1/п}, n=1,2,… является откры-
тым. Однако пересечение A0=Ii Ai бесконечного числа этих множеств содержит
только такие точки, для которых d(x,x0)=0. Согласно аксиоме тождества (1.02)
это означает, что множество A0 состоит только из одной единственной точки x0
и, следовательно, не является открытым множеством. ◘

Шаром, окружающим множество А, будем называть множество вида
O(A,r)= U

Ax
rxO

∈
),( . (2.02)

Так как каждая точка x∈A одновременно лежит и в своей окрестности O(x,r), то
любое множество A целиком содержится внутри окружающего его шара
А⊆O(A,r). Из определения также вытекает, что всякий шар, окружающий мно-
жество, является ограниченным и открытым множеством.

Точка х0 метрического пространства (X,d) называется изолированной точ-
кой множества А⊆Х, если имеется ε-окрестность Оε(x0) точки х0, в которой нет
ни одной другой точки множества A, кроме самой точки х0, то есть если

Оε(x0)I(A\{x0}) = ∅ (2.03)
для любого ε>0, в том числе необязательно малого. Очевидно, что точка x0∈A
изолирована в том и только том случае, если одноэлементное множество {х0}
открыто. Действительно, по определению (2.03) для изолированной точки
Оε(x0)IA={x0}, и значит, имеем Оε(x0)⊆{x0}. Множество, состоящее только из
изолированных точек, называется дискретным или изолированным. Любое ко-
нечное множество дискретно.

П р и м е р  2.3.   Пространство изолированных точек (X,dt) с эквиди-
стантной метрикой dt=t1 (пример 1.3) является дискретным множеством. ◘

Точка х0 метрического пространства (X,d) называется предельной точкой
(точкой накопления, точкой конденсации) множества А⊆Х, если любая ε-окре-
стность Оε(x0) точки х0 содержит хотя бы одну точку множества A, отличную от
точки х0, то есть если

Оε(x0)I(A\{x0}) ≠ ∅ (2.04)
для любого ε>0. Предельная точка множества A может и принадлежать, и не
принадлежать самому множеству A. Совокупность всех предельных точек мно-
жества A называется производным множеством множества A и обозначается A′.
Очевидно, что точки множества A\A′ суть изолированные точки множества A.
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Понятия предельной точки множества и предела последовательности не-
сколько отличаются друг от друга, поскольку члены последовательности могут
быть одинаковыми, а элементы множества неявно предполагаются различными.
Вместе с тем между этими понятиями существует тесная связь.

Т е о р е м а  2.2.   Точка х0 является предельной точкой множества А то-
гда и только тогда, когда в множестве А существует последовательность
попарно различных точек {xn}, сходящаяся к точке х0.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть х0 – предельная точка множества A и
ε=1/п. Тогда по определению в шаре O(х0,1/п) содержится хотя бы одна отлич-
ная от х0 точка хn множества А, удовлетворяющая условию d(хn,x0)<1/п. Точки хn
из шара O(х0,1/п), имеющие разные номера п, различны, а все вместе они обра-
зуют последовательность {хn}, которая согласно условию (1.26) при п→∞ схо-
дится к пределу х0. Необходимость требований теоремы доказана, а их доста-
точность очевидна. ■

С л е д с т в и е  2.2.А.   Предельные точки множества А сохраняются
при гомеоморфном отображении метрического пространства Х.

Предельная точка множества A, не являющаяся его внутренней точкой,
называется граничной точкой множества А. Совокупность граничных точек
множества А называется границей множества А, которую будем обозначать FrА.
Справедливо следующее соотношение: IntA=A\FrА.

Множество A, содержащее все свои предельные точки (A′⊂A), называется
замкнутым. Замкнутое множество без изолированных точек называется совер-
шенным. Очевидно, что замкнутое множество содержит и свою границу, так
как FrА⊂A′⊂A, а граница FrА любого множества A сама является замкнутым
множеством. В частности, граница FrА открытого множества A также есть
замкнутое множество, которое состоит из всех предельных точек множества A,
не принадлежащих A. Любое конечное множество замкнуто.

Ограниченное множество точек x метрического пространства (X,d), удов-
летворяющих условию

d(x,x0) ≤ r, (2.05)
называется замкнутым шаром радиуса r с центром в точке x0, который будем
обозначать B[x0,r], а удовлетворяющих условию

d(x,x0) = r, (2.07)
 – сферой радиуса r с центром в точке x0, которую будем обозначать S[x0,r]. Из
определения замкнутого множества вытекает, что всякий замкнутый шар B[x0,r]
является замкнутым множеством в любом метрическом пространстве (X,d) и
может быть представлен как объединение открытого шара O(x0,r) и сферы
S[x0,r], имеющих одинаковый радиус и общий центр: B[x0,r]=O(x0,r)US[x0,r].

П р и м е р  2.4.  Произвольный замкнутый интервал [a,b]={x∈R|a≤x≤b}
есть объединение всех внутренних точек x∈(a,b) и граничных точек a, b и явля-
ется замкнутым множеством на числовой прямой E1=(R,dЕ1). Множество вида
B={x∈R|a1≤x1≤b1,…,an≤xn≤bn}, называемое замкнутым брусом, представляет
собой замкнутое множество в n-мерном евклидовом пространстве En=(Rn,dЕn).◘
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Сформулируем необходимые и достаточные условия открытости и замк-
нутости множества в метрическом пространстве.

Т е о р е м а  2.3.   Множество A метрического пространства X откры-
то тогда и только тогда, когда его дополнение A=Х\А замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть множество А открыто. Тогда каждая
точка x∈А имеет ε-окрестность Оε(x), целиком лежащую в множестве А, в кото-
рой не будет ни одной точки множества A=Х\А. Следовательно, в любой ε-
окрестности Оε(у) каждой точки у∈ A  могут быть только точки из этого же
множества A. Значит, и все предельные точки множества A  могут быть только
точками этого множества, поэтому множество A  замкнуто.

2º. Пусть теперь множество A=Х\А замкнуто. Тогда любая точка х мно-
жества А имеет ε-окрестность Оε(x), которая целиком содержится в А, то есть
множество А открыто. ■

Из теоремы 2.3 следует, что любое замкнутое (открытое) множество
можно также определить как дополнение открытого (замкнутого) множества.
Воспользовавшись свойством i

Ii
A

∈
U = i

Ii
A

∈
I , i

Ii
A

∈
I = i

Ii
A

∈
U  двойственности мно-

жеств, получаем без доказательств утверждение, двойственное теореме 2.1.
Т е о р е м а  2.4.   Пересечение конечного или счетного числа замкнутых

множеств и объединение конечного числа замкнутых множеств суть замкну-
тые множества.

З а м е ч а н и е.   Объединение A=Ui Ai счетного числа замкнутых мно-
жеств не обязательно является замкнутым множеством. □

Счетное объединение замкнутых множеств называется Fσ -множеством,
а счетное пересечение открытых множеств – Gδ -множеством. В силу теоремы
2.3 Fσ - и Gδ -множества взаимно дополняют друг друга.

П р и м е р  2.5.   Множество рациональных чисел Q является Fσ -мно-
жеством и не является Gδ -множеством на числовой прямой E1=(R,dЕ1). ◘

Напомним, что семейство множеств называется полукольцом E , если оно
содержит пустое множество ∅, пересечение множеств Ai∈E , а всякое множест-
во A∈E  представимо как объединение Ui Ai конечного числа попарно непересе-
кающихся множеств, кольцом K , если оно содержит пустое множество ∅, раз-
ность и объединение множеств Ai∈K , σ-кольцом Kσ , если оно есть кольцо и
содержит счетное объединение множеств Ui Ai, и σ-алгеброй S , если оно есть σ-
кольцо и содержит наибольшее множество этого семейства, называемое едини-
цей алгебры. В частности, семейство P (X) подмножеств какого-либо множества
X есть минимальная алгебра над множеством X.

Любое семейство A  подмножеств Ai множества A называется покрытием
множества A, если A=Ui A,. Если все подмножества Ai открыты (замкнуты), то
покрытие A  называется открытым (замкнутым).

Множество A называют борелевским, если оно принадлежит σ-алгебре,
порожденной семейством всех замкнутых или открытых множеств. Так, любое
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счетное множество можно представить как объединение счетного числа одно-
элементных (замкнутых) множеств, и потому оно будет борелевским. Fσ - и Gδ -
множества образуют σ-алгебру и также являются борелевскими множествами.

2.2. Замыкание, связность.   Точка х0 метрического пространства (X,d)
называется точкой прикосновения множества А⊆Х, если любая ε-окрестность
Оε(x0) точки х0 содержит хотя бы одну точку множества A, то есть если

Оε(x0)IA ≠ ∅ (2.07)
для любого ε>0. Таким образом, всякая точка прикосновения х0 множества А
есть либо изолированная, либо предельная точка этого множества, которая мо-
жет принадлежать или не принадлежать множеству А. Предельная точка х0
множества А есть в то же время и точка прикосновения множества A\{x0}. Гра-
ничная точка множества А является точкой прикосновения одновременно и для
множества A, и для его дополнения A .

Из теоремы 2.2 вытекают следующие очевидные условия.
С л е д с т в и е  2.2.Б.   Точка х0 является точкой прикосновения множе-

ства А тогда и только тогда, когда в множестве А существует последова-
тельность точек {xn}, сходящаяся к точке х0.

Совокупность всех точек прикосновения множества А называется замы-
канием множества А, которое обозначим [А]. Из определения следует, что за-
мыкание множества А есть его объединение с производным множеством A′

[A] = AUA′. (2.08)
Очевидно, что в общем случае A⊆[A]. Для замкнутого множества A′⊆А. Поэто-
му множество A замкнуто в том и только том случае, если оно совпадает со
своим замыканием, то есть, если A=[A]. Замыкание [А] любого множества А яв-
ляется наименьшим замкнутым множеством, которое содержит в себе множе-
ство А. Замыкание [А] любого ограниченного множества А также есть ограни-
ченное множество, и их диаметры равны друг другу DX(А)=DX([А]).

З а м е ч а н и е.   Условие A=[A] часто используется в качестве альтерна-
тивного определения замкнутого множества [КФ68], [Eng77]. □

П р и м е р  2.6.   Пространство изолированных точек (X,dt) с метрикой dt,
заданной выражением (1.10), является замкнутым множеством, так как замыка-
ние [A] любого множества A⊆Х в этом пространстве совпадает с самим множе-
ством, в том числе и X=[X]. ◘

Расстояние d(x0,A) от любой из точек прикосновения х0, входящей в за-
мыкание [A], до множества A равно нулю, независимо от того принадлежит ли
точка x0 множеству A или нет. Поэтому каждая точка прикосновения множества
A является точкой, абсолютно близкой к этому множеству. Соотношение (2.08)
можно рассматривать в таком случае как определение заданной на семействе
всех подмножеств множества X унарной операции замыкания […], которая со-
стоит в присоединении к множеству всех абсолютно близких к нему точек.

Т е о р е м а  2.5.   Операция замыкания множества А в метрическом
пространстве Х обладает следующими свойствами:

экстенсивность
A⊆[A]; (2.09)
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монотонность
A1⊆A2  ⇒  [A1]⊆[A2]; (2.10)

идемпотентность (поглощаемость)
[[A]] = [A]; (2.11)

перестановочность (пермутативность) с операцией объединения
[A1UA2] = [A1]U [A2]; (2.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º, 2º. Свойства экстенсивности и монотонности
следуют непосредственно из определения замыкания (2.08).

3º. Так как замыкание [А] – замкнутое множество, то [А] совпадает со
своим замыканием [[А]].

4º. Пусть точка х∈[A1UA2]. Тогда либо х∈[A1], либо х∈[A2] и, значит,
[A1UA2]⊆[A1]U [A2]. С другой стороны, так как A1⊆A1UA2 и A2⊆A1UA2, то по
свойству 2º имеем [A1]⊆[A1UA2], [A2]⊆[A1UA2] и, следовательно, [A1]U [A2]⊆
[A1]U [A2]. Поэтому имеется равенство [A1UA2]=[A1]U [A2]. ■

Воспользовавшись определением замыкания, нетрудно получить следу-
ющие соотношения между замыканием, границей и внутренностью множества:
[А]=АUFrА, IntA=A\[X\A]=A\FrA. Тогда необходимые и достаточные условия
открытости и замкнутости множества можно сформулировать в следующем
равносильном виде: множество А открыто в том и только том случае, если
FrА=[А]\А, и замкнуто, если FrA=A\IntA [Eng77].

Из теорем 2.3, 2.5 вытекает, что пустое множество ∅ и множество Х
замкнуты в любом метрическом пространстве. А так как эти множества взаим-
но дополняют друг друга, то пустое множество ∅ и множество Х одновременно
и открыты. Множества, которые являются одновременно и открытыми, и замк-
нутыми, называются открыто-замкнутыми. Очевидно, что множество А от-
крыто-замкнуто в том и только том случае, если оно не имеет граничных точек,
то есть если его граница FrА=∅.

Пространство X или множество A⊆X называется связным, если его нельзя
представить в виде объединения по крайней мере двух непустых непересекаю-
щихся открытых (замкнутых) множеств. Любое связное пространство не со-
держит ни одного открыто-замкнутого множества, за исключением пустого
множества ∅ и самого пространства X. Подпространство связного пространства
может и не быть связным. Замыкание связного множества связно. Объединение
связных множеств, имеющих общую точку, связно.

П р и м е р  2.7.   Пустое множество ∅, пространство X, одноэлементное
множество {x}, состоящее из единственной точки, связны. ◘

П р и м е р  2.8.   Любой замкнутый интервал [a,b] числовой прямой, в ча-
стности, и множество действительных чисел R01=[0,l], связен. ◘

Пространство X или множество A⊆X называется несвязным, если является
объединением, по крайней мере, двух непустых непересекающихся открытых
(замкнутых) множеств. Множество A несвязно в том и только том случае, если
существует покрытие множества A двумя открытыми (замкнутыми) множест-
вами B1 и B2 такими, что каждая точка х∈A попадает лишь в одно из множеств
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B1 или B2. Пространство X называется экстремально несвязным, если замыка-
ние любого открытого множества является открытым множеством.

Пространство X называется отделимым или пространством Хаусдорфа,
если для каждой пары точек х1,х2∈X существуют окрестности O1=O(x1,r1) точки
х1 и O2=O(x2,r2) точки х2 такие, что O1IO2=∅, и пространством Урысона, если
[O1]I [O2]=∅. Пространство будет хаусдорфовым в том и только том случае,
если каждая его точка есть пересечение замыканий всех своих окрестностей.
Всякое пространство Урысона является пространством Хаусдорфа. Обратное
утверждение в общем случае неверно.

П р и м е р  2.9.   Пространство изолированных точек (X,dt), состоящее из
двух и более точек, несвязно, экстремально несвязно и отделимо. ◘

Пространство X или множество A⊆X называется локально связным в точ-
ке х, если существует связная ε-окрестность Оε(x) этой точки. Пространство X
называется локально связным, если оно локально связно в каждой своей точке.
Компонентой точки х называется объединение всех связных множеств про-
странства X, содержащих эту точку, которое является наибольшим связным
замкнутым множеством, содержащим эту точку. Связное пространство есть
связная компонента каждой своей точки. Квазикомпонентой точки х называет-
ся пересечение всех открыто-замкнутых множеств пространства X, содержащих
эту точку. Компонента точки принадлежит ее квазикомпоненте. Пространство
X или множество A⊆X называется наследственно (соответственно вполне) не-
связным, если компонента (соответственно квазикомпонента) каждой его точки
состоит только из этой точки. Всякое вполне несвязное пространство наследст-
венно несвязно.

П р и м е р  2.10.   Множество действительных чисел R связно, локально
связно и отделимо. Множества рациональных чисел Q  и иррациональных чи-
сел I вполне несвязны. ◘

П р и м е р  2.11.   Метрическое n-мерное числовое пространство
En=(Rn,dЕn) связно, локально связно и отделимо. Подпространство рациональ-
ных чисел Qn=(Qn,dЕn) вполне несвязно. ◘

2.3. Плотность, сепарабельность.   Множество А метрического про-
странства X, называется плотным в себе, если оно содержится в производном
множестве A′, то есть если A⊆A′. Множество А называется плотным в множе-
стве B⊆X, если множество B содержится в замыкании множества A, то есть ес-
ли B⊆[A]. В этом случае каждая точка множества B будет точкой прикоснове-
ния множества A. Множество А называется ε-плотным в множестве В или ε-
сетью для множества В, если для данного ε>0 и любой точки х0∈В найдется
точка х множества A, лежащая в ε-окрестности Оε(x0) точки х0, то есть удовле-
творяющая условию d(x,x0)<ε, или, что то же самое, существует последователь-
ность точек {xn}, xn∈A, сходящаяся к точке х0∈В, то есть для всех номеров п>N
выполняется условие d(x0,xn)<ε. Когда множество B совпадает со всем прост-
ранством X, то множество A называется всюду плотным в пространстве Х или
просто всюду плотным множеством. Множество A всюду плотно в простран-
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стве Х в том и только том случае, если в любом непустом открытом множестве
пространства Х имеется, по крайней мере, одна точка множества A. Замыкание
всюду плотного множества A совпадает с пространством X, то есть X=[A].

Пространство Х или множество B⊆X называется вполне ограниченным,
если для каждого фиксированного ε>0 в пространстве Х существует конечная ε-
сеть. Метрика d вполне ограниченного пространства называется вполне ограни-
ченной. Замыкание вполне ограниченного пространства также вполне ограни-
чено. Всякое вполне ограниченное пространство ограничено, так как при лю-
бом ε>0 представимо в виде конечного объединения открытых шаров O(х,ε),
которое в силу теоремы 2.1 может быть заключено в открытый шар конечного
радиуса. Обратное утверждение в общем случае неверно.

П р и м е р  2.12.   Пространство изолированных точек (X,dt), состоящее из
счетного числа точек, всюду плотно, так как совпадает со своим замыканием
Х=[Х] (пример 2.6), но не вполне ограничено, так как никакое конечное множе-
ство не будет ε-плотно в пространстве X, например, при ε=t. Производное мно-
жество и граница пространства (X,dt) – пустые множества. ◘

П р и м е р  2.13.   Множества Q  рациональных чисел и I иррациональ-
ных чисел всюду плотны в пространстве действительных чисел E1=(R,dЕ1), так
как в любом непустом открытом интервале (a,b) числовой прямой имеются и
рациональные, и иррациональные числа. ◘

Пространство Х называется сепарабельным, если существует счетное или
конечное множество A, всюду плотное в пространстве X. Подпространство се-
парабельного пространства сепарабельно. Всякое вполне ограниченное про-
странство сепарабельно. Обратное утверждение в общем случае неверно.

П р и м е р  2.14.   Пространство действительных чисел E1=(R,dЕ1) сепа-
рабельно, так как содержит счетное всюду плотное множество рациональных
чисел Q , но не вполне ограничено. Всякий открытый (a,b) или замкнутый [a,b]
интервалы числовой прямой будут вполне ограниченными множествами, так
как для любого ε>0 содержат, например, конечное ε-плотное множество вида
(a,b)I{k/n}, где k∈Z, n∈N, удовлетворяет неравенству 1/п<ε. ◘

Множество А называется нигде не плотным в пространстве X, если оно
не плотно ни в каком непустом открытом подмножестве B⊆X. Множество А ни-
где не плотно в пространстве Х в том и только том случае, если его дополнение
A=Х\А содержит непустое всюду плотное открытое подмножество. Любое
подмножество нигде не плотного множества есть нигде не плотное множество.
Замыкание [А] нигде не плотного множества A нигде не плотно в пространстве
X, внутренность замыкания нигде не плотного множества пусто Int[А]=∅, а до-
полнение замыкания всюду плотно, то есть Х=[Х\[А]].

П р и м е р  2.15.   Числовая прямая E1 и любой ее открытый (a,b) или
замкнутый [a,b] интервалы будут нигде не плотными множествами на числовой
плоскости – двумерном евклидовом пространстве E2=(R2,dЕ2). ◘

Для нигде не плотных и всюду плотных множеств существует аналог тео-
рем для открытых и замкнутых множеств.
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Т е о р е м а  2.6.   Объединение конечного числа нигде не плотных мно-
жеств есть нигде не плотное множество. Пересечение конечного или счетно-
го числа всюду плотных множеств есть всюду плотное множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть множества A1, A2,…,An нигде не плот-
ны в пространстве Х. Тогда в Х имеются непустые всюду плотные открытые
множества B1, B2,…,Bn такие, что B1⊂Х\А1, B2⊂B1\А2,…, Bn⊂Bn−1\Аn, или
B2⊂Х\(А1UА2),…, Bn⊂Х\(А1UА2U…UАn). Последнее и означает, что конечное

объединение множеств U
n

i
iA

1=
 нигде не плотно в пространстве Х.

2º. Пусть теперь A=Ui Ai – конечное или счетное объединение нигде не
плотных в пространстве Х множеств Ai. Множество A, вообще говоря, не обяза-
тельно является нигде не плотным, но может быть даже и плотным. Построим,
как и выше, семейство непустых всюду плотных открытые множеств вида
Bi⊂Х\(Ui Ai). Тогда, очевидно, Ii Bi⊂Bi⊂Х\(Ui Ai), а значит, пересечение множеств
Ii Bi всюду плотно в Х. ■

Множество A называется множеством первой категории, если оно может
быть представлено как объединение конечного или счетного числа нигде не
плотных множеств. Любое подмножество множества первой категории есть
множество первой категории. Из теоремы 2.6. вытекают следующие утвержде-
ния.

С л е д с т в и е  2.6.А.   Объединение конечного или счетного числа мно-
жеств первой категории есть множество первой категории.

С л е д с т в и е  2.6.Б.   Дополнение множества первой категории явля-
ется всюду плотным множеством.

С л е д с т в и е  2.6.В.   Замыкание множества А есть множество первой
категории тогда и только тогда, когда множество А нигде не плотно.

З а м е ч а н и е.   Замыкание множества первой категории в общем случае
не будет множеством первой категории. □

Говорят, что множество А пространства X обладает свойством Бэра, если
существует открытое или замкнутое множество B такое, что разности A\B и B\A
являются множествами первой категории. Дополнение множества А, обладаю-
щего свойством Бэра, также обладает этим свойством. Множество А обладает
свойством Бэра в том и только том случае, когда оно есть объединение Gδ -мно-
жества и множества первой категории, либо разность Fσ -множества и множест-
ва первой категории. Семейство множеств, обладающих свойством Бэра, явля-
ется минимальной σ-алгеброй, включающей все открытые множества и все
множества первой категории.

Множество, не являющееся множеством первой категории, называется
множеством второй категории. Пространство Х называется пространством
Бэра, если каждое непустое открытое множество из X есть множество второй
категории или, что равносильно, дополнение каждого множества первой кате-
гории из X является всюду плотным множеством. Всякое множество второй ка-
тегории содержит подмножество, не обладающее свойством Бэра.
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П р и м е р  2.16. Множество рациональных чисел Q  есть множество пер-
вой категории, а множество действительных чисел R – второй категории. ◘

2.4. Полнота и пополнение.   Метрическое пространство (X,d) называется
полным, если каждая фундаментальная последовательность {xn} сходится в нем
к пределу x0, являющемуся точкой этого же пространства. Метрика d полного
пространства также называется полной. Так как на любом метрическом про-
странстве всякая сходящаяся последовательность фундаментальна, то на пол-
ном пространстве имеет место обобщенный критерий сходимости Коши, гла-
сящий, что для сходимости последовательности {xn} необходимо и достаточно,
чтобы она сходилась в себе.

П р и м е р  2.17.   Пространство изолированных точек (X,dt) полно, так
как любая стационарная последовательность {xn}, где xn=а, сходится к пределу
а, который есть точка этого же пространства, а в силу теоремы 1.8 всякая схо-
дящаяся последовательность {xn} фундаментальна. ◘

П р и м е р  2.18.  Пространство действительных чисел E1=(R,dЕ1) полно
по критерию Коши, выполняющемуся для числовых последовательностей. В то
же время пространство рациональных чисел Q1=(Q ,dЕ1), не является полным,
так как существуют фундаментальные последовательности, сходящиеся к ирра-
циональным числам (пример 1.5). ◘

П р и м е р  2.19.   Любой замкнутый интервал действительных чисел [a,b]
представляет собой замкнутое подмножество полного метрического простран-
ства E1=(R,dЕ1) и, значит, является полным пространством. Любой открытый
интервал действительных чисел (a,b) есть метрическое пространство, не яв-
ляющееся полным, поскольку, например, последовательность {xn}, где
xn=a+(b−a)/n, n=1,2,…, фундаментальна в пространстве (a,b), но при n→∞ схо-
дится к пределу a, не принадлежащему интервалу (a,b). ◘

Следующая теорема устанавливает необходимые и достаточные условия
полноты пространства и представляет собой аналог известной в анализе аксио-
мы Кантора, гласящей, что любая последовательность вложенных друг в друга
отрезков, длины которых стремятся к нулю, имеет общую точку.

Т е о р е м а  2.7.   Метрическое пространство полно тогда и только то-
гда, когда любая убывающая последовательность вложенных друг в друга
замкнутых шаров, радиусы которых стремятся к нулю, имеет непустое пере-
сечение (общую точку).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть пространство Х полно, и в Х задана
убывающая последовательность B1⊃B2⊃…⊃Bn⊃… вложенных друг в друга
замкнутых шаров Bn=B[xn,rn], радиусы которых rn→0 при n→∞. Последователь-
ность {xn} центров этих шаров фундаментальна, поскольку для любого целого
числа p расстояние d(xn+p, xn)<rn и rn→0 при n→∞. Так как пространство X пол-
но, то последовательность {xn} сходится к пределу xn→x0 и точка x0∈X. В силу
замкнутости шаров точка x0 является предельной точкой для каждого шара Bn и
x0∈B, а значит, x0∈In Bn. Таким образом, пересечение шаров Bn имеет общую
точку x0, то есть не пусто.
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2º. Пусть теперь {xn} – фундаментальная последовательность в простран-
стве X, то есть для любого ε>0 найдется число N такое, что для всех номеров
n,m>N выполняется неравенство d(xn,xm)<ε. Выберем номер nk ≥N таким обра-
зом, чтобы для любого целого числа s≥1 выполнялось неравенство
d(

sknx
+

,
knx )<1/2k, и примем точку 

knx  за центр замкнутого шара Bk=B[
knx , rk]

радиуса rk=1/2k−1. Очевидно, что Bk⊃Bk+1, то есть шары Bk последовательно вло-
жены друг в друга. Действительно, если точка x∈Bk+1, то по аксиоме треуголь-
ника (1.03)

d(x,
knx ) ≤ d(x,

1+knx ) + d(
1+knx ,

knx ) ≤ (1/2k) + (1/2k) = 1/2k−1,

и значит, точка x∈Bk. Таким образом, имеется последовательность вложенных
друг в друга замкнутых шаров, радиусы которых rk→0 при k→∞, и по предпо-
ложению существует точка x0, принадлежащая пересечению Ik Bk всех шаров
Bk, а значит, и каждому шару Bk. Так как точки x0, knx ∈Bk, то в силу замкнутости
шара Bk имеем d(x0, knx )≤rk=1/2k−1. Поэтому d(x0, knx ) →0 при k→∞, то есть точка
x0 есть предел сходящейся последовательности {

knx }. Но тогда и последова-
тельность {xn} сходится к тому же самому пределу x0, поскольку

d(xn, x0) ≤ d(xn, knx ) + d(
knx , x0) ≤ (1/2k) + (1/2k−1) = 3/2k,

и этот предел x0 является точкой пространства Х. ■
З а м е ч а н и е.   Условия полноты метрического пространства можно пе-

реформулировать в терминах непустого пересечения последовательности вло-
женных друг в друга непустых замкнутых множеств, диаметры которых стре-
мятся к нулю. Аналогичным образом можно определить полноту псевдометри-
ческого пространства и пространства с симметрикой. □

Т е о р е м а  2.8  (Бэр).   Всякое полное метрическое пространство есть
пространство Бэра (множество второй категории).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Предположим противоположное и допустим,

что полное пространство Х есть множество первой категории, то есть Х = U
∞

=1n
nA ,

где каждое из множеств Аn нигде не плотно в пространстве X. Возьмем замкну-
тый шар B0=B[x,r0] с центром в произвольной точке х∈X и радиусом r0. Так как
множество А1 нигде не плотно, то внутри шара B0 существует замкнутый шар
B1=B[x1, r1] радиуса r1<r0/2, в котором нет точек множества А1, то есть B0⊃B1 и
B1IА1=∅. Так как множество А2 нигде не плотно, то внутри шара B1 найдется
шар B2=B[x2,r2] радиуса r2<r1/2<r0/22 такой, что B1⊃B2 и B2IА2=∅, и так далее.
Таким образом, получаем последовательность вложенных друг в друга замкну-
тых шаров B0⊃B1⊃…⊃Bn⊃…, радиусы которых rn<r0/2n и значит, rn→0 при
n→∞. При этом шар Bn=B[xn,rn] не содержит точек множеств A1,A2,…,An. По
теореме 2.7 последовательность {xn} сходится к точке x0, которая одновременно
принадлежит всем шарам Вп, а значит, по построению не принадлежит ни од-

ному из множеств An, и поэтому x0∉ U
∞

=1n
nA = Х. С другой стороны, вследствие
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полноты пространства Х последовательность {xn} должна сходиться к пределу
x0, являющемуся точкой этого же пространства Х. Следовательно, пространство
Х не полное, что противоречит сделанному предположению. ■

С л е д с т в и е  2.8.А.   Дополнение множества первой категории в пол-
ном пространстве является множеством второй категории.

С л е д с т в и е  2.8.Б.   Всякое полное метрическое пространство, не со-
держащее изолированных точек, несчетно.

С л е д с т в и е  2.8.В.   Всякое полное метрическое пространство, со-
стоящее из счетных множеств, содержит изолированную точку.

Таким образом, если в полном метрическом пространстве имеются изо-
лированные точки, то такое пространство не обладает свойством Бэра.

Метрическое пространство (X,dX), гомеоморфное некоторому полному
пространству (Y,dY), называется топологически полным. Если гомеоморфизм
пространства (X,dX) на полное пространство (Y,dY) задается функцией f: X→Y, то
dY(f(xп), f(xm)) определяет на пространстве X метрику dX, топологически эквива-
лентную метрике dY. Метрическое пространство становится топологически
полным путем введения новой метрики, топологически эквивалентной исход-
ной. Всякое топологически полное пространство есть одновременно и про-
странство Бэра [Oxt71].

Итак, пространство полно в том и только том случае, если является замк-
нутым подпространством некоторого метрического пространства. Свойство
полноты пространства сохраняется при его замыкании, и замкнутое множество
полного пространства само является полным пространством. Таким образом,
полнота метрического пространства может рассматриваться как свойство его
абсолютной замкнутости по отношению к любым представлениям пространст-
ва. Полнота является метрически инвариантным свойством метрического про-
странства, не сохраняющемся в общем случае при гомеоморфных отображени-
ях, поскольку пространство, гомеоморфное полному пространству, само может
и не быть полным.

П р и м е р  2.20.   Пространство действительных чисел E1=(R,dЕ1) и его
открытый интервал (−1,1) гомеоморфны (пример 1.10), однако числовая прямая
E1 – полное пространство, а интервал (−1,1) – нет (см. примеры 2.18 и 2.19). ◘

Любое неполное метрическое пространство всегда можно представить
как часть некоторого полного пространства, причем сделать это единственным
образом путем так называемого пополнения исходного пространства. Полное
метрическое пространство X* называется пополнением неполного метрического
пространства X, если X является подпространством, всюду плотным в про-
странстве X*.

П р и м е р  2.21.   Пространство рациональных чисел Q1=(Q ,dЕ1) всюду
плотно в пространстве действительных чисел E1=(R,dЕ1) (пример 2.13), но не
полно, так как содержит фундаментальные последовательности рациональных
чисел, сходящиеся к иррациональным числам (пример 1.5). Пространство дей-
ствительных чисел E1 полно (пример 2.18), и, следовательно, является пополне-
нием пространства рациональных чисел Q1. ◘
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Т е о р е м а  2.9  (Хаусдорф).   Всякое неполное метрическое простран-
ство имеет пополнение, единственное с точностью до изометрии.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть X – неполное метрическое пространст-
во, то есть в нем существуют фундаментальные последовательности, пределы
которых не являются точками этого пространства. Разобьем все множество
фундаментальных последовательностей на классы эквивалентных последова-
тельностей, и будем считать каждый из классов эквивалентностей х* элементом
нового множества X*. Введем между элементами х*,у*∈Х* расстояние с помо-
щью соотношения

d*(x*,у*) =
∞→n

lim d(xn,уn), (2.13)

где xn и уn – элементы фундаментальных последовательностей {xn} и {уn} из
классов эквивалентностей х* и у* соответственно.

2º. Докажем существование предела 
∞→n

lim d(xn,уn). Согласно неравенству

(1.14) для любых точек xn,xm,уn,уm метрического пространства Х имеем:
|d(xn,уn) − d(xm,уm)| ≤ d(xn,xm) + d(yn,уm).

Так как {xn} и {уn} – фундаментальные последовательности в пространстве X,
то для достаточно больших номеров n,m>N выполняются неравенства (1.28)
d(xn,xm)<ε и d(yn,уm)<ε, и значит,

|d(xn,уn) − d(xm,уm)| ≤ ε + ε = 2ε.
Таким образом, числовая последовательность {d(xn,уn)} удовлетворяет крите-
рию сходимости Коши и имеет предел 

∞→n
lim d(xn,уn). Величина этого предела не

зависит от выбора последовательностей {xn} и {уn} в соответствующих классах
эквивалентностей х* и у*. Действительно, возьмем другие последовательности
{xn′} и {уn′}. Тогда для расстояния d(xn′,уn′) аналогичным образом получим

|d(xn,уn) − d(xn′,уn′)| ≤ d(xn,xn′) + d(yn,уn′).
Поскольку последовательности эквивалентны {xn}~{xn′} и {уn}~{уn′}, то по оп-
ределению d(xn,xn′)→0 и d(yn,уn′)→0 при п→∞, и следовательно, пределы

∞→n
lim d(xn,уn) и 

∞→n
lim d(xn′,уn′) одинаковы.

3º. Убедимся, что введенное соотношением (2.13) выражение d*(x*,y*)
удовлетворяет аксиоматике метрического пространства. Аксиома симметрии
(1.01) очевидна: d*(x*,y*)=d*(y*,x*). Аксиома тождества (1.02) d*(x*,y*)=
=

∞→n
lim d(xn,yn)=0 означает, что фундаментальные последовательности {xn} и {yn}

эквивалентны, то есть принадлежат к одному и тому же классу эквивалентности
x*. Кроме того, так как d(xn,уn)≥0, то и d*(x*,y*)≥0. Аксиома треугольника (1.03)
для расстояния d*(x*,y*) следует из ее выполнения для расстояния d(xn,уn) в ис-
ходном метрическом пространстве X. Действительно, переходя в неравенстве
d(xn,уn)≤d(xn,zn) + d(zn,уn) к пределу при п→∞, получаем с учетом (1.31):

∞→n
lim d(xn,уn) ≤

∞→n
lim [d(xn,zn) + d(zn,уn)] =

∞→n
lim d(xn,zn) +

∞→n
lim d(zn,уn)

или d*(x*,y*) ≤ d*(x*,z*) + d(z*,y*). Таким образом, X* есть метрическое про-
странство с метрикой d*(x*,y*), определяемой условием (2.13).
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4º. Докажем теперь, что пространство X* является пополнением про-
странства X, то есть X*=[X]. Поставим каждой точке х∈Х в соответствие точку
х*∈Х* или, иными словами, класс всех эквивалентных между собой фундамен-
тальных последовательностей {xn}, сходящихся к точке х =

∞→n
lim xn. Если таким

же образом точке у =
∞→n

lim yn соответствует точка у*∈Х*, то вследствие равенства

(1.30) имеем d*(x*,у*) =
∞→n

lim d(xn,уn) = d(x,у). Тем самым введенное соответствие

х→х* есть изометрическое отображение пространства X в пространство X*. По-
этому можно не делать различия между пространством X и его образом в про-
странстве X* и считать X подпространством пространства X*.

5º. Покажем, что множество Х всюду плотно в пространстве X*, то есть
для произвольного ε>0 и любой точки х*∈Х* найдется точка х∈Х, лежащая в ε-
окрестности Oε(х*) точки х*. Выберем из класса х* некоторую фундаменталь-
ную последовательность {xn}. Возьмем номер N такой, чтобы для всех n,m>N
выполнялось неравенство d(xn,xm)<ε. Тогда d*(x*,xm) =

∞→n
lim d(xn,xm) ≤ ε при m>N,

то есть точка хm∈Oε(х*). Таким образом, замыкание [Х] множества X совпадает
с пространством X*, а значит, множество X всюду плотно в пространстве X*.

6º. Покажем, что пространство X* полное. Выберем некоторую фундамен-
тальную последовательность {xn*}, составленную из точек хn*∈Х*, и построим
эквивалентную ей последовательность {xn}, составленную из точек хn∈Х. Это
можно сделать, поскольку пространство X всюду плотно в пространстве X*, на-
пример, взяв в качестве хn любую точку пространства X такую, что
d*(хn,хn*)<1/n. Построенная последовательность {xn} также будет фундамен-
тальной и по правилу построения пространства X* будет сходиться к некоторо-
му элементу х*∈Х*. Но тогда к этому же пределу сходится и фундаментальная
последовательность {xn*}, то есть пространство X* полное и является пополне-
нием пространства X.

7º. Остается доказать единственность изометрического отображения
X→X*. Пусть X* и Y* – два различных пополнения пространства X. По опреде-
лению пополнения существует фундаментальная последовательность {xn} точек
пространства X, сходящаяся к точкам х*∈Х* и y*∈Y*. Поставим элемент х* в
соответствие элементу y* с помощью взаимно однозначного отображения
у*=ϕ(х*) пространства X* на пространство Y*. По построению пополнений это
отображение ϕ есть тождественное преобразование пространства X, то есть
ϕ(х)=х для всех х∈Х. Так как пространства X* и Y* полны, то фундаментальные
последовательности {xn} и {xn′} сходятся соответственно к точкам х*,х′*∈Х* и
y*,y′*∈Y*. Иными словами, в пространстве X* имеем xn→х*, xn′→х′*, а значит,
dX*(x*,х′*)=

∞→n
lim d(xn,xn′), а в пространстве Y* соответственно yn→y*, yn′→y′* и

dY*(y*,y′*)=
∞→n

lim d(yn,yn′). Отсюда получаем, что dX*(x*,х′*)=dY*(y*,y′*), то есть

отображение ϕ изометрическое. Тем самым теорема полностью доказана. ■
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С л е д с т в и е  2.9.А.   Замыкание [X] неполного метрического про-
странства X является пополнением X* пространства X.

2.5. Компактность.   Множество А метрического пространства X называ-
ется компактным, если любая последовательность {xn} точек этого множества
содержит сходящуюся подпоследовательность. Множество A называется ком-
пактным в себе, если подпоследовательности сходятся к пределам, которые яв-
ляются точками множества А, и компактным в пространстве X или относи-
тельно пространства X, если пределы подпоследовательностей принадлежат
пространству X, не обязательно являясь точками множества A. Объединение
компактных множеств компактно. Компактное связное множество называется
континуумом.

Метрическое пространство X называется компактным или просто ком-
пактом, если любое счетное подмножество пространства имеет предельную
точку, то есть содержит последовательность, сходящуюся к точке этого же про-
странства. Метрическое пространство называется локально компактным, если
каждая точка пространства имеет окрестность, замыкание которой компактно, и
относительно компактным, если замыкание всего пространства компактно.
Компактное хаусдорфово пространство называется бикомпактом.

П р и м е р  2.22.   Пространство изолированных точек (X,dt), состоящее из
счетного числа точек, локально компактно, но не компактно. В то же время
всякое конечное пространство изолированных точек (X,dt) компактно. ◘

П р и м е р  2.23.   Пространство действительных чисел E1=(R,dЕ1) полно
(пример 2.18), локально компактно, но не компактно, так как, например, его
счетное подмножество натуральных чисел N не имеет предельной точки. ◘

Сформулируем необходимые и достаточные условия компактности про-
странства.

Т е о р е м а  2.10  (Хаусдорф).   Метрическое пространство компактно
тогда и только тогда, когда оно вполне ограничено и полно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º.   Пусть пространство X компактно и x1 – лю-
бая точка из X. Если d(x,x1)<ε для всех х∈Х, то тем самым конечная ε-сеть для Х
уже имеется, то есть пространство X вполне ограниченно. Если это не так, то
существует точка х2∈Х такая, что d(x1,x2)≥ε. Если в этом случае d(x,x1)<ε или
d(x,x2)<ε для всех х∈Х, то конечная ε-сеть для Х будет построена. Если это не
так, то найдется точка х3∈Х такая, что d(x1,x3)≥ε и d(x2,x3)≥ε. Продолжая эту
процедуру, получим последовательность точек x1,x2,…,xn,… таких, что d(xi,xj)≥ε
при i≠j. Возможны два варианта. Либо процесс оборвется на некотором k-ом
шаге, то есть для всех х∈Х будет выполняться одно из неравенств d(x,xi)<ε,
i=1,...,k. B этом случае последовательность x1,x2,…,xk образует конечную ε-сеть,
все точки которой хi∈Х, то есть пространство Х вполне ограничено. Сама же
последовательность {хi} будет фундаментальной, а значит, пространство Х и
полно. Либо указанный процесс построения точек хi неограниченно продолжа-
ется, и получается бесконечная последовательность точек {xn}, которая и сама
не имеет предела, поскольку d(xi,xj)≥ε при i≠j, и не содержит никакой сходя-
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щейся подпоследовательности, что противоречит условию компактности про-
странства Х. Необходимость условий теоремы доказана.

2º. Пусть теперь пространство Х вполне ограничено, то есть при любом
ε>0 существует конечная ε-сеть для X. Возьмем некоторую последовательность
{xn} различных точек пространства X и вокруг каждой из точек xn построим
замкнутый шар B[xn, r1] радиуса r1=ε1=ε/2. В силу существования для простран-
ства Х конечной ε1-сети все точки пространства Х, а значит, и каждая из точек
последовательности {xn} содержатся в этих шарах. Так как число шаров конеч-
но, то по крайней мере один из них содержит бесконечную подпоследователь-
ность {

1nx }. Обозначим этот шар B1=B[
1nx , r1]. Рассуждая аналогичным обра-

зом, найдем замкнутый шар B2=B[
2nx , r2] радиуса r2=ε/22, содержащий беско-

нечную подпоследовательность {
2nx } и вложенный в шар B1. Продолжая этот

процесс, получим не более чем счетное множество вложенных друг в друга
замкнутых шаров B1⊃B2⊃…⊃Bk⊃…, в каждом из которых содержится беско-
нечная подпоследовательность {

knx }, а радиус rk=ε/2k→0 при k→∞.
Возьмем из каждого шара Bk по одной произвольной точке 

knx′  и постро-
им из них бесконечную подпоследовательность {

knx′ } исходной последователь-
ность {xn}, все точки которой различны. Подпоследовательность {

knx′ } сходит-
ся в себе в пространстве X. Действительно, для любого целого числа p≥1 из ус-
ловия замкнутости шаров Bk+p и Bk⊃Bk+p и неравенства треугольника (1.03) вы-
текает неравенство d(

pknx
+

′ ,
knx′ )<2rk=ε/2k−1. Так как пространство Х полно, то по

определению фундаментальная подпоследовательность {
knx′ } сходится к точке

этого же пространства, которая по теореме 2.2 будет ее предельной точкой. Со-
гласно теореме 2.7 пересечение Ik Bk последовательности вложенных друг в
друга замкнутых шаров, радиусы которых rk→0 при k→∞, не пусто и имеет од-
ну общую точку x0∈X. Следовательно, точка x0 является предельной точкой
подпоследовательности {

knx′ }, а значит, и предельной точкой исходной после-
довательности {xn}, то есть пространство X компактно. ■

Итак, всякое компактное пространство полно, а значит, и замкнуто. Об-
ратное утверждение в общем случае неверно. Компактность метрического про-
странства является более сильным, чем полнота, топологически инвариантным
свойством, которое сохраняется при замене исходной метрики на гомеоморф-
ную ей. Требование компактности выделяет более узкий класс пространств, чем
полные и сепарабельные пространства. Из теоремы 2.10 вытекают следующие
свойства компактных пространств.

С л е д с т в и е  2.10.А.   Компактное пространство ограничено.
С л е д с т в и е  2.10.Б.   Компактное пространство сепарабельно.
С л е д с т в и е  2.10.В.   Замыкание множества, компактного в полном

пространстве, компактно.
С л е д с т в и е  2.10.Г.   Пополнение компактного множества есть ком-

пактное пространство.
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Приведем без доказательств, которые можно найти, например, в [ЛС65],
необходимые и достаточные условия компактности множеств. Замкнутое мно-
жество А метрического пространства Х компактно в себе тогда и тогда, когда из
любого покрытия этого множества можно выделить конечное покрытие. Мно-
жество А метрического пространства Х компактно в себе тогда и тогда, когда
оно компактно в Х и замкнуто. Множество А полного метрического простран-
ства Х компактно в Х тогда и только тогда, когда оно вполне ограничено.

П р и м е р  2.24.   Всякое ограниченное подмножество полного простран-
ства действительных чисел E1=(R,dЕ1) компактно, так как имеет хотя бы одну
предельную точку (в силу теоремы Больцано). Любой замкнутый интервал
[a,b], в том числе множество действительных чисел между нулем и единицей
R01=[0,l], является компактным в себе множеством и континуумом. ◘

Для компактных множеств существует теорема, аналогичная теореме 2.7
о вложенных шарах в полном метрическом пространстве.

Т е о р е м а  2.11.   Любая убывающая последовательность вложенных
друг в друга замкнутых множеств, компактных в метрическом пространстве,
имеет непустое пересечение (общую точку).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть в метрическом пространстве X задана
убывающая последовательность A1⊃A2⊃…⊃An⊃… замкнутых компактных
множеств. Выберем в каждом множестве Ai по точке xi, совокупность которых
образует последовательность {xi}⊂A1. Так как множество A1 компактно, то из
последовательности {xi} можно выбрать подпоследовательность {

kix }, сходя-
щуюся при k→∞ к пределу x0. Очевидно, что для любого фиксированного числа
n все точки подпоследовательности 

kix  с номерами ik>n принадлежат множест-
ву An. Так как множество An замкнуто, то и предел x0 подпоследовательности
{

kix } содержится в An. А значит, точка x0 принадлежит пересечению множеств

An и является его общей точкой, то есть  In An не пусто. ■
З а м е ч а н и е.   При доказательстве теоремы 2.11 не использовалось

свойство полноты пространства Х. □
2.6. Топологические пространства.   Как было показано выше, в метри-

ческом пространстве понятия сходящейся последовательности точек, открытого
и замкнутого множеств в определенном смысле взаимозаменяемы. Действи-
тельно, последовательность {xn}, n=1,2,… точек пространства Х сходится к
пределу x0 при п→∞ в том и только том случае, если каждое замкнутое множе-
ство B⊆Х, содержащее некоторую подпоследовательность последовательности
{xn}, содержит и предельную точку x0, или если каждое открытое множество
A⊆Х, содержащее точку x0, содержит и все точки xn последовательности {xn} с
номерами n>N(A). Тем самым каждое из перечисленных понятий можно опре-
делить в терминах любого другого, не используя понятия расстояния между
точками пространства. Такой подход, не связанный с введением метрики, при-
меняется при определении топологического пространства.

Семейство T  подмножеств Ai некоторого множества X называется топо-
логией на множестве X, если оно удовлетворяет следующим условиям (аксио-
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мам топологического пространства): семейство T  содержит само множество X,

пустое множество ∅, объединение Ui Ai любого числа и пересечение I
n

i
iA

1=
 ко-

нечного числа множеств из T . Множество X с заданной на нем топологией на-
зывается топологическим пространством и обозначается (X,T ), а подмножест-
ва Ai∈T  называются открытыми множествами. Подсемейство T 0⊂T  называ-
ется базой топологии, если каждое множество Ai∈T  представимо как объеди-
нение некоторых множеств из T 0. Множество Bi=X\Ai, являющееся дополнени-
ем к открытому, называется замкнутым множеством. В силу свойства двойст-
венности множеств отсюда сразу же следует, что пространство X и пустое мно-

жество ∅ замкнуты, пересечение  Ii Bi  любого числа и объединение U
n

i
iB

1=
 ко-

нечного числа замкнутых множеств суть замкнутые множества. Очевидно, что
на одном и том же множестве Х можно вводить разные топологии T , получая
тем самым разные топологические пространства (X,T ).

Используя эти определения, вводятся понятия окрестности точки тополо-
гического пространства, как некоторого открытого множества, содержащего
эту точку, внутренней, изолированной, предельной, граничной точек, точки со-
прикосновения, производного и граничного множеств, замыкания множества,
непрерывного отображения топологических пространств и другие понятия. Для
всех них остаются справедливыми доказанные выше утверждения.

Сходимость в топологическом пространстве Х понимается как существо-
вание предела 

A
lim
∈α

xα обобщенной последовательности {xα}α∈A точек множества

Х (так называемая сходимость по Муру-Смиту). Обобщенной последователь-
ностью элементов (точек) множества Х или направленностью в множество Х
называется отображение g:A→Х, ставящее в соответствие каждому элементу α
направленного по возрастанию множества индексов A некоторый элемент
xα∈Х. Направленность обычно обозначается как {xα}α∈A или просто {xα}. На-
правленность {yβ}β∈B называется поднаправленностью направленности {xα}α∈A,
если для любого индекса α∈A существует такой индекс β(α)∈B, что для любо-
го индекса β’∈B такого, что β’≥β(α), найдется индекс α’∈A, α’≥α такой, что
выполняется равенство элементов xα’ =yβ’ . Если A=N, то обобщенная последо-
вательность точек {xα} становится обычной последовательностью {xn}.

Говорят, что обобщенная последовательность {xα}α∈A сходится к точке
x0 =

A
lim
∈α

xα, если для любой окрестности О(x0) точки x0∈X существует индекс

α0∈A такой, что все точки xα с индексами α≥α0 содержатся в окрестности О(x0).
Сходимость обобщенной последовательности {xα}α∈A к пределу x0 будем обо-
значать как xα→Ax0. Обобщенная последовательность может сходиться, вообще
говоря, ко многим точкам или не сходится ни к одной точке. Множество пре-
дельных точек сходящихся обобщенных последовательностей {xα}α∈A точек
произвольного множества В образует в топологическом пространстве Х произ-
водное множество В'.
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Предел сходящейся обобщенной последовательности единственен в том и
только том случае, если пространство хаусдорфово. Поэтому пространство Ха-
усдорфа есть топологический аналог L-пространства Фреше. Топологическое
пространство будет компактно в том и только том случае, если предельная точ-
ка каждой обобщенной последовательности есть точка этого же пространства.

Понятие близости в топологическом пространстве трактуется как бли-
зость точки к множеству, считая при этом, что точка абсолютно близка к мно-
жеству, если она принадлежит его замыканию. Метрические пространства рас-
сматриваются в этом контексте как особый вид топологических пространств, на
которых задана некоторая непрерывная действительная функция d(x,y) – метри-
ка, удовлетворяющая аксиомам (1.02)-(1.03) и характеризующая близость двух
точек пространства. Открытыми подмножествами такого пространства (X,d)
будут объединения открытых шаров O(х,r). Семейство T  открытых подмно-
жеств пространства X называется топологией на множестве Х, индуцированной
метрикой d. Всякое пространство с топологией, индуцированной метрикой, яв-
ляется хаусдорфовым пространством. Следовательно, в метрическом простран-
стве любая сходящаяся последовательность имеет только один предел. Подоб-
ным же образом вводятся топологические пространства с использованием по-
нятия псевдометрики.

П р и м е р  2.25.   Всякое метрическое пространство (X,dX) изоморфно
подпространству метрического пространства (B (X), dH), образованного семей-
ством B (X) всех непустых замкнутых подмножеств множества Х с метрикой
Хаусдорфа dH (1.13). Метрика dH полна, если полна метрика dX. ◘

Связность, сепарабельность, компактность, свойство Бэра относятся к
свойствам пространства, которые определяются, исходя из понятия сходящейся
последовательности точек. Такие свойства были названы ранее топологически-
ми или топологически инвариантными свойствами, сохраняющимися при го-
меоморфных отображениях метрического пространства. Напомним, что огра-
ниченность и полнота пространства к топологическим свойствам не относятся.
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Глава 3
Непрерывные функции, последовательности
функций, множеств и мультимножеств

3.1. Предел и непрерывность функции.   Распространим понятия схо-
димости последовательности точек к пределу на функции и отображения, и
рассмотрим функции y=f(x), которые определены на метрическом пространстве
(X,dX) и принимают значения на метрическом пространстве (Y,dY).

Будем говорить, что функция y=f(x) имеет предел y0 в точке х0, если для
любого ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех точек х∈Х, удовлетво-
ряющих условию dX(x, x0)<δ, выполняется неравенство

dY(f(x), y0) < ε. (3.01)
В этом случае говорят также, что функция y=f(x) стремится к пределу y0 при
x→x0, и пишут f(x)→y0 или

0
lim

xx→
f(x) = y0. (3.02)

Аналогично теореме 1.10 нетрудно доказать, что если предел y0 функции y=f(x)
в точке х0 существует, то он необходимо единственен.

Из соотношения (1.32) вытекает, что если существуют пределы

∞→n
lim fп(x)=f0(x), 

∞→n
lim gп(x)=g0(x) и 

0
lim

xx→
f(x)=y0, 

0
lim

xx→
g(x)=z0, а значения функций

fп(x), gп(x) и f(x), g(x) удовлетворяют соответственно неравенствам fп(x)≤gп(x) и
f(x)≤g(x), то и пределы удовлетворяют таким же неравенствам: f0(x)≤g0(x) и
y0≤z0. В соответствии с формулами (1.31) для пределов действительных функ-
ций f и g выполняются также следующие равенства:

0
lim

xx→
min[f(x),g(x)]=min[

0
lim

xx→
f(x),

0
lim

xx→
g(x)];

0
lim

xx→
max[f(x),g(x)]=max[

0
lim

xx→
f(x),

0
lim

xx→
уn];

0
lim

xx→
[f(x)±g(x)]=

0
lim

xx→
f(x)±

0
lim

xx→
g(x); 

0
lim

xx→
[f(x)+s]=

0
lim

xx→
f(x)+s; 

0
lim

xx→
[rf(x)]=r

0
lim

xx→
f(x);

0
lim

xx→
[f(x)⋅g(x)]=[

0
lim

xx→
f(x)]⋅[

0
lim

xx→
g(x)];  

0
lim

xx→
[f(x)/g(x)]=[

0
lim

xx→
f(x)]/[

0
lim

xx→
g(x)],   (3.03)

где s и r – постоянные, а в последнем равенстве считается, что 
0

lim
xx→

g(x)≠0.

В общем случае предел y0 функции y=f(x) в точке х0 может не совпадать
со значением функции f(x0) в этой точке или вовсе не существовать. Если пре-
дел функции y=f(x) в точке х0 существует и выполняется равенство

0
lim

xx→
f(x) = f(x0), (3.04)

то функция y=f(x) называется непрерывной в точке х0 или непрерывной при х=х0.
Иными словами, функция y=f(x) непрерывна в точке х0, если для любого ε>0
существует число δ>0 такое, что для всех точек х∈Х, удовлетворяющих усло-
вию dX(x, x0)<δ, выполняется неравенство

dY(f(x), f(x0)) < ε. (3.05)
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Понятие непрерывности функции можно ввести также в терминах сходи-
мости последовательностей. Функция y=f(x) называется непрерывной в точке х0,
если для всякой последовательности точек {xn}, сходящейся в пространстве
(X,dX) к точке x0=

∞→n
lim xп, существует предел

∞→n
lim f(xп) = f(x0) = f(

∞→n
lim xп). (3.06)

Верно и обратное: если при п→∞ последовательность {xn} аргументов непре-
рывной функции y=f(x) сходится xп→x0, xп,x0∈Х, то сходится и последователь-
ность значений функции f(xп)→f(x0), f(xп), f(x0)∈Y. Тем самым определения не-
прерывности функции, выраженные на «языке δ-ε» и на «языке сходимости по-
следовательностей», равносильны.

Определение непрерывности функции y=f(x) или отображения f:X→Y
метрического (топологического) пространства X в метрическое (топологиче-
ское) пространство Y можно перефразировать аналогично случаю сходимости
последовательности элементов, используя понятия окрестностей соответст-
вующих точек в пространствах X и Y. Функция y=f(x) называется непрерывной в
точке x0∈X, если для любой ε-окрестности Vε (f(x0)) точки f(x0)∈Y существует δ-
окрестность Oδ(x0) точки x0 такая, что для всех точек x∈Oδ(x0) функция y=f(x)
определена в этой окрестности и удовлетворяет условию f(Oδ(x0)IХ)⊂Vε(f(x0)),
то есть образ f(x) любой точки x из δ-окрестности точки x0 принадлежит ε-
окрестности f(x0).

Если функция f(x) непрерывна в каждой точке пространства X, то говорят,
что функция непрерывна на пространстве X. Укажем необходимые и доста-
точные условия непрерывности функции (отображения) на пространстве, не
использующие понятия расстояния в явном виде.

Т е о р е м а  3.1.   Функция y=f(x) непрерывна на пространстве X тогда и
только тогда, когда полный прообраз f −1(B) любого открытого множества B
в пространстве Y есть открытое множество в пространстве X.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть функция y=f(x) непрерывна на про-
странстве X. Рассмотрим произвольную точку x0∈X и произвольную ε-окрест-
ность Vε (y0) точки y0=f(x0), являющуюся, очевидно, открытым множеством. По
определению непрерывности функции y=f(x) найдется δ-окрестность Oδ(x0) точ-
ки x0 такая, что f(Oδ(x0))⊂Vε (y0)=B, или, что то же, Оε(x0)⊂f −1(B)=А. По опреде-
лению (2.01) это и означает, что точка x0∈А есть внутренняя точка множества А,
а множество А – открытое.

2º. Пусть теперь множество А=f −1(B) открыто, если открыто множество B.
Рассмотрим произвольную точку x0∈X и произвольную ε-окрестность Vε (y0)
точки y0=f(x0). Поскольку y0∈Vε (y0), то x0∈f −1(Vε (y0)). Множество f −1(Vε (y0)) и
является искомой δ-окрестностью Oδ(x0) точки x0, образ которой f(x0) принад-
лежит ε-окрестности Vε (y0) точки y0. ■

Так как прообраз дополнения множества равен дополнению прообраза
множества [КФ68], то необходимые и достаточные условия непрерывности
функции (отображения) на пространстве не изменятся, если в формулировке
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теоремы 3.2 слово «открытое» заменить на «замкнутое». Итак, функция y=f(x)
непрерывна на пространстве X в том и только том случае, если любое подмно-
жество точек x∈X, образы которых f(x) образуют открытое (замкнутое) множе-
ство, само является открытым (замкнутым) множеством.

3.2. Свойства непрерывных функций.   Рассмотрим некоторые свойства
непрерывных функций. Отметим в первую очередь, что свойство непрерывно-
сти сохраняется для сложных функций.

Т е о р е м а  3.2.   Пусть (X,dX), (Y,dY), (Z,dZ) – метрические пространст-
ва. Если функция y=f(x) непрерывна в точке x0∈Х, а функция z=g(y) непрерывна
в точке y0∈Y и такова, что существует композиция отображений h=g◦f, то
сложная функция z=h(x)=g(f(x)) также непрерывна в точке x0∈Х, причем

0
lim

xx→
g(f(x)) = g(

0
lim

xx→
f(x)) = g(f(x0)). (3.07)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Согласно определению (3.21) непрерывности
функции z=g(y) в точке y0∈Y для любого ε>0 существует число τ>0 такое, что из
условия dY(y,y0)<τ  вытекает неравенство dZ(g(y), g(y0))<ε. Из условия непрерыв-
ности функции y=f(x) в точке x0∈Х по имеющемуся τ>0 найдем число δ>0 такое,
что из условия dX(x, x0)<δ  следует неравенство dY(f(x), f(x0))<τ. Тогда для всех
точек х∈Х, удовлетворяющих условию dX(x, x0)<δ, имеем

dZ(h(x), h(x0)) = dZ(g(f(x)), g(f(x0)) = dZ(g(y), g(y0)) < ε. ■
Соотношения (3.06) и (3.07) выражают очень важное свойство непрерыв-

ных функций, а именно: операции функциональной зависимости «f» и предель-
ного перехода «lim» можно менять местами. Перестановочность этих операций
нередко используется для установления непрерывности функции. Из теоремы
3.2 вытекают следующие следствия.

С л е д с т в и е  3.2.А.   Пусть (X,dX), (Y,dY) – метрические пространства.
Если функция y=f(x) непрерывна на пространстве Х, а y0 – фиксированная точ-
ка пространства Y, то функция h(x)=dY(f(x), y0) также непрерывна на про-
странстве Х.

Абсолютное значение |f(x)| произвольной действительной функции y=f(x)
равно расстоянию между значением функции и фиксированной точкой y0=0
пространства E1=(R,dЕ1): |f(x)|=dЕ1(f(x),0), что можно интерпретировать также
как длину отрезка [0,f(x)] в пространстве E1. Таким образом, имеем еще одно

С л е д с т в и е  3.2.Б.   Абсолютное значение непрерывной действитель-
ной функции есть непрерывная функция.

Согласно равенствам (3.03), если действительные функции y=f и z=g не-
прерывны в точке x0∈Х, то в этой точке непрерывны и следующие функции:

min(f,g),  max(f,g),  f±g,  f+s,  rf,  f⋅g,  f/g, (3.08)
где s и r – постоянные, а в последнем равенстве предполагается, что g(x0)≠0.

П р и м е р  3.1.   Любой многочлен a0+a1x+…+anxn и любая функция вида

m
m

n
n

xbxbb
xaxaa

+++
+++

...
...

10

10  непрерывны всюду на числовой прямой E1=(R,dЕ1) за ис-

ключением точек, где знаменатель функции обращается в нуль. ◘
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П р и м е р  3.2. Выпуклая (вогнутая) функция, ограниченная сверху (сни-
зу) на некотором внутреннем подинтервале интервала (a,b), является непрерыв-
ной. Непрерывны следующие выпуклые функции: степенная f(x)=xq при q≥1 и
x≥0, модуль f(x)=|x| и вогнутые функции: степенная f(x)=xq при 0<q≤1 и x≥0, ло-
гарифмическая f(x)=log x для x>0, дробно-линейная f(x)=x/(1+x) для x>−1. ◘

Во многих разделах математики используется понятие равномерности.
Если некое свойство выполняется в каждой точке х множества Х, не зависит от
рассматриваемой конкретной точки и одинаково для всех точек множества Х,
то будем говорить, что это свойство равномерно на множестве Х.

Функция y=f(x) называется равномерно непрерывной на метрическом
пространстве X, если для любого ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех
пар точек xп,xm∈Х, удовлетворяющих условию dX(xп, xm)<δ, выполняется нера-
венство

dY(f(xп), f(xm)) < ε, (3.09)
и равностепенно непрерывной на метрическом пространстве X, если неравен-
ство (3.09) одновременно выполняется для всех функций y=f(x) из некоторого
семейства функций. Всякая равномерно непрерывная функция непрерывна. Об-
ратное утверждение в общем случае неверно. Справедлива следующая

Т е о р е м а  3.3.   Функция y=f(x), непрерывная на замкнутом ограничен-
ном пространстве Х, равномерно непрерывна, ограничена на этом простран-
стве и достигает на нем своих точных нижней и верхней граней.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Частично опирается на лемму Гейне-Бореля о
возможности покрытия замкнутого ограниченного множества конечным семей-
ством открытых множеств. Вместо прямого доказательства теоремы получим
его как следствие из теорем 3.5 и 3.6, доказанных ниже. ■

П р и м е р  3.3.   Постоянная функция f(x)=y0, где y0 – фиксированная точ-
ка пространства Y, является функцией, непрерывной и равномерно непрерыв-
ной на пространстве Х. ◘

Понятие равномерной непрерывности не абсолютно: функция может быть
равномерно непрерывной для одних метрик и не быть таковой для других. Вме-
сте с тем, нетрудно убедиться [Eng77], что любую функцию y=f(x), непрерыв-
ную на некотором пространстве X с метрикой dX, можно сделать равномерно
непрерывной на пространстве X, если ввести эквивалентную метрику

d'X(xп, xm) = dX(xп, xm) + dY(f(xп), f(xm)). (3.10)
При этом если метрики dX и dY ограничены, то и метрика d'X ограничена.

Из определения гомеоморфного отображения следует, что гомеоморфизм
есть взаимно однозначное непрерывное отображение f:X→Y метрического про-
странства (X,dX) на метрическое пространство (Y,dY), обратное отображение ко-
торого также непрерывно, а изометрия – инъективное равномерно непрерывное
отображение. Тем самым топологические свойства пространства сохраняются
при непрерывных отображениях, а метрические свойства – при равномерно не-
прерывных отображениях. Если существует непрерывное отображение f:X→Y
такое, что f(X)=Y, то говорят, что пространство Y есть непрерывный образ про-
странства X. Непрерывное отображение f:X→Y называется монотонным, если
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прообраз x=f −1(y) каждой точки y есть связное подмножество. Монотонные
отображения сохраняют связность пространств.

Непрерывные функции, определенные на компактных пространствах, об-
ладают рядом дополнительных свойств.

Т е о р е м а  3.4.   Множество значений функции y=f(x), непрерывной на
компактном пространстве Х, компактно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть {yn}, yn=f(xn), п=1,2,... – произвольная по-
следовательность значений непрерывной функции y=f(x), определенной на ком-
пакте Х. Так как пространство Х компактно, то из последовательности точек
{xn} всегда можно выделить подпоследовательность {

knx }, сходящуюся при
k→∞ к некоторой точке x0∈Х. Поскольку функция y=f(x) непрерывна, в том
числе и в точке x0, то в силу (3.06) при k→∞ сходится и последовательность
значений функции f(

knx )→f(x0)=y0. Таким образом, произвольная последова-
тельность {yn} содержит подпоследовательность {

kny }, сходящуюся к пределу
y0, то есть множество значений функции компактно. ■

Т е о р е м а  3.5.   Функция y=f(x), непрерывная на компактном простран-
стве Х, ограничена на этом пространстве и достигает на нем своих точных
нижней и верхней граней.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Множество B значений непрерывной функции
y=f(x), определенной на компактном пространстве Х, согласно теореме 3.4 ком-
пактно, а значит, согласно теореме 2.10 и ее следствиям ограничено и замкнуто.
Поэтому множество B не только имеет точную нижнюю и точную верхнюю
грани, но и содержит эти грани. ■

З а м е ч а н и е.   Если непрерывная функция y=f(x) задана на множестве
А, не компактном в себе, то точная нижняя и точная верхняя грани функции мо-
гут и не достигаться на множестве А. □

Т е о р е м а  3.6.   Функция y=f(x), непрерывная на компактном простран-
стве Х, равномерно непрерывна на этом пространстве.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Допустим, что функция y=f(x) непрерывна, но не
равномерно непрерывна на пространстве Х. Тогда для некоторого ε>0 и любого
числа δ>0 в пространстве Х найдутся точки x′ и x" такие, что dX(x′,x")<δ, но
dY(f(x′), f(x"))≥ε. Положим δ=1/n, и для каждого n найдем соответствующую па-
ру точек x′n и x"n, для которых dX(x′n, x"n)<1/n, но dY(f(x′n), f(x"n))≥ε. В силу ком-
пактности пространства Х из последовательностей точек {x′n} и{x"n} всегда
можно выделить подпоследовательности {

knx′ } и {
knx ′′ }, сходящиеся при nk→∞ к

некоторым пределам x′0∈Х и x"0∈Х соответственно. Так как dX(
knx′ ,

knx ′′ )<1/nk, то
согласно условию (1.30) эти пределы совпадают x′0=x"0=x0.

Поскольку функция y=f(x) непрерывна, в том числе и в точке x0, то для
имеющегося ε>0 существует число δ0>0 такое, что для всех точек х∈Х, удовле-
творяющих условию dX(x,x0)<δ0, выполняется неравенство dY(f(x), f(x0))<ε/2. Так
как 

knx′ →x0 и 
knx ′′ →x0, то все точки 

knx′ ,
knx ′′ , начиная с некоторого номера, также
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удовлетворяют условию dX(x,x0)<δ, и поэтому для этих точек dY(f(
knx′ ), f(x0))<ε/2

и dY(f(
knx ′′ ), f(x0))<ε/2. Но тогда по неравенству треугольника (1.03) имеем

dY(f(
knx′ ), f(

knx ′′ ))<ε, что противоречит ранее сделанному допущению. ■
По теореме 2.10 и следствиям из нее компактное пространство ограниче-

но и замкнуто. Тогда из теорем 3.4-3.6 немедленно получаем теорему 3.3. Кро-
ме того, получаем, что непрерывный образ компактного (соответственно сепа-
рабельного, связного) пространства компактен (сепарабелен, связен).

3.3. Полунепрерывные и односторонне непрерывные функции.   Рас-
смотрим действительную функцию y=f(x), заданную в δ-окрестности Oδ(x0) точ-
ки x0. Конечный или бесконечный предел нижних (соответственно верхних)
граней множества значений функции y=f(x) в окрестности точки x0 называется
нижним (верхним) пределом функции f в точке x0 и обозначается

0

lim
xx→

f(x) = 







∈→
)(inflim

)(0 0
xf

xOx δδ
= f (x0),     

0
lim

xx→
f(x) = 









∈→
)(suplim

)(0
0

xf
xOx δ

δ
= f (x0).   (3.11)

Очевидно, что в общем случае нижний и верхний пределы функции f удовле-
творяют неравенству f (x0)≤y0≤ f (x0), где y0 – предел функции y=f(x) в точке x0.

Разность верхнего и нижнего пределов функции f (x0)− f (x0) называется коле-
банием функции y=f(x) в точке x0.

Функция y=f(x) называется полунепрерывной снизу (сверху) в точке x0, ес-
ли нижний (верхний) предел функции f в точке х0 существует и выполняется
равенство f (x0)=f(x0) (соответственно f (x0)=f(x0)). Иными словами, функция
y=f(x) полунепрерывна снизу (сверху) в точке х0, если для любого ε>0 сущест-
вует число δ>0 такое, что для всех точек х∈Х, удовлетворяющих условию
dX(x,x0)<δ, выполняется соответственно неравенство

f(x0)−f(x) < ε,     (f(x)−f(x0) < ε). (3.12)
Функция y=f(x) одновременно полунепрерывна снизу и сверху в точке х0 в том
и только том случае, если она непрерывна, а ее нижний и верхний пределы сов-
падают f (x0)= f (x0)=f(x0). Если функция y=f(x) полунепрерывна снизу (сверху)
в каждой точке пространства (X,dX), то говорят, что функция f полунепрерывна
снизу (сверху) на пространстве X.

Из определений следует, что нижний предел f (x) любой функции y=f(x)

есть полунепрерывная снизу функция, а верхний предел f (x) – полунепрерыв-
ная сверху функция. Если z=g(x) и w=h(x) суть соответственно полунепрерыв-
ные снизу и сверху функции на пространстве X и для всех точек x∈X выполня-
ется неравенство g(x)≤h(x), то существует непрерывная на пространстве X
функция y=f(x) такая, что g(x)≤f(x)≤h(x). Предел монотонно возрастающей (убы-
вающей) последовательности функций, полунепрерывных снизу (сверху) в точ-
ке х0, есть функция, полунепрерывная снизу (сверху) в точке х0.

Для полунепрерывной функции, определенной на компактном простран-
стве, имеет место следующий аналог теоремы 3.5.
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Т е о р е м а  3.7.   Конечная функция y=f(x), полунепрерывная снизу (свер-
ху) на компактном пространстве Х, ограничена снизу (сверху) на этом про-
странстве и достигает на нем своей точной нижней (верхней) грани.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Можно найти, например, в книге [КФ68]. ■
Пусть теперь функция y=f(x) определена в δ-окрестности Oδ(x0) точки x0

за исключением, быть может, самой точки x0 (так называемая выколотая окре-
стность точки), а множество X упорядочено. Введем два множества точек
Х0

−={x∈X|x≤х0} и Х0
+={x∈X|x≥х0}. Будем говорить, что функция f имеет левый

предел y0
– (правый предел y0

+) в точке х0, если для любого ε>0 существует число
δ>0 такое, что для всех точек х, удовлетворяющих условию x∈Oδ(x0)IХ0

–

(x∈Oδ(x0)IХ0
+), выполняется соответственно неравенство

dY(f(x), y0
–) < ε,     (dY(f(x), y0

+) < ε). (3.13)
В этом случае говорят также, что функция y=f(x) стремится к пределу слева
при x→x0−0 и соответственно справа при x→x0+0. Пределы функции y=f(x) сле-
ва и справа в точке x0 символически обозначается как

00
lim

−→xx
f(x) = f(x0−0) = y0

–,     
00

lim
+→xx

f(x) = f(x0+0) = y0
+, (3.14)

Если существует предел функции y=f(x) в точке х0, то существуют ее левый и
правый пределы в этой точке, при этом 

0
lim

xx→
f(x) =

00
lim

−→xx
f(x) =

00
lim

+→xx
f(x). Спра-

ведливо и обратное утверждение. Если левый и правый пределы функции y=f(x)
в точке х0 равны, то существует и равный им предел 

0
lim

xx→
f(x).

Функция y=f(x) называется непрерывной слева (справа) в точке х0, если
левый (правый) предел функции y=f(x) в точке х0 существует и выполняется ра-
венство f(x0−0)=f(x0) (соответственно f(x0+0)=f(x0)). Очевидно, что функция
y=f(x), непрерывная в точке x0, непрерывна в этой точке и справа, и слева. Об-
ратное не всегда верно.

Точка x0, в которой функция y=f(x) не является непрерывной, называется
точкой разрыва функции. Если правый и левый пределы функции y=f(x) суще-
ствуют в точке x0, равны друг другу и не равны f(x0), то точка x0 называется
точкой устранимого разрыва. Если правый и левый пределы функции y=f(x)
существуют в точке x0, но не равны друг другу, то точка x0 называется точкой
разрыва первого рода. Если в точке x0 не существует хотя бы одного из одно-
сторонних пределов функции y=f(x), то точка x0 называется точкой разрыва
второго рода. Максимальная разность двух из значений f(x0), f(x0+0) и f(x0−0)
действительной функции y=f(x) называется скачком функции в точке x0.

Функция y=f(x) называется кусочно непрерывной на пространстве X, если
она непрерывна всюду на этом пространстве, за исключением конечного числа
точек, в которых функция имеет разрыв первого рода. Монотонная функция
может иметь разрывы только первого рода, и множество точек разрыва первого
рода монотонной функции не более чем счетно.

П р и м е р  3.4.   Знаковая функция sign(x), равная 1, если x>0, 0, если x=0,
и −1, если x<0, и симметричная единичная функция I(x), равная 1, если x>0, 1/2,
если x=0, и 0, если x<0, кусочно непрерывны на числовой прямой E1=(R,dЕ1) и
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имеют разрывы первого рода в точке x0=0. Величина скачка функции sign(x) в
точке x0=0 равна sign(x0+0) − sign(x0−0) = 1− (−1) = 2, а величина скачка функ-
ции I(x) равна I(x0+0) − I(x0−0) = 1−0 =1. ◘

3.4. Предел и непрерывность функции многих переменных.   Понятия
предела, непрерывности функций и их свойства обобщаются на функции двух и
более переменных. Рассмотрим вначале функцию v=f(x1,x2) двух переменных,
которая принимает значения на метрическом пространстве (V,dV) и определена
на множестве U=Х1×Х2, где множества Х1 и Х2 суть метрические пространства с
расстояниями d1 и d2 соответственно. Напомним, что прямое произведение
U=Х1×Х2 метрических пространств само, вообще говоря, не является метриче-
ским пространством. Поэтому в нем отсутствует расстояние dU(x,y), с помощью
которого можно было бы измерить близость между точками х=(x1,x2) и y=(y1,y2).
Для этой цели воспользуемся понятием δ-окрестности Оδ (a) точки a=(a1,a2),
под которой будем понимать множество точек х=(x1,x2), одновременно удовле-
творяющих условиям d1(x1,a1)<δ и d2(x2,a2)<δ, где δ>0.

Будем говорить, что функция v=f(x1,x2) имеет предел v0 в точке a∈U, если
для любого ε>0 существует δ-окрестность Оδ (a) точки a=(a1,a2) такая, что для
всех точек х∈Оδ (a), исключая, быть может, саму точку a, функция v=f(x1,x2) оп-
ределена в этой окрестности и удовлетворяет неравенству

dV(f(x1,x2), v0) < ε. (3.15)
В этом случае говорят также, что функция v=f(x) стремится к пределу v0 при
x→a, и пишут f(x)→v0 или

ax→
lim f(x) =

22
11

lim
ax
ax

→
→

f(x1,x2) = v0. (3.16)

Как и для функции одной переменной, если предел v0 функции v=f(x1,x2)
существует, то он необходимо единственен. В общем случае предел v0 функции
v=f(x1,x2) в точке a может отличаться от значения функции f(а1,а2) в этой точке
или не существовать по одной, либо по всем переменным. Следующая теорема
определяет достаточные условия существования предела v0 функции v=f(x1,x2) в
точке a.

Т е о р е м а  3.8.   Если функция v=f(x1,x2) определена в δ-окрестности
Оδ(a) точки a=(a1,a2), по каждой из переменных существуют пределы функций

11
lim

ax →
f(x1,x2)=f(a1,x2)=w(x2) при d2(x2,a2)<δ, 

22
lim

ax →
f(x1,x2)=f(x1,a2)=u(x1) при

d1(x1,a1)<δ  и хотя бы одна из функций f(a1,x2) или f(x1,a2) равномерно стремит-
ся к соответствующему пределу при x→a, то существуют и равны друг другу
все три предела 

2211 ,
lim

axax →→
f(x1,x2), 

22
lim

ax →
f(a1,x2), 

11
lim

ax →
f(x1,a2).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть для любого ε>0 существует δ-окрестность
Оδ (a) точки a=(a1,a2), где, например, функция u(x1)=f(x1,a2) равномерно стре-
мится к пределу v0 при x1→a1, то есть для всех x1, удовлетворяющих условию
d1(x1,a1)<δ, имеем

v0 =
11

lim
ax →

u(x1) =
11

lim
ax →

f(x1,a2) =
11

lim
ax → 22

lim
ax →

f(x1,x2) =
2211 ,

lim
axax →→

f(x1,x2).



82

Согласно определению (3.16) это означает, что v0 является и пределом функции
v=f(x1,x2) при x→a. Отсюда также следует, что неравенство (3.15) справедливо
для всех точек х∈Оδ (a), а значит, и таких, для которых x1=a1. Иными словами,
для любого ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех точек х2, удовлетво-
ряющих условию d2(x2,a2)<δ, выполняется неравенство dV(f(а1,x2),v0)<ε. Таким
образом, v0 есть предел функции w(x2)=f(а1,x2) при x2→a2 и

v0 =
22

lim
ax →

w(x2) =
22

lim
ax →

f(а1,x2) =
22

lim
ax →

(
11

lim
ax →

f(x1,x2)) =
2211 ,

lim
axax →→

f(x1,x2).

В силу существования пределов 
11

lim
ax →

f(x1,x2) = f(a1,x2) и 
22

lim
ax →

f(x1,x2) = f(x1,a2) они

единственны, а следовательно, единственен и предел v0. ■
Отметим следующее обстоятельство. Как известно, последовательность

{xn} есть функция xn=f(n) одного аргумента n∈N с областью определения Х.
Двойная последовательность {xnm} представляет собой функцию xnm=f(n,m) двух
аргументов n,m∈N, которая принимает значения на множестве Х. С этой точки
зрения определения (1.24), (1.25) пределов одинарной и двойной последова-
тельностей, данные в разделе 1.4, совпадают с определениями (3.01), (3.02),
(3.15), (3.16) пределов функций одной и двух переменных.

Функция v=f(x1,x2), определенная в δ-окрестности Оδ (a) точки a=(a1,a2),
называется непрерывной в точке а, если ее предел в точке a существует и равен
ее значению в этой точке

2211 ,
lim

axax →→
f(x1,x2) = f(a1,a2) = f(

11
lim

ax →
x1,

22
lim

ax →
x2). (3.17)

Здесь введено обозначение
ii ax →

lim xi =ai (i=1,2) для условия x→a.

Функция v=f(x1,x2) называется непрерывной в точке а=(a1,a2) по перемен-
ной x1, если функция u(x1)=f(x1,a2) непрерывна в точке x1=a1. Функция v=f(x1,x2),
непрерывная в точке а=(a1,a2) по каждой из переменных, сама может не быть
непрерывной по совокупности всех переменных. Достаточные условия непре-
рывности функции v=f(x1,x2) в точке а=(a1,a2) формулируются так.

Т е о р е м а  3.9.   Если функция v=f(x1,x2), определенная в δ-окрестности
Оδ (a) точки a=(a1,a2), непрерывна по каждой из переменных в точках x1=a1,
x2=a2 и равномерно непрерывна по крайней мере по одной из переменных, то
она непрерывна и в точке а.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Практически полностью совпадает с приведен-
ным в теореме 3.8 и сводится к доказательству существования и равенства каж-
дого из пределов 

2211 ,
lim

axax →→
f(x1,x2), 

22
lim

ax →
f(a1,x2), 

11
lim

ax →
f(x1,a2) функции v=f(x1,x2)

ее значению f(a1,a2) в точке a=(a1,a2). ■
Равносильное (3.17) определение непрерывности функции v=f(x1,x2) в

точке a=(a1,a2) можно дать с помощью понятия сходимости последовательно-
сти. Полагая, что последовательности аргументов {xn1} и {xn2} функции
v=f(x1,x2) сходятся при п→∞ соответственно к пределу a1 по метрике d1 и к пре-
делу a2 по метрике d2, условие (3.17) непрерывности функции двух переменных
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можно записать в виде, совпадающем с соотношением (1.30) для функции од-
ной переменной:

∞→n
lim f(xn1,xn2) = f(a1,a2) = f(

∞→n
lim xn1,

∞→n
lim xn2). (3.18)

Как и в случае функции одной переменной, из соотношений (3.17), (3.18) выте-
кает возможность перестановки символов функции и предела для непрерывных
функций двух переменных.

Напомним, что прямое произведение U=Х1×Х2 двух метрических про-
странств (Х1,d1) и (Х2,d2), на котором определена функция v=f(x1,x2), в общем
случае не является метрическим пространством. Однако, как показано в разделе
1.3, множество U=Х1×Х2 можно метризовать, если ввести на множестве U рас-
стояние dU(x,a) между точками х=(x1,x2) и a=(a1,a2) по одной из формул (1.21)-
(1.23). Тогда функцию двух переменных v=f(x1,x2) можно считать функцией
v=f(x) от точки х и определять для нее понятия предела и непрерывности так же,
как для функции одной переменной. Так, на языке «δ-ε» непрерывность функ-
ции v=f(x) в точке а означает, что для любого ε>0 существует число δ>0 такое,
что для всех точек х∈U, удовлетворяющих условию dU(x,a)<δ, выполняется не-
равенство

dV(f(x), f(a))=dV(f(x1,x2), f(a1,a2))<ε. (3.19)
Это определение непрерывности функции v=f(x1,x2) равносильно предыдущим.

Очевидно, что δ-окрестность Оδ (a) точки a=(a1,a2), которая на множестве
U=Х1×Х2 определяется двумя условиями d1(x1,a1)<δ  и d2(x2,a2)<δ, в метрическом
пространстве U=Х1×Х2 может быть определена одним равносильным условием.
Это условие с учетом гомеоморфизма метрик dU∞, dU1 и dU2, заданных выраже-
ниями (1.21)-(1.23), имеет вид dUk(x,a)<ckδ, где c∞=1, c1=2 и c2= 2 .

Аналогично случаю одной переменной будем говорить, что функция
v=f(x1,x2) непрерывна на пространстве U=Х1×Х2, если она непрерывна в каждой
точке x=(x1,x2) множества U, и равномерно непрерывна на метрическом про-
странстве U=Х1×Х2, если для любого ε>0 существует число δ>0 такое, что для
всех пар точек x,y∈U, удовлетворяющих условию dU(x,y)<δ, выполняется нера-
венство

dV(f(x), f(y)) = dV(f(x1,x2), f(y1,y2)) < ε.  (3.20)
Подобным же образом определяются понятия предела и непрерывности в

случае функции многих переменных. Сформулируем эти условия применитель-
но к сложной функции вида z=h(x1,...,xn)=g(f1(x1,...,xn),...,fk(x1,...,xn)). Если суще-
ствуют пределы 

ax→
lim fj(x)=bj, где x=(x1,...,xn), a=(a1,...,an), j=1,...,k, и функция

g(y1,...,yk), где yj =fj(x), непрерывна в точке b=(b1,...,bk), то существует и предел

ax→
lim g(f1(x),...,fk(x))=g(b). Если, кроме того, каждая из функций yj =fj(x) непрерыв-

на в точке a=(a1,...,an), то и сложная функция z=h(x)=g(f1(x),...,fk(x)) непрерывна в
точке а и 

ax→
limh(x)=h(а)=g(f1(а),...,fk(а)). Непрерывность функций многих пере-

менных вида (3.08) устанавливается аналогично.
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З а м е ч а н и е.   Всякая непрерывная функция n переменных может быть
представлена как суперпозиция непрерывных функций двух переменных (тео-
рема Колмогорова-Арнольда, доказавшая решение 13 проблемы Гильберта). □

Когда области определения и значений функции являются множествами
действительных чисел R, введенные выше определения пределов и непрерыв-
ности функций совпадают с принятыми в математическом анализе.

Исследуем теперь более детально свойства самой метрики dX(x1,x2), рас-
сматривая ее как функцию двух переменных, которая определена на метриче-
ском пространстве U=(Х×Х, dU), где Х также метрическое пространство, и при-
нимает значения на множестве неотрицательных действительных чисел R+.
Сравнение выражений (1.30) и (3.18) показывает, что метрика dX(x1,x2), заданная
на множестве U=Х×Х, является непрерывной функцией wi =fi(x) по каждой из
переменных x1 и x2 в точках x1=a1 и x2=a2 метрического пространства (Х,dX) и
непрерывной функцией v=f(x1,x2) двух переменных в соответствующей точке
a=(a1,a2) метрического пространства (U,dU). Более того, справедливы следую-
щие утверждения.

Т е о р е м а  3.10.   Метрика v=dX(x1,x2), непрерывная по каждой из пере-
менных на метрическом пространстве Х, непрерывна и на метрическом про-
странстве U=(Х×Х, dU).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть метрика v=dX(x1,x2) непрерывна в некото-
рой точке a=(a1,a2)∈U=Х×Х по каждой из переменных x1 и x2, но не непрерывна
по обеим переменным. Тогда для любого ε>0 найдется δ-окрестность Оδ (a)
точки a такая, что в ней существуют пределы 

11
lim

ax →
dX(x1,a2) при dX(x2,a2)<δ и

22
lim

ax →
dX(a1,x2) при dX(x1,a1)<δ, но условие (3.19) не выполняется, то есть

dR(dX(x1,x2), dX(a1,a2)) = |dX(x1,x2)−dX(a1,a2)| ≥ ε.
В то же время, принимая во внимание неравенство четырехугольника

(1.14), имеем
|dX(x1,x2)−dX(a1,a2)| ≤ dX(x1,a1)+dX(x2,a2) < 2δ .

Полагая 2δ =ε, получаем противоречие со сделанным допущением. ■
З а м е ч а н и е.   В отличие от теоремы 3.9 для непрерывности метрики

dX(x1,x2), заданной на прямом произведении U=Х×Х метрического пространства,
не требуется ее равномерной непрерывности хотя бы по одной переменной. □

Т е о р е м а  3.11.   Метрика v=dX(x1,x2), равномерно непрерывная по ка-
ждой из переменных на метрическом пространстве Х, равномерно непрерывна
и на метрическом пространстве U=(Х×Х, dU).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Повторяет доказательство предыдущей теоремы
применительно ко всем произвольным парам точек x=(x1,x2) и y=(y1,y2) метриче-
ского пространства U=(Х×Х, dU) и неравенству (3.20). ■

В частности, из теоремы 3.11, выражения (1.05) для метрики Евклида
dЕ2(x,y)= 2

22
2

11 )()( yxyx −+− и непрерывности функций двух переменных
vi=(xi−yi)2 вытекает
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С л е д с т в и е  3.11.А.   Метрика Евклида dЕ2 является равномерно не-
прерывной функцией на числовой плоскости E2=(R2,dЕ2).

Справедливо и более общее утверждение.
Т е о р е м а  3.12.   Метрика v=dX(x1,x2) равномерно непрерывна на мет-

рическом пространстве U=(Х×Х, dU) тогда и только тогда, когда она непре-
рывна на этом пространстве.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть метрика v=dX(x1,x2) непрерывна на метри-
ческом пространстве U=(Х×Х, dU), но не равномерно непрерывна на нем. Тогда
для любого числа δ>0 в пространстве U найдутся точки x=(x1,x2) и y=(y1,y2) та-
кие, что dX(x,y)<δ, но условие (3.20) при некотором ε>0 не выполняется

dR(dX(x1,x2), dX(y1,y2)) = |dX(x1,x2)−dX(y1,y2)| ≥ ε.
С другой стороны, принимая во внимание неравенство четырехугольника

(1.14), имеем
|dX(x1,x2)−dX(y1,y2)| ≤ dX(x1,y1)+dX(x2,y2) = dX(x1,y1)+dX(x2,y2) < 2δ .

Полагая 2δ =ε, получаем противоречие со сделанным допущением.
Необходимость условий теоремы доказана. А их достаточность следует

из непрерывности любой равномерно непрерывной функции. ■
З а м е ч а н и е.   Теорема 3.12 напоминает теорему 3.3 для замкнутого

ограниченного пространства и теорему 3.6 для компактного пространства, од-
нако не требует наличия этих свойств у метрического пространства U=Х×Х. □

3.5. Сходимость и предел последовательности функций.   Рассмотрим
последовательность функций {yn}, yn=fn(x), п=1,2,..., заданных на произвольном
множестве Х и принимающих значения на метрическом пространстве (Y,dY).
Сходимость последовательности функций {yn} в пространстве (Y,dY) определя-
ется аналогично сходимости последовательности {xn} элементов множества в
пространстве (X,dX).

Будем говорить, что последовательность функций {fn(x)}, п=1,2,... имеет
предел f0(x) в точке х множества X, если для любого ε>0 существует зависящее
от x натуральное число N=N(x) такое, что для всех номеров n>N расстояние ме-
жду значениями функций fn(x) и f0(x) в точке х удовлетворяет неравенству

dY(fn(x), f0(x)) < ε. (3.21)
В этом случае говорят также, что последовательность функций {fn(x)} сходится
к пределу f0(x) в точке х при п→∞, и пишут fn(x)→f0(x) или

∞→n
lim fn(x) = f0(x). (3.22)

Условие (3.22) сходимости последовательности функций {fn(x)} к пределу f0(x)
при п→∞, очевидно, равносильно условию сходимости последовательности
расстояний {dY(fn(x), f0(x))} к нулю:

∞→n
lim dY(fn(x), f0(x)) = 0. (3.23)

Последовательность функций {fn(x)} называется сходящейся в себе или
фундаментальной последовательностью, если для любого ε>0 существует на-
туральное число N такое, что для всех номеров n,l>N расстояние между точка-
ми xn и xl удовлетворяет неравенству
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dY(fn(x), fl(x)) < ε,   (3.24)
которое равносильно условию dY(fn(x), fl(x))→0 при п,l→∞ или

∞→ln,
lim dY(fn(x), fl(x)) = 0. (3.25)

Последовательности функций {fn(x)} обладают такими же свойствами, как
и последовательности элементов множества {xn}. В частности, последователь-
ность функций {fn(x)} будем называть возрастающей или неубывающей и обо-
значать как fn(x)↑, если для любого x∈Х выполняется неравенство fn(x)<fm(x) или
fn(x)≤fm(x) при п<m, и соответственно убывающей или невозрастающей и обо-
значать как fn(x)↓, если fn(x)>fm(x) или fn(x)≥fm(x) при п<m. Сходимость таких по-
следовательностей функций {fn(x)} к пределу f0(x) при п→∞ будем записывать
символически как fn(x)↑f0(x) или fn(x)↓f0(x).

Последовательность функций {fn(x)} называется равномерно сходящейся
на множестве Х к пределу f0(x), если неравенство (3.21) выполняется в каждой
точке х множества Х и число N(x) не зависит от x. Условие равномерной сходи-
мости последовательности функций {fn(x)} к пределу f0(x) равносильно требо-
ванию

Xx∈
sup dY(fn(x), f0(x)) < ε (3.26)

или

∞→n
lim

Xx∈
sup dY(fn(x), f0(x)) = 0. (3.27)

П р и м е р  3.5.   Любая стационарная последовательность постоянных
функций {fn(x)}, где fn(x)=y0, п=1,2,…, y0 – фиксированная точка пространства Y,
является последовательностью, равномерно сходящейся на множестве Х к пре-
делу y0. ◘

Для равномерной сходимости последовательности функций {fn(x)} необ-
ходимы и достаточны следующие условия.

Т е о р е м а  3.13.   Последовательность функций {fn(x)}, п=1,2,..., опреде-
ленных на множестве Х и принимающих значения на полном метрическом про-
странстве (Y,dY), равномерно сходится на множестве Х тогда и только то-
гда, когда для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что для
всех номеров n,l>N выполняется неравенство

Xx∈
sup dY(fn(x), fl(x)) < ε (3.28)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть последовательность функций {fn(x)}
равномерно сходится на множестве Х к функции f0(x). Тогда для любого ε>0
найдется число N такое, что для всех номеров n,l>N и всех точек х∈Х справед-
ливы неравенства dY(fn(x), f0(x))<ε  и dY(fl(x), f0(x))<ε. Отсюда по неравенству
треугольника (1.03) имеем

dY(fn(x), fl(x)) ≤ dY(fn(x), f0(x)) + dY(fn(x), f0(x)) < 2ε
для любых точек х∈Х, и следовательно, выполняется неравенство (3.28). Необ-
ходимость условия доказана.

2º. Пусть теперь неравенство (3.28) выполняется в некоторой точке x0
множестве Х. Согласно определению (1.28) это означает, что последователь-
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ность элементов {fn(x0)} фундаментальна. В силу полноты пространства Y лю-
бая фундаментальная последовательность сходится на нем к пределу

∞→l
lim fl(x0)=f0(x0), являющемуся элементом этого же пространства. Так как точка

x0∈Х выбрана произвольно, то предел 
∞→l

lim fl(x)=f0(x) существует для всех точек

х∈Х. Переходя в неравенстве (3.28) к пределу при l→∞ и фиксированном номе-
ре n, получаем с учетом свойства (1.30) условие (3.26)

∞→l
lim

Xx∈
sup dY(fn(x), fl(x)) =

Xx∈
sup dY(fn(x), f0(x)) < ε.

Достаточность условия (3.28) и теорема в целом доказаны. ■
Условия равномерной сходимости последовательности функций {fn(x)}

можно сформулировать и иначе. Последовательность функций {fn(x)} равно-
мерно сходится на множестве Х к пределу f0(x) в том и только том случае, если
имеется такая числовая последовательность {bn}, что 

∞→n
lim bn=0 и существует та-

кой номер N, начиная с которого для всех номеров n>N и всех точек х∈Х вы-
полняется неравенство dY(fn(x), f0(x))≤bn.

П р и м е р  3.6.   Последовательность функций {fn(x)}, где fn(x)=xn,
п=1,2,…, равномерно сходится к пределу f0(x)=0 на открытом интервале (0,1)
числовой прямой E1=(R,dЕ1) по метрике dЕ1=|x − y| и не сходится равномерно на
замкнутом интервале [0,1]=R01, поскольку f0(1)=1. ◘

Предел сходящейся (но не равномерно) последовательности непрерывных
функций не обязательно является непрерывной функцией. Однако при равно-
мерном предельном переходе непрерывные функции остаются непрерывными.

Т е о р е м а  3.14.   Предел f0(x) равномерно сходящейся на пространстве
Х последовательности {fn(x)}, п=1,2,... непрерывных функций есть функция, не-
прерывная на этом пространстве, причем

0
lim

xx→
f0(x) =

0
lim

xx→ ∞→n
lim fп(x) =

∞→n
lim

0
lim

xx→
fп(x) =

∞→n
lim fп(x0) = f0(x0). (3.29)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Согласно условию (3.26) равномерной сходимо-
сти последовательности функций {fn(x)} на множестве Х к пределу f0(x) для лю-
бого ε>0 найдется число N такое, что для всех номеров n≥N и всех точек х∈Х
выполняется неравенство dY(fn(x), f0(x))<ε, в том числе справедливы неравенства
dY(fN(x), f0(x))<ε  и dY(fN(x0), f0(x0))<ε. Так как функция fN(x) непрерывна в точке
x0, то для ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех точек х∈Х, удовлетво-
ряющих условию dX(x, x0)<δ, выполняется неравенство dY(fN(x), fN(x0))<ε. Тогда
по неравенству треугольника (1.03) имеем

dY(f0(x), f0(x0)) ≤ dY(f0(x), fN(x)) + dY(fN(x), fN(x0)) + dY(fN(x0), f0(x0)) < 3ε,
что и означает непрерывность функции f0(x) в точке x0, а в силу ее произвольно-
сти и на всем пространстве Х. ■

Из теоремы 3.14 вытекает
С л е д с т в и е  3.14.А.   Предел f0(x) равномерно сходящейся на множе-

стве X последовательности {fn(x)}, п=1,2,... функций, равномерно непрерывных
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на пространстве X, есть функция, равномерно непрерывная на этом про-
странстве.

Функция y=f(x) называется ограниченной, если существуют число cf >0,
зависящее, вообще говоря, от функции f, и некоторая фиксированная точка y0

пространства Y такие, что для любой точки x∈Х выполняется неравенство
dY(f(x), y0) ≤ cf , (3.30)

и равномерно ограниченной, если существует такое не зависящее от f число c>0,
что неравенство (3.30) одновременно выполняется для всех x∈Х и всех функций
y=f(x) из некоторого семейства. Семейство M ограниченных функций можно
превратить в метрическое пространство, определив метрику как

dM(f(x), g(x)) =
Xx∈

sup dY(f(x), g(x)).

Из определений (3.26) и (3.30) следует, что последовательность {fn(x)}, п=1,2,...
ограниченных функций, равномерно сходящихся на множестве X, сходится и на
пространстве (M,dM).

Нетрудно проверить, что если пространство (Y,dY) полное, то и (M,dM)
также полное пространство [ЛС65]. Из теоремы 3.14 следует, что семейства не-
прерывных и равномерно непрерывных на пространстве Х функций содержат
свои предельные точки. Поэтому они являются замкнутыми множествами в
метрическом пространстве (M,dM) ограниченных функций.

3.6. Сходимость и предел последовательности множеств.   Рассмотрим
теперь особенности сходимости функций, областью значений которых являют-
ся семейства множеств. Ограничим наше рассмотрение только одним, но край-
не важным видом отображений, а именно, последовательностью множеств.

По аналогии с последовательностью {xn} элементов множества X будем
называть последовательностью множеств {Аn}, n=1,2,… функцию g, задаю-
щую отображение g: N→A  множества натуральных чисел N на некоторое се-
мейство множеств A . В качестве такого семейства A  обычно берется σ-кольцо
Kσ  или σ-алгебра S  множеств.

В традиционном определении (1.25) предела x0 сходящейся последова-
тельности точек {xn} предполагается, что {xn} является функцией, заданной на
метрическом пространстве натуральных чисел N1=(N,dЕ1) и принимающей зна-
чения на метрическом пространстве (X,d). Поэтому условие сходимости после-
довательности xn→x0 равносильно условию сходимости расстояния d(xn,x0)→0
при п→∞. В отличие от этого последовательность множеств {Аn} есть функция,
которая задана на метрическом пространстве натуральных чисел N1=(N,dЕ1) и
принимает значения на семействе множеств A , не являющемся в общем случае
метрическим пространством. Введем определение сходимости последователь-
ности множеств к пределу, не прибегая к понятию метрики, подобно тому, как
определяется непрерывность отображения пространств.

Будем говорить, что последовательность множеств {An} сходится к пре-
делу A при п→∞, если множество A существует и найдется натуральное число N
такое, что для всех номеров n>N каждый элемент x множества A принадлежит
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всем множествам An, а каждый элемент х объединения множеств Un>N An, не
принадлежащий множеству A, содержится лишь в конечном числе множеств An.
Сходимость последовательности множеств {An} к пределу A будем записывать
символически как An→A или

∞→n
lim An = A. (3.31)

Нижним пределом последовательности множеств {An} называется мно-
жество

A=
∞→n

lim An =UI
∞

=

∞

=
+

1 0n s
snA , (3.32)

cостоящее из элементов х∈А, которые принадлежат почти всем множествам An,
за исключением конечного числа множеств An. Верхним пределом последова-
тельности множеств {An} называется множество

A=
∞→n

lim An =IU
∞

=

∞

=
+

1 0n s
snA , (3.33)

cостоящее из элементов х∈А, которые принадлежат бесконечному числу мно-
жеств An. Очевидно, что всегда выполняется условие limАn ⊆ limАn. Множество
A является пределом последовательности {An}, когда нижний A  и верхний A
пределы последовательности совпадают, и A=limАn=limАn [KM67].

З а м е ч а н и е.   Мы используем одно и то же обозначение A  и для верх-
него предела последовательности {An}, и для дополнения множества A, что
обычно понятно из контекста и не должно приводить к недоразумениям. □

В общем случае из сходимости последовательности множеств {An} к пре-
делу A не следует, что числовая последовательность {|An|}, состоящая из мощ-
ностей множеств An, также должна сходится к какому-нибудь пределу, в част-
ности, к мощности |A| множества A. Будем говорить, что последовательность
множеств {An} абсолютно сходится к пределу A при п→∞, если предел A суще-
ствует и, кроме того, выполняется условие

∞→n
lim |An| = |A| =|

∞→n
lim An |. (3.34)

Всякая абсолютно сходящаяся последовательность множеств {An} сходится.
Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Определение (3.31) сходимости последовательности множеств {An} к
пределу A не связано впрямую со сходимостью расстояния между множества-
ми. Вместе с тем и для множеств можно дать определение сходимости, похожее
на определение сходимости для последовательности точек {xn}, если симмет-
рическую разность множеств взять в качестве своеобразного аналога расстоя-
ния. Последовательность множеств {An} назовем сходящейся к пределу A при
п→∞, если множество A существует и выполняется условие

∞→n
lim (An∆A) = ∅, (3.35)

и абсолютно сходящейся к пределу A при п→∞, если дополнительно

∞→n
lim |An∆A| = 0. (3.36)
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Ввести такие определения позволяет следующее утверждение [KM67].
Т е о р е м а  3.15.   Определения 

∞→n
lim An=A и 

∞→n
lim (An∆A)=∅ сходимости

последовательности множеств {An} к пределу A равносильны.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть предел (3.35) существует. Тогда, в си-

лу свойства идентичности  симметрической разности множеств A∆B=∅ при
A=B, для каждого элемента x при n>N условия х∈Аn и х∈А будут равносильны.
А значит, согласно определению (3.32) х∈ limАn. Если элемент х∈ limАn, то
х∈Аn для всех значений n. Поэтому при n>N будет выполняться включение
limАn⊆А⊆ limАn. Поскольку условие limАn⊆ limАn выполняется всегда, то сле-
довательно, имеем limАn=A=limАn, и определение (3.31) справедливо.

2°. Пусть теперь существует предел (3.31), а следовательно, имеет место
соотношение limАn⊆А⊆ limАn. Если элемент х∈А, то х∈ limАn, и тогда х∈Аn при
n>N. Если элемент х∉А, то х∉ limАn, и тогда х∉Аn при n>N. Таким образом, при
n>N условия х∈Аn и х∈А равносильны, и справедливо определение (3.35). ■

Из теоремы 3.15 следует, что определение (3.35) сходимости последова-
тельности множеств {An} к пределу A при п→∞ можно записать также в таком
эквивалентном виде

(
∞→n

lim An)∆A =
∞→n

lim (An∆(
∞→n

lim An)) = ∅. (3.37)

Из определений (3.31)-(3.37) пределов последовательности множеств вытекает
следующее соотношение: ( limАn)∆A⊆( limАn)∆A⊆ lim (Аn∆A) [KM67]. Обратные
включения в общем случае неверны.

Таким образом, симметрическая разность A∆B двух множеств может быть
условно принята за некую эрзац-псевдометрику, а ее мощность |A∆B| можно
считать псевдометрикой на семействе множеств A . Действительно, симметри-
ческая разность множеств имеет свойства, напоминающие свойства псевдомет-
рики dX. А именно: симметрическая разность множеств коммутативна
A∆B=B∆A и идентична A∆A=∅, что похоже на такие свойства псевдометрики
как симметрия (1.01) dX(x,y)=dX(y,x) и совпадение (1.34) dX(x,x)=0. Для произ-
вольных множеств выполняется включение

A∆В⊆(A∆С)U (В∆С), (3.38)
играющее роль неравенства треугольника (1.03). Убедимся в этом. Пусть точка
x∈A∆В. По определению симметрической разности множеств либо x∈А и x∉В,
либо x∉А и x∈В. Допустим, что x∈А и x∉В. Если, кроме того, x∈С, то x∈В∆С;
если x∉С, то x∈А∆С. Пусть теперь x∉А и x∈В. Если x∈С, то x∈А∆С; если x∉С,
то x∈В∆С. Итак, точка x принадлежит хотя бы одному из множеств А∆С или
В∆С, то есть по определению объединения множеств x∈(А∆С)U (В∆С).

В свою очередь, мощность симметрической разности множеств обладает
всеми присущими псевдометрике свойствами: она является неотрицательной
действительной функцией |A∆B|≥0, причем из A=B следует |A∆A|=0, она сим-
метрична |A∆B|=|B∆A|, она удовлетворяет неравенству треугольника (1.03) в си-
лу условия (3.38) и известного правила подсчета мощностей множеств
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|AUB|+|AIB|=|A|+|B|. В дальнейшем будет показано, что понятие сходимости
последовательности множеств может быть задано и на метрических простран-
ствах множеств, где метрики выражаются разными функциями симметрической
разности множеств, удовлетворяющими аксиоматике (1.01)-(1.03).

Всякое множество А⊆Х может быть представлено своей характеристиче-
ской функцией χA(x), x∈Х, которая принимает значения 0 и 1 на метрическом
подпространстве числовой прямой E1=(R,dЕ1) с метрикой dЕ1(x,y)=|x−y|. Спра-
ведливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  3.16.   Последовательность множеств {Аn}, являющихся
подмножествами множества X, сходится при п→∞ к пределу А тогда и толь-
ко тогда, когда последовательность { )(x

nAχ } характеристических функций
множеств Аn сходится к характеристической функции χA(x) множества А.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть последовательность множеств {Аn}
сходится при п→∞ к пределу А. Согласно определению (3.31) предела последо-
вательности множеств существует число N такое, что для всех номеров n>N ка-
ждый элемент x∈A принадлежит всем множествам An. Из соотношения (3.35)
для таких номеров n и элементов x имеем 

∞→n
lim )(xAAn∆

χ =0. Учитывая определе-

ние характеристической функции симметрической разности множеств и опре-
деление предела последовательности функций, получаем искомое условие
(3.23) сходимости последовательности функций { )(x

nAχ } к пределу χA(x) при
п→∞:

∞→n
lim )(xAAn∆

χ =
∞→n

lim | )(x
nAχ −χA(x)| =

∞→n
lim dЕ1( )(x

nAχ ,χA(x)) = 0.

2°. Пусть теперь последовательность { )(x
nAχ } сходится при п→∞ к пре-

делу χA(x) в точке x∈Х. Согласно определению (3.23) предела последовательно-
сти функций существует число N(x) такое, что для всех номеров n>N(x) в каж-
дой точке х∈X выполняется условие

∞→n
lim dЕ1( )(x

nAχ ,χA(x)) =
∞→n

lim | )(x
nAχ −χA(x)| =

∞→n
lim )(xAAn∆

χ = 0.

Возьмем такие элементы x и числа N(x), чтобы при n>N(x) элемент x∈A принад-
лежал всем множествам An, а элемент х∉A содержался лишь в конечном числе
множеств An. Полагая для таких элементов х число N=

Ax∈
max N(x) и )(x

nAχ =χA(x)

для всех номеров n>N, получаем искомое условие (3.35) сходимости последова-
тельности множеств An к пределу A при п→∞. ■

Как известно, мощность любого множества выражается суммой его ха-
рактеристических функций |A|=Σх∈X χA(x). В таком случае имеем

С л е д с т в и е  3.16.А.   Последовательность множеств {Аn}, являю-
щихся подмножествами множества X, абсолютно сходится при п→∞ к преде-
лу А тогда и только тогда, когда ряд Σх∈X )(x

nAχ  сходится к пределу Σх∈X χA(x).
Последовательности множеств {An} обладают многими свойствами, ана-

логичными свойствам последовательностей элементов множеств {xn}. Так, на-
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зовем стационарной такую последовательность множеств {Аn}, члены которой
удовлетворяют условию Аn=А для всех n=1,2,… Очевидно, что все члены ста-
ционарной последовательности множеств имеют одну и ту же мощность
|An|=|A|. Из определений пределов (3.35), (3.36) и теоремы 3.15 вытекает, что
всякая стационарная последовательность множеств {Аn} сходится и абсолютно
сходится к пределу 

∞→n
lim Аn=А.

Последовательность множеств {An} будем называть возрастающей (не-
убывающей), если ее члены удовлетворяют условию

Ai⊂Ai+1 (Ai⊆Ai+1), (3.39)
и убывающей (невозрастающей), если выполняется условие

Ai⊃Ai+1 (Ai⊇A i+1), (3.40)
что символически обозначим как Аn↑ и Аn↓. Возрастающая и убывающая по-
следовательности называются строго монотонными, а невозрастающая и не-
убывающая – монотонными последовательностями. Очевидно, что всякая мо-
нотонная последовательность множеств {Аn} может также рассматриваться как
семейство множеств A, линейно упорядоченное отношением включения ⊆ или
строгого включения ⊂. Для строго монотонных последовательностей множеств
выполняются следующие утверждения.

Т е о р е м а  3.17.   Предел возрастающей последовательности мно-
жеств A1⊂…⊂An⊂… равен объединению членов последовательности An

∞→n
lim An = A0 = U

∞

=1n
nA . (3.41)

Предел убывающей последовательности множеств A1⊃…⊃An⊃… равен пере-
сечению членов последовательности An

∞→n
lim An = A0 = I

∞

=1n
nA . (3.42)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Формула (3.41) вытекает непосредственно из
определения (3.31) предела последовательности множеств. Пусть теперь имеет-
ся убывающая последовательность множеств A1⊃…⊃An⊃… Перейдем к допол-
нениям множеств An до множества А1 и положим B0=A1\A0, Bn=A1\An. Тогда по-
следовательность множеств B1⊂...⊂Bn⊂... возрастает и согласно формуле (3.41)

ее предел 
∞→n

lim Bn=B0=U
∞

=1n
nB  или A1\A0=U

∞

=1
1 )\(

n
nAA  Отсюда, учитывая условия

двойственности (законы де Моргана) для объединения и пересечения множеств,
получаем формулу (3.42). ■

Воспользовавшись соотношением A1UA2=A1U (A2\A1)=A2U (A1\A2), фор-
мулы (3.41) и (3.42) можно представить в виде следующих объединений попар-
но не пересекающихся (дизъюнктных) множеств:

А0 = A1U (A2\A1)U…U (An\An−1)U…= A1U [ U
∞

=
−

2
1)\(

k
kk AA ], (3.43)

A1 = А0U (A1\A2)U…U (An−1\An)U…= А0U [ U
∞

=
−

2
1 )\(

k
kk AA ]. (3.44)
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Сходимость монотонно возрастающей и убывающей последовательно-
стей множеств {An} к пределам A0 и A0 будем символически записывать соот-
ветственно как An↑A0 и An↓A0 при п→∞. Напомним, что каждый элемент х∈А0

принадлежит по крайней мере одному из множеств An.
Мощности членов An монотонных последовательностей множеств обра-

зуют числовые последовательности {|An|}, которые сами могут не быть моно-
тонными и даже сходящимися последовательностями. Для абсолютно сходя-
щихся монотонных последовательностей множеств {An} при i<j справедливы
соответственно следующие строгие и нестрогие неравенства:

|Ai|<|Aj| (|Ai|≤|Aj|)   и   |Ai|>|Aj| (|Ai|≥|Aj)|).
П р и м е р  3.7.   Последовательность множеств {An}, где An={x | x≥n,

x,n∈N}={n, n+1, n+2,...}, n=1,2,…, является убывающей последовательностью,
сходящейся согласно формуле (3.42) к пределу A0=∅. Каждый член An этой по-
следовательности есть множество, эквивалентное множеству натуральных чи-
сел N, и значит, |An|=ℵ0 для любого n=1,2,…Поэтому числовая последователь-
ность {|An|} мощностей множеств An стационарна. Сама же последовательность
множеств {An} не сходится абсолютно к пределу A0=∅, поскольку условие
(3.34) не выполняется. ◘

3.7. Сходимость и предел последовательности мультимножеств.
Обобщим понятия сходимости и предела последовательности множеств на
мультимножества. Функция g, задающая отображение g: N→A  множества на-
туральных чисел N на семейство мультимножеств A , называется последова-
тельностью мультимножеств {An}, где An={ )(xk

nA •x}, x∈G, n=1,2,… В каче-
стве семейства A  возьмем σ-кольцо Kσ  или σ-алгебру S  мультимножеств.

Семейство мультимножеств, порожденных доменом G={x1,x2,…}, назо-
вем кольцом K , если оно содержит сумму, разность и объединение своих муль-
тимножеств An∈K, σ-кольцом Kσ , если, кроме того, оно содержит счетное объ-
единение UnAn и счетную сумму ΣnAn мультимножеств, и σ-алгеброй S , если
оно есть σ-кольцо и содержит наибольшее мультимножество этого семейства
Z={kZ(х1)•x1, kZ(х2)•x2,…}, называемое единицей алгебры. В частности, семейст-
во P (Z) подмультимножеств какого-либо мультимножества Z есть минималь-
ная алгебра над мультимножеством Z. В роли максимального мультимножества
(универсума) Z может выступать, например, постоянное мультимножество
Z[k]={k•x1, k•x2,…} или n-мерное мультимножество X={kX(х1)•x1,…,kX(хn)•xn}.

Будем говорить, что последовательность мультимножеств {An} сходится
к пределу A при п→∞, если мультимножество А={kA(х)•x}, x∈G существует и
найдется натуральное число N такое, что для всех номеров n>N каждый элемент
x мультимножества A принадлежит всем мультимножествам An и содержится в
них в количестве не менее kA(х) экземпляров, а каждый элемент х объединения
мультимножеств Un>N An, не принадлежащий мультимножеству A, содержится
лишь в конечном числе мультимножеств An и в каждом из них лишь в конечном
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числе экземпляров. Сходимость последовательности мультимножеств {An} к
пределу A будем записывать символически как An→A или

∞→n
limAn = A. (3.45)

Нижним пределом последовательности мультимножеств {An} будем
называть мультимножество

A  = 
∞→n

limAn =UI
∞

=

∞

=
+

1 0n s
snA , (3.46)

cостоящее из элементов х∈А, которые с кратностью не меньше, чем kA(х), при-
надлежат почти всем мультимножествам An, за исключением конечного числа
мультимножеств An. Верхним пределом последовательности мультимножеств
{An} будем называть мультимножество

A  = 
∞→n

limAn =IU
∞

=

∞

=
+

1 0n s
snA , (3.47)

cостоящее из элементов х∈А, которые с кратностью не меньше, чем kA(х), при-
надлежат бесконечному числу мультимножеств An. Очевидно, что всегда вы-
полняется условие limАn ⊆ limАn. Мультимножество A является пределом по-
следовательности {An}, когда нижний A  и верхний A  пределы последователь-
ности совпадают и A=limАn =limАn.

З а м е ч а н и е.   Использование одного и того же обозначения A  для
верхнего предела последовательности {An} и дополнения мультимножества A
обычно понятно из контекста и не должно приводить к недоразумениям. □

В общем случае из сходимости последовательности мультимножеств {An}
к пределу A не следует, что числовая последовательность {|An|}, состоящая из
мощностей мультимножеств An, также должна сходится к какому-нибудь пре-
делу, в частности, к мощности |A| мультимножества A. Будем говорить, что по-
следовательность мультимножеств {An} абсолютно сходится к пределу A при
п→∞, если предел A существует и, кроме того, выполняется условие

∞→n
lim |An| = |A| =|

∞→n
limAn|. (3.48)

Всякая абсолютно сходящаяся последовательность мультимножеств {An} схо-
дится. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Аналогично множествам введем вторые определения сходимости после-
довательности мультимножеств и назовем последовательность мультимножеств
{An} сходящейся к пределу A при п→∞, если мультимножество A существует и
выполняется условие

∞→n
lim (An∆A) = ∅, (3.49)

и абсолютно сходящейся к пределу A при п→∞, если дополнительно

∞→n
lim |An∆A| = 0. (3.50)

Имеется следующий аналог теоремы 3.15.
Т е о р е м а  3.18.   Определения 

∞→n
limAn=A и 

∞→n
lim (An∆A)=∅ сходимости

последовательности мультимножеств {An} к пределу A равносильны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть предел (3.49) существует. Тогда, в си-
лу свойства идентичности симметрической разности мультимножеств A∆B=∅
при A=B, для каждого элемента x при n>N условия х∈Аn и х∈А с кратностью

)(xk
nA =kA(х) будут равносильны. А значит, согласно определению (3.46)

х∈ limАn с кратностью kA(х). Если элемент х∈ limАn с кратностью kA(х), то с той
же кратностью х∈Аn для всех значений n. Поэтому при n>N будет выполняться
включение limАn⊆А⊆ limАn. Поскольку условие limАn⊆ limАn выполняется
всегда, то следовательно, имеем limАn=A=limАn, и определение (3.45) справед-
ливо.

2°. Пусть теперь существует предел (3.45), а следовательно, имеет место
соотношение limАn⊆А⊆ limАn. Если элемент х∈А с кратностью kA(х), то с той
же кратностью х∈ limАn, и тогда х∈Аn с кратностью kA(х) при n>N. Если эле-
мент х∉А, то х∉ limАn, и тогда х∉Аn при n>N. Таким образом, при n>N условия
х∈Аn и х∈А с одинаковой кратностью )(xk

nA =kA(х) равносильны, и справедливо
определение (3.49). ■

Из теоремы 3.18 следует, что определение (3.49) сходимости последова-
тельности мультимножеств {An} к пределу A при п→∞ можно записать в таком
эквивалентном виде

(
∞→n

limAn)∆A = 
∞→n

lim (An∆(
∞→n

limAn))= ∅.   (3.51)

Из определений (3.45)-(3.51) пределов последовательности мультимножеств
вытекает также следующее соотношение: ( limАn)∆A⊆( limАn)∆A⊆ lim (Аn∆A).
Обратные включения в общем случае не верны.

Как и в случае множеств, симметрическую разность A∆B двух мультим-
ножеств можно рассматривать как некую эрзац-псевдометрику, а ее мощность
|A∆B| – как псевдометрику на семействе мультимножеств A . В самом деле,
симметрическая разность мультимножеств коммутативна A∆B=B∆A и иден-
тична A∆A=∅, что напоминает такие свойства псевдометрики как симметрия
(1.01) dX(x,y)=dX(y,x) и совпадение (1.34) dX(x,x)=0. Для произвольных мультим-
ножеств справедливо включение

A∆В⊆(A∆С)+(В∆С), (3.52)
которое в большей степени похоже на неравенство треугольника (1.03), чем
аналогичное включение (3.38) для множеств. Действительно, из определения
(0.23) симметрической разности мультимножеств имеем для ∀x∈G

kA∆B(x)=|kA(x)−kB(x)|≤|kA(x)−kC(x)|+|kB(x)−kC(x)|=kA∆C(x)+kB∆C(x)=k(A∆C)+(B∆C)(x).
Мощность симметрической разности мультимножеств имеет все свойст-

ва, присущие псевдометрике: она является неотрицательной действительной
функцией |A∆B|≥0, причем если A=B, то |A∆A|=0, она симметрична |A∆B|=|B∆A|
и удовлетворяет неравенству треугольника (1.03) согласно условию (3.52) и
правилу (0.65) подсчета мощностей мультимножеств |A+B|=|A|+|B|. Ниже мы
убедимся, что понятие сходимости последовательности мультимножеств может
быть задано и на метрических пространствах мультимножеств, где метрики вы-
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ражаются разными функциями симметрической разности мультимножеств,
удовлетворяющими всем аксиомам (1.01)-(1.03).

Напомним, что всякое мультимножество А⊆Z можно трактовать как ото-
бражение kA: G→Z+ домена G в множество неотрицательных целых чисел Z+,
которое образует метрическое пространство, являющееся подпространством
числовой прямой E1=(R,dЕ1). В таком случае справедливо следующее утвер-
ждение, аналогичное теореме 3.16 для множеств.

Т е о р е м а  3.19.   Последовательность мультимножеств {Аn}, являю-
щихся подмультимножествами мультимножества Z над доменом G, сходит-
ся при п→∞ к пределу А тогда и только тогда, когда последовательность
{ )(xk

nA } функций кратности мультимножеств Аn сходится к функции крат-
ности kA(х) мультимножества А.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть последовательность мультимножеств
{Аn} сходится при п→∞ к пределу А. Согласно определению (3.45) предела по-
следовательности мультимножеств существует число N такое, что для всех но-
меров n>N каждый элемент x∈A принадлежит всем мультимножествам An и со-
держится в них в количестве не менее kA(х) экземпляров. Из соотношения (3.49)
для таких номеров n и элементов x имеем 

∞→n
lim )(xk AAn∆

=0. Учитывая определе-

ние функции кратности симметрической разности мультимножеств и определе-
ние предела последовательности функций, получаем искомое условие (3.23)
сходимости последовательности функций { )(xk

nA } к пределу kA(x) при п→∞:

∞→n
lim )(xk AAn∆

=
∞→n

lim | )(xk
nA −kA(x)| =

∞→n
lim dЕ1( )(xk

nA ,kA(x)) = 0.

2°. Пусть теперь последовательность { )(xk
nA } сходится при п→∞ к пре-

делу kA(x) в точке х∈G. Согласно определению (3.23) предела последовательно-
сти функций существует число N(x) такое, что для всех номеров n>N(x) в каж-
дой точке х∈G выполняется условие

∞→n
lim dЕ1( )(xk

nA ,kA(x)) =
∞→n

lim | )(xk
nA −kA(x)| =

∞→n
lim )(xk AAn∆

= 0.

Возьмем такие элементы x и числа N(x), чтобы при n>N(x) элемент x∈A принад-
лежал всем мультимножествам An, а элемент х∉A содержался лишь в конечном
числе мультимножеств An. Полагая для таких элементов х число N=

A∈x
max N(x) и

)(xk
nA =kA(x) для всех номеров n>N, получаем искомое условие (3.49) сходимо-

сти последовательности мультимножеств An к пределу A при п→∞. ■
Мощность любого мультимножества определяется как сумма его функ-

ций кратности |A|=Σх∈X kA(x). В таком случае имеем
С л е д с т в и е  3.19.А.   Последовательность мультимножеств {Аn},

являющихся подмультимножествами мультимножества Z, абсолютно схо-
дится при п→∞ к пределу А тогда и только тогда, когда ряд Σх∈X )(xk

nA  схо-

дится к пределу Σх∈X kA(x).
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Последовательности мультимножеств {An} имеют те же свойства, что и
последовательности множеств {An}. Назовем стационарной такую последова-
тельность мультимножеств {Аn}, члены которой удовлетворяют условию Аn=А
для всех n=1,2,… Очевидно, что все члены стационарной последовательности
мультимножеств равномощны |An|=|A| и равноразмерны /An/=/A/. Из определе-
ний пределов (3.49), (3.50) и теоремы 3.18 вытекает, что всякая стационарная
последовательность мультимножеств {Аn} сходится и абсолютно сходится к
пределу 

∞→n
limАn=А.

Последовательность мультимножеств {An} будем называть возрастаю-
щей (неубывающей), если ее члены удовлетворяют условию

Ai⊂Ai+1 (Ai⊆Ai+1),  (3.53)
и убывающей (невозрастающей), если выполняется условие

Ai⊃Ai+1 (Ai⊇Ai+1), (3.54)
что символически обозначим как Аn↑ и Аn↓. Возрастающая и убывающая по-
следовательности называются строго монотонными, а невозрастающая и не-
убывающая – монотонными последовательностями. Очевидно, что всякая мо-
нотонная последовательность мультимножеств {Аn} представляет собой семей-
ство мультимножеств A, линейно упорядоченное отношением включения ⊆
или строгого включения ⊂.

Для строго монотонных последовательностей мультимножеств выполня-
ются следующие утверждения.

Т е о р е м а  3.20.   Предел возрастающей последовательности мульти-
множеств A1⊂…⊂An⊂… равен объединению членов последовательности An

∞→n
limAn = A0 =U

∞

=1n
nA . (3.55)

Предел убывающей последовательности мультимножеств A1⊃…⊃An⊃… ра-
вен пересечению членов последовательности An

∞→n
limAn = A0 =I

∞

=1n
nA . (3.56)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Формула (3.55) вытекает непосредственно из
определения (3.45) предела последовательности мультимножеств. Пусть теперь
имеется убывающая последовательность мультимножеств A1⊃…⊃An⊃… Пе-
рейдем к дополнениям мультимножеств An до мультимножества А1 и положим
B0=A1−A0, Bn=A1−An. Тогда последовательность B1⊂...⊂Bn⊂... возрастает и со-

гласно формуле (3.55) ее предел 
∞→n

limBn=B0=U
∞

=1n
nB  или A1−A0=U

∞

=
−

1
1 )(

n
nAA  Отсю-

да, учитывая условия (0.45) двойственности для объединения и пересечения
мультимножеств, получаем формулу (3.56). ■

Сходимость монотонно возрастающей и убывающей последовательно-
стей мультимножеств {An} к пределам A0 и A0 будем символически записывать
соответственно как An↑A0 и An↓A0 при п→∞. Напомним, что каждый элемент
х∈А0 в выражении (3.41) принадлежит с кратностью kA0(х) по крайней мере од-
ному из мультимножеств An.
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Мощности членов An монотонных последовательностей мультимножеств
образуют числовые последовательности {|An|}, которые, как и для множеств,
сами могут не быть монотонными и даже сходящимися последовательностями.
Для абсолютно сходящихся монотонных последовательностей мультимножеств
{An} при i<j справедливы соответственно следующие строгие и нестрогие нера-
венства:

|Ai|<|Aj| (|Ai|≤|Aj|)   и   |Ai|>|Aj| (|Ai|≥|Aj)|).
П р и м е р  3.8.   Последовательность мультимножеств {An}, где

Аn={ )(xk
nA •x | x≥n, )(xk

nA =k=const, x,n,k∈N}={kn, k(n+1), k(n+2),...}, n=1,2,…,
является убывающей последовательностью, сходящейся согласно формуле
(3.56) к пределу A0=∅. Каждый член An этой последовательности является по-
стоянным мультимножеством высоты k, которое можно представить как репро-
дукцию вида k•An множества An={x | x≥n, x,n∈N}={n, n+1, n+2,...} (пример 3.7).
Таким образом, мультимножество An S-эквивалентно множеству An, которое в
свою очередь эквивалентно множеству натуральных чисел N, а значит, An есть
счетное мультимножество, и |An|=ℵ0 для любого n=1,2,…. Поэтому числовая
последовательность {|An|} мощностей мультимножеств An стационарна. Сама
же последовательность мультимножеств {An} не сходится абсолютно к пределу
A0=∅, поскольку условие (3.48) не выполняется. ◘

При переходе от мультимножеств к множествам выражения (3.45)-(3.56)
превращаются в соответствующие им выражения (3.31)-(3.42). Формулы (3.55)
и (3.56) не удается представить в виде, аналогичном формулам (3.43), (3.44),
как объединения разностей мультимножеств.
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Глава 4
Пространства с мерой множества

4.1. Мера множества.   Во многих разделах математики важную роль иг-
рает особая функция множества – мера, представляющая собой некую величи-
ну, которая интуитивно ассоциируется с «массивностью» множества и зависит
от общего числа его элементов. Понятие меры множества возникло из теории
функций действительной переменной как обобщение понятий длины отрезка,
площади плоской фигуры, объема пространственного тела. Существует не-
сколько различных подходов к определению меры множества. В ряде случаев
мера множества совпадает с его мощностью. В теории вероятностей мера мно-
жества интерпретируется как вероятность наступления события.

Действительная функция f:A →R, определенная на семействе A  под-
множеств некоторого множества X, называется конечно-аддитивной или просто
аддитивной, если для любой конечной совокупности попарно не пересекаю-
щихся (дизъюнктных) множеств АiIАj=∅, i≠j, Аi,Аj∈A  выполняется равенство

f(U
n

i
iA

1=
) =∑

=

n

i
iAf

1
)( , (4.01)

и счетно-аддитивной или σ-аддитивной, если равенство

f(U
∞

=1i
iA ) =∑

∞

=1
)(

i
iAf .  (4.02)

выполняется для любой счетной совокупности попарно не пересекающихся
множеств Аi∈A . Из свойства идентичности пустого множества ∅=∅U∅ и ра-
венства (4.01) следует, что f(∅)=f(∅U∅)=2f(∅), и значит, для всякой аддитив-
ной функции множества справедливо условие f(∅)=0.

Неотрицательная действительная функция m, определенная на семействе
A , которое есть полукольцо E , кольцо K  или σ-кольцо Kσ  подмножеств неко-
торого множества Х, и обладающая свойством конечной или счетной аддитив-
ности, называется соответственно конечно-аддитивной или счетно-адди-
тивной мерой множества. Очевидно, что мера пустого множества m(∅)=0.

Меру m с областью определения A  называют конечной, если для любого
множества А∈A  ее значения конечны m(A)<∞, локально конечной или полуко-
нечной, если для любого множества А∈A  с мерой m(A)>0, существует его под-
множество B⊂А такое, что 0<m(B)<∞, и σ-конечной, если множество X можно
представить как счетное объединение X=UiАi множеств Аi∈A  конечной меры
m(Ai)<∞. Конечная (σ-конечная) мера m называется вполне конечной (вполне σ-
конечной), если само множество X∈A .

Произвольное конечное или счетное множество А={x1,x2,…}, состоящее
из элементов xi∈Х, i=1,2,..., всегда можно представить как объединение А=UiАi
попарно не пересекающихся одноэлементных множеств Аi={xi}. Положим меру
одноэлементного множества {хi} равной m({хi})=wi, где 0≤wi<∞. Тогда согласно
условию (4.02) определенная на семействе множеств A  функция
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m(A) = m( U
Ax

i
i

x
∈

}{ ) = ∑
∈Ax

i
i

xm })({ = ∑
∈Ax

i
i

w = ∑
∈Xx

iAi
i

xw )(χ . (4.03)

является конечно-аддитивной (или соответственно σ-аддитивной) мерой. Оче-
видно, что мера множества Х будет равна m(X)=Σiwi.

Если числа wi удовлетворяют условию Σiwi=1, то мера m называется веро-
ятностной. В этом случае, как легко видеть, m(X)=1. Если все числа wi=1, то из
соотношения (4.03) получим с учетом определения мощности множества

m(A) = ∑
∈Xx

iA
i

x )(χ = |A|. (4.04)

Иными словами, мера множества есть, в частности, его мощность.
П р и м е р  4.1.   Пусть Q 01 − множество всех рациональных чисел хi из

интервала [0,1]=R 01, E  − полукольцо, состоящее из пересечений Aab=Q 01I [a,b]
множества Q 01 со всевозможными подинтервалами [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), где
0≤a≤b<1. Положим m(Aab)=b−a, а m({хi})=wi=0. Мера m конечно-аддитивна и
конечна на семействе множеств E , но не счетно-аддитивна, так как мера
m(Q01)=1, хотя само множество Q 01 счетно и состоит из элементов меры 0. ◘

Мера m2 называется продолжением на семейство множеств A 2 меры m1,
определенной на семействе множеств A 1, если A 1⊆A 2, и для каждого множе-
ства А∈A 1 имеет место равенство m2(A)=m1(A). Справедливы следующие ут-
верждения о продолжении меры.

Т е о р е м а  4.1.   Всякая конечно-аддитивная мера m1, определенная на
полукольце множеств E , может быть однозначно продолжена до конечно-
аддитивной меры m2, определенной на кольце K (E ), порожденным полуколь-
цом E .

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Известно, что для любого полукольца множеств
E  существует единственное минимальное кольцо K (E ), которое содержит в
себе полукольцо E  и совпадает с семейством множеств, образующим конечное

разбиение множества А=U
n

i
iA

1=
 на попарно не пересекающиеся подмножества

АiIАj =∅, i≠j, А,Аi∈E [КФ68]. Определим заданную на кольце K (E ) меру m2

соотношением:

m2(A) =∑
=

n

i
iAm

1
1 )( , (4.05)

где m1 − конечно-аддитивная мера, заданная на полукольце E . Величина m2(A),
определенная формулой (4.05), как нетрудно убедиться, не зависит от выбора
разбиения множества А. Действительно, пусть имеется другое разбиение мно-

жества А= U
r

p
pB

1=
, BpIBq=∅, p≠q, Bp,Bq∈E . Так как все пересечения множеств

АiIBp∈E , то в силу свойства (4.01) конечной аддитивности меры m1 имеем:

m2(A) =∑
=

n

i
iAm

1
1 )( =∑∑

= =

n

i

r

p
pi BAm

1 1
1 )( I = ∑

=

r

p
pBm

1
1 )( = m2(A).
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Неотрицательность и аддитивность функции m2, определенной формулой
(4.05), очевидны. Поэтому m2 есть конечно-аддитивная мера. В силу единствен-
ности минимального кольца K (E ) конечно-аддитивная мера m2 является одно-
значным продолжением меры m1 на кольцо K (E ). ■

Т е о р е м а  4.2.   Продолжение m2 счетно-аддитивной меры m1, опреде-
ленной на полукольце множеств E , на кольцо K (E ), порожденное полукольцом
E , есть счетно-аддитивная мера.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть имеется бесконечное разбиение множест-

ва А=U
∞

=1i
iA  на попарно не пересекающиеся подмножества АiIАj=∅, i≠j, а кольцо

K (E ) представляет собой семейство всех подмножеств множества А,Аi∈K (E ).
В соответствии с доказанной выше теоремой существуют конечные разбиения

множеств А= U
r

p
pB

1=
 и Аi = U

s

k
ikA

1=
на попарно не пересекающиеся множества

BpIBq=∅, p≠q и АikIАil =∅, k≠l соответственно. Положим Сikp =АikIBp. Оче-
видно, что множества Сikp также попарно не пересекаются. Тогда множества Аik

и Вр можно записать в виде следующих разбиений: Аik = U
r

p
ikpC

1=
, Вр =UU

∞

= =1 1i

s

k
ikpC .

Так как заданная на полукольце E  мера m1 счетной аддитивна, то

m1(Аik) = ∑
=

r

p
ikpCm

1
1 )( ,   m1(Вр) =∑∑

∞

= =1 1
1 )(

i

s

k
ikpCm ,

где суммы по p и k конечны, а ряд по i сходится. Воспользовавшись определе-
нием (4.05) продолжения меры m1 на минимальное кольцо K (E ), получаем:

m2(A) = ∑
=

r

p
pBm

1
1 )( = ∑ ∑∑

=

∞

= =

r

p i

s

k
ikpCm

1 1 1
1 )( ,   m2(Ai) =∑

=

s

k
ikAm

1
1 )( =∑∑

= =

s

k

r

p
ikpCm

1 1
1 )( .

Отсюда следует счетная аддитивность меры

m2(A) =∑
∞

=1
2 )(

i
iAm , (4.06)

определенной на кольце K (E ), порожденным полукольцом E . Поскольку коль-
цо K (E ) единственно, продолжение m2 меры на кольцо K (E ) однозначно. ■

Возможности продолжения счетно-аддитивной меры m1, определенной на
полукольце множеств E , не исчерпываются минимальным кольцом K (E ).
Всякая мера m2, определенная на кольце множеств K , может быть продолжена
до меры m3, определенной на σ-кольце Kσ , порожденном кольцом K , таким же
способом, что и продолжение меры m1 на кольцо K (E ). Если мера m2 σ-конеч-
на, то ее продолжение m3 на σ-кольцо Kσ  единственно, также σ-конечно и за-
дается выражением

m3(A) = })({inf
1

2∑
∞

=∈ i
iA

Am
i K

, (4.07)

где множество А удовлетворяет условию А⊂U
∞

=1i
iA , Аi∈K .
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4.2. Свойства меры множества.   Понятие меры множества, как было
отмечено выше, в определенном смысле является обобщением понятия мощно-
сти множества. Установим некоторые важные свойства меры множества, выте-
кающие из ее аддитивности и напоминающие свойства мощности множества.

Т е о р е м а  4.3.   Пусть конечно-аддитивная мера m определена на полу-
кольце множеств E. Если все множества Аi∈E попарно не пересекаются

АiIАj=∅, i≠j и их объединение U
k

i
iA

1=
⊆A∈E , то справедливо неравенство

∑
=

k

i
iAm

1
)( ≤ m(А). (4.08)

Если множество A∈E  содержится в объединении U
k

i
iA

1=
 некоторых множеств

А1,...,Аk∈E, не обязательно попарно дизъюнктных, то справедливо неравенство

m(А) ≤∑
=

k

i
iAm

1
)( . (4.09)

Счетно-аддитивная мера множества m удовлетворяет аналогичным неравен-
ствам, где k бесконечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Представим множество A∈E  как разбиение

А =U
n

i
iA

1=
= (U

k

i
iA

1=
)U ( U

n

ki
iA

1+=
),

в котором первые k членов совпадают с множествами А1,...,Аk, а множества,
стоящие в круглых скобках, попарно не пересекаются. Тогда в силу соотноше-
ния (4.01) имеем:

m(А) = m(U
k

i
iA

1=
) + m( U

n

ki
iA

1+=
) =∑

=

k

i
iAm

1
)( + ∑

+=

n

ki
iAm

1
)( .

Так как мера любого множества неотрицательна, то получаем искомое утвер-
ждение (4.08), которое выполняется для конечно-аддитивной меры. Переходя к
пределу при k→∞, получим неравенство (4.08), справедливое для счетно-
аддитивной меры.

2°. Докажем вначале справедливость утверждения (4.09) для меры m2, яв-
ляющейся продолжением меры m1 на кольцо множеств K (E ) над полукольцом

E . Представим множество A∈K в виде разбиения А=U
∞

=1i
iC  на попарно не пере-

секающиеся множества Сi=(АIАi)\(U
1

1

−

=

i

l
lA ), СiIСj=∅, i≠j. Так как по построению

каждое множество Ci содержится в множестве Аi (Ci⊆Аi), то в силу условия
(4.08) m1(Ci)≤m1(Аi). Тогда для меры m2(А) с учетом равенства (4.06) имеем

m2(A) =∑
∞

=1
2 )(

i
iСm ≤∑

∞

=1
2 )(

i
iAm .

Таким образом, утверждение (4.09) выполняется для счетно-аддитивной меры,
определенной на кольце множеств K (E ) над полукольцом E . В силу теоремы
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4.3 это означает, что утверждение (4.09) справедливо и для счетно-аддитивной
меры m1, определенной на полукольце E , а следовательно, и для конечно-
аддитивной меры. ■

Свойство меры множества, задаваемое соотношением

m(U
n

i
iA

1=
) ≤∑

=

n

i
iAm

1
)(  (4.10)

для конечного или бесконечного n, называется конечной (соответственно счет-
ной) субаддитивностью или полуаддитивностью. Одновременное выполнение
требований (4.08) и (4.09) равносильно наличию у меры свойства конечной, ли-
бо счетной аддитивности.

В силу неотрицательности меры из соотношений (4.08) и (4.09) вытекает
свойство монотонности

B⊆A  ⇒  m(B)≤m(A). (4.11)
Т е о р е м а  4.4.   Конечная мера, определенная на кольце множеств K ,

удовлетворяет следующим равенствам:
m(AUB) = m(A) + m(B) − m(AIB), (4.12)
m(A∆B) = m(A) + m(B) − 2m(AIB), (4.13)
m(A\B) = m(A) − m(AIB). (4.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Из соотношений A=(A\B)U (AIB) и
B=(B\A)+(AIB) при учете свойства (4.01) аддитивности меры множества следу-
ет, что m(A)=m(A\B)+m(AIB) и m(B)=m(B\A)+m(AIB). Отсюда сразу получаем
равенство (4.14). Выражения (4.13) и (4.12) получаются с помощью формул
A∆B=(A\B)U (B\A) и AUB=(A∆B)U (AIB). Действительно,

m(A∆B) = m(A\B) + m(B\A) = m(A) + m(B) − 2m(AIB), 
m(AUB) = m(A∆B) + m(AIB) = m(A) + m(B) − m(AIB). ■

Из свойства монотонности (4.11) меры множества и всегда справедливых
включений A\B⊆A∆B⊆AUB, AIB⊆A⊆AUB немедленно следует

С л е д с т в и е  4.4.А.   Конечная мера, определенная на кольце мно-
жеств K , удовлетворяет следующим неравенствам:

|m(A) − m(B)| ≤ m(A∆B), (4.15)
m(A\B) ≤ m(A∆B) ≤ m(AUB), (4.16)

m(AIB) ≤ m(A) ≤ m(AUB) ≤ m(A) + m(B). (4.17)
З а м е ч а н и е.   Напомним, что семейство P (X) всех подмножеств мно-

жества X представляет собой полную дистрибутивную решетку, в которой ниж-
няя и верхняя грани элементов A,B∈P (X) определяются как пересечение и объ-
единение множеств: inf(A,B)=АIB, sup(A,B)=AUB. В этом случае равенство
(4.12) совпадает с равенством (1.39), а мера множества m является оценкой v на
решетке P (X). □

Т е о р е м а.  4.5.   Мера m(А) предела А строго монотонной последова-
тельности множеств {Аn} удовлетворяет соотношению:

∞→n
lim m(Аn) = m(А) = m(

∞→n
lim Аn), (4.18)

где m(Аn) – счетно-аддитивная мера, определенная на σ-кольце множеств Kσ .
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Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть {Аn} – возрастающая последователь-
ность множеств А1⊂...⊂Аn⊂..., которая согласно формуле (3.41) стремится к

пределу А0= U
∞

=1n
nA . Принимая во внимание равенства (3.43), (4.13) и свойство

(4.02) счетной аддитивности меры множества, имеем для меры предела А0

m(А0)=m(А1)+m[ U
∞

=
−

2
1)\(

k
kk AA ]=m(А1)+ ∑

∞

=
−

2
1)\(

k
kk AAm =m(А1)+

∞→n
lim ∑

=
−

n

k
kk AAm

2
1)\( =

=m(А1)+
∞→n

lim [m(A2)−m(А1)+m(A3)−m(А2)+…+m(An)−m(An−1)]=
∞→n

lim m(Аn).

Учитывая представление предела последовательности множеств {Аn} в виде
(3.31), сразу получаем соотношение (4.18).

2°. Выражение (4.18) для меры предела А0 убывающей последовательно-

сти множеств А1⊃...⊃Аn⊃..., равного согласно формуле (3.42) А0=I
∞

=1n
nA , получа-

ется путем перехода к дополнениям множеств Аn до множества А1 с учетом ра-
венства (3.44). Положим B=A1\A0, Bn=A1\An. Тогда последовательность множеств

B1⊂...⊂Bn⊂... возрастает и ее предел B=U
∞

=1n
nB . Принимая во внимание равенство

(4.14), имеем:
m(A1)−m(А0) = m(B) =

∞→n
lim m(Bn) =

∞→n
lim [m(А1)−m(An)] = m(А1)−

∞→n
lim m(An).

Отсюда в силу (3.31) сразу получаем равенство (4.18). Для его выполнения до-
полнительно требуется, чтобы хотя бы одно из множеств Аk имело конечную
меру m(Аk)<∞. Обычно предполагается конечной мера m(А1). ■

Выполнение равенства (4.18) означает, что всякая счетно-аддитивная ме-
ра множества m является непрерывной функцией своего аргумента, аналогично
непрерывности функции в точке (3.06), и символы меры m и предела lim можно
менять местами.

Если предел убывающей последовательности множеств А0=∅, то из усло-
вия (4.18) имеем

∞→n
lim m(Аn) = m(А0) = m(∅) = 0, (4.19)

что соответствует установленному ранее свойству меры m(∅)=0. Мера m(А0)
предела возрастающей последовательности множеств может оказаться и беско-
нечной. Равенство (4.19) представляет собой необходимое и достаточное усло-
вие счетной аддитивности для конечной меры множества [Вул73].

Меры нижнего предела limАn (3.32) и верхнего предела limАn (3.33) по-
следовательности множеств {Аn} удовлетворяют следующим неравенствам:

m(
∞→n

lim Аn) ≤
∞→n

lim inf m(Аn),   m(
∞→n

lim Аn) ≥
∞→n

lim sup m(Аn),   (4.20)

которые можно записать также как
m( limАn)≤m (А),   m( limАn)≥m (А),

где m  и m  суть соответственно нижний и верхний пределы меры m как функ-
ции множества.  В случае второго неравенства дополнительно требуется, чтобы
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мера m( U
∞

=kn
nA )<∞ была конечной для некоторого номера k.

Сформулируем правила вычисления меры, аналогичные правилам вклю-
чения-исключения для вычисления мощностей конечного семейства множеств.

Т е о р е м а  4.6.   Конечно-аддитивная мера, определенная на кольце
множеств K , удовлетворяет следующим соотношениям:

m(U
n

i
iA

1=
)=∑

=

n

i
iAm

1
)( − ∑

≤<≤ nji
ji AAm

1
)( I + ∑

≤<<≤ nkji
kji AAAm

1
)( II −…−(−1)n m( I

n

i
iA

1=
);

 (4.21)

m( I
n

i
iA

1=
)=∑

=

n

i
iAm

1
)( − ∑

≤<≤ nji
ji AAm

1
)( U + ∑

≤<<≤ nkji
kji AAAm

1
)( UU −…−(−1)n m(U

n

i
iA

1=
).

 (4.22)
Д о к а з а т е л ь с т в о.   Проводится методом математической индукции.

Для n=1 выражения (4.21) и (4.22) тривиальны m(А1)=m(А1). Для n=2 формулы
(4.21) и (4.22) совпадают с равенством (4.12)

m(A1) + m(A2) =m(A1UA2) + m(A1IА2). (4.23)
Докажем выполнение правила (4.22) вычисления мер для произвольного

n. Предположим, что формула (4.22) верна для n–1 множеств A1,…An−1, то есть

m(U
1

1

−

=

n

i
iA )=∑

−

=

1

1
)(

n

i
iAm − ∑

−≤<≤ 11
)(

nji
ji AAm I +

+ ∑
−≤<<≤ 11

)(
nkji

kji AAAm II −…−(−1)n−1 m( I
1

1

−

=

n

i
iA ), (4.24)

и докажем ее справедливость для n множеств.
Воспользуемся равенством (4.23), свойствами ассоциативности и дистри-

бутивности операций объединения и пересечения множеств и представим ле-
вую часть формулы (4.22) в виде:
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Заменяя два последних слагаемых в формуле (4.25) при помощи соотношения
(4.24), получаем:
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Справедливость правила (4.22) для произвольного числа множеств дока-
зана. Аналогичным образом доказывается выполнение правила (4.21).  ■
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Правилам (4.21) и (4.22) вычисления аддитивной меры можно придать
более «симметричную» форму, обобщающую соотношение (4.23) и имеющую
вид известной формулы Сильвестра (правила включения-исключения) для вы-
числения мощностей объединения и пересечения множеств:
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Отсюда, из свойства (4.11) монотонности меры множества и возможности
продолжения меры на σ-кольцо множеств Kσ  вытекают следующие важные со-
отношения для меры, обобщающие неравенства (4.17) и (4.10).

С л е д с т в и е  4.6.А.   Конечно-аддитивная (счетно-аддитивная) и ко-
нечная мера, определенная на σ-кольце множеств Kσ , удовлетворяет неравен-
ствам
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i
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n

i
iAm

1
)( , (4.28)

где п соответственно конечно или бесконечно.
Свойство (4.28) назовем расширенной конечной (счетной) субаддитивно-

стью меры. Если согласно формуле (4.04) приравнять меру множества его
мощности, то выражения (4.21), (4.22), (4.26)-(4.28) переходят в соответствую-
щие соотношения для мощностей множеств [Aig79], [Lip82].

4.3. Измеримые множества.   Рассмотрим ряд важных понятий из теории
меры. Внешней (верхней) мерой множества A⊂X, индуцированной мерой m, на-
зывается число

m*(A) = })({inf
1
∑
∞

=⊂ i
iAA

Am
iiU

,  (4.29)

где счетно-аддитивная мера m определена на σ-кольце Kσ  множеств Аi⊂X, а
точная нижняя грань берется по всем возможным покрытиям множества A
счетными семействами множеств Ai∈Kσ . Таким образом, внешняя мера множе-
ства m* представляет собой функцию, заданную на семействе множеств, вклю-
чающем все подмножества множества X.

С учетом доказанных выше теорем 4.2-4.6 внешняя мера множества m*
обладает следующими свойствами:

неотрицательность
0≤ m*(A) ≤∞,   m*(∅)=0; (4.30)

монотонность
Аi⊆Аj  ⇒ m*(Аi) ≤ m*(Аj); (4.31)

расширенная счетная субаддитивность

m*(I
∞

=1i
iA ) ≤ m*(U

∞

=1i
iA ) ≤ ∑

∞

=1
)(*

i
iAm ; (4.32)

непрерывность
m*(

∞→n
lim Аn) =

∞→n
lim m*(Аn).  (4.33)
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Отметим, что внешняя мера множества m* может и не обладать свойством ко-
нечной, либо счетной аддитивности.

Внутренней (нижней) мерой множества А⊂X, индуцированной мерой m,
называется число

m∗(A) = m(Х) − m*(Х\А). (4.34)
Из субаддитивности меры множества следует, что m∗(A)≤m*(А).

Множество А, принадлежащее σ-кольцу Kσ  множеств Аi⊂X, будем назы-
вать измеримым по Лебегу или m*-измеримым, если для любого множества
С∈Kσ  выполняется условие:

m*(С) = m*(АIС) + m*[(Х\А)IС]. (4.35)
Беря в качестве множества С само множество X, определение (4.35) m*-измери-
мости множества А⊂Х можно записать более компактно:

m*(Х) = m*(А) + m*(Х\А). (4.36)
Из соотношений (4.34) и (4.36) вытекает, что для вполне конечных мер,

заданных на σ-кольце Kσ , определение m*-измеримости множества А эквива-
лентно условию m∗(A)= m*(А). Это общее значение меры m*-измеримого мно-
жества А называется его лебеговской мерой, которая представляет собой счетно-
аддитивное продолжение меры m на семейство m*-измеримых множеств. В
дальнейшем под измеримостью множества будем подразумевать его измери-
мость по Лебегу и для простоты записи опускать символ * в обозначении меры.

Можно построить много различных лебеговских продолжений меры. По-
этому класс измеримых по Лебегу множеств весьма широк. Вместе с тем, во-
обще говоря, существуют и множества, не измеримые по Лебегу. Более того,
всякое измеримое множество положительной внешней меры содержит некото-
рое неизмеримое множество. Необходимые и достаточные условия измеримо-
сти множества по Лебегу формулируются следующим образом.

Т е о р е м а  4.7.   Множество А, принадлежащее σ-кольцу Kσ , измеримо
по Лебегу тогда и только тогда, когда для любого ε>0 существует m-измери-
мое множество В∈Kσ  такое, что выполняется неравенство

m(А∆В) < ε. (4.37)
Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть множество А∈Kσ  m-измеримо, то есть

выполняется равенство (4.36). По определению (4.29) внешней меры множества

А существует такое счетное покрытие множества А=U
∞

=1i
iB  семейством {Bi} под-

множеств множества Х, что для произвольного ε>0 будет выполняться неравен-

ство ∑
∞

=1
)(

i
iBm −m(А)<ε. Так как внешняя мера m(А) вполне конечна и, значит,

∑
∞

=1
)(

i
iBm <∞, то найдется такое натуральное число n, что для всех номеров i>n

выполняется неравенство ∑
∞

>ni
iBm )( <ε.
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Представим множество А как объединение двух множеств А=ВUD, где

B=U
n

i
iB

1=
 и D= U

∞

+= 1ni
iB . По построению множество В является подмножеством мно-

жества А, и значит, множество В также m-измеримо. В силу свойства (4.32) суб-
аддитивности внешней меры множества имеем:

m(А) = m(ВUD) ≤ m(В) + m(D) < m(В) + ε ,
откуда с учетом равенства (4.13) и условия В⊂А получаем:

m(А∆В) = m(А) − m(В) < ε.
Таким образом, множество B удовлетворяет неравенству (4.37), чем и доказы-
вается его необходимость.

2°. Пусть теперь для любого ε>0 существует m-измеримое множество B
такое, что выполняется неравенство (4.37). Тогда с учетом соотношения (4.15)
для любого множества A имеем:

|m(А) − m(В)| ≤ m(А∆В) < ε.
Так как (X\А)∆(X\В)=А∆В, то точно так же имеем:

|m(X\А) − m(X\В)| < ε.
Учитывая, что множество B удовлетворяет равенству (4.36), и принимая во
внимание приведенные выше неравенства, получаем:

|m(А) + m(X\А) − m(Х)| = |m(А) + m(X\А) − m(В) − m(X\В)| ≤ 
≤ |m(А) − m(В)| + |m(X\А) − m(X\В)| < 2ε.

Так число ε>0 произвольно, то и множество A удовлетворяет равенству (4.36)
m(А) + m(X\А) − m(Х) = 0,

то есть и множество A m-измеримо. Достаточность условия (4.37) и теорема в
целом доказаны. ■

Пара (Х,Kσ ), состоящая из произвольного множества Х и σ-кольца Kσ

его подмножеств Аi⊂Х, которые образуют покрытие множества Х=U
∞

=1i
iA , назы-

вается измеримым пространством, а подмножества Аi, принадлежащие σ-
кольцу Kσ , − измеримыми множествами. Согласно теоремам 4.3, 4.4 и соот-
ношениям (4.06)-(4.14) объединение и пересечение конечного числа измеримых
множеств, разность и симметрическая разность двух измеримых множеств яв-
ляются измеримыми множествами. Неизмеримому множеству не приписывает-
ся никакой меры − ни конечной, ни бесконечной.

Измеримое множество нулевой меры называется нулевым множеством.
Пустое множество ∅ является нулевым множеством, так как по определению
m(∅)=0. Будем говорить, что некоторое свойство выполняется почти всюду на
измеримом пространстве или для почти всех точек множества Х, если подмно-
жество B⊂Х, где это свойство отсутствует, имеет нулевую меру. Выполнение
свойства «почти всюду» будем обозначать, когда потребуется, символом aew.

Множества меры нуль играют роль, аналогичную роли множеств первой
категории. Семейства и тех, и других множеств образуют σ-идеалы, включаю-
щие в себя все счетные множества. Любое множество первой категории содер-
жится в Fσ -множестве первой категории, а любое множество меры нуль – в Gδ -
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множестве меры нуль. И те, и другие множества обладают свойством «мало-
сти». Множество первой категории образуется из нигде неплотных множеств,
сплошь состоящих из одних «дыр». Множество нулевой меры мало в том
смысле, что может быть покрыто семейством множеств, имеющих бесконечно
малые диаметры, сумма которых также бесконечно мала.

В то же время множества первой категории и нулевой меры в некотором
смысле дополняют друг друга. В частности, всякий интервал числовой прямой
можно представить как объединение множества первой категории и множества
меры нуль. В предположении выполнимости гипотезы континуума существует
взаимно однозначное отображение f числовой прямой на себя такое, что f(A)
является множеством первой категории (или множеством меры нуль), когда A
является множеством меры нуль (или множеством первой категории) [Oxt71].

Тройку (Х,Kσ ,m), где (Х,Kσ ) − измеримое пространство, а m − σ-конечная
мера, определенная на σ-кольце Kσ  подмножеств множества Х, будем называть
пространством с мерой множества. Мера m и пространство с мерой (Х,Kσ ,m)
называются полными, если каждое подмножество Bi любого множества A меры
нуль также содержится в σ-кольце Kσ , то есть из условий A∈Kσ , m(А)=0 и
Bi⊂A следует, что Bi∈Kσ  и m(Bi)=0. Всякую меру можно сделать полной, при-
соединив к σ-кольцу Kσ  множества вида AUBi, где A,Bi∈Kσ , m(Bi)=0, и поло-
жив для них m(АUBi)=m(А).

З а м е ч а н и е.   Пространство с вполне конечной вероятностной мерой,
удовлетворяющей условию m(X)=1, называется вероятностным пространст-
вом. В вероятностном пространстве множества Аi⊂Х рассматриваются как не-
которые события, меры m(Ai) интерпретируются как вероятности наступления
событий Ai, а меры m(AiI…IAk) – как вероятности совместного наступления
событий. В этом случае соотношение (4.26) представляет собой так называе-
мую булеву проблему вычисления наилучшей оценки для меры m(A1U…UAn)
при заданных величинах соответствующих вероятностей [DL97]. □

Всякая счетно-аддитивная мера m, определенная на σ-кольце множеств
Kσ , может быть продолжена на σ-алгебру S (Х) над множеством Х, в которой
содержатся и все открытые и замкнутые множества, и все Fσ - и Gδ -множества,
а измеримое множество представимо как объединение Fσ -множества и множе-
ства меры нуль или как разность Gδ -множества и множества меры нуль [Oxt71].
Полученное таким образом продолжение меры m называется стандартным,
причем стандартное продолжение будет полной мерой [Вул73]. Условие (4.36)
измеримости по Лебегу множества А∈S (Х) приобретает тогда следующий вид:

m(Х) = m(А) + m( A ). (4.38)
где A=Х\А – дополнение множества А до множества Х. Свойство (4.38) назовем
симметричностью меры множества. В дальнейшем, как правило, будем рас-
сматривать именно такие пространства (Х,S, m) с полной мерой множества.

Возможность пренебрегать множествами меры нуль позволяет расширить
правила сопоставления измеримых множеств. Два множества А и В, принадле-
жащие пространству с полной мерой, будем называть m-равными и обозначать
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А=mВ или А=В(modm), если m(А∆В)=0, и m-дизъюнктными, если m(AIB)=0.
Множество А будем называть m-подмножеством множества В и записывать
А⊆mВ или А⊆В(modm), если m(A\B)=0. Очевидно, как и в случае равенства
множеств, что условие А=mB выполняется, если одновременно А⊆mВ и B⊆mA.
Если А1=mВ1 и А2=mВ2, то справедливы равенства

А1UА2 =m В1UВ2,    А1IА2 =m В1IВ2. (4.39)
Согласно условиям (4.12)-(4.14) меры m-равных множеств удовлетворяют

соотношениям:
m(А) = m(В) = m(AUB) = m(AIB),    m(A\B) = m(B\A)=0.

Поэтому в соответствии с условием (4.37) всякое множество, m-равное измери-
мому множеству, измеримо. Имеет место также следующее утверждение.

Л е м м а  4.А.   m-равенство измеримых множеств А=mB, определяемое
условием m(А∆В)=0, есть отношение эквивалентности.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Отношение m-равенства множеств симметрич-
но, рефлексивно и транзитивно. Симметричность и рефлексивность отношения
А=mВ очевидны. Его транзитивность вытекает из неравенства

m(A∆B) ≤ m[(A∆C)Um(B∆C)] ≤ m(A∆C) + m(C∆B), (4.40)
получаемого из справедливого для произвольных множеств соотношения (3.38)
A∆В⊆(A∆С)U (В∆С) при учете свойств монотонности (4.11) и субаддитивности
(4.10) меры. Действительно, если А=mC и C=mВ, то есть m(A∆C)=0 и m(C∆B)=0,
то из соотношения (4.40) следует, что и m(A∆B)=0, то есть А=mВ. Таким обра-
зом, m-равенство множеств является отношением эквивалентности измеримых
множеств, справедливым почти всюду на пространстве с мерой (Х,S, m). ■

4.4. Последовательности измеримых множеств.   Рассмотрим особен-
ности сходимости последовательностей измеримых множеств на пространстве
с мерой (Х,S, m). Из определения (3.35) предела сходящейся последовательно-
сти множеств, свойства (4.18) непрерывности меры и условия (4.37) измеримо-
сти множества вытекает следующее

С л е д с т в и е  4.7.А.   Предел A сходящейся последовательности {An}
измеримых множеств, принадлежащих пространству с мерой (Х,S, m), явля-
ется измеримым множеством и принадлежит этому же пространству.

В случае полной меры можно ввести несколько новых понятий сходимо-
сти последовательностей измеримых множеств. Будем говорить, что последо-
вательность {Аn} измеримых множеств сходится почти всюду на пространстве
с полной мерой к пределу А при п→∞, если

m[
∞→n

lim (An∆A)] = 0. (4.41)

Условие (4.41) с учетом формулы (3.37) можно также записать в виде:
m[(

∞→n
lim An)∆A] = 0. (4.42)

Будем говорить, что последовательность {Аn} измеримых множеств сходится
по мере на пространстве с полной мерой к пределу А при п→∞, если

∞→n
lim m(An∆A) = 0.   (4.43)
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Покажем, что понятия сходимости последовательности измеримых множеств
почти всюду и по мере равносильны.

Т е о р е м а  4.8.   Последовательность {Аn} измеримых множеств схо-
дится при п→∞ к пределу А почти всюду на пространстве с полной мерой
(Х,S, m) тогда и только тогда, когда она сходится к пределу А по мере.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть последовательность {Аn} измеримых
множеств сходится при п→∞ к пределу А почти всюду на пространстве с пол-
ной мерой (Х,S, m). Согласно следствию 4.7.А предел А также есть измеримое
множество, принадлежащее пространству (Х,S, m). Из условия (4.41) и свойства
(4.18) непрерывности меры сразу получаем условие (4.43) сходимости последо-
вательности {Аn} по мере:

m[
∞→n

lim (An∆A)] =
∞→n

lim m(An∆A) = 0.

2°. Пусть теперь последовательность {Аn} сходится при п→∞ к пределу А
по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m). Аналогичным образом убеж-
даемся, что из условия (4.43) и свойства (4.18) непрерывности меры вытекает
условие (4.41) сходимости последовательности {Аn} почти всюду:

∞→n
lim m(An∆A) = m[

∞→n
lim (An∆A)] = 0. ■

Из следствия 4.7.А и теоремы 4.8 имеем
С л е д с т в и е  4.8.А.   Предел А последовательности {Аn} измеримых

множеств, сходящейся при п→∞ почти всюду или по мере на пространстве с
полной мерой (Х,S, m), есть измеримое множество.

Отсюда и из определения (3.34) вытекает, что абсолютная сходимость по-
следовательности измеримых множеств есть частный случай сходимости по
мере. Таким образом, говоря о сходимости последовательности измеримых
множеств на пространстве с полной мерой, можно не делать различия между
сходимостью почти всюду и сходимостью по мере и использовать для обозна-
чения условий (4.41)-(4.43) один и тот же символ Аn→mes А.

Пределы сходящихся последовательностей измеримых множеств облада-
ют также следующими свойствами.

Т е о р е м а  4.9.   Если последовательность {An} измеримых множеств
сходится по мере к пределу A:

то последовательность {An} сходится по мере и к измеримому множе-
ству В, m-равному множеству A;

то к тому же пределу A сходится по мере и последовательность {Вn},
состоящая из множеств Вn, m-равных множествам An.

Если последовательность {An} измеримых множеств сходится по мере к
пределу A, а последовательность {Вn}, состоящая из множеств Вn, m-равных
множествам An, сходится по мере к пределу В, то множества A и В m-равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть An→mes A при п→∞, то есть выполняет-
ся условие (4.43) 

∞→n
lim m(An∆A)=0, и А=mВ, то есть m(А∆В)=0. Тогда согласно не-

равенству (4.40) имеем
m(An∆B) ≤ m(An∆A)+m(A∆B) = m(An∆A).
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Отсюда следует, что 
∞→n

lim m(An∆B)=0, то есть An→mes B при п→∞.

2°. Пусть An→mes A при п→∞, то есть 
∞→n

lim m(An∆A)=0, и Аn=mВn, то есть

m(Аn∆Вn)=0. Учитывая, что
m(Bn∆A) ≤ m(Bn∆An)+m(An∆A) = m(An∆A),

аналогичным образом получаем Bn→mes A при п→∞.
3°. Пусть теперь An→mes A и Bn→mes B при п→∞, то есть 

∞→n
lim m(An∆A)=0 и

∞→n
lim m(Bn∆B)=0, и Аn=mВn, то есть m(Аn∆Вn)=0. Учитывая, что

m(A∆B) ≤ m(A∆An)+m(An∆Bn)+m(Bn∆B) = m(An∆A)+m(Bn∆B),
получаем 

∞→n
lim m(А∆В)=0. Так как мера m(А∆В) является постоянной величиной,

не зависящей от n, то m(А∆В)=0, и значит, А=mВ. ■
Последовательность {Аn} измеримых множеств будем называть сходя-

щейся в себе по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m) или m-фунда-
ментальной, если для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что
для всех номеров n,l>N выполняется неравенство

m(An∆Al) < ε, (4.44)
которое равносильно условию

∞→ln,
lim m(An∆Al) = 0.      (4.45)

Для последовательностей измеримых множеств, сходящихся по мере или почти
всюду, выполняется следующий обобщенный критерий сходимости.

Т е о р е м а  4.10.   Последовательность {Аn} измеримых множеств схо-
дится по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m) тогда и только тогда,
когда является m-фундаментальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть последовательность измеримых мно-
жеств {An} сходится по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m) к пределу
A. Тогда согласно определению (4.43) для любого ε>0 найдется число N такое,
что при номерах n>N будет справедливо неравенство m(An∆A)<ε. В силу соот-
ношения (4.40) для любых п,l>N выполняется условие (4.44):

m(An∆Al) ≤ m(An∆A) + m(A∆Al) < 2ε,
то есть последовательность множеств {An} является m-фундаментальной.

2°. Пусть теперь последовательность измеримых множеств {An} m-фунда-
ментальна на пространстве с полной мерой (Х,S, m), то есть для любого ε>0
найдется число N такое, что для всех номеров n,l>N выполняется неравенство
m(An∆Al)<ε. Выберем номер nk≥N так, чтобы неравенство m(

sknA
+
∆

knA )<1/2k вы-
полнялось для любого целого числа s≥1, и рассмотрим множества

Ck=I
∞

=ki
nk

A ,   Dk=(
knA ∆

1+knA )U (
1+knA ∆

2+knA )U…= )(
1+

∆
∞

=
ii n

ki
n AAU ,   A= U

∞

=1k
kC .

Очевидно, что множества Ck, Dk и A принадлежат пространству (Х,S, m). Не-
трудно убедиться, что {Ck} – возрастающая последовательность множеств
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C1⊂...⊂Ck⊂..., и выполняются включения Ck⊂ knA , 
knA ∆Ck⊆Dk, A∆Ck⊆Dk. А зна-

чит, в силу соотношения A∆В⊆(A∆С)U (В∆С), справедливого для произвольных
множеств, выполняется и включение A∆

knA ⊆Dk. Согласно свойствам монотон-
ности (4.11) и счетной субаддитивности (4.10) меры множества имеем

m(A∆
knA ) ≤ m(Dk) = m( )(

1+
∆

∞

=
ii n

ki
n AAU ) ≤∑

∞

=
+

∆
ki

nn ii
AAm )(

1
<∑

∞

=ki

i )2/1( = 1/2k−1.

Тогда для любого номера n>nk получаем с учетом соотношения (4.40)
m(A∆An) ≤ m(A∆

knA ) + m(
knA ∆An) < (1/2k−1)+(1/2k) = 3/2k.

Множество A по построению состоит из элементов x, принадлежащим
при n>nk всем множествам An, за исключением, быть может, конечного числа из
них, то есть по определению A является пределом последовательности {An} и,
кроме того, принадлежит пространству (X,S, m). При k→∞, очевидно, nk→∞ и
n→∞. Следовательно, выполняется условие (4.43) 

∞→n
lim m(An∆A)=0, то есть по-

следовательность множеств {An} сходится при n→∞ к пределу A по мере. ■
Наряду с неотрицательной мерой m можно определить и другие аддитив-

ные и счетно-аддитивные функции f:S (X)→R, заданные на σ-алгебре множеств
S (X) и принимающие произвольные действительные значения, в частности,
знаконеопределенную меру, называемую также зарядом, которые обладают
многими свойствами меры m, например, монотонностью, непрерывностью, суб-
аддитивностью, и целым рядом других свойств.

4.5. Измеримые функции.   Понятия меры и измеримого множества да-
ют возможность ввести новый вид функций, играющих важную роль в теории
интегрирования. Действительная функция f, заданная на множестве X, называ-
ется измеримой относительно σ-кольца Kσ  над множеством X или измеримой
по Лебегу, если для всякого действительного числа a измеримы множества

{x | f(x)<a},   {x | f(x) ≤a},   {x | f(x) >a},   {x | f(x)≥a}, (4.46)
которые носят название множеств Лебега функции f. Часто переменная счита-
ется действительной величиной t, а в качестве области определения функции f
берется измеримое множество T⊂R, которое есть единица некоторой борелев-
ской σ-алгебры S (T) подмножеств множества T. Мера m пространства (T,S, m)
предполагается σ-конечной, а в ряде случаев и полной. Приведем краткую
сводку некоторых свойств измеримых функций, опуская соответствующие до-
казательства, которые можно найти в [Вул73], [КА84], [КФ68] и других книгах.

Измеримую функцию h, принимающую не более чем счетное число зна-
чений, будем называть простой, если ее можно представить в виде

h(t) = ∑
=

k

i
Ai tl

i
1

)(χ ,   (4.47)

где t∈T, 
iAχ  – характеристическая функция множества Ai∈S (T), все множества

Ai попарно не пересекаются, константы li – действительные числа, а k конечно
или бесконечно. Необходимые и достаточные условия измеримости функции
по Лебегу формулируются следующим образом.
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Т е о р е м а  4.11.   Функция f измерима по Лебегу тогда и только тогда,
когда существует последовательность {hn}, n=1,2,… простых измеримых
функций, равномерно сходящаяся к функции f на множестве T.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть функция f измерима, то есть выпол-
нятся условия (4.46). Возьмем целое число r и положительное целое число n та-
кие, что r/n≤f(t)<(r+1)/n. Функции hn(t)=r/n, очевидно, будут простыми измери-
мыми функциями. Поскольку при любом t∈T выполняется неравенство

|f(t) − hn(t)| = |f(t) − (r/n)| < r/n,
то согласно определению (3.26) последовательность функций {hn} при п→∞
равномерно сходится на множестве T к пределу f.

2°. Пусть последовательность {hn} простых измеримых функций при
п→∞ равномерно сходится на множестве T к пределу f. Тогда при любом t∈T
имеем

{t | f(t)<a} = UUI
k l ln

n katht
>

−< )}/1()(|{ .

Действительно, если t принадлежит левой части приведенного выше равенства
и f(t)<a, то существует число k такое, что f(t)<a−(2/k). Для этого k найдется чис-
ло l такое, что при n≥l будет выполняться неравенство hn(t)<a−(1/k), то есть t
войдет и в правую часть равенства. Обратно, если t принадлежит правой части
равенства, то существует число k такое, что при всех достаточно больших чис-
лах n≥l имеем hn(t)<a−(1/k). Но тогда выполняется и неравенство f(t)<a, то есть t
входит в левую часть равенства. Так как функции hn измеримы, то множества
{t| hn(t)<a−(1/k)} измеримы и принадлежат σ-алгебре S (T). В силу указанного
равенства множество {t| f(t)<a} также принадлежит σ-алгебре S (T), а значит,
измеримы как оно само, так и функция f. ■

Функция f, измеримая на множестве T, измерима и на любом измеримом
подмножестве Ti⊂T. Функция f, принимающая постоянное значение c на мно-
жестве T или значение ci на каждом измеримом подмножестве Ti⊂T, измерима
на T. Если действительные функции f и g измеримы, то аналогично свойствам
(3.08) непрерывных функций измеримы функции:

min[f,g],  max[f,g],  f±g,  f+s,  rf,  f⋅g,  f/g,
где s и r – действительные постоянные, а в последнем равенстве предполагает-
ся, что g(t)≠0, t∈T. Вместе с функцией f измеримы и функции

f + = max[f,0],   f − = max[−f,0],   |f| = f + + f −.
Между понятиями измеримости и непрерывности функции существует

взаимная связь. Функция, непрерывная на измеримом множестве, измерима.
Обратное утверждение в общем случае неверно. Измеримая функция может не
быть непрерывной. Так, например, функции, имеющие конечное или счетное
число точек разрыва, в том числе кусочно непрерывные и кусочно постоянные
функции, измеримы, но непрерывны лишь только почти всюду. В то же время
любая измеримая функция становится непрерывной на замкнутом множестве,
если в области ее определения пренебречь некоторым множеством сколь угод-
но малой меры (так называемое С-свойство измеримой функции, устанавливае-
мое теоремой Лузина).
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П р и м е р  4.2.   Функция Дирихле f(t) =
∞→m

lim
∞→n

lim (cos m!πt)2n, равная 1 при

рациональных t и 0 при иррациональных t, измерима на любом отрезке дейст-
вительной прямой и разрывна, то есть не является непрерывной.   ◘

Как и в случае измеримых множеств, предел f0 последовательности {fn}
измеримых функций, сходящейся на множестве T при п→∞, есть измеримая
функция. Это следует из теоремы 4.11. Однако свойства последовательностей
измеримых множеств и измеримых функций, сходящихся на пространстве с
полной мерой, несколько различаются.

Будем говорить, что последовательность {fn} измеримых функций схо-
дится почти всюду на пространстве с полной мерой к пределу f0 при п→∞, если
существует измеримое множество такое, что

m({t∈T | 
∞→n

lim fn(t)≠f0(t)}) = 0.

Это условие для любого ε>0 может быть также записано в виде
m({t∈T | |

∞→n
lim fn(t)−f0(t)|≥ε}) = 0. (4.48)

Сходимость почти всюду последовательности {fn} измеримых функций к пре-
делу f0 при п→∞ будем обозначать fn(t) →aew  f0(t), t∈T.

П р и м е р  4.3.   Последовательность измеримых функций {fn(t)}, где
fn(t)=(−t)n, n=1,2,…, сходится при п→∞ к функции f0(t)≡0 почти всюду на замк-
нутом интервале [0,1]=R01, за исключением точки t=1.   ◘

Функция f называется почти всюду конечной, если m({t∈T | f(t)=±∞})=0.
Аналогично С-свойству, характеризующему связь между измеримостью и не-
прерывностью функции, сходящаяся почти всюду последовательность измери-
мых почти всюду конечных функций становится равномерно сходящейся, если
область ее определения изменить на множество, сколь угодно мало отличаю-
щееся по мере от исходного (теорема Егорова).

Будем говорить, что последовательность {fn} измеримых функций схо-
дится по мере на пространстве с полной мерой к пределу f0 при п→∞, если для
любого ε>0 существует измеримое множество такое, что

∞→n
lim m({t∈T | |fn(t)−f0(t)|≥ε}) = 0.   (4.49)

Сходимость по мере последовательности {fn} измеримых функций к пределу f0

при п→∞ будем обозначать fn(t) →mes  f0(t), t∈T.
Понятия сходимости последовательности измеримых функций к пределу

почти всюду и по мере связаны между собой следующим образом.
Т е о р е м а  4.12  (Лебег).   Всякая последовательность {fn} измеримых

функций, сходящаяся при п→∞ к пределу f0 почти всюду на множестве T ко-
нечной меры m(T)<∞, сходится к пределу f0 по мере на множестве T, то есть

fn(t) →aew  f0(t)  ⇒  fn(t) →mes  f0(t).
Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть fn(t) →aew  f0(t), t∈T. Тогда предел f0 после-

довательности {fn} есть измеримая функция, и имеется измеримое множество
A⊂T нулевой меры, удовлетворяющее равенству (4.48). Зафиксируем в (4.48)
некоторое число ε>0 и рассмотрим множества
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Bk ={t | |fk(t)−f0(t)|≥ε}, Cn = U
∞

=nk
kB , A0 = I

∞

=1n
nC .

Все множества Bk, Cn, A0, очевидно, измеримы, а последовательность множеств
{Cn}, n=1,2,… убывает при n→∞, и значит, по формуле (3.42) Cn↓A0. В силу
свойства (4.18) непрерывности меры 

∞→n
lim m(Cn)=m(А0).

Пусть теперь существует точка t0∉A такая, что 
∞→n

lim fn(t0)=f0(t0). Тогда для

данного ε>0 найдется число n такое, что |
∞→n

lim fn(t0)−f0(t0)|<ε, то есть t0∉Bk, а зна-

чит, и t0∉А0. Следовательно, А0⊂A. Так как мера m(A)=0 и Bn⊂Cn⊂А0⊂A, то в
силу полноты меры выполняется условие (4.49) 

∞→n
lim m({t | |fn(t)−f0(t)|≥ε})=0, то

есть последовательность {fn} сходится к пределу f0 по мере на множестве T. ■
З а м е ч а н и е.   Требование конечности меры в теореме Лебега сущест-

венно, поскольку на множестве бесконечной меры из сходимости последова-
тельности измеримых функций почти всюду не обязательно вытекает ее сходи-
мость по мере. □

П р и м е р  4.4.   Последовательность измеримых функций {fn(t)}, где
fn(t)=0, если 0<t≤n, и fn(t)=1, если t>n, n=1,2,…, сходится при п→∞ к функции
f0(t)≡0 почти всюду на открытом интервале (0,∞), однако не сходится к этой
функции f0(t)≡0 по мере, поскольку мера m({t | fn(t)=1})=∞.   ◘

В отличие от измеримых множеств из сходимости последовательности
измеримых функций по мере, вообще говоря, не следует ее сходимость почти
всюду. Более того, на пространствах с непрерывной мерой всегда существуют
последовательности измеримых функций, которые могут сходиться по мере, но
при этом не иметь предела в некоторых точках или даже нигде. В то же время
выполняются следующие утверждения.

Т е о р е м а  4.13.   Из всякой последовательности {fn} измеримых функ-
ций, удовлетворяющей для любого ε>0 условию

∞→ln,
lim m({t∈T | |fn(t) − fl(t)|≥ε}) = 0, (4.50)

можно выделить подпоследовательность {
knf }, сходящуюся почти всюду на

множестве T к некоторой ограниченной измеримой функции f0.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Возьмем числа εk >0 такие, чтобы ряд ∑
∞

=1k
kε  был

ограничен, и положим δi =∑
∞

=ik
kε , i=1,2,… Для каждого k подберем натуральное

число nk такое, чтобы для n,l≥nk выполнялось неравенство (4.50)
m({t∈T | |fn(t) − fl(t)|≥εk}) < εk.

Не умаляя общности, можно считать, что n1<n2<…<nk<…, и значит, nk→∞ при

k→∞. Рассмотрим множества Bk ={t | | )(
1

tf
kn +

− )(tf
kn |≥εk}, Ci = U

∞

=ik
kB , A0 =I

∞

=1i
iC ,
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меры которых, очевидно, удовлетворяют условиям: m(Bk)<εk , m(Ci)≤∑
∞

=ik
kε =δi,

m(Ci)→m(А0)=0, поскольку δi →0 при i→∞.
Выделим теперь из последовательности {fn} подпоследовательность {

knf }
и убедимся, что последовательность {

knf } сходится к некоторому конечному
пределу f0 во всех точках множества T\А0. Пусть точка t∈T\А0. Тогда найдется
номер i0 такой, что t∉Ci0. Это означает, что для всех номеров k≥i0 точка t∉Bk, то
есть | )(

1
tf

kn +
− )(tf

kn |<εk. В таком случае для любых номеров k и q таких, что
q>k≥i0, выполняется неравенство

| )(tf
qn − )(tf

kn | ≤ ∑
−

=
−

+

1
|)()(|

1

q

kj
nn tftf

jj
< ∑

−

=

1q

kj
jε < ∑

∞

=kj
jε =δk .

Так как δk→0 при k→∞, то 
∞→qk ,

lim | )(tf
qn − )(tf

kn |=0, и значит, на множестве T\А0

последовательность {
knf } сходится к конечному пределу 

∞→k
lim

knf . Положим те-

перь f0(t) =
∞→k

lim )(tf
kn , если t∈T\А0, и f0(t)=0, если t∈А0. Функция f0 и будет иско-

мой ограниченной измеримой функцией, к которой последовательность {
knf }

измеримых функций сходится почти всюду на множестве T. ■
Т е о р е м а  4.14  (Ф.Рисс).   Из всякой последовательности {fn} измери-

мых функций, сходящейся при п→∞ к пределу f0 по мере на множестве T, мож-
но выделить подпоследовательность {

knf }, сходящуюся к пределу f0 почти
всюду на множестве T, то есть

fn(t) →mes  f0(t)  ⇒  )(tf
kn →aew  f0(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть fn(t) →mes  f0(t), t∈T. Тогда для любого ε>0
существует измеримое множество меры нуль, удовлетворяющее равенству
(4.49). Построим такое множество. Возьмем две последовательности положи-
тельных чисел: {εn}, сходящуюся при п→∞ к нулю εn→0, и {ηk}, для которой
при k→∞ сходится к нулю ряд Σkηk→0, и построим возрастающую последова-
тельность номеров n1<n2<…<nk<… по следующему правилу:

номер n1 есть такое натуральное число, что мера
m(B1)<η1,   где B1 ={t | | )(

1
tfn −f0(t)|≥ε1},…,

номер nk есть такое натуральное число, что мера
m(Bk)<ηk ,   где Bk ={t | | )(tf

kn −f0(t)|≥εk}.

Рассмотрим множества Ci = U
∞

=ik
kB , A0 =I

∞

=1i
iC . Так как {Ci}, i=1,2,… – убывающая

последовательность множеств и Ci↓A0, то в силу свойства (4.18) непрерывности
меры m(Ci)→m(А0) при i→∞. С другой стороны, силу свойства (4.10) субадди-

тивности меры m(Ci)≤ ∑
∞

=ik
kη , а так как ряд ∑

∞

=ik
kη  сходится к нулю, то m(Ci)→0

при i→∞, а значит, и мера m(А0)=0.
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Выделим теперь из последовательности {fn} подпоследовательность {
knf }

и убедимся, что последовательность {
knf } сходится к пределу f0 во всех точках

множества T\А0. Пусть точка t0∈T\А0. Тогда найдется номер i0 такой, что t0∉Ci0.
Это означает, что для всех номеров k≥i0 точка t0∉Bk, то есть | )( 0tf

kn −f0(t0)|<εk.
Так как по условию εk→0 при k→∞, то 

∞→k
lim )( 0tf

kn = f0(t0) на множестве T\А0, и

следовательно, выполняется условие (4.48) m({t| |
∞→k

lim )(tf
kn −f0(t)|≥εk})=0, то есть

последовательность {
knf } сходится к пределу f0 почти всюду на T. ■

Функции f и g, заданные на одном и том же измеримом множестве T, на-
зываются эквивалентными, если они равны почти всюду на T, то есть мера
m({t∈T | f(t)≠g(t)})=0. На пространстве с полной мерой функция g, эквивалент-
ная измеримой функции f, очевидно, измерима. Нетрудно убедиться, что равен-
ство эквивалентных функций есть отношение эквивалентности на множестве T.
Из теорем 4.12 и 4.14 вытекает

С л е д с т в и е  4.14.А.   Последовательность {fn} измеримых функций,
сходящаяся почти всюду (или по мере) к пределу f0, сходится почти всюду (или
по мере) и к измеримой функции g, эквивалентной функции f0.

Таким образом, свойства последовательностей измеримых множеств и
измеримых функций во многом схожи, хотя между ними имеются и заметные
различия. Свойство измеримости множеств и функций в теории меры анало-
гично свойству Бэра множеств в теории метрических и топологических про-
странств. Так, характеристическая функция множества χA измерима (обладает
свойством Бэра) в том и только том случае, если измеримо (обладает свойством
Бэра) множество A. Если каждое подмножество множества A измеримо (соот-
ветственно обладает свойством Бэра), то множество A является множеством
меры нуль (соответственно множеством первой категории) [Oxt71]. Измери-
мость и неизмеримость множеств и функций имеют глубокую и, по-видимому,
до конца не изученную теоретико-множественную природу, из-за которой не
всегда оказывается возможным определить меру множества.
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Глава 5
Пространства с мерой мультимножества

5.1. Мера мультимножества.   Естественным представляется желание
распространить на мультимножества фундаментальные концепции метриче-
ских и топологических пространств множеств, рассмотренные в предыдущих
разделах. Теория таких пространств мультимножеств пока практически не соз-
дана, за исключением нескольких работ [Petr92], [Reb93], [Петр94], [Petr94],
[Петр95], где предложены некоторые виды расстояний в пространствах муль-
тимножеств. Вместе с тем, по-видимому, нет никаких принципиальных трудно-
стей для полного или частичного переноса на мультимножества введенных вы-
ше понятий, тем более что многие из них, по существу, не зависят от фактора
повторяемости элементов множества.

В дальнейшем, не уменьшая общности, будем считать, что функции муль-
тимножеств заданы на кольце K , σ-кольце Kσ  или σ-алгебре S (X) подмуль-
тимножеств некоторого мультимножества X={kX(х1)•x1, kX(х2)•x2,…} над доме-
ном G={x1,x2,…}. В качестве мультимножества X могут выступать, например,
максимальное мультимножество (универсум) Z={kZ(х1)•x1, kZ(х2)•x2,…}, посто-
янное мультимножество Z[k]={k•x1, k•x2,…} или n-мерное мультимножество
X={kX(х1)•x1,…,kX(хn)•xn}.

Допустимость для мультимножеств операции сложения (0.18) позволяет
по-новому взглянуть на такую важную характеристику как аддитивность функ-
ции мультимножества. Действительную функцию f:A →R, определенную на
семействе A  подмультимножеств некоторого мультимножества X, будем на-
зывать сильно конечно-аддитивной или просто сильно аддитивной, если для
любой конечной совокупности мультимножеств из A  выполняется равенство

f(∑
=

n

i
i

1
A ) =∑

=

n

i
if

1
)(A , (5.01)

и сильно счетно-аддитивной или сильно σ-аддитивной, если равенство

f(∑
∞

=1i
iA ) =∑

∞

=1
)(

i
if A   (5.02)

выполняется для любой счетной совокупности мультимножеств. Как и в случае
множеств, из свойства идентичности пустого мультимножества ∅=∅+∅ и ра-
венства (5.01) следует, что f(∅)=f(∅+∅)=2f(∅), и значит, для всякой сильно ад-
дитивной функции мультимножества справедливо условие f(∅)=0.

Если все мультимножества семейства A  попарно не пересекаются (по-
парно дизъюнктны), то есть АiIАj=∅, i≠j, Аi,Аj∈A , то согласно соотношению
(0.61) сумма конечного числа мультимножеств совпадает с их объединением

∑
=

n

i
i

1
A =U

n

i
i

1=
A . Очевидно, что это равенство сохраняется и при переходе к пределу

п→∞. Тогда соотношения (5.01) и (5.02) для попарно дизъюнктных мультим-
ножеств можно записать как
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f(U
n

i
i

1=
A ) =∑

=

n

i
if

1
)(A , (5.03)

f(U
∞

=1i
iA ) =∑

∞

=1
)(

i
if A . (5.04)

Аналогично функции множества будем называть функцию мультимножества,
удовлетворяющую условию (5.03) или (5.04), конечно-аддитивной или соответ-
ственно счетно-аддитивной (σ-аддитивной). Всякая сильно аддитивная функ-
ция мультимножества является, очевидно, и аддитивной. Обратное, вообще го-
воря, неверно.

Таким образом, свойство аддитивности функции мультимножества более
разнообразно, чем свойство аддитивности функции множеств. При переходе от
мультимножеств к множествам операция арифметического сложения становит-
ся неосуществимой, и свойство сильной аддитивности пропадает. В случае по-
парно не пересекающихся мультимножеств будут выполняться равенства
(5.03), (5.04), которые совпадают с определениями (4.01), (4.02) «обычной» ко-
нечной и счетной аддитивности функции множества.

Неотрицательная действительная функция m, определенная на семействе
A , являющемся кольцом K , σ-кольцом Kσ  или σ-алгеброй S (Z) подмультим-
ножеств некоторого мультимножества Z, и обладающая свойством сильной ко-
нечной или счетной аддитивности называется соответственно сильно конечно-
аддитивной или сильно счетно-аддитивной (сильно σ-аддитивной) мерой
мультимножества. Очевидно, как и для множеств, что мера пустого мультим-
ножества m(∅)=0.

Меру m с областью определения A  назовем конечной, если для любого
мультимножества А∈A  ее значения конечны m(A)<∞, локально конечной, если
для любого мультимножества А∈A  с мерой m(A)>0, существует его подмуль-
тимножество B⊂А такое, что 0<m(B)<∞, и σ-конечной, если мультимножество
X можно представить как счетную сумму X=ΣiАi мультимножеств Аi∈A  ко-
нечной меры m(Ai)<∞. Конечную (σ-конечную) меру m будем называть вполне
конечной (вполне σ-конечной), если само мультимножество X∈A .

Мультимножества обладают «алгебраическими» свойствами, которые от-
сутствуют у множеств. В частности, всякое конечное A={kA(х1)•x1,…,kA(хп)•xп}
или счетное A={kA(х1)•x1,kA(х2)•x2,…} мультимножество всегда можно записать
в виде следующей арифметической суммы «моноэлементных» мультимножеств
Ai={0,…,0,kA(хi)•хi,0,…}={kA(хi)•хi}, i=1,2,…:

А =∑
i

iA = ∑
∈

•
Gx

iiA
i

xxk })({ . (5.05)

Мультимножества Ai={kA(хi)•хi} попарно не пересекаются, то есть АiIАj=∅, i≠j,
поэтому их сумма равна также их объединению. В свою очередь, воспользо-
вавшись определением (0.37) репродукции мультимножества и ее свойством
аддитивности h•A=A+…+A (h раз), каждое из мультимножеств Ai можно пред-
ставить как сумму kAi=kA(хi) одинаковых одноэлементных мультимножеств (а
говоря более строго − множеств) {хi}:
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Ai = {kA(хi)•хi}= kAi•{хi} = {хi}+…+{хi}.
Сами же попарно дизъюнктные множества {хi} составляют в совокупности до-
мен G, то есть Ui{хi}={x1,x2,…}=G. Итак, всякое мультимножество есть, по сути,
некоторая взвешенная арифметическая сумма одноэлементных попарно не пе-
ресекающихся множеств {хi}. Заметим, что для множеств такое представление,
как (5.05), неосуществимо.

Положим, как и ранее, меру одноэлементного множества {хi} равной
m({хi})=wi, где 0≤wi<∞. Тогда согласно равенствам (5.02) и (5.05) определенная
на семействе мультимножеств A  функция

m(A) = m(∑
i

iA ) =∑
i

im )(A = ∑
∈Gx

iiA
i

xmxk })]({)([ = ∑
∈Gx

iAi
i

xkw )( . (5.06)

является сильно конечно-аддитивной и вполне конечной (или соответственно
сильно σ-аддитивной и вполне σ-конечной) мерой.

Если все числа wk=1, то, учитывая определение (0.05) мощности муль-
тимножества, получим из соотношения (5.06):

m(A) = ∑
∈Xx

iA
i

xk )( = |A|. (5.07)

Таким образом, мощность мультимножества есть частный случай его меры.
Как и в случае множеств, меру m2 будем называть продолжением на се-

мейство мультимножеств A 2 меры m1, определенной на семействе мультимно-
жеств A 1, если A 1⊆A 2, и для каждого мультимножества А∈A 1 имеет место
равенство m2(A)=m1(A). При унитаризации функции кратности формулы (5.03),
(5.04), (5.06), (5.07) переходят в соответствующие им выражения (4.01)-(4.04)
для множеств.

5.2. Свойства меры мультимножества. Установим некоторые важные
свойства меры мультимножества, связанные с ее сильной аддитивностью и во
многом напоминающие свойства мощности мультимножества.

Т е о р е м а  5.1.   Конечная сильно аддитивная мера, определенная на
кольце мультимножеств K , удовлетворяет следующим равенствам:

m(A+B) = m(AUB) + m(AIB), (5.08)
m(AUB) = m(A) + m(B) − m(AIB), (5.09)
m(A∆B) = m(A) + m(B) − 2m(AIB), (5.10)
m(A−B) = m(A) − m(AIB), (5.11)
m(h•A) = hm(A), (5.12)

где h – положительное целое число.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   Равенства (5.08)-(5.11) сразу следуют из выра-

жений (0.55)-(0.60), связывающих различные операции над мультимножества-
ми, и определения (5.01) сильной аддитивности меры мультимножества. Наи-
более просто эти соотношения получаются, если учесть, что в силу формул
A=(A−B)+(AIB) и B=(B−A)+(AIB) имеем равенства m(A)=m(A−B)+m(AIB) и
m(B)=m(B−A)+m(AIB). Соотношение (5.12) вытекает из определения (5.01) и
равенства h•A=A+…+A (h раз). ■

Свойство, выражаемое равенством (5.12), назовем эластичностью меры
мультимножества.
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При B⊆A из соотношений (5.11) и AIB=B имеем m(A−B)=m(A)−m(B).
Отсюда в силу неотрицательности меры получаем свойство ее монотонности

B⊆A  ⇒  m(B)≤m(A). (5.13)
Из свойства (5.13) монотонности меры мультимножества и всегда справедли-
вых включений A−B⊆A∆B⊆AUB, AIB⊆A⊆AUB⊆A+B вытекает

С л е д с т в и е  5.1.А.   Конечная сильно аддитивная мера, определенная
на кольце мультимножеств K , удовлетворяет следующим неравенствам:

|m(A) − m(B)| ≤ m(A∆B), (5.14)
m(A−B) ≤ m(A∆B) ≤ m(AUB),  (5.15)

m(AIB) ≤ m(A) ≤ m(AUB) ≤ m(A+B). (5.16)
З а м е ч а н и е.   Напомним, что семейство P (X) всех подмультимно-

жеств n-мерного мультимножества X представляет собой полную дистрибутив-
ную решетку, в которой нижняя и верхняя грани элементов A,B∈P (X) опреде-
ляются как пересечение inf(A,B)=АIB и объединение sup(A,B)=AUB мультим-
ножеств. В этом случае равенство (5.08) совпадает с равенством (1.39), а мера
мультимножества будет оценкой на решетке P (X). □

Всякая сильно счетно-аддитивная мера мультимножества обладает также
свойством непрерывности, аналогичным свойству (4.18) меры множества.

Т е о р е м а  5.2.   Мера m(А) предела А сходящейся последовательности
мультимножеств {Аn} удовлетворяет соотношению:

∞→n
lim m(Аn) = m(А) = m(

∞→n
lim Аn), (5.17)

где m(Аn) – сильно счетно-аддитивная мера мультимножества Аn, определен-
ная на σ-кольце мультимножеств Kσ .

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Представим мультимножества A={kA(х1)•x1,
kA(х2)•x2,…} и An={kAn(х1)•x1, kAn(х2)•x2,…}, xj∈G в виде разбиений (5.05) на по-
парно не пересекающиеся «моноэлементные» мультимножества Ai и Ani, кото-
рые являются компонентами соответствующих мультимножеств, и воспользу-
емся свойствами сильной счетной аддитивности (5.02) и эластичности (5.12)
меры, результатами теоремы 3.19. Тогда получаем следующие соотношения:

 m(А) = m(∑
i

iA ) = ∑
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i
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n
xxkm }))(({ =
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i
niA )=

∞→n
lim m(Аn).  ■  

Если убывающая последовательность мультимножеств с конечной мерой
стремится к пределу А0=∅, то из равенства (5.17) имеем

∞→n
lim m(Аn) = m(А0) = m(∅) = 0, (5.18)

что соответствует установленному ранее свойству меры мультимножества
m(∅)=0. Мера m(А0) предела возрастающей последовательности мультимно-
жеств, как и у множеств, может оказаться бесконечной.

З а м е ч а н и е.   Обратим внимание читателя, что благодаря свойствам
мультимножеств, отсутствующим у множеств,  теорема 5.2 и ее доказательство
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существенно отличаются от аналогичной теоремы 4.5 для множеств.  □
Меры нижнего предела limАn (3.46) и верхнего предела limАn (3.47) по-

следовательности мультимножеств {Аn} удовлетворяют неравенствам:
m(

∞→n
limАn) ≤

∞→n
lim inf m(Аn),     m(

∞→n
limАn) ≥

∞→n
lim sup m(Аn),

которые можно записать также как
m( limАn)≤m (А),     m( limАn)≥m (А),

где m  и m  суть соответственно нижний и верхний пределы меры m как функ-
ции мультимножества. В случае второго из неравенств дополнительно требует-

ся, чтобы мера m( U
∞

=kn
nA )<∞ была конечной для некоторого номера k.

Т е о р е м а  5.3.   Пусть сильно конечно-аддитивная мера m определена
на кольце мультимножеств K . Если все мультимножества Аi∈K  попарно не

пересекаются АiIАj=∅, i≠j и их объединение или сумма U
n

i
i

1=
A =∑

=

n

i
i

1
A ⊆А∈K , то

справедливо неравенство

∑
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i
im

1
)(A ≤ m(А).

Если мультимножество А∈K  содержится в объединении А⊆U
n

i
i

1=
A  или сумме

А⊆∑
=

n

i
i

1
A  произвольных мультимножеств А1,...,Аk∈K , то справедливо неравен-

ство

m(А) ≤∑
=

n

i
im

1
)(A .

Сильно счетно-аддитивная мера мультимножества m удовлетворяет анало-
гичным неравенствам, где n бесконечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Мера объединения Ui iA  попарно не пересе-
кающихся мультимножеств удовлетворяет условию (5.03) или (5.04). Тогда в
силу свойства (5.13) монотонности меры мультимножества имеем для конечно-
го или бесконечного п

∑
=

n

i
im

1
)(A = m(U

n

i
i

1=
A ) ≤ m(А).

2°. Для конечного числа произвольных мультимножеств согласно соот-

ношению (0.88) имеем U
n

i
i

1=
A ⊆∑

=

n

i
i

1
A . Отсюда, учитывая монотонность (5.13) и

сильную конечную аддитивность (5.01) меры мультимножества, получаем ис-
комое неравенство:

m(А) ≤ m(U
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=

n

i
im

1
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которое в силу непрерывности (5.17) меры сохраняется и при п→∞.  ■
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Таким образом, сильно аддитивная и аддитивная меры мультимножества
обладают свойством конечной (счетной) субаддитивности

m(U
n

i
i

1=
A )≤∑

=

n

i
im

1
)(A , (5.19)

соответственно для конечного или бесконечного п. Из соотношения (0.88)
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1
A , справедливого и при п→∞, свойств монотонности и непре-

рывности меры мультимножества вытекает и более общее свойство расширен-
ной конечной (счетной) субаддитивности меры, выражаемое неравенством
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где п соответственно конечно или бесконечно. Расширенная субаддитивность
меры мультимножества включает в себя, очевидно, и «обычную» субаддитив-
ность меры (5.19). Формулы (5.19), (5.20) аналогичны формулам (4.10), (4.28),
выражающим субаддитивность меры множества.

Укажем правила вычисления меры мультимножества, аналогичные пра-
вилам вычисления мощностей конечного семейства мультимножеств (0.80),
(0.82) и совпадающие с правилами (4.21), (4.22) вычисления меры множества.

Т е о р е м а  5.4.   Сильно конечно-аддитивная мера, определенная на
кольце мультимножеств K , удовлетворяет следующим соотношениям:
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 (5.22)
Д о к а з а т е л ь с т в о.   Выражения (5.21), (5.22) непосредственно сле-

дуют из правил (0.61), (0.62) подсчета мультимножеств и соотношений (5.08),
(5.09) между сильно аддитивными мерами мультимножеств. Доказательство
может быть также получено методом математической индукции, практически
полностью повторяющим доказательство теоремы 4.6. ■

Правила (5.21) и (5.22) вычисления сильно аддитивной меры можно запи-
сать в более симметричном виде, обобщающем равенства (5.08) и (5.09) и ана-
логичном формуле Сильвестра (правилу включения-исключения):
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Отсюда и из свойства (5.13) монотонности меры мультимножества снова мож-
но получить свойство (5.20) расширенной субаддитивности меры мультимно-
жества, которое в силу непрерывности меры выполняется и при п→∞.
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Итак, мера мультимножества m, как и мера множества, обладает свойст-
вами неотрицательности, аддитивности, монотонности, непрерывности и рас-
ширенной субаддитивности, а также свойствами сильной аддитивности и эла-
стичности, отсутствующими у меры множества. Соотношения (5.09)-(5.24), за
исключением равенства (5.12), совпадают с аналогичными соотношениями для
множеств, хотя справедливость некоторых из них доказывается по-другому.

З а м е ч а н и е.   Обратим внимание читателя, что благодаря свойствам
мультимножеств доказательства теорем 5.3, 5.4 гораздо проще, чем аналогич-
ных теорем 4.3, 4.6 для множеств.  □

5.3. Измеримые мультимножества.   Распространим на мультимножест-
ва введенные для множеств понятия измеримости. Внешней (верхней) мерой
мультимножества А⊂X, индуцированной мерой m, назовем число

m*(A) = })({inf
1
∑
∞

=⊂ i
im

ii
A

AA U
, (5.25)

где сильно счетно-аддитивная мера m определена на σ-кольце Kσ  мультимно-
жеств Аi⊂X, а точная нижняя грань берется по всем возможным покрытиям
мультимножества А счетными семействами мультимножеств Аi∈Kσ . Таким об-
разом, внешняя мера мультимножества m* представляет собой функцию, за-
данную на семействе мультимножеств, включающем все подмультимножества
мультимножества X. С учетом доказанных выше теорем 5.1-5.3 внешняя мера
мультимножества m* обладает свойствами неотрицательности, монотонности
(5.13), непрерывности (5.17), расширенной субаддитивности (5.20) и эластич-
ности (5.12), но не обязательно является сильно аддитивной.

Внутренней (нижней) мерой мультимножества А⊂X, индуцированной ме-
рой m назовем число

m∗(A) = m(X) − m*(X−А). (5.26)
Из субаддитивности меры мультимножества следует, что m∗(A)≤m*(А).

Мультимножество А, принадлежащее σ-кольцу Kσ  мультимножеств
Аi⊂X, будем называть измеримым по Лебегу или m*-измеримым, если для лю-
бого мультимножества С∈Kσ  выполняется условие:

m*(С) = m*(АIС) + m*[(X−А)IС].
Если в качестве мультимножества C взять максимальное мультимножество Z,
то определение m*-измеримости мультимножества А⊂Z можно записать в бо-
лее компактной форме:

m*(Z) = m*(А) + m*(Z−А). (5.27)
Учитывая, что в силу свойства (0.47) операций над мультимножествами спра-
ведливо равенство Z=А+(Z−А), выражение (5.27) представляет собой ничто
иное, как условие (5.01) сильной аддитивности внешней меры m*-измеримого
мультимножества.

Из соотношений (5.26) и (5.27) вытекает, что для вполне конечных мер,
заданных на σ-кольце Kσ , определение m*-измеримости мультимножества А
эквивалентно условию m∗(A)=m*(А). Это общее значение меры m*-измеримого
мультимножества А назовем его лебеговской мерой, которая представляет со-
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бой сильно счетно-аддитивное продолжение меры m на семейство m*-измери-
мых мультимножеств. В дальнейшем, говоря об измеримости мультимножест-
ва, будем подразумевать его m*-измеримость и для простоты записи опускать
символ * в обозначении меры.

Необходимые и достаточные условия m-измеримости мультимножества
формулируются следующим образом.

Т е о р е м а  5.5.   Мультимножество А, принадлежащее σ-кольцу Kσ ,
m-измеримо тогда и только тогда, когда для любого ε>0 существует m-изме-
римое мультимножество В∈Kσ  такое, что выполняется неравенство

m(А∆В) < ε. (5.28)
Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть мультимножество А∈Kσ  m-измеримо,

то есть выполняется равенство (5.27). По определению (5.25) внешней меры

мультимножества А существует такое покрытие мультимножества А=U
∞

=1i
iB  се-

мейством {Bi} подмультимножеств мультимножества X, что для произвольного

ε>0 будет выполняться неравенство ∑
∞

=1
)(

i
im B −m(А)<ε. Так как внешняя мера

m(А) вполне конечна и, значит, ∑
∞

=1
)(

i
im B <∞, то найдется такое натуральное чис-

ло n, что для всех номеров i>n выполняется неравенство ∑
∞

>ni
im )(B <ε.

Представим мультимножество А как объединение двух мультимножеств

А=ВUD, где B=U
n

i
i

1=
B  и D= U

∞

+= 1ni
iB . По построению мультимножество В является

подмультимножеством мультимножества А, и значит, мультимножество В так-
же m-измеримо. В силу свойства (5.19) субаддитивности внешней меры имеем:

m(А) = m(ВUD) ≤ m(В) + m(D) < m(В) + ε ,
откуда с учетом равенства (5.10) и условия В⊂А получаем:

m(А∆В) = m(А) − m(В) < ε.
Таким образом, мультимножество В удовлетворяет неравенству (5.28), чем и
доказывается его необходимость.

2°. Пусть теперь для любого ε>0 существует m-измеримое мультимноже-
ство В такое, что выполняется неравенство (5.28). Тогда с учетом соотношения
(5.14) для любого мультимножества А имеем:

|m(А) − m(В)| ≤ m(А∆В) < ε.
Так как согласно формуле (0.53) (X−А)∆(X−В)=А∆В, то точно так же имеем:

|m(X−А) − m(X−В)| < ε.
Учитывая, что мультимножество В удовлетворяет равенству (5.27), и принимая
во внимание приведенные выше неравенства, получаем:

|m(А) + m(X−А) − m(X)| = |m(А) + m(X−А) − m(В) − m(X−В)| ≤
≤ |m(А) − m(В)| + |m(X−А) − m(X−В)| < 2ε.

Так число ε>0 произвольно, то и мультимножество А удовлетворяет (5.27)
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m(А) + m(X−А) − m(X) = 0,
то есть и мультимножество А m-измеримо. Достаточность условия (5.28) и тео-
рема в целом доказаны. ■

Пару (Х,Kσ ), состоящую из произвольного мультимножества Х и σ-коль-
ца Kσ  его подмультимножеств Аi⊂Х, которые образуют покрытие мультимно-

жества Х=U
∞

=1i
iA , будем называть, как и в случае множеств, измеримым про-

странством, а подмультимножества Аi, принадлежащие σ-кольцу Kσ , − изме-
римыми мультимножествами.

Согласно теореме 5.1 и соотношениям (5.08)-(5.12) сумма, объединение и
пересечение конечного числа измеримых мультимножеств, разность и симмет-
рическая разность двух измеримых мультимножеств, репродукция измеримого
мультимножества являются измеримыми мультимножествами. Неизмеримому
мультимножеству не приписывается никакой меры − ни конечной, ни беско-
нечной.

Измеримое мультимножество нулевой меры называется нулевым муль-
тимножеством. Пустое мультимножество ∅ является нулевым мультимноже-
ством, так как по определению его мера m(∅)=0. Будем говорить, что некоторое
свойство выполняется почти всюду на измеримом пространстве (Х,Kσ ), если
подмультимножество B⊂Х, где это свойство отсутствует, имеет нулевую меру.

Тройку (Х,Kσ ,m), где (Х,Kσ ) − измеримое пространство, а m − σ-конеч-
ная мера, определенная на σ-кольце Kσ  подмультимножеств мультимножества
Х, будем называть пространством с мерой мультимножества. Мера m и про-
странство с мерой (Х,Kσ ,m), как и в случае множеств, называются полными, ес-
ли каждое подмультимножество Bi любого мультимножества A меры нуль так-
же содержится в σ-кольце Kσ, то есть из условий A∈Kσ , m(А)=0 и Bi⊆A следу-
ет, что Вi∈Kσ  и m(Bi)=0. Всякую меру можно сделать полной, присоединив к
σ-кольцу Kσ мультимножества вида АUВi, где А,Вi∈Kσ, m(Вi)=0, и положив
для них m(АUВi)=m(А).

Всякую сильно счетно-аддитивную меру m, определенную на σ-кольце
мультимножеств Kσ , в свою очередь можно продолжить на σ-алгебру S (Z) над
максимальным мультимножеством Z. Полученное таким образом продолжение
меры мультимножества m назовем стандартным. Как и для множества, стан-
дартное продолжение меры мультимножества будет, по-видимому, полной ме-
рой. Условие (5.27) m-измеримости мультимножества А, принадлежащего σ-
алгебре S (Z), приобретает следующий вид:

m(Z) = m(А) + m( A ). (5.29)
где A=Z−А – дополнение мультимножества А до мультимножества Z. Свойство
(5.29) назовем симметричностью меры мультимножества. В дальнейшем, как
правило, будем рассматривать пространства (Х,S, m) с полной мерой мультим-
ножества.

Оперируя с измеримыми мультимножествами, часто можно не делать
различия между мультимножествами меры нуль. Два мультимножества А и В,
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принадлежащие пространству с полной мерой, будем называть m-равными и
обозначать А=mВ или А=В(modm), если m(А∆В)=0, и m-дизъюнктными, если
m(AIB)=0. Мультимножество А будем называть m-подмультимножеством
мультимножества В и записывать А⊆mВ или А⊆В(modm), если m(A−B)=0. Оче-
видно, как и в случае равенства мультимножеств, что условие А=mВ выполняет-
ся, если одновременно А⊆mВ и B⊆mA. Если А1=mВ1 и А2=mВ2, то справедливы
равенства

А1UА2 =m В1UВ2,    А1IА2 =m В1IВ2,    А1+А2 =m В1+В2.
Согласно условиям (5.09)-(5.11) меры m-равных мультимножеств удовле-

творяют соотношениям:
m(А) = m(В) = m(AUB) = m(AIB),    m(A−B) = m(B−A)=0.

Поэтому в соответствии с условием (5.28) всякое мультимножество, m-равное
измеримому мультимножеству, измеримо. Имеет место также следующее ут-
верждение.

Л е м м а  5.А.   m-равенство измеримых мультимножеств А=mB, опреде-
ляемое условием m(А∆В)=0, есть отношение эквивалентности.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Отношение m-равенства мультимножеств сим-
метрично, рефлексивно и транзитивно. Симметричность и рефлексивность от-
ношения А=mВ очевидны. Его транзитивность вытекает из соотношения (3.52)
A∆В⊆(A∆С)+(В∆С), справедливого для произвольных мультимножеств. Учи-
тывая свойства (5.13) монотонности и (5.01) сильной аддитивности меры муль-
тимножества, получаем неравенство

m(A∆B) ≤ m[(A∆C) + m(B∆C)] = m(A∆C) + m(C∆B). (5.30)
Отсюда следует, что если А=mC и C=mВ, то есть m(A∆C)=0 и m(C∆B)=0, то и
m(A∆B)=0, то есть А=mВ. Таким образом, m-равенство мультимножеств пред-
ставляет собой отношение эквивалентности измеримых мультимножеств, рав-
ных с точностью до мультимножеств меры нуль, а значит, выполняется почти
всюду на пространстве с мерой (Х,S, m). ■

5.4. Последовательности измеримых мультимножеств.   Рассмотрим
особенности сходимости последовательности измеримых мультимножеств на
пространстве с мерой (Х,S, m). Из определения (3.49) предела сходящейся по-
следовательности мультимножеств, свойства (5.17) непрерывности меры и ус-
ловия (5.28) измеримости мультимножества вытекает

С л е д с т в и е  5.5.А.   Предел A сходящейся последовательности {An}
измеримых мультимножеств, принадлежащих пространству с мерой (Х,S, m),
является измеримым мультимножеством и принадлежит этому же про-
странству.

В случае полной меры введем несколько новых понятий сходимости по-
следовательности измеримых мультимножеств. Будем говорить, что последова-
тельность {Аn} измеримых мультимножеств сходится почти всюду на про-
странстве с полной мерой (Х,S, m) к пределу А при п→∞, если

m[
∞→n

lim (An∆A)] = 0. (5.31)

Условие (5.31) с учетом формулы (3.51) можно также записать в виде:
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m[(
∞→n

limAn)∆A] = 0. (5.32)

Будем говорить, что последовательность {Аn} измеримых мультимножеств схо-
дится по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m) к пределу А при п→∞,
если

∞→n
lim m(An∆A) = 0.   (5.33)

Покажем, что понятия сходимости последовательности измеримых мультим-
ножеств к пределу почти всюду и по мере равносильны.

Т е о р е м а  5.6.   Последовательность {Аn} измеримых мультимно-
жеств сходится при п→∞ к пределу А почти всюду на пространстве с полной
мерой (Х,S, m) тогда и только тогда, когда она сходится к пределу А по мере.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть последовательность {Аn} измеримых
мультимножеств сходится при п→∞ к пределу А почти всюду на пространстве
с полной мерой (Х,S, m). Согласно следствию 5.5.А предел А также есть изме-
римое мультимножество, принадлежащее пространству (Х,S, m). Из условия
(5.31) и свойства (5.17) непрерывности меры сразу получаем условие (5.33)
сходимости последовательности {Аn} по мере:

m[
∞→n

lim (An∆A)] =
∞→n

lim m(An∆A) = 0.

2°. Пусть теперь последовательность {Аn} сходится при п→∞ к пределу А
по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m). Аналогичным образом убеж-
даемся, что из условия (5.33) и свойства (5.17) непрерывности меры вытекает
условие (5.31) сходимости последовательности {Аn} почти всюду:

∞→n
lim m(An∆A) = m[

∞→n
lim (An∆A)] = 0.   ■

Из следствия 5.5.А и теоремы 5.6 имеем
С л е д с т в и е  5.6.А.   Предел А последовательности {Аn} измеримых

мультимножеств, сходящейся при п→∞ почти всюду или по мере на про-
странстве с полной мерой (Х,S, m), есть измеримое мультимножество.

Отсюда и из определения (3.48) вытекает, что абсолютная сходимость по-
следовательности измеримых мультимножеств есть частный случай сходимо-
сти по мере. Таким образом, говоря о сходимости последовательности измери-
мых мультимножеств на пространстве с полной мерой, можно не делать разли-
чия между сходимостью почти всюду и сходимостью по мере и использовать
для обозначения условий (5.31)-(5.33) один и тот же символ Аn →mes А.

Пределы сходящихся последовательностей измеримых мультимножеств
обладают также следующими свойствами.

Т е о р е м а  5.7.   Если последовательность {An} измеримых мультим-
ножеств сходится по мере к пределу A:

то последовательность {An} сходится по мере и к измеримому муль-
тимножеству В, m-равному мультимножеству A;

то к тому же пределу A сходится по мере и последовательность {Вn},
состоящая из мультимножеств Вn, m-равных мультимножествам An .

Если последовательность {An} измеримых мультимножеств сходится
по мере к пределу A, а последовательность {Вn}, состоящая из мультимно-
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жеств Вn, m-равных мультимножествам An, сходится по мере к пределу В, то
мультимножества A и В m-равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть Аn →mes А при п→∞, то есть выполня-
ется условие (5.33) 

∞→n
lim m(An∆A)=0, и А=mВ, то есть m(А∆В)=0. Тогда согласно

неравенству (5.30) имеем
m(An∆B) ≤ m(An∆A)+m(A∆B) = m(An∆A).

Отсюда следует, что 
∞→n

lim m(An∆B)=0, то есть Аn →mes B при п→∞.

2°. Пусть Аn →mes А при п→∞, то есть 
∞→n

lim m(An∆A)=0, и Аn=mВn, то есть

m(Аn∆Вn)=0. Учитывая, что
m(Bn∆A) ≤ m(Bn∆An)+m(An∆A) = m(An∆A),

аналогичным образом получаем Bn →mes А при п→∞.
3°. Пусть теперь Аn →mes А и Bn →mes B при п→∞, то есть 

∞→n
lim m(An∆A)=0 и

∞→n
lim m(Bn∆B)=0, и Аn=mВn, то есть m(Аn∆Вn)=0. Учитывая, что

m(A∆B) ≤ m(A∆An)+m(An∆Bn)+m(Bn∆B) = m(An∆A)+m(Bn∆B),
получаем 

∞→n
lim m(А∆В)=0. Так как мера m(А∆В) является постоянной величиной,

не зависящей от n, то m(А∆В)=0, то есть А=mВ. ■
Последовательность {Аn} измеримых мультимножеств будем называть

сходящейся в себе по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m) или m-фун-
даментальной, если для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что
для всех номеров n,l>N выполняется неравенство

m(An∆Al) < ε,  (5.34)
которое равносильно условию

∞→ln,
lim m(An∆Al) = 0.      (5.35)

Для последовательностей измеримых мультимножеств, сходящихся по
мере или почти всюду на пространстве с полной мерой, выполняется следую-
щий обобщенный критерий сходимости.

Т е о р е м а  5.8.   Последовательность {Аn} измеримых мультимно-
жеств сходится по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m) тогда и
только тогда, когда является m-фундаментальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Пусть последовательность измеримых муль-
тимножеств {An} сходится по мере на пространстве с полной мерой (Х,S, m) к
пределу A. Тогда согласно определению (5.33) для любого ε>0 найдется число
N такое, что при номерах n>N будет справедливо неравенство m(An∆A)<ε. В си-
лу соотношения (5.30) для любых п,l>N выполняется условие (5.34):

m(An∆Al) ≤ m(An∆A) + m(A∆Al) < 2ε,
то есть последовательность мультимножеств {An} является m-фундаменталь-
ной.

2°. Пусть теперь последовательность измеримых мультимножеств {An}
m-фундаментальна на пространстве с полной мерой (Х,S, m), то есть для любо-
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го ε>0 найдется число N такое, что для всех номеров n,l>N выполняется нера-
венство m(An∆Al)<ε. Выберем номер nk≥N таким образом, чтобы неравенство
m(

skn +
A ∆

knA )<1/2k выполнялось для любого целого числа s≥1, и рассмотрим
мультимножества

Ck=I
∞

=ki
nk
A ,   Dk=(

knA ∆
1+knA )+(

1+knA ∆
2+knA )+…= )(

1+
∆∑

∞

=
ii nn

ki
AA ,   A=U

∞

=1k
kC .

Очевидно, что мультимножества Ck, Dk и A принадлежат пространству (Х,S, m).
Нетрудно убедиться, что {Ck} – возрастающая последовательность мультимно-
жеств C1⊂...⊂Ck⊂..., и выполняются включения Ck⊂ knA , 

knA ∆Ck⊆Dk, A∆Ck⊆Dk.
А значит, в силу соотношения A∆В⊆(A∆С)+(В∆С), справедливого для произ-
вольных мультимножеств, выполняется и включение A∆

knA ⊆Dk. Согласно
свойствам монотонности (5.13) и сильной счетной аддитивности (5.02) меры
мультимножества имеем

m(A∆
knA ) ≤ m(Dk) = )(

1+
∆∑

∞

=
ii nn

ki
AA <∑

∞

=ki

i )2/1( = 1/2k−1.

Тогда для любого n>nk получаем с учетом соотношения (5.30)
m(A∆An) ≤ m(A∆

knA ) + m(
knA ∆An) < (1/2k−1)+(1/2k) = 3/2k.

Мультимножество А по построению состоит из элементов x, принадле-
жащим при n>nk всем мультимножествам An, за исключением, быть может, ко-
нечного числа из них, то есть по определению A является пределом последова-
тельности {An} и, кроме того, принадлежит пространству (Х,S, m). При k→∞,
очевидно, nk→∞ и n→∞. Следовательно, выполняется условие (5.33)

∞→n
lim m(An∆A)=0, то есть последовательность мультимножеств {An} сходится при

n→∞ к пределу A по мере. ■
Теоремы 5.5-5.8 обобщают на мультимножества аналогичные теоремы

4.7-4.10 для множеств.
Наряду с неотрицательной мерой m можно определить и другие сильно и

просто аддитивные и счетно-аддитивные функции f:S (X)→R, заданные на σ-
алгебре мультимножеств S (X) и принимающие произвольные действительные
значения, которые будут обладать многими свойствами меры m.
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Глава 6
Функциональные пространства

6.1. Векторные пространства.   Метрические пространства, элементами
которых являются векторы, числовые последовательности, непрерывные, огра-
ниченные и измеримые функции, принято называть функциональными про-
странствами. Рассмотрим наиболее известные примеры функциональных мет-
рических пространств.

Семейство Rn n-мерных векторов x=(x1,…,xп) с действительными компо-
нентами xi∈R, i=1,…,n образует n-мерное векторное пространство:

Rn
∞ = (Rn,dR∞) с метрикой Чебышева

dR∞(x,y) =
ni≤≤1

max | xi − yi |; (6.01)

Rn
1 = (Rn,dR1) с метрикой Хемминга

dR1(x,y) =∑
=

−
n

i
ii yx

1
|| ;  (6.02)

Rn
2 = (Rn,dR2) с метрикой Евклида

dR2(x,y) =
2/1

2

1
)( 





 −∑

=

n

i
ii yx ; (6.03)

Rn
p= (Rn,dRp) с метрикой Минковского (р≥1 – фиксированное целое число)

dRp(x,y) =
pn

i

p
ii yx

/1

1
|| 





 −∑

=
. (6.04)

Векторные пространства обозначают также символами ln
p. Метрика dR∞

называется также однородной метрикой, метрикой решетки, а метрика dR1 –
прямолинейной метрикой, метрикой кубической сетки. При р=1 метрика Мин-
ковского dRp превращается в метрику Хемминга dR1, при р=2 – в метрику Евк-
лида dR2. В пределе при р→∞ dRp→dR∞, и метрика Минковского становится мет-
рикой Чебышева. При n=1 все метрики dRp для любого р превращаются в мет-
рику dЕ1(x,y)=|x−y|, заданную формулой (1.04), а одномерные векторные про-
странства Rn

p=(Rn,dRp) вырождаются в числовую прямую E1=(R,dЕ1). Метрики
Чебышева dR∞, Хемминга dR1, Евклида dR2 для любого n совпадают с метриками

dU∞(x,y)=
ni≤≤1

max [d1(x1,y1),…,dn(xn,yn)], dU1(x,y)=∑
=

n

i
iii yxd

1
),( , dU2(x,y)= ∑

=

n

i
iii yxd

1

2 ),( ,

определенными в разделе 1.3 на прямом произведении U=Х1×Х2…×Хn несколь-
ких метрических пространств (Хi,di) соответствующей размерности, если поло-
жить di(xi,yi)=|xi−yi|. При р=2 векторное пространство Rn

2=(Rn,dR2) с метрикой
Евклида (6.03) тождественно n-мерному числовому (евклидовову) пространству
En=(Rn,dEn) с метрикой Евклида (1.06).

Выполнение аксиом симметрии (1.01) и тождества (1.02) для функции dRp
очевидно при любом р.  Покажем справедливость аксиомы треугольника (1.03)
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для функции dR∞. Для любого 1≤i≤n, очевидно, выполняется неравенство:
|xi − yi| ≤ |xi − zi| + |zi − yi| ≤

ni≤≤1
max |xi − zi| +

ni≤≤1
max |zi − yi| = dR∞(x,z) + dR∞(z,y).   (6.05)

Отсюда сразу получаем:

ni≤≤1
max |xi − yi| = dR∞(x,y) ≤ dR∞(x,z) + dR∞(z,y).

Справедливость аксиомы треугольника для функции dRp при р≥1 следует из не-
равенства Минковского для конечных сумм

pn

i

p
ii ba

/1

1
|| 





 +∑

=
≤

pn

i

p
ia

/1

1
|| 





∑

=
+

pn

i

p
ib

/1

1
|| 





∑

=
. (6.06)

Полагая в формуле (6.06) ai = xi − zi, bi = zi − yi, получим условие
pn

i

p
ii yx

/1

1
|| 





 −∑

=
≤

pn

i

p
ii zx

/1

1
|| 





 −∑

=
+

pn

i

p
ii yz

/1

1
|| 





 −∑

=
, (6.07)

которое и есть неравенство треугольника
dRp(x,y) ≤ dRp(x,z) + dRp(z,y).

Из тождественности метрик dR∞, dR1, dR2 и dU∞, dU1, dU2, определения не-
прерывности действительной функции двух переменных и теоремы 3.11 имеем

С л е д с т в и е  3.11.Б.   Метрики Чебышева dR∞, Хемминга dR1, Евклида
dR2 гомеоморфны и равномерно непрерывны на множестве Rn.

Условие сходимости последовательности {xk}, состоящей из п-мерных
векторов xk=(xk1,…,xkп), к пределу x0=(x01,…,x0п) в пространстве Rn

∞=(Rn,dR∞)
форулируется как

dR∞(xk,x0) =
ni≤≤1

max |xki − x0i|→0   при k→∞. (6.08)

Это условие равносильно условию равномерной относительно компонент век-
тора сходимости всех n числовых последовательностей xki→x0i.

Условие сходимости последовательности {xk} векторов xk к пределу x0 в
п-мерном векторном пространстве Rn

p =(Rn,dRp) при р≥1 имеет вид:

dRp(xk,x0) =
pn

i

p
iki xx

/1

1
0 || 






 −∑

=
→0   при k→∞ (6.09)

и совпадает с условием равномерной сходимости |xki − x0i|→0 в пространстве
Rn

∞=(Rn,dR∞). Такое же условие равномерной покомпонентной сходимости вы-
полняется в п-мерном числовом (евклидовом) пространстве En=(Rn,dEn).

Рассмотрим свойства векторных пространств.
Т е о р е м а  6.1.   Пространство Rn

p=(Rn,dRp) n-мерных действительных
векторов при любом р сепарабельно, полно и метрически выпукло.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Множество рациональных чисел Q  всюду
плотно в пространстве E1 (пример 2.13), то есть для любого действительного
числа x0 всегда найдется некоторая последовательность {qk} рациональных чи-
сел, сходящаяся к x0 при k→∞. В таком случае и для любого n-мерного вектора
x0 с действительными компонентами x0i, i=1,…,n существует сходящаяся к не-
му последовательность {qk} n-мерных векторов qk с рациональными компонен-
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тами qki∈Q . Это означает, что счетное множество Qn n-мерных рациональных
векторов всюду плотно в пространстве Rn

p, а само пространство Rn
p при любом

р сепарабельно. Счетное всюду плотное в пространстве Rn
p множество Qn сов-

падает со своим замыканием Qn =[Qn ].
2º. Пусть последовательность {xk} n-мерных действительных векторов xk

фундаментальна, то есть для любого ε>0 существует натуральное число N та-
кое, что для всех номеров k,m>N выполняется неравенство dRp(xk,xm)<ε или

∑
=

−
n

i

p
miki xx

1
|| <ε p. Тогда для каждой компоненты вектора xki, i=1,…,n получаем

соответствующее неравенство |xki − xmi|<ε для всех номеров k,m>N, то есть все
последовательности {xki} также фундаментальны. В полном пространстве дей-
ствительных чисел E1 любая фундаментальная последовательность является
сходящейся (пример 2.18), и следовательно, xki→x0i при k→∞. Это означает, что
в пространстве Rn

p фундаментальная последовательность {xk} векторов xk схо-
дится равномерно относительно компонент вектора к n-мерному действитель-
ному вектору x0, который есть точка этого же пространства Rn

p. Тем самым вы-
полняются условия (6.08) и (6.09). Таким образом, пространство Rn

p при любом
р полно.

3º. Метрическая выпуклость пространства Rn
p немедленно вытекает из

тождественности метрик dRp и dUp, метрической выпуклости евклидова про-
странства En, теоремы 1.4, а также может быть установлена непосредственно с
помощью подхода, использованного при доказательстве теоремы 1.1. В самом
деле, если х≠у, то аналогично случаю числовой прямой E1 всегда найдется та-
кой вектор z, находящийся между векторами x и y, то есть [x,z,y], что неравен-
ство треугольника (6.07) превращается в равенство (1.07). Для этого, очевидно,
достаточно, чтобы соответствующие одноименные компоненты векторов x, z, y
были точками, лежащими на одной прямой.  ■

Пространство Qn
p=(Qn,dRp) n-мерных векторов qk=(qk1,…,qkп) с рациональ-

ными компонентами qki∈Q , i=1,…,n неполно, поскольку имеются фундамен-
тальные последовательности {qk}, состоящие из n-мерных рациональных век-
торов qk, которые не сходятся к точке этого же пространства Qn

p. По этой же
причине, в частности, неполно пространство рациональных чисел Q1=(Q ,dЕ1), в
котором существуют фундаментальные последовательности рациональных чи-
сел, сходящиеся к иррациональным числам (пример 1.7). Пополнением про-
странства Qn

p n-мерных рациональных векторов служит полное пространство
Rn

p n-мерных действительных векторов.
Векторное пространство Rn

p=(Rn,dRp) при любом р локально компактно,
но некомпактно, поскольку существуют счетные последовательности {xk}, со-
стоящие из n-мерных действительных векторов xk, которые не сходятся в про-
странстве Rn

p. По этой же причине, в частности, локально компактно, но неком-
пактно и пространство действительных чисел E1 (пример 2.23). В то же время
всякое ограниченное замкнутое множество векторного пространства Rn

p отно-
сительно компактно, так как имеется хотя бы одна предельная точка, принад-
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лежащая этому же пространству. Полная ограниченность множества в n-мер-
ном векторном пространстве Rn

p совпадает с обычной ограниченностью.
Гомеоморфность разных метрик на множестве Rn, установленная следст-

вием 3.11.Б, означает, что векторные пространства Rn
p=(Rn,dRp) при разных р

гомеоморфны. Кроме того, всякое векторное пространство Rm
p=(Rm,dRp) при

m<n гомеоморфно подпространству векторного пространства Rn
p=(Rn,dRp), со-

стоящему из n-мерных векторов вида x=(x1,…,xm,0,…,0), у которых последние
n−m компонент равны нулю (теорема Пеано). Однако сами пространства Rn

p и
Rm

p при n≠m будут негомеоморфны (теорема Брауэра).
Пространство расстояний (X,dX) будем называть ln

p-вложимым, если оно
изометрически вложимо в векторное пространство ln

p=Rn
p, то есть для некото-

рых целых n,р≥1 выполняется условие dX(x,y)=dRp(x,y). Очевидно, что векторное
пространство Rm

p при m<n будет ln
p-вложимо в пространство Rn

p. Пространство
расстояний (X,dX) ln

p-вложимо в том и только том случае, если каждое конечное
подпространство пространства (X,dX) является ln

p-вложимым [DL97].
П р и м е р  6.1.   Метрические пространства n-мерных векторов: Qn

p=
=(Qn,dRp) с рациональными компонентами, Zn

p=(Zn,dRp) с целочисленными ком-
понентами, Nn

p=(Nn,dRp) с натуральными компонентами, In
p=(R01

n,dRp) с дейст-
вительными компонентами в интервале R01=[0,1] являются изометрически
вложимыми подпространствами векторного пространства Rn

p=(Rn,dRp).  ◘
Покажем, что метрическая выпуклость и гиперметричность конечного

пространства расстояний естественным образом связаны с его ln
1-вложимостью.

Т е о р е м а  6.2.   Конечное n-мерное пространство расстояний (X,dX)
является lm

1-вложимым для некоторого m тогда и только тогда, когда рас-
стояние dX можно представить положительной линейной комбинацией m раз-

резных полуметрик вида dX(xi,xj)=∑
=

m

k
ji

A
Xk xxw k

1

)( ),(δ , где wk>0, Ak⊂X={x1,…,xп}.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть (X,dX) – n-мерное метрическое про-

странство с метрикой dX(xi,xj)=∑
=

m

k
ji

A
Xk xxw k

1

)( ),(δ , где wk>0, ),()(
ji

A
X xxkδ  – разрез-

ная полуметрика (1.35) для множества Ak⊂X={x1,…,xп}, 1≤k≤m. Определим n
векторов yi=(yi1,…,yim)∈Rm с компонентами yik=wk kAχ (xi), где kAχ  – характе-
ристическая функция множества Ak. Тогда, учитывая формулу (6.2), выполняет-
ся следующее равенство:

dX(xi,xj)=∑
=

m

k
ji

A
Xk xxw k

1

)( ),(δ =∑
=

−
m

k
jAiAk xxw

kk
1

|)()(| χχ =∑
=

−
m

k
jkik yy

1
|| =dR1(yi,yj), (6.10)

то есть по условию (1.33) пространство (X,dX) lm
1-вложимо.

2º. Пусть n-мерное метрическое пространство (X,dX) lm
1-вложимо, то есть

dX(xi,xj)=dR1(yi,yj). Рассмотрим матрицу Y=||yik||n×m, строками которой являются n
векторов y1,…,yn, yi=(yi1,…,yim)∈Rm, а элементы yik определяются следующим
образом: yik=wk>0, если xi∈Ak⊂X, и yik =0 в противоположном случае. Тогда мет-
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рику dX можно представить как линейную комбинацию разрезных полуметрик

dX(xi,xj)=∑
=

m

k
ji

A
Xk xxw k

1

)( ),(δ .  ■

Из теорем 6.2 и 1.13 вытекает
С л е д с т в и е  6.2.А.   Всякое ln

1-вложимое пространство расстояний
(X,dX) является пространством отрицательного типа и гиперметрическим.

Из теорем 6.2 и 6.1 имеем
С л е д с т в и е  6.2.Б.   Любое множество A и его дополнение X\A явля-

ются метрически выпуклыми в ln
1-вложимом пространстве расстояний (X,dX).

П р и м е р  6.2.   n-ая степень множества целых чисел Z0k={0,1,…,k} об-
разует с метрикой Хемминга dR1 (6.02) n-мерное векторное пространство
Zn

(k)1=(Z0k
n,dR1), изометричное метрическому графическому пространству (V,dГ)

с метрикой кратчайшего пути dГ (1.37). Пространство Zn
(1)1=({0,1}n,dR1) называ-

ется n-мерным гиперкубическим пространством или n-мерным гиперкубом,
Zn

(2)1=({0,1,2}n,dR1) – единичной n-мерной сферой с центром в точке (1,1,…,1),
Zn

(3)1=({0,1,2,3}n,dR1) – n-мерным кубиком Рубика, а также доской тик-так-ту.
n-мерные пространства Zn

(k)1=(Z0k
n,dR1) при любом k, очевидно, являются изо-

метрически вложимыми подпространствами п-мерного векторного пространст-
ва Qn

1=(Qn,dR1) и обладают такими же свойствами, что и пространство Qn
1. Про-

странства Zn
(k)1 всюду плотны, сепарабельны, неполны, некомпактны, ln

1-вложи-
мы, метрически выпуклы, гиперметричны. ◘

П р и м е р  6.3.   n-мерная целочисленная решетка Ln=Z+
n, где Z+=

={0,1,2,…}, образует с метрикой Хемминга dR1 n-мерное векторное пространст-
во Zn

(+)1=(Z+
n,dR1), в котором n-мерный целочисленный вектор zk=(zk1,…,zkп) со-

ответствует узлу решетки 〈k1,…,kп〉. Пространство Zn
(+)1 представляет собой

изометрически вложимое подпространство п-мерного векторного пространства
Qn

1=(Qn,dR1). Пространство Zn
(+)1 всюду плотно, сепарабельно, неполно, неком-

пактно, ln
1-вложимо, метрически выпукло, гиперметрично. ◘

Полагая в теореме 6.2 все числа wk=1/2, получаем еще одно
С л е д с т в и е  6.2.В.   Конечное пространство расстояний (X,dX) с

мультиразрезной полуметрикой dX(xi,xj)= ∑
=

m

k
ji

A
X xxk

1

)( ),(
2
1 δ , где Ak⊂X={x1,…,xп},

вложимо в m-мерный гиперкуб Zm
(1)1 и m-мерную целочисленную решетку Zm

(+)1.
6.2. Пространства ограниченных числовых последовательностей.

Семейство RN={Хk} бесконечных последовательностей Хk={xki}={xk1,xk2,…},
элементами которых являются действительные числа xki∈R, удовлетворяющие

условию ограниченности |xki|≤ck или ∑
∞

=1
||

i

p
kix ≤cр<∞ для всех целых чисел р≥1,

образует пространство ограниченных числовых последовательностей:
m = (RN,dm) с метрикой Чебышева

dm(X,Y) =
i

sup |xi − yi|; (6.11)
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l1 = (RN,dl1) с метрикой Хемминга

dl1(X,Y) =∑
∞

=
−

1
||

i
ii yx ;  (6.12)

l2 = (RN,dl2) с метрикой Евклида

dl2(X,Y) =
2/1

2

1
)( 





 −∑
∞

=i
ii yx ; (6.13)

lp = (RN,dlp) с метрикой Минковского (р≥1 – фиксированное целое число)

dlp(X,Y) =
p

i

p
ii yx

/1

1






 −∑
∞

=
. (6.14)

Эти пространства обозначают также символами l∞p. В пределе при р→∞
dlp→dm, и метрика Минковского становится метрикой Чебышева, поэтому про-
странству m соответствует символ l∞∞. Пространство l2=(RN,dl2) называется
также координатным гильбертовым пространством.

Покажем, что выражение (6.14) имеет смысл для произвольных ограни-
ченных числовых последовательностей. Действительно, переходя в неравенстве
Минковского (6.06) при фиксированном числе р≥1 к пределу при n→∞, получа-
ем неравенство для бесконечных сумм

p

i

p
ii ba

/1

1
|| 





 +∑
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=
≤

p
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/1

1
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
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=
+

p
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/1

1
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∞

=
. (6.15)

Полагая в формуле (6.15) ai = xi, bi = − yi, получаем условие
p

i

p
ii yx

/1

1
|| 
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



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=
≤
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
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=
.

Так как ряды, стоящие в правой части приведенной выше формулы, по предпо-
ложению сходятся, то стоящая слева сумма также конечна.

Выполнение аксиом симметрии (1.01) и тождества (1.02) для функций dm
и dlp очевидно. Справедливость аксиомы треугольника (1.03) для функции dm

без труда устанавливается таким же, как и для метрики dR∞, способом. Анало-
гично соотношению (6.05) имеем

|xi − yi| ≤ |xi − zi| + |zi − yi| ≤
i

sup |xi − zi| +
i

sup |zi − yi| = dm(X,Z) + dm(Z,Y).

Следовательно, и

i
sup |xi − yi| = dm(X,Y) ≤ dm(X,Z) + dm(Z,Y). (6.16)

Выполнение аксиомы треугольника (1.03) для функции dlp при р≥1 следует из
неравенства (6.15), которое при ai =xi −zi, bi =zi −yi приобретает вид:

p
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=
 (6.17)

или
dlp(X,Y) ≤ dlp(X,Z) + dlp(Z,Y).
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Условие сходимости последовательности {Хk}, элементами которой яв-
ляются ограниченные числовые последовательности Хk={xki}={xk1, xk2,…}, к
пределу Х0={x0i}={x01, x02,…} в пространстве m=(RN,dm) имеет вид:

dm(Хk,Х0) =
i

sup |xki − x0i|→0   при k→∞. (6.18)

Иными словами, для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что
для всех номеров k>N справедливо неравенство 

i
sup |xki−x0i|<ε, а значит, и для

каждого i-го элемента k-ой последовательности Хk выполняется условие xki→x0i

при k→∞.
Cходимость последовательности {Хk}, Хk={xki} к пределу Х0={x0i} в про-

странстве lp=(RN,dlp) при фиксированном числе р≥1 имеет вид:

dlp(Хk,Х0) =
p

i

p
iki xx

/1

1
0 






 −∑
∞

=
→0   при k→∞. (6.19)

Это означает, что для всех i=l,2,... при k→∞ сходятся последовательности
xki→x0i и что для любого ε>0 найдется натуральное число N такое, что для всех
номеров n>N и всех k последовательностей {xki} выполняется неравенство

∑
∞

+= 1
||

ni

p
kix <ε p. Первое из этих условий (6.18) равносильно условию сходимости

всех числовых последовательностей, равномерной относительно i-ых членов
последовательностей, а второе условие (6.19) – сходимости, неравномерной
относительно i-ых членов последовательностей.

Т е о р е м а  6.3.   Пространство l∞p=(RN,dlp) ограниченных числовых по-
следовательностей при любом числе р полно и метрически выпукло.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть последовательность {Хk}, состоящая из
ограниченных числовых последовательностей Хk={xki}, фундаментальна, то есть
для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что для всех номеров

k,n>N выполняется неравенство dlp(Хk,Хn)<ε или ∑
∞

=
−

1
||

i

p
niki xx <ε p. Тогда для лю-

бых i-ых элементов последовательностей xki, xni, i=1,2,… выполняется соответ-
ствующее неравенство |xki − xni|<ε для всех номеров k,n>N, то есть все последо-
вательности {xki} фундаментальны, и следовательно, в силу полноты простран-
ства действительных чисел E1 (пример 2.18) xki→x0i при k→∞. Согласно следст-
вию 1.10.Г величина |x0i|≤maxck, то есть последовательность Х0={x0i} ограничена
и принадлежит пространству m. Это означает, что в пространстве m последова-
тельность {Хk}, состоящая из числовых последовательностей Хk={xki}, при k→∞
сходится равномерно относительно членов xki последовательностей к пределу –
последовательности Х0, то есть выполняется условие (6.18).

Покажем, что для фиксированного р≥1 выполняется условие сходимости

(6.19). Действительно, из неравенства ∑
∞

=
−

1
||

i

p
niki xx <ε p, справедливого для всех
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номеров k,n>N, следует, что для любого K выполняется ∑
=

−
K

i

p
niki xx

1
|| <ε p. Зафик-

сируем номер k и перейдем к пределу при n→∞. В силу фундаментальности по-

следовательности {xni}, получим неравенство ∑
=

−
K

i

p
iki xx

1
0 || <ε p, справедливое

при любом K. Переходя к пределу при K→∞, получаем неравенство

∑
∞

=
−

1
0 ||

i

p
iki xx <ε p. Отсюда в силу произвольности ε при k→∞ сразу вытекает ус-

ловие (6.19) dlp(Хk,Х0)→0. Полагая в неравенстве (6.15) ai=xki, bi=x0i−xki и учиты-

вая ограниченность рядов ∑
∞

=1
||

i

p
kix  и ∑
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=
−

1
0 ||

i

p
iki xx , убеждаемся, что ряд ∑

∞

=1
0 ||

i

p
ix

сходится для всех фиксированных чисел р≥1, то есть последовательность
Х0={x0i} принадлежит пространству lp. Итак, фундаментальная последователь-
ность {Хk}, состоящая из ограниченных числовых последовательностей
Хk={xki}, сходится в пространстве l∞p к ограниченной числовой последователь-
ности Х0={x0i}, которая есть точка этого же пространства l∞p, и значит, про-
странство l∞p при любом р полно.

2º. Метрическая выпуклость пространства lp для любого числа р устанав-
ливается непосредственно с помощью подхода, использованного при доказа-
тельстве теоремы 1.1. В самом деле, если X≠Y, то аналогично случаям числовой
прямой E1 и n-мерного векторного пространства Rn

1 (теоремы 1.1, 6.1) всегда
найдется такая ограниченная числовая последовательность Z, находящаяся ме-
жду последовательностями X и Y, то есть [X, Z, Y], что неравенство треугольни-
ка (6.17) превращается в равенство (1.07). Для этого, очевидно, достаточно,
чтобы соответствующие одноименные элементы последовательностей X, Z, Y
были точками, лежащими на одной прямой.  ■

Пространство Q∞
p=(QN,dlp) ограниченных последовательностей Qk={qki}=

={qk1, qk2,…}, членами которых являются рациональные числа qki∈Q , i=1,…,n,
неполно, поскольку имеются фундаментальные последовательности {Qk}, со-
стоящие из ограниченных рациональных последовательностей Qk, которые не
сходятся к точке этого же пространства Q∞

p. По этой же причине, в частности,
неполны пространство рациональных чисел Q1=(Q,dЕ1) и пространство
Qn

p=(Qn,dRp) n-мерных рациональных векторов qk=(qk1,…,qkп), в которых суще-
ствуют фундаментальные последовательности рациональных чисел, сходящие-
ся к иррациональным числам (пример 1.7). Пополнением пространства Q∞

p ог-
раниченных рациональных последовательностей служит полное пространство
l∞p ограниченных действительных последовательностей.

Т е о р е м а  6.4.   Пространство l∞p=(RN,dlp) ограниченных числовых по-
следовательностей при любом фиксированном числе р≥1 сепарабельно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Так как элементы произвольной последователь-
ности {xki}={xk1, xk2,…} ограничены, то для любого ε>0 найдется число n такое,
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что ∑
∞

+= 1
||

ni

p
kix <ε p/2. Для найденного числа n возьмем ограниченную числовую

последовательность вида Qk={qk1,…,qkп,0,0,…} c рациональными элементами

qki, удовлетворяющими условию ∑
=

−
n

i

p
kiki qx

1
|| <ε p/2. Тогда для расстояния

dlp(Хk,Qk) между точками Хk и Qk пространства lp имеем

[dlp(Хk,Qk)]p =∑
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−
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||

i

p
kiki qx =∑
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i

p
kiki qx

1
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||

ni

p
kix <ε p/2+ε p/2=<ε p

или dlp(Хk,Qk)<ε. Множество {Qk} различных последовательностей Qk счетно.
Так как каждая последовательность Qk={qk1,…,qkп,0,0,…} эквивалентна вектору
qk=(qk1,…,qkп), то условие dlp(Хk,Qk)<ε  означает, что счетное множество Qn  n-
мерных рациональных векторов всюду плотно в пространстве lp, а пространство
lp при любом фиксированном числе р≥1 сепарабельно. Всюду плотное в про-
странстве lp множество Qn совпадает со своим замыканием Qn =[Qn].  ■

Пространство ограниченных числовых последовательностей m=(RN,dm) с
метрикой Чебышева dm несепарабельно, так как может содержать множество, не
являющееся счетным и всюду плотным в пространстве m.

П р и м е р  6.4.   Семейство B ={Bk} бинарных последовательностей вида
Bk ={bki}={bk1, bk2,…}, состоящих только из нулей и единиц (bki=0 или bki=1),
имеет мощность континуума, и значит, не является счетным. Семейство B  не
будет и всюду плотным множеством в пространстве m=(RN,dm). Действительно,
пусть в пространстве m имеется счетное и всюду плотное множество A. Опи-
шем около каждой точки a множества A открытый шар О(a,ε) радиуса ε=1/3.
Так как множество A всюду плотно в пространстве m, то все точки пространст-
ва m будут содержаться внутри этих шаров. Так как множество A счетно, то хо-
тя бы в одном из шаров, например, с центром в точке a0 должны находиться две
разные последовательности Bk ={bki} и Bj ={bji}. Тогда по неравенству тре-
угольника (1.03) для расстояния между последовательностями Bk и Bj имеем

dm(Bk,Bj) ≤ dm(Bk,a0) + dm(a0,Bj) ≤ 1/3+1/3 = 2/3.
С другой стороны, согласно формуле (6.11) расстояние между любыми после-
довательностями Bk и Bj постоянно и равно dm(Bk,Bj)=

i
sup |bki − bji|=1, что проти-

воречит сделанному предположению. ◘
Пространство ограниченных числовых последовательностей lp при любом

фиксированном числе р≥1 некомпактно, поскольку в lp существуют замкнутые
множества, содержащие ограниченные числовые последовательности Хk={xki},
которые не сходятся в пространстве lp. В то же время в пространстве lp имеются
и компактные ограниченные множества. Критерий компактности множества в
пространстве lp формулируются следующим образом. Множество A относи-
тельно компактно в пространстве lp в том и только том случае, если оно огра-
ничено и для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что для всех
номеров n>N и произвольной последовательности {xki}={xk1, xk2,…} из множе-
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ства A выполняется неравенство ∑
∞

+= 1
||

ni

p
kix <ε p. Критерий компактности множе-

ства A совпадает с условием (6.19) неравномерной сходимости числовых по-
следовательностей Хk={xki} в пространстве lp.

П р и м е р  6.5.   Замкнутый шар B[x0,1] радиуса 1 с центром в точке
x0={0,0,0,…} является ограниченным, но не вполне ограниченным множеством,
а значит, и некомпактным множеством в пространствах m и lp. В самом деле,
пусть B ={Bk} – семейство бинарных последовательностей вида B1={1,0,0,…},
B2={0,1,0,…},…, которые все содержатся в шаре B[x0,1]. Согласно формулам
(6.11)-(6.14) расстояние между любыми последовательностями Bk и Bj постоян-
но в каждом из пространств и равно соответственно dm(Bk,Bj)=

i
sup |bki−bji|=1 и

dlp(Bk,Bj)=
p

i

p
jiki bb
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=
=21/p при р≥1, то есть последовательность {Bk} и лю-

бые ее подпоследовательности не сходятся в пространствах m и lp. ◘
П р и м е р  6.6.   Ограниченное множество точек V0={xn}={x1, x2,…}, где

0≤xn≤1/п, n∈N, называется основным брусом (параллелепипедом) пространства
ограниченных числовых последовательностей l∞p. Основной брус V0 является
бесконечномерным вполне ограниченным множеством в пространстве l∞p, а в
силу приведенного выше критерия компактности и компактным множеством. ◘

З а м е ч а н и е.   Всякое сепарабельное метрическое пространство го-
меоморфно некоторому подмножеству основного бруса координатного гиль-
бертова пространства l2 (теорема Урысона). □

Пространство расстояний (X,dX) будем называть l∞p-вложимым, если оно
изометрически вложимо в пространство l∞p. Любой вектор xk=(xk1,…,xkп), оче-
видно, можно представить как ограниченную числовую последовательность
вида Хk={xk1,…,xkп,0,0,…}. Поэтому n-мерные векторные пространства
Rn

p=(Rn,dRp) являются изометрически вложимыми подпространствами соответ-
ствующих пространств l∞p=(RN,dlp) ограниченных числовых последовательно-
стей. Это в свою очередь означает, что каждое n-мерное векторное пространст-
во Rn

p=ln
p является l∞p-вложимым, а следовательно, всякое ln

p-вложимое про-
странство будет и l∞p-вложимым.

П р и м е р  6.7.   Метрические пространства n-мерных векторов из при-
мера 6.1 Qn

p=(Qn,dRp) с рациональными компонентами, Zn
p=(Zn,dRp) с целочис-

ленными компонентами, Nn
p=(Nn,dRp) с натуральными компонентами,

In
p=(R01

n,dRp) с действительными компонентами в интервале R01=[0,1] являются
ln

p- и l∞p-вложимыми пространствами. n-мерное гиперкубическое пространство
Zn

(1)1=({0,1}n,dR1) из примера 6.2 ln
1-вложимо и l∞1-вложимо. ◘

6.3. Пространства сходящихся числовых последовательностей.   Се-
мейство RN

c бесконечных числовых последовательностей Хk={xki}={xk1,xk2,…},
элементами которых являются действительные числа xki∈R, удовлетворяющие
условию xki→xk0 при i→∞ для всех k последовательностей, образуют с метрикой
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Чебышева dm (6.11) пространство равномерно сходящихся числовых последо-
вательностей c=(RN

c,dm). Так как согласно теоремам 1.8 и 1.9 всякая сходя-
щаяся последовательность ограничена, и значит |xki|≤ck, то пространство
c=(RN

c,dm) равномерно сходящихся числовых последовательностей является
замкнутым подпространством пространства m=(RN,dm) ограниченных числовых
последовательностей. Отсюда следует выполнение в пространстве c=(RN

c,dm)
аксиоматики метрического пространства и условия (6.18) равномерной отно-
сительно членов последовательностей сходимости |xki − x0i|→0 при k→∞.

Т е о р е м а  6.5.   Пространство c=(RN
c,dm) равномерно сходящихся чи-

словых последовательностей сепарабельно, полно и метрически выпукло.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Множество рациональных чисел Q  всюду

плотно в пространстве E1 (пример 2.13), то есть для любого действительного
числа x0 всегда найдется некоторая последовательность {qk} рациональных чи-
сел, сходящаяся к x0 при k→∞. В таком случае и для любой последовательности
{Хk}, состоящей из сходящихся числовых последовательностей Хk={xki}=
={xk1,xk2,…} таких, что xki→xk0 при i→∞ для всех k, существует последователь-
ность {Qk}, состоящая из сходящихся числовых последовательностей Qk={qki}=
={qk1,qk2,…} с рациональными элементами qki∈Q  такими, что qki→xk0 при i→∞
для всех k. Множество {Qk} сходящихся последовательностей Qk, очевидно,
счетно. В силу неравенства треугольника (1.03) выполняется соотношение
|xki−qki|≤|xki−xk0|+|xk0−qki|. Поэтому расстояние dm(Xk,Qk)=

i
sup |xi−qki| →0 при k→∞.

Это означает, что счетное множество {Qk} сходящихся последовательностей Qk
c рациональными элементами всюду плотно в пространстве c=(RN

c,dm), а про-
странство c сепарабельно.

2º. Пусть последовательность {Хk} состоит из сходящихся числовых по-
следовательностей Хk={xki}={xk1,xk2,…} таких, что xki→xk0 при i→∞ для всех k, и
сходится к последовательности Х0={x0i}={x01,x02,…}. По неравенству треуголь-
ника (1.03) и формуле (6.11) имеем

|x0i − x0j| ≤ |x0i − xki| + |xki − xkj| + |xkj − x0j| ≤ 2dm(Хk,Х0) + |xki − xkj|.
Так как последовательность {Хk} сходится к пределу Х0, то для произвольного
ε>0 найдем достаточно большой номер k такой, чтобы выполнялось неравенст-
во dm(Хk,Х0)<ε, и зафиксируем этот номер k. Для этого фиксированного номера k
рассмотрим сходящуюся числовую последовательность Хk={xki}. Из ее сходи-
мости следует, что для выбранного ε>0 существует натуральное число N такое,
что для всех номеров i,j>N будет выполняться неравенство |xki−xkj|<ε. В этом
случае получаем, что |x0i−x0j|<3ε, то есть числовая последовательность Х0={x0i}
фундаментальна, и следовательно, в силу полноты пространства действитель-
ных чисел E1 (пример 2.18) сходится к пределу при i→∞ и тем самым принад-
лежит пространству с. Таким образом, пространство с полно.

3º. Метрическая выпуклость пространства c=(RN
c,dm) равномерно сходя-

щихся числовых последовательностей немедленно вытекает из метрической
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выпуклости пространства m=(RN,dm) ограниченных числовых последователь-
ностей, подпространством которого является пространство c.  ■

Рассмотрим семейство RN
s бесконечных последовательностей Хk={xki}=

={xk1,xk2,…}, элементами которых являются произвольные действительные чис-
ла xki∈R. Будем считать, что последовательность {Хk}, состоящая из числовых
последовательностей Хk={xki}, сходится при k→∞ к последовательности
Х0={x0i}={x01,x02,…}, если для каждого i-го элемента k-ой последовательности
выполняется условие xki→x0i при k→∞. Семейство RN

s не образует метрическое
пространство ни с одной из метрик (6.11)-(6.14), но его можно сделать метриче-
ским пространством, введя метрику

ds(X,Y) =∑
∞

= −+
−

1 |)|1(2
||

i ii
i

ii

yx
yx . (6.20)

Это пространство будем называть пространством неравномерно сходящихся
числовых последовательностей s=(RN

s,ds).
Выполнение аксиом симметрии (1.01) и тождества (1.02) для функции ds

очевидно. Аксиома треугольника (1.03) вытекает из неравенства
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||
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||
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||
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+
||1

||
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b
+

,  (6.21)

которое выполняется для любых действительных чисел a и b. Полагая в форму-
ле (6.21) a = xi − zi, b = zi − yi и суммируя почленно с коэффициентом 1/2i, полу-
чим неравенство треугольника

ds(X,Y) =∑
∞

= −+
−

1 |)|1(2
||

i ii
i

ii

yx
yx

≤∑
∞

= −+
−

1 |)|1(2
||

i ii
i

ii

zx
zx +∑

∞

= −+
−

1 |)|1(2
||

i ii
i

ii

yz
yz = ds(X,Z) + ds(Z,Y).

Доказательство выполнимости условия неравномерной относительно членов
последовательностей сходимости |xki−x0i|→0 при k→∞ для всех i=l,2,... элемен-
тов последовательностей можно найти, например, в [ЛС65].

Т е о р е м а  6.6.   Пространство s=(RN
s,ds) неравномерно сходящихся

числовых последовательностей сепарабельно и полно.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Выберем произвольную последовательность

Х0={x0i}={x01,…,x0п,…} и для каждого i-го элемента последовательности x0i по-
строим последовательность Q*k={qki}={qk1,…,qkп,…} c рациональными элемен-
тами qki∈Q , удовлетворяющими условию qki→x0i при k→∞. Рассмотрим после-
довательность {Qk}, составленную из различных числовых последовательно-
стей вида Qk={qk1,…,qkk,0,0,…}, члены которых qki∈Q*k. Множество QN

s раз-
личных последовательностей Qk, очевидно, счетно, а каждый n-ый элемент qkп

последовательности Qk при n≤k сходится к n-ому элементу x0п последовательно-
сти Х0 при k→∞, то есть |qkп−x0п|→0. Но тогда и расстояние ds(Qk,Х0)→0 при
k→∞. Это означает, что счетное множество QN

s последовательностей Qk c ра-
циональными элементами всюду плотно в пространстве s=(RN

s,ds), а простран-
ство s сепарабельно.
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2º. Пусть последовательность {Хk}, Хk={xki} фундаментальна, то есть для
любого ε>0 существует натуральное число N такое, что для всех номеров k,l>N

выполняется неравенство ds(Хk,Хl)=∑
∞

= −+
−

1 |)|1(2
||

i liki
i

liki

xx
xx

<ε. В силу ограниченности

ряда для любого i-ого члена ряда имеем |xki−xli|/2i(1+|xki−xli|)<εi. Тогда для любых
i-ых членов последовательностей xki, xli, i=1,2,… и всех номеров k,l>N выполня-
ется неравенство |xki−xli|<εi, то есть все последовательности Хk={xki} фундамен-
тальны, и следовательно, xki→x0i при k→∞. Последовательность Х0={x0i}, оче-
видно, принадлежит пространству s. Таким образом, пространство s полно.  ■

Пространство s=(RN
s,ds) неравномерно сходящихся числовых последова-

тельностей некомпактно, однако содержит компактные множества. Критерий
компактности множества в пространстве s=(RN

s,ds) формулируются следую-
щим образом. Множество A относительно компактно в пространстве s в том и
только том случае, если все i-ые элементы последовательностей Хk={xki}={xk1,
xk2,…} из множества A ограничены |xki|≤ci. В частности, в семействе ограничен-
ных числовых последовательностей, все элементы которых ограничены одним
и тем же числом, всегда существует последовательность, сходящаяся почленно.

6.4. Пространства непрерывных и ограниченных функций.   Множе-
ство C непрерывных действительных функций x=x(t), определенных на интер-
вале [0,l], образует пространство непрерывных функций С[0,1]=(C,dC) с равно-
мерной метрикой (метрикой Чебышева)

dC(x,y) =
10

max
≤≤t

|x(t) − y(t)|.  (6.22)

Если функция x=x(t) задана на интервале [a,b], то путем замены переменной
t’=(t−a)/(b−a) область определения функции преобразуется в интервал [0,1], а
пространство С[a,b] – в пространство С[0,1].

Выполнение аксиом симметрии (1.01) и тождества (1.02) для функции dC
очевидно. Установим справедливость аксиомы треугольника (1.03). Для любых
t∈[0,1] имеем:

|x(t) − y(t)| ≤ |x(t) − z(t)| + |z(t) − y(t)| ≤ dC(x,z) + dC(z,y).
Отсюда сразу получаем:

10
max

≤≤t
|x(t) − y(t)| = dC(x,y) ≤ dC(x,z) + dC(z,y).   (6.23)

Условие сходимости последовательности {xk(t)} непрерывных действительных
функций к пределу x0(t) в пространстве С[0,1] имеет вид:

dC(xk,x0) =
10

max
≤≤t

|xk(t) − x0(t)| →0   при k→∞         (6.24)

и равносильно условию равномерной сходимости последовательности функ-
ций xk(t)→x0(t) на интервале [0,1].

Т е о р е м а  6.7.   Пространство С[0,1]=(C,dC) непрерывных функций се-
парабельно, полно и метрически выпукло.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. По теореме Вейерштрасса для любой непре-
рывной функции x(t)∈C и заданного ε>0 существует многочлен r(t) такой, что
dC(x,r)=

10
max

≤≤t
|x(t)−r(t)|<ε. С другой стороны, найдется такой многочлен qk(t) с ра-
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циональными коэффициентами, определенный на интервале [0,l], что выполня-
ется неравенство 

10
max

≤≤t
|r(t)−qk(t)|<ε. Отсюда dC(x,qk)=

10
max

≤≤t
|x(t)−qk(t)|<2ε. Это оз-

начает, что счетное множество Cq={qk(t)} многочленов с рациональными коэф-
фициентами всюду плотно в пространстве С[0,1] непрерывных действительных
функций, а пространство С[0,1] сепарабельно.

2º. Интервал [0,1] есть замкнутое (пример 2.4), связное (пример 2.8),
вполне ограниченное (пример 2.14), полное (пример 2.19) и компактное (при-
мер 2.24) множество. Согласно теореме 3.4 из всякой последовательности
{xk(t)} функций, определенных на компактном множестве [0,1], можно выде-
лить сходящуюся, а значит, и фундаментальную подпоследовательность, кото-
рая по теореме 3.13 будет равномерно сходиться на интервале [0,1] к пределу
x0(t). Предел же любой равномерно сходящейся последовательности непрерыв-
ных функций по теореме 3.14 является непрерывной функцией, то есть элемен-
том пространства C[0,l]. Таким образом, пространство C[0,l] полно.

3º. Метрическая выпуклость пространства С[0,1]=(C,dC) непрерывных
функций устанавливается непосредственно с помощью подхода, использован-
ного при доказательстве теоремы 1.1. В самом деле, если x(t)≠y(t), то аналогич-
но случаям векторного пространства Rn

∞=ln
∞=(Rn,dR∞) и пространства ограни-

ченных числовых последовательностей m=l∞∞=(RN,dm) с метриками Чебышева
(теоремы 6.1, 6.3) всегда найдется такая непрерывная функция z, находящаяся
между функциями x и y, то есть [x, z, y], что неравенство треугольника (6.23)
превращается в равенство (1.07). Для этого, очевидно, достаточно, чтобы соот-
ветствующие значения функций x(t), z(t), y(t) были точками, лежащими на од-
ной прямой.  ■

Пространство Сq[0,1]=(Cq,dC) многочленов q(t) с рациональными коэффи-
циентами, определенных на интервале [0,l], неполно в пространстве C[0,l] не-
прерывных действительных функций, поскольку имеются фундаментальные
последовательности {qk(t)}, состоящие из многочленов qk(t) с рациональными
коэффициентами, которые сходятся к многочлену i(t) с иррациональными ко-
эффициентами, не являющемуся точкой этого же пространства Сq[0,1]. По этой
же причине, в частности, неполны пространствы Q1=(Q,dЕ1) рациональных чи-
сел и Qn

p=(Qn,dRp) п-мерных рациональных векторов qk=(qk1,…,qkп), в которых
существуют фундаментальные последовательности рациональных чисел, схо-
дящиеся к иррациональным числам (пример 1.7). Пополнением пространства
Сq[0,1] многочленов q(t) с рациональными коэффициентами служит полное
пространство С[0,1] непрерывных функций x(t).

Пространство С[0,1] непрерывных действительных функций некомпакт-
но, поскольку в пространстве С[0,1] существуют замкнутые множества, содер-
жащие ограниченные последовательности {xk(t)} непрерывных функций, кото-
рые не сходятся в пространстве С[0,1]. В то же время в пространстве С[0,1]
имеются и компактные ограниченные множества. Критерий компактности
множества в пространстве С[0,1] формулируется следующим образом (теорема
Арцела). Множество A непрерывных функций x, определенных на интервале
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[0,l], компактно в пространстве С[0,1] в том и только том случае, если функции
x∈A равномерно ограничены и равностепенно непрерывны на интервале [0,l].

П р и м е р  6.8.   Множество Cw непрерывных функций x(t), определен-
ных на интервале [0,l] и удовлетворяющих условиям 

10
max

≤≤t
|x(t)|≤1, x(0)=0, x(1)=1,

ограничено, замкнуто, но некомпактно. Действительно, например, последова-
тельность непрерывных функций xn(t)=tn, n=1,2,…не достигает интервале [0,l]
своей нижней границы inf xn(t)=0, так как предел tn при n→∞ не равен нулю, и
значит, не является точкой множества Cw. ◘

З а м е ч а н и е.   Всякое сепарабельное метрическое пространство изо-
метрично и изоморфно некоторому подпространству пространства С[0,1] не-
прерывных действительных функций (теорема Банаха-Мазура). □

Множество M действительных функций x=x(t), определенных на интерва-
ле [0,l] и удовлетворяющих условию ограниченности |x(t)|≤c, образует про-
странство ограниченных функций M[0,1]=(M,dM) с равномерной метрикой

dM(x,y) =
10

sup
≤≤t

|x(t) − y(t)|.   (6.25)

Выполнение аксиом метрического пространства для функции dM проверя-
ется так же, как и выше для метрики dC. Сходимость последовательности {xk(t)}
ограниченных функций к пределу x0(t) в пространстве M[0,1] есть равномерная
сходимость на интервале [0,1]. Пространство M[0,1] ограниченных действи-
тельных функций полно, несепарабельно и некомпактно [КА84]. В то же время
пространство M[0,1] ограниченных функций содержит в качестве подпростран-
ства пространство C[0,1] непрерывных функций, которое сеперабельно и, как
было отмечено в разделе 3.5, является замкнутым множеством в метрическом
пространстве (M,dM).

6.5. Пространства ограниченных измеримых функций.   Множество
L∞(T,S, m) измеримых функций x=x(t), определенных и почти всюду конечных
на множестве T⊂R, где T – единица σ-алгебры S (T) подмножеств множества T,
(T,S, m) – пространство с σ-конечной полной мерой m, и удовлетворяющих
почти всюду условию существенной ограниченности |x(t)|≤cx, образует про-
странство ограниченных измеримых функций L∞=(L∞(T,S, m), dL∞) или более
кратко L∞=(S, dL∞) с метрикой (псевдометрикой)

dL∞(x,y) =
E

min
ETt \

sup
∈

|x(t) − y(t)|, (6.26)

где E – некоторое множество меры нуль. Стоящее в формуле (6.26) выражение

E
min

ETt \
sup
∈

|x(t)| = 
T
supvrai x(t) (6.27)

называется существенным максимумом модуля функции x на множестве T и
представляет собой число c0 наименьшее из всех чисел cx, ограничивающих
функцию x почти всюду на множестве T и таких, что m({t∈T | |x(t)|≥c0})=0. Яс-
но, что существенный максимум функции x(t) также конечен.

Выполнение аксиомы симметрии (1.01) и условия совпадения (1.34) для
функции dL∞ очевидно. Аксиома тождества (1.02) будет выполняться, если эк-
вивалентные измеримые функции, равные почти всюду на множестве T, ото-
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ждествить с одной и той же точкой пространства L∞=(S, dL∞). Нетрудно убе-
диться и в справедливости аксиомы треугольника (1.03), воспользовавшись тем
же приемом, что и для метрик dR∞ и dm. Условие сходимости последовательно-
сти {xk(t)} ограниченных измеримых функций к пределу x0(t) в пространстве
L∞=(S, dL∞) имеет вид:

dL∞(xk,x0) =
E

min
ETt \

sup
∈

|xk(t) − x0(t)| →0   при k→∞    (6.28)

и равносильно условию равномерной сходимости последовательности функ-
ций xk(t)→m x0(t) почти всюду на множестве T.

Рассмотрим свойства пространств ограниченных измеримых функций.
Т е о р е м а  6.8.   Пространство L∞=(S, dL∞) ограниченных измеримых

функций полно и метрически выпукло.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть последовательность измеримых функ-

ций {xk(t)} сходится в себе на множестве T. Тогда для любого ε>0 при k,l>N
имеем

dL∞(xk,xl) = 
E

min
ETt \

sup
∈

|xk(t) − xl(t)| < ε.

Следовательно, найдется нулевое множество E0 такое, что 
0\

sup
ETt∈

|xk(t) − xl(t)|<ε, а

значит, почти всюду на множестве T выполняется неравенство |xk(t)−xl(t)|<ε при
k,l>N. В таком случае согласно теоремам 4.12 и 4.13 существует ограниченная
измеримая функция x0(t), к которой последовательность функций {xk(t)} схо-
дится почти всюду на множестве T и которая является точкой пространства
L∞=(S, dL∞). Таким образом, пространство L∞=(S, dL∞) полно.

2º. Метрическая выпуклость пространства L∞=(S, dL∞) ограниченных из-
меримых функций устанавливается непосредственно с помощью подхода, ис-
пользованного при доказательстве теоремы 1.1. В самом деле, если x(t)≠y(t), то
аналогично случаям векторного пространства Rn

∞=ln
∞=(Rn,dR∞), пространства

ограниченных числовых последовательностей m=l∞∞=(RN,dm) с метриками Че-
бышева, пространства С[0,1]=(C,dC) непрерывных функций (теоремы 6.1, 6.3,
6.7) всегда найдется такая измеримая функция z, находящаяся между функция-
ми x и y, то есть [x, z, y], что неравенство треугольника превращается в равенст-
во (1.07). Для этого, очевидно, достаточно, чтобы соответствующие значения
функций x(t), z(t), y(t) были точками, лежащими на одной прямой.  ■

Пространство L∞=(S, dL∞) ограниченных измеримых функций несепара-
бельно и некомпактно.

Множество Lp(T,S, m) измеримых функций x=x(t), определенных и почти
всюду конечных на множестве T⊂R, где T – единица σ-алгебры S (T) подмно-
жеств множества T, (T,S, m) – пространство с σ-конечной полной мерой m, и
удовлетворяющих условию ограниченности ∫T

p tdmtx )(|)(| ≤cр<∞ для всех фик-

сированных целых чисел р≥1, образует пространство интегрируемых (сумми-
руемых) измеримых функций Lp=(Lp(T,S, m), dLp) или более кратко Lp=(S, dLp) с
метрикой (псевдометрикой)
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dLp(x,y) =
p

T

p tdmtytx
/1

)(|)()(| 







−∫ . (6.29)

Пространство L2=(S, dL2) называется функциональным гильбертовым про-
странством.

Неотрицательность функции dLp(x,y)≥0 следует из неотрицательности по-
дынтегрального выражения в формуле (6.29). Выполнение аксиомы симметрии
(1.01) и условия совпадения (1.34) для функции dLp при любом фиксированном
числе р≥1 очевидно. Аксиома тождества (1.02) будет выполняться, если эквива-
лентные измеримые функции, равные почти всюду на множестве T, отождест-
вить с одной и той же точкой пространства Lp=(S, dLp). Справедливость аксио-
мы треугольника (1.03) следует из неравенства Минковского для интегралов,
аналогичного неравенству (6.06) для сумм. Условие сходимости последова-
тельности {xk(t)} интегрируемых функций к пределу x0(t) в пространстве
Lp=(S,dLp) имеет вид:

dLp(xk,x0) =
p

T

p
k tdmtxtx

/1

0 )(|)()(| 







−∫ →0   при k→∞  (6.30)

и называется сходимостью в среднем с показателем р. При р=1 говорят просто
о сходимости в среднем.

Пространство Lp=(S, dLp) интегрируемых функций при любом фиксиро-
ванном числе р≥1 полно, сепарабельно, метрически выпукло, некомпактно
[ЛС65], [Нат74], [КА84], [DL97].

Пространства Lp=(S,dLp) при произвольном 1≤р≤∞ называются также про-
странствами Лебега или нормированными пространствами. Если последова-
тельность измеримых функций {xk(t)} сходится в пространстве Lp=(S, dLp) к
пределу x0(t), то она сходится к этой функции и по мере, и из нее можно выде-
лить подпоследовательность, сходящуюся к x0(t) почти всюду на множестве T.
Если последовательность измеримых функций {xk(t)} сходится в пространстве
Lp=(S, dLp), то она сходится и в пространстве Lq=(S, dLq), 1≤q≤р≤∞.

Укажем некоторые частные случаи пространств Лебега Lp=(S, dLp).
Пусть область определения функций T есть множество натуральных чи-

сел N, σ-алгебра S (N) – семейство P (N) подмножеств множества N, мера
m(A)=|A|, если A – конечное подмножество N, и m(A)=∞, если A бесконечно. В
этом случае функция x=x(t) является последовательностью {xn}, а пространство
Лебега Lp совпадает с пространством ограниченных числовых последователь-
ностей l∞p, где метрика dlp задана формулой (6.14). Если T=Nn={1,…,n} и
m(A)=|A|, то пространство Лебега Lp совпадает с n-мерным векторным про-
странством Rn

p=ln
p.

Пусть область определения функций T есть интервал R01=[0,1], σ-алгебра
S (R01) – семейство борелевых подмножеств интервала [0,1], а мера m(A) – мера
Лебега. В этом случае пространство Лебега Lp при р=∞ называется простран-
ством ограниченных измеримых функций L∞[0,1]=(R01,dL∞), а при фиксирован-
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ном числе р≥1 – пространством интегрируемых (суммируемых) функций
Lp[0,1]=(R01,dLp) с метрикой (псевдометрикой)

dLp(x,y) =
p

p dttytx
/11

0
|)()(| 








−∫ . (6.31)

Если функция x=x(t) задана на интервале [a,b], то путем замены переменной
t’=(t−a)/(b−a) область определения функции преобразуется в интервал [0,1], а
пространства L∞[a,b], Lp[a,b] – в пространства L∞[0,1], Lp[0,1].

Пространства ограниченных числовых последовательностей m=l∞∞ и ог-
раниченных измеримых функций L∞[0,1], как подпространства пространства
Лебега L∞=(S,dL∞), полны, метрически выпуклы, несепарабельны, некомпактны.

Пространства ограниченных числовых последовательностей l∞p и интег-
рируемых функций Lp[0,1] при любом фиксированном числе р≥1, как подпро-
странства пространства Лебега Lp=(S,dLp), полны, сепарабельны, метрически
выпуклы, некомпактны. Множество C непрерывных действительных функций
x(t), определенных на интервале [0,l], всюду плотно в пространстве Lp[0,1] ин-
тегрируемых функций, так как в силу С-свойства измеримых функций всякая
последовательность {xk(t)} непрерывных функций сходится в среднем с показа-
телем р к ограниченной измеримой функции. Отсюда, в частности, вытекает
также и сепарабельность пространств Lp[0,1] и Lp=(S,dLp). Действительно, счет-
ное множество Cq={qk(t)} многочленов с рациональными коэффициентами
всюду плотно в пространстве С[0,1], а значит, всюду плотно и в пространствах
Lp[0,1] и Lp=(S,dLp).

Множество C непрерывных действительных функций x(t), определенных
на интервале [0,l], компактно в пространстве Lp[0,1] в том и только том случае,
если функции x(t)∈C интегрируемы и сходятся в среднем с показателем р или,
говоря другими словами, равномерно ограничены по норме и равностепенно
непрерывны в среднем на интервале [0,l] (теорема М.Рисса).

Пространство CLp[0,1]=(C,dLp) непрерывных функций x=x(t) неполно в
пространстве Lp[0,1] интегрируемых функций, поскольку имеются фундамен-
тальные последовательности {xk(t)} функций, сходящиеся в среднем с показа-
телем р к разрывной функции, не являющейся точкой этого же пространства
CLp[0,1]. Пополнением пространства CLp[0,1] непрерывных функций служит
полное пространство Lp[0,1] интегрируемых функций, определенных на интер-
вале [0,l].

Пространство расстояний (X,dX) будем называть Lp-вложимым, если оно
является изометрическим подпространством пространства Lp=(S, dLp) для неко-
торого пространства с мерой (T,S, m). Очевидно, что пространства Lp[0,1], l∞p,
Rn

p=ln
p будут Lp-вложимыми. В таком случае Lp-вложимым будет и любое l∞p-

вложимое и ln
p-вложимое пространство.

Можно показать, что пространство расстояний (X,dX) будет Lp-вложимым
при фиксированном целом числе р≥1 в том и только том случае, если любое ко-
нечное подпространство пространства (X,dX) является Lp-вложимым [BDK66].
Пространство расстояний (X,dX) будет L1-вложимым в том и только том случае,
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если dX является d-выпуклой гиперметрикой или если пространство (X,dX) явля-
ется пространством отрицательного типа. Метрически преобразованные про-
странства (X, F(dX)), где функционал F(dX) есть расстояние dX

(r), усредненное по
трем точкам (1.42), или неубывающая вогнутая функция, сохраняют свойство
L1-вложимости исходного пространства расстояний (X,dX) [DL97]. Для конечно-
го пространства расстояний (X,dX) свойства ln

p-, l∞p- и Lp-вложимости эквива-
лентны [Fi94]. Свойства ln

p-, l∞p- и Lp-вложимости относятся к числу метрически
инвариантных свойств пространств расстояний.

П р и м е р  6.9.   Метрические пространства n-мерных векторов из при-
меров 6.1 и 6.7 Qn

p=(Qn,dRp) с рациональными компонентами, Zn
p=(Zn,dRp) с це-

лочисленными компонентами, Nn
p=(Nn,dRp) с натуральными компонентами,

In
p=(R01

n,dRp) с действительными компонентами в интервале R01=[0,1] являются
ln

p-, l∞p- и Lp-вложимыми пространствами. n-мерное гиперкубическое простран-
ство Zn

(1)1=({0,1}n,dR1) из примера 6.2 будет ln
1-, l∞1- и L1-вложимым. ◘

П р и м е р  6.10.   Пространство (L,dv) метрической решетки L из пример
1.19, которая помимо прочего обладает свойством дистрибутивности
inf(z,sup(x,y))=sup(inf(x,z), inf(y,z)), является L1-вложимым. ◘

6.6. Пространства измеримых функций.   Множество S(T,S, m) измери-
мых функций x=x(t), определенных и почти всюду конечных на множестве
T⊂R, где T – единица σ-алгебры S (T) подмножеств множества T, (T,S, m) –
пространство с σ-конечной полной мерой m, образует пространство измери-
мых функций S=(S(T,S, m), dS) или более кратко S=(S, dS) с метрикой (псевдо-
метрикой)

dS(x,y) = ∫ −+
−

T
tdmtf

tytx
tytx )()(

|)()(|1
|)()(| . (6.32)

В формуле (6.32) функция f измерима, интегрируема по Лебегу и удовле-
творяет условиям

f(t)>0,   ∫
T

tdmtf )()( =1. (6.33)

Так как мера m σ-конечна, то функция f может быть задана, например, как

f(t) =∑
∞

=1 )(2
)(

i i
i

T

Tm
t

i
χ

, (6.34)

где Ti – попарно не пересекающиеся множества, образующие покрытие множес-

тва T, то есть T=U
∞

=1i
iТ , 

iTχ  – их характеристические функции, а меры m(Ti)<∞.

Если мера m вполне σ-конечна и m(T)<∞, то можно положить f(t)=1/m(T). В
этих случаях функция f будет суммируемой по мере m. Так как, кроме того,
первый из сомножителей подынтегральной функции в формуле (6.32) ограни-
чен 1, то интеграл по множеству T конечен [Вул73], [КА84].

Неотрицательность функции dS(x,y)≥0 следует из неотрицательности по-
дынтегрального выражения в формуле (6.32). Выполнение аксиомы симметрии
(1.01) и условия совпадения (1.34) для функции dS очевидно. Аксиома тождест-
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ва (1.02) будет выполняться, если эквивалентные функции, равные почти всюду
на пространстве множеств с мерой (T,S, m), отождествить с одной и той же
точкой пространства S=(S, dS). В самом деле, если функции x(t) и y(t) равны
почти всюду на пространстве множеств с мерой (T,S,m), то есть x(t)=aew y(t), то
dS(x,y)=0. Если dS(x,y)=0, то подынтегральная функция почти всюду равна 0, а,
следовательно, и x(t)=aew y(t). Справедливость аксиомы треугольника (1.03) сле-
дует из неравенства (6.21). Полагая в последнем a=x(t)−z(t), b=z(t)−y(t), умножая
на функцию f(t) и интегрируя почленно, получим неравенство треугольника

dS(x,y) = ∫ −+
−

T
tdmtf

tytx
tytx )()(

|)()(|1
|)()(|

≤

≤ ∫ −+
−

T
tdmtf

tztx
tztx )()(

|)()(|1
|)()(| + ∫ −+

−

T
tdmtf

tytz
tytz )()(

|)()(|1
|)()(| = dS(x,z) + dS(z,y).

Условие сходимости последовательности {xk(t)} измеримых функций к
пределу x0(t) в пространстве S=(S, dS) по метрике dS имеет вид:

dS(xk,x0) = ∫ −+
−

T k

k tdmtf
txtx

txtx )()(
|)()(|1

|)()(|

0

0 →0   при k→∞  (6.35)

и равносильно условию (4.49) сходимости по мере последовательности изме-
римых функций xk(t)→mes x0(t) при k→∞ на множестве T, то есть условию

∞→k
lim m({t∈T | |xk(t)−x0(t)|≥ε}) = 0. (6.36)

Действительно, пусть выполняется условие (6.35) и dS(xk,x0)→0 при k→∞.
Для произвольного ε>0 определим измеримое множество Ak(ε)⊂X вида

Ak(ε)={t∈T | |xk(t)−x0(t)| f(t)≥ε}.
Тогда, учитывая возрастающий характер функции g(u)=u/(1+u), имеем

dS(xk,x0) = ∫ −+
−

T k
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Так как при k→∞ метрика dS(xk,x0)→0, то и 
∞→k

lim m[Ak(ε)]=0, а значит, последова-

тельность функций xk(t) f(t)→mes x0(t) f(t). Поскольку f(t)>0, то из последнего ус-
ловия получаем xk(t)→mes x0(t), то есть выполняется условие (6.36) сходимости
по мере m. С другой стороны, если выполняется условие (6.36) и xk(t)→mes x0(t),
то для любого ε>0 и f(t)>0 справедливо неравенство

m({t∈T | )(
|)()(|1

|)()(|

0

0 tf
txtx

txtx

k

k

−+
−

≥ε}) ≤ m({t∈T | |xk(t)−x0(t)|≥ε}),

и, следовательно, существует сходимость по мере к нулю последовательности

)(
|)()(|1

|)()(|

0

0 tf
txtx

txtx

k

k

−+
−

→mes 0.

Поскольку функция f(t) суммируема по мере m, то по теореме Лебега на множе-
стве T допустим предельный переход под знаком интеграла, и значит, выполня-
ется условие (6.35) сходимости по метрике dS [Вул73], [КА84].

З а м е ч а н и е.   В соответствии с принципом Александрова-Урысона
(раздел 1.5) и согласно теореме 4.14 сходимость измеримых функций по мере m
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является ∗-сходимостью по отношению к сходимости почти всюду, если по-
следнюю считать l-сходимостью. В таком случае на множестве T нельзя ввести
метрику dS такую, чтобы сходимость по метрике совпадала со сходимостью
почти всюду. □

Т е о р е м а  6.9.   Пространство S=(S, dS) измеримых функций сепара-
бельно и полно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Рассмотрим множество {xk(t)} простых изме-

римых функций вида xk(t)=∑
=

k

i
Ti tq

i
1

)(χ , где константы qi – рациональные числа,

множества Ti∈S (q), S (q) – счетное множество, всюду плотное в пространстве
S=(S, dS). Очевидно, что множество {xk(t)} счетно. Согласно теореме 4.11 для
любой измеримой функции {x(t)}, являющейся точкой метрического простран-
ства S=(S, dS), существует сходящаяся к ней последовательность простых изме-
римых функций {hk(t)} вида (4.47). Иными словами, множество простых изме-
римых функций всюду плотно в пространстве S=(S, dS), а значит, всюду плотно
в пространстве S=(S, dS) и счетное множество {xk(t)} простых измеримых функ-
ций с рациональными коэффициентами. Следовательно, пространство S=(S, dS)
сепарабельно.

2º. Пусть последовательность измеримых функций {xk(t)} сходится в себе
на пространстве S=(S,dS), то есть dS(xk,xl)→0 при k,l→∞. С помощью рассужде-
ний, аналогичных выше приведенным, нетрудно убедиться, что для любого ε>0
последовательность {xk(t)} удовлетворяет условию (4.50):

∞→ln,
lim m({t∈T | |xk(t)−xl(t)|≥ε}) = 0.

В таком случае, согласно теореме 4.13, из последовательности измеримых
функций {xk(t)} можно выделить подпоследовательность { )(tx

ik }, которая схо-
дится почти всюду на множестве T к некоторой ограниченной измеримой функ-
ции x0(t). По теореме 4.12 подпоследовательность { )(tx

ik } сходится к функции
x0(t) и по мере m, а значит, и по метрике dS на пространстве S=(S, dS). Тогда в
силу следствия 1.10.Б и сама фундаментальная последовательность {xk(t)} схо-
дится к тому же самому пределу x0(t), являющемуся точкой этого же простран-
ства. Таким образом, пространство S=(S, dS) измеримых функций полно. ■

Пространство измеримых функций S=(S, dS) некомпактно.
Укажем некоторые частные случаи пространства S=(S, dS).
Пусть область определения функций T есть множество натуральных чи-

сел N, σ-алгебра S (N) – семейство P (N) подмножеств множества N, мера
m(A)=|A|, если A – конечное подмножество N, и m(A)=∞, если A бесконечно. В
этом случае функция x=x(t) является последовательностью {xn}, а пространство
S=(S, dS) совпадает с пространством неравномерно сходящихся числовых по-
следовательностей s=(RN

s, ds), где метрика ds задается формулой (6.20).
Пусть область определения функций T есть интервал R01=[0,1], σ-алгебра

S (R01) – семейство борелевых подмножеств интервала [0,1], а мера m(A) – мера



153

Лебега. В этом случае пространство S=(S, dS) называется пространством изме-
римых функций S[0,1]=(R01,dS). Если функция x=x(t) задана на интервале [a,b],
то путем замены переменной t’=(t−a)/(b−a) область определения функции пре-
образуется в интервал [0,1], а пространство S[a,b] – в пространство S[0,1].

Пространства неравномерно сходящихся числовых последовательностей s
и измеримых функций S[0,1], как подпространства пространства S=(S, dS),также
полны, сепарабельны и некомпактны.

Пространство расстояний (X,dX) будем называть S-вложимым, если оно
является изометрическим подпространством пространства S=(S, dS) для некото-
рого пространства с мерой (T,S, m). Очевидно, что пространства S[0,1] и s будут
S-вложимыми.

Существуют и другие виды функциональных пространств, в том числе и
более общего вида, например, банахово пространство, которое относится к
классу нормированных линейных (векторных) пространств. Рассмотренные
выше функциональные пространства: m=(RN,dm), lp=(RN,dlp) ограниченных и
c=(RN

c,dm) равномерно сходящихся числовых последовательностей, M[0,1]=
=(M,dM) ограниченных и С[0,1]=(C,dC) непрерывных действительных функций,
L∞[0,1]=(R01,dL∞) ограниченных и Lp[0,1]=(R01,dLp) интегрируемых (суммируе-
мых) измеримых функций с вполне σ-конечной мерой, а также ряд других мет-
рических пространств представляют собой частные случаи банахова простран-
ства. Пространство измеримых функций S=(S, dS) с метрикой (6.32) не является
нормированным линейным пространством.

6.7. Метрические пространства и алгебры множеств.   Обсудим воз-
можные способы метризации σ-алгебры множеств S (X). Напомним, что счет-
ное объединение открытых множеств и счетное пересечение замкнутых мно-
жеств некоторого метрического или топологического пространства Х фактиче-
ски представляют собой σ-кольцо Kσ  и δ-кольцо Kδ  множеств. Элементами
этих семейств множеств будут также множество Х и пустое множество ∅, ко-
торые одновременно являются и открытыми, и замкнутыми множествами. По-
этому семейство открытых (замкнутых) множеств любого метрического про-
странства или топология топологического пространства образует σ-алгебру
множеств S (X). Алгебра S (X) над множеством Х как топологическое про-
странство может быть наделена различными топологиями. Особое значение для
нас имеет так называемая (о)-топология, которая позволяет непосредственным
образом метризовать σ-алгебру S (X), вводя на ней некоторую метрику d.

Замыкание множества, заданное условием (2.08), можно считать унарной
операцией [.] на множестве Х, порождающей замкнутое множество. Всякое же
семейство замкнутых множеств является σ-алгеброй S (X), которая образует с
метрикой Хаусдорфа dH (1.13) метрическое пространство [Шил69].

Булеву алгебру множеств В(Х) над семейством P (X) подмножеств множе-
ства X, дополненную унарной операцией замыкания [.], можно и иным образом
отождествить с метрическим пространством. Булева алгебра В(Х) «с замыкани-
ем», очевидно, также является σ-алгеброй, подалгебрами которой будут замк-
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нутые множества метрического пространства. Семейство подалгебр любой бу-
левой алгебры образует полную дистрибутивную решетку L, на которой можно
определить метрику dv вида (1.38). Тем самым булева алгебра В(Х) «с замыка-
нием» становится метрическим пространством решетки (L,dv), полным в смыс-
ле введенного в главе 2 определения полноты пространства, L1-вложимым
(пример 6.9) и обладающим следующим свойством.

Т е о р е м а  6.10.   Полная дистрибутивная решетка L изоморфна σ-
кольцу Kσ  открытых множеств, антиизоморфна δ-кольцу Kδ  замкнутых
множеств.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Известно, что решетка L, как и всякое частично
упорядоченное множество, изоморфно вкладывается в семейство P (X) всех
подмножеств множества X [Кур68], [KM67], которое в свою очередь есть ни что
иное, как минимальная алгебра S (X), содержащая все подмножества семейства
P (X), в том числе σ- и δ-кольца множеств [КФ68]. В качестве алгебры S (X)
обычно подразумевается булева алгебра множеств В(Х), неприводимая по от-
ношению к семейству P (Х). Изоморфизм решетки L и алгебры S (X) устанавли-
вается характеристической функцией множества χА [Bir67]. Множество А⊆Х
будет открытым в том и только том случае, если для элементов xi≤xj выполняет-
ся неравенство χА(xi)≤χА(xj), что соответствует изотонности характеристической
функции, и замкнутым, если выполняется неравенство χА(xi)≥χА(xj), что соот-
ветствует антитонности характеристической функции. А это и означает изо-
морфизм решетки L с σ-кольцом Kσ  открытых множеств и антиизоморфизм с
δ-кольцом Kδ  замкнутых множеств. ■

Возможны и иные трактовки взаимосвязи метрических пространств с ал-
гебрами множеств. Взаимозаменяемость сходящихся последовательностей, от-
крытых и замкнутых множеств, отмеченная в главе 2, позволяет говорить о су-
ществовании глубокой внутренней связи между метрическими и топологиче-
скими пространствами и алгебрами множеств.

Сопоставление сходящейся последовательности множеств {An} с ее пре-
делом A, выражаемое равенством (3.31), можно рассматривать как выполнение
бесконечноарной операции предельного перехода lim, определенной на некото-
рой σ-алгебре множеств. Такая σ-алгебра множеств S (X)={X; U , I ,  , lim} с
заданными на ней операциями объединения, пересечения, дополнения и пре-
дельного перехода обладает свойствами псевдометрического пространства, ес-
ли симметрическую разность множеств A∆B принять за своеобразное эрзац-рас-
стояние между множествами в духе обсуждений, приведенных в разделе 3.6.
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Глава 7
Пространства измеримых множеств

7.1. Метрики, порожденные мерой множества.   Рассмотрим теперь
возможные подходы к метризации σ-алгебры S (Х) измеримых множеств. Вос-
пользуемся аналогией с метрическими пространствами измеримых функций
S=(S(T,S, m), dS) и введем понятие метрического пространства измеримых
множеств X=(S (Х), m, dX). Будем считать для определенности, если иное спе-
циально не оговорено, что множества А⊂Х, входящие в σ-алгебру S (Х), изме-
римы по Лебегу; мера множества m счетно-аддитивна, вполне σ-конечна и пол-
на, метрика dX задана на пространстве с мерой (Х,S, m).

Однозначность представления любого множества А⊂Х его характеристи-
ческой функцией χA позволяет следующим образом строить пространства изме-
римых множеств. Определим расстояние между измеримыми множествами как
расстояние между их характеристическими функциями вида (6.32):

dX0(A,B) = dS(χA(x),χB(x)) = ∫ −+
−

X BA

BA

Xm
xdm

xx
xx

)(
)(

|)()(|1
|)()(|

χχ
χχ .  (7.01)

Расстояние dX0(A,B) задано на семействе всех эквивалентных между собой
измеримых и почти всюду конечных на множестве Х функций. Свойства опре-
деленного таким образом метрического пространства измеримых множеств
X0=(S (Х), m, dX0) совпадают со свойствами рассмотренного в разделе 6.6 мет-
рического пространства измеримых функций S=(S(T,S, m), dS), поэтому про-
странство X0=(S (Х), m, dX0), как и пространство S=(S(T,S, m), dS), будет полно,
сепарабельно и некомпактно [КА84], а сходимость по метрике dX0 не совпадает
со сходимостью почти всюду.

Другая возможность метризации σ-алгебры S (Х) измеримых множеств
состоит в прямом задании расстояния между множествами как некоторого
функционала от меры множества. Назовем такую метрику порожденной мерой,
или метрикой меры [DL97]. Как явствует из теорем 4.7 и 4.8, близость двух из-
меримых множеств A,B∈S (X) определяется выражением

dX1(A,B) = m(A∆B). (7.02)
Убедимся, что функция dX1, задающая отображение dX1:S ×S →R+, действи-
тельно является метрикой (псевдометрикой), которая удовлетворяет аксиома-
тике метрического пространства (1.01)-(1.03), (1.34). Пространство измеримых
множеств с расстоянием dX1 будем обозначать через X1=(S (Х), m, dX1) или более
кратко X1=(S, dX1).

Т е о р е м а  7.1.   Функция dX1(A,B)=m(A∆B), где m – вполне σ-конечная
мера множества, определенная на σ-алгебре множеств S (Х), является мет-
рикой почти всюду (псевдометрикой) на пространстве множеств с полной
мерой (Х,S, т).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Действительность и неотрицательность
функции dX1(A,B)=m(A∆B) вытекает непосредственно из определения меры как
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действительной и неотрицательной функции множества, определенной на σ-ал-
гебре множеств S (Х), а бинарность операции симметрической разности мно-
жеств ∆ означает по определению арности операции, что функция dX1 задана на
прямом произведении семейств множеств S ×S . Аксиома симметрии (1.01) для
функции dX1 следует из свойства коммутативности операции симметрической
разности A∆B=B∆A, вытекающего из ее определения. Неравенство треугольни-
ка (1.03) следует из неравенства (4.40)

dX1(A,B) = m(A∆B) ≤ m(A∆C) + m(C∆B) = dX1(A,C) + dX1(C,B).
2°. Проверим теперь выполнение аксиомы тождества (1.02) или условия

совпадения (1.34). Так как согласно свойству идентичности симметрической
разности множеств A∆B=∅ при A=B, то из равенства множеств A и B следует,
что dX1(A,A)=m(∅)=0. В то же время из равенства dX1(A,B)=0 следует только, что
m(A∆B)=0, что в общем случае не означает равенства множеств A и B. Тем са-
мым, строго говоря, выполняется условие совпадения (1.34). Таким образом,
функция dX1, определяемая формулой (7.02), является псевдометрикой на σ-
алгебре S (Х) измеримых множеств, а X1=(S, dX1) – псевдометрическим про-
странством.

3°. Как было показано в разделе 1.8, любое псевдометрическое простран-
ство изометрически преобразуется в метрическое пространство путем «склеи-
вания» в классы эквивалентностей всех пар точек исходного пространства, для
которых псевдометрика равна нулю. В нашем случае в силу леммы 4.А в общий
класс попадут m-равные множества, совпадающие с точностью до множеств
меры нуль. Для m-равных множеств из условия dX1(A,B)=0 следует, что А=mВ.
Если классы m-равных множеств взять в качестве элементов некоторого семей-
ства множеств Sm, то пространство X1=(Sm,dX1), на котором выполняется и ак-
сиома тождества (1.02), становится метрическим. Очевидно, что пространство с
полной мерой (Х,S, m) почти всюду совпадает с пространством (Х,Sm, m). По-
этому, пренебрегая различием между m-равными множествами, пространство
X1=(S, dX1) также можно считать метрическим пространством, где функция dX1
является метрикой почти всюду.  ■

Новые виды пространств измеримых множеств можно получить с помо-
щью рассмотренных в разделе 1.9 метрических преобразований пространства
X1=(S, dX1), вводя на σ-алгебре множеств S (Х) новую метрику dXq=Fq(dX1). Одно
из таких преобразованных расстояний определим как прямо пропорциональный
функционал вида (1.41)

dX2(A,B) = F2(dX1(A,B)) = h0dX1(A,B) =
),(sup

),(

1
)(,

1

BAd
BAd

X
XBA

X

S∈

. (7.03)

Другое преобразованное расстояние зададим как удвоенное расстояние вида
(1.42), усредненное по трем точкам относительно пустого множества ∅

dX3(A,B) = F3(dX1(A,B)) = 2dX1
(∅)(A,B) =

),(),(),(
),(2

111

1

BdAdBAd
BAd

XXX

X

∅+∅+
.  (7.04)
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Так как dX1(∅,∅)=0, то функция dX3, заданная формулой (7.04), не доопределена
в «нуле» при A=B=∅. Поэтому по определению будем считать, что

dX3(∅,∅) = 0. (7.05)
Метрически преобразованные пространства множеств с метриками dXq,

q=2,3 обозначим как Xq=(S (Х), m, dXq) или более кратко Xq=(S, dXq). Согласно
определению (7.03) и теореме 1.15 преобразованные пространства X2=(S, dX2) и
X3=(S, dX3) измеримых множеств останутся метрическими (псевдометрически-
ми), как и исходное пространство X1=(S, dX1). Из формул (7.03), (7.04) вытекает
также, что расстояния dX2 и dX3 удовлетворяют следующему условию норми-
ровки

0 ≤ d(A,B) ≤ 1. (7.06)
Поэтому функции dXq, q=2,3 задают отображения dXq:S ×S →R01 прямого про-
изведения σ-алгебры S (Х) измеримых множеств на интервал [0,1] действи-
тельных чисел.

З а м е ч а н и е.   Ограничения на расстояния в метрических пространст-
вах типа (7.06) накладываются довольно часто в различных приложениях, на-
пример, в кластерном анализе.  □

Примем теперь во внимание определение (7.02) расстояния dX1, формулы
(4.12), (4.13), связывающие меры множеств, и представим преобразованные
(нормированные) расстояния dX2 и dX3 следующим образом:

dX2(A,B) = F2(dX1(A,B)) = dX1(A,B)/dX1(∅,X) = m(A∆B)/m(Х), (7.07)
dX3(A,B) = F3(dX1(A,B)) = dX1(A,B)/dX1(∅,AUB) = m(A∆B)/m(AUB). (7.08)

Полагая согласно соотношению (4.04) меру множества равной его мощности,
выражения (7.02),(7.07) и (7.08) для расстояний между измеримыми множества-
ми можно записать в виде

dX1(A,B) = |A∆B|,    dX2(A,B) = |A∆B|/|X|,    dX3(A,B) = |A∆B|/|AUB|. (7.09)
Назовем расстояние между измеримыми множествами dX1(A,B) основным,

dX2(A,B) – полностью усредненным и dX3(A,B) – локально усредненным. Полно-
стью усредненное расстояние dX2(A,B) представляет собой удельное расстояние
между двумя множествами A и B, которое соотносит основное расстояние с
расстоянием, максимально возможным в исходном пространстве. Локально ус-
редненное расстояние dX3(A,B) задает удельное расстояние между множествами
A и B, относя основное расстояние к максимально возможной «общей части»
только этих двух множеств в исходном пространстве.

Основное расстояние вида dX1(A,B)=m(A∆B) или dX1(A,B)=|A∆B| приведено
во многих монографиях по теории множеств, например, в [KM67], [КФ68],
[Oxt71] и называется также расстоянием Фреше-Никодима-Ароншаяна, а про-
странство X1=(S, dX1) – полуметрическим пространством меры [DL97]. Ло-
кально усредненное расстояние dX3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB) введено в работе
[MS58] и названо расстоянием Штейнхауса, а dX3(A,B)=|A∆B|/|AUB| – биото-
пическим расстоянием [DL97]. Полностью и локально усредненные расстояния
dX2(A,B)=m(A∆B)/m(Х) и dX3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB) были предложены также не-
зависимо в работах автора [Петр81], [Петр82], [Петр94].
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7.2. Степенное преобразование расстояний между множествами.   
Пространства измеримых множеств более общего вида можно образовать, если
одну из метрик dXq, q=1,2,3 взять в качестве исходной и осуществить степенное
преобразование

dXqр(A,B) = Fр(dXq(A,B)) = [dXq(A,B)]1/р,     (7.10)
где р≥1 – фиксированное целое число. Очевидно, что функции dX1р задают ото-
бражение dX1р:S ×S →R+, а функции dX2p и dX3p – отображение dXqр:S ×S →R01=
=[0,1]. Обозначим такие пространства через Xqр=(S (Х), m, dXqр) или, короче,
Xqр=(S, dXqр). Ясно, что пространства множеств Xq1 совпадают с Xq.

Подставляя в формулу (7.10) равенства (7.02), (7.07), (7.08), получим сле-
дующие выражения для расстояний между измеримыми множествами:

dX1р(A,B) = [dX1(A,B)]1/р = [m(A∆B)]1/р,      (7.11)
dX2p(A,B) = [dX2(A,B)]1/р = dX1р(A,B)/dX1р(∅,X) = [m(A∆B)/m(Х)]1/р,     (7.12)

dX3p(A,B) = [dX3(A,B)]1/р = dX1р(A,B)/dX1р(∅,AUB) = [m(A∆B)/m(AUB)]1/р. (7.13)
Заменяя согласно формуле (4.04) меру множества его мощностью, имеем из со-
отношений (7.11)-(7.13)

dX1р(A,B) = |A∆B|1/р, (7.14)
dX2p(A,B) = (|A∆B|/|X|)1/р,  (7.15)
dX3p(A,B) = (|A∆B|/|AUB|)1/р, (7.16)

что представляет собой степенное преобразование соответствующих расстоя-
ний dXq(A,B), заданных формулами (7.09). Расстояние между множествами вида
dX12(A,B)=[m(A∆B)]1/2 было упомянуто в книге [Ор79].

Для вероятностных множеств, где m(Х)=1, расстояния dX1p и dX2p равны
при любых p≥1. Отметим, что при фиксированном числе p≥1 каждое локально
усредненное расстояние dX3p подчиняется требованию (7.05) dX3p(∅,∅)=0, а все
усредненные расстояния между множествами dX2p и dX3p удовлетворяют усло-
вию нормировки 0≤dXqp(A,B)≤1, заданному формулой (7.06).

Таким образом, на σ-алгебре S (Х) измеримых множеств можно опреде-
лить целое семейство расстояний, в котором каждое преобразованное расстоя-
ние dXqр(A,B) при p≥1 и q=2,3 представляет собой некоторую сложную функцию
dXqp(A,B)=Fр(dXq(A,B))=Fр[Fq(dX1(A,B))] от основного расстояния dX1(A,B). Со-
гласно теоремам 1.15, 1.16 соответствующие преобразованные пространства
Xqр=(S, dXqр) измеримых множеств сохраняют метричность (псевдометричность)
исходного пространства X1=(S, dX1). Убедимся в этом непосредственно.

Т е о р е м а  7.2.   Функция dX1р(A,B)=[m(A∆B)]1/р, где m – вполне σ-конеч-
ная мера множества, определенная на σ-алгебре множеств S (Х), и р≥1 – фик-
сированное целое число, является метрикой почти всюду (псевдометрикой) на
пространстве с полной мерой (Х,S, т).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Выполнение аксиом симметрии (1.01), тождест-
ва (1.02) и условия совпадения (1.34) для функции dX1р устанавливается так же,
как и для функции dX1. Доказательство дословно повторяет соответствующие
рассуждения из теоремы 7.1. Неравенство треугольника (1.03) для функции dX1р
следует из соотношения (4.40). Действительно, принимая во внимание опреде-
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ление (7.11), условие (4.40) и неотрицательность расстояния, имеем при фикси-
рованном числе р≥1:

[dX1р(A,B)]р = m(A∆B) ≤ m(A∆C) + m(C∆B) = 
= [dX1р(A,C)]р + [dX1р(C,B)]р ≤ [dX1р(A,C) + dX1р(C,B)]р. 

Отсюда сразу получаем аксиому (1.03). Аналогично функции dX1 функция dX1р
является метрикой почти всюду (псевдометрикой) на пространстве множеств с
полной мерой (Х,S, m). ■

Т е о р е м а  7.3.   Функции dX2p(A,B)=[m(A∆B)/m(Х)]1/р и dX3p(A,B)=
[m(A∆B)/m(AUB)]1/р, где m – вполне σ-конечная мера множества, определенная
на σ-алгебре множеств S (Х), и р≥1 – фиксированное целое число, являются
метриками почти всюду (псевдометриками) на пространстве с полной мерой
(Х,S, т), удовлетворяющими условию нормировки 0≤d(A,B)≤1.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Действительность и неотрицательность
функций dXqp для p≥1 и q=2,3 вытекает непосредственно из определения меры
как действительной и неотрицательной функции множества. Выполнение ак-
сиомы симметрии (1.01) и неравенства треугольника (1.03) для функции dX2p
устанавливается так же, как и для метрики dX1p. Выполнение условия норми-
ровки (7.06) для функции dX2p очевидно из определения (7.12), поскольку всегда
A∆B⊆Х, а значит, в силу (4.11) m(A∆B)≤m(Х).

2°. Справедливость аксиомы симметрии (1.01) для функции dX3p следует
из свойства коммутативности операций объединения и симметрической разно-
сти множеств AUB=BUA, A∆B=B∆A, которое вытекает из их определений. Вы-
полнение неравенства треугольника (1.03) для функции dX3p проверим для не-
тривиального случая A∆B≠∅. В силу свойств монотонности (4.11) и расширен-
ной субаддитивности (4.28) меры множества с учетом включения
AIС⊆(AIB)U (В∆С) имеем:

m(AIC) ≤ m(AIB) + m(B∆C),   m(BIC) ≤ m(AIB) + m(A∆C). (7.17)
Принимая во внимание равенства (4.12), (4.13) и неравенства (1.43), (4.40),
(7.17), получаем следующее соотношение для мер множеств:
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Тогда при фиксированном числе p≥1 имеем:

[dX3p(A,B)]р = 
)(
)(

BAm
BAm

U

∆  ≤ 
)(
)(

CAm
CAm

U

∆ +
)(
)(

CBm
CBm

U

∆  = 

= [dX3p(A,C)]р + [dX3p(C,B)]р ≤ [dX3p(A,C) + dX3p(C,B)]р, 
откуда сразу следует неравенство треугольника (1.03) для функции dX3p. И, на-
конец, в силу определения (7.13) и условия (4.16) m(A∆B)≤m(AUB) для функ-
ции dX3p выполняется требование нормировки (7.06).
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3°. Все рассуждения, приведенные в теореме 7.1 о выполнимости аксио-
мы тождества (1.02) или условия совпадения (1.34) для метрики dX1, остаются
справедливыми для функции dX2p, а при учете равенств (4.39) А1UА2=mВ1UВ2,
А1IА2=mВ1IВ2 – и для функции dX3p. Таким образом, dX2p и dX3p являются мет-
риками почти всюду (псевдометриками) на полном пространстве (Х,S, m). ■

В дальнейшем, если дело будет касаться одновременно всех пространств
измеримых множеств Xqр=(S, dXqр) при любых значениях p≥1 и q=1,2,3, то для
краткости будем обозначать эти пространства все вместе как Xqp.

7.3. Особенности расстояний, порожденных мерой множества.   Рас-
смотрим некоторые особенности метрик dX1p, dX2p и dX3p в зависимости от значе-
ний их переменных.

Отметим в первую очередь, что расстояние d(∅,X) между «минималь-
ным» пустым множеством ∅ и «максимальным» множеством Х, которое явля-
ется единицей σ-алгебры S (Х) множеств, есть в соответствии с определением
(1.09) ничто иное как диаметр семейства множеств S (Х):

D(S ) =
)(,

sup
XAA ji S∈

d(Ai,Aj) = d(∅,X). (7.18)

Тем самым диаметры σ-алгебры S (Х) на пространствах X1 и X1р с учетом фор-
мул (7.02), (7.11) и (4.03) определяются выражениями:

DX1(S ) = m(Х) = Σiwi, (7.19)
DX1р(S ) = [m(Х)]1/р = [DX1(S )]1/р.  (7.20)

Можно сказать, что на пространствах измеримых множеств X1р=(S, dX1р) метри-
ка dX1р задает отображение dX1p:S ×S →[0, DX1р(S )] прямого произведения S ×S
σ-алгебры S (Х) на интервал [0, DX1р(S )] множества неотрицательных действи-
тельных чисел при любом фиксированном числе p≥1.

На вероятностных метрических пространствах, где выполняется условие
m(Х)=1, диаметр DX1р(S ) σ-алгебры множеств S (Х) равен 1 при любых числах
р, а метрика dX1р задает отображение dX1p:S ×S →[0,1]. Точно так же на любом
из метрических пространств измеримых множеств Xqp (р≥1, q=2,3) с нормиро-
ванной метрикой диаметр DXqp(S ) σ-алгебры S (Х) также равен 1, а метрики
dXqр задают отображение dXqp:S ×S →[0,1] прямого произведения σ-алгебры
множеств S (Х) на интервал [0,1].

На каждом метрическом пространстве X1р при фиксированном числе р≥1
расстояния между пустым множеством ∅, множеством Х и произвольным мно-
жеством А и его дополнением A  до множества Х согласно определению (7.11) и
свойству идентичности ∅∆A=A симметрической разности множеств равны

dX1р(∅,A) = dX1р(Х, A ) = [m(A)]1/р. (7.21)
dX1р(Х,A) = dX1р(∅, A ) = [m( A )]1/р. (7.22)

При выводе соотношений (7.21), (7.22) учитывалась связь (4.38) между мерами
измеримого множества A и его дополнения A .

Итак, мера множества m(A) может трактоваться в геометрическом смысле
и как «абсолютная величина» множества A, и как длина отрезка [∅,A] между
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«нулевой точкой» ∅ и «точкой» A или отрезка [Х, A ] между «точкой» A  и
«максимальной точкой» Х в пространстве измеримых множеств X1. Равенства
(7.24) и (7.21) указывают также на равенство самих отрезков [∅,A] и [Х, A ],
[Х,A] и [∅, A ]. Мера одноэлементного множества {хi} в соответствии с форму-
лой (4.03) равна m({хi})=wi, и значит, величине wi можно сопоставить длину от-
резка [∅,{хi}] или [Х\{хi},Х] в пространстве X1.

З а м е ч а н и е.   Сходная ситуация существует и на других метрических
пространствах Так, в n-мерном числовом пространстве En длина отрезка [0,x]
между нулевой и произвольной точкой х есть модуль или абсолютная величина

числа dЕ1(0,x)=|x| либо вектора dЕn(0,x)=|x|= ∑
=

n

i
ix

1

2)( , а в пространстве C[0,1]

действительных непрерывных функций длина отрезка [0, f(x)] представляет со-
бой абсолютное значение функции f в точке x: dЕ1(0, f(x))=|f(x)|.  □

Полностью усредненная метрика dX2p согласно ее определению (7.12) об-
ладает такими же свойствами, что и основная метрика dX1р, с тем только отли-
чием, что длины отрезков [∅,A] и [Х, A ] в пространствах X2р будут равны «от-
носительной величине» множества A

dX2p(∅,A) = dX2p(Х, A ) = [m(A)/m(Х)]1/р, (7.23)
а длины отрезков [Х,A] и [∅, A ] – «относительной величине» дополнения A
множества A

dX2р(Х,A) = dX2р(∅, A ) = {1−[m(A)/m(Х)]}1/р = [m( A )/m(Х)]1/р.     (7.24)
Иная картина наблюдается на метрических пространствах X3р=(S, dX3p).

Локально усредненная метрика dX3p в соответствии с ее определением (7.13) в
значительной степени зависит от взаимного положения и величины «общей
части» множеств A и B. Так, если непустые множества A и B не пересекаются
(AIB=∅), то в силу равенств (4.12), (4.13) m(A∆B)=m(AUB). Поэтому расстоя-
ние dX3p(A,B) между такими множествами на пространствах X3р=(S, dX3p) равно
по определению (7.13) диаметру σ-алгебры S (Х) множеств, то есть dX3p(A,B)=
=DX3p(S )=1, а значит, всегда максимально и не зависит от «абсолютной вели-
чины» множеств А и B. В частности, таковы расстояния между пустым множе-
ством ∅ и произвольным непустым множеством А или его дополнением A :

dX3p(∅,А) = dX3p(∅, A ) = DX3p(S ) = 1,  (7.25)
Данное обстоятельство всегда необходимо учитывать, чтобы иметь правильное
геометрическое представление о взаимном расположении множеств в метриче-
ских пространствах X3р.

На пространствах множеств X3р, так же как и на пространствах X2р, длина
отрезка [Х,A] равна «относительной величине» дополнения множества A

dX3р(Х,A) = {1−[m(A)/m(Х)]}1/р = [m( A )/m(Х)]1/р. (7.26)
Однако, в отличие от пространств X2р, на пространствах X3р «относительная ве-
личина» множества A равна длине только одного отрезка [Х, A ]

dX3p(Х, A ) = [m(A)/m(Х)]1/р. (7.27)
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Из равенств (4.38) и (7.25)-(7.27) вытекает, что расстояния между множеством
A, «минимальным» ∅ и «максимальным» Х множествами связаны на простран-
ствах X3р соотношением:

[dX3p(∅,А)]р = [dX3p(Х,A)]р + [dX3p(Х, A )]р.
Таким образом, как следует из формул (7.23)-(7.27), длины отрезков [Х,A] и
[Х, A ] в пространствах X2р и X3р одинаковы, а длины отрезков [∅,A] и [∅, A ]
различны. Тем самым на метрических пространствах X3р=(S, dX3p) роли «макси-
мального» множества Х и «минимального» множества ∅ заметно отличаются.

Интересно также отметить, что на всех метрических пространствах мно-
жеств X1р, X2р и X3р при фиксированном числе p≥1 расстояние между произ-
вольным множеством и его дополнением всегда постоянно и равно диаметру
соответствующего пространства. Действительно, поскольку для множеств вы-
полняются равенства AU A=Х, AI A=∅, то из соотношений (4.13), (4.38) и
формул (7.11)-(7.13) имеем

dX1p(A, A ) = [m(A∆ A )]1/р = [m(A)+m( A )]1/р = [m(Х)]1/р = DX1р(S ), 
dX2p(A, A ) = [m(A∆ A )/m(Х)]1/р = [m(X)/m(Х)]1/р = 1 = DX2p(S ),  
dX3p(A, A )= [m(A∆ A )/m(AU A )]1/р = [m(X)/m(Х)]1/р = 1 = DX3p(S ). 

Общее представление о расстояниях между множествами на различных
метрических пространствах в зависимости от значений переменных дает сле-
дующий пример.

П р и м е р  7.1.   Пусть X1=(S, dX1), X2=(S, dX2) и X3=(S, dX3) – пространст-
ва измеримых множеств, образованные σ-алгеброй S (Х) над множеством
X={a,b,c}. Минимальная σ-алгебра множеств S (Х) совпадает с семейством P (X)
подмножеств множества X, и включает в себя подмножества Ai⊆Х, которые
представляются бинарными векторами bi следующим образом: ∅~(0,0,0);
{a}~(1,0,0); {b}~(0,1,0); {c}~(0,0,1); {a,b}~(1,1,0); {a,c}~(1,0,1); {b,c}~(0,1,1);
{a,b,c}~(1,1,1). Расстояния между подмножествами Ai и Aj заданы формулами
dX1(Ai,Aj)=|Ai∆Aj|, dX2(Ai,Aj)=|Ai∆Aj|/|Х|, dX3(Ai,Aj)=|Ai∆Aj|/|AiUAj|. Элементы dij ква-
дратных матриц DXq расстояний между подмножествами Ai и Aj определяются
правилом dij=dXq(Ai,Aj)=dXq(bi,bj). Матрицы расстояний, где для краткости запи-
си опущены запятые между компонентами векторов bi, имеют следующий вид:

DX1 = DX2 = DX3  =   
       (100)   (001)   (101)   (111)
 (000)   (010)   (110)   (011)   (000) (100) (010)  (001) (110)  (101) (011) (111)           (000) (100) (010) (001) (110) (101) (011) (111)

)111(
)011(
)101(
)110(
)001(
)010(
)100(
)000(

01112223
10221132
12021312
12203112
21130221
21312021
23112201
32221110

, 

03/13/13/13/23/23/21
3/103/23/23/13/113/2
3/13/203/23/113/13/2
3/13/23/2013/13/13/2
3/23/13/1103/23/23/1
3/23/113/13/203/23/1
3/213/13/13/23/203/1

13/23/23/23/13/13/10

, 

03/13/13/13/23/23/21
3/103/23/22/12/111
3/13/203/22/112/11
3/13/23/2012/12/11
3/22/12/110111
3/22/112/11011
3/212/12/11101

11111110

.

Матрицы расстояний DX1 и DX2 симметричны относительно поворота на 180º и
относительно обеих своих диагоналей, а матрица DX3 симметрична только от-
носительно одной диагонали, состоящей из нулей. Заметим, что элементы мат-
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рицы DX1 показывают также суммарную длину кратчайшего маршрута, соеди-
няющего соответствующие вершины простых графов Г1 и Г2, представляющих
семейство множеств P (X), если расстояние между смежными вершинами гра-
фов принять равным 1. ◘

7.4. Геометрические свойства расстояний между измеримыми множе-
ствами.   Расстояния между множествами обладают также рядом геометриче-
ских свойств, которые можно соотнести с различными видами преобразований
пространств Xqp=(S, dXqp) измеримых множеств.

Т е о р е м а  7.4.   Основное расстояние dX1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р между из-
меримыми множествами при любом фиксированном целом числе p:

инвариантно относительно «симметрического» сдвига на произвольное
множество

dX1р(А,В) = dX1р(A∆C, B∆C); (7.28)
инвариантно относительно «жесткого» сдвига на произвольное дизъ-

юнктивное множество
dX1р(А,В) = dX1р(AUС, BUС), (7.29)

где AIС=BIС=∅;
инвариантно относительно исключения общей части

dX1р(А, В) = dX1р(A\С, B\С), (7.30)
если выполняется условие C⊆AIB,

dX1р(А, В) = dX1р(C\A, C\B), (7.31)
если выполняется условие AUB⊆C,

dX1р(А, В) = dX1р((AUB)\С, C\(AIB)), (7.32)
если выполняется условие AIB⊆C⊆AUB, то есть множество С находится
между множествами А и В;

инвариантно относительно отображений
dX1р(А,В) = dX1р(AUB, AIB) = dX1р(А\B, В\A) = dX1р( A , B ),   (7.33)

где A  – дополнение множества А до множества Х.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   Справедливость выражений (7.29)-(7.33) легко

выводится из определения (7.11) метрики dX1р(А,В)=[m(A∆B)]1/р с помощью
свойств (4.12)-(4.14) меры множества и соответствующих свойств операций над
множествами.

1°. Для произвольных множеств А, В, С из свойств ассоциативности и
идентичности симметрической разности множеств имеем

(A∆С)∆(B∆С) = (A∆С)∆(C∆B) = (A∆С∆C)∆B) =(A∆(С∆C))∆B) = A∆B.
Тогда

[dX1р(A∆С, B∆С)]р = m(A∆С, B∆С) = m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р,
откуда сразу получается равенство (7.28).

2°. [dX1р(AUС, BUС)]р = m[(AUС)∆(BUС)] =
= m(AUС) + m(BUС) − 2m[(AUС)I (BUС)] =
= m(A) + m(B) + 2m(C) − 2[m(AIB)+m(С)] =
= m(A) + m(B) − 2m(AIB) = m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р,

откуда сразу получается равенство (7.29).



164

3°. Если C⊆AIB, то C⊆A, C⊆B, и аналогично первому пункту имеем
(A\С)∆(B\С)=(A∆С)∆(B∆С)=A∆B. Тогда

[dX1р(A\С, B\С)]р = m(A\С, B\С) = m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р,
откуда сразу получается равенство (7.30).

Если AUB⊆C, то A⊆C, B⊆C и (C\A)∆(C\B)=(C∆A)∆(C∆B)=A∆B. Тогда
[dX1р(C\A, C\B)]р = m(C\A, C\B) = m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р,

откуда сразу получается равенство (7.31).
Если AIB⊆C⊆AUB, то нетрудно убедиться, что для множеств выполня-

ется равенство [(AUB)\С]I [C\(AIB)]=∅. Тогда
[dX1р((AUB)\С, C\(AIB))]р = m{[(AUB)\С)]∆[C\(AIB)]} =
= m[(AUB)\С)] + m[C\(AIB)] =
= m(AUB) − m(С) + m(C) − m(AIB) = m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р,

откуда сразу получается равенство (7.32).
4°. [dX1р(AUB, AIB)]р = m[(AUB)∆(AIB)] = m(AUB) − m(AIB) =

= m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р.
[dX1р(А\B, В\A)]р = m[(А\B)∆(В\A)] = m(А\B) + m(В\A) =
= m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р.
[dX1р( A , B )]р = m( A∆B ) = m[(X\A)∆(X\B)] = m(A∆B) = [dX1р(А,В)]р.

Отсюда сразу получаются равенства (7.33).   ■
У расстояния dX1(A,B)=m(A∆B) имеются дополнительные особенности.
Т е о р е м а  7.5.   Основное расстояние dX1(A,B)=m(A∆B) между измери-

мыми множествами:
обладает свойством максиминной аддитивности относительно произ-

вольного множества
dX1(А,В) = dX1(AUС, BUС) + dX1(AIС, BIС); (7.34)

d-выпукло относительно множества С, находящегося между множест-
вами А и В, то есть

dX1(А,В) = dX1(A,С) + dX1(С,B)   (7.35)
при AIB⊆C⊆AUB.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Для произвольных множеств А, В, С из
свойств объединения, пересечения и симметрической разности множеств имеем

dX1(AUС, BUС) + dX1(AIС, BIС) =
= m[(AUС)∆(BUС)] + m[(AIС)∆(BIС)] =
= m(AUС) + m(BUС) − 2m[(AUС)I (BUС)] +
+ m(AIС) + m(BIС) − 2m(AIBIС) =
= m(A) +m(C) − m(AIС) + m(B) +m(C) − m(BIС) − 2m(AIB) −
− 2m(C) + 2m(AIBIС) + m(AIС) + m(BIС) − 2m(AIBIС) =
= m(A) + m(B) − 2m(AIB) = m(A∆B) = dX1(А,В).

2°. Если AIB⊆C⊆AUB, то нетрудно убедиться, что для множеств выпол-
няется равенство (A∆С)I (B∆С)=∅. Тогда неравенство (4.40) превращается в
равенство, и в силу свойства (4.01) аддитивности меры множества имеем:

dX1(А,В) = m(A∆B) = m[(A∆С)U (B∆С)] = m(A∆C)+m(B∆C) = dX1(A,С)+dX1(С,B).
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Справедливость выражения (7.35) можно проверить и непосредственно, вос-
пользовавшись соотношением

m[(A∆С)I (B∆С)] = m(AIB) + m(С) − m(AIС) − m(BIС),
которое в нашем случае равно 0. ■

У основных расстояний dX1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р при p≥2 нет свойств макси-
минной аддитивности (7.34) и d-выпуклости (7.35) относительно множества,
находящегося между двумя другими множествами.

Полностью усредненные расстояния между множествами dX2p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(Х)]1/р по своим геометрическим свойствам ничем не отличаются от
основных расстояний dX1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р при всех числах р≥1. Они инвари-
антны относительно «симметрического» и «жесткого» сдвигов, исключения
общей части, симметричных отображений, обладают при р=1 свойствами мак-
симинной аддитивности и d-выпуклости. Говоря другими словами, для полно-
стью усредненных расстояний dX2p(A,B) выполняются те же равенства (7.28)-
(7.35), что и для основных расстояний dX1p(A,B).

Локально усредненные расстояния между множествами dX3p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р обладают значительно меньшим числом геометрических
свойств по сравнению с расстояниями dX1p(A,B) и dX2p(A,B).

Т е о р е м а  7.6.   Локально усредненное расстояние dX3p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р между измеримыми множествами при любом фиксиро-
ванном целом числе p:

инвариантно относительно отображения
dX3p(А,В) = dX3p(AUB, AIB); (7.36)

d-выпукло при р=1 и С=AUB
dX3(А,В) = dX3(A, AUB) + dX3(AUB, B). (7.37)

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Справедливость выражения (7.36) следует из
определения (7.13) метрики dX3p и равенства (7.33). Действительно,

dX3p(AUB, AIB) =
)]()(,[

),(

1

1

BABAd
BABAd

pX

pX

IUU

IU

∅
=

),(
),(

1

1

BAd
BAd

pX

pX

U∅
= dX3p(А,В).

2°. Согласно определению (7.04) метрики dX3 и свойству (7.35) d-выпук-
лости метрики dX1 при С=AUB имеем равенство (7.37):

dX3(A, AUB) + dX3(AUB, B) =

= 
),(
),(

1

1

BAd
BAAd

X

X

U

U

∅
+

),(
),(

1

1

BAd
BBAd

X

X

U

U

∅
 = 

),(
),(

1

1

BAd
BAd

X

X

U∅
 = dX3(А,В). ■

Локально усредненные расстояния dX3p(A,B)=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р при лю-
бых числах р не обладают свойством максиминной аддитивности. Метрика dX3,
в отличие от метрик dX1 и dX2, d-выпукла только относительно множества, рав-
ного объединению множеств. Заметим, что при условии AIB⊆C⊆AUB для
метрики dX3 выполняется равенство:

dX3(А,В) = αdX3(A,C) + βdX3(C,B), (7.38)
где α=m(AUС)/m(AUB), β=m(ВUС)/m(AUB), 0<α,β≤1, α+β=1+m(С)/m(AUB).
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Геометрические свойства метрик dX1, dX2 и dX3 хорошо иллюстрируются
матрицами расстояний DX1, DX2 и DX3 из примера 7.1.

7.5. Непрерывность метрик, порожденных мерой множества.   Иссле-
дуем поведение метрик dXqp, порожденных мерой множества, рассматривая их
как функции, которые определены на прямом произведении S ×S  σ-алгебры
S(Х) над множеством Х, или, что то же, на метрическом пространстве Uqp=
=(Хqp×Хqp, dU). Напомним, что согласно теоремам 1.4 и 1.5 только метрика

dU1(A,B) = dXqp(A1,B1) + dXqp(A2,B2),
задаваемая формулой (1.22), сохраняет метрическую выпуклость и гипермет-
ричность пространства Uqp. Поэтому для определенности именно метрику dU1
будем подразумевать в качестве метрики dU. Напомним, кроме того, что функ-
ции dX1p, dX2p и dX3p являются метриками лишь почти всюду на пространстве с
полной мерой (Х,S, т). Поэтому свойства расстояний между измеримыми мно-
жествами будут проявляться только почти всюду на соответствующих про-
странствах.

По аналогии с непрерывностью функции двух переменных f(x,y) будем
говорить, что определенная на метрическом пространстве Uqp=(Хqp×Хqp, dU1)
действительная функция двух множеств f(A,B):

непрерывна в точке (A0,B0) по переменной A, если предел функции f(A,B0)
в точке (A0,B0) существует и выполняется равенство

0
lim

AAn→
f(An,B0) = f(

0
lim

AAn→
An, B0). (7.39)

непрерывна в точке (A0,B0) по переменным A и B, если предел функции
f(A,B) в точке (A0,B0) существует и равен значению функции в этой точке

0
0

lim
BB
AA

n
n
→
→

f(An,Bn) = f(A0,B0) = f(
0

lim
AAn→

An,
0

lim
BBn→

Bn); (7.40)

На «языке δ-ε» непрерывность функции f в точке (A0,B0) означает, что для лю-
бого ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех точек (A,B)∈Uqp, лежащих в
δ-окрестности Oδ (A,B) точки (A0,B0) и удовлетворяющих условиям dXqp(A,A0)<δ
и dXqp(B,B0)<δ, выполняется неравенство

dR(f(A,B), f(A0,B0)) = |f(A,B) − f(A0,B0)| < ε. (7.41)
Функция f, непрерывная в точке (A0,B0) по каждой из переменных, может и не
быть непрерывной по совокупности всех своих переменных.

Точка (A0,B0), в которой функция f не является непрерывной, назовем
точкой разрыва функции. Если пределы функции f по каждой из переменных
существуют в точке (A0,B0), равны друг другу и не равны f(A0,B0), то точка
(A0,B0) называется точкой устранимого разрыва. Если пределы функции f по
каждой из переменных существуют в точке (A0,B0), но не равны друг другу
и/или значению функции f в этой точке, то точка (A0,B0) называется точкой
разрыва первого рода. Если в точке (A0,B0) не существует предела функции f
хотя бы по одной из переменных, то точка (A0,B0) называется точкой разрыва
второго рода.

Будем также говорить, что действительная функция множеств f:
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непрерывна по своим переменным на метрическом пространстве Uqp=
=(Хqp×Хqp, dU1), если она непрерывна в каждой точке (A,B) этого пространства;

кусочно непрерывна по своим переменным на метрическом пространстве
Uqp=(Хqp×Хqp, dU1), если она непрерывна по всем переменным всюду на этом
пространстве, за исключением конечного числа точек разрыва первого рода;

равномерно непрерывна на метрическом пространстве Uqp=(Хqp×Хqp,dU1),
если для любого ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех пар точек (A,B),
(C,G)∈Uqp, удовлетворяющих условиям dXqp(A,C)<δ и dXqp(B,G)<δ, выполняется
неравенство

dR(f(A,B), f(C,G)) = |f(A,B) − f(C,G)| < ε ; (7.42)
равностепенно непрерывна на метрическом пространстве Uqp=(Хqp×Хqp,

dU1), если неравенство (7.42) одновременно выполняется для всех функций f из
некоторого семейства функций. Аналогично функциям двух переменных f(x1,x2)
нетрудно показать, что всякая равномерно непрерывная функция множеств
f(A,B) непрерывна. Обратное утверждение, в общем случае, неверно.

В отличие от расстояния dX(x1,x2), определенного на метрическом прост-
ранстве U=(Х×Х, dU1), расстояния dX1p(A,B), dX2p(A,B) и dX3p(A,B) между измери-
мыми множествами обладают различными свойствами непрерывности на соот-
ветствующих метрических пространствах Uqp=(Хqp×Хqp, dU1) при любых числах
p≥1, хотя сама мера множества является непрерывной функцией на полном
пространстве (Х,S, т).

Т е о р е м а  7.7.   Основная метрика dX1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р и полностью
усредненная метрика dX2p(A,B)=[m(A∆B)/m(Х)]1/р являются непрерывными
функциями, а локально усредненная метрика dX3p(A,B)=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р –
кусочно непрерывной функцией своих переменных почти всюду на соответст-
вующем метрическом пространстве Uqp=(Хqp×Хqp, dU1) при любом фиксирован-
ном целом числе p.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Зафиксируем вначале, например, вторую пе-
ременную B и рассмотрим расстояния dX1p(A,B), dX2p(A,B) и dX3p(A,B) как функ-
ции одной первой переменной A. Пусть имеется произвольная последователь-
ность {Аn} измеримых множеств, сходящаяся при п→∞ почти всюду к некото-
рой точке A пространства (Х,S, т). Примем во внимание свойства (3.03), (3.06)
сходящихся действительных функций, выражение (3.31) для предела A сходя-
щейся почти всюду последовательности множеств {Аn}, свойство (4.18) непре-
рывности меры множества. Тогда получаем следующие соотношения для рас-
стояний dX1p, dX2p и dX3p:

AA mesn→
lim [dX1p(An,B)]р =

AA mesn→
lim m(An∆B)=m[(

AA mn→
lim An)∆B]=m(A∆B)=[dX1p(A,B)]р, (7.43)

AA mesn→
lim [dX2p(An,B)]р =

AA mesn→
lim [m(An∆B)/m(Х)] = m(A∆B)/m(Х) = [dX2p(A,B)]р,     (7.44)

AA mesn→
lim [dX3p(An,B)]р =

AA mesn→
lim [m(An∆B)/m(AnUB)] =

= [
AA mesn→

lim m(An∆B)]/[
AA mesn→

lim m(AnUB)] = m(A∆B)/m(AUB) = [dX3p(A,B)]р.   (7.45)
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Последнее равенство (7.45) выполняется, если m(AUB)≠0, то есть также почти
всюду на метрическом пространстве X3р=(S, dX3р), кроме множеств меры нуль и
точки А=∅, B=∅. Выполнение равенств (7.43)-(7.45) означает, что
dXqp(An,B)→dXqp(A,B) при Аn →mes A или при п→∞ для любых q=1,2,3 и произ-
вольно заданного целого числа p≥1, то есть расстояние dXqp(A,B) непрерывно по
одной из переменных при фиксированной другой переменной на соответст-
вующем метрическом пространстве Xqр=(S, dXqр).

2°. В силу равноправности выбора какой-либо переменной в качестве
фиксированной из равенств (7.43), (7.44) сразу получаем условие (7.39) непре-
рывности расстояний dX1p, dX2p по каждой из переменных в точке (A,B) метриче-
ских пространств X1р=(S,dX1р) и X2р=(S,dX2р) для произвольного числа р, а зна-
чит, и искомое условие (7.40) непрерывности расстояния в точке (A,B) по обеим
переменным. В силу произвольности выбора точки (A,B) условие непрерывно-
сти расстояния по каждой из переменных выполняется во всех точках метриче-
ских пространств X1р и X2р, а значит, согласно теореме 3.10, метрики dX1p и dX2p
непрерывны почти всюду на соответствующем метрическом пространстве
Uqp=(Хqp×Хqp, dU1).

3°. Иначе обстоит дело с метрикой dX3p. Если последовательность мно-
жеств {Аn}, либо последовательность множеств {Bn} сходится почти всюду при
п→∞ к пустому множеству ∅, но при этом An≠∅ и B=∅, либо A=∅ и Bn≠∅, то
из формулы (7.13) следует, что расстояния dX3p(Аn,∅)=1, dX3p(∅,Bn)=1, а значит,
согласно формуле (7.45) и 

∅→mesnA
lim dX3p(Аn,∅)=1, 

∅→mesnB
lim dX3p(∅,Bn)=1. С другой

стороны, по определению (7.05) расстояние dX3p(∅,∅)=0 при любом фиксиро-
ванном числе p≥1. Поэтому

dX3p(
∅→mesnA

lim Аn,
∅→mesnB

lim Bn) = dX3p(
∅→mesnA

lim Аn, ∅)= dX3p(∅,
∅→mesnB

lim Bn) = 0.

Таким образом, условия (7.39) и (7.40) не выполняются. Метрика dX3p имеет
разрыв первого рода по каждой из своих переменных в точках, где А=∅ или
B=∅, и тем самым является кусочно непрерывной функцией на метрических
пространствах X3р=(S, dX3р) и U3p=(Х3p×Х3p, dU1) при любых целых числах p≥1.
Эта особенность отличает локально усредненное расстояние dX3p от непрерыв-
ных в «нуле» расстояний dX1р и dX2p.  ■

Полагая в формулах (7.43), (7.44) A=B, получаем при п→∞ следующие
соотношения для расстояний dX1р и dX2p:

∞→n
lim dX1p(An,A) = 0,   

∞→n
lim dX2p(An,A) = 0,

которые справедливы для любого множества А, в том числе и для А=∅. Таким
образом, имеет место следующее

С л е д с т в и е  7.7.А.   Метрики dX1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р и dX2p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(Х)]1/р при одном и том же значении р≥1 эквивалентны почти всю-
ду на пространстве множеств с полной мерой (Х,S, т).

Аналогично теореме 3.11 доказывается
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Т е о р е м а  7.8.   Метрики dX1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р, dX2p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(Х)]1/р являются равномерно непрерывными функциями своих пере-
менных почти всюду на соответствующем метрическом пространстве
Uqp=(Хqp×Хqp, dU1) при любом фиксированном целом числе p.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть расстояние dX1p не равномерно непрерыв-
но на метрическом пространстве U1p=(Х1p×Х1p, dU1). Тогда, поскольку функция
dX1p непрерывна почти всюду на пространстве U1p, для любого числа δ>0 в про-
странстве U1p найдутся точки (A,B) и (C,G) такие, что dX1p(A,C)<δ и dX1p(B,G)<δ,
но при некотором ε>0 условие (7.42) не выполняется, то есть

dR(dX1p(A,B), dX1p(C,G)) = |dX1p(A,B) − dX1p(C,G)| ≥ ε.
С другой стороны, принимая во внимание неравенство четырехугольника

(1.19), имеем
|dX1p(A,B) − dX1p(C,G)| ≤ dX1p(A,C) + dX1p(B,G) < 2δ .

Полагая 2δ =ε, получаем противоречие со сделанным допущением. Точно та-
ким же образом доказывается справедливость утверждения теоремы и для рас-
стояния dX2p.  ■

Так как условие (7.42) равномерной непрерывности функции множеств
выполняется для расстояний dX1p и dX2p одновременно при различных значениях
р≥1, то справедливо

С л е д с т в и е  7.8.А.   Метрики dX1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р, dX2p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(Х)]1/р являются равностепенно непрерывными функциями своих
переменных почти всюду на соответствующем метрическом пространстве
Uqp=(Хqp×Хqp, dU1).

Подытоживая, можно констатировать, что свойства расстояний dX1p и dX2p
практически во всем совпадают друг с другом и отличаются от свойств рас-
стояния dX3p. Усредненные метрики dX2p и dX3p ведут себя одинаково вблизи
единицы σ-алгебры S (Х) – множества Х – и по-разному вблизи «нуля» – пусто-
го множества ∅. При этом величина расстояния dX2p(A,B) всегда не превышает
величину расстояния dX3p(A,B).

7.6. Сходимость на пространстве измеримых множеств.   Понятия схо-
димости и предела последовательности множеств {An}, введенные в разделе 3.6,
никак не были связаны с понятием метрики. В метрических пространствах
Xqp=(S, dXqp) измеримых множеств такая связь естественна. Будем говорить, что
последовательность {An} измеримых множеств сходится на метрическом про-
странстве Xqp=(S, dXqp) к пределу A по метрике dXqp, порожденной мерой m, если
последовательность действительных чисел {dXqp(An,A)} сходится к нулю, то
есть, если dXqp(An,A)→0 при п→∞ или

∞→n
lim dXqp(An,A) = 0. (7.46)

Запишем это условие символически как Аn →d А. Определение (7.46) сходимо-
сти последовательности {An} измеримых множеств по метрике dXqp по своему
смыслу совпадает с определением (1.26) сходимости последовательности {xn}
точек метрического пространства (X,d) к пределу x0 по метрике d.
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Как явствует из теорем 7.1-7.3, функции dXqp являются метриками почти
всюду на пространстве с полной мерой (Х,S, m). Это означает, что сходимость
последовательности {An} измеримых множеств на метрическом пространстве
Xqp=(S, dXqp) к пределу A по метрике dXqp будет сходимостью почти всюду, а в
силу теоремы 4.8 одновременно и сходимостью по мере. В справедливости по-
следнего утверждения легко убедиться и непосредственно, если учесть соотно-
шения (7.43)-(7.45), условие (4.43) сходимости по мере и конечность мер мно-
жеств. Поэтому на любом метрическом пространстве Xqp=(S, dXqp) из сходимо-
сти последовательности измеримых множеств по метрике dXqp вытекает ее схо-
димость почти всюду и по мере m.

Обратное утверждение выполняется не всегда. Действительно, если, на-
пример, 

∞→n
lim m(An∆∅)=0, то есть Аn →mes ∅ при п→∞, то, как было показано при

доказательстве теоремы 7.7, для B=∅ 
∞→n

lim dX3p(Аn,∅)=1. Это значит, что на мет-

рических пространствах X3р=(S, dX3р) последовательность измеримых множеств
может сходиться к пределу по мере, но не сходиться по метрике dX3р. Тем са-
мым сходимость последовательности {An} измеримых множеств к пределу A на
метрических пространствах Xqp=(S, dXqp) по метрике dXqp является в ряде случа-
ев более сильным условием, чем сходимость почти всюду или по мере.

Воспользовавшись соотношением (7.46), определение (4.41) сходимости
последовательности {An} измеримых множеств к пределу A почти всюду на
метрическом пространстве Xqp=(S, dXqp) можно записать в виде

m({An |
∞→n

lim dXqp(An,A)≥ε}) = 0, (7.47)

а определение (4.43) сходимости последовательности {An} по мере – как

∞→n
lim m({An |dXqp(An,A)≥ε}) = 0 (7.48)

для любого ε>0. При этом по следствию 4.8.А предел A последовательности из-
меримых множеств {An} также принадлежит пространству Xqp=(S, dXqp).

Последовательности {An} измеримых множеств, сходящиеся на метриче-
ском пространстве Xqp=(S, dXqp), обладают многими свойствами, совпадающими
со свойствами сходящихся последовательностей {xn} точек метрического про-
странства (X,d), а также рядом добавочных свойств.

Т е о р е м а  7.9.   Всякая последовательность {An} измеримых мно-
жеств, сходящаяся к пределу A на пространстве X1р=(S, dX1р) по основной
метрике dX1р, сходится к тому же пределу A и на пространстве X2р=(S, dX2р)
по полностью усредненной метрике dX2р, и наоборот.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Непосредственно следует из определения (7.46)
сходимости последовательности {An} множеств к пределу A по метрике, экви-
валентности метрик dX1р, dX2р и конечности меры m(Х).  ■

Эквивалентность и равномерная непрерывность метрик dX1р и dX2р на мет-
рических пространствах X1р и X2р порождает

С л е д с т в и е  7.9.А.   Для любого измеримого множества A найдется
последовательность {An} измеримых множеств, равномерно сходящаяся к
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множеству A на пространстве X1р=(S, dX1р) по метрике dX1р и на пространст-
ве X2р=(S, dX2р) по метрике dX2р.

Отсюда вытекает равносильность определений (7.46)-(7.48) сходимости
последовательности измеримых множеств почти всюду, по мере m и по метри-
кам dX1р и dX2р на метрических пространствах X1р и X2р.

Последовательность {An} измеримых множеств метрического пространст-
ва Xqp=(S, dXqp) назовем сходящейся в себе по метрике или d-фундаментальной,
если для любого ε>0 существует натуральное число N такое, что для всех номе-
ров n,l>N расстояние между множествами An и Al удовлетворяет неравенству

dXqp(An,Al) < ε, (7.49)
которое равносильно условию dXqp(An,Al)→0 при п,l→∞ или

∞→ln,
lim dXqp(An,Al) = 0.     (7.50)

Определение (7.50) d-фундаментальной последовательность {An} измери-
мых множеств аналогично определению (1.29) фундаментальной последова-
тельности {xn} точек метрического пространства (X,d). Справедливо и утвер-
ждение, являющееся аналогом теоремы 1.8.

Т е о р е м а  7.10.   Всякая последовательность {An} измеримых мно-
жеств, сходящаяся на метрическом пространстве Xqp=(S, dXqp) по метрике
dXqp, является d-фундаментальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть последовательность {An} измеримых
множеств сходится на метрическом пространстве Xqp=(S, dXqp) к пределу A по
метрике dXqp, то есть для любого ε>0 найдется число N такое, что для всех но-
меров n>N выполняется неравенство dXqp(An,A)<ε. Тогда по аксиоме треуголь-
ника (1.03) для любых п,l>N справедливо неравенство (7.49):

dXqp(An,Al) ≤ dXqp(An,A) + dXqp(A,Al) < 2ε.   ■
Из теорем 4.10 и 7.10 имеем следующее
С л е д с т в и е  7.10.А.   Всякая d-фундаментальная последовательность

{An} измеримых множеств является m-фундаментальной.
Справедливость следствия 7.10.А легко установить и непосредственно.

Действительно, если учесть определения метрик (7.11)-(7.13), то условие (4.44)
m-фундаментальности последовательности {An} множеств на метрических про-
странствах Xqp=(S, dXqр) вытекает из неравенства (7.49) и имеет вид:

m(An∆Al) = [dX1р(An,Al)]р < (ε)р = ε1.
m(An∆Al) = [m(Х)⋅dX2р(An,Al)]р = [dX1р(An,Al)]р < (ε)р = ε1.

m(An∆Al) = [m(AnUAl)⋅dX3р(An,Al)]р = [dX1р(An,Al)]р < (ε)р = ε1.
Обратное утверждение не всегда верно. Последовательность {An} изме-

римых множеств может сходиться в себе по мере m, но не сходиться в себе по
метрике dXqр, то есть быть m-фундаментальной и не быть d-фундаментальной.

Как было показано выше, различные понятия сходимости равносильны
только на метрических пространствах измеримых множеств X1р=(S, dX1р) и
X2р=(S, dX2р), метрики которых непрерывны. Отсюда, учитывая следствие 4.8.А,
нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения, в определен-
ном смысле обратного теореме 7.10.
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Т е о р е м а  7.11.   Всякая d-фундаментальная последовательность {An}
измеримых множеств сходится на метрическом пространстве Xqp=(S,dXqp) по
метрике dXqp к пределу A, являющемуся точкой этого же пространства, если
метрика dXqp непрерывна на этом пространстве.  ■

Теоремы 7.10 и 7.11 представляют собой необходимые и достаточные ус-
ловия выполнения обобщенного критерия сходимости на метрических про-
странствах X1р=(S, dX1р) и X2р=(S, dX2р) измеримых множеств.

7.7. Свойства метрических пространств измеримых множеств.   Рас-
смотрим метрические и топологические свойства метрических пространств
Xqp=(S, dXqp) измеримых множеств.

Инвариантность метрик dX1р и dX2р относительно сдвигов, выраженная
формулами (7.28), (7.29), характеризует «однородность» метрических про-
странств X1р и X2р измеримых множеств в смысле однородности обычного век-
торного (евклидова) пространства Rn

2=(Rn,dR2), в котором при параллельном
переносе векторов сохраняются расстояния между ними. Инвариантность (7.32)
метрик dX1р и dX2р относительно исключения общей части, находящейся между
двумя множествами, аналогична свойствам разбиений множеств, описанным в
работах [KS62], [Мир80]. Равенства (7.33) указывают на наличие различных
видов симметрии пространств X1р и X2р.

Наличие у метрик dX1, dX2 и dX3 d-выпуклости означает, что справедливо
С л е д с т в и е  7.6.А.   Метрические пространства X1=(S,dX1), X2=(S,dX2)

и X3=(S, dX3) измеримых множеств метрически выпуклы.
Согласно теореме 7.9 любая последовательность {An} измеримых мно-

жеств сходится почти всюду на пространствах X1р=(S, dX1р) и X2р=(S, dX2р) к од-
ному и тому же пределу A. В таком случае выполняется

С л е д с т в и е  7.9.Б.   Метрические пространства X1р=(S, dX1р) и X2р=(S,
dX2р) измеримых множеств и метрики dX1р, dX2р гомеоморфны.

Гомеоморфизм пространств X1р и X2р задается функцией f(A)=m(A)/m(Х).
Гомеоморфность метрик dX1р и dX2р вытекает из равенств (7.03), (7.12).

Учитывая выполнение обобщенного критерия сходимости для метриче-
ских пространств X1р и X2р измеримых множеств, из теорем 7.10 и 7.11 имеем

С л е д с т в и е  7.11.А.   Метрические пространства X1р=(S, dX1р) и
X2р=(S, dX2р) измеримых множеств полны.

Таким образом, понятия полноты метрических пространств X1р=(S, dX1р),
X2р=(S, dX2р) измеримых множеств и пространства с мерой (Х,S ,m) совпадают, а
метрики dX1р и dX2р являются полными.

Из полноты и гомеоморфности метрических пространств множеств X1р и
X2р вытекает также

С л е д с т в и е  7.11.Б.   Метрические пространства X1р=(S, dX1р) и
X2р=(S,dX2р) измеримых множеств являются топологически полными прост-
ранствами Бэра, а их метрики dX1р и dX2р – топологически эквивалентными.

Справедливо и следующее утверждение.
Т е о р е м а  7.12.   Метрические пространства X1р=(S, dX1р) и

X2р=(S,dX2р) измеримых множеств сепарабельны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о.   В силу следствия 7.9.А на пространствах X1р или
X2р для любого измеримого множества A, принадлежащего σ-алгебре множеств
S (X), существует сходящаяся к нему последовательность {An} измеримых
множеств. Это означает, что семейство множеств A ={An} является по опреде-
лению всюду плотным в метрических пространствах X1р=(S,dX1р) или
X2р=(S,dX2р). Среди семейств измеримых множеств {An}, всюду плотных в мет-
рических пространствах X1р или X2р, всегда можно найти счетное всюду плот-
ное семейство множеств, например, состоящее из одноэлементных множеств
{хn} с мерами m({хn})=qn, где неотрицательные рациональные числа qn образу-
ют сходящуюся последовательность {qn}.  ■

Воспользуемся теперь определением (4.03) вполне конечной (σ-конеч-
ной) меры множества m, равенством m(AUB)=m(A∆B)+m(AIB), вытекающим
из соотношений (4.12) и (4.13), формулами χAUB=max(χA,χВ), χAIB=min(χA,χВ),
χA∆B=|χА−χB|, выражающими объединение, пересечение и симметрическую раз-
ность множеств через их характеристические функции, и представим выраже-
ния (7.11)-(7.13) для расстояний на пространствах Xqр=(S, dXqр) в виде:

dX1р(A,B) =
pn
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dX3p(A,B) =
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где число n соответственно конечно или бесконечно. Стоящее в знаменателе
формулы (7.53) выражение можно записать также как булеву сумму характери-
стических функций χA«+»χВ=max(χA,χВ)=|χА−χB|+χA⋅χВ, где χA⋅χВ(xi)=min(χA,χВ).

Основная метрика dX1 и полностью усредненная метрика dX2 на простран-
ствах измеримых множеств X1=(S, dX1) и X2=(S, dX2) аналогичны метрикам
Хемминга dR1 на n-мерном векторном пространстве Rn

1=(Rn,dR1) и пространстве
l1=(RN,dl1) ограниченных числовых последовательностей, которые заданы ра-
венствами (6.02) и (6.12). Локально усредненная метрика dX3 отчасти напомина-
ет метрику ds на пространстве s=(RN

s, ds) равномерно сходящихся последова-
тельностей, заданную равенством (6.20), и метрику dS на пространстве S=(S(T,S,
m), dS) измеримых функций, определенную формулой (6.32), но не совпадает с
ними, так как метрика dX3 есть отношение сумм функций в отличие от метрик ds
и dS, являющихся суммой или интегралом отношений функций. Степенные
функции от основной метрики dX1р и усредненных метрик dX2р и dX3р при p≥2 не
похожи ни на какие метрики других метрических пространств.

Сходство основной и полностью усредненной метрик с метриками Хем-
минга позволяет сформулировать следующие важные выводы.
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Т е о р е м а  7.13.   Метрические пространства X1=(S, dX1) и X2=(S, dX2)
измеримых множеств, заданные на σ-алгебре множеств S (X), изометричны
пространству l1=(RN,dl1) ограниченных числовых последовательностей.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть S (X) – σ-алгебра измеримых множеств Aj,
являющихся подмножествами некоторого множества Х={x1,x2,...}. Определим
ограниченные числовые последовательности Yj={yj1,yj2,yj3,...}∈RN, члены кото-
рых зададим по следующему правилу: yji=fj(хi)=wi jAχ (хi), где wi≥0, хi∈Х, 

jAχ  –
характеристическая функция множества Aj. Функция f задает взаимно однознач-
ное отображение f:S →RN метрического пространства X1=(S, dX1) измеримых
множеств в метрическое пространство l1=(RN,dl1) ограниченных числовых по-
следовательностей. В таком случае каждой точке Aj пространства X1 сопостав-
ляется точка Yj пространства l1. При этом согласно формулам (6.12), (7.51) со-
храняется расстояние между парами соответствующих точек этих пространств:

dX(Aj,Ah) =∑
∞
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1
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то есть отображение f:S →RN является изометрией. Изометрия пространства
X2=(S, dX2) измеримых множеств и пространства l1=(RN,dl1) ограниченных чи-
словых последовательностей устанавливается аналогичным образом и опреде-

ляется функцией yji=fj(хi)=w'i jAχ (хi), где w'i=1/∑
=

n

j
jw

1
. ■

Как отмечено в разделе 6.2, n-мерный вектор yi=(yi1,…,yiп) всегда можно
представить как ограниченную последовательность вида Yi={yi1,…,yiп,0,0,…}. В
свою очередь семейство P (X) подмножеств конечного n-элементного множест-
ва Х={x1,…,xп}, как известно [КФ68], является минимальной алгеброй над мно-
жеством Х. Учитывая это обстоятельство, получаем следующее

С л е д с т в и е  7.13.А.    Метрические пространства Xn
1=(P, dX1) и

Xn
2=(P, dX2) измеримых множеств, определенные на семействе P (X) подмно-

жеств n-элементного множества Х={x1,…,xп}, изометричны n-мерному век-
торному пространству Rn

1=(Rn, dR1).
Укажем на связь между пространствами измеримых множеств и псевдо-

метрическими пространствами с разрезной полуметрикой δX
(А)(x,y), заданной

формулой (1.35). Из теоремы 6.3 и следствия 7.13.А вытекает
С л е д с т в и е  7.13.Б.    Метрические пространства Xn

1=(P, dX1) и
Xn

2=(P, dX2) измеримых множеств, определенные на семействе P (X) подмно-
жеств n-элементного множества Х={x1,…,xп}, изометричны конечному n-
мерному пространству расстояний (X,dX), в котором расстояние dX является
положительной линейной комбинацией m разрезных полуметрик вида

dX(xi,xj)=∑
=

m

k
ji

A
Xk xxw k

1

)( ),(δ , где wk>0, Ak⊂X={x1,…,xп}.

Непосредственное доказательство последнего утверждения можно найти,
например, в книге [DL97].
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Из теоремы 7.13 следует, что пространства X1=(S, dX1) и X2=(S, dX2) изме-
римых множеств являются изометрически вложимыми подпространствами про-
странства Лебега – интегрируемых (суммируемых) измеримых функций
L1=(L1(T,S, m), dL1). В таком случае, исходя из установленных в главе 6 характе-
ристик функциональных пространств, можно утверждать, что пространства X1,
X2 и Xn

1, Xn
2 измеримых множеств обладают метрическими и топологическими

свойствами, одинаковыми со свойствами пространства ограниченных числовых
последовательностей l1 и n-мерного векторного пространства Rn

1. Поэтому по-
лучаем еще одно подтверждение того, что пространства X1=(S, dX1) и X2=(S, dX2)
полны, сепарабельны, метрически выпуклы, локально компактны, но неком-
пактны, а пространства Xn

1=(P, dX1) и Xn
2=(P, dX2) всюду плотны, сепарабельны,

неполны, некомпактны, но относительно компактны, ln
1-, l∞1- и L1-вложимы,

метрически выпуклы, гиперметричны, а также, возможно, связны, локально
связны и отделимы. Если положить меру множества равной m(A)=|A|, то про-
странство Xn

1 совпадает с n-мерным гиперкубом Zn
(1)1=({0,1}n,dR1), приведен-

ным в примере 6.2. Вопрос о непосредственном доказательстве наличия тех или
иных других свойств метрических пространств Xqp=(S, dXqp) измеримых мно-
жеств пока остается открытым.

Метрические пространства X1=(S, dX1) и X2=(S, dX2), заданные на σ-алге-
бре S (X) измеримых множеств, представляют собой пополнения соответст-
вующих пространств Xn

1=(P, dX1) и Xn
2=(P, dX2), заданных на семействе P (X)

подмножеств конечного множества Х, а также метрических пространств
X’1=(Kσ , d’X1) и X’2=(Kσ , d’X2), заданных на σ-кольце Kσ (X) подмножеств мно-
жества Х. Последнее обстоятельство свидетельствует о существовании опреде-
ленной взаимосвязи между стандартным продолжением меры множества, опре-
деленным в разделе 4.4, и пополнениями метрических пространств измеримых
множеств.

7.8. Аксиоматический подход к метризации пространств измеримых
множеств.   Вид функциональной зависимости метрики d, определяющей бли-
зость точек в метрическом пространстве (X,d), обычно считается заданным ап-
риорно. Вместе с тем, как было впервые показано в работе [KS62], расстояние
между точками пространства можно ввести, исходя из некоторой «естествен-
ной» системы аксиом, учитывающей специфику рассматриваемых объектов.
Подобный подход применялся, в частности, для построения расстояний между
разбиениями на классы, отношениями, графами, матрицами, множествами,
мультимножествами и другими объектами [KS62], [LG63], [Ор79], [ГМР80],
[Мир80], [Петр81], [Лит82], [Petr92], [Reb94].

Для однозначного определения метрики при аксиоматическом подходе
аксиоматика метрического пространства обычно дополняется аксиомами, ха-
рактеризующими геометрию пространства. Наиболее распространены условия,
постулирующие близость «соседних» или удаленность «крайних» объектов в
пространстве, инвариантность некоторых свойств пространства, вырожден-
ность неравенства треугольника (1.03) для точек, «лежащих между» двух дру-
гих точек пространства, и тому подобное.
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Геометрические особенности метрических пространств измеримых мно-
жеств и мультимножеств позволяют сформулировать требования, однозначно
определяющие метрики на этих пространствах [Петр81], [Петр82], [Petr92],
[Petr94], [Петр94], [Петр95]. Дополнительно к аксиоматике метрического про-
странства (1.01)-(1.03) потребуем, чтобы расстояние d(A,В) между измеримыми
множествами удовлетворяло следующим геометрическим условиям, связанным
с взаимным расположением точек в пространстве:

d(A,В) = d(∅,A) − d(∅,В)   при В⊆A, (7.54)
d(A,В) = d(∅,A) + d(∅,В)   при AIВ=∅. (7.55)

Как было установлено в разделе 7.4, расстояние dX1(A,В) в пространстве
измеримых множеств X1=(S, dX1) можно соотнести с длиной соответствующего
отрезка [A,В]. Равенства (7.54) и (7.55) можно интерпретировать тогда как ана-
логи обычных геометрических правил, определяющих длину отрезка [a,b] в
евклидовом пространстве. В первом случае отрезок [A,В] является общей ча-
стью вложенных друг в друга отрезков [∅,A] и [∅,В], имеющих общую «точку»
∅, а во втором случае – суммой соприкасающихся отрезков [∅,A] и [∅,В].

Покажем, что аксиоматика метрического пространства (1.01)-(1.03), усло-
вие совпадения (1.34), условие метрической выпуклости (7.35) пространства
измеримых множеств и дополнительные геометрические требования (7.54),
(7.55) являются необходимыми и достаточными условиями, которые однознач-
но определяют основную и полностью усредненную метрики (псевдометрики)
dX1(A,B)=m(A∆B) и dX2(A,B)=m(A∆B)/m(Х) на полном пространстве (Х,S, т).

Т е о р е м а  7.14.   Функция dX1(A,B)=m(A∆B), где m – аддитивная и впол-
не σ-конечная мера, определенная на σ-алгебре множеств S (Х), является мет-
рикой почти всюду (псевдометрикой) на полном пространстве (Х,S, т) тогда
и только тогда, когда пространство X1=(S, dX1) метрически выпукло относи-
тельно множества С, находящегося между множествами А и В, а функция dX1
удовлетворяет геометрическим условиям (7.54), (7.55) взаимного расположе-
ния точек пространства X1.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  1º. Пусть m – мера, определенная на σ-алгебре
множеств S (Х). Справедливость аксиом метрического пространства (1.01)-
(1.03) и условия совпадения (1.34) для метрики (псевдометрики) dX1(A,B)=
=m(A∆B) доказана в теореме 7.1, а наличие свойства (7.35) метрической выпук-
лости пространства X1 при AIB⊆C⊆AUB – в теореме 7.5. Выполнение требо-
ваний (7.54), (7.55) для расстояния dX1(A,B) непосредственно вытекает из его
определения (7.02) и свойства (4.13) меры множества. Необходимость условий
теоремы доказана.

2º. Пусть dX1 – метрика (псевдометрика) на метрическом пространстве
X1=(S, dX1), удовлетворяющая также условиям (7.35), (7.54) и (7.55). Для любых
множеств А и В всегда выполняются включения: A⊆AUB, B⊆AUB. Тогда в си-
лу соотношения (7.54) можно записать:

dX1(А,AUB) = dX1(∅,AUB)−dX1(∅,А),     dX1(AUB,В) = dX1(∅,AUB)−dX1(∅,В).
С другой стороны, в силу условия (7.35) метрической выпуклости пространства
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X1 для произвольных множества А и В имеем:
dX1(А,В) = dX1(А,AUB) + dX1(AUB,В).

Отсюда получаем
dX1(А,В) = 2dX1(∅,AUB) − dX1(∅,А) − dX1(∅,В). (7.56)

Пусть множества А и В не пересекаются. В этом случае с учетом условия
(7.55) равенство (7.56) примет вид:

dX1(∅,AUB) = dX1(∅,А) + dX1(∅,В). (7.57)
Обозначим

dX1(∅,A) = c1m(А), (7.58)
где c1>0 и m – действительная функция, заданная на σ-алгебре множеств S (Х).
Так как расстояние dX1(∅,A) неотрицательно, то и m – неотрицательная функ-
ция, обладающая согласно равенству (7.57) свойством (4.01) аддитивности

m(AUB) = m(А) + m(В)
для непересекающихся множеств AIB=∅. Тем самым все требования, предъ-
являемые к функции m как к мере множества, оказываются выполненными.

Подставляя формулу (7.58) в равенство (7.56) и учитывая соотношения
(4.12), (4.13), получим:

dX1(А,В) = c1[2m(AUB) − m(А) − m(В)] = c1m(A∆B).
В метрическом пространстве X1 диаметр σ-алгебры множеств DX1(S ) равен со-
гласно формуле (7.19) мере множества m(Х). Тогда из равенства (7.58) получаем
для коэффициента c1=1. Следовательно, расстояние dX1(А,В) между измеримы-
ми множествами однозначно определяется выражением dX1(A,B)=m(A∆B). Дос-
таточность условий теоремы доказана. ■

Т е о р е м а  7.15.   Функция dX2(A,B)=m(A∆B)/m(Х), где m – аддитивная и
вполне σ-конечная мера, определенная на σ-алгебре множеств S (Х), является
метрикой почти всюду (псевдометрикой) на полном пространстве (Х,S, т)
тогда и только тогда, когда пространство X2=(S, dX2) метрически выпукло
относительно множества С, находящегося между множествами А и В, а
функция dX2 удовлетворяет геометрическим условиям (7.54), (7.55) взаимного
расположения точек пространства X2.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  1º. Пусть m – мера, определенная на σ-алгебре
множеств S (Х). Справедливость аксиом метрического пространства (1.01)-
(1.03), условий совпадения (1.34) и нормировки (7.06) для метрики (псевдомет-
рики) dX2(A,B)=m(A∆B)/m(Х) доказаны в теореме 7.3. Метрическое пространство
X2, как было отмечено ранее, обладает такими же свойствами, что и простран-
ство X1. Поэтому условие метрической выпуклости (7.35) выполняется и для
метрики dX2. Выполнение требований (7.54), (7.55) для расстояния dX2(A,B) не-
посредственно вытекает из его определения (7.02) и свойства (4.13) меры мно-
жества. Необходимость условий теоремы доказана.

2º. Пусть dX2 – метрика (псевдометрика) на метрическом пространстве
X2=(S, dX2), удовлетворяющая также условиям (7.35), (7.54), (7.55). Все приве-
денные выше рассуждения в доказательстве теоремы 7.14 остаются справедли-
выми и для метрики (псевдометрики) dX2, в том числе и равенство (7.57). Обо-
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значим dX2(∅,A)=c2m(А), где c2>0 и m – действительная функция, определенная
на σ-алгебре множеств S (Х) и обладающая согласно равенству (7.57) свойст-
вом аддитивности (4.01) для непересекающихся множеств AIB=∅. Учитывая,
что на метрическом пространстве X2 диаметр σ-алгебры множеств DX2(S )=1,
получаем для коэффициента c2 соотношение c2=1/m(Х). Таким образом, рас-
стояние dX2(А,В) между измеримыми множествами однозначно определяется
выражением dX2(A,B)=m(A∆B)/m(Х), где m – мера множества. Достаточность ус-
ловий теоремы доказана.  ■

Потребуем теперь, чтобы расстояние d(А,В) между измеримыми множе-
ствами удовлетворяло иным условиям взаимного расположения непустых мно-
жеств A и B в пространстве, а именно:

d(A,В) = 1 − [d(Х, B )/d(Х, A )]   при В⊆A, (7.59)
d(A,В) = 1      при AIВ=∅. (7.60)

Покажем, что аксиоматика метрического пространства (1.01)-(1.03), условие
совпадения (1.34), условие (7.05) dX(∅,∅)=0, условие (7.37) метрической вы-
пуклости пространства измеримых множеств при С=AUB≠∅ и дополнительные
геометрические требования (7.59), (7.60) являются необходимыми и достаточ-
ными условиями, однозначно определяющими локально усредненную метрику
(псевдометрику) dX3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB) на полном пространстве (Х,S, т).

Т е о р е м а  7.16.   Функция dX3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB), где m – аддитив-
ная и вполне σ-конечная мера, определенная на σ-алгебре множеств S (Х), яв-
ляется метрикой почти всюду (псевдометрикой) на полном пространстве
(Х,S, т) тогда и только тогда, когда пространство X3=(S, dX3) метрически
выпукло относительно множества С=AUB≠∅, а функция dX3 удовлетворяет
условию dX3(∅,∅)=0 и геометрическим условиям (7.59), (7.60) взаимного распо-
ложения точек пространства X3.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  1º. Пусть m – мера, определенная на σ-алгебре
множеств S (Х). Справедливость аксиом метрического пространства (1.01)-
(1.03), условий совпадения (1.34) и нормировки (7.06) для метрики (псевдомет-
рики) dX3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB) доказаны в теореме 7.3, а наличие свойства
(7.37) метрической выпуклости пространства X3 при C=AUB≠∅ – в теореме 7.6.
Воспользовавшись равенствами (4.12) и (7.27), убедимся в выполнении требо-
вания (7.59) для расстояния dX3(A,B). Действительно, при В⊆A имеем:

dX3(A,B) = [m(A)−m(B)]/m(A) = 1 − [m(B)/m(A)] = 1 − [dX3(Х, B )/dX3(Х, A )].
Требование (7.60) следует непосредственно из определения (7.08) метрики dX3 и
равенств (4.12), (4.13). Необходимость условий теоремы доказана.

2º. Пусть dX3 – метрика (псевдометрика) на метрическом пространстве
X3=(S, dX3), удовлетворяющая также условиям (7.37), (7.59) и (7.60). Для любых
множеств A и B всегда выполняются включения: A⊆AUB, B⊆AUB. Тогда в си-
лу соотношения (7.59) при AUB≠∅ или BAU ≠Х можно записать:

dX3(А,AUB) = 1 − [dX3(Х, A )/dX3(Х, BAU )],
dX3(AUB,В) = 1 − [dX3(Х, B )/dX3(Х, BAU )].



179

С другой стороны, в силу условия (7.37) метрической выпуклости пространства
X3 при C=AUB для произвольных множества А и В имеем:

dX3(А,В) = dX3(А, AUB) + dX3(AUB, В).
Отсюда получаем

dX3(А,В) = 2 − [(dX3(Х, A )+dX3(Х, B ))/dX3(Х, BAU )]. (7.61)
Пусть множества А и В не пересекаются. В этом случае с учетом условия

(7.60) равенство (7.61) примет вид:
dX3(Х, BAU ) = dX3(Х, A ) + dX3(Х, B ),  (7.62)

внешне аналогичный равенству (7.57). Обозначим
dX3(Х, A ) = c3m(А), (7.63)

где c3>0 и m – действительная функция, заданная на σ-алгебре множеств S (Х).
Так как расстояние dX3(Х, A ) неотрицательно, то и m – неотрицательная функ-
ция, обладающая согласно равенству (7.62) свойством (4.01) аддитивности

m(AUB) = m(А) + m(В)
для непересекающихся множеств AIB=∅. Тем самым все требования, предъ-
являемые к функции m как к мере множества, оказываются выполненными.

Подставляя формулу (7.63) в равенство (7.61) и учитывая соотношения
(4.12), (4.13), получим:

dX3(А,В) = 2 − [(m(А)+m(В))/m(AUB)] = m(A∆B)/m(AUB).
Условие dX3(∅,∅)=0 вводится по определению (7.05). Следовательно, расстоя-
ние dX3(А,В) между измеримыми множествами однозначно определяется выра-
жением dX3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB). Достаточность условий теоремы доказана.
Полагая A=X и B= A=∅ и учитывая требование (7.60) имеем dX3(Х, A )=1, а зна-
чит, из формулы (7.63) коэффициент c3=1/m(Х). В таком случае формула (7.63)
совпадет с соотношением (7.27) при р=1. ■



180

Глава 8
Пространства измеримых мультимножеств

8.1. Метрики, порожденные мерой мультимножества.   Построение ос-
нов теории метрических пространства измеримых мультимножеств будем вести
в духе теории метрических пространства измеримых множеств. Содержание
этой главы внешне во многом будет напоминать изложенное в предыдущей
главе, однако целый ряд утверждений доказывается здесь иначе.

Введем по аналогии с метрическим пространством измеримых множеств
X=(S (Х), m, dX) понятие метрического пространства измеримых мультимно-
жеств Z=(S (Z), m, dZ). Для определенности будем считать, что S (Z) есть σ-
алгебра подмультимножеств некоторого максимального мультимножества
Z={kZ(х1)•x1, kZ(х2)•x2,…} над доменом G={x1,x2,…}; мультимножества А⊂Z,
входящие в σ-алгебру S (Z), измеримы; мера мультимножества m сильно счет-
но-аддитивна, вполне σ-конечна и полна; метрика dZ задана на пространстве с
мерой (Z,S, m) и является некоторым функционалом от меры мультимножества.

Рассмотрим различные способы метризации σ-алгебры S (Z) измеримых
мультимножеств. Как и в случае множеств, определим, прежде всего, метриче-
ское пространство измеримых мультимножеств, которое обозначим через
Z1=(S(Z), m, dZ1) или более кратко Z1=(S, dZ1), где расстояние между мультим-
ножествами A,B∈S (Z) задается выражением

dZ1(A,B) = m(A∆B). (8.01)
Убедимся, что функция dZ1, определяющая отображение dZ1:S ×S →R+, дейст-
вительно является метрикой (псевдометрикой), которая удовлетворяет аксио-
матике метрического пространства (1.01)-(1.03), (1.34).

Т е о р е м а  8.1.   Функция dZ1(A,B)=m(A∆B), где m – сильно счетно-адди-
тивная и вполне σ-конечная мера мультимножества, определенная на σ-алге-
бре мультимножеств S (Z), является метрикой почти всюду (псевдометри-
кой) на пространстве с полной мерой (Z,S, т).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Действительность и неотрицательность
функции dZ1(A,B)=m(A∆B) вытекает непосредственно из определения меры как
действительной и неотрицательной функции мультимножества, определенной
на σ-алгебре мультимножеств S (Z), а бинарность операции симметрической
разности мультимножеств ∆ означает по определению арности операции, что
функция dZ1 задана на прямом произведении семейств мультимножеств S ×S .
Аксиома симметрии (1.01) для функции dZ1 следует из свойства коммутативно-
сти операции симметрической разности A∆B=B∆A, которое вытекает из ее оп-
ределения (0.23). Неравенство треугольника (1.03) следует из неравенства (5.30)

dZ1(A,B) = m(A∆B) ≤ m(A∆C) + m(C∆B) = dZ1(A,C) + dZ1(C,B).
2°. Проверим теперь выполнение аксиомы тождества (1.02) или условия

совпадения (1.34). Так как согласно свойству идентичности симметрической
разности мультимножеств A∆B=∅ при A=B, то из равенства мультимножеств A
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и B следует, что dZ1(A,A)=m(∅)=0. В то же время из равенства dZ1(A,B)=0 следу-
ет только, что m(A∆B)=0, что в общем случае не означает равенства мультим-
ножеств A и B. Тем самым, строго говоря, выполняется условие совпадения
(1.34). Таким образом, функция dZ1, определяемая формулой (8.01), является
псевдометрикой на σ-алгебре S (Z) измеримых мультимножеств, а Z1=(S, dZ1) –
псевдометрическим пространством.

3°. Как и при доказательстве теоремы 7.1, изометрически преобразуем
псевдометрическое пространство Z1=(S, dZ1) в метрическое пространство путем
«склеивания» в классы эквивалентностей всех пар точек исходного пространст-
ва, для которых псевдометрика равна нулю. В этом случае в силу леммы 5.А в
общий класс попадут m-равные мультимножества, совпадающие с точностью
до мультимножеств меры нуль. Для m-равных мультимножеств из условия
dZ1(A,B)=0 следует, что А=mВ. Если классы m-равных мультимножеств взять в
качестве элементов некоторого семейства мультимножеств Sm, то пространство
Z1=(Sm, dZ1), на котором выполняется и аксиома тождества (1.02), становится
метрическим. Пространство с полной мерой (Z,S, m) почти всюду совпадает с
пространством (Z,Sm,m). Поэтому, пренебрегая различием между m-равными
мультимножествами, пространство Z1=(S, dZ1) также можно считать метриче-
ским пространством, где функция dZ1 является метрикой почти всюду.  ■

Для построения новых видов пространств измеримых мультимножеств
воспользуемся тем же приемом, что и в случае пространств измеримых мно-
жеств. Выполним метрические преобразования пространства Z1=(S, dZ1), вводя
на σ-алгебре S (Z) измеримых мультимножеств новые метрики dZq=Fq(dZ1). Од-
но из таких преобразованных расстояний определим как прямо пропорцио-
нальный функционал вида (1.41)

dZ2(A,B) = F2(dZ1(A,B)) = h0dZ1(A,B) =
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Другое преобразованное расстояние зададим как удвоенное расстояние вида
(1.42), усредненное по трем точкам относительно пустого мультимножества ∅

dZ3(A,B) = F3(dZ1(A,B)) = 2dZ1
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Так как dZ1(∅,∅)=0, то функция dZ3(A,B), заданная формулой (8.03), не доопре-
делена в «нуле» при A=B=∅. Поэтому по определению будем считать, что

dZ3(∅,∅) = 0. (8.04)
Метрически преобразованные пространства мультимножеств с метрика-

ми dZq, q=2,3 обозначим как Zq=(S (Z), m, dZq) или более кратко Zq=(S, dZq). Со-
гласно определению (8.02) и теореме 1.15 преобразованные пространства
Z2=(S, dZ2) и Z3=(S, dZ3) измеримых мультимножеств останутся метрическими
(псевдометрическими), как и исходное пространство Z1=(S, dZ1). Из формул
(8.02), (8.03) вытекает также, что расстояния dZ2 и dZ3 удовлетворяют следую-
щему условию нормировки

0 ≤ d(A,B) ≤ 1. (8.05)
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Поэтому функции dZq, q=2,3 задают отображения dZq:S ×S →R01 прямого про-
изведения σ-алгебры S (Z) измеримых мультимножеств на интервал [0,1] дей-
ствительных чисел.

Примем теперь во внимание определение (8.01) расстояния dZ1, формулы
(5.09), (5.10), связывающие меры мультимножеств, и представим преобразо-
ванные (нормированные) расстояния dZ2 и dZ3 следующим образом:

dZ2(A,B) = F2(dZ1(A,B)) = dZ1(A,B)/dZ1(∅,Z) = m(A∆B)/m(Z), (8.06)
dZ3(A,B) = F3(dZ1(A,B)) = dZ1(A,B)/dZ1(∅,AUB) = m(A∆B)/m(AUB). (8.07)

Полагая согласно соотношению (5.07) меру мультимножества равной его мощ-
ности, выражения (8.01), (8.06) и (8.07) для расстояний между измеримыми
мультимножествами можно записать в виде

dZ1(A,B) = |A∆B|,   dZ2(A,B) = |A∆B|/|Z|,   dZ3(A,B) = |A∆B|/|AUB|.   (8.08)
Как и для множеств, назовем расстояние между измеримыми мультимно-

жествами dZ1(A,B) основным, dZ2(A,B) – полностью усредненным и dZ3(A,B) –
локально усредненным. Полностью усредненное расстояние dZ2(A,B) представ-
ляет собой удельное расстояние между двумя мультимножествами A и B, кото-
рое соотносит основное расстояние с расстоянием, максимально возможным в
исходном пространстве. Локально усредненное расстояние dZ3(A,B) задает
удельное расстояние между мультимножествами A и B, относя основное рас-
стояние к максимально возможной «общей части» только этих двух мультим-
ножеств в исходном пространстве. Метрики dZ1, dZ2 и dZ3 на пространстве муль-
тимножеств были введены в работах [Petr92], [Petr94], [Петр94], [Петр95].

8.2. Степенное преобразование расстояний между мультимножества-
ми.   Пространства измеримых мультимножеств более общего вида, которые
будем обозначать как Zqр=(S (Z), m, dZqр) или более кратко Zqр=(S, dZqр), можно
образовать, если одну из метрик dZq(A,B), q=1,2,3 взять в качестве исходной и
осуществить степенное преобразование

dZqр(A,B) = Fр(dZq(A,B)) = [dZq(A,B)]1/р,     (8.09)
где р≥1 – фиксированное целое число. Очевидно, что функции dZ1р задают ото-
бражение dZ1р:S ×S →R+, а функции dZ2p и dZ3p – отображение dZqр:S ×S →R01=
=[0,1]. Ясно, что пространства мультимножеств Zq1 есть пространства Zq.

Подставляя в формулу (8.09) равенства (8.01), (8.06), (8.07), получим сле-
дующие выражения для расстояний между измеримыми мультимножествами:

dZ1р(A,B) = [dZ1(A,B)]1/р = [m(A∆B)]1/р,      (8.10)
dZ2p(A,B) = [dZ2(A,B)]1/р = dZ1р(A,B)/dZ1р(∅,Z) = [m(A∆B)/m(Z)]1/р,     (8.11)

dZ3p(A,B) = [dZ3(A,B)]1/р = dZ1р(A,B)/dZ1р(∅,AUB) = [m(A∆B)/m(AUB)]1/р. (8.12)
Заменяя согласно формуле (5.07) меру мультимножества его мощностью, име-
ем из соотношений (8.10)-(8.12)

dZ1р(A,B) = |A∆B|1/р, (8.13)
dZ2p(A,B) = (|A∆B|/|Z|)1/р,  (8.14)
dZ3p(A,B) = (|A∆B|/|AUB|)1/р. (8.15)

что представляет собой степенное преобразование соответствующих расстоя-
ний dXq(A,B), заданных формулами (8.08).
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Для пространств мультимножеств, где m(Z)=1, расстояния dZ1р и dZ2p рав-
ны при любых числах p≥1. Отметим, что при фиксированном числе p≥1 каждое
локально усредненное расстояние dZ3p подчиняется требованию dZ3p(∅,∅)=0
(8.04), а все усредненные расстояния между мультимножествами dZ2p и dZ3p

удовлетворяют условию нормировки 0≤dZqp(A,B)≤1 (8.05).
Таким образом, на σ-алгебре S (Z) измеримых мультимножеств можно

определить целое семейство расстояний, в котором каждое преобразованное
расстояние dZqр(A,B) при p≥1 и q=2,3 представляет собой некоторую сложную
функцию dZqp(A,B)=Fр(dZq(A,B))=Fр[Fq(dZ1(A,B))] от основного расстояния
dZ1(A,B). Согласно теоремам 1.15, 1.16 соответствующие преобразованные про-
странства Zqр=(S, dZqр) измеримых мультимножеств сохраняют метричность
(псевдометричность) исходного пространства Z1=(S, dZ1). В этом можно убе-
диться и непосредственно.

Т е о р е м а  8.2.   Функция dZ1р(A,B)=[m(A∆B)]1/р, где m – сильно счетно-
аддитивная и вполне σ-конечная мера мультимножества, определенная на σ-
алгебре мультимножеств S (Z), и р≥1 – фиксированное целое число, является
метрикой почти всюду (псевдометрикой) на пространстве с полной мерой
(Z,S, т).

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Выполнение аксиом симметрии (1.01) и тожде-
ства (1.02) для функции dZ1р устанавливается так же, как и для функции dZ1. До-
казательство дословно повторяет соответствующие рассуждения из теоремы
8.1. Неравенство треугольника (1.03) для функции dZ1р следует из соотношения
(5.30). Действительно, принимая во внимание определение (8.10), условие
(5.30) и неотрицательность расстояния, имеем при фиксированном числе р≥1:

[dZ1р(A,B)]р = m(A∆B) ≤ m(A∆C) + m(C∆B) = 
= [dZ1р(A,C)]р + [dZ1р(C,B)]р ≤ [dZ1р(A,C) + dZ1р(C,B)]р. 

Отсюда сразу получаем аксиому (1.03). Аналогично функции dZ1 функция dZ1р
является метрикой почти всюду (псевдометрикой) на пространстве с полной
мерой (Z,S, m). ■

Т е о р е м а  8.3.   Функции dZ2p(A,B)=[m(A∆B)/m(Х)]1/р и dZ3p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р, где m – сильно счетно-аддитивная и вполне σ-конечная
мера мультимножества, определенная на σ-алгебре мультимножеств S (Z), и
р≥1 – фиксированное целое число, являются метриками почти всюду (псевдо-
метриками) на пространстве с полной мерой (Z,S, т), удовлетворяющими ус-
ловию нормировки 0≤d(A,B)≤1.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Действительность и неотрицательность
функций dZqp, p≥1, q=2,3 вытекает непосредственно из определения меры как
действительной и неотрицательной функции мультимножества. Выполнение
аксиомы симметрии (1.02) и неравенства треугольника (1.03) для функции dZ2p
устанавливается так же, как и для метрики dZ1p. Выполнение условия норми-
ровки (8.05) для функции dZ2p очевидно из определения (8.11), поскольку всегда
A∆B⊆Z, а значит, в силу (5.13) m(A∆B)≤m(Z).
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2°. Справедливость аксиомы симметрии (1.02) для функции dZ3p следует
из свойства коммутативности операций объединения и симметрической разно-
сти мультимножеств AUB=BUA, A∆B=B∆A, которое вытекает из их определе-
ний (0.11) и (0.23). Выполнение неравенства треугольника (1.03) для функции
dZ3p проверим для нетривиального случая A∆B≠∅. Нетрудно убедиться в спра-
ведливости включения AIС⊆(AIB)+(В∆С) для произвольных мультимно-
жеств. Для этого достаточно проверить, что неравенство

min[kA(x),kC(x)] ≤ min[kA(x),kB(x)] + |kB(x)−kC(x)|
выполняется при любых соотношениях между функциями кратности kA(x), kB(x)
и kC(x) для ∀x∈G. Учитывая это включение, в силу свойств (5.13) монотонности
и (5.01) сильной аддитивности меры мультимножества имеем:

m(AIC) ≤ m(AIB) + m(B∆C),   m(BIC) ≤ m(AIB) + m(A∆C).     (8.16)
Принимая во внимание равенства (5.09), (5.10) и неравенства (1.43), (5.30),
(8.16), получаем следующее соотношение для мер мультимножеств:
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Тогда при фиксированном числе p≥1 имеем:

[dZ3p(A,B)]р = 
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= [dZ3p(A,C)]р + [dZ3p(C,B)]р ≤ [dZ3p(A,C) + dZ3p(C,B)]р, 
откуда сразу следует неравенство треугольника (1.03) для функции dZ3p. И, на-
конец, в силу определения (8.12) и условия (5.15) для функции dZ3p выполняется
требование нормировки (8.05).

3°. Все рассуждения, приведенные в теореме 8.1 о выполнимости аксио-
мы тождества (1.02) или условия совпадения (1.34) для метрики dZ1, остаются
справедливыми для функции dZ2p, а при учете равенств А1UА2=mВ1UВ2,
А1IА2=mВ1IВ2 – и для функции dZ3p. Таким образом, dZ2p и dZ3p являются мет-
риками почти всюду (псевдометриками) на полном пространстве (Z,S, m). ■

В дальнейшем, если дело будет касаться одновременно всех пространств
измеримых мультимножеств Zqр=(S, dZqр) при любых значениях p≥1 и q=1,2,3,
то для краткости будем обозначать эти пространства все вместе как Zqp.

8.3. Особенности расстояний, порожденных мерой мультимножества.   
Рассмотрим некоторые особенности метрик dZ1p, dZ2p и dZ3p в зависимости от
значений их переменных.

В соответствии с определением (1.09) диаметр семейства мультимно-
жеств S (Z) есть ничто иное как расстояние d(∅,Z) между «минимальным» пус-
тым мультимножеством ∅ и максимальным мультимножеством Z, являющимся
единицей σ-алгебры S (Z) мультимножеств:
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D(S ) =
)(,

sup
ZAA S∈ji

d(Ai,Aj) = d(∅,Z). (8.17)

Таким образом, диаметры σ-алгебры S (Z) на пространствах Z1 и Z1р с учетом
формул (8.01), (8.10) и (5.06) определяются выражениями:

DZ1(S ) = m(Z) = ∑
∈Gx

iZi
i

xkw )( , (8.18)

DZ1р(S ) = [m(Z)]1/р = [DZ1(S )]1/р. (8.19)
Можно сказать, что на пространствах измеримых мультимножеств Z1р=(S, dZ1р)
метрика dZ1р задает отображение dZ1p:S ×S →[0, DZ1р(S )] прямого произведения
S ×S  σ-алгебры S (Z) на интервал [0, DZ1р(S )] множества неотрицательных
действительных чисел при любом фиксированном числе p≥1.

На метрических пространствах измеримых мультимножеств, где выпол-
няется условие m(Z)=1, диаметр DZ1р(S ) σ-алгебры мультимножеств S (Х) ра-
вен 1 при любых числах р, а метрика dZ1р задает отображение dZ1p:S ×S →[0,1].
На любом из метрических пространств измеримых мультимножеств Zqp (р≥1,
q=2,3) с нормированной метрикой диаметр DZqp(S ) σ-алгебры S (Z) также равен
1, а метрики dZqр задают отображение dZqp:S ×S →[0,1] прямого произведения σ-
алгебры мультимножеств S (Z) на интервал [0,1].

На каждом метрическом пространстве Z1р при фиксированном числе р≥1
расстояния между пустым мультимножеством ∅, мультимножеством Z и про-
извольным мультимножеством А и его дополнением A  до мультимножества Z
согласно определению (8.10) и свойству идентичности ∅∆A=A симметрической
разности мультимножеств равны

dZ1р(∅,A) = dZ1р(Z, A ) = [m(A)]1/р, (8.20)
dZ1р(Z,A) = dZ1р(∅, A ) = [m( A )]1/р. (8.21)

При выводе соотношений (8.20), (8.21) учитывалась связь (5.29) между мерами
измеримого мультимножества A и его дополнения A .

Таким образом, мера мультимножества m(A), как и мера множества, мо-
жет трактоваться в геометрическом смысле и как «абсолютная величина» муль-
тимножества A, и как длина отрезка [∅,A] между «нулевой точкой» ∅ и «точ-
кой» A или отрезка [Z, A ] между «точкой» A  и «максимальной точкой» Z на
пространстве измеримых мультимножеств Z1. Равенства (8.24) и (8.20) указы-
вают также на равенство самих отрезков [∅,A] и [Z, A ], [Z,A] и [∅, A ]. Мера
одноэлементного мультимножества (множества) {хi} в соответствии с выраже-
нием (5.06) равна m({хi})=wi, и значит, величине wi можно сопоставить длину
отрезка [∅,{хi}] или [Z−{хi},Z] в пространстве Z1.

Полностью усредненная метрика dZ2p согласно ее определению (8.11) об-
ладает такими же свойствами, что и основная метрика dZ1р, с тем только отли-
чием, что длины отрезков [∅,A] и [Z, A ] в пространствах Z2р будут равны «от-
носительной величине» мультимножества A

dZ2p(∅,A) = dZ2p(Z, A ) = [m(A)/m(Z)]1/р, (8.22)
а длины отрезков [Z,A] и [∅, A ] – «относительной величине» дополнения A
мультимножества A
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dZ2р(Z,A) = dZ2р(∅, A ) = {1−[m(A)/m(Z)]}1/р = [m( A )/m(Z)]1/р.     (8.23)
Иная картина наблюдается на метрических пространствах Z3р=(S, dZ3p).

Локально усредненная метрика dZ3p в соответствии с ее определением (8.12) в
значительной степени зависит от взаимного положения и величины «общей
части» мультимножеств A и B. Так, если непустые мультимножества A и B не
пересекаются (AIB=∅), то в силу равенств (5.09), (5.10) m(A∆B)=m(AUB). По-
этому расстояние dZ3p(A,B) между такими мультимножествами на пространст-
вах Z3р=(S, dZ3p) равно по определению (8.12) диаметру σ-алгебры S (Z) муль-
тимножеств, то есть dZ3p(A,B)=DZ3p(S )=1, а значит, всегда максимально и не за-
висит от «абсолютной величины» мультимножеств А и B. В частности, таковы
расстояния между пустым мультимножеством ∅ и произвольным непустым
мультимножеством А или его дополнением A

dZ3p(∅,А) = dZ3p(∅, A ) = DZ3p(S ) = 1,  (8.24)
Данное обстоятельство всегда требуется учитывать, чтобы иметь правильное
геометрическое представление о взаимном расположении мультимножеств на
метрических пространствах Z3р.

На пространствах мультимножеств Z3р, так же как и на пространствах Z2р,
длина отрезка [Z,A] равна «относительной величине» дополнения мультимно-
жества A

dZ3р(Z,A) = {1−[m(A)/m(Z)]}1/р = [m( A )/m(Z)]1/р. (8.25)
Однако, в отличие от пространств Z2р, на пространствах Z3р «относительная ве-
личина» мультимножества A равна длине только одного отрезка [Z, A ]

dZ3p(Z, A ) = [m(A)/m(Z)]1/р. (8.26)
Из равенств (5.29) и (8.24)-(8.26) вытекает, что расстояния между мультимно-
жеством A, «минимальным» ∅ и максимальным Z мультимножествами связаны
на пространствах Z3р соотношением:

[dZ3p(∅,А)]р = [dZ3p(Z,A)]р + [dZ3p(Z, A )]р.
Таким образом, как следует из формул (8.22)-(8.26), длины отрезков [Z,A] и
[Z, A ] в пространствах Z2р и Z3р одинаковы, а длины отрезков [∅,A] и [∅, A ]
различны. Тем самым на метрических пространствах Z3р=(S, dZ3p) роли макси-
мального мультимножества Z и «минимального» мультимножества ∅, так же
как и в случае множеств, заметно отличаются.

Общее представление о расстояниях между мультимножествами на раз-
личных метрических пространствах в зависимости от значений переменных да-
ет следующий пример.
П р и м е р  8.1.   Пусть Z1=(S, dZ1), Z2=(S, dZ2) и Z3=(S, dZ3) – пространства из-
меримых мультимножеств, образованные σ-алгеброй S (Z) над мультимножест-
вом Z={1•a,2•b,3•c}, порожденным доменом G={a,b,c}. Минимальная σ-ал-
гебра мультимножеств S (Z) совпадает с семейством P (Z) подмультимножеств
мультимножества Z и включает в себя подмультимножества Ai⊆Z, которые
представляются векторами ci следующим образом: ∅~(0,0,0); {1•a}~(1,0,0);
{1•b}~(0,1,0); {1•c}~(0,0,1); {1•a,1•b}~(1,1,0); {1•a,1•c}~(1,0,1); {1•b,1•c}~(0,1,1);
{2•b}~(0,2,0); {2•c}~(0,0,2); {1•a,1•b,1•c}~(1,1,1); {1•a,2•b}~(1,2,0);
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{1•a,2•c}~(1,0,2); {2•b,1•c}~(0,2,1); {3•c}~(0,0,3); {1•b,2•c}~(0,1,2);
{1•a,2•b,1•c}~(1,2,1); {1•a,3•c}~(1,0,3); {1•a,1•b,2•c}~(1,1,2); {2•b,2•c}~(0,2,2);
{1•b,3•c}~(0,1,3); {1•a,2•b,2•c}~(1,2,2); {1•a,1•b,3•c}~(1,1,3); {2•b,3•c}~(0,2,3);
{1•a,2•b,3•c}~(1,2,3). Расстояния между подмультимножествами Ai,Aj⊆Z заданы
формулами dZ1(Ai,Aj)=|Ai∆Aj|, dZ2(Ai,Aj)=|Ai∆Aj|/|Z|, dZ3(Ai,Aj)=|Ai∆Aj|/|AiUAj|.
Элементы dij квадратных матриц DZq расстояний между подмультимножествами
Ai и Aj определяются правилом dij=dZq(Ai,Aj)=dZq(ci,cj). Матрицы расстояний DZq,
где для краткости записи опущены запятые между компонентами векторов ci,
приведены ниже. Выделенные полужирным шрифтом элементы матриц DZq со-
ответствуют элементам матриц DXq из примера 7.1. Матрицы расстояний DZ1 и
DZ2 симметричны относительно поворота на 180º и относительно обеих своих
диагоналей, а матрица DZ3 симметрична только относительно одной диагонали,
состоящей из нулей. Заметим, что элементы матрицы DZ1 показывают также
суммарную длину кратчайшего маршрута, соединяющего соответствующие
вершины трехмерного параллелепипеда Λ3, представляющего семейство муль-
тимножеств P (Z) и изображенного на рис.0.2, если расстояние между смежны-
ми вершинами параллелепипеда принять равным 1. ◘

При переходе от мультимножеств к множествам практически все свойст-
ва расстояний между мультимножествами совпадут с соответствующими свой-
ствами расстояний между множествами. Однако в отличие от метрических про-
странств множеств X1р, X2р и X3р, на всех метрических пространствах мультим-
ножеств Z1р, Z2р и Z3р расстояние между произвольным мультимножеством и
его дополнением в общем случае уже не будет постоянным и равным диаметру

 DZ1 =
           (100)   (001)   (101)   (020)   (111)   (102)   (003)   (121)   (112)   (013)   (113)   (123)

(000)   (010)   (110)   (011)   (002)   (120)   (021)   (012)   (103)   (022)   (122)   (023)

)123(
)023(
)113(
)122(
)013(
)022(
)112(
)103(
)121(
)012(
)003(
)021(
)102(
)120(
)111(
)002(
)020(
)011(
)101(
)110(
)001(
)010(
)100(
)000(

011122222333333444445556
102211333222444333554465
120213113224242353334445
122031131242222333334445
211302224113353242443354
213120242131333222443354
231122022133131242223334
231324204315153264243534
233142240351311422223334
322211133022242131332243
322413315204264153352443
324231351240422311332243
342233113224042153132423
344253351462402513314223
3422331312422233
433322224113153042241332
435342462351513402423132
4333222421313322
4533442223331324
4533442423533142
5444333332222413
5444333532424231
5644553334442233
6555444443333322

01112223

10221132
12021312
12203112
21130221
21312021
23112201
32221110
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DZ2 =    
       (000) (100) (010) (001)  (110) (101) (011) (020)  (002) (111) (120) (102)  (021) (003) (012) (121)  (103) (112) (022) (013)  (122) (113) (023) (123)

)123(
)023(
)113(
)122(
)013(
)022(
)112(
)103(
)121(
)012(
)003(
)021(
)102(
)120(
)111(
)002(
)020(
)011(
)101(
)110(
)001(
)010(
)100(
)000(

06/16/16/13/13/13/13/13/12/12/12/12/12/12/13/23/23/23/23/26/56/56/51
6/103/13/16/16/12/12/12/13/13/13/13/23/23/22/12/12/16/56/53/23/216/5
6/13/103/16/12/16/16/12/13/13/13/23/13/23/12/16/52/12/12/13/23/23/26/5
6/13/13/102/16/16/12/16/13/13/23/13/13/13/12/12/12/12/12/13/23/23/26/5
3/16/16/12/103/13/13/13/26/16/12/12/16/52/13/13/23/13/23/22/12/16/53/2
3/16/12/16/13/103/13/23/16/12/16/12/12/12/13/13/13/13/23/22/12/16/53/2
3/12/16/16/13/13/103/13/16/12/12/16/12/16/13/13/23/13/13/12/12/12/13/2
3/12/16/12/13/13/23/103/22/16/16/56/16/52/13/113/23/13/22/16/52/13/2
3/12/12/16/13/23/13/13/202/16/56/12/16/16/13/23/13/13/13/12/12/12/13/2
2/13/13/13/16/16/16/12/12/103/13/13/13/23/16/12/16/12/12/13/13/13/22/1
2/13/13/13/26/12/12/16/16/53/103/23/113/26/16/52/12/16/52/13/23/22/1
2/13/13/23/12/16/12/16/56/13/13/203/23/13/12/16/16/12/12/13/13/13/22/1
2/13/23/12/12/12/16/16/12/13/13/13/203/23/16/16/52/16/12/13/13/23/12/1
2/13/23/23/16/52/12/16/56/13/213/13/203/16/56/12/12/16/13/23/13/12/1
2/13/23/13/12/12/16/12/16/13/13/23/13/13/12/12/1
3/22/12/12/13/13/13/13/13/26/16/12/16/16/52/103/23/13/13/26/12/12/13/1
3/22/16/52/13/23/13/213/12/16/56/16/56/12/13/203/13/23/12/16/12/13/1
3/22/12/12/13/13/13/13/23/16/12/16/12/12/13/13/1
3/26/52/12/13/23/23/13/13/12/12/12/16/12/13/13/2
3/26/52/12/13/23/23/13/23/12/16/52/12/16/13/13/1
6/53/23/23/22/12/12/12/12/13/13/13/13/13/26/12/1
6/53/23/23/22/12/12/16/52/13/13/23/13/23/12/16/1
6/513/23/26/56/52/12/12/13/23/23/23/13/12/12/1

16/56/56/53/23/23/23/23/22/12/12/12/12/13/13/1

01/61/61/61/31/31/31/2

1/601/31/31/61/61/21/3
1/61/301/31/61/21/61/3
1/61/31/301/21/61/61/3
1/31/61/61/201/31/31/6
1/31/61/21/61/301/31/6
1/31/21/61/61/31/301/6
1/21/31/31/31/61/61/60

DZ3 =    
         (000) (100) (010) (001)  (110) (101) (011) (020)  (002) (111) (120) (102)  (021) (003) (012) (121)  (103) (112) (022) (013)  (122) (113) (023) (123)

)123(
)023(
)113(
)122(
)013(
)022(
)112(
)103(
)121(
)012(
)003(
)021(
)102(
)120(
)111(
)002(
)020(
)011(
)101(
)110(
)001(
)010(
)100(
)000(

06/16/16/13/13/13/13/13/12/12/12/12/12/12/13/23/23/23/23/26/56/56/51
6/103/13/15/15/12/12/12/15/25/25/23/23/23/25/35/35/36/56/55/45/411
6/13/103/15/12/15/15/12/15/25/23/25/23/25/25/36/55/35/35/35/45/45/41
6/13/13/102/15/15/12/15/15/23/25/25/25/25/25/35/35/35/35/35/45/45/41
3/15/15/12/105/25/25/23/24/14/15/35/36/55/32/15/42/15/45/44/34/311
3/15/12/15/15/205/23/25/24/15/34/15/35/35/32/12/12/15/45/44/34/311
3/12/15/15/15/25/205/25/24/15/35/34/15/34/12/15/42/12/12/14/34/34/31
3/12/15/12/15/23/25/203/25/34/16/54/16/55/32/115/42/15/44/314/31
3/12/12/15/13/25/25/23/205/36/54/15/34/14/15/42/12/12/12/14/34/34/31
2/15/25/25/24/14/14/15/35/302/12/12/15/42/13/14/33/14/34/33/23/211
2/15/23/13/24/15/35/34/16/52/105/42/115/43/114/34/313/2111
2/15/23/25/25/34/15/36/54/12/15/405/42/12/14/33/13/14/34/33/23/211
2/13/25/25/25/35/34/14/15/32/12/15/405/42/13/114/33/14/33/213/21
2/13/23/25/26/55/35/36/54/15/412/15/402/113/14/34/33/113/23/21
2/13/25/25/25/35/34/15/34/12/15/42/12/12/14/34/3
3/25/35/35/32/12/12/12/15/43/13/14/33/114/3013/23/212/1111
3/25/36/55/35/42/15/412/14/313/113/14/3103/213/212/111
3/25/35/35/32/12/12/15/42/13/14/33/14/34/33/23/2
3/26/55/35/35/45/42/12/12/14/34/34/33/14/33/21
3/26/55/35/35/45/42/15/42/14/314/34/33/113/2
6/55/45/45/44/34/34/34/34/33/23/23/23/212/11
6/55/45/45/44/34/34/314/33/213/213/212/1
6/515/45/4114/34/34/31113/23/211

1111111111111111

01/31/31/32/32/32/31

1/302/32/31/21/211
1/32/302/31/211/21
1/32/32/3011/21/21
2/31/21/210111
2/31/211/21011
2/311/21/21101
11111110

соответствующего пространства, поскольку согласно формулам (0.48) для
мультимножеств не выполняются соотношения AU A=Z и AI A=∅. Действи-
тельно, из выражений (5.10), (5.29) и формул (8.03), (8.07) и (8.08) имеем
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dZ1p(A, A )=[m(A∆ A )]1/р=[m(Z)−2m(AI A )]1/р≠[m(Z)]1/р=DZ1р(S ),   
dZ2p(A, A )=[m(A∆ A )/m(Z)]1/р=[(m(Z)−2m(AI A ))/m(Z)]1/р≠1=DZ2p(S ),
dZ3p(A, A )=[m(A∆ A )/m(AU A )]1/р=[(m(Z)−2m(AI A ))/m(AU A )]1/р≠1=DZ3p(S ).

Равенство расстояния dZqp(A, A ) соответствующему диаметру DZqp(S ) в выше-
приведенных соотношениях возможно только на таких пространствах мульти-
множеств, для которых AI A=∅.

8.4. Геометрические свойства расстояний между измеримыми муль-
тимножествами.   Расстояния между мультимножествами обладают также ря-
дом геометрических свойств, которые можно соотнести с различными видами
преобразований пространств Zqp=(S, dZqp) измеримых мультимножеств.

Т е о р е м а  8.4.   Основное расстояние dZ1p(А,В)=[m(A∆B)]1/р между из-
меримыми мультимножествами при любом фиксированном целом числе p:

инвариантно относительно «мягкого» сдвига на произвольное мульти-
множество

dZ1р(А,В) = dZ1р(A+С, B+С); (8.27)
инвариантно относительно «жесткого» сдвига на произвольное дизъ-

юнктивное мультимножество
dZ1р(А,В) = dZ1р(AUС, BUС), (8.28)

где AIС=BIС=∅;
инвариантно относительно исключения общей части

dZ1р(А,В) = dZ1р(A−С, B−С), (8.29)
если выполняется условие C⊆AIB,

dZ1р(А,В) = dZ1р(C−A, C−B), (8.30)
если выполняется условие AUB⊆C,

инвариантно относительно отображений
dZ1р(А,В) = dZ1р(AUB, AIB) = dZ1р(А−B, В−A) = dZ1р( A ,B ),      (8.31)

где A  – дополнение мультимножества А до мультимножества Х;
эластично относительно растяжения мультимножеств

dZ1р(А,В) = (1/h)1/рdZ1р(h•А, h•В), (8.32)
где h – положительное целое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Справедливость выражений (8.27)-(8.32) легко
выводится из определения (8.03) метрики dZ1р(А,В)=[m(A∆B)]1/р с помощью
свойств (5.01), (5.09)-(5.12) меры мультимножества и соответствующих свойств
(0.53)-(0.60) операций над мультимножествами.

1°. Для произвольных мультимножеств А, В, С выполняется равенство
(A+С)∆(B+С) = [(A+С)−(B+С)]+[(B+С)−(A+С)] = (A−B)+(B−A) = A∆B.

Действительно, по определению операций сложения (0.17), вычитания (0.20) и
пересечения (0.14) мультимножеств для функций кратности любого элемента
x∈G имеем:

k(A+C)−(B+C) = kA+kC − min(kA+kC, kB+kC) = min(kA−kB,0) = kA−B,   k(B+C)−(A+C) = kB−A.
Тогда

[dZ1р(A+С, B+С)]р = m[(A+С)∆(B+С)] = m(A∆B) = [dZ1р(А,В)]р,
откуда сразу получается равенство (8.27).
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2°. Если AIС=BIС=∅, то AUC=A+C, BUC=B+C. Тогда этот случай
сводится к предыдущему, откуда сразу получается равенство (8.28).

3°. Если C⊆AIB, то C⊆A, C⊆B, и тогда выполняется равенство
(A−С)∆(B−С) = [(A−С)−(B−С)]+[(B−С)−(A−С)] = (A−B)+(B−A) = A∆B.

Действительно, по определению операций вычитания (0.20) и пересечения
(0.14) мультимножеств для функций кратности любого элемента x∈G имеем:

k(A−C)−(B−C) = kA−kC − min(kA−kC, kB−kC) = min(kA−kB,0) = kA−B,   k(B−C)−(A−C) = kB−A.
Тогда

[dZ1р(A−С, B−С)]р = m(A−С, B−С) = m(A∆B) = [dZ1р(А,В)]р,
откуда сразу получается равенство (8.29).

Если AUB⊆C, то A⊆C, B⊆C, и аналогично предыдущему пункту нетруд-
но убедиться, что выполняется равенство (C−A)∆(C−B)=A∆B. Тогда

[dZ1р(C−A, C−B)]р = m(C−A, C−B) = m(A∆B) = [dZ1р(А,В)]р,
откуда сразу получается равенство (8.30).

4°. [dZ1р(AUB, AIB)]р = m[(AUB)∆(AIB)] = m(AUB) − m(AIB) =
= m(A∆B) = [dZ1р(А,В)]р.
[dZ1р(А−B, В−A)]р = m[(А−B)∆(В−A)] = m(А−B) + m(В−A) =
= m(A∆B) = [dZ1р(А,В)]р.
[dZ1р( A ,B )]р = m( A∆B ) = m[(Z−A)∆(Z−B)] = m(A∆B) = [dZ1р(А,В)]р.

Отсюда сразу получаются равенства (8.31).
5°. Для произвольных мультимножеств из равенства (5.12) имеем

[dZ1р(h•А, h•В)]р = m[(h•А, h•В)] = hm(A∆B) = h[dZ1р(А,В)]р.
Отсюда сразу получается равенство (8.32).  ■

По сравнению с основным расстоянием dX1(А,В)=m(A∆B) между множест-
вами у основного расстояния dZ1(А,В)=m(A∆B) между мультимножествами от-
сутствуют свойства, аналогичные (7.28) инвариантности относительно «сим-
метрического» сдвига на произвольное множество С и (7.32) инвариантности
относительно исключения общей части С, лежащей между множествами А и В,
то есть при AIB⊆C⊆AUB.

Расстояние dZ1(А,В)=m(A∆B) имеет дополнительные особенности.
Т е о р е м а  8.5.   Основное расстояние dZ1(А,В)=m(A∆B) между измери-

мыми мультимножествами:
обладает свойством максиминной аддитивности относительно произ-

вольного мультимножества
dZ1(А,В) = dZ1(AUС, BUС) + dZ1(AIС, BIС); (8.33)

d-выпукло относительно мультимножества С, находящегося между
мультимножествами А и В, то есть

dZ1(А,В) = dZ1(A,С) + dZ1(С,B)  (8.34)
при AIB⊆C⊆AUB.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Для произвольных мультимножеств А, В, С
из свойств объединения, пересечения и симметрической разности мультимно-
жеств имеем

dZ1(AUС, BUС) + dZ1(AIС, BIС) =
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= m[(AUС)∆(BUС)] + m[(AIС)∆(BIС)] =
= m(AUС) + m(BUС) − 2m[(AUС)I (BUС)] +
+ m(AIС) + m(BIС) − 2m(AIBIС) =
= m(A) +m(C) − m(AIС) + m(B) +m(C) − m(BIС) − 2m(AIB) −
− 2m(C) + 2m(AIBIС) + m(AIС) + m(BIС) − 2m(AIBIС) =
= m(A) + m(B) − 2m(AIB) = m(A∆B) = dZ1(А,В).

2°. Если AIB⊆C⊆AUB, то нетрудно убедиться, что для мультимножеств
выполняется равенство A∆B=(A∆C)+(C∆B). Тогда неравенство (5.30) превраща-
ется в равенство, и в силу свойства (5.01) сильной аддитивности меры муль-
тимножества имеем:

dZ1(А,В) = m(A∆B) = m(A∆C) + m(B∆C) = dZ1(A,С) + dZ1(С,B).  ■
У основных расстояний dZ1p(А,В)=[m(A∆B)]1/р при p≥2 нет свойств макси-

минной аддитивности (8.33) и d-выпуклости (8.34) относительно мультимноже-
ства, находящегося между двумя другими мультимножествами.

Полностью усредненные расстояния между мультимножествами
dZ2p(А,В)=[m(A∆B)/m(Z)]1/р по своим геометрическим свойствам почти ничем не
отличаются от основных расстояний dZ1p(А,В)=[m(A∆B)]1/р при всех числах р≥1,
за исключением отсутствия у них свойства эластичности (8.32), которое заме-
няется свойством инвариантности относительно растяжения мультимножеств.

Т е о р е м а  8.6.   Полностью усредненное расстояние dZ2p(А,В)=
=[m(A∆B)/m(Z)]1/р между измеримыми мультимножествами при любом фикси-
рованном целом числе p:

инвариантно относительно «мягкого» сдвига на произвольное мульти-
множество

dZ2р(А,В) = dZ2р(A+С, B+С); (8.35)
инвариантно относительно «жесткого» сдвига на произвольное дизъ-

юнктивное мультимножество
dZ2р(А,В) = dZ2р(AUС, BUС), (8.36)

где AIС=BIС=∅;
инвариантно относительно исключения общей части

dZ2р(А,В) = dZ2р(A−С, B−С), (8.37)
если выполняется условие C⊆AIB,

dZ2р(А,В) = dZ2р(C−A, C−B), (8.38)
если выполняется условие AUB⊆C,

инвариантно относительно симметричных отображений
dZ2р(А,В) = dZ2р(AUB, AIB) = dZ2р(А−B, В−A) = dZ2р( A ,B ),       (8.39)

где A  – дополнение мультимножества А до мультимножества Х;
инвариантно относительно растяжения мультимножеств

dZ2р(А,В) = dZ2р(h•А, h•В), (8.40)
где h – положительное целое число;

обладает при р=1 свойством максиминной аддитивности относительно
произвольного мультимножества

dZ2(А,В) = dZ2(AUС, BUС) + dZ2(AIС, BIС); (8.41)
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d-выпукло при р=1 относительно мультимножества С, находящегося
между мультимножествами А и В, то есть

dZ2(А,В) = dZ2(A,С) + dZ2(С,B), (8.42)
если AIB⊆C⊆AUB.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°-4°. Справедливость выражений (8.35)-(8.39)
следует из определения (8.11) метрики dZ2p(А,В)=dZ1р(А,В)/dZ1р(∅,Z) и доказы-
вается аналогично пунктам 2°-4° теоремы 8.4.

5°. Выражение (8.40) вытекает из определения (8.11) метрики dZ2p и ра-
венства (5.22):

dZ2р(h•А, h•В) = dZ1р(h•А, h•В)/dZ1р(h•∅, h•Z) = dZ1р(А,В)/dZ1р(∅,Z) = dZ2р(А,В).
6°-7°. Справедливость выражений (8.41), (8.42) следует из определения

(8.06) метрики dZ2 и доказывается аналогично пунктам 1°, 2° теоремы 8.5.  ■
Локально усредненные расстояния между мультимножествами dZ3p(А,В)=

=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р обладают значительно меньшим числом геометрических
свойств по сравнению с расстояниями dZ1p(А,В) и dZ2p(А,В).

Т е о р е м а  8.7.   Локально усредненное расстояние dZ3p(А,В)=
=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р между измеримыми мультимножествами при любом
фиксированном целом числе p:

инвариантно относительно симметричного отображения
dZ3p(А,В) = dZ3p(AUB, AIB); (8.43)

инвариантно относительно растяжения мультимножеств
dZ3р(А,В) = dZ3р(h•А, h•В), (8.44)

где h – положительное целое число;
d-выпукло при р=1 и С=AUB

dZ3(А,В) = dZ3(A, AUB) + dZ3(AUB, B). (8.45)
Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Справедливость выражения (8.43) следует из

определения (8.12) метрики dZ3p и равенства (8.31). Действительно,

dZ3p(AUB, AIB) = 
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 = dZ3p(А,В).

2°. Из определения (8.12) метрики dZ3p и равенства (5.22) имеем соотно-
шение (8.44):

dZ3р(h•А,h•В) = 
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 = dZ3р(А,В).

3°. Согласно определению (8.07) метрики dZ3 и свойству (8.34) d-выпукло-
сти метрики dZ1 при С=AUB имеем равенство (8.45):

dZ3(A, AUB) + dZ3(AUB, B) =

= 
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d
d  = dZ3(А,В).  ■

Локально усредненные расстояния dZ3p(А,В)=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р при
любых числах р не обладают свойством максиминной аддитивности. Метрика
dZ3, в отличие от метрик dZ1 и dZ2, d-выпукла только относительно мультимно-
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жества, равного объединению мультимножеств. Заметим, что при условии
AIB⊆C⊆AUB для метрики dZ3 выполняется равенство:

dZ3(А,В) = αdZ3(A,C) + βdZ3(C,B), (8.46)
где α=m(AUС)/m(AUB), β=m(ВUС)/m(AUB), 0<α,β≤1, α+β=1+m(С)/m(AUB).
Выражение (8.46) по форме совпадает с аналогичным равенством (7.38) для
множеств.

При переходе от мультимножеств к множествам большая часть результа-
тов теорем 8.4-8.7 совпадает с результатами аналогичных теорем 7.4-7.6. Вме-
сте с тем метрики на пространствах мультимножеств имеют и ряд свойств, ко-
торые отличаются от свойств метрик на пространствах множеств. Геометриче-
ские особенности метрик dZ1, dZ2 и dZ3 хорошо иллюстрируются матрицами рас-
стояний DZ1, DZ2 и DZ3 из примера 8.1.

8.5. Непрерывность метрик, порожденных мерой мультимножества.   
Исследуем поведение введенных выше метрик dZqp, порожденных мерой муль-
тимножества, рассматривая их как функции, которые определены на прямом
произведении S ×S  σ-алгебры S (Z) над мультимножеством Z, или, что то же,
на метрическом пространстве Wqp=(Zqp×Zqp, dW). Напомним, как и ранее, что со-
гласно теоремам 1.4 и 1.5 только метрика

dW1(A,B) = dZqp(A1,B1) + dZqp(A2,B2),
задаваемая формулой (1.22), сохраняет метрическую выпуклость и гипермет-
ричность пространства Wqp. Поэтому для определенности именно метрику dW1
будем рассматривать в качестве метрики dW. Напомним, кроме этого, что функ-
ции dZ1p, dZ2p и dZ3p являются метриками лишь почти всюду на пространстве с
полной мерой (Z,S, т). Поэтому свойства расстояний между измеримыми
мультимножествами будут проявляться только почти всюду на соответствую-
щих пространствах.

Аналогично действительной функции двух множеств f(A,B), определен-
ной на метрическом пространстве Uqp=(Хqp×Хqp, dU1), будем говорить, что опре-
деленная на метрическом пространстве Wqp=(Zqp×Zqp, dW1) действительная фун-
кция двух мультимножеств f(A,B):

непрерывна в точке (A0,B0) по переменной A, если предел функции f(A,B0)
в точке (A0,B0) существует и выполняется равенство

0
lim

AA →n
f(An,B0) = f(

0
lim

AA →n
An, B0). (8.47)

непрерывна в точке (A0,B0) по переменным A и B, если предел функции
f(A,B) в точке (A0,B0) существует и равен значению функции в этой точке

0
0

lim
BB
AA

→
→

n
n

f(An,Bn) = f(A0,B0) = f(
0

lim
AA →n
An,

0
lim

BB →n
Bn); (8.48)

На «языке δ-ε» непрерывность функции f в точке (A0,B0) означает, что для лю-
бого ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех точек (A,B)∈Wqp, удовлетво-
ряющих условиям dZqp(A,A0)<δ и dZqp(B,B0)<δ, выполняется неравенство

dR(f(A,B), f(A0,B0)) = |f(A,B) − f(A0,B0)| < ε. (8.49)
Функция f, непрерывная в точке (A0,B0) по каждой из переменных, может и не
быть непрерывной по совокупности всех своих переменных.
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Точка (A0,B0), в которой функция f не является непрерывной, назовем
точкой разрыва функции. Если пределы функции f по каждой из переменных
существуют в точке (A0,B0), равны друг другу и не равны f(A0,B0), то точка
(A0,B0) называется точкой устранимого разрыва. Если пределы функции f по
каждой из переменных существуют в точке (A0,B0), но не равны друг другу
и/или значению функции f в этой точке, то точка (A0,B0) называется точкой
разрыва первого рода. Если в точке (A0,B0) не существует предела функции f
хотя бы по одной из переменных, то точка (A0,B0) называется точкой разрыва
второго рода.

Будем также говорить, что действительная функция мультимножеств f:
непрерывна по своим переменным на метрическом пространстве Wqp=

=(Zqp×Zqp, dW1), если она непрерывна в каждой точке (A,B) этого пространства;
кусочно непрерывна по своим переменным на метрическом пространстве

Wqp=(Zqp×Zqp, dW1), если она непрерывна по всем переменным всюду на этом
пространстве, за исключением конечного числа точек разрыва первого рода;

равномерно непрерывна на метрическом пространстве Wqp=(Zqp×Zqp,
dW1), если для любого ε>0 существует число δ>0 такое, что для всех пар точек
(A,B),(C,G)∈Wqp, удовлетворяющих условиям dZqp(A,C)<δ и dZqp(B,G)<δ, выпол-
няется неравенство

dR(f(A,B), f(C,G)) = |f(A,B) − f(C,G)| < ε; (8.50)
равностепенно непрерывна на метрическом пространстве Wqp=(Zqp×Zqp,

dW1), если неравенство (8.50) одновременно выполняется для всех функций f из
некоторого семейства функций. Аналогично функциям двух переменных f(x1,x2)
нетрудно показать, что всякая равномерно непрерывная функция мультимно-
жеств f(A,B) непрерывна. Обратное утверждение, в общем случае, неверно.

Как и в случае множеств, расстояния dZ1p(A,B), dZ2p(A,B) и dZ3p(A,B) меж-
ду измеримыми мультимножествами обладают различными свойствами непре-
рывности на соответствующих метрических пространствах Wqp=(Zqp×Zqp, dW1)
при любых числах p≥1, хотя сама мера мультимножества является непрерывной
функцией на полном пространстве (Z,S, т).

Т е о р е м а  8.8.   Основная метрика dZ1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р и полностью
усредненная метрика dZ2p(A,B)=[m(A∆B)/m(Х)]1/р являются непрерывными
функциями, а локально усредненная метрика dZ3p(A,B)=[m(A∆B)/m(AUB)]1/р –
кусочно непрерывной функцией своих переменных почти всюду на соответст-
вующем метрическом пространстве Wqp=(Zqp×Zqp, dW1) при любом фиксирован-
ном целом числе p.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1°. Зафиксируем вначале, например, вторую пе-
ременную B и рассмотрим расстояния dZ1p(A,B), dZ2p(A,B) и dZ3p(A,B) как функ-
ции одной первой переменной A. Пусть имеется произвольная последователь-
ность {Аn} измеримых мультимножеств, сходящаяся при п→∞ почти всюду к
некоторой точке A пространства (Z,S, т). Примем во внимание свойства (3.03),
(3.06) сходящихся действительных функций, выражение (3.49) для предела A
сходящейся почти всюду последовательности мультимножеств {Аn}, свойство
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(5.17) непрерывности меры мультимножества. Тогда получаем следующие со-
отношения для расстояний dZ1p, dZ2p и dZ3p:

AA mesn→
lim [dZ1p(An,B)]р =

AA mesn→
lim m(An∆B) = m[(

AA mesn→
lim An)∆B] = m(A∆B) =

= [dZ1p(A,B)]р,  (8.51)

AA mesn→
lim [dZ2p(An,B)]р =

AA mesn→
lim [m(An∆B)/m(Х)] = m(A∆B)/m(Х) = [dZ2p(A,B)]р,  (8.52)

AA mesn→
lim [dZ3p(An,B)]р =

AA mesn→
lim [m(An∆B)/m(AnUB)] =

= [
AA mesn→

lim m(An∆B)]/[
AA mesn→

lim m(AnUB)] = m(A∆B)/m(AUB) = [dZ3p(A,B)]р.  (8.53)

Последнее равенство (8.53) выполняется, если m(AUB)≠0, то есть также почти
всюду на метрическом пространстве Z3р=(S, dZ3р), кроме мультимножеств меры
нуль и точки А=∅, B=∅. Выполнение равенств (8.51)-(8.53) означает, что
dZqp(An,B)→dZqp(A,B) при Аn→mes A или при п→∞ для любых q=1,2,3 и произ-
вольно заданного целого числа p≥1, то есть расстояние dZqp(A,B) непрерывно по
одной из переменных при фиксированной другой переменной на соответст-
вующем метрическом пространстве Zqр=(S, dZqр).

2°. В силу равноправности выбора какой-либо переменной в качестве
фиксированной из равенств (8.51), (8.52) сразу получаем условие (8.47) непре-
рывности расстояний dZ1p, dZ2p по каждой из переменных в точке (A,B) метриче-
ских пространств Z1р=(S, dZ1р) и Z2р=(S, dZ2р) для произвольного числа р, а зна-
чит, и искомое условие (8.48) непрерывности расстояния в точке (A,B) по обеим
переменным. В силу произвольности выбора точки (A,B) условие непрерывно-
сти расстояния по каждой из переменных выполняется во всех точках метриче-
ских пространств Z1р и Z2р, а значит, согласно теореме 3.10, метрики dZ1p и dZ2p
непрерывны почти всюду на соответствующем метрическом пространстве
Wqp=(Zqp×Zqp, dW1).

3°. Иначе обстоит дело с метрикой dZ3p. Если последовательность муль-
тимножеств {Аn}, либо последовательность мультимножеств {Bn} сходится
почти всюду при п→∞ к пустому мультимножеству ∅, но при этом An≠∅ и
B=∅, либо A=∅ и Bn≠∅, то из формулы (8.08) следует, что расстояния
dZ3p(Аn,∅)=1, dZ3p(∅,Bn)=1, а значит, согласно формуле (8.53) и

∅→mesnA
lim dZ3p(Аn,∅)=1, 

∅→mesnB
lim dZ3p(∅,Bn)=1. С другой стороны, по определению

(8.09) расстояние dZ3p(∅,∅)=0 при любом фиксированном числе p≥1. Поэтому
dZ3p(

∅→mesnA
lim Аn,

∅→mesnB
lim Bn) = dZ3p(

∅→mesnA
lim Аn, ∅)= dZ3p(∅,

∅→mesnB
lim Bn) = 0.

Таким образом, условия (8.48) и (8.16) не выполняются. Метрика dZ3p имеет
разрыв первого рода по каждой из своих переменных в точках, где А=∅ или
B=∅, и тем самым является кусочно непрерывной функцией на метрических
пространствах Z3р=(S, dZ3р) и W3р=(Z3р×Z3р, dW1) при любых целых числах р. Эта
особенность отличает локально усредненное расстояние dZ3p от непрерывных в
«нуле» расстояний dZ1р и dZ2p.  ■
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Полагая в формулах (8.51), (8.52) A=B, получаем при п→∞ следующие
соотношения для расстояний dZ1р и dZ2p:

∞→n
lim dZ1p(An,A) = 0,   

∞→n
lim dZ2p(An,A) = 0,

которые справедливы для любого мультимножества А, в том числе и для А=∅.
Таким образом, имеет место следующее

С л е д с т в и е  8.8.А.   Метрики dZ1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р и dZ2p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(Х)]1/р при одном и том же значении р≥1 эквивалентны почти всю-
ду на пространстве с полной мерой (Z,S, т).

Для расстояний dZ1р и dZ2p выполняется аналогичная теореме 7.8
Т е о р е м а  8.9.   Метрики dZ1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р, dZ2p(A,B)=

=[m(A∆B)/m(Х)]1/р являются равномерно непрерывными функциями своих пере-
менных почти всюду на соответствующем метрическом пространстве
Wqp=(Zqp×Zqp, dW1) при любом фиксированном целом числе p.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть расстояние dZ1p не равномерно непрерыв-
но на метрическом пространстве W1p=(Z1p×Z1p, dW1). Тогда, поскольку функция
dZ1p непрерывна почти всюду на пространстве W1р, для любого числа δ>0 в про-
странстве W1р найдутся точки (A,B) и (C,G) такие, что dZ1p(A,C)<δ и dZ1p(B,G)<δ,
но при некотором ε>0 условие (8.50) не выполняется, то есть

dR(dZ1p(A,B), dZ1p(C,G)) = |dZ1p(A,B) − dZ1p(C,G)| ≥ ε.
С другой стороны, принимая во внимание неравенство четырехугольника

(1.19), имеем
|dZ1p(A,B) − dZ1p(C,G)| ≤ dZ1p(A,C) + dZ1p(B,G) < 2δ.

Полагая 2δ =ε, получаем противоречие со сделанным допущением. Аналогич-
ным образом доказывается справедливость утверждения теоремы и для рас-
стояния dZ2p.  ■

Так как условие (8.50) равномерной непрерывности функции мультимно-
жеств выполняется для расстояний dZ1p и dZ2p одновременно при различных зна-
чениях р≥1, то справедливо

С л е д с т в и е  8.9.А.   Метрики dZ1p(A,B)=[m(A∆B)]1/р, dZ2p(A,B)=
=[m(A∆B)/m(Х)]1/р являются равностепенно непрерывными функциями своих
переменных почти всюду на соответствующем метрическом пространстве
Wqp=(Zqp×Zqp, dW1).

Итак, можно констатировать, что свойства расстояний dZ1p и dZ2p практи-
чески во всем совпадают друг с другом и отличаются от свойств расстояния
dZ3p. Усредненные метрики dZ2p и dZ3p ведут себя одинаково вблизи единицы ал-
гебры S (Z) – максимального мультимножества Z – и по-разному вблизи «нуля»
– пустого мультимножества ∅. При этом величина расстояния dZ2p(A,B) нико-
гда не превосходит величину расстояния dZ3p(A,B). При переходе от мультим-
ножеств к множествам результаты теорем 8.8, 8.9 переходят в результаты ана-
логичных теорем 7.7, 7.8.
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8.6. Сходимость на пространстве измеримых мультимножеств.   По-
нятия сходимости и предела последовательности мультимножеств {An}, вве-
денные в разделе 3.7, никак не были связаны с понятием метрики. В метриче-
ских пространствах Zqp=(S, dZqp) измеримых мультимножеств наличие такой
связи естественно. Как и в случае последовательности множеств, будем гово-
рить, что последовательность {An} измеримых мультимножеств сходится на
метрическом пространстве Zqp=(S, dZqp) к пределу A по метрике dZqp, порожден-
ной мерой m, если последовательность действительных чисел {dZqp(An,A)} схо-
дится к нулю, то есть, если dZqp(An,A)→0 при п→∞ или

∞→n
lim dZqp(An,A) = 0. (8.54)

Будем записывать это условие символически как Аn →d А. Определение (8.54)
сходимости последовательности {An} измеримых мультимножеств по метрике
dZqp по своему смыслу совпадает с определением (1.26) сходимости последова-
тельности {xn} точек метрического пространства (X,d) к пределу x0 по метрике d
и определением (7.46) сходимости последовательности {An} измеримых мно-
жеств по метрике dXqp.

Как следует из теорем 8.1-8.3, функции dZqp являются метриками почти
всюду на пространстве с полной мерой (Z,S, m). Это означает, что сходимость
последовательности {An} измеримых мультимножеств на метрическом про-
странстве Zqp=(S, dZqp) к пределу A по метрике dZqp будет сходимостью почти
всюду, а в силу теоремы 5.5 одновременно и сходимостью по мере. В справед-
ливости последнего утверждения легко убедиться и непосредственно, если
учесть соотношения (8.51)-(8.53), условие (5.33) сходимости по мере и конеч-
ность мер мультимножеств. Тем самым на любом метрическом пространстве
Zqp=(S, dZqp) из сходимости последовательности измеримых мультимножеств по
метрике dZqp вытекает ее сходимость почти всюду и по мере m.

Обратное утверждение выполняется не всегда. Действительно, если, на-
пример, 

∞→n
lim m(An∆∅)=0, то есть Аn →mes ∅ при п→∞, то, как было показано при

доказательстве теоремы 8.8, для B=∅ 
∞→n

lim dZ3p(Аn,∅)=1. Это значит, что на мет-

рических пространствах Z3р=(S, dZ3р) последовательность измеримых мультим-
ножеств может сходиться к пределу по мере, но не сходиться по метрике dZ3р.
Тем самым сходимость последовательности {An} измеримых мультимножеств к
пределу A на метрических пространствах Zqp=(S, dZqp) по метрике dZqp является
иногда более сильным условием, чем сходимость почти всюду или по мере.

Воспользовавшись соотношением (8.54), определение (5.31) сходимости
последовательности {An} измеримых мультимножеств к пределу A почти всюду
на метрическом пространстве Zqp=(S, dZqp) можно записать в виде

m({An |
∞→n

lim dZqp(An,A)≥ε}) = 0, (8.55)

а определение (5.33) сходимости последовательности {An} по мере – как

∞→n
lim m({An |dZqp(An,A)≥ε}) = 0 (8.56)



198

для любого ε>0. При этом по следствию 5.5.А предел A последовательности из-
меримых мультимножеств {An} также принадлежит пространству Zqp=(S, dZqp).

Последовательности {An} измеримых мультимножеств, сходящиеся на
метрическом пространстве Zqp=(S, dZqp), обладают практически такими же
свойствами, что и сходящиеся последовательности {An} измеримых множеств.

Т е о р е м а  8.10.   Всякая последовательность {An} измеримых муль-
тимножеств, сходящаяся к пределу A на пространстве Z1р=(S, dZ1р) по основ-
ной метрике dZ1р, сходится к тому же пределу A на пространстве Z2р=(S, dZ2р)
по полностью усредненной метрике dZ2р, и наоборот.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Непосредственно следует из определения (8.54)
сходимости последовательности {An} мультимножеств к пределу A по метрике,
эквивалентности метрик dZ1р, dZ2р и конечности меры m(Z).  ■

Эквивалентность и равномерная непрерывность метрик dZ1р и dZ2р на мет-
рических пространствах Z1р и Z2р порождает

С л е д с т в и е  8.10.А.   Для любого измеримого мультимножества A
найдется последовательность {An} измеримых мультимножеств, равномерно
сходящаяся к мультимножеству A на пространстве Z1р=(S, dZ1р) по метрике
dZ1р и на пространстве Z2р=(S, dZ2р) по метрике dZ2р.

Отсюда вытекает равносильность определений (8.54)-(8.56) сходимости
последовательности измеримых мультимножеств почти всюду, по мере m и по
метрикам dZ1р и dZ2р на метрических пространствах Z1р и Z2р.

Последовательность {An} измеримых мультимножеств метрического про-
странства Zqp=(S, dZqp) будем называть сходящейся в себе по метрике или d-
фундаментальной, если для любого ε>0 существует натуральное число N такое,
что для всех номеров n,l>N расстояние между мультимножествами An и Al
удовлетворяет неравенству

dZqp(An,Al) < ε, (8.57)
которое равносильно условию dZqp(An,Al)→0 при п,l→∞ или

∞→ln,
lim dZqp(An,Al) = 0.      (8.58)

Определение (8.58) d-фундаментальной последовательность {An} изме-
римых мультимножеств аналогично определению (1.29) фундаментальной по-
следовательности {xn} точек метрического пространства (X,d) и определению
(7.50) d-фундаментальной последовательности {An} измеримых множеств.
Справедливо и утверждение, являющееся аналогом теорем 1.8 и 7.10.

Т е о р е м а  8.11.   Всякая последовательность {An} измеримых муль-
тимножеств, сходящаяся на метрическом пространстве Zqp=(S, dZqp) по мет-
рике dZqp, является d-фундаментальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть последовательность {An} измеримых
мультимножеств сходится на метрическом пространстве Zqp=(S, dZqp) к пределу
A по метрике dZqp, то есть для любого ε>0 найдется число N такое, что для всех
номеров n>N выполняется неравенство dZqp(An,A)<ε. Тогда по аксиоме тре-
угольника (1.03) для любых п,l>N справедливо неравенство (8.57):

dZqp(An,Al) ≤ dZqp(An,A) + dZqp(A,Al) < 2ε.   ■
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Из теорем 5.7 и 8.11 имеем следующее
С л е д с т в и е  8.11.А.   Всякая d-фундаментальная последовательность

{An} измеримых мультимножеств является m-фундаментальной.
Справедливость следствия 8.11.А легко установить и непосредственно.

Действительно, если учесть определения метрик (8.10)-(8.12), то условие (5.34)
m-фундаментальности последовательности {An} мультимножеств на метриче-
ских пространствах Zqp=(S, dZqр) вытекает из неравенства (8.57) и имеет вид:

m(An∆Al) = [dZ1р(An,Al)]р < (ε)р = ε1.
m(An∆Al) = [m(Х)⋅dZ2р(An,Al)]р = [dZ1р(An,Al)]р < (ε)р = ε1.

m(An∆Al) = [m(AnUAl)⋅dZ3р(An,Al)]р = [dZ1р(An,Al)]р < (ε)р = ε1.
Обратное утверждение не всегда верно. Последовательность {An} измеримых
мультимножеств может сходиться в себе по мере m, но не сходиться в себе по
метрике dZqp, то есть быть m-фундаментальной и не быть d-фундаментальной.

Как было показано ранее, различные понятия сходимости равносильны
только на метрических пространствах измеримых множеств Z1р=(S, dZ1р) и
Z2р=(S, dZ2р), метрики которых непрерывны. Отсюда, учитывая следствие 5.5.А,
нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения, в определен-
ном смысле обратного теореме 8.11.

Т е о р е м а  8.12.   Всякая d-фундаментальная последовательность {An}
измеримых мультимножеств сходится на метрическом пространстве
Zqp=(S,dZqp) по метрике dZqp к пределу A, являющемуся точкой этого же про-
странства, если метрика dZqp непрерывна на этом пространстве.

Теоремы 8.11 и 8.12 представляют собой необходимые и достаточные ус-
ловия выполнения обобщенного критерия сходимости на метрических про-
странствах Z1р=(S, dZ1р) и Z2р=(S, dZ2р) измеримых мультимножеств.

При переходе от мультимножеств к множествам свойства сходящихся по-
следовательностей измеримых мультимножеств совпадут с соответствующими
свойствами сходящихся последовательностей измеримых множеств.

8.7. Свойства метрических пространств измеримых мультимножеств.   
Рассмотрим метрические и топологические свойства метрических пространств
Zqp=(S, dZqp) измеримых мультимножеств.

Инвариантность метрик dZ1р и dZ2р относительно сдвигов, выраженная
формулами (8.27), (8.28) и (8.35), (8.36), и относительно исключения общей
части, выраженная формулами (8.29), (8.30) и (8.37), (8.38), в каком-то смысле
повторяет, хотя и не во всем, инвариантность метрик dX1р и dX2р на пространст-
вах X1р и X2р измеримых множеств и характеризует определенную «однород-
ность» метрических пространств Z1р и Z2р измеримых мультимножеств. Равен-
ства (8.31), (8.39) указывают на наличие различных видов симметрии про-
странств Z1р и Z2р. Свойство эластичности (8.32) присуще только метрическим
пространствам мультимножеств Z1р. В отличие от пространств множеств X1р
пространства мультимножеств Z1р. неоднородны относительно «симметриче-
ского» сдвига на произвольное мультимножество и относительно исключения
общей части, находящейся между двумя другими мультимножествами.

Наличие у метрик dZ1, dZ2 и dZ3 d-выпуклости означает, что справедливо
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С л е д с т в и е  8.6.А.   Метрические пространства Z1=(S,dZ1), Z2=(S,dZ2)
и Z3=(S, dZ3) измеримых мультимножеств метрически выпуклы.

Так как согласно теореме 8.8 любая последовательность {An} измеримых
мультимножеств сходится почти всюду на пространствах Z1р=(S, dZ1р) и
Z2р=(S,dZ2р) к одному и тому же пределу A, то выполняется

С л е д с т в и е  8.8.Б.   Метрические пространства Z1р=(S, dZ1р) и
Z2р=(S,dZ2р) измеримых мультимножеств и метрики dZ1р, dZ2р гомеоморфны.

Гомеоморфизм пространств Z1р и Z2р задается функцией f(A)=m(A)/m(Z).
Гомеоморфность метрик dZ1р и dZ2р вытекает из равенств (8.02), (8.11).

Учитывая выполнение обобщенного критерия сходимости для метриче-
ских пространств Z1р и Z2р измеримых мультимножеств, из теорем 8.11 и 8.12
получаем

С л е д с т в и е  8.12.А.   Метрические пространства Z1р=(S, dZ1р) и
Z2р=(S, dZ2р) измеримых мультимножеств полны.

Таким образом, понятия полноты метрических пространств Z1р=(S, dZ1р),
Z2р=(S, dZ2р) измеримых мультимножеств и пространства с мерой (Z,S, m) сов-
падают, а метрики dZ1р и dZ2р являются полными.

Из полноты и гомеоморфности метрических пространств мультимно-
жеств Z1р и Z2р вытекает также

С л е д с т в и е  8.12.Б.   Метрические пространства Z1р=(S, dZ1р) и
Z2р=(S, dZ2р) измеримых мультимножеств являются топологически полными
пространствами Бэра, а их метрики dZ1р и dZ2р – топологически эквивалент-
ными.

Справедливо и следующее утверждение.
Т е о р е м а  8.13.   Метрические пространства Z1р=(S,dZ1р) и Z2р=(S,dZ2р)

измеримых мультимножеств сепарабельны.
Д о к а з а т е л ь с т в о.   В силу следствия 8.10.А на пространствах Z1р и

Z2р для любого измеримого мультимножества A, принадлежащего σ-алгебре
мультимножеств S (Z), существует сходящаяся к нему последовательность {An}
измеримых мультимножеств. Это означает, что семейство мультимножеств
A={An} является по определению всюду плотным в метрических пространствах
Z1р=(S, dZ1р) или Z2р=(S, dZ2р). Среди семейств измеримых мультимножеств
{An}, всюду плотных в метрических пространствах Z1р или Z2р, всегда можно
найти счетное всюду плотное семейство мультимножеств, например, состоящее
из одноэлементных мультимножеств (множеств) {хn} с мерами m({хn})=qn, где
неотрицательные рациональные числа qn образуют сходящуюся последователь-
ность {qn}.  ■

Воспользуемся теперь определением (5.06) вполне конечной (σ-конеч-
ной) меры мультимножества m, равенством m(AUB)=m(A∆B)+m(AIB), выте-
кающим из равенств (5.09) и (5.10), формулами kAUB=max(kA,kВ), kAIB=min(kA,kВ),
kA∆B=|kА−kB|, выражающими объединение, пересечение и симметрическую раз-
ность мультимножеств через их функции кратности, и представим выражения
(8.10)-(8.12) для расстояний на пространствах Zqр=(S, dZqр) в виде:
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где домен G={x1,x2,…} – соответственно конечное или счетное множество.
Стоящее в знаменателе формулы (8.61) выражение можно записать также как

max(kA,kВ) = min(kA,kВ) + |kА−kB|.
Как и в случае пространств измеримых множеств, основная метрика dZ1 и

полностью усредненная метрика dZ2 на пространствах измеримых мультимно-
жеств Z1=(S, dZ1) и Z2=(S, dZ2) аналогичны метрикам Хемминга dR1 на n-мерном
векторном пространстве Rn

1=(Rn,dR1) и пространстве l1=(RN,dl1) ограниченных
числовых последовательностей, которые заданы равенствами (6.02) и (6.12).
Локально усредненная метрика dZ3 отчасти напоминает метрику ds на простран-
стве s=(RN

s, ds) равномерно сходящихся последовательностей, заданную равен-
ством (6.20), и метрику dS на пространстве S=(S(T,S, m),dS) измеримых функ-
ций, определенную формулой (6.32), но не совпадает с ними, так как метрика
dZ3, как и для множеств, есть отношение сумм функций в отличие от метрик ds и
dS, являющихся суммой или интегралом отношений функций. Степенные функ-
ции от основной метрики dZ1р и усредненных метрик dZ2р и dZ3р при p≥2 не по-
хожи ни на какие метрики других метрических пространств.

Сходство основной и полностью усредненной метрик с метриками Хем-
минга позволяет установить следующие важные факты.

Т е о р е м а  8.14.   Метрические пространства Z1=(S, dZ1) и Z2=(S, dZ2)
измеримых мультимножеств, заданные на σ-алгебре мультимножеств S (Z),
изометричны пространству l1=(RN, dl1) ограниченных числовых последова-
тельностей.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Пусть S (Z) – σ-алгебра измеримых мультимно-
жеств Aj, являющихся подмультимножествами некоторого мультимножества
Z={kZ(х1)•x1,kZ(х2)•x2,…}, xi∈G={x1,x2,...}. Определим ограниченные числовые
последовательности Yj={yj1,yj2,yj3,...}∈RN, члены которых зададим по следую-
щему правилу: yji=fj(хi)=wi jAk (хi), где wi≥0, хi∈G, 

jAk  – функция кратности муль-

тимножества Aj. Функция f задает взаимно однозначное отображение f:S →RN

метрического пространства Z1=(S, dZ1) измеримых мультимножеств в метриче-
ское пространство l1=(RN, dl1) ограниченных числовых последовательностей. В
таком случае каждой точке Aj пространства Z1 сопоставляется точка Yj про-
странства l1.  При этом согласно формулам (6.12), (8.59) сохраняется расстояние
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между парами соответствующих точек этих пространств:

dZ1(Aj,Ah) = ∑
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то есть отображение f:S →RN является изометрией. Изометрия пространства
Z2=(S, dZ2) измеримых мультимножеств и пространства l1=(RN, dl1) ограничен-
ных числовых последовательностей устанавливается аналогичным образом и

определяется функцией yji=fj(хi)=w'i jAk (хi), где w'i=1/∑
=

n

j
jw

1
. ■

Как отмечено в разделе 6.2, n-мерный вектор yi=(yi1,…,yiп) всегда можно
представить как ограниченную последовательность вида Yi={yi1,…,yiп,0,0,…}. В
свою очередь семейство P (Z) подмультимножеств конечного n-мерного муль-
тимножества Z={kZ(х1)•x1,…,kZ(хп)•xп} является минимальной алгеброй над
мультимножеством Z. Учитывая это обстоятельство, получаем следующее

С л е д с т в и е  8.14.А.   Метрические пространства измеримых муль-
тимножеств Zn

1=(P, dZ1) и Zn
2=(P, dZ2), определенные на семействе P (Z) под-

мультимножеств n-мерного мультимножества Z={kZ(х1)•x1,…, kZ(хп)•xп}, изо-
метричны n-мерному векторному пространству Rn

1=(Rn, dR1).
Как и в случае множеств, существует связь между пространствами изме-

римых мультимножеств и псевдометрическими пространствами с разрезной
полуметрикой δX

(А)(x,y), заданной формулой (1.35). Из теоремы 6.3 и следствия
8.14.А вытекает

С л е д с т в и е  8.14.Б.   Метрические пространства измеримых муль-
тимножеств Zn

1=(P, dZ1) и Zn
2=(P, dZ2), определенные на семействе P (Z) под-

мультимножеств n-мерного мультимножества Z={kZ(х1)•x1,…, kZ(хп)•xп}, изо-
метричны конечному n-мерному пространству расстояний (X,dX), в котором
расстояние dX является положительной линейной комбинацией m разрезных

полуметрик вида dX(xi,xj) =∑
=

m

k
ji

A
Xk xxw k

1

)( ),(δ , где wk>0, Ak⊂X={x1,…,xп}.

Для мультимножеств можно сформулировать еще один интересный ре-
зультат. Напомним, что согласно определению k-ограниченная серия есть се-
мейство мультимножеств P [k] над доменом G, в котором на количество экземп-
ляров каждого элемента x любого из мультимножеств A наложено ограничение
kA(х)≤k. Другими словами, k-ограниченная серия P [k] представляет собой семей-
ство P (Z[k]) всех подмультимножеств универсума Z[k], являющегося постоян-
ным мультимножеством высоты k над доменом G. Тогда имеем

С л е д с т в и е  8.14.В.   Метрические пространства измеримых муль-
тимножеств Z[k]1=(S [k], dZ1) и Z[k]2=(S [k], dZ2), заданные на σ-алгебре мультим-
ножеств S (Z[k]) над постоянным мультимножеством Z[k]={k•x1,k•x2,…} высо-
ты k, изометричны пространству l1=(RN, dl1) числовых последовательностей,
ограниченных числом k.

Из теоремы 8.14 следует, что пространства Z1=(S, dZ1) и Z2=(S, dZ2),
Z[k]1=(S [k], dZ1) и Z[k]2=(S [k], dZ2), Zn

1=(P, dZ1) и Zn
2=(P, dZ2) измеримых мультим-
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ножеств являются изометрически вложимыми подпространствами пространства
Лебега – интегрируемых (суммируемых) измеримых функций L1=(L1(T,S, m),
dL1). В таком случае, исходя из установленных в главе 6 характеристик функ-
циональных пространств, можно утверждать, что пространства Z1 и Z2, Z[k]1 и
Z[k]2, Zn

1 и Zn
2 измеримых мультимножеств обладают метрическими и топологи-

ческими свойствами, одинаковыми со свойствами пространства ограниченных
числовых последовательностей l1 и n-мерного векторного пространства Rn

1. По-
этому получаем еще одно подтверждение того, что пространства Z1=(S, dZ1) и
Z2=(S, dZ2), Z[k]1=(S [k], dZ1) и Z[k]2=(S [k], dZ2) полны, сепарабельны, метрически
выпуклы, локально компактны, но некомпактны, а пространства Zn

1=(P, dZ1) и
Zn

2=(P, dZ2) всюду плотны, сепарабельны, неполны, некомпактны, но относи-
тельно компактны, ln

1-, l∞1- и L1-вложимы, метрически выпуклы, гиперметрич-
ны, а также, по-видимому, связны, локально связны и отделимы. Если положить
меру мультимножества равной m(A)=|A|, то пространство Zn

1 совпадает с n-мер-
ной целочисленной решеткой Zn

(+)1=(Z+
n, dR1), приведенной в примере 6.3. Во-

прос о непосредственном доказательстве наличия тех или иных других свойств
метрических пространств Zqp=(S, dZqp) измеримых мультимножеств пока оста-
ется открытым.

Метрические пространства Z1=(S, dZ1) и Z2=(S,dZ2), заданные на σ-алгебре
S (Z) измеримых мультимножеств, представляют собой пополнения соответст-
вующих пространств Zn

1=(P, dZ1) и Zn
2=(P, dZ2), заданных на семействе P (Z)

подмультимножеств конечного мультимножества Z, а также метрических про-
странств Z’1=(Kσ , d’Z1) и Z’2=(Kσ , d’Z2), заданных на σ-кольце Kσ (Z) подмуль-
тимножеств мультимножества Z. Последнее обстоятельство свидетельствует о
существовании определенной взаимосвязи между стандартным продолжением
меры мультимножества, определенным в разделе 5.3, и пополнениями метриче-
ских пространств измеримых мультимножеств.

Согласно теоремам 7.13 и 8.14 пространства X1=(S, dX1), X2=(S, dX2) изме-
римых множеств и Z1=(S, dZ1), Z2=(S, dZ2) измеримых мультимножеств облада-
ют одинаковыми топологическими свойствами. Сопоставление результатов
этих теорем и их следствий позволяет сделать еще один весьма важный вывод.
Метрические пространства измеримых мультимножеств Z1=(S, dZ1), Z2=(S, dZ2),
заданные на σ-алгебре мультимножеств S (Z), и Zn

1=(P, dZ1), Zn
2=(P, dZ2), опре-

деленные на семействе P (Z) подмультимножеств n-мерного мультимножества
Z={kZ(х1)•x1,…,kZ(хп)•xп}, топологически эквивалентны соответственно метриче-
ским пространствам измеримых множеств X1=(S, dX1), X2=(S, dX2), заданным на
σ-алгебре множеств S (X), и Xn

1=(P, dX1), Xn
2=(P, dX2), определенным на семейст-

ве P (X) подмножеств n-элементного множества Х={x1,…,xп}.
8.8. Аксиоматический подход к метризации пространств измеримых

мультимножеств.   Геометрические особенности метрических пространств
Zq=(S, dZq) измеримых мультимножеств, как и в случае множеств, позволяют
сформулировать условия, однозначно определяющие метрики на этих про-
странствах. Дополнительно к аксиоматике метрического пространства (1.01)-
(1.03) потребуем, чтобы расстояние d(A,В) между измеримыми мультимноже-
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ствами удовлетворяло следующим геометрическим условиям, связанным с вза-
имным расположением точек в пространстве и аналогичны требованиям (7.54),
(7.55) для расстояний между множествами:

d(A,В) = d(∅,A) − d(∅,В)   при В⊆A, (8.62)
d(A,В) = d(∅,A) + d(∅,В)   при AIВ=∅. (8.63)

Как и ранее, будем отождествлять расстояние dZ1(A,В) в пространстве из-
меримых мультимножеств Z1=(S, dZ1) с длиной соответствующего отрезка
[A,В]. Тогда равенства (8.62) и (8.63) можно интерпретировать как аналоги
обычных геометрических правил, определяющих длину отрезка [a,b] в евкли-
довом пространстве. В первом случае отрезок [A,В] является общей частью
вложенных друг в друга отрезков [∅,A] и [∅,В], имеющих общую «точку» ∅, а
во втором случае – суммой соприкасающихся отрезков [∅,A] и [∅,В].

Аксиоматика метрического пространства (1.01)-(1.03), условие совпаде-
ния (1.34), условие (8.34) метрической выпуклости пространства измеримых
мультимножеств и дополнительные геометрические требования (8.62), (8.63)
являются необходимыми и достаточными условиями, которые однозначно оп-
ределяют основную и полностью усредненную метрики (псевдометрики)
dZ1(A,B)=m(A∆B) и dZ2(A,B)=m(A∆B)/m(Z) на полном пространстве (Z,S, т).

Т е о р е м а  8.15.   Функция dZ1(A,B)=m(A∆B), где m –аддитивная и впол-
не σ-конечная мера, определенная на σ-алгебре мультимножеств S (Z), явля-
ется метрикой почти всюду (псевдометрикой) на полном пространстве (Z,S,
т) тогда и только тогда, когда пространство Z1=(S, dZ1) метрически выпукло
относительно мультимножества C, находящегося между мультимножест-
вами А и В, а функция dZ1 удовлетворяет геометрическим условиям (8.62),
(8.63) взаимного расположения точек пространства Z1.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  1º. Пусть m – мера, определенная на σ-алгебре
мультимножеств S (Z). Справедливость аксиом метрического пространства
(1.01)-(1.03) и условия совпадения (1.34) для метрики (псевдометрики)
dZ1(A,B)=m(A∆B) доказана в теореме 8.1, а наличие свойства (8.34) метрической
выпуклости пространства Z1 при AIB⊆C⊆AUB – в теореме 8.5. Выполнение
требований (8.62), (8.63) для расстояния dZ1(A,B) непосредственно вытекает из
его определения (8.01) и свойства (5.10) меры мультимножества. Необходи-
мость условий теоремы доказана.

2º. Пусть dZ1 – метрика (псевдометрика) на метрическом пространстве
Z1=(S, dZ1), удовлетворяющая также условиям (8.34), (8.62) и (8.63). Для любых
мультимножества А и В всегда выполняются включения: A⊆AUB, B⊆AUB.
Тогда в силу соотношения (8.62) можно записать:

dZ1(А,AUB) = dZ1(∅,AUB)−dZ1(∅,А),   dZ1(AUB,В) = dZ1(∅,AUB)−dZ1(∅,В).
С другой стороны, в силу условия (8.34) метрической выпуклости пространства
Z1 для произвольных мультимножества А и В имеем:

dZ1(A,B) = dZ1(А,AUB) + dZ1(AUB,В).
Отсюда получаем

dZ1(A,B) = 2dZ1(∅,AUB) − dZ1(∅,А) − dZ1(∅,В). (8.64)
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Пусть мультимножества А и В не пересекаются. В этом случае с учетом
условия (8.63) равенство (8.64) принимает вид:

dZ1(∅,AUB) = dZ1(∅,А) + dZ1(∅,В). (8.65)
Обозначим

dZ1(∅,A) = c1m(А), (8.66)
где c1>0 и m – действительная функция, заданная на σ-алгебре мультимножеств
S (Z). Так как расстояние dZ1(∅,A) неотрицательно, то и m – неотрицательная
функция, обладающая согласно равенству (8.65) свойством (5.03) аддитивности

m(AUB) = m(А) + m(В)
для непересекающихся мультимножеств AIB=∅. Тем самым все требования,
предъявляемые к функции m как к мере мультимножества, оказываются выпол-
ненными.

Подставляя формулу (8.66) в равенство (8.64) и учитывая соотношения
(5.09), (5.10), получим:

dZ1(A,B) = c1[2m(AUB) − m(А) − m(В)] = c1m(A∆B).
В метрическом пространстве Z1 диаметр σ-алгебры мультимножеств DZ1(S ) ра-
вен согласно формуле (8.18) мере мультимножества m(Z). Тогда из равенства
(8.66) получаем для коэффициента c1=1. Следовательно, расстояние dZ1(A,B)
между измеримыми мультимножествами однозначно определяется выражением
dZ1(A,B)=m(A∆B). Достаточность условий теоремы доказана.  ■

Т е о р е м а  8.16.   Функция dZ2(A,B)=m(A∆B)/m(Z), где m – аддитивная и
вполне σ-конечная мера, определенная на σ-алгебре мультимножеств S (Z), яв-
ляется метрикой почти всюду (псевдометрикой) на полном пространстве
(Z,S, т) тогда и только тогда, когда пространство Z2=(S, dZ2) метрически
выпукло относительно мультимножества С, находящегося между мультим-
ножествами А и В, а функция dZ2 удовлетворяет геометрическим условиям
(8.62), (8.63) взаимного расположения точек пространства Z2.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть m –мера, определенная на σ-алгебре
мультимножеств S (Z). Справедливость аксиом метрического пространства
(1.01)-(1.03), условий совпадения (1.34) и нормировки (8.05) для метрики (псев-
дометрики) dZ2(A,B)=m(A∆B)/m(Z) доказаны в теореме 8.3, а наличие свойства
(8.42) метрической выпуклости пространства Z2 при AIB⊆C⊆AUB – в теореме
8.6. Выполнение требований (8.62), (8.63) для расстояния dZ2(A,B) непосредст-
венно вытекает из его определения (8.06) и свойства (5.10) меры мультимноже-
ства. Необходимость условий теоремы доказана.

2º. Пусть dZ2 – метрика (псевдометрика) на метрическом пространстве
Z2=(S, dZ2), удовлетворяющая также условиям (8.42), (8.62), (8.63). Все приве-
денные выше рассуждения в доказательстве теоремы 8.15 остаются справедли-
выми и для метрики (псевдометрики) dZ2, в том числе и равенство (8.65). Обо-
значим dZ2(∅,A)=c2m(А), где c2>0 и m – действительная функция, определенная
на σ-алгебре мультимножеств S (Z) и обладающая согласно равенству (8.65)
свойством (5.03) аддитивности для непересекающихся мультимножеств
AIB=∅. Учитывая, что на метрическом пространстве Z2 диаметр σ-алгебры
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мультимножеств DZ2(S )=1, получаем для коэффициента c2 соотношение
c2=1/m(Z). Таким образом, расстояние dZ2(A,B) между измеримыми мультим-
ножествами однозначно определяется выражением dZ2(A,B)=m(A∆B)/m(Z), где
m – мера мультимножества. Достаточность условий теоремы доказана.  ■

Пусть теперь выполняются аксиоматика метрического пространства
(1.01)-(1.03), условие совпадения (1.34), условие (8.04) dZ(∅,∅)=0, условие
(8.45) метрической выпуклости пространства измеримых мультимножеств при
С=AUB≠∅ и дополнительные геометрические требования

dZ(A,B) = 1 − [dZ(Z,B )/dZ(Z, A )]   при В⊆A, (8.67)
dZ(A,B) = 1 при AIВ=∅. (8.68)

совпадающие с аналогичными требованиям (7.59), (7.60) для расстояний между
множествами. Покажем, что перечисленные выше требования являются необ-
ходимыми и достаточными условиями, однозначно определяющими локально
усредненную метрику (псевдометрику) dZ3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB) на полном
пространстве (Z,S ,т).

Т е о р е м а  8.17.   Функция dZ3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB), где m – аддитив-
ная и вполне σ-конечная мера, определенная на σ-алгебре мультимножеств
S(Z), является метрикой почти всюду (псевдометрикой) на полном простран-
стве (Z,S, т) тогда и только тогда, когда пространство Z3=(S, dZ3) метриче-
ски выпукло относительно мультимножества С=AUB≠∅, а функция dZ3 удов-
летворяет условию dZ3(∅,∅)=0 и геометрическим условиям (8.67), (8.68) вза-
имного расположения точек пространства Z3.

Д о к а з а т е л ь с т в о.   1º. Пусть m – мера, определенная на σ-алгебре
мультимножеств S (Z). Справедливость аксиом метрического пространства
(1.01)-(1.03), условий совпадения (1.34) и нормировки (8.05) для метрики (псев-
дометрики) dZ3(A,B)=m(A∆B)/m(AUB) доказаны в теореме 8.3, а наличие свой-
ства (8.45) метрической выпуклости пространства Z3 при C=AUB≠∅ – в теоре-
ме 8.7. Воспользовавшись равенствами (5.09) и (8.26), убедимся в выполнении
требования (8.67) для расстояния dZ3(A,B). Действительно, при В⊆A имеем:

dZ3(A,B) = [m(A)−m(B)]/m(A) = 1 − [m(B)/m(A)] = 1 − [dZ3(Z,B )/dZ3(Z, A )].
Требование (8.68) следует непосредственно из определения (8.07) метрики dZ3 и
равенств (5.09), (5.10). Необходимость условий теоремы доказана.

2º. Пусть dZ3 – метрика (псевдометрика) на метрическом пространстве
Z3=(S, dZ3), удовлетворяющая также условиям (8.45), (8.67) и (8.68). Для любых
мультимножества А и В выполняются включения: A⊆AUB, B⊆AUB. Тогда в
силу соотношения (8.67) при AUB≠∅ или BAU ≠Z можно записать:

dZ3(А, AUB) = 1 − [dZ3(Z, A )/dZ3(Z, BAU )],
dZ3(AUB, В) = 1 − [dZ3(Z,B )/dZ3(Z, BAU )].

С другой стороны, в силу условия (8.45) метрической выпуклости пространства
Z3 при C=AUB для произвольных мультимножества А и В имеем:

dZ3(A,B) = dZ3(А, AUB) + dZ3(AUB, В).
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Отсюда получаем
dZ3(A,B) = 2 − [(dZ3(Z, A )+dZ3(Z,B ))/dZ3(Z, BAU )]. (8.69)

Пусть мультимножества А и В не пересекаются. В этом случае с учетом
условия (8.68) равенство (8.69) принимает вид:

dZ3(Z, BAU ) = dZ3(Z, A ) + dZ3(Z,B ). (8.70)
внешне аналогичный равенству (7.57). Обозначим

dZ3(Z, A ) = c3m(А), (8.71)
где c3>0 и m – действительная функция, заданная на σ-алгебре мультимножеств
S (Z). Так как расстояние dZ3(Z, A ) неотрицательно, то и m – неотрицательная
функция, обладающая согласно равенству (8.70) свойством (5.03) аддитивности

m(AUB) = m(А) + m(В)
для непересекающихся мультимножеств AIB=∅. Тем самым все требования,
предъявляемые к функции m как к мере мультимножества, оказываются выпол-
ненными.

Подставляя формулу (8.71) в равенство (8.69) и учитывая соотношения
(5.09), (5.10), получим:

dZ3(А,В) = 2 − [(m(А)+m(В))/m(AUB)] = m(A∆B)/m(AUB).
Условие dZ3(∅,∅)=0 вводится по определению (8.04). Следовательно, расстоя-
ние dZ3(А,В) между измеримыми мультимножествами однозначно определяется
выражением dZ3(А,В)=m(A∆B)/m(AUB). Достаточность условий теоремы дока-
зана. Полагая A=Z и B= A=∅ и учитывая требование (8.68) имеем dZ3(Z, A )=1, а
значит, из формулы (8.71) коэффициент c3=1/m(Z). В таком случае формула
(8.71) совпадет с соотношением (8.26) при р=1.  ■

При переходе от мультимножеств к множествам метрические простран-
ства Zqp=(S, dZqp) измеримых мультимножеств превращаются в соответствую-
щие метрические пространства Xqp=(S, dXqp) измеримых множеств, а практиче-
ски все результаты, полученные в главе 8, становятся результатами аналогич-
ных теорем из главы 7.
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Глава 9
Примеры практических применений

9.1. Способы представления многопризнаковых объектов.   Выбор той
или иной модели для представления рассматриваемых объектов и исследования
структуры их связей определяется свойствами этих объектов, которые выража-
ются признаками (атрибутами) объектов. Признаки, характеризующие свойства
объектов, могут быть непрерывными и дискретными, количественными и каче-
ственными, либо смешанными.

Обычно совокупность объектов представляется множеством точек в не-
котором многомерном (как правило, метрическом) пространстве, оси которого
соотносятся с соответствующими признаками. В прикладных задачах в качест-
ве такого пространства достаточно часто (но, заметим, не всегда обоснованно)
выбирается пространство типа евклидового En с метриками dEn при различных
значениях n, выраженными формулами (1.04)-(1.06). Задание расстояния между
объектами позволяет оценивать близость или удаленность этих объектов отно-
сительно друг друга вне зависимости от их природы, исследовать структурные
особенности совокупности объектов и всего пространства в целом.

Приведем несколько примеров практического применения рассмотрен-
ных выше типов метрических пространств. Упомянем в первую очередь теорию
измерений, где важную роль играют различные способы приближения функции
x0(t) с помощью последовательностей {xk(t)}, сходящихся в метрических про-
странствах функций. Так, метрика Чебышева dC(xk,x0), задаваемая в пространст-
ве непрерывных функций формулой (6.22), определяет максимальную ошибку
измерения. Квадрат метрики Евклида dL2(xk,x0), задаваемой в пространстве ин-
тегрируемых функций формулой (6.29) при р=2, характеризует среднюю квад-
ратичную ошибку, которой оценивается точность аппроксимации функции в
методе наименьших квадратов.

В проблемах многокритериального принятия решений, распознавания об-
разов, классификации, обработки разнородной информации, теории кодирова-
ния и других предметных областях рассматриваются совокупности объектов
A={A1,...,Ak}, которые описываются m дискретными признаками Q1,…,Qm,
имеющими конечное число se

sq , es=1,…,hs, s=1,…,m количественных (числовых)
или качественных (номинальных, либо порядковых) значений. Порядковые
значения качественного признака Qs обычно предполагаются упорядоченными
от лучшего значения к худшему qs

1fqs
2f…f sh

sq . Каждый объект Ai, i=1,…,k из
совокупности A  можно представить как точку qi в m-мерном векторном про-
странстве Q=Q1×Q2×…×Qm, являющемся прямым произведением шкал значе-
ний признаков Qs, и поставить объекту Ai в соответствие m-мерный вектор

qi = ( 1
1
e
iq , 2

2
e
iq ,…, me

imq ). (9.01)
Ситуация существенным образом усложняется, если одному и тому же

объекту Ai может соответствовать не один, а несколько m-мерных векторов с
различающимися значениями признаков. Подобная ситуация возникает, напри-
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мер, когда необходимо одновременно учесть m параметров объекта Ai, изме-
ренных n различными способами, либо когда объект Ai оценивается n незави-
симыми экспертами по m критериям Q1,…,Qm [Петр01], [Petr01a-d]. В таком
случае объект Ai представляется в m-мерном пространстве Q уже не одной точ-
кой qi , а группой (“облаком”), состоящей из n точек {qi

(1),…, qi
(n)} вида

Ai = {( )1(
1
1e

iq , )1(
2
2e

iq ,…, )1(me
imq ),…,( )(

1
1 ne

iq , )(
2
2 ne

iq ,…, )(ne
im

mq )},   (9.02)
которая должна рассматриваться и анализироваться как единое целое. При
этом, очевидно, измеренные разными способами значения параметров или ин-
дивидуальные оценки экспертов, могут быть похожими, различающимися и
даже противоречивыми, что может приводить к несравнимости m-мерных век-
торов qi

(j)=( )(
1
1 je

iq , )(
2
2 je

iq ,…, )( je
im

mq ), характеризующих один и тот же объект Ai.
Совокупность таких многомерных объектов может иметь в пространстве

Q сложную структуру, достаточно трудную для анализа. Непросто ввести в
этом пространстве и метрику для измерения расстояний между объектами. Од-
на из главных причин трудностей – множественность и повторяемость факто-
ров, характеризующих объекты, которая обусловлена тем, что один и тот же
объект может существовать в нескольких «копиях», различающихся между со-
бой значениями признаков. При исследовании структуры и свойств подобного
рода объектов необходимо одновременно учитывать большое количество вер-
бальных и числовых данных и обрабатывать эти данные, не прибегая к допол-
нительным преобразованиям типа усреднения, смешивания, которые могут
привести к необоснованным и необратимым искажениям исходных данных.

Указанные трудности можно преодолеть, воспользовавшись иным спосо-
бом представления многопризнаковых объектов, основанным на формализме
мультимножеств, который позволяет одновременно учесть все комбинации
значений количественных и качественных признаков, а также число значений
каждого из этих признаков [Петр94]. Вместо прямого произведения m шкал
значений признаков Q=Q1×Q2×…×Qm введем обобщенную шкалу признаков –
множество G={Q1,Q2,…,Qm}, состоящее из m групп признаков, и представим
объект Ai∈A  в таком символическом виде:

Ai = {kAi(q1
1)•q1

1,…,kAi( 1
1
hq )• 1

1
hq ,…,kAi(qm

1)•qm
1,…, kAi( mh

mq )• mh
mq }, (9.03)

где число kAi( se
sq ) указывает, сколько раз признак se

sq ∈Qs встречается в описа-
нии объекта Ai, знак • обозначает кратность вхождения признака se

sq . Например,
в случае многокритериальной оценки объекта Ai несколькими экспертами чис-
ло kAi( se

sq ) равно числу экспертов, давших объекту Ai оценку se
sq  по критерию

Qs. Объект Ai можно записать и более единообразно как
Ai = {kAi(x1)•x1,…,kAi(xh)•xh}, (9.04)

определив элементы множества G={x1,...,xh} следующим образом:
x1=q1

1, x2=q1
2,…, 

1hx = 1
1
hq , 11+hx =q2

1,…,
21 hhx + = 2

2
hq ,…, 

1... 11 +++ −mhhx =qm
1,…, 

mhhx ++...1
= mh

mq ,     h=h1+...+hm. 
Множество G определяет свойства совокупности объектов A ={A1,...,Ak}.
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Приведем еще несколько аналогичных примеров из других предметных
областей. Пусть A ={A1,...,Ak} является массивом текстовых документов по не-
которой проблематике. Эти документы могут быть, к примеру, статьями, кни-
гами, проектами, патентами, отчетами, обзорами и тому подобным [Петр94],
[Petr97]. Предположим, что содержание документа отражается с помощью от-
дельных слов или так называемых лексических единиц – дескрипторов, ключе-
вых слов, терминов и прочее. Множество G={x1,...,xh} таких лексических еди-
ниц образует тезаурус или проблемно-ориентированный терминологический
словарь, характеризующий особенности проблематики. В этом случае каждый
текстовый документ Ai можно рассматривать как совокупность повторяющихся
лексических единиц xj и представить его в виде (9.04), где kAi(xj) будет равно
числу лексических единиц xj, присутствующих в документе Ai. Заметим, что
представление документа формулой (9.04) может соответствовать и полному
тексту документа, и некоторому краткому описанию его содержания, индекси-
рованному лексическими единицами.

Пусть теперь A ={A1,...,Ak} представляет собой коллекцию распознавае-
мых графических объектов: печатных или рукописных символов, линий, изо-
бражений, строк или страниц [Сла00], [АЛС02]. В ходе распознавания каждый
распознаваемый объект Ai сравнивается с набором G={x1,...,xh} стандартных
образцов целых символов или отдельных структурных элементов (фрагментов),
составляющих в совокупности базу образцов, и относится к одному или не-
скольким образцам из стандартного набора с какой-то определенной точно-
стью. Результат распознавания объекта Ai также можно выразить формулой
(9.04), где число kAi(xj) будет соответствовать некоторой вычисленной оценке
распознавания объекта Ai по отношению к стандартному образцу xj.

В рассмотренных выше случаях объект (текстовый документ, распозна-
ваемый символ) Ai характеризуется многими количественными и/или качест-
венными признаками (измерениями, оценками по критериям, лексическими
единицами, стандартными образцами) xj. Различные признаки могут повторять-
ся в описании объекта, и число kAi(xj) отражает кратность вхождения признака xj
в описание объекта Ai. Иными словами, такие объекты и их совокупности суть
множества с повторяющимися элементами или мультимножества, порожден-
ные доменом G={x1,...,xh}, и их следует представлять точками в метрических
пространствах мультимножеств.

Соотношения между совокупностью объектов A ={A1,...,Ak} и множест-
вом их признаков G={x1,...,xh} удобно выражать с помощью матрицы C=||cij||k×h,
которая часто используется в анализе данных, теории принятия решений, рас-
познавании образов, других приложениях и называется таблицей «объекты-
признаки», информационной таблицей или таблицей решений [Мир80], [PS94].
Строки этой матрицы соответствуют объектам, столбцы – признакам, а элемен-
ты матрицы являются значениями признаков. Таким образом, каждая строка
матрицы C характеризует свойства рассматриваемого объекта, а каждый стол-
бец дает информацию об объектах, обладающих данным свойством. Объекты,
которые описываются многими количественными и/или качественными при-
знаками и могут существовать в нескольких экземплярах представляются муль-
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тимножествами. Элементы матрицы C для таких многопризнаковых объектов
задаются функциями кратности мультимножеств в виде cij =kAi(xj).

В различных прикладных задачах часто возникает необходимость сгруп-
пировать анализируемые объекты, основываясь на их свойствах, выраженных
признаками объектов. Формирование групп объектов по их свойствам служит
полезным приемом при структурировании рассматриваемой проблемы. Суще-
ствуют разнообразные методологические подходы к агрегированию объектов и
выявлению их структуры. В формально-алгоритмических методах упор делает-
ся на построение эффективных процедур логической и статистической обра-
ботки массивов данных [Заг72], [Мир80], [БМ83], [АБЕМ89], [Заг99]. При экс-
пертной структуризации взаимоотношения между объектами устанавливаются
на основе предпочтений лиц, принимающих решения (ЛПР), и/или знаний экс-
пертов [Лит82], [ЛМ96], [Ног02].

Новые типы операций над мультимножествами открывают новые воз-
можности для группирования многопризнаковых объектов. Например, группа
Xt объектов, представленных мультимножествами Ai, может быть получена как
сумма Xt =∑∈ tIi iA , объединение Xt =U tIi i∈ A  или пересечение Xt =I tIi i∈ A  муль-
тимножеств, описывающих объекты Ai. Тогда совокупность Xt объектов харак-
теризуется матрицей C’=||ctj’||, ctj’=kt’(xj), имеющей соответственно следующие
элементы

kt’(xj) = )(∑∈ tIi ji xk ,   kt’(xj) = )(max jiIi
xk

t∈
,   kt’(xj) = )(min jiIi

xk
t∈

. (9.05)

Группа объектов может быть также сформирована как линейная комбинация
различных мультимножеств вида Xt =∑∈ tIi iih A , Xt =U tIi iih∈ A  или Xt =I tIi iih∈ A ,
hi>0. В этих случаях элементы ctj’ соответствующих матриц C’ будут включать
в себя произведения hiki(xj). При сложении объектов агрегируются все свойства
xj всех членов группы, что выражается первым соотношением в формуле (9.05).
Когда группа образуется в результате объединения или пересечения объектов,
происходит усиление самых лучших свойств (максимальных значений призна-
ков xj) или соответственно самых худших свойств (минимальных значений при-
знаков xj), присутствующих у индивидуальных членов группы.

Наличие разных возможностей для агрегирования многопризнаковых
объектов требует уточнения понятия «класс», а сама проблема многопризнако-
вой классификации нуждается в более аккуратной постановке. Прежде, чем пе-
рейти к ее рассмотрению, напомним некоторые известные понятия.

Наиболее общим определением класса является следующее: класс – это
совокупность (семейство) объектов, обладающих общими свойствами. Инфор-
мация о свойствах объекта может быть получена путем наблюдений, измере-
ний, оценок и тому подобное и представлена совокупностью признаков, значе-
ния которых выражаются в числовых и/или вербальных шкалах. Входящие в
один и тот же класс объекты считаются неразличимыми (эквивалентными), а
каждый класс объектов характеризуется некоторым качеством, отличающим
его от других классов. Все классы вместе должны составлять исходную сово-
купность объектов.
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Применяется два основных способа классификации объектов: так назы-
ваемая прямая классификация, которая состоит в перечислении объектов, со-
ставляющих класс, и непрямая классификация, которая производится на основе
перечисления свойств, характеризующих класс. Прямая классификация осуще-
ствляется непосредственным отнесением объектов в заданные классы. При не-
прямой классификации классы выделяются по некоторым признакам или их со-
четаниям, которые определяют особенности, общие для каждого класса, и от-
личают классы друг от друга. Объекты, обладающие требуемыми значениями
признаков, включаются в соответствующий класс. Классом могут быть, к при-
меру, наиболее близкие объекты, как в кластерном анализе; объекты, имеющие
желаемую комбинацию качеств, как в задаче сортировки; объекты, свойства ко-
торых лежат в определенных границах, заданных в признаковом пространстве.

Результатом прямой классификации является зачисление каждого клас-
сифицируемого объекта в определенный класс, при этом максимально возмож-
ное число классов ограничено, очевидно, числом рассматриваемых объектов.
Возникает проблема найти такие признаки, которые наиболее характерны для
каждого класса и позволяют различить классы.

При непрямой классификации теоретически возможное число классов
определяется мощностью декартового произведения множеств значений при-
знаков. Когда число признаков и/или их значений достаточно велико, число по-
тенциально возможных классов может существенно превысить число реально
имеющихся объектов. Основная проблема в этом случае состоит в том, чтобы
найти, какие комбинации признаков и их значений позволяют сформировать
необходимое число классов, которые отличаются друг от друга по своим каче-
ствам и включают достаточное количество объектов.

Свойство сходства и различимости объектов, относящихся к одному и
тому же классу, широко используется при построении различных методов клас-
сификации. Так, например, в ряде методов сортировки объектов, основанных на
теориях нечетких множеств [Za65], [Kau77], [Орл81], [ZZG84] и грубых мно-
жеств [PS94], [Slo95], допускается неоднозначность классификации объектов,
связанная с разной степенью принадлежности объекта к классу, то есть объек-
ты, которые «несомненно» и «возможно» принадлежат к некоторому классу,
считаются различающимися.

Структурирование рассматриваемой проблемы является важным предва-
рительным этапом процесса ее анализа и решения. Изучение группировок объ-
ектов и возможных отношений между объектами, обусловленных их свойства-
ми, которые выражаются набором признаков, позволяет глубже понять природу
проблемы, а значит, и найти ее наилучшее решение.

9.2. Кластерный анализ объектов.   Широко применяемым методом ис-
следования естественных группировок большого числа объектов и связей меж-
ду ними является кластерный анализ [Дор71], [And73], [SS73], [Ev74], [Hart75],
[Jam78], в результате которого исходная совокупность объектов A ={A1,...,Ak}
агрегируется в небольшое количество групп A ={X1,...,XR}. В кластерном анали-
зе объединение объектов в группы производится, исходя из их сходства или
различия, которое оценивается степенью близости объектов в метрических про-
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странствах признаков. Объекты рассматриваются как точки признакового про-
странства, а кластер традиционно формируется как теоретико-множественное
объединение наиболее близких объектов. Таким образом, кластерный анализ
относится к числу непрямых методов классификации.

Для того чтобы сгенерировать группы объектов, в алгоритмах кластерно-
го анализа обычно используются следующие подходы: минимизировать разли-
чие (максимизировать сходство) между объектами внутри группы; максимизи-
ровать различие (минимизировать сходство) между группами объектов. Эти
критерии формирования групп являются общими и для методов иерархической
кластеризации, когда число получающихся классов заранее не известно, и при
неиерархической кластеризации с заданным числом классов [Hart75].

Принципиальными моментами кластерного анализа являются: выбор вы-
ражения, определяющего расстояние между объектами в признаковом про-
странстве; выбор алгоритма группирования объектов; разумная интерпретация
сформированных групп [And73], [Jam78]. Выбор вида пространства и типа мет-
рики зависит от свойств анализируемых объектов. Для рассмотренных выше
многопризнаковых объектов наиболее адекватно метрическое пространство из-
меримых мультимножеств (A, d) с основным, полностью или локально усред-
ненным расстоянием, заданным одной из формул (8.01), (8.06), (8.07).

Будем считать для простоты, что различие между разными объектами Ai
внутри группы Xt, между некоторым объектом Ai и группой объектов Xt, между
группами объектов Xt, представленными как точки или группы точек в призна-
ковом пространстве, определяется одинаковым образом. Подставляя в формулы
(8.01), (8.06), (8.07) соответствующие соотношения (5.07) для меры мультим-
ножества m(A), (2.1.30) для максимального мультимножества Z и (2.2.2), (2.2.5),
(2.2.13) для операций над мультимножествами, получим следующие выражения
для расстояний между объектами, представленными мультимножествами:

d1(Xp,Xq) = Dpq;   d2(Xp,Xq) = Dpq/W;   d3(Xp,Xq) = Dpq/Mpq; (9.06)
Здесь

Dpq = ∑j wj |kp’(xj) − kq’(xj)|;  Lpq = ∑j wj min [kp’(xj), kq’(xj)];
W = ∑j wj sup kt’(xj); Mpq = ∑j wj max [kp’(xj), kq’(xj)],

а элементы kp’(xj), kq’(xj) определяются формулами (9.05). Заметим, что для ве-
личин Dpq, Lpq и Mpq выполняется равенство Dpq +Lpq =Mpq.

Основное расстояние d1 есть расстояние типа Хемминга между объектами
(группами объектов), традиционно используемое во многих приложениях. Пол-
ностью усредненное расстояние d2 характеризует различие двух объектов
(групп объектов), обусловленное свойствами, общими для всех объектов из
анализируемой совокупности, а локально усредненное расстояние d3 – разли-
чие, относящееся к свойствам только двух объектов (групп) из совокупности.
Обсудим вкратце основные идеи различных разновидностей кластерного анали-
за в метрических пространствах мультимножеств [Petr94], [Петр95], [Петр01].

Рассмотрим общую схему процедуры иерархической кластеризации со-
вокупности объектов A ={A1,...,Ak}, представленных мультимножествами, ко-
гда число R генерируемых кластеров {X1,...,XR} заранее не определено.
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Шаг1. Положить R=k, где R – число кластеров, k – число объектов Ai. То-
гда каждый кластер Xi совпадает с некоторым объектом Ai для всех i=1,...,R.

Шаг 2. Вычислить расстояния d(Xp,Xq) между всеми возможными парами
кластеров Xp и Xq, 1≤p,q≤R, p≠q, используя одну метрик (9.06) метрического
пространства мультимножеств.

Шаг 3. Найти пару наиболее близких кластеров Xu,Xv таких, что
d(Xu,Xv) =

qp,
min d(Xp,Xq), (9.07)

и сформировать новый кластер путем сложения Xr=Xu+Xv, объединения
Xr=XuUXv или пересечения Xr=XuIXv мультимножеств по соответствующей
формуле (9.05), или путем линейной комбинации одной из этих операций.

Шаг 4. Уменьшить число кластеров на единицу: R=k−1. Если R=1, то ос-
тановиться и вывести результат, например, в виде дендрограммы. Если R>1, пе-
рейти к следующему шагу.

Шаг 5. Вычислить расстояния d(Xp,Xq) между новыми парами кластеров
для всех 1≤p≤R, p≠q≠r. Вернуться к шагу 3.  ◙

Процесс иерархической кластеризации заканчивается, когда все объекты
будут объединены в несколько классов или в один единственный класс. Проце-
дура может быть также прервана на некотором шаге, когда индекс различия
превысит некоторый пороговый уровень. Предложены методы оптимизации
дендрограмм [Mi87], основанные на поиске удовлетворительного порогового
уровня dopt(Xu,Xv) для расстояния, которые позволяют дать разумную интерпре-
тацию сформированным группам объектов.

Характер образования кластеров и результаты процесса кластеризации в
значительной мере определяется видом метрики d, используемой в критерии
(9.07). Основная метрика d1 и полностью усредненная метрика d2 дают практи-
чески одинаковые результаты. В этом случае сначала происходит слияние «не-
больших» (имеющих небольшое число признаков) объектов, мало различаю-
щихся между собой, а затем начинается агрегирование более «крупных» объек-
тов. Получающиеся в итоге группы более или менее сопоставимы по числу
входящих в них объектов, но сильно отличаются друг от друга наборами харак-
теризующих их признаков. Процесс кластеризации с локально усредненной
метрикой d3 начинается с группирования похожих объектов «среднего» и
«большого» размеров, имеющих существенные «общие» наборы признаков, к
которым постепенно присоединяются «небольшие» объекты, все более и более
отличающиеся от ранее сформированных групп. Итоговые группировки объек-
тов, полученные в первом и во втором случаях, могут различаться достаточно
сильно.

Еще одна особенность процедуры иерархической кластеризации состоит
в том, что, начиная с 3 шага, она может сильно ветвиться. Появляется много ва-
риантов для дальнейшего слияния кластеров, так как имеется большое число
эквивалентных пар кластеров Xu, Xv, находящихся в признаковом пространстве
на одинаковом минимальном расстоянии, вычисленном по формуле (9.07). И,
как следствие, в итоге могут сформироваться несовпадающие конечные группы
объектов даже при использовании одной и той же метрики. Наименьшее число
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таких конечных групп возникает, если агрегирование объектов осуществляется
путем сложения мультимножеств, наибольшее – при пересечении мультимно-
жеств. Использование локально усредненной метрики d3 порождает меньшее
число точек ветвления алгоритма по сравнению с основной метрикой d1 и пол-
ностью усредненной метрикой d2.

Чтобы уменьшить число возможных комбинаций при выборе пар соеди-
няемых кластеров, предлагается вместо единственного критерия близости кла-
стеров (9.07) использовать несколько различных критериев [Литв00]. В этом
случае модифицированный алгоритм иерархической кластеризации может вы-
глядеть следующим образом.

Шаг 3.1. Найти все эквивалентные пары наиболее близких кластеров Xu,
Xv, соответствующих условию (9.07), и с помощью одной из операций – сумми-
рования, объединения или пересечения мультимножеств – сформировать новые
кластеры Xrl, l=1,…,g для всех g эквивалентных пар кластеров.

Шаг 3.2. Найти кластер Xr
#, минимизирующий некоторый дополнитель-

ный критерий, например, компактность кластера, выражаемая функционалом
K(Xr

#) =
l

min ),(, pIpi irl
d AA∑ ∈ /Nrl, (9.08)

где Nrl  равно числу объектов Ai в кластере Xrl. Перейти к шагу 4.
Эксперименты показали, что добавление к критерию (9.07) близости кла-

стеров дополнительных критериев позволяет существенно улучшить результа-
ты, получаемые при иерархической кластеризации мультимножеств для всех
способов образования кластеров.

В методах неиерархического кластерного анализа число кластеров R счи-
тается фиксированным и заданным заранее. В алгоритмах кластеризации
[And73] часто используется понятие центра At° кластера Xt (t=1,...,R), который
находится как решение задачи минимизации некоторого функционала от рас-
стояния, например, следующего вида:

J(At°,Xt) =
p

min ),( pIi it
d AA∑∈ , (9.09)

где d(Ai,Ap) – расстояние типа (9.06) между объектами Ai и Ap в метрическом
пространстве мультимножеств (A, d). Функционал J(At°,Xt) по своему смыслу
близок критерию K(Xr

#) компактности кластера (9.08) и характеризует своего
рода «кучность» распределения объектов в признаковом пространстве. Заме-
тим, что в нашем случае центр At° кластера Xt может совпадать с одним из ре-
ально имеющихся объектов Ai из совокупности A , или быть так называемым
«фантомным» объектом, сконструированным в виде (9.04) из признаков xj, но
реально отсутствующим в исходной совокупности объектов A .

Обобщенная схема неиерархической кластеризации совокупности объек-
тов A ={A1,...,Ak}, представленных мультимножествами, включает следующие
основные этапы.

Шаг 1. Выбрать некоторое начальное разбиение совокупности объектов
A  на R кластеров A ={X1,...,XR}.

Шаг 2. Распределить все объекты Ai по кластерам Xt (t=1,...,R) в соответ-
ствии с некоторым правилом. Например, вычислить расстояния d(Ai,Xt) между
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каждым объектом Ai и кластерами Xt по одной из формул (9.06), и поместить
объект Ai в ближайший из кластеров Xn, задаваемый условием

d(Ai,Xn) =
Rt≤≤1

min d(Ai,Xt).

Или определить центр At° для каждого кластера Xt, решив уравнение (9.09), и
поместить каждый объект Ai в кластер с ближайшим центром As°, который оп-
ределяется условием

d(Ai,As°) =
Rt≤≤1

min d(Ai, At°).

Шаг 3. Если после распределения всех объектов Ai по кластерам Xt объек-
ты не изменят своей кластерной принадлежности, заданной первоначальным
разбиением, то остановиться и вывести результат. В противоположном случае
вернуться к шагу 2.  ◙

Результаты классификации объектов можно оценить качеством разбие-
ния, заданным в виде некоторого функционала [АБЕМ89], [Hart75]. В частно-
сти, наилучшее разбиение Xopt может быть найдено как решение следующей оп-
тимизационной задачи:

H(Xopt) = min ),(
1

t

R

t
tJ XA∑

=

o ,  (9.10)

где функционал J(Ai°, Xt) определяется, например, выражением (9.09). В общем
случае решение задачи (9.10) неоднозначно, поскольку функционал H(Xopt) ка-
чества разбиения является функцией, имеющей много локальных экстремумов.
Конечный результат зависит, кроме того, и от первоначального (близко или да-
леко от оптимального) распределения объектов по классам.

Часто в процедурах кластеризации вместо расстояния d между объектами,
характеризующего их различия, используются разнообразные показатели сход-
ства объектов s. Можно задать следующие показатели (индексы) сходства объ-
ектов, представленных мультимножествами:
s1(A,B) = 1−m(A∆B)/m(Z);  s2(A,B) = m(AIB)/m(Z);  s3(A,B) = m(AIB)/m(AUB).
Функции s1, s2, s3 обобщают на случай мультимножеств известные индексы
сходства объектов, такие как соответственно коэффициент простой согласован-
ности, мера сходства Рассела-Рао, коэффициент Жаккара или мера Роджерса-
Танимото [RT60], [Go71], [And73], [SS73], [Jam78].

Коэффициент простой согласованности s1 и мера сходства Рассела-Рао s2
связаны соотношением

s1(A,B) = s2(A,B) + s2( A ,B ),
которое представляет собой одно из возможных бинарных разложений макси-
мального мультимножества Z на блоки, являющиеся покрытиями и перекры-
тиями, образованными мультимножествами A и B и их дополнениями [Петр00].

Показатели сходства s1, s2, s3 можно записать в виде, аналогичном форму-
лам (9.06), как

s1(Xp,Xq) = 1 − (Dpq/W);     s2(Xp,Xq) = Lpq/W;     s3(Xp,Xq) = Lpq/Mpq. (9.11)
При использовании в процедурах кластеризации одного из индексов сходства
объектов s(Xp,Xq) вида (9.11) условие min d(Xp,Xq) следует всюду в соответст-
вующих выражениях заменить условием max s(Xp,Xq).
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При решении практических задач может быть полезным следующий при-
ем. Вначале производится иерархическая кластеризация исходной совокупно-
сти объектов, и формируются несколько возможных разбиений объектов. Эти
разбиения затем анализируются неиерархическими методами, и находится наи-
лучшее или наиболее приемлемое из разбиений.

В ряде случаев возникает необходимость решить обратную задачу кла-
стерного анализа, например, построить классификацию множества G={x1,...,xh}
свойств объектов, используя совокупность объектов A ={A1,...,Ak}. Или требу-
ется одновременно расклассифицировать и объекты, и их свойства. В послед-
нем случае применяются методы двойной классификации [And73] и строятся
две последовательности {X1,...,XR} групп объектов и {G1,...,GL} групп свойств.
Содержательную интерпретацию полученных группировок можно дать, напри-
мер, с помощью многомерного шкалирования [АБЕМ89]. При этом, однако, мо-
гут возникнуть ситуации, особенно если множество G свойств объектов состоит
из элементов разного «качества» (как в рассмотренном ранее случае объектов,
оцененным по многим качественным критериям), когда содержательная интер-
претация отдельных кластеров свойств Gq окажется затруднительной.

9.3. Классификация объектов.   Процедура классификации объектов в
рамках формальной логики может быть описана как совокупность (последова-
тельность) решающих правил, которые представляются выражениями вида:

ЕСЛИ 〈условия〉, ТО 〈решение〉. (9.12)
При прямой классификации терм 〈условия〉 включает названия объектов или
перечень значений признаков, описывающих объекты класса, что часто счита-
ется эквивалентным. При непрямой классификации один или несколько термов
〈условия〉 конструируются как отношения между различными признаками
и/или их значениями. Терм 〈решение〉 в обоих случаях означает, что объект
принадлежит к определенному классу. Заметим, что подобным образом форми-
руются и базы знаний экспертных систем продукционного типа.

При достаточно небольшом числе классифицируемых объектов и призна-
ков, их описывающих, семейство решающих правил легко обозримо и доступно
для анализа. Чем больше количество рассматриваемых объектов и разнообраз-
нее решающее правила их классификации, тем труднее становится анализ этих
правил. Могут существовать различные причины, обусловливающие неодно-
значность классификации, к примеру, если объекты сортируются разными экс-
пертами. Эксперты могут относить сильно различающиеся объекты в один и
тот же класс, а объекты со сходными значениями признаков – в разные классы.
Несогласованность индивидуальных решающих правил может быть вызвана
неоднозначностью понимания экспертами решаемой задачи, ошибками или не-
точностями, допущенными экспертами при первоначальной классификации
объектов, субъективным различием решающих правил, используемых разными
экспертами, специфичностью знаний самих экспертов, нетранзитивностью от-
дельных экспертных суждений и многими другими причинами.

В итоге могут появиться решающие правила, среди которых будут одина-
ковые, сходные, различающиеся и противоречивые правила. В этом случае воз-
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никает проблема: построить такое обобщенное решающее правило или не-
большую группу правил, которые наилучшим (в некотором смысле) образом
аппроксимируют совокупность всех индивидуальных правил сортировки объ-
ектов, включают минимальный набор признаков и относят объекты в заданные
классы с допустимой точностью [Petr01a-d].

Рассмотрим одну из практических задач, в которой, исходя из некоторой
предварительной сортировки совокупности многопризнаковых объектов, тре-
буется распределить эти объекты по нескольким классам. Нередко для решения
какой-либо важной проблемы (научно-технической, экономической, производ-
ственной, экологической) создается программа, которая состоит из отдельных
работ, проектов, заданий и тому подобное. Примером такого рода проблемы
может служить высокотемпературная сверхпроводимость, для изучения кото-
рой была сформирована государственная научно-техническая программа
[ЛППСШ89]. Общее руководство разработкой и реализацией программы осу-
ществлял научный совет. Формирование программы проводилось на основе
конкурсного отбора предложений. На конкурс было представлено более 250
предложений на выполнение исследований и разработок, которые нужно было
разделить на группы, в той или иной степени отвечающие целям программы и
им не соответствующие. Для этого по основным разделам программы были об-
разованы конкурсные комиссии из числа наиболее компетентных ученых, ко-
торые проводили экспертную оценку и предварительный отбор заявок.

Заявка на участие в конкурсе включала в себя сведения об исполнителях
проекта, содержании предлагаемой работы и ожидаемых результатах. Несколь-
ко экспертов оценивали каждую заявку по специально разработанным качест-
венным критериям и предлагали принять или отклонить ее. Экспертиза заявок
осуществлялась экспертами независимо друг от друга без согласования их мне-
ний. Основываясь на заключениях экспертов, конкурсная комиссия после со-
вместного обсуждения заявок давала рекомендации о включении того или ино-
го проекта в соответствующий раздел программы. Каждая из конкурсных ко-
миссий принимала такое решение самостоятельно, руководствуясь своими соб-
ственными соображениями о необходимости принятия или отклонения заявки.
Окончательное решение по отбору проектов и формированию программы в це-
лом принимал научный совет, который на практике внес лишь незначительные
коррективы в предложения конкурсных комиссий. Всего было отобрано около
170 проектов для включения в программу.

Экспертная оценка и конкурсный отбор проектов проводился по следую-
щим качественным критериям: Q1. Важность проекта для программы; Q2. Пер-
спективность проекта; Q3. Новизна подхода к решению поставленных задач;
Q4.Квалификация исполнителей проекта; Q5. Ресурсное обеспечение работ;
Q6.Возможность быстрого выхода результатов в практику.

Каждый критерий имел порядковую или номинальную шкалу оценок с
развернутыми словесными формулировками градаций качества. Так, шкала кри-
терия Q4. «Квалификация исполнителей проекта» имела вид:

q4
1 – по опыту и квалификации исполнители проекта являются одним из

лучших научных коллективов;
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q4
2 – опыт и квалификация исполнители находятся на уровне, достаточном

для проведения работ;
q4

3 – исполнители не обладают необходимыми опытом и квалификацией;
q4

4 – опыт и квалификация исполнителей неизвестны.
Шкала оценок по критерию Q6. «Возможность быстрого выхода результа-

тов в практику» выглядела следующим образом:
q6

1 – результаты будут обладать достаточной степенью технологичности,
обеспечивающей их быстрое использования в практике;

q6
2 – для использования запланированных результатов на практике потре-

буются дополнительные исследования и разработки;
q6

3 – результаты будут носить в основном теоретический характер.
Каждый эксперт, наряду с оценкой заявки по всем критериям, давал одну

из следующих рекомендаций:
r1 – включить проект в программу;
r2 – отклонить проект;
r3 – отложить рассмотрение заявки и отправить проект на доработку.

Указанные рекомендации экспертов являются, по существу, правилами предва-
рительной классификации (сортировки) рассматриваемых заявок. В других за-
дачах критерии оценки объектов и правила их сортировки могут быть и иными.

Если бы заявка оценивалась только одним экспертом, то не составляло бы
особого труда найти на множестве многокритериальных оценок обобщенное
решающее правило для отбора предложений. Известно большое число разных
подходов к решению подобного рода задач классификации, например, [Дор71],
[Тюр79], [Лит82], [ЛМ96], [GMS98], [Сол99]. Однако когда заявка рассматри-
вается несколькими экспертами, то появляется несколько различных вариантов
(«экземпляров») одной и той же заявки, поскольку и многокритериальные экс-
пертные оценки, и заключения экспертов могут быть как схожими, так и проти-
воречивыми. В силу качественного характера экспертных данных их агрегиро-
вание тем или иным способом представляет самостоятельную, достаточно
сложную проблему. Помимо этого, вырабатывая решение о включении заявки в
программу, необходимо учесть все, даже и не совпадающие заключения экс-
пертов по принятию или отклонению заявки, а также рекомендации конкурс-
ных комиссий, которые также могут различаться. Желательно поэтому иметь
некое единое решающее правило для отнесения заявки к какому-либо классу,
которое, во-первых, базировалось бы на характеристиках заявок, выраженных
их многокритериальными оценками, а во-вторых, в наибольшей степени соот-
ветствовало бы индивидуальным экспертным правилам сортировки.

Для нахождения такого обобщенного решающего правила и информаци-
онного сопровождения конкурса проектов была разработана специальная сис-
тема поддержки принятия решений [ПШ90], [ПРШ98], которая включала в себя
базы данных по проектам, экспертные оценки и ряд методов многокритериаль-
ного сравнения альтернатив, не рассчитанных, впрочем, на непосредственную
работу с указанной выше качественной противоречивой информацией. Поэтому
были разработаны специальные эвристические процедуры, позволившие, ис-
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пользуя интерактивный диалог между руководителями научного совета и сис-
темой, найти приемлемое решающее правило для отбора проектов.

Это правило гласило: «Проект должен либо иметь первостепенную важ-
ность для достижения одной из основных целей программы, либо способство-
вать достижению одной из этих целей (оценки q1

1 или q1
2 по критерию Q1); кол-

лектив исполнителей проекта должен быть одним из лучших научных коллекти-
вов или его опыт и квалификация должны соответствовать уровню, достаточно-
му для проведения работ (оценки q4

1 или q4
2 по критерию Q4); исполнитель про-

екта должен располагать, по крайней мере, основной частью материально-техни-
ческих ресурсов (оценка q5

2 по критерию Q5)» [ЛППСШ89]. Сформулированное
правило практически полностью совпало с рекомендациями всех конкурсных
комиссий. Среди отобранных проектов только четыре частично не удовлетворя-
ли этим требованиям. Однако проблема создания метода для построения такого
обобщенного правила долгое время оставалась нерешенной.

Перейдем к формальной постановке задачи аппроксимации большого
числа правил сортировки многопризнаковых объектов компактным набором
простых решающих правил. Пусть A ={A1,...,Ak} – совокупность объектов, ко-
торые описываются m дискретными признаками Q1,…,Qm, имеющими качест-
венные значения. Каждая группа признаков Qs={ se

sq }, es=1,…,hs, s=1,…,m отра-
жает содержательное качество объектов, например, se

sq  может быть значением
показателя, характеризующего какое-либо свойство объекта, или оценкой объ-
екта по критерию, и тому подобное. Объекты Ai, i=1,…,k предварительно рас-
сортированы по нескольким классам Xt, t=1,…,f путем прямой классификации.
Принадлежность объекта Ai к некоторому классу Xt выражается правилом сор-
тировки R, которое можно считать еще одним качественным признаком со
шкалой значений R={rt}. Любой объект Ai может существовать в n экземплярах,
которые отличаются наборами признаков, его характеризующих. Однако в опи-
сании каждого экземпляра объекта присутствует только одно какое-то значение
признака из каждой группы Q1,…,Qm,R. Других дополнительных предположе-
ний об особенностях классов, признаков объектов и их значений (важности,
предпочтительности, характерности, упорядоченности и прочее) не делается.
Требуется построить одно или несколько решающих правил, составленных из
небольшого числа значений признаков, которые относили бы объекты к задан-
ным классам наилучшим (в смысле близости к предварительной сортировке)
образом. Само понятие близости также должно быть формализовано.

Сопоставим каждый многопризнаковый объект с мультимножеством ви-
да, аналогичного выражению (9.03)

Ai = {(kAi( se
sq )• se

sq ), (kAi(rt)•rt)}   (9.13)
над доменом G={Q1,…,Qm,R}. Запись объекта Ai в таком виде может тракто-
ваться как еще один способ выражения индивидуальных правил сортировки
(9.12). А именно: терм 〈условия〉 ассоциируется тогда с различными комбина-
циями значений признаков se

sq , описывающими свойства объекта Ai, а терм
〈решение〉 – с принадлежностью объекта Ai к классу Xt. В терм 〈решение〉 вхо-
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дит также некоторое правило, позволяющее говорить о принадлежности объек-
та Ai к какому-то определенному классу Xt. Это может быть, например, правило
простого большинства голосов, в соответствии с которым объект Ai будет счи-
таться принадлежащим к классу Xt, если kAi(rt)>kAi(rp) для всех p≠t, или правило
квалифицированного большинства голосов, по которому должно выполняться
условие kAi(rt)>∑p≠t kAi(rp), или любое другое правило. При этом предполагается,
что каждый объект оценивается всеми n экспертами.

Вся совокупность объектов A ={A1,...,Ak}, представленных мультимноже-
ствами (9.13), порождает семейство первичных решающих правил сортировки.
Правила совпадают или похожи, когда различные объекты с идентичными или
схожими (близкими) значениями признаков включаются в один класс. Проти-
воречивые правила относят слабо различимые объекты в разные классы.

Для простоты будем считать, что результатом классификации должно
быть разложение совокупности объектов A  только на два класса Xa и Xb. Тре-
бование бинарной декомпозиции A ={Xa, Xb} не является принципиальным ог-
раничением. Если необходимо рассортировать объекты на большее число клас-
сов, можно сначала разбить совокупность объектов на две группы, затем одну
из них или обе группы – на подгруппы, и так далее. Например, заявки можно
разделить на принятые и отклоненные, отклоненные заявки – на отложенные
для дальнейшей доработки и окончательно не принятые, и так далее.

Возможны различные подходы к агрегированию многопризнаковых объ-
ектов. Рассмотрим наиболее простой и типичный случай, когда все группы объ-
ектов формируются как суммы соответствующих им мультимножеств. Тогда
каждое из мультимножеств Xt, t=a,b, представляющее свой класс объектов,
можно записать в виде следующего разложения на мультимножества по груп-
пам признаков:

Xt =∑
=

+
m

s
tst

1
RQ , (9.14)
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подмножества индексов se
stI = se

sI I It и Irt=IrI It; It – подмножество индексов i для
объектов Ai, имеющих функции кратности kAi(rt)>∑p≠tkAi(rp) или kAi(rt)>kAi(rp),p≠t;

se
sI – подмножество индексов i для объектов Ai, имеющих kAi( se

sq )≠0, kAi( ve
vq )=0,

v≠s, kAi(rt)=0; Ir – подмножество индексов i для объектов Ai, имеющих kAi(rt)≠0,
kAi( se

sq )=0. Так как каждый экземпляр объекта Ai может обладать только един-
ственными значениями kAi( se

sq ) и kAi(rt) из каждой группы признаков Qs и R, то
выполняются следующие условия для мощностей введенных мультимножеств:

|Qsa| + |Qsb| = k,    |Ra| + |Rb| = k,     |Xa| + |Xb| = k⋅(m+1),
где, напомним, k равно числу объектов, а m – числу групп признаков.

Очевидно, что объекты Ai, которые попали в разложение {Ra, Rb}, сделан-
ное только по правилам сортировки, образуют наилучшую из всех возможных
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декомпозиций рассматриваемой совокупности объектов A ={A1,...,Ak} на два
класса для имеющегося набора первичных правил сортировки. Обозначим через
d*=d(Ra, Rb) расстояние между мультимножествами Ra и Rb в метрическом про-
странстве мультимножеств (A, d) с метрикой d, определяемой одним из выра-
жений (9.06). В каждой конкретной задаче классификации расстояние d* явля-
ется предельно возможным расстоянием между объектами, входящими в раз-
ные классы. При идеальной предварительной сортировке объектов противоре-
чия в индивидуальных правилах отсутствуют. В этом случае максимально воз-
можное расстояние в метрическом пространстве мультимножеств (A, d), на ко-
тором могут находиться объекты, принадлежащие разным классам, будет равно
соответственно d1*=kn, d2*=1/h, d3*=1. Здесь n есть число индивидуальных пра-
вил сортировки, приходящихся на один объект, совпадающее, в частности, с
числом экспертов, h – общее число значений всех признаков, описывающих
объекты, равное для задачи классификации h=h1+...+hm+f.

Сформулируем теперь основную идею нахождения обобщенного решаю-
щего правила, аппроксимирующего большое семейство противоречивых пра-
вил сортировки многопризнаковых объектов. Для каждой группы признаков Qs
нужно сгенерировать пары новых мультимножеств таким образом, чтобы муль-
тимножества внутри каждой пары были удалены друг от друга в метрическом
пространстве (A, d) как можно больше и с достаточной точностью совпадали с
первоначальной сортировкой объектов по классам Xa и Xb, заданной разложе-
нием {Ra, Rb}. Разные комбинации признаков, определяющих границы между
сгенерированными мультимножествами внутри каждой пары, дадут желаемые
обобщенные решающие правила для классификации объектов.

Решение задачи аппроксимации решающих правил для классификации
многопризнаковых объектов сводится, таким образом, к решению m оптимиза-
ционных задач вида

d(Qsa, Qsb) → max d(Qsa, Qsb) = d(Qsa*, Qsb*),  (9.15)
где мультимножества Qsa* и Qsb* принадлежат к разным классам и находятся на
максимально возможном расстоянии в метрическом пространстве мультимно-
жеств (A, d). Решение каждой из задач (9.15) является наилучшей бинарной де-
композиций {Qsa*, Qsb*} имеющейся совокупности многопризнаковых объектов
A ={A1,...,Ak} по s-ой группе признаков. Когда число hs значений se

sq  каждого из
признаков невелико (hs=2÷5), решение задачи (9.15) не вызывает существенных
трудностей и может быть получено даже путем простого перебора.

Каждое мультимножество Qst* (t=a,b), относящееся к одному и тому же
классу, представляет собой сумму двух подмультимножеств Qst* = Qst*1 + Qst*2.
Значение признака qs*, которое определяет границу между слагаемыми Qst*1 и
Qst*2, назовем аппроксимирующим признаком. Комбинации аппроксимирующих
признаков {qs*} для разных номеров s групп признаков Qs задают условия отне-
сения объекта Ai к соответствующему классу Xt и образуют в совокупности ис-
комые обобщенные правила классификации объектов вида (9.12).

Аппроксимирующие признаки qs* для различных групп признаков можно
упорядочить по величине расстояния d(Qsa*, Qsb*). Для построения обобщен-
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ных правил классификации следует использовать признаки qs*, занимающие
первые места в такой ранжировке. Чем ближе значения расстояний d(Qsa*, Qsb*)
к расстоянию d*=d(Ra, Rb), тем более точной будет аппроксимация первона-
чальной индивидуальной сортировки объектов. Оценить точность аппроксима-
ции по s-ой группе признаков можно, например, выражением

ρs = d(Qsa*, Qsb*)/d(Ra, Rb), (9.16)
В обобщенное решающее правило должны тогда включаться аппроксимирую-
щие признаки qs*, имеющие показатель точности ρs, превышающей некоторый
желаемый пороговый уровень ρ0. Заметим, что величина ρs показателя точности
аппроксимации характеризует в определенном смысле относительную важ-
ность s-ой группы признаков Qs в обобщенном правиле классификации.

Информацию о свойствах совокупности A ={A1,...,Ak} многопризнаковых
объектов Ai и их принадлежности к некоторому классу решений Xt можно так-
же представить в виде исходной таблицы решений C=||kAi(xj)||k×h, xj= se

sq ,rt, где
каждая строка является аргументом выражения (9.13). Разложению совокупно-
сти объектов A  на два класса Xa и Xb, которые задаются формулой (9.14), соот-
ветствует преобразованная таблица решений C’=||kXt’(xj)||2×h, состоящая из двух
строк kXa’(xj) и kXb’(xj). Матрицы C и C’ состоят из 2(m+1) блоков, которые соот-
ветствуют мультимножествам признаков Qsa, Qsb и решений Ra, Rb.

Итак, процедура построения обобщенного решающего правила для клас-
сификации многопризнаковых объектов включает следующие основные этапы.

Шаг 1. Построить таблицу решений C=||kAi(xj)||k×h для рассматриваемой
совокупности многопризнаковых объектов A ={A1,...,Ak}, строки которой соот-
ветствуют мультимножествам Ai вида (9.13).

Шаг 2. Объединить объекты Ai, относящиеся к заданным классам Xa и Xb,
воспользовавшись формулами (9.05), (9.14). Получить преобразованную табли-
цу решений C’=||kXt’(xj)||2×h, строки которой соответствуют мультимножествам Xa
и Xb.

Шаг 3. Решить задачу оптимизации (9.15) для каждого бинарного разло-
жения {Qsa*, Qsb*} по s-ой группе признаков Qs и найти аппроксимирующий
признак qs* в каждом s-ом блоке преобразованной матрицы C’.

Шаг 4. Проранжировать аппроксимирующие признаки qs* по убыванию
величины расстояния d*=d(Ra, Rb) или показателя точности ρs (9.16).

Шаг 5. Выбрать аппроксимирующие признаки qs*, которые обеспечивают
необходимую точность аппроксимации ρs≥ρ0, и сформировать из них обобщен-
ное решающее правило для классификации многопризнаковых объектов.  ◙

Проиллюстрируем предложенный подход к построению обобщенного
решающего правила для классификации многопризнаковых объектов, которое
аппроксимирует большое число противоречивых правил сортировки, на приме-
ре рассмотренной выше процедуры экспертной оценки и конкурсного отбора
проектов для формирования государственной научно-технической программы
по высокотемпературной сверхпроводимости. Каждая представленная на кон-
курс заявка независимо оценивалась 3 экспертами по 6 качественным критери-
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ям, которые давали также свое заключение по принятию или отклонению заяв-
ки. Всего было подано более 250 заявок и около 170 из них было отобрано для
включения в программу.

Приведем некоторые данные, иллюстрирующие рассматриваемый при-
мер: часть таблицы решений C=||kAi(xj)||k×h, характеризующей поданные на кон-
курс проекты Ai; преобразованная таблица решений C’=||kXt’(xj)||2×h, соответст-
вующая классам принятых Xa и отклоненных Xb проектов; значения расстояний
между бинарными разложениями d1(Qsa*,Qsb*) и d1(Ra,Rb) в метрическом про-
странстве мультимножеств (A, d1); значения показателей точности ρs для ап-
проксимирующих признаков qs* по каждому s-ому блоку матрицы.

Объекты           Признаки
q1

1 q1
2 q1

3 q2
1 q2

2 q2
3 q3

1 q3
2 q3

3 q4
1 q4

2 q4
3 q4

4 q5
1 q5

2 q5
3 q5

4 q6
1 q6

2 q6
3 ra   rb

A1
…
Ai

  1    2    0

  1    1    1

  2    1    0

  0    2    1

  3    0    0

  1    2    0

  2    1    0    0

  0    2    1    0

  0    2    1    0

  0    1    2    0

  2    1    0

  0    0    3

 3    0

 2    1
Ai+1
…
Ak

  1    1    1

  0    2    1

  0    2    1

  0    1    2

  1    2    0

  0    3    0

  0    2    1    0

  0    1    1    1

  0    1    2    0

  0    0    2    1

  0    0    3

  0    3    0

 1    2

 0    3

 Классы           Признаки
q1

1 q1
2 q1

3 q2
1 q2

2 q2
3 q3

1 q3
2 q3

3 q4
1 q4

2 q4
3 q4

4 q5
1 q5

2 q5
3 q5

4 q6
1 q6

2 q6
3 ra   rb

Xa
Xb

144 360  21
  45 156  51

81 324 120
27   93 132

99 336   90
36 111 105

219 297   9   0
  51 132 63   6

72 435 18   0
60 147 30  15

126 300 99
  45 135 72

510   15
 78 174

d1

ρs

333
0,563

297
0,503

303
0,517

393
0,665

327
0,553

273
0,462

591

Принятые проекты A1–Ai входят в класс Xa, отклоненные проекты Ai+1–Ak
относятся к классу Xb. Обратим внимание читателя, что хотя проекты Ai и Ai+1
имеют одинаковые значения оценок {qs} по всем признакам, но наборы их инди-
видуальных правил сортировки не совпадают, и поэтому Ai∈Xa, а Ai+1∈Xb.

Множество аппроксимирующих признаков qs*, упорядоченное по величи-
не расстояния d1(Qsa*,Qsb*), выглядит следующим образом:

{qs*} = {q4
1, q4

2; q1
1, q1

2; q5
1, q5

2; q3
1, q3

2; q2
1, q2

2}.  (9.17)
Заметим, что задача (9.15) не имеет оптимального решения по критерию Q6, то
есть любое значение признака q6 является неаппроксимирующим. Выбрав неко-
торое желаемое значение точности аппроксимации ρ0, получим следующие
обобщенные решающие правила для отбора проектов.

«Исполнители проекта должны быть одними из лучших или обладать
опытом и квалификацией, достаточными для проведения работ» (оценки q4

1 или
q4

2; точность аппроксимации ρs≥0,66).
«Проект должен быть крайне важным или важным для достижения одной

из основных целей программы; исполнители проекта должны быть одними из
лучших или обладать опытом, квалификацией и материально-техническими ре-
сурсами, достаточными для проведения работ» (оценки q4

1 или q4
2; и q1

1 или q1
2;

и q5
1 или q5

2; точность аппроксимации ρs≥0,55).
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Отметим, что второе из этих правил полностью совпадает с решающим
правилом для отбора проектов, приведенным ранее в работе [ЛППСШ89]. Ана-
логичным образом можно найти и правила для отбора проектов, применявшие-
ся различными конкурсными комиссиями, и сравнить их с обобщенным ре-
шающим правилом. Обобщенное решающее правило классификации объектов
позволяет также выявить расхождения в индивидуальных правилах сортировки
отдельных экспертов и при необходимости скорректировать их.

Ранжирование (9.17) аппроксимирующих признаков по величине расстоя-
ния d1 показывает, что наиболее важным для отбора проектов оказывается кри-
терий Q4, характеризующий опыт и квалификацию исполнителей, а следующи-
ми по важности – критерии Q1, оценивающий важность проекта для достижения
целей программы, и Q5, отражающий ресурсное обеспечение работ.

9.4. Упорядочение объектов.   Еще одним весьма распространенным
подходом к структуризации совокупности объектов A={A1,...,Ak} является их
строгое или нестрогое упорядочение, которое представляет собой введение ме-
жду объектами бинарных отношений строгого или нестрогого порядка, эквива-
лентности или несравнимости, заданных на множестве свойств объектов. Срав-
нение объектов по их свойствам производится на основе признаков, характери-
зующих объекты.

К числу наиболее популярных методов упорядочения объектов относятся
непосредственная порядковая классификация, ранжирование, парные сравне-
ния. Многие задачи принятия решений [Евл84] часто сводятся именно к ранжи-
рованию объектов, где итоговое упорядочение ищется либо на основе свойств
объектов, либо исходя из предпочтений ЛПР, либо на сочетании того и другого.

Наименее трудоемким для эксперта методом упорядочения объектов яв-
ляется метод непосредственной классификации с именованными и упорядочен-
ными классами – метод сортировки [Тюр79]. В этом методе эксперт непосред-
ственно относит объект Ai к одному из выделенных классов, назначая объекту
одну из оценок по порядковой или номинальной шкале критериев. В ряде слу-
чаев допускается одновременное указание пары соседних оценок, если эксперт
затрудняется с выбором одной из них.

При коллективной экспертизе сортировка объектов проводится обычно на
основе распределений экспертных оценок. Вначале распределения проверяются
на согласованность мнений экспертов. Признаком рассогласования мнений
можно считать полимодальность или близость оценок к равномерному распре-
делению. Если согласованность оценок оказывается приемлемой, то в качестве
коллективной средней оценки используется медиана Кемени-Снелла [KS62],
[Лит82], которая практически достаточно часто совпадает с модой распределе-
ния. Итоговое упорядочение объектов строится на основе средних оценок. При
равенстве последних возможно применение модифицированного метода кван-
тильного упорядочения [ТВА77].

При упорядочении объектов с помощью метода ранжирования для каж-
дого объекта Ai тем или иным образом, например, на основе предпочтений ЛПР
или оценок эксперта вычисляется натуральное число ri, называемое рангом.
Упорядочению объектов соответствует упорядочение рангов r1<r2<…<ri<…<rc.



226

При строгом ранжировании (c=k) ранги ri в вышеприведенном выражении
удовлетворяют отношению строгого неравенства, при нестрогом ранжировании
(c<k) – нестрогого неравенства. В последнем случае ранжирование также мож-
но сделать строгим, если эквивалентным объектам присвоить так называемые
связанные ранги, равные среднему арифметическому значению рангов эквива-
лентных объектов.

Возможны различные способы ранжирования объектов. Например, объ-
екты могут предъявляться эксперту все сразу или поочередно. При небольшом
числе объектов и одном признаке (критерии) оценке объектов ранжирование не
представляет больших трудностей для экспертов. При увеличении числа объек-
тов, критериев и экспертов, оценивающих объекты, количество связей между
оценками резко возрастает. Поэтому эксперты могут допускать в таких случаях
существенные ошибки при определении рангов объектов. В силу ограниченных
возможностей человека при обработке информации методы ранжирования объ-
ектов являются для экспертов более трудоемкими по сравнению с методами
непосредственной классификации.

В случае многопараметрического описания объектов, например, при их
оценке по многим качественным критериям Q1,…,Qm, возникает задача постро-
ения итогового упорядочения k объектов на основании m отдельных ранжиро-
вок, полученных по каждому из параметров. Пусть результаты экспертизы
представлены в виде k разных m-мерных векторов qi=( p

iq 1 , p
iq 2 ,…, p

imq ), где p
isq  –

средняя оценка i-го объекта по s-му критерию Qs. В частности, оценки p
isq  могут

быть медианами распределений или рангами ri. Для получения итогового упо-
рядочения можно воспользоваться векторным отношением предпочтения, а
именно: i-ый объект Ai считается предпочтительнее j-ого Aj, что записывается
как Ai fAj, если выполняется условие p

isq ≥ p
jsq  для всех s=1,…,m, причем хотя бы

по одному из критериев Qs имеет место строгое неравенство.
При упорядочении несравнимых объектов необходимо учитывать допол-

нительную информацию, например, предпочтения ЛПР [ЛМ96], [Roy96] или
относительную важность критериев [Ног02]. В первом случае это можно сде-
лать следующим образом [Петр94]. Объекты, соответствующие несравнимым
комбинациям оценок, предъявляются ЛПР в виде словесных образов, состав-
ленных из вербальных оценок по шкалам критериев. ЛПР предлагается проана-
лизировать эти словесные образы (несравнимые сочетания оценок) и, восполь-
зовавшись методом сортировки, оценить каждый из образов по какому-либо
иному критерию Q0, не совпадающему с критериями Q1,…,Qm и имеющему по-
рядковую шкалу с развернутыми формулировками оценок. Другими словами,
ЛПР предлагается отнести каждый из объектов к одному из упорядоченных
классов, совпадающему с наименованием оценки по шкале критерия Q0. Пред-
почтительнее будет тот объект, который получит лучшую оценку по критерию
Q0. Подобный подход может использоваться как в сочетании с векторным от-
ношением предпочтения, так и независимо от него.
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В методах парных сравнений итоговое упорядочение объектов строится
на основе сравнения всех пар объектов. ЛПР или эксперту предъявляется пара
объектов и предлагается указать, какой из объектов более предпочтителен. В
случае сравнения всех пар объектов и транзитивности предпочтений эксперта,
получается полное упорядочение объектов. Если эксперт считает некоторые из
объектов несравнимыми, то упорядочение будет частичным. Для каждого экс-
перта и признака (критерия) составляется своя матрица парных сравнений
«объект-объект». Таким образом, появляется набор матриц, обработка которых
для получения итогового упорядочения требует создания специальных вычис-
лительных алгоритмов.

ЛПР и эксперты могут быть не всегда последовательными в своих отве-
тах, могут допускать неточности, особенно в трудных случаях, предпочтения
ЛПР могут быть противоречивыми. Для преодоления таких трудностей при по-
строении итоговых упорядочений объектов разрабатываются специальные про-
цедуры. Так, например, в группе методов ЗАПРОС (Замкнутые Процедуры у
Опорных Ситуаций) [ЛМ96] для упорядочения многокритериальных альтерна-
тив используется процедура выявления цепочек сравнений, образующих не-
транзитивные триады. Выявленные нарушения предъявляются ЛПР для изме-
нения его оценок с тем, чтобы устранить противоречия и построить единую по-
рядковую шкалу оценок. Обнаружение и устранение нарушений транзитивно-
сти предпочтений при попарных сравнениях объектов может производиться как
непосредственно в ходе опроса экспертов [ГФ90], так и апостериорно [Каз81].
В группе методов ELECTRE (Elimination et Choix Traduisant la Realite) [Roy96]
упорядочение многокритериальных альтернатив осуществляется путем их по-
парного сравнения с использованием специальных индексов согласия и несо-
гласия, рассчитываемых на основе предпочтений ЛПР.

Когда объекты имеют многопараметрическое описание, которое должно
рассматриваться и анализироваться как единое целое, например, объекты оце-
ниваются несколькими экспертами по многим качественным критериям
Q1,…,Qm, построение итогового упорядочения таких объектов вызывает значи-
тельные трудности. Исторически сложились два подхода к их преодолению, ко-
торые можно условно назвать статистическим и алгебраическим [Тюр79]. В
статистическом подходе каждое из индивидуальных упорядочений, к приме-
ру, заданных экспертом, рассматривается как одна из возможных реализаций
одного и того же наиболее вероятного упорядочения объектов. Известны раз-
личные модели для построения такого вероятностного упорядочения, напри-
мер, модели Льюса, Терстоуна и другие.

При алгебраическом подходе итоговое упорядочение ищется как наиболее
близкое ко всем индивидуальным упорядочениям. Близость ранжировок оцени-
вается по некоторому расстоянию, обычно вводимому аксиоматически. Одним
из широко используемых видов таких компромиссных решений является ме-
диана Кемени-Снелла. Другим часто употребляемым методом построения ито-
гового упорядочения служит упорядочение объектов по средним рангам, то
есть по среднему арифметическому значению рангов, присвоенных каждому
объекту разными экспертами. Как отмечается в работе [Лит82], со статистиче-
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ской точки зрения и медиана Кемени-Снелла, и упорядочение по средним ран-
гам представляют собой упорядочения, наиболее коррелированные в среднем с
индивидуальными экспертными предпочтениями. В первом случае корреляции
ищутся с использованием в качестве коэффициента ранговой корреляции ко-
эффициента Кендалла, а во втором – коэффициента Спирмена.

В перечисленных выше подходах построение итогового упорядочения
объектов производится либо на основе информации, полученной от одного ис-
точника, либо путем согласования или усреднения различных оценок. Однако
имеется много реально существующих задач, когда невозможно или крайне
сложно найти согласованное мнение экспертов, например, если эксперты рабо-
тают независимо друг от друга и не могут знать оценок, данных другими экс-
пертами. Поэтому необходимы методы упорядочения многопризнаковых объ-
ектов, которые позволяли бы одновременно учитывать оценки, в том числе и
противоречивые, всех экспертов без поиска компромисса между мнениями от-
дельных экспертов.

Рассмотрим одну достаточно часто встречающуюся практическую задачу
нахождения рейтинга компаний, занимающихся бизнесом в некоторой области.
Решить такую задачу, можно, например, голосованием – рейтинг компаний оп-
ределяется тогда по количеству поданных за нее голосов. Но в этом случае по-
лучается обобщенная оценка компании «в целом» без каких-либо деталей.

Более сложной является задача построения рейтинга компаний, основы-
ваясь на фактических показателях их деятельности и/или экспертных оценках
по многим критериям. Перечень критериев формируется заранее, он зависит от
целей анализа. Например, компании, действующие в некотором секторе рынка,
можно оценивать по следующим критериям: Q1. Уровень деловой активности;
Q2. Объем прибыли от реализации продукции; Q3. Объем продаж; Q4. Число
выполненных проектов; Q5. Квалификация персонала; Q6. Численность сотруд-
ников компании; и тому подобное.

Шкалы критериев оценки могут быть как количественными, так и качест-
венными. Для удобства оценки и сравнения компаний количественные крите-
рии можно трансформировать в качественные с небольшим числом упорядо-
ченных градаций шкал. Шкалы критериев Q4. «Число выполненных проектов»
и Q6. «Численность сотрудников компании» могут иметь, например, такой вид:

q4
1 – очень высокое (больше ста);

q4
2 – высокое (от пятидесяти до ста);

q4
3 – среднее (от десяти до пятидесяти);

q4
4 – низкое (меньше десяти).

Каждая компания из совокупности A ={A1,...,Ak} оценивается нескольки-
ми экспертами по всем критериям. В частности, возможна ситуация, когда
представитель каждой компании является экспертом, оценивающим все рас-
сматриваемые компании, в том числе и свою собственной. При этом оценки
разных экспертов могут отличаться друг от друга и даже быть противоречивы-
ми. Каждая компания Ai представляет собой многопризнаковый объект. Опре-
деление рейтинга компаний можно тогда рассматривать как задачу упорядочи-
вания многопризнаковых объектов. Основной трудностью при решении таких
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задач является необходимость учета всех описаний объекта – различающихся
оценок, сделанных разными экспертами, при условии, что не существует «глав-
ного» эксперта, и мнения всех экспертов считаются одинаково важными.

Дадим формальную постановку задачи. Пусть A ={A1,...,Ak} – совокуп-
ность объектов, которые оцениваются n экспертами по m критериям Q1,…,Qm.
Каждый критерий Qs имеет порядковую шкалу количественных или качествен-
ных оценок { se

sq }, es=1,…,hs, s=1,…,m, которые упорядочены от лучшего значе-
ния к худшему qs

1fqs
2f…f sh

sq . Предполагается, что разные критерии могут
иметь различную относительную важность, но значения оценок, относящихся к
одному и тому же критерию, равноценны. Будем также считать, что каждый
объект оценивается всеми n экспертами по всем m критериям, и что экспертные
оценки независимы. В таком случае можно выделить два объекта (возможно,
гипотетических) – абсолютно лучший и абсолютно худший, которым все экс-
перты дали соответственно наивысшие и наинизшие оценки по всем критериям.
Требуется, исходя из многокритериальных оценок объектов, упорядочить объ-
екты от лучшего к худшему.

Представим объект Ai как мультимножество вида (9.03)
Ai = {kAi(q1

1)•q1
1,…,kAi( 1

1
hq )• 1

1
hq ,…,kAi(qm

1)•qm
1,…, kAi( mh

mq )• mh
mq }

над доменом G={Q1,…,Qm}, являющимся множеством критериальных оценок.
Функция кратности kAi( se

sq ) мультимножества характеризует здесь количество
экспертов, давших объекту Ai оценку se

sq . Наилучшему и наихудшему объектам
соответствуют мультимножества

Amax = {n•q1
1,0,…,0, n•q2

1,0,…,0,…, n•qm
1,0,…,0}, (9.18)

Amin = {0,…,0,n• 1
1
hq , 0,…,0,n• 2

2
hq ,…, 0,…,0,n• mh

mq }, (9.19)
и их принято называть идеальным и антиидеальным решениями. В дальнейшем
мы не будем делать различия между объектом Ai и представляющим его муль-
тимножеством Ai. Задача упорядочения многопризнаковых объектов сводится,
таким образом, к упорядочению мультимножеств. Рассмотрим возможные под-
ходы к ее решению.

Простейший способ сравнения и упорядочения объектов состоит в упоря-
дочении мультимножеств по включению. В этом случае i-ый объект Ai будет
лучше j-ого объекта Aj (Ai fAj), если для мультимножеств выполняется включе-
ние Ai ⊃Aj, что равносильно условию kAi( se

sq )>kAj( se
sq ) для всех se

sq ∈G. Однако
такая возможность на практике встречается достаточно редко.

Мультимножество A в определенном смысле эквивалентно целочислен-
ному вектору cA =(kA1,…,kAh1,…, kAm1,…,kAhm), различные компоненты kAs которо-
го являются значениями функции кратности kA( se

sq ) мультимножества A. Ис-
пользуя представление объекта A с помощью вектора cA, мы возвращаемся к
методам группового сравнения и упорядочения многопризнаковых объектов,
рассмотренным выше. Важнейшим недостатком этих методов является трудо-
емкость процедур сбора и обработки информации об объектах.

Будем теперь считать многопризнаковые объекты точками метрического
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пространства мультимножеств (A, d), например, с основной метрикой (типа
Хемминга), которая задается формулой (8.01), принимающей вид

d1(A,B) = m(A∆B) =∑
=

m

s
sw

1
∑
=

−
s

s

ss
h

e

e
sB

e
sA qkqk

1
|)()(| ,   (9.20)

где ws >0 – коэффициенты относительной важности критериев Qs. Будем срав-
нивать объекты по их близости к идеальному решению Amax и говорить, что
объект Ai лучше объекта Aj (Ai fAj), если он находится ближе к идеальному ре-
шению Amax, то есть выполняется условие

d1(Amax, Ai) < d1(Amax, Aj). (9.21)
Упорядочим все объекты по величине их расстояния от идеального решения.
Если для некоторых объектов d1(Amax,Ai)=d1(Amax,Aj), то объекты Ai и Aj будут
или эквивалентными, или несравнимыми. Тем самым полученное ранжирова-
ние объектов окажется нестрогим.

Так как каждый объект Ai оценивается n экспертами по всем m критери-
ям, то нетрудно убедиться, что выполняются равенства

∑
=

s

s

s
h

e

e
sAi qk

1
)( = n,     ∑ ∑

= =

m

s

h

e

e
sAi

s

s

sqk
1 1

)( = m⋅n,

Отсюда, в частности, для любого критерия Qs следует соотношение

∑
=

s

s

s
h

e

e
sAi qk

2
)( = n − kAi(qs

1). (9.22)

Воспользовавшись формулами (9.18), (9.20), условием равноценности
оценок по каждому критерию и учитывая равенство (9.22), запишем выражение
для расстояния от идеального решения Amax до объекта Ai в виде:

d1(Amax, Ai) =∑
=

m

s
sw

1
∑
=

−
s

s

ss
h

e

e
sAi

e
sA qkqk

1
max |)()(|  = 2∑

=

m

s
sw

1
[n − kAi(qs

1)].

Условие (9.21) сравнения многопризнаковых объектов приобретает тогда сле-
дующую форму: объект Ai лучше объекта Aj (Ai fAj), если

∑
=

m

s
sw

1
kAi(qs

1) >∑
=

m

s
sw

1
kAj(qs

1). (9.23)

Таким образом, правило упорядочения многопризнаковых объектов сводится к
сравнению взвешенных сумм SAi

1 =∑s ws kAi(qs
1) первых (наилучших) оценок

объектов по всем критериям Qs. Лучшим будет тот объект Ai, у которого эта
сумма SAi

1 будет больше.
Для некоторых объектов Air вместо неравенств (9.21) или (9.23) выпол-

няются равенства d1(Amax, Ai1) =…= d1(Amax, Ait), r=1,…t. В таком случае полу-
чим частичное упорядочение объектов, в котором объекты Ai1,…,Ait «делят»
одно и то же место. Чтобы упорядочить эти объекты внутри группы воспользу-
емся следующим приемом. Подсчитаем для объектов взвешенные суммы SAir

2

=∑s ws kAir(qs
2) вторых оценок по всем критериям, и будем считать, что объект

Aiu лучше объекта Aiv, если выполняется условие

∑
=

m

s
sw

1
kAiu(qs

1) >∑
=

m

s
sw

1
kAiv(qs

1). (9.24)
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Если для каких-то объектов Airp и эти суммы окажутся одинаковыми, то упоря-
дочим объекты из этой подгруппы по суммам SAirp

3 =∑s ws kAirp(qs
3) третьих оце-

нок по всем критериям. И так далее, пока не расставим по своим местам все
объекты Ai1,…,Ait данной группы и всей совокупности A ={A1,...,Ak} в целом.

Представим рассмотренную процедуру упорядочения совокупности мно-
гопризнаковых объектов в виде следующего алгоритма [Литв02].

Шаг 1. Вычислить для каждого объекта Ai из совокупности A ={A1,...,Ak}
взвешенную сумму SAi

1 =∑s ws kAi(qs
1) всех первых (наилучших) оценок по всем

критериям Qs и упорядочить объекты от лучшего к худшему по величинам SAi
1

сумм первых оценок. Если найдутся группы эквивалентных или несравнимых
объектов Ai1,…,Ait, имеющих одинаковые суммы SAi

1, перейти к шагу 2.
Шаг 2. Вычислить для каждого объекта Air, r=1,…t в соответствующей

группе взвешенную сумму SAir
2 =∑s ws kAir(qs

2) всех вторых оценок по всем кри-
териям Qs и упорядочить объекты внутри каждой группы от лучшего к худше-
му по величинам SAir

2 сумм вторых оценок. Если останутся подгруппы эквива-
лентных или несравнимых объектов Airu,…,Airv, имеющих одинаковые суммы
SAir

2, перейти к шагу 3.
Шаг 3. Вычислить для каждого объекта Airp в соответствующей подгруп-

пе взвешенную сумму SAirp
3 =∑s ws kAirp(qs

3) всех третьих оценок по всем крите-
риям Qs и упорядочить объекты внутри каждой подгруппы от лучшего к худ-
шему по величинам сумм SAirp

3 третьих оценок. Продолжить процедуру до пол-
ного упорядочения всех объектов из совокупности A ={A1,...,Ak}. Если число hs

значений оценок se
sq  у некоторых критериев Qs окажется меньше требуемого на

данном b-ом шаге алгоритма, то следует считать kAir…p(qs
b)=0.  ◙

В приведенном выше алгоритме предполагалась различная относительная
важность критериев Qs, выражаемая коэффициентами ws >0, на которые могут
накладываться некоторые условия, например, ∑s ws =1. Проблема определения
(вычисления) важности критериев имеет самостоятельное значение [Ног02] и в
контексте данной работы не рассматривается. В случае, когда все критерии
одинаково важны, все коэффициенты ws полагаются равными 1.

Аналогичным образом можно построить процедуру упорядочения много-
признаковых объектов Ai по отношению к антиидеальному решению Amin, за-
данному выражением (9.19), считая, что объект Ai лучше объекта Aj (Ai fAj), ес-
ли он находится дальше от антиидеального решения Amin, то есть

d1(Amin, Ai) > d1(Amin, Aj). (9.25)
Как и выше, объекты Ai и Aj будут эквивалентными или несравнимыми, если
d1(Amin,Ai)=d1(Amin,Aj). Подчеркнем, однако, что в общем случае упорядочение
объектов по близости к идеальному решению (наилучшему объекту) Amax может
не совпадать с упорядочением по удаленности от антиидеального решения
(наихудшего объекта) Amin.

Предложенный метод упорядочения многопризнаковых объектов был
применен для построения рейтинга российских компаний, работающих в секто-
ре информационно-коммуникационных технологий [Кто00]. Экспертная оценка
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деятельности компаний давалась по специально разработанным критериям с
качественными оценками, аналогичным указанным выше, а результаты обраба-
тывались по описанной процедуре. Всего было оценено около 50 компаний, из
которых были выделены 30 ведущих высокотехнологичных компаний, а также
составлены рейтинги 10 ведущих разработчиков программного обеспечения и
10 наиболее динамично развивающихся компаний.

Проблемы классификации и упорядочения объектов, которые описыва-
ются многими количественными и качественными признаками, причем каждый
из объектов может существовать в нескольких различающихся «экземплярах»,
являются достаточно трудными. Эти трудности имеют и содержательные осно-
вания (например, некорректность применения процедур «усреднения» качест-
венных признаков), и формальные причины (например, большая размерность
задачи). Главные из перечисленных трудностей оказалось возможным преодо-
леть благодаря использованию нового теоретического инструментария, осно-
ванного на понятии мультимножества. Применение теории мультимножеств
позволяет разрабатывать новые подходы к решению новых классов задач, но-
вые методы анализа и обработки данных и знаний, которые не содержат не-
обоснованных преобразований и не приводят к потере или искажению исход-
ной информации.

Теория мультимножеств и практика их применения находятся еще только
в начале своего развития. Однако, несмотря на недостаточную «зрелость» тео-
ретических разработок, мультимножества уже успешно используются в различ-
ных приложениях, в частности, в многокритериальном анализе слабо формали-
зованных проблем и принятии решений [Петр94], [ПРШ98], теории сетей Петри
[Pet81], [Лом01], моделировании и анализе сложных систем [CFGV71], [БС89],
распознавании образов [Сла00], искусственном интеллекте [Вел02], теории
формальных языков [Pet76], [HO80], [Knu92], математическом программирова-
нии [Knu69], [DM79], методах обработки разнородной информации [Yag86],
[Li90], [Reb94], [Petr01c] и так далее. И здесь, и в других областях можно ожи-
дать появления многих новых и интересных результатов.
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Основные обозначения

а – элемент, число
а=(a1,…,an) – вектор
A={a,b,c,…} – множество
A={3a,b,2c,…} – мультимножество
A=||aij||m× n – матрица размерности m×n
A′ – производное множество множества A
С[h] – постоянное мультимножество высоты h
dX – метрика, псевдометрика, симметрика, ультраметрика
Fσ  – счетное объединение замкнутых множеств
Gδ  – счетное пересечение открытых множеств
G – порождающее множество, домен мультимножеств
kA – функция числа экземпляров,

 функция кратности мультимножества A
m – мера множества, мультимножества
m* – внешняя (верхняя) мера множества, мультимножества
m* – внутренняя (нижняя) мера множества, мультимножества
qs* – аппроксимирующий признак
Qs={ se

sq } – набор признаков, критерий оценки объекта
R={rt} – правила сортировки объектов
ri – ранг объекта
U – основное множество
xA* – пиковый элемент, пик мультимножества A
х* – класс эквивалентности, содержащий элемент x
X* – пополнение неполного метрического пространства X
Z – максимальное мультимножество (универсум)

DX(A) – диаметр множества A⊂X
hgtA – пиковое значение, высота мультимножества A
IntA – внутренность, открытое ядро множества A
FrА – граница множества А
Оr (x0) – окрестность точки х0
SuppA  – опорное множество, носитель мультимножества A

{An} – последовательность множеств
{An} – последовательность мультимножеств
{fn(x)}  – последовательность функций
{xn} – последовательность элементов, точек
{xα}α∈A – обобщенная последовательность, направленность
{xnm}    – двойная последовательность
(a,b) – открытый интервал
[a,b] – замкнутый интервал
〈a,b〉 – упорядоченная пара элементов
〈a1,…,an〉 – n-элементный кортеж, n-ка
B[x0,r]  – замкнутый шар радиуса r с центром в точке x0
O(x0,r) – открытый шар радиуса r с центром в точке x0
O(A,r)  – шар, окружающий множество А
S[x0,r]  – сфера радиуса r с центром в точке x0
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dX(x,y) – расстояние между точками x и y множества Х
dt(x,y)=t1 – эквидистантная метрика
d(x,A)   – расстояние от точки х до множества A
dXqр(A,B) – расстояние между измеримыми множествами A и B
dZqр(A,B) – расстояние между измеримыми мультимножествами A и B
(A, d)  – метрическое пространство множеств, мультимножеств
(L,dv)   – пространство решетки
(V,dГ)   – графическое пространство, ассоциированное с графом Г
(X,dX)   – метрическое пространство элементов, точек
(X, F(dX)) – метрически преобразованное пространство
(X,T )   – топологическое пространство
(Х,S, т) – пространство множеств, мультимножеств с мерой
c=(RN

c,dm) – пространство равномерно сходящихся числовых
 последовательностей

С[0,1]=(C,dC)  – пространство непрерывных на интервале [0,1] функций
E1=(R,dЕ1) – числовая прямая
E2=(R2,dЕ2)  – числовая плоскость
En=(Rn,dЕn)  – n-мерное числовое (координатное, евклидово) пространство
In=(R01

n,dЕn) – n-мерное кубическое пространство (n-мерный куб)
ln

p =Rn
p =(Rn,dRp) – n-мерное векторное пространство

l∞p =lp =(RN,dlp) – пространство ограниченных числовых последовательностей
L∞=(S, dL∞)  – пространство ограниченных измеримых функций
L∞[0,1]=(R01,dL∞) – пространство ограниченных измеримых на интервале [0,1] функций
Lp=(S, dLp) – пространство интегрируемых измеримых функций
Lp[0,1]=(R01,dLp) – пространство интегрируемых измеримых на интервале [0,1] функций
M[0,1]=(M,dM) – пространство ограниченных на интервале [0,1] функций
s=(RN

s,ds) – пространство неравномерно сходящихся числовых последовательностей
S=(S, dS) – пространство измеримых функций
S[0,1]=(R01,dS) – пространство измеримых на интервале [0,1] функций
Zn

(1)1=(Z01
n,dR1) – n-мерное гиперкубическое пространство (n-мерный  гиперкуб)

Xqр=(S, dXqр) – пространство измеримых множеств
Zqр=(S, dZqр) – пространство измеримых мультимножеств

A ={A,B,C,…} – семейство множеств
A ={A,B,C,…} – семейство мультимножеств
A={A ,B ,C,…} – система множеств, мультимножеств
Cn – семейство n-мерных целочисленных векторов
E  – полукольцо множеств, мультимножеств
K  – кольцо множеств, мультимножеств
K (E )  – минимальное кольцо, порожденное полукольцом E
Kδ  – δ-кольцо множеств, мультимножеств
Kσ  – σ-кольцо множеств, мультимножеств
P (X) – семейство подмножеств (булеан) множества X
P (X) – семейство подмультимножеств мультимножества X
P [k] – k-ограниченная серия мультимножеств
P [∞] – неограниченная серия мультимножеств
S (X) – σ-алгебра подмножеств множества X
S (X)    – σ-алгебра подмультимножеств мультимножества X
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∅ – пустое множество, пустое мультимножество
I – множество иррациональных чисел
N={1,2,…} – множество натуральных чисел
Q – множество рациональных чисел
Q + – множество неотрицательных рациональных чисел
Q 01 − множество рациональных чисел из интервала [0,1]
R – множество действительных чисел
R+ – множество неотрицательных действительных чисел
R01=[0,1] – множество действительных чисел из интервала [0,1]
Z – множество целых чисел
Z+ – множество неотрицательных целых чисел
Z01={0,1} – бинарное множество
Zkl ={k,k+1,…,l} – множество целых чисел от k до l

δX
(А)(x,y) – разрезная полуметрика для множества A⊂X

δX
(А1,…,Аk)(x,y)  – мультиразрезная полуметрика для разбиения (А1,…,Аk) множества X

Г – граф, мультиграф
Г(V1,V2,E) – двудольный граф, двудольный мультиграф
Κn – единичный n-мерный куб-граф
Λn – n-мерный параллелепипед-граф
Λn* – полный n-мерный параллелепипед-граф
Θ(V,W ) – гиперграф
χА – характеристическая функция множества, мультимножества A

inf – точная нижняя грань
sup – точная верхняя грань
min – минимальный элемент, минимальное значение
max – максимальный элемент, максимальное значение

∞→n
lim  – предел последовательности при п→∞

∞→n
lim  – нижний предел последовательности при п→∞

∞→n
lim  – верхний предел последовательности при п→∞

A
lim
∈α

xα  – предел обобщенной последовательности

0

lim
xx→

f(x) – предел функции f(x) в точке х0

0

lim
xx→

f(x) – нижний предел функции f(x) в точке х0

0

lim
xx→

f(x) – верхний предел функции f(x) в точке х0

00

lim
−→xx

f(x) – левый предел функции f(x) в точке х0

00

lim
+→xx

f(x) – правый предел функции f(x) в точке х0

→ – сходимость последовательности к пределу, отображение
→d – сходимость последовательности к пределу по метрике d
→mes – сходимость последовательности к пределу по мере m
→aew – сходимость последовательности к пределу почти всюду
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↑ – возрастание (неубывание) последовательности
↓ – убывание (невозрастание) последовательности

f – строгое упорядочение множеств, мультимножеств
⊂ – строгое включение множества, мультимножества
⊆ – нестрогое включение множества, мультимножества
⊆m – m-включение множества, мультимножества
=m – m-равенство множеств, мультимножеств
~ – эквивалентность множеств
≅ – одноименная S-эквивалентность мультимножеств
≈ – разноименная D-эквивалентность мультимножеств

∀ – квантор общности («для любых…из», «для каждого…из»)
∃ – квантор существования («существует такой…, что…»)
∧ – логическое И («и тот, и другой»)
∨ – логическое ИЛИ («хотя бы один из…»)
 – логическое НЕ (в смысле отрицания)
⇒ – логическое следствие («если…, то…»)
⇔ – логическая эквивалентность

 («тогда и только тогда, когда…»)

|  | – абсолютная величина (модуль) числа, вектора,
 мощность множества, мультимножества

/  / – размерность мультимножества
||  || – матрица
[  ] – замыкание множества

  – дополнение множества, мультимножества
U – объединение множеств, мультимножеств
I – пересечение множеств, мультимножеств
+ – арифметическое сложение мультимножеств
\  – теоретико-множественное вычитание множеств
− – арифметическое вычитание мультимножеств
∆ – симметрическая разность множеств, мультимножеств
⋅  – умножение чисел, скалярное произведение векторов
•  – арифметическое умножение мультимножеств,

 умножение мультимножества на число,
 кратность вхождения элемента в мультимножество

× – прямое произведение множеств, мультимножеств
 п – арифметическая n-ая степень мультимножества
(× )n – прямая n-ая степень множества, мультимножества
◦  – композиция отображений

□ – окончание замечания
◘ – окончание примера
◙ – окончание алгоритма
■ – окончание доказательства
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Предметный указатель

Аксиома симметрии 32
– тождества 32
– треугольника 32
Алгебра булева 153
Антиизоморфизм пространств 154

Вектор расстояний 35
– n-мерный 132,208,226
Внутренность множества 55
Высота мультимножества 12

Гиперграф 29
Гистограмма мультимножества 12
Гомеоморфизм пространств

48,135,141
Граница множества 57
Группирование объектов 211,213

Двойственность операций 23, 58
Диаметр множества 34
– σ-алгебры 160,185
Домен семейства мультимножеств

11,119,210,229
Дополнение мультимножества 18

Единица алгебры 58,93,160,184

Задача оптимизационная 216,222
Замыкание множества 59,69,153

Изометрия 49,146,174,202
Изоморфизм пространств 146,154

Квазиметрика 50
Класс 211,219,221
– эквивалентности 51,67,156,181
Классификация непрямая 212,217
– прямая 212,217,225
Кластерный анализ 212,217
– – иерархический 213
– – неиерархический 215
Кольцо 58,93,99,119

Компонента мультимножества 10
Критерии оценки 208,218,228
Критерий сходимости
последовательности 64,172,199

Матрица расстояний 35,162,187
Мера аддитивная 99,120
– внешняя (верхняя) 106,125
– внутренняя (нижняя) 107,125
– вполне σ-конечная 99,120,155,180
– вполне конечная 99,120
– конечная 99,120
– конечно-аддитивная 99,120
– лебеговская 107,125
– полная 109,113,127,155,180
– сильно аддитивная 120,122,180
– счетно-аддитивная 99,120,155
– σ-конечная 99,113,120
Метрика 32,155,180
– архимедова 52
– Евклида 33,85,132,137,208
– кратчайшего пути 51
– Минковского 132,137
– однородная 132
– , порожденная мерой

155,160,166,169,180,184,193,197
– прямолинейная 132
– равномерная 146
– равномерно непрерывная

84,133,169,196
– равностепенно непрерывная

169,196
– Хаусдорфа 35,73,153
– Хемминга 132,137,173,201,230
– Чебышева 132,136,142,144,208
– эквидистантная 34
– 1-суммы метрик 38
– d-выпуклая 33,164,165,190,192
Метрики гомеоморфные

48,133,135,172,200
– эквивалентные

42,66,77,168,172,196,200
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Множества дизъюнктные 99
– m-дизъюнктные 110
– m-равные 109,156
Множество 10
– борелевское 58
– всюду плотное

61,133,140,142,143,145,149,152
– второй категории 63
– дискретное 56
– замкнутое 57, 58, 59
– измеримое 107,108,155
– компактное 69
– локально компактное 69,134
– несвязное 60
– нигде не плотное 62
– нулевое 108,110,147
– ограниченное 34
– опорное 12
– основное 10,11,16
– открытое 55,58,62,72
– открыто-замкнутое 60
– первой категории 63,108
– плотное в себе 61
– порождающее 11
– производное 56,72
– пустое 14,16,58,60,157,160
– связное 61
– совершенное 57
– ε-плотное 61
Монотонность замыкания 60
– меры 103,106,121
Мощность множества 15,89,100
– мультимножества 11,15,94,121
Мультиграф 29
Мультимножества дизъюнктные

19,119
– одноименно эквивалентные 13
– равновеликие 13
– равномощные 13
– равноразмерные 13
– равносоставленные 14
– равные 13
– разноименно эквивалентные 13
– растянутые, пропорциональные 14
– сдвинутые 14

– m-дизъюнктные 128
– m-равные 128,181
Мультимножество 10,210,220,229
– измеримое 125,127,180
– максимальное 14,16,119,180,184
– нулевое 127
– постоянное 14
– пустое 14,16,181,184

Надмультимножество 13
Направленность 72
Непрерывность меры 104,106,122
Неравенство четырехугольника 36
Носитель мультимножества 12

Объединение мультимножеств 17,211
Окрестность точки 41, 55
Отношение эквивалентности 110,128
Отображение гомеоморфное 48, 57
– изометрическое 49,68
– непрерывное 77
Оценка на решетке 51

Параллелепипед n-мерный 29,30
Пересечение мультимножеств 17,211
Пик мультимножества 12
Подмультимножество 13
Показатель сходства 216
Покрытие множества 58
Полукольцо 58,100
Полуметрика 52
– мультиразрезная 50, 136
– разрезная 50,135,174,202
Пополнение пространства 66,175,203
Последовательности эквивалентные

42,67
Последовательность 40
– возрастающая 46,86,92,97
– двойная 47,82
– множеств 89
– – сходящаяся 89,110,169
– – – абсолютно 89,111
– монотонная 46,92,97
– мультимножеств 93
– – сходящаяся 94,128,197
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– – – абсолютно 94,129
– обобщенная 72
– расходящаяся 41
– стационарная 42,92,97
– строго монотонная 46,92,97
– сходящаяся 41,57,87
– – по мере 110,112,115,129
– – почти всюду 110,115,128
– убывающая 46,71,86,92,97
– фундаментальная 42,43,69,85
– функций 85
– – сходящаяся 85,145
– – – равномерно 86,115,145,170,198
– d-фундаментальная 171,198
– m-фундаментальная

112,130,171,199
Почти всюду на пространстве

108,110,127
Правила включения-исключения

25,28,106,124
Правило решающее 217,220,224
Предел 41
– последовательности 41
– – множеств 89
– – – нижний (верхний) 89,104
– – мультимножеств 94
– – – нижний (верхний) 94,123
– – нижний (верхний) 42
– – функций 85
– – частичный 42
– функции 74,81
– – левый (правый) 80
– – нижний (верхний) 79
Предельный переход 16,41,154
Признак аппроксимирующий 222
– качественный 208,220,228
– количественный 208,229
Принцип l-сходимости 45
Продолжение меры 100,121
– – стандартное 109,127
Произведение арифметическое
мультимножеств 19

– прямое метрических пространств
38,81,83,166,193

– прямое мультимножеств 20

Пространства гомеоморфные
48,135,141

– изометричные 49,146,174,202
– топологически эквивалентные 49,203
Пространство 32
– банахово 153
– близости 52
– Бэра 63
– вполне ограниченное 62,70
– гильбертово 137,148
– гиперметрическое

34,39,50,136,175,203
– графическое 51
– измеримое 108,127
– измеримых функций 150,155,175,203
– изолированных точек 34
– изометрически вложимое

49,136,175,203
– интегрируемых измеримых
функций 147,149

– квазиметрическое 50
– компактное 69,78
– локально связное 61
– метрически выпуклое 33,39,133,

138,142,144,147,172,175,200
– – преобразованное 52,156,157,158,

181,182,183
– метрическое 32,53,54,156,158,159
– множеств 155,158,160,161,172,174
– мультимножеств 180,182,184,185,

197,199,201,204,222,230
– наследственно несвязное 61
– непрерывных функций 144,161
– неравномерно сходящихся числовых
последовательностей 143

– несвязное 60
– ограниченное 34
– ограниченных функций 146
– – измеримых функций 146,148
– ограниченных числовых последо-
вательностей 136,174,201,202

– отделимое 61
– отрицательного типа 34,39,50,136
– полное 64,68,109,133,138,142,143,

144,146,147,148,149,152,172,175,200
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– псевдометрическое
50,53,54,156,158,181,183

– равномерно сходящихся числовых
последовательностей 142

– решетки 51,150
– с мерой 109,113,115,127,146,150,

155,158,159
– связное 60
– сепарабельное 62,133,139,142,143,

144,148,149,152,172,175,200
– топологически полное 66,172,200
– топологическое 72,153
– Фреше 44,73
– хаусдорфово 61,69,73
– k-гональное 34
– n-мерное векторное

132,141,150,174,202,208
– – гиперкубическое 136,141,150,175
– – кубическое 37
– – числовое 32,132,161
– lnp-вложимое 135
– ln1-вложимое 135,136,150,175,203
– l∞p-вложимое 141
– l∞1-вложимое 141,150,175,203
– Lp-вложимое 149
– L1-вложимое 150,175,203
– S-вложимое 153
Псевдометрика 50,155,158,159,176,

178,180,183
– бинарная 50

Размерность мультимножества 11
Разность мультимножеств 17
Ранжирование 225
Расстояние 32, 52
– биотопическое 157
– , инвариантное относительно
исключения общей части
163,189,191

– , – – отображений 163,165,189,191
– , – – сдвига 163,189,191
– локально усредненное 157,165,167,

173,178,182,186,192,194,201,206,213
– максиминно аддитивное 164,190,191
– между множествами 35,155,157,163

– между мультимножествами
180,182,185,189

– основное 157,163,164,167,173,176,
182,185,189,190,194,201,204,213

– от точки до множества 35
– полностью усредненное 157,165,167,

173,177,182,185,191,194,201,205,213
– преобразованное 53,54,156,157,158,

181,182,183
– Фреше-Никодима-Ароншаяна 157
– Штейнхауса 157
– эластичное относительно
растяжения 189,191

– , усредненное по трем точкам
53,157,181

Репродукция мультимножества 20
Решение антиидеальное 229,231
– идеальное 229,231
Решетка булева 31,154
– n-мерная 136,203

Свойство Бэра 63
Серия мультимножеств
неограниченная 16

– – k-ограниченная 15,202
Симметрика 52
Симметрическая разность
мультимножеств 18

Симметричность меры 109,127
Сравнение парное 227
Степень арифметическая
мультимножества 19

– прямая мультимножества 20
Субаддитивность меры 103,124
– – расширенная 106,124
Сумма мультимножеств 17,211,221
Существенный максимум функции 146
Сходимость в среднем 148,149
– неравномерная покомпонентная

138,143
– по мере 110,112,115,129,148,151,

155,170,197
– по метрике 41,85,155,169,197
– почти всюду 110,115,128,152,155,

170,197
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– равномерная на пространстве
86,144,146,170,198

– – покомпонентная 133,138,142
– – почти всюду 147

Таблица решений 210,223
Топология 71,73,153
Точка, абсолютно близкая
к множеству 35,59,73

– внутренняя 55
– граничная 57
– изолированная 56
– предельная 56,71
– прикосновения 59
– пространства 32
– разрыва функции 80,166,194

Ультраметрика 52
Универсум 14,15,19,119,180,184
Упорядочение 225,228
Условие нормировки 157,181
– совпадения 50

Функции эквивалентные 118,155
Функция вогнутая 54
– измеримая 113,155
– измеримая простая 113
– конечно-аддитивная 99,120
– кратности 10,16,96,208,229
– кусочно непрерывная 80,167,193
– непрерывная 74,75,82,166,193
– – слева (справа) 80
– ограниченная 88
– полунепрерывная 79

– почти всюду конечная
115,146,150,155

– равномерно непрерывная
77,83,85,88,167,194

– – ограниченная 88,146
– равностепенно непрерывная

77,146,167,194
– сильно конечно-аддитивная 119
– – счетно-аддитивная 119
– сложная 75
– счетно-аддитивная 99,120
– характеристическая 11,91,113,154

Числовая плоскость 33
– прямая 33

Шар замкнутый 57,64,65
– окружающий множество 56
– открытый 55,62

Эластичность меры 121
Элемент мультимножества 10
Эрзац-псевдометрика 90,95,154
Экстенсивность замыкания 59

Ядро множества, открытое 55

σ-алгебра 58,93,109,119,153,180,184
σ-кольцо 58,93,99,103,113,119,153
Fσ -множество 58,63,108
Gδ -множество 58,63,108
l-сходимость 45
*-сходимость 45


