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????? ?????????? ????????????? ?????????? ?. ??????
???????? ????? ??????????, ?????????? ?? ????? ?????????? ??

??????????????? ???????. ?? ???????? ?????? ????? ???????????????
????????????? ????? ????? ?????? ? ??????????? ???? ??? ???
????????? ????? ????????????????? ? ????????????? ??????????.

???, ????????, ?????????? ???????? ?????? ???????? ?????
???????????? ??????????? ???????????? ????????????. ? ???? ?????
?????????? ???????????? ? ????? ??????????? ???????????
??????? — ?? ??????? ???? ?? ?????????????? ?????????? ???????????
Rk, ?? ???????????? ???????? ???????????? ???????,
??????????? ?? ????????, ? ?? ???????????? %2> ????????????? ? ?????
????? ?????,— ????? ???????? ?????????????? ????? ????????
? ?????? ??? ??????????, ??? ??????????? ??????????????? ??????
??????????? ?? ?????? ? ?????????? ? ???????????? ??? ??????????

???????, ? ??????? ??? ?????????, ?? ? ? ??? ???????, ? ???????
????????? ? ?????? ?????????? ?? ?????????? ???????? ????, ??
??????????? ?????????? ????????.
???????? ?????????? ? ??????? ??? ?????????????? ????? 9,
??????????? ????????????? ? ????????????????? ??????????

??????? ?????? ??????????. ????? ?????? ??????? ?????? ???
???????????? ???????, ? ???????? ?????????? ????????????
???????, ??? ????????? ?????? ?? ?????????????? ???????????
?????????????.
????? ? ?????? ??????? ? ??????? ????????????? ????????????
???????, ??????????? ? ??????? ?????? ???????? ? ? ?????????

??????????? ???????, ? ????? ???? ??????? ?? ????? ??????? ?
????? ??????? ?? ???????? ????????, ?????, ??????, ??? ??????
??????? ?????????? ? ? ??????????? ?????? ????????????????
????, ?? ??????? ?????????, ??? ???????, ????? ?????????. ???,

??????? ???? ?? ????????? ??????????? ??????? ? ????,
??????? ?????? ??????? ????????? ?????, ?????? ????????????

? ???????????? ???????????????, ?, ??????, ??????? ? ??????
?????????? ? ??????? ?????????? ????? ???????????? ??????
?????????. ? ???? ????? ????? ?? ? ?????? ??????????? «?????????»,
? ? ???, ??? ???????? ?????? ????????? ???? ???????? ?????????
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???????? ?????????. ???, ????????, ???????, ????????? ? ?????
????????? ??? ??????? — ?????, ?????? ? ?????? —
?????????????? (?? ????????? ????? ???????????? ?????????? ?????
?. ?. ????????????), ???? ?? ?????? ???? ????? ?????????
????????? ??????????????? ??????????? ????? ?????????? ????? ??
???????????? ? ?????????? ?? ???? ????? ???????????? ??? ????
????????????.
? ????? 9 ????? ?????? ?????????? ????? ???????? ? ???????
?????????????? ??????? ? ????????? ??????????? ???????
??????????? ?????????? ???????????, ?????????????? ??????? ? ???????
???????, ??????? ?????????????? ??????????? ???????????????
????????????. ????? ?????????? ?????????? ??????????????
??????? ? ?????? ?????????? ? ??????? ?????????. ??? ???????? ??
????????? ????????????? ???????? ??????????? ? ?????????
????????? ? ???? ???????????? ?????????? ???????????,
??????????? ??????????? ??? ??????????, ????? ?????. ? ???? ?? ?????
???????? ?????????? ???????????????? ???? ? ??????? ??????
(? ?? ??????????? ????).
????? ????? ?????? ????????????? ?? ????????: ???????
???????? ????????? ?????? ???????, ? ?? ???????. ????????? ??????
???????? (?????, ??????, ??? ??????? ??????, ??????
????????????? ?????????? ? ??????????, ????????? ?? ?????????) ???? ?????
?? ??????????, ???? ?????????? ?????????? ??????????.
????? ???????? ????? ?????. ???????????, ????????? ?
???????????? ?????? ????????? ? ?????????? ?? ????? ?????????
????????????????, ??????????? ????? ????? ????????, ??? ?????
???? ????? ????????????, ??? ???? ?? ??????????? ????? (??
?????? ????????????). ? ???????????????, ?????? ??????????
? ??????????? ?? ????????, ????? ??????????? ????????? ????.
??? ??? ?????? ??????? ????????? ???????????????? ???
????????, ??????? ????????????? ? ???????? ???????. ? ?? ?? ?????
??????????, ?????????? ? ???????, ????? ???????????
????????????? ??????????? ?????, ????????????? ? ?????????? ??????, ???
?? ???????????: ???????? ????????? ??????? ??? ?? ??????????
??????????? ???????????, ???????? ?? ????? ???????, ?
????????? ????????? ???? ??????? ???????????? ?????.
????? ?. ?????? ????? ??????? ???????? ???????? ??? ????,
??? ??????? ?????????????? ?????? ??? ????????? ??? ?????.

ß. ?????



??? ????? ???????? ??? ??????????? ?? ????? ???????, ???????
?????? ???????? ???????? ? ????? ??????? ????? ???????? ???
? ?????? ??? ??????? ????? *).
???????? ???????? ????? ????????? ? ?????? (????????
10 ??? ?????) ???????? ??????? ? ???, ??? ?????? ??????? ?????
???????? ???????? ?????? ??????? ?????? ??????????.
??? ????????? ??????? ? ????? ?? ?????????????? ?????????

?????????. ????? 9 ?????? ?????????? ? ???????????? ?????????
???????? ???????, ??????????? ? ????????? ?????????????;
????? ???????????? ??????????? ??????????? ??? ????????
???????????; ????? ????????????? ? ???????????? (???
????????????? ?????????????) ??????? ?? ???????? ??????? ? ????????? ??
????????? ?????????; ??????????????? ???????? ????????????????
???? (? ????? ? ????????????? ????????????); ????? ?????????????
???????? ????? ????????? ??????? ?????? — ?-?????? ????????
???????? ??????? ????????????? ??????????.
? ????? ? ???? ?? ???????? ?????? ? ????? 2 ? 4 ??????
???????? ?? ?????????? ????????????? ? ? ??????????? ?????????????,
??? ??????. ?????? ??? ?????????????? ???????? ?? ????????
?????????????? ??????????. ???????, ?????????? ????? ? ????
????? ??????????, ?? ???????, ??? ??????????????? ??????? ??
?????? ??? ?? ?????????.
????????? ????? ????????? ??? ???????????? ?????????, ??
?????? ?????????? ?????? ? ????????? ?????? (??? ???????? ?????)
????????.

?????? ????? ????? 1, ? ??????? ? ??????? ??????? ? ?????????
???????????? ????? ????????? ???????????? ?????, ????? ????
??? ?????? ?????? ???????; ???? ????????? ???, ?? ???

??????????? ??????????? ????????? ????? ????? ????? ??????? ?? ?????-

?) ???????? ????? ?????????? ??????? ????? ???????? (undergraduate
students) ? ?????????? ??????? ????? (graduate students) ? ????????????? ???
????????????? ???????? ???????? ????? ?????? ?????????? ??????? ??????

? ?????????? ??????? ??????, ??? ?????????? ??????? ? ????????

???????? ????????????.— ????. ???.
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??? ??????? ?????????. ????? ? ?????? ?? ??????? ???????
??????? ? ??? ???????, ? ????? ??? ????????, ????? ??? ??? ?????????

????? ????? ?? ??????? ???? ?? ?????.

????? ????? ????????, ?????? ?? ????? 200. ????????? ?? ???
?? ??????? ????? ??????, ????? ????????????????? ??????????
???????????, ?????????? ? ??????; ?????? ?????????? ??

????????????????? ?????? ?????????. ??????????? ??????? ????? ????????
??????????.

?????? ?????



????? 1

??????? ????????????

? ??????????? ?????

???????? ???????? ??????? ??????? (?????, ??? ??????????,
?????????????, ????????????????? ? ??????????????) ??????
???????????? ?? ????? ???????????? ??????? ?????. ??, ??????,
?? ????? ???????? ? ?????????? ??????, ??????? ???????????!
?????????? ????? ?????, ? ????? ???????? ?? ???????
???????????? ?????.

?? ????????????, ??? ???????? ?????? ? ???????????
???????????? ????? (?. ?. ????? ???? ?/?, ??? ? ?/?—?????, ???),
? ?????? ???????? ???????? ???????? ???? ?????. ?????,
????????, ???????????? ? ??????? ????? ???? ???????????? ????? —
???????????? ????? (??????? ?? ???? ???????????); ???????????
?????? ???????????????

p + q = q + p, pq = qp,

?????? ???????????????

(P + q) + r = p + (q + r), (pq)r = p(qr)

? ????? ????????????????

(P + q)r = pr + qr;

?????????? ????????? <, ???????? ??????? ? ?????????
???????????? ?????. ????????? < ???????? ??? ?????????, ??? ???
????? ???????????? ????? ? ? q ???? ? = q, ???? p<q, ????
q<p\ ??? ???????????, ?. ?. ???? ?<1<7 ? q<r, ?? ?<.?. ?????
????, ? + <7>0 ? pq>0, ???? ?>0 ? q>0.
?????? ????????, ??? ??????? ???????????? ????? ????????
??????? ????????????. ????????, ?? ?????????? ?????????????
????? ?, ??????, ??? ?2 = 2 (?? ??? ?????? ???????). ??? ??????
??????????? ???????? ??? ?????????? «?????????????? ?????»,
??????? ????? ???????????? ? ???? ??????????? ??????????
??????????, ?????? ??????????????? ???????? ?????????? ?????
????????? ?? ?????????????. ???, ??????????????????

1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ...



10 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

«????????? ? [/"2». ?? ?? ??? ???, ???? ?? ?? ??????????
?????????????? ????? "J/2, ???????? ???????? ??????: ? ???? ??
???-???? ????????? ??? ???????????????????
??????? ???? ???? ????? ? ??????? ? ???, ????? ????

??????????? ???????????.

1.1. ??????. ??????? ???????, ??? ??????? ????????????

????? ? ?? ????????????? ?????????

(1) ?* = 2.

?????????????, ???????????, ??? ??? ?? ???. ?????

?????????? ??????????????? ????????? (1) ????? ? = ?/?, ??? ?, ? —
?????, ?????? ???? ?? ???? ?? ??? ???????.

?????????? ? ????????? (1), ????????

(2) ?2 = 2?2.

??? ??????????, ??? ?2 —?????? ?????. ??????, ? ????? (???? ?? ?

???? ????????, ?? ? ?2 ???? ?? ????????) ?, ?????????????, ?2

??????? ?? 4. ??????? ?????? ????? ????????? (2) ??????? ?? 4,

??? ??? ?2 ?????, ?????? ???????, ??? ? ? ?????.

????? ???????, ????????????? ? ???, ??? ?????????

????????? (1), ?????????? ??? ?????????, ??? ??? ????? ?, ?—??????,

??????? ?????? ?????? ???. ??????, ????????? (1) ??????????

??? ???????????? ?.

????????? ?????? ????????? ??? ????????. ????? ?—
????????? ???? ????????????? ???????????? ?, ?????, ??? ?2<2,

? ????? ????????? ? ??????? ?? ???? ?????????????

???????????? ?, ?????, ??? ?2>2. ?? ???????, ??? ? ?? ????????

??????????? ?????, ? d ?? ???????? ???????????.

??????, ?? ???????, ??? ??? ?????? ? ?? ? ????? ?????

???????????? ????? q ?? ?, ?????, ??? p<q, ? ??? ?????? ?

?? ? ?? ????? ????? ???????????? ????? q ?? ?, ?????, ??? q<Zp.

????? ? ??????????? ?. ????? ?2<2. ??????? ???????????? ?,
?????, ???

0<?<1 ? *<!=£·
??????? q = pJrh. ????? q>p ?

q2 = p2+(2p + h)h<p2 + (2p + l)h<p2 + (2-p2) = 2,

??? ??? q ????????? ? ?. ???? ???????? ?????? ????? ??????
???????????.

??????????? ??????, ??? ? ??????????? ?. ????? ?2>2.

?2 — 2 ? , 1
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????? 0<9<? ?

92 = ?2_(?2_2)+(^)2>?2-(?2-2) = 2,
??? ??? q ??????????? ?.

1.2. ?????????. ???? ???????????? ???? ???????????—
????????, ??? ? ??????? ???????????? ????? ??????? ?????????

???????, ???????? ?? ?? ??? ????? ?????? ?????
????????????? ??????? ????????? ?????? [??? ? < (?-\- q)/2 < q, ???? ? < q].
?????? ?? ?????? ???????????? ?????????? ???????, ???????
????????? ????????? ??? ??????? ? ???????? ??? ?
???????????? ??????. ????? ?? ??????????? ?????? ?????, ?? ?? ?????
????? ????????? ??????????? ?? ???? ???????. ??????
?????????, ???????????? ? ????? ?????, ????? ????? ? ????? ??????
«?????? ???????», ??? ???? ???? ?????? ?? ???? ???????? ???????.

1.3. ???????????. ???? ?—????????? (??????????
???????? ????? ???? ????? ??? ????? ?????? ???????), ?? ??????
? £ ? ????????, ??? ? ??????????? (??? ???????? ?????????) ?.
???? ? ?? ???????? ????????? ?, ?? ????? ?????? ?$?.
?????????, ?? ?????????? ?? ?????? ????????, ?? ?????
???????? ?????? ??????????. ???? ????????? ???????? ???? ??
???? ???????, ?? ??? ?????????? ????????.

??????????? ???????

1.4. ???????????. ????????? a ???????????? ?????
?????????? ????????, ????

(?) a ???????? ???? ?? ???? ???????????? ?????, ?? ??
?????? ???????????? ?????;

(II) ??? ?£? ? q<Cp (q—???????????? ?????) ????? q^a;
(III) ? a ??? ??????????? ?????.
? ???? ??????? ?? ????? ??????????? ????? ?, q, r, ... ??????
??? ??????????? ???????????? ?????; ??????? ????? ????????????
??????? a, ß, ?, . .. (?? ??????????? ??????, ? ???????
????????? ? ??????????? 1.7).

1.5. ???????. ???? ??a ? q$a, ?? p<q*
??????????????. ???? ?£? ? ?<?, ?? ?? (II) ???????,

??? <76a·
???????? ?? ???????? ??? ???????, ???????? ????????? a
?????? ???????? ??????? ??????? ??????? ?, ? ????????????

?????, ?? ????????????? ?, ???????? ???????? ??????? ??????? ?.

?????? 1.1 ??????????, ??? ?? ?????? ?????????? ??????????
??????? ?????. ?????? ??? ????????? ??????? ??????????
??????? ????? ????????????? ??????????.



12 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

1.6. ???????. ????? ?—???????????? ????? . ?????
????????? ? ??????? ?? ???? ???????????? ????? ?, ?????, ??? ? < ?.
????? ?—???????, ? ?—?????????? ??????? ????? ??????? ?.
??????????????. ????, ??? a ????????????? ????????

(I) ? (II) ??????????? 1.4. ??? ???????? (III), ?? ????? ????
????????, ??? ??? ?????? ??a ?? ?????

?<?<?,
??????? (? 4- ?) 12 ? ?.
?????, ?$?. ????????? ??????????? ?<.? ?????? ?? ?????
????????? ?6?» ?0 ?—?????????? ??????? ????? ??????? ?.

1.7. ???????????. ???????, ??????????? ? ??????? 1.6,
?????????? ???????????? ????????. ???? ?? ??????? ???????????,
??? a ???? ???????????? ???????, ????????? ? ?????? ? ?????????

???????, ?? ????? ?????? ? = ?*.

1.8. ???????????. ????? a, ß — ???????. ?? ????? ??????
a = ß, ???? ?? ??????????? ??a ??????? ??????????? ?£ß,
? ?? <7?ß ??????? q^a, ?. ?. ???? ??? ??? ?????????
???????????? ?????????. ? ????????? ?????? ?? ????? ?????? a=^=ß.

?????????. ??? ??????????? ?? ?????? ?????? ???????
????????. ?? ????????? ?? ?????? ???????????? ??? ?????????.
????????, ???? ? = ?/? ? q — cld—???????????? ????? (?, ?, ?, d—
?????), ?? ? — q ?? ??????????? ????????, ??? ad = bc, ?? ??
??????????? ? = ? ? b = d.

?????? ?????? ????????? ??????? ? ????????? ???????.

1.9. ???????????. ????? a ? ß—???????. ?? ?????
a<ß (??? ß>a), ???? ??????? ???????????? ????? ?, ?????,
??? ?£ß ? ?^?.

a<ß ????????, ??? a = ß ??? a<ß.

a>ß ????????, ??? ß<a.

???? ?>0*, ?? ?? ????? ????????, ??? ??????? ? ????????????,
???? ?>0*—?? ????? ????????, ??? ??? ??????????????.
??????????? ???????, ???? ?<0*, ?? ? ????????????; ???
??????????????, ???? ?<0*.
??, ???????, ????? ?????????? ???????????? ???????? <
??? ???????????? ?????, ??? ??? ???? ?????? (????????) ?????
????? ??????? ????????. ?????? ?? ????????? ?????? ????? ????,
????? ????? ??????? ??? ?????????.

1.10. ???????. ????? a, ß — ???????. ????? ???? a = ß,
???? a<ß, ???? ß<a.
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??????????????. ??????????? 1.8 ? 1.9 ???? ??????????,
??? ???? a = ß, ?? ?? ???? ?? ???? ?????? ????????? ??
?????????. ????? ????????, ??? ????????? a<ß ? ß<a ?????????
???? ?????, ???????????, ??? ??? ??? ????????? ????? ?????.
????????? a<ß, ??????? ???????????? ????? ?, ?????, ???

? 6 ß, ? $ a.

????????? ß < a, ??????? ???????????? ????? qy ?????, ???

?6a» <7?ß·

?? ??????? 1.5 ?? ????, ??? ?£ß ? £/(£ß, ???????, ??? q<Zp-
??? ??? ??????????? ?<? ? ?/</? ?? ????? ????????????
??????????? ??? ???????????? ?????, ?? ?????? ? ????????????.
?? ??? ??? ?? ????????, ??? ?? ???? ????????? ?????
??????????? ????? ??????? ????. ??????????? ??????, ??? a=£ß.
????? ??? ??? ????????? ?? ????????? ????????????; ???

??????, ??? ???? a ???????? ???????????? ?, ?? ???????????? ? ß,
? ? ???? ?????? ß<a, ???? ß ???????? ???????????? q, ??
???????????? ? ?, ? ? ???? ?????? a<ß.

1.11. ???????. ????? a, ß, ? — ???????. ???? ?<§ ^ß<?,
mo a<?.

??????????????. ????????? a<ß, ??????????
???????????? ?, ?????, ???

??ß, ?^a.

????????? ß<?, ?????????? ???????????? q, ?????, ???

<7€?» <74ß·

?????? ???????, ??? ?? ??????????? ? ? ß ? q $ ß ???????, ???
V<q\ ????????? ?????? ? ???????????? ?$ a ?????? ?? ?????
q$a. ????? ???????,

6/6 ?, q$a.

??? ??????, ??? a<?.
????????? ??? ??????? ??????????, ??? ????????? < ?????
????????? (??????????? 1.9) ????????????? ???????? ????
??????????, ??????? ?????? ????????? ? ???????? ???????????.
?????? ?? ????????? ? ?????????? ?????????? ? ?????????
???????.

1.12. ???????. ????? a, ß — ???????. ?????
?—????????? ???? ???????????? ????? ?, ?????, ??? r — p + q, ??? ? £ ?,
<7 6ß· ????? ?—???????.

??????????????. ?? ???????, ??? ? ????????????? ????
???????? ??????????? 1.4.



14 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

(I) ????, ??? ? ???????. ????? s$a, t$ ß, s ? t —
???????????? ?????. ????? s-\-t>p-\-q ??? ???? ? £ a, <7 6ß> ??? ???
s + ?^?. ??????, ? ???????? ?? ??? ???????????? ?????.

(II) ????? r£y, s<r, s — ???????????? ?????. ????? r = p + q
??? ????????? ? £ a, <7 6ß· ??????? ???????????? £ ???, ???
s = tA-q. ????? t<ip, ??????, ?£a, ??????? s £ ?.
(III) ???????????, ??? ? ? ?. ????? r = p + q ??? ?????????

? G a, ^ 6 ß. ?????????? ???????????? s>p, ?????, ??? s£a.
??????, s + <76y ? s + ?>'*> ??? ??? ? ?? ???????? ??????????
???????????? ?????? ? ?.

1.13. ???????????. ??????? ?, ??????????? ? ???????
1.12, ???????????? ????? a + ß ? ?????????? ?????? a ? ß.
(?????????, ????????? ????? ??????????? 1.9, ????????? ?????

? ? ??????? +.)

1.14. ???????. ????? a, ß, ? — ???????. ?????

(a) a + ß = ß + a;

(b) (a + ß) + ? = a + (ß + ?), ??? ??? ?????? ????? ?????????

?? ???????? ???????????????-,

(c) ? + 0* = ?.

??????????????. ??? ?????????? a + ß ????? ?????
????????? ???? ???????????? ????? ???? p + q (p£a, g € ß)· ???
?????????? ß + a ?????? p + q ????? ????? q + p. ? ???? ??????
??????????????? ??? ???????? ???????????? ?????, a + ß ? ß + a—
????????????? ???????, ? ???????? (?) ????????.
??????????? ??????? ????? ??????????????? ??? ????????
???????????? ????? ?????? ?? ????? ????????? (?).
????? ???????? (?), ??????? r£a + 0*. ????? r = p + q

??? ????????? ??a, q£0* (?. ?. q<0). ??????, p-\-q<.p, ???
??? p + q£a ? ? ? a.
?????? ????? ? ? a. ??????? ???????????? ????? s>r, ?????,

??? s£a. ??????? q = r — s. ????? <7<0, q£0* ? r — s\-q, ???
??? r£a + 0*.
????? ???????, ??????? a-f-0* ? a ?????????.

1.15. ???????. ????? ? —???????, ? ????? ?????? ?????-
??????? ????? ?>0. ????? ?????????? ???????????? ?, q, ?????,
??? ? ? a, q$a, q ?? ???????? ?????????? ?? ??????? ?????
??????? ? ? q—? = ?.

??????????????. ??????? ???????????? ????? s£a.

??? ? = 0, 1, 2,... ??????? sn = s + nr. ????? ???????

???????????? ????? ?, ?????, ??? sm£a ? sm+i$a.
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???? sm+i ?? ???? ?????????? ?? ??????? ????? ??????? ?,
?? ??????? p = sm, q = sm+i.
???? sm+l — ?????????? ?? ??????? ????? ??????? ?, ?? ???????

? = Sm t- ~2 > ? — sm+i -h -? '

1.16. ???????. ????? ? —???????. ????? ?????????? ????
? ?????? ???? ??????? ß, ?????, ??? a + ß = 0*.

??????????????. ??????? ?? ??????? ??????????????.

???? a ^-ß1 = a + ß2 = 0*, ?? ??????? 1.14 ??????????, ???

ß2 = 0· + ß2 = (a + ß1) + ß2 = (a + ß2) + ß? = 0·+ß1 = ß1.

??? ?????????????? ????????????? ????????? ????? ß
????????? ???? ???????????? ?, ?????, ??? — ? ???????? ???????
?????? ??????? ?, ?? ?? ?????????? ?? ??????? ?????. ??
?????? ?????????, ??? ??? ????????? ß ????????????? ????
???????? ??????????? 1.4. ?????????? ??????? (I) ????????.
(II) ???? ?£ß ? q < ? (q — ????????????), ?? — ? <£ a

? — q> — p, ??? ??? —q ???? ??????? ????? ??????? ?, ??
?? ??????????. ??????, <7(:ß·
(III) ???? ?£ß, ?? —? ???? ??????? ????? ??????? ?, ??
?? ??????????, ??? ??? ??????? ???????????? ????? q, ?????,
??? —q<i—p ? —-q$a. ???????

?_? + ?
?~ 2 '

????? —q<. — r<. — ?, ??? ??? —? ???? ??????? ????? ??????? ?,
?? ?? ??????????. ??????, ?? ????? ???????????? ? > ?, ?????,
??? t£ß.
???????, ??? ß — ???????, ?? ?????? ?????? ?????????, ???

a + ß = 0*.
???????????, ??? ? ? a + ß. ????? p = q-\- r ??? ?????????

q ? a, G?ß. ??????, — r$a, —r>q, <7 + r<0, ? ? 6 0*.
???????????, ??? ? 6 0*. ????? ?<0. ?? ??????? 1.15

??????? ???????????? ????? q^a, r$a (?????? ? ?? ????????
?????????? ?? ??????? ????? ??????? ?), ?????, ??? ?—q=—?.
????????? —? 6 ß, ?? ?????

P = q—r = q + (—r)ea + $.

?????????????? ?????????.

1.17. ???????????. ???????, ??????????? ? ??????? 1.16,
???????????? —?.

1.18. ???????. ??? ????? ??????? a, ß, ?, ?????, ???
ß<?, ????? a + ß<a + ?. ? ????????? (??????? ß —0*), ??
????? a + ?>0*, ???? a>0*, ?>0*.



16 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

????????????? ?. ???????? ???????????? 1.9 ? 1.13,
a-[-ß<a + ?. ????

a + ß = a + ?,

ß = 0· + ß = (-a) + (a + ß) = (-a) + (a + ?) = 0· + ? = ?

?? ??????? 1.14.

1.19. ???????. ????? a, ß—???????. ????? ??????????
???? ? ?????? ???? ??????? ?, ?????, ??? a + ? = ß.

??????????????. ?????????????? ??????? ?? ????, ???
??????????? ?4 F ?2 ?????? ?? ????? ??????????? a + yt F a + ?2
(??????? 1.18).
??????? ? = ß + ( —a)· ?? ??????? 1.14 ?? ????? ?????

a + ? = a + [ß + ( —a)] = a + ?(—a) + ß] =

= [a + (-a)] + ß = 0* + ß = ß.

1.20. ???????????. ??????? ?, ??????????? ? ??????? 1.19,
???????????? ????? ß — a, ?. ?. ?? ????? ß—a ?????? ß + ( — <*)·

1.21. ?????????. ??? ?????? ?? ??????????? ? ???? ?????
?????? ?????. ?????? ????????, ???????? ? ???????? ??????,
????? ????????, ??? ??????? 1.12, 1.14 ? 1.16 ????????, ???
????????? ??????? ???? ????????????? ?????? ????????????
????????, ?????????? ???????????? 1.13. ?????? ?? ?????????
????????? ? ???????, ??? ????????? ??????? ???????? ????.
????????????? ???????? ?? ???????? ? ?????????, ?? ??????
?????? ? ??? ?????????????? ?????????? ????????? ? ???????.
?????????????? ??????, ??????? ?? ????? ????????????,
?????????? ?????????? ??????????????? ?????? ? ???????? ?

?????????, ?? ??????????? ????, ??? ?????? ?????????? ???????????
????????? ??????? ? ??????????? ?? ????? ????????????.

1.22. ???????. ????? a, ß — ????? ???????, ??? ?>0*,
ß>0*. ????? ? ??????? ?? ???? ????????????? ????????????
????? ? ???? ???????????? ?, ?????, ??? r = pq, ??? ??a, <76ß>
?>0, q>0. ????? ? — ???????.

1.23. ???????????. ???????, ??????????? ? ??????? 1.22,
???????????? ????? aß ? ?????????? ????????????? ??????? a ? ß.

1.24. ???????????. ??????? ??????? a ??????????
??????? | a |, ?????????? ?????????? ????????? ? ? ????????????
????????? ???????:

{?, ???? ?>0*,— ?, ???? ?<0*.
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????, ??? |?|>0* ??? ???? ? ? |?| = 0* ????? ? ?????? ?????,
????? ? = 0*.

?????? ?? ????? ????????? ??????????? ?????????.

1.25. ???????????. ????? a, ß—???????. ???????, ??
???????????,

? —(|«||ß|). ???? ?<0*, ß>0*,

aß={ -(|a||ß|), ???? ?>0*, ß<0*,
? |a| |ß|, ???? ?<0*, ß<0*.

???????, ??? ???????????? |a| |ß| ??? ???? ?????????? ? 1.23,
??? ??? |a|>0*, |ß|>0*.

1.26. ???????. ??? ????? ??????? a, ß, ? ?????

(a) aß = ßa,

(b) (aß)? = a(??),

(c) a (ß + ?) = aß + a?,

(d) a0* = 0*,

(e) aß = 0* ?????? ?????, ????? ? = 0* ??? ß=·0*,

(/) a1· = a,

(g) ???? a<ß ? ?>0*, ?? a?<ß?.

1.27. ???????. ???? ? ? ?*, ?? ??? ?????? ??????? ß
?????????? ???? ? ?????? ???? ??????? ? (??????? ?? ?????
?????????? ????? ß/a), ?????, ??? a? = ß.
? ?????????? ????? ??????? ???????? ??? ???????,
?????????? ???????????? ???????.

1.28. ???????. ??? ????? ???????????? ????? ? ? q ?????

(a) p* + q* = (p + q)*,

(b) p*q* = (pq)*,

(c) p*<q* ????? ? ?????? ?????, ????? p<q.

??????????????. ???? r£p* + q*, ?? r = s + t, ??? s<p»
t<.q, ??? ??? r<p + q. ??????, r(i(p + q)*.

???? r£(p + q)*, ?? r<.p + q. ???????
h , h

h = p + q — r, s = p——f t = q - .

????? s£p*, t£q* ? r = s + t, ??? ??? r£p* + g*. ???? ????????
???????? (a). ?????????????? ???????? (b) ??????????.

???? p<Cq, ?? ? £ q*, ?? ?$?*, ??? ??? ?*<<7*.

2 ?. ?????



18 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

???? ?*<<7*> ?0 ??????? ???????????? ????? ?, ?????, ???
r£q*, r$p*. ??????,

?<?<<7,
??? ??? ?<<7-

1.29. ???????. ???? a, ß—??????? ? a<ß, ??
?????????? ???????????? ??????? ?*, ?????, ??? a<t*<ß.

??????????????. ???? a<;ß, ?? ??????????
???????????? ????? ?, ?????, ??? ? 6 ß» ?$a· ??????? ?>? ???, ??? ? £ ß.
????????? ? ? ß ? r$r*, ?? ?????, ??? G*<ß.
????????? ? ? ?* ? ?^?, ?? ?????, ??? ?<?*.

1.30. ???????. ??? ?????? ??????? ? ????? ??a ?????
? ?????? ?????, ????? ?*<?.

??????????????. ??? ?????? ????????????? ? ?????
?$?*. ??????, ?*<?, ???? ? £ ?. ???????, ???? ?* < a, ??
?????????? ???????????? (7, ?????, ??? <7?? ? <7$?*· ????? ???????,
<7>?; ????????? ??????????? ?????? ? q£a ?????? ?? ?????
????????? ? ? a.

???????????? ?????

???????? ????? ?????????? ? ?????????? ???????. ??
??????????? ????????? ????????? ???????????? ?????, ??????? ??

??????? ?????????. ???? ?????????? ????????? ??????? ? ???
????????, ????????? ????????? ? ??????????, ? ?? ????????,

??? ???????????? ?????????? ??????? ??????????? ??? ??

???????, ??? ? ?????????? ???????????? ?????. ????? ???????,
????????? ???? ??????? ???? ?????????? ? ????????????? ????.
?????? ???????? ???? ??????? ???????????? ?????? ???????,
??? ?????????? «???????????? ????????», ? ?? ??????????,
??? ??? ?????? ???????????? ????? ? ????????????????

????????? ?* ?????, ???????????? ? ??????? ???????????
(??????? 1.28). ???? ?? ???? ????? ????????, ??????, ???
????????????? ???? ???? ???????????? ????? ?????????
?????????????? ???? ???? ???????????? ???????; ??? ????????? ???
???????????? ???????????? ??????? ?* ? ???????????? ?????? ?.
??????????, ?* — ??? ?? ?? ?? ?????, ??? ?, ?? ????????, ?
???????? ?? ????? ???? (?????????? ? ???????), ????????? ? ????
???? ?????.

?????? ?????????, ??? ?? ????? ???????? ??? ????????????
??????.

1.31. ???????????. ? ?????????? ??????? ????? ??????????
????????????? ???????. ???????????? ??????? ????? ????????-
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??????? ? ????????????? ??????? (? ????? ??????????
????????????? ???????). ??? ?????? ??????? ????? ??????????
??????????????? ???????.

????? ???????, ????????? ???? ???????????? ?????
??????????? ????????????? ??????? ???????????? ?????. ??????? 1.29
??????????, ??? ????? ?????? ????? ????????????? ???????
??????? ???????????? ?????, ? ??????? 1.30 ??????????, ???
?????? ???????????? ????? a ???? ????????? ????

???????????? ????? ?, ?????, ??? ?<?.

? ????????? ??????? ????????? ??????????? ?????? ????????
??????? ???????????? ?????.

1.32. ??????? (????????). ????? ? ? ?—?????
????????? ???????????? ?????, ???

(a) ?????? ???????????? ????? ??????????? ??? ?, ??? ?;
(b) ??????? ???????????? ????? ?? ??????????? ? ?, ? ?\
(c) ?? ?, ?? ? ?? ?????,
(d) ???? a ? ? ? ß ? 5, ?? a<ß.

????? ?????????? ???? {? ?????? ????) ???????????? ????? ?,
?????, ??? a <: ? ??? ???? a £ ? ? ? < ß ??? ???? ß £ ?.

?????? ??? ?????????? ? ??????????????, ????????????
????? ?????????.

?????????. ? ?????????????? ??????? 1.32 ???? ?
???????? ?????????? ?????, ???? ? ???????? ?????????? ?????.
?????????????, ???? ? ? ?, ?? ? — ?????????? ????? ? ?; ????

? £ ?, ?? ?—?????????? ? ?; ? ???? (?), ???? ?? ????
???????????? ?????? ?????????????, ????? ???, ? ???? (?), ???
?? ????? ????????????? ???.
?????? ????????????? ? (?????????????? ??????????)
?????????? ?????????? ???? ?????? ???????. ??? ??????????, ???
???????, ??????? ?? ?????????? ? ??????? ???????????? ?????
(??. ? ???????? 1.1), ?????? ?????????. ????? ????, ???? ?? ??
?????????? ????????? ??? ???????, ??????? ?????? ??? ??
???????????? ????? ? ????????????, ? ?????? ??????? ??????? (???
? ??????????? 1.4), ?????????? ??????? ???? ?? ????????????
?????, ?? ?????? ??????? ????? ?? ?????????? ??????? ?????,
? ?? ?????? ?? ????? ?? ???????????? ?????? ??????? ?
?????????? ?? ??? ??????? ?????, ?? ??????? ?????? ??????.
?? ???? ??????? ??????? 1.32 ?????? ???????? ????????
??????? ??? ???????????? ?????.

?????????????? ??????? 1.32. ????????, ??? ???????
??? ????? ?4 ? ?2, ??? ??????? ????????? ?????????? ???????;
????? ??<?2· ??????? ?3 ???, ??? ??<?3<?2 (??? ????????
?? ??????? 1.29). ????? ?? ??????????? ??<?? ???????, ???

2*



20 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

?3(:? ? ?? ????? ??? ??????????? ??<?3 ???? ?3£?. ???
???????????? ??????? (?). ????? ???????, ?????????? ?? ????? ???
???? ????? ? ? ?????????? ??????????.
????? ?—????????? ???? ???????????? ????? ?, ?????, ???
?£? ??? ????????? a £ ?. ?? ?????? ?????????, ??? ?
????????????? ???????? ??????????? 1.4.
(I) ????????? ? ???????, ? ????? ???????. ???? ß£ß ? q$ ß,

?? q$ a ??? ????? a ? ? (??? a<ß); ??????, <7??·
(II) ???? ?£? ? q<p, ?? ??a ??? ????????? a ? ?; ??????,

q £ a, ??????? q£y.
(III) ???? ?£?, t? ??a ??? ????????? a ? ?; ??????,

?????????? q>p, ?????, ??? q£a; ?????????????, q£y.
????? ???????, ? — ???????????? ?????.
????, ??? a<? ??? ???? a £ ?. ???? ?? ??? ????????? ß £5
?????????, ??? ß<?, ?? ??????? ?? ???????????? ????? ?,
?????, ??? ?£? ? ?$ß; ?? ???? ?£?, ?? ?£? ??? ?????????
a ? ?, ? ?????? ???????, ??? ß<a, ??????? ??????? (d). ?????
???????, ?<ß ??? ???? ß £ ?, ? ?????????????? ?????????.
?????? ?? ????????? ?? ????????? ?????????? ??
????????????, ????????????? ?? ??? ???. ????? ?, q, ?, ... ??????
?? ????? ??????????????? ?????? ??? ???????????? ?????, ?
??????? a, ß, ?, ... ???? ????? ????? ???????????? ??? ??????
?????.

1.33. ???????????. ????? ?— ????????? ?????????

???????????? ?????. ???? ?????????? ????? ?, ?????, ??? ?^? ???

???? ?£?, ?? ?? ????? ????????, ??? ????????? ? ??????????

??????, ? ????? ? ????? ???????? ??????? ???????? ????????? ?.

?????? ??????? ???????????? ??????????? ???????. ????

????????? ? ?????????? ?????? ? ?????, ?? ??? ??????????

????????????.

1.34. ???????????. ????? ? ?????????? ??????.
???????????, ??? ? ???????? ?????????? ??????????:
(a) ? ???????? ??????? ???????? ????????? ?;
(b) ???? ?<??, t? ? ?? ???????? ??????? ????????
????????? ?.

????? ? ?????????? ??????? ?????? (?????? ???????
????????) ????????? ? (??? ??????? ?? (6), ?????????? ?? ????? ???
???? ????? ????? ?). ?? ????? ??????????? ???????????
??????????? sup ??? ??????? ?????.
?????? ????? (inf) ?????? ????????? ?, ?????????????
?????, ???????????? ????? ?? ???????.

1.35. ???????, (?) ????? ????????? ? ??????? ?? ????
????? 1//1, ??? /?=1, 2, 3 ... . ????? ????????? ? ??????????,
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??? ??????? ????? ????? 1, ? ??? ?????? ????? ????? 0.
???????, ??? ? ???? ?????? ??????? ????? ??????????? ?????????,

? ?????? ?????—?? ???????????.

? ????? ?????? ??????? ????? (??? ?????? ?????) ?????
????????????, ? ????? ? ?? ???????????? ?????????.

(?) ????? ? ??????? ?? ???? ??????????????? ?????. ????? ?
?????????? ?????, ?? ?? ?????????? ??????, ? ??? ?????? ?????

????? 0.

1.36. ???????. ????? ?—???????? ?????????
???????????? ?????, ???????????? ??????. ????? sup£ ??????????.

??????????????. ????? ? — ????????? ????????????
?????, ???????????? ????????? ???????: a ? ? ? ??? ? ??????
? ??? ??????, ????? ?????????? ????? ? £ ?, ?????, ??? a < ?. ????? ?
??????? ?? ???? ???????????? ?????, ?? ????????????? ?.
????, ??? ??????? ??????? ????????? ? ?? ???????? ???????
???????? ????????? ?, ? ?????? ??????? ????????? ? ????????
??????? ???????? ????????? ?. ????? ???????? ?????????????
??????? ?????, ?????????? ??????? ????????, ??? ? ????????
?????????? ?????.

???????? ??????, ??? ? ? ? ????????????? ??????????????
??????? 1.32.
????????, ??? ???????? (?) ? (?) ?????????. ????????? ?
???????, ?????????? ????????? ??????? ? ? ? ? ?????? ?????
a<ix ??????????? ?. ??? ??? ? ?????????? ??????, ??????????
????? ?, ?????, ??? ?^? ??? ???? ???, ??????, ?^? ?
????????? ???????? (?). ???? a ? ?, ?? ?????????? ??????? ?^?, ?????,
??? ?<??. ???? ß£ß, ?? ?<ß. ????? ???????, a<ß ??? ????
a ? ?, ß ? ?, ? ????????? (d).
????, ? ???? ????????? ?? ??????? 1.32, ???? ? ????????
?????????? ?????, ???? ? ???????? ??????????. ?? ???????,
??? ?????? ??????????? ?? ????? ?????????????.

????? a ? ?. ????? ?????????? ????? ???, ?????, ??? ?<.?.
??????? ?' ???, ??? ?<?'<;?:. ????????? ?'<??, ?? a' £ ?,
??? ??? a ?? ???? ?????????? ????? ? ?.

??? ????????? ??????????????.
? ???????? ?????????? ??????????????? ?? ????????
?????????????? ????????????? ?????? ??-? ??????? ?? ?????????????
???????????? ?????. ??? ????? ????? ????????, ??? ?????
?????????? ?????????, ?????????? ?? ???????? (????????????????

?2).

1.37. ???????. ??? ??????? ????????????? ?>0 ? ???????
?????? ?>0 ?????????? ???? ? ?????? ???? ???????????? ?>0,
?????, ??? ?? = ?.



22 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

??? ????? ?????????? ???: ? ? ??? xi^n.

??????????????. ?????????????? ??????? ?? ????, ???
??????????? 0 << ?? < ?2 ?????? ?? ????? ??????????? ?? < ?%.
????? ? — ?????????, ????????? ?? ???? ?????????????

???????????? t, ?????, ??? tn<x.
???? t = x/(l+x), ?? 0<?<1; ??????, tn*Ct<.x, ??? ??? ?
???????.

??????? tQ = 1 + ?. ????? ?? ??????????? t > t0 ???????, ???
tn>t>x, ??????? t$E ? t0 ???????? ??????? ????????
????????? ?.

????? ?—??????? ????? ????????? ? (??????? ??????????
?? ??????? 1.36).
????????, ??? ??<.?. ??????? h ?????, ??? 0<./?<1 ?

? <...*=£_
(1+?/)"-?/?*

?????, ????????? ????? ( ? J ??????????? ??? zm ? ??????????
?????? (l+z)n, ???????

<*·+*[(?)^+(;)?t·+...+(:)]-
=??+? [(1 + */?-? <#"+(*-#") = *·

????? ???????, y + ngf. ??? ???????????? ????, ??? ?
—??????? ??????? ????????? ?.
????????, ??? ?? > ?. ??????? k ?????, ??? 0<.k<l, k<.yu

k< ??
V+y)n-yn'

????? ??? t^y — k ???????

t»>(y-k)n = yn-^l")yn-4 + ('»^?»-??- ... +(_l)»(j)fe»=

= ?/?-^[(?)?/?-1-(2)?/?-^+···-(-1)?(")^-1]>

>^-4(0^1 + (2)^2+··· + (?)] =
= yn-k[{\ +y)n-yn)>yn-(yn-x) = x.

????? ???????, ? — k ???????? ??????? ???????? ????????? ?,
? ??? ???????????? ????, ??? ? — ?????????? ?? ??????? ??????
????????? ?.
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?????????????, ?? = ?.

1.38. ?????????? ?????. ? ?????????? ????? ???????
?????? ?? ??????????? ????? ????????????? ??????? ?

??????????? ???????.

????? ? > 0 — ???????????? ?????. ????? ?0 — ??????????
????? ?????, ?????, ??? ?0<??. ???? ?0, ?? ..., nk-i ??? ???????,
?? ????? nh -— ?????????? ????? ?????, ?????, ???

????? £ — ????????? ?????

(3) „0 + ^+...+^ (ft = 0, 1, 2, ...)·
????? ?; —??????? ????? ????????? ?. ?????????? ??????????
????? ? ????? ???

(4) ??,?±?2?3 ....

???????, ??? ????? ??????????? ?????????? ????? (4)
????????? ? ????? ???? (3) ?????????? ??????1), ? (4) ????????
?????????? ??????????? ??????? ????? ????? ????????? 2).
?? ?? ????????? ???????? ?????????? ?????, ??? ??? ???????
?? ????? ??? ????????????.

??????????? ??????? ???????????? ?????

1.39. ???????????. ??????????? ??????? ????????????
????? ??????? ?? ??????? ???????????? ?????, ? ???????
???????????? ??? ??????? — ?? ? +??, ?????? ???????????
????????? ????????:

(?) ???? ? — ???????????? ?????, ?? — ?? < ?: < + ??,

?4- ?? = + ??, ? — ?? = —??, —— == 0;1 « »

' _|_00 __??
»

(?) ???? ?>0, ??

#·( + <*>)=+ °°» ?> (— ??)= — ??;

?) ?????????? ????????, ??? ??<!9 (k=\, 2, 3, ...).—????. ?????.
2) ??? ??????????? ?????? ??????? ????????. ?????????? ???????????
????? ? ??????? ?????????????????? ????? (3), ?????????? ? ???????
«??????????? ?? ??????????», ?????? ?????? ???????? ?????, ???????????????
?????????????????? «?»?? · · · nk> ???? ????????? ??????????? ? ? ????? ?
????????? ?? 10~fe. ?? ? ????? ?????? ???????, ??? ????? nQyniri2 ... nk
??? ?0=:0, ?? = 9 (fc = l,2, ...) ???????? ?????????? ??????????? ???
sup ?\ ????? ?????????? ??????????? ?????? ????? 1,000... .—????. ?????.



24 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

(?) ???? ? ?, ??

?;·( + ??)=—??, ?-(—??)=+??.

???? ?????????? ??????????? ???????? ????? ?????????
— ??, + ??, ? ????? ???????, ? ????????????? ???????, ?
??????, ?? ????????? ???????? ?????????1).

1.40. ???????????. ????? ? — ?????????, ????????
???????? ??????????? ??????????? ??????? ???????????? ?????. ????
? ?? ?????????? ?????? (?. ?. ???? ??? ?????? ????????????? ?
?????????? ??????? ???, ?????, ??? y<ix), ?? ??????? ?????
????????? ? ?? ??????????? ????? -4- ??.
??????????? ??????? ?????? ????? ????????? ?, ??
????????????? ?????, ?? ??????????? ????? — ??.

????, ? ??????????? ??????? ???????????? ????? ??????
????????? ????? inf ? sup. ??? ? ???? ??????? ??????? ????????
???????? — ?? ? + ??.

??????????? ?????

1.41. ???????????. ??????????? ?????? ?????????? ????
???????????? ????? ?, ? (? ????? ???????). ????????? ???
??????????? ????? ????? (?, ?).
? ???? ??????? ??????? ?, ?, ? ????? ????????????
??????????? ?????, ??????? ?, ?, ?, ...—???????????? ?????; ?? ?????
(????????) ??????

? = (1, 0); /? = (0, 0).

1.42. ???????????. ????? ? — (?, 6), ? —(?, d). ?????
?=--? ????? ? ?????? ?????, ????? ? = ? ? b = d. ???? ?, ?
?????????? ??? ??????????? ?????, ???????????? ????? ? + ?, ?? ?
???????????? ????????? ???????:

? + ? = (? + ?, b + d),

xy = (ac — bd, ad + bc).

?) ????? ?????? ?????????? ????????? ???? ???????????? ????? ??
??????????? ? ??????? ???????, ??? ?????? ??????? ?????? ??? ???????????
????????? ???? ???????????? ?????. ?????????????, ??????????? ????? ? ??????
????????? ???????? ?????????????? ????????????? ?????????
(?????????????? ?????), ???????? ???????? ??????? ???? ? ?????? ? ? ?????????????
??????? ??????????????? ????????????? (? ?? ?????? ???????? ?????
????????, ??????????????? ???????????? ????????). ? ???? ????? ??????
?????????? ????????? ???? ???????????? ????? ????? ???? ?? «?????????»,
?????????? ??? ??? ???????: ??? ??????? ?? ??? (????????????? —??)
?????? ??????? ?????? ?????? ?????????, ? ??? ??????? (????????????? +??) —
????????? ???? ???????????? ?????. ??????? ????????? ????? ????????
??±??, ?:-(±??), ????????? < , > ? ?. ?., ????? ???? ?? ???????? ????????
(?), (6), (?).—????. ?????.
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1.43. ???????. ??? ???????? ???????? ? ?????????,
????????? ? ??????????? 1.42, ??????????? ??????
???????????????, ??????????????? ? ????????????????.

??????????????. ????? ?=(?, b), y=(c, d), z = (e, f).

(?) ?-\-? = (? + ?, b + d) = (c + a, d + b) = y-\ x;

F) (x + y) + z = (a + c, b + d) + (e, f) = (a + c + e, b + d + f) =

= (a, b) + (c + e, d + f)=x + (y + z);

(c) xy = (ac — bd, ad + be) = (ca — db, da + cb) = (c, d) (a, b) = yx;

(d) (xy)z = (ac — bd, ad + bc)(e, /) =

= (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee) =

= (a, b)(ce — df, cf + de) = ? (yz);

(e) (x + y)z=^(a + c, b + d)(e, f) =

= (ae + ce — bf — df, af + cf + be + de) =

= (ae — bf1 af + be) + (ce—df, cf + de)=xz + yz.

1.44. ???????. ??? ?????? ???????????? ? ????? ?-\-? = ?,
?? = ?, ?? — ?.

??????????????. ??? ??????? ??????????????? ??
??????????? 1.42.

1.45. ???????. ???? x + y = x + z, ?? y = z.

??????????????. ???? ? f ?, ??, ??? ??????????
??????????? 1.42 ? ??????? 1.18, ? + ??? + z.

1.46. ???????. ??? ?????? ???????????? ????? ?
?????????? ???? ? ?????? ???? ??????????? ????? ?, ?????, ???
? + ? = ?.
?? ????????? ??? ????? ? ????? — ?:.

??????????????. ?????????????? ??????? ?? ??????? 1.45.
????? ???????? ?????????????, ????????, ??? ? = (?, 6), ?
??????? — * = ( — ?, —6).

1.47. ???????. ???? ?????? ?—? ?????? ?-?(-—?), ??

(a) ? — ? = ?,

(b) ( — ?)? = ?( — ?)=-(??) = ( — ?)(??),

??? ??? ?? ????????? ??????? ?????????, ???? ?? ????? ???
??? ????????? ?????????? ? ???? —??.
?????????????? ??????????.

1.48. ???????????. ????? ? = (?, ?). ?? ????? ????????

?????????? ????????? ????? ? ????? \?\ = ??2 + ?2 (?? ???-



26 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

?????????? ?????? ??????????????? ???????? ??????????? ?????,

??????? ???????????? ???????????? ??????? ?? ??????? 1.37).
???????, ??? ?????????? ???????? ???????????? ?????
—??????????????? ???????????? ?????.

1.49. ???????. ??? ????? ??????????? ????? ?? ? ?????

(?) |#|>0, ???? ???, ? [?? 1 = 0;

(?) \??\ = \?\ \?\.

??????????????. ???????? (?) ??????????. ??? ????????
(?), ?? ????? ? = (?, b), ? = {?, d). ????? \xy\2 = \{ac — bd, ad +
+ be) |2 = a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2 =¦ (a2 + b2) (c2 + d2) = | ? \2 \ ? |2.
??????,

\*y\ = VWW=\x\\y\-

???????? ????????? ????????? ?? ????????????? ????????
(?????????? 4).

1.50. ???????. ???? ?? = ?, ?? ???? ? = ?, ???? ? = ?.

??????????????. ???? ?? = ?, ?? ?? ??????? 1.49

I * 11 ? I = I ?? I = In I = ?.

????????? |jc| ? \?\ ???????????, ?????? ???????, ??? ????
| ? | = 0, ???? | ?/1 == 0, ?. ?. ???? ? = ?, ???? ? = ?.

1.51. ???????. ???? ? F ? ? xy = xz, ?? y = z.

??????????????. ?????

x{y — z) = xy — xz = n.

?? ??????? 1.50 y — z = n, ?. ?. ? —?.

1.52. ???????. ??? ?????? ???????????? ??? ??????????
???? ? ?????? ???? ??????????? ????? ? {??????? ?? ?????
?????????? ? ???? ?/?), ?????, ??? ?? = ?.

??????????????. ?????????????? ??????? ?? ??????? 1.51.
????? ? = {?, ?). ???????

?—\ ?* + ?* ' ?* + ?*; '

?? = (?> ?) (fl2^_62 > -^V) = (b 0) = ?.
1.53. ???????. ???? ???, ?? ??? ?????? ???????????? ?
?????????? ???? ? ?????? ???? ??????????? ? {??????? ?? ?????
?????????? ? ???? ?/?), ?????, ??? xz = y.
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??????????????. ??????? z = (u/x)-y. ?????

????, ?? ????????, ??? ??????????? ????? ?? ?????????
? ??????????, ?????????? ? ??????????? 1.42, ??????????? ????
??????? ??????? ??????????.

1.54. ???????. ??? ????? ???????????? ????? ? ? ? ?????

(?) (?, 0) + (6, 0) = (a + 6, ?),

f) (a, 0)(?>, 0) = (a&, 0),

{?) (^)=(~?0)'???? ??0>
(d) \(a, 0)\ = \?\.

? (d) ?????? | ? | ????? ???????? ? ?????? ??????????? 1.24.
?????????????? ??????????.
??????? 1.54 ??????????, ??? ??????????? ????? ???? (?, 0)
???????? ???? ?? ??????????????? ??????????, ??? ?
???????????? ????? ?.

?? ????? ??????? ???????????? (?, 0) ? ?; ???
?????????????? ?????????? ????????? ???? ???????????? ????? ?
???????????? ??????? ??????????? ?????.

? ?????????, ?? ????? ?????? ?????? 0 ?????? ? ? 1 ?????? ?.
????????, ????????, ???????, ??? ?? ????????? ??????????

??????????? ?????, ?? ????? ????????????? ??????? «]/"— 1».
?????? ?? ????? ????????, ??? ??????????? (?, ?) ???????????
????? ?????????? ? + ?.

1.55. ???????????. ? = (0, 1).

1.56. ???????. /2=—-1.

??????????????. *2 = (0, 1)(0, 1) = ( — 1, 0)=—1.

1.57. ???????. ???? ? ? ? — ???????????? ?????, ??
(?, ?) = ? + ?.

??????????????, ? + £?*' = (?, 0) + (6, 0)(0, 1) = (a, 0) +
+ (0, 6) = (?, ?).

1.58. ???????. ???? ? ? ? — ??????????? ?????, ??

\?+?\<\?\ + \?\.

??????????????. ???? #-f# = 0, ?? ?????????? ??????.
????????, ??? ? + ??0, ? ???????

?== 1*+?1
? + ?



28 ??. 1. ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

??????? ?? ? + ?, ?? ????????? ?? ??????? 1.49(6), ???
) ? | = 1. ????? ????, ?? + ?? — ???????????? ?????. ???? ?? =
= (?, b) ? ??=~(?, d), ??, ??? ?????????? ??????????? 1.48,

|a|<|?*|=.|?|, \?\<\??\ = \?\,

??????,

I ? + ? | = ?? + %? = ? + ?< | ? | +1 ? |< | ? | +1 ? |.

1.59. ???????????. ???? a ? ft — ???????????? ?????
? z — a\-bi, ?? ??????????? ????? z=a — bi ??????????
??????????? ? ?.

1.60. ???????. £?./? ?, ? — ??????????? ?????, ??

(a) ? + ? = ? + ?,

(b) ~?? = ~?-?,

(c) ?? = \?\2 (??????, ????? ?? ??????????? ?
??????????????),

(d) ? + ? — ???????????? ?????,

(e) ???? ? ???????????, ?? ? = ?.
?????????????? ???? ??????????? ??????????.

1.61. ???????????. ???? ?? ..., ^ — ??????????? ?????,
?? ?? ????? ??????

?? ???????? ???? ?????? ?????? ????????????, ?????????
??? ????????? ??????????? ??????.

1.62. ???????. ???? a?9...9a? ? ?? ..., ?? — ???????????
?????, ??

2 ajbj <2 ?·?2S \bj\

??????????????. ??????? ? = 2 | 0/ I2, ? = 2 ? d/ ?2»
C = ^ujbj (?? ???? ?????? ? ?????????????? / ?????????
????????? ????? 1, ..., ?). ???? ? = 0, ?? bi = ... = bn = 0, ?
?????????? ??????????. ???????? ???????, ??? ß>0. ?? ??????? 1.60

_

21 Baj - cbj ?2=2(^ -_?^·) (ß^· - ?*)) =
= ?22| a,· |2 - ?? 2 ??- - fiC^fl? +

+ \C\2y2\bj\2 = B*A-B\C\2 = B(AB-\C\2).
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?? ?????, ???

?(??-\?\2)>0,

??? ??? ??? ????????? ? ?????? ????? ??????????????. ??????
???????, ??? ?£ — |?|2>0, ????????? ?>0. ?? ??? ? ????
????????? ???????????.

????????? ????????????

1.63. ???????????. ??? ??????? ?????????????? ?????? k
????????? ????? Rk ????????? ???? ?????????????
??????????????????? ?? k ???????????? ?????

X = (?? ??·, · · · ? X>h)\

????? ?? ...,Xk ?????????? ???????????? ???????? ?. ????????
????????? Rh ?????????? ???????, ??? ?????????, ???????? ???
k > 1. ?? ????? ?????????? ??????? ???????, ??????????
?????? ???????. ???? ? = (?? ..., yk) ? a — ???????????? ?????,
?? ???????

? + ? = (*1 + #? >..,?? + ??),

?? = (??:1, ?.., ??:?),

??? ??? x + y£/?fe ? ??£/?\ ??? ????? ?????????? ????????
????????, ? ????? ????????? ??????? ?? ???????????? ?????

(??????). ??? ??? ???????? ??????????? ???????
???????????????, ??????????????? ? ???????????????? (??????????????
??????????, ??? ??? ??????????? ??????? ???????????

???????????? ?????) ? ?????????? Rk ß ????????? ???????????? ??? ?????
???????????? ?????. ??????? ??????? ???????????? Rk (??????
?????????? ???????, ??? ??????? ????????) — ??? ????? 0, ???
?????????? ??????? ????? 0.
?? ????????? ??? ??? ?????????? ????????? (???
??????????) ???????????? ???????? ? ? ?:

k

?-?= S ????

? ????? ????? ??????? ?:

|?| = (?.?)?·=?2*? ".

???????????? ????? ??????? ????????? (????????? ????????????
Rh ?? ????????? ????????????? ? ??????) ??????????
?????????? ^-?????? ?????????????.



30 ??. L ??????? ???????????? ? ??????????? ?????

1.64. ???????. ????? ?, ?, z£Rh ? ? —???????????? ?????.

(?) | ? | > 0;
(?) | ? I = 0 ????? ? ?????? ?????, ????? ? = 0;
(c) |??| = | ?| |? |;
(d) |x.y|<|x||y|;
(e) |? + ?|<|?| + |?|;
(/) |? —z|<|x —y| + |y —z|.

??????????????. ??????????? (?), (?) ? (?) ????????,
a (d) ??????? ??????????????? ?? ??????????? ??????. ? ???? (d)9

|? + ?|2 = (? + ?).(? + ?) = ?.? + 2?.? + ?.?<

<|?|2 + 2|???| + |?|2^(|?| + |?|)2,

??? ?????????? (?). ???????, (/) ??????? ?? (?), ???? ???????? ?
?? ? —?, ? ?? ? —?.

1.65. ?????????. ??????? 1.64 (?), (?) ? (/) ???????? ???
(??. ??. 2) ????????????? Rk ??? ??????????? ????????????.
???????????? R1 (????????? ???? ???????????? ?????) ??????
???????? ??????, ??? ???????????? ??????. ???????????
???????, R2 ???????? ?????????? (??. ??????????? 1.41 ? 1.63).
? ???? ???? ??????? ????? —??? ?????????? ????????
???????????????? ????????????? ??? ???????????? ?????.

1. ????? r — ???????????? ????? (r=^=0), a ? —
??????????????. ????????, ??? ????? r + ? ? ?? ?????????????.
% ????????, ??? ????? ?????? ????? ????????????? ???????
?????????? ?????????????? ?????.

3. ????????, ??? ?? ?????????? ????????????? ?????,

??????? ???????? ????? 12.

4. ????? ?>0, ?/>0 ? ? — ????????????? ????? ?????.
????????, ???

? , ? / ? /

vx-vy= ???

(??. ? ???????? 1.37).
5. ???? ?>0, ? ? —???????????? ????? (? — ?/?), ?? ???????

????????, ??? ?? = (\?? )?.
6. ????????, ??? ???? ?>\, ?? xp<xq ??? ?????

???????????? ?, q, ?????, ??? p<q.
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7. ?????????? ?? ??? ? > 1 ? ????????????? ?, ?????????
?????????? 6 ? ????? ??????? 1.37, ? ????????, ???

(a) xy<Cxz, ???? 1<?, y<Cz;

(b) xy<zy, ???? 1<?:<?, */>0;

(c) xv^ = xv^u

8. ??? ????? ???????? ?????????? 6 ? 7, ???? 0<??<1?
9. ????? ?>1, ?:>0. ????????, ??? ?????????? ???? ? ??????
???? ???????????? ????? ?, ?????, ??? ? = ??. ??? ????? ?
?????????? ?????????? ? ??? ????????? ?.
10. ? ????? ??????? ?????? ????????? ?????? ????????????
????? ???????? ?? ?????????, ???? ?? ???? ??????? ??????? III
??????????? 1.4?

11. ???? zu ..., zn — ??????????? ?????, ??

? *? + *2 + -.. + *? I < | ?? | +1 z21 + .. · +1 ?? |.

12. ???? ? ? ? — ??????????? ?????, ??

\\?\-\?\\<\?-?\-

13. ??????? 1.36 ???? ???????? ?? ??????? 1.32. ?? ?????
???? ??? ??????? ???????????. ????? ????????? ? ????,
???????? ??????? 1.32, ?? ????????? ????????? ? ?????????
???????????? ?????, ? ????????? ??? ???????? ??????? 1.36 ?
??????? ?????????????? ???????? ???????????? ?????.

14. ????? ? — ????? ??????????? ?????, ??? | ? \= 1, ?. ?. ?? = 1.
????????? 11 + ? |2 +11 — ? |2.
15. ??? ????? ???????? ? ??????????? ?????? ????? ?????
??????????

16. ???????????, ??? k>3, ?, ? £Rk, | ? — ? | =d>0 ? ?>0.
????????, ???
(a) ???? 2r>d, ?? ?????????? ??????????? ????????? ?????

z£Rh, ?????, ???
|? — ? | = | ? — ? | = ?;

(b) ???? 2r = d, ?? ?????????? ? ???????? ???? ????? ????? ?;
(c) ???? 2r<d, ?? ?? ?????????? ????? ?.
??? ????? ???????? ??? ???????????, ???? k — 2, k=l?
17. ????????, ???

|? + ?|2+|?-?|2 = 2|?|2 + 2|?|2,

???? x£Rh, y£Rk. ??????????? ??? ?????????????, ??? ?????????
??????????? ? ????????????????.

18. ????????, ??? ???? k>2 ? ?£/?\ ?? ?????????? ??????
?£/?\ ?????, ??? ?=£0, ?? ?-? = 0. ????? ?? ??? ??? k— 1?

19. ????? ?£/?\ b£#\ ????? c£Rk ? ?>0, ?????, ???
|? — ?|¦= 2 |? — ?| ????? ? ?????? ?????, ????? |? — ?[ = ?.

(???????: 3c = 4b—a, 3r = 2|b—? |.)



???????? ?????? ????????

????????, ??????? ? ????????? ?????????

?? ?????? ???? ?????? ? ??????????? ??????? ???????»

2.1. ???????????. ?????????? ??? ????????? ? ? ?,

?????????? ??????? ????? ???? ????? ???????, ? ???????????, ???

??????? ???????? ? ????????? ? ????????? ???????? ?????????

? ???????????? ??????? ????????? 5, ??????? ?? ????????? ?????

f(x). ????? / ?????????? ???????? ?? ? ? ? (??? ????????????

????????? ? ? ?).

????????? ? ?????????? ???????? ??????????? ??????? /

(?? ????? ???????? ?????, ??? / ?????????? ?? ?), ? ????????

f(x) ?????????? ?????????? f. ????????? ???? ????????

??????? / ?????????? ?? ???????? ????????.

2.2. ???????????. ?? ????? ????????, ??? ????????? ?

???? ???????????? ????????? ?, ? ?????? ? ? ? (??? ? id A),
???? ?????? ??????? ????????? ? ???????? ?????????

????????? ?. ????, ????? ????, ? ? ??????? ???????, ?? ?????????????

?, t? ? ?????????? ??????????? ????????????? ????????? ?.

? ?????????, ?????? ????????? 0 ?????? ????????????? ??????
?????????, ? ? ?: ?, ?????? ?? ?? ???? ????????? ?.

???? ? ? ? ? £?=?, ?? ?? ????? ?????? ? = ?.

2.3. ?????????. ?? ??????????????, ??? ?????? ?????????
???????? ????????????? ?????? ?????????, ??????? ? ?????

?????????? ?????????, ????? ?????????? ????????? ? ??????????.

?? ??????????? 2.2 ????, ??? ???? ????????? ? ?? ????

???????????? ????????? ?, ?? ?????? ???? ?????? ?????????

???????????: «?????????? ??????? ?, ?????, ??? ? £ ? ? ? $ ?».
?? ???? ? ?????, ?? ?? ?????????? ?????? ?, ??? ? £ ?, ?
??????????? ?????? ??? ??????????? ?????.

???????? ??????????? ????????? ??????, ????? ?? ?????
?????????, ??? ?????? ????????? ????????????? ?????????
????????.

2.4. ???????????. ????? ? ? ?—??? ?????????, ? ?????
/—??????????? ? ? ?. ???? ? ? ?, ?? f(E) ???????????? ???
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????????? ???? ????????? f{x) ??? ?£?. ?? ????? ????????

f(E) ??????? ????????? ? ??? ??????????? /. ? ????
???????????? f{A) — ??? ????????? ???????? /. ????, ??? f(A)czB.
???? f(A)=-B, ?? ?? ????? ????????, ??? / ?????????? ? ?? ?.
(???????, ??? ? ???????????? ? ???? ?????????????????? ??
???????? ???????, ??? ?.)
???? ? a ?, ?? f~x{E) ?????????? ????????? ???? ? ? ?, ?????,

??? f(x)£E. ?? ????? ???????? ??(?) ?????????? ????????? ?
??? ??????????? /. ???? ? ? ?, ?? /-1(#) — ??? ????????? ????
? £ ?, ?????, ??? f(x) = y. ???? ??? ?????? ?£? ?????????
/_1 (?) ??????? ?? ????? ??? ?? ?????? ???????? ?, ?? /
?????????? ??????? ??????????? ???????????? ? ? ?. ??? ?????
???????? ????????? ???????: ??????????? / ????????? ? ? ? ???????
??????????, ???? / (??) F f (?2) ?????? ???, ????? ??f?2,
?? ? ?, ?2^?.
(?????? ?±??? ????????, ??? ?? ? ?2 — ????????? ????????;
? ????????? ?????? ?? ????? ?1?=?2?

2.5. ???????????. ???? ?????????? ??????? ???????????
??????????? ????????? ? ?? ????????? ?, ?? ?? ????? ????????,
??? ????? ? ? ? ????? ???? ??????????? ??????? ???????????
????????????, ??? ??? ? ? ? ????? ???? ? ?? ?? ????????????
?????, ???, ??????, ??? ? ? ? ????????????, ? ????? ??????
? ~ ?. ??? ?????????, ????????, ???????? ??????????
??????????:

??????????????: ? — ?;
??????????????: ???? ?~?, ?? ? — ?\
??????????????: ???? ? — ? ? ?~?, ?? ? — ?.

?????? ?????????, ?????????? ????? ????? ??????????,
?????????? ?????????? ???????????????.

2.6. ???????????. ????? ?—????? ????????????? ?????
?????; Jn—?????????, ?????????? ???????? ?????? ????? ?????
1, ..., ? J — ?????????, ????????? ?? ???? ?????????????
????? ?????; ? —????? ?????????. ?? ????? ????????, ???
(?) ? ???????, ???? ?~ Jn ??? ????????? ? (??????
????????? ????? ????????? ????????);
(?) ? ??????????, ???? ? ?? ???????? ????????;
(c) ? ??????, ???? ? — J;
(d) ? ????????, ???? ? ?? ??????? ? ?? ??????;
(e) ? ?? ????? ??? ??????, ???? ? ??? ???????, ??? ??????.

???? ? ? S —???????? ?????????, ?? ????????, ??? ? — ? ?????
? ?????? ?????, ????? ? ? ? ???????? ???? ? ?? ?? ?????
?????????. ?????? ??? ??????????? ???????? ????? ???? «????????
???? ? ?? ?? ????? ?????????» ?????????? ????? ????????.

3 ?. ?????



34 ??. 2. ???????? ?????? ????????

?? ??????????? ? ??????? ??????? ??????? ????????????
????????????.

2.7. ??????. ????? ? —????????? ???? ????? ?????. ?????
? —??????? ?????????. ?????????????, ?????????? ?????????
???????????? ???????? ? ? J

?:0, 1, -1, 2, -2, 3,-3, ...,

?:1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ... .

? ???? ??????? ?? ????? ???? ??????? ? ????? ???? ???????
??? ??????????? / ????????? J ? ?, ???????????????? ???????
??????????? ???????????? ????? ????? ???????????:

f ? (? ?????),
/(/!) = .

(? ???????).

2.8. ?????????. ???????? ????????? ?? ????? ????

???????????? ?????? ???????????? ????????????. ?????? ???
??????????? ???????? ??? ????????, ??? ?????????? ?????? 2.7,
? ??????? J—??????????? ???????????? ????????? ?.
? ???????????????? ?? ????? ?? ???????? ??????????? 2.6
(6) ????????? ?????????????: ? ??????????, ???? ? ????????????
?????? ?? ????? ??????????? ???????????.

2.9. ???????????. ??????????????????? ?? ????? ????????
??????? /, ???????????? ?? ????????? J ???? ?????????????
????? ?????. ???? f(n)=xn ??? n£J, ?? ??????? ??????????
?????????????????? / ???????? {??} ??? ?????? ?? ?2, ??,
???????? ??????? /, ?. ?. ???????? ??, ?????????? ???????
??????????????????. ???? ? — ????????? ????????? ? ???? ????
??? ???? n£J, ?? {??} ?????????? ??????????????????? ? ?, ???
??????????????????? ????????? ????????? ?.

???????, ??? ????? ?? ?2, ?3, - - · ?????????????????? ?? ???????

???? ??????????.

????? ???? ??? ?????? ??????? ????????? ?????? ??????????

???????? ????????? ??????? ??????????? ???????, ????????????

?? J, ?? ????? ????????????? ?????? ??????? ????????? ???

????????? ???????? ????????? ?????????????????? ? ??????????

???????. ???????? ????????? ????????? ????, ???????, ???
???????? ?????? ???????? ????????? ????? «??????????? ?
??????????????????».

?????? ?????? ???????? ? ???? ??????????? J ??????????
???? ??????????????? ????? ?????, ?. ?. ???????? ? 0, ? ?? ? 1.
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2.10. ???????. ?????? ??????????? ???????????? ????????
????????? ? ??????.

??????????????. ???????????, ??? £???£ ??????????.
?????????? ???????? ? ????????? ? ? ?????????????????? {??}
? ?????????? ???????. ???????? ?????????????????? {??}
????????? ???????.
????? ?^ — ?????????? ????? ????????????? ?????, ?????,

??? ??1£?. ???? ?? ..., tik-i (k = 2, 3, 4, ...) ??? ???????,
?? ????? nk — ?????????? ????? ?????, ??????? rik-i ? ?????,

??? ???£?.

??????? f(k) = xnk (k = \, 2, 3, ...), ?? ??????? ???????
??????????? ???????????? ????? ? ? J.
??? ??????? ??????????, ???, ????? ??????, ???????
????????? ???????????? «??????????» ?????????????: ???????
????????? ????????? ?? ????? ???? ????????????? ????????.

2.11. ???????????. ????? ? ? O — ?????????;
???????????, ??? ??????? ???????? a ????????? ? ???????????? ?????????
???????????? ????????? O, ??????? ?? ????????? ????? ??.
?????????, ?????????? ???????? ?????? ????????? ??, ?????
???????????? ????? {??}. ?????? ???? ????? ???????? ? ?????????
????????, ?? ?????? ????? ???????? ? ?????? ???????? ???
? ????????? ????????1).
??????????? ????????? ???????? {??} ???????????? ???

????????? 5, ?????, ??? x£S ????? ? ?????? ?????, ????? ?£?? ????
?? ??? ????? ?£? ?? ????? ???????????? ????????????

(1) S=[)Ea.

???? ? ??????? ?? ????? ????? 1, ..., ?, ?? ?????? ?????

(2) S= U ??
m=l

(3) S = Ei[)E2[}...[}En.

???? ? —????????? ???? ????????????? ????? ?????, ??
??????? ??????????? ??????:

(4) S= U ??.
m=i

?) ?? ????? ???? «????????? ????????» — ??? ???????, ?? ????????
???????? ?? ??????? «???????? ????????», ??????? ????? ??????????.
????????? ???????? ???? ??????????? ????????? ? ? ????????? ???? ???????????
????????? O. ????? ?????????, ??? ??, = ??„ ??? a' f a", a', ?" £ O.—????.
?????.

3*
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?????? ?? ? (4) ????????? ??????, ??? ??????? ???????????
???????? ????????? ????????. ??? ?? ??????? ????????? ?
????????? + ??, —??, ?????????? ? ??????????? 1.39.
??????????? ????????? ???????? {??} ???????????? ???
????????? ?, ?????, ??? ??? ????? ? ?????? ?????, ????? ?£?? ???
???? a £ ?. ?? ????? ???????????? ????????????

(5) ?= ? ??,

(6) ?= ? ?? = ?1(]?2(]...(]??9
??=1

(7) ?= ? ??,
?=1

??? ??? ???????????. ???? ????????? ?[\? ?? ?????, ?? ?? ?????
????????, ??? ? ? ? ????????????, ? ????????? ?????? —??? ???
?? ????????????.

2.12. ???????, (?) ????????, ??? £\ ??????? ?? ????? 1,2,3,
? ?2 — ?? ????? 2, 3, 4. ????? ?1[)?2 ??????? ?? ????? 1, 2, 3,4,
? ?? ????? ??? ?? ? ?2—?? ????? 2, 3.
(?) ????? ?—????????? ???? ???????????? ????? ?, ?????, ???

0<;?:<1. ??? ?????? ? £ ? ????? ?? — ????????? ????
???????????? ????? ?, ?????, ??? 0<??<?. ?????

(i) Exc=.Ez ????? ? ?????? ?????, ????? 0<?<2<1;
(ii) (J ?? = ?1\

(iii) ? ?? ?????.
?£?

??????????? (i) ? (ii) ????????. ????? ???????? (iii), ???????,
??? ??? ????? ?>0 ????? ?$??, ???? x<iy. ??????, ?$ (]??.

?£?

2.13. ?????????. ?????? ???????? ??????????? ?

??????????? ?????????? ?????????? ????????? ???? ? ????????????.
? ???????????????? ????? «?????» ? «????????????» ??????

??????????? ? ???? ?????? ? ?????? U ? ? ????? 2 ? ?·
?????? ??????????????? ? ??????????????? ??????????

(8) ?[]? = ?[}?; ?[\? = ?[\?;

(9) (?\)?)[)? = ?[)(?[)?); (?{\?){\? = ?{](?{]?).

???? ????????? ?????????? ?????? ? (3) ? (6). ?????
???????????????? ????? ???????????:

(?) A{](B[)C) = (Ai)B)[)(A{)C).
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????? ???????? ???, ????????? ????? ? ?????? ?????
????????? (10) ?????????????? ????? ? ? F.
????????, ??? ?£?. ????? ??? ? ?£?[)?, ?. ?. ? ? ? ???

? ? ? (??? ? ?? ? ??????). ??????, ?£?[}? ??? ?^?(]?, ???
??? x^F. ????? ???????, EczF.
??????????? ??????, ??? x£F. ????? ?£?(]? ??? ?£?(]?.

????? ???????, ?£? ? ?£?[)?. ??????, ?^?(](?[}?), ??? ???
Fc=E. ?????????????, E=F.

?????????? ??? ????????? ????? ??????????? ???????????:

(11) ???[)?,

(12) AftBczA.

???? 0 ?????????? ?????? ?????????, ??

(13)

???? ? ? ?, ??

(14)

?[}0 = ?, ??0 = 0-

?[}? = ?, ?(]? = ?.

2.14. ???????. ????? [??}, ? = \, 2, 3,
????????? ??????? ????????; ???????

-?????????-

(15)

????? ????????? S ??????.

S= U ??.
?=1

??????????????. ?????????? ?????? ????????? ??
? ?????????????????? {xnk}, k=l, 2, 3, ..., ? ??????????
??????????? ???????

JLtf^

(16)

? ??????? ???????? ????????? ?? ???????? ?-? ??????. ???
??????? ???????? ??? ???????? ????????? S. ??? ????????
????? ??????????? ? ?????????????????? ???, ??? ?????????
???????:

(!'/ *11» X21j -^12> %3U -^22» -^13» -^41» ^32i -^23» -^14» ··· ·
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???? ?????-?????? ??? ????????? ?? ????? ????? ????????,
?? ??? ???????? ? (17) ????? ??? ???? ???. ??????, ??????????
???????????? ? ????????? ???? ????????????? ????? ?????,
?????, ??? S — ?, ?????? ???????, ??? ????????? S ?? ????? ???
?????? (??????? 2.10). ????????? ?? ?: S ? ?? ??????????, ?? ? S
??????????, ? ??????? ??????.

?????????. ????????, ??? ? ?? ????? ??? ?????? ? ???
??? ?????? a £ ? ????????? ?? ?? ????? ??? ??????. ???????

T=\jBa.

????? ????????? ? ?? ????? ??? ??????.

?????????????, ? ???????????? ?????????? ????????????
????????? (15).

2.15. ???????. ????? ?—??????? ?????????, ? ?????
?? — ????????? ???? ??????? (?? ...,??) ?? ? ??????, ??? ??^?
(k=l, ..., ?) ? ???????? ?? ..., ?? ?? ??????????? ????????.
????? ????????? ?? ??????.

??????????????. ??, ??? ????????? ß4 ??????, —????????.
????????, ??? ????????? ??-± ?????? (?? = 2, 3, 4, ...).
???????? ?? ????? ???

(18) (?, ?) (?£??-? a (? ?).

??? ?????? ????????????? ? ????????? ???? ??? (?, ?)
???????????? ????????? ? ?, ??????, ??????. ????? ???????, ?? —
??????????? ???????? ????????? ??????? ????????. ?? ??????? 2.14
?? ??????.
??????????? ??????? ???????? ?? ????????.

?????????. ????????? ???? ???????????? ????? ??????.

??????????????. ???????? ??????? 2.15, ???? ? = 2
? ???????, ??? ?????? ???????????? ????? ? ????? ??? ??, ??? ?
? ? — ????? ?????. ????????? ??? (?, 6), ? ??????? ? ?????????
?????? ??, ??????.
?? ????? ???? ???? ????????? ???? ?????????????? ?????

?????? (??. ?????????? 5).
????????? ??????? ??????????, ??????, ??? ?? ???
??????????? ????????? ??????.

2.16. ???????. ????? ?—????????? ????
???????????????????, ???????? ???????—????? 0 ? 1. ????????? ? ????????.
?????????? ? ?????? ?????????????????? ???? 1, 0, 0, 1, 0,

1, 1, 1,....
??????????????. ????? ?—??????? ????????????

????????? ?, ? ????? ? ??????? ?? ??????????????????? si9 s2, sB, ... .
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???????? ?????????????????? s ????????? ???????. ???? ?-?
????? ? sn ????? 1 (?????????????? 0), ?? ????? ?-? ????? ? s ????? 0
(?????????????? 1). ????? ?????????????????? s ?????????? ??
??????? ???????? ????????? ? ???? ?? ????? ??????, ??????, s$E.
?? ????????, ??? s£A, ??? ??? ? — ??????????? ????????????
????????? ?.

?? ????????, ??? ?????? ??????? ???????????? ????????? ?

???????? ??????????? ?????????????. ?????????????, ? ????????

(?????? ??? ? ????????? ?????? ? ???? ?? ????? ???????????
?????????????, ??? ??????????).
???? ???????????? ?????????????? ??????? ???????? ??????.
????? ????? ?????????????? ???????? ???????????? ????????????
?????????, ?????? ??? ???? ?????????????????? Si, s2, ...

??????????? ? ???? ??????? ???? (16), ?? ??? ?????????? ?????
?????????????????? ????? ??????????? ???????? ?????????.
????????, ???????? ? ???????? ?????????????? ????????????
?????, ????? ?? ????????? ?????? ????? 10 ??????? ????? 2,
???????, ??? ?? ??????? 2.16 ???????, ??? ????????? ????
???????????? ????? ????????. ?????? ?????????????? ????? ????? ??
????? ? ??????? 2.43.

??????????? ????????????

2.17. ???????????. ???????, ??? ????????? X, ????????
???????? ?? ????? ???????? ???????, ???? ???????????
????????????, ???? ????? ???? ?????? ? ? q ????????? X
????????????? ???????????? ????? d(p, q), ?????????? ???????????
?? ? ?? q, ?????, ???

(a) d(p, q)>0, ???? ? =£q; d(p, p) = 0;

(b) d(p, q) = d(q, p);

(c) d(p, q)*Cd(p, r) + d(r, q) ??? ????? rgX.

2.18. ???????. ?????? ??????? ????????? ???????????
??????????? ? ????? ????? ?????? ?????? ?????????
???????????? Rk, ???????? [R1 (???????????? ??????) ? R2 (???????????
?????????); ?????????? ? Rh ???????????? ???:

(19) d(x, y) = |x_y| (?, ???*).

?? ??????? 1.64 ??????? (19) ????????????? ????????
??????????? 2.17.

????? ????????, ??? ?????? ???????????? ? ????????????

???????????? X ? ???? ??????? ???????? ???????????
????????????? ? ??? ?? ????? ???????? ??????????. ? ????? ????, ????,
??? ???? ??????? (?) — (?) ??????????? 2.17 ????????? ??? ?, q,
?£?, ?? ??? ????????? ? ??? ?, q, r, ??????? ? ?.
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????? ???????, ?????? ???????????? ?????????
????????????—??????????? ????????????. ??????? ????????? ??????
???????????? ? (?) ? ?2 (µ), ??????????????? ?????????????? ? ??. 7
? 10.

2.19. ???????????. ??? ?????????? (?, ?) ?? ?????
???????? ????????? ???? ???????????? ????? ?, ?????, ???

?<?<?.

??? ????????? [?, ?] ?? ????? ???????? ????????? ????
???????????? ????? ?, ?????, ??? a<?<6.
?????? ?? ????? ??????????? ? ??????????????? [?, ?) ? (?, 6];
?????? ??????? ?? ???? ?, ?????, ??? ?^?<^?, ?????? — ??
???? ?, ?????, ??? ?<??^?.
???? di<Cbi ??? ?=1, ..., k, ?? ????????? ???? ????? ?-

= (*i, ..., ??) ? Rk, ?????????? ??????? ?????????????
???????????? ai^XiKbi (1 </<£), ?????????? k-?????? ???????.
????? ???????, ?????????? ?????? — ??? ???????, ?????????
?????? — ????????????? ? ?. ?.

???? x£Rk ? ?>0, ?? ???????? (??? ?????????) ??? ?
? ??????? ? ? ???????? ? ???? ?? ??????????? ????????? ????

?6#\ ?????, ??? |? — ?|<? (??? |? — ?|<?).
??????? ????????? ? a Rh ????????, ???? ??? ????? ? £ ?,

?£? ? 0<?<1

?? + (1-?)?££.

????????, ???? ???????, ??? ???? |? — x|<r, |? —?|<?
? 0 < ? < 1, ??

|?? + (1 —?)? —?| = |?(? —?) + (1—?)(? —?)|<:?|? —?| +

+ (1— ?)|?-?|<?G + (1— X)r = r.

?? ?? ?????????????? ????????? ? ? ????????? ?????. ?????
?????? ?????, ??? /^-?????? ?????? ???????.

2.20. ???????????. ????? X — ??????????? ????????????.
??? ??????????? ???? ????? ? ????????? ??????? ???????
?????????? ? ?????????????? ???????????? X.
(a) ???????????? ????? ? ?????????? ????????? Nr (p),

????????? ?? ???? ????? q, ?????, ??? d(p, q)<r. ????? ? ??????????
???????? ??????????? Nr(p).
(b) ????? ? ?????????? ?????????? ?????? ????????? ?, ????
?????? ??????????? ????? ? ???????? ????? ???, ?????, ???
q£E.
(c) ???? ? £ ? ? ? ?? ???????? ?????????? ??????
????????? ?, ?? ? ?????????? ????????????? ?????? ????????? ?.
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(d) ????????? ? ????????, ???? ?????? ?????????? ?????
????????? ? ???????? ?????? ????????? ?.

(e) ????? ? ?????????? ?????????? ?????? ????????? ?, ????

??? ????? ??????????? ?, ?????, ??? N ?: ?.

(/) ????????? ? ???????, ???? ?????? ????? ????????? ?

???????? ??? ?????????? ??????.

(?) ??????????? ????????? ? (???????????? ???????? ??)

?????????? ????????? ???? ????? ? ??, ?????, ??? ?&?.

(h) ????????? ? ??????????, ???? ??? ???????? ? ????
?????? ????? ????????? ? ???????? ??? ?????????? ??????.
(/) ????????? ? ??????????, ???? ?????????? ????????????

????? ? ? ????? q^X, ?????, ??? d{p, q)<M ??? ???? ???.
(/) ????????? ? ????? ?????? ? X, ???? ?????? ?????
????????? X ???????? ???? ?????????? ?????? ????????? ?, ????
??????????? ????????? ? (???? ? ??, ? ??????).
???????, ??? ????????????? ? R1 ?????? ?????????, ? ??
????? ??? ??????????? ? R2—??? ???????????? ???????????.

2.21. ???????. ?????? ??????????? ???????? ????????
??????????.

??????????????. ?????????? ??????????? E = Nr (?);
????? q—?????-?????? ????? ????????? ?. ????? ??????????
????????????? ???????????? ????? h, ?????, ???

d(p, q) = r—h.

??? ???? ????? s, ?????, ??? d(q, s)</i, ?? ?????

d(p, s)<d(p, q) + d(q, s)<.r—h + h<r,

??? ??? s£E. ????? ???????, q — ?????????? ????? ????????? ?.

2.22. ???????. ???? ?—?????????? ????? ????????? ?,
?? ????? ??????????? ????? ? ???????? ?????????? ????? ?????
????????? ?.

??????????????. ???????????, ??? ??????????

??????????? N ????? ?, ?????????? ?????? ???????? ????? ?????

????????? ?. ????? qu...,qn—?? ????? ????????? Nf\E,
??????? ?? ????????? ? ?. ???????

r= min d(p, qm)

(??? ?? ?????????? ?????????? ?? ????? d(p, qx), ..., d(p, qn).
????, ??? ??????? ????????? ????????? ????????????? ????? —
????????????? ?????, ??? ??? ? > 0.

??????????? Nr (?) ?? ???????? ?? ????? ????? q ????????? ?,
?????, ??? q¥=p, ??????? ? ?? ???????? ?????????? ??????
????????? ?. ??? ???????????? ? ?????????? ???????.
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?????????. ???????? ????????? ????? ?? ?????
?????????? ?????.

2.23. ???????. ?????????? ????????? ????????????
???????????? R2:

(a) ????????? ???? ??????????? ?, ?????, ??? |?|<1;
(b) ????????? ???? ??????????? ?, ?????, ??? |<?|<1;
(c) ????????? ???????? ?????????;
(d) ????????? ???? ????? ?????;
(e) ?????????, ????????? ?? ????? 1 //? (? = 1, 2, 3, ...).

???????, ??? ????????? ????????? ? ????? ?????????? ?????
(? ?????? ? = 0), ?? ??????? ????? ????????? ? ?? ???????? ???
?????????? ??????. ?? ????? ??????????? ??????? ?????
?????????? ????????? ????? ?????????? ????? ? ?????????

?????????? ?????.

(/) ????????? ???? ??????????? ????? (?. ?. R2);
(g) ???????? (?, ?).
???????, ??? ????????? (d), (e), (g) ????? ?????????????
? ??? ???????????? ???????????? R1.
????????? ???????? ???? ???????? ??????????? ? ?????????
???????:

(?)

?) ??

(?) ??

(d) ??

(?)

(1) ??

(?) ???

? ?????? (g) ?? ?? ????????? ?????? ??????. ??????? ?????
? ???, ??? ???????? (?, ?) ?? ???? ???????? ?????????, ????
????????????? ??? ??? ???????????? ???????????? /?2, ?? ??
???????? ???????? ????????????? ???????????? R1.

2.24. ???????. ????? {??} — (???????? ??? ???????????)
????????? ???????? ??. ?????

(20) (Ufaf-??

??????????????. ????? ? ? ?—?????????, ???????
?????????????? ????? ? ?????? ? ????????? (20). ???? ? ? ?, ??
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*? U^a» ??????, ?$?? ??? ???? ?, ??????? ??.?°a ??? ???? ?,

??? ??? ? 6 ? £a· ????? ???????, ? cz ?.

???????, ???? ? £ ß, ?? ? ? £« ??? ???? a, ??????, ?$?? ???
???? ?, ??????? ?$\) ??, ??? ??? ? 6 ( U ?a)0. ????? ???????, ß ?: ?.

?????????????, ? = ?.

2.25. ???????. ????????? ? ??????? ????? ? ??????
?????, ????? ??? ?????????? ????????.

??????????????. ??????? ???????????, ??? ?? ????????.
??????? ? £ ?. ????? ? (£ ?? ? ? ?? ???????? ?????????? ??????
????????? ??. ??????, ?????????? ??????????? N ????? ?, ?????,
??? ????????? EC[]N ?????, ?. ?. NczE. ????? ???????, ? —
?????????? ????? ????????? ?, ? ? ???????.
?????? ???????????, ??? ? ???????. ????? ?—??????????
????? ????????? ??. ?????? ?????? ??????????? ????? ? ????????
????????? ????? ????????? ??, ??? ??? ? ?? ????????
?????????? ?????? ????????? ?. ????????? ? ???????, ??? ??????, ???
?£??. ?????????????, ?? ????????.

?????????. ????????? F ???????? ????? ? ?????? ?????,
????? ??? ?????????? ???????.

2.26. ???????, (?) ??? ?????? ????????? {Ga} ????????
???????? ????????? [} Ga ???????.

(b) ??? ?????? ????????? {Fa} ????????? ????????
????????? (]Fa ????????.

(c) ??? ?????? ????????? ????????? Gu . ..,Gn ????????

???????? ????????? ? G* ???????.
2=1

(d) ??? ?????? ????????? ????????? Fu ...,Fn ?????????

???????? ????????? [j Ft ????????.
2=1

??????????????. ??????? G= (J Ga. ???? ? £ G, t? ? £ Ga
a

??? ????????? a. ??? ??? ?—?????????? ????? ????????? Ga,
?? ?—?????????? ????? ????????? G, hG ???????.
??????????? (?) ????????.
?? ??????? 2.24 ?????

(21) (?^??=? (?),
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? ?? ??????? 2.25 ????????? Fa ???????. ??????, ?? (?) ???????,
??? ????????? (21) ???????, ??? ??? ????????? ? ^a ????????,

?????? ??????? ?= (] G*. ??? ?????? ? £ ? ??????????
2=1

??????????? Nt ????? ? ??????? ?? ?????, ??? N% cz Gt (i = 1, . .., ?).

r = min(r1, ..., rn),

? ????? N—??????????? ????? ? ??????? ?. ????? N cz Gt ???
? = 1, . .., ?, ??? ??? ? cz ?, ? ????????? ? ???????.
???????? ? ???????????, ?? ??????? (d) ?? (?):

(U ?)?=? (?)·
i=l i=l

2.27. ??????. ? ???????????? (?) ? (d) ?????????? ???????
?????????? ???????? ???????????. ?????????????, ????? Gn—

???????? ( — — , —j (?= 1, 2, 3, ...). ????? Gn — ???????? ???-
????????? ?????? R1. ??????? G—[\Gn. ????? G ??????? ??

71=1

???????????? ????? (? ??????, ? = 0) ? ??????? ?? ????????
???????? ????????????? ?? R1.
????? ???????, ??????????? ???????????? ????????? ????????
???????? ?? ??????? ???? ????????. ???????? ???????,
??????????? ???????????? ????????? ????????? ???????? ?? ???????
???? ?????????.

2.28. ???????. ????? ? — ????????? ?????????
???????????? ?????, ???????????? ??????. ????? y = supE. ????? ?£?.
???????? ??? ??????????? ? ????????? 1.35.

??????????????. ????????, ??? ?(J?. ??? ??????? h>?
?????????? ????? ?£?, ?????, ??? ?—&<#<;#, ??? ??? ?????
?—h ???? ?? ??????? ???????? ????????? ?. ????? ???????,
?????? ??????????? ????? ? ???????? ????????? ????? ?
????????? ?, ?????? ???, ??? ??? ?$?. ?????????????, ? —
?????????? ????? ????????? ?, ?? ????????????? £", ??? ???
????????? ? ?? ????????. ?? ??? ???????????? ??????? ???????.

2.29. ?????????. ????????, ??? £?=??=?, ??? X —
??????????? ????????????. ??, ??? ? — ???????? ????????????
???????????? X, ????????, ??? ? ?????? ?????? ?£? ???????
????????????? ????? ?, ??? ???????? ?? ??????? d(p, q)<.r, q£X
??????? ????????? q^E. ?? ?? ??? ???????? (?. 2.18), ??? ? —
???? ??????????? ????????????, ??? ??? ???? ??????????? ? ?????
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?? ??????? ????? ??????? ? ?. ??? ?????? ???????? ?? ?????
????????, ??? ????????? ? ??????? ???????????? ?, ????
?????? ????? ? ? ? ???????? ????? ?>0, ?????, ??? q£E, ????
d(p, q)<r ? q^Y. ?????? 2.23 (g) ??????????, ??? ?????????
????? ???? ???????? ???????????? ?, ?? ?????? ????????
????????????? ???????????? X. ?????? ????? ????? ?????????
??????? ??????? ???????????, ??????? ?? ?????? ?????????.

2.30. ???????. ????? ? ? X. ???????????? ?
????????? ? ??????? ???????????? ? ????? ? ?????? ?????, ?????
? = ? ? G ??? ?????????? ????????? ???????????? G
???????????? X.

??????????????. ????????, ??? ? ??????? ????????????
?. ??? ??????? ? ? ? ???????? ????????????? ????? ??, ?????,
??? ?? ??????? d(p, q)<rp, q^Y ???????, ??? q£E. ????? Vp—
????????? ???? q^X, ?????, ??? d(p, q)<rp\ ???????

G= U Vp.

????? ?? ???????? 2.21 ? 2.26 G—???????? ????????????
???????????? X.
????????? ? £ Vp ??? ???? ???, ????, ??? ? cz G (] ?. ????????

?????? ?????? ??????????? Vp, ????? Vpf\Y cz E ??? ??????
? ? ?, ??? ??? G[\YczE. ????? ???????, E = G[\Y, ? ????????
??????? ????????.

???????, ???? ????????? G ??????? ? X ? ? = G(]Y, ??
?????? ????? ? £ ? ????? ??????????? Vp cz G. ????? Vp (] ? cz ?, ???
??? ????????? ? ??????? ???????????? ?.

?????????? ?????????

2.31. ???????????. ???????? ????????? ????????? ?
? ??????????? ???????????? X ?? ????? ???????? ????????? {Ga}
???????? ??????????? ???????????? X, ?????, ??? ? cz [j Ga.

2.32. ???????????. ???????????? ? ????????????
???????????? X ?????????? ??????????, ???? ?????? ????????
???????? ????????? ? ???????? ???????? ???????????.
?????? ??????, ?????????? ??????? ? ???, ??? ???? {Ga} —
???????? ???????? ????????? ?, ?? ??????? ???????? ?????
???????? ?? ..., ??, ?????, ???

Kc=GaiU...UGa„.

??????? ???????????? ????? ??????? ???????? ? ???????,
???????? ? ????? ? ?????????????? (??. 4).



46 ??. 2. ???????? ?????? ????????

????, ??? ?????? ???????? ????????? ?????????.

????????????? ???????? ?????? ??????????? ?????????? ???????? ? Rk
????? ????????? ?? ??????? 2.41.
?? ???????? ????? (? ?. 2.29), ??? ???? ? czY czX, ??
????????? ? ????? ???? ???????? ???????????? ?, ?? ??????
???????? ???????????? X. ???????? ????????? ? ???? ????????
???????, ????? ???????, ?? ????????????, ? ??????? ??? ?????????.
?? ?? ????? ? ? ????????? ???????? ????????? ???? ?????????.
??????, ??? ?? ??????, ???????????? — ????? ???????
???????. ????? ?????????????? ????????? ???????, ?? ?????
???????? ????????, ??? ????????? ? ????????? ???????????? ??
???? ????????? ?????????? ??????????? 2.32.

2.33. ???????. ????????, ??? ? ?= ? cz X. ????????? ?
????????? ???????????? X ? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ?????
??? ????????? ???????????? Y.

? ???? ???? ??????? ?? ?????? ?? ?????? ?????????

????????????? ?????????? ????????? ??? ??????????? ????????????

???? ?? ????, ?? ??????? ???????? ???????? ?? ??????????

????????????. ? ?????????, ???? ????? ???????????? ???????? ??

???????? ????????????? ??? ? ????????? ????????????? (??????

??????????? ???????????? X ?????? ???????? ?????????????
?????? ???? ? ????????? ????????????? ?????? ????), ?????
????? ???????? ? ?????????? ??????????? ?????????????.

??????????????. ???????????, ??? ????????? ?
????????? ???????????? X; ????? {Va}—????????? ????????,
???????? ???????????? Y, ?????, ??? ? cz [)Va. ?? ??????? 2.30 ???

?????? a ?????????? ????????? Ga, ???????? ???????????? ??
?????, ??? Va = Y f\Ga; ????????? ? ????????? ???????????? ?^
?? ?????

(22) KczGai[}...[)Gan

??? ????????? ?????? ????????? ????? ???????? ?4, ..., ??.
??? ??? ? cz Y, ?? ?? (22) ???????, ???

(23) KczVai[)...{)Van.

??? ????? ????????, ??? ????????? ? ????????? ???????????? ?\

???????, ????????, ??? ? ????????? ???????????? ?. ?????
{Ga} — ????????? ???????? ??????????? ???????????? X,
??????????? ?. ??????? Va = Y(}Ga. ????? ????????? (23) ?????
????????? ??? ????????? ?????? ?? ..., ??\ ??? ??? Va cz Ga>
?? (22) ??????? ?? (23).
?????????????? ?????????.
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2.34. ???????. ?????????? ???????????? ???????????
??????????? ????????.

??????????????. ????? ?—?????????? ????????????
???????????? ???????????? X. ?? ???????, ??? ??????????
????????? ? ???? ???????? ???????????? ???????????? X.
???????????, ??? ? £?, ?$?. ???? q£K, ?? ????? Vq ? Wq —
??????????? ?????????????? ????? ? ? q ???????, ????????

yd(p, q) [??. ??????????? 2.20 (?)\.
????? ???? ??? ? — ?????????, ???????? ???????? ?????

????? q{, ···» ??, ????????????? ????????? ?, ?????, ???

KczWqi[)...[}Wgn = W.

???? V = Vq ? ... ?^??» ?? ? —??????????? ????? ?, ??
?????????????? ? W. ??????, Vc=Kc, ??? ??? ? — ?????????? ?????
????????? ??. ??????? ????????.

2.35. ???????. ????????? ???????????? ??????????
???????? ?????????.

??????????????. ????????, ??? F ? ? ? X, ?????????
F ???????? (???????????? X), ? ? — ?????????. ????? {Va}~-
???????? ???????? ????????? F. ???? ???????????? ?????????
Fc ? {Va}, ?? ?? ??????? ???????? ???????? O ????????? ?.
????????? ? ?????????, ?????????? ???????? ???????????? F
????????? O, ??????????? ????????? ?, ? ?????????????, ? F.
???? ????????? Fc ?????? ? ?, ?? ?? ????? ??????? ??? ?? F
? ???????? ???????? ???????? ????????? F. ????? ???????, ??
????????, ??? ???????? ??????????? ???????? {Va} ????????? F.

?????????. ???? F ????????, ? ? ?????????, ?? F(]K
?????????.

??????????????. ??????? 2.26 (?) ? 2.34 ??????????,
??? ????????? F(]K ????????, ? ??? ??? FflKaK, ?? ??
??????? 2.35 ????????? Ff\K ?????????.

2.36. ???? {??) —????????? ?????????? ???????????
???????????? ???????????? X, ?????, ??? ??????????? ?????? ?????????
???????????? ????????? {??} ???????, ?? ? (] ?? ???????.

??????????????. ??????????? ????????? ?\ ?? ?????????

{??) ? ??????? Ga = ?a· ???????????, ??? ? ?\ ??? ?????
?????, ??????? ???????????? ?? ???? ?????????? ??- ?????
????????? Ga ???????? ???????? ???????? ????????? ?\, ???
??? /Ci ?????????, ???????? ???????? ????? ???????? ?, ...,??,



48 ??. 2. ???????? ?????? ????????

?????, ??? ?\ a Ga U ·.. U Ga · ?? ??? ????????, ??? ?????????
1

???/?? ... ()???

?????. ?? ???????? ???????????? ? ????????? ???????.

?????????. ???? {??} — ?????????????????? ????????
?????????? ????????, ?????, ??? ?? =? ??+? (/? = 1, 2, 3 .. .), ??

? ????????? (] ?? ???????.
?=1

2.37. ???????. ???? ? — ??????????? ????????????
??????????? ????????? ?, ?? ? ????? ?????????? ?????,
????????????? ?.

??????????????. ???? ?? ??????? ????? ????????? ?
?? ???? ?????????? ?????? ????????? ?, ?? ?????? ????? q^K
????? ?? ??????????? Vq, ?????????? ?? ????? ????? ?????
????????? ? (? ?????? ????? q, ???? q£E). ????, ??? ???????
???????? ???????????? ????????? {Vq} ?? ????? ???????
????????? ?; ?? ?? ????? ? ??? ?, ??? ??? ? ?= ?\ ?? ???
???????????? ???????????? ????????? ?.

2.38. ???????. ???? {1?} —?????????????????? ?????????
? R1, ?????, ??? InzDln+i (/? = 1, 2, 3, ...), ?? ?????????

? In ???????.
?=1

??????????????. ???? 1?=[??, ??], ?? ????? ? ????
????????? ???? ??. ????? ????????? ? ??????? ? ?????????? ??????
(?????? bi). ????? x = supE. ???? ? ? ? — ????????????? ?????
?????, ??

&? ^ &?+? "^ Um+n ^ ^??»

??? ??? x^Cbm ??? ?????? ?. ????????? ????????, ??? ??^?,
?? ?? ?????, ??? ?£1? ??? ?= 1, 2, 3, ....

2.39. ???????. ????? k —????????????? ????? ?????. ????
{1?} —?????????????????? k-?????? ??????, ?????, ??? InzDln+i

(/?=1, 2, 3, ...), ?? ?????????? ? In ???????.
?=?

??????????????. ????? 1? ??????? ?? ???? ?????
? = (?? ..., xk), ?????, ???

an,j<Xj<bn,j (l</<&; /?=1, 2, 3, ...),

? ????? lnj = \anj, bnij]. ??? ?????? / ?????????????????? {In,j}
????????????? ?????????????? ??????? 2.38. ??????, ??????????



?????????? ?????????49

???????????? ????? ?*(1 </<&), ?????, ???

On,j<x*<bn,j (Ki<k; /i=lf 2, 3, ...)·

??????? ?* = (?*, ..., ?%), ?? ?????, ??? ?* £ 1? ??? /? = 1, 2, 3,... .
??????? ????????.

2.40. ???????. ????? k-?????? ?????? ?????????.

??????????????. ????? / ???? /?-?????? ??????,
????????? ?? ???? ????? ? = (?? ..., xk), ?????, ??? a,· < Xj < bj
(1 </<&)· ???????

1

????? |? — ?|<6, ???? ? £/, ? ?/.
????????, ??? ??????? ??????????? ??????? ??????????
???????? ???????? {Ga} ????????? /, ?? ?????????? ?????????
??????????? ????????? /. ??????? Cj = (aj-\-bj)/2. ????????

\aj, Cj] ? [cj, bj] ?????????? ????? 2k fe-?????? ?????? Qf,
??????????? ??????? ???? /. ???? ?? ???? ?? ???? ???????? Qt
(????????? ??? /4) ?? ????? ???? ??????? ??????? ????????
????????????? ????????? {Ga} (? ????????? ?????? ??? ???? ??
??????? ??? ?????? /). ?????? ?? ???????? /4 ? ????????? ????
???????. ?? ??????? ?????????????????? {1?}, ??????????
?????????? ??????????:

(a) I zd 1± =? /2 =? 13 =? ...;
(b) 1? ?? ??????????? ??????? ???????? ?????????????

????????? {Ga};
(c) ???? ???? ? ?£/?, ?? |? — ?|<2"??.

?? (?) ? ??????? 2.39 ???????, ??? ?????????? ????? ?*,
????????????? ???? ?????????? 1?. ??? ????????? a ????? x*£Ga.
????????? Ga ???????, ?????????? ?>0, ?????, ??? ??
??????????? | ? — ?* | -< ? ??????? ????????? y£Ga. ???? ? ?????
??????, ??? 2~?6<?? (????? ? ??????????, ??? ????? 2?<[?/? ???
???? ????????????? ????? ?, ??? ??????????), ?? ?? (?) ???????,
??? /„czG^, ? ??? ???????????? ??????????? (?).
?????????????? ?????????.
??????????? ?? ??????????????? ??????? (?) ? (?) ?
????????? ??????? ???????? ??? ????????? ??????? ????? — ??????.

2.41. ???????. ???? ????????? ? ?? Rh ???????? ?????
?? ???? ????????? ???????, ?? ??? ???????? ? ????? ???????:

(a) ? ?????????? ? ????????;
(b) E ?????????;

4 ?. ?????



50 ? ?, 2. ???????? ?????? ????????

(?) ?????? ??????????? ???????????? ????????? ? ?????
?????????? ?????, ????????????? ?.

??????????????. ???? (?) ?????????, ?? Eczl, ??? / —
????????? ^-?????? ??????, ? (?) ??????? ?? ?????? 2.40 ? 2.35.
??????? 2.37 ??????????, ??? (?) ?????? ?? ????? (?). ????????
????????, ??? ?? (?) ??????? (?).
???? ????????? ? ?? ??????????, ?? ??? ???????? ????? ???
?????, ???

|??|>?(?= 1, 2, 3, ...)·

????????? S, ????????? ?? ???? ????? ??, ?????????? ?,
????????, ?? ????? ?????????? ????? ? Rk ? ??? ????? ? ?.
????? ???????, ?? (?) ???????, ??? ????????? ? ??????????.
???? ? ?? ????????, ?? ??????? ????? x0(zRh, ??????????
?????????? ?????? ????????? ?, ?? ?? ????????????? ?. ???
/? = 1, 2, 3, ... ??????? ????? ??£?, ?????, ??? \?? — ?0|<1?.
????? S —????????? ???? ????? ??. ????? S —???????????
????????? (? ????????? ?????? [ ?^ — ?01 ????? ?? ??????????
????????????? ???????? ??? ???????????? ????????? ??????? ?),
?0 — ?????????? ????? ????????? S ? ? Rh ??? ??????
?????????? ????? ????????? S. ?????????????, ???? ? ?/?, ?=^??, ??

|?? — ?|>|?0 — ?| — | ??? — ?0|>|?? — yl — — >? I ?? — ?|

??? ???? ?, ?? ??????????? ?????????? ????????? ?????????;

??? ??????????, ??? ? ?? ???????? ?????????? ??????
????????? 5 (??????? 2.22).
????? ???????, S ?? ????? ?????????? ????? ? ?\ ??????,
????????? ? ????????, ???? ????????? (?).
??????? ???????? ? ????? ? ???? ????????, ??? (6) ? (?)
???????????? ? ????? ??????????? ???????????? (?????????? 13),
?? ??? ?? (?) ? ????? ?????? ?? ??????? (?) ? (?). ????????,
??? ??? ? ???????????? X2, ??????? ??????????? ? ??. 10. ????
?????? ?????? ????? ? ?????????? 9.

2.42. ??????? (???????????). ?????? ????????????
??????????? ???????????? ???????????? Rh ????? ?????????? ????? ? Rk.

??????????????. ?????? ????????????, ?????????, ?
??????? ???? ????, ?????????? ? ????????? fe-?????? ?????? Ic=Rk.
?? ??????? 2.40 ????????? / ?????????, ???????, ????????
??????? 2.37, ????????? ? ????? ? / ?????????? ?????.
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??????????? ?????????

2.43. ???????. ????? ? —???????? ??????????? ?????????
? Rk. ????? ? ????????.

??????????????. ????????? ????????? ? ?????
?????????? ?????, ??? ?????? ???? ???????????. ????????, ??? ?
??????, ? ????????? ????? ????????? ? ????? ?1? ?2, ?3, ... .
?? ???????? ?????????????????? ???????????? {Vn}
????????? ???????.
????? Vi — ?????-?????? ??????????? ????? ?4. ???? Vt ???????

?? ???? y£Rk, ?????, ??? |? — xi\<Cr, ?? ???????????????

????????? ??????????? Vi ???? ?? ??????????? ????????? ???? ? £/?*,
?????, ??? |? —Xi|<r. (??? ? ? ??????? 2.21, ????? ????????,

??? ?????????? ????????? V^ ???????. ??????, ?????????
??????????? ????????.)
????????, ??? ??????????? Vn ????????? ???, ??? ?????????
Vn(]P ???????. ????????? ?????? ????? ????????? ? ????
?????????? ????? ????? ?????????, ?????????? ??????????? Vn+i,

?????, ??? (i) Vn+i cz Vn, (ii) xn$Vn+i, (Hi) ????????? Vn+if[P
???????. ? ???? (iii), Vn+i ????????????? ?????????????
????????, ? ?????????? ????? ???? ??????????.

??????? ?? = ??(]?- ?????? ???????????? ? ?????????,

????????? Vn ?????????. ?? ???? ????? ????????? ? ?? ?????

? ? ??, ??? ??? ?? $ ??+?· ?????? ???????, ??? ?????????
71=1

? ? ? ?????, ??? ??? ?? cz ?. ?? ???? ?????? ????????? ??
71=1

??????? ? ???? (iii) ? ??^>??+? ? ???? (i). ??? ????????????
????????? ?? ??????? 2.36.

?????????. ?????? ??????? [?, ?] (?<6) ????????.
????????? ???? ???????????? ????? ????????.

2.44. ????????? ?????????. ??????, ? ?????????? ????????
?? ?????????, ??????????, ??? ? R1 ?????????? ???????????
?????????, ?? ?????????? ???????? ?????????.

????? ? ? ???? ??????? [0, 1]. ?????? ?? ???? ????????

( ?G ' ?G ) ' ? ????? ^? ~~ ??????????? ?????????

[<]¦ [?··].
?????? ??????? ????? ???? ?????????, ? ????? ?2 —
??????????? ?????????

L0, ~9~J ' L~9"' ~9~J ' L"9~' 9~_? L^'1]·
4*



52 ??. 2. ???????? ?????? ????????

????????? ????? ???????, ?? ??????? ??????????????????
?????????? ???????? ??, ?????, ???

(a) E1zdE2zdEzzd ...;
(b) En ???? ??????????? 2? ?????????, ????? ??????? ??

??????? ????? 3~?.

????????? ?=. [\ ?? ?????????? ?????????? ???????. ???-
?=1

?????? ?, ????????, ?????????, ? ??????? 2.36 ??????????, ???
? ???????.
??????? ???????? ????

\?4:) I ?? ' 3m J '

??? k ? m —????????????? ????? ?????, ?? ????? ????? ?????
? ?. ??????, ? ?? ???????? ???????? ?????????, ??? ??????
???????? (a, ß) ???????? ???????? ???? (24), ????

?-? ^ ß—a

????? ????????, ??? ? ??????????, ?????????? ????????, ???
? ?? ???????? ????????????? ?????. ????? ??? ? ????? S —
?????-?????? ????????, ?????????? ?. ????? 1? — ???????
????????? ??, ?????????? ?. ??????? ?????????? ??????? ?, ?????,
??? /^czS. ????? ?? — ??? ????? ???????? 1?, ??? ????????
????-
?? ?????????? ????????? ? ???????, ??? ??(??· ??????, ?
???? ?????????? ????? ????????? ?, ? ????????? ? ??????????.
???? ?? ????? ?????????? ??????? ????????? ???????
??????? ? ???, ??? ??? ?????????? ??? ?????? ??????????

????????? ???? ???? (??????? ???? ????? ??????????? ? ??. 10).

??????? ?????????

2.45. ???????????. ????????? ? ? ???????????
???????????? X ?????????? ???????, ???? ?? ?????????? ???? ????????
???????? ? ? ? ???????????? X, ?????, ??? ??????????? ? (] ?
?????, ??????????? ?(]???[]??? ????? ? ? ? ? [) ?.
??? ??????????? ?????? ?? ??????????? ????????????,
????????? ?? ????? ???? ??? ?? ??????? ?? ???????????
???????????? X, ?. ?. ??? ?????? ????? «???????» ??????? «???????
???????????? X» ? ?????????? ?????? ??????????? ?????????
???????????: ? ?????? ???????????? X ? ??? ? ?????? ? ??? ??????,
????? ? ?????? ???????????? ?.

????? ???????, ????? ????? ???????? ? ???????
????????????? (??. ? ???????????, ?????????? ?? ????????????? ???-
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???? 2.33): ???????????? ??????, ???? ??? ?? ????????
???????????? ???? ???????? ???????????????? ???????? ????????.
?????? ????? ???????????, ?????????? ???? ????????, ?????
??????????: ???? ? ?? ???????? ??????? ???????????? X, ??
?????????? ????????? ? ? ?, ?????????? ??????????,
?????????? ? ???????????, ? ???????????? ???????? ?[\? ? ?{\?
??????????, ??? ? ?? ?????? ???????????? ? (??. ? ???????? 2.30).
???????? ???????? ?? ?????????? ??????????.

2.46. ???????. ????? X — ??????????? ????????????, ? cz X,
a E = G[}H, ??? G ? ? ' — ???????????????? ???????? ?????????,
???????? ???????????? ?. ????? ?????????? ????????????????
???????? ????????? ? ? ? ? X, ?????, ??? G = A[]E, ? = ?[\?.

??????????????. ?????? ????? ? ? G ????????????? ?????
d?>0, ?????, ??? ?? ??????????? q£E, d(p, q)<.8p ???????
????????? q£G, ??? ??? ????????? G ??????? ???????????? ?.
??????????? ???????, ?????? ????? q£H ????????????? ?????
Sg>0, ?????, ??? ?? ??????????? ???, d(p, q)<.8q ???????
????????? ???. ??????, ???? p£G, q^H, ?? ??? ???
??????????? ?? ???????????, ??? ???

(25) d(p, q)>±(8p+6q).

??? p£G, q£H ????? Vp ?????????? ????????? ???? ???,
?????, ??? 2d(p, ?)<d?, ? ????? Wq — ????????? ???? ???,
?????, ??? 2d (q, x)<i8q. ???? ????????? ????????? Vp ?????
????? ????? ? ? ????????? Wq, ??

d(p, q)<d(p, x) + d(q, x) <-^ (£>p + 6q),

??? ???????????? ??????????? (25).
????? ???????, ?????? Vp ?? ???????????? ?? ? ????? Wq,
? ???? ?? ???????

?= [}VP, B= U Wq,

?? ?? ??????? ????????? ? ?????????? ??????????.

2.47. ???????. ???????????? ? ???????????? ?????? R1
?????? ????? ? ?????? ?????, ????? ? ???????? ?????????
?????????: ???? ???, ?£? ? x<iz<cy, ?? ? ???.

??????????????. ????????, ??? ??? ??????? ??
??????????? ??? ????????? ????? ?, ?, ?, ?. ?. ?£?, ?£?, x<z<y,
?? z$E. ???? ? ???? ????????? ???? ?<?, a ß —?????????
???? ß>?, ?? ??????????? 2.45 ??????????, ??? ? ?? ??????.



54 ??. 2. ???????? ?????? ????????

????? ???????? ????????, ????????, ??? ? ?? ??????. ?????
?????????? ????? ???, ?£?, ?<??, ? ????????
???????????????? ????????? ? ? ? ? R1, ?????, ??? ? ? ?, ?^????=.?[}?.

S = A{][x, ?]
? z = supS.
????? ???? ??? ? ? ? ? ? ???????, ????? z<Cy. ?????

???????, ???? z £ ?, ?? ?? ????, ??? ? ???????, ???????, ??? z
?? ???????? ??????? ???????? ????????? S. ??????, ? $ ?.
????? ???? ??? ?£? ? ? ???????, ????? ?<.?. ?????
???????, ???? ? £ ?, ?? ?? ????, ??? ? ???????, ???????, ??? ?
?? ???????? ??????? ?????? ????????? 5. ??????, ?\?.
?? ??? ??? ? ? ? [} ?, ?? ? $ ?, ? ?????????????? ?????????.

?????????. ????????? ? ? R1 ?????? ????? ? ??????
?????, ????? ?— ???? ?? ????????? ???????? (??? ? ? ?
—???????????? ?????, ?<6):

(-??,6), (—??,6], (a, ??), [?, ??), ( — ??,??), (a, 6), [a, 6), (a, 6], [a, 6].

? ?????? ?? ???? ????? ??????????? ????????? ?, ???????
?? ????, ??????? ??? ??? inf E ? sup£ ? ??????????? ?? ???
????????? ?.
????? ?? ??????? ?????????????? ??????? ???????? ??
?????????, ????????, ?? ??????????.

1. ????????? ???????????? ????????? ???????????? ?????,
??????? ????? ??? ?????????? ?????.

2. ????????? ?????????? ????????? ???????????? ?????,

????????? ?????????? ????? ???????? ??????.

3. ????? ?' — ????????? ???? ?????????? ????? ??????????
????????? £._????????, ??? ?' ????????.
4. ????? ? = ?[)?', ??? ?' ?????????? ????. ?????

???????? ?, ?? ????????? ? ? ??? ?????????? ????? ?\ ?

?????????? ?????????? ????????? ?. ????????, ??? ? ?????? ????????

? ??? ? a F, ???? £cf ? f ????????.
5. ????? ?????? ?????????

?0?? + ?^??~? + ... + ??^? + ?? = ?,

??? ?0, ..., ??—????? ?????, ?????????? ???????????????
???????. ????????, ??? ????????? ???? ?????????????? ?????
??????.
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????????. ??? ?????? ????????????? ????? N ??????????
?????? ???????? ????? ????? ?????????, ???

? + \a?\ + \a?\+ ... +\an\ = N.

6. ???? ?????? ????????? ???????? ????????? (0,1),
??????? ?? ???????? ????????? ???????????.

7. ????????, ??? ??????? 2.36 ? ?? ????????? ??????????
????????? (? R1, ????????), ???? ????? «??????????» ????????
?????? «?????????» ??? «????????????».

8. ?????? ?? ??????????? ??????????? ????????????, ??
??????? ??????????? ?????????? ????????????
9. ????? X—???????????? ???? ???????????? ?????, d(p, q) =
= \? — q\ ? ? — ????????? ???? ???????????? ?, ?????, ???
2<?2<3. ????????, ??? ? ???????? ? ??????????, ?? ??
?????????.

10. ??????????? ???????????? ?????????? ?????????????, ????
??? ???????? ??????? ????? ??????? ????????????. ????????,
??? Rk ????????????.
????????. ??????????? ????????? ?????, ??? ??????????
??????? ???????????.

11. ????????? {Va} ???????? ??????????? ???????????? X
?????????? ????? ???????????? X, ???? ????? ?????????: ???
??????? ?£?, ? ??????? ????????? ????????? G, ??????, ???
x£G, ????? x£Vac=G ??? ????????? ?. ????? ???????, ??????
???????? ????????? ? X ???? ??????????? ??????????
???????????? ????????? {Va}.
????????, ??? ?????? ????????????? ??????????? ????????????
????? ??????? ????.
????????. ???????? ??? ??????????? ? ???????????? ????????
? ? ???????? ? ????????? ??????? ????? ??????? ????????????

???????????? X.
12. ????? X—??????????? ????????????, ? ??????? ??????
??????????? ???????????? ????? ?????????? ?????. ????????,
??? X ????????????.
????????. ???????????? d > 0 ? ???????? ?± £ X. ??????

?? ..., Xj£X, ???????, ???? ??? ????????, Xj+i£X, ?????, ???
d(Xi, Xj+i)>$ ??? ?=1, ..., /. ????????, ??? ???? ???????
?????? ??????????? ????? ????????? ????? ????? ? ??? ??????? X
????? ??????? ???????? ?????? ???????????? ??????? d.
???????? d=1/? (?--= 1, 2, 3, ...) ? ??????????? ??????
??????????????? ????????????.
13. ????? X — ??????????? ????????????, ? ??????? ??????
??????????? ???????????? ????? ?????????? ?????. ????????,
??? X ?????????.



56 ??. 2. ???????? ?????? ????????

????????. ???????? ??????????? 11 ? 12, X ????? ???????
????. ?????????????, ?????? ???????? ???????? ???????????? X
???????? ??????? ??????????? {Gn}, /? = 1, 2, 3, .... ????
??????? ???????? ???????????? ????????? {Gn} ?? ????????? X,
?? ?????????? Fn ????????? Gi U ... (J Gn ??????? ??? ?????? ?,
?? ??????????? []Fn — ?????. ????? ? — ?????????, ??????????
?? ????? ?? ??????? Fn. ??????????? ?????????? ?????
????????? ? ? ???????? ????????????.
14. ????????, ??? ?????? ????????? ????????? ? ??????-
??????? ??????????? ???????????? ???? ??????????? ????????????
????????? (????? ????, ???????) ? ?????????? ?? ????? ???
???????? ?????????. (?????????: ?????? ??????? ?????????
????????? ? Rh ????? ????????????? ?????.)
15. ????????, ??? ?????? ???????? ????????? ? R1 ????
??????????? ?? ????? ??? ???????? ????????? ???????
???????????????? ??????????.

????????. ?????????????? ??????????? 10.
16. ?????? ?????????????? ??????? 2.43, ???????? ?????
?????????:

???? Rk=^ U Fn, ??? ?????? Fn—????????? ????????????

???????????? Rk, ?? ???? ?? ???? Fn ????? ????????
????????????.

????????????? ???????????. ???? Gn — ??????? ????????

???????????? ???????????? Rk ??? ? = 1, 2,3, ..., ?? (] Gn

??????? (?? ????? ???? ??? ????? ?????? ? Rh). (??? ???????
?????? ??????? ????; ??. ????? ?????? ? ?????????? 17, ??. 3.)



?????????????????? ? ????

??? ????????? ????????, ? ???? ????? ?? ????? ????? ????
??????? ??????? ? ???????????????????? ? ?????? ???????????
?????. ?????? ???????? ?????, ????????? ?? ???????????,
????? ?? ????? ????????? ? ? ????? ????? ????????. ??????
??? ??????? ????? ??????? ????????? ???????????????????
? ?????????? ????????????? ??? ???? ? ???????????
?????????????.

?????????? ??????????????????

3.1. ???????????. ?????????????????? {??} ? ???????????
???????????? X ?????????? ??????????, ???? ?????????? ?????
???, ?????????? ????????? ?????????: ??? ??????? e>0
?????????? ????? ????? ?/, ?????, ??? ??? ?> N ????? d (??, ?) < e
(????? d ?????????? ?????????? ? X).
? ???? ?????? ?? ????? ???????? ?????, ???
?????????????????? {??} ???????? ? ? ??? ??? ?—?????? ??????????????????
{??} [??. ??????? 3.2 (6)], ? ????? ?????? ??—>? ???

lim Pn = p.
?->00

???? ?????????????????? {??} ?? ????????, ?? ???????, ???
??? ??????????.
??????? ????????, ??? ???? ??????????? «??????????
??????????????????» ??????? ?? ?????? ?? {??}, ?? ? ?? X; ????????,
?????????????????? {1/?} ???????? ? ^(? 0), ?? ?? ????????
? ????????? ???? ????????????? ???????????? ????? [?????
d(x, ?) = \?—?\]. ? ??? ???????, ????? ???????? ????????, ??
????? ????? ??????? ? ????? ???????? ????????? «???????? ? X»
?????? «????????».

????????, ??? ????????? ???? ????? ?? (?= 1, 2, 3, ...) ????
????????? ???????? ?????????????????? {?^}. ?????????
???????? ?????????????????? ????? ???? ???????? ??? ???????????.
?????????????????? ?????????? ????????????, ???? ?????????
?? ???????? ??????????.



58 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??? ??????? ?????????? ????????? ??????????????????
??????????? ????? (??? ???? X = R2).
(?) ???? sn=l/n, ?? lims^^O; ????????? ???????? ?????-

?->-00

?????, ? ?????????????????? ??????????.

(?) ???? sn = n2, ?? ?????????????????? {sn} ?? ??????????,
??????????, ? ????????? ?? ???????? ??????????.

(c) ???? sn = l + [( — 1)??], ?? ?????????????????? {sn}
???????? ? 1, ??????????, ? ????????? ?? ???????? ??????????.
(d) ???? sn = in, ?? ?????????????????? {sn} ??????????,
??????????, ? ????????? ?? ???????? ???????.

(e) ???? sn=l (/? = 1,2,3, ...), ?? {sn} ???????? ? 1,
??????????, ? ????????? ?? ???????? ???????.
???????????? ?????? ????????? ?????? ???????? ??????????
??????????????????? ? ??????????? ?????????????.

3.2. ???????. ????? {??}— ?????????????????? ?
??????????? ???????????? X.
(a) {??} ???????? ? ??? ????? ? ?????? ?????, ????? ??????
??????????? ????? ? ???????? ??? ????? ??????????????????
{??}, ?? ??????????? ????????? ?? ?????.
(b) ???? ???, ?' ?? ? {??} ???????? ? ? ? ? ?', ?? ? = ?'.
(c) ???? {??} ????????, ?? {??} ??????????.
(d) ???? ??=? ? ???? ?—?????????? ????? ????????? ?,
?? ?????????? ?????????????????? {??} ????????? ????????? ?,
?????, ??? ?= lim pn.

?-+??

??????????????, (?) ????????, ??? ??—>?, ? ?????
V—??????????? ????? ?. ??? ?????????? e>0 ?? ???????
d(p, q)<,z, q^X, ???????, ??? q^V. ????? e ????????????? ?,
?????, ??? ?? ??????????? ?>? ???????, ??? d(pn, ?)<e. ?????
???????, ??????????? ?>? ?????? ?? ????? ????????? pn^V.
???????, ????????, ??? ?????? ??????????? ????? ? ????????
??? ????? ??, ????? ????????? ?? ?????. ??????????? e > ?,
? ????? V—????????? ???? q£X, ?????, ??? d (?, #)<e.
?? ?????????????, ?????????? N (??????????????? ????
??????????? V), ?????, ??? pn(zV, ???? n>N. ????? ???????,
d(pn, ?)<e» ???? ?>?; ??????, ??—> ?.
(?) ????? ?????? ????? e>0. ?????????? ????? ????? ?, ?\
?????, ???

?>? ?????? ?? ????? d(pn, ?)<-?-,

?>?' ?????? ?? ????? d(pn, ?')<?·
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??????, ???? ?>???(?/, N'), ??

d(p, p')<d(p, pn) + d(pn, //)<e·

????????? ????? e ???? ????????????, ?? ????????? ??????,
??? d(p, ?') = 0.
(c) ????????, ??? ??—>?. ????? ?????????? ????? N, ?????,

??? ??? n>N ????? d(??, ?)< 1. ???????

r = max{l, d(pu p),...,d(pN, p)}.

????? d(pn, p)<r ??? /? = 1, 2, 3,
(d) ??? ??????? ?????????????? ?????? ? ?????????? ?????

??£?, ?????, ??? d(pn, ?)<1/?. ??? ??????? e>0 ??????? N
???, ??? ?e>1. ???? ?>?, ?? d(pn, ?)<e. ??????, ??—>?-
?????????????? ?????????.
??? ??????????????????? ? Rk ?? ????? ???????
??????????? ????? ???????????, ? ????? ???????, ? ???????????????
??????????, ? ??????. ??????? ?? ?????????? ??????????????????
??????????? ?????.

3.3. ???????. ????????, ??? {sn}, {tn} — ???????????
?????????????????? ? \imsn = s, \imtn = t. ?????

?->?? ?->??

(a) lim (Sn + tn) = s + t;
n-voo

(b) lim csn = cs, lim (c + sn) = c + s ??? ?????? ????? ?;
n->oo n->oo

(c) lim sntn = st;
/?->??

(d) lim — = — , ???? ?????? sn=^0 (ft = 1, 2, 3, ...) ? s=£0.
n-^oo sn s

??????????????, (a) ??? ??????? e > 0 ?????????? ?????
Ni, iV2, ?????, ???

??? ?>?? ????? \sn—s[<-|,

??? n>N2 ????? | tn — *|<?-

???? N = max(N4, N2), ?? ??? rc>iV ???????

|(^ + W-(s+i)l<|sn—sl + 1'n—?<8·

??? ????? (a) ????????. ?????????????? ??????????? (6)
??????????.

(?) ????????????? ??????????

(1) sntn—st = (sn — s)(fn — t) + s(tn — t) + t(sn—s).



60 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??? ??????? e>0 ?????????? ????? ??9 ?/2, ?????, ???

??? ?>?? ????? \sn—s|<c]/"e,

??? n>N2 ????? \tn — ? | < ]/~e .

???? ?? ??????? N = max(Nl, N2), ?? ??? n>N ???????

\(Sn—s)(tn — t)\<e,

lim (sn—s)(tn—t)T=0.
n->co

???????? ?????? (a) ? (b) ? ????????? (1), ?? ?????????, ???
lim (sntn — st) = 0.
n-»oo

(d) ?????? ? ???, ??? \sn— s|<-~-|s| ??? n>m, ?? ?????,

|s*|>T|s| (n>m).2

??? ??????? e > 0 ?????????? ????? N >?, ?????, ??? ???
?>?/ ?????

\sn — S\<.-^\s\2E.

?????? ??? n>N ????????

J 1_
sn s

2 ? , ^

-Ta-I^i — S|<8.- I s I»

3.4. ???????, (a) ????????, ??? xn(zRh (?=1» 2, 3, ...) a

??== (a1, p» · · ·» ak,n)'

?????????????????? {??} ???????? ? ? = (?? ..., ?^) ?????
? ?????? ?????, ?????

(2) l\maj9n = aj (1 </<&).
?->00

(6) ????????, ??? {??}, {??} — ?????????????????? ? Rh,
{ß?} — ?????????????????? ???????????? ????? ? ?? —>?, ???-^?»
ß„->ß. ?????

lim (?? + ??) = ?-+ ?, ????-?? = ?-?, lim ß„?„ = ß?.
?-?-?? ?->?? ?—>??

??????????????. ???? ?^—>?, ?? ????????? (2)
??????????? ? ???? ??????????

|a^?—??|<|?? — ?|,

?????????? ??????????????? ?? ??????????? ????? ? Rk.
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???????, ???? (2) ?????????, ?? ??????? e>0 ?????????????
????? ?, ?????, ??? ??? ?^? ?????

I «i,n—aj I < ·?=- (1 <l<k).
??????, ??? n~>N ????????

? k U/2

? S \flj,n — «? ? <8'[?.? — X| =

?????? ??—>?. ??? ????? (a) ????????.

??????????? (b) ??????? ?? (?) ? ??????? 3.3.

3.5. ???????????. ????? ?????? ?????????????????? {??}.

?????????? ?????????????????? {nh} ????????????? ????? ?????,

?????, ??? ?? < ?2 < ?3 < ... . ????? ?????????????????? {??.}

?????????? ?????????????????????? ?????????????????? {??}.
???? ?????????????????? {??.} ????????, ?? ?? ?????? ??????????

????????? ???????? ?????????????????? {??}.
????, ??? ?????????????????? {??} ???????? ? ? ????? ? ??????
?????, ????? ?????? ?? ????????????????????? ???????? ? ?. ??
????????????? ???????? ???????? ????????? ??????????????.

3.6. ???????. ?????? ???????????? ?????????????????? ? Rk
???????? ?????????? ?????????????????????.

??????????????. ????? ? — ????????? ????????
???????????? ?????????????????? {??} ? Rk. ???? ? ???????, ??
?????????? ?? ??????? ???? ???? ????? ? ????????? ? ?
?????????????????? {?} (fti <</?2 </?3 < ...), ?????, ???

??? == ??2 = . · · = X.

?????????? ????? ??????? ?????????????????????, ????????,

????????.

???? ????????? ? ??????????, ?? ??? ????? ??????????

????? x£Rh (??????? 2.42). ??????? ?? ???, ??? | ??1—?|<1.
?????? /?4, ..., nf_!, ?? ???????, ?? ??????? 2.22, ??? ??????????
????? ?>?_? ?????, ??? |??. — ?|< l/?. ??????????? ?????
??????? ????????????????????? ???????? ? ?.

3.7. ???????. ????????? ??????? ?????????????????? {??}
? ??????????? ???????????? X ???????? ?????????
????????? ? X.



62 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??????????????. ????? ?—????????? ???????? ?????? ?·

??????????? {??}, ? ?*— ????????? ???? ????????? ???????? ????
??????????????????. ????????, ??? q—?????????? ?????
????????? ?*. ????? ????????, ??? q£E*, ??????????, ??
??????? 3.2 (d), ????????, ??? q—?????????? ????? ????????? ?.
????? ?????? ????? e>0. ????????? q—?????????? ?????
????????? ?*, ??????? ????? ?£?*, ?????, ???

0<d(p, q)<\.

??? ??? ???*, ?? ??? ????????? ?? ?????

d(p, Pn)<d(p, q).

??????, pn¥=q ?

0<d(pn, q)<d(pn, p)+d(p, q)<z.

????????? ??^?, ?????? ???????, ??? q—?????????? ?????
????????? ?, ? ?????????????? ?????????.

?????????????????? ????

3.8. ???????????. ?????????????????? {??} ? ???????????
???????????? X ?????????? ??????????????????? ????
(??????????????? ???????????????????, ???????????????????,
?????????? ? ????), ???? ??? ?????? e>0 ?????????? ????? ?, ?????,
??? d(pn, Pm)<£ ??? n>N ? m>N.
??? ???????????? ??????????????????? ????, ? ????? ?
?????? ?????????, ??????? ????????? ???????, ???????? ????????

????????? ?????????????? ???????.

3.9. ???????????. ????? ? — ???????????? ????????????
???????????? X, ? ????? S—????????? ???? ???????????? ?????
???? d(p, q), ??? ? £ ? ? q£E. ????????? ????????? ?
?????????? ????? supS. ??? ????? ???????????? diam E.
???? {??} — ?????????????????? ? X, a EN ??????? ?? ?????

Pjv» Pjv+i, Pjv+2» ..., ?? ?? ???? ????????? ??????????? ????, ???
{??} — ?????????????????? ???? ????? ? ?????? ?????, ?????

lim diam EN = 0.
iV-*oo

3.10. ???????, (?) ???? ? ???? ????????? ????????? ?
? ??????????? ???????????? X, ??

diam E = diam E.
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(b) ???? {??} — ?????????????????? ?????????? ????????
? X, ?????, ??? ??^>??+? (?=1» 2, 3, ...), ? ????

lim diam Kn = ?,
?->??

?? ? ?? ??????? ????? ?? ????? ?????.
1

??????????????, (?) ????, ???

diam £,<diam£',

??? ??? ? cz E.

??????????? ????? e>0 ? ??????? ?£?, q £?. ??

??????????? ????????? ?, ? ? ?????????? ????? //, q', ?????, ???
d(p, ?')<e, d(q, q')<ie. ??????,

d(p, q)<d(p, p') + d(p', q') + d(q\ q)<

<2s + d(p', <7')<28 + diam£.

?????????????,

diam ? < 2e + diam £",

? ??? ??? e ???????????, ??????????? (a) ????????.

(?) ??????? ?= ? ??. ?? ??????? 2.36, ? ???????. ????/?
71=1

???????? ????? ????? ?????, ?? diamK>0. ?? ??? ?????? ?
?? ????? ?? =? ?, ??? ??? diam Kn > diam ?. ??? ????????????
?????????????, ??? diamK^—>0.

3.11. ???????, (?) ?????? ?????????? ??????????????????
? ??????????? ???????????? X ???????? ???????????????????
????.

(?) ?????? ?????????????????? ???? ? Rk ????????.

?????????. ??????? ????? ???????????? ??????????
?????????????????? ? ???????????? ?????????????????? ???? ???????
? ???, ??? ? ?????? ??????????? ? ????? ???? ?????? ??????,

? ?? ????? ??? ?? ?????? ??????????? ?? ?? ??????. ?????
???????, ??????? 3.11 ?) ????????? ??? ??????, ???????? ??? ???
?????? ??????????????????, ???? ???? ?? ?? ????? ???????,

? ???????? ??? ????? ?????????.

?? (???????????? ? ??????? 3.11) ???????????, ???
?????????????????? ? Rk ???????? ????? ? ?????? ?????, ????? ???
???????? ??????????????????? ????, ?????? ???????? ?????????
?????????? ????.



64 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??????????????, (?) ???? 1\??? = ? ? e>0, ?? ??????-
?-+0?

???? ????? ?, ?????, ??? d(pn, ?)<e/2 ??? ?^?. ??????, ????
?>? ? m>N, ??

d(pn, Pm)<d(pn, p) + d(p, pm)<8,

??? ??? {??}—?????????????????? ????.
(?) ????????, ??? {??} — ?????????????????? ???? ? Rh. ?????

EN—?????????, ????????? ?? ????? \N, xN+i, Xjv+2» ·.., ? ?????

EN—????????? ????????? EN. ?? ??????????? 3.9 ? ?? ???????
3.10 (?) ?? ?????

(3) lim diam^jv^O.
iV->oo

? ?????????, ????????? EN ??????????. ????? ????, ???

????????. (??? ??????? ??^ ?????????? 4, ??. 2. ??? ????????
??????????????: ???? *$EN, ?? ?$??, ? ? ?? ???????? ??????????
?????? ????????? ??; ??????? ????????? ??????????? V ????? ?
?? ???????????? ? ??. ??????? ????? ??????????? V ??

??????????? ??, ??? ??? ????????? V ???????; ?????????????,

?????????? ????????? ?? ???????.) ??????, ?????? ????????? ??
????????? (??????? 2.41). ????? ????, EnzdEn+1, ??? ???

En^dEn+1. ?? ??????? 3.10 (?) ??????????^???????????? ?????
??/?\ ????????????? ??????? ????????? ??.
????? ?????? ????? e > 0. ? ???? (3) ??????? ????? ?0? ?????,

??? diam EN < e, ???? ? > ?0. ????????? ? £ ??, ??? ??????, ???

I?—?|<e ??? ???? ? £??, ? ??????? ? ??? ???? y£EN. ?????
???????, ???? n>N0, ?? |??—?|<e. ?? ??? ???????? ? ????????,
??? ?^-^?, ? ?????????????? ?????????.

3,12. ???????????. ??????????? ???????????? X, ?
??????? ?????? ?????????????????? ???? ????????, ??????????
??????. ??????? ??????? 3.11 (?) ????? ?????????????? ???: Rh —
?????? ??????????? ????????????. ???????? ?????????
???????????? ???????????? ?????? ???????????? ???? ????????????
????? ? ??????????? d(x, ?) = \?—?\-
??????? 3.2 (?) ? ?????? (d) ?? ?. 3.1 ??????????, ???
?????????? ?????????????????? ??????????, ?? ????????????

?????????????????? ? Rk ?? ??????????? ????????. ?????? ???????
???? ?????? ??????, ????? ?????????? ???????????
??????????????. ??? ??????? ???? ? ??????????? ????????????????????
? R\
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3.13. ???????????. ?????????????????? {sn} ????????????
????? ??????????

(a) ????????? ????????????, ???? sn*Csn+i (/? = 1, 2, 3, ...);
(b) ????????? ?????????, ???? sn>sn+i (/? = 1, 2, 3, ...).
????? ?????????? ??????????????????? ??????? ??
???????????? ? ????????? ???????????????????.

3.14. ???????. ?????????? ?????????????????? {sn}
???????? ? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? ??? ??????????.

??????????????. ????????, ??? s7l<s7l+1 (? ??????
?????? ?????????????? ??????????). ????? ? — ????????? ????????
?????????????????? {sn}. ???? ?????????????????? {sn} ??????????,
?? ????? s—??????? ????? ????????? ?. ?????

s„<s (?=1, 2, 3, ...).

??? ?????? e>0 ?????????? ????? ?, ?????, ??? s— e<
<Sjv<5, ??? ??? ????? s—e ???? ?? ??????? ????????
????????? ?. ????????? ?????????????????? {sn} ??????????, ?? ???
n~>N ?????

S— 8<S*<S,

?????? ???????, ??? {sn} ???????? (? s).

???????? ??????? ?? ??????? 3.2 (?).

??????? ? ?????? ???????

3.15. ???????????. ????? {sn} — ??????????????????
???????????? ?????, ?????????? ????????? ?????????: ??? ??????
????????????? ? ?????????? ????? ?, ?????, ??? ??? ?>N ??
????? sn>M. ????? ?? ?????

??????????? ???????, ???? ??? ?????? ????????????? ????? ?
?????????? ????? ?, ?????, ??? ??? ?>? ?? ????? sn<Ai, ??
?? ?????

sn—>— ??.

??????? ????????, ??? ?? ?????? ?????????? ?????? —>
(????????? ? ??????????? 3.1) ??? ????????? ????? ????????????
???????????????????, ??? ?? ??? ? ??? ??????????
???????????????????, ?? ??? ??????????? ?????????? ? ???????, ??????
? ?. 3.1, ?????? ??????? ?? ????????.

3.16. ???????????. ????? {sn} — ??????????????????
???????????? ?????. ????? ? — ????????? ????? ? (? ???????????

5 ?. ?????



66 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??????? ???????????? ?????), ?????, ??? snk—>x ??? ?????????
????????????????????? {snk}· ??? ????????? ? ???????? ???
????????? ???????, ???????????? ? ?. 3.5, ?, ????????, ?????
-j-oo, —??.

???????? ?????? ??????????? 1.34 ? 1.40 ? ???????

s*=^sup E,

s* = inf E.

????? s*, s* ?????????? ??????? ? ?????? ?????????
?????????????????? {sn}; ?? ?????????? ???????????

lims7l = s*, lim Sft^Sg.
?-*?? ?-??>

3.17. ???????. ????? {sn} — ??????????????????
???????????? ?????. ????? ? ? s* ????? ??? ?? ?????, ??? ? ?
??????????? 3.16. ????? s* ???????? ?????????? ??????????:

(a) s*£E;
(b) ???? x>s*, ?? ?????????? ????? ?/, ?????, ??? ??? n~>N

????? sn<Cx. ????? ????, s*—???????????? ?????, ??????????
?????????? (?) ? (?).
???????, ??????????? ????????? ????? ??? s*.

??????????????. ???? s*= + ??, ?? ????????? ? ??
?????????? ??????; ??????, ?????????????????? {sn} ?? ??????????
?????? ? ?????????? ????????????????????? {snJ, ?????, ???

Snk -^+°0.
???? s* — ???????????? ?????, ?? ????????? ? ??????????
?????? ? ?????????? ?? ??????? ???? ???? ????????? ??????,
??????? (?) ??????? ?? ?????? 3.7 ? 2.28.
???? s*= —??, ?? ? ???????? ?????? ???? ???????, ? ??????
— ??, ? ?? ?????????? ?? ?????? ?????????? ???????. ??????,
??? ?????? ????????????? ? ??????????? sn>M ?????
??????????? ???? ??? ????????? ????????? ???????? ?, ??? ???
sn—> — ??.

??? ????? (?) ??????????? ?? ???? ???????.
????? ???????? ?), ????????, ??? ?????????? ????? x>s*,
?????, ??? sn>x ??? ???????????? ????????? ???????? ?. ? ????
?????? ?????????? ????? ?£?, ?????, ??? y>x>s*, ? ???
???????????? ??????????? s*.
????? ???????, s* ????????????? ???????? (?) ? (?).
??? ?????????????? ?????????????? ????????, ??? ??????????

??? ????? ? ? q, ??????????????? ???????? (?) ? (6), ?
????????, ??? p<q. ??????? ? ?????, ??? p<.x<.q. ??? ?>N
????? sn<zx, ??? ??? ? ????????????? ??????? (6). ?? ????? q
?? ????? ????????????? ??????? (?).
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3.18. ???????, (?) ????? {sn} — ??????????????????,
?????????? ??? ???????????? ?????. ????? ?????? ????????????
????? ???????? ????????? ???????? ?

lim sn= + ??, lim sn= —??.
n->oo n-*oo

(b) ????? s* = ( —1)?[1 + (1//?)]. ?????

limsn=-l, \im_sn =—1.
?->00 ?->??

(c) ??? ?????????????????? {sn} ???????????? ????? lim sn = s
n->-oo

????? ? ?????? ?????, ?????

lim sn= lim sn = s.
?-??n-*oo

?? ???????? ???? ?????? ????? ???????? ????????,
?????????????? ??????? ?????? ??????????.

3.19. ???????. ???? sn*Ctn ??? /?>?, ??? N
???????????, ??

lim s„< lim tn,
n-*oo n-»oo

lim s„< lim tn.
n-*oo n->oo

????????? ??????????? ??????????????????

?????? ?? ???????? ??????? ????????? ????? ?????????????
???????????????????. ??? ?????????????? ????? ???????? ??
????????? ?????????: ???? 0*Cxn^sn ??? ?>?, ??? N—?????????
????????????? ?????, ? ???? sn—>0, ?? ??—>0.

3.20. ???????, (?) ???? ?>0, ?? lim — ^?1).
?->?? ?

(b) ???? ?>0, ?? lim yp=l.
?->??

(c) lim \fn = 1.
71-* ??

(d) £?./? p>0 ? a—???????????? ?????, ??

(e) ???? |a;|<1, ?? ???:? = 0.

!) ????? ??????? ?& ?? ??? ?? ??? ??? ?????????, ?? ?? ?????????
? ? ?? ? ?????? (d); ???????? ?? ?????? ??????????? ??????? ? ?????
???????????? ??????????? ?????????? ? ?????????? 7 ? ??. 1. —????, ?????.

5*



68 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??????????????, (?) ??????? ?>(1/?)1/?.

(b) ???? ?> 1, ?? ??????? ??— \?? —1. ????? ??>0 ?,
???????? ??????? ? ??????,

1+???*?(1+??)? = ?,

??? ???

0<*.<-?=!-.

??????, ??—>0. ???? ?=^1, ?? (?) ??????????; ???? 0<?<1,
?? ????????? ?????????? ????????? ? ???????? ??????.

(c) ??????? ??=\??—1. ????? ??>0 ?, ???????? ???????
? ??????,

??????,

<*»<]/~? {?>2).
(d) ????? k— ????? ????? ?????, ???£>?, k>0. ??? n>2k

(?+?G>(;)^-,?(?"1)··*,(,,"*+?>^-
??????,

0<(4<???"? <?>2*>·
????????? ? — &<0, ????? na~k—>0 ? ???? (?).

(e) ??????? ? = 0 ? (d).

? ????????? ????? ???? ????? ??? ???????????????
?????????????????? ? ???? ????? ??????????????????, ???? ???? ??
????????? ?????????. ? ?????????? 15 ???????????? ??????????????
????????? ?? ????????? ???? ?????? ?? ???? ? ??????? ?? Rh.

3.21. ???????????. ????? ?????? ?????????????????? {an}·
?? ????? ?????????? ????? ??-\~??+1-\-... +aq (pKq) ?????
?.

2 ??- ?????????????????? {?^} ?? ?????????? ?????????????-

????? {sn}, ???

sn= S ak.



69

???, ??????,

(4)

?4- l·a2-?-a3+ .

S On,

?? ????? ???????? ??????????? ????? ??? ?????? ?????. ????? sn
?????????? ???????? ??????? ????? ????. ????
?????????????????? {sn} ???????? ? s, ?? ?? ????? ????????, ??? ??? ????????,
? ????? ??????

S an = s.

????? s ?????????? ?????? ????? ????, ?? ?????????? ????
????????, ??? s ???????? ???????? ?????????????????? ????,. ? ??
?????????? ??????? ?????????.

???? ?????????????????? {sn} ??????????, ?? ???????, ??? ???
??????????.

?????? ??? ???????? ??????????? ?? ????? ?????????????
???? ????

(5) S an.
71=0

????? ?? ????? ?????? (4) ??? (5) ?????? ?????? 2 ??-
????, ??? ?????? ??????? ? ??????????????????? ?????

?????????????? ?? ????? ????? (??????? ai = Si ? an = sn—sn_i ???
?>1), ? ???????. ?? ??? ?? ????? ??????? ????????? ???
???????.

???????? ???? (??????? 3.11) ????? ?????????????? ?
????????? ????.

3.22. ???????. ??? S ?? ???????? ????? ? ?????? ?????,
????? ??? ?????? e>0 ?????????? ????? ?, ?????, ???

(6)
fe=n

<e,

???? m>n>N.

? ?????????, ??? ? = ? ??????????? (6) ???????????? ?

|a?|<e (?>?).

????? ???????, ??????????? ????????? ???????.



70 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

3.23. ???????. ???? ??? 2 ?? ????????, ?? \\??? = §.
?-*??

?????? ??????? ??—>0 ?? ?????????? ??? ????, ?????

?????????? ?????????? ???? ^]??. ????????, ???

si
?=1

??????????; ?? ??????????????? ?? ???????? ? ??????? 3.28.
??????? 3.14 ? ?????????? ??????????????????? ????? ?????
????????? ?????? ??? ?????.

3.24. ???????. ??? ???????????????1) ?????? ????????
????? ? ?????? ?????, ????? ??? ??????? ????? ????????
???????????? ??????????????????.
?????? ?? ????????? ? ???????? ?????????? ??????
???????— ? ??? ??????????? «???????? ?????????».

3.25. ???????, (?) ???? \??\^?? ??? ?>N0, ???
N0—????????? ????????????? ?????, ? ???? ??? 2 ?? ????????, ?? ? ???

2 ?? ????????.

(?) ???? an>dn>0 ??? ?>?0 ? ???? ??? 2^ ??????????,

?? ? ??? 2 ?? ??????????.
???????, ??? ??????? (?) ???????? ?????? ? ????? ?
???????????????? ??????? ??.

??????????????. ???????? ???????? ????, ??? ???????
e>0 ?????????? ?>?0, ?????, ??? ??? m>n>N ?????

2 Ck<Z-
k—n

??????,

| 2 ah\< 2 |??|< 2 <?<8,
k=n k=n k=n

? (?) ????????.

?????, (?) ??????? ?? (a), ??? ??? ???? ??? 2 ?? ????????,
?? ? ??? 2 dn ?????? ????????? (???????, ??? (?) ??????? ?????
?? ??????? 3.24).
???? ??????? ????????? ????? ???????; ????? ???????
????????? ???, ?? ?????? ????????? ? ????????? ??????? ?????
? ???????????????? ???????, ???????? ?????????? ???
????????????.

!) ????????? «???????????????» ?????? ????????? ? ????????????
??????.
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???? ? ???????????????? ???????

?????????? ?? ???? ????? ?????, ??-????????, ????????
?????????????? ??????????.

3.26. ???????. ???? 0<?:<1, ??

71=0

???? ?>1, ?? ???? ??? ??????????.

??????????????. ???? ??\, ??

Sn = 2j X = ?_? ·
ft=0

????????? ? ? ??, ?? ??????? ????????? ?????????. ???
? = 1 ?????????? ???

1 + 1 + 1 + ...,

???????, ????????, ??????????.
?? ?????? ???????, ????????????? ? ???????????, ????? ????
????????? ???????. ??????? ????????? ??????? ????
???????????? ?????? ???????. ????????????? ???????????
??????????? ??????? ??????? ? ???, ??? ???????? «??????»

????????????????????? ?????????????????? {??} ?????????? ?????????? ???

???????????? ???? 2 ??-

3.27. ???????. ????????, ??? at > ?2 > ?3 > ... > 0. ?????

??? 2 ?? ???????? ? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? ???-
?=1

????? ???

(7) 2 2?? = ?, + 2?2 + 4?4 + 8?8 + ... .
ft=0

??????????????. ?? ??????? 3.24 ?????????? ??????????
?????????????? ??????? ????. ?????

sn = al + a2-\~... +??,

h = «? -h2a2 + .. . + 2\z2ft.

??? n<2h ?????

s7l<ai + (a2 + a3)+ ... +(a2k+ ... +a2fc+i_1)<

<a1 + 2a2-[-...+2ka2ft-/ft,



72 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??? ???

(8) Sn<th.

? ?????? ???????, ??? ?>2?

Sn>a>x + a2 + (azJra>d+ · · · +(tf2fe-4i + · · · +a2h)>

>-^a? + a2 + 2a? + ... +2k'1a2h = -^tk,
??? ???

(9) 2sn>tk.

? ???? (8) ? (9), ?????????????????? {sn} ? {tk} ??? ???
??????????, ??? ??? ?? ??????????. ?????????????? ?????????.

3.28. ???????. ??? 2 ~? ????????, ???? ?>1, ?
??????????, ???? ?< 1.

??????????????. ???? ?<0, ?? ???????????? ???????
?? ??????? 3.23. ???? ?>0, ?? ????????? ??????? 3.27, ? ??
???????? ? ????

ft=0 fc=0

?? 2(1~?)<;1 ????? ? ?????? ?????, ????? 1—?<0, ? ???????
???????? ?? ????????????? ? ?????????????? ??????????? (???????
???????? ? = 21~? ? ??????? 3.26).
? ???????? ??? ?????? ?????????? ??????? 3.27 ?????
???????? ????????? ???????.

3.29. ???????. ???? ?>1, ?? ???

(?) S ? (log ?)?
n=2

????????-, ???? ?<1, ?? ???? ??? ??????????.
?????????. ?????? log ? ?????????? ???????? ????? ?

?? ????????? ? (??. ?????????? 9, ??. 1); ????? ? ????? ??????
?????????? (??. ??????????? 3.30). ?? ???????? ??? ? ? = 2,
??? ??? log 1=0.

??????????????. ?? ???????????? ???????????????
??????? (??????? ????? ???????? ????? ??????????????? ? ??. 8)
???????, ??? {log ?) — ???????????? ??????????????????. ??????,

?????????????????? \—= \ ???????, ? ?? ????? ?????????
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??????? 3.27 ? ???? (10); ??? ???????? ? ????

(11) ZJ 2%^(??ß2^==^ (^log2)P = (log 2)* ^ ~W '

? ??????? 3.29 ??????? ?? ??????? 3.28.
??? ?????????, ????????, ????? ??????????. ????????, ???

* ' ^ ? log n log log /?
n=3

??????????, ????? ??? ???

(' ' ^J /2 log /2 (log log Al)2
n=3

????????.

????? ????????, ??? ????? ???? (12) ????? ???? ??????????
?? ?????? ???? (13). ?????? ???? ??? ????????, ? ??????
??????????. ????????? ???????, ??????? ?????? ??? ?? ??????? 3.28
? ??????? 3.29, ? ????? ? (12) ? (13), ?? ??????? ????
?????????? ? ???????????? ?????, ????? ??????? ?????????? ????

??????, ??? ????? ????? (12) ? (13). ????? ???? ??
????????????, ??? ??????? ????? ?????????? ?????????, «???????», ??

???? ??????? ??????? ????? ??? ??????????, ? ?? ??????—???
???????????? ????, ?? ??????? ???? ???? ???? ???? ? ?????
? ????????? ?????????? ???????. ???????, ??? ??????? «???????»
?????? ???????. ?????? ?? ????? ???????? ?????????: ??? ??
?? ?? ???????? ??? ???????, ????? ????????????? ????????

????????. ?????????? 11 (6) ? 12 (?) ????? ???????
?????????????.

?? ?? ????? ????????? ?????? ? ???????? ??????? ??????
?????????? ? ???????? ???????? ? ????? IX, ? ??????????? § 41,
????? ??????1) (??. ??????????).

????? ?

3.30. ???????????. ?=^—?.
?=0

????? ?\ = 1 · 2 · 3 ... /?, ???? ? > 1, ? 0! = 1.

*) ??. ????? ?. ?. ???????????, ???? ????????????????? ?
????????????? ??????????, ?. II, ?.—?., 1948, ?. 365. —????. ?????.



74 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

???? ??? ????????, ??? ???

sn=l + l +1^ + 1^3+··· +?2-?^<

<1 + 1 + ? + ^?+...+-^?<3,
??????? ??????????? ????? ?????. ?? ????? ???? ????????? ???
???????? ????? ??????, ? ??? ????????? ??? ????????? ? ?
??????? ?????????.

????????? ????????, ??? ? ????? ?????????? ????? ??? ??????
??????? ??????????? ????????; ?????????????? ?????? ???????
???????????? ????, ??? ??????? ??????????? ? ?????????.

3.31. ???????, lim ( 1 ~\—) =?.

??????????????. ?????

fe=0

?? ??????? ? ??????

-+?'-??-4)···0-^)·
??????, tn^Csn, ??? ???

(14) ?? tn<e
?-??

?? ??????? 3.19. ?????, ???? ?>?, ??

,.>?+? + £(,_±) + ...+^(,_?) ...(,_-=>).
???????? ?? ??, ???????? ? ?????????????. ???????

??*?>1 + 1+-5?+---+?'
?-??

??? ???

5W< lim tn.
?-*·??

????????? ?? ??, ?? ???????????? ????????

(15) ?< lim tn.
?-*??

??????? ??????? ?? (14) ? (15).
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????????, ? ??????? ???????? ??? 2 ~?» ????? ??????? ???:
???? sn ?????????? ?? ??, ??? ? ????, ??

— — 1l 1
^

ß Sn~~ (?+1)! + (? + 2)\ + (/2 + 3)! + · · · <

1 |?+_?_+ 1 + \=J-
^ (?(?+ 1)! \ 1 ^ ?+ 1 ^ (?+ 1)? "?" - - - J ?1 ? '

??? ???

^ 1

(16) o<e-s„-

????? ???????, ????? s10 ?????????? ????? ? ? ???????,
??????? 10~7. ??????????? (16) ???????????? ? ?????????????
???????, ??? ??? ??? ????????? ????? ????? ????????
???????????????? ????? ?.

3.32. ???????. ????? ? ?????????????.

??????????????. ????????, ??? ? ???????????. ?????
e = p/q, ??? ?, q — ????????????? ????? ?????. ? ???? (16),

(17) ?<?!(ß-5ß)<1.

???????? ?????????????, q\e—????? ?????. ????? q\ (?—sg)
????? ?????, ?????????

^ = 0(141+^+...+£).
??? ??? q>l, ?? (17) ??????? ????????????? ?????? ?????,
???????????? ????? 0 ? 1. ????? ???????, ?? ????????
????????????.

?????? ???????? ??????????

3.33. ??????? (??????? ????). ????? ????? ??? ^??.

??????? ?= lim ? \??\. ?????
? -> ??

(a) ???? a < 1, ?? ??? 2 ?? ????????;
(b) ???? <?>1, ?? ??? ^]?? ??????????;
(c) ?????????? ??? ??????????, ??? ? ???????????? ????,

??? ??????? ? = 1.

??????????????. ???? ?<1, ?? ????? ??????? ß ???,

??? a<ß<1, ? ????? ????? N—???, ??? |?|a?|<ß ??? ?>?
[?? ??????? 3.17 (?)]. ????? ??????, ??? ?>? ?????



76 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??? 2 ß? ????????, ??? ??? 0<ß<1. ?????????? ???? ^]??
??????? ?????? ?? ???????? ?????????.

???? ?:>1, ??, ????? ?? ??????? 3.17, ??????????
?????????????????? {nk}, ?????, ???

/\????.

??????, | ?? | > 1 ??? ???????????? ????????? ???????? ?, ???
??? ??????? ??—> 0, ??????????? ??? ?????????? ???? 2 ??, ??
????????? (??????? 3.23).
????? ???????? (?), ?????????? ????

2 ? * 2 ^

??? ??????? ?? ???? ????? ?=1 [?? ??????? 3.20 (?)], ?? ??????
??????????, ? ?????? ????????.

3.34. ??????? (??????? ?????????). ??? ^]??
<1;(a) ????????, ???? lim

?-??

(b) ??????????, ???? ?^ >1 ??? ?>?0, ??? ?0—?????????

????????????? ?????;
(?) ?????????? ??? ??????????, ??? ? ???????????? ????,
??? ???????

lim ??+1 < 1< lim I ^±±
?->??

??????????????. ???? ??????? (?) ?????????, ?? ?????
????? ß<1 ? ????? ????? ?, ?????, ???

???+1 <ß
I ~1? I

??? ?>?. ? ?????????,

? a?+? ? < ? I aN I»

|a^+2|<ß|a??+?|<ß2|a??|,

??? ??????, ???

| <*?+? ? < ß? \CLn I

??<|a??|ß ·ß?

??? n>N\ ????? ??????? (a) ??????? ?? ???????? ?????????, ???

??? ??? 2 ?? ????????.
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???? |On+i|>|aji| ??? ?>?0, ?? ????? ??????, ??? ???????
??—>0 ?? ?????????, ?????? ? ??????? (ft).
????? ???????? (?), ?? ????? ?????????? ????

Zj ? ' Zj W2

??? ??????? ?? ??? ?? ?????

?->??

?? ?????? ??????????, ? ?????? ????????.

3.35. ???????, (?) ?????????? ???

l4.l4.X-Li-4.JL4.J-4.JL.4-L4.
2 -1" 3 "^ 22 "^ ?2 "*" 23 ^ 33 "?" 24 ^ ?4 '

??? ????????

Hm-%tl = lim(-|-)n = 0·?->·??

2?/?· "^— ,. 2?/?" ?

lim V a?= limy -5^ = ??'?-??

im ??. = lim ? -^? V2'->?? ?-*:? »

lim
1

?-*?? O??-»·?? V ^ ?

??????? ???? ????????? ?? ??????????; ??????? ?????????
?? ????????? ??????? ??????? ??????????.
(?) ?? ?? ????? ????? ? ????????? ????

1 4-1 4.14-14-1 4-14--L 4-1 J-
2 "? 1-1- 8 -? 4 ^~32~1" 16"1" 128~r64^t"

= 2,lim--±i- =1 · ??+\ 1
lim11111

-— Q

?-»??
"

?- ?- lim ? ?? = -?- ·
?-*??

»

?-*?? ??

1

3.36. ?????????. ??????? ?????????, ??? ???????, ?????
?????????, ??? ??????? ????, ??? ??? ?????? ????? ?????????
???????, ??? ????? ?-? ???????. ?????? ??????? ???? ???????
? ????????? ??????: ????? ??????? ????????? ????????? ??
??????????, ?? ? ??????? ???? ???? ????????? ?? ??????????;
???? ?? ??????? ???? ?? ????????? ??????? ??????? ???????-



78 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

???, ?? ? ??????? ????????? ???? ?? ????????? ??????? ???????
??????????. ??? ??????? ?? ??????? 3.37 ? ??????????????
???????????? ???? ?????????.

?? ???? ?? ???? ???? ????????? ?? ???????? ???????? ??????

? ????????? ????????????. ? ????? ???????????? ?????????
?? ????, ??? ?? ?? ????????? ? ???? ??? ?—>??.

3.37. ???????. ??? ????? ?????????????????? {??}
????????????? ????? ?????

lim^<lim ??7?,
?->00 ? ?->00

?->?? ?-*?? ??

??????????????. ?? ??????? ?????? ???????????;
?????????????? ??????? ?????????? ??????????. ???????

???? ?= + ??, ?? ?????????? ??????. ???? a ???????, ??
??????? ß>a. ?????????? ????? ?, ?????, ???

??+\ <ß

??? ?>?. ? ?????????, ??? ?????? ?>0

CN+k+l < $CN+k (k = 0, 1, . . . , ?— 1).

?????????? ??? ???????????, ?? ????????

cn+p -=? ß?£??>

Cn<cN$-N.$n (n>N).
??????,

??? ???

(18) ????|^<ß

?? ??????? 3.20 (?). ????????? ??????????? (18) ????? ??? ?????
ß>a, ?????

lim \fcn^a.
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????????? ????

3.38. ???????????. ????? ?????? ??????????????????
??????????? ????? {??}. ???

(19) S cnzn
n=0

?????????? ????????? ?????. ????? ?? ??????????
?????????????? ????? ????; ????? ?—??????????? ?????.
?????? ??????, ???? ??? ???????? ??? ?????????? ?
??????????? ?? ?????? ????? ?. ??????, ? ?????? ????????? ?????
?????? ????, ??? ?????????? ???? ??????????, ?????, ??? ???
(19) ????????, ???? ? ????? ?????? ????? ?????, ? ??????????,
???? ? ????????? ??? ????? (????? ???????? ??? ??????, ?? ??????
????????????? ????????? ??? ???????????? ??????????
???????????? ???????, ? ????? — ??? ?????????? ???????? ???????).
????????? ???? ?? ?????????? ????? ?????????? ????? ????
??????? ????? ?????????????, ? ??? ?????? ??? ?????? ???????.

3.39. ???????. ????? ????? ????????? ??? 2 cnzn. ???????

?= lim V\cn\, # = -7?
?-*??

(???? ? = 0, ?? R = + ??; ???? ?= +??, ?? R = 0). ????? ???

2 cnzn ????????, ???? \z\<iR, ? ??????????, ???? \z\>R.

??????????????. ??????? an = cnzn ? ???????? ???????
????. ?????

lim ?\ ?? | = | ? \ - lim \?\ ?? | = -?- .
n-?? ?->??

^

?????????. ????? R ?????????? ???????? ?????????? ????

S cnzn.

3.40. ???????, (?) ??? ???? 2 ^V ????? R = 0.

(?) ??? ???? 2j ~? ????? R= +?? (? ???? ?????? ?????

????????? ??????? ?????????, ??? ??????? ????).

(c) ??? ???? 2 zn ????? R = 1. ???? | ? \ = 1, ?? ???
??????????, ??? ??? ?? ?? ????????? ? 0 ??? ?—>??.

(d) ??? ???? 2j — ????? R=l. ???? ??? ???????? ?? ????

?????? ?????????? ????? ??????????, ????? ? = 1. ??? ?????
???????? ? ??????? 3.44.



80 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

(?) ??? ???? S ~^ ????? R = 1. ???? ??? ???????? ?? ????
??? ?????

???, ??? ???

?????? ?????????? ????? ?????????? ???????? ????????

???????? , ???? | ? | = 1.

???????????? ?? ??????

3.41. ???????. ????? ???? ??? ?????????????????? {??},
{??}. ???????

?? = S ak ??? n>0; ?-! = 0.

?????, ???? 0<?<<7» ?0
q q-t

(20) 2 ????= S Anibn — bn+J + Aqbq — Ap-ibp.
?=? ?=?

??????????????. ?????

q q Q q~i

S <hJbn= S (An—An-i)bn= S Anbn— S Anbn+i,
n=p n=p n=p n=p—i

? ????????? ????????? ??????, ????????, ????? ?????? ?????
????????? (20).
??????? (20), ??? ?????????? ??????? ????????????

?? ??????, ??????? ??? ???????????? ????? ???? S ????, ?
???????????, ???? ?????????????????? {??} ?????????. ?????? ??
????? ?? ??????????.

3.42. ???????. ????????, ???

(a) ??????? ????? ?? ???? Sa? ???????? ????????????
??????????????????;

(b) b0 > bi > b2 > ...;

(c) lim bn = 0.
71-* ??

????? ??? Sa^? ????????.

??????????????. ??????? ? ???, ??? |??|<? ???
???? ?. ??? ??????? e>0 ?????????? ????? ????? JV, ?????, ???
???<(e/2??). ??? iV<p<9 ?????

| S ????\ = \ S An(bn—bn+i) + Aqbq—Ap-ibp\<
?=? ?=?

q-i

<?\S (bn-bn+i) + bq + bp\ = 2Mbp^2MbN^e.
?=?
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?????????? ??????? ?????? ?? ???????? ????. ???????, ???
?????? ??????????? ? ?????????? ???? ??????? ????????, ???????,
?? ???, ??? ?? — bn+l>0.

3.43. ???????. ????????, ???

(?) | ci | > | ?21 > | ?31 > ...;
?) £2™-i>0, £2m<0 (m=l, 2, 3 ...);

(£) ??t?£? = 0.
n-??

????? ??? 2 ?? ????????.
???, ??? ???????? ????????? ??????? (?), ??????????
«??????????????? ?????»; ???????????????? ??????? ???? ????????
????????.

??????????????. ???????? ??????? 3.42, ???????
?? = {-\)?+\ ?? = \??\.

3.44. ???????. ????????, ??? ?????? ?????????? ????

^CnZ71 ????? 1 ? ?0>?^ >?2> ..., 1\??? = 0. ????? ??? ^\cnzn
?->??

???????? ? ?????? ????? ?????????? \ ? \ = 1, ?? ???????????,
????????, ????? ?=1.

??????????????. ??????? an = zn, bn = cn· ?????
????????? ??????? ??????? 3.42, ??? ???

1??1-|???
?=0

???? \?\= 1, ?? 1.

1—2?+1 < 1—? | '1—2

?????????? ??????????

???????, ??? ??? 2 ?? ???????? ?????????, ???? ????????
??? 2|?*1·

3.45. ???????. ££;? ??? 2 ?? ???????? ?????????, ?? ??
????????.

??????????????. ??????????? ??????? ?? ???????????
m m

fc=n fe=n

? ?? ???????? ????.

3.46. ?????????. ??? ????? ? ?????????????? ???????
?????????? ??????????—??? ?? ?? ?????, ??? ??????????.

6 ?. ?????



82 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

???? ??? 2 ?? ????????, ? ??? 2 I ?? | ??????????, ?? ???????,
??? ??? 2?? ???????? ???????????. ????????, ???

???????? ??????????? (??????? 3.43).
??????? ?????????, ??? ?? ??? ? ???????? ????????? ? ????,
?? ????? ???? ???? ??????? ?????????? ??????????, ? ???????
?? ????? ???? ??????? ?????????? ? ??????????? ??????????
?????. ??? ?????? ? ?????????? ?????? ????? ????????????
????????????? ?? ??????. ? ?????????, ????????? ??? ????????
????????? ?????? ????? ??????????.
?? ??????, ??? ? ????????? ??????????? ?????? ?????
?????????? ?????????? ??? ??, ??? ? ????????? ???????.
?? ????? ??????????? ?? ???????? ? ???????????? ?????????,
?? ????? ?????. ?? ??? ??????????? ?????????? ????? ??? ???
???????, ? ??? ????????? ? ???? ????? ??????? ????????????.

???????? ? ????????? ?????

3.47. ???????. ???? ^?? = ? ? ^??~?, ??

2 (?? + ??) = ? + ? ? ^]??? = ? ? ??? ????? ?.

??????????????. ?????

??= 2 ?? Bn= 2 bh.

An + Bn=j] (ak + bk).

????, ???

Mm (An + Bn) = A +?,

??? ???

UmAn = A, limBn = B.
?-??n-*oo

?????????????? ??????? ??????????? ???? ?????.
????? ???????, ??? ?????????? ???? ????? ??????? ????????,
? ?????????? ??? ????? ????????? ? ????? ???? ???? ???? ?????.
????????? ??????????? ??? ???????????? ???????????? ????
?????. ??????? ?? ?????? ?????????? ????????????. ??? ?????
??????? ??????? ?????????; ?? ????? ????????????? ???
?????????? ???????????? ????.
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3.48. ???????????. ????? ?????? ???? 2^ ? 2^·

??= 2 CLkbn-h (? = 0, 1, 2, . ..)
fe=0

? ??????? ??? 2 ^? ????????????? ???? ?????? ?????.
??? ??????????? ????? ????????? ????????? ???????. ????,

???? ??? ????????? ???? 2 anZn ? 2 bnzn, ?? ??????????
?? ??????? ????, ??? ??? ???????? ? ?????? ???????????, ?
???????? ???????? ?????, ?? ?? ???????

2 a???·S bnzn = (a0 + alz + a2zi+ .. .)?0 + ^? + ?2?+ .. .) =
?==0 ?=0

= a0bQ + (aQbi + a460) ? + (a062 + a ? + a2?>?) ?2 + ... =

= ^? + ^ + ^2+... ·

??????? ?=1, ?? ???????? ? ??????? ???? ???????????.

3.49. ??????. ????

k=0 k=0 k=Q

? ?? —>?, ß?—>ß, ?? ?????? ?? ????, ????? ??
?????????????????? {??} ????????? ? ??, ??? ??? ???????, ??? ?? = ????.
??????????? {??} ?? {??} ? {ß„} ????? ?????? (??. ??????????????
??????? 3.50). ?????? ?? ???????, ??? ???????????? ????
?????????? ????? ????? ?? ????? ???? ???????????.

(-1)" =1.

^? ??+\1/2 ?? 1/4 ',"

???????? (??????? 3.43). ???????? ???????????? ????? ????
? ????? ?????, ?? ???????

?=0

~(yi+ yly^+ yi>^+lA J + ·'"
??? ???

c"-( ^S?(?_?1)(?1)·
ft=0

6*
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??? ???

(«-^+i)(fe+i)=(|+i)2-(|-^)2<(|+i)2,
?? ?? ?????

l^l>Zl ? + 2 ~ /? + 2 »
ft=0

??? ??? ??????? ??—>0, ??????????? ??? ?????????? ???? 2??»
?? ?????????.

? ????? ?? ????????? ????????, ????????????? ????????,
???????, ??? ?? ????????????? ? ???? ??????? ????????????

???? ??????????? ?????????? ?????.

3.50. ???????. ????????, ???

(?) ??? 2 °? ???????? ?????????^
71=0

F) S «?=?
71=0

(?) ??? = ?,
?=0

71

(d) cn= 2 ??-?* (/? = 0, 1,2,...).
?=?

2 <?=?&
71=0

??? ??????, ??? ???????????? ???? ?????????? ?????
???????? ? ????? ????? ???????????? ????, ???? ???? ?? ????
?? ???? ???? ????? ???????? ?????????.

??????????????. ???????

??= 2 ?* ??= 2 ??, ??= 2 ck, ß?=ß„-ß.
fe=0 k=0 k=0

Cn = a0b0 + (a06? + ??) + · · · + (af? + ^A-i + · - - +¦ anb0) =

= a0?? + <*? ??-? + · · · + aJBo =

= a0(ß + ß.) + a?(ß + ß?-?)+...+^(ß + ß?) =

= ?„ß + a0ß„ + fliPn-i + - -. + a*ß?·
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?? = a0ß? + a?ß*-? + · · · + a?ß?·

?? ????? ????????, ??? ??—>??. ?????????? ????????, ???

(21) limY„ = 0,
?-??

??? ??? ???—>??. ???????

a= S |??|.
?=0

[?????? ????? ?? ?????????? ??????? (?).] ????? ?????? e>0.
? ???? (?), ß?—>0. ??????, ????? ??????? N ???, ??? |ß?|<e
??? ?^?, ? ? ???? ??????

I Yn |<?ß<?» + · · · + Piv^-jvI +1 Piv+i^n-jv-i + · . . +ß?a??<

< ? ß(?? + · - · + $?&?-? I + ea·

???????? N ????????????? ? ????????? ? ? ??, ?? ???????

lim | ?? | < ea,
?-*??

??? ??? ??~>0 ??? &—>??. ?????? ? ??????? (21), ??? ??? e
???????????.

????? ?????? ?????? ??????: ??????????? ?? ????? ????

2 ??, ? ??? ??????, ????? ?? ????????, ????? ??? ????? ???????,
??? ????? ?? ???? ??????—??????????????.

3.51. ???????. ???? ???? ^]??, ^]bni ^?? ????????
?????????????? ? ?, ?, ? ? ?? = ?0??+ ... +???0, ?? ? = ??.
????? ?? ???????? ??????? ????????????? ?? ??????????
??????????. ?? ????? ??????? ?????????????? (?????????? ??
????????????? ????????? ?????) ????? ??????? 8.2.

???????????? ?????

3.52. ???????????. ????? {kn}, ? = 1, 2, 3, ..., —
??????????????????, ? ??????? ?????? ????????????? ????? ?????
??????????? ???? ? ?????? ???? ??? (?. ?. {kn} — ??????? ???????????
??????????? ????????? J ?? J, ??. ??????????? 2.4). ???????

an = akn (/? = 1, 2, 3, .. .);

?? ????? ????????, ??? ??? 2ß? ???????? ????????????? ????

??????? {sn}, {s'n} — ?????????????????? ??????? ???? ????? 2^»
2 #?, ?? ????? ??????, ???, ?????? ??????, ??? ??? ?????????-



86 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

????????? ?????????? ?? ?????????? ?????? ?????. ??, ?????
???????, ???????? ? ??????: ????????, ??? ????? ????????
??? ???????????? ??????????? ???? ???????? ? ????????? ?? ??

????? ????? ?????.

3.53. ???????????. ???????, ??? ??? 2 ?? ????????
??????????, ???? ?????? ??? ???????????? ???????? (? ??? ??
?????). (??. ? ???????? 3.57.)

3.54. ??????. ?????????? ?????????? ???

(22) 1-2- + ?-? + ?-?+···

? ???? ?? ??? ????????????

(23) 1+^>4- + ^ + 4-5- + ? + ?-?+····
? ??????? ?? ????? ?????????????? ??????? ?????? ???????
?????????????. ???? s — ????? ???? (22), ??

^1 1,1 5

8<?-?+?=?'
??? ???

1.1 ? >?
4k — 3 ¦ 4k — l2k

??? k > 1, ?? ?? ?????, ??? s'3 < Sg <C Sg <? ..., ??? s'n ???? ?-?
??????? ????? ???? (23). ??????,

lim sn > s3 = -g-,
?-?»

??? ??? ??? (23) ????????? ?? ???????? ? s [?? ?????????????
???????? ???????? ????, ??? ??? (23) ??? ?? ????? ????????].
???? ?????? ???????????? ????????? ???????,
????????????? ??????.

3.55. ???????. ????? ^]??—??????????? ?????????? ???
???????????? ?????, ? ????? ? <; ß—??? ?????? ????? (?
??????????? ??????? ???????????? ?????). ????? ?????????? ????-

???????? 2 ?'? ? ???????? ??????? sn, ?????, ???

(24) limsn = a, limsn = p.
n->oo n->oo

??????????????. ?????

Pn — 9 > ?? —\n— ?, d% ?, . ..;.
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????? pn — qn = an, pn + qn = \an\, pn>0, qn>0. ???? 2 ??, 2 <7*
??? ?????? ???????????.
?????????????, ???? ?? ??? ??? ???? ?????????, ?? ? ???

S(??+??) = S\a?\
???????? ??, ??????? ?????????????. ?????????? ???? 2 ??
? ???????????? ???? 2 ?? (??? ????????) ?????? ?? ?????
???????????? ???? 2 ß?> ??? ????? ???????????? ?????????????,
??? ???

2^ = 2 (??—qn) = 2 ??— 2 Qn-
n=i n=i n==i n=l

????????? ?????? ????? Pi, /2» P%, ·. · ??????????????? ?????

???? 2 ?? ? ??? ???????, ? ????? ??? ???????????, ? ?????
Qi» Q2» ??> ...—?????????? ???????? ????????????? ??????

???? 2?? ????? ? ?? ???????????? ???????.

???? 2 ??, 2 Qn ?????????? ?? ????? 2 ??, 2 ?? ??????
???????? ??????? ? ??????? ??????????.

?? ???????? ????? ?????????????????? {??}, {&„}, ??? ???

(25) ??+... ?-???—Qi—. · · -Qftx + ^Wi + ...

. . . -\-??2 — Qfti+1 · · · —Qk2~\~ · · ·>

????????, ?????????? ????????????? ???? 2 a?·> ?????????????
??????? (24).
??????? ?????????????????? ???????????? ????? {a?}, {ß?}

???, ??? ??—>a, ß?->ß, a?<ß?.
????? mi, fei — ?????????? ?? ????? ????? ?????, ???

?1+...+?7??>ß1,

??+...+Pmx—Qi-...-Qft1<a1;

????? m2, &2 —?????????? ?? ????? ????? ?????, ???

?±+. · · +?*, —Ql—· · · ~<2*1 + ??11+1+ . · · +^2>ß2,
Pl+ . . . +?t?? —Ql- · · · ~Qk1 + Pm1+l+ · · · +Pm2-

—Qfci-? — · · · *—Qft2<a2»

? t. ?. ?? ????? ?????????? ???? ?????, ??? ??? ???? 2 ??

? 2Qrc ??????????.
???? ????? ??1 ?? ?????????? ??????? ????? ???? (25),

????????? ????? ??????? ?? , — Qkn, ??

\?? — $?\<???, \yn — V<n\<Qkn.

?? ?????, ??? ??—>ß, ?/? —>a, ??? ??? ?? —>0 ? Qn—>0
??? ?—> ??.



88 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

???????, ????, ??? ??????? ?????, ??????? ??? a ???

??????? ??? ß, ?? ????? ???? ????????? ????????
?????????????????? ??????? ???? ???? (25).

3.56. ???????. ??? 2 ?? ???????? ?????????? ????? ? ??????
?????, ????? ?? ???????? ?????????.

??????????????. ????????, ??? ??? 2?? ????????
?????????. ????? 2ß? — ??? ????????????, ?????????? ????????
??????? s'n. ??? ??????? e>0 ?????????? ????? ????? ?, ?????,
??? ??? ?>?>?/ ?????

??????? ?????? ? ???, ????? ??? ????? ????? 1, 2, ..., N
??????????? ? ????????? ku k2, ...,fep (?? ??????????
??????????? ?? ??????????? 3.52). ????? ??? ?> ? ????? ?? ..., a?
? ???????? sn — s'n ????????????, ??? ??? \sn — sn|<^ ? ???? (26).
??????, ?????????????????? {s'nj ???????? ? ???? ?? ???????,
??? ? {sn}.
?????? ????????, ??? ??? 2#? ???????? ???????????. ????

an = xn + iyn, ??? ?? ? ?? ???????????, ?? \??\<\??\ +1??|.

????????? ??? 2 I °>? | ??????????, ?? ?????????? ???? ?? ?????
S|*??? S?#?|· ????? ???????, ???? ?? ????? 2 ?? ??? 2 ??
???????? ???????????. ???????? ??????? 3.55, ??????? ?????

????????????, ??? ???? ??? 2 ??, ???? ??? 2 ?? ??????????, ???

??? ? ??? 2 ?'? ??????????.

??????, ??? 2 ?? ?? ???????? ?????????? ??????????.
????????? ??????? ??????????, ??? ? ??????????? 3.53,
?? ????? ??? ??????????, ????? ???????? ?????, ???????????
? ??????.

3.57. ???????. ???? ??? ???????????? ???? 2 ?? ????????,
?? ??? ???????? ? ????? ? ??? ?? ?????.

??????????????. ???? ??? 2#? ???????? ?????????,
? ? ???? ?????? 2 ?? ???????? ?????????? ?? ??????? 3.56, ????
2 CLn ?? ???????? ?????????, ? ? ???? ?????? ?? ??????? 3.55
?????????? ???????????? ????????????.

1. ????????, ??? ?? ?????????? ?????????????????? {sn}
??????? ?????????? ?????????????????? {| sn |}. ????? ?? ?????????
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2. ????????? lim(]/n2 + ? — ?).
?-+00

3. ????? s1 = "|/r2 ?

sn+i = V2 + V7n (/1=1,2,3, ...)-

????????, ??? ?????????????????? {sn} ???????? ? ??? sn<2
??? ?= 1, 2, 3, ... .
4. ????? ??????? ? ?????? ??????? ?????????????????? {sn}t
???????????? ????????? ???????:

sl == "» s2m == 2 » ^2m+i == "?" ? s2wi·

5. ??? ????? ???? ???????????? ??????????????????? {??}?
{??} ?????

lim (?? + bn) < lim an + lim bn.
n-?? ?->??p-)??

6. ??????????? ????????? (?????????? ??? ???????????? ????)

2 ??, ????

(a) an = }fn+l — V~n;

(c) ??=?\??—\)?\

(d) ?? = . ? ??? ??????????? ???????? ?.

7. ????????, ??? ?? ?????????? ???? 2 ?? ??????? ??????????

2~???~~?~'

???? ??>0.

8. ???? ??? 2a? ???????? ? ???? {??} — ?????????? ?
???????????? ??????????????????, ?? ? ??? ^]???? ????????.
9. ????? ?????? ?????????? ??????? ?? ????????? ?????????
?????:

(?) 2"3??; (?) S?2"

(?) ?5?"; (*) 2??"·
10. ????????, ??? ???????????? ?????????? ???? ^S.a??? —
????? ?????, ????? ??????? ?????????? ????? ???????? ?? ????
????????, ??? ?????? ?????????? ?? ????????? ???????.
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11. ????????, ??? ??? 2?? ??????????, ??>0, ? ?????
5? = #1+ · · · +??· ????????, ???

(?) ??? 2 rqr^; ??????????;
(ft) ??? yj — ??????????;

(?) ??? ? -^ ????????.
^ sn

??? ????? ??????? ? ????? 2 ?& · 2 ?^?
12. ????????, ??? ??? ^?? ????????, ??>0, ? ???????

rn= 2j urn*
?=?

????????, ???

(a) ??? ?. ??- ??????????;

(b) ??? ? -^=- ????????.

13. ????????, ??? ???????????? ???? ???? ?????????
?????????? ????? ???????? ?????????.
14. ????? {sn}—?????-?????? ??????????????????. ??????????
??????? ??????????????

ln~

????????, ??? ?? ?????????? sn—>s ??????? ?????????? tn—>s.
????????, ??? ?????????? ???????????? ?????????????????? {sn},
??????? ????????????? ?????????? ?????????????????? {tn}.
15. ??????????? 3.21 ????? ?????????????? ?? ??? ??????,
????? ?? ??????????? ?????????? ?????????????? ????????????
Rk. ?????????? ?????????? ???????????? ??? ?????????? ????

2|aJ. ????????, ??? ??????? 3.22, 3.23, 3.25, 3.33, 3.34, 3.42,
3.45, 3.47, 3.56 ? 3.57 ???????? ??????? ? ???? ????? ?????
?????? (?????????????? ??????? ???? ?????????????? ?????????).
16. ???????? ????????? ?????? ??????? 3.10(6): ???? {??}—
????????? ?????????????????? ????????? ???????? ? ??????
??????????? ???????????? X ? ????

lim diam En = 0,
?-+??

?? ????????? ? ?? ??????? ????? ?? ????? ?????*

17. ????? X — ?????? ??????????? ????????????, a {Gn} —
?????????????????? ????? ??????? ???????? ??????????? ???-
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????????? X. ???????? ??????? ????, ????????? ? ???, ???

????????? ? Gn ???????. (? ???????????????? ??? ?????? ? X.)
?=1

????????. ????? ????????????? ??????????????????
????????? ???????????? ??, ?????, ??? ?? ?: Gn, ? ?????????
?????????? 16.

18. ????? {??} ? {qn}—?????????????????? ???? ? ???????????
???????????? X. ????????, ??? ?????????????????? {d(pn, qn)}
????????.

????????. ??? ????? ?, ? ????? d(pn, qn)<Cd(pn, pm) +
-\-d(pm, qm) + d(qm, qn), ?????????????, ????????

\d(pn, gn) — d(pmi qm)\

????, ???? m, ? ??????.

19. ????? X — ??????????? ????????????.
(a) ??????? ??? ?????????????????? ???? {pn}, {qn} ? X
??????????????, ????

limd(pn, qn) = 0.
n->oo

????????, ??? ???? ?????????? ????????? ???????????????1)·
(b) ????? X*—????????? ???? ?????????? ????? ???????

??????? ???????????????2). ???? ???*, Q£X*, {??}£?, {qn}GQ,
?? ???????, ?? ???????????,

? (?, Q) = lim d (pn, qn).
71-??

? ???? ?????????? 18, ???? ?????? ??????????. ????????,
??? ????? ? (?, Q) ?? ?????????, ???? {??} ? {qn} ????????
?????????????? ????????????????????, ? ??? ??? ????? ? —
?????????? ?? X*.

(c) ????????, ??? ?????????? ??????????? ???????????? X*
?????.

(d) ??????? ??? ?????????? ?????????????????? ????, ???
????? ??????? ????? ?; ????? ??—??? ??????? ????????? X*,
??????? ???????? ??? ??????????????????. ????????, ???

?(??, Pq) = d(p,q)

?) ??? ????????, ??? 1) ?????? ?????????????????? ???? ????????????
????? ????; 2) ?? ??????????????? ???? ??????????????????? {pn}, {qn} ???????
??????????????? ???? {qn}, {pn}\ 3) ?? ??????????????? ??? {??}> {??} ? {??},
{??} ??????? ??????????????? ???? ??????????????????? {??}> {>Vi}·—????.
?????.

2) ??????? ??????????????? ?????????? ????????? ????

??????????????????? ????, ????????????? ?????-?????? ????? ??????????????????.—????.
?????.



92 ??. 3. ???????? ?????????????????? ? ????

??? ???? ?, q£X. ????? ???????, ??????????? f, ????????
?????????? f(?) = ??, ???? ????????? (?. ?. ???????????,
??????????? ??????????) ???????????? X ? X*.
(?) ????????, ??? f(?) ????? ?????? ? X* ? ??? f(?) = ?%

???? X ?????.

? ???? (d) ????? ???????????? X ? f(?) ?, ????? ???????,
???????, ??? X ????????? ? ?????? ??????????? ???????????? X*.
?? ????? ???????? X* ??????????? ???????????? X.
20. ????? X — ???????????? ???????????? ????? ? ????????

d (?, ?) = | ?—? |. ??? ?????? ??????????? ????? ?????????????
(??. ? ??????????? 19.)



??????? ??????? ? ????????? ? ??? ???????????? ???? ???????
? ???????????? 2.1 ? 2.4. ???? ? ??????????? ?????? ?? ?????
? ???????? ?????????????? ????????????? ? ????????????

????????? (?. ?. ?????????, ???????? ???????—???????????? ???
??????????? ?????), ?? ????? ????????????? ????? ????????-
??????? ??????? (?. ?. ??????? ?? ?????????? ? Rh) ? ???????
?? ?????????? ? ????? ??????????? ????????????. ???????,
??????? ?? ????? ?????????? ? ???? ????? ??????????, ??????
?? ????? ?? ????? ???????, ???? ?? ?? ????????????, ????????,
????????????? ?????????; ????????, ?? ????? ???? ???????
?????????? ? ??????????, ???? ?? ???????? ????????
????????????? ? ????? ????????????? ? ?????????? ??????? ? ????????
????????.

???? ??????? ????? ?????????? ? ???????????
?????????????, ????? ??????? ????? ?????????? ??????? ??????????
? ????????? ????????.

?????? ???????

4.1. ???????????. ????? X ? ?—???????????
????????????. ????? £?:?, / ?????????? £ ? ?, ? ? — ?????????? ?????
????????? ?. ?? ????? ?????? «f(x)—>q ??? ?—>?», ???

(1) lim f(x) = q,

???? ?????????? ????? q£Y, ?????????? ????????? ?????????:
??? ?????? e>0 ?????????? d>0, ?????, ???

(2) dY(f(x),q)<s

??? ????? ????? ???, ??? ???????

(3) 0<£fc(*fp)<6.

??????? dx ? dY ????????? ? ??????????? ??????????????
? ????????????? X ? ?.
???? X ? (???) ? ?????????? ???????????? ??????,
??????????? ?????????? ??? ?????-?????? ?????????? ????????????? Rk,
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?? ?????????? dx, dT, ???????, ?????????? ???????????
?????????? ??? ???????????????? ??????? (??. ?. 2.18).
??????? ????????, ??? ???, ?? ????? ? ?? ???????
???????????? ????????? ? ? ?????????? ???????????. ????? ????,
???? ???? ?£?, ?? ?????? ????????, ??? / (?) F lim / (?).

2?->?

????? ??????????? ????? ??????? ?????? ?????, ????????
??? ? ???????? ???????????????????.

4.2. ???????. ????? X, ?, ?, f ? ? —?? ??, ??? ? ?
??????????? 4.1. ?????

(4) \imf(x) = q

? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ?????

(5) lim / (??) = q
?-*??

??? ????? ?????????????????? {??}, ?????, ???

(6) ????, ???? = ?, ??£? ??? ???? ?.
?->??

??????????????. ????????, ??? ????????? ????????? (4).
??????? ?????-?????? ?????????????????? {??}, ???????????????
??????? (6). ????? e>0. ????? ?????????? ?>0, ?????, ???
dY(f(x), <7)<e, ???? ??? ? 0<dx(?, ?) <? d. ????? ????,
?????????? ?/, ?????, ??? ??? ?>? ????? 0<cdx(pn, p)< ?. ?????
???????, ??? ?>N ????? dY(f (pn), q)<e>, ?????? ???????, ???
????????? ????????? (5).
???????, ????????, ??? (4) ???????. ????? ?????????? ?????
e>0, ?????, ??? ??? ??????? d>0 ???????? ????? ???
(????????? ?? ?), ??? ??????? dY(f(x),q)>e, ?? 0<dx(?, ?)< d.
??????? d?= ?? (?= 1, 2, 3, ...), ?? ?????? ??????????????????
??????????????? ??????? (6), ??? ??????? ????????? (5) ??
???????????.

?????????. ???? f ????? ?????? ? ????? ?, ?? ????
?????? ????????????.
??? ??????? ?? ?????? 3.2 (?) ? 4.2.

4.3. ???????????. ????? ?? ? ?????????? ???
??????????? ??????? / ? g. ???????? f + g ???????????? ???????,
?????????????? ?????? ????? ? ????????? ? ????? f (x) + g(x)·
???????? ??????? ?? ????????? ???????? / — g, ???????????? fg
? ????????? fig ???? ???????, ???? ? ????, ??? ?????????
?????????? ???? ? ??? ?????? ?£?, ? ??????? g(x)¥=0. ????
/ ???????????? ?????? ????? ? ????????? ? ???? ? ?? ?? ????? ??
?? / ?????????? ?????????? ????????, ??? ?????? ??????????,
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? ?? ????? ?????? ? ???? ?????? f = c. ???? f ?

g—???????????? ??????? ? ???? f(x)>g(x) ??? ?????? ???, ?? ?? ??????

??? ????????? ????? ?????? f>g.

??????????, ???? f ? g ?????????? ? ? Rh, ?? ?? ?????????
f + g ? f.g ??????????? (f + g)(*) = f (x) + g(x), (f-g)(*) = f(x)-g(*)»
? ???? ?—???????????? ?????, ?? (??) (?) = ?? (?).

4.4. ???????. ????? X — ??????????? ????????????,
EczX, ? — ?????????? ????? ????????? ?, f ? g — ???????????
??????? ?? ? ?

lim / (?) = A, lim g (?) = ?.

(a) lim(f + g)(x) = A+B;
?-+?

(6) \im (fg) (?) = ??;

(?) \im(f/g)(x) = A/B, ???? ?^=0.
?-+?

??????????????. ??? ???????????, ? ???? ??????? 4.3,
?????????? ??????? ?? ??????????? ??????? ???????????????????
(??????? 3.3).

?????????. ???? f ? g ?????????? ? ? Rh, ?? (?) ????????
??????, ? (?) ????????? ???

(b) lim(f-g)(*) = A.B
?-+?

(??. ? ???????? 3.4).

??????????? ???????

4.5. ???????????. ????? X ? ? — ???????????
????????????, EczX, ?£? ? f ?????????? ? ? Y. ????? ??????? /
?????????? ??????????? ? ????? ?, ???? ??? ?????? e>0
?????????? d>0, ?????, ???

dY(f(x), /(?))<e

??? ???? ????? ? £ ?, ??? ??????? dx {?, ?) < d.
???? / ?????????? ? ?????? ????? ????????? ?, ?? /
?????????? ??????????? ?? ?.
??? ???? ????? ???? ??????????? ? ????? ?, ???????????
?????? ???? ?????????? ? ???? ?????. (??. ??? ? ??????????,
????????? ?? ???????????? 4.1.)
???? ? — ????????????? ????? ????????? ?, ?? ?? ??????
??????????? ???????, ??? ?????? ??????? /, ???????????? ?? ?,
?????????? ? ????? ?. ?????????????, ?????? ?? ?? ???? e>0,
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????? ??????? d>0, ?????, ??? ???????????? ?????? ???,
??? ??????? ?? (?, ?) < ?, ???????? ? = ?; ?????

dr(f(x), f(p)) = 0<e.

4.6. ???????. ? ????????, ????????? ? ??????????? 4.5,
???????????, ??? ?—?????????? ????? ????????? ?. ??????? f
?????????? ? ????? ? ????? ? ?????? ?????, ????? lim f (x) = f (p).

??????????????. ?9t? ?????????? ?????, ???? ????????
??????????? 4.1 ? 4.5.
?????? ???????? ? ??????? ????????. ???????
???????????? ????????? ??????? ??????: ??????????? ??????? ??
??????????? ??????? ??????????.

4.7. ???????. ????? ?,?, ?—??????????? ????????????,
EczX, f ?????????? ????????? ? ß ?, g ??????????
????????? ???????? f, ? ?????? f(E), ? ? ? ? —???????????
????????? ? ß ?, ???????????? ??????????

*(*) = *(/(*)) (*€£).

???? f ?????????? ? ????? ?£?, a g ?????????? ? ????? f (?),
?? h ?????????? ? ????? ?.

??????????????. ????? e>0. ????????? g ??????????
? ????? f{p), ?????????? ?>0, ?????, ???

dz(g(y), g(/(p)))<e, ???? dT(y,f(p))<i\ ? y£f(E).

????????? / ?????????? ? ????? ?, ?????????? d > 0, ?????, ???

dy(f(x), /(/?))< ?, ???? dx(x,p)<:6 ? a: ? ?.

?????????????,

dz(h(x), h{p)) = dz{g{f{x)), g(f(p)))<e,

???? dx(x, ?) < d ? ???. ????? ???????, h ?????????? ? ????? ?.

4.8. ???????. ??????????? f ???????????? ???????????? X
? ??????????? ???????????? ? ?????????? ?? X ????? ? ??????
?????, ????? ????????? f'1 (V) ??????? ? X ??? ???????
????????? ????????? V ?? Y.

(????????? ???? ?????????? ? ?. 2.4.) ??? ????? ????????
????????, ??????????????? ?????????????.

??????????????. ????????, ??? f ?????????? ?? X;
????? V — ???????? ????????? ? ?. ?? ?????? ????????, ???
?????? ????? ????????? /-1(?) ???????? ??? ?????????? ??????.
????, ????? ? £ ? ? f (p)£V. ????????? V ???????, ??????????
e>0, ?????, ??? y£V, ???? dY(f (?), ?)<.?, ? ??? ??? / ?????-
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????? ? ????? ?, ?? ?????????? ?>0, ?????, ??? dT(f(x), /(?))<e,
???? dx(x, ?)<d. ????? ???????, ?0~?(?), ??? ?????? dx(x, ?)<d.
???????, ????????, ??? ????????? /-1(?) ??????? ? X,
?????? ?? ?? ???? ???????? ????????? V ? ?. ???????????
?£? ? e>0, ? ????? V — ????????? ???? y£Y, ?????, ???
dY(y, f (?)) < e. ????? V ???????, ? ??????? ? /_1 (V) ???????; ??????,
?????????? ?>0, ?????, ??? ??£/-1(1/), ??? ?????? dx(p, ?)<d.
?? ???? ???'1^/), ?? f(x)£V, ??? ??? dT(f(x), /(/?))<e.
?????????????? ?????????.
????????? ?????? ? ????????????????? ? ???????????????
???????? ? ? ????????, ???????????? ?? ?????????????
???????????? Rk.

4.9. ???????. ????? fug — ??????????? ???????????
??????? ?? ??????????? ???????????? X. ????? f + g, fg ? fig
?????????? ?? X.
? ????????? ?????? ?? ??????, ???????, ????????????, ???

g(x)=^=0 ??? ???? ?£?.

??????????????. ? ?????? ????????????? ?????
?????????? ??????. ? ?????? ?????????? ????? ??????????? ???????
?? ?????? 4.4 ? 4.6.

4.10. ???????, (?) ????? fu ..., fk — ???????????? ???????
?? ??????????? ???????????? X, ? ????? f—??????????? ???-
????????? X ? Rk, ???????????? ??????????

(7) f(*) = (M*). .-../*(*)) (*€*)·

??????????? f ?????????? ????? ? ?????? ?????, ?????
?????? ?? ??????? fu ·..,/* ??????????.
(?) ???? f ? g—??????????? ??????????? ???????????? X

? /?\ ?? f + g ? fg ?????????? ?? X.
??????? /4, ..., fk ?????????? ???????????? ???????????!.

???????, ??? f + g — ??????????? ? Rk, ????? ???
f-g—???????????? ??????? ?? X.

??????????????. ??????????? ????? (?) ??????? ??

\h(x)-h(y)\<\4x)-Hy)\ = {ll\h(x)-h(y)\%}yt
?=1

??? /=1, ..., k. ????? (?) ??????? ?? (?) ? ??????? 4.9.

4.11. ???????. ???? ?? ..., xk — ?????????? ????? x£Rk,
?? ??????? ??? ???????????? ???????????

(8) <Pi(x) = *f (x£#ft),

7 ?. ?????
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?????????? ?? Rk, ??? ??? ???????????

|f?(?)—?|(?)1<|?—?|

??????????, ??? ? ??????????? 4.3 ????? ???????? d = e.
??????? ?? ?????? ?????????? ????????????? ?????????.
????????? ?????????? ??????? 4.9 ??????????, ??? ??????

(9) ????... ?\?,

??? ?? ..., rik — ??????????????? ????? ?????, ?????????? ? Rk.
?? ?? ????? ? ????????? ???????, ???????????? ?? (9)
?????????? ??????????, ??? ??? ??????????, ????????,

??????????. ?????????????, ?????? ????????? ?, ????????

(10) P(x)=--Scni .nA*p...*2* (?€?*),

?????????? ?? Rk. ????? ???????????? ??1 ... ^ — ???????????
?????, ?? ..., ^ — ??????????????? ????? ?????, ? ?????
???????? ???????? ????? ?????????.

?????, ?????? ???????????? ??????? ?? ?? . ..,???, ?. ?.
?????? ????????? ???? ??????????? ???? (10), ?????????? ?? Rk
?????, ??? ??????????? ??????? ?? ????.

?? ??????????? ???????????? ????? ????????, ???

(?) ????11<|?-?1(?,?€«*).

??????, ???????????, ???????? ? ???????????? ??????? ?
???????? |?|, ???????? ??????????? ???????????? ????????

???? f — ??????????? ??????????? ???????????? ???????????? X
? ???????????? Rk ? ???? f ?????????? ?? X ??????????
f(?) = |?(?)|, ?? ?? ??????? 4.7 ???????, ??? f— ???????????
???????????? ??????? ?? X.

4.12. ?????????. ?? ?????????? ??????? ?????????????
??? ???????, ???????? ?? ???????????? ? ????????????
???????????? X. ?????? ?????????? ????????? ? ? X ?? ??????
??????? ???? ? ???? ???????????, ? ??????? ?? ???????????
???????? ???????. ??? ????? ?? ????? ???????? ? ???????????
???????????? ?????? ???????????? ???????????? ? ?????? (? ?? ??
???????????? ???????????). ??? ???????? ???????????? ?
?????????????? ????????? ??????. ?? ??? ??????????????? ????
? ???????? 4.8 — 4.10 ? ????? ????????? ??? ?? ? ????????,
??????????? ???????????? ? ?????????.



????????????? ? ????????????99

????????????? ? ????????????

4.13. ???????????. ??????????? f ????????? ? ?
???????????? Rk ?????????? ????????????, ???? ??????????
???????????? ????? ??, ?????, ??? |f(x)|<Ai ??? ???? ?£?.

4.14. ???????. ????? f — ??????????? ???????????
??????????? ???????????? ???????????? X ? ???????????
???????????? Y. ????? ????????? f (X) ?????????.

??????????????. ????? {Va} — ???????? ????????
????????? f (X). ????????? / ??????????, ??????? 4.8 ??????????,
??? ??? ????????? f"1(l/a) ???????. ??? ??? X ?????????,
??????? ???????? ????? ???????? ?4, ...,?„, ?????, ???

(12) Xczr(Vai)[)...[}f-HVan).

????????? / (f'1 (?)) — ? ??? ?????? ? a ?, ?? (12) ???????, ???

(13) f(X)czVai[}...[}Van.

?????????????? ?????????.

?????????. ?? ??????????????? ???????????? /(/_1 (?)) = ?,

??????? ????? ??? ? cz ?. ???? ? czX, ?? ????? ??????????
????, ??? f'1 (f(E))zD E; ????????? ????? ? ?? ????.

??????? ?????? ????????? ????????? ?? ??????? 4.14.

4.15. ???????. ???? f — ??????????? ???????????
??????????? ???????????? ???????????? X ? ???????????? Rk, ??

????????? i(X) ???????? ? ??????????. ????? ???????,

??????????? f ??????????.

??? ??????? ?? ??????? 2.41. ???? ????????? ???????? ?????

?????, ????? f — ???????????? ???????.

4.16. ???????. ????? f — ??????????? ????????????

??????? ?? ?????????? ??????????? ???????????? X ?

(14) Ai=sup f(p), m= inf f (p).

????? ?????????? ????? ?,???, ?????, ??? f(p) = M
? f(q) = m.

??????????? ? (14) ????? ????????? ?????: ? — ???????

????? ????????? ???? ????? /(?), ????? ? ????????? X, ? ? —
?????? ????? ????? ????????? ?????????.

??????????? ??????? ????? ?????????????? ? ???:

?????????? ????? ? ? q ? X, ?????, ??? f (?)</(*)</ (?) ??? ????

???, ?. ?. ??????? / ????????? ?????? ????????? (? ????? ?)

? ???????? (? ????? q).

7*
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??????????????. ?? ??????? 4.15 f (X)·—????????????
? ????????? ????????? ???????????? ?????; ??????, / (X)
???????? ???? ??????? ? ?????? ????? (??????? 2.28).

4.17. ???????. ????? /—??????????? ???????
??????????? ??????????? ??????????? ???????????? ???????????? X
?? ??????????? ???????????? Y. ????? ???????? ??????????? /_1,
???????????? ?? ? ??????????

f-Hf(x)) = x (???),

???? ??????????? ???????????? ????????? ? ?? X.

??????????????. ???????? ??????? 4.8 ? /-1 ?????? /,
?? ?????, ??? ?????????? ????????, ??? f (V) — ????????
????????? ? ? ??? ??????? ????????? ? X ????????? V.
??????????? ????? ????????? V.
?????????? V? ????????? V ???????? ? X ?, ?????????????,

????????? (??????? 2.35); ??????, /(V?) — ??????????
???????????? ????????? ? (??????? 4.14); ??????? ??? ???????? ? ?
(??????? 2.34). ????????? / ??????? ?????????? ?????????? X
?? ?, ????????? f (V) ????????? ? ??????????? ????????? /(V?).
??????, / (V) ???????.

4.18. ???????????. ????? / — ??????????? ????????????
???????????? X ? ??????????? ???????????? ?. ?? ?????
????????, ??? ??????????? / ?????????? ?????????? ?? X, ????
??? ??????? e>0 ?????????? d>0, ?????, ???

(15) dT(f(p),f(q))<s

??? ???? ? ? q ?? X, ??? ??????? dx (?, q) < d.
?????????, ??? ?????????? ??????? ????????????? ?
??????????? ?????????????. ??-??????, ??????????? ?????????????
???? ???????? ??????? ?? ?????????, ????? ??? ?????????????
????? ???? ?????????? ? ????? ?????. ????????????
??????????, ???????? ?? ?????? ??????? ?????????? ???????????
? ????????? ?????. ??-??????, ???? / ?????????? ?? X, ??
??? ??????? e>0 ? ??? ?????? ????? ? ????????? X ?????
????? ????? 6>0, ?????????? ?????????, ????????? ?
??????????? 4.5. ??? d ??????? ?? e ? ?? ?. ???? ?? / ??????????
?????????? ?? X, ?? ??? ??????? e>0 ????? ????? ???? ?????
d>0, ??????? ??????? ??? ???? ????? ? ????????? X.
????????, ?????? ?????????? ??????????? ???????
??????????. ? ?????? ?????????? ???????? ??? ??? ???????, ???
?????????? ????????? ???????, ???????????.

4.19. ???????. ????? f —??????????? ???????????
??????????? ???????????? ???????????? X ? ???????????
???????????? Y. ????? / ?????????? ?????????? ?? X.
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??????????????. ????? e>0. ????????? / ??????????,
?????? ????? ?£? ????? ??????????? ????????????? ????? f(?),
?????, ???

(16) ???? q£X, dx(p, q)«p(p), ?? dT(f(p), /(?))<}.

????? J (p) — ????????? ???? q^X, ??? ???????

(17) dx(p, q)<±<p(p).

????????? p£J(p), ????????? ???? ???????? J(p) ????????
???????? ???????? ???????????? X, ? ????????? ???????????? X
?????????, ? ??? ???????? ???????? ????????? ????? ?? ..., ??,
?????, ???

(18) XczJ(Pi)[)...UJ(Pn).

(19) d = -2-p??p[f(?1)> . ..,<?(??)].

????? d > 0. (?????? ????? ??????????? ??????????
????????, ???????????? ? ??????????? ????????????. ???????
????????? ????? ????????????? ????? ???????????, ????? ??? ??????

????? ???????????? ????????? ????????????? ????? ?????? ?????
????????? ?????? ????.)
????? ?????? q ? ?—????? ????????? X, ?????, ???

dx(p, <7)<d. ???????? (18), ?????????? ?????/72, 1</?<?, ?????,
??? p£J(pm). ??????,

(20) dx(p, pm)<y(p(pm)
?, ????? ????,

dx (<7, ??)<dx(?, q) + dx(?, pm)< d + ? ? (??)<f (??)-

???????, ?? (16) ???????, ??? ?????

dr(f(p), f(q))<dr(f(p), f(pm)) + dY(f(q), f(pm))<e.

?????????????? ?????????.
?????? ?????????????? ???????? ? ?????????? 19.
?????? ?? ???????? ? ?????????????? ????, ??? ????????????

??????????? ? ?????????????? ?????? 4.14, 4.15, 4.16 ? 4.19.

4.20. ???????. ????? ?— ???????????? ????????? ? R1.

(a) ?????????? ?????????????? ???????, ??????????? ?? ?;
(b) ?????????? ???????????? ???????, ??????????? ?? £,
?? ??????? ?????????.
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(?) ????, ????? ????, ????????? ? ??????????, ?? ??????????
??????????? ?? ? ???????, ?? ?????????? ??????????
???????????.

??????????????. ???????? ???????, ??? ? ??????????,
??? ??? ?????????? ?????????? ????? ?0 ????????? ?, ??
???????????? ? ?.
?????????? ???????

(21) /(x)==F^r0 (*££)·
??? ??????? ?????????? ?? ? (??????? 4.9), ??, ????????,
?? ??????????. ???????? ? ???, ??? ??????? (21) ?? ????????
?????????? ???????????. ????? e>0 ? d>0 ???????????.
??????? ????? ???, ?????, ??? \? — ?:0|<?. ???? t ??????????
??????? ? ?0, ?? ????? ??????? ???????? |/(^)— f(?)\ ???????,
???? \t — ?|<d. ????????? ??? ????? ??? ????? d>0,
??????? f ?? ???????? ?????????? ??????????? ?? ?.
??????? g, ???????? ??????????

(22) iW = _J__ {xeE),

?????????? ?? £ ? ??????????, ??? ??? 0<g(jc)<l. ????, ???

supg(x) = l,

????? ??? g(x)<.l ??? ???? ?£?. ????? ???????, g ?? ?????
????????? ?? ?.
??????? ??????? ??? ???????????? ???????? ?, ???????????,
??? ? ?? ??????????. ????? ???????? (?) ??????????? ???
??????? f(x) = x, ? ???????? (?)—??? ???????

(23) ?? = ?^? <*€£),
??? ???

sup h (x) = 1
?£?

? ?(?;)<1 ??? ???? ? £ ?.
??????????? (?) ???????, ???? ?? ????????????, ???
????????? ? ??????????. ?????????????, ????? ? — ????????? ????
????? ?????. ????? ????? ???????, ???????? ?? ?, ??????????
?????????? ?? ?. ????? ????????? ? ????, ????? ????? ????
????? d<1 ? ??????????? 4.18.
? ?????????? ????? ??????? ?? ???????, ??? ????????????

??????????? ????? ? ? ??????? 4.17.

4.21. ??????. ????? X — ???????????? [0, 2p) ????????????
??? ? ????? f—??????????? ????????? X ?? ?????????? Y,
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????????? ?? ???? ?????, ????????? ?? ?????? ?? ?????????? 1,
???????? ??????????

(24) f(f) = (cosf, sinf) (0<?<2p).

????????????? ?????????????????? ??????? (???????? ?
??????), ??? ?? ??? ? ?? ?????????????, ????? ??????????? ?
????? 8. ???????? ??? ????? ??? ??????????????, ????? ??????, ???
f — ??????????? ??????? ??????????? ??????????? ????????? X
?? Y.

?????? ???????? ??????????? (??????? ??????????, ??? ???
f ??????? ?????????? ?????????? X ?? Y) ?? ?????????? ?
????? (l,0) = f(0). ???????, ? ???? ??????? X ???????????.
(?????????, ??? f"1 ?? ??????????, ???????? ?? ??, ??? ? ?????????!)

????????????? ? ?????????

4.22. ???????. ???? f—??????????? ??????????? ????????
???????????? ???????????? X ? ??????????? ???????????? Y,
?? ????????? f (X) ??????.

??????????????. ???? f(X) ????????, ?? ??????????
???????? ???????????????? ????????? V ? W ? ?, ???
?????????????? ? / (X) ? ?????, ??? f (X) ?: W [) V. ????????? /
??????????, ????????? /-1(V) ? /-1(W) ??????? ? X; ???,
????????, ??????? ? ?? ????????????, ? ?? ??????????? ????? X.
?? ??? ??????, ??? X ????????, ??????? ?????????????.

4.23. ???????. ????? f—??????????? ????????????
??????? ?? ???????? [?, ?]. ???? f(a)<Cf(b) ? ???? ?—????? ?????,
??? f(a)<Cc<Zf(b)9 ?? ?????????? ????? ? ? (?, 6), ?????, ???
f(x) = c.
??????????? ??????????? ???????????, ??????????, ? ?????,

????? f{a)>f(b). ????? ??????, ??? ??????? ????????, ???
??????????? ???????????? ??????? ????????? ?? ???????? ???
????????????? ????????.

??????????????. ?? ??????? 2.47 ??????? [?, ?] ??????.
??????, ?? ??????? 4.22, f ([a, b\) — ??????? ????????????
???????????? R1, ? ???????? ??? ??? ????????? ?? ??????? 2.47,
????? ???? ??????????? ???? ????????.

4.24. ?????????. ?? ?????? ?????? ????? ??????????, ???
????? ???????, ???????? ? ??????? 4.23. ????? ??????, ?????
????????, ??? ???? ??? ????? ???? ????? ?1<?2 ? ??? ??????
????? ?, ???????? ????? ? {?\) ? f(x2), ???????? ????? ?6(*?, *2),
?????, ??? f(x) = c, ?? ??????? / ?????? ???? ???????????.
?????? ?????? 4.27 (d) ??????????, ??? ??? ?? ???.
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??????? ???????

???? ?—????? ?? ??????? ??????????? ??????? /, ? ???????
??? ??????? ?? ???????? ???????????, ?? ?? ????? ????????,
??? / ???????? ? ? ??? ??? / ????? ?????? ? ?. ????
??????? / ?????????? ?? ????????? ??? ?? ????????, ?? ??????
???????? ??????? ???? ?????. ?????? ??? ?????????? ???
?????????????, ?? ?????? ?????????? ?????????????? ? ?????????????
??????? ??????? / ? ????? ?, ??????? ?? ????????? ??????????????
????? f(x + ) ? f(x—).

4.25. ???????????. ????? ??????? / ?????????? ??
????????? (?, ?). ?????????? ????? ????? ?, ?????, ??? a<?<6.
?? ????? ??????

/(* + ) = ?.

???? f(tn)—>q ??? ?—»?? ??? ???? ??????????????????? {tn},
???????????? ? ????????? (?, ?), ?????, ??? tn —> ?. ?????
???????? ??????????? ??????? f (?—) (? ?????? #<;#·<&), ??
??????????? ???????????????????? {tn}, ????????????? ? (?, ?).
????, ??? ? ????? ????? ????????? (?, ?) ?????? \\mf(t)

?????????? ????? ? ?????? ?????, ?????

f(x + ) = f(x-) = \imf(t).
t-+X

4.26. ???????????. ????? ??????? / ?????????? ??
????????? (?, ?). ???? / ???????? ? ????? ? ? ???? f(x + ) ? f (?—)
??????????, ?? ???????, ??? / ????? ? ????? ? ?????? ???????
????, ??? ??????? ??????. ? ????????? ?????? ?????? ??????????
???????? ??????? ????.
???????? ??? ????????????? ??????? ????????: ????

f(x + )¥zf(x—) (? ???? ?????? ???????? f(x) ?????????????),
???? f(x + ) = f(x—)¥*f(x).

4.27. ? ??????. (a) ???????

[ ? (? ???????????),
'

[? (? ?????????????).

????? / ????? ??????? ??????? ???? ?? ???? ?????? ?, ???
??? ?? f(x + ), ?? f(x—) ?? ??????????.
(6) ???????

?? (? ???????????),

^ ' ~~ [ 0 (? ?????????????).
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????? / ?????????? ? ????? ?: = 0 ? ????? ??????? ???????
???? ?? ???? ????????? ??????.

(c) ???????

? ? + 2 ( — 3<*<—2),

/(*) = — ?—2 (—2<*<0),

[ ? + 2 (0<??<1).

????? f ????? ??????? ?????? ? ????? ??=0 ? ?????????? ??
???? ????????? ?????? ????????? (— 3,1).
(d) ???????

f(x)-Jsin^ {??0)>
[ 0 (* = 0).

????????? ?? f(0 + ), ?? /(0—) ?? ??????????, ??????? f
????? ?????? ??????? ???? ? ????? ?; = 0. ?? ??? ?? ????????,
??? sin ?:—??????????? ???????. ???? ??????? ??? ???????????
??????, ?? ?? ??????? 4.7 ???????, ??? / ?????????? ? ??????
????? ???.

?????????? ???????

?????? ?? ?????? ???????, ??????? ????? ?? ??????? (???
????? ?? ??????????) ?? ?????? ?????????.

4.28. ???????????. ????? / — ???????????? ??????? ??
????????? (?, ?). ???????, ??? / ????????? ?????????? ?? (?, ?),
???? ??? ?<?<?<? ????? f(x)Kf(y)· ??????? ?????????
???????????, ?? ??????? ??????????? ????????? ?????????
???????. ????? ?????????? ??????? ??????? ?? ????????? ? ??
???????????? ???????.

4.29. ???????. ????? f ????????? ?????????? ??
????????? (?, ?). ????? f(x + ) ? f(x—) ?????????? ? ?????? ?????
?£(?, ?). ??????,

(25) sup f(t) = f(x-)<f(x)<f(x + )= inf f(t).
a<t<x x<t<b

????? ????, ???? a<x<y<b, ??

(26) f(x + )<f(y-)u

??????????? ??????????, ????????, ????? ? ??? ?????????
????????? ???????.

??????????????. ?? ?????????????, ????????? ?????
/(/), ??? a<t<Lx, ?????????? ?????? ?????? \f(x) ? ??????
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????? ??????? ?????, ??????? ?? ????????? ????? ?. ????????,
??? ?</(?). ?? ?????? ????????, ??? A = f(x—).
????? ?????? e > 0. ?? ??????????? ????? ? ???????, ???

?????????? ????? d>0, ?????, ??? ?<?—?<?: ?

(27) ? — s<f(x—6)<?.

????????? f ?????????, ?????

(28) /(*—?)</(0<?(?—d<?<?).

?????????? ??????????? (27) ? (28), ?? ????????

|/(0-?|<?(x—6<t<x).

??????, f(x—) = ?.
?????? ????? ??????????? (25) ???????????? ????? ????? ??
????????.

?????, ???? a<?<?/<6, ?? ?? (25) ???????, ???

(29) /(* + )= inf f(t)= inf f(t).
x<t<b x<t<y

????????? ????????? ?????????, ???? ????????? (25) ? (?? ?)
?????? (?, ?).
???????? ?? ???????

(30) f(y-)= sup f(t)= sup f(t).
a<t<y x<t<y

????????? ???????? (29) ? (30) ???? ??????????? (26).

?????????. ?????????? ??????? ?? ????? ????????
??????? ????.
?? ????? ????????? ????????, ??? ?????????? ??????? ?????
????? ??????? ?????? ? ???????? ??? ??????? ????????? ?????.

?????? ???? ????? ????????? ?? ????? ???????, ??????????????

??????? ???????? ? ?????????? 4, ?? ????? ????? ???????

??????????????, ?????????? ? ?????????? ????????.

4.30. ???????. ????? ??????? f ????????? ?? ?????????
(?, 6). ????? ????????? ????? ????????? (?, 6), ? ??????? f
????????, ?? ????? ??? ??????.

??????????????. ???????? ??? ??????????????, ??? f
??????????, ? ????? ? — ????????? ?????, ? ??????? / ????????.
?????? ????? ? ? ? ?????????? ???????????? ????? ?(?),
?????, ???

f(x-)<r(x)<f(x + ).

????, ??? ?(?1)??(?2), ???? ????2, ??? ??? ??? ?±<.?? ??
????? f(Xi + )<f(x2—)-
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????? ???????, ??????????? ??????? ??????????? ????????????

????? ?????????? ? ? ????????????? ????????? ????

???????????? ?????. ??? ????????? ?????????, ??? ?? ?????, ??????.

4.31. ?????????. ????? ????????, ??? ????? ???????
?????????? ??????? ?? ??????? ???? ??????????????. ? ?????
????, ??? ?????? ???????? ???????????? ? ????????? (?, 6),
??????? ????? ???? ???? ????? ???????, ????? ?????????
??????? /, ?????????? ?? (?, ?), ??????? ?????? ? ??????
????? ????????? ? ? ??????????? ?? ???? ????????? ??????
????????? (?, ?).
????? ???????? ???, ?????????? ????? ????????? ? ?

?????????????????? {??}, /?=1, 2, 3, .... ????? {??} —

?????????????????? ????????????? ?????, ?????, ??? ??? ^?? ????????.

(31) f(x)= S ?? (a<x<b).
??<?

??? ?????????? ???? ????? ????? ??????? ??? ??, ???????
??????? ??????, ??? ??<??. ???? ????? ?? ? ??? ????? ??, ??
????? ????? ?, ?????? ???????? ??????????, ?? ??????? ??
?????? ????. ????????? ??? (31) ???????? ?????????, ???????,
? ??????? ???????????? ??? ?????, ?? ?????????.

?? ????????????? ???????? ???????? ????????? ???????
??????? /:
(a) f ????????? ?????????? ?? (?, ?)\
(b) f ???????? ? ?????? ????? ????????? ?; ?????????????,

f(Xn + ) — f(Xn — ) = Cn,

(c) f ?????????? ?? ???? ????????? ?????? ????????? (?, ?).
????? ????, ???????? ??????, ??? / (? —) = f (x) ?? ???? ??????
????????? (?, ?). ???? ??????? / ????????????? ????? ???????,
?? ?? ????? ????????, ??? ??? ?????????? ?????. ???? ?? ? (31)
???????????? ????????????? ?? ???? ???????? ?, ??? ???????

????, ?? ?? ????? ?? f (x-\-) = f (?) ?? ???? ?????? ?????????
(?, ?), ?. ?. / ???? ?? ??????????? ??????.
??????? ?????? ???? ????? ??????? ? ?????? ???????;
?????? ???????? ?????? ? ?????????? 5 ??. 6.

??????????? ??????? ? ??????? ? ?????????????

????? ????? ??????????? ??????????? ? ??????????? ???????
???????????? ?????, ?? ???????? ????? ??????????? 4.1,
????????????? ??? ? ???????? ????????????.
??? ?????? ????????????? ????? ? ?? ??? ??????????

??????????? ? ??? ????? ???????? ???? (?— d, ? + d).
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4.32. ???????????. ??? ????? ???????????? ? ?????????
???? ???????????? ????? ?, ?????, ??? ?>?, ??????????

???????????? ????? 4-?? ? ???????????? (?, + ??). ??????????,
????????? ( — ??, ?) ?????????? ???????????? ????? — ??.

4.33. ???????????. ????? ???????????? ??????? /
?????????? ?? ????????? ?. ?? ????? ????????, ???

f (/)--> ? ??? f —>?,

??? ? ? ? ??????????? ??????????? ??????? ???????????? ?????,
???? ??? ????? ??????????? U ????? ? ?????????? ??????????? V
????? ?, ?????, ??? ????????? V(]E ??????? ? f(t)^U ??? ????
t£Vf\E, ?f?.
????????? ??????????? ??????????, ??? ??? ???????????
????????? ? ???????????? 4.1, ????? ? ? ? ???????????.
?????? ??????? 4.4 ?????????? ? ? ???? ??????, ? ? ???
?????????????? ?? ?????????? ?????? ??????. ?? ????????????
??? ???? ???????.

4.34. ???????. ????? fug ?????????? ?? ?. ????????,

/(/)-» ?, g(t)->B ??? t-+x.

(?) ???? /(/)—> ?', ?? ?' = ?,

?) (f + g)(t)->A + B,

(c) (fg)(t)->AB,

(d) (f/g)(t)-*A/B,

???? ?????? ????? ? (?), (?) ? (d) ????? ?????.
????????, ??? ?? —??, 0·??, ??/??, ?/0 ?? ????????????

(??. ??????????? 1.39).

1. ????????, ??? ??????? f, ???????? ??????????

[ 0 (* = ()),

?????????? ??? ? = 0. ?????????? ?????? ???? ???????.
2. ????? [?] ?????????? ?????????? ?? ????? ?????, ??

????????????? ????? ?, ?. ?. [?] — ????? ????? ?????, ??? ? — 1 <?
<[?:]<?:; ????? (?) = ? — [?\ ?????????? ??????? ????? ????? ?.
????? ??????? ????? ??????? [?] ? (?)?
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3. ????? / — ???????????? ?????????? ??????????? ???????
?? ???????????? ????????? ? ? R1. ????????, ??? f ??????????
?? ?.

4. ????? / — ???????????? ???????, ???????? ?? (?, ?).
????????, ??? ????????? ?????, ? ??????? / ????? ??????? ??????,
?? ????? ??? ??????.

????????. ????? £ — ?????????, ?? ??????? /(? — )</(* + )·
?????? ????? ? ????????? ? ?????????? ?????? (?, q, r)
???????????? ?????, ?????, ???

(a) f(x-)<p<f(x + ),

(b) ??? a<.q<t<.x ????? f(t)<.p,

(c) ??? x<.t<Cr<.b ????? f(t)>p.

????????? ???? ????? ????? ?? ????? ??? ??????. ????????,
??? ?????? ????? ?????? ???????? ?? ????? ????? ?????
????????? ?. ???????? ??????? ??????? ??????????? ? ? ?????? ??????
????? ???????? ???????.

5. ?????? ???????????? ????? ? ????? ???????? ? ????
?=^?/?, ??? ?>0, ? ? ? —??????? ??????? ????? ?????. ????
? = 0, ?? ?? ???????? ? = \. ?????????? ??????? /, ????????
?? R1 ??????????

(0
(? ?????????????),

t (*-*)·
????????, ??? / ?????????? ? ?????? ?????????????? ?????
? ????? ??????? ?????? ? ?????? ???????????? ?????.
6. ????? / — ???????????? ??????????? ???????, ????????
?? ????????? ????????? ? cz R1. ????????, ??? ??????????
??????????? ???????????? ??????? g ?? R1, ?????, ??? f(x) = g(x)
??? ???? ? ? ? (????? ??????? ?????????? ???????????
???????????? ??????? / ? ????????? ? ?? R1). ????????, ??? ?????????
????????? ???? ??????, ???? ???????? ????????????? ???????????.
?????????????? ????????? ?? ??????????????? ???????.
????????. ?????? ??????? g — ????????????? ??????? ???
?????? ?? ??????????, ???????????? ?????????? ????????? ?
(??. ? ??????????? 15, ??. 2). ????????? ???????? ??????, ????
R1 ???????? ????? ??????????? ?????????????, ?? ??????????????
??? ?? ??? ??????.

7. ???? ??????? / ?????????? ?? ?, ?? ???????? / ??????????
????????? ??? (?, f(x)), ?%? ???. ? ?????????, ???? ? —
????????? ???????????? ?????, ? ??????? / ???????????, ??
???????? / ?????? ????????? ???????????? ?????????.
????????, ??? ? ?????????. ????????, ??? / ?????????? ?? ?
? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? ?? ?????? ?????????.
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8. ???? EczX, ? / — ???????, ???????? ?? X, ?? ???????? /
?? ? ?????????? ??????? g, ???????????? ?? ????????? ? ? ?????,
??? g(p) = f (?) ??? ? 6 ?. ??????? ? R2 ??????? fug
???????????: /(?, 0) = g(0, 0) = 0,

/ (?, ?) = xyV(x* + ?% g (?, ?) = ??*/(?* + ?«)

??? (?:, ?) F (?, 0). ????????, ??? / ?????????? ?? R2, ??? g
?? ?????????? ? ????? ??????????? ????? (0, 0) ? ??? / ????????
? ????? (0, 0); ??? ?? ????? ??????? ?????? ?? ??????? / ? g
?? ????? ?????? ? R2 ??????????!
9. ????? / — ??????????? ??????????? ????????????
???????????? X ? ??????????? ???????????? Y. ????? £ —?????????
???????????? ???????????? ?. ????????, ??? ????????? !~?(?)
???????? ? X.
10. ????? / — ??????????? ???????????? ??????? ??

??????????? ???????????? X. ????? Z(f) (????-????????? ??????? /)
???? ????????? ???? ? gX, ? ??????? /(?) = 0. ????????, ???
????????? Z(/) ????????.
11. ???? ? — ???????? ???????????? ????????????

???????????? X, ?? ????????? ?????????? ?? ????? ? £ X ?? ????????? ?

Qe (x)= inf d(x, ?).

(a) ????????, ??? qe(x) = 0 ????? ? ?????? ?????, ????? ?
??????????? ????????? ????????? ?.
(b) ????????, ??? qe — ?????????? ??????????? ??????? ?? X.
????????. ?? ????? qe (?2) < d (?2, ?) <d (?2, ?\) + d (xu ?),
??? ???

Qe (?*) < d (X2, Xi) + Qe (*i).

12. ????? ? ? F — ???????????????? ????????????
???????????? ???????????? X, ?????? ? ?????????, F ????????. ????????,
??? ?????????? ????? d>0, ?????, ??? d (p, q)>6, ???? ??/(,
qeF.
????????. ??????? qf — ????????????? ??????????? ???????

?? ?.

????????, ??? ??? ??????????? ????? ????????? ????????,
???? ?? ???? ?? ???? ???????????????? ????????? ????????
?? ?????????.

13. ????? ? ? ß —???????? ???????????????? ?????????
????????? ? ??????????? ???????????? X. ???????

????????, ??? / — ??????????? ??????? ?? X, ?????????
???????? ??????? ?????????? ? ???????? [0, 1]; ??? /(?) = 0 ? ??????
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????????? ? ? ?????? ? ???; ??? / (?) = 1 ? ?????? ????????? ?
? ?????? ? ???. ??? ????? ??????????? ???????????, ????????
? ??????? ?????????? 10: ?????? ????????? ????????? ???
???????? ????-?????????? ??? ????????? ????????????
??????????? ??????? / ?? X. ???????

????????, ??? V ? W ???????, ?? ???????????? ? A cz ?, ? cz W.
(????? ???????, ?????? ?? ???? ???????????????? ?????????
???????? ? ??????????? ???????????? ????? ???? ???????
???????? ?????????? ???, ??? ? ??? ???????? ????????? ??

????????????. ??? ???????? ??????????? ??????????? ????????
?????????????.)
14. ??????? ??????????? ???????????? X ? ???????????? ?

????????, ???? f(V) ??????? ? Y, ?????? ?? ?? ???? ????????
????????? V ? X.

????????, ??? ?????? ??????????? ???????? ??????????? R1
? R1 ?????????.

15. ????? f ? g — ??????????? ??????????? ????????????

???????????? X ? ??????????? ???????????? Y, ? ????? ? — ?????

??????? ???????????? ?? X. ????????, ??? f (E) ?????? ? /(X).

????????, ??? ???? f(p) = g(p) ??? ???? ? £?, ?? f(p) = g(p)

??? ???? ???. (????? ???????, ??????????? ???????????

???????????? ?????? ?????????? ?? ????? ??????? ???????????? ?????

??????? ???????????.)

16. ????????, ??? ??????????? ??????????? ?????????????

????? ????????? ??????? ??????????????, ????????? ???????

???????? ?????????: ??? ??????? e>0 ?????????? ?>0, ?????,

??? diam / (?) < e ??? ?????? ? cz X, ??? ???????? diam ? < d.

17. ????? ? — ??????? ???????????? ????????????

???????????? X, ? ????? / — ?????????? ??????????? ????????????

???????, ???????? ?? ?. ????????, ??? / ????? ???????????

??????????? ? ? ?? X (?? ?????? ???????????? ??. ?????????? 6).

(?????????????? ??????? ?? ?????????? 15.)

????????. ??? ?????? ????? ? ? ? ? ??????? ??????????????

?????? ? ????? Vn (p) — ????????? ???? q^E, ?????, ??? d(p, q)<C

<.\1?. ??????????????? ??????????? 16 ??? ?????????????? ????,

??? ??????????? ????????? ???????? f(Vi(p)), /OMp)), ···

??????? ?? ???????????? ????? ???????????? R1, ??????? ??

????????? ????? g (p). ????????, ??? ??????? g, ???????????? ?????

??????? ?? X, ? ???? ????????? ??????????? ??????? /.

????? ?? ???????????? ???????? R1 ???????? ?????

????????????? Rfi? ????? ?????????? ??????????? ?????????????? ?????
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?????? ??????????? ?????????????? ????? ???????????
??????????????
18. ???????????? ??????? /, ???????? ?? (?, ?), ??????????
????????, ????

f(kx + (l-X)y)<Xf(x) + (l-X)f(y)

??? ????? ?<??<.?, ?<.?<?, 0 < ? <; 1. ????????, ??? ??????
???????? ??????? ??????????. ????????, ??? ??????
???????????? ???????? ??????? ?? ???????? ??????? ??????? (????????,
???? / ???????, ?? ef ???? ???????).
19. ???????? ???????? ????????? ??????? ??????????????

??????? 4.19: ???? / ?? ?????????? ??????????, ?? ???
?????????? e>0 ?????????? ??? ?????????????????? {??}, {qn} ? X,
?????, ??? dx(pni qn)—>0, ?? d7(f(pn), f(qn))>e. ???????????????
???????? 2.37, ????? ???????? ????????????.



? ???? ????? (?? ??????????? ?????????? ???????) ?? ?????
?????????? ?????? ????????????? ?????????, ?????????????
?? ????????? ??? ??????????. ??? ??????? ?? ??????
????????????? ???????? — ??? ???????? ?? ???????????? ? ????????????-
??? ???????? ????????? ???????????? ?????????.
????????????????? ???????, ???????????? ? Rk, ????? ???????????????
? ????? 9.

??????????? ???????????? ???????

5.1. ???????????. ????? / — ???????????? ???????,
???????????? ?? [?, ?]. ???? ???????????? ????? ?:6 [?, ?], ????????

(1) T(0=/(']ZsW (*<f<M¥=*)
? ???????

(2) ?*) = ?p?f(0,
t-*x

???? ???? ?????? ??????????, ? ???????????? ? ???????????? 4.1.
????? ???????, ? ???????? / ??????? ??????? /', ???????
??????????? ??????? — ????????? ???? ????? ?, ? ???????
?????????? ?????? (2); ??????? /' ?????????? ??????????? ??????? /.
???? ??????????? f ?????????? ? ????? ?, ?? ?? ?????
????????, ??? ??????? / ??????????????? ? ????? ?. ???? f
?????????? ? ?????? ????? ?????????? ????????? ? a [a, ft], ?? ??
????? ????????, ??? / ??????????????? ?? ?.
? ??????? (2) ????? ????? ?????????????? ??? ?????????????
??????; ??? ???????? ? ??????????? ?????????????? ?
????????????? ???????????. ? ?????????, ? ?????? ???????? ? ? ?
??????????? (???? ??? ??????????) ?????? ???????? ??????????????

?????????????? ? ?????????????. ??, ??????, ?? ????? ????????
????????????? ????? ???????????.
???? / ?????????? ?? ????????? (?, ?) ? ???? ?<??<?,

?? /' (?) ???????????? ??????????? (1) ? (2), ??? ????. ?? f (?)
? /' (?) ? ???? ?????? ?? ??????????.

8 ?. ?????
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5.2. ???????. ????? ??????? f ?????????? ?? ????????
[?, ?]. ???? f ??????????????? ? ????? ? ? [a, b]> ?? ???
?????????? ? ???? ?????.

??????????????. ?? ??????? 4.4 ??? t—>? ?? ?????

f{t)-f(x)=nt]Zfx{x)<t-*)-+r(x)-o~o.

???????, ???????? ? ?????? ??? ??????????, ???????. ?????
????????? ??????????? ???????, ?? ???????????????? ?
????????????? ??????. ? ??. 7 ?? ???????????? ???? ? ?????
????????, ???????, ?????? ??????????? ?? ???? ??????, ??
??????????????? ?? ? ????? ?????!

5.3. ???????. ????? fug ?????????? ?? [?, ?\ ?
??????????????? ? ????? ? £ [?, ?]. ????? f-\-g, fg ? fig
??????????????? ? ????? ? ?

(a) (/ + £)'(*) = /'(*)+ £'(*);

(b) (fgy(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)i

? ??????????? (?) ??, ??????????, ????????????, ??? g(x)=^=0.

??????????????. ??????????? (?) ??????? ?? ??????? 4.4.
????? h = fg. ?????

h(t)-h(x) = f(t)\g(t)-g(x)] + g(x)[f(t)-f(x)].

???? ?? ???????? ??? ????????? ?? t — x ? ???????, ???
f(t)—>f(x) ??? *—>? (??????? 5.2), ?? ??????? (?). ???????,
????? h = f/g. ?????

h(t)-h{x)_ 1 ? ? /(*)-/(*) n.g(t)-g(x)-}
t-? ~g(t)gWLgw t-x 'w *-* J'

????????? t ? ? ? ???????? ??????? 4.4 ? 5.2, ??
???????? (?).

5.4. ???????. ??????????? ?????? ?????????? ???????
?????, ????????, ????. ???? / ?????????? ?????????? f (?) = ?,
?? f'(x) = l. ????????? ?????????? ??????????? (6) ? (?)
????????? ??????? ??????????, ??? ??????? ?? ??????????????? ? ???
?? ??????????? ????? ??71'1, ?????? ?? ?? ???? ????? ? (????
?<.0, ?? ?? ?????? ???????????? ??????? ???). ?????
???????, ????? ????????? ??????????????. ?? ?? ????? ?
????????? ????? ???????????? ???????, ???? ????????? ?????, ?
??????? ?????????? ? ???? ?? ???????????.
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????????? ??????? ???? ??????? ????????????????? ???????
???????. ????? ????? ?? ??????? ?????????? ??? ? ??. 9.

5.5. ???????. ????? f ?????????? ?? [?, 6], /' (?)
?????????? ? ????????? ????? ? ? [?, 6], g ?????????? ?? ???????? /,
?????????? ????????? ???????? ??????? /, ? g
??????????????? ? ????? f(x). ????

h(t) = g(f(t)) (a<?<6),

?? h ??????????????? ? ????? ? ?

(3) h'{x) = g'{f{x))f'{x).

??????????????. ????? y — f(x). ?? ???????????
??????????? ?????

(4) f(t)-f{x) = (t-x)[f'(x) + u(t)\*

(5) g (s) - g (?) - (s - ?) [g' (?) + v(s)],

??? t£[a, b], s£l ? u(t)—>0 ??? t —>x, u(s)—»0 ??? s—>y.
????? s = f(t). ????????? ??????? (5), ? ????? (4), ???????

h(t)-h(x) = g(f(t))-g(f(x)) =

= tf (0-/(*)]· ?*7 (0)+ »(*)] =

= (t-xnf'(x) + u(t)]-lg'(y) + O(s)],

???, ???? ?f?,

(6) h(t)-h(x) = [g, (y) + v {s)] . [f, {?) + u m

????????? t ? ?, ?? ?????, ???, ? ???? ?????????????
??????? f, s—>y, ??????? ?????? ????? ????????? (6) ?????????
? g' (?) f (?), ?????? ? ??????? (3).

5.6. ???????, (?) ????? ??????? / ?????????? ??????????

? ? sin — (?f?),
(7) /(%) = <

<* = 0),

????? ??????? ??????????, ??? ??????????? ??????? sin*
????? cos ?: (?? ????? ????????????? ??????????????????
??????? ? ??. 8). ????? ?? ????? ????????? ??????? 5.3 ? 5.5,
???? ? =7^=0, ? ????????

(8) f'(x) = sinL-l-cos± (???).

? ????? ? = 0 ??? ??????? ??? ?? ?????????, ??? ??? ?????
?? ??? ?? ??????????, ? ?? ???????? ??????????????? ?? ????-

8*
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???????: ??? ?f?

/(0-/(0)^3^1
t-o sin t

??? t—>0 ??? ????????? ?? ????????? ?? ? ?????? ???????,
??? ??? /'(0) ?? ??????????.
(?) ????? ??????? / ?????????? ???????????

? ?2sin- (??^?),
(9) f(x) = <

[ 0 (? = 0).

??? ? ????, ?? ????????

(10) rW = 2xsinl-cosi- (?^?).

??? ?: = 0 ?? ???????? ??????????? ? ???????

??????? /—->( ), ?? ?????, ???

(?)

/(0-/(0)
/—?

= t sin-r- <

?(0) = = 0.

????? ???????, ??????? / ??????????????? ?? ???? ?????? ?,
?? /' ?? ???????? ??????????? ????????, ??? ??? cos(l/x) ? (10)
?? ????????? ?? ? ?????? ??????? ??? ?—>0.

??????? ? ??????? ????????

5.7. ???????????. ?????/—???????????? ???????,
???????????? ?? ??????????? ???????????? X. ????? ????????, ??? /
????? ????????? ???????? ? ????? ?£?, ???? ?????????? ?>0,

?????, ??? f(q)^f(p) ??? ???? q£X, ?????, ??? d(p, q)-<8.
????????? ???????? ???????????? ??????? ???????.
???? ????????? ??????? ????? ? ?????? ?????? ??????????
?????????????????.

5.8. ???????. ????? ??????? f ?????????? ?? ????????

[?, 6]; ???? f ????? ????????? ???????? ? ????? ? ? (a, b)
? ???? ?????????? /' (?), ?? f'(x)=^0.

??????????? ???????????, ??????????? ? ??????????
????????, ???????, ???? ?????.

??????????????. ??????? d ? ???????????? ?
???????????? 5.7, ??? ???

?<.? — 6<Jt<x + 6<6.
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???? ?—8<Ct<Cx, ??

????????? ? ? Ji, ?? ?????, ??? f (#)>0.
???? ?:<^<?: + ?, ??

/(')-/(*) <0
/—?;

^ '

?????? ???????, ??? /'(?)<0. ??????, /'(*) = 0.

5.9. ???????. ???? / ? g— ??????????? ????????????
??????? ?? ???????? [?, ?], ???????????????? ?? ?????????
(?, ?), ?? ?????????? ????? ? ? (a, b), ? ???????

If (?) - f (a)] g' (?) = [g(b)-g (?)] ? (*).

???????, ??? ????? ?? ????????? ?????????????????? ?
?????? ? ? ?.

??????????????. ???????

h(t) = [f(b)-f(a))g(t)-[g(b)-g(a)]f(t) (a<?<6).

??????? h ?????????? ?? [?, 6], ??????????????? ?? (?, ?) ?

(12) h(a)=--f(b)g(a)-f(a)g(b) = h(b).

??? ?????????????? ??????? ?? ?????? ?????????, ??? ? (?) = ?
??? ????????? ?£(?, ?).
???? h ?????????, ?? h'(x) = 0 ??? ????? ?£(?, ?). ????

h(t)>h{a) ??? ????????? ^?(a, 6), ?? ????? ?—?? ?????
???????? [?, 6], ? ??????? h ????????? ?????? ????????? (??????? 4.16).
? ???? (12), ?£(?, £?), ? ??????? 5.8 ??????????, ??? h! (x) = 0.
???? h (t) <h (?) ??? ????????? t£(a,b), ?? ????? ?????????
????? ?? ???????????, ?????? ? ???????? ? ?? ????? ????????
[?, 6], ? ??????? h ????????? ?????? ????????.
??? ??????? ????? ???????? ?????????? ???????? ? ???????
????????; ????????? ?? ??????? ?????? ???????? ????????
? ??????? ????????.

5.10. ???????. ???? f — ???????????? ???????????
??????? ?? [?, 6], ???????????????? ?? (?, ?), ?? ??????????
????? ?: ? (?, ?), ? ???????

f(b)-f(a) = (b-a)f'(x).

??????????????. ??????? g(x)=x ? ??????? 5.9.

5.11. ???????. ????? ??????? f ??????????????? ?
????????? (?, ?).
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(a) ???? f (?) > 0 ??? ???? ? £ (a, b), ?? f ?????????
??????????.

(b) ???? f (x) = 0 ??? ???? ?£(?, ?), ?? f ?????????.
(c) ???? f (?)^0 ??? ???? ? £ (a, 6), ?? f ????????? ???????.
??????????????. ??, ??? ??? ??? ??????????
???????????, ????? ????????? ?? ?????????

/ (?? — f (*?) = (*2—*?) G (*),

??????? ??? ????? ???? ????? ?? ?2, ??????? ? (?, ?) ???
????????? ?, ????????????? ????? xt ? ?2.

????????????? ???????????

?? ??? ?????? [?????? 5.6 (&)], ??? ??????? / ????? ?????
??????????? /', ??????? ?????????? ?? ???? ??????, ?? ????????
? ????????? ??????. ?????? ?? ?????? ??????? ????? ????
???????????. ? ?????????, ???????????, ??????? ??????????
? ?????? ????? ?????????? ????????, ??? ?? ??? ? ???????,
??????????? ?? ????????, ???????? ????????? ??????
?????????: ??? ????????? ????????????? ???????? (??. ?
???????? 4.23). ?????? ???????????? ??????.

5.12. ???????. ????? f—???????????? ???????,
???????????????? ?? [?, ?], ? ????? f (a)<?<;/' (?). ?????
?????????? ????? ?£(?, ?), ?????, ??? f'(x) = X.
???????? ????????? ?????, ???????, ? ?????, ????? f (a)>f (b).

??????????????. ??????? c = -^(a + b). ???? a^.t^c,

?? ????? a(t) = a, $(t) = 2t — a. ???? c^t^b, ?? ????? a(t)--=
= 2t — b, $(t) = b. ????? a<a(?)<?(?)<6 ? ????????? (a, b).

????? g ?????????? ?? (a, b), g(t)—>f (?) ??? t—>a, g(t)—>
—>f'{b) ??? t—>b ? ??????? ?? ??????? 4.23?) ???????, ???
g(t0) = X ??? ????????? tQ£(a, b). ??????????? t0. ??
??????? 5.10 ?????????? ????? ?, ?????, ??? a (t0) < ? < ß (/0) ? /' (?) =
= g(f0)· ??????, f'(x) = X.

?????????. ???? f ??????????????? ?? [a, b], ?? f ??
????? ??????? ???????? ?? [?, ?].
?????? f ?????? ????? ????? ??????? ??????? ????.

?) ? ??????? 4.23 ???? ???? ? ???????, ??????????? ?? ???????? [?, ?].
????? ??????? ? ????, ??? ??????? g ????? ???????????? ? ?????? ap?,
??????? g(a) = f (a), g(b) = f (b), ??? ??? g ?????? ??????????? ? ?
?????? a, b ?? ??????? 4.6.—????. ?????.
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(13)

(14)
??? ????

(15)

(16)

f(*)- ->0 ? g(x) —> 0 ??? ?—>?,

g ?

g(x)-> + co ??? ?—>?,

/(*) >? ??? ?—>?.

??????? ????????

????????? ??????? ????? ?????? ???????? ??? ??????????
????????.

5.13. ???????. ????? fug ??????????? ? ??????????
? ????????? (?, ?) ? g' (?)F0 ??? ???? ?£(?, ?), ??? —??<?<
< ? < + °° · ?????

??? ?—>?.

??????????? ???????????, ???????, ????? ? ?????, ?????
? —> ? ??? ????? ? (15) g (x)—> - ??. ???????, ??? ?????? ??
?????????? ??????? ??????? ? ??????????? ?????? ? ????????????

? ???????????? 4.33.

??????????????. ??????? ???????????, ??? —??<?<

<+??. ??????? ???????????? ????? q, ?????, ??? A<.q, ? ?????

??????? ? ???, ????? ??????????? ??????????? ? < ? < q.
???????? (13), ?????????? ????? ? ? (a, ?), ?????, ??? ??? ?<
< ? < ? ?????

(17) ?^?<?.'

g (?)

???? ?<?< ?<??, ??, ??? ?????????? ??????? 5.9,
?????????? ????? t£(x,y), ?????, ???

/1?? /(*)-/(?) __ fit) .
? } g(*)-g(y)~ g'W ^

????????, ??? ????????? ??????? (14). ????????? ? (18) ?:
? ?, ?? ?????, ???

(19) ?<?<?! (?<?<°)·
?????? ????????, ??? ????????? ??????? (15). ?????? ? ?
??????? (18) ?????????????, ?? ????? ??????? ????? ?????
ci ?(a> #)> ??? g(x)>g(y) ? g W>0i ???? a<.x<Ci. ??????? (18)
?? lg(x) — g(y)]/g(x), ?? ???????

(20) ?<?-?? + ? (?<?<?<).4 '
g{x) g(x) g(x) V

"'
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???? ? (20) ????????? ? ? ?, ??, ??? ?????????? (15), ?????
????? ????? ?2£(?, Ci), ?????, ???

(21) ?$)<?1 (« <*«*)¦
????, ??????????? (19) ? (21) ??????????, ??? ??? ?????? q,
???????????? ????????????? ??????? ? < q, ???????? ?????
??£(?> b), ?????, ??? f (x)/g(x)<q, ???? ?<.?<?2.
????? ????? ?? ???????? ? ??? ??????, ????? — ?? < ? <

< +??, ?? ??????? ???, ??? ?<?, ?? ?????? ????? ?3£(?, ?),
?????, ???

(22) ?<? («<*<??)·
?? ???? ???? ??????????? ??????? ??????????? (16).

??????????? ?????? ????????

5.14. ???????????. ???? / ????? ??????????? /' ??
????????? ???????? ? ???? ??????? /' ? ???? ???????
???????????????, ?? ??????????? ??????? /' ?? ????? ??????????
????? \" ? ???????? ?????? ??????????? ??????? f. ?????????
????? ???????, ?? ??????? ???????

? /', /", /(3), .... /<?\

?????? ?? ??????? ?????? ??????????? ??? ??????????????.

??????? /(?) ?????????? /2-? ???????????, ??? ???????????
??????? ? ??????? /.

??? ???? ????? fn)(x) ???????????? ? ????? ?, ???????????

fn~{) (t) ?????? ???????????? ? ??????????? ????? ? (??? ?
????????????? ???????????, ???? ? ???????? ?????? ????????, ??
??????? ?????????? ??????? f) ? ?????? ????

???????????????? ? ????? ?. ??? ???? /(?""2) ?????? ???? ????????????????
? ??? ??????????? ????? ?, ? ??????? ?????????? /(?_1).

??????? ???????

5.15. ???????. ????????, ??? f— ???????????? ???????

?? [?, ?], ? — ????????????? ????? ?????, f^n~~[) ?????????? ??
[?, ?], /(?)(0 ?????????? ? ????? ????? t£(a, 6). ????? a, ß —
????????? ????? ???????? [?, ?\. ???????

(23) p{t)J£t^{t-a)K
fe=0
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????? ?????????? ????? ?, ??????? ????? ? ? ß, ?????, ???

(24) /(ß) = ?(ß)-+ -?^-(?-?)?.
??? ? = 1 ??? ??????????? ???????????? ? ??????? ? ???????
????????. ? ????? ?????? ??????? ??????????, ??? ??????? f
????? ?????????? ??????????? ??????? ?—1; ????????? (24)
????????? ??????? ???????????, ???? ???????? ??????? ???????

???????? \fn(x)\.

??????????????. ????? ? — ?????, ????????????

(25) /(ß) = ?(ß) + ?1(ß-a)»,

? ?????

(26) g(t) = f(t)—P(t) — M(t — a)n (a<^<6).

?? ?????? ????????, ??? n\M = fn)(x) ??? ????????? ?,
??????? ????? a ? ß. ???????? (23) ? (26),

(27) gt")(t) = f(n)(t) — nlM (a<t<b).

??????, ?????????????? ????? ?????????, ???? ?? ????????,
??? g(n)(x) = 0 ??? ????????? ?, ??????? ????? a ? ß.

????????? P(h) (a) = fk) (a) ??? k = 0, ..., ? — 1, ?? ?????

(28) g(a) = g'(a)=...= g(- D (a) =- 0.

????? ? ???? ??????? ???, ??? £(ß) = 0; ???????, ????????
??????? ? ???????, g'(xi) = 0 ??? ????????? ?? ??????? ?????
a ? ß. ??? ??? g'(a) = 0, ?? ???????? ?? ??????? ?? ?????????,
??? g"(x2) = 0 ??? ????????? ?2, ??????? ????? a ? xim ?????·
? ????? ?? ?????? ? ??????, ??? g(n> (xn) =· 0 ??? ????????? ??,
??????? ????? a ? ??-? ?. ?. ????? a ? ß.

????????????????? ??????????????? ???????

5.16. ?????????. ??????????? 5.1 ??? ?????? ?????????
????????? ? ??????????? ???????? f, ???????????? ?? [?, 6].
??? ???? ??????? 5.2 ? 5.3 ???????? ???????, ??? ?? ??? ? ??
??????????????. ???? fi ? f2—???????????? ? ?????? ?????
??????? /, ?. ?. ???? /(0 = ?0 + 1"?0 ??? ci<t<b, ??? fi(t)nf2(t)
???????????, ??, ????????,

(29) ?(?) = ?(?) + 1?,

?????? / ??????????????? ? ????? ? ????? ? ?????? ?????, ?????
??? ??????? fi ? f2 ??????????????? ? ???? ?????.
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???????? ? ????? ??????????????? ????????, ?. ?. ?
???????? f, ???????????? [?, ?] ? ????????? ???????????? Rk, ??
??? ??? ????? ????????? ??????????? 5 1 ??? ?????????? f' (?).
?????? f(£) ? ??????? (1) ??? ?????? t ???????? ??????
???????????? Rk, ? ?????? ? (2) ??????????? ? ?????? ?????????? ??
????? ????? ????????????. ????? ???????, ? (?)— ??? ?? ?????
???????????? Rk (???? ??? ??????????), ??? ???????

(30) liml fW-fW -? (?) = 0,
t-

t-+x

? f — ????? ??????? ?? ?????????? ? Rh.
???? fb ..., fk—?????????? ??????? f, ???????????? ?

??????? 4.10, ??

(3D f=(/;,...,/?,

? ??????? f ??????????????? ? ????? ? ????? ? ?????? ?????,
????? ?????? ?? ??????? /? ..., fk ??????????????? ? ????? ?.
??????? 5.2 ???????? ?????? ? ? ???? ??????; ?? ?? ?????????

? ? ??????? 5.3 (?) ? (?), ???? fg ???????? ?????????
????????????? f-g (??. ??????????? 4.3).
??????, ????? ?? ?????????? ? ??????? ? ??????? ????????
? ? ??????? ????????, ????????? ????????. ????????? ???
??????? ??????????, ??? ??? ??? ?????????? ??????? ??? ??? ???-
?????????????? ???????.

5.17. ??????. ??????? ??? ????????????? ?

(32) f (?) = eix = cos ? + i sin x.

(????????? ????????? ????? ????????????? ??? ???????????
??????????? ????????????? ??????? ???. ??? ??????? ?????
???????? ??????????? ? ??. 8.) ?????

(33) /(2p)-/(0) = 1-1=0,

(34) f'(x) = ieix,

??? ??? | /' (?) | = 1 ??? ???? ???????????? ?.
????? ???????, ? ???? ?????? ??????? 5.10 ??? ???????.

5.18. ??????. ?? ????????? (0,1) ??????? ??????? f, g,
??????? f(x) = x ?

(35) g(x) = x+x2eVx\

????????? | eli \ = 1 ??? ???? ???????????? t, ?? ?????, ???

(36) HmlgUi.?.+0 ?\?)
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?????,

(37)

??? ???

(38)

??????,

(39)

? ???????

(40)

g' (?) 1 + {2??—??^2 (0

1 ? '?1>| 2?-*-

=

1 /'(*) 1 g' w l = —— < —

li ~ a' ???

??????????? (40) ? (36), ?? ?????, ??? ??????? ????????
? ???? ?????? ?? ?????????. ??????? ???, ??? g' (?) F 0 ??
????????? (0,1), ? ???? (38).
?????? ??????? ???-???? ???? ????????? ??????? ? ???????
????????, ??????? ? ??????????? ????? ??? ?? ???????, ???

??????? 5.10, ? ??????? ???????? ?????? ??? ???????????????
???????: ?? ??????? 5.10 ???????, ???

(41) |/(6)_/(a)|<:(6_a) sup |/'(x)j.
?<?<?

?????? ??? ?????????? ????????? ?????? ??????????? (41),
?? ???????? ???????, ????????????, ??? ??? ??????????
??????????? ????? ???????????? ???????????, ????????? ?? ???,
??????? ???????????? ? ??????????? 5.1. ?? ?????????????
??????? k = 1, ?????????? ????? ??????.

5.19. ???????. ????? a<Zx<b, ??????? i ??????????.
[?, ?] ß ???????????? Rk, ? ????? f ??????????????? ? ????? ?.
????? a<Can<.x<c$n<ib ??? /? = 1, 2, 3,..., ? ????? ??—>?,
%—>?. ?????

(42) lim !(?-!^) = ? (?).

??????????????. ??????? ?? = ($?—?)/($?—?*)· ?????
0 < ? < 1, ? ??????

(43) ??-?*?)_? (?)

??? ?????? ? ????? ???????

(44) K^i^^_r{x)^+ii_K)[tM-m_r{x)y
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?? ??????????? 5.1, ??? ????????? ? ??????? ????????? ? ?,
? ??? ??? ?????????????????? {??} ? {1—??} ??????????, ?? ??????
(44), ? ? ??? ? (43) ????????? ? ???? ??? ?—>??. ?????????
(42) ????????.

5.20. ???????. ????? f—??????????? ???????????
???????? [?, ?] ? ???????????? Rk, ???????????????? ? ????????? (?, 6).
????? ?????????? ????? ? ? (?, 6), ?????, ???

(45) \t(b) — t(a)\^(b—a)\r(x)\.

??????????????. ??????? 3L = b—a, ? = |f (b) — f (a) | ?

(46) g(s) = f(s + I) —f(s) (a<s<a + 2L).

f(6)-f(fl) = g(a) + g(fl + L) + g(fl + 2L)f

?? ?????, ???

(47) M<|g(a)| + |g(a + L)| + |g(a + 2L)|.

???? ?? ?????????, ??? |g(s)|<M/3 ??? ???? s£(a, a + 2L),
?? ?? ????????????? ??????????? g ????????? ??, ??? | g (a) | <
<?4/3, |g(a + 2L) |<?/3, ?, ??????, ?????? ????? ???????????
(47) ???? ?? ?????? ?.

?????????????, |g(Si)|>M/3 ??? ????????? Si£(a, a + 2L).
??????? ti = si-\-L, ?? ???????, ??? a<s1<^i<b, t\ — s4 =
= (b—?)1? ?

(48) \i(ti)-\(Sl)\>^.
???????? ??? ??????????, ???? [su ij ?????? [a, 6]. ?????????

????? ???????, ?? ?????? ??? ?????????????????? {sn}, {tn}y
?????, ???

(49) tn-sn = 3-n(b-a),

?????? ??????? In = [sn, tn] ?????????? ?????? ???????? 1?-1 ?

(50) |f(k)-f(s*)|>3-nAl

???????? (50) ?? (49), ?? ???????

(51) If(y-ffa)|>|f(fe)-f(a)l (n = li2)3,...);tn—Sn ? — CL

?? ??????? 5.19 ?? ?????????, ??? (45) ????????? ??? ????? ?,
????????????? ???? ????????? In1).

?) ??? ??????, ??????????? ????? ???????? ?????????????? ??????? 5.20.
?????????? ???????? ??????? f, ???????? ?? [a, b] ??????????: f (t) =~
= (f (6) — f (a))-f (/). ? ???? ??????? ????? ????????? ??????? ? ???????
????????: f (b)—f(a)=f' (x)*(b — a), ??? ?—????????? ????? ????????? (a, b).
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1. ????? f(x) = \x\s. ????????? f (?), f" (x) ??? ????
???????????? ? ? ????????, ??? f(3) (0) ?? ??????????.
2. ????? / ?????????? ??? ???? ???????????? ?, ? ?????

\f(x)-f(y)K(x-y)2

??? ???? ???????????? ? ? ?. ????????, ??? / ?????????.
3. ????? / ?????????? ? ??????????? ????? ?, ? ?????

?????????? /"(?:). ????????, ???

lim/(,+/0-H(r/0-TO

???????? ?? ???????, ??? ???? ?????? ????? ????????????
? ?????, ????? f" (?) ?? ??????????.
4. ?????

????0, ..., ?? — ???????????? ??????????. ????????, ??? ?????????

?? + ?,? + ... + ??^?»'1 + ???? = 0

????? ???? ?? ???? ???????????? ?????? ????? 0 ? 1.
5. ????? / ?????????? ? ??????????????? ??? ?????? ?>0

? f'(x)—>0 ??? ?—> + ??. ??????? g(x) = f(x+1) — f(x).
????????, ??? g(x)—>0 ??? ?—> + ??.
6. ?????

(a) f ?????????? ??? x>0,

(b) f (?) ?????????? ??? ???? ?>0,

(c) f (0) = 0,

(d) /' ????????? ??????????.

?(?) = ?$- (?>0).
????????, ??? g ????????? ??????????.

?????? ???????? ????????, ??? f (6) —f (a) = | f (6) — f (a) |2, a f' (?) = (? (b) —
— f(a))-V (?) (??. ?? ????? ?????? ????????????? ????? ?. 5.16), ? ???????
| f (b)~f (a) |2=(f (b) — i (a))·G (x)-(b — ?). ???????? ? ?????? ????? ?????
????????? ??????????? ??????, ???????

I f (6)-t (a) |«< I f (6)-f (ß) |. | V (*) | (b—a).

??????? ????????.—????. ?????.
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7. ????? /' (?), g'(?) ??????????, g' (?) F 0 ? / (?) = g (x) = 0.
????????, ???

V™ g(t) g'(x) '

(??? ????? ? ??? ??????????? ???????.)
8. ????? /' (?)>0 ??? ???? ??(a, b). ????????, ??? / ??????
?????????? ? ????????? (?, ?). ????? g — ???????, ???????? ? /.
????????, ??? g ??????????????? ? ???

£'(/(*)) =?^) (a<x<b).
9. ????? / ??????????????? ? ????????? (a, b), a<.x<b,

?<.?>?<.$? ??? /1=1, 2, 3, ... ? ??—>?, ß„ —> ?. ????????, ???

/({?-/(?»)
ß ?,— «?,

?? ??????????? ???????? ? /' (?) ??? ?—>??, ?? ??? ???
????????????? ???????? ? /' (?), ???? ?? ????????????? ?????????,
????? ?????????????????? {??—?)/(%— ®?)} ???? ????????????.
10. ????? f ? g—??????????? ???????????????? ???????

?? (0, 1), /(*)->0, g(x)->0, f'(x)->A, g'(x)->B ??? ?->0,
??? ? ? ß —??????????? ?????, ?=^0. ????????, ???

(??. ? ???????? 5.18.)

????????:

{?-*}g(x) ? * I g(x) g(x) '

????????? ??????? 5.13 ? ???????????? ? ?????? ??????

?????? f(x)lx ? g(x)/x.
11. ?????????????? ? ???????? ???????????, ??????? ???????
?? ??????? ??????? ? ???????? ?????? ??? ???????????????

???????.
12. ????? ?— ????????? ???????????? ?????? R1. ?

?????????? 13 ??. 4 ???? ????????, ??? ?????????? ????????????

??????????? ??????? ? R1, ????-????????? ??????? ?????????
? ?. ????? ?? ??? ??????? ?????????? ????????? ? ?????

????? ???????????????? ?? R1 ??????? /, ??? ??????? ?
?????? ????-??????????? ?????????? ?? ? ??? ????????????????
??????? ? ????? ?????????? ???????, ??????? ?????
??????????? ???? ???????? ?? 7?1?
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13. ????? g — ???????????? ??????? ?? R1, ???????
???????????? ??????????? (??????, | g' | < ??). ??????????? e > ?
? ??????? f(x) = x\-&g(x). ????????, ??? /??????? ??????????,
???? ????? e ?????????? ????. (????? ?????????? ?????????
?????????? e, ????????? ???? ?? ??.)
14. ????? /—?????? ???????????????? ????????????

??????? ?? (0, ??), ? ????? ?40, ?? ?2— ??????? ???????
?????????????? ??????? |/|, | /'|, | /" | ?? (0, ??). ????????, ??? ?1^4?0?2.

????????. ?? ??????? ??????? ???????, ???

? (*) = i I/ (* + 2?) - / (?)] + hf" (?),
??? ??? \f'\^.fiM2 + M0/h ??? ????? ft>0.
????? ?? ???? ????????? ?????????????? ?? ???????????????
????????
15. ????? / ?????? ??????????????? ?? (0, ??), f

?????????? ?? (0, ??) ? f(x)—>0 ??? ?->??. ????????, ??? /'(#)—>0
??? ?—>??.

????????. ????????? ?????????? 14 ?? (?, ??).
????????, ??? ??? ??????????? ?????????? ????????, ????
???????? ????????????? ? /".
16. ????? / ??????????????? ?? [?, ?], /(a) = ? ? ??????????

???????????? ????? ?, ?????, ??? | /' (?) |<? | f(x) | ?? [?, ?].
????????, ??? f(x) = 0 ??? ???? ??[a, b].

????????. ??????????? ?0£[?, ^? ? ????? M0 = sup\f(?)\,

Mi = sup I /' (?) ?

?? ???????? [a, ?0]. ??? ?????? ??[a, ?0]

| / (?) ? Mi (xQ — a)< ? (?0 — ?) ?0.

??????, ?0 = 0, ???? ?(?0 — ?)<1, ?. ?. / = 0 ?? [?, ?0].
?????????? ??? ???????????.

17. ????? f — ???????????? ???????, ???????????? ?
?????????????? R ?? ?????????, ???????? ????????????? a<x<6,
a<?/<ß. ???????? ?????? ? ?????????? ?????????

?' = ?(?, ?), ?(?) = ? (a<<;<ß)

?????????? ???????????????? ?? [a, b] ??????? /, ?????, ???
f(a) = c ?

/'(*) = F (*. /(*)) (?<?<?).

????????, ??? ??? ?????? ????? ?? ????? ?????? ???????, ????
?????????? ????? ?, ?????, ???

|?(*. ?2) — <?(?, yi)\<A\y2 — yi\

??? ????? (?, ?/?)?/?, (?, y2)(:R·
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????????. ????????? ?????????? 16 ? ???????? ????
???????. ???????, ??? ??? ??????? ?????????????? ???????????
? ?????? ? ?????????? ?????????

?' = ??1\ 0(0) = ?,

??????? ????? ??? ???????: f(x) = 0 ? f(x) = x2/4. ??????? ??
?????? ????????
18. ?????????????? ? ???????? ??????????? ???????
?????????????? ??? ??????? ???????????????? ????????? ????

#} = <Pj-(*> #i» ··.»#*)» yj(o) = Cj (/ = 1, ...,&).

???????, ??? ??? ??????? ????? ???????? ? ????

?/ = ?(*. ?). ?(?) = ?,

??? y = (yL, ..., yk) ????????? /^-?????? ??????, f — ???????????
????????? (&+1)-?????? ?????? ? ????????? ???????????? Rk,
?????? ???????????? f ?????? ??????? <?? . ..,<?*, ? ? —??????
(?? ... ,?/?). ??????????????? ??????????? 16 ??? ????????????-
??? ???????.
19. ??????????? ??????? ?????? ?????????? 18, ???????
? ???????

?? = ?? (/=1. ...,& — 1),
k

y'k = f(x)— S gj(x)yj,

??? /» gi» ... ,g"ft —??????????? ???????????? ??????? ?? [a, 6],
? ???????? ??????? ?????????????? ??? ??????? ?????????

?4 + gk(?)?{?'{) + · · · + g2(?)?' + gi(x)y = f (?),

??????????????? ????????? ????????

?(?) = ?? ?' (?) = ?2, ..., y^h-^ {a) = ck.

20. ????? /' ?????????? ?? [?, ?] ? e>0. ????????, ???
?????????? ????? d>0, ?????, ???

|^?^-/'«|<e,
???? 0<|f —?|<6, a<x<6, a<^<6. (??? ??????, ?????
???????, ??? / ?????????? ??????????????? ?? [?, 6], ???? /'
?????????? ?? [?, ?].) ????? ?? ??? ??? ??????????????? ????????
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???????? ? ???? ????? ???????? ??????????? ????????? ??-
????, ????? ??????? ???????????? ??????????????? ????????
??????. ? ???????????? ? ???? ?? ???????? ? ????????
?????????????? ?????????????????? ??????? ?? ?????????. ?
??????????? ???????? ????? ???????? ????????? ?? ?????? ??????????-
??????? ? ??????????????? ???????, ???????? ?? ????????.
?????????????? ?? ??????????, ???????? ?? ?????????,
??????????????? ? ??. 9 ? 10.

??????????? ? ????????????? ?????????

6.1. ???????????. ????? [?, 6] —???????? ???????.
?????????? ? ???????? [?, ?] ?? ???????? ???????? ?????????
????? ?0, ?? ...,??, ???

CL = Xq -^ ?? -^ ?? -^ · . . ^. Xn-i ^- %? =z U·

?? ????? ??????

Axf =Xi— Xi_i (i = 1, ..., ?).

????? ?????? / — ???????????? ???????????? ???????,
???????????? ?? [?, ?]. ??????? ????????? ? ???????? [?, ?]
????????????? ?????

Mi = SUp / (?) (Xi-i<X<: Xi),

trii = inf / (x) (Xi_i < ? < Xi),

i=l

L(P, f)= S /?|???„

?, ???????,

(1)

(2)

9 ?. ?????

J fdx = inf U (P, f),

$/d* = suPL(P, /),
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??? ??????? ? ?????? ????? ??????? ?? ???? ?????????? ?
???????? [?, 6]. ????? ????? ???????? (1) ? (2) ??????????
?????????????? ??????? ? ?????? ??????????? ?????? ??????? /
?? ???????? [?, ?].
???? ??????? ???????? ????? ???????, ?? ?? ????? ????????,
??? ??????? / ???????????? ?? ?????? ?? ???????? [?, ?]
? ?????? f£<92 (????? ???????, 3i ?????????? ????????? ????
???????, ????????????? ?? ??????), ? ????? ???????? ???????
(1) ? (2) ????? ??????????

(3) \]dx,

(4) \f{x)dx.
??? —???????? ?????? ?? ??????? / ?? ???????? [?, 6].
????????? / ??????????, ?????????? ??? ????? ? ? ?, ?????,

?</(*)<?? (?<?<?).

??????, ??? ????? ????????? ?

m(6-a)<L(PJ)<i/(P, /)<M(6-a),

??? ??? ????? L(P, f) ? ?/(?, /) ???????? ????????????
?????????. ??? ??????????, ??? ??????? ? ?????? ?????????
?????????? ??? ????? ???????????? ??????? /. ?????? ?? ??
?????????? ?, ??????, ?????? ?? ??????????????? ??????? f
??????????? ????? ??????. ?????? ???? ????? ??????????? ??? ????????

??? ????????? ??????, ?? ?????? ?????????? ????? ?????
????????.

6.2. ???????????. ????? ? —????????? ????????????
??????? ?? [a, b] (????????? ? (?) ? ? (6) ???????, ??????? ?
?????????? ?? [?, 6]). ???? ? — ?????-?????? ????????? ????????
[?, 6], ?? ???????

Aai = a(xi) — a(xi_i).

????, ??? ?a,>0. ??? ????? ???????????? ??????? /,
???????????? ?? [?, ?], ???????

U(P, ? <*)= 2 ??,?a*,
i=i

L(P, f, a)= 2 /?????,
i=l
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??? ?? ? mi ????? ??? ?? ?????, ??? ? ? ??????????? 6.1.
???????, ?? ???????????,

(5) \ fda = iniU(P, /, a),
(6) ? fda = supL(P, /, a),
??? ??????? ? ?????? ????? ??????? ????? ?? ???? ??????????.
???? ????? ????? ???????? (5) ? (6) ????? ????? ?????, ?? ??
????? ???????? ???????????? ?????

(7) J fda
??? ?????? ?????

(8) \f(x)da(x).

??? —???????? ?????? — ?????????? (??? ?????? ????????
??????????) ?? ??????? / ???????????? ??????? a ?? ???????? [?, ?].
???? ???????? (7) ??????????, ?. ?. ???? (5) ? (6) ?????
????? ?????, ?? ?? ????? ????????, ??? / ????????????
???????????? a ? ?????? ??????, ? ?????? f£M(a).
??????? ?(?) = ?, ?? ???????? ? ??????, ??? ????????
??????—??? ??????? ?????? ????????? ?????? —??????????.
??????????, ??????, ??? ? ????? ?????? ??????? a ?? ??????? ????
???? ???????????.
????????? ???? ?? ?????? ???????????. ?? ????????????

??????????? (7) ??????????? (8), ??? ??? ???????????? ? (8)
????? ? ?????? ?? ????????? ? ?????????? ?????? (7).
?????????? ?????????????, ????? ????? ?? ??????????? ???
??????????? ??? ?????????? «?????????? ??????????????». ???,
????????, (8) —??? ?? ?? ?????, ???

\f(y)da{y).

???????? ??????? ?? /, a, ? ? 6, ?? ?? ?? ??????????
??????????????, ??????? ?????? ????? ????????.

???? ?????????? ?????????????? ?????????? ?????????? ????
??????? ????????????: ??? ???????

???????? ???? ? ?? ??, ? ?????? ????? ?1 + ?2+ ... +??.

9*
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??????????, ?? ?????????? ?????? ?????????, ???? ??????????
?????????????? ????? ????????, ? ? ????????? ??????? ????
?????? ?? ??????.
?????? ?? ????????? ?????? ? ????????????? ????????? (7).
?? ???????? ????? ?????? ???, ?? ????? ??????? ??????? /
???????????? ? ????????????, ? ??????? ? —?????????
???????????? ?? [?, 6], ? ???? ????????? ??????????? ??????????-

???, ?? ????? ?????? \ ?????? \ .

6.3. ???????????. ?? ????? ????????, ??? ????????? ?*
???????? ???????????? ????????? ?, ???? ?* zd ? (?. ?. ????
?????? ????? ????????? ? ?????? ????? ?????? ????????? ?*).
? ??????, ????? ?????? ??? ????????? ?4 ? ?2, ?? ?????
????????, ??? ?* ???? ?? ????? ???????????, ???? P*z=Pi \j p2.

6.4. ???????. ???? ?* — ??????????? ????????? ?, ??

(9) L(P, f, a)<L(P*, /, a)

(?) ?/(?*, /, a)<{/(?, /, a).

??????????????. ????? ???????? ??????????? (9),
???????? ???????, ??? ?* ???????? ????? ?? ???? ????? ??????,
??? ?. ????????? ??? ????? ????? ????? ?* ? ????????, ???
Xi-i<.x*<CXi, ??? Xi_x ? xt— ??? ???????????????? ?????
????????? ?. ???????

wx = inf / (?) (Xi_i < ? < ?*),

W2 = inf f (?) (?* < ? ^ ??).

????, ??? Wi>mi ? w2>mi, ???, ??? ? ??????,

?, = inf / (?) (?^_? < ? < ATj)·
??????,

? (?*, /, a)-? (?, /, a) = ?1[a(^)-a(^_1)] +

+ a>2 [«(*f) — a (**)] — mf [a (xt) — a (xf _4)] =

= (w4 — ?£) [a (?:*) — a (**_4)] + (a>2 — mt) [a (??) — a (?*)] > 0.

???? ?* ???????? ?? & ????? ??????, ??? ?, ?? ?? ????????
?????? ??? ??????????? ??????????? k ??? ? ??????? (9).
?????????????? ??????????? (10) ??????????.

6.5. ???????. \ / da < \ f da.

??????????????. ????? ?* —????? ??????????? ????
????????? ?4 ? ?2. ?? ??????? 6.4

L(P4, f, a)<L(P*, /, a)<t/(P*, /, a)<t/(P2l /, a).
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??????,

(?) I(Pi, /, a)<?/?, ? <*).

?????? ?2 ????????????? ? ???????? ??????? ????? ?? ????

Pi, ???????? ?? (11)

(12) $/da<t/(P2, /, a).
???????? ?????? ????? ?? ???? ?2 ? (12), ????????
??????????? ???????.

6.6. ???????. f£M(a) ?? [?, ?] ????? ? ?????? ?????,
????? ??? ?????? ?>0 ?????????? ????????? ?, ?????, ???

(13) i/(P, /, a)-L(P, /, a)<8.

??????????????. ??? ????? ? ?????

L(P, /, a)< J /da<^/da<i/(P, /, a).
??????? ?? (13) ???????, ???

0< \ /da — ? /da<e.

??????, ???? ??? ????? e>0 ??????????? (13) ?????????????
????????? ????????? ?, ??

\ fda= \ /da,

?. ?. /Gi?(a).
""

???????? ??????, ??? /£J?(a) ? ?????? ????? e>0. ?????
?????????? ????????? ?? ? ?2, ?????, ???

(?) i/(P2J, a)-J/da<|-,
(15) ^/da-L^,/, a)<|-.
??????? ? ???????? ? ????? ??????????? ????????? ?4 ? ?2.
?????, ??? ?????????? ??????? 6.4 ?????? ? ?????????????
(14) ? (15),

?/(?, /, a)<?/(?2,/, a)< J/da + |<L(P1,/,a)+e<L(P,/,a)+e;
??? ?????? ????????? ? ??????????? ??????????? (13).
??????? 6.6 ???????? ??? ???????? ??????????????? ????
?????? ??????? ???????. ?? ??????? ?????? ??? ????
???????????.
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6.7. ???????????. ??? ?????? ????????? ? ???????

µ (?) = max Axt (1 < i < ?)

? ??????? µ (?) ????????? ????????? ?.

6.8. ???????. ???? ??????? f ?????????? ?? [a, ?], ??
f£&(a) ?? [?, ?]. ????? ????, ??????? e>0 ???????? ?????
? > 0, ???

(16) | 2/(??a,-$/(?a|<ß
i=l

??? ?????? ????????? ? = {?0, xi, ..., ??} ???????? [?, ?],
???????????????? ??????? µ(?)<d, ? ??? ????? ?????? ????? tt
? ???????? [?,-?, ?,].

??????????????. ????? ?????? ????? e > 0, ? ?????
?>0 ??????, ???

[? ?) — a (a)] ? < e.

????????? f ?????????? ?????????? ?? [?, ?] (??????? 4.19),
?????????? ????? ?>0, ???

(17) I/(*)-/(') ? ?.

???? |# —?|<d ? a: ? [a, 6], ?£[a, 6].
??????? ? ???, ??? µ(?)<d. ????? ?? ??????????? (17)
???????, ???

?4? —mf <?(?=1, ..., /?).
??????,

U(P, f, a)-? (?, ff a)= 2 (?,-??^?a^
i=l

n

< ? 2 ???? = ? [a (b) — a (a)] < e.
? = 1

????, ?? ??????? 6.6, jf£i?(a).
??????????? (16) ????? ????????, ??? ??? ??? ?????

2 f(ti)Aat ? \ /da ????? ????? ?/ (?, /, a) ? L(P, /, a).

6.9. ???????. £??? / ????????? ?? [?, 6], a a ??????????
?? [a,b], ?? f£J2(a) (?? ??-???????? ????????????, ??????????,
??? ? ?????????).

??????????????. ????? ?????? e > 0. ??? ??????
?????????????? ? ??????? ????????? ? ???, ???

Aa,= B(t):°(fl) (? = 1,...,p).
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??? ????????, ??? ??? ??????? a ?????????? (??????? 4.23).
??????????? ??????, ??? / ????????? ?????????? (? ??????
?????? ?????????????? ??????????). ?????

Mi = f(Xi), mi=f(xt-t) (i= 1, ..., ?),

??? ???

U (?, f,a)-L (?, f, a) = a(6)~a(a) %[f(xt)-f (xt.i)] =
2=1

a (b) — a (a) ?G/*4 ? t \? ^
= [f(b)-f(a)]<s,

???? ? ?????????? ??????. ?? ??????? 6.6 /£^?(?).
?????? ?? ??????? ????????? ???????????? ????????
????????? ??????????.

6.10. ???????, (?) ???? fi£M(a) ? /26^2(?) ?? [?, ?], ??
/? + /2€^?(a), cf£M(a), ?????? ?? ?? ???? ????????? ?, ?

\ (/? + ?) da = jj fi da + ^ f2 da,
a a a

b b

\cfda = c\fda.
a a

(b) ???? /? (*) </2 ? ?? [a, b], ??
b b

\ /ida< \ f2da.
a a

(c) ???? f(z&(a) ?? [a, b] ? ???? a<.c<cb, mo /6 J? (?) ??
[?, ?] ? ?? [?, b] ?

ebb

\ fda+ \ fda= [ /da.

(d) ???? f^M{a) ?? [a, b] ? ???? |/(jt)|<M ?? [a, b], mo

I [ /da|<A4[a(fc)-a(a)].
a

(?) ???? /e^(«i) ? /6^(?2), ?? / 6 *# (a4 + a2)

^ fd (a4 + a2)= J fdaL+ jj fda2;
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???? /6^?(?) ? ? —????????????? ?????, ?? f^M{ca) ?

\ fd (?) = ? \ / da.

??????????????. ???? f = fi-\-f2f ? ? — ?????-??????
????????? ???????? [?, ?], ??

(18) L(P, A, a) + L(P, /2, a)<L(P, /, a)<t/(P, /, a)<

<?/(??/1,a) + ?/(?,/2,a).

???? fi(zM(a) ? /26^?(?)> ?? ?????? ????? e>0 ????????
????? ????????? Pj (/ = 1,2), ???

U(PJ9fj,a)-L(Pj, fh a)<e.

??? ??????????? ??????????, ???? ?4 ? ?2 ???????? ?? ?????
???????????? ?. ????? ?? (18) ???????, ???

?/(?, /, a)-?,(?,/,a)<2e,

? ??? ??????, ??? f^M(a).
??? ????? ?? ????????? ? ?????

i/(PJy, a)< Jfyda + e (/=1,2);
????? ???????, ?? (18) ???????, ???

J /da<£/(P,/, a)< J Ada+ J /2</a + 2e.
????? ?????????????? e ?? ???????? ? ???????????

(19) [ /da< [ fida+ [ f2da.

???? ???????? /? ? /2 ? (19) ????????? —/4 ? —/2, ??
??????????? ????????? ?? ???????? (???, ??? ????? ?????????,

\ ( — /) da= — \ /da); ??? ????? ???????? ????????? ?????????.

?????????????? ????????? ??????????? ??????? 6.10
?????????? ??????????. ? ????? (?) ??? ???? ? ???, ???, ????????

? ???????????? ??? ??????????? ????????? \ /da, ?? ?????

???????????? ???? ???????????, ??????????? ????? ?.

6.11. ???????. ????? f£J?(a) ?? [a, b], ?</<?, f
?????????? ?? [?, ??] ? h (?) = f (/ (?:)) ?? [a, b]. ????? h£M(a) ?? [a, b].

??????????????. ??????? e > 0. ????? ???? ??? f
?????????? ?????????? ?? [?, ??], ?????????? ?>0, ?????, ???
d<e ? | (p(s) — f(0 | <e, ???? \s — ?|<d ? s, t£[m,M].
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????????? /6^?(?), ?????????? ????????? ? = {?0, ?? ..., ??]
???????? [?, ?], ?????, ???

(20) t/(P,/,a)-L(P,/,a)<d2.

????? ?( ? rrii ????? ??? ?? ?????, ??? ? ? ??????????? 6.1,
? ????? ?*, ?* — ??????????? ???????? ??? ??????? h. ????????
????? 1, ..., ? ?? ??? ??????: i ? ?, ???? Mt — rrii < d; i £ S, ????
Mi— mi >d.
??? *6?, ? ???? ?????? ?, ???????????, ??? ?* — ?*<?.
??? *'££ ????? ?4?* — ?*<2/?, ??? /? = sup | f(?) |, /?<?<??.

???????? (20), ?????

(21) d S?a,< S(?,-/?,)?a,<d2,

??? ??? 2 ?a? < d. ?????????????,

t/(P, h, a)-? (?, /?, a) = S(???-/?!)?a? +2 (M?-m?)Aaf<
?£? ?£?

<e[a(6) — a(a)] + 2?d<8[a(6) —a(a) + 2/C].

?????? ?? ??????? 6.6 ???????, ??? /?^^(?), ??? ??? ????? e
???????????.

?????????. ??? ??????? ???????????? ????? ??????:
????? ?? ??????? ???????????? ?? ??????? ????? ??????
? ??????? 10.33(6).

6.12. ???????. ???? f£JZ (a) ? g£M(o) ?? [a, 6], ??

(a) /g€ «(a);

(b) | /16 ? (a) w ? / da | < \ \ f \ da.

??????????????. ??????? f(t) = t2 ? ???????? ? f
??????? 6.11, ?? ?????, ??? /26^?(?), ???? f£M(a). ?????????

Vg = (f + g)2-(f-g)2

????????? ?????????????? ??????????? (?).
??????? <p(t)=r\t\ ? ???????? ??????? 6.11, ?? ????? ??? ??

?????????? ? ???, ??? \f\£M(a). ??????? ?=^±1 ???, ???

? { /da>0.

????? \[fda\ = c\fda=[ c/da< \ \f\da, ??? ??? ?/<|/|.
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???????? ??? ?????? ????

?? ??? ??? ?? ?????????? ???????? ??? ?????? ????
U(?, /, a), L(P, f, ?). ?????? ????? Mit ?? ???????????? ? ????
??????, ?? ??????????? ?????? ?????????? ??????? / (???
????????????? ??????????? ?????????? ??????? /, ???? /

??????????). ?????? ?? ???????, ??? ???????? \ f da ?????

????????????? ??? ?????? ?????????????????? ????, ? ??????? Mt ? mt
???????? ?????????? ??????? /. ??? ? ????, a ?????????
??????????, ? / ?????????? ? ??????????? ?? [?, 6].
6.13. ???????????. ????? ? — ?????-?????? ?????????

???????? [?, 6]. ??????? ????? tu ..., tn ???, ??? *z_i<^<*i
(i = 1, ..., ?), ? ?????????? ?????

(22) S(P,f,a) = S f(U)bat.
i=i

???????, ?? ???????????,

(23) lim 5 (?, /, a)-?,
µ(?)->0

???? ??? ?????? e>0 ?????????? d>0, ?????, ??? ??? µ(?)<d

(24) |5(?,/, a)-,4|<e.

???????, ??? ??????????? S (?, /, a) ?? ????? ???? ???????,
??? ??? ????? (22) ??????? ??? ? ?? ?????? ????? tu
??????????????? ??????? Xi_i^.ti^Xi. ?? ??? ?? ????? ???????? ??
? ?????? ?????????????, ???? ?? ????? ???????, ???
??????????? (23) ???????? ?????????????? ??????????? (24) ??? ?????? ?
? ?????? ?????????? ?????? ????? tu ???? ?????? µ(?)<d.

6.14. ???????, (?) ???? lim S(P, f, ?) ??? µ(?)-^0
??????????, ?? f^M(a) ?

(25) lim S(P,f, ?) = [ f da.
µ(?)->0 J

(b) ???? (i) / ?????????? ??? ???? (ii) f^M(?) ? ?
?????????? ?? [?, 6], ?? ??????????? ??????????? (25).
?????????? 4 ???????, ??? ?????????? ????????????? ?
??????????? (6) ?? ????? ???? ???????.

??????????????. ???????? ???????, ??? ?????? ? ?????
????? ????????? (25) ?????????? ? ????? ?. ????? ?????? ?????
e>0.
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?????????? ?>0, ?????, ??? ??? µ(?)<d ?????

(26) 4-|<S(P,/,a)<M+|-.

??????? ????? ?. ???? ?? ???????? ????? tt ????????? ????????
[*i-i> *t] ? ??????? ??????? ? ?????? ????? ????? S(P,/, a),
?????????? ????? ???????, ??, ???????? ?? ???????? (26), ??
?????? ? ???????????

A-±<L(P,f, a)<£/(?,/,a)<? + -|-.

?? ??????? 6.6 f£M(a); ??? ????????? ??????????????
??????????? (?), ??? ???

L(P, f, a)< J/da<t/(P,/,a).
????? (i) ??????????? (ft) ?????????? ? ??????? 6.8.
????? ???????? ????? (?), ????????, ??? /6^(?)> ??????? a
?????????? ? e>0. ?????????? ????????? ?*, ?????, ???

(27) U(P*,f,a)<^fda + \.

? = sup I / (Jt) I (a < ?: < ft).

????????? ??????? a ?????????? ?????????? ?? [a, ft],
?????????? d!>0, ?????????? ????????? ?????????: ???? ? —?????
????????? ???????? [a, ft], ?????, ??? µ(?)<d1, ?? Aat <.?/4??
??? ???? i, ??? ? — ????? ????????? ????????? ?*. ????? ? — ?????
?????????, ?????, ??? µ(?)<.d?. ?????????? ????? U(P, /, a).
????? ? ??? ????? ??? ????????? ????????? ?, ?????? ???????
?????????? ????? ????????? ?*, ?? ????????? ????????

(/i-l)maxAaiAi<i-5Ji^—<?.

? ?????????? ? (27) ??? ????

(28) U(P,f,a)<^fda + l.
??? ???? ?, ??? ??????? µ(?)<d1.
????? ????? ?? ???????? ?? ????? ????????, ??? ??????????

????? ?2>0, ?????, ???

(29) L(P,f,a)>\fda-±
??? ???? ?, ??? ??????? µ(?)<d2.
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??????? 6 = min(6i, d2), ?? ?????, ??? ??????????? (28) ? (29)
??????????? ??? ?????? ?, ?????, ??? µ (?) < d.
?????????, ????????,

L(P,/,a)<S(P,/,a)<i/(P,/,a),

?? (28) ? (29) ???????, ???

S(P,/,a)<J/da + |-,
S(P,/,a)> $/da-|,

? ?? ???? ???? ????????? ?????????? ?????, ???

|S(P,/, a)- J/da|<e
??? ???? ?, ?????, ??? µ(?)<d.
?????????????? ?????????.

?????????????? ? ?????????????????

? ???? ??????? ?? ??? ??? ????? ?????????? ?????????????
?????????. ?? ???????, ??? ?????????????? ?
????????????????? ???????? ? ????????? ?????? ??????? ?????????
??????????.

6.15. ???????. ????? f £31 ?? [a, b]. ??? ?<?;<6 ???????
X

F(x)=^f(t)dt.

????? ??????? F ?????????? ?? [a, 6]1); ????? ????, ????
??????? f ?????????? ? ????? ?0£[?, 6], ?? ??????? F
??????????????? ? ????? ?0 ?

F'(x0) = f(Xo).

??????????????. ??????? / ??????????, ??? ??? f£M.
????????, ??? |/(?)|<??, ???? a<^<ft. ??? a<x<£/<6 ?????

\F(y)-F(x)\ = \\f(t)dt\<M(y-x)

?) ??????? F ?? ?????????? ? ????? ?? ??? ??????? \ / (t) at ?? ?????-

???????? ???????? ?????? (? ?. 2.19 ??? ??????????? ???????? ???
?????????? ?????? ???????? ???? [?, ?] ???? ????????? ?? ????????????). ??? ????
????? ??? ??????????? ??????? ???? ???????, ??????? ???????, ???
F (?) = 0.— ????. ?????.
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?? ??????? 6.10 (?) ? (d). ?? ?????, ??? ??? ??????? e>0

\F(y)-F(x)\<s,

???? ?????? \?—?\<?/?. ???? ???????? ????????????? (?
????? ????, ??????????? ?????????????) ??????? F.
???????? ??????, ??? ??????? / ?????????? ? ????? ?0. ???

????????? e>0 ??????? ?>0 ???, ???

|/(0-/(*?)|<e,

???? \?—-?0\<.d ? a</<6. ????? ???

?0 — 8<.s*Cx0*Ct<.Xo-T d ? a^Cs<.t<Cb

?? ?? ??????? 6.10 (d) ?????
t

"'"''< e.F{t) F (s) - f (xQ) ? t=? $ tf ("W (*o)l duI t—s

?????????????, F' (x0) = f (x0).

6.16» ???????. ???? f£& ?? [a, b] ? ??????????
???????????????? ??????? F ?? [?, ?], ?????, ??? F' = f, ??

J f(x)dx = F(b) — F(a).

??? ??????? ?????? ???????? ???????? ????????
????????????? ??????????. ?? ????????? ????????? ??? ??????????
??????????.

??????????????. ??? ??????? ????????? ? ???????? [?, ?]
??????? ti(i = l, ..., ?) ???, ??? *f_i<ff<*{ ?

F(xi)-F(xi_i) = (xi-xi_i)f(ti).

??? ???????? ?? ??????? 5.10. ?????

F(b)-F (?) = J [F (xt) - F (*w)] = f] f (? ?**>
b

? ????????? ????? ????????? ? \ f(x)dx, ????? µ (?) —» 0, ??

??????? 6.14 (??? ?(?:)=?:).

6.17. ???????. ???? f£M ? a' ?? ?? [?, 6], ?? f^M{a)u

J /??=? f{x)a'{x)dx.



142 ??. 6. ???????? ?????? — ??????????

??? ??????? ????????? ???? ?? ????????, ????? ????????
?????????? ???????? ? ????????? ??????.

??????????????. ??????? ???????, ??? ?? ??????? 6.12
fa'??. ????? e>0. ??????? ? ???, ??? |/|<?4. ?????????
/a'? ^2 ? ?'£^?, ?? ??????? 6.14 (?) ???????, ??? ??????????
?1>0 ? ?2>0, ?????, ???

(30) l^fitda'it^Axi-^fa^z,
???? µ(?)<d1 ? *i-i< <*<*!, ?

|2a'(??*,-$a'|<e,
???? µ(?)<d2 ? Jtj-^f^jtj.
???? Si —?????? ?????, ?????, ??? Xi-i*CSi^.Xi, ?? ?? ?????

(31) ^\?'&)-?'&)\{±??<2?,

????? µ(?)<d2 ? A:i_1<ii<xi, Ari_1<si<Xf.
??????? ?????? ? ???, ??? µ (?) < d = min (?1? d2), ? ?????

ti£[Xi-u ??]· ?? ??????? 5.10 ?????????? ????? Sj(E[*i-i» **]>
?????, ??? ??? = ?'(Sf)A*j. ?????

(32) ^ / (U) ?a, = 2 f ('? «' (? ?*, + S / Vt) [<*' (sO - a' (tt)] Axt.

???????? (30) ? (31), ????? ????? ????????? (32) ??????????

?? \ /V ??????, ??? ?? (2? + 1)e. ??? ????????, ???

lim S{P, /,a) = ( f(x)a'(x)dx;
µ(?)->0 J

???????? ?? ???????? ??????? 6.14 (?), ?? ???????? ?
?????????? ??????????.

?????????????? ??????????????? ???????

6.18. ???????????. ????? fi9 ..., fh — ????????????
??????? ?? [?, ?], ? ????? f = (/4, ..., ? — ???????????????
??????????? ???????? [?, ?] ? ???????????? Rk. ????? ???????
a ????????? ?????????? ?? [?, ?]. ?? ????? ????????, ???
f£J2(a), ???? /j£J?(a) ??? /=1, ..., &. ? ???? ?????? ??,
?? ???????????, ????????

^ f da = Q ? da, .. ., jj /A da J .
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????? ???????, \ f da — ??? ????? ???????????? Rk, /-?

?????????? ??????? ????? \ fjda.

????, ??? ??????????? (?), (?), (?) ??????? 6.10 ????? ? ???
???? ??????????????? ??????????; ????? ?????? ?????????

??????? ?????????? ? ?????? ??????????. ?? ?? ????? ? ?????????
?????? 6.15 — 6.17. ??? ??????????? ???????????? ??????
??????? 6.16.

6.19. ???????. ???? f ? F ?????????? ??????? [?, ?]
? ???????????? Rh, \?? ?? [a, b] ? F' = f, ??

\ f (?) di = F (6) — F(a).

?????? ?????? ??????? 6.12 (6) ?????? ? ?????????? ??????
?????????, ?? ??????? ???? ? ??????????????.

6.20. ???????. ????? i ?????????? [?, ?] ?
???????????? Rh. ???? f£J2(a) ??? ?????-?????? ?????????
???????????? ?? [?, ?] ??????? ?, ?? |f|£^?(a) ?

(33) I \ fda|<^ |f |??.

??????????????. ???? /4, ..., /^ — ??????????
??????????? f, ??

(34) |fH(/i+...+ffc)1/2.

?? ??????? 6.11 ?????? ?? ??????? \) ???????????
????????? ? {?), ?????????????, ????? ????????? ??????????? ? ??
?????. ????????? ?2 — ??????????? ??????? ?? ?, ??????? 4.17
??????????, ??? ?????????? ?????? —???????, ??????????? ??
???????? [0, ?] ??? ?????? ???????????? ?. ???? ?? ??? ???
???????? ??????? 6.11, ?? ??????, ??? |f|£^?(a).

????? ???????? (33), ??????? y = (yil ..., yk), ??? yj —

= \ fjda. ????? ?= \ f da ?

|yi2=S??=Syi \ fjda= S (2yjh)da-
? ???? ??????????? ??????,

(35) 2yjfj(t)<\y\\4t)\ (a^t<b);
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??????, ?? ??????? 6.10 (?) ???????, ???

(36) |y|*<|y|$|f|da.

???? ? = 0, ?? ??????????? (33) ??????????. ???? ? F 0, ??,
???????? (36) ?? |?|, ?? ??????? (33).

??????? ???????????? ????????

?? ??? ??? ?? ?????????? ??????????????? ????????????
?????????? ??????? ?. ? ????? ????, ??????????? ?a^ > 0 ??????
???????? ???? ?? ???? ???????????????, ????????? ? L(P, /, a)
? U (?, f, a). ????? ?????? ??????????????, ???????? ?
?????????? ????????, ????? ????????? ??? ???????????? ??????????,
???? ???????? ????? ?????????? ??????? ??????? ???????
???????????? ????????. ????? ???????? ??????????, ?? ????? ??
????????? ???? ????? ??? ??????????????? ???????.

6.21. ???????????. ????? f — ??????????? ???????? [?, ?]
? ???????????? Rh. ???? ? = {?0, ..., ??) — ????????? ????????
[a, b], ?? ???????

(37) V(t; ?, ?) -sup j] | Af, |,

??? ??????? ????? ??????? ?? ???? ?????????? ???????? [?, ?].
??????? ????? V(f; a, b) ?????? ????????? ??????????? f ??
???????? [?, ?]. ???? ?? ????????? ????, ? ????? ???????? ????
????, ?? ?? ????? ?????????? ?????? V(i).
???? V(i; a, 6)<-f ??, ?? ???????, ??? f·— ???????

???????????? ???????? ?? [a, b].
?????? ???????? ??????????????? ??????? ????????????
???????? ????? ???????? ????????? ? ?????? ???????????? ???????.

6.22. ???????. ????? f = (ft, ..., fu) ?????????? ???????
[a, b] ? ???????????? Rh. ????? f — ??????? ????????????
???????? ?? [?, ?] ? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? ?????? ??
??????? fj ????? ???????????? ???????? ?? [?, ?]. ??? 1</<&

V(fj)<V(f)<.^V(fT).
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??????????????. ??? ?????? ????????? {?0, ..., ??)
???????? [?, ?] ?????

I U ? ~ h (??-?) ? < I f (*t) - f (*i-i) I < S I fr (xt) - fr (Xi-i) |.
r=l

???? ?? ???????????? ??? ??????????? ?? ? = 1, ..., ?, ?
????? ???????? ? ??????? ??????, ?? ?? ??????? ???????????
???????.

6.23. ???????, (?) ???? /—?????????? ??????? ?? [?, ?],
?? / — ??????? ???????????? ???????? ?? [?, 6], ? V(f) = \f(b)—
-f(a)\.
(b) ???? ? ?????????? ? ?????????? ?? [?, ?], ?? f—???????
???????????? ????????. ?????????????, ???? | /' (?) |<?, ?? ??
??????? 5.20

2 I f (*,)-f (??-i) ?< 2 µ (*,-?,_?=? (6-a)
?=1 ?=1

??? ?????? ????????? ???????? [?, ?].
(c) ??????? / ????? ???? ???????????, ?? ?????? ????????
???????????? ????????. ?????????? ???????

/(*)= jesin-^- (0<x<2),
0 (? = 0).

??????? ?????????, ????????? ?? ?????

9
?' 2?—1 ' 2??—3' "¦ ·· 5 ' 3 ' *

??????????????? ?????, ???????????? ? (37), ????? ? ????

(*+4)+a+4·)+···+(?+^>
9 1 1 1

" 2? —1^ 2 ' 3 ' " * " ¦ ?

? ??? ????? ????? ???? ??????? ????? ?????? ??????? ?? ????

?????? ?????????? ???????? ?> ??? ??? 2 — ??????????.
(d) ????, ??? ?????? ??????? ???????????? ????????

??????????, ??? ??? | f (?) — f (a)|<V(f) ??? ???? ? £ [?, ?].
?? ?????? (??????? 6.27), ??? ?????????? ?????? ????? ?????
????????? ???????????? ???????? ? ??????????? ?????????.
????? ??? ???????????? ???? ?????????? ??????? ??
??????????? ?????????. ????????, ? ? ?2 ????????? ?? [0, 1], ?

10 ?. ?????
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??????? ? — ?2 ?? ?????????; ??????? ? ????????? ?? [ — 1, 1],
? ??????? ?:2— ???. ?????? ????? ??????? ????????????
???????? ??????? ???????????? ???????? ???????? ? ?????????.

6.24. ???????. ???? f a g— ??????????? ???????
???????????? ???????? ?? [?, 6], ?? f + g ? fg—??????? ????????????
???????? ?? [?, ?].
(???????????, ?????????? ????? f + g, ????? ? ??? ??????-
????????? ???????; ?????????????? ?? ????????.)

??????????????. ??? ?????? ????????? ???????? [?, ?]

S\??? + ?&\<S\??\+S\?&\<?(? + ?(8).

??????, V (f + g)^V (f) + V (g), ? ?????? ????? ??????? ????????.
?????? ??????? ? ? ? ???, ??? |/(?)|<?, |^(?:)|<??? [?, ?].

???? h = fg, ??

Mi = f (Xi) Agi + g (x^) Afu

%\Mit\^A%\bgt\ + Bll\&ft\<AV(g) + BV(f).

??????, V(fg)^CA V(g)-\-BV(f). ??? ????? ???????? ?????? ?????.

?????????. ???? fug ????????? ?????????? ?? [?, 6],
?? f—S ???? ??????? ???????????? ???????? ?? [?, ?\.
???????? ??????????? ???? ????? (??. ??????? 6.27).

6.25. ???????????. ????? f ?????????? ??????? [?, ?]
? ???????????? Rk, ? ????? f—??????? ???????????? ????????.

(38) Vi(x) = V(i; a, x) (a<x<6).

??????? vt ???????? ?????? ???????? ??????? f; ?,
????????, ????????? ?????????? ?? [?, ?] ? Vt(a)=rO.

6.26. ???????. ????? f—??????? ???????????? ????????,
???????????? ??????? [?, ?] ? ???????????? Rk.

(a) ???? a<?<?/<6, ??

(39) l/(f; a, y) = V(t; a, x) + V(t; x, ?).

(b) ???? ??????? f ?????????? ?? [?, 6], ?? ? ??????? ?
???? ?????????? ?? [?, ?].

??????????????. ???? ? = ? ??? ? = ?, ?? ????????? (39)
??????????, ??? ??? V (f; ?, ?) = 0. ????????, ??? ?<??<??
? ?????? ????? e>0. ?????????? ????????? {xt} ???????? [?, ?],
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?????, ???

(40) ??)-8<21 f(*')-f(*i-i)KMiO.
i=l

???? ????? ? ?? ????????? ????? ????? ?? ?? ?? ???????
?? ? ?????? {Xi} ? ??????? ????? ??????? ????? ????????? ?,
??? ???????? ??????????? (40) ??? ??? ???????????.
?????? ????? ??????????? (39) ??????????? ??????? ??????
????????? ???? ????, ???????????? ? (40). ??????,

vt(y) — s<Ot(x) + V(i; ?, y)<vt(y);

????????? e ???????????, ????????? (39) ????????.
?????? ????????, ??? ??????? f ??????????, a<CyKb ?

(41) V(i; ?, ?)>6

??? ????????? ????????????? d>0 ? ??? ?????? ?£[?, ?). (???
???????? ? ????????????.) ???? ? (41) ? = ?, ?? ??????, ???
?????????? ????????? {xt} ???????? [?, ?], ?????, ???

(42) |]|f(xj)-f(xi_1)|>6.
i=l

???????, ??? ?? = ?, ??-1<?- ????? ???? ??? f ??????????,
?????????? ????? ?1? ?????, ??? ?:?1_1<?1<? ? ???????? \f(y) —
—f (???-t) I ? I f (ai) — f (at^-i) | ?????????? ????? ?????? ????;
? ?????????, (42) ???????????, ???? ???????? ? ????? ?????? ??.
????? ???????, ?? ????????, ??? ?????????? a4<?/, ?????,

??? V (i; a, a^^d.
????????? ???? ???????, ???? at ?????? ?, ? ?. ?.; ??
??????? ??? ??????? N ?????

?-=?0<?1<:?2<: . .. <a^<?/,

?????, ??? V(f; at-u at)>d (1</<?/).

?? ?????? ? ???? (39) ???????, ??? Vf(y)>N6 ??? ????? N,
??? ??????????.

??? ???????????? ??????????, ???

liml/(f; ?, ?)=0;
X-+V

? ???? (39) ?????? ????????, ??? ??????? ? ?????????? ?????
?? (?, ?]. ??? ?? ???????? ???????????? ????????????? ??????
?? [?, ?).

?????????. ??????????? ???????? ???????; ????????????
????? ????? ? ?????????? 6.

10*
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6.27. ???????. ???? f — ???????????? ???????
???????????? ???????? ?? [a, ?], ?? ?????????? ?????????
???????????? ?? [?, ?] ??????? ? ? q, ?????, ??? p(a) = q(a) = 0 ?

(43) f(x)-f(a) = p(x)-q(x),

(?<??<6)

(44) vf(x) = p(x) + q(x).

?? ????? ???????? ? ? q ?????????????? ?????????
????????????? ? ????????????? ???????? ??????? /; ????????? (43)
??????????, ??? ??????? / ??????????? ? ???? ???????? ????
?????????? ???????.

??????????????. ????????? ? ? q ???????????

(45) 2p = vf + f-f(a), 2q = vf-f + f(a).

????, ??? p(a) = q(a) = 0 ? ??????????? ????????? (43) ? (44).

?? (39) ??????????, ???

2p(y)-2p(x) = V(f; x, y) + lf{y)-f(x)]9
{?

2q(y)-2q(x) = V(f; x, y)-\f(y)-f(x)\.

????? ???? ??? \f(y) — f(x)\KV(f; x, ?), ?? (46) ???????, ???
??? ??????? ? ? q—????????????.

????????? 1. ???? /, ????? ????, ?????????? ?? [?, ?],
?? ??? ?? ????????? ???????? ? ? q.
??? ???????? ?? ??????? 6.26 (6) ? ???????? (45).

????????? 2. ???? f—??????? ???????????? ???????? ??
[?, 6], ?? f(x + ) ?????????? ??? ? <*<:&, f (?—) ??????????
??? ???? ?<?^? ? ????????? ????? ??????? ??????? f ?? ?????
??? ??????.

??? ??????? ??????????????? ?? ??????? 6.22, ?????????? (43)
? ??????????? ??????, ??????????? ? ?????????? ????????
(??????? 4.29 ? 4.30).
????????????? ???????????? ??????? ???????????? ????????
? ???? ???????? ???? ?????????? ???????, ???????, ??
???????????; ? ????? ????, ????????? ???? ? ?? ?? ????????????
??????? ? ? ? q, ?? ??????? ??? ???????????? ??????? ?? ? qu
?????, ??? f(x) — f(a) = pi (x)— <7i (*)· ?????? ?????????? (43)
???????? ????????? ????????? ?????????????, ?????????? ???
????? ???? ?????? ?????????? ?????? ???? (??. ?????????? 10).,
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?????????? ??????? ?? ??????????????

6.28. ???????????. ?????? ?? ????????? ? ??????????????
???????????? ????? ??????? ???????????? ????????, ? ?? ??????
???????????? ?????????? ???????. ???? a — ????????????
??????? ???????????? ???????? ?? [?, ?] ? ???? ? = ß—?, ??? ß ? ? —
???????????? ???????, ?? ???????????? ??????????? ??????:

(47) J fda=^fdt-\fdy,
???? ?????? ??? ????????? ?????? ?????????? ? ??? ??????,
? ????? ??? ???? ?????????? ?????.
???? a = ß!—?!—?????? ?????????? ??????? a ? ????????

???????????? ???????, ?? ß + ?? —ß? + ?, ? ??????? [??.
??????? 6.10 (?)\

(48) $?ß+$???=$?ß?+$/*?·

?????? ???????, ??? ???????? \ /da, ???????????? ? (47),

?? ??????? ?? ?????? ?????????? ??????? ?, ???? ?????? f
??????????? ?????????? ^?(ß), ^?(ß?), ? (?) ? ??(??).
??????? ? ?????????? ? ???? ????? ?? ????? ?????????????
???? ??? ??????, ????? ??? ???????????? ??? ?????????

????????????? ??????????:

(a) ??????? / ??????????, ??????? a—???????????? ????????;
(b) ??????? / ? a—???????????? ???????? ? a ??????????.

? ?????? (?) ?? ???????? ?? ??????? 6.8. ? ?????? (?)
????????? ???????????? a ? ???? ???????? ?????? ???????????

?????????? ??????? [??? ????? ???????, ???????? ????????? 1 ??

??????? 6.27]; ???????? f ? ???????? ?????????? ???????, ??
???????? ?? ??????? 6.9.
???????, ????? ????, ??? ? ????? ??????? ??????? 6.14
????????? ? ?????? ??????.
?????? ?? ????? ??, ???????, ?????????????? ??? ???????????
?? ??????????????? ??????? f. ?????? ????? ??????????
?????????????? ?????? ?????????, ??????? ??????????? ? ??????
????????????? ???????. ??? ????????? ?????????, ???? ??? ???????
/ ? a ??????? ??????????????????.

???? f = fi + if2, a =^a4 + ?a2, ??? /? /2, a?? a2—????????????
??????? ?? [?, ?], ? ???? ??????????? ??????? (?) ??? (6), ?? ??

(49) ^fda=^fidai—\ f2 ?a2 + ? ftda2 + t [ f2dax.
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?????? ?????????, ??????? ? ?????? ????? ????? ?????????,
???? ?????????? ? (47).
??????? ???????? ???????????? [??????? 6.10 (?), (?), (?)]
? ???? ???????? ????? ???????????. ?????????? ?????? ??????
??????? 6.12 (?) [??. ????? ??????? 6.20] ??? ??????????? ?.

6.29. ???????. ????? f ? ?—??????????? ??????? ??
[?, ?], ??????????????? ???????? (?) ??? (?) ??????????? 6.28.
????? ?—??????? ?????? ???????? ??????? ? ?? [?, ?\. ?????

(50) | J/do |< J |/| do.
?????????.

\ /do|<K(o) sup I/(?)

??????????????. ???? ????????? (?), ?? ??????? |/|
??????????. ???? ????????? (ft), ?? ?????????? ??????? ?
(??????? 6.26), ? ??? ??? f — ??????? ???????????? ????????,
?? ?????? ? ??????? |/|. ??????, ?????? ???????? ? (50)
?????????? ? ????? ???????.
??? ?????? ????????? ?= {?0, ?? ..., ??] ???????? [?, ?] ?????

(51) |S/(??a,|<2|/(^)||?a,|<2|/(/0|??;„

???? *i-i<£|<Xi ??? 1<?</?. ??? µ(?)—»0 ?????? ?????

? (51) ????????? ? \ f da, ? ????????? —? \ \f\dv ?? ??????? 6.14.

??? ????? ??????????? (50) ????????.

6.30. ???????. ????? f ? ?—??????????? ???????
???????????? ???????? ?? [?, ?], ? ??????? /, ????? ????,
??????????. ?????

(52) J fda = f(b)a(b) — f(a)a(a)— J adf.
a a

?????????. ?? ???????? ? ??????? ???????????? ?? ??????
????????? (52) ???????? ???????? ?????????????? ?? ??????.

????? ??????????? ??????? ????????????? \ adf ?????? \ f da.

??????????????. ??????? ?????-?????? ????????? ? =
= {?0, ?? ..., ??} ???????? [?, ?]. ??????? tu ..., tn ???, ???
Xi-i*Cti<CXi, ??????? tQ = a, tn+i = b, ? ????? Q—?????????
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{t0, tu ..., tn+i} ???????? [a, b]. ?????, ???????? ?? ??????,

S (?, /, a) = S / ft) ?a (*t) - « (*?-?)] =

= / (b) ? (6)-/ (?) ? (?)- "j ? (??) [/ ft)-/ ft-i)l =
i=l

= /(6)a(6)-/(a)a(a)-S(Q, a, /),

??? ??? *?-? <*!-!<**· ???? µ (?)—>0, ?? ? µ(?))—>0, ?

??????? 6.14 ??????????, 4toS(P, /, a)—> \ /da, S(Q,a, /)—>£ ad/.

?????? ??????? ????????? (52).

?????????. ???? ??????? / ??????????, ? a—???????
???????????? ????????, ?? (52) ????? ???????????? ???

??????????? ????????? \ a df ???? ? ??? ??????, ????? / ?? ???? ???????

???????????? ????????. ??? ???????? ??? ? ?????? ???? ????
???????????????? ???????? ??????????????, ??????? ??, ??????,
?? ????? ? ?????????? ?????????????.

? ????????? ???? ???????? ?? ?????? ????? ????????????
????????????? ?????????—??? ??, ??? ? ? ?????? ??????
? ??????? ? ?????? ?????????????????.

6.31. ???? ?? ?. (?????? ??????? ? ??????? ????????.) ???? f
?????????? ? ???????????, ? ? ????????? ?????????? ?? [?, ?],
?? ?????????? ????? ?, ?????, ??? ?<?:<6 ?

(53) \fda = f(x)[a(b)-a(a)].
a

??????????????. ???????

? = sup f(t), m = inf/(f) (a<?<6).

m[a(b) — a(a)]< J /da<M [a (6) — a (a)].
a

??????, ?????????? ????? ?, ?????, ??? /?<?<?4 ?

? /??a = ?[a(6)-a(a)1.
a

? ???? ?????? 4.16 ? 4.23 ?????????? ????? ?, ?????????????
???????? [?, ?], ??? ??????? f(x) = X, ?????? ? ??????? (53).
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?????????. ????? ?????????, ??? ????? ? ?????? ???????
???, ??? ?<??<.?. ????????, ????

? 0 (? = ?),

aW~l 1 (a<x<b),
? f ??????????, ??

J/da = /(a) = f(a)[a(6)-a(a)].
a

6.32. ???????. (?????? ??????? ? ??????? ????????.) ?????
??????? f ?????????, ? ? —??????? ???????????? ????????,
???????????? ? ??????????? ?? [?, ?\. ????? ?????????? ?????
????? ? ? [?, ?], ???

J/da = /(a)[a(*)-a(a)l + /(&)[a(6)-a(*)].

??????????????. ???????? ???????? 6.30 ? 6.31,

[ fda = f(b)a(b) — f(a)(x (a) — ^adf =

= f(b)a(b)-f(a)a(a)-a(x)\f(b)-f(a)]

??? ????????? ? ? [a, b].

6.33. ???????. (?????? ??????????.) ????? f ? f ??????????
?? [?, ?], f ?????? ?????????? ?? [?, ?], a ?—???????, ????????
? f. ?????

<?(?)

(54) \f(x)dx= \ f?y))d*(y).
f(?)

[????????? (54) ??????????, ???? ???????? ? = f (?), x = ty(y).]

??????????????. ??? ?????? ????????? ?

?== Xq -^ ?{ -^ #2 ^> · · · *^S» -*7i—1 "^ %? == ?

??????? yi = (p(xi) (i = 0, ...,/?) ? ?????????? ????????? Q:

f(a) = ?/0<?/?< - ..<??-?<#? = f(?>)·

??????? g(y) = f(ty(y)), ????????

(55) 2 f (Xi) (Xi-Xi-i) = S g (?0 [? ? - ? (?/i-i)]·
t=l i=l
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? ???? ??????????? ????????????? ??????? f ?? [?, ?]
(??????? 4.19), ???? µ(?)—>0, ?? µ(<2) —¦» 0. ????? ???????, ????
µ (?) —> 0, ?? ??? ????? ????????? (55) ????????? ?
??????????????? ?????? ????????? (54), ????????? ??????? g ??????????.
?????????????? ?????????.

??????????? ??????

? ?????????? ???? ????? ?? ?????????? ???? ??????????
?????????????? ?????????? ????????? ????? ?????????????? ??????.
?????? k = 2 (?. ?. ?????? ??????? ??????) ???????? ????? ???
???????? ????????????? ??????? ??????????? ??????????.

6.34. ???????????. ??????????? ??????????? ? ????????
[?, ?] ? ???????????? Rk ?????????? ?????? ? Rk. ????
??????????? ? ??????? ??????????, ?? ? ?????????? ?????. ???? ?(a) =
= y(b), ?? y{ti)^y(t2) ??? ????? ?????? ???? ????????? ?????
tu t2, ????????????? ???????? [?, ?], ?? ? ?????????? ???????
????????? ??????.
??????? ????????, ??? ?????? ???????????? ??? ???????????,
? ?? ??? ????????? ?????. ???????, ? ?????? ?????? ? Rh ???????
????????? ????????? ????? ? Rk, ?. ?????? ????????? ????????
??????????? ?, ?????? ??? ?????? ?????? ??? ????????? ?????
????????? ????? ? ??? ??.

?? ????? ???????? ?????? ? ???????????, ???? ?—???????
???????????? ????????; ?????? ?????? ? ?? ????? ????????
????? V (?; ?, ?).
????? ?????????? ??? ???????????, ????????, ??? V (?; ?, ?) —
??? ??????? ????? ????????? ???? ???? ????

(56) 2 \y{Xi) — y(Xi-i)\ (a = *?<*?<... <xn = b).
?=1

? ???? ????? i-e ????????? ????? ?????????? (? Rh) ?????
??????? y(Xi-i) ? y(Xi), ? ???? ????? ????? ????? ???????
? ????????? ? ?????? ?(a:0), ?(*?), ...,?^), ?????????????
? ????????? ???????. ????? ??????? ????????? ????????? ? ????,
??? ??????? ???????????? ? ????????? ???????? ??????????? ?.
??????????, ?? ????? ?????? ?? ??????????, ? ???? ????????
????????? ?????????? ?????? ??????????? ?????.
? ????????? ??????? ????? ?????? ?????????? ??????????
??????. ?? ??????? ??? ??? ?????????? ????????????????
??????, ?. ?. ??? ?????? ?, ??????????? ?' ??????? ??????????.
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6.35. ???????. ???? ??????? ?' ?????????? ?? [?, 6], ?? ?
??????????, ? ?? ????? ?????

\W(t)\dt.

??????????????. ?? ?????? ????????, ??? \ \y'\ = V(y).

???? {??0, ..., ??} — ????????? ???????? [?, ?], ??, ??? ??????????
??????? 6.19 ? 6.20,

S??(^)-?(^-?)? = 2| ? ?'(0^|<S I ??'(')|? =
??-1 ??-1

= \\y'(t)\dt,
a

??? ???

V(y)<\\y'\-
????? e > 0. ????? ???? ??? ??????? ?' ??????????

?????????? ?? [?, &], ?????????? d>0, ?????, ??? Iy'(s) — ?'(0|<e»
???? | s — 11 < d. ????? {?0, . .., ??) — ????????? ???????? [a, 6],
??????? ???????? ?????? ?. ???? *?-4 <£<**, ??

|?'(0|<??'(*?? + e,

??? ???

xi xi

? |?'(0|??-e??,<|?'(*0|?*? = | ? G?' (0 + ?'(*0~ ?'(*)1 ^ | <
*?-1 *?-1

xi

<| 5 ?'(0^|+| \ ?? ?-? (???\<\?(??)^?(?^)\ + ????.
xi-i ??~1

???????? ??? ??????????? ?? i = 1, ..., ?, ?? ???????
b n

? |?'(0?<«<2 |?(^)-?(*?-?)| + 2ß(6-a)<
i=l

<1/(?; a, 6) + 2e (6—a).

????? ?????????????? e ?????? ???????, ??? \|?'|<^(?)»

? ?????????????? ?????????.
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1. ????? ??????? a ?????????? ?? [?, 6], ?<??0<6, ?
?????????? ? ????? ?0, f (?0) =1 ? / (?:) = 0, ???? ? F ?0. ????????, ???

fe&(a) ? \ fda = 0.

2. ????? / > ?, ?????????? ?? [?, ?] ? \ / (?) dx = 0. ????-

????, ??? f(x) = 0 ??? ???? ?£[?, ?] (??. ? ??????????? 1).
3. ????????? ??? ??????? ß1? ß2, ß3 ????????? ???????:

$j(x) = 0, ???? ?<0, Pj (?:) = 1, ???? ?>0 ??? / = 1,2,3;

ß?(0) = 0, ß2(0) = 1, ??(0) = ?· ????? / — ???????????? ???????
?? [ — 1, ?].

(a) ????????, ??? /6^?(ß?) ????? ? ?????? ?????, ?????
/(0 + ) = /(0), ? ??? ? ???? ??????

$?ß? = /(0).

(b) ?????????????? ? ???????? ??????????? ????????? ??? ß2.
(c) ????????,/ ??? /6^???) ????? ? ?????? ?????, ????? /
?????????? ? ????? 0.
(d) ????? / ?????????? ? ????? 0. ????????, ???

J/dp1=J/dp2=sJ/dp8 = /(0).

4. ????????? ??????????? ?????????? 3, ????????, ???
ß2 ?^?ß?)» ???????? ?? ?? ??? HmS (?, ß2, ß?) ??? µ (?)—>0
?? ??????????.

5. ????? {??} —- ?????????????????? ????????? ?????
????????? (0, 1), ? ????? ??>0, 2^<+°°- ???????

?»

1

??? ??????? ß4 ?????????? ??? ??, ??? ? ?????????? 3. ????? /
?????????? ?? (0, 1). ????????, ???

1

[ fda=^cnf(Xn).
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N

????????. ??????? a4 (#) = ]>} ??$\ (? —-??), a2=a — a4. ????????
N

?????????? 3, jj f dax = 2<??/ (*?)· ????? ????,
??? ?1 = sup | / (?) |.
6. ????? / ?????????? ??????? [?, ?] ? ???????????? Rk,
?????? / — ??????? ???????????? ????????. ????????, ??? ???????
Of ?????????? ? ????? ? ? [a, b\ ????? ? ?????? ?????, ?????
??????? / ?????????? ? ???? ?????.
7. ????? / (?) = ? ??? ???? ?????????????? ?, f (?) = 1 ???

???? ???????????? ?. ????????, ??? f^M ?? [a, b] ??? ?????
?, 6, ?????, ??? ?<.?.
8. ????????, ???

jj xd([x]—x) = -2,

??? [?:] — ?????????? ?? ????? ?????, ?? ????????????? ? (??.
??????????? ? ?????????? 2 ??. 4).
9. ????????? ??????? ?????????????, ????????????? ? ??????
???????? ???????

(a) f(x) = 3x2-2x* (-2<?<2),

(b) f(x) = [x]—x (0<?:<2).

10. ????? / — ???????????? ??????? ???????????? ????????
?? [?, 6], ? ? ? — ??????? ????????????? ? ?????????????
???????? ??????? /, pi ? <7? — ???????????? ??????? ?? [a, b] ?
f = pi — qi· ????? ^(?)<^ (pi) ? ^(<7)<^(<7?), ??? ? ??????????
?????? ???????? ?? [?, 6].

11. ????? g^3i ?? [?, 6]. ???????

? g+(0 = max(g(f), 0), £?(0=—min(g(f), 0). ????????, ??? / —
??????? ???????????? ???????? ?? [?, 6] ? ??? ?? ???????
???????? ???????? ???????????

XXX

v(x)=\\g(t)\dt, p(x)=\g+(t)dt, q(x)=\g-(t)dt.
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12. ????? / — ??????? ???????????? ???????? ?? ????????
[?, 2p] ? /(2p) = /(0). ????????, ??? ?????? ?? ??????????

2? 2?

\ / (?) cos nx dx, \ f (x) sin nx dx

?? ??????????? V(f)ln ?? ?????????? ????????.

????????. ?????????, ???
2p 2p 2?

/? \ / (?) cos nx dx = \ / (?) d (sin ??) = \ sin nx df (x).
oob

13. ????? ?4, ?2, ?? —?????? ? ??????????? ?????????,
???????????? ?? [0, 2p) ???????????

?? (?) = ß*', ?2 (t) = e2ii, ?3 (t) = ?2? ??<1/«>.

????????, ??? ??? ??? ?????? ????? ???? ? ?? ?? ?????????
????????, ??? ?4 ? ?2 ??????????, ??? ????? ?????? ?1 ????? 2p,
????? ?????? ?2 ????? 4p, ? ?????? ?3 ?? ??????????.
14. ????? ?! —?????? ? Rk, ???????? ?? [?, ?\\ ????? f —
??????????? ??????? ??????????? ??????????? ???????? [?, d]
?? ??????? [?, 6], ?????, ??? ^(?) — ?. ???????, ?? ???????????,
Y2 (s) = ?? (f (s)). ????????, ??? ???? ?2 — ??????? ?????????
??????????? ?????? ????? ? ?????? ?????, ????? ?? ?? ????? ?????

? ????????? ?1ß ????????, ??? ?2 ? ?{ ????? ???? ? ?? ??
?????.

15. ????? a ?????????? ?? [?, 6], f ? g — ???????????
???????, ?????? f(zM(a), g£M(a) ?? [a, b]. ???????? ???????????

\fgdaf<^\f\*da.^\g\*da.
????????. ????????? ?????????????? ??????? 1.62. ???????
??????????? ?????????, ??????????? ??????, ??? ? —???????
???????????? ????????.

16. ???? f^Mndi [a, b] ??? ?????? 6>? ? ?????????????? ?,
?? ???????

b

\ f (?) dx = lim \ / (?) dx,
b->oo

a

???? ???? ?????? ??????????; ? ???? ?????? ?? ????? ????????,
??? ???????? ????????.
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???????? ??? ?????????? «???????????? ???????» ??????????
?????: ???? f(x)>0 ? / ????????? ??????? ??? ?>\, ??

\ f(x)dx

???????? ? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? ???????? ???

S /?·
?=1

17. ????? ??????? / ? g ?????????? ?? [?, ?] ? ?
—??????? ???????????? ???????? ?? [?, 6]. ???????

X

ß(*)=?/??a (a<*<6).
????????, ???

18. ???? ? —??????????? ?????? ? ??????????? ?????????,
???????? ?? [0, 1], ? ???? / — ??????????? ??????????? ???????,
???????? ?? ????????? ???????? ?????? ?, ?? ???????, ??
???????????,

\f(z)dz=\f(y(t))dy(t).

????? ?(0) = ?, ?(1) = ?. ????????, ???

(/1+1) J zndz = Bn+1-An+1 (? = 0, 1, 2, 3, ...).

????????. ??????????? ?????? ? = 0. ??? ? = 0 ?????????
?????????. ????????, ??? ?? ????? ??? ????????? ?. ???????
f==:yni ? = ?> a = ? ? ????????? ß, ??? ? ?????????? 17.
?? ????????????? ????????,

(n+i)pw = [vwr.
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????????? ?????????? 17 ? ???????????????? ?? ??????.
19. ???????

??+1

f(x)= [ sin (P) at.

(a) ????????, ??? |/(?:)|<2/?: ??? ?>0.
????????. ???????? t2 = u ? ??????????????? ??????
???????? ? ??????? ????????.
(?) ????? ??????? ? ?????? ??????? ??????? xf (?) ???

?—-> ??.



7

? ???? ???????

? ???? ????? ?? ?????? ???????? ???????? ??????????????-
??? (? ??? ????? ??????????????????) ????????, ???? ??????
??????? ? ?????????????? ??? ????? ??????????? ?? ?????? ???-
???????????? ??????? ? ???? ??????????? ? ????? ???????????
????????????. ?? ???????????? ???????????? ????? ???????
??????? ??????? ??? ????, ????? ???????????????? ???????? ??
???????? ?????? ????????, ??????????? ??? ????????? ???????
?????????? ?????????.

??????? ?????????

7.1. ???????????. ????? {/„}, /1=1,2,3, ..^ —
?????????????????? ???????, ???????????? ?? ????????? ?, ? ?????
?????????????????? ????? {fn(x)} ???????? ??? ?????? ?£?.
????? ?? ????? ?????????? ??????? /, ???????

(1) f(x) = limfn(x) (x£E).
?-+??

? ???????? ??????? ?? ????? ????????, ??? ??????????????????
{fn} ???????? ?? ????????? ? ? ??? f —??????, ??? ??????????
???????, ?????????????????? {fn}. ?????? ?? ????? ????????,
??? ?????????????????? {/„} ???????? ? ??????? / ?????????
?? ????????? ?, ???? ????????? ??????? (1). ??????????, ????

??? 2/nW ???????? ??? ????? ???, ?? ?? ????????, ??
???????????,

(2) /(*)=2?*) (*?£).

?????? ??????? / ?????????? ?????? ???? 2 fn-
??????? ?? ??????????? ? ????? ? ????? ?????????????
??????? ??????: ????????, ??????????? ?? ????????? ????????
??????? ??? ?????????? ?????????? ???????? (1) ? (2).
????????, ???? ??????? fn ??????????, ??? ???????????????, ???
????????????, ?? ????? ?? ?? ?? ????? ? ????????? ??????????
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???????? ?????? ??????????? ?????, ??????, f'n ? /' ???
????? ??????????? ?? fn ? ?? /?
????????????? ??????? / ? ????? ? ????????, ???

??/(0 = /(*).
t-*x

??????, ????????, ????? ?? ?????? ??????????????????
??????????? ??????? ??????????? ????????, ??? ??? ?????, ???
????????, ????? ?? ?????????

,?? lim lim ? (t) = lim lim fn (t),
W/ t~>x n-*oo n->oo t-*x

?. ?. ????? ?? ???????, ? ??????? ?????????????? ??????????

????????. ? ????? ????? ????????? (3) ?? ??????? ??????????
? ? ??, ????? t ? ?; ? ?????? ?????—??????? t—>x, ? ?????
?—> ??.

?? ??????? ?????? ?? ????????, ???, ?????? ??????, ???
?????????? ???????? ?????? ??????????? ??? ????, ????? ???
?? ???????? ?? ?????????. ????? ?? ???????, ??? ???
????????? ???????? ???????, ? ??????? ??????????? ????????

??????????? ????????, ?? ????? ????????.

??? ?????? ? ?????????? ?????? ?????? ? «???????

???????????????????».

7.2. ??????. ??? ? = 1, 2, 3, ..., ? = 1, 2,3, ... ???????

__ ?

????? ??? ?????? ????????????? ?

limsm, ?= 1,
?->??

??? ???

(4) lim lim smf7l=l.
n-?? m-??

? ?????? ???????, ??? ?????? ????????????? ?

lim sm,n = 0,
?->??

??? ???

(5) lim lims^rt^O.
m-?? n-??

7.3. ??????. ?????

?2

?*) = (i+JC2)n' (? ???????????, /? = 0, 1,2, ...),
11 ?. ?????
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? ?????

(6) /µ=S ?*)=2 (1+*2)? ·
?=0 ?=0

??? ??? /?(0) = 0, ?? ? /(0) = 0. ??? (6) ???????????? ?????
?????????????? ??????????, ? ??? ?=^0 ??? ????? ????? 1+?2.
??????,

(7) /?
? ° ? (* = 0),

f*2 (???),

??? ??? ?????????? ???, ???????????? ?? ??????????? ???????,
????? ????? ????????? ?????.

7.4. ??????. ??? ? = 1, 2, 3, ... ???????

/? (?) = ?? (cos m! ??)2?.
?->??

???? ?!?: —????? ?????, ?? fm(x)^=\. ??? ???? ?????????
???????? ? ????? fm(x) = 0. ?????? ???????

f(x)= limfm(x).
??-+??

???? ? — ?????????????? ?????, ?? fm(x) = 0 ??? ???? m, ??????,
f(x)==0. ???? ? —???????????? ?????, ??????, x = p/q, ?? ???
m>q ???????????? mix — ????? ?????, ??? ??? /(jt) = l. ??????,

[ 0 (? ?????????????),
(8) lim lim (cosm! p?)2?=\ ? ,

?->?? n->oo I 1 (? ???????????).

????? ???????, ?? ???????? ????? ????????? ??????????
???????, ??????? ?? ???????????? ?? ?????? (?????????? 7,
??. 6).

7.5. ??????. ?????

(9) fn(x) = ?=— (? ???????????, /1=1,2,3, ...)

/(x) = limM*) = 0.
?-??

????? /'(*) = 0, ??

/? (?) = Vn cos ^?,

??? ??? {f'n} ?? ???????? ? /'. ????????,

f'n(0) = yn-> + cx>

??? /?—>??, ????? ??? /'(0) = 0.
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7.6. ??????. ?????

(10) fn(x) = n2x(l-x2)n (0<*<:lf /1=1,2, 3, ...)·

???? 0<?< 1, ??
???*) = 0

?? ??????? 3.20 (d). ????? ???? ??? /?(0) = 0 ??? ?????? ?,

(11) limfn(x) = 0 (0<?<1).
?->??

??????? ?????????? ??????????, ???

0

????? ???????, ???????? ?? (11),

\fnMdx = ~2~> ??
??? ?—> ??.

???? ? (10) ???????? ??????????? /?2 ?? /?, ?? (11) ??? ???
???????????, ?? ??????

lim [ fn(x)dx= lim ??^ = ^- ,

????? ???
1

\ [limfn(x)]dx = 0.
?. n-*oo

????? ???????, ?????? ????????? ?? ?????? ????????? ?
?????????? ?? ??????? ???? ?????, ????? ??? ??? ??????? ???????.
????? ???? ????????, ????????????, ??? ???????????
???????????? ??????? ?????????? ????????? ????? ???????? ? ??????,
?? ????????? ????? ??? ??????????, ????? ???????, ???
?????????? ??????????, ????????? ? ??????????? 7.1. ???? ?????
??? ?????????? ???????? ??? ?????? ? ?????????????
???????????.

??????????? ??????????

7.7. ???????????. ?? ????? ????????, ???
?????????????????? ??????? {fn}, /?=1, 2, 3, . .., ???????? ?????????? ??
????????? ? ? ??????? /, ???? ??? ?????? e>0 ?????????? ?????
????? ?, ?????, ??? ??? ?>? ?????

11*
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(12) 1?*)-/(*)|<*
??? ???? ???.
????, ??? ?????? ?????????? ?????????? ??????????????????
???????? ? ?????????. ??????? ????? ????? ????? ?????????
??????????? ? ?????????. ???? ?????????????????? {fn} ????????
????????? ?? ?, ?? ?????????? ??????? /, ?????, ??? ??? ??????
8>0? ??? ?????? ??? ?????????? ????? ????? ?, ?????????
?? e ? ?? ?, ?????, ??? (12) ??????????? ??? ?>?; ???? ??
{fn} ???????? ?????????? ?? ?, ?? ????? ??? ?????? e > ?
????? ???? ????? ????? ?, ??????? ????? ???????? ??? ???? ?£?.

?? ????? ????????, ??? ??? 2 fn (?) ???????? ??????????
?? ????????? ?, ???? ?????????????????? {sn} ??????? ????,
???????????? ??????????

Sn(x)= S ft (?),
i = i

?????????? ???????? ?? ????????? ?.
????????? ??????? ???????????? ????? ???????? ????
??????????? ??????????.

7.8. ???????. ?????????????????? ??????? {/„},
???????????? ?? ?, ???????? ?????????? ?? ? ????? ? ?????? ?????,
????? ??? ?????? e > 0 ?????????? ????? ?, ?????, ??? ???
m>N, ?>?, ? ? ? ?????

(13) l/»M-/mWI<e.

??????????????. ????????, ??? {fn} ???????? ??????????
?? ?, ? ????? / — ?????????? ???????. ????? ?????????? ?????
????? N, ?????, ??? ?? ?>?, ??? ??????? ???????????

\fn(x)-f(x)\<Y,
??? ???

\fn(x)-fm(x)\<\fn(x)-f(x)\ + \f(x)4m(x)\<*,

???? n>N, m>N, ? ? ?.
???????, ????? ??????????? ??????? ????. ?? ??????? 3.11
?????????????????? {fn(x)} ???????? ??? ?????? ? ? ???????,
??????? ?? ????????? ????? JF (?). ?? ?????? ????????, ???
?????????? ??????????.

????? ?????? ????? e > 0. ??????? N ???, ?????
??????????? (13). ??????????? ? ? ???????? ? ? ?? ? (13). ????? ????
??? fm(x)—>f(x) ??? ?—>??, ????????

(?) \fn(x)-f(x)\<*

??? ????? n>N ? ????? ???. ?????????????? ?????????.
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?????? ??????? ????????? ????????.

7.9. ???????. ?????

Wmfn(x) = f(x) (x£E).
?->??

Mn = sup\fn(x) — f(x)\.
?£?

????? fn—>f ?????????? ?? ? ? ??? ? ?????? ? ??? ??????,
????? ??—>0 ??? ?—>??.
?? ?? ???????? ?????????? ??????????????, ??? ??? ???
??????????? ??????????????? ??????? ?? ??????????? 7.7.
???????????? ??????????? ????? ??????? ???????
??????????? ?????????? ?????.

7.10. ???????. ????? {fn} — ?????????????????? ???????,
???????????? ?? ????????? ?, ? ?????

\fn{x)\<Mn (*6?,/?=1,2, 3, ...).

????? ??? 2 fn ???????? ?????????? ?? ?, ???? ??? ^??
????????.

???????, ??? ???????? ?? ???????????? (? ? ????????????????
???????).

??????????????. ???? ??? 2?? ????????, ?? ??? ?????
e>0

i=n i=n

???? ?????? ??? ?????????? ??????. ??????????? ??????????
???????? ?????? ?? ??????? 7.8.

??????????? ?????????? ? ?????????????

7.11. ???????. ????? fn—>f ?????????? ??
???????????? ? ?????????? ???????????? ????????????. ????? ?
—?????????? ????? ????????? ?, ? ?????

(15) \imfn(t) = An (/1=1,2,3, ...).
t-±x

????? ?????????????????? {??} ???????? ?

(16) limf(t) = lim ??.
t-*x n-voo

????? ???????, ? ?????? ??????

(17) lim lim/n(i)=Hm HmMO·
t->x n~+oo n-*oo t-^x
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??????????????. ????? e>0. ? ???? ???????????
?????????? ?????????????????? {fn}, ?????????? ????? N, ???
?? n>N, m>N, ??? ??????? ???????????

(18) \fn(t)-fm(t)\<B.

??????? ? (18) t—±x, ????????

\?? — ??|<?

??? n>N, m>N, ??? ??? {??} — ?????????????????? ????,
? ?????? ????????. ????????? ?? ?????? ????? ?.
?????,

(19) \f(t)-A\<\f(t)-fn(t)\ + \fn(t)-An\ + \An-A\.

??????? ??????? ? ???, ???

(20) lf(0-U0l<!
??? ???? t£E (??? ???????? ? ???? ??????????? ??????????)
? ???

(21) \??-?\<-^.
????? ??? ????? ? ?? ???????? ????? ??????????? V ????? ??

??? ?? t£V, ?f? ???????

(22) ???-???!·
?????????? ??????????? (20), (21) ? (22) ? (19), ?? ???????

|/(0-?|<?

??? ???? t£ V, ?f?. ?? ??? ??????????? ????????? (16).

7.12. ???????. ???? {[^ — ?????????????????? ???????,
??????????? ?? ????????? ?, ? ???? fn—>f ?????????? ?? ?,
?? ? ??????? f ?????????? ?? ????????? ?.
???? ????? ?????? ????????? ????? ??????? ?? ??????? 7.11.
???????? ???????, ?. ?. ?????????????????? ???????????
??????? ????? ???????????? ????????? ? ??????????? ???????.
??????????????? ?????? ???? ?????????????????? (10) ?? ?. 7.6
(??? ???? ????? ????????? ? ???, ??? ??? ??????????????????
???????? ????????????, ?????????? ????????? ??????? 7.9). ???
?? ????? ? ????????? ??????? ????? ?????????? ????????.
? ?????????, ????? ????? ????????? ???????.

7.13. ???????. ????? ????????? ? ?????????. ?????
{fn} — ?????????????????? ???????, ??????????? ?? ?,
?????????? ? ??????????? ??????? f ?? ?. ???? fn (?) > fn+i (x) ???
?=-1, 2, 3, ... ? ??? ????? ???, ?? fn—>f ?????????? ?? ?.
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??????????????. ??????? gn(x) = fn(x) — f(x)· ?????
gn — ??????????? ???????, gn—>0 ? gn>gn+i- ?? ??????
????????, ??? gn—>0 ?????????? ?? ?.
????? e>0. ??? ????? ?£? ?????????? ????? ????? ??,
?????, ???

0<gnx(x)<-j.

? ???? ????????????? ??????? gn ? ????????????
?????????????????? {gn} ?????????? ???????? ????????? J (x),
?????????? ????? ? ? ?????, ???

(23) 0<gn(t)<*,

???? t£j(x) ? ?>??.
????????? ? — ?????????? ?????????, ?????????? ????????
????????? ????? ?? ..., ??, ?????, ???

(24) EdJ{xi)\]...\]J{xm).

N = max (??1, ??2, ..., ???),

?? ????????? (23) ? (24) ?? ?????????, ???

0<gn(t)<e

??? ???? ???, ???? ?>?. ??? ????? ????????, ??? ??????????
??????????.

???????, ??? ???????????? ????? ???????????. ????????,

(25) 1?{?)^-?^. (0<*<1,?=1,2,3, ...),
?? fn(x)—>0 ????????? ?? (0, 1), ?? ?????????? ????????????.

??????????? ?????????? ? ??????????????

7.14. ???????. ????? ? —????????? ???????????? ?? [?, ?]
???????. ????? fn£M(o>) ?? [?, ?] ??? ?=1, 2, 3, ..., ? ?????
fn—>f ?????????? ?? [?, ?]. ????? /6^2(?) ?? [?, ?] ?

(26) \fda=lim \ fnda.

(????????????? ??????? ? (26) ??????? ?? ??????????????.)

??????????????. ?????????? ???????? ??????? ???
???????????? fn. ????? ?????? e > 0. ??????? ? > 0 ???, ???

(27) ?[a(6)-a(a)]<|.



168 ??. 7. ?????????????????? ? ???? ???????

?????????? ????? ????? ?, ???

(28) 1?*)-/(*)|<? (a<x<b),

??? ??? ?????????? ??????????.

??????????? ? ? ??????? ????????? ? ???????? [?, ?] ???,
????? ?????

(29) U(P,fn,*)-L(Ptfn,a)<.±.

??? ???????? ?? ??????? 6.6.
????????? / (?) < f? (?) + ?, ?? (27) ????? ????????, ???

(30) U(P, f, a)<£/(?, /n, a) + |,
? ??? ??? f (?) > /? (?) — ?, ??

(31) L(P,/, a)>L(P,/„, a)-|.

?????????? (29), (30) ? (31), ????????

(32) (/(?,/, a)-L(P,/, a)<e,

?????? ???????, ??? /6J?(a) ?? [#» 6] (?? ??????? 6.6).
??? ?????????????? ????????? (26) ??????? ????? N, ???

?? n>N ???????

\fn(x)-f(x)\<* (a<x<b).

????? ??? n>N

| ^ /da- J ?<*| = | J tf-f»)da|< J \f-fn\da<
a a a a

<e[a(6) — a (a)].

????????? e>0 ???????????, ?????? ???????? (26).

?????????. ???? fn£M{u) ?? [a, b] ? ????

?(?) = S??(?) (?<?<6),

?????? ??? ???????? ?????????? ?? [?, ?]9 ??
?? b

a n—i a

????? ???????, ??? ????? ????????????? ????????.
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??? ???????? ??????????????????? ?????????? ????

[fdgn (/1=1,2,3, ...),

??? ??????? / ??????????, ? ??????? ^ — ????????????
???????? ?? [a, ft], ??????????????, ??? ??????????? ??????????
?????????????????? {gn} ? g — ???????, ??? ???????????? ???????,
????? ?????????? ?????????

lim [ fdgn= \ fdg.

7.15. ??????. ?????

(33) gn(x)=s-i^p (0<*<2p,/?= 1,2,3, ...)
?/?

oo

(34) /W=2iCOSffl6;c (0<?<2p).
m=l

?? ??????? 7.10 ??? ? (34) ???????? ??????????, ??? ???
??????? / ?????????? ?? [0, 2p]. ????? ????, gn—>0
?????????? ?? [0, 2p]. ?????? ???????, ???

2? 2? 2p

\ / dgn = \ /gn d* = 1/"/? \ f (?) cos ??: dx.

??????? ? = ?6, ??? ? — ????????????? ?????. ??? (34), ????????
?????????? ?? cosnx, ????? ???????? ??????????, ? ?? ?????
???????????????? ??? ????????. ?????????

2p

\ cos ?? · cos mxdx = 0,

?????? ?? ?? ???? ????????? ????????????? ????? ?, ?, ?????
2p 2?

?? \ ? (?)cos nxdx = ?3 \ -? cos2 ?6?: dx = ?p,

??? ??? ??? ? = ?6
2p

^ fdgn = n \fn.
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2p

????? ???????, ????? \ / dgn ???????? ?????????????? ?????-

?????????????, ???? gn —>0 ??????????.
?????? ?? ???????????? ????????? ????? ?????????????
?????????.

7.16. ???????. ????? {gn} — ?????????????????? ???????
???????????? ???????? ?? [?, 6], ?????? gn(a) = 0, ? ????? g —
????? ???????, ???

(35) limV(g-gn) = 0
?->??

? g(a) = 0. ????? ??? ????? ??????? /, ??????????? ?? [?, ?],

(36) lim\fdgn=\fdg.
n->oo «J «

????? ????, gn—^g ?????????? ?? [?, ?].
????? V, ??? ??????, ?????????? ?????? ???????? ?? [?, ?].

??????????????. ?????????? ???????????

V(g)<V(gn) + V(g-gn)

(??????? 6.24) g— ??????? ???????????? ???????? ?? [?, ?],
??? ??? ??? ????????? ? (36) ??????????. ????? |/(?)???
?? [?, 6]. ?????

b

| J fdg- I fdgn\ = \ I fd(g-gn)\<MV(g-gn),
a a a

? (36) ??????? ?? (35).
????? ????, gn—>g ??????????, ??? ???

\g(x) — gn(x)\<V(g — gn)(?<?<?).

???????, ??? ????????????? gn (a) = g (?) = 0 ??????? ??????
???? ????????. ???????? ?????????? ?? ? ???????? gn, ?? ??
??????? ??????????, ? ?????????? ?????????????????? {gn (x)}
??? ?????? ???????? ? ? [a, ft], ??? ????? ????????, ?????? ?? ?????
??????????? ??????????.

?? ??????? ???????????? ???? ???????????? ?? ????????
? ??????????? 9 ? 10.
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??????????? ?????????? ? ?????????????????

?? ??? ?????? ? ??????? 7.5, ??? ?? ??????????? ??????????
?????????????????? {fn} ?? ??????? ???? ?????????? ??????????
?????????????????? {fn}. ????? ???????, ????? ????? ???????
?????????????, ????? ?????????, ??? f'n —>f ??? /? —>/.

7.17. ???????. ????? {fn}— ??????????????????
???????????????? ??????? ?? [?, ?], ?????, ??? ??????????????????
{fn(Xo)} ???????? ??? ????????? ?0£[?,?]. ????
?????????????????? {fn} ???????? ?????????? ?? [?, 6], ?? ?
?????????????????? {fn} ???????? ?????????? ?? [?, ?] ? ????????? ??????? f,

(37) /'(*) = ??/;(?)(? <*<&).
?-*??

??????????????. ????? e > 0. ??????? ????? ?/, ???
?? n>N, m>N ???????

(38) \fn(Xo)-fm(*o)\<·?

(39) lftW-ft(0l<2(iZ5i (a^t^b).
???? ?? ???????? ??????? 5.20 ? ??????? ???????? ? ???????
fn—fm, ??, ??? ?????????? (39), ?? ???????

(40) 1?*)-?*)-?0 + /»(01<-^?^??
??? ????? ? ? t ?? [?, ?] ??? n^N, m>N. ?? ???????????

| fn {*) — fm (?) ? < I fn (x) — fm {x) — fn (Xo) + fm (*o) I + I f? (*o) —/m (*o) I

???????, ? ???? (38) ? (40), ???

|/nW-/mWI<8 (a<?<6, n>7V, m>N),

? ?????? {/?} ???????? ?????????? ?? [a, 6]. ?????

f (x) = Mmfn(x) (a^x^b).

??????????? ????? ? ???????? [?, ?] ? ???????

(41) <vn{t) = fn(t)tZfZ{x), f(0=^?^
??? a</<:6, t-f?. ?????

(42) lim<p»(0 = ?) (?=1, 2, 3. ...).
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?????? ??????????? ? (40) ??????????, ???

1??(0 —<Pm(f)K2(6-fl) (n>N> rn>N),
??????? {f?} ???????? ?????????? ??? ?f?. ????????? {fn}
???????? ? /, ??, ? ???? (41),

(43) 1?1<??(*) = <?(0
?->??

?????????? ?? ????????? ???? /, ?????, ??? a</<6, ?f?.
???????? ? ?????????????????? {f?} ??????? 7.11, ?????????

?? ????????? (42) ? (43), ???

?p?f(0 — \imf'n(x),
t-±X 7l->00

? ???, ? ???? ??????????? ??????? f(0> ? ???? (37).

?????????. ???? ????????????? ????????????, ???
??????? f'n ??????????, ?? ????? ???????? ??????? ????? ????????
?????????????? ????????? (37), ??????????? ?? ??????? 7.14
? ?? ???????? ??????? ????????????? ??????????.

7.18. ???????. ?????????? ???????????? ???????????
?? ???????????? ?????? ???????, ??????? ????? ??
???????????????.

??????????????. ???????

? ?(0<*<1),
(44) *? = \2-? (0<*<2)
? ??????????? f (?) ??? ???? ????????? ???????????? ?, ???????

<?(? + 2) = <?(?).

????? ??????? f ?????????? ?? R1. ?????

(45) /<*) = S (?)??(4?*)·
71=0

????????? 0<f<1, ??, ??? ?????????? ??????? 7.10, ??? (45)
???????? ?????????? ?? R1, ??? ??? ??????? / ?????????? ?? R1
?? ??????? 7.12.
??????????? ?????? ???????????? ????? ? ? ?????????????
????? ?. ?????????? ????? k, ?????, ???

(46) &<4??:</? + 1.

(47) ?? = 4-?£, ?? = 4-??(?+1)
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? ?????????? ????? 4?ß™ ? 4nam. ???? ?>?, ?? ?? ???????? —
?????? ?????; ???? ? = ?, ?? ??? ?????, ? ?? ???????? ????? 1;
???? ?<?, ?? ????? ???? ?? ????? ?? ???? ????? ?????.
??????,

(48) |f(4?ß??)-f(4?a???)|

???????? (45) ? (48),

?, ???? ?>?,

4?~"\ ???? ????.

/(ß™)-/(am)-2 ?|??4???)-?(4????)];

771—1?— 1

^)-/(a,)|>(|)™-S(t)?'

4

?????????????,

2 U
71=0

(49) 1 Z(fW-/(am) [> * 3™.

??????? 5.19 ? ??????????? (49) ??????????, ??? ??????? /
?? ??????????????? ? ????? ?, ??? ??? am<x<pm ? ß™ — am—>0
??? ?—> ??.

????????????? ??????????? ????????? ???????

? ??????? 3.6 ?? ??????, ??? ?????? ????????????
?????????????????? ??????????? ????? ???????? ??????????

?????????????????????. ????????? ??????: ????? ?? ???-???? ????????
??? ??????????????????? ???????? ????? ???????? ???? ??????,
?? ????????? ??? ???? ??????????????.

7.19. ???????????. ????? {fn} — ??????????????????
???????, ???????????? ?? ????????? ?.
?? ????? ????????, ??? ?????????????????? {fn} ?????????
?????????? ?? ?, ???? ?????????????????? {fn(x)} ?????????? ???
?????? ???, t. ?. ???? ?????????? ?????????????? ??????? f,
???????????? ?? ? ? ?????, ???

\fn(x)\«p(x) (x£E, ?---1, 2, 3, ...).

?? ???????, ??? ?????????????????? {fn} ??????????
?????????? ?? ????????? ?, ???? ?????????? ????? ?, ?????, ???

\fn(x)\<M (*££> ?=1. 2> 3, ...)·

???? ?????????????????? {fn} ????????? ?????????? ??
????????? ?, ? ?? — ??????? ???????????? ????????? ?, ?? ??????
????? ????? ????????????????????? {fnA, ???>?, ??? ?????????-
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????????? {fnk (?)} ????? ????????? ??? ?????? ? ? ??. ??? ?????
??????? ? ??????? ????????????? ????????, ??????? ????????????
???? ??? ?????????????? ??????? 7.23.
?????? ???? ? ??? ??????, ????? {fn} — ??????????
???????????? ?????????????????? ??????????? ??????? ?? ??????????
????????? ?, ?? ??????????? ?????????? ?????????????????????,
?????????? ????????? ?? ?. ? ?????????? ???? ??????? ???? ??
?????????????? ???????? ??? ? ??????? ???????, ????????
?? ??????????? ? ????????? ??????, ?? ??????????????
??????????? ?????? ???????, ???? ????????? ?? ??????? ?? ??. 10.

7.20. ??????. ?????

/Vi(*)=-sin/ue (0<?:<2?, /? = 1. 2, 3, ...).

????????, ??? ?????????? ?????? ????????????
?????????????????? {??), ?????, ??? ?????????????????? {$>\x\nkx} ???????? ???
?????? ??[0, 2p). ? ???? ?????? ?? ???????

lim(sin^x—sin nk+ix) = 0 (0<?:<2p);
fe->co

??????,

(50) lim(sin n^x—sinnk+ix)2 = 0 (0<?:<:2p).

?? ??????? ?????? ?? ?????????????? ??????????? ??????????
??????????????????? (??????? 10.32), ?? (50) ????????? ??, ???

(51) lim \ (smnkx—sinnk+ix)2 dx = 0.
fe->oo ?

?????? ??????? ?????????? ????
2?

(sin nkx—sin nk+ix)2 dx = 2p,

??? ???????????? ????????? (51).
?????? ?????? ?????: ?????? ?? ??????????
?????????????????? ???????? ?????????? ?????????? ??????????????????????
????????? ??? ?????? ??????????, ??? ??? ?? ???????????
????? ????? ???? ? ??? ??????, ????? ??????????????????

(??????????? ???????) ?????????? ?? ?????????? ????????? ?
?????????? ?????????? ?? ???. (?????? 7.6 ??????????, ???
?????????????????? ???????????? ??????? ????? ???? ??????????,
?? ?????? ?????????? ????????????; ?? ?????????? ????????, ???
??????????? ?????????? ?????????????????? ????????????

??????? ?????? ?? ????? ?? ??????????? ??????????????.)
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7.21. ??????. ?????

? = *+*-??)* (0<*<1, ?=1, 2, 3, ...)·
????? | /„ (?;) | < 1, ??? ??? ?????????????????? {/„} ??????????
?????????? ?? [0, 1]. ????? ????,

Iim/„(*) = 0 (0<?:<1),
?->??

/»(4) = 1 (? = 1, 2, 3, ...),

??? ??? ??????? ????????????????????? ?? ???????? ??????????

?? [0, 1].

? ???? ????? ??? ??????????? ??????? ??????????????
?????????????. ??? ???? ? ????????? ???????????.

7.22. ???????????. ????????? Jf ??????? /,
???????????? ?? ???????????? ? ???????????? ???????????? X, ??????????
????????????? ??????????? ?? ?, ???? ??? ?????? e>0
?????????? ?>0, ?????, ??? \f(x) — f(y)\ <e, ????? d(x, ?/)<d, ???,
? ? ?, a /GjF'· ????? d ?????????? ?????????? ? X.
????, ??? ?????? ???????, ???????? ? ?????? ?????????????
???????????? ?????????, ?????????? ??????????.
?????????????????? {fn} ? ??????? 7.21 ?? ????????
????????????? ???????????.
?????????????? ????????????? ? ??????????? ??????????
??????????? ??????? ????? ??????? ???? ? ??????.

7.23. ???????. ????? ? —?????????? ?????????.
(a) ???? {fn} — ?????????? ?????????? ??????????????????
???????, ??????????? ?? ?, ?? {fn} ????????????? ??????????
?? ?.

(b) ???? {fn} ????????? ?????????? ? ????????????? ??????????
?? ?, ?? {fn} ???????? ?????????? ??????????
????????????????????? ? ?????????? ?????????? ?? ?-

??????????????. ????? e>0, ? ????? ?????????
????????????? (?). ????? ?????????? ????? N ? d>0, ?????, ???

(52) \fn(x)-fN(x)\<-j (?^?, ?>?)

(53) \?(?)-?(?)\<\ (KKN; d(x,y)<6).
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? (53) ?? ??????????????? ??? ??????, ??? ???????????
??????? ?????????? ?????????? ?? ?????????? ??????????.
???? ? g ?, ? ?. ?, d(x,y)<.6 ? n>N, ??

I ? (?) -fn(y)\<\ fn (?) - fN (x) l+l fN (x) ~ fN (?) l+l fN (?) - fn {?) ? e.

????????? ??????????? ? ??????????? (53) ??????????, ???
??????????? (?) ???????????.
??????? ?????? ??????????? (?). ?? ??????????? ????????,
?? ????? ????????????, ??? ??????? ? ???????? ???????????
????? ?????.

??????? ??????? ? ? ??????? ???????????? ?, ?????, ??? ?
?????? ? ? (?. ?. ?????, ??? ? ????????? ? ??????????
????????? ?).
????? ????????? ? ????????????? ?????? ????????? ?, ?????
?????????? ????????? ???????. ????? J(x, r) — ????????? ????
????? ? 6/?, ??? ??????? d (?, ?) < ?. ?? ???????????? ????????? ?
???????, ??? ??? ?????? ?>0 ??? ???????? ????? ?? ???,
??????, J(xi,r), ..., J{??, ?) ????????? ?- ??????? ?=1,
1/2, 1/3, ..., ?? ???????? ??????? ???? ???????????? ?-
(??????????? ???? ??. ? ?????????? 11 ? ??. 2.) ???? ???????
?? ????? ?? ??????? ????????? ???? ??????? ????, ?? ??????????
????? ??????? ??????? ????????? ???????? ??????? ? ?.
????? {Xi}, ? = 1, 2, 3, ..., —????? ????????? ?,
????????????? ? ??????????????????.

????? ???? ??? ?????????????????? {fn{X\)} ??????????,
?????????? ?????????????????????, ??????? ?? ????????? ?????
{/?,a}» ?????, ??? ?????????????????? {f\,k{X\)} ???????? ???
k -> ??.

?????????? ?????? ?????????????????? Su S2, S3, ..., ???????
????? ??????????? ? ???????

*->1 '· /1,1, /1,2» /1,3» /1,4» · · ·

<->2 : /2,1» /2,2» /2,3» /2,4» · · ·

^3 '· /?,1» /3,2» /3,3» /3,4» · · ·

????? ??? ???????? ?????????? ??????????:
(a) Sn — (???????????) ?????????????????????

?????????????????? Sn-i ??? ? = 2, 3, 4, ....
(ß) {/„, k (??)} ???????? ??? & ->· ?? (??????????????

?????????????????? {fn} ????????? ??????? Sn ? ????? ?????????);
(?) ???????, ? ??????? ???????????? ???????, ???? ? ??? ??
?? ???? ???????????????????, ?. ?. ???? ???? ?? ???????
???????????? ?????? ? Sb ?? ??? ??? ?? ??????????? ?? ???? Sn
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?? ??? ???, ???? ???? ?? ???? ??????? ?? ?????????????. ?????

???????, ???????????? ?? ?????-?????? ?????? ??????? ?

????????? ?????? ????, ??????? ????? ????????????? ?????, ??

??????? ?? ???????????? ??????.

?????? ?? ????????? ?? ????????? ????? ???????, ?. ?.

?????????? ??????????????????

(54) 5:/1?1, /2,2> /?,?> /4,4··· ·

???????? (?) ?????????????????? S (?? ???????????, ????????,
?????? ? — 1 ??????) — ?????????????????????
?????????????????? Sn ??? /i= 1, 2, 3, ... . ??????, ?? (ß) ???????, ???
?????????????????? {fn,n{Xi)} ???????? ??? ?—>?? ??? ?????? Xi£E.
????? e>0. ????? ???? ??? ?????????????????? {fn}
????????????? ??????????, ?????????? ????? d>0, ?????, ???
?? d (?, ?) < d ???????, ???

\fn(x)-fn(y)\<-j (/1 = 1,2,3, ...)·

????? J (?, d) ????? ??? ?? ?????, ??? ? ?????? ??????????????.
?????????? ???????? ????? ????? ??9 ...,?? ????????? ?,
?????, ???

KczJ(xu 6)U...UJ4*p. d),

??? ??? ? ?????? ? /?, ? ? ?????????. ??????? N ???, ?????

lfn,n(Xi) — fm,m(Xi)\<-J (l" = b --.?),
???? n>N, m>N.

????? ??? ????? ??? ?????????? ????? ?? ?????, ???

l<i<p ? x£J(xt,6); ??????? ?? n>N, m>N ???????, ???

| fn, n (x) — fm, ?(?)\<\ fn, n {x)~fn, ? (*|) \ + \fn,n (*i) — /??, ?? (*f) | +

+ | /??, ?? (Xi) — /??, ?? (x) I ^y + y + y"8·

????? ???????, ?????????????????? {fn,n} ????????
?????????? ?? ?-
????? ???????? ??????????? ??????????????

?????????????????? {fn} ?? ????????? /?, ???????

(55) <p(*) = sup|M*)l (/1=1,2,3,...)·

????? e>0, ??????? d>0 ?????, ????? ?? ???????????
d (?, ?) < d ?????????

\fn(x)—fn(y)\<*(n-1,2,3, ...).

??????????? ??? ????? ? ? ?. ?? ???????????

\fn(y)\<\fn(x)\ + *
12 ?. ?????
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???????, ???

(56) f(#?f(*? e,

? ?? ???????????

??*)?<????? + *.

(57) f(*?f(?? + e.

? ???? (56) ? (57),
?f(#)-f??<e>

???? ?????? d (?, #)<d, ??? ??? f—???????, ??????????? ?? ?-
??????? f ??????????, ??? ??? /(" — ?????????? ?????????.
??????? ????????.

??????? ????? — ????????????

7.24. ???????. ???? f— ??????????? ??????????? ???????
?? [?, ?], ?? ?????????? ????? ??????????????????
??????????? ??, ???

limPn(x) = f(x)
?-+??

?????????? ?? [?, 6]. ???? ??????? f ???????????, ?? ?
?????????? ?? ????? ??????? ?????????????.
?????? ? ????? ????? ??? ??????? ???? ?????????????
??????? ?????????????.

??????????????. ?? ??????????? ????????, ?? ?????
???????, ??? [?, ?] = [0, 1]. ????? ??????? ?????, ??? / (0) =- / (1) = 0.
?????????????, ???? ??????? ???????? ??? ????? ??????, ??

g(x) = f(x)-f(0)-xlf(l)-f? (0<*<1).

????? g(0) = g(l) = 0, ? ???? g ??????????? ? ???? ???????
?????????? ?????????? ?????????????????? ???????????, ??
?????? ? f, ??? ??? / — g—?????????. ????? ???????, ???/(?) = 0
??? ???????? [0, 1]. ????? ??????? / ?????????? ??????????
?? ???? ???????????? ??????.

(58) Qn(x) = Cn(l-x*)n (/1=1,2,3, ...),

??? ?? ??????? ???, ???

(59) J Qn(x)dx=l (/i=lf2,3, ...)-
-?
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??? ????? ????????? ???????? ? ??????? ???????? ??. ?????
???? ???

1 1 \/Vn

\ (l-x2)ndx = 2 J (1— x2)ndx>2 J (l-*2)nd*>
-10 0

1/Vn

>2 V (i-nx*)dx = -lr>-^,3 ? ?? ?
0

?? (59) ???????, ???

(60) ?? < ? ?.

??????????? (1 — ?2)?> 1 — ??2, ??????? ?? ???????????????
????, ????? ???????????. ??? ????? ????? ??????????? ???????

(1— ?*)?-1 + ??\

??????? ????? ???? ??? ? = 0 ? ????? ?????????????
??????????? ? (0,1).
??? ????? ?>0 ?? (60) ???????, ???

(61) Qn(x)<VH(l-&)n (d<|*|<1),

??? ??? Qn—>0 ?????????? ? ???????? ?<|?:|^1.
??????? ??????

(62) ??(?)=\ f(x + t)Qn(t)dt (0<?<1).
-1

???? ????????????? ? ??????? / ?????????? (? ???????
??????? ?????? ??????????), ???

1-? 1

??(?)= J f(x + t)Qn(t)dt=\f(t)Qn(t-x)dt,
-? 0

? ????????? ????????, ????????, ???? ????????? ?? ?. ?????
???????, {??} — ?????????????????? ???????????, ??????
????????????, ???? ??????????? ??????? /. ????? e>0, ???????
d > 0 ???, ????? ?? | ? — ? | < ? ?????????

\f(y)-f(x)\<i·
12*
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????? M = sup | f (?) |. ????????? (59), (61) ? ??? ????, ???
Qn(x)>0, ?? ?????, ??? ??? 0<?:<1

1

-1 -?

1 1

???(*)-/(*)? = | I lf(x + t)-f(x)]Qn(t)dt

<J \f(x + t)-f(x)\Qn(t)dt<
-1

-d 1

<2? J Qn(t)dt + ± jj Qn(t)dt + 2M J Qn(t)dt<
-1 -6

<4AiV^(l — d2)?+|-<e

??? ???? ?????????? ??????? ?. ??????? ????????.
??????????? ????????? ??????? ??????? Qn ??? ??????????
???????? ?. ??????? ???, ??? ??????????? ?????????????
??????? / ???? ??? ????? ??? ?????????????? ???????????
?????????? ?????????????????? {??}-
??? ?????????????? ??????? 7.30 ??? ?? ???????????
??????? 7.24 ? ?????? ??????, ? ??????????? ?????? ???? ??
??????? ??????, ??????? ?? ???????????? ? ???? ?????????.

7.25. ?????????. ??? ?????? ???????? [—?, ?]
?????????? ?????????????????? ???????????? ??????????? ??, ?????,
??? ??(?) = 0 ?

\\???(?) = \?\
?-??

?????????? ?? [—?, ?].

??????????????. ?? ??????? 7.24 ??????????

?????????????????? {??} ???????????? ???????????, ?????????? ? | ? |
?????????? ?? [—?, ?]. ? ?????????, ?£(0)—>0 ??? ?—>??.

??(?) = ???)-??(0)(/1=1,2,3, ...)

???????? ??????? ??????????.

?????? ?? ??????? ?? ???????? ???????????, ?? ???????
???????? ??????? ????????????.

7.26. ???????????. ???????????? «# ???????????

???????, ???????????? ?? ????????? ?, ?????????? ????????, ????

(0 f + g£&> (") /&€<#» ? (iii) cf£fr ??? ???? /??-, g£fr
? ???? ??????????? ?????????? ?. ????? ???????, ????????? «#-

???????? ???????????? ????????, ????????? ? ?????????
?? ???????.
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?? ????? ????????????? ????? ??????? ????????????
???????; ? ???? ?????? ? (Hi) ???? ????, ???????, ?? ?????????
???? ?? ???????????? ?.

????????? <#- ???????, ?????????? ??? ?????????, ??? /£«#-,
???? ???& (?= 1, 2, 3, ...) ? fn—>f ?????????? ?? ?,
?????????? ?????????? ?????????.

????? ^—????????? ???? ???????, ??????? ??????
????????? ?????????? ?????????? ?? ????????? ?
??????????????????? ????????? ????????? <#. ????? $ ?????????? ???????????
?????????? ????????? <#-.

????????, ????????? ???? ??????????? —???????, ? ???????
???????????? ????? ?????????????? ???: ????????? ????
???????, ??????????? ?? [?, ?], ???? ??????????? ?????????
????????? ???? ??????????? ?? [?, ?].

7.27. ???????. ????? $ — ??????????? ????????? ??????? ,#,
????????? ?? ???????????? ???????. ????? 38 — ??????????
????????? ???????.

??????????????. ???? f£38 ? g£$, ?? ??????????
?????????? ?????????? ?????????????????? {fn}, {gn}, ?????, ???
fn —>/, gn—>g ? fn(z&i gn(z&· ????????? ???, ??? ?? ?????
???? ? ????????????? ?????????, ????? ????????, ???

fn + gn -» f + g> fngn -> fg, Cfn -> Cf,

??? ? — ????? ??????????, ?????? ?????????? ?????????? ?? ????
???? ???????.

??????, f + g£$, fg(z$ ? cfd$t, ??? ??? ^ — ???????.
????? {fn} — ?????????? ?????????? ??????????????????
????????? ??????? $. ?????????? ??????? gn£&, ?????, ???

\fn(x)-gn(x)\<^.
???? fn —>f ??????????, ?? ????, ??? ? gn—>f ??????????, ???
??? / ? $ ? J? ?????????? ????????.

7.28. ???????????. ????? <#- —????????? ???????,
???????????? ?? ????????? ?. ????? ???????, ??? & ?????????
????? ????????? ?, ???? ??? ?????? ???? ????????? ?????
?^?2£? ???????? ??????? /£«#, ?????, ??? / (xt) F f (?2).
???? ??? ?????? ????? ??? ???????? ??????? g£&, ?????,

??? g(x)¥=0, ?? ?? ????? ????????, ??? ??????? & ?? ????????
?? ? ????? ????? ????????? ?.

??????? ???? ??????????? ?? ????? ??????????, ????????,
???????? ????? ?????????? ?? R1. ???????? ???????, ??
??????????? ?????, ?????? ????????? ???? ?????? ???????????,
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???????????????, ??????, ?? [ — 1,1], ??? ??? / (— x) = f (?)
??? ?????? ?????? ??????? /.
????????? ??????? ???????????? ??? ???????.

7.29. ???????. ????? & —??????? ??????? ??
????????? ?, & ????????? ????? ? ?? ???????? ?? ? ????? ?????
????????? ?. ????? ?? ?2 — ????????? ????? ????????? ?
? ci9 c2— ?????????? (????????????, ???? & —????????????
???????). ????? & ???????? ??????? /\ ?????, ???

/(*l) = Cl> f(X2) = C2.

??????????????. ???? ????????????? ??????????, ??? &
???????? ??????? g ? /?, ?????, ??? g(??) Fg(?2) ? ?(?1)??.

u = g + lh,

??? ? —??????????, ????????? ????????? ???????: ???? g(xl)=^=0,
?? ? = 0; ???? g(xi) = 0, ?? g(x2)=^L0, ? ?????????? ????? ? F ?,
?????, ???

X[h(xl)^h(x2)]=^g(x2).

????? ? £ «#- ? ??? ????? ? ??????????, ??? ? (xj F ? (?2)
? ? (??) F 0. ????

a = ?2 (Xi) — ? (??) ? (?2),

?? ???; ????

/j = a-1 [?2 — ? (?2) ?],

?? f^tf-, /1(x1)=l, h(xj = 0.
???????? ?? ??????? ?? ????????, ??? ?????????? ???????

f2£&, ?????, ??? f2(Xi) = 0, /2(^?)= 1- ????? ??????? f = cifi +
+ c2f2 ???????? ??????? ??????????.
?????? ?? ??????? ??????? ?????, ?????????? ???????
????????????.

7.30. ???????. ????? & — ??????? ????????????
??????????? ??????? ?? ?????????? ????????? ?. ???? &
????????? ????? ????????? ? ? ?? ???????? ?? ? ????? ?????

????????? ?, ??? ??????????? ????????? $ ??????? & ????????
??? ???????, ??????????? ?? ?-
?? ???????? ?????????????? ?? ?????? ????.
?????? ???. ???? f£$, ?? |/|£4?.

??????????????. ?????

(63) a = sup|/(*)| (*€/C),
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? ????? ?????? ????? e >0. ???????? ????????? 7.25, ??????????
???????????? ????? ?1? ...,?„, ?????, ???

(64) | 2?#*-?|<? (-a<?/<a).
i=i

??????? g^S^i/1 ?????? ? ?????? ????????? ^, ??? ???
1

^ — ???????. ???????? (63) ? (64), ?? ?????

1?(*)?/(*)?<? (*€*)·

????????? ??????? J* ?????????? ????????, ?? ??????
???????, ??? |/|£.#.

?????? ???. ???? f ?$ ? g^38, ?? max (/, g) £ 9S ?
min(/, g)£#.

??? ???? /? = max (/, g) ????????, ???

? /(*). ???? f(x) >g(x),

\g(*). ???? f (*)<S?"»

mm (/» g) ???????????? ??????????.

??????????????. ???? ??????????? ??????? ??
??????????? ?? ?????? ???? ? ?? ????????

mln(f,g) = f±S-U=&.

??????????, ???? ????????? ????? ?? ????????
?????????????? ?? ????? ???????? ????????? ???????: ???? fl9 ..., /??^,
?? max (fu ..., fn) ? 9? ? min (ft, ..., fn) ? #.
?????? ???. ????? ?????? ???????????? ??????? /,
??????????? ?? ?, ????? ? £ ? ? e>0. ????? ???????? ???????
gx£$> ?????, ??? gx(x) = f(x) ?

(65) g*(t)>f(t)-* (t£K).

??????????????. ????????? & a §? ? & ?????????????
???????? ??????? 7.29, ?? ? f ????????????? ???? ????????.
??????, ??? ?????? ? £? ????? ????? ??????? hy £ ??, ?????, ???

(66) ?*) ==/(*). hy(y) = f(y).

? ???? ????????????? ??????? hy, ?????????? ????????
????????? Jy, ?????????? ????? ? ? ?????, ???

(67) ?*) >/(*)-* ???,)-
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????? ???? ??? /? —???????, ??????? ???????? ?????????
????? ?? ..., ??, ?????, ???

(68) K^J^[}...[}Jyn.

gx = max(hyi, ..., hyn).

???????? ?????????????? ?? ?????? ????, gx£$, ? ??
??????????? (66) —(68) ???????, ??? gx ???????? ? ??????????
??????? ??????????.

????????? ???. ????? ?????? ???????????? ??????? f,
??????????? ?? ?, ? e>0. ?????????? ??????? h£$, ?????, ???

(69) \h(x)-f(x)\<s (x£K).

??? ??????????? ??????????? ??????????? ???????, ??? ??? ??
?????????? ????????.

??????????????. ?????????? ??????? gx, ???????????
?? ??????? ???? ??? ??????? ?£?. ? ???? ?????????????
??????? gx, ?????????? ???????? ????????? Vx, ?????????? ?
? ?????, ???

(70) gx(t)<f(t) + * (t£Vx).

????? ???? ??? ? ?????????, ?????????? ???????? ?????????
????? ?? ..., ??, ?????, ???

(71) KczVXl[j...[jVXm.

??????? h = m\n(gXl, . ..,gx ). ??? ???? ??????????? ??

?????? ????, htiffly ? ?? (65) ???????, ???

(72) ? (*)>/(*)-* (teK).

? ?????? ???????, ?? (70) ? (71) ???????, ???

(73) h(t)<f(i) + s (?£?).

?? (72) ? (73) ???????? (69).
??????? 7.30 ?? ????? ??? ???????????? ???????????
??????. ??????????? ??? ? ?????????? 21. ??????
??????????? ??????? ???????? ?????? ???? ? ??? ??????????? ??????,
???? ?? <# ???????? ??? ???? ???????, ? ?????? ????
???????????, ????? «#- ???? ???????????????. ??? ????????, ??? ???

????? ??????? /£«#- ??????????-??????????? ? ??? ??????? /

???? ??????????? <#; ??????? / ???????????? ??????????

j(x)=m-



??????? ?????—????????????185

7.31. ???????. ????? & — ??????????????? ???????
??????????? ??????????? ??????? ?? ?????????? ????????? /?. ????? &
????????? ????? ????????? ? ? ?? ???????? ?? ? ????? ?????
????????? /?. ????? ??????????? ????????? 38 ??????? «#-
???????? ??? ??????????? ??????????? ?? ? ???????.

??????????????. ????? &R — ????????? ????
???????????? ??????? ?? /?, ????????????? ??????? «#. ???? /£<#

? f = u + iv, ??? ?, ? — ???????????, ?? 2u = f + f, ? ??? ???
«# — ??????????????? ???????, ?? u£&R. ???? ?^???, ??
?????????? / £ «#, ?????, ??? / {??) = 1, / (?2) = 0; ??????, 0 = ? (?2) f
??(?1) = 1, ?????? ???????, ??? &R ????????? ????? ????????? ?.
???? ? ? ?, ?? g(x)=^=0 ??? ????????? ££«#- ? ???????
??????????? ????? ?, ?????, ??? kg(x)>0; ???? f = ?g, f = u + w,
?? ?????? ???????, ??? ? (?) > 0; ??????, &R ?? ????????
?? ? ????? ????? ????????? ?-

????? ???????, &R ????????????? ???????? ??????? 7.30.
?????????????, ?????? ???????????? ??????????? ?? ?
??????? ??????????? ???????????? ????????? ??????? <#?, ?. ?.
??????????? $. ???? / — ??????????? ??????????? ?? ?
???????, f = u + iu, ?? ?£$, ??$, ??????, ? f£$. ??????????????
?????????.

7.32. ?????????. ????? % (?) ?????????? ????????? ????
???????????? ??????????? ??????? ?? ??????????
???????????? ?- ????????? ????? ??????? /?^(?) ??????????

(74) ||/||=sup|/(*)|.

?? ??????? 4.15 ||/||<?? ??? ?????? /£*&(/(). ????????,
??? || /|| = 0 ?????? ?????, ????? f(x) = 0 ??? ???? ? ? ?, t. ?.
/ = 0, ? ???????? ?????????, ???

?/+£|?? + 1|£[|(/,*?€«(*)).

??????, ???? ?????????? ?????????? ????? / ? g ??? ||/ — g||,
?? ??????? 2.17 ??? ?????????? ???????????.
????????? ??? ???????, ?? ????? ?????????? ??????
???????? ?????????, ????????? ?????????, ?????????? ?????,

?????????? ?????????????????? ? ?. ?. ? ??(/(). ?????????? ? ? (?)
?????????? ???, ??? ?????????????????? {fn} ???????? ? / ?????
? ?????? ?????, ????? {fn} ???????? ? / ?????????? ?? /?;
{fn} — ?????????????????? ???? ? % (?) ????? ? ?????? ?????,
????? {fn} ???????? ?????????? ?? /?. ??????, ?? ??????? 7.12
???????, ??? % (?) —- ?????? ??????????? ????????????.
????????? ???????????? ???????????? %(?) — ??? ? ????????
?? ????? ?????????, ??????? ? ??????????? 7.26 ???? ???????
?????????? ??????????.



186 ??. 7. ?????????????????? ? ???? ???????

?????? ?????????? ???????????? ? <&(/() — ??? ??????????
???????????? ????????????? ??????????? ????????? ???????.
???????, ????????? ??????? ?????????? ?????????????
????????????? ???????????? ????????? ??????? ?? %>(?) ???? ??????????
???????????? ???????????? ?£(?). ??? ???????????, ??
????????, — ???????????????? ??????? 7.23.
??????? 7.30 (??????? ????? — ????????????) ????? ????
????????????????? ???: ???? & —?????????? ? % (?), ???????????
????? ????????? ? ? ?? ?????????? ?? ? ????? ?????
????????? ?, ?? ??????? «#- ?????? ? ???????????? % (?).
??? ??? ????????? ????????? ????? ? ? ???????????? ????
??????????? ???????, ??????????? ?? /?; ?? ?????? ? ????????
??????? ????? —???????????? ????? ????????
?????????????????.

1. ????????, ??? ?????? ?????????? ??????????
?????????????????? ???????????? ??????? ?????????? ??????????.
2. ????? ?????????????????? {fn} ? {gn} ???????? ??????????

?? ?. ????????, ??? ?????????????????? {fn + gn} ????????
?????????? ?? ?. ?????, ????? ????, {fn} ? {gn} —
?????????????????? ???????????? ???????. ????????, ???
?????????????????? {fngn} ???????? ?????????? ?? ?.
3. ????????? ?????????????????? {fn}, {gn}, ??????? ????????

?????????? ?? ?, ?? {fngn} ?? ???????? ?????????? ?? ?
(??????????, {fngn} ???????? ?? ?).
4. ?????????? ???

?=1

??? ????? ????????? ? ???? ??? ???????? ?????????? ?? ?????
????????? ?? ???????? ??????????? ?? ????? ????????? ??
????????? ???? ?????????? ??????????? ?????????? ?? ??????? /
? ??? ??????, ? ??????? ??? ????????? ?????????? ?? /?
5. ?????

0 (*<^??) -
sin2—(—j—?<?:< — j ,?*> = ? \ ?+ 1 ^ ^ ? J

0 (t<*1
????????, ??? ?????????????????? {/?} ???????? ? ???????????
???????, ?? ????????????. ??????????????? ????? 2 fn ??? ????-
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?????????? ????, ??? ?????????? ?????????? (???? ???? ???
????? ????? ??? ???? ?) ?? ?????? ?? ????? ???????????
??????????.

6. ????????, ??? ???

???????? ?????????? ?? ?????? ???????????? ????????, ??

?? ???????? ????????? ?? ??? ????? ???????? ?.
7. ???????

fn W = i + "*2 '

??? /? = 1, 2, 3, ..., ? — ???????????? ?????. ????????, ???

?????????????????? {fn} ???????? ?????????? ? ??????? / ? ???

/' (x) = \imfn(x)
71-* ??

?????, ???? ? F ?, ? ???????, ???? ? = 0.
8. ?????

/(X) = |l (*>0).
????? {??} — ?????????????????? ??????? ????????? ?????

????????? (?, ?), ? ????? ??? 2 I cn | ????????. ????????, ??? ???

/(*)= S ??1(? — ??) (a<?<&)
?=1

???????? ??????????, ??? ??????? / ?????????? ??? ????? ????
? ??? f — ??????? ???????????? ????????.
9. ????? {gn}—?????????????????? ??????? ????????????
???????? ?? ???????? [?, 6], ?????????? ????????? ?????????: ???
?????? e>0 ?????????? ????? ????? ?/, ??? ?? ?????????? ?> ?, ?> ?/
??????? ??????????? V {gn — gm)< e· ????????, ??? ??????????
??????? g, ??????? ???????????? ???????? ?? [?, ?] ? ?????,
??? V(gn — g)-+0 ??? ?-+??.
10. ????? ??????? / ?????????? ?? [?, ?], ? ????? {?'??} —
??????????????????, ??? ???????

(a) V(gn)<M (/1=1,2,3, ...),

(b) Umgn(x) = g(x) (a<?<6).
?->??



188 ??. 7. ?????????????????? ? ???? ???????

????????, ???

lim \fdgn=[fdg.
n-??? ?«J

???????, ??? ????????????? ????? ?????? ?????????????
??????? 7.16.

????????. ??????? ????????, ??? V(g)^M. ?????, ???
?????? ????????? ? : ? = ?0 < ?? < ... < ?? = ? ?????

lfdg-lfdgn\<%\ J lf(x)-f(*t)\dg(x)
?=1 ??-_.

m

+

+ S I / (*0 I I ? (*l) — £ (*»-i) - Sn (Xi) + gn (Xi-l) I +
i=l

?????? ? ?????? ????? ????? ???? ??????? ????? ??????
?????? ?? ???? ?????? µ (?) ? ????????????? ??????? /.
???????? ?, ????????, ??? ?????? ????? ????????? ? ???? ??? ?-> ??.
11. ???? ??????? / ?????????? ?? [0, 1] ? ????

[ f(x)xndx = 0 (/? = 0, 1, 2, ...),

?? f(x) = 0 ?? [0, 1].

????????. ???????? ?? ???????????? ??????? / ?? ?????
????????? ????? ????. ??????????????? ???????? ????????????

? ????????, ??? \ /2 (?) dx = 0.

12. ????, ????????, f(ji) = jc-yH g(x) = x — x2, ??

(75) $/(*)lg(*)]nd* = 0 (/? = 0, 1,2, ...)·
??? ????? ??????? g ?? ??????? (75) ???????, ??? f(x) = 0

??? ???? ?£[0, 1], ???? ??????? ??????, ??? / — ???????????
13. ????? {fn}, {gvj — ?????????????????? ???????,
???????????? ?? ?, ?

(?) ??????? ????? ???? 2 /? ?????????? ??????????;
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F) gVi-^O ?????????? ?? ?\
(?) gi (?) > g2 (?) > gs (x) > · - - ??? ????? ? ? ?.

????? ??? 2 fngn ???????? ?????????? ?? ?.

????????. ???????? ? ???????? 3.42.
14. ????? {fn} — ?????????? ???????????? ??????????????????
???????, ????????????? ?? ?????? ?? [?, ?]. ???????

X

Fn(x)=lfn(t)dt (a<?<6).

????????, ??? ?????????? ????????????????????? Fn , ??????????

?????????? ?? [?, 6].
15. ????? {fn} — ?????????????????? ??????????? ???????,
?????????? ?????????? ?? ????????? ? ? ??????? /. ????????,

lim fn(xn) = f(x)
7l->00

??? ?????? ?????????????????? ????? ??£?, ?????, ???
??-^?, ?????^?. ????? ?? ?????????
16. ????? (?) ?????????? ??????? ????? ????????????? ????? ?
(??. ??????????? ? ?????????? 2 ? ??. 4). ?????????? ???????

/(*) = 2 ^^~ (*—??1?????????? ?????).

????? ??? ????? ??????? ??????? / ? ????????, ??? ?????????
????? ????? ?????? ? ????? ??????. ????????, ??? (??? ?? ?????)
??????? / ???????????? ?? ?????? ?? ?????? ????????????
????????.

17. ????? {fn} — ?????????????????? ???????, ??????????
?? [?, 6], ? ????? {fn} ????????? ???????? ? ??????? /,
??????????? ?? [?, ?]. ????????, ??? ?????????? ?????????? ?? [?, 6[.
18. ????? {fn} — ????????????? ??????????? ??????????????????
??????? ?? ?????????? ????????? ?, ? ????? {fn} ????????
????????? ?? ?. ????????, ??? ?????????????????? {fn} ????????
?????????? ?? /?.
19. ???????? ??????????? ? %(?), ????????????????

? ?. 7.32.

20. ?????????? ??????? ??????????? ?????????? ?
?????????????? ????????????? ??? ??????????? ? ????? ???????????
????????????. ????????, ??? ??????? 7.9 ? 7.12 ????? ???
??????????? ? ????? ??????????? ????????????, ??? ???????
7.8 ? 7.11 ????? ??? ??????????? ? ????? ?????? ???????????



190 ??. 7. ?????????????????? ? ???? ???????

???????????? ? ??? ??????? 7.10, 7.14, 7.17 ? 7.23 ????? ???

??????????????? ???????, ?. ?. ??? ??????????? ? ????? Rh.
21. ????? ?— ????????? ?????????? ?? ???????????

????????? (?. ?. ????????? ???? ?, ?????, ??? |z| = l), ? ?????
<# — ??????? ???? ??????? ????

N

f(eiQ) = 2 cneinQ (? ???????????).
71=0

????? & ????????? ????? ????????? ? ? ?? ???????? ?? ? ?????
????? ????????? /?, ?? ??? ?? ????? ?????????? ???????????
?? ? ???????, ?? ???????????? ? ??????????? ?????????
??????? <#.

????????. ??? ????? ??????? /6<#

J f(eiQ)einQdQ = 0, /?=1,2, ...,

? ??? ???????? ?????? ??? ?????? /, ????????????? ?????????
??????? <#.
22. ????? f —??????????? ???????????? ????????????
???????, ???????????? ? ??????, ?????????? ????????????? 0<?:<1,
— ?? < ?<. ??. ????????, ??? ?????? ? ?????????? ???????

?' = <?(?,?), ?(0) = ?

????? ???????. [???????, ??? ??????? ???? ???????
????????????? ????? ??????????????, ??? ??????? ??????????????? ???????
?????????????? (??. ?????????? 17 ??. 5).]

????????. ??????????? ?. ??????? Xi = i/n, i = 0, ..., ?.
????? fn — ??????????? ??????? ?? [0, 1], ?????, ??? fn(0) = cf

fn (t) = f (**, fn (**))» ???? ?? < t < **+?>

? ???????

??(0 = ?0-f(^?*)).

?? ??????????? ????? ?%, ??? An(t) = 0. ?????
X

fn(x) = c+^ [<p(t,fn(t)) + bn(t)]dt.

??????????????? ???????? 7.23 ??? ?????????????? ???????????
?? [0, 1] ?????????? ????????? ?????????????????????
?????????????????? {fn} ? ??????? /, ??????????????? ?????????????
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f(x) = c+ 5 f(?, f{t))dt (0<*<1).

??? ??????? / ? ???? ??????? ?????? ??????.
23. ???????? ??????????? ??????? ????????????? ??? ??????
? ?????????? ???????

?' = ?(*. ?). ?(0) = ?,

??? ?????? ?£/?\ ?£#\ ? f —??????????? ????????????
??????????? ????? ???????????? Rk+1, ?????????? ????????? 0<?:<1,
?£/?\ ? ???????????? Rk. (???????? ? ??????????? 18 ??. 5.)

????????. ??????????????? «???????????????» ?????????
??????? 7.23.



????? Q

?????????? ???????? ?? ?????? ?????

????????? ????

? ???? ??????? ?? ?????? ????????? ???????? ???????,
???????????? ? ???? ????? ?????????? ????, ?. ?. ???????

(1) ?(?)=S????
71=0

???, ????? ????,

(2) ?(?)=S??(?-a)?.

????? ??????? ?????????? ??????????????.
?? ??????????? ????????????? ?????????? ?. ??????? ??????
?????? ?????????? (??. ??????? 3.39) ?? ????? ????? ????
? ???????????? ??????????.

???? ??? (1) ???????? ??? ???? ? ?? ????????? ( — R, R) ???
?????????? /?>0 (R ????? ????????? +??), ?? ?? ?????
????????, ??? ??????? f ??????????? ? ????????? ??? ? ???????????
????? ? = 0. ??????????, ???? ??? (2) ???????? ??? \? — a\<.R,
?? ???????, ??? / ??????????? ? ????????? ??? ? ???????????
????? ? = ?. ??? ???????? ?? ????? ????? ???????? ? = 0,
?? ??????????? ????????.

8.1. ???????. ????? ???

(3) S ????
?=0

???????? ??? \ ? \ < R < ??, ? ?????

(4) f(x)=Hcn*n (1*1<?)·
?=0

????? ??? (3) ???????? ?????????? ?? ??????? [ — R + e, R — e],
?????? ?? ?? ???? ????????????? ????? &<iR. ??????? f
?????????? ?? ( — /?,/?) ?

(5) f'(x)= 2 ncnxn~x (\x\<R).
?=1
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??????????????. ????? 0<e<#. ???? |?:|<7? —e, ??

\cnxn\<\cn(R-e)nl

? ??? ??? ???

2?(?-*)?

???????? ????????? (?????? ????????? ??? ?? ???????? ????
???????? ????????? ?????? ?????? ?????????? ??????????), ??
?? ??????? 7.10 ??????? ??????????? ?????????? ???? (3) ??
??????? [ —/? + e, R — e].

????? ???? ??? \fn -> 1 ??? ? -?¦ ??, ?????

?-— ??—i1 G— ?/"\
lim ? ? I ??\ =lim ? \??\,
?->?? ?->??

??? ??? ???? (4) ? (5) ????? ????? ???????? ??????????.
????????? (5) — ????????? ???, ?? ?? ???????? ??????????

? [ — R + £i R — e1 ??? ?????? ????????????? z<iR ?,
?????????????, ????????? ??????? 7.17 (? ???????????? ???????
?????????????????? ????? ???????? ??????). ????? ???????, (5)
???????????, ???? |Ar|</? — e.
?? ??? ?????? ?, ??????, ??? |*|<#, ????? ????? ?????

????? e>0, ??? \x\<.R — e. ??????, (5) ???????????, ????

????????????? ??????? / ??????? ?? ????????????? /'
(??????? 5.2).

?????????. ???? ????????? ??????? ??????? 8.1, ?? f
????? ??????????? ???? ???????? ? ( — R,R), ??????

(6) flk,(x)= S n(n-l) ... {n-k+l)cnxn-h.

? ?????????,

(7) fih)(0) = k\ck (fe = 0, 1,2, ...).

(????? /(0) ?????????? /, a f{h) k-? ??????????? ??????? /
??? k= 1, 2, 3, ... .)

??????????????. ????????? (6) ?????????, ???? ??
??????????????? ???????? ??????? 8.1 ? /, ????? ? /', ? f" ? ?. ?.
??????? ? (6) x = 0, ?? ??????? (7).
??????? (7) ????? ?????????. ??? ??????????, ? ????? ???????,
??? ???????????? ?????????? ?????????? ??????? / ????????????
?????????? / ? ?? ??????????? ? ?????-???????????? ?????.
? ?????? ???????, ???? ???? ????????????, ?? ????????
??????????? ??????? / ? ?????? ????????? ?????????? ?????????????
??????????????? ?? ?????????? ????.

13 ?. ?????



194 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

???????, ??????, ??? ???? ???? ??????? / ????? ???????????

???? ????????, ?? ??? 2 cnXni ???????????? ???????? ?????????
?? ??????? (7), ?? ?????? ????????? ? f (?) ?? ??? ????? ???.
? ????????? ?????? / ?? ????? ???? ????????? ? ?????????
??? ? ??????????? ????? ? = 0. ?????????????, ???? ??

??????????? ????????? / (?) = 2 ?????, ?? ?? ????? ??

??!a„ = ?(0);

??????, ?? = ??. ?????? ????? ???????? ????? ??? ?
?????????? 1.

???? ??? (3) ???????? ? ????? ?????????? ??????????,
??????, ? ????? x = R (?, ??????????, /?<??), ?? ??????? /
?????????? ?? ?????? ? ????????? ( — /?, R), ?? ? ? ????? x = R.
??? ???????? ?? ????????? ??????? ????? (??? ???????? ??
???????? R = 1).

8.2. ???????. ????? ??? ^?? ????????. ???????

??-S?" (-1<?<1).

(8) ??/(*)=2) ?„.
?-> 1 ?— ?

??????????????. ????? sn = ?0 + ... + ??, s_! = 0. ?????
m m—1

2j cnX — 2j \sn— Sn-i) % ==r(l — X) 2j snX + 5m# ·
71=0 71=0 71=0

????? |?:|<1 ? m—> ??. ??? ??? sm ?????????? ? ????????????,
?? ?? ????????

(9) fw = (i-^)2vn.
71=0

???????????, ??? s= lim sn. ????? e>0. ??????? ?, ?????,
?-*??

??? ?? ? > N ???????

?????, ????? ???? ???

? ?—? I <r —

(?-*)S*? = ? (|*|<?),
71=0

?? ???????? ?? (9)
N

|/(*)-s|«|(l-x)2 <S»-s)*B|<(1-*)S 1*»-*?*1" + ?<*.
?=0 ?=0
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???? ?>\ — ?, ??? ? —????? ?????????? ????? ?????????????

?????. ?????? ??????? (8).
? ???????? ?????????? ??????? ??????? 3.51, ??????? ???????

? ?????????. ???? ???? S a„, 2 &*» S °? ????????
?????????????? ? ?, ?, ? ? ???? ??^?0??+. .. + ???0, ?? ? = ?5.

/ ? = S ????, g (x) = S *WB, h (x) = S ?»*"
?=0 ?=0 ?=0

??? 0<?<1. ???? ?<1, ?? ??? ???? ???????? ?????????,
? ??????? ?? ????? ??????????? ? ???????????? ? ????????????

3.48; ???????? ?????????, ?? ??????, ???

(?) f(x)-g(x) = h(x) (0<*<1).

?? ??????? 8.2

(11) f(x)->A, g(x)-*B, h{x)->C

??? *—»1. ?? ???????? (10) ? (11) ???????, ??? ?? = ?.
????? ??? ??????????? ????????? ??????? ?? ?????????
??????? ???????????? ??????? ??????????????????.

8.3. ???????. ????? ???? ??????? ??????????????????
{an}, i= 1, 2, 3, ...,/= 1, 2, 3, ..., ?????

(12) 2 \??\ = ?? (£=1,2,3, ...),

? ??? 2 d? ????????. ?????

(13) S S a*/=S S flij.

??????????????. ?? ????? ?? ?????????? ????????? (13)
???????????????, ??????? ???? ??? ??? ???? ??????? ?
??????? 3.56 (???? ? ?????? ?????? ??? ????????? ????? ??????).
?????? ????????? ????? ?????????????? ????? ??????????.
????? ? — ??????? ?????????, ????????? ?? ???????

????????? ????? ?0, ?? ?2, ..., ? ????? ??—>?0 ??? ?—> ??. ???????

(14) ?*?) = 2 ?*> (1 = 1,2,3, ...),
3=1

(15) ?(??») = 2 (hi (/,?= 1,2,3, ...),

(16) gW = SfiW <*6£)·
i=l

?3*



196 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

??????, ??????????? (14) ? (15) ? ???????? (12), ?? ?????,
??? ?????? ?? ??????? /f ?????????? ? ????? ?0. ?????????
|?*)?^^? ??? *££> ??? (16) ???????? ?????????? ?? ?, ???
??? ??????? g ?????????? ? ????? ?0 (??????? 7.11).
?????????????,

S S fli; = S ft(xo) = g(xo)= Um g(x„) =
i=l j = l i=l n->co

oo oo

= Hm S ft (*n) = Hm 2 S ««? =
n-»oo i=l n->ooi=lj=l

oo oo oo

-Hm 2 S a«y = S S ail·
n-^co j=i i=l j=i i=l

8.4. ???????. ????? ???
oo

n=0

???????? ??? \x\<zR ? f (?) — ????? ????? ???? ? ?????????
( — R,R). EcAU — R<,a<cR, ?? ??????? f ????? ?????????
? ????????? ??? ? ??????????? ????? ? = ?, ?????????? ???
| ? — ?\ <ZR — \a\, ?

(17) /(*)=2 ?^(*-a)" (\x-a\<R-\a\).

??? ??????? ???????? ?????????? ??????? 5.17; ??? ????????
????? ??? ??????? ???????.

??????????????. ?????

/(?) = 2 ??[(?-?) + ?]? =
?=0

?=0 m=0

= S[S (?)???^]{?-??.
?=0?=?

??? ? ???? ?????? ??? ?????????? ? ??????????? ?????
? = ?. ????? ????????? ? ??? ??????????????, ?? ??????
?????????? ????????? ??????? ????????????. ??????? 8.3 ??????-
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????, ??? ??? ????????, ???? ???

(18) 2 S \?»??)??~?{?-??\
?=0??=0

????????. ?? (18), ????????, ?????????? ? ????

(19) 2 \??\(\?-?\ + \?\)?,

? ??? (19) ????????, ???? \x — a\ + \a\<.R.
???????, ??????? (17) ??? ????????????? ??????? ?? (7).
????? ????????, ??? ??? (17) ? ???????????????? ?????
????????? ? ?????????, ????? ???????, ??? ????????, ????????????
???????????? \x — a\<.R — \a\-
???? ??? ????????? ???? ???????? ? ????????? ( — R, R)
? ????? ? ??? ?? ???????, ?? ??? ????????????, ?. ?. ??
???????????? ? ??????????? ???????? ?????. ?????????, ??? ?? ??
????? ? ? ????? ?????? ??????????????.

8.5. ???????. ????? ???? ^???? ? 2 ???? ????????
? ????????? S = ( — R, R). ????? ? —????????? ???? ????? #?£,
? ???????

(20) 2 ????= S bnxn.
n=0 n=0

???? ? ????? ?????????? ????? ? S, ?? ?? = ?? ??? ? = 0, 1,
2, .. . . ??????, (20) ??????????? ? ??? ???? x£S.

??????????????. ????? ?? = ?? — ?? ?

(21) ?(?)=S ???? (x£S).

????? / (?) = 0 ?? ?.
????? ? —????????? ???? ?????????? ????? ????????? ?,
???????????? ? S, ? ? — ????????? ???? ?????? ????? ?? S.
?? ??????????? ?????????? ????? ????, ??? ????????? ? ???????.
????????, ??? ??? ??????? ????????, ??? ? ? ???????.
?? ??????? ? ???????. ????? ????, S = A[j ?, ? (] ?=0 ? S
?????? (??????? 2.47). ?? ??????????? 2.45 ???????, ??? ? ?????
?????? ? ?????? ???? ?????? ?, ??????, ? = S. ?? ????, ???
??????? / ?????????? ?? S, ??????? ? ? ?. ????? ???????,
E = S, a (7) ??????????, ??? ?? = 0 ??? ? = 0, 1,2, ..., ???
? ?????????? ????????? ??????????.



198 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

????? ???????, ??? ????? ????????, ??? ? ???????. ????
?0£?, ?? ??????? 8.4 ??????????, ???

(22) /(*) = 2 dn(x-x0)n (|?-?01<R-1?01).

?? ??????????, ??? dn = 0 ??? ???? ?. ???????????
?????????, ????????? ????? k ?????????? ?? ??????????????? ?????
????? ?, ?????, ??? ????. ?????

(23) f(x) = (x~Xo)kg(x) (|*-*???-|*?|),

(24) g(x)= 2 dh+m(x-x0)m.
??=0

????????? ??????? g ?????????? ? ????? ?0 ?

g (?0) = dk^=0,

?? ?????????? ?>0, ?????, ??? g{x)¥^^, ???? \? — ?0\<.d.
?? (23) ???????, ??? f(x)=£0, ???? 0 <| ? — ?0 | <d. ?? ???
???????????? ????, ??? ?0 — ?????????? ????? ????????? ?.
????? ???????, dn = 0 ??? ???? ?, ??? ??? f(x) = 0 ??? ???? ?,

??? ??????? ??????????? (22), ?. ?. ? ??????????? ????? ?0. ???
??????????, ??? ? ???????, ? ?????????????? ?????????.

????????????? ? ??????????????? ???????

???????, ?? ???????????,

(25) £<*) = 2 4?·

??????? ????????? ??????????, ??? ???? ??? ???????? ???
?????? ??????????? ?. ???????? ??????? 3.50 ?? ?????????
????????? ?????????? ?????, ????????

?=0 m=0 n=0 ft=0

¦? *-? (:)»¦***-?-"^?!

n=0 ft=0 * ' n=0

?????? ???????? ?????? ??????? ????????

(26) E(z + w) = E(z)E(w) (?, w ???????????).



????????????? ? ??????????????? ???????199

???? ?? ?? ????????? ??????:

(27) ? (?) ? (— ?) = ? (? — ?) = ? (0) = 1(? ???????????).

??? ??????????, ??? ? (?)=£? ??? ???? ?. ???????? (25), ?(?)>0,
???? ? > 0; (27) ??????????, ??? ? (?) > 0 ??? ????
???????????? ?. ? ???? (25), ?(?)—>+?? ??? ?—>+??, ? (27)
??????????, ??? £*(?;) —>0 ??? ?—> — ?? ????? ???????????? ???.
? ???? (25), ?? 0<.?<.? ???????, ??? ?(?)<??(?); ?? (27)
??????? ? ( — ?) <?? ( — ?); ??????, ??????? ? ?????? ??????????
?? ???? ???????????? ???.
??????? ???????? ?????????? ?????, ???

(28) limEi2+h)-E^ = E(z)lim^=^=E(zy,

????????? ????????? ??????? ????? ?? (25).
???????? (26), ????????

(29) E(zi+...+zn) = E(zi)...E(zn).

??????? ????? z1== ... =zn= 1. ????????? ?(\) = ?, ??? ? —
?????, ????????? ? ??????????? 3.30, ?? ?? ????????

(30) ?(?) = ??(?=1, 2, 3, ...).

???? ? = ?/?, ??? ?, ? —????????????? ????? ?????, ??

(31) [? (?)]? = ??(??) = ? (?) = ??,
??? ???

(32) E(p) = ev (p>0, ? ???????????).

?? (27) ???????, ??? ? ( — ?) = ?~?, ??? ? — ?????????????
? ????????????. ????? ???????, (32) ??????????? ??? ????
???????????? ?.
? ?????????? 7 ? ??. 1 ?? ?????????? ????? ???????????:

(33) xv = sup*p,

??? ??????? ????? ??????? ?? ???? ???????????? ?, ????? ???
p<Ly ??? ?????? ????????????? ? ? ?>\. ???? ?? ?????
??????? ????????? ??? ????? ???????????? ?

(34) e* = supep (?<*, ? ???????????),

?? ?? ????????????? ? ???????????? ??????? ?, ? ????? ??
????????? (32) ?????????

(35) ?(?) = ??

??? ???? ???????????? ?. ????????? (35) ?????????, ??????
??????? ? ???????? ?????????????.
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?? ????? ???? ?????? (34) ?????? ????? ???????????????
?????????? (35) ??? ??????????? ??; ????????? (35) —???????
????? ??????? ????????? ????? ??? ???????????? ???????
??????? ??. ?????? ?? ??????, ??? ? (33) ????? ???????? ?????
??????? ???????????? (??. (43)).
???????? ? ???????? ??????????? ?? ?????? ? (?) ?
????????? ??, ??? ???? ???????? ?? ??? ???.

8.6. ???????. ????? ?? ???????????? ?? R1 ???????????
(35) ? (25). ?????
(?) ??????? ?? ?????????? ? ??????????????? ? ?????
???????????? ?????;

?) (??? = ??;
(c) ?? —?????? ???????????? ??????? ? ??'>0\
(d) ??+? = ????;
(e) ??->-\-?? ??? ? —> + °°, ??-^0 ??? ?—>— ??;
(/) lim ???~? = 0 ??? ????? ?.

??-*-}-00

?? ??? ???????? ??? ??????????? ?? (?) ?? (?); (25)
??????????, ???

? ^ ??+1? ^>
^ (?+1)!

??? ?>0, ??? ???

?«ß-«<?»±?)1,
X

'

?????? ? ??????? (/). ??????????? (/) ????????, ??? ?? ?????????
? + ?? ??? ?—>+?? «???????», ??? ????? ??????? ?.
??????? ?, ?????? ?????? ???????????? ? ????????????????
?? 7?1, ????? ???????? ??????? L, ??????? ???? ??????
?????????? ? ??????????????? ? ??????? ??????????? ???????
????????? ? ??1), ?. ?. ? ?????????? ???? ????????????? ?????.
??????? L ???????????? ?? ?????????

(36) E(L(y))=y 0/>0)

??? ?? ?????????

(37) L (? (?)) = ? (?— ???????????).

????????????? (37), ???????? (??. ? ???????? 5.5)

L'(E(x))-E(x) = l.

????????? ? = ?(?), ?????

(38) L'(y) = j <0>°>·
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??????? ? (37) ? = 0, ?? ?????, ??? L(1) = 0. ??????, ?? (38)

(39) L(y)=\^.
1

????? ????? ????????? (39) ????????? ?? ????????? ????? ? ??????

????????? ? ????????????? ???????. ??????? ? = ?(?), v = E(y),
???????? ?? (26)

L(uv) = L(E(x).E(y)) = L(E(x + y)) = x + y,
??? ???

(40) L(uv) = L(u) + L(o) (?>0, ?>0).

??? ??????????, ??? L ???????? ????????? ?????????,
??????? ?????? ????????? ?????????, ???????? ??? ??????????.
??????? ??????????? ??? L{x), ???????, log*.
??? ???????? ????????? ??????? log* ??? ?-> + ?? ? ???

?—>0, ?? ??????? 8.6 (?) ??????????, ???

logx —> + oo ??? ?—> + ??,

logx —->— ?? ??? ?—>0.

????? ??????, ???
(41) ?? = ? (???)),

???? ?>0, ? ? — ?????. ???????? ?? ???????, ???? ?
—????????????? ?????, ??

(42) *1? = £(-!-£(*)),
??? ??? ?????? ?? ?????? ????????? (42) ????? ?????????? ? ?-?
??????? ???????????? ? ??????????????? ????? ????????? (37).
????????? (41) ? (42), ????????

(43) x* = E(aL(x)) = eal0**

??? ????? ???????????? ?.
????????? ?????? ?? ??? ????? ???????????? ? ? ?????
?>0 ?????????? (43). ????????????? ? ???????????? ???????
? ? L ??????????, ??? ??? ??????????? ???????? ? ???? ??
??????????, ??? ???????????? ?????. ???????????,
???????????????? ? ??????????? ? 4-?? ?? 7-? ??. 1 — ???????????
????????? ????????? (43).
?????????????????? (43), ????????, ?? ??????? 5.5,

(44) (??)' = ? (??(?))-± = ??*-1.

???????, ??? ?????? ?? ???????????? (44) ?????? ??? ?????
???????? ?, ? ? ???? ?????? (44) ????? ??????? ?? ??????? 5.3 (?).
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???????? ????????? (44), ?????? ??????????????? ?? ???????????
???????????, ???? ?? ??????????, ??? ? (33), ??????
??????????????.

?????? ????????? ??????? ?????????????? ??? ?? ???????
?? (44), ???? ??— 1, ? ?? (38), ???? ?= — 1. ?? ?????
???????? ??? ???? ???????? ??????? logx, ? ??????

(45) lim ?:—a logA: = 0
2?-»--}-00

??? ?????? ?>>0. ????? ??????, logx—>+?? ??? ?—> + ??
«?????????», ??? ????? ????????????? ??????? ?.
?????????????, ???? 0 < e < a, ? ?>\, ??

?-? jog jc = jr°i ?1 dt < ?~? [ te~{ dt =
1 1

= ?-a < t

?????? ? ??????? (45). ?? ????? ?? ????? ???????????????
???????? 8.6 (/) ??? ?????? ????????? (45).

?????????????????? ???????

???????, ?? ???????????,

(46) C(x) = ±[E(ix) + E(-ix)], S(x)--=±-[E(ix)-E(-ix)].

?? ???????, ??? ? (?) ? S (?) ????????? ? ????????? cosx
? sinx, ??????????? ??????? ?????? ???????????? ??

?????????????? ?????????????. ???????? (25), ?(?) = ?(?). ??????, ???
?????????? (46), ? (?) ? S (?) ??????????? ??? ???????????? ?.
????? ????,

{47) E(ix) = C(x) + iS(x).

????? ???????, ? (?) ? S (?) ????? ?????????????? ??????
? ???????????? ????? ????? E(ix), ???? ? ???????????.
???????? (27),

| ? (ix) \2 = E (ix)EJix)^- E (ix) E( — ix) = \,

??? ???

(48) \E(ix)\ = \ (?: ???????????).

?? (46) ????? ?????????, ??? ? (0) = 1, S(0) = 0, a (28)
.??????????, ???

<49) ? (?) =—S(x), S' (x) = ?(?).
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?? ??????????, ??? ?????????? ????????????? ????? ?,
?????, ??? ?(?) = 0. ?????????????, ????? ??? ?? ???. ?? ????,
??? ?(0) = 1, ??????? ?????, ??? ?(?)>0 ??? ???? ?>0; ??????,
S'(x);>0, ???????? (49), ?, ??????, ??????? S ?????? ??????????,
? ??? ??? S(0) = 0, ?? S(x)>0 ??? ?>0. ??????, ????
0<?<?, ??

(50) S(x)(y-x)< J S(t)dt = C(x)-C(y)^2.

????????? ??????????? ??????? ?? (48) ? (47). ?? (50)
?? ????? ??????????? ??? ??????? ?, ??? ??? S(x)>0, ? ??
???????? ????????????.

????? ?0— ?????????? ?? ????????????? ????? ?, ?????, ???
? (?) == 0. ??? ??????????, ??? ??? ????????? ?????
??????????? ??????? ????????, ? ? (0) F 0. ????????? ????? p

(51) ? = 2?0.

????? ? (p/2) = 0 ?, ??? ?????????? (48), 5(p/2)=±1. ??
??? ??? ?(?:)>0 ? (0, p/2), ?? S ?????????? ? (0, p/2); ??????,
S (p/2) = 1. ????? ???????,

??)-'·

? ??????? ???????? ??????????, ???

(52) ?(?) = — 1, ?(2?)=\;

??????,

(53) ? (? + 2ni) = ? (?) (? — ???????????).

8.7. ???????, (?) ??????? ? ?????????? ? ???????? 2ni.
(b) ??????? ? ? S ?????????? ? ???????? 2p.
(c) ???? 0 < t < 2p, ?? ? (it) F 1.
(d) ???? ? —??????????? ?????, a |z[=l, ?? ??????????

???????????? ????? t ? [0, 2p), ?????, ??? ? (it) = z.

??????????????. ??????????? (?) ??????? ?? (53),
? ??????????? (?) ??????? ?? (?) ? (46).

????? 0</<p/2, a E{it) = x + iy, ??? ? ? ? ???????????.
????????? ???? ????? ??????????, ??? 0 < ? < 1, 0<?<?
???????, ???

? {Ait) = (? + iyf = ?* - 6*V + ?4 + 4ixy (x2 - ?2)-



204 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

???? ? (4it) ???????????, ?? ?2 — ?2 = 0, ? ??? ???, ???????? (48),

?2 + ?2=1, ?? x2 = y2 = -j, ??????, ?(?)= — 1. ??? ????? (?)
????????.

???? 0<^<^2<2p, ??

? (it2) [E (iti)r1 = E(it2-itl) F 1,

???????? (?). ??? ????? ???????? ??????????? ? ??????????????,
???????????? ? (d).

????? zl = xl + iyiy xl + yl=l, ??>0, ?/?>0. ?? [0, p/2J
??????? ? ??????? ?? 1 ?? 0; ??????, C(ti) = xi ??? ?????????
tt ?? [0, ?/2]. ?? ????, ??? C2 + S2=U ? 5>0 ?? [0, ?/2],
???????, ??? ?4 = ? (#4).

???????, ????????, ??? z = x + iy, |z|= 1. ??????? z4 = — izr
???? ?:<0, ? > 0. ??????? z4= — ?, ???? ?<0, ?<0.
??????? zl = iz, ???? ?>0, {/<0. ????? z4 ?????????????
?????????????? ??????????? ??????, ? ??? ??? i = E (ni/2), ?? ??
?????, ??? ? = ? (i (ti + ?/2)) ??? £(/(?4 + p)) ??? £(i (?4 + 3p/2)),
? ??????????? ?? ????, ????? ?? ???? ??????? ???????????????.
??? ????? ???????? ??????????? (d), ? ? ??? ??? ???????.
?? (d) ? (48) ???????, ??? ?????? ?, ???????????? ??????????

(54) y(t) = E(it) (0<^<2?),

— ??????? ????????? ??????, ????????? ???????? ??????? —
????????? ?????????? ?? ?????????. ????? ?????? ?? ???????
6.35 ?????

2p

\ \y'(t)\dt = 2n,

??? ??? ?' (t) = tE (it). ?????? ??????????, ???????, ? ?????????
??????? ??? ?????????? ??????? 1; ?? ??????????, ??? ?,
???????????? ? (51), ????? ??????? ?????????????? ?????.
????? ?? ????? ??????? ?? ?????? ??? ??? ??????????? t

?? 0 ?? t0 ????? ? (t) ????????? ????, ??????? ?? ??????????
? ??????? ????? t0. ???????????? ???????????? ? ?????????

zi = 0, z2 = y{U), z3 = C(t0)

??????????, ??? ? (t) ? S (t) ?? ????? ???? ????????? ? cos t
? sin^, ???? ??? ????????? ?????????? ??????? ???????? ???
????????? ?????? ?????????????? ????????????.

??????? ???????????, ??? ?? ?????? ???????? ????????
?????????????????? ??????? ?? (46) ? (25), ?? ?????????
??????????????? ??????? ????.
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?????????????? ??????????? ???? ??????????? ?????

?????? ?? ? ????????? ???? ??????? ?????????????? ????
?????, ??? ???? ??????????? ????? ????????????? ????????,
?. ?. ??? ?????? ???????? ?? ?????????? ????????? ?
???????????? ?????????????? ????? ??????????? ??????.

8.8. ???????. ????? ?0, ..., ?? — ??????????? ?????,

? > 1, a? F 0, ? (?) = 2 ukZh. ????? ?????????? ????? ????????-

??? ????? ?, ??? ?(?) = 0.

??????????????. ?? ??????????? ????????, ????????,
??? ??=1. ???????

(55) µ='\??\?(?)\(? —???????????).

???? \z\ = R, ??

(56) |?(?)|>??[1-|a?-?|/?-1-...-|a?|/?"?]-

?????? ????? ??????????? (56) ????????? ? ??, ????? R—>co.

??????, ?????????? ????? R0, ??? | ? (?) | > µ, ???? \z\>R0.
????? ???? ??? ??????? | ? | ?????????? ?? ????????? ?????
? ??????? ? ???? ??????? R0, ?? ????????? ?? ?????????

??????? 4.16, ??? |?(?0)| = µ ??? ????????? ?0.
?? ??????????, ??? µ = 0.

???? ??? ?? ???, ?? ??????? Q (?) — ?(\ · ????? Q —
?????????, ???????? ?? ??????????, Q(0) = 1 ? |Q(z)|>l ???
???? ?. ?????????? ?????????? ????? ?? ???? ????? k, 1<£<?,
?????, ???

(57) Q (?) = 1+6*2*+...+^2», ????.

????????? ??? ????? ????? k0.
?? ??????? 8.7 (d) ?????????? ???????????? T, ?????, ???

(58) ****%,=-|**? I-

????? ] Q (re™) | < 1 - ?** {| bko \ - ? \ bko+i \ - ... - rn~k<> \ ?? |}, ????
? > 0. ??? ?????????? ????? ? ????????? ? ???????
????????????, ??????, | Q (reiQ) \ <? 1, ? ?? ?????? ? ????????????.

????? ???????, µ = 0, ?. ?. ?(?0) = 0.
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???? ?????

8.9. ???????????. ?????????????????? ???????????
?????????? ???????? ????? ????

N

(59) / (?) = ?0 + 2 (?„ cos ?? + bn sin ?*) (x ???????????),
71=1

??? a0, .. ., aN, bu ..., 6^ —??????????? ?????. ????????

????????? (46), ??????? (59) ????? ???????? ? ????
N

(60) f {?) — 2 cneinx (?: ???????????),

??????? ??? ?????? ????? ????? ??????. ????, ??? ??????
?????????????????? ????????? — ????????????? ??????? ?
???????? 2?.

???? ? — ???????? ?? ???? ????? ?????, ?? ???? —
??????????? ??????? ??????, ??????? ???? ????? ?????? 2?. ???????

(61) rnleinXdx= [0, ???? ?= ± 1, ±2,
1, ???? ? = 0,

??????? (60) ?? ? ? 1?, ??? ? — ????? ?????; ?????????? ???
????????????, ??????? ?? ????????? (61)

(62) cm = ±\f(x)erim*dx
??? |?|<?? ???? \m\>N, ?? ???????? ? (62) ????? ????.
?? ???????? (60) ? (62) ?????, ??? ??????????????????
????????? /, ???????? ?????????? (60), ??????????? ????????????
? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? ?-? = ?? ??? ? = 0, ...,?/.
? ???????????? ? (60) ?? ?????????? ??????????????????
??? ??? ??? ????

(63) ^jCneinx (x ???????????);
— ??

?/-? ??????? ????? ???? (63) ?? ??????????? ????? ??????
????? ????????? (60).
???? /—???????, ????????????? ?? [ — ?, ?], ?? ????? ???
???????? ?????????? (62) ??? ???? ????? ????? ?, ??????????
?????????????? ????? ??????? /, ? ??? (63), ???????????? ???
?????? ???? ?????????????, — ? ???? ????? ??????? /. ??????
????????? ???????????? ??????: ???????? ?? ??? ?????
??????? / ? /, ???, ????? ????, ???????????? ?? ??????? / ?????
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????? ?????. ????? ??????, ???? ?? ????? ???????????? ?????
???????, ?? ????? ?? ?? ????? ??? ???????, ? ???? ??????
?? ????

???????? ????? ????? ?, ? ?????????, ????????
????????????? ???????? ??????? ?????????????????? ?????, ????? ?????
?????????? ????? ??????? ??????, ??? ?????? ????????? ? ??????
??????????????? ????? (????? ????? «????????????? ??????
???????» ???? ???????????? ? 1822 ?.). ?????????????? ???????
? ?????? ????????, ????????? ??? ???? ????????, ???????
????????????? ????????? ? ??????????? ???? ?????? ???????
???????????? ??????????. ?????? ?????????? ?????, ? ?????
??? ????? ??????, ??????? ? ??????, ????? ??????? ? ????
????????, ? ??????? ?????? ????? ???????, ??? ? ???? ???
??? ?????? ?? ????? ?? ??????????? ? ????????????? ????????

??????????? ????????? ? ???????.

?? ??????????? ?????????? ????????? ?????????, ???
?????????????? ??????? ?????????? ??????, ???????? ?

?????????????? ??????. ??? ????? ?????????????? ????????????
???????????? ? ??????????? ????????? ?????? ???????? ??????.
??????? ?? ?????? ????? ????? ??????? ???????,

?????????? ?????????, ??????????? (61).

8.10. ???????????. ????? {???} (/? = 1, 2, 3, ..^ —
?????????????????? ??????????? ??????? ?? [?, 6], ?????, ???

(64) \ f? (?) <pm (?) dx = 0(???).

????? {f^} ?????????? ????????????? ???????? ??????? ?? [?, ?),
????, ????? ????,

(65) J \<pn(x)\2dx=\

??? ???? ?, ?? ??????? {??} ?????????? ??????????????.

????????, ??????? (2p) Vnx ???????? ??????????????
??????? ?? [ — ?, ?]. ?????? ?? ? ???????????? ???????

1 cos ? sin jc cos 2x sin2*

?$? ' Yn f "?? ' ? p ' ?^ ' ··· ·

???? {??} — ?????????????? ??????? ?? [a, b] ? ????

(66) ??= \f{t)qn~Wdt (?=1, 2, 3, ...),
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?? ?? ????? ???????? ????? ?? ?-? ????????????? ?????
??????? f ???????????? ??????? {f^}. ?? ????? ??????

(67) ?(?)~Se?<??(?)
1

? ????? ???????? ???? ??? ????? ????? ??????? /
(???????????? ??????? {??}).
???????, ???, ?????????? ? (67) ?????? ~, ?? ??????
?? ???????????? ? ?????????? ????; ???? ?????? ???????? ??????,

??? ???????????? ???????? ??????????? (66).
????????? ??????? ??????????, ??? ??????? ????? ????
????? ??????? / ???????? ????????? ????????? ?????????????.
?? ????? ???????????? ?????, ??? ? ?? ?????????? ????
????????? ????? ?????, ??? f£&, ???? ??? ??????? ????? ????
?????????.

8.11. ???????. ????? ??????? {??} ????????????? ??
[?, ?]. ?????

(68) Sn(x)= 2 ???>?(?)

???? ?-? ??????? ????? ???? ????? ??????? /, ? ?????

(69) tn(x)= 2 ???F???.
m=l

(70) J \f-Sn\*dx^ J \f-tn\*dx,
a a

? ????????? ????? ????? ????? ? ?????? ?????, ?????

(71) ?? = ?? (? = 1, ..., /?).

????? ??????, ????? ???? ??????? tn ??????? sn ????
????????? ?????????????????? ??????????? ? ??????? /.

??????????????. ????? \ ?????????? ???????? ??

???????? [?, 6], 2*~" ????? ?? 1 ?? ?. ?????

I ft*. = ^ / 2 y™vm=S ???™
?? ??????????? {??},

J |*?|2= J tntn= J ?}???>?^???>?=^1 \?™\2'
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??? ??? ??????? {??} ?????????????, ? ???????

$l/-4|2=$ \f\*-\iin-]jtn+\\tn\* =

= ) \f\2— ^1????— 2 ????+^???? =

= $?/[2-S?2+S??™-^?2;
????????? ????????? ????????? ???????? ????? ? ?????? ?????,

????? ?? = ??.

???? ? ???? ???????? ??????? ??=???, ?? ?? ???????
b

(72) 2lc»l2<$l/(*)l2d*·
1

??? ??? \ | / — tn |2>0.

8.12. ???????. £?./? {(??} — ?????????????? ??????? ??
[?, ?] ? ????

/?~ 2 ^<? (*),
n=l

mo

oo b

(73) 2 lc»l2<i !/(*)?
n=l

ß ?????????,

(74) ???? = 0.
?-»??

??????????????. ??????? ? (72) ?—> ??, ?? ????????
??????????? (73) —??? ?????????? «??????????? ???????».
??? ??????????????????? ???? ?????, ?. ?. ??? ???? (63),
???????????? ???????? ???????????? ?? (62), ??????????? (73)
????????? ???

+??

(75) 2 \cn\2<^\\f(x)\2dx.
?=—??

???????????? ?? ??????, ??? ?? ????? ???? ? (75) ?????
????? ?????????.

??? ???????? ?????????????????? ????? ????? ?? ??????????
? ????? ??????????????????? ????????????:

(76) Dn(x) = 2ev'\ ^n(x) = _i-r2D-W·
-? 0

14 ?. ?????
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?????? ?? ??? ???????? ????? ???????, ? ?????? —?????
??????.

8.13. ???????. ??? /? = 0, 1, 2, ... ?????

(11\ ? /?? sin (/1 + 1/2)*
[U) un(X)- sin(*/2) '

? (?\— 1 1—cos (/2 + 1)*

????? ????, ??(?)>0 ?

(8°) *»<*><(»+0(1-????) (0<ß<|*|<p).

??????????????. ???????? (76),

(81) (?1?-1)??(?) = ?^?+??-?-™?.

????? ???????? (77), ??????? ??? ????? ????????? (81)
?? ?-**/2. ?????????? (81) ? ??????????? ???? /(„, ????????

(?+ 1) /Cn W (?**— 1) (?"*?— 1) = (?-**— 1) 2 (**<"?-1>*--<?*"") =
??1=0

?????? ??????? (78). ??????, ??>0 ? ??????????? (80); (79)
??????? ??????????????? ?? (76).
??????? ? ????? ????? ?? ????? ????? ???? ?????? ?
?????????????????? ????????. ???????????, ??? ??????? /,
????????????? ???????????? ?? [ — ?, ?], ?????????? ?? R1 ??? 2?-
????????????? ???????1).
???????????? ????? ??????? / ???????? ?????????? (62);
??????, n-? ??????? ????? sn ?? ???? ????? ?????

sn (?) = sn if; ?) = 2 Cmeimx = S 2?G \ fW e~imt dteimx =

!) ????? ??????????? ??????????, ???? /(— p) F f (p), ??????

??????? J» ?????, ???7? = / ? (*€( — p, ?)) ? 7( — p)=7(p) = 0, ??? ?????
???? ?????????? ? ???????? 2p ?? ??? ???, ? ?? ???????????? ?????, ??? ?????
??????, ????? ??????????????? ????????????? ??????? /.—????. ?????.
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????? ???????,

(82) sn (/;*) = sir $ /?D»(*-')dt = 2?G J f (*-'>D"W?·
-? -?

?????????? ????????????? ???? ??????????? ? ???? ?????????
??????? ???????????, ?? ?????? ????????? ?? ?????
?????????????, ???? ?? ??? ????? ???? ????? 2p. ?????? ???????
? ????? ????????? ? (82).

8.14. ???????. ???? f£M ?? [ — p, p] ? 0<6<jt, ??

(83) lim ([ + \*)f(x-t)Dn(t)dt = 0.

?????? ??? ????????? ???????? ???????? ? ???????????.
??? ??????????, ??? ????????? ?????????????????? {sn (x)},
????????? ???? ???? ? ??????????, ??????? ?????? ?? ????????
??????? /, ??????????? ? ????????? (??????????? ?????)
??????????? ????? ?. ????? ???????, ??? ???? ????? ????? ?????
???? ????????? ? ????? ?????????, ? ? ????????? ??????
????????? ????? ???? ?????????? ??-???????. ?? ???????????? ?????
? ????????????? ?????????? ????? ?????? ????? ? ??????????
?????? (??????? 8.5).

??????????????. ??????????? ?, ? ????? g (t) = ? ???
??<d,

???????? (77),
-?

(S +$)f(*-0Al(f)*=$ g(t)sm(n + ±)tdt =
-?6 -?

== \ ? (? C0S ? sin ntdt+\ g (t) sin -? cos nt dt.

??? ????????? ????????? ????????? ? ???? ??? ? —> ??
???????? (74), ??? ??? ??????? g(t)cos(t/2) ? g(t)s'm(t/2)
????????????. ?????? ? ??????? (83).
????? ???????, ???????? ?????????? ??????????????????

{Sn(f\ x)} ???????? ? ???????? ?????????

(85) _LJ /(*_*) ?, (? <?
-?

14*



212 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

??? ????? ?????? ????? d > 0. ???????? ????????? ???????????
??????? ?????????? ???? ?????; ?????????????? ???? ?? ???
???????? ? ??????????? 9 ? 17. ??????, ????????, ???????, ???
??? ????? ????? ??????? ????? ????????? ? ???????? ????
??????? ? ????? ?????. ?????????????, ???? ???????? ????
??????? ?????????? ?????? ? ???????? ????????? ?????, ??
?????????, ???????????? ?? ???????????? ?????, ?????
???????????, ?, ??????, ????? ??????? ????? ???? ? ??? ?? ???
?????.
????? ??????? ??????? ????????. ?? ???????? ????, ?????
??? ??? ????????? ??????? ???????? ???????????: «??? ?????
??????????? ??????? / ?????????? ????? ?, ? ??????? ??? ?????
??????? / ????????». ????????, ??? ?????????? ???????????
???????, ??? ????? ??????? ?????????? ?? ????????? ?????????
?????. ?????? ????????? ?????? ?????????? ??? ????????????
?????? ??????? ???? sn (?) ?? ??????? ??????????????

(86) an{x) = So(x)+n-+~tSn{x) ·
????????? ??????? ??????????? ??????.

8.15. ???????. ???? f ?????????? (?, ???????, ??????????
? ???????? 2?) ? ???? {??} —?????????????????? ???????
?????????????? ??????? ???? ???? ????? ??????? /, ??

lim ?? (?) = f (x)
?->??

?????????? ?? R1.
??????? ?? ????? ??????, ??? ?? ??????? ????? — ?????-
??????? ??????? ????????????? ????????? ??????????????????
?????????????????? ???????????, ?????????? ?????????? ? /.
?????????????, ???????????? ????? ? ? ?? + 2?, ?? ?????
???????, ??? ????????????? ??????? ?????????? ?? ?????????
?????????? ?- ?????????????????? ??????????, ?. ?. ??????? ???? (60),
???????? ??????? ??????? ?? ?, ???????????????
?????????????? ??????? 7.31.

??????????????. ???????? (86), (82) ? (76), ?????

(87) °n(x) = -k\ f(x-t)Kn(t)dt,
— ?

? ?????? ?? (79) ???????, ???

(88) on{x)-f(x)=^\ [f(x-t)-f(x)]Kn(t)dt.
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????? ???? e>0. ??????? ? ???, ??? |f(x)|<M ??? ???? ?.
????? ???? ??? ??????? / ?????????? ??????????, ?? ?????
??????? d>0 ???, ??? ?? \? — ?\<?.? ???????

(89) \f(*)-f(y)\<Y·

???????? (80), ?? ????? ????? ??????? N ???, ????? ??
n>N ? d<|^|<p ?????????

(90) ??(0<4?-

?? (89) ???????, ???
6

(91) J if(X-t)-f(x)\\Kn(t)\dt<±\ Kn(t)dt = m
-6 -?

??? ???? ?, ??? ??? Kn(t)>0, ? ?? (90) ????????

-6

(92) {$ +\]\f(x-t)-f(x)\\Kn(t)\dt<

^4? \ 2Mdt = ns,

??? ?????? ? > N. ???????, ?????????? (88), (91) ? (92), ????????

(93) \on(x)-f(x)\<B

??? ???? ? ? ???? ?> N. ?????????????? ?????????.
???????, ??? ???? ?? ?? ?????????? ???????? ?? ?? ?????

??? sn(x) ?????? s?(?), t. ?. ???? ?? ?? ???????? Kn(t) ?????
Dn(t), ?? ?? ??????????? ?? ? ??????????

(94) Ln = ~L\ \Dn(t)\dt,
— ?

??????? ????????? ? ?? ??? ?—>??. (?????????? 12.)
?????? ???? ????????? ???? Dn ??????? ?????????,
????????????? ? ?????? ?????????? ????? ?????.

????????? 1. ???? ??? ??????????? 2?-?????????????
??????? fug ????? ???? ? ??? ?? ??? ?????, ?? f(x) = g(x)
??? ???? ?.

?????????????, ???? ?? (?) — ??????? ?????????????? ??? ?????
???? ?????, ?? Gn(x)—>f(x), on(x)—>g(x) ??? ?????? ?.



214 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

????????? 2. ???? ??????? f ?????????? ? ????

? f(x)e-inxdx = 0
-?

??? ????? ????? ?, ?? f(x) = 0 ??? ???? ?.
??? ???????? ?? ????????? 1, ???? ???????? ??? g = 0.

8.16. ???????. ????? ??????? fug ?????????? (?
?????????? ? ???????? 2?) ?

(95) / (?) ~ 2 cneinx, g (?) ~ S yneinx.
— ??

???? sn ???? ?-? ??????? ????? ???? ????? ??????? /, ??

(96) lim \ \f-sn\2dx = 0,

-f-oo

(97) 2c«Y- = iS /WJW^.
— oo — Jt

-j-oo

(98) 2K|a = ^$ I / <??) |« ??.

??? ??????????? ???????? ??? ??????? ?????????.

??????????????. ????? ?????? ????? e>0. ???????
?????? ??????????, ??? ?????????? ?, ?????, ??? | / (?:) — ?? (?) | < e
??? ???? ? ? ??? ???? ?>?. ?? ??????? 8.11

J |/-s„|3iiA;<C |/-s„|2£*?:<2pe2,
— ?

???? ?>?, ? ??? ????? ???????? (96). ?????,

(99) ?? sn(x)J{x)dx = ^1ch-^^ e***Jffidx =

= ^ Wfc,

? ??????????? ?????? ??????????, ???

(???)|5/?-5^|<5?/-5"?^?<{$?/-5"?2?^?2}1/2·



215

???????????? ? ???????? ??????? ????????? ? ???? ???
?—>??, ???????? (96). ????????? (99) ? (100), ???????? (97).
???????, (98) —??? ??????? ?????? (f = g) ????????? (97).
??????? ????????????? ? ???? ??????? ????? ????
??????????? ?????????. ????????????? ??????? ??????? 8.16 ?????
??? ? ??. 10.

?????? ?? ??

1. ?????
[ e-i/*2 (???),

0 (* = 0).

????????, ??? / ????? ??????????? ???? ???????? ? ?????
? = 0 ? ??? /<»>(0) = 0 ??? ?=1, 2, 3,
2. ???????? ????????? ?????????? ???????????:

(a) \imb-^- = \ogb (6>0);

?) ??!£|(1±£)=1;
2?->0

(?) ??(1+*)1/? = ?;
?-??

(d) ?p?(? + ^?=ß*.
?->?? V? s

3. ????? f(x)f(y) = f(x + y) ??? ???? ???????????? ? ? ?
(a) ???????????, ??? f ??????????????? ? ??????? ??
?????????????? ????, ????????, ???

/(*) = *«,

??? ? — ????????? ?????.

(b) ???????? ?? ?? ?????, ???????????, ???/?????? ??????????.

4. ????? 0 <?<.?. ????????, ???

2 ^^^ sin ?: -

5. ????????, ??? ??? ???????????? ? ? /? = 0, 1, 2, ...

| sinflA:|<tt | sinx |.

???????, ??? ??? ??????????? ????? ???? ???????? ??? ??????
???????? ?. ????????,

. 1

sin -j p > ? I sin p |.



216 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

6. ????? ciij -—?????, ??????? ? ?'-? ?????? ? /-? ???????

??? ???

????????, ???

7. ????????, ???

-10 0

4 -. ?

4- 1 -'
1 1 1

8 4 2" -1 ...

? °

<*tj = \ -1 [ 2?

S S a« =-2, SSa?; = 0.

0 ...

0 ...

0 ...

(*'</).

(»' = /).

(? > i).

S S ?^ = S S «??
? j j i

???? dij>0 ??? ???? i ? /. (?????? +°° = + ?? ?? ???????????.)
8. ??????? ??????? ???????????? ? ??????????? ???????????
???????????? ?? ??????? ?????? (??????????? ??????????
??????????????????? ?????????? ? ????????? ???).
9. ????? ????????, ??? / ????????????? ??????? ???????
? ????? ?, ???? ?????????? ????? ? ? d>0, ?????, ???

\f(y)-f(*)\<M\y-x\

??? \? — ? | < d.
????????, ??? ??? ????? ??????? f ???????? ? f (?) ? ????? ?,
???? f ????????????? ??????? ??????? ? ???? ?????.

????????. ??????? [/ (? — t) — f (x)] Dn (t) ??????????
?????????? ? ????????? ( — d, d).
10. ???? ??????? / ??????????????? ? ????? ?, ?? ???
????????????? ??????? ??????? ? ???? ?????. ??????, ??????????-
???????? ?????? ?? ????? ?????????? ???? ?????.

11. ????? ?? = 1 +?+ ...+— — log ?. ????????, ???
?????????????????? {??} ????????. (?? ??????, ????? ????????????
?????? ?, ?????????? ????????? ??????????, ? = 0,5772 ... .)
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12. ?????

Ln = H \Dn(t)\dt (/?=1, 2, 3, ...)·
— ?

????????, ??? ?????????? ????? ?>0, ?????, ???

L„>Clogn (?=1, 2, 3, ...),

???, ??????, ??? ??????????????????

??????????.

13. ???? | / (?) |<?4 ??? ???? ?, ?? ? | ^(?) |<?? ??? ???? ???.
14. ????? \???\*?? ??? /? = 1, 2, 3, ...,

Sn = ?0 + Ci + . . . + ??,

_s0+si+...+sn
°? -

?~+\
·

????????, ???

\Sn — <*n\<M.

????????: sn — (yn =C °?4-'\ °? ·
15. ????? / — ??????? ???????????? ???????? ?? [ — p, p].
????????, ??? ???? sn ???? ?-? ??????? ????? ????? ??????? /,
?? ?????????????????? {sn (?)} ?????????? ??????????.

????????. ??????????????? ????? ??????????? ????????????
? ??????????? 12 ? ??. 6.
16. ????????, ??? ?????????? ?????????? ?, ?????, ???

2
sin mt

771=1

?.

????????. ????????? ????????? ?????????? 15 ? ???? ?????

p — t ??? ?? (?, p),

' ( ' ' — ? — t ??? ?£( — p, 0).
17. ????? / — ??????? ???????????? ???????? ?? [ — p, ?].
????????, ??? ???? ??? ????????? ?

s = ±[f(x + ) + f(x-)],

?? ??? ????? ??????? / ???????? ? ????? ? ? s. (??? ???????
??????????? ???????.)



218 ??. 8. ?????????? ???????? ?? ?????? ?????

????????. ????????, ?? ??????????? ????????, ??? s = 0,
? == 0 ? f — ?????? (??? ???????? / ??????? sn (/; 0) = 0 ? f (0) = 0).
????? / ?????????? ? ????. ??????? d>0 ???, ????? ??????
???????? ??????? / ?? [0, ?] ???? ????, ?????????????? ??
?????? ? ???????? ?????????? 16, ????? ????????? ? ???????

\f{t)Dn{t)dt

??? ???? ?, ? ????? ????????????? ???????? ? ???????????.
18. ???????? ????????? ??????? ??????? ??????: ???? f£M

? ???? ??????? / ?????????? ? ????? ?0, ?? ?? (f; ?0) —> / (?0)
??? ?—> ??.

19. ????? ?? = ?^?— 1, a bn=^\ognln. ?????

lim^.

20. ????? / — ???????, ??????????? ?? R1, f (? + 2p) = / (?)
? a/p —?????????????? ?????. ????????, ???

\im^f(x + na)^l f(t)dt
?=1

??? ???? ?.

????????. ??????? ???????? ??? ??? f(x) = eikx.
21. ?????????????? ? ???????? ??????? ? ???????????
??????????? ??????????? ??????? ??????????? ????

[f(x-t)<Pn(t)dt,
??????? ????????? ?? ??????? ???????????? (7.24) ? ??????
(8.15) ??? ??????? ??????.



??????? ?????????? ??????????

???????? ??????????????

??? ????? ?? ?????? ? ???????????? ???????? ????????
? ?????????? ???????????? Rn. ?????????? ????? ??????????????
????? ??? ????????? ??????????? ?? ????????????? ?????????
???????????? ??? ????? ????? ????????. ?????? ??? ????? ?????
?? ?????? ????? ?????????? ? ????????? ?????? ??????????

9.1. ???????????, (?) ????????? XczRn ??????????
????????? ?????????????, ???? ?-\-?£? ? ??£?, ?????? ??
?? ???? ?£?, ?£? ? ????? ?.

(b) ???? ?? ..., xk£Rn, ? ?? ..., ck — ?????, ?? ??????
CiXi 4- .. . 4 ckxk ?????????? ???????? ??????????? ????????
xl9 ...,?&. ???? S cz Rn ? ???? ? — ????????? ???? ????????

?????????? ????????? S, ?? ?? ????? ????????, ??? ? ????????
?? S ??? ??? ?— ???????? S.

???????, ??? ?????? ???????? ???? ????????? ????????????.
(c) ?????????, ????????? ?? ???????? ?? ..., xk (??? ??????

????????? ?? ????? ???????????? ??????????? {?? . .., xk}),
?????????? ???????????, ???? ?? ??????????? CiXi4- · · · +ckXk = Q

???????, ??? Ci= ... =ck = 0. ? ????????? ?????? ??? ?????????
?????????? ?????????.

???????, ??? ??????????? ????????? ?? ????? ?????????
???????? ???????.

(d) ???? ????????? ???????????? X ???????? ???????????
?????????, ????????? ?? ? ????????, ?? ?? ???????? ????????

???????????? ????????? ?? ? 4-1 ????????, ?? ???????, ??? X ?????
??????????? ? ? ????? dimX = r.
?????????, ????????? ?? ?????? ???????? 0,— ?????????
????????????; ??????????? ??? ????? ????.

(e) ??????????? ???????????? ???????????? X, ????????
???????? ????? X, ?????????? ??????? ???????????? X.
???????, ??? ???? ? = {?? ..., ?7.} — ????? ???????????? X, ??
?????? ??????? ? ? ? ????????? ???????????? ????????????? ????

? = 2 cjxJ- ????? ????????????? ??????????, ??? ??? X ????????
?? ?, ? ???????????, ??? ??? ????????? ? ??????????. ?????
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?? ..., ?? ?????????? ???????????? ??????? ? ?? ?????????
? ?????? ?.
???????? ????????? ???????? ?????? ?????? ?????????

{?? ..., ?^}, ??? ?^· — ?????? ???????????? Rn, /-? ??????????
???????? ????? 1, ? ?????? ?????????? ????? ????. ???? x£Rn,

? = (?? ..., ??), ?? ? = 2 xJej- ?? ????? ???????? ?????????
{?1? ..., ??} ??????????? ??????? ???????????? Rn.

9.2. ???????. ????? ? — ????????????? ????? ?????. ????
????????? ???????????? X ???????? ?? ?????????, ?????????
?? ? ????????, ?? dimX<r.

??????????????. ???? ??? ???????, ?? ??????????
????????? ???????????? X, ?????????? ??????????? ?????????
Q = {yi, . .., ??+?} ? ????????? ?? ????????? S0, ????????? ??
? ????????.

????? 0</<?, ? ????????, ??? ????????? ????????? Su
????????? ???????? ?????? ???????????? X ? ??????? ???????
?? ???????? ?7· ? 1 < / < i ? ?? ?????????? ?????? ? — i ????????
????????? 50, ?????? ?? ..., xr_f. (????? ???????, St
?????????? ?? ????????? S0 ??????? / ?? ??? ????????? ??????????
????????? Q ??? ????????? ????????.) ????????? X ????????
?? Sj, ?? yi+1 ??????????? ???????? ????????? S*, ??????,
?????????? ????? ?? ..., ai+u bu ..., br-u ??? ai+i=l, ?????, ???

i+l r—i

ij<*jyj+l! bkxk=o.

???? ?? ??? bk ???? ????? ????, ??, ? ???? ?????????????
????????? Q, ? ??? ?,- ???? ?? ??????. ?? ai+i= 1.
?????????????, ????????? ?????? Xk(zSi ???? ???????? ?????????? ??????
????????? ????????? Tt = Si [} {??}. ?????? ???? ?????? ?^ ?? Tt
? ????????? ?????????? ????????? ????? Si+i. ????? ????????
???????? Si+i ? ?? ????? X, ??? ??? Si+i ???????? ???? ??
??????????, ??? ? St (?????? i ????? ???????? ?? /+1).
??????? ? 50, ?? ???????? ????? ??????? ?????????

Su ..., Sr. ????????? ?? ??? ??????? ?? ?? ..., ??, ? ????
?????????? ??????????, ??? ??? ???????? ????? X. ?? ????????? Q
??????????, ??????, ??+1 ?? ??????????? ???????? ????????? Sr.
??? ???????????? ?????????? ???????.

?????????, dimRn = ?.

??????????????. ???????????? Rn ???????? ??
????????? {?^ ...,??}. ???????, ??? ?????????? ???????,

dim Rn < ?.

?? ????????? {?^ ..., ??} — ???????????, ? ?????? d\mRn>n.



???????? ??????????????221

9.3. ???????. ????? X— ????????? ????????????
? ?\?? = ?.

(a) ???????????? X ???????? ?? ????????? ?, ?????????
?? ? ????????, ? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? ????????? ?
??????????.

(b) X ????? ?????, ? ?????? ????? ??????? ?? ? ????????.
(c) ???? 1<?? ? {?? .. ., ??}—??????????? ????????? ? X,
?? X ????? ?????, ? ?????? ???????? ?????? ??? ???????
? ? ···, ??-

??????????????. ????? ? = {?? ..., ??}. ?????????
{?? ..., ??, ?} ???????? ??? ????? ?£?, ??? ??? dimX = n.
???? ? ??????????, ?? ? ??????????? ???????? ????????? ?;
??????, X ???????? ?? ?. ???????, ???? ????????? ? ????????,
?? ???? ?? ??? ????????? ????? ???????, ?? ????? ????????.
??????, X ?? ????? ???? ????????? ????????? ? ?? ??????? 9.2.
??? ????? (?) ????????.
???????????? X ???????? ??????????? ?????????, ?????????
?? ? ????????, ??? ??? ?\?? = ?, ? ???????? (?), ?????? ?????
????????? ???????? ????? ???????????? X; ?????? (6) ????????
?? 9.1 (d) ? 9.2.
????? ???????? (?), ????????, ??? {?^ ..., ??} — ?????
???????????? X. ???????????? X ???????? ?? ?????????

5 = {yi, ..., ??, ??, ..., ??}>

?????? ????????? S ????????, ??? ??? ??? ???????? ??????,
??? ? ????????. ???????????, ?????????????? ??? ??????????????
??????? 9.2, ??????????, ??? ???? ?? ???????? ?^ ????? ????????
?????????? ????????? ????????? ????????? S. ?????? ????
?????? xt ?? S, ?? ??????? ?????????, ???????? ???????? ???
??? ????????? ? X. ???????? ???? ??????? ? ???, ?? ???????
????? ???????????? X, ?????????? ??????? {?? ...,??}
???????? (?).

9.4. ???????????. ??????????? ? ?????????? ????????
???? X ? ????????? ???????????? ? ?????????? ????????
???????????????, ????

? (?? + ?2) = Axi + ??2, ? (??) = ???,

?????? ?? ?? ???? ?, ?? ?2?? ? ????? ?. ???????, ??? ?????
????? ?? ?????? ?(?), ???? ? —???????? ??????????????.
??????? ???, ??? ???? ? —???????? ??????????????, ?? ?0 = 0.
???????? ?????????????? ???????????? X ? X ????? ????????
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????????? ??????????? ?? X1). ???? ?—-???????? ???????? ?? X,
??????? (i) ??????? ??????????; (ii) ?????????? ???????????? X
?? X, ???????? ?????????. ? ???? ?????? ?? X ?????
?????????? ???????? ?~\ ??????? ?~1(??)=-? ??? ???? ?£?.
????????, ??? ? ???? ?????? ?(?~1?) = ? ??? ???? ?£? ?
?'1—???????? ????????.
?????? ???????? ???????? ?????????? ?? ?????????????
????????? ????????????? ??????? ? ???, ??? ?????? ?? ??????? (i) ? (ii)
?????? ?? ????? ??????.

9.5. ???????. ???????? ???????? ? ?? ?????????????
????????? ???????????? X ??????? ?????????? ? ??? ? ??????
? ??? ??????, ????? ????????? ??? ???????? ????????? ?? ???? X.

??????????????. ????? {??...,??} — ?????
???????????? X. ?? ??????? ?????????? ????????? ? ???????, ??? ???
????????? ???????? R(A) ???????? ?? ????????? Q = {Axi, ..., ???}.
?? ??????? 9.3 (?) ?? ?????????, ??? R(A) = X ????? ? ??????
?????, ????? Q — ??????????? ?????????. ?? ?????? ????????,
??? ??? ?????????? ????? ? ?????? ?????, ????? ???????? ? ???????
??????????.

????????, ??? ???????? ? ??????? ?????????? ? ??? 2 CiAiXj = 0.
????? ?(2 CiXi) = 0> ??????, ^ciXi = 01 ??????, ?1= . .. =?? = 0,
? ?? ?????????, ??? ????????? Q ??????????.

?????, ???????, Q ?????????? ? ? (2 £???) = ®· ????? 2 fyAxt = 0,
??????, cL= ... =?? = 0, ? ?? ?????????: ?? = 0 ?????? ?????,

????? ? = 0. ???? ?????? ?? = ??, ?? ? (? — ?) = ?? —?? = 0,
??? ??? ? — ? = 0, ? ?????? ? ??????? ??????????.
9.6. ???????????, (?). ????? L(X, ?) — ????????? ????
???????? ??????????? ?????????? ???????????? X ? ?????????
???????????? ?. ?????? L (X, X) ?? ????? ?????? ?????? L (X).
???? ?? A2£L(X, Y) ? ???? ctJ c2—?????, ?? ?????????
??????????? ?1?1 + ?2?2 ??????????

(?^ + ?2?2) ? = ?4?4? + ?2?2? (? £ X).

????, ??? ????? clAl + c2A2^L(X, Y).
(b) ???? X, ?, ?—????????? ????????????, A£L(X, Y)

? B£L(Y, ?), ?? ?? ????????? ???????????? ? ? ??????????

(??)? = ?(??) (???).

????? BA£L(X, ?).

!) ????? ?? ????? ???? ?????? ??????????? ????????????? ? ????????
??????????????? ???????????? X ? ???????? ?? ???? ???????????? ?.— ????.
?????.
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???????, ???, ?????? ??????, ????? ???? ? ??? ??????,
????? X = Y = Z.

(?) ?????? || ? || ????????? ? £ L (Rn, Rm) ?????????? ???????
????? ????????? ???? ????? |??|, ??? ? ????????? ?????????
???? ???????? ???????????? Rn, ?????, ??? |?|<1.
???????, ??? ???????????

| ??|<||?|| |?|

??????????? ??? ???? x£Rn. ????? ????, ???? ? ??????, ???
??|<?|?| ??? ???? x£Rn, ?? ||?||<?.

9.7. ???????, (?) ???? A£L(Rn, Rm), ?? ||?||<?? ? ? —
?????????? ??????????? ??????????? ???????????? Rn ?
???????????? Rm.

(b) ???? A, B£L(Rn, /?m), ? ?—?????, ??

||? + ?||<||?|| + ||?||, ||??|| = |?|||?||.

???? ?????????? ????? ? ? ? ?????????? ??? \\? — ?\\, ??
L (Rn, Rm) ?????????? ??????????? ?????????????.

(c) ???? A£L(Rn, Rm) ? B£L(Rm, Rk) ??

||??|?||?||||?||.

??????????????, (?) ????? {?? ...,??} — ???????????

????? ? Rn, ? ????? ? = 2 ^?*, | ? | < 1, ??? ??? | d ?1 ???
/ = 1, ..., ?. ?????

I ?? | = | 2 CtAei |< S \?% \ I Aet |<2 I Aet |,
??? ???

? IK S |??,|<??.

?? ?????, ??? ??????????? ? ?????????? ??????????, ???
??? | ?? — ??\ < || ? || |? — ? |, ???? ?, y£Rn.
??????????? ? (?) ??????? ?? ????, ???

\(?-\-?)?\ = \?? + ??\<\??\ + \??\*?(\\?\\ + \\?\\)\?\;

?????? ????? ??????????? (?) ??????????? ??? ?? ????????. ????

?, S, C£L(R\Rm),

?? ??????????? ??????????? ????????????

\\?-?\\ = \\(?-?) + (?-?)\\<\\?-?\\ + \\?-?\\,

? ????? ?????????, ??? || ?—?\\ ???????? ?????????? ??????????
?????????? (??????????? 2.17).
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???????, (?) ??????? ?? ???????????

\{??)?\ = \?{??)\<\\?\\\??\<\\?\\\\?\\\?\.

???? ? ???????????? L (Rn, Rm) ???????, ?? ????? ?????????
?? ??? ???????????? ????? ???????, ??? ?????????????, ????????

????????? ? ?. ?. ???? ????????? ??????? ?????????? ???
???????.

9.8. ???????. ????? O—????????? ???? ?????????
???????? ?????????? ?? Rn.

(?) ???? ??O, || ?"11| < 1??, B£L(Rn) ? ||?—?|| = ß<a, ??
ß?O.
(?) O—???????? ???????????? ???????????? L(j?n), ?
??????????? ?—>?~* ?????????? ?? O. (???, ????????, ???????
?????????? ?????????? ????????? O ?? ???? ? ???????? ????????
? ?????? ????.)

??????????????. ?? ???? ??? | ? | = | ?"1 ?? | < ?"11 ?? | ???
???? x£Rn, ???????, ???

(a— ß)|?|<|??| — ß|?|<|??| — \(?—?)?|<|??|

??? ???? x£Rn. ??? ??????????, ??? ???????? ? ???????
??????????, ??????, ß£O ?? ??????? 9.5. ?? ??? ????? ??? ????? ß,
??? ???????? ||5 —?||<?; ??????? ????????? O ???????.
??????? ? ??????????? ???? ??????????? ? ???????? ?~??,

(a-Wl^yKJfi^y^lyl,

??? ??? ||ß-1[|<(a — ß)-1. ?????????

?-? — ?-1 = ?-1(? — ?)?-1

? ??????? 9.7 (?) ?????????? ??????, ???

? ??? ????? ???????? ??????????? ? ?????????????, ??? ???

ß->0 ??? 5->?.

9.9. ???????. ????? {?? ...,??} ? {?? ...,??} — ??????
????????? ??????????? X ? ? ??????????????. ????? ??????
?????????????? A£L(X, ?) ????????????? ????? ?^·, ?????, ???

(1) Axj=2aijyi (1</<?).
?=1
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?????? ???????????? ???? ??? ????? ?????????????? ?
????????????? ??????? ?? ? ????? ? ? ????????, ?????????? ????????:

?~?? ?\2 · · · ?? ~~|
. ?? I #21 ß22 · · · ?2? I

\_CLjn\ Q>m2 · · · &??_1

???????, ??? ?????????? ?^ ??????? Axj (?? ?????????
? ?????? {?4, ...,??}) ????????? ? /-? ??????? ??????? [?].
????????? ??? ????????????, ????? ???????, ??? ?????????
???????? ?????????????? ? ???????? ?? ???????-??????? ??????? [?].

???? ? = 2 cj*ji ??» ? ???? ?????????? ?????????????? ?
? ????????? (1), ????????

(2) ??= S(Sa«?)*·
2=1 j=l

????? ???????, 1-? ?????????? ??????? ?? ????? 2 aucj·

???????, ??? ? (1) ???????????? ???????????? ?? ??????? ???????
???????? ?}-, ????? ???, ???????? ??????????, ?? ?????????

?? ??????? ???????.

????? ?????? ???? ??????? ?? ? ????? ? ? ???????? ?

????????????? ?????????? ??<7·. ???? ??????????? ? ??????????
?????????? (2), ?? ????, ??? A£L(X, Y) ? ??? [?] — ???????? ???????.
????? ???????, ??????? ??????? ??????????? ???????????? ?????
?????????? L (?, ?) ? ?????????? ???? ???????????? ??????
?? ? ????? ? ? ????????. ??????????, ??????, ??? [?] ???????
?? ?????? ?? ?, ?? ? ?? ?????? ??????? ? X ? ? ?. ???? ? ?? ??
?????????????? ? ????????? ????????? ???????, ???? ??????
??????, ? ???????. ?? ?? ?????? ????????? ??? ?????, ??? ???
?? ?????? ????? ????? ???? ? ?????????????? ????????.
(????????? ????????? ?? ????? ?????? ????? ????? ? ?. 9.26.)
???? ? — ?????? ????????? ???????????? ? ??????? {zu ..., ??},
???? ? ?????? ?????????? (1) ? ????

Byi = S bkiZk, (BA) Xj = 2 CkjZk,
h k

TO

A£L(X,Y), B£L(Y,Z), BA£L{X,Z),
? ??? ???

? (Axj) = ? (2 afiyi) = 2 atJByt =

= S? aij S bhiZk =2(2 bhldij) Zk,
i k hi

15 ?. ?????



226 ??. 9. ??????? ?????????? ??????????

?? ?? ????????????? ????????? {zu ..., ??} ???????, ???

(3) chs = ^bkiaiS (1<&<?, 1</</?).

??? ??????????, ??? ????? ??????? [??] ?? ? ????? ? /?
????????, ???? ??????? [?] ? [?]. ???? ?? ????????? ????????????
[ß] [?] ??? [??\, ?? ????????? (3) ????????? ??????? ???????
???????????? ??????.

???????, ????????, ??? {?1? ..., ?„} ? {?1? ..., ??} —
??????????? ?????? ??????????? Rn ? Rm ? ??? ? ?????? ?????????? (2).
??????????? ?????? ??????????, ???

I ?? |2 = S {Sa?&?< S (S rfi S cj) = S ah i x I2.
j j j i, j

????? ???????,

(4) ????S?G2·
if i

???????? (4) ? ? — ? ?????? ?, ??? A, B£L(Rn, Ru), ??
?????, ??? ???? ???????? ??????? ?? — ??????????? ???????
?????????? ?????????, ?? ?? ?? ????? ? ????????? ?. ??????,
???? S — ??????????? ????????????, ??, ..., ??? — ????????????
???????, ??????????? ?? S, ? ???? ??? ????? p£S Ap —
???????? ?????????????? ???????????? Rn ? ???????????? Rm, ???????
???????? ?????????? ?? ????????? ?^· (?), ?? ??????????? ?—>?? —
??????????? ??????????? ???????????? S ? ???????????? L (Rn, Rrn).

9.10. ???????????. ????? ? — ???????? ????????? ? Rn,
f — ??????????? ????????? ? ? ???????????? Rm ? ?^£.
???? ?????????? ???????? ?????????????? ? ???????????? R71
? ???????????? /??, ?????, ???

(5) „ ?(?+?)-1(?)-??| _(5) lim
|h|

-U,

?? ???????, ??? f ??????????????? ? ????? ?, ? ?????

(6) t'(x)=A.

???? ??????????? f ??????????????? ? ?????? ????? ?£?,
?? ???????, ??? f ??????????????? ?? ????????? ?.
????????? ??????????? ?????????? ??? ??????????? ?
??????????? ????? ???????????.

(?) ? (5), ???????, ??????? ? ????, ??? h£/?n, ? ?????? ????
????? |hj ?????????? ????, ?? ? + \\??, ??? ??? £ — ????????
?????????. ????? ???????, f(x + h) ????? ?????, f(x4-h)£/?m,
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? ??? ??? A£L(Rn, RM), ?? Ah£Rm. ????? ???????,

f(\ + h)-i(\)-Ah£Rnl.

?????, ???????????? ? ????????? ????? (5),—??? ?????
???????????? Rm, ? ? ??????????? — 7??-????? ??????? h.
(?) ? ?????? ?= 1 ????? ??????????? ??????????? ????????

? ???????? (??. ??????????? 5.1 ? ?. 5.16). ??????????? ? (?)
???????????? ??? ?????? y£Rm (???? ?????? ?? ??????????),
??? ????????

(7) hm { ^l "-y}=0.
?? ??????? ??????? y£Rm ????? (??????? ??????????)
??????????? ???????? ?????????????? ?? ???????????? R1 ? Rm ??
??????? Tyh = hy. ???????, ??? ?????? T£L(R}9 Rm) ????? ???
? = ?? ??? ????????? ? (????? ?????? ????? ? = 74). ??? ????

(c) ????? f ? ? — ?? ??, ??? ? ??????????? 9.10, ? ????? f
??????????????? ?? ?. ??? ?????? ????????????? ? ? ?
?(?) = ? ???? ???????? ?????????????? ???????????? R71 ? Rm,
?. ?. ???????, ?????????????? ??????? ??????? h£Rn ??????
? (x)h = Ah£Rm. ? ?????? ???????, ????????? ??????????? f
??????????????? ? ?????? ????? ????????? ?, ?? ?????? ?????
????? ????????? ????????????? ???????? ? (?) = ?. ??? ?????
???????????????? ??????????? f ?????????? ???????????
(???????) ? ?? ? ?? ?????????? ? L(Rn, Rm).
(d) ??????????? (5) ????? ?????????? ? ????

(8) f(x + h) = f(x)+i/(x)h + r(h),

??? ??????? ? (h) ??? ? ??? ??????, ???

(9) lim JrirL = 0.

????? ??????????? (8) ???: ??? ????????????? ? ? ????? h

f(X + h)-f(x)

??????????? ????? ? (?) h, ?. ?. ????? ???????? ????????
??????? ? ????? h.

?????????? ????????? ?? ????????? (8), ????? ?????????
? ????????????? ??????????? f ? ????? ?????, ? ??????? ???
???????????????.
(?) ???????????, ???????????? ? (5) ??? ? (8), ?????
???????? ?????? ??????????? ??????????? f ? ????? ?, ???
?????????????? ??????????? f ? ????? ?.

15*
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?????? ?? ????? ?????? ? ??????????????, ???????, ????????,
??? ?????? ? ????????.

9.11. ???????. ????? ? ? \ — ?? ??, ??? ? ???????????
9.10, ?£? ? (5) ??????????? ? ? = ?? ? ? ? = ?2, ???
Ai£L{Rn, Rm) (?=1, 2). ????? Ai = A2.

??????????????. ???? B = Ai — A2, ?? ???????????

| JBh |<: | f (? + h) — f (?) — ?ih | +1 f (? + h) — f (?) — ?2? |

??????????, ??? |Bh|/|h|—>0 ??? h—>0. ?????? ???????, ???
??? ????????????? h F 0

(10) LtTET-O ??? /_>0.
????? ???? ??? ? ???????, ????? ????? ? (10) ?? ???????

?? t. ??????? Bh = 0 ??? ???? h£Rn. ??????? ????????.
??????? ????????????????? ??????? ??????? (??. ??????? 5.5)
????? ???????????????? ?? ?????? ????????. ? ????????????,
? ?????????????? ?????????? ????? ??, ??? ? ?????????? ??????.

9.12. ???????. ????? ? — ???????? ????????? ? ?????-
??????? Rn, f — ??????????? ????????? ? ? ???????????? Rm,
???????????????? ? ????? ?0££, g — ??????????? ??????????
????????? ?????????, ??????????? f(E), ? ???????????? Rk,
?????? g ??????????????? ? ????? f (?0). ????? ??????????? F
????????? ? ? ???????????? Rk, ???????????? ??????????

F(x) = g(f(x)),

??????????????? ? ????? ?0, ?

(11) F'(xo) = g'(f(Xo))-f'(Xo).

? ?????? ????? ????????? (11) ????? ???????????? ????
???????? ??????????????, ???????????? ? ??????? 9.6.

??????????????. ????? y0 = f(x0), ? = ?(?0), 5 = g/(Yo).
? ?????

? (?) = f (?) -f (??) -? (?- ??),

? (?) = g (?) -g (??) -? (?-??),

r(x) = F(x)-F(x0)-A4(x-x0).

?? ?????? ????????, ??? F'(x0) = BA, ?. ?. ???

(12) ??^-*0 p?«?-??.
?? ??????????? ??????????? F ? ??????? ? ?????

r(x) = g(f(x))-g(y0)-£(f(x)-y0) + B(f(x)-f(Xo)-4(x-Xo)),
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??? ???

(13) r(x) = v(f(x)) + Bu(x).

???? e>0, ?? ?? ??????????? ?????????????? ??? ???????,
??? ?????????? ?>0 ? ?>0, ?????, ???

|v(y)|<e|y —?0|,

???? |?— ?01 <??, ?

| f (?) — f (?0) I < ?, I u (?) ? e ? ? — ?0 I

??? I ? — ?0|<d. ??????,

(14) ? ? (f (?)) I <; e ( f (?) — f (x0) | = e | u (?) + ? (? — x0) | <

<e2|? — ?0| + e||?|||? — ?0|

(15) |Su(x)|<||B|||u(x)|<^||S|||x-x0|,

???? I ? — ?0|< d.
?????? (12) ??????? ?? (13), (14) ? (15).

9.13. ??????? ???????????. ????? f ??????????
???????? ????????? ? a Rn ? ???????????? R'n ? ????? ??????????
/?» · - · > /m» ???????????? ? ??????? 4.10. ????? {?? ..., ?^} —
??????????? ????? ???????????? Rn. ????????? ?? ????????? ?
??????? Djft ???????????

(16) Djft(?) = lim fi(* + '*j)-ftW ,

????, ???????, ???? ?????? ??????????. ????????? ft (x) ? ????
fi(xu . ..,*?), ?? ?????, ??? Djfi ???? ??????????? ??????? fi
?? Xj ??? ????????????? ???????? ????????? ??????????.
??????? ????? ???????????? ???????????

<")

?????? Djfi.
???? ??????????? f ??????????????? ? ????? ?, ??
??????????? ??????????? f' (?) ??????????, ???

(18) lim f(x + fll>-f(x)=f'(x)h.

???????? ? ??????????? ????????, ??????? ? (18), ? ? = ?7,
?? ?????, ??? ???? f ??????????????? ß ????? ?, ?? ???
??????? ??????????? (Djfi) (x) ??????????.
????????, ?????? ??????, ??????? ???? ? ??? ??????, ?????
??????? ??????????? ?????????? ?? ???? ?????? ????????? ?
(?????????? 9); ????, ??????, ??????? ??????????? ? ???? ??
??????????, ?? ???????? ????? (??. ??????? 9.16).
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???????, ??? ? (?)?7 — ???/-? ??????? ??????? [V (?)]. ?????
???????, (Djfi) (x) ????????? ? ?-? ?????? ? ?-? ??????? ???????
If'WI·

9.14. ??????. ????? f — ???????????????? ???????????
????????? (a, b) cz R1 ? ???????? ????????? EczR71, ????? g —
???????????????? ???????????? ???????, ???????????? ? ?
(?. ?. g — ???????????????? ??????????? ????????? ? ?
???????????? R1). ??????? h (t) = g (f (t)) ??? a<^<6. ????????
??????? ????????????????? ??????? ???????,

?'(')=«'(*?)»'(*) (a<t<b).

????, ??? ft'(^) —???????? ???????? ?? R1, ??? ??? f' (t) £
£?(#\ Rn) ? g' (4t))£L(Rn, R1). ???? ????????????? A' (t) ???
???????????? ?????, ?? ????????, ? ??????? ???? ????,—???

???????? ????????? ?? W (f)\ ??. ? 9.10 (6).
?? ????????? ? ???????????? ?????? ???????????? Rn [? (t)] —
??? ??????? ?? ? ????? ? 1 ??????? («?????????????? ???????»),
? i-? ?????? ??????? ????? f'i(t), ??? /? ···» /? — ??????????
??????????? f, ? ??? ?????? ? ? ? [gr (x)] — ??????? ?? 1 ??????
? ? ???????? («???????????? ???????»), ? /-? ??????? ??????? ?????
(Djg)(x). ??????, [h' {t)\— ??????? ?? ????? ?????? ? ??????
???????, ???????????? ????????? ??????? ?????? ????????????

?'(*)=2!(??(?0)?(0.
?=1

?????????? ????????? —????? ????????????? ?????? ???????
????????????????? ??????? ???????.

9.15. ???????????. ???????????????? ??????????? f
????????? ????????? ? cz Rn ? ???????????? Rm ??????????
?????????? ???????????????? ?? ?, ???? f — ???????????
??????????? ????????? ? ? ???????????? L (Rn, Rnb).
?????? ????? ?????????, ? ???? ??????????? ?????????, ?????
??? ?????? ?£? ? ?????? e>0 ???????????? ????? d>0,
?????, ??? || ? (?) — ? (?) || <e, ???? ?£? ? |? —?|<?.
???? ??? ???????????, ?? ?? ????? ????????, ??? f ????????

^'-???????????? ?? ? ??? ??? f£%'(E).

9.16. ???????. ????? f ?????????? ???????? ?????????
? a Rn ? ???????????? Rn\ ????? \?%' (?) ? ??? ? ??????
? ??? ??????, ????? ??????? ??????????? Djfi ??????????
? ?????????? ?? ? ??? 1</<?, 1</<?.

??????????????. ???? ???'(?), ?? ???????????

|f'(y)e,-f'(x)e,|<l|f'(y)-i'(x)|l
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? ????????? ? (16) ? (18) ??????????, ??? ?????? ???????
??????????? Djfi — ??????????? ??????? ?? ?.
??? ?????????????? ????????? ?????????? ??????????? ??????

?=\ (???????). ??????????? ? £ ? ? e>0. ????? ???? ???
????????? ? ???????, ?????????? ???????? ??? S ? ??????? ?
????? ? ? ???????? ?, ??????? ????????????? ?. ??
????????????? ??????? Djf ???????, ??? ? ????? ??????? ????? ?????,
????? ?????

(19) \(DJf)(y)-(DJf)(j)\<^ (yGS, l </</!).

????? h = 2 ?/?? |h|<CA*, ????? v0 = 0 ? ?^ = /?& + ... + hkek
??? 1 < k < ?. ?????

(20) /(x-|-h)-/(x) = S [/(x + v^/(x + vw)].

????? ???? ??? |??|<? ??? l<;fe<n, ? ????????? S ???????,
??????? ? ??????? ? + ?^ ? x + v, ????? ? S.
????????? Vj = Vj_i + hjej, ?? ?? ??????? 5.10 ? ??????? ????????
/-? ????????? ? (20) ?????

(21) hj(Djf)(x + yj.i + Qjhfij)

??? ????????? ?7·£(0,1), ? ?????? ??? ? ???? (19) ??????????
?? hj(Djf)(x) ?????, ??? ?? \hj\s/n. ???????? (20), ??????
???????, ???

/(?+?)-/(?)-2^(^·/)(?)|<4-S|^µ<|?|e

??? ???? h, ?????, ??? | h | < ?.
??? ????????, ??? ??????? / ??????????????? ? ????? ? ? ???
/' (?) — ???????? ???????, ??????? ?????? ? ???????????? ?????

2 hj (Djf) (?) ??????? h = 2 ?/ß,·. ??????? [/' (?)] ??????? ?? ??????
(Dif) (?), ..., (Dnf) (?), ? ??? ??? ??????? DJ, ..., Dnf ??????????
?? ?, ??, ??? ?????????? ?????????????? ????????? ?. 9.9,

??????? ?? ???????? ???????

??? ??????? ??????????, ????? ??????, ??? ??????????
???????????????? , ??????????? f ???????? ? ??????????? ?????
????? ?, ? ??????? ???????? ???????? ?????????????? f (x).

9.17. ???????. ????? i ???? ?'-??????????? ?????????
????????? ? a Rn ? ???????????? Rn, ????? ??????????? ? (?)
???????? ??? ????????? ?££\ ? ????? b = f (?). ?????
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(a) ?????????? ???????? ????????? U ? V ? ????????????
Rn, ?????, ??? a^i/, b?V, i ??????? ?????????? ?? U ? f (£/) = V;
(b) ???? g — ???????????, ???????? ? f [??? ??????????

???????? (?)], ???????? ? V ??????????

g(f(x))=x (xeia

?? ge«'(lO-
????????? ????????? y = f(x) ? ??????? ?????????, ??
???????? ? ????????? ????????????? ?????????? ???????: ?????????

yi = fi(xu ...,??) (l<i<n)

?????????? ??????? ??????????? ???????????? ????? ??????????

?????? ????????????? ????? ? ? ?; ??? ????*!, ..., ?? ????????
?????????? ????????????????? ????????? ?? ?? ...,??.

??????????????. ????? ?(?) = ?. ??????? ? ???, ?????
4? || ?-11| = 1. ????? ???? ??? f ? $'(£), ?????????? ?????
???????? ??? U ? ??????? ? ????? ?, ???

(22) || ? (?) —? || <2? (?££/).

????????, ??? ???/ ? x + h^U. ???????

F(t) = t(x + tb) — tAb (0<f<:l).

?????????? ?????????? ????????? U, x + th£U ????<^< 1,
? ?? (22) ???????, ???

|F'(0Mf'(x + *h)h —??|<2?|??|< -? \??\.

????????? ??????????? ??????????? ??????, ???

2? | h I = 2? ? A'1 Ah |< 2? || ?"11| | ??) = -i-1 ?? |,

? ???? ?????? ????? ?. ?? ??????? 5.20 ??????? ??????, ???

|F(1)-F(0)|<4-Hhl'

(23) |f(x + h)-f(x)-i4h|<4-|^h|.
?????? ???????, ???

(24) |f(x + h)-f(x)|>-L^h|>2X|h|.

??????????, ??? ??????????? (23) ? (24) ???????????, ????
?????? ???/ ? x + h£t/. ? ?????????, ?? (24) ???????, ???
??????????? f ??????? ?????????? ?? U.
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??????????? ?0??/ ? ?????????? ???????? ??? S ? ???????

? ????? ?0 ??????? ?>0, ????????? ???????? S ????? ? U. ??
???????, ??? f (S) ???????? ???????? ??? ? ??????? ? ?????
f (x0) ??????? ?G.
????? ??????? ???, ??????????? ????? ?????? ?, ??? | ? — f (x0) | <.

< ?G, ? ???????

?(?) = |? —f (?)| (??5).

???? |? — ?0 | = ?, ??, ??? ?????????? (24),

2?G < | f (?) - f (Xo) | < f (x) + f (x0) < f (x) + ?G.

????? ???????,

(25) f (?0) < ?G < f (?) (| ? — ?01 = ?)

????? ???? ??? f —??????????? ???????, a S- ??????????

?????????, ?????????? x*£S, ?????, ??? f(?*)<f(?) ??? ????
XG5"· ???????? (25), x*£S.
??????? w = y — f(x*). ????????? ? ???????, ??????????

?????? h£Rn, ?????, ??? Ah=--w. ??????? ????? ££(0, 1), ?????
?????, ??? x* + /h£S. ?????

(26) |f(x*)-y + 4/h| = (l-0|w|,

?, ??? ?????????? (23),

(27) |f (x* + ih) — f (x*) —i4ih|<-i-|iw|.

????????? f (?* + ^h) — ????? ????? ????????, ????????????
? ????? ?????? ????????? (26) ? ??????????? (27), ? ??? ???
|w| = (p(x*), ??

(28) f(?*+^)<(?-|)f(?*).
????? ???????, f (?*) = 0, ?. ?. f (?*) = ??).
??? ????? ????????, ??? ?????? ????? ????????? f (£/) ?????
???????????, ???????????? ? f(U). ??????? f (?/) — ????????
???????????? ???????????? Rn. ??????? V = i(U), ?? ?????,
??? ??????????? (?) ??????? ????????.

????? ???????? (6), ??????? ? 6 ?, y + kgV ? ??????? x = g(y),

h = g(y + k)-g(y).

?) ??? ????? ?????????????? ????? ??? ??????? ?????????. ?????????????,
??????? f (?) = | ? — / (?) |2 ????????? ???????? ? ????? ?*, ????????????? 5.
??????? ??????? ??????????? ??????? f (?) ? ???? ????? ?????????? ?
?????????? ? ????. ?????? ???????, ??? /' (?*) (? — f (?*))=0. ?? ???????? f' (?*),
??? ????? ??????, ???????, ??? ??? y = f (?*).—????. ?????.
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???????? ??????? 9.8 (?), ??????????? (22) ? ?????? ??????
????? ?, ???????? V (?) ????? ????????, ??????? ?? ?????????
????? J3. ???????? ? ? ?????????

k = f(x + h) — f(x) = f'(x)h + r(h),

??? |r(h)|/|h| —>0 ??? h—>0, ?? ??????? Bk = h + Br(h), ???

(29) g(y + k)-g(y) = Bk--fi(r(h)).

???????? (24), 2X|h|<|k|. ????? ???????, h-^? ??? ?-^0
(??? ???????????? ?????????? ????????????? ??????????? g
? ????? ?) ?

(30) ^f^^'^^-O ??? ?->0.
????????? (30) ? (29) ??????????, ??? g ???????????????

? ????? ? ? ??? g' (?) = ?. ????? ???????,

(31) g'(y)={f'(g(y))r1 (yen

????? ????, g —??????????? ??????????? ????????? V ?? U,
? — ??????????? ??????????? ????????? U ? ????????? O ????
????????? ????????? ????????? L(Rn), ? ??????? ? ????????? —
??????????? ??????????? ????????? O ?? ????????? O [?? ???-
?? 9.8 (?)]. ????????? ??? ????? ? ????????? (31), ?? ????????,
??? ge^ (V).
??????? ????????.
????????? ??????????? ???????? ??????????????? ?? ???????

[????? (?)]:

?????????. ???? ? ???? <?'-??????????? ?????????
????????? ? a Rn ? ???????????? R71 ? ???? ???????? f' (?) ???????
??? ????? ?£?, ?? f (W) — ???????? ????????????
???????????? Rn, ?????? ?? ?? ???? ???????? ????????? W cz E.
????? ???????, ? —???????? ??????????? ????????? ? ?

???????????? Rn.
?????????????, ????????? ? ???? ?????????, ????????????
??? ?????? ????? ?£? ????????????? ????? ???????????, ??
??????? ??????????? f ??????? ??????????. ????? ???????, ??? f
???????? ??????? ??????????. ?????? f ?? ??????? ??? ???? ????
??????? ??????????? ?? ???? ????????? ?. ?????? ????????
? ?????????? 12.

??????? ? ??????? ???????

???? x = (*i, ...,xn)eRn ? ? = (?/?, .. ., ym)eRm, ?? ?????
(?, ?) ?? ????? ?????????? ????? (??? ??????)

(??, ..., ??, ?/?, ..., ??) ? R
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? ???? ??????? ?????? ??????? ? (?, ?) ??? ? ???????? ???????
?????? ????? ?????????? ?????? ???????????? Rn, ? ?????? — ??????
???????????? Rm.

????? AeL(Rn+m, Rn), ? ?????

(32) ?(?, 0) = 0 ???????????? h=0.

???????, ??? ?? ??????? 9.5 ??????????? ?^?(?, 0) ????
???????? ??????? ??????????? ??????????? Rn ?? ????. ?????,
??? ?????? k£Rm ? h£Rn ????????? ? (?, k) = b ?????
???????????? ???????. ?????????????, ?????????? ????? ?, ??? ?(?, 0) =
= ? — ?(0, ?), ?. ?. ?(?, ?) = ?, ? ???? ? (?? ?) = ? (?2, ?),
?? ?(?1--?2, 0) = 0 ?, ? ???? (32), Xi = x2.
? ?????????, ???? ? ????????????? ??????? (32), ?? ?????????

(33) ?(?, ?) = 0

????? ??? ?????? y^Rm ???? ? ?????? ???? ??????? x£Rn.
??????? ? ??????? ??????? ??????????, ??? ????????
?????????? ??????????? ? ? ????????? ????????? (?? ???????????
????????) ?????????? ???????????????? ???????????. ?????? ???
?????????????? ??, ???????, ??? ???? [?] —??????? (?? ? ?????
? ? + ? ????????) ??????????? ? ?? ????????? ? ???????????
???????, ?? (32) ???????? ? ????????, ??? ???????, ???????
? ?????? ? ???????? ??????? [?], ??????? ??????????.
????????? ???? ?????????, ????? ?????????, ??????????? ?? (32).

9.18. ???????. ????? f ???? %'-??????????? ?????????
????????? ? a Rn+m ? ???????????? R71. ????????, ??? (?, ?) £ ?,
f(a, b) = 0, A = V (a., b) ? ? ????????????? ??????? (32). ?????
?????????? ??????????? W ????? ? (W a Rm) ? ????????????
??????? g6<e' (W) ?? ?????????? ? Rn, ?????, ??? g(b) = a ?

(34) f(g(y),y) = 0 (? 6 W).

??????? g ?????????? ?????? ?????????? (34), ?????? ?
???????? ???????. ?? ????? ?????????????? ? ????????, ???????????
? ??????? ? ????????? ? ?-\-? ????????????:

/1 \??? · · · ? ??? ? ? · · · > ??) — ?,

(35) ;

In (%li · · · > ??? ?\? · · ·» ??) = 0.

???? ????????????? ?? ? ?????? ????????, ??? ??????????
??????? ?? ? ????? ? ? ????????, ?????, ??? ?? ??????????? ??

i-? ?????? ? /-?? ??????? ????? -~(?.,?), ????? ???????????

???????. ???? ??? ??????????? ? ???? ? = ?, ? = ? ?????????????
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????????? (35), ?? (35) ????? ????????? ???????????? ?? ..., ??
??? ?????? ?, ?????????? ??????? ? ?.

??????????????. ????? F — ???????????, ???????? ?
???????????? ????? (?, ?) ? ? ????? (?, w)£Rn+rr\ ????????????

(36) z = f(x, ?), w = y.

????? F£$' (?). ????????? f(a, b) = 0, ??

f(a + h, ? + ?)=?(?, k) + r(h, ?),

??? ? —???????, ??????????? ? ??????????? ?. ?? ???? ???

F(a + h, b + k)-F(a, b) = (f((a+h), b + k), k),

???????, ??? F'(a, b) —???????? ???????? ?? j?n+m, ???????
??????? (h, k) ?????? ? ???????????? ?????? (A (h, k), ?). ???? ???
????? ??????????? ????? ??????-?????? ??????? ????? ????,
?? A (h, k) = 0 ? ? = 0, ? ?????? A (h, 0) = 0 ? ?? (32) ???????,
??? h = 0. ??? ??????, ??? ???????? F' (?, ?) ??????? ??????????
?, ?????????????, ??????? (??????? 9.5).
??????? ? F ????????? ??????? ?? ???????? ???????:

?????????? ???????? ????????? U ? V ? j?n+,n, ?????????? (?, ?)
? (0, ?) ? ?????, ??? F ??????? ?????????? ?????????? U ?? V;
???????? (36), ???????????, ???????? ? F, ????? ???

(37) x = <p(z,w), y-w ((?, w)£l/),

??? f6^'(^)· ????? ???????,

(38) ?(f(?, w), w) = z ((z,w)Gl/).

???? ?? ?????? ????????? ????? W ????? ??????????? ????? ?,
??? (0, w)£V ??? w£W, ? ??????? g(y) = (p(0, ?) ??? y£W,
?? ??? z = 0 ? (38) ?? ??????? (34).
????, ??? g (b) = ?, ??? ??? f (0, b) = ?. ??????????????
??????? g ??????? ?? ????, ??? ??????????? F ??????? ??????????:
???? (?, ?)£1/, (?*, y)eU, a f (x, y) = f (?*, ?), ?? F(x, y) = F(x*, ?),
? ?????? ?* = ?.

??????? ? ?????

??????? ?????? ????????? ?????????????? ??????????? ???
????????? ????????. ????????? ??????? ?????? ????????????????
? ??????? 9.20.

9.19. ???????. ????? ?, q, r — ??????????????? ?????
?????, X ? Y —????????? ????????????, dimX = r-^ p, dim ? =
— ?4 q, ? —???????? ?????????????? ???????????? X ?
???????????? ? ????? ?. ????? ?????????? ????????? ???????????? ??
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?2, ???????????? ? X, ? ???????????? Yu ?2, ????????????
? Y, ?????, ???
(a) ?????? ? £ X ???????????? ??????? ?????????? ? ????

x = Xi + X2> ??? ??£??, ?2£?2;
(b) ?????? y£Y ???????????? ??????? ?????????? ? ????

? = ?1 + ??. ??? y^Yu ?2€^2;
(c) ??2 = 0 ??? ?????? ?2£?2,
(d) ??????? ?????????????? ? ?? ?? — ??????? ???????????
??????????? ???????????? ?? ?? ???????????? Yi,

(e) dim ?? = dimYl = r.

??????????????. ?? ??????? 9.3 (?) ???????????? ? ?????
????? {?? ..., vr+q}, ?????, ??? {vb ..., vr] —????? ?????????
???????? ?4 ?????????????? ?. ????? ?2 — ???????? ?????????
{?G+1, ..., ?G+?}. (???????, ??? ???? q = 0, ?? ?2 ??????? ?? ??????
???? ???????? ???????. ????????? ???????????, ???????????
? ???? ????? ?????????????? ? ? ??????? 9.20, ?????? ????
??????????? ??????????, ???? ???? ??? ????? ?? ????? ?, q, r ?????
????. ?? ????????????? ???????? ?????????? ??? ???????????
? ??????????? ??.)

??????? ??????? ?4, ..., ur£X, ?????, ??? ?? = ?,- (1 </<?).
????? {Ui, ..., ur} — ??????????? ?????????; ??????? ?? ????
???????????? ?4. ????? ?2— ????????? ???? ?£?, ?????, ??? ?? = 0.
????, ??? ??????????? ?? (6) ?? (?) ???????????. ???? ???,

?? Ax = ^iCjVj, ??? ?? ..., ?? — ????????? ?????. ???????

xi = Scjuj> ?2==? —??· ????? ?????, ??? = ??\ ??????, ??2=0,

??? ?2£??· ???????? (?) ? (d), ?4 ? ?2 ????? ?????? ???? ?????
?????? —???????. ??????? ????????????? x = Xj + x2 ???????????,
? (?) ????????.
????????? ??????? ??? ??? ???????????? ????? ???????,
????????? ? ???, ??? ?????????? ???????????????? ??????????? F
?????? ????? ? ????? ???? ???????? ??? ??, ??? ????????
?????????????? F'(x).

9.20. ???????. ????? ? = ??+?, ? = #?+«, F ????
^'-??????????? ????????? ????????? ? cz X ? ???????????? ?
? F' (?) — ???????? ?????????????? ????? ? ??? ????? ?£?.
??????????? ????? ag£\ ??????? A = F'(a), ??????? ?? ?2,

??, ?2, ??? ? ??????? 9.19, ? ????????? F4 ? F2 ??????????

(39) F(x) = Fi(x) + F2(x) (???),

??? F1(x)eYi, F2(x)e72.
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????? ?????????? ???????? ????????? U ? ???????????? X,
?????, ??? ? £ U, U ? ? ?
(a) F± (?7) — ???????? ????????? ? ?^
(b) ??? ?????? ? £ F4 (?7) ?????????? ????? ???? y2£Y 2, ?????,

yi + y2eF(£/).

?????????????? ????? ??????????? (?) ?????: F(U) — ???
«r-?????? ???????????» ? ?, ?????? «???» ?????? ??????
????????? Fi (U) ????? ????? ???? ????? ???? ???????????. ??
???????? ???????? ????????? ?????? ??? ???????, ????? ????? /;,
q, ? ????????? ???? ?? ???????? 0, 1, 2.

??????????????. ????? ? — ??????? ??????????? ? ?? Xi.
???????? 9.19 (d), ? —???????? ??????? ???????????
?????????????? ???????????? ?4 ?? ?1} ? ???????? ?????????????? ?'1
?????????? ? ? ?? ?{. ????? ? —???????? ???????? ?? X,
???????????? ???: ?? = ?2, ???? ? = ?4 + ??> *?€^?> ?26?2 (?????? ????
???????? ???????? ??????????), ? ?????

(40) f (?) = ?-?*! (?) + ??(? ? ?).

???????? ??????? ????????????????? ??????? ???????,

(41) f(a) = 7^1F;(a) + P.

??? i — \, 2 ????????? ???????? ??????????? Ft ??????????
? Yt. ????????? ?t — ????????? ??????????????? ???????????? Y,
?? ?? (18) ???? ??? F'i(a.)h£Yi ??? ???? h£X. ???????? (39),
? = ¥[ (?) + ??(?); ? ??? ??? ????????? ???????? ??????????? ?
????????? ? Yt1 ??, ?? ??????? 9.19 (b), A = F[(a), ? 9.19 (?)
??????????, ??? Ah = Ahi, ???? h^hi + h^ ?^?^ h2(:X2· ?????
???????,

? (a) h = ?-1 Ah + Ph = T"lAbx + h2 = h4 + h2 = h.

??? ??????, ??? V (?) — ????????????? ??????????? ?? X. ???????
?? ??????? ?? ???????? ??????? ???????, ??? ?????????? ????????
????????? U ? V ? X, ?????, ??? ?££/, U ?= ? ? f —???????
??????????? ??????????? ????????? U ?? V. ????? ???? (???????,
???? ???????????, U ? V ??????????? ???????????), ?????
????????, ????? V ???? ????????. ????? g — ???????????
????????? V ?? U, ???????? ? f. ???????

(42) <D(z) = F(g(z)) (? 610.

?? ????, ??? ?? = 0, ???????, ??? Ai = AT~1Fi — Fi, ??? ???

F1(&(*)) = At(g(z))=Az = Azl.
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????? ???????,

(43) F (?) = ^4-f (?)(? 6 V),

??? f(?)£?2, ? = ?1-{-z2, zi^XiJ z2£X2.
???????? (42) ? (43), Yi{U) — ??? ????????? ???? ????? Azu

??? z£V. ????????? V ???????, ? ?? — ????????? ????????
??????????? ?, ?? ??????????? (?) ??????? ????????.
????? ???????? (6), ?????????? ?????????, ??? F (?) ???????

?????? ?? ?4.

??????????? z£V. ???????? (42) ? (43),

(44) F'(?) = ?(ß(?))8'(?) = ? + f'(?).

????? ???? ??? g' (?) — ????????? ???????? ???????? ?? X,
a F' (g (?)) — ??????????? ????? ?, ????????? ???????? R
??????????? F'(?)—????????? ???????????? ??????????? ?. ????? Q —
???????? ???????????? ? ?? ???????????? ?4. ????????? ?????????
???????? ??????????? f' (?) ?????????? ? ?2, ?? (44) ??????????,
??? A = Q<S>' (z). ????? ???????, Q ?????????? ???????????? R
?? ?4, ? ??? ??? ??????????? ????? ???? ??????????? ????? ?,
?? Q ??????? ?????????? ?? R. ????? ???????,

(45) ?? Ah = 0 ???????, ??? ?'(?)? = 0.

???? ?????? ? g V, z + h26^, h2£X2, ?? ???????

(46) ?(?) = F(? + «?2)(0<?<1).

????????? V ???????, ??? ??????????? ????? ?????, ? ???
??? ??2 = 0, ?? ?? (45) ? (46) ???????, ???

(47) A'(f)=O'(z + tti2)h2 = 0 (0<f<l).

????? ???????, ?(1)=?(0), ??? ??? ?(? + ?2) = ?(?) ? (?)
???????????.

??????? ? ??????????

????? f — ??????????? ????????? ????????? ? cz Rn ?
???????????? Rn, ? ????? ?????????? ????? ????? /, ??? erf (?)=???
??? ???? ?F\, ?£?. ????? ???????, ? ? f (x) ????? ??????
?-e ?????????? ??? ?f], t. ?. ??????????? f ????? ????????
?????? /-? ??????????. ?? ????? ???????? ????? ???????????
????????.

9.21. ???????. ????? f ???? %' -??????????? ?????????
????????? ? a Rn ? ???????????? Rn, 0££, f(0) = 0, a V (0) —
????????? ??????????????. ????? ?????????? ????? ???????????
???? ? Rn, ? ??????? ????? ????? ?????????????

i(x) = g.(^fen-i(...(gi(SiX))).
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????? ?????? g& — ????????'-??????????? ?????????
??????????? ????? 0, gb (0) = 0, ? ?????? Bh — ???????? ???????????
?? Rn, ?????? ???? ?????????????, ???? ???????? ???????
?????-?????? ???? ???? ?????????.

??????????????. ??????? f ==f1? ? ????? 1<?-<?.
?????? ????????? ??????????? ????????????? (????????,
???????????? ??? m=l): fm ?????????? ??????????? ????? 0
???????????? Rn ? ???????????? Rn, tm — ??????????? ?????? %',
?????????????? ?? = \'? (0) ???????? ?

(48) erfm(x) = erx (l<i<m).

??????? aij = ei-Amej. ?? (48) ???????, ??? atj = 0, ????
i<Cm ? />?. ???? ??, ????? ????, ??? ???? /> ? ???????????

????????? amj- = 0, ?? ?? ????????????? ???? = 2 aijei ?????????

??, ??? ?-\-?—1 ??????????? ???????? ????, ..., ????
??????????? ???????? ? — ? ???????? ??+1, ..., ??, ??????? ??????? 9.2.
????? ???????, ?????????? ????? /, ??? ?</<[? ? amj-^=0.
????????? ????????? Pm, Bm£L(Rn) ???????????: ???1 = ??

???? ?f??, ????-=0; Bmem = eJ, Sme; = em, ???* = ?| ??? ????
?????? i. ???????

(49) gm (?) = ??? + {em · fm (Bmx)} em.

????? gm, ????????, ??????? ???????????. ????????? (imBmY(0)=
— *>???, ??

(50) g™ (0) h = Pmh + {??. ????? em(h 6 Rn).

???? gm(0)h = 0, ??, ??? ?????????? (50), Pmh = 0, ??? ???
\\ = ???. ??, ????? ????, em-AmBmh = 0, ?. ?. Xamj- = 0 ??
??????????? ??. ????????? amj-^0, ?? ?????, ??? ? = 0, ??????,
h = 0.

??? ????? ????????, ??? g™(0) — ??????? ???????????
???????????. ????? ????, ??? ????????, ? ?? ??????? ?? ????????
??????????? ???????, ??? gm ??????? ?????????? ? ?????????
??????????? Um ????? 0 ? ??? gm (Um) = Vm — ???????? ?????????
? Rn. ???????

(51) fm+1 (?) = tm (Bm& (?)) (? 6 Vm).

???? y£Vm, y = gm(x), ?££??, ??, ??? ?????????? (49),

(52) ew.y = em.fm(Bmx), ery = erx (Km).

?????? ?? (48) ? ??????????? ?? ???????, ???

erfm+i(y) = ei-BmX = erX=-ery,
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???? /<m; ?? (52), ????? ????, ???????, ???

?? · fm+i (?) = ?? · L· (???) = ?? · ?.

?????????????, im+i ????????????? ????????????? ????????
? ?+1 ?????? ?, ? ?????????? ????? ??????????.
??????????? (51) ? ????

(53) fm(x) = fm+l(gm(fimX))

??? /??=1, . ..,? ? ???????, ??? tn+i — ?????????????
???????????, ?? ????????

?? (?) = f2 (gi (^ix)) = f? (g2 (fi2gi (??)

??? ? ?????????? ?????? ??????????.

9.22. ???????????. ???? (]\, ..^/^ — ?????????????
????? ????? ?????, ?? ???????

(54) S (/?, . . . , Jn) = ? Sgn (jq - /?),

??? sgn ? = 1, ???? * > 0, sgn ?: = — 1, ???? ? < ?, sgn ?: = ?, ????
? = 0. ????? s (/?, . ..,/?)=1, —1 ??? 0 ? ?????? ????, ????
?????-?????? ??? ?? ????? / ???????? ???????.
????? [?] — ??????? ????????? ????????? ? ?? Rn ??

????????? ? ???????????? ?????? {?^ .. ., ?^}; ?? ??????????? ?-? ??????
? /-?? ??????? ??????? [?] ????? ????? a(i, /). ?????????????
??????? [?] ?????????? ?????

(55) det [?] = S s (?. ¦ ¦ · * /?) ß ?. /?) a (2, /2) . . . a (/?, /?).

???????????? ? (55) ???????????? ?? ???? ?????????????
??????? ????? ????? (/4, . ..,/?), ?????, ??? K/r</i.
???????, ??????? ?????? ????????? ??????? [?], ??????:

(56) ?.= |] a(?> /)ß| (l</</i).
?= 1

?????? ???????????? ???? det [?] ??? ??????? ????????
??????? [?]. ???? ?? ???????

det(x4, ..., xn) = det[A],

?? ?????? det —???????????? ???????, ???????????? ??
????????? ???? ????????????? ???????, ????????? ?? ? ????????
???????????? Rn.

16 ?. ?????
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9.23. ???????, (?) ???? I — ????????????? ????????
?? Rn, ??

det [/] = det (e4, ..., ??) = 1.

(b) det— ???????? ??????? ?? ??????? ?? ???????? ??, ????
????????? ???????????.
(c) ???? [?]? ?????????? ?? \?] ????????????? ???? ????????,

?? det ??]± = —det [A].
(d) ???? ??????? [?] ????? ??? ?????? ???????, ?? det [?] = 0.

??????????????. ???? ? = /, ?? a(i, i) = l, a(i, /) = 0
??? ?F]\ ??????,

det[/]=s(l, 2, ..., /?)=1,

? (a) ????????. ???????? (54), s(/1? ..., /?) = 0, ???? ?????-??????
??? ?? ????? / ?????. ?????? ?? /?! ????????? ????????????,
??????????? ? (55), ???????? ????? ?? ?????? ????????? ??
??????? ???????. ??? ????? ???????? (?). ??????????? (?)
?????????? ??????? ?? ????, ??? s(jl, ..., jn) ?????? ????, ????
?????-?????? ??? ?? ????? / ?????, a (d) ??????? ?? (?).

9.24. ???????. ????? [?] ? [?] —??????? ??????????,
??????????? ? Rn. ????? det ([?] [?]) = det [?]·det [A].

??????????????. ???? ?? ..., ?? — ??????? ??????? [?],
?? ???????

(57) ?ß (xlf ..., ??) = ?? [?] = det ([?] [?]).

??????? ??????? [?] [?]— ??? ??????? ??19 ..., ???.
????? ???????,

(58) ?? (?4, ..., ??) = det (??? ..., ???).

???????? (58) ? ??????? 9.23, ??????? ?ß ????? ????????
?????????? (9.23) (?), (?), (d). ???????? (?) ? (56),

??[?] = ??(2a(?\ 1)??, ?2, ..., ??) = 2?(*» 1)?? (?? ?2,..., ?„).
i i

???????? ??? ????????? ? ?2, ..., ??, ?? ????????

(59) ?ß [?] = 2 a (ii, 1) a (?2, 2) ... a (??, ?) ?? (eix, ..., ein),

??? ???????????? ???????????????? ?? ??? ????????????? ??????
(ii, ..., in) ? 1<?G<?· ???????? (?) ? (d),

(60) ?ß (?^, ..., ein) = ? (ilt ..., ??) ?? (e4, ..., en),

??? ? = 1, 0 ??? —1, ? ??? ??? [?] [I] = [?], ?? ?? (57) ???????, ???

(61) AB(elf ...,e„) = det[S].
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?????????? (61) ? (60) ? (59), ?? ????????

det ([?] [?]) = {2 a (ilf 1) ... a (??, ?) t (ilf ..., in)} det [?],

?????? ?? ?? ???? ??????? [?] ? [5]. ??????? ? = 1, ?? ?????,
??? ????? ? ???????? ??????? ????? det [?]. ??????? ????????.

9.25. ???????. ???????? ???????? ? ?? Rn ??????? ?????
? ?????? ?????, ????? aet[A]=^=0.

??????????????. ???? ? ???????, ??, ??? ??????????
??????? 9.24,

det [A] det [?"1] = det [??'1] = det [/] = 1,

??? ??? det [?] F 0.
???? ? ?? ???????, ?? ??????? ?? ..., ?? ??????? [?]
???????? (??????? 9.5) ?, ?????????????, ??????? ???????, ??????,
?&, ?????, ???

(62) xk+ 2c,x, = 0,

??? ?? —????????? ?????. ???????? 9.23 (6) ? (d), ??????? ??
????? ???????? ???????? xk-\-cjXj, ?? ????? ????????????, ????
\??. ?????? ???????, ??? ??????? ??, ???????? ????????
????????????, ????? ???????? ????????, ??????? ????? ? (62), ?. ?.
???????? ?????. ?? ???????, ??????? 0 ????? ?? ?????
????????, ????? ??????? ????????????. ??????? det [?] — 0.

9.26. ?????????. ????? {?1? ..., ??} ? {ult ..., u^} — ??????
? Rn. ??????? ????????? ????????? ? Rn ???????? ???????
[?] ? [?\? ? ?????????? ?? ? ?^· ? ???????????? ? ???????????

Aej = 2 atfiu Auj = 2 a*j'Uf.
i i

???? Uj = Bej=^bijeu ?? ?????? Auj ????? ???????

2 a?,-?ß? = 2 akj 2 *i*ef = 2 (S ^a^·) ??
ft ft ft

? ????? ???????

?5?7. = ? 2 ^?* = 2(2 ?«?&?;) ?*.
ft ft

????? ???????, 2 b%kakj = 2 ?^??» ???

(63) [?]?? = ?][?].

????????? ???????? ? ???????, ?? det [?] F 0. ??????????
(63) ? ???????? 9.24, ????????

(64) det [Ah = det [?].
16*
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??????? ???????????? ??????? ????????? ????????? ?? ???????
?? ??????, ??????? ??? ??????????? ??? ?????????? ???????.
????? ???????, ????? ????? ???????? ?? ????????????
????????? ?????????, ?? ???? ??? ???? ? ???? ???????? ??????.

9.27. ????????. ????? f ?????????? ???????? ?????????
? cz Rn ? ???????????? Rn. ???? f ??????????????? ? ????? ? £ ?,
?? ???????????? ????????? ????????? f' (?) ?????????? ?????????
??????????? f ? ????? ?. ??????? ??????????? f ? ????? ?
???????????? ???????? Jf (?), ??? ???

(65) Jf(x) = detf'(x).

?? ????? ???????????? ??? Jf (x) ????? ???????????

?(?? ..., ??)
(66)

?(*? ..., ??)

???? (?? ...,yn) = i (*i, ..., ??).
????????? ??????? ????????, ???????? ??????? ??????? ??

???????? ??????? ????? ???????? ???: Jt (?) ? ? (??. ?
???????? 9.25). ???? ??????? ? ??????? ??????? ??????????????
? ???????? ??????? (35), ?? ??????? ???? ??????? ????????
? ???????????

? (*?, ..., ??)

9.28. ???????????. ??????? fe-??????? (??? fe-??????
???????) ????????? Ih cz Rh, ????????? ?? ????? ? = (?? .. ., xk),
??? ???????

(67) atKXi<bt (?=1, ...,&).

????? / — ??????????? ???????????? ??????? ?? Ik. ???????
fk = f, ? ?????

fk-i = fk-i (Xt, ...» Xk-i) = ^ fk (Xi, · ·, Xk-u Xh) dxk.
ak

?? ??????????? ????????????? ??????? fk ?? Ih ???????, ???
fh-i — ??????????? ??????? ?? ????????? ?*""1, t. ?. (k— 1)-??????
? ???????????? R11'1, ???????????? ??????? k— 1 ?????????????
?? (67). ??????? ?? ????? ?????????? ???????. ? ??????????
??? ??????? /, 1</<&, ?? ??????? ??????????? ??????? fj
?? ?????? V a Rj, ?????? fj-i ???? ???????? ?? fj ???????????? Xj
?? ???????? [a,·, bj\. ???????, ??????????????? fu ?? ???????
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????? /?, ??????? ?????????? ?????????? ??????? f ?? k-?????? Ih
? ???????????? ? ????

(68) J / (?) dx ??? ? f.
ik ik

?? ?????? ?????? ??? ??????????? ????????? ??????? ?? ???????,
? ??????? ???????????? k ??????????? ??????????????. ??????
??? ?????? ????????? ???????????. ????? ???????? ???, ??????
???????? ??????????? L{f) ??? ????????? (68) ? U (/) —???
?????????, ???????????? ? ?????????? k ??????????????,
????????????? ? ?????-???? ???? ???????.

9.29. ???????. ?????? ?? ?? ???? ??????? /£^(/&),
????? L(f)z=L' (/).

??????????????. ???? h (?) = ht (??) ... hk (xk), ???
hjtVdajtbj]), ??

k ?.

L(h) = Yl ^hiixddxt^L'ih).
i=l a.

???? & — ????????? ???? ???????? ???? ????? ??????? ?,
?? L(g) = L'(g) ??? ???? g £ «#-. ????? ????, .# —??????? ???????
?? ????????? /\ ? ??????? ????????? ??????? ????? — ?????-
???????.

k

??????? V = \\{bi — ai). ????/£?? (?), ??>0, ?? ??????????

??????? g£&, ?????, ??? ||/—g\\<.s/V, ??? \\f\\ = msLx\f(x)\(x£lk).
????? \L(f — g)\<s, \L'(f—g) |<e, ? ??? ???

L(f)-L'(f) = L(f-g) + L'(g-f),

?? \L(f)—?/(/)|<2e. ??? ????? ??????? ????????.
? ???? ??????? ??????? ?????????? 19.

9.30. ???????????. ????????? (???????????? ???
???????????) ??????? /, ???????????? ?? Rk, ?????????? ?????????
????????? ???? ????? x£Rk, ? ??????? f(x)=^=0. ????/
—??????????? ??????? ? ?????????? ?????????, ? Ik — ?????-??????
fe-??????, ?????????? ???????? ??????? /, ?? ???????

Rk jk

??? ???????????? ????????, ????????, ?? ??????? ?? ?????? /\
???? ?? ?????? Ik ????????? ???????? ??????? /.
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????? ?????????? ?????????? ?????????????? ??? ???????????
????????? ?? ???????????? Rk ?? ???????, ??????? ??????
????????? (? ????????? ??????) ??????????? ??????? ?
??????????? ??????????. ?? ?? ????? ????????? ???????, ??? ???????
??? ????? ???????; ???? ?????? ??????? ?????? ? ???????

????????? ??????. ?? ???? ?????? ???? ????? ??????? ??????,
??????? ????? ??????????? ??? ?????????????? ??????? ??????.

9.31. ??????. ????? Qk ???? ^-????????, ????????? ?? ????
????? ? = (?? ..., xk) ???????????? Rk, ?????, ??? ?^+.. .+???<1
? Xi>0 ??? ?=1, ...,&. ???? k = 3, ????????, ?? Qk — ???
???????? ? ????????? 0, ?? ?2, ?3. ???? /Gi?(Qft), ?? ?????????
??????? / ?? ???????, ???????????? ?? ????????? ???? /\
??????? /(?) = 0 ??? Q\
???? ?????????? ? ?????????? ??????????? ??????? ????????
???????????, ?? ??????????? ????????

(69) [f=[f>

?????? ???????? ?????? ? ???? ??????? ???????????? ?
???????????? ? ?. 9.28.

?????? ? ????? ?????? ???????????? ??????? ?????
????????? ?? /\ ? ??? ??????? ?????????? ?????? ????? ? (69).
?? ?????? ???????, ??? ??? ????? ???????. ???????, ?? ?????
??????????? ??? ??, ??? ? ?. 9.28, ? ? ???? ?????? ??????????
??????????, ??? ???????? ?? ??????? ?? ???????, ? ???????

??????????? k ??????????? ??????????????. ?????????? ????

??????????? ?????? ???????? ?????????????? ? ????? ?????.

??????? ? = (?? ..., Xk-i), ? = (?,??)· ????????? ???????
g9-g(*) = f(x) ??? x£Qk, g(x) = f(x/t), ???? xf+. ..+xh = t>l,
? ???????

? (?) = max (0, 1 _*!-...-**_!) (? ?/*"1).

???????? ? ???????????? ? ???????????? 9.28, ???????
1 ?(?)

(70) fk-i (?) = Jj / (?, xk) dxk = J g (?, Xk) dxh.

????????? g €«(/"), ? ??«(/'?"1)> ?? ?? (70) ???????, ???
/fc-iG^i/*"1). ??????, ??????????? ?????????????? ?? ??????????
????????.
???? 0<e<1, ?? ??????? f(0=1 ??? t<l— e, f(0 =

= (1 —0/e ?? ???????? [1— e, 1], <p(t) = 0 ??? ?>1, ? ?????

F(x) = <P(xi+...+xh)f(*) (x€/h)-
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????? \Fk-i(y) — fk-i(y)\<z\\f\\ ??? ???? ?£/*'\ ??? ???

(71) |5 (^—/) |<:?||/?.

???????, ??? ??????????? (71) ??????????? ??? ???????????
?? ???????, ? ??????? ???????????? k ???????????

??????????????; ????? ???? ??? F£%(lk), ?? ????????? \ F ?? ???????????

??????? ????????? ????? ???????; (71) ??????????, ??? ?? ??

????? ? ? ????????? \ /.

???? ????????? ??????? ??????????, ??? ????????? ??
???????? ?????? ??????????. ??? ???????? ?? ???????????
???????????? ????????? ? ?????????? ?????????.

9.32. ???????. ????? ? — ??????? ???????????
<?'-??????????? ????????? ????????? ? a Rk ? ???????????? Rk, ?????,
??? JT(?)f0 ??? ???? ?£?. ???? f—??????????? ??????? ?? Rh
? ?????????? ?????????, ???????????? ? ?(?), ??

(72) I f(y)dy=\ f(T(x))\JT(x)\dx.

????????, ??? JT—??????? ??????????? ?. ??? ??? Jt(?)fO,
?? ?? ??????? ?? ???????? ??????? ??????????? ?"1 ??????????
?? ????????? ?(?), ? ??? ????? ??????????????? ???????
? ?????? ????? ????????? (72) ????? ?????????? ????????,
???????????? ? ? (??????? 4.14).
??????? ????????? ?????????? ???????? ???????? ??(?) ? (72).
????? k= 1. ???????????, ??? ?—??????? ???????????
^'-??????????? ???????????? R1 ?? R1. ????? JT(x) = ? (?). ???? ?
??????????, ??, ???????? ???????? 6.33 ? 6.17, ?????? ?? ?? ????
??????????? ??????? / ? ?????????? ?????????,

(73) \f{y)dy=\f{T{x))T'(x)dx.

(????? ????? ???????? ? ???????? 6.16, ??? ??? ??????? ?
??????????.) ?? ???? ? ???????, ?? ?'(?)<0, ? ???? ??????? /
???????????? ?? ???????????? ?????? ????????, ?? ?????? ?????

????????? (73) ????????????, ? ????? ????????????. ??????
????????? ?????????, ???? ?' ???????? ? (73) ?? |?'|.
???????, ??? ?????????, ??????? ?? ?????? ?????????????,—
??? ????????? ?? ??????? ?? ????????????? ???????????? Rk,
? ? ????? ?????????????? ?? ?? ????????? ??????? ??????????
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??? ???????????. ?? ??????? ?? ?????? ????? ??????, ?????
????? ?????????? ??????????????? ???????????????? ????
?? ????????????.

??????????????. ?? ?????? ??? ????????? ?????????

???????, ??? (72) ???????????, ???? ? — ??????? ^'-???????????
(??. ??????? 9.21), ? ??????? 9.29 ??????????, ??? (72) ?????
? ? ??? ??????, ????? ? —???????? ??????????????, ????????
??????? ??? ??????????.

???? ??????? ????? ??? ??????????? ?, Q ? ???? S (x)=P(Q (?)),

\f{z)dz=\ f(P(y))\JP(y)\dy =
= \ f (? (Q (?))) I JP (Q (?)) |! JQ (x) | dx =

= J / (S (x)) | Js (x) | dxf
??? ???

JP (Q (?)) JQ (x) = det P' (Q (x)) det Q' (x) =

= det P' (Q (x)) Q' (x) - det S' (x) - /s (?),

???????? ??????? ?? ????????? ????????????? ? ???????
????????????????? ??????? ???????. ????? ???????, ??????? ?????
? ??? S.
?????? ????? ? £ ? ????? ??????????? ?/, ? ???????

?(?) = ?(?) + g, (ftgfc-! (.. .gi (?± (x-a))))f

??? gb ß* ?? ??, ??? ? ??????? 9.21. ??????? V = ? (£/), ????????,
??? (72) ???????????, ???? ???????? ??????? f ?????????? ? V.
????:

?????? ????? ????????? ? (?) ????? ??????????? V, ?????,
??? (72) ??????????? ??? ????? ??????????? ??????? f ?
?????????, ???????????? ? V.
?????? ????? / — ??????????? ??????? ? ??????????
????????? ?, ???????????? ? ? (?). ?????? ????? ? £ ? ?????? ???????
?????????? ????????? ???? V (?) ??????? ? (?), ??????, ??? (72)
??????????? ??? ?????? ??????????? ??????? ? ?????????,
??????? ? V(y). ????????? ????????? ? ?????????, ??????????
????? ?? ...,??, ????????????? ? ? ?????, ??? ???????????

???????? ????? Wt ? ??????? ? ?* ? ??????? -? ? (?*) ????????? ?-
????? ß? (l<i<p) — ???????, ??????????? ?? Rk, ?

????????? ? V(yi), ?????, ??? ß£ (?) = 1 ?? Wu ??????? ?^^ ?

a, = (1-ß?)(1-ß2) ··· (l-Pi-i)Pi.
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???? 2</<?. ????? ?????????, ???

«? + . · · +??= 1 — <1 —ß4> (?—ß?) ... (1 -ß?).

? ?????? ????? ????????? ? ?????????? ? ???? ???? ?? ????

?? ???????????? ?????????? ????????????, ??? ??? 2 a? (?) = 1 ?
???? ?£/0 ???????? ??????????? ??????? ajf ????? ? V (?7·),

??? ??? (72) ??????????? ??? ?????? ?,/. ?? ????????? f = 2 ajf
???????, ??? (72) ??????????? ? ??? /.

9.33. ???????????. ????? / — ???????????? ???????,
???????????? ?? ???????? ????????? ? a Rn, ? ????????
???????????? DJ, ..., Dnf (??. ?. 9.13). ???? ??????? Djf ????
???????????????, ?? ??????? ??????????? ??????? ??????? ??????? f
???????????? ??????????

Dtjf = DtDjf (?,/ = 1, ...,n).

???? ??? ??? ??????? D%jf ?????????? ?? ?, ?? ???????, ???
/ — ??????? ?????? %" ?? ? ??? ??? f ??" (?).
???????, ??? ??????????? f ????????? ? ? ???????????? Rk
??????????? ?????? %" ?? ?, ???? ?????? ??? ??????????
??????????? ?????? %".
??? ???????? (? ?? ?????? ????????) ?? ???????????? ????
????????? ??????? ??? ??????? ???? ??????????.

9.34. ???????. ???? D12/ ? D2lf ?????????? ?? ????????
????????? EczR2, ?? Di2f = D2lf ? ?.

??????????????. ????????, ??? D12/(?) >D2if(x) ? ?????-
?????? ????? ? ????????? ?. ?? ?????????????? ?????????????
???????, ??? ????? ?????????? ????????????? R,
???????????? ? ?, ???????????? ????????????? ?<?:<6, a<?/<ß
? ?????, ??? (Di2f) (?, ?) > (D21f) (?, ?) ??? ???? (?, ?) £ R. ??????,,

(74) $ Di2f > \ D2J.
R R

^DiSf=^dy^Di(DJ)(x,y)dx =
R

= jj [{D2f){b,y)-{D2f){a,y)]dy =

= f(b, ß)-/ (a, fi)-f(b, a) + f(a, a)
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?? ???????? ??????? ????????????? ??????????, ? ?? ??????? 9.29

??? ?? ????????? ????????? ? ??? \ D21/, ??? ????????????

??????????? (74).

???????????????? ?????

? ???? ??????? ????? ???????? ?????????? ???????,
??????????? ??? ??????? ??????.
?? ??? ??? ?? ????????????? ??????????? ??????? ??????????
?????????? ?????? ??? ???????, ???????????? ?? ????????
??????????. ??? ???? ??????? ????????????? ???????? ?
????????? ??? ???????? ??????????, ??????? ????? ??????????? ???
???????????? ????????? ?????. ?????? ?????? ??? ????? ??????
????????????? ???????????????? ??????? ?? ??????????
??????????. ??????? ?? ?????? ????????? ??????????. ??????,
??? f ???? ^'-??????????? (??? ^"-???????????) ???????????
????????? DdRk ? ???????????? Rn, ?? ????? ????? ? ????,
??? ?????????? ^'-??????????? (??? ^"-???????????) g
?????????? ????????? ????????? W cz Rk ? ???????????? Rn, ?????, ???
Dc=.W ? g(x) = f (x) ??? ???? x£D.

9.35. ???????????. ????? ? — ???????? ????????? ? Rn-,
^'-??????????? F ?????????? ??????????? ????????? D cz Rk
? ????????? ? ?? ????? ???????? k-???????????? ? ????????? ?.
????????? D ?????????? ?????????? ??????????
??????????? ?. ????? ????????? D ?? ????? ?????????? ????? ?, ???
??? ? = (?? ..., uk).
?? ????? ????? ???? ?????? ? ?????????? ?????????, ?????

D—??? fe-??????, ??? ^-???????? Q\ ????????? ? ??????? 9.31.
??????? ????? ? ???, ??? ??? ????????? ????????????? ?? D,
? ?? ??? ?? ??????? ?????? ?????????????? ?? ????? ???????
????????????? ???????????? Rk. ?? ??????, ??? ???
???????????, ?????????? ?? D (?? ????? ??? ? ??????????, ??
??????????, ???????????? ???????????) ?? ?????? ???????????? ??????
???????? ? ?????? ???????????????? ????.
????????? ? ???????????? 6.34 ??????????, ???
1-???????????—??? ?? ??? ????, ??? ?????????? ????????????????
??????.

9.36. ???????????. ????? ? — ???????? ????????? ?
???????????? Rn. ???????????????? ?????? ??????? k > 1,
???????????? ? ? (???, ??????, k-?????? ? ?) ?????????? ??????? ?
?? ????????? ^-????????????, ???????????? ???????????? ? ????

(75) ? = 2 flit.. ?? (?) dxh ? · - · ? dxi>
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(??????? ii,...,ik ?????????? ????????? ????????? 1, ...,/?)
? ?????????????? ?????? ^-??????????? F ? ????????? ? ?????

? (f) = \ ? ? ???????????? ? ????????

(76) $?=$%a?.?(F(??)) ?{^_^ du,
D

??? D—????????? ?????????? ??????????? ?.
??????? di . ..i ?????????????? ????????????? ?

???????????? ? ?. ???? <?4, ..., f? — ?????????? ??????????? ?, ??
??????? ? (76) —??? ??????? ???????????

(UU . . ., Uh) -» (?14 (U), . . . , ??? (U)).

???????, ??? ?????? ????? ????????? (76) —???????? ??
????????? D, ????????? ? ?. 9.28 (??? 9.31), ? ??? (76) —

??????????? ??????? \ ?.

???????, ??? fe-????? ? ??????????? ?????? %' ??? <6", ????
??????? a,? i ? (75) ??????????? ?????? %' ??? %".

0-?????? ???????? ???????, ??????????? ?? ????????? ?.

(77) dx4 ? ... ? dxih
???????? ????????? ^-???????. ????? ????????? ???????????,
?? ????? ????? ??????????? ?????? ß*1 ?????? ??? ????????
fe-????. ?????? fe-????? ??????????? ????? ?????? fe-???? /ß*,
??? / ???? 0-?????.
? ???????? ???????? ??????? ?????????? 1-??????????? ? ? R2

(?. ?. ?????? ?????? %') ? ?????????? ?????????? [0, 1]. ????
? = ?2 dXi -j- ?? dx2, ??

5?=?[?2(0?;(/) + ??(0?;?]^^?1(1)?2(1)-?1(0)?2(0).
0

???? ? —????????? ??????, ?? \ ? = 0.

9.37. ???????????? ???????? k-f ? ? ?. ????? ?, ?1? ?2
???? fe-????? ? ?. ?? ????? ?????? ?4 = ?2 ????? ? ??????
?????, ????? ?!(F) = ?2(F), ?????? ?? ?? ???? ^-??????????? F
? ????????? ?; ? ?????????, ? =- ? ????????, ??? ? (F) = 0 ???
???? ^-???????????? F ? ????????? ?. ???? ? — ????????????
?????, ?? e? ???? fe-?????, ???????????? ??????????

\ cm —? \ ?.



252 ??. 9. ??????? ?????????? ??????????

? ?????????, —? ???????????? ???, ???

?(_?) = _??,(78)

? ? = ?! + ?2 ????????, ???

jj ? = jj ?? + jj ?2
??? ???? ^-???????????? F ? ????????? ?.
???????? (78) ? (76), ?? ????, ??? ???????????? ?????? ????
??? ???????????? ???? ??? ????????, ???????, ??? ???????????
????????????????? ?????

(79) dxi ? dXj = — (dxj ? dx%) (i, / = 1, ..., ?).

??????? ? (79) / = /, ????????

(80) dxt ? dxi = 0 (/ = 1, ..., ?).

?????????????, ?????? fe-????? ?? ? ?????????? —???????,
???? k>n.

9.38. ?????????. ????? ? ???? fe-????? (75), ? ? ????
?-?????

(81) ? = S6/?...,??(?)?*1? ··· ?^;?
? ?, ??? /?, ..., /? ?????????? ????????? ????????? ????? ?????
?? 1 ?? ?. ???????????? ???? ????, ???????????? ???????? ? ? ?,
????, ?? ???????????, (& + ?)-?????

(82) ? ? ? = 2 aiv . ?? W bj±.. jm (?) ???? ? ...

... ? dxih ? dxi± ? ... ? dxjm.

? ????? (82) ??????? iu ..., ih, /lf ..., jm ??????????
?????????? ?? 1 ?? ?.
???????????? ??? ?????????, ????????, ???????????? ?
????????????? ?? ????????? ? ????????, ????????????? ? ??????? 9.37.
???????, ??? ????? ????????? ???????????

dxi± /\ ... /\dxik

??????????? ? ????? ?????????? ???????????? ?????????.

9.39. ?????????????????. ?? ????????? ??????
???????? ????????????????? d, ??????? ?????? fe-????? ?????? ?
? ????????? ? ?????? ? ???????????? (&+1)-????? ? ?.
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?-????? ?????? %' ? ? — ??? ?????? ???????????? ???????
/£??' (£), ? ?? ????????, ?? ???????????,

(83) df= S (Dif)(x)dXi.

???? ? = /ß\ ??? ß& —???????? fe-?????, ?? ?? ??????????? ??
?????????? (&+1)-?????

(84) ?? = (??/\?\

??? df — t? ??, ??? ? (83), ? ???????????? ?????????? ? ??????
?. 9.38. ???????? d ???????????????? ?? ????? ?????? f$k (?. ?.
?? ??? fe-????? ?) ?? ????????????.
????? ????? ?? ???????? ??????? ??????????? ????? ?,
? ? ? ? ???????? ??????? ????????????? ???? ? ? ?. ?
???????????? ? ???? ?????????? ??????????, ??????????? ????????
?? ?????? ??????????, ???????? ??????? ????????????????
???????????.

9.40. ???????, (?) ???? ? ? ? ???? ?- ? ?-?????
(??????????????) ?????? %' ? ?, ??

(85) d (? ? ?) = (Ad) f\X+(—l)h ? /\ ??.

(b) ???? ? — ????? ?????? %" ? ?, ?? ?2? = 0 ß ?. ????? ?2?
??????????, ??????????, ????? d(dco).

??????????????. ??? ?????????????? ????????? (85)
?????????? ??????????? ??????? ?????? (u = f$h, X = g$m, ???
/» g^^(E)i ? ß\ ß,? — ???????? ?????. ?????

??? = /£ß*?ß>?\

??? ???

(86) d(<»/\X) = d(fg)/\p/\r-

???????? (83),

(87) d(fg) = gdf + fdg.

??????????? ??????????????????? (79) ??????????, ???

(88) ?t)?ß" = (-?)??^·

???????? (88), ?????????? (87) ? (86), ???????? (85). ???? /
???? 0-????? ?????? %", ??

d*f = d(j] (Djf) (x) dxj) = S d (Djf) ? dxj =

= H(DtJf)(x)dxthdxj.
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????? ???? ??? Dijf = Djif ? dXi/\dXj= — dxj/\dxi, ?? ?????,
??? d2f = 0. ???? ? = ß\ ?? ?? = (df) f\$k, ? ??? ??? d(pfe) = 0,
?? ?? (85) ???????, ??? ?2? = (d2f)f\$h = 0.

9.41. ???????????. ????? ?—???????? ????????? ?
???????????? Rn, ? ???? ^'-??????????? ????????? ? ?? ????????
????????? Vc=.Rm, ? ? ???? fe-????? ? V:

? = S %. ..ik(?)??? ... /\dyik-
????? ? ??????????? ????? ? ? fe-????? ?G ? ?, ????????
????????? ???????:

?G = Sa?..^(7,(?))??1?·.-?*?
??? tu ..., tm—?????????? ??????????? ?; ??????? ???????,
???? (?? ..., ??1) = ?(?), ?? yt=zti(x) ? ? ???????????? ? (83)

dU=%(Djtt)(x)dxj.
5?" ?

???? ????????? ??????? ??????????, ??? ???????? ????????,
????????? ? ????????????????? ???? ?????????? ???, ??? ???
??????????? ???????????? ?????? ??????????.

9.42. ???????. ????? ? ? ?—?? ??, ??? ?
??????????? 9.41. ????? ? ? ? ???? k- ? ?-????? {??????????????) ? V.

(a) (? -f- ?)t = ?G + ?G, ???? k = m;
(b) (??\?)t = ?t/\?t)
(c) ?(?t) = (??)t,

???? ?—?????? %', a ?—?????? %".

??????????????, (?) ? (?) ???????? ???????????????
?? ???????????. ???? / ???? 0-????? ?????? %' ? V, ??

/? (?) = / (? (?)), df = S (Dtf) (?) dyt.

?? ??????? ????????????????? ???????, ???

d (fT) = S (DjfT) (?) dxj = 2 S (Dtf) (? (?)) (Djtt) (x) dxj =
3

= S (?/) (G (?)) ?,.

????? ???????,
d(fT) = (df)T.

???????? ??????, ??? ? = /ß*, ??? $k = dyii/\... /\dyih. ?????
($k)T = dtif\... /\dtik ? ?? ??????? 9.40 ???????, ??? d(($k)T) = 0
(??? ???????????? ?????, ??? ?? ?????????? ????????????? ? ???,
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??? ??%"). ?????????

?G = /t(ß;')t,

?? (85) ? (?) ?????????? ??????, ???

d (?G) = d (fT) ? (Pfc)r = (df)T? (ß*)t = ?) ? ß*)t =

= (??)t.

??? ????? ???????? ? (?).
?????? ?? ????????? ? ??????? ??????? ????????
?????????????? ???????????????? ????.

9.43. ???????. ????? ? ???? ?'-??????????? ?????????
????????? ? a Rn ? ???????? ????????? VczRn, S ????
?'-??????????? ????????? V ? ???????? ????????? Wc=.Rp,
a ? ???????? k-?????? ? W, ??? ??? ?8 ???? k-????? ? V,
? ??? ????? (?8)t ? ?ßt ???? k-????? ? ?, ??? ST ????????????
?????????? (ST) (x) ==S (T (?)).

(89) (cos)T = coST.

??????????????. ???? ? ? ?—????? ? W, ??, ???
?????????? ??????? 9.42,

((? ? ?)8)t = (?ß ? ta)r = (?ß)t ? (?ß)t

(? /\X)st = ?ßt ? ?8t.

????? ???????, ???? (89) ??????????? ??? ? ? ??? ?, ?? (89)
??????????? ? ??? ????. ????????? ?????? ????? ?????
????????? ?? 0-???? ? 1-???? ? ??????? ???????? ????????
? ????????? ? ????????? (89) ??????????? ??????????? ???????
??? 0-????, ?? ?????????? ???????? (89) ? ??? ??????, ?????
(u = dzq, q=l, ..., ?. (?? ?????????? ????? ???????? ?, V, W
????? ?, ?, ? ??????????????.)
????? ti, ..., tm—?????????? ??????????? 7\ su ..., sp—
?????????? ??????????? S, ? ?? ..., ?? — ??????????
??????????? ST. ???? (u = dzq, ??

<os = dsq = %(DjSq)dyj,
i

??? ??? ?? ??????? ????????????????? (??. ?????? 9.14)

(*a)T=lj(DjSq)(T(x))dtj =

= S (DjSq) (? (?)) 2 (Djtj) (?) dxx =
3

= S (Dirq) (?) dXi = drq = ?5t.
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9.44. ???????. ????? ?? ???? k-????? ? ????????
????????? ? a Rn, F ???? k-??????????? ? ? ? ??????????

?????????? Dc=Rk, a ? ???? k-??????????? ? Rh ? ??????????
?????????? D, ???????????? ???: A(u) = u(u£D). ?????

\ (0= \ ???.

??????????????. ??? ?????????? ??????????? ??????

?? = ? (?) dxii ? ... ? dxik.

???? ?!, ..., f?—?????????? ??????????? ?, ??

?f = ? (? (u)) d(piL ? ... f\dq>ik-
??????? ????? ????????, ???? ?? ?????????, ???

(90) ???4? · · · /\?<?1? = 1(?)??±/\... /\duk,

?(?? , ..., *. )
j(u) = -—* *-,

????????? ?? (90) ???????, ???

? ??=? a(0(u))J(u)du =

= ^ a (F (u)) J (a) dUi/\.../\duk=^ ?f.
????? [?]— ??????? ?? & ????? ? k ???????? ? ??????????

?(?, q) = (Dqq>ip) (?) (?, </-1, ..., ß).

<% =Sa(?, q)duqi
p

q

??? ???

??^? ··· ?^F??ßSa(1. ??) ··· a(k> 4h)duQif\ ... ?^?·
? ????????? ????? qu ..., qu ?????????? ?????????? ?? 1
?? k. ?? ?????? ??????????????????? (79) ???????, ???

duqi/\ ... [\duqk = s{qu ..., q^du^ ... ?^?.

??? s—?? ??, ??? ? ??????????? 9.22. ???????? ???
???????????, ?? ?????, ???

??^? ··· ?<pih = det [A] du^ ... I\duh4
? ??? ??? J(u) = det[A], ?? (90) ????????.
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?????????? ??? ????????? ???????, ????????
?????????????? ????????? ????? ???????.

9.45. ???????. ????? ? ???? *?'-??????????? ?????????
????????? ? ?= Rn ? ???????? ????????? V a Rm, F ????
k-??????????? ? ?, a ? ???? k-????? ? V. ?????

S-S

??????????????. ????? D—????????? ??????????
??????????? F (? ??? ????? ??????????? ??). ????????? ?, ???
? ??????? 9.44. ???????? ??? ??????? ? ?G ? ?, ????????

^ ?G= ? (?G)f.
???????? ???? ????????? ? ? ? ? ??, ????????

S-S
?? (?G)f = ?)?? ?? ??????? 9.43. ??????? ????????.

????????? ? ????

9.46. ???????????. ??? £ = 1, 2, 3, ... ?? ??????????

??????????? ???????? Qk ??? ????????? ???? ? £ Rk ????
k

U=2aiei («?>0 ??? ? = 1, ..», k ? Sa?<0»
?=1 1

??? {?? ..., ek} — ??????????? ????? ???????????? Rh.
???? ?0, Pi, ..., ??—????? ???????????? Rn ? ? — ????????
??????????? ???????????? Rk ? ???????????? Rn, ????????????
??????????? Aet = pt—?0 (? = 1, ..., &)» ?? ???????????????
????????????? k-??????????

(91) <?=[??. ?? ..., ??]

?????????? ^-??????????? ? Rn ? ?????????? ?????????? Qk,
???????? ??????????

(92) ?(?)=?0 + ?? (u£Qh).

???????, ??? ? (0) = ?0, s (ef) = pf ??? i = 1, ..., k.
?? ???????? ???????? ? ???????????????, ????? ???????????,
??? ??????? ?????? ?0, ..., ?? ??????? ?????????. ????

<*—[Plot --·? PiAl»

17 ?. ?????



258 ??. 9. ??????? ?????????? ??????????

??? {/0, iu ..., ik) — ???????????? ????????? {0, 1, ..., &}, ??
?? ????? ??????

a = s(i0, iu ..., ik)G,

??? s —???????, ???????????? ? ?. 9.22. ????? ???????, s=±s
? ??????????? ?? ????, ????? ?? ???? ???????? s ~ 1 ??? s — — 1
???????????. ?????? ??????, ?????? (91) ? (92) ????????????
????????? s, ?? ????? ????? ?????? s = s ?????? ? ??? ??????,

????? 10 = 0, ..., ik = k, ???? ?? s(i0, ..., ik) ? ????????? 1,
??? ???, ?????? ??????, ????? ?? ????? ???? ?? ? ??????????,

? ? ?????????? ???????????????. ?????? ??? ????? ????? ?????

??????????? ?????????, ??? ?????????? ??????? 9.47.

???? s = es (?? ??????? ?????? ??? ????????? ??????????)

? ???? e = 1, ?? ???????, ??? s ? s ????? ??????????

??????????; ???? e= — 1, ?? ???????, ??? s ? s ?????

??????????????? ??????????. ???????, ??? ?? ?? ??????????, ??? ?????
«?????????? ?????????». ??, ??? ?? ??????????—??? ?????????
????? ?????? ??????????, ??????? ???? ? ?? ?? ?????????

??????, ?. ?. ???????? ???? ????? ?????????? ????? ??????????
??????????.

?? ??? ??? ?? ????????????, ??? k>l. ???????????????
?-?????????? ?????????? ?????, ??????? ???????? ????????? ????.
?? ????? ?= +?0 ??? ?= —?0. ???? s = e?0 (e= ± 1) ? ???? f
???? 0-????? (?. ?. ???????????? ???????), ?? ?? ????????,
?? ???????????,

$/ = e/(??).

9.47. ???????. ???? ?—??????????????? ?????????????

k-???????? ? ???????? ????????? ? <^.Rn ? ???? ? = ??, ??

(93) U = eL

??? ????? k-????? ? ß ?.

??????????????. ???? k = 0, ?? (93) ??????? ??
??????????? ???????????. ????, ????? ???????, ??? fe>l ? ??? s—
???????? (91).

_

????? 1</<&, ? ????? s ?????????? ?? s ?????????????
?????? ?? ? ?;. ????? e = — 1 ?

a(u) = pj + Bxx (u£Qk),
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??? ? — ???????? ??????????? ???????????? Rh ? ????????????/?71,
???????????? ??????????? Bej = p0—?7·, ??^ = ?? — pj, ???? ??\.
????????? Aet — Xi (1 </<&), ??? ? ?????? ??????????? (92),
?? ?????, ??? ??????? ??????? [?] (?. ?. ??????? Bet) ??????

?? Xj, . . ., Xj-? Xj, Xj+i Xy» · · ·, Xft Xy·

???? ??????? ?? ??????? ??????? /-? ???????, ?? ?? ????

?? ????????????? ? (76) ?? ?????????, ? ?? ??????? ???????
?? ..., ??_? — Xj, Xy+1, ..., ??. ??? ?????????? ??
??????????????? ???????? ??????? [?] ?????? ?????? /-?? ???????.
??????, ? ???? ?????? (93) ????????.

????? ?????? 0 </</<&, ? ????? s ?????????? ?? s

????????????? ?????? pi ? ??. ????? a(u) = p0 + Cu, ??? [?] ?????
?? ?? ???????, ??? ? [?], ?? ??????????? i-t? ? /-??, ???????
????????????. ?????? ????? ???????, ??? ??????????? (93), ???
??? e= — 1.

??????? (93) ??????????? ? ? ????? ??????, ??? ??? ??????
???????????? ????????? {0, 1, ..., k] ????? ????????????
????????????, ? ???????? ?? ??? ????? ????.

9.48. ???????????. ????????????? k-????? ? ? ????????
????????? ? cz Rn ?????????? ?????????, ????????? ??
????????? ????? ??????????????? ^-?????????? ?? ..., ?? ? ? (??
??????????? ?????????).
???? ?—????? ???? ? ???? ? ???? fe-????? ? ?, ??, ??
???????????, ????????

(94) $? = S??·

?? ????? ????????????? ^-??????????? ??£ ??? ???????,
???????????? ?? ????????? ???? /?-???? ? ? ?,

?????????????? ?????? ????? ? ????? \ ?. ???????????? ??????? ?????

?????????? (??. ??????????? 4.3), ??????? (94) ????????????
????????? ???????????:

(95) G = s1+...+sG.

????????, ???? s2= —s4 ? G = s1 + s2, ?? \ ? = 0 ??? ???? ?.

? ???? ?????? ????? ???????? ? = 0.
17*
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??? k = l, 2, 3, ... ???????? ????????????????
?????????????? ^-????????? ? = [?0, Pi, ..., ??] ?????????? ?????????????
(k— 1)-????

k

(96) ??= 2 (—I)7' [??, ..., ?,·-?, ??+1, ..., ??].

????????, ???? s = [?0, ?? ?2], ??

?? = iplf ?2] — [?0, ?2] + [??, Pi] = [p0, Pi] + [pi, p2] + [?2, ??].

??? ????????? ? ??????? ???????????? ???????????????
??????? ????????????.

???????, ??? ???? 1</<&, ?? ???????? s/ = [?0, ...,pj_u
Py+i» · · ·» ??]» ???????????? ? (96), ????? Q*-1 ????? ??????????
??????????, ? ??? ?? ???????????? ???:

(97) aj(u) = Po + Bu (ueQ*-1),

??? S —???????? ??????????? ?? R^1 ? Rn, ????????????

Bet = pi — po,

???? 1 <£</—-1, Bei = pi+i — p0l ???? /<?<& —1. ????????

°? = [?1> ?2» - · ·> Pk],

??????? ???? ????????? ? (96), ???????? ??? ???????????

<?0(?) = ?1 + ??,

??? Bei = pi+i — pi ??? 1<?<&—1.

9.49. ???????????. ????? ? ???? ^''-???????????
????????? ????????? ? cz Rn ? ???????? ????????? Vcz/?m, ??
??????????? ??????? ???????????. ???? s — ???????????????
????????????? ^-???????? ? ?, ?? ??????? ??????????? F=?(s)
???? ^-??????????? ? V ? ?????????? ?????????? Qk. ?? ?????
???????? F ??????????????? k-?????????? ?????? %".
???????? ????????? ? ??????????????? ^-?????????? ?? ...

..., ?? ?????? %" ? V ?????????? k-????? ?????? %" ? V; ????
? ???? fe-????? ? V, ??, ?? ???????????, ????????

(98) ?"> = 2$?
?=1 F-

? ?????????? ??????????????? ??????????? ? = 2 F*· ????
? = 2 s? —????????????? ???? ? F? = G(s?), ?? ?? ????? ??????
? = 7 (?), ???
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??????? ?? ???????????????? ^-????????? F = ? (s) — ???,
?? ???????????, (k — 1)-????

?? = ?(??).

????????, ??? ?? ??????????? ?????? %", ???? F ???????????
????? ??????.

???????, ?? ?????????? ??????? <5? ????????? fe-????

?-2f? ??? (k— 1)-????

(99) 3?=233F?.

??????? ??????

?????????? ??? ???????, ?? ????? ????????????
????????????? ? ????????????? ?? ?. 9.49.

9.50. ???????. ???? ? ???? k-???? ?????? %" ? ????????
????????? VczRm ? ???? ? ???? (?—\)-????? ?????? %' ? V,

(100) Sdco=S ?.

(? ?????? k = m = 2 ??? ??????? ???????? ???????? ?????.
? ?????? k = m=\ ??? ??????? —?? ??? ????, ??? ????????
??????? ????????????? ??????????.)

??????????????. ?????????? ????????, ???

(101) \d(u=\
?'?

??? ??????? ???????????????? ^-????????? F ?????? %" ? V,

??? ??? ???? ???????? (101), ? ?=2F?> ?? ?? (99) ???????,
??? (100) ???? ???????????.
??????????? ????? ?, ? ????? s —???????????????

????????????? ^-???????? ? Rh:

(102) s=[0, elf ...,eA].

???? ???????? s —?????? ????????????? ??????????? ?? Qh;
? ???????????? (92) ????? ?0 = 0, ? = 1.
????? ???? ??? ? —?????? %" ? V, ?????????? ????????

????????? Ec=.Rk, ?????????? Qfe, ? ^"-??????????? ? ?????????
£ ? 1/, ?????, ??? F = G(s). ????? ????? ????????? (101) ?????

\ ??= \ (??)t= \ d(coT),
?(s)
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???????? ???????? 9.45 ? 9.42 (?). ??? ??? ???????? 9.45,
?? ?????, ??? ?????? ????? ????????? (101) ????? ????????
? ????????? ????:

\ ?= \ ?= \ ?G.

?(?(?))?(??)

????? ???????, ?????????? ????????, ???

(103) J ??= ? ?

??? ???????????? ????????? (102) ? ???????????? (k — 1)-?????
?????? %' ? ?.

??????? ????????? (102) ?????
k

[?? ...,??]+ 2 (— 1)J" (0. ...,?,·-!, ?^, ..., eft),

???????? (96). ?????????? ??????? 0 ? /-? ????????? ???? ?????
???, ????? ?? ???????? ????? e^ ? ?;+1. ??? ????? ???????
? ??????? / —1 ????????????. ??????,

k

(104) ?? = ?0- St;,
j=i

??? ?0= [?4, ..., eh] ? t,- ?????????? ?? ?0 ??????? ?7- ?? 0,
/ = 1, ..., k.
???? k=l, ?? ?? ??????????? ???????????????? 0-?????????
????????, ??? ? (103) ???????????? ????? ???? ?????????:

}f'(u)du = f(l)-f(0)

??? ????? ?????????? ???????????????? ??????? / ?? [0, 1];
??? ??????????? ???????????, ???????? ???????? ???????
????????????? ??????????.
???? &>1, ?? ?????????? ???????? (103) ???

(105) ? = ? (?) dx2f\... /\dxkl

??? ?^%' (£), ??? ??? (104) ??????????, ??? ?? ?? ????? ?????
????? ??????????? ? ??? ????? ????? aß'1"1, ? ????? (k— 1)-?????
????? ????? ???? ???? aß'*-1.
?????????? ?????????? ??? ?????????? ?0, ..., xh ??????

???????? Q*-1. ???? u = (uil ..., ??-4) 6 Qk'\ a x = (*i, ...,xh) =
= t0(??), ??

(106) xt=l— ?— ... — uk-u Xt = Ui-i ??? 2<?<&.
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???? x = Xi (?), ??

(107) *! = (), Xi^Ui-i ??? 2<?<&.

???? ? = t/(??) ? 2</<fe, ?? Xj = 0. ?????????????, ???????

?(?2, ··.» ??)
?(?? ..., Uk-i)

????? 1 ??? t0 ? t4 ? ????? ???? ??? t2, ..., t?. ????? ???????,

? ? = 0 (/ = 2, ...,£)·

?????? ????? ????????? (103) ????? ????, ??? ?? ???????, ???

(108) J ??= J ?- [ ?.
to

????? ????? ????????? (108) ?????

(109) \(Dia)(x)d\,

??? ??? dfk = {Dia)(x)dxi f\dx2f\... f\dxh, a s — ?????????????
??????????? ?? Q'1.
???????? fe-??????? ???????? (109) ??????????????? ?? ??,

jj [a(t0(??)) — ?(??(?))]??,

???????? (106) ? (107), ??? ? ???? ??????? ????? ?????? ?????
????????? (108). ?????? ?????????????? ?????????.

? p ????????

1. ????????, ??? ??????? A£L(Rn, R1) ?????????????
???????????? ????? ?6#?, ?????, ??? ?? = ?-?. ????????, ??? ||?|| =
= |?|·
????????. ??? ????????? ???????? ??????????? ??????
???????????? ? ?????????.

2. ????????, ??? ??????? f ?????????? ? ????? ?, ????
DJ, ..., Dnf ?????????? ? ????????? ??????????? ???? ?????.

????????. ??????????? ??? ??, ??? ??? ??????????????
??????? 9.16.
3. ????? / — ???????????? ???????????????? ??????? ??

???????? ????????? ? a Rn, ? ????? / ????? ?????????
???????? ? ????? ?£?. ????????, ??? /' (?) = 0.
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4. ????? (Dif)(x) = 0 ??? ???? ? ?? ????????? ?????????
????????? ? cz Rn. ????????, ??? / (?) ??????? ?????? ?? ?2, ..., ??-
????????, ??? ?????????? ????????? ? ????? ???????? ?????
?????? ????????, ?? ??? ?????-?? ??????? ???-???? ?????????.
????????, ???? ? = 2, ? ????????? ? ????? ????? ???????,
?? ??????????? ????? ? ?? ???? ??????.
5. ????? / — ???????????? ???????????????? ??????? ??

??????? ???????? ????????? EczRn, ? ????? /' (?) = 0 ??? ????
?£?. ????????, ??? / ????????? ?? ?.

6. ????????? /' (?), ???? /(?) = |?|2 ??? x£Rn.
7. ????? /(0,0) = 0 ?

/ (?, ?) = ?? ??2~??2 , ???? (?, ?) F (0, 0).
????????, ???

(a) /, Di/, D2f ?????????? ?? R2;

(b) D12/, D2lf ?????????? ? ?????? ????? ???????????? R2

? ?????????? ?????, ????? ????? (0, 0);

(c) (Di2f) (0,0) = I, (D21/)(0,0)=-l.

8. ?? ????????????? (? ???? ?? ?????????????)

??????????? D12/ ?? ??????? ????????????? ??????????? DJ. ????????,

????? / (?, y) = g(x), ??? g — ????? ?? ????????????????

???????. ????? Dif ?? ??????????, ?? D2f = 0, ??? ??? £>12/ = 0.
9. ??????? /(0, 0) = 0 ?

/ (*» ?) = ?2?+?2 . ???? (*. ?) F (0. °)·
????? ??????? / ?????????? ? /?2, ? ?? ??????? ?? ?????
?????? ???????????????. ????? ????, ???????? ??? ???? ? —?????
???????????????? ?????? ? R2, ?? ??????? / (?)
???????????????. ??? ??????, ??? ???? ? — ???????????????? ???????????
???????? [0, 1] ? ???????????? R2 ? ???? g(t) = f(y(t))9 ??
??????? g ??????????????? ?? [0, 1]. ????????, ??? ???? ?^??',
?? ? f(y)e<S'.
????????, ???, ???????? ?? ???, ??????? / ?? ???????????????

? ????? (0, 0).
10. ????????, ??? ????????????? ??????????? /' ???????????
? ??????? ?? ???????? ???????, ???? ? ??? ??????, ????? ? = 1.
???? f(t) = t + 2t*sin(l/t) ??? ?^=0, /(0) = 0, ?? /'(0)=^0, /'
?????????? ?? ( — 1, 1), ?? / ?? ??????? ?????????? ?? ? ?????
??????????? ????? 0.
?. ????? / — ???????????? ???????????????? ???????
?? ???????? ????????? ? cz Rn. ??????? ?????????? ??????? /
? ????? ? £ ? ?????? (V/) (?) £ Rn, ?????, ???

h-(V/)(x) = /'(x)h
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??? ???? h£Rn (??. ? ??????????? 1). ???? u (iRn — ?????????
?????? (?. ?. ???? |?| = 1), ?? ??????

(Duf)(x) = Um±[f(x-{-tu)-f(x)]

??????? ??????????? ??????? f ? ??????????? ??????? ? ? ????? ?.
????????, ???

(D„/)(x)-=u-(V/)(x)

? ???, ????? ????, ??? ?????? ? £ ? ?????????? ?????? ?, ?????,

|(Du/)(x)| = |(Vf)(x)| = ||/'(x)ll·

???? (V/) (?) f 0, ?? ????? ?????? ? —????????????.
12. ????? f —???????????, ??????? ????? (x,y)£R2 ??????

? ???????????? ????? (?, v)£R2, ???

? = ?? cos ?/, ? = ?? sin ?.

?????? ????????? ???????? ??????????? f? ????????, ???
??????? ????? ??????????? ??????? ?? ???? ?? ???? ??????
???????????? R2. ????? ???????, ?????? ????? ???????????? R2
???????? ????????????, ?? ??????? ??????????? f ???????
??????????. ??? ?? ????? f ?? ???????? ??????? ??????????? ?? R2.
?????? ?????? ??????, ???????????? ???????????? ????,
??? ??????????? f?
13. ??????????? ??????????? ??????? ???????????

? = ?2 — ?2, v = 2xy.

14. ?? ??????? ?????????

??-\-? — ?-\- ?2 = 0,

x — y-\-2z-\-u = 0,

2x + 2y — 3z + 2u = 0

????? ?, ?/, ? ???????? ????? ?; ?, ?, ? ????? ?\ ?, ?, ? ????? ?\
?? ?????? ???????? ?, ?, ? ????? ?.

15. ? ??????? ? ??????? ??????? ???????? ? = ?=1 ?
??????????? ??? ??????? ??????????.

16. ??????? i=z(fiif2), ???

?*.?) = -£^?. ?*-?/) = -^2- ((?,?)?(0,0)).
????????? ???? ?????????????? f (x, ?) ? ????? ?????????
???????? ??????????? f.
17. ?????????????? ?????????????? Bt ????????????? ?????

? ??????? 9.21. ????? ????????? ? ????, ????????, ??? ??????-
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????? (?, ?)—> (?, ?) ???????????? R2 ?? R2 ?????? ?????????
? ???????????? ???? ??????? ?????????????? ?? ? ?????
??????????? ??????. ????? ?????? ??????? ????? ???????.
18. ????? f —?? ??, ??? ? ??????? 9.21. ??????? ? = ? (0),

fi (?)=?~? (?). ????? fi (0) = /. ????????, ???

fi(x) = g*(gn-i(...(gi(x)))

? ????????? ??????????? ????, ??? g4, ..., g^ — ???????
???????????. ????? ???????, ?? ???????? ?????? ??????? ?
??????????:

f(x) = ^(g,-i(...(gi(x)))·

19. ????? f? — ???????, ??????????? ?? R1 (? = 1,2, 3, ...)

? ????????? ? ????????? (2~1 21~?), ?????, ??? \ f^ = 1. ???????

f(**y)= S [f* ?—F?+? Ml f? (?)·
?=1

????? f ????? ?????????? ????????, ?????????? ?????, ?????
????? (0, 0), ?

^dy^f(x,y)dx = 0, ?? jj dx ^ f{?, ?)dy =
????????, ??? / ?? ?????????? ? ?????? ??????????? ?????

0, 0).

20. ????? F (?) = \ / (?, ?) dy. ???????????? ?????????? ????-
-1

????? ? ???????? ? ???????, ????? ???????, ??? ???????

F'(x)= \(DJ)(x,y)dy,
-1

?. ?. ???????, ??????? ????????? «???????????????? ??? ??????
?????????».

??? ???????????: ??? ?>0 ???????

?, ???? 0 <#<]/*,

/?*. ?)=| 2}fx — y, ???? ?/*<0<2]/?,
I 0, ? ?????? ???????

? ??????? f( — x, —y)=—f(Xiy)· ????? ??????? / ??????????
?? R2,

(Dif)(0,y) = 0

??? ???? ?, ?? F (?) = ?, ???? | ? | < -?- .
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21. ????? ? ? ? ???? k- ? m-????? ??????????????. ??????
????? ????? ?/\? ? ????
22. ????????, ??? ?????? fe-????? ? ? ???????? ?????????
? a Rn ????? ???? ????????? ? ???????????? ????

? = S (? . .* (?) dxi ? .. · Ad*v

????????, ??? ???? ?? = 0, ?. ?. ???? \ ? = 0 ??? ???? fe-??????-

?????? F ? £, ?? ??? ???????????? ? ???? ??????????? ??????
????? ????. ????????, ??? ??????? ?????? ????? ? ?????????-
??? ??????? ?????????? ? ???????????? ????.
23. ????????, ??? (72) ????? ???????? ? ????

\fWy=[f(T(j))dyit\... /\dyk,
???? ?(?) = (?/1( ...,yh) ? ???? 7?(?)>0.
24. ????? ???????, ??? ??????? ????? ???????

? ????????, ??? ?? ??????? ??????? ???????? ???????
?????????????? ?? ??????.

25. ????? s ???? ^-???????? (&>2). ????????, ??? ?2? = 0,
?????? ??????????????? ?? ??????????? ?????????? ????????? ?.
????? ???????, «??????? ???????» ????? ????. ???????, ???
??? ??????????? ??????????? ? ???????? ??????:

\ ? = \ ?? = \ ?2? = 0.

?%?

26. ????? F ???? ^-??????????? ? ?????????? ?????????? Qk,
????? ?* = F (Qk) — ????????? ???????? ??????????? ?; ????
*?= S^? ???? &-????, ?? ???????, ?? ???????????, ?* = (J F*.

f(?)=-?^(??+...+^)4 (*eQk).
????????, ??? ? —??????????????? ???????? ?????? %" ? Rk
? ??? ?* ????????? ????? ?????????? ?????????? ???? ?1
???????????? Rh. (?????????? 4 ???????????? ??????????????????
? ?????? ?????????.)
????????, ??? ?????????? /?-???? ? ?????? %" ? Rk, ?????,

??? ty* = B\ ? ?????, ??? (??|))* —????????? ????? Sft_1, ?. ?.
????????? ???? x^Rh, ?????, ??? |jt| = l.
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???? ?????? ??????????, ??? ^"-????? ????????????? ????
?????? ????? ???? «???????», ??? ??? ??????? 9.50 ?????????
? ????????????? ??????????.
27. ???????? k = 3 ? ?????????? 26 ? ???????????????
???????? ?????? ??? ?????????? ?????????

(xdy ? dz + y dz ? dx + zdx ? dy).

????????? ??? k = 2 ????????? \ xdy — ydx ? \ xdy + ydx.

28. ????? ?=2a.;(?)^*/ ???? 1-????? ?????? %' ??
???????? ????????? ? a Rn. ??????? ????? ? ?????????, ????
?? = 0. ??????? ????? ? ?????? ? ?, ???? ?????????? 0-?????
f ? ?, ?????, ??? (u = df.
(?) ????????, ??? ? ???????? ????? ? ?????? ?????, ?????

Diaj = Djai ??? 1<?<?, 1</<?.
(?) ????????, ??? ???? ? ?????, ?? ? ????????.
(c) ????? ????????? ? ???????, ? ????? ? ????????.
????????, ??? ? ????? ? ?.

????????. ??????????? ???£> ??????? f(p)= \ ? ??? ?£??

??? ???????? ??????? ?? ???????????????? ??????????????
????????? [??, ?]. ????????? ??????? ?????? ? ?????????????
2-?????????? ? ?. ????????, ???

/ (?) - / (?) - 2 (?1 ~ ?) $ ?( ? - 0 ? +'?) dt,

???? ?£?, ? ??, ? ??? d/^?.
????? ???????, ???????????, ???????? ? (6), ?????, ????
????????? ? ???????.
(d) ????? ?— ??????? ??????????? ^"-??????????? ?????????
????????? ????????? ? ?? ???????? ????????? V. ????????,
??? ?????? ????????? 1-????? ? ? V ????? ? V.

????????. ??????????????? ???????????? 9.41. ???????? (?)>
?t — df ? ? ? ?????????? 0-????? g ? V, ?????, ??? / = gT-
????? (uT = d(gT) = (dg)T, ??? ??? (u = dg.
(e) ????????, ??? ???? V — ?? ??, ??? ? (d), ????

?—????????? ^'-?????? ? V, ? ?—????????? 1-????? ? V, ??

[ ? = 0.



269

(/) ????????, ??? ??????????? (d) ? (?) ??????????
?????????, ???? V — ???????????? R2, ?? ???????? ??????? ??????
?????????, ? ????

_ ? dx— xdy

?_ ?* + ?* '

29. ????? ? ???? 2-??????????? ? R3 ? ??????????
?????????? ? ????? F (?, ?) = (?, ?, ?). ??????? ???????? ?
??????????? F ? ????? (?, ?) ??????

? (? ?) - ? {?' ?) ? ? iM_e ? ?(*» ?) ?
14 <?' ?)- ?(?, ?) ?*+ ? (?, ?) ?2+ ?(?, ?) ?*'

??? ??????????? ??? ????????????? ???? / — ???????,
??????????? ?? ?* (??. ?????????? 26), ?? ???????

J f= J /(F (?, ?)) I ? (?, ?) I da do.
F* D

£??? / = 1, ?? ???? ???????? ???????? ???????? ??????????? ?.
????????, ??? ??????????? ??????? ???? ???????????? ??????????
? ??? ??????, ????? ? —???????? ???????????, ????? F
???????????? ???????????

? = cos ? sin ?, ? = sin ? sin ?, z = cosv (0^a<2p, 0<?<p)

30. ????? F = (FUF2,F3) ???? ^'-??????????? ?????????
????????? ? cz R3 ? ???????????? R3 (? ?????? ?????
??????????? ???????? ????????? ?????). ??????????? ? ????? (?????)
???? F ???????????? ???????????

V.F = DiFi + D2F2 + D3Fs,

V ? F = (D2F3 - D3F2) eL + (D3Fi - ??) e2 + (D,F2 - D2F,) e3.

? ????? F ??????? ??? ???????????????? ?????:

? = Fi dx + F2dy + F3 dz,

X = Fidy /\dz + F2dz f\dx + F3dx ? dy.

(a) ????????, ??? V-(VxF) = 0, ???? F £?£>".

(b) ????????, ??? VxF = 0, ???? F = Vf ??? ????????? /£<&".
(c) ???????? ???????????, ???????? ? (6): ???? ? —?? ??,

??? ? ?????????? 28 (d), ? ???? VxF = 0 ? I/, ?? F = V/ ???
????????? / ?????? %" ? V.

????????: F = V/ ????????, ??? co = d/; ??????? ?? ? V X F.
(d) ????? ? ???? 3-???? ?????? %" ? ????????? ?, ?????
f = 3?. ???????? ? ? ??????? ??????, ???????? «???????
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? ???????????» ??????:

5v.F=$F-n,
?* f*

??? ? = ?/| ? | ? ???????????? ?????????? 29.
(?) ????? F ???? 2-???? ?????? %" ? ????????? ?, ? ?????
? = ??. ???????? ? ? ??????? ??????, ???????? ???????

? VXF=5 F-t,
f* ?*

??? F-t —«??????????? ???????????? ???? F ????? ?». (??
????????????? ???????? ???????? ?????? ????? ???? ????????? ?????.)

31. ????? F = fVg, ??? / ? g ?????? %" ? ????????
????????? EczR3. ???????? ????????? ?????????? 30 (d), ????????

$ <?/)·<?*)+$/??=$/*-,
?* ?* f*

??? V2g = V-(Vg), dg/dn = (Vg)-n, a F = 3?.

(a) ??? ???? ??? ????????? ? ??? ??????, ????? /=1, a g —
????????????? ??????? (?. ?. V2g = 0)?
(b) ????? g ?????????? ? £ ? g = 0 ?? ?*. ??????? ?

????????? ????????? f = g, ????????, ??? g = 0 ?? ?*.



????? ]Q

?????? ??????

???? ???? ????? — ???????? ???????? ??????? ?????????

?????? ???? ? ????????? ? ? ???????? ????? ???? ????????

????????? ????????? ???????, ?? ???????? ???????? ????

?????????? ???????????? ??????????? ???????. ??????? ?

????????? ??????? ?????????????? ???? ??????????, ? ????????? ?????

?????? ??????????? ????????????? ??? ??????????????. ??????

????????, ??????????? ????????, ????????????? ? ??????????

??????, ???????? ????? ???????????? ??????????? ?????

???????????.

?????? ????????? ?????? ????? ???????? ???????????

?????????? ?????????. ?? ??? ????? ????? ??????????? ???? ????.

??? ???????? ?????? ????????? ????????, ?? ?? ???? ??

???????? ???????? ? ??????????? ?????? ?? ?????? ?????????,

????????????? ? ????????????.

??????? ?????????

????? ? ? ? — ?????-?????? ?????????. ???????? ? — ? ??

????? ?????????? ????????? ???? ????????? ?, ?????, ??? ? ? ?,

?^?. ??????????? ? —? ??????????? ?? ?????? ?????, ?????

BczA. ?????? ????????? ????? ???????????? ???????? 0, ? ??

????? ????????, ??? ????????? ? ? ? ?? ????????????, ????
? ? ?=0.

10.1. ???????????. ????????? ?, ????????? ??

????????, ?????????? ???????, ???? ?? ????, ??? ? ? ? ? 5 6 J?,

???????, ???

(1) ?{)????, ?-?^?.

????? ???? ??? ?(]? = ? — (? — ?), ????? ?????, ??? ?()??$,
???? ? — ??????.

?????? ? ?????????? s-???????, ????

(2) \)????,
?=1
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?????? ?? ?? ???? ????????? ???? (?= 1, 2, 3, ...). ?????????

¦??),= ??- U Hi? An
n=l

?? ?? ????? ?????

71=1

?=1

???? 31 ???? s-??????.

10.2. ???????????. ?? ????? ????????, ??? f —???????
?????????, ???????????? ?? ?, ???? f ??????? ?????????
??? ???????????? ????? f (?), ????????????? ???????????
??????? ???????????? ?????. ??????? f ?????????? ??????????,
???? ?? ????, ??? ?[)?=0, ??_?, ???, ???????

(3) f(?[)?) = <?(?) + <?(?),

? f ?????????? ??????-??????????, ???? ?? ????, ??? At [\ Aj =·*
= 0 (?F?), ???? (? =1,2, 3, ...), ???????

(4) f( U ?0 = S 9 ?™)·
?=1 ?=1

?? ?????? ????? ????????????, ??? ?? ????? ??? ???? ?? ?????
+ ?? ? — ?? ??????????? ????????? ???????? ??????? f;
???? ?? ??? ???? ?? ???, ?? ?????? ????? ????????? (3) ????? ??
?? ????? ??????. ????? ????, ?? ???????? ?? ????????????
??????? ?????????, ???????????? ????????? ??????? ??????
+ ?° ??? — ??.
????????? ????????, ??? ????? ????? ????????? (4) ?? ???????
?? ???????, ? ??????? ??????????? ????????? ??. ??????, ??
??????? ? ????????????? ???? ???????, ??? ??? ? ?????? ?????
????????? (4) ???????? ?????????, ???? ?????? ????????; ???? ??
?? ??????????, ?? ??? ??????? ????? ????????? ? +°° ???
? —??.

???? ??????? f ?????????, ??, ??? ????? ??????, ???
???????? ?????????? ??????????:

(5) ?(0) = ?,

(6) f (4 U . ·. [)??) = <?(?1)+... +f(?0,

???? ?? ? Aj = 0 ??? i F /;

(7) f (?, [}?2) + ? (?, ? ?2) = f (At) + f (?2).

???? f (?) > 0 ??? ???? ? ? ?? cz ?2, ??

(8) f (?) «? (40.
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???? ? ???? ??? ???????????, ??????????????? ???????

????????? ????? ???????? ???????????. ???????,

(9) f (? - ?) = f (?)-f (?),

???? ? ? ? ? |f(5)|<<??.

10.3. ???????. ????? f—??????-?????????? ???????
?????????, ???????????? ?? ?????? ?. ????? ?? £? (?= 1, 2, 3, ...),
AiCzA2c^A3cz ..., ??? ?

n=l

????? ??? ? —» ??
f(??)->f(?).

??????????????. ????? ?1 = ?1 ?

Bn = An-An-i (? = 2, 3, ...)·

????? ?%{\?,= 0 ??? ?#/, ?^^? · · · U ?> ? ?= ??,.
??????,

f(?») = Sf(??)
?=1

??)=2?(?|)-
?=1

?????????? ???? ??????

10.4. ???????? ?? ?. ????? Rv ?????????? ?-??????
????????? ????????????. ??????????????? ? Rp ?? ????????
????????? ???? ????? ? = (?;1, ...,%), ?????, ???

(10) ai^Xi^bi (? = 1, ..., ?),

??? ?? ????????? ?????, ???????????? ????????????? (10),
? ??????? ????????? (??? ???) ????? <[ ???????? ?? <.
??????????? ????????? ? = ?% ??? ?????-?????? ???????? i ??
???????????; ? ?????????, ?????? ?????????—???? ?????????????1).
???? ? — ??????????? ????????? ????? ???????????????, ??
???????, ??? ? — ???????????? ?????????.
????? / — ?????????????; ???????, ?? ???????????,

"*(/)= ft (6i-a,)f

1) ?????? ??????????? ??????????? a?· > 6?· ??????? ????????? ???????,
??? ??? ? ????????? ?????? ????? ? (0) (??. ????) ?? ????? ??????????
??????????.— ????. ?????.

18 ?. ?????
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??? ??????????? ?? ????, ?????????? ??? ??? ???? ?????????

? ??????????? (10).
???? ? — /i (J ... (J 1? ? ??? ?????????????? ??????? ??
????????????, ?? ?? ????????

(11) m(A)=m(h)+...+m(ln).

????????? ?????? % ????????? ???? ????????????
??????????? ???????????? Rp.
?????? ??????? ????????? ? ???, ???

(12) % — ??????, ?? ?? s-??????,

(13) ???? ? £ 8, ?? ? ??????????? ? ???? ???????????
???????????????? ???????????????.

(14) ???? ?£§, ?? ?(?) ????????????? ?????????? ??????????
(11). ??? ??????, ???, ?????? ?? ???? ?????????
????????????? ????????? ? ? ???? ??????????? ????????????????
???????????????, ?? ??????? ???? ? ?? ?? ???????? ?(?).

(15) ??????? ? ????????? ?? %.

???????, ??? ???? ? = 1, 2, 3, ?? ? — ??? ??????????????
?????, ??????? ? ?????.

10.5. ???????????. ??????????????? ?????????? ???????
????????? f, ???????????? ?? %, ?????????? ??????????, ????
????? ?????????: ??? ?????? ? £ % ? ?????? ????? e > 0
?????????? ????????? ??%, Ggg, ?????, ??? F ????????, G ???????,
Fc=.AczG ?

(16) <p(G)-e«p(A)«p(F) + s.

10.6. ???????, (?) ??????? ????????? ? ?????????.
???? ?—?????????????, ?? ?????????? ??????????? 10.5
??????????? ??????????? ???????. ????? ?????? ??????? ?? (13).
(?) ??????? /?? = 7?1, ? ????? a—????????? ????????????
???????, ???????????? ?? R1. ???????

µ ([a, b]) = a(b + ) — a(a — ),

µ ([?, 6)) = ? (6 —) — ?(? —),

µ ((?, ?]) = ?(? + ) — ?(? + ),

µ ((?, 6)) = ? (6 —) — ?(? + ).

????? [?, ?)—????????? ???? ????? ?, ?????, ??? ?<?<?,
? ?. ?. ??? ????????? ??????? ????????? ??-?? ?????????
???????? ??????? ?. ???? µ ?????????? ?? ????????????
??????????, ??? ? (11), ?? ??????? µ ??????????? ?????????? ?? %.
?????????????? ????? ????? ??, ??? ? (?).
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???? ????????? ???? ??????? ? ?????????????? ????, ???

?????? ??????? ?????????, ?????????? ?? g, ????? ????
?????????? ?? ??????-?????????? ??????? ?????????, ????????????
?? s-??????, ?????????? ?-

10.7. ???????????. ????? ??????? µ ?????????,
?????????, ?????????????? ? ??????? ?? g. ?????????? ???????
???????? ??????-?????? ????????? ? ?: Rp ?????????
????????????? ??????????? ??:

? ? ? ??-

???????, ?? ???????????,

(17) µ* (£") = inf 2 µ (An),
71=1

??? ?????? ????? ??????? ?? ???? ??????? ?????????
????????? ? ????????? ????????????? ???????????. ????? µ* (?)
?????????? ??????? ????? ????????? ?, ???????????????

??????? µ. ????, ??? µ*(?)>0 ??? ???? ? ? ???
(18) µ*(£?)<µ*(£2),

???? ?? cz E2-

10.8. ???????, (?) ??? ?????? ?£? ????? µ* (?) = µ (?).

(?) ???? ?=[} ??, ??
71=1

(19) µ«(£)<2µ«(£„).
71=1

???????, ??? (?) ????????, ??? ??????? µ* — ???????????
??????? µ ? ?????? % ?? ????????? ???? ???????????
???????????? Rv. ???????? (19) ?????????? ?????????????????.

??????????????. ????? ?£? ? e>0.
?? ???????????? ???? µ ???????, ??? ????????? ?
?????????? ? ????????? ???????? ???????????? ????????? G, ?????,
??? µ(0)<µ(>1) + e· ????????? µ*(^)<µ(ß) ? ????????? ????? e
???????????, ??

(20) µ·(?)<µ(?).

?? ??????????? µ* ?????????? ????? ?????????????????? {??}
???????? ???????????? ????????, ??????????? ??????? ?????-

18*
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??? ????????? ?, ???

S µ (?? < µ* (?) + e.

???????????? ??????? µ ??????????, ??? ????????? ?
???????? ???????????? ????????? ????????? F, ?????, ??? µ(/G)>
>µ(?) — e, ? ??? ??? ????????? F ?????????, ??

FcAi[i...[}AN

??? ????????? N. ??????,
N

??????????? ??? ??????????? ? ???????????? (20), ????????
??????????? (?).
????? ?????? ?= [} ??, ? ????? µ* (??) < + °° ??? ???? ?.

??????? ????? e>0 ???????? ???????? {??*}, fe = l,2, 3, ...,
???????? ?? ????????? ????????????? ???????????, ?????, ???

(21) S µ(4)<µ'(£?) + 2-?d.
k=i

µ* (?) < S S µ (4,*) < S µ* (£»)+e,
?=1 /?=1 ?=1

?????? ??????? (19). ???? ?? µ* (??) = + °° ??? ????????? ?,
?? ??????????? (19), ??????????, ??????????.

10.9. ???????????. ??? ????? ???????? A a Rp, ? a Rp

(22) S(A, B) = (A-B)[)(B-A),

(23) d(A, ?)=µ*(?(?, ?)).

????? ?????? ??—>?, ????

\imd(A, ?„) = 0.
?-??>

???? ?????????? ????? ?????????????????? {??} ????????????
????????, ??? ??—>?, ?? ?? ????? ????????, ??? ????????? ?
??????? µ-????????, ? ????? ?????? ?£??^). ???? ????????? ?
????? ??????????? ???????? ????????? ??????? µ-?????????
????????, ?? ?? ????? ????????, ??? ? µ-????????, ? ????? ??????
? ? ? (µ).
????????? S(A, ß) —??? ??? ?????????? «??????????????
????????» ???????? ? ? ?. ?? ??????, ??? d (?, ?) ????????
????????? ?????????? ??????????.
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????????? ??????? ???????? ??? ???????? ??????
??????????????? ??????? µ.

10.10. ???????. ????????? $? (µ) ???????? ?-???????,
? ??????? µ* ??????-????????? ?? 501 (µ).
?????? ??? ?????????? ? ?????????????? ???? ???????, ??

?????? ????????? ???????? ????????? S(A, ?) ? ????? d(A, ?).
?????:

(24) S(A, B) = S(B, A), S(A,A) = 0,

(25) S(A, B)czS(A, C) U 5 (?, ?),

S^lMa, #iU£2) )
(26) 5 (?, ? ?2, ?,[\?2) \ cz S(?? ?,) [jS (?2, ?2).

8(?±-?2, Bt-B2) )

??????????? (24) ????????, ? (25) ??????? ?? ????, ???

(A-B)c:(A-C)U(C-B), (B-A)cz(C-A)U(B~C).

?????? ?? ?????? (26) ??????? ?? ????, ???

(Ai U ?2) - (?, U ?2) ?: (?, - ?,) [} (?2 - ?2).

???????, ????????? ????? ?? ?????????? ????????? ?, ????????

SiAOA,, 51nB2) = SHiU^, BluBD^SiAl, B<i){)S(Ac2, B\) =

= S(AU A)US(,42) B2),

? ????????? ?? ?????? (26) ?????????, ???? ????????, ???

?1-?2=?1??^.

???????? (23), (19) ? (18), ?? ???? ??????? ????????? S(A, ?)
???????, ???

(27) d(A, B) = d(B, A), d(A, A) = 0,

(28) d(A, B)^d(A, ?)-f d(C, ?),

d{Al\}A2, B^BJ ~\

(29) ?{?,{\?2, ?^??) \<d{Au B,) + d(A2, B2).
d{Ax-A2, B,-B2) J

??????????? (27) ? (28) ??????????, ??? d (?, ?)
????????????? ??????????? ??????????? 2.17, ?? ??????????? ????, ???
?? d(A, ?) —0 ?? ??????? ? = ?. ????????, ???? µ = ??,
????????? ? ??????, ? ? ?????, ??

d(A, B) = m*(A) = 0.
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????? ????????? ? ????, ??????? ?-? ????? ????????? ?
??????????????? 1?, ?????, ???

/?(/p)<2-*e.

?? ???? ?? ????? ??????? ??? ????????? ? ? ?
?????????????? ??? ???????

d(A, fi) = 0,

?? ??? ???????????? ???????????? Rp ?????????? ?? ??????
???????????????, ? d(A, ?) ?????????? ????????? ???? ????
??????? ??????????????? ? ??????????? ????????????. ????? WlF (µ)
??????????? ?????????? ????????? g1).
??? ????????????? ????????????? ??? ??????????????, ?? ???
????????? ????, ??????? ? ??? ??????.
??? ??????????? ??? ???? ???????? ????? d(A, ?), ? ??????

(30) \µ·(?)-µ·(?)\<.?(?, ?),

???? ?? ??????? ???? ???? ?? ????? µ* (?), µ* (?) ???????.
?????????????, ????? 0<µ*(ß)<µ*(?). ?????, ??? ??????????
??????????? (28),

d(A, 0)4,(1 (A, B) + d(B, 0),
?. ?.

µ·(?)<£?(?, ?) + µ*(?).

?? ??? ??? µ* (?) ???????, ??

µ·(?) — µ·(?)<£?(?, ?).

?????????????? ??????? 10.10. ????? ? ? ??? (µ),
ß£$0?^(µ). ??????? ?????????????????? {??}, {??} ???, ?????
??£?, ??£%, ??->?, ??->?. ????? (29) ? (30) ??????????, ???

(31) ??[)??-+?[)?,

(32) ??{]??~>?[\?,

(33) An-Bn->A-B,

(34) µ·(??)->µ·(?),

? µ*(?)<+??, ??? ??? d(An, ?)—>0. ???????? (31) ? (33),
?? (µ) — ??????. ???????? (7),

µ (??) + µ (??) =µ(??[] ??) + µ(??(] ??).

??????? ?—>??, ???????? ?? (34) ? ??????? 10.8(a)

µ*(?) + µ*(?) = µ*(?\}?) + µ·(?[\?).

!) ?????? ???? ?? ????? ???????? ?? ? 9#^(µ) ? ?, ? ? ?????????? ????
??????? ???????????????, ?????????? ???????? ???????? ?? (µ) ? %. —
????. ?????.
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???? ?(}? — 0, ?? µ* (? (] ?) = 0. ?????????????, ??????? µ*
????????? ?? ??(µ).
????? ?????? ? 6 ?? (µ). ????? ? ????? ??????????? ? ????
??????????? ???????? ????????? ???????????????? ???????? ??
*??(µ). ?????????????, ???? ?= \)?'?, ??? ?'?£??^), ??
??????? ?1 = ?[ ?

?„ = (?;?...??;)-(?;?...??;_1)(^=2,?,4,...).

(35) ?= [} ??
71=1

—????????? ?????????????. ???????? (19),

<36) µ·(?)<Sµ·(?,)·
?=1

? ?????? ???????, ? =? ?4 (J · · · U ??, ?, ? ???? ????????????
??????? µ* ?? $0??(µ), ????????

(37) µ*(?)>µ*(??[}...[}??)=µ·(??)+...+µ·(??).

?? (36) ? (37) ???????, ???

(38) µ* (?) = S µ* (An)·
71=1

????????, ??? ????? µ* (?) ???????. ??????? ?? = ?± \] ... U ??.
?????, ??? ?????????? (38),

, ??
°°

d(A, ??) = µ*{ U At)= 2 µ·??->0
i=n-fl i=n+i

??? ?—>??. ?????? ß^—>?, ? ??? ??? £?????>0?)> ?? ?????
??????, ??? A g SWf (µ).
????? ???????, ?? ????????, ??? ^4£9KF^), ???? ? ? ? (µ)

? µ*(^)<+ ??.
?????? ??? ????, ??? ??????? µ* ??????-????????? ?? SW (µ).
?????????????, ????

?= U ??

??? {??} — ?????????????????? ???????????????? ????????,
????????????? <>?(µ), ??, ??? ?? ????????, (38) ???????????,
???? µ*(??)< + ?? ??? ???? ?, ? ? ????????? ??????
????????? (38) ??????????.
???????, ?? ?????? ????????, ??? ? (µ) — ??? s-??????. ????

?? 6 5W (µ), /? = 1, 2, 3, . .., ?? ????, ??? [\??£? (µ) (??????? 2.14).
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????? ? ? ? (µ), ? ? ? (µ) ?

??? Am ?? ewF (µ). ????? ?????????

?= U ??, ?= U ??,
?=1 ?=1

??[\? = U (Ani\Bt)
?=1

??????????, ??? ??(]?^'?(µ), ? ??? ???

µ*(?„??)<µ*(??)< + ??,

?? ?„?)?€30??)· ??????, ?? — ????(µ), ? ? —ß ? 501 (µ), ???

??? ?-?= U (An —?).
71=1

?????? ?? ??????? µ* (?) ?? µ (?), ???? ? 6 SW (µ). ?????
???????, ??????? µ, ???????????? ????????????? ?????? ?? %,
?????????? ?? ??????-?????????? ??????? ????????? ?? s-??????
501 (µ). ??? ???????????? ??????? ????????? ?????????? ?????.
? ??? ??????? ??????, ????? µ = ?t (?? %), ??? ??????????
????????? ????? ? ???????????? Rp.

10.11. ?????????, (?) ???? ????????? ? ???????, ??
? £ ?? (µ). ?????????????, ?????? ???????? ????????? ? Rp ?????
??????????? ???????? ????????? ???????? ???????????????.
????? ? ???? ?????????, ?????????? ????????? ??????? ????,
?????????? ??????? ?????? ???????? ??????????????.
(b) ???? ? ? SW (µ) ? e >0, ?? ?????????? ????????? F ? G,
?????, ???

7??=??=0,

F ????????, G ??????? ?

(39) µ(s —4)<e, µ(? —F)<e.

?????? ??????????? ??????????? ??????, ??? ??????? ????

???? ?????????? ? ??????? ???????? ?????????

????????????? ???????????. ?????? ??????????? ?????????, ???? ???????
? ???????????.

(c) ?? ???????, ??? ? — ??????????? ?????????, ???? ? ?????
???? ???????? ? ??????? ???????? ????????? ????????, ??????
?? ???????? ????????, ?????? ?????? ???????? —??? ????
?????? ???????????, ???? ?????? ???????????, ???? ??????? ?
??????????. ????????? $ ???? ??????????? ???????????
???????????? Rp ???????? s-??????; ? ???????????????? ??? ??????????
?? s-?????, ?????????? ??? ???????? ?????????. ????????
????????? (a), ??%51(µ), ???? ???$.
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(d) ???? ? 6 SW (µ), ?? ?????????? ??????????? ????????? F
? G, ?????, ??? ?7 cz A cz G ?

(40) µ(ß — ?) = µ(? — ?) = 0.

??? ??????? ?? (6), ???? ????? e=1? ? ???????? /?—> ??.
????????? ? = F U (? — F)y ?? ?????, ??? ?????? ? £ ? (µ)
???????????? ????? ??????????? ???????????? ????????? ?
????????? ??????? ????.
??????????? ????????? µ-???????? ??? ?????? µ. ??

????????? ???? ???? (?. ?. ????????? ?, ??? ??????? µ* (?) = 0)
????? ???? ?????????? ??? ????????? µ.
(e) ?????? ?? ?? ???? ??????? µ, ????????? ???? ????
???????? s-??????.
(/) ? ?????? ???? ?????? ?????? ??????? ????????? ?????
???? ????. ?? ?????????? ? ????????? (? ???? ???????????)
????????? ???? ????. ???????? ????? ??????? ?????????
???????: ????????? ??????????? ?? ?. 2.44, ????? ????????, ???

?(£?) = (4)?. (/1=1.2,3, ...),
? ??? ??? ?= (]??, ?? ? cz ?? ??? ????? p, ??? ??? ?(?)=0.

10.12. ???????????. ????? X —?????????, ?? ???????????
?????????? ????????????? ????????? ???????????? ??? ??????
??????-?????? ???????????? ????????????; X ??????????
????????????? ? ?????, ???? ?????????? s-?????? SW ???????????
????????? X (???????? ????????? ? ?????????? ??????????
???????????) ? ??????????????? ??????-?????????? ???????
????????? µ (?????????? ?????), ???????????? ?? ?.
????, ????? ????, ?^??, ?? X ?????????? ?????????
?????????????.

????????, ?? ????? ????? ? ???????? X ???????????? Rp,
? ???????? ? — ????????? ???? ????????? ???????????
???????????? Rp, ? ? ???????? µ —???? ??????.
??? ? ???????? X ????? ????? ????????? ????

????????????? ????? ?????, ? ???????? ? — ????????? ???? ???????????

????????? X, ? ? ???????? µ (?) — ????? ????????? ????????? ?.
?????? ?????? ???? ?????? ????????????, ? ??????? ???????
????? ????????????? ??? ?????????, ? ??????????? ???????????

??????? —??? ?????????? (??? ??????-??????????) ???????
?????????.

? ????????? ???????? ?? ?????? ????? ????? ???? ?
?????????? ??????????????. ??????? ???????????, ??? ??????
?????????* ? ??????? ?? ?????? ????????, ?? ? ????? ?????????
?? ????? ?? ?????, ???? ?? ?? ???????????? ??? ????????
????????, ??????? ?? ?????? ????????, ? ????????????, ??????,
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????? ?????? ?? ?????????? ???????????? ??????. ?? ?????
???? ???????? ????? ?????? ? ??????? ??????? ????????
??????????? ?????? ? ????? ????????, ????? ?????? ?????, ??? ???
??????? ?????? ?? ??????? ???????????? ???? µ, ????????????
?? ????????? s-??????.

??? ????? ?????? ?????? ???????????

(41) {?\?}

??? ????????? ???? ????????? ?, ?????????? ????????? ?.

????????? ???????

10.13. ???????????. ????? / — ???????, ???????????? ??
????????? ???????????? X ?? ?????????? ? ??????????? ???????
???????????? ?????. ??????? / ?????????? ?????????, ????

(42) {x\f(x)>a}

???????? ??? ?????? ???????????? ?.

10.14. ??????. ???? X = RP, a ? = ? (µ) — ? ????????????
? ???????????? 10.9,—?? ?????? ??????????? ??????? /
????????, ??? ??? ? ???? ?????? ????????? (42) ???????.

10.15. ???????. ????????? ??????? ????????????:

(43) {? \f (?)> ?} ???????? ??? ?????? ???????????? ?.

(44) {? | / (?) > ?) ???????? ??? ?????? ???????????? ?.

(45) {? | / (?) < ?) ???????? ??? ?????? ???????????? ?.

(46) {x\f (?)<a} ???????? ??? ?????? ???????????? ?.

??????????????. ?????????

{x\f(x)>a}=^ j*|/W>a_lj ,
{x\f{x)<a} = X-{x\f{x)>a},

{x\f(x)<a}=^ {x\f(x)<a + ±} ,
{x | / (x) > a} = X - {x | / (x) < a}

??????????????? ??????????, ??? ?? (43) ??????? (44), ?? (44)
??????? (45), ?? (45) ??????? (46), ? ?? (46) ??????? (43).
??????, ?????? ?? ???? ??????? ????? ???????????? ??????
(42) ??? ??????????? ???????????.

10.16. ???????. ???? f ????????, ?? ???????? ? |/|.
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??????????????:

{x\\f(x)\<a} = {x\f(x)<a}(){x\f(x)>-a}.

10.17. ???????. ????? {fn}— ??????????????????
????????? ???????. ??? ?£? ???????

g (?) = sup fn (x) (?=1, 2, 3, ...),

h (?) = lim fn (x).
n-»oo

????? ??????? g ? h ????????.
???????, ?? ?? ????? ? ? ????????? ?????? ????? ? ???????
???????.

??????????????.

{x\g(x)><*}= U {x\fn(x)>a},
?=1

h(x) = 'migm(x), ??? gm (?) = sup fn (x) (n>m).

?????????, (a) ???? fug ????????, mo max (/, g) u min (/, g)
????????. ????

(47) f+ = maxtf, 0), /-= -min(/,0),

??, ? ?????????, f+ ? f~ ????????.
(b) ?????? ?????????? ?????????????????? ?????????
???????— ????????? ???????.

10.18. ???????. ????? f ? g — ????????? ????????
???????????? ???????, ???????????? ?? ????????? X, ?????
??????? F ??????????? ? ?????????? ?? R2, ? ?????

h(x) = F(f(x), g(x)) (???).

????? ??????? h ????????.,
? ?????????, ??????? f + g ? fg ????????.

??????????????. ????? Ga = {(u, v)\F(u, ?)>a).
????? Ga — ???????? ???????????? ???????????? R2 ?

Ga= U In,

??? {??} — ?????????????????? ???????? ???????????????:

In = {(^> ?) | ?? < ? < ?? ?? <v< dn).
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????????? ?????????

{? | ?? < / (?) <bn} = {x\f (?) > ??) [\ {? \ f (?) < bn}

????????, ?? ?????????

{* I (/ (*). g ?) 6 In) = {* I On < / (*) < ? ? {* I Cn < g (x) < 4}

????????. ??????, ?? ?? ????? ? ? ????????? ?????????

{x\h(x)>a} = {x\(f(x), g(x))£Ga} =

= U {x\(f(x), g(x))6ln].
71=1

??????? ?????, ?? ????? ???????, ??? ??? ??????? ????????
???????, ??????? ????????, ????????? ? ?????????? ?????????,

?????? ???????????? ? ????????? ????????, ???????? ?????
? ????????? ????????; ????? ???????, ??? ???????, ?
???????? ?????? ???????????, ????????.
??, ??? ??? ???????????? ??? ?? ????? ???????? ?????, ?????,

??????, ?? ?????????? ?????????: ???? h(x) = f(g(x)), ???
??????? / ????????, a g ??????????, ?? ??????? h ??
??????????? ????????.

????????, ????????, ???????, ??? ? ????? ??????????
????????? ??????? ????? ?? ??????????? ????. ? ????? ????, ?????
???????, ????????? ?? X, ??????? ?????? ?? s-?????? ??
(??????????? ?? ??, ??? ? ?. 10.12). ????????, ????? ????????
? ????????, ????????? ?? ?????? ?? Rp, ?. ?. ? ???????? /,
??? ??????? ?????????

{? \f(x)> a}

?????? ???????????, ?? ???????? ??? ???? ??????? ??????????
????.

??????? ???????

10.19. ???????????. ????? s —???????????? ???????,
???????????? ?? ????????? X. ???? ????????? ????????
??????? s ???????, ?? ?? ????? ????????, ??? s —??????? ???????.
????? ? ?= X, ? ?????

? 1 (???),

?? ?????????? ?????????????????? ???????? ????????? ?.
????? ????????? ???????? ??????? s ??????? ?? ?????????

????? ?? ..., ??. ?????

Ei = {x\s(x) = Ci} (i = 1, ..., ?).
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(49) s=2 ctKEi,

?. ?. ?????? ??????? ??????? ???????????? ????? ????????
???????? ?????????? ?????????????????? ???????. ????, ??? s
???????? ????? ? ?????? ?????, ????? ????????? ?? ..., ??
????????.

???????????, ????? ??????? ????? ?????????? ????????
?????????,

10.20. ???????. ????? f — ???????????? ???????,
???????????? ?? ????????? X. ????? ?????????? ??????????????????
{sn} ??????? ???????, ?????, ??? sn(x)-+f(x) ??? ?->?? ???
??????? ?£?. ???? ??????? f ????????, ?? ????? ???????
?????????????????? {sn} ???, ????? ??? ??????? sn ???? ????
????????. ???? />0, ?? ?????????????????? {sn} ????? ???????
????????? ????????????.

??????????????. ???? />0, ?? ???????

Eni={x\-^<f(x)<4r}> Fn = {x\f{x)>n)
??? /1=1, 2, 3, ..., i=l, 2, ... ?2?, ?????

(50) sn=^-^KEnl + nKFn.
2=1

? ????? ?????? ??????? f = f+ — f~ ? ???????? ??????????
??????????? ? /+ ? /~.
???????, ??? ?????????????????? {sn}, ???????? ?????????? (50),
???????? ? / ??????????, ???? / ??????????.

?? ????????? ?????????????? ?? ????????? ???????????? X
? s-??????? ? ????????? ???????? ? ? ????? µ. ????????,
???????? ????? ????? ??????? ????? ?????????? ????????,
????? ???????????? ???? X ??? ????????????? ??? ???
???????????? ??????, ? µ —??? ???? ??????.

10.21. ???????????. ????????, ??? ???????

(51) s(x)= S CtKsAx) (xeX,Ci>0)
i=l

l
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????????, ? ????? ££$W. ???????

(52) Ms) =2 ??(?(]??).
? —1

???? ??????? / ???????? ? ??????????????, ?? ?? ?????????

(53) ^ f ?µ--= sup IE(s),

??? ??????? ????? ??????? ?? ???? ??????? ????????, ?????,
??? 0<5<:/.
????? ????? ????????? (53) ?????????? ?????????? ??????
??????? f ???????????? ???? µ ?? ????????? ?. ???????, ???
???????? ????? ???? ?????? + ??.
????? ?????????, ???

(54) [ 8?µ=-??(8)

??? ????? ??????????????? ??????? ????????? ??????? s.

10.22. ???????????. ????? ??????? / ????????.
?????????? ??? ?????????

(55) ^ /+aµ, \ f-?µ,

??? f+ ? /" ??????????, ??? ? (47).
???? ???? ?? ???? ?? ?????????? (55) ???????, ?? ??
????????, ?? ???????????,

(56) $/<?µ=$/+</µ-$/-<?µ.

???? ??? ????????? (55) ???????, ?? ? ???????? (56) ???????,
? ?? ???????, ??? ??????? / ???????????? (??? ??????????)
?? ????????? ? ? ?????? ?????? ?? ????????? ? ???? µ; ??
????? /6<£(µ) ?? ????????? ?. ???? µ = m, ?? ???????
??????????? ??????: /6<55 ?? ????????? ?.
??? ???????????? ????? ??????? ????????? ????????: ????

(56) ????? +°° ??? — ??, ?? ???????? ??????? / ?? ????????? ?
?????????, ???? ??????? f ? ?? ???????????? ? ?????? ???
???????????? ?????? ?????; / ???????????? ?? ????????? ?
?????? ?????, ????? ?? ???????? ?? ????? ????????? ???????.

10.23. ?????????. ????????? ???????? ????????:
(?) ???? / ???????? ? ?????????? ?? ????????? ? ? µ(£)<-1- ??,

?? f£X(\x) ?? £.
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(b) ???? / ????????, ?????? a<f(x)<6 ??? ???, 3µ(£)<
<; -j- ??, ??

aµ(£)< \ /??µ<6µ(£).

(?) ???? / ? g £ <!£ (µ) ?? ? ? ???? /W<g(x) ??? ????
?£?, ??

J ?µ< J £??µ.

(d) ???? f^X {µ) ?? £, ?? cf£X (µ) ?? £, ?????? ?? ?? ????
???????? ????? ?, ?

\ cfd\i = c \ /<?µ.

(£) ???? µ(£) = 0, ? / — ????????, ??

\ /?µ = 0.

(/) ???? /6#(µ) ?? ?, ? 65? ? ? ? ?, ?? /£#(µ) ?? ?.

10.24. ???????, (?) ????? / ???????? ? ??????????????
?? ?????????? X. ??? ?^? ???????

(57) f(?)=$/£*µ.

????? ??????? f ??????-????????? ?? 9?.
(?) ?? ?? ?????, ???? f ? ? (µ) ?? X.

??????????????. ????, ??? (6) ??????? ?? (?), ???? ??
??????? f = f+ — f~ ? ???????? (?) ? /+ ? /~.
????? ???????? (?), ?? ?????? ????????, ???

(58) f(?)= 2 f (?,),
?=1

???? ?? 6 9? (/? = 1, 2, 3, ...), ?% ? ?; = 0 ??? i =£ / ? ? = U ??.

???? / — ?????????????????? ???????, ?? ??????? ????????????
??????? f —?? ?? ?????, ??? ??????? ???????????? ??????? µ,
??? ???

J ???µ = µ(? ? ?).



288 ??. 10 ?????? ??????

???? / — ??????? ???????, ?? f ????? ??? (51) ? ???????????
??????? ????? ???????????.

? ????? ?????? ??? ?????? ??????? ????????? ??????? s,
?????, ??? 0<s</, ?????

?d??µ=2 J d??µ<2 F (4»)·
A n=i An n==i

???????, ???????? (53),

(59) ? (?) < S ? (An).
?=1

??????? ??????, ??? ???? f (??) = + °° ??? ?????-?????? ?,
?? (58) ??????????, ??? ??? f(?)>f(??)- ??????? ?????
<?(??)<+?? ??? ???? ?.
??? ????????? e>0 ??????? ????????? ??????? s ???,

??? 0<s</ ?

(60) \ e?µ> \ ??µ — e, \ sd\n> \ [?µ — e.

????, ???

?(??[)?2)> ^ ß?µ= jj e?µ+ jj 8?µ??(??) + ?(?2) — 2e,
^lU^2 A<l

??? ???

f(??/12)>f(?1) + f(^2).

?????????????, ??? ?????? ?

(61) f(??...??)>f(?)+...+f(?).

????????? ? =? Ai [} ... U ??, ?? ?? (61) ???????, ???

(62) ?(?)>S?(??),

? (58) ???????? ?? (59) ? (62).

?????????. ???? ?^??, ? a ?, µ (? — ?)=0 ? ??????? f
????????, ??

????????? ? = ?[)(? — ?), ??? ??????? ?? ????????? 10.23(?).

10.25. ?????????. ??????????? ???? ????????? ??????????,
??? ??????????? ???? ???? ??? ?????????????? ?????

??????????.
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???? ?????????

{?\!(?)??(?)}?\?

????? ???? ????, ?? ?? ????? ?????? f~g ?? ?. ????? f~f;
?? / ~g ???????, ??? g~f, ? ?? / — g, g~h ???????, ???
f ~ h. ??? ??????, ??? ????????? ~ ???? ?????????
???????????????.

???? /^^ ?? £, ?? ??, ????????, ????? ??? ??????
?????????? ???????????? ? ????????? ?

\ [?µ= jj gd\k

??? ???????, ??? ??? ????????? ??????????1).
???? ???????? ? ??????????? ??? ??????? ?£? — ? ? ????

µ(,4) = 0, ?? ?????? ???????, ??? ? ??????????? ??? ????? ????
? ? ? ??? ??? ? ??????????? ????? ????? ?? ?. (????? ?????
«????? ?????» ???????, ??????????, ?? ??? ?????????? ????,
??????? ?? ?????????????. ? ??????????, ???? ?? ?????????
?????????, ?????? ????? ? ???? ???? ??????.)
???? / £ ? (µ) ?? ?, ?? ????, ??? ???????? / (?) ??????? ?????
????? ?? ?. ??????? ? ??????????? ??????? ?? ?????, ??
?????? ????????, ? ?????? ?????? ????????????, ??? ???????,
? ???????? ?? ????? ????, ????????? ?????? ???????? ????????.

10.26. ???????. ???? f £% (µ) ?? ?, ?? ? \f\££ (µ) ?? ? ?

(63) | J /<?µ|<5 |/|^µ.

??????????????. ??????? ? = ?[)?, ??? /(x)>0 ?? ?
? f(x)<0 ?? ?. ?? ??????? 10.24

? |?«*µ=$ \?\?µ+\ |/|<?µ=$ G?µ+^G?µ< + ™,

??? ??? I/I 6 «55 (µ). ????????? /<|/| ? —/<|/|, ?? ?????, ???

§ ??µ< ? \?\?µ, — ^ /?µ< ^ | / | ?µ,

?????? ? ??????? (63).
????????? ?? ??????????????? ??????? / ???????
??????????????? ??????? |/|, ?? ???????? ?????? ????? ????????
????????? ??????????. ???????, ????? ?????????? ? ???????????

?) ????? ????, ???? ?????????? ???? ?? ???? ??????????, ?? ??????????
? ??????.—????, ?????.

19 ?. ?????
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?????????? ?????????, ? ??? ???????? ????????? ??????? ???
???? ???????????. ?? ? ???? ?????????? ??????????? ????????
???????? ???????? ????????? ??????, ? ??? ?????? ? ???????
????????? ????? ?????? ????.

10.27. ???????. ????? ??????? f ???????? ?? ?, \ f ] < g,
^ £ 6 £ (µ) ?? ?. ????? f £ ? (µ) ?? ?.

??????????????. ????? /+<g ? /~~<g.

10.28. ??????? ?????? ? ??????????
??????????1). ????? ?£?. ????? {fn} —????? ??????????????????
????????? ???????, ???

(64) 0<?*??*)<...(*€£)·

????? ??????? f ?????????? ??????????

(65) f(x) = \imfn(x) (x£E).
?-*??

(66) $?µ->$?µ (?-^??).

??????????????. ???????? (64), ?????????? ????? ?, ???

(67) ^ fn ?µ -> a

??? /?-> ??, ? ??? ??? \/?< \ /, ??

(68) a<?/:£/µ.

??????? ? ???, ????? 0<1?<1, ? ????? s —???????
????????? ???????, ?????, ??? 0<s</. ???????

En = {x\fn(x)>cs(x)} (/1=1,2, 3, ...).

???????? (64), £4 <z £2 cz £3 cz ..., ? ? ???? (65)

(69) ?= U ??.
?=1

??? ????? /?

(70) \ [??µ> \ /„?/µ?? s??µ.

3) ??? ??????? ?????? ?????????? ???????? ?. ????.—????. ?????
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???????? ? (70) ? ? ??. ????????? ???????? —
??????-?????????? ??????? ????????? (??????? 10.24), ??, ??? ??????????
(69), ????? ????????? ??????? 10.3 ? ?????????? ?????????
? (70), ? ?? ???????

(71) ?>? [ ß?µ.

????????? ? ? ???????, ?? ?????, ???

a> \ e?µ,

? ?? (53) ???????, ???

(72) a>^??µ.
??????? ??????? ?????? ?? (67), (68) ? (72).

10.29. ???????. ????? f = fi-\-f2, ??? !??%(µ) ?? ?

(? = 1, 2). ????? ?£?{µ) ?? ? ?

(73) \??µ=\???µ+^?2?µ.
??????????????. ??????? ????????, ??? ft>0, /2>0.

???? ft ? /2 —??????? ???????, ?? (73) ?????????? ???????
?? (52) ? (54). ? ????? ?????? ??????? ????????? ????????????
?????????????????? {s'n}, {s'n} ??????????????? ????????? ???????
???????, ?????????? ? ft, ft. ??????? 10.20 ??????????, ??? ???
????????. ??????? sn = s'n + Sn.

\ d???µ= \ 3??µ+ \ ???µ,

? (73) ?????????, ???? ?? ???????? ? ? ?? ? ????????
??????? 10.28.
?????? ????????, ??? /?>0, /2<0. ???????

A = {x\f(x)>0}, B = {x\f(x)<0}.

????? ??????? /, /? ? —/2 ?????????????? ?? ?. ??????,

(74) ? ?µ= ? ??µ+ \ {-?)?µ= J /f?- $ /2f.
AAA A A

?????????? ???????—/, ft ? —ft ?????????????? ?? S, ???

$(-/2)^µ=$/?F+$(-/)£?µ,
19*
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(75) [ ???µ= ^ fd\i— ^ /2<?µ,

? (73) ???????? ?? (74) ? (75).
? ????? ?????? ????????? ? ????? ????????? ?? ??????

????????? Et, ?? ?????? ?? ??????? fi(x) ? f2(*) ?????????
????. ?? ??????????? ???????, ???

$?µ=$?µ+$?µ (f = i. 2, ?, 4),
Ei Et Ei

? (73) ??????????, ???? ?? ???????????? ??? ?????????.
??????? 10.28 ????? ????????? ??????? ?????????????????
? ???????? ????? ???????.

10.30. ???????. ????? ?£$?. ???? {fn}
—?????????????????? ??????????????? ????????? ??????? ?

(76) ?(?)=S??(?) (?£?),
71=1

J /??µ=2 I fnd^'
n=l ?

??????????????. ??????? ????? ???? (76) ????????
????????? ???????????? ??????????????????.

10.31. ??????? ????. ????? ?£$?. ???? {fn}
—?????????????????? ??????????????? ????????? ??????? ?

f(x) = Umfn(x) (x£E),
?-*??

(77) \ /?<?? [ ???µ.
?">0° ?

? (77) ????? ????? ????? ??????? ???????????. ?????? ??????
? ?????????? 5.

??????????????. ???????

gn(x) = inift(x) (i>n)

??? ?= 1, 2, 3, ... ? ?£?.
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????? ??????? gn ???????? ?? ????????? ? ?

(78) 0<gi(x)<g2(x)<...,

(79) gn(x)<fn(x),

(80) gn(x)->f(x) (?->??).

???????? (78), (80) ? ??????? 10.28,

(81) ^??µ->^??µ,

??? ??? (77) ??????? ?? (79) ? (81).

10.32. ??????? ?????? ?? ????????????
??????????. ????? ? ?-??. ????? {fn}—????? ??????????????????
????????? ???????, ???

(82) ?*) —/(*)(*€£)

??? ?—>??. ???? ?????????? ??????? g, ?????, ???

(83) \fn(x)\<g(x) (?=1, 2, 3, ...,*££),

? g£X (µ) ?? £, mo

(84) lim \fnd\i=\ fd\i.

??????????? (83) ????????, ??? ??????? g ????????????
?????????????????? {fn}\ ???? ??????????? ???????? ???????. ? ????
?. 10.25, ??????????? ??????? ???????? ??????, ???? (82)
??????????? ????? ????? ?? ?.

??????????????. ??????? ???????, ??? ?? ??????? 10.27
???????, ??? fn ? ? (µ) ? f£X (µ) ?? ?.
??????? ???? ??????????, ???

\ (f + g)dp<\\m J {fn + g)d\i,
jg n-*oo ß

??? ??? fn + g>0; ????? ??????,

(85) ? /4t<lim J /„??µ.
?_>0° ?

??????????, ????????? g — fn>0, ??

? (£-/)ß?µ<??? J (g—/Jdµ>
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??? ???

— ^ / ??µ < lim [ — ^ /? ??µ J ,
? ??? ??????, ???

(86) \fd\x>Ka\fnd)L.
?-*°°?

????????????? ??????? ? (84) ? ????????? (84) ?????? ???????
?? (85) ? (86).

?????????. ???? µ (?) < + °°, ?????????????????? {fn}
?????????? ?????????? ?? ? ? fn (?) —> / (?) ??? ???? ? ? ?, ??
??????????? (84).

????????? ? ?????????? ??????

???? ????????? ??????? ??????????, ??? ?????? ???????,
????????????? ?? ?????? ?? ????????? ????????, ????????????
?? ???? ???????? ? ?? ??????, ? ??? ???????, ?????????????
?? ??????, ??????????? ???????? ??????????????? ????????
?????????????. ?????? ?????? ????????? ????????????? ???????
??????? ????? ???????? ??????. ?????? ????? ????????????
?? ???????????? ???????, ????????, ? ??? ???????, ? ???????
? ?????????? ?????? ??????????? ????????? ???????????
???????? ??????????? ????????; ? ???? ????? ?????? ??????? ?
?????????? ?????????? ???? ??????????? ??????.
???? ?? ??????????, ????????????? ? ?????? ??????,
??????????? ? ???, ??? ?????? ?????????????????? ???????,
????????????? ?? ?????? (??? ???? ???????????), ????? ??? ?? ????
????????????? ?? ??????. ? ?????? ?????? ??? ????????? ?????
???????????, ??? ??? ?????? ?????????????????? ?????????

??????? ????? ????????? ???????.
????? ????????????? X ? ????? ?????? ??????? [?, ?]
???????????? ?????? ? µ=^? (???? ??????), ? ?? — ????????? ????
??????????? ???????? X, ????????? ?? ??????. ??????

\ f dm

??? ????????? ?????? ??????? / ?? ???????? [?, ?] ???????
??????????? ????????? ???????????
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????? ???????? ??????? ???????? ?? ????????? ??????, ?? ?????
???? ????????? ?????????? ???:

M\fdx.

10.33. ???????, (?) ???? f£J? ?? [a, ?], ?? f£X ??
[?, ?] ?

(87) J fdx = M J fdx.
a a

(b) ????? ??????? f ?????????? ?? [a, b]. ????? f ? ? ?? [?, ?]
????? ? ?????? ?????, ????? ??????? f ?????????? ????? ?????
?? [?, ?].

??????????????. ????? ??????? / ??????????. ?????
{Pk} — ????? ?????????????????? ????????? ???????? [?, 6], ???
Pk+i — ??????????? ????????? Pk ? µ (Pk) —> 0 ??? k —> ?? (? ????
?????????????? µ ?????????? ?? ????, ? ??????? ?????????).
???? Pk — ?????????

? = Xq <? ?? <? ·. · <^ ?? — ^>

?? ??????? Uk(a) = Lk(a) = f (?) ?

Uk (?) = Mi, Lh (x) = m% (Xi-i < ?<Xi, i = 1, ..., ?)

(??????????? ?? ??, ??? ? ? ?. 6.1). ?????

(88) U (Ph, /) = J ?/* ??, L (?*, /) = ? Lft ??.

????????? ??+1 — ??????????? ????????? Pk, ??

(89) I/iW>i/2W>...>/W>... > L2 (x) > U (?) (a <x < 6).

(90) U (?) = limUk (?), L (?) = lim Lk (x) (a<x<b).
fe->oo ft->oo

?????? ????????, ??? /??. ????? ???? ??? µ(??)—>0,
b b

(91) U (Pk, f)-*M^fdx, L (Pk, f)->M^f dx.
a a

??? ????????? ??????????? ?? ???? ???? ??????????????
? ??. 6 ? ???? ???????, ?? ???, ???????, ????? ??????? ??
?????????????? ??????? 6.14 [??. ??????? (28) ? (29)]. ???????? (89)
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? (90),

(92) \ukdx->\udx, \ Lhdx-> \ Ldx,

??? ??? ?? (88), (91) ? (92) ???????, ???

(93) J t/d*= \ Ldx = & \ fdx.

????????? L(?)</ (?:)<U (?) ?? [?, 6], ?? ?????? ?? ????????
(93) ??????????, ???

(94) L{x) = f{x) = U{x)

????? ????? ?? [?, ?] (?????????? 1). ????????? L nU ????????,
?? ??? ????? ? ? ????????? /. ??????, /??, ? (87) ???????
?? (93) ? (94).
?????? ????????, ??? ? ?? ??????????? ???????? ??
????????? Pk (???????, ??? ????????? ???? ?????, ???????? ? ??????,
??????-?????? ????????? Pk, ?????? ? ?????? ????? ???? ????)
?????? ????? ????????, ??? ????? ??????? / ?????????? ? ????? ?
? ??? ? ?????? ? ??? ??????, ????? U (x) = L(x).
????? ???????, ???? f^M ?? [?, 6], ??, ??? ?????????? (94),
??????? / ?????????? ????? ????? ?? [?, ?]. ???????, ????
f ?????????? ????? ????? ?? [?, 6], ?? (94) ?????????. ??????,
????????? ?????? ?? ???????? (93), ?, ??? ?????????? (92) ? (88),
??? ??????? e>0 ????? ????? ????? &, ???

U(Pk, f)-L(Ph, /)<e,

?????????????, ?? ??????? 6.6, /?*52 ?? [a, b].
?????? ??????????? ????? ??????????????? ?
?????????????????? ??????? ??????????? ? ? ??????????? ??????. ???? / ? ?
?? [?, ?] ?

X

(95) F{x)=\fdt (a<x<b),

?? F'(x) = f(x) ????? ????? ?? [?, 6].
???????, ???? ??????? F ??????????????? ? ?????? ?????

???????? [?, ?] («????? ?????» ????? ????????????!) ? ???? F' £?
?? [?, 6], ??

X

F(x)—F(a)=^F'(t)dt (a<?<6).
?????????????? ????? ????? ? ????? ?? ??????????

????????? ???? ?? ?????? ?????????.
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?????????????? ??????????? ???????

????? / — ????????????????? ???????, ???????????? ??

???????????? ? ????? X, f = u + iv, ??? ? ? ? — ???????????.

?? ????? ????????, ??? ??????? / ????????, ???? ???
??????? ? ? ? ????????.

????? ?????????, ??? ????? ? ???????????? ???????????
????????? ??????? ????? ????????. ?? ??????? 10.18 ???????,
??? | f | — ????????? ???????, ???? ???????? ???????????
??????? /, ??? ???

\f\ = (u2 + O2)1/%.

????????, ??? µ—???? ?? X, £ — ????????? ???????????? X,
? / — ??????????? ???????, ???????????? ?? X. ?? ?????
????????, ??? /?<£(µ) ?? ?, ???? / ???????? ?

(96) J |/µµ<+??;

??? ???? ?? ????????, ?? ???????????,

\ /??µ-= \ ???µ-\-? \ ??µ,

???? ????????? (96). ????, ??? (96) ??????????? ????? ? ??????
?????, ????? ????(µ) ? ???(µ) ?? £, ??? ??? |µ|<|/?»
\v\<\fl \f\<\u\ + \v\.

??????? 10.23 (a), (d), (e), (/), 10.24 (6), 10.26, 10.27, 10.29,
10.32 ????? ???? ?????????? ?? ????????? ?????? ??
??????????? ???????. ?????????????? ?????? ??????, ? ??????
?????????????? ??????? 10.26 ???????????? ????????? ???????. ??? ???.
???? / ? ? (µ) ?? £, ?? ?????????? ??????????? ????? ?,

I ? | = 1, ?????, ???

Jj ?µ>0.

??????? g = cf = ?-\- ?, ??? ? ? ? ???????????. ?????

\ /<?µ =? \ fd\y= \ §?µ= \ a<?µ<\ |/|<?µ.

???????, ??? ????? \£<?µ ??????????? (??? ??????? ??

?????? ???? ????????).
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??????? ?????? X2

? ???????? ?????????? ?????? ?????? ?? ??????? ?????????
??????? ????????? (??????? ?? ???????? ???? ??? ???????????
??????? ? ??. 8) ? ??????? ??????? ????? — ?????? ??? ????-
?????????? ?????? ???????.

10.34. ???????????. ????? X — ????????? ????????????.
?? ????? ????????, ??? ??????????? ??????? / ???????????
?????? ?2(µ) ?? X, ???? / ???????? ?

$|/|2??µ< + ??.

???? µ —???? ??????, ?? ?? ????? ?????? ?????? f£X2.
???? /£«5?2(µ) (??????? ? ????? ????? ?? ????? ???????? ?????
«?? X»), ?? ?? ????????, ?? ???????????,

||/||={?|/|?µ}?2
? ???????? ????? ||/|| ?????? ??????? f.

10.35. ???????. ????? ?£?2(µ) ? gt%*{\>). ?????

(97) $?/*µµ<|?/??·??*?|.
X

??? ???????????, ??? ? ? ?????? ????? ? ?????????? ??????,
?????????? ???????????? ??????. ??? ? ? ????????????? ?????
???????, ??? ???????? ?? ???????????

0<l(\f\ + ?\g\)*dµ = \\f\\* + 2?\i\fg\dµ + ?*\\gr,
X X

??????? ??????????? ??? ?????? ???????????? ?.

10.36. ???????. ????!£?2(\?) ? g£X2 (v),mof + g£X2 (µ) ?

ll/ + g|l<ll/ll + l|g||.

??????????????. ??????????? ?????? ??????????, ???

<ll/ll2+2||/||||glH-||g||2 = (||/|l + |kll)2·

10.37. ?????????. ????????? ?????????? ????? ?????
????????? f ? g ? ?2(µ), ??????? ??? ?????? ||/ —g||. ????,
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??? ???, ????? ?????? ??????? ?. 2.17, ???????????. ???? ? ???,
??? ?? ????????? ||/ — g|| = 0 ?? ???????, ??? f(x)=g(x) ???
???? ?, ? ??????? ??????, ??? f(x)=g(x) ??? ????? ???? ?.
????? ???????, ???? ?? ??????????? ???????, ????????????
?????? ?? ????????? ???? ????, ?? ?2(µ) ???????????
??????????? ?????????????.

?????????? ?????? X2 ?? ???????? ???????????? ??? ? ?????
??????.

10.38. ???????. ??????????? ??????? ???????? ?????
??????? ????????? ? X2 ?? [?, ?].
??????, ??? ??????, ??? ??? ????? ??????? f£X2 ?? [?, ?]
? ?????? e>0 ?????????? ??????? g, ??????????? ?? [?, ?]
? ?????, ???

Wf-g\\={l(f-g)2dxYh<s.

??????????????. ?? ????? ????????, ???
?????????????????? {gn} ?????????????? ??????? / ? X2, ???? || / — gVi||—>0
??? ?—> ??.

????? ? —????????? ???????????? ???????? [a, b], a ?a —
?????????????????? ??????? ????? ????????????. ???????

t(x) = inl\x-y\ (?£?)

??(?) = ?+±? (/1 = 1,2,3, ...)·
????? ??????? gn ?????????? ?? [a, b], gn(x) = \ ?? ?

? gn(x)—>0 ?? ?, ??? ? = [?, ?] — ? ??????,

\\gn-KA\\={\g2ndxy/2->0

?? ??????? 10.32. ????, ?????????????????? ??????? ??????????
????????? ????? ???????????????? ? X2 ???????????????????
??????????? ???????.
???????? (39), ?? ?? ????? ? ? ?????????
?????????????????? ??????? ?????? ?????????? ?????????, ?, ????? ????,
? ????????? ????? ??????? ????????? ???????.
???? />0 ? f£X2, ?? ????? {sn}— ????? ?????????
???????????? ?????????????????? ??????? ???????????????

????????? ???????, ??? sn (?) —> / (?) ??? ???? ?. ??????? 10.32
??????????, ??? ||/ — d?||—>0, ??? ??? [/ — 571|2<| / |2.
?????? ??????? ??????????? ??????? ? ? ????? ??????.
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10.39. ???????????. ?? ????? ????????, ???
?????????????????? ??????????? ??????? {??} ???? ??????????????
??????? ??????? ?? ????????? ???????????? X, ????

0 (???),

? <??? d\i =1 (? = ?).

? ?????????, ?????? ??????????? ????????? f?16^2(?')· ????
/?<£2(µ) ? ????

??=] ????µ (? = 1, 2, 3, . . .),

?? ?? ????? ??????

/~ S °???,
?=1

??? ? ??????????? 8.10.
?????????? ???????????????? ?? X2 (??? ???? ?? X)
??????????? ??????????????????? ???? ????? ?? [ — ?, ?]. ???????
8.11 ? 8.12 (??????????? ???????) ????? ??? ????? [£?2(µ).
?????????????? ???????? ?? ??.
?????? ?? ????? ???????? ??????? ?????????.

10.40. ???????. ?????

(98) / (?) ~ 2 ???™,

??? f£X2 ?? [ — ?, ?]. ????? sn ???? ?-? ??????? ????? ???? (98)

(99) lim || f-sn ||-0,
?->??

+00

(loo) S??2=4t \\f\2dx-

??????????????. ????? e>0. ?? ??????? 10.38
?????????? ??????????? ??????? g·, ?????, ???

\\f-g\\<T-

????? ??????, ??? ??????? g ????? ????????? ???, ?????
??????????????? ??????? g(n) = g( — ?). ????? g ????? ??????????
?? ??? ?????? ??? ??????????? ????????????? ???????. ??
??????? 8.16 ?????????? ?????????????????? ????????? ?
??????? ?, ?????, ???

?*-?|<!-.
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??????, ?? ??????? 8.11 (? ?????? X2) ??? n>N ?????

\\Sn-f\\<\\T-f\\<E4

?????? ? ??????? (99). ????????? (100) ????? ??????? ?? (99)
??? ??, ??? ??? ?????????????? ??????? 8.16

?????????. ???? f£X2 ?? [ — ?, ?] ? ????

\ f(x)e-inxdx = 0 (? = 0, ± 1, ±2, ...),

?? ||f|| = 0.
????? ???????, ???? ??? ??????? ????? ?????????? ????
?????, ?? ??? ????????? ????? ?????.

10.41. ???????????. ????? / ? fn£%2 (µ) (?= 1, 2, 3, ... )
????? ????????, ??? ?????????????????? {fn} ???????? ? / ? ?2(µ),
???? || fn — f\\—>0. ????? ????????, ??? {fn} — ??????????????????
???? ? ?2(µ), ???? ??? ?????? e>0 ?????????? ????? ?/",
?????, ??? ?? ?>?, ?>N ??????? ??????????? || fn — /m||^e.

10.42. ???????. ???? {fn} — ?????????????????? ????
? ?2(µ), ?? ?????????? ??????? !^?2(µ), ?????, ??? {fn}
???????? ? f ? ?2(µ).
??????? ???????, ?2 (µ) — ?????? ??????????? ????????????.

?????????????? ????????? {fn} — ??????????????????
????, ?? ?? ????? ????? ????? ?????? ????????????
?????????????????? {nk}, k= 1, 2, 3, ..., ???

W^h-fnh+l\\<lk (*= 1,2,3,...).
??????? ??????? g£X2fa)- ? ???? ??????????? ??????,

X

??????,

(101) 2 $l*(/»ft-/»A+1)?<||g||.
fc=l ?

?? ??????? 10.30 ?? ????? ???????? ??????? ????????????
? ?????????????? ? (101). ?????????????,

(102) \g(x)\ 2 I hh (?) - fnk+1 (X) I < + ??
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????? ????? ?? X. ???????

(??) Jjf«ft+1 (*)-/«, (*)!<+«>
????? ????? ?? X. ?????????????, ???? ?? ??? (103) ??????????
?? ????????? ? ????????????? ????, ?? ?? ????? ?? ???????
??????? g ???????? ?? ???? ?? ????????? ????????????? ????,
???????????? ? ?, ? ?????? ? ???????????? ? (102).
????????? k-? ??????? ????? ????

?(?+1 (*)-/»*(*)).
??????????? ????? ????? ?? X, ????????? ?

?? ?????????

/(*)= limfn (?)
fe-*oo ?

?????????? f (?) ??? ????? ???? ???, ? ???????, ??? ??
????????? f(x) ? ????????? ?????? ????????? X.
?????? ?? ???????, ??? ??????? / ???????? ???????
??????????. ????? e>0. ??????? ????? ?, ????????? ?
??????????? 10.41. ???? nk>N, ?? ??????? ???? ??????????, ???

||/-inj|<lim||/n-/nj|<8.
?->??

????? ???????, /—/?^6 ?2 (µ), ? ??? ??? f = (f—fnk) + fnk, ??
/6<^2(µ)· ????? ????, ????? ?????????????? ????? e>0

Iim ||/_f || = 0.

???????, ?? ???????????

(104) \\f-U\\<\\f-hh\\ + \\Uh-fn\\

???????, ??? ?????????????????? {fn} ???????? ? ??????? /
? <2?2 (µ); ?????????????, ??????? ? ? ?? ?????????? ????????,
?? ????? ??????? ??? ????????? ? ?????? ????? ??????????? (104)
????? ?????? ??????.

10.43. ??????? ??? ? ?—??????. ????? {??}—????-

?????????? ??????? ?? X. ????????, ??? ??? S I ?? |2 ????????,
? ??????? sn = ?^ + ... + ??<??. ????? ?????????? ???????
?^?2(µ), ?????, ??? {sn} ???????? ? f ? ?2(µ), ??????

/ ~ S ????-
?=1



??????? ?????? JZ2303

??????????????. ???? ?>?, ??

|| Sn — Sm ||2 = | Cm+i |2 + . . . + I Cn |2,

??? ??? {sn} — ?????????????????? ???? ? X2 (µ). ?? ??????? 10.42
?????????? ??????? /£<£2(µ), ?????, ???

??||/-.9?|| = 0.
?->??

?????? ??? n>k

J ?????µ — ck= jj /f^??µ — J $?f? ??µ,
??? ???

I J hhd\i — ?? I< || / — s^ ||·|| f? 1| = || /—sn\\.
X

??????? ?—>??, ????????

= $??µ (£=1,2,3, ...),

? ?????????????? ?????????.

10.44. ???????????. ?????????????? ??????? {f^}
?????????? ??????, ???? ?? ????, ??? /6<2?2(µ) ?

$/<?µ = 0 (/1=1,2,3, ...)

???????, ??? ||/|| = 0.
?? ??????? 10.40 ? ????????? ????????? (100) ???????
??????? ?????????????????? ???????. ???????, ????????? ?????????
??????????? ??? ????? ?????? ?????????????? ???????.

10.45. ???????. ????? {??} — ?????? ??????????????
???????. ???? }?.?2{µ) ? ????

(105) f~ 2 ????,

(106) $?/?µ=2 ??2·
?=1

??????????????. ?? ??????????? ??????? ???????, ???

??? 2 I ?* I2 ????????. ???????

*? = ???? + . . . -? £?f?.



304 ??. 10., ?????? ??????

? ???? ??????? ????? — ?????? ?????????? ??????? £6<£2(µ),
?????, ???

(107) g~ 2 ????
?=1

? \\g—sn\\—>0. ??????, ||d?||— >||g||. ?????????

||5?|?2 = ?^?G+-.-+|^|2,

(108) $|g? = 2 ? ?» ?2·
71=1

?????? ?? (105), (107) ? ??????? ??????? {??} ???????, ???
II/—511 = 0, ??? ??? ?? (108) ??????? (106).
?????????? ??????? 10.43 ? 10.45, ?? ???????? ? ?????
??????????? ??????: ?????? ?????? ?????????????? ???????

????????? ??????? ??????????? ???????????? ????? ?????????

/6<£2(µ) (?????? ???????, ??????????? ????? ?????,
???????????????) ? ???????????????????? {??}, ??? ??????? ????????

??? 2 I ?? |2· ?????????????

?=1

? ????????? ????????? ??????????, ??? ?2 (µ) ?????
????????????? ??? ???????????????? ????????? ???????????? (???
?????????? «??????????? ????????????»), ? ??????? ????? / ?????
?????????? ??, ? ??????? ?? ?????? ????????????? ?????????.

1. ????? />0 ? \/??µ = 0. ????????, ??? f(x) — 0 ?????

????? ?? ?.

????????. ????? £"? — ???????????? ????????? ?, ?? ???????
f(x)>l/n. ??????? ?= [} ??; µ(^4) = 0 ????? ? ?????? ?????,
????? µ (??) = 0 ??? ???? ?.

2. ???? \ (?µ = 0 ??? ??????? ?????????? ???????????? ?

????????? ?, ?? f(x) = 0 ????? ????? ?? ?.
3. ????? {/^ — ?????????????????? ????????? ???????.

????????, ??? ????????? ????? ?, ? ??????? {fn (x)} ????????,
????????.

4. ???? f £ ? (µ) ?? ?, ? ??????? g ?????????? ? ????????
?? £, ?? fg(z% (µ) ?? ?.
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5. ???????

0 (0<*<1/2),[? (0<??<1/2;
g(x) = [ 1 (1/2<?<1),

?(?)=?(?)(0<*<1),

/»+? ? = £(!-*) (0<*<1).

????? lim_/„(*) = ? (0<*<1),
?->??

^ /? (?) dx =

(??. ? (77)).
6. ?????

t 0 (|*|>?).

????? /„ (?) —> 0 ?????????? ?? ?1, ??

J /?£& = 2 (? = 1,2,3, ...)·

( ?? ????? \ ?????? \ . j ????? ???????, ?? ??????????? ???-
JR1

??????? ?? ??????? ???????????? ?????????? ? ??????

??????? 10.32. ?????? ?? ?????????? ???????? ???? ??????????
?????????? ?????????????????? ???????????? ??????? ????????
???????????.

7. ????? ???????, ??????????? ? ??????????? ??? ????, ?????
f£M (a) ?? [?, ?].

????????. ??????????? ?????? 10.6 (6) ? ??????? 10.33.
X

8. ???? f ? ? ?? [a, b] ? ???? F(x)=\f (t) dt, ?? F' (?) = / (?)
a

????? ????? ?? [?, ?].
9. ????????, ??? ??????? F, ???????? ?????????? (95),

?????????? ?? [?, ?].
10. ???? µ(?)<+?? ? f£X2{y) ?? X, ?? ?£%(µ) ?? X.

µ(?)=+??,

20 ?. ?????
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?? ???, ?????? ??????, ???????. ????????, ????

?? /6#2 ?? R1, ?? ?? ?? R1.
11. ???? f, g£X (µ) ?? X, ?? ????????? ?????????? ????? /
? g, ??????? ??? ??????

\\f-g\dp-
X

????????, ??? ? (µ) — ?????? ??????????? ????????????.
12. ????????, ???

(a) \f(x, ?) |< 1, ???? 0<?:<1, 0<?/<1,

(b) ??? ????????????? ? ??????? f (x, ?) ?????????? ?? ?/,
(c) ??? ????????????? ? ??????? / (?, ?) ?????????? ?? ?.

g(x)=\f(x,y)dy (0<*<1).

?????????? ?? ??????? g?
13. ?????????? ???????

fn(x) = sinnx (n = 1, 2, 3, ..., — p<?<:p)

??? ????? ???????????? X2. ????????, ??? ????????? ???? ?????
???????? ? ??????????, ?? ?? ?????????.

14. ????????, ??? ??????????? ??????? / ???????? ?????
? ?????? ?????, ????? ????????? f'1 (V) ????????, ?????? ?? ??
???? ???????? ??????? ????????? V.
15. ????? ,52-—?????? ???????????? ???????????

?????????? (0, 1]. ???? 0<?<6<:1, ?? ???????

f ([a, ?>]) = f ([a, &)) = f ((?, 6]) = f ((?, b)) = b — a,

f((0, 6)) = f ((<>,&]) = 1+6,

???? 0<?<1. ????????, ??? ???? ?????????? ??????????
??????? ????????? ?? J?, ??????? ?? ????????? ? ?? ????? ????
?????????? ?? ???????, ??????-?????????? ?? s-??????.
16. ????? {^ — ???????????? ??????????????????
????????????? ????? ?????, ? ? — ????????? ???? ????? ??.{ — p, p),
? ??????? ???????? ?????????????????? {ur\nkx}. ????????, ???
?{?) = 0.
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????????. ??? ????? ? ? ?

\ sin nkxdx—>0

2 \ (sinnhx)2dx = \ (1 — cos2nkx)dx—>?(?) ??? &—>??.

17. ????????, ??? £,?=( — p, p), ?(?)>0, d>0.
??????????????? ???????????? ??????? ??? ?????????????? ????, ???
??????? ?? ????? ??? ???????? ????? ????? ????? ?, ??? sinm;>6
??? ???? ?£?.

18. ????? /£#2(µ), ^6#2(µ). ????????, ???

????? ? ?????? ?????, ????? ?????????? ????? ????? ?, ???

g(x) = cf(x) ????? ?????. (??. ? ???????? 10.35.)

20*
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