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Предисловие 

Посвящается памяти 
3асяужеnnых уч.итеяеЙ России: 

Бориса Гермаnовича 3ива 

Иосифа Яковлевича Веребейчика 

Ароnа Рувимовича Майзелиса 

Владимира Леоnидовича Ильиnа 

Предлагаемая серия книг адресована широкому кругу уча­
щихся средних школ, классов и школ с углубленным изучени­
ем математики, абитуриентов, студентов педагогических вузов, 
учителей. 

Книги можно использовать как самостоятельные учебные 
пособия (самоучители), как задачники по данной теме и как 
сборники дидактических материалов. Каждая книга снабжена 
программой элективного курса. 

Для учашихся можно предложить следующую схему работы: 
прочитав вступление и рассмотрев примеры решения, самостоя­

тельно решать тренировочные работы, затем посмотреть решения 
и, осмыслив их, попробовать решить проверочные работы, про­
веряя их решения по книге и т.д. 

Книги полностью подходят для самостоятельного овладения 
той или иной темой и рассчитаны на последовательное обучение 
от начального уровня до уровня, необходимого абитуриентам. 

Для учителей эти книги предоставляют широкий выбор 
приемов и методов работы: 

Это могут быть задания учащимся для самостоятельной 
работы с последующим контролем учителя. 

Возможно использование книги как задачника для работы 
в классе и для домашних заданий. 

Эти пособия идеально подходят в качестве материала для 
повторения параллельно изучению других тем в школе. 

Подбор материала позволяет существенно дифференцировать 
уровень требований к учащимся при проведении контрольных 
и зачетных работ. 

Уровень сложности и объем материала в книгах серии, без­
условно, избыточен, и учитель должен сам выбирать сложность 
и объем материала в соответствии с возможностями учащихся 
и задачами, стоящими перед ними. 

А. х. Шахмейстер 
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Программа элективного курса для учащихся 9-11 классов 
(30 уроков). 

.м.м Название темы 
уроков В скобках указаны номера заданий 

1-5 Асимптоты (стр. 5 -15) 
Практикум (И.Ф.п.Г.) (1,2,4,6,7,9). 

6-10 Наклониая асимптота (стр. 42 - 44) 
Тренировочная работа (1,2,4,6,7,10,12) 

11-17 Графики сложных функций (стр. 40, 58, 62-74) 
Тренировочная работа (11,13,14,15). 
Проверочные задания (27,29). 

18-25 Проверочные задания (стр. 71-129) 
Проверочные задания (1,2,4,6,7,9,10,13,15,18, 
21,25,28,30). 

26-30 Зачетные карточки (стр. 130 -183) 
Карточка 1 (2, 3). 
Карточка 2 (1,2). 
Карточка 3 (1,3). 
Карточка 4 (2,3). 
Карточка 5 (1,2,3). 
Карточка 7 (2,3). 
Карточка 8 (1,3). 
Карточка 9 (2). 
Карточка 1 О (2,3). 

Программа подготовлена, составлена и апробирована на практике 

заслуженным учителем рф Е. Б. Лившицем. 
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I~ 
I Асимптоты 

~e заме' 

Пусть х стремится к бесконечности. 

х = 1,2,3, ... ,10100,. . . Х -+ +00, 
1 

Dбь х СТI ( нулю: 
1 

.1"'-') ';10100;' ;L 
о . 

Итак, если (х -+ +(0), то (~-+ о) . 
Очевидно, что 

если х- D дробь -
J 

если х -> ~lX..I, '1'0 дробь х2 -101О -+ О И Т.д_ 
х+2 

Интересно, а что будет, если дробь имеет вид :1;2+2? 

:тепень 'i ::r меньше 

о) =} (:2' 
UЬобщая, можно сделать выво/\, 

+00 стр 

. Еели 

Покажем это. 

нулю, ее 

знамена~ 

n. 

-+ о . 
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6 ПОНЯТИС асимптоты 

Представим дробь 

0-0+0 
7 +0-0+0' если х --7 00 

1 1 1 1 
так как при х --7 00 - --7 о, "2 --7 о, "4 --7 о, 6 --7 о, 

Х Х Х Х 

тогда и вся дробь стремится о. 

1 
Рассмотрим вновь дробь х. 

Если х стремится к нулю, т. е. х= 1; 0,1; 0,01; ... ; lO-n; .. . , 
1 1 

то х = 1; 10; 100; ... ; lOn, х --7 +00. 

Итак, если (х --7 о) ==> (~ --7 +00) , 

причем важно, что слева, т. е. -1; -10-1; ... ; (-10- n ). 

Из (х --7 О - о) ==> (~ --7 -00) ; 

из (х --7 О + о) ==> (~ --7 +00) , где 

х --7 О - О - обозначение стремления к нулю слева, 

х --7 !!±...Q - обозначение стремления к нулю справа. 

Аналогично для дроби x~2. 

Из (х --7 2 + о) ==> (X~2 --7 +00) ; 

из (х --7 2 - о) ==> (X~2 --7 -00) . 

1 
Сложнее, если дробь 2 2 3' тогда вначале выясним интер­

х - х-

валы знакопостоянства дроби, т. е. где она положительна, а где 

отрицательна. 

~+ .. 
х 
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ВВОДНЫЕ 

Значит, (х --+ 3 + О) 

(х --+ 3 - О) 

(х --+ -1 + О) 

(х --+ -1 - О) 

Приме 

только] 

данном 

туральн 

Разумее 

::::} 
1 

--+ +00 х2 -2х-З 

::::} 
1 

х2 -2х-З 
--+ -00 

::::} 
1 

х2 -2х-З --+ -00 
::::} 

1 
х2 -2х-З --+ +00 

щимо отметить: 

;10 И любые вещ 

' значения, прин 
юнальные или в 

:трогой научной 

7 

,1ает не 

~ния. В 

[ько на­

ачения. 

1МО бы­

ло бы дать четкие определения предела функции в точке и 

предела функции на бесконечности. Но это была бы другая 

книга. Здесь же опора идет на интуитивное представление. 

Далее на протяжении всей книги будем обозначать: 

D (у) - область определения функции у, 
Е(у) - -кество) значеНJ ~ . 
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8 Понятие асимптоты 

Вертu-к:а,л,ъная асимnтота 

Определение: прямая вида х = а называется 
вертикальной асимптотой для у = f (х), если 
из (х -+ а ± О) =? и(х) -+ ±оо). 

2 
1. Пусть у = х-З' 

Тогда прямая х = 3 есть вертикальная асимптота (обо­
значается пунктирной прямой), так как 

при (х -+ 3 ± О) :::} (у -+ ±оо). 

х2 -зх 
2. Пусть у = (х+l)(х+2)(х+З)' 

Здесь уже три вертикальных асимптоты, 

так как (х + 1)(х + 2)(х + 3) = О при [=: =~ 
х- -3. 

Итак, (х -+ -1 + О) :::} (у -+ +00); 
(х -+ -1 - О) :::} (у -+ -00); 
(х -+ -2 + О) :::} (у -+ -00); 
(х -+ -2 - О) :::} (у -+ +00); 
(х -+ -3 + О) :::} (у -+ +00); 
(х -+ -3 - О) :::} (у -+ -00). 

х-2 
3. Пусть у = (х2 -4)х' 

у. 

х 

Здесь необходимо вначале упростить вид функции, т. е. 

сократить на (х-2), не забыв, что в новом виде у = f(x); 
х = 2 rf. D(J), т. е. х = 2 не есть вертикальная асимпто­
та, хотя ясно, что наличие вертикальной асимптоты свя­

зано с равенством знаменателя нулю. 

Далее отметим, что х = -2; х = О есть вертикальные 
асимптоты. Читатель может самостоятельно проверить 

это по определению асимптоты. 
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Вертикальная асимптота 

гь у = i 

)атив, им 

? ~ ~3 

)(х+2)' F 
(x~3)(x+ 

(X~3)2(X-t _, 

9 

на мнш 

x+l 
у = (x~3)(x+2)' но здесь х = 3 - вертикальная асимпто­

та, так как и после сокращения на (х - 3) в знаменателе 

>Дится х 

сним ИН1 шаКОIlОС1 

Тогда (х->3+0) =} (у->+оо); 

(х -> ~ => (у -> -

(х -> - => (у -> + 
(х -> -'" - V) -? (у -> -\,.Л)). 

т. е. прямые х = 3; х = - 2 являются вертикальными 
асимптотами. 

х2 ~ 

rb у = х 
): х 1- ] дно, что льные ас 

{.;tlJoианы С D ~y}, Т. 1::. С УСЛОВИI::М vi:ttll::l1CTBa знаМl::lid.'1'~J1)'i 
нулю. 

Итак, х = 1 - вертика"льная асимптота. 

~имся В ~ 

[енателя. 

,ь степеш ~ля ВЫШ( 

",-",~,",~твителы.~, "У" .;; -> 1 зш ..... ~ .. ~.~ .. ь стремИ'.~ .... "J 

лю, а числитель - к числу 4, но при делении числа 4 
на число, очень близкое к нулю, получаем число, модуль 

рого очеJОЙ (бескс »). 

как у = 

(, (х -> 1 
(х -> 1 

x=l 

то расщ:: 

(у -> +сх 
(у -> -сх 

_____ lьНая аст' 

~ знаков 
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10 1МПТОТЫ 

Горизонта.л:ы-t,ая асимптота 

Определение: прямая вида у = Ь называется горизонталь­
ной асимптотой, если при (х ---+ ±оо) => и(х) ---+ Ь). 

1 
1. У=-2. 

х-

(х 

ас 

2. у: 

И:: , 

-О),т.е. у= 

.чается пунктир 

2 
- -, 'х+з - О), 

т. е. из (х - 00) =} (у - 4). 

гальная 

И так, у = 4 горизопта,пьная асимптота (обозначается 

пунктирной прямой). 

З-х 
3. у = х+1' Выделяем целую часть 

3- _1+-4-
Х1 х+1 

3- - х + 3 
Х1 I ~-

-х-1 

4 

Итак, из (х - 00) =} (х11 - о) =} (у - -1). 
у = -1 является горизонтальной асимптотой. 

х+2 
4. у = х2+2' 

При (х -.00) =} (;2:22 - О). Так как степень числите-
ля :ень знаменател~ степень 

чи ) степени знамеl ) - го-

ри ,штота. 

5. у : .3)' Аналогично [теля 2, 

а ( геля 3, значит, , ~ О). 

х2 -х-2 
6. У = 2х2+Зх+2' Здесь степень числителя равна степени 

знаменателя, что же делать? 
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Горизою а 

Вынесем х;!. и в числителе, и в знаменателе: 

х2 ( 1-~-~) 1-~-~ 
x2(2+~+~) - 2+~+~' 

Так как из (х --t (0) =} (~ --t о) 
11-..!.-~ 1-

х х"" -

2+1+ 2 --t 2+3 
\ х ~ 

и 1 

то . (у --t ~), т. е. 
эф высших степеня 

TeJ 

зх2+2х 
7. у = х2+4 ; 

x2(3+~) 3+~ 
х2 ( 1 + ~) = 1 + ~ . 
Итак, (х --t 00) =} (у --t 3), 

та! => (~ --t О ) 

ИI --t0), 

то 

Выводы 

( зх2 + 2х --t 3+0 
х2+4 1+0 

- \ 

11 

IИЮ КО-

Iамена-

1. Если степени числителя и знаменателя дробно-
u aOxn +alxn - 1+ ... +аn 

рациональноифункцииj(х)=ь Тn+Ь тп 1+ +Ь 
ох 1Х ••• тn 

совпадают (n = т), то горизонтальной асимп-

то' 

от: 

чи 

П. Ес 

аn , 
прямая у = 1 
I:>фициентов п] 

менателя). 

слителя мены 

те. 'о горизонтаЛI 

ляется ось абсцисс у = О. 

равно 

шенях 

lMeHa­

ой яв-
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12 Понятие асимптоты 

Областu существова'Нuя графU'ICа 
'На 'ICоорди'Нат'Ной nЛОС'ICостu 

Определение: графиком функции называется множество 

всех точек плоскости, координаты которых удовлетворяют 

функциональному равенству: Гу = {(x;y)ly = f(x)}. 

1 1. у = -2' D(y): х =1- 2. 
х-

у> О при х > 2, 
у < О при х < 2, 

(х -t 2 + О) =? (у -t +00); 
(х -t 2 - О) =? (у -t -00),' 

то х = 2 - вертикальная асимптота (рисуется пунктир­

ной прямой). Область существования у = f(x) заштри­
хована. 

Обозначение приближения к асимптоте 

3 
2. у = х2 -2х-8' D(y): х =1- -2; х =1- 4. 

Так как 

у > О при х > 4 и х < -2; 
у < О при - 2 < х < 4; 

(х -t -2 - О) =? (у -t +00); 
(х -t -2 + О) =? (у -t -00); 
(х -t 4 - О) =? (у -t -00); 
(х -t 4 + О) =? (у -t +00); 
х = 4; х = -2 - вертикальные асимптоты. 
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Области рафика ... 

3. у = (у): х =1 -4; х =1 

~ 
~x 

(х ---t -4 - О) =? (у ---t -(0);. 
(х ---t -4 + О) =? (у ---t +(0); 
(х ---t ? - n) =- ('!) ---t -(0); 
(х IJ---t+oo). 

Зд - 2 рисуется сПJ 

х вертикальные а 

4. у = 1): х =1 -3; х =1 ( 
-,- ~I 

х 

13 
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14 

(х ~ -3 - О) =} (у ~ -00); 
(х ~ -3 +0) =} (у ~ +00); 
(х ~ О - О) =} (у ~ +00); 
(х ~ О + О) =} (у ~ -00); 
(х ~ 3 - О) =} (у ~ -00); 
(х ~ 3 + О) =} (у ~ +00); 

х = 1 - корень (нуль) функции; 

Понятие асимптоты 

х = О; х = 3; х = -3 - вертикальные асимптоты. 

х2 -зх 
5. у = (х+1)(х+2)(х+З). D(y): х i= -3; х i= -2; х i= -1. 

(х ~ -3 - О) =} (у ~ -00); 
(х ~ -3 + О) =} (у ~ +00); 
(х ~ -2 - О) =} (у ~ +00); 
(х ~ -2 + О) =} (у ~ -00); 
(х ~ -1 - О) =} (у ~ -00); 
(х ~ -1 + О) =} (у ~ +00). 

х 
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Области 'рафика ... 15 

х 

В данном пункте очень важно понимать, что мы здесь Ю.lеем 

дело с бесконечными областями в виде прямых углов или пря­

моугольников, задаваемых двумя перемепными х и у в ВЩl.е 

неравен 

Скажем :амая левая облеравен-

ствами 

лее. 

Вопрос: 

няя область - так да-

IЯТЬ эти област~ 

Ответ: только в этих областях присутствует графический эс­

киз функции. 

Примечание Вполне может быть, что какие-то аси!\штоты 

графика функции совпадают с осями координат. В этом слу­

чае, по умолчанию, на сплошные линии осей накладываются 

пунктИJ ие асимптоты. 
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Лра~ти~у.м. Исследование фун~ций и построение 

графи~ов (И.Ф.Л.Г.) 

1 
1. У = х-2' 

D(y): х # 2. 

х: 

та 

Об 

у> О; х> 2; 

ьная асимптота, 

~ + О) =} (у ---t сх: 

~ - О) =} (у ---t -

вания эскиза гр: 

у < О; х < 2. 

у = О - горизонтальная асимптота, 

так как (х ---t 00) =} (у ---t О). 

у 

= f(x). Узнаем 
вщ 

х 

шутую 
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1 
2. у = х2+2х-З' 

1) D(y): х =;f -3; х ~ 1. 

Похоже, х = -3, х = 1 - вертикальные асимптоты. 

1 У 1 

1 1 

1 1 
I 

1 1 
I .. 

-31 О 11 х 

I I 

1 1 
I I 

1 1 
I I 

1 1 
I I 

2) Выясним интервалы знакопостоянства. 

У _ 1 ~-3 _ 1:-= + - (х+З)(х-1)' - ~ ~ 
х 

Теперь, учитывая интервалы знакопостоянства, за­

штриховываем легкими штрихами области возмож­

ного существования графика функции. 
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3) (х ~ 1 + О) ~ (у ~ +00); 
(х ~ 1 - О) ~ (у ~ -00); 
(х ~ -3+0) ~ (у ~ -00); 
(х ~ -3 - О) ~ (у ~ +00). 

Понятие асимптоты 

Зная) что х = -3 и х = 1 - вертикальные асимпто­

ты) изобразим приближения к ним графика. 

у 

4) Так как (х ~ 00) ~ (у ~ О)) то у = О - гори­

зонтальная асимптота) которая обозначается на гра­

фике. 
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5) llлавной кривой соединим асимптотические прибли­
жения на интерва.тrе х > 1 и х < -3. 

'7--

6) На интервале -3 < х < 1 сложнее, так как надо 
от асимптотического приближения к (-00) вблизи 

х = -3 пеDейти к (-00) вблизи х = 1, но это воз­
ь только В виде 

1 
-2х-3' Эскиз Г01 
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7) Контрольные точки. Они необходимы, чтобы более 
точно построить эскиз графика у = f(x). 

а) Пусть х = 2. у(2) = 22+i.2-3 = i, т. е. А (2; i) 
принадлежит графику Зафиксировали кривую 

""'С> 'Р", 1 т. е. на (1; +(0) 

О) = -1. в (0'-3' , 
'ша с осью ордИJ 

кривую на (-3; 
их значений на 

.• ~. ~ .. ~~.~дования. 

~ресече­

зафик-

кривой 

отдель-

В) х = -4. у( -4) = 16_18_3 i· С ( -4; i) при­
надлежит графику, т. е. зафиксировали кривую 

на (-00; -3). Получаем более точный эскиз гра­
фика. 

8' ~ rчае можно эле 

)жество всех З1 

1 
х2 +2х-3 . 

LK параметр, ре] 

~тодами 

IИ, т. е. 

ледова-

:ости существов. 'tpaMeT-

ричеtжш'u уравнения ух2 + 2ху - ,jy = 1. 

Таким обра:зом, ух2 + 2ху - 3у - 1 = о; у f= О, тогда 
D = у2 + 3у2 + У _ 4у 2 + У = у(4у + 1) ? О. 
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1 
+'\,.4 ~ 

'э' ljJ 

21 

Итак, Е(у) = (-00; -~] u (О; +(0), т. е. на (-3; 1) 

наибольшее значение функции равно 

1 
при У = -4 D = О, то х = -1. 

Итак, при х = -1 Унаиб 
1 
4' 

Получили окончательный эскиз графика функции 
1 

1 
4' Так как 
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X--;jХ 

3. у = (х+l)(х+2)(х+З). 
1) D(y) = (-00; -3) U (-3; -2) u (-2; -1) U (-1; +(0). 

2 

3) 

4 

I I I 
У 

I I I 

I I I 
) 

lакопостоянства 

+ 
х 

что дает возможность заштриховать области суще­

ствования графика функции. 

у. 

............. "' .......................................... 

(x-t-1+0) ::::} (y-t+oo); 
(х -t -1 - О) ::::} (у -t -(0); 
(x-t-2+0) ::::} (у -t -(0); 
(х -t -2 - О) ::::} (у -t +(0); 
(х -t -3 + О) ::::} (у -t +(0); 

::::} (у -t -(0); 
::::} (у -t О). 

"!им асимптотич ния. 

- аналог гипер 

- кривая в виде 

на (-2; -1) - кривая в виде горки; 

на (-1; О) соединим плавно (О; О) с асимптотическим 
приближением к Х = -1; 
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на lO; 3] плавно соединяя (О; О) и (3; О), имеем ямку; 

на [3; +00) плавно соединяя (3; О) с асимптотиче­
ским приближением к у = О, имеем вид горки. 

у 

у = (x+l)(x+2)(x+3) 

х 

Итак, приближенный вид графика есть. Рассматривая кон­

трольные точки на каждом интервале, можно уточнить эскиз. 

J'vl0ЖНО hn ТТРР 'Т'Г\ЧJ.lГ\ vГ''Т'ановить МИНИМд rrJ...J.lJ...TP и lшн<"Г'ичальные 
значени ~щпый аппарат) ного ис-

числен!' )Тдельного иссЛЕ 

Целью; 1 является разви 'о мыш-

ления и ,а, только ВЗГЛЯlJ ции, мы 

уже мо: .ять секунд пре,! [зитель­

ный эскиз графика и характер поведения на том или ином ин­

тервале с определенной степенью точности. 

Примечание. Весьма полезно строить графики рассматрива­

емых функций на миллиметровке. Так как, зачастую в книге 

рассматривается, из-за технических трудностей и из-за огра­

ниченн('f''Т'И гn<> rhblUPrJU)rO поля только rrnИh ТТИ~И'Т'Р тт .... J.lчй эскиз 
графию 

рушает( 

доступности и 

~. 

)гда на-
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q-X-

4. у = х(х2 +З). 

1) D(y) = (-00;0) U (0;+00). х = О - вертикальная 

асимптота (х2 + 3 =F О для любого х). 

3 

4 

5 

> (у ---t 00); 
> (у ---t -00). 

, ---t О). 

IТЬ внимание на 

н~-.,-~тная (т. е. облс.~.LD 

гак как 

симметричное относительно нуля множество и для 

всех х Е D(y) у( -х) = -у(х)), то график централь­

но симметричен относительно начала координат -
точки (О; О). 



.

Практикум. и.Ф.п.г. 25 

2х2 -8 2х2-8 2(х-2)(х+2) 
5. у = х2-2х-З· х2-2х-З = (х-З)(х+l). 

1) D(y)=( -00; -1) U (-1; 3) U (3; +00). 

2)~ ~ ~ 
~ .. x 

3) (х ~ 3 + О) =} (у ---> +00); 
(х ~ З - О) =} (у ---> -00); 

(х ---> -1 + О) =} (у ---> +00); 
(х ---> -1 - О) =} (у ---> -00); 

(x~oo) =} (у--->2). 

Выясним, когда график пересекает горизонтальную 

асимптоту: 

2х2-8 = 2. 2х2 - 8 = 2х2 - 4х - 6· 
х2-2х-З ' , 

1 
4х = 2; х = 2; у = 2. 

4) Выясним область изменения функции Е(у). 

2х2-8 = у. ух2 _ 2ху - 3у = 2х2 - 8· 
х2-2х-З ' , 

(у - 2)х2 - 2ху - 3у + 8 = О; у # 2; 

D = у2 + (Зу - 8)(у - 2) = 4у2 - 14у + 16 ~ о. 

D = 72 - 4 . 16 < О, так как {~>< 00, 
то 4у2 - 14у + 16 > О при всех у. 
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Значит Е(у) = (-00; 2) U (2; +00), но так как при 
1 

х ="2 у = 2, то окончательно имеем 

Е(у) = (-00;+00). 

5) Контрольные точки: 

х - о· у - 2~' -, - 3' 

х = -1 5' у = -1 Q· , , 9' 
х = 4; у = 4,8; 

5 
х = -3; у = в' 

Эскиз графика: 

Здесь интересно отметить, что на каждом из интервалов непре­

рывности, т. е. на (-00; -1), (-1; 3) и (3; 00), функция 
2х2-8 u 

У = 2 2 3 убывает, но убывающеи не является. 
х - х-
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6 ~'" Т.... ..dх2 +з 2х2 + .... 
• У = х2+2х-8' х2+2х-8 = (х+4)(х-2)' 

1) D(y) = (-00; -4) U (-4; 2) U (2; +00). 

2) ~~ - х 

=? (у ---; +(0); 
=? (у ---; -(0); 
=? (у ---; -(0); 
=? (у ---; +(0); 
=? (у ---; 2), 

2х2+З 2+~ 
так как х2 +2х-8 = l+l_~' 

х х2 

( 
2+ ;2 2+0 ) 

и из (х ---; 00) =? 2 8 ---; 1+0-0 = 2 . 
1+;;- х2 

>есекает ли гра( 

птоту. 

; 2х2 + 3 = 2х 
) значит, что (х 
(у ---; 2 + О), 

оризон-

; = 19; 

-+ 2-0); 

так как при х > 2 график пересекает горизонталь­
ную асимптоту в точке А(4,75; 2), 
и (х ---; +(0) =? (у ---; 2 - О) как бы снизу. 

Так как нет пересечения с у = 2, при х < -4 кривая 
выше у = 2. 
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4) Попытаемся найти наибольшее и наименьшее значе-
2х2+3 

ния, т. е. Е(у) для У = х2+2х-8' 

ух2 + 2ху - 8у = 2х2 + 3; 

(У - 2)х2 + 2ху - 8у - 3 = О; У =f 2; 

D = у2 + (8у + З)(у - 2) = 9у2 - lЗу - 6 ~ О; 
13±v'169+216 13±VЗ85 

Yl,2 = 18 = 18 

( 13-VЗ85 ,...., 1-. 13+VЗ85 ,...., Q) 
18 ,...., 18' 18 ,...., 6 

( 13-v'385] [13+v'385 ) Итак, D(y) = -00; 18 u 18; +00 . 

Выявление, при каких х достигается Унаиб; Унаим воз­

можно, но технически достаточно сложно. 

Итак, приблизительный эскиз графика построен. 
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9-х2 

7. у = х2+2х+З' 
1) D(y) = (-00; +00). 

Для х2 + 2х + 3> О при всех х, 

{ а = 1 > О, 
так как D = -2 < О. 

2)~ 
-.::::/ ~ 

vj 
vj 
/'; 

-6 -з:/j 
~ ~ ~ ~ ~ /'; ~ ~ ~ --[%: z 
~ ~ ~ :/j » /j 
~ ~ ~ ~ ~ vj 

vj 
vj 
/'; 
:/j 

-

3) (х ~ 00) => (у ~ -1). 

/,~ ~ ~ ~ 
vj vj ~ ~ 
/'; /'; /'; /'; 
:/j :/j :/j :/jз 

о ~ f-=I - -- - ~ 
:/j 
vj 

29 

~ ?3 ~ ~ 
~X 

~ 
:/j :/j :/j 
/'; vj vj 

Выясним, пересекает ли график функции горизон­

тальную асимптоту. 

9 х2 
х2+2х+З = -1; 9 - х2 = -х2 - 2х - 3; х = -6. 

4) Найдем Е(у). 
9-х2 

у = х2+2х+З; 

ух2 + 2ху + 3у = 9 - х2 ; 

(у+1)х2 +2ху+3у-9=0; у#-l; 
D = у2 - (3у - 9)(у + 1) = -2у2 + 6у + 9 = 

= _2(у2 - 3у - 4,5) ~ О; 

З±V9+i8 З±Зv'З 
Уl,2 = 2 = 2 . 

[ З-Зv'З З+Зv'З] D(y) = (-00; +00); Е(у) = 2; 2 . 

5) Контрольные точки: х = О; У = 3. 
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6) При желании мы можем установить, при каких зна­
чениях х функция достигает наибольшее или наи-

меньшее значения. 

Действительно, для (У + 1 )х2 + 2ху + ЗУ - 9 = О; 
-у±Vl5 

У i- -1, Хl,2 = у+1 

з+зvГз ~ 
Пусть Уl = 2 ,тогда D = О, и Хl = у+l· 
Подставляя Уl, получаем 

з+зvГз 
- 2 з+зvГз 

Хl = з+зvГз + 1 = - 5+ЗvГз· 
2 

Домножая на сопряженное, 

(З+2vГз) (5-ЗvГз) 15+ 15vГз-9vГз-27 
Хl = - 25-(зvГз)2 = - 25-27 = 

= - -12~26vГз = -6 + зVЗ. 
м з+зvГз 

Итак, при Хl = -6 + Зv З Унаиб = 2 . 
Аналогично для Х2. 

Эскиз графика: 

9-х2 ~ ~ ~Y. VXh ~ 
У = х2+2х+З ~ ~ ~ (({{ ~ 

~ ;%; ~ ~'+2 ~ 
~ z у) >s: ~ ~ 
/j ~ ~ ~ l:'> ~ 

-6 1; ~ ~ ~ ~ ~ 
~ ~ ~ ~ ~ ~ 

-3 3{з -6 о 3 

~ 
'/" ~ ~ '/j'%'% ~ ~/X./ 

~ ~ ~ ~ ~ -- -.:j f--

~ ~ » У = -1/ ~ t:%[% 
~ ~ ~ ~ yj ~- - - ~ fir ~ ~ ~ /; ~ ~ ~ ~ ~ r% 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ /; ~ ~ ~ ~ ~ r% 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ /; ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
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8. ?+х+1 
-х+1' 

(у) = (-00;+00). 

> о для всех х, 

та к х2 + х + 1 Э, х2 - Х + 1 > О. 
3) (х (")()) => (11 ~ ',. 

4) х2 +х+ 
х2 -х+ 
х2 + х + 1; х = О. 

5) Найдем Е(у). 

ух2 - ух + у = х2 + ,т + 1; 

, - 1)х2 - (у + l),т + ; У =1= 1; 

у + 1)2 - 4(у .)_ 
у + 1 + 2у - у + 1 - 2у + 2) = 
3у - 1)(3 - у : О; 

v+1±.J(зv- " i'=Y) 
Хl,2 =. 

Но при у = 1 х = О. 
И, ./;!;(у) = l~;зl 
Пj = 3 х = 1, 

1 
щ: =3 х=-l 

к как D = О, 
lК как D = О. 

31 

Н( жно иначе. IЯ а т2 + Ьх + с = О 
__ ршины параболы 

Ixa = -fa [, 
Т.е, для (у-1)х2 -(у+1)х+(у 

е Yl = 3; 

1 
~e У2 = 3' 

y+l 
а = 2(у-1)' 
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х2+х+l У 

У = х2-х+l 3 -----

V:\ 
/ 1 \ 1 

I 

/ 1 \ 1 

/ 1 

'" у=l 1 I :::--::-=: 
~ --- -- f--- -- --1--- ----....... 

~ J 1 
1 

["-.... 
~ ~---- ! I 

I 3 1 

-1 О 1 х 

Примечание. Если и в числителе, и в знаменателе есть функ­

ции не выше квадратичной, то можно вычислить не только 

Е(у), но и при каких х достигаются точные границы на Е(у) 
(если они есть) элементарными методами. 

Теперь можно точно установить интервалы монотонности: 

а) функция возрастает на [-1; 1]; 

б) функция убывает на (-00; -1]; 

в) функция убывает на [1; 00). 
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х2 -2х-3 
9. у = х4-5х2+4' 

(х-З)(х+l) х-з 
(х-2)(х+2)(х-l)(х+l) = (х-2)(х+2)(х-l) 
при х =/: -1. 

1) D(y): х =/: ±2; х =/: ±1. 

2) __ ~r--o __ ~~~ __ ~~+ 
х 

33 

3) х = 2; х = 1; х = -2 - вертикальные асимптоты, 

у = о - горизонтальная асимптота. 

Если требуется уточнить эскиз графика, то полагая, что х = О, 
получим у = -0,75. Ясно, что при рассмотрении дополнитель­
ных контрольных точек эскиз графика корректируется, хотя 

общий характер графика не изменится. 
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(х2 +х-2)2 
10. У = х2 (х2 _х-2)' 

(х2 +х-2)2 (х+2)2(х-l)2 
х2 (х2 _х-2) = х2 (х-2)(х+l)' 

1) D(y): х =F О; х =F 2; х =F -1. 

2) ~ 

3) х = О; х = 2; х = -1 - вертикальные асимптоты, 

у = 1 - горизонтальная асимптота. 

Выясним пересечение с горизонтальной асимптотой: 

(х2+х-2)2 
х2 (х2_х-2) = 1; 

х4 + х2 + 4 + 2х3 - 4х2 - 4х = х4 - х3 - 2х2 ; 

3х3 - х2 - 4х + 4 = О. 

Для решения кубического уравнения необходимо 

знать формулы Кардано, хотя существование одно­

го корня вытекает из следствий: 

(х ---+ +00) '* (3х3 - х2 - 4х + 4 ---+ +00), а также 

(х ---+ -00) '* (3х3 - х2 - 4х + 4 ---+ -00). 
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~ 
\ 

-5 

точно установи' 

. 4х + 4 = О, 3х 

L1VJ..LYV\.J можно решить Гvu,"УП -l'-'v.l.'''К.I. 

Уl = 3х3 , 
У2 = х2 + 4х - 4 = (х + 2)2 - 8 

[ Х = 2/2 - 2 
При У2 = О Х = -2/2 _ 2. 

35 

fей име-

()ЧР.RИЛН() r.vществование единеГRР.НН()Г() к()nня, так 

1 Уl(l) = 3, У2( 

,(1;+00) Уl = рее, чем 
- 4. 

'Iения больше НЕ 

8 !/( 
4 

з~----r/ 1 
1 

- 1 
1 

-21 -1:/ 2 х 

1 
1 ---
1 

: 1 / 1 
1 

~ 1 -о I 

7 
----

I 
I 
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На-к:лон,'н,ая аси,м,nтота 

Определение: прямая вида у = ах + Ь называется наклон­
ной асимптотой, если для у = f (х ) 
из (х -+ СХ» ~ (и(х) - (ах + Ь» -+ О). 

Прим€ 

рацион: 

больше 

1. у = 

1) D\.YJ: х =f= ~. 

rная асимптота I 

!I, если степень 

ателя. 

х(х+2) 
х-2 . 

2) ~ УГ 
~~ ~ 

3) (:z 
зн 

(у -+ (0); (х-+ 

lертикальная ас: 

дробно­

~диницу 

-> -(0), 

Но степень числителя больше степени знаменателя па единицу, 

значит есть наклонная асимптота. 



.

Наклонная асимптота 

Выделим целую часть делением уголком 

х2 +2х I х - 2 
- х2 -2х х + 4 

4х 

4х-8 

8 
х2 +2х 8 

Таким образом, --2- = х + 4 + --2· 
х- х-

Ясно, что при (х ---+ 00) :::} (x:~;x ---+ (х + 4)) . 
Наклонную асимптоту обозначим пунктирной прямой. 

У 

37 

8 
Так как у = х + 4 + х-2' где х-2 i- О, значит, график не 
пересекает наклонную асимптоту у = х + 4. 
При (х ---+ 00) график стремится к асимптоте сверху. При 

(х ---+ 2 + О) график стремится к х = 2 справа (т. е. при х> 2 
образует яму). 

При (х ---+ 2 - О) график стремится к х = 2 слева, проходит 
через корни (нули) функции х = О и х = -2. 
При (х ---+ -00) график стремится к у = х + 4 снизу (т. е. при 
х < 2 образует горку). 
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4) Найдем Е(у). 
х2+2х 

у = х-2 ; 

ух - 2у = х2 + 2х; 
х2 + (2 - у)х + 2у = О; 
D = (2 - у)2 - 8у = у2 - 12у + 4 ~ О; 

Yl,2 = 6 ± у'36 - 4 = 6 ± 4v'2. 

~+ 6-4V2 + 
-)о 

- 6+4V2 У 

Понятие асимптоты 

Следовательно, Е(у) = (-00; 6 - 4v'2] u [6 + 4v'2; 00). 
Эскиз графика готов. 
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Наклонная асимптота 

хЗ-зх2+2х-l 
2. У = х2+х-2 

х3 - зх2 + 2х - 11 х2 + х - 2 
- х3 + х2 - 2х х - 4 

- 4х2 +4х-1 
- -4х2 -4х+8 

8х-9 

хЗ -зх2+2х-l 8х-9 
х х- х х-

39 

Таким образом, 2+ 2 = х - 4 + 2+ 2' 
Выясним, при каких х график функции пересекает наклонную 

8х-9 
асимптоту. Это возможно только, если дробь 2+ 2 = О, т. е. 

х х-

при х = 1,125. 

х4-5х2+4 
3. У = x2+x+l . 

х4 - 5х2 + 4 
- х4 + х3 + х2 I--rт----= 

- х3 -6х2 + 4 
- _х3 - х2 - Х 

-5х2 + х+4 
- -5х2 -5х- 5 

6х+9 

Так как степень числителя на два больше степени знамена­

теля, здесь асимптотической кривой является уже парабола 

у = х2 - Х - 5. 
График у( х) пересекает асимптотическую параболу при 6х + 
9 = О; х = -1,5. 

Примечание. Общий план исследования функции с наклон­

ной асимптотой или асимптотической кривой, естественно, не 

изменяется. 

В дальнейшем мы рассмотрим примеры графиков с асимпто­

тическими кривыми (в виде параболы, гиперболы). 
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Тре'Н,иРОВI 

Исследуйте 

я работа 

кции и постр те графики. 

1. 

х4 -5х2+4 
У = х3-9х 

4. у = (x+l)~ 

5. 

6. 

7. 

8. 

~. 

10. 

11. 

12. 

14. 

15. 

-4х-5 

х-2 

х2 -4 
У = хЗ -9х' 

х3 +1 
у---- х . 

х3 _х2 _ 

(х+l)2 

!-2х-8)(х2 -9) 
{(х2 _х4 ) 

х' 

у = е;: 

еХ 
у = х2 -2х-

У = log2 (6 - х - х ). 

х2 
2-2х-3 

х_х3 

у-е '-3)(х+1)(х+2) 

~ асимптоты 
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Решение тренировочной работы 

Решение тренировочной работы 

1 х2+2х-3 
• У = х-2 

_ (х+З)(х-1) 
У - х-2 . 

1) п(у) = (-00; 2) U (2; +00); 
, 

2) ~ 
-=/~ х 

З) (х ~ 2 + О) =? (у ~ +00);. 
(х ~ 2 - О) =? (у ~ -00). 

х2 +2х-ЗIХ-2 
- х2 - 2х х + 4 

4х-З 

4х-8 

5 
у = х + 4 - наклонная асимптота. 

У = х+4+ _5_. 
х-2' 

(х ~ 00) =? (у ~ Х + 4). 

41 

Так как x~2 :1= О, то пересечения графика у(х) с 
наклонной асимптотой нет. 

( ) х2+2х-З 
4) Выясним Е у для у = х-2 . 

ух - 2у = х2 + 2х - 3; х2 + (2 - у)х + 2у - 3 = О; 
D = (2 - у)2 - 4(2у - 3) =::- у2 - 12у + 16 ~ О; 
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Yl,2 = 6 ± vЗ6 - 16 = 6 ± 2JБ. 

~2..g /т 
~ 

~+2..g У 

Е(у) = (-00; 6 - 2JБ] u [6 + 2JБ; +(0). 

Для х2 + (2 - У)Х + 2у - 3 = О Хо = - 2Ьа - абсцисса 
у-2 

вершины параболы, т. е. хо = 2 . 

~ 6+2JБ-2 ~ 
Пусть Yl = 6 + 2у 5, Xl = 2 = 2 + у 5; 

~ 6-2JБ-2 ~ 
У2 = 6 - 2у 5, Х2 = 2 = 2 - у 5. 

Эскиз графика: 

Обратите внимание, что деления на осях разномасштабны. 
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х3 
2. у = х2-х-2' 

2 х3 
Так как х - х - 2 = (х - 2)(х + 1), то У = (х-2)(х+l)' 

1) D(y) = (-00; -1) U (-1; 2) U (2; +(0); 

2)~ 
~x 

х3 3) (х ~ 2+0) => (у ~ +(0); 
(х ~ 2-0) => (у ~ -(0); 

(х ~ -1+0) => (у ~ +(0); 
(х ~ -1-0) => (у ~ -(0). 

- х3 - х2 - 2х 

х2 +2х 
- 2 
х - х-2 

Зх+2 
х = -1, х = 2 - вертикальные асимптоты, 

у = х + 1 - наклонная асимптота. 

= х3 = Х + 1 + 3х+2 
У х2-х-2 х2 -х-2' 

2 
При Зх + 2 = О х = -3' 
График у(х) пересекает наклонную асимптоту. 
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х"-;)х-+'! 

3. У = хЗ -9х 

(х-2)(х+2)(х+ 1 )(х-l) 
У = х(х+З)(х-З) 

1) D(y): х =1= ±3; х =1= о. 

3 

-3~-2 YN 1~2 

~ 
'* (у --4 +(0); 

'* (у --4 -(0); 

'* (у --4 -(0); 

(Х--40-0) '* (У--4+ОО); 
(х --4 -3 + О) '* (у --4 +(0); 

(х --4 -3 - О) '* (у --4 -(0). 
Х = О; х = 3; х = -3 - вертикальные асимптоты. 

х4 - 5х2 + 4/ ~З - 9х 

:)нная аСИМПТОТе 

+ 4 =1= о для в' ______ , _____ ._2ечения 

графика функции и асимптоты нет. 

(-х)4-5( -х)2+4 х4-5х2+4 
4) Так как у(-х) = (-х)З-9(-х) = - хЗ-9х = 

= -у(х), то функция - нечетная. 

Значит график - центрально-симметричен относи­

, координат. 



.

Решение тренировочной работы 

5) Контрольные точки: 
3 

х = -4; у = -6"7; 
3 

х = 4; у = 6"7; 
2 

х = 1,5; у ~ 9; 
2 

х = -1,5; У ~ -9' 

Эскиз графика: 

Обратите внимание, деления на осях разномасштабны. 

45 
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1) D(y) = (-00; +(0). 

2) ~~ 
-::./ х 

3 

4 

~ - 3) = (х2 - 1) (; 

Г+3\ х2 + 1 
г х-3 

_х+3 

- - зх2 - 3 

-2х+6 

_ (х+1)(х-1)(х-3) _ 3 6-2х 
У - х2+1 - х - + х2+1 . 

У = х - 3 - наклонная асимптота. 

J; х = 3 графи~ 

. асимптоты нет: 

1 =1- О для всех 

5) Контрольные точки: 

х = О; У = 3; 
15 

х = 4; у = 17' 

IМПТОТЫ 

-х+3. 

лонную 

т. е. график ниже асимптоты на интервале (3; +00 ). 

)чке (3; О): граl 

- 3 или пересеl 

Очевидно, пересекает, 

(4+1)(4-1)(4-3) 15 
так как у(4) = = - < 1 42+1 17' 

асается 
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(х+l)(х-l)(х-З) 
У = х2+1 

.!1 
17 

47 
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5. 
~X--OXT::! нх-т6х+9) 

у = (х+l)3 

(х2 -6х+9)(х2+6х+9) (x-З)2(х+З)2 

(х+l)3 (х+l)3 

1) D(y) = (-00; -1) U (-1;+00). 

2' . '1 ~1~ • 
Х 

3 [;2 + 6х + 9) = х' 

~x2 + 
8! 1:3 

~x2 + Х 

- 3х3 - 21х2 - х+81 

-ЗхЗ - 9х2 - 9х- 3 

-12х2 +8х+84 

у=х-З-
4(Зх2 -2х-21) . 

(х+l)З , 

= О; 
- абсциссы ТО'- асимп-

сом. 

4 гикальная аСИМI 

lx ---+ -1 + U) ::::} (у ---t +00); 
(х ---+ -1 - О) ::::} (у ---t -00). 

5) х = О; У = 81. 



.

Реш вочной работь 

ЭСКИЗ графика: 

Дел разномасш 
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Х--'!Х-и 

6. у = х-2 

1) D(y) = (-00;2)U(2;+00). 

2) ~ 
--=/ '-:::;/ х 

3 х-2 

х-2 

9 
У = х - 2 - х-2; 
У = х - 2 - наклонная асимптота. 

IМПТОТЫ 

Очевидно, что график функции не пересекает на­

клонную асимптоту. 

4) х = 2 - веnтикальная асимпт()та. так как 

. (у -> +(0); 

. (у -> -(0). 

5 - 4х - 5; х2 - (4 

- 4(2у - 5) = у2 -
Й~Y) = ~ -OUj +(0); 

6) х = О; у = 2,5. 

=0; 

~X у; 
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Из графического эскиза полезно подчеркнуть, что 

а) функция возрастает на (-00; 2); 

б) функция возрастает на (2; 00), 

но все же она не является возрастающей функцией. 

51 
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1) D(y): х i= ±3; х i= о. 

2)~~ 
-=/~~ 

3) х = 3; х = -3; х = О - вертикальные асимптоты. 

4) (х -+ 00) => (у -+ о); 

у = о - горизонтальная асимптота. 

Из эскиза графика следует, что функция кусочно-монотонная­

на каждом из интервалов непрерывности убывает, но убываю­

щей не является. 
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8. 

х 

1) D(y) = (-00;0) u (0;+00). 

2)~ 
~·x 

3 хЗ+l 2 1 - -- =х +_. 
х' 

+ О) =} (у-> 
- О) =} (у -> 
оо)=}(у-> 

Можно и иначе; (х -> О) =} (у -> ~) . 

Итак, имеются две асимптотические кривые: 

у = 1. и у = х2 . Контрольная точка х = 1; у = 2. 
х 

I хЗ +l \\ I уtч I 
i 

I I ---
I 

\ \ f 

" 
J)' 

\ \ 
I I 

\ I / 
,~ 

'\ [\ 1 /1'- __ 
\ ,,/1 ----'- +---- -

-- -- +-- -- __ -1"\ О 1 

"' -1 

li-I ___ I 
I 
I 

I 

х 
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х3_х2-9х+9 
9. у = (х+1)2 

1) D(y) = (-00; -1) U (-1; +00). 

2) хЗ - х2 - 9х + 9 = х2 (х - 1) - 9(х - 1) = 
= (х - 1)(х - 3)(х + 3); 

(x-1)(х-З)(х+З) 
У = (х+1)2 

~ 
--.:::/ ""\.::::/ х 

3) хЗ - х2 - 9х + 9 х2 + 2х + 1 

хЗ + 2х2 + х х - 3 

-зх2 -10х+ 9 

- зх2 - 6х - 3 

- 4х+ 12 

4(х-З) 
а) у = х - 3 - (х+1)2; 

У = х - 3 - наклонная асимптота, 

так как (х --t 00) =} (у --t Х - 3). 
б) Выясним, в точке (3; О) график функции каса­

ется у = х - 3 или пересекает ее. 
21 21 

Так как при х = 4 у = 25' 25 < 1 то пересекает. 
(х --t -1 - О) =} (у --t +00); 
(х --t -1 + О) =} (у --t +00), 
поэтому х = -1 - вертикальная асимптота. 
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Решение 

ЭСКИЗ графика: 

хЗ -х2 -9х+9 
У = (х+l)2 

-3 

.аботы 

-1 
1 

1 

1 

1 -3 
/ 

., 1/ 
/1 

1:;" 1 

/ 1 

1 

1 

1 

1 

1 

55 
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? п.\ 

х=О; х -1 - ве lые аСИМI 

(х -> (0) -4). 

(х2 -2х-8)(х2 -9) 
5) !(х2 _х4 ) = -4; 

х4 _ 2х3 1..,~2 '. 18х + 7'2 ~4 ",;2; 

2х3 + 16; - 72 = О О ). 

у графи . '(х): 

а) на (-2; -1) существует точка пересечения с 

осью абсцисс, так как 'Р(-2) > О, а 'Р(-1) < О, а 
значтт- ~'''''~';TByeT KOГ~'" ~ ~"'ly непрер' .~ .. ~~_ •• ; 

б) на ( .r;ecTByeT ~ресечени 

абсц как таю шрень (~ 

'Р(3) > О); 
в) 'Р( -10) < О, 'Р( -3) > О, значит, третий корень 

на (-10; -3). 

Более то 

мулы Ка 

южно сде 

lИисполь 

с помощшv HJ:-'vr.,jВОДНОЙ. 

пь испоЛl 

щование 

Непосредственная проверка у (~) > у ( - ~) дела­
ет возможным предположить. что кривая на (О: 1) 
находит( кривой IJ ), хотя 'I 

возможн 

изводныл. 

:дать, ли! ьзуя апп; 
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(х2 -2х-В)(х2 -9) 
У = !(х2 _х4 ) 
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.~ 
ех -x+l. 

Построю 
х2 +х+1 
х2 -х+1· 

1) D(t) = (-00;+00), 
так как х2 - х + 1 > О при всех Х, т. к. 

{ a='~г\ 
D: 

2) t > О i( х, 

так как х2 + Х + 1 > О при всех х; 

{ а = 1> о, 
D = -3 < о. 

3) (х --> --> 1), 

+1 _ 1+ 
так К ___ х-<-х+1 - 1 1+ 1 ' v 

тальная асимптота. 

х2+х+1 _ 1 
х2-х 11 - • 

-х х2" 

Х = цисса то 

t(x) J 

4) Н V Е( ) :.- T.LT J. аидем t , где t = х2-х+1. 

tx2 - tx + t = х2 + х + 1; 

1 

,сечения 

(t - 1 \ ,>,"2 - (+ + 1) х + t - 1 - (1 (t i- 1 ); 
D = - 4(t - 1У 

~t - 2) (t - - 2) = 

~jt - lJt3 - t) ~ о. 

Нощ 

тогда 

~ 

ь t+1 
ха = -2а; Ха = 2(t-1)· 

1 
tl =:" 7:, = -1; 
t2 = ~ 
t max = 

1 
= 3· 

........ r ................... .. 
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: _____ 1 
2 (i'" 1\.. 

1 V ! '" """'--1=1 --- --- f--- f--- -2 J---.--- --- - --- , 
""-

, 
1 ' - , , 3 , 

-1 О 
I1 

х 

ж2±ж±1 
п. у = е ж2 -ж±1. Так как у = еЖ - возрастающая, то 

у = еt(ж) повторяет кусочную монотонность y=t(x). 

(х -+ 00) '* (t -+ 1) '* (у -+ е); 
1 

Утах = у(1) = е3 , Ymin = у(-1) = еЗ. 
Эскиз графика: 

~ у ~ --"h. 
у = еж -0:+1 

е) 1: \ 
I \ I 
I 
I 
I \ I 
I \ I 
I 
I \ I 
I 

I 
I 
I 
I 

f---- f---- f--- -у=е f---
,";; __ L __ -----.. 

i'.. I 
е I 

1 
........ 

"-Ll-
, 

че' е I , , , I 
I I 

-1 о 

Деления на осях разного масштаба. 

~ 
f---~ 

.. 
х 
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1) D(y): {х # 3, 
х # -1. 

2)~~ 
х 

-у. 

3 =} (у ---+ +(0); 

4 

=} (у ---+ -(0); 
\'" ~ -J. т vJ .=} (у ---+ -(0); 
(х ---+ -1- О) .=} (у ---+ +(0); 

(х---++оо).=} (у---++оо). 

Так как у = еХ растет быстрее, чем у = х2 - 2х - 3, 
еХ 

то из (х ---+ +(0) =} (х2 -2х-З ---+ +(0), 
~' при (х ---+ -(0) 

: еХ ---+ О) =} (х2 -
ить эскиз графУ 

.1' 

е4 
х = 4; у = "5 ~ 10,9. 

I4И точ-

Здесь для нахождения Утах И Ymin требуется иссле­

дование функции с помощью производной. 
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ение тренировочной работы 61 



.

62 Понятие асимптоты 

~~ 

~ 
61 

4 

/ 
I 6 

1\ I 
I 

V I \ I 
y=6-~ _х2 

I 

/ 
I 

~ I 
I 

/ I \ I 
I 

/ I \ I 
I 1 

1/ 
I \ I 

-3 I О 
I 1 2 

I -"2 \ 
б) D(y) = (-3; 2). 

1) Известно, что график у = log2 Х таков, что 
(х ---t О + О) =} (у ---t -(0). 

2) Тогда для у = log2(6 - х - х2 ) 
(х ---t -3+0) =} (у ---t -(0) И 
(х ---t 2-0) =} (у ---t -(0). 

х 

1 tmax = 64. у = log2 t - возрастающая, поэ-

тому у = log2(6 - х - х2 ) повторяет кусочную 
МОНОТОнность у = t(x). 



.

Решение тренировочной работы 63 

/ 

о 
,7 

/ 
х 

= О; log2(6 х2 + х - 5 
~1~v'2I ~1+v'2I 

х= 2 ;х= 2 . 
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в общем случае у = ех2-2х-З не является дробно­
рациональной функцией, но введя вспомогательную 

х2 
дробно-рациональную функцию t (х) = ".2 _ ,)"._ '!, можно 

ус] 'рафик у = e~ 

~. 
-2х-З' 

=1 3, 
l х =1 -1. 

2)~ 

3) (х -t 3 + О) ==? (t -t +00); 
(х -t 3 - О) ==? (t -t -00); 

- О) ==? (t -t -ос 

- О) ==? (t -t +00 
(0) ==? (t -t 1), 

х2 " 
2-2х-З = х2(1-

4) х2 -2х-З = 1; х = -1,5, т.е. точка (-1,5; 1) 
точка пересечения графиков t(x) и t = 1. 

5) Выясним E(t). 
х2 

t = 2 2 3 ; tx2 - 2tx - 3t = х2 ; 
х - х-

(t - 1)х2 - 2xt - 3t = О; 
Щt-1)=4t2 - о. 

3 

УТ 
~~ 

XJ; О] U [~; +(0) 
о t 

хо = - 2а' хо = t-1; 

3 ~ 
tl = О, xl = О; t2 = 4"' Х2 = 1-1 = -3. 

4 
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х2 
Эскиз графика t(x) = 2 2 3 готов. 

х - х-

65 

х2 
п. Теперь, зная эскиз графика t(x) = х2 -2х-З' будем 

х2 
строить у = ех2-2х-З. 

1) D(y): {X:f: 3, 
x:f:-l. 

2) у > О для всех Х Е D(y), так как у = et(x) > о. 
3) (Х --? 3+0) =} (t --4 +00) =} (у --4 +00), 

(х --43 - о) =} (t --4 -00) =} (у --4 о), 

так как из (х --4 -00) =} (еХ --? о). 
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(х ----+ -1 + О) => (t ----+ -00) => (у ----+ О); 
(х ----+ -1 - О) => (t ----+ +00) => (у ----+ +00); 
(х ----+ 00) => (t ----+ 1) => (у ----+ е). 

4) t = 1 при х = -1,5, значит у = е при х = -1,5. 
Если xl = О, то tl = О, Уl = 1, если Х2 = -3, 

3 3 3 
то t2 = 4" У2 = е"4. Ymin = е"4; Утах = 1. 

",2 I y~ I 
У = е",~-2х-З I I 

~ 

1 

I I 
I I 

1 

I I 
I I 

'1 1 

I I 
I I 
1 1 

I 

; \ I 
1 

I I \ I I 
1 1 

I I I \ 
I I "-I I 

у-е --- ---1-:-- --- --- ---4---- -~ 

"-
I 
I 

,,~ : I 1- I 
,--j--- е4 I 

I I I I 
I I 

V 1 r--- I 
I 

I 

~ I 
I 

--3 -1,5 -1 о 3 х 

5) Так как у = еХ - монотонно возрастающая, то 
для у = et(x) характер кусочной монотонности 
сохранится тот же, что и для t(x). 
Плавно соединяем А( -1; О); В(О; 1); С(3; О) и 

получим горку. 

Далее аналогично строим на (-00; -1) и на 

(3; +00). 
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Решение тренировочной работы 

15. У = е (х-З)(х+l}(х+2) . 

1. Для построения у(х) построим 
х-х3 

t(x) = (х-3)(х+1)(х+2)' 

{ 
х#3, 

1) D(t): х # -1, 
х# -2. 

х-х3 х(1-х)(1+х) 
2) (х-3)(х+1)(х+2) = (х-3)(х+1)(х+2) = 

х(1-х) 
= (х-3)(х+2)' 

х 

67 

3) Очевидно, что х = -1 не является вертикальной 
асимптотой. 

(х -+ 3 + О) =? (t -+ -(0); 

(х -+ 3 - О) =? (t -+ +(0); 

(х -+ -2 + О) =? (t -+ +(0); 

(х -+ -2 - О) =? (t -+ -(0); 

(х -+ (0) =? (t -+ -1). 
-(1+1) 1 

4) t( -1) = (-1-3)(-1+2) = 2"' 

Точка (-1; ~) исключается из графика 
t = t(x). 
Выясним, существуют ли точки пересечения гра­

фика t = t(x) и t = -1, или их нет. 
х(1-х) 

(x-j)(x+2) = -1; 

х - х2 = -х2 + х + 6; 
0=6, 
т. е. нет общих точек. 

5) Найдем E(t). 
х(1-х) 

t = (х-3)(х+2); 
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tx2 - tx - 6t = х - х2 ; 
(t + 1)х2 - (t + l)х - 6t = О; 
D = (t + 1)2 + 24t(t + 1) = (t + 1)(25t + 1) ~ о. 

-.1 
~ 2~ 
~·t 

E(t) = (-oo;-l)U [-215;+00). 
Ь 1 I 

ХО = - 2а; хо = 2"; 
1 1 

tl = - 25; Xl = 2"; 
1 

tmin = -25· 
6) Можно доказать, что график функции t = t(x) 

симметричен относительно прямой х = ~, 
т. е. Уа Е D(t): t (~ + а) = t (~ - а) . 
Действительно, 

( 1 ) (O,5+a)(O,5-а)(1,5+а) 
t 2" + а (a-2,5)(a+l,5)(a+2,5) = 

(а i= -1,5); 

t (~ - а) 

(ai=1,5). 

(O,5+a)(O,5-а) 
(а-2,5)(а+2,5) 

(O,5-а)(О,5+а)(1,5-а) 
-(2,5+a)(1,5-a)(2,5-a) = 
(O,5+a)(O,5-а) 
(а-2,5)(а+2,5) 

Подставляя вместо а переменную х, получаем 

х i= -1 и х i= 2. 
Строго говоря, симметрии графика относительно 

прямой х = ~ нет, так как 2 Е D(y), а -1 (j. 
D(y). 
Но если положить х i= -1 и х i= 2, то на этих 

интервалах график функции t = t(x) симметри-
1 

чен относительно прямой х = 2"' а тогда и гра-
фик у = у(х) при этих условиях симметричен 

1 
относительно прямой х = 2". 
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э t(x) = (х-З) Н)(х+2) готов. 

11. Теперь, график у = у(х), пост им 

у е (х-З)(х+1)(х+2) . 

{ 

Х # 3, 
) D(y): х # -1, 

х #-2 
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2) Так как et(x) > О, то у > О при всех х из области 
определения. 

x(l-x) 
3) Так как х i- -1, у = е (х-З)(х+2) . 

(х --+ 3 + О) => (t --+ -00) => (у --+ О); 
(х --+ 3 - О) => (t --+ +00) => (у --+ +00); 
(х --+ -2 + О) => (t --+ +00) => (у --+ +00); 
(х --+ -2 - О) => (t --+ -00) => (у --+ О); 

(х --+ 00) => (t --+ -1) => (У --+ Ю . 
4) Контрольные точки: 

xl = О; tl = О; Yl = 1; 

Х2 = 1; t2 = О; У2 = 1; 
1 1 1 

ХЗ = 2; tз = - 25; уз = е - 25 ; 

1 1 
Х4 = -1; t4 = 2; У4 = е 2. 

Ymin = У(хз) = e-fg = у (~) . 
,,_,,3 11 У ,1 

У = е (" 3)(,,+1)(,,+2) 1 1 
1 1 
I I 

1 1 
1 \ 1 

i\ / 
1 

3 
1 

1 \ / 1 
1 /.уе 1 

1 ---- .... _--

/' 
I 

1 Ve-~ 1 I 

I 1 I ~y=i 1 
~-- --- - - -1- - - 1- - - -:-- -- f---T--- ---

~ , I , ~ I 

1-2 -1 О 1 1 2 31 х 
1" 

1 1 
, , 
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Проверочные 
задания 

Условuя nроверочн:ых заданuи 

1сследуйте функции и постройте их графики" 

х2 -4х 
1. Y=~9" х-

x 2 -1 
4. у = -Т-4" 

х-

6. у = 2 ~ 3" х - х-

1 
7. у=~з " 

х-х 



.

.. )~ 
8. у = (х -4)' 

х2-х+1 
У = х2+х+1' 

х2+5х+ 
11. у = х2 -5х+ 

13. -1 
r 

-4хЗ+8 
14. у = хЗ-1 

(х-З)(х 
15 11 = х(х2 -Зх+2) 

х(х2 -Зх+2) 
16. -З)(х2 +Зх+2) . 

у = Зх2 +4х-4' 

(х-б)2 
19. -Зх3+2х2 ' 

ные задания 
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Условия проверо'iНЫХ заданий 

А-2х2 -з 
:4-5х2 +4· 

2(х2 -3х+ 
[х+3) (х+:" ) 

хЗ -3х 
1- х4 -5х2 +4 

1 
30. у = esmx. 

73 
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Решения nроверо'Чнъtх задании 

1) D(y) = (-00; -3) U (-3; 3) U (3; +(0). 

х(х-4) 
2) у = (х+З)(х-З). 

~~~ 
~~~ 

3) (х - 3 + О) =? (у - -(0); 
(х - 3 - О) =? (у - +(0); 

(х - -3 + О) =? (у - -(0); 
(х - -3 - О) =? (у - +(0); 

4 
х2-4х 1- х 
х2 -9 = 19· 

-? 
Итак, из (х - (0) =? (у - 1); 

у = 1 - горизонтальная асимптота. 

Выясним, пересекает ли горизонтальная асимптота 

график у = у(х). 
Для этого решим уравнение у(х) = 1. 
х2-4х 
х2 -9 = 1, 

х2 - 4х = х2 - 9 , 
х = 2,25. 

4) Отметим, что функция кусочно-монотонная и на 
каждом интервале непрерывности возрастает, т. е. 

на (-00; -3) у = у(х) возрастает, 
на (-3; 3) у = у(х) возрастает, 
на (3; (0) у = у(х) возрастает, 
но возрастающей функцией не является. 
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у=l 
-----



.

76 

1) D(y): {х =1 -2, 
х =1 -3. 

2)~YГ. 
~x 

3) (х - -2 + О) => (у - +00); 
(х--2-0) => (у--оо); 
(х - -3 + О) => (у - -00); 
(х--З-О) => (у-+оо). 

Проверочные задания 

х2-5х+6 _ х2 (l-%+~) _ l-%+~ 
х2+5х+6 - x2(1+Q.+ 6 ) - l+Q+~' 

х xz х х 

(х - 00) => (у - 1). 
х2-5х+6 
х2+5х+6 = 1, х = О - абсцисса точки пересечения 

горизонтальной асимптоты и графика у = у(х); 

4) Найдем Е(у). 
х2-5х+6 
х2+5х+6 = у; 
ух2 + 5ху + 6у = х2 - 5х + 6; 

(у - 1)х2 + 5(у + l)х + 6(у - 1) = О; 
-5(у+l)±J25(у+l)2-24(у-l)2 

Хl,2 = 2(у-l) = 

-5(у+l)±Jу2+98у+l 
= 2(у-l) ; 

Уl,2 = -49 ± J(49)2 - 1 = -49 ± J(49 - 1)(49 + 1) = 

= -49 ± J50 . 48 = -49 ± 5 . 4Vб = -49 ± 20Vб. 

7ф'л. ..1/f2. 
~49+20Vб У 
Е(у) = (-00; -49 - 20Vб] u [-49 + 20Vб;+оо). 

Ь 5(у+l) 
При D = О Ха = -2а' Т.е. Ха = -2(y-l)' 
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Решения проверочных заданий 

5) При каких Х у = -49 + 20.;6; у = -49 - 20.;6? 

Пусть Уl = -49 + 20.;6, тогда 
5( -48+20Jб) -12+5Jб 

Хl = - 2( -50+20Jб) = - -5+2Jб = 
__ (-12+5Jб)(5+2Jб) __ -60+60+Jб - .;6 
- (2Jб)2_25 - 24-25 - + . 

Аналогично для У2 = -49 - 20.;6: 
5( -49-20Jб+1) 5·4(12+5Jб) 

Х2 = - 2( -49-20Jб-1) = - 2.10(5+2Jб) = 
(12+5Jб)(5-2Jб) v6 

= - (5+2Jб)(5-2Jб) = - 25-24 = -.;6. 

77 
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'/t\ 

х2-4 
3. У=х2 -1' 

(х-2)(х+2) 
У = (х+l)(х-l) ' 

Проверочные задания 

1) D(y) = (-00; -1) U (-1; 1) U (1; +00). 

2) 

3) 

·х 
(х ---+ 1 + О) =? (у ---+ -00); 
(х ---+ 1 - О) =? (у ---+ +00); 

(х ---+ -1 + О) =? (у ---+ +00); 
(х ---+ -1 - О) =? (у ---+ -00); 

(х ---+ 00) =? (у ---+ 1); 

-4 = -1; нет решений, 

т. е. пересечения нет. 

4) Найдем Е(у). 
х2-4 

у = х2 -1; 

ух2 - У = х2 - 4; 

(у - 1 )х2 = У - 4; 

Х2 - у-4 '- О 
- у-l 7 . 

~ ~ 
~ 8j, 

Итак, Е(у) = (-00; 1) U [4; +00). 

5) Отметим, что 

а) D(y) есть симметричное множество; 
б) для всех х у( -х) = у(х), (функция четная) 

т. е. график ее симметричен относительно Оу. 

6) Можно точно указать интервалы монотонности: 

а) у = у(х) возрастает на [О; 1) и на (1; 00); 
б) у = у(х) убывает на (-00; -1) и на (-1; О]. 
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~L 

---~ 
-1 

х 
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х2 -1 
4. Y=~4. 

х-

(х+1)(х-1) 
У = (х+2)(х-2)· 

Проверочные задания 

1) D(y) = (-00; -2) U (-2; 2) U (2; +00). 

2)~ YN ~ 
~~~ 

3) (х ~ 2 + О) => (у --t +00); 
(х ~ 2 - О) => (у ~ -00); 

(х ~ -2 + О) => (у ~ -00); 
(х ~ -2 - О) => (у ~ +00); 

1 1 
(х+1)(х-1) -? 
(х+2)(х-2) = 1-4· 

х 

При (х ~ 00) => (у ~ 1). 

у = 1 - горизонтальная асимптота. 

х2 -1 u 

~4 = 1, нет решении, т.е. 
х-

пересечений с горизонтальной асимптотой нет. 
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Решен и: даний 

4) Найдем ./!;'ty). 
x 2 -1 

у = х2 -4; 

ух2 - 4у = х2 - 1 

2 _ 4y-l -...... О 
х - 1 r . 

у-

x 2(y-1)=4y-l; 
1 

Щ_РЮ.v 

; i] u (1; +(0). 

по у у(х 

vIетричен относи 

81 

график 

так как 

~CTBO. И ~ .. и D(y) - симм _ 
1 

так как у(О) = 4' можно полагать 1 
у(О) = Ушах = 4' 

6) При необходимости эскиз графика можно уточнить, 
используя контрольные точки: 

9-1 
а) х = 3; у = 9-4 = 1,6; 
~\ ~ ~ .. ~" тт~тности: х = -3; п. _ 1 1:: 
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х2-1 
5. у = х2 -5х+6. 

(х+l)(х-l) 
У = (х-2)(х-З)· 

1) D(y): {х =1= 3, 
х =1= 2. 

2) ~ 

3) (х ~ 3 + О) => (у ~ +00); 
(х ~ 3 - О) => (у ~ -00); 
(х ~ 2 + О) => (у ~ -00); 
(х ~ 2 - О) => (у ~ +00); 

1 1 

Проверочные задания 

х2 -1 -? 
х2-5х+6 = l-Q+~' (х ~ 00) => (у ~ 1); у = 1 -

х х 
горизонтальная асимптота. 

х2-1 
4) х2 -5х+6 = 1; 

х2 - 1 = х2 - 5х + 6· 5х = 7· , , 
х = 1,4 - абсцисса точки пересечения графика 

у = у(х) и горизонтальной асимптоты. 
5) Найдем Е(у). 

х2 -1 
у = х2-5х+6; 

ух2 - 5ху + 6у = х2 - 1; 

(У-l)х2 -5ху+6у+l=0; (Y=l=I)j 

5Y±V25y2-4(у-l)(6У+l) 5Y±Vy2+20y+4 
Хl,2 = 2(у-l) = 2(у-l) ; 

D ~ О; у2 + 20у + 4 ~ О; 

Уl,2 = -10 ± 4Jб. 

;wл. ..1IW~ 
-lо_4v'6~lО+4v'6 У 

Е(у) = (-00; -10 - 4Jб] u [-10 + 4Jб; +00). 
ь 5у 

При D = О хо = -2а; хо = 2(у-l)· 
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Пусть Уl = -10 - 4vб; Хl = 2(;;:"1)' 

5( -10-4Vб) 5(5+2V6)(1l-4V6) 
Хl = 2(-11-4Vб) = 112-(4Vб)2 = 

- 5(55-48+2Vб) _ 7+2Vб '" 2 4 
- 25 - 5 "',. 

r;; t;'), .... 

-10 + 4у 6; Х2 = 

Vб) 5( -10+" 
Vб) = 2(11-4 

::;j 0,4. 

6) Контрольные точки х = О; У = - t. 

Эскиз г 

Выясним, что больше - -10 + 4Jб или -i. 
Допустим, -10 + 4Jб < -i {=} 4Jб < 9~ {=} 

24Jб < 59 {=} 576 . 6 < 592 {=} 3456 < 3481 
u .~ .• r;; 1 

!т, деиствительн "6 . 
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х 

6. у = х2 -2х-3' 
х 

у = (х-3)(х+1)' 
1) D(y) = (-00; -1) U (-1; 3) U (3; +00). 

2)~ 
~x 

3) (х ---7 3 + О) => (у ---7 +00); 
(х ---7 3 - О) => (у ---7 -00); 

(х ---7 -1 + О) => (у ---7 +00); 
(х ---7 -1 - О) => (у ---7 -00); 

(х ---7 00) => (у ---7 О), 

так как степень числителя меньше степени знаме­

нателя; 

4) Контрольные точки: 
4 

х = 4; у = (4-3)(4+1) = 0,8; 
-2 

х = -2; у = (-2-3)(-2+1) = -0,4. 

Теперь, плавно соединяя известные точки, получим 

график (эскиз). 
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Решени аданий 

7. у x"-Jx. 

1) D(y): {~~ ~VЗ, 

2) _~+~ 

О) =} (у -4 +00); 
О) =} (у -4 -00); 
О) =} (у -00); 
О) =} (у -4 +00); 
О) =} (у -4 +00); 

\Х -4 -уд - О) =} (у -4 -00); 
(Х-400) =} (У-40). 

4) Контрольные точки: 
1 1 

х=2; У=2; x=-l; У=2; 
1 1 

х = 1: 'u = -2"; х = 2; У = -~. 
>этому глубина я! 

минимаксные зн; 

85 

,ки при-

х 
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8. 
)2 
х-4) . 

{ X=;il, 
Х =;i 4. 

2)~x 
3) (х -+ 4 + О) '* (у -+ +00); 

- О) '* (у-+ 
+ О) '* (у-+ 
- О) '* (у-+ 

Проверочные задания 

)2 х2 (1+~/ 
-,-------,--,....L..-...,..,. 

(х-l)(х-4) = x2(1-~)(1-!) = (1-~)(1-~)' 
Из (х -+ 00) '* (у -+ 1); 

(х+l)2 _ l' 
(х-l)(х-4) - , 

х + 1 = х2 _ 

м Е(у). 
)2 

(х-l)(х-4) = у; 

х2 + 2х + 1 = ух2 - 5ху + 4у; 
(у - 1)х2 - (5у + 2)х + 4у - 1 = О (у =;i 1); 

5y+2±V9y2+40y 
2(у-1) 

2 + 40у ~ О. 

~ (;7' .у 
3 

Но при У = 1 х = '7' 

Е(у) = (-00; - ~O] U [О; +00). 

Ь 5у+2 
При D = О ХО = __ О Х = -1)' 
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Решения проверочных заданий 

5Уl +2 40 
хl = 2(Yl-1); Уl = -9; 

- ~+2 182 91 42 
Хl = (40 ) = 98 = 49 = 149· 2 -9-1 

Х - 5У2+2 . О 1 
2 - 2(У2- 1 )' У2 = ; Х2 = - . 

Эскиз графика: 

(х+l)2 
У = (х-1)(х-4) 

87 

Отметим, что можно точно указать интервалы монотонности: 

а) у = у (Х) возрастает на [-1; 1) и на (1; 1 :~] ; 

б) у=у(х) убывает на (-00;-1], на [1:~;4) ина (4;00). 
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9 

{ xi=±1; 
х i= о. 

1 +0) '* 
1- О) '* 

--+ О + О) '* 
(х --+ О - О) '* (у --+ -00); 

(х --+ - v; + о) '* (у --+ -00); 

v2 (х --+ -2 - о) '* (у --+ +00); 

(х --+ 00) '* 
ольные точк 

1 
; У="2; 

х ="2; у = 2; 

х - _1. у - -2· - 2' - , 
1 

x=l;Y=-2". 

Проверочные задания 

Очевидно, что минимаксные значения п ибли­

е. 

отметить, 

е. 

(у) - симме р 

б) у( -х) = -у(х), 

у = у(х) 

жество; 

то график у = у(х) центрально-симметричен отно­

сительно начала координат - точки (о; о). 



.

Решени !Очных задани 

l 
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1) D(y) =(-00;+00). 
х2 - х + 1> О при всех х, 

х2 + х + 1 > О при всех х 

{ а = 1 > о, 
так как D < о. 

2) у > О при всех х. 

3) (х -+ 00) =} (у -+ 1), 

Проверочные задания 

х2 -х+1 x2(1-~+~) _ 1-~+~ 
так как х2+х+1 = х2 (1+1+ 1 ) - 1+-х1 +~ . 

х -;? х 

Выясним, пересекает ли горизонтальная асимптота 

график у = у(х): 
х2 -х+1 _ 1. 
х2+х+1 - , 

х2 - Х + 1 = х2 + х + 1; 

х = О - пересекает. 

4) Найдем Е(у). 
х2-х+1 

у = х2+х+1; 

ух2 + ух + у = х2 - Х + 1; 

(у - 1)х2 + (у + l)х + у - 1 = О (при у = 1 х = О), 
у =1 1, 

Xl,2 = 
-(у+1)±V(у+1)2-4(у-1)2 

2(у-1) 

-(у+1)±V(у+1+2у-2)(у+1-2у+2) 
2(у-1) 

-(у+1)±V(Зу-1)(З-у) 
2(у-1) 

D = (3у - 1)(3 - у) ~ о. 

Е(у) = [~;з] (так как у = 1 при х = О). 
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ь 
При D = О хо = - 2а; 

у+1 
хо = -2(у-1); 

1 ~+1 
Уl = 3; Хl = - ( 1 ) 

2 з-1 

3+1 4 
У2 = 3; Х2 = -2(3-1) = -4 = -1. 

х2-х+1 
У 

У = х2+х+1 
3 

/i\ 2 

~ 
V ---l-~ ~ 1 --- ,---

I 1 -
I I з I 
I 
I 

-1 О 1 1,25 2 
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у=1 
f-" -

4 х 

Б данном случае мы можем точно указать интервалы моното­

ности: 

на (-00; -1] у = у(х) возрастает; 
на [-1; 1,25] У = у(х) убывает; 
на [1,25; 00) у = у(х) возрастает. 



.

х2 . ... 

11. У = х2 

1) D 

о 

6' 

{ х =1= 2, 
х =1= 3. 

(х+2)(х+З) 
L.) У = (х-2)(х-З)' 

=ц 

3) (х -----t 2 -(0); 
(х -----t ') ~I '\~ . +(0); 
(х +0) =} (y-----t -(0); 

-----t 3 - О) =} (у -----t -

(х -----t (0) =} (у -----t 1 

г2+5х+6 х2 (l+~-t 
\ х2 -5х+6 = х2 (l-~+:?) 

х2+5х 
х2 -5х 

ные задания 

х = О ( 
с гориз 

ки пересечения графИl у = у(х) 
симптотой У = 1 ), 

+5х+6 
-5х+6 = у; 

+ 5х + 6 = ух2 - 5:1 

- 1)х2 - 5(у + l)х -j = О; У =1= 1; 

D (у + 1)]2 - 24 - 1)2 = у2 + 98у + 1 ;::: 

Yl,2 = 1 = -49 ± 20у'6. 

~ . 
-49-20Vб У 

Но при У = 1 х = О. 

Е(у) = (-00; -49 - 20у'6] u [-4 +-(0). 

lЯ (у-1)х2 5(у+ -6=0 
5(y+l) 

= y-l) (при D = 



.

Решени аданий 

а) пусть Уl = -49 - 20у6. 
5 (-49-20VБ+1) 5( -48-20Jб) 

Хl - -. - -
- 2 (-49-20Vб-1) - 2(-50-20Jб)-

5·4(12+5V6) (12+5Jб)(5-2Jб) 
= 2·10(5+2Jб) = (5+2Vб)(5-2Vб) -

60-60+Jб - у6. 
25-24 - , 
= -49 + 20у6. 
(-49+20VБ+1) 
(-49+20Jб-1) : 
2+5Jб (-12+. 
5+2Jб = (-5+~ 

-60+60+Jб - _у6 
24-25 - . 

93 

5) Из эскиза видно, что: 

Эскиз] 

а) у = У(Х) возрастает на [-у6; 2) и на (2; у6]; 
б) у = у(х) убывает на (-00; -v'б], на [v'б; 3) и на 

(~: ()()). 

-49-20-J6", 
",-98 

х 
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2 х-т..::х 

1 . у = х2 -4' 

1) D(y): х i= ±2. 

2)~ 
~x 

3 

4 

=} (у ~ +(0); 
=} (у ~ -(0); 
=} (у ~ +(0); 
=} (у ~ -(0). 
нь числителя вь 

ля, выделим целую часть. 

х3 +2х I х2 - 4 
- х3 -4х х 

6х 

х3+2х 6х 
Таким образом, х2-4 = х + ,,,.2_11' 

- наклонная аси 

точки: 

-27-6 ЗЗ 
9-4 - 5 == 

+6 _ ЗЗ - 66 
-4 - 5 - , . 

менате-

Разумеется, минимаксные значения вычислены весь­

ма приближенно, но эскиз графика ясен. 

5) у(х) - нечетная, так как 

а) D(y) - симметричное множество относительно 

нуля; 

-у(х), 

х3+2х 
к У = х2 -4 це 

начала координ. 



.

ения п роверочных заданий _95 



.
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X~-l 

13. У= --о 
Х 

1) D(y) Х i= О. 
2) (Х-l)(х2+х+l) ( 2 1 О 
у= х +х+ > 

Х 

~ ~ .. 
х 

1 
::} (-;; ---+ -00); 

1 
::} (-;; ---+ +00); 
::} (у ---+ х2 ). 

~ задания 

для всех х); 

Асимптотические кривые у = -;; и у = х2 . 
4) Контрольные точки: х = 1; У = О; 

х = -1; у = 2; х = -2; У = 4,5; 
1 

х = 2; у = 3,5; х = - 2; у = 2,25. 



.

Решения проверочных заданий 

-4хЗ+8х 
14. у = хЗ-l . 

1) D(y): х =f. 1. 
-4х(х2 -2) 

2) у = (х-l)(х2+х+l). 
2 {а = 1 > О, 

х + х + 1 > О для всех х, так как 
D<O. 

~~ 
~ ~)---'--~.---.~ 

3) (х -4 1 + О) =} (у -4 +00); 
(х -4 1 - О) =} (у -4 -(0); 

(х -4 (0) =} (у -4 -4), 

4+ 8 
-4хЗ+8х - ? 

так как хЗ-l = 1. 
1-=r 

х 

97 

Выясним наличие точек пересечения графика у=у( х) 

и у = -4. 
-4хЗ+8х 3 3 1 
хЗ-l = -4; --4х +8х = -4х +4; х ="2. 

4) Контрольные точки: 
-4 

х = -1; у = -2 = 2. Эскиз готов. 
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~x-,) HX-тvхт2) 
15. у = х(х2 -3х+2) 

1) D(y): { 
x=l О, 
х =1 1, 
x=l 2. 

2 
,,\( ".)(х+2) 

х-2) 

~ 
3 :> (у---+ -(0); 

4 

~x ---+ ~ - U) =} (у ---+ +(0); 
(х ---+ 1 + О) =} (у ---+ +(0); 
(х ---+ 1 - О) =} (у ---+ -(0); 
(х ---+ О + О) =} (у ---+ -(0); 
(х ---+ О - О) =} (у ---+ +(0); 

;+2) ХЗ(1_~)(1131 2, 

~ = ХЗ (1-

t~+~) 
t~) 

, .... ~ \.Л.!} --r '!l ---+ 1). 
Выясним, при каких х горизонтальная асимптота 

у = 1 пересекает график функции. 
(х-з)(х2+3х+2) _ l' 
х(х2 -3х+2) -, 

хЗ - 7х - 6 = хЗ - зх2 + 2х; 

х = -1,5; 

= О' х2 - 3х - 2 , 

точки: 

у= 

(4-3)(4+1)(4+ 
4(4-1)(4-2) 

(-1,5-3)( -1,5+1)( -1,5+2) 
-1,5( -1,5-1)( -1,5-2) 
-4,5( -0,5)0,5 45·5·5 3 

-1,5(-2,5)(-3,5) = -15·25·35 = -35; 
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Решения проверочных заданий 

х = 0,5; у = -25; 

х = 1,5; у = 35. 

99 

Минимаксные значения весьма приближенные, но ха­

рактер (эскиз) графика достаточно ясен. 

(x-з)(х2+Зх+2) 
У = х(х2 -Зх+2) 
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х(х2 -3х+2) 
16. у = (x-3)(х2 +Зх+2)' 

{ 
х =13, 

1) D(y): х =1 -1, 
х =1 -2. 

2)~YN Y':C~ 
~ '-:::/ х 

3) (х --t 3 + О) =? (у --t +00); 
(х --t 3 - О) =? (у --t -00); 

(х --t -1 + О) =? (у --t +00); 
(х --t -1 - О) =? (у --t -00); 
(х --t -2 + О) =? (у --t -00); 
(х --t -2 - О) =? (у --t +00); 

3 2 
х(х2-3х+2) _ l- х+? 

(x-З)(х2+Зх+2) - (l-i)(I+i+~)' 

(х --t 00) =? (у --t 1). 

4) Выясним, пересекаются ли горизонтальная асимпто­
та и график у = у(х). 

х(х2-3х+2) 
(х-3)(х2+3х+2) = 1; 

х3 - зх2 + 2х = х3 - 7х - 6; 

х2 - 3х - 2 = О; 

з±Vi7 
Xl,2 = 2 . 

Отметим, что рассматривая контрольные значения, 

имеем приближенные минимаксные значения. 

-1,5( -1,5-1)( -1,5-2) 
5) х = -1,5; У = (-1,5-3)(-1,5+1)(-1,5+2) = 

15·25·35 35 2 
= - 45·5·5 = -3 = -11 з ; 

1 0,5(0,5-1)(0,5-2) 5·5·15 1 
х = 2'; у = (0,5-3)(0,5+1)(0,5+2) = - 25·15·25 = - 25; 

15 1,5(1,5-1)(1,5-2) 15·5·5 1 
х = , ; у = (1,5-3)(1,5+1)(1,5+2) = 15·25·35 = 35; 



.
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ения проверочных заданий 

х 

у 

;НуН 5<--' 
2 ' 

3,5(3,5-1 )(3, 
,5-3)(3,5+ 1)( 

n 35·25·15 _ 35. 
+2) = 5·45·55 - 33' 

4(4-1){L 
; = 4, у = (4-3)(4+1 

24 4 
30 = 5' 
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х2+х-2 
17. у = х-3 . 

1) D(y) = (-00; 3) U (3; +(0). 

2) ~ 
~x 

3) (х ~ 3 + О) =} (у ~ +(0); 
(х ~ 3 - О) =} (у ~ -(0). 
Так как степень числителя выше степени знаменате­

ля, выделим целую часть. 

_ х2 + х - 21 х - 3 
х2 -3х х+4 

4х- 2 
4х-12 

10 
10 

так как у = х+4+ --3' значит у = х+4 - наклонная 
х-

асимптота. 

(х ~ (0) =} (у ~ х + 4). 

Выясним, пересекает ли наклонная асимптота гра-

фик у = у(х). 
10 

У = х + 4, т. е. х + 4 + --3 = х + 4. 
х-

10 
Очевидно, х-3 = О; корней нет, 
значит, не пересекает. 

4) Е(у) 

х2+х-2 
У = х-3 ; 
ух - 3у = х2 + х - 2; 

х2 + (1 - у)х + 3у - 2 = О; 

~ /Г~ 
~7+2.,ffO У 

у-1 ± vГ"(у---1--:) 2---4-( 3-у--2-) y-1±.J у2 -14у+9 
Хl,2 = 2 = 2 . 

( ) 2 [у ~ 7 + 2V1O, 
D у ~ О, т. е. у - 14у + 9 ~ О у ~ 7 _ 2V1O. 
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При D = О ДЛЯ х2 + (1 - у)х + Зу - 2 = О; 
Ь y-l 

Ха = -2а' Т.С. Ха = -2-· 
Уl - 1 ;:;-;:; 

Хl = -2-; xl = 3 + у 10; 

У2 = 7 - 2/10; Х2 = З - /10. 

Эскиз 1 
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3х3 
18. У = 3х2+4х-4' 

{ 
х f= -2 

1) D(y): .J. ~ , 

х т- 3' 
2 

2)~ 
-~ х 

3) 2 
(х ----+ з+0) =} (у ~ +(0); 

2 
(х ~ з-0) =} (у ~ -(0); 

(х ~ -2 + О) =} (у ~ +(0); 

(х ----+ -2 - О) =} (у ~ -(0). 
Так как степень числителя больше степени знамена­

теля, то существует наклонная асимптота. Для ее 

нахождения выделим целую часть. 

3х3 зх2 + 4х - 4 

3х3 + 4х2 - 4х х - ! 
-4х2 + 4х 

- _ 4х2 _ 16 Х + 16 
3 3 
28 х _ 16 
3 3 

3х3 4 28х-16 
3х2+4х-4 = х - '3 + 3(3х2+4х-4)' 
Выясним, пересекает ли наклонная асимптота гра­

фик функции у = у(х). 

Очевидно, что это возможно, если 28х - 16 = О, т. е. 
4 

х= 7' 
4) Контрольные точки: 

х = 1; у = 1; 

х = -3,5; у ~ -6,9. 
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Решени ,очны х задани 

из графика 

- - -6,9 

~~-



.
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19. 

Проверочные задания 

(х-6)2 
у = x5-3хЗ+2х2 ' 

1) 

2) 

3) 

(х-6)2 
У = х2 (х-1)2(х+2)' 

{ Х '" О, D(y): х f= 1, 
х f= -2. 

х 

(х ----* 1 + О) :::} (у ----* +00); 
(х ----* 1 - О) :::} (у ----* +00); 
(х ----* О + О) :::} (у ----* +00); 
(х ----* О - О) :::} (у ----* +00); 
(х ----* -2 + О) :::} (у ----* +00); 
(х ----* -2 - О) :::} (у ----* -00). 
Так как степень числителя меньше степени знамена­

теля, то существует горизонтальная асимптота, при­

чем ею является ось Ох, т. е. (х ----* 00) :::} (у ----* О); 

4) Контрольные точки: 

х = -1,5; у = 8; 

х = 0,5; у ~ 193. 

Определить, при каких х существует наибольшее 

значение функции на (6; +00) приближенно или при 
исследовании с помощью производных технически 

очень сложно, но характер поведения графика функ­

ции понятен. Эскиз готов. 
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Решения проверочных заданий 

Эскиз графика: 

(х-6)2 

На осях дан разный масштаб 

Примечание. <р(х) = хЗ - 3х + 2. 
Так как <р(I) = 1 - 3 + 2 = О, то 
хЗ -3x+2~ 

-хЗ -х2 ~ 

х2 - 3х+2 
- х2 - х 

-2х+2 

-2х+2 

Но х2 + х - 2 = (х + 2)(х - 1). 

107 

Тогда <р(х) = (х -1)(х + 2)(х - 1) = (х -1)2(х + 2), что и было 
использовано в пункте 1. 
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1) D(y): 

3 

4 

:::} (у ----t +(0); 
_ I :::} (у ----t -(0); 

(х ----t 1 + О) :::} (у ----t +(0); 
(х ----t 1 - О) :::} (у ----t -(0); 

(х ----t -1 + О) :::} (у ----t -(0); 
(х ----t -1 - О) :::} (у ----t +(0); 
(х ----t -2 + О) :::} (у ----t (0); 

:::} (у ----t +(0); 
2 3 

-;?-Х'! 

5 4' 
--:::2"+-=:4 
Х Х 

)(») :::} (у ----t 1); 

у = 1 - горизонтальная асимптота. 

х4 -2х2-з = l' х4 - 2х2 - 3= х4 - 5х2 + 4' 
х4 -5х2+4 ' , 

зх2 = 7; Хl = л; Х2 = - л· 
Значит, горизонтальная асимптота пересекает гр а-
-1- ____ -1- ____________ В двух точках с _с: _________ --- - и Х2. 

-2( -х)2-3 х4 

-5( -х)2+4 = х4 

- четная, значй 

ьно оси Оу. 

1метри-

5) l,,"UJi'l'!JUJ1bJiblt: точки: 

Х = О; У = -~ (оказывается точкой максимума). 
Эскиз готов. 
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Примечание. Из эскиза графика очевидно, что 

в правой полуплоскости на интервалах непрерывности [О; 1), 
(1; 2) и (2; (0) функция убывает, 
а в левой на интервалах непрерывности (-00; -2), (-2; -1) и 
( -1; О] - возрастает. 
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21. +4 
х 

х =f: О. 
-1)(х+l)(х-2 

2) у = х(х2 +9) 

ПровеРОЧlIые задания 

:7+\! ~ у:г­
~~ 

3) (х - О + О) :::} (у - +00)' 

- О) :::} (у 

5х2 +4 х3 

9х2 х 
-14х2 +4 

4-14x2 
Итак, у = х + х3 +9х2 ; 
'Jj' = х -- наклонная асимптота. 
При 4 -14х2 = О, Т.е. 

Л; Yl=V 
Л; У2 =-

к у = у(х) п клонную аси 

4) а) D(y) ~ симметричное множество; 
(-х)4-5( -х)2+4 х4 -5х2+4 

б) у(-х) = (-х)3+9(-х) = - х3 -9х = -у(х). 
Значит у = у(х) ~ нечетная функция, т. е. график 

(х) централь чен относит 
оординат. 

графика пос 
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Решения проверочных заданий 

афика: 

)х2 +4 
+9х 

111 
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ные задания 

x~ ...... 
22. У= х2 2' 

1) L (-00;+00), к. х2 +х+2У:О. 

~ У+­
::J~ 

10х . 
У = х - 1 + хх+2' 

= х - 1 - наклоню 

ри 2 - 10х = о, т. I 

ота. 

,2, график У 
~peceKaeT наклоннук ту. 

и) ,..:: --+ 00) => (У --+ х - '-), 

и: 4) Контр 

х = о, 

0,2 
У=-

.2 - _ 0,2·2,8·3,2 - -о 8 
- 2,24 - , 

r = 1,5, 
1,5(1,5-3) (1 ,5+3) 

= (1,5)2+1,5+2 
4,5 ~ -1,76; 

= -1,5; 
-1,5( -1,5-3)( -1,5· 

у.- (-1,5)2-1,5 -
4,5·1,5 ~ 3 68 

2,75 ~, 

у(х) 
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РешенИJ 

x j -9x 
У = х2+х+2 

даний 113 
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1) D(y): {х i= -2, 
х i= 1. 

-4х(х2 -з) 
2)и=1 ,n\f __ ,). 

N~ 
'с/ 

3 ::::} (у ---+ +(0); 
::::} (у ---+ -(0); 

(х ---+ -2 + О) ::::} (у ---+ -(0); 
(х ---+ --2 - О) ::::} (у ---+ +(0). 

- 4хЗ + 12х 
-4хЗ - 4х2 + 8х 

4х2 + 4х 
"+ 4х- 8 

8 

-4хЗ+12х 
11, х2+х-2 =-
r; + 4 - наклоНf 

задания 

-2' 

---- ----- ~ I J, то пересечени~_ - -r--r-------- i7 = у(х) 
нет. 

4) Контрольные точки: 

х = -1; 
-4( -1)-12 -8 

У = 1-1-2 = -2 = 4; 

742 = 18. 
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Решеню даний 

ЭСКИЗ графика: 

На осях дан разный масштаб. 

115 

-4хЗ+12х 
У = х2+х-2 
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1) D(y): {~; ~2. 
(т-:Шт.-+-~)(х+2) _ (x+3)(т.-~) 

х-2) - х(х-

~ 
J хотя -2 rf. D(~ 

вертию:IЛЬНОИ асимптотой: 

(х ~ 2+0) =} (у ~ -00); 
(x~2-0) =} (y~+oo); 

(х ~ 0+0) =} (у -+ +00); 
(x~O-O) =} (y~ -00); 

('f' ---> fV"\) 7 (у -+ 1), 

1+~ 
х 

4 iIчие пересечени 

________ -г--rИКОМ у = у(х). 

х2 9 ( - 2) = l' х2 - 9 = х2 - 2х' х = 4,5. 
х х-' , 

задания 

вляется 

Iй асим-

5) Контрольные точки будем вычислять в уже пре­

образованной в результате сокращения функции 
х2 -9 

71 = , 

х =6; 

-5 5 
-2(-2-2) = -8-
= у(х) исключ] 

.-9 
1-2) = 8; 

д6-9 27 
У = 6(6-2) = 24 = 1,125. 

)ходимо 

Эскиз графика: 
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На осях дан разный масштаб. 

Примечание. Так как ср(х) = х3+2х2 -9х-18, ср( -2) = О, то 
х3 + 2х2 - 9х - 181 х / 2 

- х3 + 2х2 Х - 9 
-9х -18 
- 9х -18 

Тогда ср(х) = (х + 2)(х + 3)(х - 3). 



.

25. у = х2 3х+2)' 

{ 
х i= О, 

1) L , х i= 1, 
х i= 2. 

З) (х ~ 2 ~ +00); 
(x~2 ~-oo); 

(х ~ 1 ~ -00); 
(:1 - О) =? (у f-oo); 
(:1 +О)=?(у f-oo); 

; ~ О - О) =? (у ~ -j 

(x~oo) =? (y~O 

::штрольные точки: 

1 1 
+2) = '6; х=-l'У= 

1 
х --' - 2' 

16 
+2У = 3; 

16, 
9' 

3; у = 9(9-9+2) = 

ные задания 
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26. 

, Проверочные задания 

х2(х2 _Зх+2) 
У = (х+З)(х+1) , 

1) D(y): {х ~ -3, 
x~ -1, 

x2 (X-1)(х-2) 
2) у = (х+З)(х+l) 

~. 
~x 

3) (х -+ -1 + О) => (у -+ +00); 
(х -+ -1 - О) => (у -+ -00); 
(х -+ -3 + О) => (у -+ -00); 
(х -+ -3 - О) => (у -+ +00). 

х2 (х2_ЗХ+2) _ х4_Зх3+2х2 
(х+З)(х+l) - х2+4х+З 

х4 -зхз + 2х2 
- х4 + 4хЗ + зх2 

-7х3 - х2 

- - 7хЗ - 28х2 - 21х 

27х2 + 21х 
- 27х2 + 108х + 81 

- 87х - 81 

И - 2 87х+81 , 
так, у - х - 7х + 27 - х2+4х+З' 

_ ()2 87х+81 
У - х - 3,5 + 14,75 - х2+4х+З' 

81 
При 87х + 81 = О х = - 87 - абсцисса точки пересе-
чения графика у = у(х) и асимптотической кривой 
у = х2 - 7х + 27 (парабола). 

4) Контрольные точки: 

xl = -4; Yl = 16~~~~~)2) = 16~/0 = 160; 

_ , _ 4(4+6+2) _ . 
Х2 - -2, У2 - 1'(-1) - -48, 

1 3 
05 0,25(0,25-1,5+2) 4'4 1 

хз = , ; уз = 3 5,1 5 = 73 = 28; 
" 2'2 

~(~-~+2) 1 
Х4=1,5;У4= 95 =-20' 

2'2 
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Эскиз r г-.-------

На осях дан разный масштаб. 



.
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27 
х 

+4. 

вначале t(x) 

1) D( ) . {х 1= ±1, 
t. х 1= ±2. 

х(х2 -З) 
2) t = (х-1)(х+1)(х-2)(х+2)' 

Проверочные задания 

nv- ~ 
2 + О) ::::} (t 
2 - О) ::::} (t 

(х -+ 1 + О) ::::} (t -+ +(0); 
(х -+ 1 - О) ::::} (t -+ -(0); 

(х-+ -1+0)::::} (t-++oo); 
(х -+ 1 - О) ::::} (t -+ -(0); 
(х -+ -2 + О) ::::} (t -+ +(0); 

-2 - О) ::::} (t 
-+ (0) ::::} (t 

4) Строиы У = у(х). 

а) D(y): {: ~ ~1, 



.

Решен и 

у = е х' 

щаний 123 

б) у > о ДЛЯ всех х Е D(y), так как ат > О ДЛЯ 
всех т; 

В) (х ~ 2 + О) ::::} (t(x) ~ +00) ::::} (у ~ +00); 
(х ~ 2 - О) ::::} (t(x)---. -00) ::::} (у ~ О): 

(х ~ 1 + О) =} (t(x) ~ +00) ::::} (у ~ +ос); 
(т. ~ 1 - О) ::::} (t(x) ~ -rY1) =} (11 ~ П); 

+ О) =} (t(x) ~ 00); 
- О) =} (t(x) ~ 1; 
+ О) ::::} (t(x) ~ 00); 
- О) =} (t(x) ~ 1; 

::::} (t(x) ~ 1. 

г) абсциссы точек пересечения для t(x) и оси Ох 
те же, что и абсциссы точек пересечения горизон­

тальной асимптоты у = 1 и графика у = у( х). 

хl = УЗ; Уl = 1; 
Х2 = О; У2 = 1; 
.... - - --13; уз = 1. 

у I 

I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I у == 1 I 

-------+--- --t--­
I 

i~ 
- ~ --------1 

I 
I 

~' 

t j 
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1) D( ). {х 1= ±1, 
у. х 1= ±2. 

2) _ Х+З 
у - (х-1)(х+1)(х-2)(х+2) 

=} (у --+ +(0); 
=} (у --+ -(0); 
=} (у --+ -(0); 
=} (у --+ +(0); 

(х --+ -1 + О) =} (у --+ +(0); 
(х --+ -1- О) =} (у --+ -(0); 
(х --+ -2 + О) =} (у --+ -(0); 
(х --+ -2 - О) =} (у --+ +(0); 

(х --+ (0) =} (у --+ О). 

~ точки: 

_1_. 
180' х = -1,5 

х = 1,5;· 

у x 4 -v,,", T~ 

: задания 

х 



.

Решения проверочных заданий 

t(x) = } 

D(t): {х =1- 2, 
х =1- -1. 

х( +JЗ) 
t(x) = - --1)-

-0/,. ~ т =:.7 ~~-.~ 
3) (х -> 2 + О) => (t -> +00); 

(х ~ 2 (t -> -00 
(х ~ -1 (t -> -00 
(х -> -1 ~/ (t -> +00/. 
х3 -3х 

- х3 - х2 - 2х 

х2 
- х2 

Таким образом, 

х3-Зх + 1 + 2 
х2-х-2 = х х2-х-2. 

Так как 

пересска, 

f. О при в 
к t = t(x 

rачит t = 

125 
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а) D(y): {х # 2, 

б) у>Оп х#-l; 

- _Провероч Iе задания 

) 
ри всех Х' 

в (х ' (х ::::} (t(x) ----+ +00) 
,_ =} (t(x) __ , _ =} (у +00) : =' Т"} ~ (t(x) ~ _:) =} (у О); , 

~ oo~ - О) (t(x) ~ +00\ :: (у - n\. 
(t(x) ----+ х+) (у----+ 1 ::::} (у ----+ 
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г) у(О) = еО = 1; 
у( - V3) = еО = 1 еО = 1. 

IepeceKaeT ли граф] (х) асимптотическую 

ривую у = ех+ l ? 

f. ак как граф у = у(х) и у = х + 1 
~~"и~ готов. 

I 
I 
I 

у 

I / 

у=l 
I / 

__ iL/_ 

'~ : ~ -------~~3~-~1 о 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

j! 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

/У 
I 
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128 Проверочные задания 

1 
30. у = esinx . 

Построим вспомогательный график t(x). 
1 

1) t(x) = sinx' k Е Z 

а) D(t): sin х =1- О х =1- 1rk, k Е Z 
б) 

в) выясним периодичность: 
х 

D(t) - симметричное множество. 
1 __ 1_. siп(х+Т)-siпх - О 

sin(x+T) - sinx' sinx·sin(x+T) - , 
Т.е. sin(x+T) =sinx, но rp(x) =sinx -перио­
дическая с периодом То = 21r; 

г) рассмотрим у = t(x) на (-1r;1r): 
(х - 1r - О) => (t - +(0); 
(х - О + О) => (t - +(0); 
(х - О - О) => (t - -(0); 

(х - -1r + О) => (t - -(0); 
д) rp(x) = sinx для rpmax = rp (;) => 

=> t (~) = tmin = 1; 

rpmin = rp (-;) => t ( -~) = tmax = -1. 



.

ения проверочных заданий 

2) 'ь 
. 

<;inx. 

(у): х 1- 7Гk, . Е Z; 
> О при все :; из D(y) 

В) (х -----t 1т - О) =;.. 00) =;.. (у -----t +00), 
(X-----tО+О) =;.. oo)=;..(y-----t+oo); 
(Х -----t О - О) =;.. ЩХ) -----t - ' -----t О); 
(Х -----t --1Т + О) =;.. (t(X) -----t - -----t О); 

у (~) = e1 = Утах; 
у = Ymin· 

Эскиз графика: 

i\ 
I 

-211: -1,5п 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

--1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

На осях дан раз б. 

1 
е 

0,511: 

I 

I : 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I ,--
I 

11: 

129 



.

Зачетные 
карточки 

Условия зачеm.,.,:ых ~арmоче~ 

Исследуйте функции и постройте графики. 

Карmо'Ч'К:а 1 

1 _ 2х2+х+2 
• У - х2-х-2' 

х3+х 
2. У = х2-2х+2' 

3 _ (Х+З)(Х-l)2 
• У - _!х4+х2 

4 

Карmо'Ч'К:а 2 

1 _ (х+з)2(х-l)2 
• У - _!х4+х2 

4 

2 _ (x-l)(x-4) 
• У - x(x+l)2 

4(х4-4х2 ) 
3. У = (х+З)(х-l)2' 



.

Условия зачетных карточек 

Карточка 3 
4(х4 -4х2 ) 

1. У = (х+3)2(х-1)2. 

х4 -4х2 

2. У = (х+3)2(х-1). 
х+3 

2хЗ 
2. у = (4-х2)(х+3). 

3 х(х+1)(х-3) 
• У = (х-4)2 

Карточка 5 
1 2(х-1)(х-3) 

• У = (х+2)(х-4)· 

2 _ (х+1)2х 
• У - (х-1)(х-4)· 

(х-4)2 
3. У = х(х+1)(х+3). 

Карточка 6 
х2 +х-2 

1. У = (х-3)(4х-х2 ). 

х2-8х+15 
2. У = х2-5х+4 . 

3 _ (х2 +3х+2)(х-4) 
• У - х2+2х-3 

131 
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132 '1рточки 

Карmо'Чка 7 

х2-4х+3 
1. У = х2+5х+4. 

2(х2 +2х-3)2 
2. У = (х2 +3х+2)(х-4). 

3. У = 

Кар mо'Ч '. 

1. У = 

2 х(х-l)(х-4) 
• У = (х-2)2 

(х-2)2 
3. у = (х+l)(х+4)х. 

Карmо'Ч\ 

1. у = 

2. у = 

жЗ -4Ж 
3. y=e~. 

Карmо'Чка 10 

1. у = ~x=-3)(x2+.~x-3~. 

2. У = 

3. у = 



.

Решения !ек lЗЗ 

Решенuя зачетных ~арmоче~ 

За'Ч,етная карто'Ч,ка 1 

2х2+х+2 
1. У = х2-х-2. 

1 

2 

2, 
-1. 

} 

2х2 + Х + 2 > О при всех Х, так как {а = 1 > О, 
D = -15 < О. 

3) (". ~ ')...!.. (\) :::::} (У ....... +00); 

4 

:::::} (У ....... -00); 
:::::} (У ....... -00); 
:::::} (У ....... +00); 
:::::} (У ....... 2), 

2+.!+ 2 
~~ 1..:+2 х;2" 

так как 2 2 = 1 1 2' 
х -х- -:;:-;2" 

Выясним возможность пересечения графика У=У(Х) 

и У = 2. 
2х2+х+2 _ 2' 
х2 -х-2 - , 

2х2 - 2х - 4; Х 

= 2х2 + Х + 2; 

lY - "L.)X- -lУ + l)х - 2(у + 1) = U lY r L.); 

D = (у+1)2+8(у+1)(у-2) = (у+1)(у+1+8у-16) = 

= (У + 1)(9у - 15) ~ О. 



.

Н иу=2 х= 2 , 
)гда Е(у) = (-00; _] 2 

;LO = _l... у+l 
2а' хо = ..,.........--п 2(у-2)' 

усть Уl = -1' х - О , 1-

Пусть Q. х . 
~"""""""'~~ - 4,' у " тах = 

5 
3' 

мечания. На (-00' -4; 1) У = . ' -4] у = у(х) у 
на (' у(х) возрастает' 
на [ ~ = у (х) возрастает; , 

на ( , -!(~) убывает; 
у - j (х) убывает. 

ые карточки 

). 

5 
, Уmш'--3' 

2 

х 
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1) D(y) = (-00; +00); 

х2 - 2х + 2> О при всех х, так как {~: 1~ ~ о. 

3) х3 + Х 
- х3 - 2х2 + 2х 

2х2 - х 
- 2х2 -4х+4 

3х-4 

3х-4 4 
у = х + 2 + х2 -2х+2· При хl = 3 график у = у(х) 

1 
пересекает у = х + 2; Уl = 33. 

-2 / 

/ 

х'" / ..,::1- / 
.{/ 

/ 
/ 
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3 _ (х+3)(х-1)2 
• У - _!х4+х2 

4 

_ -4(х+3)(х-1)2 
У - х2 (х+2)(х-2) . 

1) D(y): {~~ ~2, 

Зачетные карточки 

2)~~ 
~x 

3) (х ~ 2 + О) =} (у ~ -00); 
(х ~ 2 - О) =} (у ~ +00); 
(х ~ О + О) =} (у ~ +00); 
(х ~ О - О) =} (у ~ +00); 

(х ~ -2 + О) =} (у ~ +00); 
(х ~ -2 - О) =} (у ~ -00); 

(х ~ 00) =} (у ~ О). 



.

Решения зачетных карточек 

Зшчеm'Н,ая '1СарmО'Ч.'1Са 2 

-4(х+з)2(х-1)2 
У = x 2(x+2)(X-2) 

1) D(y): {: ~ ~2, 

2) ~-3 -2 + О + 1 + 2 
~ .. 

- - ~x 

3) (х ---+ 2 + О) => (у ---+ -(0); 
(х ---+ 2 - О) => (у ---+ +(0); 
(х - О + О) => (у ---+ +(0); 
(х - О - О) => (у ---+ +(0); 
(х ---+ -2 + О) => (у ---+ +(0); 
(х ---+ -2 - О) => (у ---+ -(0); 
(х ---+ (0) => (у ---+ -4), 

4( з)2( 1)2 -4(х+з)2(х-1)2 _ -4х 1+ж- 1-ж-

х2 (х+2)(х-2) - x4(1+~)(1-~) так как 

( з'2( 1)2 -4 1+ж-) 1-ж-

(1+~)(1-~) 

137 

Выясним точки пересечения графика у = у(х) и 

У= -4. 

-4(х+з)2(х-1)2 _ -4' ( 2 + 2 _ з)2 - 4 _ 4 2 
х2 (х+2)(х-2) - ,х х - х х 

((а + Ь + с)2 = а2 + Ь2 + с2 + 2аЬ + 2Ьс + 2ас) ; 

х4 + 4х2 + 9 + 4х3 - 6х2 - 12х = х4 - 4х2 ; 

4х3 + 2х2 - 12х + 9 = О; 4х3 = -2х2 + 12х - 9. 

Решим это уравнение графически. 



.
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-3 

= -2х2 + 12х-
4х3 + 2х2 - 12х 
• +00) =? (t---> 

t х ---> - 00) =? (t ---> - 00 ), то 
существует один корень на (-3; -2). 

На (-2; +00) и на (-00; -3) корней нет. 

шрточки 

х 
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Пр !чание. 

Yl (-2) , У2( -2) = -41, огда Yl ( 2) > JJ2( -2). 
Yl (-3) = -108; У2( -3) 3, тогда Уl ( У2( -3). 
На (-00; -3) корней так как Уl возрастает на 

(-00; - 'Э\ e:"~~pee, чем !}'2 _2х2 + 12'" <1. 



.

(:г 
2. У =-

1) L { Х f= О, 
х 1-1. 

f 

3) (х ~ О + О) 
(х ~ 

(х ~ 

(х ~ 

(~ 00) 

г-4) 

1)2 

=> (у ~ +00); 
у ~ -00); 
J ~ -00); 
,У ~ -00); 

=> ( t О). 

bre карточки 

х 

х 
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Решения :зачетных карточек 

4(х4-4х2 ) 
3. у = (х+З)(х-1):.!. 

1) D(y): {х # -3, 
х# 1. 

2) _ 4х2(х+2)(х-2) 
У - (х+З)(х-1)2 

~ 01 ~ 
~ .. x 

3) (х ----t 1 + О) ::::} (у ----t -(0); 
(х ----t 1 - О) ::::} (у ----t -(0); 

(х ----t -3 + О) ::::} (у ----t +(0); 
(х ----t -3 - О) ::::} (у ----t -(0); 

(х + 3) (х - 1) 2 = х3 + х2 - 5х + 3 

4х4 - 16х2 I х3 + х2 - 5х + 3 
- 4х4 + 4х3 - 20х2 + 12х 4х - 4 

- 4х3 + 4х2 - 12х 
- - 4х3 - 4х2 + 20х - 12 

141 

8х2 -32х+ 12 

4(2x2-8х+З) 
у = 4(х - 1) + (х+З)(х-1)2; У = 4х - 4 - наклонная 
асимптота. 

2х2 - 8х + 3 = О; 
4± v"i6=6 4± V10 

Хl,2 = 2 = 2 ; 

Уl = У (4+fO) = 4 ( 4+ fO - 1) + О = 4 + 2v'iO; 

У2 = У ( 4-fO) = 4 ( 4-fO - 1) + О = 4 - 2v'iO. 
Имеем координаты точек пересечения: 

( 4+fO; 4 + 2v'iO) и (4- fO; 4 - 2v'iO) . 
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.

Iения зачетных карточек 

За'Ч,еmnа.я о'Ч'Ка 3 

-4х2 ) 
1. У = ( 2(x-l)2' 

D(у): {: ~ ~3, 
4х2 (х+2)(х-2) 

2) у = (х+3)2(х-1)2' 
~-3~-2 О 1 У 

~i-----+~ 

3) (х y-t-oo); 
. -t 1-0) => ( --+ -00); 

( -3 + О) => ( --+ +00); 
:х -t -3 - О) => (у 

(х -t 00) => (у-

г 
.)'1- ."'" 

-2х'+ 12х-9 

143 

х 
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Выясним наличие точек пересечения графика у=у(х) 

и у = 4. 

4х2 (х + 2)(х - 2) = 4(х + 3)2(х - 1)2; 

х4 - 4х2 = (х2 + 2х - 3)2; 

х4 - 4х2 = х4 + 4х2 + 9 + 4х3 - 6х2 - 12х; 

4х3 + 2х2 - 12х + 9 = о. 
Решим это уравнение графически. 

Уl = 4Х3 ; У2 = -2х2 + 12х - 9. 

Один корень на (-3; -2) очевиден, так как переход 
от +00 к О возможен только при пере сечении у = 4 
(см. график). Так как Уl = 4х3 возрастает быстрее, 
чем У2 = -2х2 + 12х - 9 на (-00; -3), то других 
корней нет. А на (-2; +00) корней вообще нет. Итак, 
только одна точка пересечения (см. стр. 138). 

у 
1 

1 

1 

1 
1 
1 

_1'':..4 _____ 1 __ _ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

}I 
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Решения зачетных карточек 

х4-4х2 

2. у = (х+З)2(х-1)' 

1) D(y): {х i= -3, 
х i= 1. 

2) _ х2 (х+2)(х-2) 
У - (х+З)2(х-1)' 

-~. 
~ '..::/ х 

3) (х ---t 1 + О) =} (у ---t -(0); 
(х ---t 1 - О) =} (у ---t +(0); 
(х ---t -3 + О) =} (у ---t -(0); 
(х ---t -3 - О) =} (у ---t -(0). 

(х + 3)2 (х - 1) = х3 + 5х2 + 3х - 9 

х4 - 4х2 I х3 + 5х2 + 3х - 9 
- х4 + 5х3 + зх2 - 9х х - 5 

- 5х3 - 7 х2 + 9х 
- - 5х3 - 25х2 - 15х + 45 

18х2 + 24х - 45 

145 

З(6х2+8х-15) 
Итак, у = х-5+ (х+З)2(х-l) ; У = х-5 - наклонная 
асимптота. 

6х2 + 8х - 15 = О; 
-4±~ -4±vum 

Хl,2 = 6 = 6 ; 

_ -4+vum 5 _ -З4+vum. 
Уl - 6 - - 6 ' 

-4-vum -34-vum 
У2= 6 -5= 6 . 
Имеем координаты точек пересечения: 

( -4+Vi06. -З4+vum) (-4-vwв. -З4-vum) 
6' 6 и 6' 6 . 
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у= 
х4 _4х2 : 

(х+З)2(х-l) I 

-4-~ 
6 

I 

Зачетные 



.

ения з ачетных карточек 

3. у = --, +:1 
х 3х+2)' 

J() {Х =1 2, 
у . х =1 1; 

х =1 о. 

2) 

3) (х ~ (х ~ ~ +00); 
(х ~ ~ -00); 
(. 1 _ О) ::} ,- ~ -00); 
Х ~ О + О) ::} (у +00); 
х ~ О ) (у ~ + ). 
х - О ::} (у ~ -

г ~ 00) ::} (у ~ ( 

_ 1-3 
х2 (х2 -3х+2) ~ 

147 
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3а"tеmн.ая 'К:арmо"t'К:а 4 
1 _ (х+з)2(х-l) 

• У - _lх4 +х2 
4 

_ -4(х+з)2(х--l) 
У - х2 (х-2)(х+2) . 

1) D(y): {: = ~2, 
2)~. 
~ ,",,-=-х 

3) (х ---4 2 + О) => (у ---4 -00); 
(х ---4 2 - О) => (у ---4 +00); 
(х ---4 О + О) => (у ---4 -00); 
(х ---4 О - О) => (у ---4 -(0); 
(х ---4 -2 + О) => (у ---4 -00); 
(х ---4 -2 - О) => (у ---4 +00); 
(х ---4 00) => (у ---4 О). 

4) Контрольные точки: 
2 2 

х=-1,у=-10з , x=-4,4;y~g' 

Эскиз графика: 



.

Решениr. Iек 

2. у = (4-x~)(x+3). 

1) D(y): {~~ :~: 
2) 

3 

-~~-

:::} (у - -00); 
:::} (у - +00); 
:::} (у - -00); 
:::} (у - +00); 

(х - -3 + О) :::} (у - +00); 
(х - -3 - О) :::} (у - -00); 
(х - 00) :::} (у - -2), 

2хЗ 2 
так как (4-х2 )(х+3) = (~-1)(1+n. 

fI пересечения 

: -2; 

: - зх2 + 4х + 12 

__ = О; 
2±J4+36 2±2v1O 

XI,2 = 3 = 3 . 

4) Контрольные точки: 
х = -2,5; 

_ -2· Т _ 250 _ I. 
1I( -?!'i) -, 25).1 - 9 - 27 ~. 

4 2 

! 32 
4+3) = 21 = 

149 

у(х) и 



.
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из граФика:, 

! , 

На осю i масштаб. 

Зачетные 1 



.

Реш [ зачетнь х карточек 151 

x,x+l)(x-3) 
3. у = (х-4)2 

1) п(lIl: х i= 4. 

:)~~ 
~ '-..:::/" 

3) (х ---+ 4 >- (у ---+ +(0); 
(х ---+ 4 >- (у ---+ +(0); 

)(х-3) х:5_ -3х 
~ = х2 - +16' 

2х2 - 3х х2 - 8х· 16 
- х3 - 8х2 + 1{ I х + 6 

6х2 - Н 
_3х+ 96 
29х - 96 

29х-96 
у = х- 6+ (т.-4)2 ; У = - наклонная ас VlПтота. 

9 
29х - 96 = О; 29 . 

При необходи и можно уст ть координаты 

пересечения 1МПТОТЫ у = Х + 6 с гр;: 
х(х+1 :-3) 

~ии у = (х -2-

Для эт бходимо вычислить 

У (3{9 ·~t~~, где у(х) = х(х(: 
\ 29 

Это т{ хнически возмо можно проще гак как 
9 29r:-

= 329 дробь , -4)2 = ( т. е. 

у (3{9) =3299 +0 
( ( ) --L 29Х-96) 
nаrп. у Х = Х г v х-4)2' 

Итак, у (3:9) = 9299' 



.
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у= 
I(Х-З) 

~ 

/ 
/ 

/ 

q;" / ., / 
/ 

/ 

~/~ 

3ачетн е карточки 



.

Решения зачетных карточек 

Зачетная 'К:арточ'К:а 5 

1 2(х-1)(х-З) 
• У = (х+2)(х-4)' 

1) D(y): {~= ~2, 

2) ~ ~ у-г-
~~~x 

3) (х ---+ 4 + О) =? (у ---+ +00); 
(х ---+ 4 - О) =? (у ---+ -00); 
(х ---+ -2 + О) =? (у ---+ -00); 
(х ---+ -2 - О) =? (у ---+ +00); 
(х ---+ 00) =? (у ---+ 2). 

15З 

/ 

Выясним возможные точки пересечения графика 

у = у(х) и у = 2. 
2(х-1)(х-З) _ 2' 
(х+2)(х-4) - , 

2х2 - 8х + 6 = 2х2 - 4х - 16; х = 5,5. 

4) Найдем Е(у). 
2х2-8х+6 

у = х2 -2х-8; 

ух2 - 2ху - 8у = 2х2 - 8х + 6; 

(у - 2)х2 - 2(у - 4)х - 8у - 6 = О; 

D = (у - 4)2 + (8у + 6)(у - 2) = 

= у2 _ 8у + 16 + 8у2 - 10у - 12 = 9у2 - 18у + 4 ;::: О; 

9±v'8I=36 9±ЛS 9±зJ5 з±J5 
YI,2 = 9 = 9 = 9 = -з-' 

у 

Е(у) = -00; З-зJ5] u [з+зJ5 ; +00). 

Для (у - 2)х2 - 2(у - 4)х - 8у - 6 = О 
Ь у-4 

хо = - 2а; Ха = -у-2' 



.

n ;)-у5 
Уl = -3-; 
-J"Б 4 ~ 

----;г- _ -9 15 
~-2 - -3 f5 

3 

х 

= ~(27 - 5 - 6V5) 

3+V5 
ПVСТЬ У2 = --' 

" 3 ' 

!ЫС карточки 

9+V5 (9+V5)(3 
3+V5 = 9-5 

5 11-3V5 
2 

~-4 -9+V5 9-V )(3+V5) 
Х2 = 3 +V5 = 3-V5 - 9 

= ~ V5) = 22~fV5 = 11+;/ 

5) К 3 
ольпые точк х = О; У = -4' 



.

Реш х карточек 

(Х+1)2 х 
2. у = (х-1)(х-4)' 

1) D(y): {~~~: 

~ 
~ 
+ О) =} (у 

(х -; 4 - О) =} (у -; -(0); 
(х -; 1 + О) =} (у -; -(0); 
(х -; 1 - О) =} (у -; +(0); 

(х+1)2х хЗ +2х2+х 
х-4) = х2 -5 

2х2 + х 
5х2 + 4х 
7х2 - 3х 
7х2 - 35х+ 2 

32х - 28 

4 

32х-28 
Таким образом, у = х + 7 + (х-1)(х-4); у=х+7-
наклонная асимптота. 

28 = О; х = 

7 7 
8 + 7 = 78 

7 

пересечения. 

льные точк 

( 1) H-~) 1 
У -"2 = %.~ = - 54 ; 

( ) 16·3 
У 3 = 2.(-1) = -24; 

36·5 - 45 
4·1 - . 

'7Z) - КОО , 8 



.

156 

Эскиз графика: 

(х+1) х 
у = (х-1)(х-4) 

-7 / 

'\/ 
",.Х/ 

/;/ 
"1/ 
/ 

/ 
/ 

На осях дан разный масштаб. 

:арточки 



.

Решения з ачетных карточек 

3 

2) 

4)2 
(х+З) . 

(у). {~~ ~1, 
х i- -3. 

О + О) =? ( 
О - О) =? ( 
-1+0)=?( 
-1 О) (х -3 ~ О) : ( (х ~ 3 О) =? (у 00 , 

(х ~ (0) (у ~ -(0)' 
__ =? (y~O). ' 

157 
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За:четная j O't1Ca б 

х-2 
1. у = т; 4х-х 2) . 

L 

{ 
х =1= 3, 

J(y): х =1= О, 

х =1= 4. 

(x+2)(x-l) . 
2) у = (х-З)(4-х)х 

~ ~ 
4 + О) => У ( -(0); 

3) (. 4 _ О) => (у +(0)' 
(. -----> 3 + О) => (у -----> . 

х 3 _ О) => (у-----> 
х -----> О) => (у -----> . 

х----->О+ (----->-lЛ)), 
О - О) => У ) \х -----> -----> О . 

(х -----> 

Карточки !ые 



.

РешеНII}! зачетны 

2. 
?-8х+15 
2-5х+4 . 

-З)(х--5) 
-1)(х-4) . 

1) D { х =1= 1, 
х =1= 4. 

2) ~ УГ. -d' х 

3) (х -4 4 + О) => (у -4 -00); 
(х -44- О) => (у -4 +00); 
f"'; -4 1 + О) => (у -4 - ~~ \. 

; -4 1 - О) => (у -4 -t 

та 

-400) => (у ), 

х2 -8х+15 
к х2 -5х+4 

;2( 1-~+~) l-~+~ 
.2(1-2.+ 4 ) - 1-2+ 4 . х;:7 ,,;:7 

159 

Быясн Х Х график пересекае -Я с гори-

зонтальной асимптотой. 

x 2 -8:r:-t-15 - l' 
х2 -5х+4 - , 

х2 - 8х + 15 = х2 - 5;z; + 4; 

3:1: = 11; 

х, 

4) Ф: 
(4 

ИЯ У = у(х) )зрастает на (-00; 1), 
но не ЯВЛЯС [возрастающсй. 



.
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.

Решения leK 

~:г ~.J:С-Г~ н:с-4) 
3. у = х2+2х-З 

1) D(y): {х i= -3, 
х i= 1. 

2) _ (х+1)(х+2)(х-4) 
11 - 1. <>\1 '-1) 

~ ::7 -
3 =}(у----->-оо); 

=} (у----->+оо); 

(х -----> -3+0) =} (у -----> +(0); 
(х----->-3-0) =} (у----->-оо); 

(х2 + 3х + 2) (х - 4) = х2 - х2 - 10х - 8 

х3 - х2 -10х - 8/ х2 + 2х - 3 
- х3 + 2х2 - 3х х - 3 

'Х - 8 
>х+ 9 
х-17 

т+17 . 
+2х-З' У = х-

161 

асимп-

При х = -17 у = -17 - 3 = -20, Т.е. график 

у = у(х) пересекает у = х - 3, и (-17; -20) - точка 

пересечения. 

2 4) Контрольная точка: х = О; У = 2з, 



.

162 :арточки 



.

Реше карточек 

Зачетная r.:арточr.:а 7 

x2 -4х+З 
1. у = х2 +5х+4. 

{ Х1=-l, 
х 1= -4. 

-l)(х-З) 

+1)(x+4) . 

~~ 
~~·x 

3) (х --+ -1 + О) ::::;. (у --+ +(0); 
(х --+ -1 - О) ::::;. (у --+ -(0); 

4 + О) ::::;. (у 
4 - О) ::::;. (у 

--+(0)::::;' (у 

3 
4 = 1; х =-

4) Найдем Е(у). 
x2 -4х+З 

у = х2+5х+4; 

ух2 + 5ух + 4у = х2 - 4х + 3; 

х2 + (5у + 4) О (у 1= 1 ); 

у + 4)2 - 4(у 

у2 + 40у + 1 8у - 12 = 
2 + 68у + 4 

-З4±у'1156-З6 -З4±4V70 
Yl,2 = 9 = 9 ; 

Е(у) = ( -00; -З4g4V70] U [ -З4~4V70; +(0) . 

Ь 
к Ха = -2а' 

3 = О Ха = 

лании можп ать координ 

Пllll" 



.
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у 

v -34+4v70 
Деиствительно, пусть Уl = 9 ' тогда 

х __ 5(-34~4V70)+4 -170+20v70+36 
1 - 2( -34-Jg4VJО 1) -68+8v70-18 

- ~. ~~ =: -67+10v70 
- -43+4v70 
70+43) 
)+43) 
57·43+430J70 
432 

__ LUL:V /U-Cl _ u.L(2vГ7O--1) _ 2VTh-l ~ 1 7 
- -729 - 729 - 9 ~,. 

АН3._iIОГИЧНО находится Х2. 

:арточки 

l х2 -4х+3 
У = х2 +5х+4 



.

Решения зачетных карточек 

2(х2 +2х-З)2 
2. У = (х2 +3х+2)(х-4)' 

2(х+з)2(х-1)2 
У = (х+1)(х+2)(х-4)' 

{

X t -1' 
1) D(y): х t -2; 

х t 4. 

2) ~ 

3) (х -> 4 + О) =? (у ----+ +00); 
(х -> 4 - О) =? (у ----+ -00); 

(х ----+ -1 + О) =? (у ----+ -00); 
(х -> -1- О) =? (у ----+ +00); 
(х -> -2 + О) =? (у ----+ +00); 
(х ----+ -2 - О) =? (у ----+ -00); 

(х2 + 2х - з)2 = х4 + 4х2 + 9 + 4х3 - 6х2 - 12х = 
= х4 + 4х3 - 2х2 - 12х + 9; 

(х2 + 3х + 2)(х - 4) = х3 - х2 - 10х - 8. 

2х4 + 8х3 - 4х2 - 24х + 181 х3 - х2 - 10х - 8 
- 2х4 - 2х3 - 20х2 - 16х 2х + 10 

10хЗ + 16х2 - 8х + 18 
- 10х3 - 10х2 - 100х - 80 

26х2 + 92х + 98 

165 

2(lзх2+46х+49) 
у = 2х+ 10+ (х+1)(х+2)(х-4); У = 2х+ 10 - наклон-
ная асимптота. 

1зх2 + 46х + 49 = О; D = 529 - 637 < О - точек 
пересечения нет. 

4) Контрольные точки: 

_ 2.~.~ _ 225 _ ~. 
у(-1,5) - _!.!.(_!!) - 11 - 2011' 

2 2 2 
2·82·42 1024 16 

у(5) = ~ = ~ = 4821 . 



.

166 арточки 



.

Решения зачетных карточек 

х2 -х-6 
3. у = (х2 -5х+4)х. 

(х-З)(х+2) 
У = (х-l)(х-4)х· 

{ 
х i= О, 

1) D(y): х i= 1, 
х i= 4. 

2)~YГ~ 
~x 

3) (х -+ 4 + О) =} (у -+ +(0); 
(х -+ 4 -- О) =} (у -+ -(0); 
(х -+ 1 + О) =} (у -+ +(0); 
(х -+ 1 - О) =} (у -+ -(0); 
(х -+ О + О) =} (у -+ -(0); 
(х -+ О - О) =} (у -+ +(0); 

(х -+ (0) =} (у -+ О). 

4) Контрольные точки 
1 

х = -3; У = -14; 
1 1 

х = 2; у = -77; 
х = 2; У = 1; 

х = 5; у = 0,7. 

167 

Примечание. Так как точно вычислить минимаксные 

значения у нас нет возможности, то эскиз графика бу­

дет достаточно приближенным, хотя характер поведения 

функции ясен. 
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-х-6 

5х+4)х 

Зачетные карточки 



.

Реше х карточек 

За'Ч.еmuая ",арmО'Ч.1'i:a 8 

х2 -х-2 
1. у = x2 -4х+З' 

{ 
Х # 1, 
х #3. 

~ 
3) (х 3 + О) =} (у ----- +00); 

(х ----- 3 - О) =} (у ----- -00); 
(х ----- 1 + О) =} (у ----- +00); 
( ----- 1 - О) =} (у ----- - ). 

----- 00) =} (у 

Х -х-2 
x2 -4х+З = 1; 

х2 - Х - 2 = х2 4х + 3; 
5 

х = з; 

2 - координ 

м Е(у). 

-х-2. 

-4х+З' 

ересечения. 

ух2 - 4ух + 3у = х2 - Х - 2 (у # 1); 

(у - 1 )х2 - (4у - l)х + 3у + 2 = О; 
D = (4у-1)2 -4(у-1)(3у+2) = 

= 16у2 - 8у + 1 - 12у2 + 4у + 8 = 4у2 - 4у + 9; 

2 - 4у + 9> у. 

(у) = (-00;+ 

льные точк 

у = 1 при 

2 
З' 



.

170 ЗачеТIIые карточки 
---------------------------------------

L 
Пр Из эскиза гр 

тер в IВности Фун 

на ( кция у(х) У 

на (1; 3) функция у(х) убывает, 

ет, что на ка 

т. Действите 

на (3; (0) функция у(х) убывает, но не является убывающей. 



.

Решения зачетнь очек 

2 
х(х-1)(х2-4) . 

(х-2) 

xi=2. 1) 1 Zy+ 
~r-~/ -

----7 2 + О) ::::} (у ----7 -00 
3) х ::::} (у ----7 -00 , 

Х ----7 2 - О) 3 _ 5х2 + 4х 
)( х 

1 х - -1 2 4 + 4 :1.,_. _ Х 
х3 - 4х f--- __ 

- х3 - 4х2 + 4х I Х 
~ х2 

4х-4 

1~tx4., 4х = О 'у = Х - 1 + (х-2)2' 1. 

- I (х-4) 
2)2 

I 
I 
1 
I 
I 
I 
1 
1 i 
I q 

1 '1/ 
1/ 
,r 

/. 

171 



.

3. у = (х 
:tг 

+4)х' 

{ 
х =1= О, 

I(y): х i- -1, 
х =1= -4. 

3) (х---+ ---++(0); 
(х ---+ ---+ - 00 ) ; 

(х ---+ - , ,~ ---+ -(0); 
(:1 1 - О) => (у . +(0); 

; ---+ -4 + О) => (У----7 
; ---+ -4 - О) => (У----7 

(х ---+ (0) => (У----7 

)нтрольные точки: 

у(-2) 
16 

= 4; 

50 1 - -- - -7-' - 7 - 7' 

у(З) = 

-5) - 49 -
- -4·(-1)-(-5) -

ые карточки 



.

Решенш -{ек 173 
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1) D(y): 

с 

< 

сарточки 



.

Решения зачетнь очек 

2 

1) у 
х2 -1 

(х+2)(х 

-

D(). (х # О, 
у. ~ х # -2 

-~-J.2 х#- ' 
~ 1 ~--

3) (x~ ~ + .., 
(х --> О _ О) : ( -+ -(0); 

2) 

(х-->-2+0) '* (~- (0); 
(х --> ) '* (у - (0); 
(х --> ) '* ( -+ +(0); 
(х _, -4 _ О) '* ( -+ +(0); 
х-->оо) (у- (0). 

I 

у ~ х'- => (у ~ О) , 

х3 +бх: 

175 
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хЗ -4х 
1. Построим вначале t(x) = х2 -1 . 

1) D(t): {х -# 1, 
х-# -1. 

2) t(x) _ х(х-2)(х+2) 
- (х+1)(х-1) . 

Зачетные карточки 

~ ~yг~ 
~ '-..:::/ х 

3) (х ---+ 1 + О) =} (t ---+ -00); 
(х ---+ 1 - О) =} (t ---+ +00); 

(х ---+ -1 + О) =} (t ---+ -00); 
(х ---+ -1 - О) =} (t ---+ +00); 

х3 -4х I х2 -1 
- х3 - х х 

-3х 

t(x) = х - x~~l; х = О; (О; О) - точка пересече­
ния графика у = t(x) и У = х. 



.

ения зачетных карточек 

х3 -4х 
п. т ь уже можно 'роить у = е -;:Т=:Т . 

(у): х =1 ±1 
> О при все ; Е D(y). 

З) (х ----+ 1 + О) :::} :::} (у ----+ О); 

(х ----+ 1 - О) :::} :::} (у ----+ +(0); 
(х ----+ -1 + О) :::} (t ----+ -(0) i); 
(х ----+ -1 - О) :::} (t ----+ +(0) t-oo); 
(х ----+ (0) :::} (t ----+ х) ~X); 

(х :::} (t ----+ -х) :::} (у Е. 
4) К точки: 

х 

= 2; у = 1; 
х = -2; у = 1. 

I 
I 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

1/ 
11 

-7 
11 

/ I 
/ I 

1 / I 

I 1 / I 

{---t:.:-~ ---: 

I1 

177 

~-~---I 1 

,-- ---- -2 -'i ~/_...J..2-----~x 

___ -.-1 
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178 Зачетные к 

m'Ная 'l\,apmo 

(х-З)( З) 
у = (х2 -Зх 2)' 

{ 
х 0:1 -2, 

1 х 0:1 -1, 
xo:l' 

(x-З)(х+З ) 
2) у = (х-4)(х+1 ), 

~~ 
З) (х -4 :::} (у -4 +(0); 

(х --t :::} (у -4 -(0); 
(т. -4 -1 + О) . \~ -4 00 ); 

-1 - О) :::} (у +(0); 
-2+0):::}(у +(0); 

~x --t -2 - О) . ( --t -(0); 
(х :::} (у -4 1); 

у = 1 юнтальпая асимптота, 

(х-з)(х2+2х-З) _ l' 
(х2 -З: -4)(х+2) - , 

х3 - ;}2 - 9х + 9 = х3 Ох - 8; 

х = -17; у = 
(-17; 1) - то ересечения ка у = у(х) и 



.
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~;G-,:> Н '!;G-;L- } 

2. У = х2+х-2 

1) D(y): {х =1= -2, 
х =1= 1. 

2) 1J = (;Z:~32~(4-ll( 

~ 
3 =>(у-----+-оо) 

=> (у -----+ +00) 
(х -----+ -2 + О) => (у -----+ -00) 
(х -----+ -2 - О) => (у -----+ +00) 

-х3+ 7x2-12x 
У = х2+х-2 

- х3 + 7х2 - 12х 
~ ? '- 2х 

-14х 

- 8х 16 
22х + 16 

22х-lб 
с2+х-2 . 

арточки 

8 
х = 11 абсцисса точки пересечения графиков 

у = у(х) и у = -х + 8. 



.
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(X-~ 
У =-, 

Х" 

~~~'\ I 

~~ 
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3. 

е построим 

1) D(t): {х # ±3, 
х # О. 
4-х2 

2) t(x) = х(х+з)(х-з). 

~ 
х -----t 3 + О) 
х -----t 3 - О) 

х -----t О + О) 

3~ 

(х -----t О - О) =} (t -----t +(0); 
(х -----t -3 + О) =} (t -----t +(0); 
(х -----t -3 - О) =} (t -----t -(0); 

(х -----t (0) =} (t -----t О). 

Зачетные карточки 



.
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IСIlИЯ заЧf:ТJ!ЫХ карточек 183 

у= 

--

4+,,2 

П. т > уже можно )строить У = е"З-~)с. 

(у): {~~ ~ 
J > О ДЛЯ лю о х Е D( ); 

3) (х --+ 3 + о) =} =} (у --+ +(0); 
(х --+ 3 - О) =} ~~ --+ -()(.)} 1_.. ГJ); 

(х --+ О + О) =} (t --t -(0) J); 
(х --+ О - О) =} (t --+ +(0) +-(0); 
(х =} (t--++oo) =} (у--+- (0); 
(х =} (t --+ -(0) =} (у ---4 ( 

(х =} (t --+ О) =} (у --+ ] 

i 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

/ fY 

I 
I 

\ 
---Т---------- ----t----------

I 
I 

~ 

J 
I 
I 
I 
1з 

_J 
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