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Книга ВОJlьберга "Основные идеи проективной геометрии"

вводит читателя в современное аналитическое мышление и

излагает основные вопросы проективной геометрии, особенно

понимание евклидовой геометрии с проективной точки зрения.

Книга может служить пособием для повышения квали

фикации учителей математики и изучения проективной гео

метрии интересующимися ею.

Несмотря на то, ~TO книга не является систематическим

курсом проективной геометрии, она может служить в неко

торой мере пособием и для студентов физико-математиче

ских факультетов. Книга написана в оригинальном стиле,

отличающемся от принятого в официальных руководствах.

ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Предлагаемая вниманию читателей книга о. А. Вольберга "Основные

идеи проективной геометрии" выходит из. печати уже третий раз. 1 для

математической книги, не являющейсSi учебником и не имеющей официально

установленной обширной аудитории учащихся, это - не мало. Успех книги

о. А. ВОJlьберга объясняется тем, что проективная геометрия в ней изложена

оригинально. существенным образом отлично от традиционного изложения

учебцых руководств. Своеобразная система изложения гармонирует с его

легкостью и эмоциональностью.

Третье издание этой книги значительно отличается от первых двух.

Автор внес в свою книгу много изменений и ДОllОЛНИЛ ее.

К сожалению, автор не успел привести новые части ~ниги в полное

согласование со старым текстом. Взяв по поручению издательства на себя

эту работу, я постарался уничтожить несогласопанности и математические

неточности изложения, оставив без изменения его оригинальный стиль.

Н. ЕфU.\lО8

11/XII 1948 г.

Москва

1 Первые два издании выпушены Иада гельством Общей технической литературы.



r ЛАВА ПЕРВАЯ,

В КОТОРОЙ ЧИТАТЕЛЬ ЗНАКОМИТСЯ С ОСНОВНЫМ ПРЕОБРА

ЗОВАНИЕМ ПРОЕКТИВНОЙ ГЕQМЕТРИИ

Проектирование

1. Если вы хотите срисовать что-либо, легче всего это выпол

нить так. Возьмите прозрачную пластинку и, глядя через нее на

предмет, обведите линии оригинала, которые вырисовываются на ней.

Таким образом вы скопируете вещь, как копируют рисунок (рис. 1).
Геометрически дело здесь сводится к тому, что каждая точка

предмета изображается точкой пересечения плоскости картины с лу

чом зрения, идущим от вашего глаза к изображаемой точке. Такое

копирование называется npoeKmupoBaHlleM. Ваш глаз является Цен

тром nроеКЦUl1, самый рисунок - nроеlCцuей, пластинка, на которую

вы проектируете, - плоскостью nроеКЦUll.

Рис. 1. Проектирование.

Рис. 2. О - центр "роек
ДИИ; (1,' - плоскость

проекции.

2. На рис. 2 изображено проектирование узора, нарисованного

в плоскости а, на другую плоскость а.'. Рисунок, который получается

на а', во многом сходен с оригиналом, но кое в чем отличен от него.

Прямая линия изображается на рисунке прямой линией, точка 
точкой. Но окружность получается большей частью не в виде OK~

ружности, а в форме овала, называемого эллипсом. Отрезки, кото

рые на оригинале равны, изображаются на рисунке (проекuии), вооб[це

говоря, неравными отрезками. Таким образом, одни свойства фигур

при проектировании сохраняются, а другие не сохраняюrся: квадрат

изображается чеТ'ырехугольником - четырехугольность сохраняется,

прямолинейность сторон тоже сохраняется; но стороны четырехуголь

ника, который является "портретом" квадрата, уже не будут равны

и попарно параллельны, а углы не останутся прямыми. Равенство
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ада

отреЗКОВ t параллельность линий, величина углов - все это изменяется.

Значит, проектируя, мы не повторяем оригинала, а nреобразуе-м его.

Те свойства фигур, которые устанавливаются измерением (их назы

вают м,етрическим,и свойствами), при этом преобразовании изме

няются. Те же свойства, которые не изме

няются при проектировании, называются

nроективными. Ими-то и з~нимается

nроекти8ная геометрия.

3. Перечислим простые свойства проек

тирования фигур: точка преобразуется

в точку, прямая - в прямую.

Точка, лежащая на некоторой пря

мой, преобразуется в точку, лежащую на

изображении этой прямой.

Отсюда следует t что точки, раСПОJlО

Рис. 3. Точка А и прямая а женные на одной прямой, преобразуются
инцидентны; их 'проекuии на в точки, тоже лежащие на одной прямой.

плоскость а' тоже инцидент- Если точка А лежит на прямой а,

ны. то говорят, что точка А и прямая а UНЦll-

деНf!lн'Ы. Инuидентные элементы (т. е.

точка и прямая,' проходящая через нее; можно также сказать - прямая

и точка, лежащая на ней) преобразуются в инцидентные же элементы

(рис. 3). Инuидентность при проектировании сохраняется. .

Бесконечно удаленные точки

~ -~

-=--_- ---J,,;

~- ----f~-

4. Каждой точке оригинала, вообще говоря, соответствует в ка

честве ее изображения одна точка проекции.

Слова "вообще говоря" мы вынуждены употребить потому, что

из этого правила СУlцествуют исключения.

Взгляните на рис. 4. Он представляет собой рисунок (проекuию)

равнины (плоскости), по ко-

торой проходит железная

дорога. Обратите внимание

на то, что рельсы- на рисун

ке сходятся в одной точке.

В действительности, конеч

но, рельсы параллельны ;
стало быть, та точка, в кото

рой сходятся их изображе

ния, не является изображе

нием (проекuией) какой-либо

точки настоящего железно- Рис. 4. На линии горизонта лежат изобра-

дорожного полотна. жения бесконечно удаленных точек нарисо-

5. Легко понять, отку- ванной здесь равнины.

да взялась на рисунке эта

лишняя точка. Если проектировать ПЛОСКОСТЬ сх на плоскость а,'

(рис. 51!)' то точки прямой а изобразятся точками прямой а'. Но на
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Рис. 6. Прямая Ь пересекает прямую а

в точке М. Если прямая Ь* параллельна

прямой а, то мы говорим, что она пересе

кает прямую а в бесконечно удаленной

точке.

прямой а' окажется одна точка, которая не является изображением

какой-либо точки прямой а: это точка А', лежащая на луче, парал

лельном ПРЯ,мой а. Значит, все точки прямой а' представляют собой

проекции точек прямой а-- все, кроме ол~ой точки А'.

Рис. 5. 1. Точка А' является проекцией бесконечно удален

ной точки прямой а на прямую а'. //. Гlроекцией точки В

на прямую а' является бесконечно удаленная точка пря-
мой а/.

6. На прямой а нет точки, изображением которой является точка А';

чтобы заполнить этот пробел, Дезарг предложил считать, что точка А'

явл'яется изображением "бес"онечно удаленной mоч"u" прямой а.

Такой способ устранять исключения путем создания новых понятий

являетчя в математике весьма обычным. Например, чтобы сделать

уравнение х+ а = Ь всегда разрешимым (даже если Ь< а), созданы

отриuательные числа. Анало-

гичное значение имеет изо.. Р ь'"

бретение бесконечно удален- Мoo~--------Q--_---·~Moo

ных точек.

Разберемся в этом под-

робней. Moo~---- ----e~M__~MOO

.7. Возьмем прямую а и а
точку Р, не инuидентную

с ней (черт. 6). Проведем

через Р прямую Ь, ,пересе

кающую а.Обозначим точку

их пересечения через А1.

Представим себе, что секу- \
щая Ь поворачивается вокруг

точки Р, приближаясь к положению параллели Ь* к а. Точка

пересечения Ь с а будет при этом бесконечно удаляться по прямой а.

Поэтому, когда прямые а и Ь станут параллельными, мы припишем

им "бесконечно удаленную точку пересечения". Вместе с тем о

параллель.ных прямых мы будем говорить, что они "пересекаются в

бесконечно удаленной точке".

8. Проследим, как перемещается точка пересечения прямых а

и Ь, когда секущая Ь делает полный оборот вокруг точки Р. Сперва

точка пересечения М движется в определенном направлении; когда

прямая'Ь займет положение параллели Ь*, точка А1 придет в беско-
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Рис. 7. Точка А' является

проекцией бесконечно уда

ленной точки прямой а;

она же является проекци~й

бесконечно удаленной точки

прямой Ь, а также с.

нечно удаленную ТОЧКУ прямой а - точку МСО • Но ВОТ прямая Ь,

пройдя положение Ь*, продолжает поворачиваться дальше. Точка М

теперь появляется со стороны противоположной той, куда она ранее

удалилась и, продолжая двигаться в прежнем направлении, прибли

жается к своему исходному положению. Когда секущая Ь закончит

оборот, точка М вернется -в исходное положение. Она как бы "за

вершит "кругосветное путешествие": двигаясь все время в о д н о м

н а п р а в л е н и и, придет в конце концов снова к началу своего

пути, но со стороны, противоположной той, куда первоначально

удалялась. С,ловом, точка М описы~ает замкнутый путь. По

этому отныне м·ы должны рассматривать прямую как замкнутую

линию.

9. Приписав каждой прямой одну бесконечно удаленную точку,

Дезарг действительно уничтожил указанное выше исключение: теперь

каждая точка прямой а' является проекцией определенной точки пря

мой а - обыкновенной или бесконечно удаленной. Обратно, каждая

точка прямой а проектируется в определенную точку прямой а'-

,обыкновенную или бесконечно удаленную (рис. 5, //).
10. Ряд прямых, параллельных прямой а (рис. 7), проектируется

на плоскость а,' в виде прямых, пересекающихся в одной точке,

именно в той, которая считается проек

цней бесконечно удаленной точки пря

мой а. Поэтому следует считать, ~TO все

прямые, параллельные между собdЙ, име

ют общую бесконечно удаленную точку.

Иначе говоря, по Дезаргу, все парал

лельные друг другу прямые пересекаются

в одной точке - именно в их общей бес

конечно удаленной точке.

Такой способ трактовать параллель

ные прямые, как "пересекающиеся" , как

будто противоречит определению парал

лельных прямых. Но это только так

кажется. Дезарг не оспаривает Евклида.

Он вносит чисто словесное изменение

в евклидово определение. Непересекаю

щиеся прямые одной плоскости Дезарг предлагает называть "пересекаю

щимися в бесконечно удаленной точке". "Ну что ж, пусть называются" ,
скажет читатель. К чему, однако, эта детская игра словами? Оказы

вается, что такая "словесная игра" чрезвычайно полезна в новой

геометрии. Она позволяет внести целый ряд обобщений. Во-первых,

мы теперь можем утверждать, что каждая точка одной плоскости

проектируется в точку другой плоскости- без всяких исключений, 
и наоборот, каждая точка второй плоскости является проекцией

точки первой плоскости - опять-таки без каких-либо исключений.

Во-вторых, некоторые утверждения элементарной геометрии могут

быть выражены проще, чем обычно.

Например по Евклиду:

6



а

через точку Р, лежащую вне прямой а, можно провести одну и

только одну прямую, параллельную а.

По Дезаргу, это· предложение является частным случаем другого

общего предложения:

через две точки (в данном случае через точку Р и бесконечно уда

ленную точку прямой а) можно провести одну и только одну прямую.

Итак, по Дезаргу, все прямые одной плоскости пересекаются

либо в обыкновенных, как еще говорят в "собственных", либо в

бесконечно удаленных ("несобственных") точках. Бесконечно уда

ленные точки могут проектироваться в собственные точки. На рис. 4
точка, в которой сходятся изображения рельсов, есть изображение

общей несобственной (бесконечно удаленной) точки настоящих рель

сов. Точно так же точки, в которых сходятся края тропинок, яв

ляются проекuиями соответствующих бесконечно удаленных точек

равнины.

11. Обратим еще внимание на то, что все бесконечно удаленные'

точки равнины изображены на рис. 4 точками одной прямой (ху

дожники называют Э,ту прямую ЛllНllей

горизонта). Легко понять, почему это

так. Все проектирующие лучи, парал

лельные плоскости оригинала а (рис. 8),
лежат в одной плоскости ~. Эга

плоскость пересекает плоскость проек

иии а.' по прямой Ь', ТОЧКИ которой

являются изображениями бесконечно

удаленных точек плоскости а.

Перед нами опять досадное исклю

чение: прямая Ь' - единственная пряма~

плоскости а', которая не является проек- Рис. 8. Прямая Ь' представляет

иией какой-либо ПрЯМОЙ плоскости а. собой проекцию бесконечно
удаленной прямой плоскости сх.

Чтобы устранить это исключение, де-

зарг предложил называть совокупность

всех бесконечно удаленных точек плоскости - бесltон.ец,но удаленной

прямой. В таком случае прямую Ь' следует считать проекuией

бесконечно удаленной прямой плоскости а. Пробел опять заштопан.

Вместе с тем штопка закончена, так как все прорехи за.крыты: каж

дая точка или прямая плоскости а проектируется в точку ИЛИ прямую

плоскости а', и обратно: каждая точка или прямая плоскости а'

является проекцией точки или прямой плоскости а.

12. Итак, все параллельные между собой плоскост~ должно счи

тать пересекающимися по одной бесконечно удаленной ("несобст

венной") прямой. И, наоборот, две плоскости, пересекающиеся по

бесконечно удаленной прямой - параллельны. Значит, бесконечно

удаленные прямые двух непараллельных плоскостей различны. В

пространстве, стало быть, имеется бесконечное множество беско

нечно удаленных прямых. Совокупность всех бесконечно удален

ных прямых (она же совокупность всех бесконечно удаленных точек)

пространства пересекается каждой "собс rвенной" прямой в о~ной
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Рис. 10. Запись Асе -., Ьоо
означает, что каждая пря

мая, определяющая беско

нечно удаленную точку Аоо,

параЛ.'lельна каждой пло

скости, определяющей бес

конечно . упаленную пря

lt1УЮ Ьоо (или лежит в такой

плоскости).

~IJOOа

.L 7
Рис. ~. Запись Аоо "'" а озна
чает, что каждая прямая, опре

деляющая бесконечно удален

ную точку Аоо, парП,,'1.'1ельна

".'Iоскоеrи (J (или лежит в (1.,0-
скости а).

.точке .и поэтому называется бесконечно удаленной (или несоб

сmвен'НОЙ) nЛОС1Состью.

13. Введение бесконечно удаленных элементов - точек, прямых

и плоскости - вносит чисто словесное изменение в формулировку

некоторых теорем геометрии. Нет никакой разницы, скажем ли мы,

что две плоскости параллельны или что они пересекаются по бес

конечно удаленной прямой.

Но стилистическое усовершенствование формулировок, которое

получается благодаря бесконечно удаленным элементам, оказывается

(В некоторых случаях) весьма значительным. Отпадает ряд исключе

ний. Например, известно, что две прямые плоскости пересекаются

в одной и только в одной точке, если они не параллельны. Оговорка

"если они не параллельны " теперь оказывается излишней: две пря

мые плоскости пересекаются в одной и только в одной точке (соб

ственной или бесконечно удаленной). Точно так же плоскость и

прямая, лежащая вне ее, отныне всегда пересекаются; две плоскости

тоже Bceгд~ пересекаются. Все оговорки, связанные с параллельно

стью, отпадают.

Отпадает, между прочим, надобность делать какие-либо оговорки

в упомянутых выше исключительных случаях, когда проеКТИРУЮl11ая

прямая или проеКТИРУЮJцая плоскqсть параллельны П.7JОСКОСТИ про

екции. Если прямая, проектирующая некоторую точку, параллельна

плоскости проекuий, проекция точки

все же существует и представляет

собой точку, именно бесконечно

удален~ую (рис. 5). Если плоскость,

проектирующая прямую, параллеЛЬ,на плоскости проекций, проекция

прямой cyl1leCTByeT и предс.тавляет собой прямую - бесконечно уда

ленную прямую плоскости проеКllИЙ.

14. Сохраняется ли при проектировании инцидентность бес

конечно удаленной точки с собственной или с бесконечно удаJlен

ной прямой? Прежде всего выясним, как надо понимать инцидентность

между двумя элементами, когда один из них или оба бесконечно

удалены.

Будем обозначать прямые малыми буквами, точки - большими,

а плоскости - греческими.
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доо

Рис. 11. Проекuия точки

Аоо, принадлежаlцая пря

мой Ь, лежит на пря

мой b~ которая явлиется

проекцией прямой Ь.

3) Аоо Г'.J а?

4) Аоо I".J ЬОО ?

О т в е т:

1) смыIлл утверждения Аоо Г'.J Ь ясен:

точка Аоо является бесконечно удаленной

точкой прямой Ь.

2) Точно так же утверждение аоо Г'.J ct

обозначает, что прямая аоо является бес

конечно удаленной прямой плоскости ~

3) 'Если, Аоо """ а, то все прямые, про

ходящие. через точку Аоо (все они парал

лельны между собой) параллельны 1 плоскости а, Т. е. направление

на точку Аоо параллельно плоскости а (рис. 9).
4) Наконец, если Аоо """ Ьоо , то все прямые, проходящие через

точку Аоо , параллельны плоскостям, проходящим через прямую ЬОО
(рис. 10).

БеСКОl:lечно удаленные элементы будем отмечать значком со.

Для обозначения инuидентности введем знак r--: запись А I".J а озна

чает, .что точка А инuидентна с прямой ·а.

Что значит

део

а

о

Рис. 12. Если Аоо инuилентна с Ьоо , то А'оо инuи

дентна с Ь'00.

15. Обратимся теперь к проектированию.

Пусть бесконечно удаленная точка Аоо инuидентна с прямой Ь

(рис. 11): Аоо Г'.J Ь.

Обозначим проекuию точки Аоо из иентра О на плоскость а

через A~; а проекцию прямой Ь (из того же иентра на ту же
плоскость) - через Ь'.

Очевидно, проектирующая прямая ОАоо параллельна прямой Ь,

стало быть, леЖI1Т в проектирующей плоскости ОЬ.,
1 Прямые, лежащие в плоскости, мы тоже называем параЛ.JIельными

этой плоскости.
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Значит, А:х, '"'-1 Ь'. Инuидентность сохраняется!

Она сохраняется и в том случае, если не только проектируемая

точка, но и проектируемая прямая бесконечно удалена.

Пусть ЬОО - бесконечно удаленная прямая плоскости ~,a

Аоо - бесконечно удаленная точка, инцидентная с ЬОО (рис. 12):
Аоо Г'..J ЬОО •

Проектирующая плоскость ОЬоо и проектирующая прямая ОАоо
п'араллельны плоскост~ ~ и, стало быть, инцидентны между собой:

ОАоо Г'..J ОЬоо •

Значит, A~ Г'..J b~. Инuидентность и в этом случае сохраняется.

Словом, ИНl1идентность точек с прямыми при проектировании

сохраняется всегда.

Аксиомы соединения проективного пространства

16. Выше мы ска~али, что введение бесконечно удаленных эле

ментов вносит только стилистические изменения в геомеТRИЮ. Так

обстоит дело, если мы в ы Д е л я е м бесконечно удаленные точки,

прямые и плоскость как элементы особого рода. Во многих вопросах

нет нужды в таком выделении~ Мы уже видели, что имеются свой~

ства, общие у несобственных и собственных точек, прямы·х и плоско

стей. Более того, некоторые свойства точек, прямых и плоскостей

в пространстве, обогащенном бесконечно удаленными элементами,

формулируются проще, если не выделять бесконечно удаленные эле

менты, т. е. если не делать различия между собственными и несобст
венными элементами.

Мы сейчас перечислим основные свойства точек, прямых, плоско

стей "рш;шuренноzо" пространства (его называют также "nроектив ..
Н,ы.м" пространством) в виде нескольких аксиом, в которых под

.точками, прямыми и плоскостями подразумеваются любые (собствен

ные или несобственные) точки, прямые и плоскости. Очевидно, что

все теоремы, когорые мы выведем из этих аксиом, тоже будут

справедливы в расширенном (проективном) пространстве, где не

делается никаких различий между бесконечно удаленными и соб

ственными элементами. При доказательстве этих теорем не будет

никакой надобности рассматривать, как мы делали выше, отдельно

случай, когда те или иные элементы являются собс:rвенными или

бесконечно удаленны~и: теорема будет доказана сразу для всех

случаев.

Таким образом, выгода от введения бесконечно удаленных эле

ментов перерастет стилистическое упрощение формулировок: мы

выгадаем не только на формулировках, но и на доказательствах.

При ·этом, как вы скоро увидите, выгадаем гораздо больше, чем

можно сейчас ожидать - по меньшей мере вдвое больше, чем 'вы

предполагаеге. (Разрешите эту несколько загадочную фразу вре

менно оставить неразъясненноЙ.)

17. Аксиомы проективного пространства, ~Topыe мы сейчас

сформулируем, называются аксиомами соединения или аксиомами
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ИНIlидентности (так как в них говорится об инцидентности точек,

-прямых и плоскостей).' 1

18. А к с и о м а 11. 1) Если точка А UHJJ,llaeHmHa с прямой а,

то прямая а инцидентна с точкой А, II наоборот.

2) ЕСЛll nря.м.ая а, инцидентна с плоскостью а, то nЛОС1Сость а.

uнцидентна с прямой а, II наоборот.

3) Если тОЧ1Са А UНЦllден.тна с nЛОСlCостью <1, то nло.скость а

llНЦZlдентна .с точ1СОЙ A 1 и наобоооm.

Содержание этой аксиомы MO~HO записать так:
1) Утверждения А r--I а и а r-....J А равНОСllЛЬНЫ.

2) " а r--I а и Ь r-....J а

3) " АI"".J(J.иаI"".JА "
Аксиома утверждает, что инцидентность между двумя объектами

есть отношение симметричное.

19. А к с и о м а 12. Если точка А иНЦllдентна с прямой а,

а прямая а инцидентна с плоскостью а, то тОЧlCа А инцидентна

l плоскостью а, т. е. если

_____ ~дoo

А ~ а и а r-....J а, то А r-....J а.

Справедливость этого для собственных точек, прямых и плоскостей

евклидова пространства очевидна. Нетрудно'убедиться, что условия,
при которых мы дополняли евклидово

рространствонесобственными эл'ементами,

согласуются с этой аксиомой.

Например, если

Аоо ""'" а и а r-....J а, то А:о I"'.J а. (рис. 13).
Рис. 13. Если Ас:о ""'" а

Иными словами, всякая прямая, парал- и а ""'" а, то Асс --... а.

лельная прямой а плоскости (1, параллель-

на плоскости (Х" Это известная теорема евклидовой геометрии. Точно

так же, если

Асс I"".J ас:о и асс r-...I а, то Асс r-....J (1.

Смысл тот же, что и в предыдущем утверждении.

20. А к с и о м а 1з. Две nЛОС1Состu определяют одну и толысo

одну прямую, llНЦllдентну/р с НИМll.

Иначе говоря, две плоскости пересекаются по одной и только

одной прямой.

Э га аксиома не имеет места в евклидовом пространстве, где две

плоскости могут быть параллельны.

Прямую пересечения плоскостей (1 и ~ мы будем обозначать

через a~.
21. А к с и о м а 14,. Две тОЧКll определяют одну и толЬ/со одну

прямую, llнцuдентную с нuми, т. е .. через две точlCU можн.о провести

1 Элементами про~тивного пространства, помимо точек, являютсн про

ектив.ные прямые и проективные плоскости. Однако прилагательное "про

ективный" по отношению к прямым и плоскостям обычно опускается.
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одну u толЬ/со одну прямую. Если точки собственные - это

известная аксиома евклидовой геометрии. Но она справедлива и

в том случае, если одна из точек или обе они бесконечно ула

лены.

В самом деле, пусть А - собственная точка, ВОО - бесконечно

удаленная. Все прямые, проходящие через точку Воо , параллельны

между србоЙ. Из них одна и только одна проходит через точку А.

Две бесконечно удаленные точки Аоо и ВОО тоже определяют

одну и только одну прямую.

Действительно, все плоскости, проходящие через точки Аоо и B.XJ ,

т. е. параллельные направлениям на Аоо и на Воо , параллельны между

собой, т. е. имеют одну и только одну (общую) бесконечно удален

ную прямую.

22. А к с и о м а 15' ЕСЛll тОЧlCll А II В llнцuдентНbt с nЛОСlCо

стью 1t, то прямая АВ инцидентна с этой nЛОСlCостью.

Если А r-J7t И В r-...J 7t, то А8 r-...J 7t.

Иными словами, если точки А и В лежат в плоскости н" то и

прямая АВ лежит в этой плоскости.

Ес.ли А и 8 - собственные точки - это известная аксиома гео

ме грии Евклида.

Пусть точка Аоо - бесконечно удалена. Если Аоо r-...J~, то А(XI В

есть прямая, проходящая через В параллельно плоскости 7t.

Аксиома утверждает: если прямая параллельна плоскости и одна

точка ее лежит в этой плос·кости (8 r-...J 1t'), то прямая лежит в данной

плоскости (параллельность понимается не в строгом смысле, т. е.

к числу прямых, параллельных плоскости, относятся прямые и лежа

щие в ней).

Пусть теперь обе точки Аоо и 800 бесконечно удалены. Тогда

Аоо ВОО есть бесконечно удаленная прямая плоскостей, параллельных

направлениям на Аоо и на 800.
Аксиома утверждает в этом случае, что все плоскости, параллель

ные· двум направлениям, параллельны между собой. Это известная

теорема Евклида.

Если плоскость ~oo бесконечно удалена, а одна из точек А или

8 - собственная точка, условие аксиомы не может быть выполнено,

ибо на бесконечно удаленной плоскости лежат только бесконечно

удаленные точки. Наконец, если обе точки и плоскость бесконечно

удалены, то утверждение аксиомы тривиально, так как все беско

нечно удаленные прямые лежат на бесконечно удаленной плоскости.

23. А к с и О м а 16. ЕСЛll nЛОСlCостll а II ~ llнцuдентflbt с тоttlCОЙ

Р, то nря.м.ая ар llНЦllдентна с этой mottlCoii.
Если с( 1"..1 Р И ~ 1"..1 Р, то a~ r-...J Р.

Иначе говоря, если плоскости а и ~ проходят через точку Р,

тО прямая их пересечения C(~ проходит через эту точку.

Если точка Р и обе плоскости а и ~ собственные, - это ОДНО

из предложений геометрии Евклида. Если точка РОО бесконечно

удалена (рис. 14), то инuидентности а """ Роо и ~ г'v РОО означают,

что плоскости et И ~ параллельны направлению на точку Роо.
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Рис. 14. Если а"" Роо

И р ~Poo, то (X~ """ Роо.

J3()

Аксиома утверждает,'что прямая, параллельная двум плоскостям,

параллельна прямой их пересечения. Это известная теорема геоме-

трии Евклида.

ЕСJlИ одна из плоскостей а или ~ бесконечно удалена, то либо

условие аксиомы невыполнимо (если Р -- собственная точка), либо

аксиома тривиальна(если точка Р бесконечно

удалена). PtOO
24. А к с и о м а 1,. Три точки, не llнци-

денmные с одной nРЯ'м'ОЙ, определяют одну

и только одну плоскость, llНЦUдентную

с HllMU.
То есть через три точки,. не лежащие на

одной прямой, проходит одна 'и только ОДhа

плоскость. Если все эти точки собственные -
это аксиома евклидовой геометрии. Пусть

одна из трех точек является бесконечно уда

ленной точкой прямой а (обозначим ее Асс),

а две другие - В и С - собственные ТОЧI<И.

Плоскость, инuидентная с В, С и Асс, должна проходить через В и С

параллельно прямой а. Такая плоскость существует и только одна.

Пусть и точка В бесконечно удалена (ВОО). Назовем одну из прямых,

ИНllидентных с ней, через Ь. Плоскость АооВооС должна пройти через

точку С, параллельно двум непараллельным между собой прямым

.а и Ь. Такая плоскость, существует и только одна.

Наконец, если все три' точки бесконечно удалены, - единственная

плоскость, проходящая через них, есть бесконечно удаленная пло

~KOCTЬ пространства.

25. А к с и о м а 18. Три плоскости, 'не инцидентные с одной nря

;мой, определяют одНу II толЬ/со одну точку, uнцuдентную с ними.

То есть, если три ПЛОСКОСlи не пересекаютсяпо одной прямой, то

()ни пересекаются в одной точке.

В геометрии Евклида эта аксиома была бы верна с оговоркой,

'Что не существует прямой, параллельной всем трем плоскостям.

Для проективного пространства оговорка не. нужна: если среди

плоскостей нет параллельных,но все они параллельныодной прямой,

то эти плоскости попарно пересекаются по трем параллельным пря

'мым, которые имеют общую бесконечно-удаленнуюточку; эта точка

инuидентна со всеми тремя плоСкос'!ями. Аналогично обстоит дело,

.если две плоскости параллельны, а третья пересекает их. Если все

три плоскости параллельнЬ1, они имеют общую бесконечно удален

.ную прямую и, стало быть, условие аксиомы не соблюдено. Пусть

теперь одна И3 трех плоскостей бесконечно удалена, а две другие·

'Пересекаются. Тогда бесконечно удаленная точка прямой их пере

,сечения и есть единственная общая точка всех трех плоскостей.

Наконец, если одна плоскость бесконечно удалена, а две другие

параллельны между собой, то условие аксиомы не соблюдено, так

как бесконечно удаленная плоскость проходит через прямую (бес

.конечно удаленную) пересечения двух других плоскостей.

13



26. При н и и п д в о й с т в е н н о с т и. Обратите внимание на то,

что наши аксиомы, начиная с третьей, попарно весьма сходны между

собой. Если в аксиоме 1з заменить слово "плоскость" словом "точка" ~

то получится аксиома li. Если в аксиоме Iб вместо "плоскость"

везде написать "точка", а вместо "точка" - "плоскость", получится

аксиома 16. Такая же перестановка слов превращает аксиому 17 в 18.
Применим эту замену к аксиомам 11 и 12.
Первый пункт аксиомы 11 гласит:

Утверждения А r--..J а и а "'-' А равносильны.

Напишем вместо "точка А" - "плоскость а.".

Получим: Утверждения а rv а и а rv а. равносильны.

Из первого пункта аксиомы получили второй пункт. Третий

пункт таким же образом превращается в самое себя.

Аксиома 12 заменой слова "точка" словом" плоскость" и наоборот

тоже превращается в самое себя. Итак, указанная замена слов пре

вращает первые две аксио.мы в самих себя, а прочие аксиомы друг

в друга: 1з - в li; Ii - в 1з; Iб - в 16; 16 - в 16; 17 - в 18; 18 - в 17·
27. Такая структура аксиом, допускающая замену слов »точка"

и »плоскость" одно другим, называется двойственностью.

ДвойствеННОСТЬ'аксиом должна повлечь за собой двойственность

теорем, которые вытекают из этих аксиом.

В самом деле, всякая теорема, которая будет· доказана на осно

вании аксиом 11' 12' 1з и т. д. до 18' путем перестановки слов "пло

скость" и "точка" переходит в теорему, основанную на аксиомах Il~

12' Ii , ... 17' т. е. на той же системе аксиом в другом порядке.

Таким образом, в проективном пространстве имеет место прин

иип .двоЙственности: каждая теорема проективной .геометрии, путем

замены слов "точка" и "плоскость" одно другим, превращается

в новую, тоже справедливую, теорему. 1 Такой приятной возможности

дублировать все доказанные теоремы нет в еВКЛИД9ВОЙ геометрии.

Замена слов "плоскость" и "точка" одно другим превратило бы

"параллельные плоскости" в "параллельные точки". Но "параллельных

точек" нет. Поэтому указанная замена слов совершенно недопустима.

В проективной геометрии тоже нет параллельных точек, но вней

нет и параллельных плоскостей. Таким образом, замечательный прин

цип двойственности теснейшим образом связан с введением беско

нечно удаленных элементов.

Это обстоятельство я имел в виду, KOГД~ сказал, что выгода от

введения бесконечно удаленных элементов "по меньшей мере вдвое

больше, чем вы предполагаете".

1 Собственно говоря, проведевный выш е анализ аксиом 11 - 18 не дает
еще строгого доказательства принципа двойственности, так как аксиомы

11 - 18 не составляют полной системы аксиом проективной геометрии (они

недостаточны и для обоснования всех предложений этой книги, в дальней

ших главах которой будут введены новые аксиомы). Понятие о полной

системе аксиом, точную формулировку принципа двойственности в проек

тивной геометрии и доказательство его читатель может найти, например,

в книге Н. В. Ефимова DВысшая геометрия", Гостехиздат, 194~, § 61,
142-146. (Примеч. ред.)
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28. Рассмотрим. пример. На основании установленных аксиом

нетрудно доказать такую теорему:

Через прямую и тоц,ку, лежащую вн'е ее, можно провести

одну II только одну плоскость.

1\'1ы сейчас докажем эту теорему, а затем в. доказательстве про

изведем механическую замену слов "точка 11 и "плоскость 11 одно

другим. Все 'доказательство останется безупречно логичным и при

ведет нас к новой теореме.

Прежде всего формулируем теорему, не употребляя выражений

"лежащий вне ... 11 И "можно провести ... 11.

Т е·о р е м а. ЕСЛll тоц,ка II прямая не UНЦllдентны, то суще

ствует одна II только одна плоскость, uнцuдентная с HUMll.
Двойственная т е о р е м а гласит!

ЕСЛll плоскость U прямая не инцидентны, то существует одна

и только одна точка, llнцuдентная с HUMll.
На житейском языке это значит: плоскость и прямая, не лежа

щая на ней, пересекаются в одной и только в одной точке.

29. Чтобы доказать обе теоремы, достаточно доказать одну из

них и затем механически произвести указанную замену 'слов. Полу

чится доказательство двойственной теоремы. Оба доказательства вы

пишем рядом - слева для первой теоремы, справа для вто'рой.

Пусть точка А и, прямая р не

инц~дентн·ы. (рис. 15).

д
е

Рис. 15. Если точ

ка А и прямая Р

не инцидентны, то

существует одна и

только одна пло

скость 8, инцидент-
ная с ними.

Возьмем две точки В и С,

инцидентные с прямой р.!

Пусть плоскость а. и прямая'р

не инuидентны (рис. 16).

Рис. 16. Если
пдоскость а

И прямая р

не инцидент

ны, то суще

ствует одна

и только одна

точка D, ин

цидентная с

ними.

Возьмем две плоскости ~ и у,.

инцидентные с прямой р.!

1 Строго говоря, наши аксиомы не позволяют утверждать, что на
всякой прямой сущес'твуют две точки и что через всякую прямую можно

проuести две плоскости. Наш список аксиом следовало бы дополнить еще

несколькими аксиомами "существования", о которых кое-что будет сказано

дальше.
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Имеем три точки А, В и С

не инцидентные с одной прямой.

Согласно аксиоме 17' суще

'Ствует одна и только одна пло

скость, инuидентная с этими точ

ками.

Обозначим ее через о.

Так как В Г'..J О и С rv О то,

согласно аксиоме 15'

BCrv о.

Две точки В и С, согласно

.аксиоме 1" определяют единствен

ную прямую ВС, инцидентную

ос ними.

А так как прямая р инцидентна

·с В и С, то прямые р и ве

тождественны.

Be~p.

Поэтому р rv о.

Значит, плоскость 8 действи

iельно инцидентна с прямой р и

-с точкой А.

Плоскость 8 является единст

венной плоскостью, удовлетворя

ющей этому условию.

действительно, пусть cyrIte
·ствует вторая плоскость о', инuи

денгная с прямой р и точкой А.

Так как В rv р И Р rv о', то,

·согласно аксиоме 12' В r-....I G'. На

том же основании с Г'..J о'.

. Выходит, что две плоскости

.G и о' инцидентны с тремя точ

'ками А, В и С, не инцидентными

ос одной прямой.

По аксиоме 17 это невозможно.

Имеем три плоскости а, ~ И 'У,

не инцидентные с одной прямой.

Согласно аксиоме 18' сущест

вует одна и только одна точка,

инцидентная с этими ПЛОСКОСТЯМИ.

Обозначим ее через D.
Так как ~ rv D и r rv D то,

согласно аксиоме 16'

Две плоскости ~ и " соглас
но аксиоме 1з, определяю r един ...
ственную прямую ~1', инцидент

ную с ними.

А так как прямая р инцидент-

.на с ~ и " то прямые р и ~'
тождественны.

~r=p·

Поэтому' р rv D.

Значит, точка Dдейсrвительно

инuидентна с прямой р .и с пло

скостью а.

Точка D является единствен-

ной точкой, удовлетворяющей

этому условию.

Действительно, пусть суще

ствует вторая точка D' , инцидент
ная с прямой р и плоскостью а.

Так как ~ rv р И Р rv D', то,

согдасно аксиоме 12' ~ rv D'. На

том же основа~ии r rv D' .
Выходит, что две точки D и D'

инцидентны с ~ремя плоскостями

а, ~ И "'(, не инцидентными с одной

прямой.

По аксиоме 18 это невозможно.

30. Рассмотрим второй пример. Известно, что существует много

f'ранник (например, куб), ограниченныIй 6-ю плоскостями (гранями)

и имеющий 12 ребер и 8 вершин.

Принuип двойственности позволяет утверждать, что существует

:многогранник С 6-ю вершинами, 12 ребрами и 8-ю гранями (рис. 17).
Это октаэдр (восьмигранник). Можно точнее уяснить себе строение

~восьмигранника, применяя принцип двойственности к тому, что извест

но о шестиграннике.
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Рис. 18. 1. Додекаэдр.

В шестиграннике из каждой вершины исходят три ребра, Т. е.

каждая вершина (точка) инuидентна с тремя ребрами (прямыми)'

Значит, в двойственной фигуре (шестивершиннике - он же восьми

гранник) каждая грань (плоскость) ИНIlидентна с тремя ребрами

(прямыми). Проще говоря, грани октаэдра - треугольники.

В шестиграннике каждая грань - четырехугольник, т. е. каждая

грань инцидентна с четырьмя ребрами.

Применяя к этому утверждению принцип двойственности, полу

чим, что в октаэдре -~аждая вершина .инцидентна с четырьмя ре
брами, т. е. из каждой вершины исходят

четыре ребра. ()
31. Еще пример. Известно, что суще-

ствует многогранник, ограниченный 12-ю ...,.----
гранями - пятиугольниками. Это - доде-

каэдр (рис. 18, J). Он имеет 30 ребер

и 20 вершин. ПрИJiцип двойственности Рис. 17. Куб и октаэдр-

позволяет сделать ВЫВОд, что существует взаим~о двойственные МНО-

многограннике 12-ю вершинами, 30-ю ре- гогранники.

брами и 20-ю гранями. Это - икосаэдр

(рис. 18,11). В додекаэдре из каждой вершины исходят три ребра; зна

чит, в икосаэдре в каждой грани лежат три ребра (т. е. грани - тре-

угольники). В додекаэдре на

каждой грани лежат пять

ребер; значит, в икосаэдре
из каждой вершины исходят

5 ребер.

32. Принцип· двойствен

ности в геометрии проектив

ного пространства .назы-

Рис. 18.11. Ико- вают "БОЛЬUIИМ" принципом

саэдр.. двойственности. Это назва-

ние дается для того, чтобы

отличить его от принципа двойственности в геометрии проективной

nлоскостll, который называют "малым". О нем будет идти речь в

следующей главе.

2 О. А. Воаьберr



Рис. lY. Тuчка А проекти

руется на плоскость а.' из

иентра 01. Полученная та

ким образом точка А1 обрат
но проектируется на пло-

скость а ИЗ центра 02'

ГЛАВА ВТОРАЯ,

в КОТОРОЙ РАСКРЫВАЮТСЯ ГЛАВНЫЕ ОСОБЕННОСТИ

ОСЕВЫХ КОЛЛИНЕАЦИЙ

Осевая коллинеация

33. Проектирование точек одной плоскости. на другую плоскость

относит каждой точке оригинала одну и только одну точку в каче

стве ее изображения и каждой точке изображения - одну и т<)лько

одну точку в качес'rве оригинала. Это выражают, говоря, что проек

тирование есть о д н о - о д н о 3 Н а ч н о е т о ч е ч н о е п р е о б раз 0

в а н и е одной плоскости в другую.

34. Спроектировав плоскость (1 на' плоскость а', можно затем

спроектировать плоскость а' на третью плоскость (1" (из другого

или из того же иентра). В частности, мож

но спроектировать а,' снова на перво~а

чальную плоскость а. (рис. 19). Таким

образом, каждая фигура пло~кости а. будет

преобразована в фигуру той же плоскости.

причем каждая точка будет преобразована

в точку, каждая прямая - в прямую, а

инuидентные элементы - в инuидентные

же элементы.

35. Обратим еще внимание на прямую

пересечения плоскостей а и а,'. Ясно, что

при проектировании плоскости а, на а'

каждая точка этой прямой преобразуется

в самое себя. При обратном проектиро

вании а' на (J. каждая точка прямой их

пересечения снова преобразуется в самое

себя. Таким образом при преобразовании плоскости а. в самое себя.

которое получается, если последовательно I:IpoeKl ировать сперва CL

на а,', а затем а.' снова на а, одна пряма'l плоскости а. преобрвзуется

в самое себя, причем каждая точка этой прямой тоже преобразуется

в самое себя, Т. е. остается на своем месте.

"36. Итак, существует такое одно-однозначное преобразование

плоскости в самое себя, при котором:

1) каждая точка преобразуется в точку,

2) каждая прямая - в прямую,

а) сохраняется инuидентность точек с прямыми,
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Рис. 20. Q и Q' - две тени од~ой

и той же плоской фигуры при раз

ных положениях источника света;

р - прямая, по которой плоскость

отбрасывающей тень фигуры пере-

секаетсяс плоскостью стола.

4) все ТОЧI<ИОДНОЙ определенной прямой преобразуются сами

в себя. .
37. Это преобразование плоскости в самое себя можно охарак

теризовать еще иначе.

ТОЧI<И, расположенные на одной прямой, называют КОЛ411неЙНЫМZl

(Т. е. "сопринадлежащими линии", подразумевается - прямой линии).

Преобразование, о 1<0TOpOM идет речь, есть одно-однозначное точеч

ное nреобразоваНZlе nлоскостu в самое себя, сохраняющее кол

линейность mo~teK и nреобразующее все тОЧICZl одной прямой

в самих себя. Этими словами

дано KpaTl<oe, но полное описа

ние полученного преобразования.

38. Существует очень простой

способ осуществить такое пре

образование (рис. 20).
Тень, которую 01"брасывает

плоская фигура на поверхность

ст@ла, есть проекция этой фигуры

на стол. Если переД8ИНУТЬ источ

ник света (цеАТр проекции), тень

(проекция) изменит свое поло}ке

ние и свою форму; мы скажем,

что она преобразовалась в но

вую тень. При этом lе точки тени,

которые лежали на одной пря

мой, окажутся преобразованными

в точки новой тени, опять-таки

лежащие на одной прямой (коллинейность сохраняется !); а те точки

тени, которые находились на пересечении плоскости фигуры с пло

СКОСТЬЮ доски стола, останутся на своих местах, т. е. будут пре

образованы сами в себя.

39. Прямая, все точки которой преобразуются сами в себя,

называется о сью преобразования, а самое преобразование, существо

вание которого только что доказано, - осевой коллинеацией: осевой~

чтобы подчеркнуть наличие оси; коллинеацией, так как оно сохра

няет коллинейность точек.

Вообще коллuнеациямu называют одно-однозначные точечные

nреобразованuя~ сохраняющие КОЛЛZl,чейность точек, т. е. nреобра

ЗУЮ1Цllе точку в точку, прямую в nрЯМ)JЮ u ZlНЦZlдентные эле

менты в ZlНЦllдентные же элементы. Одним из таких преобразо

ваний является хорошо всем известное д в и ж е н и е.

Если фигура Q передвинута на другое место, то, назвав ее

в новом положении фигурой Q', можно сказать, что движение пре

образовало фигуру Q в фигуру Q'. При этом каждая точка фигуры 9
преобразована в точку фигуры Q', каждая прямая - в прямую,

инuидентные элементы - в инцидентные же, так что движение

представляет собой коллинеацию. Но, разумеется, движение - это

спеuиальный вид коллинеаций: cylLe':TByeT много коллинеаций,
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весьма отличных от движения, в частности такова осевая кол

линеация.

40. Если бы мы захотели сейчас охарактеризовать движение как

особый вид коллинеаций, то натолкнулись бы на значительные труд

ности. Можно, конечно, определить движение как такую коллине'l

цию, которая сохраняет равенство фигур. Но о равенстве фигур мы

судим по тому, что они могут быть совмещены наложением, т. е.

преобразованы одна в другую посредством движения. Таким образом,

д в и ж е н и е было бы определено [ем, что оно преобразует друг

в друга р а в н ы е фигуры, а р а в н ы м и назывались бы фигуры,

ко горые преобразуются друг в друга д в и ж е н и е м.

Проективной геометрии удалось разорвать этот ложный круг и

дать такое определение движения, которое не опирается на ПОНЯlие

"равенство". Тем самым метрическая (т. е. измерительная) геомеl'рИЯ

получает совершенно новое освещение. Это одно из самых интерес

ных и важных достижений проективной геометрии.

Первое звено проективного определения движения в наших руках:

движени·е есть коллинеаuия, которая... Дальнейшие звенья будут по
степенно присоединяться по 'мере углубления нашего знакомства

с новой геометрией.

Ось и центр

41. Приступаем к изучению определенных выше преобразований
осевых коллинеациЙ. Условимся в обозначениях.

Если какое-либо преобразование относит точке А точку А', т. е.

, '. (А) (А, В, С )
преобразует А в А, мы будем", писать А'· Запись А', В', С' .

означает, что точка А преобразуется в А', В в В', С в С'. Словом,

под каждой точкой записывается та точка, в которую она преобра

зуется. Точно так же· можно, конечно, отметить, в. какую прямую

преобразуется данная прямая.

Если точка А преобразуется в А', мы будем называть точки А

и А' соответственными в рассматриваемом преобразовании. При э I"OM

преобразуемую точку А иногда будем именовать nрообразо-м', а

СОО'Г'ветствующую ей точку А' - образо-м'. Точно так же назовем

прямые а и а' соответственными, если а преобразуется в а':

а - прообраз, а' - образ.

Прямые мы будем обозначать либо двумя прописными буквами,

указывающими две точки ее', либо одной строчной буквой.
Точно так же точка будет обозначаться либо одной прописной

буквой, либо двумя строчными, указываЮIЦИМИ две прямые, прохо

дящие через нее. Так, АВ есть прямая, проходящая через I очки

А и В; аЬ - точка пересечения прямых а и Ь. .
Наряду с этим иногда будут применяться и более сложные обо

значения. Именно, точку пересечения двух прямых АВ и (,'D будем

обозначать так: AB.CD; точно так же a.1,·cd ОЗНdчае прямую,

соединяющую точки аЬ и cd. Легко ПОНЯJ'Ь и I'а,~ие за1JИСИ: N·ab
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или n· АВ. Первая, означает прямую, соединяющую точку N с точ

кой аЬ, вторая - точку пересечения прямых n и АВ.

Наконец, для указания на тождественность двух вещей мы 'будем

упогреблять знак ~. Запись R = аЬ означает, что точка R тожде

ственна с точкой аЬ; r - АВ значит прямая r тождественна с пря

мой АВ.

42. Пусть Р - ось какой-то коллинеации, преобразующей точку А.

в А' (рис. 21). В какую прямую преобразует эта ~оллинеация пря··

мую АА'?

Обозначим через Х точку пересечения прямой, АА' с ,осью р.

Рассматриваемая коллинеация преобразует точку' Х в самое себя, а

точку А'В А'

(Х, А\

Х A,j,
" I

стало быть, прямая ХА преобразуется в ХА'. Но ХА и ХА' - это

одна прямая АА'. Таким образом, прямая АА' пре,образуется 8 самое

себя.

43. Точки, которые преобразуются сами в себя, называются двой

ными точками преобразования. Точно так же прямые, которые пре

образуются сами в себя, - двойные прямые пре

образования. Ось является двойной прямой кол

линеации. Прямая АА' тоже двойная прямая кол

линеации. Но между ними есть существенная раз

ница: в то время как все точки оси являются

двойными, точки прямой АА' не двойные, во вся

ком случае не все ее точки двойные: точка А,

например, не является двойной. Чтобы различить

эти два типа двойных прямых, мы будем называть Рис. 21. AA'-двоЙ··
собственно-двойными такие прямые, н е в с е точки ная прямая.

когорых являются двойными. Если же в с е точки

прямой двойные, то прямую будем называть Н,еизмеН1iОй. Ось кол

линеации - неизменная прямая; АА' - собственно-двойная прямая.

Мы можем теперь выразить установленное только что свойство

осевой коллинеации так:

Пряма·я, соединяюu,ая соответственяые тo~"и осевой КОЛЛllнеа-
циZl, явЛ1lется собственно-двойной прямой. ·

44. Пусть а и Ь две д в о й н ы е прямые коллинеации. Вопрос:

в какую точку преобразуется точка пересечения прямых а и Ь, т. е.

точка аЬ (рис. 22, I)?
Так как точка аЬ лежит на двойной прямой а, она может быть

пре05разована только в одну из точек этой прямой (инцидентность

сохраняется!). Точно так же ясно, что она преобразуется в одну из

точек прямой Ь. Но существует только одна точка, которая одно

временно лежит и на а и на Ь:это точка их пересечения ---; аЬ.
Значит, точ~а пересечения двух двойных прямых преобразуется в са

мое себя; иначе говоря, тоц,ка пересечения двойных прямых яв"

ляется двойной тоЧ,кой.
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ь.

Точно так же легко понять, что прямая, проходящая через две

двойные точки, является двойной прямой, т. е. точка, инцидентная

с двумя двойными nрЯМЫМll, является двойной; прямая, иJlЦllдент

ная с двумя двОЙНЫМll точ,1СаМl~, является двойной.

45. Между двойными точками, лежащими на оси, и двойными

точками, лежащими вне оси, имеется существенная разница. Именно:

всякая прямая, проходящая

через двойную точку, не ле

жащую на оси, является

двойной riрямой, так как на
_~+- (O~b} ней лежит еще и вторая

двойная точка: точка ее пере

сечения с осью (рис. 22, /1).
Рис. 22. 1. Если а и Ь - двойные прямые, Е
то аЬ - двойная точка. 11. Если А - двой- сли все прямые, прохо-

ная точка, то АХ - двойная прямая. дящие через некоторую точ-

ку, оказываются двойными,

то такую точку мы будем называть неизменной. Всякая двойная

точка, лежащая вне оси, является неизменной (почему ?).
Двойные, но не неизменные точки мы будем в дальнейшем назы

вать собственно-двОЙНЫМll. Все собственно-двойные точки лежат на

неизменной прямой, т. е. на оси коллинеации (почему?).

46. Сколько же может быть неизменных точек в коллинеации?

Не более одной.

В самом деле, допустим, что существуют две неизменные точки Х

и У (рис. 23). Тогда всякая прямая, проходящая через точку Х или

через точку У, является двойной. Но в та

ком случае любая точка плоскости является

двойной, так как через нее можно провести

две двойные прямые: прямую, соединяющую

ее с точкой Х, и прямую, соединяющую ее

с точкой У. Значит, коллинеация с двумя

неизменными точками преобразуег каждую Рис~ 23. Коллинеация с
точку плоскости в самое себя, т. е. оста- двумя неизменными точ

вляет ее на месте. Такую коллинеацию назы- ками есть тождеСТl~енное

вают тождественно~t. Она, разумеется, не преобразование.

представляет с050Й никакого интереса. По-

этому, всегда, если не оговорено противное, мы будем полагать,

чго речь идет не о тождественной коллинеации.

47. Из доказанного можно сделать следующий очень важный

вывод:

Все собственно-двойные прямые осевой 1СОЛЛllнеаЦllli nepecelCa
ются 8 одной mOI.tKe.

В самом деле, допустим, что три двойные прямые а, Ь и с пере

секаются в точках аЬ, Ьс и ас, и эти три точки не лежат на одной

прямой (рис. 24). В таком случае одна из них является неизменной,

а две другие лежат на оси (почему ?). Но если это так, то одна из

наших двойных прямых совпадает с осью, т. е. не является собствен

но-двойной.
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Предложим читателю опытным путем убедиться в том, что все

прямые, соединяющие соответственные точки двух теней, изображен

ных на рис. 20, действительно пересекаются в одной точке.

48. Точку пересечения всех двойных прямых коллинеаuии назы

вают ее центром. Легко показать, что центр осевой коллинеаuии

является н е и з м е н н о й точкой ее, т. е, что всякая прямая, прохо

ДЯIцая через иентр, является двойной.

Действительно, пусть а -- любая из прямых, проходящих через

иентр осевой коллинеаuии- ~очку Р (рис. 25). Выберем на а про

извольную точку А. Наша коллинеаuия преобразует ее в какую-то

точку А', причем прямая АА' ЯВ.lIяется двойной прямой этой колли

неации (почему?) И,· стало быть, проходит че.рез иентр Р. Значит,

.' аЬ.

Рис. 24..Если двойная точка

ас не лежит вне оси, то

двойные точки аЬ и Ьс дол

жны лежать на оси. Тогда

прямая Ь является осью.

Рис. 25. Всякая пря

мая, проходящая ч~

рез иентр осевой кол-

линеаuии, являетсн

двойной.

прямая АЛ' совпадает с прямой РА, т. е. с прямой а. Таким обра

зом, пряма/I а является двойной прямой рассматриваемой коллинеаuии.

49. Наше исследование свойств осевых коллинеаций можно резю

мировать так:

Во всякой КОЛЛlшеаЦUll, llмеющей неllзменную прямую (о с ь),

существует одна u только одна неllзмеНflая точка (и е н т р), в ко

InОрОЙ пересекаются все собст-венно-двойные прямые.

Гlредложим читателю доказать обратную теорему:

Во всякой коллинеации, llмеющей неизменную точку (и е н т р),

существует одна II только одна неизменная прямая (о с ь), на ко

торой лежат все собственно-двойные тоц,lCll. 1

доказательство проведите так. Сперва ответьте на вопрос, в ка

кую ТОЧКУ преобразует I<:оллинеация, имеющая центр (короче - u е н

т р а л ь н а я коллинеация), точку пересечения соответственных пря

мых.

Ответ: В самое себя. Затем, для рассматриваемой коллинеации

остается в силе все сказанное в п. 44, т. е. прямая, инцидентная

1 Предполагается, конечно, что коллинеаuия не является тождественной,

т. е. не является преобразованием, оставляющим все точки на своих .местах.
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с двумя двойными точками uентральной коллинеаuии, является двой

ной прямой ее. Равным образом, точка пересечения двух двойных

прямых uентральной коллинеаuии являетси двойной точкой ее. Далее

покажите, что всякая двойная примая нентральной коллинеации, не

проходящая через иентр, является н е и з м е н н о й. Потом установите,

что всякая центральная КОJ}линеация с двумя неизменными прямыми

представляет собой тождественную коллинеаuию, так что в нетож

дественной центральной коллинеации может быть не более одной

неизменной прямой. После этого вы докажете, что все собственно

двойные .точки uентральной коллинеации лежат на одной прямой, и

наконец, что все точки этой прямой являются двойными.

50. Чтобы облегчить вам работу, открою простой секрет: если

во всем, что сказано выше в пп. 42-48, заменить слова "точка"

и "прямая" одно другим (т. е. вместо "точка" везде написать

"прямая",. а вместо "прямая" - "точ.ка и), ТО все рассуждения оста

нутся в силе и приведут к тому, что требуется доказать.

Для примера подвергнем такой "переработке" п. 42. Результат

выпишем в два столбuа: слева старый текст (дословное повторение),

справа новый.

Предварительно напомним, что u е н т р а л ь н О й мы назвали та

кую коллинеаuию, которая преобразует в самих себя (т. е. оставляет

на своих местах) все прям-ые, проходящие через одну точку (Ilентр).

Левый столбеu относится к осевой коллинеаuии, правый - к цен

тральной.

Пусть р о с ь какой-то кол

линеаuии, преобразующей точку А

в точку А'. В какую пр я м у ю

преобразует эта коллинеаuия пря

мую АА'?

Обозначим через Х т о ч к у

пер е с е ч е н и'я п р я м о й АА'

с осью р (рис. 26, 1).
Рассматриваемая коллинеаuия

преобраэует т о ч к у Х в самое

себя (почему?), а точку А в· А':

(Х, А)
Х, А' ·

Стало быть, прямая ХА

преобразуется в пр я м у ю ХА'.

Но ХА и ХА' - это одна п р я

м а я АА'.

Таким образом, п р я м а я АА'

преобразуется в самое себя.

Пусть Р.ц е н т р какой-то кол

линеации, пре0бразующей пря

мую а в прямую а'. В какую

т О ч к у прео5разует эта колли

неация точку аа'?

Обозначим через х п р я м у ю,

с о е д и н я ю щ у ю точку аа'

с центром Р (рис. 26,1/).
Рассматриваемая коллинеация

пре05разует n р я м у ю х в самое

себя (почему ?), а прямую а в а':

(Х, а,).
х, а

Стало быть, точка ха преобра

зуется в т о ч к у ха'. Но ха и

ха' - это одна т о ч к а аа'.

Таким образом, т о ч к а аа'

преобразуется в самое себя.

Оба столбuа почти досл'овно совпадают: ТОЛЬКО то, ЧТО слева

говорится о т о ч к а х, справа повторяется о п р я м bl Х, И наоборот
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Рассуждения правого столбца, хотя и получены путем механи

ческой перелелки левого, вполне логичны; стало быть, теорема, ко

торую они доказывают, верна.

"Переработав" таким же образом все, что говорилось до сих

пор об осевых коллинеациях, мы получим ряд новых теорем о цен

тральных ко.ллинеаllИЯХ. При этом ни одна .фраза не потеряет смысла,

ни одна истина не станет ложью, логическая нить нигде не разо

рвется. Вообще из каждой теоремы проективной геометрии, если в

ней идет речь о точках и прямых одной плоскости, можно, путем

_____...- (l~ogb}

а

If

Рис. 26. Каждой точке одной фигуры соответствует

прямая на другой фигуре, а каждой прямой - точка; при

этом инцидентным элементам одной фигуры COOTBeT~

ствуют инцидентные элементы другой.

простой подстановки слов "точка, прямая'( взамен слов "прямая,

точка ((, получить новую теорему. Это правило дублирования (удвое

ния) теорем называют малым принципом двойственности (напомним

читателю пункт 32).
Применяя, например, указанную перестановку слов к теореме

п. 49, которая подытожила наши исследования об осевых колли

неациях, получим теорему о центральных ком5инаЦИЯХ,доказательство

которой мы возложим на читателя. Принцип двойственности утверж

дает, что полученная таким путем новая теорема верна.

Почему теоремы проективной геометрии на плоскости допускают

дублированце- путем механической перестановки слов точка - пря

мая, прямая - точка? Этот в ·высшеЙ степени интересный и важный

вопрос заслуживает особого параграфа.

Малый принцип двойственности

5 t. Поставленный вопрос не является для нас совершенно новым.

Мы уже познакомились с "большим" принципом двойственности,

имеющим место в геометрии проективного пространства. В про

странстве точки·двойственны плоскостям, плоскости - точкам, пря

мые - прямым.

В геометрии проективной плоскости приходится иметь дело

только с точками и прямыми. Свойства их взаимных отношений,

изучаемых проективной геометрией, мы и должны проанализировать.
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52. Вдумаемся в то, как доказываются теоремы проективной

геометрии, например, теорема п. 44. "Обозначим через Х точку,

пересечения прямой АА' с осью р". Эт'а короткая фраза предпо

лагает, 1) что через две точки А и А' можно провести одну и

только одну прямую АА' и 2) что две прямые АА' и Р непременно

пересекаются в одной и только в одной точке. Если бы, например,

точки А и А'. и прямая р не лежали в одной плоскости, то нельзя

было бы так просто заявить: "обозначим точку пересечения пря

мых АА' и Р через Х", так как прямые разных плоскостей могут

не пересечься. Мы вправе без дальнейших разговоров "обозначить

точку пересечения прямой АА' и Р через Х", потому что речь идет

о точках и прямых одной плоскости, которые обладают такими

свойствами: 1) через любые две точки можно провести одну и только

одну прямую и 2) две прямые пересекаются в одной и только

в одной точке.

Заменив в разобранной фразе слова "точка" и "прямая" одн() дру

гим, получим такую фразу: "Обозначим прямую, соединяющую

точку аа' с точкой Р, через х". Эта фраза имеет смысл потому,

что 1) прямые а· и а' пересекаются в одной и только в одной точке

аа' и 2) через точки аа' J:f Р можно провести одну и только одну

прямую. Если бы речь шла не о прямых, а, например, 05 окруж

ностях а и а', то нельзя было бы говорить о "точке аа'", так как

две окружности могут вовсе не иметь общих точек и MOГY~ иметь

две общие точки.

53. Мы уже близки к разгадке принципа двойственности. Суть

дела в том, что основные свойства точек и прямых одной плоскости

совершенно аналогичны. Сходство между ними выступает вполне

отчетливо, если выразить их так:

1) Существует одна и только одна прямая, инцидентная с двумя

точками (т. е. проходящая через две точки).

2) Существует одна и только одна точка, инцидентная с двумя

прямыми (Т. е. лежащая на двух прямых).

54. Теперь, когда стилистические различия уничтожены, ясно,

что замена слов "точка", "прямая" словами "прямая", "точка" пре

образует первое свойство во второе, а второе в первое. Поэтому,

~сли мы сделаем какой-нибудь вывод из первого свойства, то ука

занная замена слов пре05разует его 8' 'вывоД, который может быть

получен совершенно аналогичным образом из второго свойства.

Наоборот, утверждение, основанное на втором свойств~, преобра

зуется в утверждение, основанное на первом свойстве. Всякое же

рассуждение, которое исходит из наличия обоих этих свойств

первого и второго, - преобразуется в рассуждение, опирающееся

на эти же два свойства - второе и первое.

KOHe~HO, сказанное сейчас нельзя рассматривать как исчерпы

вающее доказательство малого принuипа двойственности, потому ЧТО r

кроме двух рассмотренных утверждений, для обоснования проектив

ной геометрии на плоскости приходится привлекать еще и другие

аксиомы.
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55. Малый принuип двойственности можно вывести как след

ствие большого. Основную иде.ю этого вывода мы сейчас поясним.

Рассмотрим в пространстве К,акую-нибудь плоскую фигуру А,

Т. е. некоторое собрание точек и прямых' принадлежащих одной

плоскости. Возьмем вне' этой плоскости точку О и проведем

1) через точку О и каждую точку фигуры А прямую, 2) через

точку О и каждую прямую фигуры А плоскость.

Так получится пространственная фигура В, составленная из пря

мых и плоскостей, проходящих через точку о. Каждый элемент

фигуры В мы будем называть 'соответствующим тому элементу

фигуры А, через который он проходит. Очевидно, элементы фигуры А

находятся в таких же отношениях инuидентности, как соответствую

щие им элементы фигуры В.

На основании большого принципа двойственности мы можем

утверждать, что существует фигура А*, двойственная в простран

стве фигуре В. Прямым фигуры В в фигуре А* соответствуют пря

мые же, плоскостям - точки. Так как все элементы фигуры В про

ходят через одну точку, то все элементы фигуры А* лежат в одной

плоскости; отношения инцидентности соответствующих элементов

фигур В и А* одинаковы.

усл~вимся считать элементы фигур А и А* соответствующими,

если они соответствуют одному элементу фигуры В. В таком слу

чае точки фигуры А* соответствуют прямым фигуры А, прямые

фигуры А* соответствуют точкам фигуры А и соответствующие

элементы этих фигур находятся в одинаковых отношениях инuи

дентности.

Итак, существует фигура А*, которая является двойственной

данной фигуре А в смысле малого принuипа двойственности. А этим,

собственно говоря, и устанавливается малый принuип двойствен

ности.

В самом деле, пусть доказана некоторая теорема,условие и заклю

чение которой трактуют об инцидентности точек и прямых проек

тивной плоскости. Будет ли верна двойственная 'reopeMa? Предпо

ложим, что двойственная теорема неверна. Это значит, что суще

ствует плоская фигура А такая, что отношения инuидентности ее

точек J:f прямых удовлетворяют УСJ!,овuю двойственной теоремы, но

не удовлетворяют заlCлюц,еНllЮ.

Но в таком случае ОТНОI.lIения инцидентности точек и прямых

фигуры А*, двойственной фигуре А, будут удовлетворять условию

первоначальной теоремы и не будут удовлетворять ее заключению.

Таким образом, и первоначальная теорема неверна, что противо

речит нашему предположению.

56. И большой и малый принцип двойственности установлены

нами при помощи анализа аксиом инцидентности. В свое время

было указано, что наш список аксиом не полон. Таким образом,

проведенные рассуждения нельзя рассматривать как строгое дока

зательство принципадвойственностцв проективной геометрии. Попытка

достигнуть исчерпывающей точности в данном вопросе привела бы
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нас к нео~ходимости аксиоматического обоснования всей проектив

ной геометрии, а к э гой цели мы здесь не стремимся.

Однако заметим, что в дальнейruем при доказательстве новых

'теорем мы до поры до времени будем опираться только на следую

щие четыре предпосылки:

1. Существует одна и только одна прямая, инцидентная с двумя

точками.

2. Существует одна и только одна точка, инцидентная с двумя

прямыми.

3. Существует осевая коллинеация с произвольно назначенными

осью, центром ~ парой соответствующих точек, инцидентных вместе

с цeHTpo~ одной прямой.

4. Существует uентральная коллинеация с произвольно назначен

ными центром, осью и парой соотвеТСТВУЮlЦИХ прямых, инцидент

ных вместе с осью одной точке (предложения 3 и 4 доказываются

далее в пунктах 6!-71); так как первая и втор-ая пара этих пред

посылок состоит из взаимно-двойственных утверждений,то и выводы

из этих предпосылок будут попарно двойственны. .
Таким образо'м, хотя принцип двойственности и не обоснован

нами в полной мере, но пока в наше исследование не войдут новые

предпосылки, мы имеем обоснованное право дублировать все дока-

зываемые теоремы. 1 .

Осевая и центральная коллинеация

57. В пункте 49 формулированы две важные теоремы, резюми

рующие наше исследование об осевых коллинеациях. Первую тео

рему можно коротко выразить так:

Всякая осевая 1Соллuнеацuя является в то же время II цент

ральной.

Вторая (двойственная ей) теорема гласит:

Всякая Центральная 1СОЛЛllнеацuя является в nхо же время

и осевой.

58. Таким образом, рассматриваемое преобразование следует

назвать Центрально-осевой коллuнеацuей. НО это -слишком длинный

титул. Поэтому мы заменим его менее выразительным, но более

кратким, и в дальнейшем центральную (она, же осевая) коллинеацию

будем большей частью именовать гомологuей (реже - nерсnе/стuв

ным nреобразованuем).

59. Подытожим все известное нам о гомологиях.

Во всякой гомологии существует одна и только одна неизмен

ная точка (центр), в которой пересекаются все собственно двойные

1 Впрочем, нам придется еще предполагать, что плоскость достаточно

богата точками и прямыми. Это несколько туманное замечание разъяснится

впоследствии. Но как бы оно ни было истолковано, - предположение о том,

что точки и прямые не принадлежат к числу "дефИЦИТНЫХ" объектов, не
может отразиться на применении принципа двойственности, так как эта

новая предпосылка в одинаковой степени относится к точкам и прямым.
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Х IJ

(ось)

прямые, и одна и только одна неизменная прямая (ось), на кото

рой лежат все собс гвенно двойные точки. Прямая, соеДИНЯЮtцая

пару соответственных (гомологичных) точек, является собственно

двойной прямой (стало быть, проходит через иенгр). Точка пересе

чения соответственных (гомологичных) прямых является собс'] венно

двойной точкой (стало быть, лежит на

оси)..
Этих сведений достаточно, чтобы вы

полнить гомологичные преобразования.

60. Пусть, например, некоторая гомо
логия, осью которой является прнмая р,

иентром - точка Р, преобразует точку А

в А' (рис. 27). Требуется построить точ

ку В', гомологичную произвольнойточ

кеВ. Проведем прямую РВ. Она является
Рис. 27. Точка, гомологич-

двойной прямой рассматриваемой гомо- ная точке, В, лежит: 1) на

логии (почему?). Значит, точка, гомо- РВ и 2) на А'Х, т. е. на их

логичная В, лежит на РВ. Далее прове- пересечении.

дем прямую АВ. Очевидно, точка, гомо-

логичная В, лежит на прямой, гомологичной АВ. Пусть прямая АВ

пересекает ось в точке Х.

Рассматриваемая гомология преобразуеr

(
х,А \
Х,А') ,

т. е. прямую ХА в прямую ХА'. Стало быть, точка В', гомологич

ная В, лежит на ХА' и на РВ, Т. е. на их пересечении.

61. Указанное построение невыполнимо в одном случае.. именно 
если точка В лежит на прямой АА' (как на рис. 28). ЭТ9 затруд

нение легко обойти. Возьмем произвольную точку С, лежащую вне

прямой АА' и построим гомологичную ей точку С' (рис. 28, [).
Затем, пользуясь тем,

что точка С преобра

зуется в С', найдем точ

ку, гомологичную В,

COBeplIJeHHO так, как

раньше (рис. 28, [l).
~.....".-----+---p

Предложим читателю

выполнить построение.

62. Легко также

построить прямую k',
Рис. 28. для построения точки, гомологичной гомологичную данной

точке B~ предварительно построена вспомогатель- прямой k. Для этого

ная пара гомологичных точек С, С'. достаточно выбрать на

k две произвольные

точки А и В и построить гомологичные им точки А' и В' (рис. 29).
Построение упростится, если за одну из вспомогательных точек на

прямой k взять ТОЧ~У ее пересечения с осью гомологии.
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63. Предложим читателю выполнить и

это построение, а также произвести следую

щие гомологичные преобразования:

1) Гомология с осью р и центром Р пре-

Х р образует прямую а в а:. Найдите точку)

гомологичную произвольной точке А, и пря

мую, гомологичную произвольной прямой Ь.

д~, 2) Гомология с осью р и центром, ле-

жащим на оси, преобразует А в А'. По-

Рис. 29. Прямая k' гомо- строить: 1) точку В', гомологичную точке В)
логичная прямой k. если В лежит вне прямой АА'; 2) точку с')

гомологичную точке С, если С лежит на

АА'; 3) прямую, гомологи~ную прямой k.

Теорема о свободе выбора элементов, опредеJIЯЮЩИХ гомологию

64. 1-1з предыдущего видно, что гомология вполне определена,

если задана ее ось, центр и пара гомол<?гичных точек. Естественно

являются вопросы:

1) Можно ли л ю б У ю прямую плоскости выбрать в качестве

оси гомологии?

2) Выбрав ось, можно ли еще л ю б у ю точку назначить центром

го\IОЛОГИИ?
3) Выбрав ось и центр, можно ли еще л ю б ы е две точки, лежа

щие на прямой, которая проходит через центр, считать гомологич

ными?

Чтобы ответить на эти вопросы, вернемся к тем пространствен~

ным соображениям, с которых мы начали эту книжку.

65. Будем снова рассматривать гомологичное преобразование

плоскости а в самое себя как результат проектирования плоскости CL

на другую плоскость а' и последующего проектирования а' снова

на а. Осью гомологии, которая устанавливается таким образом в

плоскости (1, является прямая пересечения ПЛОСJ:(остей а. и а.'. Так как

плоскость а' можно провести через л ю б У ю прямую плоскости а.,

то на первый вопрос получается утвердительный ответ.

66. Чтобы ответить на второй вопрос, нужно выяснить, что пред

ставляет собой центр гомологии с пространственной точки зрения.

Если мы спроектируем плоскость а на (1' из центра 01' а затем

обратно спроектируем (1' на а из другого центра 02 (рис. 30), то, оче

видно, точка Р, в которой прямая 0102 пересекает плоскость а, в

результате такого двойного проектирования, преобразуется сама

в себя. Мало того, всякая прямая а плоскости а, проходящая через Р,

преобразуется сама в себя, так как проеКТИРУЮIцая ПЛОСКОСТЬ 01а

первого преобразования совпадает с проектирующей плоскостью 02а

второго преобразования. Таким образом, точка Р является центром

гомологии, полученной в плоскости а в результате двойного проек

тирования.
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Итак, иентр гом:олог.ии лежит на прямой, соединяющей оба иентра

прое'кuиЙ.

А так как иентры проекuий выбираются произвольно, то и на

второй наш вопрос получаем утвердительный ответ.

67. Допустим наконеи, что, выбрав плоскость проекции а' и пря

мую, соединяющую центры проекuий РО, мы хотим спроектировать

плоскость а на а' и затем обратно а' на а так, чтобы точка А

в конечном счете была преобразована в точку А', произвольно взя

тую на РА (рис. 30). Для этого достаточно поступить так. Первый

центр проекuии выбираем произвольно на

РО и проектируем из него точку А на

плоскость а'. Получим точку А1 •

Второй иентр проекции выберем так,

чтобы точка А1 проектировалась из него

в точку А'_ Это всегда возможно, если

точка А' лежит на прямой РА. Значит,

и на третий вопрос приходится ответить ("J

утвердительно.

68. Итак, можно произвольно выбрать
Рис. 30. Центр гомологии Р

ось гомологии; выбрав ось, можно еще лежит на прямой, соединяю-
произвольно выбрать иентр; выбрав ось щей оба центра проекции

и иентр, можно еще на любой прямой, 01 и 02-
проходящей через' иентр, произвольно

выбрать пару гомологичных точек (лишь бы ни одна из них не со

впа.лала с llентром и не лежала на оси). На этом свобода выбора

элементов, определяющих ГОМОЛОГИЮ,заканчивается: ось, центр и

пара гомологичных точек вполне определяют гомологичное пре

образование, т. е. по этим данным можно построить точку, гомоло

гичную любой точке, и прямую, гомологичную любой прямой

плоскости.

69. Теорема, двойственная доказанной теореме о свободе выбора

элементов, опредеЛЯЮIДИХ гомологию, гласит:

Можно произвольно выбрать центр ГОМОЛОГИИi выбрав центр,

можно еще произвольно выбрать ось; выбрав центр и ось, можно

еще любые две прямые, пересекающиеся на оси, считать гомологич

ными (лишь бы ни одна из этих прямых не совпадала с осью и не

проходила через иентр).

Читатель, не применяя принuипа двойственности, без

труда убедится в том, что эта теорема является простым следствием

только что доказанной теоремы.

70. Итак, если даны' центр и ось гомологии, то вместо пары

гомологичных точек, можно задать пару гомологичных прямых. Можно,

конечно, определить гомологию другими элементами. Вместо оси,

если известен центр и пара гомологичных прямых, можно задать пару

гомологичных точек (не лежащих на заданных гомологичных прямых).

Вместо центра, если известна ось и пара гомологичных точек, можно

задать пару гомологичных прямых (не проходящих через заданные

гомологичные точки), и т. д. Предлагаем читателю п'оупражняться
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в выполнении гомологичных преобразований, определенных теми или

иными элементами.

71. Так как выбор центра, после того как ось уже выбрана, еще

совершенно произволен, можно назначить центром какуto-либо точку,

лежащую на оси. Такие гомологии, у ко горых ось и центр инии

дентны, мы будем называть nараболu'tеСКllМU, а гомологии,

у/ которых центр и ось не инцидентны - Zllnерболu'tеСКllМU.

Теорема Дезарга

72. Коль скоро заданы ось гомологии, центр и пара гомологич- '
ных точек, гомологии, как мы видели, вполне определена, т. е. по

этим данным легко построить точку, в которую данная гомология

преобразует любую заранее назначенную точку плоскости. Если по

строена еще и в т о р а я пара гомологичных точек, то точка, гомо

логичная т р е т ь е й точке, может быть найдена двумя способами:

1) с ПОМОIЦЬЮ оси, центра и пер в о й пары гомологичных точек и

2) с помощью оси, центра и в т о рой пары гомологичных точек.

Но так как точка, гомологичная данной, может быть толы<о одна,

то оба построения должны привести к одной и той же точке. Стало

быть, искомая точка' будет определена пересечением трех прямых.

Читатель должен выполнить оба построения и на опыте убедиться

в справедливости сказанного.

73. Совокупность точек и прямых, возникаю.щих в проuессе

такого построения, в котором точка с и з б ы т к о м определена как

точка пересечения нескольких (бол-ее двух) прямых, или прямая с

избытком определена как прямая, проходящая через несколько (более

чем через дне) точек, - называется к о н Ф и г у р а ц и е й. (Заметим,

что это определение конфигурации не совпадает с общепринятым.)

Построение третьей пары гомологичных точек, как выше описано,

приводит к интересной конфигураuии о 10 точках и 10 прямых, рас

положенных таким образом, что на каждой прямой находятся три

точки и через каждую точку проходят три прямые. 1

74. Построение четвертой пары гомологичных точек мож~т быть

выполнено тремя способами, так что искомая точка будет определена

пересечением 4 прямых. Предложим читателю выполнить построение

и рассмотреть полученную конфигурацию. При еще большем числе

точек получатся еще более сложные конфигураuии. Однако, все

они родственны простейшей из них - вышеупомянутой конфигурации

о 10 точках и 10 прямых. Рассмотрим поэтому последнюю конфи

гурацию подробнее.

75. Обратим внимание на два гомологичных треугольника этой

конфигурации: Аве и А'В'С' (рис. 31). Можно доказать, что любые

два треугольника Аве и А'В'С', вершины которых лежат на трех

1 Разумеется, речь идет только о точках и прямых., участвующих в

построении.
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Рис. 31. Конфигурация 10 то

чек - Р; А, В, С: А', В', С'; Х,

У, Z-10 прямых-ХУZ; АВ,

ВС, АС; А/В', В'С', А'С'; АА',

ЕВ', се'.

прямых АА', ВВ' .и СС', пересекающихся в одной точке Р, гомо

логичны, Т. е., что существует гомология, преобразующая

( А, В, С )
А', В', С' ·

Действительно, если такая гомология существует, Tq Р ее иентр,

а точка пересечения прям ЫХ АВ и А' В' (назовем ее через Х) лежит

на оси; равным образом, и точка пересечения АС и А'С' (назовем

ее через У) тоже лежит на оси. Зададим теперь. гомол.огию с центром Р

и осью ХУ, преобразующую А в А'. Очевидно, АА' ВВ' и СС'

двойные прямые этой гомологии.

Таким обраЗОМ,рассматриваемая го

мология преоqразует

УА в УА' и СС' в СС',

,стало быть, С в С'.

С другой стороны, она преобразует

ХА в ХА' и БВ' в ВВ',

стало быть, В в В',

Т. е. точки А, А'; В, В' и С, С' дейст

вительно попарно гомологичны.

Но соответственн.ые прямые гомо

ЛОГИЧНЫХ фигур попарно пересекаются

на оси гомологии. Отсюда заключаем, что точка пересечения прямых

ВС и В'С' (назовем ее через Z) лежит ,на одной прямой с точками

Х и У, в КОТОрЫХ попарно пересекаются другие две стороны рас

сматриваемых треугольников.

Мы ПрИIllЛИ к новому взгляду на конфигураuию о десяти точках

и десяти прямых:

ЕСЛll вершuны двух n-zреугОЛЬН1Iков попарно расn'оложены на

трех прямых, nересекаЮЩllХСЯ в одной тОЧlCе, то стороны их

попарно пересекаются в трех точках~ лежаu~u.x на од.ноЙ прямой.

Это знаменитая т е о р е м а Д е зар r З, - одна из самых интерес

ных теорем проективной геометрии. Применяя к ней принцип двой

ственности, получим обратную теорему:

Если стороны двух треугольнuков попарно пересекаются в трех

тОЧ1Сах, леж'аЩIlХ на одной nрямой~ то BepUlllHbl 1.1Х попарно рас

положены.на трех nРЯ.iUЬtх~ nересекающuхся в одной тС!ЧJCе.

Сделав чертеж, читатель без труда убедится в том, что конфи

гураuии, суutествование КОТОрЫХ утверждают прямая и обратная

теоремы Дезарга, представляют с050Й одну и ту же, уже знакомую

нам конфигураuию о 10 точках и 10 прямых.

Построения с недоступными элементами

76. Выполняя гомологичные преобразования, иногда встречаешься

с таким затруднением: прямые, пересечение которых ищется, не пе-
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ресеК8ЮТСЯ в пределах чертежа. Это затруднение можно обойти.

пользуясь БОJtЬШОЙ долей произвола, которая имеется во всех наших

построениях. Разберем вопрос систематически.

Две прямые одной плоскости пересекаются всегда, но точка их

пересечения может оказаться практически "недоступной"; если пря

мые паралл~льны, точка их пересечения даже принuипиально недо

стуПна. Возникает вопрос, как провести прямую через недоступную

точку и точку. лежащую в пределах чертежа (доступную), или как

провести прямую через две недоступные точки. Задачи эти легко

решаются метрическими средствами построения (т. е. если допустить

построение р а в н ы х отрезков или углов). Но мы запрещаем себе

пользоваться ими. Как решить поставленные задачи с помощью одной

10ЛЬКО линейки?

77. Займемся первой задачей: про в е с т! И П Р я м у ю ч е р е 3

о Д Н У н е д о с т у п н у ю и о д н у Д о с т у п н }' ю т о ч к у. Недоступ

ную. точку будем считать заданной парой пересекающихся в ней

пря}dыx а и Ь (рис. 32.1).
Итак, требуется провести прямую через доступную точку N и

недоступную точку аЬ.

Задачу можно решить различными методами, например, так. Бу

дем рассматривать одну из заданных прямых (скажем, а) как ось

гомологии, а искомую прямую .х - как гомологичную другой из за

данных прямых (прямой Ь).

Итак, имеем ось а и пару гомологичных прямых (~); можно

еше ,произвольно выбрать иентр; назовем его Р. Проведем прямую PN.
Она пересечет Ь в точке М, гомологичной точке N (почему ?). Имеем.

стало быть, ось а, иентр Р и пару гомологичных точек (~). Возьмем
на Ь произвольную точку L и построим гомологичную ей точку L'.
Тогда, очевидно, задача будет решена, так как точка L' должна ле

жать на искомой прямой х. Но непосредственно построить точку.

rомологичную L с помощью пары гомологичных точек (~) нельзя.
так как точка пересечения прямой ML с осью а считается недоступ

ной. Это затруднение обойдем, как всегда, построив предварительно

вспомогательную пару гомологичных точек.

Итак, возьмем произвольную 'точку А (вне прямой Ь) и обычным

путем построим гомологи~ную ей точку А' [с помощью пары го-

мологичных точек (~)J. Затем, с помощью пары гомологичных то

чек (~,) найдем точку L', гомологичную L. Построение показано на

рис 32,1. Прямая NL' является ИСКОМОЙ.

Действительно. рассматриваемая гомология преобраз}'ет (~: ~, ) •

стало быть, она преобрззует прямую ML в NL', а так как гомоло

·rичные прямые пересекаются на оси, то NL' проходит через точку аЬ.
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Рис. 32. 1. Прямая х ПрОХОДИТ

через недоступную то чку пере

сечения прямых а и Ь. 11. Пря
MPIe а и Ь параллельны; пря

мая х ПрОХОДИТ через точку их

пересечения (бесконечно уда

ленную), Т. е. параллельна им.

78. Можно решить задачу и другим путем. Например, можно

рассматривать данные прямые как гомологичные, а искомую прямую

принять за ось. Тогда иентр гомологии можно еще выбрать произ

вольно. Задача будет решена, если

удастся построить еще одну точку оси,

т. е. еще одну пару гомологичных пря

мых, не проходящих через N. Пред

лагаем читателю выполнить построе

ние. Можно найти и другие пути реше

ния, например,. недоступную точку аЬ

принять за иентр гомологии.

Заметим, что решение ничуть не

изменится, если недоступная точка аЬ

будет бесконечно удаленной. Таким

образом, мы умеем с помощью одной

только линейки провести через задан

ную точкуNпрямую,параллельнуюпаре

параллельных прямых а, Ь (рис. 32, //).
79. Перейдем ко второй задаче:

провести прямую через две

н е д о с т у п н 1>1 е т о ч J< и.

Каждую недоступную точку будем,

как раньше, считать заданной парой

пересекающихся в. ней прямых: а, Ь

и с, d (рис. 33). Рассматриваем пря

мые а и Ь а также с и d как гомоло

гичные. т'Jrда искомая прямая х будет
осью гомологии. О.цевидно, точка ас

преобразуется в bd. Таким образом,

имеем ось х (недоступную)и пару ГO~10-

логичных :~очек (:~ ). Центр можно еще

выбрать ПРОИЗ80ЛЬНО на прямой ас · bd.
Назовем его через Р. Если удастся

построить еще одну пару гомологичных

прямых, задача будет сведена к пре

дыдущей, так как гомологичные пря

мые пересекаются на оси, и, стало быть,

в нашем распоряжении окажется одна

(доступная) точка искомой прямой. Если

удастся построить две пары гомоло-

гичных прямых, задача будет полностью решена. Чтобы построить пару

гомологичных прямых, достаточно построить две пары гомологичных

точек. Возьмем произвольную точку А на прямой а; она преобра

зуется в точку А' (на Ь). Затем возьмем произвольную точку С на

прямой с и построим гомологичную ей точку С' (на d). Прямая АС

преобразуется в' А'С'. Стало быть, точка их пересечеАия Х лежит
на оси.
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Чтобы построить вторую пару гомологичных прямых, возьмем

на а вторую произвольную точку В И преобразуем ее в В'. Пря

мая ВС преобразуется в В'С', и, стало быть, точка их п€ресечения У

лежит на оси. Прямая ХУ является искомой.

Рис. 33. Прямая х проходит через две недоступные

точки аЬ и cd.

а'с' ~JИ и b'd' =N.

80. Усложним несколько предыдущую задачу: допустим, ч'то

точки ас и bd тоже неДОС1УПНЫ. Перед нами задача: про в е с т и

диагонали четырехугольника с недоступными вер

111 и н а м и. Предыдущее построение при этом отпадает, так как нельзя

провести прямую ас· bd, на которой выбран llентр Р. Однако задачу

метрудно свести к двум предыдущим. ~

Возьмем произвольную ТОЧКУ М (рис. 34) вне заданны�x ПРЯ~1ЫХ

и соединим ее с недоступными точками аЬ и cd (первая) задача.

Затем В03 ьмем вторую произвольную точку N (тоже вне задан

ных прямых) и тоже соеди

ним ее с аЬ и cd. Назовем

прямую М · аЬ через а'; М ·cd
через с'; N · аЬ через Ь' и N · cd
через d'. Недоступные точки аЬ

и cd теперь определены пря

мыми а', Ь' и с', d', причем ТОЧКИ'

пересечения а'с' и b'd' доступны:
bd

Рис. 34. Как провести диагональ четырех

угольника с недоступными вершинами. Задача сведена к предыду

щей. Когда диагональ аЬ· cd
(она же а'Ь' • c'd') будет проведена, вт~рую диагональ ас· bd легко

построить по способу предыдущей задачи.

Итак, для решения нам пришлось четыре раза провести прямую

через одну доступную и одну недоступную точку (первая задача) и

два раза провести прямую через две недоступные точки (вторая задача).

81. Можно рассматривать также построения с недоступной пря

мой. Такие построения представляют особый интерес, так как одна

36



прямая плоскости нам принuипиально недоступна: мы говорим о бес

конечно удаленной- прямой.

Поставим себе задачу: n о с т р о и т ь т о ч к у .п е р е с е ч е н и я

н е д о с т у п н о й и Д о с т у Q н о й п р я м о й. Недоступную прямую

будем считать заданной двумя доступными точками А и В (рис. 35).
Итак, требуется найти точку пересечения доступной прямой n и

недоступной прямой АВ. Задачу будем считать решенной, если

удастся провести через искомую точку еще одну прямую .х (кроме

прямой n). Очевидно, эта задача двойственна задаче п. 77 и разре

шима простым применением принuипа двойственности к высказанным

там со05ражениям.

Не усложняя решения по сущ~ству, можно потребовать еще,

чтобы прямая х прошла через заранее заданную точку L .. Таким
05разом приходим к задаче: про в е с т и п р я м у ю ч е ре 3 д О С Т У П 

ную точку L и точку

пересечения двух пря

м ы х n и АВ, и З к о т о р ы х

о д н а (АВ) н е д о с ~ у п н а.

Решение можно найти не

сколькими способами:

1) Можно рассматривать

недоступную прямую· АВ как

ось гомологии, а искомую пря

мую х как гомологичную пря

мой n; в этом случае центр

гомологии еще может быт!> Рис. 35. Прямая х проведена через точ
ку L и точку пересечения прямой n

выбран произвольно. с недоступной прямой АВ; точки А и В
2) Можно принять точку доступны.

n · АВ за иентр гомологии,

преобразующей (~); в этом случае ось гомологии выбирается

произвольно.

3) Можно принять прямую n за ось гомологии, преобразую-

щей (~), а центр гомологии выбрать произвольно на прямой LA.

Решим задачу вторым способом, предоставив остальные два чи~

тателю. Итак, пусть точка n· АВ =. Р будет центром гомологии,

преобразующей (~). Произвольную прямую р назначим осью этой

гомологии. Задача будет решена, ,если найдем точку L', гомологичную
точке L, ибо прямая LL' пройдет через центр Р.

Предварительно построим пару гомологичных точек на двойной

прямой n. Для этого, выбрав на n произвольную точку N, проведем

прямую ANX, где Х==. AN· р. Очевидно, прямая АХ преобразуется

в. ах, стало быть, точка N (:= АХ · n) преобразуется в точку ВХ · n,
которую мы' назовем точкой N'. Теперь с помощью двух пар гом:о-

логичных точек (Z,) и (~) построим точку L', г<;>мологичную L. для
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этого, как всегда, проводим прямую LN до пересечения с осью

в точке У. Прямая NY преобразуется в N У, и точка L, ле}f~ащая

на NY, - в какую-то точку, лежащую на N У. Аналогичное построе-

ние выполняем с парой гомологичных ТОчек (~): проведем прямую
LA до пересечения с осью р в точке z; прямая AZ преобразуется

в BZ, а точка L, лежащая на AZ, - в какую-то точку на BZ.
Итак, L преобразуется в точку, лежащую на N'Y и на BZ, стало

быть, в точку их пересечения: L' ~N'Y· BZ.
Задача решена, так. как LL' есть искомая прямая.

82. Усложним нашу задачу: допустим, что точки А и В тоже

недоступны и заданы каждая парой доступных прямых:

А=а · а' и В = Ь · Ь' (рис. 36, /).

Рис. 36. 1. Как провести прямую че

рез точку L и точку пересечения пря

мой n с недоступной прямой АВ;

'точки А И В недоступны. /1. То же

в частном случае, если прямая АВ

бесконечно удален~

n8

о[

11

в этом случае предыдущее ре шение сохраняется полностью, но

осложняется тем, что все прямые через А и В (AN, ВХ, LA, BZ)
придется ПР0ВОДИТЬ как прямые,

соединяющие недоступную точку

с доступной, т.' е. по способу

задачи первой (п. 77).
Важно отметить, что задача

разрешима и в этом случае.

83. Пусть, в частности, недо

ступная прямая АВ является бес

конечно удаленной, так что точки

ее А и В тоже бесконечно уда

лены, Т. е. определяющие их пары

прямых а, а' и Ь, Ь' - парал

лельны. Предыдущая задача при

мет такой вид:

Н а ч е р ч е н про и з в о л ь-

ный параллелограм (рис.

36, //); ч е рез д а н н у ю Т о ч к у

L про в е с т и п р я м у ю, п а-
Le

р а л л е л ь н у ю д а н н о й п р я-

м ой n. На основании предыду

щего можем утверждать, что по

строение выполнимо с помощью

одной только линейки.

84. Мы занялись построениями

с недоступными элементами, глав-

ным образом, для того, чтобы

доставить читателю полезные упражнения в применении ·и выполне

нии гомологичных преобразованиЙ. Однако из нашего рассмотре

ния вытекает один вывод, представляющий и принципиальный

интерес. В главе 1 мы ввели бесконечно удаленные элементы и

указали на то, что ~ круге рассматриваемых нами идей фор м а л ь н о

нет разницы между бесконечно удаленными точками и обыкновеннымИ"
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точками плоскости. СеЙчас выяснено, что не только формально, но
даже в практических построениях бесконечно удаленные элементы

ничем не отличаются от просто недоступных элементов, и что недо

ступность точки или прямой, участвующей в построении, не 'пред

ставляет собой ПРИНllипиального затруднения для выполнения построе

ния. Все построения, которыми мы занимаемся, сводятся к двум

элементарным: 1) провести прямую через две заданные точки и 2) по

строить точку пересечения двух заданных прямых. Оба построения

выполнимы с помощью единственного инструмента - линейки. Это

очевидно, если заданные элементы (точки и прямые) доступны. Оказы

вается, что дело не изменяется, если некоторые из них недоступны,

в частности, бесконечно удалены.

Равноправие бесконечно удаленных элементов со всеми прочими

элементами в проективной геометрии идет глубже формального ото

.. ждествления тех и других. Особая роль бесконечно удаленных элемен

тов обнаруживается только с метрической точки зрения; это выяснится

подробнее в следующем параграфе.

Некоторые частные виды ГОМQЛОГИЙ

85. Рассмотрим несколько частных видов гомологий. В некоторых
из них читатель, вероятно не без у.z:tовольствия, узнает добрых старых

знакомых.

Начнем с гомологии, осью которой является б е с к о н е ч н о

у д а л е н н а я. прямая. На первый взгляд задача исследовать такую

гомологию может испугать: поди, достань ее - эту бесконечно уда

ленную ось, которая не то существует только в воображении, не то

лежит где-то за пределами досягаемости... в действительности же

ничего сложного здесь нет.

Гомологические прямые переtекаются на оси· гомологии - в данном

случае на б е с к о н е ч н о у д а л е н н о й прямой. В переводе на

обычный язык это значит, что они пар а л л е л ь н ы, - в этом и заклю

ч'!ется характерная особенность рассматриваемых гомологий. Таким

образом, гомология с бесконечно удаленной осью, - это просто

напросто гомология, преобразующая любую прямую плоскости в п а

р а л л е л ь н у ю ей прямую.

86. Коль скоро задана ось гомологии, llентр может быть еще

выбран произвольно. Пусть иентром гомологии с бесконечно удаленной

осью будет какая-либо точка, не лежащая на оси, Т. е. не бесконечно

удаленная, например Р. Выбрав ось и llентр, можно еще любую пару

параллельных (поч.ему?) прямых, например а и а', считать гомоло

гичными (рис. 37). Предлагаем читателю подвергнуть 'рассматривае

мому преобразованию какую-либо фигуру, например треугодьник.

Узнаете ли вы это преобразование? Оно превращает каждую фигуру

в подобную ей (и подобно расположенную) фигуру.

ЗнаЧllтl ZllnерБОЛll'tеская zо.мОЛО2llЯ с бесконечно ,vдаленной осью

оказывается хорошо известным из метрической геометрии nреобра"

зоваНllем, подобия.
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87. Рассмотрим еще nараболuчеСКllе го.мологUll с бесконечно уда

ленной ОСЬЮ1 т. е. такие, у которых и центр является бесконечно

удаленным. Эти гомологии тоже преобразуют каждую прямую пло

скости в параллельную ей прямую, но кроме того собственно-двойные

прямые в данном случае пересекаются в бесконечно удаленной точке

(центре гомологии), т. е. пар а л л е л ь н bl между собой. Каждая

р

Рис. 37. Гиперболическая гомология с бесконечно

удаленной рсью есть преобразование подобия. Тре

угольники Аве и А' В' С' подобны, так к-ак соответ-

ственные стороны их параJIJIельны.

фигура преобразуется в р а в н у ю ей фигуру: фигура как бы пере

носится вдоль двойных прямых в' новое положение (рис. 38). Таким

образом, параболическая гомология с бесконечно удаленной осью

есть nря.молuнеЙное nepeHeceHlle.
88. Обе рассмотренные нами гомологии преобразуют параллельные

прямые в параллельные же прямые. Нет ли еще и других видов гомо-

р

Рис. 38. Параболйческая гомология с 'бесконечно уда
ленной осью есть ПрЯМОollинейное перенесение: АВ 11 А'В';
АА' 11 ВВ'; стало быть, отрезки АВ и А'В', а также АА'

и ВВ' равны. .

логий, сохраняющих параллельность прямых? Нетрудно найти ответ

на этот вопрос. Гомологии, сохраняющие паралдельность, - это, в пе

реводе на язык проективной геометрии, такие гомологии, которые

преобразуют бесконечно удаленные точки снова в бесконечно удален

ные точки. Но все бесконечно удаленные точки плоскости лежат на

одной бесконечно удаленной прямой. Значит, в интересующих нас

гомологиях бесконечно удаленная прямая должна быть д в о й н о й
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прямой.. Это условие является необходимым и достаточным. Оно

распадается на два:

1) бесконечно удаленная прямая представляет собой н е и з м е н

н у ю прямую гомологии, т. е. является ее осью, или

2) бесконечно удаленная прямая представляет собой с о б с т в е н

н о - д в о Й н у ю прямую, т. е. центр гомологии является бесконечно

удаленной точкой. .
Мы уже рассмотрели гомологии первого типа, т. е. С' бесконечно

удаленной осью, - и притом двух видов: 1) гиперболические,

когда центр лежит вне оси (гомологи~ оказались преобразованиями

подобия) и 2) параболические, т. е. когда центр лежит на оси (гомо

логии оказались прямолинейными перенесениями). Рассмотрим таким

же образом гомологии второго

,типа, т. е. с б е с к о н е ч н о

у д а л е н н ы м U е н т ром.

Все собственно-двойные

прямые гомологии проходят

через центр. Если иентр беско

нечно удален, все собственно

двойные прямые пар а л л е л ь

н ы, - это характерная осо

бенность рассматриваемых го

мологий.

89. Начнем с г и пер б 0

л и ч е с к и х гомологий 9ТОГО

типа. Пусть р - ось, а парал- Рис. 39. Гиперболическая гомология

лельные прямые а и Ь двой- С бесконечно удаленным центром есть

ные прямые гомологии (рис. 39). растяжение.

Двойные прямые определяют

С010Й иентр - в ·данном случае он является их общей бесконечно уда

ленной точкой. Выбрав ось и центр, можно еще произвольную пару

точек двойной прямой считать гомологичными. Пусть гомология пре

образует точку А и А'. 'Мы умышленно выбираем обе гомологичные

точки по одну сторону оси. Ясно, что наша гомология преобразует

параллелограм ХАВУ в параллелограм ХА'В'у (параллельность со

храняется!). Парал~елограм ХАВУ как бы растянут вдоль двойных

прямых, так что каждый отрезок, параллельный двойным прямым,

удлинен в одинаковое число раз (на нашем рисунке вдвое), а отрезки,

параллельные оси, не изменили своей ДЛИНhI. Рассматриваемое преобра

зование есть растяжение плоскости вдоль двойных прямых. Если

представить себе, что плоскость сделана из тонкой резины, прикреп

ленной к неподвижному стержню р - оси гомологии, - и растяги

вается равномерно вдоль двойных прямых, то получится как раз

такое преобразование плоскости, какое производит интересующая нас

гомология (рис. 40). Поэтому такая гомология называется растяже

нием.

90..ПереЙдем к последнему виду гомологий, сохраняющих парап

лельность, - к пар а б о л и ч е с к и м гомологиям с бесконечно уда-
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ленным 'иентром. В этом случае не только все собственно двойные

прямые параллельны, но и ось р параллельна им (имеет общую с ними

бесконечно удаленную точку - именно, иентр). Пусть рассматриваемая

Рис. 40. Растяжение.

гомология преобразует точку А в А' (рис. 41). Тогда она преобра

эует параллелограм ХАВУ в параллелограм ХА'В'у. Представим себе

попрежнему, что плоскость сделана из тонкой резины, прикрепленной

к неподвижной оси р, и что эта резина приколочена еще к стержню а,

параллельному оси (рис. 42). Если теперь передвигать стержень а

вдоль самого себя (так что его расстояние от оси не будет изменяться),

Рис. 41. Параболическая гомология

с бесконечно удаленным центром

есть сдвиг. Рис. 42. Сдвиг.

то получится как раз такое преобразование плоскости, которое про

изводит интересующая нас гомология. Это nреобразование называют

сдви20М. Итак, nараБОЛllч-еская 20..uОЛОZllЯ с бесконечн'О удален'н'ЫМ

центром является сдВll20М ..
Всего, стало быть, мы обнаружили четыре вида гомологий, сохра

няющих параллельность: прямолинейное перенесение, преобразование

подобия, растяжение и сдвиг. Не рассмотренным оказался пятый вид,
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отличающийся от растяжения тем, что гомологичные точки лежат по

разные стороны оси.

91. В п. 38 был указан простой способ, как осуществить гомо

логичное преобразование тени какой-либо плоской фигуры. Предла

гается читателю указать, как следует передвигать источник света,

чтобы тень была подвергнута: 1) растяжению, 2) сдвигу. Как следует

расположить. картонную фигуру .и как передвигать источник света,

чтобы тень этой фигуры подвергалась: 1) преобразованию подобия,

2) прямолинейному перенесению? Почему сдвиг и растяжение тени

можно получить при любом положении отбрасывающей тень фигуры,

а прямолинейное перенесение и преобразование подобия не при любом?

Чт05ы ответить на последний вопрос, вспомните, что два последних

преобразования представляют собой гомологии с б е с к о н е ч н о

у д а л е н н о й осью.

92. Го..uОЛОZllll, сохраНЯЮЩllе nараллельность, называют аффllН

ными. Мы выяснили, что они имеют либо бесконечно удаленную ось

(преобразование подобия), либо бесконечно удаленный центр (растя

жения и сдвиги),6 либо и ось и центр бесконечно удаленные (прямо

линейные перенесения). Таким образом, аффинная гомология есть

гомология с недоступным центром или с недоступной осью, или

с недоступным центром и осью.

93. Мы умеем выполнять построения с недоступными элементами

с помощью одной только линейки. Значит, все аффинные гомологии

могут быть выполненьi с помощью одной только линейки, если задана

бесконечно удаленная прямая плоскости, т е. если в плоскости чер

тежа начерчен параллелограм (п. 83)~ В частности, с помощью одной

только линейки и начерченного параллелограма можно перенести

фигуру параллельно самой себе или построить .фигуру, подобную

и подобно ей расположенную.

Мы вынуждены ограничиться здесь приведенным доказательством

выполнимости построения, отсылая читателя за дальнейшими подроб

ностями к книге Н. Ф. Четвертухина "Методы геометрических по

строений" (Москва,.. 1.938 г.), или к книге А. Адлера" Теория геометри

ческих построений" (Одесса, 1909 г.).

Построения с помощью одной только линейки называют построе

ниями Штейнера по имени известного геометра, сиетематически изу

чившего их. Мы еще вернемся к ним в последней главе.

Измерение расстояний по картине

94. Сейчас мы. извлечем практическую пользу из установленного

выше проективного взгляда на прямолинейные П,еренесения. Именно,

мы научимся производить некоторые измерения на картинах.

Если спроектировать плоскость а на плоскость а,', то равные

фигуры плоскости а изобразятся в плоскости а', вообще говоря,

неравными фигурами: при проектировании равенство не сохраняется.

Точно так же не сохраняется и подобие: проекuии подобных фигур

не подобны. Но гомологичные фигуры, как легко понять, преобра-
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является проекция на плоскость

плоскости а.

Рис. 44. для построения точки А!
применена произвольная точка В

(см. п.60).

зуются "роектированием в гомологичные же фигуры. Действительно,

две фигуры Q и Q' гомологичны, если соответственные прямые их

пересекаются на одной прямой (оси гомологии), а прямые, соединяю-

i
...,0

1! I I I
I I

.. I I
I

! I I I I
I I I, ,

I !
I, I I I

I I I I

I I
I

I I
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Рис. 43. При проектировании гомологичность сохра

няется. Подробно об этом см. пл. 133-135.

щие соответственные точки, проходят через одну точку (центр гомо

логии). Проекuии TaK~1X фигур, очевидно, обладают теми же свой

ствами (рис. 43). Значит, гомоло

гичность при проектировании со

храняется. Можно сказать, что при

проектировании плоскости а. на

плоскость а,' всякая гомология на

плоскости (J. преобразуется в ГОМО

.ТIогию на плоскости а.'; ось пер

вой гомологии преобразуется в

ось второй гомологии, центр пер

вqй - в иентр второй, соответ

ственные элементы первой - в со

ответственные элементы второй.

В частности, прямолинейное пере

несение в плоскости а. изобразится

на плоскости а.' в виде параболи

ческой гомологии, осью которой

а,' бесконечно удаленной прямой
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95. Взгляните теперь на· рис. 44, где изображена равнина, пере

сеченная несколькими дорожками. Линия горизонта на рисунке есть

изображение бесконечно удаленной прямой равниньi. Значит, всякое

прямолинейное перенесение на равнине должно быть изображено на

нашем рисунке в виде цараболической гомологии, осью которой

является линия горизонта. Зная это, легко найти на рисунке точку,

в которую придет человек, шагающий по дороге, сделав 1, 2, 3 и т. д.

шагов. Первый шаг перемещает его из точки Ао в точку А1 .' Второй

шаг перенесет пешехода в такую точку А2, в которую I:IараБQличе

екая гомология, имеющая осью линию горизонта и преобразующая

Ао в A t , преобразует точку А1 • Построение точки A g показано на

рис. 44. Предложим читателю найти точки Аз, А4, и т. д., В которые

придет человек, сделав три, четыре и Т. д. шагов. Нетрудно также

узнать, через сколько шагов дойдет он до верстового столба, или

вообще измерить в шагах любое расстояние вдоль его дороги. Но

сейчас мы He~ можем п о в е р н у т ь нашу меру длины (шаг) для

того, чтобы производить измерения в другом направлении, например,

вдоль боковой тропинки, показанной на рисунке. Когда нам удастся

разгадать, ЧТО такое вращение с проективной точки зрения, это затруд

нение будет преодолено.

Воображаемый мир

96. Интересно взглянуть на рис. 44 с такой точки зрения: вооб

разим, что это не рисунок равнины, а н а с т о я Щ а я равнина. дело
сводится к тому, что линию горизонта мы примем за н а с т о я Щ у ю бес

конечно удаленную прямую, а не за и з о б Р а ж е н и е такой прямой.

Иначе говоря, совершенно произвольную прямую пло~ко'сти будем

считать (или по крайней мере - называть) б е с к о н е ч н о у д"а л е н-

н о й прямой. .
Читатель, если вам кажется странным это предложение, вспомните

прекрасное детское слово "нарочно". Любая палка может быть

"нарочной" лошад'ью, любой ,пень - "нарочным" зверем. Наша "на

рочная" "бесконечно удаленная прямая" сыграет роль настоящей

бесконечно удаленной прямой. Точки, лежащие на воображаемой

"бесконечно удаленной " прямой, мы должны считать "бесконечно

удаленными", а прямые, которые пересекзются в "бесконечно удален

ной" точке, - "параллельными" (рис. 45). Очевидно через любую точку

нашей воображаемой равнины можно провести одну, и только одну,

.прямую, "параллельную" данной, - совсем, как на настоящей равнине.

Параболические гомологии, осью которых является воображаемая

"бесконечно удаленная" прямая, следует назвать "прямолинейными
перенесениями «.

Представим себе некое подвижное ~BYHoгoe существо, живущее

в плоскости чертежа, которое передвигается liосредством таких .оря

молинейных перенесений". Это существо (человечек) может перейти

из любой точки ПЛОСКОСТИ 8 любую другую точку ее (не считая

"бесконечно уд.алеННblХ" - о них речь впереди).
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Рассмо'трим путешествие нашего человечка вдоль прямой а

(рис. 45, //). Точка отправления-. Ао • Допустим, что один шаг пере

носит человечка из точки Ао в точку А 1 , т. е., что каждый шаг пере

мещает его так, как параболическая гомология с "бесконечно уда

ленной осью", преобразующая Ао в А 1 • Куда попадает наш путник.

шагнув вторично? Очевидно, в ту точку А2 , В которую только ч'fо

упомянутая гомология преобразует точку А1 •

JI

р

у "Бесk. уа ПР.ЯМйR"

удаленн. npRMaR "

I
I
I,
I
I
I
I
I,
I

r~
а

Рис. 45. 1. Прямьrе а и Ь "параллеJIЬНЫ". //. Для построения точки Ag при
менена ПрОИЗ80лъная точка В. 1//. Частью применена. фигура 1I в умень-

шенном масштабе.

z "бесk.. y~ ПlJr:lмаr1 "

97. Третий шаг приводит человечка в Аз (рис. 45, //1), но на

четвертом шаге происходит катастрофа: путник разрывается. Как видно

из чертежа, он должен поставить ногу в точку A i . И вот, представьте

себе положение существа, которое еше не успело принять одну ногу

ИЗ точки Аз, а' другую уже став,ИТ в А4" перешагнув буквально через

весь мир. \
Однако наш человечек не обрашает внимания на это затруднение

и продолжает шагать дальше: А6 , Ав.•• Он уже почти совершил кру

госветное путешествие и как будто приближается к исходной точке.
Пожалуй,еще несколько шагов и путник дома... Но нет, шаги делаются

все меньше и меньше, вот он в А7 , Ав , А 9•• _, И вы уже начинаете

понимать, что путешественник никогда не вернется домой, если будет

шагать все вперед и вперед, что на пути его лежит "бесконечно

удаленная" прямая, до которой ему н и к о г Д а не добраться.
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Рис. 46. Гомология

с иентром р и "бес
конечно удаленной"

осью р преобрuзует

отрезок АВ в А'В'.

Эти отрезки "равны"

и »параллельны".

Как видите, "нарочная" "бесконечно удаленная" прямая прекрасно

играет свою роль: она недостижима, - никаким. числом »равных"

Пlагов невозможно подойти к ней.

Теперь понятно также, почему наш человечек так легко перешаг

нул· через настояшую бесконечно удаленную прямую: с того момента,

как роль бесконечно удаленной прямой возложена на другую прямую,

прежняя бесконечно-удаленная прямая перестала быть недосягаемой;

для нашего человечка она ничем не отличается от всякой иной прямой.

98. Итак, кругосветное путешествие в плоскости с воображаемой

бесконечно удаленной прямой невозможно. Чтобы вернуться ДО~10Й,

путешественник должен шагать назад: из А10 в А9 , из А9 В Ав и т. д.

Можно попытаться подойти к "бесконечно удаленной" прямой

с другой стороны, двигаясь вправо от Ао• Предоставим читателю

убедиться в том, что и эта попытка осуждена на неудачу.

99. Человечек наш, конечно, глубоко убежден, что все шаги его

равны. Он изм~ряет ими расстояния на своем пути. От Ао до Аз 
три шага; от Аз до А4 совсем близко, - всего

один шаг. От А4 по А10 - 6 шагов.

Человечек может взять землемерную uепь

и, волоча ~e за собой, произвести любые изме

рения на прямой а.

100. Но вот он переходит на другую пря

мую, не параллельную а. Надо бы, повернув

uепь, положить ее вдоль нового· пути. Но увы,

в нашем мире нет вращения. Здесь возможен

только один вид движений: прямолинейные

перенесения, Т. е. параболические гомологии

с бесконечно удаленной осью. Такие гомологии

преобразуют любую прямую с той же "беско

нечно удаленной" точкой, т. е. переносят ее

"параллельно" самой себе (рис. 46). Поэтому

HalU человечек, двигаясь по новой прямой, не

волочит uепь за·· собой, как раньше, а несет ее поперек дороги.

В таком виде она, конечно, совершенно непригодна для того,

чтобы измерять пройденные расстояния, и человечек вынужден

взять новую непь. Но он не может сравнить ее со старой, чтобы

новые измерения делать в прежних мерах. для каждой прямой

ему придется устанавливать единиuу длины заново и совершенно

произвольно. А шаги? - спросит читатель..Да и шаги вдоль новой

дороги несравнимы со старыми. Человечек и сам не может повер

нуться и стать лиuом в ту сторону, куда он идет, а вынужден, глядя

в направлении, пзраллельном прежнему, шагать по дороге бочком.

Мы забыли сказать, что ранее, на обратном пути от A to в Ао , он тоже

передвигзлся не совсем обычно - пятясь задом наперед.

101. Все эти неудобства, Свsrззнные .С ж~знью в нашем вообра

жаемом мире, вовсе не неизбежны. Они являются следствием не основ

ных дефектов конструкuии его, а представляют собой результат того,

что построение этого мира еще не закончено: ему нехватает вра-
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щения. Чтобы восполнить этот пробел, мы должны прежде всего

выяснить, 4"JO такое вращение с проективной точки зрения, т. е. каковы

характерные особенности коллинеации, называемой вращением. Это

одна из главных задач последующего изложения.

102. Как ни необычен мир с "нарочной", "бесконечно удаленной "
прямой, вам не раз, вероятно, приходилось видеть его собственными

глазами. Когд.а на экране кино появляется широкая равнина, по ко )'0

рой. мчатся автомобили или скачут всадники - перед вами наш вооб

ражаемый мир. Линия горизонта -' его бесконечно удаленная прямая.

Скачущие всадники передвигаются по экрану посредством параболи

ческих гомологий, осью которых является линия горизонта. Но всад

ники не только перемешаются прямолинейно: они умеют и повора

чиваться. Секрет этого движения нам еще предстоит разгадать.



rЛАВА ТРЕТЬЯ

УМНОЖЕНИЕ ГОМОЛОГИЙ

Проиэведение преобразований

103. Фигуру можно подвергнуть гомологичным (или каким-либо

иным) преобразованиям несколько раз подряд: преобразовав фигуру Q
в Q', можно затем преобразовать Q' ~ Q", потом Q" в Q'" и т. д.

В предыдущей главе точка Ао была подвергнута 10 раз подряд од

ной и той же параболической гомологии. Изучению таких цепей пре

образований (главным образом гомологий) будет посвящена настоя

щая глава.

104. Чтобы отличать преобразования одно от другого, будем

обрзначать их. буквами греческого алфавита: ~ (пи), р (ро), а (сигма)

и т. д.

Если некоторое преобразование '2t преобразует фигуру Q в Q',
а другое преобразование р преобразует Q' в Q", то последовательно

выполнив эти преобразования одно за другим - сперва 1t, затем р,

мы тем самым преобрззуем Q сперва в Q', а затем в Q". Полученное

таким путем преобразование фигуры Q в Q" называют nроuзведен,uе.м,

преобразований ~ и р и обозначают через ~p. Итак, если

~ преобразует Q в Q'
и

р преобразует Q' в Q",
то

~p преобразует Q в Q".

105. Сказанное О,тносится не только к гомологиям, но к лю

бым одно-однозначным преобразованиям. Если, например, 1t ~ р

два движения, причем ~ преобр.азует фигуру Q в Q', а р преобра

зует Q' в Q", то произведением обоих движений называют такое

преобразование, которое преобразует фигуру Q в Q". '
Из повседневного опыта вы знаете, что два последовательных

передвижения можно заменить одним передвижением: если одно дви-

жение преобразует ( ~) , а другое преобразует (~;,) • то существует

движение, преобразующее (~,),
Значит, произведение двух движений есть движение.

Это одна из характерных особенностей движения.

Если рассмотреть частный случай движения - прямолинейные

пер.~несения, то окажется, что и эти преобраЗ0вания обладают подоб-
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ным Же свойством: произведение двух прямолинейных перенесений

есть прямолинейное перенесение (рис. 47, /). Иначе обстоит дело

с враПlениями: произведение двух вращений вокруг разных центров

не всегда является вращением (рис. 47, //). Подробнее об этом будет

речь впереди.

л N

\

Рис. 47. /. Прямолинейное перенесение ;: вдоль прямой 01 преобразует

рисунок Q в Q'; затем прямолинейное перенесение р вдоль прямой 02 пре

образует Q' в Q". Значит, произве.nение обоих прямолинейных перенесений

7.р преобразует Q в Q". Такое преобразование можнu получить посредс'fВОМ

ОДНОГО прямолинейного перенесения вдоль прямой оз. /1. Полуоборот 1t

.вокруг центра 01 преобразует рисунок Q в Q'; затем полуоборот р В,округ

пентра О. преобразует Q' в Q~ Такое преобразование нельзя uолучить по

средством одного полуоборота. Значит, произведение обоих полуоборотов

'hp преобразует Q в ~~".

106. Умножение двух преобразований по существу не имеет, ко

нечно, ничего общего с умножением чисел. Но в математике иногда
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бывает полезно давать разным вещам одно имя и одной вещи раз

Н,ые имена. Пример тому, как одинаковые вещи получают ра9ные

имена, мы имели в предыдущей главе: преобразование, именуемое

обычно прямолинейным перенесением, в результате наших исследова

ний получило второе имя: »параболическая гомология с бесконечно

удаленной осью". Два математических имени у одной и той же вещи

свидетельствуют о том, что данная вещь может трактоваться двояко,

что она, так сказать, лежит на пересечении двух рядов математиче

СКИХ идей. Примеры того, как разные вещи получают одно имя, вы

встречали в начальном курсе арифметики. Вспомните, что такое

умножение на uелое число и что представляет собой умножение на

дробь. Это - "разные вещи: в одном случае множимое берется сла

гаемым несколько раз, во втором случае определяется некоторая

часть множимого. Обе операuии получили одно и 'то же название

потому, что обе они обладаIОТ сходными свойствами:

1) для обеих имеет силу закон сочетательный (ассоциативность),

именно:

вместо того чтобы умножить а на Ь и полученное произведение

умножить на с, можно умножить а на произведение Ьс:

(аЬ) с = а (Ьс);

2) для обеих имеет силу переместительный закон (коммутатив

ность):

от изменения порядка сомножителей, произведение не изменяется:

аЬ=Ьа;

и т. д.

Вообще, одинаковые имена даются в математике разным вещам

для того, чтобы подчеркнуть ИХ' сходство.

107. Какое же сходство существует между. умножением чисел и

умножением преобразований? Произведение двух чисел есть число.

Произведение двух преобразований есть преобразование. Произведе

ние чисел ассоциативно, т. е. подчиняется сочетательному закону

(аЬ) с = а(Ьс).

ТОТ же закон имеет силу и для произвеления преобразованиЙ.

В самом деле, пусть 7t, р, о-три произвольных преобразования,

причем

~ преобр~зует (~) .
р преобразует (;:)

и

о преобразует (А"). А'" •
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Построим произведения (,;:р) о и ';t (ра) и сравним их между со

бой.· ОЧt8ИДНО,

'ltp преобразует (:,) ,

поэтому

('ltp)o преобраз ует С:',,).

с другой стороны,

ро преобразует (::.).

Значит,

'It (ро) преобразует (A~").
Таким образом, оба произведения [(1tp) а и ~ (ра)] преобразуют

любую точку А в одну и ту же точку А''', т. е. оба преобразова

иия совпадают:

(-;:р)0 = 1t(pa).

Значит, произведение преобразований, подобно произведению чи

сел, а с с о u и а т и в н о.

В дальнейшем мы не раз будем иметь случай подчеркнуть черты

сходства (и различия) между умножением интересующих нас преоб

разований и чисел.

Умножение коллинеации

108. Произведение двух, а, стало быть, и нескольких, гомологий

обладаеттакими свойствами: 1) оно преобраэует точку в точку, 2) пря

мую в прямую, 3) сохраняет инuидентностьточек с прямыми. Короче

rоворя, произведение гомологий есть одно-однозначноеточечное пре

образование плоскости в самое себя, сохраняющее коллинейность

точек. Еще короче: произведение гомологий есть коллинеаuия.

СQвершенно очевидно, что произведение двух коллинеаuий есть

коnлинеаuия. далее, произведение коллинеаuий ассоuиативно.

Этим, как сейчас будет показано, не исчерпывается сходство

умножения коллинеаuий с умножением чисел.

109. Если коллинеаuия ';t преобразует А в А', В в в' и Т. Д., то

преобразование 1t', которое возвращает обратно А' 'в А, В' в В и

вообше уничтожает действие коллинеаuии. ~, снова водворяя на преж

нее место каждую точку, - тоже, как легко понять, предетаВJIиет

собой коллинеаuию. Ее называют коллинеаuией обратной '7t. Ясно,

что ~, в свою очередь, есть коллинеаuия, обратная 1t'. Произведение

двух взаимно обратных коллинеаuий преобразует каждую точку пло

скости в самое себя, ибо, если одна из них преобразует Х в Х', то

другая снова возвращает Х' в х.

Преобраэование, ·которое оставляет каждую точку ПЛОСКОСТИ на

своем месте, т. е. преобразует каждую точку в самое \ себя, тоже
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является коллинеаUJ;lей (почему?), именно т о ж д е с т в е н н о й кол

лин~ациеЙ. Обозначив ее через /, можем записать:

';:.';t'=/.

110. Тождественная коллинеация, как легко понять, удовлетворяет

соотношению

р./ = р, (1)

где р - произвольная коллинеаuия, так как преобразование I ничего

не изменяет в перемещении точек и ПрЯМ'ых, произведенном КОЛJlИ

неаuией р.

Точно так же

l.p=p. (1')

Обратите внимание на то, что тождественное преобразование I
играет при умножении преобразований такую Ж:~ pOJliJ, как единица

при умножении чисел.

)Ctействительно, для чисел имеем

а·l=а и l·а=а,

что совершенно аналогично равенствам (1) и (1'). Поэтому тожде

ственное преобразование часто оБОЗl1ачается тем же знаком, как

единиuа в арифметике. Именно, вместо / пишут 1. Здесь снова р а з

н ы е вещи (единица и тождественное преобразование) обозначаются

одним именем (символом).

Итак, произведение двух взаимно обратных коллинеаций равно 1:

';t·-;t'=I.

в арифметике два числа, произведение которых равно 1, тоже

называют взаимно обратными. Число, обратное числу а, обозначают

через ~ или а-1 • Совершенно так же коллинеацию, обратную кол
а

линеации 7t, обозначают через -.!.- или 1t-1
•

7t

.Значит, для коллинеаций, как и для чисел,

7t.';'t-l = 1.

Коллинеапия, обратная данной, может быть только одна. Это вы

текает из ее определения.

111. Произведение коллинеаuии. на самое себя называют второй

степенью или квадратом ее (как в арифметике):

";t.';:=1t~.

Точно так же

и вообще

1t.7t.r,t ••• r,t = 1tn•
n раз
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Разумеется, любая степень коллинеации представляет собой кол

линеацию.

112. Укажем сейчас на одно существенное различие между умно

жением коллинеаций и умножением чисел. Произведение чисел ком

мутативно: от изменения порядка сомножителей произведение не ме

няется. Произведение, коллинеаций не всегда коммутативно, т. е. не

всегда

1tp = p~.

Вот что это значит. Если сперва произвести преобразование тс,

а затем р, то результат часто будет не тот, который получился бы,

если бы эти же преобразования были выполнены в обратном порядке:

сперва р, потом те (рис. 48).

Рис. 48. 1. Полуоборот ;: вокруг иентра 01 преобразует рисунок Q в Q', затем

полуоборот р вокруг иентра 02 преобразует Q' в Q"; значит, ;:р преобразует

Q в Q". //. Фигура Q подвергнута тем же преобразованиям, но в другом

порядке: сперва полуоборот р вокруг центра 02, затем полуоборот ;: вокруг

центра 01. Сравнивая 11 с 1, видим, что преобрззование р;: переместило Q
вправо, а ;:р - влево, т. е. т:р И р;: равные преобразования.

Поэтому необходимо различать умножение 1t' на р ('4tp) ОТ умно

жения р на те (рте). Умножение те на р

тер

называют n р а 8 о С т о р о н н. uм умножением те на р, а умножение р

на те

p7t

- л е 8 о С т о р о н. н. u м умножением 1t' на р.
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Если

р=о,

то, каково бы ни было преобразование 1t,

p1t = 01t,

и равным образом

1tp = 1tO,

Т. е. от правостороннегоумножения обеих частей равенства на одно и

то же преобразование- равным образом и от левостороннего умно

жения их на одно и то же преобразование - равенство не нару

шается. Но нельзя умножить одну часть слева, а другую справа: такое

умножение, вообще· говоря, нарушает равенство.

Понятие о группе

113. Сейчас уместно будет подытожить черты сходства умноже

ния чисел и умножения коллинеациЙ.

Умножение в области чисел всегда выполнимо. Смысл этого

утверждения уяснится, если мы сопоставим умножение, например,

с извлечением квадратного корня или с делением. Извлечение ква

дратного корня в области вещественных чисел не всегда выполнимо,

так как нельзя извлечь такой корень из· отрицательного числа. Точно

так же деление не всегда выполнимо в области ц е л ы х чисел, так

как среди целых чисел. нет, например, частного 7: 4. Вообще, говорят,

что арифмети~еское действие всегда выполнимо в определенной об

ласти чисел, если, произведя это действие над числами р а с с м а т

р И В а е м о й о б л а с т и, мы всегда получим число, принадлежащее

к т о й ж е о б л а с т и. Сложение, например, всегда выполнимо в об

ласти положительных чисел, а вычитание всегда выполнимо в· области

положительных и отрицательных чисел, но в области одних только

положительных чисел оно не всегда выполнимо. Когда в младших

классах школы вы говорили, что нельзя от меньшего числа отнять

большее, вы были совершенно правы; нужно было только добавить,

что это невозможно в области п о л о ж и т е л ь н ы х чисел.

Точно так же, когда говорят: нельзя извлечь корень четной

степени из отрицательного числа, нужно добавить, что этого

нельзя сделать в области вещественных чисел. В области всех чисел

(включая мнимые) извлечение корня (любой .. степени) всегда вы

полнимо.

Итак, умножение в области всех чисел в с е I:' д а в ы п о л н и м о.

Умножение в области коллинеаций тоже всегда выполнимо, Т. е.

произведение любых двух коллинеаций есть коллинеация. Но, напри

мер, умножение' в области гомологий н е в с е г д а выполнимо, так

как произведение двух гомологий, как выяснится в дальнейшем, не

всегда является гомологией.
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114. Далее, умножение в области всех чисел о д н о 3 Н а ч н о, Т. е.

произведение имеет только одно. значение, в отличие, например, or
квадратного корня, который, как известно, имеет два значения.

'Умножение в области коллинеаций тоже однозначно:

Сказать, что арифметическое действие всегда вы�олнимоo и одно

значно в некоторой области, значит утверждать, что результат этого

действия имеет одно и только одно значение,. ц.ринадлежа

щ е е к р а с с м а т р и в а е м о й о б л а с т и.

Подобный же смысл вкладывается в утверждение, что умножение

в облаСТИ,ко~линеациЙ.всегдавыполнимо и однозначно.

11 б. 'Умножение чисел и коллинеаций а с с о Ц и а т (1 в н О, т. е. для

H~X и~еет СИIlУ соч~тательный (а с с о Ц и а т и 8 н bl й) закон:

(аЬ)с= а(Ьс) (для чисел),

(Тtp)a = ~(po) (для ко.ллинеациЙ).

116. Далее, существует такое число -его называют е д и н и Ц ей

и такая коллинеация - ее называют т о ж д е с т в е н н о й 1с О Л Л и

н е а Ц и е й, от право- и левостороннего умножения на которые мно

жимое не изменяется, Т. е.

а·1 = 1·а - а (для чис.ел)

1t·1 = 1·1t =.1t (для коллинеацИЙ).

117. В областц в.сех чисел за вычетом нуля для любого числа а

(а в области всех коллинеаций для любой КQллинеации 1t') существует

обраТн'ое число а-1 (соответственно обратная коллинеация 1t'-~), удов

nетворяющ»е' усл<?виям

а·а- 1:=а- 1 ·а=1 и 1t.1t-1=1t'-1· 1t =1.

Для нуля нет обратного числа, Т. е. нет такого числа, которое,

будучи умножено на нуль, дает в произведении единицу, Tal\ i как

произведение любого числа на нуль равно НУ,лю. Поэтому в области

всех чисел (включая нуль) указанное сейчас свойство не имеет места.

11.8. Существует много других совокупностей вещей, для КОТО

РЫ1Х можно установить операцию, аналогичную умножению чисел

иnи умножению коллинеациЙ. Например, сложение целых чисел (вклю

чая О) обладает всеми перечисленными свойствами.

В области целых чисел: 1) сложение всегда выполнимо, 2) одно

значно, 3) ассоциативно: (а +~)+ с = а+ (Ь + с); 4) существует
число, от право- и левостороннего прибавления которого слагаемое

не изменяется; 9ТО число называют нулем: а + О = О+ а = а; 5) для
каждого числа а существует противоположное число - а, удовлет

воряющее условиям: a+(-а)=(-а)+а=О.

Роль единицы играет здесь нуль - вот и все отличие перечис-

ленных свойств сложения и умножения чисел. .
'Точно так же всеми указанными свойствами обладает умножение

хорошо знакомых нам преобразований - движений. Роль единицы

выполняет здесь тождественное преобразование - покой, т. е. пре

образование, которое останля'ет каждую ,точку на своем, месте.
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119. Совокупно~тьвещей, для которых можно установить операцию

аналогичную умножению (или сложению) чисел, т. е. операцию, по

отношению к· которой эта совокупность обладает перечисленными

выше свойствами,. называют г р у n n о й. Совокупность всех чисел за

вычето~ нуля образует г ру п п у относительно умножения. Совокуп

ность всех чисел (или только целых чисел, включая нуль) образует

группу относительно сложения. Совокупность всех коллинеаций тоже

о'5разует группу относительно их умножения. Совокупность всех

движений тоже представляет собой г р у п п у. Но, например, сово

купность целых чисел не образует группы относительно умножения,

~бо ~ этой совокупности нет чисел, обратных целым числам. Точно

так же совокупность положительных чисел не образует группы от-

носительно сложения (почему ?). .
Совокупность всех ,Гомологий тоже не образует группы, потому

что произведение двух гомологий не всегда является гомологией

(это будет доказано в п. 126).
120. Каждую вещь какой-либо совокупности принято называть

элементом ее. Элемент группы, выполняющий ту роль, которая па

дает на долю единицы при умножении (или нуля при сложении) чи

сел, иногда называют м о д.у л е м. Единица -есть модуль умножения

чисел, нуль - модуль сложения их, тождественное преобразование

(покой) - модуль умножения коллинеациЙ.

121. Резюмируем.-

ЕСЛll для некоторой совО1СУnJlостu вещей (безразлично каких),

установлена какая-либо операция (безразлично какая)., которая

в пределах данной СО801Суnностu: 1) всегда. выполнима, 2) одно

знац,на, 3) ассоциативна, 4) имеет модуль u 5) определяет для

каждого элемента,обратный элемент, - то данная СО801Суnность

образует группу относительно рассматрuваемой операции.

Группа гомологий с общими неизменными элементами

122. Общие двойные элементы двух преобразований являются

двойными элементами их произвеlIения. Действительно,если 1t преоб

разует точку А в самое себя, а затем р снова преобразует ее в са

мое себя, то точка А является'двойной точкой преобразования 1tp.
Поэтому, если две гомологии имеют общую неизменную прямую

(ось), то в их произведении та же прямая явится неизменной, ибо

каждая точка ее, будучи двойной в гомологиях-сомножителях, ока

жется В'силу этого двойной И в их произведении.

Точно так же общая неизменная точка (центр) двух гомологий

является неизменной точкой их произведения.

. Но если в' коллинеации имеется центр, то есть в 'ней и ось; если

имее гся ось, то есть и центр.

Словом, если две гомологии имеют общие неизмен.нЬtе элементы

(о~щую ОСЬ,или общий llентр, или и то и другое вместе), - то

nооизведение их есть гомология с теми же неизменнымu элемен

тами.
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Рекомендуем читателю, задав две гомологии с общей осью, найти

центр их произведения или найти ось произведения двух гомологий,

имеющих общий центр.

123. В частности, произведение гомологии на самое себя, а стало

быть и любая степень гомологии, есть гомология (почему ?). Точно

так же коллинеация, обратная гомологии, есть гомология с тем же

центром и той же осью, потому что прямая и обратная коллинеации

имеют все двойные элементы общими. '
124. Итак: 1) произведение двух гомологий с общим центром

есть гомология с тем же центром, т. е. в совокупности всех гомо

логий с общим центром умножение в с е г д а в ы п о л н и м о. Кроме

того, оно: 2) однозначно, 3) ассоциативно, 4) имеет модуль,

принадлежащий к рассматриваемой совокупности гомологий (так как

тождественное преобразование можно считать гомологией, за центр

которой допустимо принять любую точку); 5) определяет для каждой

гомологии, принадлежащей к ра.ссматриваемоЙ совокупности, о б Р а Т

н у ю гомологию, принадлежащую к той же совокупности. Значит,

совокупность всех гомологий с общим центром образует г ру п п у.

Читателя не затруднит доказать, что совокупность всех гомоло"

гий С общей осью тоже образует группу.

Точно так же образует группу совокупность всех гомологий,

имеющих о б а неизменных элемента общими (общую ось и общий

иентр).

Произведение гомологий без общих неизменных элементов

125. Не всегда, однако, далеко не всегда, произведение двух

гомологий есть гомология. Мы убедимся в этом, рассмотрев проис ..
хождение двойных элементов произведения.

Любые две гомологии имеют о б щ и е двойные элементы: сюда

наверное относится точка пересечения их осей и прямая, соединяю

щая их цен!ры.

р

r

R.

р
r р

р

г р

fl

Рис. 49. Здесь и на других чертежах дальше Р и р

центр и ось гомологии т:; R и r- центр и ось гомологии р.

Кроме того, если центр одной гомологии является двойной точ

кой другой (т. е. лежит на ее оси или является ее центром), то и

он представляет собой их общую двойную точку.

Если исключить случай, когда гомологии имеют о б щ и е н е и 3

м е н н ы е элементы, то общих двойных точек у двух гомологий ока

зывается н е б о л е е т ре х: точка пересечения осей и еще, быть

может, один или оба центра (рис. 49).
58



д

Рис. 50. Го моло

гия ~ преобразует

А в А', а гомоло

гия р возвращает

А' в А; прямая АА'

должна пройти че

рез центры об еих

гомологий.

126. Займемся .теперь теми двойными точками произведения

двух гомологий, которые не являются двойными в обоих сомно

жителях.

Ясно, что точки двойные в одном преобразовании, но не двой

ные в другом, не могут быть. двойными точками их произведения

(почему?). далее, если гомология 'lt:преобразует ( ~, ), то А ока
жется двойной точкой произведения 1tp, тогда и только тогда, если

гомология р возвратит А' на прежнее место, т. е. преобразует (~').
Но в таком случае прямая АА' (рис. 50) проходит через центры

обеих гомологий' те и р (почему?). Значит, все двойные тОЧКll

Inроuзведения двух гомологий, кроме, быть может, общих двой-

ны-х точек гомологий-сомножителей, лежат

на прямой, проходящей через их центры.

Если перемножаются две гомологии 1t и' Р без

общих неизменных элементов, то из сказанного

следует, что все двойные точки произведения ~p,

кроме, быть может, точки пересечения осей гомо

логий-сомножителей, лежат на прямой, соединяю-

щей их центры. Эта прямая является, таким обра-

зом, единственной кандидаткой на роль неизменной

.прямой произведения. Но если центр одной из

перемножаемых гомологий не является двойной

точкой другой, то он не может быть двойной

точкой их произведения (почему?). В этом слу

чае на прямой, проходящей через центры гомоло

гий-сомножителей, оказывается по меньшей мере

одна не двойная в преобразовании тер точка, т. е.

эта прямая не неизменная в 1tp, и, стало быть,

пр не гомология.

Итак, произведение двух гомологий без общих неизменных эле

ментов н е м о ж е т б ы т ь г о м о л о г и е Й, если неизменны.е элементы

одной из них не являются двойными элементами другой. Значит,

совокупность всех гомологий не образует группы.

127. Для случая, когда две гомологии и м е ю т общие неизмен

ные элементы, из наших рассуждений следует, что 1) це н т р про

изведения двух гомологий с общей осью лежит на прямой, соеди

няющей их Ц е н т р ы, 2) о с ь произведения двух гомологий с общим

иентром проходит через точку пересечения их о с е й.

Читатель без труда оправдает эти утверждения и выведет отсюда,

что произведение двух пар а б о л и ч е с к и х гомологий с общей

осью или общим центром есть пар а б о л и ч е с к а я гомология и что,

стало быть, совокупность всех параболических гомологий с общим

центром образует г р у п п у. То ж~, разумеется, относится к сово

купности всех параболических гомологий с о б щей о сью.

128. Для гиперболических гомологий аналогичное утверждение

не оправдывается: произведение двух г и пер б о л и ч е с к и х гомоло-



гий С общим центром (равным образом с общей осью) может .. быть
пар а ,б о л и ч е с к ой' гомологией, и, стало быть, такая СОВ9 КУПНОСТЬ

гиперболических гомологий не образует группы. Убедиться в этом

предоставим читателю.

Группа прямолинейных перенесений и преобраsований подобия

129. Совокупность всех гомологий с бесконечно удаленной осью

образует группу (почему?). В эту группу входят гомологии двух

типов: параболически~ - они представляют с050Й прямолинейные

перенесения - и гиперболические - преобразования подобия (см.

пп. 86 и 87).
Параболические гомологии с бесконечно удаленной осью, Т. е.

'прямолинейные перенесения, сами 'по себе образуют г р у п п у (п. 127).
Это значит, что два последователь

ных прямолинейных 'перенесения

можно заменить одним прямолиней

ным перенесением (рис. 47).
130. Гиперболические гомологии

с бесконечно удаленной осью (т. е.

Q" преобразования подобия) не обра

зуют группы, так как произведение

двух таких гомологий может быть

Рис. 51. ПрЬИЗRедение двух пре- пар а б о л и ч е с к о й гомологией
Qбразований подобия в данном (п. 128). Иначе говоря, произведе

случае представляет собой прямо- иие двух преобразований подоf)ия

. линейное перенесение. не всегда является преобразованием

подобия. Еще иначе: если фигура 9
подобна фигуре 9', а фигура 9' подобна фигуре Q", то не всегда

фигура Q подобна Q". На первый взгляд это противоречит известным

из элементарной геометрии свойствам подо'5ия. Но противоречие

здесь только кажущееся и сейчас разъяснится.

Если произведение двух прео5разований подобия является не

преобразованием подобия, оно представляет С010Й прямолинейное

перенесение (почему?), так что если фигура 9 ПОДОlна фигуре Q' и

Q' подобна 9", то фигура 9 либо подобна фигуре Q", либо равна

ей и может быть получена И3 нее прямолинейным перенесением.

Последний случай изображен на рис. 51,.
131. Целесообразно несколько расширить понятие о подобии,

рассматривая прямолинейное перенесение как частный случай подо

бия. Таким образом, под подобием в широком смысле мы будем

понимать гомологию с бесконечно удаленной осью (гиперболическую

или параболическую- все равно). Совокупность преобразований

подобия в широком смысле образует группу, т. е. если фигура Q
подоf)на 9', а 9'подобнаQ",TO 9 подобна Q".

Пусть преобразование подобия 1t с центром Р преобразует

( ~,), и подобие р с центром R. преобразует (~;').
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Рис. 52. Три внешних центра по

добия трех окружностей лежат

на одной прямой.

Тогда преобраэование ';'ер, преобраэующее (~,,), тоже предста

вляет собой подобие. Центр его S лежит на прямой PR (п. 127).
С т а л о б ы т ь, т р и u е н т рап о д о б и я т р е х поп а р н о n о

Д о б н ы х Ф и г у р л е ж а т н а о д н о й п р я м о й. в частности, лю-

бые две окружности подобны; зна- '
чит три иентра подобия трех окруж

ностей лежат на одной прямой

(рис. 52). Заметим, однако, что ДВ,е

подобные фигуры могут иметь более

одного (именно два) иентра подобия,

так что три попарно подобные фи

гуры имеют шесть центров подобия.

Наше утверждение нужно понимать

так: если Р и.R центры подобий,

преобраэующих (~,) и (~:), то на
прямой PR лежит центр ,подобия,

преобраэующего( ~" ) . НО не нужно

думать, что всякий llентр подобия, преобраэующего (g;, ), лежит

на PR.
132. Предлагаем читателю выполнить следующие упражнения:

1) Преобраэование подобия с llентром Р преобраэует ( ~/); дру-

гое преобраэование подобия с llентром R преобразует (~:). Найти
центр их произв~дения.

2) Задать два преобразования пqдобия так, чтобы произведение

их было прямолинейным перенесением.

Преобразование преобразований

133. Мы уже говорили (п. 112), что на умножение коллинеаций

не распространяется переместительный закон, т. е. не всегда

'itp = p1t.

Займемся сейчас этим вопросом подробнее. Для этого нам пона

добится одна новая идея: преобраЗ0вание преобразованиЙ.

134. Пусть коллинеация 1t преобразует фигуру Q в Q', а колли

неаuия р преобразует предыдущую фигуру Q преобразования 1t в Ql'
а последующую Q' в Ql':

1t преобраэует ( ~, ),

(QQ')
Р преобразует Ql: Ql' •
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Обозначим, наконец, через о преобразование, которое относит

фигуре Ql фигуру &)1':

о преобразует (~~).

Итак, исходные фигуры g и Q' были связаны преобразованием 1t;
р преобразует их в фигуры Ql И Q' l' связанные между собой пре

образованием о:

Q-.Q'

в таком случае говорят, .что коллинеация р преобразует колли

неацию 1t в о.

т о ч н е е: еСЛll р nреобразует соответственнь/,еэлементы nре

образованuя 1t в соответственные элементы nреобразоваНllЯ а

(nрообраЗbl - в прообразы, а образы, - 8 образы), то говорят, чт·о

р nреобразует ~ 8 о.

135. Найдем, как выражается 0- через 1t и р. Фигуру Ql можно

преобраЗ0вать в Ql' таким путем: сперва преобразуем Ql в Q (это

выполняет преобразование, обратное р, т. е. р-l); затем преобразуем

Q в Q' (это выполняет 1t); наконец, преобразуем Q' в Ql' (посред

ством преобразования р). Таким образом, произведение p-l';tp преоб-

разует (~11,), т. е.

Отсюда заключаем, что о - тоже коллинеация. Итак, коллинеа

иия р преобразует коллинеацию -;: в коллинеаuию О, равную p-l1tp•
136. Если коллинеация 1t и р коммутативны, Т. е. если

то

~p = p1t, (1)

так как

р-l a;tp = ';t, (2)

т. ~. р преобразует 'It в самое себя: р пре образует (:).

в самом деле, умножив обе части равенства (1) слева на p-J.
получим

p-J (о;:р) = р-] (p':t) = р-) p~ = r,:,

р-l Р = 1.

Точно так же из (1) следует, что a;t-J p~ = р, Т. е. ';t пре

образует ( : ).
Стало' быть, если две коллинеаllИИ коммутативны, то они пре

обраsуют друг ДРУГ;! в самих себя.
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137. Обратно, е.ели р преобразует ~ в самое себя, то эти КОЛЛИ

неаuии коммутативны.

В самом деле, по условию

p-l-.tp=~.

Умножив обе части этого равенства слева на р, получим:

-.tp = p7t.

138. Двойные элементы коллинеаuии -.t преобразуются КОЛЛИ

неаuией р в двойные элементы о.

Действительно, пусть 'it преобрааует (~) и р преобразует (~1 ).
В таком случае р-l преобразует ( -;: ).

Стало быть, р-l 'itp преобрззует (~:), т. е. А1 есть двойной эле
мент преобразования р-l ~p (=. а).

Отсюда следует, что любая коллинеация преобразует гомологию

в гомологию же, причем ось и центр первой гомологии преобра

зуются в ось И центр второй. Параболическая гомология преобра

зуется в параболическую, а гиперболическая- в гиперболическую.

139. Почти очевидно, что если р преобразует ~ в О, то р-l пре-

образует а в 'it.

В самом деле, р-l преобразует а в рор-l.

Подставляя вместо а его значение а _ p-l~p, получим требуемое.

140. Доказанное в пп. 136 и 137 проливает свет на вопрос

о коммутативности двух гомологий. Можно, например, утверждать,

что если две гомологии имеют разные центры или разные оси, ПрИ

чем центр и ось одной не инuидентны с осью и центром другой,

то такие гомологии не коммутативны, ибо одна из них преобразует

другую не в самое себя. .
141. Два преобразования, которые преобразуются одно в другое

посредством коллинеаuии, будем называть lCоллuнеарнымu. Точно

также гомолОгuчнымu. будем называть такие преобразования, кото

рые могут быть преобразованы одно в другое посредством гомологии.

Ниже мы докажем, что посредством подходящим образом подо

бранной коллинеаuии можно преобразовать любые четыре точки, из

которых никакие три не лежат на одной прямой, в любые другие

четыре точки, тоже разумеется, неколлинейные по три. Основываясь

на этом, легко показать, что все nараболuческие гомологllU lCоллu

неарны.

В самом деле, пусть параболическая гомология ';t преобразует

(A~: :') и другая параболическая гомология а преобразует (g:, g: ).
Обе гомологии этим вполне определены 1 (почему?).

1 Мы полагаем, что точка В, а Сl'ало быть и В', лежит вне прямой АА';

рапным образом D и D' - вне прямой СС'.

БЗ



Рассмотрим коллинеаuию р,' преобрззующую п'рообразы А и В

гомологии ";t в прообразы С и D гомологии о, "а образы 'it (А' И'В')

в образы о (В с' и О'):

б (
А, В, А', В')

Р прео разует С, п, С', п' ·

J{оллинеация р преобразует 1t в такую параболическую гомоло

гию, которая относит точкам (: и D точки С' и D'. Но такая гомо

логия есть только одна. Это о.

Значит р преобразует (:) .



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

О гомологиях, КОТОРЫЕ САМИ СЕБЕ ОБРАТНЫ, И О про·

СТРАНСТВАХ С КОНЕЧНЫМ числом ТОЧЕК

Инволюционные гомологии

142. Особого внимания заслуживают гомологии, которые сами

себе обратны. Им будет посвящена настоящая глава.

Если такая гомология те преобразует какую-либо точку А в А',

то она же затем обратно преобразует А' в А, так что, выполнив

это преобразование два раза подряд, м,Ы вернем все точки плоскости

в исходное положение.

Иначе говоря, проиэве

дение гомологии рассма

триваемого типа на самое

себя есть тождественное

преобразование:

7t
2 = 1.

Тождественное преоб

разование, очевидно, при

надлежит к числу гомо

логий, которые сами себе

обратны. Но, разумеется,

не оно нас интересует. Рис. 53. Инволюционная гомология.

Существуют нетождест-

венные гомологии, которые обладают этим свойством. Их-то мы и

собираемся изучить.

143. Гlрежде всего докажем, что такие гомологии действительно

существуют.

(А А' В)
Зададим гомологию 7t, которая преобразует А:, А: В' , и дока-

жем, что она сама себе обратна (рис. 53).
Гомология 7t преобразует прямую АВ в А'В', так что точка

пересечения этих прямых (обозначим ее через Х) лежит на оси 7t.

Далее; прямая ВА' преобразуется в прямую В'А, так что точка

пересечения этих прямых (обозначим ее через У) тоже лежит на

оси 7t. Итак, ось определена.

Нахождение центра не представляет никаких затруднений: он,

очевидно, лежит на пересечении двойных прямых АА' и 8В'.

Построение гомологии 1t можно считать законченным.
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Выполним теперь преобразование ~ два раза подряд, т. е. произ

ведем преобразование 1t2 • Очевидно, ~2 есть гомология с тем же

центром и той же осью, как 1t. Кроме TOfO,;t2 преобразует точку А

в самое себя (сперва А преобразуется в А', а затем А' возвра

щается в А). Таким образом, А двойная точка гомологии 7t'2. А так

как эта двойная точка не совпадает с центром и не лежит на оси.

то 7t'2 есть тождественное преобразование (см. пп. 45 и 46), т. е.

;t2 = 1.

Отсюда следует, что 7t' преобразует В' в В, и вообlце, если

эта гомология преобразует какую-либо точку С в С', то она же

возвращает С' в С, т. е. гомология 7t' сама себе обратна:

1t=7t-1•

Такие гомологии называют llнвОЛЮЦllонными.

144. Если какая-либо точка А преобразуется в А', причем

то же преобразование возвращает А' обратно в А, то говорят, что

точка А преобр~зуется llнволюционн.о. С помощью этого термина

р

е" ~..L.i "_IiiiII"""'__
--р

Рис. 54.

Q'

ААqlНNН3Л

доказанную только что теорему можно формулировать так: гомо

логllЯ, nреобразуюu~ая llfl80ЛЮЦllОflflО одну lCalCY Ю-ЛllОО mоц,lCУ,

является llнволюционной гомологиеii, т. е. nреоб/Jазует uН,волю

ционно все тОЧlCll.

145. Общеизвестным примером инволюционной гомологии может

служить осевая Сllмметрия или отраженuе (рис. 54).
Отражение относительно прямой р преобразует каждую фигуру

плоскости в ее зеркальное изображение. При этом каждая точка

I1р~образуеJСЯ в точку, прямая в прямую, сохраняется инuидент

ность точек с прямыми, и, кроме того, каждая точка прямой р

преобразуется в самое себя. Стало быть, о гражение относительно

прямой р, или, как говорят, симметрия с осью р, представляет

собой ГО:\10ЛОГИЮ; прямая р - ось отражения или симметрии-
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является осью гомологии. Если какое-либо отражение преобразует

фигуру Q в Q', то' оно же преобразуеJ обратно фигуру Q' в Q,
так' что мы действительно имеем здесь дело с инволюционнымпре

образованием. Подробнее об этом будет речь впереди.

146. Из предыдущего (п. 143) видно, что существует одна и

только одна инволюционная гомология с заданной осью и заданной

парой соответственных. точек; иными словами llнволюционная

гомология вполне определена осью и nа;оой соответственных

то "f,е/С.

Разумеется, можно задать инволюционную гомологи·ю и иначе.

flYCTb, например, А, В, С, D четыре точки плоскости, ИЗ которых

никакие три не лежат на одной прямой. Сгруппируем их как-нибудь

попарно, например, так: А с В и С с D. Существует одна и

только одна гомология, преобразующая каждую пару инволю-

ционно: (;: ~) и (~.~). Действительно, если такая гомология
существует, то ось ее должна проходить через точки

AC·BD Х

и

АО· ВС_У.

Рассмотрим теперь гомологию 7t с осью ХУ, преобразующую

(А В) .
в: А ; очевидно, эта гомология преобразует прямую АХ в ВХ и

ВУ в АУ, стало быть, точку АХ· ВУ, т. е. точку С, в точку

ВХ • АУ, т. е. в D, а так к ак гомология 1t является инволюцион-

ной, то она же преобразует (~).

147. Точки, из которых Hll/CaKlle тpll не лежат на одной

прямой, условимся называть незавиСUМЫМll. Мы доказали, что

инволюuионная гомология вполне определена двумя парами соответ

с гвенных точек, если все четыре точки независимы.

148. Фигура, состоящая ll3 четырех незавllсимь/,х mоч,е/С (вер

шин) и шести прямых (сторон), соединяющих их попарно, назы

вается nолны'м' четыреХУ20ЛЬНUКОлt (лучше было бы сказать четы

рехвершинником).

Не нужно удивляться тому, что у полного четырехугольника

шесть сторон: соединяя попарно четыре независимые точки всеми

возможнымы способами, получим столько прямых, сколько возможно

сочетаний из 4 элементов по 2, т. е. 6 (Ci = 6).
Через каждую вершину полного четырехуГ'ольника проходят

три стороны, соединяющие эту вершину с остальными тремя вер

шинами. На каждой стороне лежат две вершины. Две стороны, не

проходящие через одну вершину, называются взаимно nротиво

nОЛОЖНЫ'м'll, а точ/Сu пересечения /Саждой пары противоположных

сторон - диагональными точ"амu. Таким образом, шесть сторон. ~



Рис. 55. Полный

четырехвершинник

Авсп с диагональ

ными точками Х,

Y,Z.

полного четырехугольникараспадаются на три пары взаимно противо

положных сторон. Пересечение их дает три диагональные точки - Х,

У, Z (рис. 55). АВ . CD _Х,
BC·DA У,

СА ·DB Z.

Наконец, три nрямые l соединяющие попарно диагональные

точкu, называются диагоналями четырехугольнuка.

149. Мы доказали, что существует одна и только одна инволю

llионная гомология, преобразующая две пары независимых точек

инволюuионно.

Значит, существуют три и только три инволюционные гомологии,

преобразующие полный четырехугольник в самого себя: одна

б (А, В, С, D) (А, В, С, D)
гомология прео разует В, А, D, С ' другая С, п, А, В и третья

(
А В С п) .
п, с: в: А · Центром каждой из этих гомологий является диагональ-

ная точка, а ось проходит через две другие диагональные- точки.

150. Из предыдущего видно, что инволюционная го~ология вполне

определена двумя парами соответственных точек, причем обе пары точек

'могут быть заданы совершенно произвольно (лишь

бы никакие три точки не лежали на одной прямой).

Отсюда следует, что все инволюционные гомо

логии коллинеарНbl (см. п. 141).
Разумеется, можно задать инволюционнуюгомо

логию и иначе. Предложим читателю решить сле

дующие задачи.

1. Показать, что ось и пара соответствен

ных точек позволяют найти центр инволюционной

гомологии и, стало быть, вполне определяют ее.

2. Построить инволюuионную гом'ологию, если

даны иентр, пара гомологических точек и одна из

точек оси.

3. Применяя малый принцип двойственности,

найти еще три способа, какими могут быть заданы

инволюционные гомологии.

151.Нам остается еще научиться строить инволю-

ционные гомологии с заданными неизменными эле

ментами (осью и иентром). Но прежде нужно решить вопрос, лежит

ли иентр инволюционной гомологии на оси или вне ее. Иначе говоря,

являются ли инволюционные. гомологии гиперболическими или пара

болическими. 1

С виду 9ТО очень простой вопрос. Но ответить на него совсем

не просто.

152. Все параболические гомологии коллинеарны (п. 141).
Поэтому если одна из них инволюuионна, то все они ИНВОЛЮUИОННЫ.

1 Так как все ИНВОЛЮllионные гомологии коллинеарны, то либо все инн

принадлежат l( первому типу, либо все ко второму.
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Значит, поставл~нный выше вопрос равносилен такому: я·вляется

ли одна какая-либо параболическая гомология инволюционной?

153. Мы видели, что центром инволюционной гомологии, пре

образующей полный четырехугольник в самое себя, является диаго

нальная точка, а ось проходит через две другие диагональные

точки. Вопрос - лежит ли центр инволюционной гомологии на оси

равносилен вопросу: лежат ли {три дllагональные тОЧКll полного

четырехугольника" на одной прямой? Рис. 55 с полной убедитель

ностью говорит, что нет: по крайней мере в одном полном четырех

угольнике - именно в том, который изображен на чертеже, три

диагональные точки Х, У, Z не к.оллинеЙны. Этот частный случай

немедленно может быть обобщен: посредством подходящей кол

линеации любой полньtй четырехугольник можно преобразовать

в любой другой. Поэтому, если в одном диагональные точки не

коллинейны, то так же обстоит дело ро всех.

154. Однако давно прошли те времена, когда математики осно

вывались на доверии своим глазам. Древний геометр делал чертеж

и писал на нем одно только слово: JJ Смотри 11. Сейчас мы требуем

логических доводов, вместо наглядного показа.

Нужно д о к а з а т ь, что хотя бы одна параболическаягомология

неинволюционна. Как ни проста эта задача на первый взгляд, реUIИТЬ

ее, оставаясь в кругу тех идей, которыми мы оперировали до сих

пор, н е в о з м о ж н о. Подобно тому, как в элементарной "геометрии

принимается без доказательства, что через некоторую точку можно

провести только одну прямую, параллельную данной (постулат

Евклида), так и мы вынуждены без доказательства принять, что

"существуют неинволюционные параболические гомологии.

Чрезвычайно интересно и поучительно выяснить, почему утвер

ждение о существовании неинволюuионных параболических гомо

логий не может быть доказано. Этому вопросу посвящен следующий

параграф.

Пространства с конечным числом точек

155. Взгляните на следующую табличку:

1, 2, 3
1, 4, 5
1, 6, 7
2, 4, 6
2, 5, 7
3, 5, 6
3, 4, 7.

Каждое число в ней условимся называть точкой. Я предвижу

возражение: число есть число, а вовсе не точ~а. Эrо, конечно,

верно. Точка рисуется нам в виде пятнышка, крупинки, песчинки,

значка, который оставляет на бумаге острие карандаша, и т. Д. НО

для доказательства геометрических теорем и;меют ли значение
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цвет пятнышка или материал крупинки - вообще физические свой

ства вещей, которые изображают 'IОЧКУ? Нет, не имеют. А имеет

ли значение общее наглядное представление, которое существует

у нас о точке? Напомню, что точка вовсе не похожа на прямую;

между тем выяснилось, что геометрически эти два понятия - точка

и прямая - совершенно равнозначащи, до такой степени равнозна

чащи, что слова "точка" и "прямая" оказалось возможным заме

нить одно другим.

Значит, весьма различные вещи могут обладать тождественными

геометрическими свойствами.

Основные геометрические cBoPlcTBa точек и прямых выражаются

аксиомами. А так как для доказательства теорем имеют значение

т о л ь к о 9ТИ свойства, то допустимо пожаловать званием точек и

прямых все, что подчиняется оп'реде'ленным аксиомам.

Итак, не спешите, 'читатель, отказывать числам нашей таблицы

в праве называться "точками". Они, быть может, заслужат эту

честь. Разрешите также считать каждую строчку таблицы "прямой"

линией. Числа каждой "прямой" (т. е. строки) будем рассматривать

как "точки", "лежащие" на ней. Теперь выясним, как обстоит дело

с аксиомами.

156. Первая аксиома гласит: через любые две точки можно

провести одну, и только одну, прямую. Возьмем наудачу пару

"точек", например 3 и 5. Ищем в таблице и находим их в шестой

строке: они лежат на "прямой" (3, 5, 6). Другой "прямой", кото

рая одновременно "проходила" бы через обе 9ТИ "точки" в таблиuе

нет. Значит, через "точки" 3 и 5 можно "провести" одну, и только

одну, "прямую", именно "ПрЯМуЮ" (3, 5, 6). Возьмем наудачу дру

гую пару "точек", например 6 и 2. Через них проходит "пряма я "

(2, 4, 6) (четвертая строка) и только она. Переберите все комби

нации "точек" по две - результаl' будет тот же: первая аксиома

удовлетворена.

157. Возьмем теперь наудачу две "прямые", например (1, 4) и

(2, 7). На первой лежит еще" точка" 5 (вторая строка), на второй

та же "точка" 5 (пятая строка). Обе "прямые" имеют одну, и

только одну, общую "точку": можно сказать, что они "пересе

каются" в "точке" 5. Предоставим читателю убедиться в том, что

л ю б ы е две "прямые" нашей таблиuы "пересекаюrся" .в одной, и

тол ько В ОДНОЙ, "точке".

158. Итак, числа и строчки таблицы обладают теми свойствами

точек и прямых одной плоскости, которые выражаются известными

нам двумя аксиомами.

Этим до некоторой степени оправдано присвоение им наимено

!Jания точек и прямых. Но отсюда вовсе не следует, что эти лже

точки и лжепрямые можно изобразить действительными точками и

действительными прямыми. На рис. 56 сделана такая попытка.

Согласно таблиuе п. 155 "точки" 1, 2,3 "коллинейны"; поэтому

они представлены в виде точек, расположенных на одной прямой.

То же относится к n точкам" 4, 5, 1; 4, 7, 3 и т. Д. Размещение
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Рис. 56. Точки 2,
4, б согласно таблице

п.·131 должны лежать

на одной прямой.

"лжеточек" на д~йствительных прямых протекает благополучно,

пока не доходит до ." точек" 2, 4, 6: они, если' верить таблице,

"коллинейны ", но на чертеже это никак не получается.

159. В предыдущемизложении- именно в 1 и 11 главе - нам при

ходилось выходить за пределы ПЛОСКОСТИ, например для доказа

тельства теоремы о существовании осевой кол

линеации. Поэтому имеет существенное значе

ние вопрос, может ли таблица п. 155 быгь

дополнена пространственными "точками" и " пря

мыми". Сейчас мы увидим, что это вполне воз-

. можно.
Возьмем новую "точку" 8 и соединим ее

с точками 1, 2, 3,4, 5., 6, 7 "прямыми" (8,1),
(8, 2), (8, 3) и т. д. На каждой такой пря

мой пусть лежит еще одна новая точка: на (8, 1)
точка 9, на (8, 2) точка 10 и т. д. Затем будем

соединять все новые точки между собой и на каждой такой прямой

поместим еще одну из To~eK основной плоскости (т. е. одну из

точек 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). Результат представлен в следующей

табличке:

1, 2, 3
1, 4,5
1, 6, 7
2,4,6
2,5,7
3,5,6
3,4,7

8, 1, 9
8, 2, 10
8, 3, 11
8, 4, 12
8, 5, 13
8, 6, 14
8, 7, 15

9,2,11 10,1,11 11,4,15
9, 3, 10 10, 4,. 14 11, 5, 14
9, 4, 13 10,5, 15 11, 6, 13
9, 5, 12 10, 6, 12 11, 7, 12
9, 6, 15 I 10, 7, 13 I
9, 7, 14

12, 1, 13 I 13, 2, 15
12, 2, 14 I 13, 3, 14
12, 3, 15 I 14, 1, 15

Слева находится знакомая уже нам "плоскость". Правее - "пря

мые", соединяющие "точку" 8 с "точками" этой "плоскости". Еlце

"равее - "прямые", соединяющие новые "точки" между собой. Сло

вом, перед нами "пространство" - все, целиком, со всеми своими

"точками" и "прямыми". .
Через люБыIe две "точки" этого "пространства" проходит одна,

и только одна, "прямая". Например, через "точки" 13 и 3 - "прямая"

(13,3, 14) (7-й столбец, 2-я строка). Через "точки" 9 и 5- "прямая"

(9,5, 12) (3-й столбец, 4-я строка) и т. д. Но не всякие две "прямые"

этого "пространства" пересекаются. Например, "прямые" (10, 6, 12)
(4-й столбец, 4-я строка) и (9, 7, 14) (3-й столбец, б-я строка) не

пересекаются. Повидимому, они лежат в разных "плоскостях".

Но мы еще не установили, что считать "плоскостью" нашего

,,'пространства" .
160. В действительном пространстве через любую точку А и не

инцидентную с ней прямую а можно проложить одну, И только

одну, плоскость. Все прямые, соединяющие точку А с точками А1 ,

А2 , Аз прямой а, лежат в одной плоскости- именно в той, котору'Ю

мы хотим проложить. Можно сказать, что совокупность точек прямых

AAt , АА2 , ААз , и т. д. представляет собой плоскость (рис. 57).
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Применим 9ТО определение к "точкам" и "прямым"· таблиuы.

Проведем, например, "плоскость" через "тЬчку" 4 и "прямую"
(9, 3, 10) (3~й столбец, 2-я строка). ДЛЯ 9ТОГО соединим "прямыми"

"точку" 4 с "точками" 9, 3 и 10. Разыскав эти "прямые" в таблице,

установим, что

на "прямой" (4, 9) лежит еще "точка" 13 (3-я строка, 3-й столбец),

на "прямой" (4,3) лежит еще "точка" 7 (7-я строка, 1-й столбец)~

на прямой" (4, 1О) лежит еще "точка" 14 (2-я строка, 4-й

столбец). .
Совокупность "точек" 9,3,10,4,14,7,13 составляет "плоскость".

В этой "плоскости" лежат такие "прямые":

9, 3, 10
4, 10, 14
4, 3, 7

4, 9, 13
7, 14,. 9

7, 13, 10
3, 13, 14

11,

а

Легко усмотреть, что любые две из них "пересекаются U , т. е.

имеют общую "точку".

Предоставим читателю убедиться в том, что

1) через любые две "точки" нашего "пространства" "проходит"

одна, и только одна, "прямая";

2) любые две "прямые" одной "плоскости" "пересекаются".

161. Теперь наши "точки", и "прямые", повидимому, обладаюr

всеми теми свойствами настоящих точек и прямых, которыми мы

пользовались вь~ше. Поэтому следует ожидать,

что все теоремы, которые доказаны до сих пор

и которые вообще могут быть доказаны без

новых аксиом, сохранят силу и для курьез

ного "пространства", представленного таблицей

п. 155.
Действительно, в этом "пространстве" спра

ведлива теорема о существовании осевой кол

линеации и теорема о том, что всякая осевая

коллинеация является в то же время центральной,.

Рис. 57. Плоскость Аа. и справедлив принuип двойственности ..
Однако, некоторые теоремы все же не оправ-

дываются. Например, конфигура.uия Дезарга не

может найти здесь места, так как в нее входиг 10 точек и 10 пря

мых, а на каждой "плоскости" нашего "пространства" помещается

лишь 7 "точек" и 7 "прямых". Выходит, что ЭГО "пространство"

слишком бедно "точками".

Мы уже намекали в свое время (см. п. 56) на то, что будем

рассчитывать на наличие достаточного числа точек. Тогда мы, можно

сказать, "купались в точечном изобилии", а потому не обратили

должного внимания на эту предпосылку. Но теперь, перед лиuом

"точечного голода", нео5ходимо учесть, как же велика наша потреб

ность в точках.

162. оказыIается,' что наши требования на этот счет очень скромны.

Вовсе нет необходимости, чтобы в пространстве было бесконечное
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множество точек..Достаточно, если их будет четыре штуки на

каждой прямой. Предположение, что на каждо~ прямой находится

не менее четырех точек, фигурировало в доказательстве теоремы

о свободе выбора элементов, определяю-

щих гомологию (см. рис. 58). \~~
Стало быть, справедливость этой тео- ~ р д д' а а

ремы в пространстве о трех точках на .~ _
прямой сомнительна, и действительно, она

здесь не оправдывается. Рис. 58. Этот рисунок ВОС-

Просмотрев внимательно весь преды- произвоДит часть рцс. 31.
дущий текст - все доказательства и все На прямой а лежат четыре

чертежи - читатель' убедится в том, что точки: Р, А, А' и ар.

четыре точки на прямой нас вполне устраи-

вают. Стало быть, список аксиом, которыми мы пользовались, нужно

ПОПQЛНИТЬ таким утверждением:

На каждой nрям,ой существует по .меньшей .мере четыре тОЧКll.

Это утверждение называют аКСllОЯОЙ существоваНllЯ.

163. Строго говоря, мы применяли еще две аксиомы существова

ния, именно такие:

Вне каждой nрям,ой существует по .меньшей .мере одна точка.

Вне каждой плоскости существует по .меньшей .мере одна

точка.

Первая из этих аксио~ позволяет выйти за пределы прямой, что

мы делаем непрерывно; В'fорая - разрешает покинуть плоскость, чем

мы воспользовались дважды: при доказательстве теоремы о суще

ствовании осевой к'оллинеаuии и при решении вопроса о свободе

выбора элементов, определяющих ее.

164. Первая из аксиом существования - и только она - не

оправдывается в слишком "куиом" "пространстве" п. 155. Нетрудно,

однако, по тому же образuу построить "пространство", более богатое

точками. Следующая таблица изображает собой одну "плоскость"

такого "пространства«, В котором на каждой "прямой" лежат

4 ,,10ЧКИ":

1, 2, 3, 4 3, 5, 9, 13
1, 5, 6, 7 3, 6, 10, 11
1, 8, 9, 10 3, 7, 8, 12
1, 11, 12, 13 4, 5, 10, 12
2, 5, 8, 11 4, 6, 8, 13
2, 6, 9, 12 4, '7, 9, 11
2, 7, 10, 13

Читатель легко убедится в том, что через любые две "точки"

этой "плоскости" проходит одна, и только одна, "прямая" и что

любые две "прямые" ее пересекаются. Далее, первые две "аксиомы

существования" тоже удовлетворены. Чтобы удовлетворить и послед

ней аксиоме, необходимо дополнить таблицу точками и прямыми,

лежащими вне данной плоскости. Это можно сделать совершенно

так же, как сделано выше для пространства о трех точках на прямой.
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Не приводя здесь соответствующей таБЛИIIЫ, укажем только, что

в "пространстве" оказывается всего 40 "точек", расположенных на

130 "прямых".

165. Таким же образом можно построить "пространство", в кото

РО:\1 на каждой прямой ~ежат 5, 6 и вообще любое число "точек".

На случай, если кто-либо из читателей пожелает заняться соста

влением таких таблиц, укажем, что в "пространстве", где на каждой

"прямой" лежит n "точек", должно получиться n [(n - 1)2 + 1]
"точек" и [(n _1)2 + 1]. [n (n - 1) + 1] "прямых". На каждой

"плоскости" окажется n (n - 1) + 1 "точек" и столько же "прямых".

Все аксиомы, которыми мы пользовались до сих пор, удовле

творены в таких "пространствах" с конечным числом "точек" .
Поэтому все без исключения теоремы, которые уже доказаны, и

все теоремы, которые можно доказать без новых аксиом, должны

оправдываться в этих "пространствах". В частности, и теорема

,Дезарга и теорема о свободе выбора элеменrов, определяющих гомо

логию, остаются в силе и здесь.

166. Что касается вопроса о том, являются ли параболические

гомологии инволюционными, то он решается р а э л и ч н о, в зависи

мости от числа »точек" на "прямой".

Пусть, например, на каждой »прямой" лежат 4 "точки". Рас

смотрим какую-либо параболическую гомологию в одной из "пло

скостей" такого "пространства". На каждой двойной прямой пара

болической гомологии одна (и тол'ько одна) точка является двойной.

За вычегом ее остаются три точки на прямой. Если первая из них

преобразуется во вторую, а вторая в первую, то третьей некуда

"податься" .
Значит, в »пространстве" О четырех точках на прямой параболи

ческие гомологии не могут быть инволюционными.

Наоборот, если на "прямой" лежат 5 "точек", то --г и пер б о л и

ч е с к и е гомологии не могут быть инволюционными, ,так как на

каждой двойной прямой'в гиперболической гомологии имеются две

двойные точки (центр и точка пересечения с осью); за вычетом этих

двойных точек на прямой остаются три точки, которые никак не

могут быть сгруппированы во взаимно гомологичные пары: если

первая из них преобразуется во вторую, а вторая· в первую, то

третья Qстается "без партнера ". Значит, инволюционными являюrс я

эдесь пар а б о л и ч е с к и е гомологии.

Вообще, в пространствах с четным числом точек на прямой

параболические гомологии не ИНВОЛЮЦИОННbl, так как на каждой

двойной прямой за вычетом одной двойной точки остается нечетное

число точек, которые, разумеется, не могут быть сгруппированы во

взаимно гомологичные пары. По той же причине в пространствах

с нечетным числом точек на прямой г и пер б о л и ч е с к и е гомоло

гии не могут быть инволюционными, значит, параболические - инво

люционны.

167. Итак, все аксиомы, которыми мы пользовались до сих пор,

одинаково хорошо уживаются с двумя противоположными ответами
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на вопрос, ЯВЛЯIОТС.я ли инволюuионные гомологии пара50личеСКИl\IИ

ИЛИ гиперболическими.

Значит, на основании предыдущих аксиом этот вопрос нераз

решим, и у нас нет другого исхода, как обратиться за ответом

1< опыту. Опыт в виде рис. 55 говорит, что существует неинволю

Цllонная параболическая гомология. Мы nримем это утвержденuе

как новую аксиому. Из нее немедленно следует, что все параболи

ческие гомологии неинволюционны, так что инволюционные гомоло

гии являются гиперболическими.

168. Все выводы, которые мы сделаем на основании устано

вленных до сих пор аксиом, включая новую, будут верны не только

для действительного пространства, но также и для "пространств"

с конечным - именно четным - числом "точек" на "прямой".

Можно было бы принять за аксиому утверждение, противопо

ложное новой аксиоме, и построить геометрию, в которой параf)о

лические гомологии ИНВОЛЮUИОННЫ. Все тео

ремы этой геометрии оправдывались бы в

пространствах с нечетным числом "точек"

на "прямой", но находились быв противо- Рис. 59. 'Прямолинейное

речии со свойствами действительных точек перенесение, преобра-
зующее А в А', не воз-

и прямых. вращает А' обратно в А.
169. Параболическая гомология с бес-

конечно удаленной осью предсгавляет собой

прямолинеЙное.,перенесение. Из повседневного опыта читателю известно,

что перенесение, которое передвигает точку А в ~ не возвращает А'
обратно в точку А, а перемещает ее дальше в ту же сторону - в точ

ку А" (рис. 59). Этот совершенно очевидный факт можно было бы

принять за аксиому, взамен той, которую мы только что установили.

Но оставаясь в кругу идей проективной геометрии, невозможно отли

чить прямолинейное перенесение от всякой иной параболической

гомологии.

170. Установленная только что аксиома о параболической гомо

логии называется обычно аксиомой Фано, который впервые (1891 г.)

формулировал ее и обосновал ее необходимость. Формулировка

аксиомы нами изменена, но идеи Фано переданы довольно точно.

В них есть что-то детское: игрушечные "пространства", "нарочные"

"точки" и "прямые" ... Но· эти простые, наивные, почти забавные

рассуждения знакомят нас с одним из самых замечате,,1ЬНЫХ дости

жений геометрической мысли. .
Оказывается, что геометрические понятия ("прямая", "точка",

"плоскость" , "пространство") и аксиомы, а стало быть и теоремы,

допускают различное толкование и что возможны различные геомет

рии: J1рИНЯВ некоторые аксиомы, - получим одну геометрию, заменив

какую-либо аксиому противоположным утверждением, - получим дру

гую геометрию. Только опыт может решить, какая из этих геометрий

соответствует свойствам действительных точек, прямых, плоскостей.

171. Около 2000 лет математики всех стран и народов бились

над доказательством известного постулата (допущения) о параллель,-
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ных прямых (упомянутого В п. 154). Примерно сто двадцать лет на

зад профессор Казанского университета Николай Иванович Лоба

чевский пришел к убеждению, что этот постулат недоказуем, Т. е.

не может быть выведен из других аксиом геометрии. Построив гео

метрию, в которой через каждую точку проходят две прямые, парал

лельные данной прямой, Лобачевский тем самым оправдал свое пред

положение. Очевидно, с аксиомой Фано дело обстоит так же, как

с постулатом о параллельных прямых. В седьмой главе мы еще вер

немся к этому вопросу и познакомим читателя с геометрией Лоба

чевского.

11
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Умножение инволюционных гомологий

172. Основной вопрос, интересующий нас в этом параграфе,

таков: когда' произведение двух инволюционных гомологий является

инволюционной же гомологией?

Если неизменные элементы одной гомологии не являются двой

ными в другой и обе гомологии не имеют общих неизменных эле

ментов, то произведение их не гомология. Стало быть, необходимо

рассмотреть только такие случаи умножения, когда

1) центр первой гомологии лежит на оси второй, а центр второй

на оси первой,

и 2) обе гомологии имеют либо общий иентр, либо общую ось,

либо и то и другое вместе.

Начнем с первого случая.

173. Докажем,:' что произведение двух инволюционных гомологий
с взаимно инцидентными неизменными элеменгами есть гомология и

притом инволюционная.

Обознач·им две такие го

мологии через 'i: и Р

(рис. 60, I). Прежде всего,

установим, что их произ

ведение есть ИНВОЛЮllИОН-

Рис 60. Произведение инволюционных гомо- ное преобразование, т. е.,
логий 1t (центр Р, ось р) и р (центр R, ось r) что (~p)2= 1.
есть инволюционная гомология с центром pr Выберем какую-либо

и осью PR. точку А на оси одной

из этих гомологий, напри

мер на оси 7t, и посмотрим, В какую TO~KY она преобразуется кол

линеацией ';ер"'р. Для этого выполним над точкой А сперва преобра

зование 'it, затем р, потом снова 7t, наконец, опять р.

Очевидно, о;: преобразует (~).

Пусть р преобразует (~,) .

Точка А' тоже лежит на оси 7t (ибо ось ~ - двойная прямая

гомологии р).

Поэтому 'it преобразует(~:) .
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(А')Наконец, р преобразует \А '
так как р, по условию, инволюuионная гомология.

Значит, произведение 'itp'1tp преобразует точку А в самое себя.

Таким ОQразом, все точки оси -;t являются двойными в коллинеаuии

1tp-;tp; стало быть, эта прямая - неизменная в коллинеаuии 1tp'itp.
Следовательно, рассматриваемая коллинеация представляет собой

r о м о л о г и ю.

Точно так же докажем, что и ось гомологии р является неизмен

ной прямой в гомологии 'itp'1tp. Но гомология С двумя неизменными

прямыми есть тождественное преобразование (п. 46):

N'

R
N

р

р

о

'itp'1tp=(1tp)2= 1,

Т. е. пр - и н в о л ю ц и о н н о е преобразование.

Отсюда немедленно следует, что '1tp является инволюционной

r о м о л о г и е й. Если коллинеаuия 1tp преобразует какую-либо точку

Х в Х' (рис. 60, //), то она же преобразует Х' в Х так что прямая

ХХ' преобразуется ею в прямую Х'Х, Т. е. в самое себя.

Значит, через каждую точку плоскости проходит двойная прямая

f<оллинеаuии 7tr. Но все двойные прямые произведения двух гомоло

гий, кроме прямой, соединяющей их

центры, проходят через точку пересе

чения их осей (СМ. п. 126).
Отсюда легко заключить, что все

прямые, проходящие через точку пере

сечения осей 'it и р, являются двойными

прямыми коллинеации 7tp, стало быть,

эта точка оказывается неизменной в

преобразов"ании 'it~, и, стало быть, 'itp-
г Рис. 61. Инволюционные гомо-

гомология. Предложим читателю ука- логин 1t и Р одинаковым обра-
зать ее ось. зом преобразуют точки пря-

174. Из доказанной теоремы выте- мой PR.
кает такое следствие: 8се llН80люцион-

flbz,e гомологии с .8заимно инцидентными неllз.меНflЫМll элементами

одинаковым образом nреобразуют тоц,lCll прямой, соединяющей их

центры, Т. е. если одна из них 'h преобразует точку N этой прямой

в N' (рис. 61), то другая р тоже преобразует N в N'.
" действительно, гомология р непременно должна вернуть точку

N' в N, иначе точка N не была бы двойной в гомологии 1t'p, между
'Тем, прямая PR единственная кандидатка на роль оси этой гомологии.

IN')Итак, р преобразует \N . Но Р - инволюuионная гомология.

Значит, она же преобразует (z,) совершенно так же, как 'it.

175. Предыдущий результат легко обобщить.

Рассмотрим две инволюuионные гомологии ~ и 1t' С общимцентром Р,

оси которых пересекаются в точке R (рис. 62). Легко доказать,

что обе они устанавливают на прямой PR одно и то же преобразо-
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х'

х

fl

р

Рис. 63. Произведение

двух инволюциоин ых го

мологий jt и р с обluей

осью (р --:= r) есть пара

болическая гомология с

той же осью.

Рис. 62. Инволюционные

гомологии 1t (центр Р,

ось р) и тt:' (центрР, ось р')

одинаковымобразом пре

образуют точки' пря-

мой PR.

вание. Действительно, сопоставим гомологии it И 'iC' С вспомогател ь

ной инволюционной гомологией р, ось коrорой проходит через Р,

а иентр лежит в точке R. Согласно только что доказанному, ~ и n·
преобразуют точки прямой PR так же, как р, Т. е. одинаково.'

176. Доказанное в пп. 174 и 175 можно резюмировать так:

Все llнвОЛЮЦllонные гО.luологuиl для которых точ,кu Р, U R
являются двойным,u II оси которых отли'tнь/' от прямой PRI

устанавливают на этой nрям,ой одно II то

же nреЬбразованuе.

177. В частности (этот частный случай

особенно важен), все llнволюцuонные гомо

логUll с общим, Центром, и общей осью уста

навливают одно U то же nреобразован'llе

80 8сей плоскости.

Иначе говоря, ось и центр вполне опре

деляют uнвОЛЮЦllОНflУЮ гом,ологию.

178. Перейдем теперь к умножению го

мологий с общими неизменными элементами.

Произведение двух инволюционных гомо

логий с общим центром и общей осью есть

тождественное преобразование, так как "две"
такие гомологии в действительности, как

только что доказано, представляют собой одну и ту же инволюuuон·

ную гомологию. Если же две инволюционные гомологии 7t и Р имеют

общую ось, но разные центры, то произведение их 1tp есть гомо

логия с той же осью, причем центр ее лежит

на прямой, соединяющей центры 7t и р

(почему)?

Допустим, что центром 'hp является некая

точка Х этой прямой (рис. 63). Если,;,: пре- ~----_.......__

образует (:~,), то р преобразует (;')

иначе точка Х не была бы двойной точкой

гомологии ~p. Но так как т: и р - инволю

ционные гомологии, то обе они прео5ра-

(Х Х')
зуют x~, х ·

Таким образо~, гомологии 7t и Р имеют

общую ось 'и общую пару сортветственных

точек. Стало быть, они с о в п а.р.. а ю т, так как ось и пара соответ

ственных точек вполне определяютинволюционнуюгомологию (п. 150).
Однако это противоречит предположению о том, что ~ и р обладают

раз н ы м и Ц е н т р а м и. В чем же дело? Очевидно в том, что ни

одна из точек, лежащих вне общей оси 7! и р, не может быть двой

ной точкой их произведения.

Стало быть, произведение двух ИНВОЛЮUИОННhlХ гомологий С общей

осью, но разными центрами, является пар а б о л и ч е с к о й гомо

логией•.
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Принцип двойственности позволяет сейчас же распространить это

заключение на произведение двух инволюционных гомологий с общим

центром, но разными осями.

Гармоническая ИНВОЛЮЦИЯ

179. Все инволюционные 'гомологии, для которых точки Р и R
являются двойными и оси которых не совпадают с прямой PR, уста

навливают ,на этой прямой одно и то же преобразование (п. 176).
Назовем это преобразование гармони"tеской инволюцией и рассмо г

рим его подробнее.

Гармоническая 'инволюция преобразует инволюuионно точки пря

мой в точки той же прямой. При этом две, и только две, точки

преобразую гся сами' в с~бя, т. е. являются двойными точками пре

образования. Две двойные точки вполне определяют гармоническую

инволюцию, Т. е. все zapMOHll"tecKlle llНВОЛЮЦllи на прямой, которые

оставляют две тОЧКll ее на CBOllX м,естах, nреобразуют все точ,Кll

этой прямой одllнаковым образом. Э го утверждеI:Iие представляет

собой простой пересказ доказанного в п. 176.
Если гармоническая инволюция ~ преобразует точку А в А', то

она же возвращает А' обратно в А, так ч1'О ~2 есть тождественное

преобразование: )';2 = 1.
180. Пару точек, соответственных в гаРМОНllч,еской llНВОЛЮЦllll,

будем называть zapMOHll"tecKU сопряженными друг с другом отно

сительно пары двойных moq,eK этой инволюции.

Иначе говоря, если гармоническая инволюuия на прямой а пре-

образует (~ ~: ~,), стало быть (~'), то будем говорить, что ТQЧКИ А
И А' гармонически сопряжены относительно пары точек Р и R.

181. Рассмогрим какой~либо полный четырехугольник с диаго
нальными точками Р я Q, т. е. полный четырехугольник, у которого

две стороны проходят через точку Р, две другие через Q. Остается

еще одна пара про гивоположных сторон. Они пересекают диаго

наль PQ в точках, которые мы обозначим через М и N. Зададим

инв.олюuионную гомологию Ijt С иентром в диагональной точке Р,

преобразующую наш четырехугольник в самое себя. Ось этой гомо

логии, как мы знаем ,(см. п. '149), проходит через две другие диаго

нальные ТОЧl<И, в том числе через точку N. Каждую из сторон,

проходящих. через Р, и' диагональ PQ гомология 7t преобразует

в самих себя; стороны, проходящие через Q, - друг в друга, а сто

роны, проходящие через М и N, тоже друг в друга.

Т б б (
Р, Q, м, N)

аким о разом, ~ прео разует Р, Q, N, М ' т. е. )'; устанавли-

вает на диагонали PQ гармоническую инволюцию с двойными точ-

'М N)ка;\<1И Р и Q, преобразующую (N,' М .

Иначе говоря, пара противоположных сторон полного четырех

угольника пересекает диагональ его 8 точках~ гаРМОНllчески ('0-
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nряжен'н'ЫХ относительн'О диагОн'альных точе", лежащих на дан

ной диагонали (рис. 64).
182. Теперь нас не затруднит задача ,,0 построении четвертой

гармонической": построить точку, гармонически сопряженную с дан

ной точкой AJ относительно заданной пары точек f> и Q.
Решение тотчас вытекает из предыдущей теоремы. Строим полный

четырехугольник, у которого одна пара противоположных сторон

проходит через точку Р, другая пара - через Q, пятая сторона

через ЛJ. Т9гда шестая сторона пройдет через искомую точку N,
гармонически сопряженную

с А1 относительно пары то

чек Р и Q.
Пос.троение не представ

ляет никаких трудностей:

проводим сперва совершенно

р N произвольную пару сторон

через точку Р, затем про

Рис. 64. Точки М и N гармонически сопря- извольную третью сторону

жены относительно пары точек Р, Q. через ЛJ; ее пересечение с

уже построенными двумя

сторонами даст две вершины четырехугольника - А и В. Далее

ПР080дИМ пару сторон, пересекающихся в диагональной точке Q;
дЛЯ этого соединяем вершины А и В с точкой Q. Пере

сечение сторон AQ и BQ со сторонами АР и ВР определяет еще

две вершины четырехугольника- С и D. Все четыре вершины и

пять сторон четырехугольника построены. Проводим шестую сто

рону CD. Она пересекает диагональ PQ в искомой 'точке N, гармо

нически сопряженной с точкой М относительно пары точек Р и Q.
Несмотря на то, что в построении очень много произвола, задача

допускает только одно решение: в самом деле, гармоническая инво

люция вполне определена двумя двойными точками, значит, суще

ствует только одна точка, гармонически сопряженная с данной точ

кой М относительно заданной пары точек Р и Q.
183. Применим ко всему сказанному принцип двойственности.

ЧJобы найти преобразование, двойственное гармонической инволюuии,

нужно выяснить, какое понятие двойственно понятию "точки прямой".

"Точки прямой" - это точки инцидентные с одной прямой. Двой

ственный образ состоит из прямых, инцидентных с одной точкой.

Назовем совокупность прямых· плоскости, инцидентных с одной

iОЧКОЙ (т. е. проходящих через одну точку), пучком прямых; пря

мые пучка - его' лучами, а точку пересечения всех лучей пучка

8еРШllН,Ой его. Аналогично назовем совокупность точек, инцидентных

с одной прямой, рядом точеr; прямую, на которой лежат все точки

ряда - носителем его. /
Очевидно, ряд точек и пучок прямых - двойственные образы.

Их называют образами первой ступени.

184. В элементарной геометрии прямую, как и другие линии,

часто называют геометрическим местом точек. Это выражение осно-
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вано на представле~ии о прямой, как о совокупности точек. В про

ективной геометрии такое представление должно быть отброшено,

так как оно противоречит принципу двойственности: прямую и точку

следует рассматривать как основные равноправные образы: прямая

не построена из точек, как точка не построена из прямых. Сово

купность коллинейных точек - это не прямая, а ряд точек.

Ряд точек, лежащих на прямой а, мы будем обозначать через а

(как и самую прямую). Точно так же и пучок прямых с вершиной А

обозначается через А.

185. Преобразование, которое производит инволюционная гомо

логия среди точек своей двойной прямой, мы назвали гармонической

инволюцией на прямой.

Рассмотрим пучок, вершина которого лежит на оси инволюцион

ной гомологии. Гомология преобразует прямые такого пучка в пря

мые того же пучка инволюционно, т. е. устанавливает инволюци

онное преобразование прямых пучка в прямые того же пучка. Это

преобразование назовем гармон~ческой инволюuией в пучке.

Очевидно, гармоническая инволюuия в пучке есть преобразование,

двойственное гармонической инволюции среди точек ряда.

186. Легко усмотреть, что гармоническая инволюция в пучке

оставляет на месте две (и только две) прямые: ось инволюционной

гомологии, устанавливающей эту инволюцию, и тот луч пучка, кото

рый проходит через центр гомологии. Эти два двойных луча вполн~

определяют гармоническую инволюцию.

187. Пара лучей соответственных в гармонической инволюции,

называется гармонически сопряженной относительно двойных лучей

пучка. Иными словами, если гармоническая инволюция преобразует

лучи (Р' q, т, n), то лучи т и n называются гармонически сопря-
р, q, n, т

женными относительно пары лучей р и q.
Пусть (т, n; р, q) гармоническая четверка лучей пучка А (т. е.

пара лучей т, n гармонически сопряжена относительно пары р, q).
Пересечем пучок А прямой а и обозначим точки пересечения

(см. рис. 65)
та==М

na_N
ра==Р

qa-Q

Покажем, что тОЧ1Сll М# N# Р, Q образу.ют гармоническую чет

верку # т. е. что пара точек М# N 'гарМОн'uчески сопряжена относи

тельно пары лучей Р, Q.
188. В· самом деле, рассмотрим инволюционную гомологию

с ~eHTpOM Р и осью q. Она оставляет лучи р и q на месте, стало

быть, преобразует (""n). Она же оставляет точки Р и Q на месте,
,n,m

а точки М и N преобразует друг в друга. ЗнаtИ1т пара точек М, N
гармонически сопряжена с парой точек Р, Q. .,
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д

верками точек и лучей позволяет

монического луча· к построению

наоборот.

Но свойство "гармонизма" сохраняться при проектировании и

сечении имеет гораздо большее значение.

191. Рассмотрим цепь проектирований и сечений. Пусть а [.Х}

обозначает ряд точек на прямой а.Спроектируем а [Х] из точки А

и сопоставим с произвольной точкой Х ряда а [Х]. проектирующий

ее луч х пучка А. В результате этой операuии получим пучок А [х]

с вершиной А и переменным лучом х.

Соответствие.. которое о,тН,осит каждой точ/Се ряда nрое/С

тl'рУЮЩUЙ ее луч nуч/Са, назовем nерсnектuвныя. Будем говорить,

что ряд точеlC а [х] и пучок А [х] nерсnе/Стивны. Это записываем

так:

189. Обратно, если (М .. N; Р.. Q) гармоничес/Сая четвер/Са то

чек некоторого ряда а.. а А nроизвольная точ/Са вне а.. то лучи

(АМ.. AN.. АР.. AQ) тоже образуют гармоничес/Сую четвер/Су.

Словом, при пересечении гармонической четверки лучей какой-либо

прямой получаем гармоническую четверку точек. Наоборот, проек

тируя гармоническую четверку точек из какой-либо точки, получим

гармоническую четверку лучей.

Это важное свойство гармо

нических четверок точек и лучей

можно выразить так: при n.'Joell
тировании и сечении гаРМО1iизя

сохраняется.

Выражение "гармонизм сохра

няется" нужно понимать в том

смысле, что любой гармонической

Е
четверке элементов соответствует

Рис. 65. ели т, n, р, q - гармони-
ческая четверка лучей, то М, N; гармоническая же четверка эле-

Р, Q - гармоническая четверка то- ментов.

чек, и обратно. 190. Столь простая и тесная

связь между гармоническими чет

свести построение четвертого гар

четвертой гармонической точки и

а [Х]ХА[х].

Пересечем пучок А [х] какой-либо прямой Ь и сопоставим с про

извольным лучом х точку У его пересечения с этой прямой. Полу

чим ряд точек Ь [У], перспект~вный пучку А (х):

А [х] =ЛЬ [У].

Можно сказать, что npoe/CmllPooaHlle nреобразует ряд точе/С

в nерсnекmuвflЫЙ ему nуч.оlC, а сечение nреобразует nучо/С в nер

сnеlCтuвный e..fty ряд точеlC.

192. Посредством более или менее длинной uепи· проектирований

и сечений ряд точек может быть преобразован в новый ряд точек

или в пучок.
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а

Рис. 66. Ряд точек а (Х)

перспективен ряду то чек Ь

(У) и пучку А (х); ТОЧК(1

А - центр перспеКТИ8Ы.

Рис. 67. Ряд точек а (Х) проективен ряду

точек с (Z).

со~тветствии, как и в перспективном

четыре элемента, nроемтивно соот

ветственные гар-"0
Нllчесмой ц,етверltе, об

разуют гар-"он,uч,е

скую четверltу.

195. Докажем та

кую лемму о проектив

нам преобразовании

четырех коллинейных

точек: любые две пары

1Соллинейных mочеlC

можно nреобразо

вать nроеltтU8н.о та",

что точ,1Сll каждоii

пары nреобразуются

друг в друга (стало быть инволюционно).

Иначе говоря, если А, В, С, D произвольные четыре точки

одной прямой, то существует проективное преобразование, преобра-

( А, В, С, D)
зующее В, А, D, С ·

Если uепь состоит из ОДНОГО проектирования и одного сечения,

то исходный и конечный ряды точек тоже называются перспектив

ными. Иначе говоря, два ряда точек наЗЬtваются nерсnекnzuвн.ь/,мu_

если прямые, соединяющие соответственные точки обоих рядов,

пересекаются в одной точке (иентре перспективы) (см. рис. 66).
193. Аналогичным образом обстоит дело с пучками: одно

сечение и одно проектирование преобразуют пучок в перспективный

ему пучок. Иными словами, два пучка

nepcneKтll8Hbl, еСЛll соответственные

лучи их пересекаются на одной прямой

(оси перспективы).

194. Два образа первой ступени (два

пучка, два ряда или пучок и ряд), связан- Х

ные сколь угодно длинной цепью проек

тирований и сечений, называются nроеlC

тuвными 1. Перспективное соответствие

есть частный случай проективного. Если

а [Х] Л А [х] А ь [у] л в [у] л с [ZJ и Т. д.,

ТО ряд точек а [Х] перспективен пучку

А [х], а также ряду Ь [у], но не перспек

тивен, а только nроективен, пучку В [у]

и ряду с [z] .(СМ. рис. 67). Проективность обозначают знаком

л: а [х] Л с [Z).
Qчевидно, в проективном

гармонизм сохраняется, Т. е.

1 Позднее мы дадим другое определение проективных образов первоА
ступени.
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докажем это, построив нужную uепь про~ктирований и сечений

(СМ. рис. 68).
Спроектируем сперва точки А, В, С, D из произвольного цен

тра Р на произвольную прямую, проходящую через точку D.

(А В С D)
l-е проектирование (центр Р) преобразует A~, B~, C~, D • Далее

спроектируем полученные точки из центра А на пр~мую Ре:

р 2-е проектирование (из центра А) преобра-

,f,., (А" В', С', п)
,,</1 \ •зует р В' С' С ·

Д',' ,': ' , , ,
, ~ '8'",/ '",'" ! 1.\ Наконец, спроектируем полученные точки

,~:,:,:::j.-'·i с \. из центра В' на исходную прямую.
А ~:,., В" ~ " 3-е проектирование (из иентра В') преобра-

J) (Р, В", С,' С)
зует В, А, D, С •

Рис. 68.
Очевидно, цепь И3 трех рассматриваемых

проектирований преобраэует (~:~: ~ ~) " что и требовалось.
196. Из этой леммы вытекает важное следствие: еслu пара то

че1& М, N гар.м,он.uц,еС1&и сопряжена относuтельно пары точек Р, Q,
то и наоборот, пара точек Р, Q гар,М,ониц,еС1&и сопряжена отно

сительно пары тоц,е1& М, N. Иначе говоря, если (М, N; Р, Q)
гармоническая четверка, то (Р, Q; М, N) тоже гармоническая чет-,
верка. .

Действительно, подвергнув гармоническую четверку точек (М, N;

Р, Q) проективномупреобраэованию 'it, преобраэующему(~'::::: ~).
получим такую четверку точек: Р, Q; М, N-тоже гармоническую,

так как преобразование ~ является проективным, стало 'быть, со

храняет гармонизм.

Преобразование симметрии

197. Применим наши сведения об инволюцкрнных гомологиях

К некоторым частным случаям.

Мы уже упомянули о том, что осевая симметрия (отражение)

представляет собой инволюционную гомологию. Ось симметрии яв-

'ляется осью гомологии. Нетрудно найти и центр. Симметрия пре

образует параллельные прямые в параллельные же прямые. Стало

быть, центр осевоЙ симметрии лежит на бесконечно удаленной пря

мой. далее, прямые, перпендикулярные к оси симметрии, преобра

зуются ею сами в себя. Значит, они проходят через центр.

Иначе говоря, центр осевой симметрии лежит в бесконечно уда

ленной точке прямых, перпендикулярных к ее оси. Ось, и центр

вполне определяют инволюuионную гомологию. Поэтому можно

сказать, что осевая сuм,м,етрия есть uн.волюционнай гО-м'ологuя,

Центром "оторой явЛяется беСlCон.еЧflО удаленн,ая точ,lCа прямых,

rzерnеНдUКулярнЬtх ~ ее оси (рис. 54).
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198. Если оси двух симметрий ";t и р взаимно пер п е н д и к у

л я р н ы (рис. 69), то ось ~ проходит через иентр р, а ось р - че

рез иентр 'it. Произведение двух инволюuионных гомологий С вэаимно

инuидентными неизменными элементами есть ИНВОЛЮl1ионная гомо

логия (п. 173). Центр ее лежит на пересечении осей гомологий

\
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Рис. 69. Отражение в прямой р и затем второе

отражение в прямой " перпеНДИКУ~1ЯРНОЙ к р,

преобразуют рисунок Q в симметричный ему отно-

сительно точки О рисунок Q".

сомножителей, а ось проходит через их иентры. В данном случае

осью инволюuионной гомологии '4:р является бесконечно удаленная

прямая.

Инволюционная гомология с бесконечно удаленной осью пред·

ставляет собой симметрию относительно центра - ц е н т р а л ь н у ю

с и м м е т р и Ю, которая как бы поворачивает плоскость вокруг центра

на полоборота. Выполнив это преобразоваJ:lие два раза подряд,

получим полный оборот: каждая точка возвращается в исходное по-

ложение. "
Итак', произведение двух осевых симметрий (отражений) с вза

имно nерnенди"улярными осями есть Центральная Сllмметрuя.

m. е. полуоборот вокруг точки nересечеНllЯ осей.
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Рис. 71. Четное

число переворачи

ваний плиты во

круг двух парап

лельных ребер рав

носильно прямоли:

нейному перенесе-

пию ее.

{}'

Рис. 70. Отражение рисунка Q в пря

мой р и последующее отражение

полученного рисунка Q' в прямой r,
пара;ГIлельной р, преобразует Q в Q".
Такой же результат можно получить

посредством прямолинейногоперене-

сения.

199. Теперь мы можем избавить человечка, о котором шла речь

во второй главе, от необходимости возвращаться из путешествия,

пятясь задом наперед. Желая из точки А повернуть в обратную

сторону, путешественник производит инволюционную гомологию

С бесконечно удаленной осью и

с центром в точке А, - тем самым

он совершает полуоборот, Т. е.

поворачивается лицом назад. Но

попрежнему, сходя с дороги, на

которой он сотворен нашей фан

тазией, человек вынужден продви

гаться вперед бочком. Он только

может, если хочет, выставить

вперед вместо правого левое плечо

и наоборот (почему?)

200. Рассмотрим умножение

двух осевых симметрий с пар а л

л е л ь н ы м и осями (рис. 70).
Такие симметрии имеют общий

l1ентр (почему?). Произведение

двух инволюционных гомологий с общим центром, но разными осями,

представляет собой пар а б о л и ч е с к у ю гомологию с тем же цент

ром (п. 178). Ось ее проходит через точку пересечения осей гомо

логий-сомножителей- в да нном случае ось являет

ся бесконечно удаленной прямой (почему?). Значит,

nРОllзведен.ие двух осевых симметрий с nарал

лельнымu ося.м,и есть nря..uолuнеЙное nеренесе

Н,ие.

20 1. В практической жизни иногда пользуются

осевыми симметриями для выполнения прямолиней

ного перенесения. Например, чтобы переместить

тяжелую плиту, просовывают под нее лом с одной

стороны и переворачивают ее вокруг противопо

ложного ребра (рис. 71). Это симметричное пре

образование плиты. Осью его является ребро, во

круг которого совершен поворот. После первого

поворота (отражения) плита лежит нижней сторо

ной вверх - путем прямолинейного перенесения
нельзя получить такой результат. Второй поворот

вокруг другого ребра, параллельного первому,

снова обращает плиту нижней стороной вниз.

Результат этих двух поворотов (отражений) совер

шенно таков, как если бы плита была прямоли

нейно перенесена вдоль прямых, перпендикулярных к осям отраж~

ний (ребрам).

202. Если перемножаются две осевые симметрии, оси которых

не. перпендикулярны и не параллеЛЬНhI, то произведение их не мо

жет быть инволюuионной гомологией и вообще является не гомоJЮ-

86



гией (почему ?). Значит, перемножив две такие осевые симметрии,

мы получаем коллинеаuию без неизменных элементов, но с одной

двойной точкой (таковой является точка пересечения осей гОмологий

сомножителей) и одной двойной прямой (таковой является прямая,

соединяюrцая центры гомологий-сомножителей - в данном случае это

бесконечно удаленная прямая). Каждая из перемножаемых симметрий

преобразует любую фигуру в равную ей, но перевернутую наизнанку

фигуру. Выполнив это "переворачивание" дважды, получим фигуру,

просто равную исходной. Ч го же это за коллинеаuия, hоторая пре

образует каждую фигуру в равную ей фигуру и удерживает непо

движноfi одну точку плоскости? Э го вращенuе (рис. 72).

а·

Рис. 72. Произведение отражения в прямой р и отражения

в прямой r равносил~но повороту вокруг точки о.

Итак, мы нашли второе имя для очень важного в практической

жизни преобразования - вращения: вращен'uе есть 1СоллuН,еаЦllЯ, ко

торая может быть nредставлен'а в вllде nРОllзведен'UЯ двух отра

жеНllИ, т. е. UН,80ЛЮЦUОЮlЫХ гомологuи, Цен'тры коих лежат

8 беСКОн'ечн'О удален'н'ЫХ точках прямых, nерnендUКУЛЯрН,btх к llX
осям. В таком виде это 'определение еще непригодно для того, чтобы

установить вращение в плоскости с произвольной "бесконечно уда

ленной" прямой, потому что мы пока не можем указать, какие две пря

мые такой плоскости следует считать взаимно перпендикулярными.

203. Резюмируем. Произведение двух симметрий с непараллель

ными осями есть вращение (поворот) вокруг точки пересечения их

осей. В частном случае, если оси взаимно перпендикулярны, в про

изведении получается особый вид вращения - полуоборот (по 198).
Если же оси перемножаемых симметрий параллелъны, ~ ~ пересе

каются в бесконечно удаленной точке, то произведение является

прямолинейным перенесением (п. 200).
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Метрические свойства гармонического сопряжения

а·

q

205. Пусть симм~трия с осью р преобразует

прямую а в' Ь (рис. 73). Прямая р является бис

сектрисой одного из двух углов, образованного

прямыми а и Ь. Биссектриса смежного угла (обозна

чим ее через q) перпендикулярна к р, стало быть, тоже преобра

зуется симметрией в самое себя. Значит, пара прямых а и Ь гармо

нически со.пряжены 01носительно пары прямых р и q. Наоборот,

пара р, q гармонически сопряжена относительно пары а, Ь, т. е.

биссе"трисbt двух смежных углов гарм,он.ичес"и соnряжеН,ь!, отно

сительн'О сторон этих угЛО8.

206. Пусть р и q биссектрисы внутреннего и внешнего угла при

вершине С 6. Аве (рис. 74). На пересечении гармонической чет

верки лучей (р, q; а, Ь) с основанием треугольника получаем гар

моническую четверку точек: (Р, Q; А; В).

Согласно известной теореме элементарной геометрии о биссек

трисах внутреннего и внешнего углов треугольника заключаем, что

Рис. 73. Сим

метрия с осью р

переводит пря

мую а в пря

мую Ь, а пря

мую q - в самое

себя; а, Ь, р,

q - гармониче

ская четверка

лучей.

На этом основании иногда говорят, что прямолинейное перенесе

нне представляет собой поворот вокруг бесконечно удаленной точки.

204. Произведение двух ц е н т р а л ь н ы х симметрий (полуобо

ротов) с разными центрами есть тоже пар а б о л и ч е с к а я гомоло

гия с бесконечно удаленной осью (почему?), т. е. представляет со

бой п р я м о л и н е й н о е пер е н е с е н и е вдоль прямой, соеди

няющей центры перемножаемых симметрий. (Рекомендуем читателю

'самому сделать рисунок и сравнить его с 47). Получается весьма

стройная картина: nроuзведение двух осешх сим

метрии есть вращение; nроизведен'ие двух централь

ных симметрии - nрямолин'еиное nереН,есеН,ие.

Необходимо тут же указать на существенное

р различие между вращениями и прямолинейными пере

несениями. Прямолинейные перенесения образуют

группу, между тем как враIцения не образуют груп

пы, потому чтр произведение двух вращений может

быть не вращением, З, как мы это только что видели на

примере полуоборотов, прямолинейным перенесением.

Знак" - "указывает, что если отрезки AQ и BQ одинаково направлены,
то АР и ВР направлены в противоположные стороны.

Иными словами, две mоч"и, гармоН,ич,есlCU соnряжен'н'ые отно

сительно "онцов отрез"а, делят оmрезоlC 8 одноJd, и том же от

ношенuи, - но одна внешнuм, а другая внутренним образом.

207. На основании этого свойства можно дать новое (метрическое)

решение задачи о построении четвертой гармонической точки или пря-
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мой. Чтобы найти точку, гармонически сопряженную с точкой М

относительно пары 'точек Р и Q, достаточно построить треугольник

с основанием PQ так, чтобы биссектриса внутреннего (или внеш

него - если М лежит вне отрезка PQ) угла при верl1Jине С треу

гольника проходила через точку М. Тогда другая биссектриса угла

при верПIине С пересечет основание его (или продолжение) в иско

мой точке N, гармонически сопряженной с точкой М относительно

пары точек Р, Q.

р

Рис. 74. Р и q - биссектрисы

внутреннего и внешнего угла

треугольника Аве; А, В, Р,

Q - гармоническая четверка

точек.

N

Рис. 75. Построение точки N,
гармонически сопряженной

с точкой М относитель-

но PQ.

208. Построение можно выполнить так. Начертим окружность,

ПРОХО4ЯЩУЮ через точки р'и Q; разделим обе дуги окружности

с концами Р и Q пополам; обозначим их с~редины через А и В. Сое

диним одну и.3 этих точек, например, А с М и

обозначим точку пересечения прямой АМ с

окружностью через С. Прямая ве пересечет

прямую PQ в искомой точке N, так как АС есть

биссектриса одного из углов при в.ершине

С 6. PCQ, а перпендикулярная к ней прямая

вс является биссектрисой смежного с ним Рис. 76. Новый вари-

угла (СМ. рис. 75). ант построения гар-

209. Мы получим другой способ решения, монической четверки
точек.

если построим треугольник, биссектрисы уг-

лов при вершине которого прох~дят через
точки Р и Q, а боковые стороны чере3 данную точку М и искомую

точку Лl. Так как биссектрисы смежных углов взаимно перпендику

лярны, то вершина С 6. CMN должна лежать на окружности, по

строенной на отрезке PQ, как на диаметре. Взяв точку С произ

вольно на этой окружности, проведем боковую сторону СМ ~ СМЛl;

затем проводим. вторую сторону CN так, чтобы прямая CQ была

биссектрисой внутреннего или внешнего угла при вершине С 6 СМЛl.

Если, в частности, выбрать точку С на перпендикуляре к PQ, вос

ставленном из точки М, то прямая CN, как легко показать, будет

касаться окружности (см. рис. 76).



ГЛАВА ПЯТАЯ

ПРОЕКТИВНОЕ СООТВЕТСТВИЕ МЕЖДУ ОБРАЗАМИ ПЕРВ··ОЙ

СТУПЕНИ

11

д'с'В'

р

Элементы, определяющие коллинеацию

210. В предыдущей главе мы обнаружили, что вращение принад

лежит к числу коллинеаuий без неизменных элементов. Это застав

ляет нас.приступить сейчас к изучению таких преобразованиЙ.

Коллинеация представляет собой преобразование более сильное,

чем гомология. С помощью гомологии, например, не всякие три

точки можно преобра

зовать в определенные

три точки, а с помощью

коллинеации это всегда

возможно. Более 10ГО,

посредством коллинеа

ции можно даже любые

четыре точки преобра
Рис. 77. Произведение двух гомологий преобра-

зует точки А, В, С в точки А', В', С'. З0вать в любые четыре
точки, если кажлые три

точки первой четверки

(а равно и второй) не коллинейны. В этом, конечно, нет ничего стран

ного: то, что недостижимо посредством о д н о Й гомологии, вполне

дости}кимо с помощью Н е с к о л ь к и х последовательных гомологий.

Докажем сейчас высказанные утверждения.

211. Прежде всего покажем, .нто любые три коллинейные точки

(например А, 8, С) можно преобраЗ0вать в три произвольные кол

линейные точки А', 8', С' (рис. 77, /). Посредством одной гомоло

·гии это неосуществимо, но может быть выполнено с помощью двух

последовательных гомологичных преобразованиЙ. Первую гомологию

1t зададим так, чтобы она преciбразовала (~,), что всегда выпол-

нимо. Эта гомология водворяет точку А на полагающеесяей место, а

точки 8 и С преобразует в какие-то точки В" и С", коллинейные с точ

кой А' (почему?). Остается задать вторую гомологию р, которая, удер-

(В" С"')~ивая точку А' на месте, преобразует В': С' . Это тоже всегда

выполнимо (рис. 77, //): центром р следует выбрать точку пересе

чения прямых В"8' и С"С', а ось провести через ~'. Очевидно,
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б ( А, В, С) Э
произведение 1t'p прео разует А', В', С'. то и есть искомая кол-

линеация.

212. Теперь докажем, что любые 4 точки А, В, С, D, не/Сол

линейные по mpll, могут быть nреобразованы в 4 nроизвОЛЬные, НО,

разумеется, тоже неколлинейН,ые ПО три точки А', В', С', D',
(рис. 78, 1). Прежде всего зададим коллинеаuию 1t', которая пре

образует А в А', В в В' и, кроме того, точку пересечения 'Прямых

АВ и CD (обозначим ее через Х) в точку пересечения прямых А'В'

и C'D' (обозначим ее через Х'). Согласно только что доказанному,

А

n
Рис. 78. Произведение трех гомологий преобразует

четыре точки А, В, С, D, в А', В', С', D'.

это всегда возможно. Коллинеаuия 1t' водворяет точки А и В на

по.пагающиеся им места (А в А', В в. В'), а точки С и D
преобразует в какие-то точки С" и D", коллинейные с точкой Х'

(почему?). Теперь зададим ГОМQЛОГИЮ р, удерживающую А' и В' на

( С" D")своих местах и преобразующую С': п' .; это тоже всегда выпол-

нимо (рис. 78, //): осью р следует назначить прямую А'В', а центр

выбрать на пересечении прямых С"С' и D"D'. Очевидно, произведе

иие 1t'p преобразует

(А, В, С, п,)

\А', В', С', п' ·

Это и есть искомая коллинеаuия ..
213. Точки, из которых никакие три не лежат на одной прямой,

мы условились называть Н,езавuсиМЫМll. Точно так же назовем н'е

зависимыми прямые, из которых никакие три не пересекаются в од

ной точке. Вполне ли определена коллинеаuия четырьмя парами не

зависимых соответственных точек?

На этот вопрос мы. пока ответим несколько уклончиво: во

всяком случае пятая пара соответственных точек не вполне произ

вольна.

Действительно, ·если коллинеаuия 1t' преобразует

( А, В, С, п)
А', В', С',п' ,

то прямым АВ и CD она относит прямые А'В' и C'D' (рис. 79);
стало быть, точка пересечения первой пары прямых (обозначим ее

через Х) преобразуется ею в точку пересечения второй пары пря-
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мых (обозначим ее через Х'). Точно так же точка пересечения пря

мых АС и BD (обозначим ее через У) преобразуется в точку пере-

сечения прямых А'С' и B'D' (обозначим ее через У'). .
Подчеркиваем, что точки Х и У пре

образуются не в произвольные точки, аx,vn
8' н е п р е м е н н о в те точки, которые мо-

~
С гут быть построены по точкам А' , В',

8 II С', D' совершенно так, как точки Х и У

д построены по точкам А, В, С, D.
J. С D У' Очевидно, этот результат можно рас-

пространить на множество других точек 
Рис. 79. Всякая коллинеа.. именно на все точки, которые подобно

ция; преобразующая А, В, точкам Х и У могут быть построены по

С, D в А', В', С', D', пре.. точкам А, В, С, D посредством про
образует точки Х в Х' и У

в у'. ведения прямых линий.

С помощью идеи непрерывности этот

результат можно распространить на все

точки плоскости. Но введение идеи непрерывности в проективную

геометрию требует множества дополнительных соображений. Прежде

всего нам придется заняться вопросом о расположении точек на

прямой.

Расположение точек на прямой

214. Точка может перемещаться по прямой в одном из двух про

тивоположных направлений. Читатель, Вы понимаете, что это зна

чит? Конечно, понимаете. Тем лучше, так как я совершенно лишен

возможности объяснить, что тако"е "направление". Заметим только,

что переход от точки А к точке В на проективной прямой возможен

в двух взаимно противоположных направлениях: две точки не опре

деляют направления. Но направление вполне определяется тремя точ

ками: переход от А к В и затем к С имеет вполне определенное на

правление, которое мм будем обозначать так: напр. АВС.

Мы сейчас формулируем некоторые свойства нового понятия

в виде третьей группы аксиом - аксиом порядка.

215. А к с и о м а 111, 1. Каждые три различные точки Аве на

nРЯМОЙ 1 рассматриваемые в nорядlCе их 'заnиси (т. е. А считается

первой точкой, В - второй, С - третьей), определяют на атой

прямой направление.

216. А к с и о м а 111, 2. На прямой существуют два u только

два различных направления.

Различные направления на прямой называются взаимно противо

положными. Тождество двух направлений обозначается знаком _,
а противоположность (различие) знаком =1=.

211. А к с и о м а 111, 3. Перестановка двух точеlC в тройкеl
определяющей наnравлеJluеl изменяет направление на nротивоnо

ложноеl т. е. напр. АВС =1= напр. АСВ =1= напр. САВ.

Легко доказать, что 1) если два направления противоположны

третьему, то они тождественны; 2) перестановка двух точек не из-
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меняет тождества и~и противоположности двух направлений; '3) кру

говая перестановка точек не изменяет направления.

218. А к с и о м а 111, 4. Если напр. АВС nротuвоnоложно напр.

ADC, то оно совпадает с напр. DBC, т. е.,

еслu напр. АВС =F напр. ADC, то напр. АВС - напр. DBC.
219. С помощью понятия "наПР'авление« можно установить по

нятие об "отрез/Се".

Сово/Суnность точе/С Х, та/Сих, что

напр. АВХ=/= напр. АВС (1)
называется отрез/Сом (АВ)с.

Рис. 80. Тройки Аве и А'В'С' определяют

на прямой противоположные направления.

Рис. 81. Если напр. Аве =1=
напр. Апс, то напр. АВС=

напр. пвс.

д в с
~

Д' с' 8'

~

д в с
о

[)

(**)

Таким образом, отрезок есть множество точек, удовлетворяющих

условию (1). Если точка Х принадлежит отрезку (АВ)с, то пишут

Х Е (АВ)с· Если - не принадлежит, зна'к Е заменяют знаком Е и

пишут

хЕ(АВ)с.

220. Точки А и В называют концами отрезка (АВ)с; они не

принадлежат отрезку. Про точку, принадлежащую отрезку, говорят,

что она лежит на нем или что она является внутренней точкой от

резка. Про точку, не принадлежащую отрезку и не совпадающую

с его концами, говррят, что она лежит вне отрезка; ее называют

также внешней точкой отрезка.

Точка С лежит вне отрезка (АВ)с, так как не удовлетворяет

условию (1).
221. Легко доказать, что если точка С' лежит 'вне отрезка (АВ)с,

то отрезки (АВ)с и (АВ)с, совпадают.

В самом деле, пусть Х Е (АВ)с. Это значит, что

напр. АВХ =!= напр. Аве. (*)

По условию с' Е (АВ)с.
Это значит, что

напр. АВС' == напр. АВС.

Из (*) и (**) получаем,

напр. АВХ =!= напр. АВС', т. е.

ХЕ (АВ)а.

Иными словами, всякая точка отрезка (АВ)с принадлежит от

резку (АВ)с,. Так же докажем, что и наоборот, всякая точка от

резка (АВ)с! принадлежит отрезку (АВ)с. Значит, обе совокупности

точек совпадают.
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222. Теперь можно доказать, что две точки А и В разбивают

ряд точек прямой АВ на два отрезка, не имеющие общих точек.

Точнее: если А и В две разлиц,ные точкu, то существуют два

и только два отрезка с концами А и В; оба отрезка не имеют

общих точек u всякая тоц,ка прямой АВ (кроме точек А и В)

принадлежит либо одному из этих отрезков, либо другому. Такие

два отрезка называются взаимно дополнительными.

223. Если из двух точек М и N одна принадлежит одному из

двух взаимно дополнительных отрезков, с концами А и В, а дру

гая - другому, то говорят, что пара точек А, В разделяет пару

точек М, N; если же обе точки М и N принадлежат одному и

тому же отрезку с концами А и В, то говорят, что пара точек А, В

не разделяет пары точек М, N.
Можно доказать, что "разделение" и "неразделение" есть отно

шение взаимное.

Можно также доказать, что из четырех точек прямой одна и

только одна пара разделяет другую пару, т. е. всегда либо А, В

,разделяет М, N, либо А, М разделяет В, N, либо А, N разде

ляет В, М.

224. Если пара точек А, В разделяет М, N, то направлениеАВМ

противоположно направлению ABN. Обратно, если направления АВМ

и ABN противоположны, то пара точек А, В разделяет пару то

чек М, N.
На доказательстве всех этих утверждений останавливаться не

будем.

225. Рассмотрим, наконец, отрезок (АВ)с и направление Аве.

Пусть М и N две точки отрезка, причем

напр. AMN __ напр. АВС; .,

тогда говорят, что точка М предшествует точке N в направлении АВС.

Если на некотором отрезке в некотором направлении М пред

шествует N и N предшествует К, то можно доказать, что М пред

шествует К. Из двух точек отрезка одна всегда предшествует другой.

Упорядоченные преобразования

226. Однозначное nреобразование тоц,ек одной прямой в тОЧ1<ll

другой (или той же самой) прямой называется уnорядочеННbtМ~

если оно сохраняет тождество (а стало быть, и противополож

ность) . направлений. Иными словами, если упорядоченное преобра-

б ( А, В, С; А1 , В1 , С1 )
З0вание ~ прео разует А' В' С'. А' В' С' , причем

l' 1, , 1, l' 1

напр. АВС _ напр. А1В1С1 ,

то

напр. А'В'С' == напр. A 1'B 1'Ct'.

227. Упорядоченное преобразование точек прямой в ТОЧКИ той же

прямой либо сохраняет направление (Т. е. преобразует любое на-
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Рис. 82. При упо

рядочении отобра

жения прямой а на

прямую Ь устана

вливае тся соответ-·

ствие направле

ний этих прямых.

правление в тождесrвенное ему), либо обращает его (т. е. преоб

разует в противоположное). В первом случае оно называется пре

образованием nрям,ого типа, во втором - обратного.

228. Если упорядоченное преобразование точек прямой в точки

той же прямой' преобразует (~', ~: ~), то оно представляет собой
преобразование обратного типа, так как напр. AMN противоположно

напр. ANM (согласно аксиоме 111з).

229. Пусть в рассматриваемом преобразовании имеется elue вто-

(
А В М, N\

рая двойная точка В, так что оно преобразует А', в', N, М ).

Тогда напр. АВМ противоположно напр. ABN (преобразова

ние обратного типа). Значит, пара точек А, Е! разделяет пару то

чек М, N.
230. Введем теперь последнюю аксиому порядка.

А к с и о м а IIIfS. Прое/СтllроваН,ие тоц,ек одной прямой на дру

гую прямую есть уnорядоц,енное nреобразование.

Иными словами, мы утверждаем, что если точка Х пробегает

какую-либо прямую в определенном направлении, то ее проекция Х'

тоже перемещается в определенном направле-

нии.

231. Отсюда тотчас следует, что гармоническая

инволюция есть упорядоченное преобразование и

притом обратного типа.

В самом деле, инволюционная гомология, как

всякая' гомология, может быть получена с помо

щью нескольких (именно двух) проектирований

И,стало быть, устанавливает упорядоченное пре

образование точек одной прямой в точки другой

(или той же самой) прямой. Таким образом, гар

моническая инволюция· является упорядоченным

преобразованием, и как всякое упорядочное пре

образование с двойной точкой, преобразующей пару точек инволю

ционно, - обратного типа.

232. На основании сказанного в п. 229 можем также утверждать,

что пара двойных в гармонической инволюции точек разделяег любую

пару соо гветственных точек. Иными словами, если две пары то"е/С

zapMO/1,llLteCICU сопряжены, то они разделяют друг друга.

233. Наоборог, две пары СОО.nветственнь/,х в гармонич,.есиоЙ

llНВОЛЮЦllll тоц,ек не разделяют друг друга. В caMO~1 деле, если

гармоническая инволюция преобразует ( ~: ~: 1: ~ ), то направле
ние MNK противоположно направлению NML И, стало быть, тож

дественно направлению MNL, а это значит, что пара точек М, N
не разделяет пары точек К, L.

234. Отсюда такое важное следствие. Если две пары точе/С М, N
и К, L разделяют друг друга, то не существует пары тo"eи~

гаРМОНllчеСКll сопряженных одновременно с М, N и с К, L.
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В самом деле, если бы такая пара точек существовала, то М, N
и К, L были бы парами точек, соответственных в гармонической

инволюции и не разделяли бы друг друга.

Непрерывность

235. Строгая формулировка того, что мы понимаем под непре

рывностью отрезка, принадлежит Дедекинду.

Представим себе, что все точки некоторого отрезка разбиты на

два (не пустых) класса так, что 1) каждая точка отрезка принад

лежит одному из этих классов и 2) каждая точка первого класса

предшествует любой точке второго класса.

,Такое разбиение будем называть дедекиндовым сечением. Непре

рывность отрезка состоит в том, что либо- в первом классе .есть

последняя точка (т: е. такая, что ни одна точка первого класса не

следует за ней), либо во втором классе есть' первая точка (т. е.

предшествующая всем точкам второго класса).

Итак, примем следующую аксиому непрерывности Дедекинда.

А к с и о м а IV. Если точкu отрезка разбиты на два не пустых

класса так. что

1) каждаяточка отрезкапринадлежитодному из этихклассови
2) каждая точка первого класса предшествует любой точке

второго класса~ то существуетодна и только одна точка отрезка,

которая является либо последней точкой первого класса~ либо

первой nzочкой второго 1Сласса.

236. Докажем такую вспомогательную теорему.

Если все точки отрезка разбиты на два не пустых класса ,.
тaK~ что:

1) к первому классу относятся lnакие тОЧIlИ, которыевместе

со всеми точками им nредшествующиМll~ обладают некоторым

свойством ОО~

2) ко второму классу относятся все остальные точки от

резка; то такое разбиение есть дедекиндово сечеНllе.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию каждая точка отрезка при

над.чежит либо к 1-му классу, либо ко 2-му. Докажем, что каждая

ТОЧ1<а 1-го класса предшествует любой точке 2-го класса. Допустим

противнqе: пусть имеются точка N в 1-м классе и М во 2-м такие,

что М преДUJествует N. Раз М - во 2-м классе, значит среди ее

предшественниц есть точка М', не обладающая свойством 00 (либо

сама точка М не обладает этим свойством). Итак, М' предшествует

М (или совпадает с ней) и не обладает свойством 00; М преДUlест

вует N; значит, М' предшествует N. Таким образом среди точек

N ' 'предшествующих имеется точка М, не обладающая свойством 00.

Значит, N не имеет права находиться в 1-м классе, так как не

удовлетворяет условиям приема в этот класс. Мы пришли к проти

воречию, что и доказывает теорему.

237. докажем одно важное свойство упорядоченных соответ

ствий прямого типа.
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Если уnорядоче~н.ое coomoelncmBlle nрЯМО20 тllna nреобразу:!m

зам/Снутый отрезо/С [АВ] в его часть [А'В'], !nо на зам/Снутом

отрез/Се [А' В'] uмеется двойная mo't/Ca М и притом первая двой

ная точ/Са, т. е. та/Сая, что н.а зам/Снутом отрез/Се [АМ] нет

другой двоЙн.оЙ точ,/Си. 1 .

Под [А'В'] мы понимаем тот из двух отрезков с конuами А', '8',
который является частью [АВ]. То же относится к отрезку [АМ]

и к другим отрезкам, о которых речь впереди.

Образы точек мы будем отмечать штрихами.

Приступаем к доказательству.

238. Разобьем точки отрезка [АВ] на два класса: к первому

классу отнесем все точки, которые сами вместе со всеми предше

ствую:дими им точками отрезка [АВ] пред

шествуют своим 01разам, а 'ко второму

все остальные" точки. .Оба класса не пусты,

так как к l-му классу относятся все точки Рис. 83. Точка М' не
отрезка [АВ'] {все точки этого отрезка пред- можетпредшеетвоuать
шествуют точкам отрезка [А' В'] }, а ко вто- точке М.

рому классу все точки огрезка [В'В]

{ибо все точки этого отрезка следуют за' точками отрезка

[А' В']}.

Если В' =В, то точка В является двойной и, стало быть, не

преДlпествует своему образу, Т. е. принадлежит ко 2-му классу. .
СоглаСJiО лемме, указанное разбиение есть дедекиндово сечение.

Стало быть, на отрезке [АВ] имеется точка М - последняя

в l-м классе или первая во 2-м.

239. Докажем, что она является двойной, Т. е. совпад,ает со

своим образом М' (и, стало быть, принадлежи r ко 2-му классу).

Допустим, что точка iVl' предшествует точке М (см. рис. "83).
Возьмем на отрезке (М'М) точку Р:

М' предш. Р преДlll. М.

Так как Р предш. М, то Р' предш. М'.

Йтак,

Р' преДIII. М', предш. Р, предш. М. I

Значит, р' преДIII. Р. Но 9ТО невозможно, так как Р предш. М
и, стало быть, принадлежит к l-му классу; значит, точка Р должна

преДUIествовать своему образу р'.

Итак, М' не может предшествовать м.

240. Пусть теперь М прелш. М'. Тогда точка М' принадлежит

ко второму классу. Значит, она или одна из предшествующих ей

т'очек не преДIlJествует своему образу. Обозначим одну из этих

точек через Р. Итак, Р предшествует м' (или совпадает с М') и не
предшествует своему образу Р. Значит Р принадлежит 2-му классу,

1 Замкнутый отрезок [АВ) есть совокупность точек отрезка (АВ) и то

чек А и В.
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т. е. следует за М.' Но раз М предшествует Р, то М' предше

ствует Р'.

Итак, р предшествует М', предшествует р', значит Р предше

ствует Р' вопреки предположению, что Р не предшествует своему

образу.

Это противоречие доказывает, что М' не может также следо

вать за М.

Значит М' == М.

241. На отрезке [АМ] нет другой двойной точки, так как все

точки этого отрезка принадлежат к l-му классу и, стало быть.

предшествуют своим образам.

242. Точка М не может лежать на [АА'] •
ибо все точки отрезка [АА 'J предшествуют своим

образам, точно так же не может она лежать на

Рис. 84. Точка М [88'], так как все точки отрезка (8'8] следуют

~;в-~~~:TT~~::M': за своими образами. Стало быть, М Е [А'В'].
243. Ранее мы видели, что если пара то-

чек А, 8 разделяет пару точек iVl, N, то

гармоническисопряженных с обеими парами А, Внет пары точек,

и М, N.
До'кажем теперь 'такую лемму о zapMoHllttecKllx четверках.

Если пара точек М, N не' разделяет пары точе/С А, 8, то су

ществует пара точек, гармоническuсопряженныхс обеllМllnарамu.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через ~ инволюционную гомо

nргию с двойными точками А и 8, а через р'-гомологию с двой

ными точками М и N и рассмотрим тот

из двух отрезков [А8], на котором ле

жат точки М и N. Обозначим через

[IИN] - тот из двух отрезков с концами Рис. 85. Пара точек Х1 У гар-
#1 и N, который является частью~ [АВ]. монически сопряжена как с

Составим произведение ~p. Мы ви- парой АВ, так и с парой MN..
дели, что ~ и р - преобразования обрат-

ного типа. Поэтому ~p е.сть преобразование прямого· типа; ..-:р пре

образует точки А и 8 соответственно в А1 и 81' лежащие

внутри отрезк.а [MN]. 'Поэтому, согласно лемме, существует двой

ная точка. Х, лежащая на отрезке [АI 8 1 ]. Пусть '4t преобразует

Х в У, тогда р преобразует У в Х (иначе Х не была бы двойной

точкой в преобразовании ';tp). А так как '4t и р - инволюционные

преобразования, то они преобразуют (:: ;).

Значит, пара точек Х, У гармонически сопряжена с парой А, В

и с парой М, N (рис 85).
244. С помощью этой леммы легко доказать следующую важную

Teope~y.

ПреобразоваНllеl сохраняющее гаРМОНllЗМ, является упорядо

ченным.

Достаточно 'показать, что преобразование, сохраняющее гармо

низм, сохраняет разделение пар точек, т. е. если две пары точек'

98'



*

не разделяют друг друга, то их образы тоже не разделяют друг

друга.

Пусть А, В и М, N не разделяют друг друга. Тогда ~уществует

пара точек Х и У, гармонически сопряженных с А, В и iИ, N. Но

в таком случае их образы Х' и У' гармонически сопряжены с А' В'

и М', N' (гармонизм сохраняется) И, стало быть (см. пункт 234),
А', В' и М', N' не разделяют друг друга.

Основная теорема проективной геометрии

245. Преобразования, сохраняющие гармонизм, играют исключи

тельную роль в проективной геометрии.

Выше мы назвали преобразование одного образа первой ступени

в другой, которое получается с помощью пепи проектирований и се

чений, - проективным преобрззованием. Это определение принадлежит

Штейнеру.

Штаудт дал более общее определение: nроектuвныя называется

всякое nреобразованuе одного образа первой стеnени в другой, со

храняющее гар.uонuзм.

Определение Штейнера проще. и уже: оно прямо указывает, как

строить проективные образы. В этом смысле его можно назвать

конструктивным. Определение Штаудта не конструктивно: оно не

дает никаких указаний, как·строить проективные образы.

246. Оказывается, однако, что всякое преобразование одного

образа первой степени в другой, сохраняющее гармонизм, можно

построить с помощью цепи проеКТИРОВ,аний и сечений: образы проек

тивные по Штаудту оказываются всегда проективными· и по Штей

неру. Более того, оказывается, что конструкция преобразований,

сохраняющих гармонизм, гораздо проще, чем можно было бы думать.

Мы легко выясним это, доказав известную т е о р е м у Ш т а у д т а,

которую ввиду ее важности, называют также о с н о в н о й т е о ре·

м о й про е к т и в н о й г е о м е т р и и. Она гласит:

Если nреобразование~ сохраняющее гар.uОНllЗ.u, оставляет на

месте три раЗЛlIчные точки nря.uоЙ~ то оно оставляет на .месте

все точки прямой.

247. Пусть преобразование ~, сохраняющее гармонизм, преобра-

зует (~:~: g). Оно является преобразованием Щ)ЯМОfО типа, так как

сохраняет направление Аве. Рассмотрим тот. из двух отрезков АВ,

который не содержит точки с. Обозначим его через [АВ]. Все точки

этого отрезка преобразуются в точки того же отрезка, ибо все они

следуют за А и предшествуют В; стало быть, тем же ·своЙством

обладают и их образы, а значит, образы их принадлежат отрезку [АВ].

Пусть Х одна из точек отрезка [АВ]. Тогда, согласно сказан-

ному, Х' тоже принадлежит отрезку [АВ]. Пусть Х предшествует Х',

тогда [Х'В] составляет часть [ХВ] , т. е. [ХВ] преобразуется в CBOIO

часть [Х'В]. Значит, согласно лемме, на отрезке [Х'В] имеется ДВОЙ
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ная точка преобразования М и притом такая, что на [ХМ] нет дру

гих двойных точек:

Х предшествует Х', предшествует М.

Рассмотрим теперь преобраЗ0вани~ обратное ~. Оно преобразует

отрезок {АХ'] и [АХ], который составляет часть [АХ]. Поэтому,

согласно лемме, на [АХ] имеется двойная точка N и притом такая,

что на [NX'] нет других двойных точек преобразования~-1, а значит

и преобравования ~.

Итак,

х предш. х: предш. М,

N предш. Х, предш. Х', предш. М.

Рис. 86. Точка D, гармонически

сопряженная с С относительно

N 1M, должна 6юь двойной

точкой; но это невозможно,

так как между N и М двой-

ных точек нет.

св

• N D М
д х х'

Таким образом, на отрезке (NM) нет двойных точек. Но это

невозможно, так как точка D, гармонически сопряженная с' точкой С

относительно пары точек N, М (см.

рис. 87), принадлежит отрезку [NM]
и является двойной (поскольку двой-

HЫM~ являются точки N, М, С). Это

противоречие доказывает теорему.

248. Из основной теоремы тотчас

вытекает такое следствие:

Если два nрое1&ти8/1,Ь/,Х (т. е. сохра

няющих гармонизм) nреобразован'UЯ

одинаlCО8Ь/,М образом nреобразуют три

то О/1,и nреобразуют все точlCU ряда оди:разлuчные mO'tICU ряда,

н,аICО8ЫМ образо.,u.

, Иными словами, если два проективных преобраЗ0вания ~ и р

преобрззуют (~'/, Вв/,Сс,), н, кроме того, ';t преобразуетточку первого

ряда М в точку М' второго ряда, то р тоже преобразует М в М'.

, В самом деле, допустим, что р преобразует М в М*. Тогда

преобразование р-l7: оставляет ~ри точки А', В', С' на месте и пре

образует М* в М'.

Согласно основной теореме, отсюда следует, что 'М* совпадает
с М. .

Так'им образом, ~ и р одинаковым образом преобразуют. все

точки ряда. Иными сдовами, проективность между двумя рядами точек

вполне определена тремя парами соответственных точек.

249. Мы должны еще убедиться в том, что существует проек

тивное преобразование, которое относит трем точкам одного ряда

три произвольным образом выбранные точки другого ряда. Решим

для этого 3 а д а ч у:

Установить проективное соответствие между двумя рядами точек

так, чтобы трем различным заданным точкам первого ряда соответ

ствовали три различные произвольным образом заданные точки вто

рого ряда.
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Мы будем счи~ать проективное соответствие между двумя обра

зами первой ступени установленным, если указан способ построения

точки второго ряда, соответствующей в данной проективности любой

заданной точке, первого ряда. В частности, поставленная задача будет

решена, если удастся указать конечную цепь проектирований и се

чений, преобразующую три заданных точки первого ряда в три

заданные точки второго ряда.

250. Реш е н и е. ЧJобы посредством цепи проектирований и се

чений преобразовать ряд точек Р (А, В, С, ...) в ряд Р' (А', В',

С', ...), можно поступить так.

Соединим какую-либо пару соответственных точек обоих рядов,

например, А и А' и на построенной таким образом прямой АА'

выберем произвольно две

точки - центры проектиро

ваний - S и Т. Затем спроек

тируем рялР из точки S и

ряд Р' из точки Т. Отметим

точки пересечения соответ

ственных лучей ОQОИХ пучков

SB, ТВ'-::= В", SC, ТС' _ С".

Далее пересечем оба пучка

прямой р", проходящей че

рез точки 8" и С" и обо-
Рис. 87. Чтобы построить на прямоВ р'

значим АА', Р" - А". Нуж- образ точки М, проектируем М из S на р"
ная цепь проектирований и полученную точку М" проектируем из

и сечений уже построена: т на р'.

проектирование из центра S
преобразует Р(А, 8, С, ... ) в Р" (А", 8", С", .. .). Второе проек

тирование из центра Т преобразует Р" (А",. В", С", .... ) в Р' (А',

8', С', .. .). Выполним эти' преобразования одно за другим - сперва

первое, потом второе, получим преобраЗ08(lние ряда точек Р в ряд

Р' б ( А, В,. С \ ( 87)
точек ,прео разующее \А', В', С') см. рис. ·

Задача решена.

Несмотря на то, что в построении очень много произвол~ного,

решение, согласно основной теореме, является единственным: если
при одном способе построения точка М будет соответствовать

точке М', то так оно будет и при любом другом способе по

строения.

25 t. Мы доказали, что проективное соответствие между двумя

рядами точек вполне определено тремя парами соответственных

точек.

Это положение можно обобщить: nроект.uвное соответствие

между дву.м,я образамu первой cmyneHll вnОЛн'е· определено тремя

n ара-м'и соответственных эле-М,енщов.

В справедливости такого обобщения убедиться очень легко.

Если бы, например, существовали два различных пре05разования

пучка Р(а, Ь, с, ...) в пучок р' (а', Ь', с', .. .), то, пересекая эти
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·пучки ПРОИЗ80ЛЬНЫМИ прямыми Р И р', МЫ получили бы два различ

ных проективных преобразования, преобраЗУЮlЦИХ три точки ряда Р

одинаковым образом, что противоречит основной теореме.

252. Итак, задача - установить проективное соответствие между

двумя образами первой ступени так, чтобы трем элементам одного

соответствовали три элемента другого, - допускает одно и только

одно решение. Построение для случая двух рядов точек рассмотрено.

Разберем его для случая двух пучков.

За ..'l а ч а. Установить проективное соответствие между двумя

пучками так, чтобы трем заданным лучам одного пучка соответство

вали три заданные луча другого пучка.

Реш е н и е. Пусть требуется установить проективное соответ

ствие между пучками Р и р' так, чтобы трем лучам а, Ь, с первого

пучка соответствовали три луча второго - а', Ь', с'.

Укажем цепь сечений и проектирований, которая выполняет нуж

ное преобразование. Это можно сделать совершенно так же, как

в задаче о двух рядах точек.

Отметим точку пересечения пары соответственных лучей пуч

ков Р иР, например, точку аа'; проведем через нее две прямые

s и '. Сечение пучка Р прямой s даст ряд точек s (А, В, С), а сече

ние пучка р' прямой t даст ряд точек t (А', В', С', ...). Соединим

соответственные точки обоих рядов и обозначим

sb · tb' - Ь",

sc : t с' == с"•
Отметии, наконец, точку

Ь"с"=:р"

и

аа'· Р" =а".

Пучок Р(а, Ь, с, .•.) перспективен пучку Р" (а", Ь", с", .. .),
а последний перспективен пучку Р' (а', Ь', с', •.. ).

Таким образом,' нужная цепь перспективных преобразований по

строена и задача решена:

Р(а, Ь, с, ...)ЛР"(а", Ь", с", ...)ХР'(а', Ь', с', ...).

Значит,

Р(а, Ь, с, ...) 7\ р' (а', Ь', с', .. •).

253. Чтобы найти луч т' пучка р', соответствующий в заданной
проективности ПУЧУ т пучка Р, подвергаем луч т сперва перспек

тивному преобразованию с осью S, преобразующему пучок Р в Р",

получим луч nz"; затем подвергаем т" перспективному преобразова

нию с осью t, преобразующему пучок р" в р'; получим т' (см.

рис. 88).
В силу основной теоремы реUJение является единственным,

Т. е. результат не зависит от примененного способа построения.

102



h

t

I "iп"• 11

м:/

8:
.",
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Р построить соот

ветствующий луч т'

пучка Р'.

р

в

254. Ранее мы указали, что определение проективного преобра

зования не конструктивно. Сейчас можем утверждать, что любое

проективное преобразование одного образа первой ступени в дру-.

гой можно получить посредством uепи из двух

перспективных преобразованиЙ. Тем самым кон

струкuия проеКТИВНОГО'преобразования выясне

на. Она оказалась гораздо более простой, чем

можно было предполагать.

255. Перспективное соответствие является

частным случаем проективного. Пусть ряд то

чек р проективен ряду точек р', причем общая

J'очка обоих рядов (точка рр') соответствует

сама себе (рис. 89). Легко' показать, что в та

ком случае рядыперспективны. В C~MOM деле,

обозначим точку рр' через А и возьм~м на

прямой р еще две точки В и С. Обозначим

соответственные им в рассматриваемой проек

тивности точки прямой р' через А', B~ и С' (А'

совпадает с А). Существует только одно проек

·тивное преобрззование, которое относит точ-

кам А, В, С соответственно точки А', В', С'. Но такое соответствие

устанавливает перспективное преобразование с центром Р на пере-

сечении прямых ВВ' и се'.

Таким образом, если два ряда то

'teK nроективны, nрuчем общая тОЧlCа

обоих рядов соответствует сама себеl
то ряды nерсnеlCтивны.

256. Аналогично обстоит дело' с пуч

ками: если два nУЧlCа npoelCm1l8Hbl l при

чем оБЩlll'i луч обоих пучков (т. е. луч,

nроходЯU(llЙ через верШllНbl оБОllХ пуч

ков) соответствует сам себе, то nучlCU

nерсnективн'Ы.

257. Верне~IСЯ к коллинеаuиям. Опре-

делена ли коллинеация чегырьмя па-

точек? Теперь легко ответить на этот

Рис. 89. Проективное соот-

( А,в,с ... )
ветствие А'В'С' . . . ЯВ-

ляется перспективным с цен

тром перспективы Р.

рами соответственных

вопрос.

Заметим прежде t всего, что коллинеация riреобразует инволю

иионную гомологию в инволюциdнную же гомологию. В самом деле,

если ';t преобразует (:,). то
р' = ~-lp'4t

и

Если Р инволюuионная гомология, то p~ = 1 и

.р12 = ~-11t = 1,

т. е. р' ИНВОЛlоционная гомология.
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258. Отсюда следует, что 1СОЛЛlIнеаЦllЯ сохраняет гарЯОНlIЗЯ.

Значит, nреобразуя один образ первой ступени в другой, КОЛЛlIнеа

ЦlIЯ устанавливает .между HllMU nроективное соответствие.

259. Пусть теперь две коллинеа.uии ';t и р преобразуют четыре неза

висимые точки А, В, С, D в четыре точки А', В' С', D' (тоже~

разумеется, независимые).Рассмотримпроизведение 'itp-l, оно остав

ляет точки А, В, С, D, а стало быть, и точку пересечения прямых

АВ и CD (обозначим ее через Р) на месте. Таки~ образом, на пря

мой АВ - три двойные точки: :4,' В и Р; равным образом и на CD:
С, D и Р. Таким образом, все точки этих прямых являются двой

ными в коллинеаuии 'itp-l: но коллинеация с двумя неизменными

прямыми представляет собою тождественное преобразование 'itp-l = 1.
Стало быть ~ = р. .
Итак, существует одна и толЬ/со одна ICОЛЛllнеаЦllЯ, nреобра

зующая четыре Н,езаВllСUЯl?lе тО'1,ки в 'teтbtpe Н,езаВllсимь/,е nроuз

вольным образом заданные тОЧКll.

Инволюция

260. Особый интерес представляет проективное преобразование

точек прямой в точки той же прямой ИJ!И лучей пучка в лучи того

же пучка. Такое преобра:ювание можно получить с помощью замк

нутой uепи проектирований и сечений.

Проективное преобразование точек ряда в точки того же ряда

можно задать тремя парами соответственных точек. Чтобы конструк

тивно осуществить проективное преобразование ряД'а р в самое

себя, при котором три заданные точки А, В, С ряда преобразуются

в три задgнные точки А', В', С' того же ряда, можно сперва спроек

тировать преобразуемые точки из произвольного иентра, лежащего

вне р на произвольную прямую q, отличную от р, а затем получен

ный ряд точек q (А", В", С", ...) обычным путем преобразовать

в ряд р (А', В', С', ... )
261. В проективном преобразовании точек прямой в точки т00

же прямой может быть не более двух двойных точек: если такое

преобразование оставляет на месте три точки, то, согласно основ

ной теореме, эти точки остаются на месте. Такое преобразование

(тождественное), разумеется, не представляет никакого интереса.

Внетождественном проективном преобразовании имеется, стало быть,

не более двух двойных точек.

Проективное преобразование с двумя двойными точками назы

вается гllnерболическим, с одной двойной точкой - nараБОЛll'tеСКllМ,

вовсе без двойных точек - эллиnтическuм.

262. Особый интерес представляют проективные преобразования,

которые сами себе обратны. Они называются lIНВОЛЮЦllЯм,u. Суще

ствование инволюuий доказывается теоремой:

ЕСЛZI nроектllвцое nреобразованuе на прямой nреобразует llHBO
дюционно оону точку прямой, то оно nреобразует UНВОЛЮЦUОННО

все точки ее (т. е является инволюuиеЙ).
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Действительно, пусть проективное преобразование ~ точек неко-

. (А В)торой прямой в точки той же прямой преобразует в: А . Обо-

значим точку, в которую оно преобразует некоторую точку С,

через D:
б ( А,в, С)

'it прео разует в, А, D ·

Рис. 90. Если Р двой

ная точка инволюции

( РАБ ).' то Q
РАВ .

также двойная точка

этой инволюции.

(
Р, А, в )
Р, В, А •

(А, В, п, С)
,В, А, С, D ·

Сравнивая ';t и р видим, что оба преобразования

одинаковым образом преобразуюттри точки: А,

В и С ряда. Стало быть, по основной теореме,'

они одинаковым образом преобразуютвсе точ

ки ряда; р преобразует точку D в с. Значит,

и 7t преобразуеr (~). Таким 05разом, 1t пре

образует все точки прямой инволюционно.

263. Займемся вопросом о распределении

двойных точек в инволюции. Разумеется, их мо

жет быть не более двух. Примером инволю-.

ции С двумя двойными точками является знакомая уже нам гар

моническая инволюция. Возможна ли инволюция с одной только

двойной точкой? Следующая теорема дает отрицательный ответ на

этот вопрос:

Еслu в UНВОЛЮЦllU есть одна двойная точка, то есть U вто

рая двойная точка, отЛllчная от первой.

В самом деле, пусть Р двойная точка инволюции о, преобра

зующей

, .
Теперь вспомним лемму о четырех точках (СМ. п. 194), которая

утверждает, что каковы бы ни были точки А, В, С, D на ПРЯ\10Й,

cylIlecTByeT проективное преобразование р, п.ре

образующее

Построим ·точку Q, гармонически сопряженную с Р относительно

пары точек А, В (рис. 90).
Так KaJ{ инволюция сохраняет гармонизм, то о преобразует

точку Q в точку, гармонически сопряженную с Р относительно

пары точек В, А, т. е. снова в Q. Значит, Q является второй двой

ной точкой инволюции о.

264. Перейдем к инволюции с двумя двойными точками (гипер

болической). К ним относится знакомая нам .гармоническая инволю

ция. Существуют ли еще и другие инволюции с двумя ДВОЙНЫ:\1И

точками? Оказывается, что нет: всякая гиперболическая llНВОЛЮ

ЦllЯ является гармонuческой, Т. е. пара двойных в гиперболиче

ской uнволюциu точек ,гармонически разделяеfn любую пару. соот-

ветственных mОЧtК. .
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Иными словами, .если инволюция о 'преобразует

(
Р, Q, А, В)

Р, Q, В, А '

то пара точек А, В гармонически сопряжена относительно пары

точек Р, Q.
Допустим, что с то'чкой А гармонически сопряжеl{а относительно

пары Р, Q не точка В, а точка А', а с точкой В точка В'. Это

значит, что гармоническая инволюция 1t" с двойными точками Р и Q
преобразует

(
Р. Q, А, А', В, В')

P,Q,A', А, 8', в ·
Так как ИНВОЛЮllиq а преобразует 'точки Р, Q, А в Р, Q, в

и сохраняет гармонизм, то она преобразует точку А (четвертую

гармоническую к тройке Р, Q, А) в точку В' (четвертую гармони

чеtкую к тройке Р, Q, В).

И гак, о преобразует

( Р, Q, А, В, А', В')

Р, Q, В, А, В', А' ·

Составим' теперь произведение ~a. Оно преобразует

(
Р, Q, А,А', в, В')

Р, Q, В', В, А', А ·

Таким образом, ";to тоже представляет с~ой гиперболическую

инволюцию,. т. е. преобразование обратного типа, как 1t' и. а.Но

это невозможно потому, что произведение двух преобразований

обратного типа должно, очевидно, быть преобразованием -nрямого

типа (если оба перемножаемых..· преобразdвания 'обращают направле

ние, то их произведение, очевидно, не изменяет его).

Наше предположение, что пара ТQчек А, В не сопряжена гар

монически относительно пары точек 'Р, Q, ПРl1вело к противоречию.
Значит, пары точек А, В и Р, Q гармонически сопряжены, т. е. о 
гармоническая инволюция.

265. Итак, параболических ИНВОЛЮllИЙ нет, гиперболические

существуют, все они обратного типа, а эллиптические? Легко пока

зать, что и эллиптические ИНВОЛЮllИИ существуют. Именно, 8СЯ1Сая

UН80ЛЮЦllЯ nрЯМО20 типа является эллиnтllttес1СОй. ДеЙ.ствительно,

пусть пары точек А, В и С, D разделяют друг друга; тогда инво-

б (А, В, с,п)
люция, прео разующая В, А, D, С ' является инволюцией прямого

типа и не имеет двойных точек, так как нет пары точек, гармони

чески сопряженной с разделенными парами А, В и С, D (см. п. 234).
266. Наоборот, всякая инволюuия обратного типа является гипер

болической. действительно, если а - инволюция обратного типа,

преобразует

( А. В, С, D)
B,A,D, С J
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то пары точек А, В и .С, D не разделяют друг друга. Когда суще

ствует пара точек Х, У, гармонически сопряженная с обеими парами

А, В и С, D, Т. е. существует гармоническая инволюция 'lt, преоб

разующая

(Х, У, А, В, С, D)
Х, У, В, А, D, С '

то по основной теореме а совпадает c~.

267. Итак, инволюциu обратного mllna являются гиперболи

ческими, а nрямого- эллиnтllч,еСlCияи, и наоборот, ВСЯ1Сая гиnер

болuч,еская инволюция принадлежит обратному типу, а эллип

тическая - nрямому.

Если инволюция задана двумя парами соответственных точек,

легко определить, имеет ли она двойные точки t или нет: достаточно

выяснить, сохраняет ли она направление или обращает его.

Построение двойных точек гиперболической инволюции, задан

ной двумя парами соответственных точек, представляет собою весьма

важную задачу, решение которой нам, однако, сейчас еще недоступно.

Разумеется, все, сказанное об инволюuиях среди точек ряда,

можно перенести на инволюцию среди лучей пучка.

Конические сечения

268. Посредством коллинеации можно преобразовать любой

четырехугольник в любой другой четырехугольник (например, квад

рат в параллелограм, в прямоугольник, в РО~tб, внеправильный

четырехугольник). Коллинеация вполне определена, если заданы два

четырехугольни~а, которые она преобразует один в другой.

две фигуры, которые могут быть преобразованы одна в другую

посредством гомологии, мы называем гомологич,нымu или персnек

mUBHblMll. Если же две фигуры могут быть преобразованы одна

в другую посредствомколлинеации,то говорят, что они ICОЛЛllнеарны,

или npoelCтUBHbl. Любой четырехугольник коллинеарен (проективен)

любому другому четырехугольнику (например, квадрату). Но пяти

угольники уже не все проективны.

269. движение, как мы неоднократно указывали, есть частный

случ~й ~оллинеации. Если две фигуры могут быть пре01разованы

одна в другую посредством движения ("совмещены наложением",

как говорят в эJiе~ентарных курсах геометрии), то их называют

paBfibtMll или КОflгРУЭflтflЬtМll. Очевидно, ~онгруэнтность (равен

ство) есть частный случай проективности: все конгруэнтныефигуры

проективны,но далеко не все проективныефигуры конгруэнтны(равны).

270. Рассмотрим два пучка прямых, вершины которых 8 и Т

лежат на окружности. Будем считать соответственными те прямые

этих пучков, которые пересекаются на окружности. Например, пря

мой 8 ..4 пучка 8 (рис. 91) соответствует прямая ТА пучка Т; пря

мой 8В - прямая ТВ, и Т. д. Угол между прямыми 8А и 8В равен

углу между прямыми ТА и ТВ, так как оба угла вписаны в окруж

ность и опираются на одну и ту же дугу АВ. Воо5ще, угол между
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Рис. 91. Окружность

есть геометрическое

место точек пере сече- .
ния соответственных

лучей двух конгруэнт-

НЫХ пучков.

двумя прямыми пучка S равен углу между соответственными пря

мыми пучка Т. Отсюда следует, что оба ПУЧI<а можно совместить

посредством движения. для этого нужно пере

нести пучок S так, чтобы вершина его совпала

с точкой Т, а прямая SA пошла по прямой

ТА; тогда прямая SB пойдет по ТВ, 5С по

те и т. д. Каждый луч пучка 5 совпадает

с соответственным лучом пучка т.

Итак, пучки 5 и Т конгруэнтны. Окруж

ность можно определить как геометрическое

место точек пересечения соответственных лучей

двух конгруэнтных пучков. Если подвергнуть

окружность коллинеарному преобразованию,

то пучки S и Т преобразуются в пучки 51 И Т',

уже не конгруэнтные между собой, но колли-О

неарные (проективные) друг другу.

Значит, ·фигура, в которую коллинеация

. преобразует окружность, представляет собой

геометрическое место точек пересечения соответственных лучей двух

проективных пучков.

271. Познакомимся с несколькими фигурами, проективными окруж
ности.

Будем проектировать окружность, лежащую в плоскости а, на

плоскость а.'. Лучи, проектирующие точки окружности, предст~в-

Рис. 92. Эллипс. Рис. 93. Парабола.

ляют собой образующие конуса, вершиной которого является центр

проекuии. Проекuия окружности на плоскость а' есть не что иное,

как сечение этого конуса плоскостью а' (рис. 92).
Поэтому фигуры, проективные окружности, называют конuчеСlCllМU

сечениями.

272. Смотря по положению секущей плоскости, в сечении полу

чается фигура одного из следующих трех типов

108



1) Если секущая плоскость пересекает все образующие конуса

по одну сторону от 'вершины (рис. 92), коническое сечение имеет

форму замкнутого овала. Это - эллипс. .
2) Если секущая плоскоеть- параллельна точно одной из обра

зующих (рис. 93), коническое сечение имеет вид незамкнутой кри

вой. Это - парабола.

3) Если, наконец, секущая плоскость пересекает образующие

по разные стороны. от вершины (как на рис. 94), в сечении полу

чается кривая, состоящая·

из двух незамкнутыхвет

вей. Это - гипербола.

273. Различие между

эллипсом, параболой и

гиперболойможно охарак

теризовать так. Кони

ческое сечение оказы

вается параболой, если

плоскость сечения а' пе- сх'

рееекает о д н у из обра

зующих конуса (именн:о

ту, которая параллельна

ей - ОМ на рис. 93)
в бесконечно удаленной

точке. Гипербола полу

чается, если плоскость

сечения а' пересекает д в е

образующие .(именно те,

которые параллельны ей:

ОМ и ON на рис. 94)
в бесконечно удаленных

точках. Если же плоскость

а' пересекает все обра- Рис. 94. Гипербола.

зующие в "конечных"

точках, то коническое сечение представляет собой ЭЛЛllnС. Можно

сказать, что эллипс не встречает бесконечно удаленной прямой,

парабола имеет с ней о дн у общую точку (касается ее), а гипербола

пересекает бесконечно удаленную пря.мую в Д в у х точках.

274. Окружность есть частный случай эллипса: она тоже не

встречает бесконечно' удаленной прямой Дальнейшее уточнение

проективного определения окружности имеет существенное значение,

так как окружность-ключ к вращению.. Это обязывает нас присту

пить к проективному из учению конических сечений.

Построение конических сечений

275. В предыдущем разделе мы определили коническое сечение

как линию, проективную окружности (т. е. фигуру, которая полу

чается из 9КРУЖНОСТИ при помощи некоторой коллинеаuии). Кони·
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ческое сечение, вместе с тем, представляет собой геометрическое

место точек пересечения соответственных лучей н е к о т о р ы х двух

проективных пучков (см. п. 270). Далее, в п. п. 286, 287 будет

доказано, что это сечение есть геометрическое' место точек пересе

чения соответственных лучей л ю б ы х двух проективных, но не

перспективных пучков проективной окружности. Ввиду этого уже

теперь представляется. целесообразным принять определение: 1COflll

чеС1Сое сеченuе есть zео.метРllч,еС1Сое.место точе/С nересеч,енuя соот

ветственных лучей двух nрое1Сти8НЫХ nУЧ1Сов. В этом определении

и мы не исключаем случай

перспективности пучков.

Геометрическое место то

чек пересечения соответ

ственных лучей двух пер

спективных пучков назы

вается выроЖденным ко

ническим сечением; оно

представляет собой пару

nря.lUЫХ~ из которых

ь' одна-ось перспеКТИВЫt

другая-общий луч пуч

ков (как элемент одного

Ь пучка он соответствует

себе, как элементу дру-

~ --oIJl---+- ~~-""'U' гого). Пара прямых по-

лучается сечением конуса

плоскостью, проходящей

через вершину. Умея

строить проективные пуч

ки, мы тем самым умеем

строить точки кониче-

Рис. 95. Построение точки конического сече- ского сечения.

ния, определенного пучками S и Т. Пусть, например, S
и Т вершины пучков, об

разующих невырожденное коническое сечение, которое проходит

через точки А, В и с. Требуется пополнить это коническое сечение

новыми точками. Задача всегда разрешима, если никакие три из за

данных пяти точек не лежат на одной прямой. Действительно, соеди

нив вершины пучков S и Т с точками А, В и С, получим два пучка

прямых с тремя лучами каждый. Существует одна, и только одна,.

проективность 'i: между пучками S и Т, в которой лучу SA соот",

ветствует луч ТА, лучу SВ-луч ТВ и лучу SС-луч те.

Стало быть, существует одно., и т о л ь к о о д н о, коническое

сечение, удовлетворяющее условиям задачи. Обозначим его через Q.
Построение новых точек этого конического сечения сводится

к пополнению пучков S и Т новыми соответственными в проек

тивности ~ лучами, что мы умеем делать хотя бы по способу

п. 253.
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276. На рис. 95. показано построение луча х' пучка Т, соответ

ствующего произвольному лучу Х· пучка S. Через заданную ТОЧКУ С,

в которой пересекается пара соответственных лучей, проведены про

изво.цьные прямые u и и'. Ряд точек, в которых прямая u пересе

кает ;лучи пучка S, пер с п е к т и в е н ряду точек, в которых соот

ветственные лучи пучка Т пересекают прямую и'. Соединив соответ

ственные точки этих рядов-А! И А1 ', В1 И 81',-находим иентр

перспективности Q. Луч х пучка S пересекает прямую u в точке Х1 ,

которой соответствует на прямой и' точка Х1 '. Поэтому луч х'

пучка Т, проведенный через Х1 ', соответствует в рассматриваемой

t

t'
~-'--~---i!-::---~'--I.I.'

Рис. 97. Построение касательных к

коническому сечению Ia точках S и Т.

Рис. 96. Построение точек пере

сечения прямых u и и' с кони

ческим се"чением.

l.L
т: $

проективности лучу х пучка S. Стало быть, точка Х, в которой

пересекаются эти лучи, принадлежит коническому сечению Q.
277. Рассмотрим тот луч пучка S, который проходит через иентр

перспективности Q. В пучке Т ему соответствует ЛУ\l ТМ (рис. 96).
Значит, точка М лежит на коническом сечении Q. Точно так же

луч TQ пучка Т соответствует лучу SN пучка s. Значит, и точка

N лежит на Q.
Тем самым найдены ТQЧКИ пересечения конического сечения Q

с произвольными прямыми u И и', проходящими через одну из его

точек (через точку С).

278. Обратим еще внимание на общий луч обоих пучков, обра

зующих невырожденноеконическое сечение Q,-прямую ST (рис. 97).
Если рассматривать ее как луч пучка S, ей соответствует в проек

тивности ~ луч t' пучка Т.! Лучи ST и t пересекаются в точке Т.

Выходит, что и точка Т является точкоti пересечения соответствен-

1 Jlуч t' не может совпасть с ·лучом ST, так как пучки O:s и Т - не
перспективны (см. п. 256).
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ных лучей пучков S и Т. Поэтому и точка Т принадлежит кони

ческому сечению Q.
Если же рассматриватьпрямую ST как луч пучка Т, то она соответ

ствует лучу s пучка ·S. Лучи TS и s пересекаются в точке S.
Значит, и эта точка принадлежит коническому сечению Q.

Итак, КОНllческое сечение проходит через вершины пучков, об.?а-

ЗУЮЩllХ его. .
279. На каждом луче пучка S лежат две точки конического се

чения Q: точка S и точка пересечения рассматриваемого луча с со

отвеТСТВУЮЩИ:\1 ему лучом пучка Т. Только на прямой s обе эти

точки совпадают. Таким образом все прямые пучка S (кроме пря

мой s) имеют по д в е общие точки с коническим сечением Q, гово

рят-nересекаютего в двух точках, а прямая s встречает коническое

.сечение только в о д н о й точке S, говорят- касается его в этой

точке. Точно так же все прямые пучка Т, кроме прямой t', пересе

кают коническое сечение g, и только прямая t' является касаmель~

н'ой к нему в точке Т.

280. Мы показали, что через любые пять точек, из которых ни

·какие три не лежат на одной прямой, можно провести невырожден

.ное коническое сечение: две из заданных пяти точек выбираются

iB качестве вершин пучков, образуюших искомое коническое сече

ние, а остающиеся три определяют три пары соо гветственных лучей

этих пучков. Возникает вопрос: зависит ли результат построения

,ОТ того, какие точки назначены вершинами пучков?

Оказывается, что не зависит.

Это самая важная и самая трудная теорема уч~ния о конических

.сечениях. докажем ее так. Возьмем коническое сечение Q, образо

.ванное пучками· с вершинами S и Т и проходящее кроме того через

точки L, М и N. Построим еще одну точку Х зтого конического

-сечения (рис. 98, 1). Затем возьмем другое коническое сечение Q',
оОбразованное пучками с вершинами .11 и N и проходящее ellle через

три точ·ки первого конического сечения, .именно через точки S, т

iИ Х (рис.' 98, //); докажем', чго коническое сечение проходит также

через точку L. Так как L совершенно произвольная точка кони

~eCKOГO сечения Q, то тем самым будет доказано, чго любая точка g
.лежит также на Q'. После этого без 'всякого труда 'установим,

'что g и Q' совпадают. Таков план доказательства.

На рис. 98, I показано знакомое уже~ нам построение точки Х

"I<оническ.ого сечения Q (05разованного пучка\tи S и Т). Чтобы не

загромождать чертеж лишними ЛИНИЯМИ, вспомогательные прямые II

.И и', пересекаюшие ПУЧКИ S и Т, проведены через запанные точки М

и N. UeHTp перспективности Q двух рядов точек, которые пучки S и Т

"отсекают на прямых и и и', лежит на пересечении прямых SM и TN.
.Луч х пучка S пересекаег прямую и в точке Х.. Проектируя ЭТУ

точку из точки Q на ПРЯМУЮ ll'. ПОЛУЧИ\1 точку х.', в которой

tПрямая и' пересекает ИСКОМhlЙ луч х' пучка Т.

На рис~ 98, 11 показано совершенно гакое же построение точек

~конического сечения Q' (образованного пучками М и N). Вспомо-
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гательными прямыми, пересекающими пучки М и ·N в перспективно

раСllоложенных точк-ах, выбраны прямые х и х'. Центр перспектив

насти между обоими рядами точек (на х и х') лежит на пересечении

прямых MS и NT, т. е. совпадает с иентром перспективноеrи Q
предыдущего построения. Ищем луч пучка М, соответствующий

лучу II пучка N. Луч и пересекает прямую х в точке Х1 • Проекти

руя эту точку на прямую х', получим ~a ней точку Х/, в которой

ее пересекает искомый луч пучка м: Этим искомым лучом оказы

вается прямая и' предыдущего построения~ Таким образом, точка

пересечения прямых и и и' (точка L) 4Iежит на коническом сече-

Рис. 98. 1. К'оническое сечение, образованное пучками S
и Т и проходящее через точки N1M и L, проходит че

рез точку Х. 1/. Коническое сечение, образованное пуч

ками N и М и проходящее через точки SlT и Х, про~одит

через точку L.

нии Q'. А так как т_очка L есть совершенно пр.оизвольная точка

конического сечения 9, то получеНН~IЙ .результат МОЖI{О Врlразить

так: если два конических сечения Q и Q' имеют 5. общих точек

(S, Т, М, N и Х), но образованы разными пучками (первое

пучками S и Т, второе пучками :М и N), то л ю б а я точка первого

конического сечения принадлежит и второму. Прилаг.ая это ~аI<ЛЮ

чение к тем же коническим сечениям, но меняя порядок- их, рассмо

трения, придем к выводу, что любая точка конического сечения Q'
принадлежит и коническому сечению Q. Это значит, что &'} и &'}'
имеют все точки общими, т. е. совпадаIОТ.

Итак, через любые пять точе/С, из которых ни"акuе три не

лежат на одной nрям,Ой l м,ожно провести одно (эт.о ранее дока

зано), u только одно (как доказано сейчас), невырожде'нное /Сони-

ческое сечение. .
Или, короче:

н.евыроЖденное /Соническое сеченuе вполне оnределе'Н,о-с-воll.llU пятью

mоч,lCа,м,и.

8 о. А. 80льберг ':113



Эту теорему называют о с н о в н о й в проективной теории кони

ческих сечений.

281. Можно выразить только что доказанную теорему и так:

Коническое сечение nроектируется из любых двух принадлежа

щих ему точек nроекти8ными пучками (теорема Штейнера).

В такой форме теорема не должна казаться неожиданной, ибо

из элементарной геометрии известно аналогичное свойство окружно

сти: окружность проектируется из любых двух принадлежащих ей

точек конгруэнтными (равными) пучками (см. п. 270).
На коническом сечении, как и на окружности, все точки, можно

скавать, "равноправны": ни одна пара их не занимает особого поло
жения. В том числе и вершины пучков, которыми образовано кони

ческое сечение, являются "рядовыми" точками его. В этом сущност!>

только что доказанной теоремы. .
282. Вот несколько интересных и важных следствий, вытекаю

щих из "уравнения в правах" всех точек конического сечения с его

вершинами. '
Среди прямых, которые проходят через вершину пучка, участвую

щего в образовании невырожденного конического сечения, одна

является касательной, а все остальные-секущими. Отсюда 'мы можем

теперь ваключить, что невырожденное коническое сечение имееr

одну, и только одну, касательную в л ю б о й своей точке.

Построить касательную к коническому сечению в данной точке

его не представляет никаких затруднений. достаточно выбрать эту

точку за вершину одного из пучков, образующих рассматриваемое

коническое сечение, а вершиной другого пучка назначиrь любую

точку того же конического сечения; тогда искомая касательная есть

тот луч первого пучка, которому соответствует общий луч обоих

пучков (см. п. 279).
283. ·Легко решить и такую задачу: построить невырожденное

коническое сечение, проходящее через данные четыре неколлиней

ные по три точки (обозначим их через S, Т, L, М) и касающееС5t

в одной из них (например, S) данной прямой s (рис. 99, 1). Точку

касания назначим вершиной .одного из пучков, образующих искомое

коническое сечение. Вершиной второго пучка выбираем любую И~

трех других заданных точек, например Т. Остаются в нашем распо

ряжении еще две точки L и М: в них пересекаются две пары соот

ветственных лучей:

(~) и (~~).
Третью пару соответственных лучей образует касательная s и общая

прямая TS обоих пучков. Существует только одна проектинность,.

которая относит

(
s, SL, SM)

TS, TL,"TM ·

Стало быть, существует одно, и только одно, коническое сечение,.

удовлетворяющее условиям задачи.
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284. Можно также задать невырожденное коническое сечение

тремя точками (например S, Т, L) и касательными в двух ИЗ них

(например в S и Т) (рис. 99, //). Точки касания выбираем в ка

честве вершин пучков, образующих искомое коническое сечение.

Касательной в вершине первого пучка (обозначим ее через s) соот

ветств.ует во втором пучке общая прямая обоих пучков TS. Этой

же прямой, если рассматривать ее как луч первого пучка, соответ

ствует во втором пучке вторая заданная касательная (обозначим ее

через t'). ~

Таким образом, две касательные s и t' и прямая TS (которая

считается дважды--:-раз за луч первого пучка, второй раз за луч

второго пучка) составляют д в е пары соответственных лучей пучков,

образующих искомое коническое сеч~ние. для определения третьей

t'

s

L

/'
""I

I
I

I
I
I
I
I,
\
\
\ ,

' .......

1
Рис. 99. Коническое сечение вполне определено че

тырьмя точками и касательной в одной из них (/) или

, тремя точками и касательными в двух из них (11).

пары соответственных лучей в нашем распоряжении остается еще

одна точка К9нического сечения (точка L): лучи, пересекающиеся

в ней, очевидно, являются соответственными. Тремя парами соответ

ственных лучей проективность между пучками S и Т, а вместе с тем

и коническое сечение, образуемое ими, вполне определены. Значит,

существует одно, и только одно, невырожденное коническое сече

ние, удовлетворяющее условиям задачи.

285. Резюмируем. Невырожденное коническое сечение вполне

определено пятью элементами, каковыми могут быть, например, 5 то

чек, 4 точки + 1 касат~льная в одной из них, 3 точки +2 касатель

ные в двух,из них.

Проективные преобраэования конических сечений

286. Коллинеация преобразует проективные пучки S и Т

в пр ое к т и в н ы е же пучки S' и Т'. Поэтому коническое сече

ние Q, образованное первыми двумя пучками, преобразуется кол-
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линеацией в коническое сечение· Q', образованное вторыми двумя

пучками.

далее ясно, что прямая, пересекающая коническое сечение Q,
преобразуется рассматриваемой коллинеаuией в прямую, пересекаю

щую проективное. ему коническое сечение Q' в соответственных

точках. Точно так же касательная к g преобразуется в касатель

ную к Q' в соответственнойточке.

Выберем на невырожденном коническом сечении Q три точки

А, В и С (рис. 100). Через первы.е две проведем касательные к Q 
обозначим их через а и Ь. На' втором про

И3ВОЛЫIОМ невырожденном коническом сече

нии Q' тоже выберем какие-либо три точки А',

В' и' С'. Через первые две из них проведем

касательные к Q' - обозначим их через а'

и Ь'. Теперь зададим коллинеацию, преобра

зующую точки А, В, С и аЬ в точки А',

В', с' .и а'Ь' . Коническое сечение Q пре

образуется этой коллинеацией в KaKoe~TO

Рис. 100. КоллинеаuиSi коническое сечение, которое проходит че

преобразует кuническое рез точки А', В', С' и касается прямых

сечение ~2 в коническое а' и Ь'. Три' точки и касательные в двух
.сечение Q'.

из них вполне определяют коническое се-

чение, Т. е. существует только одно кони

ческое сечение, которое проходит через точки А', В', с' и касается

прямых а' и Ь': это Q'. Значит, любое коническое невырожденное се

чение можно преобразовать В'любое другое невырожденное кониче

ское сечение так, чтобы три произвольные точки первого были

преобрззованы в три произвольные точки второго. ·Предоставим чи

тателю показать, что существует только .одна коллинеация, которая

выполняет так'ое преобраЗ0вание. .
287. В частности, посредством коллинеации любое невыро

жденное коническое сечение .можно nреобразовать в окруж

ность.

Можно также преобразовать кqническое сечение в 'с а м о е с е б я.

Такого рода ПрАобразования представляют выдающийся интерес,

во-первых, потому, что вращение относится к числу коллинеа.циЙ

этого типа: оно преобрззует в с'амое себя все окружности, центр

которых совпадает с центром вращения; а во-вторых, потому, что

такие коллинеации, как мы увидим в последней главе, являются

ключом к движениям в неевклидовой геометрии Лобачевского.

Теорема Паскаля

288. Из теоремы Штейнера легко вывести замечательную

теорему Паскаля о шестиугольнике, вписанном в коническое сечение.

Возьмем на плоскости' ше'сть' точек, занумеруем их в л ю б о м

порядке номерами 1, 2, 3, 4, 5,6 и соединим в порядке номеров

прямыми 12, 23, 34, 45, 56 и, наконец, 61. Полученную фигуру,
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Рис. 101. Шестиугольники.

Рис. 102. Теорема Паскаля.

состоящую И3 шести точек (вершин) и шести прямых (сторон) назо

вем шестиугольником (рис. 101).
Вершины 1 и 4, 2 и 5, 3 и 6 будем считать взаимно противопо

ложными. Две стороны, соединяющие пары противоположных вер

шин, тоже считаются противоположными; так, стороне 12 противо-

положна сторона 45; стороны 34 .
и 61, 23 и 56 взаимно противопо

ложны.

289. Если вершины шестиуголь

ника лежат на одном коническом 6·
сечении, шестиугольник называется.

в п и с а н н ы м в это коническое

сечение. Теорема Паскаля гласит:

противоположные стороны шестll-

угольника, вписанного в 1СоничеС1Сое сечение~ пересекаются в трех

mO,{1Cax~ лежащих на одной прямой (рис. 102).
Для доказательства рассмотрим пучки' 1 (2, 3, 4, 6) и 5 (2, 3,

4, 6). Если отнести друг другу два таких луча обоих пучков,

коТ'орые пересекаются на коническом сечении (например, лучу 13 от

нести луч 53, лучу 12 - луч 52 и т. д.), то тем самым между пуч

ками (1) и (5) будет установлено проективное соответствие. Пере

сечем пучок (1) прямой 34 и пучок (5) прямой 32. Получим. два про

еКТИВНhIХ ряда точек 3, If, 4, Vf и 3, 2, fV, VI'. Но так как

точке 3 первого ряда

отвечает она же во

втором ряду, эти ря

ды не только проек

тивны, но и перспек

тивны.

Стало быть, прямая

Vf vI' проходит через

центр перспективности

О, в котором пересе

каются прямые 2 /! и

о 4/V.
~_-4:S- -U Но 2 // _ 12, 4

/V =_ 54, стало быть·,

О.:;:=: 12·45. Итак, три

точки: V/ (== 16 ·34),
V/' (=:56·23) и О ( 12·45) лежат на одной прямой. Пря

мые 16 и 34, 56 и 23, 12 и 45 являются попарно противоположными

сторонами шестиугольника 1 2 3 4 5 6. Теорема Паскаля до

казана.

Шестиугольник, вписанный в коническое сечение, называют шести

угольником Паскаля, а прямую, на которой лежат три точки пересе-

чения его противоположных сторон, - прямой Паскаля. .
290. Можно дать простую схему, удобную для записи содержа

ния теоремы Паскаля.
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291. Схемой Паскаля удобно пользоваться для

решения задач на' построение элементов кони

ческого сечения, заданного пятью элементами.

Пусть, например, требуется найти точку пере

сечения конического сечения, заданного пятью

точнами А, В, 'С, D, Е с прямой т~ проходящей
через точку А (рис. 103). Обозначим искомую

точку через F и составим схему Паскаля для ше

стиугольника ABCDEP

AB·DE- Х 1
ВС .ЕР=. У }Г'.-I р.

ICD·FA===Z J

с

Рис. 103. Построе

ние точки пересе

чения прямой т

с коническим сече

нием, определен

ном точками А, В,

С, D, Е.

Пусть ABCDEF - шестиугольник, вписанный в коническое сечение

(рис. 103). ВЫПИluем названия трех последовательных сторОIl:

АВ, ВС, CD.
. Им соответственно противоположны следующие три стороны:

DE, ЕР, РА.

Обозначим точки пересечения противоположных сторон через Х,

у и z.
Согласно теореме Паскаля, точки Х, У, Z лежат на одной

прямой; обозначим ее 'через р и з.апишем все в виде такой схемы:

AB.DE-Х 1
ВС·ЕР _ У } Р

CD·PA =:Z J

в этой схеме точка F неизвестна, но прямая FА задана: это т.

Поэтому последнюю строчку можно переписать так:

CD·m z.

э гим определена точка z. Кроме того, первая строчка опреде

ляет точку х прямой Паскаля:

AB·DE--x.

Таким образом, прямая Паскаля найдена

р -== xz.

Теперь находим точку У, как пересечение прямых р и ВС.

Наконец, пересечением прямых т и ЕУ определяем Р.

292. Чтобы воспользоваться схемой Паскаля ДЛ9 проведения ка

сательных и других задач, в которых фигурируют касательные, за

метим, что теорема Паскаля остается справедливой, если пара сосед

них вершин вписанного шестиугольника совпадает, а сторона, соеди

няющая их, заменяется касательной. Пусть, например, вершина F
совпадает с Е. Имеем шестиугольник ABCDEE. Здесь "сторона" ЕЕ
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Рис. 104. Схема построения касательной

конического сечения в точке Е.

есть касательная к коническому сечению в точке Е. Схема прини

мает iакой вид:

AB·D.E====X \
- I

8С·ЕЕ- У r "-'р.

CD·EA _Z J

с ее помощью можно построить касательную ЕЕ в точке Е, если

заданы остальные пять точек, или найти одну из точек, если заданы

другие четыре точки (в их числе точка Е) и касательная ЕЕ (черт. 104).
293. Теорема Паскаля верна и в том случае, если две или даже

три соседних вершины совпадают (но не более чем по две в одной

точке). Пусть, например, D С.

Имеем "шестиугольник "
Паскаля: АВССЕЕ.

"Стороны" се и ЕЕ 
это касатеЛ1?ные соответственно

в вершинах е и Е.

Схема Паскаля принимает

вид

А8·СЕ=Х 1
ВС·ЕЕ_ У }rvр (см. рис. 105).

CC·EA-Z J
294. Наконец, пусть еще

одна пара вершин совпадает

(но не с "двойными" вершинами С и Е), т. е. пусть Б _ А. Получим

"шестиугольник" ААССЕЕ.
Схема Паскаля дает

АА·СЕ-Х 1
АС·ЕЕ=У} р,

CC·EA-Z J

т. е. стороны вписанного

.в коническое сечение тре

Рис. 105. Шестиугольник Паскаля, у кото- угольника пересекаются

рого две пары соседних вершин слились. С касательными, прове-

денными через противоле

жащие вершины этого треугольника, в трех точках одной прямой

(рис. 106).
295. Все эти схемы полезны при решении разных задач. Рас

смотрим, например, такую задачу:

Заданы три точки конического сечения и касательные в двух. из

них. Найти касательную в третьей точке.

Обозначим заданные точки через А, Б и С, а касательные в этих

точках соответственно через АА, БВ (заданные) и се (искомую).
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РаСtМОТРИМ "шестиугольник" Паскаля ААВВСС.

Имеем схему

АА·ВС=Х I
АВ·СС- У J ~p.

BB·CA-Z

Здесь неизвестна касательная СС - и только. Первая и третья строка

определяют точки Х и Z прямой Паскаля. Вторая строка позволяет

найти У, именно

Искомая касательная се проходит через С и через ТQЧКУ АВ· У:

,,,,,
I,,,,,,,,,

I,,
,'р

I
I,

I
I

I
I,

I,:}
Рис. 107. По СУПlеству этот рисунок

есть повто"рение предыдущего.

Рис. 106. Шестиугольник

Пёiскаля, у А'оторого 'rри

пары соседних вершин сли-

ЛИСЬ.

СС_С·(АВ.У) (см. рис. 107).

296. Схема Паскаля снова приводит нас к выводу, что КQниче..
ское сечение вполне определено пятью неизвесТНblМИ точками, ко-

торые могут частично СОВ- ~

падать друг с другом. При

9ТОМ нужно считать, что пара

совпавших точек определяет

касательную к коническому

сечению и ее точку касания.

Если вадана касательная АА

и точка В конического сечения, то точка В не должна лежать на

прямой АА: иначе три точки А, А и В лежали бы на одной' пря

мой, т. е. независимость была бы нарушена. Независимость следует

считать нарушенной также 8 случае совпадения трех точек.
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Ри~. 108. Ш~стиуголЫlИК Па

скаля, вписанный в пару пря-

мых.

297. Если коническое сечение, в которое вписан шестиугольник,

вырождается в пару прямых, теорема Паскаля все же остается

справедливой. Пусть верШllНЫ шестllугольниllа расположены на

дf1УХ nрям,ых та1С, что соседние вер-

шины лежат на разных nрям,ых;

тогда противоположные стороны ше

стUУZОЛЬНU1Са пересекаются в трех

тОЧ1Сах одной nрям,ой.

Получается замечательная конфигу

раuия девяти точек и девяти прямых,

так называемая конфигурация ПаС1Саля

Паппа. На .каждой прямо" конфигу

раuии лежат три точки, через каждую

точку проходят три прямые (см.

рис. 108).
Если две соседние вершины ше

стиугольника, лежат на Оrll.ноЙ из

,двух прямых, в которые он вписан, теорема тоже верна, но три

виальна.



ГЛАВА ШЕСТАЯ

КОРРЕЛЯЦИИ И ПОЛЯРНЫЕ ПРЕОБРА30ВАНИЯ

Корреляции

298. Согласно принципу двойственности, каждой фигуре, состо

ящей И3 точек и прямых плоскости, соответствует двойственная фи

гура, состоящая из прямых и точек плоскости. Это соответствие

относит каждой точке одной фигуры одно-однозначным об

разом прямую другой фигуры и наоборот, прямой - точку, причем

инцидентным элементам соответствуют инцидентные же элементы.

Одно-~днозначное nреобразоваНllе точе1С и прямых nЛОС1Состu в nря

м,ые и mO'-tКU другой (uли той же самой) nлоскостu, при 1Сото

ром: 1) 1Саждая тОЧ1Са nреобразуется в прямую, 2) прямая 
в mo!tKY, 3) сохраняетСЯllНЦllдентностьточек с nРЯJl,Ь/,МU, наЗbl

вается 1СорреЛЯЦllеЙ.

В дальнейшем мы будем заниматься корреляциями, которые пре

образуют точки и прямые плоскости в прямые и точки той же пло

скости.

При м е р. Пусть дана плоскость а. и на ней окружность k
с центром О и радиусом r (далее рассматриваются только объекты,

принадлежащие плоскости а). .
Сопоставим с произвольной точкой Р прямую р, определяя ее

следующими условиями: прямая р перпендикулярна к лучу ОР и

пересекает его в точке Р так, что OP·OP'=r'J (с бесконечно-уда

ленной точкой Роо сопоставим диаметр окружности К, перпенди

кулярный к ОРОО; С точкой О сопоставим бесконечно-удаленнуюпря-

мую). .
Сопоставим с произвольной прямой q точку Q, определяя ее

следующими условиями: если Q- основание перпендикуляра, опу

щенного из точки О на прямую q, то Q лежит на луче OQ' и

OQ·OQ' = г2 (с диаметром q окружности К С'опоставим бесконечно

удалеННУIО точку Qoo, которая определяется прямыми, перпендику

лярными к диаметру q; с бесконечно-удаленной прямой сопоставим

точку О).

Итак, с каждой точкой плоскости а сопоставлена некоторая пря
мая этой плоскости, с каждой прямой - точка. Докажем, что это

сопоставление является корреляцией.

Для доказательства нам нужно установить, что определенное

нами преооразование сохраняет инuидентносrь точек с прямыми;

точнее: если с точками Р и Q сопоставлены прямые р и q (соответ-
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ственно) и если· точка Р принадлежит прямой q, то точка Q принад

лежит прямой р (см. рис. 11 О).·

Обозначим через Р' и Q' основания перпендикуnяров, опущенных

из точки О на прямые р и q. По определению рассматриваемого

преобразования имеют место равенства:

Отсюда

OP·OP'=r'J и OQ·OQt=ГJ.

ОР OQ
OQ.'= ор'·

Рис. 109.

Следовательно, треугольники OPQ' и OP'Q подобны. Но, по

условию, точка Р принадлежит прямой q; значит, в треугольнике OPQ'
угол PQ'O - прямой. В таком случае в треугольнике OP'Q соот

ветственный угол OP'Q также прямой,

откуда следует, что точка Q принадлежит

прямой р. Тем самым требуемое доказано.

Прямая р, сопоставленная указанным

образом с точкой Р, .называется полярой

точки Р относительно. окружности К; точ

ка Р называется полюсом прямой р (в рас

смотренной сейчас корреляции с произ

вольной прямой сопоставляется ее полюс).

Поляра р точки Р обладает замечатель

ным свойством, которое мы сообщим без

доказательства: если некоторая прямая,

проходящая через Р, пересекает окружность К в точках М, N,
а поляру р в точке R, то пара точек Р, R гармонически сопряжена

относительно пары точек М, N.
Иными словами, имеет место теорема: если через (произвольную)

точку Р провести всевозможные секущие к окружности К и на

каждой из этих секущих отметить точку, гармонически сопряженную

с точкой Р относительно пары точек пересечения с окружностью К,

то все отмеченные точки расположатся на одной прямой; эта прямая

и является полярой точки Р относительно К. По существу мы сейчас

высказали новое определение поляры.

Так как гармоническая сопряженность точек сохраняется при

любом проективном преобразовании, то приведенная только что тео

рема останется справедливой, если в ней подразумевать в качестве

линии К не окружность, а любой проективный образ окружности,

т. е. коническое сечение. Вместе с тем оказывается возможным

определить по отношению к любому коническому сечению поляру

произвольной точки И полюс произвольной прямой (называя точку Р

полюсом прямой р, если есть р поляра точки Р).

Пусть К - коническое сечение; сопоставляя с произвольной точкой

-ее поляру относительно К, а с произвольной прямой - полюс, мы по

лучим некоторую корреляцию, т. е. такое преобразование точек

в прямые, прямых - в точки, при котором сохраняется инцидентность
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точек с прямыми. В дальнейших параграфах эта корреляция будет

подробно изучена.

299. Разумеется, корреляция представляет собой преобразование

совершенно отличное от коллинеации. Коллинеация преобразует лю

бой образ первой ступени в одноименный образ первой ступени

(ряд - в ряд, пучок - в пучок), а корреляция - в разноименный

(ряд - в пучок, пучок - в ряд). Но между обоими преобразовани-'

ями имеется существенное сходство: оба они сохран'яют гар,М,оН,из,,"

и, стало быть, преобразуют любой образ первой ступени в nроеlC

тивН,Ь/,й ему образ первой ступени. В этом смысле оба преооразова

ния можно назвать nрое"тиВн'ыми. Что коллинеация сохраняет га р

монизм - нам давно известно. Докажем, что и корреляuия обладает

этим свойством.

300. Прежде всего заметим, что nроuзведен'ие двух корреляций

(или ICОЛЛllнеацuй) есть, оц,евидН,о, ICОЛЛUн'еация, а nРОllзведен'uе

"орреляцuи Н,а lCоллuнеаЦllЮ llЛll 1СоллuН,еацuи Н,а корреЛЯЦllЮ - ·ЯВ

ляется корреляцией. Эти соотношения несколько напоминают пра

вило знаков при умножении чисел: минус на минус или плюс на

'плюс дают плюс, а минус на плюс или плюс lja минус даIОТ минус.

Поэтому мы будем называть коллинеации nоложuтеЛЬн'ыми, а корре

ляции - отрuцательн'Ым,u проективными преобразованиями.

Таким образом, произведение двух проективных преобразований

одного знака есть положительное проективное преобразование (кол

линеация), а разных знаков - отрицательное (корреляция).

Вообще, произведение нескольких проективных преобразований

является положительным или отрицательным в зависимости от того,

входит ли. в его состав четное или нечетное число отрицательных'

сомножителей (корреляuиЙ).

Очевид~о, nреобразован'uе, обратное данном,у, есть nреобразо

ваН,ие того же зна1Са.

301. Отрицательные проективные преобразования мы будем обо

значать греческими буквами с чертой наверху. Так, а есть корре

ляция; 1t-1p1t - коллинеация . (четное число ми"нусов), p1t. - корре

ляция. Вообще преобразование вида -;:-lp'jt всегда имеет знак преоб

раЗ0вания р (каково бы ни 'было ~ - положительным или отрица

тельным), Т. е. проективное преобразование преобразует проективное

преобразование в проективное преобраЗ0вание того же знака.

302. Итак, корреляция преобразует коллинеацию в коллинеаuию.

далее ясно, что если корреляция преобразует коллинеацию р в р',

то соответственные точки коллинеации р она преобразует в соот

ветственные прямые коллинеации р', а соответственные прямые-

в соответственные точки. Если, например, р преобразует (~,), а о

. (А А') ( )преобразует а: а' ,то р' преобразует :' ·

В частности, если А двойная точка коллинеации р IА -== А' 1, то

а - двойная прямая коллинеации р I а - а' 1. Равным образом, о пре

образует двойные прямые коллинеации р в двойные точки коллине-
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аиии р'. Отсюда, ,'В частности, следует', что корр'еляиия преобразует

гомологию н гомологию, причем центр первой гомологии - в ось

второй, а ось' первой - в иентр второй.

303. ПУСТЬ Р инволюционная гомология. Корреляция о преобра

эует ее в гомологию р'

Отсюда р,2 = а-1 ра • а-1 ра = а-1 рра.

А так как рр _ р2 =1, ТО р,2 =9-10= 1, т. е. 'р', -инволюционная го
мология. Значит:

КорреЛЯЦllЯ 'nреобразует иНВОЛЮЦllОННУЮ гомологию в инволю

ционную же гомологию и, стало быть, сохраняет гарМОНllЗМ.

304. Мы знаем, что существует одна' И' 'только одна коллинеа

ция, преобраау'ющая четыре заданные независимые точки (или пря

мые) в четыре' независимые произвольным образом заданные точки
(соответственно 'прямые). '

Докажем,' что аналогичным свойством обладает и корреляция:

существует orJHa II только одна корреляция, nреобразую.щая четы
ре 'заданные l-iезаВllСll.мьtе точки (или прямые) в четыре незаВllСllмые

nроизвольным образом заданные прямые (соответственно ---точ,ки).

В ·самом деле, пусть А, В, С, D - четыре независимые точки,

а а, Ь, с, 'd --.'независимые прямыI •. ЗадаД,имкакую-либокоррелляциюа

(например, рассмотренную в п. 297); она преобразует точки А, В, C,'D
в какие-то независимые прямыIe а'; Ь,', с', d':

- б '(А, В, С, D)
о прео разует , Ь' , d' •

а , , с,

Зададим теперь колли~еацию р, преобраЗУЮЩУIО (Й', ЬЬ', с', dd').
а, , с,

Очевидно, произведение ар ·есть корреляция, преобразующая

(А, В, С, D)
й, Ь, с, d •

Остается показать, что существует только одна такая корреляция.

- . (А В С п)
Пусть имеются две корреляции а и ~, преобразующие 'ь' , d •

а, , с,

Тогда произведен'ие 'a~-l представляет собою коллинеацию, преобра-

(А, В, С, D) С б -R-l 1 - fi ·
зующую, А, В, ~, D· тало ыть, "r = , т. e.,,~~.

Полярные преобраsования

305. Корреляция, которая сама себе обратна, называется

полярным nреобразование.м llли полярностью. ПОЛЯРНОСТЬ преобра

зует все фигуры инволюционно: если g преобразуется в 00, то и

HaOI)OpOT, 00 преобразуется в Q. Очевидно, квадрат полярности есть

''lО1КдеСТВlнное преобразование.
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Образ точкu в nолярно-м nреобразоваНUll называется полярой

этой точ1СU, наоборот, образ прямой - полюсом' ее.

Поляру точки мы будем обозначать той же буквой, что и самую

точку, но строчной; полюс прямой - той же буквой, как самую

прямую, но прописной.

В силу инволюционного характера полярного преобразования,.

полюс II поляра соответствуют друг другу взаимно: если а

поляра точки А, то А является полюсом прямой а.

306. Имеет место теорема: 1Сорреля.ция, nреобрааующая вершины

треугольника 8 противоположные сторонь" его, представляет

собой полярное nреобразование.

Обозначим стороны треугольника, лежащие против вершин А, В, С

соответственно через а, Ь, с. .

По условию, корреляция ~ преобразует (А, ~, С,) .
й, и, с.

Найдем, прежде всего образы сторон а, Ь и с. Имеем а _ ВС ..

Стало быть ~ (а)=1t (В) i (С) --= Ьс == А, т. е. прео6разует ~ (~).
. I h С)

•TO~HO так же докажем, что r,: преобразует \ В, с: вершины и

стороны· треугольника преобразуются ИНВОЛЮЦИОННО.

Возьмем теперь на стороне а какую-либо точку Х (см. рис. 11 О) ..
Обознач»м ее образ через х:

(1)А [х] Л а [Х).

8

~

Рис. 110.

Рассмотрим сечение пучка ~ [х] прямой а ..
Обозначим ха - У.

Когда прямая х описывает пучок А [х],.

точка У пробегает ряд точек а [У], причем

А [х] 7\ а [У]. (2)

Из (1) и (2) заключаем, что а [Х] Л а [YJ.
Итак, если каждой точке Х стороны а отнести точку У той же·

стороны, .nежащую на образе первой точки, то установленное таким.

образом соответствие между точками прямой а окаЗрIвается проек

тивным.

Заметим теперь, что точке В в этой проективности соответствует

точка С, а точке С - точка В.

Проективность на прямой, в которой одна точка. преобразуется~

инволюционно, является инволюцией.

Значит, в проективности, преобразующей точки Х в точки У, все

точки преобразуются инволюционно, т. е. точки У преобразуютсSl

~(X)=x.

Так как Xrv а, то Xr-....J А.

Значит, когда точка Х пробегает ряд точек а, ее 'образ х опи

сывает пучок А: корреляция ;;: преобразует ряд точек а [Х] ·в пу

чок А [х]. А так как корреляция есть преобрJ

зование проективное, то
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обратно в х. Иначе говоря, образ точки У в корреляции е;: прохо

дит через х. Обозначим его через у:

it(y)=y YГ"'...lX.

Итак, если У=ах, то у = АХ.

Отсюда следует, что if:(x) ~(аУ)-;;:(А)7t(У)_ау-Х.

Итак, если 'it преобразует (~), то 'it преобразует (R).
Отсюда следует, что ~2 оставляет все точки прямой а на месте.

Точно так же докажем, что ;;t2 оставляет на месте все точки пря-

мой Ь. Значит ~2 есть коллинеация с двумя неизменными прямыми,

но в таком случае она является тождественным преобразованием

(см. п. п. 57-59), т. е. ij;2 - 1.
Стало быть ;,: представляет собой полярное преобразование.

307. Треугольник, вершии,ы которого преобразуются в противо

положные стороны, называют nолярны-м' треугольнико-м'.

Из наших рассуждений следует: существует одно II толЬ/со

одно полярное nреобразование с заданным, nолярны-м' треугОЛЬНll

KO-м'~ nреобразующее любую заданную точку~ лежащую вне сто

рон этого треугольника, в nроизвольны,М, образо-м' заданную nря

-м'ую~ не проходящую ни через одну из его вершин.

Действительно, существует одна и только одна корреляция, пре

образующая четыре независимые точки А, В, С, р в четыре неза

висимые прямые а, Ь, с, р. Согласно доказанному, эта корреляция

является полярным преобразованием. Иначе говоря, иолярное преобра

З0вание вполне определено полярным треугольником и одной парой

соответственных элементов.

308. Образ точки в полярном преобразовании мы назвали поля

рой ее, а образ прямой - полюсом этой прямо·Й. Все mottlCll~ лежа

щие на поляре данной mO"tlCU A~ .называются соnряжеННЫ-М,ll

с то'-tКОЙ А. Равным образо-м'~ все nРЯ-м'ые, проходящие через полюс

прямой а называются сопряженными с прямой а. Иначе говоря,

с каждой точкой сопряжены в с е т о ч к и е е п о л я р ы~ с каждой

прямой - в с е п р я м ы е, про х о д я Щ и' е ч е рез е е п о л ю с.

309. Пусть в полярности ~ точка А сопряжена с В; это значит)

что поляра а точки А проходит через точку В:

arvB.

Но тогда ~ (а) Г'.J;,t (В) (инцидентность сохраняется), т. е. А Г"'...I Ь:

поляра точки В проходит через А, иными словами, если точка А

сопряжена с B~ то точка В соnряж.ена с А.

Точно так же если прямая а сопряжена с прямой Ь~ то и

наоборот, nрЯ'м'ая Ь сопряжена с nря-м,ой а. "Сопряженность" есть

отношение взаимное.

310. Точка~ лежащая на своей собственной nоляре~ называется

ca-м'осоnряженноЙ. Равным образом, С'а-м'осоnряженной называется

nря.м,ая~ проходящая через свой собственный nол,JОС.
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Двойных точек и прямых в полярном преобразовании, очевидно,

быть не может. До некоторой степени их заменяют саМОСОПРНЖ~ННblе

элементы.

Займемся ими подробней.

Самосопряженные элементы

т

8 Р с

------ 9...................:.....

а

А
с

Рис. 111. Если А и В - самосопря

женные точки на 'прямой р, которая

не является самосопряженной, то

точка (' также не является самосо-

"ряженной .точкоЙ. ,

311. На са.м.осоnряжеНflОЙ прямой леЖllт одна, II толысо одна,

самосопряженная точка - ее полюс. Докажем это.

Пусть а - самосопряженная прямая. Это значит, что ее полюс А

лежит' на ней. Но, очевидно, точка А является самосопряженной, так

как лежит ~a своей поляре а.

Первая половина теоремы Дока

ЗаН,а .. докажем', что А является

единственной самосопряженной

точкой прямой' а. Пусть В - вто

рая самосопряженная точка этой

прямой. Обозначим ее поляру

через Ь.

Так как В r-v а, то Ь '"'-' А.
Если В самосопряженная точ

ка, то br-vВ, т. е. Ь АВ-а.

Вь~ходит, что а является по

лярой двух различных точек:

точки А и точки В. Но это невозможно, так KaR полярное преобра

зование является одно-однозначным.

312. Докажем, что все' точки прямой не могут быть самосопря

женными.

rIYCTb на прямой р лежат две самосопряжен~ые точки А и

В (рис. 111).
Обозначим их поляры через а и. Ь. Так как

то

р-АВ,

Р=аЬ.

fIрямая р с двумя самосопряженными точками не может Г)ыть

самосопряженной; поэтому ее полюс Р, т. е. точка аЬ, лежит вне р.

Значит, прямые а и Ь обе отличны от р.

Возьмем на а произвольную точку М; так как М '"'-' а, то nz f",.J А.

Обозначим точку пересечения прямых т и Ь чере.з N; так как

N:= тЬ, то n _ МВ.

Рассмотрим точку пересечения прямых т и n. ОбознаЧИ:\1 ее

через Q:
Q_mn.

Поэтому

q-MN.
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Обозначим, наконец, точку пересечения прямой р с прямой q
через С:

Поэтому

C=qp.

c-QP.

а [х] л а [У].

Итак, полярой точки с· является прямая QP. Легко видеть. что

точки Р, Q и с являются диагональными точками полного четырех

угольника ABMN. По аксиоме Фано, они не лежат на одной пря

мой. Таким образом, точка С прямой р не лежит на своей поляре,

т. е. не является саrlосопряженноЙ.

313. Мы доказали, что на каждой прямой имеется по крайней

мере одна не самосопряженная точка. Сейчас будут установлены

гораздо более сильные результаты.

Пусть точка Х пробегает прямую а. Поляра точки Х проходит

через полюс прямой а:

Xr--..Ja.
Следовате-льно X".J А.

Так как полярность есть проективное преобразование, то ряд

точек а (Х) проективен пучку А [х]:

а [Х] /'.. А [х] .
.Пересечем пучок А [х] какой-либо прямой Ь, не проходящей через

его вершину, т. е. не сопряженной с прямой а. Запишем хЬ ==- У.

Очевидно

А [х] лЬ [У].

Стало быть

а [Х] лЬ [У].

Имеем теорему: Если две nрям,ые не сопряжены, то каждой

точке одной из этих nрям,ых соответствует одна сопряженная

с ней точка другой прямой; это соответствие является nроектив

ным. Его называют nроективным, соответствием, сопряженных точек.

·314., В частности рассмотрим проективное соответствие между

сопряженными точками одной и той же прямой. I1YCTb а не само

сопряженная прямая. Каждой ее точке Х отнесем сопряженную с Х

точку У, лежащую на ней же. Получим два проективных ряда точек

на прямой а:

двойные точки проективности, преобразующей ряд точек а [Х]

в ряд точек а [У] (если они имеются), являются самосопряженными.

А так как все точки прямой не могут быть самосопряженными, то

проективность, о которой идет речь, не является тождественной.

Если эта проективность преобразует точку Х в У, то она же

преобразует У в Х, так как сопряженность есть свойство взаимное.

Таким образом, проективность сопряженных точек на самосопря

женной прямой является инволюцией.

Имеем теорему:. coomBeтcmBlle l относящее каждой точке не-
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сам,осоnряженной nРЯ'м'ой сопряженную с ней точку той же nря

.мой, является инволюцией.

Эту инволюuию называют UНВОЛЮЦllей сопряженных точек. Го

ворят, что полярность устанавлuвqет на "аждой несам,осоnряжен

ной nрям,ой uнволюцию сопряженных точе".

315. Самосопряженные точки являются двойными в инволюции

сопряженных точек. Поэтому, если инволюция сопряженных точек

на некоторой прямой оказывается эллиптической, то на прямой

вовсе нет самосопряженных точек; если - гиперболической, - то

имеются две самосопряженных точки. Отсюда следствие: на nря.м,оЙ

uмеется не более двух самосопряженных точе".

Проективные преобразования полярного преобраsования

316~ Легко показать, что коллинеация и к~рреляция преобразуют

полярность в полярность.

В самом деле, коллинеация -;t 'преобразует поляр'ность о в кор

реляцию 1t-10'it, которая является полярностью, так как

То же справедливо, если вместо коллинеации -;t рассматривать

корреляцию 'Жt.

317. Пусть полярность а относит точке А поляру а. Если

точка А и ее поляра а не инцидентны (Т. е. не самосопряжены), то

существует инволюционная. гомология а с центром А и осью а.

Полярность а преобразует ее в инволюционную гомологию с осью а

и центром А, т. е. в самое себя:

о преобрззует (:) •

Отсюда следует, что и наоборот,

а преобрззует (~).
Гомология а и полярность а коммутативны, т. е.

аа = Оа.

Имеем т е о р е м у: ЕСЛll центр и ось uнвОЛЮЦllОННОЙ гом,ологии

являются соответственными в не"оторой nолярностu, то эта

гомология nреобразует данную полярность 8 самое себя.

Гомологию, которая преобрззует пол~рность в самое себя, и кото

рая, стало бы'ть, в свою очередь, преобразуется полярностью в самое

себя, мы будем называть двойной гомологией данной пол~рности.

318. Совершенно очевидно. что если полярность а nреобразуется

в полярность 0-1, то, сопряженные в ,О элементы преобразуются

в элементы, сопряжеНJ:-Iые в а', инволюuия сопряженных элементов, уста

новленная полярностью о, преобразуется в инволюцию сопряженных

элементов, установленную полярностью а', самосопряженные элементы

полярности о - в самосопряженные элементы полярности "д'.
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Классификаuия полярных преобраэований

319. Мы установили несколько важных теорем Относительно

самосопряженных точек и прямых полярного преобразования. Но до

сих·пор не выяснено, имеются ли вообще в полярном преобразова

нии самосопряженные элементы.

Рассмотрим полярность ~ с полярным треугольником АВС, кото

рая преобразует точку Р, не лежащую на сторонах этого треугольника,

в прямую р, не проходящую ни через одну из его вершин.

320. Обозначим через Ра РЬ Ре проекции точки Р из вершин А,

В, С :греугольника на противоположные стороны его. далее, обоз

начим тот из двух отрезков с концами В и С, который содержит

точку Ра, через (ВС) Ра или одной буквой а:

(ВС) Pa~ а,

и точно так же

(АС) Pb==~'
(АВ) Ре -у.

Ха Е а,

ХЬ Е ~,
ХС Е у,

будем называть треугольной областью (АВС)Р; а отрезки (X,~, i 
сторонами 9тойобласти (см. рис. 112а).

Нетрудно усмотреть, что треугольник разбивает точки плоскости

на четыре треугольные области, так что каждая точка, не лежащая на

Совокупность всех точек Х, таких, что их проекции удовлетворяют

условиям:

Рис. 112а. •Штриховкой
показана область (Аве)

р в двух случаях распо-

ложения точки Р.

Ре

Ра

8

Рис. 112б.

сторонах треугольника, принадлежит одной и только ОДНОЙ из эт~х

областей. Обозначая отрезок, дополнительный к отрезку а, через а,

дополнительный к ~ - через ~, дополнительный к i - через У,. легко
усмотреть, что эти четыре области ограничены сторонами:

1) a~'Y, 3) a~y,

2.) a~r, 4) a~y.
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ра_А',

рЬ_В',

ре == С'.

Очевидно, с точкой В на стороне а

сопряжена точка С, а с точкой Ра
точка А' (так как Ра == РА · а) и, стало быть,

i (Ра) -== ра·А А'А.

Итак, полярность 1t устанаВЛИВает на стороне а инволюцию ~a'

преобразующую

321. далее из рис. 112в непосредственно видно, что всякая

прямая либо вовсе не пересекает сторон данной области, либо пере~

секает две и только две стороны. В первом случае прямая целиком

лежит вне рассматриваемой области, т. е.

не проходит ни через одну точку о'бласти.

322. Возврашаясь к полярности ~,

рассмотрим инволюции сопряженных то

чек, которые она устанавливает на сторо

нах'ПОЛЯРНОГО треугольника.

Обозначим точки

Рис. 112в. ГIрямая т пере
секает две стороны области

(Аве) Р; прямая n не
пересекает сторон области

(АВС) Р.

(В, С,Ра,А')
С,В,А',Ра •

пара Ра, А' разделяет пару В, С,.

пара Рь, В' разделяет пару А, С,

пара Ре' С' разделяет пару А, В.

Точно так же на сторонах Ь и с полярность 1t устанавливает инво

люции ~b И ~c, причем

. б (А.с,рь,в')
~b прео разует С А В' Р ,

I ' , , ь/

б (А, В, Ре' С')
~e прео разует В,А,С"Ре •

323. Возможны два случа.я:

1) прямая р целиком лежит вне треугольной области (АВС) Р,

содержащей точку Р и 2) прямая р пересекает д~e стороны об

ласти (АВС) Р.

В первом случае точки А', В', С' принадлежат соответственно

отрез~ам а, ~, 1, тогда как .точки Ра, Рь , Ре - отрезкам а, ~, ,.
Значит, ;

Поэтому все три инволюции 1ta , 1tb , 1te оказываются эллиптиче

скими.

Во втором случае, пусть р пересекает стороны а и ~, и стало

быть, не пересекает стороны l' треугольной области (АВС) Р. Тогда

пара Ра, А' не разделяет пары В,С,

пара Рь , В' не разделяет пары А,С,

а пара Ре' С' разделяет пару А,В.
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Значит, инволюции 1ta И 1tb являются гиперболическими, а 1tc 
эллиптической.

Имеем т е о р е м у: Если поляра точки, лежащей внутри неко

торой треугольной области полярного треугольни1Са, целиlCОМ ле

жит вне этой области, то полярность устанавливает на всех

трех сторонах данного полярного треугОЛЬНlllCа эллиптические

инволюции соnряжеRНЫХ точеlC. Если же поляра тОЧlCи, лежащей

внутри треугольной области полярного треугОЛЫ1,иlCа, пересекает

эту область, то полярность устанавливает на двух сторонах

треугольниlCа гиперболические инволюции и на одной стороне

эллиптическую.

324. Очевидно, во втором случае в полярности имеются само

сопряженные точки - таковыми являются, например, двойные точки

гиперболических инволюций, установленных полярностью на двух

сторонах полярного треугольника.

325. Покажем, что в первом случае в полярности нет ни одной

самосопряженной точки.

На сторонах полярного треугольника их, разумеется, HeT~ Пусть

Q- произвольная точка плоскости, лежащая вне сторон полярного

треугольника АВС. Если бы ее поляра q пересекала треугольную

область (Аве) Q, то полярность устанавливала бы на двух сторо

нах треугольника АВС гиперболические инволюции, вопреки дока

занному. Значит, q целико~ лежит вне области (АВС) Q и не про

ходит через точку Q. Иначе говоря, Q - не самосопряженная точка

в полярности 1t. А так как Q- произвольная точка, лежащая вне

сторон полярного треугольника, то выходит, что и вне сторон этого

треугольника нет самосопряженных точек.

Имеем .т е о р е м у: В полярности, устанавЛllвающей на всех

трех сторонах nолч-рного треугОЛЬ/1,lllCа эдлиnтичеСlCие uн,вОЛfOцuи,

н,ет са.м,осоnряжен,/1,ЫХ mочеlC.

326. Итак, существуют полярности двух родов: полярности

с самосопряженными точками и полярности без самосопряженных

точек. Первые иногда называют полярностями обрат/1,ого типа,

а вторые - nря.мого типа.

Ряды точек второго порядка

327. Займемся изучением полярных преобраэований обратного

типа, т. е. обладающих самосопряженными точками. .
Пусть А - самосопряженная точка. Значит, через нее проходит ее

поляра а. На прямой а нет других самосопряженных точек, но на

всякОй другой прямой Ь, проходящей через А, имеется еще одна

самосопряженная точка, отличная от А. Действительно, ПОJ;[ЯРНОСТЬ

устанавливает на несамосопряженной прямой Ь инволюцию сопряжен

ных точек с двойной точкой А. А раз в инволюции имеется одна

двойная точка, то есть и вторая двойная точка, отличная от первой.

Значит: если на несамосопряженной прямой имеется одна самосопряжен-
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иая точка, то на ней имеется и другая самосопряженная точка, отличная

от первой.

Отсюда следствие: если полярность обладает одной самосопря

женной точкой~ то она обладает бесконечным множеством са

.мосоnряженяьtХ точеu и, стало БЬ/,тъ~ бесконеч,ным .множеством

самосопряженных ПрЯМЫХ.

328. Совокупность всех точ,е...к~ самосоnряжеННblХ в некотороа

nолярностu, назовем самосопряженным в этой полярности рядом

точе/С· второго порядка, а совокупность всех самосоnряжеННblХ

nрЯМblХ - самосопряженным пучком прямых второго класса; на

конец, совокупность всех са.uосоnряжеННblХ точ,е/С· u самосопря

женных ПрЯМЫХ - са.м,осоnряженноЙ в данной полярности КрllВОЙ

второго порядка и второго класса.

Таким образом, самосопрященная кривая рассматривается как со

вокупность точек и прямых.

329. Ряд точек, лежащих на одной прямой, мы будем .отныне

называть рядом точек первого порядка, а пучок прямых, проходя

щих через одну точку, - пучком прямых первого класса, в отли

чие от рядов точек второго порядка и пучков прямых второго

класса.

330. Кривую второго порядка и класса, самосопряженную в не

которой полярности, мы будем обозначать той· же буквой, которою

обозначена сама полярность, но прописной; та же буква будет обоз

начать и ряд точек, и пучок прямых, самосопряженных в этой по

лярности. Из контекста всегда легко узнать, имеем ли мы дело

с пуч~ом прямых, С рядом точек, с кривой или с пРеобразованием.

Если точка А принадлежит самосопряженноR кривой второго по

рядка и класса 1t (т. е. является самосопряженной в полярности ,;:),
то говорят также, что она лежит на этой кривой или llнцидентна

с ней, и вместо А Е ~ пишут также А rv ';:.

Равным образом, если прямая а принадлежит самосопряженной

кривой ';: (т. е. является самосопряженной в полярности ,;:), то го

ворят также, что данная прямая uнцидентна с этой кривой и вместо

а Е ~ пишут а rv ~.

331. Точку, лежащую одновременно на прямой и на самосопря

женной кривой, называют их общей точкой.

Очевидно, прямая либо вовсе не имеет общих точек с кривой,

самосопряженной в некоторой полярности (если полярность устанав

ливает на прямой эллиптическую инволюцию), либо имеет с кривой

общую одну точку (самосопряженная прямая), либо две (если поляр

ность устанавливает на прямой гиперболическую инволюuию сопря

женных точек).

Если прямая и самосопряженная кривая имеют только одну об

щую точку, то говорят, что они касаются, если две, - пересекаются.

В первом случае прямая называется касательной, во втором - секу

щей. Общая точка касательной к самосопряженной кривой назы

вается их точкой касания; общие точки сеКУIцей и самосопряженной

кривой - точками их пересечения. Если прямая а является саМосо-
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Рис. 113. Поляра точ
ки пересечения двух

касательных проходит

через их точки каса-

ния.

uряженной, то на ней лежит только одна самосопряженная точка

ее полюс А. Иными словами, самосопряженная прямая имеет с са

мосопряженной кривой одну, и только одну, общую точку - CBO~

полюс, т. е. является касательной. Полюс "асательноЙ есть e~

mоч,~а касаНllЯ.

Таким образом, прямая, принадлежащая самосопряженной кривой,

касается ее.

332. Через ка~дую самосопряженную точку ПРQХОДИТ .. одна са

мосопряженная прямая - поляра этой точки.. Значит, через каждую

точку самосопряженной крцвой проходит одна и только одна каса

тельная - поляра точки касания; все остальные прямые, проходящие

через эту точку, являются секущими. '

Внутренние и внешние точки

333. Пусть теперь точка А не принадлежит самосопряженно~

КрИВОЙ п. Полярность те устанавливает в' пучке первого класса А

либо гиперболическую, либо эллиптическую

инволюцию сопряженных точек. В первом; слу

чае через точку А проходят две самосопря-'

женные прямые, Т. е. две касательные к само

сопряженной кривой п. Во втором - ни одной.

Если через точку можно .провести две

касательные к самосопряженной кривой, то

говорят, что точка лежит вне этой кривой,

если -ни одной касательной, то говорят, что

точка лежит внутри самосопряженной кривой.

Таким образом,' самосопряженная кривая раз

бивает все точки плоскости, не лежаНlие на

ней, на два класса: BHympeHHllX и внешних точек.

334. Пусть точка А лежит вне самосопря
женной кривой (рис. 113). Проведем через нее

две касательные к этой кривой т и n и обозначим их точки касания,

Т. е. полюса, соответственно через М и N; обозначим также поляру

точки А через а. Имеем

А:=тn.

Значит,

a-MN.

Имеем т е о р е м у: Поляра .точ"и nересечен,llЯ двух "асаmель

НЬ/,Х проходит через их тОЧКIl касания.

335. Отсюда:

С л е д с т в и е 1. Поляра 8нешн.еЙ тOftKll пересекает са.м,осоnря·

женн,ую кривую, и наоборот, полюс секущей лежит вне са.м,осо·

nряже/1,НОЙ "ривоЙ.

С л е д с т в и е 2. Поляра вн,утрен,ней точ"и не имеет общих

mоч,ек с са.мосоnряжен,ноЙ КРllвой, 11 н,аоборот, полюса nря.uых,
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С:=аЬ, то с=АВ.

8

не имеющих общих тоц,е/С с сам,осоnряженной /Срuвой, лежат

внутри нее.

336. Пусть А внутренняя точка. Построим полярный треугольник

с вершиной Ь в точке А•. Одной стороной этого треугольника яв

ляется поляра а точки А. Проведем через А произвольную прямую

Ь; обозначим ее полюс через В (рис. 114). Так как Ь Г'..J А, то

В Г'..J а. Обозначим наконец, точку пересечения а

и Ь через С, а ее поляру через с.

Так как

Треугольник АВС является полярным.

Полярность устанавливает на стороне а этого

треугольника эллиптическую инволюuи.ю сопря

женных точек, значит, на двух других сторонах-

Рис. 114. гиперболическую инволюцию. Но Ь совершенно

ПРОИЗ80льная прямая, проходящая через А. Значит,

вся/Сая nрям,ая, проходящая через внутреннюю точ,1СУ, nepece~aem

сам,осоnряжен.ную кривую.

337. Отсюда с~едствие:

Если nрям,ая не и,М,еет оБЩllХ mot.teK с сам,осоnряжен~чой 1Cpll
вой, то все тО'1-/Си n1JЯм,ой лежат вне этой 1СрuвоЙ. Все тОЧ/Сll

касательной, 1Сроме тО'/'1Си 1Сасанuя, тоже лежат вне са"м'ОСОnРЯ

женН,ой крuвоЙ.

Поэтому про прямую, не имеющую общих точек с самосопря

женной криво'й, говорят, что· она целu1СО"" лежит вне этой кривой.

338. Одна вершина полярного треугольника всегда лежит внутри

еамосопря~енного ряда точек BTOPO~O порядка, а две другие- вне

его.

Действительно - одна сторона полярного треугольника целиком
лежит вне самосопряженного ряда точек второго порядка. Стало

быть, противоположная ей вершина (ее полюс) является внутренней

точкой. Две другие стороны пересекают самосопряженный ряд точек;

стало быть, противолежащие им вершины (их полюса) являются

внеlllНИМИ точками.

339. Существуют прямые, на которых вовсе нет внутренних то

чек ~ прямые, целиком лежащие вне данного ряда точек второго

порядка. Наоборот, внешние точки имеются, очевидно, на всех пря

мых: точка пересечения данной прямой с прямой, которая целиком

лежит вне ряда точек' второго порядка, является внешней.

340. Внутренние точки могут быть только на секущих. Докажем

теорему. На всякой се1Сущей llм,еется ПО 1Срайней Mept: одна внут

ренняя тОЧ1Са.

В самом деле, возьмем на секущей а какую-либо внешнюю

точку В. Построим полярный треугольник со стороной а и верши

ной В. Обозначим через А полюс прямой а, через Ь - поляру

точк'и В, а. через С - полюс прямой АВ. Очевидно, С - аЬ. Тре

угольник Аве является полярным.
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Из трех верши~ полярного треугольника одна должн3 быть внут

ренней. Вершина В по условию является внешней. Вершина А TO)l(e 

внешней (полюс секущей). Значит, С - внутренняя точка. Но она ле

жит на а.

341. Коллинеация, преобразующая самосопряженную кривую

в самое себя, очевидно, преобразует касательные к этой кривой

в касательные к ней же, секущие - в секущие, внутренние точки во

внутренние, а внешние - во внешние. Пользуясь этим, легко дока

зать, что. И3 двух отрезков, на которые точки пересечения секущей

с самосопряженной кривой разбивают секущую, один лежит целиком

внутри кривой, а другой - вне ее.

В самом деле, пусть секущая пересекает саМОС,опряженную кри

вую в точках М и N. Пусть Р- одна из наружных точек, лежащих

на MN. Докажем, что всякая точка отрезка (MN)P 1 является

внешней, а 'всякая точка отрезка (MN)p- внутренней. Пусть, напри

мер, Q точка первого отрезка

QE(MN)P.

Тогда пара точек Q, Р не разд;.ляет пары точек М, N. Значит, су

ществует пара точек Х и У, гармонически сопряженная относительно

обеих пар.

Зададим инволюционную гомологию с центром Х, преобрззующую

кривую ~ в самое себя. Эта гомология преобразует М В· N и N
в М. 'Стало быть, ось ее пройдет через точку, гармонически сопря

женную с Х относительно пары М, N, т. е. через У. Но в таком

случае она преобразует также Р в Q. А так как Р- внешняя точка,

то и Q внешняя. Совершенно так же докажем, что если Р внутрен

няя точка, то и Q внутренняя.

342. Итак, точки пересечения самосопряженной кривой с прямой

разбивают точки прямой на два отрезка,. из которых один целиком

лежит внутри кривой, а другой - целиком вне ее.

Внутренний отрезок секущей называют хордой.

Если секущая MN сопряжена с какой-либо прямой р (т. е. про

ходит через полюс Р этой прямой), то говорят также, что хорда

JVIN сопряжена с прямой р (хотя бы полюс прямой р не принадле

жал хорде iИ1V, а лежал на ее продолжении).

Построение поляр и полюсов

343. Мы умеем строить полюсы секущих и поляры внешних то

чек с помощью касательных. Такое построение предполагает, что

задана полностью вся самосопряженная кривая второго порядка и

второго класса, т. е., что· заданы все самосопря~енные прямые и

точки. Однако, как мы сейчас покажем, полярное преобразование

1 Здесь, K~K и ранее, (MN) Р обозначает тот отрезок, определяемый

точками М, N, который содержит внутри себя точку Р; {MN)p- дополни

тельный отрезок, т. е. не содержаl1ЦiЙ точки Р.
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'Может бытн выполнено, если задан только саМОСQпряженный ряд

'точек без касательных. При этом мы будем считать, что заданием

ряда точек второго порядка определены точки его пересечения

с любой заданной или построенной п.рямqЙ (если точки пересечения

имеются). Такой ряд точек, заданием которого определяютс'я точки

его пересечен~я с любой заданной или построенной секущей, мы

будем называть сплошным.

Итак, займемся построением поляр и пол.юсов С помощью сплош

ного ряда точек второго порядка.

344. Пусть точка А не принадлежит самосопряженному относи-

тельно полярностиr ряду точек Г.. Тогда поляра а этой точки не
проходит через нее. Инволюционная гомология а с' центром А и

осью а преобразует полярность У, а стало быть, и самосопряжен
ную кривую Г В самое себя. Таким обра

зом, ось гомологии, прео5разующеtt само

сопряженную кривую в самое себя, яв

ляется подярой иентра этой гомологии.

Отсюда простой способ построения

поляр.

345. Проведем через А две секущие.

ОБQзначим точки их пересечения с само

сопряженным рядом Г соответственно че

рез М, N и Р, Q (рис. 115).Инволю

uионная .гомология а преобразует прямую

АМ ·в самое себя; значит, точку М - в

Рис. 115. Построение поляры какую-то точку самосопряженного ряда Г,

точки А. лежащу.Ю на АМ, т. е. либо в N, либо

в самое себя. Последнее, однако, невоз

можно: если точка М остается на месте, то и N преобразуется сама

в себя. Но тогда прямая АМ, проходящая через три двойные

точки, была бы осью, что невозможно, так как ось инволюuионной

гомологии не проходит через ее центр. Значит, М преобразуется

в N и N в М. Точно так же Р преобразуется в Q и' Q в Р. Те

перь легко построить ось гомологии а: а преобразует MQ в NP и

МР в NQ. Значит, точка MQ.NP (обозначим ее через Х) и

точка MP·NQ (обозначим ее через У) лежат на оси.

Полярой точки А является прямая ХУ.

Этот способ построения поляр - с помощью двух секущих

пригоден во всех случаях, если преобразуемая точка не лежит на

самосопряженной кривой.

346. Построение полюса заданной .прямой а можно выполнить,

пос"роив предварительно поляры двух точек ее: если

а== ве, то А.=Ьс.

347. Наконец, чтобы построить поляру точки А, лежащей на

. само~опряженной кривой, достаточно построить полюс какой-либо

секущей т, проходящей через преобразуемую точку: если А лежит
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на т, то ее поляра а проходит через полюс М прямой т: если

А""'-'т, то а""'-'М.

С другой стороны, поляра ~амосопряженной точки проходит через

эту точку:

а"",-,А,

стало быть,

а-АМ.

348. Умея строить полюсы и поляры, мы можем строить также

касательные к самосопряженному ряду точек. Чтобы провести каса

тельную к самосопряженному ряду точек из точ~и А, лежащей вне

ряда, достаточно построить поляру точки А: она пересечет самосо

пряженный ряд в точках касания искомых касательных.

Если точка А сама принадлежит самосопряженному ряду, каса

тельная в ней есть ее поляра.

Ряд точек второго порядка есть коническое сечение

-..::::-- ~x~-- .р

349. Мы видели, что заданием самосопряженного ряда точек

полярность вполне определена. Поэтому ряд точек второго порядка,

самосопряженный внекоторой

полярности, называется ядром

этой полярности. Про поляр

ность говорят, что она уста

новлена своим ядром.

Точно так же про инво

люцию сопряженных точек

на прямой или сопряженных

лучей в пучке, которые уста

навливает полярность, гово-

рят, что они установлены Рис. 116. Проекция точки А из точек М

ядром, этой полярности. Этим и N на поляру точки Р суть сопря-
женные точки Х и У,

подчеркивается, что соответ-

ственные в инволюции эле-

менты легко строить, если задано ядро полярности.

350. докажем ~Be леммы об инволюuии, установленной рядом

точек второго порядка на прямой.

Пусть р полюс прямой р в полярности о; с ядром Q. Проведем
через Р произвольную секущую и отметим на ней хорду MN.
Иными словами, проведем произвольную хорду, сопряженную с пр,я

мой р (см. рис. 116).
Пусть далее А произвольная точка ряда Q. Инволюuионная го

мология -;: с центром Р и осью р преобразует g, в самое себя;

значит, она преобразует

(
М, N, А, В)

N, М, В, А '

где В принадлежит ряду Q.
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Поскольку 1t преобразует

(МА,мв)NB, NA. '
точки

X_MA·NB
и

Y==MB·NA
лежат на оси гомологии- на прямой р.

Докажем, что они являются сопряженными в полярности (1).

Рассмотрим гомологию р с центром Х, преобразующую ряд то

чек Q в самое себя. Она преобразует

(А"м, N, В)
M,A,B,N •

Значит, р преобразует МВ в AN; стало быть, точка

MB·AN- У

РИС." 117.

N

лежит на оси р, т. е. на поляре х точки Х.

Значит, точка У сопряжена с точкой х.

Имеем л е м м у. 1: Две nроекции точки ряда второго порядка

llЗ концов ка"ой-либо хорды его на прямую, сопряженную с этой

хордой, являются сопряженными в

полярности, установленной данным,

рядом.

Эту же лемму можно выразить и так:

Л е м м а 2. ПроеКЦllЯ инволюции

сопряженных точек из са.мосоnряжеН,

ной точки Hf!, секущую, сопряженную

с прямой, несущей nрое"тируемую

инволюцию, есть инвОЛЮЦllЯ, nреобра

зующая самосопряженные то.чки се-

кущей друг в друга.

351. Лемма 1 дает простой способ построения точек, соответствен

ных в инволюции сопряженных точек, которую полярность устана

вливает на прямой.

Но не это нас сейчас интересует.

Пусть проектируемая точка А самосопряженной кривой описы

вает ряд точек второго порядка, принадлежащих этой кривой. Тогда

проектирующие эту точку лучи МА и NA опишут пучки, которые

мы обозначим так: М [А] и N [А]. Сечение этих пучков прямой р

дает инволюционно-проективные ряды точек первого порядка Р [У]

и Р [Х] (рис. 117).
Имеем

Значит,

м [А] л Р [у] л р [Х] лN [А].

М [А] 7\ N [А].

Мы получили замечательную теорему: ЕСЛll соответст8енные

лучи двух пучков первого класса, вершuны которых расположены

140



на самосопряженной кривой, nересе/Саются на той же /Сривой,

то nуч/Си npoe1Cтlz'BHbl.

Короче это можно выразить так:

ТОЧ/СU самосопряженного ряда второго nоряд/Са nрое/Стируются

из двух точе/С того же ряда nрое/Стивнымu пучками.

352. Геометрическое место точек. пересечения соответственных

лучей двух проективных пучков мы назвали ранее коническим

сечением. Значит:

Вся/Сий ряд точе/С второго nоряд/Са, самосопряженный в не/(о

торой полярности, представляет собой невырожденное КОНllчеС1Сое

сечение. 1

353. Является вопрос: всякое ли невырожденное коническое сече

ние является ядром некоторой полярности?

Ответ получается очень легко. Вспомним, что все невырожденные

конические сечения коллинеарны. Пусть g произвольное невырож

денное коническое сечение, а Г - ядро некоторой полярности.

Зададим коллинеаuию '4:, преобразующую Г в Q; она преобра

зует полярность с ядром Г в полярность с ядром Q. Отсюда сле

дует утвердительный ответ на наш вопрос: всякое невырожденное

коническое сечение является ядром некоторой полярности.

354. Словом, ряд точе/С второго nоряд/Са и /Соничес/Сое сече

ние - это одно и то же. Стало быть, все сказанное о рядах точек

второго порядка относится ко всем коническим сечениям. Всякое

коническое сечение разбивает плос«ость на две части - внутрен

нюю и внешнюю и устанавливает полярное преобразование точек

и прямых плоскости в прямые и точки / той же плоскости; при
этом поляры внутренних точек целиком лежат вне конического

сечения, поляры внешних точек пересекают его; точки самого ко

нического сечения являются самосопряженными, т. е. лежат на своих

полярах - касательных к коническому сечению. Инволюционная го

мология, центр и ось которой являются соответственными в по

лярности, установленной коническим сечением, преобразуют это

коническое сечение в самое себя. Отсюда простой способ построе

ния поляр заданных точек, описанный ранее в п. 345.
355. до сих пор мы не применяли принципа двойственности

к теории конических сечений. Сделаем это сейчас.

Перед нами две возможности. Можно исходить из первоначаль

ного определения конического сечения, как геометрического места

точек пересечения соответственных лучей двух проективных пучков.

С другой стороны, можно рассматривать коническое сечение как

геометрическое место точек, самосопряженных в полярности обрат

ного типа.

Начнем со второй точки зрения.

356. Образ двойственной совокупности самосопряженных точек

есть совокупност~ самосопряженных прямых, т.е. пучок прямых

1 Неllырожденность следует из утверждения п. 331.
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Ьс

Рис. 118. Шести сто

ронник Брианшона.

второго класса, он же - пучок касательных к коническому се

чеНИIО.

357. flереключаемся на первую точку зрения. Образ двойствен

ной совокупности точек пересечения соответственных лучей двух

проективных пучков есть совокупность прямых, соединяющих соот

ветственные точки двух проективных рядов точек первого порядка.

358. Сопоставляя обе точки зрения, приходим к выводу: nРЯ'м'ые.

соедuняющие соответственные точки двух nроективных, но неnер

сnекmuвных рядов mottelC первого порядка, образуют nyttolC nРЯМЬjХ

второго ICласса. Если два ряда точек· первого порядка nepcneKmllBflbl,
аЬ то прямые, соединяющие соответственные их

точки, разделяются на две категории:

1) Прямые, проходящие через точку

пересечения носителей перспективных рядов.

которая, как точка второго ряда, соответ

ствует самой себе, как точке первого ряда. ,Эти

прямые составляют пучок первого класса с

центром в точке пересечения носителей пер

спективных рядов.

2) ГIрямые, соединяющиеостальные пары

соответствующих точек; они состаВЛЯIОТ пу

чок первого класса, центр которого совпа

дает с центром перспективы.

Условимся совокупность ПРЯМblХ, соеди-

няющих соответственные точки двух пер

спеКТИВНhlХ рядов первого порядка, называть вырожденны;u пучком

второго класса. Из того, что сейчас было сказано, видно, что вы

рожденныйпучоквторого класса распадается на два пучка nервого

класса.

Невырожденныйпучок второго класса имеет в качестве огибающей

невырожденное коническое сечение.

Теорема, двойственная теореме Штейнера, утверждает, что ЛУЧll

nyttKa второго lCласса "высекают" на двух лучах этого nYttlCa
nроективные ряды точек первого порядка.

359. Применим теперь принцип двойственности к теореме Паскаля.

Вместо шестиугольника, состоящего И3 шести вершин 1, 2, 3,4,5,' б
и шести сторон· 12, 23, 34, 45, 56, 61, получим шестисторонник,.

состоящий из шести сторон " 11, 111, /V, V, V/ и шести вершин

J 11, // /1/, /1/ /V, /V V, V VI и V/ 1. Шестиугольник, вписанный

в коническое сечение, превратится в шестисторонник, описаННblВ

около H~ГO. Теорема Паскаля преобразуется. в такую теорему, изве

стную под названием теоремы 6рианшона: три прямые, соедu

н'ЯЮЩllе попарно противоположные вершины шесmuсmоронн.u"а~

описанного около lCонuч,еского сеч,ения_ пересекаются в одной тоц,lCе

(рис. 118).
360. Обозначая стороны шестисторонника, описанного около

конического сечения, через а, Ь, с, d, е, j, можем записать содер

жание теоремы Брианшона в виде такой схемы:
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ab·de=x

bc.ef=y Р,

cd·ja=z

(1)

{2}

двойственной схеме п. 290.
361. В частности, пусть две касательные, например, f и е, сов-·

падают. Получим схему

ab·de=x 1
Ьс·ее -=у } Р.

cd·ea = z J

Схеl\'fЗ (2) двойственна схеме п. 292; ее есть фигура, двойствен

ная фигуре ЕЕ, т. е. касательной в точке Е. Il0ЭТОМУ ее следует·

понимать, как точку касания прямой е. Схема иллюстрируетсsь

рис. 119.

cd

Рис. 119. Шестисторон

ник Брианшона, у кото

рого две соседние сто-

роны слились.

аЬ

Рис. 120. Шестисторонник

Брианшона, у которого две

пары соседних сторон сли-

лись.

362. Если положить в схе.м.е (2) eJ. ---: с, получим:

аЬ·се ==х \

Ьс·ее-= у l Р.
сс·еа _Z J

Эта схема flллюстрируется рис. 121.
363. Полагая е.ще Ь _ а, придем к такой схеме:

аа ·се:=: х \

ас·ее ==у t Р,
сс·еа -- Z J

(3)

(4)'
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ее

Рис. 121. Шестис то

ронник Брианшона, у

которого три пары со

седних сторон сли-

ЛИСЬ.

"а аа

которая выражает следующую теорему: три прямые, соедUНЯЮЩllе

8ершuны треугОЛЬНllка, оnисанного ОКОЛО Ko.HULteCKOZo сечеНllЯ,

с точками касанuя nротU:80лежаЩllХ сторон, flересекаются

8 одной то!исе (рис. 121 и' 122).
364. Схема (1) может быть использована для построения новых

касательных к коническому се~ению, заданному пятью касательными,

схема (2) - либо для построения новых касательны~, если заданы

четыре касательные и точка касания одной из них, либо для построе

ния точки касания, если заданы 5 касательных. Аналогичным образом

могут быть использованы и другие схемы. Вообще приходим к такому

8ЫВОДУ, двойственному положению п. 296: невырожденное коническое

-сечение вполне опреде

лено пятью касательны

ми или четырьмя каса

тельными и точкой каса

flИЯ одной из них, или

тремя касательными и

"Точками касания двух

,ИЗ них; короче, - пятью

независимыми касатель-

tlыми. которые могут частично совпадать· друг с другом. При

этом нужно считать, что пара совпавших касательных определяет

точку касания и касательную.

365. Если задана точка касания аа и касательная Ь, то прямая Ь

не должна проходить через точку аа, иначе три ПРЯ~lые Ь, а и а

проходили бы через одну точку, т. е. не были бы независимы. Незави

·симость следует считать нарушенной также в случае совпадения

трех касательных.

366. Итак, коническое сечение вполне определено пятью незави

<:имыми точками (п. 296) или касательными; учитывая все возможные
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2 точки + 3 касательные

1 точка + 4 касательных

О точек +5 касательных

частичные совпадения, получим такую таблицу элементов, опреде

ляющих коническое сечение:

5 точек + О касательных

4 точки + 1 касательная

3 точки + 2 касательные

f
е

в первой половине таблицы предполагается, что среди заданных

точек находятся точки касания всех заданных а во

второй половине, - что среди задан

ных прямых имеются касательные во

всех заданных точках. Кроме того,

касательные, разу'меется, не должны

проходить через иные заданные точки,

кроме как через свои точки касания.

367. Теорема Брианшона остается

в силе и в том случае, если пучок

прямых 11 порядка вырождается в два

пучка 1 порядка, т. е. если стороны
Рис. 123. Шестисторонник Бри-

шестисторонника проходят поочеред- антона "описанный около пары

но через две точки (рис. 123). точек". (ер. с рис. 108.)

Примевение общей теории конических сечений к некоторым

частным случаям

Рис. 124.

368. Полюс диаметра окружности лежит на пересечении каса

тельных, проведенных через его концы (см. п. 334 и п. 297), т. е.

в бесконечно удаленной точке прямых,

перпендикулярных к диаметру (рис. 124).
И в самом деле, ИНВОЛlоционная гомо

логия, осью которой является диаметр

окружности, а центром - бесконечно уда

ленная точка перпендикулярных к нему

прямых, преобразует окружность в самое

себя: ведь эта гомология представляет со-

бой симметрию, осью которой служит

диаметр, а такая симметрия как бы перегибает окружность по диа

метру и накладывает одну половину ее на другую.

369. диаметры окружности пересекаются в ее центре. Значит,

полярой центра окружности. является бесконечно удаленная прямая.

И действительно, инволюционная гомология с беСКОtlечно удаленной

осью и с центром в центре окружности преобразует окружность

в самое себя: ведь эта гомология ~ есть центральная симметрия, т. е.

полуоборот вокруг центра рассматриваемой окружности.

370. Эллипс тоже не имеет общих точек с бесконечно удаленной

прямой. Поэтому полюс бесконечно удаленной прямой лежит в н у т р и

эллипса (почему ?). Инволюционная гомология с бесконечно удален

ной осью и с центром в полюсе ее преобразует эллипс в самое

себя. Но такая инволюционная гомология представляет собой
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Рис. 126. Окружности, которые дети

чертят на земле, изображены на 9ТОМ

рисунке в виде 9ЛЛИПСОВ. Центры

окружностей отмечены колышками.

Один из двух таких колышков, изо

браженных здесь, нарисован непра

вильно; какой? На 9ТОМ рисунке

есть и еще одна неточность, которая

разъяснится впоследствии (см.

рис. 134).

центральную симметрию.- Отсюда заключаем, что внутри эллипса

должна существовать точка - полюс бесконечно удаленной прямой

~
r

р

IJ
Рис. 125. Прямая р является полярой бесконечно уда-

ленной точки Р; r - поляра бесконечно удаленной точ-

ки R. Значит, О - полюс бесконечно удаленной пря-

мой. В случае / (~ллипс) точка О лежит внутри

конического сечения. В С~'Jучае // (гипербола) лежит вне

конического сечения. Поэтому из центра гиперболы

можно прr.вести к ней две касательные а и Ь; 9ТИ пря-

мые касаются'гиперболы в бесконечно удаленных точ-

ках (почему?). Их называют аСИМlIтотами гиперболы.

(рис. 125,1), - полуоборот вокруг которой совмещает эллипс с саМИ:\1

соб0Й. Эта точка называется центром сим~етрии ЭЛJIипса.

371. На основании таких же

соображений приходи'м к выводу,

что и у гиперболы существует

центр симметрии - полюс беско

нечно удаленной прямой (рис.

125, //), но он лежит вне гипер

болы (потому что для гиперболы

бесконечно удаленная прямая яв

ляется секущей). Парабола же

касается бесконечно удаленной

прямой, а потому не имеет центра

симметрии.

372. Так как центр гиперболы

лежит вне кривой, из него можно

провести к ней две касательные.

Эти касательные касаются гипер

болы в бесконечно удаленных точ

ках. Их называют асимптотами

гиперболы. Задание асим.fIТОТ рав-

носильно заданию пары касатель

ных и их точек касания, т. е. qeTblpeX элементов. Поэтому ги~ербола

вполнеопределена своими асимптотами и еще одним элементом

точкой или касательной. Предложим читателю построить новые точки

гиперболы, .заданной асимптотами и одной точкой, а также новые
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касательные к гиперболе, заданной асимптотами и одной каса

тельной.

373. для параболы бесконечно удаленная прямая является каса
тельной, так что одна касательная к параболе всегда дана. Поэтому

парабола вполне определена четырьмя элементами: четырьмя каса

тельными, или тремя касательными и точкой касания одной из них,

или двумя касательными и точками касания двух из них. Предложим

читателю построить новые касательные к параболе, заданной одним

из указанных способов.

374. Предложим читателю реШJ:IТЬ и такую задачу. На картинах

окружность изображается либо эллипсом, либо параболой, либо

гиперболой. Изображается ли центр окружности центром того кониче

ского сечения, которое служит ее изображением на картин'е (рис. 126)?

Инволюция, установленная коническим сечением на прямой

и в пучке

375. Всякое невырожденное коническое сечение, как мы знаем,

устанавливает в своей плоскости полярное преобразование (является

ядром полярного преобразования) и, стало быть, определяет на каж

дой прямой, не касаЮlllейся его (т. е. несамосопряженной), инволюцию

сопряженных точек, которая преобразует точки прямой так, что каж

дой точке, оказывается отнесенной точка, лежаlцая на ее поляре.

Поэтому, чтобы построить точку, соответственную точке А• в инво

люции, которую коническое сечение устанавливает на прямой "р,

нужно построить поляру точки А1 : точка пересечения. этой поляры

с прямой р есть искомая.

376. Можно также воспользоваться леммой 1 (п. 350). Пусть

MN хорда, сопряженная с прямой р (т. е. проходящая через

полюс этой прямой). Будем проектировать точки конического сечения

И3 точек М и N на прямую р; полученные, таким образом, две про

екции одной точки, согласно лемме 1, соответствуют друг другу

в инволюции, о которой идет речь.

Если пряма я р пересекает коническое сечение, точки пересече

ния оказываются двойными в инволюции, которую кониче'ское сечение

устанавливает на этой прямоЙ. Если же прямая целиком лежит вне

конического сечения, оно устанавливает на ней инволюцию без двой

ных точек (эллиптическую).

377. В какой мере инволюция, установленная на некоторой прямой

коническим сечением, может служить элементом, определяющим его?

Очевидно, задание гиперболической инволюции равносильно за

данию двух точек конического сечения. Оказывается, однако, что и

с эллиптической инволюцией дело обстоит так же. Чтобы убедиться

в этом, рассмотрим такую задачу.

Построить коническое сечение, проходящее через три заданные

точки и устанавливающее на данной прямой заданную инволюцию.

Если, заданная инволюция гиперболическая,.двоЙныеточки ее при

надлежат искомому коническому сечению, так что мы располагаем
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Рис. 127. А, В, С - три точки

конического сечения, М и М1
сопряженные точки в заданной

инволюции на прямой р. На

чертеже "оказано построение

новой точки конического сече-

ния С'.

всего пятью точками его. В этом случае имеется одно, и только

одно, коническое сечение, удовлетворяющее условиям задачи (если

все 5 точек неза.висимы).

Покажем, что наша задача имеет одно, и только одно, решение,

какова бы ни была заданная инволюция.

378. Обозначим заданные точки конического сечения через А,

В и С, прямую, на которой задана инволюция, через р, самую

инволюцию через ар. Допустим сперва, что искомое коническое се

чение существует, и постараемся найти

новые точки его.

Проведем прямую АВ до пересече

ния с р в точке М (см. рис. 127). Легко
построить поляру точки М относи

тельно искомого конического сечения.

Пусть ар преобразует М в М1 • Оче

видно, поляра точки М проходит через

М•. Иными словами, ось т инволю

ционной .гомологии р. С центром М,

преобразующей искомое коническое се

чение в самое себя, проходит через

точку М1 •

Очевидно, эта гомология преобра-

эует (~:~) и (~J. Центр, пара соот-
BeTcTBeHHbIx точек и одна собственно двойная точка вполне

определяют инволюционную гомологию. Чтобы построить ее ось, за

метим, что р. преобразует прямую АМ. в ВМ. (и ВМ1 в АМ1).
Возьмем на АМ. произвольную точку Q и найдем ее образ tJ. (Q).
Очевидно,

Т. е.

f1 (Q) I"'J ВМ.

Р. (Q) I"'J MQ,

р. (Q)== ВМ1 • MQ.

Обозначим эту точку через Q'. Гомологичные прямые AQ' и BQ
пересекаются на оси гомологии, т. е. ось т проходит через

точку AQ'. BQ и через M t •

Ось (т. е. поляра точки М) найдена.

Теперь построим образ точки С - точку tJ- (С): обозначим ее

через С". Так как С лежит на коническом сечении, которое гомоло

гия tJ- преобразует в самое себя, то и С' лежит на том же коническом

сечении. Мы получили четвертую точку искомого конического сечения.

Совершенно так же, проведя прямую АС до пересечения с р

в точке N, построим поляру n точки N. Затем, используя точку 8
и инволюционную гомологию с центром N и осью n, получим пятую

точку В' искомого КQнического сечения. Пятью точками коническое

сечение вполне определено.
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Таким образом, ~сли искомое коническое сечение существуе~, то

только одно.

379. Остается показать, что оно существует. Для этого покажем,

что коническое сечение, проходящее через точки А, В, С, С', В',

действительно устанавливает на прямой р инволюцию ар, преобразую-

щую (д: ZJ.
Всякое коническое сечение, проходящее через точки А, В, С, С',

_относит точке М в качестве ее поляры прямую т, так как инволю-

( А В С С')ционная гомология с центром М и осью т преобразует в: А: с: с .
Значит, все конические сечения, проходящие через точки А, В, С и С',

устанавливают на прямой р инволюции, в которых точки М и М'

являются соответственными. Точно так же все конические сечения,

проходящие через А, В, С и В', устанавливают на р инволюции,

в которых точки N и N. являются соответственными. Значит, инво

люция, установленная коническим сечением А, В, С, В', С' на пря-

мой р, преобразует (д: ZJ. НО такая инволюция есть ТОЛl>КО одна:
это Ор.

380. Условимся приписывать каждой эллиптической инволюции

пару мнимых сопряженных двойных точек. Соответственно этому

будем говорить, что прямая, uеликом лежащая вне конического се

чения, пересекает его в паре мнимых сопряженных точек.

Какая нам выгода от такого словоупотребления? Ранее мы ви

дели, что коническое сечение вполне определено пятью независи

мыми элементами; при этом пара точек - различных или совпадаю

щих - считалась за два элемента. Оказывается, что и задание пары

мнимых точек равноценно заданию двух элементов. Мы уже видели,

~TO заданием трех действительных и одной пары мнимых· сопряжен

ных точек коническое сечение вполне определено. Покажем, что одна

действительная точка и две пары мнимых тоже определяют одно и

только одно коническое сечение (если все 5 точек независимы, т. е.

если действительная точка не коллинейна ни с одной из пар МНИМblХ,

и обе пары мнимых не лежат на одной прямой).

381. Рассмотрим задачу: .
Построить коническое сечение, ПРОХОДЯI.цее через 5 заданных точек,

из которых одна действительная, а 4 мнимых, попарно сопряженных.

Иными словами, требуется построить коническое сечение, прохо

дящее через заданную точку А и устанавлиййющее заданные инволю

ции (эллиптические) ~a двух прямых р и q. Обозначим эти инволю

ции через ар и Oq.

Начнем решение с того, что построим поляру точки пересечения

заданных прямых р и q - точки R (рис. 128). Пусть ар преобразует

точку R в точку R. (на прямой р), а Oq - в точку R'l (на прямой q).
Тогда поляра точки R должна пройти через R1 и через R2, Т. е.
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Рис. 128. Инволюция ар на пря
мой р проектируется из точки А

на прямую r; получается инволю

ция crp (точки Р и Рl соответст
вуют друг другу в инволюции ар,

ИХ проекции Р' и P~ соответ-

ствуют в инволюции ар).

Прямая (, очевидно, сопряжена с прямой р, а также с прямой q.
Далее, очевидно, что r пересекает искомое коническое сечение,

так как точка R лежит вне его. ,1 Обозначим точки пересечения че

рез Х и У. Теперь будем проектировать инволюцию ар из самосо

пряженной точки А на прямую r (сопряженную с р). Согласно лемме 2
(п. 350) получим на r инволюцию (обозначим ее. через a~), которая

преобразует самосопряженные точки прямой r друг в друга:

, б (Х, У)
ар прео разует У, Х •

Точно так же, проектируя 0q на прямую r из точки А, получим ~a r
" б (Х, У)

инволюцию aq, которая прео разует У, Х •

Значит, произведение a~o~ оставляет точки Х и У на своих ме

стах. Иными словами, точки пересечения прямой r с искомым кони

ческим сечением являются двойными

точками проективности a~aq. По

строив двойные точки этой проек

тивности, будем иметь хорду ХУ,

сопряженную с прямой р (а также

с q). Согласно лемме 1, если М и N
пара точек, соответственных в инво

люции ар (или aq), то лучи хм и YN
пересекаются на искомом коническом

сечении. Таким образом, наша задача

свелась к задаче: построить двойные

точки заданной проективности. Мы

ею скоро займемся.

382., Все сказанное об инволю

ции сопряженных точек на прямой

можно с помощью принципа двойственности перенести на пучки.

Коническое сечение устанавливает инв·олюцию сопряженных лучей

в любом пучке, вершина которого не лежит на данном коническом

сечении. Эта инволюция преобразует лучи пучка друг в друга так,

что относит каждому лучу - луч, проходящий через его полюс.

Если вершина пучка лежит вне конического сечения, так что два

луча пучка I(асаются конического сечения, эти лучи оказываются

двойными в инволюции, которую коническое сечение устанавливает

среди лучей пучка. Если же вершина пучка лежит внутри кониче

ского сечения, оно устанавливает в пучке инволюцию без двойных

лучей (эллиптическую).

383. У~л6вимся, однако, приписывать эллиптической инволюции

в пучке пару MHllMblX двойных лучей и соответственно этому гово

рить, что из внутренней точки можно провести к коническому сече

нию две мнимых касательных.

1 Так как инволюции ар И aq - эллиптические, то обе прямые р и q ле

жат вне конического сечения; поэтому и точка R лежит вне его.
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Для задания к.онического сечения пара мнимых касательных

равноценна двум элементам.

Например, коническое сечение вполне определено тремя действи

тельными касательными и парой мнимых (т. е. инволюцией в пучке)

или одной действительной касательной и двумя парами мнимых (т. е.

двумя инволюциями в пучках).

384. Рассмотрим еще такую задачу. Р.
Построить коническое сечение, уста

навливающее на прямой р заданную инво

люuию, если, кроме того, заданы: полюс Р

прямой Р относительно искомого кони

ческого сечения и одна из точек его S.
Подвергнув точку S инволюционной

гомологии с центром Р и осью р, полу-

чим точку Т, которая, очевидно, тоже Рис. 129.
лежит на искомом коническом сечении

(почему?). Теперь мы имеем хорду ST, сопряженную с прямой р.

Поэтому лучи SA"t И ТА;, пересекающи"е прямую р в соответственных

точках заданной на ней инволюции, пересекаются в точке А на кони

ческом сечении (рис. 129). Так можно построить сколько угодно

точек его. Гlредложим читателю формулировать и решить двой

ственную задачу.

Элементы, определяющие полярное преобразование

385. Заданием невырожденного конического сечения поляр

ное преобразование вполне определено. Таким образом, поляр

ность может быть задана пятью самосопряженными точками или

касательными.

Нам известен также другой способ задания полярного преобра

З0вания: с помощью полярного треугольника и поляры одной точки,

лежащей вне его сторон (см. п. 307).
386. Пусть задан П<:>ЛЯРНhlЙ треугольник Аве со сторонами а, Ь

и с, и поляра р то.чки Р. Построим полюс М заданной прямой т.

Об~значим точки пересечения прямой р со сторонами' полярного

треугольника так:

ар -= А'; Ьр =В'; ср =с.

Далее, обозначим проеКllИИ точки Р из вершин полярного треуголь

ника на противолежащие стороны его соответственно через Ра, РЬ
И РС (рис. 130). Легко убедиться в том, что точки Ра И А'. РЬ
и В', Ре и е' - попарно сопряжены.

В самом деле, полюсом прямой АР является точка ар,

т. е. точка А'; значит, с точкой А' сопряжены все точки пря

мой АР, в том числе и точка пересечения прямой АР со сто ..
роно·й а полярного треугольника, т. е. точка Ра. Также убе

димся в том, что с точкой В' сопряжена точка Рь, с точкой С'

ТОЧ'ка Рс.
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Тем самым определены ИНВОЛЮЦИИ сопряженных точек на сторо

нах полярного треугольника: а на а, ~ на Ь, r на с.

а преобразует (В, С, P~, А')
С, В, А', Ра

~ (А, С, Ро, В')
С, А, В', Р1l

r (А, В, Ре' С')
В, А, С', РС

Инволюuии' (Х, ~ И r вполне определены.

Пусть прямая т пересекает стороны полярного треугольника а, Ь

и с соответственно в точках Ат) Вт и Ст. Найдем поляры двух из

р

с

Рис. 130. Построение полюса произвольной прямой т, если

задан полярный 6 Аве и поляра р точки Р.

этих точек, например, Аm и Вт. Поляра точки Аm пройдет через

точку а (Аm), сопряженную с Аm в инволюции а. Обозначим эту

точку через А:п. Кроме того, точка Аm лежит на стороне а, стало

быть, поляра ее проходит через полюс А прямой а. Итак,

am=A~A.
Аналогично

bт=B'mB.

Имеем .поляры двух точек прямой т - ТОЧКИ Аm и ТОЧКИ Вт.

Полюс прямой т лежит' на пересечении этих поляр:

т_АmВm;

значит,

М=аmЬm·

387. Аналогично решается задача о нахождении поляры заданной

точки. Чтобы построить поляру n точки N, спроектируем преобра
зуемую точку из вершин поля-рного треугольника на противополож

ные стороны его; получим точки N a , N b, N c• Пусть а преобразует

N a в Аn, N b В Вn• Тогда полюсом прямой ANa является. точка Аn,

полюсом прямой BNb - точка Вn.

Имеем полюсы двух прямых, проходящих через N, поляра

точки N проходит через них, т. е. n -АnВn.
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Рис. 131.

388. Из других.способов задания полярности отметим два:

1 способ. Полярность вполне определена инволюцией сопряжен

ных точек на некоторой прямой, полюсом этой прямой и парой со

пряженных точек, лежащих вне ее.

Пусть имеем инволюцию сопряженных точек ар на прямой р и

полюс Р этой прямой. Пусть, кроме TOГO~ имеем пару сопряженных

точек А и А' вне прямой р (рис. 131).
Прежде всего заметим, что имея инволюцию ар на прямой р и

полюс Р этой прямой, легко строить поляры всех точек, лежащих

на р: все они проходят че

рез Р и, кроме того, поляра

каждой точки Х проходит че

рез сопряженную точку ар (Х).

Возьмем. на р точку Q и

построим ее поляру q. Обоз

начим точку сопряженную с Q
в инволюции ар через Q: ар

(Q) == я. Имеем q == РЯ. Тре

угольник PQR является поляр

ным.

389. Далее, имея. инволю

цию 00' легко строить полюсы

псех лучей пучка Р. Если луч

х пучка Р пересекает прямую р в точке У, то его полюсом Х

является точка ар (У). Действительно, поляра точки ар (У) пройдет

через Р [так как ар (У) I"J р] И через У [так как точка У сопряжена

с точкой ар (У)].

390. Обозначим прямую АА' через т и отметим точку ее пере..
сечения с прямой р:

рт== Мр.

Построим поляру тр этой точки [она проходит через Р и через

точку ар (Мр)]. Пусть то пересекает пря·мую т в точке M~. Оче

видно, точка М; сопряжена с точкой "мо • Тан:им образом, имеем на

прямой М две пары точек, соответственных .в инволюции сопряжен

ных точек. Этим инволюция сопряженных точек на прямой Ат (обо

значим ее через ат) вполне определена.

391. Рассмотрим, наконец, точку пересечения прямой т с другой

стороной полярного треугольника (например, q). Обозначим

mq-Mq•

Поляра тq этой точки пройдет через точку Q и через точку ат (Mq ).

Построив ее, имеем поляры двух точек прямой т: точкиМр и

точки мо; их пересечение дает полюс М прямой т. Итак, имеем по..
лярный треугольник PQR и полюс М прямой т, не проходящей через

его вершины. Этим полярное преобразование вполне определено.

392. 11 способ. Полярность вполне определена инволюциями со

пряженных точек на двух сопряженных прямых.
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Пусть р и q две сопряженные прямые. Обозначим инволюции

сопряженных точек на них соответственно через ар и aq• Обозначим

точку pq через R и найдем ее поляру г. Очевидно, она проходит

через ар (R) и через aq (R). Полюс Р прямой Р лежит на прямой q
и на поляре точки R - прямой " Т. е. Р- qr. .

Точно так же полюс Q прямой q лежит на р и на " т. е. Q= рг.

Имеем полярный 6 PQR и инволюции сопряженных точек на двух

сторонах его. Этого достаточно, чтобы построить полюс прямой или

поляру любой точки.

393. Можно указать и другие способы задания полярного пре

обр-азования, но самым удобным остается все же задание с помощью

ядра (т. е. самосопряженного конического сечения).

Приходится только пожалеть, что для полярностей прямого типа

этот способ неприменим, так как у них нет самосопряж~нных точек,

поскольку такие полярности устанавливают на всех прямых плоскости

инволюции без двойных точек (с мнимыми двойными точками

можем мы сказать теперь).

Конечно, ничто не мешает нам назвать совокупность мнимых

самосопряженных точек полярного преобразования прямого типа

мнимым коническим сечением. Но от этого не легче: как использо

вать мнимое ядро для построения полюсов и поляр?

394. Использовать его нельзя. Однако, можно заменить мнимое

самосопряженное коническое сечение некоторым действительным ко·

ническим сечением, с помощью которого полярное преобразование

прямого типа может быть задано почти так же просто, как поляр

ное преобразование обратного ~па задается своим ядром.

Пусть ~ - полярность (прямого или обратного типа), а р - ин

волюционная гомология, которая преобразует ~ в самое себя:

р преобразует (:).

в таком случае ';'t и р коммутативны (п. 137):

iitp = p1f.

Основываясь на этом, яегко показать, что произведения ~p есть по

лярность. Действительно,

(~p)9 = ~p"ip = "r,rgpg = 1.

Обозначим ее через -;,t*:
~*-=~p, (1)

и назовем полярностью, сопряженной с ~ посредством 20МОЛОZllU р.

395. Умножая (1) справа на р, получим

1t=~*p, (2)

т. е. если полярность i* сопряжена с 7t посредством гомологии р,

то и полярность ;;t сопряжена с ;;t* относительно той же гомологии.

Сопряженность есть свойство взаимное.
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396. докажем Т,е о р е м у: Полярность, сопряженная с поляр

ностью nрямого mllna, принадлежит IC обратному типу. Поляр

Hocтb~ сопряженная с полярностью обратного типа, принадлежит

IC nрямо.м,у типу, если Центр сопрягающей их гомологllи лежит

внутри ядра сопрягаемой nолярностu, II принадлежит IC обрат

ному типу, если центр сопрягающей гомологии лежит вне ядра

сопрягаемой nолярностu. .
Пусть ~ какая-либо полярность, а р - инволюционная гомология,

преобразующая ";t в самое себя, т. е. такая, центр R и ось r кото

той являются соответственными ~ i. Далее обозначим через i"* по

~ярность, сопряженную с ;;: посредством гомологии р:

~* =1tp.

Проведем через центр р (точку R) произвольную прямую а и рас

смотрим инволюции 7ёа ,. I;i: и Ра' которые полярности ";t, ~* И гомо
логия р устанавливают на ней. Так как

,.
то, очевидно,

~* = 7tp,

-*
";ta = 7ta Pa'

Инволюция Ра является гиперболической, т. е. принадлежит обрат

ному типу (см. п. 226, 267).
397. Если ~ - полярность прямого типа, то и инволюция i a тоже

принадлежит прямому типу: произведение преобразования прямого

типа на преобразование обратного типа есть, очевидно, преобразо

вание обратного типа (если одно преобразование не изменяет направ

ления, а другое обращает его, то их произведение обращает направ-

ление). Значит, -;;t: есть инволюция обратного типа (гиперболическая).
Значит, полярность 1t"* принадлежит обратному типу (имеет само

сопряженны~ элементы).

398. Если .~ полярность обратного типа, а точка R лежит внутри
- ~

ее ядра, то ";ta есть инволюция обратного типа. В таком случае 'ita
Ka~ произведение двух преобразований обратного типа есть преоб

разование прямого типа. Таким образом, полярность ;,r* устанавли

вает на всех прямых, проходящих через точку .R, эллиптические

инволюции. Значит, i* не имеет самосопряженных точек на этих

прямых, а стало быть, и нигде: ;,t* есть полярность прямого типа.

399. Пусть, наконец, сопрягаемая полярность 1t принадлежит об

ратному типу, а центр сопрягающей гомологии р - лежит вне ее

ядра. Тогда одни прямые пучка R целиком лежат вне ядра ";t, а дру

гие пересекают его; если а - прямая первой категории, то инволю-

ция ~a - прямого типа; тогда;,t: есть инволюция обратного типа;
стало быть, на ней имеются две точки, самосопряженные в поляр

ности ~*. Значит, it* - полярность обратного типа. При этом, те

прямые пучка R, которые не имеют общих точек с ядром поляр

ности ~, лересекают ядро ';t* полярности ~*, а те, которые пересе

кают ';t, не имеют общих точек с ~*.
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400. Из доказанного следует, что всякую полярность прямого

типа можно представить в виде произведения полярности обратного

типа на инволюционную гомологию,

~=;,t*p.

При этом иентр гомологии р должен лежать внутри ядра поляр

ности ~*. Ядро полярности r,t* , сопряженной с '7t, называют веще

cmBeHHbtM заместителе.,u мнимого ядра полярности i.
Таким образом, полярность без самосопряженности точек может

быть задана вещественным заместителем ее ядра, т. е. ядром с·опря

женной с ней полярности, и центром сопрягающей гомологии, кото

рый всегда лежит внутри 9Toro ядра.

401. Пусть, например, требуется I!ОСТРОИТЬ образ точки А в по

лярности ;,t, заданной ядром 7t* сопряженной полярности;;r и цен

тром R сопрягающей ГО:\10ЛОГИИ р. Построение выполняется по фор

муле

~ = ;,t*p. (3)

Сперва строим образ а* точки А в полярности ~*:

а* =~*(A),

а затем строим образ р (а*) п~~мой а*. Этот образ и есть искомая

поляра ТQЧКИ А в полярности '7t.

а = ;,t(A) = р(а*).

402. Так как ~* и р коммутируют, то формулу (3) можно заме

нить такой

(4)

Т. е. можно сперва подвергнуть преобразуемую точку А гомологич

ному преобразованию р, а затем полярному преобразованию 7t*:

А* =,р(А),

а=7ё*(А*).

Чтобы выполнить преобразование р, полезно заметить, ЧТО? пре

образует ядро п* в самое себя.

403. Применение формулы (3) удобней, если преобразуемая точка
лежит вне ядра 7t*, а формулы (4) - если преобразуемая точка ле

жит внутри ядра. В первом СЛjгчае поляра а* пересекает ядро, и

точки гомологичные точкам пересечения а* с п* находятся очень

легко, так как тоже лежат на '7t*.

404·. Во втором случае легко построить р - образ преобразуемой

точки: праведя через точку А произвольную прямую, легко находим

прямую, соответственную ей в гомологии р (опять используя точки

пересечения этой прямой с ~*), после чего строим точку А*, со

ответственную в р точке А; затем обычным путем строим поляру а*

точки А* в преобразовании '7t*.
Построение полюсов производится путем построения поляр двух

произвольных точек преобразуемой прямой.
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Абсолютная полярность

а

Рис. 132.

405. Мы поставили себе задачу осветить метрическую I'еометрию

с проективной точки зрения. В этом отношении полярности с мни

мыми ядр~ми представляют особый интерес.

Пусть плоскость а и прямая а взаимно перпендикулярны. Отне

сем друг другу бесконечно удаленную прямую аоо плоскости а. и

бесконечно удаленную точку Аоо прямой а. Вообще установим такое

соответствие между бесконечно удаленными прямыми и точками: бес

конечно удаленной прямой плоскости от-

несем бесконечно удаленную точку пря

мых, перпендикулярных к этой плоскости

и, наоборот, бесконечно удаленной точке

любой прямой отнесем бесконечно уда

ленную прямую плоскостей, перпендику-

лярных к этой прямой. Таким образом,

получим одно-однозначное преобразование

прямых и точек бесконечно удаленной

плоскости в точки и прямые той же пло

скости.

406. Нетрудно убедиться в том, что это

преобразование сохраняет инцидентность.

Пусть точка Мro инцидентна с пря

мой аоо• Это значит, что прямая т парал-

лельна плоскости а (рис. 132). Точке МОО пусть соответствует

прямая тоо , а прямой аоо - точка Аоо; это значит, что прямая т пер

пендикулярна к плоск·ости ~ И плоскость а. перпендикулярна к пря

мой а. В таком случае прямая а и плоскость р. параллельны, т. е.

точка Аоо и прямая тоо инцидентны:

\ если МОО Г"-J аоо, то тоо Г"-J Аоо•

Инцидентность сохраняется!

Итак, рассматриваемое преобразование представляет собой кор-

реляцию. .
407. Дал-ее нетрудно усмотреть, что эта корреляция сама себе

обратна, та.к как nерnендll1СУлярность есть отношение взаимное.

Значит, рассматриваемая lCорреЛЯЦllЯ представляет собой поляр

ность. Она называется абсолют,НОЙ полярностью.

408. В абсолютной полярности нет самосопряженных элементов:

если прямая и плоскость взаимно перпендикулярны, то они не парал

лельны. Значит, ни одна бесконечно удаленная точка не может лежать

на своей абсолютной поляре, т. е. абсолютная полярность есть

полярность с мнимым ядром. С проективной точки зрения она ни

чем не отличается от любой другой полярности прямого типа, но

играет исключительную роль в геометрии Евклида.

409. Мы можем дать теперь такое определение перпендикуляр

ности: Прямая II плоскость взаllМНО nерnендllКУЛЯРНЫ, еСЛll беско

нечно удаленные элементы их (точка и прямая) являютсясоответ-
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CmfJeHHbtMU 8 абсолютной nолярностu.. Две прямые взаuмно nер

nендUКУЛЯрНЫ, если бесконеч,но удаленные тОЧlCll их являются

сопряженными в абсолютной nолярностll (т. е. одна лежит на

абсолютной поляре другой). Равным образом, две плоскости взаllМНО

nерnендикулярны, если бесконе 'tНО .удаленные прямые их сопря

жены в абсолютной nоллрности (т. е. одна проходит через абсо

лютный полюс другой).

410. Оставим стереометрию и займемся планиметрией.

Абсолютная полярность устанавливает на каждой бесконечно уда

ленной прямой эллиптическую инволюцию сопряженных точек; ее

называют абсолютной uнволюциеЙ. На каждой собственной плоскости
имеется одна бесконечно удаленная прямая и на этой прямой - одна

абсолютная инволюция. Бесконечно удаленные точки двух взаимно

перпендикулярных прямых плоскости являются соответственными

в абсолютной инволюции.

411. Рассмотрим пучок пря.мых. Каждому лучу пучка отнесем

перпендикулярный ему луч того же пучка. Бесконечно удаленные

точки двух соответственных лучей пучка являются соответственными

в абсолютной ·инволюции. Поэтому соответствие между лучами пучка,

которое мы установили. тоже является инволюцией. Эту инволюцию

называют ортогональной инволюцией в пучке. Ортогональная инво

люция в пучке отно·сит каждому лучу пучка ортогональный ему луч

того же пучка. Она является эллиптической инволюцией и "высекает"

на бесконечно удаленной прямой плоскости· абсолютную инволюцию.

412. Абсолютная инволюция, как всякая другая, вполне опреде

лена, если заданы две пары соответственных в ней точек, Т. е. если

на плоскости начерчены две пары взаимно перпендикулярных прямых,

притом таких, что прямые одной пары не параллельны прямым дру

гой пары; иначе говоря, если в плоскости заданы два прямых угла

с непараллельными сторонами, например, если начерчен квадрат: CTO~

роны квадрата пересекаются в двух бесконечно удаленных точках и

тем самым определяют бесконечно удаленную прямую и пару со

ответственных в абсолютной инволюции точек. Вторую пару соответ

ственных в абсолютной инволюции точек задаютдиагонали квадрата.

Поэтому, если на плоскости задан квадрат, задачи о проведении

параллельных и перпендикулярных прямых можно трактовать как

чисто проективные.

413. Например, чтобы из точки А опустить 'перпеНДИI<УЛЯР т на

прямую n, достаточно найти бесконечно удаленную точку Мсе иско

мого перпендикуляра. Бесконечно удаленные точки Л1се и Nce пря

мых т и n яв.t1ЯЮТСЯ соответственными в абсолютной инволюuии.

Таким образом, задача сводится к построению точки Мсе, соответ

ствующей в абсолютной инволюции заданной точке N ce•

414. То обстоятельство, что 'бесконечно удаленная прямая лежиг

вне пределов чертежа, не создает принципиальных затруднений.

Можно указать совершенно общий прием, устраняющий 9ТО препятствие.

Зададим какую-либо гомологию р, преобразующую бесконечно

удаленную прямую в какую-либо собственную прямую р; Эl'а СОМО-
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логия преобразуеr абсолютную инволюцию а на бесконечно удален

ной прямой в некоторую эллиптическую инволюцию а' на прямой р.

Таким образом, выполнив преобразование р над заданными элемен

тами, мы можем реlllИТЬ поставленную задачу, осrаваясь в собственноt1

области. Затем, чтобы восстановить истинное положение вещей,

достаточно выполнить обратное преобразование р-l.

Впрочем, нет даже необходимости прибегать к преобразованию р,

так как недоступность тех или иных заданных элементов не исклю

чает возможности пользоваться ими при построении (см. п. 76 и далее).

415. Итак, если в плоскости чертежа начерчен квадрат, все мет

рические задачи в этой плоскости можно трактовать и I решить как

ЧИС10 проек'tИвные.

Окружность

416. Теперь мы можем определить окружность как коническое

сечение, которое устанавливает на бесконечно удаленной. прямой

абсолютную инволюцию.

Мнимые двойньtе точки абсолютной инволюции Itазовем Цll1СЛllче

С1Си-М,и 111:0Ч1Са.мu. Окружности пересекают бесконечно удаленную

прямую в этих точках, т. е. все окружности проходят через мнимые

циклические ·точки. Можно сказать, что 01Сружность есть 1СОНllче

С1Сое сечеНllе, проходящее через пару .мнимых Цl:1СЛllчеС1СllХ точетс.

Понятно, почему окружность определяется тремя незаВИСИМh1МИ точ

ками: три действительны~и пара мнимых циклических точек - итого 5
элементов.

417. Окружность определяется также центром и одной действи

тельной точкой, лежащей на ней. Центр - это полюс бесконечно

удаленной прямой. Одна действительная точка, инволюция на заданной

прямой (в данном случае абсолютная инволюция на бесконечно уда

ленной прямой) и полюс этой прямой вполне определяют коническое

сечение.

418. Итак, если задан nабсолют" nЛОС1Сости - беС1Сонечно уда

ленная прямая II абсолютная llН80ЛЮЦUЯ на ней, - окружность

можно рассматривать с чисто проективной точки зрения.

Наоборот, абсолют плоскости задан, если в ней начерчена одна

окружность с центром: поляра центра есть бесконечно удаленная

прямая, а инволюция, установленная окружностью на ней, - абсолют

ная ин волюция.

419. Все задачи, которые выше поставлены, теперь реlпены: мы

знаем, чт6 такое окружность и чт6 такое перпендикулярностьс про

ективной точки зрения.

Остается пожать плоды наших трудов - взглянуть на элементар

ную геометрию с той высоты, на которую мы взошли. Подобно тому,

как хорошо знакомая, надоевшая местность выглядит по-новому ин

тересной с высокой башни, так и элементарная геометрия с новой

точки зрения развернется перед нами в ви.це неожиданно блестящей

панорамы.



r ЛАВА СЕДЬМАЯ

МЕТРИЧЕСКИЕ ГЕОМЕТРИИ С ПРОЕКТИВНОЙ ТОЧКИ ЗРЕНИЯ

Проективное построение геометрии Евклида

420. Мы разложили основные понятия евклидовой геометрии на

проективные элементы. Если наш анализ является исчерпывающим,

то из этих элементов можно построить всю геометрию Евклида. По

кажем· сейчас на нескольких примерах, что это действительно выпол

нимо.

421. Назовем произвольное коническое сечение о к р у ж н о с т ь ю,

а любую точку внутри его - ц е н т р о м этой "окружности". Чита

тель, вероятно, уже настолько привык к таким маскарадам, что не

уд'Ивится на этот раз.

Рис. 133. Слева: произвольная прямая названа "бесконечно удаленной

прямой" и произвольное коническое сечение - "окру}кностью"; в таком

случае полюс "бесконечно удаленной прямой должен быть назван "центром"

"окружности t,. Справа: линия горизонта есть изображение (проекция) беско

нечно удаленной прямой; коническое сечение - изображение окружности;

в таком случае подюс ,,'Iмнии горизонта представляет собой изображение

центра окружности.

Если угодно, можно считать эту "окружность" и ее "центр" про

екциями действительной окружности и ее настоя[цего центра.

422. Поляру "центра" "окружности" мы должны считать бес к 0

нечно удаленной прямой (рис. 133), а инволюцию, которую

устанавливает на ней наша окружность, - а б с о л ю т н о й инволю

цией.

Если считать "окружность" и ее "ueHTp't проекциями действитель

ной окружности и ее настоящего центра, то "бесконечно удаленную,t
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Рис. 134. Сравните этот рисунок с
рис. 126. два начерченных здесь ко

нических сечения, представляющих

собой изображения (проекuии) двух

окружностей, устанавливают на ли

нии горизонта одну и ту же инволю

цию, которая является проекцией

абсолютной И~ВОЛЮЦИИ, установлен

ной этими окружн,остями на беско

нечно удаленной прямой. Изображен

ные на рис. 126 проекции окружностей

устанавливают на линии горизонта

разные инволюции. В этом и заклю~

чается вторая неправильность рис. 126,
о которой упомя'нуто В подписи под

ней.

11 А. о. Вольберг

прямую придется рассматривать как проекuию подлинной бесконечно

удаленной прямой прqектируемой плоскости (рис. 133), а "абсолют

ную" инволюuию как проекuию подлинной абсолютной инволюции.

423. Вообще на все последующее можно смотреть с такой точки

зрения: под "перпендикулярами", "параллелями", "ОКРУЖНОСТЯМИ" и

"равными" фигурами понимать и з о б р а ж е н и я настоящих перпен

ДИКУЛЯрОВ t пар-аллелей, окружнос.теt\ и раБН ых фигур, расположен

ных в одной плоеко·сти.

При тако'м взглнде наше отвлеченное изложение было бы конкре

тизировано. Из него можно было бы даже сделать практические вы

воды о том, как изображать на

рисунке окружности, перпендику

ляры, равные фигуры и т. д. Но

наша задача требует отвлеченного

подхода; поэтому мы ограничимся

тем, что подчеркнем конкретную

точку зрения несколькими рисун

ками.

424. В плоскости с "нарочной"

бесконечно удаленной прямой и

"нарочной" абсолютной инволю

цией на ней можно развернуть

.всю планиметрию Евклида. Мы

сейчас увидим, что эта "нароч

ная" планиметрия как две капли

воды похожа на настоящую.

Всякое коническое сечение,

устаНqвливающее на "бесконечно

удаленной" прямой инволюцию,

которую мы назвали абсолют

ной, приходится считать "окруж

ностью", а полюс "бесконечно

удаленной" прямой относительно

"окружности" - "центром" этой

окружности (рис. 134). Сущеет.:

вует одно, и только одно, кони

ческое сечение, которое устанав-

ливает на данной прямой З.аданную инволюц~ю, относит ей в ка

честве полюса данную точку и проходит через другую заданную

точку. Значит, существует одна, и только одна, "окружность", кото

рая имеет заданный "центр" и сверх того проходит через заданную

точку.

. Вопрос об. "окружностях" в нашей "нарочной" геометрии можно
считать исчерпанным. О том, какие прямые следует здесь называть

"параллельными", мы уже говорили. Займемся "перпе'ндикулярными"

прямыми.

425. Прямая т "перпенд~кулярна" прямой n, если "абсолютная"

инволюuи~ преобразует "бесконечно удаленную" точку прямой т
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в "бесконечно удаленную" точку прямой n (рис. 135). Но "аб.солют

ная" ИНВОЛЮЦИЯ - именно потому, что она и н в о л ю ц и я - преоб-

Рис. 136. Коническое сечение Q относит пря

мой р в качестве ее полюса точку Р иуст.а

навливает на прямой р 'инволюцию, в! которой

точке А соответствует точка А', точке·R - точ

ка R'. R является полюсом прямой r относи

тельно . Q. Коническое сечение Ql относит пря

мой р в качестве ее полюса точку Рl и у-станавли"
вает на р ту же инволюцию, которую· уста

навливае'Т на ней Q. Поэтому точка R является

также полюсом прямой r относитель~о Ql. Иначе
говоря, инволюционная гомология р с ueHTpoM'R
и осью r преобрззует Q и Ql В самих себя.

Если ~~ "окружность" И Р ее "цeHTp"~ то ~l~
тоже .окружность", Рl ее "центр", агомоло-

гия р - "симметрия".

Рис. 135~ Слева: прямые n и т П.ересекают поляру р точки Р в точках

А и А', которые являются соответственными в инволюции, установленной

коническим сечением Q на прямой р. Если Q - "окружность" И р- ее

.центр", to р "бесконечно удаленная".прямая, а и~волюция, установленнак

на ней .окружностыQ'' Q, представляет собой "абсолютную" инволюцию~

тогда прямые т и n-взаимно "перпендикулярны". Справа: тот же чертеж

в конкретной форме; телеграфная линия, .изображенная здесь, пересекает

дорогу под прямым углом.

разует в таком ~лучае "бесконечно удаленную" точку прямой ft

обратно в "бесконечнt> удаnенную". точку прямой т. Значит, если

первая прямая "перпен-

-.__--~---------------------------_д-'-----------------~я-' дикулярна" второй, то
и вторая' "перпенди

куJIярна" первой: две

прямые ~перпендику~

лярны" в 3 а и м н о.

Все. "перпендику

~яры" к·одной прям~А

имеют общую "беско~

нечно удаленную" точ

ку, т.: е.' все они "па

раллельны". Через не

"бесконечно удален~

ную" точку можно про~

вести к данной прямой

(опустить или восста

вить) один, и только

один, "перпендикуляр"

(почему?).

426. Теперь, можно

определить "осевую
симметрию" ("отраже-·

ние"). Так следует назвать инволюционную гомологию, центр кото

рой .лежJ'tт в "бесконечно удаленной" точке прямых, "перпендику-
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Рис. 137. Прямые Т} и '2 (Jepece
кают прямую р в ТQчках R~ и R;;
некоторая ЭJlлиптическая ИНВО~1ЮЦИЯ

а на прямой р I1реобразует эти точки

в R1 И R2• Q - одно из конических

сечений, которые устанавливают на

р инволюцию а и относят прямой р

в качестве ее полюса точку пересе

чения прямых '1 И '2. Инвuлюuионные
гомологии Рl (центр - R1, ось - '1)
и p~ (центр - R2 , ась - '2) IIpeo6pa
зуют Q В самое себя (рис. 136). Стало
быть, произведение PJP2 тоже преоб

разует ~J в самое себя. В частном

случае, еСJIИ прямые '. и r2 пере

секаются на прямой р, то точки R~

и R~ совпадают; соответственные им

в ИНВОЛЮIlИИ (j точки R1 И R2 тоже
совпадают. Стало быть, инволюцион

ные гомологии Рl И Р2 имеют разные

оси (r1 и '2) и общий иентр (R1 = R2 ).

Поэтому произведение их РIР2 пред

стаВ.1Jяет собой параболическую го-

мологию (см. п. 137) с осью р.

Я',/l, Rz
р \ .

\ :'
~ /
\!
"

лярных'" К ее оси (п. 197). Очевидно, центр "симметрии", осью КОТОрОЙ
является "диаметр" некоторой "окружности" (рис. 136), представляет
собой полюс этого "диаметра", так что рассматриваемая n.симметрияCl

преобразует такую "ОКРУЖНОСТЬ" в самое себя. Отсюда следует (СМ.

п. 416), что "осевая симметрия" преобразует в с а м о е с е б я "абсо

~ютную" инволюцию на "бесконечно удаленной" прямой; стало быть,

любую "ОКРУЖНОСТЬ" она преобра

зует в "окружность" и притом так,

что "центр· первой "окружности"

преобразуется в "центр" второй.

Посредством подходящим об

разом подобранной "осевой СИМ

метрии" можно преобразовать лю

бую "окружность" и ее "центр"

в самих себя и притом так, чтобы

любая точка 9ТОЙ "окружности"

была преобразована в любую дру

гую, наперед заданную точку ее.

Доказательство возложим на

читателя.

427. Про и 3 В е д е н и е двух

.симметриЙ" преобразует в самих

себя все "окружности", "центры"

KOTQPbIX лежат одновременно на

осях обеих "симметрий"(почему?),

f. е. "окружности", описанные из

точки пересечения их осей, как

из "центра" (рис. 137). Только

в том случае, если оси перемно

жаемых "симметрий" "параллель

НЫ", не существует "ОКРУЖНО

стей ", имеющих "центром" точку

их пересечения. Тогда, и только

тогда, обе "симметрии" обладают

общим центром, так что произве

дение их представляет собой параболическую гомологию (см. п. 178)
с "бесконечно удаленной" осью.

Произведение двух "осевых симметрий" назовем "в р а щ е н и е м"

вокруг точки пересечения их осей. В частности, "вращение" вокруг

"бесконечно удаленной" точки (т. е. параболическую гомологию

с '"бесконечно удаленной" осью) б~дем именовать "п р я м о л и н е й

н ы м пер е н е с е н и е м". Точку, вокруг котqрой ПРОИЗ80ДИТСЯ "вра

щение", можно назвать "центром вращения". Она же является "цент

ром" всех "окружностей", которые преобразуются "вращеНJ:lем"

в самих себя.

ГIодобно nсимметрии" , "вращение" преобразует любую "окруж

ность" в nокружность" же и притом так, что "центр" первой "ок

ружности" преобразуется в "центр" второй .ОКРУЖНОСJИ" (почему?).
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Рис. 138. Колли

неадия, преОQра

зующая fl и Р в

самих себя и точ

ку А в А', устана

вливает между точ

ками прямых РА

и РА' вполне опре

деленную перспек-

тивность.

428. Всякая ли коллинеация, преобразующая некоторую ~окруж

ность" и· ее "центр" в самих себя, представляет С'обой "вращение« ?'
Нет, не всякая. Кроме "вращений", тем же свойством ОJладают и

"отражения". Докажем сейчас, что любая такая коллинеация является

либо "вращением", либо "отражением се •

Пусть коллинеация 'it преобрааует "окружность" g и "центр"

ее Р в самих себя (рис. 138), а некоторую точку А этой "окруж-

.N' ности" В точку А' (лежащую, разумеется, на ней

р N же). Очевидно, ';'t преобразует поляру "центра«
"окружности" Q, т. е. "бесконечно удаленную"

прямую, в саТI10е себя; стало быть, "бесконечно

удаленную" точку N прямой РА - в "бесконечно

удаленную" точку N' прямой РА'.

Итак

б (
Q, Р, А, N)

~ прео разует Q, Р, А', N' •

Таким образом, n устанавливает между точками

прямых РАи РА' вполне определеННУIО проектив

ность (даже перспективность, так как точка пере

сечения обеих прямых преобразуется в самое

себя). Всякая иная коллинеация, преобразующая

(
Q р А)Q: Р: А' , устанавливает между точками указан-

ных прямых ту же проективность и, стало быть,

может быть представлена 8 виде произведения коллинеации ';: на под

ходящим образом подобранную гомологию р с осью РА'.l

Так как ~ преобразует "окружность" g в самое себя, то про

изведение 'itp преобразует g в g только в том случае, если и р пре

образует эту "окружность" в самое себя. Но существует только

одна гомология с осью РА', преобразующая "окружность" Q в самое

себя: это отражение в прямой РА'. Таким образом существуют

(
Q Р А)

только д в е коллинеации, преобразующие Q: Р: А' ,именно ~ и ~p.

Одна из таких коллинеаций, как мы знаем, есть некоторая "осевая

симметрия " (см. п. 426), а другая, как сейчас доказано, представляет

собой ПРОl1зведение этой "симметрии" на "симметрию" с осью РА'.

Последняя коллинеация, будучи произведением двух "осевых сим

метрий" , является "вращением".

Таким образом "вращение" вполне определено, если задан "центр"

его и пара соответственных точек.

Теорема остается в силе и для того случая, когда "центр" "вра

щения" "бесконечно удален" (почему?).

I Пусть а - другая коллинеация, преобразующая (~: ~:, ~,); очевидно

(
Q, Р, А') PIA'

тс- 1а преобр~зует Q, Р, А' , следовательно, оставляет все точки прямой п

на местах. Таким образом, п-1а ф= р есть гомология с осью РА' и а = 1tp.
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Рис. -139. Коллинеа

ция, преобразующая

изображенное здесь

коническое сечение

и прямую р в самих

себя, а точку А в А',

может бы1'Ь предста

влена в виде произве

дения двух гомоло

гий Рl И Р2' преобра
зующих это кони

ческое. сечение и пря

мую р в самих себя.

Центры Рl и Р2 лежат
на р, а оси пересе

каются в полюсе пря

мой р (точка Р), при

чем осью одной из

этих гомологий мож

но назначить любую

пряму.ю, проходящую

через Р.

429. "Вращение," можно представить в виде произведения двух

"отражений" самым различным образом.

Пусть, например,

" б (Q, Р, А)
"вращение 7: прео разует Q, Р, А' 8

Зададим "отражение" Рl, осью которого является произвольный

"диаметр" r, "окружности" Q (рис. 139). Обозначим ту точку, в ко

торую Рl преобразует точку А, через А":

б (
Q, Р, А ) Р Rt

Рl прео разует Q, Р, А" • Р

Затем зададим "отражение" Р2' преобра
зующее

'О Р А")f .... ' ,
\Q, Р, А' •

Очевидно, РIР2 есть "вращение" (почему?),

преобразующее (~: ~: ~,) ,а так как сущест
вует только одно такое "вращение", то РIР2 =7t.

Можно было бы, наоборот, осью второго

"отражения" Р2 назначить произвольный "диа

метр" "окружности" Q, а первое "отражение"

подобрать так, чтобы произ~едение РIР2 было

равно заданному "вращению" ';t.
Словом, "вращение" можно представ~ть

в виде произведения двух "отражений", причем

осью одного из них допустимо выбрать л ю 
б у ю пр я м у Ю, проходящую через "центр"

"вращения" .
Теорема остается в силе и для "вращений"

с "бесконечно ,удаленной" осью.

430. Из этой теоремы вытекает важное

следствие: произведение любых двух "враще

ний" есть "вращение". Действительно, пусть

центр одного "вращения" ';t-точка 01' а дру

гого р - точка 02. Представим первое "враще

ние" в виде произведения подходящим образом

подо5ранного "отражения" ';:1 на "отражение"

в прямой 0102 (обозначим это "отражение" через а), а "вращение"

р - в виде произведения того же "О'Fражения" а на подходящим обра

зом подобранное "отражение" Рl:

Очевидно

1tp = ';:10. аРl :- ';:1а2Р1 8

Так как а есть "отражение", то 02 = 1. Стало быть,
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Но произведение двух "отражений" ';:1 и Рl есть "вращение-.

Стало быть, произведение двух "вращений" (с действительными или

"бесконечно удаленными" "центрами") есть "вращение" (тоже с дей

ствительным или "бесконечно удаленным" "иентром").

431. Отсюда следует, что совокупность всех "вращений" (вклю

чая "вращения" с "бесконечно удаленными "uентрами", т. е. "пря

молинейные перенесения") образуют г ру п п у. Ее называют группой

"д в и ж е н ий". Кажпый элемент группы "движений" (т. е. каждое

"движение") представляет собой "вращение" с действительным или

"бесконечно удаленным" иентром. Эта теорема играет крупную роль

в кинематике.

432. Посредством "движения" можно любую прямую а преобра

З0вать в любую другую прямую а' так, чтобы произвольная точка А

первой прямой была преобразована в произвольную наперед задан

ную точку А' второй прямой. Для этого достаточно сперва "вра

щением" вокруг точки пересечения обеих прямых совместить первую

прямую со второй, а затем "прямолинейным перенесением" вдоль

второй прямой совместить заданные точки. Предоставим читателю

показать, что одну прямую можно совместить с другой "поворотом"

около точки их пересечения двумя способами, так что существуют

два "движения", совмещающие прямую а и точку А на ней с пря

мой а' и точкой А' на ней, причем одно из этих "движений" равно

произведению другого на "полуоборот" вокруг точки А'.

433. Разумное существо, которое обитало бы в плоскости

с "нарочной" "бесконечно удаленной" прямой и нарочной "абсо

лютной" инволюцией на ней, могло бы не только "передвигаться

прямолинейно", как человечек во второй главе, но было бы способно

поворачиваться, как мы с вами. Перенося и поворачивая свою мер
ную цепь, оно в состоянии измерять любые расстояния. Ложная

"бесконечно удаленная" прямая казалась бы ему действительно бес

конечно 'удаленной, "лжеОКРУЖИQСТЬ" представлялась бы настоящей

окружностью. Геометрия этого существа ничем не отличалась бы

от евклидовой геометрии, которую мы изучаем в школе.

434. Быть может, у читателя явится сомнение: не находимся ли
мы сами в положении такого человека? На это мы ответим так.

Можно истолковать понятия "окружность", "движение", "равен

ство" совершенно отличным от обычного толкования способом. Но

из всех возможных толкований одно, и только одно, имеет для нас

ИСКЛIочительное п р а к т и ч е с к о е значение, ибо только при этом

толковании геометрия дает точное описание нашего опыта и является,

таким образом, одним из средств познания не воображаемого, а ре

ального мира. Если с отвлеченно-логической точки зрения любую пря

мую плоскости можно назвать бесконечно удаленной, то для практики

важно, чтобы это название не было присвоено досягаемой для нас

совокупности точек. Поэ.тому "человечек", о котором мы говорили,

вовсе не заблуждается, полагая, что "нарочная" бесконечно удаленная

прямая н а с а м о м д е л е бесконечно удалена, так как для него она

действительно недоступна.
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Что такое геометрия

435. Еще два слова по поводу евклидовой геометрии. Гомологии

с бесконечно удаленной осью преобразуют абсолютную ИНВОлюцию

на ней в самое себя. Стало быть, они преобразуют любую окруж

ность в окружность, а центр первой в иентр второй окружности.

Параболические гомологии этого типа мы назвали прямолинейными

перенесениями, а гиперболические- заслуживают наименования п р е

о б раз о в а н ий п о д о б и я. Произведения движений и преобразо

ваний подобия называют э к в и фор м е н н ы м и п р е о б раз о в а

н и я м' и. Они преобразуют каждую фигуру в подобную ей фигуру

(но, быть может, не подобно расположенную).

'Иначе Г0ВОРЯ, эквиформенное преобразование не изменяет формы

фигуры - отсюда название (эквиформенный - значит "имеющий ту же

форму·).

436. Можно показать, что всякая коллинеация, преобразующая

бесконечно удаленную прямую и аБСОЛЮТI!УЮ инволюцию на ней

в самих себя, является эквиформенным преобразованием.

Поэтому совокупность эквиформенных преобразований образует

группу. .
437. Еще более обширную группу составляет совокупность всех

коллинеаций, преобразующих бесконечно удаленную прямую в самое

себя. Характерное свойство этих коллинеаuий заключается в том,

ЧТО они преобразуют параллельные прямые в параллельные же пря

мые. Их называют а Ф Ф и н н ы м и п р е о б раз о в а н и я м и. Сдвиги

и растяжения принадлежат к числу аффинных преобразованиЙ.

Наконец, самой обширной группой является группа всех колли

неаuиЙ.

438. Итак, мы познакомились с такими группами преобразований:

1) прямолинейные перенесения, 2) движения, 3) эквиформенные пре

образования, 4) аффинные прео5разования и 5) коллинеации.

В этом РЯДУ каждая последующая группа включает все преды

дущие. Первые три группы изучаются в метрической геометрии,

четвертая - в так называемой аффинной геометрии, пятая - в проек

тивной геометрии.

. Теперь легко понять определение геометрии, которое дал извест

ный математик Феликс Клейн: г е о м е т р и я е с т ь у ч е н и е о

п р е о б раз о в а н и я Х, о б раз У ю щ и х г р у п п ы.

Беглый взгляд на геометрию Лобачевского

439. ГIосле обозрения евклидовой геометрии с проективной точки

зрения интересно бросить беглый взгляд на неевклидову геоме!рию,

которую создал Лобачевский.

. Среди основных положений (аксиом) геометрии Евклида есть

одно, несколько более сложное, чем остальные. Это положение ,(его
называют пят·ым постулатом Евклида) гласит: через ТОЧКУ, лежащую

вне данной прямой, можно провести не более одной прямой, па.рал-
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лельноR данной. В течение двух тысячелетий существования евклидовой

геометрии немало .было попыток доказать этот постулат, но, как мы

уже упоминали, н'и одна из них не увенчалась успехом. ПЯТЫЙ по

стулат казался единственным пятном на прекрасном творении Ев

клида, пока исследования профессора Казанского университета

Николая Ивановича Лобачевского не пролили сове~шенно новый

свет на этот вопрос и не изменили коренным образом ыаше предста

вление о геометрии.

440. После многократных попыток доказать пятый постулат,

Лобачевский пришел к убеждению, что это невозможно. ».Н·апрасное

старание со 'времен Евклида в течение 2000 лет заставило меня по

дозревать,- пишет он, - что в самих понятиях еще не заключается

той истины, которую хотели доказывать и которую проверить, по

добно другим физическим законам, могут лишь опыты, каковы, на

пример, астрономические наблюдения". Чтобы проверить свою догадку

о независимости пятого постулата от других аксиом, Лобачевский

отверг этот постулат, принял, что в плоскости через точку, лежа

щую вне данной прямой, можно провести бесчисленное множество

прямых, не пересекающих ее, - и стал выводить следствия из этого

допущения и других основных положений геометрии. Следствия

получил.ись весьма странные. Вот некоторые из них. Точки, равно

удаленные от данной прямой, лежат не на прямой линии, а на кри

вой. Сумма углов треугольника, которая, Kaf< известно, в геометрии

Евклида равна двум прямым углам (1800), в геометрии Лобачевского

всегда меньше двух прямых. Поэтому сумма углов четырехугольника

у Лобачевского меньше четырех прямых. Значит, нево.зможна фи

гура, имеющая форму этой страницы, у которой все 4 угла прямые.

Более того, в геометрии Лобачевского вообще нельзя говорить

о Ф о Р'М е фигуры безотносительно к ее размерам: с изменением

размеров меняется и форма. Иначе говоря, в геометрии Лобачевского

нет подобия: если вы каким-нибудь способом, например, с помощью

фотографического аппарата, увеличите или уменьшите чертеж, рису

нок или картину, то ваша копия неминуемо будет искажена: взаим

ныIй наклон линий (углы) и пропорции ч-астей на ней будут не ~e,

что на Qригинале.

441. Как ни удивительны на первый взгляд эти и многие другие

свойства фигур, к которым пришел Лобачевский, они не являются

логически абсурдными. Они противоречат нашим привычным пред

ставлениям, но не друг другу и не исходным положениям Лобачев

ского. Мало того: Лобачевский убедился, что в той сво~образной

геометрии, которую он получил, внутреннее противоречие невоз

можно. Тогда он имел смелость признать, что обе геометрии - ста

рая и новая,' которую он назвал »воображаемой", - Л О Г И Ч е с к и

р а в н о ц е н н ы. Так родилась н~евклидова геометрия. В 1829 г.

была напечатана первая статья Лобачевского на эту тему. За три

года до того он сделал устный доклад о том же. Так что 1826 г.

можно считать датой появления новой геометрии, равноправной с

геометрией Евклида.
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442. Но как могут быть равноправны взаимно противоположные

утверждения об одн'их и тех же вещах? Чтобы ответить на этот во

прос, нужно уяснить себе, о каких "вещах" идет речь в геометрии.

Мы привыкли связывать основные геометрические понятия с опре

деленными вещами, например, прямую с натянутой нитью, лучом света,

ребром линейки и пр. Однако, как мы уже говорили, геометрия

оперирует только теми свойствами точек, прямых и других геометри

ческих понятий, которые в-ыражены в аксиомах. Значит, например,

прямая Евклида это не то же самое, что прямая Лобачевского, так

как среди свойств пер

вой есть одно, выражен

ное постулатом Евклида,

которое отлично от ана

логичного свойства вто

рой, выраженного постула-

том Лобачевского. r е о ме т- Рис. 140. /. Прямые а и h пересекаются.
р и и Е в к л и Д а и Л о б а- //. Прямые а и Ь параллельны. ///. Пря
ч е в с к о г о п о т о м у н е мые а и h не пересекаются и не парал-

про Т И В О Р е ч а т д р у г лельны.

другу, что они ка-

с а ю т с я раз н ы х (хотя и сходны в H€KOTOPЫX отношениях)

ве ще й. .
443. О каких же "вещах" трактует геометрия Лобачевского? Воз

можны различные интерпретации этой, как и всякой другой, геометрии.

Приведем одну из них, основанную на идеях проективной геометрии.

Будем называть д е й с т в и т е л ь н ы м и (настоящими) точками

точки, расположенные внутри некоторого конического сечения.

Точки же, лежащие вне этого конического сечения, вычеркнем из

поля нашего зрения, будем считать как бы несуществующими и на

зывать и д е а л ь н ы м и. Точки, лежащие на границе между действитель

ными и идеальными, т. е. на самом коническом сечении, назовем

б е с к о н еч н о у д а л е н н ы м и.

Прямые,. проходящие через действительные точки (т. е. пересека

ющие коНическое сечение), будем считать д е й с т в и т е л ь н ы м и

прямыми, а все остальные прямые признаем как бы несуществую

щими и назовем и д е а л ь н ы м и.

Через любые две действительные точки можно провести одну, и

только одну, действительную прямую.

Две прямые могут пересечься в действительнойточке (рис. 140, 1),~
тогда будем говорить просто, что они пересекаются; или в беско

нечно удаленной точке (рис. 140, lf), - тогда назовем их параллель

ными; или, наконец, в идеальной точке (рис. 140,111), -тогда ска

жем, что они не пересекаются (и не параллельны). Таким образом,

через каждую действительную точку можно провести к данной дей

ствительной прямой д в е параJIлельные прямые и множество прямых,

не параллельных ей и не пересекающих ее. Значит, известная акси

ома о параллельных (постулат Евклида) не оправдывается здесь.

В этом характерная особенность геометрии Лобачевского.

169



р

q

Рис. 142. Если

поляра точки Р

проходит через

Q, то поляра

точки Q прохо-

дит через Р.

р

444. Коническое сечение, положенное в основу разделения точек

на действительные, бесконечно удаленные и идеальные, называют

а б с о л ю т ом.

Подчеркиваю еще

абсолюта, - являются

раз, что только точки, расположенные внутри

"настоящими" точками для обитателей того

воображаемого мира, который мы строим.

Законы, которые мы собираемся навязать

этому миру, таковы, что существо, живу

щее внутри абсолюта, никак не сможет

выбраться за его пределы, не сможет даже

подойти к абсолюту, т. е. к границе, от

деляющей действительные точки от идеаль

ных.

Но прежде чем говорить о движении,

укажем, что следует здесь считать сим

метрией.

445. Преобразованиями симметрии

назовем гомологии, преобразующие абсо

лют в самое себя. Если ось такой гомоло

гии - действительная прямая (рис. 141, 1),
то симметрия будет называться о с е в о й.

Если же центр гомологии - действительная точка (рис. 141, 11), 
симметрия будет именоваться ц е н т р а л ь н о й. Полюс оси осевой

симметрии относительно абсолюта является ее цен

тром, очевидно идеальным. Поляра центра централь

ной симмеТРИJi является ее осью (тоже, разумеется,

идеальной).

446. Прямые, проходящие через полюс данной

прямой, будем считать перпендикулярными к ней.

Если прямая р проходит через полюс прямой q
(рис. 142), то обратно, прямая q про){одит через

полюс прямой р, так что две прямые здесь, как

и в геометрии Евклида, перпендикулярны в з а и м н о.

Двойные прямые осевой симметрии перпендикулярны

к ее оси (опять как в евклидовой геометрии). Про

изведение двух .осевых симметрий с взаимно перпен

дикулярными осями есть центральная симметрия

(снова как у Евклида). Но два перпендикуляра к

9ДНОЙ прямой здесь не параллельны: они пересекаются в идеальной

точке, т. е. принадлежат к числу прямых, КО10рые н е пар а л л е л ь н ы

и н е пер е с е к а ю т с я.

447. Произведение двух симметрий назовем д в и ж е н и е М. I

Прямая, соединяющая иентры перемножаемых симметрий, и точка

Рис. 141. Инволюционная

гомология с осью р и цен

тром Р является в случае /
осевой, а в случае /1 - цен-

тральной симметрией.

L Так как любую симметрию можно рассматривать как произведение

двух симметрий, то наше определение включает преобразования симметрий

в число движений. Более удовлетворительной была бы иная точка зрения~

которой мы придерживались в трактовке евклидовой геометрии, где движе-

170



R, я,

=1'. /"rp
; \\

! !
r,

• I

Q . I

Рис. 143.. R1 и '1 - центр и ось инволю
ционной гомологии Рl, преобразующей абсо

лют Q в самое себя. Rs и ,! - центр и ось

инволюционной гомологии Р2' преобразую

щей Q в самое себя. Произведение Рl?2 есть

вращение с пентром Р и осью р. В случае 1
центр вращения - действительная точка,

а ось ~ идеальная прямая; в случае 11
центр - идеальная точка, а ось - действи

тельная прямая; в случае 111 пентр - бес

конечно удаленная точка, а ось - идеальная

прямая.

пересечения их осей являются двойными элементами их Произведения,

т. е. движения. Эту прямую называют осью движения, а точку,

о которой идет речь, u е н т р О м движения. Очевидно, l1ентр движе

ния представляет собой полюс его оси относительно абсолюта.

Движения с действительным иентром и идеа~ьной осью (рис. 143,1)
назовем вращениями вокруг иентра, а движения с действительной

осью и идеальным иентром- прямолинейными перенесениями вдоль

оси (рис. 143, //). Разу

меется, прямолинейноепере

не~ение можно рассматри

вать как вращение вокруг

идеальной точки, а враще

ние - как прямолинейное

перенесение вдоль идеальной

прямой.

Кроме вращений вокруг

действительных и идеальных

точек, возможны еще вра

щения вокруг бесконечно

удаленных точек (предель-.

ные вращения, рис. 143, ///).
Таким' образом, в геометрии

Лобачевского существуют

три вида движений.

448. Сказанное выше в

п. п. 428 и 429 о враще

ниях в евклидовой геомет

рии остается в силе без

всяких изменений и для движений в геометрии Лобачевского: всякое

вращение и здесь можно представить в виде произведения двух сим

метрий, причем осью одной из них допустимо выбрать любую пря

мую, проходящую через центр вращения (действительный, идеальный

или бесконечно удаленный).

Отсюда следует, что произведение двух движений в геометрии

Лобачевского есть движение. Эта теорема доказывается совершенно

так же, как аналогичная теорема для движений в евклидовой гео

метрии (cr.t. п. 430). Словом, движения в геометрии Лобачевского

тоже о б р а 3 у Ю Т г р у п п у.

449. В геометрии Лобачевского, как и в гео~етрии Евклида, лю

бую действительную прямую можно совместить с любой· другой

действительной прямой посредством вращения вокруг точки их пере

сечения (деЙ,ствительной, идеальной или бесконечно удаленной). ДЛЯ

9ТОГО достаточно, удерживая точку пересечения указанных прямых

на месте, совместить одну из бесконечно, удаленных точек первой

вие было определено, как произведение двух осевых симметрий. При таком

определении только цеНfflральН,ая симметрия включается 8 число движений

(полуоборот).
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прямой с одной из бесконечно удаленных точек второй прямой,

что всегда выполнимо даже с помощью преобразования симметрии

(притом двумя способами). Помножив каждую из этих' симметрий

на симметрию, осью которой является вторая прямая, получим два

вращения., ВЫПОЛНЯЮЩИ,е требуемое преобраз{)вание. Одно из них равно

другому, умноженному на полуоборот вокруг их общего центра.

Точно' так же любую действительную точку можно преобразо

вать в любую другую действительную точку посредством прямоли

нейного перенесения вдоль прямой, соединяющей их (притом двумя

способами). 1 Доказательство предоставим читателю.

450. Далее, легко показать, что посредством движения можно

любую прямую совместить с любой другой прямой (и притом двумя

способами) так, чтобы произвольная действительная точка первой

прямой была преобразована в произвольную наперед заданную точку

второй прямой.

451. Умея переносить и поворачивать фигуры, можно приступить

К измерению расстояний и углов в геометрии Лобачевского. Но мы

этим здесь заниматься не будем.

Заметим только, что всякое движение преобразует абсолют в са

мое себя, так ч.то все действительные точки передвигаются в дей

ствительные же точки. Поэтому точки самого абсолюта и тем более

точки, лежащие вне его, недосягаемы для обитателя нашего мира:

он не может подойти к ним никаким числом "равных" шагов.

452. Мы подчеркивали до сих пор главным образом черты сход

ства геометрии Лобачевского с геометрией Евклида. Собственно

говоря, пока обнаружено только одно существенное различие между

обеими геометриями: в одной имеет. место аксиома о параллельных

прямых (постулат Евклида), которая не оправдывается в другой. Все

прочие аКСИОМЬ1, необходимые для того, чтобы развить геометрию

Евклида, справедливы и для геометрии Лобачевского. Этим устано

влена независимость постулата Евклида от. других аксиом. Теперь

понятно, почему все попытки доказать этот постулат, не прекраща

вшиеся со времен Евклида в течение 2000 лет, были бесплодны.

453. Остановимся еще на некоторых чертах, отличающих гео

метрию Лобачевского от геометрии Евклида.
Прежде всего выясним, какую линию описывает точка при вра

щении вокруг: 1) действительного, 2) бесконечно удаленного и

3) идеального центра. '"
Пусть коническое сечение Q относит прямой р в качестве по

люса точку Р и устанавливает на р инволюцию о. Построим другое

коническое сечение 00, которое относит прямой р в качестве полюса

ту же точку Р и устанавливает на р ту же инволюцию а (рис. 144).
Очевидно, через каждую точку плоскости можно провести одно, и

только одно, коническое сечение, удовлетворяющее этим условиям

(см. п. 384).

1 Одно ИЗ этих преобразований представляет собой произведение другого

на отражение относительно их общей оси.
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Рис. 144. Любой точке пря

мой р оба конических сече

ния (Q и ю) относят в ка

честве поляры одну и ту же

прямую пучка Р. На рисун

ке точка Р выбрана внутри

'Q. Предлагается читателю

сделать новые чертежи, вы

брав Р вне Q и на Q.

Если инволюция а преобразует некоторую точку R. прямой р

в точку R' (разумеется, лежащую тоже на р), то Q и 00 относят

точке R в качестве поляры одну и ту же прямую, именно PR'.
Иначе говоря, поляра точки R относительно Q является вместе с тем

полярой той же точки относительно 00.

Обратно, если коническое сечение 00 относит любой точке неко

торой прямой р в качестве поляры поляру той же точки относи

тельно другого конического сечения g (т. е. если 00 и 9 устанавли

вают совершенно одинаковое полярное преобразование одного ряда

точек в пучок прямых), то оба этих конических сечения относят р

в качестве полюса одну и ту же точку

(почему?), и оба устанавливают на р одну

и ту же инволюцию (почему?).

Итак, через каждую точку плоскости

можно про·вести одно, и только одно,

коническое сечение 00, которое любой

точке прямой р относит в качестве по-

ляры поляру той же точки относительноQ.
Очевидно, всякая гомология р, центр ко

торой лежит на р и которая преобразует

g в самое себя, преобразует также и Q)

в самое себя.

Если Рl и Р2 две такие гомологии

(рис. 144), то произведение их (коллинеа

ция РIР2) тоже преобразует Q) в самое себя.

Обратно, всякая коллинеация, преоб

разующая g и Р в самих себя, может

быть предст авлена в виде проиsведения

двух инволюционных гомологий, оси которых проходят через точку

Р, а центры лежат на прямой р (см. п. 428); стало быть, всякая

такая коллинеация преобразует коническое сечение Q) в самое

себя.

Положим теперь, чт.() коническое сечение Q, о котором шла речь,

есть абсолют. 'Тогда гомологии Рl и Р2 представляют собой симмет

рии, а их произведение РIР2 - В Р а щ е н и е, с центром Р и осью р.

454. Из сказанного выше легко заключить, что через каждую

точку ПJlОСКОСТИ проходит одно, И только одно, коническое сечение,

I(OTOpOe преобразуется вращениями вокруг определенного центра

в самое себя. Сообразно трем видам вращений получаются три типа

таких конических сечений:

1) Если центр врашения - д е й с т в и т е л ь н а я точка (рис. 145, 1),
конические сечения, которые цреобразуются в самих себя, представ

ляют собой ""окружности" с общим действительным центром (он же

иентр вращения). В этом случае вращение можно назвать э л л и п

т и ч е с к и м, так как оно устанавливает на своей оси (идеальной)

эллиптическую проективность (почему?). Очевидно, эллиптическое

вращение есть действительное вращение, аналогичное тому, что мы

называем, этим именем, в геометрии Евклида.
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Рис. 145. Вращение с центром Р и осью р

преобразует точки конического сечения ш

в точки того же конического сечения (на

пример,"А в А', А' 8 А" и Т. д.). Можно

сказать, что точка А при вращении с цен

тром Р и осью р описывает кривую ш.

11
р

-----р

2) Если центр враIцения - б е с к о н е ч н о у д а л е н н а я точка

(рис. 145, /1), конические сечения, которы-е преобразуются вращением

в самих себя, пр оходят через его центр и касаются его оси. Их

называют п р е д е л ь н ы м и о к р у ж н о с т я м и.

Каждая предельная окружность (подобно параболе в геометрии

Евклида) имеет одну бесконечно удаленную точку (именно центр

вращения).

В этом случае вращение можно назвать пар а б о л и ч е с к и м,

так как оно устанавливает на своей оси параболическую проектив-

ность (почему ?). -
3) Наконец, если центр вращения - и Д е а л ь н а я точка

(рис. 145, 1/1), то конические сечения, которые преобразуются в са

мих себя, касаются абсо

люта в двух точках (именно

в точках пересечения абсо

люта с осью вращения, ко

торая является теперь дей

ствительной прямой). Каж ...
дое И3 этих конических се

чений (подобно гиперболе

в геометрии, Е-вклида) имеет

две бесконечно удаленные

точки.

В этом случае вращение

устанавливает на своей оси

гиперболическую проектив

ность и может быть наз-

вано г и пер б о л и ч е с к и М.

Очевидно, гиперболическое вращение есть не что иное, как прямо

линейное перенесение.

455. В то время как в евклидовой геометрии при прямолинейном

перенесении вдоль какой-нибудь прямой все точки фигуры дви

жутся по параллельным ПрЯМЫМ, в геометрии Лобачевского все они

передвигаются по только что описанным коническим сечениям. Если,

например, поставить отреаок перпендикулярно к прямой р и затем

переносить его вдоль· этой прямой, то верхний конеи его в гео

метрии Евклида ОПИlllет прямую, параллельн.Ую р, а в геометрии

Лобачевского - коническое сечение, которое -касается абсолюта

в точках его пересечения с прямой р.

Выходит, что рассматриваемое кони~еское сечение есть геометри

ческое место точек, равноудаленных от прямой р. Поэтому его

.называют n и н и е й р а в н ы х р а с с т о я н и й от прямой р. В гео

метрии Евклида "ЛИНИЯ равных расстояний" ес,ь пр я м а я, параn

Jlельная ей. В геометрии Лобачевского она не прямая, а предста

8Jlиет собой коническое сечение с ДВУМЯ бесконечно удаленными

точками.

456. Недостаток места мешает нам рассмотреть многие другие

з·амечательные особенности этой геометрии. Заметим еще, что пря-
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Рис. 146. Всякая коллинеация, преобразую

щая коническое сечение в самое себя,

является либо инволюционной ГОМОЛQгией

(/), либо может быть представлена в виде

произведения двух инволюционных гомо-

логий (11).

молинейные перенесения в геометрии Лобачевского не образуют

группы. Доказательство возложим на читателя.

Единственный вопрос, который мы еще постараемся. выяснить,

таков: существуют ли в геометрии Лобачевского аффинные и экви

форменные преобразования? Именно, мы докажем, что в этой гео

метрии, как уже упомина

лось, нет подобия.

457. Аффинными преоб

разованиями здесь следует

назвать коллинеаuии, преоб

разующие абсолют в самое

себя. l{ ним относятся пре

образования движения. Нет

ли в геометрииЛобачевского

еще и других аффинных

преобразований?

Оказывается, что нет.

Мы сейчас докажем, что вся

кая коллинеаuия, преобразующая абсолют в самое себя, есть дви

жение.

Пусть ~ одна из коллинеаuий, преобраЗУЮIJtИХ абсолют Q в самое

себя. Обозначим через А' ту точку, в которую ~ преобразует

некоторую точку абсолюта А:

(
Q, А)

'It преобразует Q, А' •

Рассмотрим два случая: 1) ~ преобразует А' обратно в А и 2) ~
преобразует А' в точку А", отличную от А.

1) В первом случае (рис. 146. 1) назовем через (:' ) еще одну

пару соответственных в коллинеаuии ~ точек абсолюта:

. (9, А, А', В)
':tпреобразует Q, А', А, в'·· ·

Сравним КОЛJIинеацию .;t с и н в о л ю u и о н н о й гомологией р)

преобразующей (Q, А, В)
Q, А', В' •

Очевидно,

(
Q, А, А', В, В')

р преобразует
Q, А', А, В', В, ·

Так как существует только о д н а коллинеаuия, преобравующая

ко.ническое сечение Q в самое себя и три точки его А, А' и В

~ другие три точки его же А', А, В' (см. п. 286), то 1t совпадает с р:

'1t=p.
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Таким образом, всякая аффинная коллинеация, преобразующая

ИНВОЛIОЦИОННО одну бесконечно удаленную точку (т. е. одну точку

абсолюта), является инволюционной гомологией, т. е. симметрией.

2) Переходя ко второму случаю (рис. 146, /Г), обозначим через

А'" ту точку, в которую ~ преобразует точку А":

(
Q, А, А', А" )

~ преобразует Q, А', А", A,r, •

Зададим две и н в о л ю u и о н н ы е гомологии Рl и Р таким обра

зом, что

"Q, А, А' \
р, преобразует \ Q, А"', А")'

а

(
Q А'" А")

. Р2 преобразует Q: А',' А" ·

Очевидно,

IQ, А, А"', А', А"\

Рl преобразует lQ, А"', А, А", А' )

и

(

Q, А"', А', А"\

Р2 преобразует Q А' А" А")·
" ,

Значит, ПРОИЗlJeдение

'Q, ..4, А', ~ A'~ )
Р,Р2 преобразует (Q, А', А", А'" ·

А так как существует только одна ,коллин~ация, которая пре

образует' коническое сечение Q в самое себя и три точки его А,

А', А" в другие три точки его же А', А", А"', то

РIР2 =';t.

Стало быть, всякая неИНВ,олюционная аффинная коллинеация

может быть представлена в виде произведения двух симметрий, т. е.

является движением.

Таким образом, помимо симметрий и движений в геометрии

Лобачевского нет других аффинных преобразованиЙ. В частности,

нет здесь ни растяжений, ни сдвигов, ни, что особенно важно, п р е

о б раз о в а н и й п о д о б и я.

В этом отношении геометрия Лобачевского проще евклидовой,

так как в ней нет глав, посвященных подобию. Можно сказать, что

вся геометрия Лобачевскогоограничиваетсятолько изучением группы

преобразований симметрии и движений.
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458. Приведенная. иллюстраuия -геометрии Лобачевского была

предложена Ф. Клейном в 70-х годах прошлого века. Но еще до

того, в 60-х годах геометрия Лобачевского. получила весьма простое

и интересное истолкование в работах итальянского математика

Бельтрами. .
459. Бельтрами занимался геометрией кривых поверхностей,

основы которой были заложены Гауссом в первой половине прошлого

века. Кратчайшая линия между двумя точками на кривой поверхности

называется геодезической линией. Например, на шаре геодезическими

линиями являются ~кружности больших кругов (т. е. кругов, по

которым шар пересекается плоскостями, проходящими через центр).

На плоскости геодезические линии, очевидно, представляют собой

прямые. И вот оказывается, что на некоторых кривых поверхностях,

если считать геодезические линии их "прямыми", имеет место гео

метрия Лобачевского. Это открытие Бельтрами впервые пробудило

интерес к неевклидовой геометрии в широких геометрических кругах,

которые до того, несмотря на все старания Лобачевского, не обра

щали на его творение никакого. внимания, очевидно, будучи не

в силах осознать всю глубину его идей.

460. Создание первой неевклидовой геометрии не только стерло

"пятно" с геометрии Евклида, но, что гораздо важнее, совершенно

изменило наше представление о геометрии. Выяснилось, что аксиомы

могут быть выбраны более или менее произвольно. Мы уже говорили

об этом по поводу аксиомы Фано (п. 170). Отбрасывая одни аксиомы

евклидовой геометрии, изменяя другие, математики после Лоба

чевского построили множество геометрических систем, приспособ

ленных к конкретным вопросам математики и соседних с нею

дисuиплин.

461. Какое непосредствеl:lное п р а к т и ч е с к о е значение имеет

создание неевклидовых геометрий? Лобачевский сам перенес вопрос

о своей геометрии из области умозрения в область практики. Он

предложил опытным путем выяснить, какая геометрия соответствует

свойствам реального пространства. .
462. Прежде чем приступить к такому опыту, необходимо, ко

нечно, условиться о том, какие реальные вещи подразумевать под

основными понятиями геометрии - точка, прямая, движение и т. д.

Когда это установлено, вопрос о свойствах пространства превра

щается в вопрос о свойствах этих вещей. Если остановиться на

обычном истолковании геометрических понятий, то, как показывает

повседневный опыт, геометрия Евклида удовлетворительно описывает

свойства реального пространства. Более тонкие опыты привели

Лобачевского к тому же результату: в пределах доступной нам

точности эксперимента наше пространство евклидово.

463. Однако, это обстоятельство ни в какой мере не является

решающим в оиенке значения геометрии Лобачевского.

Она оказалась первой среди множества других геометрических

систем, отличных от системы Евклида. ПР'l надлежащем uстол"о

ван,ии zeoMempu'tec1&ux nон,яmuu геометрия Лобачевского и построенные
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вслед за нею другие геометрии находят себе многообразные

применения в математике и в смежных с нею дисциплинах (В теории

функций комплексного переменного, в теоретической механике,

в физике вообще). Заметим, что еще сам ,Лобачевский применил

свою геометрию к вычислению некоторых интегралов.
.464. Но помимо того значения, которое имеет геометрия Лоба

чевского благодаря ее связям с другими отделами математики и

с другими физико-математическими дисциплинами, открытие Лоба

чевского сыграло в науке важнеЙIUУЮ историческую роль. Оно рас

ширило и углубило нащи взгляды на геометрию и, вместе с тем,

расширило и углубило область приложения всей ·геометрии в целом.



ГЛАВА ВОСЬМАЯ

ПОСТРОЕНИЕ ОДНОЙ ЛИНЕЙКОЙ

Задачи на построение с проективной точки зрения

465. Метрические задачи можно трактовать как проеКТИВJ:Iые,

если задан абсолют плоскости, т. е. бесконечно удаленная прямая

и абсолютная инволюция на ней. Задавая абсолют произвольно

("нарочно"), получим фантастическую ("нарочную") геометрию. Но

выбрав абсолют в соответствии с действительностью, придем к со

гласной с действительностью ("настоящей") геометрии.

466. Абсолют евклидовой плоскостJ.:I вполне определен, если

в плоскости дан (начерчен) квадрат или окружность и ее центр.

действительно,' противоположные стороны квадрата параллельны,

т. е. пересекаются в двух бесконечно удаленных точках; этим беско

нечно удаленная прямая вполне определена. Далее, две .соседние
стороны квадрата взаимно перпендикулярны, т. е. пересекают бес~

конечно удаленную прямую в соответственных точках абсолютной

инволюции; вторую пару соот.ветственных в абсолютной инволюuии

точек задают диагонали квадрата, так как и они взаимно перпенди

кулярны.

двумя парами соответственных точек абсолютная инволюция

вполне определена.

Если в плоскости начерчена окружность и ее центр, то поляра

центра есть бесконечно удаленная прямая; окружность устанавлиЬает

на ней абсолютную инволюцию. Стало быть, и в этом случае абсолют

определен.

ГIоэтому, если в плоскости начерчен квадрат или окружность

с центром (обязательно с центром !), каждую метрическую задачу

можно трактовать и решать как проективную.

467. Задачи· на построение, которые могут быть реlпены с по

мощью линейки (только линейки), называют задачами первой сте

пени; задачи, разрешаемые с помощью линейки и циркуля, - задачами

второй степени.

Циркуль преДСТ'авляет собой типичный метрический инструмент:

при проективном решении задач на построение мы должны запретить

пользование им. В нашем распоряжении остается одна только

линейка. Достаточно ли этого убогого инструмента для решения

всех задач второй степени? На этот вопрос известный геометр

Штейнер ответил так: если в плоскости чертежа начерчена' одна

окружность с центром, все задачи второй степени разрешимы при
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помощи одной только линейки. Мы намерены в настоящей главе

доказать это утверждение Штейнера..
468. Разумеется, с помощью линейки нельзя начертить окруж

ность в буквальном смысле этого слова. Поэтому задачу - построить

окружность - мы будем понимать так: построить сколько угодно

точек окружности. Последняя задача разрешима с помощью одной

только линейки, если задан абсолют плоскости. В самом деле,

построить окружность с центром Р, проходящую через' точку S,
В переводе на проективный язык значит: построить коническое

сечение, которое проходит через точку S, относит точке Р в каче

стве поляры данную (именно - бесконечно уда,пенную) прямую р

и устанавливает на этой прямой заданную (абсолютную) инволюцию.

Эта задача решена в п. 384.
469. 'То обстоятельство, что прямая р в. данном случае недо

сягаема, не представляетпринuипиальногозатруднения: придется только

провод:ить прямые через hедоступные точки по методу п. 77.
Впрочем, можно раз навсегда избавиться от затруднений, связанных

с недоступностью бесконечно удаленной прямой, посредством такого

приема.- Если требуется построить какую-либо фигуру Е 1, строим

полярную ей фигуру е относительно окружности Q, а затем пре

образуем фигуру е в искомую фигуру Е. Иными словами, все

заданные элементы преобразуем 'В полярные им относительно g
и решаем' задачу, двойственную той, которую требуется решить;

затем полярно преобразуем построенную фигуру в искомую. Выгода

этого приема заключается в том, что бесконечно удаленный ряд

точек nреоБР'с1зуется в пучок лучей с· вершиной в центре .Q, а абсо

лютная инволюция - в эллиптическую инволюцию среди лучей этого

пучка; таким образом, фигура, полярная абсолюту плоскости, является

Д о с т у п н ой.

Итак, построив раз навсегда пучок, полярный абсолюту, и заменяя

каждую задачу двойственной ей, мы избавимся от всех неприят

носТей, связанных с недоступностью бесконечно удаленной прямой.

Правда, освобождение от бесконечно удаленных элементов поку

пается ценой усложнения построения: мы вынуждены дважды про

извести полярное преобразование - один раз над заданными эле

ментами, чтобы перейти от предложенной задачи к двойственной ей,

а второй раз над построенными, чтобы получить искомые элементы.

Однако, принципиальных трудностей эти полярные преобразования

не представляют: построение полюсов и поляр легко выполняется

с помощью одной только линейки (см. п. 344).
470. Как же построить пучок, полярный абсолюту? Пусtь бес

конечно удаленной точке А в абсолютной инволюции соответствует

точка А' (рис. 147, 1). Точки А и А' являются проекциями одной

и той же точки А1 окружности g. из точек Т и S, лежащих на

концах одного диаметра (п. 350). Проведем диаметр А 1А2 • ПроеКllИЯ

точки S из А1 на бесконечно удаленную прямую есть А'; проектируя

1 Греческая буква кеи, первая - прописная, вторая - строчная.
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S из А2 на бесконечно удаленную прямую, получим точку, соответ

ственную А' в абсолютной инволюции, т. е. точку А. Таким образом

прямая SA2 параллельна ТА! и на том же основании ТА2 парал

лельна SAt • Чтобы построить поляру а точки А, заметим, что она

должна пройти через полюс бесконечно удаленной прямой (центр Q,
точку О) и через точку А'. Перед нами задача: через точку О

провести прямую, параллельную двум параллельным прямым SAt
и тА2• Решение этой задачи с помощью одной только линейки

дано в пп. 77-78. Таким же образом построим поляру а' точки А.

Полярно преобразуя другие пары соответственных в абсолютной

инволюции точек, получим сколько угодно соответственных пар лучей

пучка О (рис. 147, //). Впрочем, уже две пары соответстве;нных лучей

вполне определяют инволюцию /, полярную' абсолютной инволюции

ь

II

Рис. 147. Лучу а в абсоwТJЮТНОЙ инволюции соответ

ствует луч а', .тIучу Ь - Ь'; соответственные J1УЧИ взаимно

перпендикулярны.

471. В частности, чтобы построить окружность с Ц~HTPOM С,
проходящую через точку N, строим поляры с и n заданных точек

относительно Q. Затем проводим пучок лучей 11 порядка, проходящий

через луч n, который относит прямой с в качестве ее полюса точку О

(центр Q) и устанавливает среди лучей пучка О инволюцию, 1, по..;

ля·рну.ю абсолютной инволюции. Эта задача может быть решена как

двойственная задаче п. 384. Построив лучи р, q, r, S, t и т. д.

указанного пучка 11 порядка, преобразуем их полярно в искомые

точки Р, Q, R, S, т и т. д. окружности.

Таким образом, построение окружности (т. е. точек, лежащих на

окружности) возможно без циркуля.

472. Но с помощью циркуля выполняются еще две операции:

1) построение точек пересечения прямой с окружностью и

2) построение точек пересечения двух окружностей.

Если мы покажем, что эти две операции выполнимы с помощью

одной только линейки и начерченной окружности с центром, утвер

ждение UUтейнера будет доказано.

473. Займемся пеРВQЙ задачей.

Она заключ~ется в построении точек пересечения заданной прямой

с коническим сечением, заданным, например., пятью точками.

Коническое сечение устанавливает на прямой проективность, двой

ные точки которой являются точками пересечения кониqеского сече-
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ния С прямой. t Таким образом, дело сводится к построению двойных

точек проективности, заданной тремя парами соответственных точек.

Эта запача не может быть решена с помощью одной только линейки.

Но она разрешима, если в плоскости чертежа задано одно сплошное

коническое сечение, т. е. такое коническое сечение, точки пересече

ния которого с любой прямой считаются известными (построенными).

Чтобы доказать это, нам придется рассмотреть подробно проектив

ное соответствие между точками конического сечения.

Проективность на коническом сечении

474. Мы уже знаем, что любое коническое сечение можно пре

образовать посредством коллинеации в любое другое. коническое

сечение так, чтобы трем точ

кам первого·соответствовали

три произвольные точки вто

рого.

[/ Проективность между

точками двух конических

сечений (рядами точек 11
порядка) вполне определена

тремя парами соответствен

ных точек (п. 286).
(} Научимся строить проек-

тивные ряды точек II поряд
Рис. 148. Если ряд точек 11 порядка А, В,
С, D, Е, проективен ряду точек А', В', ка, лежащие на заданных
С', D', Е', , то пучки Р и Q проективны. конических сечениях.

Пусть точки A t В, С,

D, Е, конического сече-

ния g проективны точкам А', В', С', D' Е' конического сече-

ния Q' (рис. 148). Существует, стало быть, ко~ли~еация" преобразующая

( А, Bt С, D, Е, ... )
А', 8', С', О', Е',... ·

Эта КQллинеация преобразует пучок 2 А (В, С, D, Е, ...) в пучок

А' (В', С', D', Е', .. .). Стало быть, рассматриваемые пучки А и А'

проективны.

В.озьмем на Q произвольн'уЮ точку Р, а на Q' произвольную
точку Q. Рас.смотрим пучки Р(В, С, D, Е, ...) и Q (В', С', О', Е' ...).

Пучок Р проективен пучку А, так ~aK соответственные лучи их

пересекаются на Q. Пучок А проективен пучку ·А', а А' проект.и-

1 Соответственные точки в этой проективности суть проекции одной

(какой-нибудь) точки конического сечения из двух его фиксированных

точек 81 и 82 (СМ. п. 281); проективность, о которой идет речь, зависит от

выбора точек 81 и 82. (СМ. ПО этому поводу также п.п. 375 и 381.)
2 Т. е. пучок с вершиной А и лучами АВ, АС, AD, АЕ, ...
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Рис. 149. Если ряд то

чек II порядка А, В,

С, D,... проективен

ряду точек А', 'В', С',
D', ... , то пучки А'

и А перспективны.

( А, В, С, D, Е, на 9)
А', 8', С', О", Е', на Q •

Q(A', 8', С', D', Е', . ..),

где Р и Q произвольные точки, лежащие -:- Р
на Q, а Q на Q'.

475. Легко понять, что и наоборот, если

пучки Р(А, В, С, D, Е, ...) и Q(А', 8', С', D',
Е', .. .), проектирующие точки А, 8, С, D, Е, ... и А', 8', С', D',
Е', . .. двух конических сечений И3 произвольных точек Р и Q,
лежащих тоже на этих сечениях, - Р на первом, Q на втором,-

проективны, то ряд точек второго порядка А, 8, С, D, Е, проек-

тивен ряду точек второго порядка А', 8', С', D', Е', .
476. Допустим теперь, что конические сечения Q и Q' совпадают,

так что рассматриваемые проективные ряды точек лежат на одном

«оническом сечении (рис. 149). Пусть,. например, проективность 1t

lIреобразует

(
А, 8,. С, D, Е, на Q)
А', 8', С', D', Е', на g' ,

вен Q, так как соответственные лучи их пересекаются на коническом

сечении Q'.
,Стало быть, пучки Р и Q проективны.

П<мчеркиваем, что вершины этих пучков Р и Q совершенно

произвольные точки конических сечений Q и Q', так что коллинеа

пия, преобразующая

( ~: 8: С: D! в" )'
A,8,C,D,E, '

вообще говоря, не преобразует (~) .

Итак,' если два ряда точек 11 порядка проек

тивны:

'ТО проективны также пучки

Р(А, 8, С, D, Е, ...)

Тогда пучок А' (А, 8, С, D, Е, ...) проективен пучку А (А', В', С',

п', Е', .. ..). А так как лучу А'А первого пучка соответствует луч АА',

т.е. он же, во втором пучке, то оба пучка не только проективны,

но и перспективны, т. е. соответственные лучи их пересекаются на

()дНОЙ прямой (tM. п. 256). Эту прямую называют осью проектив

ности ~, установленной на коническом сечении.

477. Ось является, так сказать, ключом к проективности на ко

ническом сечении. Чтобы пополнить новыми соответственными точ

ками ';t на Q, преобраЗУЮIЦУЮ
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строим пучки А' (В, С) и А (В', С'); соответственные лучи А'В и

АВ', А'С и АС' пересекают на оси. Тем самым ось определена.

Чтобы найти теперь точку, соответствующую точке D, проводим

луч A'D, который пересечет ось в точке Х (рис. 149); прямая АХ

пересечет коническое сечение в искомой точке D'.
Легко понять, что точки пересечения оси с коническим сечением

соответствуют сами себе в проективности t;:, т. е. являются двойными

точками ее. Если ось проходит вне конического сечения, то проек

тивность не имеет двойных точек; если ось. касается конического

сечения, точка касания является единственной двойной точкой проек

тивности. В первом случае (две двойные точки) проективностьназы

вают гиперболической, во втором ~эллиптической, в трет"ьем 
пар аболическоЙ.

Вернемся к задаче о построении двойных точек проективности,

заданной на прямой тремя парами соответственных точек.

Двойные точки.проективности

478. Требуется построить двойные точки проективности преобра

зующей три точки А, В, С прямой в три точки А', В', С' той же

прямой. .
Пусть в плоскости рисунка начерчено сплошное коническое сече

ние Q. Спроектируемпроективность-;t, двойныеточки которой требуется

преобразующей

~ С' д'м Д С . В· IV
, ~ " "

I
/
~

" "
I I / " "
I I ,

Рис. 150~

определить, на это коническое сечение из произвольной точки Р,.

лежащей на нем. Таким образом получим на 9 проективность 'те1

(рис. 150). Найдем ее двойные точки МI И N t (с помощью оси) и

спроектируем их обратно из Р на прямую и. Таким образом, полу

чим на II точки М и N, двойные в проективности 1t.

479. Если проективность 1t1 на 9 окажется гиперболической, то>

значит, и проективность -;t на прямой u была гиперболической;
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Б этом случае описанное построение даст нам две двойные точки ее.

Если ';':1 окажется параболической проективностью, то, значит, и

проективность ~ была такою же; построение доставит нам одну

(единственную) двойную точку ее. Наконец, если проективность 1t1
окажется эллиптической, то, значит, и проективность 1t является

эллиптической. Построение укажет, что двойных точек в проектив

ности e;t нет.

480. Наша задача полностью решена. Вместе с тем решена первая

sадача п. 472 о построении точки пересечения окружности с прямой.

В качестве сплошного конического сечения может быть использо

вана окружность, которая, согласно условию, начерчена в плоскости

чертежа. Таким образом, эта окружность играет двойную роль.

С одной стороны, она (вместе с ее центром) определяет абсолют

плоскости, а с другой - исполняет обязанности сплошного кониче

ского сечения.

Нам остается еще только рассмотреть вторую задачу п. 472
о пересечении двух окружностей.

Пересечение двух окружностей

481. В переводе на проективный язык задача - построить точки

пересечения двух окружностей - сводится к такой задаче: построить

точки пересечения двух конич~ских сечений, устанавливающих на

заданной прямой (бесконечно уда

ленной) одну и ту же (абсолютную,

стало быть, эллиптическую) инволю

цию.

482. Пусть коническое сечение Qt
относит прямойр В качестве полюса

точку P t , а Qg - точку Pg (рис. 151). ~----4-~~~--9-~-4
Кроме того, дано, что Q1 с Q2 уста- ор
навливают на р одну и ту же эллип

тическую инволюцию 1.
Назовем прямую P1 P 'J через й.

И 1 Рис. 151. К построению точек
нволюция преобразует точку ар пересечения двух конических се-

в какую-то точку А, которая яв- чений, устанавливающих на пря

ляется полюсом прямой а относи- мой р одну и ту же эллиптическую

тельно Qt, а также относительноQ2. инволюцию.

Действительно, инволюция 1 преоб-

разует точки прямой р таким образом, что каждой точке оказы

вается отнесенной точка, лежащая на ее поляре относительно Ql и

Qg (п. 314). Стало быть, через ар пройдут поляры точки А относи

тельно Ql и Qg. С другой ~TOPOHЫ, поляра точки А относитеJiьноQ1
должна пройти через Р1' а поляра ее относительно Q'J ---, через P'J
(п. 309). Стало быть, PIP'J есть общая поляра точки А относительно
QJ и Q2·

Таким образом, инволюционная гомология а с центром А и осью а

преобразует Ql и Q'J В самих себя.

185



р

Рис. 152. К тому же вопросу.

Проекция инволюции, устано

вленной коническим сечением

на прямой р, ИЗ точки N 1 на

прямую й, преобразует друг в

друга точки Х1 И. Уl.

Если Ql И Q2 пересекаются в точке Q, то гомология а преобра

зует Q в какую-то точку Q', тоже лежащую на QJ и на Q2' Т. е.

на цх пересечении. Таким образом, обе искомые точки пересечения

рассматриваемых конических сечений лежат на прямой, проходяшей

через А. Найдем эту прямую. Назовем точку ее пересечения с пря

мой а через В и займемся нахождением этой точки.

Если мы спроектируем какую-либо точку конического сечения &),

из точек Х1 и Уl' В которых Q. пересекает прямую а, на р (рис. 152),
то получим на р пару точек, соответ

ственных в инволюции 1 (п. 350).
Стало быть, и наоборот, проек

тируя инволюцию 1 из какой-либо

точки конического сечения QJ на а,

получим на этой прямой инволюuию I' 1,

В которой точки Х. и Уl будут соот

ветственными. Если же спроектировать

1 на а из точки Q, то получим

на а инволюцию l', преобразующую

(Х1 , Уl' X g, Yg) Этим инволюuия I'
Уl' Х1 , Yg, X g •

вполне определена. При проектировании инволюции 1 в I' точка ар

преобразуется в самое себя, а точка А в В. Так как точки ар и А

были соответственными в 1, то ар и В должны быть соответствен

ными в [.
Таким образом точка В может быть построена, как соответ

ствующая точке ар в инволюции ['.
Построив прямую АВ, находим затем точки Q и Q', как точки

пересечения этой прямой с Q. (или с Qg). Тем самым наша задача

решена и, стало быть, теорема Штейнера доказана:

Всякая задача на построение второй стеnени .может быть

решена с по-м,ощью одной толЬ/со линейки, еслu 8 плоскости чер

тежа начерчена окружность и ее центр.
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