
СОЧИНЕНІЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА^-^^-^^^-У 

Жо 1. 

о П Р О И С Х О Ж Д Е Н І И 

ЗПЛЧЕНІИ Г Е О Ш Р И Ч К С К Н Х Ъ АКСІОМЪ. 

ІІіідапіо журнала „Научное Обоирііііііс". 

( 
Плр'шап Л. Поглхоіпциконл, Горотошш ул, д. M 12-

1895. 
/ 

, ^ i ^ g c o S ^ 



т . Р и б о . Сопремопная германская психологіл. Ц. 1 р. 50 к 
Проф. Генрихъ Гойеръ. Мозп. и мысль (съ рис.). 

Ц. 1 р. 
Пастеръ. Винная кислота (введсніо пъ стсроохимію). 

Вальтеръ Эльсъ. Опыты по физіологіи растсній. 
Ц. 50 і;оп. 

Спенсеръ. Недостаточность сстоствоинаго подбора. Изд. 
2-0. Д. 40 к. 

Вейстаннъ и Спенсеръ. Естсстп. подборъ. II,. 30 к. 
Дарвинъ. Ипстинктъ. Ц. 30 к. 
Г е р ц ъ . Электрическая сила. Д. 40 к. 
Михроскопъ и телескопъ. Д. 40 к. Лзд. 2-оо. 
Броккъ и Жаке. Іѵожния болѣзни. Д. 50 к. 

Ді.ны безъ пересылки. Подііпсчикн „ІІаучн. Обозр." 
прп обраіцспііі въ редакцію, за пересылку не платятъ. 

„ Н А У Ч Н О Е О Б О З Р Ѣ Н І Е " 
ИОДИИСКЛ ПА 1895 г. П Р О Д О Л Ж А Е Т С Я . 

На год'ь семь р., полгода четыре р. 
11|шржошяпса 1895 г.: 1) Астроиомііч. калеіідарі. 

іУэбба). 2) Рибо. Псііхологія. 3) Iljio(l). 
1'оііеі)'і..~Мйзі'ъ II Мыслі.. 4—5) Ч. Дарііинъ. 1J])0-
нсхолсденіс пидоігь (8 нынуска). G) Пронсхозкдепіс 
чсловѣка ч. 1. Подписчики па 2-юс полугодіе по-

лучатъ JSiAs 4—6 Пііиложсиій. 
Новый адресъ родакціи и главной конторы: СП 11. 
ІІадеждиііскіиі ул. д. (•Ц̂ аі'осігІ̂ тлопи)7 lui. 15, входъ сь 

к. Мапожііаго iicjt. 



Долволряо цснлурпкі. С!.-1Ірторі1уі)і'ъ 23 СпнтяЛря 1895 г 



о пшйсхожденш и значеііи геометричсскиіъ аксіомъ. 

I. 

Фактъ существовапія науки такого рода п 
построенпой такимъ образомъ, какъ геометрія, 
издавна долженъ былъ въ высшей степени 
обращать на себя вниманіе всѣхъ тѣхъ, кого 
интересовали основные вопросы теоріи позна-
пія. Изъ всѣхъ отраслей человѣческаго знапіл 
ігІ;т'ь ни одной, которая представлялась бы, 
подобно геометріи, вышедшею на свѣтъ, какъ 
покрытая латами Минерва изъ головы Зевса; 
ни одной, передъ чьей сокрупттольной эгидой 
сомнѣніе и противорѣчіе пе осмѣливалось въ 
такой степени раскрыть глаза. При этомъ па 
долю геометріи не выпадаетъ трудной и скуч-
ной задачи собирать факты опыта,—чѣмъ при-
ходится заниматься естествознанію въ узкомъ 
смыслѣ слова; по исключительною формою ся 
научпыхъ пріемовъ является дсдукція. Одинъ 
выводъ развивается изъ другого, п все-таки, 



пъ концѣ концовъ, ни одинъ здравомыслящій 
человѣкъ не сомнѣвается въ томъ, что эти 
геометричсскія предложенія долл:ны встрѣтить 
весьма практическое примѣненіе къ окружаю-
щей насъ дѣйствительпости. 

Землемѣріе и архитектура, машиіюстроепіе 
и математическая физика постоянно вычисля-
ютъ различнѣйшія пространствеиныя отноше-
нія по геометрическимъ предложеніямъ, ожидая, 
что успѣхъ ихъ построеній и опытовъ будетъ 
сообразоваться съ этими вычисленіями; и еще 
пеизвѣстно ни одного примѣра, гдѣ бы это 
олшданіе оказалось обманутымъ, предполагая, 
что вычисленіе было правильно и основыва-
лось на достаточных! данныхъ. 

На самомъ дѣлѣ, тотъ фактъ, что геометрія 
существуетъ и достигаетъ такихъ результатовъ, 
всегда выставлялся на видъ въ спорѣ по воп-
росу, составляющему въ то же время ядро 
исѣхъ противорѣчій между философскими си-
стемами; фактомъ этимъ пользовались, чтобы 
доказать на впуиіительномъ примѣрѣ, что воз-
можно позпапіе предложеній, обладающихъ 
реалышм'ь содержаніемъ, безъ соотвѣтствен-
ной взятой изъ опыта основы. Бъ особенности 
при отвѣтѣ на знаменитый вопросъ Канта: 
„Какимъ образомъ возможны апріорныя син-
тетическая предложеніяѴ геометричесиія ак-
сіомы являются именно тѣми примѣрами, uo-

' ) Satz мы исрсііодимг ослдЬ слоііомъ орслложсіііе, а 
по с^гждевіс. 



торые, повидимому, доказываютъ всего пагляд-
ііѣе, что вообще возможіш спнтетическія пред-
ложеііія а priori. Даяѣе, для Канта, то обсто-
ятельство, что такія предложеиія существуютъ 
и навязываются нашему убѣзкденію необходи-
мымъ образомъ, служитъ доказательствомъ того, 
что пространство есть а priori данная форма 
всякаго внѣшняго созерцаиія '). Поэтому, Каптъ, 
повидимому, .предоставлястъ въ пользу этой 
апріорно данной формы, не только характеръ 
чисто формальной и пустой по содержанію 
схемы, въ которую могло бы войти любое со-
дерлеаніе, взятое изъ огшта; по эта схема ока-
зывается обладающею, выѣстѣ съ тѣмъ, извѣ-
стпыми особенностями, которыя приводятъ къ 
тому, что въ нее можетъ вступить и стать 
достушшмъ нашему созерцапію лишь нзвѣст-
пымъ образомъ и по извѣстному закону огра-
ниченное содержаніе 

') Anschaimng мы иереводимъ созерцаиіе (иптуиція), а 
по „ноз;фІіпіе". llepee. 

' ) Въ своей кііиѵѣ „О ірапицахъ философіи" 15. Тобі-
асъ утверждаетъ, что иредложеиіл иодобнаго же рода, ііы-
сііазаіпіыл мною раиыііс, оказались будто бы исаоішма-
піемъ мнѣиія Каита. По Каіітъ сисціалыіо ириводитъ прсд-
дожепіл, что прямая ликія есть кратчайшая, что upocipau-
стпо имѣотъ три іізмѣроііія и что между двумя точками 
возмозсііа лишь одна ирямал, каісъ такія, которыя п^^Р^' 
жвштъ условія чувстиенпаго созсрцаііія а priori". Дацы 
ли эти иредложетя перііичпо въ иространстиениомъ созер-
цаиіи, иди же это послѣднео даетъ лишь точки оиоры, изъ 
которыхъ разсудокъ можотъ разнить такія иредложеиія а 
priori, чему иридаетъ зиачсніо мой критикъ, объ этомъ 
здЬсь вовсе не идетъ рѣчь. 



Именно этотъ интересъ, представляемый 
геометріей для теоріи познанія, придаетъ мпѣ 
духу говорить о геометрическихъ предметахъ, 
обращаясь къ тѣмъ, кто пропикъ въ матема-
тическіе вопросы лишь немного глублЕе, чѣмъ 
сколько вынесъ изъ школьнаго знанія. По 
счастью даже то, чему обыкновенно обучаютъ 
въ гимназіяхъ, окажется, я дyмяю^ достаточ-
нымъ, чтобы сдѣлать для васъ нонятнымъ, по 
крайней мѣрѣ, смыслъ нредложеній, о кото-
рыхъ будетъ рІічь далѣе. Я намѣрепъ, имен-
но, сообщить вамъ о рлдѣ примыкающихъ 
другъ къ другу новыхъ математическихъ ра-
ботъ, касающихся геометрическихъ аксіомъ, 
ихъ отношеній къ опыту и логической воз-
можности замѣнить ихъ другими аксіомами. 

Относящіяся сюда оригинальныя работы 
математиковъ, предназпаченныя прежде всего 
дать доказательства для спеціалистовъ и тре-
бующія болѣе высокой силы абстракціи, чѣмъ 
почти любые другіе выводы,—почти недоступ-
ны для не-математиковъ. Поэтому я попытаюсь 
сдѣлать и для этихъ послѣдішхъ нонятнымъ, 
о чемъ здѣсь идетъ рѣчь. Едва-ли стоитъ сдѣ-
лать замѣчаніе, что мое изложеніе не дастъ 
доказательства справедливости повыхъ взгля-
довъ. Кто ищетъ доказательства, доллсснъ дать 
себѣ трудъ изучить оригинальныя работы. 

Кто только переступилъ черезъ порогъ пер-
выхъ предлоліеній элементарной геометріи, т. е. 
математическаго ученія о пространств^., тотъ 



уже паходитъ передъ собою тѣ, свободішя отъ 
пробѣловъ, цѣпи выводовъ, о которыхъ я упо-
миналъ раньше, и посредствомъ которыхъ все 
болѣе разнообразныя и сложныя простраиствеп-
ныя формы подтаыяются своимъ закопамь. Но 
въ этихъ же первыхъ основаніяхъ геометріи 
выставляются нѣкоторыя предложенія, относи-
тельно которыхъ сама геометрія заявляетъ, что 
не можетъ ихъ доказать, и что она разсчнты-
ваетъ па иное, — а именно, что каждый, кто 
пойметъ смыслъ этихъ предложеній, будетъ вы-
нулсденъ признать ихъ правильность. Это такъ 
ыаз. аксіомы геометріи. Сюда нринадлежитъ, 
прежде всего, предложеніе, что, если мы на-
зовемъ кратчайшую линію, которая только мо-
жетъ быть проведена между двумя точками, 
прямою линіей, то между двумя точками воз-
можна только одна такая прямая линія, а не 
двѣ, различныя между собою. Далѣе, оказы-
вается аксіомой, что чрезъ любыя три точки 
пространства, не лежащія на одной прямой 
линіи, можетъ быть проведена одна плоскость, 
т. е. поверхность, па которую упадаетъ всѣші 
своими точками любая прямая, соединяющая 
двѣ точки на этой плоскости. Еще одна ачсіома, 
служившая предметомъ мпогочислепныхъ раз-
суждешй, гласить, что чрезъ точку, лежащую 
внѣ прямой, можно провести лишь одну па-
раллельную къ данной прямую, а не двѣ раз-
личныя параллельныя. Параллельными при 
этомъ называютъ двѣ прямыл липш, дежащія 



ua одной и той же плоскости и никогда не 
пересѣкающіяся между собою, сколько бы мы 
ихъ ни продолжали. Кромѣ того, есть геоме-
трическія аксіомы, содержащія предложенія о 
числѣ измѣреній, кан^ъ пространства, такъ и 
его поверхностей, линій, точекъ и выясняющія 
попятіе о непрерывности этихъ формъ; таковы 
предложенія, что граница тѣла есть поверх-
ность, поверхности—линія, линіи—точка и что 
точка недѣлима; и предложепія, что движепіе 
точки даетъ линію, движеніе липіи—липію *) 
или поверхность, движеніе поверхности даетъ 
поверхность или же тѣло, по движеніе тѣла 
даетъ всегда также тѣло. Откуда же появляются 
всѣ такія предлотеиія, недоказуемыя и однако 
несомнѣпно справедливыя, — и это въ наукѣ, 
гдѣ все остальное подчинено господству вы-
вода? Являются-ли эти предложепія иаслѣдіемъ 
отъ божественнаго источника нашего разума, 
какъ полагаютъ философы идеалисты, или же 
просто остроуміе всѣхъ предыдущихъ поколѣ-
ній математиковъ оказалось пока педостаточ-
нымъ, чтобы найти доказательство? Исякій но-
вичокъ въ геометріи, бодро приступающій къ 
этой наукѣ, естествеішо старается стать тѣмъ 
счастливцемъ, который посрамитъ всѣхъ 
предшествеппйковъ. Очень хорошо, что каж-
дый берется съизнова за задачу; потому что 

' ) 1<}слв напр. арямая доиасѳісл по сооѳиу собстоѳпаому 
паправлопію, то ова описыоаетъ не какую либо яонерхпості, 
а саму себя. І/ерев. 



только безплодность собствепныхъ попытокъ 
могла, при прежнемъ состояиіи вопроса, убѣ-
дить калсдаго въ невозможности дать доказа-
тельство. Къ сожалѣпію, постоянно появляются 
вновь отдѣльные труженики, которые такъ долго 
и такъ сильно запутываются въ сложныхъвы-
водахъ, что, наконецъ, оказываются неспособ-
пыии болѣе открыть ошибку и воображаютъ, 
что рѣшили задачу. Въ особенности, предло-
женіе о нараллельныхъ линіяхъ вызвало зна-
чительное число нризрачныхъ доказательствъ. 

Величайшая трудность въ этихъ изслѣдова-
иіяхъ состояла и состоитъ всегда въ томъ, 
что къ логическому развитію нонятій слишкомъ 
легко примѣиіивались результаты обыденнаго 
опыта, въ роли нризрачныхъ необходимыхъ 
законовъ мысли (Denknothwendigkeiten)—и это 
продолжалось до тѣхъ поръ, поіа едшіствеп-
нымъ методомъ геометріи былъ преподанный 
Евклидомъ методъ созерцанія. Въ особенности 
чрезвычайно трудно, подвигаясь по этому пути, 
сдѣлать для себя всюду яспымъ, не нрибѣ-
гаемъ ли мы, невольно и безсоянательпо, въ 
тѣхъ шагахъ, которые предписываемъ ходу 
доказательствъ, къ пзвѣстнымъ, наиболѣе об-
щимъ результатамъ опыта, уже показавшимъ 
намъ практически виполпимость тѣхъ иди иныхъ 
предписанпыхъ нами частей доказательства. 
Опытный геомстръ, проводя любую вспомога-
тельную лпнію, для какого бы то ни было 
доказательства, спрашдвастъ, всегда ли воз-
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Momno провести лиііію желаемаго рода. Какъ 
извѣстно, въ системѣ геометріи существепную 
роль играютъ задачи на построеніе. При по-
верхпостпомъ разсмотрѣпіи, онѣ представляются 
лишь практическими примѣпепіями, придуман-
ными для упражненія учениковъ. На саиомъ же 
дѣлѣ эти задачи устанлвливаютъ существова-
иіе извѣстныхъ формъ. Онѣ показываіотъ, что 
точки, пряиыя, круги того рода, какіе тре-
буется построить въ задачѣ, или возможны 
при всѣхі условіяхъ, или съ извѣстными ис-
ключепіями. Пупктъ, около котораго вращаются 
изслѣдованія, разсмотрѣнныя пиже, существенно 
этого же рода. Основою всѣхъ доказательствъ 

\ по методу Евклида является доказательство 
совпаденія извѣстныхъ липій, угловъ, плоскихъ 

і фигуръ, тѣлъ и т. д. Чтобы сдѣлать совпаденіе 
паглядпымъ, представляютъ себѣ, что тѣ или 
иныя геометрическія фигуры движутся одна 
къ другой, разумѣется, пе измѣпяя своей формы 
и измѣрепій. Чт(') это па самомъ дѣлѣ возможно 
и выполнимо, всѣ мы испытали съ самой рап-
пей юности. По если мы пытаемся построить 
необходимые законы мысли, исходя изъ этого 
допущепія свободной подвижности твердыхъ 
прострапствепныхъ фигуръ, при пеизмѣпяемости 
ихъ формы въ любой точкѣ пространства, то 
памъ приходится поставить вопросъ, пе вклю-
чается ли въ этомъ допущеніи какого либо 
ложнаго педоказуемаго предноложепія. 

Мы сейчасъ увидимъ, что па самомъ дѣлѣ 
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здѣсь включено такое предположеиіе и притоиъ 
necbMfi богатое послѣдствіями. По если это 
такъ, то каокдое доказательство совпадепія фн-1 
гуръ осповаио лишь па фактѣ., взлтомъ изъ 
опыта, ^ 

Я приволіу эти сообралсенія сначала лишь 
съ тою цѣлью, чтобы выяснить, на какія труд-
ности наталкиваемся мы при полномъ разборѣ 
всѣхъ сдѣлаиныхъ нами предположепій по ме-
тоду нагляднаго представлепія '). Мы избѣ-
гаемъ этихъ трудностей, примѣдяя ЕЪ ИЗСЛѢ-
довакію основаній геометріи выработанный 
новѣйшею геомстріей аналитическій методъ. 
Ike выполненіе вычисленія есть чисто логиче-
ская операція; она не можетъ дать никакого 
соотношенія между величинами, подвергнутыми 
вычисленію, которое не заключалось бы уже 
въ уравненіяхъ. образующихъ исходную по-
сылку вычислепій. Упомянутый новѣйшія изслѣ-
дованія поэтому были проведены почти исклю-
чительпо при посрсдствѣ чисто отвлечепныхъ 
методовъ аналитической геометріи. 

Впрочемъ, послѣ того, каьъ отвлечеипый 
методъ обозпачилъ существенные пункты,—до 
пѣкоторой степени, оказывается возможпымъ 
дать и наглядное представлепіе этихъ пунк-
товъ. Всего лучше, если мы спустимся въ бо-
лѣе узкую область, каковою является нашъ 
собствепный прострапствепный міръ. Предста-

') Созсрцавід, Anschauung. 
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вимъ себѣ—а въ этомъ пѣтъ никакой логиче-
ской невозможности — одареппыя разсудкомъ 
существа всего липгь двухъ измѣреній, живу-
щія па поверхности любого изъ нашихъ твер-
дых'/. тѣлъ и двшкущіяся па ней. Примемъ, 
что эти существа не обладаютт. способностью 
воспринимать что либо впѣ этой поверхности, 
по обладаютъ воспріятіями, подобными пашимъ, 
внутри протялгенія этой поверхности. Еслп 
такія существа выработаютъ свою геометрію, 
то они естествешіо припиіііутъ своему про-
странству лишь два измѣрепія. Оіш пайдутъ, 
что двиліущаяся точка онисываетъ липію, а 
движущаяся липія—поверхность, которая для 
нихъ представляетъ паиболѣе соверпіенпый,имъ 
извѣстиый, прострапствепный образъ (Rauin-
gebilde). Но они такъ же будутъ не въ 
состояпіи составить себѣ представленіе о даль-
пѣйшемъ прострапственпомъ образѣ, который 
произошелъ бы, если бы поверхность выдви-
нулась изъ своего поверхпостпаго пространства, 
какъ мы не въ состонпіи составить себѣ пред-
ставлепіе объ образѣ, который получился бы 
при выдвиженіи тѣла изъ извѣстпаго намъ 
пространства. Подъ выраженіемъ „представлять 
себѣ", которымъ часто влоупотребляютъ, или 
подъ выраліепіемъ: „имѣть возмолтость мы-
слить, что пѣчто происходитъ", я подразуме-
ваю,—а я не знаю, что иное моліпоподъ этимъ 
подразуміівать, не пзмѣняя весь смыслъ выра-
женія,—я подразумеваю возможность „начср-



тать" себѣ рядъ чуиствошшхъ впечатлѣпШ, 
которыя у иасъ могли бы возникнуть, если бы 
пѣчто такое произошло въ одномъ едиппч-
ііомъ случаѣ. Если же ііеизвѣстпо пи одно 
чувственное внечатлѣіііе, которое отлосплось 
бы къ такому, никогда не наблюдаемому со-
бытію, каковымъ для насъ является движеніе 
по четвертому измѣренію, и каковымъ для упо-
мшіутыхъ новерхностныхъ существъ было бы 
движеніе по извѣстному памъ третьему измѣ-
рспію, то такое „представлеше" не возмолспо, 
точно такъ же, какъ абсолютно слѣпой отъ 
рождепія не сможетъ „представить себѣ" цвѣ-
га, если даже дать ему описаніе его при по-
средствѣ понятій. 

Паши поверхпостныя суш,ества могли бы, 
далѣе, проводить кратчайшія липіи въ своемъ 
поверхностпомъ пространств^.. Ото пе были бы 
пепремѣпно прямыя липіи въ папіемъ смыслѣ, 
по то, что въ геометріи пазываютъ геодези-
ческими линіями поверхности на которой-
живутъ эти существа, такія липіи, какія опн-
сываетъ натянутая и положенная на поверх-
ность ппть, могущая скользить на ней безъ но-
мѣхи. Я позволю себі! далѣе называть подоб-

' ) т . с. кратчайшими разстояпіями, по которымъ можно 
достичь одпой точки, исходл ияі. другой и двигаясь такг, 
чтоГін II't сходить съ поііррхиости. Такъ ііаир. кратчайшііі 
разстоліііл ua шарЬ изнѣрлютсл uo пряными, а дугами 
большихъ кругооъ шара. Ікреа. 
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иыя линіи прямѣйшими лиігіями данной поверх-
ности (относительно даннаго пространства), 
чтобы такимъ образомъ выставить на видъ ихъ 
аналогію съ прямою линіей па плоскости. Я 
падѣюсь посредствомъ этого выраженія сдѣлать 
понятіе о геодезичесвихъ линіяхъ болѣе иагляд-
пымъ для не-математиковъ, не подавая, однако, 
повода КТ) смѣшенію понятій. 

Если бы теперь существа этого рода жили 
на бозиопечпой плоскости, то они установили 
бы как7, разъ ту самую геометрію, которая 
(•оставляет'!, нашу плапимегрію. Они утвержда-
ли бы, что между двумя точісами возможна 
лишь одна прямая, что чрезъ третью, внѣ дац-
пой прямой лежащую точку, можетъ быть про-
ведена лпніь одна параллельная прямая къ 
данной, что вообще прямыя ыогутъ быть про-
дол:кены до безкопечности, безъ того, чтобы 
ихъ концы опять встрѣтились и т. д. Ихъ про-
сірапство могло быть протяжепнымъ до безко-
печности, но и въ томъ случаѣ, если бы они 
достигли границъ своего движенія и воспрія-
тія, они могли бы наглядно представить ссбѣ 
продолженіе по ту сторопу этихъ границъ, и 
въ этомъ представленіи ихъ пространство пред-
ставилось бы имъ безконечно протяжепнымъ, 
какъразъ, какъ и паше,—хотя и мы сами, т. е. 
наше тѣло не можетъ оставить земного шара, а 
нашъ взоръ достигаетъ лишь туда, гдѣ суп;е-
стоуютъ видимыя звѣзды. 
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Однако, разумныя существа этого рода могли і 
бы жить также и на поверхности шара. Ихъ 
кратчайшей или пряміійшей линіей между двумя 
точками была бы тогда дуга наибольшаго (боль-
шого) круга, который можно провести черезъ 
эти точки. Каждый большой кругъ, проходя- > 
щій черезъ двѣ данпыя точки, распадается при 
этомъ на двѣ части. Если обѣ—неравной дли-
ны, то меньшая, во всякомъ случаѣ, есть един-
ственная кратчайшая линія на. шарѣ, суще-
ствующая между двумя даннылтг точками. По 
также и другая большая дуга того же наи-
большаго круга есть геодезическая или пря-
мѣйшая линія, т. е. каждый меньшій ея отрѣ-
зокъ есть въ свою очередь кратчайшая липія 
между обѣими своими конечными точками. Ради 
этого обстоятельства мы не можемъ прямо 
отожествить понятіе геодезической или пря-
мѣйшей линіи ст. понятісмъ кратчайшей линіи. 
Если теперь обѣ данпыя точки суть оконеч-
ности одного и того же діаметра шара, то всѣ, 
проведенныя черезъ этотъ діаметръ плоскости 
пересѣкутъ шаровую поверхность, образуя (въ 
одну сторопу) полукругъ, и всѣ эти полукруги 
будутъ кратчайшими линіями между двумя 
оконечностями діаметра. Въ этомъ случаѣ, стало 
быть, существуетъ безконечпое число равныхъ 
между собою кратчайшихъ линій между двумя 
данными точками. Такимъ образомъ, аксіома, 
что мелгду двумя точками существуетъ лишь 
одпа кратчайшая линія, была бы справедлива 
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для обитателей шаровой поверхности лишь съ 
извѣстпымъ исключеніемъ 

Параллельпыхъ (кратчайшихъ) линій со-
всѣмъ не знали бы обитатели шаровой поверх-
ности Они утверждали-бы, что любыя двѣ 
прямѣйшія липіи, по достаточномъ продолже-
иіи, наконецъ должны были бы пересѣчься не 
только въ одной, но въ двухъ точкахъ. Сумма 
угловъ въ треугольникѣ всегда была бы болѣе 
двухъ прямыхъ и тѣмъ болѣе, чѣмъ больше 
поверхность треугольника. Именно поэтому у 
нихъ отсутствовало-бы также и понятіе о гер-
метрическомъ подобіи формы между большими 
и меньшими фигурами того-же рода; потому 
что большій треугольникъ у нихъ имѣетъ не-
обходимо иные углы, нежели меньшій. Пхъ 
пространство было-бы, конечно, пеограничеп-
нымъ (не имѣющимъ опредѣлешіыхъ границъ), 
но было-бы коыечпымъ или, поѴрайией мѣрѣ, 
пришлось бы его представить севѣ, какъ обла-
дающее конечпымъ протяжепіемъ. 

Ясно, что существа, живущія на шарѣ и 
обладающія тѣми-же логическими способпо-

' ) Коли бы ВТО іябо на эснвоиъ шарѣ, достиглувъ сѣ-
оерпаго полюса, вздуѵалъ избрать кратчайиіій иуть кі. 
южному оолюсу, то имѣлъ бы безкоиечвую свободу пыбора, 
ибо кратчайшій путь идстъ ио любому большому кругу, 
соединяющему полюсы, т. е. по любому моридіаиу, предио-
дагал, что зснлл есть соиершеиный шаръ, иездѣ гдадкіВ и 
одиааково удобный для путсшествіл. ІІерев. 

' ) Малые круги, иараллельпыо папр. вкватору, но суть 
„кратчайшія" лииіи. ІІерев. 
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стями, іи,кими обладаютъ существа на плоско-
сти, должны были-бы все-таки установить со-
всѣмъ иную систему геометрическихъ аксіомъ, 
чѣмъ плоскія существа и чѣмъ мы сами, въ 
пашемъ просгранствѣ трехъ измѣреній. Эти 
примѣры уже показываютъ намъ, что, смотря 
по роду мѣстожительства, должны быть выста-
влены различныя геометрическія аксіомы суще-
ствами, которыя могли-бы обладать силами раз-
судка, совершенно соотвѣтствующими нашимъ. 

Но пойдемъ далѣе. Представимъ себѣ ра-
зумныя существа, живущіл на поверхности 
яйцевиднаго тѣла. Между любыми тремя точ-
ііами такой поверхности можно было-бы про-
водить (попарно) кратчайшія линіи и такимъ 
образомъ построить треугольникъ. По если-бы 
мы попытались построить въ разныхъ мѣстахъ 
этой поверхности совпадающіе между собою 
(путемъ наложенія) треугольники, то оказа-
лось-бы, что, если два треугольника обладаютъ 
сторонами равной длины, то ихъ углы не равно-
велики. Начерченный па остромъ копцѣ яйца 
треугольникъ обладаетъ суммою угловъ, болѣе 
отличающеюся отъ двухъ прямыхъ, чѣмъ тре-
угольникъ съ такнми-же сторонами, начерчен-
ный на болѣе тупомъ концѣ; отсюда вытекаетъ, 
что на такой поверхности даже такой простой 
прострапствеппый образъ, каковъ треугольникъ, 
не могъ-бы быть нередвинутымъ съ одного 
мѣста на другое безъ измѣненія своей формы. 
Точно такяіе оказалось-бы, что если-бы на 

2 
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различішхъ мѣстахъ такой поверхности были 
построены круги равными радіусами (длины 
радіусовъ всегда, слѣдовало-бы изиѣрять крат-
чайшими линіями по поверхности), то окруж-
ность такого круга па тупомъ концѣ была-бы 
больше, чѣмъ па остромъ. 

Отсюда далѣе слѣдуетъ, что, лиіпь въ силу 
особаго геомеірическаго свойства какой либо 
поверхности лежащія на ней фигуры мо-
гутъ свободно передвигаться по поверхности 
безъ измѣпепія всѣхъ ихъ измѣренпыхъ по 
поверхности линій и угловъ, и что такое пе-
редвижепіо возможно не по всякой поверхности. 
Условіе для того, чтобы какая либо поверх-
ность обладала этимт.важпымъсвойствомъ, опре-
дѣлилъ уже Гауссъ въ своемъ знаменитомъ 
сочиненіи о кривизнѣ поверхностей Условіе 
это состоитъ въ томъ, чтобы особая величина, 
пазвапная Гауссомъ „міірою кривизны" (а 
именпо, единица, дѣленпая на произведепіе 
обоихъ главныхъ радіусовъ кривизны), всюду 
вдоль всего протяжепія поверхности остава-
лась одинаковою. 

Гауссъ доказалъ въ то же время, что эта 
мѣра кривизны пе измѣияется, если поверх-
ность сгибается безъ того, чтобы испытать 
гдѣ либо растяліепіе или сжатіе. Такъ папр., 

' ) Такоііы наир. плоскость, шаровал иовсрхмость и др. 
Перев. 

*) Гусскій иереводъ атой статьи появился въ 18'J4 году 
въ „Матсм. Листкѣ" ІІаучііаіо Обоарѣиіл. Ред. 
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МЫ можемъ свернуть плоскій листъ бумаги въ 
цилиндръ или въ конусъ, безъ того, чтобы 
взятия по поверхности листа измѣренія пачер-
чепныхъ на листѣ фигуръ измѣниліі величину. 
И такимъ же образомъ мы иолсемъ свернуть 
полушаровидную замкнутую половину нлава-
тельнаго нузиря въ родъ веретена, не измѣняя 
измѣреній фигуръ, взятыхъ на этой поверх-
ности. Поэтому, геометрія на плоскости та же, 
что и на цилиндрической поверхности. Въ 
послѣднемъ случаѣ ми должні.і ce6t, только 
представить, что неограниченно мпогочислеп-
ныя ноложенія этой поверхности, какъ напр. 
полотенія свернутаго (нѣсколько разъ) въ 
трубку листа бумаги, наложены одно сверхъ 
другого, и что при полномъ обходѣ вокругъ 
цилиндра, мы переходимъ къ другому положе-
нію, отличному отъ предыдущаго. 

Эти замѣчанія необходимы, чтобы дать вамъ 
представленіе объ особомъ родѣ поверхности, 
на которой геомётрія совершенно подобна плос-
кой геометріи, по съ тѣмъ различіемъ, что 
аксіома о параллельныхъ линіяхъ здѣсь не при-
менима. Это родъ кривой поверхности, которая 
въ геометрическомъ отношеніи представляется, 
какъ бы противоположность шара, и которая, 
поэтому, получила отъ отличпаго итальяпскаго 
математика Бельтрами (Е. Beltrami) кото-

') Saggio di Intorprotaziono dolla Gcoiiiotria Non-Euc-
lidoa, Napoli 1Ѳ6Ѳ. Tooria fondamcntalo dogli Spazij di Gurva-
tura costanto. Ann. dl Matom. Sor. II, T. II, p. 232—255. 

2» 
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рый изслѣдовалъ ея свойства, пазваіііе псевдо-
сферической поверхности. Это сѣдлообразпая 
поверхность; въ пяшемъ пространств f. могуті. 
быть изображепы связпо лишь ея ограпичеппня 
части или полосы, и тѣмъ не мепѣе ее мож-
но вообразить продолжеішой по всѣмъ па-
правленіямъ до безкопечности, тавъ какъ каж-
дый ея кусокъ, паходяпі,ійся па грапицѣ по-
строешіой части этой поверхности, можетъ 
бить отодішнутъ пазадъ, къ ея серединѣ, 
и затѣмт. моліетъ быть мыслимъ, какъ продол-
жрпиілй. Передвинутая ограниченная часть (ку-
сокъ) поверхности при этомъ доллаіа изме-
нить свой изгибъ, по не свои измѣрепія, со-
вершенно такъ же, какъ па коііусѣ, образо-
ваппомъ при сворачиваніи плоскаго листа въ 
трубку (корпетикъ), можно пе})едвигать взадъ 
и вперодъ листъ бумаги. Такой листъ вездѣ 
прикладывается къ конической поверхности, по 
ближе къ вершипѣ конуса должепъ быть со-
гнутъ сильнѣе, и не можетъ быть передвипутъ 
за вершину копуса такъ, чтобы остаться пало-
жеппымъ и па существующій копусъ, и па его 
идеальное продолжепіе по ту сторону вершипы. 

Подобно плоскости и шару, псевдосфери-
ческія поверхности суть поверхности постояп-
пой кривизны, такъ что калсдая ограпнчепная 
ихъ часть (кусокі.) можетъ быть пололіепа па 
каждое другое мѣсто поверхности, вполнѣ къ 
псму примыкал, и стало быть всѣ построеп-
пыя па одпомъ мѣстѣ поверхпости фигуры мо-
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гутъ биті. перенесены па всякое другое мѣсто, 
сохраняя пполнѣ совпадающую форму н пол-
ное равенство всѣхъ іштхъ по самой повер-
ностн измѣреній. Установленная Гауссомъ мѣра 
кривизны, которая для інаргі, нололінтелі.па, а 
для іглоскости равна нулю, для нсевдосферн-
ческихъ поверхностей имѣла бы постоянное 
отрицательное зпачепіе, потому что обѣ глав-
HUff кривизны сѣдлообразной поверхности по-
вернуты своими вогнутостями в'ь нрогивопо-
лолпіыя стороны. 

Полосы псевдосфернческой поверхности мо-
гутт. білть напр. изображены в'ь сзіоініутомъ 
видѣ, какъ поверхность кольца. Представьте 
себѣ поверхность вродѣ а а ЬЬ (фиг. 1), ві)а-
пі,аемую іюкругъ ея оси сим-, 
метріи-, тогда обѣ дуги аЬ опи-
шу тт. такую кольцевую псевдо-
сферическую повеі)хность. Оба 
кі)ая поверхпости, вверху пі)и 
па и внизу при ЬЪ поворачива-
лись бы наружу, пріобрѣтая все I 
болѣе ріізкій изгиб'ь, пока, 
ігаконецъ, поверхность не ста- | 
нет'і. норнендикулярно къ оси 
(Л И) и тогда она закончит-
ся у г])ани, обладая здѣсь безконечно боль-
шой кривизной 1). Точно также можно спер-

') І)С;ІКОІІОЧІІО болг.шую мѣру кривизны имѣотъ такжп 
.иаіір. itonopxuocTi. беаконечио малііго iimpa, такт, как'ь іп. 
woM'h случаѣ оба радіуса глапиоіі критсіпы, т, п. днух'ь 
1'лаіііііііх'ь Нічеиін, будутъ безкоиочііо малыми. Ucpcu. 

Фиг. 1. 
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путь половину псевдосферической поиерх-
пости и въ видѣ бокала для шампанскаго, ію 
съ безкоііечііо удлинешшмъ, псе болѣе утон-
чающимся горлышкомъ (фиг. 2). 

Но съ одной стороны она всегда необхо-
димо огііаничивается рѣзко прерваннымъ кра-
омъ, II далѣе этого непрерывное продолжепіе 
поверхности невыполнимо непосредственно. 
Лишь такимъ образомъ, что каждый отдѣль-

нып кусокъ края будетъ от-
I рѣзанъ и мысленно продви-
нуть вдоль поверхности коль-
па или бокала, молаіо поста-
вить его на мѣстіі, обладаіо-
іція инымъ изгибомъ, и ст. 
этихъ мѣстъ возмоліно даль-
нѣйиіее продоллгеніе разсма-
триваемаго куска поверхности. 

Фнг. 2. Этимъ . снособоыъ моліно так-
же безконечно продоллшть и прямѣйіпія ли-
ніи псевдосферической поверхности. Онѣ не 
замыкаются, подобно нрямѣйшимъ линіямъ 
тара , но, подобно прямымъ на плоскости, 
здѣсь всегда возмомша лишь одна единствен-
ная кратчайшая лппія между двумя данными 
точками. Но аксіома пареллелышхъ линіи 
здѣсь не подтверлідается. Если дана на новеі)х-
ности прямѣйшая липія и внѣ ея точка, то 
можно пі)овес'іи чі)езъ точку цѣлый пучок'ь 
прлмѣйніихъ липій, при чемъ всѣ онѣ не пе-
ресѣкаютъ первую названную прямую, хотя 
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бы МЫ продолжали ихъ до безкопечпости ')• 
Это линіи, лежащія между двумя, ограни-

чивающими пучокъ прямѣйшими ЛИНІЯМИ-, одна 
И37. нихъ, продолженная до безконечности, 
встрѣчаетъ первую названную лиііію на без-
конечности при продолженіи въ одну сторону, 
другая—при продолженіи въ другую сторону. 

Впрочемъ, подобную геометрію, отвергающую 
аксіому о параллельпыхъ лииіяхъ, выработалъ 
вполнѣ еще въ 1829 г., по синтетическому 
методу Евклида, П. И. Лобачевскііі, проф. ма-
тематики въ Казани. Оказалось, что его си-
стема можетъ быть проведена такъ лее послѣ-
довательно и безъ противорѣчій, какъ и си-
стема Евклида. Эта геометрія находится въ 
полнѣйшемъ согласіи съ геометріей псевдосфе-
рическихъ поверхностей, какъ ее выработалъ 
въ новѣйшее время Бельтрами. 

Мы видимъ отсюда, что въ геометріи двухъ 
измѣреиій предположепіе, что всякая фигура 
можетъ безъ всякаго измѣнепія ея взятыхъ по 
поверхности измі.реігій, передвигаться по всѣмъ 
паправлеиіямъ, характеризуетъ данную поверх-
ность, Еакъ плоскость, піаръ или ліе псевдо-
сферическую поверхность. Аксіома, по которой 
между любыми двумя точками всегда суіце-
ствуетъ лишь одна прямѣйшая лииія, отли-
чаетъ плоскость и псевдосферу отъ шара; аксіома 
о параллельпыхъ отличаетъ плоскость отъ 

' ) Сраоп. Ііъ „Научи. Об.", 181)4 г., статьи М. Филиішова 
о геомѳтріи Лобачевскаго. 
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псевдосферы. Эти три аксіомы, стало быть, дѣй-
ствнтелыіо необходимы и достаточны для того, 
чтобы характеризовать плоскость, къ которой 
относится планимстрія Евклида, въ противо-
положность ко всѣмъ инымъ пространствен-
нымъ образамъ двухъ измѣренШ. 

Различіе мсліду геометріей на плоскости и 
па шаровой поверхности давно уже било яспымъ 
и нагляднымъ, но смыслъ аксіоыы о парал-
лельныхъ могъ быть понятъ лишь съ тѣхъ 
поръ, какъ Гауссъ установилъ понятіе о по-
верхпостяхъ, сгибаемыхъ безъ растяжешя,—^и 
такимъ образомъ явилась возмозкпость указать 
на безкопечную продолжаемость псепдосфери-
ческихъ поверхпостей. Мы, какъ обитатели 
трехмѣрнаго пространства, одаренные органа-
ми чувствъ для воспріятія всѣхъ этихъ нзмѣ-
репій, можемъ себѣ, правда, наглядно предста-
вить различные случаи, при которыхъ поверх-
постныя существа (двухъ измѣреній) могли бы 
выработать свое щіострапстпешіое созерцапіе, 
такі. какъ съ этою цѣлью намъ стоитъ только 
ограничить наши собственныя созерцанія (на-
глядныя представлепія) болѣе узкою областью. 
Отбросить созерцанія, которыми мы обладаемъ, 
легко; но представить себѣ чувственно созер-
цанія, для которыхъ мы никогда не имѣли 
ничего аналогичнаго, очеш. трудно. Когда мы, 
поэтому, переходимъ къ пространству трехъ 
измѣреній, то мы стѣснены въ пашей способ-
ности представлепія—строепіемъ нашихъ орга-
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ііовъ и пріобрѣтеііными при ихъ посредствѣ 
фактами опита, подходящими лишь къ тому 
пространству, въ которомъ мы живемъ. 

По у пасъ есть еще другой путь для на-
учной обработки геометріи. Всѣ ИЗБѢСТІШЛ намъ 
простраиственныя отношенія измѣримы, т. е. 
они могутъ быть приведены къ опредѣленію 
величипъ (длины линій, величины угловъ, по-
верхностей, объемовъ). Именно поэтому задачи 
геометріи могутъ быть разрѣшепы лишь такимъ 
образомъ, что мы выискиваемъ способы вычи-
сленія, при помощи которыхъ неизвѣстныя про-
странствепныя величины могутъ быть выведены 
ияъ извѣстпыхъ. Это происходить въ аналити-
ческой геометріи, гдѣ всѣ нрострапственпыя 
формы разсматриваются лишь какъ величины 
и опредѣдяются другими величинами. Также 
уже наши (геометрическія) аксіомы содержать 
предложепія о пространствепныхъ величипахъ. 
Прямая липія определяется, какъ кратчайшая 
между двумя точками, а это есть опредѣленіе 
величины. Лксіома о параллельпыхъ липіяхъ 
выражаетъ, что, если двѣ прямыя па одной и 
той-же плоскости не перссѣкаются между со-
бою (параллельны), то соотвѣтстпенпые угжі, 
а также по разныя стороны лепсащіе (равпые 
соотвѣтственпымъ), образуемые съ третьем, ихъ 
пересѣкающею прямою, попарно равны. Пли 
вмѣсто этого подставляется предложёпіе, что 
сумма угловъ въ каждомъ треугольпикѣ равпа 
двумъ прямымъ. По все это—опредѣлспія~Ес-
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личинъ. По можно, стало быть, исходить также 
изъ той стороны поііятія о пространствѣ, что 
положепіе ісаждой точки, по отнопіенію къ ііѣ-
которому, разсматриваемому, какъ цеподвиж-
ішй, пространственному образу (система коор-
динатъ), можетъ быть онредѣлсно измѣреніями 
любыхъ величинъ; затѣмъ мол:но разсмотрѣть, 
какія особыя опредѣленія свойственны нашему 
пространству, какъ оно представляется при 
фактически выполняемыхъ измѣреніяхъ, и есть-
ли такія опредѣленіл, которыми это простран-
ство отличается отъ сходныхъ многообразно 
протяженныхъ величинъ. Этотъ путь впервые 
указалъ, къ сожалѣнію, слишкомъ рано умер-
шій, геттингенскій ученый Римашіъ Путь 
этотъ имѣетъ то своеобразное преимущество, 
что всѣ свойствешіыя ему операціи предста-
вляютъ собою чистыя вычисляемыя опредѣле-
нія величинъ, причемъ опасность, что привыч-
ные факты нагляднаго представленія будутъ 
подсунуты, какъ необходимые элементы мы-
шленія, совершенно отпадаетъ. 

^Іисло отмѣриваній (Abmessungen), необхо-
димое для опредѣленія положенія точки, равно 
числу измѣрепій соотвітственпаго простран-
ства. Па липіи достаточно разстояніе отъ не-
подвижной точки, стало быть—одна величина; 
на поверхности необходимо уже задать раз-

') Uobor die nyp9thoson, wolcho dor Geomotrio zu 
Urundo liegon. 10 Juu i 1851. (Въ полноиъ собравіи сочи-
пеііій Римаваа). 
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стоянія отъ двухъ неподвитныхъ точевъ; въ 
пространствѣ — отъ трехъ, для того, чтобы 
опредѣлить положеігіе точки; такъ, наземііомъ 
шарѣ намъ необходимы долгота, широта мѣста 
и высота его надъ уровнемъ моря; въ анали-
тичесЕой геометріи обыкновенно пользуются 
разстояніемъ отъ трехъ координатныхъ плоско-
стей. Риманнъ называетъ систему различій, въ 
которой единичное можетъ быть опредѣлено 
п измѣреніями, п—кратно протяженнымъ много-
обравіемъ или многообразіемъ объ п измѣ-
реніяхъ. Такимъ образомъ, извѣстное намъ 
пространство, въ которомъ мы живемъ, есть 
троекратно протяженное многообразіе точекъ; 
поверхность есть двукратное многообразіе, ли-
нія—однократное; время также есть однократ-
ное многообразіе. Также система цвѣтовъ (кра-
сокъ) образуетъ троекратное многоо.бразіе, на-
сколько, но изслѣдованіямъ Т. Юнга и 
Клэрка Максуэлля, каждый цвѣтъ можетъ быть 
представленъ, какъ смѣшеніе трехъ основныхъ 
цвѣтовъ, нзъ которыхъ каясдый надо взять въ 
опредѣленномъ количествѣ; Помощью кружка 
съ цвѣтными секторами можно, дѣйствительно, 
произвести такія смѣшенія и измѣрепія ихъ 
пропорцШ. 

Точно также, область иростыхъ звуковъ мо-
жетъ быть разсматриваема, какъ многообразіе 
двухъ измѣреній, если мы возьмемъ различія 

' ) Но аимійски нроиппоситсл Іопгъ, по мы набрали 
обычпое ираиоиисаніѳ. Перса. 
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ЛИШЬ по высотѣ и силѣ звука и оставимъ въ 
сторонѣ различія „звуковой окраски" или тем-
бра. Это обобщеніе понятія очень пригодно 
для того, чтобы выяснить, чѣмъ отличается 
пространство отъ другихъ трехмѣрпыхъ мпого-
образій. Мы можемъ, какъ всѣмъ вамъ из-
вѣстііо изъ повседневпаго опыта, сравнить въ 
пространств^, разстояніе между двумя лежа-
щими одна падъ другою точками съ горизон-
тальнымъ равстояніемъ между двумя точками 
на землѣ, потому что можемъ прилоліить одинъ 
и тотъ же масштабъ то къ одной, то къ дру-
гой парѣ. По мы не можемъ сравнить разстоя-
нія между двумя музыкальными тонами (зву-
ками) равной высоты и различной напряжен-
ности съ разстояніемъ между двумя тонами 
paBiLiro папряліенія и разной высоты. Риманнъ 
показалъ путемъ сообра^кенШ этого рода, что 
существеішою основой) всякой геометріи яв-
ляется выраженіе, посредствомъ котораго дано 
разстояніе, взятое между двумя, въ любомъ на-
нравлепіи лежащими одна по отношенію кт. 
другой, точками, и при томъ пре;кде всего ме-
жду двумя безконечпо мало удаленными между 
собою точками. Для этого разстоянія онъ взялъ 
изъ аналитической геометріи паиболѣе общую 
форму 3). 

' ) А именно: ііііал])ат'іі ризстоміііл между дііуил безко-
нечпо бдипкими точками есть одиородііам фуіікіцл иторой 
стсиени отъ диіііфсреидіалопъ координат'ь (но необходимо 
прлмоугольиыхь, и ири томъ 9Т0 «ыражпніо можно обоб-
щить иа любое конечное число иішіірспій). Иереи. 



Форма эта получается, если мы оставимъ со-
вершеиію произвольпымъ способъ отмѣриваиій 
(Abmessungen), посредствомъ которыхъ задано 
мѣсто каждой точки. Затѣмъ, Римаинъ пока-
залъ, что тотъ родъ свободы движеиія при пе-
измѣпяемости формы, который свойствепъ тѣ-
дамъ въ нашемъ пространствѣ, можетъ суще-
ствовать лишь въ томъ случаѣ, если извѣстішя, 
вытекающія изъ вычисленія величины (тѣ 
самыя, который въ примѣііеши къ отношеніямъ 
па поверхностяхъ приводятся къ Гауссовой 
мѣрѣ кривизны поверхностей) сохрапяют ь всю-
ду одно и то ліе постоянное значеніе. Имен-
но поэтому Риманнъ называетъ эти вычис-
ляемыя величины, если ont. имѣютъ, для опро-
дѣленнаго мѣста, одно и то же зпачепіе по 
всѣмъ направленіямъ, мііроіо кривизны со-
отвѣтствеипаго пространства въ этомъ мѣ-
стѣ. Чтобы предупредить педоразумѣпія'-^), я 
выставлю здѣсь на видъ лишь то, что эта, 
такъ называемая лтра кривизны щюстран-
спгва бсть величина, пайдсшіая чисто апа-
лнтическимъ путемъ, и что введепіе ея во-
все не основано на подсовывапіи отношсшй, 
которыя могли бы нмііть смыслъ въ чувствен-

' ) Особое алгебраическое ныражсиіе, состаллсыиое'и:іъ 
коі|)фии,іситоііъ отдіільныхъ члсиоиъ иъ ііыражсоіи длл киа-
драта раястоявіл дпухь сосѣдиихъ точсвъ, а также илъ ихъ 
перпыхъ производныхъ. 

') Какое, naitp., нвдині. иъ ііыиіеуиоылаутой кпиѵѣ То-
біаса иа стр. 70 и мн. др. 
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помъ ііаглядпомъ представлеиіи. ІІазпаігіс это 
принлто, лишь какъ краткое обозпачеігіе запу-
таплаго отношенія, и заимствовано отъ одного 
случая, B7j которомъ названной величинѣ со-
отвѣтствуетъ чувственное наглядное представ-
леиіе. 

Если эта мѣра кривизны пространства всюду 
обладаетъ значеніемъ, равпымъ нулю, то такое 
пространство всюду соотвѣтствуетъ аксіомамъ 
Евклида. Въ этомъ случаѣ мы можемъ назвать 
его плоскимъ пространствомг^ въ противополож-
ность другимт. аналитически доступнымъ по-
строенію прострапствамъ, который молшо на-
звать искривленными, такъ какъ ихъ мѣра 
кривизны обладаетъ величиною, отличною отъ 
пуля. Однако, аналитическая геометрія можетъ 

.быть проведена и для прострапствъ этого по-
слѣдняго рода такъ же точно и послѣдова-
тельпо въ своей области, какъ и обыкиовен-
пая геометрія патего фактически суп;ествую-
щаго плоскаго пространства. 

Если мѣра кривизны имѣетъ положительную 
величину, то мы получаемъ сферическое про-
странство, въ которомъ прямѣйшія линіи за-
мыкаются, и въ которомъ лѣтъ параллельиыхъ. 
Такое пространство, какъ и поверхность шара, 
было бы неограничено, по не безкопечно ве-
лико. ІІаоборотъ, постоянная отрицательная 
величина даетъ псевдосферическое простран-
ство, въ которомъ прямѣйшія липіи продол-
лсаются до безкопечности, и въ каждой „паи-
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болѣе плоской" поверхпости чрезъ каждую 
точку молгетъ быть проведеііъ пучокъ іірямѣй-
шихъ лиііій, которыя не пересѣЕаютъ другой 
данной прямѣйшей линіи на этой поверхности. 

Эти послѣднія отношенія Бельтрами сдѣ-
ладъ доступными наглядному представленію, по-
іиізавъ, какимъ образомъ точки, линіи и поверх-
ности псевдосферическаго пространства трехъ 
измѣреній могутъ быть изображены внутри шара, 
въ Евклидовомъ простраиствѣ, такимъ образомъ, 
что каждая прямѣйшая лииія псевдосфериче-
скаго пространства замѣняется внутри шара 
прямою лиігіей, каждая яНаиболѣе плоская" 
поверхность псевдосферическаго пространства 
замѣняется плоскостью внутри того же шара. 
Самая шаровая поверхность при этом.ъ соот-
вѣтствуетъ безконечно отдалепнымъ точкамъ 
псевдосферичесісаго простралства; различныя 
части этого послѣдняго тѣмъ болѣе уменьшены 
въ ихъ шаровомъ изображепіи, чѣмъ ближе 
онѣ лежать къ поверхности шара и прнтомъ 
по направленію шаровыхъ радіусовъ сильпѣе, 
чѣмъ по перпендикулярнымъ къ нимъ напра-
вленіямъ. Прлмыя липіи внутри шара, которыл 
перссѣкаются лишь впѣ шаровой поверхпости, 
соотвѣтствуютъ тѣмъ прямѣйшимъ линілмъ псев-
досферическаго пространства, которыя пигдѣ 
не пересѣкаются. 

Этимъ было показано, что прострапство, 
') Теогіа fondambntalo dogli Spazii di Curvatura co-

Btaiito Ann. di Mat. Sor. II, T. II, Fane. I l l , p. 232—255. 
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разсматриваемое, какъ область подлежащихъ 
иямѣреііію величинъ^ ни мало не соотвѣт-
ствуетъ наиболѣе общему попятію миогообра-
зія о трехъ измѣреніяхъ, uo получаетъ еще 
особый опредѣленія, которыя обусловлены со-
вершенно свободною подвиліыостью твердыхъ 
тѣлъ непзмѣняемой форАы во всѣ мѣста и при 
всѣхъ возможныхъ измѣііепіяхъ ііаправлеиія, 
и яатѣмъ особою величиною мѣры кривизны, 
которая для фактически ііодлежащаго измѣре-
пію пространства должна быть приравііер 
нулю или, по крайней мѣрѣ, не должна зі 
мѣтно отличаться отъ нуля. Это послѣдп 
утвержденіе дапо въ аксіомѣ о прямыхъ л 
ніяхъ и о параллельныхъ. 

Въ то время какъ Риманпъ вступилъ въ f 
новую область, исходя изъ наиболѣе общи 
осповныхъ вопросовъ апалитичесЕой геометр 
я самъ пришелъ къ сходнымъ соображепія 
частью изслѣдуя прострапствепное изображе 
системы цвѣтовъ, т. е. путемъ сравпепія одн 
1'рехмѣрпаго многообразія съ другимъ, час 
посредствомъ изслѣдовапій о происхожд( 
нашего глазомѣра при измѣрепіи поля зрі 

Въ то время, какъ Риманпъ исходитъ 
вышеупомянутаго алгебраическаго вираже 
изображающаго въ самой общей формѣ 
стояпіе между двумя безконечно близі 
между собою точками, какъ основпаго допу-
п;еція, и отсюда выводитъ предложепія о под-
вижности твердыхъ (неизмѣпяемыхъ но формѣ) 
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простраиствепныхъ образовъ, я, съ своей сто-
роны, исходилъ изъ того иаблюдаемаго факта, 
что въ ііашемъ простраііствѣ движеніе твер-
дых7> пространственныхъ образовъ возможно 
съ извѣсгноіо намъ степенью свободы, іі изъ 
этого факта пыпелъ необходимость того алге-
браическаго пыражепія, которое Римапнъ вы-
ставляетъ, какъ аксіому. Допущеніл, которыл 
я доджепъ былъ положить въ осііоваиіе вт.і-
численія, были слѣдуіоіцід^ , 

Ио-порвы)«., чтобы вообще сдѣлать возмож-
нымъ вычислеиіе, необходимо предположить, 
что положепіе любой точки А относительно 
извііспшхъ, разсматриваемыхъ, какъ неизмѣн-
ные и твердые, прострапстпениыхъ образовъ, 
будь то липіи, или углы между линіями, или 
углы между плоскостлми и т. д., мозкетъ быть 
опред1;леио. Какь изнѣстно, измѣі>енія, необ-
ходимыя для опредѣленія положенія точки Л, 
назі.П)аются ея координатами. Число вообще 
иеобходимыхъ для иолнаго опредѣлеіпя поло-
жспія каждой точки коордииатъ опредѣл)іет'ь 
число измѣрепій разсматринаемаго простран-
ства. Далѣе предполагается, что при дви-
жеиіи точки Л пространственпыя величины, 
примѣнярмыя, какъ координаты, изменяются 
непрерывно. 

Во нторыхъ, должно быть дано опредѣле-
ніе твеі)даго тѣла относительно твеі)дой (не-
нзмѣпяемой) системы точекъ, что необходимо, 
чтобы имѣть возможность сравнивать про-

я 
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странствеішьш величины путемъ совпадеиія. По 
такъ какъ мы еще не предподагаемъ никакихъ 
спеціальныхъ методовъ для измѣрепія про-
странствеішыхъ величинъ, то опредѣленіс твер-

|[ даго тѣла дается лишь слѣдующимъ призна-
ікомъ: между координатами каждыхъ двухі. 
точекъ, принадлежащихъ твердому тѣлу, должно 
существовать уравненіе, которое выражаетъ 
неизменное при каждомъ движеніи тѣла про-
странственное соотношеніе мезкду обѣими точ-
ками (которое, въ концѣ концовъ, оказывается 
ііхъ разстояніемъ), равное для совпадающихъ 
паръ точект.. Совпадающими мы называемъ 
гакія пары точекъ, которыя могутъ совпадать 
одна вслѣдъ за другой съ однѣми и тѣми же, 
неподвижными въ пространствѣ, парами то-
чекъ. 

Несмотря на такую, повидимому, псопре-
дѣлепную постапопцу, это опредѣленіе чрезвы-
чайно богато послѣдствіями, потому что при 
увеличеніи числа точекъ, число ураппеній 
растетъ далеко быстрЬе, чѣмъ число онредѣ-
ляемыхъ этими уравнепіями коордипатъ точекъ. 
Пять точекъ Л, И, 1), Е даютъ десять раз-
личныхъ паръ точекъ: 

Ah, ЛС, ЛІ), АЕ 
НС, ЛІ), НЕ 

(]І), СЕ 
І)Е 

стало быть десять уравпенШ, которыя въ трех-
мѣрномъ пространствѣ содержатъ 15 пере-
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мѣнныхъ коордипатъ; изъ нихъ, однако, остается 
лишь шесть такихъ, которыми можно распола-
гать свободно, если система изъ пяти точекъ 
должна быть свободно подвижна и способна 
къ вращенію. 

Стало быть девять остаюш,ихся координатъ 
должны быть опредѣлены десятью упомяну-
тыми уравненіями, какъ зависимыя отъ 6 пе-
ремѣнпыхъ (независимыхъ). Для 6 точекъ полу-
чимъ 15 уравненій съ 12 перемѣнпыми, для 7 
точекъ 21 уравненіе съ 15 неремѣняыми п т. 
д. По изъ п независимыхъ между собою урав-
пеній, мы можемъ оііродѣлить п заключепныхъ 
пъ нихъ пеличинъ. Если у насъ есть болѣе, 
чѣмъ п уравпеній, то мы должны быть въ 
состояніи сами вывесть лишнія уравненія изъ 
п пррвыхъ. Отсюда слѣдуетъ, что тѣ уравне-
нія, которыя существ у ютъ между координатами 
каждой пары точекъ твердаго тѣла, должны 
быт/, особаго рода, такъ что, если эти урав-
ііепія выполнены въ трехмѣрномъ пространствѣ 
для 9 группъ точекъ, образованных'!, каждая 
изъ Г) точекъ, то изъ пихі. уравненіе для деся-
той группы слѣдуетъ тожественно. 

Изъ этого обстоятельства вытекаетъ, что! 
названное допуп;еніе для опредѣлснія твер-
дости все таки достаточно дліг того, чтобы 
определить характеръ уравненій, которыя су-
іцествуютъ между координатами двухъ неиз-
менно между собою соединенныхъ точекъ. 

Ih. третьихъ оказалось, что въ основаніе 
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вычіісленія долліпа была быть поставлена, какъ 
фактъ, епі,е одна особенность двилсеніл ненз-
мѣняеишхъ тѣлъ,—особенность настолько наыъ 
знакомая, что безъ этого изслѣдованія, быть 
моліетъ, наиъ ні[когда бы не пришло на умъ 
считать ее тѣмъ, что могло бы и но быть. Л 
именно, если мы. нашемъ трехмѣрномт. 
нространствѣ укрѣпимъ двѣ точки иеизмѣняе-
маго '1"Ьла, то оно можстъ еще только совер-
шать нращенія около прлыоіі, соединяющей 
эти точки, какъ осп враіценія Если же мы 
дадим'ь тѣлу полный 0б0])0тъ, то оно внонь 
точно совпадетъ съ тѣмъ положеиіемт., въ ко-
тором!. находилось сначала. То обстоятельство, 
что враіценіе беяъ оборота нааадъ (Drehun^i; 
ohne Umkehr) нриводитъ неизмѣняемо(! тѣлп 
снова къ ого начальному положенію, долліно 
быть особо упомянуто. Возможна такая пю-
метрія, гдѣ бы этого не было. Всего проще 
зто видно для гсометріи плоскости. ]>ообі)аяимъ 
себіі, что при каждомъ вращенін плоской 
фигуры, ея липейпыя измѣі)енія возрастаютъ 
пропорціональпо углу Dpaп^eнiя; тогда, послѣ 
полиаго поворота на 360", фигура болѣо не 
будотъ совпадать со своимь начальнынгь поло-
женіемъ. Ио всякая другая фигура, совпадав-
шая съ первою въ ел ііачальномъ пололіеніи, 
могла бы быть приведена къ совпаденію съ 
нею и во второмъ положеніи, если и вторая 

') ;)то можно дажо принять особаго рода оііредѣ.іг.ѵіе 
арямой лиоіи. Jhpee. 



фигура была попернута на 360° Можно было 
бы построить послѣдовательную систему гео-
метріи и при этомъ предположеніи, которое 
не подходитъ къ формѣ, данной Риманномъ. 

Съ другой стороны я ноказалъ, что перечи 
сленныя три донуіценія, взятыя вмѣстѣ, доста-
точны для того, чтобы обосновать принятую 
Риманном'ь исходную точку изслѣдованія, а 
стало быть также и всѣ дальнѣйшіе резуль-
таты его работы, отііосяіціеся къ различію 
разнаго рода пространствъ по ихъ мѣрѣ кри-
визны. Теперь остается только спросить, могутъ 
ли также законы движенія и ихъ зависимость 
отъ движуіцихъ силъ быть перенесены безъ 
противорѣчія па сферическія или псевдосфе-
рическія пространства? Это изслѣдованіе было 
произведено боннскимъ профессоромъ Лип-
шицемъ '). Дѣйствительно, наиболѣе общее 
выралсеніе всѣхъ ваконовъ динамики, принцип г. 
Гамильтона, мояіетъ быть перенесенъ прямо 
па пространства, для которыхі. мѣра кривизны 
но равна пулю. Стало быть, и съ этой стороны, 
уклоняющіяся отъ обыкновенной, геометріи си-
стемы не впадаютъ пи въ какое противорѣчіе. 

Далѣе мы должны спросить, откуда лее проис-
ходятъ эти особыя опредѣлепія, характери-
зуюіція наше пространство, какъ плоское, такъ 

') Lipni'liit/. Untorsufili. lib. dio ganzoii luimoif. Fund-
vou V J)ifloi44i1ialon. Поіт.1і;іг(1Ѵ'в Jouvu. 1'. Math. IA\ . 
S. 7] u ]iXX]I,S. 1. Untors. ftincB Problems ilcr Viiriations-
roclinuug. Тпмъ-жс LXXIV. 
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какъ эти опредѣленія, какъ оказалось, не со-
держатся въ общемъ понятіи протялсешіой 
трехмѣрноіі величины и свободной подвижно-
сти содержащихся въ ней ограниченныхъ об-
разовъ. Необходимыми формами мышленія, вы-
текающими изъ понятія такого многообразія и 
его измѣримости или изъ общаго понятія не-
измѣняемаго, содержащагося въ этомъ много-
образіи, образа и его свободнѣйшей подвиж-
ности, — такими законами l\пJCли эти опредѣ-
ленія также не являются. 

Изслѣдуемъ теперь противоположное допу-
щеніе, которое молеетъ быть сдѣлано о проис-
хожденіи этихъ опредѣленій, а именно вопросъ, 
не дмпирическаю ли они происхождеігія, нельзя 
ли ихъ вывести изъ фактовъ опыта, дсіказать 
этими фактами, испытать, или, быть можетъ, да-
же опровергнуть. Этотъ послѣдній случай вклю-
чилъ бы въ себя и то, что мы могли бы пред-
ставить себѣ ряды достушшхъ наблюденію 
фактовъ опыта, указывающихъ на иную вели-
чину мѣры кривизны, чѣмъ та, которою обла-
даетъ плоское пространство Евклида. Но если 
пространства другого рода представимы въ 
указанномъ смыслѣ, то этимъ было бы также 
опровергнуто, что аксіомы геометріи суть не-
обходимыя слѣдствія апріорно данной тран-
сцендентальной формы нашихъ паглядныхъ 
ііредставленій, въ смыслі; Канта. 

Раяличіе между евклидовой, сферической и 
псевдосферичоской геометріен) основано, какі. 
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выше yпoмянyтo^ на значеніи нѣкоторой по-
стояппой, которую Римаіінъ называетъ мѣрою 
кривизны соотвѣтственнаго пространства и 
которая равна нулю въ томъ случаѣ, когда 
справедливы яксіомы Евклида. Если она не-
равна нулю, то треугольник!! С7і болыпимъ 
содерясаніемъ поверхности будутъ имѣть иныя 
суммы угловъ, чѣмъ меньпгіе треугольники; 
сумма эта будетъ для первыхъ изъ нихъ боль-
шею въ сферическомъ нространствѣ и мень-
шею въ псепдосферическомъ. Далѣе, геометри-
ческое подобіе большихъ п малыхъ тѣлъ или 
фигуръ возможно лишь въ Епклидовскомъ про-
странствѣ. 

Исѣ системы практически вынолненныхъ 
геометрическихъ nsMt.penifl, при которыхъ три 
угла болыпихъ прямолинейныхъ треугольни-
ковъ измѣряются каждый порознь,—стало быті. 
также нсѣ системы астрономическихъ изм1;ре-
реній, дающихъ параллаксъ неизмііримо уда-
ленныхъ неподвижныхъ звѣздъ равный нулю 
(въ псевдосферическомъ пространств!', также и 
безконечно удалеиныя точки имѣли бы поло-
жительные параллаксы), подтверждаютъ эмпи-
рически аксіому о параллельныхъ и показы-
паютъ, что въ нашомъ пространств^., и при 
примѣііеніи нашихъ методовъ измѣрепія, мѣра 
кривизіп.1 пространства оказывается неразличи-
мою отъ пуля, ііонечпо, слѣдуетъ, вмѣстѣ съ 
Риманномъ, предложить вопросъ, но произошло 
ли бы нѣчто иное, если бы мы ішѣсто паптихъ 
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ограничеиныхъ основішхъ лииій, изъ которыхъ 
наибольшею является большая ось земной орбиты, 
могли воспользоваться еще большими. Но при 
этомъ мы не должны забивать, что всѣ геоме-
трическія измѣренія, въ концѣ концовъ, осно-
ваны на принципѣ совпаденія. Мы измѣряемъ 
разстоянія точекъ, подвигая ножки циркуля или 
масштабъ, или измѣрительпую цѣпь. Мы нзмѣ-
рясмъ углы, при чемъ ставимъ раздіілениый 
кругъ или теодолитъ, поставивъ его центръ 
въ вершипѣ угла. При этомъ мы опредѣляемъ 
прямыя линія посредствоиъ прямолинейнаго— 
судя по нашему опыту—пути свѣтовыхъ лучей, 
но то обстоятельство, что свѣтъ расиростра-
няется по кратчайшимъ линіямъ, пока онъ 
остается въ средѣ неизмѣнной преломл)[емости, 
могло бы быть примѣнено и въ пространствамъ, 
съ иною мѣрою кривизны. 

Ікѣ паши геометричсскіл измѣренія осно-
ваны, стало быть, на предположеніи, что паши, 
призпаваемыя нами за неизмѣняемыя, орудія 
измѣреііія, действительно, суть тѣла неизмѣ-
няемой формы, или что они, по крайней мѣрѣ, 
не иснытываютъ пикакихі, ипыхъ измѣноній 
формы, исключая тѣхъ, которыя аавислті, напр., 
отъ измѣиенія температуры, или отъ пичтож-
ныхъ растяженій, зависящихъ отъ измѣненнаго 
дѣйствія силы тяжести при измѣненномъ по-
ложеніи. 

Ііогда мы измѣряемъ, то мы при этомъ 
лишь выполняомъ, съ помощью лучшихъ и наи-



41 

болѣе надежішхъ изъ извѣстныхъ намъ всгіо-
могательныхъ средствъ, то самое, что мы въ 
въ иныхъ случаяхъ дѣлаемъ, наблюдая посред-
ствомъ глаэомѣра, чувства осязанія или отмѣ-
риванія шагами. Въ этихъ послѣднихъ слу-
чаяхъ наше собствеиное тѣло съ его органами 
есть измѣрительпый приборъ, который мы но-
симъ съ собою въ пространствѣ. То руки, то 
ноги играютъ для насъ роль циркуля; пашъ 
глазъ, поворачивающейся во всѣхъ наиравле-
ніяхъ, служить теодолитомъ, посредствомъ ко-
котораго мы измѣряемъ длины дугъ или пло-
скостные углы въ полѣ зрѣнія. 

Всякое сравнивающее между собою яа-
кія либо величины измѣреніе или оцѣнка про-
странственныхъ соотношеній исходитъ, стало 
быть, изъ предположенія о физической природѣ 
извѣстныз^ тѣлъ, нашего-ли собственнаго тѣла, 
или примѣпяемыхъ измѣрительныхъ приборовь; 
предположенія, конечно, могущаго имі;ть вы-
(ючайшую степень вѣроятности и находиться 
въ согласіи со всііми извѣстными намъ иными 
физическими отнощениіми, но, во всякомъ слу-
чай, переступающаго область чистыхъ про-
странственніАХъ интуицій. 

Да, можно даже указать определенное отно-
шеніотѣлъ, представляющихся намъ неизменяе-
мыми, при которомъ измѣренія въ Евклидовскомъ 
пространств!; привели бы къ такому результату, 
какъ будто они произведены въ псевдосфери-
ческомъ или въ сферическомъ пространстве. 
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Чтобы убѣдитьсл въ этомъ, напомню прежде 
всего о томъ, что, еслибы всѣ ліпіейпыя 
измііренія окружающихъ насъ тѣлъ и на-
шего собственнаго тѣла возрастали вмѣстѣ 
въ равномъ отношепіи, напр., всѣ наполо-
вину стали меньше или всѣ увеличились 
вдвое, то такое измѣненіе вовсе не могло би 
быть замѣчено при напіихъ средствахъ про-
странственнаго созерцаиія. Но тоже самое про-

I изошло бы и въ томъ случаѣ, еслибы растл-
жепіе или сжатіе по разнымъ паправленіямъ 
было различпымъ, предполагая, что наше соб-
ственное тѣло измінтлось би такимъ же ся-
мымъ образомъ, и предполагая далѣе, что лю-
бое тѣло, при вращеніи въ любой моментъ, не 
испытывал и не оказывая механическаго со-
противлепія, приняло бы ту степень растяженіи 
его различныхъ измѣреній, которая соотвѣт-
ствуетт. его положенію въ данные моменты. 

Представьте себѣ изображеніе вселенной въ 
выпукломъ зеркалѣ. Извѣстные всѣмъ высереб-
ренные шары, выставляемые въ садахъ, пока-
зываютъ существешшя лвленія такого изобра-
женія, хотя и не безъ нарушепій, вслѣдствіо 
пѣкоторыхі. оптическихъ неправильностей. Хо-
рошо выработанное выпуклое зеркало по слиш-
комъ большого отверстія показываетъ зеркаль-
ное изображеніе каждаго находящагося передъ 
нимъ предмета позади своей поверхности, прида-
вая этому изображенію тѣлеснын видъ и опреде-
ленное положеніе и разстояніе. Ко изображе-
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нія далекаго горизонта и солнца находятся 
также на ограниченномъ разстояніи, равномъ 
фокусной длинѣ зеркала, позади зеркала. Между 
этими изображеніями и поверхностью зеркала 
содержатся изображенія всѣхъ другихъ лежа-
щихъ передъ этимъ зеркаломъ объектовъ, но 
такъ, что изображеігія тѣмъ значительпѣе умень-
шены и приплюснуты, чѣмъ далѣе находятся 
ихъ объекты передъ зеркаломъ. Приплюсну-
тость, т. е. уменьшеніе измѣреиія вглубь, от-
носительно значительнѣе, чѣмъ уменьшеніе из-
мѣренШ поверхностей. 

Тѣмъ не мепѣе^ всякая прямая линія внѣш-
няго міра будетъ представлена въ изображе-
ігіи—прямою, всякая плоскость—плоскостью. 
Изображеніе человека, измѣряющаго масшта-
бомъ (линейкой) .удаляющуюся отъ зеркала 
прямую ликію, постепенно все болѣе укора-
чивается, по ьЛрѣ удаленія оригинала; однако 
своимъ также укороченнымъ (zusamrnengesch-
rumpft) масштабомъ человѣкъ иъ изобі)ажеиііі 
отсчитялъ бы точно такое ліе число саніимет-
ровъ, какъ и настоящій человѣкъ. 

Иообще псѣгеометрическія шмѣрепія, произ-
недеігныя лшііями или углами, съ измѣняю-
щимисяпоизвѣстному закону зеркальными изоб-
ражепіями дѣйствительныхъ инструмеіітовъ, 
дали бы точно тѣ же результаты, какъ и во 
вніінінемъ мірѣ; всѣ совпадепія въ пзобра^ке-
ніяхъ, при наложепіи разсматриваемыхъ тѣлъ, 
были бы тѣ ліе, какъ и во вііѣшпемъ ыірѣ; 
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всѣ лучи зрѣпія (Visirlinien) внѣшняго міра 
были бы замѣиены въ зеркалѣ прямыми лучамп 
зрѣнія. Словомъ, я не вижу, какимъ образомъ 
эти люди въ эеркалѣ могли би узиать, что ихт. 
тѣла—не неизмѣняеыыл (твердый) тѣла, и ихт. 
опыты дали бы хорошіепримѣры для подтвержде-

[ нія аксіомъ Евклида. По еслибы оыи могли загля-
нуть въ нашъ міръ, какъ мы можемъ загля-
нуть къ нимъ, хотя не можемъ перейти его 
границы, то нашъ міръ представился бы имъ 
изображеніемъ въ выпукломъ зериалѣ, и онн 
стали бы говорить о насъ то же, что мы о нихъ; 
если же люди обоихъ міровъ могли бы пере-
говариваться между собою, то, насколько я 
могу судить, они не могли бы убѣдить друп. 
друга, что одипъ видитъ все правильно, а дру-
гой въ искажешіомъ видѣ;. я не могу даяи» 

і узнать, имѣетъ ли такой вопросъ вообще какой 
і либо смыслѣ, пока къ нему не примѣиіаны со-
' ображенія механическаго характера. 

По данное Ііельтрами изображеніе псевдо-
сферическаго пространства въ полномъ шарѣ 
Евклидова пространства—совершенно того же 
рода, лишь съ тѣмъ различіемъ, что задняя по-
верхность не плоская, какъ для выпуклаго зер-
кала, а шаровая, и что отнопіепіе, въ которомъ 
сокр;ш;ак)Тся изображенія, приблилсаюпияся къ 
шаровой поверхности, выражается другою ма-
тематическою формулою ((/И. приміічапіе въ 
концѣ статьи). Птакъ, если мы вообразимъ 
паоборотъ, что въ шарѣ, внутри котораго спра-
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торый, удаляясь отъ центра, постоянно стяги-
ваются, подобно изображеніямъ въ выпукломъ 
:)еркалѣ, и притомъ т а к ^ ч т о ихъ изображе-
нія, построенныя въ-^^ісё^вдосіііерическомі. про-
странствіі, сохраняютъ неизмѣііішя илмѣропія, 
то наблюдатели, у которнхъ тѣла были бы 
подвергнуты тому же правильному измѣненію, 
получили бы, при геометрическихъ изігіЬре-
піяхъ, ими производимыхъ, такіс результаты, 
какъ если бы жили сами въ псевдосфериче-
скомъ пространствѣ. 

Мы можемъ, исходя изъ этого, сдѣлать еще 
шагъ впередъ; ми моліемъ отсюда вывести, ка-
кими покажутся предметы псевдосферическаго 
міра наблюдателю, у котораго глазомѣръ и 
простраиствснный опытъ развился подобно на-
шему, въ плоскомъ пространств!;, и которьпі 
поііалъ въ пространство нсевдосферическоо. 
'ГакоГг наблюдатель по прежнему считалъ бі.і 
линіи лучен sp'IiHiit (визирния линіи) своего 
глаза прямыми, какіі[ встречаются въ плос-
комъ пространствѣ, и каковы онѣ на самомі. 
дѣлѣ въ іііаровомъ изображенііі псевдосфери-
ческаго пространства. Изображеніе объоктопъ 
въ ігсевдос(І)ерическом']. пространств!} для его 
зрѣнія произвело бы на него, поэтому, такое 
впечатлѣніе, какт. будто о т . находится ві. 
цептрѣ шарового изображенія, придуманнаго 
иельтрами. Отдалоннѣйтіе предметы этого 
пространства онъ увидалъ бы вокругъ себя на 
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конечномъ разстояніи іі счелъ бы ихъ нахо-
дящимися, скажемъ примѣрно, на разстояніи 
ста футовъ По подходя къ этимъ отдалеіі-
нымъ предметамъ, онъ увидѣлъ бы, что они ра-
стягиваются, и еще болѣе вглубь,, чѣмъ по 
поверхности; сзади его предметы стягивались 
бы. Онъ узналъ бы, что судитъ ложно по гла-
зомѣру. 

Если бы онъ увндѣлъ двѣ прямыя, кото-
рыя по его оцѣнкѣ параллельны мел;ду собою до 
этого стофутоваго разстояпія, гдѣ міръ для него 
казался бы эамкнутымъ, то, подходя къ нему, 
онъ увидѣлъ бы, что, при растяженіи предме-
товъ, къ которым7> онъ приблилсается, эти ли-
ігіи раздвигаются, чѣмъ больше онъ къ пимъ 
подходитъ; сзади его, паоборотъ, ихъ разсто-
яніе становилось бы все меньше, тогда какъ, 
по мѣрѣ шествія впередъ, линіи все болѣе ра-
сходятся и все дальше другъ отъ друга. Двѣ 
линіи, которыя въ начальной точкѣ казались 
ему сходящимися въ одной и той же точиѣ 
задняго фопа на разстояніи 100 футъ, схо-
дились бы всегда, сколько бы онъ пп шелъ, 
и онъ никогда не досіигъ бы точки ііересѣ-
ченія. По совершенно подобныя изoбpaJкeнiя 
нашего дѣйствительнаго міра мы получимъ, если 
іюзьмемъ большую выпуклую чечевицу съ со-
отвѣтственнымъ отрицательнымъ фокуснымъ 

') Кдииида, дѣленпал ua мииусъ квадратъ этого ра;і-
стояііія, была бы мѣрок) крипизпы даиппго і(сопдо(;і|іоричс-
гкаго пространства. 
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разстояніемъ и поставішъ передъ глазомъ; или 
даже два Быпуклыхъ стекла, какт. въ очкахъ, 
лишьпѣсколькопризматическиотшлифованныхъ, 
какъ будто это куски цѣлой чечевицы болѣе 
значительнаго размѣра. Такія стекла и наз-
нанное выпуклое зеркало приближаютъ отда-
ленные предметы; самые отдаленные—до раз-
стоянія фокуса чечевицы. Если мы пачііемъ 
ходить съ такой чечевицей передъ глазами, 
то произойдутъ растяженія предметовъ, къ 
которымъ мы приближаемся, какъ и въ псевдо-
сферическомъ пространствѣ. Если кто либо возь-
метъ такую чечевицу, не со стофутовымъ фокус-
нымъ разстояніемъ, а гораздо сильнѣйшую, лишь 
съ 60 дюймовымъ разстояніемъ, то нъ первую ми-
нуту ему, быть можетъ, покажется, что всѣ 
предметы приблюкаются.По послѣ педолгагохож-
денія взадъ и впередъ иллюзія исчезаетъ, и 
онъ судитъ о разстояпіяхъ, несмотря на лолі-
ныя изображепіл, нполнѣ правильно. Мы имѣемъ 
полное основаніе думать, что съ нами въ псев-
досферическомъ пространствѣ было бы то же, 
что съ человѣкомъ, носящимъ очки и привы-
кающимъ къ пимъ уже черезъ пѣсколько ча-
совъ; словомъ, псевдосферическое пространство 
показалось бы намъ сравнительно не особенно 
странпымъ, и только въ самомъ началѣ, при 
измѣрсніи ііеличиіш и разстоянія отдалепныхъ 
предметовъ, по производимому ими впечатлѣнію 
на наше зрѣніе, мы были бы подверя:епы ошиб-
кам!.. 1Іротивоположіп,ія иллюзіи произвело бы 
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5ІЫ вступили въ него съ глазомѣромъ, пріобрѣ-
теинымъ въ Евклидовскомъ пространствѣ. Мы 
сочли бы отдаленные предметы еще болѣе от-
даленными и большихъ размѣровъ, чѣмъ они 
на самомъ дѣлѣ; подходя къ шшъ, мы нашли бы, 
что достигаемъ ихъ скорѣе, чѣмъ полагали, судя 
по зрительному образу. Мы также увидѣли бы 
предъ собою предметы, которые могли бы фикси-
ровать лишь расходящимися лучами зрѣнія, а 
именно всѣ тѣ, которые удалены отъ пасъ болѣе, 
чѣмъ на четверть большого круга. Это зрѣлиіце, 
однако, едвали показалось бы намт. слишкомі. 
необыкноиепнимъ, такъ какъ мы можемъ вос-
произвесть его и для земпыхъ предметовъ, 
если поставим'ь передъ одним'ь глазомъ слабо 
призматическое стекло, котораго болѣе тол-
стая сторона повернута къ носу: тогда мы 
должны направить глаза таю., что лучи зрѣнія 
разойдутся, иігаче не увидимъ отдалеппыхь 
предметовъ. Это возбуждаетъ чувство необы-
чайпаго напрлженія і-лазъ, но замѣтно не ия-
мѣшіетъ вида предметовъ. Но самое л" бопыт-
ное зрѣлище въ сферическомъ мірѣ предстіі-
1ШЛ7. бы наіііъ собстиешши затылокъ, куда 
сопілись бы всѣ наши лучи зрѣнія, па сколько 
они могутъ свободно проходить между различ-
ными предметами: опъ занималъ бы крайній 
задпій фонъ всего перспективнаго изображепія. 

При этомъ, копечно, слѣдуетъ еще замѣтить, 
далѣе, что, подобно тому какъ малепькін 
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плоскій ynpyrirt кружокъ, (напр. каучукопая 
пластитіа) можстъ быть прилаліеш. къ слабо 
искривлешіой шаровой поверхности лишь при 
относитеЛІ.П0М7, сокращопіи краевъ и растя-
жепіи середины, такъ же точно и наніе тѣло, 
лыросшге пъ Евклидоіюмъ нлоскомъ лростран-
ствѣ, не могло бы перейти въ искривленное 
irpocTpiuiorno бояъ подобнаго рода растяженій 
частей, при чомт, связь ихт>, конечно, могла 
бы удерліаться лить до той поры, пока упру-
гость частей допускала ихъ податливость безъ 
І)а:фыва или излома. Родъ растііженія былъ 
^nл тотъ самый, ісякъ сслибы мы вообраяилн себѣ 
in. центрѣ шара Бельірамн маленькое тѣло и 
ііатѣмъ переніли бы кт. нсевдосферическому или 
жесф(фическому иіюбраженіто этого тѣла. Чтобы 
такой ігороходч, покаиалсл но:імолсиі.імъ, всегда 
слѣдуетъ предположить, что пepexoдлп^ee тііло 
достаточно упруго и мало по срашгенііо ст. ве-
ні,естііепні,ім'і. или мнимымт. радіусомт, криііизіп.і 
ніаровиднаго ]ірості)анства, BJ> коіорюе nej)exo-
дпт'ь :)то ті.ло. Этого достаіочно, чтобы пока-
пать, указанным!, путемь ві.івести и:гь 
иішѣстныхі. законов'ь нашихт, чувственпыхъ 
воспрілтіп рлдъ чувственныхг вііечатл'Ішій, ко-
гоі)ыл доставилт. бы памъ сферическій или 
псевдосіііерическій мі])ч,, если бы оігь суще-
ствовплт,. Таклсе при этомъ мы пигдѣ но встрѣ-
чаемі. пи непоглѣдовіітельности, пи певозмоліио-
(ѵги, какт. и при вычислепш п])0('транственныхъ 
отноіпепій Мы можем'ь такт, ліе отлично і)аз-

4 
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рисовать зрѣлище псевдосферическаго ыіра по 
всѣмъ паправленіямъ, какъ и развить его по-
нятіе. Поэтому мы не можемъ допустить, 
чтобы аксіомы нашей геометріи были основаны 
па дашіой форміі нашей способности созерца-
ігія или чтобы онѣ какъ-либо были съ нею 
связаны. 

Иначе обстоитъ дѣло съ тремя измѣреніями 
пространства. Такъ какъ всѣ наши средства 
чувственнаго созерцанія относятся лишь къ 
трехмѣрному пространству, и четвертое изыѣ-
реніе было бы не только измѣненіемъ йуще-
ствующаго, по и чѣмъ то совершенно новымъ, 
то здѣсь уте, вслѣдствіе нашей тѣлесной орга-
низаціи, мы находимся въ полной певозмолс-
ности представить себѣ способъ созерцанія 
четвертаго измѣренія. 

Бъ закліоченіе, я хотѣлъ бы еще выставить 
на видъ, что геометрическіл аксіомы вовсе не 
такія предложенія, которыя принадлеяіатъ липіь 
чистому ученію о ііространствѣ. Опѣ высказы-
ваютъ, какъ и я уже замѣтилъ, утвержденія 
о величинахъ.О величииахъ молаіо говорить 
только, если мы знаемъ и сознаемъ какой бы 
то ни было снособъ, по которому можно эти 
величины сравнивать, разлагать па части и 
измѣрять. Калсдое измѣреніе пространства и 
поэтому вообще всѣ примѣненныя къ про-
странству понятія о величинахъ предпола-
гаютъ, стало быть, возмолаіость движенія про-
страиственныхъ образовъ, которыхъ форму и 
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пеличину, несмотря на движеніе, мы вправѣ 
считать неизиѣішими. Такія простраііствен-
ння формы пъ геометріи, правда, принято 
обозначать лиіпь какъ геометрическія тѣла, 
поверхности, угли, линіи, потому что мы отвле-
каемъ ихъ отъ всѣхъ прочихъ различій фи-
зическаго и химическаго характера, свойстпеп-
ныхъ тѣламъ; однако, одно физическое свой-1 
ство остается, а именно тве])Д0Сть (неизмѣ-1 
няемость). По для неизмѣняемости гѣлъ и г 
образовъ ми не имѣемъ никакого другого приз-
нака кромѣ того, что они во всякое время и 
во всякомъ мі.стѣ и послѣ псякаго вращенія, 
будучи наложони одно на другое, всегда даютъ 
тѣ же совпаденія, какъ и раньше. 1 Іо не измѣ-
нились ли налоліешіия другъ на друга тѣла,— 
оба въ одинаковомъ напрапленіи, этого мы вовсе 
не можемъ рѣшить чисто геометрическимт. пу-
темъ, не прибѣгая къ механическимъ соображе-
ніямъ. 

Если-бы мы сочли это полезныиъ для ка-
кой либо цѣли, мы могли-бы внолні; послѣдо-
пателі.но разсматривать пространство, иъ ко-
торому мы живемъ, как'ь кажуп;сеся прострап-і 
ство, позади внпуклаго зеріала съ укорочен-
нимъ и съуженнимъ фопомъ; или-же ми могли-
бы разсматривать ограниченный т а р ъ въ на-
іііемъ пространствѣ (взятый такъ, что но ту 
его сторону мы ничего уже неспособны воспри-
нимать), какъ безкопечное псевдосферическое 
пространство. Для этого стоило-бы только при-

,1* 
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писать тѣламъ, которня кажутся ііамъ твер-
дыми (иеизмѣііяемыми), а также и нашему соб-
ственному тѣлу, одновремепныя соотвѣтстиел-
ния растяженія и укорачиванія; при этомъ, 
конечно, ііришлось-бы совершенно измѣнить си-
сіему нашихъ механическихъ принципов!,: такъ 
какъ уже то предложеніе, что каждая нодвиж-
нал точка, на которую не дѣнствуетъ никакая 
сила, движется по прямой съ неизменной ско-
ростью, — это нредложеніе уже не подходить 
къ изображенію нашего міра въ выпукломі. 
зеркалѣ. Траекторія (т. е. путь движущейся 
точки) все еще будетъ прямая, но скорость 
будетъ зависѣть отъ мѣста. 

Нтакъ, геометрическія аксіоми гласятъ но 
только о прострапственнглхъ отношснілхъ, но 
въ тоже время и о механичесісомъ отнопісніи 
нашихъ твордыхъ тѣлі. при дннженіяхъ. 
Можно конечно разсматривать такое нонятіе 
твердаго і'еометрическаго пространственнаго 
образа, какъ трансцендентальное понятіе, будто 
бы образованное независимо отъ дѣГіствитель-
наго опита, и которому ЭТОГІ. ОНЫТЪ вовсе не 
долліенъ необходимо соответствовать, точно 
такъ же, какъ наши физичесдія тѣла фак']'и-
чески не соотвѣтстиуютъ вполнѣ и въ чистомі. 
видѣ даже тѣмъ понятіямъ, которыя мы отвле-
каемъ отъ нихъ путемъ индукціи. Ирисоеди-
нивъ такое іюнятіе о твердости, разсматри-
ваемое лиіш. какъ идеалъ, строгій кантіанецъ 
конечно могъ-бы і»азсматриііать і еомог|)ичесі;і)і 



аксіомы, какъ апріорііо, посредством !, траіісцсіі-
деиталыіаго созерцанін, даннын предложен!)!, 
который не подлежать нн подгиерждонію, ни 
оироверженію какимъ-бы то пи было опытомъ, 
потому что лишь помощью этихъ аксіомъ можно 
было-бы рѣшить, слѣдуетъ-ли разсматривать 
какое-бы то ни было физическое тѣло, какъ 
твердое. Но тогда намі. нришлось-бы утверж-
дать, что съ этой точки зрѣнія, гео5іетрическі»[ 
аксіомы—новее не синтетпческіл предлоліенія 
пъ смыслѣ Капта. Дііпстіттельно, онѣ тогда 
высказывали-бы лиііп> нѣчто такое, что могло 
бы слѣдовать ана.ттпчест изъ понятій, необхо-
димыхъ для измѣренія твердыхь геомет})ичо-
скихъ образовь, такт, какь лиіпь такіе o6i)a:nj 
могли-бы быть пркзгганаемы твердыми, кото-
рые удоилеіворяютъ этимт. аксіомамъ. По если 
мы пі)исоединимь къ геометрическнмъ аксіо-
мамъ еще предлоліепія, отпосящіяся къ меха-
ническимъ своГіствамъ ті.лъ нрііроды, хотя бы 
только предложепіе, отпосящеео! к'ь ииерціи, 
или лредложепіе, что мехаішческін и физиче-
скія CBoitcTna тѣль при прочихь ])авпых'ь усло-
віяхъ не могутъ зависѣті. отт. мѣста, запимасѵ 
маго тѣломъ, тогда такая система предложспіГі 
пріобрѣтаетт. ді.йстішіелыіое содержаііі(% ко-
торое можетт. быть подтверзкдеио или опро-
иергпуто опытомъ, а именно потому может-і. 
быть также и добыто опытомъ. 

ііпрочемт., новее .не моя цѣль утверждать, 
чго человѣчестио добі.іло прострапствеппіли 
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иіітуиціи, соотвѣтстпующія аксіомамъ Евклида, 
лишь чрезъ посредство тщательно выполнеіі-
iraxj. системъ- точішхъ геометрическихъ измѣ-
реній. Скорѣе рядъ обыденныхъ опытовъ, осо-

I бенно созерцаніе геометрическаго подобія боль-
піихъ и малыхъ тѣлъ — подобія, возможидго 
лишь въ „плоскомъ" простраііствѣ, привело кі. 

' тому, что каждое геометрическое созерцаиіе, 
которое протиіюрѣчило этому факту, отбрасн-
валось, каиъ непозмолшое. Для этого не было 
падобпости ни въ какомъ полпаніи связи по-
нятій между наблюдаемым'ь фактомъ геометри-
ческаго подобія и аксіомами, но лишь посред-
ствомъ мпогочисленныхъ и точныхъ наблюденій 
пространственныхъ отношеиій было добито 
знапіе ихъ типическаго характера,—родъ со-
зерцанія, какимъ обладаете художникъ по отно-
піенік) къ подлежащим!, изображенію имъ пред-
метамъ, при помощи котораго онъ пр вильно 
и топко судитъ о томъ, соотпѣтствуетъ-ли испы-
туемая новіія комбипація природѣ іізобратае-
маго предмета или-же не соотніп стпуетъ. Хотя 
для этого і[а нашомі. языкЬ нѣтт. другого ua-
звапія кромѣ „созсрцашя"; но это не что иное, 
какъ эмпирическое знаніе, п pi обретенное пу-
темъ накопленіл и усилеиія однородно во-
зобновляющихся впечатлѣній, а никакъ не 
трансцендентальная и дапнаіг до всякаго опыта 
форма созерцанія. Иодобныя эмпирически до-
бытыя—и гп^e не переработанныя въ ясно и 
онрсдѣлеіто выраженпоо поннтіе — созерцанія 



типичнихъ закономіфныхъ соотііоіиенШ до-
вольно часто импонировали метафизикамъ, какъ 
апріорно данныя предлоясепія; но этого я здѣсь 
не имѣю необходимости разъяснять подробнѣе. 

Добавленге. Математгіческгя попсненія. 

Осііовапія геометріи сферичесішхъ про-
сгранствъ трехъ измѣреній всего легче полу-
чаются, если для пространства четырех?, измѣ-
реній установить уравненіе, соотвѣтствующес 
шару: 

1) + у» + г̂  + іг= 
Для раастоянія ds можду точкою (х, у, z, t) и сможною 
+ (у + <hj), (г + de), (t + dt)\ іюдучимъ: 

2) ds'' dx'' + dif + dz-
Помощью тѣхі. же способов!., капіе при-

мѣшіютъ Kb тремъ изыѣреніямъ, легко убѣ-
диться, что кратчайшія линіи даются уравне-
піями: 

3) 
ax + by + rz+ft- О 
ах + РУ -jz + tf,« О 

гдѣ (I, Ь, с, /', а также а, з, у, <р постояпния. 
Длина кратчайшей дуги s между точками 
у, t) и (5, 1, с, т) получится, какъ и на 

іііарѣ изъ урапнопія 

' [Jt) JC 
Изъ 2), 3) и 4) одна изъ координагъ исклю-

чается помощью 1), тогда наши выражепін бу-
дутъ отпоситьсіі къ сферическому трехмѣриому 
пространству. 



г,г, 

Б:ілвъ paacTOJiiiin отг точки 
е = г, = с о 

откуда изъ 1) имѣемъ т.- Іі наіідемг 

Гдѣ -\/а:- + 
или 

.'О іЧ,, и. arc И. arc ° 

Здѣсь Я^ обозначает'!, разстоліііе точки ж , у, z 
огъ начала коордиііатъ. 

Ирсдстапимт. себѣ теперь, что точка у, z 
г.феричрскаго пространства изображена т . 
такой точкѣ плоскаго пространства, что ся 
координаты будутъ: 

• Лх My Hz 
^ t , ^ t,"^ t 

It- -У' 
х- y-^ IP 

'і'огда ИТ, этомъ плоскомъ пі)0ст})ансті!ѣ 
у])аі)неііі)і принадлежа щі л кратчаіішимъ 
липілмъ сфсричоскаго просіранстиа, будутъ 
ураіиіенілми пі)лм].іхъ лннііі. Огало быті. 
кратчаіпіііл лппіи сф(Ч)ичоскаго про('ті)анстиа 
изобр.ііілтсл 1ѴІ. сисісмѣ X, Y^ / прямыми лп-
пілми. Для очень м а л ы х т . „ - ц а й д е м ч . t 11 \\ 

X У 
РІтакг, попоср(>дстііенно близь начала ко-

ордината, измѣропіл пт. обоихъ ирості»ан('тпахъ 
соіиіадііютъ. другой стороны для разстол-
пій огь центра имііемі.: 
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6) S, It. arctg (+ ) 

Здѣсь и можетъ стать безконечнымъ, но 
каждая точка плоскаго пространства должна 
изобразить двѣ точки шара, одну, для которой 

Sa 2 AJ"! которой S„y ^ и-. 

Растяженіе или удлиненіе въ направлепіи 
и будетъ: 

dU Л'+U' 

Чтобы найти соотвѣтственныя выраженія 
для псевдосферическаго пространства, доста-
точно взлть 11 и t мнимыми, именно и 
t UL 

Тогда изъ 6j: 
S, , V 

lUi + л,г 

или, что тоже, преобразуя въ вещественную 
форму: 

1 U^+U 

Здѣсь сохраняет!, пещественпыя значе-
иія лишь до тѣхт. поръ, пока U<.B\\ для 
V R, разстолиіе iS» становится въ псевдо-
сферическомъ пространств!» безкопечпо вели-
кимъ. Пзображеніе въ плоскомъ пространств!) 
наоборотъ содержится липіь въ іііаріі радіуса 

н каждая точка этого піара изображяотъ 
лишь одігу точку безконечпаго псеидосферп-
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ческаго пространства. Растяженіе въ направ-
леніи и есть: 

dSo Мі^ 
dU Ѣ'- t/i" 

Но длл лннейыыхъ элементовъ, которые 
направлены перпендикулярно къ С/, для ко-
торыхъ стало быть t постоянно, имѣемъ въ 
обоихъ случаяхъ: 

У dx' + di^+dz' ^ ^^ ^ 

у + + 
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