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ГЛАВА 

1 
Операционное исчисление 

§ 1 .  Нахождение изображений и оригиналов 

Функцией-оригиналом называется любая комплекснозначная функция 
j(t) действительного аргумента t, удовлетворяющая условиям: 

1°. j(t) интегрируема на любом конечном интервале оси t (локально 
интегрируема). 

2°. Для всех отрицательных t 

/(t) == о. 
3°. 1/(t)/ возрастает при t -+ +оо не быстрее показательной функции, 

т. е. существуют такие постоянные М > О и s, что. Д11Я всех t 

(1) 
Нижняя грань s0 всех чисел s, для которых справедливо перавея­
ство (J), называется показателем роста функции /(t). 

Пример 1 .  Показать, что функция 

/(t) == { е21 sin Зt, 
о, 

является функцией-оригиналом. 

t >О, 
t <О, 

Действительно, функция /(t) локально интегрируема: 

] е 21 sin Зt dt 
t, 

существует для любых конечных t 1 и t2 • 
Условие 2• выполнено в силу задания функции. 
Н аконец, для любых вещественных t 

le 21 sin Зtl � е 21 , 
так что в качестве М в условии з• можно взять любое число � 1 ;  s0 == 2. 1> 

Простейшей функцией-оригиналом является так называемая еди­
ничная функция Хевисайда 

1/(t) == 
{ 1 ,  t > о, 

О, t <О. 
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Очевидно, 

(t) (t) = { <p(t), t > О, 
<р 1J О, t <О, 

так что если <p(t ) удовлетворяет условиям lo и 3", то <p(t)71(t ) удовлетво� 
ряет всем условиям, налагаемым на функции-оригиналы. 

· 
Задачи для самостоятельного решения 

1 .  Проверить, какие из указанных функций яаляются функциями-ориrиналами: 

а) f(t) = Ь1q(t), ь > о, ь-# 1; 
1 

в) f(t) = 
t _ 3 ч(t); 

д) f(t) = ch (3 - i)t ч(t); 
ж) /(t) = t1ч(t); 
и) /(t) = е1

2 
ч(t); 
1 

л) /(t} = t2 + 2 ч(t); 

б) /(t) e<2нi)tч(t); 

r) /(t) t2ч(t); 
е) /(t) = tg t ч(t); 
з) /(t) = e-t cost ТJ(t); 
к) /(t) = e-1

2q(t); 
00 

м) /(t) q(t)+ L:(-I)"ТJ(t-k). 
k=l 

В дальнейшем для сокращения записи будем, как правило, писать 
j(t) вместо f(t)ТJ(t) , считая, что рассматриваемые нами функции про­
должены нулем для отрицательных t . 

Изображением функции f(t) по Лапласу называется функция F(p) 
комплексною переменною р = s + iu, определяемая равенством 

+оо 

F(p) = j j(t)e-pt dt . (2) 
о 

Тот факт, что F(p) есть изображение f(t) , будем символически за-
писывать так: 

/(t);::: F{P). 
Функция F(p) определена в полуплоскости Re р = s > so и является 

в этой полуплоскости аналитической функцией. 

Пример 2. Пользуясь оnределением, найти изображение функции 

j(t) = e2t . 
Решение. Для функции f(t) = е21 имеем s0 2 . Поэтому изображение 

F(p) будет во всяком случае оnределено и аналитично в nолуnлоскости Rep > 2 . 
Имеем 

но +оо 
l 

1-+оо 
F(p) = J e21e-pt dt = J e-(p-2)t dt = е-(р-2)1 , - = 1 

(Rep= s > 2). 
0 о 

-(р-2) 1=0 р-
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1 
Итак, F{p) = -- . Эта функция аналитична при Rep > 2, и, кроме того, она р-2 
аналитична всюду, за исключением точки р = 2. Это не противоречит сформу­
лированному выше утверждению, так как последнее гарантирует аналитичностъ 
F(p) при Rep > s0, но вовсе не утвержДает, что если Rep < 80, то F(p) всюду 
неаналитична. � 

Задачи для самостоятельного решения 
Пользуясь определением, найти изображения следуютих функций: 

2. f(t)=t. 3. f(t)=sinЗt . 4. f(t)=te1• 5. f(t)=t9 (а > - 1 ) .  

1 б. Может ли функция t.p{p) = -. - служить изображением некоторого оригинала? 
cosp 

Свойства преобразования Лапла.сf3 

Теорема единственности. Иреобразование Лапласа 
+оо 

F(p) = j e-ptj(t) dt 
о 

единственно в том смысле, что две функции j1 (t) и j2(t) , имеющие 
одинаковые преобразования Лапласа, совпадают во всех точках непре­
рывности, для всех t > О. 

Различные разрывные функции могут иметь одинаковое иреобразо­
вание Лапласа (читателю предлагается построить пример такой функции). 

1. Свойство линейности. Для любых комплексных постоянных а и fЗ 
aj(t) + {Зg(t)';:!. aF(p) + {ЗG(р) 

(здесь и всюду в дальнейшем считаем j(t);::!. F(p) , g(t);::!. G(p)). 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти изображения функций: 

7. 1 + t. 8. 2 sint- cost . 9. t + �е-1 

11. Теорема подобия. Для любого постоянного а > О 

j(at);::!. ±F(;). 
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Задачи для самостоятельного решения 
Пользуясъ теоремой подобия, найти изображения следующих функций: 
1 0. j(t) =e01• 1 1 . j(t) = sin 4t. 1 2. a) j(t) = coswt; б) j(t);::::sh Зt . 
1 3. Пусть f(t) � F(p) . Найти изображение функции j(t/a) (а > О) непосред­
ственно и с помощью теоремы подобия. 
Пользуясъ теоремами линейности и подобия, найти изображения следующих 
функций: 
1 4. j(t) = sin 2t . 
1 6. f(t) = cos 3t. 
1 8. f(t) = sin 4t . 

1 5. 

1 7. 

1 9. 

j(t) = s \nmt cosnt. 
f(t) = sin mt sin nt. 
f(t) = cosmt cosnt . 

111. Дифференцирование оригинала. Если функции 

j(t), j'(t), .. . , /(n)(t) 
являются функциями-оригиналами и j(t) ;::= F(p) , то 

/'(t) ;::= pF(p) - /(0) , 
/"(t) ;d р2 F(p)-pj(O) - j'(O), 

. .. . . . . . .. ... .. . . . .. . . . .. .. . . . . . . . .. .... . . . . . . . .. .. . .. . . ,_ 

i">(t) ;d p"F(p)-pn-1 /(0)-pn-2 /'(0) - .'. - /(n-1)(0), '. 
где под /(k)(O) (k = 1, 2, ... , n- 1) понимается lim J<k>(t). 

t-+0 
Пример 3. Пользуясь теоремой о АИфференцировании оригинала, 
найти изображение функции j(t) = sin 2t . 
Решение. Пусть j(t) � F(p). Тогда 

/'(t) � pF(p) - /(0). 
2 2 Но f(O)=O , а f'(t) = 2 sin t cos t = sin 2t � -2-. Следовательно, � =pF(p), 

откуда Р + 4 1' +4 

F(p) 2 . .  2 = 
р(р2 + 4) ;:::: s tn t. f> 

Задачи для самостоятельного решения 
Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти изображение сле­
дующих функций: 
20. j(t) = cos 2t . 21. f(t) = sin 3t. 
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22. j(t) = t sinwt . 

24. j(t) = t coswt. 

23. j(t) = cos 4t . 

25. /(t) = te1 • 

7 

IV. Дифференцирование изображениfl. Дифференцирование изобра­
жения сводится "умножению на ( -t) оригинала 

F'(p) :=' -tf(t) 
или, вообще, 

F(n)(p) :=' ( -t)n /(t). 
Пример 4. Найти изображение фу�:�кции /(t) t2et. 

l ' 
Решение. Имеем е1 ;::: --. •  По теореме о дифференцировании изображе� р-1 ( 1 ) ' . t 1 • t ния р _ 1 ;= -te , откуда (р _ 1)2 ;:::::: te . Далее 

( 1 ) ' . t 2! . 2 t 
(р _ !)2 ;= -t(te ) или (р t)> ;= t е . 1> 

Задачи дпя семостоятельноrо решения 
Найти изображения следующих функций: 
26. j(t)=t2cos t .  27. j(t) = t(e1+cht) . 
28. j(t) = (t + 1) sin 2t. 29. j(t) = t sh Зt. 

У. Интеrрирование ориrинапа. Ин:тегри]Ю8ание оригинала сводится 
к делению изоброжения нар, т, е. если !(t);::: F(p), то 

t 

J f(т) dт;::: F�). 
о 

Пример 5. Найти изображение функции 
t f er dт. 

о 
1 

Решение. Имеем et := --. По теореме об интегрировании оригинала р-1 
1 --/r .р-1 l е dт;::::. -р- = р(р _ l). 

о 
[> 
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Задачи дл я  самостоятельного решения 
Найти изображения следующих функций: 

t t 
30. f(t) = j sin r dr. 31 . f(t)= j<r+l) cosUJr dт. 

о о 
t t 

32. /(t) = j r sh2r dr. 33. j(t) = j cos 2UJr dr. 
о о 
t t 

34. f(t) = j chUJr dr . 35. f(t) = J r2е-т dr . 
о о 

00 
Vl. Интегрирование изображения. Если интеграл J F(p) dp сходит-

ся, то он служит изображением функции J(t): Р 
"' t 

'' 00 
J�t) 

;: 1 F(p) dp. 
р 

sin t 
Пример 6. Найти изображение функции -t-. 

р . l 
ешение. Как известно, sш t := -2-- . Поэтому р + 1 

00 sin t j dp !"" 1r -::::: -- = arctgp =- - arctgp = arcctgp 
t . р1+1 р 2 

р 

(для многозначных функций Ln z, Arctg z и т. д. берем их главные ветви, для 
которых ln 1 = О, arctg 1 = 7r/4 и т. д.). [> 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти изображения следующих функций: 

t 1 1 -l . 2t 1 t 36 ) � - ) � .  ) � - cos • а t , б t , в t . 37. а) 

38. а) e
t - 1 - t

; 
б) et - e-t 

t t . 

) cos t - cos 2t б t . 
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С помощью теоремы об интегрировании изображения легко вычи-
сляются некоторые несобетвенные интегралы. 

оо j(t) 
Пусть J (t} ::= F(p) и пусть сходится несобетвенный интеграл f - dt. 

Тогда о t 
00 00 

J j�t) dt = J F(p) dp, (3) 
Q Q 

где интеграл справа можно вычислять по положительной полуоси. 

Пример 7. Вычислить интеграл 
00 

J siпt 
d 

t 
t. 

о 

l 
Решение. Имеем sin t ;= у + 1 . По формуле (З) 

/00 sint j"" dz !"" 1r 
dt = -- = arctgz = -. z2 + I 0 2 

о о 

Задачи дпя самостоятельного решения 
Вычислить интеrралы: 

00 -41 -Ьt 
39. J е �е dt (а> О, Ь > 0). 

о 

00 

00 J e-at sinat 
40. 

t 
dt (а> О, а> 0). 

6 

1 e-at -e-f3t 
41 . t 

sinmt dt (а> О, f3 >О, т> 0). 
о 

00 J Ae-at + Be-f3t + ce-rt + De-6t 
42. 

t 
� 

о 

(А + В +С + D = О, а> О, /3 > О, 7 > О, 5 > 0). 
00 00 

!> 

43• 
1 cosat

.t 
cosbl dt j sinatsinьt 

dt (а> О, Ь > 0). 44. (а> О, Ь >О). 
t 

о о 

Vll. Теорема смещения. Если j(t) ::= F(p), то для любого комплекс-
ного Ро 

t!'ot /(t) :=' F(p- Ро). (4) 



10 Глава 1. Операционное исчнсgение 

Пример 8. Найти изображение функции /(t) e-t cos 2t. 

Решение. Имеем cos 2t ;:::! 
2 
р 

4
. По теореме смещения Wo = - J) 

. р + 

-t • р+ 1 е cos2t;:::: 
(р+ !)2 +4. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти изображения: следующих функций: 

45. а) e2 1sint; б) e1cosnt. 46. е-1. е . 

48. te1 cos t. 

1> 

Vlll. Теорема эаnаэдь1аания. Если l(t) := F(p), то для любого поло­
жительного т 

j(t- т):=' е-рт F(p). (5) 

Теорему запаздывания удобно использовать при отыскании изобра­
жения функций, которые на разных участках задаются разными анали­
тическими выражениями. 

Пример 9. Найти изображение функции 

f(t- l )  = (t- 1)27J(t- l). 

Решение. Для функции f(t) = t2 q(t) имеем 

2 
/(t);:::! ]· р 

По теореме запаздыва!Пfя для функции f(t- 1) = (t- l)2q(t- 1) имеем 

(t 1)2q(t- 1 );:::! е-Р 23 •  
р 

Здесь существенно, что ищется изображение функции f(t- 1) = (t- l)271(t- 1), 
т. е. функции, равной нулю nри t < 1. 

Если рассмотреть функцию /1 (t) = (t - 1)2 q(t), то для нее имели бы J1 (t) = 
(t2- 2t + I)q(t) и no свойству линейности 

2 2 2 1 
(t- 1) q(t) ;:::! рЗ - р2 + р' [> 



§ l. Нахождение изображений и оригиналов 

Задачи дпя самостоятельного решения 
Найти изображение функций: 
51. sin (t- Ь)q(t-Ь). 52. cos 2(t- Ь)q(t-Ь). 53. eнq(t- 2) . 

11 

Пример 10. Найти изображение F(p) функции /{ t), заданной следу­
ющим графиком (рис. 1): 

fttF.-----

.

� 
О а 2а Заt 

-1 

Рис.1 

Решение. Найдем анмитическое выражение для /(t). 
а) Для t Е (0, а) функция f(t) задается формулой 

t-a /(t) = -1}(t) . . 
а 

б) Для t Е ( а, 2 а) имеем f(t) = О . 
в) При t � 2 а  nолучаем · t- 2а 

j(t) = -- q(t - 2 а). а 

(б) 

(7) 
Предnолагая, что функция j(t) задана формулой (6) для всех t ;,?: О, выясним, 

какую функцию ф1(t) надо к ней nрибавитъ, чтобы nолучить функцию j(t) = О 
для всех t �а. Потребовав, чтобы nри l �а 

t-a - +Ф1(t)=О, а 
наЙдем 

t-a 
Фt(f) = -�q(t- а). а 

Далее находим такую функцию ф2(t), чтобы в сумме с /(t) = О иметь 
t -2а 

функцию -- ШIЯ всех t � 2 а. Это дает а 

откуда 

t- 2 а  
о + Ф2(t) = -- , а 

t- 2 а  tPl{ t) = --'l(t- 2 а.). а 
Таким образом, для всех t �О nолучим 

t- а t- а t- 2а j(t) = -q(t)- -17(t- а)+ --17(t- 2а). а а а 
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Пользуясь свойством линейности и· теоремой запаздывания, находи:м- иско­
мое изображение F(p) данной функции j(t): 

F(p) -1-- �- -1-е-ар- -1-tГ24Р 
ар2 р ар2 ар2 

Пример 1 1 . Найти изображение F(p) функции j(t), которая задана 
следующим графиком (рис. 2): 

/('] а 
� 

2а За 4а .,.t 
Рис.2 

Решение. Найлем аналитическое выражение для функции f(t). 

а) j(t) = l дпя t Е (0, а), 
б) j(t) = О  для t Е (а, 2а), 

t- 2а 
в) j(t) = -- для t Е (2а, За), а 

t 3а 
r) j(t) = 1 - -- для t Е (За, 4а), 

а 
д) /(t) = О  для t � 4а. 

Для t Е (0, а) имеем f(t) == 1. . 
Далее наЙдем функцию ф1(t) такую, чтобы при t �а выполнялось соотно­

шение 1 + ф1(t) О, откуда ф1(t) = - J ·q(t- а). 
Теnерь находим функцию ф2(t) такую, чтобы nри всех t > 2а было справед­

t 2а 
ливо равенство О+ ф2(t) --. Отсюда а 

Аналогично находим фунruии 

t- 2а 
--q(t- 2а). а 

t За 
-2--q(t- За), 

а 
t 4а 

ф4(t) = --'l](t- 4а). 
а 

Таким образом, 

t- 2а 
j(t} = rt(t)- q(t- а)+ а 

t-3a t-4a 
- 2а)- 2--q(t За)+ -- 17(t-4а). а а 

Пользуясь свойстtюм линейности и теоремой запаздывания, nолучим изображе­
ние 

1 
F(p) = ­

р 
1> 
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Пример 12. Найти изображение функции {О nри t < 1 ,  
j(t) = t2 nри 1 < t < 2, О nри t > 2. 

Решение. Выразим /(t) через стеnени разностей t - 1 и t - 2. Имеем 

е [(t- I) + tJ2 = (t- 1) 2  + 2(t- r) + 1, 
t2 [(t- 2) + 2]2 = (t- 2) 2  + 4(t- 2} + 4. 

Следовательно, данная функция f(t) запишется в виде 

/(t) = [(t- 1) 2 + 2(t- 1) + l)q(t- 1) - [(t- 2) 2 + 4(t 2) + 4]q(t- 2). 
Переходя к изображениям, получим 

13 

f(t)? F(p) (р� +;+�)е-р- (;з +; + � )е-2Р. t> 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти изображения следующих функций, заданных графически: 

54. f(t) 55. f(t) 

о 1 t о 

-1 

56. f(t) 

t 

57. f(t)t 
1 - -� 
o���L-----�==�==���-

t 

/(t) = { �-Ь(!-а) nри О :::;; t:::;; а, 
nри t >а. 

t 
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58. ftt_� J��--------�--- z -

j(t) = { �- e-b(t-s) 

· О а t 

59. /(t) 

о 

81. /(t) 
4 
3 
2 
1 

о 

-2 

-4 

83. f(t) 
2 

о 

84. f(t} 
l 

-1 

85. f(t} 
l 

о 

-1 

а 

,.. 1 1 
r--"1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

1 1 1 1 
11 12 ,з '4 1 1 1 1 1 f 1 1 
�........�, 1 

1 
1 1 
1 1 
1.......1 

а 

-------

t 

t 

2а 

2а 

60. t'!r------- , 
. /1  

О а Ь 

82. f(t) 
l ------

За 

t 

2а t 

nри О� t �а, 
nри t >а. 

• 
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66. f(t) 
11---. 

о 
-1 

67 . . /(t) 
ь ----------.,--------1 1 1 
о ,а J2a 

1 1 
-Ь ----- ! 1 

t 
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68. Пусть функция f(t), nериодическая с nериодом Т, есть функция-оригинал. 
Показать, что ее изображение по Лапласу F(p) дается формулой. 

т 

F(p) = l _ �-рТ J е -pt j(t) dt 
о 

и определено в лолуплоскости Re р в >О. 

Пример 13. Найти изображение пе­
риодической функции f(t),заданной 
графически (рис. 3). 

Решение. Изображение находим по 
формуле 

f(t�lliLDv 0�2 3 4 "t 
Рмс.З 

т 
F(p) = 1 _�-,.т j е-1'1 /(t) dt, (8) 

о 

где /(t) - nериодическая с периодом Т функция, Re р = в > О, Подставляя в (8) 
выражение 

/(t) 

учитывая, что Т= 2, получим 

{ t nри О� t � l, 
2 - t nри 1 < t � 2, 

1 [/1 . /2 . ] l- е-Р 
F(p) = 1 _ е-2, te-1'1 dt + (2- t)e-JII dt = p2{l +е-Р). 

о 1 

t> 
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Задачи для самостоятепьноrо решения 
Найти изображение следующих периодических функций: 

&9. ю;� . о 1 2 3 
л. /. 
456 7 8  t 

70. f(t)� 
��vvvvY� 
о 1 2 3 4 5 t 

71 . f(t) = l sin tl. 

73. f(t�h 
о 1Г 

72. f(t) = lcos t! .  

.. t 

{ sin t при 
f(t) = 0 · 2k1r < t < (2k + l )tr, 

при (2 k + 1)1Г < t < (2 k + 2 )'11', 
74. Показать, что если j(t) := F(p), то 

а 
j(t)71(t- а):= F(p) - j j(t)e-pt d t. 

о 

(k = О, 1 ,  2, . . . ) . 

В nрактике оnерационного исчисления nриходится иногда стал­
киваться с так называемыми обобщенными функциями l), играющими 
важную роль в современной математике. 

Одним из nредставителей обобщенных функций является функция 
Дирака o(t), которая оnределяется так: 

{о, 1) ё(t) = 
оо, 

если t =f:. О, 

если t = О, 

/З 
2) f ё(t)/(t) dt = /(0) , 

а 

rде (а, /3) - любой интервал, содержащий точку t =О, а /(t)- функция, 
неnрерывная в точке t = О.  

Аналогично оnределяется функция ё(t - т) , сосредоточенная в точке 
t=т. 

В теории обобщенных функций ё(t) рассматривается как nроизвод-{ 1 t >о 
пая единичной функции 11(t) = о: t <о: 

1/1 (t) = ё(t). (9) 

l) Строrое оnределение обобщенных функций см., наnример, в книге: Гельфанд И. М., 
Шилов Г. Е. Обобщенные функции и действия над ними. М.: Физматтиз, 1959. 



§ 1. Нахождение изображений и оригиналов 17 

Аналогично, при любом т 
т/(t - т) = o(t- т). 

Заметим, что производпая функции ТJ(t) в обычном смысле равна нулю 
для всех t :f. О, а при t О не существует. 

Сnраведли!)ы формулы 

o(t) := J; 
б(m)(t) := pm

, 
т� О- целое; (lO) 

б(t- r)" := e-pr. 
Рассмотрим функцию j(t), имеющую разрывы первого рода в точках 

t�c (k = 1 ,  2, . . . , n) со скачками 

h,. = J(tk +О) - J(tk- О) (k = 1 ,  2, . .. , n). 
Пусть j(t) непрерывно дифференцируема в интервалах (t1;, tk+J) 

( k = 1 ,  2, .. . , n - 1 )  и при t < t 1 и t > tn. Тогда 
n 

/'(t) = ,;(t) + '2: h�o:б(t- t,.), (11 )  
k"'l 

n 
где /1(t) = J(t)- 2: hk'l](t - t��:) - «сомкнутая» функция. Таким образом, 

k=l 
nроизводпая разрывной функции /(t) составляется из ее обычной nроиз� 
водной Jr(t) (в интервалах гладкости j(t)) и суммы б-ф;·нкций в точках 
разрыва с соответствующими скачками в качестве коэффициентов. Это 
правило важно для nравильного nрименения теорем оnерационного ис­
числения к разрывным функциям. 

Рассмотрим, например, функцию /(t), определяемую так: 

/(t) 'fJ(t)- 2q(t - 1) + q(t- 2). 
Применяя формулу (11 ), находим 

!'(t) б(t)- 2б(t - 1) + б(t- 2), 
откуда согласно соотношениям {10) 

Далее, 

что дает снова 

!'(t) :== l- 2е-Р + е-2Р. 

1 2 - 1 -2р 
J(t) := - - -е Р + -е , 

р р р 

/(t) = 1'/(t) - 2ТJ(t- l) + 1/(t- 2). 
Нестрогие рассуждения без учета формулы ( 1 1 )  nривели бы к следующему. 
Производпая /(t) в обычном смысле равна нулю всюду, кроме точек t = О, 
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t = l ,  t = 2 ,  где она не существует. Но тогда и интеграл Лапласа от !'(t) 
тоже должен быть равен нулю, откуда и изображение /(t) получается 
равным нулю, что явно неверно. 

Задачи для самостоятельноrо решения 

75. Решить задачу 70, найдя сначала изображение производной функции j(t) , 
а затем изображение самой: функции j(t). 
76. Пусть а и Ь -два положительных числа, и пусть j(t);:::. F(p) . 
Показать, что функция 

g(t) = 
{ f(at - Ь), t > �· 

. ь 
о, t < -, 

а 

имеет изображение �е-Ърfа F(pfa) (совместная теорема подобия и запаздывания) .  
а 

77. Найти изображения функций: 

а) j(t) = 
{ •Ф - �)' 1 > ! : 

о, t < 8' { sh (Зt - 6), t > 2, 
в) j(t) = 

о, t < 2. 

, { cos ( Зt - �) , 
б) j(t) = 

о, 

1Г 
t >-

18' 
1Г 

t < 18; 

78. Найти изображение функции распределения масс mk в точках t = k 
,. 

/(t) = Е mkб(t - k). 
k=O 

IX. Теорема умножения (теорема о свертке).  Произведение двух 
изображений F(p) и Ф(р) такж� является изображением, причем 

t 
F(р)Ф(р);::: j f(r)tp(t - т) dт. 

о 

(12) 

Интеграл в правой части (12) называется сверткой функций /(t) ' 
и tp(t) и обозначается символом /(t) * tp(t). 

Пример 1 4. Найти изображение функции 
t 

'Ф(t) = J (t � т)еr dт. 
о 
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Решение. Функция ф(t) есть свертка функций f(t) = t и Y'(t) = е1• По те­
ореме умножения 

1 . 1 1 
ф(t) ;d IJI(p) = F(р)Ф(р) = у . р- 1 = р2(р- I). 1> 

l 1 
Пример 15. Пусть F1(p) = -, F2(p) = - (ж > О, у >  О- действи-
тельные). r . . рУ . 

t"'-1 t•-· . 
Тогда ft(t) = Г(z), /2(t) = Г(у) . По теореме умножения 

t 

Ft(p)F2(p) = р:+, ;:::. Г(ж;Г(у) 1 (t- т)1Н.r"'-1 dт. (13) 
о 

С другой стороны, 

Из {13) и (14) имеем 
t 

t:t+y-1 1 1 Г( :с+ у) = Г(ж)Г(у) (t- т)'-'r'"-1 dr. 
о 

Положив т = >.t, из последнего равенства получим 
z+y-1 1 

t 1 1 ,z-l( l ')'-1 , 
Г( ж+ у) = Г(ж)Г(у) · " -л dл. 

о 

(14) 

Интеграл в правой части есть В-функция Эйлера В(ж, у). Мы приходим к заме­
чательной формуле, связывающей В- и Г-функции Эйлера. 

В( ) 
_ Г(:с)Г(у) ж,у - Г( ж +у)· 

Повторная свертка 

Пусть имеем три функции /1(t), !2(t), /3(t). Тогда 
t 

Далее, 

F1 (p)F2(p) ;::: j /2('r1 )/t (t- Tt ) dr1. 
о 

t t-r2 

(F,(p) · F2(p)) · Fз(р) ;:=' 1 { 1 /�.(т,)/t(t- т,- т2) dт, } /з(Т?.) dт1 = 

о о 
t 1-1') 

1> 

= J /з(т2) dт2 J /2(rt)!J(t- т, - т2) dт1. 
о о 
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Пусть 

Тогда 

1 
- ;:::. 'll(t). р 

t t-т2 
F2(p)Fз(p) J J р ;:::. /з(т2) dт2 /2(т1)77(t- т1- т2) dт1. 

о о 
Из определения функции 7J(t) следует, что фактически интегрирование 
ведется по области t > т1 + т2, где 1J(t- т1 - т2) = 1. Таким образом, 

Воспользуемся этим результатом дЛЯ нахождения объема п-мерноrо 
шара. Введем прямоугольную декартову систему координат х1, х2, ••• , Х11 
в п-мерном пространстве. 

Объем V11(R) rипершара радиуса R определяется равенством 

Vn(R) = J J ... J dx1 dx2 ... dx11• 

zj+zj+ ... +z;:(R2 
В силу симметрии шара относительно его центра 

zi+z�+ ... н;:(R2 
V11(R) 211 J dx1 J dx2 . . . J dx11• 

о о о 
Сделаем замену xk = v'fk (k 1, 2, . . . , n) . Тогда 

Это есть повторная свертка n одинаковых функций 

fk(t) = � (k 1, 2, . . . , n) , где t = R2• 

Изображение каждой из таких функций 

Vi 
/k(t);:::. v'P (см. задачу 5). 

Поэтому 



§ 1. Нахождение изображений и оригиналов 

откуда 1Гn/2 1Гn/2 яn 
v;,(Vt) = ( n) tnf2 = ( n) = Vn(R). 

г 1 +- г 1 +-
2 2 

Итак, 

В частности, при 
n 

= 2 находим 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти изображения следующих функций: 

t 

79. J еt-т sin т dr. 

о 
t 

82. J (t-r)nf(r)dr. 

о 

t 

80. J cos (t- т)е2т dr. 

о 
t 

83. J е2(т-t)т2 dr. 

о 

t 

8 1 .  j (t-r)2chrdr. 

о 

21 

Первая теорема разложения. Если F(p) - аналитическая функция 
в окрестности бесконечно удаленной точки и равна в ней нулю и если ло­
рановское разложение F(p) в окрестности бесконечно удаленной точки оо 

Ck 
имеет вид F(p) = 2: --;; , то оригиналом F(p) служит функция 

k=l р 
00 

f(t) = L Ck tk-1 
k=l (k - 1)! ' 

причем этот ряд сходится при всех t. 
Пример 16. Рассмотрим функцию F(p) = ---!--. 

р + 1 

Она аналитична в окрестности бесконечно удаленной точки, и ее лораиовекое 
разложение в окрестности этой точки имеет вид 
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Тогда 

Тhава 1. Операционное исчнрение 

1 ( 1 1 ,. 1  ) - 1-2+4-···+ (- 1) -2 + ... р р р р" 

00 (-l)"t2" /(t) = Е (2n)! = cos t, n=O что совпадает с известным результатом. 1> 

Пример 1 7. Найти изображение функции /(t) = Jo(t), где J0(t) -
функция Бесселя нулевого порядка. 

Решение. Известно, что 
00 

k t2k Jo(t) = ?; ( - 1) (k!)222k. 

1 Рассмотрим функцию F(p) = r.=;=::t · Эта функция однозначна в области 
v l +р2 

IPI > 1 ,  аналитична в окрестности бесконечно удаленной точки и обрашается 
в этой точке в нуль. Найдем ее лораиовекое разложение в окрестности бесконечно 
удаленной точки по формуле разложения бинома: 

1 \( "1)-l/l 00 (-l)k(2k)f F(p) = JI"+P2 = р l + р2 =?; (kf)222kp2k+J' 

Согласно первой теореме разложения оригиналом для F(p) будет функция 
00 (-l)kt2k /(t) = ?; (k!)222k Jo(t). 

Таким образом, 
1 Jo ( t) :=' т.-:-:::; . v 1 +р2 

Пример 1 8. Вывести рекуррентное соотношение 

2n Jn+l(t) = тJn(t)- Jn-l(t). 

Решение. Известно (см. задачу 86), что 

J,.(t) ;:=: ( v9+1-р)" 
..jp2 + 1 

Используя теорему об интегрировании изображения, лолучаем 

J,.(t) -' !"" ( ..;.;;г+1- р)" d 
t :- vfp2 + 1  

р. 
р 

1> 
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Положим ..jp2 + 1- р:::: v . Тогда 

так что 

J (JP2+l-p)" dp= -J v"-1. dv= - v" +с, 
..jp2+1 n 

J (t) 1 ·tp=oo 1 
-"- := -- [( v9+1 - р)"] = - ( ..jp2 + 1 -р)". t n р=р n 

С другой стороны, из выражений 

() . 1 ( � )n-1 Jn-1 t := г.::г;-; v р-+ 1 - р ' ур2+ 1 

() . 1 ( � )"+\ J,.+l t := #+Т v р-+ 1 - р 

находим 

Jn-l(t) + Jn+l(t) :=' 2(JP2+1-р)". 
Из соотношений (15) и (16) устанавливаем 

2n Jn-l(t)- TJ,.(t) + Jn+l(t):::: О. 

Задачи для самостоятельного решения 

84. Показать, что 

J�(t):::: J,._l(t); J,нl(t) (n = 1, 2, ... ). 
85. Найти изображение функции f(t) = J1(t). 
86. Показать, что 

87. Показать, что 

t"l2 J,.(2Vt) :=' - 1 -1 e-l/p (n = О, 1 , 2, . . .  ). р"+ 

23 

(15) 

(16) 

t> 

88. Функция Бесселя первого рода чисто мнимоrо аргумента lh(t) выражается 
через функцию Бесселя J .. (t) соотношением I,.(t) = (i)-" J,.(i t). 
Показать, что 

J,.(t) := (р- �)" ..;рг=1 
89. Полиномы Лаrерра определяются формулой 

( ) et d" ( " -t) ( ) L,. t = -1 -d t е n = О, 1, 2, ... . n. t" 
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Показать, что 

Глава ] . Операционное исчиСJiение 

1 ( 1 ) " L,.(t) := Р 1- Р (n о, 1, 2, . . . ) . 

90. Найти изображение функции f(t) == ln t. 
91. Показать, что 

t 

rде erf(t)""" � J е-"2 du. 
о 

00 
Пусть требуется найти сумму функционального ряда I: IPn(t) , rде 

IJ'n(t) - функции-оригиналы. n=l 
Заменив функции IJ'n(t) их изображениями, придем к ряду, соста­

вленному из изображений,  суммировать который иногда бывает зна­
чительно проще, чем исходный ряд. Переходя от найденной суммы 
к функции-оригиналу, найдем сумму данного ряда. 

00 
Пример 19. Найти сумму ряда Е Ln(t), где Ln(t)- nолиномЛагерра 
nорядка n. n=O 

Решение. Для nолиномов Лаrерра L,.(t) имеем 

Поэтому 

1 ( 1 ) " 
L,.(t) := р 1 - р . 

t (-J)"L,.(t) :=' _!. [1- (1- ..!.) + (1 
n=O , р  р 

l)i ] 
р - . . .  = 

Таким образом, 

----:-=--
р 1 + 1 2р- 1 

р 

t ( -1)" L"(t) ::::: �et/2. 
""'о 

Задачи для самостоятельного решения 

92. Показать, что 

93. Показать, что 

00 1 2: ( - 1)" L2n(2t) = 2e1(sint + cos t). 
n=O 

� L,.(t) r: 
L....- eJ0(2vt). 
n=O n! 

�. _1_ = �et/2 
2 1 . 2 . р --

2 

t> 
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94. Показать, что 
"' 1 L (-1У J2м 1 (t) = 2' sin t. n=O 

95. Показать, что 
ос 

Jo(t) + 2 L J2n(t) = 1, 
n= l 

где Jk(t) -функция Бесселя nорядка k.  
96. Показать, что 

+оо f costu 
Пример 20. Вычислить интеграл /(t) = + 

о 

du, t > О. 

25 

Решение. Для cos tu, рассматриваемого как функция аргумента t, по тео­
реме nодобия имеем 

Поэтому 

t . р cos и := -2-- 2 . р +и 
+оо ·j pdu f(t) := (р2 + u2)(a2 + u2) . 
о 

Подынтеrральная функция, как функция аргумента u, допускает предста­
вление 

р р 1 р l 
(р2 + u2)(a2 + u2) = -у _ а2 · р2 + u2 + р2 _ а2 · а2 + u2 · 

Следовательно, ( 1 U р 1 t.l) lи=+оо '11' 
1 f(t) := - -- arctg- + -- · - arctg- = - · --. р2 а2 р р2 - а2 а а u=O 2а р + а 

Переходя к функциям-оригиналам, получим окончательно 

j(t) = !:.e-at. 2а 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить интегралы: 
00 

J u sin tu 97. а) /(t) = --2 du, t >О; l+u 
о 

00 

J s i n tu · cos и б) f(t) = 
и du, t > О. 

о 

1> 
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98. Найти значения функции f(t) и ее первых Двух производных при t-+ +0 , 
если /(t) := (р2

р + 1 
) 

и !' (t) , !" (t) , /111 (t) - оригиналы. р +р + 1  

Отыскание оригинала по изображению 
Для нахождения оригинала /(t) по известному изображению F(p) 

применяются Сilедующие приемы: 

1. Если F(p) = ��� есть правильная рациональная дробь, то разла­

гают эту дробь на сумму простых дробей и находят оригиналы для каждой 
простой дроби, используя свойства 1-IX преобразования Лапласа. 

1 
Пример 2 1 .  Найти оригинал для функции F(p) = (р )( 2 4). . р -1р+ 

Решение. Разлагаем F(p) в сумму простых дробей: 

1 А В Cp +D 
р(р - 1)(р2 + 4) = р + р - 1 + р2 + 4 . 

Находя коэффициенты А, В, С, D, получаем 

1 1  1 1 1 р l 1 
F(p) = - 4:p +sp - 1 + 20 р2 + 4 -Sp2 + 4 . (17) 

Ориmналы для каждой из простых дробей в правой части ( 17) находятся просто. 
Используя свойство линейности, находим 

Пример 22. 

1 1 t 1 1 f(t) = -- + -е +- co s 2t -- sin 2t. 4 5 20 10 
1 � F(p) = (р2 + 1)

2• Наити оригинал /(t). 

1> 

Решение. В данном случае F(p) уже есть простая дробь. Для нахождения 
оригинала восnользуемся теоремой умножения и тем, что 

Имеем 

t 

1 -2-- := sin t . р + 1 

1 1 · l l lт=t l 1 =- [c o st - c o s (2r - t)] dr =  -t c o st - - sin (2r - t) = -t c o st - - sint . 2 2 4 т=О 2 2 
о 

е-Р Пример 23. F(p) = --. Найти оригинал /(t). p+l 

1> 



§ 1 .  Нахождение изображений и оригиналов 'Ц 

Решение. Наличие множителя е-Р указывает на необходимость nрименения 1 . -t теоремы заnаздывания. Здесь т 1, --1 :=е , nоэтому р +  

ll. С помощью второй теоремы разложения, котора• утверждает, что 
nри определенных условиях, наложенных на F(p), оригиналом для F(p) 
служит функция 

' 

j(t) = I: res [F(p)ePt] , 
(pk) 

где сумма вычетов берется по всем особым точкам Pll функции F(p). 
В частности, если F(p) = ��� - правильная рациональная дробь, 

то оригиналом ее служит функция 
l 1 ,r�-l 

j(t):::: f; (n�c- 1)! ;��k dpn•-1 [F(p)�(p - P.t)nt] ' {18) 

где Pk - полюсы F(p) кратности nk и сумма в формуле (18) берется 
по всем полюсам F(p). 

Если все полюсы F(p) простые, то формула ( 18) упрощается и при-
нимает вид 

р 
Пример 24. F(p) = (р2 _ 1)1• Найти оригинал j(t) . 

Решение. Функци11 F(p) имеет nолюсы р1 = 1, р2 = -1,  каждый второго 
порядка. По формуле ( 1 8) 

j(t) = lim [(рр
е111)2]

' + lim [(p
p�pt)2 ]

1 = -2
1
t sh t. 1> р-+1 + 1 " р--1 1 р 

Задачи дпя самостоятепьного решения 

Для данных изображений найти оригиналы и nостроить их графики: 

2е-11 е-2Р 
99. F(p) = рз· 1 00. F(p) = рг· 

е-2р е-эр 
1 01 .  F(p) = -. 1 02. F(p) =-3. р-1 р+ 
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Найти оригиналы по заданному изображению: 
l 

103. F(p) 2 4 . 
р + р + 5 

р 105. F(p) == (р + l )2 . 

1 107. F(p) = 2 2 
3• 

р + р + р 

109. F(p) 2рз + р2 + 2р + 2 
r + 2р4 + 2рз . 

р + 2 111. F(p) = (p + l){p-2)(p2 + 4)' 
l 11 З. F(p) = 4 3 
· • 

р + 2р + 3р2 + 2р + 1 

115. F(p) = рз � 1 . 

1 117. F(p) = (p- l)2(p + 2) . 

зi 119. F{p) = (рЗ _ l )2. 

е-зр 
121. F(p) = (р +  l )2• 

е-Р 2е-2" бе-3" 
126. F(p) = -2 + -3 + -4-. 

р р р 

104. F(p) р2 + 4р + З . 

р 106. F(p)""' (р2 + 1)2• 
l 108. F(p) = ---,. � 7- р 
1 110. F(p)= 2(р2 ) ' р + l  

112 F(p)-
n! ' -p(p + l)(p + 2) .. . (p+n) 

р2 + 2р-l 
114. F(p) = з 3 2 3 1 . р + р + р + 

2р + 3 
116. F(p) = з 4 2 5 . р + р + р 

118. F(p)= p2 + 2p - l  
. р3 -2p + 2p- l  

е-Р ре-2р 
120. F(p) = р2 -2р + 5 + р2 + 9. 

е-Р 122. F(p) = р(р _ l ). 

е-рfз 
127. F(p) = (р2 ) • р + 1 

Теорема Эфроса. Пусть J(t) := F(p), и пусть Ф(р) и q(p) - анали­
тические функции такие, что 

Ф(р)е-тq(р) := l{)(t, т) . 

Тогда 
00 

F[q(p)]Ф(p) := j J(т)�t?(t, т) dт. 
о 



§ 2. Решение задачи Коши для линейных ОДУ 

l В частности, если Ф(р) = 
, q(p) = ..;р, то ..;р. 

tp(t, т) = �e-r2/(4t). 
v1rt 

29 

Поэтому, если известно, что F(p) � j(t), то по теореме Эфроса находим 
оригинал для F<j;) : 

00 
F(..(jj) :=: _l_ 1 J( ) -r1/(4t) d 

r.n . г:::;: т е т. 
Vl:' V1ft о 

Задачи для самостоятельного решения 

(19) 

И
спол

ьзуя теорему Эфроса, найти оригиналы следующих функций (а - веще­
ственное число): 

e-,tpzfa 
128. F(p) = --. 

р 
e-a,tp 

129. F(p) = rn. 
PvP 

130. F(p) 

e-vfPzfa е-а.;р 
132. F(p) = ( rn ) Р vP+a 

131. F(p) = (VP ) . 
.;р - + h  а 

Используя теорему Эфроса, вычислить следующие интегралы: 

00 

133. J(t) == � 1 ch те-т2/(4t} dт . .  

о 

00 

"" 

134. I(t) = � 1 cos т е-т2/(4t) dт. 
о 

00 . 
135. I(t)== );tlтshre-т2/(4t)dт. 

о 
136. I(t) = � 1 т sin т e-т2f(4t} dт. 

о 

§ 2. Решение задачи Коwи дпя обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

Пусть имеем дифференциальное уравнение (для простоты - второго порядка) 
d2

x dx ао d{l + а, dt + a2x(t) = j(t), 
где ао, а,, а2 const, ао =/:=О, j(t) -функция-оригинал. 

(l) 
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Будем искать решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным 
условиям: 

а:( О) = хо, ж' (О) = а:,. (2) 
Пусть ж(t) := Х(р), J(t) := F(p). Применяя к обеим частям ( l) преобра­
зование Лапласа и используя теорему о дифференцировании оригинала 
и свойство линейности преобразования Лапласа, вместо дифференциаль­
ного уравнения ( 1) с начальными условиями (2) получаем операторное 
уравнение 

(аор
2 

+ а,р + а2)Х(р) - (аорхо + ao:Z:t + а,а:о) = F(p). (3) 
Из (3) находим 

(р) _ F(p) + аоржо + ao:Z:t + а,а:о х -
2 

• 
аор + а,р + а2 

Это так называемое оператарное решение. Находя по Х(р) оригинал a:(t), 
мы тем самым найдем функцию ж(t) -решение задачи Коши (J)-(2). 

Общий случай решения задачи Коши для дифференциального урав­
нения n-го порядка принципиально ничем не отличается от случая n = 2. 

Схема решения задачи Коши 
с помощью преwразования Лапласа 

ЗадачаКоши Решение задачи 
1 в пространстве оригиналов Коши IV 

!L rL-
' 

Операторное уравнение гд- Решение операторного 
в пространстве изображений уравнения 11 III 

Здесь L означает применение к 1 преобразования Лапласа, А -
решение операторного уравнения Il, L -l - применение к 111 обратного 
преобразования Лапласа. 

Пример 1 .  Решить задачу Коши 

Решение. 

х" + ж  = 2 cos t; ж(О) = О, ж' (О) = -1. 

ж(t);:: Х(р), ж'(t);:: рХ(р) - ж(О) = рХ(р) , 

t . р 
cos ;::: -2-- , 

р + 1 



§ 2 . . Решение задачи Коши для линейных ОДУ 

так что оператарное уравнение имеет вид 

отсюда 

р2Х(р) + 1 + Х(р) = 2
2р 

l; р + 

2р 
Х(р) = 

(р2 + 1)2 - р2 + 1 . 

1 
Находим оригинал для Х(р) . Оригинал для функции -2-: 

р + 1 
1 . .  -

2
- ;= sш t. 

р + 1 

3 1  

2р 
Для нахождения оригинала для функции 

(р2 + 1 )2 
воспользуемся, например, 

теоремой о дифференцировании изображения (см. § 14): 

2р ( l ) ' . . 
(р2 + 1)2 

= -
р2 + 1 Р ;= t SIЛ t. 

Значит, Х(р);::: t sin t - sin t = (t - l) sin t. 
Итак ж(t) = (t- 1) sin t. · 

Задачи для самостоятельноrо решения 

1> 

Решить следующие дифференциальные уравнения при заданных начальных уело-
виях: 

1 37. ж' + ж = е -t, 
1 38. ж' - ж = 1, 
1 39. ж' + 2ж = sin t ,  
140. ж" = \, 
141 . ж" + ж' = 1 , 
1 42. ж" + ж = О, 
1 43. ж" + Зж' = е1, 
1 44. ж" - 2ж' = е21, 
1 45. ж" + 2х' - Зж = е -t, 
1 46. ж111 + ж' = 1, 
1 47. ж" + 2ж' = t sin t ,  
1 48. ж" + 2ж' +ж = sin t, 
1 49. ж111 - ж" = sin t , 
1 50. ж111 + ж' = t, 
1 5 1 .  ж" - 2ж' + ж = е1, 
1 52. ж111 + 2ж" + Sz' = О, 
1 53. z" - 2z' + 2ж = 1, 
1 54. ж" + ж' = cos t, 

z(O) = 1 . 
ж(О) = - 1 . 
ж(О) = О. 
ж(О) = О, ж'(О) = 1. 
ж(О) = О, ж'(О) = 1. 
ж(О) = 1, ж'(О) = О. 
ж(О) = О, ж'(О) = - 1 . 
ж(О) = z'(O) = О. 
ж(О) = О, z'(O) = 1. 
ж(О) = z'(O) � ж"(О) = О. 
ж(О) = О, ж' (О) = О . 
ж(О) = О, ж' (О):;: - 1 . 
ж(О) = ж'(О) = ж"(О) = О. 
ж(О) = О, z' (O) = - 1; ж"(О) = О. 
ж(О) = О, z' (O) = 1. 
z(O) = -1, ж'(О) = 2, ж"(О) = О . 
ж(О) = ж'(О) = О. 
ж(О) = 2, ж' (О) = О. 
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155. х" + 2ж' + ж t2 , 
156. ж111 + ж" sin t ,  
157. ж" + ж =  cos t ,  
158. х111 + х" = t ,  
159. х" + 2х' + Sx = 3 ,  
160. x1v - х"  = cos t ,  
161. ж" + 2х1 + 2ж = l , 
162. х" + х = 1 ,  
163. х" + 4ж = t ,  
164. ж" 2х1 + 5х = 1 - t ,  
165. х111 + ж  О ,  
166. х111 + ж" cos t ,  

х(О) = 1 ,  х'(о) = О. 
ж(О) ж'(О) = 1, х"(О) О .  
ж(О) = -1, ж'(О) = 1 .  
х(О) = -3, х'(О) = 1 ,  х"(О) = О. 
ж(О) = 1, х'(О) = О. 
х(О) = О, ж'(О) = - 1 ,  :i'(o) = х111(0) = О. 
ж( О) ж' (О) = О. 
х(О) -1, х' (О) = О .  
ж(О) = 1 ,  х'(О) = О. 
х(О) = х'(О) = О. 
х(О) = О, х'(О) = -1, ж"(О) 2 .  
х(О) = -2, х'(о) = х"(О) = О. 

167. х111 + х' е1 , х(О) = О, х'(О) 2, ж"(О) О. 
168. ж1v - х" = 1, ж(О) d:. х'(О) = ж"(О) = xm(O) = О. 
169. ж" + х' = cos t ,  х(О) 2 ,  ж'(О) О. 
170. х" - х' te1 , х(О) = х'(О) = О. 
171. ж111 + x' = cos t ,  х(О) = О, х'(О) = -2, ж"(О) = О. 
172. х" + 2ж' + х = t ,  х(О) = х'(О) = О. 
173. х" - х' + х = e-t , х(О) О, ж'(О) 1 . 
174. x" - x = sin t ,  х(О) -1, ж1(0) = 0. 
175. х111 + х = е1 ,  х(О) О ,  i�:1(0) = 2, х"(О) = О. 
176. х" + х  2 sin t ,  x(O) = l, х'(О) = - 1 .  
177. x" - 2z' + x = t - sin t ,  ж(О) = х'(О) О .  
178. х'' + 2ж' + х = 2 cos 2t ,  х(О) = а:'(О) = О . 
179. х11 + 4а: 2 cos t · cos 3t, х(О) = а:'(О) = О . 
180. х'' + .:r  = te1 + 4 sin t ,  х(О) = ж'(О) :::: О .  
181. а:11 ж' = te1 , х(О) = l, х'(О) = О. 
182. х" + х' 4 sin 2t , х(О) = О, х'(О) = 1 .  
183. х111 - 2х11 + х' = 4 , x(O) = l , х1(0) = 2, х"(О) = -2 .  
184. х11 - Зх' + 2з: = е1 , х(О) :::: z'(O) = О . 
185. z11 - z' = t 2 ,  z(O) == О, х'(О) 1 .  
186. z111 + z :::: � t2e1 , х(О) = ж'(О) = х"(О) = О. 

187. х" + х  t cos 2t , ж(О) = ж'(О) = О . 
188. ж" + n2x == a sin (nt + o) ,  х(О) = х'(О) О .  
189. z111 + 6.х11 + l lx' + 6х == l + t + е , х(О) ж'(О) = х"(О) = О. 
190. ж1v + 2ж" + х = t sin t, х(О) = ж'(О) = х"(О) = х111(0) О .  
191. х11 2ох' + (о2 + ,д2)х = О, х(О) = О, х'(О) 1 . 
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1 92. х" + 4х = sin t ,  х(О) = х'(О) = О . 
1 93. х111 + х' = е21 ,  х(О) = х'(О) = х"(О) = О. 
1 94. x1v + х111 = cos t ,  х(О) = х'(О) = х"(О) = О, х111(0) = 1 · 

1/ 3 1 1 1 95. х - 4х = sin 2t sin 2t , х(О) = 1 ,  х (О) = О. 

33 

1 96. x1v - 5x"+ 10x' - 6x = O, x(O) = l, х'(О) = О, х"(0) = 6, х111(0) = - 14. 
1 97. х" + х' + х = te1 ,  х(О) = х'(О) = О. 
1 98. х" + х = t cos t ,  х(О) = х'(О) = О. 
1 99. х111 + Зх" - 4х = О, х(О) = х'(О) = О, х"(О) = 2 .  
200. х111 + Зх" + Зх' + х = 1 ,  х(О) = х'(О) = х"(О) = О. 
201 . х111 + х = 1 ,  х(О) = х'(О) = х"(О) = О. 
202. х" + (А)

2
Х = a[71(t) - 71(t - Ь)] , х(О) = х' (О) = О. 

Требование, чтобы начальные условия были заданы в точке t = О ,  
несущественно, так как линейной заменой независимой переменной t 
задача Коши при t = t0 f. О сводится к задаче с начальными условиями 
в точке t = О. Покажем это на примере дифференциального уравнения 
второго порядка. 

Пусть требуется найти решение уравнения 

(4) 

удовлетворяющее начальным условиям x(t0) = х0 ,  x'(t0) = х 1 ,  где t0 f. О .  
Положим 

Тогда 

t = т +  to ;  
x(t) = х(т + to) = х(т) ; 
/(t) = /(т + t0) = J(т) . 

x'(t) = х'(т + to) = х'(т) ,  
x"(t) = х"(т + to) = х"(т) ,  

и уравнение (4) и начальные условия примут вид 

ао�'(т) + а ,�(т) + а2х(т) = f(т) ,  
х(О) = Хо, �(О) = х, . (5) 

Мы получили задачу Коши для уравнения (5) с начальными условиями, 
заданными в точке т = О .  

Пример 2. Найти решение уравнения x"(t) + x'(t) = t ,  удовлетворя­
ющее начальным условиям а:( 1) = 1 ,  х' ( 1 )  = О .  

2 Зак. 265 
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. 
Решение. Положим t = т +  1 и x(t) = х(т + 1 )  = z(т). Тогда данное 

уравнение и начальные условия примуr вид 

Х''(т) + Х'(т) = т +  1 ,  z(O) = 1 ,  Х'(О) = О, 
так как значению t = 1 отвечает значение т = О.  

(6) 

Составим операторное уравнение для дифференциального уравнения (6). 
Пусть Ж(t) := Х(р) .  Тогда 

Х'(т) := рХ(р) - 1 ,  
Х''(т) := р2 Х{р) - р, 

и операторным уравнением будет 

р2Х(р) - р +  рХ(р) - 1 = ...!._ + �. 
р2 р 

Решая его относительно Х (р) , найдем 

1 1 
Х{р) = - + -.  

р3 р 
Переходя к оригиналам, получим 

т2 
z(т) = 1 + 2'  

Заменив здесь т н а  t - 1 , будем иметь искомое решение задачи Коши 

(t - 1)2 x(t) = 1 + -
2
-. 1> 

Задачи для самостоятельного решения 
Решить сЛедующие дифференциальные уравнения с заданными начальными уело-
виями: 

203. х" + х  = О, 
204. x"(t) + x'(t) = 2t , 
205. x"(t) - x'(t) = -2t, 

206. x"(t) + x(t) = -2 sin t ,  

207. x"(t) + 2x' (t) + x(t) = 2eн , 

x(1r) = 1 ,  x'(1r) = О. 
х(1) = 1 , х1(1) = - 1 .  
х(2) = 8 , х'(2) = 6 . 

х (�) = 0, х' (�) = 1 .  

х(1) = 1 , x'( i ) = - 1 .  

Пример 3. Решить задачу Коши 

х" + х = /(t), х(О) = х'(О) = О, 
если функция /(t) задана графически 

f(t) 

2 t 
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Решение. Очевидно 

f(t) = '7(t) - 21J(l - 1) + '1(t - 2) , 
nоэтому, nрименяя формулу 

nолучим 

f(t - r) := е-рт F(p), 

1 е-Р 1 1 - 2е-Р + е-2Р /(t) := - - 2 · - + 1 · е-2Р- = . р р р р 
Полагая ж(t) := Х(р) и учитывая начальные условия, nолучим 

ж"(t) ;::! р2 Х(р) - рж(О) - ж'(О) = р2Х(р). 
Оnераторное уравнение 

откуда 

Так как 

ибо 

то 

а 

(р2 + t)X(p) = 1 - 2е-
Р + е-2р

' р 

1 2е-Р е-2Р Х(р) = р(р2 + 1) - р(р2 + 1) + p-(p-2-+-l) . 

l 
р(р2 + 1) ;::! ( 1 - cos t)IJ(l), 

1 р 
р(р2 + 1) = р - р2 + 1 ' 

р(р/+ J ) е-Р ;::! [ 1 - cos (t - l ) ]17(t - 1), 

(р/ ) е -
2Р ;::! [ l - cos (t - 2) ]17(t - 2). р + 1 

Здесь nрименяем теорему запаздывания: если f(t) ;::! F(p) , то 

f(t - т) ;::! е-рт F(p). 
Значит, 

:t(t) = (1 - cos t)17(t) - 2[ 1 - cos (t - l )]17(t - l )  + [1 - cos (t - 2)]17(t - 2) 
или [ t t - 1 t - 2  ] ж(t) = 2 sin 2 '217(t) - 2 sin 2-2-17(t - l) + sin 2-2-17(t - 2) . 

35 
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Задачи для самостоятепьноrо решения 
Решить следующие задачи Коши: 

208. 

о 2 

209. f(t

0

��
�--

---- 1 1 а 

210. 

211. f(t) 

о а 2а 

t 

... 
t 

11<t 

За 

ж" + 4х = j(t) , х(О) = х'(О) О . 

x" + x = f(t) , x(O) = l ,  х'(О) = О  . 

ж" + 9х = /(t) , х(О) = О , х'(о) = 1 .  

ж" - 2x' + x = j(t) ,  x(O) = z'(O) = O . 

212. Частица массы т движется прямолинейно под действием восстанавлива­

юшей силы т�ж, пропорционалъной смещению, и силы сопротивления 2т1JV, 
пропорциональной скорости. В момент времени t = О  частица находится на рас­

стоянии х0 от положения равновесия и обладает скоростью v0• Показать, что 

если и меет место равенство n2 >.2 - 112 , то смещение частицы определяется 

выражением 

.!.e-111[nx0 cos nt + (v0 + IJЖo) sin nt]. n 
21 З. Частица массы т может совершать малые колебания относительно поло­

жения равновесия и находится под воздействием восстанавливающей силы mn2ж ,  
пропорциональной смещению . 

Она выводится из состояния покоя постоянной 

силой F, действующей в течение времени Т. Показатъ, что амnлитуда колебания 

равна 

2F nT 
-- sin - при t > Т. тn2 2 

214. Математический маятник длины l выводится из положения равновесия 

малыми отклонениями точки подвеса в торизонтальном направлении. 
Показать, 

что если точка подвеса переместиласЪ на расстояние а ,  то отклонение маятника 

равно a(l - cos nt) ,  n2 = f ·  
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215.  Частица брошена вертикально вверх со скоростью v0 • На нее действует 
сила тяжести и сила сопротивления 2kтv. Показать, что в момент времени t она 
будет находиться на расстоянии 

от точки бросания. 

gt g + 2kv0 
( _2kt) -

2k + 4k2 1 - е 

216. Материальная точка массы 2 грамма движется прямолинейно под действием 
силы F, возрастающей на а дин в секунду. В начальный момент точка находилась 
в начале координат и имела скорость v0 = 10 см/с. Зная, что начальная величина 
силы F0 = 4 дин и что на расстоянии 450 см от начала координат скорость 
v = 105 см/с, оnределить значение величины а .  

217. Материальная точка массы т движется прямолинейно, отталкиваясь от на­
чала координат О с силой F, nрямо пропорuиональной расстоянию (F = 4тх) . 
На точку действует сопротивление среды R = Зтv . В начальный момент рассто­
яние от начала равно 1, а скорость равна нулю. Найти закон движения точки. 
218. Тяжелая точка массы т падает в среде, сопротивление которой nрямо 
проnорционально первой стеnени скорости. Определить наибольшую скорость 
точки, если при v = 1 м/с сила сопротивления равна одной трети веса точки 
и начальная скорость v0 = О. 
219. Материальная точка массы т двиЖется в среде, соnротивление которой 
прямо nроnорционально первой степени скорости (коэqхрициент пропорцИо­
нальности k). Какое расстояние nройдет точка до остановки, если ей сообщена 
начальная скорость v0 и кроме силы соnротивления никаких других сил нет? 
220. Тяжелая однородная цепочка массы т и длины 2l . лежит на гладком 
горизонтальном столе так, что половина ее свешивается со стола. Определить 
закон движения цепочки во время ее соскальзывания со стола и найти время 
соскальзывания. 
221 . Точка массы т находится на прямой, проходящей через два центра А и В, 
расстояние между которыми 2d. Центры притягивают точку с силами, прямо про­
nорциональными расстоянию до центра; коэффициент пропорциональности тk2 
одинаков для обоих центров. В начальный момент точка находится на рассто­
янии а от середины О отрезка АВ, не имея начальной скорости. Определить 
закон движения точки. 
222. Неподвижный центр О притягивает точку массы т с силой F = !Jтr, 
где r - расстояние до точки от этого центра и IJ - постоянный коэqхрициент. 
В начальный момент r = а и скорость v = О. Через сколько времени точка 
достигнет центра 0? 
223. Лодке сообщена начальная скорость v0 = 6 м/с. Через 69 с после начала 
движения эта скорость уменьшается вдвое. Найти закон движения лодки, если 
сила сопротивления воды nрямо проnорциональна скорости лодки. 
224. Материальная точка массы т = 2 совершает прямолинейные колебания 
по оси Ох под действием восстанавливающей силы, nропорциональной рассто­
янию точки от начала координат (коэффициент пропорциональности равен 8), 
и возмущаюшей силы F = 4 cos t. Найти закон движения точки, если в начальный 
момент х = О  и v = О. 
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225. Определить движение материальной точки массы m, притягиваемой к непо­
движному центру О силой, прямо пропорциональной расстоянию и равной k2m 
на расстоянии, равном единице длины. 
В начальный момент точка находилась на расстоянии а от центра О и имела 
скорость v0, перпендикулярную к прямой, соединяющей начальное положение 
с центром О . 
226. Решить задачу 225, предполагая, что точка М отталкивается от центра 
с силой, nрямо пропорциональной расстоянию, nри том же коэффициенте 
проnорциональности. 

227. К цеnи, состоящей из емкости С и индуктивности L, соединенных после­
довательно, в момент времени t = О  приложе на э. д. с. Е cos (wt + а) .  Начальные 
ток и заряд равны нулю. Показать, что ток в момент t равен 

1 E{w sin (""t + a:) - n cosa sin nt - w sina cos nt} ( 2 2) ' L w  - n  
1 

rде n2 == LC ; nредполагается, что n2 :f:. w2 • 
228. К цеnи предыдущего примера, с нулевыми начальными током и зарядом 
в момент времени t О, приложена э. д. с. Е sin nt с резонансной частотой. 

Е . 2 1 
Показать, что ток равен 2L t sш nt , rде n = LC . 
229. К соnротивлению R, обладающему индуктивностью L, приложена э. д. с. 
Е sin (wt + а:). Начальный ток равен нулю. Показать, что ток равен 

Е{ sin (; - a)e-RtiL + sin (wt + а - ;) } (R2 + L2w2) -!/l, 
""L 

rде tg -y = в · 
230. К цеnи, в которую nоследовательно включены L, R, С с начальными током 
и зарядом ,  равными нулю, приложена э. д. с., равная Е1 nри О <  t � Т  и Е2 при 
t > Т; Е1, Е2 - постоянные. Показать, что nри t > Т  ток в цепи равен 

Е, е111 sin nt - Е, -
Е2 е-,.(t-т) sin n(t - Т), nL nL 

R 
rде JJ = 2L и n2 = LC 

R2 
4L2 , nричем предnолагается, что n2 > О. 

231 . Цеnь, состоящая из индуктивности L, соnротивления R и емкости С, 
соединенных последовательно, включается на постоянную э. д.  с. Е. Начальный 
заряд и ток равны нулю. Показать, что ток 1 в момент времени t равен 

2 1 R2 R 
где n = LC - 4L2 ' JJ = 2L . 

при 

при 
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Решение некоторых линейных дифференциальных уравнений 
с переменными коэффициентами 
Пусть имеем уравнение 

39 

ao(t)x(n)(t) + a1 (t)x(n-l)(t) + . . . + an(t)x(t) = J(t), (7) 
где a0(t), а1 (t), . . .  , an(t) - многочлены от t степени � т, а f(t) -
функция-оригинал. Будем предполагать, что задача Коши 

xl t-o = Хо, x' l t-o = х�, 

для уравнения (7) имеет решение. 
Пусть 

. . . ' 

x(t) .= Х(р) . 

(n-1 ) 1 _ (n- 1) х t-o - Хо 

В силу теоремы о дифференцировании изображения 

(8) 

tkx(') (t) := (-l)k d�k [L(x(')(t))) = (-l)k d�k [р'Х(р) -рнхо - . . .  -х�'- 1)) . 

Здесь L(x(s)(t)) - изображение функции х(в)(t). 
Таким образом, применяя к обеим частям уравнения (7) преобразо­

вание Лапласа, мы превратим (7) в дифференциальное уравнение т .. го 
порядка относительно изображения Х(р) функции x(t). Если т <  n, то 
задача интегрирования уравнения (7) упрощается. 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 

tx" - 2х' = О. 

Решение. Пусть ж(t) := Х(р) . Тогда 

ж'(t) := рХ(р) - ж(О}, 
ж"(t) := р2 Х(р) - рж(О) - ж'(О), 

tж"(t) :=' -� (р2Х(р) - рж(О} - ж'(О}) = -р2 d
X(p} - 2рХ(р} + ж( О}. dp dp 

Уравнение (9) принимает вид 

или 

2 dX(p) -р -;jp - 2рХ(р) + ж( О} - 2рХ(р} + 2ж(О) = О, 
dX(p) + �Х(р) = Зж(О) . dp р р2 

(9) 

Интегрируя это уравнение как линейное неоднородное уравнение относитель­
но Х(р} , наЙдем 

откуда 

Х(р) = ж(О} + С1
' р р4 

е ж(t) = ж( О} + Ct 3i 
есть решение исходного уравнения. 1> 
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Пример 5. Рассмотрим уравнение бес�ля 

t2x"(t) + tx'(t) + (t2 - n2)x(t) = О  (t > О, n - целое) ( 10) 

и будем искать решение уравнения ( 10), удовлетворяющее начальным 
условиям х(О) = Хо , х'(О) = Xt . 
Пусть x(t) ;d Х(р) .  Тогда 

x'(t) ;d рХ(р) - Хо , x"(t) ;d р2Х(р) - рхо - X J .  
Далее, 

t2x"(t) ;d d
d2

2 [р
2 Х(р) - рхо - x. J  = d2

2 [р
2 Х(р)] , р dp 

tx'(t) ;d _ _!!_ [рХ(р) - xoJ = _ _!!_ [рХ(р)], dp dp 
и уравнение ( 10) перейдет в следующее: 

или 

d2
2 [р

2Х(р)) - _!!_ [рХ(р)) + d
2X�) - n2X(p) = О, dp dp dp 

d2X(p) dX(p) 
(1 + p2)df;2 + 3p--;jp + ( 1 - n2)X(p) = О. ( 1 1 ) 

Для рещения уравнения ( 11) введем новуЮ независимую переменную и новую 
искомую функцию формулами 

z 
р = sh u, Х(р) = - . ch u 

Уравнение ( 1 1) перейдет при этом в следующее: 

d2z 2 
du2 - n z == О. 

Его общее рещение 
z = C1 en• + C2e-n•. 

Поскольку р = sh u, получим ch u == .JP2+'l. Учитывая выражения для sh u 
и ch u через показательные функции, находим 

откуда 

так что 

eu - е-и е" + е-" --- = р, = �. 2 2 

е• = '\f'P2+l + р, е-• == � - р, 

Z = Cl ( ..jp2 + 1 + p}n + С2 ( '\f'P2+1-p)n. 
Для Х (р) получаем 

Х(р) = _z_ = c. (#+l + p)n + C2 (v9+1- p)n ( 12) ch u v9+l 
При n = О  из ( 12) найдем 

С1 + С2 . Х(р) = г.::=г;-; := (с. + C2)Jo(t). 
ур2 + 1 
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Выбирая С1 + С2 = 1 ,  получим решение x(t) J0(t) бесселеву функцию 
первого рода порядка нуль. 

Полагая n = 1 и выбирая С1 = О, С2 ::::: 1 ,  получим решение x(t) = J1(t) 
уравнения ( 10) . 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти решения уравнений: 

232. tx" + (2t - J )x' + (t l)x = О. 
233. tx" + 2х' = О. 
234. x'' + (t + l)x' + tx О, x(O) = l , х'(о) - 1 .  
235. х" + ( t  + Ь)х' = О, х(О) = - 1 ,  х'(О) = О (Ь любое действительное 
число). 
236. х11 + tx1 - (t + l)z О, z(O) = х1(0) = 1 .  
237. х" - tx' + nx О, n > О  - целое (уравнение Чебышёва-Эрмита): 
а) x(O) = I , x'(O) = O, n  2k; б) x(0) = 0, x'(O) = l , n = 2k + l . 

§ 3. Интеграл Дюамеля 

Если функция j(t) непрерывна на [О, +оо) , а функция tp(t) непре­
рывно дифференцируема на [0, +оо) и 

то 

F(p) ;:: j(t), Ф(р) ;:i tp(t), 

t 

F(р)Ф(р) ;:=: 1 J(r)tp(t - r) dr. 
о 

Отсюда по теореме о дифференцировании оригинала 
t 

рF(р)Ф(р) := j(t)tp(O) + 1 j(r)tp'(t r) dr. 
о 

Это - так называемая формула Дюамеля. 

( 1 )  

Пусть требуется решить линейное дифференциальное уравнение 
с постоянными коэффициентами n -ro порЯдка 

nри нулевых начальных условиях 

х(О) х'(О) = . . . = x<n-J)(O) О. (3) 
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Допустим,  что известно решение уравнения 

L[x) = 1 (4) 

с той же левой частью и правой частью, равной единице, при условиях (3). 
Переходя к операторным уравнениям, будем иметь (А(р) - известный 
многочлен от р) 

А(р)Х(р) = F(p) (5) 
ДЛЯ (2) И 

1 
A(p)Xt (p) = - (6) 

р 
F(p) 1 для (4) . Из (5) находим Х(р) = А(р)

, а из (6) А(р) = 
pXt (p)

, откуда 

Х(р) = pXt (p)F(p) .  Согласно формуле ( 1 )  
t 

pXt (p)F(p) � j(t)xt (O) + j f(т)x; (t - т) dт. (7) 
о 

Учитывая, что х1 (О) = О, получаем 
t 

Х(р) = pXt (p)F(p) � j f(т)x; (t - т) dт. (8) 
о 

Отсюда решение x(t) уравнения (2) при нулевых начальных условиях (3) 
будет иметь вид 

t 

x(t) = j f(т)x'1 (t - т) dт, 
о 

где Xt (t) - решение задачи (4)-(3) .  

(9) 

Пример 1 .  Исnользуя формулу Дюамеля, решить уравнение nри за-
данных начальных УС!lОвиях 

11 1 1 х (t) - x(t) = --t · х(О) = х (О) = О. 1 + е 
Решение. Рассмотрим вспомогательную задачу 

z'( (t) - z1 (t) = 1 ,  z 1 (О) = z; (О) = О. 
Применяя операционный метод, находим 

откуда 
t 

z 1 (t) = j sh т dт = ch t - 1 . 
о 



По формуле (9) 
t 

x(t) = / 
§ 3. Интеграл Дюаме.ля 

l 
sh (t - т) dт 

+ ет 
1 t t l + е1 

i(e - te - l) + sh t · In -
2

-·. 
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С> 

Требование, чтобы начальные условия были нулевыми, ЯВЛйется не� 
существенным: nростой заменой искомой функции задачу с иенулевыми 
начальными условиями можно свести к задаче с нулевыми условиями. 
Покажем это на примере дифференциального уравнения 2-ro nорядка. 

Пусть ищется решение уравнения 

удовлетворяющее иенулевым начальным условиям 

Положим 
y(t) = x(t) - хо - x 1 t. 

Тогда 

1/ (t) = Х1 (t) - Х1 , у11 (t) = Х11 (t), 
и уравнение (10) преобразуется к ВИдУ 

aoy"(t) + a,y'(t) + a2y(t) = J, (t), 

где 

Далее, в силу ( 1 1 )  
у(О) = х(О) - хо = О, у'(О) = х'(О) - х 1  = О. 

Таким образом, nриходим к следующей задаче Коши: 

аоу" (t) + а,у' (t) + a2y(t) = /2(t), 

у(О) = О, у'(О) = О  
с нулевыми начальными условиями. 

( 10) 

( 1 1) 

Пример 2. С nомощью формулы Дюзмеля решить следующую задачу 

Коши: 

u , e-t 
ж + 2х + х =  ( l + t)2 + t, 

х(О) = -2, ж'(О) = l. 

( 12) 

( 13) 
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Решение. Сводим задачу ( 12)-( 13) к задаче с нулевыми начальными усло­
виями. Для этоrо полагаем 

y(t) = a:(t) + 2 - t. 
Тоrда 

y'(t) :::::: x'(t) - 1 , y"(t) :::::: x"(t), 
и уравнение (12) nреобразуется в следующее: 

rде 

-t " , е 
у (t) + 2у (t) + y(t) :::::: ( 1 + t)2 '  

у(О) = О, у'(О) = О. 
Решая последнюю задачу с помощью формулы Дюамеля, найдем 

у =  e-1[t - ln ( !  + t)] . 
Решение исходной задачи ( 12)-( 13) 

x(t) = e-1[t - ln ( 1  + t)j - 2 + t . 

Задачи для самостоятельного решения 

1> 

С помощью формулы Дюамеля найти решения уравнений, удовлетворяющие 
заданным начальным условиям: 

238. 

239. 

240. 

241 . 

242. 

243. 

244. 

245. 

246. 

247. 

" ' 
e2t 

х - х = ( l + etp ' 
-t " ' е 

х + 2х + х  = --1 + t '  
/1 1 e2t 

х - х = --2 + е1 ' 
/1 1 l х - х = 1 + et , 

11 l х + х =  , 2 + cos t 
11 l х + х =  ---

4 + tgЧ ' 

11 l х + х =  , 1 + соs Ч 
11 1 l х + х = , 1 + sin 2t 
11 - x = th t , х 
111 + 1 l 

ж х = --- , 
2 + sin t 

х(О) = :t1(0) = О. 

х(О) = Х1(0) = О. 

х(О) = х1(0) = О . 

х(О) = х1(0) = О. 

х(О) = х1(0) = О. 

х(О) :::::: х1(0) = О. 

х(О) :::::: х1 (О) = О. 

х(О) ::::: х1(0) = О . 

х(О) = х1(0) = О. 

х(О) = х1(0) = х11(0) = О. 
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§ 4. Решение систем линейных 
дифференциальных уравнений 
операционным методом 

Решение системы линейных дифференциальных уравнений с nосто­
янными коэффициентами операционным методом nроизводится no той . 
же схеме, что и решение одного дифференциального уравнения. 

Пусть, например, нужно решить систему дифференциальных урав­
нений второго порядка 

n ( d2relr. drek ) 2::: au� dt2 + Ьi�r.-;u + Ci�r.Жk = /i(t) (i 
k=! 

1 , 2 ,  . . . , n), (1 ) 

где а;�с, Ьil:, Cik = const, nри начальных условиях 

ж�с(О) = ak, ж�(О) = f11r.· (2) 
Обозначая через X�r.(p) и F;(p) изображения ж�с(t) и /;(t) , от системы ( 1 )  
с учетом (2) nерейдем к операторной системе 

n 
L (щ�r.р2 + bikP + C;�r.)X�c(p) = 
ko:\ 

n 

= F;(p) + L [(а;�ср + Ьu,)а,. + a;�r./i�c) (i 1 , 2, . . . , n) . (3) 
k=l 

Решая систему (3) как линейную алгебраическую систему уравне­
ний относительно Х�;:(р), найдем Х�;:(р) , а затем их оригиналы x�c(t) 
(k = 1 ,  2, . . . , n) . Эти nоследние будут решениями задачи Коши для 
системы ( 1). 

Пример. Решить систему уравнений { re11 = 3(у - х + z), 
yll :::: ;х - у, 
z" = -z, 

;х(О) = ;х1 (О) = О, 
у(О) = О, у1(0) = -l, 
z(O) = 1 ,  z1(0) = О. 

Решение. Переходя к оnераторной системе, nолучим { р2 Х == З(У - Х + Z), 
р2У + 1 == х - У, 

p2Z - р == -z, 
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где 
Х(р) ;:: ж(t), У(р) ;:: y(t), Z(p) ;:: z(t). 

Решая последнюю систему относительно Х(р), У(р) и Z(p) , nолучим 

З(р - J) Х(р) = р2(р2 + 4) ' 

У(р) _ З(р - l) 1 
- р2(р2 + l)(p2 +4) - р2 + l '  

Z(p) - _Р_ - р2 + 1 " 
Находя ориmналы для Х(р), У(р), Z(p) , nолучаем 

x(t) = �(1 - t) - � cos 2t + � sin 2t, 
3 l 1 . y(t) = 4( 1 - t) + 4' cos 2t - g sш 2t - cos t, 

z(t) = cos t. 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить системы уравнений: { а:,' + 11 = о, 248. у + ж  = 0, 

249. { ж + ж' = у + е1 , у + у' ж + et, 

250. { ж' - у' - 2ж + 2у = l 
rc" + 2у' + х = О, 

2t, 

251. { 3111 - З:с' + 2z + у' - у = О, 
-а:' +  а: + у11 - 5у1 + 4у = о, 

252. { а:' =  -у, у' .= 2ж + 2у, 

ж(О) = l ,  у(О) = - 1. 

ж(О) у(О) = 1. 

ж(О) = у(О) = ж'(О) = О. 

ж(О) = х'(о) = у'(о) = о, 

ж(О) = у(О) ::::: 1 .  

у(О) = 1 .  

253. { 2а:" - ж' + 9:с - у" - у' - Зу = О, 
2а:" + ж' + 7а: - r/' + у' - 5у = о, z(O) = z'(o) = l, у(О) = у'(О) = О. 

254. { а:' +y' - y = et, 2ж' + r/ + 2у = cos t, { ж' = -ж + у+ z + е1, 
255. у' = z - у + z + е31, 

z' = а: + у + z + 4, 

ж(О) = у( О) = О. 

z(O) = у(О) z(O) = О. 



256. 

257. 

258. 

259. 

260. 

261 .  

262. 

263. 

264. 

265. 

§ 4. Решение снетем ЛДУ операционным методом 47 { ·: � -· - ·· 
у = -z - z, 
1 z == -ж - у, { ", � y + z, 

у: == 3z + z, 
z = Зz + у, 

{ :i = Зу - ж, 
1 at у = y + z + e , { •' � 2• - • + •. 

у1 == z + z, 
z1 = -3ж + у - 2z, { ", � -2• - 2у - .,, 
у1 = -2z + у - 2z, 
z1 = 5ж + 2у + 7 z, { ••' = -н н н t, 

ty1 = z - у + z + t3, 
tz' = ж + у +  z + 4, 

{' 
zo = -c:to, 

�� 
�

-
�

�
·-
��

�

·

.  
ж,. = -cz,. + cz,._, , { Зж1 + 2ж + у' = l ,  
z '  + 4у1 + Зу = О, { 3t•' = 2- + • - ·· 
2ty' = ж + Зу + z ,  
6tz1 = -ж + 7у + 5z, { х' - ж  - 2у t, 
-2z + y' - y = t , 

ж(О) = -1 ,  у(О) :::: О, z(O) = 1 .  

z(O) = О, у(О) = l ,  z(O) = l .  

ж(О) = l ,  у(О) = l .  

х(О) = 1, у(О) = l ,  z (O) = О. 

ж(О) у(О) = z(O) = 1. 

x(l) = y(l) = z(l)  = О. 

х(О) = l, х1 (О) = х2(0) . . .  = х,.(О) = О. 

х(О) у(О) = О. 

ж( I) = y(l) == z(l) = 1 .  

х(О) 2, у( О) = 4. 

266. Электрон вылетает из начала координат с начальной скоростью v0 , напра­
вленной по оси Ож. Найти закон движения электрона, предполагая, что напря­
жение магнитиого поля Н постоянно и направлено перпендикулярно к плоскости 
жОу. 
267. Снаряд вылетает из орудия со скоростью v0 м/с под углом 45• к горизонту. 
Найти, nренебрегая соnротивлением воздуха, наибольшую высоту, на которую 
поднимается снаряд, и место его падения. 

268. Электрон движется в магнитном nоле nостоянного напряжения Н. Най­
ти траекторию, если начальная скорость v0 образует угол а с направлением 
магнитного nоля. 
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269. Определить движение тяжелой материальной точки, брошенной с началь­
ной скоростью v0 под углом а к горизонту, в среде, сопротивление которой 
пропорционально первой степени скорости (F = тkv) . 
270. Частица массы т с зарядом е вылетает из начала координат со скоростью 
(и, О, 0) . На нее действует постоянное магнитное поле Н, параллельное оси 
О z ,  и сопротивление среды kтv, где v - скорость частицы. Показать, что ее 
координаты в момент времени t равны 

е Н 

kиe-kt ( Л ) х = -2--2 ekt - cos Лt + - sin Лt , k + Л k 
Ли иe-kt у = - k2 + Л2 + k2 + Л2 (Л cos Лt + k sin Лt), 

где Л = - ,  с - скорость света. те 
271 . Частица движется в сопротивляющейся среде, действующей на нее с силой 
F = 2Лv, где v - скорость частицы, и притягивается к точке (0, О} с силой tir 
(т = 1 ) .  В точке (а, О) частица обладает скоростью v0 , параллельной оси Оу . 
Показать, что при р > Л траектория частицы определяется уравнениями 

х = ае-л1 ( cos r..Jt + � sin rNt) , 
Vo -Лt • у =  -е SШr..Jt, 
"" 

где r..J = V р.2 - Л2 , r - расстояние до движущейся точки от точки (0, 0). 
272. Материальная точка А с массой т, находившаяся на расстоянии q от оси 
Ох, получила начальную скорость v0 , параллельную оси Ох. Точка А при­
тягивается осью Ох с силой F, прямо пропорциональной расстоянию от нее; 
коэффициент пропорциональности равен тk2 • Найти уравнения движения и тра­
екторию точки. 

§ 5. Решение интегральных уравнений 
Вольтерра с ядрами специального вида 

Интегральным уравнением называется уравнение, содержащее иско­
мую функцию nод знаком интеграла. Наnример, решение задачи Коши 

у' = f(x, у) , у(хо) = Уо, 
как известно, сводится к решению следующего интегрального уравнения: 

"' 

у = j f(x, у(х)) dx + Уо· 
ж о 
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Если искомая функция у входит в уравнение линейно, то интегральное 
уравнение называется линейным. 

Уравнение вида 
ь 

у( а:) /(z) + 1 К(х, t)y(t) dt (I) 
а 

(а и Ь - постоянные) называется линейным интегральным уравнением 
Фредгольма второго рода. Здесь К(х, t) , /(z) заданные функции, 
у(х) - искомая функция. Функцию К(х, t) называют ядром уравнения ( 1 ) .  

Уравнение 
z 

у(х) f(x) + 1 К(х, t)y(t) dt (2) 
а 

называют линейным интегральным уравнением Вольтерра второго рода. 
Если в уравнениях ( 1 ) и (2) f(x) = О, то уравнения называются 

однородными. 
Если искомая функция у(х) входит только под знак интеграла, то 

имеем соответственно уравнения Фредгольма или Вольтерра первого рода 

ь z 1 К(х, t)y(t) dt J(x) или 1 К(х, t)y(t) dt = J(x) . 
а 

Уравнения вида 

а 

z 

!р(х) + 1 К(х - t)�P(t) dt = f(x) (3) 
о 

с ядром К(х - t) , зависящим лишь от разности аргументов, представля­
ют собой важный класс уравнений Вольтерра. Они иногда называются 
уравнениями типа свертки. 

Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра типа свертки 
z 

!J'(x) /(х) + 1 К(х - t)!p(t) dt. (4) 

о 
Будем предполагать, что j(x) и К(х) достаточно гладкие функции и име­
ют конечный порядок роста при х � О. В этом случае и !J'(z) при х � О  
имеет конечный порядок роста, а значит, может быть найдено изображе­
ние функций f , К и IP (по Лапласу). Пусть Ф(р) := !J'(x) , F(p) := f(x) , 
L(p) ;:::: К(х) . Применяя к обеим частям (4) иреобразование Лапласа 
и пользуясь формулой свертки (см. § 14, IX), будем иметь 

Ф(р) = F(p) + L(р)Ф(р) , (5) 
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F(p) Ф(р) = 1 _ L(p) , L(p) # 1 .  (6) 

Для Ф(р) находим оригинал so( ж) -решение интегрального уравнения ( 4). 

Пример 1 .  Решить интегральное уравнение 
ж 

sо(ж) = cos ж + J (ж - t)so(t) dt. 
о 

(7) 

Решение. Переходя к изображениям и рассматривая интеграл как свертку 
функций, получим на основании nравила изображения свертки 

откуда 

р 1 
Ф{р) = р2 + 1 + р2 Ф{р), (8) 

рз 
Ф{р) = (р2 + 1)(р2 - 1) . (9) 

Находя оригинал для Ф{р) , nолучим решение интегрального уравнения (7) 
1 <р(ж) = 2(соsж+ сh ж) . [> (10) 

Задачи для самостоятельного решения 
Решить интегральные уравнения: 

., ., 

273. <р(ж) = sinж + 1 (ж - t)<p(t) dt. 
о 

274. <р(ж) = ж +  i 1 (ж - t)2<p(t) dt . 
о 

., ж 

275. <р(ж) = ж +  1 sin (ж - t)<p(t) dt . 
о 

276. <р(ж) = соs ж + 1 e"'-1<p(t) dt. 
о 

., 

277. <р(ж) = 1 + ж +  1 cos (ж - t)<p(t) dt. 
о 
., 

278. <р(ж) = iж2 + 1 (ж - t)e-(t-z)<p(t) dt. 
о 

., 

279. <р(ж) = е-"' +  i 1 (ж - t)2<p(t) dt . 
о 

., 
280. <р(ж) = ж +  2 1 [(ж - t) - sin (ж - t)]<p(t) dt . 

о 
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" 
281 . <р(ж) = sin ж +  2j cos (ж - t)<p(t) dt . 

о 
" 

282. <р(ж) = l - 2ж - 4ж2 + J [3 + 6(ж - t) - 4(ж - t)2]<p(t) dt . 
о 

" " 
1 / . 283. <р(ж) = 1 + 2 sш2(ж- t)<p(t) dt . 284. <р(ж) = е" - 2j cos (ж - t)<p(t) dt . 

о о 
" " 

285. <р(ж) = l + � j (ж - t)3<p(t) dt . 286. <р(ж) = ж -J sh (ж ..- t)<p(t) dt . 
о о 

" 

287. <р(ж) = sh ж -J ch (ж - t)<p(t) dt . 
о 

Аналогично решаются интегральные уравнения Вольтерра первого 
рода с ядром К(х, t) , зависящим только от разности х - t ,  т. е. уравнения 
вида 

z j К(х - t)tp(t) dt = f(x), ( 1 1) 
о 

где f(x) - известная функция, tp(x) - искомая функция. При этом мы 
предполагаем К(х, х) # О. 

Пусть F(p) := f(x) , L(p) := К(х) , Ф(р) := tp(x) . Применяя к обеим 
частям ( 1 1) преобразование Лапласа и используя теорему о свертке, будем 
иметь 

L(p) · Ф(р) = F(p), 
откуда 

F(p) Ф(р) = L(p) , L(p) # О. 

Оригинал для Ф(р) будет решением tp(x) интегральноГо уравнения ( 1 1 ) .  

Задачи для самостоятельного решения 

Решить интегральные уравнения: 
" " 

288. J e"-1<p(t) dt = ж. 289. J J0(ж - t)tp(t) dt = sin ж. 
о о 
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:t " 
290. 1 cos (х - t)<p(t) dt = sin х . 291 . 1 e"-1<p(t) dt = sin x. 

о о 
" " 

292. 1 cos (х - t)<p(t) dt = х + х1 • 293. 1 e2<ж-t)<p(t) dt = х1е" . 
о о 

:t " 
294. 1 ch (х - t)rp(t) dt = sh х. 295. 1 ch (х - t)<p(t) dt = х .  

о о 

Указанный метод решения уравнений (4) , ( 1 1 ) приложим также 
к системам интегральных уравнений Вольтерра вида 

8 z 
<,о;(х) = j;(x) + L j K;k (x - t)<,ok(t) dt (i = 1 , 2, . . . , s). ( 1 2) 

k= l о 
Применяя к обеим частям ( 12) преобразование Лапласа, получим 

8 
Ф;(р) = F;(p) + L L;k(p)Фk(P) (i = 1 ,  2, . . . , s) . 

k=l 
Решая эту систему уравнений, линейную относительно Ф;(р) , найдем 
Ф;(р) (i = 1 ,  2, . . . , s) , оригиналы для которых и будут решением исходной 
системы интегральных уравнений ( 1 2). 

Пример 2. Решить систему интегральных уравнений 
z z 

ср1 (х) = х + J e-<z-t)<,o1 (t) dt + J (х - t)<,o2(t) dt, 
о о 
z z 

<,02(х) = 1 + J sh (х - t)cp, (t) dt - J ez-t<,o2(t) dt. 
о о 

Решение. Переходя к изображениям и используя теорему о свертке, полу­
чим (Ф1 (р) ;=d rt'l (x), Ф2(р) ;=d <р2(х)) 

откуда 

{ Ф1 (р) = � + -
1
-1 Ф1 (р) + �Ф2(р), 

р р +  р 
1 1 1 

Ф2(р) = - + --Фl (р) - -Ф2(р),  
р р2 - 1  р - 1  

р1 + р _ 1 рз _ р2 + 1 Ф1 (р) = р(р - 1 )(р2 + 1) ' 
Ф2(р) = (р - 1)(р + 1)(р2 + 1) . 
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Находим ориrиналы для Ф1 (р) и Ф2(р) :  
) l ж l 3 tp1 (z = l + 2е + 2 sin z - 2 cos z, 

t;'2(x) � (cos х + ch х) - sin х. 
Система функций tp 1 (x) и tp2(x) является решением исходной системы 

интеrральных уравнений. [> 

Задачи для самостоятельного решения 
Решить следуюшие системы интеrральных уравнений: 

296. 

297. 

298. 

299. 

300. 

х "' 

tp 1 (x) = 1 - 2 J e2("-t)tp1 (t) dt + j t;'2(t) dt, 
о о 

ж " 

tp2(x) = 4х - J tp 1 (t) dt + 4 J (х - t)tp2(t) dt. 
о о 

:t ., 

tp1 (х) = е" + j tp1 (t) dt j e"-1tp2(t) dt, 
о о 

"' " 
tp2(x) = -х - j (х t)tp1 (t) dt + j <p2(t) dt. 

о о 
" " 

tp1 (x) = х + J tp 1 (t) dt + j (х - t)tp2(t) dt, 
о о " " 

tp2(x) = 1 -j e"'-1tp1 (t) dt + j tp2(t) dt. 
Q о " " 

tp1 (x) = е" - J tp1 (t) dt + 4  J e"-1<p2(t) dt, 
о о " " 

t;'2 (x) = l - J e-(z-t)tp, (t) dt + J t;'2(t) dt. 
о о 

" " 

tp1 (x) = 2х - j (х t)tp1(t) dt + j 1P2(t) dt, 
о о 

ж "' 

tp2 (x) = -2 - 4  j tp1 (t) dt + 3 J (х - t)tp2(t) dt. 
о о 
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z z 

<р1 (ж) = 2 - J (ж - t)<p1 (t) dt - 4 J <p2(t) dt, 
о о 
,. ,. 

<р2(ж) = l - J <р1 (t) dt -J (ж - t)cp2(t) dt. 
о о 

§ 6. Дифференциальные уравнения 
с запаздывающим аргументом 

В ряде технических задач приходится иметь дело с дифференциаль­
ными уравнениями, в которые неизвестная функция входит при различ­
ных значениях аргумента, например: 

x(t) = tp(t, x(t), x(t - т(t))) , 
x(t) = tp(t, x(t), x(t - т(t)), x(t - т(t))) , 
:i:(t) = tp(t, x(t), :i:(t), x(t - т1 (t)), :i:(t - т2(t))) . 

( 1) 
(2) 

(3) 
Такие уравнения называются дифференциальными уравнениями с от­

клоняющимися аргументами. Если т;(t) � постоянные, то мы имеем так 
называемое дифференциально-разностное уравнение. Если т; > О и старшая 
производпая входит в дифференциально-разностное уравнение только 
при одном значении аргумента, не меньшем всех других аргументов 
функций и производных, входящих в уравнение, то уравнение называет­
ся дифференциальным уравнением с запаздывающим аргументом. 

Пусть дано дИфференциальное уравнение с запаздывающим аргу­
ментом с постоянными коэффициентами: 

n- 1 
x(n) (t) = L akx(k) (t - тk) + /(t), (4) 

k=O 
rде ak = const, тk = const � О (О < t < +оо) .  Возьмем ради простоты 
нулевые начальные условия 

х(О) = х'(О) = . . .  = x<n-I)(O) = О. (5) 

При этом мы полагаем 

x(t) = x'(t) = . . .  = x(n-l) (t) = О  для t < О. 
Применяя к обеим частям (4) преобразование Лапласа и пользуясь при 
этом теоремой запаздывания (см. § 14),  получим операторное уравнение 
для Х(р) := x(t): 

n- 1 
pn Х(р) = L akpk Х(р)е-тkр + F(p), rде F(p) :=:' J(t), (6) 

k=O 
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откуда 
F(p) 

Х(р) = -------:�--,--­п-1 
n ""' k -rkp р - LJ akp е 

k=O 

(7) 

Находя x(t) - оригинал для Х(р) ,  определяемого формулой (7), получаем 
решение уравнения (4), удовлетворяющее начальным условиям (5). 

Пример 1. Решить уравнение 

x'(t) = x(t - I) + I, х(О) = О. 

Решение. Переходя к изображениям, nолучим 

рХ(р) = Х(р)е-Р + �. р 
откуда 

1 1 1 1 1 ( е-р е-2Р е-пр ) Х(р) = - -- = -2 ----р = = 2 l + - + -2 + . . .  + - + . . . · р р- е-Р р е р р р pn 
1- -р 

Для x(t) получаем 

1 
x(t) = tq(t) + 2i (t- 1)2q(t - 1) + . . .  

1 00 (t - k)k+l 
. . .  + -

( 
--) 1 (t - n)n+l q(t - n) + . . . = 2:: 

( 
l)' q(t - k). [> 

n + l .  k=o k + . 

Задачи для самостоятельного решения 
Решить следуюшие уравнения: 

302. x"(t) - x(t - J )  = t ,  
303. x"(t) - 2x'(t - 1) = t ,  
304. x"(t) = 2x'(t - J ) - x(t - 2)  + J ,  
305. x"(t) + 2x'(t - 2) + x(t - 4) = t ,  

х(О) = х'(О) = О . 
х(О) = х'(о) = о. 
х(О) = х'(О) = О. 
х(О) = х'(О) = О. 

Для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, 
описывающих процесс с последействием, часто встречаются задачи в сле­
дующей постановке: 

найти решение уравнения x(t) для t ;;:: t0 , причем для всех t � to , для 
которых значения x(t) влияют на последующие значения решения 
при t ;;:: t0 , функция x(t) задается. 
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Так, например, ставится задача: найти непрерывное решение re(t) 
при t � t0 уравнения 

re(t) f(t, re(t), re(t - т)) , т > О const, 
если дано, что a:(t) lf'(t) для t0 - т � t � t0 • 

Здесь tp(t) заданная непрерывная функция, называемая началь-
ной функцией. Отрезок (t0 т, t0J ,  на котором задается функция tp(t) , 
называется начальным множеством. 

Решение линейного уравнения (4) с постоянными коэффициентами 
и постоянным запаздыванием в случае, когда начальная функция отлична 
от тождественного нуля, также можно искать, используя преобразование 
Лапласа. Покажем это на примере. 

Пример 2. Решить уравнение 

re'(t) re(t - 1 ) ,  tp(t) := l , - l � t � O. 

Решение. 
x(t) :=' Х(р), x'(t) :=' рХ(р) - or(O) = рХ(р) 1 .  

Применяя к обеим частям исходного уравнения иреобразование Лапласа, найдем 
00 

рХ(р) - 1 = J e-ptx(t - 1) dt. 
о 

Делая замену переменных t - 1 = z ,  получим 
00 
J e-p(z+l )x(z) dz = 
- 1 

о 00 
е-Р J e-P'x(z) dz + e-P J e-P•x(z) dz 

- 1  о 
так как x(z) 1 для - 1 � z � О. Окончательно 

Отсюда 

1- е-Р 
рХ(р) - 1  = -- + е-Рх(р). 

р 
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Находя ориrинал для Х(р) , получаем решение исходного уравнения 

оо (t -"- k + 1)k 
x(t) = ( 1  + t)q(t) + L q(t - k + 1 ) .  t> 

k;2 k! 

Задачи для самостоятельного решения 
Решить следующие уравнения: 

306. x'(t) = x(t - 1 ) ,  
307. x'(t) = x(t - 1) + t , 

308. x'(t) + х (t - i) = О, 

<p(t) = t, - 1 � t � O. 
<p(t) := l ,  - I � t � O. 

1Г 
<p(t) = cos t ,  -2  � t � О . 

§ 7. Решение некоторых задач 
математической физики 

Ограничимся случаем, когда искомая функция и зависит от двух 
независимых переменных х и t . Переменную х будем рассматривать как 
пространствеиную координату, переменную t - как время. 

Рассмотрим, например, уравнение теплопроводности 

ди 2 д2и 
дt = а дх2 + f(x, t) ( 1 )  

(а2 - постоянная). 
Разберем первую краевую задачу для уравнения ( 1) :  найти реше­

ние и(х, t) дифференциального уравнения ( 1 )  для О � х � l и t ;;::: О ,  
удовлетворяющее начальному условию 

u(x, О) = <р(х) (2) 
и краевым условиям 

и(О, t) = 1/JJ (t) , u(l, t) = 'Ф2(t) . (3) 

) 
д2и(х, t) 

Предположим, что u(x, t , дх2 и f(x, t ) ,  рассматриваемые как 

функции t , являются оригиналами. Обозначим через 
00 

И(р, х) = j и(х, t)e-pt dt 
о 

изображение функции u(x, t) . Тогда 

(4) 

(5) 
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По nравилу дифференцирования оригиналов nоЛучаем с учетом началь­
ного условия (2): 

. ди 
дt := pU - <p(z). 

Предnоложим, что 'Ф1 (t) и 'f/J2(t) являются оригиналами и 

'f/J1 (t) := Ф1 (р) ,  'f/J2(t) := Ф2(р) . 

Тогда граничные условия (3) дают 

U /:e::.o = Ф1 (р) ,  U/:e=l Ф2(р) . 

(6) 

(7) 

(8) 

Таким образом, оnераторный метод nриводит решение задачи ( 1 ) ,  (2), (3) 
к решению обыкновенного дифференциального уравнения 

d2U 
а2 

dz2 - pU + <p(z) + F(z, р) = О (9) 

nри граничных условиях (8), где F(z, р) := J(z, t) . Решая задачу (9), (8) 
и обращая nолученное решение, найдем функцию u(z, t) ,  являющуюся 
решением задачи ( 1 ) ,  (2), (3). Аналогично решаются и другие краевые 
задачи для уравнения колебаний струны 

телеграфного уравнения 

д2и 2 д2и 
дt2 = а дж2 + J(z, t) , 

д2и 2 д2и ди 
дt2 - с  дж2 + (а + Р) дt + аРи = О 

и некоторых других уравнений более общего вида. 

( 10) 

(1 1} 

Задача. Концы струны z = О и z = l закреnлены жестко. Началь­• 1ГЖ 
ное отклонение задано равенством u(ж, О) А sш -1- (О � ж � l) .  

Начальные скорости равны нулю. Найти отклонения u(ж, t) nри t > О. 

Решение. Задача сводится к решению дифференциального уравнения 

при начальных условиях 

и краевых условиях 

дu(:JJ, О) 
дt 

и( О, t) = u(l, t) = О. 

о, 

( 12) 

( 13) 

( 14) 
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Переходя к изображениям, будем иметь 

d2U р2 рА . rz - - -U = -- sш -, ( 15) dz2 а2 а2 l 

Решая уравнение ( 15), наЙдем 

U(x, p) 
Ар . 1/'Ж 

2 2 SIП -, • a r 
p2 + --

l2 
Учитывая краевые условия ( 16), наЙдем 

Ар . 1/'Ж U(z,p) = 2 2 sш -1 • a r r + т 
Оритиналом для U(z, р) яВJIЯется функция 

u(x, t) 1/'at 11'Х 
А cos -1- sin Т' 

которая будет решением nоставленной задачи. 

Задачи дпя самостоятельного решения 
Решить следующие задачи: 

309. 
ди д2и - = k-
дt дх2 (х > О, t > 0) , u(O, t) = ио ,  u(z, О) = О. 

310. 

31 1 .  

ди д2u 
дt = k дz2 
ди д2и 
дt = k дх2 

(х > О, t > 0) , 

(х > О, t > 0) , 

u(O, t) = О, u(x, О) = u 1 .  

u(O, t) = а cos (Uf, u(z, О) о. 

3 12. 
дu д2u - = k-дt дz2 (х > О, t > 0) , u(O, t) = а sin"-'t, u(x, O) = О. 

313. 
дu д2и - = k -дt дz2 (z > О, t > 0) , u(O, t) = tp(t) , u(z, O) = О. 

t> 

314. Найти распределение темnератур в стержне О � z � l nри условии, что 
nоток теnла не проходит через rраницу z = О; другая rраница z = l сохраняет 
nостоянную температуру u 1 ;  начальная темnература стержня равна tto = const . 
315. Найти расnределение темnератур в полуоrраниченном стержне, если на ле­
вом конце стержня происходит теnлоизлучение в среду с нулевой температурой. 
Начальная температура стержня u0 = const. 
31 6. Стержень длины l находится в состоянии покоя, ero конец z = О  закреnлен. 
В момент времени t = О к свободному концу стержня приложена сила F 
(на единицу nлощади), наnравленная вдоль стержня. Найти колебание стержня. 
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3 1 7. Стержень подвешен вертикально и зашемлен так, что смещение во всех 
точках равно нулю. В момент времени t = О стержень освобождается, оставаясь 
закрепленным в верхней точке. Найти закон колебания стержня. 

3 1 8. Решить уравнение 
д2и д2и 
7Ji2 = д:т;2 + Ьх(:т; - l) 

при нулевых начальных и краевых условиях 

иlt=o = О, 
ди i - = 0, дt t=O 

u(O, t) = u(l , t) = О. 

31 9. Однородная струна, закрепленная на концах х = О и х = l ,  имеет в на­
чальный момент времени форму параболы, симметричной относительно перпен­
дикуляра, проведеиного через точку х = l/2. Определить смещение точек струны 
от прямолинейного положения равновесия, предполагая, что начальные скорости 
отсутствуют. 

§ 8. Дискретное преобразование Лапласа 

Пусть имеем комплекснозначную функцию j(t) действительного 
аргумента t ,  определенную для t � О .  

Рассмотрим последовательность {f(n)} (n = О, 1 ,  2, . . .  ) , которую ко­
ротко будем обозначать просто f(n) и называть решетчатой функцией. 
Функция f (t) называется порождающей функцией для f(n) . Таким обра­
зом, аргумент решетчатой функции принимает только целые значения, 
причем для отрицательных значений аргумента решетчатая функция рав­
на нулю. 

Дискретным преобразованием Лапласа решетчатой функции f(n) бу­
дем называть функцию F* (р) комплексного аргумента р = s + iu, опре­
деляемую равенством 

00 
F*(p) = 2.: e-npf(n) ; ( 1) 

n=O 
предполагается, что ряд справа сходится. 

Функцию f (n) будем называть оригиналом, а F*(p) - ее изображе-
нием и писать 

F*(p) с-' f(n) или f(n) с-' F*(p) . 
Значение Re р = s* , для которого при Re р = s > s* ряд ( 1) сходится, 

а при s < s* расходится, называется абсциссой сходимости. Функция F*(p) 
есть периодическая функция с периодом 21ri , аналитическая в полуплос­
кости Re р > s* . 

Если решетчатая функция f(n) удовлетворяет условию 

1/(n) l :::;; М e>.on , (2) 
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то абсцисса сходимости s* > >..0 ,  и, следовательно, изображение та­
кой функции существует. Вообще, всякая функция f(t) , являющаяся 
оригиналом для обычного преобразования Лапласа, порождает решетча­
тую функцию f(n) , для которой определено дискретное преобразование 
Лапласа F* (р) . 

Пример 1 .  Пользуясь определением; найти изображение функции 

f(n) = e-n . 

Решение. Очевидно, эта функция удовлетворяет условию (2) с .Х0 = 1 
и произвольным М > 1 .  Значит, ее изображение существует. По формуле ( 1 )  
находим 

t> (3) 

2 
Отметим, что решетчатая функция f(n) = en изображения не имеет, 

так как для нее абсцисса сходимости s* равна бесконечности. 

Задачи для самостоятельного решения 
Пользуясь определением, найти изображения следующих функций: 

320. f(n) = 11(n) , ( ) { 1 при n > О, 
где 11 n = О при n < О. 

321 . f(n) = n .  322. /(n) = ean . 323. f(n) = an (а > О, a :;i: l) . 

Основные свойства дискретного преобразования Лапласа 

1. Свойство линейности. Для любых комплексных постоянных а и f3 

af(n) + f3g(n) ;-: aF* (p) + {ЗG*(р). 

(Здесь и всюду в дальнейшем j(n) :-' F*(p) , g(n) ;-: G*(p) .) 

Пример 2. Найти изображение функции j(n) = sin n .  

Решение. П о  формулам Эйлера 

Имеем 

ein - e-in 1 in 1 -in sin n =  2i = 2{ 
- 2ie 

. Еоо . 1 e'n _, е -пр e•n = ---. 
1 - e-(p-i) ' 

n=O 

-in 1 е :-' 1 - e-(p+i) . 



62 Глава 1. Операционное исчисление 

По свойству линейности 

1 ( 1 1 ) eP sin 1 sin n =-" 2i 1 _ e-(p-i) - 1 - e-(p+i) = е2Р - 2еР cos 1 + 1 · 1> 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти изображения следующих функций: 

324. J(n) = cos n. 325. j(n) = sin an (а = const) . 
326. J(p) = sh n. 327. j(n) = е" - 2е"/2 • 

328. j(n) = cos 2n.  

1 1 .  Теоремь1 опережения и запаздывания. Пусть f(n) :-' F*(p) и 
пусть k - целое положительное число. Тогда 

J(n + k) :-' ekp [F*(p) -� e-mp f(m)] . 

В частности, если /(0) = f(I)  = . . .  = f(k - 1) = О, то 

f(n + k) :-' ekp F*(p) . 
Аналогично, 

(4) 

(5) 

f(n - k) :-' e-kp F*(p) (!(n - k) = О  Д11Я n < k). (6) 

Пример 3. Найти изображение функции f(n) = е"-2 (!(n) = О при 
n < 2) .  

Решение. Имеем 
1 еР 

е" :-" --- = -- . 1 - е1-Р еР - е 
По теореме заnаздывания из (6) находим 

n-2 • -2р еР 
е :- е  -- = . еР - е еР( еР - е) 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти изображения следующих функций: 

329. j(n) = q(n - k) . 330. j(n) = еа(п+З) . 

331 . j(n) = sh 2(n - 1) · q(n - 1) . 332. j(n) = (n + 2)2 • 

1> 
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111. Теорема смещения. Если F*(p) � /(n) , то для любого комплекс-
нога Ро 

F*(p - Ро) � ef'On/(n). 
Пример 4. Найти изображение функции f ( n) = ne2n .  
Решение. Имеем 

n :-' ( )2
. 

1 - е-Р 
По теореме смещения получаем (р0 = 2) 

2n е-(р-2) 
е n :-' [ l - е-(р-2)]2

. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти изображения следующих функций: 

333. /(n) = е-" sin 2n. 334. f(n) = n2e2" .  335. f(n) = е3" ch n. 

(7) 

IV. ДИфференцирование изображ:ени•. Дифференцирование изобра­
жения сводится к умножению оригинала на -n: 

� {F*(p)} � -nf(n) ,  
вообще, 

:; {F*(p)} � (-J)knk/(n) . 

Пример 5. Найти изображение функции f(n) = nen . 
Решение. Имеем 

еР 
еп _, -­. еР - е · 

По теореме о дифференцировании изображения получим 

d ( еР ) eP+I 
nen .-: - dp еР - е = 

(еР - е)2 ' 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти изображения следующих функций: 

337. f(n) = n2 • • '11' 
338. f(n) = n stn n2 . 

(8) 

(9) 

[> 
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V. Теорема об интегрировании изображения. Пусть решетчатая 
функция J ( n) удовлетворяет условиям 

Тогда 

/(0) = о, j(t) 1 = lim j(t) = О. t t=O t-+0 t 

00 f�n) =-' j F*(p) dp, 

р 

( 10) 

( 1 1) 

т. е. деление оригинала на n со ответствует интегрир ованию изобра­
жения в пределах от р до оо. 

Замечания. а) При /(0) =f. О интеграл в правой части ( 1 1 )  будет рас­
ходящимся и, значит, теорема об интегрировании изображения не будет 
сnраведлива. 

ТО 

то 

б) Если j(t) 1 = lim j(t) = а =f. О t !=0 t-+0 t ' 
"" f�n) 

:-' а + J F*(p) dp. 

р 
в) Если для т =  1 ,  2, . . .  , k выполнены условия 

��:) :-'] . . . ] F*(p) dp . . .  dp, 

р р 
....._......., 

k 

( 1 2) 

(13) 

т. е. деление оригинала на nk соответствует k-кратному интегрированию 
изображения от р до оо .  

en - 1 - n 
Пример 6. Найти изображение решетчатой функции ---­n 
Решение. Пусть f(n) = en n .  
Проверяем выполнимость условий ( 10) .  Имеем 

lim - = lim = lim -- - 1 f(t) е
1 

1 - t (e1 - l  ) 
t-<+0 t t-+0 t t-<+0 t 

1 - 1 = о. 

Находим изображение функции 

е" 1 - n :-'  еР - е 
еР 

еР - 1 (еР - 1 )2 " 
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Так как условия ( 10) выполнены, то 
ф 

en - 1 - n J ( еР еР еР ) 
n 

'""" еР - е - еР - 1 - (еР - 1 )2 dp = 
р 

= 
( 

ln (еР - е) - ln (еР - 1) + -1-) 1"" = · еР + 1 Р 

= 
( 

ln 
еР - е + _1_) /се = ln 

еР - 1 - _1_. еР - 1 еР - 1 Р еР - е еР - 1 
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1> 

sh an 
Пример 7. Найти изображение решетчатой функции -- (а :;': 0) . n 
Решение. Пусть f(n) = sh an . Имеем 

/(0) = О, - = lim - = а c:j: О. j(t) 1 sh at 
t t=O t-+0 t 

Изображение функции f(n) 

sh an ;-" - -- - . 
1 ( еР еР ) 
2 еР - еа еР - е-а 

Изображение данной функции найдем, используя соотношение ( 12) : 

sh an 1 !"" ( еР еР ) -- -' а + - -- - d -
n · 2 еР - еа еР - е-а р -

р 

= a + - [ ln (ep - ea) - ln (eP - e-a)] = 
1 /"" 2 р 
1 еР - еа 1"" 1 еР - е-а 

= а +  - ln = а + - ln ---
2 еР - е-а 2 еР - еа р 

Задачи для самостонтельного решения 
Найти изображения следующих функций: 

339. 
an - 1 

(а > О, а с:/: 1 ) . 340. 
sin an 

(а с:/: О) . --
n n 

341 . 
1 - cos an 

342. 
n - sh n  

n n 

1> 

Vl. Дифференцирование по параметру. Пусть оригинал и изобра­
жение содержат параметр е , не зависящий от n и р, и пусть 

F*(p, е) ,-.: f (n, е) . 
3 Зак. 265 



66 

Тогда 

Глава 1 .  Операционное исчисление 

дF*(р, е) 
де 

дf(n, e) 
де 

(14) 

т. е. производпая по е от изображения есть изображение производной 
по е от оригинала. Предполагаем, что все эти производные существуют 

дf(n, t) и д& есть оригинал. 

Пример 8. Найти изображение nean (а  - вещественное). 
еР 

Решение. Имеем е"" ,..: -- . Примем ct в качестве nараметра. На основе еР - е
а 

теоремы о дифференцировании по параметру 

(�)1 ,..: (е"")� :;;;: ne"". еР - е" а 

Отсюда 

1> 

Задачи дпя самостоятельноrо решения 
Найти изображения следующих функций: 

343. f(n) = n cos ctn. 344. f(n) = n2 sh an. 345. /(n) = (n + 2} ch an. 

Vll. Интегрирование по параметру. Если f(n, е) :-: F*(p, е) , где па­
раметр е не зависит от n и р (со � е � Л) , то 

t е j f(n, е) <k :-: j F*(p, е) dE, ( 1 5) 

т. е. интегрирование по параметру е оригинала соответствует инте-
грированию изображения по параметру е. 

· 
Пример 9. С помощью интегрирования no параметру найти изобра· 

1 - cos en 
жение решетчатой функции ----

n 
Решение. Имеем 

. . еР sin e sш en :- 2 • е Р - 2еР cos е + 1 
Интегрируем левую и правую части этого соотношения по параметру е в пределах 
от е0 = О  до е: 

е < 
sin e:n de: ,..: . J J eP sin e: de: 

е2Р - 2еР cos е + 1 
о о 
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Отсюда получаем 
1 - cos�n 1 2 

1' 
1 --- :-' -

2
\n (e Р - 2ePcos�+ 1) = - [ ln (e2P - 2еР cos�+ l )  - ln(e2P - 2еР + 1 )] . n о 2 

Итак, 

1 - cos �n 1 е2Р - 2еР cos � + 1 
n :-' 2 1n (еР - 1 )2 1> 

Задачи дпя самостоятельного решения 
Применяя интегрирование по параметру, найти изображения следующих функ­
ций: 

346. 

348. 

e•n - e•on 
n 

sin �n 
n 

ch �n - ch n 
347. 

n 
sin (� - 1)n · cos (� + 1)n 

349. 
n 

Теорема умножения изображений. Пусть 

Тогда 
/1 (n) :-' F1"(p) , /2(n) :-' F{(p) . 

n n 

F1• · F{ :-' L: /I (n - m)/2(m) = L: !I (m)/2(n - m). ( 16) 
m=O m=O 

Пример 1 0. Найти оригинал, соответствующий изображению 

е2Р 
F*(p) - --,....,...------.,.,... - (еР - е)(еР - е- 1 ) · 

Решение. Изображение F*(p) можно представить в виде произведения двух 
изображений 

• � n � F, (р) = 
еР - е 

:-' е  ' F;(p) = 
еР - е- ' :-' e-n. 

По теореме умножения n n n 2 -п 
F*(p) . Е -m n-m n Е -2m е · е е 

,.... е е = е  е = -- - -- . 
е2 - l е2 - 1 m=O tn=O 

Задачи дпя самостоятельного решения 

1> 

Пользуясъ теоремой умножения, найти оригиналы для следующих изображений: 
еР 

350. F*(p) = ( 1 )( ) . еР - еР - е 
е-Р еР 

351 . F*(p) - ..,.---,...". - (1 - е-Р)2 еР - l • 
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352. F*(p) = 
(еР - J)2(eP - е) . 

Изображение разностей 

1 • е2Р 
353. F (р) = ( 2)( l )

. еР - е  еР -

Разностью первого порядка решетчатой функции /(n) называется 
величина, обозначаемая символом fl/(n) и определяемая равенством 

fl/(n) = /(n + 1) - /(n) . 

Разностью второго порядка tl2f(n) называется величина, равная 

tl2f(n) = tlf(n + 1 ) - tlf(n) 

или, учитывая ( 17), 

tl2f(n) = f(n + 2) - 2/(n + 1)  + /(n) . 

Вообще, разность k-ro порядка tlkf(n) определяется соотношением 

или 
k 

tlk f(n) = � (- 1)jCtf(n + k - j), 

j=O о k' 
где Cl = ' '(k � '

) ' 
- биномиальные коэффициенты. 

J .  J . 

Пример 1 1 .  Найти разности для функции /(n) = 2n2 • 

Решение. По определению первая разность 

дf(n) = 2(n + 1 ) 2 - 2n2 = 2(2n + 1 ) .  
Вторая разность 

!:12 f(n) = дf(n + 1 ) - дf(n) = 2[2(n + 1 )  + 1 ] - 2(2n + 1) = 4. 

( 17) 

( 18) 

( 19) 

(20) 

(2 1)  

Очевидно, все разности более высокого порядка равны нулю (сравните с произ­
водными функции j(t) == 2t2) . [> 

Задачи для самостоятельного решения 

В следующих задачах найти разности k-ro порядка: 

354. f(n) = Зn + 2 .  355. j(n) = e2n .  356. j(n) = n2 - n. 
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Пусть /(n) :-! F*(p) . Тогда 

.6./(n) :-! (еР - 1)F*(p) - еР /(0) , 

.6.2/(n) ::-' (еР - 1 )2F*(p) - el'(el' - 1)/(0) - еР Ь.f(О) 

и т. д. 
Вообще, 

k- 1 
д_k /(n) :-! (еР - l)kF*(p) - еР L (еР - 1)k-v- lд_v /(0) , (22) 

v=O 

где положено .6.0 /(О) = /(0) . Из соотношения (22) находим 

F* 
еР � ь_v /(0) 1 

L ь_k (р) = еР - 1 � (еР - 1 )v 
+ (еР - J)k v{ /(n)}, (2З) 

где Lv{д.k f(n)} - изображение д_k f(n) в смысле дискретного преобра­
зования Лапласа. 

Если, в частности, д_v /(0) = О (v = О, 1 ,  . . .  , k - 1 ) или, что экви­
валентно, /(0) = /(1)  = . . . = f(k - 1) = О , то формула (22) приобретает 
особенно простой вид 

т. е. операции взятия разности k-го порядка от оригинала отвечает умно­
жение изображения на (еР - 1 )k . 

Пример 1 2. Найти изображение функции /(n) = n2 • 

Решение. Имеем 

д.f(n) = 2n + l, 
д.2 f(n) = 2n + 3 - 2n - l = 2, 

д_k f(n) = О (k > 2) .  

Далее f(O) = О , д./(0) = 1 ,  д.2 f(O) = 2 . Полагая в равенстве (23) k = 3 ,  будем 
иметь 

f(n) ::-' F*(p) = _ � 2 
д_v f(O) _ �(о+ _I _  + 2 ) _ еР(еР + l )  -

еР - J � (еР - J )v - еР - J еР - J (еР - 1)2 - (еР - 1 ) 3  . [> 
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Задачи для самостоятельного решения 

Найти изображения. функций: 

357. f(n) = n3 • 358. f(n) = n(n
2
� l) . 359. f(n) = (n - k)217(n - k) . 

Изображение суммы 

Пусть J(n) - решетчатая функция, имеющая изображение 

Рассмотрим сумму 

Тогда 

J(n) � F*(p) .  

n- 1  

L f(m). 
mo:O 

� J(m) � F* (p) ' 
L...J еР - 1 mo:O 

.. 

т. е. суммированию оригиналов отвечает деление изображения на еР - 1 . 
Вообще, k-кратное суммирование оригинала соответствует делению 

изображения на (еР - l)k . 
Пример 1 3. Польэуясь теоремой об изображении суммы, найти сумму 

n- 1 
Е тет. 
m=O 

еР+ ' 
Решение. Изображение nen равно Поэтому согласно теореме (еР - е)2 " 

об изображении суммы 

n- l · eP+l е [ еР еР е - 1 eP+I ] � тет ::-' 
(еР - е)2(еР - 1 )  

= 
(е - 1)2 еР - 1 

- еР - е + -е-
. 

(еР - е)2 ::-' 

Следовательно, 

е [ 
n (е - 1)nen] ::-' 

(е - 1)2 1 - е + е . 

L:n-l 
т e(l - en) + (е - 1)nen 

те = 
(е - 1 )2 t> 

т=О 



§ 8. Дискретное преобраэование Лапласа 71  

Задачи дл я  самостоятельного решения 
Найти следующие суммы: 

n-1 n-1 
360. Em2• 361 . Е I'J1 COsma. 

m=O m=O 
n-1 n-1  

362. Е т( т - 1 ) .  363. Eem cosma (n � 2) .  
m=O m=O 

Формула обращения 
Пусть решетчатая функция /(n) имеет своим изображением функ­

цию F* (р) комплексного перемениого р = и + iт , где F* (р) в силу своей 
периодичности ( F* (р + 21Гi) = F* (р) )  рассматривается в основной полосе 
-?Г < Im p � 1Г. 

Если известно изображение F*(p), то оригинал /(n) можно найти 
по формуле обращения 

c+i1r 
f(n) = -1 . j F*(p)e"P dp, 21Г• 

c-i1r 
(24) 

где с - любое действительное число, большее, чем абсцисса сходимо­
сти в* . 

В случае, когда F*(p) есть nравильная рациональная дробь относи­
тельно еР , имеем 

/(n) = I: res [F*(p)e(n-l)p) , Ри v 
(25) 

где сумма берется no всем полюсам функции F* (р) , расnоложенным 
в полосе -1Г < Im р � 1Г, включая ее границу Im р = 1Г. Если Pv -
nростой полюс, то 

res [F*(p)eP(n-l)] = lim [F*(p)(eP - eP• ) eP(n-l)] ; (26) Ри Р-Р• 
если же Pv - nолюс nорядка rv , то 

res (F*(p)eP(n- 1)] =  1 Hm . a;.-l (F*(p)(eP - eP•) r•eP(n- 1)) . (27) Ри ( Tv - 1 ) ! Р-Р• deP(r.- 1) 
Пример 1 4. Используя формулу (25), найти оригинал, соответствую­
щий изображению 

* ) 
еР F (р = е2Р - 3еР + 2 · 
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Решение. Находим нули знаменателя. Имеем е2Р � ЗеР + Z = О ,  откуда еР = l 
и еР = 2. Значит, р1 = О , р2 = ln 2 - простые нули знаменателя:, а следовательно, 
они являются простыми полюсами функции F*(p) в основной полосе. Находим 
вычеты функции F*(p)eP(n- l) относительно этих полюсов. Име�м 

еР(еР - 1) еР" 
res [F*(p)ep(n-l )] = lim ep(n- l) = lim -- = - l; р�о р-о (еР - l)(eP - 2) р-о еР - 2 

еР(еР _ eln2)ep(n- l) еР" en ln2 eln2" 
res [F*(p)ep(n- l)] = lim = lim -- = --- = -- = 2" . p�ln2 p-ln2 (еР - 1) (еР - 2) p-ln2 еР - 1 е1"2 - 1 2 - 1 

Следовательно, по формуле (25) получаем 

1> 

Пример 1 5. С помощью формулы обращения найти оригинал для 
функции 

Решение. Функция 

р 
F* (p) = _е -. 

е2Р - 1 

F*(p) = еР 
(еР - 1)(еР + 1) 

имеет два простых полюса в следующих точках: р1 = О , р2 = i1r основной полосы 
-11" < Jm p � 11". Находим 

еР(еР 1)ep(n- l) 1 res [F*(p)ep(n-I)J = lim 
-

= - ,  р�о р-о (еР - !)(еР + 1) 2 
еР(еР - e;.-)ep(n- 1) еР" е; .. ,. (- 1)"- 1 

res [F*(p)ep(n-J)] = lim = lim -- = -.-- = --- . 
р�;,. p-i.- (еР - 1)(еР + l) Р-; .. еР - 1 е'"' - 1 2 

Согласно формуле (25) 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти оригиналы для слеДующих изображений: 

� � 
364. F*(p) = ( З)2 365. F*(p) = 2 7 1 0 еР - е Р - еР + 

еР 366. F*(p) = -2-1 . е Р +  
еР 

368. F*(p) = (а > 0) . е2Р + 2аеР + 2а2 

е2Р 
367. F*(p) = -4-1 . е Р -

369. F*(p) = еР 
(еР - е)З 

1> 
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Решение разностных уравнений с помощью 
дискретного преобразования Лапласа 

Уравнение вида 

F(n, j(n), j(n + 1) ,  . . .  , j(n + k)) = О  

F(n, J(n) , Aj(n), . . .  , дk j(n)) = О, 
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(28) 

(29) 
где f(n) - искомая решетчатая функция, называется разностным урав­
нением k-го порядка. 

Уравнение вида (28) сводится к уравнению вида (29) при помощи 
формулы 

j(n + k) = j(n) + C�Aj(n) + CiA 2 /(n) + . . .  + дk j(n), (30) 

а при помощи формулы 

дk j(n) =f(n+k)-C�j(n+k- l) +Cif(n +k-2) - . . . +( -l )k j(n) 
(k=O, 1 ,2 ,  . . .  ) , 

(31) 

k(k - 1 )  . . .  (k - т + 1) 
где cr = - биномиальные коэффициенты, урав-

m! 
нение (29) сводится к уравнению (28). 

Если уравнение (29) линейно относительно j(n) и ее разностей, то 
оно называется линейным разностным уравнением. Линейное разностное 
уравнение порядка k с постоянными коэффициентами имеет вид 

где <p(n) - заданная решетчатая функция, j(n) - искомая решетчатая 
функция, Ьо, Ь1 ,  . . .  , Ьk - постоянные, причем Ьо =f. О,  Ьk =f. О .  

Заменяя в уравнении (32) разности дm j(n) (т = 1 ,  2 ,  . . .  , k )  по  фор­
муле (3 1) ,  получим другую форму разностного линейного уравнения: 

aof(n + k) + a1 j(n + k- 1 )  + . . .  + akf(n) = ip(n) . (33) 

Если <p(n) = О, то уравнения (32) и (33) называются однородными, 
если :же <p(n) '1. О,  то эти уравнения называются неоднородными. 

Разностное уравнение, содержащее j(n) и j(n + k) , называется 
разностным уравнением k-го порядка (k > 0) . Таким образом, уравне­
ние (33) при а0 =f. О и ak =f. О есть неоднородное линейное разностное 
уравнение k-го порядка. 

Порядок разностного уравнения может не совnадать с порядком наи­
высшей разности, входящей в него, если разностное уравнение записано 
в виде (32). 
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Пример 1 6. Разностное уравнение 

!::.3 f(n) + 4!::.2 f (n) + 5A.f(n) + 2/(n) = О 

nосле замены в нем разностей по формуле (31 ) прИвоДится к виду 

f(n + 3) + f(n + 2) = О  

или 
f(n + 1) + f(n) = О, 

т. е .  является разностным уравнением nервого nорядка. 

Задачи дпя самостоятельного решения 

Определить порядки следующих разностных уравнений 

370. A4/(n) + 4A3/(n) + 4A2f(n) - f(n) = О . 

371 . А3 f(n) + 3А2 f(n) + 3Af(n) + f(n) = n3 + 1 . 
372. A3/(n) + 2A2/(n) + Af(n) = 2n . 

373. А 4 f(n) + 4A3/(n) + 6А2 f(n) + SA/(n) + 2/(n) = sin 
n: . 

Начальные условия для разностного уравнения k�ro порядка задают­
ся в виде значений решетчатой функции f(n) и ее разностей до (k - 1)-ro 
порядка включительно при n = О, если уравнение имеет форму (32), или 
в виде значений решетчатой функции f(n) при n = О, 1 ,  . . .  , k - l ,  если 
уравнение имеет форму (33). 

Решение линейных разностных уравнений: с постоянными коэффи­
циентами методом дискретного преобразования Лапласа производится 
по той же схеме, что и в случае классического иреобразования Ла­
пласа. Применяя дискретное преобразование Лапласа к таким урав­
нениям и используя теоремы линейности, опережения или изображе­
ния разностей, мы приходим к простому линейному алгебраическому 
уравнению относительно изображения F*(p) искомой функции f(n) 
(уже с учетом начальных условий). Разрешая это алгебраическое урав­
нение относительно F*(p) , получим оператарное решение разностного 
уравнения, оригинал для которого будет искомым решением исходно­
го разностного уравнения, удовлетворяющим поставленным начальным 
условиям.  

Пример 1 7. Найти решение уравнения 

f(n + 1 ) - ef(n) = l ,  f(O) = О. (34) 
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Решение. Пусть j(n) ,..: F*(p) .  По теореме опережения 

j(n + 1 ) ,..: ePF*(p). 
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Применяя к обеим частям (34) дискретное nреобразование Лапласа, получим 
операторкое уравнение 

откуда 

р 
e"F*(p) - eF*(p) = _е -, 

е" - 1  

еР 
F*(p) = (е" - е)(еР - 1 ) · 

Функция F* (р) имеет два простых полюса р = О, р = 1 :  
р 

res [F* {p)e(n- l)p] = lim _e_e(n- l)p 
р=О р-о еР - е  1 - е ' 

res [F*{p)e(n-1)!'] = _e_en-1 = _::__, 
p=l е - 1 е - 1 

Следовательно, по формуле (25) 
е" - 1 j(n) = --. 
е - 1  

Задачи дnя самостоятельного решения 

Решить следующие линейные однородные разностные уравнения: 

374. f(n + 1 ) - 2/(n) О, f(O) = l .  
375. f(n + 2) + 2f(n + l) + f(n) = О, /(0) = 1 ,  /( 1 )  О .  
376. f(n + 2) - 2f(n + 1) + 2/(n) = О, /(0) = О, /(1) 1 . 
377. f(n + 3) - 3/(n + 2) + 4f(n + l) - 2/(n) О ,  /(0) О, /(1) = О, /(2) = 1 . 
378. f(n + 4) + f(n) = О, /(0) О , /( 1) = l , /(2) = О, /(3) = О. 
379. /(n + 3) + ЗJ(n + 2) + 3/(n + 1 ) + j(n) = О, /(0) О, /(1)  = О, /(2) ::::: 1. 

Решить следующие линейные неоднородные разностные уравнения: 

380. f(n + l )  + 2/(n) = n ,  f(O) = О. 
381 . f(n + 2) - 4/(n) 4" , /(0) = /( 1) = 1 .  
382. f(n + 2 )  + /(n) 1 - ( - 1)" ,  /(0) = О, /(1) = 1. 
383. f(n + 2) - 6f(n + l) + 9/(n) == n · 3" , J(O) O , f(I) = O. 
384. f(n + 3) + 3/(n+2) + 3f(n + 1 ) +  f(n) = cosшr, /(0) = О, /( 1) = О, /(2) = О. 
385. f(n + 3) - Зf(n + 2) + Зf(n + 1 ) - /(n) = n2,  /(0) = О, /(1) = О, /(2) = О. 
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§ 9. Преобразование Фурье 
Допустим, что функция j(x) абсолютно интегрируема на всей оси 

Ох, то есть 
+оо 1 IJ(x) l dx < +оо, 

-оо 
и дифференцируема на любом конечном отрезке этой оси. 

Определение. Функцця 
+оо 

F(!.) = � 1 j(x)e-i{z dx 211" . 
-оо 

(1) 

называется преобразованием Фурье (Фурье-образом) функции j(x) . 
Здесь !. - действительная переменная. 

В свою очередь, функция f(x) может быть определена из формулы 
+оо 

f(x) = 1 F({)ei{z d{, (2) 
-оо 

называемой обратным преобразованием Фурье. 
1 . 

Множитель - можно поставить перед интегралом (2) вместо ( 1) .  211" 
Его положение произвольно. В дальнейшем будем использовать также 
симметричную форму преобразования Фурье: 

+оо 
F({) = � 1 f(x)e-i{z dx, (3) 

-оо 
+ОО 

f(x) = � 1 F({)ei{z d{. (4) 
-оо 

Если преобразование Фурье функции f(x) задается формулой 
+оо 

F({) = � 1 f(x)ei{z dx, (3') 
-оо 

то в этом случае обратное преобразование имеет вид 
+оо 

f (x) = � 1 F({)e-i{z d{. (4') 
-оо 



§ 9. Преобраэование Фурье 

Пример 1 .  Найти преобразование Фурье функции 
21 2 

f(x) = e-z " (и > О - константа). 
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Решение. Функция f(ж) определена, непрерывно дифференцируема и по­
+оо 1 2 

ложятельна на всеЦ числовой: оси; интеграл f е-"' '" dж сходится и равен u.,fi. 
-оо 

По формуле (3) 

-оо 
Равенство ( 5) допускает дифференцирование по � под знаком интеграла: 

Интегрируя по частям, получим 

-оо 

Слагаемое вне интеграла обращается в нуль, так что 
q2 

F'I0 = -2�FI0, 

откуда 
F({) = Ce_"zel'*, 

где С - постоянная интегрирования. 
Подставив в (6) { = О, получим С = F(O) . В силу (5) 

(5) 

(6) 

q 2 2/ 
Таким образом, функция F(�) = V'i e-и ! 4 - Фурье-образ функции /(rc) = 

!> 

Замечание. Условие абсолютной интегрируемосtи функции /(ж) является 
весьма жестким. Оно исключает, например, функции типа f(ж) == С = const, 
f(ж) = cos a:, f(:r:) = :�:2 , для которых иреобразование Фурье (в рассматри­
ваемой классической форме) не существует, Фурье-образ имеют только те 
функции, которые достаточно быстро стремятся к нулю при /xl _,. оо. 
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Свойства преобраэования Фурье 

1. Линейность. Если FIO и G(�) - Фурье-оброзы функций f(ж) и 
g(ж) соответственно, то при любых постоянных а и f3 образом Фурье 
функции аf(ж) + f3g(ж) будет функция aF(�) + fЗG(�)'. i'< 
Таким образом, преобразование Фурье есть линейный оператор. 

Обозначая его через '?Т, можно записать 

/(ж) � FIO или '?Т[/) = FЩ. 
11. Если F(�) есть Фурье-образ абсолютно интегрируемой на всей 
числовой оси функции /(ж) , то F(�) ограничена при всех � Е  (-оо, +оо) : 

/F(�) / � М  "1 �. -оо < � < +оо. 

111. Дифференцированию функции /(ж) отвечает умножение ее образа 
'?Т[!] на множитель i� : 

'?Т[/'] = i�<JТ[!]. 
В общем случае имеет место равенство 

'?Т[/(k) (ж)] = (i�)" g"[f) (k = О, 1 ,  2, . . .  , m) 

при условии, что /(ж) и J<">(ж) абсолютно интегрируемы на всей число­
вой оси и стремятся к нулю nри /а:/ --+ оо .  

Таким образом, nреобразование Фурье заменяет оnерацию диф­
ференцирования оnерацией умножения на величину i� и тем самым 
упрощает задачу интегрирования некоторых типов дифференциальных 
уравнений. 

IV. Пусть '?Т[!] = F(�) . Тогда 

. d 
z d�FIO = '?Т[ж · /(ж)] , 

т. е. преобразование Фурье заменяет операцию умножения f(ж) на • . d 
аргумент а: операциеи z � . 
В общем случае имеет место формула 

·k d" k 
z d�k '?Т[!] = '?Т[ ж · /(ж)] (k = О, 1 , . . .  , т) .  

V. Преобраэование Фурье свертки функций. Сверткой /1  * /2 функ­
ций /1 (ж) и /2(ж) называется функция 

+оо 
(!, * /2) (а:) = j f, (т)/2(ж - т) dт. 

-оо 
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Пусть F1 ({) и F2({) - Фурье�образы функций ft (ж) и /2(х) . Тогда 

Вf"{/, * !2) = .J2i Вf"[f, 1 . Вf"[/2]. 

т. е. образ Фурье СВ<'ртки функций j, (x) и /2(х) равен лроJ1зведению 
образов Фурье свертываемых фуНкций ,  домножениому на Vfi. 

Задачи для самостоятельного решения 

386. Найти преобразование Фурье следующих функций: 

а) J(ж) = { е-"'
, ж � О, б) f(ж) = е-1"'1 ; в) f(ж) = же-1"'1 ; О, ж < О; { 1, lжl < а, ( ) r) /(ж) = О, lжl > а а > О  . 

387. Доказать, что если ЗТ(/(z) ]  = F({) , то ЗТ[j(аж) ]  = �F(i) , а > О 
nостоянная. а а 
388. Доказать, что если 9'[/(z)] = F({), то 9'[/(z - a)J = е-щ F({) , а = const. 

389. Найти свертку функuий /1 (ж) = е-"'212 и j2(z) = а:. 

Приложения преобразования Фурье 
Преобразование Фурье исnользуется дЛЯ нахождения решения u(x, t) 

задачи с начальными условиями (задача Коши) на nрямой -со < ж < +оо 
дЛЯ линейного дифференциального уравнения второrо nорядка с nосто� 
янными коэффициентами. Применяя nреобразование Фурье к диффе­
ренциальному уравнению, сводим задачу к алrебраическому уравнению 
относительно Фурье-образа v(�, t) искомой функции. Решив это алrебра� 
ическое уравнение, а затем nрименяя обратное лреобразование Фурье, 
nолучаем решение u(x, t) исходной задачи. 

1. Реwение задачи Коwи для уравнения теnлоnроводности. Рассмотрим 
уравнение теnлоnроводности 

8u 2 82u · 
дt = а дх2 (а = const) . 

Задача Коши ставится так: найти функцию u(x, t) , удовлетворяющую 
уравнению 

8u 2 82и 
дt а дх2 , t > О, -оо < х < +оо, 

и начальному условию 

иlt=o= lf'(x) , -оо < х < +оо. 

(7) 

(8) 

Физический смысл этой задачи состоит в оnределении темлературы 
однородного бесконечного стержня в любой момент времени t > О, если 
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известна его температура <р(х) в момент времени 1 = О. Считается, что 
боковая поверхность стержня теплоизолирована, так что через нее тепло 
из стержня не уходит. 

Поскольку пространствеиная переменная х меняется в пределах от 
-оо до +оо, можно применитъ преобразование Фурье к уравнению (7) и 
начальному условию (8) . 

Предположим, что 
1 )  функции и(х, t) и <р(х) достаточно гладкие и стремятся к нулю 

при lxl --> +оо '\;/ t � О достаточно быстро, так что существуют 
изображения Фурье 

+оо 

v({, t) = vk 1 u(x, t)е-Ф� dx, (9) 
-оо 

+

оо 

�Ю = vk 1 <p(x)e-i{z dx; ( 10) 
-оо 

2) законны операции дифференцирования 

+оо +оо 

_1_ 1 ди -i{z d = !!._ (-�- 1 ( t) -i{z d ) = dv({, t) 
.../2i дt е х fJt v'2i и а:, е а: dt , 

-

оо 

-

оо 

-

оо 

Применяя преобразование Фурье относительно а: к обеим частям урав­
нения (7) и условию (8), от задачи (7)-(8) перейдем к задаче Коши для 
обыкновенного дифференциального уравнения 

dv 2 2 

dt 
+ { а v = O, ( 1 1) 

11 l t=o= �({) ( 12) 
(величина { играет роль параметра) . 

Решение задачи ( 1 1 )-(12) имеет вид 

Ранее мы установили, что 
v({, t) = �({)e-ea2t. ( 13) 

gr( -z2/u2 J - ..!!._ -и2е/4 е - .п. е , 

где gl"[!) - преобразование Фурье функции f(x) . Полагая 
(12 

t = -
4a2 ' 
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м ы  получим 
�ea2t _ q- [-1- -z2/(4a2t)] е - :у 

a.Jit
e . 

Таким образом, правая часть равенства (JЗ) содержит произведение пре� 
образований Фурье функций <р(х) и -1-e-z2/(4a't> . 

a.Jit 
На основании теоремы о свертке функций 

'!F[/t * !2] = V2i '!F[!J ] . '!F[/2] .  

равенство ( 13) можно представить в виде 

v(�, t) = ip(�)e-ea2t = _I_'!F[<p(�) * _I_e-z2/(4a2t)] . ( 14) 
....tii a.Jit 

Левая часть формулы ( 14) содержит иреобразование Фурье (относи­
тельно :с) искомой функции u(x, t) ,  и поэтому формулу ( 14) можно 
переnисать в виде 

'!F[u(x, t)] 

откуда, полъзуясъ выражением для свертки функций <р(х) и e-z2/(4a2t) , 
nолучим 

1 /+оо { (:с - Л)2 } и( :с, t) = г::; <р(Л) ехр - 2 dЛ, 2av1ft 4а t t > О. ( 1 5) 
-оо 

Формула ( 15) дает решение исходной задачи (7)-(8) и называется инте­
гралом Пуассона. 

Пример 2. Найти решение уравнения 

д и 
дt 

с начальным условием 

где ио = const. 

Решение. Пользуясь формулой ( 1 5), nолучим искомое решение 

u(x, t) = и� j"' ехр { - (х -
2
>.)2 } d>.. 

2av1ft 4а t 
"'J 

(7') 

(8') 

( 16) 
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Полученное решение выражается через функцию Ф(.z); называемую обычно 
интегралом ошибок, 

z 2 J 2 
Ф(z) = v'ii е-" dJJ. 

о z - �  
Заменой персменных ----н = JJ, d� = -2a./i dJJ из (16) ймеем 2avt 

� 
u(ж t) = - - е Р. djj = -

uo j _ 2  uo 
' .ji v'ii !::!.1. 2а.Л 

- - Ф -- - Ф --u0 [ ( ж - ж, ) ( ж - ж2 ) ]  - 2 2aVt 2a.fi · 

( 1 7) 

( 1 8) 

Нетрудно nроверить, что функция Ф(z), определяемая формулой ( J 7), является 
2 +оо 2 

нечетной. При z -+ +со функция Ф(z) стремится к интегралу г.: J е-" dJJ = 1 ,  
так что Ф(+со) = 1 ,  Ф(-оо) = - 1 .  v1Г о 

Исходя из свойств функции Ф(z) , убеж.цаемся, что решение u(ж, t) , опреде­
ляемое формулой (7), удовлетворяет начальному условию (8). В самом деле, при Ж - Ж1  Ж - Ж2 ж < ж1 обе величины ---л- и � при t -+  +0 стремятся к -со. При ж >  ж2 2avt 2avt 
эти выражения стремятся к +со nри t -+ +0. В обоих случаях значеhия функций, 
стоящие в квадратных скобках в nравой части ( 18), имеют один и тот же предел 
(-1 или +1), а их разность имеет предел, равный нулю. Если же ж1 < ж <  ж2 , ж - ж1 ж - ж2 то --г. - +со и --г. - -оо. Выражение в квадратных скобках в ( 18) 2avt t-++O 2avt t-++O 
стремится к 2, так что u(ж, О) = Uo .  ж1 < ж < ж2 . В точках ж = ж1 и ж = ж2 uo 
температура u - - .  !> t-++0 2 

В следующих задачах найти, полъзуясь формулой Пуассона, решение 
задачи Коши д;IЛ УРавнения теплопроводности. 

Задачи для самостоятельного решения 

390. 

391 . 

дu д2u 
дt = 4дz2 '  
дu = 9д2u 
дt дж2 ' 

t > о, 
t > о, 

-со < ж <  +со, 1 _.,2 u t=o= е , 

-со < ж <  +со, / -2z2 u t=o= е , 

-со < ж <  +со. 
-со < ж <  +оо. 

11. Задача Коwи дпя одномерного волнового уравнения. 

82'11. 2 8
2'11. 

8t2 = а 8х2 (а = const). 
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Рассмотрим следующую задачу Коши: найти функцию u(ж, t), удо­
влетворяющую уравнению 

82u - 2 82u 
at2 - а аж2 , t > О, -оо < :с < +оо, ( 19) 

и начальным условиям 

- - о 
au l at t=o-

, 

(20) 

-оо < ж <  +оо. 
(21) 

Эту задачу можно интерпретировать как задачу о свободных колебаниях 
однородной бесконечной струны для t > О ,  если известно начальное 
смещение <р0(ж) струны от положения равновесия в момент t = О, а 
начальная скорость равна нулю. 

Так как пространствеиная переменмая ж изменяется от -оо до +оо, 
можно применить преобразование Фурье по переменной :с .  

Допустим, что функции u(ж, t) и <ро(ж) удовлетворя;ют условиям 1)  
и 2) ,  приведеиным в п. I .  Тогда 

+оо 

v({, t) = vk j и(ж, t)e-i{:r dж, 
-оо 

+оо 

v l t=o= �оЮ = vk j 'Po(ж)e-i{:r dж. 
-оо 

Применяя преобразование Фурье по ж к обеим частям уравнения (19) 
и к начальным условиям (20)-(2 1), от задачи ( 1 9)-(21) 14Ы приходим к 
задаче Коши для обыкновенного дифференциального уравнения: 

d2v 2 2 
dt2 + а { v = O, (22) 

v lt=o= �о({), (23) 

dv
l 

-
о 

dt t::O- • 
Общим решением уравнения (22) является функция 

v({, t) = С1 Ю cos a{t + С2({) sin a{t. 

(24) 

(25) 

Требуя, чтобы она удовлетворяла начальным условиям (23)-(24) ,  находим 

С1 Ю = �оЮ. С2({) = о, 
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откуда 

v(�. t) = �оЮ cos a�t = � [�o(�)eia{t + �o(�)f:-ia{t] . 

Применяя обратное преобразование Фурье, получим 
+оо +оо 

u(x, t) = � { _1_ J �o(�)eiE(нat) d� + _1_ J �o(�)ei((ж-at) d�} = 2 ...tfi ...tfi 
-оо -оо 

1 = 2{<ро(х + at) + <ро(х - at)}. (26) 

Функция u(x, t), определяемая формулой (26), является решением задачи 
Коши ( 19)-(21 )  для любой дважды дифференцируемой функции <ро(х) .  

Задача для самостоятельного решения 

392. Найти функцию u(x, t) , удовлетворяющую дифференциальному уравнению 

82и . 82и 
дt2 = а2 дх2 , t > О, -оо < х < +оо, 

и начальному условию 

- оо < х < +оо. 

§ 1 О. Косинус- и синус-преобразования 
Фурье 

Преобразование Фурье (по х) применяется в случае, когда перемен­
мая х изменяется от -оо до +оо. Если изучаемый процесс ограничен 
полупрямой О < х < +оо, то удобно рассматривать . следующую пару 
преобразований. 

Допустим, что некоторая функция j(x) определена, непрерывно 
дифференцируема и абсолютно интегрируема на полупрямой х > О .  

Функция 
+оо 

Fc({) = /f J j(x) cos �х dx ( 1 )  
-оо 

называется косинус-преобразованием Фурье функции f(x) . 



§ 10. Косинус- и синус-преобразования Фурье 85 

Формула обратного преобразования имеет вид 
+оо 

f(x) = ff J FciO cos �x �, (2) 
-оо 

т. е. j(x) , в свою очередь, является косинус-rtреобразованием для Fc({) .  
Функция 

+оо 

FsiO = ff J f(x) sin {x dx (3) 
-оо 

называется синус-преобразованием Фурье функции j(x) . 
Формула обратного преобразования имеет вид 

+оо 

f(x) {f j F.(() sin (x �, (4) 
-оо 

т. е. j (x) и Fs(�) являются взаимными синус-преобразованиями. 
Пример 1 .  Найти косинус-преобразование Фурье функции j(х)=е-ж , 
О <  х < +оо . 
Решение. Используя формулу ( 1 )  и интеrрируя дважды по частям, nолучаем 

откуда следует 

FciO 
/2 1  

у ;  1 + {" " 

Задачи для самостоятельного решения 

393. Найти синус-преобразование Фурье функции f(x) = e-z , О <  х < +оо. 
394. Найти косинус-иреобразование Фурье функции 

f(x) 
{ cos х, О <  х < а, 

О, х > а. 

!> 
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{ 1 , О <  z < а, � 
395.  Положив f(z) = 0 и исnользуя синус-иреобразование Фу-' z > а  
рье функции /(z) , найти значение интеграла 

+оо f 1 - cos{a J = sin {z 
{ 

d{. 
о 

z2/2 396. Доказать, что косинус-иреобразование Фурье функции /(z) = е- со-
вnадает с самой функцией. 

Примененив синус- и косинус-преобразования Фурье 
для интегрирования дифференциальных уравнений 
в частных nроизводных 
Косинус- или синус-преобразование Фурье может быть использова­

но, когда независимая переменпая изменяется в nределах от О до +оо. 
Выбор синус- или косинус-преобразования зависит от типа граничных 
условий, заданных на нижнем пределе этой переменной. 

Пусть и(х, t) пекоторая функция и v5(�, t) ее преобразование Фурье: +оо 
Vs(�, t) = Л j u(x, t) sin �x dx. 

о 

д и 
Допустим, как обычно, что u(x, t) и дх достаточно быстро стремятся 

к нулю при lxl -+ +оо 'V t ,  и !{айдем синус-преобразование производной 
д2и 
дх2 • Интегрируя по частям, имеем 

Л 1 ::� sin �х dx = Л [ ( :: sin �х) J:�:oo -� Joo :: cos �х dx
] 

. 
о . о 

Внеинтегральное слагаемое обращается в нуль, и мы nолучаем 

л l ::� SiП �X dx = -�л /00:: COS �X dx. 
о о 

Интегрируя еще раз по частям, получаем 

л /+оо д2и Л[ l z=+oo /+оо ] -2 sin �x dx = -� . - (u · cos �x) + �  · u(x, t) sin �x dx , дх 1f' z=O 
о о 



§ 10. Косинус- и синус-преобразования Фурье 

или 

{f J+oo a2u {f lz=+oo {f J+oo -2 sin {х dx = -{и -{2 - u(x, t) sin {х dx. 
h r z� r 

о о 
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(5) 

Левая часть последнего равенства содержит синус-преобразование произ-
82u 

водной дх2 • Интеграл в правой части равен -evs({, t) . Таким образом, 

82u . 
синус-преобразование Фурье производной дх2 выражается через синус ... 

преобразование самой функции и(х, t) и значение u(x, t) при х = О. 
Синус-nреобразование вычисляется очень просто, если известно значе­
ние и lz",o · 

Рассуждая аналогично, убеждаемся, что косинус-преобразование Фу­
дu 

рье вычисляется очень просто, если известно значение дх при х = О . 
Задача для самостоятельноrо решения 

397. Доказать, что если 

при х = О, то 

{2 +оо d" у ;  j d� sin �x dж == �4F,((). 
о 

Если при х = О выnолняются условия 

тогда 

df = 
dзf = О, dx dx3 

ffJ+oo d2J у ; dx2 cos �х dx = -е FД), 
о 

{2 J+oo d'J 4 у ;  dx4 cos{x dx = { Ре({) . 
о 

. ) 

Пример 2. Рассмотрим задачу о расnределении темnературы в nо­
луограниченном стержне х > О, если на его конце х = О nоддержи­
вается нулевая температура и начальное распределение темnературы 
стержня известно. 
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Задача сводится к нахождению решения u(ж, t) уравнения 

дu 2 д2u 
дt = а д:1:2 , t > О, О < ж < +оо, 

при начальном условии 

и граничном условии 

(6) 

(7) 

(8) 
дu 

Из физических соображений следует, что u(ж, t) и дж стремятся к нулю при 

ж -+  +оо. Пусть v,({, t) - синус-преобразование Фурье функции u(ж, t) : 

vs({, t) = Л 7 u(ж, t) sin {ж dж. 
о 

Умножим обе части (б) на Л sin {ж и проинтегрируем по ж от О до +оо. 
Используя равенство (5) и тот факт, что u lz=o= О ,  находим 

Л 1 ::� sin {ж dж = -ev,({, t). 
о 

Таким образом, дЛЯ функции v,({, t) получим обыкновенное дифференциальное 
уравнение 

dv, 2 2 
dt + а  { v,({, t) = О. 

Из начального условия (7) имеем 

v, l t=o= Л 7 <р(ж) sin {ж dж = Ф,({). 
о 

Решение уравнения (9) с начальным условием ( 10) имеет вид 

( ) ( ) -a2et v, {, t = Ф, { е . 
По формуле обратного преобразования Фурье получим 

+оо +оо 

(9) 

( 10) 

= � j <p(q} dq j sin {q · sin {ж e-a2(21 d{. ( l l) 
о о 

Используя известную тригонометрическую формулу, равенство ( 1 1) можно пере­
писать следуюшим образом: 

+оо +оо 

u(ж, t) = � J <p(q) dq /[соs {(ж - q) - соs {(ж + q))e-a2(2t d{. ( 12) 
о о 
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Имея в виду, что (см. задачу 407 2>) 
+ оо  1 e-az2 cos{Зx dx = �л e-fJ2/(4a) (а > О, f3 > 0), 
о 

nолучим 
+оо 

� 1 e-a2(2t cos {(x ± '7) d{ = . 1
'-' ехр { - (х

4
±
2
'7)2 } · 1Г 2av1Гl а t о 

Таким образом, равенство ( 12) принимает вид 

89 

и(х, t) = 
2а� 1 <р(Т/) [ ехр { - (х

4:2�
)2 } - ехр { - (х

4:2�
)2 }] d'7. ( 1 3) 

о 
Функция u(x, t) , определяемая формулой ( 13), является решением nоставленной 
задачи. 1'> 

Задачи для самостоятельного решения 
398. Рассмотреть задачу о распространении тепла в полуограниченном стержне 
х > О ,  если на его конце х = О поддерживается nостоянная температура u0 , а 
начальная температура равна нулю. 
399. Используя синус- или косинус-преобразование Фурье, найти решение сле­
дующей задачи: 

- - о 

д
u l дх z=O - ' t > о, 

t > о, О <  х < +оо, 

1 = ( ) = { 1 , о � х < 1 , U t=O <р Х 0 ' 1  ' ж �  . 

Покажем применение косинус- и синус-преобразований Фурье при 
решении некоторых интегральных уравнений. 

Пример 3. Решить интегральное уравнение 
+оо j <p(x) cos �x dx = 

1 ��2 . 
о 

Решение. Умножим обе части ( 14) на {f: 
+оо 

(i 1 <р(х) cos {х dx = f!. -1-2
• у ;  у ;  1 + { о 

( 14) 

2) Краснов М. Л., Киселев А. И., Макаренко Г. И. Функции комплексного переменного. 
М.: УРСС, 2003. 
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Левая: часть этого равенства я:вляется косинус-преобраэованием Фс({) функции 
У?(�), отсюда 

fi t 
Фс(f.) = V ;  1 + t2 ' 

Тогда по формуле обратного :косинус-преобраэования Фурье имеем 

/2 /+оо 2 /+ое> COS {� У?(�) = v ;  Ф0({) COS t� � = ; l + {2 �. 
о о 

( 15) 

Интеграл в правой части ( 15) вычисляется с помощью теории вычетов. Используя 
рещение задачи 397 З) nри m = � и а = 1 ,  nолучим 

Та:ким образом, 

+оо 1 cos {� _ !  _., 
1 + t2 d� - 2 е . 

о 

Задачи дnя са мостоятельного решения 
Решить следующие интегральные уравнения: 

J
+oo • { � sin {, 0 � { � 11', 400. У?(�) sш{z dz = 

о � Е > � +оо 
401. J Y?(z) sin {ж clz = е-( ({ > О). 

о 

1> 

При решении некоторых задач математической физики можно вос­
пользоваться интегральными преобразованиями Меллина или Ханкеля. 

Преобразованием Меллина функции /(ж) , оnределенной для ж Е 
(0, +оо), называется функция /(р) ,  определяемая равенством 

+оо 

.Л[!] = f(p) = 1 жР-1 /(ж) dж, 
о 

Наnример, если /(ж) = e-z, О < ж < +оо, то 
+оо 

/(р) = 1 :xl'-l e-:t dж = Г(р), 
о 

э) Красн(НJ М. Л., Xuct���etl А. И., МDКаренко Г. Н. Функции комnлексного nеременноrо. 
М.: УРСС, 2003. 
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+оо !.i'[/] = F(p) = j f(t)e-tя dt, 

1 .  0 . нiоо 

.с·• [F) = /(t) = � !·· F(p)e1'l dp 
211'J 

1-ioo 

1 
+оо 

91"[/] = F({) = vk j /(z)e·i!;t: dж, 
2. -оо +оо 

91""1 [F) = /(ж) = vk J F({)ei!" d{ 
-оо 

!9r.[IJ = F,({) = {f 7/(z) sin {ж dж, 
4. 

о +оо 
8";"1 [F,] = f(ж) = {f j F.({) sin {z d{ 

о ! .... ,,) = j(p) = т..-· /(•) •.. 
5. -y+ioo 

1 - 1 J -
, ,(Г (/ } = /(:r:) = -. ж"Р f(p) dp 211'1 7-ioo 

dF[/] = ТЮ = j жJ,.({ж)/(z) dz, 1 
+оо 

6. О +оо 
J"Г1 [/) = /(ж) = j {J .. ({ж)f({) d{ 

о 

Преобразование Лалласа 

Обратное nреобразование 
Лалласа 

Преобразование Фурье 

Обратное преобразование Фурье 

Косинус-nреобразование Фурье 

Обратное 
косинус-nреобразование Фурье 

Синус-nреобразование 
Фурье 

Обратное 
синус-преобразование Фурье 

Преобразование. Меллина 

Обратное иреобразование 
Меллина 

Цреобразование Ханке.ля: 

Обратное преобразование 
Ханкеля 
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• 
где Г(р) - гамма-функция Эйлера аргумента р. Формула обратного 
иреобразования Меллина имеет вид 

7+ioo 
JГI [lJ = f(x) = 2�i 1 x-Pj�) dp. 

7-ioo 

Преобразованием Ханкеля функции f(x) называется функция JIO, 
определяемая равенством 

+оо 
�[/] = ТЮ = 1 xJn({x)f(x) dx, 

о 

где Jn({x) - функция Бесселя первого рода порядка n . Формула обрат­
ного иреобразования Ханкеля 

+оо 
;n"-1 [1J f(x) = 1 {Jn({x)JIO d{. 

о 

Для удобства в таблице на стр. 91 , интегральные иреобразования сгруп­
пированы по парам. 

§ 1 1 .  Обобщенные функции. 
Преобразование Фурье 
обобщенных функций 

Классическое иреобразование Фурье требует, чтобы функция f(x) 
стремилась к нулю при lxl --+ оо достаточно быстро. Это условие ис­
ключает такие функции, как f(x) = 1 ,  f(x) = cos х, f(x) = х2 и т.д. 

Вводя понятие обобщенной функции, мы снимаем указанное ограни­
чение и тем самым можем находить иреобразования Фурье возрастающих 
функций. 

Цель этого параграфа - познакомиться с понятием обобщенной 
функции и дать определение иреобразования Фурье некоторых важных 
функций, не имеющих обычных Фурье-образов. 

Пространство основных функций 
Функция tp(x) называется финитной, если она обращается в нуль вне 

некотороrо конечного интервала. Носителем функции tp(x) называется 
замыкание множества точек, в которых tp(x) :f.: О.  Носитель функции tp(x) 
обозначается символом 

supp tp = {х 1 tp(x) :f.: 0}. 
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Обозначим С8'"(а, Ь) множество всех финитных функций, бесконечно 
дифференцируемых на отрезке [а, Ьj . 

В теории обобщенных функций очень важную роль играет следующая 
лемма (основная лемма вариационного исчисления) . 

Лемма. Пусть f(x) Е С[ а, Ь] и для любой функции <р(х) Е C(f(a, Ь) 
справедливо равенство 

ь j f(x)<p(x) dx = О. 
а 

Тогда f(x) = О. 

Из этой леммы вытекает следующий факт. Положим 
ь 

(/, <p) d,;J j f(x)<p(x) dx. 
а 

Тогда тождественное равенство 
f(x) = g(x) 

равносильно равенству 
(!, <р) = (g, <р) V <р(х) Е cgo(a, Ь) . 

Пространство основных функций q; 
Обозначим через q; линейное пространство финитных бесконечно 

дифференцируемых в IR1 функций. 
Сходимость в @ определим следующим образом :  последовательность 

<р11(х) Е fli, v = 1 ,  2, . . . , сходится к нулю в fli, если выполняются 
следующие условия: 

1) существует такой интервал (а, Ь) , что supp <р11 С (а, Ь) , v = 1 ,  2, . . . ; 
2) nри v --+ +оо <pv{x) равномерно сходится к нулю на [а, Ь] , так же 

как и nроизводные <p�k)(x) любого порядка k .  

В этом случае будем писать <р11(х) --+ О .  
q; 

Пространство q) называется пространством основных функций. 
Пусть, например, 

<ра(х) = а2 - х2 ' { ехр { - �} lxl < а, 

так что supp <pa = [-а, а] . 
О, lxl � а, 
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Последова�льность l,Ov,a(z) = �r,oa(z) сходИтся к нулю в 91) при 

v -+ +оо.  С другой стороны, последовательность l,Ov,a(z) = �IPa (;) 
к нулю не сходится , т. к. supp IPv,a = [ -va, vaJ при v -+  +оо «превосхо­
диТ» любой конечный интервал (а, /3) . 

Оnределение. Говорят, что последовательность rp"(z) Е 91) сходится 
в 91) к функции r,o(z) , если 

rp(z) - rp"(z) -+ О. qJ 
Воспользовавшись определением сходимости в 91), нетрудно прове­

рить, что: 

1 )  операции сложения и умножения на число непрерывны в 91), то есть 

rp"(z) -+ r,o(z) 

'Ф�(z) � ф(z) 
=> arp"(z) + {Зф"(z) ; arp(z) + /3'1/J(z), 

9l! 
где а, f3 - произвольные действительные числа; 

2) операция дифференцирования непрерывна в 9}), то есть 

rp"(z) ; r,o(z) => r,o�k)(z) ; r,o(k)(z), k = 1 ,  2, . . .  

Обобщенные функцнн 
Говорят, что на множестве М определен функционал 1 ,  если лю­

бому элементу множества М сопоставляется по некоторым правилам 
определенное действительное число: 

м .L  JR.' . 

Простым примером является обыкновенная числовая функция /(z) , 
определенная на некотором интервале а � z � Ь. 

Другой пример. Рассмотрим интеграл 

ь ' J /(z)r,o(z) dж, 
а 

где /(z) Е С[а, Ь] � некоторая фиксированная функция, а r,o(x) Е 
С[ а, ЬJ - произвольмая функция. Таким образом, каждой функции r,o(x) 
ставится в соответствие определенное число. Тем самым построен функ­
ционал, порождаемый функцией /(z) , где r,o(z) играет роль аргумента. 
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Пусть дан функционал 1 в простран�тве q) основных функций, 
который каждой основной функции <р(а:) ставит в соответствие действи­
тельное число (!, <р) : 

Оnределение. Функционал f называетсЯ линейным, если 

(/ , O! J<J' I  + а2<р2) = O!J (/, <J'I) + а2(/, <J'2) 
'9' а1 ,  а2 Е !R_I. '9' <J'I , IP2 Е q), 

Оnределение. Функционал f называется непрерывным, если для 
любой последовательности <J'v(a:) основных функций, сходящейся 
в q) к <р(а:) при v --+  +оо, имеем 

(/ • IPv) --+ (/ • <р) · R' 
Сформулируем основное определение. 

Оnределение. Обобщенной функцией называется всякий линейный 
непрерывный функционал на пространстве основных функций q): 

q) .L  IRI . 
Пространство обобщенных функций обозначается через q)' . 
Пример 1 .  Пусть /(а:) - абсолютно интегрируемая функция на про­
извольном конечном интервале числовой оси: 

ь 
J 1/(a:) l da: < +оо V' (a, Ь) . 

а 

Такие функции локально интегрируемы. С помощью. этоЙ функции любой 
основной функции <р(ж) можно поставить в соответствие число ' 

+оо 

(/, <р) = j f(ж)<р(ж) dж; 
-оо 

( 1) 

здесь интегрирование производится, на самом деле, на конечном интервале, вне 
которого функция <р(ж) обращается в нуль. Нетрудно проверить, что функционал, 
определяемый формулой ( 1 ) , является линейным и непрерывным. Обобщенная 
функция, определяемая формулой ( 1) ,  называется регулярным функционалом 
или функционалом типа функции (функционал отождествляется с функцией f). 
Постоянная обобщенная функция определяется формулой 

+оо +оо 
(/, <р) = С j <р(ж) dж = j С<р(ж) dж. 

-оо -ос 
Функционалы типа ( l) не исчерпывают все линейные неnрерывные функиионалы 
на @, как показывает следующий nример. 1> 
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Пример 2. Дельта-функция Дирака б(а:) . 

Положим по оnределению 

(б(х), IP(x)) = IP(O), 
т. е. этот функционал сопоставляет каждой функции \Р(х) Е q) ее значение в точке 
х = О. Нетрудно видеть, что б(х) Е q;', т. е. является обобщенной функцией. 
Действительно, имеем 

т. е. функционал линеен. 
Далее, если \Pv(x) -+ \Р(х) , тогда 

qJ 
(б(х) , \Pv(x)) = \Pv(O) -+ IP(O) = (б(х), \Р(х)) (v -+  +оо), Jl. l  

т .  е .  данный функционал непрерывен. 1> 
Можно доказать, что этот функционал нельзя представить в виде ( 1 )  

ни для какой локально интегрируемой функции j(x) . Поэтому дельта­
функция б( а:) не является регулярным функционалом. Такие обобщенные 
функции называются сингулярными. Часто встречается и «смещенная>) 
дельта-функция б(а: - хо) , определяемая формулой 

(б(х - хо) , IP(x)) = ip(xo). 

Дифференцирование обобщенных функций 
Пусть j(x) - дифференцируемая в обычном смысле функция и 

J'(x) - локально интегрируемая функция. Для произвольной ip(a:) Е f7!, 
интегрируя по частям, имеем 

+оо +� 
(!'(а:) ,  ip(x)) = 1 /'(a:)ip(x) dx = [!(x)fP(x)] l::::- 1 J(x)fP'(x) dx. 

-� -оо 
Слагаемое вне интеграла равно нулю, т. к. IP(x) - финитная функция, 
которая обращается в нуль вне конечного интервала. Поэтому 

Если J - обобщенная функция, то по определению лолагаем 
(!', IP) = -(!, IP') .  (2) 

То есть, если J Е q;' , говорят, что обобщенная функция /' Е q;' , опре­
деляемая формулой (2), есть производпая этой функции. Очевидно, что 
ip1 Е q5 и формула (2) корректно определена. 

Для обычной дифференцируемой функции производпая /'(х) в смы­
сле qJ' является обычной производной.  
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Из определения !' Е <J!J' следует, что любая обобщенная функция 
бесконечно дифференцируема, причем (f(k)' IP) = (- 1 )"(/, IP(">) (k = 1 ,  2, . . .  ) . 

Пример З. Рассмотрим функцию Хевисайда 4) 
О(ж) = { 1 ,  ж > О, 

О, ж <  О. 

Это обычная функция. 

Из формулы ( 1) имеем: 

+оо 
(fl, rp) == -(0, rp1) = - 1 f!(z)rp'(x) dx = 

Отсюда 

С друrой стороны, 

-оо 

(ll, rp) :::: rp(O). 

(б(х), rp(x)) = rp(O). 

+ос 1 rp'(x) dx rp(O). 
-оо 

Следовательно, е' и б(х) действуют одинаково на любую функцию rp(x) Е q;, то 
есть 

8' = б(х). (3) 
Видно, что производная fJ(x) равна, в обычном смысле, нулю при х =/= О, и не 
существует при х = О. Далее имеем 

(6', rp) = -(6, rp') = -rp'(O) , 

Нетрудно доказать, что при 

f1(x - хо) = 

имеем (}' (х - х0) = о(х - хо) . 

{ 1 , 
о, 

х > хо , 
х < хо , 

Преобразование Фурье в смысле обобщенных функций 

!> 

Допустим, что функция /(ж) абсолютно интегрируема на всей чи­
словой оси. Пусть g( а) ее преобразование Фурье. 

+оо I9[f] g(u) = j f(ж)eiuж dж. (4) 
-оо 

4) При рассмотрении лреобра:.ювания Лалласа функции Хевисай.да будем исnользовать 
обозначение l](t). 

4 �1К. 265 



98 Diaвa 1 .  Операц/I/Онное исчнсленнв 

Тогда 

{5) 
-оо 

Пусть r.p(x) - основная функция, преобразование Фурье которой 

+оо 

&t(r.pJ = -ф(и) = J r.p(x)eiuz dx. 
-оо 

Имеет место соотношение 

21Г{!, r.p) = (g, '1/J), (6) 
+оо 

которое называется равенством Парсеваля. Здесь (!, r.p) = J j (а: )r.p( а:) da:, 
где j(a:) - функция, сопряженная к /(х) . -оо 

Равенство (6) является основой для нахождения преобразования Фу­
рье обобщенных функций. А именно, обобщенная функция g( и) является 
преобразованием Фурье обобщенной функции /(::е) , если выполняется 
равенство Парсеваля 

(g(u), -ф(и)) = 21Г(!(::е) , r.p(a:)), 

где -ф(и) - преобразование Фурье основной функции r.p(a:) .  

Пример 4. Найти nреобразование Фурье дельта-функции. 

Решение. Обозначим fТ[t5] = g(u) , fТ[r.p] = ф(и) . По оnределению 

(g(u), ф(и)) = 2r(t5(z), r.p(z)) = 2rr.p(O), {7) 

так как для произвольной основной функции r.p(z) 
(t5(z), r.p(z)) = r.p(O). 

В силу обратного rrреобразования Фурье, имеем 

+оо l 1 . о 1 
r.p(O) = 2,.. е-'" ф(и) du = 2,.. 

( 1 , ф(и)). 

Поэтому равенство (7) можно переnисать в виде 

(g(u), ф(и)) = (I ,  ф(о')), 
откуда g(u) = 1 . 

Таким образом, 
fТ/б(z)J = 1 .  !> 

Пример 5 .  Найти nреобраэование Фурье функции f(a:) = 1 .  
(8) 
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Решение. Обозначим 80[1] = g(u) , 80[<p(z)] = ф(и) . По определению 
имеем +оо 

(g(u) , ф(и}} = 211'(1 , <p(z)) = 211' j <p(z) dz. 
-оо 

+оо 
Поскольку 80[<р] = ф(и) = J <р(х}е; .. ., dz, отсюда следует 

-оо 
+оо j <p(z) dz = ф(О). 

-оо 
Тогда равенство (9) принимает вид 

(g(u), ф(и)} = 211'(1 ,  <p(z)} = 21rф(О). 
Следовательно g(u) действует на ф(и) как 6(u) , поэтому из ( 10) получаем 

(g(u) , ф(и)) = 21r(6(u), ф(и)}, 
откуда 

g(u) = 21Г6(и). 
Итак, мы получили вторую важную формулу 

80[1) = 21r6(u}. [> 

(9) 

( 10) 

( 1 1 )  

Для обычного преобразования Фурье, определяемого формулой (4), 
справедливы формулы 

9f[xk j(x)] = (-i)k d�k 
9f[J) ,  

9f[J(k)(x)] = (-io')k9f[J] . 

( 12) 

( 13) 

Используя определение преобразования Фурье обобщенной функции, 
можно установить справедливость этой формулы и для обобщенной 
функции. 

Пример 6. Найти преобразование Фурье функции j(x) = х .  

Решение. Очевидно, что 80[z] = Sf[x · 1 ] .  Так как Sf[l ]  = 21r6(u) , то из 
формулы ( 12) получается для k = 1 
Вообще, 

Sf[z] = -i�Sf[l} = 21Г(-i)6'(и). du 

dт Sf[xm] = 80[zm · 1 } = (-i)m dum 
80[1] = 21Г(-i)m6m(u). [> ( 14) 

Пример 7. Найти преобразование Фурье функции J(x) = eaz (а = 
const ). 
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Решение. Для nроизволъноrо а функция е4"' не имеет обычного преобра­
зования Фурье. Так как 

имеем 
00 k 00 k ( d ) k 

э<[еа"'] = L ;эr[xk] = 21r L ;  - i- б(и) = 21rб(u - ia). 
k:O k. k:O k. du ( 1 5) 

Формула ( 15) позволяет легко получить преобразование Фурье функций 
sin ах, cos ах, sh ах, ch ах . 

Например, 
[eiax + e-iax ] 

ЗТ[соs ах) = 9Т 2 . = 1r(B(u + а) +  o(u - а)] . [> 



ГЛАВА 
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§ 1 2. 

Теория устойчивости 

Понятие об устойчивости решения 
системы дифференциальных 
уравнений .  Простейшие типы 
точек покоя 

Пусть имеем систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

( 1 )  

д{ где ду� (i, k = 1 ,  2, . . .  , n) существуют и непрерывны, и пусть tp;(t) 
(i = 1 ,  2, . . .  , n) есть решение этой системы, удовлетворяющее при t = t0 
условиям 

!p;(to) = IP? (i = 1 , 2, . . . , n) . 

Решение IPi(t) (i 1 ,  2, . . . , n) системы ( l )  называется устойчивwм 
по Ляпунову при t -+ +оо, если для любого е > О можно подобрать 
б(е) > О такое, что для всякого решения y;(t) (i = l ,  2, . . .  , n) той же 
системы ( 1 ) ,  начальные значения которого удовлетворяют неравенствам 

\Y; (to) IP? I < б(е) (i = 1 , 2, . . . , n), 

для всех t � t0 справедливы неравенства 
/y;(t) - IPi(t)l < е  (i = 1 ,  2, . . .  , n), (2) 

т. е. близкие по начальным значениям решения остаются близкими для 
всех t � to . 

Иными словами, решение tp;(t) (i = 1 ,  2 ,  . . .  , n) устойчиво, если 
достаточно близкое к нему в начальный момент t = t0 решение y;(t) 
(i = 1 ,  2, . . .  , n) для всех t � t0 содержится в сколь угодно узкой е-трубке, 
построенной вокруг решения IPi(t) (i = 1 , 2, . . . , n) . 

Если при сколь угодно малом 6 > О хотя бы для одного реше­
ния y1(t) (i = 1 ,  2, . . .  , n) неравенства (2) не выполняются, то решение 
!p;(t) (i = 1 , 2, . . .  , n) называется неустойчивwм. 

Если решение rp1(t) (i = 1 ,  2, . . .  , n) не только устойчиво, но, кроме 
того, удовлетворяет условиям 

lim IYi(t) fP;(t) l = О (i = 1 ,  2, . . .  , n), (3) 
t-oo 
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если j y1 (to) - IP� 1 < о1 , то решение f{J; (t) называется асимптотически 
устойчивым. 

Вопрос об устойчивости решения f{J;(t) системы ( 1 )  может быть 
сведен к вопросу об устойчивости нулевого решения x;(t) = 

О 
пекото­

рой новой системы уравнений, получающейся из (1) линейной заменой 
искомых функций 

a:;(t) = y;(t) - f{J;(t) (i = 1 ,  2, . . .  , n) , (4) 

где x;(t) - новые неизвестные функции, равные отклонениям nрежних 
неизвестных функций y1(t) от функций f{J;(t) , определяющих исследуемое 
решение. Поэтому в дальнейшем будем считать, что на устойчивость 
исследуется именно нулевое решение a:;(t) = О или, что то же самое, 
расположенная в начале координат точка покоя системы уравнений 

dx; 
dt = '1/J;(t, Xt , Х2, . . .  , Xn) (i = 1 ,  2, . . .  , n) . (5) 

Вместо термина «нулевое решение» будем употреблять термин тривиаль­
ное решение. 

В применении к точке покоя x;(t) = 
О (i = 1 ,  2, . . .  , n) условие 

устойчивости выглядит так: 
точка покоя x;(t) = 

О 
( i = 1 ,  2 , . . . , n) системы (5) устойчива по Ляпу­

нову, если для каждого g > О  можно подобрать о(€) > О  такое, что из нера­
венства lx;(to) l < o(g) (i = 1 ,  2, . . . , n) следует lx; (t) l < g (i = 1 ,  2, . . .  , n) 
при всех t � to . 

Пример 1 .  Каждое решение уравнения 

dx = О  
dt 

устойчиво. 

(6) 

Действительно, решение x 1 (t) этого уравнения, удовлетворяющее начально­
му условию Z t (t0) = z? , есть х1 (t) :;:::: z? = const. 

Рассмотрим другое решение x2(t) уравнения (6), уДовлетворяющее началь­
ному условию 

x2(t0) = z�. (7) 
Для этих решений имеем lx2(t) - x 1 (t) l = lx� - x? l для всех t. Следовательно, 
для всякого е > О существует 6 > О, например, 6 = е такое, что как только 
lxg - x? l < 6, то для решений x2(t) и х1 (t) будет выnолняться неравенство 

lx2(t) - x 1 (t) l = lxg - x� l < е  nри всех t � t0• 
Следовательно, любое решение уравнения (6) устойчиво. Однако асимптотичес­
кой устойчивости нет: 

t> 
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Пример 2. Каждое решение уравнения 

dx 
- + х = О  
dt 

асимптотически устойчиво. 

В самом деле, общее решение уравнения имеет вид 

(8) 

x(t) = ce-t . (9) 
Решения x1 (t) , x2(t) уравнения (8), удовлетворяющие начальным условиям 
x1 (t0) = ж� , x2(t0) :::: жg , суrь 

Отсюда 

Жt (t) = x?e-<t-to) , x2(t) = xge-<t-tol . 

lx2(t) - Жt (t)l = \х� - x� \e-(t-to) ->  О при t ->  +оо, 

что означает асимптотическую устойчивость любого решения уравнения (8}. t> 

Пример 3. Рассмотрим уравнение 

dx 2 - = 1 - х 
dt 

. 

dx 2 Решение x(t) ::: - l  уравнения dt 
= 1 - х неустойчиво, так как при t ...... +оо все 

решения уравнения 
( l  + zo)e2(t-to) - ( l - zo) 

x(t) - ..;.____;.'-=,.....,...,.---''-----'-- (l + x0)e2(t-to) + ( 1 - х0) 

стремятся к + 1. Решение x(t) = 1 этого уравнения согласно определению 
асимптотически устойчиво. t> 

Задачи для самостоятельного решения 

Полъзуясъ определением, исследовать на устойчивость решения следующих урав­
нений и систем: 

dx 
402. dt + ж = 1 ,  х(О} == 1 .  

dx 
403. dt 

== -t(x - 1 ) ,  х(О) == 1 .  

404. 

405. 

406. 

dx 
- - 2х = t  dt 

, 

dx 
dt 

= 2xt , 

d:c 
dt = cos t, 

xU) = - � 
2 2 "  

х(О} = О. 

х(О} = 1 .  
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407. { �; == у, 

dy == -Зу - 2х 
dt 

' 

Глава 2. Теория устойчивости 

х(О) = у(О) = О. 

408. { �; == у, 

dy - == 2у + Зх, 
dt 

х(О) = у(О) = О. 

Простейшие типы точек покоя 
Пусть имеем систему дифференциальных уравнений { dx dt = Р(х, у) , 

dy 
dt = Q(x, у) . 

(А) 

Точка (хо, уо) называется точкой покоя или особой точкой системы (А), 
если Р(хо, уо) = О ,  Q(xo, Уо) = О. 

Рассмотрим систему 

{ �: = а1 1 Х  + а12У. 

dy 
dt = a1tX + а22у, 

( 1 0) 

где a;j (i, j = 1 ,  2)  - постоянные. Точка (0, О) является точкой по­
коя системы ( 10). Исследуем расположение траекторий системы ( 10) 
в окрестности этой точки. Ищем решение в виде 

( 1 1) 

Для определения k получаем характеристическое уравнение 
1 ан - k а 12  1 = О. а2 1  а22 - k ( 12) 

Рассмотрим возможные случаи. 
1 . Корни характеристического уравнения действительны и различ· 

ны. Подслучаи: 

1) k1 < О, k2 < О. Точка покоя асимптотически устойчива (устойчивый 
узел). 

2) k1 > О, k2 > О. Точка покоя неустойчива (неустойчивый узел) . 
3) k1 > О, k2 < О. Точка покоя неустойчива (седло) . 
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4) k1 = О, k2 > О. Точка nокоя неустойчива. 

5) k1 = О, k2 < О. Точка покоя устойчива, но не асимnтотически. 

11. Корни характеристического уравнения комплексные: k1 == p+qi ,  
k2  = р - qi . Подслучаи: 

1) р < О, q :j: О. Точка покоя асимnтотически устойчива (устойчивый 
фокус) . 

2) р > О, q :j: О. Точка покоя неустойчива (неустойчивый фокус) . 
3) р = О, q :j: О. Точка покоя устойчива (центр) . Асимптотической 

устойчивости нет. 

111. Корни кратные: k1 = k2 • Подслучаи: 

1) k1 = k2 < О. Точка покоя асимптотически устойчива (устойчивый 
узел) . 

2) k1 = k2 > О. Точка покоя неустойчива (неустойчивый узел) . 
3) k1 = k2 = О. Точка покоя неустойчива. 

Возможен исключительный случай, когда все точки плоскости являются 
устойчивыми точками покоя. 

Для системы линейных однородных уравнений с nостоянными ко­
эффициентами 

dXj n 

dt = '2: aijXj (i = 1 ,  2, . . .  , n) 
j=l 

характеристическим уравнением будет 

а1 1 - k а1 2  а 1з a1n 
а21 а22 - k а2з a2n 

( 1 3) 

= 0. ( 14) 

1) Если действительные части всех корней характеристического урав­
нения ( 14) системы ( 13) отрицательны, то точка покоя Xi (t) = О 
( i = 1, 2 ,  . . .  , n) асимптотически устойчива. 

2) Если действительная часть хотя бы одного корня характеристичес­
кого уравнения ( 14) положительна, Re ki = Pi > О, то точка покоя 
xi(t) = О  (i = J, 2, . . .  , n) системы ( 1 3) неустойчива. 

3) Если характеристическое уравнение ( 14) имеет простые корни с нуле­
вой действительной частью (т. е. нулевые или чисто мнимые корни) , 
то точка покоя Xi (t) = О (i = 1 ,  2, . . .  , n) системы ( 13) устойчива, 
но не асимптотически. 



106 Глава 2. Теория устойчивости 

Пример 4. Установить характер точки nокоя (0, О) системы 

{ � = у, 
у = -х. 

РеШение. В данном случае 

ан = О, а12 = 1 ,  а21 = - 1 , а22 = О. 
Характеристическое уравнение 

1 -k 1 1 - 1  -k = О, или k2 + 1 = о. 

Корни характеристического уравнения kц = ±i - чисто мнимые. Точка nокоя 
устойчива (центр). 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

Установить характер точки покоя (0, О) в следующих системах: 

{ :i: = ж - у, { Ж = 4у - ж, { Ж = -2ж - Зу, 
409. 41 0. 

9 
41 1 .  . у = 2ж + Зу. у = - ж +  у. у = ж +  у. 

{ :i: = ж - 2у, 
412. . 2 з у =  у - ж. 

41 5. { � = -2ж + у, 
у =  -ж - 4у. { :i: = ж - Зу + 4z, 

417. у = 4ж - 7у + 8z, . i = бж - ?у + 7z. 

{ ж
.
= Зж + 2у, 

41 3. у =  ж + у. { Ж = 2ж - у +  2z, 
41 6. у = 5ж - Зу + Зz, 

i = -ж - 2z. 

{ Ж = -ж + 2у, 
414. у =  -2ж + Зу. 

Для системы двух линейных уравнений с постоянными действитель­
ными коэффициентами 

{ � = 41 \ Х  + 4 J 2Y. 
У = 42JX + 422У 

характерИстическое уравнение ( 12) приводится к виду 

k2 + 41 k + 42 = 0. 

(15) 

1) Если 41 > О, 42 > О, то нулевое решение системы ( 15) асимптотиче­
ски устойчиво. 
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2) Если а1 > О, а2 = О или а1 = О ,  а2 > О, то нулевое решение 
устойчиво, но не асимптотически. 

3) Во всех остальных случаях нулевое решение неустойчиво; однако 
при а1 = а2 = О возможен исключительный случай, коrда нулевое 
решение устойчиво, но не асимптотически. 

Пример 5. Определить значение параметра а, nри котором устойчиво 
нулевое решение системы 

{ ± = у, 
iJ = ( а - l)x - ау. 

Решение. Характеристичесхое уравнение для данной системы имеет вид 

1 -k 1 1 а - 1  -а - k  = О, 

или k2 + ak + 1 - а =  О. Здесь а1 = а, а2 = 1 - а.  
Асимптотическая устойчивость нулевого решения будет иметь место при 

а >  О, 1 - а >  О, т. е. при О < а <  1 .  
Устойчивость, но не асимптотическая, будет в двух случаях: 

а) а > О, 1 - а = О, т. е. при а = 1 ; 

б) а =  О, 1 - а  > О, т. е. при а =  О. 

При всех других значениях а нулевое решение неустойчиво. t> 

Задачи для самостоятельного решения 
Определить значения параметра а, при которых нулевые решения следующих 
систем устойчивы: 

41 8. 
{ :i: = -ж + у, 

41 9. . 2 у =  аж - а у. 
{ :i: = а2ж - Зу, 420. у = аж + 4у. 

421 .  { � = у +  аж, 

!1 = -ж. 

{ � = аж - у, 
422. y = ay - z, 

i = az - ж. 

Пример 6. В nлоскости nараметров а и {З найти области, в которых 
устойчиво нулевое решение системы уравнений { х = ах + ({З - 2а{З - 1 )у, 

il = х - {Зу. 



108 

или 

Глава 2. Теория устойчивости 

Решение. Характеристическое уравнение системы · 1  о. - k {З -

.

2
о.{З -

1 1 ::::: 
1 

-{З k 
о, 

З
десь 

а 1  ;;;:: {З о., а1 = 
1 + о.{З {З

; 

а1 и а2 являются непрерывными функциями от о. и {З, nоэтому знаки а1 и а2 
будут меняться там, rде а1 ;;;:: а2 =

О
, т. е. на прямой {З - о. ;;;:: 

О 
и на rиперболе 

1 + о.{З {З = 
О

. Эти линии разбивают плоскость параметров о., {З на четыре 

об
ласти r, П, IП, IV (рис. 4), в каждой из которых знаки а1 и а2 постоянны. 

Возьмем по одной произвольной точке в каждой области и определим в этих 

точках знаки коэффициентов а 1  и а2• 

1 

Рис. 4 

/3=-1-
1-о: 

о (2, -2) 

IV 

а 

Область I: в точке (-
1 , 1) имеем а 1  = 2 > О

, а2 - 1 <
О

. Нулевое решение 

системы в этой области неустойчиво. 
Область П: в точке (0, 1 /2) имеем а1 = 

1 /2 
> 

О
, а2 = 

l/2 
> 

О
. 

Нулевое 

решение системы в области 11 асимптотически устойчиво. 
Область 111:  в точке ( 1 , О) имеем а1 = - 1 < О

, а2 = 1 >
О

. 
Нулевое решение 

в этой области неустойчиво. 
Область IV: в точке (2

, -
2) имеем а1 = -4 < 

О, а2 = - 1 < О
. Нулевое 

решение в этой области неустойчиво. 
И

сследуем на устойчивость нулевое решение на rраницах рассмотренных 

выше областей . 
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] 
1) {3 = -- ,  а < l (граница между областями 1 и 11). На этой границе а1 > О, 1 - а а2 = О ,  так что нулевое решение на ней устойчиво, но .не асимптотически. 
2) {3 = а (граница между областями 11 и Ш. На этой границе а1 = О, а2 > О ,  

так что нулевое решение н а  ней устойчиво, н о  н е  асимптотически. 
1 

3) {3 = -- ,  а > 1 (граница между областями 111 и IV). На этой границе 1 - а а1 < О , а2 = О, так что нулевое решение на ней неустойчиво. 

Итак, нулевое решение асимптотически устойчиво в области П и устойчиво, 
но не асимптотически, на границе области 11. 1> 

Задачи для самостоятельного решения 
Для следующих систем в плоскости параметров а и {3 найти области, в которых 
нулевое решение устойчиво: 

423. { х = -х + ау, 
424. { � = ах +  {Зу, 

425 { :i; = ах + {Зу, 
iJ = {3х - у. у = х + ау. • 

iJ = -{3х + (а - 2)у. 

426. { :i; = -а2х - f32y, 
427. { � = (а2

2
_ f3)x

2
+ ( 1 + {3)у, 

iJ = (а2 - l)x + ({32 + 1)у. у = -{3 х + {3 у. 

428. { х = -а2х - (/3 + 1)у, 
iJ = (4а + {3 + I)x - 4у. 

§ 1 3. Второй метод Ляпунова 

Функция v(x1 , х2 , . . .  , Xn) называется положительно определенной в 

Н -окрестности ( t х� � Н) начала координат, если она положительна 
t=l 

во всех точках этой окрестности, за исключением начала координат, где 
она равна нулю: 

n 
v(xJ , х2, . . . , Xn ) > О, если L xf > О, v(O, О, . . . , О) = О. 

i=I 
Например, функция v = xt + х� + х� будет положительно определенной 
функцией в пространстве переменных х1 , х2 , Хз .  Функция и =  xt + х� 
будет лишь знакапостоянной в этом пространстве, но не положитель­
но определенной, так как она обращается в нуль на всей оси Охз , 
а не только в точке (0, О, 0) , и она же будет положительно определенной 
в пространстве х , ,  х2 . 
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n 
Если v(a:1 , ж2, . . .  , Жn) < О при Е :rf > О •и  v(O, О, . . .  , О) = О, то 

i=l 
функция v(z 1 , ж2 ,  . • . , a:n) называется отрицательно определенной. 

Функция v(t, а: 1 ,
"
а:2, . . •  , a:n) называется положительно определенной 

в Н -окрестности начала координат при t � to, если существует такая 
не зависящая от t положительно определенная функция w{a:1 , ж2, • • •  , жп) , 
что v(t, ж, ,  ж2, . . •  , Жп) � w(a: I ,  ж2 , . . .  , a:n) при всех указанных значениях 
аргументов и v(t , О, О, . . . , О) = О.  

Пусть имеем систему дифференциальных уравнений 

и пусть 

da:; 
dt = /;(t, Ж 1 ,  Х2 , • • • , Жп) (i = 1, 2, . . .  , n) , 

v(t, Ж( ,  Ж2 , • • •  , Xn) 

( 1) 

есть непрерывно дифференцируемая функция своих аргументов. Пол­
ная производмая по t функции v(t, а: 1 , х2 , • • •  , Xn) , вычисленная в силу 
системы ( 1)  (вдоль интегральных кривых) , равна 

dv дv � дv dx; дv � дv 
.dt = дt + 4.J -д . -dt = 8t + L- -д _!;(t, Z J ,  Х2, • • • , Xn) · 

i=! х, i=l х, 
(2) 

Если правые части системы ( 1) не содержат явно t, то такая система 
называется автономной или стационарной. 

1. Теорема А. М. Ляпуноаа об устойчивости. Если система диффе­
ренциальных уравнений ( 1) такова, что существует функция v(t, а:1 , 
а:2 , . . .  , жп) , ntiАожительно определенная при t � t0 в пекоторой Н-

... ;� од • dv окрестности начала КООуvинат, произв ная которои dt , вычисленная 
в силу системы ( 1 ) ,  неположительна, то тривиальное решение систе­
мы ( 1 )  устойчиво. 

11. Теорема А. М. Ляnунова об асимптотической устойчивости (слу· 
чай автономных систем). Если автономная система дифференциаль­
ных уравнений 

(3) 

такова, что существует функция v(a:1 , х2, . . .  , a:n) , положительно 
определенная в нек:оторой Н -окрестности начала координат, произ-

. dv 
водная которой dt , вычисленная в силу системы (3), отрицательно 
определена, то тривиальное решение ж; = О (i = 1 ,  2, . . . , n) асим­
птотически устойчиво. 
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Функции v(t, х , ,  х2, . . . , Xn ) и v(x , ,  х2, . . . , Xn) , фигурирующие в 
приведеиных выше теоремах, называются функциями Ляпуновр. 

Назовем областью v > О какую-нибудь область окрестности 
n 

L: x� � Н  
i=l 

начала координат пространства переменных х 1 , х2, • • • , Xn , оrраниченнуfО 
поверхностью v = О, в которой функция v nринимает nоложительные 
значения. 

Допустим, что функция v обладает следующими свойствами: 

1) при сколь угодно больших значениях t в сколь угодно малой окрест­
ности начала координат существует область v > О; 

2) в области v > О функция v ограничена; 

dv 
З) в области v > О производмая dt , состаJЩенная в силу системы 

уравнений (2) , положительно определена. 

111. Теорема Н. Г. Четаева о неустойчивости. Если для системы диф­
ференциальных уравнений (2) можно найти функцию, удовлетворяющую 
условиям 1 ) ,  2) , 3) , то тривиальное решение этой системы неустойчиво. 

Замечание. Если в системе (2) все /; не зависят явно от t ,  то функцию 
Ляпунова нужно искать как. не зависящую явно от t .  

Пример 1 .  Исследовать на . устойчивость тривиальное решение сие-
темы { dx ) 2 2 

dt = - (х - 2у (1 - х - Зу ) , 
dy 2 ' 
dt 

= -(у + x)( l - х2 - Зу ) . 
Решение. Возьмем в качестве v функцию v == ж2 + 2у2 • Она является, вo­

dv 
первых, положительно определенной, а, во-вторых, ее производная 

dt 
, взятая 

в силу системы, равна 

dv 
== 

дv dж + дv dy == 2ж(2у - ж)(l - ж2 - 3у2) - 4у(ж + y)( l - ж2 - 3у2) ::::: 
dt дж dt ду dt 

== -2( 1 - х2 - 3у2)(ж2 + 2у2) � О  

при достаточно малых ж и у.  
Мы видим, что выполняются все условия теоремы А.  М. Ляпунова об устой-

чивости. 
Следовательно, тривиальное решение ж =  О, у =  О устойчиво. [> 
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Пример 2. Исследовать на устойчивость Тf»1Виальное решение сие-
темы { �; = -5у 2z3, 

dy 
dt = 5z - Зуз . 

Решение. Функция v ж2 + у2 удовлетворяет условкям теоремы А. М. Ля­

пунова об асимптотической устойчивости: 

1 )  v(ж, у) � О, v(O, О) :::: О ;  
2) dv 

= 2х(-5у - 2х3) + 2у(5ж - Зу3) = -(4х4 + 6у4) � О, dt 
dv dv 

т. е. - < О и � = О только при х = О ,  у О, и значит, есть отрицательно dt dt 
оnределенная функция. Следовательно, решение х О ,  у =  О асимптотически 
устойчиво. � 

· Пример 3. Исследовать на устойчивость тривиальное решение авто­
номной системы { �; = х2 + у, 

dy = у2 + х 
dt . 

Решение. Возьмем в качестве v(x, у) функцию 

l 1 v = Зжз + жу +  Зуз . 
Здесь областью v > О  является, наnример, область х > О, у >  О .  
В области v > О имеем 

dv дv dx дv dy 2 2 2 2 - - + - - = (х + у) + (z + y ) > О. dt дж dt ду dt 
Согласно теореме Н. Г. Четаева о неустойчивости решение х = О, у = О 

неустойчиво. � 
Покажем на примере один метод построения функции Ляпунова, 

называемый методом деления nеременных. 

Пример 4. Дана система уравнений { i = аz3 + Ьу, 
iJ = -сх + dy3 • 

Найти для системы {4) функцию Ляnунова в виде 

· v(z, у) = Fr (x) + F2(y�, 

(4) 

где F1 ( х) , F2 ( х) - некоторые, nока неизвестные, дифференцируемые · 
функции.  
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Решение. В силу системы (4) будем иметь 

v = F,(z):i: + F;_(y)fl = F,(x)(ax3 + Ьу) - F;(y)(cx dy3) .  

1 13 

Потребуем,  чтобы функция: iJ имела такой же вид, что и функция v(z, у) , т. е. 
чтобы и она nре.цставля:лась в виде суммы двух функций одной, зависящей 
только от z, друrой только от у. Для этого необходимо, чтобы имело место 
тождество 

F,(x)by - F;(y)cz = О. 
Разделяя переменные, получим 

cz Ьу 
Fj(x) = Fi(y) ' 

и, следовательно, каждая: из дробей должна быть постоянной величиной, напри­
мер, равной l/2. Тогда будем иметь 

откуда 

так что 

СХ 
Fj(x) = 2 ' 

Ft (z) = c:i, 

Ьу 
�(у) 2 '  

F2(y) Ьу2, 

v (x, у) =  сх2 + Ьу2• 

Задачи для самостоятельного решения 
Исследовать на устойчивость тривиальное решение систем: 

429. 

{ х = -2z - у + 2ху2 
431 . . l 2 у = - зz у - х у { х = -Sx 9у + 3zy2 - х3, 
433. . 2 1 3 у = Зх - 4у - 2х у - '2у . 

437. а: = у  + а: ' { • 
3 

5 У =  а:з + ys . 

5 Зак. 265 

{ :i: = у - 3х3, 
430. 3 у =  -х - 1у .  

432. 

434. 

436. 

{ :i: -zy\ 
. 4 у = yz .  { . 2 2 б а: = -ж - ху - ху , 
. 1 2 4 3 у = - 2У - ж у - z у . 

{ . 4 

х = х - ху ,  
. 2 3 у = у - ж у .  

1> 
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. 1 l 2 х = -2х- 2ху , 
х = -у - х - -х , 

iJ =-�y+3xz3 , (v = x2 + 2y2 + 3z2) .  
4 { . 

1 7 3 
440. 

3 2 
1 5 3 iJ = -х - 2У - 2У · 2 2 i =-зz - 2xyz 

§ 1 4. Исследование на устойчивость 
по первому приближению 

Пусть имеем систему дифференциальных уравнений 
dx· af = /i(t, Xt , Х2 , . . .  , Xn) (i = 1 , 2, . . . , n) , ( 1 )  

где /i - дифференцируемые в окрестности начала координат функции, 
/i(t, О, О, . . . , О) :: О. 

Исследуем на устойчивость точку nокоя Xi = О (i = 1 , 2, . . .  , n) 
системы ( 1). Представим систему ( 1 )  в окрестности начала координат 
в виде 

dXj n 
-d = L: aij(t)Xj + Ri(t, X J , Х2, • • • , Xn) (i = 1 ,  2, . . .  , n) , (2) t j=l 

где Ri имеют nорядок выше nервого относительно � (т. е. фак­

тически разложим nравы е части ( 1 )  no формуле Тейлора no стеnеням х 
в окрестности начала координат). Вместо точки покоя. системы ( 1 )  ис­
следуем на устойчивость точку nокоя линейной системы 

dx · n 
а} = L: Щj(t)xj (i = 1 ,  2, . . .  , n) , (3) 

j= l  
называемой системой уравнений первого приближения или линеаризованной 
системой для системы ( 1) .  

Возникает вопрос, влечет ли устойчивость (неустойчивость) точки 
nокоя системы (3) устойчивость (неустойчивость) точки покоя исходной 
системы ( 1 ) . Вообще говоря, строгой связи между системами ( 1 )  и (3) 
нет. 

Пример 1 .  Рассмотрим уравнение 

dx 2 
dt = х . (4) 
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Здесь f(t, ж) = ж2 • Линеаризованное уравнение для уравнения (4) имеет вид 

dж 
dt = о. (5) 

Решение ж(t) = О  уравнения (5) является устойчивым (см. с. 102). Оно же, будучи 
решением исходного уравнения (4), не является для неrо устойчивым. В самом 
деле, каждое действительное решение уравнения (4) имеет вид 

жо l ж =  --- , ж t-o = жо, 1 - tж0 
1 

и перестает сушествовать при t = - (решение непродолжаемо). 
Ж о 

Пример 2. Рассмотрим нелинейнов уравнение 
dx dt = х - хзеt . 

Линеаризованное уравнение имеет вид 
dж dt = ж. 

1> 

(6) 

(7) 
Решение ж(t) = О уравнения (7) неустойчиво, так как каждое решение этоrо 
уравнения имеет вид 

ж(t) = Се1 , 
и очевидно, что lж(t)l --+ +оо при t --+  +оо. С друrой стороны, решение ж(t) = О  
уравнения (6) является асимптотически устойчивым. В самом деле, общее реше­
ние этоrо уравнения имеет вид 

[ 2 ] -1/2 
ж(t) = Се1 1 + 3с2(е31 - 1) 

и, очевидно, стремится к нулю при t --+  +оо. 1> 
Однако nри определенных условиях устойчивость (неустойчивость) 

решения системы первого приближения влечет устойчивость (неустойчи­
вость) решения исходной системы ( 1 ) , 

Ограничимся для простоты случаем, когда коэффициенты aij (t) в (3) 
постоянные. В этом случае говорят, что система (2) стационарна в первом 
приближении. 

Теорема 1 .  Если система уравнений (2) стационарна в первом прибли­
жении, все члены � ограничены по t и разлагаются в ряды по степе­

n 
ням х 1 ,  • • •  , Xn в некоторой области Е х� � Н,  причем разложения 

i=l 
начинаются членами не ниже второго порядка, а все корни характери-
стического уравнения 

а 1 1  - k  
= 0  (8) 
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имеют отрицательные действительные частИ, то тривиальное решение 
Х; :::: О (i = 1 ,  2, . . .  , n) системы (2) асимптотически устойчиво, т. е. 
в этом случае возможно исследование на устойчивость по первому 
приближению. 

Теорема 2. Если система уравнений (2) стационарна в первом прибли­
жении, все функции R; удовлетворяют условиям теоремы 1 и хотя бы 
один из корней характеристического уравнения (8) имеет положитель­
ную действительную часть, то точка покоя х; :::: О (i = 1 ,  2, . . .  , n) 
системы (2) неустойчива, т. е. и в этом случае возможно исследование 
на устойчивость по первому приближению. 
Замечание. Если действительные части всех корней характеристическо­
го уравнения (8) неположительны, причем действительная часrь хотя бы 
одного корня равна нулю, то исследование на устойчивость по первому 
приближению, вообще говоря, невозможно (в этом случае начинают влиять 
нелинейные члены R; ) . 

Пример 3. Исследовать на устойчивость rочку покоя х = О, у = О 
системы 

(9) 

Решение. Нелинейные члены удовлетворяют условиям теорем 1 и 2. Ис­
следуем на устойчивость точку покоя системы nервого приближения 

Характеристическое уравнение 

{ :i: = -х + у, 
у =  х - Зу. 

1 - l l k 
-/- k \ = 0  

(IO) 

имеет отрицательные корни k1.2 = -2 ± ..ti. Следовательно, на основании теоре­
мы 1 точка покоя х = О, у =  О систем (9) и (10) асимптотически устойчива. t> 

Пример 4. Рассмотрим уравнение колебания маятника 

х + ах +  Ь sin x = О. 

Здесь х - угол отклонения маятника от вертикали. 

Уравнению ( 1 1) соответствует система 

{ :i:  = у, 
у = -ау - Ь sin х. 

Точки покоя системы ( 1 2) 
х = k1r (k - целое) , у =  О. 

( 1 1 )  

( 12) 

( 13) 
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Исследуем на устойчивость точку покоя х = О, у .= О, получающуюся из ( 13) при 
k = О. Используя разложение 

хз 
sin х = х - 3! + . . .  , 

запишем систему первого приближения { :t = у, 
iJ = -Ьх - ау, 

характеристическое уравнение которой 

.Л2 + а.Л + Ь = 0. 

( 14) 

( 1 5) 
Если а > О, Ь > О, то корни уравнения ( 15) имеют отрицательные вещественные 
части, и, следовательно, точка покоя х = О, у = О устойчива по первому 
приближению. 

Исследуем теперь на устойчивость точку (1r ,  0) , что соответствует k = 1 .  
Используя разложение 

(х - 11')з sin x = -(х - 11') + .:___:..._ 3! 
и перенося начало координат в точку х = 11', у = О, придем к системе 

{ ;i;  = у, 
fl = Ьх - ау, ( 1б) 

характеристическое уравнение которой 

.Л2 + а.Л - Ь = О. ( 1 7) 

При а > О, Ь > О корни этого уравнения будут действительными и разных 
знаков. Следовательно, точка покоя (1r, O) является неустойчивой точкой для 
системы ( 16) . [> 

Пример 5. Исследовать на устойчивость точку покоя х = О, у = О 
системы { :i: = У - xf(x, у) ,  

у = -х - yf(x, у), 
( 1 8) 

где функция f(x, у) разлагается в сходящийся степенной ряд и 
J(O, О) = О . 

· Решение. Линеаризованная система имеет вид { � = у, 
у =  -х. 

Точка покоя системы (19) есть (0, 0) . 
Характеристическое уравнение системы ( 19) 

1 =� lk 1 = О, или k2 + l = О 

( 19) 

(20) 

имеет чисто мнимые корни k1 ,2 = ±i. Точка покоя (0, О) системы первого 
приближения ( 19) устойчива (центр) . Так как действительные части корней 
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характеристического уравнения .(20) равны нулю, то согласно замечанию на с. 1 1 6 
вопрос об устойчивости точки покоя (0, О) требует дополнительного исследования. 
Для исследования на устойчивость точки покоя (0, О) системы ( 18) применим 

1 2 2 второй метод Ляпунова. Беря v(x, у) = 2(х + у ) , находим 

dv 2 2 
dt = -(х + у )f(x, у). 

Отсюда: если f(x, у) :;J!: О в достаточно малой окрестности начала координат, 
то точка покоя (0, О) устойчива; если f(x, у) - положительно определенная 
функция в некоторой окрестности начала координат, то точка покоя (0, О) 
асимптотически устойчива; если f(x, у) < О в достаточно малой окрестности 
начала координат, то точка покоя (0, О) неустойчива. Этот пример иллюстрирует 
тот факт, что в некоторых случаях нельзя судить об устойчивости точки покоя 
по первому приближению. 1> 

Задачи для самостоятельного решения 
Исследовать на устойчивость по первому приближению точку покоя х = О, у =  О 
в следующих системах: 

441 . 

443. 

445. 

{ Ж = 2ez + 5у - 2 + х\ 
у = х + 6 cos у - 6 - у2• 

{ Ж = х - 2 sin у - у3 sin х, 
у = 2у - Зх - х3• 

447. z { Ж = 2х + 8 sin у, 
у = 2 - е - Зу - cos у. 

449. 

{ . 2 
451 . � = у -

3 
ху ' 

у = -х . 

442. 

444. 

446. 

{ Ж =  -Зх + 4у + sin 3х - у2, 
у = -2х + sin у + е У х2. 

{ ж = ж - у + :1:2 + у2 ' 
у = х + у - у2 . { Ж = -4х + �2 sin у - Зх2, 448. 
у = -2х + х2 + у + у3 . 

450. { Ж = 1 0 sin x - 29y + 3y3, у = 5х - 14 sin у + у2• 

452. Исследовать на устойчивость точки покоя маятника, к которому приложен 
вращающий момент L: 

Ж + аЖ + Ь sin х = L, где ILI < Ь. 
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§ 1 5. Асимnтотическа11 устойчивость в целом . 
Устойчивость по Лагранжу 

Пусть имеем систему дифференциальных уравнений 
di1:j . 
dt = /i(t, Х 1 ,  . . . , i1:n) , /i(t, О, . . .  , О) = О (i = 1 , 2, . . . , n) , ( 1 )  

и пусть эта система определена в полупространстве 

S1 : {а < t < +оо, t xi < +оо} . 
1=1 

Говорят, что тривиальное решение Xi = О (i = l, 2, . . . , n) системы ( 1) 
асимптотически устойчиво в целом, если оно 

1) асимптотически устойчиво по Ляпунову; 
2) всякое друrое решение xi(t) (i = 1 , 2, . . .  , n) системы ( 1) обладает 

свойством 
lim Xi(t) = О (i = 1, 2, . . .  , n) . 
1-оо 

Аналоrично определяется асимптотическая устойчивость в целом 
нетривиальноrо решения системы ( 1) .  

Ограничимся автономными системами, т .  е. такими, правые части 
которых не зависят явно от времени t : 

dxi · 
dt = /i(XI ,  • • •  , Xn) , /i(O, . . .  , 0) = 0 (i l , 2, . . .  , n) . (2) 

Функцию Ляпунова v(x1 , • . • , Xn) назовем бесконечно большой, если 
для любоrо положительноrо числа М СУШествует положительное число R 

fl 
такое, что вне сферы Е xr = R2 имеет место неравенство t1 > м. i=l 

Теорема (об асимnтотической устойчивости в цепом). Если су­
ществует бесконечно большая положительно определенная функция dv dv v(x 1 , • • • , Xn) такая, что dt < О вне Е и dt � О на Е, где множество 

Е не содержит целЬIХ траекторий (кроме нулевого положения равно­
весия), то тривиальное решение системы {2) будет асимптотически 
устойчиво в целом. 
Пример 1 .  Рассмотрим уравнение 

х + х2х + х3 = о. (3) 

Запишем уравнение (3) в виде эквивалентной ему системы уравнений { :i:  = у, 
у = -zз - z2y. 
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В качестве функции Ляпунова v(z, у) возьмем функцию 

l l 
v(z, у) = 2у2 + 4z4. 

Имеем 
dv . 3 . 3 2 2 3 2 2 
dt 

= уу + z z = -z у - z у + z у = -z у . 

Очевидно, что v(z, у) --+ оо при z2 + у2 --+ оо. Далее, ti(z, у) обращается в нуль 
только на осях координат (множество Е). Очевидно, что нц одно решение, 
за исключением точки покоя в начале координат, не остается на этих осях при 
всех t � О. В самом деле, во всех точках оси ОУ , отличных от начала координат О ,  
угловой коэффициент 

dy -z3 - z2y 
dz у 

имеет конечное значение, а потому на этой оси не может лежать дуга траектории. 
dy 

С другой стороны, при подходе к оси ОХ угловой коэффициент - --+ оо 
dz 

и потому на оси ОХ не могут находиться дуги траекторий. Следовательно, 
множество Е не содержит целых траекторий (кроме начала координат) . 

В силу теоремы точка покоя (0, О) обладает асимптотической устойчивостью 
в целом. t> 

Задачи для самостоятельного решения 
453. Показать, что если тривиальное решение линейной автономной системы 
асимптотически устойчиво в смысле Ляпунова, то оно асимптотически устойчиво 
в целом. 

Исследовать на асимптотическую устойчивость в целом нулевые решения урав­
нений: 

454. х + :i:3 + (:i:2 + l)z = О . 
455. х + х + (х2 + х + 2)(2z + z5) = О . 
456. х + х2е-жх + z3 + 2z = О . 

Может оказаться, что система (2) не обладает полной устойчивостью, 
но тем не менее для нее может существовать область асимптотической 
устойчивости. 

По.д областью асимптотической устойчивости системы (2) понимает­
ся область, содержащая начало координат О и обладающая тем свойством, 
что все траектории, начинающиеся в этой области, сТремятся при t --+ оо 
к началу координат. 

В линейных системах всегда бывает только полная устойчивость, 
тогда как в нелинейных системах она может не быть таковой. 
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Теорема. Пусть v(:t, ,  . . . ,xn) - функция, имеющая непрерывные част­
ные производные первого порядка для всех Xi . Обозначим через !11 множе­
ство всех точек, где v(x 1 ,  • • •  , zп) < l. Если множество !11 ограничено 
и в нем 

1 )  v(z, ,  . . .  , Xn) > О  при Xi i= О, 
2) il(x 1 ,  • • .  , Xn) < О  при Xi i= О 

(i = 1 ,  2, . . .  , n) , 

то начало координат - асимптотически устойчивое положение рав­
новесия системы (2), а n, - область асимптотической устойчивости. 

Пример 2. Указать область асимптотической устойчивости уравнения 

х + с-(х2 - l)x + х = О  (е < О) 
(уравнение Ван-дер-Поля}. 

Решение. Переnишем уравнение в виде системы 

х2 + У2 
Единственная точка nокоя начало коордицат. Возьмем v(x, у) = --2- . Тогда 

ti(x, у) = yiJ +  хх = -ех2 ( �2 1) .  

Очевидно, ti � О  при х2
• � 3 (е < о; . Таким образом, в круге х2 + у2 < 3 имеем: 

v > О nри х2 + у2 ":f.: О и v < О nри х + ;/ # О, т. е. этот круг содержится в области 
асимптотической устойчивости. 1> 

Устойчивость по Лаrранжу 

Пусть имеем систему 
dxi dt = /i(t, X J ,  • . •  , Xn) (i = 1 ,  2, . . . , n) , (5) 

rде fi(t, х 1 ,  • • •  , Xn) удовлетворяют условиям теоремы существщзания 
и единственности решения системы (5) мя всех t Е [t0, +оо) и лю­
бых z , ,  . . . , Xn .  

Определенисt, Система (5) называетсяустойчивой по Лагранжу, если 
все решения этой системы оnределены и ограничены на [t0, +оо) . 

Задачи для самостоятельного решения 

457. По казать, 'ПО все решенюr уравнения 

ограничены на [ 1 ,  +оо) . 

.i(t) + (а2 + -1 -2 ) x(t) О 1 + t  
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458. Показатъ, что все решения уравнения 

Ж(t) + (1 + е  -t2 - -1-) x(t) = О t + 2 
ограничены на [1 ,  +оо) .  
459. Н а  nримере уравнений 

2 2 
а) Ж(t) - tx(t) + x(t) = О; б) Ж(t) + tx(t) + x(t) = о  
показать, что из ограниченности всех решений «Предельного» уравнения 
Ж(t) + x(t) = О не следует ограниченность решений исходного уравнения. 

§ 1 6. Критерий Рауса-Гурвица 

Большое практическое значение имеют необходимые и достаточные 
условия того, чтобы все корни алгебраического уравнения с веществен­
ными коэффициентами ао, а1 , а2 , • • •  , an 

( 1 )  
имели отрицательные вещественные части. Не  нарушая общности, можно 
nредnоложить, что а0 > О. 

Положительность всех коэффициентов - необходимое, но не доста­
точное условие для того, чтобы все корни уравнения ( 1 )  были расnоло­
жены слева от мнимой оси (в случае уравнений 1 -й и 2-й стеnени это 
условие и достаточное) . Необходимые и достаточные условия отрицатель­
ности вещественных частей корней уравнения ( 1 )  дали Раус и независимо 
от него Гурвиц. 

Условия Рауса-Гурвица. Для того чтобы все корни уравнения ( 1 )  
имели отрицательные вещественные части, необходимо и достаточ­
но, чтобы были положительными все главные диагональные миноры 
матрицы Гурвица ( :; :� � �о . . . � ) 

7· · :� - - :· · ·: · · : : : · · :, 
(2) 

Многочлен /(Л) степени n � 1 называют устойчивым многочленом, 
если все его корни Л 1 ,  Л2 , . . . , Лn имеют отрицательные действительные 
части: Re Лj < О  (j = 1 ,  2, . . .  , n) , т. е. все корни устой4ивого многочлена 
расnоложены в левой nолуплоскости. 

Матрица Гурвица составляется так. По главной диагонали располага­
ются коэффициенты многочлена ( 1 ) ,  начиная с а1 до an . Столбцы состоят 
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поочередно из коэффициентов только с нечетными или только с четными 
индексами, причем в число последних включается коэффициент а0 • Все 
недостающие элементы, т. е. коэффициенты с индексами, большими n 
или меньшими О, заменяются нулями. 

Главные диагональные миноры матрицы Гурвица 1 а, ао 
дз = аз а2 

as а4 

а, ао О 
аз а2 а ,  

дn = as а4 аз 

о 
о 
о 

О О О an 

Таким образом, условие Гурвица выглядит так: 

д , > о, .. . .  ' дn > О  . 

�� 1 ' 
аз 

. . . ' 

(3) 

(4) 

Заметим, что так как дn = дn- l · an ,  то последнее из условий дn > О  
может быть заменено требованием an > О. 

Пример 1 .  Исследовать на устойчивость тривиальное решение урав-:­
нения 

yv + y1v + 1у111 + 4у" + lOy' + Зу =  О. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение 

Здесь а0 = l , а 1  = 1 , а2 = 7, аз = 4, а4 = 1 0 ,  as = 3 .  
Выписываем диагональные миноры l)трвица 

l l о о о 
4 7 1 1 о 

Lls = 3 1 0  4 7 l = 3Ll4 = 3 · 8 = 24 > О, 
о о 3 1 0  4 
о о о о 3 
1 l о о 

= lОАз - з \ 1 
l � 1 = 50 - 3(49 + 3 - 10 - 28) = 8 > о, Ll4 = 

4 7 l J 7 3 JO 4 7 
о о 3 10 10 

Llз = \ 1 
1 
r 1 = 5 > о. Ll2 = 1 � ч = 3 > о, 7 Lll = l > о. 

1 0  

Итак, Ll1  > О ,  Ll 2  > О, А з  > О, Ll4 > О ,  Ll5 > О .  Следовательно, тривиальное 
решение у = О уравнения асимnтотически устойчиво. t> 
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Вычисления можно вести так. Сначала состаr!ляем минор дn . Затем 
последовательно вычисляем миноры д1 , д2, д3 • Если встретился отри­
цательный минор, то система неустойчива и дальнейшие вычисления 
излишни. 

Если коэффициенты уравнения ( 1 )  заданы как числа, то условия (4) 
легко проверяются. Если же коэффициенты уравненця (2) содержат 
буквенные параметры, то вычисление определителей при больших k 
затруднительно. 

Можно показать, что если условия (4) выполнены, то все коэффи­
циенты многочлена ( 1 )  положительны 

ао > О, а1 > О, . . . ' (5) 

Как уже отмечал ось, условия ( 5) являются необходимыми, но не достаточ­
ными для того, чтобы все корни /(Л) располагались в левой полуплос­
кости Re Л < О .  Однако при выполнении условий (5) неравенства (4) 
уже не являются независимыми. Так, например, при n = 5 условия 
Рауса-Гурвица приводятся к двум неравенствам: д2 > О, д4 > О .  Это 
позволило Льепару и Шипару установить другие условия устойчивости, 
в которых число детермйнантных неравенств примерно · вдвое меньше, 
чем в условиях (4). 

Условия Льенара-Шипара. Для того чтобы многочлен 

f(Л) = аоЛn + a1 Лn-J+ . . .  + an- tЛ + an ( I') 
имел все корни с отрицательными действительными частями, необхо­
димо и достаточно, чтобы: 

1 ) все коэффициенты многочлена f(Л) были положительны: 

ао > О, о • •  ' 
2) имели место детерминантные неравенства 

дn- 1 > О, дn-3 > О, 

(здесь, как и раньше, д��. - определитель Гурвица k-го порядка) . 

Пример 2. Рассмотрим то же уравнение, что и на с. 1 23: 

y
v + y1v + 7у"' + 4у" + lOy

' + Зу = О. 

Здесь 

ао = а, = 1 > О, а2 = 7 > О, aJ = 4 > О, а4 = 10 > О, а5 = 3 > О, 

т. е. условие l) критерия Льенара-Шипара выполнено. 

(6) 
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Далее, 

1 1 о о 4 7 1 1 3 10 4 7 
о о 3 10 

т .  е. выnолнено и условие 2). 

= 8 > 0, з > о, 

1 25 

Таким образом, тривиальное решение уравнения асимлтотически устой-
чиво. [> 

Задачи для самостоятельного решения 
Исследовать на усто�чивость тривиальные решения уравнений: 

460. y1v + 7у111 + 1 2у11 + 23у' + IOy = О. 
461 . y1v + 2у111 + 4у11 + 2у1 + 5у ;::: о. 
462. y1v + у111 + Зу11 + 2у' + У =  о. 
463. у v + 2y1v + Зу111 + 2у11 + у' + у  = о. 
При каких значениях а будут устойчивы тривиальные решения следующих 
уравнений: 

464. у111 + ау" + 2у' + у =  О. 
465. y1v + 2у111 + у" +  ау1 + Зу =  О. 
466. y1v + Зу"' + ау" + 2у' + у  О. 
При каких значениях а и 13 будут устойчивы тривиальные решения следующих 
уравнений: 

467. у111 + ау" + 2у + {Зу О. 
468. у111 + ау11 + {Зу' + Зу О. 
469. y1v + ау'" + 2у" + {3у' + у  = О. 
470. Какой вид имеют условия Гурвица для возвратного уравнения 

>.4 + р>..З + q>.2 + р>. + 1 о 
(р и q - действительные)? 

§ 1 7. Геометрический критерий устойчивости 
{критерий Михайлова) 

Пусть имеем дифференциальное уравнение n -ro порядка с постоян­
ными вещественными коэффициентами 

( 1 )  
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Вопрос об устойчиВОС'tи решения дифференциального уравнения ( J )  сво­
дится к воnросу о расnоложении корней характеристического уравнения 

(2) 

на комnлексной плоскости. Последний решается с помощью нижеследу­
ющего критерия Михайлова. 

где 

Пусть дан характеристический многочлен 

Подставив в него Л = iUJ, получим 

u(UJ) = an - an-2UJ2 + an-4UJ4 - . • •  ' 
v(UJ) = an-tUJ - an-зUJ3 + an-sUJ5 - . . • 

(3) 

(4) 

(5) 

Величину j(iUJ) согласно (4) и (5) при заданном параметре UJ можно 
изобразить на комплексной плоскости uOv в виде вектора. Если изменять 
параметр UJ в интервале (-оо, +оо) , то конец этого вектора оnишет 
некоторую кривую, каждая точка которой соответствует определенному 
значению UJ .  

v 

Рис. б 

и 

Полученный таким образом годограф век­
тора j(iUJ) называется кривой Михайлова для 
многочлена j(Л) (рис. 5). 

При изменении UJ от -оо до +оо вектор 
j(iUJ) повернется на некоторый угол tp. Если 
многочлен J(Л) имеет т корней с положи­
тельными вещественными частями, а остальные 
n-m корней с отрицательными, то 

<р = (n - m)1r + m(-1r) = (n - 2m)1r. ' (6) 

Замечание. Так как функция u(c..r) четная, то кривая Михайлова симме­
трична относительно оси О и, и nоэтому достаточно строить часть кривой 
Михайлова, отвечающую изменению параметра "" от О до +оо. Тогда фор­
мула ( 6) примет вид 

<р = (n - m)� + ( - i) = (n - 2m)i · (7) 

Для устойчивости решения уравнения ( 1 )  необходимо и достаточ­
но, чтобы все корни характеристического уравнения /(Л) = О имели 
отрицательные вещественные части, т. е. в формуле (7) должно быть 
m = O. 
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Отсюда вытекает следующая формулировка критерия Михайлова: 

КрИтерий Михайлова. Для устойчивости тривиального решения урав­
нения ( 1) необходимо и достаточно, чтобы: 

1) вектор /(i(.J)) при изменении (.1) от О до +оо совершил поворот 
1Г n 

на угол i{J = n2 , т. е. сделал 4 оборотов против часовой стрелки; 

2) годограф /(iw) при изменении UJ от О до +оо не проходил через 
нулевую точку. 

Иначе, для устойчивости решения уравнения ( 1 )  необходимо и до­
статочно, чтобы кривая Михайлова проходила поочередно n квадрантов 
против часовой стрелки, окружая все время начало координат. 

Поочередное прохождение квадрантов означает, что кривая пооче­
редно пересекает оси координат. Следовательно, координаты u(w) и v((.J)) 
точек кривой Михайлова для устойчивости решения должны поочеред­
но обращаться в нуль. Отсюда вытекает вторая формулировка критерия 
устойчивости Михайлова: 

Критерий Михайлова. Для устойчивости решения уравнения ( 1) необ­
ходимо (а при условии, что кривая проходится против часовой стрел­
ки - и достаточно) , чтобы все корни уравнений u(w) = О, v(w) = О 
были вещественными и перемежающимися друг с другом, т. е. что­
бы между любыми двумя корнями одного из этих, уравнений находился 
корень другого уравнения. 

Пример. Исследовать на устойчивость тривиальное решение уравне-
ния 

y1v + 2у111 + Зу" + 2у' + у = О. 

Решение. Составляем характеристический многочлен 

Далее, 
f(iLIJ) == w4 - 2iLIJ3 - 3w2 + 2iLIJ + l ,  

u(L1J) == w4 - 3LIJ2 + l ,  
v(L1J) == -2LIJ3 + 2w = 2L�J( l - L1J2) = 2L�J( l - L�J) ( l  + L�J). 

Будем изменять LIJ от О до +оо и построим кривую (рис. 6) { и  = u(L�J), 
v == v(LIJ), 

lim ! = О. 
w-+txJ U 
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1.1) о Vз 
-
2
../5 1 Vз 

+
2
v1 

и 1 о - 1 о 

v о + о -

Угол поворота радиус-вектора 

1Г 1Г <р = 4'2 = (n - 2m)2 . 
v 

и 

Рис. б 

Отсюда n - 2m = 4; n = 4; следова­
тельно, т = О. Таким образом, все кор­
ни характеристического уравнения лежат 
в левой полуплоскости, т. е. тривиальное 
решение у = О асимптотически устойчи­
во. К этому же выводу можно было прий­
ти, исходя из критерия Льенара-Шипара, 
поскольку все коэффициенты характери­
стического уравнения положительны и 

An-t = Аз = 1 � � � 1 = 4 > О, о 1 2 
Аn-з = At = 2 > О. !> 

Задачи для самостоятельного решения 
Исследовать на устойчивость тривиальные решения уравнений: 

471 . 2y1v + 4у"' + Зу" + Зу' + у =  О. 
472. Зу1v + 4у"' + Зу" + Зу' + у =  О. 
473. yv + 5y1v + IOy"' + 1 1у" + 7у' + 2у = О. 
474. y1v + 5у"' + 4у" + Зу' + 2у = о. 
475. yv + 2y1v + 2у"' + 46у" + 89у' + 260у = О. 
476. yv + y1v + 7у"' + 4у" + 10у' + Зу =  О. 
477. yv11 + 7yv1 + 2Зуv + З7у1v + 56у"' + Збу" + 12у' + 4у = О. 
478. y1v + Зу"' + 4у" + Зу' + у  = О. 
479. y1v + 7у"' + 18у" + 22у' + 12у = О. 
480. y1v + 2у"' + Зу" + 2у' + у  = О. 
481 .  y1v + 1 1у"' + 59у" + 107у' + 60у = О. 
482. y1v + 5у"' + l8y11 + 5Зу' + 60у = О. 
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4$з. y1v + 6у111 + 15у" + 18у' + l Oy = о. 
4�. y1v + 4у111 + lOy" + 12у' + 5у = О. 4Ss. у111 + 6у" + l l y' + 6у = о. 4�. y1v + 7у111 + 12у" + 2Зу' + !Оу = О. 407. y1v + Зу111 + Зу" + Зу' + 2у = О. 488. y1v + 2у111 + 4у" + 2у' + 5у = О. 
489. y1v + 2у" + 8у' + 5у = О. 
490. yv + 4y1v + 5у111 + 2у' + 4у = О. 

§ 1 8. D -разбиения 

129 

Пусть имеем линейное дифференциальное уравнение с постоянными 
вещественными коэффициентами 

(n) (n- 1 ) О аоу + а1у  + . . . + any = . 
Его характеристическое уравнение имеет вид 

aozn 
+ a1zn- l + . . .  + an = О. 

( 1 )  

(2) 

Для суждения об устойчивости решения уравнения ( 1) нет необходимости 
вычислять корни характеристического уравнения. Достаточно лишь уста­
новить, что все они лежат в левой полуплоскости. Обычно встречаются 
две постановки этой задачи. 

Первая. Считая заданными все коэффициенты уравнения ( 1} ,  уста­
новить, устойчиво ли решение при этих значениях коэффициентов. 

Вторая. Считая заданными некоторые коэффициенты уравнения ( 1} ,  
определить, при каких значениях других коэффициентов решение урав­
нения устойчиво. 

Построение областей устойчивости 

Понятие о D-разбиении. Пусть имеем характеристическое уравнение 

(2} 

Совокупность значений коэффициентов уравнения ( 1} можно рас­
сматривать как точку (n + 1} -мерноrо nространства Rn+l · Каждой точке 
nространства Rn+1  соответствует оnределенное значение коэффициентов 
a0, a 1 ,  . . .  , an ,  а следовательно, и определенное значение всех корней 
z1 ,  z2 ,  . . .  , Zn характеристического уравнения (2) . Если в Rn+l существует 
такая область, что каждой ее точке соответствует характеристическое урав­
нение, все корни которого лежат в левой полуnлоскости, то эта область 
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( 
называется областью устойчивости, а гиперповерхность, оrраничивающ� 
ее, называется границей области устойчивости. Пусть, наnример, в хара�­
теристическом уравнении (2) все коэффициенты, кроме двух, скажем, � �  
и а2 ,  - конкретные числа. 1 

у Предположим, что при некотор�Iх 

• 0 определенных значениях а1 и а2 дан­
ное уравнение в плоскости корней (т. е . 
в плоскости z) имеет k корней, лежащих 
слева, и (n - k) корней, лежащих справа 
от мнимой оси (рис. 7). 

k корней 

• 

• 

(n-k� корней 

• 
• 

• 

Рис. 7 

х 
На плоскости А (плоскость параме­

тров а1 и а2 ) существует кривая, огра­
ничивающая такую область (рис. 8) , ка­
ждая точка которой определяет много­
член, также имеющий k корней, лежа­

щих слева, и n - k корней, лежащих справа от мнимой оси. Эту область 
обозначим через D(k, n-k) (k - целое, О �  k � n). 

Например, если характеристическое урав­
нение имеет tретью степень, т. е. n = 3,  то 
в общем случае в пространстве коэффициен­
тов могут быть указаны области 

D(O, 3), D( l , 2), D(2, 1 ) ,  D(3, 0) . 

Область D(3, О) и будет областью устой-
чивости. 

Заметим, что некоторые области, в част- Рис. 8 
ности D(3, О) , могут отсутствовать. 

Разбиение пространства коэффициентов характеристического урав­
нения на области, соответствующие одному и тому же числу корней, 
расположенных в левой полуплоскости z , называется D-разбиением про­
странства коэффициентов. 

Аналогично можно построить D-разбиение пространства любых па­
раметров, от которых могут зависеть коэффициенты характеристического 
уравнения. 

Положим, что в характеристическом уравнении (2) коэффициенты 
зависят от двух параметров { и 11 (этими параметрами могут быть, 
в частности, просто два коэффициента рассматриваемого уравнения) . 

Рассмотрим семейство многочленов 

f(z, {, 11) = �P(z) + 11Q(z) + R(z), (3) 

где ({, 11) - вещественные параметры, а Р, Q, R - известные многочлены 
от z с вещественными коэффициентами. 
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Задача ставится так: 
в плоскости параметров (�. 11) (плоскость w) найти область D(n, О) 

такую, что для любой точки (�. "1) Е D(n, О) многочлен (3) будет иметь все 
корни z в левой полуплоскости, или убедиться, что такой области нет. 

Построение областей D(k, n-k) основано на следующих соОбраже­
ниях: 

l .  Корни алгебраического уравнения неnрерывно зависят от его ко­
эффициентов, т. е. если коэффициенты многочлена f(z, �. 1J) мало 
изменить, то и корни его изменятся мало. 

2. Если точка (�, '17) лежит на границе области D(k, n-k) , то хотя бы 
один корень многочлена (З) лежит на мнимой оси, т. е. граница D­
разбиения является образом мнимой оси nлоскости z . 
Действительно, если, например, точка (�, "1) Е D(n, 0) , то  много-

член (3) имеет при этом все корни в левой nолуnлоскости. 
Если (�. 1J) лежит вне D(n, 0) , то многочлен (3) имеет хотя бы один 

корень в правой nолуnлоскости. 
При непрерывном движении точки (�, 71) из области D(n, О) в со­

седнюю непрерывно меняются корни многочлена f(z, {, 1J) . Так как nри 
этом появляется хотя бы один корень в nравой полуnлоскости, то в про­
цессе изменения ({, "1) он должен пересечь мнимую ось (ось Оу). Это 
будет, когда точка (�. "1) пересечет границу области D(n, О) ; 

Пусть z = ж + iy - корень многочлена /(z, �. 1J) . Равенство 
f(z, �. rJ) = О  равносильно равенствам 

{ �u1 (ж, у) +11и2(ж, у) +  uз (ж, у) = О, 
�vt (ж, у) +11v2(ж, у) + v3(ж, у) = О,  (4) 

где u1 , и2 . из и VJ , v2, vз - вещественные и мнимые части многочленов 
Р, Q и R соответственно. 

Если определитель системы (4) 

1.\ = 1 
'UJ u2 1 # 

О 
'1.1) '1.12 ' 

то система (4) однозначно разрешима относительно � и rJ: 

{ {· = �(ж, у) , 
1J = 1J(Ж, у) . (5) 

Уравнения (5) в точках, где 1.\ # О, определяют однозначное отобра­
жение плоскости корней многочлена f(z, �. rJ) на nлоскость параметров 
({, 7]) . 

Обратное отображение неоднозначно: фиксированной паре значений 
(�, "1) отвечает, вообще говоря, n корней. Если определИтель системы (4) 
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в точке z0 = хо + iy0 обращается в нуль, то система либо несовместна, 
либо одно уравнение является следствием другого. 

В этом последнем случае на плоскости параме1 ров w существует 
целая nрямая, состоящая из точек ({, 1/), для которых z0 = х0 + iy0 
является корнем многочлена /(z, { , 'Т/) .  ТакуЮ точкУ (х0 , у0), а также 
соответствующую ей прямую будем называть исключительнwми. 

Найдем на плоскости параметров ({, rJ) те точки, для которых мно­
гочлен (3) имеет хотя бы один чисто мнимый корень z iy. 

Геометрическое место таких точек состоит из линии, параметричес­
кие уравнения которой есть 

{ t = {(O, y) , (-оо < у < +оо) 1/ 1!(0, у) (6) 

и которую можно получить, полагая х О в уравнениях (5), а также 
из исключительных прямых, отвечающих исключительным точкам оси 
Оу (если таковые имеются) . 

Заметим, что уравнения (6) дают образ оси Оу при отображении (5). 
Это геометрическое место точек будем называть линией L. 
Линия L разбивает плоскость параметров на некоторое число связ­

ных областей. 
Каждая из таких областей обладает тем свойством, что для любой 

ее точки ({, rJ) многочлен J(z, {, 11) имеет одно и тоже число корней, 
расположенных в левой полуплоскости, т. е. является областью типа 
D (k , n-k) (О � k � n) . 

Таким образом, линия L - граница искомого D-разбиения. 
Рассмотрим отображение (5) плоскости корней на плоскость пара-

метров 

{ { = {(х, у), 
1/ 1/(Х, у). 

Проведем через точку (хо , Уо) две линии: горизонтальную 1 и вертикаль­
ную 11.  

Определение. Если направление поворота от l к II сохраняется при 
отображении (5), то говорят, что отображение сохраняет ориента­
цию в точке (хо, Уо) ; в противном случае - что оно не сохраняет 
ориентацию (рис. 9 и 10). 
Если определитель 

щ д'f/ 
ах ах 

I = > 0  
д{ дrJ 
ау ду 
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у :;г···� ! 
'Г/ 

6_ (хо, Уо) il (х, Уо) 1 ' 
(�о• 'Г/о) i l 

о х о 

Рис. 9 Рис. 1 0  

в точке (хо , Уо) ,  то отображение (5) в точке (хо ,  у0) сохраняет ориентацию. 
При 1 < О ориентация нарушается. Если 1 = О, то вопрос о сохранении 
или несохранении ориентации решают старшие производные. Можно 
показать, что знак определителя 1 совпадает со знаком определителя D. ,  
где 

D. = 1 и1 . и2 1 
v1 v2 ' 

так что если D. > О, то отображение с плоскости корней на плоскость 
параметров сохраняет ориентацию, если D. < О, то ориентация меняется. 

Рассмотрим опять разбиение плоскости w (плоскость параметров) 
на области D(k, n-k) (k � n) и обозначим через L границу этих обла­
стей. Положительным направлением на L будем считать то, которое 
соответствует возрастанию у (начиная с у = -оо ) ; при этом кривая L 
может состоять из нескольких ветвей, и при полном обходе оси Оу ее 
участки могут проходиться по нескольку раз (не более n, где n - степень 
многочлена /(z, {, 'IJ)) .  

Рассмотрим некоторый участок w1 w2 кри­
вой L и предположим, что при полном об­
ходе оси Оу он обходится r раз, т. е. что 
этому участку соответствует r участков yj у';_ 
(р, = 1 ,  2, . . . , r ) оси Оу. Положим е,.. = 1 ,  
если направление yj у'; совпадает с направле­
нием оси Оу, и е,. = - 1  - в противном ,.. 'UJI 
случае. Положим также б,.. = 1 ,  если на yjy';_ 
определитель D. > О, и б,.. = - 1  - в  противном Рис. 1 1  
случае. Пусть точка w ,  двигаясь непрерывно по некоторому достаточно 
малому пути, пересекает дугу w1 w2 слева направо (рис. 1 1) .  Этому пути 
в плоскости z соответствует r путей, пресекающих отрезки yj у'; оси Оу. 
Если е,.. · б,.. > О, то соответствуюший путь идет из левой полуплоскости 
в правую и много•mен 

f(z, {, 'Г/) = {P(z) + 1JQ(z) + R(z) 
приобретает на нем один корень с положительной действительной ча­
стью и теряет корень с отрицательной действительной частью; в случае 
е,.. · бр < О - наоборот. 
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Рис. 1 2  
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х 

Действительно, пусть ер · 6р > О . Это мо­
жет быть в двух случаях: 1 )  ер = 1 ,  6р = 1 ;  
2) ер = - 1 ,  6р = - 1 .  Б первом случае напра­
вление отрезка yfy� оси Оу совпадает с по­
ложительным направлением этой оси (ер = 1 )  
и сохраняется ориентация (6р = 1 ) ,  т .  е .  если 
в плоскости w мы переходим дугу w1 w2 слева 
направо, то и в плоскости z мы переходим 
с левой полуплоскости в правую (т. е. ось Оу 
пересекаем тоже слева направо, рис. 12). 

-
Во втором случае вектор yfy� направлен в сторону, противополож-

-
ную направлению Оу (ер = - 1) .  Так как 6р = - 1 ,  то ориентация в этом 
случае меняется, и при переходе слева направо в плоскости w мы опять 
получаем переход слева направо в плоскости z через ось Оу . 

Аналогично рассматривается случай ер · 6р < О. 
Итак, при переходе с левой стороны дуги w1 w2 кривой L на правую 

сторону многочлен f(z, {, rt) теряет 
N = е,6, + е262 + . . .  + er6r 

корней с отрицательной действительной частью. 

Пример Выwеrрадскоrо. Дан многочлен f(z) = z3 + �z2 + ТfZ + 1 .  
Найти область D(З, О) . 
Решение. Полагая z = iy и разделяя действительную и мнимую части, 

найдем nараметрические уРавнения кривой L: 
1 2 { = 2• ,., = у . 

у 
Это - лежащая в nервом квадранте ветвь гиперболы {77 = 1 .  При полном обходе 
оси Оу (у меняется от -оо до +оо) гипербола описывается два раза, т. е. r = 2 ;  
nри этом один раз гиnербола nроходится в одном направлении при изменении у 
ОТ -00 ДО 0. 

у 
€2 = - 1 у� 

у� 
о у� х 

с1 = 1 у: 
Рис. 1 3  Рис. 1 4  

При дальнейшем изменении у от О до +оо гиnербола nроходится второй раз, 
но уже в противоположном наnравлении. Таким образом, отрезку w1 w2 кривой L 
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отвечают два отрезка оси Оу: y/yl и y�yi (рис. I З  и 1 4) .  Определитель А на оси 
Оу равен А =  -t/ . Следовательно, 61 = 1 (ибо при J.& = J у <  0), а 62 ::: - 1  
(ибо nри J.1 = 2 у > 0). При переходе точки w через w1w2 слева наnраво 
теряется N корней .с отрицательной частью, где 

N = е161 + е262 = 2. 
В начале координат � = q == О  многочлен f(z) прини- q 

J ± iv'З 
мает вид z3 + J и имеет корни z 1 = - J ,  z2 3 = --- , . 2 
следовательно, область под гиперболой есть D(1 , 2) . 
Область над гиперболой есть область D(З, 0) . В са­
мом деле, при переходе из этой области в D(1, 2) 
многочлен f(z) потерял два корня с отрицательной О 
вещественной частью и nревратился в многочлен, 
имеющий один корень с отрицательной веществен-

\ nt� n\ 

D(l,� 
Рис. 1 5  

ной частью. Следовательно, в области над гиперболой было три корня с от­
рицательной вещественной частью (рис. 1 5). Для проверки можно взять точку 
� :::: '7 = 3 ,  в которой мно.гочлен принимает вид 

z3 + 3z2 + Зz + 1 

и имеет трехкратный корень z = - 1 .  
Таким образом, дnя. nостроения. D-обласrей nостуnаем так: 
J .  В многочлене f(z, �. 17) полагаем z = iy, отделяем действительную и мни­

мую части и приравниваем их нулю: { �u1  (у) + qu2(y) + uз(У) = О, 
�V1 (у) + f1V2(y) + Vз(У) = 0. 

Решая (7) относительно � и q, получаем { � = �(у), 
'1 = '1(У) 

- параметрические уравнения линии L. 

(7) 

2. Строим кривую L на плоскости параметров, изменяя у в пределах от -оо 
до +оо, причем если в уравнениях (7) � - первая по порядку написания 
переменная, а 71 - вторая, то при построении кривой L система координат �0'1 
должна быть правой. 

Если при некотором значении у определитель системы (7) и оnределители 

де = � -из и2 1 и дq = 1 u1 -uз l 
.. -vз V1 v1 -vз 

обращаются в нуль, то при этом значении у одно из уравнений (7) ямяется 
следствием другого, и для этого значения у nолучаем в плоскости �Oq не точку, 
а nрямую линию (особая или исключительная прямая). Ее мы также включаем 
в границу D-разбиения. 

Если коэффициент nри старшем члене характеристического уравнения за­
висит от параметров � и ·  q, то, nриравнивая этот коэффициент нулю, лолучаем 
уравнение еще одной особой nрямой, соответствующей у = оо .  
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Если, наконец, определитель системы (7) 6. := О, то границей D-разбиения 
служат только особые прямые. 

3. Выделяем связные области, на которые L разбивают"nлоскость параме­
тров. Это и будут области D(k, n-k) (О � k � n) . 

4. Определяем характер этих областей, т. е. находим k и n - k .  Для этого 
выбираем в каждой из областей D(k, n-k) по одной точке ({0, 1/о) и исследуем 
полученный многочлен f(z, �0 ,  1/о) с числовыми коэффициентами на устойчи­
вость с помощью изложенных выше критериев устойчивости Рауса-Гурвица или 
Михайлова (см. §§ 26, 27). 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

Построить D-области для следующих многочленов: 

491 . z3 + {z2 + 11z + 6. 492. z4 + {z3 + 11z2 + 4z + l . 

493. z3 + {z2 + l lz + 11· 494. z3 + (z2 + 2){ + 11Z - 4. 
495. z4 + 2z3 + {z2 + z + Т/·  496. z3 + 3z2 + {z  + 11· 

497. z3 + {z2 + (z + l)q + 1 .  498. z 3  + 11z2 + �z + 6.  

499. z3 + 2z2 + �(z 1) + '1· 500. z3 + �(z2 + z) + z + 21]. 

501 . {z3 + 3z2 + qz + 1 .  502. {(z3 + z2) + q(z2 + l) + 2z. 

503. {(z3 - z) + YJ(z2 + z - 1 ) + 1 .  

§ 1 9. Устойчивость решений 
разностных уравнений 

1 о .  Решение однородньtх линейных разностных уравне� 
ний С · nостоянными коэффициентами. Пусть имеем разностное 
уравнение nорядка k : 

f(n + k} + a i f(n + k - l} + . . . + akf(n) = О, ( 1 )  

где ak =/= О ; f(n) - искомая функция целочисленного аргумента; 
а1 , • • •  , ak - действительные постоянные. 

Для нахождения нетривиальных (ненулевых) решений уравнения ( 1 )  
составляем характеристическое уравнение 

k k-1 . 
Л + а 1Л  + . . . + аk- 1Л  + ak = О. 

Пусть Л 1 ,  Л2 , . . .  , Лk - корни уравнения (2). 

(2) 
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Возможны следующие случаи: 
1) Л 1 , Л2, . . . , Лk - вещественные и различные. 
Общим решением уравнения ( 1) будет 

J(n) = С1Л� + С2Л� + . . . + СkЛ/. , (3) 

где с] ' с2, . . .  ' ck - nроизвольные nостоянные, которые могут быть 
определены, если заданы начальные условия 

J(O) = fo , f( l ) = !1 ,  . . . ' J(k - 1) = !k-1 · 

2) Корни характеристического уравнения действительные, но среди 
них есть кратные. Пусть, наnример, Л 1  = Л2 = . . .  = Лj = 'Х, т. е. Л 
является j -кратным корнем уравнения (2), а все остальные k корней 
различные. 

Общим решением уравнения (1) будет 

3) Среди корней характеристического уравнения (2) имеются про­
стые комплексные корни. Пусть, например, для определенности 

Л1  = а +  i{З, Л2 = а - i{З, Лз = 'У +  iб, Л4 = 'У - iб, 
остальные корни действительные и различные. 

Общее решение ( 1 )  имеет тогда вид 

J(n) = Ct iЛ t ln cos (n arg Лt ) + C2 IЛ1 In sin (n arg Лt ) + 
+ Сз iЛз lп cos (n arg Лз) + C4IЛзln sin (n arg Лз) + СsЛ� + . . .  + CkЛ'k . (5) 

4) В случае, если Л1 = а + ifЗ является j -кратным корнем уравне­

ния (2) (i � �) , то Л2 ""' а - i{З также будет j -кратным корнем и общее 
решение ( 1 ) имеет вид 

J(n) = ( С1 + C2n + . . .  + Ciпi- l ) IЛ1 In cos (n arg Л t ) + 

+ ( Cj+ l + Cj+2n + . . .  + G2jnj- J ) IЧn siп (n агg Л 1 )  + 
+ C2i+ t Л�i+l + . . . + СkЛ/.. (6) 

Замечание. Корень Л = О соответствует тривиальному (нулевому) реше­
нию f(n) = О. 

Пример 1 .  Найти общее решение уравнения 

J(n + 2) + 4J(n + 1) + J(n) = О. 
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Решение. Составляем характеристическое уравнение 

л2 + 4Л +  1 = о. 
Его корни Л1 = -2 - v'З, Л2 = -2 + v'3 различные и действИтельные; следо� 
тельно, 

/(n) = С1 (-2 - v'З)" + С2(-2 + v'З)". 
Пример 2. Найти общее решение уравнения 

f(n + 3) - Зf(n + 2) + 3/(n + 1) - f(n) = О. 
Решение. Характеристическое уравнение имеет вид 

л3 - зл2 + зл - 1 = о  или (Л - 1 )3 = о. 
Отсюда Л1 = Л2 = Л3 = 1 .  Общим решением будет 

/(n) ";, (Ct + C2n + Сзn2) • 1" С1 + C2n + C3n
2 • 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

f(n + 2) - 2/(n + 1) + 2/(n) = О . 
Решение. Характеристическое уравнение 

Л2 - 2л + 2 = о  
имеет nростые комnлексные корни 

л1 = 1 + i, л2 = 1 - i. 
Находим 

l l ± il = v'2, arg ( 1 + i) = � . 
Общее решение имеет вид 

( ) n/2 n1t nf2 • J11t n/2 ( n1t n1t) 1 n = Cl2 cos 4 + С22 SIП 4 = 2 с. cos 4 + с2 sin 4 . 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 

f(n + 4) + 2/(n + 3) + 4/(n + 2) - 2/(n + 1 ) - 5/(n) = О. 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 

Л4 + 2Л3 + 4Л? - 2Л - 5 = О. 
Переnишем его в виде 

(Л2 - l)(Л2 + 2..\ + 5) = О. 
Корнями этого уравнения будут 

Здесь 
1 - 1 ± 2il = VS, arg ( - 1 + 2i) = 1t - arctg 2. 

Общим решением данного уравнения будет 

f(n) = С1 + С2(  -1)" + [С3 cos n(1r - arctg 2) + С4 sin n(1r - arctg 2)}5"'2 ,  
или 

f(n) = С1 + С2(- 1)" + (- 1)"5"12 [С3 cos (n arctg 2) - С4 sin (n arctg 2)]. 
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Задачи для самостоятельного решения 

Решить следуюшие разностные уравцения: 
504. 3f(n + 2) - 2j(n + 1) - 8j(n) = О. 
505. f(n + 3) + 3j(n + 2) + 3j(n + l) + f(n) = О, /(0) = 1 ,  f( l )  = 2, /(2) = 3 .  
506. 4j(n + 2) - 8f(n + 1) + Sj(n) = О . 
507. j(n + 3) - 8f(n) = О. 
508. j(n + 4) - f(n + 2) + 2f(n + 1) + 2/(n) = О . 

2° . Решение неоднородных линейных разностных урав­
нений с постоянными коэффициентами. Пусть имеем неодно­
родное линейное разностное уравнение k-го порядка 

f(n + k) + aif(n + k - 1 )  + . . . + akf(n) = g(n) (7) 

с постоянными действительными коэффициентами а 1 ,  • • • , ak . Общее 
решение этого уравнения nредставляет собой сумму общего решения со­
ответствующего однородного уравнения и какого-либо частного решения 
неоднородного уравнения. 

1 )  Пусть nравая часть g(n) уравнения (7) имеет вид 

g(n) = rnu(n), 

где u(n) - многочлен от n степени т, а r - действительное число. 
Если r не является корнем характеристического уравнения (2), то 

частное решение J(n) ищется в виде 

J(n) = rnU(n) , 

где U(n) - многочлен степени т; сели же r является j -кратным корнем 
уравнения (2), то Щn) - многочлен степени т +  j .  

2) Если правая часть g(n) уравнения имеет вид 

g(n) = u(n) sin an или g(n) = u(n) cos an, 

то частное решение ищется в виде 

J(n) = U(n) sin an + ii(n) cos an. 

3) Если g(n) = u(n) sh an или g(n) = u(n) ch an, то частное решение 
ищется в виде 

f(n) = Щn) sh an + ii(n) ch an. 

Здесь и в n. 2) U(n) и ii(n) - многочлены, степень которых опреде­
ляется по правилу, указанному в п . l) .  
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Пример 5. Найти общее решение уравнения 

f(n + 2) - 4/(n + 1) + 3/(n) 2n (n + J ). (8) 

Решение. Характеристическое уравнение �2-4Л+3 == О имеет корни Л1 3, 
�2 == 1 .  Общее решение соответствующего однородного уравнения 

f(n) = C, · Э" + Сz. 
Так как число 2 не является корнем характеристического уравнения, то частное 
решение неоднородноrо уравнения ищем в виде 

J(n) == 2"(An + В), 
rде А и В - неоnределенные коэффициенты. Подставляя (9) в (8) , получим 

2"+2(An + 2А + В) - 4 · 2"+1 (An + А +  В) + 3 · 2"(An + В) :::: 2"(n + 1) , 
или 

4(An + 2А + В) - 8(An + А  + В) +  З(Аn + В) n + l .  
Отсюда находим 

так что А = - l , В = - 1 .  

4А - 8А + 3А l ,  
8А + 4В - 8А - 8В + 3В 1 ,  

Таким образом, частное решение данного уравнения 

f(n) == -2"(n + 1 ) ; 
общее решение 

f(n) == cl . 3" + с2 - 2"(n + 1). 

Задачи для самостоятельного решения 

(9) 

В следующих задачах найти общие решения данных неоднородных линейных 
разностных уравнений: 

509. f(n + 2) - 2/(n + I) - f(n) = n.  
5 1  О. f(n + 2) + 2/(n + 1 )  + f(n) = 3" · 32 , f(O) = О , /(1) О. 
51 1 .  f(n + 2) + f(n) = sin 2n, /(0) = О, f(J) 1 . 
5 12. f(n + 3) - 3/(n + 2) + 3/(n + l ) - f(n) = е" . 
51 З. f(n + 3) + 8/(n) 2" . 

3° . Устойчивость решений разностных уравнений. Ре­
шение /*(n) разностного уравнения порядка k , удовлетворяющее на­
чальным условиям 

J*<o> = Jo, /*( 1) = J: '  . .. . ' /*(k - 1)  = ,;_ , ,  
называется устойчивым, если для любого е > О существует б(е) > О 
такое, что для любого решения /(n) уравнения ( 1) , удоwтетворяющеrо 
начальным условиям 

/(О) = /о, /(1) = ,, , . . . ' /(k - 1 )  = ik- 1 ·  
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из  совокупности неравенств 

l!o - !� 1 < б, !!1 - Лl  < б, . . . ' 
следует неравенство IJ(n) - j*(n) l < е при любом n � О.  

Если при сколь угодно малом б(е) >О неравенство IJ(n) - J*(n) l < е  
не выполняется для какого-либо решения j(n) , то решение j*(n) назы­
вается неустойчивым. 

Если кроме выполнения неравенсrва IJ(n) - j* (n) l < е  выподняется 
также условие 

lim [j(n) - j*(n)) = О , 
то решение j*(n) называется асимптотически устойчивым. 

Исследование на устойчивость решения j*(n) неоднородного ли­
нейного разностного уравнения 

J(n + k) + a1J(n + k - 1) + . . .  + akf(n) = g(n) 

с помощью замены <р = j(n) - j*(n) сводится к исследованию устойчи­
вости нулевого (тривиального) решения однородного уравнения 

<p(n + k) + a1 <p(n + k - 1) + . . .  + ak<p(n) = О . 
В дальнейшем мы ограничимся исследованием устойчивости только три­
виальных решений однородных уравнений. 

Пример 6. Исходя из оnределения устойчивости разностного уравне­
ния, исследовать на устойчивость решение уравнения 

2j(n + 2) - 2j(n + 1) + j(n) = О, 
удовлетворяющее начальным условиям j(O) = О , j( l )  = О.  

( 10) 

Решение. Решение данного уравнения, удовлетворяющее начальным усло­
виям f(O) = О, f(I)  = О , есть 

f(n) = О, 
ибо из ( 10) 

1 f(n + 2) = f(n + 1) - 2 /(n). 
Любое решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям f(O) = f0 , /( 1 )  = f1 , 
имеет вид 

/*(n) = 2�12 [to cos п; + (/1 - /о) sin 
n
4
1Т] . 

Возьмем Произвольное е > О и покажем, что существует б(е) > О  такое, что при 
1/о - 01 < б и l/1 - 01 < б имеет место неравенство 

!о - f'(n) i = 2�12 1/о cos п; + U1 - /о) sin ':;' 1 < е 

для всех n � О. Это и будет означать согласно оnределению, что нулевое решение 
/*(n) = О  устойчиво. 
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Очевидно, что 

l/o cos ( �n1Г) + (!, - /о) sin ( �n1Г) 1 � l/o l + lf, _ !o l  � 
2"/2 '<: 2"/2 '<: 

� 1/o l  + l/1 - /ol � 1/ol +1/• 1 + 1/ol � 2(\/ol + lf, l) 
Е 

для всех n � О. Поэтому, если 1/o l + l/1 1 < 2' '  то и по�вно 10- /*(n)l < е для всех 

n � О. Следовательно, если, например, взять б( Е) = 4 ,  то при l/o l < б и 1/, 1 < б 
будет выполняться неравенство /О - /*(n) / < Е для всех n � О, так что нулевое 
решение данного уравнения устойчиво. Эта устойчивость асимптотическая:, так 
как · fo cos ( �n1Г) + (/1 - /о) sin Оn1Г) 

lim [о - j"(n)] = - lim 4 
2,.12 = О. 1> 

п-оо п-оо 

Задачи для самостоятельного решения 
Исходя из определения устойчивости, исследовать на устойчивость нулевые 
решения следующих разностных уравнений: 

514. 8/(n + 2) + 2j(n + l ) - f(n) = О. 
5 15. f(n + 2) + /(n) = О. 
5 16. 4/(n + 2) - 4j(n + 1) + f(n) = О. 
517. f(n + 2) - бf(n + l ) - 7/(n) = О. 

Для исследования на устойчивость нулевого решения j(n) = О  урав­
нения (1) nользуются следующими общими правилами: 

1 .  Если все корни характеристического уравнения (2) по модулю мень­
ше единицы, то решение j(n) = О уравнения ( 1 )  асимптотически 
устойчиво. 

2. Если хотя бы один корень характеристического уравнения л о модулю 
больше единицы, то решение /(n) = О  неустойчиво. 

3. Если характеристическое уравнение имеет простые корни с модуля­
ми, равными единице, а остальные корни, если они есть, ло модулю 
меньше единицы, то решение /(n) = О  устойчиво, но не асимлтоти­
чески. 

4. Если характеристическое уравнение имеет хотя бы один кратный ко­
рень с модулем, равным единице, то решение j(n) = О  неустойчиво. 

Указанное nравило сводит волрос об устойчивости нулевого решения 
уравнения ( 1 )  к выяснению того, каковы модули корней характеристиче­
ского уравнения (2) . 
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Пример 7. Исследовать на устойчивость нулевое решение f(n) = О  
уравнения 

2/(n + 2) - 2/(n + 1 )  + f(n) = О. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение 

2Л2 - 2Л + 1 = О. 1 ± i  
Ero корни Лц = -2- .  Имеем 1 1  ± i 1 1 

IЛцl = -2- = .,fi < l. 

Следовательно, решение /(n) = О этого уравнения асимnтотически устой­
чиво. 1> 

Пример 8. Исследовать на устойчивость нулевое решение уравнения 

f(n + 2) - 2/(n + 1 )  + 5/(n) = О. 

Решение. Характеристическое уравнение 

Л2 - 2л + s = о  
имеет корни 

Имеем 
.>.1 = 1 + 2i, л2 = 1 - 2i. 

'"'1 ' = IЛ2 1  = ll ± 2il = ..rs > 1. 
Оба корня no модулю больше единицы, значит, решение /(n) = О  неустой-

чиво. 1> 

Известно, что функция 

Л = w +  1 
w - 1 

отображает внутренность единичного круга плоскости Л на левую по­
луплоскость плоскости w. Корням характеристического уравнения (2), 
лежащим внутри единичного круга IЛI < 1 (т. е. по модулю меньшим 
единицы) , будут соответствовать корни преобразованноrо уравнения 

(w + l)k + a1 (w + 1)11-1 (w - 1)  + . . . + ak(w - l )k = О, 

:или 
( l l) 

лежащие в левой лолуплоскости плоскости w. 
Вопрос о расположении корней уравнения ( 1 1 )  может бьхть решен 

с помощью критерия Рауса-JУрвица или критерия Михайлова. 
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или 

Глава 2. Теория устойчивости . 
Пример 9. Найти необходимые и достаточные условия того, что корни 
характеристического уравнения 

Л? + а1 Л + а2 = О (12) 
находятся в единичном круге IЛ I < 1 . 

Решение. 
w + l 

Полагаем ..\ = -- . Тогда уравнение ( 12) примет вид 
w - 1  

(w + 1 )
2 

+ a 1 (w + l ) (w - 1 )  + a2(w - 1 )
2 = О, 

( l  + а1 + az)w
2 

+ (2 - 2a2)w + ( l - а2 + а2) = О. ( 13) 
К многочлену ( 13) применяем критерий Рауса-Гурвиuа (см. § 26). Матрица 

fУрвица имеет вид ( 2 - 2а2 1 + а 1 + а2 ) . 
О 1 - а1 + а2 

Главные диагональные миноры матрицы Гурвица 

А-1 2 - 2а2, А2 = (2 - 2а2)( 1 - а1 + а2) . 

В силу указанного критерия должно быть 

( 14) 

Итак, характеристическое уравнение ( 12) имеет в круге IAI < корни тогда 
и только тогда, когда выполняются условия ( 14) . 1> 

Следствие. Линейное однородное разностное уравнение второго поряд­
ка с постоянными коэффициентами 

f(n + 2) + at f(n + l) + a2j(n) = О 

имеет асимптотически устойчивое нулевое решение f(n) = О тогда 
и только тогда, когда его коэффициенты удовлетворяют условиям ( 14). 

Пример 1 0. Исследовать на устойчивость нулевое решение /(n) = О  
уравнения 

2f(n + 2) - 2/(n + 1) + f(n) = О. 
Решение. Перепишем это уравнение в виде 

1 f(n + 2) - f(n + J) + 7./(n) О. 

Здесь а 1 = - 1 , а2 = 0,5 . Поэтому 

1 + а 1 + а1 = 0,5 > О, 
1 - а2 = 0,5 > О, 

1 - а1 + а1 = 2,5 > О. 

Условия ( 14) критерия Рауса-Гурвица выполнены. Значит, решение f(n) = О 
асимптотически устойчиво. 1> 
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Пример 1 1 .  Исследовать на устойчивость нулевое решение уравнения 

f(n + 2) + j(n + 1) + 2j(n) = О. 

Решение. Здесь а 1 = 1 ,  а2 = 2 . Имеем 

1 + а1 + а2 = 4 > О, 
1 - а2 = - 1 < О. 

Нулевое решение неустойчиво. 

Задачи для самостоятельного решения 

.1> 

Для следующих разностных уравнений найти необходимые и достаточные условия 
асимптотической устойчивости нулевого решения: 

518. aof(n + 3) + arf(n + 2) + a2J(n + 1) + a3f(n) = О. 
519. f(n + 4) + pf(n + 2) + qf(n) = О. 
520. f(n + 5) + pf(n) = О. 
521 . af(n + 5) - Ьf(n) = О, а i- О, Ь > О. 

Используя критерий Рауса-Гурвица, исследовать на устойчивость нулевое реше­
ние следующих разностных уравнений: 

522. 1 1/(n + 4) - 8f(n + 3) + 8f(n + 2) - 4f(n + 1) + f(n) = О. 
523. f(n + 4) + f(n + 3) + f(n) = О. 
524. J 2f(n +4) - 3f(n + 3) + 2f(n + 2) + 2/(n + 1 ) - 2/(n) = О. 
525. 7 f(n + 4) - 4f(n + 3) + 30f(n + 2) - 4f(n + 1) + 3f(n) = О. 
526. f(n + 5) - f(n + 1) + f(n) = О. 
527. f(n + 5) - f(n + 2) - f(n) = О. 
528. f(n + 5) + f(n + 1) - f(n) = О. 

б Зак. 265 



Ответы 

1 .  а) да; б) да; в) нет; r) да; д) да; е) нет; ж) нет; з) да; и) нет; к) да; л) да; м) да. 
l 3 l Г( а + 1) 2. р2 . 3. + 9 4. (р - 1)2 5. p•>+l . 

р + 1 2 -р 
9 
р2 + 2р + 2 6. Нет. 7. ---pr-· 8. р2 + 1 . • lp2(p + 1) · 

1 
1 0. - .  р - а  1 1 .  

4 
1 2. а) б) 3 

- 9  

1 3. aF(pa) . 2 
14. р(р2 + 4) 

m(p2 + m2 - n2) 1 5. 2 . (р2 + т2 + n2)2 - 4m2n 
р3 + 7р 

1 6. (р2 + 9)(р2 + 1) . 

1 8  - - +-----1 ( 3 р 4р ) • 8 р р2 + 16 р2 + 1 . 

р2 + 2  
20. р(р2 + 4) . 

2mnp 
1 7. 2 . (р2 + т2 - n2)2 - 4m2n 

р(р2 + т2 + n2) 1 9. (р2 + т2 - n2)2 - 4m2n2 . 

2wp 
22. (р2 + w2)2 • 

23 р4 + 16р2 + 24 
• р(р2 + 4)(р2 + 16) . 

р2 - (JJ2 
24. (р2 + w2)2 . 

1 
25. (р - 1)2 . 

26. 
2р3 - 6р 
(p2 + J) 3 ' 

2(p2 + p+ l) 
27. (р2 - 1 )2 

2р2 + 4р+ 8 
28. (р2 + 4)2 . 

1 
30. р(р2 + 1) . 

Рэ +Р2 +vw2 -w2 31 . p(p2 +w2)2 29. 
6р 

(р2 - 9)2 . 
4 

32. (р2 - 4)2 . 
р2 + 2w2 1 

33. р2(р2 + 4w2) . 34. р2 - w2 . 

2 
35. (р )3 . р + l  

р p + l l .Jp2 + 4  36. а) ln --1 ; б) In -- ; в) -2 1n . р - р р 
.Jp2 + 1  1 

37. а) ln р ; б) 2 ln 
+ 4  
+ l  

ь 
39. ln - . 40. а 

б б б 
42. А ln - + В ln А' + С ln - . Q' � "У 

38. а) ln ..L - ! ; б) ln р + 1 . p - I р р - 1  
1r Q' 2 - arctg -;; . 

ь 
43. Jn - . а 44. 

{3 Q' 
41 . arctg - - arctg - . 

1 j a + ь j 2 1n а - Ь · 
т т 
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l р - т 45. а) (р - 2)2 + l ; б) (р - m)2 + n2 . 
3! 46. (p + I)4 " 

l 
47. (р - 1)2 - l . 

48. 
р2 - 2р 

49. 
l l р - 3  

(р2 - 2р + 2)2 . --- - - ·  (р - 3)2 + 4 . 2(р - 3) 2 

50. 
l р + а 

51 . 
е-ьр 

2(р + а) + 2[(р + а)2 + 4,132] · р2 + l . 
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52. 
е-Ьр ре-ЬР 

53. 
е-2р 

54. 
1 - е-Р 

55. 
l - 2e-P+e-2P - +  2р 2(р2 + 4) . p - l р р 

56. 
l - 2е-Р + е-2Р 

57. 
е-ар 

58. 
ье-ар 

59. 
l - е-ар 

р2 

60. 
е-ар - е-Ьр 

61 .  р2 

р+ Ь " р(р + Ь) 
! f. (- l)k (2k + l)

. р ekP k=O 

_р_2_ 

l 2 -· 
62. F(p) = -(2е-2ар - 1 ) + -е-ар . 63. F(p) = _е

 -(2 - е-ар - е-2аР) . ар2 р р 

64 F(p) _ 1 l ар - 2 -ар l -2ар • - -- +- +--е +-е . р ар2 ар2 ар2 

65 F(p
. 
) l l - 2ар -ар 1 -2ар • = - + --е --е . р ар2 ар2 

66 F(p) l 1 -ар 2 -Зар • = - - -е +-е . р ар2 ар2 
6 (р) _ Ь -ар 2Ь _2ар g 

(р)
. ( l - е-Р)2 

7. F - --е + -е . 6 . F = 2(l 4 ) • р р р - е- Р 
1 + р - е-Р 

70. р2(еР - 1) . 

1 
73. (р2 + 1)(1 - е-"'Р) . 

" 

1 + е-�<р 
71 . р2 + I . 1 - е-"'Р . 

78. 2:: mke-kP . 
k=O 

l 
79. (р - l)(p2 + l) . 

р 
80. (р - 2)(р2 + 1 ) . 

2 
81 . 2(р2 ) . р - 1  

n!F(p) 
82. -- . pn+ l 

2 
83. рЗ(р + 2) . 

85. Решение. Известно, что J1 (t) = -J�(t) . Используя результаты лредьщущей 
задачи и теорему о дифференцировании оригинала, находим 

. 1 р y9+l-p 
J1 ( t) := -р г.::;-:-; + Jo (О) = - г.::;-:-; + l = г.::;-:-; . yp2 + J  yp2 + I  yp2 + l  
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86. Решение. При n = О и n = 1 формула 

Jn(t) ;::' ( v1J2+i - p)n 

v1J2+i 
верна. Применим метод математической индукции. Так как 

то 

87. Решение. Рассмотрим функцию 

Имеем 

F(p) = -
1-1 е- 1/Р (n = О, 1 ,  2, . . .  ) . pn+ 

1 00 ( - 1 )k 00 ( -1 )k 
F(p) = pn+1 � k!pk = � k!pn+k+1 • 

00 ( - 1  )ktn+k 
Следовательно, f(t) = L ( ) 

. Замечая, что 
k=O k! n + k !  

00 ( - l )kt 1+k 
Jn(2v't) = � k!(n + k)! ' 

получаем f(t) = tn12Jn(2Vt) . 
1 

В частности, при n = О имеем Jn(2Vt) ;::' -е- 11Р .  р 
89. Положим <p(t) = tne-t . По теореме смещения 

n -t . n! 
t е ;= (р + 1)n+1 " 

Нетрудно проверить, что <р(О) = <р1(0) = . . .  = <p(n-1) (0) = О. Согласно теореме 
о дифференцировании оригиналов 

dn n -t о pn о n! 
dtn (t 

е ) ;= (р + 1)n+1 " 

Используя теорему смещения, находим 
et dn n -t (p - 1)n · n! 1 ( l ) n 

Ln(t) = - - (t e ) ='  1 = - 1 - - (n = 0, 1 , 2, . . .  ) . n! dtn о n!pn+ р р 

90. - - - - ,  где С = lim l + - + . . .  + - - ln n - постоянная Эйлера. 
lnp С ( 1 1 ) 

Р Р n-oo 2 n 
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91 . Решение. Рассмотрим функцию j(t) = e1erf(Vt) , и nусть F(p) есть изобра· 
1 2 12 жение f(t) . Имеем (erf t) = ..;;(- , 

j'(t) = e1erf(vt) + � = j(t) +  �· V1Гl V1Гf ( 1) 

Переходя к изображениям и учитывая, что f(O) = О ,  из ( 1 )  найдем pF(p) = 
1 1 

F(p) + � ,  откуда F(p) = (р 
) 

. Здесь м ы  использовали результат задачи 
vP - 1 VP 

515 и то, что Г( 1/2) = ,;:i. Итак, 

1 г. . 1 е erf(vt) := (р _ 1 )..;р 
Применяя теорему смещения, окончательно находим 

1 erf(v'i) ;:::: v'P+f" 
р р + 1  

1Г -t 1Г 1 11 97. а) 2е ; б) 211(t - 1 ) . 98. f(O) = О, f (О) =  1 ,  f (О) = О, 

99. (t - 1)21J(l - 1 ) .  1 00. (t - 2)1J(l - 2) . 1 01 .  e1-21J(f - 2) . 

102. е-З(I-з)ТJ(l - 3). 103. е-21 sin t. 

1 05. ( 1 - t)e-1 • 
1 

1 06. 2t sin t . 

2v'З 1/2 . 3v'3 1 08. -е sш -t. 9 2 

1 1 1 .  �е21 - ..!._е-1 - ..!.._ cos 2t - � sin 2t 
6 1 5 10 5 . 

1 1 2. 1 -1 1 ( 1) -21 ( 1 )n -nl - ne + -n n - е - . . .  + - е . 2 

1 10. t - sin t . 

1 1 3. �е-112 (� sin v'3 t - t cos v'3 t) 1 1 4. е-1( 1 - е). 3 v'3 2 2 . 

3 е-21 
1 16. S + -5-(4 sin t - 3 cos t). 

(5v'3 v'3 v'3 ) 1 1 8. 2е1 + et/2 -3- sin тt - cos тt . 

1 1 9. -te - -te- cos -t + v3 sin -t . 1 1 1 1/2 ( v'3 . r;; v'3 ) 3 3 2 2 
1 

1 20. 2е1
- 1 sin 2(t - I)ТJ(t - 1) + cos 3(t - 2)ТJ(t - 2) . 

1 21 .  (t - 3)e-(I-J)ТJ(t - 3) . 1 22. eнfl(l - 1) - ТJ(t - 1 ) .  
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1 23. sin (t - 2)17(t - 2) + 2 sin (t - 3)1J(t - 3) + 3 sin (t -4)1J(t-4) . 

1 24. sh (t - 1)17(t - 1) + ch 2(t - 2)17(t - 2) . 
1 25. 11 (t - i) [ � - �e- (t-4) - 2

1
0 cos 2 (t - i) - /о sin 2 (t - i) ] .  

1 26. (t - 1)1J(l - 1 ) + (t - 2)21/(t - 2) + (t - 3)31J(l - 3). 

1 27. 11 (t - �) - cos (t - �) 11 (t - �) · 
1 28. 1 - erfCa�) . 

е-а.;р 1 е-а.;р 1 
1 29. Решение. г.; = г.; -( )2 • Полагаем Ф(р) = - ,  

Pv У vP .fP .fP 
е-ар 

Отсюда F(p) = -2 , и по теореме запаздывания 
р 

F(p) := (t - a)17(t - а) = f(t). 

По теореме Эфроса 

е-а.;р 1 /00 т2 1 /00 т2 -- := г::;. (т - a)17(t - a)e--.u dт = - (т - a)e--.u dт = p.jp v 1Гt v'1Гi 

Здесь 

О а 

т 
s = 2v'i " 

Следовательно, J2(t) = а [err(2�) - 1] = -aErr(2�) и окончательно 

1 30. 
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е-а,;р 1 е-а,;р 
1 32. Решение. 

( 
у'р) = � 

( 
у'р) . Полагаем 

р а +  р yp .jp a +  р 

Отсюда 

1 
. е-а,;р 

Ф(р) = 
.jp' F(.,Гр) = 

.jp(a + .jp) . 

151  

F(p) = - е 
= - _е - - _е - -F - ['7(t - а) - e-a(t-a)l](t - а)] = /(t). 

-ар 1 ( -ар -ар ) 1 
р(а +р) а р р + а  а 

По теореме Эфроса имеем 

-а.;р 1 /00 2 е :::: -- ( 1 - e-a(r-a)]e-� dт = 
.jp( а + .jp) · а v'iГt а 

00 00 

= - - е s - -- е '" dт = 
1 2 J _,2 

d 
1 J - (ar-aa+.C.) 

а .,fi а v'iГt 
� Q 

1 ( а ) еа(а!+а) 2 /00 -z2 
= -Erf - - -- - е dz, 

а 2v!f а .,fi l?t+av'i 
где z = 

т 
г. + av!f. 

2vt 
Итак, 

е-а.;р 1 ( а ) ea(at+a) ( а ) 
ур(а + ур) -F -;; Erf 

2v!f - -а -Erf 
2v1 + а  ..Л . 

00 
1 J r2 

1 33. Решение. I(t) = v'iГt ch те- 4i dт. Сравнивая J(t) с формулой ( 19) § 14, 
о 

видим, что f(t) = ch t , а значит, F(p) = -f-. Следовательно, F(.,Гр) = 
.jp 

. 
р - 1  р - 1 

1 1 
Взяв Ф(р) = � · получим Ф(р)F(р) = -- ;::: J(t) , откуда J(t) = е1 • 

vP р - 1  
1 34. J(t) = e-1 • 1 35. J(t) = 2te1 • 1 36. J(t) = 2te-1 • 

1 37. x(t) = (t + l)e-1 • 1 38. x(t) = - 1 .  

1 2 140. x(t) = t + 2t .  141 .  x(t) = t. 

1 39 ( ) - e-21 - cost +2 sint • х t -
5 . 

1 42. x(t) = cos t .  
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1 43. 
1 1 5 -31 2 z(t) == -е + -е - - .  4 12 3 144. z(t) = !(1 - е21 + 2te21) .  4 . 

1 45. ( ) 1 ( 1 -31 -1) z t == S Зе - е - 2е . 1 46. z(t) == t - sin t . 
2 21 2 14 1 2 

1 47. z(t) :::
25

e- - 25 cos t + 25 sin t - 5t sin t - 5t cos t . 

1 48. z(t) == !(e-1 - te-1 - cos t) . 149. x(t) = !e1 - t - t + !(cos t + sin t) . 
2 2 2 
1 1 

1 50. z(t) = 2t2 - 1 + cos t - sin t . 1 51 .  z(t) = 2t2e
1 + te1 • 3 1 4 1 1 

1 52. z(t) == 5е- sin 2t - se- cos 2t - s · 

1 53. z(t) = � ( 1 - e1 cos t + e1 sin t) . 
1 

1 54. z(t) = 2 + 2(е-1 - cos t + sin t) . 

1 55. z(t) ::: е - 4t + б - 5е-1 - te-1 • 
1 

1 56. z(t) = 2t + i (e-1 + cos t - sin t) . 

1 57. z(t) == 2t sin t - cos t + sin t . 1 3 1 2 -t 1 58. z(t) = бt - 2t + 2t - 4 + e . 

1 59. 
3 2 1 1 -1 z(t) = - + -е- cos 2t + -е sin 2t. 5 5 5 . 

1 
1 60. z(t) = 2(cos t + ch t) - t - l . 

16 1 . 
1 z(t) == 2 ( 1 - е-1 cos t - е-1 sin t) . 1 62. z(t) = 1 - 2 cos t . 

1 1 
1 63. z(t) = 4t + cos 2t - S sin 2t. 

3 t 3 1 4 1 1 64. z(t) == 
25 - S - 25

е cos 2t +  
25

е sin 2t. 

- v'3 1 1 . v'З  · 1 65. z(t) == е  1 - е112 cos -t + -е 12 ыn -t. 
2 v'3 2 

1 66. z(t) == - 1 - � (sin t + cos t + e-1) .  

1 

1 t 3 1 
1 67. z(t) = 2е + 2 sin t + 2 cos t - 1 . 

1 68. z(t) = ch t - 2t2 - 1 .  1 69.  z(t) = 2 + � (e1 + sin t - cos t) . 

1 ( l 2) 170. z(t) = е 1 - t + 2t - 1 .  3 1 
171 . z(t) = �2 sin t - 2t cos t . 

174. 

175. 

1 t 3 -t 1 z(t) = --e - -е - - sin t .  4 4 2 
1 5 1 v'3 1 v'3 z(t) = -е1 - -е-1 + -et/2 cos -t + -et/2 sin -t. 2 б 3 2 v'3 2 
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176. :�:(t) = cos t - t cos t. 

178 (t) l 22 -t 6 -t 3 2 4 2t • ж = - 25 е - ste - 25 cos t + 25 sin . 
t ) 

179. x(t) = 4 sin 2t + п<соs 2t - cos4t). 
1 l 

180. x(t) = 2(t '- l)e1 + 2" cost + 2 sin t - 2t. cos t . . 

153 

181. x(t) ::::: е1 ( � - t + 1) . 182. x(t) ::: 2t-3+3e-t - �(sin 2t- 2 cos 2t+2e-1 ) .  

183. x(t) = 4t + 3 - 2ti . 184. x(t) е21 - е1 - te1 • 

t 2 t3 185. x(t) = Зе - 3 - 2t - t - 3. 
1 t ( 2 3 ) 

1 1/2 ( f'Z 
v'3 v'3 ) . l -t 186. :z(t) = -е t - 3t + - + -. е v 3 sin -t - cos -t - -е . . 4 2 . 3 . 2 2 . 24 

4 5 1 
187. z(t) = 9 sin 2t - 9 sin t - зt cos 2t. 

а 
188. :z(t) = 2n2 /sin nt cos а - nt cos (nt + а)] . 

1 2 4 . 35 -t . l -2t 4 -31 189 . .x(t) = 6t - 9t + 54 - е + ie - 27 е . 
t 

190. x(t) - 24 [Зt cos t + (t2 - 3) sin tJ. l at 1 l 
191. x(t) = jje sin {Зt. 192. x(t) = з sin t - 6 sin 2t. 

1 
2t 1 2 1 . 193. x(t) = lOe - 2  + S cos t - S s1n t. 

194. x(t) = �t2 + ( 1 - i)t + (i - 1) + О - i ) е-1 + �(cos t - sin t). 
83 1 l 

195. x(t) = 80 ch 2t - 10 cos t + 16 cos 2t . 

196. x(t) = e1 (cos t + sin t - -i) + -ie-31 • 
l _ ( v'3 v'3 v'З )  J t 

197. x(t) :::::: 3е lfl cos тt + 3 sin тt + з <t - l)e . 

198. x(t) = �(t2 sin t + t cos t - sint).  199. x(t) == �[e1 - e-21(3t + l)] .  
1 ( t2 ) 1 -t 2 1/2 v'3 200. x(t) = 1 - е- 2 + t  + 1 . 201. z(t) = l - зе - зе cos тt. 

2а [ UJt UJ(t - Ь) ] 202. x(t) :::::: ""2 sin 2 2,1(t) - sin 2 -2-11(t - Ь) . 203. ж(t) = cos t .  
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. 
204. ж(t) = (t - 1 )2 + е1-1 • 205. ж(t) = t2 + 2t. 206. ж(t) = (t - 1 - �) cos t . 
207. ж(t) = (t2 - 2t + 2)ен. 
208. ж(t) = � (t - � sin 2t) q(t) - [<t - 1 ) - � sin 2(t - 1)] q(t - 1) + H(t - 2) ­

-� sin 2(t - 2)] q(t - 2). 
209. ж(t) = [Ь + ( 1 - Ь) cos t]q(t) + [Ь - Ь cos (t - a)]q(t - а) . 
2 10. ж(t) = � sin 3t q(t) + H(t - 1 ) - � sin 3(t - l)] '7(t - l) - H(t - 2) -
-� sin З(t - 2)] q(t - 2) + � [<t - 3) - � sin 3(t - 3)] 17(t - 3). 

3 
21 1 .  ж(t) = 2::: (-1)k [ l - et-ka + et-ka(t - ka)]17(t - ka) . 

k=O 
2 12. Решение. Уравнение движения 

mx = -mM: - 2трж; ж(О) = Жо, 

х(О) = Vo . Операторное уравнение имеет ВИд 

р2 Х -ржа - Vo + 2ррХ - 2ржо + АХ = О, 
Х(р) _ 2ржо + Vo +ржа откуда - р2 + 211р + А или 

Х(р _ :to(p + р) + iJЖo + Vo _ :to(p + р) IJЖo + Vo ) - (р + р)2 + (у'А _ 112)2 - (р +  р)2 + n2 + (р + р)2 + n2 '  

где n2 = А -/ . 
Находя оригинал для Х(р) , получим 

ж(t) = ..!..е-�'1 [nж0 cos nt + (рж0 + v0) sin nt) . n 

2 13. Уравнение движения 

тЖ = -mn2:t + Fq(t) - Fq(t - Т), ж(О) = 0, х(О) = О. 
214. Уравнение движения 

21 5. Уравнение движения 

тЖ = -mg - 2kmx, ж( О) = О, х(О) = vo. 
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216. Решение. Уравнение движения 

mx = F. ( 1 )  

В нашем случае т =  2 ,  F = F0 + at  = 4 + at , так что уравнение ( 1) приобретает 
вид 

2i = 4 + at, 
:r(O) = О, Ж(О) = 10. 

4 Операторное уравнение имеет вид 2(р2Х - 10) == - + � , откуда 
р р 

Х = - - + - + 10 . 
1 ( а 2 ) р2 2р2 р 

Находя оригинал для Х(р) ,  получаем 
а 

:r(t) == 12е + е + 1ot. 

Для определения величины а имеем следующую систему: { at� 2 450 = J2 + t0 + 10to, 

at� 105 = 4 + 2t0 + 10, 

откуда находим, что t0 = 10, а =  3 .  
217. Уравнение движения 

mx = 4mz - 3mЖ, 

:r(O) = 1 ,  х(О) = О, 

218. Уравнение движения m:i! = mg - Лх. 
1 

(2) 
(3) 

в силу условия задачи л ::: зmg при v = 1 мjс, так что окончательно получаем 
уравнение 

откуда 

dv 1 
dt = g - 3gv, v(O) = О, 

v(t) = 3 ( 1 - e-Gf ) ,  Vmax = 3 при t = оо. 

219. Уравнение движения 

mx = -kx, z(O) = о, z(O) = vo, 
mv0 k 1 х(t) = - {1 - е- т  ) , k 

mvo 
Zm." = k при t :::: оо. 
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220. Решение. Опишем движение нижнего конца цепоч­
ки. Выберем начало координат в точке О (см. рисунок) 
и наnравим ось Ох вниз. Тоrда начальные условия будуj' 

х(О) = l, Ж(О) = О  (цепочка неподвижна). 
Если абсцисса конца есть х, то движушая сила равна весу 
части цепочки, свисаюшей со стола, т. е. 

F =  mgx 21 . 
Таким образом, дифференциальное уравнение движения 
таково: 

х 
Рис. к ответу 220 mx = �� х, х(О) = l, ж( о) = о, 

x(t) = � (е1Л + e-tlf) . 
По этому закону движение будет происходить до того момента Т, когда цепочка 
целиком соскользнет со стола. Мы найдем этот момент, положив х = 21 : 

Т fl -Т fl 4 = е  V 2i + e  V 2i . 
т !l  Обозначив z = е V 2i , nолучим уравнение 

z2 - 4z + 1 == О, 
откуда z1 = 2 - v'з < 1 ,  z2 = 2 + v'з. z1 отбрасываем, так как ему соответствует 
отрицательное значение Т. Итак, для оnределения Т получили уравнение 

е т ..Л =  2 + v'з, откуда Т =  Л ln (2 + v'з). 

221 . Уравнение движения 
mx = -2mxk2, х(О) = а, :iJ(O) == О, x(t) = а cos ( J2kt). 

222. Уравнение движения 
71' 

тх = -JJmx, х(О) = а, х(О) = О, t = 2,fji ' 
223. Уравнение движения 

mx = -k:iJ, х(О) = О, :iJ(O) = 6, x(t) = 600( 1 � е-0•0 11) . 

224. Уравнение движения 

х + 4х = 2 cos t, х(О) == О, :iJ(O) = О, 2 x(t) = з <соs t - cos 2t). 

225. Уравнение движения mr = -mk2r или 
х = -k2x, 
fi = -k2y, 

х(О) = а, :iJ(O) = О; 
у(О) = О, у(О) = Vo. 
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:1:2 у2 
Т

раектория точки - эллипс: 2 + -т--; 2 = 1 .  
а v0 k 

226. Уравнения движения 

z k2:c, z(O) = а, z(O) = О; 

у k2y, у(О) О, у(О) = vo. 
3:2 у2 

Траектория точки - гипербола: 2 - 2;L2 l .  
а v0 "' 

d2Q 1 dQ I 227. Д. у. L -dt2 + -C Q E cos (wt + a), Qlt=O ::= О, - = О. dt t=O 
d2Q l dQ I 228. Д. у. L- + -C Q = E sinnt, Ql О, - = О. dt2 1""0 dt t=O 
dl 

229. Д. у. L dt + RI Е sin (I.Vt + а) ,  1\1�0 = О. 

d2Q dQ l . . 
230. Д. у. L di} + Rdt + CQ = E, q(t) + (Е2 - E,)q(t - Т), Qit� о . .  
dQ \ - о dt t=O - . 

d2Q dQ l 
231. д. у. L di} + Rdt + CQ = Е, Ql t=O =: о, 
232. :c(t) = (С1 + C2t2)e-1 • 233. :r(t) = С1 • 
235. z(t) - 1 .  236. z(t) = е1 • 

k t2
• 

237. а) :c(t) = � (- 1)'2's!C; (2s) ! ; 

l 1 . 1 + е1 
238. z(t) = 2(е - 1) - ln -2 - .  

е1 + 2 
240. x(t) = (е1 + 2) ln -3- - е1 + 1. 

б) x(t) 
k t2•+1 � ( - 1)'2' s!C; (2s + l)! . 

239. x(t) = e-1[(t + 1 )  ln (t + 1 ) - t} . 

241. x(t) = е1 - 1 - (t + ln 2)(е1 + l) + (е1 + 1) ln (е1 + 1 ) . ( 4 tg ! ) 
242. x(t) sin t t - v'3 arctg )з + cos t ln (2 + cos t) - In 3 cos t .  

1 57 

1 9 - 1rv'з V3 
·1 v'3 sin t - 2 1 v'3 . ;;; 243. x(t) = - - cos t+-6 sin t ln v'3 .  

. 
cos t arctg (v З cos t). 3 27 3 3 Sin t + 2 9 

1r l j sin t - .../21 
244. z(t) = cos t arctg (cos t) - - cos t - . "' sin t · ln . 

../i . 4 2v2 sш t +  2 
l { 1 ../i + cos t l ;;; } 245. x(t) = sin t arctg (sin t) + cost · ;;; ln ../i - ln (3 + 2v2) . 

2v2  2 - cos t 
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246. :c(t) = - sh t + 2 ch t ( arctg е1 - �) • 
247. :c(t) = 1n 2 cos t - cos t 1n {2 + sin t) - t sin t + 

t 
2 ( 2 tg - + 1 1Г) 

+ V3(2 sin t + 1) arctg Jз - 6  . 

248. ж(t) == е1 , y(t) = -е1 • 
249. ж(t) = е1 , y(t) = е1 • 
250. ж(t) == 2( 1 - е-1 - te-1) , y(t) = 2 - t - 2е-1 - 2te-1 • 

1 1 
251 .  ж(t) == - {е1 - е31 + 2te31) , y(t) = - (5е1 - е31 - 2te31) . 4 4 
252. ж(t) = e1(cos t - 2 sin t) , y(t) = e1(cos t + 3 sin t) . 

253.- ж(t) == j (e1 + 2 cos 2t + sin 2t) , y(t) = j ( е1 - cos 2t - � sin 2t) . 

t 1 1  41 3 5 1 
254. z(t) = e - 34е - 17 cos t +  17 sin t - 2 , 

2 t 22 41 4 1 y(t) = -3е + 5 1  е + 17 cos t - 17 sin t. 
1 -21 13 -1 1 t 2 21 3 31 255. ж(t) = - 15 е + ne - 2 + 6е + зе + 20 е ,  

1 -21 13 -t 1 1 2 21 
7 3t y(t) = 15 е + ne - 2 - б е + зе + 20 е ' 

13 -t 1 t 4 21 1 31 z (t) = - 12 е - 2е + зе + 4е . 

256. ж(t) = -е1 , y(t) = О, z(t) = е1 • 
257. z(t) = � (е31 - е-21) , y(t) = � (Зе31 + 2е-21), z(t) = �(Зе31 + 2е-21) . 

3е-21 { l l - 4а)е21 3е41 
258• ж(t) = 4{2 + а) + 4(2 - а) + а2 - 4 · 

е-21 ( 1 1 - 4а)е21 (а + 1)е41 y(t) = + + ��-4(2 + а) 4(2 - а) а2 - 4  · 

259. z(t) = 2 - е-1 ,  y(t) = 2 - е-1 , z (t) = 2е-1 - 2 . 
260. ж(t) = 6е1 - е21 - 4е31 ,  y(t) == 3е1 - 2е31 ,  z(t) = 6е31 + е21 - 6е1 • 

1 13 1 2 2 3 3 261 ·  z{t) = - l5t2 + 12t - 2 + бt + зt + 20 t ' 
1 13 1 2 2 7 3 y(t> = 1 st2 + 12t - 2 - бt + зt + 20 t • 
1 3  1 4 2 1 3 z(t) = - 12t - 2t + зt + 4t . 

262. Zm(t) = e-cl 
(ct)m (т = О, 1 ,  2, . . . , n) . m! 
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263. :c(t) :::: i - �е-1 - 130 e-61/ l l , y(t) ::::: � (e-t e-61ftt) . 

264. z(t) = 3 + }t, y(t) = �t2 - � , z(t) == �t2 �t + 152 •  
28 3t -t t 1 28 3t -t t 1 

265. x(t) 9е -: е - З ..,.. 9 ,  y(t) 9е + е  
3 9.  

266. Уравнения движения электрона 

z(O) == О, х(О) = v0, { тх == е� 
ту = e:I х, у( О) == О, у( О) = О, 

a:(t) = -- sin -, y(t) = -- 1 - cos -.-. . v0me eHt mev0 ( eHt) 
еН те еН те 

2 2 2теv0 
Траектория элеюрсща :с + у  -

еН У ==  О. 
267. Уравнения: движения 

{ :: О, · v  х(О) О, х(О) = Jг 
-gт, • Vo у(О) = О, у(О) ::::: ../2' 

v� vJ 
Наибольшая высота Н = -4 ; точка падения х :::: - .  

g g 

159 

268. Пусть электрон вылетает из начала координат. Выберем ось Ож nараллельна 
направлению магнитного поля Н, а ось Оу выберем так, чтобы вектор v0 лежал 
в координатной ллоскости :сОу. 
Тогда уравнения движения будут 1 mx = о, х(О) = о, х(О) = vo cos а, 

ту = -е� i, у( О) = О, у( О) = v0 sin а, 

mz е� у, z(O} = О, i(O) =О. 
Траектория электроиа { 2 2 2v0ст sin о: у + z -

еН 
z = 0, 

ж = tv0 cos о:. 

269. Уравнения движения 

{ mi = -kтЖ, х(О) = О, :i:(O) = v0 cos о:, 
ту = -mg - kту, у(О) ::: О, у( О) = v0 sin а, 

vok sin о: +  g(l _ -ct) _ � 
k2 

е 
k .  
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270. Уравнения движения ! тх = - е: у - kmx, 
е Н mfj = -х - kmy, 

с 
mz = -kmz, 

х(О) = О, х(о) = и, 

у(О) = О, у(О) = О, 

z(O) = О, .i(O) = О. 
271 . Уравнения движения 

{ тх = -2�х - р2х, 
mfj = -2�у - р2у, 

272. Уравнен11я движения 
{ тх = 0, 
mfj = -mk2y, 

х(О) = а, х(О) = О, 
у(О) = О, у(О) = v0• 

х(О) = о, х(О) = Vo, 

у(О) = а, у(О) = О, 
x(t) = v0t, y(t) = а cos kt. 

Траектория точки у = а cos ( ::) . 
1 1 �3. <p(x) = 2 sh x + 2 sin x. 

274. <р(х) = � (ez - e-z/2 cos v'3 х + Vзe-z/2 sin v'3 х) . 3 2 2 
1 2 3 1 

275. <р(х) = х + 6х3 • 276. <р(х) = 5e2z + 5 cos х + 5 sin х . 

277. <р(х) = 2 + х - ez/2 ( cos..;; х - VJsin ..;;х) . 
1 1 3 2 1 2z 1 3 

278. <р(х) = - 16 - &х + &х + 16е - 12х .  

279. <р(х) = ie-z + �ez + �e-z/2 ( cos..;; х - VJ sin..;; х) . 

280. <р(х) = � (ez - e-z + '7 sin v'2x) . 

281 . <р(х) = xez . 282. <р(х) = ez . 4 1 
283. <р(х) = 3 - 3  cos Vзх. 

1 
284. <p(x) = ch x - xe-z . 285. <p(x) = '2(ch x + cos x) . 

1 3 
286. <р(х) = х - 6х . 

2 v'5 287. <р(х) = rr sh -х. 288. <р(х) = 1 - х. 
v5 2 

z 
289. <р(х) = J0(x) , так что j J0(x - t)J0(t) dt = sin х. 

о 
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290. <p(x) =: l . 291 . <р(х) = е-ж . 292. l 2 l 3 <р(х) = 1 + 2х +lx + 3х . 

293. <р(х) = 2хе"' - х2еж . 294. <р(х) =: 1 . х2 
295. <р(х) = l - т ·  

296 ( ) -ж ( ) ( ) 8 2ж l -ж 8 -ж • <f't х = е  l - ;х , <f'2 х = 9е + зхе - 9е . 

297. <р1 (х) = е2ж , <р2(х) = � - �е2"' . 2 2 
l 3/2ж ( r;; viJ viJ ) 1 298. <р, (х) = зе v 3 sin тx + 2 cos тx - з , 
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3/2ж ( уЗ 1 v'3 ) <р2(х) = е  cos Тх - vГз sin Тх . 

299. <р 1 (х) = (x + 2) sinx + (2x + l) cos x, <р2(х) = (н =) cos x - (� + х) sinx. 
vГз 3 2 2 

300. <р1 (х) = Т sin v'Зх - '2 sh х ,  <р2(х) = cos v'Зх - 3 ch х .  

301 . <р 1 (х) = 2(1 - х)е-ж , <р2 (х) = ( 1 - х)е-ж . 

оо (t _ k)2k+3 оо 2k (t _ k)k+З . 
302. x(t) = Е  ( ) ' 71(t - k) . 303. x(t) = Е ( ) ' 71(t - k) . 

k=O 2k + 3 . k=O k + 3 . 

304. x(t) = � (k + l)(t - k)k+2 
(t - k) . � (k + 2)! '1 

305. x(t) = f ( - 1 )k (t - 2
(
k)k+З\k + 1) 

'7(t - 2k) .  
k=O k + 3 ! 

( 1 ) 00 (t k + 2)k-l 
306. x(t) = -t + -t2 71(t) + Е - (t - 3k + 2)q(t - k + 2). 2 k=З k! . 

( t2 ) 00 (t k)k+ ! 00 (t k)k+2 
307. x(t) = 1 + t + '2 q(t) + � (; + l) ! q(t - k) + � (; + 2)! 71(t - k). 

308. x(t) = cos t .  ( 27r; ) 309. u(x, t) = u0 1 - � J e-z2 dz . • о 
W'ki 

( 
2 1 -z2 310. u x, t) = u1 ..;7Г е dz . 

о -z � ( {fJ а /00 _ t . � Р dp 
31 1 .  u(x, t) = ae V Iii cos (A}t - x  - - - е Р sш х - -2--

2 . 2k 11" k p + (A} 
о [ -ж � . ( {(;J) UJ /00 - t • {ii dp ] 312. u(x, t) = a е V 2k sш (A}t - xy u; + ; е Р sш xy k p2 + (A}2 • 

о 
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z j е-ЩН)" 
3 13. u(z, t) = r= <p(r) ( )312 dr. 2v?rk t - r о 

ди 2 д2и ди 1 1 314. Д. у. -д = а -д 2 , O � z � l , t > O, и l 1=0 = uo , -д = 0, и .,=1 = и, , t z Z ж� 

ди 2 д2и ди l 31 5. Д. у. дt = а дz2 , z > О, t > О, u l1=0 = u0 , дz ж=О 
= hulж=O ' h = const, 

u(z, t) = uo [ erf ( 2а�) + eh"'+h2421Erf ( 2a
z
v1 + haVt) ] . 

При решении задачи воспользоваться теоремой Эфроса (см. § 14). 
�и 1 �u h l 316. Д. у. -8 2 = 2 -8 2 , O � z � l , t > O, ui 1=0 = 0, -8 = O, u(O, t) = O, z с t t 1=0 

дu(l, t) F 
--а;- = Б ·  

( )k • (2k + 1}7гz (2k + 1 )1rct 
Fz 8Fl оо - 1 sш 21 cos 

2l u(z, t) = Е - ?r2E Е (2k + 1)2 k=O 
д2и 1 д2и g 317. Д. у. дz2 - С2 дt2 = d '  о � z � l ,  t > о ,  ul1=0 = о, 

ди 1 = о, · дt 1=0 
ди(l, t) u(O, t) = О, --а;- = О, 

(2k + l)(z - 1)1Г (2k + l)1rct 
р� - �  1�� 00 k �  � � � u(z, t) = 2с2 - 1rзс2 ?; ( - 1) (2k + 1)3 

(2k + 1 )1rt . (2k + 1 )1rx 
Ьх gьz4 оо cos sm 

318. и(х t> = - - (х3 - 2zx2 + z3) + - Е 21 21 
' 12 1r5 k=O (2k + 1)5 

д2u 2 д2и 4hx(l - х) ди(х, О) 
319. Д. у. дt2 = а дz2 , O � x � l , t > O, u(x, O) = 12 , дt = 0, 
u(O, t) = u(l, t) = О, 

320. . l - е-Р 

(2k + 1)1rat . (2k + l )1rx 
32h оо COS l SШ l u(x, t) = 7?; 

(2k + 1)3 

322. 
l 

1 - еа-р 323. 
еР 

еР - а  
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еР( еР - cos J) еР sin а еР sh 1 
324• е2Р + 2еР cos 1 + 1 · 325• е2Р - 2еР cos а + 1 · 326

• е'{/>,� 2еР ch 1 + t "  · 
еР 2еР 1 еР 1 еР(еР - cos 2) 

327 · � - еР - Ji · 328• ZeP ..,. 1 + 2 е2Р - 2еР cos2 + 1 · 
e(J-k)p 

329. еР �  l 
еР(2 ch 2 - е") sh 2 еР(4е2"- 3еР + 1) 

331. 2 • 332. 3 е Р - 2еР ch 2 + 1 (еР - 1) 333• 
ep- l sin2 . �2Р - 2еР-1 cos 2 + e-2 

334. 

336. 

е�'+2(еР + е2) 
(еР - е2)3 · 

е�'+1 (еР + е) 
( )3 . 337. еР - е 

е1{е" + 1 )  
(еР - J )Э ' 

(e2l' - l )eP еР- 1 
338. ( 2 . . . )2 • 339. lna+ln-- , е Р +  1 . е�>..,.а 

sina ..fe2P - 2еР cos а +  1 
340. а +  arctg . . 34.1. ln 1 ·. · . e�' -cosa еР -

342. 
eP[ (l + е2Р) cos а - 2еР) 

343. 2 2 • еР (e P - 2e�' cos a + l ) 
еР(е4Р + 2e3�' ch a - 6е2�' + 2еР ch a +  1 )  sh a 

344• (е2Р - 2еР ch a + 1)3 
е�'(2е3Р - 5е2Р ch а +  4е�' ch 2а - ch а) 

345. ( 2 )2 е 1' - 2еР ch а + J 
еР. - е•о 

346. е - e0 + ln -- . еР - е• 
1 е2Р - 2е" ch 1 + l sin е 

347. - ln 2 • 348. е + arctg . 2 е Р 2еР Ch € + J еР - COS E 
1 ( sin 2е sin 2 ) 

349. е - J + -2 arctg . 2 - arctg .. 2 . .  1 - е" 
350. 1 ,- е eP - cos е eP - cos 

n(n + l) n 1 - е" l - e2(n- J) 
351. 2 . 352. 1 _ е  - { l  _ е)2 • 353. 1 _  е2 • 

354. A/(n) = 3 , А k f(n) == О (k 2, 3, 4, . . .  ) .  
355. Ak j(n) (е4 - e�)k ( k  1 , 2 ,  З ,  . . .  ) . 
356. A/(n) = 2n, A2/(n) = 2., A�<f(n) = О  (k = 3, 4, . . .  ) . 
357. 

е�'(е2Р + 4еР + 1) 
358. 

еР 
359. 

2e(l-k)p 
(еР - 1 )4 (еР - 1 ) 3  · (еР - 1)3 · 

2n - l  n - 1 
360. 

n(n - 1) (2n - l) 
361. 

(n - l )  sin -2-a sin 2 -2-a 
6 а 2 sin 2 �  2 sin '2 2 

362. 
n(n - l)(n '- 2) 363. 

( 1  - е  cos a)(I - е" cos па) + е"+1 sin а sin na 
3 e2 - 2e cos a + 1 
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364. nзn- l . 365. sn - зn . 366. sin n2
1f . 367. 

1 n + 1 - sin --1f 2 2 . 

369 
n(n - 1) n-2 • 2 е . 

370. Второго nорядка. 

372. Первого nорядка. 

371 . Нулевого nорядка. 

373. Третьего nорядка. 

377. 

380. 

383. 

1 - 2n12 cos шr 
4 . 

Зn - 1  + (-2)" 
9 

n(n - l)(n 2) 
2 

378. 

381 . 

. зn-3 . 

z+at 

376. 2"12 sin "41f . 
. шr (n - l)1r n2 - n  

sш т соs 4 . 379. (- 1 )" -- .  2 
4n- 1 + 15 • 2n-3 - 7(-2)n-3 

382. 
1 - (- 1)" 

3 2 

384. n(n - l)(n - 2) · (- t)'н . 6 

392. u(x, t) = 2� j <t?1 (a) da. л (  393. -�-2 · 
+ € 

:z-at 

394. /Т (sin a(l + {) + sin a(l - {}
.
)
. V 2i 1 + € 1 - € 

+оо 

395. J 

2Uo J z z sin x{ 
398. u(x, t) = 7 ( l - еа ( 1) -{- d{, t > О. 

о 

{ �· О, 

О < :t < а, 

ж > а. 

Указание. Изпользовать синус-nреобразование Фурье, положив и и +оо +·>о аи ! sin {x ах -> О  при х -> +оо. Так как -{- d{ 
о т 

1r J -e sin (Цт) 2 и е { d{ 
о 

../i J е-112 dq, то решение u(x, t) можно представить в виде 

о z 2.7i +оо . 2uo J 2 2u0 J z ( х ) 
u(x, t) = u0 - ../i е-" dq = ../i е-" dq = uo etf с 

2а..Л , 
о .....!!-.. 2•v'i 
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где erf c(x) = 5к ]"е-�2 dq (другое обозначение - Erf (x)) .  
z 

399. 

1
[ ( l + x) (

1
-

х
) ]  и(х, t) = 2 erf 2aVt + erf 2aVt 

, 

где erf (у) = 5к j е-�2 dq. 
о 

400. с,о(х) = sin 1rж
2

• 401 . с,о(х) = 3_ -1 ж 
2

, х � О. 1 - х 1r + х  
402. Асимптотически устойчиво. 403. Асимптотически устойчиво. 
404. Неустойчиво. 405. Неустойчиво. 
406. Устойчиво, но не асимптотически. 407. Асимптотически устойчиво. 
408. Неустойчиво. 409. Неустойчивый фокус. 
41 0. Центр. 41 1 .  Устойчивый фокус. 
412. Седло. 41 3. Неустойчивый узел. 
414. Неустойчивый узел. 415. Устойчивый узел. 
416. Точка (0, О, О) устойчива. 417. Точка (0, О, О) неустойчива. 
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41 8. Асимптотически устойчиво при а < О. Во всех остальных случаях не­
устойчиво. 41 9. Асимптотически устойчиво при а < О и а > 1 ;  устойчиво, 
но не асимптотически при а = О и а = 1 ;  неустойчиво при О < а < 1 .  
420. Неустойчиво при всех а .  421 . а �  О .  422. а �  -1/2. 423. Асим­
птотически устойчиво при af3 < 1 ;  устойчиво, но не асимптотически при af3 = 1 .  
424. Асимлтотически устойчиво при f3 < а2 (а < О) ; устойчиво, но не асим­
птотически при: 1) а =  О (f3 < О) ;  2) f3 = а2 (а < 0) . 425. Асимптотически 
устойчиво при а2 + {32 - 2а > О  (а < 1 ) ;  устойчиво, но не асимптотически nри: 
1) а =  1 (lf31 > 1) ;  2) а2 + {32 - 2а = О  (О � а <  1 ) .  426. Неустойчиво при всех 
значениях а и f3 .  427. Асимnтотически устойчиво при а2 + {32 -f3 < О; устойчи­
во, но не асимптотически при а2 + {32 - f3 = О  (а f= О, f3 f= 0) . 428. Устойчиво, 
но не асимптотически прИ f3 + 2а + 1 = О; асимптотически устойчиво nри всех 
остальных значениях а и {3. 
429. Асимптотически устойчиво. 
431 .  Асимптотически устойчиво. 
433. Асимптотически устойчиво. 
435. Асимптотически устойчиво. 
437. Неустойчиво. 

430. Асимптотически устойчиво. 
432. Устойчиво. 
434. Асимптотически устойчиво. 
436. Неустой:чиво. 
438. Асимптотически устойчиво. 
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439. Асимптотически устойчиво. 

441 .  Неустойчива. 

443. Неустойчива. 

445. Неустойчива. 

447. Асимптотически устойчива. 

Ответы 

440: Асимптотически устойчиво. 

442. Устойчива. 

444. Устойчива. 

446. Неустойчива. 

448. Устойчива. 

449. Исследование по первому приближению невозможно. С помощью функции 
Ляnунова устанавливаем, что точка (0, О) асимnтотически устойчива. 450. Точ­
ка покоя устойчива. 451 . Нулевое решение системы nервого nриближения 
неустойчиво, а для nолной системы оно асимптотически устойчиво. 

452. Если а > О, Ь > О, то условие устойчивости имеет вид cos Т > О, где 

Т = ( - 1  )t z0 + k1r (k = О, 1 , 2, . . .  ) , z0 = arcsin � .  
460. Устойчиво. 461 .  Неустойчиво. 462. Устойчиво. 463. Неустойчиво. 

464. 

466. 

l 
При а: >  2 .  465. Решение неустойчиво nри любом а: .  

1 3  
При а: >  6. 

467. При любых (а:, {3 )  из  области G (см. рис.). 

468. При любых (а, {3) из области G: af3 > 3, а > О, {3 > О (см. рис.). 

v 

G 

а: 
• 

Рис. к ответу 467 Рис. к ответу 468 Рис. к ответу 471 

v v 

:1 �:е � и 

Рис. к ответу 472 Рис. к ответу 475 Рис. к ответу 476 

469. Решение неустойчиво nри любых (а, {3) . 470. р > О, q > 2 .  

471 .  Все корни в левой nолуплоскости; решение устойчиво (см. рис.). 

и 

и 
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472. Два корня в левой nолуплоскости, два корня в nравОй; решение неустойчиво 
(см. рис.). 
473. Устойчиво. 474, Устойчиво. 

475. Два корня в прщюй полупл�кости; решение неустойчиво (см. рис.). 
476. Устойчиво (см. рис.). 47"!. Устойчиво. 478. Устойчиво. 

Рис. к ответу 485 Рис. к ответу 487 

487. Чисто мнимые корни; решение неустойчиво (см. рис.). 
488. Два корня в nравой nолуплоскости; решение неустойчиво. 
489. Два корня в nравой nолуплоскости; решение неусrойчиво (см. рис.}. 

v 

о и 

Рис. к ответу 489 

490. Два корня в правой полуnлоскости; решение неустойчиво. 
491 . 1l 492. 

\ · пп ш  

D(1 , 2) � 
о 

Рис. к ответу 491 

о D(2, 2) 

Рис. к ответу 492 
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493. 11 

495. 

497. 

499. 

D(З, 0) 

Рис. к ответу 493 

11 � 
),. f.,"' ь. D(2, 2)1\� � 

D(4, 0) 

Рис. к ответу 495 

Тf 

D( l ,  2) 
011:=1 

\ ��;; �i 
� 

D(2, 1 )  1} = - l  

Рис. к ответу 497 

Т/ 

Рис. к ответу 499 

Ответы 

494. 

496. 

498. 

500. 

I 

11 � D(З, О) 
2 

D(2, 1 )  
о � 

Рис. к ответу 494 

1/ 

D(2, 1 )  
Рис. к ответу 496 

D(l ,  2) � 

Рис . .  к ответу 498 

Т/ 
II III - �(1+�) 11 - 2 

D(З, 0) 
IV 

1: " 
VII �= -1 v 

Рис. к ответу 500 



501 .  ТJ 

� = 1 

ТJ 

D( l ,  2) 

Рис. к ответу 501 

502. ТJ 

2 
D(2, 1 ) О 2 

D(l , 2) \ 
D(3, 0) 

Ответы 

D(З, О) 

D(2, 1) 

Рис. к ответу 502 

503. 
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ТJ 
D(l ,  2) D(2, l )  

D(З, 0) 

D( l , 2)  � 

Рис. к ответу 503 

505. f(n) = (- 1 )"(4n2 - 7n + l) . 

506. f(n) = ( '7) " [с1 cos ( n arctg �) + С2 sin ( n arctg �)] . 
,. 
( 2n1f 2n1f) 507. f(n) = 2 С1 + С2 cos + Сз sin -

3
- . 

508. j(n) = (- l )"(Ct + C2n) + 2"12 ( Сз cos 
n
4
1r + С4 sin n;) . 

509. f(n) = C1( l - -/2)" + C2( l  + J2)n - I .  
510. f(n) = 2 · 3" + (- l)"(8n 2) . 

l mr . n1r sin 2(n - 1) 
51 1 .  f(n) = 2 tg 2 · cos 2 + sш т +  2 cos 2  . 
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51 2. 

5 13. 

Ответы 

е" 
/(n) = С1 + C2n + Сзn2 + (е _  I)З . 

( ) " ( 1 mr mr) 
( )" 1 n = 2 16 + С1 cos 3 + С2 sin 3 + Сз --:2 . .  

514. Асимптотически устойчиво. 5 15. Устойчиво, но не асимптотически. 

516.  Асимnтотически устойчиво. 517. Неустойчиво. 

518. ао + а1 + а2 + аз > О, ао - а1 + а2 - аз > О, З(ао - аз) + а1 - а2 > О, 
З(ао + аз) - а1 - а, > О ,  а� ..:. а� - аоа2 + а 1аз > О. 
5 19. 1 - q > O, l + p + q > O, l - p + q > O. 520. -'- l < p < l .  521 . 1а i > Ь. 
522. Асимптотически устойчиво. 523. Неустойчиво. 

524. Асимптотически устойчиво. 525. Неустойчиво. 

526. Неустойчиво. 527. Неустойчиво. 

528. Неустойчиво. 



nриложенив 

Основные оригиналы и их изображения 

ОС> 
N2 Оригинал /(t) Изображение F(p) = J f(t)e-pt dt 

о 

1 .  1 а 1 -
р 

2. t" (n = 1, 2, . . .  ) n! 
p"+l 

3. ta (а > - 1) Г( а +  1 ) 
pa+l 

4. e�t (Л =  а + Ьi) 1 --
р - >. 

5. t11e.u n! 
(р->..)n+l 

6. tae>.t (а > - 1) Г(а + 1) 
(р - л)а+l 

7. sin""t ("" > О) 
"" 

р2 + ""2 

8. COS(c)t р 
р2 + ""2 

9. sh""t "" 
у - (с)2 

10. ch""t р 
р2 - (с)2 

1 1 . ем sin ""t "" 
(р - >.)2 + ""2 
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12 .  

1 3. 

14.  

1 5. 

16. 

1 7. 

18. 

1 9. 

20. 

2 1 .  

22. 

23. 

24. 

Оригинал /(t) 

еЛt COSUJt 

t sin UJt 

t COSUJt 

t sh (l.)t 

t Ch(l.)t 

sin (t - r) (r > О) 

cos (t r) 

t" sin(l.)t 

J .. (t) (n 1, 2, . . .  ) 

Приложенив 

Продолжение таблицы 

00 

Изображение Ji'(p) j f(t)e-pt dt 
о 

р
- >. 

(р >.)2 - (1.)2 

2PUJ 

(р2 + (1.)2)2 

р
2 - UJ2 

(р
2 + (1.)2)2 

2PUJ 
(р2 (1.)2)2 

р
2 

+ (1.)2 

(р2 - UJ2)2 

ре_.,., 

р2 + 1 
Im (р + i(l.))n+l 

n' 
(р

2 + (1.)2)n+l • 
Re (р + i(l.))n+l 

n' 
(р2 + (1.)2)n+l • 
<vfPГ+I-p)" 

Jp2 + 1 

1 -а lji - е vr 
р 



.NQ Оригинал f(t) 

t 
25. 

. J sin x St t = -х- dx 
о 00 

26. J cos :z: 
Ci t = - х 

dx 
t 

27. 
еы - eo.t ---

t 

28. 
I,.(at) 

( ) -- а > О  t 

29. ln t 

Приложенив 173 

Продолжение таблицы 

00 

Изображение F(p) = j f(t)e-pt dt 

arcctg p  
р 

1 1 

о 

- ln р .Jp2 + 1 

р - а 
ln --р - Ь 

1 -<.Jr + а2 
паn 

� (tn � 
р р 1) · 1 

p)n 

0,57722 . . .  



Оглавление 

Draвa 1. Операционное исчисление . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 'з 
§ J .  Нахождение изображений и оригиналов . . . . . . . . . . . . . 3 

§ 2. Решение задачи Коши для обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 

§ 3. Интеграл Дюамеля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1  
§ 4 .  Решение систем линейных дифференциальных уравнений 

операционным методом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 
§ 5.  Решение интегральных уравнений Вольтерра 

с ядрами специального вида . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 
§ 6. Дифференциальные уравнения 

с запаздывающим арrументом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 
§ 7. Решение некоторых задач математической физики . . . . . . 57 
§ 8. Дискретное преобразование Лапласа . . . . . . . . . . . . . . . . 60 
§ 9. Преобразование Фурье . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 

§ 1 О. Косинус- и синус-преобразования Фурье . . . . . . . . . . . . . 84 
§ 1 1 . Обобщенные функции. 

Преобразование Фурье обобщенных функций . . . . . . . . . 92 

Draвa 2. Теория устойчивости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  101 
§ 12 .  Понятие об устойчивости решения системы 

дифференциальных уравнений. 
Простейшие типы точек покоя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0 1  

§ 1 3 .  Второй метод Ляпунова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  109 
§ 14. Исследование на устойчивость 

по первому приближению . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 14 
§ 15 .  Асимптотическая устойчивость в целом. 

Устойчивость по Лагранжу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 19 
§ 16. Критерий Рауса-Гурвица . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  122 
§ 1 7. Геометрический критерий устойчивости 

(критерий Михайлова) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  125  
§ 18 .  D-разбиения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 29 
§ 19.  Устойчивость решений разностных уравнений . . . . . . . . . 1 36 

1 о .  Решение однородных линейных разностных 
уравнений с постоянными коэффициентами . . . . . . . . 1 .36 



Оглавление 1 75 

2° . Решение неоднородных линейных разностных 
уравнений с постоянными коэффициентами . . . . . . . .  139 

3° . Устойчивость решений разностных уравнений . . . . . .  140 

Ответы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  146 
Приложеине . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  171 



Издательство УРСС 

�· специализируется на выпуске учебной и научной литературы, в том 
числе монографий, журналов, трудов ученых Российской Академии 
наук, научно-исследовательских институтов и учебных заведений. 

Уважаемые читатели! Уважаемые авторы! 
Ооио�-" "' шмро<ом и модопюриои мрудшо� о Росоийо�и � 
фондом фундаментальных исследований и Российским гуманитарным 
научным фондом, мы предлагаем авторам свои услуги на выгодных экономических 
условиях. При этом мы берем на себя всю работу по подготовке издания 
от набора, редактирования и верстки до тиражирования и распространения. 

Среди вышедших и rотовящихся к изданию книг мы предлагаем Вам следующие: 

Краснов М. Л. и др. Вся высшая математика. Т. 1-6. 
Краснов М. Л., Киселев А. И., Макаренко Г. И. Сборники задач с подробными 
решениями: 

Векторный анализ. 
Интегральные уравнения. 
Вариационное исчисление. 
Обыкновенные дифференциальные уравнения. 
Функции комплексного переменноrо. 

Боярчук А. К. и др. Справочное пособие по высшей математике (Антндемндович). 
Дубровин Б. А., Новиков С. П., Фоменко А. Т. Современная геометрия. Т. 1-3. 
Рашевский П. К. Риманова геометрия и тензорный анализ. 
Рашевский П. К. Геометрическая теория уравнений с частными производиыми. 
Рашевский П. К. �ре дифференциальной геометрии. 
Трикоми Ф. Дифференциальные уравнения. 
Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Петровский И. Г. Лекции по теории интегральных уравнений. 
Эльсгольц Л. Э. Дифференциальные уравнения и вариационное исчисление. 
Данилов Ю. А. Многочлены Чебышева. 
Лозняк Э. Г., Шикин Е. В. Дифференциальная геометрия: первое знакомство. 
Гнеденко Б. В. Клн: теории вероятностей. 
Гнеденко Б. В. Очерк по истории теории вероятностей. 
Гнеденко Б. В., Хинчин А. Я. Элементарное введение в теорию вероятностей. 
Кац М. Вероятность и смежные вопросы в физике. 
Понтрягин Л. С. Обобщения чисел. 
Оре О. Приглашеине в теорию чисел. 
Оре О. l)афы и их прнменение. 
Хорори Ф. Теория графов. 
Шикин Е. В. От игр к играм. 
Гамов Г., Стерн М. Занимательные задачи. 
Пенроуз Р. НОВЫЙ УМ КОРОЛЯ. О компьютерах, мышлении и законах физики. 
Грин Б. Элегантная Вселенная. Сунерструны, скрытые размерности и поиски оконча­
тельной теории. 

По всем вопросам Вы можете обратиться к нам: 
тел./факс (095) 135-44-23, тел. 135-42-46 
или электронной почтой urss@urss.ru. 
Полный каталог изданий представлен 
в Ннтернет-магазине: http:/ /urss.ru 

Издательство УРСС 
Научная и учебная 

литература 



Дифференциальные 

уравнении 

Векторный анализ 

Вариационное 

исчисление 

инrеrt1111ь11ые 

уравнении 

118'1 ...... _.CI 1 Klllll- .. 
CIJA8ПII � IYIII C _... 
Пlllllllii ........... .. МIIIIТ $ 111 
I8AIJ 1 --· IIIIIIIIIUIIY ..cll­
_.. 1 111М11П1 ......... М11'811188, 
�-- 1 ····-···., ...... 
- 1 Tllllll tctzi' ШПL 

Е� URSSCIIJRSS.ru 
К.таnоr JЩ����нм11 в lnПimttt: ht!Jr./IURЗS.tV 
Теn.lфмо: 7 (095) tЗS..Ц...23, 135-42_,. 

1909 ID 13423 

j 11 J 1! 1111111 �llll � t lll 

ОСНОВНЫ Е РАЗДЕЛЫ 
ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ 


