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Предисловие 
Основные вопросы, разбираемые на практических занятиях, отно-

сятся к общим вопросам теории квадратурных формул: оценке при-
ближений, оптимизации квадратурных формул, выбору наилучшей 
формулы с использованием различных узлов и весов. 

При составлении методических указаний использовалась раз- 
личная литература, но особое внимание было уделено работам  
В. И. Крылова и С. М. Никольского. 

В основе этой работы лежит теория квадратурных формул, кото-
рая, однажды возникнув, развивается по своим внутренним законам, 
как и другие фундаментальные разделы математики. 

Общедоступность вычислительной техники делает необходимым 
создание комплексов вычислительных программ, разработка кото-
рых невозможна без дальнейшего развития численных методов в 
практических занятиях. 

Специалисты в области теории численных методов непременно 
будут востребованы в процессе развития науки и техники. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 4

1. Простейшие квадратурные формулы 
Предположим, что нужно вычислить приближенно определенный 

интеграл от некоторой положительной непрерывной функции f(x) на 
отрезке [a,b]. Простое приближенное выражение интеграла пред-
ставляет собой величину площади прямоугольника, основанием ко-

торого служит отрезок [a,b], а высотой – ордината 
2

)( bаf +  графика 

функции f(x) в средней точке 
2

)( bа +  этого отрезка (рис. 1). Таким 

образом, получаем квадратурную формулу 

.
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bafabdxxf                                (1) 

Формула имеет смысл для лю-
бой непрерывной функции.  

Это простейшая квадратурная 
формула прямоугольников. Более 
сложной является формула трапе-
ций. В случае положительной 
функции f(x) она сводится к тому, 
что определенный интеграл заме-
няется числом, равным площади 
трапеции, сторонами которой яв-

ляются отрезок [a,b] оси Ох, от-
резки прямых x = a и x = b и хор-
да АВ графика функции (рис. 2). 

Таким образом, квадратурная 
формула трапеций представляет 
собой следующее приближенное 
выражение: 

[ ])()()(
2
1)( bfafabdxxf

a

b

+−≈∫ ,  (2) 

оно имеет смысл для произволь-
ной непрерывной функции. 

 
Рис.1 

 
Рис. 2 
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На практике широко рас-
пространена квадратурная фор-
мула Симпсона. Она сводится к 
тому, что  определенный инте-
грал приближенно выражается 
площадью фигуры, ограничен-
ной отрезком [a,b] оси Ох, пря-
мыми x = a, x = b и параболой 
второй степени, проходящей 
через точки графика функ- 
ции f(x), имеющие абсциссы а, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
ba  и b (рис. 3). 

Эта формула имеет следующий вид: 

   .)(
2

4)(
6
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⎛ +
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−

≈
b

a

bfbafafabdxxf                    (3) 

Из способа получения формулы Симпсона непосредственно сле-
дует, что она точна для всех многочленов второй степени 

.)( 2
2102 xaxaaxP ++=                                      (4) 

Графики этих многочленов представляют собой всевозмож- 
ные параболы второй степени, оси симметрии которых параллельны 
оси Oy. Известно, что формула Симпсона точна не только для много-
членов второй степени, но и для всех многочленов третьей степени. 

Можно построить бесчисленное множество квадратурных фор-
мул, точных для всех многочленов: 

m
mn xaxaxaaxP ++++= ...)( 2

210  

любой наперед заданной степени m. Для получения таких многочле-
нов могут использоваться классические интерполяционные много-
члены Лагранжа.  

Зададим на отрезке [a,b] произвольную систему из 1+m  точек: 
bxxxa m ≤<<<≤ ...10 , 

 
Рис. 3 
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которые называются узлами. Поставим задачу: требуется построить 
многочлен Pm(x) степени m, совпадающий с заданной функцией f(x)  
в этих точках. Требуется, чтобы выполнялись равенства 

),()( kmk xPxf =   k = 0, 1, ..., m. 

Искомый многочлен – многочлен Лагранжа – является единст-
венным и выражается следующей формулой: 

∑
=

=
m

k
k

k
mm xfxQxP

0

)( )()()( , 

где )(k
mQ – многочлен степени m: 

,
))...()()...()((

))...()()...()(()(
1110

1110)(

mkkkkkkk

mkkk
m xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxQ
−−−−−

−−−−−
=

+−

+−  

k = 0, 1, ..., m. 
На рис. 4 схематически изображены графики функции f(x) и ее 

интерполяционного многочлена Лагранжа четвертой степени, совпа-
дающего с f(x) в пяти равностоящих точках отрезка [a,b]. 

 

 
Рис. 4 

Интерполяционным многочленом Лагранжа можно воспользо-
ваться для получения квадратурной формулы, точной для многочле-
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нов степени m. В качестве приближенного выражения определенного 
интеграла от функции f(x) на отрезке [a,b] можно взять определен-
ный интеграл на этом отрезке  от интерполирующего функцию f(x) 
многочлена Pm(x). В результате получим 

∫ ∫ ∑ ∫
=

=≈
b

a

b

a

m

k

b

a

k
mkm dxxQxfdxxPdxxf

0

)( )()()()(  

или 

∫ ∑
=

≈
b

a

m

k
kk xfpdxxf

0
)()( ,                                   (5) 

где  

∫=
b

a

k
mk dxxQp ,)()(    k = 0, 1, ..., m.                              (6) 

Приближенное равенство (5) определяет некоторую квадратурную 
формулу, точную для многочленов степени m.  

Формула (5), точная для многочленов степени m, если она соот-

ветствует узлам k
m

abaxk
−

+=  (k = 0, 1, ..., m), делящим отрезок 

[a,b] на равные части, называется квадратурной формулой Котеса. 
Условимся всякое выражение вида 

∑
−

=

=
1

0
),()(

m

k
kk xfpfL                                    (7) 

где pk – произвольные числа; xk – произвольные точки, принадлежа-
щие отрезку [a,b], считать приближенным выражением определенно-
го интеграла функции f(x) на отрезке [a,b].  

Приближенное равенство  

∫ ≈
b

a

fLdxxf )()(                                        (8) 

будем называть квадратурной формулой, определяемой весами pk  
и узлами xk . 
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2. Классы функций 
Введем класс функций, который обозначим W(1)(M;a,b), непре-

рывных на некотором отрезке [a,b] и имеющих на нем кусочно-
непрерывную  производную f '(x), удовлетворяющую на этом отрезке 
неравенству: 

|f '(x)| M≤ . 
Более хорошими дифференциальными свойствами обладает класс 

W(2)(M;a,b) функций, непрерывных на отрезке вместе со своими пер-
выми производными и имеющих на нем вторую кусочно-непрерыв-
ную производную, удовлетворяющую неравенству: 

|f ''(x)| M≤ . 
Обобщая эти классы, приходим к классу W(r)(M;a,b), где r – нату-

ральное число. Класс W(r)(M;a,b) состоит из функций, заданных на 
отрезке [a,b], непрерывных и имеющих непрерывные производные 
до r–1 порядка включительно и кусочно-непрерывную r-го порядка, 
удовлетворяющую на этом отрезке неравенству: 

                     |f (r)(x)| M≤ .                                         (1) 
Можно ввести промежуточные классы. Например, если 10 ≤α< , 

то будем считать, что ),;(),;( )0( baMHWbaMH αα =  обозначает 
класс функций f(x), заданных на отрезке [a,b] и удовлетворяющих 
для всех точек х и х' этого отрезка неравенству 

α′−≤′− xxMxfxf )()( . 
Если  r – целое неотрицательное число  и 0 < 1≤α , можно опреде-

лить класс );;()()( baMHW r α  для функций f(x), заданных на отрезке 
[a,b], имеющих на нем непрерывные производные порядка r, удовле-
творяющие для всех х и х' из [a,b] неравенству  

α′−≤′− xxMxfxf rr )()( )()( . 

Введенные таким образом классы ),()()( baHW r α  составляют 
весьма детальную классификацию непрерывных и дифференцируе-
мых функций. При увеличении α+r  дифференциальные свойства 
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функций, принадлежащих ),()()( baHW r α , улучшаются. Если 

2211 α+<α+ rr , то класс ),()()( 22 baHW r α  есть часть класса 
),()()( 11 baHW r α . 

Существует обобщение классов ),()()( baHW r α . Вводится в рас-
смотрение непрерывная  на отрезке [a,b] функцияи )(xω , удовлетво-
ряющая условиям: 

,0)( =ω x  )()()(0 1212 xxxx −ω≤ω−ω≤                 (2) 

для всех х1, х2, для которых bxxa ≤≤≤ 21 . Функция f(x), заданная на 
отрезке [a,b], по определению принадлежит классу ),()( baHW r

ω , ес-
ли она имеет на этом отрезке производную f(r)(x) порядка r, удовле-
творяющую неравенству: 

),()()( 121
)(

2
)( xxxfxf rr −ω≤−  bxxa ≤≤≤ 21 .             (3) 

Класс ),;()()( baMHW r α совпадает с классом ),()( baHW w
r , если 

α=ω Mxx)( . 

Если на отрезке [a,b] задана произвольная непрерывная функция 
ϕ (х), то модулем ее непрерывности на отрезке [a,b],  соответствую-
щим данному положительному числу δ , называется величина )(δω , 
определяемая с помощью равенства: 

,)()(max)( xx
xx

′ϕ−′′ϕ=δω
δ<′−′′

 

где ,xa ′≤  .bx ≤′′  

Таким образом, )(δω  есть наибольшее среди чисел )()( xx ′ϕ−′′ϕ , 
соответствующих различным парам точек x′  и x ′′  отрезка [a,b], 
удовлетворяющим неравенству δ≤′−′′ xx ; )(δω  также есть моно-
тонно неубывающая функция от δ , так как если δ ′′<δ′≤0 , то  

).()()(max)()(max)( δ ′′ω=′ϕ−′′ϕ≤′ϕ−′′ϕ=δ′ω
δ′′<′−′′δ<′−′′

xxxx
xxxx
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Из непрерывности )(xϕ  на замкнутом отрезке [a,b] следует свой-
ство ее равномерной непрерывности на [a,b], которое эквивалентно 
соотношению 

).0(0)(lim
0

ω==δω
→δ

                                       (4) 

Далее, если 21 δ+δ=δ , где 01 ≥δ , 02 ≥δ  и если xx ′′′,  – точки от-
резка [a,b], для которых δ≤′−′′ xx , то, очевидно, на отрезке [a,b] 
найдется такая точка х0, что для нее одновременно выполняются не-
равенства 10 δ≤−′ xx , 20 δ≤−′′ xx . Отсюда следует 

≤ϕ−′′ϕ+ϕ−′ϕ≤′ϕ−′′ϕ=δω
δ≤−′′
δ≤−′δ≤′−′′

})()()()({max)()(max)( 00

20
10

xxxxxx
xx
xxxx

  

.)()()()(max)()(max 2100
2010

δω+δω=ϕ−′′ϕ+ϕ−′ϕ≤
δ≤−′′δ≤−′

xxxx
xxxx

     (5) 

Свойство монотонноcти функции ω ( δ ) и соотношение (5) можно 
объединить в следующие два условия: 

),()()(0 δ′−δ ′′ω≤δ′ω−δ ′′ω≤                          (6) 

которые должны иметь место для любых δ ′′δ′, , удовлетворяющих 
неравенствам δ ′′≤δ′≤0 .  

Из формул (4) и (6) следует непрерывность ω ( δ ) для всех ≥δ 0. 

3. Формула Тейлора 
Рассмотрим функцию f(x), определенную на отрезке [a,b], имею-

щую на нем непрерывные производные до r–1-го порядка включи-
тельно и кусочно-непрерывную производную порядка r. 

Таким образом, функция f(x) принадлежит классу ),;()( baMW r с 
некоторой постоянной М. 

Для такой функции с помощью последовательного применения 
метода интегрирования по частям получим следующее равенство: 
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Отсюда получаем, что для всякой функции f(x) класса 
),;()( baMW r  справедлива формула Тейлора: 

+′′−
+′−

+= )(
!2

)()(
!1

)()(
2

afaxafaxafxf  

)()(
)!1(

)(... )1(
1

xRaf
r

ax
r

r
r

+
−
−

++ −
−

                           (1) 

с остаточным членом в интегральной форме 

.)()(
)!1(

1 )(1∫ −−
−

=
x

a

rr
r dttftx

r
R                              (2) 

Введем функцию )(uKr , определяемую с помощью равенств: 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

.0,0
;0,)(

1

u
uuuK

r

r                                       (3) 

Тогда выражение для остаточного члена Rr(x) можно записать в 
виде 

.)()(
)!1(

1)( )(∫ −
−

=
b

a

r
rr dttftxK

r
xR                         (4) 

Обозначим через ),;()( dcMW r
a класс функций f∈ ),;()( dcMW r , 

удовлетворяющих условиям: 

0)(...)()( )1( ===′= − afafaf r . 
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Очевидно, что для ),;()( baMWf r
a∈  

.)()(
)!1(

1)()( )(∫ −
−

==
b

a

r
rr dttftxK

r
xRxf                   (5) 

4. Точная оценка приближения  
квадратурной формулы 

Рассмотрим произвольную квадратурную формулу 

,)()(∫ ≈
b

a

xLdxxf                                         (1) 

,)()(
1

0
∑
−

=

=
m

k
kk xfpfL                                       (2) 

определяемую заданными весами pk (k = 0, 1, …, m–1) и узлами 
.... 110 bxxxa m ≤<<<≤ −  Предположим, что эта формула точна для 

всех многочленов 
1

1101 ...)( −
−− +++= r

rr xaxaaxP  

степени r–1 (r≥ 1), т. е. для всех таких многочленов выполняется ра-
венство 

).()( 11 −− =∫ r

b

a
r PLdxxP  

Получим точное выражение для оценки приближения с помощью 
этой квадратурной формулы для функций класса ).,;()( baMW r  

Зададим произвольную функцию f(x), принадлежащую классу 
),;()( baMW r . Она определена на отрезке [a,b], имеет на нем непре-

рывные производные до порядка r–1 включительно и кусочно-
непрерывную производную f(r)(x) порядка r, удовлетворяющую нера-
венству: 

.)()( Mxf r ≤                                             (3) 
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Разложим функцию f(x) по степеням x–a ( bxa ≤≤ ) с остаточным 
членом )(xRr  

)()()( 1 xRxPxf rr += − , 

∑
−

=
−

−
=

1

0

)(
1 ),(

!
)()(

r

k

k
k

r af
k

axxP                                 (4) 

.)()(
)!1(

1)( )(∫ −
−

=
b

a

r
rr dttftxK

r
xR  

В силу того, что наша квадратурная формула точна для многочле-
нов степени r–1, имеем: 

Если ввести в рассмотрение функцию 

⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
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= ∑
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1

0
)()(

)!1(
1)(
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k
krk

r

r txKp
r

tb
r

tF ,                    (6) 

то получим следующее точное выражение погрешности приближе-
ния рассматриваемой квадратурной формулы для данной функ- 
ции f(x) класса ),;()( baMW r : 

∫ ∫=−
b

a

b

a

r
r dttftFfLdxxf )()()()( )( .                           (7) 

Отметим, что функция Fr(t) не зависит от отдельных функций f  
класса ),;()( baMW r  и не зависит от M. 

)5(.)()()(
)!1(

1

)()(
)!1(

1)()(
)!1(

1

)()()()(

)()()()(

)(
1

0

1

0

)()(

11

dttftxKp
r

tb
r

dttftxKp
r

dtdxtftxK
r

RLdxxRRLdxxR

PLdxxPfLdxxf

r
b

a

m

k
krk

r

b

a

m

k

b

a

r
krk

b

a

r
r

b

a
rr

b

a
rr

b

a
rr

b

a

∫ ∑

∫ ∑ ∫∫

∫∫

∫∫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
−

=

=−
−

−−
−

=

=−=−+

+−=−

−

=

−

=

−−
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Формула (7) дает точное выражение приближения квадратурной 
формулы (1) через производную порядка r от функции f(x). Эта фор-
мула будет служить исходной для получения различных оценок, свя-
занных с приближениями квадратурных формул. 

Поскольку функция f принадлежит классу ),;()( baMW r , должно 
выполняться неравенство (3) и 

∫∫ =≤−
b

a
rr

b

a

McdttFMfLdxxf )()()( .                     (8) 

При этом в неравенстве (8) правую часть нельзя уменьшить, по-
скольку 

)(sign)()( xFMxf r
r = .                                     (9) 

Постоянную cr можно вычислить точно или с любой степенью 
точности приближенно, поскольку она задается с помощью извест-
ных для каждой квадратурной формулы весов pk и xk . 

5. Численные постоянные  
для частных квадратурных формул 

Пусть a = 0, b = 1. Тогда имеем 

∫∫ =−
1

0

)(
1

0

,)()()( dttftFfLfdx r
r                                 (1) 

где                  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
−

= ∑
−

=

1

0
)()1(

)!1(
1)(

m

k
krk

r

r txKp
r
t

r
tF .                      (2) 

Положим, 

.)(max)(
1

0

1

0 )1,0;1(W f (r) ∫∫ −==
∈

fLfdxdttFc rr                          (3) 

Надо иметь в виду, что  

.)(max
1

0)1,0;()( r
MWf

McfLfdx
e

=−∫∈
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Формула прямоугольников. Для этой формулы m = 1, p0 = 1, 
x0 = 1/2. Она точна для линейных функций – многочленов первой сте-
пени. Поэтому r = 1,2. 

Для нее  

∫∫∫ =−+−−=−−−=
1

2/1

2/1

0

1

0
11 ,

4
1)1(1)1()

2
1()1( dttdttdttKtc  

∫ ∫ =
−

+−−
−

=
2/1

0

1

2/1

22

2 .
24
1

2
)1()

2
1(

2
)1( dttdtttc  

Формула трапеций. В этом случае m = 2, p0 = p1 = 1/2, x0 = 0, 
x1 = 1. Формула точна для многочленов первой степени, поэтому 
r = 1,2, а коэффициенты квадратурной формулы определяются сле-
дующим образом: 

∫ =−−−−−=
1

0
111 ,

4
1)1(

2
1)(

2
1)1( dttKtKtс  

.
12
1)1(

2
1)(

2
1

2
)1(1

0
22

2

2 =−−−−
−

= ∫ dttKtKtc  

Формула Симпсона. Для этой формулы m = 3, p0 = p2 = 1/6, 
p1 = 2/3, x0 = 0, x1 = 1/2, x2 = 1. Вычисления показывают, что 
c1 = 5/36, c2 = 1/81, c3 = 1/576, c4 = 1/2880. 

Формула Котеса. Если построить квадратурную формулу с че-
тырьмя равностоящими узлами (k = 0, 1, 2, 3), то p0 = p3 = 1/8, 
p1 = p2 = 3/8, xk = k/3. Она точна для всех многочленов третьей степе-
ни и поэтому для нее существуют постоянные ck при k = 1, 2, 3, 4, 
c4 = 1/6480. Формула Котеса с пятью узлами (k = 0, 1, 2, 3, 4) имеет 
следующие веса:  

p0 = p3 = 7/90, p1 = p3 = 32/90, p2 = 12/90, xk = k/4. 
Она точная для многочленов пятой степени. Для нее c5 = 1/345600, 

c6 = 1/193560 ≈  517∗10–9. 
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6. Усложненные квадратурные формулы. 
Оценка приближений сверху  

для классов функций 
Зададим на отрезке [0,1] систему точек (узлов) 

1...0 110 ≤<<<≤ −mxxx                                   (1) 

и чисел (весов) 
p0 , p1 , …, pm–1                                            (2) 

и составим линейный функционал 

∑
−

=

==
1

0
)();1,0()(

m

k
kk xfpfLfL ,                              (3) 

где f – произвольная функция, непрерывная на отрезке [0,1]. 
Будем считать, что L(f) есть приближенное выражение для инте-

грала от f(x) на отрезке [0,1] 

∫ ≈
1

0

)()( fLdxxf .                                       (4) 

Таким образом, приближенная квадратурная формула (4), опреде-
лена узлами (1) и  весами (2). 

Пусть задан произвольный отрезок [ ]βα, . Квадратурную формулу 

∫
β

α

βα≈ );;,()( fLxf  ∑
−

=

′′=βα
1

0
)();,(

m

k
kk xfpfL                             (5) 

будем называть подобной формуле (4), а функционал );,( fL βα  –  
подобным функционалу L(f), если выполняются соотношения  

),( α−β+α=′ kk xx  ),( α−β=′ kk pp  .1...,,1,0 −= mk  

На практике, если потребуется вычислить приближенно опреде-
ленный интеграл 

∫
b

a

dxxf ,)(  
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обычно поступают следующим образом: выбирают квадратурную 
формулу, представленную здесь выражением (4), делят отрезок [a,b] 
на n равных частей точками: 

,k
n

abak
−

+=ξ                                      (6) 

и к каждому отдельному частичному интервалу ( 1, +ξξ kk ) (k = 0, 1, …, 
n–1) применяют эту квадратурную формулу. В результате можно по-
лучить 

);,()( 1

1

fLdxxf kk

k

k

+

ξ

ξ

ξξ≈∫
+

. 

Таким образом, исходя из квадратурной формулы (4), которую 
будем называть канонической, получаем усложненную квадратур-
ную формулу 

∫ ∑
−

=
+ξξ≈

b

a

n

k
kk fLdxxf

1

0
1 );,()( .                              (7) 

Например, усложненная квадратурная формула прямоугольников 
выглядит так: 

,)()(
1

0
∫ ∑

−

=

′−
≈

b

a

n

k
kxf

n
abdxxf  

где 

,
2

))(12(
n

abkaxk
−+

+=′  k = 0, 1, …, n–1. 

Усложненная квадратурная формула трапеций имеет вид 

[ ]∫ ξ+ξ++ξ+ξ+ξ
−

≈ −

b

a
nn fffff

n
abdxxf )()(2...)(2)(2)(

2
)( 1210 , 

где числа kξ  определяются равенствами (6). 

Усложненная формула Симпсона имеет вид: 

{ }∫ ++++++
−

≈ −

b

a
nn xfxfxfxfxfxf

n
abdxxf )()(4...)(4)(2)(4)(

6
)( 2123210 , 
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где ,
2n

abiaxi
−

+=  .2...,,1,0 ni =  

Если квадратурная формула (4) точна для всех многочленов )(xPρ  
степени ρ , т. е. если для всех )(xPρ выполняется равенство 

∫ ρρ =
1

0

),()( PLdxxP                                         (8) 

то это же имеет место для соответствующей усложненной формулы 
(7). 

По формуле (4) из разд. 4 имеем 

∫∫ =−
1

0

)(
1

0

)()()( dttftFfLfdx r
r ,                           (9) 

где 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−

−
−

= ∫ ∑
=

1

0 0
)()1(

)!1(
1)(

m

k
krk

r

r txKp
r
t

r
tF .                (10) 

Положим, 

∫∫ =−=
∈

1

0

1

0)1,0;1(
)()(max dttFfLfdxc r

Wf
r r

.                      (11) 

Теорема 1. Если квадратурная формула (4) точна для всех много-
членов степени r–1, то для любой функции f, принадлежащей классу 

),;()( baMW r , имеет место неравенство:  

r
r

rb

a

n

k
kk n

McabfLdxxf
11

0
1,

)();()(
+−

=
+

−
≤ξξ−∫ ∑ .              (12) 

Существует функция f *, зависящая от n, принадлежащая классу 
),;()( baMW r , для которой неравенство (12) превращается в равенст-

во. 
Доказательство. На основании свойств подобия функционала 

);( 1, fL kk +ξξ  функционалу )( fL  и равенства (9) имеем      
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∫ ∑ ∑ ∫
−

=

−

=

ξ

ξ
++ =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ξξ−=ξξ−
+b

a

n

k

n

k
kkkk

k

k

fLfdxfLdxxf
1

0

1

0
11

1

);,();,()(  

∑ ∫
−

=

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+ξ−+ξ=
1

0

1

0

)]([)(
n

k
kk hufLduhufh  

∑∫
−

=

+ −
=+ξ=

1

0

1

0

)(1 .,)()(
n

k
k

r
r

r

n
abhduhufuFh                (13) 

Если функция  f  принадлежит классу ),;()( baMW r , то         

                

∑ ∫∫ ∑
−

=

+
+

−

=
+

−
=≤ξξ−

1

0

11

0

1
1

0
1 ,)()();,(

n

r
r

r
r

r
r

b

a

n

k
kk n

McabdttFMhfLfdx    (14) 

что доказывает неравенство (12). 
Остается показать возможность построения функции 

),;()( baMWf r∈∗ , для которой неравенство (12) обращается в равен-
ство. Пусть )(xfk  есть некоторая функция, определенная на отрезке 
[ ]1, +ξξ kk , имеющая кусочно-непрерывную производную порядка r и 
удовлетворяющая условию 

)(sign)()( uFMhuf rk
r

k =+ξ ,                             (15) 

10 << u ,   k = 0, 1, …, n–1. 

Положим, )(0 xff =∗  на отрезке [ ]10 ,ξξ . Если функция )(xf ∗  
уже определена на отрезке [ ]kξξ ,0  и имеет на его конце kξ  произ-
водные, равные 

,)(,...,)(,)( 1
)1(

0 −
−∗∗′∗ α=ξα=ξα=ξ rk

r
kk fff  

то положим, 

)()()( ,1 xPxfxf krk −
∗ +=                                   (16) 

на отрезке  [ ]1, +ξξ kk , где )(,1 xP kr−  есть многочлен степени 1−r , по-
добранный так, чтобы правая часть (16) в точке kξ  имела производ-
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ные до 1−r -го порядка включительно, равные соответственно чис-
лам 110 ...,,, −ααα r . 

Функция )(xf ∗  полностью определена на отрезке [ ]ba, . Она, оче-
видно, принадлежит к классу ).,;()( baMW r  Подставим ее в (13) и 
примем во внимание, что  

.0)(,1 ≡− xP
dx
d

xrr

r

 

Тогда на основании (15) получим 

,)()(

)(sign)();,(

11

0

1

1

0

1

0

1

0

1
1

r
r

r

r
r

n

k

n

r
rr

r
kk

b

a

n
McabduuFnMh

duuFMuFhfLdxf

+
+

−

=

−

=

+∗
+

∗

−
==

==ξξ−

∫

∑ ∑∫∫
 

и теорема доказана. 
Теорема 2. Если квадратурная формула (4) точна для всех посто-

янных (многочленов нулевой степени), то для всякой функции )(xf , 
принадлежащей классу ),( baHω , имеет место неравенство: 

≤ξξ−∫ ∑
−

=
+

b

a

n

k
kk fLfdx

1

0
1 );,( )()(1

1

0 n
ababp

m

k
k

−
ω−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∑

−

=

. 

Доказательство. Допустим, что функция f  принадлежит классу 
)1,0(ωH  и пусть  

).()0()( xfxf ϕ+=  

Тогда  
).1()()()( ω≤−=ϕ xfxfx  

В силу того, что квадратурная формула (4) точна для постоянных, 
имеем 

).1)(1)()()(
1

0

1

0

1

0

1

0
∑∫ ∑∫
−

=

−

=

+ω≤ϕ−ϕ=−
m

k
k

m

k
kk pxpdxflfdx  
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Если функция f  принадлежит классу ),( baHω , то, учитывая 
формулу (13) и 

),())(()()( huuhuhfuhf kk ω≤′′+′ω≤′+ξ−′′+ξ  10 ≤′≤′≤ uu , 

получаем:  

[ ] ≤+ξ−+ξ≤ξξ− ∑ ∫∫ ∑
−

=

−

=
+

1

0

1

0

1

0
1 )()();,(

n

k
kk

b

a

n

k
kk hufLduhufhfLfdx  

)())(1()1()(
1

0

1

0

1

0 n
ababpphh

m

k
k

m

k
k

n

k

−
ω−+=+ω≤ ∑∑∑

−

=

−

=

−

=

,   .
n

abh −
=  

Теорема 3. Если квадратурная формула (4) точна для многочле-
нов степени r , то для всех функций f , принадлежащих классу 

),()( baHW r
ω , при 1≥r  имеет место неравенство 

rr
r

b

a

n

k
kk n

n
ab

cabfLfdx
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ω
−≤ξξ− +

−

=
+∫ ∑ 1

1

0
1 )();,( ,              (17) 

где rc  определяется  формулой (11). 

Доказательство.  Если в равенство 

∫∫ =−
1

0

)(
1

0

,)()()( dttftFfLfdx r
r  

которое было введено при условии, что квадратурная формула (4) 
точна для многочленов степени (r–1), подставить в качестве функции 
f(x) функцию xr, то выполняется равенство 

0)(
1

0

=∫ dttFr .                                       (18) 

Пусть функция f принадлежит классу ),()( baHW r
ω . Применим к 

ней преобразование (13). Учитывая формулу (18), получаем: 

| ∫ −
b

a

fdx ∑
−

=

1

0

n

K
L (ξk, ξ k+1; f)| = hr+1 | ∑∫

−

=

1

0

1

0

n

K
Fr(n) f (r)(ξk + hn) dn | = 
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= hr+1|∑ ∫
−

=

1

0

1

0

n

K
Fr(n) [f (r)(ξk + hn) – f (r)(ξk)] dn | ≤ 

≤ hr+1 ∑∫
−

=

1

0

1

0

n

K
|Fr(n)| ω(h) dn = (b – a)r+1 cr rn

n
ab )( −

ϖ
 , 

и теорема доказана. 

7. Оценки для индивидуальных функций. Вы-
бор квадратурной формулы 

В разд. 6 была доказана теорема 1 о том, что если функция f при-
надлежит классу ),;()( baW r μ , то можно применить усложненную 
квадратурную формулу 

∑∫
−

=
− ξξ≈

1

0
1 );,(

n

K
kk

b

a

fLdxf ,                                 (1) 

точную для многочленов степени (r–1), порядок приближения с по-
мощью этой формулы равен О(n–r). Этот результат дает оценку при-
ближения сверху для всего класса функций ),;()( baW r μ . В этом па-
раграфе будет показано, что какова бы ни была функция f класса 

),;()( baW r μ , если она не многочлен степени (r–1), то порядок при-
ближения, даваемого квадратурной формулой (1), строго равен О( –r). 
Докажем теорему. 

Теорема 4. Пусть функция f(x) имеет на отрезке [a, b] непрерыв-

ную производную f (r)(x) порядка r; k
n

abak
−

+=ξ  (k = 0, 1, …, n–1); 

l – натуральное число, удовлетворяющее неравенствам nl ≤<0 ;  
ω(k) – модуль непрерывности функции f (r) на отрезке [a, b]. Пусть 
квадратурная формула (1) является точной для многочленов степени 
(r–1) и χ – константа, определяемая равенством 

∫=χ
1

0

.)( dttFr  
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Тогда имеет место следующее асимптотическое равенство 

∫ ∑ ∫
ξ −

=

ξ

+ ω+
−

=ξξ−
l l

a

l

K a

rr
kk hOdxxfx

n
abfLdxf

1

0

)(
1 })]([)({)();,( ,  

n
abh −

= ,                                               (3) 

где константу с, входящую в оценку )()]([ hchO ω≤ϖ , можно взять не 
зависящей от l и модуля непрерывности ω функции f (r)(x). 

Доказательство. Подобно формуле (13) из разд. 6 имеем 

=ξξ−=ξξ−∫ ∑ ∑ ∫
ξ −

=

−

=

ξ

ξ
++

+L K

Ka

l

K

l

K
KKKK fLfdxfLdxxf

1

0

1

0
11

1

});,({);,()(  

∑ ∫
−

=

=+ξ−+ξ=
1

0

1

0

})]([)({
l

K
KK hnfLdnhnfh  

∑∫
−

=

+ −
=σ+σ=+ξ=

1

0

1

0
21

)(1 ,),()()(
l

K

r
K

r
r

r

n
bahhdnhnfnFh      (4) 

где                 ∑∫ ∑
−

=

−

=

ξχ=ξ=σ
1

0

1

0

1

0

)()(
1 )()()(

l

K

l

K
K

r
K

r
r fhdnfnFh ,             (5) 

∑∫
−

=

ξ−+ξ=σ
1

0

1

0

)()(
2 )]()([)(

l

K
K

r
K

r
r dnfhnfnFh . 

Но ≤ξ−≤ξ− ∫∑∑∫
+ξ

ξ

−

=

−

=

ξ 1

)()()( )()(
1

0

1

0

)(

0

)(
K

K

L

dxfxffhdxf K
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поэтому 

                     )]([)(
0

)(
1 hOdxxf

l
r ω+χ=σ ∫

ξ

.                           (7) 
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При этом в качестве постоянной, входящей в оценку О[ω(h)], 
можно взять число |χ|(b–a), т. е. величину, не зависящую от l  и  f(r). 
Оценим σ2: 

=ω−≤ω≤σ ∫∫∑
−

=

1

0

1

0

1

0
2 )()()()()( hdnnFabdnhnFh rr

l

r
 

.)]([)()( hOhcab r ω=ω−=                                 (8) 
Таким образом, формула (3) доказана формулами (4)–(8), причем 

постоянная, входящая в величину О[ω(h)], не зависит от l  и  f(r). Про-
анализируем формулу (3). В ее правую часть входит постоянная χ, 
определяемая равенством (2). Если рассматриваемая квадратурная 
формула точна для многочленов степени (r–1), неточна для много-
членов степени r, то она и неточна для функции x r. Поэтому на ос-
новании формулы (7) получим 

{ } .0)(
!

1)(
!

1)(
1

0

1

0

1

0

≠−===χ ∫∫∫ rr
r

rr

rr tLdtt
r

dt
dt

tdtF
r

dttF  

Но тогда интеграл 

∫=Φ
x

a

r dttfx )()( )(  

не равен тождественно нулю на отрезке [ ]ba, . Пусть 0x  есть точка 
отрезка [ ]ba,  такая, что 0)( 0 ≠Φ x , и пусть l  есть такое натуральное 
число, для которого выполняется неравенство  

10 +ξ<≤ξ ll x . 
Таким образом, l  есть функция от n . При этом 0lim xin

=ξ
∞→

. 

Вернемся к рассмотрению интеграла 

),()()()()(
0

0
)(

0
)( hOxdxxfxdxxf

x
r

a

r

l

l

+Φ=−Φ= ∫∫
ξ

ξ

             (10) 

и так как                    ,)( 0
)(

0

MhxMdxxf l

x
r

l

≤ξ−≤∫
ξ

 

где )(max )( xfM r

bxa ≤≤
= , интеграл ограничен. 
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После подстановки равенства (10) в формулу (3) получим 

[ ]{ }=ω++Φχ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=ξξ−∫ ∑
ξ −

=
+ )()()()();,( 0

1

0
1 hOhOx

n
abfLfdx

r

a

l

k
kk

l

 

{ },)()(
0 h

r

x
n

ab
ε+Φχ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=                               (11) 

0→εn  при 0→h . 

Первое слагаемое суммы, стоящей в фигурных скобках, заведомо 
не равно нулю, а второе hε  стремится к нулю при 0→n . Отсюда 
следует, что левая часть (11) имеет порядок, строго равный )( rnO − . 
Полученный результат приводит к теореме. 

Теорема 5.  Если функция f  имеет непрерывную, не равную то-

ждественно нулю производную )()( xf r  порядка r  и квадратурная 
формула (1) точна для многочленов степени 1−r , но не точна для 
многочленов степени r , то существуют положительная постоян- 
ная c  и точка 0x  на отрезке [ ]ba,  такие, что имеет место неравенство  

2

1

0
1 );,(

n
cfLfdx

i

a

l

k
kk >ξξ−∫ ∑

ξ −

=
−                            (12) 

для всех ...,,2,1=n  где l  – наибольшее натуральное число, при ко-
тором 0xl ≤ξ . 

В частности, если  

∫ ≠
b

a

r dxxf ,0)()(  

то можно считать nl =  и, таким образом, bn =ξ . Если же  

0)()( =∫
b

a

r dxxf , 

то bx <0 . 

Теорема 5 является дополнением к теореме 1. 
Теорема 1 может быть усилена в виде теоремы 6. 
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Теорема 6.  Если квадратурная формула (1) точна для всех много-
членов степени 1−r , то для любой функции f , принадлежащей 

классу ),;()( baМW r , имеет место неравенство: 

r
r

rn

k
k n

McabfLfdx
k

k

k

11

0

)();,(
1

1

+−

=

ξ

ξ

−
≤ξξ−∑ ∫

+

+
.                   (13) 

Соответствующим аналогом теоремы 5 является следующая тео-
рема. 

Теорема 7. Если функция f  имеет непрерывную, не равную то-
ждественно нулю производную )()( xf r порядка r  и квадратурная 
формула (1) точна для многочленов степени 1−r , но не точна для  
многочленов степени r , то существует положительная постоян- 
ная c  такая, что имеет место неравенство 

21

1

0

1

);,(
n
cfLfdx

k

k

kk

n

k
>ξξ−∫∑

+ξ

ξ
+

−

=

 

для всех ...,2,1=n . 

Таким образом, доказано, что для всех функций, имеющих непре-
рывную на [ ]ba,  производную порядка r , исключая многочлен 1−rP  
степени 1−r , приближение с помощью квадратурной формулы (1) 
имеет порядок, строго равный )( rnO − . Следовательно, если функция 

)(xf  имеет производную более высокого порядка чем r , при при-
менении ее для вычисления определенного интеграла квадратурной 
формулы (1), точной только для многочленов 1−rP , мы заведомо не 
сможем получить лучший эффект в смысле порядка приближения по 
сравнению с тем, который имеет место для функций, обладающих 
разрывной производной r-го порядка. Например, как бы ни была хо-
роша функция, если только она не многочлен третьей степени, поря-
док приближения ее интеграла с помощью усложненной формулы 
Симпсона заведомо не может быть лучше, чем )( 4−nO . 

Если функция )(xf  имеет на отрезке [ ]ba,  пятую производную, 
то для того, чтобы это дифференциальное свойство функции могло 
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дать полный эффект в смысле порядка приближения квадратурной 
формулы, необходимо взять квадратурную формулу, точную для 
всех многочленов четвертой степени, например, усложненную фор-
мулу Котеса с пятью узлами. 

8. Постоянная χ.  
Уточнение квадратурной формулы 

Постоянные χ могут играть существенную роль при построении 
квадратурных формул 

∫=χ
1

0

)( dttFr . 

Пусть для вычисления определенного интеграла на отрезке [ ]ba,  
от некоторой функции )(xf  мы воспользовались определенной ус-
ложненной формулой  

,);,()(
1

0
1∑∫

−

=
+ξξ≈

n

k
kk

b

a

fLdxxf                              (1) 

точной для всех многочленов степени 1−r . Если эта функция имеет 
определенную производную порядка r , то порядок приближения 
формулы (1) равен )( rnO − . Если функция имеет производную по-
рядка 1+r  и формула не точна для многочленов степени r , то 
улучшения порядка приближения не будет. Однако можно добавить 
к правой части приближенного равенства (1) несложное выражение 
такое, что оно приведет к новой квадратурной формуле, дающей 
приближение порядка )( 1−−rnO  для функций непрерывной производ-
ной )()1( xf r+ . 

Будем считать, что функция )(xf  задана и имеет непрерывную 
производную порядка 1+r  на  отрезке [ ]ca, , где cb > . 

Положим, 

)()( 1 kkk fff ξ−ξ=Δ + , fff kkk Δ−Δ=Δ +1
2 , ,22

1
3 fff kkk Δ−Δ=Δ +  … 
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и покажем, что квадратурная формула 

∑∫
−

=

−−
+ Δ−Δχ+ξξ≈

1

0

1
0

1
1 )();,()(

n

k

rr
nkk

b

a

ffhfLdxxf , 
n

abh −
= ,      (2) 

дает для всех функций )(xf , имеющих непрерывную производную 
порядка 1+r , приближение порядка )( 1−−rnO . 

Заметим, что  

∑ ∑
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r
k fffff . 

По теореме о среднем имеет место равенство 

)()(
kk

r
r

r
k rhf

h
f

θ+ξ=
Δ , где 10 <θ< k . 

Поэтому в силу равенства (13) из разд. 6 имеем 

=Δ−Δχ−ξξ−∫ ∑
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где ∫=
1

0

,)( dttFc rr  )(max )1(
1 xfK r

cxar
+

≤≤
+ = . 

Утверждение доказано. 
С помощью формулы (2) можно уточнить результат формулы (1). 
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9. Оценки для многомерных  
квадратурных формул 

При приближенном вычислении кратных интегралов 

∫ ∫
b

a

d

c

dxdyyxf ),(  

часто применяют квадратурные формулы, которые можно получить 
из одномерных квадратурных формул 

∫ ≈
1

0

),()( fLdxxf     ∫ ≈
1

0
1 ),( fLfdy                           (1) 

где 
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k
kk xfpfL  0 ,1... 110 ≤<<<≤ −mxxx  
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∑
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k
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При этом будем предполагать,  что  

∑ ∑
−

=

−

=

=′=
1
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0
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1m

k

m

k
kk pp                                    (2) 

Если в квадрате x≤0 , 1≤y  задана непрерывная функция 
),( yxf , то мы можем для приближенного вычисления ее кратного 

интеграла применить следующую квадратурную формулу: 

∫ ∫ ∑∑
−

=

−

=

=≈
1

0

1

0

1
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1

0
);1,0,1,0(),(),(

1m
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l
lklk fLyxfppdxdyyxf .              (3) 

Пусть имеем два класса непрерывных функций )(xϕ=ϕ , задан-
ных на отрезке [ ]:1,0 Μ′  и Μ′′ . 

Обозначим через  с′  верхнюю грань погрешности: 

∫ ϕ−ϕ=′
Μ′∈ϕ

1

0

)(sup Ldxс , 
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распространенную на все функции ϕ  класса Μ′ .  Иначе говоря, по-
стоянная c′  есть наименьшее число среди чисел λ , для которых вы-
полняется неравенство 

λ≤ϕ−ϕ∫
1

0

)(Ldx                                         (5) 

для всех функций ϕ   класса Μ′ . 

Аналогично, положим, 

∫ ϕ−ϕ=′′
Μ′′∈ϕ

1

0
1 )(sup Ldyc .                                    (6) 

Пусть функция ),( yxf , заданная в прямоугольнике x≤0 , 1≤y , 
обладает тем свойством, что для всякого фиксированного y  как 
функция от x  она принадлежит к Μ′  и для всякого фиксировано- 
го x  как функция от y  принадлежит к Μ′′ . В силу формул (2), (4)  
и (6) приближение с помощью двумерной формулы (3) будет удовле-
творять неравенству 
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или неравенству 

cpcyxfppdxdyyxf
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Исходя из формулы (3) можно для произвольного прямоугольника 
bxa ≤≤ , dyc ≤≤ построить кубатурную формулу 
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Данный прямоугольник можно разбить на μν  равных прямо-
угольников: 

),( 11 ++ η≤≤ηξ≤≤ξδ jjiiij yx  )1...,,1,0;1,...,1,0( −ν=−μ= ji . 

Точки iξ  и jη  делят соответственно отрезки [ ]ba,  и [ ]dc,  на рав-
ные части, а затем к каждому прямоугольнику применим кубатурную 
формулу. Получим кубатурную формулу 

∫ ∫ ∑∑
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c i j
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Сформулируем и докажем несколько теорем, дающих оценки 
приближения кубатурных формул. 

Теорема 1. Пусть функция ),( yxf  имеет частные производные  
по x  порядка r  и по y  порядка s , удовлетворяющие на прямо-
угольнике bxa ≤≤ , dyc ≤≤ неравенствам 

,M
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r

≤
∂
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N
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f
≤

∂
∂  

Пусть квадратурные формулы (1) точны для многочленов степени 
1−r  и 1−s . Тогда 
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где rc  и sc  – постоянные, определяемые по формуле (3) из разд. 5 
соответственно для )( fL  и )(1 fL . 
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Доказательство. Положим, 
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cdg . Тогда имеем  

( )∫ ∫ ∑∑ ∑∑ ∫ ∫
−μ

=

−ν

=

−μ

=

−ν

=

ξ

ξ

η

η

=−=−
+ +b

a

d

c i j i j
ijij

i

i

j

j

fLfdxdyfLfdxdy
1

0

1

0

1

0

1

0

1 1

)()(  

{ })),(;1,0,1,0(),(
1

0

1 1

0

1

0

ν+η+ξ−ν⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ν+η+ξ= ∑∑ ∫∫

−μ

=

−ν

=

ghufLdudghufhg ji
i oj

ji .  (9) 

Функция ),( ν+η+ξ ghuf ji  имеет на квадрате u≤0 , 1≤ν  по u  
частную производную порядка r , не превышающую по абсолютной 
величине rMh  и по ν  частную производную порядка s , не превы-
шающую по абсолютной величине sNg . Таким образом, она принад-
лежит при любом фиксированном ν  как функция от u  классу 

)1,0;()( rr MhW  и при любом фиксированном u  как функция от ν  
классу )1,0;()( ss MgW . Поэтому по формуле (8) из разд. 4 имеет место 
неравенство  

r
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Аналогично, 
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Из формул (9) – (11) с учетом неравенства (7), а также обозначив 
r
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теорема доказана. 
Теорема 2. Пусть функция ),( yxf  удовлетворяет на прямоуголь-

нике bxa ≤≤ , dyc ≤≤  условиям 

),(),(),(

),(),(),(

2

1

yyyxfyxf

xxyxfyxf

−′ω≤−′

−′ω≤−′
                           (12) 

где 21, ωω  – функции, для которых выполняются неравенства (2) из  
разд. 2, и, кроме того, квадратурные формулы (1) точны для произ-
вольных констант. Тогда имеет место неравенство  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ν
−

ω+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
−

ω≤−∫ ∫ ∑∑
−μ

=

−ν

=

cdBabAfLfdxdy
b

a

d

c i j
ij 21

1

0

1

0
)( ,            (13) 

где A  и B  – постоянные. 
Доказательство. Из неравенств (12) следует, что функция 

),( ν+η′+ξ guhf ji  от u  и ν  на прямоугольнике u≤0 , 1≤ν  удов-
летворяет неравенствам  

),()(),(),( ,11 uuuuhghufguhf hJiji −′ω=−′ω≤ν+η+ξ−ν+η′+ξ  

)()(),(),( ,22 ν−ν′ω=ν−ν′ω≤ν+η+ξ−ν′+η+ξ gjiji gghufghuf . 

Таким образом, эта функция по переменной u  принадлежит клас-
су )1,0(,1 hHω  при любом фиксированном ν  и по переменной ν  при-
надлежит классу )1,0(,2 gHω   при любом фиксированном u . Поэтому 
в силу теоремы 2 из разд. 6 при 1,1,0 === nba  имеют место нера-
венства 
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)(1)),((),( 1

1

0

1

0

hpghufLdughuf
m

k
kjiji ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤ν+η+ξ−ν+η+ξ ∑∫

−

=

, 

),(1)),((),(
1

0

1

0

1

gpghufLdghuf s

m

l
liiji ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+≤ν+η+ξ−νν+η+ξ ∑∫

−

=
ν  

и, следовательно, из равенств (9) на основании неравенства (7), в ко-
тором надо считать 

)(1
1

0
hpc l

m

k
k ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=′ ∑

−

=

, )(1
1

0

1

gpc r

m

l
l ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+=′′ ∑

−

=

, 

получим 

),()(

))()(()(

21

2111

1

0

1

0

gBhA

gBhAhgfLfdxdy
b

a

d

c i j
ij

ω+ω=

=ω+ωμν≤−∫ ∫ ∑∑
−μ

=

−ν

=  

где  

,1))((
1

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−= ∑

−

=

m

k
kpcdabA  

∑∑
−

=

−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+−−=

1

0

1

0

1

1))((
m

k
k

m

l
l ppcdabB .                     (14) 

Теорема 3. Пусть функция ),( yxf  имеет частные производные 
порядка r  по )1( ≥zx  и s  по )1( ≥sy ,  удовлетворяющие на прямо-
угольнике )(),( dycbxa ≤≤≤≤  условиям 

)(),( 1
)( xxyxf r

x −′ω≤′ , 

)(),(),( 2
)( yyyxfyxf s

y −′ω≤−′ , 

где 21,ωω  – функции, подчиняющиеся неравенствам (2) из разд. 2. 
Пусть, кроме того, квадратурные формулы (1) точны соответственно 
для многочленов степеней r  и s . Тогда 
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≤−∫ ∫ ∑∑
−μ

=

−ν

=

b
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d

c i j
ij fLfdxdy
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0
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⎢
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⎠
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⎠
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⎜
⎝
⎛

ν
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+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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ω⎟⎟
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⎛
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−−≤ ∑
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=

cdcdpcabcbccdab
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k
kr

r

r 2

1

0
1))(( . (15) 

Доказательство. Из условий, наложенных на функцию ),( yxf , 
следует, что функция ),( ν+η+ξ ghuf ji  на квадрате 1,0 ≤ν≤ u   
принадлежит по переменной u  при фиксированном ν  классу 

hh
r

rHW ,
)(

1ω
),( ba , где )()( 1,1 huuh ω=ω , и по переменной ν  при фик-

сированном u  классу ),(,
)(

2
dcHW gg

s
sω

. Таким образом, по теореме 3 

разд. 6, где надо считать 1,1,0 === nba  и заменить ( )x1ω  на 
)(1 ωω hhr , будем иметь  

).(),(),( 1

1

0

hhcghuLdughuf r
rjiuji ω≤βν+η+ξ−ν+η+ξ∫  

Аналогично 

)()),((),( 2

1

0

ggcghufLdghuf s
sjiji ω≤ν+η+ξ−νν+η+ξ∫ ν  

и, следовательно, из (9) на основании неравенства (7), полагая в нем 
)(1 hhcc r

r ω=′ , )(2 ggcc s
s ω=′′ , получим 

≤−∫ ∫ ∑∑
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=
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=
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c i j
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Теорема доказана. 
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10. Экстремальные задачи 
Многообразие различных квадратурных формул бесконечно. В 

зависимости от требований, предъявляемых к методу приближенного 
вычисления определенного интеграла, и от класса функций, к кото-
рым этот метод применяется, квадратурная формула имеет преиму-
щество перед другими формулами. 

Этот параграф посвящен решению одной экстремальной задачи, 
приводящей к квадратурной формуле, дающей наилучшее прибли-
жение. 

В общем виде проблему можно сформулировать так. 
Задан класс функций H , определенных на отрезке ]1,0[ , и задано 

натуральное число m . Среди всех квадратурных формул  

∫ ≈
1

0

),( fLfdx                                            (1) 

где                    ∑
=

=
m

k
kk xfpfL

1
)()( , 1...0 21 ≤<<<≤ mxxx ,                 (2) 

требуется определить такую квадратурную формулу, чтобы величина 
верхней грани  

∫ −
∈

1

0

)(sup fLfdx
Hf

 ,                                      (3) 

распространенной на все функции  f  класса H , была наименьшей. 
Речь идет о выборе на отрезке ]1,0[  узлов mxxx ,...,, 21  и весов 

mppp ,...,, 21 , при котором приближение, даваемое квадратурной 
формулой для всего класса функций H , было бы наилучшим среди 
всех возможных приближений. Решим эту проблему для класса 
функций f , имеющую ограниченную на отрезке  вторую производ-
ную. Можно получить различные квадратурные формулы, если узлы 
и веса подчинены определенным условиям. 
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Введем в рассмотрение класс функций ),;()( baMW r
α , состоящий 

из всех функций класса ),;()( baMW r , удовлетворяющих дополни-
тельному условию: 

0)(...)()( )1( =α==α′=α −rfff , ba ≤α≤ . 

В разд. 3 было доказано, что всякая функция )(xf , принадлежа-
щая )1,0;(0 MW r , может быть записана в виде интеграла: 

∫ −
−

=
1

0

)( )()(
)!1(

1)( dttftxK
r

xf r
r , 

где                                    
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

.0,0
,0,)(

1

u
uuuK

r

r                                         (4) 

Известно равенство 

∫ ∫=−
1

0

1

0

)( ,)()()( dttftFfLfdx r
r  

которое справедливо для всех функций класса )1,0;(0 MW r ,  

где  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
−

= ∑
=

m

k
krk

r

r txKp
r
t

r
tF

1
)()1(

)!1(
1)( . 

Отсюда 

=−−
−

−
=− ∫ ∑∫

=∈
dttxKp

r
t

r
MfLfdx

m

k
krk

r

MWf r

1

0 1

1

0)1,0;(
)()1(

)!1(
)(sup

)(
0

 

,)(
)!1(

1

0 1
duuu

r
u

r
M m

k
kkK

r

r∫ ∑
=

−λ−
−

=                            (5) 

где  
,1+−=λ kmk p  11 +−−= kmk xu , 1+< kk uu .                       (6) 
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Экстремальная задача в классе ),;()(
0 baMW r  сводится к нахожде-

нию минимума интеграла (5) среди всевозможных систем чисел kλ  и 

ku  )...,,2,1( mk =  при фиксированном m . 

Положим,  

)()(
1

)(
k

m

k
rk

r
m uuKu −λ=δ ∑

=

 

и рассмотрим случай 2=r . График функции )()( ur
mτ  представляет 

собой ломаную, вершины которой имеют абсциссы muuu ,...,, 21  (рис. 1). 

Рис. 1 

Каждой наперед заданной ломаной однозначно соответствует оп-
ределенная система чисел kλ , а следовательно, и kp . При 2=r  экс-
тремальная задача сводится к нахождению среди ломаных вида 

)()2( umτ  такой, для которой интеграл (5) достигает своего минимума. 

Отметим, что минимум интеграла 

0,
2

2

>−−∫
+

−

hdxBAxxha

ha
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среди многочленов второй степени BAxx
−−

2

2

 с коэффициентом 

при 2x , равным 
2
1 , и произвольными A  и B  достигается для един-

ственного многочлена: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2822
1 222

2
2 ahaxx

h
axQh , 

4
1)( 2

1 −= xxQ .         (7) 

Этот минимум равен 

44
1

22
1 31

1

2
3

2
2 hdxxhdx

h
axQh

ha

ha

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∫∫
−

+

−

.                    (8) 

Говорят, что многочлен ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

h
axQh 2

2

2
1  наименее уклоняется от 

нуля в среднем на интервале ),( haha +−  среди многочленов второй 

степени с коэффициентом при 2x , равным 
2
1 . Взятая с обратным 

знаком линейная часть  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

28

22 ahax                                          (9) 

многочлена ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

h
axQh 2

2

2
1  приближает наилучшим образом в сред-

нем на отрезке ],[ haha +−  функцию 
2

2x  с помощью многочленов 

первой степени. Величину 
4

3h  называют наилучшим приближением 

в среднем функции 
2

2x  на отрезке ],[ haha +−  с помощью линейных 

функций. 
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Рассмотрим два многочлена (7), наименее уклоняющиеся от нуля, 
соответствующие интервалам ),( haha +−  и ),( 11 hbhb +− , где 

1hbha −=+ . При 1hbhax −=+=  оба они принимают значения 

)1(
2
1

2
2Qh  и )1(

2
1

2
2

1 −Qh ; значения их совпадают тогда и только то-

гда, когда 1hh = .  В этом случае угловые коэффициенты линейных 
частей обоих многочленов различаются на величину 

hab 2=− .                                           (10) 
Зададим некоторое положительное число 1u  и пусть 1uha =− , 

где 0>h . Подберем h  таким, чтобы линейная функция 11 BuA + , 

наилучшим образом приближающая в среднем параболу 
2

2uy =  на 

интервале ),( haha +− , обращалась в нуль при 1uu = . Поскольку эта 
функция должна иметь вид (9), то искомое число h  должно удовле-
творять уравнению 

( ) 0
8
3

22
)(

8
2

2
1

2
1

2

11 =−=
+

−++ huhuhuhu . 

Отсюда следует, что  

13
2 uh = , 11 3

23 uhua +
=+=  

и наилучшая линейная функция равна 

 )(
3

23
1111 uuuBuA −

+
=+ .                              (11) 

Пусть  
hkuuk )1(21 −+= ,       mk ,...,2,1= . 

На каждом из интервалов ),( 1+kk uu  определим линейную функ-

цию kk BuA + , приближающую наилучшим образом в среднем 
2

2u . 

При 1uu =  функция 11 BuA +  обращается в нуль и графики функций 
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kk BuA +  )...,,2,1( mk =  непрерывно продолжают друг друга в точках 

muuu ,...,, 21 . Все вместе линейные функции на оси u  образуют не-
прерывную ломаную. 

Подберем *
1uu =  так, чтобы 11 =+mu ; отсюда находим  

mu ω= 3*
1 , 

mm 43
1
+

=ω , 

mk ku ω−+= ))1(43( , 1,...,2,1 += mk , mh ω= 2* .               (12) 

Полученная ломаная )()2( umσ  определена на отрезке [ ]1,0  и являет-
ся одной из ломаных )()2( u

m∗σ ,  которые мы должны выровнять, чтобы 
найти минимум интеграла (5) при 2=r . Докажем, что именно эта 
ломаная обращает в минимум интеграл (5) и она единственная. 

Величина интеграла при подстановке в него )()2(
* u

m
σ  вследствие 

формул (8) и (12) равна 

=σ−∫ duuu
m )(

2
2

21

0
*  

2
2

622

2
3

3*
0**

2

0

2

0

*
1

*

*
0

m
mKK

U

U

m

K

u

mnduBuAuduu K

K

ω
=ω+=−−+ ∫∑∫

+

=

, 

где **
KKK BuAy +=  есть уравнение звена ломаной )()2(

* n
m

σ , соответст-
вующего интервалу (u*

k , u*
k+1).  

С другой стороны, пусть )()2(
* n

m
σ  есть произвольная ломаная с 

абсциссами вершин u*
k , где 

0 ≤ u1 < u2 < … <  um ≤ um+1 = 1, 

и пусть KKK BuAy +=  есть уравнение линейной функции, наилуч-

шим образом в среднем приближающей 
2

2u  на интервале (uk, uk+1). 

Тогда, принимая во внимание формулу (8), имеем: 
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≥σ−+=σ− ∫ ∑ ∫∫
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( )∑∑
=

+
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+ −+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+=

m

k
kk

m

k

kk uuuuuu
1

3
1

3
0

3

1

1
3
0

32
1

624
1

6
.           (13) 

Чтобы оценить правую часть выражения (13) снизу,  нужно найти 
ее минимум среди всевозможных mm uuuuu −− +1120 ,...,, , удовлетво-
ряющих равенству 

1)(
1

10 =−+∑
=

+

m

k
kk uuu .                                 (14) 

Решая эту задачу как задачу на относительный экстремум, можно 
показать, что правая часть выражения (13) достигает своего миниму-
ма при условии (14) для единственной степени *

kk uu = , определенной 
равенством (12). 

Итак, доказано, что  

∑
=

−λ=σ
m

k
kkm

uuKu
1

*
2

*)2( )()(*  

есть единственная ломаная, которая обращает в минимум интег- 
рал (5). При этом 

mkkk hAA ω==−=λ − 42 **
1

** , mk ...,,3,2= , 

( ) muA ω+=
+

==λ 32
3

23 *
11

*
1 . 

Если учесть формулу (6), то приходим к теореме 7. 
Теорема 7. Среди квадратурных формул вида (1), где m  – задан-

ное натуральное число, формула 

∑∫
=

∗ =≈
m

k
kk xfpfLfdx

1

**
1

0

)()(  
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определяется узлами и весами 

( ) 1* 43,...,,2,1,4
−

+=ω=ω= mmkkx mmk ; 

( ) mmmk pmkp ω+=−=ω= 32,1...,,2,1,4 ** ,              (15) 

является единственной наилучшей для класса функций )1,0;()2(
0 MW . 

Иначе говоря, имеет место равенство 

2
)(

21

0)1,0;()(
maxmin

1
0

m

MWffL

MfLfdx ω
=−∫

∈
.                         (16) 

Разбиение отрезка ]1,0[  )1...0( **
2

*
1 <<<<< mxxx  узлами *

kx  обла-
дает тем свойством, что все отрезки разбиения, начиная от точки 

0=x , равны одному и тому же числу mω4  и только последний отре-
зок равен mmx ω=− 31 . Веса в формуле (15) равны одному числу: 

mkp ω= 4* , а вес последнего отрезка ( ) mmр ω+= 32 . Эти свойства 
наилучшей квадратурной формулы для класса )1,0;(2

0 MW сохраняют-
ся и для более сложных наилучших формул, приспособленных для 
классов )1,0;(1

0 MW . Результат теоремы 7 можно перенести с отрезка 
]1,0[  на произвольный отрезок ],[ βα . Узлы *

kx  преобразуются по-
добным образом, веса *

kp  увеличатся в α−β=l раз и точная оценка 
приближения для класса будет 

2
)(

23

),;(
max

1
0

m

MWf

MlfLfdx ω
=−∫

β

α

∗

βα∈
,                          (17) 

т. е. увеличится в 3l  раз. 
Полученная квадратурная формула имеет один недостаток. Она 

дает гарантированную минимальную оценку 
2

23
mMl ω  не для всех 

функций, имеющих ограниченную вторую производную, а только 
для тех, которые удовлетворяют начальному условию 

0)0()0( =′= ff .                                        (18) 
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Следовательно, если пользоваться полученной формулой в слу-
чае, когда функция )(xf  не удовлетворяет условию (18), нужно 
предварительно разложить )(xf по формуле Тейлора вблизи 0=x : 

)()0()0()( xfxfxf ϕ+′+= , 

и отдельно вычислить интеграл от функции )0()0( fxf ′+ , а затем 
применять квадратурную формулу к функции )(xϕ . Это гарантирует 

приближение с оценкой 
2

23
mMl ω . 

Однако можно построить новую квадратурную формулу без ука-
занного недостатка. При этом квадратурная формула будет наилуч-
шей для всего класса )1,0;()2( MW . Рассмотрим квадратурную фор-
мулу 

∫ ∑
− −=

ξμ≈
1

1

)(
m

mk
kk ffdx ,                                  (19) 

откуда получаем в силу равенств (15) 

,
*

,
* 45 mkkkmkkk hxp ω==ξ=ξ−ω==μ=μ −−  

0,4,...,,2,1 00 =ξω=μ= mmk . 

Таким образом, эта новая квадратурная формула, определенная на 
отрезке ]1,1[− , получена путем симметрии старой и добавления одно-
го узла 00 =ξ . При этом 0μ  подобрали так, чтобы 

∑
−=

=μ
m

mk
k 2 . 

Благодаря такому выбору и симметрии формула (19) точна для 
линейных функций 1 и x , а следовательно, для любой линейной 
функции. Формула (19) обладает следующим свойством. 

Теорема 8. Среди всевозможных квадратурных формул 

∑∫
−=−

≈
m

mk
kk xfpfdx )(

1

1

                                      (20) 
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с 12 +m  узлами 
1......1 0 ≤<<<<≤− − mm xxx  

и весами xp , где фиксирована только m , формула (19) является 
единственной наилучшей для класса )1,1;()2( −MW . При этом  

2
1

1)1,1;(
)(sup

)2(
m

m

mk
kk

MWf
Mffdx ω=ξμ−∫ ∑

− −=−∈
. 

Доказательство. Если квадратурная формула не является точной 
для всех 1P , то для нее верхняя граница равна ∞ . Поэтому достаточ-
но рассмотреть всевозможные квадратурные формулы вида (20), 
точные для 1P . Имеем 

[ ] [ ] =−=−=− ∑∫
−=−−∈

m

mk
kk

MWf
x xfpdxfMWEMWE

x

)()1,1;()1,1;(
1

1
1

)1,1;(

)2(2 sup
)2(

0

0
 

≥−+−= ∫ ∑∑∫
=∈

−

−=−−∈

1

1
22

)1,;(

1

1
1

1
),1;(

00
)2(

0

0

0
)2(

0

)()( supsup
x

m

k
kk

xMWfmk
kk

x

xMWf
xfpdxfxfpdxf

xx

 

22
3

0
3

0

2
)1()1(

mm MMxx
ω≥ω

−++
≥ .                         (21) 

Вес определяется из соотношения 

∑
−=

=
m

mk
kp 1, 

поскольку искомая квадратурная формула точна для )(xf =1. Теоре-
ма доказана. Теорему 8 можно доказать для четного числа отрезков 
разбиения. 
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11. Наилучшая формула  
для класса ),0;()1(

1
mMW n

L
+  

Построим квадратурную формулу на отрезке ],0[ m , где m  – на-
туральное число, при равномерном разбиении отрезка узлами 

)...,,1,0( mkkxk ==  

∫ ∑
=

≈
m m

k
k kfpdxxf

0 0
)()( .                                  (1) 

Пусть функция )(xf  принадлежит классу ),0;()1( mMW n
L

+ . Если 

квадратурная формула (1) точна для многочленов степени n , то име-
ет место точная оценка: 

2
1

2

0
1),0(1

0),0;(
)()(

2)1(
2

sup ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
==− ∫∫ ++

∈ +
dttFMFMfLfdx

m

nmLn

m

mMWf n
L

,        (2) 

где 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+
−

= ∑
=

+

+

+

m

k
nk

n

n tkKp
n

tm
n

tF
0

1

1

1 )(
1
)(

!
1)( , 

и функция )()1( uK n+  определяется с помощью равенства (3) из разд. 3. 

В разд. 10 решалась экстремальная задача о нахождении миниму-
ма интеграла (2) в случае варьирования узлов. А. Сард [2] решал за-
дачу о нахождении минимума интеграла (2) для равностоящих узлов 
и при этом варьировались веса kp , которые удовлетворяли условию: 
квадратурные формулы точны для многочленов nP  степени n : 

∑
=

+

=
+

m

k

s
k

s

kp
s
m

0

1

1
, ns ...,,1,0= .                                (3) 

А. Сард показал, что при заданных натуральных m  и n , при ко-
торых система (3) имеет решения относительно kp , поставленная 
экстремальная задача имеет единственное решение. Кроме того, 
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Сард разработал метод получения чисел kp , соответствующих экс-
тремальному решению. Метод позволяет эффективно найти точные 
значения kp  для каждой пары чисел ),( nm . Таблица наилучших 
квадратурных формул для класса ),0;()1(

2
mMW n

L
+  с равноотстоящи-

ми узлами на отрезке ],0[ m  приведена в ]5[ . 

12. Квадратурные формулы,  
в которые входят значения  

производных формул 
Мы рассматриваем квадратурные формулы для вычисления опре-

деленного интеграла при известных значениях функции в отдельных 
точках – узлах квадратурной формулы. Однако можно построить бо-
лее общие квадратурные формулы, в которые входят как значения 
функции, так и значения производных функций того или иного по-
рядка. Квадратурная формула, в которую входят значения функ- 
ции )(xf  и ее производные до порядка ρ  включительно в точках 

mxxx ...,,, 10 , в общем виде выглядит следующим образом: 

∫ ∑∑ =≈
−

=

ρ

=

1

0

1

0

)(

0
)()( fLxfpfdx

m

k
k

l
kl

l
,                             (1) 

где klp  – заданные числа – веса; kx  – заданные точки, удовлетво-
ряющие условию: 

1...0 110 ≤<<<≤ −mxxx . 

Если формула (1) точна для многочленов )(1 xPr−  степени 1−r , 
т. е. если для нее приближенное равенство обращается в точное при 
подстановке вместо f  любого многочлена 1−rP , то для нее возможно 
получить точное значение погрешности, выраженное через произ-
водную )()( xf r  порядка ρ>r . 

Нашу формулу удобнее записать следующим образом: 
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)()()!1(
!

1 )(
1

0

1

0 0

)( fLxflr
r

fdx k
l

m

k l

l
k =−−λ≈∫ ∑∑

−

=

ρ

=

,                     (2) 

полагая, 

)(

!
)!1( l

kkl r
lrp λ
−−

= . 

Пусть задана функция )(xf , имеющая на отрезке ]1,0[  кусочно-

непрерывную производную )()( xf r . Разложим ее по формуле Тейло-
ра: 

∑
−

=
− +=+=

1

0
1

)( )()()()0(
!

)(
r

l
rrr

l
l

xRxPxRf
l
xxf , 

где 

dtftxK
r

xR r
rr

)(
1

0

)(
)!1(

1)( −
−

= ∫ . 

Отметим, что производная порядка rl <  от остаточного члена 
может быть записана следующим образом: 

∫ −
−−

= −

1

0

)(
1

)( )()(
)!1(

1)( dttftxK
lr

xR r
r

l
r . 

Поэтому в силу того, что формула (2) точна для 1−rP  (т. е. узлы kx  
и веса )(l

kλ связаны условием точности),  

∫ ∫ =−=−
1

0

1

0

)()( rr RLdxRfLfdx  

∫ ∫ ∑ ∫∑
−

=
−

ρ

=

=−λ−−
−

=
1

0

1

0

1

0

1

0

)(
1

0

)()( )()(
!

1)()(
)!1(

1 m

k

r
kr

l

l
k

r
r dttftxK

r
dtdxtftxK
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∫ ∫∑∑∫
−

=

ρ

=
−

−− =−λ−−
−

=
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1
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1

0 0

)()(
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0

)1(1 )()(
!

1)()(
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1 m

k l
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klr
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rr dttftxK
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dttdxftx
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∫=
1

0

)( )()( dttftF r
r ,                                       (3) 

 
 
где  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−λ−−= ∑∑

−

=

ρ

=
−

1

0 0

)( )()1(
!

1)(
m

k l
klr

l
k

r
r txKt

r
tF .                      (4) 

Получим точное равенство, выражающее оценку приближения 
квадратурной формулы для данной функции )(xf , имеющей на ]1,0[  
производную порядка r . 

Квадратурная формула 

∫ ∑∑ =′′≈
−

=

ρ

=

b

a

m

k l
k

l
kl fbaLxfpfdx );,()(

1

0 0

)(  

соответствует отрезку ],[ ba  и подобна формуле (1). Она имеет узлы 

kx′  на отрезке ]1,0[  формулы (1). Веса klp′  связаны с klp  формулами 
вида 

kl
l

kl php 1+=′ , 

где abh −= . Таким образом, усложненная квадратурная формула 
имеет вид  

∫ ∑
−

=
+ξξ≈

b

a

m

k
kk fLfdx

1

0
1 );,( , k

n
abak

−
+=ξ .                   (5) 

Для этой формулы выполняются теоремы 1, 4–7 и все общие за-
ключения из разд. 7. 

13. Интерполяционная формула Эрмита 
Подобно тому, как интерполяционная формула Лагранжа служила 

источником квадратурных формул вида (11) из разд. 1, интерполяци-
онная формула Эрмита может служить источником для квадратур-
ных формул вида (1) из разд. 12, содержащих в себе наряду с значе-
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ниями  интегрируемой функции значения ее производных того или 
иного порядка. 

Зададим на отрезке ],[ ba  точки 110 ,...,, −mxxx  и соответствующие 
им системы чисел 

,,...,,

......,....................
,,...,,

,,...,,

)(
1

)1(
11

)(
1

)1(
11

)(
0

)1(
00

1

1

0

−ρ
−−−

ρ

ρ

M
mmm yyy

yyy

yyy

 

где 110 ,...,, −ρρρ m  – заданные натуральные числа. 

Поставим задачу: построить многочлен )(xP  степени 
1... 110 −+ρ++ρ+ρ= − mn m , который обладал бы свойствами 

)()( )( l
kk

l yxP = ,  1...,,1,0 −= mk , kl ρ= ...,,1,0  

Искомый многочлен единственный. Действительно, если допус-
тить, что существует два таких многочлена, то их разность )(xQ  
должна удовлетворять равенствам 

0)()( =k
l xQ , 1,...,1,0 −= mk , kl ρ= ,...,1,0 . 

Следовательно, точки kx  должны быть нулями )(xQ  кратностей 
1+ρk . Это означает, что многочлен )(xQ степени n  должен делить-

ся на многочлен 

∏
−

=

ρ +−
1

0

1)(
m

k
k

kxx  

степени 1+n , а это возможно только, если 0)( =xQ . 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что многочлен 
)(xP  может быть записан в виде  

∑∑
−

=

ρ

=

=
1

0 0

)( )()(
m

k l
kl

l
k

k

xPyxP ,                                   (1) 

где 
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)(

)(

1

1 )(
)(

)(!
)()(

l

x

k
l

k
kl

k

k

k

k xA
xx

xxl
xAxP

−ρ+ρ

−+ρ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

−
= ,                      (2) 

∏
−

=

+ρ−=
1

0

1)()(
m

k
k

kxxxA , 1...,,1,0 −= mk , kl ρ= ...,,1,0 . 

Многочлен )(xPkl  подобран так, чтобы он имел степень n  и удов-
летворял условиям 

1)()( =s
i

kl xP , если одновременно ,, ilsk ==     

0)()( =s
i

kl xP   в остальных случаях, .,,1,0,1,,1,0 klmk ρ=−= KK   (3) 

Это следует из того, что  

...)(1
)(

1)( 1
)(

)(

+−+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
ϕ

ϕ +μ
μ

axK
x

x
a

                               (4) 

Формуле (1) соответствует  общая приближенная интерполяцион-
ная формула Эрмита  

∑∑
=

ρ

=

=
m

k l
k

l xPxfxf
k

0 0

)( )()(~)( ,                               (5) 

которая приводит в соответствие заданной функции )(xf  многочлен 
)(xP  степени n , удовлетворяющий условиям 

)()( )()(
k

l
k

l xPxf = , 

1...,,1,0 −= mk , kl ρ= ...,,1,0 . 

Если проинтегрировать левую и правую части приближенного ра-
венства (5), то получим квадратурную формулу 

∫
b

a

fLdxxf )(~)( ,                                        (6) 

где 
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=

ρ

=

′=
1
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k l
k

ll
k

k

xfpfL , 
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о которой известно, что она точна для всех многочленов степени n . 
Определяющие ее коэффициенты )(l

kp′ совпадают соответственно с 
числами )(l

kp , полученными по формуле (8). Действительно, для лю-
бого многочлена )(xP  степени не выше n  справедливо равенство 

)()( 1 PLpL = . 

В частности, если в качестве )(xP  взять многочлены )(xPkl вида 
(2), то, используя свойства (3), получаем 

)()( )()( l
kklkl

l
k pPLPLp ′=== , 

klmk ρ=−= ...,,1,0,1...,,1,0 , 

что и требовалось доказать. 

14. Общая экстремальная задача 
Решим обобщенную экстремальную задачу для квадратурных 

формул вида  

)()()!1(
!

1
1

1

0

)()(
1

0

fLxflr
r

fdx
m

k

r

l
k

ll
k =−−λ≈ ∑∑∫

=

−

=

,                     (1) 

найдем среди квадратурных формул (1) со всевозможными узлами 

kx  и весами )(l
kλ , где 1...,0 21 ≤<<≤ mxxx , такую, которая дает наи-

лучшее приближение для класса функций )1,0;()(
0 MW r . Здесь пред-

полагается, что mr,  – заданные натуральные числа. При этом r  – 
четное число. 

Рассмотрим произвольную функцию )(xf  класса )1,0;()(
0 MW r . 

Она таким образом удовлетворяет условиям 

)0(...)0()0( )1( −==′= rfff , 

и имеет вид независимо от того, точна или нет формула (1) для мно-
гочленов степени 1−r , 
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Отсюда мера приближения произвольной квадратурной формулы 
для класса )1,0;(0 MW r  равна 

dttxKt
r
MfLfdx

m
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r

l
r

l
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r
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Сделав замену 
)1(

1
)(

1,1,1 −−
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kkmk xut ,                     (4) 

получим 

duuKu
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l
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l
k
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При произвольных числах )(l
kμ  сумма  

∑
−

=
+ θ−μ

1

1
1

)( )(
r

l
kl

l
k uK . 

На отрезке ],[ 1+θθ kk  есть произвольный многочлен степени 1−r , 
обращающийся в нуль при )1,...,,2,1( 1 =θ=θ= +mk mku . 

Таким образом, принимая во внимание, что 0)( =θ− ks uK  для 

ku θ≤ , 1>s , получаем, что двойная сумма  

)()( 1

)(

1

1

1

)(
kl

l

k

m

k

r

l

r
m uKu θ−μ=σ +

=

−

=
∑∑                             (6) 

представляет собой произвольную, непрерывную на отрезке ],0[ 1θ  
функцию равную некоторому многочлену степени 1−r  на отрезке 

],[ 1+θθ kk  )...,,2,1( mk = . 

 Задача свелась к нахождению минимума интеграла (5) для 
фиксированного m  при варьировании узлов kθ , удовлетворяющих 
неравенствам 

1...0 21 ≤θ<<θ<θ≤ m , 

и чисел )()( ur
mμ , или, иначе говоря, при варьировании функций 

)()( ur
mσ . 
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Введем определенную на отрезке ],[ haha +− функцию  

0, >⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − h

h
axQh r

r ,                                       (7) 

 
где 

[ ] 11,
12

arccos)1(sin)(
2

≤≤−
−

+
= x

x

xrxQ
rr . 

Функция (7) есть алгебраический многочлен степени r  

0
2

2
1

1
2 ... axaxax

h
axQh r

r
r

r
r

r ++++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − −

−
−

−  

с коэффициентом при rx , равным 1. Такой многочлен (7) называем 
многочленом степени r , наименее уклоняющимся от нуля в среднем 
на отрезке ],[ haha +− . Этот многочлен можно трактовать так: 

dxxPx
ha

ha
r

r∫
+

−
−−≤ )(1 , 

где )(1 xPr−  – произвольный алгебраический многочлен степени 1−r ; 
достигает своего наименьшего значения в случае единственного мно-
гочлена )(*

1 xPr− , для которого 

)(*
1 xPx

h
axQh r

r
r

r
−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − .                              (8) 

Многочлен )(*
1 xPr−  называют наилучшим многочленом степени 

1−r , приближающим в среднем на отрезке ],[ haha +−  функцию 
rx . Если r  четные, то для того, чтобы два многочлена вида (7), наи-

менее уклоняющиеся от нуля на отрезках ],[ haha +−  и 
],[ 11 hbhb +− , где 1hbha −=+ , совпадали в точках ha + , необходи-

мо и достаточно выполнение условия 1hh = . Действительно, то что 
многочлены равны в точке  ha + , эквивалентно равенству  

)1()1( 1 −= r
r

r
r QhQh , 
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или 1hh = , так как при четном r  

)1()1( −= rr QQ . 

Зададим положительное число 1θ  и пусть 1θ=− ha , где 0>h . 
Подберем h  таким образом, чтобы многочлен )(1,1 uPr− , наилучшим 

образом приближающий функцию ru  на отрезке ],[ haha +− , где 

1θ=− ha , обращался в нуль при функции 1θ=u . Вследствие равен-
ства (8) имеем 

0)1()1()( 11,1 =−=−θ=θ− QhQQhP rr
r

rr
r . 

Отсюда вытекает, что  
r

r hQ )1(1 =θ ,                                           (9) 

и так как  

α
α+

==
+

=
→α→ sin2

)1sin(lim)(lim
2

1)1(
01 rrxrr

rxQrQ , 

то 

hrr

2
1

1
+

=θ . 

Пусть теперь 

r

r

k r
krhk

1
)1(41)1(2 11

+
−++

θ=−+θ=θ . 

Тогда, если мы на каждом из отрезков ];[ 1+θθ kk   определим мно-
гочлены )(,1 uP kr− , наилучшим образом в среднем приближающие со-

ответственно на отрезках функцию ru , то графики этих многочленов 
вместе с отрезком ],0[ 1θ , лежащим на оси u , образуют на отрезке 

],0[ 1+θm  непрерывную кривую. 

Мы уже убедились в том, что эта кривая непрерывна в точке 1θ . 
Пусть теперь ka  есть середина отрезка ],[ 1+θθ kk , т. е. hakk −=θ , 

hakk +=θ +1 . Тогда  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=− − h
auQhuPu k

rkr
r 3

,1 )(  на ( )1, +θθ kk , 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=− +− h
auQhuPu k

rkr
r 1)( 3

1,1  на ( )21, ++ θθ kk . 

Подставив в эти функции одно и то же значение hau k =+=  
hak −= , получим равные числа )1()1( −= r

r
r

r QhQh , откуда  

)()( 11,11,1 ++−+− θ= kkrkkr PQP , 1...,,2,1 −= mk . 

Подберем 1θ  так, чтобы 11 =θ +m , тогда  

,
14

2

,...,,2,1,
14
1)1(4

*

*

rn

r

r

k

rm
h

mk
rm
rk

++
=

=
++
+−

=θ
                       (10) 

и соответствующая полученной системе точек *
kθ  кривая будет яв-

ляться одной из определенных выше кривых )()( ur
mσ . Обозначим эту 

кривую )()(
*

ur
mσ  и докажем, что именно для нее и только для нее ин-

теграл (5) достигает своего минимума. 
Пусть 

mkkk
k ...,,2,1,

2

*
1

*

=
θ+θ

=θ + . 

Величина нашего интеграла при подстановке в него )()(
*

ur
mσ  равна 

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝
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=

+θ

−θ

θ m

k

h

h

k
r

rrr
m

r
k

k

du
h

uQhduu
r

duuu
r 1 *

*
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1

0

)(
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*
1

* !
1)(

!
1  

)14(!
1

21
)(

!
1

1

1
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1*
1
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rr

rmr
mh

rr ++
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
θ

= −

++

.                     (11) 

С другой стороны, если )()( ur
mσ  – произвольная определенная вы-

ше функция, то она имеет такой вид: 
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⎩
⎨
⎧

θ≤≤θ
θ≤≤

=σ
+− ,),(

00
)(

1,1

1)(

kkkr

r
m uuP

u
u  

,...,,2,1 mk =
                   (12) 

где )(,1 uP kr−  – многочлены степени 1−r . Поэтому, полагая 

12 +θ+θ=θ′ kkk , получаем: 

=
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⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

θ−θ
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⎠
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k
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k
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1 1
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0 1
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1 1
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1!
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2
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1!
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1
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1
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1
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1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ−θ+

+
θ

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−θ

+
+

θ
= ∑∑

=

+
+

+

=

+
+−

+ m

k

r
kkr

rm

k

r
kkr

r

rrrr
(13) 

Чтобы оценить правую часть (13) снизу, мы должны найти ее ми-
нимум среди всевозможных mm θ−θθ−θθ −1121 ,...,,  

( ) 1
1

11 =θ−θ+θ ∑
=

+

m

k
kk .                                    (14) 

Решение этой задачи на относительный минимум приводит к  
тому, что правая часть (13) достигает минимума при условии (14) для 
единственной системы значений *

kk θ=θ , определенных равенства- 
ми (10). 

Вычислим коэффициенты )(
*

l
kμ , соответствующие минимуму инте-

грала (5). На отрезке ],[ *
2

*
1 θθ  функция, стоящая под знаком абсолют-

ной величины в интеграле (5), равна: 

.)1(
!
)(...)1()1(

1)(

)(
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*
1
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1

*

1

1
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*
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1
)(

1 1*
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l
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Q
rh

uQ
h

uQh

h
uQhuu
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Отсюда, разлагая ru  по степеням *
1θ−u  и сравнивая коэффициен-

ты при одинаковых степенях, получаем: 
 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
−

=μ
−−

)1()1(
)!(

!
!

)()1(1
*)(

*1
l

r
r

r

r

r
l QQ

lr
r

l
h ,                        (15) 

,1...,,2,1 −= rl  

и, подставляя вместо )1(rQ  и *h  их величины, получаем: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+

−++
=μ −

−

−
)1(2)1(

)!(
!

)14(!
1 )(

)1(
)(

*1
l

r
lrr

r

lrr
l Qr

lr
r

rml
,         (16) 

.1...,,2,1 −= rl  

Если учесть свойства функций )(1 kl uK θ−+ , то нетрудно увидеть, 
что на отрезке ],[ *

1
*

+θθ kk  функция, стоящая под знаком абсолютной 
величины в интеграле (5), при )(

*1
)( ll

k μ=μ  равна: 

∑
−

=

θ−μ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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)(
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* )(1
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l
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l
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k
r

r u
h

uQh ,   mk ...,,3,2= . 

Если принять во внимание, что при четном r  функция )(xQr  чет-
ная, то )1()1()1( )()( l

r
ll

r QQ −=− , тогда 

=
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r
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h
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Таким образом, для mk ...,,3,2=  

,
2

2...,,2,1,0)2(
*

−
==μ

rii
k  

2
2...,,1,0),1(

)!12(
2 )12(

12
*)12(

*
−

=
+

=μ +
−−

+ riQ
i

h i
r

ir
i

k . 
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Пересчет на исходные узлы *
kx  и коэффициенты )(

*
l
kλ  приводит к 

следующим результатам: 

;...,,2,1,2 *
* mkkhxk ==  

;1...,,2,1,
2

4...,,1,0,0)12(
* −=

−
==λ + mkrii

h  

)1(
)!12(

2 )12(
12

*)2(
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=λ ir
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i
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k Q
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h                                (17) 

;1...,,2,1,
2

2...,,1,0 −=
−

= mkri  
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l
l
m QQ

l
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lr
h ,   ,2...,,1,0 −= rl  

где  

mr rm
h ω=

++
= 2

14
2

* .                                  (18) 

Доказана следующая теорема. 
Теорема 10. Среди квадратурных формул вида (1), определяемых 

при фиксированных rm,  (четном) произвольными коэффициентами 
)(l

kλ  и узлами kx , где 1...0 21 ≤<<<≤ mxxx , наилучшей для класса 
)1,0;()(

0 MW r  является единственная формула 

∫ ≈
1

0
* )( fLfdx  

с коэффициентами )(
*

l
kλ  и узлами *

kx , выражаемыми с помощью (17), 

(18) и с мерой уклонения, равной  

!
)(

1

0
*

)1,0;(
sup

)(
0

r
MfLfdx

r
m

MWf r

ω
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−∫

∈
.                         (19) 

Оценка (19) следует из (13), где в правой части надо положить 
*
kk θ=θ . 
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П р и м е ч а н и е. *h  есть функция от m , а веса )(
*

l
kλ  имеют вид 

1
*

)(
,

)(
*

+=λ ll
kr

l
k hC  и не зависят от *h . При 1...,,2,1 −= mk  коэффициенты 

)(
,
l
krC  равны одному и тому же числу. Соответствующая наилучшая 

квадратурная формула на отрезке ],[ ba  длины abd −=  для класса 
),;()(

0 baMW r  имеет узлы ),...,2,1(2 ** mkdkhaxk =+=′  и веса 

( ) 1
*

)(
,

);(
* )( +=
′

λ ll
kr

l
k dhC . Полученную в теореме 10 квадратурную форму-

лу, наилучшую для класса )1,0;(1
0 MW , можно симметрировать и 

прийти к квадратурной формуле, наилучшей для класса 
)1,1;()( −MW r . Сформулируем и докажем следующую теорему. 

Теорема 11. Среди квадратурных формул вида  

∫ ∑ ∑
−=

−

=

=−−λ≈
1

0

2

0

)()( )()()!1(
!

1)(
m

mk

r

l
k

ll
k fLxflr

r
dxxf , 

определяемых при фиксированных rm,  ( r -четное) произвольными 
коэффициентами l

kλ  и узлами 1......1 101 <<<<<<<<− −− mm xxxxx , 
наилучшей для класса )1,1;()( −MW r  является единственная формула 

∫
−

≈
1

1

)(~)( fLdxxf  

с коэффициентами )(l
kμ  и узлами ky , выраженными равенствами 

;,...,1,0,4 mkkyy mkk =ω==− −                             (20) 
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                 (22) 
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( ) ),(14 *
)(
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r
m xrm λ++=ω
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При этом  

!
2)(~1

1)1,1;(
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)( r
MfLfdx

r
m

MWf t

ω
=−∫

−−∈
.                          (24) 

Видим, что узлы ky  и веса )(l
kμ  новой квадратурной формулы с 

12 +m  узлами, наилучшей для класса )1,1;( −MW r , получаются сим-
метризацией узлов и весов формулы, наилучшей для класса 

)1,0;()(
0 MW r , и добавлением одного среднего узла 0y  вместе с весами 

))1(,...,2,1()(
* −±±±=λ mkl

k . 

Доказательство. Будем рассматривать квадратурные формулы (20), 
точные для многочленов 1−rP . Имеем 
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Подставляя в квадратурную формулу (20) вместо вектора узлов и 
весов ),,...,([( mmkyx kk −==  )],...,2,1()()( mkl

k
l
k ±±±=λ=λ  единицу, 

получим уравнение, из которого находится )0(
0

)0(
0 μ=λ . Подставляя 

далее x , находим )1(
0μ  и так далее до )2(

0
−μ r . Остается проверить, что 
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функция 1−rx  автоматически обращает в равенство полученную та-
ким образом квадратурную формулу. 

Но в силу нечетности 1−r  

0
1

1 =∫
−

− dxxr . 

Кроме того, 

∑
−=

−− −==μ
m

mk

lr
k

l
k rly .2...,,1,0,01)(                         (26) 

Поскольку 01
0 =−− lry  и если l  – четное, то переменная )(l

kμ  – чет-
ная, а переменная lr

ky −−1  – нечетная. 

Этим доказано, что квадратурная формула вида (20) точна для 
многочленов 1−rP  и наилучшая для класса )1,1;()( −MW r , существует 
и единственная. 

15. Многочлен Чебышева,  
наименее уклоняющийся от нуля 

Рассмотрим функции  

),arccoscos(
2

1)( 1 xnxT nn −=                                    (1) 

[ ]
212

arccos)1(sin)(
x

xnxQ
nn

−

+
= ,                                   (2) 

заданные на отрезке ]1,1[− . Первая из них называется многочленом 
Чебышева степени n , наименее уклоняющимся от нуля в метрике 
непрерывных функций. Вторую формулу называют многочленом 
Чебышева второго рода. Это многочлен степени n, наименее укло-
няющийся от нуля в среднем. С точностью до постоянного множите-
ля функция Qn(x) есть производная  от многочлена Чебышева Tn+1(x). 
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Убедимся, что Tn(x) и Qn(x) действительно являются алгебраиче-
скими многочленами степени n с коэффициентами при хn, равными 1, 
т. е. обе эти функции можно представить в виде 

Tn(x) = xn + an–1 xn–1 + … + a0, 
Qn(x) = xn + bn–1 xn–1 + … + b0, 

где an, bn – некоторые числа. Это доказывается индукцией по n. Ут-
верждение верно при n = 1, так как Q1(x) = T1(x) = x. 

Допустим, что утверждение верно для n–1, тогда 
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т. е. утверждение верно для n. 
Многочлен Чебышева Tn(x) обладает следующим свойством: 

.
2

1|)(|max 1
11

−
≤≤−

= n
x

n xT  

Максимум достигается в n+1 точках xk отрезка [–1,1], определяе-
мых равенством: 

,...,,1,0,cos nk
n
kxk =
π

=                              (3) 
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и значения Tn(xk) многочлена в этих точках равны для k = 0, 1, …, n; 

при этом переменные меняют знак: 12
1
−n  или 12

1
−− n . 

Из этого следует важнейшее свойство многочлена Чебышева. 
Среди многочленов Рn(x) = xn + an–1 xn–1 + … +a0, степени n с коэффи-
циентами при xn, равными 1, многочлен Чебышева – единственный, 
для которого максимум модуля Рn(x) на отрезке [–1,1] достигает сво-
его минимума, т. е. 

1
1111 2

1|)(|max|)(|max −
≤≤−≤≤−

=≥ n
x

n
x

n xTxP . 

Действительно, если алгебраический многочлен Pn(x) степени n с 
коэффициентами при xn, равными 1, отличен от Tn(x), то  

1111
|)(|max|)(|max

≤≤−≤≤−
>

x
n

x
n xTxP . 

Если бы это было не так, то представляя Pn(x) в виде суммы 
Pn(x) = Тn(x) + Pn–1(x), 

мы бы получили, что Pn–1(x) есть многочлен степени 1−n , для кото-
рого в определенных 1+n  точках kx  выполняются неравенства 

nkxP kn
k ...,,1,0,0)()1( 1

1 =≥− −
+ . 

Применяя теорему Ролля, приходим к тому, что многочлен 
)(1 xPn−  степени 1−n  обращается в нуль в n  точках и, следовательно, 

тождественно равен нулю, т. е. )()( xTxP nn ≡ , а это противоречит то-
му, что nP  и nT  отличны друг от друга. 

Докажем аналогичное свойство многочлена )(xQn . 

Среди многочленов )(xPn  степени n  с коэффициентом при nx ,  
равным 1, многочлен )(xQn  – единственный, для которого интеграл  

dxxPn∫
−

1

1

)(  

достигает своего минимума, т. е.  
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1
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1)1sin(
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π
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=θθ+=≥ ∫∫∫ nnnn dndxxQdxxP .             (4) 

Это свойство многочлена )(xQn  устанавливает, что функция  

[ ]xnxQxq n arccos)1(sinsign)(sign)( +==  

ортогональна на отрезке ]1,1[−  ко всем многочленам степени 1−n ,  
т. е. для всех многочленов )(1 xPn−  степени 1−n  имеет место равен-
ство 

∫
−

=−
1

1

0)1()( dxxPxq n .                                       (5) 

Действительно, пусть )(xPn  – отличный от )(xQn  многочлен сте-
пени n  с коэффициентом при nx , равным 1. Тогда, если считать 

  )()(),()( 11 xpxxPxqxxQ n
n

nn
n

n −− +=+= ,  

где 11, −− nn pq  – некоторые многочлены степени 1−n , в силу (5) имеем 
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Осталось доказать равенство (5). Ряд Фурье функции )(cosθq  
имеет вид 

[ ] ∑
∞

= +
θ++

π
=θ+=θ

0 12
)1)(12sin(4)1sin(sign)(cos

k k
nknq . 

Отсюда для 1...,,1,0 −= nk  

[ ]∫ ∫
−

π

=θθθ+θ−=
1

1 0

0sin)1sin(signcos)( dndxxqx kk ,                  (6) 

так как функция θθsincosk  есть нечетный тригонометрический по-
лином порядка nk ≤+1 , т. е. она может быть представлена в сле-
дующем виде: 

∑
+

=

θα=θθ
1

1
sinsincos

k

l
l

k l , nk ≥+1 , 
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а разложение функции [ ]θ+ )1sin(sign n  в ряд Фурье содержит синусы 
только кратностей nl > . 

Из равенств (6) следует равенство (5) для всех многочленов сте-
пени 1−n . 
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