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ВВЕДЕНИЕ 

в развитии механик~ конца XIX и начала ХХ ст. ст. В России и 

за рубежом заметную роль сыграл Г.К.СУСЛОВ (1857-1935). Окончив 

Петербургский университет (1880) и успешно защитив магистерскую 

(1888) и докторскую (1890) диссертации, Суслов посвятил всю свою 

жизнь педагогической, научной и научно-организационной деятельно­

сти в области механики. Возглавляя в течение многих лет кафедры 

теоретической механики Киввского уни~ерситета (1888-1920) и Одес­

ского политехнического института (1920-1935), он создал научную 

школу, всемирно прославившуюся такими крупными учеными как П.В.' 
ВОРОНЕЦ (1871-1923), А.Д.БИЛИМОВИЧ (1879-1970), М.К.КР.ЕЙН (род. 

1907), Ф.Р.ГАНТМАХЕР (1908-1964), которые вместе со своими уче­

никами внесли значительный вклад в развитие механики и матемети­

ческой физики. 

В настоящей статье дается краткий обзор исследований по ана­

литической механике Г.К.СУСЛОВА и А.Д.БИЛИМОВИЧА, а также югосла­

вских ученых следующих поколений (т.АНГЕЛИЧ, В.ВУЙИЧИЧ и др.), 

которые, будучи непосредственными или идейными учениками БИЛИ­

МОВИЧА, испытали на себ е заметное влияние научного наследия шко­

лы СУСЛОВА-ВОРОНЦА-БИЛИМОВИЧА. 

1. РАЗВИТИЕ АНАЛИТИЧЕСКОй МЕХАНИКИ В ТРУДАХ СУСЛОВА 

Если говорить о вкладе ГАВРИИЛА КОНСТАНТИНОВИЧА СУСЛОВА в ме­

ханику, то прежде всего следует отметить его трактат ОСНОВы АНА­

ЛИТИЧЕСКОй МЕХАНИКИ,' созданный им на рубеже XIX и ХХ ст.ст. Наря~ 

ду с учебником П.АППЕЛЯ, учебник СУСЛОВА является настольной кни­

гой для специалистов .в области механики и до настоящего времени 

не потерял своего значения, став классическим. На него ссылаются 

в периодической отечественной и зарубежной печати, он служит ар-
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битром.в ДИСКУССИАХ между учеными при решении спорных вопросов, 

ПО зтому учебнику изучило науку механику не ~р"поколение сту­

дентов высших учебных заведений 1 • Учебник СУСЛОВА по теоретиче­
ской механике предстаВЛАет собой один из ~емногих учебников ми­

POBO~ литературы, BKOTOP~X механика неголономных систем не вы­

деЛАеТСА в отдельную главу и излагаеТСА как органическое целое 

вместе с механикой голономных систем. 

СУСЛОВУ принадлежит оригиналь~аА точка зреНИА на ПОНАтие воз­

можного перемещеНИА. Он различает ПОНАТИА возможных и виртуаль­

ных перемещений системы. Именно, возможным перемещением системы 

он называет совокупность бесконечно малых перемещений 

точек системы, удовлеТВОРАЮЩИХ услови~м связей 

Эf 
~fa - gradvfa • ~rv + эtа~t = О, 
МВ - Bv (B).~rv + DB~t = О 

(V=l, ••• ,ni a=l, ••• ,ai B=l, ••• ,b), 

при данном, возможном ДЛА рассматриваемого момента врамени, по­

ложении системы. Виртуальное же перемещение системы - зто неза­

висимая от времени и совместима А со связями разность 

двух возможных перемещений системы в данный момент времени. Та­

ким образом, виртуальное перемещение системы удовлеТВОРАет соо­

тношеНИАМ 

- gradvfa·orv О, 

_ B~B).or = О. 
. v 

В случае одностронних связей знаки равенства в написанных соот­

ношеНИАХ замеНАЮТСА знаками "НЕ МЕНЬШЕ~. 

Литература о г.К.Суслове: А.П.Шварцман, ГАВРИИЛ КОНСТАНТИНОВИЧ 
СУСЛОВ, Изв. АН СССР, 11 (1955), 151-157; А.Т.Гигорьян: ОЧЕРКИ 
ИСТОРИИ МЕХАНИКИ В РОССИИ, Москва 1961. 
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Уравнения неголономной механики СУСЛОВ приводит в формах ОС­

ТРОГРАДСКОГО и РАУСА-ФОССА. Эти уравнения используются автором 

для вывода принципа ГАМИЛЫОНА-ОСТРОГРАДСКОГО в случае удара не-
\ 

голономной системы. При зтом доказываются также теоремы КЕЛЬВИ-' 

НА и БЕРТРАНА, справедливые при ударе как голономной, так и не­

голономной системы. Уранвения РАУСА-ФОССА дают возможность выве­

сти и уравнения движения несвободного твердого тела относитель­

но неподвижной и подвижной систем референции. 

Большой заслугой СУСЛОВА является подробное изложение в уче­

бнике раздела механики твердого тела с закрепленной течкой с 

включением новых для того времени' исследованиfi С.В.КОВАЛЕВСКОЙ и 

ее многочисленных последователей, в особенности русских ученых. 

Это обстоятельство несомненно сыграло значительную роль в при­

общении к зтим замечательным исследованиям многих молодых ученых 

как в России, так и за границей. БИЛИМОВИЧ вспоминает, что про­

блема КАВАЛЕВСКОЙ на рубеже XIX и ХХ ст.ст. именовалась "русской" 

проблемой - столь велик был интерес выдающихся русских ученых то­

го времени к нахождению частных интегрируемых случаев состветс­

тующей системы дифференциальных уравнений. 

Заметим в заключание, что в учебнике СУСЛОВА излагаются и не­

которые собственные исследования автора по аналитической механи­

ке. К з~им исследованиям принадлежат установленные СУСЛОВыМ об­

общенные канонические уравнения динамики, обобщенный принцип 

'ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА, новые примеры конкретных неголономных систем 

и др. 

Рассматри~ая костервативную систему, СУСЛОВ записывает общее 

уравнение динамики в виде 

i 

эт d эт 
БU + (- - dt -.-) бqr 

Эqr Эqr 
О. 

После умножения на dt и интегрирования в пределах от t 1 до 

t
2

, получим 

t 

J 
2 эт d эт 
[БU + (-'э - - dt -;-) бqrJ dt 

qr- Эq 
t 1 r 

о 

Интегрируя по частям и принимая во внимание, что 

О, 
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найдем 

t 2 

[. 
t 1 

t 2 

= - J Э~Т (oQN+v+ON+V)dt. 
t N+v 

1 

На основании этих соотношений принцип ДАЛАМБЕРА-ЛАiРАНЖА пре­

образуеТСА .в принцип ВОРОНЦА, предстаВЛАЮЩИЙ собой обобщенный на 

неголономные системы интегральный принцип ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАД­

СНОГО. Распространение рассужденй СУСЛОВА на неконсервативные си­

стемы АВЛАеТСА тривиальным. 

СУСЛОВ первый обратил внимание на то, что уравнеНИR ГАМИЛЬ­

ТОНА легко обобщеЮТСА на неголономные системы в голономных коор­

динатах. 

Пусть материальна А система подчинена_неголономным СВАЗЯМ 

и, следовательно, ее движение может быть описано уравнениями РА-

УСА-ФОССА 

d ЭТ ЭТ 

dt Эq - Эqr 
r 

ПереХОДА к каноническим переменным и рассуждаА как обычно, полу-

чим обоб~енные канонические уравнеНИА динамики (уравнеНИА СУСЛО­

ВА) . 

в случае консервативной системы уравнеНИА СУСЛОВА принимает вид 

Для голономной системы зти уравнеНИА переходя т в классические 

уравнеНИА ГАМИЛЬТОНА. 

СУСЛОВУ и ВОРОНЦУ принадлежат новые оригинальные примеры не­

голономных связей. 

Рассмотрим два TBepд~x тела, соединенные весьма длинной гиб-
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кой нитью не поддающейс~ кручению. Такую нить можно осущес-

твить С помощью цепи, составленной из шарниров НАРДАНА-ГУНА. Обо­

значим координаты данных тел через X i , Yi' zi~ Фi' Фi' 8 i (i=l, 

2). Две системы подвижных осей выберем так, чтобы оси ~ совпада­

ли с касательными в КЬнцах нити и были направлены к внутренней 

части нити. Ввиду отсутствия кручения нити сумма проекций угло-... 
вых скоростей тел ~i на оси ~ равна нулю, что на основании кине-

матических формул ЭйЛЕРА приводит к уравнению неголономной связи 

Аналогично, пусть твердое тело неизменно связано с гибкой весьма 

длинной нитью, не поддающейся кручению, а другой конец нити сое­

динен с часовым механизмом, который сообщает нити постоянную уг­

ловую скорость W
o 

вокруг касательной. Если касательную к нити в 

точке ее прекрепления к телу принять за ось ~, то условие 9ТСУТ­

ствия кручения нити выразится ра-венством 

W~ = ф+фсоs8 = wo ' 

и мы получим, таким образом, неголономную связь. 

Пусть, наконец, твuрдое тело движется по инерции вокруг не по­

движной точки и неизменно соединено с одним концом гибкой, весь­

ма длинной и не поддающейся кручению нити, а другой конец нити 

закреплен неподвижно. Насательная к нити в точке соединения ее 

с телом проходит через точку опоры. Если зту касательную принять 

за ОСЬ ~, то уравнение наложенной на тело неголономной связи за-

пишется в виде 

W~ _ ф+фсоs8 = О. 

В 1903 г. ВОРОНЕЦ указал еще один подобный пример: СИСТЕМА 

СОСТОИТ ИЗ ДВУХ ТВЕРДыХ ТЕЛ, ИМЕЮЩИХ ПО ОДНОй НЕПОДВИЖНОй ТОЧНЕ 

И СВЯЗАННыХ НИТЬЮ, НЕ ДОПУСНАfCЩЕй НРУЧЕНИЯ. Предполагается, что 

тела вращаются вокруг своих неподвижных точек по инерции. 

Неголономные связи В указанных примерах СУСЛОВА и ВОРОНЦА по­

являются вследствие отсутствия кручения нити. Соответствующие 

~еголономные условия являются линейными и однородными. 

Рассматривая частный случай, когда тела имеют динамические . 
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оси вращения, проходящие через неподвижные точки, и касательные 

к нити в точках соединения с телами направлены по их осям симме­

трии, ВОРОНЕЦ показал, что кинетическая знергия системы и урав­

нения связей в последнем примере содержат время, лагранжевы ко­

ординаты и линейные Функции лагранжевых скоростей. Пользуясь при' 

надлежащим ему (см. ниже} методом составления динамических урав­

нений неголономной механики в квазикоординатах, ВОРОНЕЦ устано­

вил, что в рассматриваемой задаче получаем систему пяти дифферен­

циальных уравнений, допускающих три первых интеграла. Имеем пол­

ностью интегрируемый случай. 

Неголономные связи указанного типа возникают, например, при 

стыковке космических кораблей, выходе космонавта в открытый кос­

мос. Разумеется, о таком примеН9НИИ своих идей СУСЛОВ и ВОРОНЕЦ 

не могли подозревать. Тем более следует подчеркнуть их удивитель­

ную интуицию, свойственную выдаЮЩИМСR ученым. Вообще следует за­

метить, что на рубеже XIX и ХХ ст.СТ. особое значение для науч-

Рис. 1. - ГАВРИЛ КОНСТАНТИНОВИЧ СУСЛОВ 
(1В57-19З5) 
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ного И технического прогресса динамики неголономных систем - но­

вой области аналитической механики, которая в то время находи­

лась лишь в начальном периоде своего развития, - понимали лишь 

считанные передовые ученые, в числе которых находились СУСЛОВ, 

ВОРОНЕЦ и БИЛИМОВИЧ. Большое значение для неголономной механики 

имеет высказанная СУСЛОВыМ мысль о том, что первые интегралы ди­

намических уравнений МОЖАО рассматривать как урав~ение связей 

движущейся материальной системы. Вот что пишет СУСЛОВ по этому 

ПОВОДУ: "Примером линейной дифференциа~ьной связи может служить 

связь, выражаемая уравнением 

n . 
L m (х у -у х ) - D = О, 

\1=1 \1 \1 \1 \1 \1 

7 

где D - некоторая постоянная. Эта связь, очевидно, требует, что­

бы сумма кинетических моментов частиц системы относительно оси 

Oz оетавалась постоянной". Эта идея СУСЛОВА сыграла в дальнейшем 

значительную роль в исследованиях ВОРОНЦА. 

2. НАУЧНОЕ НАСЛЕДИЕ П.В.ВОРОНЦА ПО 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ 

Воспитанник Киевского университета, ученик профессора СУСЛОВА 

ПЕТР ВАСИЛЬЕВИЧ ВОРОНЕц2уже в студенческие годы проявил серье­

зные способности к научной работе. После окончания математичес­

кого отделения университета, он был оставлен при кафедре теоре­

тической механики дл~ подготовки к ПРОфессорской деятельности. 

В 1898 г, появилась его первая публикация ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕ­

ДОВАНИЕ ЭйЛЕРОВА СЛУЧАЯ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА ОКОЛО НЕПОДВИ~IОй 

ТОЧКИ. Эта монограФия обратила на себя внимание научных кругов, 

она цитируется в ЭНЦИКЛОПЕДИИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК и до настояще-

го времени не потеряла своего значения в качестве источника ин­

формации в области механики абсолютно твердого тела. ВОРОНЕЦ во­

спринял научные интересы своего учителя. Ему принадлежат выдаю-

2 Литература о П.В.Воронце: Б.Н.ФраДлин, ПЕТР ВАСИЛЬЕВИЧ BGPOHEL 
- ОДИН из ОСНОВОПОЛОЖНИКО\ НЕГОЛОНОМНОй МЕХАНИКИ, Тру"ды Инсти­
тута истории ест. и мех. АНСССР, 43 (1961), 422-469; А.Т.Гри­
горьян: ОЧЕРКИ ИСТОРИИ МЕХАНИКИ В РОССИИ, Москва 1961. 
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щиеся исследования по динамике неголономных систем, динамика твер­

дого тела, в области преобразования и интегрирования динамических 

уравнени~, в решениии проблемы n тел. Полученные им результаты во­

шли в золото~ фонд науки. После успешно~ защиты магистерско~ (1903) 

и ДOKTOPCKO~ (1906) дисертаци~ П.В. ВОРОНЕЦ всю свою жизнь зани­

мался педагогическо~ деятельностью, состоя профессором меха~ики в 

Киевском (1906-1920) и Симферопольском (1921-1q2В) университетах. 

В области неголономно~ механики ВОРОНЕЦ н~чал роботать под вли­

янием СУСЛОВА и ЧАПЛыГИНА. Вместе с плеядо~ других аыдающихся уче­

ных - ПУАНКАРЕ (1901), БОЛЬЦМАНОМ (1903) и ГАМЕЛЕ['] (1904) - он ока' 

зался в орбите блестяще~ работы ЧАПЛыГИНА 1В97 г., которая послу­

жила началом бурного развития исследовани~ по аналитическо~ меха­

нике неголономных систем на рубеже ХIХ и ХХ ст.ст. Чрезв~чайно со­

держаТGльные работ'ы итальянских механиков' ВОЛЬТЕР~А (1В9В) и МАДЖИ 

(1901) по неголономной динамике долго оставались незамеченными, 

пока на них не обратил внимание ГАМЕЛЬ (1909). На эти работы ВОРО­

НЕЦ ссылается впервые лишь в 1911 г. 

В отличие ~T ЧАПЛыГИНА, исследования которого ограничены рядом 

упрощающих продположений, ВОРОНЕЦ рассматривает динамические урав­

нения и вариационные пронципы неголономно~ механики в наиболее ~б­

ще~ постановке. При этом он СОПРОВОЖДает свои теоретические работы 

решением огромного количества эадач о качении твердых.т~л. Эти за­

дачи в перво~ четверти 11 ст. были еди~ственно~ прантической иллю­

страцие~ неголономных систем. 

8 свете известного теперь широкого применения динамики систем 

с лине~ными неголономными связями в физике, геометрии и технике 

исследования ВОРОНЦА по неголономно~ механике, одним иэ основопо­

ложников KOTOPO~ он является, приобретают особое значение, а его 

примеры выглядят как удивительное предвидение будущих научно-тех­

нических приложени~. 

ВОРОНЕЦ рассматривает лине~ные неголономные связи 

(1 ) 

которые использует уже на первом этапе своих рассуждени~ для иск­

лючения зависимых CKopOCTe~ QN+V из выражениЙ кинетическо~ энергии 

и обобщеНi1ИЫХ импульсов 
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Исходя далее ~~ динамических урзвнени~ 

(2) 

автор получает систе~у дифференциальных уравнени~ движения него­

лономно~ системы в голономных координатах (уравнения ВОРОНЦА) 

(3) d эв эв = Q + 6 о 
at Эqj -о э qj j J 

где 

До aVj(QN+V 
эв ) V • V + + ev(Ajiqi + Aj ) , 

J ЭqN+V 

V Эа о ~ ЭаVi эаv.t ~ Aji Эqi 
+ a~i ЭqN+~ эqj - a~j -----, 

qN+~ 

A~ 
Эаvj 

+ ~ 
Эаv Эаv 

а - Эqj - a~j ЭqN+~ J эt ~ ЭqN+~ 

Здесь в дальне~шем 

Л,~,V=l, ••• ,k; i,j=l, ••• ,~'; w,r,p=l, ••• ,n; u,w,e:=l, ••• ,s; 

N < s < n = N+k; K=l, ••• ,s-N; y=l, ••• ,n-.; 

v=N+l, ••• ,s; a=N+l, .••• ,n. 

В случае цикличности координат qN+l задача об определении ла­

гранжевых координат системы в функции времени распадается на две 

автономные задачи: задачу об определении нециклических координат 

из системы (3), в KOTOPO~ следует положить 

эв 

ЭqN+v 

v Эаvj ЭаVi Эаvj Эаv 
О, AJo i = Эqо - Э-qо ' AJo = эt - -э-- , 

~ J qj 

и задачу об определении циклических координат из уравнений (1) в 

квадратурах. Если, к тому же, связи стационарны и силы консерва­

тивны, то уравнения ВОРОНЦА превращаятся в уранвения ЧАПЛыГИНА. 

Наконец, в случае голономных связе~ A~o = О, 
J~ 

оQычные .уравнения ЛАГРАНЖА второго рода. 

v A j = О, и мы получим 
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Указанный метод составления уравнений (3) требует вычисления 

" " величин A ji , A j , что может оказаться громоздким при решении кон-

кретных задач. Позтому автор продлагает другой метод получения 

уравнений движения, построенный на использовании установленного 

им обобщенного пр~нц.ипа Г АМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАДСКОГО дЛЯ неголоном­

ных систем (принцип ФОССА-ВОРОНЦА-СУСЛОВА). Умножая обе части. об-

щего уравнения динамики 

на dt, интегрируя в пределах (t
1
,t2 ) и рассматривая лишь. возмож­

ные перемещения, которые ануnируются для граничных моментов вре­

мени, получим принцип ВОРОНЦА в виде 

t 2 

J - f (БТ+ОrБqr+в"Оt-н)dt = О, °r 

откуда 

t 2 

t 2 
эв I d эв эв 

О, J - -бq. + (О .+/:: •. - dt -.- + Эq.) бqjdt 
эq. J t 1 

J J Эq. J 
J t 1 J 

и мы снова приходим к уравнениям ВОРОНЦА (3). 

ВОРОНЦУ принадлежат также дифференциальные уравнения движения. 

неголономной системы в неголономных координатах. Обозначая неголо 

номные координаты и скорости через ~ы' Ры ' он записывает уравне­

ния (1) неголономных связей. 8 виде 

(4) 

при наличии зависимостей 

О. 

Если с помощью (4) выразить кинетическую знергию через квазиско­

рости 



получим 

(5) 

и, следовательно, 
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d эе 
dt эр 

w 

эе 

ЭРW 
эт 
--а • rw 
Эqr 

а J!.!!'- + а эт 
rwdt э· rw,,· 

qr oqr 

На основании уравнений (2) , в которых 

эе 
Эqr -

с учетом (4), можно наПl-1сать 

(6) 
d эе 

,arw(Qr +~) + 
эт (арш 

Эqр 
iГtap Эqr Эqр 

- аrWЭО-) 
·r w 

При условии tJ. - 11 ае;ш 11 i' 

откуда 

Р) 

О, принимая 

эе 
ЭРW -

во внимание 

+ л к 8 кUI 

(5) , имеем 

1 эtJ. 
t; ra-. е;ш 

11 

Из (6) и (7) получаем искомые дифференциальные уравнения дви­

жения неголономной системы в квазикоординатах с множителями свя­

зей 

(8) 
Э6 

arw(Qr + ~) + ~K + е 
L + л в 

эр Эqr ЭРе; е;ы у уш к кШ 
w 

е у (t,qj iPe;) 
эт Ьие; (аиш -

Эqu 
6у -.--, К а --), 

Эqs+у 
е;ш рwЭq 

~) 

где 

Lyw а - арш 
Эqs+у 

- О К 
s+y,w Эq;р s+y,u иш' 
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причем К L на основании (4) 'можно рассматривать как линейные 
е:ы' уы ' 

функции от Ре: с коэффициентами, эависящими от t,qp' 

Если иэ (В) исключить множители l к и присоединить уравнения' 

свяэей (4), то получим систему n+5 дифференциальных уравнений пе­

рвого порядка для определения qp'pp' Общее решение этой системы 

имеет 2n-k проиэвольных постоянных. Пр'и 5=1'1 l к=О, и мы получим 

дифференциальные уравнения неголономной системы в кваЭИRоордина­

тах без лагранжевых множителей, В случае консервативной системы 

эти уравнения име'ют интеграл энергии 

(9) е U + h. 

При отсутствии неголономных связей Lyw=O , Если к тому же ПОЛQЖИТЬ 

Pw=Qw
' 

Т,е, рассматривать обычные голономные координаты, уравне­

ния ВОРОНЦА сведутся к уравнениям ЛАГРАНЖА второго рода. 

ВОРОНЕЦ устанавливает обобщенный на неголономные системы при-' 

нцип ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАДСКОГО в кваэикоординатах (принцип ВОРОН­

ЦА), Исходя иэ установленного им paHe~ обобщенного на неголоном- ' 

ные системы принципа в голономных координатах и замечая, что 0i=O' 

найдеГ1 

(10) о , 

На основании (4) после ряда вычислений автор получает формулы 

которые приводят к равенству 

t 2 

f [~oq. Эq. J 
t J 

1 

- ~ ~011 + ~e (К 011 -Ь с1 )Jdt, 
dt ЭРе: е: аРе: е:ы w Ve: v 

На основании указанных соотношений формула (10) преобразуется 

з искомый принцип 
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(11) (эв к + в L 
ЭРе: ые: у уе: 

d эв 
dt эр)cSПе: + 

е: 

13 

Отсюда можно непосредственно· получить динамические уравнеНИА дви­

жеНИА неголономной системы в квазикоординатах. 

Автор показывает, что принцип (11) можно записать в упрощен­

ной форме 

(12) 

или 

(l З) 

t 2 

t 2 

J (бв + Qr6qr + eyGs+y)dt 
t 1 

О, 

f [56 + Qroqr + 6 у О (qs+y - cxs+y,e:Pe: - cxs+y)]J.t 
t

1 

о , 

если при вычислении билинейных ковариантов G считать что s+y , 

т.е. пользоваТЬСА перестановочными соотношениями sv = О. 
Форма (13) принципа ВОРОНЦА оказывается наиболее зффективной 

при решении конкретных задач. В случае, когда кинетическаА энер­

гия системы в условиях дaHHO~ задачи представляется как Функция 

времени, координат и линейной формы скоростей, принцип ВОРОНЦА 

принимает вид 

(14 ) о , 

где 

ЭТ --.--
ЭР s+у 

Значительная часть работ ВОРОНЦА ПОСВАщена исследоваНИАМ по 

динамике твердого тела и в особенности решению задач о чистом 

качении тВердых тел. Некоторые из TaK~X задач были уже решены в 
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XIX ст. При этом авторы, вообще, польэовались основными теорема­

ми динамики. Однако на рубеже XIX и xf СТ.ст. при решении эадач 

о качении твердого тела без скольжения по поверхности (плоскости) 

некоторыми, даже выдающимися, учеными была допущена существенная 

ошибка, которая заключалась в применении к решению подобных з~дач 

неголономнога характера формализма уравнений ЛАГРАНЖА второго ро­

да без корректирующих членов. Это обстоятельство и вызвало инте­

рес ВОРОНЦА к применению полученных им обобщенных уравнений к ис­

следованию задач, относящихся к чистому качению твердых тел. Он 

установил при этом ряд интегрируемых случаев, которые в дальней­

шем были расширены другими учеными (ЧАПЛыГИН, МУШТАРИ и др.). 

Благодаря COBpeM~HHOMY высокому уровню науки и техники, бурному 

развитию машинной математики, автоматического регулирования и уп­

равления, кибернетики, можно указать много новых задач неголоном­

ной механики, но при этом не следует забывать, что первыми таки­

ми задачами были задачи, решению которых 'мы в значительной мере 

об,lзаны ВОРОНЦУ и ЧАПЛыГИНУ. 

8 1906 г. BOPOH~Ц указал общее преобраэование дифференциаль­

ных уравнений ЛАГРАНЖА второго рода 

(15 ) 
d ЭТ 

dt -.­
Эqr 

ЭТ 

эqr 

с помощью линейных интегралов движения (1). Рассматривая эти ин­

тегралы как неголономные свяэи заданной механической системы, мо­

жно записать дифференциальные уравнения ее движения в форме .(3). 

Таким образом уравнения неголономной механики можно интерпретиро­

вать как преобразованные с помощью СООТНОШGНИЙ (1) динамические 

уравнения голономной механики. Эта весьма интересная идея ВОРОН­

ЦА позволяет установить тесную связь между динамикой голономных 

и неголоно~ных систем и подойти к рассмотрению аналитической ме­

ханики с единой точки зрения. 

Автор указывает, что применение данного преобразования часто 

встречается в следующих трех частных случаях 

АО q!H\I = a\l' 6\1 6\1 (t,qa) , 

вО ЭТ 
эqN+\I -QN+\I' 
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r:0 
!1V =' Р vj (t ,qi'Qi' Рл ) бqj + RV)J (t ,qi ,qi' Рл ) б П)J ; 

т = Аwб(t,qi}РwРр ; Qj = Qj(t,qi}; QN+vОПv = О, 

(тут Pw - одна из вели'lИН qj'Pv ). 

8 СЛУ'lае АО уравнения (15) принимают вид 

d эв 
dt -.- = Qj' 

Эqj 
в 

В СЛУ'lае вО уравнения (15) допускают интергалы 

const. 

Преобразованные уравнения имеют предыдущи~ вид, ПРИ'lем 

Наконец, в СЛУ'lае СО уравнения движения (3 ) 

имеют '1астные интегралы 

эт 
эрv = О, 

лине~ные относительно qj и p v ' Если с их помощью из уравнений 

движения ИСКЛЮ'lить P
v

' то полу'lим уравнения вид~ 

d
d
t 
~ - ээ в = О·, в = e(t,qi,Qi}' 

• qJ. J • ~ 
Эqj 

О'lевидно~ известное преобразование Рауса является '1аетным слу· 

'1аем преобразования ВОРОНЦА. 

ВОРОНЕЦ указывает оригинальны~ метод интегрирования уравнений 

ЛАГРАНЖА второго рода 

(16 ) 
d ЭL эL 

dt -.- - эqJ. 
Эqj 

О, 
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с помощью известных первых интегралов 

(17 ) const. 

Псть эти интергралы, а также уравнения 

можно соответственно предтвавить в виде 

(18 ) 

(19) 

(эдесь и далее а", 13 k+l,k+2, ••• ,N),при~ем известные интегралы бу-

дем сч~тать, чтQ с помощью (19) они приведены к каноническим перв­

менным находятся в инволюции, Т.е. 

* Р\) (t,q. ,р.) 
. .~ ... 

Исключая иэ (17) обобщ~нн~е скорости на основании 600тношени~ 

ЭW ЭL 
-- = р. '" -- , 
Э9)' ) эа . 

. ") 

получим k дифференциальных уравнени~, которые вместе с уравнени­

ем Г .дМИЛЬ Т ОН А - ЯКОБИ - ОСТ РLЛ" А/\СКОГС 

(20) . 
ЭW Эw 
Эt + Н<t,gi'Эq.) 

, ~ 

образуют сисtему k+l уравнени~ в частных производных с N+l неэа­

висимыми переменными t,q .• в СОQТ~СТСТВИИ с методом ЛИ интегриро-
. J 

вание TaKO~ системы уравнени~ ЗКБивалnнтно интегрированию одного 

уравнения в частных производных с N-k+lнв~ависимыми переменным~ 

или системы N-k уравнени~ ЛАГРАНЖА второго рода. При данном пре-

об[1азовании новый лагранживн будет имQть вид 

(21) 
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где новые переменные Оа'Оа 'Wv связ~ны со ствЬыми Q1,Q1 соотно­

шениям.., 

(22) 

Тут скобки означают, что производная по Qa берется с уче.ом соот-

Рис. 2. - Петр Василевич Воронец 

11'j71-1923 

ношений (18). ,При зтом последнее из рааенств (22) соответствует 

соотношению 

* 
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Сущность метода интегрирования ВОРОНЦА соqтоит в теореме, которая 

дает возможность записать преобразованную систему уравнений ЛАГРА~ 

ЖА второго рода и определить все интегралы первоначальной системы 

(16). Эту теорему можно сформулировать так: . . 
Определим из (18) и (22) старые переменные Qv,qa,qv,qa через 

HOB~e Qa,6a'~v,av' п6 фОрмуле (21) вычислим новый кинетический 
потенциал, составим в новых переменных уравнения (16), которые бу­

дут иметь вид 

(23) 
* ЭL 

ЭQа 
О, 

решим (если зто возможно) эту систему, полагая 

• дОа 
Wv = const, Оа = ёf1r' 

Т.е. найдем все первые интегралы зтой системы 

(24) 

Предположим, что интегралы (24) находятся в инволюции и разреша­

ются относительно обобщенных скоростей 

Если преобраэовать интегралы (24) к старым переменными q.,q. с 
J J 

помощью соотношений (18) и (22) и присоединить к ним интегралы 

(17), то получим полную сист.ему находящихся в инволюции первых 

интегралов уравнений (16), с помощью которых решение динамической 

задачи сводится к квадратурам. ВОРОНЕЦ дает непосредственное до­

казательство этой теоремы. Для зтого, в соответствии с теорией 

ЯКОБИ-ЛИУВИЛЛЯ, он доказывает, что дифференциальное выражение 

r ЭL • r ЭL 
(L -l ~i)dt + l ~qi' 

i эqi i' Эqi 

является полным дифференциалом некоторой функции M(t,Qi,aV,aa)' 

если с помощью интегралов (17) н (24) преобразованных на основа­

нии соотношений (18) и (22) к старым переменным qi,Qi' исключить 

обобщенные скорости Qi' 
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ВОРОНЦУ та~же принадлежит HOBЫ~ метод интегрирования уравнения 

(25) 

в частны~ производных первого порядка (уравнения ГАМИЛЫОНА-ЯКОБИ­

ОСТРОГРАДСНОГО) • 

Предположим, что Ha~дeHЫ уравнения 

которые можно разрешить относительно Pi 

(26) 

где av произволь~ые постоянные, причем функции F v составляют сис­

тему, находящуюся в ИНВОЛЮЦИИ, а также находятся в инволюции с 

функцие~ Н, т.е. 

ЭФ~ Эфv ЭФ~ ЭФV 
~(--- --- - --- ---), 
l Эq ~P ЭРа Эqа 
а а а 

.lli- + l ЭН ЭФV ЭФV ЭН ЭФV ЭН ЭФV 
(27) 

ЭР~ Эq~ эt + l (--- эр- Эq ), Эqv 
~ а Эqа ЭРа а а 

ЭН . Эфv L(ЭН ЭФV ЭН ЭФV 
rq-=эг+ а Эqа ЭРа - ЭР эq), 

v а а 

где Н означает функцию Н, в KOTOPO~ переменные Pi определены из 

соотношени~ (26) 

Имеет место следующая теорема: 

Полны~ интеграл W(t,qi,a i ) + a N+1 уравнения (25) МОжно пред­

ставить в виде 

(28) 

где функция ~ есть полны~ интеграл уравнения в частных производ­

ных 



20 А. Т. ГРШОРЫII - Б. Н. Фрaдnин 

(29) 

в котором число переменных меньше k(t,qa - аргументы, ~v - пара­

метры) и фУНКЦИR w(qv) наХОДИТСR, после интегрироваНИR уравнеНИR 

(29), с помощью KBaдpaTY~Ы (теорема ВОРОНЦА). 

Доказательство этой теоремы основано на теории ЯНОБИ-ЛИУВИЛЛЯ," 

согласно которой интегрирование уравнеНИR (25) эквивалентно опре­

делению таких функций Pi (t,Qj,a j ), что 

причем фУНКЦИR W+aN+
1 

RВЛRеТСR полным интегралом ураене"НИR (25). 

В силу (26) этому условию можно придать такой вид 

(30) 

Определим теперь функции P i так, чтобы выражение 

было полным дифференциалом некоторой функции 

если рассматривать qv как параметры 

Hdt + Ipadqa = dQ(t,qv,Qa,av,aa)' Qv = const. 
а 

ДЛR этого, согласно" теории ЯНОБИ-ЛИУВИЛЛЯ, достаточно проинтегри­

роеать уравнение (29) при выше указанных УСЛОВИRХ. Если полным 

интегралом этого уравнеНИR RВЛRется функция Q, то искомые Функци~ 

Ра можно будет определить по формулам 

(31 ) 

Предположим, что уравнение (29) решено, Т.е. что найдена функ­

ция Q. Если от (ЗО) отнять соотношение 
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dll 

и принять во внимание равенства (29) и (31), получим 

(32) I:'(Ф,,_ Э!'2 )dq 
l Эq " 
" " 

d(W - 11). 

Далее автор доказывает~ что коеффициенты при дифференциалах 

в соотношении (32) на основании (31) будут функциями лишь переме-

нных q" И произвольных постоянных, Т.е. 

(33) 

Для того, чтобы в зтом убедиться, подставим в уравнение (29) его 

полный интеграл и продифференцируем полученное таким путем тожде­

ство по параметру q" с учетом (31). Получим 

Принимая далее во внимание канонические уравнения, соответствую­

щие уравнению (29) в частных производных 

(34 ) 
ЭН • 
эq- , Ча 

а 

ЭН 
- ЭРа 

(q" = const) I 

полученное соотношение может быть представлено в виде 

(35) 
ЭН 

Эq" 
const) • 

с другой стороны, соотношение (27), на основании (33), дает 

(3б) 
ЭН 
Эq (q" = const) • 

Из уравнений (35) и (36) и вытекает высказанное утверждение: 

(37 ) 

Рассмотрим теперь условия интегрируемости функций f,,(q~). 

Величини 
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Aj.lV = зqЭ (ФV - ~) - зqЭ (Фj.I" - ~qO ), 
j.I Зqv V j.I 

в силу (31), можно переписать в виде 

ЭФ v l ЭФ v э 2n эф ЭФj.I э2n 
Aj.JV = (-э-q + эqаэqj.J) (эqj.J + l эр Эq Эq ), j.J а ЭРа 

" а а а " 

или, учитывая (37) , 

ЭФv 
~ 

ЗФ" ЭФ)J ЭФ)J 
l 

ЭФ)J ЭФ" 
А = (эq + ЭРа эqа) (rq- + ар- -эq>, )J" )J а V а а а 

а так как функции Ф находятся в инволюции, то А = О. Таким об-
" )JV 

разом, для функц~й f v выполняются условия интегрируемости. 

После определения функции UJ из равенства (33) с помощью ква­

дратур мы сможем, путем сравнения с соотношением (32), написать 

основную формулу (28). 

Сравнивая метод ВОРОНЦА с известным методом С.ЛИ, можно за­

метить, во-первых, что метод ВОРОНЦА не связан с необходимостью 

пользоваться ПОДСТаНОВКОЙ RКОБИ-МАЙЕРА 

И, во-вторых, что уравнение (29) проще, по сравнению с уравнени­

ем С.ЛИ 

С другой стороны, интегрирование уравнения С.ЛИ позволяет сразу 

получить искомую функцию W, а интегрирование уравнения ВОРОНЦА 

(29) дает лишь функцию 12, и, следовательно, для определения ис­

комой функции W нужно еще определить функцию ы. Но, очевидно, 

определение Функции w не связано с трудностями, Т.К. она находит­

ся с помощью квадратур. 

ВОРОНЕЦ внес значительный вклад в решение проблемы n тел. 

Эти исследования представляют собой содержание его докторской 

дисертации и основаны на применении ~eToдa преобразования соот­

ветствующих Динамических уравнений с помощью линейных относитель­

но скоростей интегралов (преобразование ВОРОНЦА), который оказы-
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вается наиболее Эффективным в рассмотренных им трех частных слу­

чаях АО.вО,сО(см.выше). Этот метод дает возможность автору полу­

чить важные результаты в области интегрирования дифференциальных 

уравнений проблем n тел, а именно. осуществить редукцию общей си­

стемы соответствующих дифференциальных уравнений движения к сис­

теме уравне~ий в Формах ЯКОБИ, РАДО и ЛАГРАНЖА для проблемы трех 

тел. Применяя динамические уравнения задачи трех тел в частном 

случае, когда массы двух из них равны (симметрическое движение), 

автор нашел два частных интеграла ЭТИХ уравнений, которые позво­

ляют свести решение задачи к интегрированию системы двух дифферен­

циальных уравнений первого порядка и квадратурам. Если при этом 

силовая функция имеет порядок (-1) относительно существующих в 

данном случае циклических координат, то задача решается в квадра­

турах. ВОРОНЕЦ покаЗаЛ, что установленое им преобразование может 

быть Эффективно использовано и при решении проблемы n тел (n>З). 

Исследуя проблему четырех тел, автор свел ее решение к интегриро­

ванию системы двенадцати дифференциальных уравнений первого пор­

ядка и квадратурам. Он подробно исследовал ряд частных случаев 

этой проблемы. а также два частных случая проблемы n тел. Иссле­

дования ВОРОНЦА по небесной механике имели непосредственное вли­

яние на дальнейшие исследования и этой области его учеников А.Д. 

БИЛИМОВИЧА и Ю.Д.СОКОЛОВА. 

3. РАЗВИТИЕ НАУЧНОГО НАСЛЕДИЯ 
ШКОЛЫ СУСЛОВА В ИССЛЕДОВАНИЯХ 
А. Д. БИЛИМОВИЧА 

Ученик СУСЛОВА и ВОРОНЦА, АНТОН ДМИТРИЧ БИЛИМОВИЧ внес боль­

шой вклад в развитие аналитической механики 3 • В 1903 г. он окон­
чил физикоматематический факультет Киевского университета и был 

оставлен при кафедре теоретической механики в должности ассистен­

та. После защиты магистерской диссертации (1907) он получил зва­

ние приват-доцента. В 1915 г. он защитил докторскую диссертацию 

и был, назначен профессором теоретической механики (а затем рек-

з О А.Д.Билимовиче см.: Спомвница посве"ена првминулом 3К9де~ику 

АнтонУ fiИЛИМQВИ"У, С"НУ, CI)XLVI, 52 (1971), стр. 50: 
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. 4 
тором) Новороссийского (Одесского) укиверситета • В 1920 г. он 

эмигрировал в Югославию, где работал до конца жизни профессором 

теоретической механики в Белградском университете. В 1925 г. ~H 

избирается членом-корреспондентом, а в 1936 г. - действительным 

членом Сербской Академии наук и искусств в Белграде. От своих вы­

даЮЩИХСА учит~лей СУСЛОВА и ВОРОНЦА он органически воспринял тра­

диции и научные интересы представляемой ими школы, посвятив свою 

научную деятельност исследованиям в области неголономной механи­

ки, механики твердого тела и небесной механики. За свою полуве­

ковую двятельность в Югославии БИЛИМОВИЧ воспитал ряд талантливых 

молодых ученых, оказав на их научные интересы значительное влия­

ние. Ему принадлежит более двухсот н~учных работ, в том числе не­

сколько учебников по теоретической механике и высшей математике, 

которые сыгр~ли большую роль в подготовке моrtодых специалистов. 

Рассмотрим прежде всего результаты, полученнье БИЛИМОВИЧЕМ 

в области динамики неголономных систем. 

Как известно, ВОРОНЕЦ предложил вариант записи дифференциаль­

ных уравнений движения механической сис;емы с неголономными свя­

зями 

(1 ) О, 

в форме 

(2) 
d эв эв 
dt -- - Эq1.. 

Эqi 

где 

(i,j=1,2, ••• ,n; r,~=1,2, ••. ,k~ s=1,2, ••• ,n+k). 

4 А.Билимович: А.М.ЛRПУНОВ В ОДЕССЕ, РиЫ. Inst. math. Acad. 
Serbe Sci., Belgr., 9 (1956), 1~7. 



Иа:лед. А. Д. БилlIМОВича 2S 

Предположим, что приложенные к системе силы консервативны 

= Эu Эqs 

и что силовая ФУНКЦИЯ и кинетическая энергия системы явно не за­

висят от времени 

u 

а также допустим, что ar~O. В зтом случае дифференциальные урав­

нения дв~жения допускают интеграл энергии 

т = U + h. 

Действительно, запишем уравения (1) \<1 (2) соответственно в виде 

ЭТ Q + л (2 k) Эqs ~ s rQrs W=l, , ••• ,n+ • 

Предполагая, что кинетическая знергия является квадратичной од­

нородной Функцией лагранжевых скоростей, получим соотношение 

в СИЛУ которого из этих уравнений следует теорема об изменении 

к~нетической знергии в форме 

что, в свою очередь, обусловливает наличие интеграла энергии. 

БИЛИМОВИЧ показал, что с помощью интеграла энергии можно из 

уравнений (2) исключить время и, таким образом, понизить порядок 

этой системы на единицу. Для упрощения дальнейших записей автор 

предполагает,' что коэффициенты ari явно не зависят от времени и 

скорости qn+r и кинетическая энергия е являются однородными 

функциями от скоростей Чi соответственно первого и второго пор-
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ядков. Преобразованная система уравнений имеет вид 

d ЭG 1 ЭG [G ЭU ЭU 
dql ЭКо. + А ЭКо. U+h (эqi + a r1 эqn+r) + (ЭG + а 

"Гql rl 
ЭG ) 

Зqn+r -
....!::.+ t! ] - (l9.... + а ~) G (ЭU + а ЭU ) - м О, dql Эqо. ro. Эqn+r - U+h Эqо. ro. Эqn+r о. 

где . 
qo. 

е 
·2 ЭG . , q1G(qs,Ko.)' А = 2G Ко. -Э- , 

ql qo. 

[da i Эа~l Эа ~ аа 1 Эа ~ ] 
(b~~K~ + b~l) --~- - (aqi + K~ эq~ ) - аri(эq~+r + K~ ~ ) 

dql Эqn+r 
м 

(о.,В=2,3, ••• ,n). 

Пр~ этом время определяется с помощью квадратуры 

Если силовая функция и коэффициенты при лагранжевых скоростях 

в выражении кинетической знергии являюtся рациональными функциями 

координат, то полученные БИЛИМОВИЧЕМ уравнения не содержат ирра­

циоНальностеЙ. В случае голономной системы зти уравнения принима­

ют вид уравнений ЯКОБИ. 

Во многих вопросах исследования динамических уравнений и их 

решений более удобно оперировать с уравнениями в разрешенной фор­

ме относительно старших производных от неизвестных функций по 

времени. БИЛИМОВИЧ показал, что дифференциальные уравнения движе­

ния неголономных систем ВОР.ОНЦА (2) можно представить в раскрытом 

виде 

где Д = 11 Bijll, д ij : соответствующий минор определителя д, а 

H
j 

- некоторые определенные дифференциальные операторы. 

Вводя новые переменные 



и функцию 

Иa:nед. А. Д. БиnllМОВИча 

н 

Рис. З. - Антон Дмитрич Билимович 

(1В79-1970) 

27 

автор'преобразует уравнеНИR ВОРОНЦА (2) к системе уравнени~ пер­

вого ПОРRдка 

(3) ( _ЭН -а' ... --Ш-+5 ) .ш... (с +с') 1 ~ ~ i'~' "iPi " : , oQi ll~oQn+ll аР! ~~ ~ 

где 

а 

суть уравнеНИR СВRзе~ (1). выраженные в новых переменных. 
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В канонической форме укаэанные уравнения имеют вид 

где 

и новые переменные свяэан~ соотношением 

БИЛИМОВИЧ покаэал, ~TO необходимые и достаточные условия дnя су­

ществования канонического преобраэования уравнений 

соответствующих пфаффиану 

где 

(e:,cS=1,2, ••• ,2m+l; p,;\=1,2, ••• ,т), 

имеют виД 

(4) о. 

* Здесь Ф - реэультат выражения Функции Ф ~ереэ переменные Хб • 

В случае существования интеграла энергии динамические уравнен­

ИА (3) ПРИВОДАТСА к системе 

(5) 

где 
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cr .• 
~] 

Условия (4) существования канонического преобразования уравнений 

(5) имеют вид 

(6) ;цк*,т) _ [N,t] +!!L{cHK*'T) г. J} 
u. э Э( ) - L а, q~ + 

э (a,t) - Pi a,qi ~ 

* { э(к ,т) Г. J} 
Э(а'Рi) - La,Pi = О. 

Здесь 

* э (к, Т) 

Э(а,а) 
* ЭК Эт 

За эв 
* ЭК Эт [ ЭiГ Эа' а,а] 

означают соответс:венно скобки ПУАССОНА и ЛАГРАНЖА, Pi,Qi,T - но-

вые переменные, К - результат выражения фун~ции К в новых пере-

менных, а,а - одна из старых пере~енных q.,Pi,t. 
- ~ 

Условия (6) значительно упрощаются, если координаты при крно-

ническом преобразовании динамических уравнений неголономной сис­

темы остаются неизменными. Единственным реализованным до сих пор 

примерам такого преобразования является преобразование ЧАПЛыГИНА, 

относящееся к его теории приводящего множителя для системы с дву­

мя степенями свободы. Очевидно, что при наличии канонического пре­

образования дифференциальных уравнений движения неголономных си­

стем интегрирование зтих уравнений сводится к интегрированию урав" 

нения ГАМИЛЫОНА-ЯКОБИ-ОСТРОГРАДСКОГО в частных производных пер­

вого порядка. 

Большая работа БилимовичА посвящена ИСGледованию траекторий 

неголономных систем. Как известно, интегрирование дифференциаль­

ных уравнений движения материальной системы сопряжено с большими 

затруднениями даже 8 простейших случаях. И здесь существенное 

значение имеет порядок системы дифференциальных уравнений: вооб­

ще," чем меньший порядок имеет система, тем легче ее исследовать. 

В этом плане представляет интерес рассмотрение системы дифферен­

циальных уравнений, определяющих траектории движейся системы, по­

скольку для весьма обширного "класса движенин порядок этой системы 

на единицу ниже порядка системы дифференциальных уравнений, опре-
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деляющих движение. БИЛИМОВИЧУ принадлежит глубокое исследование 

характера дифференциальных уравнений траекторий неголономных сис­

тем5 

Если уравнения (1) и (2) не эавитят явно от времени, то из 

зтих уравнений можно исключить одну координату (например, ql) и 

мы получим таким образом систему дифференциальных уравнений (2n+ 

+k-l)-ro ПОРАдка кривой траектории 6 , котораА в общем случае будет 
состоять из n-2 уравнений второго порядка, одного уравнения треть· 

его ~орядка и k уравнений первого порядка с искомыми функциями 

неизвисимо переменнаго ql 

где 

p(a)q"a = 
з з 

= 

(а) Па 
O, ••• ,Pn qn 

(а=1,2,З; р=2,З, ••• ,n; е=2,з, ••• ,n+k). 

О, 

Если ar=O, Т.е. когда неголономные связи (1) однородны, дина­

мические уравнения ВОРОНЦА (2) можно представить в форме 

.. - к(2) + К(О) 
qi - i i' 

где K
i 

- определенные дифференциальные операторы, причем K10) 

5 Д~фференциальные уравнения траектории голономной системы были 
изучены П.ПЭНЛЕВЕ (1894). 

6 Траекторией материальной системы называется непрерывное множе-

ство .всех ее положений в рассматриваемый интервал времени (to ' 
t

1
). Этому множеству соответствует траеКТОРИА изображающей то­

чки М в многомерном рима новом пространстве, причем необходимо 
принять также во внимание кратность участков, проходимых точкой 
М неоднократно. Полной траекторий системы называется совокуп­
ность ее положений, определяемаА кинематическими уравнениями 
движения, при непрерывном изменении·t 8 интервале (_00,+00). Кри­
вой траекторией называеТСА совокупность положений движущеЙСА 
системы в действительной области измен~ния времениt без учета 
кратных участков, проходимых изображающей точкой неоднократно. 
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~e зависит от скоростеА ~j' а KI2) - квадратичная форма скоростей 
qj' В ЭТОМ случае дифференциальные уравнения кривоА траектории при­

мут вид 

Ч"+к*(2)ч,_к*(2) 2 1 2 2 
ч,,+к*(2)ч,_к*(2) 

3 1 3 3 
ч,,+к*(2)ч,_к*(2) 

n 1 n n 

-К (О) +2К (О) (ЧП+!{* (2) ч' -К* (2) ) -2К* (2) (К (О) ч' -К (О) )] 
2 '1 2 - 1 2 2 1 1 2 2 ' 

(7) 

где 

Если при однородных неголономных связях система движется по 

инерции (Ор=О), то KIO)=o и, следовательно, траектория системы в 
ЭТОМ случае определяется уравнениями 

(8) ч" + к*(2)ч, _ к*(1) 
р 1 р Р 

о, 

и преобразованными уравнениями связей (7). 

БИЛИМОВИЧ показывает, что дифференциальные уравнения кривой 

траектории неголономной системы с однородными свяэями, движущейся 

по инерции (Ор=О), являются частным решением дифференциальных урав­

нений кривой траектории этой системы при Q ~O. Однако действительь-
р 

ное движение системы по траектории при Q =0 невозможно, так как . 
при зтом должно быть ql=oo. 

В случае голономно~ системы траектории при Ор=О называются 

геодезическими траекториями (линиями). УравнеНИR геодезических ли­

ний в пространстве изображений имеют вид 

d эlG эlG 
dql Эq' - Эqr 

r 

о, 

Представляет интерес класс траекториА материально~ системы, 

кривые которых опредеЛRЮТСR дифференциальными уравнеНИRМИ (7), (8) 

и 
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Если приложенные к системе силы зависят ОТ скоростей, ТО к 

зтим уравнениям следует присоединить также уравнения 

Такого рода траектории, по аналогии с голономными ·системами (по 

терминологии ПЭНЛЕВЕ), можно назвать замечательными, так нак они 

характеризуются тем свойством, что их форма не зависит'ОТ началь­

ной знергии системы. БИЛИМОВИЧ показал, что замечательная траекто­

рия качеНИА твердого тела (ограНИченНОГО поверхностью s по непо­
движной поверхности r соответствует частному случаю, когда на по­

верхностях S и r существуют плоские ли~ии кривизны (обозначим со­

ответственно через Р и Рl плоскости зтих линий). Касательные плос­

кости к повеРХНОСТАМ S и r вдоль линий кривизны соответственно нор· 

мальные к ПЛОСКОСТАМ Р И Рl' которые Авriяются главными ПЛОСКОСТА­

ми центральных ЗЛЛИПСОИДОВ инврции каТАЩИХСЯ тел. При совпадении 

плоскостей Р и Рl главный момент приложенных к катящемуся телу сил 

относительно точки контакта с другим телом нормален к зтим плоско­

CTWM (в случае тяжелого тела плоскость Р вертикальна). В нзчальный 

момент времени плоскости Р и Рl совпадают. Начальная угловая ско­

рость катящегося тела нормальна к зтим совпадающим плоскостям. Ока· 

зывается, что при консервативных силах решение указанной задачи 

приводится к квадратурам. 

БИЛИМОВИЧ дал описание устройства нескольких неголономных ме­

ханизмов, Т.е. механизмов, осуществляющих движение механических си­

стем с неголономными СВАЗАМИ. Внешние тела, входящие вместе с дан­

ной неголономной системой в конструкцию неголономного механизма, 

могут быть как неподвижными, так и подвижными. В первом случае ма­

териальная система может находиться в равновесии в любом из ее воз­

можных положений, если приложенные к ней внешние силы уравновеши­

ваются. Во втором случае система вообще не может находиться в рав­

новесии в лю~ом из ее возможных положений. Механизмы первого рода 

называются стационарны,МИ или ПОСТОАННЫМИ, а механизмы второго ро­

да - дестационарными или переменными. Меiанизмы БИЛИМОВИЧА, о кото-
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рых здесь идет речь, АВЛАЮТСА нестационарными. 

Первы~ из сконструированных им механизмов БИЛИМОВИЧ назвал 

негалономным маАТНИКОМ. Рассмотрим сферически~ маАТНИК, осуществ­

ленны~ с помощью ТАжелого тела М, подвешенного на стержне ОМ к 

центру О карданного привеса (рис. 4). Вблизи точки О прикрепим к 

стержню ОМ два других .. стеРЖНА NAA' и NBB' таким образом, чтобы 

·плоскости ONA и ONB были взаимно ортогональны и чтобы точки А и 

В лежали в'плоскости, проведенно~ через точку О перпеНДИКУ~АРНО 

к стержню ОМ. Точки А' и В' при помощи гибких незакручиваЮЩИХСА 

валов соединим с ОСАМИ непрерывного преобраэоватеЛА CKopOCTe~. 

БИЛИМОВИЧ указал два варианта такого рода преобразователе~. Рас­

сматриваА первы~ из них, представим два вала А и В, которые могут 

перемещаТЬСА параллельна благодаРА неподвижному колесу, нас-ажен-
• 

ному на вал А. С помощью рессоры валы сконструированы таким обра-

зом, чтобы колесо с валом А всегда касалось конического колеса с 

* 

А' "'"-__ 

в' 

Рис. 4. - Механизм Билимовича (неголоном­
HЫ~ МАТНИК) 
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валом В. Силу трения между колесами предположим достаточно боль­

шой, так чтобы вращение ОАНОГО вала полностью передавалось второ­

му. Тогда угловые скорости этих валов будут обратно пропорциональ­

ны соответствующим радиусам колес. Поскольку коническое колесо с 

течением времени изменяет свое положение на валу В, то отноше~ие 

угловых скоростей валов А и В есть Н6которая функция времени 

f(t). Пусть этот прибор coeД~HeH с твердым телом, вращающимся во­

круг неподвижной точки О, посредством двух стержней, соответств­

енно прикрепленных к валам А и В так, чтобы касательные к колесам 

в точках закрепления совпадали с осями валов. Другие концы стер­

жней предполагаются закрепленными в теле в точках пересечения 

двух его главных осей инерции ОХ и ау' причем касательные к тел~ 

в точках закрепления совпадают с осями инерции. Так как стержни 

неподвижны относительно плоскости, в которой расположены две глав· 

ные оси инерции АЛ и Оу, то на тело - наложена неголономная связь 

р + qf(t) = о, 

где через р, q, r обозначены проекции мгновенной угловой скорости 

тела на его главные оси инерции, которые определяются из кинема­

тических Формул ЭйЛЕРА. ДиФФеренциальные уравнения движения тела 

могут быть представлены в виде 

d ЭТ эт 

CГt эф эф 

d эт эт 

CГt эф эф 

~~ +л [sine + f (t) соsф] , 

эu + лsinф [-cose + f (t) sinФ} , 
эф 

d эт 

iff эё 
эт 
эё 

эu 
эё 

Эти уравнения допускают интеграл энергии. 

Рассмотрим второй вариант непрерывного преобразователя ско­

ростей, предложенного БИЛИМОВИЧЕМ. Он состоит из друх конических 

колес, насаженных на параллельные оси и соединенных бесконечным 

ремнем, который может перемещаться с помощью скрепленной с ним 

лапки, скользящей по винту R (рис. 5). Скорость от одной оси к 

другой будет передаваться в отношении радиусов сечений соответ­

ствующих конических колес, с которыми в данный момент совпадает 

плоскость ремня. Очевидно, что при постоянной длине ремня, произ-
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водящие конических колес не будут прямолине~ными. 

R 

Q 

Рис. 5. - Механизм Билимовича 

Положение маятника можно определить двумя координатами: 

углом Ф между вертикалью и прямо~ ОМ И углом Ф между вертикаль­

HO~ плоскостью, проходяще~ через прямую ОМ в отклоненном полuже­

нии, и вертикально~ плоскостью отсчета. Если ось z направить вер­

тикально вниз, а за ось х принять прямую пересечения горизонталь­

HO~ плоскости и вертикально~ плоскости отсчета, то декартовы КООр 

динаты х, у, z точк~ М СВRзаны с лагранжевыми координатами маят­

ника фиф Формулам,и 

х ls inфСQSф, у ls inфs inф, z 1С,QSф, 

где ~ - приведенная длина маятника ОМ. Компоненты MГH08eHHO~ уг­

n080~ скорости маятника на оси ОМ' и ОВВ', неизменно с ним СВА--
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занные, при условии, что стержень АА' в горизонтальном положении 

совмещен с осью х, соответственно равны - ФSinФ ~ ~; Отношение 
этих компонентов, устанавливаемое непрерывным преобразователем, 

обозначим через n. При вращении винта R величина n буде~ некото­

рой функцией времени f(t), и мы получим соотношение 

фsinф - if(t) о, 

представляющее уравнение неголономной связи, наложенной на маят­

ник. Дифференциальные уравнения движения маятника представлятся 

в виде 

rn12ф - М12ф2sinФСОSФ = rng1Эinф - лf(t), 

rn12Фsin2ф + 2rn12ФФsinФсоsф = Лsinф, 

где л - множитель неголономной свяэи. При любом законе вращения 

винта R эти уравнения имеют интеграл энергии 

На основании уравнения неголономной свяэи и интеграл~ энергии 

функции ф(t) и ф(t) могут быть определены в квадратурах. 

Рассмотрим случай, когда 

v 2 

Zo - ~ > -1, 

и положим 

2h 2grn1cosa. 

Тогда из уравнения неголономной связи и инте~Рала энергии следует 

где 

1 [l+f2 (t)] ф2 = 2g(соsф-соsа), 

dф=\(У[ сп,: f(t)dt 
V 1 snTdnT V 2 

l+f (t) 



sin ! 
2 

u 

J 
о 
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usin ~ , т 

t 
du ='{fJ 

о 

dt 

2 а. 
sin ~, 
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и при этом предполагается, что при t=O маятник находится в верти­

кальном положении. Для малых колебаний маятника уравнение неголо­

номной связи и интеграл энергии соответственно будут 

Полагая 

найдем в данном случае 

ф a"'inT, dф = \(f ~ .. f (t)dt 
V! sinT V 

l+f2 (t) 

Оказывается, что при надлежащем подборе функции n=f(t) и началь­

ных условий движения как в общем случае, так и в случае малых ко­

лебаний, можно получить любую траекторию точки М на сфере. Если 

n=const, получим голономную связь. В этом случае траекторией точ­

ки М на сфере будет локсодромия, а интеграл энергии имеет вид 

2 2'2 . 
rnl (l+n)ф = 2rnglсоsф + 2h. 

При определении угла Ф из этого уравнения следует, как и в случае 

обычного маятника, рассмотреть три рода движения - колебательное, 

асимптотическое и прогрессивное, в зависимости от начальных усло­

вий движения. 

БИЛИМОВИЧ показал, что механические приборы для вычисления 

определенного интеграла 

(9) у 

х I f(x)dx, 

хо 
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известные под назваНИем интеграторов и интеграфОВ, являются него­

ЛОНОI"1НЫГ1И сис·темами. Такого рода прибор.ы содержат три 'iасти, ко­

торые н дальнейшем будем именовать первым, вторым и третьим эле­

меНlами: часть при60ра, движение которой связано с изменением ар­

гумента х; часть прибора, характеризующая изменение подинтеграль­

HO~ функции f=f(x); часть при60ра, движение которой вызвано изме­

нениом интеграла у. Соединяя кажд~й из этих элементов с материаль' 

ной системой, положение которой определяется лагранщевыми коорди­

натами Qj' получим соотношения 

RDНВЯ зависимость этих Функций от времени вызывается тем, 'iTO при 

реализации указанных соединений могут быть использованы материаль­

ные объекты. не входящие в данную систему. Из равенства (9) сле­

дует, что 

откуда, в силу (10), имеем соотношения 

(~ 
J 

fdX 
dt о 

которые, вообще, не допускают интегрирования. Таким обраэом, ука­

занная схема введения прибора ДЛА интегрирования, как эвена, в 

кинематическую цепь, может служить для построения неголономнога 

механизма. В качестве примера БИЛИМDВИЧ приводит интегратор (пла­

ниметр) ВЕТЛИ. Уравнение неголономной связи, которую реаhизует 

соответствующий неголономный механизм, имеет вид 

у ах + Ь, 

где а и Ь - некоторые функции перемен~ых t,x,y. 

Представляет интерес утверждение R.НАРАТЕDДDРИ (1934) о не­

возможности реализации связи, ограНИ'iивающей абсолютную величину 

скорости точки, движущеЙСR в обычном поле тяготения, например 

СВRЗИ 

О. 
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Возражая НАРАТЕОДОРИ, рИЛИМОВИЧ (1936) заметил, что исследуемую 

материальную систему можно поставить в соответствие с другой си­

стемой посредством такой конкретной связи, что при действии меха­

низма зта связь обеспечит для данной системы постоянную кинетиче­

скую знергию, а для точки - постоянное значение абсолютной вели­

чины скорости. Действие механизм~ должно путем автоматического 

влияния сопротивления осуществлять изменение кинетического сос­

тояния системы. Подобные связи, как известно (Я.И.ГРДИНА, А.БЕГЕН, 

П.АППЕЛЬ), называются серво~вязями или связями второго рода. БИ­

ЛИМОВИЧ сконструировал два неголономных механизма, реализующих 

указанного рода сервосвязи. 

Переходя к описанию первого из зтих механизмов БИЛИМОВИЧА за­

метим, что для определения тяги локомотива обычно применяют агре­

гат, состоящий из следующих частей: А - ведущего локомотива, В -

машины для перемещения робочего груза (железнодорожный вагрн). 

Ходовое испытание осуществляеТСk 6 постоянной скоростью независ­
имо от профиля пути и имеющихся сопротивлен~Й. Будем рассматри­

вать локомотив А как материальную точку, движущуюся либо прямо­

линейно, либо по кривой. На точечНЫЙ .локомотив А действуют актив­

ные силы (сила тяги, вес и т .д.) и реакции связей (реакции опор­

ной поверхности, смежного вагона и т.д.). Обозначим через F равно­
действующую всех зтих сил. На локомотиве А установлен тахометр 

для измерения скорости движения. С указателем тахометра следует 

мыслить связанным идеальный регулятор скорости, помещенный на ло­

комотиве С и поддерживающий постоянную по модулю скорость движе­

ния. Система, состоящая из тахометра и компрессора, таким образом, 

представляет неголономный механизм, характеризуемый связью 

v 2 const. 

Если умножить дифференциальное уравнение движения локомотива 

(11) т~ = F + R 

... 
скалярно на скорость v, получим на основании уравнения неголоном-

ной связи соотношение 

(12) о 
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... 
для определения реакции R неголономного механизма по отношению к 

локомотиву А. 

По аналогии с голономными мвханизмами будем различить идеаль­

ные инеидеальные неголономные механизмы. Неголономный механизм на­... 
зывается идеальным, если реакция механизма R коллинеарна скорости ... 
локомотива V и полностью определяется уравнением (12). Если что ус-

ловие' не выполняется, неголономный механизм называется неидеальным. 

Дифференциальное уравнение движения локомотива (11) в случае иде­

ального механизма принимает вид 

. ... ... 
mv= F + АУ, л 

... ... 
F·v 
'--2 ' 

V 

где А - множитель неголономной связи' vfv = const,. Неидеальный не-
~. ,1. 
,олономныи механизм характеризуется дополнительнои связью для нор-

мальных KOMnoHeHtoB скорости локомотива; подобно закону трения, 
на основании которого определяется дополнительная нормаЛЬН,ая, реа­

кция опорной поверхности движущейся материальной точки. 

Для рассмотрения второго, неголономного механизма, сконструиро-

• 2 . ' ванного БИЛИМОВИЧЕМ для реализации связи V = const, представим 

себе точечное тело M(x,y,z), движущееся по поверхности 

f(x,y,z,t) о. 

Это движение можно осуществить посредством трех скрепленных с те­

лом шариков, катящихся по указанной поверхности. Пусть с телом М 

(рис. 6) связано колесо L (или два колеса, насаженных на общую 

ось), плоскость которого расположена в направлении движения тела 

М нормально к поверхности. Качение колеса по поверхности происхо­

дит без скольжения. На оси этого колеса расположено зубчатое ко­

лесо р, свяэанное с эубчатым колесом а, насаженным на ось W. На 

той же оси W насажено колесо R, связанное со стержнем N, который 

проходит через отверстие в колесе а. Посредством такого рода связи 

между колесами R и Q можно избежать динамическую неопределенность 

в передаче силы от одного колеса к другому. Стержень N может быть 

укреплен в точке Т или в точке S, либо может свободно лежать в 

отверстии. Предположим, что неКОТDрый механиэм А, связанный с осью 

И, поддреживает равномерное вращательное движение этой оси, неза­

висимо от всех изменений, вызванных осевой нагрузкой, Будем счи-
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тать, что постоянная угловая скорость задана уравнением v 2 = const 

и соответствует линейной скорости точечного тела М. При этом ус­

ловии тело И будет двигаться ПО поверхн6tти с постоянной ПО моду-

N 

1=*=:=:;::=:f:J- -~ 

Рис. 6. 

лью скоростью. Диффренциальные урявнения тела М имеют вид 

(13) Х, ту У, mz = Z, 

где X,Y,Z - компоненты равнодействующей F всех приложенных и те­
лу активных сил и реакций связей, за исключением реакций в точ­

ких S И т , в которых неголономный механизм связан с массой т 

движущегося тела таким образом, что определяемая и~ уравнений 

(12) скорость соответствует условию v 2 = const. В описанных ус­
ловиях тело М движется как свободная относительно неголономного 

механизма точка согласно уравнениям движения (13). Если опреде­

ленная из уравнений (13) скорость не соответствует соотношению 

v 2 = const, то автоматически вступает в действие неголономный 
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механизм А, создаваR некоторую реакцию i с тем, чтобы определе­
НИR из исправленных уравнений движеНИR точки 

(14 ) 

скорость соответствовала уравнению СВRЗИ v
2 

о'сновании уравнений v 2 = const и f (x,y,z',t) 

const. Из (14), на 

О, следует ооотно-

шение (12), из которого опредеЛRеТСR реаКЦИR неголономнога меха­

низма А и получаеТСR класификаЦИR идеальных и неидеальных меха­

низмов. 

Or-----------------------------~ 

f, 

Рис. ? 

Рассмотрим еще один неголономный механизм БИЛИМОВИЧА под на­

званием НЕГОЛОНОМНыЙ МАЯТНИК. Пусть задана материальнаR точк~ М1 
массы т1 математического маRтника, СВRзаннаR с началом координа­

тной системы Оку с помощью стеРЖНR OM1=R. Положение маRтника ха­

рактеризуеТСR углом 6, ось ох направлена вертикально вниз (рис.?). 

С точкой М1 при помощи стеРЖНR M1M2=r СВRзана другаА материаль-
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ная точка М2 массы m2 , положение которой в плоскости Оху задано 

углом Ф. Предположим, что между стержнями R и r действует неголо­

номный механизм, реализующий связь вида 

(14) Ф ke k const. 

Например, зто можно осуществить с помощью автоматического меха­

низма, измеРАющего усгловую скорость Ф И устанавливающего точку 

М2 в положении, ~оответствующем формуле (14). 

Обозначая единичные векторы, нормальные к направлениям сте­

рщней R и r, соответственно через Т1 и Т 2 , можно предттавить ско­

рости и ускорения точек М1 и М2 в виде 

Рассматривая точки М1 и М2 как твердые тела, неизменно связанные 

с невесомыми стержнями ОМ] и ~1M2' будем считать, что на тело И1 
• --+ ... 

деиствуют: сила тяжести m1ч в точке М1 , реакция 51 в точке О, ре-

акция Б2 в точке М2 и реакция - F неголономного механизма в неко­
---+-

торрй точке N стержня ОМ1 , а на тело М2 : сила тяжести m2ч в точке ... ... 
М2 , реакция - 52 в точке М1 и реакция F неголономного механизма 

в точкS М2 • Предположим, что зтот механизм может оказывать особое 

действие, при котором сила f всегда перпендикулярна к прямой 
М1М2 • Применяя теорему об изменении кинетического момента отности­

теЛЬНQ точки О к описанному сложному маятнику, БИЛИМО8ИЧ состав­

ляет дифференциальное уравнение его движения с учеtом уравнения 

неголономной связи (14) и при неКОТОРl~л упрощающих предположени­

ях исследует прогрессивное, асимптотическое и колебательное дви­

жения маятника. 

8 заключение отметим установленный БИЛИМОВИЧЕМ новый диффе­

ренциальный принцип механики, который в дальнейших исследоваНИАХ 

получил название принципа ПФАФФА-БИЛИМОВИЧА. ЭТОТ принцип ПО сво­

ей мощности зквивалентен принципу ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА и справедлив 

как ДЛА голономных, так и ДЛА неголономных механических систем. 

РассматриваАматериальную систему, конфигураЦИА которой определ­

АеТСА лагранжевыми координатами qa, введем в рассмотрение форму 
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(а, а=1, 2, ... ,n) 

первый член которой выражает динамическое состояние системы на 

перемещении dqa, второй - сопротивление изменению движения всле­
дствие инерции, третий _. действие системы, вызываемое ее кинени­

ческой энергией, и четвертый - действие, ~роизводимое лагранже­

выми силами Qa на действительной траектории системы, Связывающей 

два ее rоложения в пространстве конфигураций за время dt, причем 

ааВ означает метрический тензор зтого пространства. Принций ПФА­

ФФА-БИЛИМОВИЧА можно выразить следующим образом 

где Ра 
представляет обобщенный импульс или вектор количества движения 

системы в пространстве конфигураций, а За - дифференциальный опе­

ратор частной производной по координате qB. 

Несколько работ БИЛИМОВИЧА посвящены исследованию прqблемы 

динамики тяжелого твердого тела с одной неподвижной точкой. Здесь, 

в первую очередь, следует назвать большую статью ИУравнения дви­

жения твердого тела около неподвижной точки, опубликованую в сбор­

нике, посвященнм Г. К. СУСЛОВУ (Киев, 1911, с. 23-74). В частности, 

автор высказывает важную мысль о возможности приведения данной 

проблемы к интегрированию одного дифференциального уравнения вто­

рого порядка. Реализовать зту идею удалось только в последнее 

BpeM~ Е.И.ХАРЛАМОВОЙ (1969). 

В области небесной механики, следуя ВОРОНЦУ, БИЛИМОВИЧ указал 

новый интегрируемый случай проблемы n тел при законе притяжения, 

соответствующем обратной пропорциональности кубам взаимных расс­

тояний. Он исследовал систему с равными массами, которая склады­

ваеТСА из двух подсистем с гомотетическими движеНИАМИ, причем то­

чки зтих подсистем расположены в вершинах подобных или сопряже­

нных многогранников. 
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4. ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ НАУЧНОГО 
НАСЛЕДИЯ ШКОЛЫ СУСЛОВА В 
ИССЛЕДОВАНИЯХ ЮГОСМВСКИХVЧЕНЫХ 
ПО АllAAиmЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ 
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БИЛИМОВИЧУ принадлежит.заслуга утверждения традиций школы 
СУСЛОВА-ВОРОНЦА и распространения и развития ее научного наследия 

в Югослявии. Будучи во главе научных и учебных учреждений, опре­

деляющих прогресс аналитической механики в Югославии, БИЛИМОВИЧ 

на протяжении 50-ти лет, в результате своих выдающихся исследо­

ваний и педагогической деятельности, создал сильную югославскую 

школу по аналитической механике, к которой п~инадлежит ряд извес­

тных ученых. продолжающих в своих трудах развивать научные идеи 

СУСЛОВА-ВОРОНЦА-БИЛИМОВИЧЛ. К этой школе относятся ТАТОМИР П. 

АНГЕЛИЧ (род. 1903) РАСТКО Д. СТОЯНОВИЧ (1926-1972). ВЕЛЬ~О А. 

ВУйИЧИЧ (род. 1929). БОЖИДАР Д. ВУЯНОВИЧ (РОД. 1930). ДЖОРДЖ С. 

ДЖУКИЧ (род. 1943) и др. Многочисленные работы названных ученых 

опубликованы в центральных журналах Югославии, СССР и других 

стран мира и представляют собой значительный вклад в развитие со­

временной аналичической механики. Будучи объединены единой идей­

ной тематикой. характерной для школы СУСЛОВА-ВОРОНЦА-БИЛИМОВИЧА. 

эти работы мог~и бы составить украшение монографии по соответству­

ющим проблемам аналитической механики. 

ТАТОМИР П. АНГЕЛИЧ. профессор Белградского университета. ди­

ректор Института математики. действительный член СербскойАк~де­

мии наук и искусств в Белграде. член-корреспо~дент Югославской 

Академии наук и искусств в Загребе. член-корреспондент Междунаро~ 

дной астронавтической академии в Париже 7 • АНГЕЛИЧ ~звестен своими 
выдающимися работами в области аналитической механики. Он опубли­

ковал также ряд важных работ по истории механики, в том числе о 

научной деятельности югослявского ученого XVIII века РУЦЖЕРА БОШ­

КОВИЧА и развитии механики в Сербской Академии Hay~. АНГЕЛИЧ на­

писал также многочисленные университетские учебники по механике, 

7 О проФ. Т,.П. Ангеличе см.: M.D.Leko, Sedamdeset godina pl'ofe­
ВОl'а dl' Tatomil'a Р. Andjelica, Di}alektika 8 (1973), 4, 109-118. 
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математике, астродинамике, механике космических полетов и работы 

о применении космических исследований в мирное время. Имеет фило­

софские работы в области математического детерминизма, является 

популяризатором науки и техники среди широкого круга представи­

талей научной общественности. Остановимся более подробно на ра­

ботах АНГЕЛИЧА в области механики, посвященных построению неголо­

номной динамики движения системы твердых тел, а также более общих 

механических систем в жидкости. 

За науную деятельность академика Т.П. АНГЕЛИЧ карактеристично 

его несвязаность только за одну ускую научную область; в течении 

времени области исследования изменяются. Все таки основная 4 и глав 

ные исследова~ИR находится на граници механики и математики, про­

являя интересь тоже за философские проблемы ec~eCTBeHHЫX наук и 

историю механики и математики. 

Так известно, движение твердого тела и системы твердых тел 

в жидкости в настоящее время изучено С достаточной полнотой, бла­

годаря исследованиям многих ученых, начиная с середины XIX столе­

тия (стоке, 1843; дv.РИХЛЕ,1852; КЛЕБШ, 1856, 1870; КИРХГОФ, 1870; 

ЖУКОВСКИЙ, 1885, 1891; СТЕКЛОВ, 1893, 1896, 1902, 1908; ЛЯПУНОВ, 

1893; ЧАПЛыГИН, 1894, 1897, 1903; КОЛОСОВ, 1919 и многие другие). 

Эта проблема имеет большое теоретическое и прикладное значение и 

ее рещению в различных направлениях посвящена dбширная литература 

В частности, как оказывается, данная проблема в значительной сте­

пени пересекается с проблемой вращения твердого тела вокруг непод 

вижной точки, получившей широкое распространение в связи с ~aMe­

чительными открытиями С.В. КОВАЛЕВСКОй. 

Впервые зта проблема как проблема динамики неголономных си­

стем была поставлена АНГЕЛИЧЕМ в 1946 г. под влиянием непосред­

ственного научного общения с А.Д.БИЛИМОВИЧЕМ. АНГЕЛИЧ исследовал 

движение материальной системы с линейными и нелинейными (квадра­

тичными) неголономными связями первого порядка в несжимаемой жид­

кости, рассмотрев случае безвихревого.циклического и нецикличес­

ного течения жидкости. Он показал, что движение такой неголоном­

ной системы (TBepдo~o тела и системы твердых тел)с конечным чис­

лом степеней свободы в несжимаемой ж~дкости можно исследовать 

теми же метадами аналитической механики, как и движение голоном­

ной системы, если предположить, что жидкость неограниченна, иде-
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альна и однородна, и что движение жидкости, которая рассматрива­

еТСА обособленно от движеНИR неголономно~ системы, имеет потен­

циальны~ характер. В основу своих исследовани~ АНГЕЛИЧ положил 

принцип ВОРОНЦА, соответствующим образом обобщенны~ на неголоном­

ные системы интегральны~ принцип ГАМИЛЬТОНА - ОСТРОГРАДСКОГО. ИЗ 

этого принципа в результате надлежащих преобразовани~ можно полу­

чить динамические уравнеНИR системы твердое тело - жидкость. Ока­

зываеТСR, что в случае нециклического движеНИR ВЛИRние жидкости 

на движение асследуемо~ механическо~ системы СВОДИТСR к соответ­

ствующему увеличению кинетическо~ энергии системы с учетом кине­

тической энергии жидкости. В случае же цикличес~ого движеНИR к 

уравнеНИRМ ВОРОНЦА след'ует присовокупить дополнительную систему 

уравнений, характериэующих ПОСТОRНСТВО обобщенных импульсов, со­

ответствующих циклическим координатам. Эти уравнеНИR можно расс­

матривать как известные первые интегралы исследуемой механическо~ 

системы свердое тело - жидкость, ИсследоваНИR АНГЕЛИЧА по движе­

нию неголономно~ системы в жидкости обогащают иэвестные считанные 

примеры приложени~ неголономно~ механики к сплошно~ среде и в 

этом отношении имеют особую ценность в COBpeMeHHO~ аналитическо~ 

миханике неголономных систем. В последнее времр интерес к таким 

исследоваНИRМ возрос в СВRЗИ С иэучением сред с дислокаЦИRМИ. 

Он дальше вывел и дифференциальние уравнеНИR движеНИR динами­

ческих систем са линеарними неголономними СВRэами без множителе~ 

СВRЗ (уравнеНИR МАГГИ) не пользуюс квазикоординатами. Это дости­

гнуто проектированием уравнени~ движеНИR на особую касательную 

евклидову n-размерную координатную систему данного конфигурацио­

ного пространства •. Наконец, в это~ области, разработал теорию дви 

~еНИR материально~ точки ДЛR случаR существоваНИR квадратных не­

голономных СВRЗ. 

АНГЕЛИЧ показал что методу ПФАФФА можно примеНRТЬ к решению 

проблем из механики флуида (жидкости и газа) и к некоторым проб­

лемам механики сплошно~ среды. 

Из облаСТRХ математики опубликовал несколько работ о приме­

нении числовых метод в матричном исчислению; из геометрии РИМАНА 

(обобщение вектора ДАРБУ); из астродинамике и тензорного исчис-

леНИR. 

Последних лет особено заднтересоваСЛR за историю механики и 
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математики. Опубликовал большое число статей как: О РУДЖЕРЕ БОШ­

КОВИЧЕ, о раэвитии механики в рамках Србской академии наук итд. 

В Вестнику МГУ он опубликовал статэ ПРОИСХОЖДЕНИЕ ТЕРМИНА ОРТ В 

РУСКОй И ЮГОСЛАВСКОй НАУЧНОй ЛИТЕРАТУРЕ. 

ПрОфессор РАСТКО СТОЯНОВИЧ иэвестен своими многочисленными 

исследованиями по аналитической механике и механике сплошной сре­

ды. В области аналитической механики СТОЯНОВИЧ получил РАД реэуль 

татов, ОТНОСАЩИХСЯ к свойствам групповых пространств и устойчи­

вости (транэитивных и интранэитивных) групп движения. Он подроб­

но исследовал применение групп СОФХСА ЛИ для описания движения 

консервативных динамических систем, а также рассмотрел движение 

неиэменяемого твердого тела в пространствах РИМАНА постоянной 

кривиэны двух И большего числа иэмерениЙ. В области теории упру­

гости СТОЯНОВИЧ исследовал воэдействие микроструктур на макроско­

пическое поведение (ориентированных) упругих материалов, а также 

установил ряд других обобщенных моделе~ механики упругих тел. Не­

которые его работы посвящены иэучению несовместных упругих дефор­

маций, распространению упругих волн под воэдействием электромаг­

нетного поля и других вопросов. В области термоупругости работы 

СТОЯНОВИЧА охватывают проблемы нелинейной теор~и. Ему принадлежит 

геометрическая ~нтерпретация термоупругости, основанная на свойст­

вах несовместных упругих деформаций. СТОЯНОВИЧ устанавливает СВАЗЬ 

между раэвитой им теорией ориентированной .сплошной (упругой и 

пластической) среды и теорией дислокаций. РАД работ СТОЯНОВИЧА 

посвящен BЫ~OДY основных уравнен~й движения ВАЭКИХ течений для 

некоторых обобщенных моделей и их исслеДованИЮ. 

Научные труды профессора ВЕЛЬКО А. ВУйИЧИЧА ОТНОСАТСЯ к ди­

намике объектов (точек, систем, тел) переменного состава, анали­

тической механике неголономных систем, теории устойчивости дви­

же~ия и раэвитию тенэорного исчисления и дифференциальной геоме­

трии применительно к механике. В области динамики системы пере­

менного состава автор определил характер реактивных сил, допуска­

ющих интеграл энергии и увеличение числа первых интегралов движе­

ния объекта; составлены динамические уравнения движения в тенэор­

ной форме и найдены УСЛОВИА движения иэображающей точки системы 

по· ЛИНИАМ постоянной механической энергии; обобщен принцип ПФАФФА­

БИЛИМОВИЧА и получен ряд теорем, характериэующихдинамику систе­

мы переменного состава. Автор вводит новое понятие переменно-
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КОНфигурацианного пространства и на зтой основе строит теорию ге­

ометризации динамики системы переменной массы, в частности опре­

деляя условия движения в указанном пространстве рассматриваемого 

объекта по геодезической линии. Некоторые работы посвященыиссле­

дованию общих условий устойчивости движения и равновесия объекта 

переменной массы. 

В области аналити~еской механики неголономных систем ВУЙИЧИЧ 

получил общий вид ковариантных дифференциальных уравнений движе­

ния системы в конфигурационном пространстве, установил вариациа-

. . \ 
нныи инвариантный характер принципов ГАУССА и ГЕРЦА в этом про-

странстве, показал зквивалентность (при определенных условиях) 

пр'инципо в ДАЛАМБЕРА - ЛАГРАНЖА, ПФАФФА-БИЛИМОВИЧА и Г АМИЛЬТОНА­

ОСТРОГРАДСНОГО (и других интегральных принципов механ~ки). В об­

ласти теории устойчивости движения автор установил общи~ крите­

рий устойчивости движения и равновесия в смысле ЛЯПУНОВА любой 

механической системы (со стационарными или нестационарными, го­

лономнымиили неголономными св язями). Обобщая критерий БЕНДИНСОНА 

дЛЯ систем с любым числом степеней свободы, 6УйИЧИЧ ~предели~ ди­

намические условия, при которых изображающая точка системы не име­

ет замкнутых фазовых траекторий в фазовом пространстве. В обла­

сти тензорного исчисления и дИфференциальной геометрии в их связи 

с механикой ВУЙИЧИЧ ввел понятия ковариантногЬ интеграла тензора 

и дву~очечного фундаментального тензора, с помощью которых иссле­

довал ковариантные первые интег~алы системы (линейных и нелиней­

НЫ><) дифференциальных уравнений движения при наличии большого чи­

сла обобще~н~х сил в неявном виде. В некоторых весьма общи~ слу­

чаях интегрирование выполнимо в конечно~ ви~~. Автор определил 

первые инт~гралы дифференциальных уравнений гео~Ьзической и уста­

новил дифференциальные уравнения геодезической первого рода. 

Научные труды профессора БОЖИДАРА Д. ВУЯНОВИЧА можно разде­

лить на три группы, относящиеся к различным Ьбл~стям аналитиче­

ской механики: 1) геометрмзации движения и возмущения неконсер­

вативных динамических систем; 2) проблемам динами~еской симметрии 

(нахождения пеРв~х интегралов динамических систем и др.); З) вари' 

ационным принципам неконсервативно~ механики и ирееерзибильной те· 

ории полей. Первая группа работ охватывает решение проблемы о на­

хождении пространства, в котором динамические уравнения движения 

неконсервативных склеронамных систем будет иметь наиболее простую 

.... 
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форму. Показано, что в семи-метрическом и семи-симметричном про­

странстве еЕР:ЛR дифференциальные уравнения движения неконсерватив­

ной системы характеризуют геодезические линии. Далее установлено, 

что дифференциальные уравнения возмущенного движения неконсерва­

тивной системы можно свести к дифференциальным уравнениям геоде­

зического отклонения. Геометризация осуществпена и в случае нали­

чия линейных диссипативных сил. Показано также, что геодезические 

линии, по которым движется неконсервативная система, можно полу­

чить как зкстремали некоторой обобщенной вариационной задачи. 

Вторая группа работ ВУRНОВИЧА содержит изучение внутренней дина­

мической симметрии задач классической механики. Основной резуль­

тат, полученный автором в зтом направлении, по-видимому, состоит 

в определении группы инфинитезимальных преобраэований, оставляющей 

инвариантным интеграл действия. Очевидно, что такая группа прео­

бразований позволяет определить первые интегралы динамической си­

стемы на основании теоремы ЭММИ НЕТЕР. Показано, что указанные 

группы инвариантности получаются как решения систем осдельных ди­

фференциальных уравнений (обобщенных уравнений КИЛИНГ А). Автор 

ввел поняТие своеобразного Лагранжиана, зависящего одновременно 

от обобщенных координат и обобщенных возмущений. Вариация соответ­

ствующего действия дает возможнОСТь получить дифференциальные ура­

внения невозмущенного и возмущенного движения. Исследуя симметрию 

системы, 8УRНОВИЧ показал, что путем выбора в качестве неголоном­

нога параметра одного из первых интегралов, траектории системы 

можно упростить и интегрирование довести до конца. Он установил 

также, что в случае планетного движения КЕПЛЕРА, кроме двух век­

торных первых интегралов - интеграла кинетического момента и инте­

грала РУНГА-ЛЕНЦА, существует третий (~езависимый) векторный инте­

грал, ортогональный к первым двум. В работах третьей группы автор 

установил два новых интегральных принципа механики типа ГАМИЛЬТОНА 

принцип исчезающего параметра и принцип некоммутативных вариаций. 

Эти принципы позволяют получить дифференциальные уравени~ия задач 

миханики, а также решения нелинейных задач прямым методом вариа= 

ционного исчисления. Автор успешно применил указанные вариацион­

ные принципы н теории нелинейной теплопроводности, теории погра­

ничного слоя, теории магнитной гидродинамики, теории нелинейнаго 

тепломассопереноса, к линейным неконсервативным задачам колебаний 
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и т.д. 

Научные исследован'ия профессора ДЖОРДЖА С. ДЖУКИЧА относятся 
"-

к аналитической механике и механике сплошной среды. Ряд своих ра-

бот он посвятил проблемам неголономной механики: получил канони­

ческие уравнения движения динамических систем с неголономными свя­

зями второго порядка, уравнения типа ГИББСА-АППЕЛЯ в квазикоорди­

натах для неголоно.мн.ых систем со связями высших порядков, уравне­

ния возмущений типа СИНГА в квазикоординатах для механических си­

стем со связями первого порядка и уравнения движения типа УСТТЕКК­

ЕРА для неголономных систем первого порядка. Он построил теорию 

интегральных инвариантов механических систем в квазикоординатах, 

доказал прямую и обратную теоремы Э. НЕ!ЕР, разработал новый ме­

тод нахождения первых интегралов.дифференциальных уравнений дви­

жения голономных неконсервативных механических систем, а также 

для голономных и неголономных систем в квазикЬординатах. Получе­

ны первые интегралы для ряда механических систем с диссипативными 

силами. ДЖУКИЧ нашел группу инфинитезимальных преобразований ди­

намических из~ен~ний, соответствующих интегралу С. КОВАЛЕВСКОЙ в 

динамике твердого тела, и изучил связь между инвариантами некото­

рых неавтономных гамильтонианов и соответствующими им неавтоном­

ными интегралами движения. Некоторые работы ДЖУКИЧА посвящены рас 

пространению идей аналитической механики (интегральные инвариан­

ты, уравнения УСТТЕККЕРА. первые интегралы) на принцип максимума 

ПОНТРЯГИНА. В большом цикле своих работ автор использует вариаци­

онный принцип ВУЯНОВИЧА исчезающего параметра для нахождения при­

бли~енных решений соответствующих нелинейных дифференциальных 

уравнений проблем классичес"1\ой теории поля, нелинейной теплопро~ 

водноЬти. теории пограничного слоя (ньютоновых жидкостей и нень­

ютоновых жидкостей в случае степенного закона). Пользуясь идеей 

ВУЯНОВИЧА о некоммутативности операций дифференцирования по вре­

мени и варьирования в неконсервативной механике, ДЖУКИЧ построил 

интегральный инвариант для движения механических систем с дисси­

пативными силами, позволяющий найти приближенное решение ряда 

конкретных задач динамики. Автор генерализовал форму ДОЛАПЧИЕВА-

МАНЖЕРОНА~ДЕЛЕАНУ, получил алгебраическое решение пла-

н ет н ой зада ч и КЕПЛЕРА и ус та н ов и Л ~.OJ1Ы~:-8ap и~ч ~f~.~~i'f:~пр'-и'tt~Иi:·:',·~з 
ко торого следуют ура в нен ия БОЛЬЦ МАt1.,А -Г А,J'1Еля~,еАв.ООЦ&.о;i'.:.рvр;ия;":Ра БЬ;т,. 

!~ i;;t~~1!!i'1l\U\ Ifl,u~c. 
\ о,. .!;Т' 
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ДЖУКИЧА посвящена теории пограничног.о слоя. 8 этих работех иссле­

дуются нестационарны~ динамически~ и температурны~ пограничны~ 

сло~ ньютоноВd~ жидкости, стационарны~ динамический пограничный 

сло~ неньютоново~ жидкости при степенном законе, магнитногидро­

динамический пограничный сло~ со скользящими граничными услови­

ями, влияние магнитного поля на течение неньютоново~ жидкости. 

Для решения указанных проблем автор пользуется методом разложе­

ния в ряд, методами общих уравнени~ т~па Л.Г. ЛОЙЦЯНСКОГО, вариа­

ционными методами и методом КАРМАНА-ПОЛЬГАУЗЕНА. 

"* "* "* 



ЗаКЛЮlение 53 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. 

Мы проследил и научные свяаи в области механ~ки на протижении 

нSскольких поколени~. установивш~еСR между учеными России и Юго-

славии. принадлежащими к школе СУСЛQВА-ВОРОНЦА-БИЛИМОВИЧА. При 

~TOM картина преемственности и~еетследующи~ вид: П.В. ВОРОНЕЦ 

-у~еник СУСЛОВА. БИЛИМОВИЧ - у~е~ик П.В. ВОРОНЦА. АНГЕЛИЧ - уче­

ник БИЛИМОВИЧА. ~УЙИЧИЧ и Сfоянович - ученики БИЛИМОВИЧА и АГЕЛИ­

ЧА. ВУЯНОВИЧ - ученик БИЛИМОВИЧА. АНГЕf1ИЧА и СТОЯНОВИЧА. ДЖУI-IИЧ 

-·учен~~;А~ГЕЛИЧА. вуянОВИЧА· и 8УЙИЧИЧА. 1-1 зто~ славно~ плеяде 
PYCCH~X иЮгослав~ких механиков c~eдyeT также причислить сына 

П.В. ВОРОНЦА -академикаС~рбско~ Академии наук и искуств I-IОНСТ­

АНТИНА ПЕТРОВИЧА ВОРОНЦА (19.02-1974). который защитил у А". БИЛИ­

МОВИЧА ('цОКТQрскую)д'иссертацию по неголономно~ механики "I-Iата-

ние твердого тела ho YhPyrOMY основанию" и KOTOPЫ~. поэже, посвя­

тилсвою работу механике· HerrpepblBHblx сред. 
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НАУЧНО НАСЛЕБЕ ШКОЛЕ СУСЛОВА У 
АНАЛИТИЧКОJ МЕХАНИЦИ И IЬEH 
РА3ВИТАК У ИСТРАЖИВAlЬИМА 
JУГОСЛОВЕНСКИХ НАУЧНИКА 

- Кратак садржаj -

Ова расправа приказyjе иаY'ЦIО насле~е из механике jедне од наjвеЬих научних школа у Pytиjи до 

окrобарскоr периода - школе Суслова - и ,МН ДaJbИ развитак у радовима jyrословенских научника. 

Професор ГАВРИЛ КОНСТАнrинович СУСЛОВ /1857 - 1935/ по завршетку физичко-математич­

Kor фа!фпerа Петроrрадскor универзиrerа 1880. roдине задржан je на факуmery ради ПрШlреме за наcrавничку 

акrивнocr. Године 1888. после одбране мarиcrарске дисертациjе "О парциjалнимдиференцИjалним jедначинама 

неслободноr крет_а" Суслов je изабран за ванреднor професора механике Киjевскоr универзиrerа. На 

Московском универзиrery одбранио je rolYlHe 1890. дoкropcкy дисертациjу "о функциjи силе Koja допyшrа дате 

паprикуларне инrеrpале". У том раду Суслов je изучавао тэв. дирекrни задатак динамике - одр~иваlЬе сила 

помоhу датих особина крет_а. У то време, док je индирекrни задатак динамике - одреl)ИВЗlЬе креТЗlЬа кад СУ 

дате силе - био веЬ добро проучен, дирекrни задатак je био решен само у неким поjединачним случаjевима. Ово 

се односн на н,yrнoB задатак одреl)иваlЬа сила Koje' одреl)уjу KpeJalЬe планета, Бертранов проблем коjи се 

односи на одреl)ив_е сила неопходних за елиптично крет_е материjалне тачке. У овом СУСЛОВJЬевом раду 

налази се општи пооупакрешеlЬатоr задатка за систем са ПРОИЗВОJbНИМ броjем crепена слободе под условом да 

дате силе имаjу функциjу силе. Од мноroброjних радова Суслова треба пре CBera истahи lЬeroBo капитално·дело из 

аналиrичке механике, написано на прелазу измеl)у XIX и хх века. Из ror yuбеника je механику учило не jедно 

ПОКОJbеlЬе cryдената великих школа. У току мнorих roдинаСуслов je обаВJbао научнонacrавни рад на Киjевском 

унивеРэиrery /1888 - 1920/ и у Одеском полиrехничком институту /1920 - 1935/. Тесне везе Суслова с yrледним 

русюiм истраним научницима, велика култура и широки диjапазон lЬеroвих научних ниrереСОВЗlЬа, иэуэеrnе 

способнocrи и orрамни оpraнизаТОрСЮI талеиr, привлачили су на lЬera пorледе миorих младИХ математичара и 

механичара, Mel)y кojима, у првом реду, треба истahи П. В. BoplЬцa и А. д. Бипимовиhа. 

Crудеиr Киjевскоr универзитета, ученик Г. К. Суслова, ПЕТАР ВАСИJЬЕВИЧ BOPOlЬEЦ /1871 -

1923/ jош je на cryдиjама показао озбюыiе способности за научии рад. По зав'ршетку математичкor одсека 

универзитerа задржан je на катедри теориjске механике ради припремаlЬа за професора. Године 1903, одбранио 

je МЗЦlcrарску дисертациjу "Jедначине KPeтalЬa KPYТor тела Koje се KoтpJba без клизаlЬа по иепокретиоj равни", а 

1906, дoкropcкy дисертациjу ''Трансформациjа jедначина динамике помоhу линеаРНIIХ ииrеrрала крerЗlЬа". Био ' 

je професор механике на Киjевском /1906-1920/ и СимфеРОПOJьском /1921-1923/ универзиrery. П. В. 

BopolЬeц дао je развоjу аналитичке механике велиЮl допринос. 
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Ученнк Суслова и BopOIbua АНТОН ДИМИТРИJА БИJ1ИЫОВИ1i /1879 - 1970/ по заврше1'КУ 

физичко-математичкor факуmета Киjевскоr уииверзитета 1903. roДlUle задржаи je на катецри теориjске механике 

као асиcrент. После оцбране маrистарске цисертациjе "Jецначине Kpe11lltia конзерваТИВНИХ'система" /1907/ добио 

je зв_е приват-доцента. Билмовип je 191 S.одбранио дoКropcкy дисертациjу "Танrеитна KpeTalЫl крутor тела" 

и био постаВJЬен за лрофесора теориjске механике /а затим за ректора/ Новоросиjскоr /OnecKor/ уииверзитета. 

Године 1920. емшрирао je у Jутославиjу, rдe je рацио до кpaja живота као професор рационалне /теориjске/ 

механике на Беоrрадском уииверзитету. После пе1' roдина изабран je за дописнor, а 1936. за редовнor чпана 

Српске академиjе наука. за пе1' децениjа активности у Jутославиjи Билимовип je прилремио MHore талеитоване 

млat)е научнике за иаучни рад. н,ему припада више од две стотине научних радова, Mel)y коjима и неколико 

yuбеника рационалне механике и више математике, коjи су шрали велику улоIy у припреми младих стрyчJЬaка. 

низ Билимовипевих радова посвепен je ДIUIамидИ круто! тела и лринцилима механике. 

Велика заслута А. Билимовиha jecтe проширен.е и развитак тpaдициjа школе Суслова-BopOlbua у 

Jутославиjи. Пошто je био у врху научних и високих наставних установа, Koje су одреЬивале прorpес аналитичке 

механике у Jутославиjи, Билимовип je за време од педесет roцина, током своjих значаjних научних истражИВalbl и 

наставне делатности, створио jaкy jутословенску школу аналитичке механике, KOjOj припада низ познатих 

научника, коjи су у своjим радовима развиjали идejе Суслова-ВОРlыца-Билимовиha. Toj школи припадаjу: 

ТАТОМИР П. АНЪЕЛИ1i, РАСТКО д. СТOJАНОВИ1i /1926-1974/, BEJbKO А. ВУJИЧИn, БОЖИдАР д. 

gУJАНОВИ1i, ЪОРЪЕ С. ЪУКИ1i и др. Toj шк.оли припаца делом своjих радова и сии П. В. Bopolbцa 

КОНСТАНТИН П. BOPOlЬEЦ /1902 - 1974/ коjиjе живео и рацио у Jутославиjи. Мноrоброjни радови тих 

научника обjав!ыни су учасописима Jутославиjе, СССР -а и друтих зеМaJbа света и лредстав!ыjу зната~ допринос 

разраци ®'ндаменталних проблема савремене аналитичке механике .. 

ТАТОМИР П. АНЪЕЛИn, професор je Беоrpадскor уииверзитета, директор Математичкоr института у 

Беorраду, редовни чпан Српске академиjе наука и уметности и ДОЛИСНИ.чпан Jутославенске академиjе .знаноtти и 

умjетности у Зarpeбу и Меl)уиароцне астронаутичке академиje у Паризу. Познат je по своjим радовима и3 

аналитичке механике, посебно из теориjе нехолономиих система и примена тензорских н матричних метода у 

механнцн. АнЬелнп се бавн изучаваlbем историjе механике. Oбjавио je ииз радова Mel)y коjима су запажени они о 

изучав_у научноr рада pyl)epa Бошковиhа и развоjу механике у Српскоj академиjи наука. Нanисао je и Вllше 

уииверзите1'СКИХ yuбеника механике и математике као и прилоrа опримени космичких истраживаlbа у 

мирнодопеке сврхе. Осим Tora, посвеhyjе доста интересоваlbа популаризацнjи науке и технике. 

РАСТКО д. СТOJАНОВИ1i ПОЗllат je по броjним радовима из аналитичке механике и механике 

КОllТИнуума. 

Научни радови лроф. BEJЬKA А. ВУJИЧИ1iА одиосе се на ЦИllамику обjеката /тачака, система тела! 

промеюьивоr састава, аналиrичке механике неХОЛОIIОМIIИХ система, теориjе стаБИЛIIОСТИ Kpe1'alba и примене 
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18l13ОрсЮIX метода у мewпщи. 

Наyqни радОВИ прОф. БОжидАРА Д. ВУJАНОВИ'liA MOIy се поцелИ'П! у три rpyпе Koje се оциосе на 

разие обпааи аналитичке механике: 1/ reометриэaциjа. кретан.а ~ поремеЬаjи иекоиэервативИID ЦИIIaIIИЧКИI' 

са:тема; 2/ проблеми .ЦИНaМIIЧКe симетриjе /и&ЛажеJЫ ПрВID ИlПerp&Ла кpemы цинамичЮIX cиcreмa/; 3/ 

вариjациони прннципи иеконэервативне механике. 

Иl:пlПИВlUЬа прОф. ЪОРЪА С. 'ЬYКИ'liA прнпадаjу обпааи аналИ1ИЧlCe механике и механике 

иепреКНЦIIID cpeДlUla. 

ИзнeJiи смо иаyqне везе у обпааи механике у 1Оку иекOJIИКО ПОКOJЬeIЫ, УСПOCIaВlЬеие н:мel)y наyqникa 

Русиjе и Jyrославиjе, kojи су припaдami' шкOJDI Суспова-ВОРОJЬда-БИ!UIМОВиЬа. 
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БЕЛЕUЮКA О ПИС~ 

~ Аутори ове публнкaцнjе, Koja се ОДИQCН иа рад jедие иаучне школе у облacrи механике код иае и иа 

JЫИО порекло у знамеинrоj PYCKoj школн Суспова и ВopolbAa, yrледии су иаучннци СССР-а па Ьемо овде иэнетн 

иеке податке о Ibнма. 

AIIIOТ 1ИГРАНОВИЧ ГРИГОРJАН { AIIIOT 1ИГРАНОВИЧ ГРИГОР ь ЯНf, poIjeH je 1910. roдине; 

дoкrop je фнзнчко-матемarнчкнх иаука и професор уннверзнтета. 360r свojих значаjннх резуnтaта у нэучаваlЬУ 

иcrориjе Щlука изабран je за редовнor чnана Mebyнapoдiie aкaдeMнje за иcrорнjу наука. Има почасно ЭВ8lbе 

"эаслужнor научноr радннка РСФСР {PyClQ coBjen:кa федерaniвна соцнjалиcrнчка република/", руководи 

ceкropoм и:rориjе механике 'Инcпnyтa. за нcropнjy природио-матемarичкнх наука и технике Aкaдeмнje наука 

СССР-а. ОБIlВlЫi: 'велики. научно-оpr;mнзацнони рад као први поrnредседннк МеЬународие yннje за иcrорнjу и 

филозофнjу наука. 

А. Т. tpнropjaн je ПJQЦ Beher брojа чnанака и посебннх моноrpафнjа нз иctорilJt М'ex8flНKe. 

БОРИС НАУМОВИЧ ФРАДЛИН {БОРИС НАУМОВИЧ ФРАДЛИН;/ po~eH je 1913 roдине, доктор 

фнзнчко-математИ'IКIIX наука, лрофесор. Аутор je великor броjа научннх радова нз механике и историjе механике. 

Професор je теориjске механике на Кнjевском полнrexннчком ннcrнryтy. 





поroвор УРЕДНИI(A 

Ово дело· поэнllПll cOBje1tJ(JЦ иcroричара llelаиичких науюа А. Т. /'ршорjaнa и в.н. ФpagлШ/4 

прeдcrавlЬа эначаjан прнлor и ОlDШоj нcrорнjи анllЛll1ИЧКе механике и иcrорнjн Meuннкe код нас. И поред тora 

uпo су аyroри cвojy п8ЖIЬу посвerнлн ушавном жrраживlllbнма П.в,воpmьдai! А.д. БнлнмовнIia, !IIПaIIIЩ може . 

добиm основнн увнд И на научие прнлore и допрннос аиaлнrнчкoj ме:каинци наших научннка. 

Са Tor crановшша овде, бар у овом поrовору, треба навecrи и дoкropcкy дисеpnщиjy ВjaчеслаЬа 

Жapgецкor J 1896 -1962 / "О кpeтaiЬy чвpcrиor тела на кривоj лнннjн" /Беorpaд, 1923/ као и радове 

праф. др Ъoplja МуШUЦКor О пр~ ПРlDЩИПа мeuинке у тeopнjcкoj фllЗlЩll, а посебно Пфаф-БИЛИIЮВиЬевor 

прlDЩИПа. в. Жардецки je cвoje crваралaшrво после иеколико радова ID аиaлиrичке механнкеусмерио према 

теориjcкoj хидроме:каииuи, док Ъ. Мушицхи. и ДaIЬe пotвeIiyjе cвojy П8Ж1Ьу применн Пфаф-Бнлимовиliевor 

принципа у ме:кaииuи. 

ради nпo потпуннjе слике наведимо Д;I се код иас почетком овor века прJIIIЦIIIIЮla Meuннкe и IЬИIOвом 

применом први бавио Коста CroрноЬиll 11867 - 1921/, при чему треба поменути Iblroв рад "О основнИм 

nPИНЦiПlима механике и IЬшовoj npимени на физичке проблеме" /Беorpaд, 19ОЗ /. И у радовнма нашer IIOзнaror 

мareмarнчaра МШllUЛ4 ПетроЬu/.lll /1868 - 1943/ .ианлазимо на расправе Koje се мory уюьyчиm У caдpJкaj ове 

КJЬИre. Ово се наjпре односи иа Iieтpщmhев рад "Ехemр1ез physiques de traпsfопnаtiоп des еquаtiопs de 

l.agJange" (Le Напе, 1929). 

У прнлщ ове КJЬИre юпожене су библиorpaфнjе Г. К. Суслова и П. в. BopolЬЦa. Библиарафнjе 

ocraлиx a:ipаживача о коjима се roвори у КlЬИЗИ нэocrавlЬеие су crora!Шо су вeIi дpyrдe oбjавelЬeНе. Тако je 

Српска aкaдeмнja науюа и yмeтнocrн обjaвНЛа пomyнy бибпиorpaфнjy Антона Д. БнлимовиIia /в. белешку 3 на 

етр. 23/,!I часопис "Днjалектика" библиorpaфнjy Татомнра П. Aнl)eлиlia /в. бел~,иа етр. 45/ ИУд. 

Припрему рукописа за lШампу као И техничку опрему КlЬиre обавио .je ДPa/rlIl 1:р'UФУНОЬиll, жrpaживач 

иcrориjе математике и механике код иас па зacлyжyje захвалнocr у сваком пorледу. 

Татомир П. Аиt)eлиIi 






