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Предисловие

В настоящей книге собраны условия задач двенадцати
Московских математических олимпиад, начиная с 1981 го-
да и заканчивая 1992 годом. Ко всем задачам приводятся
указания, решения (нередко несколько решений) и отве-
ты. Указания обычно подсказывают первый шаг или ос-
новную идею решения, и в ходе самостоятельной работы
с книгой полезнее не сразу читать решение неподдающей-
ся задачи, а сначала попробовать решить её, прочтя указа-
ние. Решение, приведённое первым, зачастую является ав-
торским, а дополнительные решения призваны показать
широту и разнообразие подходов, эффективных для дан-
ной задачи, и могут выходить за рамки математических
понятий и методов, доступных учащимся соответствующе-
го класса. Комментарии к решениям проясняют связь за-
дач с современной математикой и могут быть интересны
любознательному читателю, стремящемуся к целостному
восприятию огромного мира математических знаний. Пу-
теводитель по задачам призван облегчить поиск задач по
заданной теме или методу решения. В конце книги поме-
щён список авторов с указанием предложенных ими за-
дач.

В описываемые годы олимпиада по математике в Моск-
ве проводилась по схеме: школьный тур –– районный тур ––
городской (заключительный) тур. По сложившейся тради-
ции Московской математической олимпиадой называют
именно городской тур, задачи которого и вошли в данную
книгу.

Председателем оргкомитета всех двенадцати олимпиад
был лауреат Ленинской премии в области науки, член-
корреспондент АН СССР, декан механико-математическо-
го факультета МГУ имени М. В. Ломоносова, доктор физи-
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ко-математических наук, профессор Олег Борисович Лупа-
нов.

Координацию основной работы, связанной с проведени-
ем олимпиады, осуществляли заместители председателя
оргкомитета, которыми в указанные годы были заместите-
ли декана механико-математического факультета МГУ по
новому приёму и работе со школьниками: И. И. Мельни-
ков (1981–1983), И. Н. Сергеев (1984–1988) и В. А. Прош-
кин (1989–1992).

Подготовка и проведение Московской олимпиады осу-
ществлялось силами сотен сотрудников вузов, аспиран-
тов, студентов, а также школьных учителей и энтузиа-
стов олимпиадного движения. Территориально с 1981 г.
по 1984 г. олимпиада проводилась не только в МГУ (где
всегда размещались учащиеся выпускных классов), но и в
МГПИ им. В. И. Ленина (1981–1984), МИИТе (1981–1983)
и МИЭМе (1981). С 1985 г. олимпиада для всех классов
проводилась в Московском университете.

Заседания комиссии по составлению заданий олимпиа-
ды (методической комиссии) проходили преимущественно
в корпусах МГУ. Помимо сотрудников и аспирантов меха-
нико-математического факультета МГУ, в работе над зада-
ниями олимпиады принимали участие также сотрудники
факультета вычислительной математики и кибернетики,
а также ряда других московских вузов.

При подготовке книги проводилась работа с архивом
Московской олимпиады, содержащим оригинальные усло-
вия всех задач и авторские решения некоторых из них,
а также статистику решаемости задач ряда олимпиад и
иные материалы оргкомитета. Важными источниками ре-
шений стали книга [14], журналы «Квант» различных
лет [77], а также сайт [78]. Все решения, вошедшие в кни-
гу, изложены с такой степенью подробности и обоснован-
ности, чтобы их чтение и понимание без использования
дополнительной литературы было доступно как можно бо-
лее широкому кругу старшеклассников, учителей и про-
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сто любителей математики. При необходимости привлече-
ния фактов, выходящих за рамки школьной программы,
мы обосновывали их или в тексте решения, или в коммен-
тариях.

Хочется обратить внимание читателей на следующие
моменты. Московская олимпиада всегда являлась интел-
лектуальным состязанием высокого уровня, но формат и
стиль её заданий не оставался неизменным. Были годы,
когда во всех классах предлагалось по 4––5 задач, причём
подчас их уровень был таков, что даже первую задачу ре-
шали единицы (см., например, 82.10.1). Отметим также,
что расположение нестандартных заданий в порядке воз-
растания сложности само по себе представляет непростую
задачу, поэтому, хотя составители по умолчанию стремят-
ся к её решению, у читателя иногда может складываться
ощущение, что задания располагаются в несколько ином
порядке. Лишь к концу рассматриваемого нами перио-
да оформился привычный для сегодняшних школьников
формат: в каждой параллели с 8 по 11 класс по 6 задач,
первая из которых доступна широкому кругу школьни-
ков, а последняя дана с надеждой на то, что с ней спра-
вятся хотя бы несколько участников, и с верой в то, что
всем без исключения будет полезно и интересно узнать
её решение после олимпиады. Подчеркнём, что во все го-
ды составители задач Московской олимпиады стремились
создать такие варианты, которые им самим хотелось бы
решать, будь они на месте участников.

Мы уверены, что самостоятельное выполнение заданий
прошлых лет с последующим изучением изложенных в
книге решений и комментариев к ним помогут сегодняш-
ним школьникам глубже проникнуть в удивительный мир
математики, почувствовать его красоту и, быть может,
начать свою собственную научно-исследовательскую дея-
тельность.

Авторы искренне благодарят всех коллег, высказав-
ших замечания и предложения по рукописи книги, ока-
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завших помощь по восстановлению авторства заданий и
предоставивших авторские решения (в том числе ранее
не публиковавшиеся), а особенно профессоров В. Б. Алек-
сеева, С. А. Богатого, Б. Н. Кукушкина, В. Ю. Протасова и
И. Н. Сергеева. Отдельное спасибо всем студентам меха-
нико-математического факультета МГУ и старшеклассни-
кам школьного отделения «Школа № 54» образовательно-
го комплекса «Школа № 171», участвовавшим в обсужде-
нии решений и предложившим свои идеи, а также заме-
тившим неточности и опечатки.

В заключение отметим, что несмотря на то что работа
над книгой велась более трёх лет и за это время удалось
установить авторство большинства задач, предложить не-
сколько подходов к задачам, допускающим различные ре-
шения, собрать интересные факты об истоках создания са-
мих задач, а также предоставить ссылки для дальнейшего
изучения читателем заинтересовавшей его области мате-
матики, мы надеемся, что работа над книгой продолжится
и после выхода её первого издания: читатели помогут нам
не только исправить неизбежные неточности и опечатки
в тексте, но и поделятся идеями других решений собран-
ных задач, а, быть может, кто-то сможет документально
подтвердить авторство задач, для которых мы не смогли
указать авторов. Все замечания и предложения просим на-
правлять на адрес mmo1981-1992@mccme.ru.



Условия задач





1981 год (XLIV олимпиада)
7 класс

1. Натуральное число 𝐴 при делении на 1981 дало в
остатке 35, при делении на 1982 оно дало в остатке также
35. Каков остаток от деления числа 𝐴 на 14?

2. Дано число, имеющее 13 разрядов. Доказать, что од-
ну из его цифр можно вычеркнуть так, что в полученном
числе количество семёрок на чётных местах будет равно
количеству семёрок на нечётных местах.

3. На двух равных круглых листах бумаги художник
нарисовал одинаковых драконов. Оказалось, что на пер-
вом листе глаз дракона совпал с центром круга, а на вто-
ром –– не совпал. Доказать, что второй лист бумаги можно
разрезать на такие две части, чтобы из них удалось сло-
жить круг того же радиуса с тем же драконом, но чтобы
его глаз уже находился в центре круга.

4. Дано число 𝑥, большее 1. Обязательно ли имеет ме-
сто равенство ♭

√︀
♭
√
𝑥♯♯= ♭

√︀√
𝑥♯?

5. Имеется 5 гирь. Их массы равны 1000 г, 1001 г,
1002 г, 1004 г и 1007 г, но надписей на гирях нет и внешне
они неотличимы. Имеются весы со стрелкой, которые по-
казывают массу в граммах. Как с помощью трёх взвеши-
ваний определить гирю в 1000 г?

8 класс
1. В пятиугольнике проведены все диагонали. Какие

7 углов между двумя диагоналями или между диагоналя-
ми и сторонами достаточно отметить, чтобы из равенства
этих углов друг другу следовало, что пятиугольник пра-
вильный?

2–4. См. задачи 2–4 для 7 класса.
5. Дано 10 натуральных чисел: 𝑎1 <𝑎2 <𝑎3 < ...<𝑎10. До-

казать, что их наименьшее общее кратное не меньше 10𝑎1.



10 Условия задач. 1981 год

9 класс
1. Дано число, имеющее нечётное число разрядов. До-

казать, что одну из его цифр можно вычеркнуть так, что
в полученном числе количество семёрок на чётных местах
будет равно количеству семёрок на нечётных местах.

2. Натуральные числа 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 таковы, что каждое
не превышает своего номера ↼𝑎𝑘6𝑘↽ и сумма всех чисел ––
чётное число. Доказать, что одна из сумм 𝑎1 ±𝑎2 ±𝑎3 ± ...±
±𝑎𝑛 равна нулю.

3. Пусть 𝑋 и 𝑌 –– два выпуклых многоугольника, при-
чем многоугольник𝑋 содержится внутри 𝑌, 𝑆↼𝑋↽ и 𝑆↼𝑌↽ ––
площади этих многоугольников, а 𝑃↼𝑋↽ и 𝑃↼𝑌↽ –– их пери-

метры. Доказать, что
𝑆↼𝑋↽
𝑃↼𝑋↽

<2 𝛿
𝑆↼𝑌↽
𝑃↼𝑌↽

.

4. Можно ли разбить множество натуральных чисел
на бесконечное число бесконечных подмножеств, каждое
из которых получается из любого другого подмножества
прибавлением одного и того же целого числа к каждому
элементу?

5. У правильного 1981-угольника отмечены 64 верши-
ны. Доказать, что существует трапеция с вершинами в от-
меченных точках.

10 класс
1. Рассматривается функция 𝑦= 𝑓↼𝑥↽, определённая на

всей вещественной оси и удовлетворяющая для некоторо-
го числа 𝑘 ̸=0 равенству 𝑓↼𝑥+𝑘↽↼1− 𝑓↼𝑥↽↽=1+ 𝑓↼𝑥↽. Дока-
зать, что 𝑓 –– периодическая функция.

2. Даны многочлен 𝑃↼𝑥↽ степени 𝑑 со старшим коэффи-
циентом, равным единице, и натуральное число𝑚. Извест-
но, что если аргумент 𝑥 –– целое число, то 𝑃↼𝑥↽ –– целое чис-
ло, делящееся на 𝑚. Доказать, что число 𝑑! делится на 𝑚.

3. Доказать, что последовательность 𝑥𝑛=sin↼𝑛2↽ не стре-
мится к нулю при целом 𝑛→∞.

4. В квадрате со стороной, равной 1, расположена лома-
ная без самопересечений длины не меньше 200. Доказать,
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что найдётся прямая, параллельная одной из сторон квад-
рата, пересекающая ломаную не менее чем в 101 точке.

5. Радиус вписанной в треугольник окружности равен
4▷3, а длины высот треугольника являются целыми чис-
лами и их сумма равна 13. Вычислить стороны треуголь-
ника.

6. За круглым столом сидят 𝑛 человек. Разрешается
любых двух людей, сидящих рядом, поменять местами.
Какое наименьшее число таких перестановок необходимо
сделать, чтобы в результате любые два соседа остались бы
соседями, сидящими в обратном порядке?

1982 год (XLV олимпиада)
7 класс

1. Петя купил в магазине «Машины Тьюринга и дру-
гие вычислительные устройства» микрокалькулятор, ко-
торый может выполнять следующие операции: по любым
числам 𝑥 и 𝑦 он вычисляет 𝑥+𝑦, 𝑥−𝑦, 𝑥+1 и 1▷𝑥 (если 𝑥 ≠
≠0). Петя утверждает, что он может возвести любое поло-
жительное число в квадрат с помощью своего микрокаль-
кулятора, сделав не более 6 операций. А вы можете это
сделать? Если можете, то попробуйте перемножить любые
два положительных числа, сделав не более 20 операций
(промежуточные результаты можно записывать на бумаге
и использовать в вычислениях неоднократно).

2. В квадрате находятся 5 точек. Доказать, что между
какими-то двумя из них расстояние не превосходит поло-
вины длины диагонали квадрата.

3. Петя приобрёл в том же магазине автомат, который
за 5 копеек умножает любое введённое в него число на 3,
а за 2 копейки прибавляет к любому числу 4. Петя хочет,
начиная с 1, которую можно ввести в автомат бесплатно,
набрать на нём число 1981 и затратить наименьшее ко-
личество копеек. Во сколько обойдутся ему вычисления?
А что будет, если он захочет набрать число 1982?
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4. Какое наименьшее количество точек на плоскости
надо взять, чтобы среди попарных расстояний между ни-
ми встретились числа 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64? (Не запреща-
ется, чтобы среди попарных расстояний между точками,
кроме указанных, встречались и другие числа.)

8 класс
1. Упростить выражение

2√︀
4−3 4√5+2

√
5− 4√125

.

2. Прямоугольник разрезан на 5 прямоугольников. До-
казать, что один из пяти прямоугольников можно накрыть
другим.

3. Квадраты чисел 1, 2, 3, ..., 1982 записываются под-
ряд в некотором порядке. Может ли полученное много-
значное число быть полным квадратом?

4. Все диагонали выпуклого пятиугольника параллель-
ны противоположным сторонам. Докажите, что отноше-
ние каждой диагонали к противоположной стороне равно√

5+1
2

.

5. Считая известной формулу 13+23+ ...+𝑛3=
𝑛2↼𝑛+1↽2

4
,

доказать, что для различных натуральных чисел 𝑎1, 𝑎2, ...,
𝑎𝑛 справедливо неравенство

↼𝑎7
1 + ...+𝑎7

𝑛↽+ ↼𝑎
5
1 + ...+𝑎5

𝑛↽ > 2 𝛿 ↼𝑎3
1 + ...+𝑎3

𝑛↽
2.

Возможно ли равенство для каких-нибудь различных на-
туральных чисел 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛?

9 класс
1. Найти все натуральные числа 𝑛, для которых число

𝑛 𝛿 2𝑛+1 кратно трём.
2. Найти на плоскости точку, сумма расстояний от ко-

торой до четырёх заданных точек минимальна.
3. На плоскости отмечены все точки с целочисленными

координатами. Доказать, что найдётся окружность, внут-
ри которой лежат ровно 1982 отмеченные точки.
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4. Число 𝐴=0,1+0,02+0,003+ ...+𝑛10−𝑛+ ... записа-
но в виде бесконечной десятичной дроби. Доказать, что в
полученной записи не встретятся подряд идущие цифры
1982.

5. В выпуклом четырёхугольнике две стороны равны 1,
а другие стороны и обе диагонали не больше 1. Какое мак-
симальное значение может принимать периметр четырёх-
угольника?

10 класс
1. а) Доказать, что если из некоторой точки внутри пра-

вильного тетраэдра все его рёбра видны под одинаковыми
углами, то эта точка –– центр описанной около тетраэдра
сферы.

б) Существуют ли вне тетраэдра точки, из которых все
его рёбра видны под равными углами?
Примечание. Если точка лежит на ребре или его про-

должении, то считается, что из неё это ребро видно под
углом p или 0 соответственно.

2. а) Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 –– длины сторон треугольника. Дока-
зать неравенство

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 −2↼𝑎2𝑏2 +𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑐2↽+𝑎2𝑏𝑐+ 𝑏2𝑎𝑐+ 𝑐2𝑎𝑏 > 0.

б) Доказать, что это неравенство выполнено для любых
неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐.

3. Петя приобрёл в магазине «Машины Тьюринга и
другие вычислительные устройства» микрокалькулятор,
который может по любым действительным числам 𝑥 и 𝑦
вычислить 𝑥𝑦+𝑥+𝑦+1 и не имеет других операций. Петя
хочет написать «программу» для вычисления многочлена
1+𝑥+𝑥2 + ...+𝑥1982. Под «программой» он понимает та-
кую последовательность многочленов 𝑓1↼𝑥↽, ... , 𝑓𝑛↼𝑥↽, что
𝑓1↼𝑥↽=𝑥 и для любого 𝑖=2, ... , 𝑛 выполнены равенства
𝑓𝑖↼𝑥↽= 𝑐𝑖 или 𝑓𝑖↼𝑥↽= 𝑓𝑗↼𝑥↽ 𝛿 𝑓𝑘↼𝑥↽+ 𝑓𝑘↼𝑥↽+ 𝑓𝑗↼𝑥↽+1, где 𝑗< 𝑖,
𝑘< 𝑖, причём 𝑓𝑛↼𝑥↽=1+𝑥+ ...+𝑥1982.

а) Помогите Пете написать «программу».
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б) Сумеете ли вы написать «программу», если кальку-
лятор имеет только одну операцию 𝑥𝑦+𝑥+ 𝑦?

4. Найти все такие натуральные 𝑛, для которых числа
1
𝑛

и
1
𝑛+1

выражаются конечными десятичными дробями.

5. Внутри правильного шестиугольника находится дру-
гой правильный шестиугольник с вдвое меньшей сторо-
ной. Доказать, что центр большого шестиугольника ле-
жит внутри малого шестиугольника.

1983 год (XLVI олимпиада)
7 класс

1. Найти все пары целых чисел ↼𝑥, 𝑦↽, удовлетворяю-
щих уравнению 𝑥2 = 𝑦2 +2𝑦+13.

2. Белая плоскость произвольным образом забрызгана
чёрной тушью. Доказать, что для любого 𝑙>0 существует
отрезок длины 𝑙, у которого оба конца одного цвета.

3. Найти наименьшее натуральное число, начинающе-
еся с 4 и уменьшающееся от перестановки этой цифры в
конец числа в 4 раза.

4. Двум друзьям необходимо попасть в соседний город.
У них есть один велосипед, на котором может ехать лишь
один человек. Каково минимальное время, за которое они
могут добраться до города (считая по последнему), если
скорости пешеходов 𝑢1 и 𝑢2, их скорости на велосипеде 𝑣1

и 𝑣2 (𝑣𝑖>𝑢𝑗, 𝑖, 𝑗=1, 2), а расстояние равно 𝐴. (Они могут
возвращаться и оставлять велосипед друг другу.)

5. Существует ли пятиугольник со сторонами 3, 4, 9,
11, 13, в который можно вписать окружность?

8 класс
1. Доказать, что при любых 𝑥>

√
2 и 𝑦>

√
2 выполняет-

ся неравенство 𝑥4 −𝑥3𝑦+𝑥2𝑦2 −𝑥𝑦3 + 𝑦4 >𝑥2 + 𝑦2.
2. На сторонах треугольника 𝐴𝐵𝐶 вне его построены

правильные треугольники 𝐴𝐵𝐶1, 𝐵𝐶𝐴1 и 𝐶𝐴𝐵1. Доказать,
что

#      –

𝐴𝐴1 +
#      –

𝐵𝐵1 +
#     –

𝐶𝐶1 =
#–

0.
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3. Может ли квадрат какого-либо натурального числа
начинаться с 1983 девяток?

4. В вершинах правильного 1983-угольника расставле-
ны числа 1, 2, ... , 1983. Любая его ось симметрии делит
числа, не лежащие на ней, на два множества. Назовём рас-
становку «хорошей» относительно данной оси симметрии,
если каждое число одного множества больше симметрич-
ного ему числа. Существует ли расстановка, являющаяся
«хорошей» относительно любой оси симметрии?

5. На окружности выбрано пять точек 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4,
𝐻. Обозначим через ℎ𝑖𝑗 расстояние от точки 𝐻 до прямой
𝐴𝑖𝐴𝑗. Доказать, что ℎ12 𝛿 ℎ34 =ℎ14 𝛿 ℎ23.

9 класс
1. Доказать, что при любой расстановке знаков «+» и

«−» у нечётных степеней 𝑥 выполнено неравенство

𝑥2𝑛±𝑥2𝑛−1 +𝑥2𝑛−2 ±𝑥2𝑛−3 + ...±𝑥3 +𝑥2 ±𝑥+1 >
1
2

(𝑛 –– натуральное число, 𝑥 –– любое действительное).
2. Три окружности радиусов 3, 4, 5 внешне касаются

друг друга. Через точку касания окружностей радиусов 3
и 4 проведена их общая касательная. Найти длину отрезка
касательной, заключённого внутри окружности радиуса 5.

3. Доказать, что число 11983 +21983 + ...+19831983 делит-
ся на 1+ ...+1983.

4. Двадцать городов соединены 172 авиалиниями (без
промежуточных посадок). Доказать, что, используя эти
авиалинии, можно из каждого города перебраться в лю-
бой другой.

10 класс
1. Пусть 𝐴1,𝐵1,𝐶1 –– точки, в которых окружность, впи-

санная в △𝐴𝐵𝐶, касается сторон 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 соответствен-
но. Дано, что 𝐴𝐴1 =𝐵𝐵1 =𝐶𝐶1. Доказать, что △𝐴𝐵𝐶 пра-
вильный.
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2. Доказать, что 4𝑚−4𝑛 делится на 3𝑘+1 тогда и только
тогда, когда 𝑚−𝑛 делится на 3𝑘. Решить задачу: а) при
𝑘=1, 2, 3; б) при любом 𝑘 (𝑚, 𝑛, 𝑘 –– натуральные числа).

3. На доске после занятия кружка осталась запись:

«Вычислить 𝑡↼0↽−𝑡
(︁
p

5

)︁
+𝑡

(︁
2p
5

)︁
−𝑡

(︁
3p
5

)︁
+ ...+𝑡

(︁
8p
5

)︁
−𝑡

(︁
9p
5

)︁
,

где 𝑡↼𝑥↽=cos 5𝑥+ ... cos 4𝑥+ ... cos 3𝑥+ ... cos 2𝑥+ ... cos 𝑥+
+ ...». Увидев её, студент мехмата сказал товарищу, что
он может вычислить эту сумму, даже не зная значений
стёртых с доски коэффициентов. Не ошибается ли он?

4. В пространстве выбрано 8 точек, никакие четыре
из которых не лежат в одной плоскости, и проведено 17
отрезков, у каждого из которых оба конца лежат в упо-
мянутых точках. Доказать, что а) отрезки образуют хотя
бы один треугольник; б) треугольников на самом деле не
меньше 4.

5. За круглым столом сидят 13 богатырей из 𝑠 городов
(1< 𝑠<13) и каждый держит золотой или серебряный ку-
бок, причём золотых кубков тоже 𝑠 штук. Князь повелел
каждому богатырю передать свой кубок соседу справа и
повторять это до тех пор, пока какие-нибудь два богатыря
из одного города не получат оба золотые кубки. Доказать,
что желание князя всегда будет исполнено (все богатыри
неподвижно сидят лицом к столу и передают кубки так,
что каждый получает кубок от левого соседа и передаёт
свой кубок правому соседу одновременно).

1984 год (XLVII олимпиада)
7 класс

1. Назовём автобусный билет 1 счастливым, если сум-
ма цифр его номера делится на 7. Могут ли два билета
подряд быть счастливыми?

1 Автобусные билеты 1980-х годов в Москве имели шестизначные
номера. Обычно счастливым билетом назывался тот, у которого сумма
первых трёх цифр равнялась сумме последних трёх.
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Условия задач для 7 класса
47-й Московской математической олимпиады
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2. Дорожки в зоопарке имеют вид рав-
ностороннего треугольника, в котором про-
ведены средние линии. Из клетки сбежала
обезьянка. Её ловят два сторожа. Смогут ли
они поймать обезьянку, если все трое могут
бегать только по дорожкам, скорость обезьянки и скоро-
сти сторожей равны и они видят друг друга?

3. Покупатель взял у продавца товара на 10 рублей и
дал 25 рублей 1. У продавца не нашлось сдачи, и он раз-
менял деньги у соседа. Когда они расплатились и покупа-
тель ушёл, сосед обнаружил, что 25 рублей фальшивые.
Продавец вернул соседу 25 рублей и задумался. Сколько
же всего он понёс убытков?

4. Из бумажного треугольника вырезали параллело-
грамм. Доказать, что площадь параллелограмма не пре-
восходит половины площади треугольника.

5. На доске 20×20 стоят 10 ладей и один король. Ко-
роль не стоит под боем и идёт из левого нижнего угла в
правый верхний по диагонали 2. Ходят по очереди: снача-
ла король, потом одна из ладей. Доказать, что при любом
начальном расположении ладей и любом способе маневри-
рования ими король встретит на своём пути хотя бы одну
из неприятностей: попадёт под шах или наткнётся на ла-
дью.

8 класс

1. Решите уравнение
𝑥3

√
4−𝑥2

+𝑥2 −4=0.

2. Каждые две из шести ЭВМ 3 соединены своим прово-
дом. Укажите, как раскрасить каждый из этих проводов в
один из пяти цветов так, чтобы из каждой ЭВМ выходило
пять проводов разного цвета.

1 В 1980-е годы в СССР была денежная купюра достоинством 25 р.
2 Предполагается, что король всё время движется в одном направ-

лении и не может отступать.
3 ЭВМ –– электронно-вычислительная машина.
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3. Докажите, что сумма расстояний от центра правиль-
ного семиугольника до всех его вершин меньше, чем сум-
ма расстояний до них от любой другой точки.

4. Сумма пяти неотрицательных чисел равна единице.
Докажите, что их можно расставить по кругу так, что сум-
ма всех пяти попарных произведений соседних чисел бу-
дет не больше 1▷5.

5. Разрежьте квадрат на 8 остроугольных треугольни-
ков.

6. Является ли чётным число всех 64-значных нату-
ральных чисел, не содержащих в записи нулей и деля-
щихся на 101?

9 класс
1. Боковые рёбра треугольной пирамиды имеют одина-

ковую длину, а боковые грани –– одинаковую площадь. До-
кажите, что основание этой пирамиды –– равнобедренный
треугольник.

2. Каждые две из 13 ЭВМ соединены своим проводом.
Можно ли раскрасить каждый из этих проводов в один из
12 цветов так, чтобы из каждой ЭВМ выходило 12 прово-
дов разного цвета?

3. Некоторый треугольник можно вырезать из бумаж-
ной полоски единичной ширины, а из любой полоски
меньшей ширины его вырезать нельзя. Какую площадь
может иметь этот треугольник?

4. По кругу расставлено не менее четырёх неотрица-
тельных чисел, в сумме равных единице. Докажите, что
сумма всех попарных произведений соседних чисел не
больше 1▷4.

5. Существуют ли три ненулевые цифры, с помощью
которых можно составить бесконечное число десятичных
записей квадратов различных целых чисел?

6. В прямоугольнике размером 3×4 расположены че-
тыре точки. Докажите, что среди них найдутся две, рас-
стояние между которыми не превосходит 25▷8.
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10 класс
1. Не используя калькуляторов, таблиц и т. п., докажи-

те неравенство sin 1< log3

√
7.

2. Жюри олимпиады решило по её результатам сопо-
ставить каждому участнику натуральное число таким об-
разом, чтобы по этому числу можно было однозначно вос-
становить баллы, полученные участником за каждую зада-
чу, и чтобы из каждых двух школьников большее число
сопоставлялось тому, кто набрал бо́льшую сумму баллов.
Помогите жюри решить эту задачу!

3. Решите в целых числах уравнение 19𝑥3−84𝑦2=1984.
4. В некотором царстве, в некотором государстве бы-

ло выпущено неограниченное количество монет достоин-
ством в 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, ... копеек, где 𝑛1 <𝑛2 <𝑛3 < ... –– бес-
конечная последовательность, состоящая из натуральных
чисел. Докажите, что эту последовательность можно обо-
рвать, т. е. найдётся такое число 𝑁, что любую сумму, ко-
торую можно уплатить без сдачи выпущенными монетами,
на самом деле можно уплатить только монетами достоин-
ством в 𝑛1, 𝑛2, ... , 𝑛𝑁 копеек.

5. Квадрат разрезан на остроугольные треугольники.
Доказать, что их не меньше восьми.

6. Треугольное сечение куба касается вписанного в куб
шара. Докажите, что площадь этого сечения меньше поло-
вины площади грани куба.

1985 год (XLVIII олимпиада)
7 класс

1. Найти все значения 𝑥 и 𝑦, удовлетворяющие равен-
ству 𝑥𝑦+1=𝑥+ 𝑦.

2. Даны пять различных положительных чисел, кото-
рые можно разбить на две группы так, чтобы суммы чисел
в этих группах были одинаковыми. Сколькими способами
это можно сделать?
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3. Длины 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 четырёх отрезков удовлетворяют не-
равенствам 0<𝑎6 𝑏6 𝑐<𝑑, 𝑑<𝑎+ 𝑏+ 𝑐. Можно ли из этих
отрезков сложить трапецию?

4. В центре квадрата сидит заяц, а в каждом из че-
тырёх углов по одному волку. Может ли заяц выбежать
из квадрата, если волки могут бегать только по сторонам
квадрата с максимальной скоростью, в 1,4 раза большей,
чем максимальная скорость зайца?

5. В магазин привезли цистерну молока. У продавца
имеются чашечные весы без гирь (на чашки весов мож-
но ставить фляги), а также три одинаковые фляги, две из
которых пустые, а в третьей налит 1 л молока. Как отлить
в одну флягу ровно 85 л молока, сделав не более восьми
взвешиваний?

8 класс
1. Найти все значения 𝑥, 𝑦 и 𝑧, удовлетворяющие ра-

венству ↼𝑥− 𝑦+ 𝑧↽2 =𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2.
2. Числа 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎1985 представляют собой перестав-

ленные в некотором порядке числа 1, 2, ..., 1985. Каждое
число 𝑎𝑘 умножается на его номер 𝑘, а затем среди всех
полученных 1985 произведений выбирается наибольшее.
Доказать, что оно не меньше 9932.

3. На лист бумаги «в клетку» положен бумажный квад-
рат, площадь которого равна учетверённой площади клет-
ки. Какое наименьшее число узлов может накрывать этот
квадрат? (Узел –– это точка пересечения линий бумаги; ес-
ли узел лежит на границе квадрата, то он считается на-
крытым.)

4. За дядькой Черномором выстроились чередой беско-
нечное число богатырей. Доказать, что он может прика-
зать части из них выйти из строя так, чтобы в строю оста-
лось бесконечно много богатырей и все они стояли по ро-
сту (не обязательно в порядке возрастания).

5. Доказать, что если длина каждой из трёх биссектрис
треугольника больше 1, то его площадь больше 1▷

√
3.
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9 класс
1. Найти все значения 𝑥, 𝑦 и 𝑧, удовлетворяющие ра-

венству √
𝑥− 𝑦+ 𝑧 =

√
𝑥−

√
𝑦+

√
𝑧.

2. В некоторой стране 1985 аэродромов. С каждого из
них вылетел самолёт и приземлился на самом удалённом
от места старта аэродроме. Могло ли случиться, что в
результате все 1985 самолётов оказались на 50 аэродро-
мах? (Землю можно считать плоской, а маршруты –– пря-
мыми.)

3. На лист бумаги «в клетку» положен бумажный квад-
рат, площадь которого равна учетверённой площади клет-
ки. Оказалось, что какие-то 7 узлов накрыты этим квадра-
том. Сколько всего узлов им накрыто? (Узел –– это точка
пересечения линий бумаги; если узел лежит на границе
квадрата, то он считается накрытым.)

4. Доказать, что в любой группе из 12 человек можно
выбрать двоих, а среди оставшихся 10 человек ещё пяте-
рых так, чтобы каждый из этих пятерых удовлетворял
следующему условию: либо он дружит с обоими выбран-
ными вначале, либо не дружит ни с одним из них.

5. Доказать, что любое число 2𝑛, где 𝑛=3, 4, ..., можно
представить в виде 2𝑛=7𝑥2 + 𝑦2, где 𝑥 и 𝑦 нечётные числа.

10 класс
1. Решить уравнение

𝑥−49
50

+
𝑥−50

49
=

49
𝑥−50

+
50
𝑥−49

.

2. См. задачу 3 для 7 класса.
3. Назовём «сложностью» данного числа наименьшую

длину числовой последовательности (если такая найдёт-
ся), которая начинается с нуля и заканчивается этим чис-
лом, причём каждый следующий член последовательно-
сти либо равен половине предыдущего, либо в сумме с
предыдущим составляет 1. Среди всех чисел вида 𝑚▷250,
где𝑚=1, 3, 5, ..., 250−1, найти число с наибольшей «слож-
ностью».
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4. Даны 1985 множеств, каждое из которых состоит из
45 элементов, причём объединение любых двух множеств
содержит ровно 89 элементов. Сколько элементов содер-
жит объединение всех этих 1985 множеств?

5. Доказать, что если расстояния между скрещиваю-
щимися рёбрами тетраэдра равны соответственно ℎ1,ℎ2,ℎ3,
то объём тетраэдра не меньше, чем ℎ1ℎ2ℎ3▷3.

1986 год (XLIX олимпиада)
7 класс

1. На листе прозрачной бумаги нарисован четырёхуголь-
ник. Указать способ, как сложить этот лист (возможно, в
несколько раз), чтобы определить, является ли исходный
четырёхугольник ромбом.

2. Доказать, что ни для каких чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 не могут
одновременно выполняться три неравенства:

|𝑥| < |𝑦− 𝑧|, |𝑦| < |𝑧−𝑥|, |𝑧| < |𝑥− 𝑦|.

3. Три гнома живут в разных домах и ходят со скоро-
стями 1, 2 и 3 км/ч соответственно. Какое место для еже-
дневных встреч нужно им выбрать, чтобы сумма времён,
необходимых каждому из гномов на путь от своего дома
до этого места (по прямой), была наименьшей?

4. Произведение некоторых 1986 натуральных чисел
имеет ровно 1985 различных простых делителей. Дока-
зать, что либо одно из этих чисел, либо произведение
нескольких из них является квадратом натурального чис-
ла.

5. Известно, что в кодовом замке исправны только кноп-
ки с номерами 1, 2, 3, а код этого замка трёхзначен и не со-
держит других цифр. Написать последовательность цифр
наименьшей длины, наверняка открывающую этот замок
(замок открывается, как только подряд и в правильном
порядке нажаты все три цифры его кода).
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8 класс
1. На листе прозрачной бумаги нарисован четырёхуголь-

ник. Указать способ, как сложить этот лист (возможно, в
несколько раз), чтобы, не используя никакие инструмен-
ты, можно было определить, является ли исходный четы-
рёхугольник квадратом.

2. Найти все натуральные числа, не представимые в ви-
де разности квадратов каких-либо натуральных чисел.

3. Доказать, что если 𝑎1 =1, 𝑎𝑛=
𝑎𝑛−1

2
+

1
𝑎𝑛−1

при 𝑛=2, 3,

..., 10, то 0<𝑎10 −
√

2<10−370.
4. Квадратное поле разбито на 100 одинаковых квад-

ратных участков, девять из которых поросли бурьяном.
Известно, что бурьян за год распространяется на те и толь-
ко те участки, у каждого из которых не менее двух сосед-
них участков уже поражены бурьяном (участки называют-
ся соседними, если они имеют общую сторону). Доказать,
что полностью всё поле бурьяном никогда не зарастёт.

5. Доказать, что система неравенств⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|𝑥| > |𝑦− 𝑧+ 𝑡|,
|𝑦| > |𝑥− 𝑧+ 𝑡|,
|𝑧| > |𝑥− 𝑦+ 𝑡|,
|𝑡| > |𝑥− 𝑦+ 𝑧|

не имеет решений.

9 класс
1. На листе бумаги отмечены точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Распо-

знающее устройство может абсолютно точно выполнять
два типа операций: а) измерять в сантиметрах расстояние
между двумя заданными точками; б) сравнивать два за-
данных числа. Какое наименьшее число операций нужно
выполнить этому устройству, чтобы можно было наверня-
ка определить, является ли четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 пря-
моугольником?
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2. Из точки 𝑀 по плоскости с постоянной скоростью
ползёт муравей. Его путь представляет собой спираль, ко-
торая наматывается на точку 𝑂 и гомотетична некоторой
своей части относительно этой точки. Сможет ли муравей
пройти весь свой путь за конечное время?

3. Решить систему неравенств⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|𝑥| < |𝑦− 𝑧+ 𝑡|,
|𝑦| < |𝑥− 𝑧+ 𝑡|,
|𝑧| < |𝑥− 𝑦+ 𝑡|,
|𝑡| < |𝑥− 𝑦+ 𝑧|.

4. Произведение некоторых 48 натуральных чисел име-
ет ровно 10 простых делителей. Доказать, что произведе-
ние некоторых четырёх из этих чисел является квадратом
натурального числа.

5. На координатной плоскости нарисованы круги ради-
уса 1▷14 с центрами в каждой точке, у которой обе коор-
динаты –– целые числа. Доказать, что любая окружность
радиуса 100 пересечёт хотя бы один из нарисованных кру-
гов.

10 класс
1. На листе бумаги отмечены точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Рас-

познающее устройство может абсолютно точно выполнять
два типа операций: а) измерять в сантиметрах расстояние
между двумя заданными точками; б) сравнивать два за-
данных числа. Какое наименьшее число операций нуж-
но выполнить этому устройству, чтобы наверняка опреде-
лить, является ли четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 квадратом?

2. Биссектриса угла 𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 продолжена
до пересечения в точке 𝐷 с описанной вокруг него окруж-

ностью. Доказать неравенство 𝐴𝐷>
𝐴𝐵+𝐴𝐶

2
.

3. Решить уравнение 𝑥𝑥
4

=4 (𝑥>0).
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4. Докажите, что ни для каких векторов –𝑎,
–
𝑏, –𝑐 не мо-

гут одновременно выполняться три неравенства
√

3 |–𝑎| < |–𝑏− –𝑐|,
√

3 |–𝑏| < |–𝑐− –𝑎|,
√

3 |–𝑐| < |–𝑎− –
𝑏|.

5. Какое наименьшее значение в зависимости от пара-
метров a и b принимает максимум функции

𝑦↼𝑥↽ = |cos 𝑥+ a cos 2𝑥+ b cos 3𝑥|, 𝑥 ∈ R?

1987 год (L олимпиада)
7 класс

1. В марте 1987 года учитель решил провести 11 заня-
тий математического кружка. Доказать, что если по суб-
ботам и воскресеньям кружок не проводить, то в марте
найдутся три дня подряд, в течение которых не будет ни
одного занятия кружка.

2. Доказать, что из любых 27 различных натуральных
чисел, меньших 100, можно выбрать два числа, не являю-
щиеся взаимно простыми.

3. По поляне, имеющей форму равностороннего тре-
угольника со стороной 100 м, бегает волк. Охотник уби-
вает волка, если стреляет в него с расстояния не более
30 м. Доказать, что охотник может убить волка, как бы
быстро тот ни бегал.

4. Пусть 𝐴𝐵 –– основание трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷. Доказать,
что если 𝐴𝐶+𝐵𝐶=𝐴𝐷+𝐵𝐷, то трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– равно-
бокая.

5. Али-Баба и 40 разбойников решили разделить клад
из 1987 золотых монет следующим образом: первый раз-
бойник делит весь клад на две части, затем второй раз-
бойник делит одну из частей на две части и т. д. После
40-го деления первый разбойник выбирает наибольшую из
частей, затем второй разбойник выбирает наибольшую из
оставшихся частей, и т. д. Последняя, 41-я часть достаёт-
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ся Али-Бабе. Для каждого из 40 разбойников определить,
какое наибольшее количество монет он может себе обес-
печить при таком дележе независимо от действий других
разбойников.

8 класс
1. Доказать, что если 𝑎> 𝑏>0 и

𝑥
𝑎
<
𝑦
𝑏
, то справедливо

неравенство
1
2

(︁
𝑥
𝑎
+
𝑦
𝑏

)︁
>
𝑥+ 𝑦
𝑎+ 𝑏

.

2. Школьник хочет из квадрата размером 2𝑛×2𝑛 выре-
зать наибольшее количество прямоугольников размером
1× ↼𝑛+1↽. Каково это количество, если: а) 𝑛<3; б) 𝑛>3;
в) 𝑛=3?

3. В классе организуется турнир по перетягиванию ка-
ната. В турнире ровно по одному разу должны участвовать
всевозможные команды, которые можно составить из уча-
щихся этого класса (кроме команды всего класса). Дока-
зать, что каждая команда учащихся будет соревноваться
с командой всех остальных учащихся класса.

4. В пятиугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 углы при вершинах 𝐵 и
𝐷 –– прямые, ∠𝐵𝐶𝐴=∠𝐷𝐶𝐸, а точка 𝑀 –– середина сторо-
ны 𝐴𝐸. Доказать, что 𝑀𝐵 = 𝑀𝐷.

5. Можно ли выбрать некоторые натуральные числа
так, чтобы при любом натуральном значении 𝑛 хотя бы
одно из чисел 𝑛, 𝑛+50 было выбрано и хотя бы одно из
чисел 𝑛, 𝑛+1987 не было выбрано?

9 класс
1. Даны 7 различных цифр. Доказать, что для любого

натурального числа 𝑛 найдётся пара данных цифр, сумма
которых оканчивается той же цифрой, что и число 𝑛.

2. По 𝑘 вершинам правильного пятиугольника с помо-
щью двусторонней линейки восстановить остальные вер-
шины в случае а) 𝑘=4; б) 𝑘=3. (Двусторонней линейкой
можно делать то же, что и обычной линейкой без делений,
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а также проводить прямую, параллельную данной, на рас-
стоянии, равном ширине линейки.)

3. Найти такие 50 натуральных чисел, что ни одно из
них не делится на другое, а произведение любых двух из
них делится на любое из оставшихся чисел.

4. Доказать, что для любых чисел 𝑎1, ..., 𝑎1987 и поло-
жительных чисел 𝑏1, ..., 𝑏1987 справедливо неравенство

↼𝑎1 + ...+𝑎1987↽2

𝑏1 + ...+ 𝑏1987
6
𝑎2

1

𝑏1
+ ...+

𝑎2
1987

𝑏1987
.

5. Таня уронила мячик в огромный прямоугольный
бассейн. Она хочет его достать с помощью 30 узких досок
длиной 1 м каждая, построив из них мостики так, чтобы
каждая доска опиралась на края бассейна или на уже по-
ложенные доски и чтобы в итоге одна из досок прошла над
мячиком. Доказать, что Тане не удастся это сделать, если
расстояния от краёв бассейна до мячика превышают 2 м.

10 класс
1. а) Доказать, что из трёх положительных чисел все-

гда можно выбрать такие два числа 𝑥 и 𝑦, что 06
𝑥− 𝑦
1+𝑥𝑦

61.

б) Верно ли, что указанные два числа можно выбрать
из любых четырёх чисел?

2. Углы, образованные сторонами правильного треуголь-
ника с некоторой плоскостью, равны a, b и g. Доказать,
что одно из чисел sin a, sin b, sin g равно сумме двух дру-
гих.

3. На клетчатой бумаге закрашены 17 единичных кле-
ток. Доказать, что их можно покрыть прямоугольниками,
сумма периметров которых не превосходит 100, причём
расстояние между любыми точками разных прямоуголь-
ников не меньше

√
2.

4. Можно ли разбить множество целых чисел на три
подмножества так, чтобы для любого целого значения 𝑛
чи́сла 𝑛, 𝑛−50, 𝑛+1987 принадлежали трём разным под-
множествам?
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5. В некотором царстве, территория которого имеет
форму квадрата со стороной 2 км, царь решает созвать
всех жителей к 7 ч вечера к себе во дворец на бал. Для
этого он в полдень посылает с поручением гонца, который
может передать любое указание любому другому жителю,
который в свою очередь может передать любое указание
любому другому жителю, и т. д. Каждый житель до по-
ступления указания находится в известном месте (у себя
дома) и может передвигаться со скоростью 3 км/ч в лю-
бом направлении (по прямой). Доказать, что царь может
организовать оповещение так, чтобы все жители успели
прийти к началу бала.

1988 год (LI олимпиада)
7 класс

1. Доказать, что при простых 𝑝>7 число 𝑝4 −1 делится
нацело на 240.

2. На серединах рёбер 𝐴𝐵 и 𝐵′𝐶′ куба 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′

взяты точки𝑀 и 𝑃. Изобразить на грани 𝐵𝐶𝐶′𝐵′ все точки,
кратчайшие расстояния от которых по поверхности куба
до точек 𝑀 и 𝑃 равны.

3. С помощью кронциркуля и линейки провести через
данную точку прямую, параллельную данной. Кронцир-
куль –– это инструмент, похожий на циркуль, но на кон-
цах у него две иголки. Он позволяет переносить одина-
ковые расстояния, но не позволяет рисовать (процарапы-
вать) окружности, дуги окружностей и делать засечки.

4. Двадцать телефонов соединены проводами так, что
каждый провод соединяет два телефона, каждая пара те-
лефонов соединена не более чем одним проводом и от каж-
дого телефона отходит не более двух проводов. Нужно за-
красить провода (каждый провод целиком одной краской)
так, чтобы от каждого телефона выходили провода разных
цветов. Какого наименьшего числа красок достаточно для
такой закраски?
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8 класс
1. Над строкой из четырёх чисел 1, 9, 8, 8 проделаем

следующую операцию: между каждыми двумя соседними
числами впишем число, которое получится в результате
вычитания левого числа из правого. Над новой строкой
проделаем ту же операцию и т. д. Найти сумму чисел стро-
ки, которая получится после ста таких операций.

2. Имеется линейка без делений и специальный инстру-
мент, позволяющий замерять расстояние между двумя
произвольными точками и откладывать это расстояние на
любой уже проведённой прямой от произвольной точки
этой прямой. Как с помощью этих инструментов и каран-
даша разделить пополам данный отрезок?

3. Доказать, что ни одна четвёрка натуральных чисел
𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 не удовлетворяет равенству 3𝑥4 +5𝑦4 +7𝑧4 =11𝑡4.

4. Даны четыре монеты, среди которых могут оказать-
ся фальшивые. Известно, что настоящая монета весит
10 г, а фальшивая –– 9 г. Весы с одной чашкой показы-
вают общий вес положенных на эту чашку монет. Найти
наименьшее количество взвешиваний, которое нужно сде-
лать, чтобы наверняка определить, какие монеты являют-
ся фальшивыми, а какие –– настоящими.

9 класс
1. Выпуклый четырёхугольник разбит диагоналями на

четыре треугольника, площади которых выражаются це-
лыми числами. Доказать, что произведение этих чисел не
может оканчиваться на 1988.

2. Докажите, что при простых 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝24, 𝑝𝑖>5, 𝑖=1,
2, ..., 24, число 𝑝2

1 + 𝑝
2
2 + ...+ 𝑝2

24 делится нацело на 24.
3. На плоскости даны две перпендикулярные прямые.

С помощью кронциркуля указать на плоскости три точ-
ки, являющиеся вершинами равностороннего треугольни-
ка. Кронциркуль –– это инструмент, похожий на циркуль,
но на концах у него две иголки. Он позволяет переносить
одинаковые расстояния, но не позволяет рисовать (про-
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царапывать) окружности, дуги окружностей и делать за-
сечки.

4. Пусть 𝑥 и 𝑦 натуральные числа. Рассмотрим функ-

цию 𝑓↼𝑥, 𝑦↽=
↼𝑥+ 𝑦−1↽↼𝑥+ 𝑦−2↽

2
+ 𝑦. Докажите, что множе-

ством значений 𝑓↼𝑥, 𝑦↽ являются все натуральные числа,
причём для любого натурального 𝑛= 𝑓↼𝑥, 𝑦↽ числа 𝑥 и 𝑦
определяются однозначно.

5. Двадцать телефонов соединены проводами так, что
каждый провод соединяет два телефона, каждая пара те-
лефонов соединена не более чем одним проводом и от каж-
дого телефона отходит не более трёх проводов. Нужно за-
красить провода (каждый провод целиком одной краской)
так, чтобы от каждого телефона выходили провода разных
цветов. Какого наименьшего числа красок достаточно для
такой закраски?

10 класс
1. Калькулятор имеет пять операций: сложение, вы-

читание, умножение, деление и извлечение квадратного
корня. Найти формулу, по которой на этом калькулято-
ре можно определить наибольшее из двух произвольных
чисел 𝑎 и 𝑏.

2. Существует ли на координатной плоскости прямая,
относительно которой симметричен график функции 𝑦=
=2𝑥?

3. Всякий ли параллелепипед можно рассечь плоско-
стью так, чтобы в сечении получился прямоугольник?

4. Имеется линейка без делений и эталон длины, поз-
воляющий откладывать некоторое фиксированное рассто-
яние на любой уже проведённой прямой от произвольной
точки этой прямой. Как с помощью этих инструментов и
карандаша провести какой-нибудь перпендикуляр к дан-
ной прямой?

5. Возьмём пару натуральных чисел и разделим с остат-
ком большее из них на меньшее (если числа равны, то
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также одно из них разделим на другое). Из полученных
частного и остатка образуем новую пару чисел и продела-
ем с ней то же самое. Как только одно из чисел окажется
равным нулю, прекратим вычисления. Доказать, что если
начать с чисел, не превосходящих 1988, то более шести
делений выполнить не удастся.

1989 год (LII олимпиада)
7 класс

1. Квадрат расчерчен на 16 равных клеток. Каждую из
букв 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 расставить в этих клетках по четыре раза
таким образом, чтобы на любой горизонтали, любой вер-
тикали и двух больших диагоналях не было одинаковых
букв.

2. Проведя наименьшее количество линий (окружно-
стей и прямых с помощью циркуля и линейки), построить
прямую, проходящую через данную точку параллельно за-
данной прямой.

3. В тёмной комнате на полке в беспорядке лежат 4 па-
ры носков двух разных размеров и двух разных цветов.
Какое наименьшее число носков необходимо не выходя из
комнаты переложить с полки в чемодан, чтобы в нём га-
рантированно оказалось две пары различного размера и
цвета?

4. Турист выехал из турбазы на байдарке в 10 часов
15 минут с обязательством вернуться обратно не позд-
нее 13 часов того же дня. Известно, что скорость реки
1,4 км/ч, скорость байдарки в стоячей воде 3 км/ч. На
какое максимальное расстояние турист сможет отъехать
от турбазы, если через каждые 30 минут гребли он тра-
тит ровно 15 минут на отдых, не причаливая при этом к
берегу, и может повернуть обратно только после отдыха?

5. Найти все натуральные числа 𝑎, удовлетворяющие
условиям: произведение цифр числа 𝑎 равно 44 𝛿 𝑎−86868,
а сумма цифр является кубом натурального числа.
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8 класс
1. Решить уравнение ↼𝑥2 +𝑥↽2 +

√
𝑥2 −1=0.

2. Часть клеток бесконечной клетчатой бумаги покра-
шена в красный цвет, остальные –– в белый (не обязатель-
но в шахматном порядке). По красным клеткам прыгает
кузнечик, по белым –– блоха, причём каждый прыжок де-
лается на любое расстояние по вертикали или горизонта-
ли. Доказать, что кузнечик и блоха могут оказаться в со-
седних клетках, сделав в общей сложности (в сумме) не
более трёх прыжков.

3. Проведя наименьшее количество линий (окружно-
стей и прямых с помощью циркуля и линейки), постро-
ить перпендикуляр к данной прямой, проходящий через
данную точку а) вне этой прямой; б) на ней.

4. Подмножество 𝑋 множества «двузначных» чисел 00,
01, ..., 98, 99 таково, что в любой бесконечной цифровой
последовательности найдутся две цифры, стоящие рядом
и образующие число из 𝑋. Какое наименьшее количество
чисел может содержаться в 𝑋?

5. Доказать, что пионерский отряд всегда можно раз-
бить на две команды так, чтобы общее число пар друзей,
оказавшихся в одной и той же команде, было меньше чис-
ла пар друзей, оказавшихся в разных командах 1.

6. Все значения квадратного трёхчлена 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 на
отрезке ♭0; 1♯ по модулю не превосходят 1. Какое наиболь-
шее значение при этом может иметь величина |𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐|?

9 класс
1. В пространстве имеется четыре различных прямых,

окрашенных в два цвета: две красных и две синих, при-
чём любая красная прямая перпендикулярна любой синей
прямой. Доказать, что либо красные, либо синие прямые
параллельны.

1 В то время казалось очевидным, что в каждом пионерском отряде
есть друзья.
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2. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 взя-
ты соответственно точки 𝑀, 𝐾 и 𝐿 так, что прямая 𝑀𝐾
параллельна прямой 𝐴𝐶 и 𝑀𝐿 параллельна 𝐵𝐶. При этом
отрезок 𝐵𝐿 пересекает отрезок 𝑀𝐾 в точке 𝑃, а 𝐴𝐾 пе-
ресекает 𝑀𝐿 в точке 𝑄. Доказать, что отрезки 𝑃𝑄 и 𝐴𝐵
параллельны.

3. Известно, что числа 𝑎1, 𝑎2, ... и 𝑏1, 𝑏2, ... образуют гео-
метрические прогрессии. Можно ли, зная лишь значения
𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, 𝑎3 + 𝑏3 и 𝑎4 + 𝑏4, определить 𝑎5 + 𝑏5?

Рис. 1

4. Улицы некоторого города на плане
представляются в виде квадрата, расчерчен-
ного на 25 равных клеток со стороной 1.
В отмеченной на рис. 1 точке находится сне-
гоуборочная машина. Найти длину кратчай-
шего маршрута объезда всех улиц, чтобы в
конце работы машина вернулась в исходную
точку.

5. Найти все положительные числа 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥10, удо-
влетворяющие при всех 𝑘=1, 2, ..., 10 условию

↼𝑥1 + ...+𝑥𝑘↽↼𝑥𝑘+ ...+𝑥10↽ = 1.

10 класс
1. Решить уравнение lg↼𝑥−2↽=2𝑥−𝑥2 +3.
2. Существует ли функция, график которой на коорди-

натной плоскости имеет общую точку с любой прямой?
3. Можно ли расставить на листе клетчатой бумаги кре-

стики и нолики так, чтобы ни на одной горизонтали, вер-
тикали и диагонали нельзя было встретить три одинако-
вых знака подряд?

4. Даны а) 5; б) 1989 различных натуральных чисел.
Доказать, что некоторая бесконечная арифметическая про-
грессия, первый член которой не больше её разности, со-
держит ровно 3 или 4 данных числа.

5. Вычислить с точностью до 2 наименьшую суммар-
ную длину разрезов, которые необходимо сделать, чтобы



Условия задач. 1990 год 35

перекроить единичный квадрат в прямоугольник с диаго-
налью, равной 100.

6. На рёбрах произвольного тетраэдра выбрано по точ-
ке. Через каждую тройку точек, лежащих на рёбрах с об-
щей вершиной, проведена плоскость. Доказать, что если
три из четырёх проведённых плоскостей касаются вписан-
ного в тетраэдр шара, то и четвёртая плоскость также его
касается.

1990 год (LIII олимпиада)
8 класс

1. Доказать, что если 0<𝑎1 <𝑎2 < ...<𝑎8 <𝑎9, то

𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎8 +𝑎9

𝑎3 +𝑎6 +𝑎9
< 3.

2. Какое наименьшее количество различных простых
делителей может иметь число 𝑚↼𝑛+9↽↼𝑚+2𝑛2 +3↽, где
𝑚, 𝑛 –– натуральные числа?

3. На отборочный тур олимпиады были приглашены
победители из 8, 9, 10 и 11 классов, которых оказалось
всего 11 человек. Можно ли их рассадить за круглым сто-
лом так, чтобы среди любых 5 сидящих подряд школьни-
ков нашлись представители всех четырёх классов?

4. В четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷, вписанном в окружность,
через вершины 𝐴, 𝐵 и точку пересечения диагоналей про-
ведена окружность, пересекающая сторону 𝐵𝐶 в точке 𝐸.
Доказать, что если 𝐴𝐵=𝐴𝐷, то 𝐶𝐸=𝐶𝐷.

5. Табло, состоящее из 64 лампочек, управляется 64
кнопками: каждая лампочка –– своей кнопкой. За одно
включение можно одновременно нажать любой набор кно-
пок и записать, какие лампочки при этом зажглись. За
какое наименьшее количество включений можно узнать
обо всех лампочках табло: какая лампочка какой кноп-
кой управляется?
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9 класс
1. В компании из 7 мальчиков каждый имеет среди

остальных не менее 3 братьев. Доказать, что все семеро ––
братья.

2. Доказать, что из 53 различных натуральных чисел,
не превосходящих в сумме 1990, всегда можно выбрать 2
числа, составляющих в сумме 53.

3. В данном круге радиуса 1 отмечена точка. Через неё
проводятся различные хорды, а через концы каждой хор-
ды проводятся окружности радиуса 2. Доказать, что все
проводимые окружности касаются некоторой фиксирован-
ной окружности.

4. Имеется 8 монет, из которых ровно 2 фальшивые:
одна легче настоящей, а другая тяжелее. Можно ли за 3
взвешивания на чашечных весах без гирь установить, что
тяжелее: 2 фальшивые монеты или 2 настоящие, или же
они весят одинаково?

5. Десятичная запись дроби
𝑝
𝑞

(𝑝, 𝑞∈N) имеет период

длины 𝑛. Какая наибольшая длина периода может при

этом оказаться у десятичной записи дроби
(︁
𝑝
𝑞

)︁2

?

10 класс
1. Можно ли разрезать квадрат на три попарно различ-

ных и попарно подобных прямоугольника?
2. Найти все простые числа 𝑝, 𝑞, 𝑟, удовлетворяющие

равенству 𝑝𝑞+ 𝑞𝑝= 𝑟.
3. Доказать, что для всех значений параметров 𝑎, 𝑏 и 𝑐,

таких, что |𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐| ̸=0, найдётся число 𝑥, удовлетворя-

ющее неравенству 𝑎 cos 𝑥+ 𝑏 cos 3𝑥+ 𝑐 cos 9𝑥>
|𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐|

2
.

4. При каком взаимном расположении четырёх точек в
круге произведение всех попарных расстояний между эти-
ми точками максимально?

5. Четыре точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 расположены в простран-
стве так, что отрезок 𝐵𝐷 виден из точек 𝐴 и 𝐶 под углом
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a, а отрезок 𝐴𝐶 из точек 𝐵 и 𝐷 –– под углом b. Известно,
что 𝐴𝐵 ̸=𝐶𝐷. Найти отношение 𝐴𝐶 :𝐵𝐷.

11 класс
1. Найти наибольшее значение выражения 𝑥

√︀
1− 𝑦2 +

+ 𝑦
√

1−𝑥2.
2. Доказать, что если функция 𝑓↼𝑥↽, определённая на

отрезке ♭0; 1♯, непрерывна и удовлетворяет тождеству

𝑓↼𝑓↼𝑥↽↽ ≡ 𝑥2,

то при всех 𝑥∈↼0; 1↽ справедливы неравенства 𝑥2<𝑓↼𝑥↽<𝑥.
Привести пример такой функции.

3. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены медиана 𝐵𝑀 и бис-
сектриса 𝐵𝐿. Может ли случиться так, что при этом 𝐵𝑀 ––
биссектриса в треугольнике 𝐵𝐶𝐿, а 𝐵𝐿 –– медиана в тре-
угольнике 𝐴𝐵𝑀?

4. Доказать, что для любого нечётного числа найдётся
кратное ему число, десятичная запись которого состоит
только из нечётных цифр.

5. При каком расположении четырёх точек в простран-
стве они могут служить проекциями какой-либо точки со-
ответственно на четыре плоскости граней некоторого тет-
раэдра?

1991 год (LIV олимпиада)
8 класс

1. Докажите, что если 𝑎> 𝑏> 𝑐, то 𝑎2↼𝑏− 𝑐↽+ 𝑏2↼𝑐−𝑎↽+
+ 𝑐2↼𝑎− 𝑏↽>0.

2. По данным точкам 𝐴 и 𝐵 на плоскости требуется
построить на луче 𝐴𝐵 точку 𝐶, удовлетворяющую усло-
вию 𝐴𝐶=2𝐴𝐵. Можно ли это сделать, пользуясь одним
лишь циркулем неизменного раствора 𝑟, если а) 𝐴𝐵<2𝑟,
б) 𝐴𝐵>2𝑟?

3. Для круглосуточной охраны объекта нужно устано-
вить дежурство на посту в две смены: дневную и ночную.
Дежурный может отработать дневную или ночную смену,
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или же сутки подряд. В первом случае сразу после дежур-
ства ему предоставляется отдых не менее одних суток, во
втором –– не менее полутора суток, в третьем –– не менее
2,5 суток. Какое наименьшее количество дежурных необ-
ходимо при этих условиях?

4. Имеется шесть одинаковых с виду гирек массами 1,
2, 3, 4, 5 и 6 г. На гирьках сделали надписи «1 г», «2 г»,
«3 г», «4 г», «5 г» и «6 г». Как двумя взвешиваниями на
чашечных весах без других гирек выяснить, все ли надпи-
си правильные?

5. Между двумя странами установлено авиационное со-
общение так, что любые два города из разных стран со-
единены ровно одним авиарейсом и только в одну сторо-
ну, причём из каждого города можно вылететь в какой-то
из городов другой страны. Докажите, что найдутся четы-
ре города 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, которые можно посетить, перелетая
непосредственно из 𝐴 в 𝐵, из 𝐵 в 𝐶, из 𝐶 в 𝐷, из 𝐷 в 𝐴.

9 класс
1. Решите уравнение

↼1+𝑥+𝑥2↽↼1+𝑥+ ...+𝑥10↽ = ↼1+𝑥+ ...+𝑥6↽2.

2. Колоду из а) 36; б) 54 карт фокусник разложил на
несколько кучек и на всех картах каждой кучки напи-
сал число, равное количеству карт в этой кучке. Затем он
специальным образом перемешал карты, опять разложил
их на кучки и написал на каждой карте справа от перво-
го числа –– второе, равное количеству карт в новой кучке.
Мог ли фокусник добиться того, чтобы среди пар чисел,
записанных на картах, не было одинаковых пар, но для
каждой пары ↼𝑚, 𝑛↽ можно было найти пару ↼𝑛, 𝑚↽?

3. Докажите, что в правильном двенадцатиугольнике
𝐴1𝐴2...𝐴12 диагонали 𝐴1𝐴5, 𝐴2𝐴6, 𝐴3𝐴8 и 𝐴4𝐴11 пересека-
ются в одной точке.

4. Дан график функции 𝑦=1▷𝑥 при 𝑥>0, а оси коор-
динат стёрты. Как с помощью циркуля и линейки восста-
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новить стёртые оси, если даже их направления заранее не
известны?

5. В клетках таблицы 15×15 расставлены ненулевые
числа так, что каждое из них равно произведению всех
чисел, стоящих в соседних клетках (соседними называем
клетки, имеющие общую сторону). Докажите, что все чис-
ла в таблице положительны.

10 класс
1. Функция 𝑓↼𝑥↽ при каждом значении 𝑥 удовлетворяет

равенству

𝑓↼𝑥↽+
(︁
𝑥+

1
2

)︁
𝛿 𝑓↼1−𝑥↽ = 1.

а) Найдите 𝑓↼0↽ и 𝑓↼1↽.
б) Найдите все такие функции 𝑓↼𝑥↽.
2. Какое количество 𝑛 из 16 одинаковых бильярдных

шаров можно расположить в пространстве так, чтобы каж-
дый шар касался ровно трёх других? Перечислите все воз-
можные значения 𝑛.

3. В данный угол вписаны два непересекающихся кру-
га. Треугольник 𝐴𝐵𝐶 расположен между кругами так, что
его вершины лежат на сторонах угла, а равные стороны
𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 касаются соответствующих кругов. Докажите,
что сумма радиусов кругов равна высоте треугольника,
опущенной из вершины 𝐴.

4. Куб размером 10×10×10 сложен из 500 чёрных и
500 белых кубиков в шахматном порядке (кубики, примы-
кающие друг к другу гранями, имеют различные цвета).
Из этого куба вынули 100 кубиков так, чтобы в каждом
из 300 рядов размером 1×1×10, параллельных какому-
нибудь ребру куба, не хватало ровно одного кубика. Дока-
жите, что число вынутых чёрных кубиков делится на 4.

5. Колоду из 54 карт фокусник разложил на несколь-
ко кучек, а зритель на всех картах каждой кучки напи-
сал число, равное количеству карт в этой кучке. Затем фо-
кусник специальным образом перемешал карты и ещё раз
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разложил их на кучки, а зритель написал на каждой кар-
те ещё одно число, равное количеству карт в новой кучке,
и т. д. При каком наименьшем количестве раскладок фо-
кусник мог добиться того, чтобы на разных картах оказа-
лись разные множества чисел (как бы ни расположил их
зритель на карте)?

11 класс
1. Между какими цифрами в записи 199...99⏟  ⏞  

1991 девятка

1 нужно

поставить знак:
а) «+», чтобы полученная сумма была наименьшей;
б) «×», чтобы полученное произведение было наиболь-

шим?

A B

Рис. 2

2. На рис. 2 дана ортогональная
проекция земного шара с экватором
(𝐴 и 𝐵 –– общие точки проекции эква-
тора с окружностью). Как с помощью
циркуля и линейки найти проекцию
северного полюса?

3. Докажите, что в правильном 54-
угольнике найдутся четыре диагона-
ли, не проходящие через его центр и пересекающиеся в
одной точке.

4. Совет из 2000 депутатов решил утвердить государ-
ственный бюджет, содержащий 200 статей расходов. Каж-
дый депутат подготовил свой проект бюджета, в котором
указал по каждой статье максимально допустимую, по его
мнению, величину расходов, проследив за тем, чтобы об-
щая сумма расходов не превысила заданную величину 𝑆.
По каждой статье совет утверждает наибольшую величину
расходов, которую согласны выделить не менее 𝑘 депута-
тов. При каком наименьшем 𝑘 можно гарантировать, что
общая сумма утверждённых расходов не превысит 𝑆?

5. На прямоугольном экране размером 𝑚×𝑛, разбитом
на единичные клетки, светятся более ↼𝑚−1↽↼𝑛−1↽ клеток.
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Каждую секунду на экране гаснут те и только те светящие-
ся клетки, для которых существует такой содержащий их
квадрат 2×2, что в нём не светятся остальные три клетки.
Докажите, что на экране всегда будет светиться хотя бы
одна клетка.

1992 год (LV олимпиада)
8 класс

1. Докажите, что если 𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑>0, 𝑎> 𝑐, 𝑏>𝑑, то
|𝑎+ 𝑏|> |𝑐+𝑑|.

2. Может ли во время шахматной партии на каждой из
30 диагоналей оказаться нечётное число фигур?

3. Каждый участник двухдневной олимпиады в пер-
вый день решил столько же задач, сколько все остальные
в сумме во второй день. Докажите, что все участники ре-
шили поровну задач.

4. Каково наименьшее число гирь в наборе, который
можно разложить и на три, и на четыре, и на пять кучек
равной массы?

5. Докажите, что в прямоугольном треугольнике бис-
сектриса прямого угла не превосходит по длине половины
проекции гипотенузы на прямую, перпендикулярную бис-
сектрисе.

6. Можно ли 4 раза рассадить 9 человек за круглым
столом так, чтобы никакие двое не сидели рядом более од-
ного раза?

9 класс
1. Каждый участник шахматных соревнований выиг-

рал белыми столько же партий, сколько все остальные
вместе взятые –– чёрными. Докажите, что все участники
выиграли поровну партий.

2. Каких нечётных натуральных чисел 𝑛<10 000 боль-
ше: тех, для которых число, образованное четырьмя по-
следними цифрами числа 𝑛9, больше 𝑛, или тех, для кото-
рых оно меньше 𝑛?
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3. В центре квадратного пирога находится изюминка.
От пирога можно отрезать треугольный кусок по линии,
пересекающей в точках, отличных от вершин, две сосед-
ние стороны; от оставшейся части пирога –– следующий
кусок (таким же образом) и т. д. Можно ли отрезать изю-
минку?

4. В квадратной таблице 9×9 отмечены 9 клеток, ле-
жащие на пересечении второй, пятой и восьмой строк со
вторым, пятым и восьмым столбцами. Сколькими путями
можно из левой нижней клетки попасть в правую верх-
нюю, двигаясь только по неотмеченным клеткам вверх
или вправо?

5. Диагональ 𝐴𝐶 трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 равна боковой сто-
роне 𝐶𝐷. Прямая, симметричная 𝐵𝐷 относительно 𝐴𝐷, пе-
ресекает прямую 𝐴𝐶 в точке 𝐸. Докажите, что прямая 𝐴𝐵
делит отрезок 𝐷𝐸 пополам.

6. Можно ли 𝑛 раз рассадить 2𝑛+1 человека за круг-
лым столом так, чтобы никакие двое не сидели рядом бо-
лее одного раза, если: а) 𝑛=5, б) 𝑛=10?

10 класс
1. Докажите, что если сумма косинусов углов четырёх-

угольника равна нулю, то он –– параллелограмм, трапеция
или вписанный четырёхугольник.

2. От пирога, имеющего форму выпуклого пятиуголь-
ника, можно отрезать треугольный кусок по линии, пе-
ресекающей в точках, отличных от вершин, две соседние
стороны; от оставшейся части пирога –– следующий кусок
(таким же образом), и т. д. В какие точки пирога можно
воткнуть свечку, чтобы её нельзя было отрезать?

3. В левом нижнем углу прямоугольной доски из 𝑚×𝑛
клеток стоит белая фишка, а в правом верхнем –– чёрная.
Двое по очереди двигают фишки (каждый свою) по го-
ризонтали или вертикали на 1 клетку, причём белая мо-
жет двигаться только вправо или вверх. Выигрывает тот,
кто ставит фишку на клетку, занятую фишкой против-
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ника. Начинают белые. Кто может обеспечить себе выиг-
рыш?

4. Каково наименьшее число гирь в наборе, который
можно разложить и на четыре, и на пять, и на шесть ку-
чек равной массы?

5. Докажите, что в выпуклый центральносимметрич-
ный многоугольник можно поместить ромб вдвое меньшей
площади.

6. Каждая грань выпуклого многогранника –– много-
угольник с чётным числом сторон. Обязательно ли его
рёбра можно раскрасить в два цвета так, чтобы у любой
грани было поровну рёбер разных цветов?

11 класс
1. Требуется заполнить числами квадратную таблицу

𝑛×𝑛 из клеток так, чтобы сумма чисел на любой из 4𝑛−2
диагоналей равнялась 1. Можно ли это сделать при: а) 𝑛=
=55; б) 𝑛=1992?

2. Найдите углы выпуклого четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷,
в котором ∠𝐵𝐴𝐶=30∘, ∠𝐴𝐶𝐷=40∘, ∠𝐴𝐷𝐵=50∘, ∠𝐶𝐵𝐷=60∘

и ∠𝐴𝐵𝐶+∠𝐴𝐷𝐶>180∘.
3. Аладдин побывал во всех точках экватора, двигаясь

то на восток, то на запад, а иногда мгновенно перемеща-
ясь в диаметрально противоположную точку Земли. Дока-
жите, что был отрезок времени, за которое разность рас-
стояний, пройденных Аладдином на восток и на запад, не
меньше половины длины экватора.

4. Внутри тетраэдра расположен треугольник, проек-
ции которого на 4 грани тетраэдра имеют площади 𝑃1, 𝑃2,
𝑃3, 𝑃4. Докажите, что:

а) в правильном тетраэдре 𝑃1 6𝑃2 +𝑃3 +𝑃4;
б) если 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4 –– площади соответствующих гра-

ней тетраэдра, то 𝑃1𝑆1 6𝑃2𝑆2 +𝑃3𝑆3 +𝑃4𝑆4.
5. Всегда ли рёбра выпуклого многогранника можно

раскрасить в два цвета так, чтобы у каждой грани количе-
ства рёбер разных цветов отличались не более чем на 1?
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6. Прибор для сравнения чисел log𝑎 𝑏 и log𝑐 𝑑 ↼𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑>
>1↽ работает по правилам:

– если 𝑏>𝑎 и 𝑑> 𝑐, то он переходит к сравнению чисел

log𝑎
𝑏
𝑎

и log𝑐
𝑑
𝑐

;
– если 𝑏<𝑎 и 𝑑< 𝑐, то он переходит к сравнению чисел

log𝑑 𝑐 и log𝑏 𝑎;
– если ↼𝑏−𝑎↽↼𝑑− 𝑐↽60, то он выдаёт ответ.
а) Покажите, как прибор сравнит числа

log25 75 и log65 260.

б) Докажите, что любые два неравных логарифма он
сравнит за конечное число шагов.



Ответы





1981 год (XLIV олимпиада)

7 класс. 1. 7. 4. Обязательно.
9 класс. 4. Можно.
10 класс. 5.

32√
15

,
24√
15

,
16√
15

. 6.
𝑛↼𝑛−2↽

4
, если 𝑛 чётно;

↼𝑛−1↽2

4
, если 𝑛 нечётно.

1982 год (XLV олимпиада)

7 класс. 3. 42 копейки; число 1982 набрать невозможно.
4. 8 точек.

8 класс. 1. 1+ 4
√

5. 3. Не может.
9 класс. 1. 𝑛=6𝑘+1 или 6𝑘+2, где 𝑘 –– целое неотрица-

тельное число. 5. 2+4 sin 15∘ =2+
√

6−
√

2.
10 класс. 1. б) Нет. 4. 1 и 4.

1983 год (XLVI олимпиада)

7 класс. 1. ↼4, 1↽, ↼4, −3↽, ↼−4, 1↽, ↼−4, −3↽. 3. 410256.

4.
𝐴↼𝑣1𝑣2 −𝑢1𝑢2↽

𝑣1𝑣2↼𝑢1 +𝑢2↽−𝑢1𝑢2↼𝑣1 + 𝑣2↽
. 5. Не существует.

8 класс. 3. Может. 4. Существует.

9 класс. 2.
40
7

√
3.

10 класс. 3. Не ошибается.

1984 год (XLVII олимпиада)

7 класс. 1. Да, могут. 2. Да, смогут. 3. 25 р.
8 класс. 1. 𝑥=

√
2. 6. Нет, не является.

9 класс. 2. Нельзя. 3. Площадь может быть равна любо-

му числу не меньше
1√
3
. 5. Да, существуют.

10 класс. 3. Уравнение не имеет решений в целых чис-
лах.
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1985 год (XLVIII олимпиада)

7 класс. 1. 𝑥=1, 𝑦 –– любое число или 𝑦=1, 𝑥 –– любое
число. 2. Одним способом. 3. Можно. 4. Может.

8 класс. 1. Все тройки чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, где 𝑥= 𝑦 или 𝑦= 𝑧.
3. 2.

9 класс. 1. Все тройки неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧,
где 𝑥= 𝑦 или 𝑦= 𝑧. 2. Может. 3. 9.

10 класс. 1. 0; 99;
502 +492

50+49
=

4901
99

. 3. 𝑚=
251 +1

3
.

4. 1+44 𝛿 1985=87341.

1986 год (XLIX олимпиада)

7 класс. 3. Дом первого гнома.
5. Например, 1133322211212232331231321311 (есть и

другие варианты).
8 класс. 2. 1, 4, 4𝑘−2, 𝑘∈N.
9 класс. 1. 9. 2. Сможет. 3. Решений нет.

10 класс. 1. 10. 3.
√

2. 5.
√

3
2

.

1987 год (L олимпиада)

7 класс. 5. Первый –– 50, второй –– 26, остальные –– 1.
8 класс. 2. а) 2 при 𝑛=1; 5 при 𝑛=2; б) 4↼𝑛−1↽; в) 8.

5. Нет.
9 класс. 3. Например, 250+𝑖3100−𝑖, где 𝑖=1, ... , 50.

A B
CD

A′
B′

C′D′

M

P

K
O

Рис. 3

10 класс. 1. б) Да. 4. Нельзя.

1988 год (LI олимпиада)

7 класс. 2. Ломаная 𝐾𝑂𝐶, где 𝐾 ––
середина ребра 𝐵𝐵′, 𝑂 –– такая точка
на диагонали 𝐵𝐶′, что 𝐵𝑂 :𝑂𝐶′ =1 : 3
(cм. рис. 3). 4. 3.

8 класс. 1. 726. 4. 3.
9 класс. 5. 4.
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10 класс. 1.
↼𝑎+𝑏↽+

√
↼𝑎−𝑏↽ 𝛿 ↼𝑎−𝑏↽
2

. 2. Не существует. 3. Да,
всякий.

1989 год (LII олимпиада)

A B C D

B

C

D A BC

B

C

A

D A

D

Рис. 4

7 класс. 1. Пример указанной расстановки
изображён на рис. 4 (возможны и другие ва-
рианты). 3. 7. 4. 1,7 км. 5. 1989.

8 класс. 1. −1. 4. 55. 6. 17.
9 класс. 3. Да, можно. 4. 68. 5. 𝑥1 =𝑥10 =

=

√
6−

√
2

2
, 𝑥2=𝑥9=

2
√

2−
√

6
2

, 𝑥3=𝑥8=
2
√

6−3
√

2
6

,

𝑥4 =𝑥7 =
9
√

2−5
√

6
6

, 𝑥5 =𝑥6 =
3
√

6−5
√

2
4

.
10 класс. 1. 3. 2. Да, существует. 3. Да, можно. 5. На-

пример,
√

10002.

1990 год (LIII олимпиада)

8 класс. 2. 2. 3. Нельзя. 5. 6.
9 класс. 4. Да, можно. 5. 𝑛↼10𝑛−1↽.
10 класс. 1. Да, можно. 2. ↼2; 3; 17↽, ↼3; 2; 17↽. 4. Точ-

ки должны быть расположены в вершинах произвольного

вписанного в данный круг квадрата. 5.
sin b

sin a
.

11 класс. 1. 1. 2. 𝑓↼𝑥↽=𝑥
√

2. 3. Нет, не может. 5. Ника-
кие три точки не лежат на одной прямой, и все четыре
точки не лежат на одной окружности.

1991 год (LIV олимпиада)

8 класс. 2. а) Да; б) да. 3. 4. 4. Для правильности всех
шести надписей достаточно проверить, что 𝑥1 +𝑥2 +𝑥3 =𝑥6

и 𝑥1 +𝑥6 <𝑥3 +𝑥5, где через 𝑥𝑘 обозначена масса гирьки с
надписью «𝑘 г».

9 класс. 1. −1; 0. 2. а) Да; б) да. 4. Проведём прямую че-
рез середины двух параллельных хорд, тогда биссектрисы
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углов между прямой и хордами параллельны осям коорди-
нат; проведём ещё одну прямую через середины двух дру-
гих параллельных хорд, тогда она пересечёт первую пря-
мую в начале координат.

10 класс. 1. а) 𝑓↼0↽=2, 𝑓↼1↽=−2; б) 𝑓↼𝑥↽=
1

1▷2−𝑥 при

𝑥 ̸= 1
2
, 𝑓

(︁
1
2

)︁
=

1
2
. 2. 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16. 5. 3.

A B

C

O

D

Рис. 5

11 класс. 1. а) Между 997-й и 998-й;
б) между 996-й и 997-й. 2. Через сере-
дину 𝑂 отрезка 𝐴𝐵 проведём к нему
перпендикуляр, на котором отложим
вверх искомую точку 𝐶 (проекцию се-
верного полюса) так, чтобы отрезок
𝑂𝐶 был равен половине хорды, парал-
лельной 𝐴𝐵 и проходящей через точку
𝐷 пересечения перпендикуляра с про-
екцией экватора (рис. 5). 4. 1991.

1992 год (LV олимпиада)

8 класс. 2. Нет. 4. 9 гирь. 6. Да.
9 класс. 2. Поровну. 3. Нет. 4. 678 путями. 6. а) Да;

б) да.
10 класс. 2. В точки, лежащие внутри или на границе

пятиугольника, вершинами которого являются точки пе-
ресечения диагоналей исходного пятиугольника. 3. Если
сумма 𝑛+𝑚 нечётна, то выигрывает начинающий, а если
чётна, то его соперник. 4. 11 гирь. 6. Нет.

11 класс. 1. а) Да; б) нет. 2. ∠𝐴=∠𝐶=70∘, ∠𝐵=120∘,
∠𝐷=100∘. 5. Нет.
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1981 год (XLIV олимпиада)
7 класс

1. Приравняйте две записи деления числа 𝐴 с остатком.
2. См. указание к задаче 1 для 9 класса.
3. Наложите листы друг на друга так, чтобы нарисован-

ные драконы полностью совпали, и рассмотрите общую
часть этих листов.

4. Докажите, что если 𝑛 –– наибольшее натуральное чис-
ло, четвёртая степень которого не превосходит 𝑥, то[︀√︀√

𝑥
]︀
=

[︀√︀
♭
√
𝑥♯

]︀
= 𝑛.

5. Сначала проверьте, что различные пары, составлен-
ные из данных гирь, имеют различные массы.

8 класс
1. Воспользуйтесь тем фактом, что если из точек 𝐴 и 𝐵

отрезок 𝐶𝐷 виден под одинаковым углом и точки 𝐴 и 𝐵
лежат по одну сторону от прямой 𝐶𝐷, то все четыре точки
лежат на одной окружности.

5. Пусть наименьшее общее кратное данных чисел рав-
но 𝑁. Рассмотрите такие натуральные числа 𝑘1, ... , 𝑘10, что
𝑁=𝑎1𝑘1 = ...=𝑎10𝑘10.

9 класс
1. Замените все цифры, отличные от семёрки, на едини-

цы и рассмотрите два случая: а) различные цифры череду-
ются; б) хотя бы две одинаковые цифры стоят подряд.

2. Докажите неравенство

|...|||𝑎𝑛−𝑎𝑛−1| −𝑎𝑛−2| −𝑎𝑛−3| − ...−𝑎1| 6 1.

3. Докажите, что во всякий выпуклый многоугольник
площади 𝑆 и периметра 𝑃 можно поместить круг радиу-
са 𝑅>𝑆▷𝑃, а для любого круга, содержащегося в данном
многоугольнике, выполняется неравенство 𝑅62𝑆▷𝑃.
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4. Постройте такие два множества 𝐴 и 𝐵, что каждое
неотрицательное целое число 𝑛 единственным способом
представляется в виде 𝑛=𝑎+ 𝑏, 𝑎∈𝐴, 𝑏∈𝐵.

5. Найдите наибольшее число попарно непараллель-
ных отрезков с концами в вершинах правильного 1981-
угольника.

10 класс
1. Выразите 𝑓↼𝑥+2𝑘↽ через 𝑓↼𝑥↽.
2. Рассмотрите вспомогательные многочлены 𝑃1↼𝑥↽=

=𝑃↼𝑥↽−𝑃↼𝑥−1↽, 𝑃2↼𝑥↽=𝑃1↼𝑥↽−𝑃1↼𝑥−1↽ и т. д.
3. Рассуждайте от противного и примените формулы

тригонометрии, используя равенство 2𝑛+1= ↼𝑛+1↽2 −𝑛2.
4. Используйте тот факт, что если единичный отрезок

покрыт отрезками суммарной длины более 100, то суще-
ствует хотя бы одна точка единичного отрезка, которую
покрывают не менее 101 отрезка.

5. Из формулы, связывающей радиус вписанной окруж-
ности 𝑟, площадь и стороны треугольника, получите выра-
жение для 1▷𝑟 через высоты треугольника.

6. Можно считать, что сидящие за столом располагают-
ся в вершинах правильного 𝑛-угольника. Тогда итоговое
расположение всех людей за столом является симметрией
относительно некоторой оси этого 𝑛-угольника. Рассмот-
рите путь человека, исходно располагавшегося в любой из
наиболее удалённых от оси вершин.

1982 год (XLV олимпиада)
7 класс

1. Для возведения 𝑥 в квадрат воспользуйтесь равен-

ством
1
𝑥
− 1
𝑥+1

=
1

𝑥2 +𝑥
, а для умножения воспользуйтесь

формулой 4𝑥𝑦= ↼𝑥+ 𝑦↽2 − ↼𝑥− 𝑦↽2.
2. Проведите через центр квадрата две прямые, парал-

лельные его сторонам.
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3. Сначала сравните две последовательности действий
«×3,+4,+4,+4» и «+4,×3» над одним и тем же исходным
числом 𝑎 и выясните, какая из них не может встретиться
при наборе числа 1981 за минимальную цену.

4. Для каждого числа из набора 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64
выберем пару точек, расстояние между которыми равно
этому числу, и соединим их отрезком. Покажите, что при
этом не могло образоваться ни одного многоугольника.

8 класс
1. Обозначьте 4

√
5 через 𝑎 и, учитывая равенство 𝑎4 =5,

преобразуйте подкоренную дробь, избавляясь от иррацио-
нальности в знаменателе.

2. Докажите сначала, что если прямоугольник разрезан
на 2, 3 или 4 прямоугольника, то один из получившихся
прямоугольников можно накрыть другим. Затем выясни-
те, как может выглядеть разрезание прямоугольника на
пять прямоугольных частей в случае, когда из меньшего
числа этих частей нельзя сложить прямоугольник.

3. Воспользуйтесь тем, что остатком от деления на 3
квадрата целого числа может быть только 0 или 1.

4. Найдите такие пары подобных треугольников, чтобы
для их коэффициентов подобия и отношения диагонали
пятиугольника к противоположной стороне удалось запи-
сать связующие их уравнения.

5. Упорядочьте числа по возрастанию, а затем восполь-
зуйтесь методом математической индукции и данным в
условии равенством.

9 класс
1. Рассмотрите остаток от деления числа 𝑛 на 6.
2. Рассмотрите сначала случаи расположения точек на

одной прямой и в вершинах выпуклого четырёхугольни-
ка. При рассмотрении оставшегося случая, когда одна из
точек лежит внутри или на стороне треугольника, образо-
ванного тремя остальными точками, воспользуйтесь тем,
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что если один треугольник лежит внутри другого, то пе-
риметр внутреннего треугольника не больше периметра
внешнего.

3. Рассмотрите квадраты расстояний от двух точек с це-
лочисленными координатами до некоторой точки с коор-
динатами ↼𝑥,𝑦↽ и составьте разность этих выражений. Под-
берите такие координаты ↼𝑥, 𝑦↽, чтобы эта разность равня-
лась нулю только при совпадении двух исходных точек.

4. Найдите, чему равна разность 10𝐴 и 𝐴.
5. Докажите сначала, что именно смежные стороны рав-

ны единице, а угол между ними не превосходит 60∘.

10 класс
1. а) Сначала докажите, что из любой точки, лежащей

внутри правильного тетраэдра, хотя бы одно его ребро вид-
но под неострым углом, а затем воспользуйтесь теоремой
синусов. б) Предположите существование такой точки и
придите к противоречию.

Для решения двух пунктов задачи можно воспользо-
ваться векторным методом.

2. а) Пользуясь формулами планиметрии, выразите ле-
вую часть неравенства через площадь треугольника, ради-
ус 𝑅 описанной окружности и радиус 𝑟 вписанной окруж-
ности треугольника со сторонами 𝑎, 𝑏 и 𝑐. Затем покажите,
что неравенство из условия задачи равносильно неравен-
ству 𝑅>2𝑟. б) Разложите на множители левую часть нера-
венства.

3. а) Сначала разложите 𝑥𝑦+𝑥+𝑦+1 на множители
и напишите «программу», позволяющую вычислить мно-
гочлен 𝑥−1. б) Пусть 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑛 –– произвольная про-
грамма. Индукцией по 𝑛 докажите, что если многочлен 𝑔𝑛
отличен от постоянной, то 𝑔𝑛↼−1↽=−1.

4. Поскольку числа 𝑛 и 𝑛+1 взаимно простые, при 𝑛>1
получить конечные десятичные дроби можно, только если
одно из этих чисел равно степени двойки, а другое –– сте-
пени пятёрки.
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5. Предположите противное и покажите, что тогда най-
дётся сторона малого шестиугольника, лежащая вне окруж-
ности, вписанной в большой шестиугольник, за исключени-
ем, быть может, одной общей точки с окружностью.

1983 год (XLVI олимпиада)
7 класс

1. Выделите в правой части уравнения полный квадрат
и воспользуйтесь формулой разности квадратов.

2. Рассмотрите на плоскости вершины произвольного
правильного треугольника со стороной 𝑙.

3. Запишите искомое число: 4𝑎𝑏...𝑐=4 𝛿 10𝑛+𝐴, где 𝐴=
=𝑎𝑏...𝑐 –– 𝑛-значное число, и составьте уравнение для 𝐴.

4. Пусть суммарное расстояние, пройденное первым
другом пешком, равно 𝑥. Для каждого из друзей пока-
жите, что минимально возможное время, за которое он
пройдёт весь путь, есть линейная функция от 𝑥. Затем
рассмотрите график максимума этих линейных функций.

5. Предположите противное и воспользуйтесь тем, что
отрезки соседних сторон от общей вершины до точек каса-
ния на этих сторонах равны между собой.

8 класс
1. Умножьте левую часть на 𝑥+𝑦 и воспользуйтесь тем,

что 𝑥5 +𝑦5 >2↼𝑥3 +𝑦3↽.
2. Воспользуйтесь тем, что

#   –

𝐴𝐶+
#   –

𝐶𝐵+
#    –

𝐵𝐴=
#–

0.
3. Рассмотрите квадраты чисел 95, 995, 9995 и т. д.
4. Сначала рассмотрите ось симметрии, проходящую че-

рез вершину с числом 1983, и ось симметрии, проходя-
щую через середину стороны, смежной с этой вершиной,
и выясните, существует ли расстановка, являющаяся «хо-
рошей» относительно этих двух осей.

5. Запишите удвоенные площади треугольников 𝐴1𝐴2𝐻
и 𝐴3𝐴4𝐻 двумя способами и перемножьте полученные ра-
венства.



58 Указания. 1983 год

9 класс
1. Сведите задачу к рассмотрению случая 𝑥>0 и чередо-

вания знаков, а затем воспользуйтесь формулой для сум-
мы геометрической прогрессии.

2. Воспользуйтесь тем, что проведённая касательная
параллельна одной из высот треугольника с вершинами
в центрах окружностей, и примените теорему Пифагора.

3. Запишите сумму двумя способами: первый раз –– от-
делив 19831983, а остальные слагаемые группируя попарно
(11983 и 19821983, и т. д.), а второй раз –– отделив среднее
слагаемое 9921983, а остальные слагаемые группируя по-
парно (11983 и 19831983, и т. д.)

4. Рассуждайте от противного: пусть найдётся некото-
рый город, из которого можно добраться не во все осталь-
ные 19 городов. Рассмотрите множество городов, в кото-
рые можно добраться из 𝐴 (включая сам город 𝐴), и мно-
жество всех оставшихся городов.

10 класс
1. Покажите, что при симметрии треугольника 𝐴𝐴1𝐶

относительно биссектрисы угла 𝐴𝐶𝐵 вершина 𝐴 перейдёт
в вершину 𝐵.

2. Без ограничения общности можно считать, что 𝑚>𝑛.
Достаточно доказать, что 4𝑚−𝑛−1 ..

. 3𝑘+1 тогда и только
тогда, когда 𝑚−𝑛 ..

. 3𝑘. Для этого покажите сначала, что
43𝑘 −1 при всех натуральных 𝑘 делится на 3𝑘+1.

3. Воспользуйтесь периодичностью косинуса и форму-
лой для суммы косинусов кратных дуг:

cos a+ cos 2a+ ...+ cos 𝑛a =
sin
𝑛a
2

cos
↼𝑛+1↽a

2
sin a▷2

.

4. а) Рассмотрите любую точку 𝐴, из которой выходит
наибольшее число отрезков, и множество, включающее
точку 𝐴 и все точки, не соединённые с 𝐴. б) Проведи-
те перебор всех возможных случаев, пользуясь формулой
включений и исключений, а также рассуждениями п. а).
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5. Воспользуйтесь тем, что суммарное количество раз,
которое все богатыри из некоторого города держали золо-
тые кубки за то время, пока кубки обошли полный круг,
не может равняться 13.

1984 год (XLVII олимпиада)
7 класс

1. Если два билета подряд счастливые, то разность сумм
их цифр делится на 7. Рассмотрите всевозможные вариан-
ты записи двух последовательных шестизначных номеров,
вычисляя разности сумм их цифр.

2. Опишите алгоритм действий сторожей, всегда приво-
дящий к поимке обезьянки. Считайте, что сначала сторожа
прибегают в концы любой из средних линий треугольника.

3. Убытки от получения фальшивой купюры компенси-
руются последующей уплатой настоящих 25 р.

4. Сведите задачу к случаю, когда параллелограмм име-
ет общий угол с треугольником.

5. Считая, что король сделает все 19 ходов, побывав за
время пути на всех 20 вертикалях и 20 горизонталях, вы-
ясните, какое наименьшее число ходов должны сделать
ладьи для выполнения условий задачи.

8 класс
1. Преобразуйте уравнение к виду 𝑥3 =

√︀
↼4−𝑥2↽3.

2. Расположите все ЭВМ в вершинах правильного ше-
стиугольника и попробуйте так раскрасить его стороны и
диагонали в 5 цветов, чтобы из каждой вершины выходи-
ло по одному отрезку каждого цвета.

3. Рассматриваемая сумма расстояний не меньше сум-
мы расстояний от данной точки до касательных к опи-
санной вокруг семиугольника окружности, проведённых
в его вершинах.

4. Предположив противное, докажите, что сумма всех
десяти попарных произведений этих пяти чисел больше
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2▷5, и покажите, что для чисел из условия задачи это
невозможно.

5. Сначала постройте две окружности с центрами в со-
седних вершинах квадрата, радиус одной из которых ра-
вен стороне квадрата, а другой –– половине стороны квад-
рата. Попробуйте найти искомое разрезание на треуголь-
ники, одним из которых будет треугольник с вершинами
в этих центрах и в точке пересечения построенных окруж-
ностей, лежащей внутри квадрата.

6. Сопоставьте каждому 64-значному числу, не содержа-
щему в записи нулей, такое 64-значное число, чтобы в каж-
дом разряде сумма цифр этих двух чисел равнялась 10.

9 класс
1. Докажите, что существуют не более двух различных

равнобедренных треугольников с заданной площадью и за-
данными боковыми сторонами.

2. Докажите, что если такая раскраска существует, то
количество всех ЭВМ чётно.

3. Докажите, что наименьшая высота треугольника,
удовлетворяющего условию задачи, равна 1. Для того что-
бы оценить его площадь, воспользуйтесь тем, что все сто-
роны треугольника численно не превосходят его удвоен-
ной площади, а наименьший из углов не превосходит 60∘.

4. Сначала рассмотрите случай четырёх чисел и разло-
жите сумму всех попарных произведений соседних чисел
на множители. Общий случай сводится к рассмотренному
последовательными заменами двух соседних чисел на их
сумму.

5. При каждом натуральном 𝑛 найдите такое число, яв-
ляющееся точным квадратом, десятичная запись которого
содержит 2𝑛 цифр, первые 𝑛 из которых –– единицы.

6. Докажите, что две из указанных в условии точек ле-
жат внутри некоторого прямого угла с вершиной в центре
прямоугольника, а затем покажите, что расстояние между
ними не может быть больше 25▷8.
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10 класс
1. Найдите рациональное число, которое лежит между

сравниваемыми числами.
2. Если десятичная запись каждого из сопоставляемых

чисел будет иметь одинаковое количество цифр и начи-
наться с единицы, после которой достаточное количество
разрядов будет отведено для суммы баллов участника, то
участнику с большей суммой баллов будет сопоставлено
большее число. Остаётся так задать младшие разряды со-
поставляемого числа, чтобы можно было однозначно вос-
становить баллы, полученные за каждую задачу.

3. Сначала преобразуйте уравнение к виду 19↼𝑥3−100↽=
=84↼1+𝑦2↽.

4. Вычеркните из последовательности 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, ... все
числа, которые можно получить, суммируя меньшие чле-
ны этой последовательности, и докажите, что после вычёр-
кивания останется конечное число членов последователь-
ности.

5. Рассмотрите вершины треугольников разбиения, ле-
жащие строго внутри квадрата и не лежащие внутри сто-
рон этих треугольников. Таких вершин не менее двух,
причём в каждой из них сходится не менее пяти углов.

6. Разбейте треугольное сечение на три треугольника,
одной из вершин каждого из которых является точка ка-
сания, и постройте на каждой грани куба равные им тре-
угольники, используя равенство отрезков касательных,
проведённых к шару из одной точки.

1985 год (XLVIII олимпиада)
7 класс

1. Перенесите все члены равенства в одну сторону и раз-
ложите на множители.

2. Покажите, что любое разбиение приводит к группам
или из одного и четырёх чисел, или из двух и трёх чисел,
и рассмотрите эти варианты.



62 Указания. 1985 год

3. Сначала докажите, что существует треугольник, дли-
ны сторон которого равны 𝑏, 𝑐 и 𝑑−𝑎.

4. Постройте схему движения зайца, основанную на
том, что если в некоторый момент времени заяц находит-
ся в вершине прямого угла равнобедренного прямоуголь-
ного треугольника, а волк –– в одной из двух других вер-
шин, то заяц может добежать по катету до третьей верши-
ны быстрее, чем волк добежит до неё по гипотенузе.

5. Сначала получите за 5 взвешиваний во всех флягах
по 5 л. Затем за 3 взвешивания добейтесь того, чтобы в
двух флягах стало по 40 л, а в третьей осталось 5 л.

8 класс
1. Перенесите одно слагаемое в другую сторону равен-

ства и разложите на множители.
2. Докажите, что хотя бы одно из 993 чисел 𝑎993, ..., 𝑎1985

не меньше чем 993.
3. Расположите квадрат так, чтобы его диагонали были

параллельны линиям бумаги, а центр лежал посередине
между соседними узлами.

4. Рассмотрите два случая: 1) для каждого богатыря
найдётся богатырь меньшего роста; 2) найдётся богатырь
(возможно, не один), рост которого не больше, чем рост
любого другого богатыря.

5. Из обеих вершин стороны треугольника, лежащей
напротив его наименьшего угла, проведите медианы и бис-
сектрисы, а затем воспользуйтесь свойством биссектрисы,
связанным с равенством отношений отрезков и сторон.

9 класс
1. Возведите обе части равенства в квадрат и восполь-

зуйтесь задачей 1 для 8 класса.
2. Сначала считайте, что аэродромов всего 50, располо-

жите их в вершинах правильного 50-угольника и выясни-
те, куда приземлятся вылетевшие из этих аэродромов са-
молёты.
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3. Считая единичной длиной расстояние между бли-
жайшими узлами сетки, покажите, что квадрат обязатель-
но накрывает два узла на расстоянии 2

√
2. Для этого выяс-

ните, как в противном случае могли бы располагаться по
отношению к четырём накрытым узлам в вершинах одной
клетки ещё три накрытых узла.

4. Предположив противное, докажите совпадение сум-
мы по всем парам количеств человек, которые дружат ров-
но с одним из данной пары, и суммы по всем людям коли-
честв пар людей, из которых ровно один дружит с данным
человеком, а затем оцените эти суммы.

5. Воспользуйтесь методом математической индукции.
При проведении индуктивного перехода рассмотрите две

пары чисел:
1
2
↼𝑥− 𝑦↽, 1

2
↼7𝑥+ 𝑦↽ и

1
2
↼𝑥+ 𝑦↽,

1
2
↼7𝑥− 𝑦↽.

10 класс
1. Введите обозначения для обоих слагаемых левой ча-

сти уравнения, выразите через них слагаемые правой ча-
сти и перенесите все слагаемые на одну сторону.

3. Для числа 𝑎 в каждом из случаев 0<𝑎<1▷2 и 1▷2<
<𝑎<1 найдите предпоследнее число последовательности
наименьшей длины, которая начинается с нуля и закан-
чивается числом 𝑎.

4. Докажите, что все 1985 множеств имеют ровно один
общий элемент. Предположите, что пересечение всех мно-
жеств пусто, и придите к противоречию.

5. Постройте параллелепипед, диагоналями граней ко-
торого являются рёбра данного тетраэдра.

1986 год (XLIX олимпиада)
7 класс

1. Если перегнуть ромб по любой из его диагоналей, то
две не лежащие на ней вершины должны совпасть.

2. Возведите почленно в квадрат каждое из неравенств,
перенесите влево все правые части и разложите на множи-
тели полученные разности квадратов.
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3. Обозначьте через 𝐴, 𝐵, 𝐶 дома гномов, которые пе-
редвигаются со скоростями 1, 2 и 3 км/ч соответственно.
Найдите сумму времён, которые понадобятся гномам, что-
бы добраться от своих домов до некоторой точки 𝑂. Срав-
ните эту сумму с суммой времён, которые понадобятся
двум наиболее быстрым гномам, чтобы добраться от сво-
их домов до точки 𝐴.

4. Сначала представьте каждое из всевозможных про-
изведений, составленных из данных чисел, в виде произ-
ведения наибольшего возможного квадрата натурального
числа и набора различных простых чисел (возможно, пу-
стого). Затем докажите, что среди таких наборов найдутся
хотя бы два одинаковых.

5. Изобразите следующую схему: все различные пары
данных цифр запишите в круги и соедините эти круги
стрелками так, чтобы от каждого круга было проведено
по одной стрелке к каждому из трёх кругов, в которых
первая цифра равна последней цифре в данном круге (од-
на из стрелок может вести и к этому же кругу). Каждой из
стрелок сопоставьте трёхзначный код, первые две цифры
которого написаны в начальном круге, а последние две ––
в конечном. Сведите задачу к тому, чтобы пройти на этой
схеме по всем стрелкам ровно по одному разу.

8 класс
1. Сначала определите, является ли данный четырёх-

угольник ромбом (см. задачу 1 для 7 класса и указание к
ней).

2. Докажите, что целое число является разностью квад-
ратов целых чисел тогда и только тогда, когда оно раскла-
дывается на множители, имеющие одинаковую чётность.

3. Докажите оценку

0 < 𝑎𝑛−
√

2 =
↼𝑎𝑛−1 −

√
2↽2

2𝑎𝑛−1
<
↼𝑎𝑛−1 −

√
2↽2

2
√

2

и воспользуйтесь ею последовательно при 𝑛=10, 9, ..., 3.
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4. Проследите, что происходит со временем с суммой
длин границ участков поля, поражённых и не поражён-
ных бурьяном.

5. См. указание к задаче 2 для 7 класса.

9 класс
1. Чтобы определить, является ли 𝐴𝐵𝐶𝐷 прямоугольни-

ком, необходимо проверить, будет ли он параллелограм-
мом с равными друг другу диагоналями.

2. Выразите длину всей спирали через длину её участка
от точки 𝑀 до начала её части, гомотетичной всей спира-
ли, и коэффициент этой гомотетии.

3. См. указание к задаче 2 для 7 класса.
4. См. указание к задаче 4 для 7 класса, но рассматри-

вайте не всевозможные произведения, а только произведе-
ния любых двух из данных чисел.

5. Рассмотрите круги с центрами в точках, лежащих на
прямой 𝑥=𝑛 для наибольшего целого 𝑛, при котором эта
прямая пересекает окружность радиуса 100.

10 класс
1. Чтобы определить, является ли 𝐴𝐵𝐶𝐷 квадратом,

необходимо проверить равенство всех его сторон, а также
равенство диагоналей.

2. На продолжении прямой 𝐴𝐶 за точку 𝐶 выберите та-
кую точку 𝐸, что 𝐶𝐸=𝐴𝐵, и докажите, что треугольники
𝐴𝐷𝐵 и 𝐸𝐷𝐶 равны.

3. Докажите, что при 𝑥∈ ↼0; 1♯ функция 𝑓↼𝑥↽=𝑥𝑥
4

не
превосходит единицы, а при 𝑥∈ ↼1; +∞↽ строго возрастает.

4. Возведите все три неравенства в квадрат и сложите
их, а затем воспользуйтесь свойствами скалярного произ-
ведения векторов.

5. Найдите 𝑓↼𝑥↽− 𝑓↼𝑥+p↽ и воспользуйтесь неравенства-
ми

2 max
𝑥∈R

|𝑓↼𝑥↽| > max
𝑥∈R
↼|𝑓↼𝑥↽|+|𝑓↼𝑥+p↽|↽ > max

𝑥∈R
|𝑓↼𝑥↽−𝑓↼𝑥+p↽|.
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1987 год (L олимпиада)
7 класс

1. В марте 1987 года было четыре полных недели (ка-
лендари на 1987 и 2015 годы полностью совпадают).

2. Найдите количество простых чисел, меньших 100.
3. Сначала докажите, что окружность радиуса 30, центр

которой совпадает с центром треугольника, пересекает
каждую сторону треугольника в двух точках.

4. Предположите противное и отразите одну из вершин
нижнего основания трапеции относительно прямой, содер-
жащей верхнее основание.

5. Сначала покажите, что первый разбойник сможет
обеспечить себе наибольшее количество монет, отделив
ровно одну монету.

8 класс
1. Умножьте доказываемое неравенство на 2↼𝑎+ 𝑏↽, пе-

ренесите все слагаемые на одну сторону и разложите на
множители.

2. а), б) Используйте деление с остатком. в) Для дока-
зательства невозможности разрезания на 9 прямоугольни-
ков используйте раскраску.

3. Докажите, что количество соревнований совпадает с
числом выступлений каждого ученика.

4. Рассмотрите треугольники 𝐵𝑃𝑀 и𝑀𝑄𝐷, где 𝑃 и 𝑄 ––
середины отрезков 𝐴𝐶 и 𝐶𝐸 соответственно.

5. Докажите сначала, что любой набор из 2 𝛿 50 𝛿 1987=
=198 700 последовательных натуральных чисел можно
разбить как на пары вида ↼𝑘, 𝑘+50↽, так и на пары вида
↼𝑘, 𝑘+1987↽.

9 класс
1. Составьте и исследуйте таблицу последних цифр все-

возможных сумм двух различных цифр.
2. Докажите, что диагонали правильного пятиугольни-

ка, проведённые из некоторой вершины, делят угол пяти-
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угольника на три равных угла. Найдите величину внешне-
го угла правильного пятиугольника. Затем докажите, что
если дан произвольный угол, то с помощью одной лишь
двусторонней линейки можно построить его биссектрису.

3. Рассмотрите числа, являющиеся произведением не-
которой степени одного простого числа на некоторую сте-
пень другого простого числа.

4. Сначала докажите аналогичное неравенство с заме-
ной 1987 на 2. Затем примените доказанное неравенство
1986 раз.

5. Каждая уложенная доска имеет расположенную меж-
ду точками опоры «надёжную часть», которую можно ис-
пользовать для дальнейшего построения. Докажите по ин-
дукции, что бо́льшая часть бассейна, ограниченная лома-
ной, состоящей из «надёжных частей» уложенных досок,
имеет форму выпуклого многоугольника.

10 класс
1. а) Любое положительное число можно представить в

виде tg a, где 0< a< p▷2. б) Любое действительное число
можно представить в виде tg a, где −p▷2< a< p▷2.

2. Рассмотрите длины отрезков, концами которых слу-
жат проекции вершин треугольника на любую прямую,
перпендикулярную данной плоскости.

3. Докажите, что если два прямоугольника, стороны ко-
торых проходят по линиям бумаги, удалены друг от друга
на расстояние, меньшее

√
2, то их можно покрыть прямо-

угольником, стороны которого тоже проходят по линиям
бумаги, а его периметр не более чем на 2 больше суммы
периметров двух этих прямоугольников.

4. Докажите, что для любого целого значения 𝑛 чи́сла
𝑛, 𝑛+1937 и 𝑛−150 всегда принадлежат одному подмно-
жеству.

5. Разбейте царство на 4 квадрата со стороной 1 км;
каждый из этих квадратов –– на 4 квадрата со стороной
1▷2 км, и т. д. Организуйте оповещение по одному жите-
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лю (при их наличии) каждого квадрата со стороной 1 км,
а затем повторите эту процедуру в меньших квадратах.

1988 год (LI олимпиада)
7 класс

1. Найдите возможные остатки от деления числа 𝑝2 на
3, на 5 и на 8, а также используйте разложение на множи-
тели выражения 𝑝4 −1.

2. Рассмотрите часть развёртки куба, по которой мо-
жет проходить кратчайший путь по его поверхности меж-
ду точками 𝑀 и 𝑃.

3. С помощью кронциркуля отложите последовательно
от некоторой точки на данной прямой два одинаковых от-
резка (в одном направлении), а затем то же самое проде-
лайте на прямой, соединяющей эту точку с данной точкой
вне прямой.

4. Выберите произвольный телефон и рассмотрите цепь,
состоящую из проводов, соединяющих телефоны последо-
вательно один за другим, начиная с выбранного. Закраши-
вайте провода цепи в чередующиеся цвета.

8 класс
1. Проследите, как изменяется сумма чисел произволь-

ной строки после одной операции, описанной в условии
задачи.

2. Воспользуйтесь построением из задачи 3 для 7 клас-
са.

3. Найдите все остатки, которые может давать четвёр-
тая степень целого числа при делении на 16.

4. Сначала взвесьте вместе 1-ю, 2-ю, 4-ю монеты, потом
1-ю и 3-ю, затем 2-ю и 3-ю.

9 класс
1. Покажите, что произведение рассматриваемых чисел

является квадратом целого числа.
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2. Для простых чисел 𝑝>5 найдите все остатки, кото-
рые может давать 𝑝2 при делении на 3 и на 8.

3. От точки пересечения прямых отложите на одной из
них точку на некотором расстоянии 𝑎, а на другой –– точ-
ки на расстояниях 𝑎,

√
2𝑎 и

√
3𝑎.

4. Докажите, что любое натуральное число можно един-
ственным образом представить в виде суммы

𝑘↼𝑘−1↽
2

+𝑚, где 𝑘 = 1, 2, 3, ... и 𝑚 = 1, 2, 3, ..., 𝑘.

5. Индукцией по количеству телефонов в сети докажи-
те, что все провода любой телефонной сети, в которой от
каждого телефона отходит не более трёх проводов, можно
раскрасить четырьмя красками так, чтобы каждый про-
вод был закрашен одной краской и от каждого телефона
отходили провода разных цветов.

10 класс
1. Выразите наименьшее из чисел 𝑎 и 𝑏 через их сумму

и модуль их разности.
2. Воспользуйтесь тем, что при симметрии относитель-

но прямой касательные к графику будут переходить в ка-
сательные, а производная показательной функции прини-
мает все положительные значения.

3. Проведите через одну из вершин в плоскости осно-
вания параллелепипеда прямую, перпендикулярную соот-
ветствующему боковому ребру.

4. Постройте на эталонном расстоянии от произвольной
точки данной прямой четыре точки: две –– на этой прямой,
и ещё две –– в одной полуплоскости относительно неё. За-
тем воспользуйтесь тем, что угол, опирающийся на диа-
метр, прямой.

5. Оцените снизу каждое из пары чисел, полученных
после нескольких делений, через величины пары чисел,
получаемых из них на следующем шаге.
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1989 год (LII олимпиада)
7 класс

1. Произвольным образом заполните первую строку (на-
пример, 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷), а затем все остальные, согласуя с пер-
вой.

2. Отметьте на данной прямой две произвольные точки
и постройте параллелограмм, вершинами которого будут
эти две точки и данная в условии.

3. Докажите, что если не взять хотя бы два носка, то
среди взятых носков требуемых пар может не оказаться.

4. Рассмотрите два случая в зависимости от того, в ка-
кую сторону турист отправляется из турбазы –– по тече-
нию или против.

5. Докажите, что всякое натуральное число не меньше
произведения своих цифр. Пользуясь этим и тем, что про-
изведение цифр числа неотрицательно, получите оценки
сверху и снизу на 𝑎.

8 класс
1. Сумма двух неотрицательных чисел равна нулю толь-

ко в случае, если каждое из них равно нулю.
2. Докажите, что одного прыжка достаточно, чтобы куз-

нечик и блоха оказались на одной линии (горизонтали
или вертикали).

3. а) Отметьте на данной прямой две произвольные точ-
ки и проведите окружности с центрами в этих точках и
радиусами, равными расстояниям от них до данной в усло-
вии. б) Выбирая произвольную точку вне прямой, прове-
дите окружность с центром в этой точке, проходящую че-
рез данную в условии.

4. Докажите, что для любых цифр 𝑚 и 𝑛 хотя бы одно
из чисел 𝑚𝑛 или 𝑛𝑚 принадлежит 𝑋.

5. Предполагая противное, выберите разбиение на ко-
манды так, чтобы число пар друзей, оказавшихся в одной
команде, было минимальным. Затем докажите, что мож-
но поменять команду у одного пионера или у двух пионе-
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ров из разных команд так, что это число станет ещё мень-
ше.

6. Подставьте в трёхчлен значения 𝑥=0, 𝑥=1▷2 и 𝑥=1,
а затем, пользуясь полученными условиями, оцените свер-
ху модуль каждого из коэффициентов.

9 класс
1. Зафиксируйте некоторую точку в пространстве и про-

ведите через неё прямые, параллельные данным.
2. Докажите, что 𝐴𝑄 :𝑄𝐾=𝑀𝑃 :𝑃𝐾.
3. Обозначая первые члены прогрессий буквами 𝑎 и 𝑏, а

знаменатели –– буквами 𝑝 и 𝑞, выразите 𝑎𝑝𝑘+2 + 𝑏𝑞𝑘+2 через
𝑎𝑝𝑘+1 + 𝑏𝑞𝑘+1, 𝑎𝑝𝑘+ 𝑏𝑞𝑘, 𝑝𝑞 и 𝑝+ 𝑞 при 𝑘=0, 1, 2.

4. Заметьте, что при объезде всех улиц по замкнутому
маршруту каждый перекрёсток нужно пройти чётное чис-
ло раз. Подсчитав, сколько в городе перекрёстков, в ко-
торых сходятся чётное и нечётное число улиц, выясните,
сколько улиц нужно пройти хотя бы дважды.

5. Сначала докажите, что если решение существует,
то оно единственно и симметрично (т. е. 𝑥1 =𝑥10, 𝑥2 =𝑥9,
..., 𝑥5 =𝑥6). Чтобы найти решение, рассмотрите равнобед-
ренный треугольник с углом 15∘ при основании и длины
отрезков, на которые разбивают основание 9 прямых, вы-
ходящих из вершины и разбивающих угол при этой вер-
шине на 10 равных частей.

10 класс
1. Исследуйте монотонность функций, стоящих в левой

и правой частях уравнения, на области определения этого
уравнения.

2. Рассмотрите степенную функцию.
3. Сначала расставьте крестики и нолики в каком-ни-

будь квадрате два на два: нолики в первой его строке, а
крестики во второй. Дальше продолжите расставлять кре-
стики и нолики в соседних с уже заполненными клетках
так, чтобы условия задачи не нарушались.
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4. Докажите, что ровно 3 или 4 из данных чисел да-
ют одинаковые остатки при делении на некоторую степень
двойки.

5. Чтобы получить оценку снизу искомой величины,
выразите суммарный периметр фигур, полученных после
разрезания единичного квадрата, через суммарную длину
разрезов и сравните с аналогичной величиной для пря-
моугольника. Затем придумайте способ разрезания с сум-
марной длиной разрезов, отличающейся от полученной
оценки снизу не более чем на 2.

6. Предполагая противное, проведите плоскость, касаю-
щуюся вписанного шара, через пару данных точек на рёб-
рах, принадлежащих четвёртой плоскости. Далее рассмот-
рите восьмигранник, образованный этой плоскостью, гра-
нями тетраэдра и первыми тремя плоскостями. Соединив
с вершинами точки касания каждой его грани вписанно-
го шара, сравните сумму углов вокруг этих точек касания
шара в плоскостях, лежащих на поверхности тетраэдра и
вне неё.

1990 год (LIII олимпиада)
8 класс

1. Заметьте, что из условия задачи следуют неравен-
ства: 𝑎1 +𝑎2 +𝑎3 <3𝑎3, 𝑎4 +𝑎5 +𝑎6 <3𝑎6, 𝑎7 +𝑎8 +𝑎9 <3𝑎9.

2. Покажите, что число 𝑚↼𝑛+9↽↼𝑚+2𝑛2 +3↽ не может
иметь ровно одного простого делителя ни при каких нату-
ральных числах 𝑚 и 𝑛.

3. Убедитесь в том, что хотя бы один из классов пред-
ставлен не более чем двумя участниками.

4. Применяя теорему об углах, вписанных в окруж-
ность, докажите равенство треугольников 𝐴𝐶𝐷 и 𝐴𝐶𝐸.

5. Представив результаты 𝑛 включений табло в виде
таблицы из 𝑛 строк, соответствующих каждому включе-
нию, и 64 столбцов, соответствующих каждой кнопке,
так, что «+» означает, что данная кнопка в данном вклю-
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чении была нажата, а «−» –– не нажата, докажите, что
узнать, какая лампочка какой кнопкой управляется, мож-
но только тогда, когда все столбцы таблицы различны.

9 класс
1. Предположив, что в компании найдутся 2 мальчика,

не являющиеся братьями, придите к противоречию.
2. Рассмотрите произвольный набор из 53 различных

натуральных чисел, из которого нельзя выбрать два чис-
ла, составляющих в сумме 53, и заметьте, что хотя бы од-
но число из каждой пары ↼1, 52↽, ↼2, 51↽, ..., ↼26, 27↽ не
принадлежит этому набору.

3. Используя теорему об отрезках пересекающихся хорд,
докажите, что все расстояния от отмеченной точки до цен-
тра любой из проведённых окружностей радиуса 2 одина-
ковы.

4. Разбейте монеты на 4 группы по 2 монеты и произве-
дите 3 взвешивания, раскладывая различными способами
по 2 из полученных групп на каждую чашу весов.

5. Докажите, что квадрат дроби
1

10𝑛−1
имеет период

длины 𝑛↼10𝑛−1↽, а квадрат любой другой дроби с перио-
дом длины 𝑛 имеет период, длина которого не превосходит
𝑛↼10𝑛−1↽.

10 класс
1. Покажите, что найдётся такое число 𝑥 из интервала

↼0; 1↽, что прямоугольники со сторонами 1 и 𝑥, 1−𝑥 и
𝑥↼1−𝑥↽, 1−𝑥↼1−𝑥↽ и 1−𝑥, являясь подобными, вместе
составляют квадрат со стороной 1.

2. Докажите, что одно из чисел 𝑝, 𝑞 равно 2, а другое –– 3.

3. Рассмотрите число 𝑥=−p

2
± p

3
± p

9
± p

27
, где знаки плюс

или минус выбраны совпадающими со знаками коэффици-
ентов 𝑎, 𝑏, 𝑐 соответственно (знак числа 0 можно считать
для определённости положительным), и покажите, что это
число удовлетворяет неравенству, данному в условии.
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4. Сначала покажите, что если отметить в круге четыре
точки, не все из которых расположены на его окружности,
то найдутся такие четыре точки на этой окружности, что
произведение всех попарных расстояний между ними бу-
дет больше, чем такое произведение для отмеченных то-
чек. Далее докажите, что среди всех вписанных в круг
четырёхугольников наибольшим произведением всех по-
парных расстояний между его вершинами обладает толь-
ко квадрат.

5. Рассмотрите в плоскости 𝐴𝐶𝐷 такую точку 𝐵′, что
𝐴𝐵′=𝐴𝐵, 𝐶𝐵′=𝐶𝐵 и точки 𝐵′ и 𝐷 лежат в одной полуплос-
кости относительно прямой 𝐴𝐶, и докажите, что 𝐵=𝐵′.

11 класс
1. Представьте числа 𝑥 и 𝑦 в виде 𝑥=cos f, 𝑦=cos y, где

f и y –– некоторые числа из отрезка ♭0; p♯.
2. Сначала докажите, что 𝑓↼𝑥↽ ̸=𝑥 и 𝑓↼𝑥↽ ̸=𝑥2 ни при ка-

ком 𝑥∈ ↼0; 1↽.
3. Применяя свойства биссектрис треугольников 𝐴𝐵𝐶

и 𝐿𝐵𝐶, найдите отношения 𝐵𝐴 :𝐵𝐶 и 𝐵𝐿 :𝐵𝐶. Затем, ис-
пользуя найденные отношения и формулы для площадей
треугольников 𝐴𝐵𝐿, 𝐿𝐵𝐶 и 𝐴𝐵𝐶, составьте тригонометри-
ческое уравнение для ∠𝐴𝐵𝐿.

4. Сначала докажите утверждение для всех чисел вида
5𝑛, где 𝑛 –– неотрицательное целое число. Затем решите за-
дачу для произвольного нечётного числа, представив его в
виде 𝑘 𝛿 5𝑛, где 𝑘 не кратно 5.

5. Заметьте, что четыре произвольные плоскости в про-
странстве являются плоскостями граней некоторого тет-
раэдра тогда и только тогда, когда никакие три плоско-
сти не параллельны одной прямой и все плоскости не
проходят через одну точку. Используя этот факт, дока-
жите, что четыре точки в пространстве могут служить
проекциями какой-либо точки соответственно на четыре
плоскости граней некоторого тетраэдра тогда и только то-
гда, когда никакие три из этих точек не лежат на одной
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прямой, и все четыре точки не лежат на одной окружно-
сти.

1991 год (LIV олимпиада)
8 класс

1. Разложите данное выражение на множители.
2. а) В случае 𝐴𝐵= 𝑟 постройте точку, симметричную

точке 𝐴 относительно 𝐵, а в общем случае найдите точку,
находящуюся на расстоянии 𝑟 от точек 𝐴 и 𝐵 и восполь-
зуйтесь предыдущим построением. б) От точки 𝐴 построй-
те сеть вершин правильных треугольников так, чтобы од-
на из них находилась от точки 𝐵 на расстоянии, мень-
шем 𝑟.

3. Предполагая, что трёх дежурных хватит, придите к
противоречию.

4. Сравните гирю с надписью «6 г» с суммарной массой
гирек с надписями «1 г», «2 г» и «3 г».

5. Докажите и используйте следующий факт: если обо-
значить через 𝑀↼𝐴↽ множество всех городов второй стра-
ны, в которые можно вылететь из города 𝐴 первой страны,
то найдутся два таких множества 𝑀↼𝐴↽ и 𝑀↼𝐶↽, что в од-
ном из них есть город, не лежащий в другом, и наоборот.

9 класс
1. Воспользуйтесь формулой 𝑥𝑛−1=↼𝑥−1↽↼𝑥𝑛−1+...+1↽.
2. а) Все 36 карт можно разложить на кучки по 1, 2, ...,

8 карт. б) Из 54 карт 45 можно разложить на кучки по
1, 2, ..., 9 карт, а оставшиеся 9 карт –– на одну кучку из
двух карт и 7 «кучек» по одной карте в каждой.

3. Среди вершин 12-угольника выберите три так, чтобы
в соответствующем треугольнике три из данных диагона-
лей были биссектрисами.

4. Докажите и используйте тот факт, что прямая, про-
ходящая через середины двух параллельных хорд данной
гиперболы, проходит также и через начало координат.
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5. Докажите сначала утверждение задачи последова-
тельно для таблиц размера 1×15, 3×15 и 7×15. В послед-
них двух случаях, предполагая противное, рассуждайте
по-разному в зависимости от того, симметрична таблица
относительно средней строки или нет.

10 класс
1. а) Подставьте в равенство значения 𝑥=0 и 𝑥=1.

б) Рассмотрите ещё одно равенство, получающееся из ис-
ходного заменой 𝑥 на 1−𝑥.

2. Найдите число всех точек касания шаров при распо-
ложении указанным способом.

3. Докажите подобие треугольников 𝑂𝐴𝑃 и 𝑂𝐴𝑄, где
𝑃 и 𝑄 –– точки пересечения прямой 𝐵𝐶 с биссектрисой
𝐴𝑃 внутреннего угла треугольника 𝑂𝐴𝐵 и биссектрисой
𝐴𝑄 внешнего угла треугольника 𝑂𝐶𝐴, и воспользуйтесь
свойствами биссектрис этих треугольников. Или, поль-
зуясь теоремой о касательных, проведённых к окружно-
сти из одной точки, выразите сумму радиусов окружно-
стей через стороны и угол при основании треугольника
𝐴𝐵𝐶.

4. Разбейте данный куб на кубы размера 2×2×2 и рас-
смотрите 8 множеств из всех одинаково расположенных
в таких кубах единичных кубиков. Четыре из этих мно-
жеств состоят из чёрных кубиков. Покажите, что из каж-
дого такого множества вынуто поровну кубиков.

5. Воспользуйтесь решением задачи 2 б) для 9 класса.

11 класс
1. Выразите через 10𝑘 слагаемые (множители), получа-

ющиеся из данного числа, если поставить знак «+» («×»)
между его 𝑘-й и ↼𝑘+1↽-й цифрами, и найдите минималь-
ное (максимальное) значение соответствующей функции.

2. Искомая точка лежит на серединном перпендикуля-
ре к отрезку 𝐴𝐵. Чтобы найти расстояние, на котором она
находится от середины этого отрезка, рассмотрите «вид
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сбоку», т. е. ортогональную проекцию земного шара в на-
правлении луча 𝐴𝐵.

3. В правильном 18-угольнике с вершинами, выбранны-
ми из вершин 54-угольника, найдите три вершины, для
которых некоторые из диагоналей будут биссектрисами
соответствующего треугольника.

4. Найдите утверждённую сумму расходов в случае, ес-
ли первые 10 депутатов по первой статье предложат ниче-
го не выделять, а по остальным выделить поровну, следу-
ющие 10 депутатов по второй статье предложат ничего не
выделять, а по остальным –– выделить поровну, и т. д.

5. Каждой погасшей клетке сопоставьте квадрат 2×2,
в котором она погасла последней, и подсчитайте число
всех квадратов 2×2 в прямоугольнике 𝑚×𝑛.

1992 год (LV олимпиада)
8 класс

1. Докажите, что из условия задачи следуют неравен-
ства −↼𝑐+𝑑↽<𝑎+ 𝑏 и 𝑐+𝑑<𝑎+ 𝑏.

2. Найдите количества чёрных диагоналей шахматной
доски обоих направлений.

3. Докажите, что каждый участник за оба дня решил
столько задач, сколько решили все участники во второй
день.

4. При решении задачи можно считать, что суммарный
вес всех гирь равен 60 г. Сначала покажите, что из воз-
можности разложения на 5 кучек равной массы и на 4 куч-
ки равной массы следует, что количество гирь не может
быть меньше 8. Затем выясните, существует ли подходя-
щей набор из 8 гирь.

5. Сначала рассмотрите случай равнобедренного пря-
моугольного треугольника. Затем сделайте аккуратный
чертёж неравнобедренного прямоугольного треугольника,
проведите биссектрису его прямого угла, перпендикуляр-
ную к ней прямую, проходящую через одну из двух вер-
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шин острых углов этого треугольника, и постройте про-
екцию гипотенузы на эту прямую. Для того чтобы срав-
нить длину этой проекции и удвоенную длину биссектри-
сы, проведённой к гипотенузе, можно либо выразить эти
величины через длины катетов, либо провести дополни-
тельные построения и воспользоваться теоремой о соотно-
шениях между углами и сторонами треугольника, а также
свойствами средней линии треугольника.

6. Достаточно найти такие четыре расстановки по кру-
гу всех чисел от 1 до 9, чтобы в этих расстановках любые
два из этих чисел стояли рядом ровно один раз. Для этого
можно рассмотреть правильный восьмиугольник, верши-
ны которого занумерованы от 1 до 8. Попробуйте найти та-
кие четыре восьмизвенные ломаные, составленные из его
сторон и диагоналей, что все эти ломаные не имеют общих
концов и общих звеньев. Четыре искомые расстановки чи-
сел получатся, если для каждой из этих ломаных записать
номера вершин восьмиугольника в порядке их следования
вдоль неё и добавить число 9 в конце.

9 класс
1. Докажите, что в ходе соревнований каждый участ-

ник выиграл столько партий, сколько выиграли все участ-
ники чёрными.

2. Разбейте все нечётные натуральные числа, меньшие
10 000, на пары 𝑎 и 𝑏, для которых 𝑎+ 𝑏=10 000, и рас-
смотрите 𝑎9 + 𝑏9.

3. Докажите, что в любой момент времени найдутся че-
тыре стороны многоугольника, лежащие на сторонах ис-
ходного квадрата.

4. Запишите в каждую клетку таблицы число путей, ко-
торые ведут в неё из левой нижней клетки таблицы. Сна-
чала заполните левый столбец и нижнюю строку.

5. Проведите через точку 𝐵 прямую 𝑙, параллельную
прямой 𝐷𝐸. Пусть 𝐹 и 𝐺 –– точки пересечения прямой l
с прямыми 𝐴𝐷 и 𝐴𝐶. Докажите равенство 𝐹𝐵=𝐵𝐺.
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6. а) Рассадим 11 человек за круглым столом и зануме-
руем их подряд натуральными числами от 1 до 11. Тогда
вторая рассадка может иметь вид 1, 3, 5, 7, 9, 11, 2, 4, 6,
8, 10. б) Воспользуйтесь рассадками из решения п. а). По-
лучите из каждой из этих рассадок 11 человек такие две
рассадки 21 человека, что если в исходной рассадке пара
людей с различными номерами 𝑖 и 𝑗 сидит рядом, то пары
людей с номерами 𝑖 и 𝑗, 𝑖 и 23− 𝑗, 23− 𝑖 и 𝑗, а также 23− 𝑖
и 23− 𝑗 тоже сидят рядом в какой-нибудь из полученных
рассадок.

10 класс
1. Разложите сумму косинусов на множители, пользу-

ясь формулами тригонометрии и тем, что сумма углов че-
тырёхугольника равна 360∘.

2. Рассуждая аналогично решению задачи 3 для 9 клас-
са, покажите, что в любой момент времени пирог имеет
форму выпуклого многоугольника, пять сторон которого
лежат на сторонах исходного пятиугольника.

3. Раскрасьте доску в два цвета в шахматном порядке
и выясните, при каких значениях 𝑚 и 𝑛 в начале игры
фишки стоят на клетках разных цветов, а при каких –– на
клетках одного цвета.

4. При решении задачи можно считать, что суммарный
вес всех гирь равен 60 г. Сначала покажите, что из воз-
можности разложения на 6 кучек равной массы и на 5 ку-
чек равной массы следует, что количество гирь не может
быть меньше 10. Затем выясните, существует ли подходя-
щий набор из 10 гирь.

5. Рассмотрите вписанный в многоугольник ромб, две
противоположные вершины которого симметричны и наи-
более удалены от центра симметрии этого многоугольника.

6. Приведите пример какого-либо выпуклого многогран-
ника, который имеет нечётное число рёбер, а каждая его
грань –– чётноугольник. Проверьте, существует ли иско-
мая раскраска рёбер этого многогранника.
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11 класс
1. а) Попробуйте так заполнить таблицу числами 0, 1

и −1, чтобы условия задачи были выполнены. б) Раскрась-
те таблицу в чёрный и белый цвета в шахматном порядке
и найдите число чёрных диагоналей обоих направлений.

2. Проведите окружность через точки 𝐴, 𝐵 и 𝐶, продли-
те отрезок 𝐵𝐷 до пересечения с окружностью в точке 𝐾 и
докажите, что 𝐵𝐾 –– диаметр окружности.

3. Рассмотрите новый путь перемещения Аладдина по
экватору, который получается из данного пути, если со-
хранить все его движения на восток и на запад, но убрать
все его мгновенные перемещения в диаметрально противо-
положные точки.

4. Для каждой грани тетраэдра рассмотрите вектор, ко-
торый перпендикулярен этой грани, направлен наружу
тетраэдра и равен по модулю площади этой грани. Дока-
жите, что сумма всех четырёх таких векторов равна

–
0.

5. Воспользуйтесь указанием к задаче 6 для 10 класса.
6. а) Запишите цепочку, начинающуюся с шага

log25 75 и log65 260
правило 1−−−−−→ log25 3 и log65 4.

б) Докажите, что на каждом шаге выполняются усло-
вия ровно одного из трёх правил, знак неравенства меж-
ду сравниваемыми логарифмами сохраняется, переходы
по правилу 1 не могут следовать друг за другом бесконеч-
ное число раз и переход по правилу 2 никогда не произ-
водится два раза подряд, а затем выясните, как меняется
разность между сравниваемыми логарифмами при приме-
нении этих правил.
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1981 год (XLIV олимпиада)
7 класс

1. По условию найдутся такие целые числа 𝑘 и 𝑙, что
𝐴=1981𝑘+35=1982𝑙+35. Значит, 1981𝑘=1982𝑙, поэтому
𝑘 чётно, т. е. 𝑘=2𝑛, где 𝑛 –– целое число. Тогда поскольку
1981=7 𝛿 283, получаем 𝐴=14 𝛿 283 𝛿 𝑛+35=14↼283𝑛+2↽+
+7. Это означает, что остаток от деления числа 𝐴 на 14
равен 7.

К о м м е н т а р и й. Заметим, что согласно китайской теореме об
остатках (см., например [10, с. 262]) в силу взаимной простоты чи-
сел 1981 и 1982 существует бесконечно много таких чисел 𝐴, причём
все они являются членами арифметической прогрессии с разностью
1981 𝛿 1982=7 𝛿 283 𝛿 2 𝛿 991=14 𝛿 283 𝛿 991 и поэтому дают одинаковые
остатки при делении на 14.

2. См. решение задачи 1 для 9 класса.

3. Наложим второй круглый лист на первый так, что-
бы нарисованные драконы полностью совпали. Закрасим
общую часть двух кругов (см. рис. 6). Тогда на обоих ли-

Рис. 6

стах рисунок не выходит за пределы
закрашенной области. Заметим также,
что незакрашенные области обоих кру-
гов при наложении совпадают. Следо-
вательно, если от второго круглого ли-
ста отрезать незакрашенную область и
наложить на соответствующую часть
первого листа, то получим разрезан-
ный на две части круглый лист, ри-
сунок на котором совпадает с рисунком на первом листе.
В частности, глаз дракона окажется в центре.

4. Пусть 𝑛 –– наибольшее натуральное число, четвёртая
степень которого не превосходит 𝑥 (поскольку 𝑥>1, та-
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кое число существует). Тогда 𝑛4 6𝑥<↼𝑛+1↽4. Следователь-
но, 𝑛2 6

√
𝑥<↼𝑛+1↽2. Поскольку ♭

√
𝑥♯ –– наибольшее целое

число, не превосходящее
√
𝑥, справедливо также и нера-

венство 𝑛2 6 ♭
√
𝑥♯< ↼𝑛+1↽2. Извлекая квадратный корень

из обоих двойных неравенств, получаем 𝑛6
√︀√
𝑥<𝑛+1 и

𝑛6
√︀
♭
√
𝑥♯<𝑛+1, а значит, ♭

√︀√
𝑥♯= ♭

√︀
♭
√
𝑥♯♯=𝑛.

К о м м е н т а р и й. Справедливо следующее более общее утвержде-
ние (лемма Р. Дж. Мак-Элиса, см. [33, задача 34 из разд. 1.2.4] и [25,
задача 1.14]). Пусть 𝑓↼𝑥↽ –– непрерывная строго возрастающая на отрез-
ке 𝐼 функция и оба числа 𝑥 и ♭𝑥♯ лежат в этом отрезке. Тогда равенство
♭𝑓↼♭𝑥♯↽♯= ♭𝑓↼𝑥↽♯ выполняется тогда и только тогда, когда функция обла-
дает следующим свойством: если 𝑓↼𝑥↽ –– целое число, то и 𝑥 тоже целое
число.

5. Составим таблицу сумм весов всевозможных пар, со-
ставленных из данных гирь. Мы видим, что различные

1000 1001 1002 1004 1007

1000 — 2001 2002 2004 2007
1001 2001 — 2003 2005 2008
1001 2002 2003 — 2006 2009
1004 2004 2005 2006 — 2011
1007 2007 2008 2009 2011 —

пары дают различные суммы. Это означает, что, зная сум-
му масс любых двух гирь, можно определить, какую пару
мы взвешивали. Выберем произвольные две пары гирь и
взвесим каждую пару. Если хотя бы в одной из пар есть
гиря массой 1000 г, то выявляем её третьим взвешивани-
ем любой из гирь соответствующей пары. Если же ни в
одной из выбранных пар нет гири массой 1000 г, то пятая
гиря и есть искомая.

К о м м е н т а р и й. Аналогично доказывается более общий факт:
если 𝑛 гирь таковы, что попарные суммы их весов различны, то найти
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гирю заданного веса можно с помощью не более чем ♭↼𝑛+1↽▷2♯ взве-
шиваний. Если же суммы весов любых групп гирь попарно различны
(так будет, например, если гири имеют веса 1, 2, 4, ..., 2𝑛−1) и их веса
известны, то нужную гирю можно найти быстрее, а именно за ⌈log2 𝑛⌉
взвешиваний, где ⌈𝑥⌉ означает наименьшее целое число, большее или
равное 𝑥. Для этого достаточно каждый раз разбивать гири на две груп-
пы, в которых число гирь или совпадает, или отличается на единицу
(это так называемый алгоритм деления пополам, или бинарного поис-
ка). Заметим, что при 𝑛=5 оба результата совпадают.

8 класс
1. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 –– некоторый пятиугольник. Отметим

углы 𝐴𝐵𝐸, 𝐷𝐵𝐸, 𝐶𝐴𝐵, 𝐶𝐴𝐷, 𝐴𝐶𝐵, 𝐴𝐷𝐵 и 𝐵𝐸𝐴 (рис. 7).
Тогда если все отмеченные 7 углов равны, то каждый из
них равен 36∘, так как сумма углов треугольника 𝐴𝐵𝐷
равняется сумме пяти из них. Далее можно рассуждать
двумя способами.

A B

C

D

E

Рис. 7

A B

C

D

E

Рис. 8

Первый способ. Поскольку 𝐴𝐶 и 𝐵𝐸 –– биссектрисы уг-
лов 𝐵𝐴𝐷 и 𝐴𝐵𝐷 соответственно, точки 𝐶, 𝐷 и 𝐸 лежат
в одной полуплоскости относительно прямой 𝐴𝐵, а око-
ло пятиугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 можно описать окружность, по-
скольку отрезок 𝐴𝐵 виден из точки 𝐶, 𝐷 и 𝐸 под одним и
тем же углом. На каждую из сторон пятиугольника опира-
ется как минимум один из отмеченных вписанных углов.
Значит, все стороны этого пятиугольника равны. Поэтому
равны и все дуги описанной около него окружности, на
которые опираются его углы. Отсюда получаем, что пяти-
угольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 правильный.
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Второй способ. Построим правильный пятиугольник
𝐴𝐵𝐶′𝐷′𝐸′ так, чтобы точки 𝐷′ и 𝐷 лежали по одну сторо-
ну от прямой 𝐴𝐵. Тогда △𝐴𝐵𝐷=△𝐴𝐵𝐷′ по стороне 𝐴𝐵
и прилежащим к ней углам. Следовательно, точки 𝐷′ и
𝐷 совпадают. Далее, треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐵𝐶′ равнобед-
ренные с углом 36∘ при основании 𝐴𝐶 и общей стороной
𝐴𝐵. Тогда у них совпадают и углы при вершине 𝐵, значит,
△𝐴𝐵𝐶=△𝐴𝐵𝐶′, поэтому точки 𝐶′ и 𝐶 тоже совпадают. Сов-
падение точек 𝐸′ и 𝐸 доказывается аналогично.

К о м м е н т а р и й. Предполагалось, что при решении данной за-
дачи участники олимпиады приведут некоторый правильный пример;
указывать все варианты ответа от них не требовалось. Отметим, что
приведённый в решении пример не единственный. Ещё один способ от-
метить 7 углов указан на рис. 8.

5. Обозначим наименьшее общее кратное данных чи-
сел через 𝑁. Тогда существуют такие натуральные числа
𝑘1, ..., 𝑘10, что 𝑁=𝑎1𝑘1 = ...=𝑎10𝑘10. Учитывая условие за-
дачи, получаем 𝑘1 >𝑘2 > ...>𝑘10, поэтому 𝑘1 >10. Следова-
тельно, 𝑁=𝑎1𝑘1 >10𝑎1.

К о м м е н т а р и й. Если бы было дано 𝑛 чисел, то аналогичное рас-
суждение привело бы к оценке 𝑛𝑎1, которая достигается, если 𝑎1 =
=𝑛!▷𝑛= ↼𝑛−1↽!, 𝑎2 =𝑛!▷↼𝑛−1↽= ↼𝑛−2↽!𝑛, ..., 𝑎𝑛−1 =𝑛!▷2, 𝑎𝑛=𝑛!.

9 класс
1. Для удобства заменим все цифры, отличные от се-

мёрки, на единицы. Ясно, что если той цифрой, которую
следует вычеркнуть для выполнения условия задачи, ока-
жется единица, то в исходном числе следует вычеркнуть
цифру, которую мы заменили именно на эту единицу. По-
скольку для числа, имеющего только один разряд, утвер-
ждение задачи очевидно, будем далее считать, что данное
число содержит по крайней мере три разряда (число раз-
рядов нечётно). Заметим, что если в этом числе нет двух
стоящих рядом одинаковых цифр, то цифры должны че-
редоваться, т. е. число имеет вид или 17...71, или 71...17.
В таких числах семёрки стоят только или на всех чётных
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местах, или на всех нечётных местах, поэтому если в лю-
бом из них вычеркнуть среднюю цифру, то в полученном
числе количество семёрок на чётных местах совпадёт с ко-
личеством семёрок на нечётных местах.

Рассмотрим теперь случай, когда цифры данного числа
не чередуются. Назовём данное число первым. Выберем
любые две стоящие рядом одинаковые цифры и исклю-
чим их из дальнейшего рассмотрения. Получим снова чис-
ло, имеющее нечётное число разрядов. Назовём это число
вторым. Продолжая процесс далее, на некотором шаге мы
получим или число, цифры которого чередуются, или чис-
ло, состоящее из трёх одинаковых цифр. В любом случае,
отметим его среднюю цифру и, возвращаясь к исходному
числу, убедимся в том, что на каждом шаге после вычёр-
кивания найденной цифры количество семёрок на чётных
местах будет равно количеству семёрок на нечётных ме-
стах. В самом деле, для последнего числа это выполнено,
а при переходе от каждого числа к предыдущему мы или
не изменим эти количества (если исключались единицы),
либо увеличим оба количества на 1 (если исключались се-
мёрки). Следовательно, вычёркивание указанной цифры
из первого числа удовлетворяет условию задачи.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что в решении предъявлен алгоритм
поиска искомой цифры. Конечно, можно его усовершенствовать, доба-
вив на каждом шаге следующие проверки: если в полученном числе
нет семёрок, то, чтобы удовлетворить условию задачи, можно вычерк-
нуть любую цифру; если же есть ровно одна семёрка, то именно её и
следует вычеркнуть.

Как мы видели, фактически в задаче речь идёт о числах в двоичной
системе счисления. Приведём несколько иную схему решения, также
основанную на том, что число с нечётным числом разрядов, записанное
нулями и единицами, всегда или содержит хотя бы одну пару равных
цифр в соседних разрядах, или его концевые цифры равны. Исклю-
чая из числа найденную пару равных цифр, получаем число, имеющее
нечётное число разрядов, что позволяет применить к нему ту же про-
цедуру. Процесс заканчивается, когда останется только один разряд,
при этом все остальные цифры будут разбиты на пары равных так, что
пары, стоящие не в соседних разрядах, всегда будут разделяться, сре-
ди прочего, и последней оставшейся цифрой, значит после её удаления
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число разрядов, разделяющих эту пару станет чётным (так как до уда-
ления этой цифры в любой такой паре число разделяющих её разрядов
всегда было нечётным), т. е. один из разрядов пары будет иметь чётный
номер, а другой –– нечётный, и то же верно, очевидно, и для пар цифр
в соседних разрядах. Значит, в полученном числе все разряды, содер-
жащие единицу, разбиваются на пары, в которых один разряд имеет
чётный номер, а другой –– нечётный, откуда и следует утверждение за-
дачи.

2.Первый способ. Из условия следует, что 𝑎1=1 и 𝑛>2.
Заметим, что для любого 𝑛>2 выполнено неравенство

|𝑎𝑛−𝑎𝑛−1| 6 𝑛−1,

так как оба натуральных числа 𝑎𝑛 и 𝑎𝑛−1 не превосходят 𝑛.
Докажем следующее утверждение. Если 𝑎 и 𝑏 –– такие

целые числа, что 𝑎 лежит на отрезке ♭0; 𝑘♯, а 𝑏 лежит на
отрезке ♭1; 𝑘−1♯, то справедливо неравенство |𝑎−𝑏|6𝑘−1.
В самом деле, если 𝑎=0, то неравенство очевидно, а если
𝑎>0, то оба числа лежат на отрезке ♭1; 𝑘♯, длина которого
равна 𝑘−1.

Рассмотрим теперь числа |𝑎𝑛−𝑎𝑛−1| и 𝑎𝑛−2. Первое чис-
ло лежит на отрезке ♭0; 𝑛−1♯, а второе –– на ♭1; 𝑛−2♯. По-
этому справедливо неравенство

||𝑎𝑛−𝑎𝑛−1| −𝑎𝑛−2| 6 𝑛−2.

Продолжая далее, получим

|||𝑎𝑛−𝑎𝑛−1| −𝑎𝑛−2| −𝑎𝑛−3| 6 𝑛−3

и т. д. вплоть до неравенства

|...|||𝑎𝑛−𝑎𝑛−1| −𝑎𝑛−2| −𝑎𝑛−3| − ...−𝑎1| 6 1.

Значит, существует расстановка знаков «+» и «−», для ко-
торой сумма 𝑎1±𝑎2±𝑎3± ...±𝑎𝑛 попадёт на отрезок ♭−1; 1♯.
Но эта сумма чётна, поскольку при замене всех знаков
плюсами мы увеличим её на чётное число и получим чёт-
ную сумму 𝑎1 +𝑎2 +𝑎3 + ...+𝑎𝑛. Значит, полученная сумма
равна нулю.
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Второй способ. Докажем это утверждение индукцией
по 𝑛 (𝑛>2 по условию).

Для 𝑛=2 оно очевидно, так как единственный возмож-
ный набор –– это 𝑎1 =𝑎2 =1.

Пусть для любого набора, состоящего меньше чем из
𝑛+1 чисел, утверждение доказано. Докажем его для 𝑛+1
чисел. Возьмём произвольный набор 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1 из
𝑛+1 чисел, удовлетворяющий условию. Если 𝑎𝑛=𝑎𝑛+1, то
сумма 𝑎1 + ...+𝑎𝑛−1 чётна; учитывая предположение ин-
дукции, заключаем, что одна из сумм 𝑎1 ±𝑎2 ± ...±𝑎𝑛−1 +
+𝑎𝑛−𝑎𝑛+1 равна нулю. Если же 𝑎𝑛 ̸=𝑎𝑛+1, то заменим дан-
ный набор набором 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛−1, |𝑎𝑛−𝑎𝑛+1| из 𝑛 нату-
ральных чисел. Для нового набора выполнены все усло-
вия: число |𝑎𝑛−𝑎𝑛+1| не превосходит 𝑛 и имеет ту же чёт-
ность, что и 𝑎𝑛+𝑎𝑛+1, поэтому сумма новых 𝑛 чисел по-
прежнему чётна. По предположению индукции одна из
сумм 𝑎1 ±𝑎2 ±𝑎3 ± ...± |𝑎𝑛−𝑎𝑛+1| равна нулю. Раскрывая
модуль |𝑎𝑛−𝑎𝑛+1|, получаем, что равно нулю одно из вы-
ражений 𝑎1 ±𝑎2 ±𝑎3 ± ...±𝑎𝑛±𝑎𝑛+1.
Третий способ. Докажем индукцией по 𝑘, 16𝑘6𝑛, что

любое натуральное число 𝑚6𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑘 либо совпада-
ет с некоторым числом 𝑎𝑗 при 𝑗=1, 2, ..., 𝑘, либо является
суммой нескольких таких чисел с различными индекса-
ми 𝑗. При 𝑘=1 это утверждение очевидно, так как 𝑎1 =1
и, следовательно, 𝑚=𝑎1 =1. Пусть утверждение верно при
некотором натуральном 𝑘<𝑛 и 𝑚6𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑘+𝑎𝑘+1.
Поскольку по условию 𝑎𝑘+1 6𝑘+16𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑘+1, по-
лучаем либо 𝑚6𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑘, либо 𝑚=𝑎𝑘+1, либо 𝑚>
>𝑎𝑘+1. В первом случае доказываемое утверждение верно
по предположению индукции. Во втором случае доказы-
ваемое утверждение также верно. В третьем случае нату-
ральное число 𝑚−𝑎𝑘+1 не превосходит 𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑘 и
по предположению индукции либо совпадает с некоторым
числом 𝑎𝑗 при 𝑗=1, 2, ..., 𝑘, либо является суммой несколь-
ких таких чисел с различными индексами 𝑗. Значит, и в
этом случае доказываемое утверждение верно.
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Из доказанного вытекает, что число 𝑚=
𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑛

2
либо совпадает с некоторым числом 𝑎𝑗 при 𝑗=1, 2, ..., 𝑛,
либо является суммой нескольких таких чисел с различ-
ными индексами 𝑗. Значит, сумма всех таких 𝑎𝑗 совпада-
ет с суммой остальных слагаемых суммы 𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑛.
Следовательно, для некоторой расстановки знаков сумма
𝑎1 ±𝑎2 ±𝑎3 ± ...±𝑎𝑛 равна 0.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что несмотря на то, что все три ре-
шения проведены методом математической индукции (в первом реше-
нии –– методом «обратной индукции»), эти решения существенно раз-
личны, причём первые два основаны на свойствах модуля и сохране-
нии чётности суммы при перемене знака любого слагаемого, а в третье
доказательство использует более слабое условие на числа 𝑎𝑗.

3. Покажем, что во всякий выпуклый многоугольник
площади 𝑆 и периметра 𝑃 можно поместить круг радиу-
са 𝑅>𝑆▷𝑃. Построим на каждой стороне многоугольни-
ка по направлению внутрь него прямоугольник с высо-
той ℎ=𝑆▷𝑃 (см. рис. 9). Поскольку многоугольник вы-

Рис. 9

пуклый, эти прямоугольники перекрываются, т. е. имеют
общие внутренние точки (прямоугольники могут также
выходить за границы многоугольника, см. рис. 9 справа).
Суммарная площадь прямоугольников равна 𝑆, поэтому
площадь покрытой ими части многоугольника меньше 𝑆.
Следовательно, найдётся непокрытая точка внутри много-
угольника, удалённая от каждой из его сторон на рассто-
яние, большее ℎ. Следовательно, для некоторого 𝑅>ℎ в
рассматриваемый многоугольник можно поместить круг
радиуса 𝑅 с центром в этой точке.
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Докажем теперь, что для любого круга, содержащего-
ся в данном многоугольнике, выполняется неравенство

𝑅6
2𝑆
𝑃

. Пусть 𝑂 –– центр круга радиуса 𝑅, содержащего-
ся в многоугольнике (см. рис. 10). Поскольку длины вы-
сот треугольников с вершиной 𝑂, основаниями которых
служат стороны многоугольника, не меньше 𝑅, получаем

𝑆>
1
2
𝑃𝑅. Поэтому 𝑅6

2𝑆
𝑃

.

O

Рис. 10

Перейдём к доказательству утверждения задачи. Поме-

стим во внутренний многоугольник круг радиуса 𝑅>
𝑆↼𝑋↽
𝑃↼𝑋↽

.

Поскольку 𝑅6
2𝑆↼𝑌↽
𝑃↼𝑌↽

, получаем требуемое неравенство.

К о м м е н т а р и й. B журнале [50] приведено решение этой задачи,
а кроме того, доказан и ещё один пункт: «б) Сформулируйте и дока-
жите аналогичное утверждение для выпуклых многогранников». Ока-
зывается, в пространственном случае для объёмов и площадей поверх-
ности двух выпуклых многогранников 𝑋⊂𝑌 справедливо неравенство
𝑉↼𝑋↽

𝑆↼𝑋↽
<3 𝛿

𝑉↼𝑌↽

𝑆↼𝑌↽
. Кроме того, там же указан способ доказательства того

факта, что постоянные 2 (для плоского случая) и 3 (для пространствен-
ного) нельзя заменить меньшими.

Отметим, что рассмотренная задача содержит развитие идеи задачи
Всероссийской олимпиады 1966 г. [10, задача 16].

4. Рассмотрим множество 𝐴, которое содержит все це-
лые числа от 0 до 9, а также те и только те натуральные
числа, у которых на всех чётных местах десятичной за-
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писи стоят нули (например, числа 100, 101, 50002 при-
надлежат множеству 𝐴). Пусть, далее, множество 𝐵 содер-
жит 0, а также те и только те натуральные числа, у ко-
торых на всех нечётных местах десятичной записи стоят
нули (в частности, числа 10, 20, 3000 принадлежат мно-
жеству 𝐵).

Покажем, что каждое неотрицательное целое число 𝑛
единственным способом представляется в виде 𝑛=𝑎+ 𝑏,
𝑎∈𝐴, 𝑏∈𝐵 (например, 53002=50002+3000). В самом деле,
0 (общий элемент этих множеств) допускает единственное
представление 0=0+0, а по десятичной записи любого
натурального числа 𝑛 можно построить такие числа 𝑎∈𝐴,
𝑏∈𝐵, что 𝑛=𝑎+ 𝑏, причём 𝑎 и 𝑏 определяются однознач-
но, поскольку при прибавлении к любому элементу мно-
жества 𝐴 любого элемента множества 𝐵 переноса через
десяток не происходит.

Упорядочим теперь элементы множества 𝐵 по возраста-
нию (𝑏1 =0, 𝑏2 =10 и т. д.) и определим множества 𝐴1, 𝐴2,
𝐴3, ... следующим образом: каждое 𝐴𝑘 ↼𝑘=1, 2, ...↽ получа-
ется из множества 𝐴 прибавлением ко всем его элементам
числа 𝑏𝑘 ∈𝐵, т. е. 𝐴1 =𝐴, а 𝐴2, 𝐴3, ... –– сдвиги множества
𝐴 на соответствующие элементы множества 𝐵. В силу до-
казанного утверждения, множества 𝐴𝑘 попарно не пересе-
каются, а их объединение совпадает со множеством всех
целых неотрицательных чисел. Для получения искомого
разбиения натурального ряда на бесконечное число беско-
нечных подмножеств, каждое из которых получается из
любого другого подмножества прибавлением одного и того
же целого числа к каждому элементу, остаётся прибавить
1 ко всем элементам каждого из множеств 𝐴𝑘 ↼𝑘=1, 2, ...↽.

К о м м е н т а р и й. Геометрическое решение этой задачи содержит-
ся в [49].

Отметим также, что искомое разбиение можно задать функцией
𝑓 : N→N, сопоставляющей каждому натуральному числу номер мно-
жества, которому оно принадлежит. Например, подходит функция 𝑓,
которая определяется индуктивно по следующим правилам.

1) 𝑓↼1↽=1.
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2) Пусть функция 𝑓↼𝑥↽ уже определена на отрезке ♭1; 2𝑛−1♯ и 𝑥∈
∈ ♭2𝑛−1 +1; 2𝑛♯. Тогда положим 𝑓↼𝑥↽= 𝑓↼𝑥−2𝑛−1↽ при чётном 𝑛 и 𝑓↼𝑥↽=
= 𝑓↼𝑥−2𝑛−1↽+2𝑘 при нечётном 𝑛=2𝑘+1.

5. Докажем, что наибольшее число попарно непарал-
лельных отрезков с концами в вершинах правильного
1981-угольника равно 1981. Пусть 𝐴1 ...𝐴1981 –– данный
правильный многоугольник. Рассмотрим отрезки 𝐴2𝐴1981,
𝐴3𝐴1980, ..., 𝐴990𝐴993, 𝐴991𝐴992 (см. рис. 11). Среди них нет

A1
A2

A3

A1981

A1980

A990

A991 A992

A993

Рис. 11

равных, так как все они стягива-
ют разные дуги описанной окруж-
ности. Поскольку концы отрезков
симметричны относительно прямой,
проходящей через точку 𝐴1 и центр
окружности, все эти отрезки попар-
но параллельны. Поворачивая про-

ведённые отрезки на углы
2p𝑘

1981
, где

𝑘=1, ..., 1980, вокруг центра мно-
гоугольника, получим все возмож-
ные отрезки с концами в вершинах этого многоугольни-
ка, а поскольку никакие две прямые, содержащие сторо-
ны правильного 1981-угольника не параллельны, наиболь-
шее число попарно непараллельных отрезков в точности
равно 1981.

Рассмотрим теперь все отрезки с концами в отмечен-

ных точках. Количество таких отрезков равно
64↼64−1↽

2
=

=2016>1981. Следовательно, согласно доказанному утвер-
ждению, среди этих отрезков найдётся хотя бы одна пара
параллельных и не равных друг другу отрезков. Значит,
четырёхугольник с вершинами в концах этих отрезков яв-
ляется трапецией.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что если в правильном 2015-угольни-
ке отмечены 64 вершины, то утверждение задачи остаётся в силе, а в
правильном 2017-угольнике уже потребуется отмечать больше вершин.

Заметим, что рассматриваемая задача равносильна следующей ком-
бинаторной задаче. Если среди чисел от 0 до 1980 выбраны 64 числа, то



94 Решения. 1981 год

суммы по модулю 1981 каких-то двух пар выбранных чисел непремен-
но равны. Это условие равносильно следующему: разность по модулю
1981 каких-то двух выбранных чисел равна разности по модулю 1981
каких-то двух других выбранных чисел.

Возникает интересная и трудная задача: можно ли число 64 за-
менить меньшим, точнее: какое наибольшее подмножество можно вы-
брать в множестве 𝚤0, ..., 1980℘ так, чтобы в нём все попарные разности
(для его различных чисел) были разными? Такие множества иногда на-
зывают разностными множествами и изучают в комбинаторике.

Если разностное множество состоит из 𝑘 чисел, то число 𝑘↼𝑘−1↽ раз-
ностей по модулю 𝑛, образованных разными парами, должно быть не
больше 𝑛−1, т. е. должно выполняться условие 𝑘↼𝑘−1↽+16𝑛. Вопрос,
бывают ли разностные множества, у которых 𝑘↼𝑘−1↽+1=𝑛, представ-
ляет большой интерес. У этих множеств каждое число от 1 до 𝑛−1
представляется в виде разности по модулю 𝑛 некоторых двух чисел из
данного множества, причём единственным способом (на самом деле, в
комбинаторике обычно именно такие множества и называют разност-
ными).

Если для разностного множества 𝑀 рассмотреть его циклические
сдвиги 𝑀+𝑎, где 𝑎=1, ..., 𝑛−1 (сложение выполняется также по мо-
дулю 𝑛, т. е. когда сумма 𝑏+𝑎 больше или равна 𝑛, она заменяется
на 𝑎+ 𝑏−𝑛), то любые два из этих сдвигов (включая само множество
𝑀=𝑀+0) имеют ровно одно общее число, и каждая пара чисел ↼𝑥, 𝑦↽
принадлежит (ровно одному) сдвигу. Построенная система множеств
обладает следующими свойствами. Каждое из этих 𝑛= 𝑞2 + 𝑞+1 мно-
жеств (где 𝑞= 𝑘−1) состоит из 𝑞+1= 𝑘 чисел, а каждая пара различ-
ных чисел из множества 𝚤0, ..., 𝑛−1℘ принадлежит ровно одному мно-
жеству. Указанное семейство множеств является так называемой ко-
нечной проективной плоскостью порядка 𝑞. Доказано, что если 𝑞 есть
степень простого числа, то такие плоскости действительно существуют
(см. книги [31] или [65]), в частности, в множестве 𝚤0, ..., 43 𝛿 44=1892℘
существует циклическое разностное множество из 44 чисел, а множе-
ства большего размера не существует. Приводить пример упомянуто-
го разностного множества здесь мы не будем, так как он достаточно
громоздкий, а проверка его правильности затруднительна. Вместо него
приведём пример циклического разностного множества при 𝑛=13: это
множество 𝚤0, 1, 3, 9℘.

Что будет, когда 𝑛 не равно степени простого, до конца не ясно.
Доказано, что если 𝑞=4𝑡+1 или 4𝑡+2, причём 𝑞 нельзя представить в
виде суммы квадратов двух целых чисел, то такого множества не суще-
ствует (теорема Брука и Райзера, см. книгу [65]). Например, при 𝑞=6
эти условия не выполняются, т. е. в множестве 𝚤0, ..., 42℘ нет цикличе-
ского разностного множества из 7 чисел. Это означает, что среди любых
7 вершин правильного 43-угольника найдётся либо трапеция, либо её
вырожденный случай –– равнобедренный треугольник. В то же время в
правильном 31-угольнике можно найти 6 вершин, не содержащих ни
трапеции, ни равнобедренного треугольника.



Решения. 1981 год 95

10 класс
1. Заметим, что 𝑓↼𝑥↽ отлична от 1 при всех 𝑥. В са-

мом деле, подставляя 𝑓↼𝑥↽=1 в данное равенство, полу-
чим 0=2. Следовательно, при всех 𝑥 справедливо равен-

ство 𝑓↼𝑥+𝑘↽=
1+ 𝑓↼𝑥↽
1− 𝑓↼𝑥↽ . Тогда

𝑓↼𝑥+2𝑘↽ =
1+ 𝑓↼𝑥+ 𝑘↽
1− 𝑓↼𝑥+ 𝑘↽ =

1+
1+ 𝑓↼𝑥↽
1− 𝑓↼𝑥↽

1− 1+ 𝑓↼𝑥↽
1− 𝑓↼𝑥↽

= − 1
𝑓↼𝑥↽

(заметим, что 𝑓↼𝑥↽ отлична от 0, поскольку иначе 𝑓↼𝑥+𝑘↽=
=1). Таким образом, при всех 𝑥 получаем

𝑓↼𝑥+4𝑘↽ = − 1
𝑓↼𝑥+2𝑘↽

= 𝑓↼𝑥↽.

Это означает, что 𝑓↼𝑥↽ –– периодическая функция с перио-
дом 4𝑘.

К о м м е н т а р и й. Идея решения основана на том, что функция
𝑦= ↼1+𝑥↽▷↼1−𝑥↽ после четырёхкратной композиции сама с собой пре-
вращается в тождественную функцию 𝑦=𝑥.

2. Пусть 𝑄↼𝑥↽=𝑥𝑛+𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ...+𝑎1 +𝑎0 –– произволь-
ный многочлен степени 𝑛>1 со старшим коэффициентом,
равным единице. Тогда

𝑄↼𝑥↽−𝑄↼𝑥−1↽ = ↼𝑥𝑛− ↼𝑥−1↽𝑛↽+𝑎𝑛−1↼𝑥
𝑛−1 − ↼𝑥−1↽𝑛−1↽+

+ ...+𝑎1↼𝑥− ↼𝑥−1↽↽.

Заметим, что для любого натурального 𝑘 старший член
многочлена 𝑥𝑘− ↼𝑥−1↽𝑘 равен 𝑘𝑥𝑘−1. Следовательно, стар-
ший член многочлена 𝑄↼𝑥↽−𝑄↼𝑥−1↽ равен 𝑛𝑥𝑛−1.

Рассмотрим теперь многочлены 𝑃1↼𝑥↽=𝑃↼𝑥↽−𝑃↼𝑥−1↽,
𝑃2↼𝑥↽=𝑃1↼𝑥↽−𝑃1↼𝑥−1↽, ..., 𝑃𝑑↼𝑥↽=𝑃𝑑−1↼𝑥↽−𝑃𝑑−1↼𝑥−1↽.
Каждый многочлен при любом целом 𝑥 делится на 𝑚.
Кроме того, степени многочленов последовательно умень-
шаются на 1, а старший коэффициент (исходно равный
единице) умножается на 𝑑, 𝑑−1, ..., 1. Значит, 𝑃𝑑↼𝑥↽=𝑑!,
поэтому 𝑑! делится на 𝑚.
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К о м м е н т а р и й. Рассмотренная в решении операция называется
разностным оператором. Повторение этой операции 𝑘 раз даёт опера-
тор 𝑘-й разности. Известно, что оператор 𝑛-й разности от многочлена
𝑛-й степени со старшим коэффициентом, равным единице, равен 𝑛!.

3. Предположим, что данная последовательность стре-

мится к нулю. Тогда для e=
1
8

sin 2 найдётся такое чис-
ло 𝑁, что при любом 𝑛>𝑁 будет выполнено неравенство
|sin↼𝑛2↽|< e. Поскольку

|sin↼a− b↽| = |sin a cos b − cos a sin b | 6
6 |sin a cos b |+ | cos a sin b | 6 |sin a|+ |sin b |,

при 𝑛>𝑁 получаем

|sin↼2𝑛+1↽| = |sin↼↼𝑛+1↽2 −𝑛2↽| 6
6 |sin↼𝑛+1↽2|+ |sin↼𝑛2↽| < 2e.

Следовательно,

sin 2 = |sin 2| = |sin↼↼2𝑛+3↽− ↼2𝑛+1↽↽| 6

6 |sin↼2𝑛+3↽|+ |sin↼2𝑛+1↽| < 2e+2e = 4e =
1
2

sin 2,

противоречие.

К о м м е н т а р и й. В 1981 году понятие предела последовательно-
сти входило в курс школьной математики. По определению, последо-
вательность чисел стремится к нулю, если для любого сколь угодно
малого интервала, содержащего нуль, найдётся такой номер 𝑁, что все
члены последовательности с бо́льшими номерами лежат в этом интер-
вале. В данном решении мы предположили, что такой номер 𝑁 есть

для интервала
(︁
−1

8
sin 2;

1

8
sin 2

)︁
и пришли к противоречию.

Отметим, что утверждение задачи верно и для любой последователь-
ности вида sin↼𝑃↼𝑛↽↽, где 𝑃↼𝑛↽ –– произвольный многочлен с целыми
коэффициентами. Более того, справедливо более сильное утверждение:
для любого сколь угодно короткого отрезка, лежащего внутри отрезка
♭−1; 1♯, указанная последовательность будет попадать в него бесконеч-
но много раз. Подробнее об этом написано в книге [25, гл. 16].

4. Пусть 𝑛 –– количество звеньев ломаной, 𝑙𝑖 –– длина
𝑖-го звена ломаной, 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 –– длины его проекций на сто-
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роны квадрата, 𝑖=1, ..., 𝑛. Тогда 𝑙𝑖6𝑎𝑖+ 𝑏𝑖, причём равен-
ство достигается лишь в том случае, когда 𝑖-е звено ло-
маной параллельно одной из сторон квадрата, но в таком
случае прямая, проходящая через это звено, параллельна
стороне квадрата и имеет с ломаной бесконечно много об-
щих точек. Остаётся рассмотреть случай, когда 𝑙𝑖<𝑎𝑖+ 𝑏𝑖
при всех 𝑖. Тогда проекцией каждого звена ломаной на
сторону квадрата является отрезок, причём 2006 𝑙1 + ...
...+ 𝑙𝑛< ↼𝑎1 + ...+𝑎𝑛↽+ ↼𝑏1 + ...+𝑏𝑛↽. Поэтому хотя бы одна
из сумм 𝑎1 + ...+𝑎𝑛 и 𝑏1 + ...+ 𝑏𝑛 превосходит 100.

0 x1 x2 x3 xm−1 xm 1

Рис. 12

Без ограничения общности
можно считать, что 𝑎1 + ...+𝑎𝑛>
>100. Рассмотрим соответствую-
щую сторону единичного квадра-
та и предположим, что каждую
её точку покрывают не более чем
100 проекций. Спроектируем все
вершины ломаной на эту сторо-
ну квадрата и обозначим различ-
ные проекции через 𝑥1, 𝑥2, ...,
𝑥𝑚 в порядке следования от од-
ной вершины квадрата к другой
(см. рис. 12). Тогда на каждом
интервале ↼𝑥𝑘; 𝑥𝑘+1↽ количество проекций, покрывающих
любую его точку, будет постоянным. Обозначим это коли-
чество через 𝑝𝑘, 𝑘=1, ..., 𝑚−1. Тогда

𝑎1 + ...+𝑎𝑛 =

𝑝1↼𝑥2 −𝑥1↽+ 𝑝2↼𝑥3 −𝑥2↽+ ...+ 𝑝𝑚−1↼𝑥𝑚−𝑥𝑚−1↽ 6

6 100↼𝑥2 −𝑥1↽+100↼𝑥3 −𝑥2↽+ ...+100↼𝑥𝑚−𝑥𝑚−1↽ 6

6 100↼𝑥𝑚−𝑥1↽ 6 100,

что неверно. Следовательно, существует хотя бы одна точ-
ка этого отрезка, которую покрывают более 100 проекций.
Прямая, проведённая через эту точку перпендикулярно
стороне квадрата, является искомой.
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К о м м е н т а р и й. Отметим, что оценку длины ломаной из усло-
вия задачи улучшить нельзя, так как в единичном квадрате можно
расположить кривую без самопересечений длины 200, которая пересе-
кается с любой прямой не более чем в 101 точке (кривая будет прохо-
дить в близкой окрестности границы квадрата; рекомендуем читателю
самостоятельно расположить такую кривую).

Утверждение задачи можно обобщить следующим образом. Пусть
для выпуклого многоугольника периметра 𝑝 и диаметра 𝑑 число 𝑙 есть
наименьшая длина лежащей в нём ломаной, для которой существует
прямая, параллельная одной из сторон многоугольника, пересекающая
эту ломаную не менее чем в 𝑛+1 различной точке и не содержащая ни
одно из звеньев ломаной. Тогда 𝑙=𝑝𝑛▷2 при чётном 𝑛 и 𝑙=𝑝↼𝑛−1↽▷2+𝑑
при 𝑛 нечётном. Это доказано в статье [75], авторское решение имеется
в [24].

5. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 –– длины сторон треугольника, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ––
длины высот, опущенных на эти стороны, 𝑆 –– его пло-
щадь. Тогда

1
𝑟
=
𝑎+ 𝑏+ 𝑐

2𝑆
=
𝑎

2𝑆
+
𝑏

2𝑆
+
𝑐

2𝑆
=

1
𝑥
+

1
𝑦
+

1
𝑧
.

Получаем систему уравнений{︃ 1
𝑥
+

1
𝑦
+

1
𝑧
=

3
4
,

𝑥+ 𝑦+ 𝑧 = 13.

Из первого уравнения системы следует, что или 𝑥=𝑦=𝑧=
=4, или хотя бы одна из высот меньше 4. Поскольку пер-
вые равенства противоречат второму уравнению системы,
получаем, что наименьшая из высот (пусть это 𝑧) может
быть равна только 1, 2 или 3. Равенство 𝑧=1 противоре-
чит первому уравнению системы. Для рассмотрения двух
оставшихся случаев преобразуем систему.

Поскольку

1
𝑥
+

1
𝑦
+

1
𝑧
=
𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+𝑥𝑧
𝑥𝑦𝑧

и

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 +2↼𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+𝑥𝑧↽ = ↼𝑥+ 𝑦+ 𝑧↽2 = 169,
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система равносильна следующей:{︃
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 +

3
2
𝑥𝑦𝑧 = 169,

𝑥+ 𝑦+ 𝑧 = 13.

Если 𝑧=2, то получаем{︂
𝑥2 + 𝑦2 +3𝑥𝑦 = 165,

𝑥+ 𝑦 = 11
⇔

⇔
{︂
↼𝑥+ 𝑦↽2 +𝑥𝑦 = 165,

𝑥+ 𝑦 = 11
⇔

⇔
{︂
𝑥𝑦 = 44,

𝑥+ 𝑦 = 11.

Поскольку квадратный трёхчлен 𝑡2−11𝑡+44 не имеет кор-
ней, система не имеет решений.

Если 𝑧=3, то хотя бы одно из чисел 𝑥 и 𝑦 чётно, по-
этому будем считать, что оставшиеся высоты равны 2𝑘 и 𝑙.
Тогда {︂

4𝑘2 + 𝑙2 +9𝑘𝑙 = 160,

2𝑘+ 𝑙 = 10
⇔

⇔
{︂
↼2𝑘+ 𝑙↽2 +5𝑘𝑙 = 160,

2𝑘+ 𝑙 = 10
⇔

⇔
{︂

2𝑘𝑙 = 24,

2𝑘+ 𝑙 = 10.

Значит, 2𝑘 и 𝑙 –– корни квадратного трёхчлена 𝑡2−10𝑡+24,
поэтому одно из них равно 4, а другое 6.

Итак, единственное (с точностью до перестановки) ре-
шение системы есть 𝑥=4, 𝑦=6, 𝑧=3. Следовательно, 4𝑎=
=6𝑏=3𝑐, поэтому 𝑎=3𝑢, 𝑏=2𝑢, 𝑐=4𝑢. Остаётся найти 𝑢.

С одной стороны, 𝑆=
1
2
𝑎𝑥=6𝑢. С другой стороны, по фор-

муле Герона 𝑆=
√

135
4
𝑢2. Таким образом, 𝑢=

8√
15

.
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К о м м е н т а р и й. Систему уравнений в целых числах{︃ 1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

3

4
,

𝑥+ 𝑦+ 𝑧 = 13

можно решить иначе. Поскольку

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=
𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+ 𝑥𝑧

𝑥𝑦𝑧
,

она равносильна системе{︂
4↼𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+𝑥𝑧↽ = 3𝑥𝑦𝑧,

𝑥+ 𝑦+ 𝑧 = 13.

Отсюда следует, что произведение 𝑥𝑦𝑧 делится на 4, а числа 𝑥, 𝑦 и 𝑧
являются корнями многочлена

𝑃↼𝑡↽ = ↼𝑡−𝑥↽↼𝑡− 𝑦↽↼𝑡− 𝑧↽ = 𝑡3 −13𝑡2 +3𝑘𝑡−4𝑘,

где 𝑘=
𝑥𝑦𝑧

4
=
𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+ 𝑥𝑧

3
–– натуральное число. Значит, среди чисел 𝑥, 𝑦

и 𝑧 есть чётное число. Это число может равняться 2, 4, 6 или 8 и не мо-
жет быть больше. Следовательно, имеет место хотя бы одно из равенств
𝑃↼2↽=0, 𝑃↼4↽=0, 𝑃↼6↽=0, 𝑃↼8↽=0. Тогда 𝑘=22, 𝑘=18, 𝑘=18 или
𝑘=16 соответственно. Остаётся убедиться в том, что для таких значе-
ний 𝑘 все корни многочлена 𝑃↼𝑡↽ –– натуральные числа лишь при 𝑘=18,
причём это числа 3, 4 и 6.

6. Пусть 𝑡𝑛 –– наименьшее число перестановок. Ясно,
что задача имеет смысл при 𝑛>3. Легко видеть, что 𝑡3 =1

3

1

2

3

2

1

Рис. 13

(см. рис. 13). Докажем, что при 𝑛>4 выполнено неравен-
ство

𝑡𝑛 > 𝑡𝑛−1 +
[︁
𝑛−1

2

]︁
(♭𝑎♯ –– целая часть числа 𝑎). Можно считать, что сидя-
щие за столом располагаются в вершинах правильного
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𝑛-угольника. Пусть в результате перестановок любые два
соседа остались соседями, сидящими в обратном порядке.
Тогда итоговое расположение всех людей за столом одно-
значно восстанавливается по новому месту, занимаемому
любым из них, и является симметрией относительно неко-
торой оси. А именно, оси, содержащей серединный пер-
пендикуляр к отрезку, соединяющему начальное и конеч-
ное положение любого из сидящих (если эти положения
различны) или оси, проходящей через положение участни-
ка и центр правильного 𝑛-угольника (если эти положения
совпали).

A

B

n=2k
k

A

B

n=2k
k−1

A

B

n=2k+1

k

Рис. 14

Пусть 𝐴 –– одна из наиболее удалённых от оси вершин
многоугольника, 𝐵 –– симметричная ей вершина (рис. 14).
Кратчайший путь от 𝐴 к 𝐵 по границе многоугольника со-
держит не менее 𝑘−1 сторон, если 𝑛=2𝑘, и не менее (на
самом деле –– ровно) 𝑘 сторон, если 𝑛=2𝑘+1, где 𝑘 –– на-
туральное число. Значит, он содержит не менее ♭↼𝑛−1↽▷2♯
сторон, поэтому человек, исходно располагавшийся в точ-
ке 𝐴 (назовём его «первым»), должен на пути к 𝐵 сделать
не менее ♭↼𝑛−1↽▷2♯ перестановок. Рассмотрим 𝑛−1 остав-
шихся человек. Перестановки с первым не меняют поря-
док их взаимного расположения, поэтому, чтобы разме-
ститься в противоположном порядке, им нужно сделать
ещё по меньшей мере 𝑡𝑛−1 перестановок между собой. Зна-
чит, если в результате любые два соседа стали соседями,
сидящими в обратном порядке, то потребовалось не ме-
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нее 𝑡𝑛−1+ ♭↼𝑛−1↽▷2♯ перестановок. Тем самым неравенство
для 𝑡𝑛 доказано.

Последовательно применяя доказанное неравенство, по-
лучаем

𝑡2𝑘 > 𝑡3 +
[︁

3
2

]︁
+
[︁

4
2

]︁
+ ...+

[︁
2𝑘−1

2

]︁
=

= 2↼1+2+ ...+ ↼𝑘−1↽↽ = 𝑘2 −𝑘,

𝑡2𝑘+1 > 𝑡2𝑘+
[︁

2𝑘
2

]︁
= 𝑘2.

Покажем, что найденного здесь числа перестановок до-
статочно, т. е. знак «>» в обоих полученных неравенствах
можно заменить на знак «=». Занумеруем всех сидящих
за столом по порядку от 1 до 𝑛 и разобьём их на две груп-
пы –– от 1-го до 𝑘-го и от ↼𝑘+1↽-го до 𝑛-го (см. рис. 15, а).

1 2
3

4

k−1
kk+1

k+2

n−1
n 2 3

4

k−1

k
1k+1

k+2

n−1
n k k−1

k−2

2
1k+1

k+2

n−1
n

а) б) в)

Рис. 15

Чтобы поменять порядок в первой группе, пересадим по-
следовательно 1-го человека со 2-м, 3-м, ..., 𝑘-м (рис. 15, б),
затем 2-го –– с 3-м, 4-м, ..., 𝑘-м и т. д. (рис. 15, в). На это

уйдёт ↼𝑘−1↽+ ↼𝑘−2↽+ ...+1=
𝑘↼𝑘−1↽

2
перестановок. Ана-

логично за
↼𝑛− 𝑘↽↼𝑛− 𝑘−1↽

2
перестановок мы получим об-

ратный порядок во второй группе. Всего при 𝑛=2𝑘 или

𝑛=2𝑘+1 надо будет произвести 𝑘2 −𝑘= 𝑛↼𝑛−2↽
4

или 𝑘2 =

=
↼𝑛−1↽2

4
перестановок соответственно.
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К о м м е н т а р и й. Приведём другую идею вывода оценок. Заме-
тим, что из любых трёх сидящих за столом хотя бы двое должны поме-
няться местами (иначе их порядок сохраняется). Соединим двух участ-
ников отрезком, если им ни разу не приходилось пересаживаться друг
с другом. Мы получим набор отрезков с концами в 𝑛 точках (граф с 𝑛
вершинами). В силу сделанного замечания, эти отрезки (рёбра графа)
не образуют ни одного треугольника. Нетрудно доказать по индукции,
что граф с 𝑛 вершинами без треугольников содержит не более ♭𝑛2▷4♯
рёбер (это так называемая теорема Мантеля, см. также комментарий
к решению задачи 4 для 10 класса 1983 г.). Следовательно, количе-
ство пар, которые хотя бы раз пересаживались друг с другом, не мень-
ше 𝑛↼𝑛−1↽▷2− ♭𝑛2▷4♯, что, как легко проверить, совпадает с правой
частью полученных нами неравенств для 𝑡2𝑘 и 𝑡2𝑘+1 в зависимости от
чётности 𝑛.

1982 год (XLV олимпиада)
7 класс

1. Покажем, как можно возвести любое положитель-
ное число 𝑥 в квадрат за 6 операций. Промежуточные
результаты будем обозначать через 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥6 (по усло-
вию их можно запоминать и неоднократно использовать
в последующих вычислениях). Для возведения 𝑥 в квад-

рат следует последовательно вычислить: 𝑥1 =
1
𝑥

, 𝑥2 =𝑥+1,

𝑥3 =
1
𝑥2

=
1
𝑥+1

, 𝑥4 =𝑥1 −𝑥3 =
1
𝑥
− 1
𝑥+1

=
1

𝑥2 +𝑥
, 𝑥5 =

1
𝑥4

=𝑥2 +𝑥,

𝑥6 =𝑥5 −𝑥=𝑥2.
Пусть требуется перемножить положительные числа 𝑥

и 𝑦. Без ограничения общности можно считать, что 𝑥> 𝑦.
Вычисления проводим в следующем порядке: сначала най-
дём 𝑥+ 𝑦 и 𝑥− 𝑦 (2 операции), затем возведём эти числа в
квадрат, как показано выше (ещё 12 операций), затем вы-

числяем 𝑧=↼𝑥+𝑦↽2 −↼𝑥−𝑦↽2 и
1
𝑧
=

1
4𝑥𝑦

(2 операции), потом

последовательным сложением получаем
2

4𝑥𝑦
=

1
4𝑥𝑦

+
1

4𝑥𝑦
,

1
𝑥𝑦

=
2

4𝑥𝑦
+

2
4𝑥𝑦

(2 операции) и, наконец,
1

1▷𝑥𝑦
=𝑥𝑦 (1 опе-

рация). Итого нам потребовалось 2+12+2+2+1=19 опе-
раций.
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К о м м е н т а р и й. Задача появилась из известной леммы, которая
используется, чтобы доказать, что деление сложнее умножения в смыс-
ле числа используемых операций с цифрами не более чем в пять раз
(см. [25, задача 17.53]). В ней фактически идёт речь о том, как вы-
разить умножение через сложение, вычитание и деление (точнее, обра-
щение). Умножение также можно выразить через операции 𝑥−𝑦, 1▷𝑥 и
константу 1. Действительно, нуль можно получить как 𝑥−𝑥, тогда сло-
жение 𝑥+𝑦=𝑥−↼↼𝑥−𝑥↽−𝑦↽ выражается через вычитание, а 𝑥+1 выра-
жается через сложение и константу 1. Тождество 4𝑥𝑦=↼𝑥+𝑦↽2−↼𝑥−𝑦↽2
использовалось для замены умножения возведением в квадрат, которое
делалось с помощью таблиц квадратов. Такой приём использовался да-
же после изобретения логарифмов, во всяком случае таблицы квадра-
тов издавались в 1950-е годы. Впрочем, тогда издавались и специаль-
ные таблицы для умножения многозначных чисел.

2. Проведём через центр квадрата две прямые, парал-
лельные его сторонам. Получим 4 одинаковых квадрата,
длина диагонали каждого из которых равна половине дли-
ны диагонали исходного квадрата. Из 5 точек найдутся
две, которые попадут в один из этих квадратов (внутрь
или на стороны), поэтому расстояние между ними не пре-
восходит длины диагонали этого квадрата.

К о м м е н т а р и й. Очевидно, что в квадрате найдутся 5 точек, по-
парные расстояния между которыми не больше половины диагонали,
т. е. доказанная оценка точная. Задача является частным случаем за-
дач о плотнейшей упаковке; к этому классу относится и задача о том,
как поместить 𝑛 точек в квадрат так, чтобы наименьшее расстояние
между парами точек было максимальным. Точные ответы в подобных
задачах известны только в простейших случаях.

3. Заметим сначала, что последовательности действий
«×3,+4,+4,+4» и «+4,×3» над одним и тем же исходным
числом 𝑎 приводят к одинаковому результату 3𝑎+12, но
во втором случае затраты меньше. Это означает, что после
умножения на 3 невыгодно прибавлять 4 более двух раз
подряд. Поэтому если при наиболее выгодной последова-
тельности действий на каком-то шаге получилось число,
которое не делится на 3, то оно было получено из преды-
дущего прибавлением четвёрки, а если делится, то либо
оно было получено умножением предыдущего на 3, либо
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при его вычислении были использованы только прибавле-
ния четвёрки к исходной 1. Заметим, далее, что если ис-
пользовать только прибавления четвёрки к исходной 1, то
кратными 3 будут только числа 9, 21, 33 и т. д., т. е. числа
вида 12𝑛−3, где 𝑛 пробегает натуральный ряд, при этом
стоимость вычислений составит 6𝑛−2 копеек.

Построим наиболее выгодную последовательность дей-
ствий Пети, начиная с последнего:

ffl 1981 не делится на 3, поэтому оно получено прибавле-
нием 4;

ffl 1977 делится на 3, причём 1977=12×165−3, поэтому
если оно получено только прибавлением четвёрок к исход-
ной 1, то затрачено 6×165−2=988 копеек, что менее вы-
годно, чем использовать равенство 1977=659×3, следуя
дальнейшему алгоритму;

ffl 659 не делится на 3, поэтому оно получено прибавле-
нием 4;

ffl 655 не делится на 3, поэтому оно получено прибавле-
нием 4;

ffl 651 делится на 3 и не представимо в виде 12𝑛−3, по-
этому оно получено умножением на 3;

ffl 217 не делится на 3, поэтому оно получено прибавле-
нием 4;

ffl 213 делится на 3, причём 213=12×18−3, поэтому
если оно получено только прибавлением четвёрок к ис-
ходной 1, то затрачено 6×18−2=106 копеек, что менее
выгодно, чем использовать равенство 213=71×3, следуя
дальнейшему алгоритму;

ffl 71 не делится на 3, поэтому оно получено прибавлени-
ем 4;

ffl 67 не делится на 3, поэтому оно получено прибавлени-
ем 4;

ffl 63 делится на 3 и не представимо в виде 12𝑛−3, поэто-
му оно получено умножением на 3;

ffl 21 делится на 3, причём 21=12×2−3, поэтому оно
может быть получено или только прибавлением четвёрок
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к исходной 1 за 6×2−2=10 копеек, или умножением 7
на 3, но поскольку для получения 7 из 1 придётся задей-
ствовать ещё одно умножение на 3, второй вариант оказы-
вается менее выгодным.

Итак, в случае действий по схеме «+4, +4, +4, +4, +4,
×3, +4, +4, ×3, +4, ×3, +4, +4, ×3, +4» Петя затратит
наименьшую сумму, равную 42 копейкам, при этом после-
довательность полученных чисел будет выглядеть так:

1, 5, 9, 13, 17, 21, 63, 67, 71, 213, 217, 651, 655, 659,

1977, 1981.

Наконец, заметим, что на автомате нельзя набрать чёт-
ное число. В самом деле, исходное число 1 нечётно, а при
умножении на нечётное число 3 и прибавлении чётного
числа 4 будут получаться только нечётные числа. Следо-
вательно, у Пети не получится набрать число 1982.

К о м м е н т а р и й. В задаче идёт речь о вычислениях натуральных
чисел в базисе, состоящем из элементарных операций 3𝑥 и 𝑥+4, а так-
же константы 1. Подобная же задача с базисом 𝑥+ 𝑦, 1 известна как
задача об аддитивных цепочках, а так называемый бинарный метод
построения таких цепочек фактически использует базис из операций
2𝑥, 𝑥+1, 1. В рассмотренной задаче, в отличие от аддитивных цепо-
чек, через заданные операции выражается не любое натуральное чис-
ло, а только нечётные числа. Предлагается найти минимальную слож-
ность вычисления данного числа в данном базисе, где под сложностью
понимается сумма сложностей базисных операций. В рассмотренной
задаче они разные, в отличие от задачи про аддитивные цепочки, где
сложность каждой операции обычно принимается за единицу. Данное
решение позволяет найти сложность любого нечётного числа. Читатель
может попробовать решить и более общую задачу, когда сложности опе-
раций –– произвольные данные числа, и даже ещё более общую –– когда
базис состоит из операций вида 𝑎𝑥, 𝑥+𝑏, где 𝑎, 𝑏 –– произвольные задан-
ные числа. Заметим, что задача о нахождении кратчайшей аддитивной
цепочки, т. е. нахождения минимальной сложности вычисления числа
𝑛 в базисе операций 𝑥+ 𝑦, 1, в общем случае не решена.

4. Очевидно, что 8 точек, расположенных последова-
тельно на прямой на расстояниях 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64
между соседними точками, удовлетворяют условию зада-
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чи. Покажем, что меньшего количества точек недостаточ-
но. Для каждого числа из набора 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64
выберем пару точек, расстояние между которыми равно
этому числу, и соединим их отрезком. Рассмотрим полу-
ченные 7 отрезков. Заметим, что из них или из какой-
либо их части нельзя сложить ни одного многоугольника.
В самом деле, в таком многоугольнике бо́льшая сторона
превосходила бы сумму остальных сторон, что противоре-
чит неравенству треугольника. Разобьём теперь выбран-
ные 7 отрезков на группы следующим образом. Выберем
любой из этих отрезков. Если он не имеет общих концов
с другими отрезками, то отнесём его в группу, состоящую
только из него самого. Если же хотя бы один из концов
данного отрезка является общим с каким-либо из остав-
шихся 6 отрезков, назовём эти отрезки связанными. Рас-
смотрим, далее, все отрезки, связанные с двумя данными
отрезками и т. д. В итоге получим множество отрезков,
двигаясь по которым можно вернуться на исходный отре-
зок. Все эти отрезки отнесём к одной группе. Очевидно,
что таким образом каждый из 7 отрезков будет отнесён
ровно к одной группе. Поскольку в каждой группе исход-
но был один отрезок, соединявший две точки, а добавле-
ние каждого нового отрезка увеличивало на 1 как число
отрезков, так и число соединённых ими точек (сложиться
в многоугольник отрезки не могут), количество соединён-
ных точек должно по меньшей мере на 1 превосходить
число отрезков в группе. Следовательно, общее число то-
чек должно быть не меньшим 7+1=8.

К о м м е н т а р и й. Задачу можно рассмотреть для расстояний 1,
2, 4, ..., 2𝑛, тогда ответом будет 𝑛−1, а доказательство фактически ос-
новано на том, что если рассмотреть граф, рёбра которого соединяют
пары точек с указанными расстояниями, то в этом графе не будет цик-
лов (иначе в силу обобщённого неравенства треугольника одно из ука-
занных чисел будет не больше суммы нескольких меньших, что невоз-
можно для указанной геометрической прогрессии), а граф без циклов ––
это дерево, если он связный, или лес (объединение непересекающихся
деревьев), и в любом случае число рёбер в нём меньше числа вершин.
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8 класс
1. Первый способ. Имеем

2√︀
4−3 4√5+2

√
5− 4√125

=

√︂
4

4−3 4√5+2
√

5− 4√125
.

Обозначим 4
√

5 через 𝑎 и преобразуем подкоренную дробь,
учитывая равенства 𝑎4 =5, 𝑎5 =5𝑎 и 𝑎6 =5𝑎2:

4
4−3𝑎+2𝑎2 −𝑎3 =

4↼4+2𝑎2 +3𝑎+𝑎3↽
↼4+2𝑎2↽2 − ↼3𝑎+𝑎3↽2

=
4↼4+2𝑎2 +3𝑎+𝑎3↽

6+2𝑎2 =

=
2↼4+2𝑎2 +3𝑎+𝑎3↽

3+𝑎2 =
2↼4+2𝑎2 +3𝑎+𝑎3↽↼3−𝑎2↽

9−𝑎4 =

=
↼4+2𝑎2 +3𝑎+𝑎3↽↼3−𝑎2↽

2
= 1+2𝑎+𝑎2 = ↼1+𝑎↽2.

Значит, искомое выражение равно 1+𝑎, т. е. 1+ 4
√

5.
Второй способ. Умножим числитель и знаменатель дро-

би на 2:

2√︀
4−3 4√5+2

√
5− 4√125

=
4√︀

16−12 4√5+8
√

5−4 4√125

и рассмотрим подкоренное выражение. Имеем

16−12 4√5+8
√

5−4 4√125 =

= 6−12 4√5+8↼ 4√5↽2 −4↼ 4√5↽3 +2↼ 4√5↽4.

Обозначим 4
√

5 через 𝑎 и разложим на множители, учи-
тывая равенство 𝑎4 =5:

2𝑎4 −4𝑎3 +8𝑎2 −12𝑎+6 = 2𝑎2↼𝑎2 −2𝑎+1↽+6𝑎2 −12𝑎+6 =

= 2𝑎2↼𝑎−1↽2 +6↼𝑎−1↽2 = ↼𝑎−1↽2↼2𝑎2 +6↽ =

= ↼𝑎−1↽2↼𝑎4 +2𝑎2 +1↽ = ↼𝑎−1↽2↼𝑎2 +1↽2.

Следовательно,

2√︀
4−3 4√5+2

√
5− 4√125

=
4

↼𝑎−1↽↼𝑎2 +1↽
=

4↼𝑎+1↽
𝑎4 −1

=
4√5+1.



Решения. 1982 год 109

К о м м е н т а р и й. Читатели, знакомые с понятием комплексного
числа, могут доказать, что если 𝑃↼𝑥↽ –– многочлен третьей степени с
рациональными коэффициентами, то для любого натурального числа 𝑛
число 𝑁↼ 4

√
𝑛↽=𝑃↼ 4

√
𝑛↽𝑃↼− 4

√
𝑛↽𝑃↼𝑖 4

√
𝑛↽𝑃↼−𝑖 4

√
𝑛↽ будет рациональным. На

этом основан метод избавления от иррациональности в знаменателе по

формуле
1

𝑃↼ 4√𝑛↽
= ↼𝑁↼ 4

√
𝑛↽↽−1𝑃↼− 4

√
𝑛↽𝑃↼𝑖 4

√
𝑛↽𝑃↼−𝑖 4

√
𝑛↽.

2. Сначала докажем, что если прямоугольник разрезан
на 2, 3 или 4 прямоугольника, то один из получивших-
ся прямоугольников можно накрыть другим. Для двух и
трёх прямоугольников это очевидно, поскольку все спосо-
бы такого разрезания сводятся к указанным на рис. 16.

Рис. 16

Покажем, что если прямоугольник (будем называть его
больши́м) разрезан на 4 прямоугольника, то одна из ли-
ний разреза проходит через весь большой прямоугольник,
разрезая его на два прямоугольника («сквозной разрез»):
тем самым мы сведём задачу к рассмотренным случаям
разрезания на 2 или 3 прямоугольника.

Рис. 17

В самом деле, если хотя бы один из
четырёх прямоугольников примыкает к
двум углам большого прямоугольника,
то одна из его сторон и является линией
сквозного разреза (см. рис. 17 слева). Ес-
ли же к каждому углу большого прямо-
угольника примыкает ровно один прямоугольник, то рас-
смотрим любые два прямоугольника, примыкающие к со-
седним углам (см. рис. 17 справа). Они граничат по одной
из сторон, причём если эти стороны равны, то мы сразу
получаем искомый разрез.

Если же они различны, то имеется ровно один способ
разрезать оставшуюся часть на два прямоугольника, при-
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мыкающих к углам большого прямоугольника, причём
снова образуется сквозной разрез (см. рис. 18). Итак, для

Рис. 18

случая 4 прямоугольников утверждение
доказано.

Перейдём теперь к разрезанию на 5
прямоугольников. Если один из разре-
зов –– сквозной, то мы сводим задачу к раз-
резанию одного из двух полученных мень-
ших прямоугольников на 2, 3 или 4 пря-
моугольника.

Пусть теперь ни один из разрезов не является сквоз-
ным. Заметим, что тогда к каждой стороне примыкают не
менее двух прямоугольников, причём хотя бы к одной сто-
роне –– ровно два. В самом деле, если к некоторой стороне
примыкает лишь один прямоугольник, то одна из его сто-
рон является линией сквозного разреза. Если же к каж-
дой стороне примыкают не менее трёх прямоугольников,
то общее число прямоугольников превосходит 5.

1 2 1 2

4
3

5

1 2

4
35

а) б) в)

Рис. 19

Рассмотрим теперь ту сторону большого прямоугольни-
ка, к которой примыкают ровно два из пяти прямоуголь-
ников. Стороны, по которым они граничат (см. рис. 19, а),
имеют разную длину (иначе получится сквозной разрез).
Назовём тот из этих прямоугольников, у которого длина
граничащей стороны больше, первым, а оставшийся –– вто-
рым. Рассмотрим вершину первого прямоугольника, проти-
воположную его вершине, являющейся общей с большим
прямоугольником. Хотя бы один из разрезов, начатых по
сторонам первого прямоугольника, должен продолжаться
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за эту вершину и упираться в сторону ещё одного пря-
моугольника. Если это разрез по стороне, являющейся
общей для первого и второго прямоугольника, то общее
число прямоугольников превысит 5 (рис. 19, б). Значит,
это разрез, параллельный рассмотренной стороне боль-
шого прямоугольника. Проведём этот разрез (рис. 19, в).
Поскольку при этом образуются как минимум три пря-
моугольника, обозначенные цифрами 3, 4 и 5, мы заклю-
чаем, что иных способов разрезать большой прямоуголь-
ник на 5 прямоугольников без сквозных разрезов не суще-
ствует. Таким образом, все случаи сводятся к разрезанию,
изображённому на рис. 20.

1

4

2

3
A

B

d

a B−a

b

A−b

c

Рис. 20

Далее будем следовать обозначениям прямоугольников
и длин их сторон на рис. 20. Без ограничения общности
можно считать, что 𝑎6 𝑐. Если ни один из прямоугольни-
ков 1 и 3 нельзя накрыть другим, то 𝐴−𝑑>𝐴− 𝑏, откуда
𝑏>𝑑. Далее, если ни один из прямоугольников 2 и 4 нель-
зя накрыть другим, то 𝐵−𝑎<𝐵− 𝑐, откуда 𝑎> 𝑐 –– проти-
воречие. Итак, в любом случае один из пяти прямоуголь-
ников можно накрыть другим.

3. Остатком от деления на 3 квадрата целого числа мо-
жет быть только 0 или 1. В самом деле, если 𝑛=3𝑞+ 𝑟,
то 𝑛2 =3↼3𝑞2 +2𝑞𝑟↽+ 𝑟2, а 𝑟2 может равняться только 0, 1
или 4. Квадраты чисел 1, 2, 3, ..., 1982 при делении на 3
дают остатки 1, 1, 0, 1, 1, ..., 0, 1, 1. Сумма этих остат-
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ков равна 2 𝛿
1983

3
=1322; при делении на 3 это число даёт

остаток 2. Записывание чисел в некотором порядке можно
рассматривать как приписывание к этим числам достаточ-
ного количества нулей и последующее сложение (напри-
мер, 16925=16000+900+25). Приписывание к числу лю-
бого количества нулей не меняет остаток от деления этого
числа на 3. Действительно,

𝑛 𝛿 10...0⏟  ⏞  
𝑘

= 𝑛 𝛿 9...9⏟  ⏞  
𝑘

+𝑛,

а первое слагаемое в правой части делится на 3. Следова-
тельно, любое число, которое получается при возведении
исходных чисел в квадрат и записывании их в произволь-
ном порядке, при делении на 3 даёт остаток 2 и потому не
является полным квадратом.

4. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 –– заданный пятиугольник. Обозначим
точки пересечения его диагоналей через 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′, 𝐸′

D

E

A B

C

D′

E′

A′B′

C′

Рис. 21

(𝐴′ не лежит на диагоналях, выходя-
щих из точки 𝐴, и т. д., см. рис. 21).

Из условия следует, что 𝐸𝐷𝐶𝐷′ и
𝐷𝐶𝐵𝐶′ –– параллелограммы. Поэтому

𝐶′𝐸 = 𝐵𝐸−𝐵𝐶′ = 𝐵𝐸−𝐶𝐷 =

= 𝐵𝐸−𝐷′𝐸 = 𝐵𝐷′.

Далее, в силу параллельности соответ-
ствующих прямых имеем △𝐵′𝐶′𝐸∼
∼△𝐴𝐶′𝐵 и △𝐸𝐷′𝐶∼△𝐵𝐷′𝐴, поэтому

𝐵′𝐸
𝐴𝐵

=
𝐶′𝐸
𝐶′𝐵

=
𝐵𝐷′

𝐸𝐷′ =
𝐴𝐵
𝐶𝐸

=
𝐴𝐵

𝐶𝐵′ +𝐵′𝐸
=

𝐴𝐵
𝐴𝐵+𝐵′𝐸

=
1

1+
𝐵′𝐸
𝐴𝐵

.

Обозначив 𝑥=
𝐵′𝐸
𝐴𝐵

, получаем уравнение 𝑥=
1

1+𝑥
, откуда

𝑥=
−1±

√
5

2
. Отбрасывая отрицательный корень, получаем

𝐶𝐸
𝐴𝐵

=1+
𝐵′𝐸
𝐴𝐵

=1+

√
5−1
2

=
1+

√
5

2
. Очевидно, что отношения
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остальных диагоналей к противоположным сторонам рав-
ны тому же числу (достаточно переобозначить вершины
пятиугольника и повторить проведённое доказательство).

К о м м е н т а р и й. Можно показать, что любой такой пятиуголь-
ник можно получить из правильного пятиугольника сжатием вдоль

некоторого направления. Отметим, что число
√

5+ 1

2
называется золо-

тым сечением. О нём и о его применении в архитектуре, живописи и
математике имеется множество публикаций.

5. Доказательство проведём по индукции. Для 𝑛=1
неравенство принимает вид 𝑎7

1 +𝑎
5
1 >2𝑎6

1, что равносильно
верному неравенству 𝑎5

1↼𝑎1 −1↽2 >0.
Предположив, что при 𝑛=𝑘 неравенство справедливо,

докажем его для 𝑛=𝑘+1. Пусть 𝑎1 < ...<𝑎𝑘<𝑎𝑘+1 –– про-
извольные натуральные числа. По предположению индук-
ции выполнено неравенство ↼𝑎7

1 + ...+𝑎7
𝑘↽+ ↼𝑎

5
1 + ...+𝑎5

𝑘↽>
>2↼𝑎3

1 + ...+𝑎3
𝑘↽

2. Рассмотрим разность

↼𝑎7
1+ ...+𝑎7

𝑘+𝑎
7
𝑘+1↽+↼𝑎

5
1+ ...+𝑎5

𝑘+𝑎
5
𝑘+1↽−2↼𝑎3

1+ ...+𝑎3
𝑘+1↽

2 =

= ↼𝑎7
1 + ...+𝑎7

𝑘↽+ ↼𝑎
5
1 + ...+𝑎5

𝑘↽+ ↼𝑎
7
𝑘+1 +𝑎

5
𝑘+1↽−

− ↼2↼𝑎3
1 + ...+𝑎3

𝑘↽
2 +2𝑎6

𝑘+1 +4𝑎3
𝑘+1↼𝑎

3
1 + ...+𝑎3

𝑘↽↽ =

=
(︀
↼𝑎7

1 + ...+𝑎7
𝑘↽+ ↼𝑎

5
1 + ...+𝑎5

𝑘↽−2↼𝑎3
1 + ...+𝑎3

𝑘↽
2
)︀
+

+
(︀
↼𝑎7
𝑘+1 +𝑎

5
𝑘+1↽− ↼2𝑎6

𝑘+1 +4𝑎3
𝑘+1↼𝑎

3
1 + ...+𝑎3

𝑘↽↽
)︀
.

Выражение в первых больших скобках неотрицательно.
Далее, поскольку рассматриваемые числа различны и из-
вестна формула для суммы кубов первых 𝑛 натуральных
чисел, получаем

2𝑎6
𝑘+1 +4𝑎3

𝑘+1↼𝑎
3
1 + ...+𝑎3

𝑘↽ 6

6 2𝑎6
𝑘+1 +4𝑎3

𝑘+1↼1
3 +23 + ...+𝑎3

1 + ...+𝑎3
𝑘+ ...+↼𝑎𝑘+1 −1↽3↽ =

= 2𝑎6
𝑘+1 +4𝑎3

𝑘+1 𝛿
1
4
↼𝑎𝑘+1 −1↽2𝑎2

𝑘+1 = 𝑎7
𝑘+1 +𝑎

5
𝑘+1.

Следовательно, выражение во вторых больших скобках
также неотрицательно. Неравенство доказано.
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Равенство справедливо при 𝑎1 =1, 𝑎2 =2, ..., 𝑎𝑛=𝑛. В
этом можно убедиться, рассуждая по индукции и исполь-
зуя приведённые выкладки: нестрогие неравенства для
𝑛=1 и 𝑛=𝑘+1 обратятся в равенства.

9 класс
1. Разделим число 𝑛 на 6 с остатком: 𝑛=6𝑞+ 𝑟, где 𝑞 ––

целое неотрицательное число, 06 𝑟 65. Тогда

𝑛 𝛿 2𝑛 = ↼6𝑞+ 𝑟↽26𝑞+𝑟 = 6𝑞26𝑞+𝑟 + ↼26↽𝑞 𝛿 𝑟 𝛿 2𝑟.

Первое слагаемое в правой части делится на 3, а посколь-
ку 26 даёт остаток 1 при делении на 3, число 𝑛 𝛿 2𝑛 при
делении на 3 даёт такой же остаток, как и 𝑟 𝛿 2𝑟. Поэто-
му достаточно выяснить, при каких из шести значений 𝑟
число 𝑟 𝛿 2𝑟 +1 делится на 3. Этими значениями являются
только 1 и 2, поэтому условию задачи удовлетворяют все
натуральные числа 𝑛 вида 6𝑞+1 или 6𝑞+2.

К о м м е н т а р и й. Задача содержится в книге [56, задача 26].

2. Обозначим заданные точки через 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Рассмот-
рим три случая.

Случай 1: четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 выпуклый.
Тогда для любой точки 𝑀 справедливы неравенства

𝑀𝐴+𝑀𝐶 > 𝐴𝐶 и 𝑀𝐵+𝑀𝐷 > 𝐵𝐷.

Складывая эти неравенства, получаем, что сумма рассто-
яний от точки 𝑀 до четырёх заданных точек не меньше
𝐴𝐶+𝐵𝐷. Следовательно, точка пересечения диагоналей
𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 является искомой: для неё сумма расстояний
до четырёх вершин равна 𝐴𝐶+𝐵𝐷, а для всех остальных
точек эта сумма больше в силу неравенства треугольника.

Случай 2: четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 невыпуклый. Тогда
одна из точек, будем считать, что это точка 𝐷, лежит
внутри или на стороне треугольника, образованного тремя
остальными точками 𝐴, 𝐵 и 𝐶. Пусть 𝑀 –– произвольная
точка плоскости.
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A C

M

D

B

Рис. 22

Рассмотрим лучи с вершинами в
точке 𝐷, дополняющие лучи 𝐷𝐴, 𝐷𝐵
и 𝐷𝐶 до соответствующих прямых
(см. рис. 22). Эти лучи разбивают
плоскость на три угла с вершинами в
точке 𝐷. Точка 𝑀 лежит внутри или
на границе хотя бы одного из них.
Без ограничения общности будем счи-
тать, что это угол, образованный лу-
чами, дополняющими до прямых лучи 𝐷𝐴 и 𝐷𝐵. Тогда
точка 𝐷 лежит внутри или на границе треугольника 𝐴𝐵𝑀.
Следовательно, 𝐴𝑀+𝐵𝑀>𝐴𝐷+𝐵𝐷, и равенство достига-
ется только в случае совпадения точек 𝑀 и 𝐷 (подробно
это доказано в решении задачи 4 для 7 класса в 1987 г.).
С другой стороны, по неравенству треугольника имеем
𝐶𝑀+𝐷𝑀>𝐶𝐷. Складывая эти два неравенства, получаем
𝐴𝑀+𝐵𝑀+𝐶𝑀+𝐷𝑀>𝐴𝐷+𝐵𝐷+𝐶𝐷, где равенство дости-
гается только в случае совпадения точек𝑀 и 𝐷. Значит, в
этом случае искомой является точка 𝐷.

Случай 3: заданные точки лежат на одной прямой. Бу-
дем считать без ограничения общности, что порядок их
следования на прямой 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Заметим, что для лю-
бой точки плоскости, не лежащей на этой прямой, сум-
ма расстояний от этой точки до точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 больше,
чем сумма соответствующих расстояний от её проекции на
рассматриваемую прямую. Следовательно, можно считать,
что искомая точка лежит на этой прямой.

При любом расположении точки 𝑀 на прямой сумма
расстояний от неё до точек 𝐴 и 𝐷 не меньше длины от-
резка 𝐴𝐷, причём равенство достигается лишь при нахож-
дении точки 𝑀 на отрезке 𝐴𝐷. Аналогичное утверждение
справедливо и для суммы расстояний от точки𝑀 до точек
𝐵 и 𝐶. Таким образом, искомой точкой будет любая точка
𝑀 отрезка 𝐵𝐶: для неё сумма 𝐴𝑀+𝐵𝑀+𝐶𝑀+𝐷𝑀 равна
𝐴𝐷+𝐵𝐶, а для любых точек, не лежащих на отрезке 𝐵𝐶,
эта сумма больше.
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К о м м е н т а р и й. Эта задача предлагалась также на II туре Мос-
ковской математической олимпиады в 1960 г. (см. книгу [40]). Отме-
тим, что в случае, когда на плоскости даны 𝑛 точек, всякая точка, сум-
ма расстояний от которой до данных минимальна, лежит в их так на-
зываемой выпуклой оболочке (см. книгу [44]).

3. Первый способ. Предположим, что мы нашли такую
точку 𝐴 на координатной плоскости, что она удалена от
всех точек с целочисленными координатами на различные
расстояния. Это означает, что расстояния от 𝐴 до этих
точек можно расположить по возрастанию: 𝑅1 <𝑅2 < ...<
<𝑅1982 <𝑅1983 < ..., где 𝑅1 –– расстояние до ближайшей точ-
ки, 𝑅2 –– до следующей и т. д. Тогда окружность с центром
в точке 𝐴 и произвольным радиусом 𝑅, где 𝑅1982 <𝑅<𝑅1983,
содержит внутри себя ровно 1982 точки с целочисленны-
ми координатами.

Остаётся указать хотя бы одну такую точку 𝐴. Пусть
она имеет координаты ↼𝑥, 𝑦↽. Рассмотрим квадраты рас-
стояний от точек с целочисленными координатами ↼𝑎, 𝑏↽
и ↼𝑐, 𝑑↽ до точки 𝐴: ↼𝑎−𝑥↽2 + ↼𝑏− 𝑦↽2 и ↼𝑐−𝑥↽2 + ↼𝑑− 𝑦↽2.
Разность этих выражений равна

𝑎2 − 𝑐2 −2↼𝑎− 𝑐↽𝑥+ 𝑏2 −𝑑2 −2↼𝑏−𝑑↽𝑦.

Для того чтобы эта разность равнялась нулю только при
𝑎= 𝑐 и 𝑏=𝑑, достаточно в качестве 𝑥 взять любое иррацио-
нальное число, например

√
2, а в качестве 𝑦 –– такое раци-

ональное число, чтобы 2𝑦 не было целым, например 1▷3.
В самом деле, при таком выборе если 𝑎 ̸=𝑐, то рассматрива-
емая разность иррациональна, а значит, отлична от нуля,
а если 𝑎= 𝑐, то эта разность равна ↼𝑏−𝑑↽↼𝑏+𝑑−2𝑦↽, т. е.
обращается в нуль лишь при 𝑏=𝑑. Итак, например, точ-
ка 𝐴 ↼

√
2; 1▷3↽ удалена от всех точек с целочисленными

координатами на различные расстояния.
Второй способ. Выберем произвольную точку плоско-

сти в качестве центра окружности и будем непрерывно
увеличивать её радиус. Назовём для краткости точки с це-
лочисленными координатами целыми точками. Заметим,
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что при малых значениях радиуса внутрь окружности по-
падёт не более одной целой точки. Кроме того, можно так
увеличить радиус, чтобы внутрь окружности попало более
1982 целых точек (например, взять радиус равным 1982).
Если найдётся такое значение радиуса, при котором внут-
ри окружности лежат ровно 1982 целые точки, то утвер-
ждение задачи доказано.

Пусть теперь это не так. Значит, для некоторого значе-
ния радиуса внутри окружности лежат 𝑛<1982 целых то-
чек, а на самой окружности лежат 𝑘 целых точек, причём
𝑛+𝑘>1982. Выберем на окружности произвольные неце-
лые точки 𝐴 и 𝐵 таким образом, чтобы число целых точек
на дуге w=𝐴𝐵 дополняло 𝑛 до 1982. Тогда дуга w есть
геометрическое место точек полуплоскости относительно
прямой 𝐴𝐵, из которых отрезок 𝐴𝐵 виден под одним и тем

A

B

α

ω

Рис. 23

же углом a (см. рис. 23), а дуга, смеж-
ная с w, есть геометрическое место
точек другой полуплоскости относи-
тельно прямой 𝐴𝐵, из которых отре-
зок 𝐴𝐵 виден под одним и тем же уг-
лом p−a. Зафиксируем произвольное
положительное число e< a. Тогда гео-
метрическое место точек полуплоско-
сти относительно прямой 𝐴𝐵, содер-
жащей дугу w, из которых отрезок
𝐴𝐵 виден под одним и тем же углом
a− e, и геометрическое место точек другой полуплоскости
относительно прямой 𝐴𝐵, из которых отрезок 𝐴𝐵 виден
под одним и тем же углом p− a+ e, при добавлении точек
𝐴 и 𝐵 составляют новую окружность, содержащую внут-
ри себя дугу w и не содержащую дугу, смежную с w. То-
гда при малых значениях e внутри новой окружности ока-
жется ровно столько целых точек, чтобы удовлетворить
условию задачи: а именно, добавятся только целые точ-
ки дуги w, а все прежние внутренние целые точки сохра-
нятся.
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К о м м е н т а р и й. Во втором способе используется следующий
факт. Пусть 𝐴𝐵 –– хорда окружности и w –– одна из дуг этой окруж-
ности с концами 𝐴 и 𝐵. Обозначим угол, под которым видна хорда
𝐴𝐵 из любой внутренней точки дуги w, через a. Тогда геометрическое
место точек полуплоскости относительно прямой 𝐴𝐵, содержащей ду-
гу w, из которых отрезок 𝐴𝐵 виден под углом, большим a, есть область,
ограниченная хордой 𝐴𝐵 и дугой w.

Справедливо общее утверждение: для любого натурального числа 𝑛
на плоскости найдётся окружность, внутри которой лежат ровно 𝑛 це-
лых точек. Приведём подход к доказательству, отличный от двух, пред-
ложенных выше. Покажем сначала, что достаточно доказать наличие
такой окружности, что на ней самой и внутри неё суммарно лежат 𝑛
целых точек. В самом деле, пусть такая окружность нашлась и её ра-
диус равен 𝑅. Увеличим радиус окружности, не меняя центр, так что-
бы в кольцо между новой и старой окружностями попала хотя бы од-
на целая точка. Заметим, что количество таких точек не может быть
бесконечным. Следовательно, существует минимальное расстояние от
целых точек кольца до окружности радиуса 𝑅. Значит, увеличив ради-
ус исходной окружности на это минимальное расстояние, мы получим,
что внутри новой окружности окажутся ровно 𝑛 целых точек.

Итак, остаётся доказать, что для любого натурального числа 𝑛 на
плоскости найдётся такая окружность, что на ней самой и внутри неё
суммарно лежат 𝑛 целых точек. Доказательство проведём по индук-
ции. Для 𝑛=1 утверждение очевидно. Пусть оно доказано для 𝑛 целых
точек и w –– соответствующая окружность. Как было показано выше,
существует наименьшее расстояние 𝑚 до окружности w от целых то-
чек, лежащих вне неё. Выберем произвольную целую точку 𝐴, распо-
ложенную на расстоянии 𝑚 от окружности w, и проведём прямую через
точку 𝐴 и центр окружности w. Обозначим наиболее удалённую от 𝐴

A B

w

Рис. 24

точку пересечения этой прямой с окружно-
стью w через 𝐵 (см. рис. 24). Покажем, что
окружность, построенная на 𝐴𝐵 как на диа-
метре, такова, что на ней самой и внутри
неё суммарно лежит ровно 𝑛+1 целая точ-
ка. В самом деле, все 𝑛 точек, лежавших на
окружности w или внутри неё, лежат или на
новой окружности (этой точкой может быть
только 𝐵), или внутри неё. Из точек, лежав-
ших вне окружности w, только точка 𝐴 попа-
ла на новую окружность, а остальные лежат
вне новой окружности.

Ещё одно доказательство утверждения задачи для любого количе-
ства точек содержится в книге [69, задача 24]. Более того, польский
специалист по теории чисел А. Шинцель доказал также теорему о том,
что существует окружность, проходящая ровно через 𝑛 точек с целы-
ми координатами (доказательство, доступное школьникам, изложено в
статье [7]).
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4. Заметим, что

9𝐴 = 10𝐴−𝐴 = ↼1+0,2+0,03+ ...+ ↼𝑛+1↽10−𝑛+ ...↽−
− ↼0,1+0,02+ ...+𝑛10−𝑛+ ...↽ =

= 1+0,1+ ...+10−𝑛+ ... = 1,↼1↽ =
10
9

.

Следовательно, 𝐴=
10
81

. Выполняя деление в столбик, не-

трудно видеть, что 𝐴=0,↼123456790↽, поэтому в получен-
ной записи не встретится ни одной цифры 8, и, тем более,
подряд идущих цифр 1982.

К о м м е н т а р и й. Задача по существу совпадает с задачей 92 из
книги [58] и состоит в суммировании бесконечной числовой последо-
вательности, т. е. нахождении суммы числового ряда. Вопрос о нахож-
дении сумм рядов различного вида представляет научный и практиче-
ский интерес. В данном случае суммирование проведено элементарным
методом. Методами математического анализа можно показать, что для

любого 𝑞>1 ряд
1

𝑞
+

2

𝑞2
+

3

𝑞3
+ ...+

𝑛

𝑞𝑛
+ ... сходится к числу

𝑞

↼𝑞− 1↽2
.

5. Докажем сначала, что сумма длин диагоналей любо-
го выпуклого четырёхугольника больше суммы длин лю-
бых его противолежащих сторон. В самом деле, обозначим
длины противолежащих сторон через 𝑎 и 𝑏, и пусть диаго-
нали точкой пересечения делятся на отрезки длин 𝑑1, 𝑑2

и 𝑑3, 𝑑4 соответственно (см. рис. 25). Тогда справедливы
неравенства 𝑎<𝑑1 +𝑑3, 𝑏<𝑑2 +𝑑4, складывая которые по-
лучаем требуемое утверждение.

b

a

d4

d1
d3

d2

Рис. 25

Из доказанного факта вытекает, что
противоположные стороны не могут
быть равны 1, т. е. именно смежные
стороны равны единице. Обозначим че-
тырёхугольник через 𝐴𝐵𝐶𝐷, причём
𝐴𝐵=𝐵𝐶=1. Тогда поскольку 𝐴𝐶61,
получаем, что ∠𝐴𝐵𝐶660∘.

Точка 𝐷 лежит в секторе 𝐴𝐵𝐶 круга единичного ради-
уса с центром в точке 𝐵. Если 𝐵𝐷<1, то мы можем за-
менить точку 𝐷 на точку пересечения луча 𝐵𝐷 с окруж-
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ностью: при этом периметр выпуклого четырёхугольника
𝐴𝐵𝐶𝐷 увеличится (см. рис. 26). Следовательно, для того

B

C

A

D

β
α

Рис. 26

чтобы периметр был наибольшим, не-
обходимо, чтобы точка 𝐷 лежала на
окружности. Итак, теперь 𝐴𝐵=𝐵𝐶=
=𝐵𝐷=1. Пусть ∠𝐴𝐵𝐷= a, ∠𝐶𝐵𝐷= b.
Тогда, как показано выше, a+ b 660∘.
Проводя высоту к основанию 𝐴𝐷 рав-
нобедренного △𝐴𝐵𝐷, получаем 𝐴𝐷=

=2 sin
a

2
. Аналогично 𝐶𝐷=2 sin

b

2
, по-

этому

𝐴𝐷+𝐶𝐷 = 2 sin
a

2
+2 sin

b

2
= 4 sin

a+ b

4
cos

a− b

4
6 4 sin 15∘.

Равенство достигается при a= b =30∘, в этом случае пе-
риметр четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 равен 2+4 sin 15∘. От-
вет можно выразить через радикалы, записав sin 15∘ как

sin↼45∘ −30∘↽=
√

6−
√

2
4

.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что в решении задачи 4 для 7 класса
в 1987 г. доказано, что если два треугольника имеют общую сторону, а
две другие стороны первого из них лежат внутри второго, то периметр
первого треугольника меньше периметра второго. В данной задаче при
сдвиге точки 𝐷 мы имели дело с точно такой же ситуацией, поэтому
соответствующие выкладки не приведены.

Известно и более сильное утверждение (см. [68, задача 86]). На-
зовём диаметром четырёхугольника наибольшую из длин его сторон
и диагоналей. Тогда периметр любого выпуклого четырёхугольника с
диаметром не больше 1 не превосходит 2+4 sin 15∘ =3,035... , причём
равенство достигается только для четырёхугольника, описанного в ре-
шении. Среди невыпуклых четырёхугольников с диаметром не больше
1 есть такие, у которых периметр равен 4− e, где e –– сколь угодно ма-
лое положительное число, но нет таких, у которых периметр больше
или равен 4. Таким образом, максимальное значение периметра для
невыпуклых четырёхугольников не достигается.

10 класс
1. Первый способ. а) Докажем сначала, что из любой

точки, лежащей внутри правильного тетраэдра, хотя бы
одно его ребро видно под неострым углом.
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В самом деле, пусть из точки 𝑀 все рёбра тетраэдра
𝐴𝐵𝐶𝐷 видны под острым углом. Проведём через точку 𝑀
плоскость p, ортогональную прямой 𝐴𝑀 (см. рис. 27). По-
скольку ∠𝐴𝑀𝐵 острый, ребро 𝐴𝐵 целиком лежит в том же
полупространстве относительно плоскости p, что и верши-
на 𝐴. Аналогично получаем, что этим свойством обладают
рёбра 𝐴𝐶 и 𝐴𝐷, поэтому тетраэдр 𝐴𝐵𝐶𝐷 целиком лежит
в одном полупространстве относительно плоскости p. Но
точка 𝑀 принадлежит плоскости p, а значит, не может
лежать внутри тетраэдра 𝐴𝐵𝐶𝐷, противоречие.

A

B

M

π

Рис. 27

A

B

C

D

M

Рис. 28

Пусть теперь 𝑀 –– некоторая точка внутри правильно-
го тетраэдра 𝐴𝐵𝐶𝐷, из которой все его рёбра видны под
углом a. В силу доказанного утверждения, a прямой или
тупой. Рассмотрим △𝐴𝐵𝑀 и △𝐶𝐵𝑀 (см. рис. 28). У них
сторона 𝐵𝑀 общая, 𝐴𝐵=𝐵𝐶 и ∠𝐴𝑀𝐵=∠𝐵𝑀𝐶. По теореме
синусов получаем

𝐵𝑀
sin ∠𝑀𝐴𝐵

=
𝐴𝐵

sin a
=
𝐵𝐶

sin a
=

𝐵𝑀
sin ∠𝑀𝐶𝐵

.

Значит, в обоих треугольниках синусы углов, лежащих
напротив стороны 𝐵𝑀, совпадают. Но эти углы острые,
следовательно, они равны. Таким образом, равны и остав-
шиеся углы: ∠𝐴𝐵𝑀=∠𝐶𝐵𝑀, поэтому △𝐴𝐵𝑀=△𝐶𝐵𝑀 по
двум сторонам и углу между ними. Из равенства треуголь-
ников следует, что 𝐴𝑀=𝐶𝑀. Аналогично устанавливает-
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ся равенство расстояний от точки 𝑀 до любой пары вер-
шин тетраэдра. Значит, все четыре расстояния равны, по-
этому точка 𝑀 –– центр описанной около тетраэдра сферы.

б) Пусть точка 𝑀 лежит вне тетраэдра и из неё все
его рёбра видны под равными углами. Обозначим верши-
ны тетраэдра 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 так, чтобы среди отрезков 𝐴𝑀,

A

B

C

D M

C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′C′

Рис. 29

𝐵𝑀, 𝐶𝑀, 𝐷𝑀 отрезок 𝐷𝑀 имел
наименьшую длину. Докажем,
что 𝐴𝑀=𝐵𝑀=𝐶𝑀. Предполо-
жим, что, например, 𝐵𝑀>𝐶𝑀 (см.
рис. 29). Поскольку рёбра 𝐵𝐷 и 𝐶𝐷
видны из точки𝑀 под равными уг-
лами, можно повернуть плоскость
𝑀𝐷𝐶 вокруг прямой 𝑀𝐷 так, что-
бы точка 𝐶 перешла в точку 𝐶′ от-
резка 𝐵𝑀, для которой 𝐶′𝑀=𝐶𝑀.
Тогда △𝐶′𝑀𝐷=△𝐶𝑀𝐷 по двум сто-
ронам и углу между ними. Следо-

вательно, △𝐶′𝐷𝐵 равнобедренный (𝐶′𝐷=𝐶𝐷=𝐵𝐷), поэто-
му ∠𝐷𝐶′𝑀 тупой, а значит, 𝐶′𝑀=𝐶𝑀<𝐷𝑀; противоречие.

Итак, 𝐴𝑀=𝐵𝑀=𝐶𝑀>𝐷𝑀. Следовательно, ортогональ-
ная проекция точки 𝑀 на плоскость 𝐴𝐵𝐶 совпадает с цен-
тром 𝑂 окружности, описанной около △𝐴𝐵𝐶. Это означает,
что точка𝑀 лежит на прямой, проходящей через точку 𝑂
перпендикулярно плоскости 𝐴𝐵𝐶. Без ограничения общ-
ности можно считать, что рёбра тетраэдра равны 1. То-
гда радиус окружности, описанной около любого основа-

ния, равен
1√
3
, а высота тетраэдра равна

√︂
1−

(︁
1√
3

)︁2

=
√︁

2
3
.

В частности, для △𝐴𝑂𝐷 получаем 𝐴𝑂=
1√
3

и 𝑂𝐷=
√︁

2
3
, по-

этому ∠𝑂𝐴𝐷>∠𝑂𝐷𝐴. Покажем, что точка𝑀 не может ле-
жать на луче с началом 𝑂, перпендикулярном плоскости
𝐴𝐵𝐶 и не проходящем через тетраэдр (см. рис. 30). В са-
мом деле, иначе ∠𝑀𝐴𝐷>∠𝑂𝐴𝐷>∠𝑂𝐷𝐴=∠𝑀𝐷𝐴, откуда
𝐴𝑀<𝐷𝑀, что неверно.
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Следовательно, точка 𝑀 может лежать только на луче
с началом 𝐷, перпендикулярном плоскости 𝐴𝐵𝐶 и не про-
ходящем через тетраэдр. Приведём два варианта дальней-
ших рассуждений, приводящих к противоречию.

A

B

C

D

M

O

Рис. 30

A

B

C

D

M

D′

O

Рис. 31

A

B

C

D

M

M′

O

Рис. 32

Первый вариант. Поскольку рёбра 𝐴𝐵 и 𝐴𝐷 видны
из точки 𝑀 под равными углами, можно повернуть плос-
кость 𝐴𝐵𝑀 вокруг прямой 𝐴𝑀 так, что прямая 𝐵𝑀 совме-
стится с прямой 𝐷𝑀. При этом точка 𝐵 перейдёт в некото-
рую точку 𝐷′, лежащую на прямой 𝐷𝑀 и отличную от 𝐷,
так как 𝐷′𝑀=𝐵𝑀>𝐷𝑀. Поскольку 𝐴𝐷′=𝐴𝐵=𝐴𝐷, точка
𝐷′ симметрична 𝐷 относительно 𝑂 (см. рис. 31). C одной
стороны, 𝐵𝑀<𝐵𝐷+𝐷𝑀, а, с другой стороны, 𝐵𝑀=𝐷′𝑀=

=𝐷′𝐷+𝐷𝑀, поэтому 𝐷′𝐷<𝐵𝐷. Но 𝐷′𝐷=2
√︁

2
3
>1=𝐵𝐷.

Второй вариант. Если точка 𝑀 лежит на луче с на-
чалом 𝐷, перпендикулярном плоскости 𝐴𝐵𝐶 и не прохо-
дящем через тетраэдр, то симметричная ей относительно
плоскости 𝐴𝐵𝐶 точка 𝑀′ (см. рис. 32) лежит на рассмот-
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ренном выше луче с началом 𝑂, перпендикулярном плос-
кости 𝐴𝐵𝐶 и не проходящем через тетраэдр. При этом
∠𝐴𝑀′𝐵=∠𝐴𝑀′𝐶=∠𝐵𝑀′𝐶=∠𝐴𝑀𝐵 в силу симметрии и
∠𝐴𝑀′𝐷=∠𝐴𝑀𝐷=∠𝐵𝑀′𝐷=∠𝐶𝑀′𝐷, так как треугольники
𝐴𝑀𝑀′, 𝐵𝑀𝑀′ и 𝐶𝑀𝑀′ равнобедренные. Это означает, что
из точки 𝑀′ все рёбра тетраэдра видны под одним и тем
же углом, но, как доказано выше, на рассматриваемом
луче с началом 𝑂 такой точки 𝑀′ быть не может.

Итак, вне тетраэдра искомой точки не существует.
Второй способ. Пусть из точки 𝑀 все рёбра тетраэдра

𝐴𝐵𝐶𝐷 видны под одним и тем же углом f. Введём обо-

значения –𝑒1 =
#     –

𝑀𝐴
𝑀𝐴

, –𝑒2 =
#     –

𝑀𝐵
𝑀𝐵

, –𝑒3 =
#    –

𝑀𝐶
𝑀𝐶

, –𝑒4 =
#     –

𝑀𝐷
𝑀𝐷

. Тогда все че-

тыре вектора имеют единичную длину, причём ↼–𝑒𝑖− –𝑒𝑗↽2 =
=2−2↼–𝑒𝑖, –𝑒𝑗↽=2−2 cos f при 𝑖 ̸= 𝑗. Отложим от точки 𝑀
векторы –𝑒1, –𝑒2, –𝑒3, –𝑒4. Если соединить отрезками концы
этих векторов, то получим правильный тетраэдр со сторо-
ной |–𝑒𝑖−–𝑒𝑗|=

√︀
2−2 cos f, причём точка𝑀 удалена от всех

его вершин на одинаковое расстояние (равное 1). Значит,
точка 𝑀 –– центр сферы, описанной около этого тетраэд-
ра. Покажем, что –𝑒1 +–𝑒2 +–𝑒3 +–𝑒4 =

–
0. При повороте на 120∘

вокруг прямой 𝑀𝐷 векторы –𝑒1, –𝑒2, –𝑒3 переходят последо-
вательно друг в друга, а вектор –𝑒4 переходит в себя. Сле-
довательно, вектор –𝑒1 + –𝑒2 + –𝑒3 + –𝑒4 также переходит в себя,
а значит, параллелен прямой 𝑀𝐷. Аналогично доказыва-
ется, что этот вектор параллелен прямой 𝑀𝐴. Но прямые
𝑀𝐴 и𝑀𝐷 не параллельны, поэтому рассматриваемый век-
тор равен нулю.

Таким образом,

0 = ↼–𝑒1 + –𝑒2 + –𝑒3 + –𝑒4↽
2 = 4+2↼–𝑒1, –𝑒2↽+2↼–𝑒1, –𝑒3↽+2↼–𝑒1, –𝑒4↽+

+2↼–𝑒2, –𝑒3↽+2↼–𝑒2, –𝑒4↽+2↼–𝑒3, –𝑒4↽ = 4+12 cos f.

Значит, cos f=−1
3
. Итак, если из некоторой точки все рёб-

ра (произвольного!) тетраэдра видны под одинаковыми уг-

лами, то этот угол равен arccos
(︁
−1

3

)︁
.
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Воспользуемся теперь тем, что 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– правильный
тетраэдр. Имеем

↼
#     –

𝑀𝐴− #     –

𝑀𝐶↽2 = 𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 = ↼
#     –

𝑀𝐵− #     –

𝑀𝐶↽2;

𝑀𝐴2 +𝑀𝐶2 −2↼
#     –

𝑀𝐴,
#     –

𝑀𝐶↽ =𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 −2↼
#     –

𝑀𝐵,
#     –

𝑀𝐶↽;

𝑀𝐴2 −𝑀𝐵2 +
2
3
𝑀𝐴 𝛿 𝑀𝐶− 2

3
𝑀𝐵 𝛿 𝑀𝐶 = 0;

↼𝑀𝐴−𝑀𝐵↽↼𝑀𝐴+𝑀𝐵+
2
3
𝑀𝐶↽ = 0,

поэтому 𝑀𝐴=𝑀𝐵. Аналогично доказывается, что 𝑀𝐵=
=𝑀𝐶 и 𝑀𝐶=𝑀𝐷.

Итак, нами показано, что единственной точкой в про-
странстве, из которой все рёбра правильного тетраэдра
видны под одинаковыми углами, является центр описан-
ной около него сферы.

К о м м е н т а р и й. Первый способ содержит доказательство при-
знака равенства неостроугольных треугольников: если две стороны
и некоторый угол одного треугольника соответственно равны двум сто-
ронам и некоторому углу другого треугольника, причём упомянутый
угол неострый, то треугольники равны.

Второй способ предложен на олимпиаде её участником –– Олегом Ча-
лых, который в 1981/82 учебном году был учеником 10 класса ФМШ
№ 18 при МГУ (ныне СУНЦ МГУ). Отметим, что оба пункта задачи
верно решили всего трое из 312 участников олимпиады в параллели
10 классов.

Может показаться очевидным, что геометрическое место точек в
пространстве, из которых стороны данного правильного треугольника
видны под равными углами есть перпендикуляр, восстановленный к
плоскости треугольника в его центре. Тогда решение существенно упро-
стилось бы. Однако этот факт неверен. Помимо точек на этом перпен-
дикуляре, в указанное геометрическое место точек входят ещё точки,
лежащие на трёх довольно сложных кривых в плоскостях симметрии
данного треугольника. Читатель может попробовать сам получить урав-
нения этих кривых.

Можно доказать, что если точка лежит внутри тетраэдра, то хотя
бы одно из его рёбер видно из неё под углом, косинус которого не мень-
ше −1▷3, и хотя бы одно ребро видно под углом, косинус которого не
больше −1▷3 (см., например, книгу [16], задачи 585 и 435). Последняя
из этих задач предлагалась девятиклассникам на Всесоюзной олимпиа-
де 1982 г. (см. задачу 334 в книге [10]).
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2. а) Пусть 𝑆 –– площадь треугольника, 𝑝 –– его полупе-
риметр, а 𝑅 и 𝑟 –– радиусы описанной и вписанной окруж-
ностей соответственно. Тогда

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 −2↼𝑎2𝑏2 +𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑐2↽ =

= 𝑎4 −𝑎2↼2𝑏2 +2𝑐2↽+ ↼𝑏2 − 𝑐2↽2 =

= 𝑎4 −𝑎2↼↼𝑏+ 𝑐↽2 + ↼𝑏− 𝑐↽2↽+ ↼𝑏+ 𝑐↽2↼𝑏− 𝑐↽2 =

= ↼𝑎2 − ↼𝑏+ 𝑐↽2↽↼𝑎2 − ↼𝑏− 𝑐↽2↽ =
= ↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐↽↼𝑎− 𝑏− 𝑐↽↼𝑎+ 𝑏− 𝑐↽↼𝑎− 𝑏+ 𝑐↽ =
= 2𝑝 𝛿 2↼𝑎− 𝑝↽ 𝛿 2↼𝑝− 𝑏↽ 𝛿 2↼𝑝− 𝑐↽ =
= −16𝑝↼𝑝−𝑎↽↼𝑝− 𝑏↽↼𝑝− 𝑐↽ = −16𝑆2.

Кроме того,

𝑎2𝑏𝑐+ 𝑏2𝑎𝑐+ 𝑐2𝑎𝑏 = 𝑎𝑏𝑐↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐↽ = 4𝑅𝑆 𝛿 2𝑝 = 8𝑝𝑅𝑆.

Таким образом, неравенство из условия задачи равносиль-
но тому, что −16𝑆2 +8𝑝𝑅𝑆>0, или 𝑝𝑅>2𝑆=2𝑝𝑟, т. е. 𝑅>
>2𝑟.

Докажем, что для произвольного треугольника выпол-
нено неравенство 𝑅>2𝑟. Рассмотрим треугольник, образо-
ванный средними линиями. Он подобен исходному с ко-
эффициентом 1▷2, поэтому радиус описанной вокруг него
окружности равен 𝑅▷2. Заметим, что эта окружность име-
ет хотя бы одну общую точку с каждой стороной исход-
ного треугольника. Покажем, что её радиус не меньше 𝑟.
В самом деле, пусть ℎ𝑎, ℎ𝑏 и ℎ𝑐 –– расстояния от центра
этой окружности до соответствующей стороны треуголь-
ника. Тогда каждое из этих расстояний не больше 𝑅▷2, а
площадь 𝑆 всего треугольника, с одной стороны, равна 𝑝𝑟,
а с другой стороны,

𝑆 =
1
2
↼𝑎ℎ𝑎+ 𝑏ℎ𝑏+ 𝑐ℎ𝑐↽ 6

1
2
𝛿
𝑅
2
𝛿 ↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐↽ = 𝑝

𝑅
2

.

Значит, 𝑟 6𝑅▷2.
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б) Обозначим левую часть неравенства через 𝑓↼𝑎, 𝑏, 𝑐↽ и
разложим её на множители, пользуясь результатами п. а).
Получим

𝑓↼𝑎, 𝑏, 𝑐↽ = ↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐↽↼𝑎𝑏𝑐− ↼𝑏+ 𝑐−𝑎↽↼𝑎+ 𝑐− 𝑏↽↼𝑏+𝑎− 𝑐↽↽.

Заметим, что среди чисел 𝑏+ 𝑐−𝑎, 𝑎+ 𝑐−𝑏, 𝑏+𝑎− 𝑐 имеет-
ся не более одного отрицательного: например, если 𝑎+ 𝑏−
− 𝑐<0 и 𝑏+ 𝑐−𝑎<0, то 2𝑏<0 –– противоречие. Если отри-
цательно ровно одно из этих чисел, то их произведение
неположительно и поэтому 𝑓↼𝑎, 𝑏, 𝑐↽>0. Если же все они
неотрицательны, т. е. 𝑏+ 𝑐−𝑎>0, 𝑎+ 𝑐− 𝑏>0, 𝑏+𝑎− 𝑐>0,
то, попарно перемножая эти неравенства, получим 𝑎2 −
− ↼𝑏− 𝑐↽2 >0, 𝑏2 − ↼𝑎− 𝑐↽2 >0, 𝑐2 − ↼𝑎− 𝑏↽2 >0 (например,
↼𝑏+ 𝑐−𝑎↽↼𝑎+ 𝑐− 𝑏↽= ↼𝑐− ↼𝑎− 𝑏↽↽↼𝑐+ ↼𝑎− 𝑏↽↽= 𝑐2 − ↼𝑎− 𝑏↽2).
Заменяя в произведении 𝑎2𝑏2𝑐2 каждый квадрат на не пре-
восходящую его разность, получаем

𝑎2𝑏2𝑐2 > ↼𝑎2 − ↼𝑏− 𝑐↽2↽↼𝑏2 − ↼𝑎− 𝑐↽2↽↼𝑐2 − ↼𝑎− 𝑏↽2↽ =
= ↼𝑏+ 𝑐−𝑎↽2↼𝑎+ 𝑐− 𝑏↽2↼𝑏+𝑎− 𝑐↽2,

следовательно, 𝑎𝑏𝑐− ↼𝑏+𝑐−𝑎↽↼𝑎+𝑐−𝑏↽↼𝑏+𝑎−𝑐↽>0, отку-
да 𝑓↼𝑎, 𝑏, 𝑐↽>0 при любых неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐.

К о м м е н т а р и й. Неравенство 𝑅>2𝑟, как и формула 𝑑2=𝑅↼𝑅−2𝑟↽
(𝑑 –– расстояние между центрами вписанной и описанной окружно-
стей), из которой оно сразу же следует, носят имя Леонарда Эйлера,
опубликовавшего их в 1767 г. Однако поскольку несколько раньше
те же результаты появились в эссе Уильяма Чаппла, равенство 𝑑2 =
=𝑅↼𝑅−2𝑟↽ называют также формулой Эйлера––Чаппла.

3. а) Обозначим f↼𝑥, 𝑦↽=𝑥𝑦+𝑥+ 𝑦+1= ↼𝑥+1↽↼𝑦+1↽.
Поскольку

𝑓𝑛↼𝑥↽ = 𝑥
𝑛+ ...+𝑥+1 = 𝑥↼𝑥𝑛−1 + ...+𝑥+1↽+1 =

= 𝑥𝑓𝑛−1↼𝑥↽+1 = f↼𝑓𝑛−1 −1, 𝑥−1↽+1,

достаточно научиться вычислять 𝑥−1, а затем последова-
тельно применять это соотношение. Таким образом, про-
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грамма такова:

𝑓1↼𝑥↽ = 𝑥; 𝑓2↼𝑥↽ = 0; 𝑓3↼𝑥↽ = f↼𝑥, 0↽ = 𝑥+1;

𝑓4↼𝑥↽ = −3
2
; 𝑓5↼𝑥↽ = f↼𝑓1↼𝑥↽, 𝑓4↼𝑥↽↽ = −1

2
↼𝑥+1↽;

𝑓6↼𝑥↽ = −3; 𝑓7↼𝑥↽ = f↼𝑓5↼𝑥↽, 𝑓6↼𝑥↽↽ = 𝑥−1;

𝑓8↼𝑥↽ = f↼𝑓1↼𝑥↽, 𝑓7↼𝑥↽↽ = 𝑥
2 +𝑥;

𝑓9↼𝑥↽ = f↼𝑓8↼𝑥↽, 𝑓7↼𝑥↽↽ = 𝑥
3 +𝑥2 +𝑥;

𝑓𝑘↼𝑥↽=f↼𝑓𝑘↼𝑥↽, 𝑓7↼𝑥↽↽=𝑥𝑘−6 + ...+𝑥2 +𝑥 при 𝑘=9, ..., 1988;

𝑓1989↼𝑥↽ = f↼𝑓1988↼𝑥↽, 𝑓2↼𝑥↽↽ = 𝑥
1982 + ...+𝑥2 +𝑥+1.

б) Пусть 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑛 –– произвольная программа. Ин-
дукцией по 𝑛 докажем, что если многочлен 𝑔𝑛 отличен от
постоянной, то 𝑔𝑛↼−1↽=−1.

Для 𝑛=1 это очевидно: 𝑔1↼𝑥↽=𝑥. Далее, 𝑔𝑛=𝑔𝑖𝑔𝑗+𝑔𝑖+𝑔𝑗
(𝑖, 𝑗<𝑛), и, например, многочлен 𝑔𝑖 отличен от постоянной.
Тогда 𝑔𝑖↼−1↽=−1 (предположение индукции) и 𝑔𝑛↼−1↽=
=−𝑔𝑗↼−1↽−1+ 𝑔𝑗↼−1↽=−1, что и требовалось доказать.

Если 𝑔𝑛= 𝑓𝑛, то должно выполняться равенство 𝑓𝑛↼−1↽=
=−1, но 𝑓𝑛↼−1↽=1+ ↼−1↽+ ...+ ↼−1↽1982, поэтому 𝑓𝑛↼−1↽=
=0. Полученное противоречие доказывает, что для 𝑓𝑛↼𝑥↽
искомой программы (с указанной операцией калькулято-
ра) не существует.

К о м м е н т а р и й. Заметим, что многочлен 𝑥+𝑎 при любом 𝑎 ̸=1
вычисляется по следующий программе:

𝑓1↼𝑥↽ = 𝑥; 𝑓2↼𝑥↽ =
2− 𝑎
𝑎− 1

; 𝑓3↼𝑥↽ = 𝑎−2;

𝑓4↼𝑥↽ = f
(︁
𝑥,

2− 𝑎
𝑎− 1

)︁
= ↼𝑥+1↽

(︁
2− 𝑎
𝑎− 1

+1
)︁
=
𝑥+ 1

𝑎− 1
;

𝑓5↼𝑥↽ = f
(︁
f
(︁
𝑥,

2− 𝑎
𝑎− 1

)︁
, 𝑎−2

)︁
=

(︁
𝑥+ 1

𝑎− 1
+1

)︁
↼𝑎−1↽ = 𝑥+𝑎.

Отметим также, что «программа» в решении п. а) фактически ис-
пользует так называемую схему Горнера. Кроме того, можно дока-
зать, что все многочлены, вычислимые на калькуляторе с операцией
f↼𝑥, 𝑦↽=𝑥𝑦+𝑥+𝑦, имеют вид 𝐹𝑛↼𝑥↽=𝐴↼𝑥+1↽𝑛−1, и любой многочлен
этого вида вычисли́м с помощью такого калькулятора.



Решения. 1982 год 129

4. Заметим, что 𝑛=1 удовлетворяет условию задачи.
При 𝑛>1 число 1▷𝑛 можно представить в виде конечной
десятичной дроби тогда и только тогда, когда в разложе-
нии 𝑛 на простые множители нет простых чисел, отлич-
ных от 2 и 5. Поскольку числа 𝑛 и 𝑛+1 взаимно простые,
при 𝑛>1 получить конечные десятичные дроби можно,
только если одно из этих чисел равно степени двойки, а
другое –– степени пятёрки. Это означает, что либо 𝑛=2𝑘 и
выполнено равенство 2𝑘+1=5𝑡, либо 𝑛=5𝑘 и выполнено
равенство 5𝑘+1=2𝑡 (𝑘, 𝑡 –– некоторые натуральные числа).

Пусть 2𝑘+1=5𝑡 и 𝑡=2𝑚𝑠, где 𝑚 –– неотрицательное це-
лое число и натуральное число 𝑠 нечётно. Если 𝑠>3, то

2𝑘 = 5𝑡−1 = ↼52𝑚↽𝑠−1 = ↼52𝑚 −1↽↼52𝑚↼𝑠−1↽+52𝑚↼𝑠−2↽+ ...+1↽.

Сумма в последних скобках больше единицы и состоит из
нечётного числа нечётных слагаемых, поэтому она нечёт-
на. Поскольку единственный нечётный делитель двойки
равен 1, получаем противоречие. Значит, 𝑠=1. Далее, ес-
ли 𝑚>1, разложим на множители

2𝑘 = 52𝑚 −1 = ↼5−1↽↼5+1↽↼52 +1↽ 𝛿 ... 𝛿 ↼52𝑚−1

+1↽.

Число 5+1=6 не является степенью двойки, поэтому
𝑚=0. Это соответствует равенству 22 +1=5, т. е. мы полу-
чили ещё одно значение 𝑛=4.

Рассмотрим теперь уравнение 5𝑘+1=2𝑡. Из него следу-
ет, что число 2𝑡 оканчивается на 6, поэтому 𝑡=4𝑙, где 𝑙 ––
некоторое натуральное число. Значит,

5𝑘 = 24𝑙−1 = ↼22𝑙−1↽↼22𝑙+1↽.

Но числа 22𝑙−1 и 22𝑙+1 не могут одновременно делиться
на 5, поскольку их разность равна 2. Это означает, что
искомых значений 𝑛, помимо найденных, не существует.

К о м м е н т а р и й. Как мы видим, диофантовы уравнения 2𝑥±1=
=5𝑦 решаются достаточно просто. Отметим, что доказательство един-
ственности решения ↼𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡↽=↼3, 2, 2, 3↽ уравнения Каталана 𝑥𝑦−𝑧𝑡=
=1 в натуральных числах, больших единицы, заняло полтора века (см.,
например, [55]).
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5. Обозначим малый шестиугольник через L, большой
шестиугольник –– M, его центр ––𝑂. Предположим, что
точка 𝑂 лежит вне L. Тогда существует такая сторона 𝐴𝐵
шестиугольника L, что шестиугольник L и точка 𝑂 лежат
по разные стороны от прямой 𝐴𝐵. Пусть 𝐶𝐷 –– сторона
шестиугольника L, параллельная 𝐴𝐵. Прямая 𝐶𝐷 удале-
на от точки 𝑂 на расстояние, большее расстояния меж-
ду сторонами 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 (см. рис. 33), которое равно диа-
метру окружности, вписанной в L, т. е. радиусу окружно-
сти 𝑆, вписанной в M. Следовательно, отрезок 𝐶𝐷 лежит
вне окружности 𝑆. Если же точка 𝑂 лежит на стороне ше-
стиугольника L, то аналогичное рассуждение позволяет
установить, что отрезок 𝐶𝐷 лежит вне окружности 𝑆, за
исключением, быть может, одной общей точки с окружно-
стью.

C
D

A
B

O

Рис. 33

Таким образом, отрезок 𝐶𝐷 расположен в области, огра-
ниченной отрезками 𝑃𝐸 и 𝑃𝐹 смежных сторон шестиуголь-
ника M и меньшей дугой 𝐸𝐹 окружности 𝑆, возможно, с
выходом на границу 𝐸𝐹 этой области (см. рис. 34). Пока-
жем, что тогда его длина строго меньше 𝑃𝐸.

Действительно, если отрезок 𝐶𝐷 не имеет общей точки
с дугой 𝐸𝐹, то при помощи гомотетии с центром 𝑃 и коэф-
фициентом больше 1 его можно перевести в отрезок, по-
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прежнему лежащий в рассматриваемой области, но имею-
щий общую точку 𝑁 с дугой 𝐸𝐹.

E

P FD

C

Рис. 34

E

P FR

Q N

Рис. 35

Проведём через точку 𝑁 касательную 𝑄𝑅 к окружности
(точки 𝑄 и 𝑅 лежат на отрезках 𝑃𝐸 и 𝑃𝐹 соответственно).
Тогда отрезок 𝐶𝐷 лежит внутри треугольника 𝑃𝑄𝑅 или на
его наибольшей стороне стороне 𝑄𝑅, поэтому его длина не
превосходит 𝑄𝑅. Отрезки 𝑃𝑄 и 𝑃𝑅 меньше 𝑃𝐸, а

𝑄𝑅 < ↼𝑄𝑅+𝑃𝑄+𝑃𝑅↽▷2 = ↼𝑄𝑁+𝑅𝑁+𝑃𝑄+𝑃𝑅↽▷2 = 𝑃𝐸,

поскольку 𝑄𝑁=𝑄𝐸, 𝑅𝑁=𝑅𝐹 и 𝑃𝐸=𝑃𝐹 по свойству каса-
тельных, проведённых из одной точки (см. рис. 35). Та-
ким образом, мы доказали, что 𝐶𝐷6𝑄𝑅<𝑃𝐸.

Остаётся заметить, что отрезок 𝑃𝐸 равен половине сто-
роны шестиугольника M, т. е. стороне шестиугольника L.
Значит, 𝑃𝐸=𝐶𝐷. Полученное противоречие означает, что
точка 𝑂 не может лежать ни вне, ни на границе шести-
угольника L.

К о м м е н т а р и й. Приведённое рассуждение нетрудно распростра-
нить на случай произвольного правильного 2𝑛-угольника. Для шести-
угольника эту задачу называют также задачей о гайке, см. [52]. Заме-
тим, что для ↼2𝑛+1↽-угольников утверждение задачи неверно. Доба-
вим также, что если в правильном 2𝑛-угольнике с единичной стороной
расположены два непересекающихся правильных 2𝑛-угольника со сто-
ронами 𝑎 и 𝑏, то 𝑎+ 𝑏<1. В частном случае 𝑎=1▷2 это немедленно
следует из данной задачи, и может быть доказано аналогично в общем
случае. При 𝑛=4 это утверждение превращается в известную теорему
Эрдёша о двух непересекающихся квадратах в квадрате (см. задачу 166
в книге [30]).

Задача оказалась самой трудной на олимпиаде: правильно её не ре-
шил никто.
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1983 год (XLVI олимпиада)
7 класс

1. Представим правую часть уравнения в виде ↼𝑦+1↽2 +
+12, перенесём ↼𝑦+1↽2 в левую часть и разложим её на
множители. Уравнение примет вид

↼𝑥− 𝑦−1↽↼𝑥+ 𝑦+1↽ = 12.

Поскольку разность множителей 𝑥− 𝑦−1 и 𝑥+ 𝑦+1 рав-
на чётному числу 2𝑦+2, эти множители имеют одинако-
вую чётность, а так как произведение рано 12, оба они
должны быть чётными. Следовательно, один из множите-
лей равен ±2, а другой равен ±6. Сложив множители, по-
лучим 2𝑥=±8, откуда 𝑥=±4. Для обоих значений 𝑥 нахо-
дим 𝑦=1 или 𝑦=−3.

К о м м е н т а р и й. Решение основано на общеизвестной идее раз-
ложения на множители, применяемого для решения уравнений в це-
лых числах (диофантовых уравнений). Отметим, что для диофантовых
уравнений второй степени создана полная теория, посвящённая их ре-
шению (см, например, [26], [57]), чего нельзя сказать об уравнениях
третьей и более высоких степеней. Геометрический смысл таких за-
дач –– найти все целые точки на данной кривой второго порядка. В рас-
смотренном случае это гипербола. Количество целых точек на ней мо-
жет быть как конечным (например, нулевым в случае 𝑥2 = 𝑦2 +2𝑦+3,
так как уравнение ↼𝑥−𝑦−1↽↼𝑥+𝑦+1↽=2 не имеет целочисленных ре-
шений), так и бесконечным (в частности, для уравнения Пелля –– Фер-
ма 𝑥2 =2𝑦2 +1, см., например, [54]).

2. Рассмотрим на плоскости произвольный правиль-
ный треугольник со стороной 𝑙. У него есть две вершины
одного цвета. Отрезок, соединяющий эти вершины, иско-
мый.

К о м м е н т а р и й. Аналогичные задачи неоднократно предлага-
лись на различных олимпиадах. Например, в задаче 320 из сборника
[2] требуется доказать также и наличие на данном расстоянии точек
разного цвета.

3. Обозначим искомое число через 𝑋=4𝑎𝑏...𝑐=4 𝛿 10𝑛+
+𝐴, где 𝐴=𝑎𝑏...𝑐 –– 𝑛-значное число. После перестановки
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первой цифры в конец получаем число 𝑌=𝑎𝑏...𝑐4=10𝐴+4.
По условию

4 𝛿 10𝑛+𝐴 = 4↼10𝐴+4↽,

откуда 39𝐴=4 𝛿 9...9⏟  ⏞  
𝑛−1

6, т. е. 13𝐴=4 𝛿 3...3⏟  ⏞  
𝑛−1

2. При 𝑛64 правая

часть не делится на 13, поэтому равенство невозможно.

При 𝑛=5 получаем наименьшее значение 𝐴=4 𝛿
33332

13
=

=10256. Следовательно, наименьшее значение 𝑋 равно
410256.

4. Можно считать, что велосипед попал в соседний го-
род, а не был оставлен друзьями на дороге, так как ина-
че друг, который оставил его последним, добрался бы до
соседнего города медленнее, чем на велосипеде. Также
без ограничения общности будем считать, что никто из
друзей не ехал на велосипеде в обратную сторону. Пусть
суммарное расстояние, которое второй друг проехал на
велосипеде, равно 𝑥 (𝑥6𝐴), тогда он затратил на доро-
гу время, большее либо равное 𝑥▷𝑣2 + ↼𝐴−𝑥↽▷𝑢2. Второй
друг проехал на велосипеде расстояние 𝐴−𝑥 и, следова-
тельно, затратил на дорогу время, большее либо равное
𝑥▷𝑢1 + ↼𝐴−𝑥↽▷𝑣1. Для каждого из друзей указанное ми-
нимально возможное время есть линейная функция от 𝑥,
причём коэффициенты при 𝑥 в них равны 1▷𝑢1 −1▷𝑣1 и
1▷𝑣2 −1▷𝑢2 соответственно.

0 x0 A x

t

A/v1

A/u2 A/u1

A/v2

Рис. 36

Поскольку 𝑣1>𝑢1 и 𝑣2>𝑢2, пер-
вая из этих функций возраста-
ет, а вторая убывает. Кроме то-
го, по условию задачи каждый из
друзей едет на велосипеде быст-
рее, чем другой из них идёт пеш-
ком. Тогда 𝐴▷𝑢2 >𝐴▷𝑣1 и 𝐴▷𝑣2 <
<𝐴▷𝑢1, поэтому графики пересе-
каются на интервале ↼0; 𝐴↽ (см.
рис. 36). График функции макси-
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мума состоит из двух отрезков, причём минимум этой
функции достигается в точке с абсциссой 𝑥0. Приравни-
вая значения линейных функций, получаем

𝑥0 =
𝐴▷𝑢2 −𝐴▷𝑣1

1▷𝑢1 +1▷𝑢2 −1▷𝑣1 −1▷𝑣2
.

Подставляя это число в любую из двух функций и упро-
щая полученные рациональные выражения, находим ми-
нимальное возможное время

𝐴↼𝑣1𝑣2 −𝑢1𝑢2↽
𝑣1𝑣2↼𝑢1 +𝑢2↽−𝑢1𝑢2↼𝑣1 + 𝑣2↽

.

Заметим, что указанный минимум достигается, напри-
мер, для двух отрезков длин 𝑥0 и 𝐴−𝑥0, т. е. если первый
друг сначала идёт пешком, а второй едет и в конце отрезка
оставляет велосипед, потом идёт пешком до конца пути, а
второй, дойдя до конца первого отрезка, подбирает вело-
сипед и до конца пути едет на нём, то при выбранном 𝑥0

друзья доберутся до соседнего города одновременно.

5. Предположим, что такой пятиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 су-
ществует. Без ограничения общности можно считать, что
𝐴𝐵=3. Пусть 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 и 𝐸1 –– точки касания впи-
санной в этот пятиугольник окружности со сторонами 𝐴𝐵,
𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐸 и 𝐸𝐴 соответственно (см. рис. 37).
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Рис. 37
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Из равенства отрезков касательных следует, что 2𝐴𝐴1=
=𝐴𝐴1+𝐴𝐸1=𝐴𝐵−𝐴1𝐵+𝐸𝐴−𝐸𝐸1=𝐴𝐵−𝐵𝐵1+𝐸𝐴−𝐷1𝐸=
=𝐴𝐵−𝐵𝐶+𝐶𝐶1 +𝐸𝐴−𝐷𝐸+𝐶1𝐷=𝐴𝐵−𝐵𝐶+𝐶𝐷−𝐷𝐸+𝐸𝐴.
Следовательно, 2𝐵𝐴1 =2𝐴𝐵−2𝐴𝐴1 =𝐴𝐵+𝐵𝐶−𝐶𝐷+𝐷𝐸−
−𝐸𝐴. Таким образом, 2𝐴𝐴1 =𝐴𝐵−𝑠, 2𝐵𝐴1 =𝐴𝐵+𝑠, где 𝑠=
=𝐵𝐶−𝐶𝐷+𝐷𝐸−𝐸𝐴. Отсюда заключаем, что |𝑠|<𝐴𝐵=3. С
другой стороны, нетрудно видеть, что сумма любых двух
чисел из набора 4, 9, 11, 13 отличается от суммы двух
оставшихся чисел как минимум на 3, т. е. |𝑠| не может
быть меньше трёх. Следовательно, такого пятиугольника
не существует.

К о м м е н т а р и й. Можно привести и несколько иное решение, до-
казав сначала, что если в такой пятиугольник можно вписать окруж-
ность, то стороны длин 11 и 13 должны лежать рядом.

8 класс
1. Умножив левую часть на 𝑥+ 𝑦, получим 𝑥5 + 𝑦5. По-

скольку 𝑥>
√

2 и 𝑦>
√

2, имеем

𝑥5 + 𝑦5 > 2↼𝑥3 + 𝑦3↽ = 2↼𝑥+ 𝑦↽↼𝑥2 −𝑥𝑦+ 𝑦2↽ =

= ↼𝑥+ 𝑦↽↼𝑥2 + 𝑦2 + ↼𝑥− 𝑦↽2↽ > ↼𝑥+ 𝑦↽↼𝑥2 + 𝑦2↽.

2. Заметим, что
#      –

𝐴𝐴1 =
#   –

𝐴𝐶+
#      –

𝐶𝐴1,
#      –

𝐵𝐵1 =
#    –

𝐵𝐴+
#      –

𝐴𝐵1,
#     –

𝐶𝐶1 =
#   –

𝐶𝐵+
#     –

𝐵𝐶1.

Сложив эти равенства, получим:
#      –

𝐴𝐴1 +
#      –

𝐵𝐵1 +
#     –

𝐶𝐶1 = ↼
#   –

𝐴𝐶+
#   –

𝐶𝐵+
#    –

𝐵𝐴↽+ ↼
#      –

𝐴𝐵1 +
#      –

𝐶𝐴1 +
#     –

𝐵𝐶1↽.

Сумма векторов в первых скобках равна
#–

0. Кроме того,
каждый вектор во вторых скобках получается из соответ-
ствующего вектора в первых скобках поворотом на 60∘ во-
круг его начала во внешнюю часть треугольника, а зна-
чит, из этих векторов можно составить треугольник. От-
сюда следует, что и сумма векторов во вторых скобках рав-
на

#–

0.
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3. Рассмотрим число 101984 −5. Его квадрат

↼101984 −5↽2 = 102 𝛿 1984 −10 𝛿 101984 +25 = 99...99⏟  ⏞  
1983

00...0⏟  ⏞  
1983

25

начинается с 1983 девяток.

К о м м е н т а р и й. Можно показать, что подходит любое число, у
которого первые 1983 цифры –– девятки, а 1984-я цифра не меньше 5.
Отметим, что квадрат целого числа может начинаться с любой комби-
нации цифр, причём не только квадрат, но и куб, четвёртая степень
и т. д. (см. [25, задача 16.26]). Добавим, что вопрос о численном зна-
чении квадратного корня из числа вида 0,99...9 поднимался в первой
задаче для 8 класса второго тура Московской математической олимпи-
ады 1952 г. (см. [39, с. 43]).

4. Проведём ось симметрии через вершину с номером
1983 и будем считать, что она вертикальна, причём верши-
на 1983 лежит на верхней полуокружности (см. рис. 38).
Ось симметрии разбивает окружность на левую и правую
половины. Назовём номером вершины находящееся в ней
число. Номера вершин на левой половине обозначим (от-
считывая от вершины 1983 против часовой стрелки) че-
рез 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎990, 𝑎991, а номера симметричных им вер-
шин –– буквами 𝑏𝑖 с теми же индексами. Пусть 𝑎1 >𝑏1, 𝑎2 >
>𝑏2, ..., 𝑎990 >𝑏990, 𝑎991 >𝑏991. Проведём теперь ось симмет-
рии через вершину 𝑏991 (она пройдёт между вершинами
1983 и 𝑎1). Поскольку расстановка «хорошая» относитель-
но и этой оси, а 1983>𝑎1, то 𝑏1 >𝑎2, 𝑏2 >𝑎3, ..., 𝑏989 >𝑎990,

1983
a1 b1

a990

a991 b991

b990

Рис. 38

1983
1982 1981

4

2 1

3

Рис. 39
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𝑏990 >𝑎991. Соединяя эти и предыдущие неравенства в од-
ну цепочку, получаем: 1983>𝑎1 > 𝑏1 >𝑎2 > 𝑏2 > ...>𝑎990 >
>𝑏990 >𝑎991 >𝑏991. Отсюда полностью определяется вся рас-
становка: 𝑎1 =1982, 𝑏1 =1981, ..., 𝑎990 =4, 𝑏990 =3, 𝑎991 =2,
𝑏991 =1 (см. рис. 39).

Остаётся лишь проверить, что эта расстановка являет-
ся «хорошей» относительно любой оси симметрии. Пра-
вильный 1983-угольник имеет ровно 1983 оси симметрии,
каждая из которых проходит через одну из его вершин и
центр 1983-угольника. Для осей симметрии, проходящих
через вершины 1 и 1983 утверждение верно. Рассмотрим
ось симметрии, проходящую через одну из вершин 2, 4,
..., 1982. Будем двигаться от этой вершины в обоих на-
правлениях с одинаковой скоростью и сравнивать встре-
чающиеся числа. Сначала при движении против часовой
стрелки номера вершин будут уменьшаться, а при движе-
нии по часовой стрелке –– увеличиваться. После того как
мы встретим одно из чисел 1 или 1983, числа на обеих
половинах станут одновременно увеличиваться на 2 (если
первой встретилась 1) или уменьшаться на 2 (если первым
встретилось 1983). Наконец, после того как нам встретит-
ся второе из чисел 1 или 1983, оба числа окажутся на
правой половине многоугольника. Таким образом, номе-
ра всех вершин, лежащих на той половине многоуголь-
ника, которая содержит вершину с номером 1, меньше
соответствующих номеров вершин, лежащих на половине
многоугольника, которая содержит вершину с номером
1983. Случай оси симметрии, проходящей через одну из
вершин 3, 5, ..., 1981 рассматривается совершенно анало-
гично.

К о м м е н т а р и й. Из решения вытекает, что найденная расста-
новка единственна с точностью до поворотов и симметрий многоуголь-
ника.

5. Пусть a𝑖𝑗 –– угол, под которым отрезок 𝐴𝑖𝐴𝑗 виден из
точки 𝐻. Записав удвоенные площади △𝐴1𝐴2𝐻 и △𝐴3𝐴4𝐻
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двумя способами, получаем

ℎ12 𝛿 𝐴1𝐴2 = 𝐻𝐴1 𝛿 𝐻𝐴2 𝛿 sin a12

и
ℎ34 𝛿 𝐴3𝐴4 = 𝐻𝐴3 𝛿 𝐻𝐴4 𝛿 sin a34.

Из этих равенств и теоремы синусов получаем

ℎ12ℎ34 = 𝐻𝐴1 𝛿 𝐻𝐴2 𝛿 𝐻𝐴3 𝛿 𝐻𝐴4 𝛿
sin a12

𝐴1𝐴2
𝛿

sin a34

𝐴3𝐴4
=

= 𝐻𝐴1 𝛿 𝐻𝐴2 𝛿 𝐻𝐴3 𝛿 𝐻𝐴4 𝛿
1

↼2𝑅↽2
,

где 𝑅 –– радиус данной окружности. Аналогичным обра-
зом, рассмотрев △𝐴1𝐴4𝐻 и △𝐴2𝐴3𝐻, получим

ℎ14ℎ23 = 𝐻𝐴1 𝛿 𝐻𝐴2 𝛿 𝐻𝐴3 𝛿 𝐻𝐴4 𝛿
sin a14

𝐴1𝐴4
𝛿

sin a23

𝐴2𝐴3
=

= 𝐻𝐴1 𝛿 𝐻𝐴2 𝛿 𝐻𝐴3 𝛿 𝐻𝐴4 𝛿
1

↼2𝑅↽2
,

поэтому ℎ12 𝛿 ℎ34 =ℎ14 𝛿 ℎ23.

К о м м е н т а р и й. Задачу можно решить и путём доказательства
подобия треугольников 𝐻𝐻12𝐻14 и 𝐻𝐻23𝐻34, где 𝐻𝑖𝑗 –– основание пер-
пендикуляра, опущенного из точки 𝐻 на прямую 𝐴𝑖𝐴𝑗.

9 класс
1. Пусть

𝑓↼𝑥↽ = 𝑥2𝑛−𝑥2𝑛−1 +𝑥2𝑛−2 − ...−𝑥3 +𝑥2 −𝑥+1.

Поскольку

𝑓↼|𝑥|↽ 6 𝑥2𝑛±𝑥2𝑛−1 +𝑥2𝑛−2 ±𝑥2𝑛−3 + ...±𝑥3 +𝑥2 ±𝑥+1

при любой расстановке знаков «+» и «−» у нечётных сте-
пеней 𝑥 и любом действительном 𝑥, достаточно доказать,
что 𝑓↼𝑥↽>1▷2 для любого положительного 𝑥. Суммируя

геометрическую прогрессию, получим 𝑓↼𝑥↽=
1+𝑥2𝑛+1

1+𝑥
. Ес-

ли 𝑥>1, то, очевидно, 𝑓↼𝑥↽>1. Если же 0<𝑥<1, то чис-
литель больше 1, а знаменатель меньше 2, поэтому дробь
больше 1▷2.
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2. Обозначим через 𝐴, 𝐵 и 𝐶 центры окружностей ра-
диусов 3, 4 и 5 соответственно (см. рис. 40). Обозначим

A

B

K C

ML

3

5

4

Рис. 40

точку касания окружностей радиусов 3 и 4 через 𝐿. Пусть
𝐶𝐾 –– высота треугольника 𝐴𝐵𝐶, а 𝐶𝑀 –– перпендикуляр
на рассматриваемую касательную. Поскольку обе прямые
𝐿𝑀 и 𝐾𝐶 перпендикулярны 𝐴𝐵, а 𝐶𝑀 параллельна 𝐴𝐵,
заключаем, что 𝐾𝐿𝑀𝐶 –– прямоугольник. Далее, запишем
теорему Пифагора для катета 𝐶𝐾 двух прямоугольных тре-
угольников 𝐴𝐶𝐾 и 𝐵𝐶𝐾: 82−↼3−𝐾𝐿↽2=𝐶𝐾2=92−↼4+𝐾𝐿↽2,
откуда 𝐾𝐿=

5
7
. Длина отрезка касательной внутри окруж-

ности радиуса 5 равна 2
√

52 −𝐶𝑀2 =2
√

52 −𝐾𝐿2 =
40
7

√
3.

3. Докажем, общее утверждение: для произвольного
нечётного натурального числа 𝑛 сумма 𝑆𝑛=1𝑛+2𝑛+ ...+𝑛𝑛

делится на 1+2+ ...+𝑛=
𝑛↼𝑛+1↽

2
. Это равносильно тому,

что 2𝑆𝑛 делится на 𝑛↼𝑛+1↽. Поскольку числа 𝑛 и 𝑛+1 вза-
имно простые, достаточно удостовериться в том, что 2𝑆𝑛
делится на 𝑛 и на 𝑛+1, т. е. 𝑆𝑛 делится на 𝑛 и на

𝑛+1
2

.

Заметим, что если 𝑎 и 𝑏 –– целые числа, 𝑛 –– нечётное на-
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туральное число, то 𝑎𝑛+ 𝑏𝑛 делится на 𝑎+ 𝑏. В самом деле,
для 𝑛=1 это очевидно, а при любом нечётном 𝑛>3 спра-
ведлива формула

𝑎𝑛+ 𝑏𝑛 = ↼𝑎+ 𝑏↽↼𝑎𝑛−1 −𝑎𝑛−2𝑏+ ...−𝑎𝑏𝑛−2 + 𝑏𝑛−1↽,

которую легко проверить раскрытием скобок.
Запишем сумму 𝑆𝑛 двумя способами. С одной стороны,

𝑆𝑛 = ↼1
𝑛+ ↼𝑛−1↽𝑛↽+ ↼2𝑛+ ↼𝑛−2↽𝑛↽+ ...+

+
(︁(︁
𝑛−1

2

)︁𝑛
+
(︁
𝑛+1

2

)︁𝑛)︁
+𝑛𝑛.

Все суммы в скобках и последнее слагаемое делятся на 𝑛,
поэтому и 𝑆𝑛 делится на 𝑛. С другой стороны, в середине

последовательности 1, 2, ...,𝑛−1,𝑛 стоит целое число
𝑛+1

2
.

Поэтому, группируя симметричные относительно него сла-
гаемые, получим

𝑆𝑛 = ↼1
𝑛+𝑛𝑛↽+ ↼2𝑛+ ↼𝑛−1↽𝑛↽+ ...+

+
(︁(︁
𝑛−1

2

)︁𝑛
+
(︁
𝑛+3

2

)︁𝑛)︁
+
(︁
𝑛+1

2

)︁𝑛
.

Теперь все суммы в скобках и последнее слагаемое делят-

ся на
𝑛+1

2
, а значит, и 𝑆𝑛 делится на

𝑛+1
2

.

4. Будем рассуждать от противного. Пусть найдётся
некоторый город 𝐴, из которого можно добраться не во
все остальные 19 городов. Множество из 𝑛 городов, в кото-
рые можно добраться из 𝐴 (включая сам город 𝐴), обозна-
чим через 𝑋; множество оставшихся 20−𝑛 городов обо-
значим через 𝑌. Тогда ни из одного города множества 𝑋
нельзя попасть ни в один город множества 𝑌, поскольку
в противном случае из города 𝐴 можно было бы попасть

в какой-то город множества 𝑌. Итак, среди
20 𝛿 19

2
=190

возможных прямых авиалиний между данными 20 горо-
дами отсутствуют как минимум 𝑛↼20−𝑛↽ авиалиний. Но
𝑛↼20−𝑛↽>19 при любом 16𝑛619, и тогда города оказы-
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ваются соединёнными не более чем 171 авиалинией, что
противоречит условию. Это означает, что наше предполо-
жение неверно, и из каждого города можно перебраться в
любой другой.

К о м м е н т а р и й. Задача иллюстрирует классическую теорему из

теории графов: если граф имеет 𝑛 вершин и не менее
↼𝑛− 1↽↼𝑛− 2↽

2
рёбер,

то он связный (см, например, [13, гл. VI, задача 1.22]). В данном случае

𝑛=20 и
↼𝑛− 1↽↼𝑛− 2↽

2
=171. Отметим, что если заменить 172 на меньшее

число, то утверждение задачи перестанет быть верным.

10 класс
1. Первый способ. Докажем, что любые две стороны

△𝐴𝐵𝐶 равны. Достаточно показать, что 𝐴𝐶=𝐵𝐶. Отразим
△𝐴𝐴1𝐶 относительно биссектрисы ∠𝐴𝐶𝐵 (см. рис. 41). То-
гда 𝐴1 перейдёт в 𝐵1, 𝐶 останется на месте, 𝐴 перейдёт
в 𝐴2, лежащую на прямой 𝐵𝐶. Если 𝐴2 совпадает с 𝐵, то
𝐵𝐶=𝐴2𝐶=𝐴𝐶 и утверждение доказано.

A C

B

B1

C1

A1

A2

Рис. 41

Покажем, что случай 𝐴2 ̸=𝐵 невозможен. Без ограни-
чения общности можно считать, что 𝐴2 лежит на сто-
роне 𝐵𝐶 (иначе можно рассмотреть △𝐵𝐵1𝐶). Тогда 𝐵𝐵1 =
=𝐴𝐴1 =𝐴2𝐵1, поэтому △𝐵1𝐵𝐴2 равнобедренный, причём
∠𝐵1𝐵𝐴2 =∠𝐵1𝐴2𝐵. Далее, получаем ∠𝐵1𝐵𝐴2 +∠𝐵1𝐴2𝐶= p,
но ∠𝐵1𝐵𝐴2 =∠𝐵1𝐵𝐶, а ∠𝐵1𝐴2𝐶=∠𝐴1𝐴𝐶, следовательно,
∠𝐵1𝐵𝐶+∠𝐴1𝐴𝐶= p, что противоречит неравенству

∠𝐵1𝐵𝐶+∠𝐴1𝐴𝐶 < ∠𝐶𝐴𝐵+∠𝐴𝐵𝐶 < p.
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Второй способ. Рассмотрим △𝐴𝐴1𝐵1 и △𝐵𝐵1𝐴1. Они
имеют общую сторону 𝐴1𝐵1 и равные по условию сторо-
ны 𝐴𝐴1 и 𝐵𝐵1. Кроме того, ∠𝐴𝐵1𝐴1 =∠𝐵𝐴1𝐵1, поскольку
смежные с ними углы –– это углы при основании равнобед-
ренного треугольника 𝐴1𝐵1𝐶 (𝐶𝐴1 =𝐶𝐵1 как отрезки каса-
тельных, проведённых к окружности из одной точки); по
той же причине ∠𝐴𝐵1𝐴1 и ∠𝐵𝐴1𝐵1 тупые, следовательно,
остальные углы рассматриваемых треугольников острые.
Согласно теореме синусов

sin ∠𝐴1𝐴𝐵1 =
𝐴1𝐵1

𝐴1𝐴
sin ∠𝐴𝐵1𝐴1 =

𝐴1𝐵1

𝐵1𝐵
sin ∠𝐵𝐴1𝐵1 =

= sin ∠𝐵1𝐵𝐴1,

поэтому ∠𝐴1𝐴𝐵1 =∠𝐵1𝐵𝐴1 (эти углы острые), а значит, и
∠𝐴𝐴1𝐵1 =∠𝐵𝐵1𝐴1. Таким образом, △𝐴𝐴1𝐵1 =△𝐵𝐵1𝐴1 по
двум сторонам и углу между ними. В частности, 𝐴𝐵1=𝐵𝐴1

и 𝐴𝐶=𝐴𝐵1 +𝐵1𝐶=𝐵𝐴1 +𝐴1𝐶=𝐵𝐶. Аналогично доказыва-
ется, что 𝐴𝐶=𝐴𝐵.

2. Решим задачу в общем случае. Если 𝑚=𝑛, то утвер-
ждение очевидно. Далее, без ограничения общности мож-
но считать, что 𝑚>𝑛. Поскольку 4𝑚−4𝑛=4𝑛↼4𝑚−𝑛−1↽, до-
статочно доказать, что 4𝑚−𝑛−1 ..

. 3𝑘+1 тогда и только тогда,
когда 𝑚−𝑛 ..

. 3𝑘. Заметим, что 43𝑘−1 при всех натуральных

𝑘 делится на 3𝑘+1. В самом деле, пусть 𝑑𝑘=
43𝑘 −1
3𝑘+1 . Тогда

𝑑1 =7 и

𝑑𝑘+1 =
↼43𝑘↽3 −1

3𝑘+2 =
↼1+3𝑘+1𝑑𝑘↽3 −1

3𝑘+2 = 𝑑𝑘+3𝑘+1𝑑2
𝑘+32𝑘+1𝑑3

𝑘,

поэтому все 𝑑𝑘 –– натуральные числа. Кроме того, посколь-
ку 𝑑1 не делится на 3, мы получаем, что ни одно из чисел
𝑑𝑘 не делится на 3. Следовательно, 43𝑘 −1 не делится на
3𝑘+2 при любом натуральном 𝑘.

Зафиксируем любое натуральное число 𝑘. Пусть 𝑎 ––
наименьшее натуральное число, для которого 4𝑎−1 делит-
ся на 3𝑘+1, а 𝑏=𝑚−𝑛. Тогда если 𝑏=𝑎𝑞+ 𝑟, где 06 𝑟 <𝑎,
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то

4𝑏−1 = 4𝑟↼4𝑎𝑞−1↽+4𝑟−1 = 4𝑟↼4𝑎−1↽↼4𝑎↼𝑞−1↽+...+1↽+4𝑟−1.

Если 𝑟 =0, то, очевидно, 4𝑏−1 также делится на 3𝑘+1. Об-
ратно, если 4𝑏−1 делится на 3𝑘+1, то и 4𝑟−1 ..

. 3𝑘+1, а соглас-
но минимальности 𝑎 получаем, что 𝑟 =0, т. е. 𝑏 ..

. 𝑎. Значит,
4𝑏−1 делится на 3𝑘+1 тогда и только тогда, когда 𝑏 ..

. 𝑎.
Отсюда получаем, что, с одной стороны, 3𝑘 ..

. 𝑎, поэтому
𝑎 равно 1 или натуральной степени числа 3, а с другой сто-
роны, 3𝑘−1 <𝑎, поскольку, как показано выше, при целых
𝑘>0 разность 43𝑘−1 −1 не делится на 3𝑘+1. Следовательно,
𝑎=3𝑘, поэтому 4𝑏−1 делится на 3𝑘+1 тогда и только тогда,
когда 𝑏 ..

. 3𝑘.

3. Пусть

𝑡↼𝑥↽ = cos 5𝑥+𝑎 cos 4𝑥+ 𝑏 cos 3𝑥+ 𝑐 cos 2𝑥+𝑑 cos 𝑥+ 𝑒.

Пусть 𝑥 принимает значения от 0 до
8p
5

с шагом
2p
5

. Пред-
ставим значения 2𝑥, 3𝑥, 4𝑥 и 5𝑥 в виде 𝑥0 +2p𝑛, где 𝑥0 ∈
∈ ♭0; 2p↽ и 𝑛 –– целое число, и составим таблицу из значе-
ний 𝑥0.

𝑥 0
2p
5

4p
5

6p
5

8p
5

2𝑥 0
4p
5

8p
5

2p
5

6p
5

3𝑥 0
6p
5

2p
5

8p
5

4p
5

4𝑥 0
8p
5

6p
5

4p
5

2p
5

5𝑥 0 0 0 0 0

Тогда, пользуясь периодичностью косинуса, получим

𝑡↼0↽+ 𝑡
(︁

2p
5

)︁
+ 𝑡

(︁
4p
5

)︁
+ 𝑡

(︁
6p
5

)︁
+ 𝑡

(︁
8p
5

)︁
= 5↼1+ 𝑒↽+

+ ↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑↽ 𝛿
(︁

cos 0+ cos
2p
5
+ cos

4p
5
+ cos

6p
5
+ cos

8p
5

)︁
=

= 5↼1+ 𝑒↽,
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поскольку по формуле суммы косинусов кратных дуг спра-
ведливо равенство

cos 0+ cos
2p
5
+ cos

4p
5
+ cos

6p
5
+ cos

8p
5

=

= cos
2p
5
+ cos

4p
5
+ cos

6p
5
+ cos

8p
5
+ cos

10p
5

=

=
sin

(︁5
2
𝛿
2p
5

)︁
cos

(︁6
2
𝛿
2p
5

)︁
sin

p

5

= 0.

Далее, пусть 𝑥 принимает значения от
p

5
до

9p
5

с шагом
2p
5

. Представим значения 2𝑥, 3𝑥, 4𝑥 и 5𝑥 в виде 𝑥0 +2p𝑛,
где 𝑥0 ∈ ♭0; 2p↽ и 𝑛 –– целое число, и составим новую табли-
цу из значений 𝑥0.

𝑥
p

5
3p
5

5p
5

7p
5

9p
5

2𝑥
2p
5

6p
5

0
4p
5

8p
5

3𝑥
3p
5

9p
5

p
p

5
7p
5

4𝑥
4p
5

2p
5

0
8p
5

6p
5

5𝑥 p p p p p

Следовательно,

𝑡
(︁
p

5

)︁
+ 𝑡

(︁
3p
5

)︁
+ 𝑡

(︁
5p
5

)︁
+ 𝑡

(︁
7p
5

)︁
+ 𝑡

(︁
9p
5

)︁
= 5↼−1+ 𝑒↽+

+ ↼𝑎+ 𝑐↽ 𝛿
(︁

cos 0+ cos
2p
5
+ cos

4p
5
+ cos

6p
5
+ cos

8p
5

)︁
+

+ ↼𝑏+𝑑↽ 𝛿
(︁

cos
p

5
+ cos

3p
5
+ cos

5p
5
+ cos

7p
5
+ cos

9p
5

)︁
=

= 5↼−1+ 𝑒↽,

поскольку аналогично рассмотренному выше равенству
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имеем

cos
p

5
+ cos

3p
5
+ cos

5p
5
+ cos

7p
5
+ cos

9p
5

=

= cos
p

5
+ cos

2p
5
+ cos

3p
5
+ cos

4p
5
+ cos

5p
5
+ cos

6p
5
+

+ cos
7p
5
+ cos

8p
5
+ cos

9p
5
+ cos

10p
5

−

−
(︁

cos
2p
5
+ cos

4p
5
+ cos

6p
5
+ cos

8p
5
+ cos

10p
5

)︁
=

=
sin

(︁10
2
𝛿
p

5

)︁
cos

(︁11
2
𝛿
p

5

)︁
sin

p

10

= 0.

Таким образом, искомое значение равно 10 вне зависимо-
сти от значений стёртых коэффициентов.

К о м м е н т а р и й. Формула суммы косинусов кратных дуг

cos a+ cos 2a+ ...+ cos 𝑛a =
sin
𝑛a

2
cos
↼𝑛+ 1↽a

2

sin
a

2

справедлива при a ̸=2p𝑛, 𝑛∈Z. Для её доказательства достаточно умно-
жить левую часть на знаменатель дроби, преобразовать каждое из по-
лучившихся 𝑛 произведений двух тригонометрических функций в раз-
ность синусов, заметить, что взаимно уничтожаются все слагаемые,
кроме двух, к которым можно применить формулу преобразования
разности синусов в произведение двух тригонометрических функций.

Обосновать равенство нулю двух встретившихся в решении сумм
значений косинуса можно и из геометрических соображений: сумма
векторов, выходящих из центра правильного многоугольника во все
его вершины, есть нулевой вектор. Каждая из рассмотренных сумм зна-
чений косинуса равна первой координате суммы этих векторов, поэто-
му равна нулю. Отметим, что автором задачи доказана лемма, обобща-
ющая её результат, и опубликовано доступное старшеклассникам ре-
шение классической задачи П. Л. Чебышёва (см. [17]).

4. Первый способ. а) Пусть 𝑛 –– наибольшее число от-
резков, выходящих из одной точки. Рассмотрим любую
точку 𝐴, из которой выходят 𝑛 отрезков. Обозначим мно-
жество вторых концов этих отрезков через 𝑋, а множество
остальных точек (включающее точку 𝐴) –– через 𝑌. Тогда
множество 𝑋 состоит из 𝑛 точек, а множество 𝑌 –– из 8−𝑛
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точек. Если отрезки не образуют ни одного треугольни-
ка, то они не могут соединять никакие точки из множе-
ства 𝑋. Следовательно, число всех отрезков не может пре-
восходить количества точек множества 𝑌, умноженного
на наибольшее число отрезков, выходящих из одной точ-
ки: ↼8−𝑛↽𝑛=16− ↼4−𝑛↽2 616. Полученное противоречие
с условием означает, что отрезки образуют хотя бы один
треугольник.

б) Пусть 𝐴𝐵𝐶 –– треугольник, существование которо-
го доказано в п. а), 𝑛𝐴, 𝑛𝐵, 𝑛𝐶 –– число отрезков, выходя-
щих из его вершин, не считая сторон △𝐴𝐵𝐶, 𝑛𝐴𝐵 –– число
точек, соединённых рёбрами c 𝐴 и 𝐵 (оно равно числу
треугольников со стороной 𝐴𝐵), 𝑛𝐵𝐶 и 𝑛𝐴𝐶 определяются
аналогично. Тогда помимо △𝐴𝐵𝐶 имеется ещё не менее
𝑛𝐴𝐵+𝑛𝐵𝐶+𝑛𝐴𝐶 треугольников. Если найдётся точка, со-
единённая отрезками с точками 𝐴, 𝐵 и 𝐶, то получают-
ся 4 треугольника. Поэтому можно считать, что нет ни
одной такой точки. Число точек, отличных от 𝐴, 𝐵, 𝐶 и
соединённых отрезками хотя бы с одной из них, очевидно,
не больше 8−3=5. С другой стороны, по формуле включе-
ний и исключений оно равно 𝑛𝐴+𝑛𝐵+𝑛𝐶−↼𝑛𝐴𝐵+𝑛𝐵𝐶+𝑛𝐴𝐶↽,
так как в этой сумме каждая точка, соединённая отрезком
только с одной из точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, учитывается один раз и
каждая точка, соединённая ровно с двумя из этих точек,
также учитывается один раз, а точек, соединённых со все-
ми тремя, нет. Значит, 𝑛𝐴+𝑛𝐵+𝑛𝐶− ↼𝑛𝐴𝐵+𝑛𝐵𝐶+𝑛𝐴𝐶↽65,
поэтому 𝑛𝐴𝐵+𝑛𝐵𝐶+𝑛𝐴𝐶>𝑛𝐴+𝑛𝐵+𝑛𝐶−5, т. е. общее чис-
ло треугольников, имеющих с △𝐴𝐵𝐶 общую сторону, не
меньше чем 𝑛𝐴+𝑛𝐵+𝑛𝐶−5. Если 𝑛𝐴+𝑛𝐵+𝑛𝐶>8, то всё
доказано. Если 𝑛𝐴+𝑛𝐵+𝑛𝐶67, то без ограничения общ-
ности считаем, что 𝑛𝐴6𝑛𝐵6𝑛𝐶, поэтому 𝑛𝐴+𝑛𝐵64 (иначе
𝑛𝐴+𝑛𝐵>5, поэтому 𝑛𝐵>3, значит 𝑛𝐶>3, но тогда 𝑛𝐴+𝑛𝐵+
+𝑛𝐶>8). Исключим из рассмотрения точки 𝐴 и 𝐵 и все
выходящие из них отрезки. Останется 6 точек и не менее
17− ↼3+4↽=10 отрезков. Покажем, что они образуют не
менее 3 треугольников. Один треугольник есть, посколь-
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ку если бы его не было, так же как и в пункте а) получи-
лось бы, что отрезков не более ↼6−𝑛↽𝑛=9− ↼3−𝑛↽2 <10 ––
противоречие. Обозначим этот треугольник через △𝑃𝑄𝑅.
Докажем что есть ещё как минимум два треугольника.
Кроме 𝑃, 𝑄, 𝑅 имеются ещё 3 точки. Если одна из них со-
единяется с каждой из точек 𝑃, 𝑄, 𝑅, то уже образуются
три новых треугольника. Если есть две точки, каждая из
которых соединяется с двумя из точек 𝑃, 𝑄, 𝑅, то помимо
△𝑃𝑄𝑅 получаются ещё 2 треугольника и опять всё дока-
зано. Если только одна точка соединяется с двумя из 𝑃,
𝑄, 𝑅 (образуя второй треугольник), то общее число отрез-
ков от этих трёх точек к 𝑃, 𝑄, 𝑅 не больше 4. Поскольку
три остальные точки должны соединяться не менее чем
10−3−4=3 отрезками, то они образуют третий треуголь-
ник –– опять всё доказано. Если же нет ни одной точки,
соединяющейся с двумя из точек 𝑃, 𝑄, 𝑅, то каждая из
трёх точек соединяется не более чем с одной из 𝑃, 𝑄, 𝑅,
поэтому всего отрезков будет не более 3+3+3=9, так что
этот случай невозможен.
Второй способ. Докажем методом математической ин-

дукции более общее утверждение: если 2𝑘 точек соедине-
ны 𝑘2 +1 отрезками, то образуется хотя бы 𝑘 треугольни-
ков. База индукции при 𝑘=2 (для 4 точек и 5 отрезков)
проверяется непосредственно. В самом деле, в этом случае
найдётся точка, соединённая отрезком с каждой из остав-
шихся трёх точек (иначе из каждой точки выходило бы не
более двух отрезков, поэтому общее число отрезков не пре-
вышало бы ↼4 𝛿 2↽▷2=4). Значит, остальные два отрезка со-
единяют какие-то две пары из оставшихся трёх точек, по-
этому образуется два треугольника. Пусть теперь для всех
натуральных чисел, меньших некоторого 𝑘>3, утвержде-
ние доказано, докажем его для 𝑘. Сначала покажем, что
образуется хотя бы один треугольник. Пусть 𝑛 –– наиболь-
шее число отрезков, выходящих из одной точки. Рассмот-
рим любую точку, из которой выходят 𝑛 отрезков. Рас-
суждая аналогично п. а), получим, что если треугольни-
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ков нет, то другие концы этих отрезков не могут быть со-
единены отрезками. Число точек, отличающихся от этих
концов, равно 2𝑘−𝑛, а значит, всего отрезков не более
𝑛↼2𝑘−𝑛↽ штук. Но 𝑛↼2𝑘−𝑛↽=𝑘2 − ↼𝑘−𝑛↽2 6𝑘2 <𝑘2 +1, что
противоречит условию. Итак, пусть △𝐴𝐵𝐶 –– треугольник,
существование которого только что было доказано. Обо-
значим количества отрезков, выходящих из вершин △𝐴𝐵𝐶,
не считая его сторон, через 𝑎, 𝑏, 𝑐 соответственно, при-
чём будем считать, что 𝑎> 𝑏> 𝑐. Рассмотрим концы этих
отрезков, отличные от вершин △𝐴𝐵𝐶. Обозначим количе-
ство точек, в которых входят по три отрезка, через 𝑡, по
два отрезка –– через 𝑚, только один отрезок –– через 𝑙. Под-
считывая двумя способами количество отрезков, получим
𝑎+ 𝑏+ 𝑐=3𝑡+2𝑚+ 𝑙. Число треугольников, имеющих об-
щую сторону с △𝐴𝐵𝐶, равно

3𝑡+𝑚 > 2𝑡+𝑚 = 𝑎+𝑏+𝑐−↼𝑡+𝑚+ 𝑙↽ > 𝑎+𝑏+𝑐−↼2𝑘−3↽ >

>
𝑏+ 𝑐

2
+ 𝑏+ 𝑐+3−2𝑘 =

3
2
↼𝑏+ 𝑐+2↽−2𝑘.

Поэтому если 𝑏+ 𝑐+2>2𝑘−1, то 3𝑡+𝑚>
3
2
↼2𝑘−1↽−2𝑘=

=𝑘− 3
2
, но число 3𝑡+𝑚 –– целое, поэтому оно не меньше

𝑘−1, а значит, с учётом △𝐴𝐵𝐶 получаем не менее 𝑘 тре-
угольников и утверждение доказано. Если же 𝑏+ 𝑐+26
62𝑘−2, то исключим из рассмотрения точки 𝐵 и 𝐶 вместе
со всеми выходящими из них отрезками. Останется 2𝑘−2
точки и 𝑘2 +1− ↼𝑏+𝑐+3↽>𝑘2 +1− ↼2𝑘−1↽= ↼𝑘−1↽2 +1 от-
резок. По предположению индукции они образуют не ме-
нее 𝑘−1 треугольника. С учётом △𝐴𝐵𝐶 получим доказы-
ваемое утверждение.

К о м м е н т а р и й. Пункт а) задачи есть частный случай теоремы
французского математика В. Мантеля о треугольниках в графе (см. [4,
разд. 3.1]). Эта теорема опубликована в 1907 г., впоследствии её зано-
во доказал и обобщил венгерский математик П. Туран. Отметим, что
пункт б) представляет собой усиление теоремы Мантеля. В виде задачи
без решения это утверждение можно найти в книге [61]. В 1969 г. зада-
ча, связанная с теоремой Мантеля, предлагалась на Всесоюзной олим-
пиаде в Киеве [10, задача 126].
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5. Первый способ. Рассмотрим всех богатырей 𝐵1, ...,𝐵𝑘
из некоторого города 𝑀. Пусть кубки обошли полный
круг. Тогда каждый из богатырей 𝐵1, ..., 𝐵𝑘 держал по
одному разу каждый из золотых кубков, следовательно,
суммарно они держали золотые кубки в руках 𝑘𝑠 раз. По-
скольку 1< 𝑠<13 и 13 –– простое число, получаем 𝑘𝑠 ̸=13.

Рассмотрим два случая. Если 𝑘𝑠<13, то в некоторый
момент у богатырей из 𝑀 не было ни одного золотого куб-
ка. Поскольку число золотых кубков равно числу городов,
в этот момент как минимум два золотых кубка были у бо-
гатырей какого-то другого города.

Если же 𝑘𝑠>13, то в какой-то момент у богатырей из
𝑀 было не менее двух золотых кубков одновременно, что
и требовалось доказать.
Второй способ. Обозначим численности богатырей раз-

ных городов 𝑛1, ..., 𝑛𝑠. Тогда 𝑛𝑖>1, 𝑖=1, ..., 𝑠, 𝑛1 + ...+𝑛𝑠=
=13. Перестановка кубков, полученная в результате 𝑘-
кратного исполнения княжеского повеления, по существу
эквивалентна повороту стола вокруг его центра на неко-
торый угол, и далее будет называться циклическим сдви-
гом на 𝑘 мест. Рассуждаем от противного. Покажем для
любого 𝑖, что 13> 𝑠 𝛿 𝑛𝑖. Для этого занумеруем произволь-
ным образом кресла, в которых сидят богатыри, цифрами
1, 2, ..., 13, занумеруем всех богатырей 𝑖-го города номе-
рами от 1 до 𝑛𝑖, а все золотые кубки номерами от 1 до 𝑠.
Для каждого 𝑗, 16 𝑗6𝑛𝑖, рассмотрим циклический сдвиг,
при котором кубок № 1 переходит к богатырю № 𝑗. Мно-
жество всех номеров кресел, напротив которых оказались
золотые кубки, обозначим 𝑁𝑗. Проверим, что множества
𝑁𝑗 попарно не пересекаются. Пусть это не так, и, к при-
меру, 𝑁1 ∩𝑁2 содержит номер 𝑗1. Так как 𝑁2 получает-
ся некоторым циклическим сдвигом из 𝑁1, то найдётся
номер 𝑗2 из множества 𝑁1 такой, что при том же сдви-
ге кубок, стоящий напротив кресла 𝑗2, перейдёт на место
напротив кресла 𝑗1. Сделаем теперь такой сдвиг, при кото-
ром кубок, стоящий против кресла 𝑗2, перешёл к богаты-
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рю № 1. Тогда кубок, стоящий против кресла 𝑗1, перейдёт
к богатырю № 2, и у двоих богатырей одного города ока-
жутся золотые кубки, что противоречит предположению.
Итак, все 𝑁𝑗 попарно не пересекаются, откуда 13>𝑛𝑖𝑠, а
так как 13 –– простое, то 13>𝑛𝑖𝑠. Сложив все неравенства,
получим противоречие: 13 𝛿 𝑠>13 𝛿 𝑠.

К о м м е н т а р и й. Можно показать, что утверждение задачи спра-
ведливо не только для 13, но для любого простого числа. Сама задача
представляет собой переформулировку леммы 4 на с. 105 статьи [73]
и является обобщением следующего факта: если окружность разделена
на дуги, по меньшей мере две из которых имеют различную длину, а
в каждой дуге выбрано по одной точке, то существует такой поворот
окружности, при котором некоторые две выбранные точки окажутся
внутри одной дуги.

1984 год (XLVII олимпиада)
7 класс

1. Если два билета подряд счастливые, то разность сумм
их цифр делится на 7. Перечислим всевозможные вариан-
ты записи двух последовательных шестизначных номеров,
вычисляя разности сумм их цифр.

Последовательные номера билетов Разность сумм их цифр

𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 и 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒↼𝑓 +1↽ 1
𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒9 и 𝑎𝑏𝑐𝑑↼𝑒+1↽0 8
𝑎𝑏𝑐𝑑99 и 𝑎𝑏𝑐↼𝑑+1↽00 17
𝑎𝑏𝑐999 и 𝑎𝑏↼𝑐+1↽000 26
𝑎𝑏9999 и 𝑎↼𝑏+1↽0000 35
𝑎99999 и ↼𝑎+1↽00000 44

Значит, подряд идущие счастливые билеты могут иметь
только вид 𝑎𝑏9999 и 𝑎↼𝑏+1↽0000. С другой стороны, если
цифры 𝑎 и 𝑏 ̸=9 таковы, что сумма цифр второго номера
делится на 7, т. е. 𝑎+𝑏 равно 6 или 13, то оба билета тако-
го вида –– счастливые. Например, счастливыми являются
билеты с номерами 339999 и 340000.
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К о м м е н т а р и й. В приведённом решении фактически получены
все пары идущих подряд счастливых билетов. Участникам олимпиады
было достаточно дать обоснованный положительный ответ на вопрос
задачи, например, приведя пример пары таких чисел.

2. Пусть дорожки в зоопарке образуют равносторонний
треугольник 𝐴𝐵𝐶 со средними линиями, соединяющими

A M C

K L

B

Рис. 42

точки 𝐾, 𝐿 и 𝑀 –– середины сторон 𝐴𝐵, 𝐵𝐶
и 𝐴𝐶 соответственно (см. рис. 42). Опишем,
как могут действовать сторожа, чтобы пой-
мать обезьянку.

Пусть сначала первый сторож прибежит
в точку 𝐾, а второй –– в точку 𝐿. Если обе-
зьянка в этот момент оказалась на дорож-
ке 𝐾𝐿, то сторожа могут двигаться по этой
дорожке навстречу обезьянке и поймать её.
Если обезьянка оказалась на дорожках 𝐵𝐾 или 𝐵𝐿, то сто-
рожа также могут двигаться по этим дорожкам навстре-
чу обезьянке и поймать её. Если обезьянка оказалась на
одной из сторон треугольника 𝐴𝐾𝑀, то первый сторож
остаётся в точке 𝐾, а второй бежит в точку 𝑀 по дорожке
𝐿𝑀. Поскольку скорости сторожей и обезьянки равны, в
тот момент, когда он добежит до точки 𝑀, обезьянка бу-
дет находиться или на сторонах треугольника 𝐴𝐾𝑀, или
на отрезке 𝑀𝐶. Чтобы поймать обезьянку в первом слу-
чае, сторожа опять могут двигаться навстречу обезьянке
по сторонам треугольника 𝐴𝐾𝑀. Во втором случае сторож
из точки 𝐾 бежит в точку 𝐿 по дорожке 𝐾𝐿, а сторож из
точки 𝑀 преследует обезьянку по дорожкам 𝑀𝐶 и 𝐶𝐿. Ес-
ли же обезьянка оказалась на одной из сторон треугольни-
ка 𝑀𝐿𝐶, то действия сторожей должны быть симметрич-
ны относительно прямой 𝐵𝑀 действиям, описанным для
треугольника 𝐴𝐾𝑀.

К о м м е н т а р и й. Такая же задача предлагалась в 1970 г. в вари-
анте 8 класса, только там скорость обезьянки была в три раза больше
скорости сторожей (см. задачу 33.27 в книге [14]). Приведённое вы-
ше решение нетрудно усовершенствовать для случая, когда скорость
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обезьянки может вдвое превышать скорость сторожей. Для этого при
нахождении обезьянки на сторонах треугольника 𝐴𝐾𝑀 одному сторо-
жу следует по-прежнему бежать из точки 𝐿 в точку𝑀, а другой сторож
должен следить за обезьянкой из точки 𝐾 и при её выбегании на дорож-
ку 𝑀𝐶 находиться на расстоянии от 𝐿 вдвое меньшем, чем обезьянка,
для которой расстояние измеряется по ломаной 𝑀𝐶𝐿. Отметим, что ес-
ли скорость обезьянки превышает скорость сторожей более чем вдвое,
этот алгоритм её поимки не годится.

3. Убыток продавца состоит в утраченном товаре на
10 р. и сдаче 15 р. Размен фальшивой купюры у сосе-
да и уплату ему настоящих 25 р. можно рассматривать
как взятие денег в долг с последующим их возвращени-
ем, поэтому эти действия не приводят к дополнительным
убыткам.

4. Первый способ. Пусть из треугольника 𝐴𝐵𝐶 выре-
зали параллелограмм 𝑀𝑁𝑃𝑄. Продлим противоположные
стороны𝑀𝑁 и 𝑃𝑄 параллелограмма до пересечения со сто-
ронами треугольника 𝐴𝐵𝐶 (см. рис. 43). По крайней ме-
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Рис. 43

ре две из четырёх точек пересечения лежат на одной сто-
роне треугольника. Пусть это будут точки 𝑀1 и 𝑄1 на сто-
роне 𝐴𝐶. Отложим на прямых 𝑀𝑁 и 𝑃𝑄 от точек 𝑀1 и 𝑄1

внутрь треугольника 𝐴𝐵𝐶 отрезки𝑀1𝑁1=𝑀𝑁 и 𝑃1𝑄1=𝑃𝑄.
Параллелограммы𝑀𝑁𝑃𝑄 и𝑀1𝑁1𝑃1𝑄1 имеют равные осно-
вания 𝑀𝑁 и 𝑀1𝑁1 и равные высоты, значит, их площади
равны. Пусть прямая 𝑁1𝑃1 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶
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в точках 𝑁2 и 𝑃2 соответственно. Отметим на стороне 𝐴𝐶
точку 𝑄2 так, чтобы прямая 𝑃2𝑄2 была параллельна 𝐴𝐵.
Заметим, что площадь параллелограмма𝑀1𝑁1𝑃1𝑄1 не пре-
восходит площади параллелограмма 𝐴𝑁2𝑃2𝑄2, так как их
высоты равны, а для оснований выполнено неравенство
𝑁1𝑃1 6𝑁2𝑃2. Остаётся доказать, что площадь параллело-
грамма 𝐴𝑁2𝑃2𝑄2 не больше половины площади треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶.

Если 𝐶𝑃2=𝐵𝑃2, то 𝑁2𝑃2 –– средняя линия, поэтому 𝑃2𝑄2

и 𝑄2𝑁2 –– также средние линии. Поскольку средние ли-
нии разбивают треугольник на 4 равных треугольника, в
этом случае площадь параллелограмма 𝐴𝑁2𝑃2𝑄2 равна по-
ловине площади треугольника 𝐴𝐵𝐶.

Пусть 𝐶𝑃2<𝐵𝑃2 (случай 𝐵𝑃2<𝐶𝑃2 рассматривается ана-
логично –– достаточно лишь поменять ролями вершины 𝐵
и 𝐶). Отложим на стороне 𝐵𝐶 отрезок 𝐶𝐶1 =2𝐶𝑃2 и от-
метим на стороне 𝐴𝐵 точку 𝐴1 так, чтобы 𝐴1𝐶1 ‖𝐴𝐶 (см.
рис. 44). Площадь параллелограмма 𝐴𝑁2𝑃2𝑄2 равна поло-
вине площади трапеции 𝐴𝐴1𝐶1𝐶 (𝑁2𝑃2 –– средняя линия
этой трапеции), а значит, меньше половины площади тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶.
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Второй способ. Пусть из треугольника 𝐴𝐵𝐶 площади 𝑆
вырезали параллелограмм 𝐾𝐿𝑀𝑁 площади 𝑆′. Докажем,
что 𝑆′ 6𝑆▷2. Предположим сначала, что одна из сторон
𝐾𝐿𝑀𝑁 параллельна одной из сторон треугольника 𝐴𝐵𝐶.
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Без ограничения общности можно считать, что 𝐾𝑁 ‖𝐵𝐶,
причём расстояние от 𝐴 до прямой 𝐾𝑁 меньше, чем до
прямой 𝐿𝑀 (см. рис. 45). Продолжим сторону 𝐾𝑁 до пе-
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Рис. 45

ресечения с 𝐴𝐵 в точке 𝐵′ и до пересечения с 𝐴𝐶 в точ-
ке 𝐶′. Обозначим через ℎ высоту треугольника 𝐴𝐵𝐶, про-
ведённую из вершины 𝐴. Поскольку 𝐵𝐶 ‖𝐵′𝐶′, треуголь-
ники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐵′𝐶′ подобны. Следовательно, высоты этих
треугольников, проведённые из вершины 𝐴, относятся так
же, как стороны 𝐵𝐶 и 𝐵′𝐶′. Пусть 𝐵′𝐶′=𝑘 𝛿 𝐵𝐶. Тогда высо-
та треугольника 𝐴𝐵′𝐶′, проведённая к стороне 𝐵′𝐶′, равна
𝑘ℎ, а высота параллелограмма 𝐾𝐿𝑀𝑁, проведённая к сто-
роне 𝐾𝑁, не превосходит ↼1−𝑘↽ℎ. Значит,

𝑆′6𝐾𝑁 𝛿 ↼1−𝑘↽ℎ6𝐵′𝐶′ 𝛿 ↼1−𝑘↽ℎ=𝑘↼1−𝑘↽ℎ 𝛿 𝐵𝐶=2𝑘↼1−𝑘↽𝑆.

При всех возможных 𝑘 имеем

2𝑘↼1−𝑘↽ = 2↼𝑘−𝑘2↽ = 2
(︁

1
4
−
(︁
𝑘− 1

2

)︁2)︁
6

1
2
,

поэтому 𝑆′ 6𝑆▷2.
Пусть теперь ни одна сторона параллелограмма 𝐾𝐿𝑀𝑁

не параллельна ни одной из сторон треугольника 𝐴𝐵𝐶.
Рассмотрим три прямые, параллельные прямой 𝐾𝐿 и про-
ходящие через вершины треугольника 𝐴𝐵𝐶. Одна из них
проходит между двумя другими и пересекает треугольник
𝐴𝐵𝐶 по отрезку. Без ограничения общности будем счи-
тать, что это отрезок 𝐴𝐴′ ‖𝐾𝐿 (см. рис. 46). Если отрезок
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𝐴𝐴′ не пересекает параллелограмм 𝐾𝐿𝑀𝑁 или проходит
по его стороне, то этот параллелограмм можно вырезать
либо из треугольника 𝐵𝐴𝐴′, либо из треугольника 𝐶𝐴𝐴′,
и по доказанному выше его площадь не превосходит по-
ловины площади этого треугольника, а значит, и всего
треугольника 𝐴𝐵𝐶. Если же отрезок 𝐴𝐴′ разбивает парал-
лелограмм 𝐾𝐿𝑀𝑁 на два параллелограмма, то по дока-
занному выше площадь одного из них не превосходит по-
ловины площади треугольника 𝐵𝐴𝐴′, а площадь второго
из них не превосходит половины площади треугольника
𝐶𝐴𝐴′. Следовательно, и в этом случае 𝑆′ 6𝑆▷2.

К о м м е н т а р и й. Эта классическая задача есть, например, в кни-
ге [11]. Там она сформулирована для квадрата, а не параллелограмма,
но решение дано для параллелограмма и фактически совпадает с при-
ведённым нами. Известна теорема немецкого математика Зюсса (см.
книгу [28]) о том, что в любую выпуклую фигуру (в частности, выпук-
лый многоугольник, круг, эллипс) можно поместить параллелограмм,
площадь которого равна половине площади фигуры. Эта и другие по-
добные задачи приведены в книге [28], однако в ней отсутствуют дока-
зательства. Улучшить данную оценку нельзя, так как для этой задачи
треугольник является экстремальной фигурой: в него нельзя поместить
параллелограмм площади, большей половины площади треугольника
(это, очевидно, следует из задачи 3 для 7 класса). Тот факт, что в тре-
угольник можно вписать параллелограмм площади, равной половине
площади треугольника (и таковым является параллелограмм, отсекае-
мый двумя средними линиями треугольника), и даже прямоугольник
той же площади, был известен, вероятно, ещё Евклиду (см. [16, с. 10,
задача 3] и [29]). Наибольшая же площадь квадрата, который мож-
но вписать в данный треугольник, зависит от формы треугольника,
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и нахождение максимального квадрата –– непростая задача: задача о
наибольшем по площади параллелограмме –– аффинная задача, в ней
ответ не меняется при любом аффинном преобразовании треугольника,
поэтому её было достаточно решить для любого конкретного треуголь-
ника, например правильного, а задача о максимальном квадрате этим
свойством не обладает. Известны также в определённом смысле двой-
ственные задачи к рассмотренным, а именно: любую выпуклую фигу-
ру можно накрыть параллелограммом вдвое большей площади, а тре-
угольник единичной площади накрыть параллелограммом, площадь
которого меньше двух, нельзя. Эти теоремы были доказаны в 1927 г.
немецким математиком Т. Эстерманом, их доказательства можно про-
честь в книгах [68] и [74, задача 119, с. 61]. Швейцарский математик
Г. Хадвигер доказал, что всякую выпуклую фигуру можно накрыть и
прямоугольником удвоенной площади (набросок доказательства см. в
книге [16, задача 462, с. 193]).

5. Заметим, что на диагональном пути из левого ниж-
него в правый верхний угол доски король или наткнётся
на ладью и не сможет сделать очередной ход, или сделает
все 19 ходов, побывав за время пути на всех 20 вертика-
лях и 20 горизонталях. Поэтому если предположить, что
король ни разу не встал под шах, то каждая ладья долж-
на была по ходу игры сменить как свою первоначальную
вертикаль, так и свою первоначальную горизонталь, т. е.
сделать не менее двух ходов. Значит, общее число ходов
всех ладей не может быть меньше 20. Но поскольку игра
ведётся по очереди, а король ходит первым, это число не
должно превосходить число ходов короля, равное 19. Про-
тиворечие.

К о м м е н т а р и й. Эта задача представляет собой упрощённую вер-
сию задачи 3 из варианта 10 класса Всесоюзной олимпиады 1967 г. (см.
[10, задача 91]). В той задаче число ладей было меньше половины раз-
мера доски (499, а размер доски 1000), и предлагалось доказать, что
король всегда сможет встать под удар ладьи, как бы они ни ходили.
В такой постановке задача труднее, поскольку надо было ещё догадать-
ся до выигрышной (а может, лучше сказать –– проигрышной) стратегии
для короля. Она, по существу, такова, как сформулирована в задаче 5:
король сначала отправляется в любой угол доски и (если ещё не попал
под удар) начинает двигаться в другой угол по диагонали. Можно по-
казать, что каждая ладья должна будет сделать как минимум два хода,
поэтому общее число ходов ладей превысит число ходов короля при его
движении по диагонали.
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8 класс
1. Первый способ. Из данного уравнения следует, что

𝑥3 = ↼4−𝑥2↽
√︀

4−𝑥2.

Возводя обе части в квадрат и извлекая кубический ко-
рень, получаем 4−𝑥2 =𝑥2, откуда 𝑥2 =2, так что 𝑥=±

√
2.

Проверка показывает, что отрицательный корень посто-
ронний. Поэтому 𝑥=

√
2 –– единственный корень данного

уравнения.
Второй способ. Из условия следует, что 4−𝑥2 >0, т. е.

|𝑥|<2. Значит, 𝑥=2 sin f для некоторого f∈
(︁
−p

2
;
p

2

)︁
. То-

гда
√

4−𝑥2 =2
√

1− sin2 f=2 cos f, поскольку cos f>0 при

f∈
(︁
−p

2
;
p

2

)︁
. Поэтому относительно переменной f уравне-

ние принимает вид

8 sin3 f

2 cos f
−4 cos2 f = 0 ⇔ sin3 f− cos3 f

cos f
= 0 ⇔ tg f = 1.

На интервале
(︁
−p

2
;
p

2

)︁
единственным корнем этого урав-

нения является f=
p

4
, следовательно, исходное уравнение

также имеет единственный корень 𝑥=2 sin
p

4
=
√

2.

К о м м е н т а р и й. Ошибка многих участников олимпиады состоя-
ла в том, что они не отбросили приобретаемый при возведении в квад-
рат посторонний корень (некоторые из них проверили, что он входит в
ОДЗ уравнения, и сочли это достаточным). Второе решение проведено
методом тригонометрической подстановки, который доступен учащим-
ся 10 и 11 классов.

1

2 3

4

56

Рис. 47

2. Расположим 6 точек (ЭВМ) в верши-
нах правильного шестиугольника. Закра-
сим его стороны через одну цветами A и
Б, а его диагонали –– цветами В, Г и Д (см.
рис. 47: одним цветом закрашиваются 2 па-
раллельные малые диагонали и перпенди-
кулярная к ним большая).
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Например, если занумеровать ЭВМ цифрами 1, ..., 6, а
провод, соединяющий ЭВМ 𝑖 и 𝑗, обозначить парой ↼𝑖, 𝑗↽,
то получим следующую раскраску:

𝚤↼1, 2↽, ↼3, 4↽, ↼5, 6↽℘ –– цвет A,

𝚤↼1, 6↽, ↼2, 3↽, ↼4, 5↽℘ –– цвет Б,

𝚤↼1, 4↽, ↼2, 6↽, ↼3, 5↽℘ –– цвет В,

𝚤↼1, 5↽, ↼2, 4↽, ↼3, 6↽℘ –– цвет Г,

𝚤↼1, 3↽, ↼2, 5↽, ↼4, 6↽℘ –– цвет Д,

которая удовлетворяет условию задачи.

К о м м е н т а р и й. Эту задачу часто формулируют как задачу о со-
ставлении расписания кругового турнира, при этом проводам одного
цвета отвечает разбиение участников турнира на пары для одного тура.
Иными словами, задача состоит в составлении расписания турнира для
2𝑛 игроков, в каждом туре которого проводятся 𝑛 игр между парами
игроков так, чтобы в каждом туре все игроки были заняты, а общее
число туров было 2𝑛−1 (естественно, при этом каждая пара встречает-
ся ровно в одном туре). В решении задачи 2 для 9 класса показано, что
при нечётных 𝑛 эта задача неразрешима. Для небольших чётных зна-
чений 𝑛 эта задача легко решается, но придумать алгоритм составле-
ния такого расписания турнира, который был бы пригоден для любого
чётного 𝑛, совсем не просто (см. его описание в книге [42, гл. 8, § 3],
а также решение задачи 1.16 в сборнике [9, с. 19]).

Добавим также, что в теории графов множество рёбер графа, не име-
ющих общих вершин и такое, что каждая вершина графа принадлежит
ровно одному из этих рёбер, называется полным паросочетанием. По-
этому на языке теории графов данная задача формулируется следую-
щим образом: полный граф 𝐾2𝑛 на 2𝑛 вершинах представить в виде
суммы 2𝑛−1 полных паросочетаний 𝑃𝑖 так, чтобы разные паросочета-
ния не имели бы общих рёбер.

3. Первый способ. Следующее решение годится не толь-
ко для правильного семиугольника, но и для правильного
𝑛-угольника при произвольном 𝑛>3, поэтому будем сразу
рассуждать в общем случае.

Обозначим через 𝑟 радиус окружности, описанной во-
круг данного правильного 𝑛-угольника, а через 𝑟𝑖 –– рас-
стояния от некоторой точки 𝑀 до его вершин, 𝑖=1, ..., 𝑛.
Проведём к описанной окружности касательные через вер-
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шины 𝑛-угольника. Они ограничат некоторый правиль-
ный 𝑛-угольник, описанный вокруг этой окружности, обо-
значим его сторону буквой 𝑎 (см. рис. 48). Пусть расстоя-
ния от точки 𝑀 до проведённых касательных равны соот-
ветственно ℎ𝑖. Заметим, что 𝑟𝑖>ℎ𝑖, так как длина перпен-
дикуляра не превосходит длины наклонной.

O

M

r

a

a

hi
ri

Рис. 48

Рассмотрим фигуру 𝐹, полученную объединением всех
возможных треугольников, одной из вершин каждого из
которых является точка 𝑀, а двумя другими –– соседние
вершины полученного описанного 𝑛-угольника. Её пло-
щадь 𝑆𝐹 не превосходит суммы площадей указанных тре-

угольников: 𝑆𝐹6
1
2
𝑎ℎ1 + ...+

1
2
𝑎ℎ𝑛 (это неравенство обра-

щается в равенство, если треугольники не имеют общих
внутренних точек). Если точка 𝑀 лежит внутри 𝑛-уголь-
ника, то 𝐹 совпадает с этим 𝑛-угольником, если же точ-
ка 𝑀 находится снаружи, то 𝐹 полностью его содержит
(см. рис. 49), так как продолжение отрезка, соединяюще-
го точку 𝑀 с произвольной точкой 𝑋 внутри 𝑛-угольника,
пересекает одну из его сторон, и значит, точка 𝑋 лежит в
треугольнике, соответствующем данной стороне. В обоих
случаях площадь фигуры 𝐹 не меньше площади 𝑛-уголь-

ника, которая равна
1
2
𝑛𝑎𝑟 (при этом в первом случае имеет
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M

F

M

F

Рис. 49

место равенство). Таким образом,

𝑟1 + ...+ 𝑟𝑛 > ℎ1 + ...+ℎ𝑛 >
2𝑆𝐹
𝑎

> 𝑛𝑟,

причём равенство достигается лишь в случае, если точка
𝑀 лежит внутри 𝑛-угольника и ℎ𝑖= 𝑟𝑖 для всех 𝑖=1, ..., 𝑛,
т. е. если 𝑀 совпадает с центром 𝑛-угольника.

O

A1

A2

A3

A4

A5

A6A7

B1

B2
B3

B4

B5B6
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Рис. 50

Второй способ. Пусть точка 𝑂 –– центр правильного се-
миугольника 𝐴1𝐴2...𝐴7, а 𝐵1 –– любая другая точка плос-
кости. Рассмотрим правильный семиугольник 𝐵1𝐵2...𝐵7 с
тем же центром 𝑂 (см. рис. 50). Тогда

𝐴1𝐵2 = 𝐴7𝐵1, 𝐴1𝐵3 = 𝐴6𝐵1, ..., 𝐴1𝐵7 = 𝐴2𝐵1,
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так как в каждом из этих равенств отрезок в правой части
получается из другого поворотом вокруг точки 𝑂 на углы
2p
7

, 2 𝛿
2p
7

, ..., 6 𝛿
2p
7

соответственно. Таким образом, сумма

длин векторов
#         –

𝐴1𝐵1,
#         –

𝐴1𝐵2, ...,
#         –

𝐴1𝐵7 равна сумме длин век-
торов

#         –

𝐵1𝐴1,
#         –

𝐵1𝐴2, ...,
#         –

𝐵1𝐴7. Имеем
#         –

𝐴1𝐵1 +
#         –

𝐴1𝐵2 + ...+
#         –

𝐴1𝐵7 = ↼
#      –

𝐴1𝑂+
#      –

𝑂𝐵1↽+ ...+ ↼
#      –

𝐴1𝑂+
#      –

𝑂𝐵7↽ =

= 7 𝛿
#      –

𝐴1𝑂+ ↼
#      –

𝑂𝐵1 + ...+
#      –

𝑂𝐵7↽ = 7 𝛿
#      –

𝐴1𝑂,

так как вектор
#      –

𝑂𝐵1 + ...+
#      –

𝑂𝐵7 при повороте на угол
2p
7

пе-
реходит в себя, а значит, равен

#–

0.
Кроме того, заметим, что длина суммы векторов не пре-

восходит суммы их длин. Действительно, если векторы
расположить так, что начало каждого следующего векто-
ра совпадает с концом предыдущего, то их сумма –– это
вектор, соединяющий начало первого вектора с концом по-
следнего; очевидно, его длина не больше, чем сумма длин
этих векторов, равная длине ломаной, соединяющей эти
точки. Следовательно, получаем неравенство

7 𝛿 𝐴1𝑂 = | #         –

𝐴1𝐵1 +
#         –

𝐴1𝐵2 + ...+
#         –

𝐴1𝐵7| 6
6 𝐴1𝐵1 +𝐴1𝐵2 + ...+𝐴1𝐵7 = 𝐵1𝐴1 +𝐵1𝐴2 + ...+𝐵1𝐴7,

причём равенство достигается только в случае, если все
векторы

#         –

𝐴1𝐵1,
#         –

𝐴1𝐵2, ...,
#         –

𝐴1𝐵7 сонаправлены, что невоз-
можно.

Отметим также, что это решение также естественным
образом обобщается на случай произвольного правильного
𝑛-угольника (𝑛>3).

К о м м е н т а р и й. Можно рассмотреть и существенно более об-
щую задачу. Пусть 𝑀, 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛 –– произвольные точки, мно-
жество 𝚤𝐴𝑖, 𝑖=1, ..., 𝑛℘ имеет центр симметрии 𝑂 (ось симметрии 𝑙),

𝑟↼𝑀↽=
𝑛∑︀
𝑖=1
𝑀𝐴𝑖, 𝑀1 =𝑂 (𝑀1 –– основание перпендикуляра, опущенного

из 𝑀 на 𝑙). Докажем, что 𝑟↼𝑀1↽6 𝑟↼𝑀↽.
Пусть 𝑀2 –– точка, симметричная 𝑀 относительно 𝑂 (относитель-

но 𝑙); тогда 𝑀1 –– середина отрезка 𝑀𝑀2, 𝑟↼𝑀↽= 𝑟↼𝑀2↽, и из утвержде-
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ния о том, что медиана меньше полусуммы окружающих сторон, сле-

дует неравенство 𝑟↼𝑀1↽6
1

2
↼𝑟↼𝑀↽+ 𝑟↼𝑀2↽↽= 𝑟↼𝑀↽. В случае когда мно-

жество 𝚤𝐴𝑖℘ имеет центр симметрии 𝑂, получаем, что 𝑟↼𝑀↽> 𝑟↼𝑂↽ и ра-
венство достигается, лишь когда 𝑀=𝑂.

Если множество 𝚤𝐴𝑖℘ имеет хотя бы две оси симметрии 𝑙1 и 𝑙2, то
легко видеть, что они пересекаются в некоторой точке 𝑁. Докажем,
что если в этом случае𝑀 ̸=𝑁, то 𝑟↼𝑀↽> 𝑟↼𝑁↽. Предположим противное:
пусть 𝑟↼𝑀↽6 𝑟↼𝑁↽. Тогда последовательно применим полученное выше
неравенство к последовательности точек 𝚤𝑀𝑛℘, где через 𝑀1 обозначе-
но основание перпендикуляра из точки 𝑀 на прямую 𝑙1, а через 𝑀𝑛+1

при любом натуральном 𝑛 –– основание перпендикуляра, опущенного
из точки 𝑀𝑛 на ту из прямых 𝑙1 или 𝑙2, которой эта точка не принадле-
жит. Имеем 𝑁𝑀𝑛+1 = 𝑐 𝛿 𝑁𝑀𝑛, 0< 𝑐<1, 𝑟↼𝑀𝑛+1↽< 𝑟↼𝑀𝑛↽< 𝑟↼𝑀↽6 𝑟↼𝑁↽.

Выбрав такое 𝑘, что 𝑁𝑀𝑘<
𝑟↼𝑁↽− 𝑟↼𝑀1↽

𝑛
, и используя неравенство тре-

угольника, приходим к противоречию:

𝑟↼𝑀𝑘↽ =
𝑛∑︀
𝑖=1
𝑀𝑘𝐴𝑖 >

𝑛∑︀
𝑖=1
↼𝑁𝐴𝑖−𝑀𝑘𝑁↽ > 𝑟↼𝑁↽− ↼𝑟↼𝑁↽− 𝑟↼𝑀1↽↽ = 𝑟↼𝑀1↽.

У задачи также есть стереометрический вариант, в котором вме-
сто правильного 𝑛-угольника можно взять любой правильный много-
гранник, которых, как известно, пять штук. Первое решение можно
применить и в этом случае, нужно только через каждую вершину мно-
гогранника провести плоскость, касающуюся в ней описанной вокруг
него сферы, и рассмотреть получившийся многогранник. Он тоже бу-
дет правильным, но число его граней будет равно числу вершин дан-
ного многогранника. В случае тетраэдра это опять будет тетраэдр, а
в остальных случаях получится многогранник, двойственный данному
(куб и октаэдр взаимно двойственны друг другу, так же как икосаэдр
и додекаэдр). Для центра многогранника сумма расстояний от него до
его вершин, очевидно, равна сумме расстояний от него же до граней
построенного двойственного многогранника, а для любой другой точки
сумма расстояний от неё до вершин данного многогранника будет (в си-
лу свойства перпендикуляра и наклонной) больше суммы расстояний
до граней двойственного, которая не меняется при движении этой точ-
ки внутри последнего (и возрастает, при выходе за его пределы), пото-
му что если умножить эту сумму расстояний на площадь поверхности
двойственного многогранника, то получится его утроенный объём, что
вытекает из формулы для объёма пирамиды и разбиения многогран-
ника на непересекающиеся пирамиды с общей вершиной в его центре
и основаниями на его гранях.

Другие решения также можно перенести на стереометрический слу-
чай, но это более сложно. Вариант этой задачи для тетраэдра предла-
гался в 1966 г. на Международной олимпиаде (см. книгу [38]).

Для произвольных конечных точечных множеств можно доказать,
что точка, для которой достигается минимум расстояний, существует
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(см. книгу [30, задача 19]), и предложить некий алгоритм её поиска,
который до явного решения доводится, только если множество «до-
статочно симметрично». Приведённое выше второе решение позволяет
найти эту точку в случае, если данное множество имеет «центр сим-
метрии» (точку, при повороте вокруг которой на некоторый угол дан-
ная точечная конфигурация переходит в себя). В случае произвольного
треугольника такого центра нет, но экстремальную точку найти мож-
но –– она называется точкой Торричелли и расположена так, чтобы из
неё стороны треугольника смотрелись под равными углами (очевидно,
по 120 градусов), а если такой точки нет (в случае когда треугольник
имеет угол, не меньший 120 градусов), то эта точка расположена в вер-
шине тупого угла (см., например, книгу [67] или [16, задача 62, с. 23––
24]). Для четырёхугольника экстремальная точка, очевидно, совпадает
с точкой пересечения диагоналей. Но уже для пятиугольников задача
построения такой экстремальной точки неразрешима с помощью цир-
куля и линейки (см. [16, задача 265, раздел 2.2]).

4. Первый способ. Предположим противное: пусть при
любой расстановке чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 рассматриваемая сум-
ма больше 1▷5, в частности (см. рис. 51):

𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑑+𝑑𝑒+ 𝑒𝑎 >
1
5
, 𝑎𝑐+ 𝑐𝑒+ 𝑒𝑏+ 𝑏𝑑+𝑑𝑎 >

1
5
.

a

b

c d

e

a

c

e b

d

Рис. 51

Отсюда, используя неравенство 𝑥2 + 𝑦2 >2𝑥𝑦, получаем

1 = ↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑+ 𝑒↽2 =

=
𝑎2 + 𝑏2

2
+
𝑏2 + 𝑐2

2
+
𝑐2 +𝑑2

2
+
𝑑2 + 𝑒2

2
+
𝑒2 +𝑎2

2
+

+2↼↼𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑑+𝑑𝑒+ 𝑒𝑎↽+ ↼𝑎𝑐+ 𝑐𝑒+ 𝑒𝑏+ 𝑏𝑑+𝑑𝑎↽↽ >

> 3↼𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑑+𝑑𝑒+ 𝑒𝑎↽+2↼𝑎𝑐+ 𝑐𝑒+ 𝑒𝑏+ 𝑏𝑑+𝑑𝑎↽ > 1.

Полученное противоречие завершает доказательство.
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Второй способ. Обозначим данные числа через 𝑥1, ..., 𝑥5.
Из очевидного неравенства(︁

𝑥1 −
1
5

)︁2

+ ...+
(︁
𝑥5 −

1
5

)︁2

> 0

следует, что

𝑥2
1 + ...+𝑥2

5 >
2
5
↼𝑥1 + ...+𝑥5↽−5 𝛿

1
25

=
1
5
.

Поскольку

1 = ↼𝑥1 + ...+𝑥5↽
2 = 𝑥2

1 + ...+𝑥2
5 +

+2↼↼𝑥1𝑥2 +𝑥2𝑥3 +𝑥3𝑥4 +𝑥4𝑥5 +𝑥5𝑥1↽+

+ ↼𝑥1𝑥3 +𝑥3𝑥5 +𝑥5𝑥2 +𝑥2𝑥4 +𝑥4𝑥1↽↽,

обозначив две суммы попарных произведений в скобках
через Σ1 и Σ2, получаем

2↼Σ1 +Σ2↽ = 1− ↼𝑥2
1 + ...+𝑥2

5↽ 6 1− 1
5
=

4
5
,

откуда Σ1 +Σ2 6
2
5
. Следовательно, меньшая из сумм Σ1 и

Σ2 не превосходит 1▷5.

К о м м е н т а р и й. Как видно из решения, условие неотрицатель-
ности чисел несущественно. Утверждение задачи (с заменой 1▷5 на 1▷𝑛)
справедливо для любых 𝑛 чисел, причём при 𝑛=3 и 𝑛=4 неравенство
задачи выполняется при любой расстановке чисел по кругу. Оценка
1▷𝑛 достигается тогда и только тогда, когда все 𝑛 чисел равны.

В самом деле, докажем, что 𝑛 действительных чисел с суммой 1
можно расставить по кругу так, чтобы сумма всех 𝑛 попарных произве-
дений соседних чисел была не больше 1▷𝑛. Для этого рассмотрим сум-
мы Σ1,Σ2, ... попарных произведений соседних чисел по всевозможным
расстановкам их по кругу. Если считать расстановки, которые не пе-
реходят друг в друга при повороте, различными, то существует ровно
↼𝑛−1↽! различных способов расстановки 𝑛 различных чисел по кругу.
При этом каждое слагаемое вида 𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑖 ̸= 𝑗) будет в этих суммах встре-
чаться 2 𝛿 ↼𝑛−2↽! раз. Пусть 𝑥2

1 + ...+𝑥2
𝑛>1▷𝑛. Тогда

1 = ↼𝑥1 + ...+𝑥𝑛↽
2 = 𝑥2

1 + ...+𝑥2
𝑛+2Σ и Σ 6

𝑛− 1

2𝑛
,

где Σ –– сумма всех слагаемых вида 𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑖 ̸= 𝑗). С другой стороны, сред-

нее арифметическое всех сумм Σ1, Σ2, ... равно
2Σ

𝑛− 1
и, следовательно,

не больше 1▷𝑛. Значит, одна из этих сумм не превосходит 1▷𝑛.



Решения. 1984 год 165

Добавим также, что существует ровно ↼𝑛−1↽! различных способов
расстановки 𝑛 различных чисел по кругу, поэтому фактически доказа-
но, что хотя бы для одной из ↼𝑛−1↽! круговых расстановок соответству-
ющая ей сумма попарных произведений соседних чисел не меньше 1▷𝑛.
Оказывается, если число 𝑛 нечётно, то из этих сумм можно выбрать

всего лишь
𝑛− 1

2
сумм, хотя бы одна из которых непременно будет не

меньше 1▷𝑛. Например, при 𝑛=7 в качестве таких сумм можно взять

𝑥1𝑥2 +𝑥2𝑥3 +𝑥3𝑥4 +𝑥4𝑥5 +𝑥5𝑥6 +𝑥6𝑥7 +𝑥7𝑥1,

𝑥1𝑥3 +𝑥2𝑥4 +𝑥3𝑥5 +𝑥4𝑥6 +𝑥5𝑥7 +𝑥6𝑥1 +𝑥7𝑥2,

𝑥1𝑥4 +𝑥2𝑥5 +𝑥3𝑥6 +𝑥4𝑥7 +𝑥5𝑥1 +𝑥6𝑥2 +𝑥7𝑥3.

Для того чтобы доказать этот факт в общем случае, достаточно предста-
вить полный граф на 2𝑛+1 вершинах в виде объединения 𝑛 попарно
непересекающихся циклов. Как это сделать, можно узнать из книги
[61, гл. 9] (см. также комментарий к задаче 6 для 8 класса 1992 г.).

5. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– данный квадрат, 𝐾 и 𝐿 –– середины
его противоположных сторон 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 соответственно.
Найдём внутри квадрата такую точку 𝑀, что 𝐴𝑀=𝐴𝐾

A K D

M N

B L C

Рис. 52

и 𝐴𝐵=𝐵𝑀 (она лежит на пересече-
нии окружности с центром в точке 𝐴
и радиусом 𝐴𝐾 и окружности с цен-
тром в точке 𝐵 и радиусом 𝐴𝐵). Ана-
логично найдём точку 𝑁, для кото-
рой 𝐷𝑁=𝐷𝐾 и 𝐶𝐷=𝐶𝑁. Разрезая те-
перь квадрат по отрезкам, соединяю-
щим точки𝑀 и 𝑁 друг с другом, вер-
шинами квадрата и точками 𝐾, 𝐿,
получим восемь остроугольных тре-
угольников. Действительно, в рав-
нобедренных треугольниках 𝐴𝐵𝑀,
𝐴𝑀𝐾 имеем ∠𝐵𝐴𝑀=∠𝐵𝑀𝐴<90∘, ∠𝐴𝐾𝑀=∠𝐴𝑀𝐾<90∘,

и, кроме того, ∠𝐵𝑀𝐿<∠𝐵𝐿𝑀<90∘, так как 𝐵𝐿=
𝐵𝑀

2
<

<𝐵𝑀, а против меньшей стороны лежит меньший угол.

К о м м е н т а р и й. Задача содержится в книге М. Гарднера «Мате-
матические головоломки и развлечения» [15, гл. 37]. Оказывается, на
меньшее число остроугольных треугольников квадрат разрезать нель-
зя: см. задачу 5 для 10 класса.
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6. Сопоставим каждому 64-значному числу, не содер-
жащему в записи нулей, такое 64-значное число, чтобы в
каждом разряде сумма цифр этих двух чисел равнялась
10; иными словами, числу 𝑎1𝑎2 ...𝑎64 будет соответство-
вать число ↼10−𝑎1↽↼10−𝑎2↽ ...↼10−𝑎64↽. Заметим, что со-
поставляемое число также не будет содержать в записи ну-
лей, а все такие 64-значные числа разобьются на пары раз-
личных чисел, сопоставленных друг другу, и число 5...5⏟  ⏞  

64

,

которому сопоставлено оно само. Сумма чисел в любой
паре будет равна 1...1⏟  ⏞  

64

0. Поскольку 1111=101 𝛿 11, числа

1...1⏟  ⏞  
64

0 и 5...5⏟  ⏞  
64

делятся на 101. Значит, в каждой паре ли-

бо оба числа кратны 101, либо ни одного. Следовательно,
число из условия задачи нечётно.

К о м м е н т а р и й. Заметим, что задача фактически решена для
4𝑛-значных чисел. Тем же методом решается и такая задача: пусть 𝑝 ––
делитель числа 1...1⏟  ⏞  

𝑘

и 𝑛 –– количество 𝑚𝑘-значных чисел, не содержа-

щих нулей и делящихся на 𝑝; тогда 𝑛 нечётно.

9 класс
1. Пусть a –– градусная мера одного из плоских углов

при вершине пирамиды, а боковая сторона имеет дли-
ну 𝑎. Тогда площади всех трёх боковых граней равны

𝑆=
1
2
𝑎2 sin a (см. рис. 53), поэтому равны и синусы всех

трёх углов при вершине пирамиды. Это означает, что са-
ми углы могут равняться только a или 180∘ − a, поэтому

SS
S

Рис. 53

α

S
180−α

S

Рис. 54
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существуют не более двух различных равнобедренных тре-
угольников с заданной площадью и заданными боковыми
сторонами (см. рис. 54). Таким образом, среди боковых
граней имеются по меньшей мере две равных, а значит,
основание рассматриваемой пирамиды –– равнобедренный
треугольник.

2. Поскольку из каждой ЭВМ выходит по одному про-
воду каждого цвета, количество проводов любого из 12
цветов одинаково. Обозначим это количество через 𝑚. То-
гда количество всех ЭВМ равно 2𝑚, так как каждый про-
вод соединяет 2 ЭВМ. С другой стороны, 13 –– нечётное
число. Противоречие.

К о м м е н т а р и й. Решение фактически совпадает с констатацией
того очевидного факта, что граф с нечётным числом вершин не может
иметь полного паросочетания (см. решение задачи 2 для 8 класса и
комментарий к нему).

3. Найдём все такие значения 𝑆, что у любого треуголь-
ника площади 𝑆 хотя бы одна из высот имеет длину, мень-
шую 1 (такие треугольники можно вырезать из полоски,

Рис. 55

ширина которой меньше 1, см. рис. 55).
Поскольку 𝑆=𝑎ℎ▷2, это условие рав-

носильно наличию у треугольника такой
стороны 𝑎, что 𝑎>2𝑆. Если все стороны
треугольника не превосходят 2𝑆, то, обо-
значив через g наименьший из его углов,

получим 𝑆=
1
2
𝑎𝑏 sin g6

𝑎𝑏
√

3
4

6
√

3𝑆2, откуда 𝑆>
1√
3
. Следо-

вательно, если 𝑆<
1√
3
, то найдётся сторона 𝑎>2𝑆, а зна-

чит, и высота длины, меньшей 1.

Покажем теперь, что для любого 𝑆>
1√
3

существует тре-

угольник площади 𝑆, который можно вырезать из полос-
ки единичной ширины, а из любой полоски меньшей ши-
рины его вырезать нельзя. Рассмотрим равнобедренный



168 Решения. 1984 год

треугольник, у которого высота, проведённая к основа-
нию, имеет длину 1. Очевидно, что его можно вырезать
из полоски единичной ширины. Пусть, далее, основание
этого треугольника равно 2𝑎. Тогда боковая сторона рав-
на

√
𝑎2 +1, а поскольку 2𝑎=2𝑆▷ℎ>2▷

√
3, откуда 𝑎>1▷

√
3,

мы получаем, что
√
𝑎2 +1
2𝑎

=

√︂
1
4
+

1
4𝑎2 6

√︂
1
4
+

3
4
= 1,

поэтому
√
𝑎2 +162𝑎, т. е. длины боковых сторон меньше

или равны длине основания.
Поскольку для любого треугольника произведение дли-

ны стороны на длину проведённой к ней высоты есть ве-
личина постоянная, у рассматриваемого треугольника нет
высот длины, меньшей 1. Предположим теперь, что такой
треугольник можно вырезать из полоски, ширина которой
меньше 1. Проведём через его вершины прямые, перпен-
дикулярные сторонам полоски. Все эти прямые различны.
В самом деле, поскольку длина основания 2𝑎>2▷

√
3>1,

оно не может лежать на прямой, перпендикулярной сто-
ронам полоски, оставаясь внутри неё. Если же боковая
сторона треугольника лежит на прямой, перпендикуляр-
ной сторонам полоски, то её длина должна быть меньше 1,

A

B

CM

Рис. 56

а значит, и длина высоты, проведённой
к основанию треугольника, также мень-
ше 1, что противоречит выбору треуголь-
ника.

Пусть теперь 𝐴𝐵𝐶 –– рассматриваемый
треугольник, и 𝐵 –– такая его вершина,
что проходящая через неё прямая заклю-
чена между двумя другими. Тогда эта пря-
мая пересекает сторону 𝐴𝐶 в некоторой
точке 𝑀 (см. рис. 56). С одной стороны,

𝐵𝑀 не превосходит ширины полоски, т. е. 𝐵𝑀<1. С дру-
гой стороны, 𝐵𝑀 не может быть меньше высоты, прове-
дённой к стороне 𝐴𝐶, поэтому 𝐵𝑀>1. Полученное проти-
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воречие означает, что рассматриваемый треугольник нель-
зя вырезать из полоски, ширина которой меньше 1.

К о м м е н т а р и й. Приведённое решение содержит доказательство

неравенства 𝑆>
ℎ2

√
3
, где 𝑆 –– площадь, а ℎ –– минимальная высота тре-

угольника. Минимальная высота треугольника совпадает с его шири-
ной (т. е. минимальной шириной полосы между параллельными пря-
мыми, которой можно накрыть треугольник). Понятие ширины мож-
но ввести и для любой выпуклой фигуры и даже для выпуклых тел
любых размерностей. Это понятие, в свою очередь, можно обобщать и
далее, и в конце концов прийти к понятию колмогоровского попереч-
ника –– одному из важных понятий теории приближений, введённых
А. Н. Колмогоровым.

Из книги [16, разд. 1.5] можно узнать, как для произвольного тре-
угольника доказываются неравенства

ℎ2

√
3
6 3

√
3𝑟2 6

3
√︀
↼ℎ𝑎ℎ𝑏ℎ𝑐↽2√

3
6 𝑆 6

𝑝2

3
√

3
,

ℎ2

√
3
6
𝑙2
√

3
6 𝑆 6

𝐿2

√
3
,

где ℎ𝑎, ℎ𝑏, ℎ𝑐 –– его высоты (min𝚤ℎ𝑎, ℎ𝑏, ℎ𝑐℘=ℎ), 𝑟 –– радиус вписанной
окружности, 𝑙 –– самая короткая биссектриса, 𝐿 –– самая длинная бис-
сектриса, а 𝑝 –– полупериметр.

Неравенство
ℎ2

√
3
6𝑆 справедливо и для любой выпуклой фигуры, ес-

ли под ℎ понимать её ширину (это теорема венгерского математика
Ю. Пала, доказанная в 1920-х годах), причём равенство справедливо
только для правильного треугольника. Из указанных выше неравенств
следует аналогичное неравенство и для полупериметра треугольника:√

3ℎ6 𝑝. Однако для произвольного выпуклого 𝑛-угольника связь меж-
ду шириной и полупериметром выглядит так: 𝑛ℎ tg

p

2𝑛
6 𝑝, причём это

неравенство обращается при нечётном 𝑛 в равенство для правильных
𝑛-угольников, при простом 𝑛 –– только для правильных 𝑛-угольников,
но при составном 𝑛 есть и неправильные экстремальные 𝑛-угольники
для этой задачи (см. книгу [16, разд. 2.5 и 2.6]).

4. Рассмотрим сначала случай четырёх чисел: если 𝑎,
𝑏, 𝑐, 𝑑 –– эти числа, то

𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑑+𝑑𝑎 = ↼𝑎+ 𝑏↽↼𝑐+𝑑↽ = ↼𝑎+ 𝑏↽↼1− ↼𝑎+ 𝑏↽↽ 6 1
4
,

поскольку 𝑥↼1−𝑥↽= 1
4
−
(︁

1
2
−𝑥

)︁2

.

Пусть теперь расставлено более четырёх чисел. Если
мы заменим любые два соседних числа их суммой (тем
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самым уменьшив количество расставленных чисел на еди-
ницу), то сумма всех чисел останется равной единице. Вы-
полним эту замену так, чтобы при этом сумма всех попар-
ных произведений соседних чисел не уменьшилась. Пусть
𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣 –– четыре подряд идущих числа на окружности.
Если заменить их на 𝑠, 𝑡+𝑢, 𝑣, то неравенство

𝑠𝑡+ 𝑡𝑢+𝑢𝑣 6 𝑠↼𝑡+𝑢↽+ ↼𝑡+𝑢↽𝑣 ⇔ 𝑡𝑢 6 𝑠𝑢+ 𝑡𝑣

будет выполнено, если, например, 𝑡6𝑠, а этого всегда мож-
но добиться при выборе чисел. Таким образом, последова-
тельно выполняя описанные замены, мы сохраним сумму
всех чисел равной 1, а сумму всех попарных произведений
соседних чисел не уменьшим. Поэтому за конечное число
шагов задача сведётся к рассмотренному выше случаю че-
тырёх чисел.

К о м м е н т а р и й. Частный случай этой задачи при 𝑛=5 был пред-
ложен на Всесоюзной олимпиаде 1973 г. (1-я задача 2-го дня) в несколь-
ко иной формулировке (см. [10, задача 187]). Более слабое неравенство
(в котором исключено последнее слагаемое) доказано в книге [9, задача
4.14].

5. Например, подходят цифры 1, 5, 6. Действительно,
докажем, что

3...3⏟  ⏞  
𝑛 троек

42 = 1...11⏟  ⏞  
𝑛+1 единица

𝑛 пятёрок⏞  ⏟  
5...56.

Для этого достаточно убедиться в правильности умноже-
ния:

×

𝑛⏞  ⏟  
3...34
3...34

13...36
10...02

.........

⎫⎪⎬⎪⎭𝑛
10...02
1.....15...56
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Второй способ. Заметим, что

3...3⏟  ⏞  
𝑛 троек

5 𝛿 3 = 10...0⏟  ⏞  
𝑛 нулей

5.

Воспользовавшись тождеством 𝑛2 =1+ ↼𝑛−1↽↼𝑛+1↽, полу-
чим

3...3⏟  ⏞  
𝑛 троек

42 = 1+3...33⏟  ⏞  
𝑛+1 тройка

𝛿 3...3⏟  ⏞  
𝑛 троек

5 = 1+1...11⏟  ⏞  
𝑛+ 1 единица

𝛿 3 𝛿 3...3⏟  ⏞  
𝑛 троек

5 =

= 1+1...11⏟  ⏞  
𝑛+1

единица

𝛿 10...0⏟  ⏞  
𝑛 нулей

5 = 1...11⏟  ⏞  
𝑛+1

единица

𝑛 пятёрок⏞  ⏟  
5...56.

К о м м е н т а р и й. Приведённый в решении пример не единствен-
ный. Вот другой аналогичный пример:

666...66⏟  ⏞  
𝑛 шестёрок

72 =
(︁

6

9
↼10𝑛+2 −1↽+1

)︁2
=

(︁
2

3
10𝑛+2 +

1

3

)︁2
=

=
4

9
102𝑛+4 +

4

9
10𝑛+2 +

1

9
=

4

9
↼102𝑛+4 −1↽+

4

9
↼10𝑛+2 −1↽+1=4...44⏟  ⏞  

𝑛+2
четвёрки

𝑛+1
восьмёрка⏞  ⏟  
8...89.

Ещё одно подобное равенство 666...682 =4...462...24 получается в
качестве решения задачи Всесоюзной олимпиады 1984 г. (первая зада-
ча второго дня для 9 класса, см. книгу [10, задача 387]). Второй при-
мер оттуда же 9...982 =9...960...04 содержит уже 4 цифры и условиям
нашей задачи не удовлетворяет. Отметим, что Всесоюзная олимпиада
проходила позже Московской, а авторы составляли эти задачи незави-
симо друг от друга. Упомянутая задача Всесоюзной олимпиады была
легче данной задачи, потому что в ней явно указывался вид «квадрат-
ных» чисел, которые требовалось найти: 𝑥...𝑥6𝑦...𝑦4. Других решений
у неё, кроме указанных выше, нет. Читатель может попробовать сам
выяснить, есть ли ещё решения у рассмотренной задачи, кроме трёх
указанных выше.

6. Пусть 𝐾𝐿𝑀𝑁 –– прямоугольник из условия задачи,
𝐾𝐿=3, 𝐿𝑀=4 (тогда по теореме Пифагора 𝐾𝑀=5), и
пусть 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 –– произвольные четыре точки внутри него.
Обозначим через 𝑂 центр прямоугольника (точку пересече-



172 Решения. 1984 год

ния его диагоналей). Можно считать, что ни одна из точек
𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 не совпадает с 𝑂, так как в противном случае
расстояние от неё до любой другой точки прямоугольника
не превосходит половины длины диагонали, т. е. 5▷2, что
меньше 25▷8. Сумма ∠𝐴𝑂𝐵+∠𝐵𝑂𝐶+∠𝐶𝑂𝐷+∠𝐷𝑂𝐴 рав-
на 360∘, поэтому хотя бы один из углов не превосходит
90∘, пусть это угол ∠𝐴𝑂𝐵. Будем также считать, что этот
угол ненулевой, так как в противном случае точки 𝐴 и 𝐵
лежат на одном отрезке, длина которого не превосходит
половины длины диагонали.

Продолжим отрезок 𝑂𝐴 до пересечения с границей пря-
моугольника в точке 𝐴′ и построим точку 𝐵′ так, что
∠𝐴′𝑂𝐵′=90∘ и 𝐵′ лежит на границе прямоугольника в той
же полуплоскости относительно 𝑂𝐴′, что и точка 𝐵 (см.

L M

K N

A
D

O

CB

A′

B′

Рис. 57

L M

K N

O
A′

B′

Рис. 58

рис. 57). По построению точки 𝐴 и
𝐵 принадлежат фигуре, которую от-
деляют от прямоугольника отрезки
𝐴′𝑂, 𝑂𝐵′. Покажем, что расстояние
между любыми двумя точками этой
фигуры (а значит, и между 𝐴 и 𝐵)
не превосходит 25▷8.

Возможны три случая расположе-
ния точек 𝐴′ и 𝐵′ на границе пря-
моугольника: на смежных сторонах,
на одной и той же стороне длины 4,
или на противоположных сторонах
длины 4 (одной стороне или двум
противоположным сторонам длины
3 эти точки принадлежать не могут,
так как ∠𝐾𝑂𝐿=∠𝑁𝑂𝑀<90∘). Рас-
смотрим каждый из случаев отдель-
но.

1) Пусть 𝐴′ лежит на стороне 𝐾𝐿, а точка 𝐵′ –– на сто-
роне 𝐿𝑀 (см. рис. 58). Тогда четырёхугольник 𝐴′𝑂𝐵′𝐿 впи-
сан в окружность, построенную на отрезке 𝐴′𝐵′ как на
диаметре, а его длина максимальна среди длин отрезков
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между любыми двумя точками этого четырёхугольника.

Если ∠𝐿𝐴′𝑂= a, то по теореме синусов 𝐴′𝐵′ =
𝑂𝐿

sin ∠𝐿𝐴′𝑂
=

=
5

2 sin a
. Но ∠𝐴′𝐾𝑂6a6180∘−∠𝐴′𝐿𝑂, причём sin ∠𝐴′𝐾𝑂=

=sin↼180∘−∠𝐴′𝐿𝑂↽=sin∠𝐴′𝐿𝑂=
𝐾𝑁
𝐿𝑁

=
4
5
, поэтому sin a>

4
5
,

L M

K N

O

A′ B′

Рис. 59

𝐴′𝐵′ =
5

2 sin a
6

5
2 𝛿 4▷5

=
25
8

.

2) Пусть теперь обе точки 𝐴′ и 𝐵′

лежат на большей стороне прямо-
угольника, например 𝐿𝑀 (см. рис.
59). Тогда 𝐴′𝐵′ –– гипотенуза в прямо-
угольном треугольнике 𝐴′𝑂𝐵′, её дли-
на максимальна среди длин всех от-
резков между любыми двумя точками
этого треугольника. Если теперь обозначить ∠𝑂𝐴′𝐵′=a, то
∠𝑂𝐵′𝐴′ =90∘ − a, и

𝐴′𝐵′ =
3
2

ctg a+
3
2

ctg↼90∘ − a↽ =
3
2
↼ctg a+ tg a↽.

Из неравенства ∠𝑂𝐿𝑀<a<90∘−∠𝑂𝑀𝐿 имеем tg ∠𝑂𝐿𝑀=

=
3
4
6 tg a6

4
3
= ctg ∠𝑂𝑀𝐿. Таким образом, 𝐴′𝐵′=

3
2

(︁
𝑥+

1
𝑥

)︁
,

где 𝑥= tg a∈
[︁

3
4
;

4
3

]︁
. Заметим, что функция 𝑓↼𝑥↽=𝑥+

1
𝑥

воз-

растает при 𝑥>1 и убывает при 0<𝑥61. Действительно 1,

𝑓↼𝑥2↽− 𝑓↼𝑥1↽ = 𝑥2 +
1
𝑥2

−𝑥1 −
1
𝑥1

= ↼𝑥2 −𝑥1↽
𝑥1𝑥2 −1
𝑥1𝑥2

,

т. е. 𝑓↼𝑥1↽> 𝑓↼𝑥2↽ при 0<𝑥1 <𝑥2 61 и 𝑓↼𝑥1↽< 𝑓↼𝑥2↽ при 16
6𝑥1 <𝑥2. Следовательно, 𝑓↼𝑥↽ принимает наибольшее зна-

чение на отрезке
[︁

3
4
; 1

]︁
при 𝑥=

3
4
, а на отрезке

[︁
1;

4
3

]︁
–– при

𝑥=
4
3
, поэтому 𝐴′𝐵′ 6

3
2
𝑓
(︁

3
4

)︁
=

3
2
𝑓
(︁

4
3

)︁
=

3
2

(︁
3
4
+

4
3

)︁
=

25
8

.

3) Наконец, пусть точка 𝐴′ принадлежит стороне 𝐿𝑀,
а точка 𝐵′ –– стороне 𝐾𝑁. Пусть также 𝑄 –– середина отрез-

1 Читатель, знакомый с понятием производной, легко докажет это

утверждение о функции 𝑓↼𝑥↽, рассмотрев 𝑓 ′↼𝑥↽=1− 1

𝑥2
=
↼𝑥− 1↽↼𝑥+ 1↽

𝑥2
.
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ка 𝐿𝑀. Можно считать, что точка 𝐴′ лежит на отрезке
𝐿𝑄 (в противном случае рассуждения аналогичны). Обо-
значим через 𝐵′′ проекцию точки 𝐵′ на отрезок 𝐿𝑄 (см.
рис. 60). Снова можно считать, что точка 𝐵′′ лежит меж-

L MQ

K N

O

A′

B′

B′′

Рис. 60

ду точками 𝐿 и 𝐴′ (иначе поменяем местами 𝐴′ и 𝐵′). То-
гда длина отрезка 𝐴′𝐾 не меньше длин 𝐴′𝐵′ и 𝐵′𝐿, так
как его проекция на 𝐿𝑄 среди них максимальна. Значит,
длина 𝐴′𝐾 максимальна среди длин всех отрезков, соеди-
няющих любые две точки пятиугольника 𝐾𝐿𝐴′𝑂𝐵′. Име-
ем ∠𝐴′𝑂𝑄=∠𝑁𝐵′𝑂>∠𝑁𝐾𝑂, поэтому tg∠𝐴′𝑂𝑄>tg∠𝑁𝐾𝑂=

=
𝑀𝑁
𝐾𝑁

=
3
4
. Следовательно, 𝐴′𝑄=

3
2

tg ∠𝐴′𝑂𝑄>
9
8
, 𝐴′𝐿62−

− 9
8
=

7
8
, 𝐴′𝐾=

√
𝐾𝐿2 +𝐴′𝐿2 6

√︂
32 +

(︁
7
8

)︁2

=
25
8

.

L M=CB

A=K ND

Рис. 61

Итак, во всех случаях требуе-
мое неравенство доказано. Отме-
тим, что минимальное из рассто-
яний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷
равно в точности 25▷8 в случае,
если они расположены в верши-
нах максимального ромба, впи-
санного в данный прямоуголь-
ник (см. рис. 61), причём эта экс-
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тремальная конфигурация единственна (с точностью до
симметрий).

К о м м е н т а р и й. Задача является частным случаем задачи раз-
мещения в данной фигуре (или данном пространственном теле) задан-
ного числа 𝑛 точек так, чтобы минимальное расстояние между ними
было максимально. В некотором смысле обратная задача такова: для
данного числа e разместить в данном множестве наибольшее число то-
чек, попарные расстояния между которыми не меньше e. В геометрии
и топологии (точнее, в теории метрических пространств) такое множе-
ство называется максимальной e-сетью. В теории кодов, исправляю-
щих ошибки, подобное множество называется максимальным кодом с
данным расстоянием. Близкой к упомянутым является задача разме-
щения в данной фигуре максимального числа непересекающихся ша-
ров данного радиуса –– задача плотнейшей упаковки шаров. Эта задача
имеет существенное значение для направления в теории чисел, которое
называется геометрией чисел. Подобная же задача активно исследует-
ся и в теории кодирования. Точные решения подобных задач удаётся
получить только в простейших частных случаях.

Аналогичная задача про прямоугольник 3×4 была на Всесоюзной
олимпиаде 1981 г. (второй день, 2-я задача, 10 класс), но там было 6
точек, а не четыре, и оценка не была достижимой.

10 класс
1. Поскольку 0<1<

p

3
<

p

2
, справедливы неравенства

sin 1< sin
p

3
=

√
3

2
<

7
8
. С другой стороны, логарифмируя по

основанию 3 неравенство 37 <74, получаем 7<4 log3 7, а

значит,
7
8
< log3

√
7.

2. Обозначим через 𝑛 количество задач, предложенных
участникам олимпиады, и пусть 𝑘 –– число разрядов, до-
статочное, чтобы записать в десятичной системе любую
сумму баллов, набранную участниками. Тогда каждому
участнику сопоставляется ↼𝑘𝑛+1↽-разрядное натуральное
число, десятичная запись которого начинается с единицы
(чтобы не допустить нуль в старшем разряде), затем в 𝑘
разрядах записана сумма баллов участника, при необхо-
димости дополненная нулями в старших разрядах, а да-
лее следуют аналогичным образом записанные баллы за
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каждую задачу:

1

сумма
баллов⏞  ⏟  

* * ... * *⏟  ⏞  
𝑘 разрядов

балл за
задачу 1⏞  ⏟  

* * ... * *⏟  ⏞  
𝑘 разрядов

...

балл за
задачу 𝑛⏞  ⏟  

* * ... * *⏟  ⏞  
𝑘 разрядов

Очевидно, что рассматриваемое сопоставление удовлетво-
ряет условию задачи.

К о м м е н т а р и й. Приведённое решение можно назвать наиболее
естественным: оно обобщает различные подходы и свободно от каких-
либо предположений о числе задач и системе начисления баллов.

3. Преобразуем данное уравнение к виду 19↼𝑥3 −100↽=
=84↼1+𝑦2↽. Правая часть полученного уравнения делится
на 7, поэтому и левая часть тоже должна делиться на 7.
Значит, 𝑥3 −100 делится на 7, т. е. 𝑥3 даёт остаток 2 при
делении на 7. Составим таблицу остатков при делении на
7 чисел 𝑥 и 𝑥3.

Остаток при делении 𝑥 на 7 0 1 2 3 4 5 6

Остаток при делении 𝑥3 на 7 0 1 1 6 1 6 6

Получаем, что 𝑥3 не может давать остаток 2 при делении
на 7, поэтому рассматриваемое уравнение не имеет реше-
ний в целых числах.

4. Первый способ. Вычеркнем из последовательности
𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, ... все числа, которые можно получить, сумми-
руя меньшие члены этой последовательности (каждое чис-
ло можно суммировать несколько раз). Очевидно, что лю-
бую сумму, которую можно уплатить без сдачи выпущен-
ными монетами, можно уплатить только монетами, досто-
инство которых осталось в последовательности после вы-
чёркивания. Докажем, что после вычёркивания осталось
конечное число членов последовательности. Заметим, что
𝑛1 вычеркнуто не было. Разделим любые два различных
оставшихся числа 𝑛𝑠 и 𝑛𝑡 (𝑛𝑠>𝑛𝑡) на 𝑛1 с остатком. Ес-
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ли предположить, что полученные остатки совпали, т. е.
𝑛𝑠= 𝑞𝑠𝑛1 + 𝑟 и 𝑛𝑡= 𝑞𝑡𝑛1 + 𝑟, то 𝑛𝑠−𝑛𝑡= ↼𝑞𝑠− 𝑞𝑡↽𝑛1, а значит,
большее из чисел 𝑛𝑠 и 𝑛𝑡 есть сумма меньшего из них и 𝑞𝑛1,
где 𝑞= 𝑞𝑠− 𝑞𝑡 –– натуральное число, а это противоречит то-
му, что число 𝑛𝑠 не было вычеркнуто. Следовательно, все
числа, оставшиеся после вычёркивания, дают различные
остатки при делении на 𝑛1. Таким образом, количество
оставшихся чисел не больше чем 𝑛1, а значит, конечно.
Итак, если 𝑛𝑁 –– наибольшее из невычеркнутых чисел, то
для уплаты любой требуемой суммы достаточно монет до-
стоинством в 𝑛1, 𝑛2, ... , 𝑛𝑁 копеек.
Второй способ. Пусть 𝑃 –– множество всех сумм, кото-

рые можно составить из чисел 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, ... (каждое число
можно суммировать несколько раз). Обозначим наимень-
шую из положительных разностей элементов множества 𝑃
через 𝑚 и пусть 𝑚=𝑦−𝑥, где 𝑥, 𝑦 –– соответствующие сум-
мы некоторых чисел из последовательности 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, ...
Докажем, что любое число 𝑎 из 𝑃 делится на 𝑚. Действи-
тельно, если это не так, то разделим 𝑎 на 𝑚 с остатком:
𝑎=𝑞𝑚+𝑟, где 0<𝑟<𝑚. Тогда 𝑟=𝑎−𝑞𝑚= ↼𝑎+𝑞𝑥↽−𝑞𝑦, т. е.
остаток 𝑟 представим в виде разности двух чисел из мно-
жества 𝑃, что противоречим минимальности 𝑚. Разделим
теперь все числа из 𝑃 на 𝑚. Получим множество 𝑃′, состо-
ящее из натуральных чисел, причём среди них найдутся
два последовательных: 𝑘 и 𝑘+1. Выберем произвольное
натуральное число 𝑛 и разделим его на 𝑘 с остатком:

𝑛 = 𝑞𝑘+ 𝑟 = ↼𝑞− 𝑟↽𝑘+ 𝑟↼𝑘+1↽.

Если 𝑛>𝑘2, то 𝑞>𝑘> 𝑟, поэтому 𝑞− 𝑟 >0. Следовательно,
все элементы множества 𝑃, возможно, за исключением
элементов 𝑚, 2𝑚, ..., ↼𝑘2 −1↽𝑚, представляются в виде

𝑛𝑚 = ↼𝑞− 𝑟↽↼𝑘𝑚↽+ 𝑟↼↼𝑘+1↽𝑚↽,

где числа 𝑘𝑚 и ↼𝑘+1↽𝑚 принадлежат множеству 𝑃. Это
означает, что для уплаты любой суммы из множества 𝑃
достаточно конечного набора номиналов монет.
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К о м м е н т а р и й. Задачу можно переформулировать так: любое
множество, состоящее из натуральных чисел и замкнутое относитель-
но сложения (на алгебраическом языке это подполугруппа полугруп-
пы натуральных чисел относительно операции сложения), конечно по-
рождено (порождается с помощью сложения своим конечным подмно-
жеством). Примером множества, порождаемого 𝑛 числами, служит 𝑛,
𝑛+1, ..., 2𝑛−1, 2𝑛, 2𝑛+1, ... Для сравнения: множество целых чи-
сел, замкнутое относительно операций сложения и вычитания, порож-
дается одним числом (наибольшим общим делителем всех чисел этого
множества) –– это множество состоит из всех чисел, кратных этому чис-
лу. Если дан набор чисел 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 с наибольшим общим делителем 1,
множество, порождённое этим набором с помощью сложения, начиная
с некоторого 𝑁 будет содержать все числа (это можно доказать, напри-
мер, аналогично последнему решению).

Интересная задача о вычислении такого наименьшего 𝑁 называется
проблемой Фробениуса. Она не решена до сих пор, а её частные случаи
(известные ещё в XIX в. Дж. Сильвестру) неоднократно предлагались
на различных олимпиадах. Вопрос о возможности представить число 𝑁
в виде суммы 𝑎1𝑥1 + ...+𝑎𝑛𝑥𝑛, где 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 –– произвольные заданные
числа, а 𝑥𝑖=0 или 1, называется проблемой упаковки в рюкзак, а если
𝑥𝑖 могут быть любыми неотрицательными числами –– проблемой разме-
на монет. Обе эти проблемы относятся к числу NP-полных проблем,
быстро работающий алгоритм для решения которых (т. е. нахождения
𝑥𝑖 по данным 𝑁 и 𝑎1, ..., 𝑎𝑛) на настоящий момент неизвестен.

5. Пример разрезания квадрата на 8 остроугольных
треугольников приведён в решении задачи 5 для 8 клас-
са. Покажем, что на меньшее количество остроугольных
треугольников его разрезать нельзя.

Пусть квадрат разрезан на 𝑛 остроугольных треуголь-
ников. Их вершины могут быть одного из трёх типов:
1) четыре вершины, являющиеся вершинами квадрата;
2) вершины, лежащие строго внутри сторон каких-то из
этих 𝑛 треугольников или на сторонах квадрата (пусть их
количество равно 𝑘), и 3) все остальные вершины (пусть
их количество равно 𝑚). Общее число углов всех 𝑛 тре-
угольников равно 3𝑛>8+3𝑘+5𝑚, так как в каждой вер-
шине первого типа сходятся не менее двух углов, в сумме
дающих p▷2, в каждой вершине второго типа сходится не
менее трёх углов, в сумме дающих p, а в каждой вершине
третьего типа сходится не менее 5 углов, в сумме дающих
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2p. С другой стороны, сумма величин этих углов (в радиа-
нах) равна p𝑛=4 𝛿 p▷2+p𝑘+2p𝑚, поэтому 3𝑛=6+3𝑘+6𝑚>
>8+3𝑘+5𝑚, откуда 𝑚>2. Таким образом, вершин тре-
тьего типа не менее двух. Выберем две такие вершины и
для каждой из них рассмотрим все треугольники, кото-
рым они принадлежат; пусть их количества равны 𝑑1 и
𝑑2 соответственно. Среди всех этих треугольников может
быть не более двух общих для выбранных точек. Значит,
𝑛>𝑑1 +𝑑2 −2>5+5−2=8, что и требовалось доказать.

К о м м е н т а р и й. Постановка этой задачи есть в книге М. Гард-
нера [15, гл. 37]. Он приводит пример разрезания квадрата на восемь
остроугольных треугольников, но пишет, что получить доказательство
неравенства 𝑛>8 не смог.

6. Первый способ. Заметим, что вершины треугольно-
го сечения куба всегда лежат на трёх смежных рёбрах.
Пусть 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 –– смежные рёбра куба, а 𝐵1 ∈𝐴𝐵, 𝐶1 ∈
∈𝐴𝐶, 𝐷1 ∈𝐴𝐷 –– вершины сечения. Шар, вписанный в куб,
касается граней усечённого тетраэдра 𝐵𝐶𝐷𝐵1𝐶1𝐷1 в точ-
ках 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 –– серединах рёбер 𝐵𝐶, 𝐵𝐷, 𝐶𝐷 соответствен-
но и в точке 𝑂 грани 𝐵1𝐶1𝐷1. Из равенства отрезков ка-
сательных, проведённых к шару из одной точки, следу-
ет, что △𝐵1𝐶1𝑂=△𝐵1𝐶1𝑂1, поэтому 𝑆𝐵1𝐶1𝑂=𝑆𝐵1𝐶1𝑂1 и, ана-
логично, 𝑆𝐵1𝐷1𝑂=𝑆𝐵1𝐷1𝑂2, 𝑆𝐶1𝐷1𝑂=𝑆𝐶1𝐷1𝑂3.
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Пусть точка 𝐶2 симметрична точке 𝐶1 относительно 𝑂1.
Тогда △𝑂1𝐶𝐶1 =△𝑂1𝐵𝐶2, поэтому 𝑆𝑂1𝐶𝐶1 =𝑆𝑂1𝐵𝐶2. Треуголь-
ники 𝐵1𝐶1𝑂1 и 𝐵1𝐶2𝑂1 имеют равные основания и высоту,
проведённую из вершины 𝐵1, а значит, 𝑆𝐵1𝐶1𝑂1 =𝑆𝐵1𝐶2𝑂1. Че-
тырёхугольник 𝐵𝐵1𝑂1𝐶2 выпуклый, поэтому

𝑆𝐵1𝐶1𝑂1 = 𝑆𝐵1𝐶2𝑂1 6 𝑆𝐵𝐵1𝑂1𝐶2 = 𝑆𝐵𝐵1𝑂1 +𝑆𝑂1𝐵𝐶2 =

= 𝑆𝐵𝐵1𝑂1 +𝑆𝑂1𝐶𝐶1 = 𝑆𝐵𝐵1𝐶1𝐶−𝑆𝐵1𝐶1𝑂1,

откуда 2𝑆𝐵1𝐶1𝑂1 6𝑆𝐵𝐵1𝐶1𝐶. Аналогично доказываются нера-
венства 2𝑆𝐵1𝐷1𝑂2 6𝑆𝐵𝐵1𝐷1𝐷 и 2𝑆𝐶1𝐷1𝑂3 6𝑆𝐶𝐶1𝐷1𝐷. Складывая
эти три неравенства и учитывая доказанные выше равен-
ства площадей треугольников, получаем

2𝑆𝐵1𝐶1𝐷1 6 𝑆𝐵𝐵1𝐶1𝐶+𝑆𝐵𝐵1𝐷1𝐷+𝑆𝐶𝐶1𝐷1𝐷.

Поскольку у тетраэдра 𝐴𝐵1𝐶1𝐷1 площадь боковой поверх-
ность больше площади его основания 𝐵1𝐶1𝐷1, имеем

3𝑆𝐵1𝐶1𝐷1 = 2𝑆𝐵1𝐶1𝐷1 +𝑆𝐵1𝐶1𝐷1 6

6 ↼𝑆𝐵𝐵1𝐶1𝐶+𝑆𝐵𝐵1𝐷1𝐷+𝑆𝐶𝐶1𝐷1𝐷↽+𝑆𝐵1𝐶1𝐷1 < ↼𝑆𝐵𝐵1𝐶1𝐶+𝑆𝐴𝐵1𝐶1↽+

+ ↼𝑆𝐵𝐵1𝐷1𝐷+𝑆𝐴𝐵1𝐷1↽+ ↼𝑆𝐶𝐶1𝐷1𝐷+𝑆𝐴𝐶1𝐷1↽ = 3𝑆𝐴𝐵𝐶,

откуда 𝑆𝐵1𝐶1𝐷1 <𝑆𝐴𝐵𝐶, что и требовалось доказать. Заме-
тим, что доказанная оценка неулучшаема, т. е. если точ-
ку 𝐵1 устремить к точке 𝐵, 𝐶1 –– к 𝐶, 𝐷1 –– к 𝐴 так, чтобы
△𝐵1𝐶1𝐷1 всё время касался шара, то 𝑆𝐵1𝐷1𝐶1 будет стре-
миться к 𝑆𝐴𝐵𝐶.
Второй способ. Без ограничения общности можно счи-

тать, что ребро рассматриваемого куба равно 2. Обозначим
куб 1 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 и его треугольное сечение 𝐾𝐿𝑀 так,
чтобы 𝐾∈𝐴1𝐵1, 𝐿∈𝐵𝐵1, 𝑀∈𝐵1𝐶1 (см. рис. 63).

Пусть сечение куба касается вписанного в куб шара в
точке 𝐻. Обозначим через 𝑃, 𝑄, 𝑅 точки касания шара с
теми гранями куба, на которых лежат отрезки 𝐾𝑀, 𝐿𝑀

1 В этом способе решения для удобства используются другие обо-
значения по сравнению с первым способом. Точке 𝐴 на рис. 62 соответ-
ствует точка 𝐵1, точке 𝐵 –– точка 𝐴1, точке 𝐶 –– точка 𝐵 и т. д.
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и 𝐾𝑀 соответственно. По свойству отрезков касательных,
проведённых к сфере из одной точки, получаем 𝐾𝐻=𝐾𝑃
и 𝐿𝐻=𝐿𝑃, поэтому △𝐾𝐿𝑃=△𝐾𝐿𝐻 по трём сторонам. Ана-
логично, △𝐿𝑀𝐻=△𝐿𝑀𝑄, △𝐾𝑀𝑅=△𝐾𝑀𝐻. Следователь-
но, площадь △𝐾𝐿𝑀 равна сумме площадей △𝐾𝐿𝑃, △𝐿𝑀𝑄
и △𝐾𝑀𝑅.

Введём на плоскости, содержащей грань 𝐴𝐵𝐵1𝐴1, плос-
кую декартову систему координат с началом в точке 𝑃 так,
чтобы вершина 𝐵1 имела координаты ↼1; 1↽. Обозначим ко-
ординаты точек 𝐾 и 𝐿 через ↼𝑥, 1↽ и ↼1, 𝑦↽ соответственно.
Выразим площадь △𝐾𝐿𝑃 через 𝑥 и 𝑦. Рассмотрим три слу-
чая (см. рис. 64): а) 𝑥>0 и 𝑦>0; б) 𝑥>0 и 𝑦<0; в) 𝑥<0
и 𝑦<0 (случай 𝑥<0 и 𝑦>0 аналогичен случаю б).
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Поскольку в случае а)

𝑆𝐾𝐿𝑃 = 𝑆𝑃𝐹𝐵1𝐸−𝑆𝑃𝐸𝐿−𝑆𝑃𝐾𝐹−𝑆𝐾𝐿𝐵1,

в случае б)

𝑆𝐾𝐿𝑃 = 𝑆𝑃𝐹𝐵1𝐸+𝑆𝑃𝐸𝐿−𝑆𝑃𝐾𝐹−𝑆𝐾𝐿𝐵1,

в случае в)

𝑆𝐾𝐿𝑃 = 𝑆𝑃𝐹𝐵1𝐸+𝑆𝑃𝐸𝐿+𝑆𝑃𝐾𝐹−𝑆𝐾𝐿𝐵1,

во всех трёх случаях получаем

𝑆𝐾𝐿𝑃 = 1− 1
2
𝑥− 1

2
𝑦− 1

2
↼1−𝑥↽↼1− 𝑦↽ = 1

2
↼1−𝑥𝑦↽.

Введём теперь на плоскости, содержащей грань 𝐵𝐶𝐶1𝐵1,
плоскую декартову систему координат с началом в точке
𝑄 так, чтобы ней вершина 𝐵1 также имела координату
↼1; 1↽. Тогда в ней точка 𝐿 имеет координаты ↼𝑦; 1↽. Пусть

точка 𝑀 имеет координаты ↼1; 𝑧↽. Тогда 𝑆𝐿𝑀𝑄=
1
2
↼1− 𝑦𝑧↽.

Рассматривая аналогичную систему координат на плоско-

сти, содержащей грань 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1, получим 𝑆𝐾𝑀𝑅=
1
2
↼1−𝑥𝑧↽.

Остаётся показать, что

1
2
↼1−𝑥𝑦↽+ 1

2
↼1− 𝑦𝑧↽+ 1

2
↼1−𝑥𝑧↽ < 2,

т. е. 𝑥𝑦+𝑦𝑧+𝑥𝑧>−1. По условию задачи выполнены нера-
венства |𝑥|61, |𝑦|61, |𝑧|61, причём никакие два из этих
неравенств не могут обращаться в равенства одновремен-
но, так как не существует треугольного сечения куба, про-
ходящего через две его вершины и касающегося вписанно-
го в этот куб шара.

Если хотя бы одно из чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 равно нулю, то нера-
венство выполнено. Пусть теперь числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 отличны от
нуля. Если все три их попарных произведения положи-
тельны, то неравенство верно. Если есть ровно одно от-
рицательное попарное произведение, скажем 𝑥𝑦, то тогда
числа 𝑥 и 𝑦 разных знаков, но 𝑥𝑧 и 𝑦𝑧 положительны, зна-
чит, они имеют то же знак, что и 𝑧, –– противоречие. Кро-
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ме того, все три попарных произведения не могут быть
отрицательны, так как это означало бы, что каждая пара
из трёх чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 имеет разные знаки, что невозможно.
Остаётся рассмотреть случай двух отрицательных попар-
ных произведений. Пусть это 𝑥𝑦 и 𝑦𝑧. Тогда числа 𝑥 и 𝑧
одного знака, поэтому

1+𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+𝑥𝑧 = 1+ 𝑦↼𝑥+ 𝑧↽+𝑥𝑧 > 1−1 𝛿 |𝑥+ 𝑧|+𝑥𝑧 =
= 1− |𝑥| − |𝑧|+𝑥𝑧 = ↼1− |𝑥|↽↼1− |𝑧|↽ > 0.

Если первое из двух неравенств в этой цепочке обращает-
ся в равенство, то 𝑥=−𝑧 или |𝑦|=1. Если же второе из
неравенств обращается в равенство, то |𝑥|=1 или |𝑧|=1.
Поэтому оба этих неравенства не могут обращаться в ра-
венства одновременно, так как иначе либо |𝑥|= |𝑦|=1, либо
|𝑦|= |𝑧|=1, либо |𝑧|= |𝑥|=1. Следовательно, 𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+𝑥𝑧>
>−1, что и требовалось доказать.

К о м м е н т а р и й. Первое решение принадлежит автору задачи. В
нём в качестве вспомогательной леммы, не прописанной явно, фактиче-
ски содержится решение третьей задачи первого дня Всесоюзной олим-
пиады 1983 г. для учащихся 9 классов (в книге [10] приведено другое
решение). Идея второго решения предложена Г. А. Гальпериным. Ещё
одно решение опубликовано И. Ф. Шарыгиным в журнале «Квант» [51].
Отметим, что в этом журнале задача дана в обобщённой формулировке:
докажите, что площадь сечения куба плоскостью, касающейся вписан-
ной в него сферы, не превосходит половины площади грани куба; рас-
смотрите случаи, когда это сечение а) треугольник, б) четырёхуголь-
ник, и докажите, что в случае а) площадь полной поверхности отсекае-
мого от куба тетраэдра меньше площади грани. Решение для четырёх-
угольного сечения написано В. Н. Дубровским.

Автор придумал задачу при попытке доказать стереометрический
вариант теоремы Эрдёша о том, что если два квадрата со сторонами
𝑎, 𝑏, не пересекаясь по внутренним точкам, лежат в квадрате 1×1, то
𝑎+ 𝑏61 (неравенство, очевидно, достижимо, а саму задачу можно най-
ти в книге [30, задача 19]). В стереометрическом варианте речь идёт
о кубах, а неравенство остаётся таким же. Н. Н. Нецветаев сообщил
нам, что, используя в качестве леммы задачу 6 для 10 класса (наряду
с другими соображениями), Ф. Л. Назаров доказал стереометрический
вариант теоремы Эрдёша (видимо, доказательство не было опублико-
вано).
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1985 год (XLVIII олимпиада)
7 класс

1. Преобразуем уравнение:

𝑥𝑦+1 = 𝑥+ 𝑦; 𝑥𝑦−𝑥− 𝑦+1 = 0; ↼𝑥−1↽↼𝑦−1↽ = 0.

Множество решений последнего уравнения состоит из все-
возможных пар чисел 𝑥, 𝑦, в которых одно из чисел равно
1, а другое произвольно.

2. Поскольку даны пять чисел, при любом разбиении
их на две группы в одной из групп будет менее трёх чи-
сел, а так как числа положительны, пустых групп (сумма
чисел в которых равна нулю) не будет. Следовательно, при
любом разбиении получим или группы из одного и четы-
рёх чисел, или из двух и трёх чисел. Если группа состо-
ит из одного числа, то это число равно сумме остальных
четырёх и, следовательно, других разбиений таких пяти
чисел, удовлетворяющих условию задачи, нет. Пусть те-
перь 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦, 𝑧 –– различные числа и выполнено равенство
𝑎+𝑏=𝑥+𝑦+𝑧. Тогда если существует ещё одно разбиение
на группы, то в одной из них должны быть также два чис-
ла, а в другой –– три. Кроме того, группа, состоящая из
двух чисел, должна состоять из одного из чисел пары 𝑎, 𝑏
и одного из чисел тройки 𝑥, 𝑦, 𝑧. Можно считать, что раз-
биение имеет вид 𝑎, 𝑥 и 𝑏, 𝑦, 𝑧, причём 𝑎+𝑥=𝑏+𝑦+𝑧. Вы-
читая из первого равенства второе, получим 𝑏−𝑥=𝑥− 𝑏,
откуда 𝑥= 𝑏, а это противоречит условию различности за-
данных чисел.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что для шести (и большего количе-
ства) чисел нельзя утверждать, что существует не более одного спосо-
ба разбить их на две группы так, чтобы суммы чисел в этих группах
были одинаковыми. Например, возьмём числа 1, 2, 3, 4, 5, 7. Тогда
7+4=1+2+3+5 и 7+1+3=2+4+5. Если же среди пяти чисел встре-
чаются одинаковые, то также может существовать не менее двух спо-
собов, если считать числа занумерованными, причём равные числа с
разными номерами отличать друг от друга. Читатель может попробо-
вать найти наибольшее количество разбиений на две одинаковые сум-
мы в этом случае самостоятельно. Однако если не различать формально
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равные числа, то ответ задачи остаётся верным и в случае, когда среди
чисел могут быть равные.

3. Покажем, что существует треугольник, длины сто-
рон которого равны 𝑏, 𝑐 и 𝑑−𝑎. Для этого достаточно про-
верить неравенство треугольника для каждой из сторон:

𝑏 < 𝑐+ ↼𝑑−𝑎↽, 𝑐 < 𝑏+ ↼𝑑−𝑎↽, 𝑑−𝑎 < 𝑏+ 𝑐.

По условию задачи справедливы все три неравенства.
Значит, существует △𝐴𝐵𝐸, у которого 𝐴𝐵=𝑐, 𝐵𝐸=𝑏, 𝐴𝐸=
=𝑑−𝑎. Отложим на луче 𝐴𝐸 отрезок 𝐴𝐷 длины 𝑑 (см.
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Рис. 65

рис. 65). Проведём через точку 𝐵 пря-
мую, параллельную прямой 𝐴𝐷, и от-
ложим на ней отрезок 𝐵𝐶 длины 𝑎 в
ту же полуплоскость относительно пря-
мой 𝐴𝐵, в которой находится точка 𝐷.
Тогда у четырёхугольника 𝐵𝐶𝐷𝐸 сторо-
ны 𝐵𝐶 и 𝐷𝐸 параллельны и равны, а
значит, это параллелограмм. Следова-
тельно, 𝐶𝐷=𝐵𝐸=𝑏. Наконец, поскольку стороны четырёх-
угольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 равны 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, стороны 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 парал-
лельны, а стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 не параллельны, то 𝐴𝐵𝐶𝐷 ––
трапеция, удовлетворяющая условию задачи.

К о м м е н т а р и й. Можно доказать (см. решение второй задачи
второго тура для 7 класса Московской математической олимпиады
1960 г. [40]), что если из четырёх отрезков можно сложить некото-
рый четырёхугольник, то из этих отрезков можно сложить и такой
четырёхугольник, у которого хотя бы две стороны параллельны.

4. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– данный квадрат и 𝑂 –– точка пересе-
чения его диагоналей (см. рис. 66). За время, которое тре-
буется зайцу для того, чтобы с максимальной скоростью
пробежать путь 𝑂𝐴=

𝑎√
2
, волк пробежит расстояние, не

превосходящее
𝑎√
2
1,4<𝑎. Следовательно, если на сторо-

нах квадрата отметить точки 𝐵1 и 𝐷1 так, что 𝐵𝐵1 =𝐷𝐷1 =
=
𝑎√
2
1,4, то за указанное время волки, исходно находив-
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шиеся в углах 𝐵 и 𝐷, не успеют добежать ни до одной
точки, которая ближе к вершине 𝐴, чем 𝐵1 и 𝐷1. Пусть
𝐹 –– любая точка интервала 𝐴𝐵1 (например, его середина)
и 𝐹𝐻 –– перпендикуляр, проведённый из этой точки к диа-
гонали 𝐴𝐶. Тогда 𝐴𝐻=𝐹𝐻, поэтому путь 𝑂𝐻𝐹 заяц мо-
жет преодолеть за то же время, что и путь 𝑂𝐻𝐴. Если в
тот момент, когда заяц окажется в точке 𝐻, один из вол-
ков будет находиться в вершине 𝐴, то этот волк не успеет
добежать до точки 𝐹, поскольку 𝐴𝐹=

√
2𝐻𝐹>1,4𝐻𝐹.
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Рис. 66

Таким образом, заяц может действовать следующим об-
разом. Сначала он бежит к точке 𝐻 по диагонали с макси-
мальной скоростью, а в точке 𝐻 он, не меняя скорости,
сворачивает на 90∘ и движется перпендикулярно диагона-
ли к той стороне квадрата, на которой не находится волк,
исходно сидевший в вершине 𝐴 (если в момент поворо-
та волк находится в 𝐴, то заяц сворачивает на 90∘ в лю-
бую сторону). Проведённые рассуждения показывают, что
в момент, когда заяц пересечёт сторону квадрата, ни один
из четырёх волков не сможет оказаться в той же точке.

К о м м е н т а р и й. Фактически доказано, что если максимальная
скорость волков будет меньше чем в

√
2 раз превосходить максималь-

ную скорость зайца, то заяц сможет выбежать из квадрата. Если же
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волки смогут двигаться хотя бы в
√

2 раз быстрее зайца, то они все-
гда смогут его поймать, например, всё время перемещаясь так, чтобы
отрезки, соединяющие точки расположения несмежных волков, были
параллельны диагоналям квадрата и пересекались в точке нахождения
зайца. Утверждение о возможности поимки зайца волками предлага-
лось в качестве задачи на Всесоюзной олимпиаде 1969 г. ([10], задача
116).

5. Первый способ. За два взвешивания нальём в пу-
стые фляги по 1 л. Выливая молоко из одной фляги в
другую и делая третье взвешивание, получим в двух фля-
гах по 2 л, а в третьей останется 1 л. Сольём всё молоко
в одну флягу: тогда в ней окажется 5 л, а остальные опу-
стеют. Делая два взвешивания, нальём в пустые фляги по
5 л. Выльем молоко из одной фляги в другую и, сделав
шестое взвешивание, получим в двух флягах по 10 л, а в
третьей останется 5 л. Проделав последние действия ещё
два раза (седьмое и восьмое взвешивание), получим в двух
флягах по 40 л, а в третьей 5 л. Сливая содержимое всех
фляг в одну, получим в ней 85 л.
Второй способ. Нальём в пустые фляги по 1 л, сделав

два взвешивания. Выльем молоко из одной фляги в дру-
гую и, делая третье взвешивание, получим в двух флягах
по 2 л, а в третьей останется 1 л. Проделав последние дей-
ствия ещё два раза (четвёртое и пятое взвешивание), полу-
чим в двух флягах по 8 л, а в третьей 1 л. Сольём всё мо-
локо в одну флягу: тогда в ней окажется 17 л, а остальные
опустеют. Наполним обе пустые фляги семнадцатью лит-
рами молока, сделав два взвешивания. Выльем молоко из
одной фляги в другую и, делая восьмое взвешивание, по-
лучим в двух флягах по 34 л, а в третьей останется 17 л.
Остаётся слить вместе 34 л, 34 л и 17 л.

К о м м е н т а р и й. В условии задачи предполагается, что во фля-
гу помещается более 85 л, а под взвешиванием понимается следующая
операция: на одну чашку весов ставится фляга с молоком, на вторую ––
пустая, и в пустую флягу доливается столько молока, чтобы весы при-
шли в равновесие. Различие двух приведённых решений можно проил-
люстрировать следующей таблицей.
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№ взвеши-
вания Фляга 1 Фляга 2 Фляга 3 Фляга 1 Фляга 2 Фляга 3

1 1 1 0 1 1 0
2 1 1 1 1 1 1
3 2 2 1 2 2 1
4 5 5 0 4 4 1
5 5 5 5 8 8 1
6 10 10 5 17 17 0
7 20 20 5 17 17 17
8 40 40 5 34 34 17

Отметим, что задача о переливаниях в указанной формулировке
очень близка к задаче о построении минимальной аддитивной цепоч-
ки. Аддитивной цепочкой называется любая последовательность нату-
ральных чисел 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑚, в которой 𝑎0 =1, а каждое из следующих
чисел является суммой каких-то двух предыдущих чисел (или удвое-
нием какого-то предыдущего числа). Число 𝑚 называется длиной це-
почки. Обозначим через 𝑙↼𝑁↽ наименьшую длину аддитивной цепочки,
заканчивающейся числом 𝑁. Например, 1, 2, 3, 5 и 1, 2, 4, 5 –– две
минимальные (по длине) цепочки для 5, поэтому 𝑙↼5↽=3.

Точная формула для длины 𝑙↼𝑁↽ минимальной аддитивной цепочки,
вычисляющей произвольное натуральное число 𝑁, неизвестна несмот-
ря на кажущуюся простоту задачи, её важное прикладное значение (на-
пример, длина минимальной аддитивной цепочки для 𝑁 равна мини-
мальному числу умножений для возведения данного числа в 𝑁-ю сте-
пень) и её солидный возраст (в научных публикациях она массово по-
является с тридцатых годов XX века, а единичные публикации появ-
лялись ещё в XIX веке).

Приведённые выше два решения являются по существу примене-
ниями известного «алгоритма множителей» нахождения аддитивной
цепочки для числа 85. В первом из них сначала вычисляется число
5, потом оно «умножается» на 17 с помощью аддитивной цепочки для
числа 17 (в которой все числа умножаются на 5). При этом получает-
ся цепочка 1, 2, 4, 5, 10, 20, 40, 80, 85. Во втором решении наоборот:
вначале вычисляется число 17, а затем оно «умножается» на 5. Так
получается цепочка 1, 2, 4, 8, 16, 17, 34, 68, 85.

Добавим, что решая задачу таким способом, можно отлить ↼2𝑛1 +1↽ 𝛿
𝛿 ↼2𝑛2 +1↽...↼2𝑛𝑘 +1↽ л молока за 𝑚= ↼𝑛1 +1↽+ ...+ ↼𝑛𝑘+1↽ взвешиваний.
В рассмотренной задаче 85= ↼22 +1↽↼24 +1↽ и 𝑚=8.

Ещё в Древнем Египте был известен другой алгоритм вычисления
аддитивных цепочек. Этот «бинарный алгоритм» иногда лучше «мето-
да множителей», а иногда хуже. Проиллюстрируем действие этого ал-
горитма на примере числа 85. Поскольку 85=64+16+4+1, двоичная
запись этого числа есть ↼1010101↽2. На первом шаге алгоритма начи-
наем цепочку, как и положено, с 1. На 𝑘-м шаге алгоритма при 𝑘>2
получаем число, двоичная запись которого даёт первые 𝑘 цифр двоич-
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ной записи числа 85. Так, на втором шаге алгоритма получаем число с
двоичной записью ↼10↽2, т. е. 2, складывая 1 и 1 (этот шаг алгоритма
добавляет к цепочке одно число –– 2). На втором шаге алгоритма полу-
чаем число с двоичной записью ↼101↽2, т. е. 5, складывая 2 и 2 и затем
прибавляя 1 (этот шаг алгоритма добавляет к цепочке два числа –– 4
и 5). Продолжая далее, в итоге находим цепочку 1, 2=1+1, 4=2+2,
5=4+1, 10=5+5, 20=10+10, 21=20+1, 42=21+21, 84=42+42,
85=84+1, которая имеет большую длину, чем цепочки, найденные ра-
нее с помощью «метода множителей». Значит, для числа 85 «бинарный
алгоритм» хуже.

Предлагаем заинтересованному читателю самостоятельно убедить-
ся в том, что 𝑙↼85↽=8, а также ближе познакомиться с аддитивными
цепочками, прочитав книги [18] и [20].

8 класс
1. Преобразуем данное равенство:

↼𝑥− 𝑦+ 𝑧↽2 − 𝑧2 = 𝑥2 − 𝑦2;

↼𝑥− 𝑦↽↼𝑥− 𝑦+2𝑧↽ = ↼𝑥− 𝑦↽↼𝑥+ 𝑦↽;
↼𝑥− 𝑦↽↼2𝑧−2𝑦↽ = 0.

Таким образом, исходное равенство равносильно уравне-
нию ↼𝑥−𝑦↽↼𝑧−𝑦↽=0, которому удовлетворяют всевозмож-
ные тройки чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, где 𝑥= 𝑦 или 𝑦= 𝑧, и только эти
тройки.

К о м м е н т а р и й. Эта задача составлена по материалам математи-
ческих олимпиад, проводившихся в Югославии.

2. Первый способ. Рассмотрим 993 числа: 𝑎993, ..., 𝑎1985.
Хотя бы одно из этих чисел, скажем 𝑎𝑘, не меньше чем
993, иначе среди них нашлись бы два одинаковых. Поэто-
му 𝑎𝑘 𝛿 𝑘>𝑎𝑘 𝛿 993>9932.
Второй способ. Количество чисел 𝑎𝑘, не меньших чем

993, равно 1985−993+1=993. Поэтому хотя бы одно из
них имеет номер 𝑘, не меньший 993, и для него 𝑎𝑘 𝛿 𝑘>
>993 𝛿 𝑘>9932.

3. Докажем, что квадрат из условия задачи обязатель-
но содержит хотя бы два узла. Для этого рассмотрим круг,
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вписанный в данный квадрат, и клетку, в которую попа-
дает центр круга. Разобьём эту клетку диагоналями на
4 треугольника. Центр круга лежит в одном из этих тре-
угольников. Поскольку сторона квадрата равна удвоенной
стороне клетки, радиус круга равен стороне клетки, т. е.
гипотенузе рассматриваемого треугольника. Следователь-
но, оба конца гипотенузы, являющиеся при этом узла-
ми, лежат внутри круга, а значит, и внутри квадрата (см.
рис. 67).

<1

<1

1 O

Рис. 67

1

B

Z D

A

O

C

Рис. 68

Пример расположения квадрата, накрывающего ровно
2 узла, приведён на рис. 68: диагонали квадрата парал-
лельны линиям бумаги, а центр лежит посередине меж-
ду двумя соседними узлами. Узлы 𝑍 и 𝐵 на рис. 68 не
попадают внутрь квадрата потому, что половина диаго-

нали квадрата 𝑂𝐴=
√

2<
3
2
=𝑂𝐵 (так как 2<

(︁
3
2

)︁2

=
9
4
) и

𝐷𝐶=𝐷𝐴=
√

2− 1
2
<𝐷𝑍=𝐷𝐵=1.

4. Возможны два случая: 1) для каждого богатыря най-
дётся богатырь меньшего роста; 2) найдётся богатырь (воз-
можно, не один), рост которого не больше, чем рост любо-
го другого богатыря (назовём такого богатыря «наимень-
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шим»). В случае 1) можно оставить в строю бесконеч-
ную колонну богатырей, выстроенную в порядке убыва-
ния роста, следующим образом. Первый богатырь остаёт-
ся в строю, а стоящие за ним выходят из строя до тех пор,
пока не встретится богатырь роста меньшего, чем первый
(возможно, уже второй богатырь будет ниже первого и
никому выходить из строя не придётся). Этот богатырь
остаётся в строю, а стоящие за ним выходят из строя до
тех пор, пока не встретится богатырь роста меньшего, чем
он сам, и т. д. Поскольку для каждого богатыря найдётся
богатырь меньшего роста, этот процесс не остановится ни
на каком конечном шаге, поэтому в строю останется бес-
конечно много богатырей.

В случае 2) выберем любого наименьшего богатыря и
рассмотрим колонну, стоящую за ним. Если в этой ко-
лонне нельзя выбрать наименьшего богатыря, то для неё
можно провести рассуждения случая 1) и удовлетворить
условию задачи. Если же в этой колонне можно выбрать
наименьшего богатыря, то рассмотрим колонну, стоящую
за последним из двух выбранных богатырей. Повторяя
уже проведённое рассуждение, получаем для этой колон-
ны или случай 1), или выбираем из неё третьего наимень-
шего богатыря и т. д. В любом случае или на некотором
шаге наступит случай 1), или получится бесконечная ко-
лонна из наименьших богатырей, выстроенная в поряд-
ке неубывания роста. Во всех случаях утверждение дока-
зано.

К о м м е н т а р и й. В сущности мы доказали, что из любой беско-
нечной последовательности действительных чисел можно выбрать бес-
конечную монотонную подпоследовательность. Этот факт доказывается
в курсе математического анализа и легко следует из принципа суще-
ствования предельной точки у ограниченной последовательности, но
приведённое рассуждение имеет то преимущество, что оно не использу-
ет никаких свойств действительных чисел, кроме отношения порядка.

5. Первый способ. Пусть 𝐴𝐵𝐶 –– треугольник, удовле-
творяющий условию задачи, причём 𝐴𝐵6𝐴𝐶 и 𝐴𝐵6𝐵𝐶
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(см. рис. 69). Тогда ∠𝐶660∘ как угол, лежащий против
наименьшей стороны треугольника. Пусть, далее, 𝐴𝐴1 и
𝐵𝐵1 –– биссектрисы, а 𝐴𝑀 и 𝐵𝑁 –– медианы треугольника

A B

C

MN
A1

B1

Рис. 69

𝐴𝐵𝐶. Поскольку по свойству биссектри-

сы
𝐴𝐵1

𝐵1𝐶
=
𝐴𝐵
𝐵𝐶

61, а
𝐴𝑁
𝑁𝐶

=1, точка𝑁 лежит

на отрезке 𝐵1𝐶. Аналогично получаем,
что точка 𝑀 лежит на отрезке 𝐴1𝐶. Сле-

довательно, 𝑆𝐴1𝐵1𝐶>𝑆𝑀𝑁𝐶=
1
4
𝑆𝐴𝐵𝐶, поэто-

му
3
4
𝑆𝐴𝐵𝐶>𝑆𝐴𝐵𝐴1𝐵1.

Применяя теорему о сумме углов тре-
угольника, находим, что угол между
биссектрисами 𝐴𝐴1 и 𝐵𝐵1 равен 90∘ +

+
∠𝐶
2

. По теореме о площади четырёхугольника, используя
монотонность синуса, получаем

3
4
𝑆𝐴𝐵𝐶 > 𝑆𝐴𝐵𝐴1𝐵1 =

1
2
𝛿 𝐴𝐴1 𝛿 𝐵𝐵1 𝛿 sin

(︁
90∘ +

∠𝐶
2

)︁
>

>
1
2

sin 120∘ =

√
3

4
,

откуда 𝑆𝐴𝐵𝐶>
1√
3
.

Второй способ. Пусть 2g –– любой из углов треугольни-
ка, удовлетворяющий неравенству 2g>60∘, 𝑎 и 𝑏 –– сторо-
ны, прилежащие к этому углу, а 𝑙 –– его биссектриса. За-
писав площадь 𝑆 треугольника как сумму площадей тре-
угольников, на которые он разбивается биссектрисой 𝑙, по-
лучаем равенства

2𝑆 = 𝑎𝑏 sin 2g = 𝑎𝑙 sin g+ 𝑏𝑙 sin g = ↼𝑎+ 𝑏↽𝑙 sin g,

откуда

𝑙 =
𝑎𝑏
𝑎+ 𝑏

sin 2g
sin g

=
2𝑎𝑏
𝑎+ 𝑏

cos g.

Выразим площадь через квадрат биссектрисы, учитывая
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неравенство 𝑙>1 и монотонность тангенса. Получаем

𝑆 =
1
2
𝑎𝑏 sin 2g =

1
8
𝑙2
↼𝑎+ 𝑏↽2

𝑎𝑏
sin 2g
cos2 g

=
1
8
𝑙2
(︁
↼𝑎− 𝑏↽2

𝑎𝑏
+4

)︁
2 sin g

cos g
>

>
1
8
𝑙2 𝛿 4 𝛿 2 tg g > tg g > tg 30∘ =

1√
3
.

Третий способ. Пусть ∠𝐴>60∘ –– наибольший угол тре-
угольникa 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐷>1 –– биссектриса угла 𝐴. Проведём
через точку 𝐷 прямую, перпендикулярную прямой 𝐴𝐷.
Пусть она пересекает стороны угла 𝐴 в точках 𝑀 и 𝑁 (см.

B
M

A

N
CD

L

Рис. 70

рис. 70). Покажем, что если точки 𝑀
и 𝑁 не совпали с точками 𝐵 и 𝐶, то
𝑆𝐴𝐵𝐶>𝑆𝐴𝑀𝑁. Треугольник 𝐴𝑀𝑁 рав-
нобедренный с основанием 𝑀𝑁. Про-
ведём через точку 𝑁 прямую, парал-
лельную прямой 𝐴𝑀. Она пересечёт
отрезок 𝐶𝐷 в некоторой точке 𝐿. Тре-
угольники 𝐵𝑀𝐷 и 𝐿𝑁𝐷 равны по сто-
роне (𝑀𝐷=𝐷𝑁) и прилежащим к ней углам. Следователь-
но, 𝑆𝐵𝑀𝐷=𝑆𝐿𝑁𝐷<𝑆𝐶𝑁𝐷, поэтому 𝑆𝐴𝐵𝐶>𝑆𝐴𝑀𝑁.

Остаётся заметить, что

𝑆𝐴𝑀𝑁 =
1
2
𝛿 𝐴𝐷 𝛿 𝑀𝑁 = 𝐴𝐷 𝛿 𝐷𝑁 = 𝐴𝐷2 tg

𝐴
2
> tg

𝐴
2
>

1√
3
.

К о м м е н т а р и й. Во втором способе решения задачи мы факти-
чески доказали неравенство

𝑆 > max
{︁
𝑙2𝑎 tg

a

2
, 𝑙2𝑏 tg

b

2
, 𝑙2𝑐 tg

g

2

}︁
и равенства

𝑙𝑐 =
2𝑎𝑏

𝑎+ 𝑏
cos

g

2
, 𝑙𝑏 =

2𝑎𝑐

𝑎+ 𝑐
cos

b

2
, 𝑙𝑎 =

2𝑏𝑐

𝑏+ 𝑐
cos

a

2
,

где a, b, g –– углы треугольника. Отметим, что неравенство 𝑆> 𝑙2𝑎 tg
a

2
можно доказать также чисто геометрически, используя в качестве лем-
мы тот факт (см. третий способ), что прямая, проходящая через данную
точку и отсекающая от данного угла треугольник наименьшей площа-
ди, делится этой точкой и сторонами угла пополам. Другое доказатель-
ство можно получить, опираясь на тот факт, что площадь параллело-
грамма, лежащего в треугольнике так, что его две стороны лежат на
сторонах треугольника, не превосходит половины его площади. Для
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этого надо рассмотреть параллелограмм, отсекаемый от треугольника
прямыми, проходящими через конец биссектрисы параллельно сторо-
нам треугольника, и заметить, что он является ромбом с площадью
1

2
𝑙2𝑎 tg

a

2
.

9 класс
1. Заметим, что данное равенство может быть выполне-

но лишь при условии
√
𝑥−√

𝑦+
√
𝑧>0. Возводя равенство

в квадрат, получим равносильное при этом условии равен-
ство 𝑥− 𝑦+ 𝑧= ↼

√
𝑥−√

𝑦+
√
𝑧↽2. Преобразуем его:

↼
√
𝑥−

√
𝑦+

√
𝑧↽2 − 𝑧 = 𝑥− 𝑦;

↼
√
𝑥−

√
𝑦↽↼

√
𝑥−

√
𝑦+2

√
𝑧↽ = ↼

√
𝑥−

√
𝑦↽↼

√
𝑥+

√
𝑦↽;

↼
√
𝑥−

√
𝑦↽↼2

√
𝑧−2

√
𝑦↽ = 0.

Полученному уравнению удовлетворяют всевозможные
тройки неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, где 𝑥=𝑦 или 𝑦=𝑧, и
только эти тройки. Все такие тройки удовлетворяют нера-
венству

√
𝑥−√

𝑦+
√
𝑧>0, поэтому они и составляют мно-

жество решений уравнения
√
𝑥− 𝑦+ 𝑧=

√
𝑥−√

𝑦+
√
𝑧.

К о м м е н т а р и й. Эта задача составлена по материалам математи-
ческих олимпиад, проводившихся в Югославии.

2. Расположим сначала первые 50 аэродромов в вер-
шинах правильного 50-угольника с центром 𝑂. Следую-
щие 50 аэродромов расположим в вершинах правильного
50-угольника, полученного из первого гомотетией с цен-
тром в точке 𝑂 и коэффициентом 1▷2. Продолжив этот
процесс далее, получим 39 𝛿 50=1950 аэродромов, распо-
ложенных в вершинах сжимающихся 50-угольников с об-
щим центром. Проведём ещё одну такую же гомотетию
и разместим оставшиеся 35 аэродромов произвольным об-
разом в вершинах нового 50-угольника, расположенного
внутри предыдущих.

Покажем, что описанная схема расположения аэродро-
мов удовлетворяет условию задачи, причём после при-
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земления все самолёты соберутся в вершинах исходно-
го (самого большого) 50-угольника. По свойству гомоте-
тии все аэродромы расположены на прямых, соединяю-
щих вершины исходного 50-угольника с его центром. По-
скольку каждая такая прямая пересекает 50-угольник
в двух его вершинах, получаем, что все аэродромы рас-
положены на отрезках, соединяющих пары наиболее уда-
лённых («диаметрально противоположных») вершин ис-
ходного 50-угольника. После приземления все самолёты,
вылетевшие из аэродромов, расположенных на любом та-
ком отрезке, соберутся в его концах, причём оба конца
будут задействованы.

3. Будем считать, что расстояние между ближайшими
параллельными линиями сетки равно 1. Тогда сторона
квадрата из условия задачи равна 2, а его диагональ равна
2
√

2.
Линии сетки разбиваются на два множества попарно

параллельных прямых. Линии одного из этих множеств
назовём вертикалями, а другого –– параллелями. Будем го-
ворить, что два узла отстоят друг от друга на расстояние
𝑑 по вертикали, если расстояние между содержащими эти
узлы параллелями равно 𝑑. Также будем говорить, что два
узла отстоят друг от друга на расстояние 𝑑 по горизонтали,
если расстояние между содержащими эти узлы вертикаля-
ми равно 𝑑.

Заметим, что никакие два накрытых узла не могут от-
стоять друг от друга на расстояние 𝑑>3 по вертикали или
по горизонтали, так как иначе расстояние между этими
узлами было не меньше 𝑑>2

√
2. Значит, все накрытые уз-

лы отстоят друг от друга на расстояние не больше 2 как
по вертикали, так и по горизонтали. Следовательно, все
эти узлы находятся в некотором квадрате 2 на 2, образо-
ванном линиями сетки.

Если стороны бумажного квадрата параллельны лини-
ям сетки, то он совпадает с квадратом на рис. 71, так как
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накрывает по крайней мере по одному узлу на каждой из
изображённых параллелей и вертикалей. Тогда он накры-
вает все 9 узлов на рис. 71.

1 √ 2

√ 2

Рис. 71

Предположим, что стороны бумажно-
го квадрата не параллельны линиям сет-
ки. Тогда он не может накрывать ника-
кие два узла на расстоянии 2

√
2, ведь

иначе эти два узла были бы его верши-
нами, а его стороны параллельны лини-
ям сетки. Значит, он накрывает ровно 7
узлов, которые с точностью до поворота
совпадают с отмеченными на рис. 72 уз-

лами. Далее без ограничения общности считаем, что это
отмеченные на этом рисунке узлы.

1A H C

B

D
√

5
√

5

a
b

1 1

√
5

√
5

A H C

B

D

a

а) б)

Рис. 72

Обозначим четыре из этих узлов через 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐻 как
указано на рис. 72. Тогда 𝐴𝐻=𝐻𝐶=1 и 𝐴𝐵=𝐵𝐶=

√
5.

Пусть 𝑎 и 𝑏 –– две перпендикулярные прямые, проходя-
щие через точку 𝐵 параллельно сторонам квадрата, a ––
острый угол между прямыми 𝑎 и 𝐴𝐶, b –– острый угол
между прямыми 𝑏 и 𝐴𝐶. Без ограничения общности счи-
таем, что a>b. Тогда 2a>a+b=90∘ и a>45∘. При 45∘6a6
6∠𝐵𝐴𝐻 по теореме о внешнем угле треугольника имеем
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∠𝐴𝐵𝐷=∠𝐵𝐴𝐻− a6∠𝐵𝐴𝐻−45∘ (рис. 72, а). Тогда

cos ∠𝐴𝐵𝐷 > cos↼∠𝐵𝐴𝐻−45∘↽ =

= cos ∠𝐵𝐴𝐻 cos 45∘ + sin ∠𝐵𝐴𝐻 sin 45∘ =
3√
10

>
2√
5
.

При ∠𝐵𝐴𝐻< a<90∘ имеем ∠𝐴𝐵𝐷<∠𝐴𝐵𝐻 (рис. 72, б). То-

гда cos ∠𝐴𝐵𝐷> cos ∠𝐴𝐵𝐻=
2√
5
.

В обоих случаях для проекции 𝐵𝐷 стороны 𝐴𝐵 на пря-
мую 𝑎 имеем 𝐵𝐷=𝐴𝐵 cos ∠𝐴𝐵𝐷=

√
5 cos ∠𝐴𝐵𝐷>2. Зна-

чит, проекция отрезка 𝐴𝐵 на какую-то из сторон квадрата
больше 2. Поэтому квадрат со стороной 2 его не накрыва-
ет. Пришли к противоречию.

К о м м е н т а р и й. При решении задачи мы фактически доказали,
что равнобедренный треугольник с основанием 2 и боковой стороной√

5 можно вписать в квадрат 2×2 единственным способом (с точностью
до поворотов на 90∘, 180∘ и 270∘).

Известно следующее утверждение (теорема Пика, см., например,
[8]): если все вершины многоугольника (без самопересечений) име-
ют целые координаты, т. е. лежат в узлах клетчатой бумаги, то его
площадь равна 𝑎▷2+ 𝑏−1, где 𝑎 –– число узлов, лежащих на его гра-
нице, а 𝑏 –– внутри. С её помощью доказывается следующая теорема
Ньюмена: квадрат размера 𝑛×𝑛 накрывает не более ↼𝑛+1↽2 узлов.
Для доказательства можно рассмотреть наименьший выпуклый мно-
гоугольник, накрывающий все узлы, накрытые квадратом, и заме-
тить, что вершины этого многоугольника лежат в узлах, причём его
площадь не больше 𝑛2 (площади квадрата), периметр не больше 4𝑛
(периметра квадрата, потому что из двух замкнутых выпуклых ло-
маных бо́льшую длину имеет объемлющая, см., например, решение
задачи 4 для 7 класса в 1987 г.) и не меньше числа узлов точек,
лежащих на нём (так как расстояние между двумя узлами не мень-
ше 1). Значит, число 𝑎 узлов, лежащих на границе многоугольника,
не больше 4𝑛. Если внутри него лежит 𝑏 узлов, то по формуле Пика
𝑎▷2+ 𝑏−16𝑛2, значит для числа узлов, накрытых квадратом, получа-
ем оценку 𝑎+ 𝑏6𝑛2 +1+𝑎▷26𝑛2 +2𝑛+1= ↼𝑛+1↽2. Из доказанной тео-
ремы вытекает, что квадрат 2×2 накрывает не более 9 узлов. Задачи 3
для 8 и 9 классов показывают, что этот квадрат может накрывать ров-
но 9 узлов, но не может накрывать ровно 8 или ровно 7 узлов, и всегда
накрывает как минимум два узла, причём случай, когда он накрывает
ровно 2 узла, возможен. Легко привести пример, когда он накрывает
ровно 6 узлов и ровно 4 узла. Предлагаем читателю самостоятельно
исследовать вопрос, может ли квадрат 2×2 накрывать ровно 3 узла и
ровно 5 узлов.
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4. Допустим противное: при любом выборе двух чело-
век из всей группы и пяти человек из оставшихся десяти
кто-то из пятёрки будет дружить ровно с одним человеком
из исходной пары. Это означает, что для каждой пары чле-
нов группы количество человек, которые дружат ровно с
одним из этой пары, не менее 6. Поскольку различных

пар всего
12 𝛿 11

2
=66 (порядок людей в паре значения не

имеет), просуммировав количества человек, которые дру-
жат ровно с одним из данной пары, получаем не менее
6 𝛿 66=396.

С другой стороны, то же число должно получиться, ес-
ли для каждого человека подсчитать количество пар, в ко-
торых он дружит ровно с одним, и суммировать их. Если
𝑛 –– число друзей некоторого человека, то количество та-
ких пар равно 𝑛↼11−𝑛↽, что не превосходит 5 𝛿 6. Просум-
мировав эти количества, получим число, не превосходя-
щее 12 𝛿 6 𝛿 5=360. Поскольку 360<396, приходим к про-
тиворечию.

5. Доказательство проведём методом математической
индукции. Для 𝑛=3 утверждение верно: 23 =7 𝛿 12 +12.
Пусть для 𝑛=𝑘 справедливо равенство 2𝑘=7𝑥2 + 𝑦2, где

числа 𝑥 и 𝑦 нечётны. Рассмотрим две пары чисел:
1
2
↼𝑥−𝑦↽,

1
2
↼7𝑥+ 𝑦↽ и

1
2
↼𝑥+ 𝑦↽,

1
2
↼7𝑥− 𝑦↽. Получим

7
(︁

1
2
↼𝑥− 𝑦↽

)︁2

+
(︁

1
2
↼7𝑥+ 𝑦↽

)︁2

=

=
1
4
↼7𝑥2 −7 𝛿 2𝑥𝑦+7𝑦2 +72𝑥2 +2 𝛿 7𝑥𝑦+ 𝑦2↽ =

=
1
4
𝛿 8 𝛿 ↼7𝑥2 + 𝑦2↽ = 2 𝛿 2𝑘 = 2𝑘+1

и, аналогично, 7
(︁

1
2
↼𝑥+𝑦↽

)︁2

+
(︁

1
2
↼7𝑥−𝑦↽

)︁2

=2𝑘+1. Заметим,

что сумма чисел в каждой паре равна чётному числу 4𝑥,
поэтому в обеих парах стоят числа одной чётности, а по-
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скольку сумма
1
2
↼𝑥−𝑦↽+ 1

2
↼𝑥+𝑦↽=𝑥 нечётна, в разных па-

рах чётность чисел различна. Следовательно, в одной из
пар оба числа нечётны. Значит, равенство 2𝑘+1 =7𝑋2 +𝑌2

также выполнено для некоторых нечётных чисел 𝑋 и 𝑌.

К о м м е н т а р и й. Задача взята из записных книжек Леонарда Эй-
лера, частично опубликованных в статье [36, с. 23––24]. Эйлер зани-
мался подобными задачами в связи с изучением так называемых удоб-
ных чисел. Эти введённые им числа вызывают интерес и в наши дни,
поскольку некоторые связанные с ними задачи ещё не решены.

В [36] приведены последовательности 𝚤𝑥𝑛℘ и 𝚤𝑦𝑛℘, определённые со-
отношениями {︂

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 −2𝑥𝑛−2, 𝑥4 = 𝑥3 = 1,

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 −2𝑦𝑛−2, 𝑦4 = 3, 𝑦3 = −1,

которые состоят из решений заданного уравнения, т. е. 7𝑥2
𝑛+ 𝑦

2
𝑛=2𝑛,

где 𝑛=3, 4, 5, ...
Интересно отметить, что для решений существуют явные формулы

(см. [76])

𝑥 =
2𝑛▷2
√

7
|sin↼𝑛 arctg

√
7↽|, 𝑦 = 2𝑛▷2|cos↼𝑛 arctg

√
7↽|,

связанные с нормой элементов кольца целых чисел поля Q↼
√
−7↽, до-

пускающим единственность разложения на множители.

10 класс
1. Обозначим 𝑎=

𝑥−49
50

, 𝑏=
𝑥−50

49
и преобразуем уравне-

ние:

𝑎+ 𝑏 =
1
𝑎
+

1
𝑏
;

𝑎2𝑏+𝑎𝑏2 −𝑎− 𝑏
𝑎𝑏

= 0;
↼𝑎+ 𝑏↽↼𝑎𝑏−1↽

𝑎𝑏
= 0.

Получаем либо 𝑎+ 𝑏=0, 𝑎𝑏 ̸=0, либо 𝑎𝑏=1. Подставляя
выражения для 𝑎 и 𝑏, получаем в первом случае

𝑥−49
50

+
𝑥−50

49
= 0; 99𝑥−492 −502 = 0; 𝑥 =

4901
99

,

а во втором случае

𝑥−49
50
𝛿
𝑥−50

49
= 1; ↼𝑥−49↽↼𝑥−50↽ = 49 𝛿 50; 𝑥↼𝑥−99↽ = 0,

откуда 𝑥=0 или 𝑥=99.
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3. Обозначим «сложность» числа 𝑎 через 𝐿↼𝑎↽. Заме-

тим, что 𝐿↼0↽=1, 𝐿↼1↽=2, 𝐿
(︁

1
2

)︁
=3. Далее, пусть 0<𝑎<

1
2
.

Тогда в числовой последовательности наименьшей дли-
ны, которая начинается с нуля и заканчивается числом 𝑎,

предпоследнее число не может быть равным 1−𝑎> 1
2
, по-

скольку тогда число, предшествующее 1−𝑎, обязатель-
но равно 𝑎, что противоречит предположению о том, что
вычисление является кратчайшим. Значит, предпослед-
нее число равно 2𝑎, а значит, 𝐿↼𝑎↽=𝐿↼2𝑎↽+1. Если же
1
2
<𝑎<1, то 𝐿↼𝑎↽=𝐿↼1−𝑎↽+1, поскольку в этом случае

предпоследний член последовательности наименьшей дли-
ны не может быть равным 2𝑎, а следовательно, равен 1−𝑎.

Обозначим через 𝑎𝑛 самое «сложное» из чисел
1
2𝑛

,
3
2𝑛

,

...,
2𝑛−1

2𝑛
. Докажем индукцией по 𝑛, что 𝑎𝑛=

2
3
+

1
3

(︁
−1

2

)︁𝑛
и 𝐿↼𝑎𝑛↽=2𝑛+1. При 𝑛=1 утверждение верно: 𝑎1 =

1
2
=

2
3
+

+
1
3

(︁
−1

2

)︁
, 𝐿

(︁
1
2

)︁
=3. Далее, при 𝑛>1 справедливо неравен-

ство
1
2
<𝑎𝑛<1, поскольку иначе число 1−𝑎𝑛 (имеющееся

среди рассматриваемых) имело бы бо́льшую «сложность».
Следовательно,

𝐿↼𝑎𝑛↽ = 𝐿↼1−𝑎𝑛↽+1 = 𝐿↼2−2𝑎𝑛↽+2.

Поскольку 2−2𝑎𝑛=2−2 𝛿
𝑚
2𝑛

=2− 𝑚
2𝑛−1 =

2𝑛−𝑚
2𝑛−1 и 𝑚 –– нечёт-

ное число, меньшее 2𝑛, получаем, что 2−2𝑎𝑛 совпадает с

одним из чисел
1

2𝑛−1 ,
3

2𝑛−1 , ...,
2𝑛−1 −1

2𝑛−1 , а так как оно должно

иметь наибольшую сложность, имеем 2−2𝑎𝑛=𝑎𝑛−1. Следо-
вательно, пользуясь предположением индукции для 𝑛−1,
получаем 𝐿↼𝑎𝑛↽=𝐿↼𝑎𝑛−1↽+2= ↼2𝑛−1↽+2=2𝑛−1 и

𝑎𝑛 = 1− 𝑎𝑛−1

2
= 1− 1

2

(︁
2
3
+

1
3

(︁
−1

2

)︁𝑛−1)︁
=

2
3
+

1
3

(︁
−1

2

)︁𝑛
.

Тем самым утверждение доказано. Итак, из исходных чи-
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сел наибольшую сложность имеет число
2
3
+

1
3
𝛿
(︁
−1

2

)︁50

=
𝑚
250 ,

где 𝑚=
251 +1

3
.

К о м м е н т а р и й. Догадаться до формулы для 𝑎𝑛 можно, напри-

мер, следующим образом: найти 𝑎1 =
1

2
, 𝑎2 =

3

4
, 𝑎3 =

5

8
и заметить, что

если 𝑎𝑛=
𝑚1

2𝑛
имеет максимальную «сложность» среди чисел со знаме-

нателем 2𝑛, то среди чисел со знаменателем 2𝑛+1 наибольшую «слож-

ность» имеет число 𝑎𝑛+1 =
𝑚2

2𝑛+1
, где 𝑚2 =2𝑛+1 −𝑚1. Отметим что вве-

дённая в условии задачи «сложность» определена только для двоично-
рациональных чисел, принадлежащих отрезку ♭0; 1♯.

4. Первый способ. Докажем, что все 1985 множеств
имеют ровно один общий элемент. Действительно, из усло-
вия следует, что любые два из них имеют единственный
общий элемент. Допустим, что пересечение всех множеств
пусто, и рассмотрим любое из этих множеств. Согласно
принципу Дирихле, среди элементов выбранного множе-
ства найдётся такой, который принадлежит ещё 𝑛 мно-

жествам, где 1984>𝑛>
1984
45

>44. Следовательно, получен-

ные 𝑛+1 множеств имеют ровно один общий элемент, а
любое из оставшихся 1984−𝑛 множеств этого элемента не
содержит. Рассмотрим любое из этих 1984−𝑛 множеств.
Оно должно пересекаться с каждым из рассмотренных
𝑛+1 множеств ровно по одному элементу, причём все эти
элементы различны. Значит, каждое из 1984−𝑛 множеств
содержит не менее 𝑛+1>46 элементов. Полученное про-
тиворечие означает, что все 1985 множеств имеют ровно
один общий элемент. Поскольку все остальные их элемен-
ты различны, число элементов объединения множеств рав-
но 1+44 𝛿 1985.
Второй способ. По условию любые два множества пе-

ресекаются по единственному элементу. Докажем, что все
множества пересекаются ровно по одному элементу. Пред-
положим противное. Возьмём произвольное множество 𝐴1.
В нём найдётся элемент 𝑎, который принадлежит ещё по



202 Решения. 1985 год

меньшей мере 45 множествам ––𝐴2, 𝐴3, ..., 𝐴46, так как
иначе общее число множеств не превосходило бы 44 𝛿 45+
+1=1981, что неверно. По нашему предположению, сре-
ди 1985 множеств существует множество 𝐵, не содержа-
щее элемента 𝑎. Оно состоит из 45 элементов и пересека-
ется с каждым из 46 множеств 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴46 по одному
элементу, поэтому в нём найдётся элемент 𝑏, общий как
минимум для двух из этих 46 множеств. Поскольку 𝑏 ̸=𝑎,
получаем противоречие. Таким образом, искомое число
элементов объединения равно 1+44 𝛿 1985.

К о м м е н т а р и й. Рассмотрим более общую задачу. Известно, что
объединение любых двух из 𝑛 данных множеств, содержащих ровно по
𝑞 элементов каждое, содержит ровно 2𝑞−1 элемент. Из какого числа
элементов может состоять объединение всех данных множеств?

Из условия следует, что любые два из данных множеств имеют
ровно один общий элемент. Назовём эти множества «прямыми», их
элементы –– «точками», а объединение всех этих множеств –– «плоско-
стью». Тогда полученная «конечная геометрия» удовлетворяет двум
геометрическим аксиомам: 1) любые две разные прямые имеют ров-
но одну общую точку; 2) через каждую точку проходит хотя бы одна
прямая.

Обозначим через 𝑚 количество точек в плоскости. Из решения зада-
чи видно, что если все 𝑛 прямых имеют общую точку, то𝑚=1+𝑛↼𝑞−1↽.
А что будет, если если не все прямые имеют общую точку (т. е. пересе-
чение всех множеств пусто)? Тогда каждый пучок прямых (т. е. мно-
жество всех прямых, проходящих через одну точку) содержит не более
чем 𝑞 прямых. Действительно, есть хотя бы одна прямая 𝑙, не входя-
щая в него. Все прямые пучка пересекают 𝑙, причём в разных точках
(ведь их общая точка не лежит на 𝑙), значит число прямых в пучке
не больше 𝑞. Подсчитывая двумя способами число пар (прямая, точка),
в которых точка лежит на этой прямой, получим, что, с одной сторо-
ны, число таких пар равно 𝑛𝑞 (каждая из 𝑛 прямых содержит 𝑞 точек),
а с другой стороны, число таких пар не больше 𝑚𝑞 (через каждую из 𝑚
точек проходит не более 𝑞 прямых), откуда имеем 𝑛6𝑚. Можно дока-
зать, что это неравенство справедливо всегда, когда любые две прямые
имеют не более одной общей точки (см., например, комментарий к за-
даче 5.21 в книге [9]).

Далее нам потребуется неравенство 𝑛61+ 𝑞↼𝑞−1↽. Для его доказа-
тельства заметим, что кроме прямой 𝑙 есть не более 𝑞↼𝑞−1↽ прямых,
так как каждая прямая пересекает 𝑙 в одной из 𝑞 её точек, а через каж-
дую эту точку проходит не более 𝑞−1 прямой, не считая самой 𝑙. Поэто-
му равенство 𝑛=1+𝑞↼𝑞−1↽ возможно только в случае, когда в каждом
пучке ровно 𝑞 прямых. Последнее же означает, что любая точка любой
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не принадлежащей пучку прямой также принадлежит и какой-нибудь
прямой из пучка.

Докажем, что в этом случае через любую пару точек 𝐴 и 𝐵 прохо-
дит единственная прямая. Для этого проведём через 𝐴 какую-нибудь
прямую 𝑙. Если эта прямая проходит через 𝐵, то всё доказано. Иначе
рассмотрим пучок прямых, проходящих через 𝐵. Одна из его прямых
проходит через точку 𝐴 прямой 𝑙, что и требовалось доказать.

Таким образом, если в нашей плоскости 𝑛=1+ 𝑞↼𝑞−1↽ прямых, то
выполнена ещё одна геометрическая аксиома: через каждые две точ-
ки проходит единственная прямая. Докажем, что при этом условии
𝑚=𝑛. Рассмотрим произвольную точку 𝐴 и проходящий через неё пу-
чок прямых. По доказанному он содержит все точки плоскости, значит,
𝑚=1+𝑞↼𝑞−1↽=𝑛. Описанная выше плоскость состоит из 1+𝑞↼𝑞−1↽ то-
чек и содержит столько же прямых. Каждая из них содержит 𝑞 точек,
в каждом пучке 𝑞 прямых. Также для точек и прямых этой плоскости
выполнены геометрические аксиомы: через любые две точки проходит
единственная прямая, любые две прямые имеют общую точку. Это ак-
сиомы так называемой проективной геометрии, а описанная плоскость
называется конечной проективной плоскостью.

Аксиоматику конечной проективной плоскости можно выбрать та-
кой: через любые две разные точки проходит единственная прямая, лю-
бые две прямые имеют одну общую точку и существуют четыре точки,
из которых любые три не лежат на одной прямой. Тогда справедлива
следующая теорема (см. [65, гл. 12]): для любой проективной плоско-
сти любое из следующих свойств влечёт остальные: некоторая прямая
содержит 𝑞 точек; некоторый пучок состоит из 𝑞 прямых; каждая пря-
мая содержит 𝑞 точек; каждый пучок состоит из 𝑞 прямых; в плоскости
ровно 1+ 𝑞↼𝑞−1↽ точек; на плоскости ровно 1+ 𝑞↼𝑞−1↽ прямых.

Однако неясно, при каких натуральных 𝑞 существует такая плос-
кость на самом деле, т. е. возможна такая конфигурация конечных
множеств. Можно доказать (см. [65, гл. 12]), что если 𝑞−1 есть сте-
пень простого числа, то такая плоскость существует. Например, при
𝑞=44 такая плоскость есть. Известна также теорема Брука––Райзера
(см. [65, теорема 12.3.2]) о том, что если 𝑞=4𝑘+2 или 𝑞=4𝑘+3 и число
𝑞−1 нельзя представить в виде 𝑥2 +𝑦2, где 𝑥, 𝑦 –– целые числа, то такой
плоскости не существует. В остальных случаях вопрос о существовании
проективной плоскости с данным число 𝑞 является очень трудным. По-
видимому, неизвестно, существует ли такая плоскость для 𝑞=45, 46,
но её точно нет при 𝑞=47 согласно теореме Брука––Райзера.

Всё сказанное выше имеет непосредственное отношение к нашей за-
даче. Как может измениться ответ в задаче, если 𝑞 будет, как и ранее,
равно 45, а значение 𝑛 станет другим? Аналогично доказывается, что
при 𝑛>1+44 𝛿 45=1981 ответ в ней был бы единственный: 𝑚=1+44𝑛.
Значит, эту задачу можно было бы предлагать и в 1982 г. А вот в
1981 г. (при 𝑛=1981) для того чтобы выяснить возможность второго
ответа 𝑚=1+44 𝛿 45=1981, пришлось бы выяснять возможность суще-
ствования проективной плоскости с 45 точками на каждой прямой. По-
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видимому, эта проблема до сих пор остаётся открытой. Возможно, в
1+47 𝛿 46=2163 году кто-нибудь из участников сумел бы доказать, что
при 𝑛=2163 и 𝑞=47 у задачи есть единственный ответ 𝑚=1+46 𝛿 2163,
но сделать это оказалось бы гораздо труднее.

Задача, в которой речь шла фактически о конечных проективных
плоскостях, предлагалась на московской олимпиаде ещё в 1946 г. во
всех классах с седьмого по десятый. Задачи, связанные с конечными
геометриями, можно найти и в книге [9] (задачи 5.20 и 5.21).

5. Проведём через три пары скрещивающихся рёбер
тетраэдра 𝑇 три пары параллельных плоскостей. Получим
параллелепипед П, диагоналями граней которого являют-
ся рёбра тетраэдра (см. рис. 73). Высоты П равны рассто-
яниям между его параллельными гранями, т. е. ℎ1, ℎ2, ℎ3.
Пусть 𝑉 –– объём параллелепипеда П. Плоскости граней 𝑇
отсекают от П четыре тетраэдра, объём каждого из кото-

рых равен
1
6
𝑉 , поэтому объём тетраэдра 𝑇 равен 𝑉 − 4

6
𝑉 =

=
1
3
𝑉 . Следовательно, достаточно доказать, что 𝑉 >ℎ1ℎ2ℎ3.

Рис. 73

Выберем в качестве основания параллелепипеда П од-
ну из граней, расстояние между которыми равно ℎ1. Про-
ведём из одной из его вершин две остальные высоты П и
соответствующие им высоты в параллелограмме, который
является основанием. По теореме о перпендикуляре и на-
клонной (к плоскости) высоты параллелограмма ℎ′2 и ℎ′3
не меньше высот параллелепипеда ℎ2 и ℎ3 соответственно
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Рис. 74

(см. рис. 74). Далее, площадь этого параллелограмма рав-
на 𝑆=𝑎ℎ′2, где 𝑎 –– длина тех его оснований, расстояние
между которыми равно ℎ′2. Но по теореме о перпендикуля-
ре и наклонной (к прямой) 𝑎>ℎ′3, поэтому 𝑆>ℎ′2ℎ

′
3 >ℎ2ℎ3,

а для объёма параллелепипеда П тогда получаем неравен-
ство 𝑉 =𝑆ℎ1 >ℎ1ℎ2ℎ3, что и требовалось доказать.

К о м м е н т а р и й. Неравенство из условия задачи неулучшаемо,
так как для тетраэдра, вписанного в прямоугольный параллелепипед
(в частности, для правильного тетраэдра), оно обращается в равенство.
Отметим также, что похожий приём с рассмотрением параллелепипеда,
описанного вокруг тетраэдра и имеющего втрое больший объём, встре-
чается также в решении задачи 3 первого тура Московской олимпиады
1937 г. (см. [39, с. 144]).

Неравенство задачи верно и в 𝑛-мерном пространстве. Его можно
использовать для доказательства неравенства Сасса для определителей,
являющегося уточнением неравенства Адамара (см. [22], [5, с. 97]).

1986 год (XLIX олимпиада)
7 класс

1. Первый способ. Перегнём лист бумаги по диагона-
лям данного четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷: один раз по пря-
мой 𝐴𝐶, а другой –– по прямой 𝐵𝐷. Если в обоих случаях
накладываемые треугольники совпадут, то этот четырёх-
угольник –– ромб. В самом деле, в первом случае проверя-
ются равенства 𝐴𝐵=𝐴𝐷 и 𝐵𝐶=𝐷𝐶, а во втором ––𝐴𝐵=
=𝐶𝐵, 𝐴𝐷=𝐶𝐷, откуда и следует, что все стороны четы-
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рёхугольника равны. Если же какие-то из накладываемых
треугольников не совпадут, то среди сторон есть отрезки
различных длин, а значит, четырёхугольник не является
ромбом.
Второй способ. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– данный четырёхуголь-

ник, 𝑂 –– точка пересечения его диагоналей. Перегнём лист
бумаги так, чтобы две его противоположные вершины 𝐴 и
𝐶 совместились, а затем перегнём ещё раз так, чтобы сов-
местились также и две оставшиеся вершины 𝐵 и 𝐷. Если
при этом все четыре точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 окажутся на линиях
сгиба, пересекающихся в точке 𝑂 (см. рис. 75), то исход-

C

D

A

B
O

A,C

B,DO

Рис. 75

ный четырёхугольник –– ромб. Действительно, в треуголь-
никах 𝐴𝑂𝐵, 𝐵𝑂𝐶, 𝐶𝑂𝐷 и 𝐷𝑂𝐴 все углы при вершине 𝑂
прямые, так как они равны четверти полного угла. Кате-
ты 𝑂𝐴 и 𝑂𝐶 равны и катеты 𝑂𝐵 и 𝑂𝐷 также равны, по-
этому равны и гипотенузы 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴. Обратно, если
𝐴𝐵𝐶𝐷 –– ромб, то его вершины должны оказаться на ли-
ниях сгиба, так как линии сгиба являются серединными
перпендикулярами к диагоналям 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷.

2. Первый способ. Предположим, что для некоторых
чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 указанные неравенства выполнены. Возведём
почленно в квадрат каждое из трёх неравенств, перенесём
влево все правые части и разложим на множители полу-
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ченные разности квадратов. Имеем

↼𝑥−𝑦+ 𝑧↽↼𝑥+𝑦− 𝑧↽ < 0,

↼𝑦− 𝑧+𝑥↽↼𝑦+ 𝑧−𝑥↽ < 0,

↼𝑧−𝑥+𝑦↽↼𝑧+𝑥−𝑦↽ < 0.

Перемножив почленно эти неравенства, получим

↼↼𝑥−𝑦+ 𝑧↽↼𝑥+𝑦− 𝑧↽↼𝑦+ 𝑧−𝑥↽↽2 < 0,

что неверно. Следовательно, таких чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 не суще-
ствует.
Второй способ. Допустим, что тройка чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 удо-

влетворяет всем трём неравенствам. Покажем, что доста-
точно рассмотреть случай 𝑥>𝑦> 𝑧. В самом деле, осталь-
ные случаи соотношений между величинами 𝑥, 𝑦, 𝑧 сводят-
ся к данному с помощью перестановок этих величин места-
ми друг с другом: в результате любой такой перестановки
неравенства из условия задачи лишь меняются местами.

Поскольку при 𝑥>𝑦> 𝑧 справедливы равенства

|𝑦− 𝑧| = 𝑦− 𝑧, |𝑥−𝑦| = 𝑥−𝑦, |𝑥− 𝑧| = 𝑥− 𝑧,

складывая первое из трёх неравенств с последним, полу-
чаем противоречие:

|𝑥|+|𝑧| < |𝑦−𝑧|+|𝑥−𝑦| = 𝑦−𝑧+𝑥−𝑦 = 𝑥−𝑧 = |𝑥−𝑧| 6 |𝑥|+|𝑧|

(мы воспользовались тем фактом, что |𝑥− 𝑧|6 |𝑥|+ |𝑧| при
любых 𝑥 и 𝑧).

3. Обозначим через 𝐴, 𝐵, 𝐶 дома гномов, которые пере-
двигаются со скоростями 1, 2 и 3 км/ч соответственно.
Тогда задача равносильна следующей: найти такую точ-
ку 𝑂, лежащую в той же плоскости, что и точки 𝐴, 𝐵, 𝐶,

для которой величина 𝑂𝐴+
𝑂𝐵
2

+
𝑂𝐶
3

принимает наимень-

шее значение (мы считаем, что если точки 𝑋 и 𝑌 совпали,
то 𝑋𝑌 =0). Докажем, что такой точкой является вершина
𝐴 (дом, в котором живёт самый «медленный» из гномов),
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для которой эта величина равна
𝐴𝐵
2

+
𝐴𝐶
3

. В самом деле,
для любой точки 𝑂, отличной от 𝐴, справедливы неравен-
ства 𝐴𝐵6𝑂𝐴+𝑂𝐵 и 𝐴𝐶6𝑂𝐴+𝑂𝐶. Поэтому имеет место
цепочка соотношений

𝐴𝐵
2

+
𝐴𝐶
3

6
𝑂𝐴+𝑂𝐵

2
+
𝑂𝐴+𝑂𝐶

3
6 𝑂𝐴+

𝑂𝐵
2

+
𝑂𝐶
3

.

Значит, дом первого гнома –– единственное место, удовле-
творяющее условию задачи.

4. Рассмотрим всевозможные наборы, составленные из
1986 исходных чисел: по одному, по два, по три и т. д.
вплоть до набора из всех чисел. Количество таких наборов
равно 21986 −1, поскольку в любой набор каждое из 1986
чисел может либо входить, либо не входить, при этом из
21986 возможностей следует исключить случай, когда в на-
боре не будет ни одного числа.

Перемножим числа в каждом таком наборе и в полу-
ченном произведении выделим наибольший точный квад-
рат, т. е. представим каждое из них в виде произведения
квадрата натурального числа и набора различных про-
стых чисел (возможно, пустого). Например, произведение
𝑁=25 𝛿 36 𝛿 57 представим в виде 𝑁= ↼22 𝛿 33 𝛿 53↽2 𝛿 2 𝛿 5, а𝑀=
=38 𝛿 116 представим в виде𝑀=↼34 𝛿 113↽2. Сопоставим каж-
дому набору исходных чисел тот набор простых чисел, ко-
торый получается после выделения наибольшего точного
квадрата из их произведения (в рассмотренном примере
числу 𝑁 сопоставим набор 𝚤2; 5℘, а числу 𝑀 –– пустой на-
бор). Количество различных наборов из 1985 простых чи-
сел (по одному, по два, по три и т. д., включая и пустой
набор) равно 21985, что меньше, чем 21986 −1 –– количество
наборов исходных чисел. Поэтому каким-то двум наборам
𝐴 и 𝐵 исходных чисел отвечает один и тот же набор про-
стых делителей. Если этот набор пустой, то 𝐴 и 𝐵 –– точ-
ные квадраты и утверждение доказано. Если же это набор
𝑝1, ..., 𝑝𝑘, т. е. 𝐴=𝑎2 𝛿 𝑝1 𝛿 𝑝2 𝛿 ... 𝛿 𝑝𝑘, 𝐵=𝑏2 𝛿 𝑝1 𝛿 ... 𝛿 𝑝𝑘, то произ-



Решения. 1986 год 209

ведение 𝐴 𝛿 𝐵 есть точный квадрат. С другой стороны, 𝐴 𝛿 𝐵
равно произведению чисел набора 𝐴 и чисел набора 𝐵. Ис-
ключив из наборов 𝐴 и 𝐵 их общую часть (произведение
исключаемых чисел есть точный квадрат), получим, что
произведение остальных чисел является точным квадра-
том, что и требовалось доказать.

К о м м е н т а р и й. Утверждение задачи справедливо для произве-
дения любых 𝑛+1 натуральных чисел, которое имеет ровно 𝑛 различ-
ных простых делителей. Доказательство этого факта повторяет изло-
женное и опирается на неравенство 2𝑛+1 −1>2𝑛, которое имеет место
при всех натуральных 𝑛.

5. Количество всех различных трёхзначных кодов рав-
но 33 =27. Последовательность, в которую входят все эти
коды, содержит не менее 29 цифр (27 первых цифр всех
кодов и ещё 2 последние цифры последнего кода).

Построим искомую последовательность, состоящую ров-
но из 29 цифр. Изобразим 9 кругов, в которых запишем
по одной все различные 9 пар данных цифр –– пары 11, 12,
..., 33 (см. рис. 76). От каждого круга проведём по одной
стрелке к каждому из трёх кругов, первая цифра в кото-
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ром равна последней цифре в данном круге (например, из
круга с цифрами 11 одна из стрелок будет вести к самому
этому кругу, а две другие –– к кругам с цифрами 12 и 13).
На этой схеме каждой из 27 стрелок соответствует свой
код из трёх цифр 1, 2, 3: первые две его цифры написаны
в начальном круге, а последние две –– в конечном (напри-
мер, стрелке 13 32 соответствует код 132). Тогда задача
сводится к тому, чтобы последовательно пройти на этой
схеме по всем стрелкам ровно по одному разу. Нумерация
стрелок на рисунке числами от 1 до 27 показывает один
из способов это сделать, ему соответствует последователь-
ность 1133322211212232331231321311. Разумеется, суще-
ствует и множество других способов составить искомую
последовательность.

К о м м е н т а р и й. Описанные в задаче последовательности назы-
ваются в комбинаторике полными циклами, или последовательностя-
ми де Брёйна, с той лишь разницей, что полные циклы считаются за-
мкнутыми (наглядно это можно представить, расставляя цифры по кру-
гу), и тогда двух лишних цифр не требуется. Полные циклы длины 2𝑛,
содержащие все возможные наборы из 𝑛 нулей и единиц, рассматрива-
ются в книге [65], в которой также даётся их графическая интерпрета-
ция, аналогичная рассмотренной в решении задачи (такие схемы назы-
ваются ориентированными графами), и даже вычислено их количество
для каждого 𝑛.

8 класс
1. Первый способ. Сначала проверим, что данный че-

тырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 является ромбом (см. решение зада-
чи 1 для 7 класса). Перегнём теперь ещё раз лист бумаги
так, чтобы вершина 𝐵 совпала с вершиной 𝐶. Если при
этом вершина 𝐷 совпадёт с 𝐴, то 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– квадрат. Дей-
ствительно, линия сгиба в этом случае является середин-
ным перпендикуляром к равным отрезкам 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷, по-
этому прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 параллельны этой линии, а зна-
чит, все углы в четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 прямые, т. е. это
квадрат. И наоборот, если 𝐴𝐵𝐶𝐷 квадрат, то прямая, про-
ходящая через середину стороны 𝐵𝐶 перпендикулярно ей,
должна пройти также и через середину стороны 𝐴𝐷.
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Второй способ. Перегнём лист бумаги сначала так, что-
бы совпали вершины 𝐴 и 𝐶, а затем ещё раз так, чтобы
совпали вершины 𝐵 и 𝐷. Если все вершины четырёхуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶𝐷 окажутся на линиях сгиба, то это ромб (см.
второе решение задачи 1 для 7 класса). Перегнём теперь
лист бумаги ещё раз так, чтобы все четыре вершины 𝐴, 𝐵,
𝐶 и 𝐷 совместились. Точка 𝑂 окажется на появившейся
при этом линии сгиба в том и только в том случае, если
𝐴𝐵𝐶𝐷 –– квадрат, т. е. точка 𝑂 равноудалена от всех его
вершин.

2. Пусть натуральное число 𝑛 представимо в виде раз-
ности квадратов натуральных чисел 𝑥 и 𝑦, т. е. 𝑛=𝑥2 − 𝑦2.
Поскольку 𝑥2 −𝑦2 = ↼𝑥−𝑦↽↼𝑥+𝑦↽, а числа 𝑥−𝑦 и 𝑥+𝑦 име-
ют одинаковую чётность, то 𝑛 либо делится на 4, либо
нечётно. Следовательно, все чётные натуральные числа,
не кратные 4, непредставимы в виде разности квадратов.
Поскольку эти числа при делении на 4 дают остаток 2, все
они имеют вид 4𝑘−2, 𝑘∈N.

Покажем, что числа 1 и 4 также непредставимы в виде
разности квадратов. Действительно, если ↼𝑥−𝑦↽↼𝑥+𝑦↽=1,
то оба числа 𝑥−𝑦 и 𝑥+𝑦 равны либо 1, либо −1. Поскольку
если 𝑥−𝑦=𝑥+𝑦, то 𝑦=0 –– не натуральное число, получа-
ем, что в обоих случаях натуральных решений нет.

Далее, если ↼𝑥− 𝑦↽↼𝑥+ 𝑦↽=4, то оба числа 𝑥− 𝑦 и 𝑥+ 𝑦
равны либо 2, либо −2, поскольку вариант ±1 и ±4 невоз-
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можен (это числа разной чётности). Здесь также имеем
𝑦=0, поэтому уравнение не имеет решений в натуральных
числах.

Докажем теперь, что если натуральное число кратно 4
(кроме 4) или нечётно (кроме 1), то оно представимо в виде
разности квадратов натуральных чисел. В самом деле, при
всех натуральных 𝑘 справедливы равенства

𝑛 = 4𝑘+4 = ↼𝑘+2↽2 −𝑘2 и 𝑛 = 2𝑘+1 = ↼𝑘+1↽2 −𝑘2.

Итак, мы доказали, что числа 1, 4 и 4𝑘−2, 𝑘∈N, нельзя
представить в виде разности квадратов натуральных чи-
сел, а все остальные натуральные числа –– можно.

3. Заметим, что при 𝑛>2 справедливы равенства

𝑎𝑛−
√

2 =
𝑎𝑛−1

2
+

1
𝑎𝑛−1

−
√

2 =
𝑎2
𝑛−1 −2

√
2𝑎𝑛−1 +2

2𝑎𝑛−1
=
↼𝑎𝑛−1 −

√
2↽2

2𝑎𝑛−1
.

Все члены последовательности 𝑎𝑛 положительны, поэтому
из этого равенства следует, что 𝑎𝑛−

√
2>0 для всех 𝑛>2.

Значит, при 𝑛>3 имеем

0 < 𝑎𝑛−
√

2 =
↼𝑎𝑛−1 −

√
2↽2

2𝑎𝑛−1
<
↼𝑎𝑛−1 −

√
2↽2

2
√

2
.

Применим это неравенство последовательно при 𝑛=10, 9,
..., 3:

𝑎10 −
√

2 <
↼𝑎9 −

√
2↽2

2
√

2
<
↼𝑎8 −

√
2↽2

2

↼2
√

2↽1+2
< ... <

↼𝑎2 −
√

2↽2
8

↼2
√

2↽1+2+...+27 =

=
↼𝑎2 −

√
2↽256

2
3
2 𝛿 255

.

Поскольку 𝑎2 −
√

2=1,5−
√

2<0,1, отсюда получаем

𝑎10 −
√

2 <
↼𝑎2 −

√
2↽256

2
3
2 𝛿 255

<
↼0,1↽256

2382,5 <

< 10−256 𝛿 2−380 < 10−256↼103↽−38 = 10−370,

так как 210 =1024>103.
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Вариант решения. Обозначим 𝑏𝑛=
𝑎𝑛−

√
2

𝑎𝑛+
√

2
. Тогда

𝑎10 −
√

2

𝑎10 +
√

2
= 𝑏10, 𝑎10 −

√
2 = 𝑏10𝑎10 + 𝑏10

√
2,

𝑎10 =
√

2 𝛿
1+ 𝑏10

1− 𝑏10
=

√
2+

2
√

2𝑏10

1− 𝑏10
.

Кроме того, для чисел 𝑏𝑛 при всех 𝑛>1 справедливо равен-
ство

𝑏𝑛+1 =
𝑎𝑛+1−

√
2

𝑎𝑛+1+
√

2
=

𝑎𝑛
2

+
1
𝑎𝑛

−
√

2

𝑎𝑛
2

+
1
𝑎𝑛

+
√

2
=
𝑎2
𝑛−2𝑎𝑛

√
2+2

𝑎2
𝑛+2𝑎𝑛

√
2+2

=
(︁
𝑎𝑛−

√
2

𝑎𝑛+
√

2

)︁2

= 𝑏2
𝑛,

поэтому
𝑏10 = 𝑏2

9 = 𝑏4
8 = 𝑏8

7 = ... = 𝑏29

1 .

Поскольку

𝑏10 < 𝑏2 =
3▷2−

√
2

3▷2+
√

2
<

3
2
−
√

2 <
1
2
,

получаем 1− 𝑏10 >
1
2
,

0 < 𝑎10 −
√

2 =
2
√

2𝑏10

1− 𝑏10
< 4

√
2𝑏10 = 4

√
2𝑏512

1 <

< 10
(︁√

2−1√
2+1

)︁512

=
10

↼
√

2+1↽1024
.

Заметим теперь, что

↼
√

2+1↽8=↼3+2
√

2↽4=↼17+12
√

2↽2>↼24
√

2↽2=1152>103,

поэтому ↼
√

2+1↽1024 > ↼103↽128 =10384, значит,

0 < 𝑎10 −
√

2 <
10

↼
√

2+1↽1024
< 10−383,

и тем самым доказано даже более сильное неравенство,
чем требовалось.

К о м м е н т а р и й. Как видно из решения задачи, ошибка при за-

мене числа 𝑎𝑛 на
√

2 меньше чем
1

102𝑛−2 , поэтому точность приближе-

ния растёт гиперэкспоненциально. Это даёт удобный инструмент для
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вычисления числа
√

2 с очень высокой точностью за весьма небольшое
количество арифметических операций. Есть вариант задачи, где пред-
лагается доказать более грубую оценку 0<𝑎10 −

√
2<3−500. Для это-

го достаточно упрощённого варианта решения, использующего лишь
неравенства

𝑎10 −
√

2 < ↼𝑎2 −
√

2↽256 и 𝑎2 −
√

2 = 1,5−
√

2 < 0,1 <
1

9
= 3−2.

Более точные вычисления показывают, что разность 𝑎10 −
√

2 нахо-
дится между числами 10−392 и 10−391, т. е. оценка из условия задачи
достаточно близка к точной.

Похожая задача предлагалась во втором туре Московской олимпиа-
ды 1953 года (задача 3 для 10 класса, см. [39]).

4. Окружим забором все области поля, поросшие бурья-
ном, по следующему правилу: забор ставится только меж-
ду любыми двумя соседними участками, один из которых
порос бурьяном, а другой нет. Будем считать, что забор
состоит из перегородок, длина которых равна стороне лю-
бого из 100 квадратных участков. По истечении каждого
года будем перестраивать забор так, чтобы он снова окру-
жал все области поля, поросшие бурьяном. Заметим, что
при этом нам придётся устанавливать или убирать перего-
родки на границах только тех участков, на которые за год
распространился бурьян. Рассмотрим границу любого та-
кого участка. Поскольку граница квадратная и не менее
двух участков, соседних с данным, уже поражены бурья-
ном, придётся убрать не менее двух перегородок, а уста-
новить –– не более двух. Следовательно, в результате пере-
стройки общая длина забора не может увеличиться. Пусть
поле имеет размеры 10𝑎×10𝑎, тогда первоначальная дли-
на забора не превосходит 9 𝛿 4𝑎=36𝑎. Если бы всё поле за-
росло бурьяном, то в итоге забор имел бы длину 4 𝛿 10𝑎=
=40𝑎, что означало бы её увеличение. Следовательно, на
всё поле бурьян распространиться никогда не сможет.

5. Предположим, что для некоторых чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ука-
занные неравенства имеют место. Возведём почленно в
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квадрат каждое из четырёх неравенств, перенесём влево
все правые части и разложим на множители полученные
разности квадратов. Получим равносильную систему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

↼𝑥− 𝑦+ 𝑧− 𝑡↽↼𝑥+ 𝑦− 𝑧+ 𝑡↽ > 0,

↼𝑦−𝑥+ 𝑧− 𝑡↽↼𝑦+𝑥− 𝑧+ 𝑡↽ > 0,

↼𝑧−𝑥+ 𝑦− 𝑡↽↼𝑧+𝑥− 𝑦+ 𝑡↽ > 0,

↼𝑡−𝑥+ 𝑦− 𝑧↽↼𝑡+𝑥− 𝑦+ 𝑧↽ > 0.

Перемножив почленно неравенства новой системы, полу-
чим

−↼𝑥−𝑦+𝑧−𝑡↽2↼𝑥+𝑦−𝑧+𝑡↽2↼𝑥−𝑦+𝑧+𝑡↽2↼−𝑥+𝑦+𝑧−𝑡↽2 > 0,

что неверно. Следовательно, таких чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 не суще-
ствует.

9 класс
1. Чтобы выяснить, является ли 𝐴𝐵𝐶𝐷 прямоугольни-

ком, достаточно проверить три равенства: 𝐴𝐵=𝐶𝐷, 𝐵𝐶=
=𝐴𝐷 и 𝐴𝐶=𝐵𝐷 –– итого 9 операций (6 измерений и 3 срав-
нения). Докажем, что меньшим числом обойтись нельзя,
т. е. что каждое из равенств обязательно нужно проверить.
Действительно, если не проверить равенство какой-то из
пар противоположных сторон четырёхугольника, то он мо-
жет оказаться равнобедренной трапецией, так как у неё
равны диагонали и одна из пар противоположных сторон.
Если же не проверить равенство диагоналей 𝐴𝐶=𝐵𝐷, то
𝐴𝐵𝐶𝐷 может быть параллелограммом (не прямоугольни-
ком).

2. Пусть точка 𝑀 при преобразовании гомотетии с ко-
эффициентом 𝑘 (меньшим единицы) переходит в точку𝑀1,
на спирали, точка 𝑀1 –– в точку 𝑀2, точка 𝑀2 –– в точ-
ку 𝑀3 и т. д. (см. рис. 78). Тогда если обозначить длину
спирали от точки 𝐴 до точки 𝐵 через 𝑙↼𝐴, 𝐵↽, то будут
справедливы равенства 𝑙↼𝑀1,𝑀2↽=𝑘𝑙↼𝑀,𝑀1↽, 𝑙↼𝑀2,𝑀3↽=
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Рис. 78

=𝑘𝑙↼𝑀1,𝑀2↽ и т. д. Поэтому, суммируя бесконечную гео-
метрическую прогрессию, получим

𝑙↼𝑀, 𝑂↽ = 𝑙↼𝑀,𝑀1↽+ 𝑙↼𝑀1,𝑀2↽+ 𝑙↼𝑀2,𝑀3↽+ ... =

= 𝑙↼𝑀,𝑀1↽↼1+𝑘+𝑘2 + ...↽ =
𝑙↼𝑀,𝑀1↽

1− 𝑘 ,

т. е. длина спирали от точки𝑀 до точки 𝑂 конечна. Следо-
вательно, муравей пройдёт весь путь за конечное время.

3. Аналогично решению задачи 5 для 8 класса, пред-
положим, что для некоторых чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 указанные
неравенства имеют место, возведём каждое из неравенств
в квадрат, перенесём вправо все левые части (в отличие от
задачи 5 для 8 класса) и разложим на множители получен-
ные разности квадратов. Получим систему, равносильную
исходной, при перемножении неравенств которой прихо-
дим к противоречию.

4. Составим всевозможные 1 пары ↼𝑎, 𝑏↽ из исходных

48 чисел. Количество таких пар равно
48 𝛿 47

2
=1128. Пе-

ремножим числа во всех парах и выделим наибольший
полный квадрат в каждом из полученных 1128 произведе-

1 Перед тем как прочесть решение, полезно разобрать задачу 4 для
7 класса.
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ний, т. е. представим каждое из них в виде произведения
квадрата натурального числа и набора различных простых
чисел (возможно, пустого). Например, если 𝑎=23 𝛿 54 𝛿 112,
𝑏=38 𝛿 5, то произведение 𝑎𝑏=23 𝛿 38 𝛿 55 𝛿 112 представим в
виде 𝐾2 𝛿 2 𝛿 5, где 𝐾=2 𝛿 34 𝛿 52 𝛿 11. Сопоставим паре ↼𝑎, 𝑏↽
получившийся набор простых чисел. Поскольку количе-
ство наборов из 10 простых чисел (по одному, по два, по
три и т. д., включая пустой набор) равно 210 =1024<1128,
найдутся две различные пары ↼𝑎, 𝑏↽ и ↼𝑐, 𝑑↽, которым соот-
ветствует один и тот же набор простых чисел (возможно,
пустой). Следовательно, 𝑎𝑏𝑐𝑑 –– точный квадрат.

Если ни одно из чисел 𝑎, 𝑏 не совпадает ни с одним из
чисел 𝑐, 𝑑, то числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 искомые. Если же есть сов-
падение, то, поскольку порядок чисел в паре значения не
имеет, можно считать, что 𝑎 ̸=𝑐 и 𝑏=𝑑. Тогда 𝑎𝑐 –– точный
квадрат. Исключим на время из рассмотрения числа 𝑎 и 𝑐.
Получим набор из оставшихся 46 чисел, произведение ко-
торых, очевидно, имеет не более 10 различных простых де-
лителей. Рассуждая так же, как и выше, и учитывая, что

верно и неравенство
46 𝛿 45

2
=1035>210, приходим к выводу

о существовании двух различных пар чисел ↼𝑥, 𝑦↽ и ↼𝑧, 𝑡↽,
для которых 𝑥𝑦𝑧𝑡 –– точный квадрат. Если ни одно из чи-
сел 𝑥, 𝑦 не совпадает ни с одним из чисел 𝑧, 𝑡, то 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ––
искомые 4 числа. Если же совпадение есть, то можно счи-
тать, что 𝑥 ̸= 𝑧 и 𝑦= 𝑡. Тогда 𝑥𝑧 –– точный квадрат и иско-
мой четвёркой чисел является ↼𝑎, 𝑐, 𝑥, 𝑧↽.

5. Первый способ. Пусть 𝑂 –– центр некоторой окруж-
ности радиуса 100 и пусть 𝑛 –– наибольшее целое число,
для которого прямая 𝑥=𝑛 пересекает эту окружность,
𝑀 –– проекция точки 𝑂 на прямую 𝑥=𝑛. Поскольку пря-
мая 𝑥=𝑛+1 не пересекает окружность, высота ℎ=100−
−𝑂𝑀 высекаемого прямой 𝑥=𝑛 сегмента окружности удо-
влетворяет неравенству 06ℎ<1. Если 𝑙 –– половина дли-
ны стягивающей этот сегмент хорды, то, продлевая пря-
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мую 𝑂𝑀 за точку 𝑂 до второго пересечения с окружно-
стью, по свойству отрезков пересекающихся хорд получа-
ем ℎ↼200−ℎ↽= 𝑙2, т. е. 𝑙=

√
ℎ↼200−ℎ↽.

Пусть ℎ61▷14. Аналогично длина половины хорды, вы-
секаемой внутри окружности прямой 𝑥=𝑛−1▷14 равна

𝑙1 =

√︂(︁
ℎ+

1
14

)︁(︁
200−ℎ− 1

14

)︁
>

√︂
199
14

> 1,

поэтому на ней найдётся точка с ординатой, равной цело-
му числу 𝑚, а на прямой 𝑥=𝑛 найдётся точка с целыми

координатами на расстоянии от окружности, меньшем
1
14

(см. рис. 79). Нарисованный с центром в этой точке круг
пересекает окружность, так что в этом случае утвержде-
ние доказано.

n− 1
14 n n+

1
14
x

hM

l

l1

m

Рис. 79

B

A

O M
h

m

m+1

n x

y

Рис. 80

Пусть теперь
1
14

<ℎ<1. Тогда 𝑙=
√
ℎ↼200−ℎ↽>

√︁
199
14

>1,
поэтому хотя бы один из центров нарисованных кругов с
абсциссами, равными 𝑛, лежит внутри окружности. Выбе-
рем из них центр с наибольшей ординатой 𝑚 и назовём его
буквой 𝐴. Центр круга с ординатой 𝑚+1 назовём буквой
𝐵; в силу максимальности 𝑚 он лежит вне окружности.
Докажем, что окружность пересекает хотя бы один из кру-
гов с центрами в точках 𝐴 и 𝐵. Предположим противное:
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круг с центром 𝐴 лежит полностью внутри окружности,
а круг с центром 𝐵 –– полностью вне (см. рис. 80). По тео-
реме Пифагора 𝑂𝑀2 =𝑂𝐴2 −𝐴𝑀2 =𝑂𝐵2 −𝐵𝑀2, откуда

𝑂𝐵2 −𝑂𝐴2 = 𝐵𝑀2 −𝐴𝑀2 = ↼𝐴𝑀+1↽2 −𝐴𝑀2 = 2𝐴𝑀+1.

Поскольку 99<𝑂𝐴<100− 1
14

и 𝑂𝐵>100+
1
14

, получаем

2𝐴𝑀+1 = 𝑂𝐵2 −𝑂𝐴2 = ↼𝑂𝐵−𝑂𝐴↽↼𝑂𝐵+𝑂𝐴↽ >

> 2 𝛿
1
14
↼100+99↽ =

199
7

,

поэтому 𝐴𝑀>
1
2

(︁
199
7

−1
)︁
=

96
7

. Но с другой стороны, в силу

неравенства 𝑂𝑀=100−ℎ>99

𝐴𝑀2 = 𝑂𝐴2 −𝑂𝑀2 <
(︁

100− 1
14

)︁2

−992 =

=
(︁

199− 13
14

)︁
𝛿

13
14

< 200 𝛿
13
14

=
1300

7
=

9100
49

<
9216
49

=
(︁

96
7

)︁2

,

следовательно, 𝐴𝑀<
96
7

. Полученное противоречие завер-
шает доказательство.
Второй способ. Предположим противное: пусть некото-

рая окружность радиуса 100 с центром в точке ↼𝑥0, 𝑦0↽ не
пересекает ни один из нарисованных кругов. Уравнение
этой окружности имеет вид ↼𝑥−𝑥0↽2 + ↼𝑦− 𝑦0↽2 =1002, от-
куда

𝑦 = 𝑦↼𝑥↽ = 𝑦0 ±
√︀

1002 − ↼𝑥−𝑥0↽2.

Обозначим 𝑛=♭𝑥0+100♯, тогда 𝑛6𝑥0+100<𝑛+1, или, что
то же, 99<𝑛−𝑥0 6100. Рассмотрим нарисованные круги,
центры которых лежат на прямой 𝑥=𝑛. Возможны два
случая: все они лежат вне окружности или хотя бы один
из них лежит внутри окружности.

Если все рассматриваемые круги лежат вне окружно-
сти, выберем два соседних круга с центрами в точках
↼𝑛, 𝑚+1↽ и ↼𝑛, 𝑚↽ так, что первый из них –– ближайший
к верхней полуокружности 𝑦↼𝑥↽= 𝑦0 +

√︀
1002 − ↼𝑥−𝑥0↽2, а
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y0−
√

1002−(n− 1
14−x0)2

m

m+1

y0+
√

1002−(n− 1
14−x0)2

nn− 1
14

x

y

Рис. 81

второй –– к нижней 𝑦↼𝑥↽= 𝑦0 −
√︀

1002 − ↼𝑥−𝑥0↽2 (рис. 81).
Тогда ординаты точек пересечения окружности с прямой
𝑥=𝑛−1▷14 отличаются не более чем на единицу:(︁
𝑦0 +

√︂
1002 −

(︁
𝑛− 1

14
−𝑥0

)︁2)︁
−

−
(︁
𝑦0 −

√︂
1002 −

(︁
𝑛− 1

14
−𝑥0

)︁2)︁
=

= 2

√︂
1002 −

(︁
𝑛− 1

14
−𝑥0

)︁2

6 1.

Но поскольку 99<𝑛−𝑥0 6100, получаем

2

√︂
1002 −

(︁
𝑛− 1

14
−𝑥0

)︁2

> 2

√︂
1002 −

(︁
100− 1

14

)︁2

=

= 2

√︂
1
14

(︁
200− 1

14

)︁
> 2

√︂
199
14

> 1,

что противоречит предыдущему неравенству.
Рассмотрим теперь случай, при котором некоторые на-

рисованные круги лежат внутри окружности. Выберем
два соседних круга с центрами в точках ↼𝑛,𝑚+1↽ и ↼𝑛,𝑚↽,
лежащие соответственно вне и внутри окружности (см.
рис. 82). Прямые 𝑥=𝑛±1▷14 пересекают верхнюю полу-
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y(n− 1
14)

y(n+ 1
14)

1
2(y(n−

1
14)+y(n+

1
14))
y(n)

m

m+1

nn− 1
14 n+ 1

14
x

y

y=y(x)

Рис. 82

окружность 𝑦↼𝑥↽= 𝑦0 +
√︀

1002 − ↼𝑥−𝑥0↽2 в точках, ордина-
ты которых лежат между числами 𝑚 и 𝑚+1, и поэтому от-

личаются не более чем на единицу: 𝑦
(︁
𝑛− 1

14

)︁
−𝑦

(︁
𝑛+

1
14

)︁
6

61. Кроме того, середина хорды, соединяющей эти точки,

имеет ординату
1
2

(︁
𝑦
(︁
𝑛− 1

14

)︁
+ 𝑦

(︁
𝑛+

1
14

)︁)︁
6 𝑦↼𝑛↽, так как

она лежит ниже стягиваемой ей дуги. Следовательно,

2↼𝑦↼𝑛↽− 𝑦0↽ >

>
(︁
𝑦
(︁
𝑛− 1

14

)︁
− 𝑦

(︁
𝑛+

1
14

)︁)︁(︁
𝑦
(︁
𝑛− 1

14

)︁
+ 𝑦

(︁
𝑛+

1
14

)︁
−2𝑦0

)︁
=

=
(︁(︁
𝑦
(︁
𝑛− 1

14

)︁
− 𝑦0

)︁
−
(︁
𝑦
(︁
𝑛+

1
14

)︁
− 𝑦0

)︁)︁
×

×
(︁(︁
𝑦
(︁
𝑛− 1

14

)︁
− 𝑦0

)︁
+
(︁
𝑦
(︁
𝑛+

1
14

)︁
− 𝑦0

)︁)︁
=

=
(︁
𝑦
(︁
𝑛− 1

14

)︁
− 𝑦0

)︁2

−
(︁
𝑦
(︁
𝑛+

1
14

)︁
− 𝑦0

)︁2

=

=
(︁
𝑛+

1
14

−𝑥0

)︁2

−
(︁
𝑛− 1

14
−𝑥0

)︁2

=
2
7
↼𝑛−𝑥0↽ >

198
7

,
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так как 𝑛−𝑥0 >99. С другой стороны, в силу последнего
неравенства

2↼𝑦↼𝑛↽− 𝑦0↽ = 2
√︀

1002 − ↼𝑛−𝑥0↽2 < 2
√︀

1002 −992 = 2
√

199.

Отсюда
198
7

<2
√

199, или 1982 <142 𝛿 199<197 𝛿 199=1982 −
−1. Снова получили противоречие.

10 класс
1. Чтобы наверняка определить, является ли 𝐴𝐵𝐶𝐷

квадратом, достаточно проверить четыре равенства: ра-
венство пар противоположных сторон 𝐴𝐵=𝐶𝐷, 𝐵𝐶=𝐴𝐷,
равенство смежных сторон 𝐴𝐵=𝐵𝐶 и равенство диагона-
лей 𝐴𝐶=𝐵𝐷 –– итого 10 операций (6 измерений и 4 срав-
нения). Докажем, что меньшего числа операций недоста-
точно. Действительно, если не проверить равенство какой-
то из пар противоположных сторон, то 𝐴𝐵𝐶𝐷 может ока-
заться равнобедренной трапецией с основанием, равным
боковой стороне. Если не проверить равенство смежных
сторон, то 𝐴𝐵𝐶𝐷 может быть прямоугольником (не квад-
ратом). Наконец, если не проверить равенство диагоналей,
то 𝐴𝐵𝐶𝐷 может быть ромбом (не квадратом).

К о м м е н т а р и й. См. также решение задачи 1 для 9 класса.

2. Первый способ. Выберем на продолжении прямой
𝐴𝐶 за точку 𝐶 такую точку 𝐸, для которой 𝐶𝐸=𝐴𝐵 (см.
рис. 83).

A

B

C

D

E

Рис. 83
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Хорды 𝐵𝐷 и 𝐶𝐷 равны, поскольку стягивают равные ду-
ги, а так как четырёхугольник 𝐴𝐵𝐷𝐶 –– вписанный, полу-
чаем ∠𝐵=p−∠𝐴𝐶𝐷=∠𝐷𝐶𝐸. Следовательно, треугольники
𝐴𝐷𝐵 и 𝐸𝐷𝐶 равны по двум сторонам и углу между ними.
Поэтому 𝐴𝐷=𝐸𝐷 и

𝐴𝐶+𝐴𝐵 = 𝐴𝐶+𝐶𝐸 = 𝐴𝐸 < 𝐴𝐷+𝐸𝐷 = 2𝐴𝐷,

откуда вытекает требуемое неравенство.
Второй способ. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 обозначим через

b его угол 𝐵, через g –– его угол 𝐶, а через 𝑑 –– диаметр
описанной вокруг него окружности. По теореме синусов
получаем

𝐴𝐶+𝐴𝐵 = 𝑑 sin b +𝑑 sin g = 2𝑑 sin
b +g

2
cos

b −g

2
.

Поскольку ∠𝐶𝐴𝐷=
p− b −g

2
, хорда 𝐴𝐷 опирается на дугу

2b+↼p−b−g↽=p+b−g. По теореме синусов для треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐷 находим

𝐴𝐷 = 𝑑 sin
p+ b −g

2
= 𝑑 cos

b −g

2
.

Поскольку 0< sin
b +g

2
<1, справедливо неравенство

𝐴𝐷 >
𝐴𝐵+𝐴𝐶

2
.

3. Обозначим 𝑓↼𝑥↽=𝑥𝑥
4

. При 𝑥∈↼0; 1♯ равенство 𝑓↼𝑥↽=4
невозможно, поскольку 𝑥4 >0 и 𝑥𝑥

4

6𝑥0 =1<4. На луче
↼1; +∞↽ функция 𝑓↼𝑥↽ строго возрастает, так как при 𝑥>
>𝑦>1 имеем 𝑥4 >𝑦4 >1, поэтому 𝑓↼𝑥↽=𝑥𝑥

4

>𝑥𝑦
4

>𝑦𝑦
4

= 𝑓↼𝑦↽.
Следовательно, исходное уравнение не может иметь более
одного корня, который можно предъявить: при 𝑥=

√
2 по-

лучаем
√

2
√

24

=
√

24 =4.

4. Пусть для некоторых векторов –𝑎,
–
𝑏, –𝑐 выполняют-

ся все три неравенства. Возведём неравенства в квадрат
и сложим их. Поскольку по свойствам скалярного произ-
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ведения –𝑎 𝛿
–
𝑏 для любых векторов –𝑎,

–
𝑏 справедливы соотно-

шения
|–𝑎|2 = –𝑎 𝛿 –𝑎 = –𝑎2,

и
|–𝑎− –
𝑏|2 = ↼–𝑎− –

𝑏↽ 𝛿 ↼–𝑎− –
𝑏↽ = –𝑎 2 −2–𝑎 𝛿

–
𝑏+

–
𝑏 2,

сумма квадратов неравенств имеет вид

3↼–𝑎 2 +
–
𝑏 2 + –𝑐 2↽ < 2↼–𝑎 2 +

–
𝑏 2 + –𝑐 2↽−2↼–𝑎 𝛿

–
𝑏+

–
𝑏 𝛿 –𝑐+ –𝑎 𝛿 –𝑐↽;

–𝑎 2 +
–
𝑏 2 + –𝑐 2 +2↼–𝑎 𝛿

–
𝑏+

–
𝑏 𝛿 –𝑐+ –𝑎 𝛿 –𝑐↽ < 0;

↼–𝑎+
–
𝑏+ –𝑐↽2 < 0.

Полученное противоречие означает, что векторов –𝑎,
–
𝑏, –𝑐,

удовлетворяющих всем трём исходным неравенствам, не
существует.

5. Обозначим

𝑓↼𝑥↽ = cos 𝑥+ a cos 2𝑥+ b cos 3𝑥, 𝑦↼𝑥↽ = |𝑓↼𝑥↽|,
𝑚↼a, b↽ = max

𝑥∈R
|𝑓↼𝑥↽| = max 𝑦↼𝑥↽

(далее max
𝑥∈R

всюду будем обозначать просто max). Тогда в

задаче требуется найти число 𝑚=min
a,b
𝑚↼a, b↽.

Из тождества

𝑓↼𝑥↽− 𝑓↼𝑥+ p↽ = 2↼cos 𝑥+ b cos 3𝑥↽

и свойств модуля получаем

2𝑚↼a, b↽ = max 𝑦↼𝑥↽+max 𝑦↼𝑥+ p↽ >

> max ↼|𝑓↼𝑥↽|+ |𝑓↼𝑥+ p↽|↽ > max |𝑓↼𝑥↽− 𝑓↼𝑥+ p↽| =
= 2 max | cos 𝑥+ b cos 3𝑥| = 2𝑚↼0, b↽,

откуда 𝑚↼a, b↽>𝑚↼0, b↽. Далее, из равенства 𝑓
(︁
p

6

)︁
= cos

p

6
,

справедливого при a=0 и любом b, следует неравенство
𝑚↼0, b↽> cos

p

6
. Таким образом, 𝑚> cos

p

6
.
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Докажем теперь, что 𝑚6 cos
p

6
. Действительно, поло-

жим a=0, b =−1
6
, тогда 𝑓↼𝑥↽= cos 𝑥− 1

6
cos 3𝑥. Поскольку

𝑓 ′↼𝑥↽ =
(︁

cos 𝑥− 1
6

cos 3𝑥
)︁′

= −sin 𝑥+
1
2

sin 3𝑥 =

= 2 sin 𝑥
(︁

1
2
− sin 𝑥

)︁(︁
1
2
+ sin 𝑥

)︁
,

эта функция возрастает на отрезке
[︁
0;

p

6

]︁
и убывает на от-

резке
[︁
p

6
;
p

2

]︁
, при этом

𝑓↼0↽ =
5
6
> 𝑓

(︁
p

2

)︁
= 0,

поэтому на отрезке
[︁
0;

p

2

]︁
функция 𝑓↼𝑥↽ неотрицательна и

принимает наибольшее значение cos
p

6
при 𝑥=

p

6
. Посколь-

ку 𝑓↼−𝑥↽= 𝑓↼𝑥↽ и 𝑓↼p−𝑥↽=−𝑓↼𝑥↽, это значение является

наибольшим и для функции 𝑦↼𝑥↽ на отрезке
[︁
−p

2
;

3p
2

]︁
дли-

ны 2p, а так как 2p –– период функции 𝑦↼𝑥↽, получаем

𝑚 6 𝑚
(︁

0, −1
6

)︁
= max 𝑦↼𝑥↽ = max

𝑥∈♭0;p▷2♯
|𝑓↼𝑥↽| = cos

p

6
.

Таким образом, 𝑚= cos
p

6
=

√
3

2
.

К о м м е н т а р и й. Доказать оценку 𝑚> cos
p

6
можно было и дру-

гими способами, например, подставить в функцию 𝑦↼𝑥↽ точки
p

6
и

5p

6
и

при всех a и b получить неравенства

max 𝑦↼𝑥↽ > max
(︁
𝑦
(︁
p

6

)︁
; 𝑦

(︁
5p

6

)︁)︁
= max

(︁⃒⃒⃒√
3

2
+

a

2

⃒⃒⃒
;
⃒⃒⃒
−

√
3

2
+

a

2

⃒⃒⃒)︁
>

>
1

2

(︁⃒⃒⃒√
3

2
+

a

2

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
−

√
3

2
+

a

2

⃒⃒⃒)︁
>

1

2

⃒⃒⃒(︁√
3

2
+

a

2

)︁
−
(︁
−

√
3

2
+

a

2

)︁⃒⃒⃒
=

√
3

2
.

Задача является частным случаем теоремы из статьи [23].
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1987 год (L олимпиада)
7 класс

1. Рассмотрим календарь на март 1987 года (рис. 84).
Если предположить, что в течение каждых трёх подряд
идущих дней кружок проводится хотя бы раз, то кружок

Пн Вт Ср Чт Пт Сб Вс

1
2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22
23 24 25 26 27 28 29
30 31

Рис. 84

обязательно должен проходить по понедельникам 9, 16,
23 и 30 марта, по пятницам 6, 13, 20 и 27 марта, а также
хотя бы в один из трёх дней с 3 по 5, с 10 по 12, с 17 по
19 и с 24 по 26 марта. Получается не менее 12 занятий ––
противоречие.

К о м м е н т а р и й. Заметим, что календари на 1987 и 2015 годы
полностью совпадают. Также совпадают календари любых двух лет от
1901 до 2099 (по григорианскому календарю), разность между которы-
ми делится на 28. Предлагаем заинтересованному читателю самостоя-
тельно доказать это утверждение, а также проверить, что если два года
не попадают в указанный диапазон, то их календари могут и не совпа-
дать, даже если разность между ними делится на 28.

2. Выпишем все простые числа, меньшие 100:

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97

Получаем 25 простых чисел. Среди любых 27 различных
натуральных чисел, меньших 100, как минимум 26 чи-
сел больше единицы, а следовательно, каждое из 26 чисел
имеет хотя бы один простой делитель. Значит, какие-то
два числа имеют общий простой делитель и поэтому не
являются взаимно простыми.
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К о м м е н т а р и й. Пусть p↼𝑛↽ обозначает количество простых чи-
сел, не превосходящих 𝑛. Тогда нетрудно видеть, что утверждение за-
дачи верно для любых p↼𝑛↽+2 чисел от 1 до 𝑛. Если же чисел выбрано
p↼𝑛↽+1 или меньше, то утверждение может быть неверно. Известно
также, что если чисел выбрано не меньше ↼𝑛+2↽▷2, то одно из них
даже будет делиться на другое, но если чисел меньше, то это, вообще
говоря, неверно (задача 112 из книги [30]).

A L B

K

C

Рис. 85

3. Расстояние от центра данного
треугольника до любой из его сто-
рон равно трети медианы (совпадаю-

щей с высотой), т. е.
1
3

√
1002 −502 =

=
50

√
3

3
м. Поскольку 50

√
3=

√
7500<

<
√

8100=90=3 𝛿 30, окружность ради-
уса 30, центр которой совпадает с цен-
тром треугольника, пересекает каждую сторону треуголь-
ника в двух точках (см. рис. 85).

Заметим, что при сдвиге центра окружности по прямой
в направлении любой из вершин треугольника (скажем,
𝐴), окружность будет двигаться, пересекая каждую из сто-
рон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в двух точках. Кроме того, ближайшие к 𝐴
точки пересечения 𝐾 и 𝐿 будут сдвигаться так, что длины
отрезков 𝐴𝐾 и 𝐴𝐿 будут уменьшаться, причём в момент,

когда центр окружности окажется на расстоянии
50

√
3

3
м

от вершины 𝐴, точки 𝐾 и 𝐿 совпадут с 𝐴. Опишем один из
возможных способов действий охотника. Сначала он ста-
новится в центр треугольника. Если волка убить нельзя,
т. е. расстояние до него превосходит 30 м, то охотник пе-
ремещается по прямой в направлении той вершины тре-
угольника, около которой находится волк. В силу прове-
дённых рассуждений, «зона обстрела» движется вместе с
охотником так, что волк не сможет выбежать из безопас-
ной части поляны и непременно будет убит.

4. Первый способ. Предположим, что трапеция не яв-
ляется равнобокой. Пусть серединный перпендикуляр к
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основанию 𝐴𝐵 пересекает прямую 𝐶𝐷 в точке 𝑂. Возмож-
ны два случая: 1) точка 𝑂 лежит между точками 𝐶 и 𝐷; 2)
точки 𝐶 и 𝐷 лежат по одну сторону от точки 𝑂 (возможно,
одна из них совпадает с 𝑂).

В первом случае, поскольку трапеция не является рав-
нобокой, длины отрезков 𝑂𝐷 и 𝑂𝐶 различны. Без ограни-
чения общности можно считать, что 𝑂𝐷>𝑂𝐶. Пусть 𝐸 ––
такая точка отрезка 𝑂𝐷, что 𝑂𝐸=𝑂𝐶. Тогда поскольку
𝐴𝐶+𝐵𝐶=𝐴𝐸+𝐵𝐸, для трапеции 𝐴𝐵𝐸𝐷 выполнено равен-
ство 𝐴𝐷+𝐵𝐷=𝐴𝐸+𝐵𝐸. Тем самым мы свели задачу ко
второму случаю, когда обе вершины основания 𝐶𝐷 трапе-
ции лежат по одну сторону от точки 𝑂 (вершина 𝐸 может
совпадать с 𝑂).

Обозначим через 𝐹 точку, симметричную 𝐵 относитель-
но прямой 𝐶𝐷. Покажем, что прямые 𝐴𝐹 и 𝐶𝐷 пересека-
ются в точке 𝑂. В самом деле, серединный перпендикуляр
к 𝐴𝐵 параллелен 𝐵𝐹, поэтому в силу теоремы Фалеса пере-
секает отрезок 𝐴𝐹 в его середине. С другой стороны, пря-
мая 𝐶𝐷 является серединным перпендикуляром к отрезку
𝐵𝐹, поэтому также пересекает отрезок 𝐴𝐹 в его середине.
Значит, середина 𝐴𝐹 лежит как на прямой 𝐶𝐷, так и на се-
рединном перпендикуляре к 𝐴𝐵, а значит, совпадает с точ-
кой 𝑂.

A B

K

D
E

O C

F

Рис. 86

Сначала рассмотрим случай, когда точка 𝐸 совпадает
с 𝑂. В этом случае для трапеции 𝐴𝐵𝑂𝐷 по условию име-
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ем равенство 𝐴𝐷+𝐵𝐷=𝐴𝑂+𝐵𝑂. В силу симметрии полу-
чаем 𝐵𝐷=𝐷𝐹 и 𝐵𝑂=𝑂𝐹, поэтому 𝐴𝐷+𝐷𝐹=𝐴𝑂+𝑂𝐹=𝐴𝐹,
что противоречит неравенству треугольника. Это означает,
что точки 𝐸 и 𝑂 различны, т. е. точка 𝐸 лежит строго меж-
ду точками 𝐷 и 𝑂 (см. рис. 86). В силу симметрии снова
получаем 𝐵𝐷=𝐷𝐹 и 𝐵𝐸=𝐸𝐹. Следовательно, 𝐴𝐷+𝐷𝐹=
=𝐴𝐸+𝐸𝐹. Покажем, что последнее равенство невозмож-
но. Пусть прямая 𝐹𝐸 пересекает отрезок 𝐴𝐷 в точке 𝐾.
Рассмотрим △𝐴𝐾𝐹 и △𝐴𝐸𝐹. Поскольку по неравенству
треугольника

𝐴𝐾+𝐾𝐹 = 𝐴𝐾+𝐾𝐸+𝐸𝐹 > 𝐴𝐸+𝐸𝐹,

периметр △𝐴𝐾𝐹 больше периметра △𝐴𝐸𝐹. Аналогично по-
лучаем

𝐴𝐷+𝐷𝐹 = 𝐴𝐾+𝐾𝐷+𝐷𝐹 > 𝐴𝐾+𝐾𝐹,

поэтому периметр △𝐴𝐷𝐹 больше периметра △𝐴𝐾𝐹. Следо-
вательно, периметр △𝐴𝐷𝐹 больше периметра △𝐴𝐸𝐹, что
несовместимо с равенством 𝐴𝐷+𝐷𝐹=𝐴𝐸+𝐸𝐹.

Полученное противоречие означает, что трапеция, удо-
влетворяющая условию задачи, является равнобокой.
Второй способ. Площади треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐵𝐷

равны, так как эти треугольники имеют общую сторону
𝐴𝐵 и равные высоты, проведённые к этой общей стороне.
Также эти треугольники имеют равные периметры, по-
скольку из условия следует, что 𝐴𝐵+𝐵𝐶+𝐶𝐴=𝐴𝐵+𝐵𝐷+
+𝐷𝐴. Обозначим через 𝑆 и 𝑝 соответственно площадь и по-
лупериметр этих треугольников. Также положим 𝑥1 = 𝑝−
−𝐴𝐷, 𝑥2 = 𝑝−𝐵𝐷, 𝑦1 = 𝑝−𝐴𝐶, 𝑦2 = 𝑝−𝐵𝐶.

Имеем 𝑥1 +𝑥2 =2𝑝−𝐴𝐷−𝐵𝐷=𝐴𝐵. Аналогично 𝑦1 +𝑦2 =
=𝐴𝐵. По формуле Герона для треугольника 𝐴𝐵𝐷 полу-

чаем 𝑆2 = 𝑝↼𝑝−𝐴𝐵↽𝑥1𝑥2 и 𝑥1𝑥2 =
𝑆2

𝑝↼𝑝−𝐴𝐵↽ . По формуле Ге-

рона для треугольника 𝐴𝐵𝐶 аналогично получаем 𝑦1𝑦2 =

=
𝑆2

𝑝↼𝑝−𝐴𝐵↽ . Значит, обе пары чисел 𝑥1 и 𝑥2, 𝑦1 и 𝑦2 являют-

ся парами корней квадратного (относительно 𝑡) уравнения
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𝑡2 −𝐴𝐵 𝛿 𝑡+ 𝑆2

𝑝↼𝑝−𝐴𝐵↽ =0. Если 𝑥1 = 𝑦1 и 𝑥2 = 𝑦2, то 𝐴𝐷=𝐴𝐶

и 𝐵𝐷=𝐵𝐶. Это невозможно, так как в этом случае прямая
𝐴𝐵 являлась бы серединным перпендикуляром к отрезку
𝐶𝐷. Следовательно, 𝑥1 =𝑦2 и 𝑥2 =𝑦1. Отсюда получаем, что
𝐴𝐷=𝐵𝐶, т. е. трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 является равнобокой.

К о м м е н т а р и й. Поскольку геометрическим местом точек, сум-
ма расстояний от каждой из которых до двух фиксированных точек
(фокусов) постоянна (и больше расстояния между фокусами), являет-
ся эллипс, из утверждения задачи следует, что всякая прямая, парал-
лельная прямой, проходящей через фокусы эллипса, пересекает его не
более чем в двух точках, причём множество этих точек пересечения
симметрично относительно серединного перпендикуляра к отрезку, со-
единяющему фокусы.

5. Первый может обеспечить себе 50 монет, если от-
делит 1 монету: тогда остальные 1986 монет будут раз-
делены на 40 частей, хотя бы в одной из которых более
1986
40

>49 монет. Больше 50 монет ему обеспечить себе не

удастся, так как каждый следующий за ним разбойник
может отделять по 50 монет до тех пор, пока это возмож-
но; поскольку 39 𝛿 50=1950, разбойники смогут сделать
так, что в каждой из 41 частей будет не более 50 монет.

Второй разбойник может обеспечить себе 26 монет, дей-
ствуя следующим образом. Пусть после первого деления
образовались кучи из 𝑎 и 𝑏 монет, где 𝑎< 𝑏, тогда он де-
лит вторую кучу на части из 986 и 𝑏−986 монет. Если
𝑎6986<𝑏62 𝛿 986, то в каждой из образовавшихся трёх ча-
стей не более 986 монет, значит, первый получит не более

986 монет, а второй –– не менее
1001
40

>25 монет. Если же

𝑎>986 или 𝑏>2 𝛿 986, то тогда две из частей 𝑎, 986, 𝑏−986
содержат не менее 986 монет. Поэтому в результате разде-
ла каждой из этих двух куч в одной из полученных из неё

частей будет не менее
986
39

>25 монет. В любом случае, вто-

рому разбойнику достанется не менее 26 монет. Больше
26 монет он обеспечить себе не может, ведь если первый
разделит клад на кучи из 993 и 994 монет, то вне зависи-
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мости от действий второго разбойника, следующие за ним
смогут самую большую из трёх куч сохранить, а от осталь-
ных отделять по 26 монет до тех пор, пока это возможно.
Поскольку 38 𝛿 26=988, разбойники добьются того, чтобы
ровно в одной из 41 частей было более 26 монет (её заберёт
первый разбойник).

Каждый из оставшихся разбойников более 1 монеты
обеспечить себе не может, так как если вне зависимости
от его действий остальные 39 разбойников будут отделять
по одной монете, то в результате содержать более одной
монеты будут не более двух куч, а их заберут первые два
разбойника.

8 класс
1. Умножив доказываемое неравенство на положитель-

ное число 2↼𝑎+ 𝑏↽, проведём равносильные преобразова-
ния:

1
2

(︁
𝑥
𝑎
+
𝑦
𝑏

)︁
>
𝑥+ 𝑦
𝑎+ 𝑏

; 𝑥+ 𝑦+ 𝑏 𝛿
𝑥
𝑎
+𝑎 𝛿

𝑦
𝑏
> 2↼𝑥+ 𝑦↽;

𝑏 𝛿
𝑥
𝑎
+𝑎 𝛿

𝑦
𝑏
> 𝑎 𝛿

𝑥
𝑎
+ 𝑏 𝛿

𝑦
𝑏
;

↼𝑎− 𝑏↽
(︁
𝑦
𝑏
− 𝑥
𝑎

)︁
> 0.

Последнее неравенство непосредственно следует из усло-
вия задачи.

К о м м е н т а р и й. Наш выдающийся соотечественник Пафнутий
Львович Чебышёв доказал (см., например, [62, с. 59]), что для любо-
го натурального 𝑛>2 и любых двух монотонных последовательностей
𝑥1, ..., 𝑥𝑛 и 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 выполнено неравенство

𝑛↼𝑥1𝑦1 + ...+𝑥𝑛𝑦𝑛↽ > ↼𝑥1 + ...+𝑥𝑛↽↼𝑦1 + ...+ 𝑦𝑛↽,

если эти последовательности монотонны в одну и ту же сторону (на-
пример, обе невозрастающие), и обратное неравенство, если характеры
монотонности этих последовательностей различны (например, одна из
этих последовательностей возрастает, а другая –– убывает). Если, кро-
ме того, обе эти последовательности строго монотонны, то знак нера-
венства можно заменить на строгий.

Неравенство из условия задачи следует из неравенства Чебышёва
для 𝑛=2, 𝑥1 =𝑎, 𝑥2 = 𝑏, 𝑦1 =𝑥▷𝑎, 𝑦2 = 𝑦▷𝑏.
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2. а) При 𝑛=1 получаем квадрат 2×2, который легко
можно разрезать ровно на 2 прямоугольника 1×2. При
𝑛=2 получаем квадрат 4×4, который нельзя разрезать бо-
лее чем на 5 прямоугольников размером 1×3, поскольку
42 =3 𝛿 5+1. Способ разрезания на 5 прямоугольников по-
казан на рис. 87.
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1

1
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Рис. 88 Рис. 89

б) Здесь 𝑛+1>4, а поскольку ↼2𝑛↽2 =4↼𝑛−1↽↼𝑛+1↽+4,
больше чем 4↼𝑛−1↽ прямоугольников 1× ↼𝑛+1↽ вырезать
нельзя. Укажем способ вырезания 4↼𝑛−1↽ прямоугольни-
ков (см. рис. 88). Сначала вырежем из квадрата 2𝑛×2𝑛 че-
тыре прямоугольника ↼𝑛−1↽× ↼𝑛+1↽ (останется квадрат
2×2), а каждый из четырёх прямоугольников разрежем
на ↼𝑛−1↽ прямоугольников 1× ↼𝑛+1↽.

в) При 𝑛=3 получаем квадрат 6×6. Поскольку 62=4 𝛿 9,
более 9 прямоугольников вырезать нельзя. Покажем, что
и 9 вырезать нельзя. Допустим противное. Проведём пря-
мые, параллельные сторонам квадрата и разбивающие его
на 36 одинаковых клеток. Площадь 9 прямоугольников
1×4 равна площади квадрата 6×6, поэтому вырезать их
можно только по линиям клеток. Покрасим 9 клеток в
чёрный цвет так, как это сделано на рис. 89. Тогда каж-
дый из вырезанных прямоугольников содержит чётное
число (0 или 2) чёрных клеток. Значит, нечётное число
чёрных клеток не будет вырезано. Противоречие. Способ
вырезать 8 прямоугольников показан на рис. 88.



Решения. 1987 год 233

2 1 4 3 2 1

1 4 3 2 1 4

4 3 2 1 4 3

3 2 1 4 3 2

2 1 4 3 2 1

1 4 3 2 1 4

Рис. 90

К о м м е н т а р и й. Доказать, что квадрат
6×6 нельзя разрезать более чем на 8 прямоуголь-
ников 1×4, можно и с помощью ещё одной («диа-
гональной») раскраски в 4 цвета (см. рис. 90).
Любой прямоугольник 1×4 должен иметь клет-
ки всех четырёх цветов, но в цвет «3» покраше-
но только 8 клеток. Кроме того, можно заметить,
что, например, в цвета «1» и «2» покрашено раз-
ное число клеток, а это также означает невозмож-
ность такого разрезания.

3. Первый способ. Назовём две команды дополнитель-
ными, если одна из них состоит из всех учеников, не во-
шедших в другую. Каждый ученик класса входит только
в одну из любых двух дополнительных команд, следова-
тельно, он входит ровно в половину всех команд. С дру-
гой стороны, поскольку в турнире должны участвовать
всевозможные команды, причём каждая –– ровно по од-
ному разу, половина числа всех команд равна общему
количеству предстоящих соревнований. Таким образом,
количество соревнований совпадает с числом выступле-
ний каждого ученика, а значит, в каждом соревновании
будут выступать все ученики, т. е. две дополнительные
команды.
Второй способ. Допустим, что в одном из соревнова-

ний должны участвовать недополнительные команды 𝐴0

и 𝐵0. Пусть 𝐴1 –– команда, дополнительная к 𝐵0, а 𝐵1 ––
команда, встречающаяся с 𝐴1, тогда 𝐴1 ⊃𝐴0, 𝐴1 ̸=𝐴0, а
𝐵1 ⊂𝐵0, 𝐵1 ̸=𝐵0 (так как команда 𝐵0 уже выступает с 𝐴0,

A0 B0

A1 B1

A2 B2

Рис. 91

см. рис. 91). Рассмотрим далее ко-
манду 𝐴2, дополнительную к 𝐵1 и
её соперника 𝐵2. Аналогично име-
ем 𝐴2 ⊃𝐴1, 𝐴2 ̸=𝐴1 и 𝐵2 ⊂𝐵1, 𝐵2 ̸=
̸=𝐵1. Продолжая это построение, по-
лучим бесконечную последователь-
ность команд 𝐴0 ⊂𝐴1 ⊂𝐴2 ⊂ ..., чис-
ло участников которых строго воз-
растает, что невозможно.
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К о м м е н т а р и й. Задачу и оба её решения можно сформулиро-
вать на языке теории графов. Зададим граф следующим образом. Его
вершинами назовём все 2𝑛 различных наборов длины 𝑛 из нулей и еди-
ниц. Будем считать, что два таких набора соединены ребром тогда и
только тогда, когда они не имеют единиц на одинаковых местах. Бу-
дем говорить, что 2𝑛−1 рёбер этого графа образуют паросочетание, если
каждая его вершина принадлежит ровно одному из этих рёбер. Условие
задачи равносильно утверждению о том, что в таком графе существует
ровно одно паросочетание, причём каждое его ребро соединяет наборы,
в которых общее число единиц равно 𝑛.

Первое решение фактически использует идею двойного подсчёта.
Для каждого ребра возьмём общее число единиц в обоих его наборах
и сложим все эти числа. Сумма будет не больше 2𝑛−1𝑛, так как каждое
из 2𝑛−1 слагаемых не больше 𝑛 по условию. Вычислим ту же сумму
другим способом, посчитав, сколько раз в неё входит каждая единица.
Каждая единица содержится ровно в 2𝑛−1 наборах, и значит, участву-
ет в 2𝑛−1-й сумме единиц, вычисленных по рёбрам. Поэтому полная
сумма равна 2𝑛−1𝑛. Но это возможно только тогда, когда для каждого
ребра сумма будет равна 𝑛.

Предлагаем заинтересованному читателю самостоятельно изложить
второе решение на языке теории графов.

4. Пусть 𝑃 и 𝑄 –– середины отрезков 𝐴𝐶 и 𝐶𝐸 соответ-
ственно (см. рис. 92). Поскольку ∠𝐵𝐶𝐴=∠𝐷𝐶𝐸, прямо-
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A D

E
M

P
Q

Рис. 92

угольные треугольники △𝐴𝐵𝐶 и
△𝐶𝐷𝐸 подобны, поэтому ∠𝐵𝑃𝐴=
=∠𝐷𝑄𝐸. Медианы 𝐵𝑃 и 𝑄𝐷 рав-
ны половинам гипотенуз 𝐴𝐶 и
𝐶𝐸 соответственно, поэтому по
теореме о средней линии полу-
чаем 𝐵𝑃=𝐶𝑃=𝑀𝑄, 𝑃𝑀=𝐶𝑄=
=𝑄𝐷, а также ∠𝐴𝑃𝑀=∠𝐴𝐶𝐸=
=∠𝑀𝑄𝐸. Следовательно, ∠𝐵𝑃𝐴+
+∠𝐴𝑃𝑀=∠𝐷𝑄𝐸+∠𝑀𝑄𝐸, поэто-

му ∠𝐵𝑃𝑀=∠𝑀𝑄𝐷. Таким образом, △𝐵𝑃𝑀=△𝑀𝑄𝐷 по
двум сторонам и углу, а значит, 𝐵𝑀=𝑀𝐷.

5. Предположим, что можно.
Заметим сначала, что 100 чисел от 𝑛 до 𝑛+99 мож-

но разбить на 50 пар вида ↼𝑘, 𝑘+50↽, где 𝑘=𝑛, 𝑛+1, ...,
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𝑛+49. В самом деле, пары ↼𝑛, 𝑛+50↽, ↼𝑛+1, 𝑛+51↽, ...,
↼𝑛+49, 𝑛+99↽ содержат все числа от 𝑛 до 𝑛+99 по одно-
му разу. Следовательно, и любой набор из 100𝑚 подряд
идущих натуральных чисел можно разбить на пары та-
кого вида (так как его можно разбить на наборы из ста
подряд идущих чисел, а каждый такой набор можно раз-
бить на пары указанного вида). Аналогично доказывается,
что любой набор из 2 𝛿 1987𝑚 подряд идущих натуральных
чисел можно разбить на пары вида ↼𝑘, 𝑘+1987↽. Следова-
тельно, любой набор из 2 𝛿 50 𝛿 1987=198700 чисел можно
разбить как на пары вида ↼𝑘, 𝑘+50↽, так и на пары вида
↼𝑘, 𝑘+1987↽.

Рассмотрим набор чисел от 𝑛 до 𝑛+198700−1 вклю-
чительно. Поскольку в этом наборе ровно 198 700 чисел,
его можно разбить как на пары вида ↼𝑘, 𝑘+50↽, так и
на пары вида ↼𝑘, 𝑘+1987↽. По условию задачи в каждой
паре вида ↼𝑘, 𝑘+50↽ хотя бы одно число выбрано, поэто-
му общее количество выбранных чисел –– не менее поло-
вины от 198 700. С другой стороны, в каждой паре вида
↼𝑘, 𝑘+1987↽ хотя бы одно число не выбрано, а значит, все-
го выбранных чисел не более половины от 198 700. Таким
образом, их ровно половина, а следовательно, в каждой
паре, на которые разбивался наш набор, выбрано ровно
одно число. В частности, в каждой из пар ↼𝑛, 𝑛+50↽ и
↼𝑛, 𝑛+1987↽ выбрано ровно одно число.

Таким образом, при любом натуральном 𝑛 выбрано ров-
но одно из чисел пары ↼𝑛, 𝑛+50↽ и ровно одно из чисел па-
ры ↼𝑛, 𝑛+1987↽. Пусть 𝑛 –– какое-нибудь выбранное чис-
ло. Тогда число 𝑛+50 не выбрано, значит 𝑛+100 выбрано,
𝑛+150 не выбрано, ..., 𝑛+1987 𝛿 50 не выбрано. С другой
стороны, число 𝑛+1987 не выбрано, 𝑛+2 𝛿 1987 выбрано,
𝑛+3 𝛿 1987 не выбрано, ..., 𝑛+50 𝛿 1987 выбрано. Посколь-
ку число 𝑛+1987 𝛿 50 не может быть выбрано и не выбрано
одновременно, получили противоречие.

Итак, выбрать числа указанным в условии задачи спо-
собом нельзя.
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9 класс
1.Первый способ. Запишем в таблицу последние цифры

всевозможных сумм двух различных цифр.
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Нетрудно видеть, что каждая цифра в таблице встретится
не менее восьми раз (строго говоря, чётная цифра –– 8 раз,
нечётная цифра –– 10 раз). Кроме того, ни в одном столб-
це и ни в одной строке нет повторяющихся цифр. Следо-
вательно, если исключить три цифры, т. е. вычеркнуть из
таблицы соответствующие три строки и три столбца, то ис-
чезнет не более 6 появлений любой цифры. Следовательно,
в таблице по-прежнему будут представлены все цифры и,
в частности, последняя цифра числа 𝑛.
Второй способ. Пусть 𝑎 –– последняя цифра числа 𝑛.

Рассмотрим 10 пар цифр, суммы которых оканчиваются
на 𝑎:

↼0; 𝑎↽, ↼1; 𝑎−1↽, ..., ↼𝑎−1; 1↽, ↼𝑎; 0↽,

↼𝑎+1; 9↽, ↼𝑎+2; 8↽, ..., ↼8; 𝑎+2↽, ↼9; 𝑎+1↽.

Пары построены по следующему принципу: первая цифра
увеличивается от 0 до 9, а вторая подбирается так, чтобы
сумма двух цифр равнялась 𝑎 или 𝑎+10. Например, при
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𝑎=4 это будут пары

↼0; 4↽, ↼1; 3↽, ↼2; 2↽, ↼3; 1↽, ↼4; 0↽,

↼5; 9↽, ↼6; 8↽, ↼7; 7↽, ↼8; 6↽, ↼9; 5↽.

Если цифра 𝑎 чётна, то все пары, кроме двух, будут со-
стоять из различных цифр. Если же цифра 𝑎 нечётна, то
все пары будут состоять из различных цифр. Поскольку
вместе с каждой парой ↼𝑎; 𝑏↽ будет выписана и пара ↼𝑏; 𝑎↽,
получаем что вне зависимости от чётности цифры 𝑎 най-
дутся 8 цифр, которые можно разбить на четыре пары так,
чтобы сумма цифр в каждой паре оканчивалась на 𝑎. Лю-
бые 7 цифр содержат хотя бы одну из этих пар. В самом
деле, исключение трёх цифр разрушит не более трёх пар,
значит, хотя бы одна пара цифр, сумма которых оканчи-
вается на 𝑎, останется.

К о м м е н т а р и й. Задачу можно сформулировать следующим об-
разом. Рассмотрим множество чисел от 0 до 9 с операцией сложения по
модулю 10. Если взять в нём любое подмножество из 7 элементов, то
всевозможные попарные суммы его разных чисел по модулю 10 дают
все числа от 0 до 9.

Это утверждение обобщается на случай произвольного натурально-
го 𝑛>3. Рассмотрим множество всех чисел от 0 до 𝑛−1 с операцией
сложения по модулю 𝑛. Для любого его подмножества, содержащего
не менее ♭𝑛▷2♯+2 элементов, всевозможные попарные суммы по моду-
лю 𝑛 чисел из этого подмножества дают все числа от 0 до 𝑛−1. Сначала
докажем этот факт для 𝑛=2𝑚+1, 𝑚>1. Для этого рассмотрим все 𝑚
пар различных чисел от 0 до 𝑛−1, суммы которых по модулю 𝑛 равны
данному числу 𝑎 ↼06𝑎6𝑛−1↽. Для любых 𝑚−1 чисел найдётся пара,
не содержащая ни одно из них. Значит, среди остальных 𝑚+2 чисел
найдётся пара, дающая в сумме по модулю 𝑛 данное число 𝑎. Пусть те-
перь 𝑛=2𝑚, 𝑚>2. Тогда рассмотрим все пары различных чисел от 0 до
𝑛−1, суммы которых по модулю 𝑛 равны данному числу 𝑎. Их ровно
𝑚−1, если 𝑎 чётно, и ровно 𝑚, если 𝑎 нечётно. Для любых 𝑚−2 чисел
найдётся пара, не содержащая ни одно из них. Значит, среди осталь-
ных 𝑚+2 чисел найдётся пара, дающая в сумме по модулю 𝑛 данное
число 𝑎. Утверждение доказано.

Число ♭𝑛▷2♯+2 в доказанном утверждении нельзя уменьшить, так
как при любом 𝑛>2 можно привести пример множества из ♭𝑛▷2♯+1
чисел от 0 до 𝑛−1, для которого найдётся такое целое 𝑎, что 𝑎 не рав-
но по модулю 𝑛 никакой из сумм двух различных чисел этого множе-
ства. Если 𝑛=2𝑚+1, то это множество всех натуральных чисел от 𝑚
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до 2𝑚: из него нельзя выбрать два разных числа, сумма которых равна
по модулю 𝑛 числу 2𝑚. Если 𝑛=2𝑚, то это множество всех натураль-
ных чисел от 𝑚−1 до 2𝑚−1: из него нельзя выбрать два разных числа,
сумма которых по модулю 𝑛 равна 2𝑚−2.

2. Рассмотрим произвольный правильный пятиуголь-
ник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 и докажем ряд его свойств. Проведём из лю-
бой его вершины (например, 𝐶) диагонали 𝐶𝐴 и 𝐶𝐸 (см.
рис. 93). Поскольку сумма углов пятиугольника равна
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Рис. 93
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Рис. 94

3p, каждый его внутренний угол равен
3p▷5. Из равнобедренного △𝐴𝐵𝐶 по-
лучаем ∠𝐵𝐴𝐶=∠𝐵𝐶𝐴=p▷5. Аналогич-
но ∠𝐷𝐶𝐸= p▷5, а значит, ∠𝐴𝐶𝐸= p▷5.
Следовательно, 𝐶𝐴 –– биссектриса угла
𝐵𝐶𝐸. Рассмотрим теперь угол, смеж-
ный с любым из углов пятиугольника,
например, ∠𝐸𝐴𝑀. Он равен 2p▷5, по-
этому 𝐴𝐸 –– биссектриса угла 𝐶𝐴𝑀.

Пусть дан произвольный угол. По-
кажем, как с помощью двусторонней
линейки можно построить его биссек-
трису. Обозначим вершину угла через
𝐾. Проведём две прямые, каждая из
которых параллельна одной из сторон
угла и пересекает другую его сторону
в точках 𝐿 и 𝑁 соответственно (см. рис.

94). Обозначим через 𝑀 точку пересечения этих прямых.
Поскольку обе высоты четырёхугольника 𝐾𝐿𝑀𝑁, прове-
дённые из вершины 𝑀 к сторонам 𝐾𝐿 и 𝐾𝑁, равны ши-
рине линейки, получаем равные прямоугольные треуголь-
ники с общей гипотенузой 𝐾𝑀, а значит, луч 𝐾𝑀 являет-
ся биссектрисой данного угла с вершиной 𝐾.

Опишем теперь, как можно восстановить одну или две
вершины правильного пятиугольника.

а) Пусть даны вершины 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷. Построим биссектри-
сы угла 𝐴𝐶𝐷 и угла, смежного с углом 𝐵𝐴𝐶 (см. рис. 93).
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Рис. 97
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Рис. 98

A
B

Рис. 99

По доказанному искомая вершина 𝐸 яв-
ляется точкой их пересечения.

б) В силу п. а) достаточно восстано-
вить одну из недостающих вершин. Оче-
видно, все случаи сводятся к следующим
двум: 1) заданы вершины 𝐴, 𝐵, 𝐶, 2) за-
даны вершины 𝐴, 𝐵, 𝐷. В случае 1 (см.
рис. 95) строим 𝐴𝐸 –– биссектрису угла,
смежного с 𝐵𝐴𝐶, и 𝐴𝐷 –– биссектрису уг-
ла 𝐸𝐴𝐶. Вершина 𝐷 находится на пере-
сечении 𝐴𝐷 и биссектрисы угла, смежно-
го с 𝐴𝐶𝐵. В случае 2 (см. рис. 96) пусть
𝐷𝐹 –– биссектриса угла, смежного с 𝐴𝐷𝐵.
Тогда вершина 𝐶 лежит на пересечении
𝐴𝐶 и 𝐷𝐶 –– биссектрис углов 𝐵𝐴𝐷 и 𝐵𝐷𝐹
соответственно.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что если даны
вершины 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, то точку 𝐸 можно также по-
строить, воспользовавшись тем, что она лежит на
пересечении или биссектрис углов, смежных с уг-
лами 𝐵𝐴𝐶 и 𝐶𝐷𝐵 (см. рис. 97), или биссектрис уг-
ла 𝐴𝐶𝐷 и угла, образованного продолжениями сто-
рон 𝐴𝐵 и 𝐷𝐶 (см. рис. 98).

Некоторые участники олимпиады не обратили
внимания на последнюю фразу условия и посчи-
тали, что двусторонняя линейка позволяет про-
водить две параллельные прямые на расстоянии,
равном её ширине, через две заданные точки 𝐴
и 𝐵 (как на рис. 99). Оказывается, при таком
понимании становятся разрешимыми все задачи
на построение, которые можно решить традицион-
ным набором инструментов –– циркулем и линей-
кой, но окружность следует считать построенной,
если указан её центр и отрезок, равный радиусу.

3. Первый способ. Рассмотрим 50 чи-
сел

251399, 252398, ..., 299351, 2100350,
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т. е. числа 250+𝑖3100−𝑖, где 𝑖=1, ..., 50. Очевидно, ни одно из
них не делится на другое. С другой стороны, произведение
любых двух из этих чисел имеет вид 2𝑘3𝑙, где оба показа-
теля 𝑘 и 𝑙 больше 100, поэтому это произведение делится
на любое из указанных чисел.
Второй способ. Пусть 𝑝1, ..., 𝑝50 –– различные простые

числа. Тогда числа

𝑛1 = 𝑝2
1𝑝2 ...𝑝50, 𝑛2 = 𝑝1𝑝

2
2𝑝3 ...𝑝50, ..., 𝑛50 = 𝑝1 ...𝑝49𝑝

2
50

обладают требуемыми свойствами. Действительно, если
𝑖 ̸= 𝑗, то число 𝑛𝑖▷𝑛𝑗=𝑝𝑖▷𝑝𝑗 не целое. С другой стороны, про-
изведение 𝑛𝑖𝑛𝑗= ↼𝑝1 ...𝑝50↽2𝑝𝑖𝑝𝑗 делится на любое из чисел
𝑛1, ..., 𝑛50.

4. Первый способ. Покажем, для любых чисел 𝑎1, 𝑎2 и
положительных чисел 𝑏1, 𝑏2 справедливо неравенство

↼𝑎1 +𝑎2↽2

𝑏1 + 𝑏2
6
𝑎2

1

𝑏1
+
𝑎2

2

𝑏2
.

В самом деле, умножив обе его части на положительное
число 𝑏1𝑏2↼𝑏1 + 𝑏2↽, получим

𝑏1𝑏2↼𝑎1 +𝑎2↽
2 6 ↼𝑏1 + 𝑏2↽↼𝑎

2
1𝑏2 +𝑎

2
2𝑏1↽.

Преобразуем разность правой и левой частей неравенства:

↼𝑏1 + 𝑏2↽↼𝑎
2
1𝑏2 +𝑎

2
2𝑏1↽− 𝑏1𝑏2↼𝑎1 +𝑎2↽

2 =

= 𝑎2
1𝑏1𝑏2 +𝑎

2
1𝑏

2
2 +𝑎

2
2𝑏

2
1 +𝑎

2
2𝑏1𝑏2 − 𝑏1𝑏2↼𝑎

2
1 +2𝑎1𝑎2 +𝑎

2
2↽ =

= ↼𝑎2𝑏1 − 𝑏2𝑎1↽
2 > 0.

Итак, неравенство для двух чисел доказано.
Пусть 𝑛>2 –– произвольное натуральное число (напри-

мер, 1987). Последовательно применяя доказанное нера-
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венство 𝑛−1 раз, получаем:

↼𝑎1 + ...+𝑎𝑛↽2

𝑏1 + ...+ 𝑏𝑛
6
↼𝑎1 + ...+𝑎𝑛−1↽2

𝑏1 + ...+ 𝑏𝑛−1
+
𝑎2
𝑛

𝑏𝑛
6

6
↼𝑎1 + ...+𝑎𝑛−2↽2

𝑏1 + ...+ 𝑏𝑛−2
+
𝑎2
𝑛−1

𝑏𝑛−1
+
𝑎2
𝑛

𝑏𝑛
6 ... 6

𝑎2
1

𝑏1
+ ...+

𝑎2
𝑛

𝑏𝑛
.

Второй способ. Сначала сформулируем и докажем нера-
венство Коши––Буняковского(︁ 𝑛∑︀

𝑖=1
𝑥𝑖𝑦𝑖

)︁2

6
(︁ 𝑛∑︀
𝑖=1
𝑥2
𝑖

)︁
𝛿
(︁ 𝑛∑︀
𝑖=1
𝑦2
𝑖

)︁
,

которое справедливо для любых действительных чисел
𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑦1, ..., 𝑦𝑛. Для его доказательства заметим, что

при любом действительном 𝑡 неравенство
𝑛∑︀
𝑖=1
↼𝑥𝑖− 𝑡𝑦𝑖↽2 >0

выполнено, поскольку сумма квадратов действительных
чисел всегда неотрицательна. Раскрыв скобки и вынося
степени 𝑡 за скобки, получим неравенство(︁ 𝑛∑︀

𝑖=1
𝑦2
𝑖

)︁
𝑡2 −2

(︁ 𝑛∑︀
𝑖=1
𝑥𝑖𝑦𝑖

)︁
𝑡+

(︁ 𝑛∑︀
𝑖=1
𝑥2
𝑖

)︁
> 0.

Если коэффициент при 𝑡2 равен нулю, то все 𝑦𝑖=0 и исход-
ное неравенство очевидно. Если же хотя бы одно из чисел
𝑦𝑖 отлично от нуля, то мы получили квадратное неравен-
ство относительно 𝑡. Поскольку оно выполнено при всех 𝑡,
дискриминант 𝐷 квадратного трёхчлена, стоящего в левой
части этого неравенства, неположителен. Следовательно,

𝐷 = 4
(︁ 𝑛∑︀
𝑖=1
𝑥𝑖𝑦𝑖

)︁2

−4
(︁ 𝑛∑︀
𝑖=1
𝑥2
𝑖

)︁
𝛿
(︁ 𝑛∑︀
𝑖=1
𝑦2
𝑖

)︁
6 0,

откуда следует доказываемое неравенство.
Остаётся заметить, что если в неравенстве Коши––Бу-

няковского для 𝑛=1987 положить 𝑥𝑖=
𝑎𝑖√
𝑏𝑖

и 𝑦𝑖=
√
𝑏𝑖 при

всех 𝑖=1, 2, ..., 𝑛, то получим неравенство, равносильное
неравенству из условия задачи.
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К о м м е н т а р и й. Легко показать, что из неравенства этой задачи,
в свою очередь, следует неравенство Коши (это означает, что упомяну-
тые неравенства равносильны). Неравенство из условия задачи также
является частным случаем неравенства, встречающегося в литературе
как неравенство Бергстрёма (см., например, [37, с. 315]).

5. Предположим, что Тане удалось уложить доски в со-
ответствии с условием задачи. Будем рассматривать толь-
ко те уложенные доски, удаление каждой из которых де-
лает конструкцию негодной. Такие доски могут опирать-
ся только на какие-нибудь две смежные стороны бассей-
на (назовём их «опорными»). Действительно, в противном
случае какие-нибудь две противоположные стороны бас-
сейна соединялись бы мостиком из досок, а по условию
досок на такое построение не хватит.

Рассмотрим процесс укладывания досок Таней. Заме-
тим, что каждая новая укладываемая доска имеет по край-
ней мере две точки опоры, каждая из которых лежит ли-
бо на «опорной» стороне бассейна, либо на какой-нибудь
из ранее уложенных досок. Во втором случае такая точка
опоры должна лежать между точками опоры этой уложен-
ной доски. Для каждой доски назовём её «надёжной ча-
стью» такой её участок, который находится между двумя
её крайними точками опоры.

Рассмотрим также бо́льшую часть бассейна, ограничен-
ную ломаной, состоящей из «надёжных частей» уложен-
ных досок. Докажем индукцией по числу 𝑛 уложенных
досок, что на каждом шаге рассматриваемого процесса эта
часть бассейна имеет форму выпуклого многоугольника,
причём прямые, являющиеся продолжениями ограничи-
вающих этот многоугольник досок, пересекают обе «опор-
ные» стороны бассейна, и, кроме того, площадь части бас-
сейна, лежащей вне этого многоугольника, не больше 𝑛▷4.

База индукции при 𝑛=1 следует из того, что площадь
прямоугольного треугольника с единичной гипотенузой
не превосходит 1▷4, так как его высота не больше медиа-
ны, равной 1▷2.
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Пусть для 𝑛 досок утверждение доказано, докажем его
для 𝑛+1 доски. Рассмотрим доску, уложенную последней.
Если её «надёжная часть» не имеет общего отрезка с мно-
гоугольником, полученным на предыдущем шаге, то ни
его граница, ни площадь дополнительной к нему части
бассейна не изменились и утверждение верно. Если же та-
кой отрезок имеется, то на новом шаге рассматриваемая
часть бассейна также будет иметь форму выпуклого мно-
гоугольника, но одной из его сторон будет участок «надёж-
ной части» новой доски. При этом возможны три случая,
когда новая доска опирается: на две стороны бассейна;
на одну сторону бассейна и одну «надёжную часть» уло-
женной ранее доски, ограничивавшую многоугольник на
предыдущем шаге; на какие-нибудь две «надёжные части»
ранее уложенных досок, ограничивавших многоугольник
на предыдущем шаге.

Первый случай аналогичен случаю, рассмотренному
для базы индукции. Во втором случае рассмотрим тре-
угольник, ограниченный «надёжной частью» новой дос-
ки, прямой, содержащей сторону бассейна, на которую
опирается новая доска, и прямой, содержащей «надёж-
ную часть» ранее уложенной доски, на которую опирается
новая доска (см. рис. 100). Этот треугольник будет тупо-
угольным, наибольшей стороной которого является часть
новой доски. Эта сторона не больше единицы, а его высо-
та, проведённая к этой стороне не превосходит медианы и

Рис. 100 Рис. 101
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меньше 1▷2. Поэтому его площадь меньше 1▷4. В третьем
случае аналогично рассмотрим треугольник, ограничен-
ный «надёжной частью» новой доски и двумя прямыми,
содержащими «надёжные части» ранее уложенных досок,
на которые опирается новая доска (см. рис. 101), и полу-
чим что его площадь меньше 1▷4. Отсюда с помощью пред-
положения индукции о площади дополнительной к много-
угольнику части на предыдущем шаге получаем утвержде-
ние о площади дополнительной к многоугольнику части
на новом шаге. Индуктивное предположение доказано.

C M B

A

L
K

B′

A′

Рис. 102

Пусть мячик расположен в точке 𝐾, а 𝑛-я доска являет-
ся первой доской, положенной над ним. Обозначим через
𝐴 и 𝐵 точки пересечения прямой, проходящей через эту
доску, с «опорными» сторонами бассейна, а через 𝐶 –– об-
щую вершину этих сторон (см. рис. 102). По условию дли-
ны перпендикуляров 𝐾𝐿 и 𝐾𝑀, проведённых из точки 𝐾
к его сторонам 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 соответственно, больше 2. Значит,
площадь прямоугольника 𝐶𝐿𝐾𝑀 больше 4. Треугольники
𝐴′𝐾𝐿 и 𝐵′𝐾𝑀, симметричные треугольнику 𝐴𝐾𝐿 относи-
тельно 𝐾𝐿 и треугольнику 𝐵𝐾𝑀 относительно 𝐾𝑀 соответ-
ственно, вместе покрывают прямоугольник 𝐶𝐿𝐾𝑀, поэто-
му суммарная площадь треугольников 𝐴𝐾𝐿 и 𝐵𝐾𝑀 так-
же больше 4. Следовательно, треугольник 𝐴𝐵𝐶 имеет пло-
щадь больше 8. С другой стороны, по доказанному выше
его площадь не больше чем 𝑛▷4. Значит, 𝑛▷4>8 и 𝑛>32.
Получаем противоречие.
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10 класс
1. Первый способ. а) Любые три положительных числа

можно представить в виде tg a, tg b и tg g, где 0<a, b, g<
< p▷2. Среди таких чисел a, b и g можно выбрать два чис-
ла, разность которых неотрицательна и меньше p▷4. Пусть
для определённости 06 a− b < p▷4. Тогда

0 6
tg a− tg b

1+ tg a tg b
= tg↼a− b↽ < tg

p

4
= 1.

б) Любые четыре действительных числа можно предста-
вить в виде tg a, tg b, tg g и tg d, где −p▷2<a, b, g, d<p▷2.
Без ограничения общности можно считать, что a>b>g>d.
Если хотя бы одна из разностей a− b, b −g, g− d не пре-
восходит p▷4, то утверждение доказано. Если же a− b >
> p▷4, b −g> p▷4, g− d> p▷4, то p> a− d>3p▷4, поэтому
0> tg↼a− d↽>−1, а значит,

0 < tg↼d− a↽ =
tg d− tg a

1+ tg d tg a
< 1,

что и требовалось доказать.
Второй способ. б) Если среди заданных чисел есть рав-

ные, то их и следует выбрать. Если все числа различны, то
обозначим через a, b, g, d их арктангенсы, расположенные
в порядке возрастания:

−p▷2 < a < b < g < d < p▷2 < a+ p.

Точки b, g, d разбивают отрезок ♭a; a+ p♯ на четыре отрез-
ка, длина хотя бы одного из которых не превосходит p▷4.
В качестве 𝑥 и 𝑦 можно взять тангенсы правого и лево-
го концов этого отрезка. Действительно, если, например,
b−a6p▷4, то, учитывая, что b−a>0, имеем 06tg↼a−b↽6
61 и при этом

tg↼b − a↽ =
tg b − tg a

1+ tg b tg a
=
𝑥− 𝑦
1+𝑥𝑦

.

В случае ↼a+ p↽− d< p▷4 также можно выбрать 𝑥= tg a=
= tg↼a+ p↽ и 𝑦= tg d.
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2. Рассмотрим любую прямую 𝑙, перпендикулярную
данной плоскости. Обозначим через 𝐴, 𝐵 и 𝐶 вершины
данного треугольника так, чтобы углы, образованные его
сторонами 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 с данной плоскостью равнялись
a, b и g соответственно, а через 𝐴′, 𝐵′ и 𝐶′ –– соответству-
ющие проекции этих вершин на прямую 𝑙. Если 𝐴′, 𝐵′ и
𝐶′ –– это три различные точки, то без ограничения общ-
ности можно считать, что точка 𝐵′ лежит между точка-
ми 𝐴′ и 𝐶′. Прямые 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 образуют с прямой 𝑙
углы p▷2− a, p▷2− b и p▷2−g соответственно. Поскольку
cos↼p▷2−f↽=sin f для любого f, длины отрезков 𝐵′𝐶′, 𝐶′𝐴′

и 𝐴′𝐵′ равны 𝑎 sin a, 𝑎 sin b и 𝑎 sin g соответственно, где
𝑎 –– длина стороны данного треугольника. Значит, в этом
случае 𝑎 sin a+𝑎 sin g=𝑎 sin b, откуда вытекает требуемое
утверждение.

Пусть теперь проекции каких-либо двух вершин тре-
угольника на прямую 𝑙 совпали (будем считать, что это
точки 𝐴′ и 𝐶′), а третья от них отлична (точка 𝐵′). Тогда
угол b равен нулю, а из равенств 𝑎 sin g=𝐴′𝐵′=𝐵′𝐶′=𝑎 sin a
вытекает утверждение задачи. Если же совпали все три
проекции, то a= b =g=0. Итак, во всех случаях одно из
чисел sin a, sin b, sin g равно сумме двух других.

3. Рассмотрим покрытие, состоящее из самих 17 закра-
шенных квадратов. Если расстояние между любыми дву-
мя из них не меньше

√
2, то квадраты и образуют искомое

покрытие, поскольку их суммарный периметр 17 𝛿 4<100.
Если же найдутся хотя бы два квадрата, расстояние меж-
ду некоторыми точками которых меньше

√
2, то будем по-

следовательно преобразовывать покрывающую систему до
тех пор, пока расстояние между любыми точками любых
двух прямоугольников этой системы не станет не меньше√

2.
Пусть на некотором шаге преобразования в покрыва-

ющей системе нашлись два прямоугольника, стороны ко-
торых проходят по линиям бумаги, а расстояние между



Решения. 1987 год 247

их точками меньше
√

2. Тогда их можно покрыть прямо-
угольником, стороны которого тоже проходят по линиям
бумаги, а его периметр не более чем на 2 больше суммы
периметров двух этих прямоугольников. В самом деле,
два таких прямоугольника не могут быть разделены одно-
временно горизонтальной и вертикальной полосками из
клеточек, поскольку иначе расстояние между ними будет
больше диагонали клетки, равной

√
2 (см. рис. 103). Кро-

ме того, ширина такой разделяющей полоски, если она
существует (прямоугольники могут пересекаться), может
быть равна только 1. Без ограничения общности будем
считать, что если такая полоска есть, то она вертикальна
(см. рис. 104).

Рис. 103

q1

p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1p1

q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2q2

p2

Рис. 104

Спроектируем два рассматриваемых прямоугольника
на какую-нибудь вертикальную прямую. Мы получим от-
резок, длина 𝑝 которого не превосходит суммы длин 𝑝1 и
𝑝2 вертикальных сторон прямоугольников. Далее, спроек-
тируем два рассматриваемых прямоугольника на какую-
нибудь горизонтальную прямую. Мы получим или один
отрезок, длина 𝑞 которого не превосходит суммы длин 𝑞1

и 𝑞2 горизонтальных сторон прямоугольников, или два от-
резка с длинами 𝑞1 и 𝑞2, разделённые между собой интер-
валом длины 1. В любом случае такая проекция покрыва-
ется отрезком длины 𝑞6𝑞1 +𝑞2 +1. Следовательно, эти два
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прямоугольника можно покрыть прямоугольником c тре-
буемыми свойствами (см. рис. 103). Заменим два рассмот-
ренных прямоугольника на этот прямоугольник. Такие
замены потребуется выполнить не более 16 раз. В итоге
получим покрытие, удовлетворяющее условиям задачи и
имеющее периметр не больше 17 𝛿 4+16 𝛿 2=100.

4. Пусть 𝑛 –– любое целое число. Тогда 𝑛, 𝑛−50, 𝑛+1987
принадлежат разным подмножествам. Число 𝑛+1937 не
может лежать в одном подмножестве с числом 𝑛+1987=
=↼𝑛+1937↽+50, и с числом 𝑛−50=↼𝑛+1937↽−1987, зна-
чит оно всегда лежит в одном подмножестве с числом 𝑛.
Следовательно, числа 𝑛 и 𝑛−100 не могут лежать в одном
подмножестве, так как по условию задачи числа 𝑛−50,
𝑛−100, 𝑛+1937 принадлежат разным подмножествам.

Мы доказали, что для любого целого значения 𝑛 чи́сла
𝑛, 𝑛−50 и 𝑛−100 лежат в разных подмножествах. Сле-
довательно, числа 𝑛−50, 𝑛−100 и 𝑛−150 также лежат
в разных подмножествах. Отсюда следует, что числа 𝑛 и
𝑛−150 всегда принадлежат одному подмножеству.

Рассмотрим теперь подмножество, которое содержит 0.
Тогда в это подмножество входят числа

0, 1937, 2 𝛿 1937, ..., 50 𝛿 1937.

Поскольку 50 𝛿 1937=646 𝛿 150−50, в это же подмножество
входят и числа

645 𝛿 150−50, ..., 150−50, −50,

т. е. 0 и −50 лежат в одном подмножестве. Таким образом,
описанное в задаче разбиение невозможно.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что в решении фактически использу-
ется лишь взаимная простота чисел 50 и 1987, поэтому задача допуска-
ет соответствующее обобщение. Эти числа выбраны потому, что в 1987 г.
проходила пятидесятая Московская математическая олимпиада.

5. Разобьём царство на 4 квадрата со стороной 1 км ––
квадраты 1-го порядка; каждый из этих квадратов разо-
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бьём на 4 квадрата со стороной 1▷2 км –– квадраты 2-го
порядка, эти квадраты в свою очередь –– на квадраты 3-го
порядка (со стороной 1▷4 км) и т. д., пока не дойдём до
столь большого числа 𝑛, что в каждом квадрате этого по-
рядка будет не более одного жителя царства (жителей, по-
павших на общую границу каких-либо квадратов, можно
закрепить за любым из этих квадратов). Царь может орга-
низовать оповещение поэтапно следующим образом. Цель
1-го этапа –– оповестить по одному жителю в каждом из
населённых квадратов 1-го порядка, после чего гонец и
все задействованные в оповещении жители должны вер-
нуться в исходные пункты. На 2-м этапе каждый из уже
оповещённых жителей, действуя как гонец на 1-м этапе,
устраивает оповещение каждого из квадратов 2-го поряд-
ка в своём квадрате 1-го порядка, на 3-м этапе оповеща-
ются по одному жителю в каждом квадрате 3-го порядка
и т. д. После 𝑛-го этапа будут оповещены все жители.

Оценим время, необходимое для 1-го этапа оповеще-
ния. Поскольку расстояние между любыми двумя точка-
ми квадрата со стороной 2 км не превосходит 2

√
2 км, при

скорости 3 км/ч его можно пройти менее чем за 1 ч. Пусть

A B

C D

Рис. 105

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 –– квадраты 1-го порядка, причём
в полдень гонец находится в квадрате 𝐴 (см.
рис. 105). Тогда если населены не более двух
из квадратов 𝐵, 𝐶, 𝐷, то оповестить по од-
ному их жителю и вернуться в исходный
пункт гонец может меньше чем за 3 ч. Если
же населены все квадраты, то гонец опове-
щает жителя квадрата 𝐵 (менее чем за 1 ч)
и направляет его немедленно оповестить жителя квадрата
𝐷, сам направляется в квадрат 𝐶, а затем возвращается в
квадрат 𝐴. Путь к жителю квадрата 𝐷 и возвращение об-
ратно займёт менее 2 ч. Таким образом, 1-й этап можно
осуществить менее чем за 3 ч. Второй этап повторяет пер-
вый одновременно в четырёх квадратах с вдвое меньшей
стороной –– он займёт менее 3▷2 ч. Каждый следующий
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этап потребует менее половины времени от предыдущего,
а последний 𝑛-й этап займёт менее 3▷2𝑛−1 ч. Мы получа-
ем, что для оповещения всех жителей понадобится менее
3+3▷2+ ...+3▷2𝑛−1 <6 ч.

Таким образом, к 6 часам вечера все жители получат
приглашение на бал, а за оставшийся час они успеют при-
быть во дворец.

1988 год (LI олимпиада)
7 класс

1. Первый способ. Если простое число 𝑝>7 даёт оста-
ток 𝑎 при делении на 3, то остаток при делении числа 𝑝2

на 3 равен остатку при делении на 3 числа 𝑎2, так как
↼3𝑘+𝑎↽2 =3↼3𝑘2 +2𝑎𝑘↽+𝑎2. Аналогичное утверждение вер-
но и для остатков при делении на 5 и на 8. Учитывая это,
составим таблицы остатков при делении на 3, на 5 и на 8
чисел 𝑝 и 𝑝2.

Остаток при делении 𝑝 на 3 1 2

Остаток при делении 𝑝2 на 3 1 1

Остаток при делении 𝑝 на 5 1 2 3 4

Остаток при делении 𝑝2 на 5 1 4 4 1

Остаток при делении 𝑝 на 8 1 3 5 7

Остаток при делении 𝑝2 на 8 1 1 1 1

Получаем, что 𝑝2 всегда даёт остаток 1 при делении на
3 и на 8. При делении на 5 число 𝑝2 даёт остаток 1 или
4, поэтому 𝑝4 при делении на 5 даёт остаток 1, а значит,
𝑝4−1 делится на 5. Разложим 𝑝4−1 на множители: 𝑝4−1=
= ↼𝑝2 −1↽↼𝑝2 +1↽. Первый множитель делится на 3 и на 8,
а второй чётен, поэтому 𝑝4 −1 делится на 3 𝛿 16. Таким об-
разом, 𝑝4 −1 делится на 3 𝛿 5 𝛿 16=240.
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Второй способ. Разложим 𝑝4−1 на множители: 𝑝4−1=
= ↼𝑝2 −1↽↼𝑝2 +1↽= ↼𝑝−1↽↼𝑝+1↽↼𝑝2 +1↽.

Поскольку число 𝑝 не делится на 2, каждое из чисел
𝑝−1, 𝑝+1 и 𝑝2 +1 делится на 2. Кроме того, чётные числа
𝑝−1 и 𝑝+1 отличаются на 2, следовательно, одно из них
делится на 4. Значит, число 𝑝4 −1 делится на 16.

Число 𝑝 не делится на 3, поэтому одно из чисел 𝑝−1
или 𝑝+1 делится на 3, следовательно, число 𝑝4−1 делится
на 3.

Поскольку число 𝑝 не делится на 5, одно из чисел 𝑝−2,
𝑝−1, 𝑝+1 или 𝑝+2 делится на 5. Значит, на 5 делится
одно из чисел 𝑝−1, 𝑝+1 или 𝑝2 −4= ↼𝑝−2↽↼𝑝+2↽. Числа
𝑝2 +1 и 𝑝2 −4 дают одинаковый остаток при делении на 5.
Следовательно, на 5 делится одно из чисел 𝑝−1, 𝑝+1 или
𝑝2 +1, а значит, и число 𝑝4 −1.

Итак, число 𝑝4 −1 делится на 16, 3 и 5, поэтому оно
делится и на 240=16 𝛿 3 𝛿 5.

2. Кратчайший путь от точки на грани 𝐵𝐶𝐶′𝐵′ до точ-
ки 𝑃 –– это отрезок между этими точками, а кратчайший
путь от такой точки до точки 𝑀 проходит, кроме грани
𝐵𝐶𝐶′𝐵′, либо по грани 𝐴𝐵𝐶𝐷, либо по грани 𝐴𝐵𝐵′𝐴′. Рас-
смотрим часть развёртки куба, содержащую эти три гра-
ни (рис. 106). Пусть ребру 𝐴𝐵 на развёртке отвечают два
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K
O1

O

A′ B′ C′P

Рис. 106
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отрезка ––𝐴1𝐵, 𝐴2𝐵, а его середине 𝑀 –– точки 𝑀1 и 𝑀2

соответственно.
Кратчайший путь по поверхности куба от произволь-

ной точки 𝑋, лежащей в грани 𝐵𝐶𝐶′𝐵′, до точки 𝑀 будет
изображаться на этой развёртке кратчайшим из двух от-
резков: 𝑋𝑀1 или 𝑋𝑀2. Серединный перпендикуляр к от-
резку𝑀1𝑀2 содержит диагональ 𝐵𝐶′ грани 𝐵𝐶𝐶′𝐵′ и делит
эту грань на два треугольника: 𝐵𝐵′𝐶′ и 𝐵𝐶′𝐶. Для точек 𝑋,
лежащих в треугольнике 𝐵𝐵′𝐶′, кратчайший путь изобра-
жается отрезком 𝑋𝑀1, а для точек 𝑋 лежащих в треуголь-
нике 𝐵𝐶′𝐶 –– отрезком 𝑋𝑀2 (для точек 𝑋, лежащих на диа-
гонали 𝐵𝐶′, отрезки 𝑋𝑀1 и 𝑋𝑀2 равны и изображают на
развёртке два кратчайших пути). Значит, геометрическое
место точек, расстояния от которых по поверхности ку-
ба до точек 𝑀 и 𝑃 равны, представляет собой отрезок се-
рединного перпендикуляра к отрезку 𝑃𝑀1 в треугольни-
ке 𝐵𝐵′𝐶′ и отрезок серединного перпендикуляра к отрез-
ку 𝑃𝑀2 в треугольнике 𝐵𝐶′𝐶. Первый из этих перпенди-
куляров содержит точку 𝐾 –– середину ребра 𝐵𝐵′, так как
𝐾𝑀1=𝐾𝑃. Второй из этих перпендикуляров содержит точ-
ку 𝐶, так как 𝐶𝑀2 =𝐶𝑃. Кроме того, оба серединных пер-
пендикуляра содержат точку 𝑂, делящую отрезок 𝐵𝐶′ в от-
ношении 1 : 3, считая от вершины 𝐵, так как 𝑂𝑀1 =𝑂𝑀2

по доказанному выше и 𝑂𝑀1 =𝑂𝑃, что следует, например,
из равенства треугольников 𝑂𝐵𝑀1 и 𝑂𝑂1𝑃, где 𝑂1 –– центр
грани 𝐵𝐶𝐶′𝐵′. Значит, искомое геометрическое место то-
чек является ломаной 𝐾𝑂𝐶.

3. Первый способ. Пусть 𝑙 –– данная прямая и 𝐵 –– дан-
ная точка. Сначала отметим на прямой 𝑙 две произвольные
точки 𝐴 и 𝑀. Затем при помощи кронциркуля отметим
на луче 𝐴𝑀 такую точку 𝐷, что 𝐴𝑀=𝑀𝐷. Далее прове-
дём луч 𝐴𝐵 и отметим на нём за точкой 𝐵 такую точку 𝐸,
что 𝐴𝐵=𝐵𝐸. Построим отрезки 𝐷𝐵 и 𝐸𝑀 и обозначим точ-
ку их пересечения через 𝑂. Затем проведём отрезок 𝐸𝐷.
Заметим, что 𝐷𝐵 и 𝐸𝑀 –– медианы треугольника 𝐴𝐷𝐸, а
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поскольку все медианы треугольника
пересекаются в одной точке, прямая
𝐴𝑂 содержит третью медиану 𝐴𝐶 этого
треугольника. Отметим точку 𝐶 на пе-
ресечении 𝐴𝑂 и 𝐸𝐷. Поскольку 𝐵𝐶 ––
средняя линия треугольника 𝐴𝐷𝐸, по-
лучаем, что прямая 𝐵𝐶 –– искомая.
Второй способ. Пусть 𝑙 –– данная

прямая и 𝐵 –– данная точка. Как и в
первом решении, отметим на прямой 𝑙
две произвольные точки 𝐴 и 𝑀, а за-
тем отметим на луче 𝐴𝑀 такую точку
𝐷, что 𝐴𝑀=𝑀𝐷. Далее проведём луч
𝐴𝐵 и отметим на нём за точкой 𝐵 про-
извольную точку 𝐸. После этого прове-
дём прямые 𝐵𝐷 и 𝐸𝑀 и обозначим че-
рез 𝑂 точку их пересечения. Наконец,
проведём прямые 𝐴𝑂 и 𝐸𝐷 и обозначим точку их пересече-
ния через 𝐶. Докажем, что прямая 𝐵𝐶 –– искомая. Пусть
𝐶′ –– такая точка на прямой 𝐸𝐷, что 𝐵𝐶′ ‖𝐴𝐷. В трапеции
𝐴𝐵𝐶′𝐷 точка пересечения диагоналей, точка пересечения
продолжений боковых сторон и середины оснований ле-
жат на одной прямой. Следовательно, точка пересечения
диагоналей трапеции 𝐴𝐵𝐶′𝐷 лежит на прямой 𝐸𝑀, а зна-
чит, совпадает с точкой 𝑂. Таким образом, прямые 𝐴𝐶 и
𝐴𝐶′ совпадают, откуда следует и совпадение точек 𝐶 и 𝐶′.

4. Если среди этих 20 телефонов найдутся три попарно
соединённых проводами, то все соединяющие их провода
должны быть закрашены разными красками. Значит, для
требуемой закраски двух красок может не хватить.

Укажем способ, позволяющий закрасить все провода
требуемым способом, используя не более трёх красок.

Если есть телефон, от которого отходит ровно один про-
вод, то закрасим этот провод в первый цвет и рассмотрим
телефон, к которому он ведёт. Если от этого телефона от-
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ходит ещё один провод, то закрасим его во второй цвет
и рассмотрим телефон, к которому ведёт он. Продолжим
движение по цепи проводов, закрашивая их поочерёдно в
первый и второй цвета, пока на каком-то шаге мы не при-
дём к рассмотрению телефона, от которого не отходит дру-
гих проводов (такой шаг обязательно наступит, поскольку
телефонов конечное число, а рассмотренные ранее телефо-
ны не могут встретиться снова). Отметим, что все прово-
да, выходящие из телефонов, задействованных в этой це-
пи, окажутся закрашенными. Далее, если найдётся ещё
какой-нибудь не рассмотренный ранее телефон, от которо-
го отходит ровно один провод, проделаем такие же шаги,
начиная с этого телефона. Будем повторять эти действия
до тех пор, пока не останется ни одного не рассмотренного
телефона, от которого отходит ровно один провод.

Если после проведённых действий остался хотя бы один
телефон, от которого отходят ровно два провода, и эти про-
вода не закрашены, то закрасим один из этих проводов
в первый цвет и рассмотрим телефон, к которому он ве-
дёт. От этого телефона обязательно отходит ещё один про-
вод, так как все телефоны, от которых отходит ровно один
провод, уже рассмотрены. Закрасим его во второй цвет и
перейдём к рассмотрению телефона, к которому ведёт он.
Продолжим движение по цепи проводов, закрашивая их
поочерёдно в первый и второй цвета, пока на каком-то ша-
ге мы не придём к исходному телефону, один из проводов
которого уже закрашен в первый цвет. На этом последнем
для этой цепи шаге закрасим провод в третий цвет. Далее,
если найдётся ещё какой-нибудь не рассмотренный ранее
телефон, от которого отходят ровно два провода, продела-
ем такие же шаги, начиная с этого телефона. Будем повто-
рять эти шаги, пока не останется ни одного не рассмотрен-
ного телефона, от которого отходит ровно два провода.

В итоге могли остаться лишь телефоны, не соединён-
ные проводами с другими. Значит, все провода закраше-
ны, причём любые два провода, отходящие от одного теле-
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фона, имеют разные цвета. Итак, мы показали, что трёх
цветов достаточно, а двух может не хватить.

К о м м е н т а р и й. Заметим, что приведённое решение годится для
любого числа телефонов, не меньшего трёх.

8 класс
1. Посмотрим, как изменяется сумма чисел строки по-

сле одной операции. Пусть 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 –– строка, к кото-
рой применяется операция. Тогда новая строка имеет вид

𝑎1, 𝑎2 −𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 −𝑎2, ..., 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛.

Сумма чисел новой строки равна

𝑎1 + ...+𝑎𝑛+ ↼𝑎2 −𝑎1↽+ ↼𝑎3 −𝑎2↽+ ...+ ↼𝑎𝑛−𝑎𝑛−1↽ =

= ↼𝑎1 + ...+𝑎𝑛↽+ ↼𝑎𝑛−𝑎1↽.

Заметим теперь, что после выполнения любого числа опе-
раций, описанных в условии задачи, первое и последнее
числа строки не изменятся, поэтому для каждой строки,
полученной из строки 1, 9, 8, 8, будут выполнены равен-
ства 𝑎𝑛=8, 𝑎1 =1. Следовательно, после каждой такой опе-
рации сумма чисел будет увеличиваться на семь. Посколь-
ку сумма чисел исходной строки равна 26, после ста опе-
раций получим строку, сумма чисел которой равна 26+
+7 𝛿 100=726.

A B

C

D

Рис. 109

2. Пусть 𝐴𝐵 –– данный отрезок. Выбе-
рем произвольную точку 𝐶 вне прямой
𝐴𝐵, проведём луч 𝐴𝐶 и отметим на нем
такую точку 𝐷, что 𝐴𝐶=𝐶𝐷. Затем про-
ведём через точку 𝐶 прямую 𝑙, парал-
лельную прямой 𝐵𝐷 (см. задачу 3 для
7 класса). По теореме Фалеса прямая 𝑙
пересечёт отрезок 𝐴𝐵 в его середине.

3. Найдём все возможные остатки при делении четвёр-
той степени целого числа 𝑛 на 16. Если число 𝑛 чётно,
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т. е. 𝑛=2𝑘, то 𝑛4 =16𝑘4, поэтому остаток при делении
на 16 равен нулю. Если же число 𝑛 нечётно, то 𝑛4 −1=
= ↼𝑛−1↽↼𝑛+1↽↼𝑛2 +1↽ делится на 16, поскольку все три
выражения в скобках чётны, причём первое или второе
из них кратно 4. Следовательно, четвёртая степень любо-
го целого числа при делении на 16 даёт остаток 0 или 1.

Рассмотрим левую и правую части равенства. Если чис-
ла 𝑥, 𝑦, 𝑧 чётны, число 𝑡 также должно быть чётным. Пусть
теперь хотя бы одно из чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 нечётно. Тогда левая
часть при делении на 16 может давать только остатки 3,
5, 7, 3+5=8, 3+7=10, 5+7=12, 3+5+7=15, а пра-
вая –– только остатки 0 и 11, поэтому равенство невозмож-
но. Мы воспользовались тем, что при сложении указанные
остатки складываются, причём в нашем случае превыше-
ния наибольшего возможного значения остатка –– 15 –– не
происходит. Итак, мы показали, что если равенство 3𝑥4 +
+5𝑦4 +7𝑧4 =11𝑡4 выполнено, то все числа 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 должны
быть чётными.

Предположим, что существует хотя бы одна четвёрка
натуральных чисел, удовлетворяющая этому равенству, и
рассмотрим все такие четвёрки. В каждой из них мож-
но выбрать наибольшее из четырёх входящих в неё чи-
сел. Выпишем эти наибольшие числа в ряд и выберем из
них наименьшее. Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 –– любая четвёрка, в ко-
торой наибольшее из чисел равно выбранному числу. Как
показано выше, все числа 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 чётные, поэтому 𝑥=2𝑥1,
𝑦=2𝑦1, 𝑧=2𝑧1, 𝑡=2𝑡1, где числа 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, 𝑡1 –– тоже нату-
ральные. Подставив выражения старых чисел через но-
вые в равенство 3𝑥4 +5𝑦4 +7𝑧4 =11𝑡4 и сокращая на 16,
получаем равенство 3𝑥4

1+5𝑦4
1+7𝑧4

1=11𝑡41. Значит, четвёрка
𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, 𝑡1 также удовлетворяет данному равенству, но её
наибольшее число в два раза меньше наибольшего числа
четвёрки 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, что противоречит выбору этой четвёрки.

К о м м е н т а р и й. Решение основано на двух известных идеях.
Первая из них –– использование арифметики остатков по подходяще-
му модулю (в рассматриваемом случае это 16). Во многих несложных
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задачах подобного сорта (такие задачи называются уравнениями в це-
лых числах или диофантовыми уравнениями в честь древнегреческого
математика Диофанта), использование так называемых сравнений по
модулю (при удачном выборе модуля) сразу позволяет решить задачу
в отрицательном смысле (т. е. доказать, что решений нет). Но в рас-
сматриваемой задаче приходится применять ещё один приём ––метод
бесконечного спуска, придуманный знаменитым французским матема-
тиком Пьером Ферма в XVI в. Этим методом он доказал, что уравнение
𝑥4 + 𝑦4 = 𝑧4 не имеет нетривиальных целочисленных решений (т. е. ре-
шений, отличных от тройки нулей).

Отсутствие нетривиальных целочисленных решений у общего урав-
нения Ферма 𝑥𝑛+𝑦𝑛=𝑧𝑛 (знаменитая большая теорема Ферма) было до-
казано только в конце XX в. английскими математиками Э. Уайлсом и
Р. Тейлором с использованием очень сложных методов.

При решении задачи модуль 16 был выбран не случайно. Во-пер-
вых, он удобен при переборе вариантов, так как четвёртые степени по
модулю 16 имеют только два остатка. А во-вторых, подсчёт числа ва-
риантов показывает, что левая часть уравнения по модулю 16 имеет не
более 8 значений, что даёт шанс доказать отсутствие ненулевых реше-
ний. Вычисление всех возможных остатков, проведённое в решении,
показывает, что таких решений действительно нет, причём в правой
части вместо множителя 11 могло бы стоять любое из чисел 1, 2, 4, 6,
9, 13, 14. Коэффициенты в левой части уравнения также можно было
бы заменить на другие числа (но не на любые). Самый простой выбор
коэффициентов, при котором подобная задача не имеет решений, при-
водит к уравнению

𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4 = 4𝑡4.

Конечно, уравнение Ферма 𝑥4 + 𝑦4 = 𝑧4 ещё проще, но оно, очевидно,
имеет решение по модулю 16, а именно 04 +14 =14 (поэтому доказа-
тельство Ферма было более сложным, чем решение рассматриваемой
задачи). Общую теорему Ферма доказать подобным же образом, рас-
сматривая сравнения по модулю, невозможно. Американский матема-
тик Диксон доказал, что уравнение Ферма, рассматриваемое по задан-
ному модулю, имеет полностью ненулевые решения (и даже нашёл хо-
рошую оценку для их количества).

Если коэффициенты выбраны так, что ненулевое решение по неко-
торому модулю существует, это ещё не означает, конечно, что есть и
настоящие ненулевые решения. Они могут быть, но найти их бывает
непросто. Например, великий швейцарский (и российский) математик
Леонард Эйлер в XVIII в. предположил, что уравнение 𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4 = 𝑡4

не имеет нетривиальных решений. Он предполагал даже больше, а
именно, что для любого 𝑛>2 никакая 𝑛-я степень целого положитель-
ного числа не равна сумме 𝑛-x степеней натуральных чисел, взятых в
количестве 𝑛−1. При 𝑛=3 Эйлер это доказал, причём это утвержде-
ние совпадает с тем же частным случаем великой теоремы Ферма. Но
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в конце XX в. для бо́льших значений 𝑛 с помощью компьютерных вы-
числений были найдены такие решения, причём самое меньшее из них
оказалось таким:

958004 +2175194 +4145604 = 4224814.

При 𝑛=5 гипотезу Эйлера опровергли ещё в 1966 г., найдя следующий
контрпример:

275 +845 +1105 +1335 = 1445.

В связи с уравнением Эйлера интересен вопрос о том, какого наи-
меньшего числа четвёртых степеней целых чисел достаточно для того,
чтобы любое натуральное число можно было представить в виде их сум-
мы, т. е. при каком наименьшем 𝑛 уравнение

𝑦 = 𝑥4
1 + ...+𝑥4

𝑛

будет разрешимо в целых числах при любом натуральном 𝑦. Предла-
гаем читателю доказать изложенным выше методом, что это число не
меньше 16, так как 𝑦=16𝑛↼16𝑘−1↽ нельзя представить в виде суммы
15 четвёртых степеней целых чисел. Английский математик Г. Дэвен-
порт доказал, что 16 степеней всегда достаточно.

Возможно, заинтересованному читателю будет любопытно узнать,
можно ли решить подобным образом рассмотренную задачу, выбрав не
16, а какой-нибудь другой модуль, и попробовать найти такой модуль.
Однако даже при выборе меньшего модуля объём вычислений может
возрасти, так как, например, по модулям 7 и 13 различных остатков у
четвёртых степеней будет 4, а по модулю 11 их 5, и во всех этих слу-
чаях есть нетривиальные решения. По модулям 3 и 5 остатков только
два (тоже 0 и 1), но несложный перебор вариантов показывает, что по
этим модулям уравнение имеет ненулевые решения. Следует отметить,
что коэффициенты уравнения выбраны так, что провоцируют выбрать
в качестве модуля 3, 5, 7, 11.

4. Докажем, что достаточно трёх взвешиваний. Напри-
мер, можно сначала взвесить вместе 1-ю, 2-ю, 4-ю монеты,
потом 1-ю и 3-ю, и, наконец, 2-ю и 3-ю. Пусть результа-
ты взвешиваний равны соответственно 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3. Заметим,
что 4-я монета –– единственная, которую взвешивали один
раз, а остальные взвешивали по два раза. Поэтому, если
она фальшивая, то сумма 𝑣1 +𝑣2 +𝑣3 будет нечётна, а если
настоящая, то чётна (в указанной сумме веса остальных
монет учитываются по два раза, и их подлинность или
фальшивость не влияет на чётность этой суммы). Значит,
первым можно установить вес 4-й монеты. Веса остальных
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монет можно найти, решая систему из трёх уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 +𝑥2 = 𝑣1 −𝑥4,

𝑥1 +𝑥3 = 𝑣2,

𝑥2 +𝑥3 = 𝑣3.

Для этого можно, например, сложить все уравнения и най-
ти сумму 𝑥1 +𝑥2 +𝑥3. Зная эту сумму и учитывая первое
уравнение, найдём 𝑥3, а затем из второго и третьего урав-
нений получим 𝑥1 и 𝑥2. По найденным весам устанавлива-
ется подлинность или фальшивость каждой монеты.

Покажем, что двух взвешиваний недостаточно. Посколь-
ку для каждой монеты имеются два варианта –– фальши-
вая она или нет, а всего монет четыре, нам необходимо
уметь различать 16 вариантов. Каждое взвешивание поз-
воляет однозначно выяснить, сколько фальшивых монет в
нём участвовало. Если взвешивалось 𝑛 монет, то может по-
лучиться один из 𝑛+1 результатов: от 9𝑛 (все фальшивые)
до 10𝑛 (все настоящие). Поэтому если в одном взвешива-
нии участвовали все монеты, то возможных результатов
у него ровно 5. Если во втором взвешивании участвовало
не более двух монет, то результатов у него не более трёх,
значит общее число результатов обоих взвешиваний не бо-
лее 15, и эти результаты не позволяют различить необхо-
димые 16 вариантов. Аналогично, если в каждом взвеши-
вании участвовало не более трёх монет, причём в одном
из них –– не более двух, то общее число результатов обоих
взвешиваний не более 12, поэтому определить число фаль-
шивых монет невозможно. Осталось рассмотреть два вари-
анта: 1) в одном взвешивании участвуют все монеты, а в
другом –– три из них; 2) в обоих взвешиваниях задейство-
вано по три монеты. В первом варианте очевидным спо-
собом находится вес монеты, участвовавшей только в од-
ном взвешивании, но про три остальных известен только
их суммарный вес, по которому определить вес каждой
их них возможно, только если все они –– подлинные. Во
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втором варианте невозможно, например, узнать какая из
монет фальшивая, если только она одна и находится сре-
ди тех двух монет, которые участвовали в обоих взвеши-
ваниях. Итак, мы рассмотрели все возможные случаи и
установили, что двух взвешиваний недостаточно.

К о м м е н т а р и й. Если известно, что фальшивая монета одна, то
достаточно двух взвешиваний. В общем случае, когда монет 𝑛, мини-
мальное число взвешиваний для поиска единственной фальшивой мо-
неты равно минимальному 𝑘, такому, что 2𝑘>𝑛. Задача, равносильная
этой, предлагалась на Московской математической олимпиаде в слу-
чае 𝑛=64 (см. задачу 5 для 8 класса в 1990 г.). Алгоритм решения
этой задачи очень похож на алгоритм поиска ошибки в двоичном коде
Хэмминга, исправляющего одну ошибку (см., например, [45]).

В случае же произвольного и заранее неизвестного числа фальши-
вых монет задача крайне трудна. Этой задачей занимались П. Эрдёш,
Л. Мозер, Д. Кантор, У. Миллс, Б. Линдстрём и другие специалисты.
Для наименьшего числа взвешиваний известны оценки снизу и свер-
ху. Нижнюю оценку можно найти в книге [72]. Разнообразные задачи
о поиске фальшивой монеты собраны, например, в книге [32].

Если даны 𝑛 монет и нужно найти все фальшивые среди них с по-
мощью взвешиваний, то эта задача известна под разными названиями,
например, одно из них –– игра Mastermind. В этой игре нужно вычис-
лить набор из 𝑛 нулей и единиц, если по вашей просьбе вам сообщают
сумму любых выбранных вами заранее чисел. Вы должны найти все
эти числа, затратив наименьшее число вопросов. Важно, что список во-
просов (т. е. набор сумм, которые вам сообщают) вы должны составить
заранее. Если же вы можете придумывать ваши вопросы в процессе
игры, учитывая полученные ответы на предыдущие вопросы, то такой
алгоритм называется адаптивным, и поиск оптимального адаптивного
алгоритма –– совсем другая задача. Впервые задача о поиске фальши-
вых монет в случае пяти монет появилась в одном из американских
математических журналов в 1960 г. Уже через три года известные вен-
герские математики П. Эрдёш и А. Реньи доказали, что минимальное
число взвешиваний (в неадаптивном алгоритме) не меньше, чем при-

близительно
2𝑛

log2 𝑛
. А ещё через несколько лет шведский математик

Б. Линдстрём придумал алгоритм поиска фальшивых монет с помощью

приблизительно
2𝑛

log2 𝑛
взвешиваний. Всё же в его алгоритме число взве-

шиваний оказалось чуть больше, чем в нижней оценке Эрдёша––Реньи,
и задача нахождения минимального числа взвешиваний для любого 𝑛,
по-видимому, не решена до сих пор, хотя этой задаче и различным её
вариантам и обобщениям посвящены десятки научных статей. Напри-
мер, интересен вопрос о том, как минимизировать не только число взве-
шиваний, но и число операций в алгоритме, который по результатам
взвешиваний вычисляет список фальшивых монет.
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Рис. 110

1. Пусть диагонали выпуклого четырёх-
угольника 𝐴𝐵𝐶𝐷пересекаются в точке 𝑃.
Тогда треугольники 𝐴𝐷𝑃 и 𝐴𝐵𝑃 имеют об-
щую высоту, проведённую из вершины 𝐴,
поэтому 𝑆𝐴𝐷𝑃 :𝑆𝐴𝐵𝑃=𝐷𝑃 :𝐵𝑃. Аналогично
𝑆𝐶𝐷𝑃 :𝑆𝐵𝐶𝑃=𝐷𝑃 :𝐵𝑃. Получаем 𝑆𝐴𝐷𝑃 𝛿 𝑆𝐵𝐶𝑃=
=𝑆𝐴𝐵𝑃 𝛿 𝑆𝐶𝐷𝑃, следовательно,

𝑆𝐴𝐵𝑃 𝛿 𝑆𝐵𝐶𝑃 𝛿 𝑆𝐶𝐷𝑃 𝛿 𝑆𝐴𝐷𝑃 = ↼𝑆𝐴𝐷𝑃 𝛿 𝑆𝐵𝐶𝑃↽
2.

Квадрат целого числа не может оканчиваться на 8, поэто-
му произведение четырёх исходных чисел не может окан-
чиваться на 1988.

2. Простое число 𝑝𝑖>5 не делится ни на 3, ни на 2. По-
этому 𝑝2 при делении на 3 и на 8 даёт остаток 1 (см. реше-
ние задачи 1 для 7 класса). Следовательно, сумма любых
трёх таких квадратов делится на 3, а сумма любых вось-
ми –– на 8. Поэтому число 𝑝2

1 + ...+𝑝2
24 делится и на 3, и на

8, а значит, и на 3 𝛿 8=24.

3. Пусть 𝑂 –– точка пересечения данных прямых. Вы-
берем произвольное положительное число 𝑎 и отложим на

E

B

A C DO

Рис. 111

обеих прямых равные отрезки 𝑂𝐴=
=𝑂𝐵=𝑎 (см. рис. 111). По теоре-
ме Пифагора 𝐴𝐵=

√
2𝑎. Отложим те-

перь на луче 𝑂𝐴 отрезок 𝑂𝐶=𝐴𝐵. То-
гда 𝐵𝐶=

√
3𝑎. Затем отложим на лу-

че 𝑂𝐴 отрезок 𝑂𝐷=𝐵𝐶. Тогда 𝐵𝐷=
=
√
𝑂𝐵2 +𝑂𝐷2 =2𝑎. Отметим на луче

𝐵𝑂 такую точку 𝐸, что 𝑂𝐸=𝑂𝐵. То-
гда 𝐵𝐸=𝐵𝑂+𝑂𝐸=2𝑎, 𝐷𝐸=𝐵𝐷=2𝑎.
Таким образом, △𝐵𝐷𝐸 равносторон-
ний.
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4. Рассмотрим числа вида 𝑠𝑘=
𝑘↼𝑘−1↽

2
, 𝑘=1, 2, 3, ...:

𝑠1 = 0, 𝑠2 = 1, 𝑠3 = 3, 𝑠4 = 6, 𝑠5 = 10, 𝑠6 = 15, ...

Пусть 𝑛 –– некоторое натуральное число. Тогда оно нахо-
дится между некоторыми двумя числами из этой последо-
вательности, т. е. однозначно определено натуральное чис-
ло 𝑘, для которого выполнены неравенства 𝑠𝑘<𝑛6 𝑠𝑘+1 =
= 𝑠𝑘+𝑘. Полагая 𝑙=𝑛− 𝑠𝑘, 0< 𝑙6𝑘, получаем, что любое
натуральное число 𝑛 единственным образом представимо
в виде 𝑛= 𝑠𝑘+ 𝑙, где 𝑘>1, 16 𝑙6𝑘. Определим теперь два
натуральных числа равенствами 𝑥=𝑘− 𝑙+1, 𝑦= 𝑙. Тогда
𝑘=𝑥+ 𝑦−1 и

𝑛 =
𝑘↼𝑘−1↽

2
+ 𝑙 =

↼𝑥+ 𝑦−1↽↼𝑥+ 𝑦−2↽
2

+ 𝑦 = 𝑓↼𝑥, 𝑦↽.

Пара таких натуральных чисел ↼𝑥, 𝑦↽, как и пара ↼𝑘, 𝑙↽,
определена однозначно.

К о м м е н т а р и й. Функция из условия задачи называется нуме-
рующей функцией Кантора. Она реализует взаимно однозначное соот-
ветствие между множеством натуральных чисел N и множеством пар
натуральных чисел N2 =N×N, доказывающее счётность множества N2.
Это соответствие наглядно изображается следующим образом:

↼1, 1↽ ↼1, 2↽ ↼1, 3↽ ↼1, 4↽ ...
↘ ↘ ↘

↼2, 1↽ ↼2, 2↽ ↼2, 3↽ ...
↘ ↘

↼3, 1↽ ↼3, 2↽ ...
↘

↼4, 1↽ ...
...

Иными словами, выписав все пары натуральных чисел в бесконечную
таблицу, мы можем последовательно занумеровать их натуральными
числами, следуя по «диагоналям», как показано стрелками.

Отметим, что на очередную «диагональ» попадают все пары ↼𝑥, 𝑦↽,
для которых сумма 𝑥+ 𝑦 постоянна. Таким образом, для нумерации
всех пар на 𝑘-й диагонали, на которой 𝑥+ 𝑦= 𝑘, нужно 𝑘 натуральных
чисел. Этим обусловлено появление в решении чисел 𝑠𝑘=1+2+ ...+

+ ↼𝑘−1↽=
𝑘↼𝑘− 1↽

2
, называемых треугольными числами.

Разумеется, существует много других способов занумеровать нату-
ральными числами все пары из N2, т. е. функций, обладающих тем
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же свойством, что и 𝑓↼𝑥, 𝑦↽. В качестве упражнения читатель может
проверить, что таким свойством обладает также, например, функция
𝑔↼𝑥, 𝑦↽=2𝑥−1↼2𝑦−1↽.

Такая же задача давалась на Московской олимпиаде 1964 года (за-
дачи 64.7.5, 64.9.4, см. [40]), но вместо натуральных чисел рассмат-
ривались целые неотрицательные, а соответствующая функция имела

вид 𝑓↼𝑥, 𝑦↽=
1

2
↼↼𝑥+ 𝑦↽2 +3𝑥+ 𝑦↽.

5. Для краткости систему из нескольких телефонов с
проводами, в которой каждый провод соединяет два те-
лефона и каждая пара телефонов соединена не более чем
одним проводом, будем называть телефонной сетью. Рас-
краску проводов, при которой каждый провод закрашен
одной краской и от каждого телефона отходят провода раз-
ных цветов, назовём правильной. Докажем, что все прово-
да любой телефонной сети, в которой от каждого телефона
отходит не более 3 проводов, можно правильно раскрасить
четырьмя красками. Доказательство проведём индукцией
по числу 𝑛 телефонов в сети. Утверждение очевидно при
𝑛63. Пусть оно верно при 𝑛=𝑘. Докажем, что тогда оно
верно и при 𝑛=𝑘+1. Пусть дана любая сеть с 𝑘+1 теле-
фонами, в которой от каждого телефона отходит не более
трёх проводов.

Если существует телефон 𝐴, от которого отходит не бо-
лее двух проводов, то удалим его из сети вместе со всеми
выходящими из него проводами. По предположению ин-
дукции провода полученной сети с 𝑘 телефонами можно
правильно раскрасить четырьмя красками. Если от 𝐴 ис-
ходно не отходило ни одного провода, то немедленно полу-
чаем раскраску сети с 𝑘+1 телефонами. Будем далее обо-
значать через 𝐴𝐵 провод, соединяющий телефоны 𝐴 и 𝐵.
Если из 𝐴 выходил один провод, скажем 𝐴𝐵, то после его
удаления получаем, что от телефона 𝐵 отходят не более
двух проводов, раскрашенные в какие-то два цвета. Зна-
чит, провод 𝐴𝐵 можно покрасить в любой из оставшихся
цветов. Если же от 𝐴 отходили два провода, скажем 𝐴𝐵 и
𝐴𝐶, то, аналогичным образом, для каждого из них запре-



264 Решения. 1988 год

щена окраска не более чем в два цвета. Значит, в какой
бы из разрешённых цветов мы ни покрасили провод 𝐴𝐵,
для провода 𝐴𝐶 найдётся хотя бы один разрешённый цвет.
Итак, случай, когда от некоторого телефона отходит не бо-
лее двух проводов, рассмотрен.

Пусть теперь от каждого телефона отходят ровно три
провода и 𝐴 –– любой телефон в этой сети. Обозначим че-
рез 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 телефоны, с которыми он соединён. Удалим
из сети телефон 𝐴 вместе со всеми тремя отходящими от
него проводами. Получим сеть с 𝑘 телефонами, в которой
от каждого телефона отходит не более 3 проводов, причём
от телефонов 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 отходит ровно по 2 провода. По
предположению индукции провода этой сети с 𝑘 телефо-
нами можно правильно раскрасить четырьмя красками,
которые мы занумеруем числами 1, 2, 3, 4. Зафиксиру-
ем некоторую такую правильную раскраску и постараемся
докрасить провода 𝐴𝐵1, 𝐴𝐵2, 𝐴𝐵3 красками 1, 2, 3, 4 так,
чтобы получилась правильная раскраска всей исходной се-
ти с 𝑘+1 телефонами. Поскольку провода, отходящие от
𝐵1, покрашены ровно двумя красками, для раскраски про-
вода 𝐴𝐵1 можно использовать две оставшиеся краски так,
чтобы не нарушить правильность раскраски проводов, вы-
ходящих из 𝐵1. То же верно и для проводов 𝐴𝐵2 и 𝐴𝐵3.

Рассмотрим сначала случай, когда хотя бы один цвет
является разрешённым для одного из проводов 𝐴𝐵1, 𝐴𝐵2,
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Рис. 112

𝐴𝐵3 и запрещённым для другого из них.
Без ограничения общности, пусть цвет
𝑙 разрешён для провода 𝐴𝐵1 и не разре-
шён для провода 𝐴𝐵2. Тогда покрасим
провод 𝐴𝐵1 в цвет 𝑙 (см. рис. 112), а про-
вод 𝐴𝐵3 –– в любой из разрешённых на
этом проводе цветов 𝑚, отличный от 𝑙
(это возможно, поскольку на 𝐴𝐵3 разре-

шено не менее двух цветов). Провод 𝐴𝐵2 покрасим в лю-
бой из разрешённых на этом проводе цветов 𝑛, отличный
от 𝑚 (это возможно по той же причине). При этом 𝑛 не сов-
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падает с 𝑙, поскольку цвет 𝑙 не разрешён на 𝐴𝐵2. Тогда все
три цвета 𝑙, 𝑚, 𝑛 различны, и мы получаем правильную
раскраску исходной сети с 𝑘+1 телефонами. Таким обра-
зом, если множества разрешённых цветов хотя бы двух из
проводов 𝐴𝐵1, 𝐴𝐵2, 𝐴𝐵3 не совпадают, то их можно докра-
сить так, что получится правильная раскраска исходной
сети с 𝑘+1 телефонами.

Остаётся рассмотреть единственный случай, когда на
каждом из проводов 𝐴𝐵1, 𝐴𝐵2, 𝐴𝐵3 разрешены одни и те
же два цвета. Пусть это цвета 3 и 4. Это означает, что в
раскрашенной нами сети из 𝑘 телефонов от каждого из те-
лефонов 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 отходят по два провода цветов 1 и 2.
В этом случае нельзя сразу докрасить провода 𝐴𝐵1, 𝐴𝐵2,
𝐴𝐵3 так, чтобы получилась правильная раскраска исход-
ной сети с 𝑘+1 телефонами. Поэтому мы сначала несколь-
ко изменим раскраску сети из 𝑘 телефонов.

B1

1
3

3
1

2

Рис. 113

Будем двигаться от телефона 𝐵1

по проводам цветов 1 и 3, не про-
ходя дважды по одному и тому же
проводу (см. рис. 113). Если мы
пришли к некоторому телефону по
проводу, например, цвета 3, то пой-
ти дальше можем только по единственному проводу цве-
та 1 (если такой есть). Поэтому наш путь определяется
однозначно. При этом мы не можем вернуться в 𝐵1, по-
скольку из 𝐵1 не выходит провод цвета 3, а провод цве-
та 1 мы проходим в самом начале. Также мы не можем
вернуться к другому уже пройденному телефону, так как
иначе это означало бы, что от этого телефона отходят три
провода цветов 1 и 3, и, значит, среди них есть два прово-
да одного цвета, что противоречит правильности раскрас-
ки. Будем двигаться далее до тех пор, пока это возможно.
Поскольку телефонов конечное число и они в пути не мо-
гут повторяться, мы не можем двигаться бесконечно, т. е.
окажемся в тупике в некотором телефоне 𝐷. Это означа-
ет, что от 𝐷 отходит только один провод цветов 1 и 3.
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Пусть w –– построенная нами цепь из телефонов и прово-
дов цветов 1 и 3. Телефоны 𝐵2 и 𝐵3 отличны от 𝐵1 и не
могут быть промежуточными в цепи w, так как от каж-
дого из них отходит один провод цвета 1 и не выходит
провод цвета 3. Поэтому не более чем один из 𝐵2 и 𝐵3

может входить в цепь w (совпадать с 𝐷) и, следователь-
но, хотя бы один из них не входит в w. Без ограничения
общности можно считать, что 𝐵2 не входит в w. Поменя-
ем на цепи w цвет всех проводов с 1 на 3 и с 3 на 1. По-
лучим снова правильную раскраску, поскольку в 𝐵1 и 𝐷
правильность не нарушится, а для всех остальных телефо-
нах набор цветов отходящих проводов не поменяется. В
полученной правильной раскраске сети из 𝑘 телефонов из
𝐵1 выходят провода цветов 3 и 2, из 𝐵2 –– провода цветов
1 и 2, из 𝐵3 –– провода цветов 1 и 2 или цветов 3 и 2. В лю-
бом случае, покрасив 𝐴𝐵1 краской 1, 𝐴𝐵2 краской 3, 𝐴𝐵3

краской 4, получим правильную раскраску исходной се-
ти с 𝑘+1 телефонами четырьмя красками. Индуктивный
переход доказан, и доказываемое утверждение верно для
всех натуральных 𝑛.

Приведём теперь пример сети, в которой 10 телефонов
соединены так, что каждый соединён ровно с тремя други-
ми, но в которой провода нельзя правильно раскрасить в 3
цвета. Рассмотрим 2 концентрических круга. На внешнем
равномерно расположим 5 телефонов 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, а
на внутреннем (напротив них) –– 5 телефонов 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3,
𝐵4, 𝐵5. Соединим первые 5 телефонов в виде правильного
пятиугольника: 𝐴1 с 𝐴2, ..., 𝐴5 с 𝐴1. Остальные 5 телефо-
нов соединим в виде пятиконечной звезды: 𝐵1 с 𝐵3, 𝐵3 с 𝐵5,
𝐵5 с 𝐵2, 𝐵2 с 𝐵4, 𝐵4 с 𝐵1. Кроме этого, соединим 𝐴1 с 𝐵1, 𝐴2

с 𝐵2, 𝐴3 с 𝐵3, 𝐴4 с 𝐵4, 𝐴5 с 𝐵5. Докажем от противного, что
провода этой сети (её называют графом Петерсена) нель-
зя правильно раскрасить в три цвета 1, 2, 3. Допустим,
что такая правильная раскраска существует. Поскольку
на внешнем пятиугольнике только пять проводов, то хотя
бы один цвет (пусть цвет 3) встречается на нём не более
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одного раза. Тогда есть четыре провода на внешнем пяти-
угольнике, которые раскрашены только цветами 1 и 2. Из
симметрии мы можем, не ограничивая общности, считать,
что это провода 𝐴1𝐴2, 𝐴2𝐴3, 𝐴3𝐴4, 𝐴4𝐴5 (см. рис. 114).

A3

A1 A5

A2 A4

B3
B2

B1

B4

B5

1

2 1

2

3

3

3

3

Рис. 114

Тогда от каждого из телефонов 𝐴2,
𝐴3, 𝐴4 уже отходят провода и цве-
та 1, и цвета 2. Следовательно, все
провода 𝐴2𝐵2, 𝐴3𝐵3, 𝐴4𝐵4 долж-
ны быть покрашены в цвет 3. По-
скольку во внутренней пятиконеч-
ной звезде нет соединения 𝐵1𝐵5, то
каждый провод в этой звезде име-
ет хотя бы один конец в одном
из телефонов 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4 и, следо-
вательно, не может иметь цвет 3.
Значит, все пять проводов внутренней пятиконечной звез-
ды должны быть покрашены в цвет 1 или 2. Но тогда про-
вода 𝐴1𝐵1 и 𝐴5𝐵5 должны иметь цвет 3 –– противоречие
с тем, что от каждого телефона выходят провода разных
цветов. Следовательно, для закраски проводов, соединяю-
щих 20 телефонов в соответствии с условием задачи, трёх
цветов может не хватить.

К о м м е н т а р и й. Задача является частным случаем теоремы со-
ветского специалиста по теории графов В. Г. Визинга, согласно которой
если в графе из каждой вершины выходит не более 𝑑 рёбер (в этом слу-
чае говорят, что степень вершин не более 𝑑), то его рёбра можно закра-
сить не более чем 𝑑+1 краской (см. [66, с. 91]). Визинг рассмотрел и
более общую задачу: если в графе каждая пара вершин соединена не
более чем 𝑞 рёбрами, как говорят, параллельными рёбрами (т. е. крат-
ность каждого ребра не более 𝑞), а степень каждой вершины не более 𝑑,
то достаточно не более 𝑑+ 𝑞 красок. Если же кратность рёбер в графе
ничем не ограничена, то для раскраски рёбер любого графа максималь-
ной степени 𝑑 достаточно 1+ ♭3𝑑▷2♯ красок –– это доказал знаменитый
американский математик Клод Шеннон. Теорему К. Шеннона можно
легко вывести из теоремы Визинга.

В теории графов рассматриваются также задачи о раскраске не рё-
бер, а вершин графа. Самая известная из них –– это проблема четырёх
красок, возникшая в XIX веке в Англии, и решённая в 1970-е годы с
помощью компьютерных вычислений.
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10 класс
1. Первый способ. Обозначим меньшее из чисел 𝑎 и 𝑏

через 𝑥, а большее через 𝑦 (если 𝑎=𝑏, то положим 𝑥=𝑦=𝑎).
Тогда получим 𝑦−𝑥= |𝑎−𝑏|=

√︀
↼𝑎− 𝑏↽2, 𝑦+𝑥=𝑎+𝑏, а зна-

чит,

𝑦 =
↼𝑦+𝑥↽+ ↼𝑦−𝑥↽

2
=
𝑎+ 𝑏+

√︀
↼𝑎− 𝑏↽2

2
.

Второй способ. Расположим различные точки 𝑎 и 𝑏 на

числовой прямой. Поскольку полусумма
𝑎+ 𝑏

2
лежит посе-

редине между 𝑎 и 𝑏, наибольшее из этих чисел равно их
полусумме плюс половина расстояния между ними, т. е.

𝑎+ 𝑏
2

+
|𝑎− 𝑏|

2
=
𝑎+ 𝑏+

√︀
↼𝑎− 𝑏↽2

2
.

Нетрудно видеть, что при 𝑎= 𝑏 формула также даёт иско-
мый результат.

2. Первый способ. Предположим, что такая прямая су-
ществует. Заметим, что при симметрии относительно пря-
мой касательные к графику будут переходить в касатель-
ные. Поскольку 𝑦′ =2𝑥 ln 2 принимает все значения из
промежутка ↼0; +∞↽, всевозможные касательные образу-
ют с положительным направлением оси абсцисс углы от
0∘ до 90∘. Кроме того, если ось симметрии образует с от-
рицательным направлением оси абсцисс угол a, то после
симметрии угол f между касательной и положительным
направлением оси абсцисс изменится на y=180∘ −2a−f
(см. рис. 115) –– это следует из теоремы о внешнем угле

f y a

a+f

x

Рис. 115

треугольника и равенства отмечен-
ных на рисунке углов. Если f воз-
растает от 0∘ до 90∘, то y убывает
от 180∘ −2a до 90∘ −2a. Это озна-
чает, что a может быть равен толь-
ко 45∘, т. е. ось симметрии задаёт-
ся уравнением 𝑦=−𝑥+ 𝑐, где 𝑐 ––
некоторая постоянная.
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Рис. 116

При симметрии относительно
прямой 𝑦=−𝑥+ 𝑐 прямая 𝑦=0 пе-
рейдёт в прямую 𝑥= 𝑐. Но на оси
абсцисс нет точек графика функ-
ции 𝑦=2𝑥, а на прямой 𝑥=𝑐 такая
точка есть (см. рис. 116). Следо-
вательно, график не симметричен
относительно прямой 𝑦=−𝑥+ 𝑐.
Итак, искомой прямой не суще-
ствует.
Второй способ. График функ-

ции 𝑦=2𝑥 неограниченно прибли-
жается к прямой 𝑦=0 при 𝑥→−∞, т. е. эта прямая яв-
ляется его асимптотой. Если ось симметрии есть, то при
симметрии относительно неё асимптота должна перейти
в некоторую асимптоту этого графика. Покажем, что у
графика функции 𝑦=2𝑥 нет других асимптот. Поскольку
функция определена и возрастает на всей числовой пря-
мой, её график пересекает каждую вертикальную прямую
𝑥= 𝑐 ровно в одной точке ↼𝑐; 2𝑐↽, причём при стремлении
аргумента к точке 𝑐 график приближается к точке ↼𝑐; 2𝑐↽.
Следовательно, вертикальные асимптоты отсутствуют. На-
клонная асимптота может быть только при 𝑥→+∞. Пока-
жем, что на луче 𝑥>6 график функции 𝑦=2𝑥 лежит вы-
ше параболы 𝑦=𝑥2. В самом деле, при 𝑛>6 справедливо
неравенство 2𝑛> ↼𝑛+1↽2, так как при 𝑛=6 оно выполне-
но, а если оно верно для некоторого 𝑛>6, то 2𝑛+1 =2 𝛿 2𝑛>
>2↼𝑛+1↽2 > ↼𝑛+2↽2, поскольку 2↼𝑛+1↽2 − ↼𝑛+2↽2 =𝑛2 −2.
Пусть ♭𝑥♯ –– целая часть 𝑥, т. е. наибольшее целое число,
не превосходящее 𝑥. Тогда при 𝑥>6 получаем 2𝑥>2♭𝑥♯>
> ↼♭𝑥♯+1↽2 >𝑥2, а это и означает, что график 𝑦=2𝑥 лежит
выше параболы 𝑦=𝑥2.

Рассмотрим теперь любую прямую вида 𝑦=𝑎𝑥+ 𝑏. Ес-
ли она пересекает параболу, то не более чем в двух точ-
ках, причём в любом случае не может находиться выше
неё при всех 𝑥>6. Более того, разность 𝑥2 − ↼𝑎𝑥+ 𝑏↽ при
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неограниченном увеличении 𝑥 принимает сколь угодно
большие значения. Это означает, что график 𝑦=2𝑥 при
𝑥→+∞ не может неограниченно приближаться к какой-
либо прямой.

Таким образом, осью симметрии графика функции 𝑦=
=2𝑥 может быть только прямая, при симметрии относи-
тельно которой прямая 𝑦=0 перейдёт в себя. Это или сама
прямая 𝑦=0, или любая вертикальная прямая. Обе они не
являются осями симметрии.

3. Проведём через одну из вершин в плоскости основа-
ния параллелепипеда прямую 𝑙, перпендикулярную боко-

l

Рис. 117

вому ребру, проходящему через
эту вершину (см. рис. 117). Тогда
сечение параллелепипеда любой
плоскостью, параллельной пря-
мой 𝑙 и соответствующему боко-
вому ребру, представляет собой
прямоугольник. В самом деле,
такое сечение является паралле-
лограммом, в котором одна пара

сторон параллельна этому боковому ребру, другая –– пря-
мой 𝑙, а они по построению перпендикулярны.

4. На данной прямой 𝑙 выберем любую точку 𝑃. С помо-
щью эталона длины отметим на 𝑙 две точки 𝐴 и 𝐵 так, что

A P B

C

E

D
H

l

Рис. 118

𝐴𝑃=𝑃𝐵. Проведём из точки 𝑃 в од-
ну и ту же полуплоскость относи-
тельно 𝑙 два луча и отложим на них
отрезки той же длины 𝑃𝐶=𝑃𝐷. То-
гда треугольник 𝐴𝐶𝐵 будет прямо-
угольным с прямым углом 𝐶, так
как точка 𝐶 лежит на окружности с
диаметром 𝐴𝐵 и из неё диаметр ви-
ден под прямым углом. Аналогич-
но у треугольника 𝐴𝐷𝐵 угол 𝐷 пря-
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мой. Поскольку углы 𝐵𝐴𝐶 и 𝐴𝐵𝐷 острые, лучи 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷
пересекаются в некоторой точке 𝐸. Отрезки 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 ––
высоты треугольника 𝐴𝐵𝐸. Пусть 𝐻 –– точка пересечения
этих высот. Поскольку все высоты треугольника пересека-
ются в одной точке, прямая 𝐸𝐻 тоже будет высотой, т. е.
𝐸𝐻 –– перпендикуляр к прямой 𝑙.

К о м м е н т а р и й. Решение этой и подобных задач имеется в кни-
ге Д. Гильберта [27, с. 93––96]. С помощью линейки и эталона дли-
ны можно также решить, например, следующие задачи: провести че-
рез данную точку прямую, параллельную данной, отложить на данной
прямой от данной точки отрезок данной длины, приложить к данной
прямой в данной точке данный угол и т. д. Там же доказано, что не
все задачи, которые можно решить циркулем и линейкой, разрешимы
с помощью линейки и эталона длины. Например, прямоугольный тре-
угольник с единичной гипотенузой и катетом

√
2−1 построить нель-

зя. Известно однако, что с помощью линейки и заданной окружности
с центром можно выполнить любое построение, для которого исполь-
зуются циркуль и линейка (т. е. циркуль достаточно применить один
раз). Построить же центр данного круга только с помощью одной ли-
нейки невозможно. Всё это доказал знаменитый швейцарский геометр
Якоб Штейнер (см. его книгу [70]).

5. Предположим противное: начиная с чисел 𝑎0 и 𝑏0,
𝑏0 6𝑎0 61988, описанным в задаче способом удалось сде-
лать по крайней мере 7 делений, получая последовательно
на каждом шаге по паре чисел ↼𝑎1, 𝑏1↽, ↼𝑎2, 𝑏2↽, ..., ↼𝑎7, 𝑏7↽.
Будем считать, что в каждой из этих пар 𝑎𝑘> 𝑏𝑘 (в про-
тивном случае поменяем 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 местами), так что на сле-
дующем шаге производится деление числа 𝑎𝑘 на 𝑏𝑘. Для
последней пары имеем 𝑎7 >1, 𝑏7 >0.

Для данной пары чисел ↼𝑎𝑘, 𝑏𝑘↽ оценим числа 𝑎𝑘−1, 𝑏𝑘−1,
из которых они получены на предыдущем шаге. Возмож-
ны два случая: либо 𝑎𝑘 –– частное, а 𝑏𝑘 –– остаток при деле-
нии 𝑎𝑘−1 на 𝑏𝑘−1, либо наоборот.

В первом случае 𝑏𝑘6 𝑏𝑘−1 −1, так как остаток от деле-
ния на 𝑏𝑘−1 меньше, чем 𝑏𝑘−1, откуда 𝑏𝑘−1 > 𝑏𝑘+1. Тогда
делимое 𝑎𝑘−1 должно быть не меньше

𝑎𝑘↼𝑏𝑘+1↽+ 𝑏𝑘 = ↼𝑎𝑘+1↽↼𝑏𝑘+1↽−1.
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Если же 𝑎𝑘 –– остаток, а 𝑏𝑘 –– частное при делении 𝑎𝑘−1

на 𝑏𝑘−1, то аналогичным образом получаем оценки 𝑏𝑘−1 >
>𝑎𝑘+1> 𝑏𝑘+1 и

𝑎𝑘−1 > 𝑏𝑘↼𝑎𝑘+1↽+𝑎𝑘 = ↼𝑎𝑘+1↽↼𝑏𝑘+1↽−1.

Итак, в обоих случаях справедливы неравенства

𝑏𝑘−1 > 𝑏𝑘+1, 𝑎𝑘−1 +1 > ↼𝑎𝑘+1↽↼𝑏𝑘+1↽.

Поскольку 𝑏7 >0, из первого неравенства получаем 𝑏6 >1,
..., 𝑏1 >6. Тогда последовательное применение второго не-
равенства даёт

𝑎0 +1 > ↼𝑎1 +1↽↼𝑏1 +1↽ > ↼𝑎2 +1↽↼𝑏2 +1↽↼𝑏1 +1↽ > ... >

> ↼𝑎7 +1↽↼𝑏7 +1↽...↼𝑏1 +1↽ > 2 𝛿 7! = 10 080,

так как 𝑎7 >1. Следовательно, 𝑎0 >10 079>1988. Противо-
речие.

К о м м е н т а р и й. Приведённое решение можно обобщить следу-
ющим образом. Пусть 𝑙↼𝑎, 𝑏↽ равно максимальному количеству деле-
ний, которое можно выполнить, начиная с чисел 𝑎 и 𝑏. Тогда если
max↼𝑎, 𝑏↽62 𝛿 𝑛!−1, то 𝑙↼𝑎, 𝑏↽6𝑛, причём последнее неравенство обра-
щается в равенство только при max↼𝑎, 𝑏↽=2 𝛿 𝑛!−1 и min↼𝑎, 𝑏↽=𝑛.

Поскольку 𝑛!> ↼𝑛▷3↽𝑛, величина 𝑙↼𝑛↽=max
𝑎,𝑏6𝑛

𝑙↼𝑎, 𝑏↽ растёт очень мед-

ленно –– медленнее чем log 𝑛. Если в данном алгоритме вместо шага
↼𝑎, 𝑏↽→ ↼𝑞, 𝑟↽, где 𝑎= 𝑏𝑞+ 𝑟 (𝑎 и 𝑏 –– натуральные числа, 𝑞 и 𝑟 –– целые
неотрицательные числа), использовать шаг ↼𝑎, 𝑏↽→ ↼𝑏, 𝑟↽, то получит-
ся алгоритм Евклида для вычисления наибольшего общего делителя
чисел ↼𝑎, 𝑏↽. Можно доказать, что аналогичная функция 𝑙↼𝑛↽, опреде-
лённая для алгоритма Евклида, растёт с логарифмической скоростью
(см., например, книги [18], [21]). В отличие от алгоритма Евклида рас-
смотренный алгоритм не обладает особенно интересными свойствами.

1989 год (LII олимпиада)
7 класс

1. Договоримся нумеровать столбцы слева направо, а
вертикальные строки –– сверху вниз. Заполним первый
столбец четырьмя разными буквами произвольным обра-
зом –– например, последовательно буквами 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 (см.
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Рис. 119

рис. 119, а). Далее, заполним ту большую диагональ, на
которой находится буква 𝐴. Поскольку на пересечении
второго столбца и первой строки стоит буква 𝐵, на пе-
ресечении второго столбца и второй строки можно разме-
стить либо букву 𝐶, либо букву 𝐷. Выберем букву 𝐷. Тогда
остальные буквы на этой диагонали однозначно определя-
ются, исходя из требований задачи (рис. 119, б). Теперь на
пересечении третьего столбца и второй строки можно по-
ставить лишь букву 𝐴, так как буква 𝐷 уже есть во второй
строке, а буквы 𝐵 и 𝐶 есть в третьем столбце. Но тогда с
выполнением условий задачи можно полностью заполнить
вторую строку (рис. 119, в), а затем и вторую большую
диагональ (рис. 119, г). Наконец, записывая по оставшей-
ся недостающей букве в каждый из четырёх столбцов, по-
лучаем окончательный вид таблицы (рис. 119, д).

К о м м е н т а р и й. Обратим внимание на то, что в приведённом вы-
ше решении после заполнения первой строки только один раз во время

A B C D

ABCD

AB CD

A BC D

Рис. 120

заполнения таблицы мы стояли перед выбором: поста-
вить ли на пересечении второго столбца и второй стро-
ки букву 𝐷 или букву 𝐶. Если изменить наш выбор и
поставить букву 𝐶, то таблица аналогичным образом за-
полняется до конца однозначно (рис. 120).

Можно заметить, что этот итоговый вариант запол-
нения отличается от предложенного выше лишь пере-
становкой строк.

Таким образом, для данного произвольного вариан-
та заполнения первой строки четырьмя различными
буквами найдётся ровно два различных заполнения всей таблицы, со-
гласованных с требованиями задачи и отличающихся между собой
лишь перестановкой строк. Нетрудно подсчитать, что всего таких ва-
риантов будет 2 𝛿 4!=48.
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Квадратные таблицы, заполненные различными символами так,
что в каждой строке и в каждом столбце встречаются в точности по
одному разу все символы, имеющиеся в таблице, впервые появились
одной из статей Л. Эйлера около двухсот пятидесяти лет назад и с тех
пор называются латинскими квадратами (см. о них в книге [65]). Точ-
ной формулы для числа латинских квадратов размера 𝑛×𝑛 до сих пор
не найдено.

2. Покажем, как построить искомую прямую, проведя
ровно три линии. Пусть дана прямая 𝑙 и точка 𝑂 вне дан-
ной прямой. Отметим на прямой две произвольные раз-
личные точки 𝐴 и 𝐵 (см. рис. 121). Проведём окружность

A B

O
C

l

Рис. 121

с центром в точке 𝐵 радиуса 𝐴𝑂
и окружность с центром в точке
𝑂 радиуса 𝐴𝐵. Поскольку по нера-
венству треугольника 𝑂𝐵<𝑂𝐴+
+𝐴𝐵, эти окружности пересекут-
ся в двух точках, одна из кото-
рых лежит в той же полуплоско-
сти относительно прямой 𝐵𝑂, что
и точка 𝐴, а другая –– в противо-
положной, обозначим её буквой 𝐶.
Четырёхугольник 𝐴𝑂𝐶𝐵 –– парал-

лелограмм, так как его противолежащие стороны равны.
Значит, прямая 𝑂𝐶 искомая.

Остаётся заметить, что менее чем тремя линиями, обой-
тись нельзя. Действительно, одной из них должна стать
искомая прямая, параллельная 𝑙. Чтобы её провести, нуж-
но получить отличную от 𝑂 точку на этой прямой. Такая
точка не лежит на прямой 𝑙, поэтому её можно получить
только в пересечении каких-то двух ранее построенных
линий –– итого не менее трёх линий.

К о м м е н т а р и й. Решая задачу и читая приведённое выше реше-
ние, внимательный к деталям читатель мог задуматься о допустимости
различных действий при построении с помощью циркуля и линейки.
Такие вопросы являются предметом исследований теории построений.
Подробнее об этом можно почитать в главе «Общие принципы геомет-
рических построений» энциклопедии [71]. Подготовленный читатель
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может также ознакомиться с более современной статьёй [64], в кото-
рой обсуждается разрешимость тех или иных задач на построение в
зависимости от того, какие операции считаются допустимыми.

Примечательно, что спустя 13 лет эта же самая задача была пред-
ложена в 2002 г. в Москве на XXV Турнире им. М. В. Ломоносова. Ин-
тересующийся читатель может найти ещё один способ решения этой
задачи (отличный от предложенного выше) в сборнике [1], посвящён-
ном турниру.

3. Докажем, что семи носков хватит. В этом случае не
взят только один носок, т. е. взяты все пары носков, кроме
одной. Следовательно, в чемодане оказались две пары раз-
личного цвета и размера: пара, отличающаяся от не взя-
той только цветом, и пара, отличающаяся от не взятой
только размером.

Если же взять только шесть носков, то их может уже
не хватить. Например, если оставить на полке по одному
носку из двух пар одного цвета, то в чемодане не окажется
двух пар разного цвета.

К о м м е н т а р и й. Справедливо более общее утверждение: если
имеется 𝑛2 пар носков 𝑛 разных размеров и 𝑛 разных цветов, то среди
любых 𝑛2 +𝑛𝑚+1 носков найдётся 𝑚+1 пара носков разных размеров
и разных цветов; если же выбрано 𝑛2 +𝑛𝑚 носков, то таких 𝑚+1 пар
среди выбранных может и не найтись. Доказательство этого утвержде-
ния основано на использовании теоремы Кёнига––Эгервари из теории
графов (см., например, [34]).

4. Предположим, что турист выходит из турбазы по те-
чению реки. Тогда за 30 минут гребли и 15 минут последу-
ющего отдыха он проплывёт 0,5 𝛿 4,4+0,25 𝛿 1,4=2,55 км.
Всего у туриста есть 2 часа 45 минут на дорогу, поэтому на
обратный путь ему остаётся 2 часа –– 3 раза по 30 минут
гребли и 2 раза по 15 минут отдыха. Поскольку обратно
он движется против течения реки, за это время он пре-
одолеет 3 𝛿 0,5 𝛿 1,6−2 𝛿 0,25 𝛿 1,4=1,7 км, т. е. не успеет к
положенному времени вернуться на турбазу.

Пусть турист выходит из турбазы против течения ре-
ки. Если первые три захода по 30 минут гребли он будет
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плыть против течения, то за 2 часа (3 раза по 30 минут
гребли и 2 раза по 15 минут отдыха), как было подсчита-
но выше, он удалится от турбазы на расстояние 1,7 км. За
оставшиеся 45 минут (15 минут отдыха и 30 минут гребли
по течению) он может пройти 2,55 км, поэтому успеет во-
время (и даже заранее) вернуться на турбазу. Если же он в
течение этих 45 минут продолжит грести против течения,
то не успеет вернуться на турбазу. Предположим теперь,
что в течение одного из первых заходов на 30 минут он
будет грести против течения. Тогда он удалится от тур-
базы в направлении против течения на расстояние, мень-
шее 1,7 км, и вновь проплывёт мимо неё. Рассуждения,
аналогичные приведённым выше, показывают, что в этом
случае за оставшееся время он сможет удалиться от базы
менее чем на 1,7 км. Таким образом, максимальное рас-
стояние, на которое турист сможет отъехать от турбазы,
составляет 1,7 км.

5. Для начала заметим, что всякое натуральное число
𝑎 не меньше произведения своих цифр. Действительно,
пусть 𝑎𝑛 ...𝑎0 –– десятичная запись числа 𝑎. Тогда

𝑎 > 𝑎𝑛 𝛿 10𝑛 > 𝑎𝑛 𝛿 9
𝑛 > 𝑎𝑛 𝛿 𝑎𝑛−1 𝛿 ... 𝛿 𝑎0.

Из этого следует, что 𝑎>44 𝛿 𝑎−86868, откуда 𝑎62020.
С другой стороны, произведение цифр любого числа неот-
рицательно, а значит, 44 𝛿 𝑎>86868, откуда 𝑎>1975. Заме-
тим теперь, что для чисел от 2000 до 2020 произведение
цифр равно нулю, что не может быть равно 44 𝛿 𝑎−86868,
так как 86868 не делится на 44. Следовательно, 19756𝑎6
61999, а значит, сумма цифр числа 𝑎 не меньше 1+9=10
и не больше 1+9+9+9=28. В этом промежутке есть толь-
ко один куб натурального числа, а именно 33 =27, поэто-
му сумма цифр числа 𝑎 равна 27, значит либо 𝑎=1989,
либо 𝑎=1998. В обоих случаях произведение цифр равно
1 𝛿 9 𝛿 9 𝛿 8=648. Следовательно, 44 𝛿 𝑎=86868+648=87516,
откуда 𝑎=1989.



Решения. 1989 год 277

8 класс
1. Поскольку ↼𝑥2 +𝑥↽2 >0 и

√
𝑥2 −1>0, исходное урав-

нение равносильно системе{︂
↼𝑥2 +𝑥↽2 = 0,√︀
𝑥2 −1 = 0

⇔
{︂
𝑥2 +𝑥 = 0,

𝑥2 −1 = 0
⇔

⇔
{︂

𝑥↼𝑥+1↽ = 0,
↼𝑥−1↽↼𝑥+1↽ = 0

⇔ 𝑥 = −1.

2. Проведём вертикаль, на которой сидит кузнечик, и
горизонталь, на которой сидит блоха. Клетка их пересе-
чения покрашена либо в красный, либо в белый цвет, а
значит либо кузнечик, либо блоха могут прыгнуть в эту
клетку. После этого прыжка кузнечик и блоха окажутся
на одной вертикали или горизонтали. Поскольку теперь
кузнечик и блоха сидят на одной линии, на этой линии
есть клетки обоих цветов, а значит, есть соседние клетки,
одна из которых покрашена в красный цвет, а другая ––
в белый. Следовательно, кузнечик может прыгнуть в од-
ну из них, а блоха –– в другую. Это значит, что кузнечик
и блоха могут оказаться рядом, сделав в сумме не более
трёх прыжков, что и требовалось доказать.

3. а) Пусть дана прямая 𝑙 и точка 𝑂 вне данной пря-
мой. Отметим на прямой произвольную точку 𝐴 и про-
ведём окружность с центром в точке 𝐴 радиусом 𝐴𝑂 (см.
рис. 122). Проведённая окружность пересечёт прямую 𝑙 в
двух точках, выберем произвольно одну из них и обозна-
чим её через 𝐵. Проведём окружность с центром в точке
𝐵 радиусом 𝐵𝑂. Эта окружность пересечёт первую, кроме
точки 𝑂, в некоторой точке 𝑂′. Прямая 𝑂𝑂′ и есть иско-
мый перпендикуляр. В самом деле, треугольник 𝑂𝐴𝐵 ра-
вен треугольнику 𝑂′𝐴𝐵 по трём сторонам: 𝑂𝐴=𝑂′𝐴 как ра-
диусы первой окружности, 𝑂𝐵=𝑂′𝐵 как радиусы второй
окружности, 𝐴𝐵 –– общая сторона. Из равенства треуголь-
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Рис. 122

ников следует равенство углов ∠𝐵𝐴𝑂=∠𝐵𝐴𝑂′. Пусть 𝐻 ––
точка пересечения прямой 𝑙 и прямой 𝑂𝑂′. Тогда ∠𝑂𝐴𝐻=
=180∘ −∠𝐵𝐴𝑂=180∘ −∠𝐵𝐴𝑂′ =∠𝑂′𝐴𝐻. Тем самым отре-
зок 𝐴𝐻 является биссектрисой в равнобедренном треуголь-
нике 𝑂𝐴𝑂′, откуда 𝐴𝐻⊥𝑂𝑂′. Таким образом, проведя три
линии (две окружности и прямую), мы построим искомый
перпендикуляр.

Докажем теперь, что двумя линиями в общем случае
обойтись нельзя. Второй линией должен стать искомый
перпендикуляр. Чтобы его провести, нужно получить от-
личную от 𝑂 точку на нём. Такую точку можно получить
только в пересечении первой из построенных линий с пря-
мой 𝑙, а значит это точка 𝐻 –– основание опущенного из 𝑂
перпендикуляра на прямую 𝑙. Но первая из построенных
линий –– прямая или окружность, проходящая через про-
извольно выбранную точку, поэтому гарантировать, что
она пересечёт прямую 𝑙 в точке 𝐻, нельзя.

б) Пусть дана прямая 𝑙 и точка 𝑂 на данной прямой.
Выберем произвольную точку 𝐴 вне прямой 𝑙 и проведём
окружность с центром в точке 𝐴 радиусом 𝐴𝑂. Если прове-
дённая окружность пересечёт прямую 𝑙 в одной точке (см.
рис. 123, а), то прямая 𝐴𝑂 есть искомый перпендикуляр
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(по свойству касательной к окружности). Если же прове-
дённая окружность пересечёт прямую 𝑙 в двух точках 𝑂
и 𝐵 (см. рис. 123, б), то проведём прямую 𝐴𝐵, которая
пересечёт построенную окружность в точках 𝐵 и 𝐶. Тогда
прямая 𝐶𝑂 и есть искомый перпендикуляр. В самом деле,
угол 𝐵𝑂𝐶 опирается на диаметр 𝐵𝐶 проведённой окруж-
ности, а значит, равен 90∘, откуда 𝐶𝑂⊥ 𝑙. Таким образом,
проведя не более трёх линий (окружность и две прямые),
мы построим искомый перпендикуляр.

A

O l

A

B

C

O l
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Рис. 123
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Рис. 124

Двух линий для указанного построения в общем случае
недостаточно. Действительно, одной из них должен стать
искомый перпендикуляр. Чтобы его провести, нужно по-
лучить отличную от 𝑂 точку, через которую он пройдёт.
Но такая точка должна лежать вне прямой 𝑙, поэтому её
можно получить только в пересечении некоторых двух ра-
нее построенных линий.

К о м м е н т а р и й. Рассмотрим следующее «решение» пункта б) в
три линии: возьмём на прямой 𝑙 некоторую точку 𝐴, отличную от 𝑂,
и проведём окружность с центром в точке 𝐴 и радиусом 𝑅>𝐴𝑂 (см.
рис. 124). Далее, замерив расстояние между точками 𝐴 и 𝑂, подста-
вим ножку циркуля в такую не совпадающую с 𝐴 точку 𝐵 на прямой 𝑙,
что расстояние между точкой 𝐵 и точкой 𝑂 будет равно замеренному
расстоянию 𝐴𝑂, и проведём окружность с центром в точке 𝐵 и радиу-
сом 𝑅. Построенные две окружности пересекутся в двух точках 𝐶 и 𝐷,
а прямая 𝐶𝐷 и есть искомый перпендикуляр.

В данном случае такое решение не является верным потому, что
в построении точки 𝐵 неявно «запрятана» ещё одна линия –– окруж-
ность с центром в 𝑂 и радиусом 𝐴𝑂, дающая в пересечении с прямой 𝑙
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точку 𝐵. Кроме того, нужно договориться о том, является ли операция
проведения окружности радиуса 𝑅, большего заданной длины, допусти-
мой. См. также комментарий к решению задачи 2 для 7 класса.

4. Рассмотрим последовательность цифр 𝑛, 𝑚, 𝑛, 𝑚, ...,
𝑛, 𝑚, ... По условию найдутся две цифры из этой после-
довательности, стоящие рядом и образующие число из 𝑋.
Значит, для любых двух цифр 𝑛 и 𝑚 либо число 𝑚𝑛 содер-
жится в 𝑋, либо число 𝑛𝑚 содержится в 𝑋. В частности,
при 𝑛=𝑚 получаем, что все числа вида 𝑛𝑛 (всего таких чи-
сел 10) содержатся в 𝑋. Следовательно, в 𝑋 не менее чем
10+ ↼100−10↽▷2=55 чисел.

Покажем теперь, что существует множество из 55 эле-
ментов, удовлетворяющее условию задачи. Подходит, на-
пример, множество 𝑋= 𝚤𝑚𝑛 |𝑚6𝑛℘. Действительно, если
в бесконечной последовательности цифр не найдутся две
подряд идущие цифры, из которых первая не больше вто-
рой, то цифры в этой последовательности строго убывают,
что невозможно.

К о м м е н т а р и й. Любопытно, что изначальная формулировка
этой задачи выглядела следующим образом: какое максимальное ко-
личество двузначных чисел можно выбрать так, что для любой бес-
конечной последовательности цифр нашлись бы две рядом стоящие
цифры, которые образуют число, не входящее в выбранное множество.
Предлагаем интересующемуся читателю подумать о том, насколько из-
меняется задача и её решение при такой формулировке.

5. Предположим противное: пионерский отряд нельзя
разбить так, как указано в условии задачи, т. е. как бы
мы ни разбили отряд на две команды, число 𝑎 пар друзей,
оказавшихся в одной команде, будет не меньше числа 𝑏
пар друзей, оказавшихся в разных командах.

Выберем разбиение так, чтобы число 𝑎 было минималь-
ным возможным (такое разбиение найдётся, так как всего
разбиений конечное число). По нашему предположению
𝑎> 𝑏. Обозначим через 𝑛 число пионеров и присвоим про-
извольным образом каждому пионеру свой порядковый
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номер от 1 до 𝑛. Для пионера с номером 𝑘 обозначим че-
рез 𝑎𝑘 число его друзей, оказавшихся с ним в одной коман-
де, и через 𝑏𝑘 –– число его друзей, оказавшихся в другой
команде. Заметим, что

𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎𝑛 = 2𝑎,

так как каждую пару друзей из одной команды мы посчи-
тали два раза. Аналогично

𝑏1 + 𝑏2 + ...+ 𝑏𝑛 = 2𝑏.

Следовательно,

↼𝑎1 − 𝑏1↽+ ↼𝑎2 − 𝑏2↽+ ...+ ↼𝑎𝑛− 𝑏𝑛↽ = 2↼𝑎− 𝑏↽ > 0,

так как 𝑎>𝑏. Тогда либо найдётся пионер с номером 𝑖, для
которого 𝑎𝑖−𝑏𝑖>0, либо 𝑎𝑖−𝑏𝑖=0 для всех 𝑖=1, ..., 𝑛, ина-
че число 2↼𝑎− 𝑏↽ было бы отрицательным.

Пусть найдётся пионер с номером 𝑖, для которого 𝑎𝑖−
− 𝑏𝑖>0. Переведём его в другую команду и проследим за
тем, как изменится число 𝑎 (т. е. число пар друзей, ока-
завшихся в одной команде) после такого перевода. После
перевода пионера с номером 𝑖 в другую команду ровно у
𝑎𝑖 пионеров, с которыми он дружил и находился в одной
команде, число их друзей, находящихся с ними в одной
команде, уменьшится на одного. Аналогично ровно у 𝑏𝑖
пионеров, с которыми дружил и находился в разных ко-
мандах наш пионер, количество их друзей, находящихся
с ними в одной команде, увеличится на одного. Значит,
обозначив новое значение для числа пар друзей, оказав-
шихся в одной команде, через 𝑎′, а новые значения чисел
друзей каждого пионера, находящихся с ним в одной ко-
манде, через 𝑎′1, ..., 𝑎′𝑛, получим 𝑎′ =𝑎+ 𝑏𝑖−𝑎𝑖, откуда

𝑎′ −𝑎 = 𝑏𝑖−𝑎𝑖 < 0,

т. е. 𝑎′ <𝑎, что противоречит минимальности выбранного
вначале числа 𝑎.
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В случае если 𝑎𝑖−𝑏𝑖=0 для всех 𝑖=1, ..., 𝑛, имеем 𝑎=𝑏.
Выберем пару дружащих пионеров из разных команд (та-
кая пара найдётся, так как иначе 𝑎= 𝑏=0) и поменяем у
этих пионеров командную принадлежность. Тогда в новой
команде у каждого из них будет 𝑏𝑖−1=𝑎𝑖−1 друзей (вы-
бранный вместе с ним друг не учитывается, потому что он
перешёл в его старую команду вместо него). В итоге число
друзей у каждого из них в своей команде уменьшится на
одного. Тогда общее число пар друзей, оказавшихся в од-
ной команде, уменьшится на два и станет меньше чем 𝑎,
что опять противоречит минимальности выбранного нами
в начале рассуждения числа 𝑎.

К о м м е н т а р и й. Подобным же образом решается задача 13-й
Всесоюзной олимпиады 1979 г. (см. [10, задача 271]): доказать, что
если в парламенте у каждого его члена не более трёх врагов, то парла-
мент можно разбить на две палаты так, что у каждого парламентария
в одной с ним палате будет не более одного врага.

Задача о парламенте является частным случаем теоремы венгерско-
го математика Ласло Геренсера из теории графов (см. [61, гл. 10, зада-
ча 10.22]): если 𝐺 –– регулярный граф степени 𝑛, то существует разби-
ение множества его вершин, содержащее не более 1+ ♭𝑛▷2♯ таких под-
множеств, что каждая вершина смежна самое большее с одной отлич-
ной от неё вершиной того же подмножества.

Задача про пионерский отряд также близка к известной экстремаль-
ной проблеме: разбить вершины данного графа на два подмножества
равной или близкой друг к другу мощности так, чтобы число рёбер,
соединяющих эти множества, было минимальным. Для решения этой
проблемы применяют эвристический алгоритм, в котором множества
обмениваются вершинами так, чтобы число рёбер, их соединяющих,
уменьшалось (см. [43, раздел 19.5]). Идея этого алгоритма близка к
приведённому выше решению задачи про пионерский отряд.

6. По условию значения трёхчлена 𝑓↼𝑥↽=𝑎𝑥2 +𝑏𝑥+𝑐 на
отрезке ♭0; 1♯ по модулю не превосходят единицы. В част-
ности, |𝑓↼0↽|61, |𝑓↼1▷2↽|61 и |𝑓↼1↽|61, что равносильно
системе ⎧⎪⎨⎪⎩

|𝑐| 6 1,

|𝑎+2𝑏+4𝑐| 6 4,

|𝑎+ 𝑏+ 𝑐| 6 1.
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Поскольку модуль суммы чисел не превосходит суммы их
модулей, получаем неравенства

|𝑎| = |2↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐↽− ↼𝑎+2𝑏+4𝑐↽+2𝑐| 6
6 2|𝑎+ 𝑏+ 𝑐|+ |𝑎+2𝑏+4𝑐|+2|𝑐| 6 8,

|𝑏| = |↼𝑎+2𝑏+4𝑐↽−3𝑐− ↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐↽| 6
6 |𝑎+2𝑏+4𝑐|+3|𝑐|+ |𝑎+ 𝑏+ 𝑐| 6 8,

откуда |𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐|68+8+1=17.
Заметим теперь, что квадратный трёхчлен

𝑔↼𝑥↽ = 8𝑥2 −8𝑥+1 = 8
(︁
𝑥− 1

2

)︁2

−1

удовлетворяет условию задачи, так как при 𝑥∈ ♭0; 1♯

−1 = 𝑔
(︁

1
2

)︁
6 𝑔↼𝑥↽ = 8

(︁
𝑥− 1

2

)︁2

−1 6 𝑔↼0↽ = 𝑔↼1↽ = 1.

Кроме того, для 𝑔↼𝑥↽ величина |𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐| в точности рав-
на 17. Таким образом, наибольшее значение величины
|𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐| при данных условиях равно 17.

К о м м е н т а р и й. Фактически аналогичная задача предлагалась
в 1980 г. на Ленинградской математической олимпиаде (см. [59, 1980 г.,
9 класс, задача 30]): доказать, что если для любого значения 𝑥 из отрез-
ка ♭0; 1♯ выполняется неравенство |𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐|61, то |𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐|617.

Решение этой задачи можно вывести из частного случая (𝑛=2) сле-
дующей теоремы В. А. Маркова 1: если многочлен с комплексными ко-
эффициентами 𝑃𝑛↼𝑥↽=𝑎𝑛𝑥𝑛+ ...+𝑎0 удовлетворяет неравенствам⃒⃒⃒

𝑃𝑛
(︁

1+ cos↼p𝑚▷𝑛↽

2

)︁⃒⃒⃒
6 1, 𝑚 = 0, ..., 𝑛,

то |𝑎𝑘| не превосходит модуля соответствующего коэффициента смещён-
ного многочлена Чебышёва 𝑇⇀𝑛↼𝑥↽=𝑇𝑛↼2𝑥−1↽ для всякого 𝑘=0, ..., 𝑛,
причём равенство при 𝑘>0 возможно лишь для 𝑃𝑛=±𝑇⇀𝑛. Здесь 𝑇𝑛↼𝑥↽ ––
многочлены Чебышёва, определяемые рекуррентно соотношениями
𝑇0↼𝑥↽=1, 𝑇1↼𝑥↽=𝑥 и 𝑇𝑛+1↼𝑥↽=2𝑥𝑇𝑛↼𝑥↽−𝑇𝑛−1↼𝑥↽ при 𝑛>2.

1 Владимир Андреевич Марков (1871––1897) –– младший брат выда-
ющегося математика Андрея Андреевича Маркова (старшего).
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9 класс
1. Зафиксируем в пространстве некоторую точку 𝑂 и

проведём прямую 𝑂𝐴, параллельную одной красной пря-
мой, и прямую 𝑂𝐵, параллельную другой красной прямой.
Аналогично проведём прямые 𝑂𝐶 и 𝑂𝐷, параллельные од-
ной и другой синим прямым соответственно. Если крас-
ные прямые не параллельны, то прямые 𝑂𝐴 и 𝑂𝐵 не совпа-
дают. Тогда, поскольку прямая 𝑂𝐶 перпендикулярна двум
различным прямым 𝑂𝐴 и 𝑂𝐵, она перпендикулярна плос-
кости, проходящей через точки 𝑂, 𝐴, 𝐵. Аналогично пря-
мая 𝑂𝐷 также перпендикулярна этой плоскости. Следова-
тельно, в силу единственности перпендикуляра к плоско-
сти, проходящего через данную точку, прямые 𝑂𝐶 и 𝑂𝐷
совпадают, а значит, синие прямые параллельны.

2. Первый способ. Поскольку отрезки 𝑀𝐾 и 𝐴𝐿 парал-
лельны, △𝐴𝐵𝐿∼△𝑀𝐵𝑃 и △𝐿𝐵𝐶∼△𝑃𝐵𝐾 (рис. 125). Следо-
вательно, 𝐴𝐿 :𝑀𝑃=𝐵𝐿 :𝑃𝐵=𝐿𝐶 :𝑃𝐾, а значит, 𝑀𝑃 :𝑃𝐾=
=𝐴𝐿 :𝐿𝐶. В то же время, ввиду параллельности отрезков

B K C

A

M

P

Q L

Рис. 125

𝑀𝐿 и 𝐵𝐶 получаем 𝐴𝑄 :𝑄𝐾=𝐴𝐿 :𝐿𝐶
по теореме о пропорциональных
отрезках. Отсюда вытекает, что
𝐴𝑄 :𝑄𝐾=𝑀𝑃 :𝑃𝐾. Тогда 𝐴𝐾 :𝑄𝐾=
=𝑀𝐾 :𝑃𝐾, и треугольники 𝐴𝐾𝑀 и
𝑄𝐾𝑃 подобны по общему углу и
двум парам пропорциональных сто-
рон. Значит, углы 𝐴𝑀𝐾 и 𝑄𝑃𝐾 рав-
ны, а отрезки 𝐴𝐵 и 𝑃𝑄 параллель-
ны, что и требовалось доказать.

Второй способ. По условию отрезки 𝑀𝐾 и 𝐴𝐿 парал-
лельны, поэтому треугольники 𝑀𝐵𝑃 и 𝐴𝐵𝐿 подобны с

некоторым коэффициентом 𝑘=
𝑀𝑃
𝐴𝐿

=
𝐵𝑀
𝐴𝐵

. Тогда треуголь-

ники 𝐴𝑀𝑄 и 𝐴𝐵𝐾 подобны с коэффициентом
𝑀𝑄
𝐵𝐾

=
𝐴𝑀
𝐴𝐵

=

=
𝐴𝐵−𝐵𝑀
𝐴𝐵

=1−𝑘, а треугольники 𝑃𝐿𝑀 и 𝑃𝐵𝐾 подобны с

коэффициентом
𝑀𝐿
𝐵𝐾

=
𝑃𝐿
𝐵𝑃

. По теореме о пропорциональных
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отрезках имеем
𝑃𝐿
𝐵𝑃

=
𝐴𝑀
𝑀𝐵

=
𝐴𝑀
𝐴𝐵

:
𝐵𝑀
𝐴𝐵

=
1− 𝑘
𝑘

. Значит,

𝑀𝑄
𝑀𝐿

=
𝑀𝑄
𝐵𝐾

:
𝑀𝐿
𝐵𝐾

= ↼1−𝑘↽ :
1− 𝑘
𝑘

= 𝑘.

Итак, мы получили, что
𝑀𝑃
𝐴𝐿

=
𝑀𝑄
𝑀𝐿

=𝑘. Кроме того, углы
𝑃𝑀𝑄 и 𝐴𝐿𝑀 равны как накрест лежащие при параллель-
ных прямых 𝐴𝐶 и𝑀𝐾 и секущей𝑀𝐿. Следовательно, тре-
угольники 𝑃𝑄𝑀 и 𝐴𝑀𝐿 также подобны. Но тогда ∠𝐴𝑀𝑄=
=∠𝑀𝑄𝑃, а значит, прямые 𝐴𝑀 и 𝑃𝑄 параллельны, откуда
и следует требуемeое.

3. Первый способ. Обозначим знаменатели прогрессий
𝑎1, 𝑎2, ... и 𝑏1, 𝑏2, ... через 𝑝 и 𝑞 соответственно и запишем
данные задачи в виде следующей системы:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑎+ 𝑏 = 𝑐0,

𝑎𝑝+ 𝑏𝑞 = 𝑐1,

𝑎𝑝2 + 𝑏𝑞2 = 𝑐2,

𝑎𝑝3 + 𝑏𝑞3 = 𝑐3,

где 𝑎𝑝𝑘=𝑎𝑘+1, 𝑏𝑞𝑘= 𝑏𝑘+1, 𝑐𝑘=𝑎𝑘+1 + 𝑏𝑘+1, 𝑘=0, 1, 2, 3 (отме-
тим, что по определению геометрической прогрессии все
числа 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞 ненулевые). Таким образом, задачу мож-
но переформулировать так: можно ли, зная лишь числа
𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 и их связь с числами 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞, выраженную си-
стемой выше, однозначно определить число 𝑐4 =𝑎𝑝4 + 𝑏𝑞4?
Заметим, что при 𝑘=0, 1, 2 имеем

↼𝑝+ 𝑞↽𝑐𝑘+1 − 𝑝𝑞𝑐𝑘 = ↼𝑝+ 𝑞↽↼𝑎𝑝𝑘+1 + 𝑏𝑞𝑘+1↽− 𝑝𝑞↼𝑎𝑝𝑘+ 𝑏𝑞𝑘↽ =
= 𝑎𝑝𝑘+2 +𝑎𝑝𝑘+1𝑞+ 𝑏𝑞𝑘+1𝑝+ 𝑏𝑞𝑘+2 −𝑎𝑝𝑘+1𝑞− 𝑏𝑞𝑘+1𝑝 =

= 𝑎𝑝𝑘+2 + 𝑏𝑞𝑘+2 = 𝑐𝑘+2,

т. е.
𝑐2 = ↼𝑝+ 𝑞↽𝑐1 − 𝑝𝑞𝑐0, 𝑐3 = ↼𝑝+ 𝑞↽𝑐2 − 𝑝𝑞𝑐1,

𝑐4 = ↼𝑝+ 𝑞↽𝑐3 − 𝑝𝑞𝑐2.
Зная числа 𝑝+ 𝑞 и 𝑝𝑞, из третьего равенства можно найти
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число 𝑐4, что нам и требуется. При этом первые два равен-
ства образуют для чисел 𝑝+𝑞 и 𝑝𝑞 систему из двух уравне-
ний с двумя неизвестными (помним, что числа 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3
нам даны по условию):{︃

↼𝑝+ 𝑞↽𝑐1 − 𝑝𝑞𝑐0 = 𝑐2,

↼𝑝+ 𝑞↽𝑐2 − 𝑝𝑞𝑐1 = 𝑐3.

Домножим первое уравнение на 𝑐2 и сложим со вторым
уравнением, домноженным на −𝑐1, а затем домножим пер-
вое уравнение на 𝑐1 и сложим со вторым уравнением, до-
множенным на −𝑐0. В результате получим следующую си-
стему: {︃

𝑝𝑞↼𝑐21 − 𝑐0𝑐2↽ = 𝑐22 − 𝑐1𝑐3,
↼𝑝+ 𝑞↽↼𝑐21 − 𝑐0𝑐2↽ = 𝑐2𝑐1 − 𝑐3𝑐0.

Если 𝑐21 − 𝑐0𝑐2 ̸=0, то 𝑝𝑞 и 𝑝+ 𝑞 определяются однознач-
но, а значит однозначно определяется число 𝑐4 =𝑎5 + 𝑏5 =
= ↼𝑝+ 𝑞↽𝑐3 − 𝑝𝑞𝑐2.

Остаётся рассмотреть случай 𝑐21 − 𝑐0𝑐2 =0. Подставляя в
это равенство выражения для 𝑐0, 𝑐1 и 𝑐2 через 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞,
получаем

0 = ↼𝑎𝑝+ 𝑏𝑞↽2 − ↼𝑎+ 𝑏↽↼𝑎𝑝2 + 𝑏𝑞2↽ =

= 𝑎2𝑝2+2𝑎𝑏𝑝𝑞+𝑏2𝑞2−𝑎2𝑝2−𝑎𝑏↼𝑝2+𝑞2↽−𝑏2𝑞2 = −𝑎𝑏↼𝑝−𝑞↽2,

откуда 𝑝= 𝑞. Значит, в этом случае число 𝑐4 можно найти
следующим образом:

𝑐4 = 𝑎𝑝4 + 𝑏𝑞4 = ↼𝑎+ 𝑏↽𝑝4 =
↼𝑎𝑝2 + 𝑏𝑝2↽2

𝑎+ 𝑏
=
𝑐22
𝑐0

,

если 𝑐0 =𝑎+ 𝑏 ̸=0, и 𝑐4 = ↼𝑎+ 𝑏↽𝑝4 =0, если 𝑐0 =𝑎+ 𝑏=0.
Мы получили, что в обоих случаях значение 𝑐4 можно

найти, зная лишь числа 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 и 𝑐3, так что задача пол-
ностью решена.
Второй способ. Пусть 𝑎=𝑎1, 𝑏=𝑏1 –– первые члены, а 𝑝

и 𝑞 –– знаменатели прогрессий 𝑎1, 𝑎2, ... и 𝑏1, 𝑏2, ... соответ-
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ственно. Обозначим 𝑐𝑘−1 =𝑎𝑘+ 𝑏𝑘 при всех натуральных 𝑘.
Тогда

𝑐𝑘+1𝑐𝑘−1 − 𝑐2𝑘 = ↼𝑎𝑝𝑘+1 + 𝑏𝑞𝑘+1↽↼𝑎𝑝𝑘−1 + 𝑏𝑞𝑘−1↽− ↼𝑎𝑝𝑘+ 𝑏𝑞𝑘↽2 =

= 𝑎𝑏↼𝑝− 𝑞↽2↼𝑝𝑞↽𝑘−1.

Покажем, как с помощью этих формул выразить 𝑐4 че-
рез 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 и 𝑐3. Рассмотрим отдельно два случая.

1) Пусть 𝑐2𝑐0−𝑐21=0. Тогда 𝑎𝑏↼𝑝−𝑞↽2=0, т. е. в этом слу-
чае 𝑝= 𝑞. Как и в первом решении, находим

𝑐4 = 𝑎𝑝4 + 𝑏𝑝4 = ↼𝑎+ 𝑏↽𝑝4 =
↼𝑎+ 𝑏↽2𝑝4

↼𝑎+ 𝑏↽
=
𝑐22
𝑐0

при 𝑐0 ̸=0, и 𝑐4 = ↼𝑎+ 𝑏↽𝑝4 = 𝑐0𝑝4 =0 при 𝑐0 =0.
2) Если 𝑐2𝑐0 − 𝑐21 ̸=0, то 𝑎𝑏↼𝑝− 𝑞↽2 ̸=0 и 𝑝 ̸= 𝑞. Тогда

𝑐4𝑐2 − 𝑐23 = 𝑎𝑏↼𝑝− 𝑞↽2↼𝑝𝑞↽2 =
↼𝑎𝑏↼𝑝− 𝑞↽2𝑝𝑞↽2

𝑎𝑏↼𝑝− 𝑞↽2 =
↼𝑐3𝑐1 − 𝑐22↽2

𝑐2𝑐0 − 𝑐21
.

При 𝑐2 ̸=0 из этого равенства уже можно выразить 𝑐4:

𝑐4 =
𝑐23
𝑐2

+
↼𝑐3𝑐1 − 𝑐22↽2

𝑐22𝑐0 − 𝑐21𝑐2
.

Осталось рассмотреть случай 𝑐2 =0. Заметим, что тогда
𝑐1 ̸=0, так как 𝑐2𝑐0 − 𝑐21 =−𝑐21 ̸=0. Поскольку 𝑐2 =𝑎𝑝2 +𝑏𝑞2 =

=0, получаем 𝑞2 =− 𝑎
𝑏
𝑝2. Следовательно,

𝑐4 = 𝑎𝑝4 + 𝑏𝑞4 = 𝑎𝑝4 + 𝑏
𝑎2

𝑏2 𝑝
4 =

𝑎
𝑏
↼𝑎+ 𝑏↽𝑝4 = −𝑝2𝑞2↼𝑎+ 𝑏↽ =

= −↼𝑝𝑞↽2𝑐0.

Произведение 𝑝𝑞 можно найти из равенства

𝑝𝑞 =
𝑎𝑏↼𝑝− 𝑞↽2𝑝𝑞
𝑎𝑏↼𝑝− 𝑞↽2 =

𝑐1𝑐3 − 𝑐22
𝑐0𝑐2 − 𝑐21

=
𝑐1𝑐3
−𝑐21

= −𝑐3
𝑐1

.

Отсюда получаем

𝑐4 = −↼𝑝𝑞↽2𝑐0 = −𝑐
2
3𝑐0
𝑐21

.
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Итак, во всех случаях мы вывели явные формулы, по
которым величину 𝑐4 =𝑎5 + 𝑏5 можно однозначно опреде-
лить, зная лишь значения 𝑐0=𝑎1+𝑏1, 𝑐1=𝑎2+𝑏2, 𝑐2=𝑎3+𝑏3

и 𝑐3 =𝑎4 + 𝑏4, и тем самым дали положительный ответ на
вопрос задачи.

К о м м е н т а р и й. Поставленная задача является обратной к зада-
че о нахождении решений линейных однородных рекуррентных урав-
нений второго порядка с постоянными коэффициентами, имеющих
вид 𝑐𝑛+1=a𝑐𝑛+b𝑐𝑛−1, где a и b –– некоторые действительные коэффици-
енты. Решить такое уравнение означает найти последовательность 𝚤𝑐𝑛℘,
удовлетворяющую ему при всех натуральных 𝑛. Известно, что если ис-
ходное рекуррентное уравнение имеет решение, то оно имеет вид 𝑐𝑛=
=𝑎𝑝𝑛+𝑏𝑞𝑛, где числа 𝑝 и 𝑞 –– корни соответствующего характеристиче-
ского уравнения 𝑥2 =a𝑥+b, а 𝑎 и 𝑏 –– некоторые действительные числа.
Как можно видеть, числа 𝑐𝑛 в нашей задаче имеют в точности такой вид.

Изначально предложенная автором задачи формулировка была та-
кова. Почленная сумма двух геометрических прогрессий не является
геометрической прогрессией. Можно ли однозначно восстановить про-
грессии по их сумме? Предлагаем интересующемуся читателю поду-
мать о том, насколько изменяется задача и её решение при такой фор-
мулировке.

4. Условимся называть улицей всякий отрезок на пла-
не, соединяющий любые два соседних перекрёстка. В этом
случае длина каждой улицы будет равна 1.

Всего в городе 16 Т-образных перекрёстков, в которых
сходятся по три улицы (по четыре перекрёстка на каж-
дой из четырёх прямолинейных границ города) и 20 пере-
крёстков, в которых сходится чётное число улиц –– либо
по две (вершины квадрата), либо по четыре (все оставшие-
ся перекрёстки). Заметим, что при обходе улиц по замкну-
тому маршруту каждый перекрёсток проходится чётное
число раз: сколько раз зашли на перекрёсток, столько же
раз должны и выйти. Следовательно, среди улиц, примы-
кающих к Т-образному перекрёстку, хотя бы одна должна
быть пройдена дважды. Если эти улицы выбрать так, что
они примыкают с обеих сторон к двум таким перекрёст-
кам, то их суммарная длина будет равна 8. Остальные ули-
цы нужно пройти не менее одного раза.
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Таким образом, полная длина маршрута должна быть
не меньше 68: общая суммарная длина всех улиц города
равна 60 (на каждую из 6 вертикалей и 6 горизонталей
приходится по 5 улиц, т. е. всего 12 𝛿 5=60), а суммарная
длина неоднократно пройденных улиц не меньше 8.

Покажем теперь, что найдётся маршрут длины 68, при
котором машина проедет по всем улицам и в конце ра-
боты вернётся в исходную точку. Сначала выберем ули-
цы, которые нужно проехать дважды: из пяти идущих
подряд улиц на всех сторонах квадрата выберем вторую

Рис. 126

и четвёртую (каждая из них примыкает
с обеих сторон к Т-образному перекрёст-
ку) –– всего 8 улиц. Проведём дополнитель-
но на схеме города рядом с выбранны-
ми 8 улицами их условные дублёры (см.
рис. 126) и далее будем считать их отдель-
ными улицами. С учётом этих дублёров
на схеме будет уже 68 улиц, и в каждом
перекрёстке будет сходиться чётное число
улиц. Остаётся показать, что на такой схеме найдётся за-
мкнутый маршрут длины 68, проходящий по каждой из
улиц ровно по одному разу.

Опишем алгоритм, при помощи которого можно постро-
ить такой маршрут. Пусть машина выезжает из перекрёст-
ка 𝐴, в котором она находилась изначально, и произволь-
ным образом двигается по городу, не заезжая второй раз
на уже пройденные ранее улицы. Такой путь может окон-
читься только в точке 𝐴. Действительно, из любого дру-
гого перекрёстка можно выехать на ещё не пройденную
улицу, так как иначе в нём сходилось бы нечётное число
улиц. А поскольку число улиц конечно, рано или позд-
но машина вернётся на перекрёсток 𝐴. Если при этом все
улицы города оказались пройдены, то искомый маршрут
построен.

Пусть маршрут прошёл ещё не по всем улицам горо-
да. Мысленно зачеркнём пройденные улицы на схеме. Из
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оставшихся улиц в каждом перекрёстке снова будет схо-
диться чётное их число, так как число вычеркнутых улиц,
сходящихся в этом перекрёстке, чётно (сколько раз подъ-
езжали к перекрёстку, столько же раз из него и выез-
жали). Выберем на уже проведённом маршруте любой
перекрёсток (назовём его 𝐵), из которого выходят не за-
чёркнутые улицы, и точно таким же образом построим
замкнутый маршрут по ещё не зачёркнутым улицам, на-
чинающийся и оканчивающийся в 𝐵. Теперь из этих двух
замкнутых маршрутов сконструируем один замкнутый
маршрут следующим образом: начиная с перекрёстка 𝐴,
будем двигаться по первому маршруту до тех пор, пока не
попадём в перекрёсток 𝐵, далее обойдём полностью второй
маршрут и вернёмся в 𝐵, а затем пройдём по оставшемуся
участку первого маршрута вплоть до 𝐴.

Если этот объединённый маршрут снова прошёл ещё не
по всем улицам, то повторим такую же процедуру, т. е. вы-
берем на объединённом маршруте некоторый перекрёсток,
к которому примыкают ещё не пройденные улицы, и по-
лучим ещё один проходящий по ним замкнутый маршрут,
а затем построим новый объединённый маршрут, и т. д.
Поскольку количество улиц конечно, в итоге получим за-
мкнутый маршрут, проходящий по всем улицам ровно по
одному разу (если считать дублёры отдельными улицами),
что и требовалось.

Отметим, что приведённое решение не зависит от на-
чального положения снегоуборочной машины.

К о м м е н т а р и й. Описанный в решении этой задачи алгоритм по-
строения замкнутого маршрута, проходящего однократно по всем ули-
цам города, у которого в каждом перекрёстке сходятся чётное число
улиц, на языке теории графов называется алгоритмом построения эй-
лерова цикла. Подобный этому алгоритм предложил Эйлер для реше-
ния задачи о кёнигсбергских мостах, с которой и началось развитие
теории графов.

Существуют алгоритмы, которые строят эйлеров цикл сразу, без
повторения склеек коротких циклов в длинный (например, алгоритм
Флёри).



Решения. 1989 год 291

Необходимое и достаточное условие существования у графа эйлеро-
ва цикла тоже было найдено Эйлером и заключается в том, что для вся-
кой вершины графа число выходящих из неё рёбер (называемое степе-
нью вершины) должно быть чётным, а сам граф –– связным, т. е. таким,
что для любых двух вершин графа найдётся последовательность ребёр,
соединяющая эти вершины. Графы, удовлетворяющие этим условиям,
называют теперь эйлеровыми.

Задачу построения кратчайшего замкнутого маршрута, проходяще-
го хотя бы по одному разу через все рёбра произвольного (не обязатель-
ного эйлерова) графа, первым рассмотрел китайский математик Мэй-
Ку Куан. Впоследствии её стали называть «задачей о китайском почта-
льоне», а рассмотренная задача является её простым частным случаем.
Близкая к ней задача имеется в книге [69].

5. Требование задачи фактически состоит в том, чтобы
решить в положительных числах систему уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1↼𝑥1 + ...+𝑥10↽ = 1,

↼𝑥1 +𝑥2↽↼𝑥2 + ...+𝑥10↽ = 1,

↼𝑥1 +𝑥2 +𝑥3↽↼𝑥3 + ...+𝑥10↽ = 1,

..................................

↼𝑥1 + ...+𝑥9↽↼𝑥9 +𝑥10↽ = 1,

↼𝑥1 + ...+𝑥10↽𝑥10 = 1.

Положим 𝑥1 +𝑥2 + ...+𝑥10 = 𝑠, 𝑥1 +𝑥2 + ...+𝑥𝑘= 𝑠𝑘 для всех
𝑘=1, 2, ..., 10. Используя эти обозначения, систему можно
записать в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑠1 = 𝑥1 =
1
𝑠
,

𝑠2 = 𝑥1 +𝑥2 =
1
𝑠− 𝑠1

,

𝑠3 = 𝑥1 +𝑥2 +𝑥3 =
1
𝑠− 𝑠2

,

...............................

𝑠9 = 𝑥1 +𝑥2 + ...+𝑥9 =
1
𝑠− 𝑠8

,

𝑠10 = 𝑥1 +𝑥2 + ...+𝑥10 =
1
𝑠− 𝑠9

= 𝑠.

Заметим, что все эти равенства могут выполняться од-
новременно не более чем при одном значении 𝑠. В самом



292 Решения. 1989 год

деле, пусть при некотором 𝑠 они верны. Если 𝑠 увеличить,
то 𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠9 уменьшатся, и наоборот –– при уменьшении
𝑠 каждое из чисел 𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠9 увеличится. В любом случае
последнее равенство не будет выполнено.

Кроме того, из данных уравнений сразу следует, что
𝑥1 =𝑥10, 𝑥2 =𝑥9, 𝑥3 =𝑥8, ..., так как из первого и последне-
го видно, что 𝑥1 =𝑥10 =1▷𝑠, из второго и предпоследнего ––
что 𝑥1 +𝑥2 =1▷↼𝑠− 𝑠1↽=1▷↼𝑠−𝑥1↽=1▷↼𝑠−𝑥10↽=𝑥9 +𝑥10, от-
куда 𝑥2 =𝑥9, и т. д.

A0 A1 A2 A3A4A5A6A7 A8 A9 A10

B O

15◦ x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

Рис. 127

Таким образом, если решение исходной системы суще-
ствует, то оно единственно и симметрично. Докажем те-
перь, что решение существует, и найдём его. Для этого
построим равнобедренный треугольник 𝐴0𝑂𝐴10 с боковы-
ми сторонами 𝐴0𝑂=𝑂𝐴10 =1 и углами 15∘ при основании.
На основании 𝐴0𝐴10 отметим точки 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴9 так, что
отрезки 𝐴0𝐴1, 𝐴1𝐴2, ..., 𝐴9𝐴10 видны из вершины 𝑂 под
равными углами 15∘ (см. рис. 127). Докажем, что длины
этих отрезков 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥10 удовлетворяют нашей системе.
Проведём через точку 𝑂 луч 𝑂𝐵, параллельный 𝐴0𝐴10, так,
что ∠𝐵𝑂𝐴0 =15∘. Треугольники 𝐴0𝑂𝐴𝑘 и 𝐴10𝐴𝑘−1𝑂 подоб-
ны, так как ∠𝐴0 =∠𝐴10 =15∘, ∠𝐴0𝑂𝐴𝑘=𝑘 𝛿 15∘=∠𝐵𝑂𝐴𝑘−1 =
=∠𝑂𝐴𝑘−1𝐴10. Следовательно,

1
𝑥𝑘+ ...+𝑥10

=
𝐴0𝑂
𝐴𝑘−1𝐴10

=
𝐴0𝐴𝑘
𝑂𝐴10

=
𝑥1 + ...+𝑥𝑘

1
,

откуда
↼𝑥1 + ...+𝑥𝑘↽ ↼𝑥𝑘+ ...+𝑥10↽ = 1,

что и требуется.
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Теперь вычислим значения 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥10 явно. Восполь-
зуемся теоремой синусов: поскольку 𝑂𝐴0 =1, ∠𝐴0𝑂𝐴𝑘=
=𝑘 𝛿 15∘, ∠𝐴0𝐴𝑘𝑂=180∘−∠𝐵𝑂𝐴𝑘=180∘−↼𝑘+1↽ 𝛿 15∘, из тре-
угольников 𝑂𝐴𝑘−1𝐴𝑘 и 𝑂𝐴0𝐴𝑘 получаем

𝑥𝑘
sin 15∘ =

𝑂𝐴𝑘
sin↼𝑘 𝛿 15∘↽

,
𝑂𝐴𝑘

sin 15∘ =
1

sin↼↼𝑘+1↽ 𝛿 15∘↽
,

откуда

𝑥𝑘 =
sin2 15∘

sin↼𝑘 𝛿 15∘↽ sin↼↼𝑘+1↽ 𝛿 15∘↽
, 𝑘 = 1, 2, ... , 10.

Значения sin↼𝑘 𝛿 15∘↽ при 𝑘=2, 3, 4, 6 являются табличны-

ми и равны соответственно
1
2
,

√
2

2
,

√
3

2
и 1, а при 𝑘=1 и

𝑘=5 их можно найти по формулам для синуса суммы и
разности:

sin 15∘ = sin↼45∘ −30∘↽ =
√

6−
√

2
4

,

sin 75∘ = sin↼45∘ +30∘↽ =
√

6+
√

2
4

.

Для удобства найдём также

sin2 15∘ =
8−4

√
3

16
=

2−
√

3
4

,
1

sin 75∘ =
4√

6+
√

2
=

√
6−

√
2.

Подставляя эти значения в формулу для 𝑥𝑘, получаем ис-
комый набор чисел:

𝑥1 = 𝑥10 =
sin 15∘

sin 30∘ =

√
6−

√
2

2
,

𝑥2 = 𝑥9 =
sin2 15∘

sin 30∘ sin 45∘ =
2−

√
3√

2
=

2
√

2−
√

6
2

,

𝑥3 = 𝑥8 =
sin2 15∘

sin 45∘ sin 60∘ =
2−

√
3√

6
=

2
√

6−3
√

2
6

,

𝑥4 = 𝑥7 =
sin2 15∘

sin 60∘ sin 75∘ =
↼2−

√
3↽↼

√
6−

√
2↽

2
√

3
=

9
√

2−5
√

6
6

,

𝑥5 = 𝑥6 =
sin2 15∘

sin 75∘ sin 90∘ =
↼2−

√
3↽↼

√
6−

√
2↽

4
=

3
√

6−5
√

2
4

.
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К о м м е н т а р и й. Приведённое решение легко обобщается на слу-
чай следующей задачи: найти все положительные числа 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛,
удовлетворяющие условию ↼𝑥1 + ...+𝑥𝑘↽↼𝑥𝑘+ ...+𝑥𝑛↽=1 при всех 𝑘=1,
2, ..., 𝑛. Соответствующее обобщение можно найти в статье Н. Б. Ва-
сильева в журнале [53, задача M1185], где, в частности, даётся краси-
вое геометрическое обоснование симметричности чисел 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 и их

связи с равнобедренным треугольником с углами
180∘

𝑛+ 2
при основании.

Вероятно, наиболее естественный способ обнаружить эту изначально
не очевидную связь –– рассмотреть сначала данную систему уравнений
при небольших значениях 𝑛 и заметить соответствующую закономер-
ность.

10 класс
1. Заметим, что при 𝑥>2 (т. е. при всех допустимых

значениях 𝑥) функция 𝑓↼𝑥↽= lg↼𝑥−2↽ является возраста-
ющей, а функция 𝑔↼𝑥↽=2𝑥−𝑥2 +3=4− ↼𝑥−1↽2 –– убыва-
ющей. Следовательно, уравнение имеет не более одного
корня, который можно предъявить: при 𝑥=3 получаем
lg↼3−2↽=0=6−9+3. Таким образом, единственным кор-
нем уравнения является число 𝑥=3.

2. Покажем, что функция 𝑦=𝑥3 имеет общую точку с
любой прямой на координатной плоскости. Всякая верти-
кальная прямая имеет вид 𝑥=𝑎 и пересекается с графи-
ком функции 𝑦=𝑥3 в общей точке ↼𝑎; 𝑎3↽. Если же пря-
мая не является вертикальной, то она задаётся уравнени-
ем 𝑦=𝑘𝑥+ 𝑏, где 𝑘 и 𝑏 –– действительные коэффициенты.
Наличие общих точек у графика нашей функции и у пря-
мой равносильно наличию решений у системы{︂

𝑦 = 𝑥3,
𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏,

решение которой, в свою очередь, существует одновремен-
но с решением уравнения 𝑥3 −𝑘𝑥−𝑏=0. Покажем, что это
уравнение всегда имеет хотя бы один действительный ко-
рень. Для этого заметим, что при достаточно больших по
абсолютной величине значениях 𝑥 выполнено неравенство
𝑥2 >2𝑘 (если 𝑘>0, то оно выполнено при |𝑥|>

√
2𝑘, а если
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𝑘<0, то вообще при всех действительных 𝑥). Поэтому при

таких положительных 𝑥 имеем −𝑘𝑥>−𝑥
3

2
, откуда

𝑥3 −𝑘𝑥− 𝑏 > 𝑥3

2
− 𝑏 > 0,

если дополнительно 𝑥> 3
√

2𝑏. Значит, найдётся такое по-
ложительное число 𝑥1, что 𝑥3

1 −𝑘𝑥1 − 𝑏>0. Аналогично ес-
ли 𝑥 отрицательно и 𝑥2 >2𝑘, то выполнено неравенство

−𝑘𝑥<−𝑥
3

2
, откуда

𝑥3 −𝑘𝑥− 𝑏 < 𝑥3

2
− 𝑏 < 0

при 𝑥< 3
√

2𝑏. Следовательно, найдётся такое отрицательное
число 𝑥2, что 𝑥3

2 −𝑘𝑥2 − 𝑏<0. Поскольку функция 𝑓↼𝑥↽=
=𝑥3 −𝑘𝑥− 𝑏 непрерывна и принимает в точках 𝑥1 и 𝑥2

значения разных знаков, на отрезке ♭𝑥2; 𝑥1♯ найдётся та-
кая точка 𝑥0, что 𝑓↼𝑥0↽=𝑥3

0 −𝑘𝑥0 −𝑏=0. Тогда 𝑥0 –– корень
уравнения 𝑥3 −𝑘𝑥− 𝑏=0, а точка ↼𝑥0; 𝑥3

0↽ является иско-
мой точкой пересечения графика функции 𝑦=𝑥3 и прямой
𝑦=𝑘𝑥+ 𝑏.

К о м м е н т а р и й. Разумеется, функция 𝑦=𝑥3 не единственная
подходящая функция. Таких функций бесконечно много –– можно до-
казать, что подойдёт, например, любой многочлен нечётной степени,
большей единицы. В случае с таким многочленом рассуждение опира-
ется на тот факт, что всякий многочлен нечётной степени всегда имеет
хотя бы один действительный корень. Идея доказательства этого факта
такая же, как и для рассмотренного выше многочлена 𝑥3 −𝑘𝑥− 𝑏: если
коэффициент при старшей степени многочлена положителен, то при
достаточно больших положительных 𝑥 он принимает положительные
значения, а при достаточно больших отрицательных 𝑥 –– отрицатель-
ные (или наоборот, если старший коэффициент отрицателен), а значит,
в силу непрерывности он должен в некоторой точке обратиться в нуль.
Отметим, что эти интуитивно очевидные утверждения строго доказы-
ваются в вузовских курсах алгебры и математического анализа.

3. Заполним четыре клетки, образующие квадрат 2×2,
как показано на рис. 128, а). Далее, соблюдая предложен-
ные задачей правила, можно однозначно продолжить за-
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полнение по горизонтали (рис. 128, б). Теперь в соседних
клетках, стоящих на продолжении диагоналей получен-
ных двух квадратов 2×2, крестики и нолики также един-
ственным образом восстанавливаются (рис. 128, в).

а) б) в) г)

д)

Рис. 128

Оставшиеся на рис. 128, в), восемь пустых клеток то-
же однозначно заполняются в соответствии с правилами
из условия задачи (рис. 128, г). Таким образом, начиная
с предложенного заполнения квадратика 2×2, мы полу-
чаем однозначное заполнение прямоугольника 4×6. Мож-
но заметить, что полученный прямоугольник состоит из
нескольких квадратиков 2×2, заполненных так же, как
квадратик, с которого мы начинали. Продолжая заполне-
ние аналогичным образом, получим однозначное заполне-
ние всего листа клетчатой бумаги, согласованное с предло-
женными правилами (рис. 128, д).
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К о м м е н т а р и й. Отметим, что приведённое заполнение плос-
кости является единственным, удовлетворяющим условию задачи, с
точностью до поворота плоскости на 90∘. Интересующемуся читателю
предлагаем доказать это самостоятельно.

4. Первый способ. а) Если не все данные 5 чисел одина-
ковой чётности, то три или четыре из них одной чётности,
а оставшиеся два или одно соответственно –– другой. То-
гда только первые 3 или 4 числа принадлежат прогрессии
с разностью 2 и первым членом 0 (если они чётные) или
1 (если они нечётные), так что в этом случае утверждение
задачи доказано.

Пусть теперь все 5 чисел одинаковой чётности. Рассмот-
рим их остатки при делении на 4. Если среди них есть оба
возможных различных остатка (0 и 2 для чётных пяти чи-
сел, 1 и 3 –– для нечётных), то 3 или 4 из них принадле-
жат соответствующей прогрессии с разностью 4, а два или
одно из оставшихся –– не принадлежат, и утверждение за-
дачи снова выполнено. Если все остатки при делении на 4
одинаковы, то рассмотрим их остатки при делении на 8 и
повторим то же самое рассуждение, и т. д. На некотором
шаге этот процесс остановится, так как все 5 чисел при
делении на достаточно большую степень двойки (напри-
мер, превосходящую максимальное из них) дают различ-
ные остатки. Тогда первая степень двойки, при делении
на которую среди остатков будут различные, можно взять
в качестве разности искомой прогрессии, а остаток, кото-
рый при делении на неё дают ровно 3 или 4 из данных
чисел, –– в качестве первого члена этой прогрессии.

б) Докажем, что утверждение задачи верно для любых
𝑛>5 натуральных чисел (в частности, при 𝑛=1989). Для
этого покажем, что при некотором 𝑘 ровно 3 или 4 из
этих 𝑛 натуральных чисел дают один и тот же остаток
при делении на 2𝑘 (тогда этот остаток можно взять в ка-
честве первого члена, а 𝑑=2𝑘 –– в качестве разности про-
грессии). Пусть 2𝑚 –– наименьшая степень двойки, превос-
ходящая максимальное из данных чисел. При делении на
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2𝑚 все числа дают различные остатки, равные им самим.
Рассмотрим их остатки при делении на 2𝑚−1. Теперь коли-
чество различных возможных остатков в два раза меньше,
а количество чисел, дающих каждый из них при делении
на 2𝑚−1, не более чем в два раза больше, т. е. не больше
двух. Если среди чисел не найдётся двух, дающих один и
тот же остаток при делении на 2𝑚−1 (т. е. все остатки сно-
ва различны), то рассмотрим остатки при делении на 2𝑚−2.
Снова количество чисел, дающих один и тот же остаток,
не больше двух. Если среди них нет двух, дающих один и
тот же остаток при делении на 2𝑚−2, то рассмотрим остат-
ки при делении на 2𝑚−3, и т. д. На некотором шаге этот
процесс прервётся, так как при 𝑛>5 данные 𝑛 чисел не
могут давать различные остатки при делении на 4=22.

Таким образом, при некотором 𝑙 найдётся ровно 2 чис-
ла, дающих один и тот же остаток при делении на 2𝑙. Те-
перь каждый остаток при делении на 2𝑙−1 может соответ-
ствовать не более чем четырём числам. Если 3 или 4 чис-
ла дают некоторый один и тот же остаток при делении на
2𝑙−1, то утверждение доказано. В противном случае сно-
ва каждому остатку соответствует не более двух чисел, и
можно рассмотреть остатки при делении на 2𝑙−2, и т. д.
Этот процесс также прервётся на некотором шаге, так как
при делении 𝑛 натуральных чисел на 2=21 различных
остатков не менее трёх, если 𝑛>5. Степень двойки 2𝑘, на
которой этот процесс остановится, будет искомой.
Второй способ. Докажем, что при 𝑛>5 любой набор

из 𝑛 натуральных чисел обладает следующим свойством:
ровно 3 или 4 числа из этого набора дают одинаковые
остатки при делении на некоторую степень двойки 2𝑘, от-
куда и следует утверждение задачи. Предположим про-
тивное: для некоторых 𝑛>5 это неверно, т. е. существу-
ют наборы, не обладающие таким свойством. Пусть 𝑛0 ––
наименьшее среди таких значений 𝑛. Среди всех наборов
↼𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛0↽, упорядоченных по возрастанию и не обла-
дающих свойством, выберем те, у которых число 𝑎1 наи-
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меньшее возможное, затем среди выбранных –– те, у кото-
рых число 𝑎2 наименьшее возможное, и т. д. В итоге по-
лучим набор ↼𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛0↽, который назовём минималь-
ным.

Если в нём все числа 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛0 чётные, то набор(︁
𝑎1

2
,
𝑎2

2
, ...,

𝑎𝑛0

2

)︁
также не обладает указанным свойством: среди этих чисел
нельзя выбрать ровно 3 или 4 числа, дающих одинаковые
остатки при делении на 2𝑘 ни при каком 𝑘 (иначе из исход-
ного набора можно было бы выбрать ровно 3 или 4 числа,
дающих одинаковые остатки при делении на 2𝑘+1). Но при
этом

𝑎1

2
<𝑎1, что противоречит выбору минимального на-

бора.
Аналогично если все числа 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛0 нечётные, то

рассмотрим набор(︁
𝑎1 +1

2
,
𝑎2 +1

2
, ...,

𝑎𝑛0 +1
2

)︁
–– он также не обладает указанным свойством (иначе им
обладал бы набор ↼𝑎1 +1, 𝑎2 +1, ..., 𝑎𝑛0 +1↽, а значит, и ис-

ходный минимальный набор), но
𝑎1 +1

2
6𝑎1 и

𝑎2 +1
2

<𝑎2, так
как 𝑎2 >2, поэтому снова получаем противоречие с выбо-
ром минимального набора.

Наконец, пусть среди чисел 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛0 есть как чёт-
ные, так и нечётные. Чётных из них не может быть ровно
3 или 4, так как иначе только они давали бы одинаковые
остатки при делении на 2, и свойство было бы выполне-
но. Аналогично нечётных также не может быть ровно 3
или 4. Значит, или чётных, или нечётных среди них не
менее пяти, они образуют некоторый набор, который, с од-
ной стороны, также не обладает указанным свойством (так
как чётные и нечётные числа не могут давать одинаковые
остатки при делении на 2𝑘), а с другой стороны, состоит из
𝑛1 чисел, где 56𝑛1 <𝑛0, что противоречит минимальности
выбора 𝑛0.
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5. Обозначим через 𝐿↼𝑎↽ наименьшую суммарную дли-
ну разрезов, необходимую для перекройки единичного
квадрата в прямоугольник размера 𝑎×1▷𝑎, 𝑎>1. Дока-
жем, что

𝑎+
1
𝑎
−2 6 𝐿↼𝑎↽ 6 𝑎+

1
𝑎
,

откуда следует, что 𝐿↼𝑎↽ равно 𝑎+1▷𝑎 с точностью до 2.
Установим нижнюю оценку. Пусть квадрат разрезан на

𝑛 фигур 𝑀𝑖 с периметрами 𝑝𝑖, 𝑖=1, ..., 𝑛. Сумма перимет-
ров этих фигур составляется из периметра квадрата, рав-
ного 4, и удвоенной суммарной длины разрезов, так как
участки линий разреза являются общими сторонами для
двух соседних фигур:

𝑝1 + ...+ 𝑝𝑛 = 4+2𝐿↼𝑎↽.

По условию, перемещая фигуры𝑀𝑖 (без наложений), мож-
но составить из них прямоугольник размера 𝑎×1▷𝑎 с пе-
риметром 2𝑎+2▷𝑎. При перемещениях периметры фигур
не меняются, поэтому аналогично уже проведённому рас-
суждению получаем

𝑝1 + ...+ 𝑝𝑛 = 2𝑎+2▷𝑎+2𝐿′↼𝑎↽,

где 𝐿′↼𝑎↽ –– суммарная длина разрезов, которые нужно вы-
полнить в данном прямоугольнике, чтобы получить его
разбиение на фигуры 𝑀𝑖. Следовательно, 4+2𝐿↼𝑎↽=2𝑎+
+2▷𝑎+2𝐿′↼𝑎↽, откуда 𝐿↼𝑎↽=𝑎+1▷𝑎+𝐿′↼𝑎↽−2>𝑎+1▷𝑎−2.

Для доказательства верхней оценки укажем конкрет-
ное разрезание с суммарной длиной разрезов 𝑎+1▷𝑎. Рас-
положим несколько единичных квадратов в ряд так, что
они примыкают друг к другу вертикальными сторонами,
и рассмотрим параллелограмм единичной площади, одна
сторона которого совпадает с нижней стороной самого ле-
вого квадрата (и, таким образом, равна 1), а противопо-
ложная лежит на продолжении верхней стороны (см. рис.
129). Пусть 𝑎 –– длина другой стороны этого параллело-
грамма. Квадраты разбивают его на несколько равных па-
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Рис. 129

раллелограммов, один пятиугольник и два треугольника 1.
Параллельно перенося эти части параллелограмма влево,
можно составить из них левый единичный квадрат, и на-
оборот. При параллельном переносе длины отрезков не ме-
няются, поэтому суммарная длина разрезов внутри лево-
го единичного квадрата равна стороне 𝑎 параллелограмма.
Наконец, чтобы получить из рассмотренного параллело-
грамма прямоугольник размера 𝑎×1▷𝑎, достаточно прове-
сти ещё один разрез длины 1▷𝑎 вдоль высоты параллело-
грамма, опущенной на сторону длины 𝑎 из его вершины
(например, совпадающей с правой нижней стороной лево-
го квадрата), и переместить получающийся треугольник
к противоположной горизонтальной стороне. Тем самым
суммарная длина разрезов станет равной 𝑎+1▷𝑎.

Остаётся найти величину 𝑎+1▷𝑎 для данного в условии
прямоугольника с диагональю 100: по теореме Пифагора
1002 =𝑎2 +1▷𝑎2 = ↼𝑎+1▷𝑎↽2 −2, откуда 𝑎+1▷𝑎=

√
1002 +2.

К о м м е н т а р и й. Нетрудно подсчитать число частей при указан-
ном в решении разрезании: оно равно ♭

√
𝑎2 −1♯+3 (или на единицу

меньше, если
√
𝑎2 −1 –– целое число).

Разумеется, приведённый способ разрезания не является единствен-
но возможным. Например, ещё один способ показан на рис. 130: если
𝑎 нецелое, то параллельными разрезами единичный квадрат разреза-
ется на ♭𝑎♯−1 прямоугольников размера 1×1▷𝑎 и один прямоуголь-
ник размера 1× 𝑏, где 𝑏=1− ↼♭𝑎♯−1↽▷𝑎>1▷𝑎, а затем последний пря-

1 Если 𝑎<
√

2, то достаточно одного квадрата, и среди частей не
будет параллелограммов, а если верхняя сторона в точности совпадёт
с верхней стороной одной из квадратов (в этом случае

√
𝑎2 −1 –– целое

число), то не будет пятиугольника.
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моугольник –– на пятиугольник и два подобных прямоугольных тре-
угольника: один с катетами 1 и 1▷𝑎, а второй с катетами 𝑏−1▷𝑎 и
𝑎↼𝑏−1▷𝑎↽=𝑎− ♭𝑎♯<1. Сдвигая параллельно эти части, из них также
можно сложить прямоугольник 𝑎×1▷𝑎, а суммарная длина разрезов
будет равна

♭𝑎♯−1+
√︀

1+1▷𝑎2 + ↼𝑎− ♭𝑎♯↽ = 𝑎−1+
√︀

1+1▷𝑎2.

Поскольку
√︀

1+1▷𝑎2 <1+1▷𝑎 (гипотенуза меньше суммы катетов), это
несколько меньше, чем в приведённом решении, но менее удобно при
сравнении с нижней оценкой для 𝐿↼𝑎↽. Если же 𝑎 целое, то 𝑏=1▷𝑎, и
последний прямоугольник разрезать не нужно; в этом случае получаем
𝑎 равных прямоугольников, а суммарная длина разрезов равна 𝑎−1,
т. е. ещё меньше.

Рис. 130

На самом деле для величины 𝐿↼𝑎↽ справедлива нижняя оценка
𝐿↼𝑎↽>𝑎−1 при любом 𝑎>1, но доказать её непросто. Для числа же ча-
стей, необходимых для перекройки, можно получить нижнюю оценку,
равную 𝑎. Как мы видели, на целых значениях 𝑎 обе оценки достига-
ются.

Известна теорема Бойяи 1––Гервина о том, что любые два равновели-
ких (имеющих одинаковую площадь) многоугольника равносоставлен-
ны, т. е. один из них можно разрезать на конечное число многоуголь-
ных частей, из которых потом можно составить второй. Можно даже
указать такое разрезание, что второй многоугольник составляется толь-
ко при помощи параллельных переносов и центральных симметрий по-
лученных частей, т. е. соответствующие части, составляющие два мно-
гоугольника не только равны, но и имеют параллельные соответствую-
щие стороны (теорема Хадвигера––Глюра). Аналогичная теорема верна
и в пространстве для равновеликих параллелепипедов (этот факт мо-
жет быть использован при строгом построении теории измерения пло-

1 Вольфганг Бойяи –– отец знаменитого венгерского математика
Яноша Бойяи, одного из первооткрывателей неевклидовой геометрии.
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щадей и объёмов, см. [60]). Однако для произвольных многогранников
это неверно, причём даже для произвольных тетраэдров. Вопрос о том,
являются ли равносоставленными многогранники равного объёма, со-
ставлял содержание третьей проблемы Гильберта. Этот вопрос был ре-
шён отрицательно его учеником М. Деном. В частности, им было дока-
зано, что правильный тетраэдр и куб одинакового объёма не являют-
ся равносоставленными. Все упомянутые факты доступно изложены в
книге [6], которую рекомендуем заинтересованному читателю.

6. Будем рассуждать от противного. Рассмотрим тетра-
эдр 𝐴𝐵𝐶𝐷 и возьмём на его рёбрах точки 𝐾, 𝐿,𝑀, 𝑃, 𝑄, 𝑇,
как показано на рис. 131, и пусть плоскости 𝐾𝑀𝑃, 𝑀𝐿𝑇
и 𝐿𝐾𝑄 касаются вписанного в тетраэдр шара, а плоскость
𝑃𝑇𝑄 этого шара не касается.

Возможны два случая: первый, когда вписанный шар
пересекает плоскость 𝑃𝑇𝑄, и второй, когда не пересекает.
Проведём через 𝑃𝑄 плоскость, касающуюся вписанного в
тетраэдр шара.

В первом случае проведённая плоскость пересекает от-
резок 𝐷𝑇 в некоторой точке 𝑇1 ̸=𝑇. Рассмотрим выпуклый
восьмигранник 𝐾𝐿𝑀𝑃𝑄𝑇𝑇1. Для удобства окрасим грани
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Рис. 131

𝐾𝑀𝑃, 𝑀𝐿𝑇, 𝐿𝐾𝑄 и 𝑃𝑄𝑇1 в чёр-
ный цвет, а остальные –– в белый
(см. рис. 131). Тем самым грани,
принадлежащие поверхности тетра-
эдра, будут окрашены в белый цвет,
а остальные окрашены в чёрный.
Как нетрудно видеть, ни одна па-
ра чёрных граней не имеет общего
ребра. Что же касается белых гра-
ней, то есть одно исключение: реб-
ро 𝑇𝑇1 является общим для двух бе-
лых граней.

Согласно условию и построению,
все грани нашего восьмигранника
касаются вписанного в тетраэдр шара. Соединим точку ка-
сания каждой грани с вершинами этой грани, получим
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разбиение грани на треугольники, при котором каждому
чёрному треугольнику соответствует равный ему белый
треугольник в смежной грани, имеющий с ним общую сто-
рону (другие соответствующие стороны равны как отрез-
ки касательных, проведённых к сфере из одной точки). У
белых же треугольников одно исключение –– пара равных
белых треугольников при ребре 𝑇𝑇1.

В получившихся чёрных треугольниках рассмотрим
сумму всех углов, что образуются вокруг точек касания,
равную 4 𝛿 2p=8p. Поскольку каждому чёрному треуголь-
нику соответствует равный ему белый треугольник, ана-
логичная сумма для белых треугольников равна 8p+2a:
сумма углов для чёрных треугольников равна 8p, а 2a
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Рис. 132

есть сумма тех двух равных углов
в белых треугольниках, под кото-
рыми из точек касания шара с гра-
нями 𝑇1𝑄𝐿𝑇 и 𝑇1𝑃𝑀𝑇 видно реб-
ро 𝑇𝑇1. С другой стороны, сумма
всех углов белых треугольников,
что образуются вокруг точек каса-
ния, также равна 4 𝛿 2p=8p. Следо-
вательно, a=0, что означает совпа-
дение точек 𝑇 и 𝑇1. Противоречие.

Во втором случае проведённая
через 𝑃𝑄 плоскость, касающаяся
вписанного в тетраэдр шара, пере-
секает отрезки 𝑇𝐿 и 𝑇𝑀 в разных

точках, которые мы обозначим через 𝑅 и 𝑆 соответственно.
Рассмотрим выпуклый восьмигранник 𝐾𝐿𝑀𝑃𝑄𝑅𝑆. Для
удобства окрасим грани 𝐾𝑀𝐿, 𝑃𝑀𝑆, 𝑄𝑅𝐿 и 𝑃𝑄𝐾 (см. рис.
132). Тем самым грани этого восьмигранника, принадле-
жащие поверхности тетраэдра, будут окрашены в чёрный
цвет, а остальные грани –– в белый.

Дальнейшее рассуждение дословно повторяет рассужде-
ние для первого случая с той лишь разницей, что ребро
𝑇𝑇1 заменяется на ребро 𝑆𝑅, а указанная сумма углов в
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получившихся белых треугольниках будет равна 8p+2b,
где b –– угол, под которым из точек касания шара с граня-
ми 𝑀𝑆𝑅𝐿 и 𝑃𝑆𝑅𝑄 видно ребро 𝑆𝑅. Аналогично первому
случаю получаем равенство b =0, означающее совпадение
точек 𝑆 и 𝑅. Это возможно лишь в случае, если проведён-
ная через 𝑃𝑄 плоскость проходит через точку 𝑇, что вновь
влечёт противоречие.

К о м м е н т а р и й. Эта задача имеет интересную связь с задачей,
предложенной в 1978 году учащимся 10 классов на Cаратовской мате-
матической олимпиаде [2, задача 640]: доказать, что если у треуголь-
ной пирамиды отрезать углы так, что получающийся многогранник
имеет 4 треугольные и 4 шестиугольные грани, то в этот многогранник
нельзя вписать шар. Рассмотренная задача является её «предельным
случаем», когда на каждой из сторон тетраэдра отрезанные части гра-
ничат по точке, т. е. указанные шестиугольные грани превращаются в
треугольные. Любопытно, что в случае когда есть хотя бы одна шести-
угольная грань, в получающийся многогранник вписать шар нельзя, а
в случае когда все грани оказываются треугольными, –– можно.

Отметим также, что другое решение задачи можно получить, опи-
раясь на следующее утверждение: если дан выпуклый четырёхгранный
угол с плоскими углами a, b, g, d и шар, касающийся плоскостей уг-
лов b, g и d, то при a+g= b + d шар касается плоскости угла a, при
a+g<b+d пересекает её, а при a+g>b+d не пересекает. Доказатель-
ство этого утверждения аналогично доказательству признака описанно-
го четырёхугольника на плоскости. Заинтересованному читателю пред-
лагаем провести его самостоятельно, а также подумать, как применить
это утверждение к решению данной задачи.

1990 год (LIII олимпиада)
8 класс

1. Поскольку 𝑎1 <𝑎2 <𝑎3, справедливо неравенство 𝑎1 +
+𝑎2+𝑎3<3𝑎3. Аналогичным образом, 𝑎4+𝑎5+𝑎6<3𝑎6, 𝑎7+
+𝑎8 +𝑎9 <3𝑎9. Сложим три полученные неравенства:

𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎8 +𝑎9 < 3↼𝑎3 +𝑎6 +𝑎9↽.

В силу того, что 𝑎3 +𝑎6 +𝑎9 >0, получаем
𝑎1 +𝑎2 + ...+𝑎8 +𝑎9

𝑎3 +𝑎6 +𝑎9
< 3,

что и требовалось доказать.
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2. Если 𝑚, 𝑛 –– натуральные числа, то

𝑚↼𝑛+9↽↼𝑚+2𝑛2 +3↽ > 1,

поэтому это число имеет не менее одного простого дели-
теля. Покажем, что число 𝑚↼𝑛+9↽↼𝑚+2𝑛2 +3↽ не может
иметь ровно одного простого делителя ни при каких нату-
ральных числах 𝑚 и 𝑛.

В самом деле, поскольку число 2𝑛2 +3 нечётно, множи-
тели 𝑚 и 𝑚+2𝑛2 +3 имеют разную чётность, поэтому при
𝑚>1 их произведение имеет не менее двух различных про-
стых делителей, один из которых равен 2. Если же 𝑚=1,
то

𝑚↼𝑛+9↽↼𝑚+2𝑛2 +3↽ = ↼𝑛+9↽↼2𝑛2 +4↽ = 2↼𝑛+9↽↼𝑛2 +2↽.

Оба числа 𝑛+9 и 𝑛2 +2 больше 1 и одно из них нечётно,
поэтому произведение 2↼𝑛+9↽↼𝑛2 +2↽ имеет не менее двух
различных простых делителей.

Теперь покажем, что найдётся число указанного ви-
да, имеющее ровно два различных простых делителя: на-
пример, при 𝑚=5 и 𝑛=1 простыми делителями числа
𝑚↼𝑛+9↽↼𝑚+2𝑛2 +3↽=5 𝛿 10 𝛿 10=53 𝛿 22 являются только
числа 2 и 5.

К о м м е н т а р и й. Приведённая пара чисел 𝑚 и 𝑛, для которой по-
лучается число, имеющее ровно два различных простых делителя, не
единственна: при 𝑚=20 и 𝑛=1 получаем число 𝑚↼𝑛+9↽↼𝑚+2𝑛2 +3↽=
=20 𝛿 10 𝛿 25=54 𝛿 23, простыми делителями которого тоже являются
только числа 2 и 5. Интересующемуся читателю предлагаем подумать
над вопросом о существовании других таких пар чисел.

3. Заметим, что хотя бы один из классов представлен
не более чем двумя участниками, так как в противном слу-
чае общее количество участников было бы не менее, чем
3 𝛿 4=12 человек, что противоречило бы условию. Следо-
вательно, найдутся такие пятеро сидящих подряд школь-
ников, среди которых не будет учащихся именно этого
класса. В самом деле, если на отборочном туре присут-
ствует всего один участник из этого класса, то можно
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выбрать любых пятерых школьников, среди которых нет
этого участника. Если же класс представлен ровно двумя
участниками, то они разбивают оставшихся 9 сидящих по
кругу человек на две группы, количество человек в одной
из которых должно быть не менее 5. Тем самым, расса-
дить за круглым столом всех участников так, чтобы среди
любых 5 сидящих подряд школьников нашлись предста-
вители всех четырёх классов, нельзя.

4. Обозначим точку пересечения диагоналей 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷
через 𝑂 (см. рис. 133). Поскольку ∠𝑂𝐴𝐸=∠𝑂𝐵𝐸 как углы,
опирающиеся на хорду 𝑂𝐸, получаем ∠𝐶𝐴𝐸=∠𝐷𝐵𝐶. В то
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Рис. 133

же время ∠𝐷𝐵𝐶=∠𝐷𝐴𝐶 как углы, опирающиеся на хор-
ду 𝐷𝐶, а значит, ∠𝐷𝐴𝐶=∠𝐶𝐴𝐸. Из равенства хорд 𝐴𝐵 и
𝐴𝐷 следует равенство вписанных углов 𝐴𝐶𝐵 и 𝐴𝐶𝐷, опи-
рающихся на эти хорды. Таким образом, △𝐴𝐶𝐷=△𝐴𝐶𝐸
по общей стороне 𝐴𝐶 и прилежащим к ней углам, отку-
да следует равенство сторон 𝐶𝐷 и 𝐶𝐸, что и требовалось
доказать.

5. Первый способ. Представим результаты 𝑛 включе-
ний табло в виде таблицы из 𝑛 строк, соответствующих
каждому включению, и 64 столбцов, соответствующих
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каждой кнопке, следующим образом: «+» означает, что
данная кнопка в данном включении была нажата, а «−» ––
не нажата. Для того чтобы по зажиганиям каждой лампоч-
ки можно было распознать кнопку, которая ей управляет,
необходимо и достаточно, чтобы все столбцы были раз-
личны. В самом деле, пусть, к примеру, в первом столбце
ячейки с номерами 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑘 заполнены знаком «+»,
а оставшиеся –– знаком «−» (номера ячеек отсчитываем
сверху вниз). Это означает, что лампочка, которая управ-
ляется первой кнопкой, горела только при включениях
с номерами 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑘. Поскольку все столбцы различ-
ны, лампочки, управляемые другими кнопками, будут
или гаснуть хотя бы при одном из включений с номера-
ми 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑘, или, наоборот, зажигаться при каких-
то включениях с оставшимися номерами. Следовательно,
проследив во время включений за единственной лампоч-
кой, которая горела только при включениях с номерами
𝑛1,𝑛2, ...,𝑛𝑘, мы установим, что эта лампочка управляется
кнопкой, соответствующей первому столбцу.

С другой стороны, если бы первый столбец совпадал
с некоторым другим, скажем, вторым, то мы не смогли
бы распознать лампочки, управляемые кнопками, соот-
ветствующими первому и второму столбцам, так как на-
шлись бы две лампочки, которые при всех 𝑛 включениях
ведут себя одинаково.

Поскольку каждый столбец состоит из 𝑛 ячеек, запол-
ненных либо знаком «+», либо знаком «−», т. е. имеет-
ся ровно два варианта заполнения каждой ячейки, все-
го существует ровно 2𝑛 различных вариантов заполнения
столбца. Следовательно, обеспечить различие всех столб-
цов в нашей таблице возможно в точности тогда, когда
2𝑛>64. Наименьшее значение 𝑛, удовлетворяющее этому
условию, равно 6.

Для того чтобы получить искомые 6 включений, доста-
точно составить какую-либо заполненную знаками «+» и
«−» таблицу из 6 строк и 64 столбцов, все столбцы кото-
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рой различны, а затем при 𝑘-м включении (𝑘=1, 2, ..., 6)
нажимать кнопку с номером 𝑚 (𝑚=1, 2, ..., 64) тогда и
только тогда, когда в этой таблице в ячейке на пересече-
нии 𝑘-й строки и 𝑚-го столбца стоит знак «+».
Второй способ. Проведём серию из 𝑛 включений табло,

каждый раз приписывая загоревшимся лампочкам значе-
ние 1, а незагоревшимся –– 0. Таким образом, за 𝑛 вклю-
чений табло каждой лампочке будет приписан 𝑛-значный
номер, состоящий из цифр «0» и «1».

Заметим, что выяснить, какая лампочка какой кноп-
кой управляется, можно только тогда, когда все получив-
шиеся номера окажутся различными. В самом деле, если в
результате включений полученные номера каких-то двух
лампочек совпали, то всякий раз обе лампочки загорались
или не загорались одновременно, поэтому точно устано-
вить соответствующие этим лампочкам кнопки невозмож-
но. Поскольку количество различных 𝑛-значных номеров,
состоящих из цифр «0» и «1», равно 2𝑛, для обеспечения
различия 64 номеров, соответствующих лампочкам, необ-
ходимо, чтобы выполнялось неравенство 2𝑛>64, откуда
𝑛>6.

Теперь предъявим алгоритм, посредством которого точ-
ное соответствие между лампочками и кнопками устанав-
ливается ровно за 6 включений. Пронумеруем все кнопки
числами от 0 до 63, представим номера в двоичной систе-
ме счисления и дополним их при необходимости нулями
в старших разрядах до набора длины 6. Получим наборы
от «000000», соответствующего 0-й кнопке, до «111111»,
соответствующего 63-й кнопке.

Далее, будем сопоставлять каждой лампочке набор из
цифр «0» и «1» по следующему алгоритму: при первом
включении нажимаем только те кнопки, в наборах кото-
рых первая цифра слева равна 1, а затем присваиваем
на первой позиции слева загоревшимся лампочкам «1», а
незагоревшимся –– «0». На втором шаге нажимаем только
те кнопки, в наборах которых вторая цифра слева равна 1,
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а затем присваиваем на второй позиции слева загоревшим-
ся лампочкам «1», а незагоревшимся –– «0» и т. д. После
проведения 6 шагов предложенного алгоритма, каждой
лампочке будет присвоен 6-значный номер, состоящий из
цифр «0» и «1». Поскольку номера, присвоенные кноп-
кам, различны, все 64 присвоенных лампочкам 6-значных
номера будут также различаться, т. е. разным лампочкам
будут присвоены разные наборы. Действительно, совпаде-
ние наборов каких-либо двух лампочек означает, что при
каждом включении лампочки загорались или не загора-
лись одновременно, т. е. соответствующие этим лампоч-
кам кнопки при каждом из 6 включений одновременно
нажимались или не нажимались, чего произойти не мог-
ло, так как все номера кнопок различны, а значит, обя-
зательно в какое-то из включений одна из кнопок была
нажата, а другая –– нет.

Остаётся заметить, что каждая лампочка управляется
именно той кнопкой, номер которой совпадает с номером
этой лампочки: совпадение наборов означает, что лампоч-
ка включалась тогда и только тогда, когда была нажата
соответствующая кнопка.

Итак, выяснить, какая лампочка какой кнопкой управ-
ляется, можно за 6 включений.

К о м м е н т а р и й. Конечно же, оба предложенных решения не-
трудно перенести на случай произвольного исходного количества кно-
пок и лампочек. Более того, заложенные в этих решениях математиче-
ские идеи простираются гораздо дальше самой задачи: от несложных
вопросов, связанных с двоичной системой счисления, до трудных при-
кладных проблем теории кодирования. Некоторые из таких идей пред-
восхитил живший в XIX веке французский математик Эдуард Люка.

В своём четырёхтомнике [35, том 1, с. 154–156] он предложил за-
дачу, представляющую собой, на самом деле, арифметический фокус,
который сам Люка называл «волшебным веером». Для выполнения фо-
куса исполнитель заранее заготавливает пять полосок бумаги, на кото-
рых написаны числа от 1 до 31 (на каждой полоске по 16 чисел, на
разных полосках написаны разные наборы чисел). Зрителю предлага-
ется задумать число от 1 до 31. Фокусник предлагает ему сказать, в
каких полосках он видит задуманное число, а в каких –– нет. После
этого фокусник мгновенно называет это число.
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Cуть фокуса –– в наборах чисел, написанных на полосках (они и
составляют «волшебный веер»): на первой полоске написаны числа
1, 3, ..., 31 (все нечётные числа). На второй полоске –– числа 2, 3, 6,
7, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31 (можно заметить, что
каждая следующая четвёрка чисел получается из предыдущей прибав-
лением 8 к каждому числу четвёрки). На третьей полоске –– числа 4, 5,
6, 7, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 28, 29, 30, 31, на четвёртой полос-
ке –– числа 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, и на
последней –– все числа от 16 до 31.

Услышав ответы, фокусник мысленно составляет набор из пяти чи-
сел (𝑎5, 𝑎4, 𝑎3, 𝑎2, 𝑎1) следующим образом: 𝑎𝑖=1, если задуманное число
записано на 𝑖-й полоске, и 𝑎𝑖=0 в противном случае. После этого он на-
ходит десятичное число с двоичной записью 𝑎5𝑎4𝑎3𝑎2𝑎1.

Разгадка этого поразительного на первый взгляд фокуса очень про-
ста: на 𝑖-й полоске записаны все числа, в двоичных записях которых
на 𝑖-й позиции (считая справа налево) стоит единица. Поэтому какое
бы число ни загадывал зритель, двоичный набор ↼𝑎5, 𝑎4, 𝑎3, 𝑎2, 𝑎1↽, воз-
никающий в уме у фокусника, является в точности двоичной записью
задуманного числа. Внимательный читатель, разумеется, заметит, на-
сколько похоже второе решение задачи про кнопки и лампочки на рас-
суждение из задачи Люка.

9 класс
1. Предположим, что в компании найдутся 2 мальчи-

ка, не являющиеся братьями. Тогда по условию у каж-
дого из них имеется не менее 3 братьев среди остальных.
Разумеется, никакие братья этих 2 мальчиков не могут
совпадать, иначе бы и сами мальчики были братьями, а
значит, в компании помимо 2 мальчиков имеется не ме-
нее 6 человек, т. е. всего не менее 8 человек, что проти-
воречит условию. Тем самым наше предположение не яв-
ляется верным, поэтому любые 2 мальчика в компании ––
братья, что и требовалось доказать.

К о м м е н т а р и й. Задача легко обобщается на случай компании
из произвольного количества 𝑛 мальчиков, каждый из которых имеет
среди остальных не менее ♭𝑛▷2♯ братьев.

2. Рассмотрим произвольные 53 различных натураль-
ных числа, из которых нельзя выбрать два числа, состав-
ляющих в сумме 53. Заметим, что существует ровно 26 пар
натуральных чисел, дающих в сумме 53: ↼1, 52↽, ↼2, 51↽,
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..., ↼26, 27↽. Каждая из этих пар должна содержать не бо-
лее одного из 53 рассматриваемых чисел, а значит, упоря-
дочив наши числа по возрастанию, можно заметить, что
сумма первых 26 чисел не меньше чем 1+ ...+26, а 27-е
по величине число не меньше чем 53. Тогда сумма послед-
них 27 чисел не меньше чем 53+ ...+79. Таким образом,
сумма всех 53 рассматриваемых чисел не меньше чем

↼1+ ...+26↽+↼53+ ...+79↽ =
1+26

2
𝛿 26+

53+79
2
𝛿 27 = 2133.

Это означает, что сумма любых 53 чисел, из которых нель-
зя выбрать два, в сумме дающих 53, будет больше или рав-
на 2133. Отсюда немедленно следует утверждение задачи.

К о м м е н т а р и й. Выбор чисел обусловлен тем, что в 1990 г. со-
стоялась 53-я Московская математическая олимпиада.

3. Пусть некоторая точка 𝐴 находится внутри круга ра-
диуса 𝑟>0 на расстоянии 𝑑>0 от её центра 𝑂. Тогда любая
хорда 𝐵𝐶 этой окружности, проходящая через точку 𝐴, де-
лится ей на такие отрезки 𝐵𝐴 и 𝐴𝐶, что 𝐵𝐴 𝛿 𝐴𝐶= 𝑟2 −𝑑2.
Действительно, если провести диаметр этой окружности
через точку 𝐴, то он разделится этой точкой на отрезки с
длинами 𝑟 +𝑑 и 𝑟 −𝑑, произведение которых равно 𝑟2 −𝑑2.
С другой стороны, произведение этих отрезков равно про-
изведению отрезков 𝐵𝐴 и 𝐴𝐶 по теореме об отрезках пере-
секающихся хорд.

Если 𝐴 –– отмеченная точка из условия задачи, 𝑂 ––
центр данного круга радиуса 1, а 𝐵𝐶 –– произвольная хор-
да этого круга, проходящая через точку 𝐴, то, согласно
доказанному соотношению, имеем 𝐵𝐴 𝛿 𝐴𝐶=1−𝑂𝐴2. С дру-
гой стороны, отрезок 𝐵𝐶 является хордой двух проводи-
мых окружностей радиуса 2. Пусть 𝑂′ –– центр одной из
них (см. рис. 134). Тогда, снова применяя доказанное соот-
ношение, получаем 𝐵𝐴 𝛿 𝐴𝐶=4−𝑂′𝐴2, а значит, 1−𝑂𝐴2 =
=4−𝑂′𝐴2, поэтому 𝑂′𝐴=

√
3+𝑂𝐴2. Следовательно, цен-

тры всех проводимых окружностей радиуса 2 лежат на
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3+OA2

Рис. 134

окружности с центром в точке 𝐴 и радиусом
√

3+𝑂𝐴2. Та-
ким образом, все проводимые окружности касаются внут-
ренним образом окружности с центром в точке 𝐴 и радиу-
сом 2+

√
3+𝑂𝐴2.

К о м м е н т а р и й. Для произвольной точки 𝐴, находящейся на
расстоянии 𝑑>0 от центра окружности с радиусом 𝑟 >0 величина
𝑑2 − 𝑟2 называется степенью точки 𝐴 относительно этой окружности.
Использование понятия степени точки позволяет упростить решение
этой задачи. Примеры других задач, при решении которых удобно ис-
пользовать это понятие, можно найти в книге [46, гл. 3, § 10].

4. Произвольным образом разобьём монеты на четыре
группы 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 по две монеты в каждой и произведём
три взвешивания

𝐴+𝐵∨𝐶+𝐷,

𝐴+𝐶∨𝐵+𝐷,

𝐴+𝐷∨𝐵+𝐶,

результаты которых запишем знаками «<», «>» или «=»
вместо знаков «∨».
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Заметим, что равенство возможно лишь в случае сов-
падения весов двух фальшивых и двух настоящих монет,
поэтому если в результате взвешиваний мы получим хотя
бы одно равенство, то задача будет решена.

Если в результате взвешиваний не окажется ни одно-
го равенства, то отбросим два одинаковых из трёх полу-
ченных знаков. Оставшийся знак укажет, что произойдёт,
если положить фальшивые монеты слева, а настоящие ––
справа.

Действительно, если фальшивые монеты находятся в
одной группе, то они нечётное число раз окажутся слева
(три раза, если это группа 𝐴, и по одному разу во всех
остальных группах) и чётное число раз справа (ни одного
раза, если это группа 𝐴, и по два раза во всех остальных
группах). В таком случае знак, указывающий на то, что
произойдёт, если положить фальшивые монеты слева, а
настоящие справа, будет записан три раза, если монеты
оказались в группе 𝐴, и ровно один раз из трёх во всех
оставшихся случаях. Итак, отбрасывание двух одинако-
вых знаков приведёт к требуемому результату.

Перейдём к случаю, когда фальшивые монеты находят-
ся в разных группах. Пусть тяжёлая монета находится в
группе 𝐴, а лёгкая –– в группе 𝐵. Тогда в результате пер-
вого взвешивания обе фальшивые монеты окажутся слева,
а в результате оставшихся взвешиваний дважды получит-
ся знак «>»:

𝐴+𝐶 > 𝐵+𝐷,

𝐴+𝐷 > 𝐵+𝐶.

Тем самым в этом случае после отбрасывания двух оди-
наковых знаков «>», мы получим знак первого взвешива-
ния, когда фальшивые монеты окажутся слева, а настоя-
щие –– справа. Аналогичное рассуждение можно провести
в случаях, когда тяжёлая монета находится в группе 𝐴, а
лёгкая –– в группах 𝐶 или 𝐷.

Если же лёгкая монета окажется в группе 𝐴, а тяжё-
лая –– в группах 𝐵, 𝐶 или 𝐷, то опять же однажды обе
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фальшивые монеты окажутся слева, а дважды получится
знак «<», поэтому отбрасывание двух одинаковых знаков
вновь укажет нам знак, получаемый в ситуации, если по-
ложить фальшивые монеты слева, а настоящие –– справа.

Наконец, если обе фальшивые монеты находятся в ка-
ких-то двух из групп 𝐵, 𝐶 или 𝐷, то дважды они окажут-
ся по разные стороны, дав по одному разу оба знака «<»
и «>», а однажды окажутся справа. Однако соответству-
ющий знак будет отброшен как парный и останется проти-
воположный, т. е. знак, получаемый в ситуации, если по-
ложить фальшивые монеты слева, а настоящие –– справа.

Таким образом, в результате трёх указанных взвешива-
ний мы всегда сможем установить, что тяжелее: две фаль-
шивые монеты или две настоящие, или же они весят оди-
наково.

К о м м е н т а р и й. Отметим, что при решении данной задачи мы
использовали пассивный алгоритм взвешивания, т. е. такой алгоритм,
при котором все взвешивания продумываются заранее, ещё до начала
процесса взвешивания. Существует и другой алгоритм, используемый
при решении задач на взвешивания, называемый адаптивным или
условным. Суть этого алгоритма в том, что каждое следующее взвеши-
вание продумывается с учётом результатов предыдущего. В нашей зада-
че не было необходимости прибегать к такому алгоритму, но существу-
ют задачи на взвешивания, решение которых можно получить только
с его использованием. Зачастую в условиях задач на взвешивания об-
говаривается, допустимо ли применение того или иного метода. Пред-
лагаем интересующемуся читателю попробовать решить поставленную
задачу с применением адаптивного алгоритма взвешивания.

5. Исходную дробь 𝑝▷𝑞 мы будем считать несократимой,
так как в противном случае дробь можно сократить, ни-
как не изменяя при этом периода дроби и его длины 𝑛.

Докажем, что число 𝑛 является длиной периода несо-
кратимой дроби 𝑝▷𝑞 тогда и только тогда, когда 𝑛 есть наи-
меньшее натуральное число, удовлетворяющее при неко-
тором целом неотрицательном 𝑘 условию 10𝑘+𝑛−10𝑘 ..

. 𝑞.
Можно считать, что 𝑝< 𝑞 (если 𝑝= 𝑞, то дробь несокра-

тима лишь при 𝑝= 𝑞=1, а случай 𝑝> 𝑞 сводится к случаю
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𝑝< 𝑞 выделением целой части дроби 𝑝▷𝑞, что не влияет на
период всей дроби). Тогда десятичная запись периодиче-
ской дроби 𝑝▷𝑞 с периодом длины 𝑛 имеет вид

𝑝
𝑞
= 0,𝑎1𝑎2...𝑎𝑘↼𝑎𝑘+1...𝑎𝑘+𝑛↽,

где ↼𝑎𝑘+1...𝑎𝑘+𝑛↽ –– период дроби (при 𝑘=0 дробь имеет вид
0,↼𝑎1𝑎2...𝑎𝑛↽). Тогда число

10𝑘+𝑛 𝛿
𝑝
𝑞
−10𝑘 𝛿

𝑝
𝑞
= 𝑎1𝑎2...𝑎𝑘𝑎𝑘+1...𝑎𝑘+𝑛,↼𝑎𝑘+1...𝑎𝑘+𝑛↽−

−𝑎1𝑎2...𝑎𝑘,↼𝑎𝑘+1...𝑎𝑘+𝑛↽

является целым, поэтому ↼10𝑘+𝑛−10𝑘↽ 𝛿 𝑝 ..
. 𝑞. Поскольку

дробь 𝑝▷𝑞 несократима, т. е. числа 𝑝 и 𝑞 взаимно просты,
имеем 10𝑘+𝑛−10𝑘 ..

. 𝑞.
Обратно, пусть 𝑛 –– наименьшее натуральное число, удо-

влетворяющее условию 10𝑘+𝑛−10𝑘 ..
. 𝑞 для некоторого цело-

го неотрицательного 𝑘. Тем самым число ↼10𝑘+𝑛−10𝑘↽ 𝛿 𝑝▷𝑞
является целым. Пусть 𝑝▷𝑞=0,𝑎1𝑎2... Число

10𝑘+𝑛 𝛿
𝑝
𝑞
−10𝑘 𝛿

𝑝
𝑞
= 𝑎1𝑎2...𝑎𝑘𝑎𝑘+1...𝑎𝑘+𝑛,𝑎𝑘+𝑛+1...−

−𝑎1𝑎2...𝑎𝑘,𝑎𝑘+1...

является целым тогда и только тогда, когда

0,𝑎𝑘+𝑛+1... = 0,𝑎𝑘+1....

Поскольку 𝑛 –– наименьшее натуральное число, для кото-
рого выполнено это равенство, получаем, что ↼𝑎𝑘+1...𝑎𝑘+𝑛↽
есть в точности период дроби 𝑝▷𝑞 длины 𝑛.

Теперь рассмотрим дробь
1

10𝑛−1
=0,0...01⏟  ⏞  

𝑛

0...01⏟  ⏞  
𝑛

... Квад-

рат этой дроби
1

↼10𝑛−1↽2
имеет период длины 𝑛↼10𝑛−1↽.

Действительно, как показано выше, длина периода этой
дроби 𝑡 есть наименьшее натуральное число, удовлетворя-
ющее при некотором натуральном 𝑠 соотношению

10𝑠+𝑡−10𝑠 = 10𝑠 𝛿 ↼10𝑡−1↽ ..
. ↼10𝑛−1↽2.
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Числа 10𝑠 и ↼10𝑛−1↽2 взаимно просты, поэтому указанное
соотношение приводится к виду

10𝑡−1 ..
. ↼10𝑛−1↽2.

Покажем, что 10𝑡−1 ..
. ↼10𝑛−1↽2 тогда и только тогда, когда

𝑡 ..
. 𝑛↼10𝑛−1↽. Поделим 𝑡 на 𝑛 с остатком: 𝑡=𝑚𝑛+𝑟, 06𝑟<𝑛.

Тогда

10𝑡−1 = 10𝑚𝑛+𝑟 −1 = 10𝑚𝑛↼10𝑟 −1↽+ ↼10𝑚𝑛−1↽ =

= 10𝑚𝑛↼10𝑟 −1↽+ ↼10𝑛−1↽↼1+10𝑛+ ...+10↼𝑚−1↽𝑛↽.

Поскольку 𝑟 <𝑛, первое слагаемое в этом выражении де-
лится на ↼10𝑛−1↽2 тогда и только тогда, когда 𝑟 =0, т. е.
𝑡=𝑚𝑛. Второе же слагаемое кратно ↼10𝑛−1↽2 тогда и толь-
ко тогда, когда

1+10𝑛+ ...+10↼𝑚−1↽𝑛

..
. ↼10𝑛−1↽,

что равносильно условию 𝑚 ..
. ↼10𝑛−1↽ (последнее следует

из того, что каждое из чисел 1, 10𝑛, 102𝑛, ..., 10↼𝑚−1↽𝑛 даёт
остаток 1 при делении на 10𝑛−1, а всего таких чисел 𝑚).
Таким образом, 𝑡=𝑚𝑛 и 𝑚 ..

. ↼10𝑛−1↽, тем самым 𝑡 есть ми-
нимальное натуральное число, удовлетворяющее условию
𝑡 ..

. 𝑛↼10𝑛−1↽, откуда 𝑡=𝑛↼10𝑛−1↽.
Квадрат любой другой дроби с периодом длины 𝑛 имеет

период, длина которого не превосходит 𝑛↼10𝑛−1↽, так как
если 10𝑘+𝑛−10𝑘=10𝑘↼10𝑛−1↽ ..

. 𝑞, то

102𝑘↼10𝑛↼10𝑛−1↽−1↽ ..
. 102𝑘↼10𝑛−1↽2 ..
. 𝑞2.

К о м м е н т а р и й. Исследованию периодов десятичных дробей по-
священы многие, зачастую весьма непростые вопросы алгебры и ариф-
метики. Предложенная задача является лишь частным случаем следу-
ющей теоремы: если две дроби имеют периоды длин 𝑡1 и 𝑡2, то произве-
дение этих дробей имеет период длины 𝑡6НОК↼𝑡1, 𝑡2↽

(︀
10НОД↼𝑡1,𝑡2↽−1

)︀
,

причём неравенство является точным и достигается, например, для

дробей
1

10𝑡1 − 1
и

1

10𝑡2 − 1
. Интересующегося читателя отсылаем за дета-

лями к книге [25, гл. 6, задача 6.70] и теореме 3 статьи [19], написан-
ной автором рассмотренной задачи.
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10 класс
1. Разобьём квадрат со стороной 1 на прямоугольни-

ки так, как показано на рис. 135. Пусть 𝐵𝐾=𝑥. Тогда

A DM

B CK

N L

1

x 1−x

1−x

x(1−x)

1−x(1−x)

Рис. 135

𝐾𝐶=𝑀𝐷=1−𝑥. Для того что-
бы прямоугольники были подоб-
ны, необходимо и достаточно, что-
бы отношения больших сторон к
меньшим в этих прямоугольни-
ках совпадали.

Поэтому для подобия прямо-
угольников 𝐾𝐶𝐿𝑁 и 𝐴𝐵𝐾𝑀 доста-
точно, чтобы сторона 𝐶𝐿 равня-
лась 𝑥↼1−𝑥↽. Заметим, что тогда
𝐶𝐿<𝐾𝐶, так как 𝑥<1. Поскольку

𝐶𝐷=1, получаем 𝐿𝐷=1−𝑥↼1−𝑥↽. Исходя из того, что 1−
−𝑥↼1−𝑥↽>1−𝑥, можем заключить, что 𝐿𝐷>𝑀𝐷. Далее,
запишем равенство отношений больших сторон к мень-
шим в прямоугольниках 𝑀𝑁𝐿𝐷 и 𝐴𝐵𝐾𝑀, необходимое и
достаточное для их подобия:

1−𝑥↼1−𝑥↽
1−𝑥 =

1
𝑥

.

Это равенство задаёт уравнение на 𝑥, равносильное урав-
нению

1−𝑥 = 𝑥↼1−𝑥↼1−𝑥↽↽,

которое имеет по крайней мере одно решение 𝑥0 ∈ ↼0; 1↽,
так как при 𝑥=0 левая часть равенства больше правой
(1>0), а при 𝑥=1 –– наоборот (0<1). При этом значении 𝑥0

мы получим искомое разрезание квадрата. Действительно,
подобие прямоугольников 𝐴𝐵𝐾𝑀, 𝐾𝐶𝐿𝑁 и𝑀𝑁𝐿𝐷 следует
из самого построения и определения величины 𝑥0. Кроме
того, эти прямоугольники различны, так как их меньшие
стороны попарно не равны друг другу.

К о м м е н т а р и й. Уравнение, к которому мы пришли при реше-
нии этой задачи, является кубическим и обладает единственным дей-
ствительным корнем. При желании можно найти этот корень, исполь-
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зуя формулу Кардано, хотя его вид и «оставляет желать лучшего»:

𝑥0 =
1

3

(︂
1+

3

√︂
11+ 3

√
69

2
−5 3

√︂
2

11+ 3
√

69

)︂
.

Отметим, что при решении этой задачи мы могли рассмотреть слу-
чай другого подобия прямоугольников 𝐾𝐶𝐿𝑁 и 𝐴𝐵𝐾𝑀, а именно слу-
чай, когда прямоугольники 𝐾𝐶𝐿𝑁 и 𝐴𝐵𝐾𝑀 подобны, но 𝐶𝐿>𝐾𝐶.

A DM

B CK

N L
1

x 1−x

1−x

1−x
x

1− 1−x
x

Рис. 136

Получающиеся при таком подобии длины
сторон указаны на рис. 136.

Если 𝐿𝐷<𝑀𝐷, то необходимое для по-
добия соотношение

1−
1− 𝑥
𝑥

1− 𝑥
= 𝑥

приводится к такому же, как и в вышепри-
ведённом решении, уравнению

1−𝑥 = 𝑥↼1−𝑥↼1−𝑥↽↽,

а значит, определяет аналогичные (с точно-
стью до перестановки) прямоугольники.

Если же 𝐿𝐷>𝑀𝐷, то соотношение подобия принимает вид

1−
1− 𝑥
𝑥

1− 𝑥
=

1

𝑥
,

откуда сразу находится 𝑥=2▷3. Для этого значения 𝑥 получаем 𝐿𝐷=
=𝐶𝐿=1▷2, а значит, прямоугольники 𝐾𝐶𝐿𝑁 и 𝑀𝑁𝐿𝐷 хотя и будут
подобны, но окажутся равными, что не соответствует требованиям за-
дачи.

На самом деле, можно показать, что существует лишь один (с точно-
стью до перестановки прямоугольников) способ разрезания единичного
квадрата на три подобных и попарно различных прямоугольника, сов-
падающий со способом, указанном в приведённом решении.

2. Сначала заметим, что одно из чисел 𝑝, 𝑞 равно 2, а
другое –– нечётно. В самом деле, если числа 𝑝 и 𝑞 нечёт-
ные, то нечётны и числа 𝑝𝑞, 𝑞𝑝, а значит, число 𝑟 чётно.
Простое число является чётным только в том случае, ко-
гда оно равно 2. Но числа 𝑝 и 𝑞 –– простые, а значит, 𝑝>1,
𝑞>1 и, как следствие, 𝑟 ̸=2. Это означает, что хотя бы одно
из чисел 𝑝, 𝑞 является чётным и, учитывая его простоту,
равно 2. Таким образом, исходное уравнение приводится
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к виду
𝑠2 +2𝑠 = 𝑟,

где 𝑠 есть одно из чисел 𝑝, 𝑞 и 𝑠 нечётно.
Покажем, что число 𝑠 равно 3. Предположим против-

ное. Остаток от деления на 3 правой части уравнения не
равен 0, так как 𝑟 –– простое число, большее трёх. По-
скольку число 𝑠 нечётно, остаток от деления числа 2𝑠 на 3
равен 2, а остаток числа 𝑠2 равен 1, следовательно, оста-
ток от деления на 3 всей левой части уравнения равен 0
и не равен остатку правой части, противоречие. Тем са-
мым, 𝑠=3. Подставляя это значение в уравнение, полу-
чаем 𝑟 =17, что в результате даёт две тройки решений:
↼𝑝; 𝑞; 𝑟↽= ↼2; 3; 17↽ и ↼𝑝; 𝑞; 𝑟↽= ↼3; 2; 17↽.

3. Определим функцию 𝑠↼𝑥↽ следующим образом:

𝑠↼𝑥↽ =

{︃
1, если 𝑥 > 0;

−1, если 𝑥 < 0.

Покажем, что для числа 𝑥=−p

2
+ 𝑠↼𝑎↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

9
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

27
выполнены неравенства

𝑠↼𝑎↽ 𝛿 cos 𝑥 >
1
2
, 𝑠↼𝑏↽ 𝛿 cos 3𝑥 >

1
2
, 𝑠↼𝑐↽ 𝛿 cos 9𝑥 >

1
2
.

Проверим первое неравенство. Имеем

cos 𝑥 = cos
(︁
−p

2
+ 𝑠↼𝑎↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

9
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

27

)︁
=

= sin
(︁
𝑠↼𝑎↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

9
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

27

)︁
.

В зависимости от 𝑎, 𝑏 и 𝑐 выражение 𝑠↼𝑎↽ 𝛿
p

3
+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

9
+

+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿
p

27
может принимать одно из 8 различных значе-

ний: ±5p
27

, ±7p
27

, ±11p
27

, ±13p
27

, причём знак этого значения
совпадает со знаком 𝑠↼𝑎↽. Следовательно,

cos 𝑥 = sin
(︁
𝑠↼𝑎↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

9
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

27

)︁
= 𝑠↼𝑎↽ 𝛿 sin a,
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где a –– одно из чисел
5p
27

,
7p
27

,
11p
27

,
13p
27

. Поскольку
p

2
>

13p
27

>

>
11p
27

>
7p
27

>
5p
27

>
p

6
, получаем sin a>

1
2
, а значит,

𝑠↼𝑎↽ 𝛿 cos 𝑥 = ↼𝑠↼𝑎↽↽2 𝛿 sin a = sin a >
1
2
,

откуда следует первое неравенство.
Перейдём к проверке второго неравенства. Имеем

cos 3𝑥 = cos
(︁
−3p

2
+ 𝑠↼𝑎↽ 𝛿 p+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

9

)︁
=

= −sin
(︁
𝑠↼𝑎↽ 𝛿 p+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

9

)︁
= sin

(︁
𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

9

)︁
.

В зависимости от 𝑏 и 𝑐 выражение 𝑠↼𝑏↽ 𝛿
p

3
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

9
может

принимать одно из 4 различных значений: ±2p
9

, ±4p
9

, при-
чём знак этого значения совпадает со знаком 𝑠↼𝑏↽. Таким
образом,

cos 3𝑥 = sin
(︁
𝑠↼𝑏↽ 𝛿

p

3
+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

9

)︁
= 𝑠↼𝑏↽ 𝛿 sin b,

где b –– одно из чисел
2p
9

,
4p
9

. Поскольку
p

2
>

4p
9
>

2p
9
>

p

6
, по-

лучаем sin b >
1
2
, поэтому

𝑠↼𝑏↽ 𝛿 cos 3𝑥 = ↼𝑠↼𝑏↽↽2 𝛿 sin b = sin b >
1
2
.

Наконец, проверим третье неравенство. В этом случае

cos 9𝑥 = cos
(︁
−9p

2
+ 𝑠↼𝑎↽ 𝛿 3p+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿 p+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

3

)︁
=

= sin
(︁
𝑠↼𝑎↽ 𝛿 3p+ 𝑠↼𝑏↽ 𝛿 p+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

3

)︁
= − sin

(︁
𝑠↼𝑏↽ 𝛿 p+ 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

3

)︁
=

= sin
(︁
𝑠↼𝑐↽ 𝛿

p

3

)︁
= 𝑠↼𝑐↽ 𝛿

√
3

2
,

поэтому

𝑠↼𝑐↽ 𝛿 cos 9𝑥 = ↼𝑠↼𝑐↽↽2 𝛿
√

3
2

=

√
3

2
>

1
2
,

т. е. доказано и третье неравенство.
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Покажем, что для указанного значения 𝑥 из трёх полу-
ченных неравенств следуют неравенства

𝑎 cos 𝑥 >
|𝑎|
2

, 𝑏 cos 3𝑥 >
|𝑏|
2

, 𝑐 cos 9𝑥 >
|𝑐|
2

,

каждое из которых обращается в равенство тогда и только
тогда, когда 𝑎, 𝑏 и 𝑐 соответственно равны нулю.

Действительно, рассмотрим неравенство 𝑠↼𝑎↽ 𝛿 cos 𝑥>
>1▷2. Если 𝑎>0, то 𝑠↼𝑎↽=1, поэтому, умножая обе части
неравенства cos 𝑥>1▷2 на 𝑎, получаем 𝑎 cos 𝑥>𝑎▷2, т. е.
𝑎 cos 𝑥> |𝑎|▷2. Если же 𝑎<0, то 𝑠↼𝑎↽=−1, поэтому нера-
венство принимает вид −cos 𝑥>1▷2 и после умножения
на −𝑎 получаем 𝑎 cos 𝑥>−𝑎▷2, т. е. снова 𝑎 cos 𝑥> |𝑎|▷2.
При 𝑎=0 неравенство 𝑎 cos 𝑥> |𝑎|▷2 обратится в равенство.
Рассуждения для остальных двух неравенств аналогичны.

По условию хотя бы одно из чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 отлично от
нуля, поэтому хотя бы одно из трёх неравенств строгое.
Сложив три неравенства, получаем

𝑎 cos 𝑥+ 𝑏 cos 3𝑥+ 𝑐 cos 9𝑥 >
|𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐|

2
.

К о м м е н т а р и й. В приведённом решении кусочно постоянная
функция 𝑠↼𝑥↽ использовалась исключительно для удобства изложения.
В действительности же число 𝑥 можно задать без неё:

𝑥 = −p

2
± p

3
± p

9
± p

27
,

где знаки плюс или минус выбираются совпадающими со знаками ко-
эффициентов 𝑎, 𝑏, 𝑐 соответственно, причём знак числа 0 считается
для определённости положительным. Внимательный читатель мог за-
метить, что функция 𝑠↼𝑥↽ во всех точках, кроме 0, совпадает с хорошо
известной функцией sgn 𝑥:

sgn 𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если 𝑥 > 0;
0, если 𝑥 = 0;
−1, если 𝑥 < 0.

В частности, как для функции sgn 𝑥 выполнено равенство sgn 𝑥 𝛿 𝑥= |𝑥|
для всякого 𝑥, так и 𝑠↼𝑥↽ 𝛿 𝑥= |𝑥|. Отметим, что одна функция может
быть выражена через другую: 𝑠↼𝑥↽= sgn 𝑥− sgn2 𝑥+1.
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Функция 𝑠↼𝑥↽ также близка к ещё одной хорошо известной кусочно-
постоянной тета-функции Хевисайда

j↼𝑥↽ =

{︃
1, если 𝑥 > 0;
0, если 𝑥 < 0.

В качестве упражнения предлагаем читателю найти выражение функ-
ции 𝑠↼𝑥↽ через функцию j↼𝑥↽.

4. Пусть в некотором круге расположены точки 𝐴, 𝐵, 𝐶
и 𝐷. Без ограничения общности будем считать, что длина
отрезка 𝐴𝐵 не меньше длин других отрезков с концами
в этих точках, а расстояние от точки 𝐶 до прямой 𝐴𝐵 не
меньше расстояния от точки 𝐷 до этой прямой.

Докажем сначала, что на окружности w, являющейся
границей рассматриваемого круга, найдутся такие точки
𝐴′, 𝐵′ и 𝐶′, что произведение всех попарных расстояний
между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 не больше, чем произведе-
ние всех попарных расстояний между точками 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′

и 𝐷. Проведём три прямые: прямую 𝐴𝐵 и две перпенди-
кулярные к ней прямые 𝑙 и 𝑚, проходящие через точки 𝐶
и 𝐷 соответственно (см. рис. 137). Пусть 𝐻1 и 𝐻2 –– точки
пересечения прямой 𝐴𝐵 с прямыми 𝑙 и 𝑚 соответственно.
Поскольку длина отрезка 𝐴𝐵 не меньше длин других от-

A B

D

C

H1

H2A′

C′

B′

l m

w

Рис. 137
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резков с концами в точках 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷, точки 𝐻1 и 𝐻2

лежат внутри отрезка 𝐴𝐵. Обозначим через 𝐴′ и 𝐵′ такие
точки пересечения окружности w с прямой 𝐴𝐵, что точ-
ка 𝐴 лежит на отрезке 𝐴′𝐵, а точка 𝐵 лежит на отрезке
𝐴𝐵′. Обозначим также через 𝐶′ такую точку пересечения
окружности w с прямой 𝑙, что точка 𝐶 лежит на отрезке
𝐶′𝐻1.

Поскольку 𝐴𝐻1 6𝐴′𝐻1 и 𝐶𝐻1 6𝐶′𝐻1, имеем 𝐴𝐶6𝐴′𝐶′.
Аналогично получаем 𝐵𝐶6𝐵′𝐶′, 𝐴𝐷6𝐴′𝐷 и 𝐵𝐷6𝐵′𝐷. За-
метим, что

𝐶𝐷2 =𝐻1𝐻
2
2+↼𝐶𝐻1±𝐷𝐻2↽

2 и 𝐶′𝐷2 =𝐻1𝐻
2
2+↼𝐶

′𝐻1±𝐷𝐻2↽
2,

где в обоих равенствах выбирается знак плюс в случае, ес-
ли точки 𝐶′ и 𝐷 лежат в разных полуплоскостях относи-
тельно прямой 𝐴𝐵, и в обоих равенствах выбирается знак
минус в противном случае. Поскольку 𝐷𝐻2 6𝐶𝐻1 6𝐶′𝐻1,
из последних равенств получаем 𝐶𝐷6𝐶′𝐷. Наконец, по по-
строению точек 𝐴′ и 𝐵′ имеем 𝐴𝐵6𝐴′𝐵′. Таким образом,
произведение всех попарных расстояний между точками
𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 не больше, чем произведение всех попарных
расстояний между точками 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ и 𝐷.

Далее докажем, что если точка 𝐷 лежит внутри тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶, вписанного в окружность w, то найдётся
такая точка 𝐷′, что произведение всех попарных расстоя-
ний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 меньше, чем произведение
всех попарных расстояний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷′,
причём эти четыре точки являются вершинами выпукло-
го четырёхугольника. Поскольку сумма углов треугольни-
ка 𝐴𝐵𝐶 равна 180∘, а сумма углов 𝐴𝐷𝐵, 𝐵𝐷𝐶 и 𝐶𝐷𝐴 равна
360∘, хотя бы одна из сумм ∠𝐴𝐶𝐵+∠𝐴𝐷𝐵, ∠𝐵𝐴𝐶+∠𝐵𝐷𝐶
или ∠𝐶𝐵𝐴+∠𝐶𝐷𝐴 не меньше 180∘. Без ограничения общ-
ности будем считать, что это сумма ∠𝐴𝐶𝐵+∠𝐴𝐷𝐵. Тогда
точка 𝐷′, симметричная точке 𝐷 относительно 𝐴𝐵, лежит
в круге окружности w в силу того, что ∠𝐴𝐷′𝐵=∠𝐴𝐷𝐵>
>180∘ −∠𝐴𝐶𝐵 (см. рис. 138). Нетрудно видеть, что при
таком выборе точки 𝐷′ имеем 𝐴𝐷=𝐴𝐷′, 𝐵𝐷=𝐵𝐷′. Прове-
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дём через точку 𝐶 прямую 𝑝 перпендикулярно 𝐴𝐵. Пусть
𝐾 и 𝐿 –– ортогональные проекции точек 𝐷 и 𝐷′ на эту пря-
мую. Прямые 𝐷𝐷′ и 𝑝 перпендикулярны 𝐴𝐵, а следова-
тельно, параллельны между собой. Значит, 𝐷𝐾=𝐷′𝐿 и,
в силу неравенства 𝐶𝐾<𝐶𝐿, получаем 𝐶𝐷<𝐶𝐷′. Поэтому
произведение всех попарных расстояний между точками
𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 меньше, чем произведение всех попарных рас-
стояний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷′, причём эти четы-
ре точки являются вершинами выпуклого четырёхуголь-
ника.

Наконец, докажем, что если точка 𝐷 лежит в данном
круге, но не лежит внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶, вписанно-
го в окружность w, то на этой окружности найдётся та-
кая точка 𝐷′, что произведение всех попарных расстоя-
ний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 не больше, чем произ-
ведение всех попарных расстояний между точками 𝐴, 𝐵,
𝐶 и 𝐷′. Проведём через точку 𝐷 прямую 𝑞, перпендику-
лярную ближайшей к точке 𝐷 стороне треугольника 𝐴𝐵𝐶.
Без ограничения общности будем считать, что это сторо-
на 𝐴𝐵. Пусть 𝐻 –– точка пересечения 𝑞 с этой стороной, а
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𝐷′ –– такая точка пересечения этой прямой с окружностью
w, что точка 𝐷 лежит на отрезке 𝐷′𝐻 (см. рис. 139). Тогда
справедливы неравенства 𝐴𝐷6𝐴𝐷′, 𝐵𝐷6𝐵𝐷′ и 𝐶𝐷6𝐶𝐷′.
Значит, произведение всех попарных расстояний между
точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 не больше, чем произведение всех
попарных расстояний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷′.
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w

Рис. 139
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Рис. 140

Из доказанного следует, что для любых четырёх точек
𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷, лежащих в данном круге, найдутся такие че-
тыре точки 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ и 𝐷′, что четырёхугольник 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′

вписан в окружность w, а произведение всех попарных
расстояний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 не больше, чем
произведение всех попарных расстояний между точками
𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ и 𝐷′. Если при этом хотя бы одна из точек 𝐴,
𝐵, 𝐶 или 𝐷 не лежит на окружности w, то произведение
всех попарных расстояний между точками 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 бу-
дет меньше, чем произведение всех попарных расстояний
между точками 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ и 𝐷′.

Рассмотрим произвольный вписанный в окружность
w четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Введём обозначения: 𝑎=𝐴𝐵,
𝑏=𝐵𝐶, 𝑐=𝐶𝐷, 𝑑=𝐴𝐷, 𝑒=𝐵𝐷, 𝑓 =𝐴𝐶, f –– угол между 𝐴𝐶
и 𝐵𝐷, 𝑅 –– радиус данного круга (см. рис. 140). По из-
вестной формуле имеем 𝑎𝑑𝑒=4𝑆1𝑅, 𝑏𝑐𝑒=4𝑆2𝑅, 𝑎𝑏𝑓 =4𝑆3𝑅,
𝑐𝑑𝑓 =4𝑆4𝑅, где 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 и 𝑆4 –– площади треугольников
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𝐴𝐵𝐷, 𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐶𝐷 соответственно. Перемножая эти
четыре равенства, извлекая квадратный корень и приме-
няя неравенство между средним арифметическим и сред-
ним геометрическим, получаем

𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 16𝑅2
√︀
𝑆1𝑆2𝑆3𝑆4 6 4𝑅2↼𝑆1 +𝑆2↽↼𝑆3 +𝑆4↽ = 4𝑆2𝑅2,

где 𝑆 –– площадь четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 и неравенство
обращается в равенство при 𝑆1 =𝑆2 и 𝑆3 =𝑆4. Согласно
формуле площади четырёхугольника справедливо нера-

венство 𝑆=
1
2
𝑒𝑓 sin f62𝑅2, которое обращается в равен-

ство лишь в случае, когда диагонали четырёхугольника
𝐴𝐵𝐶𝐷 перпендикулярны и являются диаметрами данного
круга. Значит, 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 616𝑅6, причём равенство достигает-
ся тогда и только тогда, когда 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– квадрат.

Итак, для того чтобы попарное произведение всех рас-
стояний между четырьмя точками в данном круге было
максимальным, необходимо и достаточно, чтобы они бы-
ли расположены в вершинах произвольного квадрата, впи-
санного в данный круг.

К о м м е н т а р и й. Желающим более детально разобраться в зада-
чах на минимумы и максимумы в геометрии мы рекомендуем написан-
ную специально для школьников брошюру [47].

Обратим внимание читателей, знакомых с понятием комплексного
числа, на то, что предложенная задача является частным случаем сле-
дующей теоремы Исайи Шура: произведение∏︀

16𝑖<𝑗6𝑛
|𝑧𝑖− 𝑧𝑗|2,

где комплексные числа 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 таковы, что |𝑧𝑖|61, 𝑖=1, ..., 𝑛, дости-
гает своего максимального значения тогда и только тогда, когда 𝑧𝑖 ––
корни некоторого многочлена вида 𝑝↼𝑧↽=𝑧𝑛+𝑐, где 𝑐 –– такое комплекс-
ное число, что |𝑐|=1; иными словами, тогда и только тогда, когда ком-
плексные числа 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 образуют на комплексной плоскости правиль-
ный 𝑛-угольник, вписанный в единичную окружность.

Менее элементарно эту теорему можно сформулировать и так: среди
всех комплексных многочленов степени 𝑛 со старшим коэффициентом
1 и корнями, по модулю не превышающими единицы, наибольший мо-
дуль дискриминанта, равный 𝑛𝑛, имеют многочлены 𝑧𝑛+ 𝑐, для кото-
рых |𝑐|=1.
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5. Рассмотрим в плоскости 𝐴𝐶𝐷 такую точку 𝐵′, что
𝐴𝐵′=𝐴𝐵, 𝐶𝐵′=𝐶𝐵 и точки 𝐵′ и 𝐷 лежат в одной полуплос-
кости относительно прямой 𝐴𝐶 (см. рис. 141). Тогда тре-
угольники 𝐴𝐵′𝐶 и 𝐴𝐵𝐶 равны по трём сторонам и ∠𝐴𝐵′𝐶=
=∠𝐴𝐵𝐶= b.
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Рис. 141

Положим 𝑎=𝐴𝐵=𝐴𝐵′, 𝑏=𝐴𝐷, 𝑐=𝐶𝐵=𝐶𝐵′, 𝑑=𝐶𝐷, g=
=∠𝐵′𝐶𝐷. Поскольку ∠𝐴𝐵′𝐶=∠𝐴𝐷𝐶=b, а точки 𝐵′ и 𝐷 ле-
жат в одной полуплоскости относительно прямой 𝐴𝐶, за-
ключаем, что точки 𝐴, 𝐵′, 𝐶, 𝐷 лежат на одной окружно-
сти и ∠𝐵′𝐴𝐷=∠𝐵′𝐶𝐷=g как опирающиеся на одну хорду
𝐵′𝐷. По теореме косинусов в треугольниках 𝐵′𝐴𝐷 и 𝐵′𝐶𝐷
получаем

𝐵′𝐷2 = 𝑎2 + 𝑏2 −2𝑎𝑏 cos g = 𝑐2 +𝑑2 −2𝑐𝑑 cos g,

откуда

cos g =
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 −𝑑2

2↼𝑎𝑏− 𝑐𝑑↽ .

Отметим, что число cos g определено корректно, т. е. 𝑎𝑏−
− 𝑐𝑑 ̸=0, так как в противном случае имеем 𝑎▷𝑑= 𝑐▷𝑏, что
вместе с наличием в обоих треугольниках 𝐴𝐵′𝐷 и 𝐶𝐷𝐵′

угла g влечёт их подобие, но поскольку эти треугольники
имеют общую сторону 𝐵′𝐷, они равны, поэтому 𝐴𝐵′ =𝐶𝐷,
но это противоречит условию 𝐴𝐵 ̸=𝐶𝐷.
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Применяя теорему косинусов в треугольниках 𝐵𝐴𝐷 и
𝐵𝐶𝐷, получаем

𝐵𝐷2 = 𝑎2 + 𝑏2 −2𝑎𝑏 cos a = 𝑐2 +𝑑2 −2𝑐𝑑 cos a,

откуда находим

cos a =
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 −𝑑2

2↼𝑎𝑏− 𝑐𝑑↽ = cos g.

Оба угла a и g меньше 180∘, поэтому из равенства их коси-
нусов получаем a=g. Следовательно, 𝐵𝐷=𝐵′𝐷. Покажем,
что отсюда следует совпадение точек 𝐵 и 𝐵′.

Действительно, предположим, что это не так. Тогда гео-
метрическим местом точек, равноудалённых от 𝐵 и 𝐵′, яв-
ляется плоскость, проходящая через середину отрезка 𝐵𝐵′

перпендикулярно ему, причём точки 𝐴, 𝐶 и 𝐷 лежат в
этой плоскости, а точка 𝐵′ не лежит. Пришли к противо-
речию с тем, что точка 𝐵′ лежит в плоскости 𝐴𝐶𝐷.

Таким образом, точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 лежат на одной
окружности. Обозначим её радиус через 𝑅. По теореме
синусов для треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐵𝐴𝐷 получаем

𝐴𝐶
sin b

= 2𝑅 =
𝐵𝐷

sin g
=
𝐵𝐷

sin a
,

откуда находим искомое отношение:

𝐴𝐶
𝐵𝐷

=
sin b

sin a
.

К о м м е н т а р и й. Обратим внимание на то, что условие 𝐴𝐵 ̸=𝐶𝐷
является существенным. В самом деле, пусть треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐶
равны и являются равнобедренными с общим основанием 𝐴𝐶. Тогда ис-
ходные условия задачи на равенство углов выполнены при различных
положениях точек 𝐵 и 𝐷, при этом значение отношения 𝐴𝐶 :𝐵𝐷 одно-
значно установить невозможно.

11 класс
1. Первый способ. Заметим, что выражение определе-

но только при 1−𝑦2 >0 и 1−𝑥2 >0, что равносильно усло-
виям |𝑦|61 и |𝑥|61. Следовательно, найдутся такие числа
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f и y из отрезка ♭0; p♯, что 𝑥= cos f, 𝑦= cos y. Тогда

𝑥
√︀

1−𝑦2+𝑦
√︀

1−𝑥2 = cos f
√︀

1−cos2 y+cos y
√︀

1−cos2 f =

= cos f |sin y|+ cos y |sin f| = cos f sin y+ cos y sin f =

= sin↼f+y↽ 6 1,

что даёт оценку сверху для нашего выражения. Остаётся
заметить, что равенство достигается, например, при 𝑥=0,
𝑦=1, откуда следует, что наибольшее значение выраже-
ния равно в точности 1.
Второй способ. Для всяких двух действительных чи-

сел 𝑎 и 𝑏 справедливо неравенство

𝑎𝑏 6
𝑎2 + 𝑏2

2
.

Воспользуемся этим неравенством для оценки заданного
выражения:

𝑥
√︀

1− 𝑦2 + 𝑦
√︀

1−𝑥2 6
𝑥2 + ↼1− 𝑦2↽

2
+
𝑦2 + ↼1−𝑥2↽

2
= 1.

Поскольку равенство достигается, например, при 𝑥=1,
𝑦=0, наибольшее значение выражения равно 1.

К о м м е н т а р и й. Нетрудно указать все пары чисел 𝑥 и 𝑦, при
которых исследуемое выражение достигает своего максимума. В пер-
вом решении, поскольку f и y лежат на отрезке ♭0; p♯, полученное
нами неравенство sin ↼f+y↽61 достигается тогда и только тогда, ко-
гда f+y=p▷2, т. е. при 𝑥= cos f= cos ↼p▷2−y↽= sin y>0 и 𝑦= cos y=
= cos ↼p▷2−f↽= sin f>0, причём 𝑥2 + 𝑦2 = cos2 f+ sin2 f=1. Это озна-
чает, что точки ↼𝑥; 𝑦↽ пробегают лежащую в первой четверти часть еди-
ничной окружности с центром в начале координат.

Положенное в основу второго решения неравенство 𝑎𝑏6
𝑎2 + 𝑏2

2
обра-

щается в равенство тогда и только тогда, когда 𝑎= 𝑏. Поэтому условия
для достижения максимального значения выражения таковы:{︃

𝑥 =
√︀

1− 𝑦2;

𝑦 =
√︀

1−𝑥2,
откуда

{︃
𝑥, 𝑦 > 0;

𝑥2 + 𝑦2 = 1,

что даёт все пары чисел ↼𝑥; 𝑦↽, при которых выражение достигает сво-
его максимума.
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2. Заметим сначала, что если функция 𝑓↼𝑥↽, определён-
ная на отрезке ♭0; 1♯, удовлетворяет тождеству 𝑓↼𝑓↼𝑥↽↽≡𝑥2,
то множество её значений должно содержаться в отрезке
♭0; 1♯, т. е. 𝑓↼𝑥↽∈ ♭0; 1♯ для всякого 𝑥∈ ♭0; 1♯, иначе в неко-
торой точке 𝑥∈ ♭0; 1♯ было бы невозможно найти значение
функции 𝑓↼𝑓↼𝑥↽↽.

Покажем, что равенства 𝑓↼𝑥↽=𝑥 и 𝑓↼𝑥↽=𝑥2 не выпол-
няются ни при каком 𝑥∈ ↼0; 1↽. В самом деле, пусть
𝑓↼𝑥0↽=𝑥0 для некоторого числа 𝑥0 ∈ ↼0; 1↽. Тогда 𝑥2

0 =
= 𝑓↼𝑓↼𝑥0↽↽= 𝑓↼𝑥0↽=𝑥0, что неверно при 𝑥0 ∈ ↼0; 1↽. Если же
𝑓↼𝑥0↽=𝑥2

0 для некоторого 𝑥0 ∈ ↼0; 1↽, то 𝑥2
0 = 𝑓↼𝑓↼𝑥0↽↽= 𝑓↼𝑥2

0↽,
чего не может быть, так как 𝑓↼𝑥↽ ̸=𝑥 при всех 𝑥∈ ↼0; 1↽, а
𝑥2

0 ∈ ↼0; 1↽.
Рассмотрим функцию 𝑔↼𝑥↽= 𝑓↼𝑥↽−𝑥. Она определена и

непрерывна на отрезке ♭0; 1♯ и не обращается в нуль на
интервале ↼0; 1↽. Значит, на этом интервале функция 𝑔↼𝑥↽
сохраняет знак. Если 𝑔↼𝑥↽>0 при 𝑥∈ ↼0; 1↽, то на отрезке
♭0; 1♯ по непрерывности выполняется неравенство 𝑔↼𝑥↽>
>0. Поскольку 𝑓↼𝑥↽ принимает значения только из отрез-
ка ♭0; 1♯, получаем 𝑔↼𝑓↼𝑥↽↽>0 при 𝑥∈ ↼0; 1↽, а значит, 𝑥2 =
= 𝑓↼𝑓↼𝑥↽↽> 𝑓↼𝑥↽>𝑥, что неверно при 𝑥∈ ↼0; 1↽. Тем самым,
𝑔↼𝑥↽<0 при 𝑥∈↼0; 1↽, т. е. 𝑓↼𝑥↽−𝑥<0 и одно из требуемых
неравенств доказано.

Рассмотрим теперь функцию ℎ↼𝑥↽= 𝑓↼𝑥↽−𝑥2. Она так-
же определена и непрерывна на отрезке ♭0; 1♯ и не обра-
щается в нуль на интервале ↼0; 1↽, поэтому на этом интер-
вале она сохраняет знак. Если ℎ↼𝑥↽<0 при 𝑥∈ ↼0; 1↽, то
по непрерывности ℎ↼𝑥↽60 при 𝑥∈ ♭0; 1♯, откуда получаем
ℎ↼𝑓↼𝑥↽↽60 при 𝑥∈ ↼0; 1↽, а следовательно, 𝑥2 = 𝑓↼𝑓↼𝑥↽↽6
6 ↼𝑓↼𝑥↽↽2 < ↼𝑥2↽2, что тоже не является верным при 𝑥∈
∈ ↼0; 1↽. Таким образом, ℎ↼𝑥↽<0 при 𝑥∈ ↼0; 1↽, т. е. 𝑓↼𝑥↽−
−𝑥2 >0, и второе из требуемых неравенств доказано.

Примером функции, удовлетворяющей условиям зада-
чи, служит функция 𝑓↼𝑥↽=𝑥

√
2: эта функция определена

на отрезке ♭0; 1♯, непрерывна, причём 𝑓↼𝑓↼𝑥↽↽=↼𝑥
√

2↽
√

2=𝑥2

при 𝑥∈ ♭0; 1♯.
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3. Обозначим стороны треугольника 𝐴𝐵=𝑎, 𝐵𝐶=𝑏, бис-
сектрису 𝐵𝐿= 𝑙 и угол ∠𝐴𝐵𝐿=a (см. рис. 142). По условию
∠𝐿𝐵𝐶=2∠𝐿𝐵𝑀=2∠𝑀𝐵𝐶=a. Поскольку 𝐵𝑀 и 𝐵𝐿 –– меди-

A L M C

B

S S 2S

a b
l

a

Рис. 142

аны в треугольниках 𝐴𝐵𝐶 и
𝐴𝐵𝑀 соответственно, получаем
𝐴𝑀=𝑀𝐶=2𝐴𝐿=2𝐿𝑀. Приме-
няя в треугольнике 𝐴𝐵𝐶 теоре-
му о биссектрисе, получаем со-
отношения

𝑎
𝑏
=
𝐴𝐿
𝐿𝐶

=
1
3
,

откуда 𝑏=3𝑎. Аналогично, применяя теорему в треуголь-
нике 𝐿𝐵𝐶, имеем

𝑙
𝑏
=
𝐿𝑀
𝑀𝐶

=
1
2
,

следовательно, 𝑏=2𝑙.
Треугольники 𝐴𝐵𝐿, 𝐿𝐵𝑀 и 𝑀𝐵𝐶 имеют общую высо-

ту, опущенную из вершины 𝐵, поэтому площади этих тре-
угольников относятся, как их основания, т. е. 𝑆=𝑆𝐴𝐵𝐿=
=𝑆𝐿𝐵𝑀=𝑆𝑀𝐵𝐶▷2. Пользуясь этим, запишем выражения для
площадей

4𝑆 = 𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝑎 𝛿 𝑏
2

sin 2a =
𝑎 𝛿 3𝑎

2
sin 2a,

𝑆 = 𝑆𝐴𝐵𝐿 =
𝑎 𝛿 𝑙
2

sin a =
𝑎 𝛿 1,5𝑎

2
sin a,

3𝑆 = 𝑆𝐿𝐵𝐶 =
𝑙 𝛿 𝑏
2

sin a =
1,5𝑎 𝛿 3𝑎

2
sin a,

откуда следует равенство

𝑎 𝛿 3𝑎
2

sin 2a =
𝑎 𝛿 1,5𝑎

2
sin a+

1,5𝑎 𝛿 3𝑎
2

sin a,

преобразуя которое получаем sin 2a=2 sin a, т. е.

2 sin a ↼cos a−1↽ = 0,

что невозможно, так как угол a острый.
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4. Докажем сначала утверждение задачи для всех чи-
сел вида 5𝑛, где 𝑛 –– натуральное число. Выберем из всех
𝑛-значных чисел, кратных 5𝑛, число 𝑙 с наибольшим коли-
чеством 𝑚 идущих подряд справа нечётных цифр. Пока-
жем, что 𝑚=𝑛, т. е. все 𝑛 цифр числа 𝑙 нечётны.

Пусть 𝑚<𝑛. Число 𝑙+5𝑛 𝛿 10𝑚 кратно 5𝑛. Поделим это
число на 10𝑛 с остатком:

𝑙+5𝑛 𝛿 10𝑚 = 10𝑛 𝛿 𝑞+ 𝑟.

Заметим, что число 𝑟 делится на 5𝑛. В самом деле, число
𝑟 представляется в виде

𝑟 = 𝑙+5𝑛 𝛿 10𝑚−10𝑛 𝛿 𝑞,

причём каждое из слагаемых делится на 5𝑛. Поскольку
последняя цифра числа 5𝑛 всегда равна 5, т. е. являет-
ся нечётной, число 𝑟 имеет более 𝑚 нечётных цифр под-
ряд. Если число 𝑟 является 𝑛-значным, то сразу получа-
ем противоречие с максимальностью количества нечётных
цифр для выбранного числа 𝑙. Если же в числе 𝑟 меньше,
чем 𝑛 знаков, то достаточно рассмотреть 𝑛-значное чис-
ло 𝑟 +5 𝛿 10𝑛−1, также делящееся на 5𝑛 и имеющее более 𝑚
нечётных цифр подряд, совпадающих с нечётными подряд
идущими цифрами числа 𝑟.

Рассмотрим теперь случай произвольного нечётного чис-
ла. Любое нечётное натуральное число представимо в виде
5𝑛 𝛿 𝑘, где 𝑛 –– неотрицательное целое число, а 𝑘 не кратно 5.
Для любого натурального 𝑝 положим 𝑙𝑝= 𝑙↼1+10𝑛+102𝑛+
+ ... +10↼𝑝−1↽𝑛↽ –– число, в десятичной записи которого 𝑝
раз подряд повторяется десятичная запись найденного вы-
ше числа 𝑙 (в случае 𝑛=0 считаем 𝑙=1 и 𝑙𝑝=11...1 –– число,
десятичная запись которого состоит из 𝑝 единиц). Рассмот-
рим остатки от деления на 𝑘 чисел 𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑘+1. Поскольку
количество возможных различных остатков равно 𝑘, сре-
ди рассмотренных 𝑘+1 чисел 𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑘+1 найдутся два
числа 𝑙𝑖 и 𝑙𝑗, остатки которых совпадают, а значит раз-
ность 𝑙𝑖− 𝑙𝑗 этих чисел делится на 𝑘.
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Пусть 𝑖> 𝑗. Заметим, что 𝑙𝑖− 𝑙𝑗= 𝑙𝑖−𝑗 𝛿 10𝑛𝑗 при 𝑛>0, так
как число 𝑙 является 𝑛-значным, и 𝑙𝑖− 𝑙𝑗= 𝑙𝑖−𝑗 𝛿 10𝑗 при 𝑛=0.
Число 𝑘 взаимно просто с 10 как нечётное число, не крат-
ное 5, следовательно, число 𝑙𝑖−𝑗 делится на 𝑘. Кроме то-
го, число 𝑙𝑖−𝑗 делится на 5𝑛 и составлено только из нечёт-
ных цифр, так как число 𝑙𝑖−𝑗 есть записанное 𝑖− 𝑗 раз под-
ряд число 𝑙, которое делится на 5𝑛 и составлено только
из нечётных цифр. Таким образом, искомое число, состоя-
щее только из нечётных цифр и делящееся на 5𝑛 𝛿 𝑘, равно
𝑙𝑖−𝑗.

К о м м е н т а р и й. С середины XX века и по сегодняшний день на
многих математических кружках предлагается уже ставшая фольклор-
ной задача: доказать, что для всякого числа, не делящегося на 2 и на 5,
найдётся кратное ему число, десятичная запись которого состоит толь-
ко из цифры 1. Доказательство этого утверждения является частью
приведённого выше решения.

На 1-й Всесоюзной олимпиаде (1967 г.) школьникам 8–9 классов
была предложена следующая задача (см. [10, задача 88]): доказать, что
для любого натурального числа 𝑛 найдётся число, кратное 5𝑛, все деся-
тичные цифры которого отличны от нуля.

Дальнейшее развитие эта идея получила на 5-й Всесоюзной олим-
пиаде (1971 г.), на которой школьникам 8 класса предлагалось дока-
зать (см. [10, задача 144]), что для любого натурального числа 𝑛 най-
дётся число, составленное только из цифр 1 и 2, делящееся на 2𝑛. Ре-
шение этой задачи можно провести, используя метод математической
индукции.

Аналогичным образом решается и следующая задача (которую мож-
но использовать в качестве леммы при решении задачи 4 для 11 класса
1990 г.): для любого натурального числа 𝑛 существует число, делящее-
ся на 5𝑛, все цифры которого есть только 1, 2, 3, 4, 5.

Поскольку для всякого натурального 𝑁, взаимно простого с 10, най-
дётся такое сколь угодно большое натуральное число 𝑛, что 1+10𝑛+
+102𝑛+ ... делится на 𝑁 (так как 10𝑛−1 при некотором 𝑛 кратно 𝑁),
из предыдущих утверждений следует, что если 𝑛 нечётно, то существу-
ет кратное ему число, все цифры которого есть только 1, 2, 3, 4, 5, а
если 𝑛 не делится на 5, то существует кратное ему число, все цифры
которого есть только 1 и 2.

Интересующемуся читателю предлагаем доказать следующие более
общие утверждения: 1) для любого нечётного числа 𝑛 найдётся кратное
ему число, в десятичной записи которого есть только: а) цифры от 1 до
5; б) цифры от 5 до 9; в) нечётные цифры; 2) для любого не кратного
5 числа 𝑛 найдётся кратное ему число, в десятичной записи которого
есть только а) цифры 1, 2; б) цифры 3, 4; и т. д.
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5. Рассмотрим четыре произвольные плоскости в про-
странстве. Они являются плоскостями граней некоторого
тетраэдра тогда и только тогда, когда каждые три плос-
кости пересекаются в одной точке, и в то же время все
четыре плоскости не проходят через одну точку. Действи-
тельно, при этих условиях четыре тройки, составленные
из этих четырёх плоскостей, пересекаются в четырёх раз-
личных точках, которые и являются вершинами тетраэд-
ра. Поскольку три плоскости пересекаются в одной точке
тогда и только тогда, когда они не параллельны одной пря-
мой, получаем, что четыре произвольные плоскости в про-
странстве являются плоскостями граней некоторого тетра-
эдра тогда и только тогда, когда выполнены следующие
два условия:

а) никакие три плоскости не параллельны одной пря-
мой;

б) четыре плоскости не имеют общей точки.
Пусть 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 –– заданные четыре точки в про-

странстве. Выберем некоторую точку 𝑂 (отличную от за-
данных точек) и проведём через каждую точку 𝐴𝑖 плос-
кость a𝑖, перпендикулярную отрезку 𝐴𝑖𝑂. Точки 𝐴1, 𝐴2,
𝐴3, 𝐴4 могут служить проекциями точки 𝑂 на четыре плос-
кости граней тетраэдра тогда и только тогда, когда четыре
плоскости a1, a2, a3 и a4 являются плоскостями граней тет-
раэдра, т. е. тогда и только тогда, когда плоскости a1, a2,
a3 и a4 удовлетворяют условиям а) и б). Покажем, что это
бывает тогда и только тогда, когда никакие три из точек
𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 не лежат на одной прямой и все четыре точ-
ки не лежат на одной окружности.

В самом деле, если три точки, скажем 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, ле-
жат на одной прямой, то плоскости a1, a2, a3 параллель-
ны произвольной прямой, перпендикулярной плоскости
точек 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝑂, а значит, условие а) не выполняется.
Если же все четыре точки лежат на одной окружности,
то либо 𝑂 принадлежит плоскости этой окружности, и в
этом случае все плоскости a𝑖 параллельны перпендикуля-
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ру к этой плоскости, что вновь противоречит условию а),
либо эта окружность и точка 𝑂 лежат на некоторой сфере.
Тогда можно заметить, что все плоскости a𝑖 проходят че-
рез точку сферы, диаметрально противоположную точке
𝑂, что противоречит условию б).

Обратно: если никакие три из точек 𝐴𝑖 не лежат на од-
ной прямой, то можно выбрать точку 𝑂 так, что никакие
три из отрезков 𝐴𝑖𝑂 не будут лежать в одной плоскости,
что гарантирует выполнение условия а) для плоскостей a1,
a2, a3, a4. Одновременно с этим, если все четыре точки 𝐴1,
𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 не лежат на одной окружности, можно выбрать
точку 𝑂 так, что точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝑂 не будут лежать
на одной сфере, что гарантирует выполнение условия б).

Таким образом, четыре точки в пространстве могут слу-
жить проекциями какой-либо точки на четыре плоскости
граней некоторого тетраэдра тогда и только тогда, когда
никакие три точки не лежат на одной прямой, и все четы-
ре точки не лежат на одной окружности.

1991 год (LIV олимпиада)
8 класс

1. Раскладывая данное выражение на множители, по-
лучаем

𝑎2↼𝑏− 𝑐↽+ 𝑏2↼𝑐−𝑎↽+ 𝑐2↼𝑎− 𝑏↽ =
= 𝑎2↼𝑏− 𝑐↽−𝑎𝑏2 +𝑎𝑐2 + 𝑏2𝑐− 𝑏𝑐2 =

= 𝑎2↼𝑏− 𝑐↽−𝑎↼𝑏− 𝑐↽↼𝑏+ 𝑐↽+ 𝑏𝑐↼𝑏− 𝑐↽ =
= ↼𝑏− 𝑐↽↼𝑎2 −𝑎↼𝑏+ 𝑐↽+ 𝑏𝑐↽ = ↼𝑏− 𝑐↽↼𝑎− 𝑏↽↼𝑎− 𝑐↽ > 0,

так как по условию 𝑏> 𝑐, 𝑎> 𝑏, 𝑎> 𝑐.

2. Для данной точки 𝑋 будем обозначать через 𝑋′ точ-
ку, симметричную ей относительно точки 𝐵. Требование
задачи состоит в том, чтобы построить точку 𝐶=𝐴′, поль-
зуясь только циркулем раствора 𝑟. Заметим сначала, что
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если 𝐴𝐵= 𝑟, то искомую точку 𝐶=𝐴′ можно построить
так, как показано на рис. 143: начертив окружность с цен-
тром в точке 𝐵 (она пройдёт через точку 𝐴), последователь-
но находим на ней точки 𝐷, 𝐸 и 𝐴′, где 𝐴𝐵=𝐴𝐷=𝐷𝐸=
=𝐸𝐴′ =𝐵𝐴′ = 𝑟.

B

D E

A A′=C

Рис. 143

A

D

E

E′

D′

A′=C
B

Рис. 144

а) Пусть 𝐴𝐵<2𝑟. Тогда построим две точки 𝐷 и 𝐸 на
пересечении окружностей радиусов 𝑟 с центрами в точках
𝐴 и 𝐵. Поскольку 𝐵𝐷=𝐵𝐸= 𝑟, то как и выше, мы можем
построить симметричные им точки 𝐷′ и 𝐸′. Но тогда иско-
мая точка 𝐴′ является точкой пересечения окружностей
радиуса 𝑟 с центрами в точках 𝐷′ и 𝐸′, отличной от 𝐵 (см.
рис. 144).

б) Пусть теперь 𝐴𝐵>2𝑟. Выбирая любую точку на рас-
стоянии 𝑟 от точки 𝐴, мы можем построить правильный
треугольник со стороной 𝑟, двумя из вершин которого яв-
ляются эти точки. Затем выбирая только что построенную
точку и одну из предыдущих, можно построить ещё один
правильный треугольник, и т. д. Таким способом можно
построить на плоскости любые точки, лежащие в узлах по-
лучающейся решётки из правильных треугольников. Рас-
стояние от точки 𝐵 до вершин правильного треугольника
этой решётки, в который она попадает, не превосходит 𝑟,
поэтому этот треугольник полностью лежит в круге с цен-
тром в точке 𝐵 и радиусом 𝑟. Пусть 𝐷 и 𝐸 –– две из вершин
этого треугольника (см. рис. 145). Поскольку расстояния
от этих точек до 𝐵 меньше 2𝑟, можно воспользоваться по-
строением из пункта а) и найти симметричные им точки
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Рис. 145

𝐷′ и 𝐸′. Осталось от этих точек построить симметричную
сеть вершин правильных треугольников, которая и приве-
дёт к искомой точке 𝐴′.

К о м м е н т а р и й. Особенностью данной задачи на построение яв-
ляется то, что раствор циркуля фиксирован. Если раствор не фикси-
ровать, то известная теорема Мора––Маскерони утверждает, что одним
циркулем можно выполнить любое построение, в котором использует-
ся также и линейка (см. [71, с. 167]).

3. Четырёх дежурных хватит, если каждый будет де-
журить одни сутки и отдыхать трое суток.

Докажем, что трёх дежурных недостаточно. Предполо-
жим, что это не так, т. е. трое дежурных смогут обеспе-
чить круглосуточную охрану объекта с соблюдением усло-
вия задачи.

Пусть 𝑆 суток –– суммарная длительность отдыха, поло-
женного всем трём дежурным на данный момент времени.

По окончании дневной смены дежурившему в эту сме-
ну полагаются не менее одних суток отдыха, а у каждого
из двух других оставшееся время отдыха уменьшается на
0,5 суток (по сравнению с моментом начала дневной сме-
ны), поэтому за время дневной смены значение 𝑆 не может
уменьшиться.

По окончании ночной смены дежурившему в эту смену
полагаются не менее полутора суток отдыха, а у каждого
из двух других оставшееся время отдыха уменьшается на
0,5 суток (по сравнению с моментом начала ночной сме-
ны), поэтому за время ночной смены значение S увеличи-
вается не менее чем на 0,5 суток.
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Суточную смену можно считать двумя сменами подряд,
поэтому по её окончании значение 𝑆 увеличивается не ме-
нее чем на 0,5 суток.

Таким образом, за 15 ночных и суточных смен суммар-
ная длительность отдыха, положенного всем трём дежур-
ным, превысит 7,5 суток. Следовательно, хотя бы одному
из них будет положено отдыхать более 2,5 суток.

Остаётся показать, что двое дежурных не могут обес-
печить круглосуточную охрану объекта длительностью бо-
лее 2,5 суток. В самом деле, поскольку наименьшая воз-
можная длительность отдыха равна наибольшей продол-
жительности одной смены, т. е. одним суткам, чтобы пер-
вый дежурный потом смог сменить второго, он должен от-
работать именно дневную смену, затем второй дежурный
должен дежурить сутки, но тогда по окончании ещё од-
них суток первый уже не сможет продолжать дежурить, а
второй ещё не сможет его сменить.

4. Если выполнено соотношение 𝑥1 +𝑥2 +𝑥3 =𝑥6, то из
неравенств

𝑥1 +𝑥2 +𝑥3 > 1+2+3 = 6 > 𝑥6

следует, что 𝑥6 =6 и 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 равны в каком-то поряд-
ке 1, 2 и 3, тогда оставшиеся два числа 𝑥4, 𝑥5 равны в
каком-то порядке 4 и 5. Если выполнено и второе условие
𝑥1 +𝑥6 <𝑥3 +𝑥5, то, поскольку 𝑥1 >1, 𝑥3 63, 𝑥5 65, получа-
ем неравенства

7 6 𝑥1 +𝑥6 < 𝑥3 +𝑥5 6 8,

откуда 𝑥1 +𝑥6 =7, 𝑥3 +𝑥5 =8. Это возможно лишь в случае,
если 𝑥1 =1, 𝑥3 =3, 𝑥5 =5, и тогда 𝑥2 =2, 𝑥4 =4, т. е. 𝑥𝑘=𝑘
при всех значениях 𝑘=1, ..., 6.

5. Для каждого города 𝐴 первой страны обозначим че-
рез 𝑀↼𝐴↽ множество всех городов второй страны, в кото-
рые есть рейс из 𝐴 (тогда из остальных городов второй
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страны, не входящих в 𝑀↼𝐴↽, можно, наоборот, вылететь
в 𝐴). По условию, из каждого города первой страны мож-
но вылететь в какой-то из городов второй страны, поэто-
му каждое такое множество 𝑀↼𝐴↽ непусто, т. е. содержит
хотя бы один город. Если предположить, что для любых
двух таких множеств одно содержится в другом, то тогда
множество, в котором наименьшее число городов, содер-
жится в любом из остальных. Потому в какой-нибудь го-
род, принадлежащий этому множеству, есть рейс из каж-
дого города первой страны, но ни в один из них нет об-
ратного рейса, что противоречит условию задачи. Значит,
это предположение неверно, и найдутся два таких множе-
ства 𝑀↼𝐴↽ и 𝑀↼𝐶↽, что в первом есть город 𝐵, не принад-
лежащий второму, и наоборот, во втором есть город 𝐷, не
принадлежащий первому (см. рис. 146). Тогда из 𝐴 мож-
но вылететь в 𝐵, из 𝐵 –– в 𝐶, из 𝐶 –– в 𝐷, из 𝐷 –– в 𝐴. Тем
самым искомая четвёрка городов найдена.

A

C

B

D

M(C)

M(A)

Рис. 146

К о м м е н т а р и й. Схема авиасообщения, описанная в условии
этой задачи, представляет собой пример ориентированного графа. По-
дробнее о них можно почитать в книге [41, гл. V––VI]. Одну из теорем
об ориентированных графах из этой книги можно сформулировать так:
если в некоторой стране все города попарно соединены рейсами, но
только в одном направлении, и из каждого множества городов можно
одним из рейсов вылететь в город не из этого множества, то существует
циклический маршрут, по которому можно облететь все города страны.
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9 класс
1. Чтобы воспользоваться формулой

𝑥𝑛−1 = ↼𝑥−1↽↼𝑥𝑛−1 +𝑥𝑛−2 + ...+𝑥+1↽,

сначала непосредственно проверим, что 𝑥=1 не является
корнем уравнения: 3 𝛿 11 ̸=72. При 𝑥 ̸=1 умножим обе части
уравнения на ↼𝑥−1↽2 и проведём равносильные преобразо-
вания:

↼𝑥3 −1↽↼𝑥11 −1↽ = ↼𝑥7 −1↽2;

𝑥14 −𝑥11 −𝑥3 +1 = 𝑥14 −2𝑥7 +1;

𝑥3↼𝑥4 −1↽2 = 0,

откуда 𝑥=−1; 0.

2. а) Пусть при первой раскладке фокусник разложил
все карты на кучки по 1, 2, ..., 8 карт (тогда будут раз-

ложены все 1+2+3+ ...+8=
9 𝛿 8
2

=36 карт), а при второй

в одну кучку взял по одной карте с разными номерами
(всего 8 штук), в следующую –– по одной карте с разными
номерами из оставшихся (всего 7 штук), и т. д. Тогда сре-
ди пар чисел, записанных на картах, нет одинаковых, а
для каждой пары ↼𝑚, 𝑛↽ можно найти пару ↼𝑛, 𝑚↽.

Наглядно это можно представить следующим образом:
если на некоторой карте после двух раскладок написана
пара чисел ↼𝑚, 𝑛↽, то разместим её в прямоугольной табли-
це на пересечении строки с номером 𝑛 и столбца с номером
𝑚. При этом в каждой строке и в каждом столбце число
карт кратно номеру строки или номеру столбца соответ-
ственно. Пара раскладок удовлетворяет условию задачи,
если в этой таблице все 36 карт окажутся на разных ме-
стах, причём симметрично относительно диагонали (мест,
в которых номер строки равен номеру столбца). Таблица,
соответствующая описанному выше варианту двух раскла-
док, изображена на рис. 147, где крестиками отмечены за-
нятые картами ячейки.
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Рис. 147
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Рис. 148

б) Покажем, как фокусник может дважды разложить
54 карты так, чтобы условие задачи было выполнено. При-
мер двух подходящих раскладок проиллюстрирован на
рис. 148. На нём изображена таблица 9×9, в которой 54
ячейки отмечены крестиками. Пусть каждой из 54 карт
соответствует своя отмеченная ячейка. Для удобства бу-
дем считать, что каждая карта лежит в соответствующей
ей ячейке. При первой раскладке все карты из первой
строки разложим на 8 кучек по одной карте, карты из
двух закрашенных ячеек второй строки положим вместе
в одну кучку из двух карт, карты из двух незакрашен-
ных ячеек второй строки –– в другую кучку из двух карт,
составим ещё семь кучек из карт каждой из оставшихся
строк. При второй раскладке составим такие же кучки, ис-
пользуя теперь номера столбцов вместо строк (сначала все
карты из первого столбца разложим на 8 кучек по одной
карте, карты из двух закрашенных ячеек второго столбца
положим вместе в одну кучу из двух карт, и т. д.). При
таких раскладках на каждой из карт будет написано два
числа: сначала номер её строки, а потом номер её столбца.
Поскольку в этой таблице каждой ячейке сопоставлено по
одной карте, а сами ячейки отмечены крестиками симмет-
рично относительно её диагонали, среди пар чисел, запи-
санных на картах, нет одинаковых, а для каждой пары
↼𝑚, 𝑛↽ можно найти пару ↼𝑛, 𝑚↽.
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3. Рассмотрим треугольник 𝐴3𝐴5𝐴11 (рис. 149). Пря-
мые 𝐴3𝐴8, 𝐴5𝐴1 и 𝐴11𝐴4 являются биссектрисами его уг-
лов, так как дуги 𝐴5𝐴8 и 𝐴8𝐴11 описанной окружности (со-
ответственно, 𝐴11𝐴1 и 𝐴1𝐴3, 𝐴3𝐴4 и 𝐴4𝐴5) равны, а значит,
равны и вписанные в них углы. Биссектрисы треугольни-
ка пересекаются в одной точке, поэтому диагональ 𝐴1𝐴5

проходит через точку 𝑂 пересечения диагоналей 𝐴3𝐴8 и
𝐴4𝐴11. Рассматривая треугольник 𝐴2𝐴4𝐴8, аналогично по-
лучаем, что прямые 𝐴2𝐴6, 𝐴4𝐴11 и 𝐴8𝐴3 являются биссек-
трисами его углов и также проходят через одну точку,
поэтому диагональ 𝐴2𝐴6 также проходит через точку 𝑂.

A1

A2

A3

A4

A5
A6

A8

A11

O

Рис. 149

x1 x0 x2 x
y=−ax+b

y=ax

y0

y

Рис. 150

4. Покажем, что середины любых хорд к гиперболе 𝑦=
=1▷𝑥, 𝑥>0, параллельных фиксированной прямой 𝑦=−𝑎𝑥,
лежат на прямой 𝑦=𝑎𝑥. Действительно, если хорда лежит
на прямой 𝑦=−𝑎𝑥+ 𝑏 (см. рис. 150), то абсциссы 𝑥1 и 𝑥2

её концов удовлетворяют уравнению

−𝑎𝑥+ 𝑏 = 1
𝑥

, или 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥+1 = 0,

а середина хорды имеет координаты

𝑥0 =
𝑥1 +𝑥2

2
и 𝑦0 =

1▷𝑥1 +1▷𝑥2

2
=
𝑥1 +𝑥2

2𝑥1𝑥2
= 𝑎𝑥0,

так как по теореме Виета 𝑥1𝑥2 =1▷𝑎. Таким образом, ес-
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ли провести прямую через середины пары параллельных
хорд 1, то она пройдёт через начало координат, причём её
угловой коэффициент будет таким же по модулю, но про-
тивоположным по знаку по отношению к угловому коэф-
фициенту пары хорд. Биссектрисы углов между этой пря-
мой и любой из этих хорд параллельны осям координат.
Если выбрать какую-нибудь другую пару параллельных
хорд (не параллельных первой паре) и также провести пря-
мую через их середины, то в пересечении с первой прямой
получим начало координат. Проводя через него прямые,
параллельные биссектрисам углов в пересечении этой пря-
мой с парой хорд, получим координатные оси. Поскольку
изначально была дана ветвь гиперболы 𝑦=1▷𝑥 при 𝑥>0,
оси должны быть направлены в стороны сближения с ги-
перболой.

К о м м е н т а р и й. Известна также задача о восстановлении с по-
мощью циркуля и линейки осей координат для стандартной параболы
𝑦=𝑥2, предлагавшаяся в 1982 г. на Всесоюзной математической олим-
пиаде (см. [10, задача 339]), а также в 1996 г. на Турнире городов.

5. Если заменить все числа в указанной таблице чис-
лами ±1 в соответствии со знаками исходных чисел, то
таблица по-прежнему будет удовлетворять условию зада-
чи. Таблицу 𝑚×𝑛, в которой расставлены числа ±1 и каж-
дое число равно произведению соседних, назовём пригод-
ной. Докажем, что любая пригодная таблица 𝑚×15, где
𝑚=1, 3, 7, 15, заполнена лишь одними единицами, т. е.
тривиальна.

Покажем сначала, что пригодная таблица 1×15 триви-
альна. Действительно, если в какой-то из её концевых кле-
ток стоит число −1, то в соседней также стоит −1, а в сле-
дующей 1, и далее этот блок повторяется. Поскольку чис-
ло 15, равное количеству клеток, делится на 3, в другой

1 Построение с помощью циркуля и линейки прямой, параллель-
ной данной, а также середины заданного отрезка производится стан-
дартным образом.
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концевой клетке стоит число 1. Но тогда в единственной
соседней с ней клетке также должно быть число 1, а это не
так. Следовательно, пригодная таблица 1×15 может быть
заполнена лишь единицами.

Допустим, что существует пригодная нетривиальная
таблица 15×15. Если она симметрична относительно сред-
ней строки, то в этой строке каждое число совпадает с
произведением соседей по горизонтали, т. е. является при-
годной таблицей 1×15. По уже доказанному все числа в
ней равны 1. Тогда над этой строкой располагается при-
годная нетривиальная таблица 7×15. Если же таблица
15×15 не симметрична относительно средней строки, то
каждое число в таблице 7×15 над средней строкой умно-
жим на число, симметричное ему относительно средней
строки. Полученная таблица 7×15 будет нетривиальной,
иначе исходная таблица была бы симметрична. Кроме то-
го, такая таблица также пригодна. В самом деле, для всех
чисел над её нижней строкой это очевидно, а для каждо-
го числа из нижней строки это выполнено, так как знак
соседнего числа из средней строки при описанной опера-
ции был учтён дважды, и поэтому не влияет на знак этого
числа.

Итак, из существования пригодной нетривиальной таб-
лицы 15×15 мы вывели существование такой таблицы
7×15. Рассуждая аналогично, найдём пригодную нетри-
виальную таблицу 3×15, а затем и 1×15. Противоречие.

К о м м е н т а р и й. Заменяя −1 на 1, а 1 на 0, можно эту задачу
переформулировать как задачу о таблице из 0 и 1 (такие таблицы на-
зывают булевыми матрицами в честь английского математика Дж. Бу-
ля), в которой каждое число равно сумме по модулю два его соседей
(операция сложения по модулю два отличается от обычного сложения
равенством 1+1=0): требуется доказать, что эта матрица нулевая. Так-
же эту задачу можно сформулировать как задачу о решении некоторой
системы из 225 линейных уравнений с 225 неизвестными из поля, со-
держащего только 0 и 1. Подобные задачи часто возникают в теории
кодирования и криптографии. Приведённое решение, очевидно, прохо-
дит и в случае, если заменить 15 на 2𝑛−1. Однако для таблиц 5×5 или
11×11 утверждение задачи неверно.
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10 класс
1. а) Запишем равенство из условия задачи при 𝑥=0 и

𝑥=1:
𝑓↼0↽+

1
2
𝑓↼1↽ = 1,

𝑓↼1↽+
3
2
𝑓↼0↽ = 1.

Вычитая из удвоенного первого равенства второе, полу-

чим
1
2
𝑓↼0↽=1, откуда 𝑓↼0↽=2. Следовательно, 𝑓↼1↽=1−3=

=−2.
б) Подставляя вместо 𝑥 выражение 1−𝑥, получаем ещё

одно тождество

𝑓↼1−𝑥↽+
(︁

3
2
−𝑥

)︁
𝛿 𝑓↼𝑥↽ = 1.

Выразим из него 𝑓↼1−𝑥↽ и подставим в исходное:

𝑓↼𝑥↽+
(︁
𝑥+

1
2

)︁
𝛿
(︁
𝑥− 3

2

)︁
𝛿 𝑓↼𝑥↽+

(︁
𝑥+

1
2

)︁
= 1,

откуда при 𝑥 ̸= 1
2

получаем

𝑓↼𝑥↽ =
1▷2−𝑥

1+ ↼𝑥+1▷2↽↼𝑥−3▷2↽
=

1▷2−𝑥
𝑥2 −𝑥+1▷4

=
1

1▷2−𝑥 .

Оставшееся значение 𝑓↼1▷2↽ находим подстановкой 𝑥=1▷2
в исходное тождество: 𝑓↼1▷2↽+↼1▷2+1▷2↽ 𝛿 𝑓↼1▷2↽=1, отку-
да 𝑓↼1▷2↽=1▷2. Найденная функция является единствен-
ной, удовлетворяющей условию задачи.

2. Удвоенное число точек касания при расположении
𝑛 шаров указанным в задаче способом равно 3𝑛, поэтому
𝑛 чётно, причём 𝑛>2. Значение 𝑛=4 удовлетворяет усло-
вию задачи, так как четыре шара можно расположить тре-
буемым образом так, чтобы их центры лежали в вершинах
правильного тетраэдра с ребром 𝑎=2𝑟, где 𝑟 –– радиус каж-
дого шара. Пусть теперь 𝑛=2𝑘, 𝑘>2. Тогда расположим
2𝑘 шаров так, чтобы их центры лежали в вершинах пра-
вильной 𝑘-угольной призмы, у которой все рёбра также
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равны 𝑎=2𝑟. Каждый из шаров при таком расположении
касается ровно трёх других: двух шаров с центрами в со-
седних вершинах 𝑘-угольника, лежащего в том же осно-
вании, и одного шара с центром в соответствующей вер-
шине 𝑘-угольника, лежащего в другом основании. Таким
образом, все чётные значения 𝑛>4 также годятся.

3. Первый способ. Пусть 𝑂 –– вершина угла, 𝑂1 и 𝑂2 ––
центры меньшего и большего кругов соответственно, 𝐷 и
𝐸 –– их соответствующие точки касания с прямой 𝐵𝐶, 𝑃 и
𝑄 –– точки пересечения прямой 𝐵𝐶 с прямыми 𝐴𝑂1 и 𝐴𝑂2

соответственно,𝐻 –– основание высоты треугольника 𝐴𝐵𝐶,
опущенной из вершины 𝐴 (см. рис. 151).

O P D B H C E Q

A

O1

O2

Рис. 151

Из условия следует, что точки 𝑂1 и 𝑂2 лежат на биссек-
трисе этого угла и луч 𝐴𝑂1 является биссектрисой угла
𝑂𝐴𝐵, а луч 𝐴𝑂2 является биссектрисой угла, смежного с
углом 𝑂𝐴𝐶. Следовательно, ∠𝐵𝐴𝐶=180∘−2↼∠𝑂𝐴𝑃+∠𝐶𝐴𝑄).
С другой стороны, ∠𝐵𝐴𝐶=180∘−2∠𝐵𝐶𝐴. Значит, ∠𝐵𝐶𝐴=
=∠𝑂𝐴𝑃+∠𝐶𝐴𝑄. По теореме о внешнем угле треугольника
для 𝐶𝐴𝑄 также получаем ∠𝐵𝐶𝐴=∠𝐶𝑄𝐴+∠𝐶𝐴𝑄. Поэтому
∠𝑂𝐴𝑃=∠𝐶𝑄𝐴. Тогда треугольники 𝑂𝐴𝑃 и 𝑂𝑄𝐴 подобны

по двум углам и, следовательно,
𝑂𝐴
𝑂𝑃

=
𝑂𝑄
𝑂𝐴

. По свойству бис-

сектрис треугольников 𝑂𝐴𝑃 и 𝑂𝑄𝐴 также имеем
𝑂𝐴
𝑂𝑃

=
𝐴𝑂1

𝑂1𝑃



348 Решения. 1991 год

и
𝑂𝑄
𝑂𝐴

=
𝑄𝑂2

𝑂2𝐴
. Отсюда следует, что

𝐴𝑂1

𝑂1𝑃
=
𝑄𝑂2

𝑂2𝐴
и

𝑃𝑂1

𝑃𝐴
+
𝑄𝑂2

𝑄𝐴
=

1
𝐴𝑂1

𝑂1𝑃
+1

+

𝑄𝑂2

𝑂2𝐴
𝑄𝑂2

𝑂2𝐴
+1

=
1

𝐴𝑂1

𝑂1𝑃
+1

+

𝐴𝑂1

𝑂1𝑃
𝐴𝑂1

𝑂1𝑃
+1

= 1.

Далее, прямоугольные треугольники 𝑃𝑂1𝐷 и 𝑃𝐴𝐻 по-
добны, и аналогично подобны треугольники 𝑄𝑂2𝐸 и 𝑄𝐴𝐻.

Значит,
𝑃𝑂1

𝑃𝐴
=
𝑂1𝐷
𝐴𝐻

и
𝑄𝑂2

𝑄𝐴
=
𝑂2𝐸
𝐴𝐻

. Следовательно,
𝑂1𝐷
𝐴𝐻

+
𝑂2𝐸
𝐴𝐻

=

=1, откуда 𝐴𝐻=𝑂1𝐷+𝑂2𝐸, что и требовалось доказать.
Второй способ. Пусть, как и в предыдущем решении,

𝑂 –– вершина угла и соответственно 𝑂1 и 𝑂2 –– центры мень-
шего и большего кругов, 𝐷 и 𝐸 –– точки касания этих кру-
гов со стороной угла, на которой лежит отрезок 𝐵𝐶, 𝐻 ––
основание высоты треугольника 𝐴𝐵𝐶, опущенной из вер-
шины 𝐴. Пусть также 𝑟 и 𝑅 –– радиусы меньшего и боль-
шего кругов соответственно. Обозначим через 𝐹 и 𝐺 точки
касания этих кругов с другой стороной угла, а через 𝐾 и
𝐿 –– точки касания со сторонами 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 треугольника
𝐴𝐵𝐶 (см. рис. 152).

O D B H C E

F

A

G

K

L

a

O1

O2

r
R

Рис. 152

Поскольку треугольник 𝐴𝐵𝐶 равнобедренный, углы при
его основании равны. Обозначим a=∠𝐴𝐵𝐶=∠𝐴𝐶𝐵. Отрез-
ки касательных к окружности, проведённых из одной точ-
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ки, равны, поэтому

𝐹𝐺 = 𝑂𝐺−𝑂𝐹 = 𝑂𝐸−𝑂𝐷 = 𝐷𝐸,

𝐵𝐷+𝐶𝐸+𝐵𝐶 = 𝐷𝐸 = 𝐹𝐺 = 𝐴𝐹+𝐴𝐺 = 𝐴𝐾+𝐴𝐿 =

= 𝐴𝐵−𝐵𝐾+𝐴𝐶−𝐶𝐿 = 2𝐴𝐵−𝐵𝐷−𝐶𝐸,

откуда

𝐵𝐷+𝐶𝐸 = 𝐴𝐵− 𝐵𝐶
2

= 𝐴𝐵−𝐵𝐻 = 𝐴𝐵−𝐴𝐵 cos a =

= 𝐴𝐵↼1− cos a↽.

Далее, ∠𝑂1𝐵𝐷=
1
2
↼180∘ − a↽=90∘ − a

2
=∠𝑂2𝐶𝐸, значит

∠𝐵𝑂1𝐷=∠𝐶𝑂2𝐸=
a

2
, поэтому из треугольников 𝑂1𝐵𝐷 и

𝑂2𝐶𝐸 находим

𝑟+𝑅 = 𝑂1𝐷+𝑂2𝐸 = 𝐵𝐷 ctg
a

2
+𝐶𝐸 ctg

a

2
= ↼𝐵𝐷+𝐶𝐸↽ ctg

a

2
=

= 𝐴𝐵↼1− cos a↽ ctg
a

2
= 𝐴𝐵 𝛿 2 sin2 a

2
𝛿

cos
a

2

sin
a

2

=

= 𝐴𝐵 𝛿 2 sin
a

2
cos

a

2
= 𝐴𝐵 sin a = 𝐴𝐻,

что и требовалось доказать.
Это решение можно окончить иначе. Пусть уже доказа-

но, что

𝑟 +𝑅 = ↼𝐵𝐷+𝐶𝐸↽ ctg
a

2
=

(︁
𝐴𝐵− 𝐵𝐶

2

)︁
ctg

a

2
.

Следовательно, сумма радиусов зависит только от сторон
и углов треугольника 𝐴𝐵𝐶 и не зависит от величины угла,

B H C

A

r

r

a

Рис. 153

в который вписаны круги. Рас-
смотрим предельную ситуацию,
когда радиусы кругов равны, а
угол вырождается в пару парал-
лельных прямых (см. рис. 153).
Для неё сумма радиусов равна
диаметру каждой из окружно-
стей и равна высоте треугольни-
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ка 𝐴𝐵𝐶, опущенной из вершины 𝐴. Значит, этой же вели-
чине равна сумма радиусов и в общем случае, когда ради-
усы различны.

4. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 –– данный в условии задачи куб.
Будем считать, что угловой кубик при вершине 𝐴 чёрный.
Разрежем весь куб на куски размера 2×2×2 и разобьём
все чёрные кубики на 4 множества 𝑀𝐴, 𝑀𝐶, 𝑀𝐹 и 𝑀𝐻 сле-
дующим образом: к каждому из этих множеств отнесём
все чёрные кубики, расположенные относительно своего
куска так же, как соответствующий угловой кубик относи-
тельно исходного куба (см. рис. 154). Например, в множе-
ство 𝑀𝐴 попадут все чёрные кубики, стоящие на рисунке
в левом нижнем углу своего куска 2×2×2. Аналогичным
образом определим множества 𝑀𝐵, 𝑀𝐷, 𝑀𝐸 и 𝑀𝐺 белых
кубиков.

A
B

CD

E F
G

H

Рис. 154

Докажем, что из каждого множества𝑀𝐴,𝑀𝐶,𝑀𝐹 и𝑀𝐻

вынуто по одинаковому количеству чёрных кубиков, отку-
да и будет следовать, что общее количество вынутых чёр-
ных кубиков делится на 4. В самом деле, множества𝑀𝐴 и
𝑀𝐵 заполняют 25 рядов, параллельных ребру 𝐴𝐵, поэтому
из них в общей сложности вынуто 25 кубиков. Аналогич-
но из множеств 𝑀𝐵 и 𝑀𝐶 также вынуто в общей сложно-
сти 25 кубиков. Поскольку все кубики, вынутые из мно-
жества𝑀𝐵, –– белые, из множества𝑀𝐴 вынуто столько же
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кубиков, сколько из множества 𝑀𝐶. Повторяя это рассуж-
дение с заменой множества 𝑀𝐶 на множества 𝑀𝐹 и 𝑀𝐻,
убеждаемся, что из каждого из них вынуто столько же ку-
биков, сколько из 𝑀𝐴. Таким образом, общее число выну-
тых чёрных кубиков вчетверо больше количества кубиков,
вынутых из 𝑀𝐴, а значит, делится на 4.

5. Покажем, что фокусник мог добиться нужного ре-
зультата за три раскладки. Пусть первые две раскладки
таковы, что среди упорядоченных пар чисел, написанных
после этого на картах, нет одинаковых, но для каждой па-
ры ↼𝑚, 𝑛↽ можно найти пару ↼𝑛,𝑚↽. Возможный способ та-
кой пары раскладок приведён в решении задачи 2 б) для
9 класса и проиллюстрирован таблицей на рис. 148 к ре-
шению этой задачи. Поскольку номера после первой и вто-
рой раскладок зритель мог расположить на карте в разном
порядке, при 𝑚 ̸=𝑛 множество чисел 𝚤𝑚, 𝑛℘ будет соответ-
ствовать двум картам. При третьей раскладке фокусник
может разложить все карты на две кучки так, чтобы та-
кие карты попали в разные кучки, а затем в одну из ку-
чек добавить оставшиеся карты, на которых написаны па-
ры чисел ↼𝑛, 𝑛↽, 𝑛=9, 8, 7, 6, 2, 1 (например, в одну кучку
сложить карты, находящиеся в таблице над диагональю
и на ней, а в другую –– стоящие под диагональю). Тогда в
одной кучке окажется 24 карты, а в другой 30, так что
ранее неразличимые пары ↼𝑚, 𝑛↽ и ↼𝑛, 𝑚↽, где 𝑚<𝑛69,
станут различными тройками 𝚤𝑚, 𝑛, 30℘ и 𝚤𝑛, 𝑚, 24℘.

Докажем теперь, что двух раскладок недостаточно.
Действительно, предположим, что существуют такие две
раскладки, после которых на всех картах оказались на-
писаны разные множества чисел. Проиллюстрируем эти
раскладки таблицей размера 𝑘×𝑘, где 𝑘 –– число карт в
наибольшей из всех кучек, образованных при этих рас-
кладках, 𝑘>1. Пусть натуральные числа 𝑚 и 𝑛 пробегают
все значения от 1 до 𝑘. Если найдётся такая карта, на
которой при первой раскладке написали число 𝑚, а при
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второй –– 𝑛, то отметим общую ячейку 𝑚-й строки и 𝑛-го
столбца крестиком, иначе оставим эту ячейку пустой (см.

1

2

3

4

k−1

k

1 2 3 4 k−1 k

Рис. 155

рис. 155). Поскольку при этих рас-
кладках была образована кучка
из 𝑘 карт, либо в 𝑘-й строке, ли-
бо в 𝑘-м столбце найдётся отмечен-
ная крестиком ячейка. По предпо-
ложению на всех 𝑘 картах из этой
кучки написаны разные множе-
ства чисел, поэтому отмечены кре-
стиками и все другие ячейки этой
строки или этого столбца. Значит,
отмечена крестиком и ячейка на

пересечении 𝑘-й строки и 𝑘-го столбца. Аналогичные рас-
суждения показывают, что тогда отмечены крестиками
все ячейки как 𝑘-й строки, так и 𝑘-го столбца. Следова-
тельно, найдутся две разные карты, на которых написано
множество чисел 𝚤1, 𝑘℘. Пришли к противоречию.

11 класс
1. Если поставить знак «+» (или «×») между 𝑘-й и

↼𝑘+1↽-й цифрами данного числа, то слагаемые (соответ-
ственно, множители) будут иметь вид

19...9⏟  ⏞  
𝑘−1 девяток

= 2 𝛿 10𝑘−1 −1 и 9...9⏟  ⏞  
1992−𝑘 девяток

1 = 101993−𝑘−9.

а) Сумма получившихся чисел равна 2 𝛿 10𝑘−1+101993−𝑘−
−10= 𝑓↼10𝑘−1↽−10, где 𝑓↼𝑥↽=2𝑥+

101992

𝑥
. Анализируя знак

производной

𝑓 ′↼𝑥↽ = 2− 101992

𝑥2 =
(︁√

2− 10996

𝑥

)︁(︁√
2+

10996

𝑥

)︁
,

получаем, что функция 𝑓↼𝑥↽ возрастает при 𝑥>
1√
2
10996

(в частности, при 𝑥>10996) и убывает при 0<𝑥6
1√
2
10996

(в частности, при 0<𝑥610995). Значит, достаточно срав-
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нить значения 𝑓↼10996↽ и 𝑓↼10995↽:

𝑓↼10996↽ = 2 𝛿 10996 +10996 = 3 𝛿 10996,

𝑓↼10995↽ = 2 𝛿 10995 +10997 > 10997 = 10 𝛿 10996 > 𝑓↼10996↽.

Итак, наименьшим среди значений 𝑓↼10𝑘−1↽ является зна-
чение, соответствующее 𝑘−1=996, т. е. 𝑘=997.

б) Произведение получившихся чисел равно

↼2 𝛿 10𝑘−1 −1↽↼101993−𝑘−9↽ = 2 𝛿 101992 +9−18 𝛿 10𝑘−1 −
−101993−𝑘 = 2 𝛿 101992 +9− 𝑔↼10𝑘−1↽,

где 𝑔↼𝑥↽=18𝑥+
101992

𝑥
. Оно будет наибольшим при наимень-

шем значении 𝑔↼10𝑘−1↽. Как и в предыдущем пункте, по
знаку производной определяем, что функция 𝑔↼𝑥↽ возрас-

тает при 𝑥>
1

3
√

2
10996 (в частности, при 𝑥>10996) и убывает

при 0<𝑥6
1

3
√

2
10996 (в частности, при 0<𝑥610995). Срав-

ним значения 𝑔↼10996↽ и 𝑔↼10995↽:

𝑔↼10996↽ = 18 𝛿 10996 +10996 = 19 𝛿 10996,

𝑔↼10995↽ = 18 𝛿 10995 +10997 = 11,8 𝛿 10996 < 𝑔↼10996↽.

Таким образом, в этом случае наименьшим среди значе-
ний 𝑔↼10𝑘−1↽ является таковое при 𝑘=996.

2. Соединим точки 𝐴 и 𝐵 отрезком и проведём через
его середину 𝑂 перпендикулярную прямую. Искомая про-
екция северного полюса лежит на этой прямой на неко-
тором расстоянии 𝑥 от точки 𝑂. Будем называть всякую
прямую пространства вертикальной, если она параллель-
на этой прямой, и горизонтальной, если она ей перпенди-
кулярна. Для решения задачи достаточно построить отре-
зок длины 𝑥.

Пусть 𝑅 –– радиус земного шара, 𝑎 –– расстояние от точ-
ки 𝑂 до каждой из двух точек пересечения проведённого
перпендикуляра с проекцией экватора (см. рис. 156). Рас-



354 Решения. 1991 год

смотрим «вид сбоку», т. е. ортогональную проекцию зем-
ного шара вдоль прямой 𝐴𝐵 на некоторую плоскость. Эта
проекция изображена на рис. 157: точки 𝐴, 𝐵 и 𝑂 проек-
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Рис. 156
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Рис. 158

тируются в одну и ту же точку 𝑂1, 𝐷1𝐸1 –– проекция эква-
тора, 𝐶1 –– проекция северного полюса. В плоскости проек-
ции проведём через точку 𝑂1 вертикальную и горизонталь-
ную прямые (такие прямые существуют и единственны,
так как 𝐴𝐵 –– горизонтальная прямая). Пусть 𝐶′

1 и 𝐷′
1 ––

основания перпендикуляров, опущенных из точек 𝐶1 и 𝐷1

на эти прямые соответственно. Тогда длина отрезка 𝑂1𝐶′
1

равна искомой величине 𝑥. Прямоугольные треугольники
𝑂1𝐶1𝐶′

1 и 𝑂1𝐷1𝐷′
1 равны, так как ∠𝐶1𝑂1𝐷1 =∠𝐶′

1𝑂1𝐷′
1 =90∘

и 𝑂1𝐶1 =𝑂1𝐷1 =𝑅, поэтому 𝑂1𝐶′
1 =𝑂1𝐷′

1 =𝑥. Но 𝐷1𝐷′
1 =𝑎 и

𝑂1𝐷1 =𝑅, поэтому 𝑂1𝐷′
1 =𝑥 есть катет в прямоугольном

треугольнике с другим катетом 𝑎 и гипотенузой 𝑅. Постро-
им треугольник, равный треугольнику 𝑂1𝐷1𝐷′

1 (и 𝑂1𝐶1𝐶′
1),

на исходном рис. 5. Для этого проведём через точку 𝐷 пря-
мую, параллельную 𝐴𝐵, до пересечения в точке 𝐹 с проек-
цией земного шара. Тогда в прямоугольном треугольнике
𝑂𝐷𝐹 имеем 𝑂𝐷=𝑎, 𝑂𝐹=𝑅 и, значит, 𝐷𝐹=𝑥.

К о м м е н т а р и й. Разумеется, отрезок длины 𝑥 можно найти и
другими способами –– например, построить на отдельном чертеже пря-
моугольный треугольник с катетом 𝑎 и гипотенузой 𝑅, или так, как
показано на рис. 158: провести окружность с центром 𝑂 через точку 𝐷,
а затем ещё одну окружность радиуса 𝑅=𝑂𝐵 с центром в точке 𝐺 пе-
ресечения первой и отрезка 𝑂𝐵, тогда вторая окружность и пересечёт
верхнюю часть серединного перпендикуляра к 𝐴𝐵 в искомой точке 𝐶.
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3. Пусть 𝐴1𝐴2 ...𝐴18 –– правильный 18-угольник с вер-
шинами, выбранными через две из вершин данного 54-
угольника. Покажем, что его диагонали 𝐴1𝐴8, 𝐴2𝐴9, 𝐴4𝐴12

и 𝐴6𝐴16 (очевидно, не проходящие через центр) пересека-
ются в одной точке. Действительно, как и при решении
аналогичной задачи 3 для 9 класса, получаем, что в тре-
угольнике 𝐴4𝐴8𝐴16 прямые 𝐴4𝐴12, 𝐴8𝐴1, 𝐴16𝐴6 являются
биссектрисами и поэтому пересекаются в одной точке, а
в треугольнике 𝐴2𝐴6𝐴12 биссектрисами являются прямые
𝐴2𝐴9, 𝐴6𝐴16, 𝐴12𝐴4, проходящие через эту же точку.

К о м м е н т а р и й. Интересующийся читатель может попробовать
выяснить, для каких ещё значений 𝑛, кроме кратных 12 и 18, в пра-
вильном 𝑛-угольнике найдутся четыре диагонали, пересекающиеся в
одной точке, а также существует ли такое 𝑛, что в правильном 𝑛-уголь-
нике пять диагоналей пересекаются в одной точке, отличной от центра
этого 𝑛-угольника.

4. Если 𝑘61990, то возможен вариант, при котором
первые 10 депутатов предложат ничего не выделять по
первой статье расходов, а по остальным 199 статьям выде-

лить поровну, т. е. по
𝑆

199
, следующие 10 депутатов пред-

ложат ничего не выделять по второй статье, а по осталь-

ным статьям выделить по
𝑆

199
, и т. д. В результате по каж-

дой статье ровно 1990 депутатов будут согласны выделить

сумму
𝑆

199
, а значит эта сумма и будет утверждена. Но то-
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гда по всем 200 статьям будет утверждена сумма 200 𝛿
𝑆

199
,

т. е. превышающая 𝑆. Итак, при 𝑘61990 гарантировать,
что общая сумма утверждённых расходов не превысит 𝑆,
нельзя.

Покажем, что при 𝑘=1991 сумма утверждённых расхо-
дов не превысит 𝑆, какой бы вариант распределения рас-
ходов ни предложили депутаты. Действительно, в этом
случае по каждой статье не более 9 депутатов могли пред-
ложить величину расходов, меньшую утверждённой по
этой статье. Поскольку 200 𝛿 9<2000, найдётся депутат,
предложивший по всем статьям величину расходов, не
меньшую утверждённой. Но сумма всех предложенных им
расходов не превосходит 𝑆. Следовательно, утверждённая
сумма расходов по всем статьям также не превосходит 𝑆.

5. Каждой погасшей клетке поставим в соответствие
квадрат 2×2, в котором кроме неё были ещё три не све-
тящиеся клетки, т. е. в котором она погасла последней.
Поскольку двум разным погасшим клеткам не может соот-
ветствовать один и тот же квадрат 2×2, суммарное число
погасших клеток не превосходит числа квадратов 2×2 в
прямоугольнике 𝑚×𝑛. Это число равно ↼𝑚−1↽↼𝑛−1↽, так
как каждый квадрат 2×2 однозначно определяется своей
клеткой в левом верхнем углу, а такими клетками могут
быть все, кроме клеток в самом нижнем ряду и в самом
правом столбце. Значит, всего погасших клеток не боль-
ше, чем ↼𝑚−1↽↼𝑛−1↽. Поскольку по условию изначально
светящихся клеток было больше этого числа, по крайней
мере одна клетка никогда не погаснет.

1992 год (LV олимпиада)
8 класс

1. Первый способ. Поскольку 𝑎+𝑏+𝑐+𝑑>0, получаем
−↼𝑐+𝑑↽<𝑎+𝑏, а складывая неравенства 𝑐<𝑎 и 𝑑<𝑏, полу-
чаем 𝑐+𝑑<𝑎+ 𝑏. Одно из чисел −↼𝑐+𝑑↽ и 𝑐+𝑑 неотрица-
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тельно, а 𝑎+𝑏 больше их обоих, значит, 𝑎+𝑏 положитель-
но. Далее, −↼𝑎+ 𝑏↽< 𝑐+𝑑<𝑎+ 𝑏, поэтому |𝑐+𝑑|<𝑎+ 𝑏=
= |𝑎+ 𝑏|.
Второй способ. Неравенство |𝑎+𝑏|> |𝑐+𝑑| равносильно

каждому из неравенств

↼𝑎+ 𝑏↽2 > ↼𝑐+𝑑↽2,

↼𝑎+ 𝑏− 𝑐−𝑑↽↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑↽ > 0,

↼↼𝑎− 𝑐↽+ ↼𝑏−𝑑↽↽↼𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑↽ > 0,

последнее из которых следует из условия задачи.

2. В условии задачи указано, что число всех диагона-
лей равно 30, поэтому предполагается, что угловые клет-
ки доски представляют собой диагонали единичной дли-
ны. Рассмотрим диагонали, составленные из чёрных кле-
ток. Есть ровно одна диагональ, состоящая из 8 клеток

Рис. 160

(см. рис. 160). Параллельными
ей являются ровно 6 диагоналей.
Итого имеются 7 диагоналей это-
го направления. Рассмотрим диа-
гонали другого направления. Это
8 диагоналей длин 1, 3, 5, 7 (по
две диагонали для каждого зна-
чения длины).

Сосчитаем количество фигур,
стоящих на чёрных клетках. На
чёрных диагоналях одного на-
правления (с самой длинной диа-
гональю, их семь) стоит нечётное число фигур, на чёрных
диагоналях другого направления (их восемь) –– чётное. По-
лучили противоречие.

3. Каждый участник за оба дня решил столько задач,
сколько решили во второй день все остальные в сумме и
ещё он сам, т. е. ровно столько, сколько решили все участ-
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ники во второй день. Значит, за оба дня все участники
решили поровну задач.

4. Поскольку при изменении массы каждой гири в оди-
наковое (положительное) число раз возможность разло-
жить набор на заданное количество кучек равной массы
сохраняется, можно считать, что суммарная масса всех
гирь равна 60 г (т. е. наименьшему общему кратному чи-
сел 3, 4 и 5). Тогда из возможности разложения на пять
кучек равной массы (по 12 г) получаем, что масса любой
гири не может превышать 12 г. Поэтому если разложить
все гири на четыре кучки равной массы (по 15 г), то в каж-
дой кучке должно быть не менее двух гирь, а значит, ко-
личество гирь не может быть меньше 8.

Если число гирь равно 8, то из возможности разложе-
ния на пять кучек по 12 г вытекает, что среди них найдут-
ся хотя бы две гири по 12 г. В самом деле, если 12-граммо-
вых гирь меньше двух, то как минимум в четырёх кучках
не менее чем по две гири, поэтому число гирь не менее
4 𝛿 2+1=9. Далее, из возможности разложения на четыре
кучки по 15 г следует, что найдутся хотя бы две гири по
3 г. В самом деле, рассмотрим любые две кучки, содержа-
щие 12-граммовые гири. Поскольку каждая из оставших-
ся двух кучек должна содержать не менее двух гирь, до-
полнить каждую из двух 12-граммовых гирь можно толь-
ко одной гирей.

Далее, из возможности разложения гирь на три кучки
по 20 г вытекает, что число 12-граммовых гирь не пре-
восходит трёх, а поскольку 20 не делится на 3, в каждой
кучке должна быть хотя бы одна гиря с некратной 3 или
вообще нецелочисленной массой. Выберем любые три ги-
ри с некратными 3 или нецелочисленными массами и обо-
значим эти массы 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3. Если число 12-граммовых
гирь равно трём, то из возможности разложения на четы-
ре кучки по 15 г получаем, что число 3-граммовых гирь
не меньше трёх, но тогда остаётся не более двух гирь с
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некратными 3 или нецелочисленными массами. Противо-
речие. Следовательно, имеются ровно две гири по 12 г.

Предположим теперь, что такой набор гирь можно раз-
ложить на пять кучек по 12 г. Тогда две 12-граммовые
гири образуют две кучки, а остальные 6 гирь, массы кото-
рых в граммах равны 3, 3, 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑚4, необходимо раз-
ложить на три кучки по 12 г. Это означает, что в каждой
из трёх кучек должно быть ровно по две гири, а дополнить
каждую из 3-граммовых гирь можно лишь 9-граммовой,
но среди чисел 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑚4 лишь последнее может быть
равно 9. Полученное противоречие означает, число гирь
не может равняться 8.

Приведём пример набора из 9 гирь с массами (в грам-
мах) 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 12, который можно разложить
и на 3 (8+12, 3+5+12, 3+4+6+7), и на 4 (3+12, 3+12,
4+5+6, 7+8), и на 5 (3+3+6, 4+8, 5+7, 12, 12) кучек
равной массы.

К о м м е н т а р и й. Как отыскать подходящий набор из 9 гирь?
Для этого необходимо организовать грамотный перебор вариантов.

Попробуем найти подходящий набор из 9 гирь с целыми массами
и суммарной массой 60 г. Как показано в решении, среди этих гирь
должна быть хотя бы одна массой 12 г. Пусть такая гиря ровно одна.
Тогда при раскладывании на 5 кучек равной массы четыре кучки будут
содержать по две гири и одна –– единственную гирю массой 12 г.

Заметим, что при раскладывании на 4 кучки равной массы три куч-
ки будут содержать 2 гири и одна –– 3 гири (иначе обязательно найдёт-
ся кучка из одной гири массой 15 г, что невозможно). Предположим,
что гиря массой 12 г попадёт в эту последнюю кучку. Тогда сумма масс
двух других гирь в этой кучке равна 3 г. Таким образом, одна из этих
гирь имеет массу 1 г, а другая –– 2 г. Следовательно, эти две гири при
раскладывании на 5 кучек равной массы находились в одной кучке
с гирей массой 11 г и гирей массой 10 г соответственно. В свою очередь
эти гири с массами 11 г и 10 г при раскладывании на 4 кучки равной
массы находились в одной кучке с гирей массой 4 г и гирей массой 5 г
соответственно. Наконец, эти две гири с массами 4 г и 5 г при раскла-
дывании на 5 кучек равной массы находились в одной кучке с гирей
массой 8 г и гирей массой 7 г соответственно.

Видно, что найденный набор гирь с массами 1 г, 2 г, 4 г, 5 г, 7 г,
8 г, 10 г, 11 г и 12 г можно разложить и на 4, и на 5 кучек равной мас-
сы. Также имеем 8+12=2+7+11=1+4+5+10=20. Следовательно,
найденный набор гирь можно разложить и на 3 кучки равной массы.
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Другие примеры подходящих наборов из 9 гирь можно получить
исходя из предположения другой схемы раскладки гирь на 4 и на 5
кучек равной массы. Приведём значения масс (в граммах) ещё трёх
подходящих наборов из 9 гирь с суммарной массой 60 г: 1, 3, 4, 5, 7,
8, 9, 11, 12; 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 12; 3, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 9, 12. Есть и
другие примеры.

5. Первый способ. Рассмотрим сначала случай равно-
бедренного прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶, в котором
𝐶𝐷 –– биссектриса прямого угла 𝐶. Поскольку треуголь-
ник 𝐴𝐶𝐷 равнобедренный с углом при основании, равном
45∘, угол 𝐴𝐷𝐶 прямой, следовательно, прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷
перпендикулярны, причём 𝐴𝐷=𝐵𝐷=𝐶𝐷 (см. рис. 161).
Значит, в данном случае длина биссектрисы прямого угла
равна половине длины проекции гипотенузы на прямую,
перпендикулярную биссектрисе. Всюду далее в этом и дру-
гих решениях этой задачи будем считать, что треугольник
𝐴𝐵𝐶 не является равнобедренным.

A D B

C

Рис. 161

A
D

BF G H
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E

Рис. 162

Пусть теперь 𝐴𝐵𝐶 –– прямоугольный треугольник, в ко-
тором 𝐶𝐷 –– биссектриса прямого угла 𝐶 и 𝐴𝐶<𝐵𝐶 (см.
рис. 162). Найдём на луче 𝐶𝐴 такую точку 𝐹, что 𝐹𝐶=𝐵𝐶.
Тогда 𝐹𝐶𝐵 –– равнобедренный прямоугольный треуголь-
ник с основанием 𝐹𝐵, а прямая 𝐶𝐷 перпендикулярна это-
му основанию и пересекает его в некоторой точке 𝐻. Опу-
стим из точки 𝐴 перпендикуляр 𝐴𝐺 на основание 𝐹𝐵. То-
гда ∠𝐹𝐴𝐺=90∘ −∠𝐴𝐹𝐺=45∘ =∠𝐴𝐹𝐺 и 𝐴𝐺=𝐹𝐺. Заметим,
что 𝐵𝐺 –– проекция гипотенузы 𝐴𝐵 на прямую, перпенди-
кулярную биссектрисе 𝐶𝐷. Пусть перпендикуляр, восста-
новленный из точки 𝐹 к прямой 𝐹𝐵, пересекает прямую
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𝐴𝐵 в точке 𝐸. Тогда прямые 𝐸𝐹 и 𝐶𝐻 параллельны, а
𝐷𝐻 –– средняя линия треугольника 𝐸𝐹𝐵, так как 𝐹𝐻=𝐻𝐵.
Значит, 𝐸𝐹=2𝐷𝐻. Следовательно,

2↼𝐶𝐷+𝐷𝐻↽ = 𝐹𝐺+𝐵𝐺 = 𝐴𝐺+𝐵𝐺 < 𝐸𝐹+𝐵𝐺 = 2𝐷𝐻+𝐵𝐺,

откуда 2𝐶𝐷<𝐵𝐺, что и требовалось доказать.

C B

A1

A

D

D1

Рис. 163

Второй способ. Пусть 𝐶𝐷 –– биссек-
триса, проведённая из вершины пря-
мого угла 𝐶 прямоугольного треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶. Через вершину 𝐵 проведём
прямую, перпендикулярную 𝐶𝐷 (см.
рис. 163). Пусть 𝐴1 и 𝐷1 –– проекции
точек 𝐴 и 𝐶 на эту прямую (если 𝐴𝐶=
=𝐵𝐶, то они совпадут с точками 𝐴 и
𝐷 соответственно).

Обозначим 𝐵𝐶=𝑎, 𝐴𝐶= 𝑏, 𝐶𝐷=𝑥.
Тогда из равнобедренных прямоуголь-
ных треугольников получаем

𝐴1𝐷1 =
𝑏√
2
, 𝐵𝐷1 =

𝑎√
2
, 𝐴1𝐵 = 𝐴1𝐷1 +𝐷1𝐵 =

𝑎+ 𝑏√
2

.

Равенство 𝑆𝐴𝐵𝐶=𝑆𝐴𝐷𝐶+𝑆𝐵𝐷𝐶 принимает вид

1
2
𝑎𝑏 =

1
2
𝑎𝑥 𝛿

√
2

2
+

1
2
𝑏𝑥 𝛿

√
2

2
,

откуда находим 𝑥=
𝑎𝑏

√
2

𝑎+ 𝑏
.

Преобразуем теперь доказываемое неравенство 𝐶𝐷6

6
1
2
𝐴1𝐵 равносильным образом:

𝑎𝑏
√

2
𝑎+ 𝑏

6
1
2
𝛿
𝑎+ 𝑏√

2
⇔ 2𝑎𝑏

𝑎+ 𝑏
6
𝑎+ 𝑏

2
⇔ 4𝑎𝑏 6 ↼𝑎+ 𝑏↽2 ⇔

⇔ 0 6 ↼𝑎− 𝑏↽2.
Последнее неравенство выполнено всегда, причём обраща-
ется в равенство только при 𝑎= 𝑏.
Третий способ. Пусть 𝐶𝐷 –– биссектриса, проведённая

из вершины прямого угла 𝐶 прямоугольного треугольника
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Рис. 164

𝐴𝐵𝐶. Обозначим проекции вершин
𝐴 и 𝐵 на прямую 𝐶𝐷 через 𝐾 и 𝐻
соответственно (см. рис. 164).

Без ограничения общности мож-
но считать, что 𝐴𝐶>𝐵𝐶. Тогда
по свойству биссектрисы треуголь-
ника

𝐴𝐷
𝐷𝐵

=
𝐴𝐶
𝐵𝐶

> 1.

Прямоугольные треугольники 𝐴𝐷𝐾 и 𝐵𝐷𝐻 подобны, по-

этому
𝐾𝐷
𝐷𝐻

=
𝐴𝐷
𝐷𝐵

>1, а значит, 𝐾𝐷>𝐷𝐻, откуда получаем

𝐶𝐷 6
1
2
↼𝐶𝐻+𝐶𝐾↽.

В прямоугольных треугольниках △𝐴𝐶𝐾 и △𝐵𝐶𝐻 ост-
рые углы равны 45∘, поэтому 𝐴𝐾=𝐶𝐾 и 𝐵𝐻=𝐶𝐻. Следо-
вательно,

𝐶𝐷 6
1
2
↼𝐶𝐻+𝐶𝐾↽ =

1
2
↼𝐴𝐾+𝐵𝐻↽,

но 𝐴𝐾+𝐵𝐻 и есть длина проекции гипотенузы на любую
прямую, перпендикулярную биссектрисе 𝐶𝐷.

6. Рассмотрим правильный восьмиугольник. Заметим,
что множество, состоящее из всех его сторон и диагоналей,
можно представить в виде объединения звеньев четырёх
ломаных, каждая из которых проходит через все вершины
так, что никакие две ломаные не имеют общих звеньев
(см. рис. 165).
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Рис. 165
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Покажем, как, используя эти ломаные, можно 4 раза
рассадить 9 человек за круглым столом так, чтобы ника-
кие двое не сидели рядом более 1 раза. Выберем любую
ломаную и занумеруем вершины многоугольника в поряд-
ке следования на этой ломаной (на рис. 165 для нумера-
ции вершин выбрана первая ломаная). Далее, занумеруем
рассаживаемых натуральными числами от 1 до 9. При пер-
вом рассаживании по левую руку от номера 1 расположим
последовательно номера 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (см. рис. 166),
а номер 9 поместим между 8 и 1. Второе, третье и четвёр-
тое рассаживания проведём согласно порядку следования
номеров на соответствующей ломаной, при этом номер 9
каждый раз будем располагать между номерами, стоящи-
ми на концах этой ломаной. Тогда описанные 4 способа
рассадки 9 человек удовлетворяют условию задачи.
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Рис. 166

К о м м е н т а р и й. Проведённое рассуждение допускает обобще-
ние. Можно показать, что для любого натурального числа 𝑛 можно 𝑛
раз рассадить 2𝑛+1 человек за круглым столом так, чтобы никакие
двое не сидели рядом более 1 раза. Для этого представим множество
всех сторон и диагоналей выпуклого 2𝑛-угольника в виде объединения
звеньев таких 𝑛 ломаных, что каждая из них проходит через все 2𝑛
вершин многоугольника и никакие две ломаные не имеют общих зве-
ньев, следующим образом. Обозначим правильный 2𝑛-угольник через
𝐴1𝐴2 ...𝐴2𝑛. Тогда пусть 𝑖-я (𝑖=1, ..., 𝑛) ломаная включает в себя сторо-
ну 𝐴𝑖𝐴𝑖+1, все параллельные ей диагонали, сторону 𝐴𝑛+𝑖𝐴𝑛+𝑖+1 (𝐴2𝑛𝐴1

при 𝑖=𝑛) и все диагонали, перпендикулярные прямой 𝐴𝑖𝐴𝑛+𝑖. Следуя
порядку расположения вершин на этих ломаных можно провести ис-
комые 𝑛 рассаживаний, каждый раз располагая человека с номером
2𝑛+1 между людьми с номерами 𝑖 и 𝑛+ 𝑖.

На языке теории графов рассматриваемое утверждение означает,
что в полном графе 𝐾2𝑛+1 с 2𝑛+1 вершинами (граф называется пол-
ным, если в нём проведены все возможные рёбра) можно так выбрать
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𝑛 циклов, каждый из которых проходит по всем вершинам по одному
разу (такие циклы называются гамильтоновыми), чтобы разные цик-
лы не имели бы общих рёбер. Поскольку в цикле каждые две соседние
вершины соединяются ребром и каждые два соседних ребра имеют об-
щую вершину, каждый цикл содержит 2𝑛+1 вершину и столько же
рёбер, а значит, эти 𝑛 циклов содержат в совокупности 𝑛↼2𝑛+1↽ рёбер.
Но граф 𝐾2𝑛+1 имеет ровно 𝑛↼2𝑛+1↽ рёбер, поэтому получается, что он
представляется в виде суммы 𝑛 гамильтоновых циклов, что составляет
известную теорему теории графов (см., например, [61, теорема 9.6]).

9 класс
1. В ходе соревнований каждый из участников выиграл

столько партий, сколько выиграли чёрными все осталь-
ные вместе взятые и ещё он сам, т. е. ровно столько, сколь-
ко выиграли все участники чёрными. Значит, все участни-
ки выиграли поровну партий.

2. Первый способ. Разбив все нечётные натуральные
числа 𝑛<10 000 на пары 𝑎 и 𝑏, для которых 𝑎+𝑏=10 000,
заметим, что сумма

𝑎9 + 𝑏9 = ↼𝑎3 + 𝑏3↽↼𝑎6 −𝑎3𝑏3 + 𝑏6↽ =

= ↼𝑎+ 𝑏↽↼𝑎2 −𝑎𝑏+ 𝑏2↽↼𝑎6 −𝑎3𝑏3 + 𝑏6↽

делится на 10 000, т. е. заканчивается четырьмя нулями.
Следовательно, сумма чисел 𝑎′ и 𝑏′, образованных четырь-
мя последними цифрами чисел 𝑎 и 𝑏 соответственно, так-
же равна 10 000. Поэтому неравенство 𝑎>𝑎′ равносильно
неравенству 𝑏< 𝑏′. Это означает, что если для одного из
чисел любой пары число, образованное четырьмя послед-
ними цифрами его девятой степени будет больше него, то
для второго числа пары будет выполнено обратное нера-
венство. Таким образом, количества чисел, описанных
в условии задачи, совпадают.
Второй способ. Пусть 𝑛 –– нечётное число, 𝑛<10 000.

Поскольку ↼10 000−𝑛↽9 =10 0009 + 𝑐1𝑛+ ...+ 𝑐8𝑛8 −𝑛9, где
все целые числа 𝑐1, ..., 𝑐8 делятся на 10 000, получаем
↼10 000−𝑛↽9 =10 000𝐾−𝑛9, где 𝐾 –– некоторое натураль-
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ное число. Значит, если 𝑁 –– число, образованное послед-
ними четырьмя цифрами числа 𝑛9, то последние четыре
цифры числа ↼10 000−𝑛↽9 образуют число 10 000−𝑁. Но
𝑁>𝑛 тогда и только тогда, когда 10 000−𝑁<10 000−𝑛.
Следовательно, число 𝑛 принадлежит первому множеству
тогда и только тогда, когда число 10 000−𝑛 принадлежит
второму множеству. Поскольку мы рассматриваем лишь
нечётные числа, равенство 𝑛=10 000−𝑛 невозможно и,
таким образом, чисел в этих множествах поровну.

К о м м е н т а р и й. Имеет место и более сильное утверждение: при
всех натуральных 𝑘 и 𝑚 количество нечётных натуральных чисел
𝑛<10𝑘, для которых число, образованное 𝑘 последними цифрами чис-
ла 𝑛2𝑚−1, больше 𝑛, равно количеству нечётных натуральных чисел
𝑛<10𝑘, для которых число, образованное 𝑘 последними цифрами чис-
ла 𝑛2𝑚−1, меньше 𝑛. Предлагаем заинтересованому читателю провести
доказательство самостоятельно (можно рассуждать аналогично изло-
женным решениям).

3. После каждого отрезания пирог сохраняет форму вы-
пуклого многоугольника (варианты формы после одного
или двух отрезаний показаны на рис. 167). Поскольку лю-
бой кусок отрезается по линии, пересекающей некоторые
его две соседние стороны в точках, отличных от вершин,
от каждой из сторон многоугольника всегда будет оста-
ваться отрезок, по-прежнему являющийся одной из сто-
рон многоугольника. В частности, в любой момент време-
ни найдутся четыре стороны многоугольника, лежащие на
сторонах исходного квадрата.

1

2

2

Рис. 167
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Выберем на каждой из этих сторон по одной точке и
соединим их отрезками (см. рис. 168). Полученный че-
тырёхугольник целиком лежит внутри многоугольника.

Рис. 168

Докажем, что изюминка обязательно
будет лежать внутри этого четырёх-
угольника.

Рассмотрим любую прямую, содер-
жащую некоторую сторону этого четы-
рёхугольника. Относительно неё одна
из вершин квадрата лежит в одной по-
луплоскости, а три другие –– в другой.
Поскольку изюминка лежит на отрез-
ке, соединяющем две из трёх упомяну-

тых вершин, она лежит в той же полуплоскости, что и эти
вершины, а следовательно, в той же полуплоскости, что и
сам четырёхугольник. Таким образом, изюминка лежит
внутри построенного четырёхугольника, поэтому отрезать
её нельзя.

К о м м е н т а р и й. Рассмотрим любую сторону 𝐼 квадрата, являв-
шегося границей пирога до того, как отрезали первый кусок. После
отрезания первого куска границей пирога будет пятиугольник, причём
одна из его сторон 𝐼1 будет лежать на стороне 𝐼 квадрата: 𝐼⊃ 𝐼1. После
отрезания второго куска аналогично получим 𝐼⊃ 𝐼1 ⊃ 𝐼2 и т. д. Такие
отрезки 𝐼, 𝐼1, 𝐼2, ... называют вложенными, а лемма о вложенных от-
резках, согласно которой любая система отрезков 𝐼⊃𝐼1 ⊃𝐼2 ⊃ ...⊃𝐼𝑛⊃ ...
имеет хотя бы одну общую точку, является одним из фундаментальных
утверждений математического анализа. Отметим, что наличие общей
точки для конечной системы вложенных отрезков очевидно. Именно
такие точки на каждой стороне квадрата мы и выбирали в решении
задачи.

4. Запишем в каждую клетку таблицы число путей, ко-
торые ведут в неё из левой нижней клетки таблицы. По-
скольку через отмеченные клетки пути проходить не мо-
гут, заполним их нулями. Во все клетки левого столбца
и нижней строки можно попасть только одним способом.
Пусть, далее, двигаясь в направлениях вверх или вправо
мы достигли некоторой клетки. Тогда предыдущая клет-
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ка этого пути есть либо левый, либо нижний сосед данной
клетки, поэтому искомое число путей равно сумме чисел,
записанных в соседних клетках слева и снизу от данной.
Двигаясь по диагоналям (1; 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 1, 1; 1, 2,
2, 2, 1; ...), мы заполним все оставшиеся клетки табли-
цы. Таблица заполняется однозначно, а в правой верхней
клетке оказывается число 678.

К о м м е н т а р и й. Полученная таблица с числами симметрична
относительно диагонали, соединяющей левую нижнюю и правую верх-
нюю клетки. Это связано как с правилами движения по клеткам, так
и с симметрией расположения отмеченных клеток. Добавим, что если
бы отмеченных клеток не было, то таблица была бы заполнена бино-
миальными коэффициентами (см. рис. 170) и представляла бы собой
«вырезку» из треугольника Паскаля, а в правой верхней клетке стоя-
ло бы число 12870.

5. Первый способ. Обозначим ∠𝐴𝐷𝐵= a, ∠𝐶𝐷𝐵= b. То-
гда ∠𝐴𝐷𝐸= a, так как прямая 𝐸𝐷 симметрична 𝐵𝐷 отно-
сительно 𝐴𝐷 (см. рис. 171). Поскольку треугольник 𝐴𝐶𝐷
равнобедренный (𝐴𝐶=𝐶𝐷), получаем ∠𝐶𝐴𝐷=∠𝐶𝐷𝐴=a+b.

Проведём через точку 𝐵 прямую, параллельную 𝐷𝐸.
Пусть она пересекает прямые 𝐴𝐷 и 𝐴𝐸 в точках 𝐹 и 𝐺
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Рис. 171

соответственно (точки пересечения есть, поскольку пря-
мая 𝐷𝐸 пересекает каждую из этих прямых).

Точка 𝐵 лежит на прямой 𝐹𝐺 между точками 𝐹 и 𝐺.
Пусть прямая 𝐴𝐵 пересекает отрезок 𝐷𝐸 в точке 𝑀. Тре-
угольники 𝐴𝐹𝐺 и 𝐴𝐷𝐸 подобны по двум углам: ∠𝐺𝐴𝐹=
=∠𝐸𝐴𝐷 как вертикальные, а ∠𝐴𝐹𝐺=∠𝐴𝐷𝐸= a как внут-
ренние накрест лежащие между секущей 𝐹𝐷 и параллель-
ными прямыми 𝐹𝐺 и 𝐸𝐷. Утверждение о том, что точка
𝑀 –– середина 𝐷𝐸, равносильно равенству 𝐹𝐵=𝐵𝐺. В са-
мом деле, прямая 𝐵𝑀 разбивает треугольники 𝐴𝐹𝐺 и 𝐴𝐷𝐸
на две пары подобных треугольников: △𝐹𝐴𝐵∼△𝐷𝐴𝑀 и
△𝐴𝐵𝐺∼△𝐴𝑀𝐸, причём коэффициенты подобия для обе-

их пар совпадают (они равны
𝐴𝐵
𝐴𝑀

). Следовательно,
𝐹𝐵
𝐷𝑀

=

=
𝐵𝐺
𝑀𝐸

, откуда
𝐹𝐵
𝐵𝐺

=
𝐷𝑀
𝑀𝐸

.
Рассматривая секущие 𝐹𝐺 и 𝐵𝐷 параллельных прямых

𝐵𝐶 и 𝐴𝐷, получим ∠𝐺𝐵𝐶=∠𝐺𝐹𝐷= a и ∠𝐶𝐵𝐷=∠𝐴𝐷𝐵= a.
Поскольку ∠𝐶𝐴𝐷 –– внешний угол треугольника 𝐴𝐹𝐺, на-
ходим

∠𝐴𝐺𝐹 = ∠𝐶𝐴𝐷−∠𝐺𝐹𝐴 = ↼a+ b↽− a = b.
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Рассмотрим треугольники 𝐵𝐶𝐺 и 𝐵𝐶𝐷. Так как ∠𝐺𝐵𝐶=
=∠𝐷𝐵𝐶 и ∠𝐵𝐺𝐶=∠𝐵𝐷𝐶, получаем ∠𝐺𝐶𝐵=∠𝐷𝐶𝐵, поэто-
му рассматриваемые треугольники равны по стороне 𝐵𝐶
и прилежащим к ней углам. Следовательно, 𝐵𝐺=𝐵𝐷. По-
скольку в треугольнике 𝐹𝐵𝐷 углы при основании 𝐹𝐷 рав-
ны, он равнобедренный, поэтому 𝐹𝐵=𝐵𝐷. Таким образом,
𝐹𝐵=𝐵𝐺.
Второй способ. Обозначим через 𝑀 точку пресечения

прямых 𝐴𝐵 и 𝐷𝐸, через 𝐿 –– такую точку на луче 𝐷𝐴,
что 𝐷𝐿=𝐵𝐶 (см. рис. 172). Поскольку 𝐴𝐵𝐶𝐷 –– трапеция,
точки 𝐴 и 𝐿 различны. Тогда 𝐵𝐶𝐷𝐿 –– параллелограмм,
так как две его стороны параллельны и равны. Обозначим
точку пересечения его диагоналей через 𝑂.

E

L

M

D
A

B C

O

Рис. 172

Поскольку 𝐵𝐶=𝐿𝐷, 𝐴𝐶=𝐶𝐷 и ∠𝐶𝐷𝐴=∠𝐶𝐴𝐷=∠𝐵𝐶𝐴,
треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐶𝐿𝐷 равны. Значит, ∠𝐶𝐿𝐷=∠𝐴𝐵𝐶.
По свойствам углов, образованных параллельными прямы-
ми и секущей, получаем ∠𝐵𝐶𝑂=∠𝐶𝐿𝐷 и ∠𝐴𝐵𝐶=∠𝑀𝐴𝐷,
поэтому ∠𝐵𝐶𝑂=∠𝑀𝐴𝐷.

Далее, по свойству внутренних односторонних углов
∠𝐵𝐶𝐷=180∘ −∠𝐴𝐷𝐶=180∘ −∠𝐷𝐴𝐶=∠𝐸𝐴𝐷. В силу сим-
метрии прямых 𝐵𝐷 и 𝐷𝐸 относительно прямой 𝐴𝐷 по-
лучаем ∠𝐶𝐵𝐷=∠𝐵𝐷𝐴=∠𝐸𝐷𝐴. Следовательно, два угла
треугольника 𝐴𝐷𝐸 соответственно равны двум углам тре-
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угольника 𝐶𝐵𝐷, поэтому эти треугольники подобны. При
преобразовании подобия, переводящем первый из них во
второй, △𝐴𝐷𝑀 переходит в △𝐶𝐵𝑂, так как ∠𝐵𝐶𝑂=∠𝑀𝐴𝐷
и ∠𝐶𝐵𝐷=∠𝐴𝐷𝑀. Значит, точка 𝑀 переходит в точку 𝑂.
Поскольку 𝐶𝑂 –– медиана треугольника 𝐶𝐵𝐷, получаем,
что 𝐴𝑀 –– медиана треугольника 𝐴𝐷𝐸.

6. а) Занумеруем 11 человек натуральными числами от
1 до 11. Организуем рассаживания следующим образом.
Пусть соседом слева 𝑘-гo (𝑘=1, ..., 11) человека при 𝑖-м
(𝑖=1, ..., 5) рассаживании будет человек с номером 𝑘+ 𝑖,
если 𝑘+ 𝑖611, и с номером 𝑘+ 𝑖−11, если 𝑘+ 𝑖>11. Тогда
описанные 5 способов рассадки 11 человек удовлетворяют
условию задачи (см. рис. 173).

1 2

3

4

5
67

8

9

10

11 1 3

5

7

9
112

4

6

8

10 1 4

7

10

2
58

11

3

6

9

1 5

9

2

6
103

7

11

4

8 1 6
11

5

10
49

3

8

2

7

Рис. 173

б) Покажем, как получить из каждой предложенной в
решении пункта а) рассадки для 𝑛=5 такие две рассадки
для 𝑛=10, чтобы набор из десяти полученных рассадок
удовлетворял условиям пункта б). Если в исходной рассад-
ке по часовой стрелке последовательно стояли числа 1, 𝑎,
𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖 и 𝑗, то образуем две рассадки так, как
показано на рис. 174. Заметим, что во всех полученных
рассадках сумма чисел, стоящих на местах, соединённых
горизонтальными линиями, будет равна 23.
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Пусть 𝑘 и 𝑙 –– любые различные натуральные числа от 2
до 11. Заметим, что 𝑘 и 𝑙 стоят рядом в исходной рассадке
тогда и только тогда, когда в первой из полученных расса-
док стоят рядом числа 𝑘 и 𝑙, а также числа 23−𝑘 и 23− 𝑙,
а во второй из полученных рассадок стоят рядом числа 𝑘
и 23− 𝑙, а также числа 23−𝑘 и 𝑙. Поскольку в пяти рас-
садках из решения п. а) рядом по одному разу стояли все
различные числа от 2 до 11, отсюда следует, что в десяти
полученных рассадках по одному разу стоят все различ-
ные числа от 2 до 21. Наконец, нетрудно видеть, что в
этих рассадках число 1 также стоит по одному разу с каж-
дым из чисел от 2 до 21.

К о м м е н т а р и й. Заметим, что описанный в решении п. а) спо-
соб организации рассадок не проходит в том случае, когда число 2𝑛+1
составное. Действительно, в этом случае у числа 2𝑛+1 найдётся от-
личный от 1 делитель 𝑖<𝑛. Тогда предложенный в решении 𝑖-й способ
рассаживания будет некорректен, так как один и тот же человек дол-
жен будет сидеть одновременно более чем в одном месте. Универсаль-
ный способ организации рассадок 2𝑛+1 человека для любого 𝑛 описан
в комментарии к решению задачи 6 для 8 класса.
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10 класс
1. Если a, b, g, d –– углы четырёхугольника, то их сум-

ма равна 2p, поэтому
g+ d

2
= p− a+ b

2
, а значит, cos

g+ d

2
=

=−cos
a+ b

2
. Следовательно,

cos a+ cos b + cos g+ cos d =

= 2 cos
a+ b

2
cos

a− b

2
+2 cos

g+ d

2
cos

g− d

2
=

= 2 cos
a+ b

2

(︁
cos

a− b

2
− cos

g− d

2

)︁
=

= −4 cos
a+ b

2
sin

a− b +g− d

4
sin

a− b −g+ d

4
=

= −4 cos
a+ b

2
sin

a+g− ↼2p− a−g↽
4

sin
a+ d− ↼2p− a− d↽

4
=

= −4 cos
a+ b

2
cos

a+g

2
cos

a+ d

2
.

Из условия задачи вытекает, что это произведение равно

нулю. Если cos
a+ b

2
=0, то a+ b = p+2p𝑛, где 𝑛∈Z. По-

скольку 0<a+b <2p, получаем a+b =p. Аналогично если

cos
a+g

2
=0, то a+g= p, и если cos

a+ d

2
=0, то a+ d= p.

Таким образом, сумма некоторых двух углов четырёх-
угольника равна p. Если это два соседних угла, то данный
четырёхугольник –– трапеция или параллелограмм, а если
это два противоположных угла, то рассматриваемый четы-
рёхугольник –– вписанный.

2. Рассуждая аналогично решению задачи 3 для 9 клас-
са, получим, что в любой момент времени пирог имеет
форму выпуклого многоугольника, причём некоторые его
пять сторон лежат на сторонах исходного пятиугольника
(по одной на каждой стороне). Выберем на каждой из этих
пяти сторон многоугольника по одной точке и соединим
их отрезками (см. рис. 175).

Полученный пятиугольник целиком лежит внутри мно-
гоугольника и содержит пятиугольник 𝑃, вершинами ко-
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торого являются точки пересечения диагоналей исходно-
го пятиугольника (см. рис. 176). Это означает, что если
воткнуть свечку в любую точку, лежащую внутри или на
границе пятиугольника 𝑃, то отрезать её будет нельзя.

Рис. 175

P

Рис. 176

P

Рис. 177

Остаётся показать, что если воткнуть свечку вне пяти-
угольника 𝑃, то её можно будет отрезать. В самом деле,
в этом случае найдётся такая диагональ исходного пяти-
угольника, что точка и пятиугольник 𝑃 будут лежать в
разных полуплоскостях относительно прямой, содержа-
щей эту диагональ, причём пятиугольник имеет общие
точки с диагональю, а точка на диагонали не лежит (см.
рис. 177). Следовательно, существует прямая, параллель-
ная этой диагонали и пересекающая две соседние сторо-
ны исходного пятиугольника, относительно которой пяти-
угольник 𝑃 и рассматриваемая точка лежат строго в раз-
ных полуплоскостях, поэтому проводя разрез по отрезку
этой прямой, можно отрезать данную точку от пирога.

К о м м е н т а р и й. См. комментарий к решению задачи 3 для 9
класса.

3. Раскрасим доску в два цвета в шахматном порядке.
Пройти из любого угла доски в противоположный мож-
но за 𝑛+𝑚−2 хода, причём на каждом ходе цвет заня-
той клетки изменяется. Следовательно, если сумма 𝑛+𝑚
нечётна, то вначале фишки стоят на клетках разных цве-
тов, а если чётна, то на клетках одного цвета.
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Если фишки вначале стояли на клетках разных цветов,
то после любого хода белой фишкой они будут распола-
гаться на клетках одного цвета, поэтому чёрная фишка
никогда не сможет попасть на клетку, занятую фишкой
противника, т. е. обеспечить себе выигрыш. Если же фиш-
ки вначале стояли на клетках одного цвета, то после лю-
бого хода белой фишкой они будут располагаться на клет-
ках разных цветов, а значит, в этом случае белая фишка
никогда не сможет попасть на клетку, занятую фишкой
противника, т. е. обеспечить себе выигрыш.

Рис. 178

Покажем, что если сумма 𝑚+𝑛 нечёт-
на (см. рис. 178), то при правильной иг-
ре выигрывает играющий белой фишкой.
Без ограничения общности можно счи-
тать, что 𝑚 –– число горизонталей доски
и оно больше числа 𝑛 её вертикалей. В са-
мом деле, равенство 𝑚=𝑛 невозможно,
поскольку сумма 𝑚+𝑛 нечётна, а если
𝑚<𝑛, то в дальнейшем рассуждении до-
статочно заменить все ходы белых впра-
во на ходы вверх и наоборот.

Рассмотрим диагональ, состоящую из
𝑛 клеток, на первой из которых исходно

находится белая фишка, и далее будем говорить о диаго-
налях только этого направления. В начале игры диагона-
ли, на которых стоят фишки, параллельны, причём диа-
гональ чёрной фишки расположена выше.

Опишем выигрышную стратегию играющего белой
фишкой. Первые ходы будут представлять собой сдвиги
вверх по левой вертикали доски. С каждым ходом диа-
гональ белой фишки поднимается вверх, причём после
некоторого хода белая фишка окажется на той диагонали,
на которой в данный момент расположена чёрная фиш-
ка. Действительно, все клетки, на которые возможен ход
чёрной фишки, каждый раз расположены выше текущей
диагонали белой фишки (см. рис. 179), с каждым ходом
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белых область над этой диагональю сокращается, а при
достижении белой фишкой верхней строки область полно-
стью исчезает. Чёрная фишка не может первой оказаться
на диагонали белой фишки, так как клетки любой диа-
гонали одноцветные, а после хода чёрной фишки цвета
клеток, занятых фишками, различны. Значит, очередным
ходом белая фишка непременно попадёт на диагональ чёр-
ной фишки. После этого на каждый ход чёрной фишкой
играющий белой делает симметричный ход в следующем
смысле: на ход вниз отвечает ходом вправо, на ход влево

Рис. 179

отвечает ходом вверх, а ходы чёрной
фишкой вверх и вправо просто повторяет
(направления вправо, влево, вверх, вниз
здесь указаны с точки зрения играющего
белой фишкой). После каждого хода бе-
лой фишки она остаётся на одной диаго-
нали с чёрной, причём расстояние меж-
ду фишками не возрастает, но сохранять-
ся оно может только при движении чёр-
ной фишки вправо и вверх, а число та-
ких последовательных ходов ограничено,
значит, расстояние между фишками бу-
дет нестрого убывать и рано или поздно
станет нулём, т. е. белая фишка догонит чёрную.

Если сумма 𝑚+𝑛 чётна, то выигрывает играющий чёр-
ными. Это доказывается аналогично разобранному выше
случаю, так как после первого хода белой фишки белая и
чёрная фишки будут располагаться в клетках разных цве-
тов, а следующий ход делает играющий чёрной фишкой.

4. Как и при решении задачи 4 для 8 класса, можем
считать, что суммарная масса гирь набора равна 60 г. То-
гда из возможности разложения на 6 кучек равной массы
(по 10 г) получаем, что масса любой гири не может превы-
шать 10 г. Поэтому если разложить все гири на 5 кучек
равной массы (по 12 г), то в каждой кучке должно быть
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не менее двух гирь, а значит, количество гирь не может
быть меньше 10.

Пусть число гирь равно десяти. Тогда каждая из пяти
кучек массы 12 г состоит ровно из двух гирь. При любом
разложении десяти гирь на шесть кучек как минимум в
двух кучках будет по одной гире. Следовательно, в наборе
имеется не менее двух 10-граммовых гирь, а значит, и не
менее двух гирь массой 2 г, дополняющих 10-граммовые
гири при раскладке на 5 кучек по 12 г.

Далее приведём два способа рассуждений.
Первый способ. Из возможности разложения набора на

4 кучки по 15 г получаем, что в наборе есть как мини-
мум четыре гири с нечётными или вообще нецелочислен-
ными массами (иначе масса каждой из четырёх кучек бы-
ла бы чётна). Следовательно, разложение рассматриваемо-
го набора из 10 гирь на 5 кучек по 12 г будет иметь вид:
2+10, 2+10, 𝑎1 +𝑎2, 𝑎3 +𝑎4, 𝑏1 + 𝑏2, где каждое из чисел
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 является или нечётным, или нецелым (для
краткости назовём такие числа особыми).

Рассмотрим теперь разложение набора на 6 кучек по
10 г. Две 10-граммовые гири образуют две кучки. Ни од-
но из чисел 𝑏1, 𝑏2 не может равняться 10, так как тогда
второе из них равно 2, а три гири по 2 г и четыре ги-
ри с особыми массами нельзя разложить на три кучки по
10 г. В самом деле, хотя бы в одной из таких трёх кучек
лежало бы не более одной гири с особой массой, поэтому
дополнить эту кучку до 10 г, используя только три гири
по 2 г, невозможно. Значит, все числа 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑏1, 𝑏2

меньше 10. Следовательно, каждая из четырёх кучек по
10 г содержит ровно две гири. Но каждую из 2-граммо-
вых гирь мы можем дополнить лишь 8-граммовой гирей,
что получится, только если 𝑏1 =𝑏2 =8, но тогда 𝑏1 +𝑏2 =16,
а не 12. Противоречие. Итак, набор нельзя разложить на
6 кучек по 10 г.
Второй способ. Из возможности разложения набора на

4 кучки по 15 г получаем, что число 10-граммовых гирь
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не может быть больше четырёх. Если их ровно четыре, то
есть не менее двух 5-граммовых гирь (поскольку мы долж-
ны дополнить каждую из 10-граммовых гирь до 15 г, имея
шесть гирь), а также есть не менее четырёх 2-граммовых
гирь (они дополняют 10-граммовые гири в каждой кучке
по 12 г). Тогда набор состоит в точности из четырёх гирь
по 10 г, двух гирь по 5 г и четырёх гирь по 2 г, но его
масса равна 58 г, что не соответствует предположению.

Предположим, что число 10-граммовых гирь равно трём.
Тогда в наборе есть и три гири по 2 г. Оставшиеся четы-
ре гири в сумме составляют 24 г. Пусть они имеют массы
𝑎1 6𝑎2 6𝑎3 6𝑎4 г. Тогда, поскольку при разложении на 4
кучки по 15 г в трёх кучках лежит по одной гире мас-
сой 10 г, в них должно лежать ещё хотя бы по одной из
оставшихся четырёх гирь (так как из 2- и 10-граммовых
гирь нельзя составить 15 г). Значит, 𝑎1 6𝑎2 6𝑎3 65, поэто-
му 96𝑎4 <10 и 14<𝑎1 +𝑎2 +𝑎3 615.

Рассмотрим разложение набора на 6 кучек по 10 г. По-
скольку неравенство 𝑎2 <1 невозможно (иначе 𝑎3 >12), до-
полнить гирю массы 𝑎4 г можно только гирей массы 𝑎1 г,
поэтому 𝑎1 61, но тогда 𝑎2 +𝑎3 >13, что неверно.

Остаётся исследовать случай, когда в набор входят ров-
но две гири по 10 г. Тогда каждая из четырёх кучек по
10 г содержит ровно две гири. Как показано выше, име-
ются две гири по 2 г, а значит, есть и две дополняющие
их гири по 8 г. Далее, из разложения на кучки по 12 г
следует наличие двух гирь по 4 г, составляющих кучки
с 8-граммовыми гирями. Наконец, из разложения на куч-
ки по 10 г следует наличие двух гирь по 6 г, дополняющих
4-граммовые гири. Итак, мы получили 10 гирь чётной мас-
сы (в граммах): 10, 10, 2, 2, 8, 8, 4, 4, 6, 6, но из них
нельзя составить ни одной кучки по 15 г. Противоречие.

Таким образом, мы двумя способами показали, что чис-
ло гирь не менее 11. Приведём пример набора из 11 гирь с
массами (в граммах) 2, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 10, ко-
торый можно разложить и на 4 (2+3+4+6, 2+3+10,
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5+10, 7+8), и на 5 (2+10, 2+10, 3+3+6, 4+8, 5+7),
и на 6 (2+8, 2+3+5, 3+7, 4+6, 10, 10) кучек равной
массы.

К о м м е н т а р и й. Приведём значения масс (в граммах) ещё трёх
наборов из 11 гирь с суммарной массой 60 г, которые также можно
разложить и на 4, и на 5, и на 6 кучек равной массы: 1, 1, 3, 3, 5, 5, 7,
7, 9, 9, 10; 1, 2, 3, 3, 5, 5, 7, 7, 8, 9, 10; 2, 3, 3, 4, 5, 5, 6, 7, 7, 8, 10.
Подробнее о том, как отыскать такие наборы, написано в комментарии
к решению задачи 4 для 8 класса. Есть и другие подходящие наборы
из 11 гирь.

5. Пусть 𝑂 –– центр симметрии многоугольника, 𝐴 ––
одна из наиболее удалённых от 𝑂 вершин, 𝐵 –– вершина,
симметричная 𝐴 относительно 𝑂. Проведём через точки
𝐴 и 𝐵 прямые, перпендикулярные прямой 𝐴𝐵. Покажем,
что многоугольник лежит внутри и на границе полосы,
ограниченной этими прямыми.

В самом деле, если бы некоторая точка 𝑄 многоуголь-
ника лежала вне этой полосы, то отрезок 𝑂𝑄 пересекал
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Рис. 180

бы одну из этих двух прямых. Будем
считать, что он пересекает прямую, про-
ходящую через точку 𝐴. Тогда или 𝑂𝑄
содержит точку 𝐴, или образуется тре-
угольник 𝑂𝐴𝑄 с тупым углом 𝑂𝐴𝑄 (cм.
рис. 180). В любом случае получаем, что
𝑂𝑄>𝑂𝐴. Это противоречит выбору точ-
ки 𝐴.

Проведём теперь через точку 𝑂 пря-
мую, перпендикулярную прямой 𝐴𝐵.
В силу выпуклости и симметричности

многоугольника, прямая пересечёт его ровно в двух сим-
метричных относительно 𝑂 точках 𝐶 и 𝐷.

Через любую точку на границе выпуклого многоуголь-
ника можно провести так называемую опорную прямую
к данному многоугольнику –– такую прямую, что много-
угольник лежит по одну сторону от неё. Для этого мож-
но провести прямую, содержащую сторону, на которой ле-



Решения. 1992 год 379

жит эта точка. В случае когда точка является вершиной
этого многоугольника, существует бесконечно много под-
ходящих прямых.

Проведём через точку 𝐶 опорную прямую (см. рис. 181).
Тогда в силу симметрии параллельная ей прямая, прохо-
дящая через точку 𝐷, также будет опорной. При пересече-
нии четырёх рассмотренных прямых, проведённых через
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Рис. 181

точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, получим параллело-
грамм 𝐾𝐿𝑀𝑁. По построению паралле-
лограмма он содержит данный много-
угольник, поэтому площадь многоуголь-
ника не превосходит площади паралле-
лограмма.

Рассмотрим теперь четырёхугольник
𝐴𝐶𝐵𝐷. Его диагонали перпендикуляр-
ны и точкой пересечения делятся попо-
лам, следовательно, 𝐴𝐶𝐵𝐷 –– ромб. Пло-
щадь ромба равна половине произведе-
ния длин диагоналей 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷. Заметим, что диагональ
𝐴𝐵 равна высоте параллелограмма 𝐾𝐿𝑀𝑁, а диагональ
𝐶𝐷 –– его стороне 𝐿𝑀, так как 𝐿𝐶𝐷𝑀 –– параллелограмм.
Следовательно, площадь ромба 𝐴𝐶𝐵𝐷 равна половине пло-
щади параллелограмма 𝐾𝐿𝑀𝑁 и не меньше половины пло-
щади данного многоугольника. Чтобы получить искомый
ромб, совершим гомотетию с центром в точке 𝑂 и коэффи-
циентом, равным корню из отношения площади данного
многоугольника к площади параллелограмма 𝐾𝐿𝑀𝑁. По-
скольку этот коэффициент не превосходит 1, при этой го-
мотетии ромб 𝐴𝐶𝐵𝐷 перейдёт в ромб 𝐴′𝐶′𝐵′𝐷′, также со-
держащийся внутри данного многоугольника. Отношение
площади этого ромба к площади ромба 𝐴𝐵𝐶𝐷 равно квад-
рату коэффициента гомотетии, т. е. равно отношению пло-
щади данного многоугольника к площади параллелограм-
ма 𝐾𝐿𝑀𝑁. Значит, площадь ромба 𝐴′𝐶′𝐵′𝐷′ равна поло-
вине площади данного многоугольника, а сам этот ромб
удовлетворяет условию задачи.
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К о м м е н т а р и й. Предлагаем заинтересованному читателю попы-
таться самостоятельно решить такую задачу: верно ли, что для любого
e∈↼0, 1▷2↽ найдётся такой выпуклый многоугольник, в который нельзя
поместить ромб, площадь которого составляет более 1▷2+e от площади
этого многоугольника?

Вот указание к её решению. Рассмотрите прямоугольник, одна сто-
рона которого в 𝑘 раз больше другой его стороны. Докажите, что все
вписанные в него ромбы подобны друг другу, причём наибольшей пло-
щадью из них обладает ромб, имеющий общую диагональ с этим прямо-
угольником. Затем подберите число 𝑘 так, чтобы площадь этого ромба
составляла не более 1▷2+ e от площади этого прямоугольника. Рассуж-
дая таким образом, можно показать, что искомый многоугольник все-
гда найдётся.

6. Рассмотрим произвольный многогранник, каждая
грань которого –– многоугольник с чётным числом сторон.
Предположим, что его рёбра можно раскрасить в два цве-
та так, чтобы у любой грани оказалось поровну рёбер раз-
ных цветов. Каждое ребро многогранника лежит ровно
в двух его гранях. Значит, количество рёбер первого цве-
та в многограннике равно половине суммы всех количеств
рёбер первого цвета в каждой из его граней. Аналогично
количество рёбер второго цвета в многограннике равно по-
ловине суммы всех количеств рёбер второго цвета в каж-
дой из его граней. Эти суммы равны, поэтому равны и
количества рёбер первого и второго цвета в многогранни-
ке. Следовательно, общее число его рёбер чётно.
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Рис. 182

Если мы докажем существование
многогранника, который имеет нечёт-
ное число рёбер, а каждая его грань ––
чётноугольник, то из этого будет сле-
довать, что требуемая раскраска рё-
бер возможна не всегда.

Рассмотрим правильный шести-
угольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 со стороной 1 (см.
рис. 182). Проведём через его верши-
ны прямые, перпендикулярные плос-
кости шестиугольника, и отложим на



Решения. 1992 год 381

них в одно и то же полупространство отрезки 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1,
𝐷𝐷1 и 𝐸𝐸1 длины 1 и отрезки 𝐶𝐶1 и 𝐹𝐹1 длины 2. Прове-
дём необходимые отрезки так, чтобы получились четырёх-
угольники 𝐴1𝐵1𝐶1𝐹1 и 𝐶1𝐷1𝐸1𝐹1 (это возможно, посколь-
ку прямые 𝐴1𝐵1, 𝐶1𝐹1 и 𝐷1𝐸1 параллельны). Построен-
ный многогранник является выпуклым, все грани –– чёт-
ноугольники (один шестиугольник и восемь четырёхуголь-
ников), а число рёбер равно 19. Значит, требуемая рас-
краска его рёбер невозможна.

К о м м е н т а р и й. Существуют и другие примеры многогранни-
ков, требуемая раскраска рёбер которых невозможна, причём все они
имеют не менее 19 рёбер. Предлагаем заинтересованному читателю убе-
диться в этом самостоятельно.

11 класс
1. а) Запишем во все клетки верхней и нижней строк

данной таблицы число 1, в центральную клетку число −1,
а во все остальные клетки нули. Тогда сумма чисел на лю-
бой диагонали равна 1. В самом деле, если диагональ не
проходит через центральную клетку, то она имеет толь-
ко одну общую клетку ровно с одной из строк, заполнен-
ных единицами. Если же она проходит через центральную
клетку, то она имеет по одной общей клетке с каждой из
строк, заполненных единицами.

б) Пусть описанное заполнение возможно. Раскрасим
таблицу в чёрный и белый цвета в шахматном порядке.
Тогда количество чёрных диагоналей того направления,
для которого наибольшая диагональ содержит 1992 клет-
ки, равно 1991, а количество чёрных диагоналей другого
направления (для которого обе угловые чёрные клетки яв-
ляются диагоналями единичной длины) равно 1992. Зна-
чит, сумма чисел, записанных в чёрных клетках, равна
одновременно 1991 и 1992, что невозможно.

К о м м е н т а р и й. В решении задачи фактически показано, что
описанным в условии способом таблицу можно заполнить тогда и толь-
ко тогда, когда число 𝑛 нечётно.
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2. Проведём окружность через точки 𝐴, 𝐵 и 𝐶. Посколь-
ку ∠𝐴𝐵𝐶+∠𝐴𝐷𝐶>180∘, точка 𝐷 лежит внутри этой окруж-
ности. Продлим отрезок 𝐵𝐷 до пересечения с окружно-
стью в точке 𝐾. Покажем, что 𝐵𝐾 –– диаметр окружности.

K
M
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Рис. 183

В самом деле, дуга 𝐵𝐶𝐾 (см. рис. 183)
складывается из двух дуг, на которые
опираются вписанные углы ∠𝐵𝐴𝐶 и
∠𝐶𝐵𝐾, поэтому градусная мера дуги
𝐵𝐶𝐾 равна 2↼30∘ +60∘↽=180∘.

Продлим отрезки 𝐴𝐷 и 𝐶𝐷 до пе-
ресечения с окружностью в точках 𝐿
и 𝑀 соответственно. Вписанные углы
𝐴𝐾𝐵 и 𝐴𝐶𝐵 равны как опирающие-
ся на одну хорду. По теореме о внеш-
нем угле треугольника имеем ∠𝐴𝐾𝐷+

+∠𝐷𝐴𝐾=50∘. Поскольку угол 𝐵𝐶𝐾 опирается на диаметр,
он прямой, а значит, ∠𝐴𝐶𝐵+40∘ +∠𝐷𝐶𝐾=90∘. Отсюда
∠𝐴𝐾𝐷+∠𝐷𝐴𝐾=∠𝐴𝐶𝐵+∠𝐷𝐶𝐾 и ∠𝐷𝐴𝐾=∠𝐷𝐶𝐾. Поэтому
дуги 𝐾𝐿 и 𝐾𝑀 равны, а точки 𝐿 и𝑀 симметричны относи-
тельно прямой 𝐵𝐾. При такой симметрии прямая 𝐷𝐿 пе-
рейдёт в прямую 𝐷𝑀, а окружность перейдёт в себя. Сле-
довательно, при этой симметрии точка 𝐴 перейдёт в точ-
ку 𝐶, а четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 перейдёт в себя. Значит,
в этом четырёхугольнике ∠𝐴=∠𝐶=∠𝐵𝐴𝐶+∠𝐴𝐶𝐷=70∘,
∠𝐵=120∘ и ∠𝐷=100∘.

К о м м е н т а р и й. Заметим, что условие ∠𝐴𝐵𝐶+∠𝐴𝐷𝐶>180∘ на-
талкивает на идею проведения окружности через точки 𝐴, 𝐵 и 𝐶. Мож-
но показать, что замена этого условия на равенство ∠𝐴𝐵𝐶+∠𝐴𝐷𝐶=
=180∘ приводит к другому ответу: ∠𝐴=∠𝐶=90∘, ∠𝐵=100∘, ∠𝐷=80∘,
а конфигурация, при которой ∠𝐴𝐵𝐶+∠𝐴𝐷𝐶<180∘, не существует.

3. Первый способ. По данному пути Аладдина постро-
им новый путь следующим образом. Сохраним все движе-
ния на восток и на запад, а все мгновенные перемещения
в диаметрально противоположные точки исключим. Тогда
если мы докажем утверждение задачи для нового пути,
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оно будет выполняться и для старого, так как для любого
отрезка времени разность расстояний, пройденных Алад-
дином на восток и на запад для нового и старого путей
одинаковы.

Рассмотрим новый путь Аладдина. Заметим, что в каж-
дый момент времени точки экватора, в которых находил-
ся Аладдин, двигаясь по старому и по новому путям, либо
совпадают, либо диаметрально противоположны. Посколь-
ку Аладдин, проделав старый путь, побывал во всех точ-
ках экватора, новый путь будет проходить как минимум
по половине экватора. Без ограничения общности мож-
но считать скорость перемещения Аладдина постоянной.
Построим график пройденного Аладдином пути с учётом
направления, считая, что в начальный момент времени
пройденный путь равен нулю (см. рис. 184). График будет
представлять собой ломаную, у которой наибольшее и наи-
меньшее значения различаются не меньше, чем на полови-
ну длины экватора. Точки, в которых эти значения прини-
маются, и являются концами искомого отрезка времени.

0
t1

t2 t

S(t)

Рис. 184

Второй способ. Обозначим через 𝐴 и 𝐴′ произвольные
диаметрально противоположные точки экватора, а через
𝐶 –– центр Земли (см. рис. 185). Рассмотрим плоскость эк-
ватора с введённой на ней произвольной декартовой си-
стемой координат 𝑂𝑥𝑦. Сопоставим каждой точке эквато-
ра точку в этой плоскости следующим образом. Поставим
точке 𝐴 в соответствие точку 𝐴⇀↼1; 0↽, а произвольной точ-
ке экватора 𝐵 –– такую точку 𝐵⇀, что если вектор

#   –

𝐶𝐵 полу-
чается из вектора

#   –

𝐶𝐴 поворотом на угол a вокруг точки
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Рис. 185

𝐶 в некотором направлении, то вектор
#      –

𝑂𝐵⇀ получается из
вектора

#      –

𝑂𝐴⇀ поворотом вокруг точки 𝑂 на угол 2a в том
же направлении 1. Заметим, что при таком соответствии
диаметрально противоположным точкам экватора соответ-
ствуют одинаковые точки лежащей в плоскости 𝑂𝑥𝑦 еди-
ничной окружности с центром 𝑂.

Пусть точка 𝐵 обозначает положение Аладдина в раз-
ные моменты времени. Тогда при движении этой точки на
восток или на запад точка 𝐵⇀ движется против или по ча-
совой стрелке соответственно, а при перемещении точки
𝐵 в диаметрально противоположную точку Земли точка
𝐵⇀ не меняется.

Из условия задачи следует, что точка 𝐵⇀ прошла через
все точки единичной окружности, причём двигалась по
ней непрерывно. Значит, её координаты ↼cos 2a; sin 2a↽ ме-
нялись непрерывно, а сам угол 2a можно представить как
непрерывную функцию 2pf↼𝑡↽ от времени 𝑡, где дробная
часть 𝚤f↼𝑡↽℘ принимает все значения из промежутка ♭0; 1↽
(дробная часть числа равна разности между числом и его
целой частью, график функции 𝑦= 𝚤𝑥℘ см. на рис. 186).

Если разность между максимумом и минимумом функ-
ции f↼𝑡↽ меньше единицы, то функция 𝚤f↼𝑡↽℘ не может
принимать все значения из промежутка ♭0; 1↽. Значит, эта

1 Здесь и далее в решении мы считаем, что угол измеряется в ради-
анах и может принимать любые значения.
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разность не меньше единицы. Тогда найдутся такие мо-
менты времени 𝑡1 < 𝑡2, что |f↼𝑡1↽−f↼𝑡2↽|>1, т. е. 𝐵⇀ за вре-
мя от 𝑡1 до 𝑡2 прошла хотя бы один полный круг. Сле-
довательно, за этот отрезок времени разность расстояний,
пройденных Аладдином на восток и на запад, не меньше
половины длины экватора.

К о м м е н т а р и й. В условии задачи имеется в виду, что разность
расстояний вычисляется в одном из двух возможных порядков –– фак-
тически рассматривается модуль разности.

4. а) Обозначим через –𝑛𝑖, 𝑖=1, 2, 3, 4, единичный век-
тор, перпендикулярный 𝑖-й грани правильного тетраэдра
и направленный наружу тетраэдра. Поскольку при пово-
роте на 120∘ в любом направлении вокруг любой из его
высот правильный тетраэдр переходит в себя, сумма –𝑛1 +
+ –𝑛2 +

–𝑛3 +
–𝑛4 также не меняется при таком повороте. Зна-

чит, эта сумма параллельна каждой из высот этого тетра-
эдра, а следовательно, –𝑛1 +

–𝑛2 +
–𝑛3 +

–𝑛4 =
–
0.

Пусть теперь –𝑎 –– любой из двух возможных векторов,
перпендикулярных плоскости треугольника, расположен-
ного внутри тетраэдра, и равный по модулю площади это-
го треугольника. Тогда по формуле для площади ортого-
нальной проекции многоугольника получаем |↼–𝑎, –𝑛𝑖↽|=𝑃𝑖,
где 𝑖=1, 2, 3, 4. Следовательно,

𝑃1 = |↼–𝑎, –𝑛1↽| = |↼–𝑎, −–𝑛2 − –𝑛3 − –𝑛4↽| =
= |↼–𝑎, –𝑛2↽+↼–𝑎, –𝑛3↽+↼–𝑎, –𝑛4↽| 6 |↼–𝑎, –𝑛2↽|+ |↼–𝑎, –𝑛3↽|+ |↼–𝑎, –𝑛4↽| =

= 𝑃2 +𝑃3 +𝑃4,

что и требовалось доказать.
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б) Обозначим теперь через –𝑛𝑖, 𝑖=1, 2, 3, 4, вектор, пер-
пендикулярный 𝑖-й грани тетраэдра, направленный нару-
жу тетраэдра и равный по модулю площади этой грани.
Покажем, что –𝑛1 +

–𝑛2 +
–𝑛3 +

–𝑛4 =
–
0. Пусть –𝑒 –– произволь-

ный единичный вектор. Тогда ↼–𝑒, –𝑛𝑖↽=𝑆𝑖 cos a 𝑖, где a 𝑖 ––
угол между векторами –𝑒 и –𝑛𝑖. Модуль числа 𝑆𝑖 cos a 𝑖 ра-
вен площади проекции 𝑖-й грани тетраэдра на плоскость
p, ортогональную вектору –𝑒, и имеет знак «−», если век-
торы –𝑒 и –𝑛𝑖 образуют тупой угол, и знак «+» иначе. Сле-
довательно, скалярное произведение вектора –𝑛1 +

–𝑛2 +
–𝑛3 +

+ –𝑛4 на вектор –𝑒 равно сумме площадей проекций всех гра-
ней тетраэдра на плоскость p, в которой каждая из этих
площадей берётся со знаком «+» или «−» в зависимости
от того, острый или тупой угол образуют векторы –𝑒 и –𝑛𝑖.
Примем направление вектора –𝑒 за направление «вверх».
Каждая точка внутри ортогональной проекции тетраэдра
на плоскость p дважды покроется проекциями его граней
на эту плоскость: один раз проекцией «верхней» грани
и один раз «нижней». Площади этих двух проекций бра-
лись в сумме с разными знаками, поэтому площадь проек-
ции тетраэдра на плоскость p равна сумме площадей про-
екций всех его «верхних» граней. Она также равна сумме
площадей проекций всех его «нижних» граней, поэтому
сумма проекций всех граней равна разности этих сумм,
т. е. нулю. Следовательно, скалярное произведение векто-
ра –𝑛1 +

–𝑛2 +
–𝑛3 +

–𝑛4 на произвольный единичный вектор –𝑒
равно нулю, а значит, это нулевой вектор.

Пусть теперь –𝑎 –– любой из двух возможных векторов,
перпендикулярных плоскости треугольника, расположен-
ного внутри тетраэдра, и равный по модулю площади это-
го треугольника. Тогда по формуле для площади орто-
гональной проекции многоугольника получаем |↼–𝑎, –𝑛𝑖↽|=
=𝑃𝑖𝑆𝑖, где 𝑖=1, 2, 3, 4. Следовательно,

𝑃1𝑆1 = |↼–𝑎, –𝑛1↽| = |↼–𝑎, –𝑛2↽+ ↼–𝑎, –𝑛3↽+ ↼–𝑎, –𝑛4↽| 6
6 |↼–𝑎, –𝑛2↽|+ |↼–𝑎, –𝑛3↽|+ |↼–𝑎, –𝑛4↽| = 𝑃2𝑆2 +𝑃3𝑆3 +𝑃4𝑆4,

что и требовалось доказать.
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К о м м е н т а р и й. Утверждение о том, что если на каждой гра-
ни многогранника выбрать по точке и в каждой из этих точек постро-
ить наружу многогранника вектор, который перпендикулярен соответ-
ствующей грани и длина которого равна её площади, то сумма всех
построенных векторов равна нулю, называется также «леммой о еже».
Эта лемма имеет любопытное механическое доказательство: заполним
многогранник идеальным газом и поместим в вакуум. Сила давления
на каждую грань перпендикулярна ей и пропорциональна её площади.
Если сумма этих сил отлична от нуля, то такой многогранник будет
двигаться равноускоренно в направлении равнодействующей этих сил,
что противоречит закону сохранения энергии. Отметим также, что для
правильного многогранника данная лемма утверждает равенство нулю
суммы единичных векторов, перпендикулярных граням и направлен-
ных наружу (см. также векторное решение задачи 1 для 10 класса
в 1982 г.).

5. Рассмотрим выпуклый многогранник, построенный
в решении задачи 6 для 10 класса. Если бы его рёбра мож-
но было раскрасить в два цвета так, чтобы у каждой гра-
ни количества рёбер разных цветов отличались не более
чем на 1, то, поскольку все грани имеют чётное число рё-
бер, это означало бы, что в каждый из двух цветов должна
быть покрашена ровно половина рёбер любой грани. В си-
лу задачи 6 для 10 класса это невозможно.

6. а) Занумеруем правила числами 1, 2, 3. Тогда при
сравнении чисел log25 75 и log65 260 прибор будет работать
следующим образом:

log25 75 и log65 260
правило 1−−−−−→ log25 3 и log65 4

правило 2−−−−−→

→ log4 65 и log3 25
правило 1−−−−−→ log4

65
4

и log3
25
3

правило 1−−−−−→

→ log4
65
16

и log3
25
9

правило 3−−−−−→ ответ: log25 75 > log65 260,

так как
65
16

>4 и
25
9
<3, а значит, log4

65
16

>1> log3
25
9

.

б) Первый способ. Покажем, что прибор правильно
сравнит любые два неравных логарифма за конечное чис-
ло шагов. Заметим сначала, что в любой момент времени
выполняются условия ровно одного из трёх правил, поэто-
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му алгоритм на каждом шаге или переходит к новой паре
чисел, или выдаёт ответ. Далее, при переходе по прави-
лам 1 или 2 условие 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑>1 сохраняется. Покажем,
что на каждом шаге сохраняется и знак неравенства меж-
ду сравниваемыми логарифмами. В самом деле, переход
по правилу 1 равносилен вычитанию единицы из обеих ча-

стей неравенства, а поскольку log𝑎 𝑏=
1

log𝑏 𝑎
и log𝑐 𝑑=

1
log𝑑 𝑐

,
переход

log𝑎 𝑏 и log𝑐 𝑑
правило 2−−−−−→ log𝑑 𝑐 и log𝑏 𝑎

представляет собой умножение обеих частей неравенства
на положительное число log𝑏 𝑎 log𝑑 𝑐. Наконец, при выпол-
нении условия правила 3 получаем или 𝑎< 𝑏, 𝑐>𝑑, или
𝑎> 𝑏, 𝑐<𝑑, поэтому между числами log𝑎 𝑏 и log𝑐 𝑑 можно
вставить единицу, а значит, и в самом деле сравнение ло-
гарифмов успешно завершается.

Заметим, что переходы по правилу 1, равносильные
вычитанию единицы из сравниваемых чисел, не меняют
разности сравниваемых логарифмов и не могут следовать
друг за другом бесконечное число раз: на некотором шаге
хотя бы одно из чисел log𝑎 𝑏 и log𝑐 𝑑 окажется не больше
единицы, а значит, условие 𝑏>𝑎 и 𝑑>𝑐 нарушится. Далее,
заметим, что переход по правилу 2 никогда не производит-
ся два раза подряд.

Покажем теперь, что если исходные логарифмы не рав-
ны, то алгоритм закончит работу за конечное число шагов.
Пусть натуральное число 𝑛>1 таково, что модуль разно-
сти исходных логарифмов больше 1▷𝑛. Если на некотором
шаге впервые окажутся выполнены условия правила 2,
т. е. 𝑏<𝑎 и 𝑑<𝑐, то это будет означать, что оба числа log𝑎 𝑏
и log𝑐 𝑑 оказались на интервале ↼0; 1↽, причём хотя бы од-
но из этих чисел меньше 1−1▷𝑛. Поэтому

|log𝑑 𝑐− log𝑏 𝑎| =
|log𝑎 𝑏− log𝑐 𝑑|

log𝑎 𝑏 log𝑐 𝑑
>

1▷𝑛
1−1▷𝑛

=
1
𝑛−1

.

Рассуждая аналогичным образом далее, получим, что ес-
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ли условия правила 2 будут выполнены в 𝑘-й раз (𝑘=2, 3,
..., 𝑛−1), то после применения этого правила модуль раз-
ности между сравниваемыми логарифмами будет больше

1
𝑛− 𝑘 . Следовательно, при сравнении таких логарифмов ко-

личество переходов по правилу 2 не может превосходить
𝑛−1, так как если разность между сравниваемыми чис-
лами станет больше единицы, то после выполнения доста-
точного числа переходов по правилу 1 один из логарифмов
окажется меньше 1, а второй –– больше, поэтому будут вы-
полнены условия правила 3 и алгоритм завершит работу.
Второй способ. Покажем, что если исходные логариф-

мы не равны, то алгоритм закончит работу за конечное
число шагов. Предположим противное: пусть прибор не
сможет сравнить неравные логарифмы log𝑎 𝑏 и log𝑐 𝑑 за
конечное число шагов. Поскольку логарифмы различны,
между ними всегда найдётся положительное рациональ-
ное число, т. е. такое число 𝑎1=𝑚▷𝑛, где 𝑚 и 𝑛 –– натураль-
ные взаимно простые числа, что ↼𝑎1− log𝑎 𝑏↽↼𝑎1− log𝑐 𝑑↽<0.

Индукцией по 𝑘=1, 2, ... определим рациональные
числа 𝑎𝑘 и докажем, что 𝑎𝑘 находится между логариф-
мами, сравниваемыми прибором на 𝑘-м шаге при любом
натуральном 𝑘. Число 𝑎1 определено выше и находится
между логарифмами, сравниваемыми прибором на первом
шаге. Пусть число 𝑎𝑘 при некотором из таких 𝑘 уже опре-
делено и находится между логарифмами, сравниваемыми
прибором на 𝑘-м шаге. Как и в первом решении, заметим,
что переход по правилу 1 уменьшает сравниваемые числа
на 1, переход по правилу 2 обращает эти числа и пере-
ставляет их местами. Положим 𝑎𝑘+1 =𝑎𝑘−1, если на 𝑘-м

шаге происходит переход по правилу 1, и 𝑎𝑘+1 =
1
𝑎𝑘

, если

на 𝑘-м шаге происходит переход по правилу 2. Пусть на
𝑘-м шаге сравнивались числа 𝑥 и 𝑦. По предположению
↼𝑎𝑘−𝑥↽↼𝑎𝑘− 𝑦↽<0. Отсюда получаем

↼↼𝑎𝑘−1↽− ↼𝑥−1↽↽↼↼𝑎𝑘−1↽− ↼𝑦−1↽↽ = ↼𝑎𝑘−𝑥↽↼𝑎𝑘− 𝑦↽ < 0
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и (︁
1
𝑎𝑘

− 1
𝑦

)︁(︁
1
𝑎𝑘

− 1
𝑥

)︁
=
↼𝑎𝑘−𝑥↽↼𝑎𝑘− 𝑦↽

𝑎2
𝑘𝑥𝑦

< 0.

Значит, число 𝑎𝑘+1 находится между сравниваемыми при-
бором на ↼𝑘+1↽-м шаге логарифмами. Доказательство по
индукции закончено.

Далее будем считать, что все числа 𝑎𝑘 записаны в виде
несократимых дробей. Заметим, что если для некоторого
натурального 𝑘 на 𝑘-м шаге происходит переход по прави-
лу 1, то сумма числителя и знаменателя числа 𝑎𝑘+1 мень-
ше, чем сумма числителя и знаменателя числа 𝑎𝑘, а если
на 𝑘-м шаге происходит переход по правилу 2, то сумма
числителя и знаменателя числа 𝑎𝑘+1 равна сумме числи-
теля и знаменателя числа 𝑎𝑘. Поскольку прибор не может
сделать два перехода по правилу 2 подряд, сумма числите-
ля и знаменателя числа 𝑎𝑘+2 меньше суммы числителя и
знаменателя числа 𝑎𝑘 при любом натуральном 𝑘. Следова-
тельно, последовательность чисел 𝑎𝑘 не может быть беско-
нечной. Полученное противоречие доказывает, что прибор
сравнит любые два неравных логарифма log𝑎 𝑏 и log𝑐 𝑑 за
конечное число шагов.

К о м м е н т а р и й. Второе решение пункта б) по сути основано на
том, что алгоритм Евклида позволяет за конечное число шагов пред-
ставить любое рациональное число 𝑚▷𝑛 в виде так называемой цепной
дроби, т. е. найти такое целое число 𝑞0 >0 и такой конечный набор на-
туральных чисел ↼𝑞1, 𝑞2, ..., 𝑞𝑘↽, что

𝑚

𝑛
= 𝑞0 +

1

𝑞1 +
1

𝑞2 +
1

...+
1

𝑞𝑘

.

Более подробно познакомиться с цепными дробями и их свойствами
можно, прочитав, например, книги [3] и [63].
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Арифметика и целые числа

Делимость, деление с остатком 81.7.1, 81.10.2; 82.7.3,
82.8.3, 82.9.1; 83.9.3, 83.10.2; 84.10.4; 88.7.1, 88.8.3,
88.9.2, 88.10.5; 89.10.4; 90.10.2, 90.11.4; 91.10.4

Десятичная запись числа, цифры 81.9.1; 82.8.3, 82.9.4;
83.7.3, 83.8.3; 84.7.1, 84.8.6, 84.9.5, 84.10.2; 87.9.1;
88.9.1; 89.7.5, 89.8.4; 90.9.5, 90.11.4; 91.11.1;
92.9.2

НОД и НОК, взаимно простые числа 81.8.5; 87.10.4
Разложение чисел на множители, простые числа 83.10.5;

86.7.4, 86.9.4; 87.7.2, 87.9.3; 88.7.1, 88.9.2; 90.8.2,
90.10.2

Уравнения в целых числах 81.10.5; 82.10.4; 83.7.1;
84.10.3; 85.9.5; 86.8.2; 88.8.3; 90.10.2

Алгебра и начала анализа

Задачи на движение 83.7.4; 84.7.2; 85.7.4; 86.7.3;
89.7.4; 92.11.3

Иррациональность 81.7.4; 82.8.1, 82.9.3; 84.10.1
Квадратный трёхчлен 85.7.4; 87.9.4; 89.8.6
Логарифмы 84.10.1; 89.10.1; 92.11.6
Максимум и минимум 83.7.4; 85.8.2; 86.10.5; 88.10.1;

89.8.6; 90.11.1; 91.11.1
Многочлены 81.10.2; 82.10.3; 89.10.2
Модуль числа 81.9.2; 86.7.2, 86.8.5, 86.9.3; 92.8.1
Непрерывность 82.9.3; 90.11.2
Неравенства алгебраические 81.9.2; 82.8.5, 82.10.2;

83.8.1, 83.9.1; 84.8.4, 84.9.4, 84.10.1; 86.7.2, 86.8.5,
86.9.3, 86.10.4; 87.8.1, 87.9.4; 90.8.1, 90.10.3; 91.8.1;
92.8.1
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Последовательности и прогрессии 81.10.3; 82.9.4; 83.9.1,
83.9.3; 85.8.4; 86.8.3; 89.9.3, 89.10.4

Предел, производная 81.10.3; 86.10.5
Тригонометрия 81.10.3; 83.10.3; 84.8.1, 84.10.1; 86.10.5;

87.10.1; 90.10.3
Уравнения и упрощение выражений 82.8.1; 83.7.4;

84.8.1; 85.7.1, 85.8.1, 85.9.1, 85.10.1; 86.10.3; 89.8.1,
89.9.5, 89.10.1; 91.9.1

Функции, их свойства и графики 86.10.3, 86.10.5;
88.9.4, 88.10.2; 89.10.1, 89.10.2; 91.9.4; 92.11.3

Функциональные уравнения 81.10.1; 90.11.2; 91.10.1
Целая и дробная часть числа 81.7.4; 92.11.3

Логика и дискретная математика

Алгоритмы, сложность и операции 81.9.1, 81.10.6;
82.7.1, 82.7.3, 82.10.3; 84.7.2; 85.7.4, 85.10.3;
87.10.5; 88.8.1, 88.10.1, 88.10.5; 89.9.4; 90.8.5;
92.11.6

Взвешивания, переливания 81.7.5; 85.7.5; 88.8.4; 90.9.4;
91.8.4

Игры, стратегии 84.7.5; 87.7.5; 89.8.2; 91.9.2, 91.10.5;
92.10.3

Комбинаторика и графы 81.10.6; 82.7.4; 83.9.4; 84.8.2,
84.9.2; 85.7.2, 85.9.4; 86.7.5; 88.7.4, 88.9.5; 89.8.5,
89.9.4; 91.8.5; 92.8.4, 92.8.6, 92.9.4, 92.9.6, 92.10.4

Комбинаторная геометрия 81.9.5; 83.10.4; 91.10.2
Логические задачи 84.7.3; 86.8.4; 87.7.1; 89.7.3, 89.9.1;

90.9.1; 91.8.3, 91.11.4, 91.11.5; 92.8.3, 92.9.1
Множества 81.9.4; 85.10.4; 87.8.3, 87.10.4; 88.9.4;

89.8.4; 90.9.2
Перестановки 81.10.6; 85.8.2; 90.8.3; 92.8.6, 92.9.6
Таблицы с числами, буквами 87.9.1; 89.7.1; 91.9.5;

92.9.4, 92.11.1
Формула включений и исключений 83.10.4
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Геометрические фигуры

Ломаная 81.10.4
Треугольник 81.10.5; 82.10.2; 83.8.2, 83.10.1; 84.7.2,

84.7.4, 84.9.3; 85. 8.5; 86.10.2; 87.7.3; 88.9.3; 89.9.2;
90.11.3; 91.10.3; 92.8.5

Четырёхугольник 82.9.5; 88.9.1; 90.8.4; 92.10.1, 92.11.2
Параллелограмм, ромб 84.7.4; 86.7.1
Прямоугольник, квадрат 82.7.2, 82.8.2; 84.8.5, 84.10.5;

85.7.4, 85.8.3, 85.9.3; 86.8.1, 86.9.1, 86.10.1; 87.8.2,
87.10.5; 88.10.3; 89.9.4, 89.10.5; 90.10.1; 91.11.5;
92.9.3

Трапеция 81.9.5; 85.7.3; 87.7.4; 92.9.5
Пятиугольник 81.8.1; 82.8.4; 83.7.5; 87.8.4, 87.9.2;

92.10.2
Шестиугольник 82.10.5
Многоугольник 81.9.3, 81.9.5; 83.8.4; 84.8.3; 85.9.2;

91.9.3, 91.11.3; 92.9.3, 92.10.2, 92.10.5
Окружность и круг 82.9.3; 83.8.5, 83.9.2; 86.9.5; 90.9.3,

90.10.4; 91.10.3
Сфера и шар 91.10.2, 91.11.2
Тетраэдр, треугольная пирамида 82.10.1; 84.9.1; 85.10.5;

89.10.6; 90.11.5; 92.11.4
Куб 84.10.6; 88.7.2; 91.10.4
Многогранники 88.10.3; 92.10.6, 92.11.5

Геометрические понятия

Векторы 82.10.1; 83.8.2; 84.8.3; 86.10.4
Вписанная и описанная окружности 81.8.1, 81.10.5;

82.10.2; 83.7.5; 86.10.2; 87.7.3; 90.8.4; 92.11.2
Геометрическое место точек 90.9.3
Гомотетия 85.9.2; 86.9.2
Золотое сечение 82.8.4
Максимум и минимум в геометрии 82.9.2, 82.9.5;

84.9.3, 84.10.6; 85.8.3, 85.10.5; 86.7.3; 88.7.2;
90.10.4
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Неравенства геометрические 82.10.2; 84.7.4, 84.9.3,
84.9.6; 85. 8.5; 86.10.2

Неравенство треугольника 82.7.4, 82.9.2; 85.7.3; 86.7.3;
87.7.4

Периметр, площадь 81.9.3; 84.7.4, 84.9.1, 84.10.6; 85.
8.5; 88.9.1; 92.10.5, 92.11.4

Подобие 82.8.4; 84.7.4; 87.8.4; 89.9.2; 90.10.1; 92.9.5
Построения циркулем и линейкой 87.9.2; 88.7.3, 88.8.2,

88.9.3, 88.10.4; 89.7.2, 89.8.3; 91.8.2, 91.9.4, 91.11.2
Разрезания 81.7.3; 82.8.2; 84.8.5, 84.10.5; 87.8.2;

89.10.5; 90.10.1
Симметрия, повороты, параллельный перенос 82.10.1;

83.8.2, 83.8.4, 83.10.1; 88.10.2; 92.10.5
Целые точки, клетчатая бумага 82.9.3; 85.8.3, 85.9.3;

86.9.5; 87.10.3; 89.8.2, 89.10.3

Методы и приёмы

Вспомогательная раскраска 89.10.6; 92.10.3, 92.11.1
Выделение полного квадрата 82.8.1; 83.7.1; 87.9.4
Графический метод решения задач 83.7.4; 92.11.3
Дополнительные построения в геометрии 82.10.6; 84.7.4;

86.10.2; 87.7.4, 87.8.4; 90.10.5; 92.8.5, 92.9.5, 92.10.5,
92.11.2

Замена переменной 87.10.1; 90.11.1
Инвариант 86.8.4; 88.8.1
Конструкции 81.9.4, 81.10.2; 82.7.1, 82.10.3; 83.8.3,

83.8.4; 84.9.5, 84.10.2; 85.9.2; 86.7.5; 87.9.3, 87.9.5;
89.9.5; 90.8.5, 90.10.1, 90.10.3; 91.10.2; 92.8.6, 92.9.6,
92.10.6

Метод бесконечного спуска 88.8.3; 89.8.5, 89.10.4
Метод координат 84.10.6; 86.9.5; 92.11.3
Метод математической индукции 81.9.2; 82.8.5; 83.10.4;

85.9.5; 87.9.4, 87.9.5; 88.9.5; 92.11.6
Метод площадей 83.8.5; 84.8.3; 90.11.3; 92.8.5
Неравенство о средних 90.10.4, 90.11.1
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«Оценка + пример» 81.10.6; 82.7.4; 86.9.1, 86.10.1;
87.8.2; 88.7.4, 88.8.4, 88.9.5; 89.7.2, 89.7.3, 89.8.3,
89.8.4, 89.8.6, 89.9.4, 89.10.5; 91.8.3, 91.10.5,
91.11.4; 92.8.4, 92.10.4

Подсчёт двумя способами 83.8.5, 83.9.3; 85.9.4; 87.8.3;
89.10.6; 92.8.2

Принцип Дирихле 81.10.4; 82.7.2; 83.7.2, 83.10.5;
85.10.4; 86.7.4, 86.9.4; 87.7.2

Проектирование 81.10.4; 87.10.2, 87.10.3; 90.11.5;
92.8.5, 92.11.4

Разложение выражений на множители 82.10.4; 83.7.1,
83.8.1; 84.9.4; 85.7.1, 85.8.1, 85.10.1; 88.7.1; 91.8.1;
92.9.2

Тригонометрия в геометрических задачах 82.9.5, 82.10.1;
84.9.6; 85.8.5, 85.9.3; 86.10.2; 90.10.5; 92.10.1

Чётность, разбиение на пары 81.9.1, 81.9.2; 82.7.3;
84.8.6, 84.9.2; 86.8.2, 86.9.4; 87.8.5, 87.9.1; 89.10.4;
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