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ВВЕДЕНИЕ 
 

Учебное пособие написано на основе лекций, которые читают на 
протяжении многих лет ведущие преподаватели кафедры математического 
моделирования Тульского государственного университета студентам 
различных специальностей. Содержание пособия соответствует 
Государственному общеобразовательному стандарту курса математики для 
инженерно-технических специальностей высших учебных заведений. В 
пособии отражены лишь наиболее важные, по мнению авторов, дидактические 
единицы из этого стандарта. 

В предлагаемом пособии авторы стремились отобрать материал и 
преподнести его так, чтобы вместе с воспитанием необходимого 
″математического мировоззрения″ по возможности облегчить дальнейшее 
применение математики к специальным дисциплинам. В связи с этим 
формальная полнота доказательств не является самоцелью, так как в 
приложениях математики и в прикладных работах они обычно игнорируются. 
Такой подход характерен для современной прикладной математики, основными 
задачами которой являются наиболее экономное по затраченным усилиям 
правильное качественное описание фактов и доведение решения поставленной 
задачи до числа. 

Авторы ставили целью возможность использования данного учебного 
пособия как при изучении курса математики в учебном заведении, так и для 
самообразования. Весь материал пособия разбит на разделы, а каждый раздел – 
на лекции. Это дает возможность читать пособие в том или ином объеме, не 
обязательно подряд, в зависимости от специальности и потребностей. Первая 
часть предложенного конспекта лекций содержит материал по разделам, 
изучаемым обычно на первом курсе: линейная алгебра и аналитическая 
геометрия, введение в анализ, определенный и неопределенный интеграл, 
функции нескольких переменных. Во второй части материал разбит на разделы: 
дифференциальные уравнения, ряды, кратные интегралы и теория поля, 
уравнения математической физики, которые изучаются на втором курсе.  

Авторы выражают признательность ведущим преподавателям кафедры 
доцентам Л.И. Буркиной и Л.В. Шевченко за помощь в подготовке конспекта 
лекций.
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РАЗДЕЛ I. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 

ЛЕКЦИЯ № 1 
 

МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Определение матрицы. 
II. Определение детерминанта. 
III. Свойства детерминантов. 
IV. Ранг матрицы. 
V. Действия над матрицами. 
VI. Некоторые специальные виды матриц. Обратные матрицы. 
 
I. Определение матрицы. Матрицей называют совокупность чисел, 

расположенных в прямоугольной таблице 
 

[ ]

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

...

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

n

m m m mn

a a a a
a a a a

A a a a a

a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 
состоящей из m строк и  n столбцов. 

Числа ( 1,..., ; 1,..., )ija i m j n= =  называют элементами матрицы. Первый 
индекс в обозначении элемента (i) указывает на номер строки, а второй индекс 
(j) - на номер столбца, в которых расположен этот элемент. В нашем случае 
( nm ≠ ) матрица называется прямоугольной размера nm× . Если число строк в 
матрице равно числу столбцов (m=n), то матрицу называют квадратной 
порядка m. Диагональ квадратной матрицы, на которой расположены элементы 

( )ija i j= , называется главной. Матрица, состоящая из одного столбца (n=1), 
называется матрицей-столбцом, а число строк в ней (m) - высотой столбца. 
Матрица-столбец обозначается так: 

 
11

21

31

1

...

m

a
a
a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

       или        

1

2

3

...

m

a
a
a

a

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

. 
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Матрица, имеющая только одну строку (m=1), называется матрицей-
строкой, а число столбцов в ней (n) - длиной строки. Матрица-строка имеет вид 

 
[ ]11 21 31 1... na a a a   или  { }1 2 3 ... na a a a . 

 
Два столбца равны, если они имеют одну одинаковую высоту и равные 

элементы с одинаковыми номерами. Две строки равны, если они имеют 
одинаковую длину и равны их соответствующие элементы. 

 
II. Определение детерминанта. Для квадратной матрицы может быть 

введено понятие  детерминанта (определителя). Детерминант матрицы [A] 
обозначают 

 

det ,A A    или   

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

. 

 
Определение. Детерминантом матрицы [ ]A  порядка n>1 называют число 

 
1 1

1
1

det ( 1)
n

k
k k

k
A a M+

=
= −∑ ,                                           (1) 

 
где 1

kM  - детерминант матрицы порядка n-1, полученной из матрицы [A] 
вычеркиванием первой строки и k-ого столбца. 

Матрица первого порядка состоит из одного числа, и ее детерминант по 
определению считают равным этому числу: 

  
 11 11a a= .                                                          (2) 

 
Детерминант матрицы второго порядка в соответствии с (1) и (2) можно 

вычислить по следующей формуле: 
 

2
11 12 1 1 1 1 2 1

1 11 22 12 21 11 22 12 21
21 22 1

( 1) ( 1) ( 1)k
k k

k

a a
a M a a a a a a a a

a a
+ + +

=
= − = − + − = −∑ . 

 
Для матрицы третьего порядка 
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11 12 13 3
22 23 21 231 1 1 1 2 1

21 22 23 1 11 12
32 33 31 331

31 32 33
21 223 1

13 11 22 33 23 32 12 21 33 23 31 13 21 32 22 31
31 32

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( ) ( ) ( ).

k
k k

k

a a a
a a a a

a a a a M a a
a a a a

a a a
a a

a a a a a a a a a a a a a a a a
a a

+ + +

=

+

= − = − + − +

+ − = − − − + −

∑

 
 
В соответствии с определением детерминант матрицы четвертого порядка 
может быть выражен через определитель третьего порядка, тот, в свою очередь, 
через определители второго порядка и т.д. 

Число 1
kM  называют дополнительным минором элемента k1a . Для 

произвольного элемента ija  матрицы также можно ввести понятие 

дополнительного минора: i
jM  – это определитель матрицы, получаемой из 

исходной вычеркиванием i-ой строки и j-ого столбца. Например, для матрицы 
[A] третьего порядка дополнительным минором элемента 22a  будет 
определитель 

 
11 132

2
31 33

a a
M

a a
= . 

 
Определитель матрицы может быть вычислен по формулам разложения 

детерминанта по произвольной строке или столбцу: 
 

    по строке        
1

det ( 1)
n

i k i
ik k

k
A a M+

=
= −∑ ,                                                          (3) 

          по столбцу      
1

det ( 1)
n

k j k
kj j

k
A a M+

=
= −∑ .                                                        (4) 

 
Числа ( 1)i i j i

j jA M+= −  называют алгебраическими дополнениями элементов 

ija  матрицы  A. Они равны соответствующим минорам, взятым со своим 
знаком. 

С помощью алгебраических дополнений формулы (3) и (4) могут быть 
записаны в виде 

                

          
1

det
n

i
ik k

k
A a A

=
= ∑ ,                                                      (3′) 
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1

det
n

k
kj j

k
A a A

=
= ∑ .                                                      (4′) 

 
Пример. Записать определитель матрицы третьего порядка, используя 

формулы разложения по второй строке и третьему столбцу: 
 

11 12 13
12 13 11 13 11 12

21 22 23 21 22 23
32 33 31 33 31 32

31 32 33
11 12 13

21 22 11 12 11 12
21 22 23 13 23 33

31 32 31 32 21 22
31 32 33

.

.

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a
a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a

= − + −

= − +

 

 
III. Свойства детерминантов. Перечислим следующие основные свойства 

детерминантов. 
1. Определитель не изменится, если все строки матрицы заменить 

столбцами с соответствующими номерами: 
 

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

= . 

 
Справедливость этого свойства следует из возможности вычисления 

детерминанта по формулам разложения по строке или столбцу. 
2. При перестановке местами двух строк или двух столбцов определителя, 

он должен быть умножен на -1: 
 

11 12 1 12 11 1

21 22 2 22 21 2

1 2 2 1

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

= − . 

 
3. Если определитель имеет два одинаковых столбца или две одинаковые 

строки, то он равен нулю. 
4. Умножение всех элементов одного столбца или одной строки на любое 

число k  равносильно умножению определителя на это число: 
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11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n

n n

n n nn n n nn

ka a a a a a
ka a a a a a

k

ka a a a a a

= . 

 
5. Если все элементы некоторого столбца или строки матрицы равны нулю, 

то и ее определитель равен нулю. 
6. Если соответствующие элементы двух столбцов или двух строк матрицы 

пропорциональны, то ее определитель равен нулю: 
 

11 11 1 11 11 1

21 21 2 21 21 2

1 1 1 1

... ...

... ...
0.

... ... ... ... ... ... ... ...
... ...

n n

n n

n n nn n n nn

a ka a a a a
a ka a a a a

k

a ka a a a a

= =  

 
7. Если каждый элемент j-ого столбца или i-ой строки матрицы представляет 

собой сумму двух слагаемых, то ее определитель может быть вычислен как 
сумма двух определителей: 

 
1 11 1 11
11 11 12 1 11 12 1 11 12 1
1 11 1 11
21 21 22 2 21 22 2 21 22 2

1 11 1 11
1 1 2 1 2 1 2

... ... ...

... ... ... .
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...

n n n

n n n

n n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

+

+
= +

+

 

 
8. Если к элементам некоторой строки (или некоторого столбца) матрицы 

прибавить соответствующие элементы другой строки (или другого столбца), 
умноженные на одно и то же число, то величина определителя при этом не 
изменится: 

 
11 12 12 1 11 12 1

21 22 22 2 21 22 2

1 2 2 1 2

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n

n n

n n n nn n n nn

a ka a a a a a
a ka a a a a a

a ka a a a a a

+
+

=

+

. 

 
IV. Ранг матрицы. Рассмотрим некоторую не обязательно квадратную 

матрицу [A] размером nm× . Выберем какие-нибудь r номеров ее строк 
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1 2, ,..., ri i i  и r номеров столбцов 1 2, ,..., rj j j . Минором порядка r матрицы [A] 
называется определитель матрицы порядка r, образованной элементами, 
расположенными на пересечении выбранных строк и столбцов. 

Если считать, что 1 2 1 2... , ...r ri i i m j j j n< < < ≤ < < < ≤ , то 
                

  

1 1 1 2 1

2 1 2 2 21

1

1 2

...
...

...

...

... ... ... ...
...

r

rr

r

r r r r

i j i j i j

i j i j i ji i
j j

i j i j i j

a a a

a a a
L

a a a

= .                                           (5) 

 
Пусть задана матрица [A] размером 3 4× : 

 
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a
a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Составим все ее миноры третьего порядка. Они должны включать строки 

матрицы [A] с номерами 1, 2, 3 и три столбца матрицы [A]. Это могут быть 
столбцы с номерами 1, 2, 3, или 1, 3, 4, или 2, 3, 4, или 1, 2, 4. Тогда можно 
составить для этой матрицы четыре минора третьего порядка: 

 
11 12 13 11 13 14

1,2,3 1,2,3
21 22 23 21 23 241,2,3 1,3,4

31 32 33 31 33 34
11 12 14 12 13 14

1,2,3 1,2,3
21 22 24 22 23 241,2,4 2,3,4

31 32 34 32 33 34

, ,

, .

a a a a a a
L a a a L a a a

a a a a a a
a a a a a a

L a a a L a a a
a a a a a a

= =

= =

 

 
Для данной матрицы миноры четвертого порядка не существуют, т.к. у нее 

только три строки. Примерами миноров второго порядка являются: 
 

12 14 22 24 11 131,3 2,3 1,2
2,4 2,4 1,3

32 34 32 34 21 23
, , .

a a a a a a
L L L

a a a a a a
= = =  

 
Определение. В матрице [A] размером nm×  минор порядка r называется 

базисным, если он отличен от нуля, а все миноры порядка r+1 равны нулю или 
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не существуют. (В последнем случае r равно меньшему из чисел т или п). В 
матрице может быть несколько базисных миноров. 

Пример. Найдем базисные миноры матрицы: 
 

[ ] 1,2 1,2 1,2
1,2 2,3 1,3

1 4 5 1 4 4 5 1 5
, 17, 17, 17.

5 3 8 5 3 3 8 5 8
A L L L⎡ ⎤

= = = − = = = = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
Миноров третьего порядка для этой матрицы не существует. 

     

        [ ] 1,2,3
1,2,3

0 1 3 0 1 3
0 2 6 , 0 2 6 0
0 1 3 0 1 3

B L
⎡ ⎤
⎢ ⎥= = =⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

,  

 
т.к. есть нулевой столбец. 

 
1,2 1,3 2,3
2,3 2,3 2,3

1 3 1 3 2 6
0, 0, 0.

2 6 1 3 1 3
L L L= = = = = =

− − − −
 

 
Миноры второго порядка, содержащие первый столбец, также равны нулю. 

Ненулевыми для данной матрицы оказываются только миноры первого 
порядка: 1 1 2 2 3 3

2 3 2 3 2 31, 3, 2, 6, 1, 3L L L L L L= = = = = − = − . Они и являются 
базисными. 

Если матрица нулевая, т.е. все ее элементы равны нулю, то у нее вообще нет 
базисного минора. 

Определение. Рангом матрицы [A] (RgA) называется порядок ее базисного 
минора. Если матрица нулевая, то ее ранг считают равным нулю. 

В соответствии с определением можно указать ранги матриц, 
рассмотренных в примере: RgA=2, RgB=1. 

 
V. Действия над матрицами. Будем рассматривать матрицы [A] и [B] 

одного и того же размера nm× . Для двух таких матриц вводятся линейные 
операции сложения и умножения на число. Суммой матриц [A] и [B] является 
матрица [C] =[A]+[B] того же размера, каждый элемент которой вычисляется по 
формуле 

 
, 1,2,..., , 1,2,...,ij ij ijс a b i m j n= + = = . 

 
При умножении матрицы [A] на вещественное число каждый ее элемент 

умножается на это число: 
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],[][ AC α=  
 

, 1,2,..., , 1,2,..., ,ij ijc a i m j nα= = =  
 

т.е. в результате умножения матрицы на число получаем матрицу тех же 
размеров. 

Еще одна операция над матрицей - транспонирование. Транспонирование 
заключается в замене строк матрицы ее столбцами с соответствующими 
номерами. Если транспонированию подвергается матрица [A] размером nm× , 
то результатом будет матрица [A]T размером mn× , называемая 
транспонированной по отношению к матрице  [A]. Элементы 
транспонированной матрицы T

ij jia a= . 
Для двух матриц [A] и [B] размерами nm×  и kn×  соответственно вводится 

операция умножения. Произведением матриц [A] и [B] указанных размеров 
является третья матрица [C] размером km× : 

 

kmknnm
CBA
×××

=⋅ ][][][ , 

 

причем 
1

n

ij il lj
l

c a b
=

=∑ , т.е. элемент, стоящий в i-ой строке и j-ом столбце, можно 

найти как сумму произведений элементов матрицы [A], стоящих в i-ой строке, и 
элементов матрицы [B], стоящих в j-ом столбце. 

Перемножать можно только матрицы, для которых число столбцов в первой 
равно числу строк во второй матрице. Две квадратные матрицы можно  
перемножать только в том случае, когда они имеют одинаковый порядок. Для 
операции умножения двух матриц несправедлив переместительный закон, т.е. в 
общем случае 

 
][][][][ ABBA ⋅≠⋅ . 

 
Примеры. Найти матрицы [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T2 , ,C A B A D A B= − = ⋅ , если заданы 

матрицы [А] и [В]. 
 

2 3 5 2 7 3
[ ] 1 0 2 , [ ] 0 1 5 .

1 1 4 1 5 3
A B

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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Решение.  
2 2 2 2 3 7 2 5 3 2 1 13

[ ] 2[ ] [ ] 2 1 0 2 0 1 2 2 5 2 1 9
2 1 1 2 1 5 2 4 3 3 3 5

C A B
⋅ − ⋅ − ⋅ + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = ⋅ − ⋅ − ⋅ + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ + ⋅ − ⋅ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,          

T

2 1 1
[ ] 3 0 1 .

5 2 4
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2 3 0 5 1 2 7 3 1 5 5 2 3 3 5 5 3 1 42 6
[ ] [ ] [ ] 1 2 0 0 2 1 1 7 0 1 1 5 1 3 0 5 2 3 0 12 3

1 2 1 0 4 1 1 7 1 1 4 5 1 3 1 5 4 3 2 28 4
D A B

⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
При выполнении операций над квадратными матрицами полезно иметь в 

виду следующие соотношения между определителями: 
 

1 1det( ) det det , det( ) det , det( ) , det det
det

n TA B A B A A A A A
A

α α −⋅ = ⋅ = = = , 

 
где n −порядок матрицы [А]. 

Пример. Для матриц 
2 1

[ ]
3 8

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 и 
1 4

[ ]
0 2

B
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 вычислить 1det( )A B− ⋅ . 

Решение.                   1

1 4
0 2det 2det( )
2 1det 13
3 8

BA B
A

−

−

−
⋅ = = = . 

 
VI. Некоторые специальные виды матриц. Обратные матрицы. Среди 

квадратных матриц выделяют некоторые матрицы специальных видов: 
1) диагональные матрицы – имеют ненулевые элементы, стоящие только на 

главной диагонали, т.е. 0,ija i j= ≠ ; 
2) единичные матрицы – на главной диагонали стоят единицы, а все 

остальные элементы – нули: 

 
1 0 0

[ ] 0 1 0
0 0 1

E
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

3) нулевая матрица – все элементы равны нулям; 
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4) симметричные матрицы – для них выполняется условие 
 

][][ SS T =  , т.е. ij jis s= ; 
 

5) кососимметричные матрицы: ][][ AA T −= , т.е. jiij aa −= . 
6) вырожденные матрицы имеют нулевой определитель, т.е. det 0A = . 
7) унимодулярные матрицы имеют определитель, равный 1. 
Перечислим некоторые свойства таких матриц: 
Если матрицу [A] сложить с нулевой матрицей [0] , то получим матрицу [A]: 

 
[A]+[0]=[A]. 

 
При умножении матрицы [A] на единичную матрицу слева или справа, 

матрица не изменяется: 
 

][][][][][ AAEEA =⋅=⋅ . 
 

Матрица [B] называется обратной по отношению к матрице [A], если их 
произведение равно единичной матрице: 

 
][][][][][ EABBA =⋅=⋅ . 

 
Матрицу, обратную к данной, обозначают 1[ ]A − . Вырожденные матрицы не 

имеют обратных. 
Одним из методов нахождения матрицы, обратной данной, является метод 

присоединенной матрицы. В соответствии с этим методом 
 

T
1 [ ][ ]

det 

vAA
A

− = , 

 
где [ ]vA  - матрица, присоединенная к матрице [A], каждый элемент которой 
определяется как алгебраическое дополнение соответствующего элемента 
матрицы [A], т.е. ( 1)v i i j i

ij j ja A M+= = − . 

Пример. Найти матрицу, обратную матрице [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

115
42

A . 

Решение. Найдем определитель матрицы [А]: 

 2202245112
115
42

det =−=⋅−⋅==A . 
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Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы [А] 
 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 21 1 1 1
1 1 2 2

2 1 2 22 2 2 2
1 1 2 2

1 11; 1 5;
1 4; 1 2

A M A M
A M A M

+ +

+ +
= − = = − = −
= − = − = − =

 

     и составим присоединенную матрицу [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

24
511vA .  

     Вычислим в соответствии с формулой элементы обратной матрицы:    
 

     [ ] 1 11 4 5,5 21
5 2 2,5 12

A − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  

 
Проверим результат умножением: 

 

[ ] [ ] 1 2 4 5,5 2 2 5,5 4 ( 2,5) 2 ( 2) 4 1 1 0
5 11 2,5 1 5 5,5 11 ( 2,5) 5 ( 2) 11 1 0 1

A A − − ⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⋅ = ⋅ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 2 
 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Постановка задачи. 
II. Совместность однородных и неоднородных систем. 
III. Система т уравнений с т неизвестными. Правило Крамера. 
IV. Матричный метод решения систем уравнений. Метод Гаусса. 
V. Исследование системы т уравнений с п неизвестными. 
 
I. Постановка задачи. Систему уравнений вида 

       

        

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
............................................

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

                                              (1) 

 
называют системой m линейных уравнений с n неизвестными 1 2, ,..., nx x x . 
Коэффициенты уравнений этой системы записывают в виде матрицы  
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11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
[ ] ,

... ... ... ...
...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
которую называют матрицей системы (1). Числа, стоящие в правых частях 
уравнений, образуют столбец свободных членов {B}: 

 
1

2{ }
...

m

b
b

B

b

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

 
Если столбец { } { }0B = , то система уравнений называется однородной. В 

противном случае, когда { } { }0B ≠ , система неоднородна. 
Система линейных уравнений (1) может быть записана в матричном виде 

                
 [A]⋅{x}={B}.                                                   (2) 

 

Здесь 

1

2{ }
...

n

x
x

x

x

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 - столбец неизвестных. 

Решить систему уравнений (1) значит найти совокупность n чисел 
1 2, ,..., nα α α  такую, что при подстановке в систему (1) вместо неизвестных 
( 1,2,..., )ix i n=  каждое уравнение системы обращается в тождество. Числа 

1 2, ,..., nα α α  называются решением системы уравнений. 
Система линейных уравнений может иметь одно решение 

 
1 2 1

1 2 2

0 1;
2 1,

x x x
x x x
+ = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨− = = −⎩ ⎩
 

 
            может иметь бесчисленное множество решений 

1 2 1

1 2 2

0
( , )

3 3 0
x x x t

t
x x x t

⎧ + = =⎧
⇒ ∈ −∞ +∞⎨ ⎨+ = = −⎩⎩
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            или не иметь решений совсем 
 

1 2

1 2

0
3 3 2

x x
x x
+ =⎧

⇒∅⎨ + =⎩
. 

 
Системы уравнений, не имеющие решений, называются несовместными. 

Если система уравнений имеет хотя бы одно решение, то она называется 
совместной. Система уравнений называется определенной, если она имеет 
единственное решение, и неопределенной, если имеет бесчисленное множество 
решений. 

 
II. Совместность однородных и неоднородных систем. Условие 

совместности системы линейных уравнений (1) формулируется в теореме 
Кронекера – Капелли. 

Теорема. Система линейных уравнений имеет хотя бы одно решение в том и 
только в том случае, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной 
матрицы: *RgARgA = . 

Расширенной матрицей системы называют матрицу, получающуюся из 
матрицы системы приписыванием к ней справа столбца свободных членов: 

 
11 12 1 1

21 22 2 2*

1 2

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

A

a a a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 
Если RgA RgA∗< , то система уравнений несовместна. 
Однородные системы линейных уравнений в соответствии с теоремой 

Кронекера – Капелли всегда совместны. Рассмотрим случай однородной 
системы, в которой число уравнений равно числу неизвестных, то есть т=п. 
Если определитель матрицы такой системы не равен нулю, т.е. det 0A ≠ , 
однородная система имеет единственное решение, которое является 
тривиальным (нулевым). Однородные системы имеют бесчисленное множество 
решений, если среди уравнений системы есть линейно  зависимые, т.е. det 0A = . 

Пример. Рассмотрим однородную систему трех линейных уравнений с 
тремя неизвестными 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0;
0;
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩
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и исследуем вопрос о количестве ее решений. Система уравнений имеет 
единственное решение, когда выполняется условие 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

det 0
a b c

A a b c
a b c

= ≠ . 

 
Решение системы при этом x=0, y=0, z=0.  
Если 1 2 1 2 1 2, ,a a b b c cλ λ λ= = = , то определитель матрицы системы равен 

нулю, а система имеет бесчисленное множество решений, зависящих от одного 
параметра:  

 

1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 1 3

x y z t
b c b c a c a c a b b a

= = =
− − + −

. 

 
Если же коэффициенты всех трех уравнений пропорциональны, то система 

уравнений сведется к одному уравнению 1 1 1 0a x b y c z+ + = . 
При исследовании неоднородных систем линейных уравнений вопрос о 

совместности решается с помощью теоремы Кронекера – Капелли. Если число 
уравнений в такой системе равно числу неизвестных, то система имеет 
единственное решение, если ее определитель не равен нулю. В противном 
случае система либо несовместна, либо имеет бесчисленное множество 
решений. 

Пример. Исследуем неоднородную систему двух уравнений с двумя 
неизвестными 

 
1 1 1

2 2 2

0
0

a x b y c
a x b y c

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

 

 
Система несовместна, когда 2 1a aλ= , 2 1b bλ= . В этом случае ранг матрицы 

системы равен 1: 
 

1RgA = , т.к. 1 1

1 1
0

a b
a bλ λ

= , 

а ранг расширенной матрицы 1 1 1

1 1 2
[ ]

a b c
A

a b cλ λ
∗ −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 равен двум, т. к. для нее в 

качестве базисного минора может быть выбран минор второго порядка, 
содержащий третий столбец. В рассматриваемом случае RgA RgA∗< . 
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Если 2 1 2 1 2 1, ,a a b b c cλ λ λ= = = , то система уравнений имеет бесчисленное 

множество решений: 1 1 1 0a x b y c+ + = . В этом случае 1RgA RgA∗= = . 

Система имеет единственное решение, когда 1 1

2 2
0

a b
a b

≠ . Решение 

записывается в виде .,
2121

2112

2121

2121
abba
cacay

abba
bccbx

−
−

=
−
−

=  

 
III. Система т уравнений с т неизвестными. Правило Крамера. 

Рассмотрим простейший случай, когда число уравнений системы равно числу 
неизвестных, т.е. m=n. Если детерминант матрицы системы отличен от нуля, 
решение системы может быть найдено по правилу Крамера: 

 

  , 1,2,..., .i
ix i nΔ
= =
Δ

                                                  (3) 

 
Здесь Adet=Δ  – определитель матрицы системы, iΔ  – определитель 

матрицы, получаемой из [A] заменой i-ого столбца на столбец правых частей: 
 

11 12 1 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1

... ...

... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

i i n

i i n
i

n n ni n ni nn

a a a b a a
a a a b a a

a a a b a a

− +

− +

− +

Δ = . 

 
Пример. Решить систему уравнений методом Крамера: 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 12 3 16
3 4 10

2 3 3.

x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ − − = −⎩

 

 
Решение. 

     1. Найдем определитель системы 
           

         
10 12 3

1 3 4 183
2 3 1

−
Δ = − =

− −
; 

 
     2. Найдем вспомогательные определители 
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      1 2 3

16 12 3 10 16 3 10 12 16
10 3 4 183, 1 10 4 183, 1 3 10 366

3 3 1 2 3 1 2 3 3

− −
Δ = = Δ = − = Δ = − =

− − − − − − −
; 

 
     3. Найдем решение системы по правилу Крамера: 

 
1 2 3

1 2 3
183 183 3661, 1, 2.
183 183 183

x x xΔ Δ Δ
= = = = = = = = =
Δ Δ Δ

 

 
IV. Матричный метод решения систем уравнений. Метод Гаусса. 

Запишем систему линейных уравнений в матричном виде (2) 
 

[A]⋅{x}={B} 
 

и умножим правую и левую части соотношения (2) слева на матрицу [A-1], 
обратную матрице системы: 

    
             [A-1]⋅[A]⋅{x}=[A-1]⋅{B}.                                               (2′) 

 
По определению обратной матрицы произведение [A-1]⋅[A]=[E], а по 

свойствам единичной матрицы [E]⋅{x}={x}. Тогда из соотношения (2') получаем 
    

    {x}=[A-1]⋅{B}.                                                       (4) 
 

Соотношение (4) лежит в основе матричного метода решения систем 
линейных уравнений: необходимо найти матрицу, обратную матрице системы, 
и умножить на нее слева вектор-столбец правых частей системы. 

Пример. Решим матричным методом систему уравнений, рассмотренную в 
предыдущем примере: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 12 3 16
3 4 10

2 3 3

x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ − − = −⎩

 

Матрица системы 
10 12 3

[ ] 1 3 4
2 3 1

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

, ее определитель det A=Δ=183. 
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Столбец правых частей 

16
{ } 10

3
B

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎩ ⎭

. 

Чтобы найти матрицу [A-1], найдем матрицу, присоединенную к [A]. Для 
этого вычислим алгебраические дополнения всех элементов матрицы: 

 
1 1 1 2 1 3

11 12 13

2 1 2 2 2 3
21 22 23

3 1 3 2 3 3
31 32 33

3 4 1 4 1 3
( 1) 9; ( 1) 7; ( 1) 3;

3 1 2 1 2 3

12 3 10 3 10 12
( 1) 21; ( 1) 4; ( 1) 54;

3 1 2 1 2 3

12 3 10 3 10 12
( 1) 57; ( 1) 37; ( 1)

3 4 1 4 1 3

v v v

v v v

v v v

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − = −

− − − −

− −
= − = = − = − = − =

− − − −

− −
= − = = − = − = − =

− −
42,

 

 

или 
9 7 3

[ ] 21 4 54
57 37 42

vA
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

 
В формулу для вычисления обратной матрицы входит T[ ]vA , тогда 

 

1

9 21 57
1[ ] 7 4 37

183
3 54 42

A−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

 
Теперь можно найти решение системы 

 

1
9 21 57 16 183

1 1{ } [ ] { } 7 4 37 10 183
183 183

3 54 42 3 366
x A B−

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= ⋅ = − − ⋅ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. 

 

Тогда окончательно получаем 
1

{ } 1
2

x
⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

. 

 
При большом числе неизвестных решение системы уравнений методом 

Крамера или матричным методом связано с вычислением определителей 



_________________Раздел I. Линейная алгебра и аналитическая геометрия_______________ 

 23

высокого порядка или обращением матриц больших размеров. Эти процедуры 
весьма трудоемки даже для современных ЭВМ. Поэтому для решения систем 
большого числа уравнений чаще пользуются методом Гаусса. 

Метод Гаусса заключается в последовательном исключении неизвестных 
путем элементарных преобразований расширенной матрицы системы. К 
элементарным  преобразованиям матрицы относят перестановку строк, 
сложение строк, умножение строк на числа, отличные от нуля. В результате 
преобразований удается матрицу системы свести к верхней треугольной, на 
главной диагонали которой стоят единицы, а ниже главной диагонали - нули. В 
этом заключается прямой ход метода Гаусса. Обратный ход метода состоит в 
непосредственном определении неизвестных, начиная с последнего. 

Проиллюстрируем метод Гаусса на примере решения системы уравнений 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 12 3 16
3 4 10

2 3 3.

x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ − − = −⎩

 

 
На первом шаге прямого хода добиваются того, чтобы коэффициент 11a  

преобразованной системы стал равен 1, а коэффициенты 21a  и 31a  обратились в 
нуль. Для этого первое уравнение умножим на 1/10, второе уравнение умножим 
на 10 и сложим с первым, третье уравнение умножим на –10/2 и сложим с 
первым. После этих преобразований получим 

 
1 2 3

2 3

2 3

1 1,2 0,3 1,6
42 37 116
27 2 31

x x x
x x

x x

⋅ + − =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

 

 
На втором шаге добиваемся того, чтобы после преобразований коэффициент 

22a  стал равным 1, а коэффициент 32 0a = . Для этого второе уравнение 
разделим на 42, а третье уравнение умножим на –42/27 и сложим со вторым. 
Получим систему уравнений 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⋅
−=−

=+⋅

=−+⋅

27
3142116)

27
8437(

42
116

42
371

6,13,02,11

3

32

321

x

xx

xxx
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На третьем шаге должны получить коэффициент 33 1a = . Для этого третье 
уравнение разделим на (37 – 84/27); получим 

 

1 2 3

2 3

3

1,2 0,3 1,6

37 116
42 42

42 31116
27
8437
27

x x x

x x

x

⎧
⎪

+ − =⎪
⎪
⎪
⎪

+ =⎨
⎪

⋅⎪ −⎪
=⎪

⎪ −
⎩

 

 
На этом прямой ход метода Гаусса заканчивается, т.к. матрица системы 

сведена к виду верхней треугольной: 
 

1

1 1,2 0,3
37[ ] 0 1 .
42

0 0 1

A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Осуществляя обратный ход, найдем неизвестные 

 

3

2

1

116 27 42 31 1830 2,
37 27 84 915

116 37 422 1,
42 42 42

1,6 0,3 2 1,2 1 1.

x

x

x

⋅ − ⋅
= = =

⋅ −

= − ⋅ = =

= + ⋅ − ⋅ =

      Таким образом, 
1

{ } 1 .
2

x
⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

 
V. Исследование системы т уравнений с п неизвестными. Пусть система 

т уравнений (1) с п неизвестными совместна. В этом случае выполняется 
теорема Кронекера – Капелли: *RgA RgA r= = , а число r  называют рангом 
системы. Если ранг совместной системы равен числу неизвестных ( )r n= , то 
система имеет единственное решение, то есть является определенной.  

Если ранг совместной системы меньше числа неизвестных ( )r n< , то 
система имеет бесконечно много решений, то есть является неопределенной. В 
этом случае будем полагать, что базисный минор матрицы системы расположен 
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в первых r  строках и первых r  столбцах. Тогда m r−  уравнений, не вошедших 
в базисный минор, являются следствиями остальных (по теореме о базисном 
миноре) и могут быть отброшены. Они заведомо обратятся в тождества, если 
обратятся в тождества предыдущие r  уравнений. В оставшихся уравнениях 
перенесем в правую часть те слагаемые, которые соответствуют столбцам, не 
вошедшим в базисный минор. Система (1) примет вид 

 
( )

( )

11 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ...
..........................................................................

... ...

r r r r n n

r rr r r rr r rn n

a x a x b a x a x

a x a x b a x a x

+ +

+ +

+ + = − + +⎧
⎪
⎨
⎪ + + = − + +⎩

                               (6) 

 
Неизвестные, соответствующие столбцам базисного минора ( )1 2, ,..., rx x x , 

называются базисными, а остальные – параметрическими или свободными 
( )1 2, ,...,r r nx x x+ + . Число свободных переменных, равное n r− , называют 
размерностью пространства решений. 

Определитель матрицы системы (6) отличен от нуля, так как является 
базисным минором для матрицы [ ]A , поэтому существует решение системы (6) 
относительно базисных неизвестных, выражающее их через свободные 
неизвестные. Придавая свободным неизвестным произвольные значения, 
можно найти соответствующие значения базисных переменных. Система при 
этом имеет бесчисленное множество решений. 

Пример. Найти общее решение системы уравнений и проанализировать его 
структуру: 

1 2 3 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

2 3 4 1
4 7 2 3
3 5 4 2

x x x x
x x x x
x x x x x

− + + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ − − + − =⎩

 

 
Решение. Дана система трех уравнений ( )3m =  с пятью неизвестными 

( )5n = . Расширенная матрица системы имеет вид 
 

1 2 3 0 4 1
4 7 2 1 0 3
3 5 1 1 4 2

A∗
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

. 

Нетрудно установить, что 2RgA RgA r∗= = = , по теореме Кронекера – 
Капелли система совместна. Базисный минор расположен в первой и второй 
строках, первом и втором столбцах матрицы A∗⎡ ⎤

⎣ ⎦ . Базисными являются 
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переменные 1 2,x x ; параметрическими – переменные 3 4 5, ,x x x . Размерность 
пространства решений равна 5 2 3n r− = − = . Исходной системе уравнений 
равносильна система  

 
1 2 3 5

1 2 3 4

2 1 3 4 ,
4 7 3 2 ,
x x x x

x x x x
− = − −⎧

⎨ − = − −⎩
 

откуда 
 

1 3 4 5

2 3 4 5

1 17 2 28 ,
1 10 16 .

x x x x
x x x x
= − + − +⎧

⎨ = − + − +⎩
 

 
Запишем общее решение системы в виде 

 
1

2

3

4

5

17 2 28 1
10 1 16 1
1 0 0 0 ,
0 1 0 0
0 0 1 0

x
x
x u v w
x
x

− −⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 

 
где ( ), , ,u v w∈ −∞ ∞  – числовые параметры. 
 

Столбцы 

17 2 28
10 1 16
1 , 0 , 0
0 1 0
0 0 1

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 образуют базис пространства решений, 

 

а столбец 

1
1

0
0
0

−⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 является частным решением неоднородной системы. 
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ЛЕКЦИЯ № 3 
 

ВЕКТОРЫ В ЛИНЕЙНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Геометрическое определение вектора. Равные векторы. 
II. Линейные операции над векторами,  их свойства.  
III. Разложение вектора по базису. Координаты вектора. 
IV. Линейная зависимость векторов. Размерность линейного пространства. 
V. Системы координат. 
 
I. Геометрическое определение вектора. Равные векторы. Пусть на 

некоторой прямой заданы две точки – A и B. Тем самым выделен отрезок AB 
этой прямой с концами в точках A и B: 

 

 
 
Можно считать, что точка A - начало отрезка, B - конец. Тогда зададим так 

называемый направленный отрезок, определяемый упорядоченной парой точек. 
Определение. Направленный отрезок (упорядоченную пару точек) называют 

вектором. Вектор обозначается AB  или a . Если точки A и B совпадают, то 
говорят, что вектор AB  нулевой или нуль-вектор 0 . 

Расстояние между началом и концом вектора называется его длиной, или 
модулем, и обозначается ,AB a . 

 
Векторы называются коллинеарными, если они имеют общую параллельную 

прямую. При совмещении начал коллинеарных векторов они оказываются 
лежащими на одной  прямой. Векторы называются компланарными, если они 
параллельны одной и той же плоскости. При совмещении начал компланарных 
векторов они оказываются лежащими в одной плоскости. 

Определение. Два вектора называются равными, если они коллинеарны, 
одинаково направлены и равны по длине. 

 

B A a

a  b  

c  

b  c  

a  
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ba = , если , , .a b a b a b↓ ↓ =  

ca ≠ , так как , ,a c a c=  но .ca ↑↓  
 

Из определения равенства векторов следует, что каждый вектор AB  можно 
перенести в любое место параллельно самому себе и не изменить его. Тем 
самым введен так называемый свободный вектор, задать который значит задать 
его модуль и направление. Многие физические величины характеризуются не 
только числовым значением, но и направлением, и, следовательно, являются 
векторными (сила, скорость, перемещение, магнитная индукция и др.). 

 
II. Линейные операции над векторами, их свойства. К линейным 

операциям над векторами относятся сложение векторов и умножение вектора 
на скаляр. 

 
Сложение двух векторов выполняется по правилу параллелограмма: сумма 

двух векторов представляет собой диагональ параллелограмма, построенного 
на равных им векторах. 

 
    
   Сумма нескольких векторов определяется как 

вектор, замыкающий ломаную линию, звеньями 
которой служат векторы-слагаемые, и 
направленный из начала первого вектора в конец 
последнего: R a b c d= + + + . 

 

c  b  

a  

D 

С 

В А 

,a AB b CD
c a b
= =
= +

 

d  

c  b  

a  

a                      b                                     c  

R  
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Определение. Произведением вектора a  на вещественное число λ  
называется такой вектор b , что 

1) ,b aλ=  

2) вектор b  коллинеарен a , 
3) векторы a  и b  направлены 
одинаково, если 0>λ , и 
противоположно, если 0<λ :  
 ab ↓↓ , если 0>λ , ab ↓↑ , если 

0<λ . 
 
Вектор ( 1)a a− = −  называется 

противоположным вектору a . Сумма двух противоположных векторов равна 
нулевому вектору: ( ) 0a a+ − = . 

Вычитание векторов – операция, обратная сложению: ).( baba −+=−  
Перечислим свойства введенных линейных операций: 

1) коммутативность сложения:  abba +=+ ; 
2) ассоциативность сложения:  cbacba ++=++ )()( ; 

3) существование нуль-вектора: 0a a+ = ; 
4) существование противоположного вектора: ( ) 0a a+ − = ; 
5) дистрибутивность сложения векторов по отношению к умножению на 

число:                                              
;)( baba λλλ +=+  

( ) ( ) cbacba ++=++  

cb +  
ba +  c  

b  

a  

λ
b  

λ
a  

λ ( ba + ) 

ba +  

b  

a  

0, <λλa  

0, >λλa  a  
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6) дистрибутивность сложения чисел по отношению к умножению на 
вектор:  

( )a a aα β α β+ = + ; 
 

 
a           a2           a3                              a5  

                    
                   A              B             C             D                               E 
              

, 2 , 3 , 5 , ;AB a AC a AD a AE a AC AD AE= = = = + =  
 

7) ассоциативность умножения: ,)()( aa αββα =  так как 

 

.aaa ⋅=⋅⋅=⋅ αββαβα  

 
8) существование единицы: 1 a a⋅ = . 
Пространство, для элементов которого вводятся операции сложения и 

умножения на число, обладающие свойствами (1) – (8), называют линейным 

(векторным) пространством. Элементы линейного пространства обычно 

называют векторами. 

 

III. Разложение вектора по базису. Координаты вектора. Пусть заданы 

векторы 1 2, ,..., na a a  и числа 1 2, ,..., .nα α α  Составим комбинацию из этих 

векторов, используя только введенные линейные комбинации сложения и 

умножения вектора на число. В самом общем случае такая комбинация имеет 

вид 1 1 2 2 ... n na a aα α α+ + +  и называется линейной комбинацией векторов 

1 2, ,..., na a a , а числа 1 2, ,..., nα α α  - коэффициентами линейной комбинации. 

Если вектор представлен как линейная комбинация некоторых векторов, то 

говорят, что он разложен по этим векторам. 

Пусть дан ненулевой вектор a . Покажем, что любой коллинеарный ему 

вектор b  может быть представлен в виде b aα=  единственным образом. 
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По определению операции умножения вектора на число векторы a  и aα  
коллинеарны, следовательно, коллинеарны и векторы b  и aα . Одинаковое 
направление векторов b и aα  обеспечивается выбором знака числа α . Наконец, 
из равенства модулей равных векторов aab ⋅== αα  следует, что ab=α . 
Единственность представления следует из того, что при умножении вектора a  
на другое число получается новый вектор: 1a aα α≠  при  1α α≠ . 

Теорема 1. Любой вектор a  на плоскости может быть разложен по двум 
неколлинеарным векторам 1e  и 2e  единственным образом: 

 
1 1 2 2a e eα α= + . 

 
Доказательство. В общем случае отложим все три вектора из общей точки 

О. Из конца вектора a  (точки А) проведем прямые АР и AQ, параллельные 
векторам 1e  и 2e . Тогда по правилу параллелограмма 

 
OA OP OQ= + . 

 
Вектор OP  коллинеарен вектору 1e  и,  

следовательно, единственным образом 
может быть представлен в виде 1 1OP eα= . 
Вектор OQ  коллинеарен вектору 2e , 
поэтому 2 2OQ eα= . Тогда 1 1 2 2a e eα α= +  – 
единственное разложение вектора a  по 
векторам 1e  и 2e . 

 
Неколлинеарные векторы 1e  и 2e , взятые в определенном порядке, 

называются базисом на плоскости, а коэффициенты линейной  комбинации α1 и 
α2 - координатами вектора a  в базисе 1e  и 2e . 

Теорема 2. Любой вектор a  единственным образом раскладывается по трем 

фиксированным  некомпланарным векторам: 1 1 2 2 3 3a e e eα α α= + + . 

Некомпланарные векторы 1 2 3, ,e e e  образуют базис пространства. 
Коэффициенты разложения 1 2 3, ,α α α  называют координатами вектора a  в 
базисе 1 2 3, ,e e e . 

Таким образом, в пространстве с выбранным базисом 1 2 3, ,e e e  каждому 
вектору можно поставить в соответствие тройку чисел – его координаты. 

А 

2e  

1e  

a  
Q 

O P 
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Теперь при выполнении введенных линейных операций над векторами можно 
заменить геометрические построения аналитическими выражениями. 

Пусть 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3, ,a e e e b e e eα α α β β β= + + = + +  тогда в силу свойств 
линейных операций (1) – (8) 
 

1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )a b e e eα β α β α β+ = + + + + +  
и 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) .a e e eλ λα λα λα= + +  
Таким образом, при умножении вектора на число все его координаты 

умножаются на это число, а при сложении векторов складываются их 
соответствующие координаты, если  они определены относительно одного и 
того же базиса. 

 
IV. Линейная зависимость векторов. Размерность линейного 

пространства. Запишем линейную комбинацию векторов 
1 1 2 2 ... .k ka a aα α α+ + +  Она называется тривиальной, если все ее коэффициенты 

одновременно равны нулю, то есть 2 2 2
1 2 ... 0kα α α+ + + = , и нетривиальной, если 

хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля, то есть 2 2 2
1 2 ... 0kα α α+ + + ≠ . 

Определение. Векторы 1 2, ,..., ka a a  называют линейно зависимыми, если 
можно найти их нетривиальную комбинацию, равную нулю: 

 

1 1 2 2 ... 0k ka a aα α α+ + + =   при  2 2 2
1 2 ... 0kα α α+ + + ≠ . 

 
Определение. Если для векторов 1 2, ,..., ka a a  обращается в ноль только их 

тривиальная комбинация, то такие векторы называют линейно независимыми:  
 

1 1 2 2 ... 0k ka a aα α α+ + + =  при 2 2 2
1 2 ... 0kα α α+ + + = . 

 
Векторы линейно зависимы, если хотя бы один из них можно представить 

как линейную комбинацию остальных. Пусть 1 0α ≠ , тогда 
 

2 3
1 2 3

1 1 1
... .k

ka a a aα α α
α α α

= − − − −  

 
На основании доказанных выше теорем оказывается, что линейно 

зависимыми являются любые два коллинеарных вектора ( 0b aλ− = ), любые 
три компланарных вектора ( 1 1 2 2 0a e eα α− − = ) и любые четыре вектора в 
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пространстве ( 1 1 2 2 3 3 0a e e eα α α− − − = ). В свою очередь, линейно 
независимыми всегда являются базисные векторы, то есть два неколлинеарных 
вектора на плоскости и три некомпланарных вектора в пространстве. 

Определение. Количество векторов, образующих базис линейного 
пространства, называют размерностью этого пространства.  

Размерность определяется наибольшим числом линейно независимых 
векторов пространства. Линейное пространство, имеющее размерность n, 
принято обозначать nL . 

 
V. Системы координат. 
Определение. Декартовой системой координат называется совокупность 

точки и базиса 1 2 3, ,e e e . Точка О называется началом координат, Ox,Oy,Oz – 
координатными осями, Oxy,Oyz,Oxz – координатными плоскостями. 

 
Декартова система координат, базисные векторы которой взаимно 

перпендикулярны и имеют единичные длины, называется декартовой 
прямоугольной системой, а ее базис – ортонормированным. Векторы такого 
базиса (орты) обычно обозначают буквами , ,i j k . Координатами точки А в 
выбранной системе координат называются координаты радиус-вектора Ar  этой 
точки  в этой системе координат.  

z 

3e

1e
O 

2e

х 

у 

O 
i

Br

Ar
a

В(хВ,уВ, zВ) 

А(хА,уА,zА) 

j

z 

k

х 

у 
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Если заданы координаты точек ),,( AAA zyxA  и ),,( BBB zyxB , то можно 
найти выражение для координат вектора a AB= . Из рисунка следует, что 
OA AB OB+ = , тогда a AB OB OA= = − . Если kajaiaa zyx ++= , то 
координаты вектора a  можно найти по формулам  

ABzAByABx zzayyaxxa −=−=−= ,, . 
На практике пользуются и другими системами координат, например, 

косоугольной декартовой, полярной, цилиндрической, сферической и другими. 

 
ЛЕКЦИЯ № 4 

 
СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Определение скалярного произведения. Понятие о евклидовом пространстве. 
II. Геометрические свойства скалярного произведения.  
     Условие перпендикулярности двух векторов. 
III. Алгебраические свойства скалярного произведения. 
IV. Выражение скалярного произведения через координаты. 
V. Длина вектора, угол между векторами. Проекция вектора на ось. 
 
I. Определение скалярного произведения. 

Понятие о евклидовом пространстве. Введем понятие угла между векторами. 
Пусть даны два ненулевых вектора a  и b . После совмещения их начал они 
образуют на плоскости два угла 1ϕ  и 2ϕ . Углом между векторами называют тот 
из углов, который не превосходит развернутого. На рисунке это угол 1ϕ . 

 
Определение. Скалярным произведением векторов a  и b  называется число, 

равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними: 
 

ϕcos⋅⋅=⋅ baba .                                                      (1) 
 

2ϕ  1ϕ  

b  

a  
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Если один из векторов a  или b нулевой, то угол между векторами не 
определен, и скалярное произведение считается равным нулю. 

Понятие скалярного произведения родилось в механике. Если вектор F  
изображает силу, точка приложения которой перемещается из начала в конец 
вектора MN , то работа силы F  определяется равенством A F MN= ⋅ . 

Линейное пространство, для элементов которого определена операция 
скалярного произведения, называют евклидовым пространством. Евклидово 
пространство размерностью n принято обозначать буквой nE . 

 
II. Геометрические свойства скалярного произведения. 

Условие перпендикулярности двух векторов. Знак скалярного произведения 
позволяет оценить взаимное расположение перемножаемых векторов, если 
среди них нет нулевых. 

Если cos 0a b a b ϕ⋅ = ⋅ ⋅ > , то, поскольку 0, 0,cos 0a b ϕ> > >  и, 

следовательно, угол между векторами острый 
2
πϕ⎛ ⎞<⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Если cos 0a b a b ϕ⋅ = ⋅ ⋅ < , то cos 0ϕ <  и угол между векторами тупой 

2
πϕ⎛ ⎞>⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Если же 0a b⋅ = , то cos 0ϕ =  и векторы ортогональны. 

И обратно, если векторы ортогональны, то cos 0
2

a b a b π
⋅ = ⋅ ⋅ = . 

Таким образом, доказано условие ортогональности двух векторов. 
Теорема. Необходимым и достаточным условием ортогональности двух 

векторов является равенство нулю их скалярного произведения. 
Указанное геометрическое свойство скалярного произведения 

проиллюстрировано следующим примером из механики: 

 
 
III. Алгебраические свойства скалярного произведения. К 

алгебраическим свойствам скалярного произведения относятся следующие: 

P  

2F  

3F  1F  

s  
1 1 0A F s= ⋅ > - движущая сила; 

2 2 0A F s= ⋅ <  - сила сопротивления; 

3 3 0A F s= ⋅ = - сила не производит работу. 
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1) коммутативность: abba ⋅=⋅  - непосредственно следует из определения, 
так как не различаются углы между векторами  aи b  и векторами b и a ; 

2) ассоциативность: ( ) ( )a b a bα α⋅ = ⋅ : 
         

( ) ( )( ) cos , cos , ( )a b a b a b a b a b a bα α α α α⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ . 

 

Поскольку векторы a  и aα  коллинеарны ( ) ( ), ,a b a bα =  при 0α >  и 

( ) ( ), ,a b a bα π= −  при 0α < . Если 0α > , то ( ) ( )cos , cos , ;a b a bα α α= = ; если 

0α < , то ( ) ( )cos , cos , ;a b a bα α α= − = − ; 

3) дистрибутивность: cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )( ; 

 
4)  0a a⋅ > , если a - ненулевой вектор, 
     0a a⋅ = , если a  - нулевой вектор. 
Из формулы (1) 2cos0a a a a a⋅ = ⋅ ⋅ =  - скалярный квадрат вектора равен 

квадрату его длины. Отсюда и вытекает справедливость свойства (4). 
Свойства (2) и (3) отражают линейность скалярного  произведения и имеют 

фундаментальное значение, так как позволяют проводить операции с 
векторными многочленами по обычным правилам алгебры. 

Пример. Вычислить ( 2 ) ( 2 )a b a b− ⋅ + , если 11,
2

a b= = . 

Решение: 
22 1( 2 ) ( 2 ) 4 4 1 4 0

4
a b a b a a b b a b− ⋅ + = ⋅ − ⋅ = − = − ⋅ = . 

 
IV. Выражение скалярного произведения через координаты. Пусть 

векторы a  и b  заданы своими координатами в ортонормированном базисе 
kji ,, . Это значит, что могут быть записаны следующие разложения 

 

А′ В′ 

bϕ

aϕ  

ba+ϕ  
ba +

b  
a  

В А 

О c

( ) cos ;

cos ;

cos ;

,

т.к. ;

a b

a

b

a b c OB c OB c OB c

a c OA c OA c

b c AB c A B c

OB c OA c A B c

OB OA A B

ϕ

ϕ

ϕ

+
′+ ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅

′⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅

′ ′⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅

′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅

′ ′ ′ ′= +
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1 2 3

1 2 3

,

.

a a i a j a k

b b i b j b k

= + +

= + +
 

 
Найдем скалярное произведение векторов: 

 
1 2 3 1 2 3( ) ( )a b a i a j a k b i b j b k⋅ = + + ⋅ + + ; 

 
в силу свойств (2) и (3) можно раскрыть скобки и записать 

 
1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3 .

a b a b i i a b i j a b i k a b j i a b j j a b j k

a b k i a b k j a b k k

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅
 

 
Вычислим скалярные произведения  базисных  векторов. Поскольку базис 

ортонормированный, то длины векторов 1i j k= = = , а углы между ними  

                     ( , ) ( , ) ( , )
2

i j j k k i π
= = = . 

                    

1 0 0

0 1 0

0 0 1

i i j i k i

i j j j k j

i k j k k k

⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ = ⋅ =

 

 
 

В общем случае условием ортонормированности базиса является требование  
                     

lmml ee δ=⋅  , где символ Кронекера 
1 при ;
0 при .lm

l m
l m

δ
=⎧

= ⎨ ≠⎩
 

 
Тогда скалярное произведение векторов через их координаты можно 

записать так 
   

1 1 2 2 3 3a b a b a b a b⋅ = + + .                                             (2) 
 

Все выкладки можно записать с помощью так называемых "немых" 
индексов: 

l l m m l m lm l la b a e b e a b a bδ⋅ = ⋅ = = . 
 

Итак, скалярное произведение векторов равно сумме произведений их 
соответствующих координат в ортонормированном базисе. 

k  

j  i  
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V. Длина вектора, угол между векторами. Проекция вектора на ось. 
Полученное выражение скалярного произведения через координаты векторов в 
ортонормированном базисе (2) и знание геометрических свойств скалярного 
произведения позволяют получить выражения через координаты векторов для 
их длин и углов между ними. 

Квадрат длины любого вектора равен скалярному квадрату 
 

2 2 2 2
1 2 3a a a a a a= ⋅ = + + . 

 
Тогда длина вектора 

2 2 2
1 2 3 .a a a a= + +                                                  (3) 

 
Из определения скалярного произведения (1) можно получить выражение 

для косинуса угла между векторами 
 

1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos .a b a b a b a b
a b a a a b b b

ϕ ⋅ + +
= =

⋅ + + ⋅ + +
                         (4) 

 
Условие ортогональности векторов a  и b  может быть записано в виде  

 
0ba =⋅  или 1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b+ + =                                      (5) 

 
Введем понятие ортогональной проекции вектора на ось. Если через конец 

вектора a  провести прямую, перпендикулярную оси Ox, то получившийся 
вектор OA x′ =  называется ортогональной проекцией вектора a  на ось Ox, а 
вектор A A y′ =  - ортогональной составляющей вектора a , причем yxa += . 

Если ось Ox задана некоторым вектором b , 
то ортогональная проекция вектора x  на эту ось 
может быть найдена с помощью скалярного 
произведения.  
       Из AOA ′Δ  получим ϕcos⋅=′ OAAO , тогда 

aпр
b

bax b=
⋅

= .                      (6) 

y  

x  А′ 

ϕ  

b  

a  

А 

О 

х 
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α1 

α2 

α3 

a  

k  

j  i  

γ 

β α 

x 

z 

y 

Вектор x  коллинеарен вектору b  и имеет длину, равную xaпрb = , 

поэтому он может быть представлен в виде .
b
baпрx b=  Здесь вектор 

b
b  - 

единичный вектор в направлении оси Ox. 
Необходимо еще раз подчеркнуть, что соотношения (2) – (5) получены в 

предположении, что векторный базис kji ,,  является ортонормированным. В 
противном случае эти соотношения недействительны. 

Пример. Пусть 1 2 1 2 1 22 , 2 ,a e e b e e e e= + = + =  (базис нормирован), но 

( )1 2,
3

e e π
= . Тогда 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

( 2 ) (2 )
2 5 2 2 1 5 1 cos 2 1 6,5

3

a b e e e e
e e e e e e π

⋅ = + ⋅ + =

= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =

. 

Найдем, чему равны проекции вектора 1 2 3( , , )a a a a  на оси прямоугольной 
декартовой системы координат: 

 
 
               
 

 

 

 

 

 

Таким образом, координаты вектора в ортонормированном базисе равны  

ортогональным проекциям этого вектора на соответствующие оси координат. 

Косинусы углов между вектором a  и базисными векторами называют 
направляющими косинусами вектора a . Задание векторов с помощью 
направляющих косинусов широко используется в теоретической механике. 
Направляющие косинусы могут быть найдены по следующим формулам: 

 
1 2 3cos , cos , cos .a i a a j a a k a

a a aa i a j a k
α β γ⋅ ⋅ ⋅
= = = = = =

⋅ ⋅ ⋅
                   (7) 

 
 
 

1

2

3

,

,

.

i

j

k

a iпр a a
i

a jпр a a
j

a kпр a a
k

⋅
= =

⋅
= =

⋅
= =
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ЛЕКЦИЯ № 5 
 

ВЕКТОРНОЕ И СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Ориентация тройки векторов. 
II. Определение и геометрические свойства векторного произведения. 
III. Алгебраические свойства векторного произведения. 
IV. Определение смешанного произведения. Его свойства. 
V. Выражение векторного и смешанного произведения в декартовых координатах. 
 
I. Ориентация тройки векторов. Три некомпланарных вектора в 

пространстве 1 2 3, ,e e e  образуют упорядоченную тройку, если принято 

соглашение, что один из них является первым 1( )e , другой – вторым ( 2e ), а 
оставшийся – третьим ( 3e ). 

Каждой упорядоченной тройке (базису) приписывается ориентация – правая 
и левая. Упорядоченная тройка векторов называется правой, если из конца 
третьего вектора кратчайший поворот от первого вектора ко второму виден 
против часовой стрелки. В противном случае тройка векторов называется левой. 

Если рассматривать три ортонормированных базиса, среди которых один 
базис образует правую тройку, а другой – левую, то третий может быть 
совмещен либо с первым, либо со вторым. Тогда все ортонормированные 
базисы могут быть разбиты на два класса: правых и левых троек. В дальнейшем 
рассматриваемые базисы будем считать правыми. 

 
II. Определение и геометрические свойства векторного произведения. 
Определение. Векторным произведением векторов a  и b  называется вектор  

bac ×= , удовлетворяющий следующим условиям: 
1) ϕsin⋅⋅= bac ; 2) ,c a c b⊥ ⊥ ; 3) векторы cba ,, образуют правую тройку. 

 

Левая 
тройка 

Правая 
тройка 

3e

2e 1e

3e

2e
1e
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Если хотя бы один из векторов a  или b  нулевой, то по определению их 
векторное произведение равно нулю. 

 
Пример. Пусть 1 2 3, ,e e e  - правый ортонормированный базис. 

      Тогда 1 2 3,e e e× =  2 3 1,e e e× =  3 1 2.e e e× =  
Если 1 2 3, ,f f f  - левый ортонормированный базис, то  

                
                1 2 3,f f f× = −  2 3 1 3 1 2, .f f f f f f× = − × = −  
 

Теорема. Необходимым и достаточным условием коллинеарности двух 
векторов является равенство нулю их векторного произведения. 

Доказательство. 1. Необходимость: если a b , то 0ϕ =  и 
sin 0a b a b ϕ× = ⋅ ⋅ = . 

2. Достаточность: если sin 0a b a b ϕ× = ⋅ ⋅ = , то либо 0a = , либо 0b = , 

тогда a  и b  коллинеарны по определению; либо sin 0 0 a bϕ ϕ= ⇒ = ⇒ . 
 
Из определения векторного произведения следует, что модуль векторного 

произведения равен площади параллелограмма,  построенного на 
перемножаемых векторах. 

 
                              ϕsin⋅⋅= baS ,      baS ×= .                                         (2) 

                                                                                
III. Алгебраические свойства векторного произведения. Векторное 

произведение обладает следующими алгебраическими свойствами: 
1) антикоммутативность: abba ×−=× ; 
2) ассоциативность: )()( baba ×=× αα ; 
3) дистрибутивность: cbcacba ×+×=×+ )( ; 
4) для любого вектора a : 0a a× = . 
 

c a b= ×
b  

a  

ϕ
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Пример. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 

               10 3a p q= −  и 2b p q= + , если ( )2, 4, ,
6

p q p q π
= = = . 

Решение. Площадь параллелограмма baS ×= ; найдем 

               

( ) 2

(10 3 ) ( 2 ) 10 20 3 6
20 3 23 ;

123 sin , 23 2 4 92( ).
2

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

S a b p q p q ед

× = − × + = × + × − × − × =
= × + × = ×

= × = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

 

 
 
IV. Определение смешанного произведения. Его свойства.  
Определение. Смешанным произведением трех векторов a , b  и c  

называется число, равное скалярному  произведению вектора a  на  векторное 
произведение векторов b и c : )(),,( cbacba ×⋅= . 

Смешанное произведение трех некомпланарных векторов равно объему 
параллелепипеда, построенного на этих векторах. Оно положительно, если 
тройка векторов cba ,,  правая, и отрицательна, если тройка левая. 

 
Знак смешанного произведения определяется знаком γcos . Поскольку 

тройка векторов cbcb ×,,  по определению правая, то смешанное произведение 
),,( cba  положительно, когда вектор a  направлен в ту же сторону от плоскости 

векторов b  и c , что и cb × , т.е. тройка векторов cba ,,  правая. Аналогично 
можно показать, что смешанное  произведение  левой тройки векторов 
отрицательно. 

Если 1 2 3, ,e e e  - ортонормированный правый базис, то 1 2 3( , , ) 1e e e = , если 

1 2 3, ,f f f  - ортонормированный левый базис, то 1 2 3( , , ) 1f f f = − . 

φ 

γ 

Н 

cb ×  

c  

b  

a  

Vcba

HSaScba

cbacba

=×⋅

⋅=⋅⋅=×⋅

⋅⋅⋅⋅=×⋅

)(

,cos)(

,cos)sin()(

γ

γϕ

  (3) 

S - площадь основания, 

H – высота. 



_________________Раздел I. Линейная алгебра и аналитическая геометрия_______________ 

 43

Теорема. Смешанное произведение равно нулю в том и только в том случае, 
когда сомножители компланарны. 

Доказательство. По определению ( , , ) sin cos 0a b c a b ϕ γ= ⋅ ⋅ ⋅ = , если 

1) один из векторов cba ,,  нулевой, но тогда cba ,,  компланарны; 
2) sin 0 bϕ = ⇒  и c  коллинеарны и cba ,,   компланарны; 
3) cos 0 ( )a b cγ = ⇒ ⊥ × ,тогда cba ,,  компланарны (лежат в одной 

плоскости).  
В силу свойств смешанного произведения cbacba ⋅×=×⋅ )()( , т.к. в 

левой и правой частях равенства стоят выражения, равные объему одного и 
того же параллелепипеда. 

Поскольку скалярное произведение коммутативно, а векторное 
антикоммутативно, то имеют место соотношения 

 
).,,(),,(),,(),,(),,(),,( abcbcacabbacacbcba −=−=−===  

 
Покажем, что смешанное произведение обладает свойством линейности 

 
1 1 2 2 1 1 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )a a b c a b c a b cα α α α+ = +  

 
вследствие линейности скалярного произведения. Эти соотношения для 
остальных сомножителей доказываются аналогично после  перестановок. 

 
V. Выражение векторного и смешанного произведения в декартовых 

координатах. Пусть векторы cba ,,  заданы своими координатами в 
ортонормированном правом базисе 1 2 3( , , ) 1e e e = , т.е. имеют место соотношения 

 
1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

,

,
.

a a e a e a e

b b e b e b e
c c e c e c e

= + +

= + +
= + +

 

 
Получим выражение для координат вектора bad ×= : 

 

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 3 2 1 2 1 2 2 2 2 2 3 2 3

3 1 3 1 3 2 3 2 3 3 3 3

1 2 2 1 3 3 1 1 3 2 2 3 3 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

d a e a e a e b e b e b e
a b e e a b e e a b e e a b e e a b e e a b e e

a b e e a b e e a b e e
a b a b e a b a b e a b a b e

= + + × + + =

= × + × + × + × + × + × +
+ × + × + × =

= − + − + −
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Здесь учли, что для ортонормированного базиса 

 
1 1 2 1 3 3 1 2

1 2 3 2 2 3 2 1

1 3 2 2 3 1 3 3

0, , ,
, 0, ,
, , 0.

e e e e e e e e
e e e e e e e e

e e e e e e e e

× = × = − × =
× = × = × = −
× = − × = × =

 

 
Тогда 1 2 3 3 2,d a b a b= −  2 3 1 1 3,d a b a b= −  3 1 2 2 1 ,d a b a b= −  

или ,jkkji babad −=   i, j, k – тройка чисел 1,2,3;  3,1,2;  2,3,1. 

Смешанное произведение векторов , ,a b c  также может быть выражено 
через координаты этих векторов в ортонормированном базисе: 

 
1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 3 2 2 3 1 2 1 3 3 1 2 3 2 1

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

( , , ) ( )

.

a b c a b c d c d c d c d c
c a b c a b c a b c a b c a b c a b
a b c a b c a b c a b c a b c a b c

= × ⋅ = ⋅ = + + =
= − + − + − =
= + + − − −

 

 
Для запоминания последних двух формул удобно использовать символ 

определителя: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

e e e
a b a a a

b b b
× = ,                                                  (4) 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

( , , )
a a a

a b c b b b
c c c

= .                                                 (5) 

 
В соответствии с (4) векторное произведение двух векторов может быть 

представлено как определитель третьего порядка, у которого в первой строке 
стоят базисные векторы, а во второй и третьей строках – координаты 
перемножаемых векторов. Смешанное произведение представляется как 
определитель третьего порядка (5), строки которого образованы координатами 
перемножаемых векторов. 

Пример. Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах 
(1,1, 3), (2, 0, 3)a b  и (1,1,1)c , и длину высоты, опущенной на основание cb , . 
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Решение. Объем параллелепипеда найдем как модуль смешанного 

произведения векторов 3
1 1 3

( , , ) 2 0 1 1 1 6 4( ).
1 1 1

V a b c ед= = = − − + =  С другой 

стороны, SHV ⋅= , cbS ×= , тогда SVH = .  

Вычислим 
1 2 2

1 2 32 0 1 2
1 1 1

e e e
b c e e e× = = − − + ;   

Площадь основания 21 1 4 6( )S ед= + + = . Искомая высота 4 ( )
6

H ед= . 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 6 
 

ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Векторное уравнение прямой линии в пространстве nL . 
II. Различные виды уравнений прямой на плоскости 2L . 
III. Различные виды уравнений прямой в пространстве 3L . 
IV. Векторное уравнение плоскости в пространстве nL . 
V. Различные виды уравнения плоскости в 3L . 
VI. Взаимное расположение  прямых и плоскостей. Признаки параллельности. 
VII. Основные задачи о прямых и плоскостях. 
 
I. Векторное уравнение прямой линии в пространстве nL . Прямая линия 

представляет собой линейное подпространство пространства nL  размерностью 
1. Базис этого подпространства образует единственный вектор, направленный 
вдоль прямой, например, вектор a . Тогда любой другой вектор b  этого 
подпространства может быть единственным образом представлен разложением 

atb = , где t- действительное число, принимающее значения от ∞−  до +∞ . 
Зафиксируем на прямой точку 0M , которая имеет радиус-вектор 0r  в базисе 

линейного пространства nL . Точка M  с радиус-вектором r  может быть 
произвольной точкой этой прямой. 
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),( 21 nnn  

),( 21 aaa  

i  

М(х,у) 

М0(х0,у0) 

О 

r  

0r  
j  

Тогда вектор 0M M  коллинеарен 
базисному вектору a  и связан с ним 
соотношением 0M M ta= .  

Из треугольника 0OM M  следует, что 

0 0M M r r= − , и 
 

    0r r ta− = .                         (1) 
 

Соотношение (1) связывает радиус-вектор 
произвольной точки прямой r  с радиус-

вектором 0r  начальной точки прямой 0M  и направляющим вектором прямой a . 
Уравнение (1) называют векторным параметрическим уравнением прямой, а 
величину t - числовым параметром. Если t - время, то уравнение (1) можно 
рассматривать как закон движения точки по прямой линии с постоянной 
скоростью a . 

 
II. Различные виды уравнений прямой на плоскости 2L . Рассмотрим 

прямую линию на плоскости, которая является двумерным линейным 
пространством 2L . На плоскости выбрана декартова прямоугольная система 
координат с базисом ji , . Прямая задана векторным уравнением (1). 

 

Выберем вектор n , перпендикулярный заданной прямой, и умножим на него 
скалярно обе части уравнения (1): 

 
0( )r r n ta n− ⋅ = ⋅ . 

 
Поскольку a  и n  ортогональны, то 0a n⋅ = , следовательно, 

 

i

М(х,у,z) 

М0(х0,у0,z0) 

О 

a  

r  

0r  
k  

j  
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0( ) 0r r n− ⋅ = .                                                 (2) 
 

Уравнение (2) называют нормальным векторным уравнением прямой на 
плоскости, а вектор n  - нормальным вектором прямой. 

Перейдем к рассмотрению координатных форм записи уравнений (1) и (2). 
Разложим обе части уравнения (1) по базису ji , . Полученные уравнения 

называют параметрическими уравнениями прямой на плоскости: 
 

0 1

0 2

,
,

x x a t
y y a t
− =⎧

⎨ − =⎩
                                                       (3) 

 
где 0 0,x y  - координаты начальной точки, 1 2,a a  - координаты направляющего 
вектора. 

Исключим параметр из уравнений (3) и получим так называемое 
каноническое уравнение прямой 

0 0

1 2

x x y y
a a
− −

= .                                                   (4) 

 
Если хотя бы одно из чисел 1a  или 2a  равно 0, то в уравнениях (4) 

приравнивают к нулю и соответствующий числитель. Например, если 1 0a =  
(прямая параллельна оси Oy), то ее уравнение 0x x= , если 2 0a =  (прямая 
параллельна оси Ox), то ее уравнение 0y y= . 

Допустим, что 1 0a ≠ , тогда из уравнений (3) получим 
 

0

1

x xt
a
−

=     и    0
0 2

1

x xy y a
a
−

= +  

 
или после преобразований 

 
bkxy += ,                                                       (5) 

 

где 2

1

ak
a

=  – угловой коэффициент прямой, 2
0 0

1

ab y x
a

= −  – свободный член 

уравнения. 
Уравнение (5) называют уравнением прямой с угловым коэффициентом.  
Выясним геометрический смысл k и b. Направляющий вектор прямой 

представим его разложением по базисным векторам jaiaa 21 += .  
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Отношение 2

1

a k
a

=  равно тангенсу угла наклона 

прямой к оси Ox.  
Величина b определяет отрезок, отсекаемый 
прямой на оси Oy. 

Обозначим координаты нормального вектора 
прямой ),( BAn . Уравнение (2) в координатной 
форме имеет вид 

 
 0 0( ) ( ) 0A x x B y y− + − =  

или 
0Ax By C+ + = ,                                                   (6) 

 
где 0 0C Ax By= − − . 

Уравнение (6) называют общим уравнением прямой на плоскости. 
Если в (6) перенести C в правую часть и обе части уравнения поделить на -

C, то получим уравнение прямой "в отрезках": 
 

1x y
a b
+ = ,                                                       (7) 

 

где 
A
Ca −= , 

B
Cb −=  - отрезки, отсекаемые прямой на осях координат. 

Уравнение прямой "в отрезках" не может быть записано в случаях, когда 
прямая параллельна осям координат (A=0 или B=0) и когда она проходит через 
начало координат (C=0). 

 
III. Различные виды уравнений прямой в пространстве 3L . Рассмотрим 

прямую линию, заданную уравнением (1), в трехмерном линейном 
пространстве 3L . Здесь факт коллинеарности векторов 0r r−  и a  может быть 
записан через векторное произведение: 

 
0( ) 0r r a− × = ,                                                         (8) 

 
где 0 0 0 0( , , )r x y z - радиус-вектор начальной точки прямой 0M , 
      1 2 3( , , )a a a a  - направляющий вектор прямой, 
      ),,( zyxr  - радиус-вектор текущей точки. 

Уравнение (8) является векторным уравнением прямой в 3L . 

b 

a  
а2 

а1 

у 

х О 

j  

i  
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     Записывая (1) в координатной форме, получим параметрические уравнения 
прямой в пространстве 

0 1

0 2

0 3

;
;
.

x x a t
y y a t
z z a t

− =⎧
⎪ − =⎨
⎪ − =⎩

                                                      (9) 

 
Исключая параметр из уравнений (9), получим канонические уравнения 

прямой 
 

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= = .                                           (10) 

 
Если, например, 1 0a = , то уравнения (10) принимают вид 

0 0
0

2 3
, y y z zx x

a a
− −

= = , 

то есть остаются справедливыми замечания к каноническим уравнениям 
прямой на плоскости. 

 
IV. Векторное уравнение плоскости в пространстве nL . Плоскость 

представляет собой линейное подпространство пространства nL  размерностью 
2. Любой вектор на плоскости может быть единственным образом представлен 
разложением по двум неколлинеарным векторам p  и q , образующим базис на 
плоскости: vqupc += , где u и v - действительные числа, принимающие 
значения от ∞−  до +∞ . 

N  

k  
q

p

М(х,у,z) 

О 
r

0r  

j  
i  
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Пусть на плоскости задана точка 0M  с радиус-вектором 0r  и точка M с 
радиус-вектором r . Вектор 0 0M M r r= −  принадлежит плоскости, поэтому для 
него справедливо разложение 

 
0r r p u q v− = ⋅ + ⋅ .                                               (11) 

 
Уравнение (11) называют векторным параметрическим уравнением 

плоскости, в котором 0r  – радиус-вектор начальной точки плоскости 0M , p  и 
q – направляющие векторы плоскости, u и v – параметры. 

 
V. Различные виды уравнения плоскости в 3L . Факт компланарности 

векторов 0r r− , p  и q  отражается в равенстве нулю их смешанного 
произведения, тогда можно получить еще одно векторное уравнение плоскости 
в виде 

 
0( ) ( ) 0r r p q− ⋅ × = .                                           (12) 

 
Выберем вектор N  перпендикулярным плоскости и умножим обе части 

уравнения (11) на вектор N  скалярно. Вследствие перпендикулярности 
векторов N  и p , N  и q  их скалярные произведения равны нулю, тогда 

 
0( ) 0r r N− ⋅ = .                                               (13) 

 
Уравнение (13) называют нормальным векторным уравнением плоскости, а 

вектор N  – нормальным вектором плоскости. 
Пусть в выбранной системе координат Oxyz с ортонормированным базисом 
kji ,,  направляющие векторы плоскости имеют координаты 1 2 3( , , )p p p p  и 

1 2 3( , , )q q q q , а начальная точка имеет координаты 0 0 0 0( , , )M x y z , тогда от 
уравнения (11) можно перейти к параметрическим уравнениям плоскости в 
координатной форме 

0 1 1

0 2 2

0 3 3

;
;
,

x x up vq
y y up vq
z z up vq

− = +⎧
⎪ − = +⎨
⎪ − = +⎩

                                              (14) 

 
а от векторного уравнения (12) – к уравнению в виде 
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0 0 0

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

p p p
q q q

− − −
= .                                     (15) 

 
Обозначим координаты нормального вектора плоскости через A, B и C. 

Тогда скалярное произведение в левой части (13) можно представить в виде 
 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z− + − + − =  
или 

  0Ax By Cz D+ + + = ,                                              (16) 
 

где 0 0 0D Ax By Cz= − − − . 
Уравнение (16) называют общим уравнением плоскости. 
Если в (16) свободный член D перенести в правую часть и поделить 

уравнение почленно на -D , получим уравнение плоскости "в отрезках": 
 

1x y z
a b c
+ + = .                                                   (17) 

 
где a, b, c – отрезки, отсекаемые плоскостью на координатных осях. 

Уравнение "в отрезках" нельзя составить для плоскостей, параллельных 
координатным плоскостям или проходящим через начало координат. 

 
VI. Взаимное расположение прямых и плоскостей.  

Признаки параллельности. Рассмотрим взаимное расположение двух прямых 
на плоскости: они могут либо пересекаться, либо быть параллельными, либо 
совпадать. 
 
                     
          1M            1a                                                                                1a  
 
         2M            2a                                   1a                                          1M   
                                                                             2a                         2a  
                                                      1M             2M                     2M  
      

Если прямые параллельны или совпадают, то их направляющие и 
нормальные векторы коллинеарны, т.е. 2 1a aλ=  и 2 1n nλ= . 

Если прямые совпадают, то вектор 1 2 2 1M M r r= − , соединяющий их 
начальные точки, также коллинеарен направляющим векторам. Когда прямые 
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заданы общими уравнениями 1 1 1 0A x B y C+ + =  и 2 2 2 0A x B y C+ + = , то в случае 
их параллельности коэффициенты A и B пропорциональны, т.е. 

 
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= ≠ ,                                                    (18) 

 
а в случае совпадения этих прямых пропорциональными становятся и 
коэффициенты C, т.е. 

 
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = .                                                  (18′) 

 
В противных случаях прямые пересекаются. 

Взаимное расположение плоскостей в пространстве также характеризуется 
перечисленными выше тремя случаями: плоскости параллельны или совпадают, 
если их нормальные векторы коллинеарны, т.е. 

 
2 1N Nλ= .                                                     (19) 

 
Плоскости совпадают, когда вектор 1 2 2 1M M r r= −  ортогонален вектору 1N  

или 2N , т.е. 
 

2 1 1 2 1 2( ) ( ) 0r r N r r N− ⋅ = − ⋅ = .                                  (19′) 
 

Если условие параллельности плоскостей не выполняется, то плоскости 
пересекаются по прямой линии, направляющий вектор которой a  можно найти 
из условия ортогональности его векторам 1N  и 2N  одновременно, тогда 

1 2a N N= × .    
Начальная точка такой прямой может быть найдена как точка пересечения 

ее с одной из координатных плоскостей. 
Когда плоскости заданы общими уравнениями, условие их параллельности 

записывается в виде 
 

1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D
A B C D

= = ≠ ,                                              (20) 

 
а в случае совпадения плоскостей пропорциональны все коэффициенты общих 
уравнений: 
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1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D
A B C D

= = = .                                            (20′) 

 
Две прямые линии, заданные векторными уравнениями 1 1r r a t= +  и 

2 2r r a t= + , в пространстве могут: 
1) совпадать, тогда векторы 1a , 2a  и 1 2r r−  коллинеарны, то есть  

 
1 1 2 2 3 1 2( )a a r rλ λ λ= = − ;                                         (21) 

 
2) быть параллельными, тогда векторы 1a  и 2a  коллинеарны, а вектор  
    1 2r r−  неколлинеарен с ними, т.е. 
 

1 1 2 2 3 1 2( )a a r rλ λ λ= ≠ − ;                                        (22) 
 

3) пересекаться, тогда векторы 1a  и 2a  неколлинеарны, но лежат в одной 
плоскости с вектором 1 2r r− . Условие пересечения прямых можно 
сформулировать как условие компланарности трех векторов: 

 
1 2 1 2 2 1( , , ) 0; 0a a r r a a− = × ≠ ;                                 (23) 

 
4) скрещиваться, тогда векторы 1a , 2a  и 1 2r r−  некомпланарны: 

 
1 2 1 2( , , ) 0a a r r− ≠ .                                             (23′) 

 
Взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве 

характеризуется следующими тремя случаями: 
1) прямая может быть параллельна плоскости, тогда ее направляющий 

вектор перпендикулярен нормальному вектору плоскости 0a N⋅ =  или 
компланарен с направляющими векторами плоскости, т.е. ( , , ) 0a p q = ; 

2) прямая может лежать в плоскости, тогда к условию 1 добавляется 
требование, чтобы начальная точка прямой принадлежала плоскости; 

3) прямая линия пересекает плоскость, если 0a N⋅ ≠ . 
 
VII. Основные задачи о прямых и плоскостях. 
Среди основных задач о прямых и плоскостях рассмотрим следующие: 
 
1. Уравнение прямой, проходящей через две точки. 
Пусть прямая проходит через точки 1 1 1 1( , , )M x y z  и  2 2 2 2( , , )M x y z . 

Необходимо записать ее канонические уравнения. В качестве начальной точки 
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можно принять одну из точек – 1M  или 2M , в качестве направляющего вектора 
– вектор 1 2 2 1M M r r= −  с координатами 2 1 2 1 2 1( , , )x x y y z z− − − . 

Тогда в соответствии с (10) уравнения прямой имеют вид 
 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.                                         (24) 

 
2. Уравнение плоскости, проходящей через три точки. Пусть заданы 

координаты трех точек 1 1 1 1( , , )M x y z , 2 2 2 2( , , )M x y z , 3 3 3 3( , , )M x y z . За 
начальную точку плоскости примем точку 1M , а за направляющие векторы – 

1 2 2 1p M M r r= = − , 1 3 3 1q M M r r= = − . Тогда уравнение плоскости в форме (15) 
имеет вид 

 
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − − =
− − −

.                                       (25) 

 
3. Расстояние от точки до прямой на плоскости. 
Пусть дана точка 1M  с радиус-вектором 1 1 1( , )r x y  и прямая 0( ) 0r r n− ⋅ = . 

Найти расстояние от точки 1M  до заданной прямой. 
 Обозначим через 1M ′  проекцию точки 1M  на прямую. Вектор 1 1M M ′  по 

построению коллинеарен нормальному вектору прямой, направлен в 
противоположную сторону и имеет длину, равную расстоянию от точки до 

n  

1r ′  

1r  

0r  

М′1 

М1 

М0 

О 
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прямой. Он может быть рассмотрен и как проекция вектора 0 1M M  на 
направление нормали, тогда 
         

1 0
1 1 0 1 1 0

( )( )n n
r r nM M пр M M пр r r

n
− ⋅′ = = − = . 

 
Если прямая задана общим уравнением 0Ax By C+ + = , то ее нормальный 

вектор имеет координаты ),( BAn  и длину 2 2n A B= + . Расстояние от точки 
до прямой может быть вычислено по формуле  

 
1 0 1 0 1 1

2 2 2 2

( ) ( )A x x B y y Ax By C
R

A B A B

− + − + +
= =

+ +
.                          (26) 

 
Аналогичным образом вычисляется и расстояние от точки до плоскости: 

 
1 1 1

2 2 2

Ax By Cz D
R

A B C

+ + +
=

+ +
.                                           (27) 

 
4. Задачи, связанные с отысканием углов между прямыми и плоскостями, 

решаются как задачи об определении углов между их направляющими и 
нормальными векторами. 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 7 
 

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I.  Понятие о линейном преобразовании. Оператор линейного преобразования. 
II. Сумма и произведение линейных преобразований.  
     Действия с линейными операторами. 
III. Изменение координат вектора и матрицы преобразования при изменении  
       базиса. 
 
I. Понятие о линейном преобразовании. Оператор линейного 

преобразования. Пусть в линейном вещественном пространстве nL  задан 
некоторый закон, по которому каждому вектору x  этого пространства ставится 
в соответствие его образ – вектор y  того же пространства. В этом случае 
говорят, что задано преобразование линейного пространства. Вектор x  в этом 
случае – прообраз вектора y . 
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Например, пусть каждому вектору 1 2( , )x x x  на плоскости поставлен в 
соответствие вектор 1 2( , )y y y , причем 1 1 2 2,y x y x= − = − . В этом случае образом 
любого вектора является вектор, ему противоположный. 

Рассмотрим еще одно преобразование плоскости. Каждому вектору 1 2( , )x x x  

поставлен в соответствие вектор 2 2
1 2( , )y x x . Образом вектора 1 2( , )x x x− − −  будет 

тот же вектор 2 2
1 2(( ) ,( ) )y x x− − . При такого рода преобразованиях два 

различных вектора имеют одинаковые образы, или один вектор y  имеет разные 
прообразы. 

Для преобразования, рассмотренного в первом примере, разным векторам 
соответствуют различные образы, или каждый вектор имеет единственный 
прообраз. Такие преобразования называют взаимно однозначными. 

Тот факт, что вектор y  является образом вектора x  при заданном 
преобразовании A, записывают 

 
xAy = .                                                            (1) 

 
Преобразование A линейного пространства nL  называется линейным, если 

для любых векторов x  и y  и любого числа λ  выполнены следующие равенства 
 

( ) ,
( ) ,

A x y Ax Ay
A x Axλ λ

+ = +
=

                                                (2) 

 
т.е. образ суммы двух векторов равен сумме их образов и образы параллельных 
векторов параллельны. 

Примерами линейных преобразований в пространстве 2L  являются поворот 
плоскости, центральная симметрия, гомотетия и др. 

Можно показать, что при линейном преобразовании координаты векторов x  
и y  связаны линейными соотношениями вида 

 

   

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

... ;
... ;

...............................................
...

n n

n n

n n n nn n

y A x A x A x
y A x A x A x

y A x A x A x

= + + +
= + + +

= + + +

                                           (3) 

 
или 

1

n

i ij j
j

y A x
=

= ∑ .                                                          (4) 
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Каждому линейному оператору в выбранном базисе соответствует матрица 
линейного преобразования 

 

[ ]
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A A A
A A A

A

A A A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.                                              (5) 

 
Каждый столбец матрицы линейного преобразования образован 

координатами соответствующего базисного вектора. 
Пример 1. Пусть при преобразовании плоскости образом вектора 1 2( , )x x x  

является вектор 1 2 1 2(2 , 3 )y x x x x− + .Записать матрицу линейного 
преобразования. 

При заданном преобразовании 1 1 22 ,y x x= −  212 3xxy += , тогда 
2 1

[ ] .
1 3

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 Если вектор x  в этом примере имеет координаты (1,1), то можно 

найти координаты вектора (2 1 1,1 3 1) (1,4)y y⋅ − + ⋅ = . 
Образом вектора 1(1,0)e  является вектор 1(2,1)э , образом вектора 2(0,1)e  

является вектор 2( 1,3)э − . Координаты векторов 1(2,1)э  и 2( 1,3)э −  образуют 
столбцы матрицы [А]. Поскольку 1 2x e e= + , то в соответствии со свойствами 
линейных преобразований 1 2 1 2 1 2( ) .y Ax A e e Ae Ae э э= = + = + = +  В этом 
примере квадрат, диагональю которого является вектор x , преобразуется 
найденным линейным оператором в параллелограмм с диагональю y . 

 
Пример 2. Построить матрицу оператора A  в пространстве 2L : A −  

оператор зеркального отражения относительно оси Oy  и последующего 
поворота на угол 30° против часовой стрелки. 

2э  

1э  
2e  

1e  О 

y

x  22

11

eAэ
eAэ
xAy

=
=
=
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Решение. Для того чтобы построить матрицу оператора, нужно знать, как он 
действует на базисные векторы. Сделаем чертежи.  

Пусть C −  оператор зеркального отражения, B −  оператор поворота. Из 
рисунков ясно, что 

 
   ( ) ,2/12/330sin30cos 212111 eeeeeCBeA −−=−−==  

( ) ,2/32/130cos30sin 212122 eeeeeCBeA +−=+−==  

.
2/32/1
2/12/3
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−−

=A  

 
(Напомним, что координаты вектора 1eA  записываются в первый столбец 

матрицы [ ]A , а координаты вектора −2eA  во второй). 
 
II. Сумма и произведение линейных преобразований. Действия с 

линейными операторами. Введем понятия суммы и произведения линейных 
преобразований. 

Пусть в линейном пространстве nL  одновременно производятся линейные 
преобразования А и В. Результирующее преобразование С=А+В называют 
суммой линейных преобразований А и В, причем элементы матрицы 
преобразования [ ]C  можно найти как суммы соответствующих элементов 
матриц преобразований [ ]A  и [ ]B : 

 
ij ij ijC A B= + .                                                         (6) 

 
В этом случае образ вектора 1 2( , ,..., )nx x x x  – вектор 1 2( , ,..., )ny y y y  – может 

быть найден двумя путями: как сумма образов вектора x  при преобразованиях 
А и В или непосредственно с помощью матрицы линейного преобразования С: 

( ) baxBxAxBAxCy +=+=+== . 

1Ae  

1Ce  

2Ae  
2Ce  2 2Ce e=  

1Ce  1e  
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Рассмотрим случай, когда преобразования А и В над пространством nL  
выполняются последовательно. Пусть первым выполняется преобразование А, 
переводящее вектор x  в его образ xAa = , а затем выполняется преобразование 
В, переводящее вектор a  в его образ aBb = . Тогда y  является образом вектора 
x  при результирующем преобразовании С: xCy = . Причем 

( ) xABxABaBy ⋅=== . Преобразование ABC ⋅=  называют произведением 
преобразований А и В. 

Найдем матрицу преобразования С. Запишем координаты вектора i ij ja A x= , 
координаты вектора y  равны .jkjjijkiikik xCxABaBy ===  Тогда правило 
перемножения матриц имеет вид 

 

1

n

ij ik kj
k

C B A
=

= ∑ .                                                    (7) 

 
В соотношении (7) k является индексом суммирования: 

 
1 1 2 2 ...ij i j i j in njC B A B A B A= + + + . 

 
Элемент матрицы ijC  может быть найден как сумма произведений 

соответствующих элементов, стоящих в i-ой строке матрицы [ ]B  и в j-ом 
столбце матрицы [А]. 

 
Пример. Найти образы вектора (1,1)x  при одновременном и 

последовательном выполнении преобразований А и В с матрицами  
 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

10
12

A  и [ ] .
12
31
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=B  

 
Решение. 1. При одновременном выполнении преобразований матрица 

результирующего преобразования может быть найдена как сумма матриц [ ]A  и 
[ ]B : 

[ ] [ ] [ ] .
22
23

12
31

10
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=+= BAC  

 
Вектор xCy =  имеет координаты 
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1 1 2

2 1 2

3 2 5;
2 2 0.

y x x
y x x
= + =
= − + =

             (5,0).y  

 
2. При последовательном выполнении преобразований А и В матрица 

результирующего преобразования D  может быть найдена как произведение 

матриц [ ]A  и [ ]B , [ ] [ ] [ ]ABD ⋅= , тогда 
2

1

k

ij ik kj
k

D B A
=

=
= ∑ : 

  

        

11 11 11 12 21

12 11 12 12 22

21 21 11 22 21

22 21 12 22 22

1 2 3 0 2
1 ( 1) 3 1 2
( 2) 2 1 0 4
( 2) ( 1) 1 1 3

D B A B A
D B A B A
D B A B A
D B A B A

= + = ⋅ + ⋅ =
= + = ⋅ − + ⋅ =
= + = − ⋅ + ⋅ = −
= + = − ⋅ − + ⋅ =

          [ ] .
34
22
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=D  

 

Вектор xDz =  имеет координаты   1 1 2

2 1 2

2 2 4
4 3 1

z x x
z x x
= + =⎧

⎨ = − + = −⎩
     и     (4, 1).z −  

 
III. Изменение координат вектора и матрицы преобразования при 

изменении базиса. Пусть в пространстве 3L  даны два базиса – 321 ,, eee  и 
321 ,, eee ′′′ , связанные соотношениями 

 
1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

;
;
.

e S e S e S e
e S e S e S e
e S e S e S e

′ = + +
′ = + +
′ = + +

 

 
Матрица 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

SSS
SSS
SSS

S  

 
называется матрицей перехода от старого базиса 321 ,, eee  к новому базису 

1 2 3, ,e e e′ ′ ′ . 
Пусть −321 ,, xxx  координаты вектора x  в базисе 321 ,, eee , а −′′′ 321 ,, xxx  его 

координаты в базисе  321 ,, eee ′′′ . Тогда 
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[ ]
1 1

2 2

3 3

,
x x
x S x
x x

′⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪′= ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪′⎩ ⎭ ⎩ ⎭

           [ ]
1 1

1
2 2

3 3

.
x x
x S x
x x

−
′⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎪ ⎪ ⎪ ⎪′ = ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪′⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

 
Пусть ][A  – матрица оператора в старом базисе 321 ,, eee , тогда матрица ][A′  

этого оператора в новом базисе 321 ,, eee ′′′  находится по формуле  
 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 .A S A S−′ = ⋅ ⋅  
 

Пример 1. В базисе 21,ee  дан вектор ( )2,4 −=x . Записать матрицу перехода 
от базиса 21,ee  к базису 21,ee ′′  и найти координаты вектора x  в новом базисе, 
если 1 1 2 2 1 25 3 , 2 7 .e e e e e e′ ′= − + = −  

 

Решение. Имеем [ ] [ ] ,
29/529/3
29/229/7

,
73

25 1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
= −SS  

 

( ).07,0,83,0,
29/2
29/24

2
4

29/529/3
29/229/7

2

1 −−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

x
x
x

 

 
Пример 2. Найти матрицу [ ]A′  линейного оператора A  в базисе 21,ee ′′ , если 

известен ее вид в базисе 21,ee : [ ] 1 1 2 2 1 2
1 3

, 5 3 , 2 7 .
4 0

A e e e e e e
−⎡ ⎤ ′ ′= = − + = −⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

Решение.                 [ ] [ ] ,
29/529/3
29/229/7

,
73

25 1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
= −SS  

[ ] [ ] [ ]1 7 / 29 2/ 29 1 3 5 2
3/ 29 5/ 29 4 0 3 7

A S A S− − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤′ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

7 / 29 2 / 29 14 23 2 5
.

3/ 29 5/ 29 20 8 2 1
− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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ЛЕКЦИЯ № 8 
 
ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Сопряженные и самосопряженные преобразования. 
II. Собственные значения и собственные векторы самосопряженных  
преобразований. 
III. Приведение матрицы преобразования к диагональному виду. 
IV. Квадратичные формы. 
V. Диагональный вид квадратичной формы. 
 
I. Сопряженные и самосопряженные преобразования. В пространствах 

со скалярным произведением (евклидовых пространствах) выделяется класс 
линейных преобразований А*, сопряженных с заданными преобразованиями А. 

Определение. Линейное преобразование А* евклидова пространства nE  
называется сопряженным данному линейному преобразованию А того же 
пространства, если для них выполняется равенство 

 
* , nAx y x A y x y E⋅ = ⋅ ∀ ∈ .                                            (1) 

 
Пусть данное преобразование А и сопряженное с ним преобразование А* 

имеют соответственно матрицы [A] и [A*], компоненты которых определены в 
одном и том же ортонормированном базисе пространства, а координаты 
векторов x  и y  в том же базисе равны ),...,,( n21 xxxx  и  ),...,,( n21 yyyy . Тогда 
вектор xA  имеет координаты 

 
11 1 12 2 1 21 1 22 2 2 1 1 2 2( ... , ... ,..., ... ),n n n n n n nn nA x A x A x A x A x A x A x A x A x+ + + + + + + + +  
а вектор yA*  – координаты  

 
* * * * * * * * *
11 1 12 2 1 21 1 22 2 2 1 1 2 2( ... , ... ,..., ... ).n n n n n n nn nA y A y A y A y A y A y A y A y A y+ + + + + + + + +  

 
Скалярное произведение, стоящее в левой части равенства (1), в 

ортонормированном базисе равно сумме произведений одноименных координат 
векторов xA  и y : 

 
1 11 1 12 2 1 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2
, 1

( ... ) ( ... ) ...

( ... ) ,

n n n n
n

n n n nn n i ij j
i j

y A x A x A x y A x A x A x

y A x A x A x y A x
=

+ + + + + + + + +

+ + + + = ∑                  (2) 

где i, j=1, 2,…, n - индексы суммирования. 
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Скалярное произведение в правой части (1) записывается в виде 
 

* * * * * *
1 11 1 12 2 1 2 21 1 22 2 2

* * * *
1 1 2 2

, 1

( ... ) ( ... ) ...

( ... ) .

n n n n
n

n n n nn n j ji i
i j

x A y A y A y x A y A y A y

x A y A y A y x A y
=

+ + + + + + + + +

+ + + + = ∑               (3) 

 
Приравнивая в соответствии с (1) соотношения (2) и (3), получим 

 
*

, 1 , 1
,

n n

i ij j j ji i
i j i j

y A x x A y
= =

=∑ ∑  

откуда 
*
ji ijA A= ,                                                          (4) 

 
то есть матрица преобразования *A , сопряженного данному преобразованию 
A , получается из матрицы преобразования А путем замены в ней строк на 
столбцы и столбцов – на строки. В этом случае говорят, что матрица [A*] 
получается из матрицы [A] путем транспонирования последней, и записывают 

 
[A*]=[A]T.                                                       (4′) 

 
Пример. Задано линейное преобразование А евклидова пространства с 

матрицей 
2 5

[ ] .
3 8

A
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 Найти матрицу преобразования А*, сопряженного с 

данным. 

Решение. В соответствии с (4') * T 2 3
[ ] [ ] .

5 8
A A

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

Пусть векторы x  и y  имеют координаты (1;2)x  и ( 1;1)y − . Тогда вектор xA  
имеет координаты 

                    (2 1 5 2;3 1 8 2) (12;19)Ax Ax⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ,  

        вектор * *(2 ( 1) 3 1;5 ( 1) 8 1) (1;3),A y A y⋅ − + ⋅ ⋅ − + ⋅ =  

                     
,73211

,7119)1(12
* =⋅+⋅=⋅

=⋅+−⋅=⋅

yAx

yxA
 

следовательно, для преобразований А и А*, действительно, выполняется 
равенство (1). 

Существуют преобразования, совпадающие с сопряженными с ними 
преобразованиями. Такие преобразования называются самосопряженными. Для 
самосопряженных преобразований SS =* , а, следовательно, в любом 
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ортонормированном базисе матрица самосопряженного преобразования 
является симметричной, то есть такой, что 

 
[S]=[S*]=[S]T. 

 
Примеры матриц самосопряженных преобразований:  

 

1 2

0 3 4
1 3

[ ] , [ ] 3 1 2 .
3 5

4 2 5
S S

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
II. Собственные значения и собственные векторы самосопряженных 

преобразований. Для линейного самосопряженного преобразования евклидова 
пространства всегда можно указать хотя бы один вектор, не изменяющий при 
данном преобразовании своего направления. Такой вектор называется 
собственным (или главным) вектором рассматриваемого преобразования. 
Собственный вектор преобразования определяется равенством 

 
,xxA λ=                                                             (5) 

 
отражающим коллинеарность вектора x  и его образа xA  при преобразовании 
А. 

Число λ  в соотношении (5) называют собственным (или главным) 
значением преобразования. Его модуль показывает, во сколько раз изменяется 
длина главного вектора при заданном преобразовании. 

Прежде чем решать задачу о нахождении собственных векторов линейного 
преобразования, введем понятие тождественного преобразования Е. При 
тождественном преобразовании ни один вектор линейного пространства не 
изменяется, то есть xxE = . Матрица тождественного преобразования 
единичная:   

 
1, если ,
0, если .ij

i j
E

i j
=⎧

= ⎨ ≠⎩
 

 
В соотношении (5) представим вектор xλ  в виде xEλ  и перенесем этот член 

в левую часть: 
 

0=− xExA λ  или ( ) .0=− xEA λ  
 

В координатной форме последнее соотношение имеет вид 
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( ) 0.ij ij jA E xλ− =                                                    (6) 

 
Соотношения (6) можно рассматривать как систему уравнений для 

определения компонент собственного вектора. Эта система является 
однородной линейной системой уравнений, которая имеет отличное от 
нулевого решение только в том случае, когда ее определитель равен нулю: 

 
det( ) 0.ij ijA Eλ− =                                                  (7) 

 
Уравнение (7) называют характеристическим уравнением преобразования 

А. Если преобразование самосопряженное, то все корни характеристического 
уравнения  1 2, ,..., nλ λ λ  являются вещественными. 

Для каждого собственного значения iλ  из системы (6) можно найти 

координаты собственного вектора )(i
jx . Для самосопряженных преобразований 

собственные векторы, соответствующие различным собственным значениям, 
ортогональны. 

Пример. Найти собственные векторы и собственные значения 
самосопряженного преобразования А двухмерного пространства с матрицей 
преобразования 

[ ] .
21
12
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=A  

Решение. 
 
1. Составим характеристическое уравнение преобразования А: 

 
2 1

0.
1 2
λ

λ
−

=
−

 

 
2. Найдем собственные значения преобразования: 

 
2(2 ) 1 0

(2 1)(2 1) 0
λ
λ λ

− − =
− − − + =

 

                                                 
1 2

(1 )(3 ) 0
1, 3.
λ λ

λ λ
− − =
= =

 

 
3. Найдем собственный вектор )1(x , соответствующий собственному 

значению 1 1λ = : 
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(1) (1) (1) (1)
1 2 1 2

(1) (1) (1) (1)
1 2 1 2

(2 1) 1 0 0

1 (2 1) 0 0

x x x x

x x x x

⎧ ⎧− + ⋅ = + =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
⋅ + − = + =⎪ ⎪⎩⎩

 

 
Получившаяся система уравнений имеет бесконечно много решений: это все 

векторы, для которых (1) (1)
1 2x x= − . Такие векторы лежат на прямой, проходящей 

под углом 135° к оси Ox.  

Единичный вектор на этой прямой имеет координаты (1) 1 1, .
2 2

x ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4. Найдем собственный вектор )2(x , соответствующий собственному 
значению 2 3λ = : 

(2) (2) (2) (2)
1 2 1 2

(2) (2) (2) (2)
1 2 1 2

(2 3) 1 0 0

1 (2 3) 0 0

x x x x

x x x x

⎧ ⎧− + ⋅ = − + =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
⋅ + − = − =⎪ ⎪⎩⎩

 

 
Получившаяся система уравнений имеет бесконечно много решений: это все 

векторы, для которых (2) (2)
1 2x x= . Такие векторы лежат на прямой, проходящей 

под углом 45° к оси Ox. Единичный вектор на этой прямой имеет координаты 
(2) 1 1, .

2 2
x ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
III. Приведение матрицы преобразования к диагональному виду. 

Матрица линейного преобразования может быть записана в различных базисах 
пространства, в том числе и в базисе, образованном собственными векторами 
данного преобразования. Если преобразование самосопряженное, то этот базис 
является ортогональным. Его можно нормировать, то есть в качестве 
собственных векторов выбрать единичные векторы. В таком базисе матрица 
линейного преобразования имеет диагональный вид. Это значит, что 
отличными от нуля элементами являются только те, которые стоят на главной 
диагонали. 

Пусть базис образован единичными собственными векторами 
преобразования (1) (2) ( ), ,..., ne e e , соответствующими собственным значениям 

1 2, ,..., nλ λ λ . Тогда в этом базисе матрица линейного преобразования имеет вид 
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1

2

3

0 0 ... 0
0 0 ... 0

[ ] 0 0 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... n

A

λ
λ

λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

′ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 или 
, если ;

0, если .
i

ij
i j

A
i j

λ =⎧′ = ⎨ ≠⎩
 

Матрица преобразования, рассмотренного в предыдущем примере, в базисе 

векторов (1) (2),x x  имеет вид 
1 0

[ ] .
0 3

A
⎡ ⎤′ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
IV. Квадратичные формы. Будем рассматривать произвольное 

вещественное линейное пространство со скалярным произведением. Говорят, 
что на этом пространстве задана функция (от одного вектора), если каждому 
вектору из nE  сопоставлено вещественное число. 

Если каждому вектору 1 2( , ,..., )nx x x x  сопоставлено число  
 

, 1
( )

n

n ij i j
i j

k x x xβ
=

= ∑ ,                                              (8) 

 
то функцию )(xk  называют квадратичной формой на nE . Числа ijβ  являются 
элементами матрицы, соответствующей квадратичной форме ( )nk x , и 
называются коэффициентами квадратичной формы. 

Пусть рассматриваемое линейное пространство является двумерным. Тогда 
на пространстве 2E  квадратичная форма имеет вид 

 
2 2

2 11 1 12 1 2 21 2 1 22 2( )k x x x x x x xβ β β β= + + + . 
 

Полагают, что коэффициенты квадратичной формы ijβ  и jiβ  совпадают, то 
есть матрица квадратичной формы симметричная. Тогда квадратичная форма 
на двумерном пространстве приобретает вид 

2 2
2 11 1 12 1 2 22 2( ) 2k x x x x xβ β β= + + .                                   (8.1) 

 
На трехмерном линейном пространстве 3E  квадратичная форма 

представляется следующим образом: 
 

2 2 2
3 11 1 12 1 2 13 1 3 22 2 23 2 3 33 3( ) 2 2 2k x x x x x x x x x xβ β β β β β= + + + + + .          (8.2) 
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Соотношение (8) на пространстве nE  представляет собой однородный 
многочлен второй степени относительно координат вектора 

 
2 2

11 1 12 1 2 1 1 22 2 23 2 3
2

2 2

( ) 2 ... 2 2 ...

2 ... .
n n n

n n nn n

k x x x x x x x x x

x x x

β β β β β

β β

= + + + + + + +

+ + +
             (8′) 

 
Это значит, что многочлен (8') не содержит членов первой и нулевой 

степени относительно координат вектора x . 
 
V. Диагональный вид квадратичной формы. Любая квадратичная форма 

может быть приведена к диагональному виду 
 

2

1
( )

n

n i i
i

k x xε
=

=∑ ,                                                       (9) 

 
а после перехода к координатам i i iX xε= ⋅  можно представить квадратичную 
форму в каноническом виде 

 
2

1
( ) ,

n

n i i
i

k x Xδ
=

=∑  где  1,0,1.iδ = −                                        (10) 

 
Приведение квадратичной формы к каноническому виду может быть 

осуществлено методом выделения квадратов (Лагранжа). Суть этого метода 
рассмотрим на примере. 

Пример. Привести методом выделения квадратов к каноническому виду 
квадратичную форму 2 2

2 1 1 2 2( ) 4 4 5 .k x x x x x= + +  
Решение. 1. Сгруппируем члены, содержащие 1x : 

                2 2
1 1 2 2( ) 4( ) 5 .k x x x x x= + +  

 
2. Дополним выражение в скобках до полного квадрата 

 
2 2 2

2 2 22 2
1 1 2 2 1 2 2

1 1( ) 4 2 4 5 4 4
2 2 2 2

x xk x x x x x x x x
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + − + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

3. Введем новые координаты 1 1 2 2 2
1 ,
2

x x x x x′ ′= + = , тогда 

                2 2
1 2( ) 4( ) 4( )k x x x′ ′= + .  
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Получили диагональный вид квадратичной формы. 
4. Перейдем к координатам 1 1 2 22 , 2X x X x′ ′= =  и получим квадратичную  

форму в каноническом виде 
 

                 2 2
1 2( ) ,k x X X= +  где 1 1 2 2 2

12( ), 2 .
2

X x x X x= + =  

 
В пространствах со скалярным произведением каждая квадратичная форма 

имеет единственное присоединенное линейное преобразование, определяемое 
выражением 

 
.)( xAxxk ⋅=                                                           (11) 

 
Покажем, что в любом ортонормированном базисе коэффициенты 

квадратичной формы совпадают с элементами матрицы присоединенного 
преобразования. Пусть задано линейное преобразование А евклидова 
пространства 2E  с матрицей [A].    

Образом вектора 1 2( , )x x x  при преобразовании А является вектор xA  с 
координатами ),( 222121212111 xAxAxAxA ++ . Запишем квадратичную форму 

2( )k x , для которой преобразование А является присоединенным: 
 

2 1 11 1 12 2 2 21 1 22 2
2 2

11 1 12 1 2 21 2 1 22 2

( ) ( ) ( )

.

k x x Ax x A x A x x A x A x

A x A x x A x x A x

= ⋅ = − + + =

= + + +
 

 
Поскольку квадратичная форма на двумерном пространстве имеет вид (8.1), 

то надо считать, что 12 21A A= , то есть что присоединенное линейное 
преобразование является самосопряженным. Тогда 

 
2 2

2 11 1 12 1 2 22 2( ) 2 .k x A x A x x A x= + +  
 

Аналогичным образом можно доказать совпадение коэффициентов 
квадратичной формы с элементами матрицы линейного преобразования для 
пространства размерности n. 

Если в качестве ортонормированного базиса выбрать базис единичных 
собственных векторов присоединенного преобразования А, то в этом базисе 
квадратичная форма будет иметь диагональный вид 
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2

1
( ) ,

n

n i i
i

k x xλ
=

=∑  

 
где iλ - собственные значения присоединенного линейного преобразования. 

Квадратичная форма ( )nk x  называется положительно определенной на 
пространстве nL , если для любого ненулевого вектора nLx∈  ( ) 0nk x > . 
Аналогично ( )nk x  отрицательно определена на nL , если ( ) 0nk x <  для любого 
ненулевого вектора nLx∈ . Квадратичные формы, для которых ( ) 0nk x ≤  или 

( ) 0nk x ≥ , называют отрицательно и положительно полуопределенными. Для 
положительной определенности квадратичной формы необходимо и 
достаточно, чтобы все собственные значения присоединенного линейного 
преобразования были положительными. 

Пример. Найти ортонормированный базис, в котором данная квадратичная 
форма 2 2

2 1 1 2 2( ) 4 10 4k x x x x x= − + −  имеет диагональный вид. 
Решение. Таким базисом будет базис из единичных собственных векторов 

присоединенного преобразования. 
1. Запишем матрицу присоединенного линейного преобразования 

4 5
[ ]

5 4
A

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

2. Найдем собственные значения преобразования из характеристического 
уравнения 

.1,9

0
45
54

21 =−=

=
−−

−−

λλ
λ

λ
 

3. Найдем единичный собственный вектор )1(e , соответствующий 1 9λ = − : 
 

(1) (1)
1 2 (1) (1)

1 2(1) (1)
1 2

( 4 9) 5 0
,

5 ( 4 9) 0

a a
a a c

a a

⎧ − + + =⎪ ⇒ = − =⎨
+ − + =⎪⎩

 

              Тогда (1)
1 2( )a c e e= − .  

              Единичный вектор в направлении вектора )1(a : (1)
1 2

1 ( )
2

e e e= − . 

4. Найдем единичный собственный вектор )2(e , соответствующий 2 1λ = : 
(2) (2)
1 2 (2) (2)

1 2(2) (2)
1 2

( 4 1) 5 0
;

5 ( 4 1) 0

a a
a a c

a a

⎧ − − + =⎪ ⇒ = =⎨
+ − − =⎪⎩
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              откуда (2)
1 2( ).a c e e= +  

             Вектор ).(
2

1)(
2122

21
)2(

)2(
)2( ee

cc

eec
a
ae +=

+

+
==  

5. В базисе векторов )2()1( ,ee  квадратичная форма имеет диагональный вид 
 

1 2( ) 9( ) 1( ),k x x x′ ′= − +    

где 1 1 2 2 1 2
1 1 1 1, .
2 2 2 2

x x x x x x′ ′= − = +  

 
 

ЛЕКЦИЯ № 9 
 

КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Канонические уравнения кривых второго порядка. 
II. Типы кривых второго порядка. 
III. Приведение общего уравнения второго порядка к каноническому виду. 
IV. Классы линий второго порядка. 
 
I. Канонические уравнения кривых второго порядка. Дадим 

геометрические определения кривых второго порядка - эллипса, гиперболы и 
параболы. 

Определение. Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма 
расстояний которых до двух данных точек 1F  и 2F , называемых фокусами, есть 
величина постоянная, равная 2a, причем эта постоянная больше расстояния 
между фокусами: 2a>2c: 

                                                 1 2 2 .MF MF a+ =  
 
 

 

-b 

a 

b M 

-a O F1 F2 

Y 

Х 

F1F2=2c 
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Если фокусы эллипса располагаются на оси Oх декартовой прямоугольной 
системы на равных расстояниях от начала координат в точках 1( ,0)F c  и 

2( ,0)F c− , то уравнение эллипса в данной системе координат имеет вид 
 

2 2

2 2 1.X Y
a b

+ =                                                    (1) 

 
Здесь a - большая полуось эллипса, b- малая полуось, причем 2 2 2a c b= + , 

где c - половина расстояния между фокусами. 
В выбранной системе координат уравнение эллипса имеет простейший вид 

и называется каноническим. В частном случае, когда полуоси эллипса равны, а 
фокусы совпадают, эллипс превращается в окружность с уравнением 

 
2 2 2.X Y R+ =                                                   (2) 

Форма эллипса характеризуется его эксцентриситетом 1ce
a

= < . 

Определение. Гиперболой называется множество точек плоскости, 
абсолютная величина разности расстояний которых до двух данных точек 
(фокусов 1F  и 2F ) есть величина постоянная (равная 2a), причем эта 
постоянная меньше расстояния между фокусами, то есть 2a<2c:  

.221 aMFMF =−  
Если фокусы гиперболы поместить в точки 1( ,0)F c  и 2( ,0)F c− , то в такой 

системе координат уравнение гиперболы имеет простейший вид 
 

2 2

2 2 1X Y
a b

− = ,                                                   (3) 

 
причем 2 2 2a c b= − , где c - половина расстояния между фокусами. 

Гипербола состоит из двух ветвей, симметричных относительно осей 
координат. Точки 1( ,0)A a  и 2( ,0)A a−  называют вершинами гиперболы. Отрезок 

1 2 2A A a= - действительная ось гиперболы, отрезок 1 2 2B B b=  – мнимая ось 

гиперболы. Прямые x
a
by =  и x

a
by −=  называют асимптотами гиперболы. 

Точка на гиперболе M(x,y) при ∞→x  или −∞→x  как угодно близко 

приближается к асимптотам. Отношение 1
a
ce >=  называют эксцентриситетом 

гиперболы. 
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Определение. Параболой называется множество точек плоскости, 

равноудаленных от данной точки (фокуса) и данной прямой (директрисы): 
MFMM =′ . 

Если фокусом параболы является точка ;0
2
pF ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, а директрисой – прямая 

2
px −= , то в выбранной системе координат можно записать каноническое 

уравнение параболы 
 

2 2Y pX= .                                                          (4) 
 
Эта парабола расположена симметрично относительно оси абсцисс. Ее 

вершина находится в начале координат. 
 
II. Типы кривых второго порядка. Систему координат OXY, в которой 

уравнение кривой второго порядка имеет простейший вид, называют 

O 

M 

F 

M′

Y 

Х 

М 

В2 

В1 

А2 А1 

Y 

Х F2 F1 
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канонической системой координат. Для эллипса и гиперболы оси канонической 
системы координат являются осями симметрии, а центр канонической системы 
– центром симметрии. Центр симметрии эллипса и гиперболы называют их 
центром.  

Пусть уравнение кривой второго порядка записано не в канонической, а в 
некоторой другой декартовой прямоугольной системе координат ξηO . В 
общем случае уравнение кривой второго порядка имеет следующий вид: 

 
2 2

11 12 222 2 2 0,A A A B C Dξ ξη η ξ η+ + + + + =                                  (5) 
 
где 2 2 2

11 12 22 0A A A+ + ≠ . 
В уравнении (5) сумму 2 2

11 12 222 ( )A A A k xξ ξη η+ + =  называют 
квадратичной частью, слагаемые xCBc2C2B2 ⋅=+ ),(ηξ - линейной частью, D 
- свободным членом. 

Определитель, составленный из коэффициентов квадратичной части, 
 

11 12 2
11 22 12

12 22

A A
A A A

A A
δ = = −                                              (6) 

 
не зависит от выбора декартовой системы координат и называется инвариантом 
кривой второго порядка. По знаку определителя δ линии второго порядка 
разделяются на три типа: 

          δ >0 – кривые эллиптического типа, 
          δ <0 – кривые гиперболического типа, 
          δ =0 – кривые параболического типа. 
Линии эллиптического и гиперболического типов называют центральными 

линиями второго порядка, так как они имеют центр симметрии. Для кривых 
эллиптического типа квадратичная форма является положительно 
определенной, для кривых гиперболического типа – отрицательно 
определенной, для параболического типа – полуопределенной. 

 
III. Приведение общего уравнения второго порядка к каноническому 

виду. Пусть задана декартова прямоугольная система координат ξηO . Общее 
уравнение кривой второго порядка в этой системе координат имеет вид (5). 
Ставится задача привести уравнение (5) к каноническому виду 

 
2 2 ,pX qY ε+ =                                                      (7) 

 
где p,q - некоторые числа, ε = -1,0,1. 
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     Приведение общего уравнения кривой второго порядка к каноническому 
виду включает следующие этапы: 

1) преобразование системы координат, позволяющее исключить в 
квадратичной части уравнения член 122A ξη ; 

2) преобразование системы координат, позволяющее исключить линейную 
часть уравнения; 

3) окончательное приведение уравнения к каноническому виду. 
Рассмотрим первый этап приведения уравнения (5) к каноническому виду. 

Для этого коэффициенты квадратичной части уравнения (5) расположим в 
прямоугольной таблице 

 

[ ] 11 12

12 22

A A
A

A Aξη
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
и получим матрицу коэффициентов квадратичной части, которая является 
симметричной. 

Задача преобразования квадратичной части уравнения (5) сводится к поиску 
такой декартовой прямоугольной системы координат Oxy, в которой 
квадратичная форма принимала бы диагональный вид. Такая система 
координат Oxy имеет базис, образованный единичными собственными 
векторами )2()1( ,ee  линейного преобразования A с матрицей ξη][A . В этой 

системе координат квадратичная часть уравнения будет иметь вид 2 2
1 2x yλ λ+ , 

где 1 2,λ λ - собственные значения преобразования A. 
Чтобы написать линейные слагаемые общего уравнения в системе 

координат Oxy, необходимо найти связь между координатами ,ξ η  и x, y. Пусть 
при отыскании собственных векторов получены координаты векторов 

),( )1(
2

)1(
1

)1( eee  и ),( )2(
2

)2(
1

)2( eee  в базисе ,e eξ η , то есть единичные собственные 
векторы могут быть представлены следующим разложением по векторам ,e eξ η : 

 

.

,
)2(

2
)2(

1
)2(

)1(
2

)1(
1

)1(

ηξ

ηξ

eeeee

eeeee

+=

+=
                                                (8) 

 
Закон преобразования координат при переходе от базиса ηξ ee ,  к базису 

)2()1( ,ee  имеет вид 
(1) (2)
1 1
(1) (2)
2 2

,
.

xe ye
xe ye

ξ
η
= +
= +

                                                     (9) 
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Подставляя соотношения (9) в общее уравнение (5), получим запись общего 
уравнения кривой второго порядка в системе координат Oxy: 

 
2 2

1 2 2 2 0,x y B x C y Dλ λ ′ ′+ + + + =                                      (10) 
 

где  (1) (1)
1 2 ,B Be Ce′ = +  (2) (2)

1 2 .C Be Ce′ = +  
Дальнейшее преобразование общего уравнения кривой второго порядка (10) 

заключается в переходе к такой системе координат O′XY, в которой 
отсутствовали  бы  линейные члены. Для этого в уравнении (10) выделим 
полные квадраты. При условии, что 1 20, 0λ λ≠ ≠ , получим 

 
2 22 2

2 2
1 2

1 1 1 2 2 2

2 ( ) 2 ( ) 0.B B B C C Cx x y y Dλ λ
λ λ λ λ λ λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ⎛ ′ ⎞ ′ ′ ⎛ ′ ⎞ ′⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + − + + + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
В полученном уравнении в квадратных скобках стоят полные квадраты 

двучленов: 
2 2 2 2

1 2
1 2 1 2

( ) ( ) 0.B C B Cx y Dλ λ
λ λ λ λ

⎡ ′⎤ ⎡ ′ ⎤ ′ ′
+ + + + − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
                    (11) 

 
Перейдем к координатам X,Y таким образом, чтобы выполнялся следующий 

закон преобразования: 

1 2
, .B CX x Y y

λ λ
′ ′

= + = +                                           (12) 

Преобразование декартовых прямоугольных координат (12) соответствует 

параллельному переносу осей на вектор 0
1 2

,B Cr
λ λ

⎛ ′ ′ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. При этом переносе начало 

системы координат O′XY - точка O′ - имеет в старой системе Oxy координаты 

1 2
,B CO

λ λ
⎛ ′ ′ ⎞
′ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. В полученной системе координат уравнение (11) принимает вид  

 
2 2

1 2 0,X Y Dλ λ ′+ − =                                                (13) 
 

где 
2 2

1 2

( ) ( ) .B CD D
λ λ
′ ′

′ = + −  
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Чтобы привести уравнение (13) к каноническому виду, перенесем 
свободный член D′  в правую часть, и, если он отличен от нуля, разделим обе 
части на 0D′ ≠ : 

2 2

1 2

1.X Y
D D
λ λ

+ = ±
′ ′

                                                  (14) 

 
Уравнение (14) является каноническим уравнением кривой второго порядка, 

заданной общим уравнением (5), а система координат O′XY, полученная в 
результате преобразований (9) и (10), является канонической системой 
координат. 

Конкретный вид (14) зависит от численных значений 1 2,λ λ  и D′. Если 
0D′ > , 1 0λ >  и 2 0λ > , уравнение (14) является уравнением эллипса. Если 
0D′ > , 1 0λ > , 2 0λ < , то уравнение (14) является уравнением гиперболы. Если 

одно из главных значений 1λ  или 2λ  равно 0, то уравнение (10) приводится к 
уравнению параболы. 

 
IV. Классы линий второго порядка. Установлено, что общее уравнение 

кривой второго порядка может быть приведено к каноническому уравнению 
одного из следующих девяти классов кривых второго порядка: 

1. Кривые эллиптического типа ( 1 2 0δ λ λ= > ): 

1) эллипс 
2 2

2 2 1;x y
a b

+ =  

2) "мнимый эллипс" 
2 2

2 2 1;x y
a b

+ = −  (пустое множество точек); 

3) пара "мнимых" пересекающихся прямых 
2 2

2 2 0x y
a b

+ =  (точка О(0;0)). 

2. Кривые гиперболического типа ( 1 2 0δ λ λ= < ): 

4) гипербола 
2 2

2 2 1;x y
a b

− =  

5) пара пересекающихся прямых 
2 2

2 2 0; и .x y b by x y x
a aa b

⎛ ⎞− = = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

3. Кривые параболического типа ( 1 2 0δ λ λ= = ): 

6) парабола 2 2 ;y px=  
7) пара параллельных прямых ( )2 2; и ;y a y a y a= = = −  
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8) пара "мнимых" параллельных прямых 2 2y a= −  (пустое множество 
точек); 

9) пара совпавших прямых ( )2 0; 0y y= = . 
 
Пример. Определить тип кривой II порядка  

 
2 22 4 5 8 2 9 0.ξ ξη η ξ η− + + − + =  

 
Составить ее каноническое уравнение и найти каноническую систему 

координат.  
Решение. 
1. Тип кривой определяется знаком инварианта: 

          
2 2

6 0
2 5

δ
−

= = > ⇒
−

  кривая эллиптического типа. 

2. Составим каноническое уравнение кривой. Для этого: 

а) составим характеристическое уравнение матрицы 
2 2

[ ] ;
2 5

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

                   22 2
0 7 6 0;

2 5
λ

λ λ
λ

− −
= ⇒ − + =

− −
 

 
     корни характеристического уравнения: 1 26; 1λ λ= = ; 
 
б) найдем первый собственный вектор, соответствующий собственному 

значению 1 6λ = : 

                
(1) (1) (1)
1 2 1

(1) (1) (1)
1 2 2

(2 6) 2 0 ;

2 (5 6) 0 2 .

a a a c

a a a c

⎧ ⎧− − = =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
− + − = = −⎪ ⎪⎩ ⎩

 

 
Единичный вектор, имеющий направление (1)a : 

                  
(1)

(1)
(1) 2 2

2 1 2 ;
5 54

ce ceae e e
a c c

ξ η
ξ η

−
= = = −

+
 

 
в) найдем второй собственный вектор, соответствующий собственному 

значению 2 1λ = : 
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(2)(2) (2) 11 2
(2)(2) (2)
21 2

;(2 1) 2 0

.2 (5 1) 0
2

a ca a
caa a

⎧ ⎧ =− − =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
=− + − =⎪ ⎪⎩⎩

 

 
Единичный вектор, имеющий направление (2)a : 

                    
(2)

(2)
(2) 2

2

2 12 ;
5 5

4

cce eae e e
a cc

ξ η
ξ η

+
= = = +

+

 

 
г) перейдем к системе координат Oxy, причем закон преобразования 

координат имеет вид: 
 

                     

1 2
5 5
2 1
5 5

x y

x y

ξ

η

⎫= + ⎪⎪
⎬
⎪= − +
⎪⎭

. 

 
Общее уравнение заданной кривой примет вид 
            

                     2 2 1 2 2 16 1 8 2 9 0;
5 5 5 5

x y x y x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ + + − − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                     2 2 12 146 9 0
5 5

x y x y+ + + + = ; 

 
д) выделим полные квадраты: 

          

2 2

2 2

1 1 6 7 49 496 2 2 9 0;
5 5 5 55 5

1 76 2 0;
5 5

x x y y

x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + + + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

е) выполним параллельный перенос осей и перейдем к координатам 

                        1 7;
5 5

X x Y y= + = + . 

      Тогда уравнение кривой примет вид 2 26 2X Y+ =  или 
2 2

11 23

X Y
+ = .  
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Получено каноническое уравнение эллипса в системе координат O′XY с 

центром в точке 1 7,
5 5

O ⎛ ⎞′ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и  базисными векторами (1) 1 2,
5 5

e ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 

(2) 2 1,
5 5

e ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Полуоси эллипса 2,
3

1
== ba . 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 10 
 

ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Цилиндрические поверхности. 
II. Поверхности вращения. 
III. Исследование формы эллипсоида методом сечений. 
IV. Уравнения гиперболоидов. 
V. Канонические уравнения параболоидов. 
VI. Канонические уравнения конуса. 
 
I. Цилиндрические поверхности.  
Определение. Цилиндрической поверхностью называется геометрическое 

место точек, расположенных на параллельных прямых, проходящих через 
заданную линию. 

Пусть в плоскости Oxy задана линия  ABC . Ее уравнение в плоскости Oxy 
связывают координаты x и y: F(x,y)=0. Через каждую точку линии ABC 
проведем прямую, параллельную оси Oz. Получим цилиндрическую 
поверхность α. Линия ABC называется направляющей цилиндрической 
поверхности α, а прямые 111 CCBBAA  называются образующими 
цилиндрической поверхности. 

 
A1 

C1 

B1 

C B A 

O 

Z 

х 

у 
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В сечении цилиндрической поверхности произвольной плоскостью, 
перпендикулярной оси Oz, получим линию 1 1 1A B C , координаты которой 
удовлетворяют уравнению F(x,y)=0. Это уравнение и является уравнением 
цилиндрической поверхности, образующие которой параллельны оси Oz. 
Уравнение Ф(x,z)=0 является уравнением цилиндрической поверхности, 
образующие которой параллельны оси Oy. 

Примеры цилиндрических поверхностей: 

1) эллиптический цилиндр с уравнением 12

2

2

2
=+

b
y

a
x ; 

2) параболический цилиндр с уравнением pxy 22 = ; 

3) гиперболический цилиндр с уравнением .12

2

2

2
=−

b
y

a
x  

 
II. Поверхности вращения. 
Определение. Поверхностью вращения называют геометрическое место 

точек, образующихся при вращении заданной линии вокруг заданной оси. 
Пусть на плоскости Oyz задана линия L, которая имеет в этой плоскости 

уравнение ( , ) 0y zϕ = , x=0 . Пусть эта линия вращается вокруг оси Oz. При этом 
произвольная точка 0 0 0(0, , )M x z  линии опишет окружность, центр которой 
лежит на оси Oz в точке 0(0,0, )z , а радиус равен 0y . Точка M(x,y,z) лежит на 

поверхности, если при заданном z ее расстояние до оси Oz, равное 22 yx + , 
связано с z уравнением линии ( , ) 0y zϕ = . 

 

Тогда уравнение ( )2 2 , 0x y zϕ + =  является уравнением поверхности 

вращения линии x=0, ( , ) 0y zϕ =  вокруг оси Oz. 

O 

Z 

х 

у 

L 
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Примеры поверхностей вращения: 
1) эллипсоид вращения: 

         сжатый 
2 2 2

2 2 1;x y z
a b
+

+ =                       вытянутый 
2 2 2

2 2 1;x z y
a b
+

+ =  

2) параболоид вращения: 2 2 2x y pz+ = ; 
3) гиперболоид вращения: 

        однополостный 
2 2 2

2 2 1;x y z
a b
+

− =           двуполостный 
2 2 2

2 2 1.z x y
a b

+
− =  

 
III. Исследование формы эллипсоида методом сечений. Исследуем 

форму поверхности, заданной в декартовой прямоугольной системе координат 
Oxyz каноническим уравнением 

 
2 2 2

2 2 2 1.x y z
a b c

+ + =  

 
В основу исследования положим метод сечений. Метод сечений состоит в 

том, что определяют уравнения кривых, лежащих в сечениях данной 
поверхности координатными плоскостями или плоскостями, им 
параллельными. 

 

Определим, какая кривая лежит в сечении заданной поверхности 
плоскостью Oxy. Для этого положим в уравнении поверхности z=0. Получим 

2 2

2 2 1x y
a b

+ =  – уравнение эллипса. В плоскости Oyz (x=0) сечением поверхности 

является эллипс 
2 2

2 2 1y z
b c

+ = , а в плоскости Ozx (y=0) – эллипс с уравнением 
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2 2

2 2 1.x z
a c

+ =  Построим рассматриваемую поверхность. Такая поверхность 

называется эллипсоидом. 
 
IV. Уравнения гиперболоидов. Рассмотрим поверхность второго порядка, 

называемую однополостным гиперболоидом и имеющую каноническое 
уравнение  

2 2 2

2 2 2 1.x y z
a b c

+ − =  

 
В сечении однополостного гиперболоида плоскостью z=0 лежит эллипс с 

уравнением 
2 2

2 2 1.x y
a b

+ =  В сечении этой поверхности плоскостью x=0 лежит 

гипербола 
2 2

2 2 1.y z
b c

− =  В сечении плоскостью y=0 лежит гипербола с 

уравнением 
2 2

2 2 1.x z
a c

− =  

  
Поверхность второго порядка, задаваемую уравнением  

 
2 2 2

2 2 2 1,x y z
a b c

− − + =  

 
называют двуполостным гиперболоидом.  
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В сечении его плоскостью x=0 лежит гипербола 
2 2

2 2 1y z
b c

− + =  с 

действительной осью Oz. Гипербола 
2 2

2 2 1z x
c a

− =  лежит также в сечении 

плоскостью y=0. В плоскости z=0 не лежит ни одна точка поверхности. Если 
взять плоскость z=h (h>c), то в сечении гиперболоида этой плоскостью лежит 

эллипс 
2 2 2

2 2 2 1.x y h
a b c

+ = −  

 

V. Канонические уравнения параболоидов. Различают три вида 

параболоидов: параболоид вращения (рассмотрен выше), эллиптический 

параболоид и гиперболический параболоид. 

Каноническое уравнение эллиптического параболоида имеет вид  
 

2 2

2 2 2x y z
a b

+ = . 

 
Исследуем его форму. В сечении эллиптического параболоида плоскостью 

z=h лежит эллипс 
2 2

2 2 1,
2 2

x y
ha hb

+ =  если h>0, точка (0,0,0) , если h=0, и если 

h<0, то плоскость z=h не пересекает поверхность. Таким образом, 
эллиптический параболоид лежит выше плоскости Oxy. 

Каноническое уравнение гиперболического параболоида имеет вид  
 

2 2

2 2 2 .x y z
a b

− =  

 
В плоскости Oxy (z=0) лежат две пересекающиеся прямые 

0,x y x y
a b a b

⎛ ⎞⎛ ⎞− + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 в плоскостях z=h (h>0) и z=-h лежат гиперболы 

2 2

2 2 2x y h
a b

− =  и 
2 2

2 2 2 .y x h
b a

− =  В плоскости y=0 лежит парабола 
2

2 2 .x z
a

=  В 

сечении гиперболического параболоида плоскостью Oyz лежит парабола 
2

2 2y z
b

− = , ось которой совпадает с осью Oz, а ветви направлены вниз. В 
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сечении этой поверхности плоскостями x=±α также лежат параболы 
2 2

2 22y z
b a

α
− = − . 

 
 
VI. Канонические уравнения конуса. Коническая поверхность задается 

каноническим уравнением  
 

2 2 2

2 2 2 0x y z
a b c

+ − = . 

 
Конус является симметричной относительно оси Оz неограниченной 

поверхностью.  
Сечения этой поверхности плоскостями ( 0)z h h= ± >  являются эллипсами 

2 2 2

2 2 2
x y h
a b c

+ = . В плоскости 0x =  лежат две 

пересекающиеся прямые 0,y z y z
b c b c

⎛ ⎞⎛ ⎞− + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 а в 

плоскости 0y =  – прямые 0x z x z
a c a c

⎛ ⎞⎛ ⎞− + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

.  

Сечения плоскостями ,x α= ±  y β= ±  являются 
гиперболами.  

При a b=  конус называют прямым круговым. 
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РАЗДЕЛ II. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 
 

ЛЕКЦИЯ № 11 
 

ЧИСЛОВЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Множество вещественных чисел. 
II. Числовая последовательность. 
III. Определение и единственность предела последовательности. 
IV. Ограниченные и монотонные последовательности. 
V. Число e. Второй замечательный предел. 
 
I. Множество вещественных чисел. Совокупность всех рациональных и 

иррациональных чисел называется множеством вещественных 
(действительных) чисел. Множество вещественных чисел обозначают R. 

Рациональными числами называют такие, которые можно представить в 

виде отношения 
q
p  двух целых чисел, например, 

168
13,

1
00,

1
66,

7
5

==  и т.д. 

Каждое рациональное число можно представить в виде конечной или 
бесконечной периодической десятичной дроби. Числа, которые представляются 
в виде бесконечных, но непериодических десятичных дробей, называют 
иррациональными числами, например, 2, , 3...π  

Действительные числа можно изображать точками числовой оси. Числовой 
осью называется бесконечная прямая, на которой выбраны: некоторая точка O – 
начало отсчета, положительное направление и масштаб для измерения длин. 
Между всеми действительными числами и точками числовой оси существует 
взаимно-однозначное соответствие: каждому числу соответствует единственная 
изображающая его точка и, наоборот, каждой точке соответствует 
единственное изображаемое ею число. 

 

     
                            

При этом отрезки, изображающие рациональные числа, называют 
соизмеримыми, а отрезки, изображающие иррациональные числа, 
несоизмеримыми. 

 

    -1        0        1  2                  3,5                          x 
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II. Числовая последовательность. Рассмотрим ряд натуральных чисел n∈N 
1, 2, 3,..., ,...n  

Каждому числу из этого ряда поставим в соответствие вещественное число nx : 
 

1 2 3, , ,..., ,...nx x x x  
 

Если для каждого n число nx  вычисляется по одному и тому же закону, то 
говорят, что задана числовая последовательность { }nx . При этом nx  называют 
членом последовательности, а n - его номером. 

Задать последовательность - это значит задать закон, формулу, 

позволяющую вычислить каждый член последовательности по его номеру. 

Например, пусть общий член последовательности вычисляется по формуле 
1

nx
n

= . По формуле n -ого члена можно восстановить всю последовательность 

 

{ } 1 1 11, , ,..., ,... .
2 3nx

n
⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 
Последовательность может задаваться так называемыми рекуррентными 

соотношениями. В этом случае должны быть указаны один или несколько 
первых членов последовательности и формула,  связывающая n-ый член 
последовательности с ее (n-1)-м или (n+1)-м членами. В качестве примера 
можно привести арифметическую и геометрическую прогрессии: 

 
1 ,n na a d+ = +                    1 ( 0).n nb b q q+ = ⋅ ≠  

 
Зная первые члены этих последовательностей 1a  и 1b , можно от 

рекуррентных соотношений перейти к формулам для вычисления n-ых членов 
последовательностей: 

 

1 ( 1) ,na a n d= + −             1
1 .n

nb b q −= ⋅  
 

III. Определение и единственность предела последовательности.  
Определение. Число a называется пределом последовательности { nx }, если 

для любого наперед заданного числа 0ε >  существует такой номер N(ε), что 
для всех n N≥  выполняется неравенство .ε<− axn  

Это определение можно записать в символической форме с помощью 
общепринятой логической символики 
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lim n
n

x a
→∞

= , если 0ε∀ >  .:)( εε <−⇒≥∃ axNnN n  

 
Последовательность, имеющую предел, называют сходящейся. В противном 

случае говорят, что последовательность расходится. 

Покажем с помощью определения предела, что последовательность 1
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

имеет предел, равный 0. Зададим 1 100ε = . Найдем, при каких n выполняется 

неравенство 0 .nx ε− <  В нашем случае 1 10 ,
100n

− <  1 1
100n

< , откуда 

100n > . При всех 100n >  будет выполняться условие 10
100nx − < . Таким 

образом, при 1
100

ε =  нашли 101N = , поэтому 1 0lim
n n→∞

= . 

Можно дать следующую геометрическую интерпретацию предела 

последовательности. Будем изображать точками на числовой оси члены 

последовательности  }{ nx . Покажем на той же оси число lim n
n

a x
→∞

= . 

 

 

 

 

 
 
Поскольку a - предел последовательности, то, начиная с некоторого номера 

n N≥ , для членов последовательности выполняется неравенство  
                                                              

ε<− axn , 
или  

εε <−<− axn , 
 

или  
,εε +<<− axa n  

 
то есть все члены последовательности, начиная с N-ого, заключены в интервале 
( εε +− aa , ), который называют ε-окрестностью точки a. В зависимости от 

                                                         ε                   ε 

                                           a-ε                                             a+ε 

                             2x                       4x     6x   a   7x     5x             3x                 1x         
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того, каким мы выберем число ε, вне ε-окрестности точки a может либо не 
лежать ни одного члена последовательности, либо может лежать лишь 
конечное их число. 

Например, рассмотрим последовательность 1
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

. Изобразим несколько ее 

первых членов на числовой оси 
 
 
                                                                                   ε=1 
                                1 5ε =  
                                    

                 0               1
5

 1
4

    1
3

        2
1
2

x =                               1 1x =  

 
 
Если взять 1ε = , то в интервале (-1,1) лежат все члены последовательности, 

кроме первого. Если взять 1
5

ε = , то вне интервала 1 1,
5 5

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 лежат лишь пять 

первых членов последовательности: 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x . 
Теорема. Числовая последовательность может иметь только один предел. 
Доказательство этой теоремы проведем от противного. Предположим, что 

последовательность }{ nx  имеет два различных предела a и b, то есть 
 

lim n
n

x a
→∞

= ,          lim n
n

x b
→∞

= ,              .ba ≠  

 
По определению предела последовательности можно указать такое 1N , что 

1n N∀ ≥  справедливо неравенство ε<− axn , то есть все члены 
последовательности, начиная с N1-ого, лежат в ε-окрестности точки a. 
Поскольку b также является пределом последовательности, то найдется такой 
номер 2N , что 2n N∀ ≥  все члены последовательности лежат в ε-окрестности 
точки b, то есть ε<− bxn . 

      
                                  ε                  ε                              ε                   ε        

 

                       a-ε                 a                a+ε      b-ε                 b               b+ε 
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Выберем .
3

ab −
=ε  В этом случае оказывается, что некоторые члены 

последовательности должны лежать одновременно в двух непересекающихся 
интервалах. Таким образом, предположение о неединственности предела 
последовательности оказывается недопустимым, поэтому последовательность 
имеет единственный предел. 

 
IV. Ограниченные и монотонные последовательности. 

Последовательность }{ nx  называется ограниченной снизу, если существует 
такое число 1C , что все члены последовательности удовлетворяют неравенству 

1nx C≥ , то есть 
 

1 1: .nC n N x C∃ ∀ ∈ ⇒ ≥  
 

Последовательность }{ nx  называется ограниченной сверху, если 
 

2 2: .nC n N x C∃ ∀ ∈ ⇒ ≤  
 

Последовательность, ограниченную как снизу, так и сверху, называют 
ограниченной. Для ограниченной последовательности 

 
1 2 1 2, : .nC C n N C x C∃ ∀ ∈ ⇒ ≤ ≤  

 
Геометрически ограниченность последовательности означает, что все ее 

члены лежат внутри отрезка [ ]21 CC , . Примером ограниченной 

последовательности является последовательность 1
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

. Все ее члены 

помещаются внутри отрезка [0, 1]. 
Теорема. Если последовательность имеет предел, то она ограничена. 
Доказательство. Пусть последовательность }{ nx  имеет предел, равный a. По 

определению предела для 1ε =  найдем номер N такой, что при всех n≥N  
выполняется неравенство 

 
1.nx a− <  

 
Так как модуль суммы не превосходит суммы модулей, можно записать 

 
.aaxaaxx nnn +−≤+−=  
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Поэтому при n≥N  выполняется неравенство 
 

axn +<1 , 
 

то есть последовательность }{ nx  является ограниченной, что и требовалось 
доказать. 

Последовательность }{ nx  называется возрастающей (неубывающей), если 
∀n∈N 1n nx x+ ≥ . 
     Последовательность }{ nx  называется убывающей (невозрастающей), если 
∀n∈N 1n nx x+ ≤ . 
     Возрастающую или убывающую последовательность называют монотонной. 
     Если последовательность }{ nx  является возрастающей и ограниченной 
сверху, то существует { }lim sup .n n

n
x x

→∞
=  

     Если последовательность является убывающей и ограниченной снизу, то 
существует { }lim inf .n n

n
x x

→∞
=  

Здесь через { }nxsup  (супремум }{ nx ) обозначена точная верхняя грань 
множества элементов последовательности }{ nx , а через }inf{ nx  (инфинум 

}{ nx ) – точная нижняя грань этого множества. 
     Точной верхней гранью бесконечного множества вещественных чисел }{ nx  
называется наименьшее из чисел 2C , для которых выполняется условие 

2nx C≤ . Точной нижней гранью бесконечного множества }{ nx  называется 
наибольшее из чисел 1C , для которых выполняется условие 1nx C≥ . 

     В качестве примера можно привести последовательность 1
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

. С ростом n 

члены этой последовательности монотонно убывают. Как установлено выше, 

последовательность 1
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 ограничена, то есть 10 1
n

< ≤ . В соответствии с 

приведенными свойствами монотонной последовательности 1 0lim
n n→∞

= . 

 
V. Число е. Второй замечательный предел. Рассмотрим 

последовательность }{ nx : 11
n

nx
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и покажем, что эта последовательность 

возрастающая и ограниченная сверху. 
     По формуле бинома Ньютона имеем 
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2
1 1 ( 1) 1 ( 1)( 2)...( 1) 11 1 ... ...

1! 2! !
( 1)( 2)...( 1) 1 1 1 1 1 21 1 1 1 1 ...

! 2! 3!

n

n k

n

n n n n n n n kx
n n kn n

n n n n n
n n n nn

− − − − +⎛ ⎞= + = + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
− − − + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ = + + − + − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1 1 2 1 1 1 2 11 1 ... 1 ... 1 1 ... 1 .
! !

k n
k n n n n n n n

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − − + + − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
     При увеличении n каждое слагаемое (кроме первых двух) увеличивается. 
Кроме того, с ростом n увеличивается и число слагаемых. Следовательно, 
последовательность }{ nx  монотонно возрастает. Полученное представление 
для nx  показывает также, что при n=1 21 =x , следовательно, 
последовательность }{ nx  ограничена снизу: при 21 >> nxn . 

     Кроме того, все члены, стоящие в скобках, меньше единицы, поэтому 
 

1 1 1 11 1 ... ... .
2! 3! ! !nx

k n
< + + + + + + +  

 
Можно еще больше увеличить правую часть, если произвести замены: 

 
1 1
3! 2 3
=

⋅
   на   2

1 1 ,
2 2 2

=
⋅

 

1 1
4! 2 3 4
=

⋅ ⋅
   на   3

1 1
2 2 2 2

=
⋅ ⋅

, 

                                         ………………………………………… 
1 1
! 2 3 4...n n
=

⋅ ⋅
   на   1

1 1 .
2 2 2...2 2n−=
⋅ ⋅

 

Тогда 

2 3 1 1
1 1 1 1 1 11 1 ... ...
2 2 2 2 2 2n n n nx − +< + + + + + + + + +  

 
Добавление членов сохраняет знак неравенства. Заметим, что 

2 3
1 1 11 ...
2 2 2

+ + + +  – сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии 

с первым членом, равным 1, и знаменателем, равным 1/2. Она может быть 

вычислена по формуле 2

2
11

1
=

−
=S . 

Следовательно, 211 +=+< Sxn  и 3.nx <  
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      Таким образом, последовательность }{ nx  ограничена сверху. В силу 

свойств монотонных последовательностей последовательность 11
n

n
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 имеет 

предел. Этот предел называют вторым замечательным пределом и обозначают 
буквой e: 

 
11 , 2,718281828459045...lim

n

n
e e

n→∞

⎛ ⎞+ = ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Число e является иррациональным и служит основанием натуральных 

логарифмов. 
 
 

ЛЕКЦИЯ № 12 
 

ПОНЯТИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Функция, ее область определения. 
II. Способы задания функции. 
III. Основные элементарные функции. 
IV. Понятие сложной функции. 
V. Обратная функция и ее график. 
 
I. Функция, ее область определения. Пусть дано числовое множество 

RD ⊂ ; если каждому Dx∈  поставлено в соответствие по некоторому правилу 
одно определенное число y , то говорят, что на множестве D  определена 
числовая функция ( )xfy = . 
     Переменная x  называется независимой переменной или аргументом 
функции, а y  - зависимой переменной. Буква f в обозначении функции 
характеризует именно то правило, по которому получается значение y, 
соответствующее x. 
     В данном определении каждому x соответствует единственное значение y, 
такая функция называется однозначной. Если допустить, что каждому x 
соответствует несколько значений y, то функцию называют многозначной. 
Примером однозначной функции является связь между координатами точки, 
перемещающейся по прямой линии на плоскости, а примером многозначной 
функции - связь между координатами точки, перемещающейся по окружности 
или эллипсу. 
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     Множество D называют областью определения функции. Число 0y , 
соответствующее значению аргумента 0x D∈ , называют значением функции 
при 0x x=  и пишут ( )0 0y f x= . 
     Совокупность всех значений, которые принимает функция на области 
определения, называют множеством значений функции и обозначают буквой E. 

 
II. Способы задания функции. Существуют три способа задания функции: 

аналитический, табличный и графический. 
     При аналитическом способе задания функция определяется с помощью 
формулы, по которой вычисляется значение функции при любом значении 

аргумента из области определения. Например, 21y x= − , ( )baxy += sin , 
xy ln=  и др. 

     Каждое аналитическое выражение, содержащее аргумент x, имеет 
естественную область определения – множество всех тех значений x, для 
которых оно имеет смысл, то есть вполне определенное, конечное, 

вещественное значение. Так, функция 21y x= −  имеет естественную область 
определения при [ ]1,1x∈ − , а для функции ( )baxy += sin  D: ( )+∞∞−∈ ,x . 
     Некоторые функции определяются различными формулами при различных 
значениях аргумента, например,  

 
при 0;
при 0.

x x
y x

x x
≥⎧

= = ⎨− <⎩
  

 
При табличном способе задаются конкретные значения функции при 

определенных, наперед заданных значениях аргумента. Такой способ задания 
обычно связан с экспериментально устанавливаемыми зависимостями между 
переменными величинами. Его неудобство состоит в том, что функция 
определена лишь для некоторых значений аргумента. Отыскание значений 
функции для промежуточных значений аргумента называется интерполяцией. 
     При графическом способе задания соответствие между аргументом и 
функцией представлено с помощью рисунка, что позволяет иметь наглядное 
представление о поведении связанных функциональной зависимостью величин. 
     Все три способа задания функции связаны между собой. Так, имея 
аналитическое выражение для функции, можно получить таблицу ее значений и 
график функции – кривую, для которой координаты точки связаны 
соотношением ( )xfy = . Решение обратной задачи – получение аналитического 
выражения для функции по таблице или графику – достаточно сложно и 
рассматривается в специальных разделах математики. 

 



_____________________________Раздел II. Введение в анализ___________________________ 

 95

III. Основные элементарные функции. Основными элементарными 
функциями называются: 

1) степенная функция  ny x= , где 
q
pnRn =∈ , ; 

       D:  Rx∈  при q нечетных;  )[ +∞∈ ,0x  при q четных. 
       E:  Ry∈  при q нечетных;  )[ +∞∈ ,0y  при q четных. 
Графики степенных функций приведены на рисунке. 

 
2) показательная функция xy a= , где a>0 и 1a ≠ ; 
         D:  Rx∈ ,  E:  );0( +∞∈y  (график слева внизу). 

3) логарифмическая функция  log , 0, 1ay x a a= > ≠ ; 
         D:  ( )0,x∈ +∞ ,  E:  Ry∈  (график справа вверху). 
 
4) тригонометрические функции  tgxyxyxy === ,cos,sin . 
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   Для xyxy cos,sin == :  D:  Rx∈ ,  E:  [ ]1;1−∈y . 

    

 
Для  :y tgx=                  

: , , ; : .
2 2
k kD x k N E y Rπ π⎛ ⎞∈ − ∈ ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

5) обратные тригонометрические функции  
                   .,arccos,arcsin arctgxyxyxy ===   

                   
[ ]

[ ]

: , ;arcsin
2 2: 1,1 ,

arccos
: 0, ;

: , : , .
2 2

E yy x
D x

y x
E y

y arctgx D x R E y

π π

π

π π

⎡ ⎤∈ −= ⎫ ⎢ ⎥→ ∈ − ⎣ ⎦⎬= ⎭ ∈

⎛ ⎞= → ∈ ∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
IV. Понятие сложной функции. Пусть на некотором множестве D 

значений аргумента x задана функция ( )xy ϕ= , имеющая множество значений 
G, а на множестве G, в свою очередь, задана функция ( )z f y= , имеющая 
множество значений E. Тогда каждому значению x из D соответствует через 
посредство y определенное значение Ez∈ , то есть переменная z сама является 
функцией x: ( )[ ]xfz ϕ= . Полученная функция от функции, или сложная 
функция, есть результат суперпозиции функций ( )xϕ  и ( )f y . 
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     Примером сложной функции является функция 21 sinz x= − , где 

( ) ( )21 , sinf y y x xϕ= − = . 
     Область определения сложной функции должна находиться с учетом 
естественных областей определения всех промежуточных функций. В 

рассмотренном примере областью определения функции ( ) 21f y y= −  
является отрезок [-1,1], тогда xy sin=  для Rx∈ . 

 
V. Обратная функция и ее график. Пусть функция ( )xfy =  задана в 

некоторой области D и имеет множество значений E. Выберем какое-нибудь 
значение 0y y=  из E, тогда можно указать одно или несколько значений 0x D∈  
таких, что ( )0 0f x y= . Таким образом, в области E определяется однозначная 
или многозначная функция ( )ygx = , которая называется обратной для 
функции ( )xfy = . 

Примеры обратных функций: 
     1) показательная функция ( )1xy a a= >  и обратная к ней 

логарифмическая функция logax y= , которая является однозначной; 

     2) квадратичная функция 2y x=  и обратная к ней функция yx ±= , 
являющаяся двузначной. 
     Обратная функция многозначна, когда можно найти прямые y=C, 
пересекающие график функции ( )xfy =  в нескольких точках. График функции 

( )xgy =  симметричен графику функции ( )xfy =  относительно биссектрисы 

первого координатного угла. Сравним, например, графики функций xy a=  и 
logay x= , sin  y x=  и. 

 
ЛЕКЦИЯ № 13 

 
ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Определение предела функции в точке. 
II. Различные типы пределов функций. 
III. Переход к пределу в неравенствах. 
IV. Первый замечательный предел. 
V. Теоремы о пределах. Неопределенные выражения. 
 

I. Определение предела функции в точке. Введем понятие предела функции. 
Для этого рассмотрим в качестве примера функцию  
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21
1

xy
x

−
=

−
. 

 
Областью определения  данной функции является множество вещественных 
чисел за исключением 1x = , то есть при 1x =  функция не определена. На всей 
области определения значение функции можно вычислить как 1y x= + . На 
рисунке представлен график рассматриваемой функции. Из графика видно, что 
если значения x близки к 1, но 1x ≠ , то значения функции близки к 2, хотя 

2y ≠ . 

 
Точный смысл этого утверждения заключается в следующем: возьмем малое 

число 0ε >  и найдем такое число 0δ > , что для всех x из δ-окрестности точки 
1x =  значения функции ( )xy  отличаются от числа 2 на величину, меньшую ε. 
Геометрически это означает, что нужно найти такое δ, что для всех x из 

интервала ( )1 ,1δ δ− +  соответствующие точки графика функции ( )xy  лежат в 
горизонтальной полосе, ограниченной прямыми 2y ε= −  и 2y ε= + . В данном 
примере можно взять δ=ε. 

     В этом случае говорят, что функция 
21

1
xy
x

−
=

−
 стремится к двум при 1x → , а 

число 2 называют пределом функции y(x) при 1x →  и пишут 
2

1

1 2
1

lim
x

x
x→

−
=

−
. 

Определение предела по Коши. Число A называют пределом функции 
( )y f x=  в точке a, если эта функция определена в некоторой окрестности 

точки a, за исключением, быть может, самой точки a, и для каждого 0ε >  
найдется такое 0δ > , что для всех x, удовлетворяющих условию 0 x a δ< − < , 
выполняется неравенство ( ) ε<− Axf :  

21
1

xy
x

−
=

−
 

2-ε 

2+ε 

1-δ 1+δ 

2 

1 0 

y 

x 
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( ) ( ), если 0 0 : : 0 .lim
x a

f x A x x a f x Aε δ δ ε
→

= ∀ > ∃ > ∀ < − < ⇒ − <  

 
     Таким образом, число A является пределом функции f(x) при 1x → , если для 
любой ε-окрестности числа A можно найти такую δ-окрестность числа a, что 
для всех x из этой δ-окрестности соответствующие значения функции лежат в ε-
окрестности числа A. 

Примеры: 1) функция 1siny x
x

=  не определена при x=0, но имеет предел 

при 0x → : 
0

1sin 0lim
x

x
x→
= , так как 1sinx x

x
≤ ; 

 

 

2) функция 1siny
x

=  не определена при 0x =  и не имеет предела в этой 

точке, так как при 0x →  функция попеременно принимает все свои значения от 
-1 до +1; 

 
3) функция y=sinx определена при 0x =  и имеет предел в этой точке 

0
sin 0lim

x
x

→
= . 
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II. Различные типы пределов функций. Для функции непрерывного 
аргумента различают односторонние конечные пределы, бесконечные пределы 
в конечной точке и пределы в бесконечности. 
     Односторонние конечные пределы функции определяют следующим 
образом: 
число 1A  называют пределом слева функции f(x) в точке a, если  

 
( ) ( ) 10 0 : ,x a a f x Aε δ δ ε∀ > ∃ > ∀ ∈ − ⇒ − < , 

 
и записывают ( ) 1lim

x a
f x A

ε→ −
= ; 

 
число 2A  называют пределом справа функции f(x) в точке a, если  

 
( ) ( ) 20 0 : , ,x a a f x Aε δ δ ε∀ > ∃ > ∀ ∈ + ⇒ − <  

 
и пишут ( ) 2.lim

x a
f x A

ε→ +
=  

     
Числа 1A  и 2A  описывают поведение функции соответственно в левой и правой 
полуокрестностях точки a. 

     Рассмотрим в качестве примера функцию 1y arctg
x

= . При 0x =  эта функция 

не определена. Найдем односторонние пределы функции в точке 0x = : 
 

                   
                           

           0

0

1 ,
2

1 .
2

lim

lim

x

x

arctg
x

arctg
x

ε

ε

π

π
→ −

→ +

= −

=
 

 
 

      
Для существования обыкновенного (двустороннего) предела функции в 

точке a необходимо и достаточно существование порознь и равенство двух 
односторонних пределов функции в этой точке:  

 
( )lim

x a
f x A

→
= , если ( ) ( ) .lim lim

x a x a
f x f x A

ε ε→ − → +
= =  

у=arctg1/x 

-π/2 

π/2 

0 х 

у 



_____________________________Раздел II. Введение в анализ___________________________ 

 101

     В рассмотренном выше примере пределы функции слева и справа в точке 
x=0  не равны. 
     Функция y=f(x) может иметь бесконечный предел в конечной точке:  

 
( )lim

x a
f x

→
=∞ , если ( ) ( )0 0 : , иM x a a x a f x Mδ δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ − + ≠ ⇒ > . 

 
 В этом случае функцию ( )xfy =  называют бесконечно большой при ax → . 

 

         
      

 
Геометрически определение бесконечного предела функции означает, что 

какое бы число M мы ни взяли, всегда найдется такая δ-окрестность точки a, 
что точки графика  f(x) для всех x из этой окрестности лежат вне 
горизонтальной полосы, ограниченной прямыми y M= −  и y M= . 

     Например, если ( ) 1f x
x

= , то 
0

1
lim
x x→

= ±∞ , так как условия ( ) 1f x M
x

= >  

выполняются для всех 1 1,x
M M

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

      Для функции непрерывного аргумента вводится понятие предела в 
бесконечности. Если ( )0 0 : ,M x M f x Aε ε∀ > ∃ > ∀ > ⇒ − <  то число A 
называют пределом функции ( )xf  при x, стремящемся к бесконечности, и 

пишут ( )lim
x

f x A
→∞

= . Например, 2
1 0lim

x x→∞
= . 

 
III. Переход к пределу в неравенствах. Укажем свойства функций, 

имеющих предел.  

y=M 

x

y 

y=-M

y=1/x 

y 

y=M y=1/x2

-1/ε                       1/ε               x 
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Свойство 1: если ( )lim
x a

f x A
→

= , где A - конечное число, то в некоторой 

окрестности точки a функция ( )xfy =  ограничена, то есть существует M>0 
такое, что ( )f x M x< ∀  из окрестности точки a. 

Доказательство. Пусть ε =1, тогда существует такое δ, что ( )δδ +−∈∀ aax ,  
выполняются неравенства  

  

     

( ) ( )
( )

1,

1 ,

1 .

f x A f x A

f x A

M A

ε− ≤ − < =

≤ +

= +

 

 
Свойство 2: пусть в окрестности точки a функции ( ) ( ) ( )xvxzxu ,,  связаны 

неравенством ( ) ( ) ( ),xvxzxu ≤≤  причем ( ) ( )lim lim
x a x a

u x v x A
→ →

= = , тогда 

( )lim
x a

z x A
→

= . 

Свойство 3: если в окрестности точки a функции u(x) и v(x) связаны 
неравенством ( ) ( )xvxu ≥ , то ( ) ( ).lim lim

x a x a
u x v x

→ →
≥  

 
IV. Первый замечательный предел. Первым замечательным пределом 

называют предел функции 
x

xy sin
=  при 0x → . 

Докажем, что 
0

sin 1lim
x

x
x→

= . Для этого воспользуемся свойством 2 пределов 

трех функций. Покажем, что если ,
2 2

x π π⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 0x ≠ , то .1sincos <<
x

xx   

Рассмотрим в координатной плоскости круг единичного радиуса с центром 

в точке О. Пусть xAOB =∠  и 0
2

x π
< < . Построим точку C как проекцию точки 

B на ось Ox и точку D как пересечение луча OB и перпендикуляра к Ox, 

проведенного через A. Тогда xBC sin= , ,
cos
sin tgx

x
xDA ==  так как 

1
cos

DA OA
BC OC x

= =  из подобия AODΔ  и AOBΔ . 
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Пусть 1S  - площадь AOBΔ , 2S  - площадь сектора AOB, 3S  - площадь 

AODΔ . Тогда  
2

2
1 2 3

sin 1 1 1sin , ,
2 2 2 2 2 2

OA x xS x S OA x S OA AD tgx= = = = = ⋅ = . 

Так как 1 2 3S S S< < , 1OA = , то 
1 1sin ; при 0, sin 0,
2 2 2 2

1 sinтогда 1 или cos 1.
sin cos

xx tgx x x

x xx
x x x

π⎛ ⎞< < ∈ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

< < < <
 

Полученное неравенство справедливо и при ,0
2

x π⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, так как 
x

xsin  и 

xcos  – четные функции. Таким образом, неравенство sincos 1xx
x

< <  

справедливо при 0x →  как слева, так и справа. Кроме того, 
0

cos 1lim
x

x
→

= , 

0
1 1lim

x→
= , тогда в соответствии со свойствами пределов 

0

sin 1lim
x

x
x→

= , что и 

требовалось доказать. 
 
V. Теоремы о пределах. Неопределенные выражения. 
Теорема 1. Предел алгебраической суммы конечного числа функций равен 

сумме их пределов: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2... ... .lim lim lim limn n
x a x a x a x a

f x f x f x f x f x f x
→ → → →

+ + + = + + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

Теорема 2. Предел произведения конечного числа функций равен 
произведению их пределов: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2... ... .lim lim lim limn n

x a x a x a x a
f x f x f x f x f x f x

→ → → →
⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

С

D
В

АО
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Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак предела: 
( )( ) ( ).lim lim

x a x a
C f x C f x

→ →
⋅ = ⋅  

 
Пример.  3 3

2 2
5 5 5 8 40lim lim

x x
x x

→ →
= = ⋅ = . 

 
Теорема 3. Предел частного двух функций равен частному их пределов, если 

предел знаменателя отличен от нуля: 

( )
( )

( )
( ) ( )

11
2

2 2
, если 0.

lim
lim lim

lim
x a

x a x a
x a

f xf x
f x

f x f x
→

→ →
→

= ≠  

 

Пример. 1 1
1

1 1

3 53 5 8 4.
4 2 4 2 2

lim lim
lim

lim lim
x x

x
x x

xx
x x

→ →
→

→ →

++
= = =

− −
 

 
Однако вычисление пределов арифметических выражений  

 
( ) ( )1 2/ ,f x f x  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2,f x f x f x f x⋅ −  

 
по пределам функций ( ) ( )1 2иf x f x , из которых они составлены, не всегда 
возможно. В этих случаях говорят, что возникают неопределенности 

следующих видов: 0 , , 0 , .
0

∞
⋅∞ ∞ −∞

∞
 Для нахождения пределов таких 

неопределенных  выражений  нужно учитывать конкретный вид функций 
( ) ( )1 2иf x f x . 
Примеры раскрытия неопределенностей: 

     1)   ( )
( )

, если ,

, если ,

0, если ;

lim n n
x n m

n m
P x a n m
Q x b

n m
→∞

⎧ ∞ >
⎪∞ ⎪⎛ ⎞= = =⎨⎜ ⎟∞⎝ ⎠ ⎪
⎪ <⎩

 

       2)   ( )( ) ( )
2

2 2 2

2 24 0 2 4;
2 0 2

lim lim lim
x x x

x xx x
x x→ → →

− +− ⎛ ⎞= = = + =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 

           3)   ( ) ( ) 11 0.
1

lim lim
x x

x xx x
x x→∞ →∞

− −
− − = ∞ −∞ = =

− +
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ЛЕКЦИЯ № 14 
 

БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ И БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ ФУНКЦИИ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Бесконечно малые функции, их свойства. 
II. Бесконечно большие функции, их связь с бесконечно малыми. 
III. Сравнение бесконечно малых. Шкала бесконечно малых. 
IV. Асимптотическое представление функции в точке. 
V. Классификация бесконечно больших функций. 
 
I. Бесконечно малые функции, их свойства. Функция называется 

бесконечно малой в окрестности точки x=a, если ее предел при x→a равен 0, то 
есть ( ) 0.lim

x a
xα

→
=  

     В соответствии с определением предела функции для любого 
положительного, сколь угодно малого, наперед заданного числа 0ε >  найдется 
такое 0δ > , что для всех x из δ -окрестности точки a выполняется неравенство 

 
( ) εα <x . 

 
     Примеры бесконечно малых: ( )sin при 0, приnx x x a x a→ − → . 
     Пусть при ax →  функция ( )xfy =  имеет пределом число A, тогда в 
соответствии с определением предела функции для любого x из δ -окрестности 
точки a выполняется неравенство 

 
( ) ε<− Axf . 

 
     Если обозначить ( ) ( )xAxf α=− , то ( )xα  есть бесконечно малая величина. 
Таким образом, функция ( )xfy = , имеющая в точке a предел, равный A, может 
быть представлена в окрестности точки a как сумма предела A и бесконечно 
малой функции ( ) ( )f x A xα= + . 
     Бесконечно малые функции обладают следующими свойствами. 

Свойство 1: сумма конечного числа бесконечно малых при ax →  функций 
есть бесконечно малая функция. 

Доказательство. Пусть ( ) ( )0, 0lim lim
x a x a

x xα β
→ →

= = , тогда δ∈∀x -окрестности 

точки a ( ) ( ),
2 2

x xε εα β< <  для любого 0ε > . Их сумма ( ) ( ) ( )x x xα β γ+ =  

также является бесконечно малой, так как ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .εβαβαγ <+≤+= xxxxx  
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Свойство 2: произведение бесконечно малой при ax →  функции на 
ограниченную в некоторой окрестности точки a функцию есть бесконечно 
малая функция. 

Доказательство. Пусть ( ) 0lim
x a

xα
→

= , а функция ( )xf  ограничена в 

окрестности точки a, то есть 0M∃ >  такое, что ( )( , )x a a f x Mδ δ∀ ∈ − + < . 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ,x f x x f x M
M
εα α ε⋅ = ⋅ < ⋅ <  если ( )

M
x εα < . Таким 

образом, ( ) ( ) ( )xfxx ⋅=αγ  есть бесконечно малая функция. 
 
II. Бесконечно большие функции, их связь с бесконечно малыми. 

Функция ( )xfy =  называется бесконечно большой при ax → , если для любого 
сколь угодно большого числа 0M >  найдется такое 0δ > , что для всех x из δ -
окрестности точки a  выполняется неравенство ( ) .Mxf >  Это записывают 
следующим образом: ( )lim

x a
f x

→
= +∞  или ( )lim

x a
f x

→
= −∞ . 

Примеры бесконечно больших функций: 1
1 cos x−

 при 0x → , tgx при 

2
x π
→ ± . 

Теорема. Если функция ( )xfy =  является бесконечно большой при ax → , 

то ее обратная величина ( ) ( )xf
1x =α  является бесконечно малой при ax → , то 

есть ( ) ( )
1 0lim lim

x a x a
x

f x
α

→ →
= = , если ( )lim

x a
f x

→
= ∞ . 

Доказательство. Возьмем 1 0M
ε

= > , тогда по определению в δ -окрестности 

точки a ( ) 1f x
ε

> , следовательно, ( ) ( )
1x

f x
α ε= < , то есть является 

бесконечно малой функцией. 
     Аналогично можно доказать и обратное: 
если функция ( )xα  при ax →  является бесконечно малой, то обратная для нее 

величина ( ) ( )
1f x
xα

=  является бесконечно большой. 

 
III. Сравнение бесконечно малых. Шкала бесконечно малых. 

Рассмотрим ряд бесконечно малых при ax →  функций ( )xα , ( )xβ , ( )xγ ,.... 
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Сравним названные бесконечно малые по характеру их приближения к нулю. В 
основу сравнения кладется поведение их отношения. 

     Если отношение ( )
( )x
x

β
α  имеет конечный и отличный от нуля предел, то 

бесконечно малые ( ) ( )иx xα β  называют бесконечно малыми одного порядка 

малости, то есть если ( )
( )

0lim
x a

x
C

x
α
β→

= ≠ , то ( ) ( )иx xα β  одного порядка 

малости. 

     Если же ( )
( )

( )
( )

0lim lim
x a x a

x x
x x

α β
β α→ →

⎛ ⎞
= = ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
, то бесконечно малая ( )xα  считается 

величиной высшего порядка малости, чем бесконечно малая ( )xβ . Это 
записывается с помощью символа 0: ( ) ( )0x xα β= ⎡ ⎤⎣ ⎦ . При этом ( )xβ  будет 
бесконечно малой низшего порядка, чем ( )xα . 
     Например, если ( ) 0x xα = → , то по сравнению с этой бесконечно малой 

одного порядка с нею будут бесконечно малые sin , , 1 1x tgx x+ − , так как 
 

( )0 0 0 0 0

sin sin 1 1 1 1 11, 1, .
cos 21 1

lim lim lim lim lim
x x x x x

x tgx x x x
x x x x x x x→ → → → →

+ − + −
= = = = =

⋅ + +
 

 
Бесконечно малые 1 cos , sinx tgx x− −  будут высшего порядка, чем 0x → . 

     Если отношение двух бесконечно малых не стремится ни к какому пределу, 
не будучи и бесконечно большим, то эти две бесконечно малые несравнимы 
между собой. Несравнимыми бесконечно малыми являются ( ) xx =α  и 

( ) 1sinx x
x

β = ⋅ , поскольку 
0 0

1sin 1sinlim lim
x x

x
x

x x→ →

⋅
=  не существует. 

     Для более точной сравнительной характеристики поведения бесконечно 
малых порядок их малости выражают числами. При этом в качестве "эталона" 
для сравнения выбирают одну из бесконечно малых ( )xα , называемую 
основной. В качестве основной выбирают бесконечно малую, простейшую из 
всех. Так, в окрестности нуля за основную бесконечно малую выбирают 

( ) xx =α , в окрестности точки x=a - ( ) axx −=α , а в бесконечности - ( ) 1x
x

α = . 

     Бесконечно малую ( )xβ  называют величиной k-ого порядка малости 
относительно основной бесконечно малой ( )xα , если  
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( )
( )

( )0 0lim kx a

x
C k

x

β

α→
= ≠ >

⎡ ⎤⎣ ⎦
. 

 
Это записывают с помощью символа 0: ( ) ( )0kx xβ α= ⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Например, ( )21 cos 0x x− = , так как 
2

2 20 0

2sin1 cos 12
2

lim lim
x x

x
x

x x→ →

−
= = , 

( ) ( )3
3 30 0

1 cossin 1и sin 0 , так как
2

lim lim
x x

tgx xtgx xtgx x x
x x→ →

−−
− = = = . 

 
IV. Асимптотическое представление функции в точке. Две бесконечно 

малые называют эквивалентными (асимптотически равными) при ax → , если  
 

( )
( )

1lim
x a

x
x

α
β→

= . 

 
     Эквивалентность функций обозначают символом ~ : ( ) ( )x xα β∼ . 

Примеры эквивалентных бесконечно малых: при 0x →  
 

( )
( )

sin ~ , ~ , arcsin ~ , ~ ,
ln 1 ~ , 1 ~ ln , 1 ~ ,

1 1 ~ .

x x

m

x x tgx x x x arctgx x
x x a x a e x

x m x

+ − −

+ − ⋅

 

 
     Разность двух эквивалентных бесконечно малых ( ) ( )~x xα β  оказывается 
величиной высшего порядка, чем каждая из бесконечно малых α  и β , т.е. если 
( ) ( ) ( )x x xγ α β= − , то ( ) ( )0x xγ α= ⎡ ⎤⎣ ⎦  и ( ) ( )0x xγ β= ⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

     Если ( ) ( )~x xα β , то приближенно можно положить β α≈ . При 
вычислении пределов это используется при проведении эквивалентных замен: 
под знаком предела любая бесконечно малая может быть заменена на 
эквивалентную ей. Кроме того, такая замена используется при приближенных 
вычислениях, причем при достаточно малых значениях α  и β  можно со сколь 
угодно большой относительной точностью положить βα ≈ . 
     Пример. Вычислить предел с помощью эквивалентных замен: 

( ) ( )
2

2

0 0 0

1
11 1 1 12

sin 2 2 4 4
lim lim lim
x x x

x x x xx x
x x x→ → →

+ ++ + −
= = = . 
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     Пусть бесконечно малая при ax →  функция ( )xβ  имеет k-ый порядок 
малости относительно основной бесконечно малой ( )xα , то есть 
( ) ( )0kx xβ α= ⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Это значит, что ( )
( )

0lim kx a

x
C

x

β

α→
= ≠

⎡ ⎤⎣ ⎦
.  

Тогда ( )
( )

1lim kx a

x

C x

β

α→
=

⋅ ⎡ ⎤⎣ ⎦
 и величины ( )xβ  и ( ) kC xα⎡ ⎤⎣ ⎦  эквивалентны. 

     Простейшая бесконечно малая функция ( )xC kα , эквивалентная данной 
бесконечно малой ( )xβ , называется ее главной частью (или главным членом 
асимптотического представления). Для найденных пределов легко выделяются 
главные части выражений: 

 
2 31 11 cos ~ , tg sin ~

2 2
x x x x x− − , 

 
где 0x →  – основная бесконечно малая. 
     Поскольку ( ) ( )xCx kαβ ~ , то их разность есть бесконечно малая более 

высокого порядка, чем ( )xkα . Тогда ( )xβ  можно представить в виде суммы 

( ) ( ) ( )kx C x xβ α γ= + , где ( ) 0 ( )kx xγ α⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Из бесконечно малой ( )xγ  также 

можно выделить главный член: ( ) ( ) ( )kx C x xγ α δ′′= + , где ( ) ( )0 kx xδ α ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . 

Этот процесс выделения из бесконечно малой простейших бесконечно малых 
все возрастающих порядков называют асимптотическим разложением 
бесконечно малой функции в окрестности точки x a= , а выражение 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0k k k kx C x C x C x xβ α α α α′ ′′ ′′⎡ ⎤′ ′′= + + + ⎣ ⎦  

 
называют асимптотическим представлением бесконечно малой в точке a. 
     Если функция ( )y f x=  при ax →  имеет предел A, отличный от нуля, то ее 
асимптотическое представление можно записать в виде: 

 
( ) ( ) ( ) ( )0 .k k kf x A C x C x xα α α′ ′⎡ ⎤′= + + + ⎣ ⎦  
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Пример. Найти главный член асимптотического представления функции 

( )23 21y x= −  в окрестности точки x=1. 

Решение. ( )
1

0lim
x

y x
→

= , следовательно, данная функция бесконечно малая. 

     В качестве основной бесконечно малой ( )xα  выберем ( ) 1x xα = − , тогда 

( )
( )

( )
222 23 32

1 0 0

21 11 43 при 2
91

lim lim limk k kx z z

zzx
k

z zx→ → →

⎛ ⎞⎛ ⎞ −− +− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = =

−
. 

Тогда ( ) ( )
2 23 2 41 ~ 1

9
y x x= − −  – главный член асимптотического 

представления. 
 
V. Классификация бесконечно больших функций. Классификация 

бесконечно больших функций аналогична классификации бесконечно малых. 
Пусть при ax →  ( )y y x=  и ( )z z x=  являются бесконечно большими 

функциями. Тогда в случае, когда ( )
( )

0lim
x a

y x
C

z x→
= ≠ , две эти функции называют 

бесконечно большими одного порядка, если же ( )
( )

lim
x a

y x
z x→

=∞ , то функция ( )xy  

считается бесконечно большой высшего порядка, чем ( )z x , и записывается это 

с помощью символа Ο : ( ) ( )y x z x= Ο⎡ ⎤⎣ ⎦ . Когда отношение ( )
( )

y x
z x

 не стремится 

ни к какому конечному пределу, две эти функции называют несравнимыми. 
При сравнении нескольких бесконечно больших функций выбирают основную: 

при ax →  в качестве основной выбирают функцию 1
x a−

, при ∞→x  в 

качестве основной выбирают функцию x . 
     Бесконечно большая ( )z x  называется величиной k-ого порядка 
относительно основной бесконечно большой функции ( )y y x= , если                         

( )
( )

0lim kx a

z x
C

y x→
= ≠ . 

 
Пример. Определить порядок бесконечно большой при ∞→x  функции 
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( ) 1
1 1 0

1
1 1 0

... ,

... при ,lim

n n
n n

n n
n n

nkx

y x a x a x a x a

a x a x a x a a k n
x

−
−

−
−

→∞

= + + + +

+ + + +
= =

 

следовательно, ( )1
1 0...n n n

n na x a x a x−
−+ + + = Ο . 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 15 
 

НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Понятие непрерывности функции. 
II. Точки разрыва функции. 
III. Действия над непрерывными функциями. 
IV. Непрерывность сложной функции. Существование и непрерывность обратной 

функции. 
V. Свойства функций, непрерывных на отрезке. 
 
I. Понятие непрерывности функции. 
Определение. Функция f(x), определенная в некоторой окрестности точки a, 

называется непрерывной в точке a, если  
 

( ) ( )lim
x a

f x f a
→

= .                                                   (1) 

 
     Таким образом, функция непрерывна в точке a, если выполняются 
следующие условия: 

     а) функция непрерывна в некоторой окрестности точки  a, 
     б) существует ( )lim

x a
f x A

→
= , 

     в) ( )A f a= . 
     В отличие от определения предела функции при ax →  в определении 
непрерывности предполагается, что функция определена не только в 
окрестности точки a, но и в самой этой точке, и пределом функции является ее 
значение в точке a. 
     Назовем разность x a−  приращением аргумента и обозначим axx −=Δ , а 
разность ( ) ( )afxf −  – приращением функции, соответствующим данному 
приращению аргумента:  

 
( ) ( ) ( ) ( )y f x f a f a x f aΔ = − = + Δ − .                                   (2) 
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В соответствии с (1) и (2) 
 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim lim 0
x a x x

f x f a f a x f a y
→ Δ → Δ →

− = + Δ − = Δ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

 
     Таким образом, непрерывность функции в точке означает, что бесконечно 
малому приращению аргумента 0xΔ →  соответствует бесконечно малое 
приращение функции 0yΔ → . 
     Например, функция 2xy =  непрерывна в любой точке a, так как 

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2 22 2y x x x x x x x x x x xΔ = + Δ − = + Δ ⋅ + Δ − = ⋅Δ + Δ . 

 
Ясно, что при 0xΔ →  и 0yΔ → , что и означает непрерывность функции. 

     Рассмотрим функцию 1y
x

= . При 0a =  

 

( )0 0 0
0 0 0

1 1lim lim lim
x x x
a a a

a a xy
a x a a a xΔ → Δ → Δ →

= = =

− − Δ⎛ ⎞Δ = − = = ∞⎜ ⎟+ Δ + Δ⎝ ⎠
, 

 
то есть бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно 

большое изменение функции. Следовательно, функция 1y
x

=  не является 

непрерывной при x=0. 
 
II. Точки разрыва функции. Точки, в которых функция либо не 

определена, либо определена, но не является непрерывной, называют точками 
разрыва функции. 
     Если a  – точка разрыва функции, то в этой точке не выполняется одно из 
следующих условий: 

     а) ( )a D f∈ ; 
     б) существует конечный  ( )lim

x a
f x A

→
= ;  

     в) ( )A f a= . 

     В рассмотренном примере 1y
x

=  точка 0a =  является точкой разрыва. В 

этой точке график функции как бы "разрывается" на отдельные кривые. В этом 
случае не выполнено первое условие. 
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     Рассмотрим функцию y tgx=  и найдем 

2 2

sin 1
cos 0

lim lim
x x

xtgx
xπ π

→ →
= = = ∞ . Функция 

y tgx=  при 
2

x π
=  имеет бесконечный предел, и, следовательно, не является 

непрерывной. 
 Пусть функция определена следующим образом:  
 
 
 

        
 

( )
1 при 0;
2 при 0;

1 при 0.

x x
f x x

x x

⎧ − <
⎪

= =⎨
⎪ + >⎩

 

 
 
 
 

Для этой функции ( )
0

1lim
x

f x
→

= , но ( )0 2f = , следовательно, функция не 

является непрерывной в точке a. 
 
Различают точки разрыва первого и второго рода. Если a - точка разрыва 

функции f(x), причем в этой точке существуют конечные пределы слева и 
справа, то есть ( ) 1lim

x a
f x A

ε→ −
=  и ( ) 2lim

x a
f x A

ε→ +
= , то эту точку называют 

точкой разрыва первого рода. Разность пределов 2 1A A−  называют скачком 
функции.  

В случае, когда 1 2A A A= = , то есть скачок функции равен нулю, точку x=a 
называют точкой устранимого разрыва. Устранить разрыв можно, доопределяя 
функцию в точке a, полагая f(a)=A.  

 
Примером функции, имеющей скачок, является y signx= (сигнатура): 

 

2 

1 

xy −=1 xy +=1

0 

y 

x 
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0

0

0 0

1, 0;
0, 0;
1, 0;

1,

1,

2.

lim

lim

lim lim

x

x

x x

x
y signx x

x

signx

signx

signx signx

ε

ε

ε ε

→ −

→ +

→ + → −

− <⎧
⎪= = =⎨
⎪ >⎩
= −

=

− =

 

 
Таким образом, в точке x=0 функция signxy =  терпит разрыв первого рода. 
В качестве примера функции, имеющей устранимый разрыв первого рода, 

рассмотрим функцию 

0 0

при 0,
при 0,

0.lim lim
x x

x x
y x

x x

x x
ε ε→ − → +

− <⎧
= = ⎨ >⎩

= =

 

 
Пределы функции xy =  при 0x →  слева и справа равны 0, поэтому эту 

функцию можно доопределить до непрерывности, полагая y=0 при x=0. 
     Если a – точка разрыва функции, не являющаяся точкой разрыва первого 
рода, то ее называют точкой разрыва второго рода. Примерами функций, 

имеющих разрывы второго рода, являются функции 2

1 1, ,y y tgx y
x x

= = =  и 

другие. 
 
III. Действия над непрерывными функциями. Если над непрерывными 

функциями произвести конечное число арифметических действий, то в 
результате получается, как правило, также непрерывная функция. Все 
доказательства однотипны; в каждом случае покажем, что предел 
соответствующей функции равен ее значению в предельной точке, а это и 
означает непрерывность функции. 

0 

у 

х 

1 

-1 

0 

у 

х 



_____________________________Раздел II. Введение в анализ___________________________ 

 115

Теорема 1. Сумма конечного числа функций, непрерывных в некоторой 
точке, является функцией, непрерывной в этой точке. 

Доказательство. Пусть дано конечное число функций ( ), ( ), , ( )u x v x w x… , 
непрерывных в точке x= a. Это значит, что 

 
( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) ( )lim lim lim

x a x a x a
u x u a v x v a w x w a

→ → →
= = =… . 

 
     В силу свойств пределов функций 
 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

lim lim lim lim
x a x a x a x a

u x v x w x v x v x v x

u a v a w a
→ → → →

+ + + = + + + =

= + + +

… …

…
 

 
Если ( ) ( ) ( ) ( )y x u x v x w x= + + +… , то оказалось, что ( ) ( )lim

x a
y x y a

→
= , то есть 

функция ( )y x  непрерывна в точке x a= , что и требовалось доказать. 
     Аналогично можно доказать теоремы 2 и 3. 

Теорема 2. Произведение конечного числа функций, непрерывных в 
некоторой точке, является функцией, непрерывной в этой же точке. 

Теорема 3. Частное двух функций, непрерывных в некоторой точке, 
является функцией, непрерывной в той же точке, если только знаменатель не 
обращается в этой точке в нуль. 

 
IV. Непрерывность сложной функции. Существование и непрерывность 

обратной функции. Докажем, что при взятии функции от непрерывной 
функции результат также может быть непрерывной функцией. При этом речь 
идет о, так называемых, сложных функциях. 

Теорема. Сложная функция, составленная из конечного числа непрерывных 
функций, является непрерывной. 

Достаточно провести доказательство для цепи из двух функций и 
распространить его на конечное число функций. 
     Пусть ( )y f u= , а ( )u xϕ= , так что ( ) ( )y f x F xϕ= =⎡ ⎤⎣ ⎦ , причем ( )xϕ  
непрерывна при x=а, а ( )f u  непрерывна при u=b, где ( )ab ϕ= . Надо доказать, 
что ( )F x  непрерывна при x= a. 
     Из условий теоремы ( ) ( )lim

x a
x a bϕ ϕ

→
= = , т.е. при buax →→ . Так как 

( )f u  непрерывна в точке b, то  
 

( ) ( ) ( ) ( ), илиlim lim
x a x a

f x f a F x F aϕ ϕ
→ →

= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 
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что и требовалось доказать. 
     Если функция ( )y f x=  осуществляет взаимно однозначное соответствие 
между множествами D и E, то можно сказать, что определена обратная функция 

( )x yϕ= , для которой E является областью определения, а D - множеством 
значений. В этом случае говорят, что функции ( )y f x=  и ( )x yϕ=  являются 
взаимно обратными. 

Теорема. Функция, обратная к строго монотонной и непрерывной функции, 
непрерывна (без доказательства). 
     Если функция ( )y f x=  не является строго монотонной, т.е. имеет участки, 
где Consty = , то обратная к ней функция имеет скачки. 
     Отметим, что предельное равенство ( ) ( )lim

x a
f x f a

→
= , отражающее 

непрерывность функции, можно переписать так: 

( ) ( )lim lim
x a x a

f x f x
→ →

= . 

Это значит, что символ предела и символ непрерывной функции 
переставимы. Это обстоятельство используется при нахождении пределов 
непрерывных функций. 

 
V. Свойства функций, непрерывных на отрезке. Функция называется 

непрерывной в интервале ( , )a b , если она непрерывна в каждой точке ( )bax ,∈ . 
     Функция непрерывна на отрезке [ , ]a b , если она непрерывна на интервале 
( , )a b , а также непрерывна справа в точке a и непрерывна слева в точке b. 

 
 
Функция y=[x] (целая часть x) 

непрерывна на полуинтервалах 
[0,1), [1,2), [2,3)  и т.д.; на отрезке [ 0,5;0,5]− .  

В точке x=1 функция y=[x]  непрерывна 
справа. 

 
 

      
Функции, непрерывные на отрезке, обладают следующими важными 

свойствами, которые приведем без доказательства. 
     1. Если функция непрерывна на отрезке [ , ]a b , то она ограничена, т.е. 

 
0 : [ , ] ( )C x a b f x C∃ > ∀ ∈ → ≤  (первая теорема Вейерштрасса). 

y=[x]   

4 3 2 1 0 х

у 
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При нарушении условий теоремы может иметь место неограниченное 

возрастание функции, например, в точке разрыва второго рода (функция 1y
x

=  

на отрезке [ 1;1]− ). 
     2. Функция, непрерывная на отрезке, хотя бы в одной точке принимает свое 
наибольшее и наименьшее значение (вторая теорема Вейерштрасса). 

 
           
 
 

( )y f x=  непрерывна при [ ]bax ,∈  
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

1

2

, ,

, .

f m f x x a b

f M f x x a b

ξ

ξ

= ≤ ∀ ∈

= ≥ ∀ ∈
 

              
     
 
 
 
Теорема неверна для функций, 

непрерывных на интервале. Приведем 
пример функции, определенной на 
отрезке [ , ]a b , но имеющей точку 
разрыва. Такая функция ни в одной 
точке [ , ]a b  не достигает ни своего 
максимального, ни своего минимального 
значения. 

   
 
 3. Функция, непрерывная на отрезке и принимающая на концах отрезка 
значения разных знаков, хотя бы один раз обращается в нуль внутри этого 
отрезка (теорема Коши о нулях непрерывной функции). 

 
 
 

( )y f x=  непрерывна при [ ]bax ,∈ , 
( ) ( )

( ) ( )
0,

, : 0.

f a f b

a b fξ ξ

⋅ <

∃ ∈ =
 

 
 

y=f(x) 
M 

m 

b ξ2 ξ1 a 0 

y 

x 

y=f(x) 

b ξ a 0 

y 

x 

b ξ a 0 

y 

x 

y=f(x) 
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Геометрически это означает, что график непрерывной функции обязательно 
пересекает ось Ox, если только ( ) ( ) 0f a f b⋅ < . 

 
 
Если функция ( )y f x=  имеет 

внутри [ , ]a b  точку разрыва, то она не 
обладает указанным свойством. 

 
 

      
4. Функция, непрерывная на отрезке, принимает хотя бы один раз любое 
значение, заключенное между ее значениями на концах отрезка (теорема Коши 
о промежуточных значениях).  

Таким образом, непрерывная функция, переходя от одного значения к 
другому, обязательно проходит через все свои промежуточные значения, в 
частности, она  принимает хотя бы один раз любое значение, заключенное 
между ее наибольшим и наименьшим значениями. 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 16 
 

ПРОИЗВОДНАЯ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Скорость прямолинейного движения. 
II. Определение производной. 
III. Геометрический смысл производной. 
IV. Производная суммы, произведения, частного. 
V. Производная сложной функции. Логарифмическое дифференцирование. 
VI. Производная обратной функции. 
VII. Таблица производных. 
 
I. Скорость прямолинейного движения. Рассмотрим задачу о движении 

материальной точки по прямой линии. Пусть в момент времени 0t  точка 
занимала положение 0M , а в момент t - положение M на расстоянии S от 0M . 

За время 1t t tΔ = −  точка из положения M 
переместится в положение 1M , пройдя 
расстояние 1S MMΔ = . На отрезке 1MM  
движение точки характеризуется величиной 

средней скорости 
t
SVcp Δ

Δ
= . Если считать путь, 

b ξ 0 

y 

x 

y=f(x) 

a 

   M0                 M       M1    
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пройденный точкой, функцией времени, то расстояние SΔ  можно найти как 
приращение функции S(t): ( ) ( )tSttSS −Δ+=Δ . Тогда 

 
( ) ( )

t
tSttSVcp Δ

−Δ+
= . 

 
Однако на интервале Δt скорость точки может изменяться самым 

произвольным образом. При этом средняя скорость будет тем лучше 
характеризовать движение точки, чем меньше интервал tΔ . Если при 0tΔ →  
существует предел средней скорости, то его называют мгновенной скоростью 
точки в данный момент t: 

 
( ) ( )

0 0
lim limcp
t t

S t t S t
V V

tΔ → Δ →

+ Δ −
= =

Δ
.                                    (1) 

 
Из формулы (1) следует, что мгновенная скорость прямолинейного 

движения представляет собой предел отношения приращения пути SΔ  к 
приращению времени tΔ , соответствующему SΔ , при 0tΔ → . 

 
II. Определение производной. Пусть задана функция ( )y f x= , 

определенная в некотором интервале. При каждом значении аргумента x в этом 
интервале функция ( )y f x=  имеет определенное значение. Если аргумент x 
получил приращение xΔ , то и функция ( )y f x=  получила некоторое 
определенное приращение ( ) ( )xfxxfy −Δ+=Δ . 

      

Если существует предел отношения ( ) ( )
x

xfxxf
Δ

−Δ+  при 0xΔ → , то он 

называется производной функции ( )y f x=  в точке x и обозначается 
 

)( xxf Δ+  

)(xf  

0 xx Δ+х 

у 

х 

)(xfy =
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( ) ( ) ( )
0

lim
x

f x x f x
y x

xΔ →

+ Δ −
′ =

Δ
.                                      (2) 

 
     Операция вычисления производной данной функции называется 
дифференцированием функции. 
     В соответствии с определением производная функции сама является 
функцией x, так как для каждого значения x предел, стоящий в правой части 
соотношения (2), имеет определенное значение.  

Пример 1. Найти производную функции ny x= , где Nn∈ , 0x > . 
     Зададим в точке x приращение аргумента xΔ  и вычислим соответствующее 
приращение функции 

 
( ) ( )

( )

1 1 2 2 2

1

...

0 .

n nn n n n n
n n

n

y x x x x C x x C x x x x

nx x x

− −

−

Δ = + Δ − = + Δ + Δ + + Δ − =

= Δ + Δ
 

Найдем 

( ) ( )1
1

0

0lim
n

n
x

nx x x
y x nx

x

−
−

Δ →

Δ + Δ
′ = =

Δ
. 

 
Таким образом, 1( )n nx nx −′ = . 

Пример 2. Пусть y= C. Тогда Δy=0 и 0y C′ ′= = . 
     Если сравнить соотношения (1) и (2), то можно отметить, что производную 
функции можно рассматривать как скорость изменения функции в заданной 
точке. В этом состоит механический смысл производной. 

Пример 3. Найти скорость движения камня при свободном падении, если 
задан закон движения 

( ) ( )( )
( )

2

0
2

2 2
0 0

2

0 0

2

2 ,
2 2 2

2 .lim lim
t t

gtS S

g gt gS S t t S t t t
ggt t tS gt

t tΔ → Δ →

= −

Δ = − + Δ + − = − Δ + Δ

− Δ − ΔΔ
= = −

Δ Δ

 

 
Таким образом, ( )V t gt= −  - закон изменения скорости. 
 
III. Геометрический смысл производной. Рассмотрим в декартовой 

системе координат кривую, заданную уравнением ( )y f x= . Причем функция 
( )y f x=  определена и непрерывна на рассматриваемом интервале. Возьмем на 
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этой кривой точку 0M  с координатами 0 0( , ( ))x f x . Зададим произвольное 
приращение аргумента Δx. Значению аргумента 0x x+ Δ  соответствует точка на 
кривой 1 0 0( , ( ))M x x f x x+ Δ + Δ . 

 

     Построим прямую линию 0 1M M . Эта прямая называется секущей. Ее 

уравнение имеет вид 0 0( ) ( )y f x tg x xϕ− = − . Заметим, что 
x
ytg

Δ
Δ

=ϕ  - тангенс 

угла наклона прямой - угловой коэффициент секущей.  
Пусть 0xΔ → , тогда и 0yΔ → , так как функция непрерывна в точке 0x , 

поэтому ( ) ( )2 2
0 1M M x y= Δ + Δ  также стремится к нулю. Предельное 

положение секущей, когда точка 1M  совпадает с точкой 0M  (при 0xΔ → ), 
называется касательной к кривой ( )y f x=  в точке 0M . На рисунке это прямая 

0M T . При 0xΔ →  секущая 0 1M M , поворачивается вокруг точки 0M , при этом 
изменяется угол ϕ , достигая предельного значения α , соответствующего 
касательной 0M T . Уравнение касательной к кривой 0M T  имеет вид 

 
( )

( )

0 0

0
0 0

,

где .lim lim
x x

y y tg x x
ytg tg y x
x

α

α ϕ
Δ → Δ →

− = −

Δ ′= = =
Δ

 

 
     Таким образом, угловой коэффициент касательной к кривой в точке 0M  
равен значению производной рассматриваемой функции в данной точке. В этом 
состоит геометрический смысл производной. 
      Уравнение касательной к кривой ( )y f x=  в точке 0 0 0( , ( ))M x f x  имеет вид: 

 
( ) ( )( )0 0 0'y f x f x x x= + − .                                           (3) 

 

х xx Δ+0

N М1 

М0 
yΔ  

xΔ  
f(х0) 

0x  

у )(xfy =

Т 
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     Можно показать, что уравнение прямой 0M N , перпендикулярной к 
касательной в точке M0  и называемой нормалью к кривой, можно записать в 
виде: 

( ) ( ) ( )0 0
0

1y f x x x
f x

= − −
′

, 0( ) 0f x′ ≠ .                               (4) 

 
IV. Производная суммы, произведения, частного. 
Теорема. Если непрерывные функции ( )f x  и ( )g x  имеют производные в 

точке x, то в этой точке существуют производные функций f g+ , 
g
fgf ,⋅  

(если ( ) 0xg ≠ ) и при этом 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )2

,

,

, 0.

f x g x f x g x

f x g x f x g x f x g x

f x f x g x f x g x
g x

g x g x

′ ′ ′+ = +⎡ ⎤⎣ ⎦
′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦

′⎡ ⎤ ′ ′⋅ − ⋅
= ≠⎢ ⎥

⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                        (5) 

 
Доказательство. Обозначим ( ) ( ) ( ) ( )иf f x x f x g g x x g xΔ = + Δ − Δ = + Δ − . 

Тогда ( ) ( ),f gf x g x
x x

Δ Δ′ ′→ →
Δ Δ

 при 0xΔ → . Если ( ) ( )xgxfy += , то 

 
( ) ( ) ( ) ( ) gfxgxfxxgxxfy Δ+Δ=−−Δ++Δ+=Δ , 

откуда 

0 0
lim lim
x x

y f g
x x xΔ → Δ →

Δ Δ Δ⎛ ⎞= +⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠
 и ( ) ( ) ( )y x f x g x′ ′ ′= + . 

 
Если  ( ) ( )xgxfy ⋅= , то 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) .

y f x x g x x f x g x

f f g g f g f g f g f g

Δ = + Δ ⋅ + Δ − ⋅ =

= + Δ + Δ − ⋅ = Δ ⋅ + ⋅Δ + Δ ⋅Δ
 

 

Тогда 
0 0

lim lim
x x

y f g fg f g
x x x xΔ → Δ →

Δ Δ Δ Δ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + ⋅ Δ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠
 и ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfy ′+′=′ ,  

так как 0gΔ →  при 0xΔ →  (в силу непрерывности функции ( )g x ). 
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Если ( )
( )xg
xfy = , то ( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

f x x f x f f g f g g
y

g x x g x g g g
+ Δ + Δ ⋅ − ⋅ + Δ

Δ = − =
+ Δ ⋅ + Δ

. 

Тогда 
( ) ( )

( ) ( )0 0
lim lim
x x

f gg x f xy x x
x g x g x xΔ → Δ →

Δ Δ
−Δ Δ Δ=

Δ ⋅ + Δ
, откуда ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2
f x g x f x g x

y
g x

′ ′−
′ =

⎡ ⎤⎣ ⎦
. 

Таким образом, все три соотношения (5) доказаны. 
Следствие из теоремы. Если функция ( )f x  имеет в точке x производную и C 

постоянная, то 
 

( )( ) ( )xfCxfC ′⋅=′⋅ ,                                                 (6) 
 

то есть постоянный множитель можно выносить из-под знака производной. 
 

V. Производная сложной функции. Логарифмическое дифференцирование. 
Теорема. Если функции ( )y xϕ=  и ( )z f y=  непрерывны и имеют 

производные соответственно в точках 0x  и 0y , где ( )0 0y xϕ= , то сложная 
функция ( )[ ]xfz ϕ=  имеет производную в точке 0x , причем 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0x y x y xz x f y x f x xϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦ .                          (7) 

 
Доказательство. Пусть xΔ  – произвольное приращение независимого 

аргумента. Тогда при значении аргумента xx Δ+  имеем 
 

( ) ( ),y y x x z z f y yϕ+ Δ = + Δ + Δ = + Δ . 
Таким образом, приращению Δx соответствует приращение Δy, которому 

соответствует Δz, причем при 0xΔ →  будет 0yΔ →  и 0zΔ →  (в силу 
непрерывности функций ( )xy ϕ=  и ( )z f y= ). 

По условию 
0

limy
y

zf
yΔ →

Δ′ =
Δ

, откуда, пользуясь определением предела, имеем   

( )0y
z f y
y

Δ ′= + Δ
Δ

. Тогда  ( )0yz f y y y′Δ = Δ + Δ ⋅Δ . 

 
Разделим все члены последнего равенства на Δx: 

 

( )0y
z y yf y
x x x

Δ Δ Δ′= + Δ
Δ Δ Δ

. 
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Переходя к пределу при 0xΔ → , получим  
 

( )
0 0

0lim lim y y x
x x

z y yf y f
x x x

ϕ
Δ → Δ →

Δ Δ Δ⎡ ⎤′ ′ ′= + Δ = ⋅⎢ ⎥Δ Δ Δ⎣ ⎦
. 

 
     Таким образом, xyx fz ϕ′⋅′=′ , то есть производная сложной функции равна 
произведению производной данной функции по промежуточному аргументу y 
на производную промежуточного аргумента по x . 

Пример. Дана функция 2sinz x= . Найти xz′ . 
Данную функцию представим как функцию от функции следующим образом: 

2sin ,z y y x= = . Находим cos , 2y xz y y x′ ′= = . Тогда 2cos 2xz x x′ = ⋅ . 
     Правило дифференцирования сложной функции лежит в основе приема 
отыскания производных, называемого логарифмическим дифференцированием. 
В некоторых случаях отыскание производной значительно упрощается, если 
функцию сначала прологарифмировать, а затем найти производную от 
полученного логарифма. Если требуется найти производную функции ( )y f x= , 
то в соответствии с этим приемом найдем ln y , а затем производную от ln y  как 

производную сложной функции: ( )ln yy
y
′′ = , тогда ( )lny y y ′′ = ⋅ . 

 

Пример. Найти производную функции ( )
( )

53

3

3 5 5
2 3

x x
y

x
+ ⋅ −

=
−

. 

Решение. Представим функцию в виде произведения степенных функций и 
прологарифмируем 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 5 3
3

13 5 5 2 3 ln ln 3 5 5ln 5 3ln 2 3
3

y x x x y x x x−= + ⋅ − ⋅ − → = + + − − − . 

 
Найдем производную 

 
1 3 1 25 3
3 3 5 5 2 3

y
y x x x
′
= + −

+ − −
, тогда  

 
( )

( )

53

3

3 5 5 1 5 6
3 5 5 2 32 3

x x
y

x x xx
+ ⋅ − ⎛ ⎞′ = + −⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠−

. 
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VI. Производная обратной функции. 
Теорема. Если для функции ( )y f x=  существует непрерывная обратная 

функция ( )yx ϕ= , которая в рассматриваемой точке имеет производную ( )yϕ′ , 
отличную от нуля, то в соответствующей точке x функция ( )y f x=  имеет 

производную ( ) ( )
1f x

yϕ
′ =

′
. 

Доказательство. Возьмем приращение Δy, тогда ( ) ( )x y y yϕ ϕΔ = + Δ − . Так 
как ( )yϕ  - монотонная функция, то 0xΔ ≠ . 
     Напишем тождество 

1y
xx
y

Δ
=
ΔΔ
Δ

. 

Переходя к пределу в обеих частях равенства и учитывая, что в силу 
непрерывности при 0yΔ →  и 0xΔ → , имеем  

0

0

1lim
limx

y

y
xx
y

Δ →

Δ →

Δ
=

ΔΔ
Δ

. 

1
x

y
y

x
′ =

′
  или  ( ) ( )

1f x
yϕ

′ =
′

,                                         (8) 

что и требовалось доказать. 
     Покажем на основании доказанной теоремы, как находятся производные 
обратных тригонометрических функций. Пусть необходимо найти 
производную функции xy arcsin= .  
На интервале 1 1x− ≤ ≤  эта функция имеет обратную yx sin= , причем 

2 2
yπ π

− ≤ ≤ . Тогда в соответствии с (8) 1
x

y
y

x
′ =

′
. 

     Зададим Δy, тогда соответствующее приращение  

( ) 2sin sin 2sin cos
2 2
y y yx y y y Δ + Δ

Δ = + Δ − = , 

0 0 0 0

sin2 2 22sin cos cos cos
2 2 2

2

lim lim lim limy
y y y y

y
x y y y y yx yyy yΔ → Δ → Δ → Δ →

Δ
Δ Δ + Δ + Δ′ = = = ⋅ =

ΔΔ Δ
. 

Следовательно, 
2 2

1 1 1
cos 1 sin 1

xy
y y x

′ = = =
− −

. 

     Аналогично можно получить производные и других обратных 
тригонометрических функций. 
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VII. Таблица производных.  
В таблицу помещаются производные элементарных функций.  
Приведем таблицу производных: 

1) 0,C C Const′ = = ;                           2) ( ) 1, , ;n nx nx n R x R−′ = ∈ ∈  

3) ( )
( )

ln , 0, 1;

; ;

x x

x x

a a a a a

e e x R

′ = > ≠

′ = ∈

       4) ( )

( )

1log , 0, 1, 0;
ln

1ln ;

a x a a x
x a

x
x

′ = > ≠ >
⋅

′ =

 

5) ( ) Rxxx ∈=′ ,cossin ;                   6) ( )cos sin ,x x x R′ = − ∈ ; 

7) ( ) 2

1 , , ;
cos 2

tgx x n n Z
x

π π′ = ≠ + ∈  

8) ( ) 2

1 , , ;
sin

ctgx x n n Z
x

π′ = − ≠ ∈  

9) ( )
2

1arcsin , 1
1

x x
x

′ = <
−

;                     10) ( )
2

1arccos , 1
1

x x
x

′ = − <
−

; 

11) ( ) 2

1 ,
1

arctgx x R
x

′ = ∈
+

;                        12) ( ) 2

1 , .
1

arcctgx x R
x

′ = − ∈
+

. 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 17 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Дифференцируемость функции. 
II. Определение дифференциала, его связь с производной. Применение 

дифференциала в приближенных вычислениях. 
III. Геометрический и физический смысл дифференциала. 
IV. Непрерывность дифференцируемой функции. 
V. Дифференциал суммы, произведения, частного. Инвариантность формы 

дифференциала. 
 
I. Дифференцируемость функции. Если функция ( )y f x=  определена в δ-

окрестности точки 0x , а приращение Δy функции  ( )y f x=  в точке 0x  
представимо в виде 

( ),y A x x xεΔ = ⋅Δ + Δ ⋅ Δ                                              (1) 
 

где 0( )A A x=  не зависит от Δx, ( ) 0xε Δ →  при 0xΔ → , то функция ( )f x  
называется дифференцируемой в точке 0x . 
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Теорема. Для того чтобы функция ( )y f x=  была дифференцируемой в 
точке 0x , необходимо и достаточно, чтобы эта функция имела производную в 
точке 0x . 

Доказательство. Если функция ( )y f x=  дифференцируема в точке 0x , то 
выполняется условие (1), поэтому 

 

( )xA
x
y

Δ+=
Δ
Δ ε , где ( ) 0xε Δ →  при 0xΔ → . 

 

Тогда существует предел 
0

lim
x

y A
xΔ →

Δ
=

Δ
, то есть существует производная 

функции  ( )f x′ . 
     Справедливо и обратное утверждение: если в точке 0x  функция имеет 
производную  ( )f x′ , то на основании определения производной имеем 

 

( )
0

lim
x

y y x
x x

ε
Δ →

Δ Δ
= + Δ

Δ Δ
 

 

или ( ) ( )0
y f x x
x

εΔ ′= + Δ
Δ

, то есть выполняется равенство (1). 

     Таким образом, существование производной в точке равносильно 
дифференцируемости функции в этой точке. Функцию, имеющую производную 
в каждой точке некоторого интервала ( ),a b , называют дифференцируемой на 
интервале ( ),a b . 

 
II. Определение дифференциала, его связь с производной. 

Применение дифференциала в приближенных вычислениях. Если функция 
дифференцируема в точке 0x , то в соответствии с (1) ее приращение в этой 
точке представляется суммой 

 
( )y A x x xεΔ = Δ + Δ ⋅ Δ . 

 
     Если 0A ≠ , то говорят, что слагаемое AΔx есть главная (линейная) часть 
приращения функции, и называют произведение AΔx дифференциалом функции 
в точке 0x . Дифференциал функции обозначают 0( )df x  или dy . Тогда 

 
( )xdyy Δ+=Δ 0   при  0xΔ → ,                                      (2) 
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где xAdy Δ= . 
Таким образом, дифференциал есть линейная функция от Δx и отличается от 

Δy на бесконечно малую более высокого порядка, чем Δx. 
     В соответствии с доказанной теоремой между дифференциалом функции и 
производной существует связь: 

 
( )0dy f x dx′= ,                                                      (3) 

 
где через dx  обозначено приращение 0xΔ → . Величину dx называют 
дифференциалом независимой переменной. 

Пример. Найти дифференциал функции siny x= . 

Решение. Поскольку dy y dx′=  и 1cos
2

y x
x

′ = ⋅ , то дифференциал 

заданной функции cos
2

xdy dx
x

= . 

     Установленная связь между приращением функции и ее дифференциалом (2) 
позволяет перейти при 0xΔ →  к точному предельному выражению  

 

0 0
lim lim
x x

y dy
Δ → Δ →

Δ = .                                                 (4) 

 
Если же приращение аргумента мало, но конечно, то можно использовать 

приближенное равенство 
 

y dyΔ ≈ ,                                                           (5) 
 

которое получено отбрасыванием в соотношении (2) члена 0(Δx) более 
высокого порядка малости, чем Δx. Равенство (5) может быть использовано в 
приближенных вычислениях, когда приращение функции заменяют ее 
дифференциалом. Погрешность вычислений определяется при этом величиной 
отбрасываемого члена 0(Δx). Поскольку ( ) ( )0 0y f x x f xΔ = + Δ −  и 

( )0dy f x x′= Δ , то из (5) можно получить соотношение 
 

( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x f x x′+ Δ ≈ + Δ .                                       (6) 
 

Пример. Найти с помощью формулы (6) значение 1,02arctg . 
Примем 0 1x = , тогда 1,02 1 0,02xΔ = − = . 
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( )

( ) ( )

0

02 2

1 ,
4

1 1 1; .
21 1 1

f x arctg

f x f x
x

π
= =

′ ′= = =
+ +

 

 

Тогда 11,02 0,02 0,799
4 2

arctg π
≈ + ⋅ = . Вычисленное с помощью калькулятора 

значение 1,02 0,795arctg = . Погрешность вычисления составляет 

0,799 0,795 0,004δ = − =  или 0,004 100% 0,5%
0,795

ε = ⋅ = , что допустимо для 

инженерных расчетов. 
 
III. Геометрический и физический смысл дифференциала. Выясним 

геометрический и физический смысл дифференциала. Пусть ( )y f x=  - 
дифференцируемая в точке 0x x=  функция. Тогда существует касательная к 
графику этой функции в точке 0 0 0( , ( ))M x f x , задаваемая уравнением 

( )( )0 0 0y y f x x x′− = − . 
 

  
     Пусть ( )( )0 0,M x x f x x+ Δ + Δ  – точка графика функции с абсциссой 

0x x+ Δ . Точки E и F - точки пересечения прямой 0x x x= + Δ  c касательной 
0M T  и прямой 0 ( )y f x=  соответственно. Тогда координаты точки 

( )( )0 0,F x x f x+ Δ . Расстояние ( )0EF x tg f x xϕ ′= Δ ⋅ = ⋅ Δ , так как 0M T  – 
касательная к графику функции. Исходя из связи дифференциала функции с 
производной (3) dyEF = . Таким образом, дифференциал функции равен 
приращению ординаты касательной к графику этой функции в точке с 

Е 

F 

dy  

xx Δ+0

М 

М0 

yΔ  

xΔ  
f(х0) 

х0 

у 

х 

)(xfy =

Т 
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абсциссой 0x x=  при изменении аргумента от 0x  до 0x x+ Δ . Так как MF y= Δ , 
dyEF = , согласно формуле (2) = 0( ) ME y dy x= Δ − Δ  при 0xΔ → . 

     Физический смысл дифференциала можно выяснить, обратившись к 
определению мгновенной скорости точки при движении по прямолинейной 
траектории: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

lim
t

S t t S t
V t S t

tΔ →

+ Δ −
′= =

Δ
. 

 
Тогда дифференциал ( )dS V t t= Δ  - это путь, который прошла бы точка за 

время Δt, если бы она двигалась со скоростью, равной мгновенной скорости 
точки в момент t. 

 
IV. Непрерывность дифференцируемой функции. 
Теорема. Если функция ( )y f x=  дифференцируема в точке 0x , то она 

непрерывна в этой точке. 
Доказательство. Поскольку функция ( )y f x=  дифференцируема в точке 0x ,  

то она имеет в этой точке производную ( )0
0

lim
x

yf x
xΔ →

Δ′ =
Δ

. 

Из определения производной следует, что ( ) ( )0 ,y f x x
x

εΔ ′= + Δ
Δ

 где ( )xΔε  - 

бесконечно малая порядка 0xΔ → . 
Тогда ( ) ( )0y f x x x xε′Δ = Δ + Δ Δ , и, переходя к пределу, получаем 

 
( ) ( )0

0 0 0
0lim lim lim

x x x
y f x x x xε

Δ → Δ → Δ →
′Δ = Δ + Δ ⋅Δ = . 

 
     Таким образом, если функция имеет производную в точке 0x , то при 0xΔ →  
приращение функции 0yΔ → , и, следовательно, функция  ( )y f x=  непрерывна 
в точке 0x . Утверждение, обратное данной теореме, оказывается 
несправедливым.  

xy =  

0

y 

x
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           В качестве примера приведем функцию xy = . В точке x=0 

производная этой функции ( )0 1/ 2y x′ = = ∞  не существует, хотя функция и 
непрерывна в этой точке. 

 
V. Дифференциал суммы, произведения, частного. Инвариантность 

формы дифференциала. 
Теорема. Если функции f(x) и g(x) дифференцируемы в точке 0x x= , то 

дифференцируемы также функции ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )xg
xfxgxfxgxf ,, ⋅+ , причем 

( ) ( ) ( ) ( ),d f x g x df x dg x+ = +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),d f x g x df x g x f x dg x⋅ = ⋅ + ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦                           (7) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 .

f x df x g x f x dg x
d

g x g x
⎡ ⎤ ⋅ − ⋅

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

      
Доказательство основано на правилах вычисления производных суммы, 
произведения и частного функций и связи между дифференциалом функции и 
ее производной, например,  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

d f x g x f x g x dx

f x g x dx f x dx g x dx df x dg x

′+ = + =⎡ ⎤⎣ ⎦
′ ′ ′ ′= + = + = +

 

 
Остальные соотношения доказываются аналогично. 

Пусть требуется вычислить дифференциал сложной функции z= z(y),  

где y= y(x). Производная xyx yzz ′⋅′=′  или 
dx
dy

dy
dz

dx
dz

⋅= . 

     Дифференциал функции ( )[ ]xyzz =  находим по формуле 
 

.dyzdxyzdxzdz yxyx ′=′⋅′=′=  
 

     Дифференциал сложной функции имеет один и тот же вид dyz y′  независимо 
от того, является ли аргумент y  независимой переменной или функцией. В 
этом заключается свойство инвариантности формы первого дифференциала 
относительно замены переменной. 

     Например, если ududz sin= , то ( ) ( )sin 2 3 2 3dz x d x= + + , если 2 3u x= + ; 

( ) ( )2 2sin 5 5dz x d x= , если 25u x= . 
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ЛЕКЦИЯ № 18 
 

ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 
ТЕОРЕМЫ О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЯХ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Производные и дифференциалы высших порядков. 
II. Локальный экстремум и теорема Ферма. 
III. Теорема Ролля о нулях производных. 
IV. Теорема Лагранжа о конечных приращениях. 
V. Обобщенная теорема о конечных приращениях (теорема Коши). 
 
I. Производные и дифференциалы высших порядков. Пусть функция 
 ( )y f x=  имеет производную во всех точках интервала ( ),a b . Если функция 
 ( )y f x′ ′=  дифференцируема в точке ( )0 ,x a b∈ , то ее производную называют 

второй производной или производной второго порядка от функции ( )y f x=  в 
точке 0x  и обозначают 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 0
0 0 02, , , xx

d f x
f x f x f x

dx
′′ ′′ . 

 
Таким образом, по определению 

 

( ) ( ) ( )0 0
0

0
lim
x

f x x f x
f x

xΔ →

′ ′+ Δ −
′′ =

Δ
.                                    (1) 

 
Пример: найти вторую производную от функции  ( )siny A tω ϕ= + . 
     Первая производная   ( )cosy A tω ω ϕ′ = + . 

     Вторая производная   ( )( ) ( )2cos siny A t A tω ω ϕ ω ω ϕ′′′ = + = − + . 
     Поскольку вторая производная может быть определена как производная от 
первой производной данной функции, то она характеризует скорость изменения 
скорости, то есть имеет физическое истолкование – ускорение точки при 
прямолинейном движении. 
     Производную от второй производной функции ( )y f x=  называют третьей 
производной или производной третьего порядка и обозначают ( )0f x′′′  или 

( ) ( )3
0f x . Аналогично определяется производная любого порядка. Пусть 

функция  ( )y f x=  имеет на интервале ( ),a b  производные ( ),f x′  

( ) ( ) ( )1,..., nf x f x−′′ . Если в точке ( )bax ,∈  существует производная от функции 
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( ) ( )1nf x− , то ее называют производной n-ого порядка или n-ой производной 

функции  ( )y f x=  и обозначают ( ) ( )nf x : 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

0

;

.lim

n n

n n
n

x

f x f x

f x x f x
f x

x

−

− −

Δ →

′
=

+ Δ −
=

Δ

                                (2) 

 
     Функцию, имеющую в каждой точке множества D производные до n-го 
порядка включительно, называют n раз дифференцируемой на множестве D. 
     Введем понятие дифференциала второго порядка. Известно, что первый 
дифференциал функции ( )dy f x dx′=  при фиксированном dx является 
функцией только x. Тогда можно найти дифференциал этой функции, который 
называют вторым дифференциалом: 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )2 2d y d dy d f x dx f x dxdx f x dx′ ′′ ′′= = = = , где ( )22dx dx= .         (3) 

 
     Аналогично определяется и дифференциал n-ого порядка: 

 
( ) ( )nn nd y f x dx= .                                                (4) 

 
Предполагая, что приращение независимой переменной при вычислении 

первого и всех последующих дифференциалов выбирается одним и тем же, 
легко доказать методом индукции, что 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )11 1nn n n n nd y d y dx f x dx dx f x dx−− −
′′

= = = . 

 
     Из формулы (4) следует, что производная n-ого порядка функции ( )y f x=  
равна отношению дифференциала n-ого порядка этой функции к n-ой степени 

дифференциала независимой переменной, то есть ( ) ( )
n

n
n

d yy x
dx

= . 

     Второй дифференциал сложной функции не обладает свойством 
инвариантности. Пусть задана сложная функция z= z(y), y= y(x). 
Первый дифференциал этой функции  
 

x y x ydz z dx z y dx z dy′ ′ ′ ′= = ⋅ = . 
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     Найдем второй дифференциал функции 
 

( ) ( )2 2 2 2
y y y y yd z d dz d z dy dz dy z d y z dy z d y′ ′ ′ ′′ ′= = = + = + , 

 
что отличается от формы (3). 
     В случае, когда функция задана параметрическими соотношениями 

( )
( )

x t
y t

ϕ
ψ

=⎧
⎨ =⎩

, где ( ),t∈ −∞ +∞  – числовой параметр, легко получить выражения для 

ее первой и второй производных: 
 

( ) ( )
( ) ( )x

dy t dt ty
dx t dt t

ψ ψ
ϕ ϕ
′ ′

′ = = =
′ ′

, 

( )
( )3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

x t
xx

t

y t t t ty
x t

ψ ϕ ψ ϕ
ϕ

′′ ′′ ′ ′ ′′−′′ = =
′ ′

. 

 

Пример. Найти первую и вторую производные функции 
cos
sin

x t
y t
=⎧

⎨ =⎩
 

Решение. Найдем sintx t′ = − , costy t′ = , тогда 
 

( ) cos ctg
( ) sinx
t ty t
t t

ψ
ϕ
′

′ = = = −
′ −

, 

 

costtx t′′ = − , sintty t′′ = − , 
( )3 3

sin ( sin ) cos ( cos ) 1
sinsin

xx
t t t ty

tt
− ⋅ − − ⋅ −′′ = = −

−
. 

 
II. Локальный экстремум и теорема Ферма. Пусть существует число 
0δ >  такое, что функция  ( )y f x=  определена в δ-окрестности точки 0x , то 

есть на интервале ( )0 0,x xδ δ− + , и пусть для всех x из δ-окрестности точки 0x  
выполняется неравенство 

 
( ) ( )0f x f x≥ .                                                     (5) 

 
     Тогда говорят, что функция ( )y f x=  имеет в точке x0 локальный минимум. 
     Аналогично, если существует число 0δ >  такое, что для всех 

( )0 0,x x xδ δ∈ − +  выполняется неравенство 
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( ) ( )0f x f x≤ ,                                                    (6) 
 

то говорят, что функция  ( )y f x=  имеет в точке 0x  локальный максимум. 
     Понятия локального минимума и локального максимума объединяются 
общим термином локальный экстремум. 
     На рисунке представлен график функции ( )y f x= , которая в точках 1x  и 3x  
имеет локальные максимумы, а в точках 2x  и 4x  - локальные минимумы, хотя 
( ) ( )1 4f x f x< . Поэтому не следует путать понятие локального экстремума с 

наибольшим и наименьшим значениями функции. 

 
Теорема. Если функция ( )y f x=  имеет в точке 0x  локальный экстремум и 

дифференцируема в этой точке, то  
 

( )0 0f x′ = .                                                      (7) 
 

Доказательство. Пусть функция ( )y f x=  имеет в точке 0x , например, 
локальный минимум, тогда в силу (5) для всех ( )0 0,x x xδ δ∈ − +  выполняется 
неравенство 

 
( ) ( )0 0f x f x− ≥ .                                                 (8) 

 
     Если ( )0 0,x x xδ∈ − , то 0 0x x− <  и из условия (8) следует, что 

 
( ) ( )0

0
0

f x f x
x x
−

≤
−

,                                                 (9) 

 
а если ( )0 0,x x x δ∈ + , то 0 0x x− >  и выполняется неравенство 

 

x4 x3 x2 x1 0 

y 

x 

y=f(x) 
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( ) ( )0

0
0

f x f x
x x
−

≥
−

.                                               (10) 

 
     Так как по условию теоремы функция дифференцируема в точке 0x , то 
существуют конечные пределы в левых частях неравенств (9) и (10): 
 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0
0,lim

x x

f x f x
f x

x xε→ −

−
′= ≤

−
                                 (11) 

и             

                                  ( ) ( ) ( )
0

0
0

0
0.lim

x x

f x f x
f x

x xε→ +

−
′= ≥

−
                                 (12) 

 
Неравенства (11) и (12) совместимы лишь при условии ( )0 0f x′ = , что и 

требовалось доказать. Аналогично теорема доказывается в точке локального 
максимума. 

      
 
Теорема Ферма имеет простой 
геометрический смысл: касательная к 
графику функции  ( )y f x=  в точке 
локального экстремума ( )0 0,  ( )x f x  
параллельна оси абсцисс. 

 
 

 
III. Теорема Ролля о нулях производных. 
Теорема. Если функция  ( )y f x=  непрерывна на отрезке [ , ]a b , принимает на 

концах этого отрезка равные значения ( ) ( )f a f b=  и дифференцируема на 
интервале ( , )a b , то существует точка ( )ba,∈ξ  такая, что  

 
( ) 0f ξ′ = .                                                       (13) 

 
Доказательство. Поскольку функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ , ]a b , то в 

соответствии со второй теоремой Вейерштрасса она принимает на этом отрезке 
свое наибольшее M и наименьшее m значения. Если M=m, то функция ( )y f x=  
постоянна, тогда в любой точке отрезка ( ) 0f x′ = . Для этого случая теорема 
доказана. 

f(x0) 

x0 0 

y 

x 

y=f(x) 
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     Если же mM ≠ , то хотя бы одно из значений достигается во внутренней 
точке отрезка [ , ]a b , т.к. ( ) ( )f a f b= . Пусть, например, в точке ( )1 ,C a b∈  
функция  ( )y f x=  имеет минимальное значение, то есть ( )1f C m= . Тогда 
существует такое число 0δ > , что δ-окрестность точки 1C  лежит внутри 
рассматриваемого отрезка. Так как для всех ( )1 1,x C Cδ δ∈ − +  выполняется 
условие ( ) ( )1f x f C≥ , то по теореме Ферма ( )1 0f C′ = , то есть условие (13) 
выполняется при 1Cξ = . 

Аналогично доказывается теорема и в случае, когда внутри отрезка [ , ]a b  
функция достигает своего максимального значения. 

 
Геометрический смысл теоремы Ролля: 
при выполнении всех условий теоремы 
существует значение ( )ba,∈ξ  такое, 
что касательная к графику функции 

( )y f x=  параллельна оси Ox. 
     Если на концах отрезка функция 
принимает нулевые значения, то есть 

( ) ( ) 0f a f b= = , то теорема Ролля 
формулируется короче: между двумя 
нулями дифференцируемой функции 
лежит нуль производной. 

 
IV. Теорема Лагранжа о конечных приращениях. 
Теорема. Если функция ( )y f x=  непрерывна на отрезке [ , ]a b  и 

дифференцируема на интервале ( , )a b , то в этом интервале найдется хотя бы 
одна точка ξ  такая, что 

( ) ( ) ( )( )abfafbf −′=− ξ .                                            (14) 
 

Доказательство. Рассмотрим функцию ( ) ( ) xxfx λϕ += , где число λ  
выберем таким, чтобы выполнялось условие ( ) ( )ba ϕϕ = , то есть 
( ) ( ) .bbfaaf λλ +=+  Отсюда 

 
( ) ( )f b f a

b a
λ

−
= −

−
.                                                   (15) 

 
Так как функция ( )xϕ  непрерывна на отрезке [ , ]a b , дифференцируема на 

интервале ( )ba,  и принимает равные значения на концах интервала, то по 

y=f(x) 

в ξ а 0 

y 

x 
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В 

А 

b ξ а 0 

y 

x 

y=f(x) 

теореме Ролля существует точка ( )ba,∈ξ  такая, что ( ) ( ) 0fϕ ξ ξ λ′ ′= + = . 
Отсюда                                  

( )fλ ξ′= − .                                                     (16) 
     Приравнивая правые части (15) и (16), получаем  

( ) ( ) ( )
ab

afbff
−
−

=′ ξ ,                                              (17) 

равносильное равенству (14). Таким образом, теорема доказана. 
     Правая часть формулы (17) равна угловому 
коэффициенту секущей, проходящей через 
точки ( , ( ))A a f a  и ( , ( ))B b f b , а левая  часть 
этой формулы есть угловой коэффициент 
наклона касательной к графику функции 

( )y f x=  в точке ( )( )ξξ f, . Поэтому теорема 
Лагранжа имеет простую геометрическую 
интерпретацию: существует значение ( )ba,∈ξ  
такое, что касательная к графику функции 

( )y f x=  в точке ( )( )ξξ f,  параллельна 
секущей, соединяющей точки ( , ( ))A a f a  и 

( , ( ))B b f b . 
     Заметим, что, поскольку ξ  лежит внутри отрезка [ , ]a b , то можно записать 

( )aba −+= θξ , где 0 1θ< < - некоторое положительное число, меньшее 1. 
Тогда формуле (14) можно придать вид 

 
( ) ( ) ( ) ( ) , 0 1f b f a b a f a b aθ θ′− = − + − < <⎡ ⎤⎣ ⎦ .                         (18) 

 
Соотношение (18) в случае, когда 0 0,a x b x x= = + Δ  принимает вид 

 
( ) ( ) [ ]0 0 0f f x x f x x f x xθ′Δ = + Δ − = Δ ⋅ + Δ .                             (19) 

 
Соотношение (19) называют формулой конечных приращений Лагранжа. Она 
дает точное значение приращения функции в отличие от приближенного 
равенства 

( )0f df f x x′Δ ≈ = ⋅Δ . 
 
V. Обобщенная теорема о конечных приращениях (теорема Коши). 
Теорема. Если функции f(x) и g(x) непрерывны на отрезке [ , ]a b , 

дифференцируемы на интервале ( , )a b , причем ( ) 0g x′ ≠  во всех точках этого 
интервала, то найдется хотя бы одна точка ( )ba,∈ξ  такая, что 
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f
g b g a g

ξ
ξ

′−
=

′−
.                                             (20) 

 
Доказательство. Рассмотрим функцию ( ) ( ) ( )xgxfx λϕ += , где число λ  

выберем таким, чтобы выполнялось условие ( ) ( )ba ϕϕ = , тогда 
( ) ( ) ( ) ( )f a g a f b g bλ λ+ = + , откуда 

 
( ) ( )
( ) ( )agbg

afbf
−
−

−=λ ,                                               (21) 

 
причем ( ) ( ) 0agbg ≠− , т.к. тогда по теореме Ролля внутри [ , ]a b  существовала 
бы хотя бы одна точка, в которой ( ) 0g x′ = , что противоречит условиям 
теоремы. 
     Построенная функция ( )xϕ  удовлетворяет условиям теоремы Ролля, поэтому 
найдется такое значение ( ),a bξ ∈ , что ( ) 0ϕ ξ′ = , то есть ( ) ( ) 0f gξ λ ξ′ ′+ = , 
откуда 

( )
( ) .
ξ
ξλ

g
f
′
′

−=                                                    (22) 

 

     Приравнивая правые части (21) и (22), получим ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
− , что и 

требовалось доказать. Заметим, что теорема Лагранжа есть частный случай 
теоремы Коши, когда ( )g x x= . 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 19 
 

РАСКРЫТИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ. 
ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Правило Лопиталя. 
II. Формула Тейлора. 
III. Формула Тейлора для приращения функции. 
IV. Представление некоторых функций по формуле Тейлора. 
V. Приложения формулы Тейлора. 
 
I. Правило Лопиталя. Пусть функции ( ) и ( )f x g x  на некотором отрезке 

[ , ]a b  удовлетворяют условиям теоремы Коши и обращаются в нуль в точке 
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x a= , т.е. ( ) 0, ( ) 0f a g a= = . Отношение ( )
( )xg
xf  не определено при x a= , но 

имеет вполне определенный смысл при x a≠ . Следовательно, можно поставить 

вопрос о нахождении ( )
( )

0 .
0

lim
x a

f x
g x→

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Теорема Лопиталя. Пусть функции ( ) и ( )f x g x  на некотором отрезке [ , ]a b  
удовлетворяют условиям теоремы Коши и обращаются в нуль в точке x a= , т.е. 

( ) 0, ( ) 0f a g a= = . Тогда, если существует предел отношения ( )
( )xg
xf

′
′

 при ax → , 

то существует и предел ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

, причем  

 
( )
( )

( )
( )

.lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
                                               (1) 

 
Доказательство. Возьмем на отрезке [ , ]a b  какую-нибудь точку x a≠ . 

Применяя теорему Коши, имеем  
 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ξ
ξ

g
f

agxg
afxf

′
′

=
−
− , где ( ),a xξ ∈ . 

 
По условию ( ) 0, ( ) 0f a g a= = , поэтому  

 
( )
( )

( )
( )ξ
ξ

g
f

xg
xf

′
′

= . 

 
При ax →  также и a→ξ , т.к. .xa <<ξ  

Тогда ( )
( )

( )
( )

( )
( )

lim lim lim
x a a x a

f x f f x
g x g g xξ

ξ
ξ→ → →

′ ′
= =

′ ′
, что и требовалось доказать. 

     Теорема имеет место и в том случае, если функции ( ) и ( )f x g x  не 
определены в точке x a= , но ( ) 0lim

x a
f x

→
=  и ( ) 0lim

x a
g x

→
= . Если ( ) 0f a′ =  и 

( ) 0g a′ = , и функции ( )f x′  и ( )g x′  удовлетворяют условиям теоремы Коши, то 
к ним также может быть применено правило Лопиталя. 

Пример. Вычислить предел 

2
1

20
0

2
1

0
01

limlimlim
00

2
0

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−−
→→→

x

x

x

x

x

x

e
x

e
x

xe . 
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Отметим, что правило Лопиталя может быть применено и для раскрытия 

неопределенности вида ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ : 

( )
( )

( )

( )

( )( )
( )

( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

2

2 2

11
0

1 10

.

lim lim lim

lim lim lim

x a x a x a

x a x a x a

g x
g xf x g x

g x
f x f x f x

f x g x f x g x
g x f x g x f x

→ → →

→ → →

′−
∞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ −

′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′
= ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Тогда ( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
. 

К неопределенностям вида 0
0

 и 
∞
∞  могут быть сведены другие случаи 

неопределенностей: 0 00 , , 0 , , 1 .∞⋅∞ ∞ −∞ ∞  
Рассмотрим примеры: 

     1) ( ) 10 0 0 0

1
ln 1ln 0 0;lim lim lim limn n

n nx x x x

x xx x x
nx nx− − −→ → → →

∞⎛ ⎞= ⋅∞ = = = = − =⎜ ⎟∞ −⎝ ⎠
 

     2) ( ) ( )1 1 1

1 ln 1 0 ln 1 1
11 ln 1 ln 0 ln 1

lim lim lim
x x x

x x x x x
x x x x x

x
→ → →

⋅ − + + −⎡ ⎤ ⎛ ⎞− = ∞ −∞ = = = =⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎝ ⎠ + −
 

          
1 1

2

1
0 1 ;1 10 1 2

lim lim
x x

xx
x

x x
→ →

⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠ +
 

     3) ( ) ( )

( ) ( )

ln0 ln 0
0 0 0

0 0 0 0
2

0 1, т.к.

1
lnln 0 0;1 1

lim lim lim

lim lim lim lim

xxx x x
x x x

x x x x

x e e e

x xx x x

x x

→ → →

→ → → →

= = = = =

= ⋅∞ = = = − =
−

 

     4) ( )
1ln0 ln 0

0 0 0

1 1;lim lim lim
x x x xx

x x x
e e e

x
−

→ → →

⎛ ⎞ = ∞ = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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5) ( )

( )

1ln 1

2

2

11 1 , т.к.

1 1ln 1
1 0 1ln 1 0 1.1 10

lim lim

lim lim lim

x x
x

x x

x x x

e e
x

x
x xxx

x
x x

⎛ ⎞+⎜ ⎟∞ ⎝ ⎠
→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞+ = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎝ ⎠+ = ∞ ⋅ = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ −

 

 
II. Формула Тейлора. Рассмотрим произвольную функцию ( )y f x= , 

которая определена в окрестности точки x a=  и n раз дифференцируема в 
точке a, то есть имеет производные всех порядков до n-ой включительно: 
( ) ( ) ( )( ) .,...,, xfxfxf n′′′  

     Тогда для функции  ( )y f x=  может быть составлен многочлен 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 ...

1! 2! !

n
n

n
f a f a f a

T x f a x a x a x a
n

′ ′′
= + − + − + + − .         (2) 

 
Этот многочлен и его производные имеют в точке x a=  те же значения, что и 
функция  ( )y f x=  и ее производные до n-ого порядка включительно. Однако 
сам многочлен и функция не равны между собой. 

Их разность ( ) ( ) ( )xTxfxR nn −=  можно найти по формуле  (без 
доказательства) 

 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

1 !

n
n

n
f

R x x a
n

ξ+
+= −

+
,                                        (3) 

 
где ( ), 0 1a x aξ θ θ= + − < < . Тогда a xξ< < . 
     Функцию  ( )y f x=  в окрестности точки x a=  можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 ...
1! 2! !

n
n

n
f a f a f a

f x f a x a x a x a R x
n

′ ′′
= + − + − + + − + .    (4) 

 
Формулу (4) называют формулой Тейлора с остаточным членом (3) в форме 
Лагранжа. 
     Остаточный член ( )nR x  в формуле Тейлора равен нулю только в том случае, 
когда ( ) ( )nf x P x=  – многочлен.  
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III. Формула Тейлора для приращения функции. Запишем формулу 
Тейлора для приращения ( ) ( ) ( )f x f x f aΔ = − , соответствующего приращению 
аргумента axx −=Δ : 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 ...

1! 2! !

n
n

n
f a f a f a

f x x x x R x
n

′ ′′
Δ = Δ + Δ + + Δ + .               (5) 

 
     Остаточный член в этой формуле можно записать в форме Пеано: 

 

( ) ( ) ( )0 или ( ) 0n n
n nR x x a R x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = Δ

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

 
которая указывает на то, что при ax →  остаточный член будет бесконечно 
малой порядка выше n-ого по сравнению с Δx. 
     Формула (5) является обобщением формулы конечных приращений 

( ) ( ) [ ]0f x f a x x′Δ = Δ + Δ , получающейся при 1n = . 
     Если в формуле (5) заменить Δx на dx, то приращение функции ( )y f x=  в 
точке можно представить разложением по дифференциалам высших порядков: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1... 0
2! !

nnf x df a d f a d f a x
n

⎡ ⎤Δ = + + + + Δ
⎣ ⎦

. 

 
IV. Представление некоторых функций по формуле Тейлора. Проще 

всего формула Тейлора выглядит при 0a = : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).
!

0...
!2
0

!1
00 2 xRx

n
fxfxffxf n

n
n

+++
′′

+
′

+=              (6) 

 
В таком виде эту формулу называют формулой Маклорена. 
     Рассмотрим некоторые конкретные разложения функций по этой формуле: 

1) ( ) ( ) ( ), kx xf x e f x e= =  при любом k = 1,2,…, 

( ) ( ) ( )0 1, 0 1,kf f= =  

тогда ( )
2 3

1 ...
1! 2! 3! !

n
x

n
x x x xe R x

n
= + + + + + + ; 

2) ( ) ( )( ) ,sin,sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+==

2
kxxfxxf k π  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12 2 10 0, 0 sin 0, 0 sin 1 ,
2

mm mf f m f m ππ π −− ⎛ ⎞= = = = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

тогда  ( ) ( ) ( )
3 5 7 2 1

1
2sin ... 1

3! 5! 7! 2 1 !

m
m

m
x x x xx x R x

m

−
−= − + − + + − +

−
; 

3) ( ) ( ) ( )cos , cos ,
2

kf x x f x x k π⎛ ⎞= = + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 10 1, 0 1 , 0 0,mm mf f f −= = − =  

( ) ( ) ( )
2 4 6 2

2 1cos 1 ... 1
2! 4! 6! 2 !

m
m

m
x x x xx R x

m += − + − + + − + ; 

4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 , 1 ... 1 1m m kkf x x f x m m m k x −= + = ⋅ − − + + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1, 0 1 ... 1kf f m m m k= = − − + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 ... 1
1 1 ...

2 !
m n

n
m m m m m n

x mx x x R x
n

− − − +
+ = + + + + + ; 

5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

11 1 !
ln 1 ,

1

k
k

k
k

f x x f x
x

−− −
= + =

+
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0, 0 1 1 !kkf f k−= = − − ; 

( ) ( ) ( )
2 3 4

1ln 1 ... 1
2 3 4

n
n

n
x x x xx x R x

n
−+ = − + − + + − + .    

 
V. Приложения формулы Тейлора. Если в формуле (6) отбросить 

остаточный член, то получим приближенную формулу, заменяющую функцию 
сложной природы многочленом. Качество этой замены оценивается по 
величине отброшенного остаточного члена. 

Пример. Возьмем ( ) xxf sin=  и запишем приближенную формулу для 
вычисления xsin : 

( ) ( )
3 5 7 2 1

1sin ... 1
3 5 7 2 1 !

m
mx x x xx x

m

−
−≈ − + − + + −

−
. 

 
В этом случае остаточный член 

 

( )
( )

( )
2 1

2

sin 2 1
2

2 1 !
m

m

x m
R x x

m

πθ
+

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+
. 
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     Погрешность оценивается величиной отбрасываемого остаточного члена 
 

( ) ( )

2 1

2 2 1 !

m

m
x

R x
m

+

≤
+

, так как sin 1x x≤ ∀ . 

 
     Если довольствоваться одним членом sin x x≈ , то для достижения точности 

вычислений 0,001ε =  достаточно взять 
3

0,001
6
x

<  или ( )0,1817 рад. ~ 10x < . 

     При пользовании двучленной формулой 
3

sin
6
xx x≈ −  для достижения той 

же точности можно брать 0,6549 рад.x <  
 
 

ЛЕКЦИЯ № 20 (I часть) 
 
ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНЫХ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Условия возрастания и убывания функций. 
II. Необходимые условия экстремума. 
III. Первое достаточное условие экстремума. 
IV. Второе достаточное условие экстремума. 
V. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. 
 
I. Условия возрастания и убывания функций. Функцию ( )f x  называют 

возрастающей (неубывающей) на интервале ( ),a b , если для любых точек 
( )1 ,x a b∈ , ( )2 ,x a b∈  таких, что 1 2x x< , выполняется неравенство 

( ) ( )1 2f x f x≤ . В этом случае на рассматриваемом интервале меньшему 
значению аргумента соответствует меньшее значение функции. 
     Функцию ( )f x  называют убывающей (невозрастающей) на интервале ( ),a b , 
если для любых точек ( )1 ,x a b∈ , ( )2 ,x a b∈  таких, что 1 2x x< , выполняется 
неравенство ( ) ( )1 2f x f x≥ . В этом случае меньшему значению аргумента 
соответствует большее значение функции. 
     На рисунке представлены графики возрастающей и убывающей функций. 
Если точку ( ,  )M x y  перемещать вдоль графика функции слева направо, то в 
первом случае она будет подниматься, а во втором – опускаться. 
     Функции, только убывающие или только возрастающие на некотором 
интервале, называют монотонными. 
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      Сформулируем условия возрастания и убывания функций. 

Теорема. Для того чтобы дифференцируемая на интервале ( ),a b  функция 
( )f x  была возрастающей на этом интервале, необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялось условие 
 

( ) ( )0 ,f x x a b′ ≥ ∀ ∈ .                                          (1) 
Аналогичное условие 

( ) ( )0 ,f x x a b′ ≤ ∀ ∈                                            (2) 
 

необходимо и достаточно для того, чтобы дифференцируемая на ( ),a b  функция 
была убывающей на ( ),a b . 

Доказательство. Проведем для случая возрастающей функции. 
1. Необходимость. Пусть 0x  произвольная точка интервала ( ),a b . Из 

определения возрастающей функции следует, что  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

0 0

, ; ,

, ; .

x a b x x f x f x

x a b x x f x f x

∀ ∈ > → ≥

∀ ∈ < → ≤
 

 
Следовательно, если ( )bax ,∈  и 0x x≠ , то справедливо неравенство 

 
( ) ( )0

0

0
f x f x

x x
−

≥
−

.                                                 (3) 

Перейдем к пределу в неравенстве (3) при 0x x→ : 
 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0
lim 0.

x x

f x f x
f x

x x→

−
′= ≥

−
 

M(x,y) 

φ 
0 

y 

x 

M(x,y) 

φ 
0 

y 

x 
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Таким образом, доказано, что если ( )f x  возрастает на ( ),a b , то ( )0 0f x′ ≥  
для любого ( )0 ,x a b∈ . 

2. Достаточность. Пусть выполняется условие (1) и пусть 1x  и 2x  - 
произвольные точки интервала ( ),a b , причем 1 2x x< . Применяя к функции 

( )f x  на отрезке 1 2[ , ]x x  теорему Лагранжа, получаем 
 

( ) ( ) ( )( )2 1 2 1f x f x f x xξ′− = − , 
 

где ( ) 0f ξ′ ≥ , т.к. ( )ba,∈ξ .  
Тогда 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1, , : ,x x a b x x f x f x∀ ∈ > → ≥  
 

то есть функция ( )f x  на интервале ( ),a b  является возрастающей. 
     Таким образом, теорема доказана. Аналогично проводится доказательство 
для убывающей функции. 
     Доказанное условие возрастания и убывания функции имеет следующую 
геометрическую интерпретацию: касательная к графику возрастающей 
функции в любой ее точке составляет острый угол с положительным 
направлением оси Ox; касательная к графику убывающей функции составляет 
тупой угол с положительным направлением оси Ox. 

 
II. Необходимые условия экстремума. Понятие локального экстремума 

включает понятия локального максимума и локального минимума функции. 
Эти понятия были рассмотрены ранее. Необходимые условия существования 
экстремума легко получить из теоремы Ферма. Согласно этой теореме точки 
локального экстремума функции ( )f x  следует искать среди тех точек области 
ее определения, в которых производная этой функции либо равна нулю, либо не 
существует. 
     Точки, в которых производная данной функции обращается в нуль, 
называют стационарными точками этой функции. Точки, в которых функция 
непрерывна, а ее производная либо равна нулю, либо не существует, называют 
ее критическими точками. Поэтому все точки экстремума функции содержатся 
среди ее критических точек. Однако не всякая критическая точка является 
точкой экстремума. 

Рассмотрим, например, функции 2 3 3, , ,y x y x y x y x= = = = , графики 
которых представлены на рисунке. 
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существуетнеyсуществуетнеyyy

y
x

yxyxy

xyxyxyxy

)0()0(0)0(0)0(

1
3

132
3 2

2

332

′′=′=′

±=′=′=′=′

====

 
 
Для всех этих функций точка 0x =  является критической. Экстремум же в 

этой точке имеют только две из них: 2y x=  и xy = . Таким образом, чтобы из 
критических точек выбрать те, где функция имеет экстремум, необходимо 
сформулировать достаточные условия существования экстремума. 

 
III. Первое достаточное условие экстремума. Первое достаточное условие 

экстремума сформулируем в форме теоремы: пусть функция ( )y f x=  
дифференцируема в некоторой окрестности точки 0x , кроме, быть может, 
самой точки 0x , и непрерывна в точке 0x . Тогда  
          а) если ( )xf ′  при переходе через точку 0x  меняет знак с минуса на плюс, 
то есть существует такое 0δ > , что  

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

, 0,

, 0,

x x x f x

x x x f x

δ

δ

′∀ ∈ − <

′∀ ∈ + >
                                       (4) 

 
то 0x  – точка минимума функции ( )y f x= ; 
          б) если ( )xf ′  при переходе через точку 0x  меняет знак с плюса на минус, 
то есть 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

, 0,

, 0,

x x x f x

x x x f x

δ

δ

′∀ ∈ − <

′∀ ∈ + >
                                      (5) 

 
то 0x  – точка максимума функции ( )y f x= . 

y y 

x 0 x 0 

y 

x 0 

y 

0 x 
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Доказательство первой части теоремы. Пусть ( )xf ′  меняет знак с минуса на 

плюс, т.е. выполняется условие (4). Если x – произвольная точка интервала 
( )0 0,x xδ− , то функция ( )y f x=  непрерывна на отрезке 0[ , ]x x  и 
дифференцируема на интервале 0( , )x x . По теореме Лагранжа 

 
( ) ( ) ( )( )0 0 ,f x f x f x xξ′− = −  

 
где ( ) 00, 0f x xξ′ < − < , следовательно,  

 
( ) ( ) ( )0 0 0,x x x f x f xδ∀ ∈ − > .                                     (6) 

 
     Применяя теорему Лагранжа для отрезка 0[ , ]x x , где ( )0 0,x x x δ∈ + , получим 

 
( ) ( ) ( )( )0 0f x f x f x xξ′− = − , 

причем  ( ) 00, 0f x xξ′ > − > , следовательно, 
 

( ) ( ) ( )0 0 0, .x x x f x f xδ∀ ∈ + >                                      (7) 
 

Из условий (6) и (7) следует, что точка 0x  действительно является точкой 
локального минимума. Аналогично рассматривается случай локального 
максимума. 
     В соответствии с доказанной теоремой экстремальная точка функции 
разделяет участки монотонности функции. Если производная функции при 
переходе через точку 0x  меняет знак с минуса на плюс, то слева от точки 0x  

f′(x)>0 f′(x)<0 

x0+δ x0-δ x0 0 

y 

x 

f′(x)>0 f′(x)<0 

x0+δ x0-δ x0 0 

y 

x 



__________________________Лекции по математике. Часть I__________________________ 

 150

функция убывает, а справа от точки 0x  возрастает; сама точка 0x  является 
точкой минимума функции. 

Если же слева от точки 0x  функция возрастает, а справа убывает, то точка 
0x  является точкой максимума. 

 
IV. Второе достаточное условие экстремума. Сформулируем второе 

достаточное условие существования экстремума. 
Теорема. Пусть 0x  - стационарная точка функции ( )y f x= , то есть 
( )0 0f x′ = , и пусть существует ( )0f x′′ . 
Тогда: 
     а) если ( )0 0f x′′ > , то 0x  – точка локального минимума функции 

( )y f x= ; 
     б) если ( )0 0f x′′ < , то 0x  – точка локального максимума функции 

( )y f x= . 
Доказательство. Если ( )0 0f x′′ > , то функция ( )xf ′  является возрастающей в 

точке 0x , то есть существует такое 0δ > , что  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0

, 0,

, 0,

x x x f x f x

x x x f x f x

δ

δ

′ ′∀ ∈ − < =

′ ′∀ ∈ + > =
 

 
следовательно, в точке 0x  производная ( )xf ′  меняет знак с минуса на плюс. 
Согласно предыдущей теореме точка 0x  в этом случае является точкой 
минимума функции. Аналогично рассматривается и случай, когда ( )0 0f x′′ ≤ . 
     Отметим, что первое достаточное условие экстремума можно использовать 
как в случае, когда в исследуемой точке производная обращается в нуль, так и в 
случае, когда производная в этой точке не существует. Второе достаточное 
условие можно использовать только в тех точках, где функция 
дифференцируема, причем ( )0 0f x′ = . 

     Рассмотрим функцию 2y x= . В точке 0 0x = , 0, 2y y′ ′′= = , следовательно, в 
этой точке функция имеет минимум. 
     Если оказывается, что в стационарной точке ( )0 0f x′′ = , то функция 

( )y f x=  может в этой точке иметь экстремум ( )4
0, 0y x x= = , а может и не 

иметь экстремума ( )3
0, 0y x x= = . В этом случае требуются дополнительные 

исследования поведения функции. Функция в такой точке имеет экстремум, 
если первой отличной от нуля производной в этой точке является производная 
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четного порядка. Если же первой отличной от нуля производной в этой точке 
является производная нечетного порядка, то функция в рассматриваемой точке 
не имеет экстремума. 

 
V. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. Введем 

понятия наибольшего и наименьшего значений функции на отрезке. Пусть 
существует точка [ ]bax ,0 ∈ , такая, что для всех [ ],x a b∈  выполняется 
неравенство ( ) ( )0f x f x≤ , тогда говорят, что функция ( )y f x=  принимает в 
точке 0x  наибольшее (максимальное) значение на отрезке [ ]ba,  и пишут 
( )

[ ]
( )0

,
.max

x a b
f x f x

∈
=  Аналогично определяется понятие наименьшего значения 

функции на отрезке: если [ ]bax ,∈∀  выполняется неравенство 
( ) ( ) [ ]0 0, ,f x f x x a b≥ ∈ , то ( )

[ ]
( )0

,
.min

x a b
f x f x

∈
=  

     В случае, когда непрерывная на отрезке [ , ]a b  функция ( )y f x=  имеет 
локальные максимумы в точках 1 2, ,..., kx x x  и локальные минимумы в точках 

1 2, ,..., kx x x , наибольшее значение функции на отрезке [ , ]a b  следует искать 
среди чисел 1 2( ),  ( ),  ( ) ,...,  ( ),  ( )nf a f x f x f x f b , а наименьшее значение – среди 
чисел ( ) ( )1, ,f a f x ( ) ( ) ( )2 ,..., ,kf x f x f b . 
     В прикладных задачах для нахождения наибольшего (наименьшего) 
значения функции на отрезке необходимо найти критические точки функции, 
принадлежащие отрезку, вычислить значения функции в этих точках, а также 
на концах отрезка, и выбрать из полученных значений наибольшее и 
наименьшее. 
 

 
ЛЕКЦИЯ № 20 (II часть) 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНЫХ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Выпуклость и вогнутость кривой. 
II. Достаточные условия выпуклости. 
III. Точки перегиба. Условия наличия точек перегиба. 
IV. Асимптоты графика функции. 
V. Общая схема исследования функции и построения графиков. 
 
I. Выпуклость и вогнутость кривой. Рассмотрим непрерывную на отрезке 

[ , ]a b  функцию ( )y f x= . Если для каждой пары точек [ ]baxx ,, 21 ∈ , таких, что 
1 2x x< , выполняется условие 
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( ) ( )1 21 2
2 2

f x f xx xf
++⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                                          (1) 

 
то функция  ( )y f x=  называется выпуклой вниз (вогнутой). Если же для точек 

1 2x x< , принадлежащих отрезку [ , ]a b , выполняется условие 
 

( ) ( )1 21 2
2 2

f x f xx xf
++⎛ ⎞ ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                                          (2) 

 
то функция  ( )y f x=  называется выпуклой вверх или просто выпуклой. 

     Геометрическая интерпретация понятия выпуклости функции: пусть 
1 2 0, ,M M M  – точки графика функции ( )y f x=  с абсциссами 1 2x x< , 

1 2
0 2

x xx +
= . Точка К – середина хорды 1 2,M M , поэтому ордината точки К 

равна ( ) ( )1 2
2

f x f x+
, а абсцисса 0x . В соответствии с условием (2) точка 0M  с 

абсциссой 0x  и ординатой ( ) 1 2
0 2

x xf x f +⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 лежит выше точки К или 

совпадает с ней. 
 

     Для функции, выпуклой вверх на отрезке [ , ]a b , график функции лежит ниже 
касательной к графику, проведенной в любой точке отрезка [ , ]a b . Если точки 
графика функции  ( )y f x=  лежат выше касательной к графику в любой точке 
отрезка [ , ]a b , то кривая оказывается выпуклой вниз. 
     Можно сказать, что введенные таким образом понятия выпуклости и 
вогнутости графика функции удовлетворяют условиям (1) и (2), так как по 

К 
М2 

М1 
М0 

b а x2 x1 x0 0 

y 

x 
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теореме Лагранжа между двумя любыми точками 1x  и 2x  найдется такая точка 
ξ , в которой касательная к графику функции параллельна хорде 1 2,M M , а 
точки графика на отрезке 1 2[ , ]x x  заключены между касательной и хордой. 
Поэтому, если они лежат ниже касательной, то удовлетворяют условию (2), 
если же они лежат выше касательной к графику функции, то они 
удовлетворяют условию (1). 

 
II. Достаточные условия выпуклости. Достаточные условия выпуклости 

(вогнутости) графика функции ( )y f x=  сформулированы в теореме. 
Теорема. Если во всех точках интервала ( ),a b  вторая производная функции 
 ( )y f x=  отрицательна, то кривая ( )y f x=  обращена выпуклостью вверх на 

этом интервале; если во всех точках интервала ( ),a b  вторая производная 
функции  ( )y f x=  положительна, то кривая ( )y f x=  обращена выпуклостью 
вниз на этом интервале. 

Доказательство первой части теоремы. Функцию  ( )y f x=  считаем на 
отрезке [a,b] непрерывной и дважды дифференцируемой в интервале ( ),a b . 
Возьмем внутри ( ),a b  точки 1 2x x< .  

Обозначим 1 2
0 2 1, 2 ,

2
x xx x x h+

= − =  тогда 2 0 0 1,  x x h x x h− = − = . 

     Запишем формулу Лагранжа для функции ( )y f x=  на отрезках 1 0[ , ]x x  и 
0 2[ , ]x x : 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1 1 1 0, ,f x f x f x x hf x xξ ξ ξ′ ′− = − = ∈ ;                   (3) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 0 2 2 0 2 2 0 2, ,f x f x f x x hf x xξ ξ ξ′ ′− = − = ∈ .                 (4) 

 
     Вычитая из соотношения (4) соотношение (3), получим 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0 2 22f x f x f x h f fξ ξ′ ′+ − = −⎡ ⎤⎣ ⎦ .                            (5) 

 
     Рассмотрим отрезок [ ]1 2,ξ ξ , вложенный в отрезок [a,b]. Запишем на этом 
отрезке теорему Лагранжа для функции ( )f x′ : 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 2f f f h fξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′ ′′ ′′− = − < ⋅ ,                            (6) 

 
так как 2 1 2 1 2x x hξ ξ− < − = , 1 2ξ ξ ξ< < . 
     С учетом (6) можно соотношение (5) представить в виде 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
2 1 0 2 1 02 2 2 .f x f x f x hf f x h fξ ξ ξ ξ′′ ′′+ = + − < +  

 
     Поскольку ( )1 2 1 1 2 2, , x xξ ξ ξ ξ ξ∈ < < < , то ( ) 0f ξ′′ ≤  по условию теоремы. 

Поэтому ( ) ( )2 1 1 2 ,
2 2

f x f x x xf
+ +⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 то есть выполняется условие (2) и 

функция обращена выпуклостью вверх. 
     Вторая часть теоремы доказывается аналогично. 
     Доказанная теорема имеет простой геометрический смысл. Поскольку ( )xf ′  
представляет собой тангенс угла наклона касательной к графику функции 

 ( )y f x= , то ( )xf ′′  характеризует изменение ( )xf ′  на рассматриваемом 
интервале. Если всюду на интервале ( ) ( ), 0a b f x′′ < , то αtg  убывает с ростом x, 
а функция  ( )y f x=  выпукла. Если же ( ) 0f x′′ > ( )bax ,∈∀ , то αtg  возрастает с 
ростом x, а функция  ( )y f x=  вогнута. 

 
III. Точки перегиба. Условия наличия точек перегиба. Точка, 

отделяющая выпуклую часть кривой от вогнутой, называется точкой перегиба 
графика функции. Пусть точка 0x  − абсцисса точки перегиба графика функции. 
Тогда существует такая δ -окрестность точки 0x , что в интервале ( )0 0,x xδ−  
функция выпукла (вогнута), а в интервале ( )0 0,x x δ+  функция вогнута 
(выпукла). Тогда слева от точки 0x  график функции лежит ниже (выше) 
касательной, а справа от точки 0x  график функции лежит выше (ниже) 
касательной к графику функции, проведенной в точке 0x . Поэтому касательная 
к графику функции в точке перегиба, если она существует, пересекает график. 

 

      
Если точка 0x  является точкой перегиба графика функции, то в этой точке 

вторая производная либо равна нулю, либо не существует. Однако не всякая 
точка, в которой ( )0 0f x′′ =  или ( )0f x′′  не существует, является точкой 

х0-δ   х0  х0+δ 

у 

х0-δ   х0  х0+δ 0 x 

у 

0 x 
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перегиба. Например, функция 4y x=  в точке 0 0x =  имеет нулевую вторую 
производную, однако на всей области определения выпукла вниз. 
     Для того чтобы точка 0x  была точкой перегиба, должно выполняться 
достаточное условие: если функция ( )y f x=  непрерывна в точке 0x , имеет в 
этой точке конечную или бесконечную первую производную, и если функция 

( )xf ′′  меняет знак при переходе через точку 0x , то 0x  – абсцисса точки 
перегиба данной функции. 

В качестве примера рассмотрим функции 3y x=  и 3y x= . Для этих 
функций вторая производная в точке х=0 равна нулю ( )06)( 0

3 ==′′ =xxx  или не 

существует 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∞→−=′′

=0
3 5

3

3

2)(
xx

x , однако знак производной меняется при 

переходе через эту точку. Точка 0x =  является для этих функций абсциссой 
точки перегиба. 

 
IV. Асимптоты графика функции. Пусть переменная точка ( , )M x y  

движется по графику функции ( )y f x= . Исследуем поведение графика 
функции в том случае, когда точка M удаляется от начала координат в 
бесконечность, то есть расстояние от этой точки до начала координат 
неограниченно возрастает. При этом наиболее важным является случай, когда 
кривая  ( )y f x=  неограниченно приближается к некоторой прямой. 

Определение. Прямая называется асимптотой графика функции ( )y f x= , 
если расстояние от переменной точки M графика до этой прямой стремится к 
нулю при удалении точки M в бесконечность от начала координат. 

      

Различают вертикальные и наклонные асимптоты. 
Определение. Вертикальной асимптотой графика функции ( )y f x=  

является прямая x a= , если выполняется одно из следующих равенств: 
 

у у y=f(x) 

δ 

О х 

М 

y=f(x) 

δ 

О х 

М 
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( ) ( ) ( ), ,lim lim lim
x a x a x a

f x f x f x
ε ε→ − → + →

= ∞ = ∞ = ∞ .                          (5) 

 
Следовательно, вертикальные асимптоты характеризуют поведение 

функций вблизи точек разрыва второго рода. Вертикальные асимптоты имеют 

функции ( )1 3 5 10 , , , ,... ,
2 2 2

by x y tgx x y x
x ax b a

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = ± ± ± = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

и др. 
     Пусть график функции ( )y f x=  имеет наклонную асимптоту, уравнение 
которой имеет вид y kx b= + . Определим числа k и b. В соответствии с 

определением асимптоты расстояние MP=δ  от 
произвольной точки ( , )M x y  на кривой до 
асимптоты стремится к нулю, то есть 0lim

x
δ

→∞
=  и, 

следовательно, 0lim
x

MP
→∞

= , но в 

cosMPN MP MN ϕΔ = ⋅ , и, поскольку cos 0ϕ ≠  
(наклонная асимптота не параллельна оси 
ординат), то и 0lim

x
MN

→∞
= , но 

( ) ( )bkxxfNQMQMN +−=−= , поэтому 
выполняется следующее равенство 

 
( ) ( ) 0lim

x
f x kx b

→∞
− + =⎡ ⎤⎣ ⎦ .                                          (6) 

 
Итак, прямая y kx b= +  является наклонной асимптотой графика функции 
 ( )y f x= , если выполняется равенство (6). 

     В равенстве (6) вынесем x за скобки, тогда 
 

( ) 0 0lim
x

f x bx k
x x→∞

⎡ ⎤
− − = ∞ ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 

и, следовательно, ( ) 0.lim
x

f x bk
x x→∞

⎡ ⎤
− − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

Предполагая, что k и b - константы, из последнего соотношения можно найти 
 

( )lim
x

f x
k

x→∞
= ,                                                    (7) 

тогда                            

Р 

Q 

φ 
N 

y=f(x) 
М 

О х 

у 
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                 ( ) .lim
x

b f x kx
→∞

= −⎡ ⎤⎣ ⎦                                                (8) 

 
Если существуют конечные пределы (7) и (8), то прямая y kx b= +  является 
асимптотой графика функции ( )y f x= . 

Пример. Докажем, что прямые 0x =  и 2y x= +  являются асимптотами 

графика функции 
2 2 1x xy

x
+ +

= . 

Решение. 1)  ( )
2

0 0 0

2 1 12lim lim lim
x x x

x xf x x
x xε ε ε→ ± → ± → ±

+ − ⎛ ⎞= = + − = ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

 
следовательно, прямая 0x =  - вертикальная асимптота графика функции. 

                 2)   ( ) ( )
2 2 1 2lim lim

x x

x xf x kx b x
x→∞ →∞

⎛ ⎞+ −
− + = − − =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                        1 12 2 0lim lim
x x

x x
x x→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

 
следовательно, прямая 2y x= +  является наклонной асимптотой графика 
функции. 

 
V. Общая схема исследования функции и построения графиков. 
     I. Общая характеристика функции. 
        1.1. Область определения функции. 
        1.2. Поведение функции в окрестностях точек разрыва. 
        1.3. Точки пересечения графика с осями координат. 
        1.4. Симметрия графика. 
        1.5. Периодичность графика. 
    II. Интервалы монотонности и экстремумы функции. 
        2.1. Вычисление первой производной функции. 
        2.2. Определение критических точек. 
        2.3. Нахождение интервалов монотонности. 
        2.4. Определение экстремумов функции. 
   III. Интервалы выпуклости и вогнутости. 
        3.1. Вычисление второй производной функции. 
        3.2. Определение точек перегиба. 
        3.3. Нахождение интервалов выпуклости и вогнутости. 
    IV. Наклонные асимптоты графика функции. 
     V. Таблица результатов исследования 
    VI. График функции. 
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Пример. Исследуем функцию 
2

1
xy

x
=

−
 и построим ее график. 

I. Общая характеристика функции: 
область определения ( ) ( ),1 1,x∈ −∞ ∪ +∞ ;  
точка 1x =  – точка разрыва функции; 

2 2

1 1
,

1 1
lim lim

x x

x x
x xε ε→ − → +
= +∞ = −∞

− −
. 

 
Следовательно, прямая x= 1 - вертикальная асимптота графика функции. 
II. Интервалы монотонности и экстремумы функции: 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2
2 1 1 2 2 2 .

1 1 1

x x x x x x x xy
x x x

− − − − + + − +′ = = =
− − −

 

 
Критические точки: 0y′ =  при 0, 2x x= = , y′ не существует при 1x = . 
Интервалы монотонности: 
при 0, 0x y′−∞ < < <  - функция убывает,  
при 0 1, 0x y′< < >  - функция возрастает, 
при 1 2, 0x y′< < >  - функция возрастает,  
при 2 , 0x y′< < +∞ <  - функция убывает. 
Экстремумы функции:  

(0) 0y =  – локальный минимум функции;  
(2) 4y = −  – локальный максимум функции. 

III. Интервалы выпуклости и вогнутости:  
( )3

2
1

y
x

′′ =
−

; 

0y′′ >  при  1x−∞ < <  - кривая вогнута,  
0y′′ <  при  1 x< < +∞  - кривая выпукла. 

IV. Наклонные асимптоты кривой.  

      

( )
( )

( )

2

2 2 2

1;
1

1.
1 1

lim lim

lim lim lim

x x

x x x

f x xk
x x x

x x x xb f x kx x
x x

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

= = = −
−

⎡ ⎤ + −
= − = + = = −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Прямая 1 y x= − −  – наклонная асимптота графика функции. 
 
V. Результаты исследования представлены в таблице: 
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x ( )xf ′′  ( )xf ′  ( )xf  

−∞→x  >0 <0 1 y x= − − 1 

( ),0−∞  >0 <0 Убывает, 
вогнутая 

0 >0 =0 min  ,  y = 0 

(0, 1) >0 >0 Возрастает, 
вогнутая 

1 Не существует Не существует → ±∞  

(1, 2) <0 >0 Возрастает, 
выпуклая 

2 <0 =0 max  ,  y = -4 

( )2,+∞  <0 <0 Убывает, 
выпуклая 

+∞→x  <0 <0 1 y x= − −  

 
VI. График функции. 
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ЛЕКЦИЯ № 21 
 

ПЛОСКИЕ КРИВЫЕ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Дифференциал длины дуги. 
II. Кривизна плоской кривой. 
III. Вычисление кривизны плоской кривой. 
IV. Радиус кривизны. Центр кривизны. Окружность кривизны. 
 
I. Дифференциал длины дуги. Пусть дуга кривой 0 nM M  есть график 

функции  ( )y f x= , определенной на [ , ]a b . Определим длину дуги кривой 
0 nM M . Для этого разобьем кривую точками 0 1, ,..., nM M M  на n частей. 

Соединив точки между собой, получим ломаную линию, вписанную в дугу 
0 nM M . Обозначим ее длину nL . 
Определение. Длиной s кривой 0 nM M  называется предел, к которому 

стремится длина ломаной при неограниченном увеличении числа ее звеньев и 
при стремлении длины её большего звена к нулю, если такой предел 

существует и не зависит от способа выбора вершин ломаной 0 1, ,..., nM M M . 
 
Справедливы следующие утверждения. 
1. Если на [a,b] ( )xf  и ( )xf ′  непрерывны, то дуга кривой ( )y f x= , 

заключенная между точками ( )( )afa,  и ( )( )bfb, , имеет вполне определенную 
длину. 

2. При перечисленных условиях на ( )y f x=  отношение длины любой дуги 
кривой к длине стягивающей ее хорды стремится к единице при стремлении 
длины хорды к нулю. 

Мn-1 

М2 М1 

М0 

 

 

 

 

 

 
Мn 
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Пусть кривая на плоскости задана уравнением ( )y f x= , где ( )f x  – 
дифференцируемая функция, ( )0 0 0,M x y  - фиксированная точка на кривой; 

( )yxM ,  – переменная точка на кривой. Обозначим через s длину дуги MM 0∪ . 
Тогда ( )s s x= . Найдем ( )xs′ . Пусть x – 

получает приращение Δx. Имеем 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

2
2 2

1

,

1
.

M M x y

y
x y xM M

ss s
x

= Δ + Δ

Δ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟Δ + Δ Δ⎝ ⎠= =
ΔΔ Δ
Δ

 

 
Перейдем к пределу в обеих частях равенства при 0xΔ →  и учтем, что 

 
1

1
0 0 0 0

0, 1, ,lim lim lim lim
x x x x

M M y dy s dsM M
s x dx x dxΔ → Δ → Δ → Δ →

Δ Δ
= = = =

Δ Δ Δ
. 

Получим 
2 2

0

0

1 1
1 .

lim

lim

x

x

y dy
x dx

s ds
x dx

Δ →

Δ →

Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
Δ
Δ

 

Таким образом, 

( ) ( )

2

2 2

1 ,

.

ds dy
dx dx

ds dx dy

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

 

 
Формула получена для 0dx > . Если 0dx < , то 

 

( ) ( )2 2 .ds dx dy= − +  
 

В общем случае следует писать 
 

( ) ( )2 2ds dx dy= + . 
 

Δy 

Δx 

Δs 

s 

М1 

М 

 М0 

      у 
у+Δ
у 
 
     у 
 
     у0 

 х0 х                 х+Δх    х  О 
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Эта формула остается справедливой и для случая параметрического задания 
кривой 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )2 2

, ,
, ,

.

y y t dy y t dt
x x t dx x t dt

ds x t y t dt

′⎧ = =
⎨ ′= =⎩

′ ′= +

 

 
II. Кривизна плоской кривой. Одним из элементов, характеризующих 

форму кривой, является степень ее искривленности, изогнутости. Пусть кривая 
имеет в каждой точке касательную. Проведем в двух точках кривой 
касательные к ней и обозначим через α  угол поворота касательной при 
переходе от точки M к точке 1M  (угол считается положительным). Этот угол 
называется углом смежности. 

Определение. Средней кривизной дуги 1MM  называется отношение угла 
смежности  α  к длине дуги: 

1
срk

MM
α

=
∪

. 

Для некоторых кривых средняя кривизна есть величина постоянная, 
например, для окружности радиуса R 

 
1 .срk

R R
α
α

= =  

 
В общем случае кривизна может быть разной на разных участках дуги. 
Определение. Кривизной дуги в точке M называется предел средней 

кривизны дуги 1MM  при условии, что точка 1M  неограниченно приближается 
по кривой к точке M: 

1

lim ср
M M

k k
→

= . 

В частности, кривизна окружности радиуса R в любой точке равна 1
R

. 

Кривизна прямой равна 0. 
 
III. Вычисление кривизны плоской кривой. Пусть кривая задана в 

декартовой системе координат уравнением ( )y f x= , где  ( )f x  - дважды 
дифференцируемая функция. Возьмем точку ( )yxM ,  на кривой и вычислим ее 
кривизну в этой точке. 

Проведем касательные к кривой в точках ( )yxM ,  и ( )yyxxM1 Δ+Δ+ , . Углы 
наклона этих касательных будут ϕ  и sΔΔ+ ,ϕϕ  - длина дуги. 
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По определению срk
s s
ϕ ϕΔ Δ

= =
Δ Δ

. Тогда 
0

lim
s

k
s
ϕ

Δ →

Δ
=

Δ
. Так как ϕ  и s являются 

функциями x, то ϕ  можно рассматривать как функцию от s, заданную с 
помощью параметра x. 

 
Но тогда 

d
d dxk

dsds
dx

ϕ
ϕ

= = . 

Заметим, что 

2

2

2 2

, ,

1 .
1 1

dy dytg arctg
dx dx

d y
d dy dx
dx dxdy dy

dx dx

ϕ ϕ

ϕ

= =

′
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ранее было получено 
2

1ds dy
dx dx

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

поэтому 

φ         φ+ Δφ 

Δs M(x+Δx,y+Δy) 

y 

M(x,y) 

O x             x+Δx         x 
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2

2

3
2 2

1

d y
d dx
ds

dy
dx

ϕ
=

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Окончательно получим выражение для кривизны плоской кривой 

 
2

2

3
2 2

1

d y
dx

k

dy
dx

=
⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Пример. Найти кривизну параболы 2 2y px=  в точке ( )0,0 .  
Решение.  Найдем yy ′′′ и :  

 

3
2 2 ; .

2 2 2
p p pyy p y y
y px px

′ ′ ′′= ⇒ = = = −  

Отсюда  

( )

3 2

332 2 2
2

2 2 .

21

p

px pk
p px p
y

= =
⎛ ⎞ ++⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  При 10, 0, .x y k
p

= = =  

 
Если линия задана параметрическими уравнениями 

 
( )
( )

x x t
y y t
=⎧

⎨ =⎩
           

( )

2

2 3, ,t tt t tt t

t t

dy y d y y x x y
dx x dx x

′ ′′ ′ ′′ ′−
= =

′ ′
 

то                           

( ) ( )
( )

( ) ( )
3 3

2 2 2 2
3

2

.tt t t t tt t tt t

t t t
t

t

y x x y y x x y
k

x y x y
x

x

′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′− −
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ +⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎜ ⎟′
⎝ ⎠
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IV. Радиус кривизны. Центр кривизны. Окружность кривизны. 
Определение. Величина, обратная кривизне k линии в точке M, называется 

радиусом кривизны этой линии в рассматриваемой точке. 
 

     Рассмотрим в точке M нормаль к кривой, направленную в сторону 
вогнутости кривой, и отложим на ней отрезок MC, равный радиусу кривизны R 
в этой точке. Точка C называется центром кривизны, а окружность радиуса R с 
центром в этой точке - окружностью кривизны. 
     Из определения окружности кривизны вытекает, что в точке M линия и ее 
окружность кривизны имеют общую касательную. 
     Пусть линия задана уравнением ( )y f x= . Определим координаты центра 
кривизны в точке ( )yxM ,  линии. Уравнение нормали к линии  ( )y f x=  в точке 

( )( )xfx,  имеет вид 

( )1 .Y y X x
y

− = − −
′

 

Точка С лежит на этой линии, поэтому её координаты удовлетворяют 
уравнению 

( )1 .y x
y

β α− = − −
′

 

Кроме того RCM = , поэтому 

( ) ( )2 2R x yα β= − + −  
или 

( ) ( )2 2 2x y Rα β− + − = . 
Из приведенных соотношений получим 
 

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

2 2
22 2

2
2 22

1
11

y x
x Ry

yy R x

β α
α

β α

⎧ ⎡ ⎤− = −⎪ ′ ⎢ ⎥⇒ − + =⎨
′⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦− = − −⎩

 

M 

R 

С(α,β) 

( )( )
3

2 211 .
y

R
k y

′+
= =

′′
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или 

( ) ( )2 2
, .

1 1

y R Rx y
y y

α β
′

= ± + = +
′ ′+ +

∓  

Подставляя вместо R его выражение 

( )
3

2 21
,

y
R

y

⎡ ⎤′+
⎣ ⎦=

′′
 

получим 

( ) ( )
2 21 1

, .
y y y

x y
y y

α β
⎡ ⎤′ ′+ ′+⎣ ⎦= ± =

′′ ′′
∓  

Чтобы узнать, какие знаки брать в последнем выражении, рассмотрим два 
случая: 
     1) 0y′′ > : тогда кривая вогнута ( )y>β  и поэтому нужно брать нижние 
знаки. При этом y y′′ ′′=  и 

( ) ( )
2 21 1

, .
y y y

x y
y y

α β
⎡ ⎤′ ′+ ′+⎣ ⎦= − = +

′′ ′′
 

 
     2) 0y′′ < : тогда нужно брать верхние знаки, но yy ′′−=′′ . Поэтому формула 
остается справедливой и в этом случае. 
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РАЗДЕЛ III. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЫ 
 

ЛЕКЦИЯ № 22 
 

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. 
МНОГОЧЛЕНЫ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Определение и геометрическое изображение комплексных чисел. 
II. Тригонометрическая и показательная формы представления комплексных 

чисел. 
Формула Эйлера. 
III. Операции над комплексными числами. Формула Муавра. 
IV. Основная теорема алгебры. 
V. Разложение многочлена с действительными коэффициентами  на линейные и 

квадратичные множители. 
 
I. Определение и геометрическое изображение комплексных чисел. 
Определение. Комплексным числом называется выражение вида 

 
z x iy= + ,                                                           (1) 

 
где x, y - вещественные (действительные) числа, 
      1i = −  - мнимая единица. 

Число x называют действительной частью комплексного числа z и 
обозначают zx Re= , а число y - мнимой частью числа z: zy Im= . Мнимая 
единица i представляет собой корень квадратного уравнения 2 +1 0z = , то есть 

2 1i = − . Запись комплексного числа в форме (1) называют алгебраическим 
представлением комплексного числа. 
     Число z x iy= −  называют сопряженным числу z. Два комплексных числа 

1 1 1z = x +iy  и 2 2 2z x iy= +  называют равными в том и только в том случае, когда 
равны их действительные и мнимые части, то есть когда 1 2x x=  и 1 2y y= . 
     Поскольку каждому комплексному числу можно поставить в соответствие 
пару действительных чисел (x, y), то число iyxz +=  можно изобразить точкой 
на плоскости. 
      Действительные числа можно рассматривать как комплексные, у которых 
мнимая часть равна 0. Поэтому все действительные числа изображаются на оси 
Ox - действительной оси. Чисто мнимые числа, у которых Re 0z = , 
изображаются точками на оси Oy - мнимой оси. Плоскость Oxy, в которой 
изображаются комплексные числа, называется комплексной плоскостью. 
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Два комплексно сопряженных числа z и z  изображаются в комплексной 
плоскости симметричными относительно действительной оси. 

 
Расстояние от точки, изображающей число iyxz += , до начала координат 

называют модулем комплексного числа: OMz = . Угол между лучом OM и 
положительным направлением действительной оси называют аргументом 
комплексного числа: zarg=ϕ . Рассматривая ΔOMA, получим соотношения 
между этими характеристиками числа iyxz += : 

  
2 2

2 2 2 2
; cos ; sin ; argx y yz x y z arctg

xx y x y
ϕ ϕ ϕ= + = = = =

+ +
,       (2) 

 
где угол ϕ , отсчитываемый против часовой стрелки, считается положительным, 
в противном случае – отрицательным. 

 
II. Тригонометрическая и показательная формы представления 

комплексных чисел. Формула Эйлера. Введем в комплексной плоскости 
полярную систему координат с центром в точке O и полярной осью, 
совпадающей с положительным направлением действительной оси. В этой 
системе координат положение каждой точки определяется полярным радиусом 
ρ  и полярным углом ϕ . 
     В соответствии с рисунком полярный радиус точки М z=ρ , а полярный 
угол zarg=ϕ . Тогда на основании соотношений (2) комплексное число 

iyxz +=  можно представить в тригонометрической форме 
 

( ) .sincossincos ϕϕϕϕ izzizz +=+=                                (3) 
 

     Обозначим комплексное число ϕϕ sincos i+  символом ϕie . Тогда 

φ 

|z| 

М(х,у) 

у 

х А О 
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cos sinie iϕ ϕ ϕ= +                                                    (4) 
 

является определением показательной функции мнимого аргумента. 
Соотношение (4) называют формулой Эйлера и оно строго доказывается в 
теории рядов. Из формулы Эйлера следуют полезные представления: 
                                      

cos , sin .
2 2

i i i ie e e eϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

− −+ −
= =  

 
С учетом (4) можно перейти от тригонометрической формы представления 

комплексного числа (3) к показательной форме: 
 

ϕiezz = .                                                            (5) 
 

     Использование формы представления комплексного числа (1), (3) или (5) 
зависит от удобства проведения преобразований в конкретной задаче. 

 
III. Операции над комплексными числами. Формула Муавра. 

Рассмотрим основные алгебраические операции над комплексными числами 
1 1 1z x iy= +  и 2 2 2z x iy= + . 

     1. Сложение:  ( ) ( )1 2 1 2 1 2z z x x i y y+ = + + + . 
     2. Вычитание:  ( ) ( )1 2 1 2 1 2z z x x i y y− = − + − . 
     3. Умножение:  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1z z x iy x iy x x y y i x y x y⋅ = + ⋅ + = − + + . 

Если комплексные числа заданы в показательной форме: 1
1 1

iz z e ϕ=  и 
2

2 2
iz z e ϕ= , то 

( )1 2
1 2 1 2

iz z z z e ϕ ϕ+⋅ = .                                             (6) 
 

     Переходя в (6) к тригонометрической форме, получим: 
 

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sin .z z z z iϕ ϕ ϕ ϕ⋅ = + + +  
 

Заметим здесь, что произведение комплексно сопряженных чисел равно 
квадрату их модуля, то есть 

 
2 .z z z⋅ =  
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     4. Деление: 
 

( )1 2 1 2 1 2 1 21 1 2
2 2

2 2 2 2 2

x x y y i y x x yz z z
z z z x y

+ + −⋅
= =

⋅ +
. 

 
Если комплексные числа заданы в показательной форме, то при делении 
получим: 

 

( )1
1 2

2

1 11

2 22
,

i
i

i
z e zz e

z zz e

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
−= =  

тогда 
 

( ) ( )( )11
1 2 1 2

2 2
cos sin

zz i
z z

ϕ ϕ ϕ ϕ= − + − . 

 
     5. Возведение комплексного числа в степень: в этом случае удобно от 

алгебраической формы представления числа iyxz +=  перейти к показательной 

форме: ϕiezz = . Тогда ϕinnn ezz = , и, записывая результат в 
тригонометрической форме, получим так называемую формулу Муавра: 

 

( )cos sinnnz z n i nϕ ϕ= + .                                            (7) 
 

    6. Извлечение корня из комплексного числа: корнем n-ой степени из 
комплексного числа z называется такое комплексное число w, что при 
возведении его в n-ую степень получим z: wzn = , если zwn = . 

Пусть ( )ϕϕ sincos izz +=  и ( ) wizn =+= ψψρ sincos . 
Тогда по формуле Муавра (7) 

 
( ) ( )cos sin cos sinn nw n i n z iρ ψ ψ ϕ ϕ= + = + . 

 

Поэтому 2, 2 , 0,1,2,..., 1.n kz n k k n
n

ϕ πρ ψ ϕ π ψ +
= = + ⇒ = = −  

Таким образом, для каждого комплексного числа можно найти n значений 
корня n-ой степени по формуле 

 

( ) 2 2cos sin , 0,1,2,..., 1.n n
k

k kz z i k n
n n

ϕ π ϕ π+ +⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (8) 
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IV. Основная теорема алгебры. Рассмотрим на множестве комплексных 
чисел многочлен n-ой степени 

 
( ) 1

1 1 0... ,n n
n n nQ z C z C z C z C−

−= + + + +                                    (9) 
 

где 0nC ≠  и коэффициенты iC  могут быть как вещественными, так и 
комплексными числами. 

Уравнение 
1

1 1 0... 0n n
n nC z C z C z C−

−+ + + + =                                      (10) 
 

называют алгебраическим уравнением n-ой степени. Число 0z , обращающее в 
нуль многочлен (9), при котором ( )0 0nQ z = , называют корнем многочлена (9) 
или корнем алгебраического уравнения (10). Вопрос о существовании корня 
многочлена решается в основной теореме алгебры. 

Теорема Гаусса. Всякий многочлен ненулевой степени имеет, по крайней 
мере, один корень (вообще говоря, комплексный). 
     Эта теорема строго доказывается в теории функции комплексного 
переменного. Значение ее состоит в том, что она по существу сводится к 
утверждению: многочлен n-ой степени имеет ровно n корней, если каждый 
корень считать столько раз, какова его кратность. 
     Важное значение имеет также теорема Безу: число 0z  является корнем 
многочлена ( )zQn  в том и только в том случае, когда этот многочлен делится 
без остатка на 0z z− , то есть справедливо равенство 

 
( ) ( ) ( )*

0 1 .n nQ z z z Q z−= −                                             (11) 
 

Можно отметить, что при 0z z=  левая часть равенства (11) обращается в 
нуль, так как 0z  - корень многочлена ( )zQn , а правая часть равна нулю, так как 
в этом случае 0 0z z− = . 
     Число 0z  называется корнем многочлена ( )zQn  кратности k, если 
справедливо равенство 

( ) ( ) ( )0 1 .k
n nQ z z z Q z−= −                                         (12) 

 
Пример. Показать, что 0 1x =  является двукратным корнем многочлена 

3 2 5 3x x x+ − + . 
 
Решение Разделим заданный многочлен на 1x − : 
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 1−x     3523 +−+ xxx  
23 xx −

−
 

322 −+ xx  

          352 2 +− xx   

      xx 22 2 −
−  

                    33 +− x  
 

33 +− x
 

                         0  
 
Тогда ( )( )3 2 25 3 1 2 3 .x x x x x x+ − + = − + −  

Разделим многочлен 322 −+ xx  на 1−x  и получим )3)(1(322 +−=−+ xxxx . 

Теперь ( ) ( )23 2 5 3 1 3 ,x x x x x+ − + = − + следовательно, 1x =  действительно 
является корнем заданного многочлена кратности 2. 

 
V. Разложение многочлена с действительными коэффициентами на 

линейные и квадратичные множители. Будем считать, что коэффициенты 
многочлена (9) – действительные числа. Пусть число 0 0 0z = x +iy  – 
невещественный корень многочлена. В этом случае можно доказать, что число 

0 0 0z x iy= − , комплексно сопряженное с 0z , также является корнем многочлена 
( )zQn . В соответствии с теоремой Безу многочлен ( )zQn  должен делиться без 

остатка как на 0z z− , так и на 0z z− , поэтому многочлен должен делиться и на 
произведение 

( )( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2
0 02 ,

z - z z - z = z z z z z + z z = z x +iy z x iy z + z z =

= z x z + z

− − − − −

−
 

 
то есть на квадратный трехчлен, дискриминант которого 

 
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 04 4 4 4 4 4 0D x z x x y y= − = − − = − < . 

 
Таким образом, если 0 0 0z x iy= +  - корень многочлена ( )zQn  с 

действительными коэффициентами, то возможно представление ( )zQn  в виде 
 

( ) ( ) ( )2
2n nQ z z pz q Q z−= + +                                       (13) 

где                                           2 2
0 0 02 ,p x q x y= − = + . 
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Если число 0 0 0z x iy= +  является корнем многочлена ( )zQn  кратности s, то 
число 0 0 0z x iy= −  также будет корнем многочлена той же кратности, тогда 

 

( ) ( ) ( ) .2
2 zQqpzzzQ sn

s
n −++=                                         (14) 

 
     На основании соотношений (11) – (14) возможно разложение многочлена с 
действительными коэффициентами на линейные и квадратичные множители. 

Пусть ( )xRn  – многочлен степени 0n ≠ , а числа 1 2, ,..., ka  a  a  – 
действительные корни этого многочлена соответственно кратности 

1 2, ,..., kα α α . Пусть этот многочлен имеет и комплексно сопряженные корни 

1 1 2 2, , , ,..., ,s sz z z z z z  кратностей 1 2, , ... , .sβ β β  
     Каждой паре комплексно сопряженных корней соответствует квадратный 
трехчлен вида 2

i ix p x q+ + , где 2 4 0i ip q− < . В этом случае многочлен ( )xRn  
может быть разложен на множители: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 2 2
1 2 1 1... ... ,sk

n k s sR x x a x a x a x p x q x p x q
β βα α α= − − ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ + +  

 

где в соответствии с основной теоремой алгебры 
1 1

2 .
k s

i i
i j

nα β
= =

+ =∑ ∑  

 
Пример. Разложить на линейные и квадратичные множители многочлен 

 
3 22 3 4 9x x x+ + − . 

 
Решение. Первый корень находим подбором: x= 1, тогда 

1−x  

04792425
0952

0
99
99

55
945

22
9432

2

2

2

23

23

<−=⋅⋅−=
=++

−
−

−
−+

−
−++

−

−

−

D
xx

x
x

xx
xx

xx
xxx

952 2 ++ xx  
 
 
 

 

 
Следовательно, ( )( ) .95219432 223 ++−=−++ xxxxxx   
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ЛЕКЦИЯ № 23 
 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. 
ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Первообразная, понятие неопределенного интеграла. 
II. Свойства неопределенного интеграла. 
III. Простейшие приемы интегрирования. Таблица интегралов. 
IV. Метод замены переменной. 
V. Метод интегрирования по частям. 
 
I. Первообразная, понятие неопределенного интеграла. При введении 

понятия производной данной функции была рассмотрена задача о нахождении 
мгновенной скорости точки по известному закону ее движения S= S(t). В 
механике встречается обратная задача: по известному закону изменения 
скорости V=V(t) найти закон движения, то есть найти такую функцию S=S(t), 
производная которой равна V(t). Эта задача приводит к понятию первообразной 
функции. 

Определение. Функция ( )F x  называется первообразной для функции ( )f x  
на интервале ( ,  )a b , если функции ( )f x  и ( )F x  определены на этом интервале, 
функция ( )F x  дифференцируема на интервале ( ,  )a b , и в каждой точке 
интервала выполняется равенство 

 
( ) ( ) .xfxF =′                                                      (1) 

 
Первообразная существует для любой функции, непрерывной на отрезке. 
Теорема. Если 1( )F x  и 2( )F x  - две первообразные для функции ( )f x  на 

интервале ( ,  )a b , то они отличаются только на константу, то есть 
 

( ) ( ) ( )2 1, ,x a b F x F x C∀ ∈ = +                                       (2) 
 

где C - постоянная. 
Доказательство. Обозначим ( ) ( ) ( )xFxFxФ 12 −=  и найдем производную этой 

функции 
( ) ( ) ( )2 1Ф x F x F x′ ′ ′= − . 

 
По определению первообразной и в соответствии с условием теоремы 

 
( ) ( )xfxF1 =′  и ( ) ( )xfxF2 =′ . 
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Тогда ( ) ( ) ( ) 0=−=′ xfxfxФ , откуда следует, что ( ) CxФ = , что и требовалось 
доказать. 

Из теоремы следует, что 
если известен график 
одной из первообразных 

1( )F x  для функции ( )f x , 
то графики всех других 
первообразных для данной 
функции получаются из 
первого сдвигом вдоль оси 
Oy. 

 
      
 

Определение. Совокупность всех первообразных для функции ( )f x  на 
некотором интервале называют неопределенным интегралом от функции ( )f x  
на этом интервале и обозначают 

 
( ) ( ) ( )f x dx F x dx F x C′= = +∫ ∫ .                                   (3) 

 
где ( )F x  - какая-нибудь первообразная функции ( )f x , 
        C - произвольная постоянная. 

Знак ∫  называют знаком интеграла, функцию ( )f x  – подынтегральной 
функцией, выражение ( )dxxf - подынтегральным выражением. Поскольку 

( ) ( )xfxF =′ , подынтегральное выражение можно записать в виде  
 

( ) ( ) ( )xdFdxxFdxxf =′= .                                           (4) 
 

     Операцию нахождения неопределенного интеграла от данной функции 
называют интегрированием. Интегрирование является операцией, обратной 
дифференцированию. Используя любую формулу для производной 

( ) ( )xfxF =′ , можно записать, что ( ) ( )∫ += CxFdxxf . Например, зная, что 

( ) xx cossin =′ , получим 
cos sinxdx x C= +∫ . 

 
II. Свойства неопределенного интеграла. Перечислим основные свойства 

неопределенного интеграла, вытекающие из определения (3) и равенства (4). 
Свойство 1:   ( )( ) ( ) ,d f x dx f x dx=∫                                                                       (5) 

0 

y 

x 

F1(x) 

F2(x) 
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поскольку     ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) .d f x dx d F x C dF x f x dx= + = =∫  

Свойство 2:   ( )( ) ( ),f x dx f x
′
=∫                                                                             (6) 

поскольку     ( )( ) ( )( ) ( ) ( ).f x dx F x C F x f x
′ ′

′= + = =∫  

Свойство 3:   ( ) ( ) .dF x F x C= +∫                                                                             (7) 
 
     Свойства 1 и 3 показывают, что знаки дифференциала и интеграла, стоящие 
рядом, взаимно уничтожаются. 
Свойство 4 (свойство линейности неопределенного интеграла): 

 
( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫ ∫+=+ dxxdxxfdxxxf ϕβαβϕα .                                (8) 

 
    Соотношение (8) можно доказать, дифференцируя его правую и левую части 
с учетом свойства линейности для производных и  равенства (6): 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

.

f x x dx f x dx x dx

f x x f x x

α βϕ α β ϕ

α βϕ α βϕ

′ ′
⎡ ⎤+ = +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ = +

∫ ∫ ∫  

 
Это свойство можно сформулировать следующим образом: константа может 
быть вынесена за знак интеграла, интеграл от суммы функций равен сумме 
интегралов. 

Свойство 5 (свойство инвариантности формы неопределенного интеграла): 
если ( ) ( )∫ += CxFdxxf , то какова бы ни была функция ( )u u x= , справедливо 
соотношение 

( ) ( )f u du F u C= +∫ .                                                  (9) 
 

Это свойство является следствием инвариантности формы первого 
дифференциала. Дифференцируя (9), на основании (5) получаем 

 
( ) ( ) ( ) ( ) .dxxfxdFduufudF =⇒=  

 
Пример. Известно, что cos sinxdx x C= +∫ .  
Тогда на основании свойства 5 получим 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

cos 2 5 2 5 sin 2 5 ,

cos sin ,

cos sin .x x x

x d x x C

x d x x C

e d e e C

+ + = + +

= +

= +

∫
∫
∫

 

 
III. Простейшие приемы интегрирования. Таблица интегралов. 

Простейшие приемы интегрирования основаны на использовании свойств 1 – 4 
неопределенного интеграла и таблицы интегралов, построенной с помощью 
таблицы производных. Простейшие приемы интегрирования составляют так 
называемое непосредственное интегрирование. 
     Непосредственное интегрирование заключается в проведении 
тождественных преобразований подынтегрального выражения с целью 
получения суммы табличных интегралов. 
     Приведем таблицу неопределенных интегралов: 
 

1. ∫ += Cxdx .                                               7. Ctgx
x

dx
+=∫ 2cos

. 

2. ∫ −≠+
+

=
+

)1(,
1

1
nC

n
xdxx

n
n .                       8. Cctgx

x
dx

+−=∫ 2sin
. 

3. ∫ += Cx
x

dx ln .                                          9. ∫ +=
−

C
a
x

xa

dx arcsin
22

.  

4. C
a

adxa
x

x +=∫ ln
,   ∫ += Cedxe xx .        10. ∫ +=

+
C

a
xarctg

aax
dx 1

22  . 

5. ∫ +−= Cxxdx cossin .                              11. )0(,ln
2
1

22 ≠+
+
−

=
−

∫ aC
ax
ax

aax
dx . 

6. ∫ += Cxxdx sincos .                                12. )0(,ln 2
2

≠+++=
+

∫ ACAxx
Ax

dx . 

 
Рассмотрим примеры непосредственного интегрирования: 

1) 
33 2
2

2
2 2

x
xx x e x dx x e x dx

x

−⎛ ⎞+ + ⎜ ⎟= + + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

      
3

22 22 .x xxdx e dx x dx x e C
x

−
= + + = + − +∫ ∫ ∫  

2) 
2 2

2
2 2 2

cos 1 sin 1 1
sin sin sin

x xctg xdx dx dx dx
x x x

− ⎛ ⎞= = = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫  
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      2 2
1 1 .

sin sin
dxdx dx ctgx x C

x x
⎛ ⎞= − = − = − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫    

3)  ( ) ( ) .
ln ln 1

x x x
xx x ae a ea e dx ae dx C C

ae a
= = + = +

+∫ ∫  

4)  
2 2

2 2 2
1 2 1 2 11 2z z z dz dzdz dz dz dz

z z zz z z
− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − + = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

           12ln .z z C
z

= − − +  

 
IV. Метод замены переменной. Интегрирование методом замены 

переменной основано на свойстве инвариантности формы неопределенного 
интеграла и может осуществляться в двух вариантах. 

1. Интегрирование подведением под знак дифференциала. 
     Этот вариант метода используется в том случае, если подынтегральная 
функция является сложной ( )[ ]xuf , и в подынтегральном выражении удается 
выделить производную промежуточного аргумента ( )xu′ . Тогда 

 
( ) ( ) ( )f u x u x dx f u du′ =⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ .                                        (10) 

 
     В соотношении (10) функция ( )u u x=  подведена под знак дифференциала. 

Примеры. 
     1)  ( )sin 2 3 .x dx+∫  

          
( ) ( )

( ) ( ) ( )

12 3 2 , 2 3
2

1 1sin 2 3 2 3 cos 2 3 ;
2 2

d x dx dx d x

I x d x x C

+ = = +

= + + = − + +∫
 

     2)  ( ) ( ) ( ) ( )1 1f ax b dx f ax b d ax b F ax b C
a a

+ = + + = + +∫ ∫ ; 

3) ∫ dxxe
2x . 

           
( ) ( )

( )2 2 2

2 2

2

12 ,
2

1 1 .
2 2

x x x

d x xdx xdx d x

xe dx e d x e C

= =

= = +∫ ∫
 

2. Метод подстановки. 
     Используется в том случае, когда переход к новой переменной ( )ux ϕ=  
позволяет существенно упростить подынтегральную функцию. 
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     Пусть требуется найти ( )∫ dxxf . Перейдем к переменной u, используя 
подстановку ( )ux ϕ= . Тогда  

 
( )duudx ϕ′= ,              ( ) ( ) ( ) .f x dx f u u duϕ ϕ′= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫                        (11) 

 
Примеры. 

     1)  ∫
++ 1x1

dx  

     Выполним подстановку 21 , 1x u x u+ = + = , 2 1x u= − , 2dx udu= . 

          

1 12 2 2 2
1 1 11 1

2 2ln 1 2 1 2ln 1 1 .

dx udu u dudu du
u u ux

u u C x x C

+ −
= = = − =

+ + ++ +

= − + + = + − + + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
          

     2)   1 ln .
ln

x dx
x x
+

∫  

     Подстановка 21 ln , 1 ln , 2 ;dxx t x t tdt
x

+ = + = =  

            =
−

+=
−
+−

=⋅
−

=
+

∫∫∫∫∫ 1
22

1
112

1
2

ln
ln1

22

2

2 t
dtdtdt

t
ttdt

t
t

x
dx

x
x  

            1 1 ln 12 ln 2 1 ln ln .
1 1 ln 1

t xt C x C
t x
− + −

= + + = + + +
+ + +

 

 
V. Метод интегрирования по частям. Этот метод основывается на 

формуле дифференцирования произведения двух функций ( )u u x=  и ( )v v x= : 
 

( ) uvvuvu ′+′=′⋅ .                                                  (12) 
 

     Пусть подынтегральная функция представляет собой произведение функции 
( )u x  на производную от функции ( )v x . На основании равенства (12) можно 

записать 

( )uv uv u v′′ ′= − . 
Тогда 

( )u v dx u v dx u vdx′′ ′⋅ = ⋅ −∫ ∫ ∫ .                                        (13) 
 

Переходя в (13) к дифференциалам, получим 
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( )∫ ∫ ∫−= vduuvdudv , 
и на основании (7) 

∫ ∫−⋅= vduvuudv                                                 (14) 
или в равносильной форме 

u v dx u v v u dx′ ′⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫ .                                          (15) 
 

Формулы (14) и (15) называются формулами интегрирования по частям. 
     Рассмотрим некоторые случаи, в которых целесообразно применение метода 
интегрирования по частям. 

1. Подынтегральная функция представляет собой произведение многочлена    
( )nP x  на axe  или sin , cosax ax :  

          
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

,

cos ,

sin .

ax
n

n

n

f x P x e

f x P x ax

f x P x ax

=

=

=

 

В этом случае удобно принять ( ) axvxPu n sin, =′= , или axv cos=′ , или 
axev =′ .  

Пример. Найти интеграл 
 

∫∫ ++−=+−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−==
==

= .sincoscoscos
cos,sin

,
sin Cxxxxdxxx

xvxdxdv
dxduxu

xdxx  

 
2. Подынтегральная функция представляет собой произведение многочлена 

( )nP x  на ln , arctg , arcsinx x x : 

         
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

ln ,

arctg ,

arcsin .

n

n

n

f x P x x

f x P x x

f x P x x

=

=

=

 

В этом случае полагают ln , или ,u x u arctgx= =  или arcsinu x= , 
dxxPdv n )(= . 

Пример. Найти интеграл 

3 3
2

3
2

3 3 3
2

ln ,
ln ln

3 3
,

3
1ln ln .

3 3 3 9

dxu x du
x x x dxx xdx x

xxdv x dx v

x x xx x dx x C

⎧ ⎫= =⎪ ⎪⎪ ⎪= = − =⎨ ⎬
⎪ ⎪= =⎪ ⎪⎩ ⎭

= − = − +

∫ ∫

∫
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3. Подынтегральная функция - bxexf ax cos)( ⋅=  или bxexf ax sin)( ⋅= . 
    В этом случае формулу интегрирования по частям применяют дважды. 
Пример. 

1
,sin cos cos .

sin , cos

x x
x x xu e du e dxe xdx I e x e xdx

dv xdx v x

⎧ ⎫= =⎪ ⎪= = = − +⎨ ⎬
= = −⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

1 1
2 1

1 1

,cos sin sin sin .
cos , sin

x x
x x x xu e du e dxI e xdx e x xe dx e x I

dv xdx v x

⎧ ⎫= =⎪ ⎪= = = − = −⎨ ⎬
= =⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

Тогда 

           ( )

( )

1 1

1

1

cos sin

2 sin cos

sin sin cos .
2

x x

x

x
x

I e x e x I

I e x x

eI e xdx x x C

= − + −

= −

= = − +∫

 

 
     При двукратном применении формулы интегрирования по частям 
целесообразно в качестве ( )u x  и 1( )u x , ( )v x′  и 1( )v x′  принимать одни и те же 
функции (показательную либо тригонометрическую). В противном случае 
после подстановки интеграла I2 получим тождество I1=I1. 

 
 

ЛЕКЦИЯ № 24 
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Определение дробно-рациональной функции. Простейшие дроби. 
II. Разложение правильной дроби на простейшие. Метод неопределенных 

коэффициентов. 
III. Интегрирование простейших дробей. 
IV. Правила интегрирования дробно-рациональных функций. 
 
I. Определение дробно-рациональной функции. Простейшие дроби. 

Дробно-рациональной функцией называется функция вида 
 

( )
( )

m

n

P x
Q x

,                                                               (1) 

 
где ( ), ( )m nP x Q x  – многочлены степеней m и n соответственно. В дальнейшем 
считаем, что коэффициенты этих многочленов действительные числа. 
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     Если степень числителя меньше степени знаменателя, т.е. m n< , то дробь (1) 
называют правильной. Если степень числителя больше или равна степени 
знаменателя, т.е. m n≥ , то дробь называют неправильной. В последнем случае, 
выполняя деление числителя на знаменатель, дробь (1) можно представить как 
сумму многочлена и правильной рациональной дроби. 
     Простейшими дробями называют дроби следующих четырех типов: 

 

1.
ax

A
−

,        2.
( )α− ax

A ,        3.
qpxx

CBx
++

+
2

,        4.
2( )

Bx C
x px q β

+
+ +

. 

 
II. Разложение правильной дроби на простейшие. Метод 

неопределенных коэффициентов. Всякую правильную рациональную дробь 
можно представить как алгебраическую сумму простейших дробей. Ранее было 
показано, что всякий многочлен с действительными коэффициентами может 
быть разложен на линейные и квадратичные множители. Представим в виде 
такого разложения знаменатель дроби (1): 

 
1 2

1 22
2 21 1

1 2
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

K

s
S S

n n kQ x c x a x a x a

x p x q x p x q x p x q β

α α α

ββ

= − − − ⋅

⋅ + + + + + +

…

…
                        (2) 

 
где 1 2,  ,...,  ka a a  - действительные корни многочлена ( )nQ x  кратностей 

1 2,  ,...,  kα α α  соответственно, а квадратные трехчлены jj qxpx ++2  
соответствуют комплексно сопряженным корням этого многочлена с 
кратностями jβ . 

Тогда дробь (1) можно представить как сумму следующих простейших 
дробей: 

1 2

1 2

1 1

( ) ( )(1) (2) (1) (2)
1 1 1 2 2 2

2 2
1 21 21 2

( )(1) (2) (1) (1) (2) (2)
1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

( ) ( )
1 1

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

(

k

k

m

n

k k k

k k k

A A A A A AP x
Q x x a x ax a x ax a x a

A A A M x N M x N
x a x a x p x q x p x qx a

M x N
x

α α

α

α

α

β β

α= + + + + + + + +
− −− −− −

+ +
+ + + + + + + +

− − + + + +−

+
+ +

… …

… …

…
1

( ) ( )(1) (1) (2) (2)

2 2 22 2
1 1

.
( )) ( )

s s

s

s s s s s s

s s s s s s

M x N M x N M x N
x p x q x p x qp x q x p x q

β β

β β
+ + +

+ + + + +
+ + + ++ + + +

… …

 
Последнее соотношение представляет собой тождество при определенном 

выборе постоянных ( ) ( ) ( ), ,j j j
i i iA M N . Константы ( ) ( ) ( ), ,j j j

i i iA M N  могут быть 
найдены методом неопределенных коэффициентов. Этот метод состоит в том, 
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что дроби в правой части приводятся к общему знаменателю, который в силу 
(2) равен ( )nQ x . Тогда в левой и правой частях получим две дроби с равными 
знаменателями и, следовательно, с равными числителями. Приравнивая ( )mP x  к 

многочлену с неопределенными коэффициентами ( ) ( ) ( ), ,j j j
i i iA M N , получим 

систему уравнений относительно ( ) ( ) ( ), ,j j j
i i iA M N . 

Пример. Разложить на простейшие дробь 
)1()1(
234

22

23

++
+++

xx
xxx . 

Решение. 

              

( )
22 2 \( 1)\( 1)( 1) \( 1)3 2

2 2 2 2

3 2 2 3 2 2

2 2

4 3 2
1( 1) ( 1) ( 1) 1

2 2
( 1) ( 1)

xx x x Mx Nx x x A B
xx x x x

Ax Ax Ax A Bx B Mx Mx Mx Nx Nx N
x x

++ + + ++ + +
= + + =

++ + + +

+ + + + + + + + + + +
=

+ +

 

Приравняем числители: 
 

)()2()2()(234 2323 NBAxNMAxNMBAxMAxxx +++++++++++=+++ . 
      
Два многочлена равны, если равны коэффициенты при одинаковых степенях x: 

x3:      1=A+M                                      2=2N                             N=1 
 
x2:       4=A+B+2M+N                         2=2M                             M=1 
                                              =>                             =>   
x  :       3=A+M+2N                              A=1-M                           A=0 
 
x0:        2=A+B+N                                B=2-A-N                        B=1 
 

     Тогда: 
3 2

2 2 2 2
4 3 2 1 1 .

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
x x x x

x x x x
+ + + +

= +
+ + + +

 

 
III. Интегрирование простейших дробей. Рассмотрим интегралы от 

простейших дробей четырех типов: 
 

1)   ( ) lnA d x adx A A x a C
x a x a

−
= = − +

− −∫ ∫ ; 



__________________________Лекции по математике. Часть I__________________________ 

 184

2)   
( )

( ) ( ) 1

( ) ; 1
1

n
n

n
x aA dx A x a d x a A C n

nx a

− +
− −

= − − = + ≠
− +−

∫ ∫ ; 

3)  2 2 2 2
2

2

2 4 4

px t
Mx N Mx Ndx dx dx dt

x px q p p px q q m

⎧ ⎫
+ =⎪ ⎪

+ + ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎬
⎛ ⎞+ + ⎛ ⎞ ⎪ ⎪+ + −⎜ ⎟⎜ ⎟ − =⎪ ⎪⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎝ ⎠

∫ ∫  

2 2 2 2 2 2
2

2

pMt N M tdt p dtdt M N M
t m t m t m

+ − ⎛ ⎞= = + − =⎜ ⎟
+ + +⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

2 2
2 2

2 2 2 2

2
2 2

( ) 1ln
2 2 2 2

22ln ;
2

2
4 4

M d t m p dt M p tN M t m N M arctg C
m mt m t m

pN MM x px px q arctg C
p pq q

+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− +
= + + + +

− −

∫ ∫

4) 
2

2
2 2 2

2; ;
2 4( ) ( )n n

pMt N MMx N p pdx t x m q dt dx dt
x px q t m

+ −⎧ ⎫+ ⎪ ⎪= = + = − = = =⎨ ⎬
+ + +⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫    

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 1

.

2
( ) ( )

( ) ( )
2 2 ( )

( )
2 1 2

n n

n
n

n

n

pN MMtdt dt
t m t m

M p dtt m d t m N M
t m

M t m pN M I
n

−

− +

−
= + =

+ +

⎛ ⎞= + + + − =⎜ ⎟
+⎝ ⎠

+ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟− + ⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫  

Найдем  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2
1 1 1 .

( ) ( ) ( ) ( )n n n n n
dt m t t dt t dtI dt

t m m t m m t m m t m−
+ −

= = = −
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

2
2 2 12 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 1

,
1 1, ( )( ) ( ) 2 1( )

1 1 ;
2(1 ) 2(1 )( ) ( )

nn n n

n n

u t du dtt dt tdt tdtt dv v t mt m t m nt m
t dt

n nt m t m

− +

− −

= =⎧ ⎫⎪ ⎪= = =⎨ ⎬= = ++ + ⎪ ⎪− ++⎩ ⎭

= −
− −+ +

∫ ∫

∫
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2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1
1 1 1

( ) 2 ( 1) ( ) 2 ( 1) ( )n n n n
dt t dtI

m t m m n t m m n t m− − −= + −
+ − + − +∫ ∫  

или 

2 2 2 2 2 1 2 2 2 1
1 2 3

( ) 2 ( 1) ( ) 2 ( 1) ( )n n n n
dt t n dtI

t m m n t m m n t m− −
−

= = +
+ − + − +∫ ∫ . 

 
     Получим рекуррентную формулу 

 

12 2 2 1 2
1 2 3

2 ( 1) ( ) 2 ( 1)n nn
t nI I

m n t m m n −−
−

= +
− + −

,                               (3) 

 

позволяющую интеграл 2 2( )n n
dtI

t m
=

+∫  свести к интегралу 

1 2 2 1( )n n
dtI

t m− −=
+∫ . 

Применяя соотношение (3) n раз, интеграл nI   можно свести к табличному 
интегралу  

1 2 2
1 arctgdt tI C
m mt m

= = +
+∫ . 

 

Пример. Найти неопределенный интеграл 32 3( 1)
dx I

x
=

+∫ . 

Решение. Воспользуемся формулой (3) для п=3: 
            

( ) ( )

( ) ( )

3 22 2

2 12 1

1 2

1 2 3 3 ,
2 3 1 2 3 1( 1)

1 2 2 3 ,
2 2 1 2 2 1( 1)

arctg .
1

xI I
x

xI I
x

dxI x C
x

⋅ −
= +

− −+
⋅ −

= +
− −+

= = +
+∫

 

Тогда:   
             

2 32 2 2 2
1 3 3arctg , arctg .
2 82( 1) 4( 1) 8( 1)

x x xI x C I x C
x x x

= + + = + + +
+ + +

 

 
IV. Правила интегрирования дробно-рациональных функций. 

Сформулируем общие правила интегрирования таких функций: 
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1) определяем, является ли рассматриваемая дробь правильной или 
неправильной; в случае, когда дробь неправильная, представляем ее в виде 
суммы многочлена и правильной рациональной дроби; 

2) правильную рациональную дробь представляем как сумму простейших 
дробей с неизвестными коэффициентами; 

3) коэффициенты разложения находим по методу неопределенных 
коэффициентов; 

4) интеграл от исходной дроби в общем случае представляется как сумма 
интегралов от многочлена (если m n≥ ) и от простейших дробей. 

Пример. Найти неопределенный интеграл ∫
−

− dx
xx

x
3

3 23 . 

 
    1. Интегрируемая дробь является неправильной, поэтому разделим числитель 

на знаменатель и получим 
xx

x
xx

x
−
−

+=
−
−

33

3 23323 .                                            (4) 

 

     2. Разложим правильную дробь 
xx

x
−

−
3

23  на простейшие: 

( )( ) 1111
2323

3 +
+

−
+=

+−
−

=
−

−
x
C

x
B

x
A

xxx
x

xx
x ; 

)()()1(23 222 xxCxxBxAx −+++−=− ; 
 

x2 :    0=A+B+C                           A=2                                 A=2 

x  :     3=B-C              =>                  2B=1           =>                     
2
1

=B   

x0 :     -2=-A                                      C=B-3                                  
2
5

−=С          

Получим                          
( ) ( )3

3 2 2 1 5
2 1 2 1

x
x x xx x

−
= + −

− +−
.                                       (5) 

     3. С учетом (4) и (5) найдем интеграл 
 

( ) ( )

( )

3

3

2

5

3 2 2 1 53
2 1 2 1

1 53 2ln ln 1 ln 1
2 2

x 13 ln .
1

x dx dx
x x xx x

x x x x C

xx C
x

⎡ ⎤−
= + + − =⎢ ⎥− +− ⎣ ⎦

= + + − − + + =

−
= + +

+

∫ ∫
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ЛЕКЦИЯ № 25 
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
И ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Интегрирование некоторых специальных видов тригонометрических функций. 
II. Интегрирование функций вида )cos,(sin xxR . 
III. Интегрирование иррациональных функций с помощью специальных 

подстановок. Дифференциальные биномы. 
IV. Тригонометрические подстановки при интегрировании иррациональных 

функций. 
V. О функциях, интегралы от которых не выражаются через элементарные 

функции. 
 
I. Интегрирование некоторых специальных видов тригонометрических 

функций. Рассмотрим интеграл от тригонометрических функций вида 
 

∫ ⋅ xdxx nm cossin ,                                                     (1) 
 

где m и n - целые числа. 
     Здесь возможны три случая. 
     1. Хотя бы одно из чисел m или n – нечетное положительное: 
        Положим n=2p+1, тогда преобразования интеграла (1) выполняются 
следующим образом: 

 

( ) ( )

2p 1

2 2

sin cos sin cos

sin cos cos sin 1 sin sin .

m n m

pm p m

x xdx x xdx

x x xdx x x d x

+⋅ = ⋅ =

= ⋅ ⋅ = −

∫ ∫

∫ ∫
 

 
        После возведения в степень получим интеграл от суммы степенных 
функций. Аналогичные преобразования проводятся в случае, когда нечетно m. 

Пример. 

( )

( ) ( )

3 2 2

2 2 2

2
2

cos cos cos 1 sin sin
sin sin sin

1 1 sinsin sin sin sin .
sin sin

x x xdx xdx d x
x x x

xxd x d x x C C
x x

−

⋅ −
= = =

+
= − = − − + = − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

 
     2. Оба показателя m и n – четные положительные числа: m=2p, n=2q; 
         В этом случае используют формулы понижения степени: 

 



__________________________Лекции по математике. Часть I__________________________ 

 188

( ) ( )2 21 1 1sin 1 cos2 ; cos 1 cos2 ; sin cos sin 2 .
2 2 2

x x x x x x x= − = + ⋅ =  

Тогда 

2 2 1 cos2 1 cos2sin cos
2 2

p q
p q x xx xdx dx− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  

и после раскрытия скобок вновь придем к случаям 1 или 2. 
 

Пример. ( )
2

4 21 cos2 1sin 1 2cos2 cos 2
2 4

xxdx dx x x dx−⎛ ⎞= = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

1 1 1 1 cos4cos2 2
4 4 4 2

xdx x dx dx+
= − ⋅ + =∫ ∫ ∫  

1 1 3 1 1sin 2 sin 4 sin 2 sin 4
4 4 8 32 8 4 32
x x xx x C x x C= − + + + = − + + . 

 
     3. Оба показателя четные, но хотя бы один из них отрицателен: m=2p, n=-2q;  
         В этом случае используют тригонометрические соотношения: 

 
2 2

2 2
1 11 tg ;1 ctg

cos sin
x x

x x
+ = + = ⇒    

2
2 2

2 2
1 tgcos ; sin

1 tg 1 tg
xx x

x x
= =

+ +
, 

 
а также формулы дифференцирования 

 

( )
x

dxd 2cos
tgx = ,                  ( )

x
dxxd 2sin

ctg −= . 

 
Пример.  Найти интеграл: 

( )
2 2

2 2 2
6 4 2 2

sin sin 1tg (tg ) tg 1 tg (tg )
cos cos cos cos

x x dxdx x d x x x d x
x x x x

= = = + =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
3 5

2 4 tg tgtg tg tg tg .
3 5

x xxd x xd x C= + = + +∫ ∫  

 
     Еще один класс тригонометрических функций 

 
cos cos ,

sin sin ,

sin cos

mx nxdx

mx nxdx

mx nxdx

⋅

⋅

⋅

∫
∫
∫

                                                      (2) 



__________________Раздел III. Определенный и неопределенный интегралы_______________ 

 189

интегрируется при помощи следующих тригонометрических соотношений: 
 

( )

[ ]

[ ]

1cos cos cos cos( ) ,
2

1sin sin cos( ) cos( ) ,
2
1sin cos sin( ) sin( ) .
2

mx nx m n x m n x

mx nx m n x m n x

mx nx m n x m n x

⋅ = + + −⎡ ⎤⎣ ⎦

⋅ = − − +

⋅ = − + +

 

 

Пример.  [ ]∫ ∫ +−=−=⋅ Cxxdxxxxdxx 8sin
16
12sin

4
18cos2cos

2
13sin5sin . 

 
II. Интегрирование функций вида )cos,(sin xxR . Рассмотрим наиболее 

общий случай интегрирования тригонометрических выражений, когда 
подынтегральная функция рациональным образом зависит от sinx и cosx: 

            
∫ dxxxR )cos,(sin .                                                   (3) 

 

Интеграл (3) с помощью подстановки tg
2
xt =  сводится к интегралу от дробно-

рациональной функции.  

Выразим sinx и cosx через 
2

tg x : 

22 2 2

2 2 2
2

2 2
22 2 2

2sin cos 2tg 22 2 2sin 2sin cos ;
2 2 1sin cos 1 tg

2 2 2

cos sin 1 tg 12 2 2cos cos sin .
2 2 1cos sin 1 tg

2 2 2

x x x
x x tx x x x t

x x x
x x tx x x x t

⋅
= ⋅ = = =

++ +

− − −
= − = = =

++ +

 

 

Кроме того, 2arctgx t= , и, следовательно, 21
2

t
dtdx
+

= . 

     Подставляя полученные выражения в интеграл (3), получим 
 

∫ ∫
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−

+
= 22

2

2 1
2

1
1,

1
2)cos,(sin

t
dt

t
t

t
tRdxxxR .                                  (4) 
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     Подстановка (4) позволяет проинтегрировать всякую тригонометрическую 
функцию, поэтому ее называют универсальной тригонометрической 
подстановкой. 

Пример.  
2

2

2
1 ln ln tg .2sin 2
1

dt
dx dt xt t C Ctx t

t

+= = = + = +

+

∫ ∫ ∫  

 
     Часто универсальная тригонометрическая подстановка приводит к 
громоздким преобразованиям. В некоторых случаях бывает более 
целесообразно использовать другие подстановки. 
     1. Для интегралов вида  

∫ xdxxR sin)(cos                                                         (5) 
        используется подстановка cos , sinx t xdx dt= = − . 
 
     2. Для интегралов вида                 

∫ xdxxR cos)(sin                                                         (6) 
        используется подстановка sin , cosx t xdx dt= = . 
 
     3. Для интегралов вида 

∫ dxxR )tg(                                                                    (7) 

        используется подстановка 2tg , arctg ,
1

dtx t x t dx
t

= = =
+

. 

 
     4. Для интегралов вида  

( )∫ dxxxR pp 22 cos,sin                                                (8) 
        используется подстановка  

tg ,x t=  2

2
2

1
sin

t
tx
+

= , 2
2

1
1cos
t

x
+

= , 21 t
dtdx
+

= . 

 
 
Пример 1.    

( ) { }
3 2 2sin sin 1 cossin cos cos

2 cos 2 cos 2 cos
x x xdx xdx d x t x

x x x
−

= ⋅ = − = = =
+ + +∫ ∫ ∫  

2 2

2

1 32 2 3ln 2
2 2 2

1 cos 2cos 3ln cos 2 .
2

t tdt t dt t t C
t t

x x x C

− ⎛ ⎞= − = − + = − + + + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

= − + + +

∫ ∫
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Пример 2.   

2 2
22 2 2 2 22

2 2

tg ;
1 1

2 sin 2 2 2sin 2
1 1

dt dtt x dxdx dt dtt t
tx t t t tx

t t

⎧ ⎫= =⎪ ⎪⎪ ⎪+ += = = = =⎨ ⎬
− + − +⎪ ⎪= −⎪ ⎪+⎩ ⎭ +

∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 tgarctg arctg .
2 2 2 2

t xC C= + = +  

 
III. Интегрирование иррациональных функций с помощью 

специальных подстановок. Дифференциальные биномы. Не от всякой 
иррациональной функции интеграл выражается через элементарные функции. 
Рассмотрим только те случаи, в которых возможно с помощью подстановок 
избавиться в подынтегральном выражении от иррациональностей. 
     Пусть требуется найти интеграл вида 

 
1 2

1 2, , , , ,
k

k

mm m
n n nax b ax b ax bR x dx

cx d cx d cx d

⎡ ⎤
+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ …                             (9) 

 
где 1 2 1 2, ,..., ; , ,...,k km m m n n n  - целые числа. 
     В этом случае подынтегральная функция преобразуется к рациональной с 
помощью подстановки 

,sax b t
cx d

+
=

+
 

 

где s - общий знаменатель дробей 
1

1
n
m ,..., k

k

m
n

. 

 

Пример.  
9 710

9 5 2 35
101 10 .

101 1 1
dx t dt t dtx t I

dx t dtx x t t t
⎧ ⎫+ == = = =⎨ ⎬=+ + + + +⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  

                 

( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )

7
4 4

3 3 2

22

2 2

;
1 1 1 1

;
1 11 1

1 1 ;

t t tt t t t
t t t t t

t A Bt C
t t tt t t

t A t t B t t C t

= − + = − +
+ + + − +

+
= +

+ − ++ − +

= − + + + + +
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t2 :              0=A+B                               
3
1

−=A  

 

t1:            1=-A+B+C         =>              
3
1

=B    

 

t0:            0=A+C                              
3
1

=С  

( ) ( )

( )

4
2

5 2

2 31
2 4

1 110
3 1 3 1

10 10 110 10 ln 1
5 2 3 3

tI t t dt
t t t

t t tt dt
t

⎛ ⎞+⎜ ⎟= − − + =
⎜ ⎟+ − +⎝ ⎠

+
= − − + + =

− +

∫

∫
                    

1
5 2 2 2

2
3

5 10 5 10

10

-10 10 1 10 22 5 ln 1 ln 1 arctg
3 3 2 3 3

10 52 1 5 1 ln 1 1 ln 1 1 1
3 3

20 3 1arctg 1 .
2 23 3

t
t t t t t C

x x x x x

x C

= − − + + ⋅ − + + ⋅ + =

= + − + − + + + + − + + +

⎛ ⎞+ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Выражение ( ) pm nx a bx dx+ , где , , , ,m n p a b  – постоянные числа, называется 

дифференциальным биномом. 
Теорема. Интеграл от дифференциального бинома 
 

( ) pm nx a bx dx+∫ , 

 
где , ,m n p  – рациональные числа, приводится к интегралу от рациональной 
функции и, следовательно, выражается через элементарные функции только в 
следующих трех случаях: 

1) p  есть целое число (положительное, отрицательное или нуль); 

2) 1m
n
+  есть целое число (положительное, отрицательное или нуль); 

3) 1m p
n
+

+  есть целое число (положительное, отрицательное или нуль). 

Преобразуем данный интеграл с помощью подстановки 
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1 1 11,n nx z dx z dz
n

−
= = . 

 
Тогда 

( ) ( )1p pm n qx a bx dx z a bz dz
n

+ = +∫ ∫ , 

 

где 1 1mq
n
+

= − . 

В каждом из перечисленных случаев свести интеграл к интегралу от 
рациональной функции возможно с помощью подстановок: 

1) в первом случае используется подстановка sz t= , где s  – знаменатель 
дроби q ; 

2) во втором случае используется подстановка sa bz t+ = , где s  – 
знаменатель дроби р; 

3) в третьем случае используется подстановка sa bz t
z
+

= , где s  – 

знаменатель дроби р. 
Перечисленные подстановки найдены русским ученым П.Л. Чебышевым. 
 
IV. Тригонометрические подстановки при интегрировании 

иррациональных функций. При интегрировании иррациональных выражений 
часто бывает удобно использовать тригонометрические подстановки: 

1. ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − dxxaxR 22,  – подстановка sin , cosx a t dx a tdt= = , 

тогда ( )∫ ∫=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − .coscos,sin, 22 tdtatataRdxxaxR                                 (10) 

2. ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − dxaxxR 22,  – подстановка ,

cos
sin,

cos 2 t
tdtadx

t
ax ==  

     тогда .
cos
sintg,

cos
, 2

22

t
tdtata

t
aRdxaxxR ∫∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −                                    (11) 

3. ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + dxaxxR 22,  – подстановка ,

cos
,tg 2 t

dtadxtax ==  

     тогда ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + .

coscos
,tg, 2

22

t
dta

t
ataRdxaxxR                                     (12) 

Пример.  

( )
3 3 2 2 232 2

sin , cos 1 1 tg
cos cos cos

x a tdx a dt dt t C
dx a tdt a t a t aa x

=⎧ ⎫
= = = = + =⎨ ⎬=⎩ ⎭−

∫ ∫ ∫  
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2 2 2

1 .x C
a a x

= +
−

 

 
V. О функциях, интегралы от которых не выражаются через 

элементарные функции. Существует ряд функций, первообразные от которых 
не выражаются через элементарные функции в конечном виде. К ним относятся 
следующие часто встречающиеся в приложениях интегралы: 

 ∫ − dxe x2
 – интеграл Пуассона;   

 ∫ dxx2sin   и  ∫ dxx2cos  – интегралы Френеля; 

 ∫ x
dx

ln
 – интегральный логарифм; 

 ∫ dx
x

xsin  – интегральный синус;  ∫ dx
x

xcos  – интегральный косинус, 

 ∫ − dxxk 22 sin1 , (0<k<1) – эллиптический интеграл. 
 
 

ЛЕКЦИЯ № 26 
 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Определенный интеграл как предел интегральных сумм. 
II. Свойства определенного интеграла. 
III. Оценка интеграла. 
IV. Теорема о среднем. Среднее значение функции. 
 
I. Определенный интеграл как предел интегральных сумм. Рассмотрим 

геометрическую задачу о вычислении площади криволинейной трапеции - 
фигуры, ограниченной графиком непрерывной функции  ( )y f x= , прямыми 
x a= , bx = , 0y = . 
     Предположим, что ( ) 0f x >  на отрезке [ , ]a b , то есть трапеция расположена 
над осью 0x. Разделим основание трапеции на n частичных интервалов 0 1[ , ],x x  

1 2[ , ]x x , 2 3 -1[ , ],...,[ , ]n nx x x x  точками деления 0 1 2 -1... n na x x x x x b= < < < < < = . 
     Проводя в точках деления прямые, параллельные оси 0y, разобьем 
рассматриваемую криволинейную трапецию 0 naA A b  на n частичных трапеций: 

0 1 1aA A x , 1 1 2 2 -1 -1,...,  n n n nx A A x x A A x .. Возьмем в каждом из частичных интервалов 
произвольную точку iξ  так, что 0 1 1 1 2 2 1,  ,..., n n nx x x x x xξ ξ ξ−≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ .. 
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     В точках iξ  (i=1…n) проведем прямые, параллельные оси 0y, до пересечения 
с графиком функции  ( )y f x= ; отрезки этих прямых соответственно равны 

( )if ξ . На частичных интервалах построим n прямоугольников с высотами 
( )if ξ  и получим n-ступенчатую фигуру, показанную на рисунке. Площадь Sn 

этой фигуры зависит от того, каким образом произведено разделение отрезка 

[ , ] a b на интервалы, и от того, каким образом были выбраны точки iξ . Можно 
считать, что площадь Sn есть приближенное значение площади S 
криволинейной трапеции 0 naA A b . Это приближение оказывается тем более 
точным, чем больше n и чем меньше длины частичных интервалов. Площадью 
криволинейной трапеции называют предел, к которому стремится площадь 
ступенчатой фигуры Sn при неограниченном возрастании n и стремлении к 
нулю наибольшей из длин частичных интервалов. 
 
     Если 1−−=Δ iii xxx  – длина i-ого конечного интервала, то условие 

0max →Δ ix  предполагает бесконечное измельчение отрезка [ , ]a b . Однако из 
того, что число точек деления ∞→n , не следует, что max 0ixΔ → , поскольку 
точки деления xi могут быть выбраны произвольно. Если при измельчении 
отрезка [ , ] a b одна из точек, например 1x , фиксирована, то при этом длина 
отрезка 1xΔ  не стремится к нулю, хотя ∞→n . При этом площадь 
рассматриваемой ступенчатой фигуры и в пределе не станет равной площади 
криволинейной трапеции. 
     Запишем выражение для площади ступенчатой фигуры Sn как сумму 
площадей прямоугольников с основаниями ixΔ  и высотами ( )if ξ : 

( )y f x=  
Аn-1 

Аn 

А1 

А2 

А0 

0 а=х0 х1   х2   х3   х4              хn-1 xn=b 
     ξ 1 ξ 2  ξ 3  ξ 4                   ξ n    

y 

x 
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∑
=

Δ=Δ++Δ+Δ=
n

i
iinnn xfxfxfxfS

1
2211 )()()()( ξξξξ … . 

 
Тогда в соответствии с определением площади криволинейной трапеции 

 

max 0 1
( )lim

i

n

i i
x in

S f xξ
Δ → =→∞

= Δ∑ .                                             (1) 

 
     К пределам, аналогичным (1), приводят многие задачи физики и прикладных 
дисциплин (вычисление работы переменной силы, нахождение пройденного 
пути, вычисление массы и др.). Поэтому имеет смысл, отвлекаясь от 
физического смысла функции ( )f x  и переменной x, ввести соответствующее 
равенству (1) общее математическое понятие. 

Определение. Если для функции ( )y f x= , непрерывной на отрезке [ , ],a b  

существует предел, к которому стремится n-ая интегральная сумма 
1

( )
n

i i
i

f xξ
=

Δ∑  

при стремлении к нулю длины наибольшего из частичных интервалов, и если 
этот предел не зависит ни от способа разбиения интервала интегрирования на 
частичные интервалы, ни от выбора в них промежуточных точек, то его 
называют определенным интегралом и обозначают 

 

max 0 1
( ) ( )lim

i

b n

i i
x ia n

f x dx f xξ
Δ → =→∞

= Δ∑∫ .                                     (2) 

 
     Как и в неопределенном интеграле, функцию  ( )y f x=  называют 
подынтегральной функцией, ( )f x dx  - подынтегральным выражением, x - 
переменной интегрирования, a - нижним и b - верхним пределами 
интегрирования. 
     В отличие от неопределенного интеграла, представляющего собой семейство 
функций, определенный интеграл есть число. Величина его зависит только от 
вида подынтегральной функции и пределов a и b, определяющих интервал 
интегрирования, но не от переменной интегрирования, поэтому справедливы 
равенства 

 

.)()()( ∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a
duufdttfdxxf  
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     Если для функции  ( )y f x=  существует определенный интеграл ∫
b

a
dxxf )( , то 

эта функция называется интегрируемой (по Риману) на отрезке [a,b]. 
     Отметим без доказательства, что 
     1) всякая непрерывная на отрезке [ , ] a b функция интегрируема на этом 
отрезке; 
     2) если ограниченная функция ( )y f x=  на отрезке [ , ] a b имеет лишь 
конечное число точек разрыва, то она интегрируема на этом отрезке; 
     3) монотонная ограниченная функция всегда интегрируема. 

 
II. Свойства определенного интеграла. К свойствам определенного 

интеграла относят следующие. 
1. Свойство линейности, связанное с операциями над функциями: 

определенный интеграл над линейной комбинацией функций на отрезке равен 
линейной комбинации определенных интегралов от этих функций на том же 
отрезке: 

 

[ ]∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf .)()()()( βαβα                                (3) 

 
Доказательство. Воспользуемся определением интеграла для функции  
                 
 

[ ]
max 0 max 01 1

max 0 max 01 1

max 0 max 01 1

( ) ( ) ( ) :

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( )

lim lim

lim lim

i i

i i

i i

b n n

i i i i i
x xi ia

n n

i i i i
x xi i

bn n

i i i i
x xi i a

x f x g x

x dx x f g x

f x g x

f x g x f x dx

ϕ α β

ϕ ϕ ξ α ξ β ξ

α ξ β ξ

α ξ β ξ α

Δ → Δ →= =

Δ → Δ →= =

Δ → Δ →= =

= +

= Δ = + Δ =

= Δ + Δ =

= Δ + Δ =

∑ ∑∫

∑ ∑

∑ ∑ ( ) .
b

a

g x dxβ+∫ ∫

 

 
 
2. Свойства, связанные с отрезками интегрирования: 

      

а) ,)()( ∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf                                                                                    (4) 
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     б) ,0)( =∫
a

a
dxxf                                                                                                  (5) 

        

в) ,)()()( ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf  если ( )., bac∈                                            (6) 

 
Доказательство. Поскольку для непрерывной функции предел интегральной 

суммы не зависит от способа разбиения, можно считать, что точка с совпадает с 
одной и той же точкой деления. При этом интегральную сумму можно 
представить в виде  

 

1 21 2( ) ( ) ( ) ,i i i if x f x f xξ ξ ξΔ = Δ + ΔΣ Σ Σ                                      (7) 
 

где в сумме Σ1 собраны все интервалы деления от a до c, в сумме Σ2 - от c до b и 
в сумме Σ – от a до b. Переходя в соотношении (7) к пределу, получим 
равенство, отражающее свойство (6). 

 
III. Оценка интеграла. Приведем некоторые теоремы, позволяющие 

проводить оценку определенного интеграла. 

1. Если ( ) 0f x ≥  при всех [ ]bax ,∈ , то 0)( ≥∫
b

a
dxxf . 

2. Если на отрезке [ , ] a b функции ( )f x  и ( )g x  удовлетворяют условию 
( ) ( )f x g x≥ , то  

 

( )( )
b b

a a

f x dx g x dx≥∫ ∫ . 

      
В случае, когда ( ) 0f x ≥  и ( ) 0g x ≥ , 
последнее свойство имеет простую 
геометрическую иллюстрацию: площадь 
криволинейной трапеции bBaA 22 , 
ограниченной графиком функции 

( )y f x= , больше площади 
криволинейной трапеции bBaA 11 , 
ограниченной графиком функции 

( )y g x= . 
 

y= f(x) 

A1 

y= g(x) 

B2 

B1 

A2 

b а 0 

y 

x 
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3. Если m и M – наименьшее и наибольшее значение функции ( )y f x=  на 
отрезке [a,b], то 

).()()( abMdxxfabm
b

a
−≤≤− ∫                                       (8) 

 
Доказательство. По условию Mxfm ≤≤ )( [ ],, bax∈∀  тогда      

∫∫∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a
Mdxdxxfmdx )(  

на основании предыдущего свойства. 

Но            
max 0 max 01 1

( ),lim lim
i i

b n n

i i
x xi ia

mdx m x m x m b a
Δ → Δ →= =

= Δ = ⋅ Δ = −∑ ∑∫  

и              ( ),
b

a

Mdx M b a= −∫  

что при подстановке в последнее неравенство и приводит к соотношению (8). 
      
 
Если 0)( ≥xf  на отрезке [a,b], то 
неравенство (8) отражает тот факт, что 
площадь криволинейной трапеции 
aABb  содержится между площадями 
прямоугольников bBaA 22  и bBaA 11 . 
 
 

 
 
 
 

IV. Теорема о среднем. Среднее значение функции. 
Теорема. Если функция ( )y f x=  непрерывна на отрезке [ , ],a b  то на этом 

отрезке найдется такая точка [ ]ba,∈ξ , что 
 

( )( ) ( )
b

a

f x dx f b aξ= −∫ .                                            (9) 

 
Доказательство. Пусть a<b и m и M – наименьшее и наибольшее значения 

функции на интервале, тогда в силу (8) 
 

т 

М В A 

y= f(x) 

A1 

B2 

B1 

A2 

b а 0 

y 

x 
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)()()( abMdxxfabm
b

a
−≤≤− ∫  

     или 

.)(1 Mdxxf
ab

m
b

a
≤

−
≤ ∫  

 

     Обозначим ∫−
=

b

a
dxxf

ab
)(1μ , причем m Mμ≤ ≤ . Поскольку ( )y f x=  

непрерывна, она принимает все значения, заключенные между m и M (теорема 
Коши о промежуточных значениях непрерывной функции). Следовательно, при 

некотором [ ]ba,∈ξ  μξ =)(f , т.е. ))(()( abfdxxf
b

a
−=∫ ξ  - что и требовалось 

доказать. 
     Дадим наглядное геометрическое пояснение теоремы. Площадь 
криволинейной трапеции заключена между площадями прямоугольников 

bBaA 11  и bBaA 22 . Если прямая BA ′′ , параллельная оси 0x, смещается от 
положения 11BA  к положению 22BA , то площадь bBAa ′′ меняется непрерывно и 
в некотором положении окажется в точности равной площади криволинейной 
трапеции. При этом прямая BA ′′  пересечет график функции в одной или 
нескольких точках Q с координатами ( ),ξ μ . 

Число ∫−
=

b

a
dxxf

ab
)(1μ  называют средним значением функции ( )y f x=  на 

отрезке [ , ].a b  

Q 

μ 

ξ 

т М 

В′ A′ 

y= f(x) 

A1 

B2 

B1 

A2 

b а 0 

y 

x 
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ЛЕКЦИЯ № 27 
 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Теорема о производной интеграла по верхнему пределу. 
II. Формула Ньютона-Лейбница. 
III. Замена переменной в определенном интеграле. 
IV. Интегрирование по частям. 
V. Приближенные вычисления определенного интеграла. 
 
I. Теорема о производной интеграла по верхнему пределу. Пусть в 

определенном интеграле ∫
b

a
dxxf )(  нижний предел a закреплен, а верхний 

предел меняется. Тогда будет меняться и значение определенного интеграла, 

т.е. интеграл ∫
b

a
dxxf )(  можно рассматривать как функцию верхнего предела. 

     Обозначим верхний предел через x, а переменную интегрирования через t, 
тогда функция 

 

∫=Φ
x

a
dttfx )()(                                                     (1) 

 
численно равна площади криволинейной трапеции aAXx , изображенной на 
рисунке. 
     Пусть x получит приращение ∆x, тогда функция Ф(x) получит приращение 

ΔΦ , равное площади криволинейной трапеции ( )xXX x x′ + Δ : .)(∫
Δ+

=ΔΦ
xx

x
dttf   

ΔФ 

y=f(x) 

А Х′ 
Х 

а                         x   ξ     х+Δх 0 

y 

x 

Ф(x) 
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Применим к последнему интегралу теорему о среднем, выбрав [ ]xxx Δ+∈ξ , : 
 

( ) .)()()( xfxxxfdttf
xx

x
Δξ=−Δ+ξ==ΔΦ ∫

Δ+
 

 

Найдем производную функции Ф(x) как 
0 0 0

( )lim lim lim ( ) ( )
x x x

f x f f x
x x

ξ ξ
Δ → Δ → Δ →

ΔΦ Δ
= = =

Δ Δ
, 

поскольку при 0→Δx  и .x→ξ  
     Таким образом, доказана следующая теорема: если ( )f x  – непрерывная 

функция и ∫=Φ
x

a
dttfx )()( , то имеет место равенство 

 
)()( xfx =Φ′ ,                                                      (2) 

 
то есть производная от определенного интеграла по верхнему пределу равна 
подынтегральной функции, в которую вместо переменной интегрирования 
подставлено значение верхнего предела: 

 

( ) ( )
x

a

d f t dt f x
dx

=∫ . 

 
II. Формула Ньютона – Лейбница. На основе доказанной теоремы 

получим простой способ вычисления определенного интеграла. 
     Пусть )(xF  - некоторая первообразная функции ( )f x . 

В соответствии с доказанной теоремой ∫
x

a
dttf )(  также является первообразной 

функции ( )f x . Поскольку любые две первообразные отличаются только на 
постоянную величину C, можно записать 

 

.)()( CxFdttf
x

a
+=∫                                                (3) 

 
Положим x a=  и, учитывая свойства определенного интеграла, получим 

 

,0)()( =+=∫ CaFdttf
a

a
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откуда ).(aFC −=  
     Обозначая x через b и t через x и подставляя в (3) найденное значение, 
приходим к формуле, известной под названием формулы Ньютона – Лейбница: 

 

)()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫                                               (4) 

     или 

.)()( b
a

b

a
xFdxxf =∫  

 
     Формула Ньютона – Лейбница дает практически удобный способ 
вычисления определенных интегралов в отличие от вычисления их как 
пределов интегральных сумм. 

Примеры. Вычислить определенные интегралы 

1)    ( )11
1

1
1

1
++

+
−

+
=

+
=∫ nn

b

a

nb

a

n ab
nn

xdxx ; 

2)   
2

2

0
0

cos sin sin 2 sin 0 0d
π

πϕ ϕ ϕ π= = − =∫ ; 

3)    1
1

0

1

0
−==∫ eedxe xx . 

     Таким образом, вычисление определенного интеграла сводится к 
нахождению первообразной подынтегральной функции и вычислению разности 
ее значений в верхнем и нижнем пределах интегрирования. При этом методы 
нахождения первообразной рассматривались при изучении неопределенных 
интегралов. 

 
III. Замена переменной в определенном интеграле. Реализация метода 

замены переменной в определенном интеграле производится по следующим 
правилам. Пусть дан интеграл от непрерывной на отрезке [ , ] a b функции ( )f x : 

.)(∫
b

a
dxxf  Введем новую переменную t по формуле ( )x tϕ= . Если ( ) aϕ α = , 

( ) bϕ β = , функции ( )tϕ  и ( )tϕ′  непрерывны на отрезке [ , ]α β  и функция 
[ ]( )f tϕ  определена и непрерывна на отрезке [ , ]α β , то 

( )( ) ( ) .
b

a

f x dx f t t dt
β

α

ϕ ϕ′= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫                                         (5) 
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При вычислении определенного интеграла по этой формуле можно не 
возвращаться к старой переменной x, так как для переменной t определены 
соответствующие пределы интегрирования α  и β . 

Пример. Вычислить интеграл  ∫ −
r

dxxr
0

22 .  

Введем новую переменную t по формуле trx cos= , тогда .sin tdtrdx −=  

Определим новые пределы интегрирования: 0x =  при 
2
π

=t ; x r=  при 0=t . 

Следовательно, 

( )
0 0 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0
2 2

2 2 22

0

1 cos2cos sin sin
2

1 1 1sin 2 sin 0 sin 0 .
2 2 2 2 2 2 2

r tr x dx r r t r t dt r tdt r dt

r r rt t

π

π π

π
π ππ

−
− = − − = − = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫
 

 
IV. Интегрирование по частям. Получим формулу интегрирования по 

частям в определенном интеграле. Для этого воспользуемся формулой 
производной произведения двух функций ( )u x  и ( )v x : ( ) ,vuvuvu ′+′=′⋅  откуда 

( ) udvvduuvd +=  и .)( vduuvdudv −=  Тогда .)( ∫∫∫ −=
b

a

b

a

b

a
vduuvdudv  Вычислим 

b
a

b

a
uvuvd =∫ )( , тогда окончательно формула интегрирования по частям имеет 

вид 

.∫∫ −=
b

a

b
a

b

a
vduuvudv                                                 (6) 

 
Пример. Вычислить интеграл 

{ }

2 222 2 2
0

0 0

2
22 2

0
0 0

; 2sin cos 2 cossin ; cos

; cos 2 sin sincos ; sin

u x du xdxx xdx x x x xdxdv xdx v x

u x du dx x x x x xdxdv xdx v x

π π
π

π
π π

⎧ ⎫= == = − ⋅ + =⎨ ⎬= = −⎩ ⎭
⎛ ⎞
⎜ ⎟= == = − ⋅ + − =⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫
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2
cos 0cos0 2 sin 0sin 0 cos cos0 2.

2 2 2 2 2
π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
V. Приближенные вычисления определенного интеграла. 

Приближенные вычисления определенных интегралов используются в тех 
случаях, когда первообразная подынтегральной функции не выражается через 
элементарные функции или ее нахождение вызывает значительные трудности. 
При этом не удается использовать формулу Ньютона – Лейбница. Существует 
несколько способов приближенного интегрирования. Все они основаны на 
понятии об определенном интеграле как пределе интегральных сумм. 
     Любой метод приближенного интегрирования включает следующие 
основные этапы: 
     1) отрезок интегрирования [a, b] разбивается точками 

bxxxxax nn == − ,,,,, 1210 …  на n равных частей длиной ∆x; 
     2) в точках nn xxxxx ,,,,, 1210 −…  вычисляются значения интегрируемой 
функции ( )y f x= , которые обозначают ;,,,,, 1210 nn yyyyy −…  
     3) на каждом из отрезков функция ( )f x  заменяется на некоторую более 
простую функцию (постоянную, линейную, квадратичную или другую), 
проходящую через точки ( )11, −− ii yx  и ( )ii yx , ; 
     4) при этом рассматриваемая криволинейная трапеция заменяется на 
некоторую близкую к ней фигуру, состоящую из суммы n криволинейных 
трапеций с легко вычисляемыми площадями iS ; 

     5) определенный интеграл (площадь криволинейной трапеции) ∫=
b

a
dxxfS )(  

может быть найден как сумма конечного числа площадей iS , вычисляемых по 

известным формулам: .
1
∑
=

≈
n

i
iSS  

     В зависимости от того, на какую фигуру заменяется криволинейная 
трапеция, различают следующие методы приближенного интегрирования. 
     1. Метод прямоугольников. Криволинейная трапеция заменяется на 
вписанную или описанную ступенчатую фигуру. В первом случае площадь i-го 
прямоугольника определяется по формуле ,1 iii xyS Δ⋅= +  во втором случае 

.iii xyS Δ⋅=  

     Учитывая, что 
n

abx −
=Δ , получим формулу прямоугольников: 

xyxyxyxySS n
n

i
i Δ++Δ+Δ+Δ=≈ −

=
∑ 1210

1
…  
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или 

.321
1

xyxyxyxySS n

n

i
i Δ++Δ+Δ+Δ=≈ ∑

=
…  

Тогда 

( )1210)( −++++
−

≈∫ n
b

a
yyyy

n
abdxxf …                                 (7) 

или 

( )n
b

a
yyyy

n
abdxxf ++++

−
≈∫ …321)( .                               )7( ′  

 
     Формула (7) дает приближенное значение определенного интеграла, 
меньшее точного значения, формула (7') – большее точного. 
     2. Метод хорд. На каждом отрезке ixΔ  функция ( )f x  заменяется линейной 

функцией     .
1

1

1

1

−

−

−

−
−
−

=
−
−

ii

i

ii

i
yy
yy

xx
xx  

В этом случае площадь криволинейной трапеции можно представить как сумму 

трапеций с площадями ( ) .
2
1

1 iiii xyyS Δ+= −  

Тогда xyyxyyxyyxyyS nn
n

i

ii Δ
+

++Δ
+

+Δ
+

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ

+
≈ −

=

−∑ 2222
12110

1

1 …  

и формула трапеций имеет вид 
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++

+−
≈ −∫ 121

0
2

)( n
n

b

a
yyyyy

n
abdxxf … .                            (8) 

 
     3. Метод парабол (Симпсона). Через каждые три точки на кривой проводят 
параболу и вычисляют площади получающихся криволинейных трапеций. 
Формула Симпсона имеет вид 
 

     ( ) ( )0 2 2 4 2 2 1 3 2 1( ) 2 ... 4
6

b

m m m
a

b af x dx y y y y y y y y
m − −
−

≈ + + + + + + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ … . (9) 

 
В формуле (9) обозначено 2n m= , т.е. число точек деления взято четным. 
     Точность методов вычисления определенных интегралов определяется, во-
первых, мелкостью разбиения отрезка [a,b], во-вторых, степенью приближения 
функции ( )f x  на i-ом интервале. Точность вычислений по каждому из 
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перечисленных методов возрастает с уменьшением величины 
n

abx −
=Δ , т.е. с 

возрастанием числа n. Второй критерий показывает, что точность вычислений 
методом хорд выше, чем методом прямоугольников, а методом Симпсона 
выше, чем методом хорд. 
 
 

ЛЕКЦИЯ № 28 
 

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Интегралы с бесконечными пределами. 
II. Признаки сходимости несобственных интегралов с бесконечными пределами. 
III. Интегралы от разрывных функций. 
 
I. Интегралы с бесконечными пределами. Рассмотрим интеграл с 

бесконечными пределами интегрирования. Пусть функция ( )y f x=  
непрерывна в полубесконечном интервале [a,+∞). Тогда мы можем вычислить 
интеграл от функции ( )f x , взятый по любому интервалу [ ], ,a b b a> . Интеграл 

( ) ( )
b

a

I b f x dx= ∫  тем лучше выражает величину, которую следует принять в 

качестве интеграла от функции ( )f x  в интервале [a,+∞), чем больше b. Пусть 
+∞→b . Тогда или )(bI  при ∞→b  имеет предел, или )(bI  предела не имеет 

(либо стремится к бесконечности, либо колеблется и вообще не стремится ни к 
какому пределу). 

Определение. Несобственным интегралом от функции ( )f x  в интервале 

[a,+∞) называется предел интеграла ∫
b

a
dxxf )(  при ∞→b : 

 

( ) ( ) .lim
b

b
a a

f x dx f x dx
∞

→∞
=∫ ∫  

 
     Если указанный предел существует, то несобственный интеграл называется 
сходящимся, а если не существует, то расходящимся. 
     Если известна первообразная ( )F x  для подынтегральной функции ( )f x , то 
легко установить, сходится несобственный интеграл или расходится. С 
помощью формулы Ньютона – Лейбница имеем 

 



__________________________Лекции по математике. Часть I__________________________ 

 208

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ).lim
b

a

f x dx F b F a F F a
∞

→∞
= − = ∞ −∫  

 
     Таким образом, если предел первообразной ( )F x  при ∞→x  существует, то 
несобственный интеграл сходится, а если этот предел не существует, то 
интеграл расходится. Аналогично определяется несобственный интеграл и для 
других бесконечных интервалов: 

 

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

lim

lim lim

b b

a
a

c b

a b
a c

f x dx f x dx

f x dx f x dx f x dx

→−∞
−∞

+∞

→−∞ →+∞
−∞

=

= +

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

 
где с - любое число, причем ,a b  изменяются независимо друг от друга. 
     Рассмотренные интегралы называются интегралами с бесконечными 
пределами. 
     Обозначим через ( )F x  первообразную от ( )f x . Условно запишем 

 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

b

a

f x dx F F a f x dx F b F

f x dx F F

+∞

−∞
+∞

−∞

= +∞ − = − −∞

= +∞ − −∞

∫ ∫

∫
 

 
понимая под символами F(+∞) и F(–∞) пределы, к которым стремится F(x) при 

+∞→x  и −∞→x . 
     Предположим, что линия ( )y f x=  ограничивает трапецию с бесконечным 
основанием. Если существует несобственный интеграл от ( )f x , взятый вдоль 
основания трапеции, то он измеряет площадь этой бесконечной трапеции. 
Например, площадь бесконечной трапеции, ограниченной положительной 

полуосью 0x, прямой 0>= ax  и линией 3
1
x

y = , равна 

 

223 2
11

2
11

ax
dx

x aa
=−=

+∞∞+

∫ , 
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а площадь бесконечной трапеции, ограниченной гиперболой 
x

y 1
= , 

положительной полуосью 0x и прямой x a=  вычислить нельзя, так как 

.ln +∞== ∞+∞+
∫ a
a

x
x

dx  Таким образом, ∫
∞+

a
px

dx  сходится при p>1 и расходится при 

p≤1. 
 
II. Признаки сходимости несобственных интегралов с бесконечными 

пределами. Если первообразная функция неизвестна, то решение вопроса о 
сходимости несобственных интегралов значительно усложняется. В таких 
случаях иногда удается решить этот вопрос, пользуясь специальными 
признаками. 

     1. Пусть 0)( ≥xf  для ).,[ +∞∈ ax  Геометрически ясно, что ∫=
b

a
dxxfbI )()(  с 

возрастанием b возрастает. По признаку существования предела, если 
возрастающая функция ограничена, то она имеет предел. Поэтому, если 
известно, что )(bI  ограничен, то есть MbI ≤)( , где M - некоторая постоянная, 

то можно утверждать, что несобственный интеграл ∫
∞+

a
dxxf )(  сходится и его 

величина не превосходит M. На основании вышесказанного можно доказать 
следующий признак сходимости несобственных интегралов. 

Признак сравнения. Пусть для всех x выполняется неравенство 
)()(0 xxf ϕ≤≤ , тогда 

1) если сходится интеграл ,)(∫
∞+

a
dxxϕ  то сходится и интеграл ∫

∞+

a
dxxf )( ; 

2) если расходится интеграл ∫
∞+

a
dxxf )( , то расходится и интеграл .)(∫

∞+

a
dxxϕ  

Доказательство: 

1) предположим, что интеграл ,)(∫
∞+

a
dxxϕ  сходится и равен M, тогда 

( )
b

a

x dx Mϕ ≤∫ . 

По теореме об оценке определенных интегралов (лекция № 26) 
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( )( ) .
b b

a a

f x dx x dx Mϕ≤ ≤∫ ∫  

Это значит, что ( )
b

a

f x dx∫  есть ограниченная функция, и интеграл ∫
∞+

a
dxxf )(  

сходится. 

2) если интеграл ∫
∞+

a
dxxf )(  расходится, то возрастающая функция ∫

b

a
dxxf )(  

стремится к бесконечности. Но так как  
 

( )( ) ,
b b

a a

f x dx x dxϕ≤∫ ∫  

 

то и функция ( )
b

a

x dxϕ∫  также стремится к бесконечности, то есть 

интеграл ∫
∞+

a
dxx)(ϕ  расходится. 

     2. Признак сравнения справедлив только для функций, сохраняющих один и 
тот же знак в бесконечном интервале интегрирования (исследование интеграла 
от отрицательной функции сводится к предыдущему). Более сложным 
оказывается исследование интегралов от функций, не сохраняющих 

постоянный знак, например, 
x

xsin . Приведем признак сходимости, 

позволяющий иногда сводить исследование к случаю положительных функций: 

если сходится интеграл ,)(∫
∞+

a
dxxf  то сходится и интеграл ∫

∞+

a
dxxf .)(  При этом 

интеграл ∫
∞+

a
dxxf )(  называется абсолютно сходящимся. 

 
III. Интегралы от разрывных функций. Если в интервале [ , ] a b функция 

( )f x  имеет некоторое число точек разрыва первого рода, то определить 
понятие интеграла для такой функции не представляет труда. В этом случае 
интеграл есть сумма интегралов, взятых по частичным интервалам, на которые 
разбивается отрезок [ , ] a b всеми точками разрыва функции. 
     Обозначим точки разрыва C1,C2,...,Ck так, что 1 2 ... ka C C C b< < < < < . 
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Тогда 
1 2

1

( ) ( ) ( ) ... ( ) .
k

C Cb b

a a C C

f x dx f x dx f x dx f x dx= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

Площадь криволинейной трапеции, ограниченной линией ( )y f x=  с конечным 
числом точек разрыва 1-го рода на отрезке [ , ],a b  равна сумме площадей 
трапеций, опирающихся на частичные интервалы 1 1 2[ , ],[ , ],...,[ , ]ka C C C C b , 
заключенные между последовательными точками разрыва. 
     Пусть функция ( )f x  непрерывна для всех значений x, a x b≤ < , а на правом 
конце x b=  претерпевает разрыв. Обычное определение интеграла здесь теряет 

свой смысл. Но если рассмотреть интеграл ,)()( ∫
−

=
ε

ε
b

a
dxxfI  ε >0, то чем 

меньше ε, тем лучше данный интеграл выражает величину искомого интеграла 

( )
b

a

f x dx∫ . 

     Заставим ε стремиться к нулю произвольным образом. Тогда I(ε) либо имеет 
предел, либо не имеет (стремится к бесконечности или вовсе не стремится ни к 
какому пределу). 

Определение. Несобственным интегралом от функции ( )f x , непрерывной 
при bxa <≤  и неограниченной при bx → , называется предел 

интеграла ∫
−εb

a
dxxf )( : 

0
( ) ( ) , 0lim

b b

a a

f x dx f x dx
ε

ε
ε

−

→
= >∫ ∫ . 

 
     Если указанный предел существует, то несобственный интеграл называется 
сходящимся, а если не существует, то расходящимся. 
     Аналогично, если функция ( )f x  претерпевает бесконечный разрыв только в 
левом конце x=a отрезка [ , ],  a b то 

 

0
( ) ( ) , 0lim

b b

a a

f x dx f x dx
δ

δ

δ
→

+

= >∫ ∫ . 

 
     Если первообразная ( )F x  известна, то в обоих случаях можно записать, что 
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),()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫  

 
понимая под F(b) или F(a) предел, к которому стремится первообразная ( )F x  
при x a→  или x b→ . Если этот предел существует, то интеграл сходится, а 
если нет, то расходится. 
     Если функция ( )f x  претерпевает бесконечный разрыв в некоторой точке 
x=с, принадлежащей отрезку [ , ],  a b то может быть определен несобственный 
интеграл 

0 0
( ) ( ) ( ) .lim lim

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx
ε

ε δ
δ

−

→ →
+

= +∫ ∫ ∫  

 
Пример: Вычислим несобственный интеграл: 

1

1

( ) сходится при 1;1
1

( ) ( 1)( )
расходится при 1.

pbb

p p
a a

b a pdx
p

b x p b x
p

−

−

⎧ −
− <⎪= = −⎨

− − − ⎪∞ >⎩
∫  

 При 1 ln( ) и интеграл расходится.
b

b
a

a

dxp b x
b x

= = − − = ∞
−∫  

 
 

ЛЕКЦИЯ № 29 
 

ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Вычисление площадей плоских фигур.  
II. Вычисление длины дуги кривой. 
III. Вычисление площадей поверхностей тел вращения. 
IV. Вычисление объемов тел. 
V. Примеры решения задач. 
 
I. Вычисление площадей плоских фигур. Если на отрезке 

[ , ] a b непрерывная функция 0)( ≥xf , то площадь криволинейной трапеции, 
ограниченной осью 0x, прямыми ,  x a x b= =  и графиком функции ( )y f x= , 
равна 

 

∫=
b

a
dxxfS .)(                                                        (1) 
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     Если при ],[ bax∈  0)( ≤xf , то ( ) 0.
b

a

f x dx ≤∫  В этом случае площадь 

криволинейной трапеции вычисляется как .)(∫−=
b

a
dxxfS  

 

 
     Если на отрезке [ , ] a b в точках ,  x c x d= =  функция ( )y f x=  меняет знак, то 
площадь фигуры, ограниченной графиком этой функции, прямыми ,  x a x b= =  
и осью 0x, можно найти как сумму абсолютных величин интегралов 

 

( ) ( ) ( )
c d b

a c d

S f x dx f x dx f x dx= + +∫ ∫ ∫  

 

или как интеграл от абсолютной величины ( )f x  ∫=
b

a
dxxfS .)(  

 
     При вычислении площадей фигур, ограниченных кривыми 1 1( )y f x=  и 

2 2( )y f x= , прямыми ,  x a x b= = , воспользуемся формулой 
bBaAbBaA SSS 2211 −= , если для всех ],[ bax∈  1 2( ) ( )f x f x≥ . 

     

 Поскольку ∫=
b

a
bBaA dxxfS ,)(111 ∫=

b

a
bBaA dxxfS )(222  и интеграл обладает 

свойством линейности, получим 

y 

O a b х 
( )y f x=y 

O a b х 

S 
S 

( )y f x=
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[ ]∫ −=
b

a
dxxfxfS .)()( 21                                            (1′) 

     Если функция ( )f x  задана в параметрической форме уравнениями 
( ),   ( )x x t y y t= = , то формула (1) преобразуется к виду 

 

∫ ′=
β

α
,)()( dttxtyS                                                    (2) 

 
так как dttxdx )(′=  и ( ) ,  ( )x a y bα β= = . 
     Пусть кривая, ограничивающая искомую площадь, задана в полярной 
системе координат. Получим выражение для вычисления площади 
криволинейного сектора, ограниченного кривой ( )ρ ρ ϕ= , лучами 

иϕ α ϕ β= = . 
     Разобьем данную площадь лучами ,, 10 ϕϕαϕϕ === ,,..., 12 −== nϕϕϕϕ  

βϕϕ == n   на n частей. Обозначим 1 2, ,..., nϕ ϕ ϕΔ Δ Δ  углы между проведенными 
лучами. Обозначим iρ  длину радиус-вектора, соответствующего некоторому 

iϕ , взятому между 1−iϕ  и iϕ . Рассмотрим круговой сектор, ограниченный 
прямыми ii ϕϕϕϕ == − ,1  и дугой окружности радиуса iρ . 

Его площадь ( ) iiiS ϕρ Δ=Δ
2

2
1 . Сумма 

площадей ( )2
1

1
2

n

n i i
i

S ρ ϕ
=

= Δ∑  приближенно 

равна площади рассматриваемого сектора OAB 
и представляет собой интегральную сумму для 

функции 2
2
1 ρ . Тогда площадь 

B1

B2

A1

A2

y=f2(x) 

y=f1(x) 
y 

xba O 

S

)(ϕρρ =  

А 

φ=β 

φ=α 

В 

и О 
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криволинейного сектора в полярной системе координат вычисляется по 
формуле 

.
2
1 2∫=
β

α
ϕρ dS                                                     (3) 

 
II. Вычисление длины дуги кривой. Получим формулу для вычисления 

длины дуги кривой в декартовых координатах. Пусть требуется вычислить 
длину дуги AB кривой ( )y f x= , заключенной между вертикальными прямыми 

,  x a x b= = . Разобьем отрезок [ , ] a b на n частей точками 0 1 2, , ,..., nx a x x x b= = , 
которым на дуге AB соответствуют точки 0 1, ,..., nA M M M B= = . Проведем 
хорды AM1, M1M2, M2M3,…, Mn-1B, длины которых обозначим 1 2, ,..., .ns s sΔ Δ Δ  

Длина получившейся ломаной линии равна сумме длин isΔ , то есть ∑
=
Δ=

n

i
in ss

1
, 

а длиной дуги AB называется предел, к которому стремится длина вписанной 
ломаной, когда длина ее наибольшего звена стремится к нулю, то есть  

 

1max 0

lim
i

n

i
n is

s s
→∞ =Δ →

= Δ∑ . 

 
     Рассмотрим отдельную хорду ii MM 1− . Ее длина может быть найдена как  

              

( ) ( )
2

2 2 1 ,i
i i i i

i

ys x y x
x

⎛ ⎞Δ
Δ = Δ + Δ = + Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

 

 
            где 1i i ix x x −Δ = − , 1( ) ( ).i i iy f x f x −Δ = −  
       
 
 

 
 

Считая, что функция ( )y f x=  и ее производная )(xfy ′=′  непрерывны на 
отрезке [ , ],  a b применим к ней теорему Лагранжа о конечных приращениях для 
отрезка [ ]ii xx ,1− : 
                           

))(()()( 11 −− −′=− iiiii xxfxfxf ξ , где [ ]iii xx ,1−∈ξ , 
или  

Mi     
Δyi 

Δsi 

Mi-1       Δxi 

хi-1  ξi     xi 
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).(,)( i
i

i
iii f

x
yxfy ξξ ′=

Δ
Δ

Δ′=Δ  

 
Тогда  ( )[ ] iii xfs Δ′+=Δ 21 ξ  и длина дуги 

 

[ ] [ ]2 2

max 0 1
1 ( ) 1 ( ) .lim

i

bn

i i
x i a

s f x f x dxξ
Δ → =

′ ′= + Δ = +∑ ∫                       (4) 

 
     Если кривая задана параметрическими уравнениями ( ),   ( )x x t y y t= = , то 
формула (4) преобразуется к виду 

 

2 2( ) ( ) .t ts x y dt
β

α

′ ′= +∫                                                (5) 

     Если кривая задана в полярных координатах, то рассматривая соотношения 
cos , sinx yρ ϕ ρ ϕ= =  как параметрическое задание функции, получим 
cos sin , sin cosx yρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ′ ′ ′ ′= − = + . Подставляя полученные выражения в 

(5), находим 

( )22s d
β

α

ρ ρ ϕ′= +∫ .                                                (6) 

 
III. Вычисление площадей поверхностей тел вращения. Вычислим 

площадь поверхности тела, получающегося вращением дуги плоской 
кривой ( )y f x= , заключенной между прямыми ,  x a x b= = , вокруг оси 0x. 

     Для этого заменим дугу AB кривой 
( )y f x=  ломаной линией 

BMMMAM n 1321 ... − , тогда поверхность 
вращения удастся заменить рядом 
конических поверхностей с площадями 

 

,
2

)()(2 1
i

ii
i sxfxfP Δ

+
=Δ −π  

 
где isΔ  - длина хорды ii MM 1− . 
 

О           а                          b                 x 
Δxi 

y         y=f(x) 

 Мi Мi-1 

В′ 
А′ 

В 

А 
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Поскольку ( )[ ] iii xfs Δ′+=Δ 21 ξ  и при 0→Δ ix  1( ) ( ) ( )
2

i i
i

f x f x f ξ− +
→ , то 

можно записать ( )[ ] .1)(2 2
iiii xffP Δ′+=Δ ξξπ  

Площадь поверхности вращения      
                               

( ) 2

max 0 1
2 ( ) 1lim

i

n

i i i
x i

P f f xπ ξ ξ
Δ → =

′= + Δ⎡ ⎤⎣ ⎦∑  

 или 

[ ]22 ( ) 1 ( ) .
b

i
a

P f x f dxπ ξ′= +∫                                          (7) 

 
     Если дуга АВ задана параметрическими уравнениями ( ),   ( )x x t y y t= = , то 
формула (7) преобразуется к виду 

2 22 ( ) ( ) ( ) .t tP y t x y dt
β

α

π ′ ′= +∫                                        (7′) 

IV. Вычисление объемов тел. Пусть имеем некоторое тело. Предположим, 
что известна площадь любого сечения этого тела плоскостью, 
перпендикулярной к оси 0x. Эта площадь зависит от положения секущей 
плоскости и, следовательно, является функцией x: Q=Q(x). 

Пусть для заданного тела Q(x) является непрерывной функцией. Проведем 
плоскости 1 2, , ,..., x a x x x x x b= = = = , которые разобьют тело на слои. 
Рассмотрим отдельно слой, соответствующий промежутку -1[ , ]i ix x , и выберем 

( )1,i i ix xξ −∈ . Заменим выделенный нами слой цилиндрическим телом, 
образующая которого параллельна оси 0x, а направляющей является контур 
сечения тела плоскостью ix ξ= . Объем такого элементарного цилиндрического 

тела ( ) .i i iV Q xξΔ = Δ  Объем всех цилиндров ∑
=
Δ=

n

i
in VV

1
, а объем тела V можно 

рассматривать как предел nV  при 0→Δ ix , то есть 
 

.)(∫=
b

a
dxxQV                                                         (8) 

 
     Если тело является телом вращения, полученным при вращении 
криволинейной трапеции, ограниченной кривой ( )y f x= , осью Оx и двумя 
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прямыми ,  x a x b= = , вокруг оси Оx, то [ ]2)()( xfxQ π= , тогда объем тела 
вращения 

 

2( )
b

x
a

V f x dxπ= ∫ .                                                   (9) 

 
     При вращении этой же криволинейной трапеции вокруг оси Оу объем 
получающегося тела находят по формуле  

 

2 ( )
b

y
a

V xf x dxπ= ∫ .                                               (10) 

 
V. Примеры решения задач. 
 
Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
                                                 y x=  и 3xy = . 
Решение. Вычисление площади проводим по формуле (1′): 

          

( ) ( )

( )

( )

1 0 1
3 3 3

1 1 0
00 4 2

3

1 1
11 2 4

3

0 0

;

0,25;
4 2

0,25;
2 4

0,25 0,25 0,5;

S x x dx x x dx x x dx

x xx x dx

x xx x dx

S

− −

− −

= − = − + −

⎛ ⎞
− = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
− = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
= + =

∫ ∫ ∫

∫

∫

 

 
или в силу симметрии графиков функций y x= и 3xy =   

( ) ( )
11 2 4

3

0 0

2 2 2 0,5 0,25 0,5
2 4
x xS x x dx

⎛ ⎞
= − = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

Ответ. Искомая площадь равна 0,5 ед2 . 
 
Пример 2. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной эллипсом, 

заданным параметрическими уравнениями: π20;sin;cos ≤≤== ttbytax .  

y=x3 

y=x 
у 
 
1 
 
 
 
 
 
-1 

-1            0     1     х 
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Решение. В силу симметрии эллипса вычисляем площадь его четвертой части 
( 2/0 π≤≤ t ) и полученный результат 
умножаем на четыре.  
Воспользуемся формулой (2). Для этого найдем 
производную tax sin−=′ . Тогда 
                                   

∫∫ =−=−⋅=
0

2/

2
0

2/
sin4)sin(sin4

ππ
tdtabdttatbS         

sin
2
1

2
22sin

2
12

2
2cos14

2/

0

2/

0
abttabdttab ππππ

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−
= ∫

 
Ответ. Искомая площадь равна abπ  ед2 . 
 
Пример 3. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной 

трехлепестковой розой, заданной уравнением в полярных координатах 
cos3aρ ϕ= . 

Решение. В силу симметрии кривой вычисляем площадь его шестой части 
( 6/0 πϕ ≤≤ ) и полученный результат умножаем на шесть.  

Воспользуемся формулой (3). 

  

/ 6
2 2

0
/ 6/ 6 2

2

00
2 2

16 cos 3
2

1 cos6 3 13 sin 6
2 2 6

3 1 1sin 0 sin 0 .
2 6 6 6 4

S a d

aa d

a a

π

ππ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

π ππ

= ⋅ =

+ ⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫     

 
 

Ответ. Искомая площадь равна 
4

2aπ  ед2 . 

 
Пример 4. Вычислить длину дуги линии ( )21ln xy −=  от 01 =x  до 5,02 =x . 
Решение. Вычисление длины дуги проводим по формуле (4).  

Для этого найдем производную заданной функции 21
2
x
xy

−
−

=′ . 

Длина линии равна 
0,5 2

2
0

21
1

xL dx
x

−⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
−⎝ ⎠∫  

у 

х О 
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( )
0,5 0,5 0,52 4 2 2

2 2 220 0 0

0,5

0

1 2 4 1 21
1 11

1 1 1,5 12 ln 0,5 ln 0 ln ln3 0,5.
2 1 0,5 1

x x x xdx dx dx
x xx

xx
x

− + + + ⎛ ⎞= = = − + =⎜ ⎟
− −⎝ ⎠−

⎛ + ⎞ ⎛ ⎞= − + ⋅ = − + + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
 

Ответ. Длина линии равна 5,03ln −  ед. 
 
Пример 5. Вычислить длину дуги астроиды tRytRx 33 sin,cos == . 
Решение. Астроида – замкнутая кривая, изображенная на рисунке. Для всей 

кривой π20 ≤≤ t . Вычислим длину 
четвертой части кривой, для которой 

2/0 π≤≤ t , и умножим результат на четыре. 
Вычисление длины линии проводим по 
формуле (5). Для этого определим 
производные от х и у по параметру t: 
                                             

ttRyttRx tt cossin3;sincos3 22 =′−=′ . 
 
Длина линии  

( ) ( )

( )

/ 2 2 22 2

0
/ 2

4 2 4 2

0
/ 2

2 2

0
/ 2 / 2

00

4 3 cos sin 3 sin cos

12 cos sin sin cos

12 cos sin cos sin

1 112 sin 2 12 cos2
2 4

3 cos cos0 6 .

L R t t R t t dt

R t t t tdt

R t t t tdt

R tdt R t

R R

π

π

π

π π

π

= ⋅ − + =

= ⋅ + =

= ⋅ + =

= ⋅ = − ⋅ =

= − ⋅ − =

∫

∫

∫

∫

 

Ответ. Длина астроиды равна 6R ед. 
 
Пример 6. Вычислить длину дуги кардиоиды ( )ϕρ cos1+= a . 
Решение. Кардиоида – замкнутая кривая, изображенная на рисунке и 

заданная в полярных координатах. Для всей кривой πϕ 20 ≤≤ . Вычислим 
длину половины кривой, для которой πϕ ≤≤0 , и умножим результат на два. 
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у     О           z 

1 

х 

Вычисление длины линии проводим по формуле (6). Для этого определим 
производную ta sin−=′ρ . 

Длина линии  
       

( ) ( )

( )

2 22

0

2 2

0

2

0 0

00

2 1 cos sin

2 1 2cos cos sin

2 2 1 cos 2 2 2cos
2

4 cos 8 sin 8 sin sin 0 8 .
2 2 2

L a a d

a d

a d a d

a d a a a

π

π

π π

π π

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ πϕ

= ⋅ + + − =

= ⋅ + + + =

= ⋅ + = ⋅ ⋅ =

⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

∫ ∫

∫

 

                                                          
Ответ. Длина кардиоиды равна 8а ед. 
 
Пример 7. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью  

                                 
24

22 yzx +=  и плоскостью 1x = . 

Решение. Объем тела вычислим по площадям поперечных сечений, 
проведенных перпендикулярно оси Ох, следуя формуле (8). В сечении тела 

плоскостью x const=  лежит эллипс 1
24

22
=+

x
y

x
z , полуоси которого 

xbxa 2,4 == .  
Площадь эллипса равна abπ  (см. пример 2), поэтому  
 

xxxxQ ππ 2224)( == . 
 
Объем тела вычислим с помощью интеграла    

 

πππ 2
2

2222
1

0

21

0
=== ∫

xxdxV . 

 
Ответ. Объем тела равен π2  ед3. 
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Пример 8. Вычислить объем тела, образованного вращением кривой 
( )32 1−= xy  и прямой х=2 вокруг оси Ох. 

Решение. Вычислим объем по формуле (9). 
 

( ) ( )
4

0
4
1

4
11

2

1

42

1

3 ππππ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

−
⋅=−= ∫

xdxxV . 

 
Ответ. Объем тела равен 4/π  ед3. 
 

 
Пример 9. Найти площадь поверхности, образованной вращением первой 

арки циклоиды ( ) ( )tayttax cos1,sin −=−=  вокруг оси Ох ( )0 2t π≤ ≤ . 
Решение. Циклоида изображена на рисунке. Площадь поверхности 

вращения циклоиды вокруг горизонтальной оси 
вычислим по формуле (7′), для чего найдем 
производные от х и у по параметру t: 

 
( ) taytax tt sin;cos1 =′−=′ . 

 
 

Тогда ( ) ( )
2

22 2 2

0

2 1 cos 1 cos sinP a t a t a tdt
π

π= ⋅ − ⋅ − + =∫  

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2

0 0

2 1 cos 1 2cos cos sin 2 1 cos 2 1 cosa t t t tdt a t t dt
π π

π π= ⋅ − ⋅ − + + = ⋅ − ⋅ − =∫ ∫
 

( )
2 2 23/ 2

3/ 22 2 2 2 3

0 0 0

2 2 1 cos 2 2 2sin 8 sin
2 2
t ta t dt a dt a dt

π π π
π π π⎛ ⎞= ⋅ − = ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

( )
22 3

2 2 2 2

0 0

cos / 2 648 1 cos sin 16 cos .
2 2 2 3 3

tt t ta dt a a
ππ

π π π
⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ − = − ⋅ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫  

 
Ответ. Площадь поверхности вращения 3/64 2aπ  ед2. 

 
 
 
 

О       1         2        х 

у 
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РАЗДЕЛ IV. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

ЛЕКЦИЯ № 30 
 

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Определение функции двух переменных. 
II. Способы задания, график функции двух переменных. 
III. Предел функции. Непрерывность функции. 
IV. Частные производные первого порядка. Их геометрический смысл. 
V. Частные дифференциалы. 
 
I. Определение функции двух переменных. 
Определение. Величина z называется функцией переменных величин x и y 

на множестве D, если каждой точке этого множества соответствует одно 
определенное значение величины z: 

 
( , )z f x y= , 
 

где x и y - аргументы или независимые переменные. 
     Функции двух переменных могут быть однозначными и многозначными в 
зависимости от того, сколько ее значений соответствует каждой совокупности 

значений независимых переменных: 2z x y= +  – однозначная, 222 yxz ++=  – 
двузначная. 
     Областью определения функции двух переменных ( , )z f x y=  называется 
совокупность всех значений, которые могут принимать независимые 
переменные. В общем случае область определения функции ( , )f x y  
представляет собой конечную или бесконечную часть плоскости Оxy, 
ограниченную кривыми. 

 
II. Способы задания, график функции двух переменных. Как и функции 

одной переменной, функции двух переменных могут быть заданы таблицей, 
аналитически (выражением), графиком. 
     Табличное задание состоит в том, что для некоторого количества пар 
значений независимых переменных x и y указываются соответствующие им 
значения функции (таблица с двумя входами). 
     Аналитическое задание функции означает, что дается формула, при помощи 
которой по заданным значениям переменных отыскивается значение функции 

( , )z f x y= . 
     Функция двух переменных может быть задана и в неявном виде: 

( , , ) 0F x y z = . 
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     Графиком функции ( , )z f x y=  двух независимых переменных x и y 
называется множество точек, абсциссы и ординаты которых являются 
значениями x и y, а аппликаты – соответствующими значениями z. Графиком 

функции двух независимых аргументов 
обычно служит некоторая поверхность 
(рисунок). Графическое задание функции двух 
переменных как раз и состоит в задании 
графика этой функции. 
     Данные ранее определения можно 
распространить и на случай большего числа 
переменных. Заметим только, что 
геометрическая интерпретация функции от n 
независимых переменных при n>2 теряет 
наглядность. 
     В аналитической геометрии при изучении 

поверхностей второго порядка обычно пользуются методом сечений, который 
состоит в том, что определение вида поверхности по ее уравнению 
производится путем исследования кривых, образованных при пересечении этой 
поверхности с плоскостями. Этот же метод применим и при изучении любых 
функций двух переменных. Пусть задана функция ( , )z f x y= . Полагаем 0z z= , 
тогда уравнение 

 
0( , )f x y z=                                                         (1) 

 
устанавливает зависимость между переменными x и y, при которой заданная 
функция сохраняет постоянное значение. На плоскости Оxy уравнение (1) есть 
уравнение проекции линии пересечения L поверхности ( , )z f x y=  с 
плоскостью 0z z= . 

Определение. Линией уровня функции 
( , )z f x y=  называется линия на плоскости 

Оxy, в точках которой функция сохраняет 
постоянное значение. 

Совокупность линий уровня, 
соответствующих различным значениям 0z , 
называется сетью линий уровня функции 

( , )z f x y= . Сеть линий уровня довольно 
наглядно характеризует поведение функции. 
Линии уровня функции z yx=  показаны на 
рисунке. 

 

D 

z=f(x,y) 

O 

z 

y 

х 
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III. Предел функции. Непрерывность функции. 
Определение. Число A называется пределом функции ( , )z f x y=  при 0x x→  

и 0y y→ , если для всех значений x и y, достаточно мало отличающихся 
соответственно от чисел 0x  и 0y , соответствующее значение функции 

( , )z f x y=  как угодно мало отличается от числа A: 
 

                                                        
0
0

( , ) .lim
x x
y y

f x y A
→
→

=  

 
При этом функция ( , )z f x y=  может быть и не определена в самой точке 

0 0 0( , )P x y . 
Определение. Функция ( , )z f x y=  называется непрерывной при 0x x→ , 

0y y→ , если бесконечно малым приращениям x и y соответствует бесконечно 
малое приращение z, то есть 

 

0
0

0lim
x
y

z
Δ →
Δ →

Δ =           или           
0
0

0 0( , ) ( , ),lim
x x
y y

f x y f x y
→
→

=                   (2) 

 
где ),(),( 0000 yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ  - приращение функции. 

Определение. Функция, непрерывная в каждой точке области, называется 
непрерывной в этой области. 

График непрерывной функции представляет собой сплошную поверхность 
без разрывов. 
     Точка в плоскости Оxy, в которой не выполняется условие непрерывности 
функции, называется точкой разрыва функции. Точки разрыва функции двух 
переменных могут образовывать целые линии. Например, для функции 

2 2
1z

x y
=

−
 прямые y x=  и y x= −  – линии разрыва. 

 
IV. Частные производные первого порядка. Их геометрический смысл. 

Рассмотрим функцию двух независимых переменных ( , )z f x y= . Придадим x 
приращение Δx, оставляя y неизменным. Функция получит частное приращение 

).,(),( yxfyxxfzx −Δ+=Δ  
Определение. Предел отношения частного приращения функции к 

приращению соответствующего аргумента, когда приращение аргумента 
стремится к нулю, называется частной производной от z по x первого порядка: 

0 0

( , ) ( , ) ( , )lim limx
x x

x x

z f x x y f x y z z f x y
x x xΔ → Δ →

Δ + Δ − ∂ ′ ′= = = =
Δ Δ ∂

.                 (3) 
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     Переменная y остается постоянной только в процессе дифференцирования. 
После того, как выражение ),( yxfx′  найдено, x и y могут принимать любые 
значения. Аналогично определятся частная производная по y: 

 

0 0

( , ) ( , ) .lim limy

y y

zz f x y y f x y
y y yΔ → Δ →

Δ∂ + Δ −
= =

∂ Δ Δ
                              (4) 

 
     Отыскание частных производных элементарных функций осуществляется по 
известным правилам дифференцирования функций одной переменной. 
     Геометрический смысл частных производных: частная производная ),( yxfx′  
есть угловой коэффициент относительно оси Оx касательной в точке 

0 0 0( , , )M x y z  к сечению поверхности ( , )z f x y=  плоскостью 0y y= , то есть 
αtg),( 00 =′ yxfx ; частная производная ( , )yf x y′  есть угловой коэффициент 

относительно оси Оу касательной в точке 0 0 0( , , )M x y z  к сечению поверхности 
( , )z f x y=  плоскостью 0x x= , то есть 0 0( , ) tgyf x y β′ = . 

 
 

V. Частные дифференциалы. Приращение, которое получает функция 
( , )z f x y= , когда изменяется только одна из переменных, называется частным 

приращением функции по соответствующей переменной: 
 

),,(),( yxfyxxfzx −Δ+=Δ        ).,(),( yxfyyxfzy −Δ+=Δ  

z=f(x,y) 

О                  у0                      у 

α 

β 
х0 

М 

z 

х 
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Определение. Частным дифференциалом по x функции ( , )z f x y=  
называется главная часть частного приращения xzΔ , пропорциональная 
приращению независимой переменной Δx. Обозначают частный дифференциал: 

xd z . 
     Аналогично определяется частный дифференциал по переменной y: yd z . 
Дифференциалы независимых переменных равны их приращениям dx=Δx, 
dy=Δy. 
     Можно показать, что, как и в случае функции одной переменной, 

 

,dx
x
zzdx ∂
∂

=         .dy
y
zzd y ∂
∂

=  

 
     Таким образом, частный дифференциал функции нескольких переменных по 
какой-нибудь из них равен произведению соответствующей частной 
производной на дифференциал этой переменной. 
 
 

ЛЕКЦИЯ № 31 
 

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Полное приращение и полный дифференциал.  
II. Частные производные высших порядков. 
III. Полные дифференциалы высших порядков. 
IV. Дифференцирование сложных функций. Инвариантность формы первого 

дифференциала. 
V. Дифференцирование неявных функций. 
 
I. Полное приращение и полный дифференциал. Пусть функция 

( , )z f x y=  дифференцируема по x и y. Приращение функции 
),(),( yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ  называют ее полным приращением. 

     Полное приращение функции весьма сложно выражается через приращения 
независимых переменных Δx, Δy. Можно показать, что 

 

α+Δ⋅+Δ⋅=Δ ybxaz , где 
2 20

0

0lim
x
y x y

α
Δ →
Δ →

=
Δ + Δ

. 

 
Сумма ybxa Δ⋅+Δ⋅  называется полным дифференциалом функции ( , )z f x y= . 
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Определение. Полным дифференциалом функции двух независимых 
переменных называется главная часть полного приращения функции, линейная 
относительно приращений независимых переменных: 

 
dybdxadz ⋅+⋅= , Δx=dx, Δy=dy                                            (1) 

 
Теорема. Полный дифференциал функции двух независимых переменных 

равен сумме произведений частных производных функции на дифференциалы 
соответствующих независимых переменных. 

Доказательство. Формула (1) справедлива при произвольных dx и dy. В 
частности, при dy=0 

.
x
zaadxzddz x ∂
∂

=⇒==  

 

Аналогично доказывается, что .
y
zb
∂
∂

=  

Тогда                 

dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

или 
,zdzddz yx +=  

 
то есть дифференциал функции двух независимых переменных равен сумме ее 
частных дифференциалов. 

Определение. Функция двух независимых переменных, имеющая в 
некоторой точке дифференциал, называется дифференцируемой в этой точке. 

Теорема. Если функция ( , )z f x y=  имеет в точке P(x,y) непрерывные 

частные производные ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

, то в этой точке функция дифференцируема (без 

доказательства). 
     Полное приращение функции и ее полный дифференциал связаны 
приближенным равенством 

 
dzz ≈Δ ,                                                           (2) 

 
что приводит к возможности пользоваться полным дифференциалом для 
приближенного подсчета значения 0 0( , )f x x y y+ Δ + Δ  по известным значениям 
функции и ее частных производных, вычисленных в точке 0 0 0( , )M x y : 
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0 0

0 0 0 0( , ) ( , )
M M

z zf x x y y f x y x y
x y
∂ ∂

+ Δ + Δ ≈ + Δ + Δ
∂ ∂

.                      (3) 

 

Пример. Для функции 2 2z x y= +  вычислить приближенно значение 
функции в точке 1 (2,95;  4,1)M , в качестве точки 0M  взять точку (3;4). 

Решение. Значение функции 2 2z x y= +  в точке 0(3;4)M   
 
2 2(3;4) 3 4 5f = + = . 

 

Найдем частные производные функции 
22 yx

x
x
z

+
=

∂
∂ , 

22 yx

y
y
z

+
=

∂
∂  и 

вычислим их значения в точке 0(3;4)M : 
0

2 2

3 3
53 4M

z
x
∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ +

,   

0
2 2

4 4
53 4M

z
y

⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ +

. 

Полный дифференциал функции в точке 0(3;4)M  
 

3 4
5 5

dz x y= Δ + Δ , 

 
где    1 0 2,95 3,0 0,05,x x xΔ = − = − = −  
         1 0 4,10 4,0 0,10.y y yΔ = − = − =  
Тогда значение функции в точке M1(2,95; 4,1) находим по приближенной 

формуле (3):             2 2 2 2 3 42,95 4,1 3 4 ( 0,05) (0,10) 5,05.
5 5

+ ≈ + + ⋅ − + ⋅ =  

 
     Пусть u, v,…, w - функции любого числа независимых переменных. Тогда 
справедливы следующие формулы: 

 
( ... ) ... ;d u v w du dv dw+ + + = + + +  

( ... ) ... ... ... ... ;d u v w du v w u dv w u v dw⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅                    (4) 
( ) ;d cu cdu=  

2 .u v du u dvd
v v

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Соотношения (4) легко доказываются на основании связи дифференциалов с 
производными и правил дифференцирования. 

 
II. Частные производные высших порядков. Пусть функция ( , )z f x y=  

имеет частные производные ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

. Эти производные, в свою очередь, 

являются функциями переменных x и y. Частные производные от этих функций 
называются вторыми частными производными, или частными производными 
второго порядка. 
     Каждая производная первого порядка имеет две частные производные 

 
22

2
2 2

2

,,

, .

z zz z
y x x yx x x

z z z z
x y y x y y y

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ == ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠∂⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Производные 
xy
z

yx
z

∂∂
∂

∂∂
∂ 22

;  называются смешанными. 

Теорема. Вторые смешанные производные функции ( , )z f x y=  при условии 
их непрерывности равны между собой 

 

xy
z

yx
z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
.                                                       (5) 

 
Таким образом, функция двух переменных ( , )f x y  имеет при указанных 

условиях не четыре, а только три различные производные второго порядка. 
     Теорема о равенстве вторых смешанных производных позволяет доказать 
общее положение: результат повторного дифференцирования функции двух 
независимых переменных не зависит от порядка дифференцирования (при 
условии непрерывности частных производных), например: 

 

.
322

2

3

yxy
z

xy
z

yyx
z

yyx
z

∂∂∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂  

 
III. Полные дифференциалы высших порядков. Полный дифференциал 

функции ( , )z f x y=  
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dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

 
зависит от переменных x и y и от их дифференциалов. Дифференциалы dx  и dy  
не зависят от переменных x и y. 

Определение. Полным дифференциалом второго порядка функции 
( , )z f x y=  называется полный дифференциал от полного дифференциала 

первого порядка dz: 
 

2 ;z z z z z zd z d dx dy dx dy dx dx dy dy
x y x x y y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Найдем 
2 2 2 2

2 2;z z z z z z z zdx dy dx dy dx dy dx dy
x x y y x y x y x yx y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

 
Тогда окончательное выражение для второго дифференциала имеет вид 

 
2 2 2

2 2 2
2 22 .z z zd z dx dxdy dy

y xx y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂∂ ∂

                                 (6) 

 
     Полный дифференциал п-ого порядка функции ( , )z f x y=  можно записать в 

символической форме 
n

nd z dx dy z
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

. 

 
Пример. Задана функция )ln( 22 yxz +=  и две точки 0(1;0)M  и 

1(1,01;0,02)M . Вычислить значение второго дифференциала в точке 0M . 
Решение. Найдем частные производные первого и второго порядков для 

функции )ln( 22 yxz += : 

2 2
2z x

x x y
∂

=
∂ +

,             2 2
2z y

y x y
∂

=
∂ +

, 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2( ) 2 2 2( )

( ) ( )
z x x y x x x y

xx x y x y x y
⎛ ⎞∂ ∂ + − ⋅ − +

= = =⎜ ⎟∂∂ + + +⎝ ⎠
, 

2

2 2 2 2 2
2 4

( )
z y xy

x y x x y x y
⎛ ⎞∂ ∂

= = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ + +⎝ ⎠
, 
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2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2( ) 2 2 2( )

( ) ( )
z y x y y y x y

yy x y x y x y
⎛ ⎞∂ ∂ + − ⋅ −

= = =⎜ ⎟∂∂ + + +⎝ ⎠
. 

 
Вычислим значения частных производных в точке 0M :  
 

0

2 2 2

2 2 2 2
2( 1 0 ) 2
(1 0 )M

z
x

⎛ ⎞∂ − +
= = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

; 

0

2 2 2

2 2 2 2
2(1 0 ) 2
(1 0 )M

z
y

⎛ ⎞∂ −
= =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

; 

0

2

2 2 2
4 1 0 0

(1 0 )M

z
x y

⎛ ⎞∂ ⋅ ⋅
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠

. 

 
Значение второго дифференциала в точке 0M  вычислим с учетом того, что 

 
1 0 1,01 1 0,01;dx x x x= Δ = − = − =  1 0 0,02 0 0,02.dy y y y= Δ = − = − =  

 
По формуле (6) находим  

 

0
0 0 0

2 2 2
2 2 2

2 2( ) 2 ( )
M

M M M

z z zd z x x y y
x yx y

∂ ∂ ∂
= Δ + Δ Δ + Δ =

∂ ∂∂ ∂
 

2 22 (0,01) 2 0 0,01 0,02 2 (0,02) 0,0006= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = . 
 

IV. Дифференцирование сложных функций. Инвариантность формы 
первого дифференциала. Пусть задана дифференцируемая функция 

( , )z f u v= . Ее приращение можно представить в виде 
 

,α+Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

=Δ v
v
zu

u
zz                                              (7) 

 
где α - бесконечно малая величина. 
     Предположим, что u и v, в свою очередь, являются дифференцируемыми 
функциями независимой переменной x, то есть ( ), ( )u x v xϕ ψ= = . Тогда 
функция [ ]( ), ( ) ( )z f x x F xϕ ψ= =  является сложной функцией переменной x. 
Придадим x приращение Δx. Тогда u и v получат соответственно приращения 
Δu и Δv, а функция z - приращение Δz, определяемое выражением (7). 
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      Разделим (7) на Δx и перейдем к пределу при 0→Δx . Учитывая, что 
 

0 0 0
lim , lim , lim 0,
x x x

u du v dv
x dx x dx x

α
Δ → Δ → Δ →

Δ Δ
= = =

Δ Δ Δ
 

получим 

.dz z du z dv
dx u dx v dx

∂ ∂
= +
∂ ∂

                                                 (8) 

 
     Данная формула является обобщением правила дифференцирования 
сложной функции одной переменной. 
     Пусть теперь z является сложной функцией двух переменных x и y, то есть 

( , )z f u v= , где ( , ), ( , )u x y v x yϕ ψ= = . Тогда [ ] ).,(),(),,( yxFyxyxfz == ψϕ  

      Чтобы найти z
x
∂
∂

, необходимо считать y const= , но тогда и u, и v становятся 

функциями только одной переменной x. Для вычисления данной производной 
можно использовать формулу (8), заменив обыкновенные производные на 
частные, 

 

.
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

Аналогично 

.
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

 
     Частная производная сложной функции равна сумме произведений частных 
производных от заданной функции по промежуточному аргументу на частные 
производные этих аргументов u и v по соответствующей независимой 
переменной x и y. 
     Сформулированное правило дифференцирования сложной функции остается 
справедливым для функции любого числа независимых переменных. 

Теорема. Полный дифференциал функции ( , )z f u v=  сохраняет один и тот 
же вид независимо от того, являются ли ее аргументы u и v независимыми 
переменными или функциями от независимых переменных. 

Доказательство. Если u и v - независимые переменные, то 
 

.dv
v
zdu

u
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

      
Пусть u и v - функции переменных x и у. Тогда z - функция переменных x и y 

и ее дифференциал 
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dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

или 

.

z u z v z u z vdz dx dy
u x v x u y v y

z u u z v v z zdx dy dx dy du dv
u x y v x y u v

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

     Таким образом, и для функций двух независимых переменных имеет место 
свойство инвариантности формы первого дифференциала функции. 

 
V. Дифференцирование неявных функций. Неявная функция одной 

переменной определяется уравнением ( , ) 0F x y = , двух переменных – 
уравнением ( , , ) 0F x y z =  и т.д. Иногда такое уравнение может и не определять 

функцию. Например, уравнение 01222 =+++ zyx  не имеет никаких 
действительных корней, а значит, невозможно рассматривать z как функцию от 
x и y. 

Теорема. Пусть функция ( , )F x y  определена и непрерывна в какой-нибудь 
окрестности точки 0 0 0( , )M x y , причем 0 0( , ) 0F x y = . Если в этой окрестности ее 
частные производные xF ′  и yF ′  непрерывны и 0≠′yF  в точке 0M , то уравнение 

0),( =yxF  в некоторой окрестности точки 0M  определяет y как однозначную и 
непрерывную функцию x: ( )y xϕ= , такую, что 0 0( )x yϕ = , причем она имеет 
непрерывную производную. 
     Пусть уравнение 0),( =yxF  определяет y как некоторую однозначную и 
дифференцируемую функцию ( )y xϕ=  независимой переменной x. Если в 
уравнение подставить вместо y функцию ϕ(x), то получим тождество 

( , ( )) 0F x xϕ ≡ . По правилу дифференцирования сложной функции найдем 
 

0 .x
x y

y

Fy yF F
x x F

′∂ ∂′ ′+ = ⇒ = −
′∂ ∂

                                            (9) 

 
Полученная формула является выражением для производной неявной 

функции одной независимой переменной. В общем случае, когда уравнение 
( , , ,..., ) 0F x y z u =  определяет u как некоторую функцию переменных x, y, z ,..., 

аналогично предыдущему, найдем 

,...,,
u

z

u

y

u

x
F
F

z
u

F
F

y
u

F
F

x
u

′
′

−=
∂
∂

′

′
−=

∂
∂

′
′

−=
∂
∂  
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ЛЕКЦИЯ № 32 
 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ 

 
ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Поверхности. Касательная плоскость и нормаль. 
II. Пространственные линии. 
III. Линия как пересечение двух поверхностей. 
 
I. Поверхности. Касательная плоскость и нормаль. Если уравнение 

поверхности в пространстве имеет вид ( , )z f x y= , то уравнением касательной 
плоскости к поверхности в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  служит 

 
0 0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( ).x yz z f x y x x f x y y y′ ′= + − + −                             (1) 

 
Рассмотрим в пространстве Oxyz  поверхность S, заданную уравнением 

общего вида  
 

( , , ) 0F x y z = . 
 

Предположим, что функция в окрестности точки 0 0 0 0( , , )M x y z  
удовлетворяет условиям теоремы существования неявной функции и уравнение 

( , , ) 0F x y z =  определяет z как функцию x и y, то есть ( , )z f x y= , причем, 

0 0 0( , ) .f x y z=  Производные этой функции в точке ( )0 0,x y  
 

0 0 0
0 0

0 0 0

( , , )( , )
( , , )
x

x
z

F x y zf x y
F x y z
′−′ =
′

,                0 0 0
0 0

0 0 0

( , , )
( , )

( , , )
y

y
z

F x y z
f x y

F x y z
′−

′ =
′

. 

 
Уравнение касательной плоскости можно переписать в виде 

 
0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x y zF M x x F M y y F M z z′ ′ ′− + − + − =  

или 

0 0 0
0 00

( ) ( ) ( ) 0F F Fx x y y z z
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
.                      (2) 

 
Определение. Прямая, перпендикулярная к касательной плоскости в точке 

касания, называется нормалью к поверхности в этой точке. 
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Уравнение нормали к касательной плоскости в точке касания имеет вид 
 

0 0 0

0 00

.x x y y z x
F FF
x zy

− − −
= =

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
     Если поверхность задана уравнением ( , )z f x y= , то уравнение нормали к 
этой поверхности в точке 0 0 0 0( , , )M x y z : 

 
0 0 0

0 0 0 0
.

( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z
f x y f x y

− − −
= =

′ ′ −
                                     (3) 

 
Пример. Написать уравнение касательной плоскости и нормали к 

поверхности 2 2z x y= +  (параболоид) в точке 0(1; 2)M − . 
Решение. Найдем значение функции в точке 0(1; 2)M − : 

2 2
0 0 0 1 4 5z x y= + = + = . 

Запишем частные производные функции z: 2z x
x
∂

=
∂

 и 2z y
y
∂

=
∂

 и вычислим их 

значения в точке М0: 

0

2 1 2
M

z
x
∂⎛ ⎞ = ⋅ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 ,     
0

2 ( 2) 4
M

z
y

⎛ ⎞∂
= ⋅ − = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

. 

     Запишем уравнение касательной плоскости (1) 
 

5 2( 1) 4( 2)z x y− = − − +  
или после преобразований 

O 

n
M0 

z0 

z 

y0 

y x0 

x 

касательная 
плоскость 
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2 4 5 0x y z− − − = . 
 

     Уравнение нормали к поверхности в точке М0 запишем, воспользовавшись 
формулой (3): 

1 2 5
2 4 1

x y z− + −
= =

− −
. 

 
II. Пространственные линии. Линия, принадлежащая пространству Oxyz , 

может быть задана параметрическими уравнениями 
 

( ), ( ),   ( ).x x t y y t z z t= = =                                            (4) 
 

Если все три уравнения линейные, то получаются известные из 
аналитической геометрии параметрические уравнения прямой 

, ,x mt a y nt b z pt c= + = + = + . Исключая из этих уравнений параметр t, 

получим канонические уравнения прямой .
p

cz
n

by
m

ax −
=

−
=

−  

     Касательная к пространственной кривой определяется так же, как и для 
плоской кривой, то есть как предельное положение секущей, проходящей через 
данную точку 0M  и близкую к ней точку M ′  при условии, что M ′  стремится 
слиться с точкой 0M . 
     Получим уравнение касательной к линии, заданной параметрическими 
уравнениями (4), в точке линии 0 0 0 0( , , )M x y z , соответствующей значению 
параметра 0t . 
     Уравнение секущей прямой, проходящей через точки 0 0 0 0( , , )M x y z  и 

0 0 0( , , )M x x y y z z′ + Δ + Δ + Δ , будет 
 

0 0 0x x y y z z
x y z

− − −
= =

Δ Δ Δ
. 

 
Делим все знаменатели на Δt и переходим к пределу при 0→Δt . Тогда 
получим искомое уравнение касательной 

 
0 0 0

0 0 0( ) ( ) ( )
x x y y z z
x t y t z t
− − −

= =
′ ′ ′

,                                            (5) 

 
где 0 0 0 0 0 0( ), ( ), ( ).x x t y y t z z t= = =  
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Направляющие косинусы касательной в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  выражаются 
формулами 

0
2 2 2

0 0 0

( )cos ,
( ) ( ) ( )

x t

x y z
α

′
=

′ ′ ′+ +
 

0
2 2 2

0 0 0

0
2 2 2

0 0 0

( )cos ,
( ) ( ) ( )

( )cos .
( ) ( ) ( )

y t

x y z
z t

x y z

β

γ

′
=

′ ′ ′+ +

′
=

′ ′ ′+ +

 

 
     Прямая, перпендикулярная к касательной и проходящая через точку касания, 
называется нормалью к линии в данной точке. Линия в точке имеет 
бесконечное множество нормалей. Все они лежат в одной плоскости, 
перпендикулярной к касательной прямой и проходящей через точку касания. 

Определение. Плоскость, перпендикулярная к касательной к кривой в точке 
касания, называется нормальной плоскостью к кривой в данной точке. 
     Уравнение нормальной плоскости в точке касания 0 0 0 0( , , )M x y z  

 
0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0.x t x x y t y y z t z z′ ′ ′− + − + − =                               (6) 

 

      
III. Линия как пересечение двух поверхностей. Кривая в пространстве 

может быть задана и как линия пересечения двух поверхностей: 
( , , ) 0,   ( , , ) 0F x y z x y z= Φ = . 

     Геометрически ясно, что касательной к этой линии в точке M0 будет линия 
пересечения касательных плоскостей к данным поверхностям в этой же точке. 
Составляя уравнения этих плоскостей в соответствии с соотношением (2), 

 

y y0 
O 

z0 

M0 

z 

x0 

x 

нормальная 
плоскость 

касательная 
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0 0 0
0 00

( ) ( ) ( ) 0,F F Fx x y y z z
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

0 0 0
0 00

( ) ( ) ( ) 0,x x y y z z
x y z

⎛ ⎞∂Φ ∂Φ ∂Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
получим уравнение искомой касательной как линии пересечения двух 
плоскостей. Направляющий вектор T  этой касательной можно найти, взяв 
векторное произведение нормальных векторов к обеим плоскостям 

 

1
0 00

, ,F F FN
x y z

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
 

и 

2
0 00

, ,N
x y z

⎧ ⎫⎛ ⎞∂Φ ∂Φ ∂Φ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
. 

Тогда 1 2
0 00

0 00

i j k

F F FT N N
x y z

Ф Ф Ф
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

 
Зная направляющий вектор T и точку касания 0M , можно переписать 
уравнение касательной в каноническом виде, а также составить уравнение 
нормальной плоскости: 
 

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
T T T
− − −

= =      и     1 0 2 0 3 0( ) ( ) ( ) 0,T x x T y y T z z− + − + − =  

 

где   1
0 00 0

2
0 0 0 0

3
0 00 0

,

,

.

F Ф F ФT
y z z y

F Ф F ФT
z x x z

F Ф F ФT
x y y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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ЛЕКЦИЯ № 33 
 

ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

ПЛАН ЛЕКЦИИ 
I. Необходимый признак экстремума. 
II. Достаточные условия экстремума. 
III. Правила для отыскания экстремумов. 
IV. Условный экстремум. 
V. Наибольшее и наименьшее значения функции. 
 
I. Необходимый признак экстремума. 
Определение. Точка 0 0 0( , )P x y  называется точкой экстремума функции 

( , )z f x y= , если значение функции в этой точке соответственно больше или 
меньше значений, принимаемых ею в некоторой окрестности точки P0. 
     Установим необходимый признак или условия, при которых функция 
достигает в точке 0 0 0( , )P x y  экстремума. 

Необходимый признак экстремума. Если функция ( , )z f x y=  
дифференцируема при 0 0,x x y y= =  и достигает в точке 0 0 0( , )P x y  экстремума, 
то в этой точке равны нулю ее частные производные: 

 

.0,0

0
0

0
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
=

=
=

yy
xx

yy
xx y

z
x
z                                            (1) 

 
Доказательство. Допустим, что функция ( , )z f x y=  имеет в точке 0 0 0( , )P x y  

экстремум. Согласно определению экстремума функция ( , )z f x y=  при 
постоянном 0y y=  как функция одного x достигает экстремума при 0x x= . 
Необходимым условием для этого является равенство нулю производной 

 

0
0

0.
x x
y y

z
x =

=

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
Аналогично функция ( , )z f x y=  при постоянном 0x x=  как функция одного y 
достигает экстремума при 0y y= . Значит 

 

0
0

0,
x x
y y

z
y =

=

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

 

что и требовалось доказать. 
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     Точка 0 0 0( , )P x y , координаты которой обращают в нуль обе частные 
производные функции ( , )z f x y= , называется стационарной точкой функции 

( , )z f x y= . 
     Уравнение касательной плоскости к поверхности ( , )z f x y=  

 

0 0 0
0 0

( ) ( )z zz z x x y y
x y

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
для стационарной точки 0 0 0( , )P x y  принимает вид 0z z= , то есть является 
плоскостью, перпендикулярной оси Oz. 
     Для отыскания стационарных точек функции ( , )z f x y=  нужно приравнять к 
нулю обе ее частные производные 

 

0, 0z z
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

 
и решить получившуюся систему уравнений относительно иx y . 
     Условие (1) не является достаточным условием существования экстремума. 
Рассмотрим в качестве примера функцию 2 2z y x= − . Частные производные 

функции 2 , 2z zx y
x y
∂ ∂

= − =
∂ ∂

 обращаются в ноль в точке (0, 0), которая является 

стационарной точкой функции. Функция в пространстве задает 
гиперболический параболоид (″седло″) и не имеет точек экстремума. 

 
II. Достаточные условия экстремума. Пусть точка ),( 000 yxP  является 

стационарной точкой функции ( , )z f x y= . Вычислим в этой точке значения 
вторых частных производных функции z: 

 
2 2 2

2 2
0 0 0

, , .z z zA B C
x yx y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                             (2) 

 
Если 02 <− ACB , то функция ( , )z f x y=  имеет в точке P0 экстремум: 

максимум при A<0 (C<0), минимум при A>0 (C>0).  
Если 02 >− ACB , то P0  не является точкой экстремума. 
Если 02 =− ACB , то никакого заключения о характере стационарной точки 

сделать нельзя, и требуются дополнительные исследования. 
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III. Правила для отыскания экстремумов. Для того чтобы найти точки 
экстремума и экстремальные значения функции ( , )z f x y=  в заданной области, 
нужно: 
     1) приравнять частные производные нулю: 

 

0, 0z z
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

, 

 
и найти действительные корни этой системы двух уравнений. Каждая пара 
корней определяет стационарную точку функции. Среди всех стационарных 
точек нужно взять те, которые лежат в заданной области; 
     2) вычислить значение выражения ACB −2 , 

где 
2 2 2

2 2
0 0 0

, ,z z zA B C
x yx y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 в каждой стационарной точке. 

     При этом 
      а) если 02 <− ACB , то имеем экстремум: максимум при A<0 (C<0),  
                                                                               минимум при A>0 (C>0); 
      б) если 02 >− ACB , то экстремума нет; 
      в) если 02 =− ACB , то требуется дополнительное исследование; 
     3) вычислить экстремальные значения, подставляя в выражение для функции 
координаты точек экстремума. 

Пример. Найти экстремумы функции 2 24z x y= − − . 
Решение. Определим стационарные точки функции из необходимого 

условия (1). Для этого найдем частные производные заданной функции: 
 

2 2 2 2
;

4 4

z x z y
x yx y x y

∂ − ∂ −
= =

∂ ∂− − − −
 

 
и приравняем их к нулю. Функция имеет стационарную точку 0; 0x y= = . 
Проверим выполнение достаточного условия (2) в найденной точке. Найдем 
производные второго порядка 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 23 3 32 2 2 2 2 2

4 4; ;
4 4 4

z y z xy z x
x yx xx y x y x y

∂ − ∂ − ∂ −
= = =

∂ ∂∂ ∂− − − − − −
 

 
и вычислим 
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2 2 2

2 2
0 0 0
0 0 0

1 1, 0,
2 2x x x

y y y

z z zA B C
x yx y= = =

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = − = = = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 

Тогда 2 1 0
4

B AC− = − < , и в точке 0; 0x y= =  заданная функция имеет 

экстремум – максимум, так как A<0 (C<0). Максимальное значение 
max (0;0) 2z z= = . 

 
IV. Условный экстремум. Пусть заданы функция ( , )z f x y=  и линия L на 

плоскости 0xy. Задача состоит в том, чтобы на линии L найти такую точку 
( , )P x y , в которой значение функции ( , )z f x y=  является наибольшим или 

наименьшим по сравнению со значениями этой функции в точках линии L. 
Такие точки P называются точками условного экстремума функции ( , )z f x y=  
на линии L. В отличие от обычной точки экстремума значение функции в точке 
условного экстремума сравнивается со значениями функции не во всех точках 
некоторой ее окрестности, а только в тех, которые лежат на линии L. 
     Очевидно, что точка обычного экстремума является и точкой условного 
экстремума для любой линии, проходящей через эту точку. Но точка условного 
экстремума может и не быть точкой обычного экстремума. 
     Найдем точки условного экстремума функции ( , )z f x y=  на линии L, 
заданной уравнением ( , ) 0x yϕ = , которое называется уравнением связи. 
     Если из уравнения связи можно явно выразить y через x, то, подставляя в 
уравнение ( , )z f x y= , получим z как функцию одной переменной: 

 
[ ] ).()(,),( xxxfyxfz Φ=== ϕ  
 

Находя значения x, при которых эта функция достигает экстремума, и 
определяя затем из уравнения связи соответствующие им значения y, получим 
искомые точки условного экстремума. 
     Задача на условный экстремум сводится к задаче отыскания экстремума 
функции одной переменной и в том случае, если уравнение связи задано 
параметрическими уравнениями: 

 
( ), ( ), ( , ) ( ).x x t y y t z f x y t= = = = Φ  

 
     Если уравнение связи имеет более сложный вид и не удается явно выразить 
одну переменную через другую, то задача отыскания условного экстремума 
становится более трудной. 
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     Запишем полную производную от функции ( , )z f x y=  по переменной x, 
учитывая, что переменные х и у связаны уравнением ( , ) 0x yϕ = : 

 

),,(
),(
),(),(),(),( yxf

yx
yxyxf

dx
dyyxfyxf

dx
dz

y
y

x
xyx ′

′
′

−′=′+′=
ϕ
ϕ  где .

),(
),(

yx
yx

dx
dy

y

x
ϕ
ϕ
′
′

−=  

 
     В точках условного экстремума полная производная должна равняться нулю. 
Кроме того, переменные х и у должны удовлетворять уравнению связи. Таким 
образом, задача сводится к решению системы двух уравнений относительно 
двух неизвестных: 
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     Преобразуем первое уравнение к виду 
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где λ - некоторое действительное число. Тогда приходим к трем уравнениям 
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                                                     (3) 

 
относительно неизвестных x, y, λ. 
     Уравнения (3) легче запомнить при помощи следующего правила: для того 
чтобы найти точки, которые могут быть точками условного экстремума 
функции ( , )z f x y=  при уравнении связи ( , ) 0x yϕ = , нужно образовать 
вспомогательную функцию 

 
),,(),(),( yxyxfyx λϕ+=Φ  

 
где constλ = , и составить уравнения для отыскания точек экстремума этой 
функции. 
Указанный прием решения задач называется методом множителей Лагранжа. 
     Система (3) дает только необходимые условия экстремума. Не всякая пара x 
и y из (3) является точкой условного экстремума. 
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Пример. Исследовать на экстремум функцию 2 2 64z x y= + −  при условии, 

что x и y удовлетворяют уравнению 2 2( , ) 8 2 0x y x y yϕ = + + = . 
Решение. Составим вспомогательную функцию 

 
2 2 2 2( , , ) 64 ( 8 2 )x y x y x y yλ λΦ = + − + + + . 

 
Запишем необходимые условия существования экстремумов 

вспомогательной функции ),,( λyxΦ : 

2 2

2 2 0

2 (2 8 2) 0

8 2 0

x x
x

y y
y

x y y

λ

λ

λ

⎧∂Φ
= + =⎪ ∂⎪∂Φ⎪ = + + =⎨ ∂⎪

∂Φ⎪ = + + =
⎪ ∂⎩

 

 
Решения этой системы имеют вид: 0, 0, 0x y λ= = =  и 0, 8 2, 2x y λ= = − = − . 

Ответ. В точке 0, 0x y= =  функция имеет условный минимум 64z = − , 
            в точке 0, 8 2x y= = −  функция имеет условный максимум 64z = . 
 
V. Наибольшее и наименьшее значения функции. Пусть требуется найти 

наибольшее и наименьшее значения функции ( , )z f x y=  в некоторой области, 
рассматриваемой вместе со своей границей. Если какое-либо из этих значений 
достигается функцией внутри области, то оно, очевидно, является 
экстремальным. Но может случиться, что наибольшее или наименьшее 
значение принимается функцией в некоторой точке, лежащей на границе 
области. 
     Из сказанного следует правило: для того чтобы найти наибольшее и 
наименьшее значения функции ( , )z f x y=  в замкнутой области, нужно найти 
все максимумы или минимумы функции, достигаемые внутри этой области, а 
также наибольшее или наименьшее значения функции на границах области. 
Наибольшее из всех этих чисел и будет искомым наибольшим значением, а 
наименьшее – наименьшим. 
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