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Информационные технологии на современном этапе развития 
общества проникают во все сферы деятельности человека, включая 
материальную и интеллектуальную, социально-культурную и по-
литическую. Данный фактор порождает постоянно возрастающую 
зависимость общества от уровня надежности и эффективности про-
граммных решений, поддерживающих процессы его информатиза-
ции. К таковым в полной мере относятся сложно организованные и 
наукоемкие системы формального представления знаний, в первую 
очередь – широко распространенные на практике системы продук-
ционного типа. Как следствие, оказывается весьма востребованным 
создание строгой  математической базы, которая теоретически обос-
новывала бы корректность и надежность таких систем, а также 
возможности их оптимизации в автоматизированном режиме.

Настоящая  книга посвящена решению указанной научной про-
блемы. В работе представлена созданная автором на основе выпол-
ненных им исследований теория LP-структур, описывающая новые 
эффективные методы для построения широкого спектра моделей 
знаний продукционного типа. Теория LP-структур предлагает об-
щую методологию анализа продукционных систем в плане их экви-
валентности, эквивалентных преобразований, верификации и опти-
мизации. 

На основе рассмотрения особенностей продукционных систем в 
книге предложена обобщающая их новая алгебраическая модель. 
Данная модель базируется на иерархическом множестве (решетке) 
и содержит дополнительное бинарное отношение с набором спе-
циальных (продукционно-логических) свойств. Порождающий ре-
шетку частичный порядок отражает универсальные тавтологии и 
является фиксированным. Продукционное отношение определяет-
ся логическими связями конкретной предметной области и может 
подвергаться преобразованиям с целью её оптимизации по тем или 
иным критериям. Изучение такой модели показало, что аналогич-

ОТ РЕДАКТОРА



4

ной семантикой обладают и другие системы в информатике, которые 
ранее никогда не относились непосредственно к продукционным. В 
результате построена новая математическая теория, имеющая ши-
рокую область приложений в информатике.

В целях практического применения теория LP-структур развита 
до эффективных способов компьютерных представлений бинарных 
отношений на решетках. На основе этой теории разработаны новые 
методы обратного вывода. Представленная в книге программная 
реализация интегрированной среды разработки экспертных систем, 
созданные с ее помощью базы знаний, результаты их верификации 
и оптимизации демонстрируют работоспособность теории LP-струк-
тур. Построена эффективная система логического программирова-
ния, обладающая новыми автоматизированными возможностями. 

С учетом изложенного есть все основания полагать, что пред-
ставленная в настоящей книге теория LP-структур вносит весомый 
вклад в решение крупной, национального уровня научной проблемы 
создания математической базы для верификации, оценки надежнос-
ти и оптимизации программного обеспечения автоматизированных 
систем управления знаниями. Технологические решения на ее осно-
ве обладают несомненными инновационными перспективами и прак-
тической значимостью для экономики страны. Теория LP-структур 
имеет возможности дальнейшего развития, а ее применения могут 
охватить более широкие области информатики.

Доктор физико-математических наук,
профессор МГУ имени М. В. Ломоносова 

В. А. Васенин

От редактора
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Современное развитие информационных технологий напомина-
ет рекурсивную систему – технологии, технологии для технологий и 
так далее. Соответственно и процесс программирования давно под-
держивается собственными технологическими средствами, которые, 
в свою очередь, реализуются в виде специальных программных сис-
тем. Объемы и сложность решаемых на данном направлении задач 
быстро растут, и естественной в этой связи выглядит потребность в 
автоматизации и переносе как можно большей части процесса про-
изводства программ на ЭВМ. Однако, чем глубже «рекурсия», чем 
сложнее процесс, тем выше ответственность разработчиков, риски 
ошибок и следующих за ними неблагоприятных ситуаций и различ-
ного рода потерь. Особое значение отмеченные факторы имеют для 
систем информатизации объектов критически важных инфраструк-
тур, где допущенные «промахи» могут привести к чрезвычайным 
ситуациям, экологическим катастрофам, материальным и другим 
потерям государственного масштаба. В результате национально 
значимой становится проблема создания математической базы, с 
помощью которой можно было бы теоретически обосновывать кор-
ректность и надежность программного обеспечения, а также поддер-
живать процессы его автоматической оптимизации.

Книга посвящена одному из направлений решения обозначен-
ной проблемы. Излагается алгебраическая теория LP-структур, 
предназначенная для формального построения и исследования ши-
роко распространенных на практике логических систем продукци-
онного типа. Многие модели в информатике имеют продукционный 
характер, а структуры представления информации, как правило, 
являются иерархическими. Предложенная теория адекватно отра-
жает вторичные продукционные связи в иерархических системах 
широкого спектра применения, а также обосновывает формальные 
исследования таких систем на предмет их эквивалентности, эквива-
лентных преобразований, верификации и оптимизации. 

ПРЕДИСЛОВИЕ
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Описаны возможности применения теории LP-структур на при-
мерах из различных областей информатики. Это относится к стан-
дартным и расширенным продукционным экспертным системам, 
системам компьютерной алгебры, автоматического доказательства 
теорем, автоматизированного рефакторинга, автоматизации про-
граммирования и так далее. Описана интегрированная среда раз-
работки продукционных экспертных систем, а также реализация 
и применение в ее составе LP-структуры для верификации и опти-
мизации баз знаний. Приводятся результаты экспериментов, под-
тверждающие практическую значимость изложенной теории.

Представленные в работе исследования носят в основном теоре-
тический характер. Ее назначение состоит в определении подхода 
и построении класса алгебраических структур, позволяющего фор-
мулировать и успешно решать задачи исследования и оптимизации 
продукционно-логических систем. Формулируя специальные свойс-
тва бинарных отношений в LP-структурах, можно аналогичными 
методами получать адекватные алгебраические модели для приме-
нения в различных областях информатики, в том числе и таких, 
которые остались за рамками исследований настоящей работы. 

В то же время изложенные в монографии теоретические ре-
зультаты имеют хорошие перспективы практического применения. 
Каждая из описанных возможностей применения LP-структур мо-
жет быть доведена до программной реализации – решения задач 
автоматизации эквивалентных преобразований, верификации и ми-
нимизации продукционно-логических систем. 

Автор выражает глубокую признательность своим учителям – 
доценту В. Е. Калечицу, благодаря школе которого с конца 70-х 
годов считает себя вправе называться программистом, а также про-
фессору В. П. Глушко, в 80-е годы существенно повлиявшему на 
формирование математического мировоззрения автора.

Автор благодарен руководителям и участникам ряда научных 
семинаров г. Москвы, чьи замечания и обсуждения в последние 
годы оказались весьма полезными для написания данной работы. 
Это, в частности, член-корреспондент РАН Л. Н. Королев, про-
фессор Р. И. Подловченко, профессор С. А. Абрамов, профессор 
О. П. Кузнецов, доктор физико-математических наук И. Б. Бурдо-
нов, доцент В. А. Захаров.

Особую благодарность хотелось бы выразить научному редак-
тору книги профессору В. А. Васенину, сделавшему многочислен-
ные конструктивные замечания по ее тексту. 

Предисловие
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Эффективным средством формального построения и исследо-
вания компьютерных программ, основанных на самых различных 
парадигмах и технологиях, являются алгебраические системы ([112, 
179, 185] и другие). Это положение в полной мере относится и к 
логическому программированию, особенно в части представления 
теорий и знаний. Алгебраическим методам представления знаний 
посвящены работы [66, 78], а также монографии [92, 194].

Математическую основу для создания и исследования моделей 
знаний предоставляет алгебраическая логика. Ее начала были за-
ложены в работах А. Линденбаума, А. Тарского, систематическое 
изложение дано в монографиях [38, 187]. Теория Линденбаума–
Тарского рассматривает логику нулевого порядка как универсаль-
ную алгебру, операции которой соответствуют логическим связкам 
пропозиционального языка. Примеры алгебраизации исчисления 
предикатов первого порядка представляют полиадические алгеб-
ры Халмоша [37] и цилиндрические алгебры Хенкина–Тарского 
[41]. Обзор методов алгебраизации кванторов содержится в моно-
графии [63].

Однако общая алгебраическая логика, расширяя возможности 
исследования самих логических теорий, существенно не облегчает 
их практического применения. В силу своей универсальности она не 
решает ряда важных частных проблем, связанных с широко распро-
страненными на практике логическими системами продукционного 
типа. На этот факт указывается в книгах [180, 197]. К проблемам 
такого рода могут быть отнесены вопросы эквивалентности, эквива-
лентных преобразований, верификации продукционных и подобных 
им систем, рассматривавшиеся частными методами в работах [1, 27, 
48, 52, 64, 186] и других исследованиях. Обзоры имеющихся подхо-
дов к верификации знаний содержатся в [34, 191]. 

Перечисленные вопросы играют существенную роль при созда-
нии и исследовании формальных методов работы со знаниями, а 

ВВЕДЕНИЕ
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также определяют принципы построения программных средств ав-
томатизации управления знаниями. 

Особое место в ряду названных проблем занимает минимизация, 
поскольку в любой парадигме программирования действует золотое 
правило – избегать неоправданного дублирования кода или данных. 
В общей математической логике минимальная система аксиом на-
зывается базисом. Проблемы существования базисов допустимых 
правил для различных логик рассматривались В.В.Рыбаковым и 
его последователями [188-190]. Однако продукционные системы 
имеют особенности, дающие дополнительные возможности в плане 
минимизации. 

Эквивалентные преобразования и минимизация множества уни-
фицированных правил продукционных экспертных систем в неко-
торых работах изучались на основе пропозициональных хорновых 
функций (например, [7, 39, 40]). В статье [27] для исключения из-
быточности знаний используется логика первого порядка. В работе 
[30] рассмотрено несколько частных случаев упрощения множества 
правил на основе теории графов. Еще один путь минимизации про-
дукционных систем может дать использование представления про-
дукций сетями Петри [1] и решение задачи редукции сетей Петри 
[6, 47, 85]. 

В перечисленных работах нет строго обоснованного алгебраи-
ческого подхода, универсального в рамках широкого спектра систем 
продукционного типа, который мог бы быть применен для решения 
задач эквивалентных преобразований, верификации и минимиза-
ции. Имеющиеся алгебраические исследования посвящены частным 
случаям продукционных систем либо другим их аспектам. В качес-
тве примера можно привести связанную с теорией очевидности [76] 
алгебраическую теорию «демпстероидов» [35]. Она предназначена 
для вычислений результатов вывода в продукционных системах с 
функциями доверия [32].

В работе [74] расширенная продукционная система сводится 
к системе переписывания термов (СПТ). В семантике последней 
предлагается процедура обнаружения избыточных правил. Как это 
принято в системах переписывания термов, требуется «завершае-
мость» СПТ и, соответственно, исходного множества правил, иначе 
нет гарантии завершаемости процедуры. Этот интересный метод 
не охватывает продукционные системы, множества правил которых 
содержат циклы.

Возможности алгебраического исследования продукционно-ло-
гических систем содержит теория ультраоператоров А. В. Чечкина 

Введение
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[204]. В приложении к математической логике она предлагает рас-
сматривать импликации в виде отдельного соответствия. Однако в 
открытой печати не представлены более подробные исследования 
ультраоператоров в данном направлении.

Интересная алгебраическая модель, позволяющая формализо-
вать широкий круг логических задач, предложена Б. А. Куликом 
[128]. Введенная им алгебра кортежей представляет собой еще одну 
алгебраическую интерпретацию математической логики. В моно-
графии [129] описываются также возможности применения изло-
женной теории к моделированию экспертных систем. Не вдаваясь в 
подробности, отметим, что опубликованные для алгебры кортежей 
результаты не связаны с решением перечисленных выше задач для 
продукционных систем.

Выше наряду с продукционными системами недаром были упо-
мянуты также «подобные им» системы. В первую очередь, в кон-
тексте настоящей работы, конечно, имеются  в виду собственно про-
дукционные экспертные системы. Они остаются актуальными, что 
подтверждается значительным числом публикаций последних лет, 
посвященных как их теоретическим исследованиям, так и решению 
прикладных задач [5, 12–13, 44–45, 50–51, 55, 69, 80, 109]. База зна-
ний одного из распространенных классов продукционных систем 
представляет собой совокупность правил вида «если …, то …», где 
в предпосылке и заключении фигурируют множества так называе-
мых фактов. Эти множества независимо от правил также образуют 
иерархию как элементы булеана – множества подмножеств. Прави-
ла расширенной продукционной системы в предпосылке и заклю-
чении могут содержать пропозициональные формулы [15]. Такие 
формулы кроме правил связаны еще и иерархией в рамках соот-
ветствующей алгебры Линденбаума–Тарского. В подобном же виде 
могут храниться и математические знания – большинство теорем 
записывается в виде «дано …, требуется доказать …», где предпо-
сылка и заключение являются формулами исчисления предикатов. 

Широко применяемые в теории программирования условные 
системы переписывания термов [17, 46, 99] также основываются 
на правилах продукционного вида, связывающих пары элементов, 
которые принадлежат некоторой иерархии термов. Существуют и 
другие области информатики, на первый взгляд далекие от продук-
ций, но интерпретируемые ими. В частности, элементы иерархии 
типов объектно-ориентированной программной системы [94] можно 
рассматривать как множество, на котором задано продукционное 
отношение агрегирования [199]. Даже в императивных программах 
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просматриваются продукционные связи между состояниями дан-
ных до и после выполнения каждой операции.

С учетом изложенного выше можно констатировать, что ак-
туальной является проблема создания алгебраической теории, ко-
торая бы адекватно отражала вторичные продукционные связи в 
различных иерархических системах широкого спектра применения, 
а также обосновывала автоматизированные формальные исследова-
ния таких систем в плане их эквивалентности, эквивалентных пре-
образований, верификации и оптимизации.

Основной целью настоящей книги является изложение такой 
теории, а также описание и демонстрация возможностей ее приме-
нения на примерах из различных прикладных областей.

Научная оригинальность монографии заключается в следую-
щих положениях.   

∑ Для автоматизированной разработки и исследования систем 
продукционного типа предложен новый подход, выраженный в со-
здании основанной на решетках алгебраической теории LP-структур 
(Lattice-Production Structure). Предполагается, что информация о 
некоторой предметной области может быть формально представ-
лена в виде решетки.Описание методов использования решеток для 
представления знаний можно найти в [66, 78, 194]. Основная идея 
теории LP-структур состоит в моделировании продукционных свя-
зей (совокупности правил) дополнительным бинарным отношением 
с заданными свойствами (рефлексивность, транзитивность и неко-
торые другие свойства, зависящие от конкретной модели). При этом 
определяющее решетку исходное отношение частичного порядка 
отражает универсальные тавтологии и является фиксированным. 
Второе отношение порождается логическими связями конкретной 
предметной области и может подвергаться эквивалентным преоб-
разованиям. 

∑ Введено и обосновано понятие эквивалентности продукционно-
логических систем на основе их логического замыкания. Доказаны 
возможности автоматических локально-эквивалентных преобразо-
ваний LP-структур и соответственно моделируемых ими продукци-
онных систем. 

∑ Введено новое понятие продукционно-логического уравнения 
и обоснован способ его решения, что в применении соответствует 
полному обратному выводу. Концепция уравнений может быть так-
же применена для верификации знаний. Ранее интересные классы 
логических уравнений рассматривались в монографиях [111, 133], 
однако представленные в них уравнения имеют отличную от систем 
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продукций природу. На нечетких бинарных отношениях основаны 
реляционные уравнения, рассматривавшиеся в [16] и ряде других 
работ. Основные трудности исследования здесь порождаются не-
четкостью отношений, и поэтому процесс решения соответствует 
всего лишь единственному шагу обратного вывода.

∑ В монографии также доказано существование и получен эф-
фективный способ построения логической редукции LP-структур. В 
приложениях он означает минимизацию соответствующих баз зна-
ний, то есть построение эквивалентной продукционной системы с 
минимальным набором правил. 

∑ Новым является распространение единого алгебраического 
подхода на достаточно широкий спектр различных систем: стан-
дартные и расширенные продукционные экспертные системы; фор-
мальные системы математических знаний; условные системы пере-
писывания термов; иерархии типов в объектно-ориентированном 
программировании. В частности, новым является введенный и ис-
пользованный в работе тезис о продукционной семантике иерархии 
типов с отношением агрегирования. В результате на базе LP-струк-
тур обоснованы автоматизированные решения некоторых важных 
задач верификации типов и рефакторинга. Показана возможность 
применения продукционно-логических структур к новым исследо-
ваниям свойств императивных алгоритмов.

∑ В качестве примера для иллюстрации приложения LP-струк-
тур первого порядка в работе изложены элементы теории некласси-
ческих псевдодифференциальных операторов. Они содержат новые 
результаты в соответствующей области. 

∑ Сформулирована новая концепция трехмерной структуры 
расширяемой программной системы, которая в дополнение к ак-
туальной ранее двумерной модели [104, 200] содержит набор вза-
имосвязанных уровней программирования, от системного до поль-
зовательского, завершающийся на верхнем уровне продукционной 
экспертной системой.

∑ Разработаны и реализованы оригинальные эффективные ме-
тоды компьютерного представления основанных на решетках алгеб-
раических структур.

∑ Предложены и реализованы новые методы обратного вывода 
и верификации для систем продукционного типа, базирующиеся на 
решении логических уравнений. Концепция LP-вывода направле-
на на минимизацию количества запросов к внешнему источнику. 
Запросы по возможности отправляются только для тех фактов, 
которые необходимы при выводе. Отрицательный ответ на единс-
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твенный запрос исключает все последующие запросы об элементах 
целого множества. Кроме того, при LP-выводе предпочтение отда-
ется тестированию множества фактов минимальной мощности. 

Данные идеи не пересекаются с известными методами быстро-
го вывода, а дополняют их. Во-первых, алгоритмы RETE [25] и 
TREAT [58], базирующиеся на специальных сетевых представлени-
ях множеств правил, изначально разрабатывались для стратегии 
прямого вывода и использовались в продукционных системах с пря-
мым выводом (например, OPS5 [24], CLIPS [42]). Алгоритм LEAPS  
[59] осуществляет компиляцию в язык C множества правил той же 
продукционной системы OPS5. В последующих исследованиях на-
иболее популярный алгоритм RETE адаптировался для смешанного 
(двунаправленного) вывода [42, 49]. Изложенная в настоящей книге 
концепция уравнений предназначена для исключительно обратного 
вывода и не требует для своей реализации громоздких динамичес-
ких структур данных, свойственных указанным выше алгоритмам, в 
случаях, когда нет никакой потребности в прямом (и соответствен-
но смешанном) выводе. Во-вторых, ничто не мешает адаптировать 
имеющиеся быстрые алгоритмы обратного вывода для нахождения 
рассмотренных в работе решений продукционно-логических уравне-
ний. Этот подход может оказаться интересным направлением раз-
вития теории LP-структур.

∑ Реализована интегрированная среда разработки и выполнения 
продукционно-логических систем, обладающая новыми возможнос-
тями исследования и оптимизации баз знаний.

Новая теория LP-структур занимает собственную нишу, одна-
ко при этом она соприкасается с некоторыми другими исследова-
ниями.

Отметим в частности, что бирешетки [28] также предполагают 
наличие двух отношений на общем множестве, однако в прочих ас-
пектах теория LP-структур имеет с ними мало общего, как с точки 
зрения формального определения, так и в плане возможных приме-
нений. В ряде работ (см. [14] и библиографию в ней) рассматрива-
ются общетеоретические вопросы о свойствах бинарных отношений 
на частично упорядоченных множествах (в том числе и решетках), 
такие как монотонность, неподвижные (рефлексивные) точки,  ре-
курсии. Однако эти исследования не учитывают специфики моде-
лей продукционных систем.

Задача логического вывода на LP-структурах перекликается с 
проблемой нахождения функциональных зависимостей в реляци-
онных базах данных (см., например, [100]). При выводе функци-
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ональных зависимостей в базе данных используются дедуктивные 
правила Армстронга (они впервые введены в работе [4]), применяе-
мые к элементам булеана. Однако в этой теории из «решеточных» 
операций используется лишь операция объединения, а набор правил 
Армстронга существенно беднее множества правил вывода в LP-
структурах. Вполне возможно, что исследование реляционных баз 
данных может стать одной из новых областей применения теории 
LP-структур. Имеются также определенные перспективы использо-
вания подобных LP-структурам алгебраических систем для модели-
рования некоторых классов полуструктурированных данных (см., 
например, [88, 96]) с целью исследования и оптимизации запросов.

Близким к теории LP-структур может считаться FCA – фор-
мальный концептуальный анализ [26, 127], имеющий широкую об-
ласть применения в исследованиях двумерных данных с семантикой 
«объекты-признаки». Он также основан на решетках и рассматрива-
ет бинарные отношения между множествами. Однако LP-структуры 
и FCA имеют существенные отличия. Результаты анализа публика-
ций свидетельствуют, что общих приложений у этих двух теорий 
практически нет, несмотря на иногда похожие формулировки ре-
шаемых в их рамках задач. Например, минимальный базис импли-
каций в FCA перекликается с логической редукцией LP-структуры. 
С помощью этих подходов ставятся и решаются задачи, соответс-
твующие различным моделям в информатике. В частности, данный 
факт подтверждают представленные далее возможности примене-
ния LP-структур в объектно-ориентированном программировании.
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Книга состоит из введения, шести глав, двух приложений и биб-
лиографии. Работа разбита на разделы и подразделы (пункты, со-
кращенно – п.). В пределах каждого пункта формулы, определения 
и так далее нумеруются автономно натуральными числами, начи-
ная с 1. При ссылках на текущий раздел указываются только эти 
номера. При ссылках на другие разделы в качестве префикса до-
бавляется полный номер раздела. Например, лемма 5 – пятая лемма 
текущего пункта; теорема 3.1.2 – вторая теорема первого пункта 
третьей главы.

Глава 1 по отношению к основному содержанию книги носит 
вводный характер. В этой главе перечисляются задачи из различ-
ных областей информатики, описание которых может быть сведено 
к системам продукционного типа, моделируемым LP-структурами. 
Одна из основных целей данной главы – сделать более ясными как 
происхождение теории LP-структур, так и общие возможности ее 
применения. Материал главы 1 соответствует работам [115–119, 146, 
149, 158, 162, 177].

Начальный раздел главы посвящен сформулированной автором 
новой концепции трехмерной структуры расширяемой программной 
системы. Эта концепция развивает двумерную модель, описанную 
в работе [200] и впоследствии в [104]. Согласно двумерной модели, 
каждое расширение функциональности программы можно рассмат-
ривать как добавление определенного компонента (вертикального 
слоя), относящегося к некоторым ранее сформированным образова-
ниям (горизонтальным слоям). Изъятие вертикального слоя не при-
водит к «катастрофическим» последствиям для программы, а лишь 
обедняет ее функциональность. Каждый же горизонтальный слой 
программы является ее неотъемлемой, системообразующей частью.

Анализ особенностей современных программных систем при-
водит к идее о целесообразности ввода в модель описания струк-
туры программ ее третьего измерения, которое содержало бы па-
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раллельные уровни ее разработки. Согласно данной концепции, 
программная система разрабатывается сразу на нескольких взаи-
мосвязанных уровнях, от нижнего системного уровня до верхнего 
пользовательского. При этом самый верхний уровень разработки 
содержит интеллектуальную часть для поддержки пользователь-
ского программирования («настройка» программы), которая может 
быть представлена в виде специальной продукционной системы. Из-
ложенная концепция изначально стала одной из отправных посы-
лок для введения изучаемых в работе LP-структур.

Далее в главе 1 вводится основная терминология, связанная с 
бинарными отношениями, решетками, LP-структурами и продукци-
онными системами. Под LP-структурой будем подразумевать алгеб-
раическую систему, представляющую собой решетку с заданным на 
ней бинарным отношением, обладающим некоторыми продукцион-
но-логическими свойствами.

В последующих разделах главы 1 в качестве возможных при-
ложений LP-структур рассматриваются несколько видов продук-
ционных систем. Они различаются используемой формой правила, 
точнее, выражений для его предпосылки и заключения. В каждом 
случае продукционную систему можно формально представить LP-
структурой на основе решетки, элементами которой являются пред-
посылки и заключения правил.

Глава 2 содержит основные положения общей теории LP-струк-
тур. Теория  названа общей, поскольку результаты последующих 
глав работы основываются на тех же положениях, развивая их в 
том или ином специальном направлении. Изложение соответствует 
работам [147–152].

Первоначально формулируется частная конечная теоретико-
множественная модель продукционной системы, без использования 
аппарата решеток. Вводится ряд математических понятий, базовым 
среди которых является минимальное порождающее множество. За-
тем показывается, как эта теория может быть применена для  иссле-
дования свойств продукционных систем и разработки связанных с 
ними алгоритмов. Использование предлагаемого подхода позволяет 

∑ математически обосновывать возможности эквивалентных 
преобразований баз знаний;

∑ оптимизировать и исследовать алгоритмы обратного вывода;
∑ строго формулировать критерии корректности баз знаний, а 

также разрабатывать методы их верификации.
Далее во второй главе работы определяется понятие LP-структу-

ры, которое обобщает рассмотренную ранее теоретико-множествен-
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ную модель продукционной системы и выводит ее на более абстрак-
тный уровень. Это достигается использованием решетки конечных 
множеств в качестве основы алгебраической системы. На решетке 
вводятся бинарные отношения, содержащие семантику продукцион-
но-логического вывода. Доказывается существование логического 
замыкания произвольного бинарного отношения на решетке, что 
позволяет определить понятие эквивалентного отношения. 

На базе этого понятия рассматриваются вопросы эквивалентных 
преобразований LP-структур. Доказано, что локальные эквивалент-
ные преобразования приводят к эквивалентной общей структуре.

Исследуются также вопросы, связанные с минимизацией 
LP-структур. Минимальность понимается в смысле частично упо-
рядоченных множеств, а именно – когда исключение из минималь-
ного отношения хотя бы одной пары приведет к неэквивалентному 
отношению. 

С указанной целью предварительно рассматривается вопрос 
о том, не является ли логическое замыкание данного отношения 
транзитивным замыканием некоторого другого отношения. Полу-
ченный положительный ответ на этот вопрос оказывается полезным 
для разработки эффективных алгоритмов построения логического 
замыкания и редукции. Он позволяет свести исследование вопросов 
о нахождении логического замыкания и редукции отношений к рас-
смотрению соответствующих свойств транзитивных отношений.

В заключительном разделе главы 2 вводится и исследуется 
связанный с LP-структурами специальный класс продукционно-ло-
гических уравнений. Рассматриваются вопросы о разрешимости и 
количестве решений этих уравнений, а также методы их решения. 
Предложенный метод решения основан на понятии структурного 
расслоения бинарного отношения и допускает широкое применение 
параллелизма при компьютерной реализации.

Нахождение решения продукционно-логического уравнения 
эквивалентно обратному логическому выводу на решетке. Исполь-
зование метода решения таких уравнений позволяет при выводе 
минимизировать обращения к базе данных либо к интерактивному 
пользователю. Суть такой минимизации: если получено решение 
уравнения и становится известно об отсутствии в базе данных хотя 
бы одной его точки, нет смысла проверять остальные точки. 

В главе 3 определяются LP-структуры на основе решеток, об-
ладающих свойством полноты. Изложение соответствует работам 
[165–169, 176]. Вводятся бинарные отношения, содержащие семан-
тику продукционно-логического вывода со свойством транзитивной 
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завершаемости. Приводится обоснование необходимости введения 
в модель ограничений, соответствующих этому свойству. В ряде 
алгебраических систем подобное свойство (отсутствие неограничен-
ных транзитивных последовательностей) называется нетеровостью 
(см. [86] и библиографию в ней). Как известно, проблема нетеровос-
ти в общем случае алгоритмически неразрешима. Имеются методы 
доказательства нетеровости транзитивных отношений в системах 
переписывания термов, основанные на упорядочении. Ссылки на 
соответствующие работы содержатся в [17, 72, 131]. Условие нете-
ровости LP-структуры слабее аналогичного свойства систем перепи-
сывания термов, так как в отличие от них допускает циклы.

Проведенные в главе 3 исследования обобщают основную часть 
материала главы 2. Они предназначены для моделирования про-
дукционных систем, правила которых содержат бесконечные мно-
жества фактов. Такие правила, в частности, могут порождаться 
продукционными системами, допускающими использование в пра-
вилах переменных [20]. 

Некоторые определения по форме выглядят подобными соот-
ветствующим определениям главы 2, однако теперь их содержание 
связано с полными решетками, и это обстоятельство усложняет как 
смысл данных понятий, так и доказательство их свойств. Получены 
результаты, полностью соответствующие изложенным в основных 
разделах главы 2, но относящиеся к нетеровым продукционно-логи-
ческим отношениям на полных решетках.

Заметим, что в исследованиях, которые представлены в гла-
вах 2–3, не применяются рекурсивные подходы. Это обстоятельство 
усложняет математические выкладки, однако предоставляет больше 
возможностей для использования параллельных вычислений. Па-
раллельным методам в продукционных системах посвящены, напри-
мер, работы [33, 62, 73]. Эти методы могут быть применены на более 
абстрактном уровне при компьютерной реализации LP структур. 

Глава 4 настоящей монографии посвящена развитию представ-
ленной ранее теории LP-структур применительно к некоторым рас-
ширенным моделям продукционных систем. В связи с усложнением 
механизмов продукционно-логического вывода, при определении со-
ответствующих понятий и при доказательстве их свойств в данной 
главе используется рекурсивный подход, аналогично принятому в 
классическом пропозициональном исчислении [121, 203]. Изложение 
соответствует работам [54, 156, 159, 160–161, 163–164].

Вначале определяется и исследуется LP-структура, логика 
которой расширена до полного набора логических связок пропо-
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зиционального языка – импликации, конъюнкции, дизъюнкции и 
отрицания. Отсюда происходит название такой алгебраической сис-
темы – «LP-структура нулевого порядка». В качестве ее основы 
используется булева решетка [93, 187]. Изучены следующие основ-
ные вопросы: существование LP-замыкания; его архитектура; эк-
вивалентные преобразования. Доказана теорема о существовании 
логической редукции произвольного отношения и описан процесс ее 
построения, один из этапов которого связан с нахождением транзи-
тивной редукции некоторого «большего» отношения. 

Далее в главе 4 определяются расширенные LP-структуры на 
полных булевых решетках. Наряду с отображением набора логичес-
ких связок пропозиционального исчисления, в данных алгебраичес-
ких системах определены также бесконечно-местные операции пере-
сечения и объединения. Согласно подходу [187], такие операции для 
модели продукционной логики реализуют кванторы общности и су-
ществования. Как и в главе 3, переход к полным решеткам привел к 
необходимости введения дополнительных ограничений модели, свя-
занных с аналогом свойства нетеровости (завершаемости вывода). 

Рассматриваются вопросы, связанные с существованием логи-
ческого замыкания, его архитектурой, эквивалентными преобра-
зованиями. Доказаны новые теоремы об архитектуре логического 
замыкания и о существовании логической редукции рассматрива-
емой LP-структуры. Полученные результаты соответствуют пре-
дыдущему разделу, однако относятся к нетеровым продукционно-
логическим отношениям на полных булевых решетках. Они могут 
быть применены для исследования и автоматической оптимизации 
расширенных баз знаний продукционного типа. К таковым, в част-
ности, относятся базы знаний систем компьютерной алгебры.

Далее рассматривается новая модель – модель эквациональной 
LP-структуры. Такая структура возникает в качестве алгебраичес-
кой интерпретации условной эквациональной теории и соответс-
твующей условной системы переписывания термов. Эти системы 
служат математической основой многих исследований в различных 
областях теории программирования. С их помощью, в частности, 
решаются задачи символьного упрощения алгебраических выраже-
ний [9], автоматического доказательства теорем [43], верификации 
программ [99] и другие.

Определяется основанная на решетках алгебраическая модель ус-
ловной эквациональной теории, учитывающая возможные связи меж-
ду термами, которые обусловлены применениями функций и подста-
новок. Вводятся алгебраические аналоги аксиом и правил условной 
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эквациональной дедукции, соответствующие известным работам [46].
Кроме построенной модели, материалы данного раздела содер-

жат исследование стандартного для настоящей монграфии круга 
вопросов: существование логического замыкания эквациональных 
LP-структур; возможности локально-эквивалентных преобразова-
ний; исследование архитектуры логического замыкания; существо-
вание и построение логической редукции бинарного отношения.

В заключительной части раздела на небольшом примере иллюс-
трируется процесс минимизации множества правил условной эква-
циональной теории. Подводятся итоги и указываются перспективы 
дальнейших исследований эквациональных LP-структур.

Применение рассмотренных выше моделей LP-структур огра-
ничено системами с монотонным выводом, то есть таких систем 
продукционного типа, логический вывод в которых означает моно-
тонное накопление знаний. Однако существуют востребованные на 
практике системы искусственного интеллекта, которые предполага-
ют не только накопление, но и модификацию получаемых знаний. 
Различные вопросы, связанные с немонотонной логикой, исследо-
вались в ряде работ (например, [90, 95, 194]). В главе 5 рассматри-
ваются две новые задачи, формализация и исследование которых 
могут быть осуществлены на основе LP-структур с немонотонным 
выводом. Изложение материала соответствует работам [153–155, 
168, 171, 173–175].

Отношения обобщения и агрегации в объектно-ориентирован-
ных программных системах [94, 199] обладают семантикой продук-
ционного вывода. Это обстоятельство навело на мысль о возмож-
ности распространения теории LP-структур на подобные системы. 
В первой части главы 5 вводится LP-структура, содержащая се-
мантику продукционно-логического вывода на иерархии типов в 
объектно-ориентированной системе с дополнительным отношением 
и набором ограничений монотонности. Исследуются стандартные 
свойства таких структур – замкнутость, возможность эквивалент-
ных преобразований, существование логической редукции. Показа-
но, как изложенная теория может быть применена для верифика-
ции и автоматической оптимизации иерархий типов, в частности, 
при рефакторинге – модернизации устаревшего кода [198]. Обзор 
современных методов рефакторинга содержится в [56]. Одним из 
важных направлений в этом плане является устранение дублиро-
вания кода путем «подъема» общих атрибутов по иерархии типов. 
Такая задача решается автоматически при построении логической 
редукции LP-структуры.
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Решение родственных задач алгебраическими методами (фор-
мального концептуального анализа – [26]) предлагается в [31]. В 
этой работе элементам некоторого множества классов требуется в 
определенном смысле оптимальным образом назначить наборы ат-
рибутов – элементов другого независимого множества. В соответс-
твии с выбранными назначениями формируется иерархия классов. 
В постановке, которая рассматривается в настоящей работе, в от-
личие от [31], атрибуты сами относятся к исследуемой иерархии 
классов (типов). Это обстоятельство усложняет решение задачи 
и вряд ли оставляет возможность непосредственного применения 
формального концептуального анализа.

Алгебраическую интерпретацию типов данных в виде решеток 
рассматривал Dana S. Scott [75]. Мощный аппарат исследования 
иерархий типов представляют описанные в [21–22] многоуровневые 
упорядоченно-сортные алгебры. Однако, как справедливо замечено 
в [95], разработка этих алгебр еще не завершена. В открытой пе-
чати пока не представлены исследования, посвященные редукции 
многоуровневых упорядоченно-сортных алгебр, которая предус-
матривала бы указанное выше автоматическое устранение дубли-
рования кода.

Еще одна немонотонная LP-cтруктура исследуется во второй 
части главы 5. Она связана с анализом логических свойств и c пре-
образованиями императивных алгоритмов. Вводится и исследуется 
LP-cтруктура, семантика которой моделирует постулат о том, что 
во время работы императивной программы информация не только 
накапливается, но и часто замещается. Используемые в программе 
переменные с их значениями можно считать фактами некоторой 
базы знаний. Тогда инициализация любой переменной может рас-
сматриваться как добавление нового факта к базе знаний. Присво-
ение же инициализированной переменной нового значения можно 
интерпретировать как  модификацию имеющегося факта. Рассмат-
ривается пример записи императивной программы в виде набора 
декларативных продукций.

Классическое понятие решетки оказывается недостаточно вы-
разительным для моделирования немонотонного продукционно-ло-
гического вывода с описанной выше семантикой. В связи с этим об-
стоятельством вводятся некоммутативные решетки как обобщение 
классических решеток. В новых решетках операция объединения 
выполняется с частичным замещением одного из операндов. Для 
построения соответствующих LP-структур рассматриваются логи-
ческие бинарные отношения на этих решетках.Основным результа-
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том здесь является теорема об ассоциативности операции некомму-
тативного объединения. Доказана также теорема о существовании 
логического замыкания отношений на некоммутативных решетках. 

Материалы данного раздела закладывают методологическую ос-
нову для еще одного подхода к логической формализации императив-
ных программ. В частности, рассмотрен пример приложения теории 
некоммутативных LP-структур для исследования логических свойств 
императивных алгоритмов. На основе LP-структур сопоставляются 
возможности императивного и логического программирования.

Обзор других, менее абстрактных подходов, сочетающих раз-
личные парадигмы программирования, можно найти в работе [114]. 
В частности, вопросам интеграции логического и императивного 
программирования посвящены работы [10–11, 53].

При разработке математических теорий иногда недостаточно вни-
мания уделяется их прикладным аспектам. В результате существует 
опасность того, что теория останется лишь на бумаге, а ее примене-
ние, по крайней мере, на текущем этапе, будет затруднено отсутстви-
ем в должном объеме интеллектуальных или технических ресурсов. 
Основная цель главы 6 – продемонстрировать работоспособность те-
ории LP-структур. С этой целью описывается интегрированная среда 
разработки продукционных экспертных систем, а также реализация 
и применение в ее составе LP-структуры для автоматизированной ве-
рификации и оптимизации баз знаний. В заключительной части гла-
вы описывается применение теории LP-структур для алгебраической 
формализации математических знаний. Некоторая часть материала 
главы 6 содержится в работах [170, 172].

Предварительно приводятся некоторые общие принципы компью-
терной реализации положений п.п. 2.3–2.6, не столь значимые для те-
оретического исследования, однако имеющие существенное значение 
на практике. Рассматриваются вопросы кодирования LP-структур, 
опирающиеся на методы представления решеток битовыми вектора-
ми. Оригинальными и эффективными являются идеи о настраивае-
мой «клиентом» структуре битового вектора, смежном хранении пар 
ссылок, представлении канонического отношения на решетке в виде 
вектора множеств. Затем описываются особенности и интерфейс объ-
ектно-ориентированного класса LPStructure, разработанного автором 
и реализованного на языке C++ с использованием библиотеки STL. 
Класс LPStructure инкапсулирует наиболее важные свойства и ме-
тоды описанных в главе 2 стандартных LP-структур, включая на-
хождение логической редукции и решение продукционно-логических 
уравнений. 
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В последующем разделе рассматриваются особенности ар-
хитектуры и основные возможности пакета программ LPExpert 
(реализованного на Delphi), предназначенного для разработки и 
эксплуатации продукционных экспертных систем. Данный пакет 
первоначально создавался на основе идей книги B. Sowyer – D. Fos-
ter [79], с сущест венными их усовершенствованиями в синтаксисе 
правил и программ ной реализации. Впоследствии к нему была до-
бавлена динамическая библиотека – интерфейс класса LPStructure, 
что значительно расширило возможности пакета в плане эффек-
тивности создания баз знаний. К основным преимуществам данной 
системы логического программирования можно отнести следующие 
возможности: 

∑ выявление избыточных правил в базах знаний,
∑ проверка ее непротиворечивости, 
∑ новые методы обратного логического вывода (релевантный и 

кластерно-релевантный LP-выводы), основанные на решении про-
дукционно-логических уравнений, 

∑ исследование образов и прообразов подмножеств фактов.
В п. 6.4.6 указанные возможности экспериментально демонстри-

руются на ряде примеров. Один из таковых (база знаний «Здоро-
вье») взят из книги [79]. Выбор данного примера был сделан в силу 
его популярности в некоторых других исследованиях по экспертным 
системам (например, [29]). Для него, в частности, в данной работе 
получены следующие новые практические результаты:

∑ выявлено 3 избыточных правила (в работе [29] отмечено лишь 
одно таковое);

∑ показано, что LP-вывод по сравнению с обычным обратным 
выводом дает аналогичные результаты, однако пользователю при 
этом задается меньше вопросов (в тестовой экспертизе – на 20 %);

∑ доказана противоречивость данной базы знаний, что свиде-
тельствует о нецелесообразности ее практического применения.

Кроме подробного исследования базы знаний «Здоровье», в п. 6.4.6 
проведены также тесты пакета LPExpert на примерах больших баз 
знаний промышленного назначения, а также обучающих систем. В 
результате получены дополнительные свидетельства преимуществ 
LP-вывода, а именно – снижение количества внешних запросов на 
15–20 % и увеличение числа выдаваемых результатов до 60 %.

В заключительном разделе главы 6 демонстрируется еще одно 
подтверждение применимости теории LP-структур – описывается 
алгебраическая формализация математических знаний LP-структу-
рой первого порядка. В качестве примера таких знаний выбрана 
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теория весовых псевдодифференциальных операторов и некоторые 
полученные с ее помощью новые результаты. Поскольку данная те-
ория относится к области дифференциальных уравнений, необходи-
мая для этого раздела ее часть в полном объеме приводится лишь в 
приложении B. В основном тексте раздела используются формули-
ровки теорем со ссылками на приложение B. Построена LP-струк-
тура первого порядка – элементы соответствующей полной решетки 
Линденбаума–Тарского и пары элементов логического отношения, 
которые в виде записанных продукционных правил формализуют 
указанные математические знания.

Приложение A содержит фрагменты тестовых баз знаний, ис-
пользовавшихся в работе для демонстрации применений теории 
LP-структур и пакета LPExpert. В п. A.1 приведена часть указан-
ной выше базы знаний «Здоровье», записанная в расширенном син-
таксисе пакета LPExpert. Раздел A.2 содержит фрагмент текста 
базы знаний промышленного уровня «Электрики», разработанной 
в рамках исследований по интеллектуализации систем управления 
охраной объектов [91, 113]. В разделе A.3 представлена обучающая 
база знаний «Закон распределения», созданная в 2008 г. студен-
тами кафедры математического обеспечения ЭВМ Воронежского 
государственного университета по заданию автора настоящей моно-
графии. Полные тексты баз знаний и реализованные автором ком-
пьютерные программы можно скачать с его личной web-страницы 
http://expert.vrn.ru/SD/.

В Приложении B приведены элементы разработанной автором 
теории весовых псевдодифференциальных операторов (ПДО). Более 
полное ее изложение можно найти в работах [102, 137–145]. Матери-
ал Приложения B соответствует работе [157]. Кроме результатов, от-
носящихся к области неклассических уравнений с частными произ-
водными, данное исследование служит иллюстрацией возможностей 
применения LP-структур к моделированию математических знаний.

Рассматриваются специальные классы ПДО, не относящиеся к 
главному типу [108]. Эти операторы имеют множество вырождения 
ненулевой меры, обусловленное наличием в их символах весового 
множителя a. Предлагаемый метод исследования вырождающихся 
ПДО основан на их сравнении с другими ПДО, построенными по 
введенному В. П. Глушко [101] весовому преобразованию Фурье Fa. 
Преобразование «поглощает» множитель a, в результате получают-
ся операторы с символами из хорошо известного класса. Для пос-
троения этой теории требуются также весовые пространства типа 
Соболева–Слободецкого.

Обзор содержания



Как отмечалось во введении, настоящая работа посвящена ал-
гебраическим системам (LP-структурам), формализующим продук-
ционно-логический вывод на основе теории решеток и бинарных от-
ношений. Результаты исследований показали применимость таких 
теоретических положений к созданию программного обеспечения 
процессов представления и использования знаний на базе моде-
лей продукционного типа. Цель настоящей главы – описать воз-
можности таких приложений. Перечисляются задачи в различных 
областях информатики, описание которых может быть сведено к 
продукционным системам, моделируемым LP-структурами. К тако-
вым относятся: верификация и оптимизация баз знаний экспертных 
продукционных систем; представление математических знаний; уп-
рощение множеств правил условных систем переписывания термов; 
автоматизация некоторых методов рефакторинга; исследование 
свойств императивных алгоритмов. Соответственно решение пере-
численных задач может осуществляться на основе LP-структур или 
их модификаций 

Раздел 1.1 посвящен обсуждению сформулированной автором 
концепции многоуровневой разработки программных систем. Со-
гласно этой концепции, верхний уровень разработки программ со-
держит интеллектуальную надстройку для пользовательского про-
граммирования на основе продукционных систем. Это положение 
стало отправной точкой для введения рассматриваемых в данной 
работе LP-структур. В последующих разделах главы анализируют-
ся возможные применения LP-структур для описания различных 
систем продукционного типа.

1.1. О многоуровневом программировании
В данном разделе формулируются концептуальные положе-

ния трехмерной структуры расширяемой программной системы. В 
качестве содержания третьего измерения предлагается классифи-
кация параллельных уровней разработки программы. Приводится 

Глава 1 
ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ 

К LP-СТРУКТУРАМ
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пример реализации программных средств поддержки указанной 
технологии.

Общеизвестно, что разработка любого более или менее серьез-
ного программного комплекса связана с применением какой-либо 
одной или нескольких технологий программирования. Это обуслов-
лено постоянно возрастающими сложностью и объемами решаемых 
в ходе такой разработки задач. При этом важнейшее место в про-
цессе использования информационных технологий занимают харак-
теризующие и формулирующие их концептуальные средства. Они 
определяют стиль, а также методы проектирования и разработки 
программного обеспечения (ПО). Важной особенностью настоящего 
времени является появление таких областей применения програм-
мных систем, для которых сопровождение ПО по длительности и ре-
сурсозатратам сопоставимо с его разработкой. Этот факт означает, 
что никогда не наступает момент, когда «программа окончательно 
готова». К такого рода областям относится, например, автоматиза-
ция финансово-хозяйственной деятельности предприятий, где непре-
рывные и существенные изменения в законодательстве постоянно 
держат эксплуатируемое ПО в стадии частичной разработки. Для 
подобных программных систем особенное значение приобретает не 
только определение последовательности создания отдельных его 
частей, но и вопросы о том, разработчики какого уровня и на каких 
этапах занимаются их созданием. Аналогичные вопросы связаны 
также с разработкой ПО сложно организованных автоматизирован-
ных систем управления критически важными объектами [122–123].

Несмотря на эволюцию парадигм проектирования и написания 
кода от модульного к объектно-ориентированному программиро-
ванию [94], по мнению автора, по-прежнему актуальным является 
представление о двумерности структуры развивающейся програм-
мы [104, 200]. Согласно такому представлению, каждое расширение 
функциональности программы можно рассматривать как добавле-
ние определенного компонента (вертикального слоя), относящегося 
к некоторым уже сформированным образованиям (горизонтальным 
слоям). Изъятие вертикального слоя при этом не приводит к «ка-
тастрофическим» последствиям для программы, а лишь обедняет ее 
функциональность. Каждый же горизонтальный слой программы 
является ее неотъемлемой, системообразующей частью. Даже, если 
допустить, что программу удалось спроектировать в виде единс-
твенного объекта некоторого класса, то и в этом случае его пуб-
личные свойства и методы, непосредственно экспортирующие фун-
кциональность объекта, можно считать вертикальными слоями, а 
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скрытые свойства и методы, опосредованно реализующие функци-
ональность, – составляющими горизонтальные слои.  Различие то-
чек зрения на такое представление состоит лишь в том, какие слои 
являются первичными – горизонтальные или вертикальные.

Однако математик, привыкший к абстрактному обобщению, за-
дался бы вопросом: «почему только два измерения?». В настоящем 
разделе делается попытка ввести третье измерение в модель струк-
туры расширяемой программной системы.

В программировании давно существует понятие уровня разра-
ботки. Так множество существующих языков программирования 
всегда разделялось по их уровню. Представим на самом нижнем 
уровне такой иерархии машинный язык, а на самом верхнем – раз-
говорный человеческий. Тогда какой-либо язык программирования 
относится к низкому или высокому уровню в соответствии с его 
относительным расположением в указанной иерархии (Ассемб лер – 
язык низкого уровня, Паскаль – высокого). Заметим, что повыше-
ние уровня при этом, как правило, облегчает разработку програм-
мы, однако сужает возможности. Немного обобщим это понятие. 
Будем считать, что вся программная система разрабатывается сра-
зу на нескольких уровнях, каждый из которых занимает свое мес-
то в представленной выше иерархии. Можно, например, выделить 
три таких уровня (в порядке повышения): системный, прикладной, 
пользовательский.

Системный уровень разработки программного комплекса (не 
путать с операционной системой, расположенной еще ниже, одна-
ко в иерархии это самый близкий к ОС уровень) – это базовый 
уровень, который содержит средства поддержки технологии разра-
ботки и создается наиболее квалифицированными программиста-
ми, возможно, незнакомыми с конечной областью применения все-
го программного комплекса. Программные объекты этого уровня 
могут использоваться для создания не только одной, но и целого 
класса систем, основанных на данной технологии.

Прикладной уровень занимает позицию выше и содержит в основ-
ном  реализацию решения конкретных задач на уровне программис-
та. Специалисты, создающие этот уровень, могут быть менее квали-
фицированными в программировании, однако должны разбираться в 
предметной области, для которой создается программная система.

Пользовательский уровень – самый высокий в смысле прибли-
жения к уровню мышления обычного пользователя. Разработку на 
этом уровне часто называют настройкой, однако ее сложность и 
объемы порой не уступают разработке, особенно это касается упо-



27

мянутых выше систем автоматизации управления сложно организо-
ванными объектами. Специалисты этого уровня могут быть экспер-
тами в предметной области, но иметь лишь общее представление о 
низкоуровневом программировании.

Приведенная классификация является наиболее общей, идеали-
зированной и может уточняться по мере развития и реализации 
технологии. В частности, пользовательский уровень может состоять 
из нескольких подуровней, характеризующих степень «образован-
ности» пользователя в вопросах программирования. В дальнейшем 
также оказывается, что уровни могут пересекаться. Кроме того, 
рассматриваемая классификация предполагает, что исходный язык 
программирования является компилируемым, по крайней мере, в 
близкий к машинному код. Конечно, режим интерпретации про-
грамм имеет свои существенные преимущества в плане верифи-
кации программ, возможностей отладки и выполнения других по-
добных функций. Это, в частности, показывает ряд разработок, в 
которых автор принимал непосредственное участие [116–119]. Од-
нако в контексте обсуждаемых вопросов эффективность по край-
ней мере базовой части и наиболее «тонких» в смысле сложности 
используемых алгоритмов мест является определяющей.

Описываемая технология, как и почти любая другая техно-
логия программирования, нуждается в программных средствах 
поддержки. Рассмотрим такие средства в реализованных автором 
программных системах на основе операционной системы Windows 
с использованием среды разработки Delphi и сервера баз данных 
Interbase. Следует иметь в виду, что выбранные средства не явля-
ются единственно возможными в этом плане. Аналогичные идеи 
можно реализовать в C#/.Net или еще в какой-либо среде, под-
держивающей компонентную модель программирования. Выбор 
возможных серверов баз данных (БД) еще более широк. В даль-
нейшем под термином «компонент» подразумевается компонент в 
смысле Delphi.

Итак, первоначально на упомянутом выше системном уровне 
разработки создается основа – базовое приложение, содержащее ми-
нимальный интерфейс пользователя и средства его формирования, 
а также механизм добавления/исключения компонентов. Этот меха-
низм умеет загружать пакеты компонентов, регистрировать компо-
ненты, настраивать их свойства, вызывать методы. Таким образом, 
уже на данном этапе программа без дальнейшей корректировки ее 
базового кода становится неограниченно расширяемой. Причина в 
том, что подключить к ней можно любой пакет компонентов Delphi, 
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разработкой которых занимаются сотни фирм и тысячи програм-
мистов всего мира. На следующем этапе разрабатывается и добав-
ляется к базовому приложению визуальный дизайнер форм, поз-
воляющий создавать новые формы из загруженных компонентов. 
При таком подходе одним из возможных путей, по которому пошел 
и автор, является моделирование в базовом приложении исходной 
среды разработки (IDE Delphi), в которой компоненты легко пере-
водятся в режим дизайна. Основной метод здесь – изучение недоку-
ментированных интерфейсов среды и их реализация в специальном 
классе. Полезными источниками информации в этом плане явились 
книги [135, 181]. При загрузке базовым приложением пакетов Delphi 
кроме регистрации самих компонентов регистрируются также свя-
занные с ними редакторы, что позволяет в режиме дизайна форм 
добиться полной визуальности, во многом не уступающей Delphi. 
Разрабатываемые пользователем формы можно сохранять как на 
клиентском компьютере («локальная настройка»), так и в общей 
базе данных («глобальная настройка»). В базовое приложение (на 
системном уровне) включаются также несколько классов наиболее 
часто используемых в данной области применения стандартных 
форм (форма-дерево, форма-таблица, форма-дерево/таблица), ко-
торые будут служить основой для других уровней разработки. На 
начальном этапе реализуется также как базовый стандартный набор 
операций с БД (соединение, сохранение/восстановление, выполнение 
SQL-команд). Вообще в базовое приложение рекомендуется вклю-
чить возможности, которые могут потребоваться в дальнейшем в 
любой разрабатываемой системе проектируемого класса.

Следующим шагом является создание и распространение с базо-
вым приложением прикладных компонентов. Среди них может содер-
жаться, например, компонент «экспортер бухгалтерской проводки» 
или «расчет налога». Теперь, когда компоненты могут подключаться 
без программирования, пользователь сам сможет собрать нужную 
конфигурацию программы (например, для конкретного рабочего мес-
та бухгалтерии) и в дизайнере форм разработать, например, новую 
форму первичного бухгалтерского документа не с нуля (хотя и это 
возможно в нашей системе). Тираж распространения компонента со-
измерим с тиражом разрабатываемой программы, причем компонент 
будет использоваться для разработки на пользовательском уровне. 
Создание же самих прикладных компонентов согласно рассматрива-
емой классификации осуществляется программистами на приклад-
ном уровне. Прикладные компоненты можно создавать более адап-
тированными к пользователю, чем обычные компоненты (назовем их 
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системными). Разработанный дизайнер форм способен распознавать 
прикладные компоненты и показывать названия их свойств и методов 
в пользовательской интерпретации (в том числе на русском языке). 
Заметим, что системы пользовательского программирования путем 
сборки из заготовок разрабатывались В.Ф. Жоголевым и его учени-
ками. В данных исследованиях они называются системами обоснова-
тельного гиперпрограммирования  [110].

Далее выясняется, что кроме установки свойств и возможности 
вызова методов компонентов, необходимо обрабатывать связанные с 
ними события. Чтобы это было возможным без изменения исходных 
текстов базового приложения, разрабатывается (другой возможный 
вариант – используется готовый) скриптовый язык (например, под-
множество Pascal), на котором можно создавать обработчики собы-
тий и другие программные части, сохраняемые в разрабатываемых 
формах. Конструкции языка в целях адаптации к потребностям 
пользователя должны допускать возможность  переименовывания 
(в том числе по-русски). Реализуется двусторонняя связь опублико-
ванных свойств и методов компонентов с переменными скриптового 
языка. Из соображений эффективности важно, чтобы этот язык 
допускал расширения в виде пользовательских функций (UDF), на-
писанных на обычном языке программирования (например, Delphi) 
и подключаемых в виде DLL. Реализуется также редактор скрип-
товых программ с возможностью подсветки синтаксиса (с выбором 
языка – Pascal или SQL).

 На данном этапе пользователь уже имеет неограниченные  воз-
можности для наращивания функциональных возможностей про-
грамм без изменения базового кода. Однако этому препятствует не-
маловажный фактор – пользователь должен быть в определенной 
мере программистом. Ему необходимо иметь представление о свойс-
твах и методах используемых компонентов, знать основы неслож-
ного скриптового языка. И этого мало, поскольку нужны также 
определенные навыки программирования, которые невозможно по-
лучить без практики, даже если с точки зрения профессионально-
го программиста решаемые на данном уровне задачи примитивны. 
Идея применения искусственного интеллекта для программирова-
ния не нова (см. [195] с библиографией), однако рассматриваемая 
ситуация имеет существенную особенность – в ней достаточно эле-
ментарного программирования при хорошем владении предметной 
областью. Эта особенность дает основания для оптимизма относи-
тельно разрешимости поставленной задачи. Если в [195] в качестве 
основы представления знаний о решаемой задаче декларируются 

1.1. О многоуровневом программировании
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семантические сети и фреймы [178], то в случае несложного поль-
зовательского программирования достаточно систем продукций. 
Соответственно для дальнейшего повышения пользовательского 
уровня разработки программной системы можно предложить созда-
ние и использование проблемно-ориентированной транслирующей 
экспертной продукционной системы. Такая система может интег-
рировать знания среднего программиста, необходимые для связи 
квалифицированного пользователя с «миром программирования». 
Одной из главных задач настоящей работы является создание ма-
тематической базы для адекватного описания прикладных систем 
продукционного типа, которая позволяла бы контролировать в пла-
не эквивалентности преобразований, верифицировать и оптимизи-
ровать процессы разработки и модификации ПО.

Важным аспектом многоуровневой технологии является предо-
ставление, начиная с некоторого момента, возможности параллель-
ной разработки системы на всех уровнях, возможности работы на 
более низком уровне для повышения эффективности разрабатыва-
емой системы. 

Почему же изложенную схему разделения на уровни можно 
считать третьим измерением в модели структуры разработки про-
грамм? Во-первых, потому, что на каждом из рассмотренных уров-
ней может применяться упомянутое выше представление о слоях. 
Во-вторых, при должной технологической поддержке являются 
взаимозависимыми вдоль уровней  (по крайней мере, в сторону по-
вышения), соответствующие горизонтальные и вертикальные слои. 
Однако более глубокое исследование этого вопроса не является 
предметом данного раздела. Отметим, что предложенное разде-
ление процесса разработки на иерархические уровни основано на 
личном опыте автора и его субъективном видении. Как следствие, 
возможны другие классификации, что, однако, не противоречит са-
мому факту существования третьего измерения.

1.2. Основная терминология решаемых задач
Введем основные обозначения и определения, необходимые для 

дальнейшего изложения.   
Пусть R  – бинарное отношение на некотором множестве F . 

Для каждой упорядоченной пары ( , )a b RŒ  элемент a  будем назы-
вать ее левой частью, а элемент b  – правой частью.

Бинарное отношение R  на произвольном множестве F  назы-
вается: 

• рефлексивным, если для любого a FŒ  справедливо ( , )a a RŒ ; 



31

• транзитивным, если для любых a b c F, , Œ  из ( , ),( , )a b b c RŒ  сле-
дует ( , )a c RŒ . 

Известно, что существует замыкание R*  произвольного отно-
шения R  относительно свойств рефлексивности и транзитивности 
(рефлексивно-транзитивное замыкание).   

Пара элементов a b F, Œ  называется транзитивной в R , если 
( , ) ,*a b RŒ 1  где R1

*  – транзитивное замыкание отношения R R a b1 = \ {( , )}.
Обратная задача – нахождение транзитивной редукции: по дан-

ному R  ищется минимальное отношение ¢R  такое, что его транзи-
тивное замыкание совпадает с транзитивным замыканием R . На-
помним, что для частично упорядоченных множеств различаются 
понятия минимального элемента (для него нет меньшего элемента) 
и наименьшего элемента (он меньше всех) [93]. В [2] приведен алго-
ритм построения транзитивной редукции ориентированных графов. 
Показано, что эта задача вычислительно эквивалентна построению 
транзитивного замыкания, а также доказана единственность тран-
зитивной редукции ациклического графа. Как показано в [71], пос-
троение наименьшей транзитивной редукции произвольного графа 
является NP-полной задачей.

Решеткой F  [93] называется множество с частичным порядком 
£  («не больше», «содержится»), на котором для любой пары эле-
ментов определены операции ∧  («пересечение») и ∨  («объедине-
ние»). Элемент c a b= ∧  – это точная нижняя грань элементов a b, , 
то есть наибольший элемент решетки, удовлетворяющий неравенс-
твам c a£  и c b£ . Соответственно d a b= ∨  – точная верхняя грань 
a b, , то есть наименьший элемент решетки, для которого выполнено 
a d£  и b d£ . Таким образом, при любых a b, ŒF  справедливо:

• a b a∧ £ , a b b∧ £ ;
• если c ŒF  и c a£ ,c b£ , то c a b£ ∧ ;
• a a b£ ∨ , b a b£ ∨ ;
• если c ŒF  и a c£ ,b c£ , то a b c∨ £ .
Пример решетки – множество l( )F  всех конечных подмножеств 

некоторого универсума F .  
Решетка F  называется: 
• ограниченной, если она содержит общие нижнюю и верхнюю 

грани, а именно – такие два элемента O I, , что O a I£ £  для любого 
a Œ F;

• полной, если каждое ее подмножество имеет в F  точные ниж-
нюю и верхнюю грани. 

Пример полной ограниченной решетки – булеан 2F  на некото-
ром универсуме F .

1.2. Основная терминология решаемых задач
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В полной решетке для любого подмножества элементов (ко-
нечного или бесконечного) можно определить (многоместные) 
пересечение и объединение. Для таких операций используют-
ся обозначения Ÿ  и ⁄  (с соответствующими индексами, если 
они нужны). Эти обозначения подобны знакам многоместных 
операций вычисления произведения P  и суммы S  в обычной 
алгебре.

Точкой (или атомом) ограниченной (снизу) решетки F  назы-
вается минимальный элемент ее подмножества F \O . Решетка на-
зывается точечной или атомно порожденной, если каждый ее эле-
мент является объединением точек (атомов). Например, в булеане 
точками являются все подмножества, состоящие ровно из одного 
элемента универсума. Таким образом, булеан является точечной 
решеткой. Для точки a  элемента A  будем иногда использовать 
обозначение a AŒ  (наряду с a A£ ). В точечной решетке, по опре-
делению не являющейся полной, полагаем каждый элемент состо-
ящим из конечного числа точек, поскольку в такой решетке беско-
нечноместные операции не определены.

Решетка F  называется дистрибутивной, если в ней при любых 
a b c, ,  выполняются следующие равенства:

• a b c a b a c∧ ( ∨ ∧ ∨ ∧) ( ) ( )= ;
• a b c a b a c∨ ( ∧ ∨ ∧ ∨) ( ) ( )= .
Можно показать, что каждое из этих тождеств следует из 

другого.
Под дополнением элемента a  в ограниченной решетке F  под-

разумевают элемент ¢ Œa F  такой, что a a O∧ ¢ =  и a a I∨ ¢ = . Ог-
раниченная решетка, в которой любой элемент имеет дополнение, 
называется решеткой с дополнениями. Решетка, в которой каждый 
замкнутый интервал является решеткой с дополнениями, называет-
ся решеткой с относительными дополнениями. 

Дистрибутивная решетка с дополнениями называется булевой. 
В булевой решетке каждый элемент имеет единственное дополне-
ние, причем справедливы тождества (законы де Моргана): 

• ( )a b a b∧ ∨¢ = ¢ ¢ ;
• ( )a b a b∨ ∧¢ = ¢ ¢ .
В полной булевой решетке справедливы их «бесконечные» ана-

логи [192]:

• ( )Ÿ ⁄
t T t t T ta a
Œ Œ

¢ = ¢ ;

• ( )⁄ Ÿ
t T t t T ta a
Œ Œ

¢ = ¢ .
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Далее понадобятся следующие свойства ассоциативности и дис-
трибутивности, связывающие конечные операции с «бесконечными» 
[192]:

• b a b a b a b a
t T t t T t t T t t T t∧ ∧ ∨ ∨( ) ( ); ( ) ( )Ÿ Ÿ ⁄ ⁄
Œ Œ Œ Œ

= = ;

• b a b a b a b a
t T t t T t t T t t T t∨ ∨ ∧ ∧( ) ( ); ( ) ( )Ÿ Ÿ ⁄ ⁄
Œ Œ Œ Œ

= = .

Под LP-структурой будем подразумевать алгебраическую 
систему, представляющую решетку, на которой задано бинар-
ное отношение, обладающее некоторыми продукционно-ло-
гическими свойствами. Решетка в контексте данного определения 
рассматривается в широком смысле, и ее тип может уточняться в 
конкретных моделях. 

Отношение называется продукционно-логическим, если оно об-
ладает рефлексивностью, транзитивностью и другими свойствами, 
которые также определяются конкретной моделью. Одно из таких 
свойств – дистрибутивность. Неформально оно означает возмож-
ность логического вывода по частям и объединения его результатов 
на основе решеточных операций ∧  и ∨ . Заданное на абстрактной 
решетке отношение R  называется: 

• ∧ -дистрибутивным, если из ( , ),( , )a b a b R1 2 Œ  следует 
( , )a b b R1 2∧ Œ ;

• ∨ -дистрибутивным, если из ( , ),( , )a b a b R1 2 Œ  следует 
( , )a a b R1 2∨ Œ .

Отношение называется дистрибутивным при наличии обоих 
указанных свойств. На полной решетке (полная) дистрибутивность 
отношения определяется аналогично, однако с использованием бес-
конечноместных операций пересечения и объединения. 

В некоторых разделах настоящей работы в качестве осно-
вы LP-структур рассматриваются решетки с семантикой подмно-
жеств – l( )F  (множество  конечных подмножеств F ) или 2F  (мно-
жество всех подмножеств F ). Это делается с целью подчеркнуть 
теоретико-множественное происхождение соответствующих моде-
лей. Соответственно вместо символов £ , ≥ , ∧  и ∨  используются 
знаки теоретико-множественных операций Õ ,   , ∩  и ∪ , а эле-
менты решетки обозначаются большими буквами. В этих случаях 
будем иметь в виду лишь второе из двух указанных выше свойств. 
В такой нотации ∪ -дистрибутивность трактуется в следующем 
смысле: из ( , ),( , )A B A B R1 2 Œ  следует ( , )A B B R1 2∪ Œ . Это свойство 
будем называть дистрибутивностью.

В ряде моделей используется еще одно свойство отношений. Би-
нарное отношение R  на решетке с дополнениями называется конт-
рапозиционным, если из ( , )a b RŒ  следует ( , )¢ ¢ Œb a R .

1.2. Основная терминология решаемых задач
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Подобно транзитивным замыканию и редукции отношения на 
обычном множестве, в теории LP-структур решаются более слож-
ные задачи нахождения логического замыкания и логической ре-
дукции отношений на иерархических множествах – различных ви-
дах решеток.  

Логическим замыканием заданного на решетке произвольного 
отношения R  называется наименьшее продукционно-логическое 
отношение, содержащее R . Два отношения R R1 2,  называются эк-
вивалентными, если их логические замыкания совпадают. Для та-
ких отношений используется обозначение R R1 2∼ . Эквивалентным 
преобразованием данного отношения называется некоторая замена 
подмножества его пар, приводящая к эквивалентному отношению. 
Логической редукцией отношения R  называется минимальное от-
ношение, эквивалентное R .

Последующие разделы главы посвящены возможным примене-
ниям LP-структур к системам продукционного типа. С этой целью 
введем терминологию, связанную с экспертными продукционными 
системами. Указанные системы манипулируют множествами фак-
тов и правил (продукций). Факт представляет собой единицу де-
кларативной информации – некоторое суждение о внешнем мире 
или состоянии системы. Стандартным представлением факта яв-
ляется триплет вида «объект.атрибут = значение» [20] (например, 
«термометр.температура = высокая»). В книге [79], описывающей 
практическую реализацию продукционных систем, триплет редуци-
руется к паре «параметр = значение». Это означает, что объект и 
атрибут интегрируются в единый параметр. В данной связи «тер-
мометр.температура» и «термометр.изготовитель» считаются раз-
ными параметрами. В некоторых разделах данной работы пойдем 
дальше, интегрируя в факт параметр и его значение, считая факт 
независимым элементом общего множества фактов. Упрощение де-
лается там, где необходимо больше сосредоточиться на основных 
идеях применения LP-структур. В дальнейшем можно реализовать 
и более сложную конструкцию фактов, скорректировав соответс-
твующим образом описание LP-структуры. 

Продукционная система содержит так называемую рабочую па-
мять. Это некоторое подмножество фактов, которые на текущий 
момент считаются выполненными. Иногда будем называть такое 
множество базой данных продукционной системы.

Правило (продукция) состоит из предпосылки и заключения. 
Предпосылка обычно представляет собой выражение над фактами 
(например, их конъюнкцию или дизъюнкцию). Предпосылка может 
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быть выполненной (истинной) или невыполненной (ложной) при те-
кущем состоянии рабочей памяти. Если предпосылка верна, то пра-
вило может быть применено. Заключение – это действие, которое 
можно осуществить, если верна предпосылка (например, добавить 
к рабочей памяти некоторый новый факт). Применение правила со-
стоит в выполнении действия заключения. В контексте настоящей 
работы рассматриваются приложения, в которых заключение, как 
и предпосылка, является выражением над фактами, и соответству-
ющее заключению действие интерпретируется как «считать истин-
ным». Таким образом, в данном случае применение правила озна-
чает некоторую модификацию рабочей памяти, обычно – запись в 
нее тех фактов, справедливость которых вытекает из истинности 
выражения в заключении правила. Совокупность правил называет-
ся базой знаний.

Прямым выводом в продукционной системе называется про-
цесс циклического применения правил к содержимому рабочей па-
мяти (его исходное состояние задано в начале работы), и соответс-
твенно получение в результате новых фактов, которые считаются 
справедливыми. Прямой вывод может производиться до тех пор, 
когда получение новых фактов станет невозможным (при текущем 
содержимом рабочей памяти не окажется ни одной истинной пред-
посылки правила, заключение которого способно изменить рабо-
чую память). Обратный вывод – это противоположный процесс. 
В нем по некоторому набору результирующих фактов – гипотезе, 
путем анализа правил в направлении от заключения к предпосыл-
ке, подтверждается или опровергается справедливость гипотезы 
при заданном исходном содержимом рабочей памяти. В процессе 
обратного вывода содержимое рабочей памяти также меняется.

Далее в качестве возможных приложений теории LP-структур 
рассматриваются несколько видов продукционных систем, различа-
ющихся используемой структурой правила, точнее — выражения 
для его предпосылки и заключения.

1.3. Стандартная продукционная система
Простейшую продукционную систему можно представить как 

множество элементарных фактов F  и множество R  правил a bÆ , 
где a b F, Œ . Элементарный факт – это не содержащее логических 
операций (элементарное) суждение. Правило a bÆ  имеет продук-
ционную семантику «если верно a , то верно b » (например, «если 
идет дождик, то взять зонтик»; «если температура высокая, то 
заболел»). 

1.3. Стандартная продукционная система
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Алгебраический метод исследования такой системы сводится 
к изучению бинарного отношения R  на множестве F . Очевидно, 
в силу особенностей данной продукционной системы R  является 
рефлексивным и транзитивным. Действительно, для любого a FŒ  
можно констатировать, что «если верно a , то верно a ». Также при 
наличии в R  двух правил a bÆ  и b cÆ  при выводе фактически 
действует и правило a cÆ . Например, по правилам «если темпера-
тура высокая, то заболел» и «если заболел, то на работу не ходить» 
можно сформировать правило  «если температура высокая, то на 
работу не ходить». Соответствующую данной модели алгебраичес-
кую систему можно считать вырожденным случаем LP-структуры 
с пустым базовым отношением частичного порядка.

Вряд ли можно назвать исчерпывающим знанием правило «если 
заболел, то на работу не ходить». Более близкими к истине явля-
лись бы следующие высказывания: «если заболел, сегодня рабочий 
день, время утреннее, то на работу не ходить, лечиться», «если за-
болел, сегодня рабочий день, время вечернее, то лечиться»,  «если 
заболел, сегодня выходной день, то лечиться». 

Принимая во внимание изложенные выше соображения, рассмот-
рим более сложную, называемую стандартной, модель базы знаний, 
правила которой в качестве предпосылки и заключения могут со-
держать наборы элементарных фактов ({ }a , { , }a b , { , , }a b c , …). Об-
щий вид продукции в данном случае таков: { ,..., } { ,..., }a a b bn m1 1Æ , 
где ai  и bj  – факты. Смысл такого правила состоит в следующем: 
если верны все a i ni , ,...,= 1 , то верны и все b j mj , ,...,= 1 .

В этой модели объектами бинарного отношения Æ  являются не 
элементарные факты, а конечные подмножества их исходного мно-
жества F . Состоящая из таких объектов математическая структу-
ра является частным случаем решеток F = l( )F . 

В данном разделе с учетом происхождения рассматриваемой 
модели используются обозначения, принятые в теории множеств, 
а не в теории решеток. Чтобы не путать с объектами простейшей 
логики, элементы F  будем обозначать большими латинскими бук-
вами. Для любых A B,  в F  определены (теоретико-множественные) 
операции пересечения (A B∩ ) и объединения (A B∪ ). Кроме того, 
в F  задан частичный порядок – отношение включения Õ .

Таким образом, на множестве F  имеем базовое отношение Õ , 
задающее структуру решетки, и дополнительное отношение Æ , ал-
гебраически отражающее логические связи знаний конкретной 
предметной области. Ввиду усложнения модели, логические отно-
шения в данной LP-структуре, кроме имевшихся в предыдущем 
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разделе свойств рефлексивности и транзитивности, должны также 
обладать дополнительными свойствами. Свойство рефлексивности 
является теперь частным случаем свойства тавтологии включения: 
при A B   имеет место A BÆ . Действительно, если справедливо 
некоторое множество фактов A , то верно и любое его подмножес-
тво B . Кроме того, любую совокупность фактов  можно выводить 
по частям: если A BÆ  и A CÆ , то A B CÆ ∪ . Это свойство ло-
гических отношений называем дистрибутивностью. Из него фор-
мально следует монотонность такой логики: поскольку A AÆ , то 
из A BÆ  по свойству дистрибутивности получаем A A BÆ ∪ . Это 
означает монотонное накопление знаний при применении правил.

Теоретически возможны также продукционные системы с бес-
конечными множествами правил. Они могут быть описаны, напри-
мер, правилами с использованием в них переменных [20], формаль-
но имеющих бесконечные области определения. Эквивалентные 
преобразования таких систем приводят к правилам с бесконечными 
предпосылками и заключениями. 

Стандартная продукционная система с бесконечными пра-
вилами моделируется на основе булеана F = 2F  – полной огра-
ниченной решетки. В такой модели в качестве дополнительного 
свойства соответствующего продукционно-логического отношения 
требуется сформулировать свойство полной дистрибутивности: если 
A B t TtÆ Œ, , то A Bt

t

Æ ∪ . 

В приведенных стандартных моделях продукционных систем 
более сложными (по сравнению с простейшим случаем) являются 
не только сами объекты продукций (предпосылка и заключение), но 
и выводимые логические связи. Если в простейшей системе «лиш-
ние» правила можно легко определить только на основе свойства 
транзитивности отношения, то в случае стандартной системы для 
этого необходимо решить задачу нахождения логической редукции 
LP-структуры.

1.4. Расширенная продукционная система
В рамках предыдущего раздела невозможно было бы использо-

вать довольно естественное правило вида «если на улице дождик, 
то взять зонтик или отложить поход на завтра». Кроме того, не-
смотря на возможность присутствия в той модели правила «если 
дождика нет и прогноз благоприятный, то зонтик не брать», в про-
цессе исследования системы возникает естественное желание учи-
тывать, что некоторые фигурирующие в этом правиле факты пред-

1.4. Расширенная продукционная система
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ставляют отрицания фактов из предыдущего правила. Например, 
нельзя одновременно взять зонтик и пойти без него.

Таким образом, использования в предпосылках и заключениях 
правил конъюнкций элементарных фактов явно недостаточно. В 
литературе описываются продукционные системы [15], в правилах 
которых могут присутствовать сложные логические выражения, со-
держащие конъюнкции, дизъюнкции и отрицания. Конечно, теоре-
тически в пропозициональных формулах (если относить к таковым 
выражения предпосылки и заключения) возможны и импликации. 
Однако каждую из них всегда можно исключить с использовани-
ем дизъюнкции и отрицания. Таким образом, в настоящем разделе 
рассматриваются базы знаний, продукции которых в качестве пред-
посылки и заключения содержат логические выражения над факта-
ми, построенные с помощью конъюнкций, дизъюнкций и отрицаний. 
Данную логическую систему можно назвать продукционной систе-
мой нулевого порядка, или расширенной продукционной системой.

Для такого вида продукционных систем также может быть пос-
троена алгебраическая модель в виде LP-структуры. Ее решетка 
должна поддерживать три отмеченные ранее операции пропозици-
онального языка. Такова булева решетка Линденбаума–Тар ского 
[187]. Ее элементами являются формулы пропозиционального ис-
числения. Логическим операциям конъюнкции, дизъюнкции и от-
рицания соответствуют определенные в п. 1.2 алгебраические опера-
ции ∧ , ∨  и ¢ . Для любых двух формул a b, ŒF  справедливо a b£ , 
если из истинности формулы a  следует истинность формулы b . 
Эквивалентные логические формулы отождествляются. 

Как и в предыдущем разделе, объектами продукционно-логи-
ческого отношения Æ  будут элементы решетки. Однако в данном 
случае решетка имеет более сложную архитектуру. Чтобы адек-
ватно отражать расширенную продукционную логику, логическое 
отношение должно удовлетворять большему количеству требований 
по сравнению с предыдущим разделом.

Таким образом, методы LP-структур могут быть применены к 
исследованию, преобразованию и оптимизации баз знаний продук-
ционных систем с расширенной логикой.

1.5. Продукционная система первого порядка
Существуют виды интеллектуальных систем, которые наряду с 

логическими выражениями в правилах вывода могут потребовать 
использования также кванторов общности и существования. Такие 
модели, в частности, возникают при разработке систем символьной 
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математики. Большинство математических теорем имеют форму 
продукции вида «дано» Æ «требуется доказать», где предпосылка 
и заключение являются формулами логики предикатов первого по-
рядка.

Рассмотрим продукционную систему, правила которой в качес-
тве предпосылки и заключения могут содержать формулы исчис-
ления предикатов первого порядка. Как и в предыдущем разделе, 
будем считать, что эти формулы не содержат импликаций (при 
необходимости их можно исключить). Будем называть ее про-
дукционной системой первого порядка. Соответственно возникает 
идея о распространении методов теории LP-структур на такую ло-
гику. Это позволило бы использовать ее аппарат для формальных 
преобразований математических знаний, а также их верификации 
и оптимизации. Для реализации этой идеи потребуется некоторое 
алгебраическое описание логических кванторов, которое допол-
нило бы использованное в предыдущем разделе понятие булевой 
решетки. 

Обзор имеющихся подходов к данному вопросу содержится в 
[63]. Воспользуемся алгебраизацией кванторов, предложенной в 
[187], поскольку она естественным образом расширяет рассматрива-
емую продукционную логику на решетке и содержит достаточные 
возможности для решения поставленных задач. Согласно этой тео-
рии, кванторы общности и существования соответственно моделиру-
ются в общем случае бесконечноместными операциями пересечения 
и объединения. Пусть P x( )  – предикат со свободной переменно x, 
интерпретируемый в некоторой предметной области X . Его можно 
представить совокупностью элементов решетки Линденбаума–Тар-
ского, соответствующих формуле P x( )  при различных значениях 
x XŒ . Тогда, в силу свойств логических операций, выражение 
"xP x( )  алгебраически представляется операцией пересечения всех 
элементов решетки, соответствующих P x( ) . Аналогично формула 
$xP x( )  может быть представлена объединением всех элементов ре-
шетки, порожденных предикатом P x( ) .

Как уже отмечалось выше, не каждая решетка допускает вы-
полнение бесконечноместных операций. Чтобы они были возмож-
ны и корректны, можно использовать полные булевы решетки. В 
полной решетке для любого подмножества элементов (конечного 
или бесконечного) можно определить (многоместное) пересечение и 
объединение. Формулам "xP x( )  и $xP x( )  в полной решетке будут 
соответствовать элементы Ÿ

x X
P x

Œ
( )  и ⁄

x X
P x

Œ
( ) . Изложенные сообра-

жения открывают возможности формальных исследований, преоб-

1.5. Продукционная система первого порядка
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разований и автоматической оптимизации продукционных баз зна-
ний с логикой первого порядка.

В качестве иллюстрации рассмотрим пример из приложения B 
данной работы, относящийся к области неклассических уравнений 
с частными производными. В этом приложении в коэффициентах 
символов псевдодифференциальных операторов используется «ве-
совая» вещественная функция a , существенно влияющая на раз-
решимость уравнений с этими операторами. В основе результатов, 
представленных в приложении B, лежат следующие два условия на 
данную функцию.

1. a at t t t( ) = £ ( ) > >0 0 0 0, ; , ;  a t t d( ) = ≥ >const, 0 .
2. a aR

MC R M C R+ Œ ( ) $ ≥ Œ ( )• + +; :0 1 .
Для построения соответствующей LP-структуры введем обозна-

чения логических формул. Пусть P t11( ) , P t12( )  и P t c13( , )  – предикаты, 
соответствующие утверждениям a t( ) = 0 , a t( ) > 0  и a t c( ) = . Тогда 
при каждом значении переменной t  имеем элементы решетки P t11( ) , 
P t12( )  и каждой паре значений t ,c  сопоставляем элемент P t c13( , ) . 
Условию 1 соответствует элемент Ÿ Ÿ ⁄ Ÿ

t t c t d
P t P t P t c

£ > > ≥ >0 11 0 12 0 0 13( ) ( ) ( , )∧ ∧ . 

Для условия 2 также введем символы P t21( ) и P t M21( , ) , соответс-

твенно означающие «функция a  бесконечно дифференцируема 
в точке t » и «функция a  M  раз непрерывно дифференцируе-
ма в точке t ». Алгебраическая запись условия 2 будет выглядеть 
как Ÿ ⁄ Ÿ

t M t
P t P t M

≥ ≥ -•< <+•0 21 0 22( ) ( , )∧ . Таким образом, большую часть 

утверждений приложения B алгебраически можно представить 
продукциями, предпосылки которых содержат выражение вида 
Ÿ Ÿ ⁄ Ÿ Ÿ ⁄ Ÿ
t t c t d t M

P t P t P t c P t
£ > > ≥ > ≥ ≥ -0 11 0 12 0 0 13 0 21 0

( ) ( ) ( , ) ( )∧ ∧ ∧ ∧
••< <+•t

P t M22( , ) . 

1.6. Условная эквациональная теория
Еще одним из возможных направлений применения идей и мето-

дов LP-структур является построение и исследование моделей эква-
циональных теорий и систем переписывания термов (СПТ) [18, 72]. 

Важными задачами, связанными с СПТ, являются эквивалент-
ные преобразования и оптимизация их множеств правил. В то вре-
мя как для обычных СПТ подобные вопросы уже рассматривались 
в ряде работ [23, 57, 81], для условных СПТ они, по-видимому, еще 
остаются открытыми. Этот факт можно объяснить более сложной 
структурой правил условных СПТ. Для обычных систем задача ми-
нимизации множества правил в конечном счете сводится к транзи-
тивной редукции некоторого бинарного отношения («элиминация 
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транзитивности»). Для условных систем, как и в предыдущих раз-
делах, можно говорить о более сложной задаче нахождения логи-
ческой редукции.

При определении системы переписывания термов отправной 
точкой обычно является эквациональная теория, множество правил 
которой состоит из равенств. Совокупность правил переписывания 
получается путем «ориентации» равенств и, возможно, их попол-
нения для достижения свойства конфлюэнтности. Аналогичный 
подход используется и для условных СПТ [19]. Поскольку обыч-
но именно эквациональная теория является критерием эквивален-
тности систем переписывания, исследование в этом плане условных 
СПТ можно начать с рассмотрения эквивалентности условных эк-
вациональных теорий. 

Для дальнейшего изложения потребуется ряд базовых опреде-
лений, связанных с термами [46]. Пусть S  – алфавит, представля-
ющий собой объединение следующих непересекающихся множеств: 
V  – множество переменных; Sn , n = 0 1, ,...  – множества n -арных 
функций (функциональных символов); 0 -арные функции, которые 
называются также константами. 

Множество термов T( )S  определяется рекурсивно:
• V TÃ ( )S ;
• S S0 Ã T( ) ;
• если f nŒ S  и t t Tn1,..., ( )Œ S , то f t t Tn( ,..., ) ( )1 Œ S .
Отображение s : ( )V TÆ S  называется подстановкой. Это поня-

тие распространяется на все t TŒ ( )S  следующим образом:
• если t x V= Œ , то s s( ) ( )t x= ;
• если t f= Œ S0 , то s( )t f= ;
• если f nŒ S , t t Tn1,..., ( )Œ S  и t f t tn= ( ,..., )1 , то 

s s s( ) ( ( ),..., ( ))t f t tn= 1 .
Эквациональная теория определяется парой ( , )S E , где S  – 

алфавит, состоящий из счетного множества переменных и не-
пустого множества функциональных символов (сигнатура), а 
E T TÕ ¥( ) ( )S S  – множество равенств вида s t s t T= Œ( , ( ))S . В 
рамках этой теории определяется понятие выводимости равенства 
s t=  из E  (( , )S E s t� = ):

• если s t E= Œ , то ( , )S E s t� = ;
• если ( , ) ,...,S E s t s tn n� 1 1= = , то ( , ) ( ,..., ) ( ,..., )S E f s s f t tn n� 1 1=  

для любого f nŒ S ;
• если ( , )S E s t� = , то ( , ) ( ) ( )S E s t�s s=  для любой подста-

новки s ;
• ( , )S E t t� = ;

1.6. Условная эквациональная теория
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• если ( , ) ,S E t t t t� 1 2 2 3= = , то ( , )S E t t� 1 3= ;
• если ( , )S E s t� = , то ( , )S E t s� = .
Предположим, что эквациональная теория (аналогично [19]) содер-

жит набор позитивно-условных правил вида s t s t s tn n1 1= = =,..., : .  
Смысл такого правила в следующем: если имеют место все равенс-
тва термов s t i ni i= =, ,...,1 , то выполнено и s t= . Если вместо тер-
мов рассматривать независимые элементы, то задача упрощения 
множества правил может быть сведена к уже описанным выше 
LP-структурам. Этот же метод применим и в случае равенств меж-
ду термами, однако оптимизация при этом может оказаться лишь 
частичной. 

Рассмотрим пример, полученный модификацией примера из 
[19]:

1) x y z s x y s z+ = + =: ( ) ( ) ;
2) x y z g x y g z+ = + =: ( ) ( ) ;
3) s x y s z g x y g z f x f z( ) ( ), ( ) ( ) : ( ) ( )+ = + = = ;
4) x y z f x f z+ = =: ( ) ( ).
Последнее равенство здесь является «лишним», так как выво-

дится из первых трех. Действительно, пусть x y z+ = . Тогда из 1)-
2) имеем s x y s z g x y g z( ) ( ), ( ) ( )+ = + = , откуда с помощью 3) получим 
f x f z( ) ( )= . Таким образом, при x y z+ =  справедливо f x f z( ) ( )= , 
то есть условное равенство 4) неявно содержится в 1)–3). 

Этот факт может быть обнаружен методами стандартных LP-
структур, поскольку для этого не требуется учета особенностей тер-
мов. Заменим теперь второе правило следующим:

2) h x y h z g x y g z( ) ( ) : ( ) ( )+ = + = .
Теперь формальное применение продукционного вывода не 

поможет исключить «лишнее» правило 4), если не учесть связь 
x y z h x y h z+ = + =: ( ) ( ) , которая обусловлена свойствами термов.

Таким образом, можно ввести новую LP-структуру – алгебраи-
ческую модель условной эквациональной теории. Эта модель долж-
на учитывать не только обычные логические связи, но и взаимоза-
висимости между термами, обусловленные применениями функций 
и подстановками. Множество правил можно задать как бинарное 
отношение на решетке F = l( )F , где F  – множество равенств вида 
{ }s ti i= . На этой решетке необходимо ввести дополнительные опе-
рации, отражающие использование функциональных символов и 
подстановок в термах. Такая модель закладывает теоретические 
основы для автоматической минимизации множества правил услов-
ной эквациональной теории.
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1.7. Модель иерархии типов
Перечисленные выше возможности применения LP-структур ог-

раничены системами с монотонным выводом. Однако, существуют 
практические задачи, модели которых подобным свойством не обла-
дают. Одна из таковых основана на использовании решетки типов.  
Как известно [194], структура типов объектно-ориентированной 
системы образует математическую решетку. Для двух типов объ-
единением считается их ближайший общий тип-предок, пересечени-
ем – ближайший общий тип-потомок. Семантика частичного поряд-
ка и основных операций на такой решетке существенно отличается 
от случая решетки множеств. Доказано [77], что решетки типов не 
изоморфны решеткам множеств. По этой причине LP-структуры на 
решетках типов и возможности их применения требуют дополни-
тельного анализа.

Рассмотрим некоторую иерархию типов F  в объектно-ориенти-
рованном программировании. Между парами типов могут сущест-
вовать как минимум два вида связей – наследование (тип наследует 
атрибуты типа-предка) и агрегация (тип содержит в качестве ат-
рибута представителя другого типа) [199]. На множестве F  введем 
отношение частичного порядка: если тип b  является наследником 
a  (соответственно a  – предком b ), то b a£ . Для любых a b, ŒF  оп-
ределены две операции: пересечение a b∧  – наибольший общий по-
томок и объединение a b∨  – наименьший общий предок a b,  (первая 
операция актуальна в системах с множественным наследованием). 
Для ограниченности полученной решетки добавим к F  два специ-
альных элемента: I  – универсальный тип (общий предок, имеется 
во многих современных системах) и O  – фиктивный потомок всех 
типов.

На решетке F  рассмотрим второе (соответствующее агрегации) 
отношение R : если объект типа a  в качестве атрибута содержит-
ся в типе b , то ( , )b a RŒ . Оба отношения ( £  и R ) имеют общую 
семантику: в каждом случае, b a£  или ( , )b a RŒ , тип b  получает 
возможности типа a  в виде доступа к его атрибутам. Семантичес-
ки ясно, что это общее отношение «обладания набором возможнос-
тей», которое мы обозначаем R¨ æææ , обязано быть рефлексивным 
и транзитивным.

Обсудим еще одно свойство введенных отношений. Пусть для 
элементов a b b, ,1 2 ŒF  справедливо b a1 £ , b a2 £ . Тогда в соответ-
ствии с определением решетки имеем b b a1 2∨ £ . Это естественное 
для отношения £  свойство будем  называть ∨ -дистрибутивностью. 
Уточним, что будет означать обладание этим же свойством для от-

1.7. Модель иерархии типов
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ношения R¨ æææ . Пусть b aR
1 ¨ æææ  и b aR

2 ¨ æææ , то есть каждый 
тип b1  и b2  обладает возможностями типа a . Отсюда, в силу пред-
полагаемой ∨ -дистрибутивности, имеем b b aR

1 2∨ ¨ æææ . Этот факт 
означает, что тип b b1 2∨  также обладает возможностями типа a . С 
точки зрения проектирования типов это не обязательно. Однако в 
случае, если более одного наследника (b1  и b2 ) содержат одинако-
вые атрибуты, по принципам рефакторинга [56] нужно «поднять» 
общие атрибуты. Это, в свою очередь, означает необходимость по-
местить один такой атрибут в общий тип-предок b b1 2∨ , после чего 
каждый b1  и b2  получит возможности a  в порядке наследования. 
В данном случае ∨ -дистрибутивность отношения R¨ æææ  означает 
решение важной задачи – устранение дублирования кода.    

Подчеркнем, что здесь рассматривается обобщенная постановка 
в плане «распределения возможностей» между типами. Вариант, 
когда b1  и b2  по каким-либо практическим соображениям содержат 
в виде атрибутов представителей типа a  под различными иден-
тификаторами, в расчет не принимается. На практике тип может 
содержать много атрибутов, однако не все они одинаково сущест-
венны при построении иерархии.

Заметим далее, что отношение R¨ æææ , обладая свойством тран-
зитивности вне зависимости от контекста, не может аналогично во 
всех ситуациях удовлетворять ∨ -дистрибутивности, иначе это при-
ведет к некорректным результатам. Для иллюстрации рассмотрим 
пример b aR¨ æææ  и a aR¨ æææ . При дистрибутивности R¨ æææ  вы-
полнялось бы b a aR∨ ¨ æææ . Согласно принципам объектно-ориен-
тированного программирования, тип b a∨  не имеет права что-либо 
знать о своих наследниках. В этой связи в данной ситуации b a∨ , 
являясь общим предком типов a  и b , может обладать возможностя-
ми типа a  лишь в случае, если он совпадает с a  (b a£ ). В осталь-
ных вариантах соотношение b a aR∨ ¨ æææ  будет некорректным.

Существуют ситуации, когда выполнение ∨ -дистрибу-
тивности отношения R¨ æææ  теоретически возможно, одна-
ко нецелесообразно с точки зрения качества кода. Пусть при 
b a b aR R

1 2¨ æææ ¨ æææ,  элементы b b1 2∨  и a  имеют непустое пресече-
ние: ( )b b a d O1 2∨ ∧ = π , причем d b b< 1 2∨  и d a< . Если в данном 
случае допустить ( , )b b a R1 2∨ Œ , то окажется, что тип d  обладает 
возможностями типа a  одновременно по двум линиям, а именно – 
как его наследник и как наследник типа b b1 2∨ , также имеющего 
возможности a . Некачественность такого кода состоит в его избы-
точности – разрыв связи d a<  (при a Iπ ) не приведет к потере 
функциональности системы типов.
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Другая подобная ситуация – наличие конфликта. Пусть имеет 
место ( , ),( , ),( , )b a b a b a R1 2 3 Œ , причем элементы b b b b b b b1 2 3 1 2 2 3, ∨ ∨, , ,  
попарно различны и ( )b b b b b1 2 2 3 2∨ ) ∧ ( ∨ = . Тогда пары ( , ),( , )b a b a1 2  
«конфликтуют» с парами ( , ),( , )b a b a2 3 . Это означает, если в обоих 
случаях «поднять» атрибуты, то тип b2  унаследует атрибут типа 
a  одновременно от двух различных предков – b b1 2∨  и b b2 3∨ , что 
также ухудшит код.  

Одна из возможных в данном случае стратегий предполагает 
отказ от «поднятия» общих атрибутов при наличии подобных си-
туаций (невыполнение ∨ -дистрибутивности). Возможны и другие 
подходы, более тонко учитывающие особенности конкретной сис-
темы. 

На основе изложенных выше соображений можно дать стро-
гое определение логического отношения на ограниченной решетке. 
Оно будет отражать свойство «обладания набором возможностей» 
в иерархии типов. В силу приведенных примеров, свойство дистри-
бутивности такого отношения зависит от контекста. Этот факт, в 
частности, порождает немонотонность логического вывода на таких 
LP-структурах.

Логическое замыкание произвольного отношения R  на решет-
ке F  предоставляет все такие пары ( , )b a , что в типе b  доступ-
ны возможности типа a . Решив задачу построения логического 
замыкания, можно автоматизировать верификацию системы ти-
пов. К таким возможностям, в частности, относится исследование 
LP-структуры на наличие циклов. Аналогичным образом, исходя 
из предметной области, можно формулировать правила, которым 
должна удовлетворять система типов, и контролировать их выпол-
нение. Например, возможна проверка системы на наличие нуж-
ных или отсутствие запрещенных продукционных связей («автомо-
биль обладает возможностями руля», «руль не имеет двигателя» 
и других, подобных им). Логическая редукция дает иерархию с 
минимальным эквивалентным набором связей и, соответственно, 
в определенном смысле минимальным дублированием кода. Обна-
ружение и устранение дублирования кода также можно считать 
разновидностью верификации типов. 

Таким образом, рассматриваемый формализм позволяет прово-
дить автоматизированные исследования иерархий типов, включая 
эквивалентные преобразования, верификацию и оптимизацию. Он 
может служить основой для практической реализации (или модер-
низации) типов.

1.8. Продукционная модель императивных алгоритмов
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1.8. Продукционная модель императивных 
алгоритмов

Существуют практические задачи искусственного интеллекта, 
предполагающие не только накопление, но и модификацию получа-
емых знаний. Эти задачи рассматриваются в ряде работ (например, 
[90, 95, 194]). В данном разделе добавим к ним еще одну предметную 
область – анализ свойств и преобразования императивных алгорит-
мов. Во время их работы информация не только накапливается, но 
и часто замещается.

Приведем фрагмент программы на Паскале, вычисляющий мак-
симальный элемент целочисленного массива.

var
   A: array[1..N] of integer;
   Max, i: integer;
begin
   Max := A[1]; i := 2;
   while i <= N do
   begin
   if A[i] > Max 
   then Max := A[i]; i := i + 1
   end
end;

Используемые в программе переменные с их значениями мож-
но считать фактами некоторой базы знаний. Тогда инициализация 
любой переменной может рассматриваться как добавление нового 
факта к базе знаний. Присвоение же инициализированной перемен-
ной нового значения можно интерпретировать как  модификацию 
имеющегося факта.

Попробуем для приведенной выше императивной программы 
записать эквивалентную логическую программу – исходный набор 
фактов и совокупность правил продукционного вывода. Для этой 
цели аналогично подходу, изложенному в п.1.3, будем использовать 
простейший синтаксис вида 

если <Факт 1>, <Факт 2>, …, <Факт K>
то <Действие 1> , <Действие 2>, <Действие M>;

Таким образом, предположим, что исходная база знаний состо-
ит из следующих фактов: значения всех переменных не определены 
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(null), кроме одной вспомогательной переменной начало, имеющей 
значение да. Соответствующая логическая программа может иметь 
вид

если начало = да то Max = A[1], i = 2, цикл = да, начало = нет;
если цикл = да, i <= N, A[i] > Max то Max = A[i], i = i + 1; 
если цикл = да, i <= N, A[i] <= Max то i = i + 1; 
если цикл = да, i > N то цикл = нет; 

Возможно, используемый синтаксис правил требует уточнений, 
а приведенная логическая программа не оптимальна. В данном слу-
чае существенно то, что она имеет декларативный характер и дает 
эквивалентный результат, независимо от  порядка записи правил.

Классическое понятие решетки оказывается недостаточно вы-
разительным для моделирования немонотонного продукционно-
логического вывода. В связи с этим обстоятельством далее будут 
опре делены некоммутативные решетки как обобщение классичес-
ких решеток. В новых решетках операция объединения выполняет-
ся с частичным замещением одного из операндов. Для построения 
соответствующих LP-структур будут введены логические бинарные 
отношения на этих решетках, а также описана возможность приме-
нения полученной модели к формальному исследованию логичес-
ких свойств императивных алгоритмов.

Итак, в данной главе был рассмотрен ряд задач из нескольких 
разделов информатики и теории программирования, описание ко-
торых может быть сведено к продукционным системам, моделируе-
мым LP-структурами. Это обстоятельство демонстрирует не только 
теоретическую значимость, но и прикладную ценность идей, кото-
рые лежат в основе настоящей работы. Представленные соображе-
ния позволяют естественным образом перейти ко второй главе – из-
ложению общей теории LP-структур и далее, в следующих главах, к 
развитию этой теории с целью решения практических задач.

1.8. Продукционная модель императивных алгоритмов



В настоящей главе излагаются основные положения теории 
LP-структур. Теория названа общей, поскольку результаты после-
дующих глав книги основываются на тех же положениях, развивая 
их в том или ином специальном направлении. Первоначально в раз-
деле 2.1 формулируется более частная конечная теоретико-множес-
твенная модель продукционной системы. Обобщение этой модели 
и связанных с ней результатов приводит в дальнейшем к теории 
LP-структур, которая рассматривается в разделах 2.2–2.6.   

2.1. Порождающие множества 
в продукционных системах

В данном разделе предлагается формальный теоретико-мно-
жественный подход к описанию структуры продукционных систем. 
Вводится ряд математических понятий, базовым среди которых 
является минимальное порождающее множество. Процесс обратно-
го логического вывода сводится к формальному построению мини-
мальных порождающих множеств. На основе построенной модели 
определяется ряд важных свойств продукционных систем (противо-
речивость, избыточность, полнота и другие), на основании которых 
реализуется формальный подход к выполнению автоматических 
преобразований и верификации баз знаний. Использование предла-
гаемого подхода позволяет: 

• математически обосновывать возможности эквивалентных 
преобразований баз знаний продукционных систем;

• оптимизировать и исследовать алгоритмы обратного вывода;
• строго формулировать критерии корректности баз знаний, а 

также разрабатывать методы их верификации.
Необходимые основные понятия, связанные с продукционными 

системами, были приведены ранее в п. 1.2. Добавим к ним еще не-
которые термины.

Глава 2 
ОБЩАЯ ТЕОРИЯ 

LP-СТРУКТУР
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В настоящем разделе для продукционной системы принята мо-
дель фактов, используемая в [79] (см. также п.1.2), то есть в форме 
«параметр = значение».

В множестве параметров можно выделить следующие подмно-
жества: целевые параметры – те, которые могут служить конечной 
целью вывода; начальные параметры, которые не встречаются в 
заключениях правил, соответственно, значения которых изначаль-
но хранятся в базе данных (БД) либо могут быть получены от 
пользователя и записаны в БД; промежуточные параметры –  не 
вошедшие в первые два подмножества и носящие вспомогательный 
характер; многозначные параметры, которые могут принимать од-
новременно несколько значений. Для параметров, не являющихся 
многозначными, возможные значения являются взаимоисключаю-
щими. Факт, порожденный начальным параметром, будем назы-
вать начальным фактом.

В ряде работ по тематике продукционных систем (например, [1]) 
предполагается, что все правила находятся в унифицированной фор-
ме, в которой предпосылка состоит только из конъюнкций фактов, а 
заключение делает вывод значения только одного параметра. Такие 
базы знаний называются также «хорошо структурированными» [67]. 
В логической интерпретации продукционных систем базам знаний с 
таким множеством правил соответствуют функции Хорна [39]. Ука-
занное допущение обычно не ограничивает общности результатов, 
так как они могут распространяться на более общую структуру пра-
вил. В большей части настоящего раздела будем исходить из того, 
что для формулы предпосылки каждого правила можно указать 
конъюнкцию фактов, при которой предпосылка выполнена. Сдела-
ем также допущение о том, что из выражения заключения каждого 
правила можно вывести некоторую конъюнкцию других фактов. В 
данной модели рассмотрим вопросы эквивалентных преобразований 
базы знаний, позволяющих привести ее к унифицированному виду.

2.1.1. Основные определения и обозначения

Для получения формализованной модели продукционной систе-
мы и изучения ее свойств введем ряд обозначений и определений. 

Итак, имеется P p pn= { ,..., }1  – конечное множество парамет-
ров; V v vi

i
m
i

i
= { ,..., }1  – конечное множество значений параметра 

p i ni , ,...,= 1 .    
Множество всех теоретически возможных фактов обозначим 

F f fq= { ,..., }1 , где q mi
i

n

=
=
Â

1

. Имеется также множество выполнен-

2.1. Порождающие множества в продукционных системах
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ных фактов F Fd Õ , образующее базу данных (рабочее множест-
во) экспертной системы. Там, где это удобно, элементы множества 
фактов F  мы будем также обозначать fij  – факт, утверждающий 
равенство i-го параметра своему j-му значению (« p vi j

i= »). 
Множество всех теоретически возможных начальных фактов 

для данной продукционной системы обозначим F0  (F F0 Õ ). Любое 
подмножество F0  будем называть начальным множеством фак-
тов. Заданное множество выполненных начальных фактов будем 
обозначать F d0 (F Fd0 0Õ ).

Будем рассматривать также множество F *  = 2F , состоящее из 
всех подмножеств F  (булеан). Аналогично определяются F F

0 2 0* = , 
Fd

Fd* = 2 , F d
F d

0 2 0* = . 
Обозначим R r rp= { ,..., }1  – имеющееся конечное множество пра-

вил. Предпосылку и заключение правила будем разделять симво-
лом Æ .

В этих обозначениях набор правил может выглядеть следую-
щим образом:

 

f f
f f f
f f f
f f f f f

21 41

22 11 42

42 31 51

42 32 52 53 54

Æ
Ÿ Æ
Ÿ Æ
Ÿ Æ Ÿ Ÿ

При прямом выводе экспертная система, исходя из некоторого 
множества A FŒ * , путем применения правил формирует множест-
во B FŒ * , которое содержит интересующие пользователя факты. 

Определение 1. Если по исходному множеству фактов A FŒ *  
путем применения правил R  возможно получение множества 
B FŒ * , то будем считать, что B  выводимо из A  в R  (A BRæ Æææ ). 
Такое A  называется порождающим множеством (ПМ) для B .

Непосредственно из определения 1 вытекают свойства:
• если B AÕ , то A BRæ Æææ  (в частности, A ARæ Æææ );
• если A BRæ Æææ  и C BÃ , то A CRæ Æææ ;
• если A BRæ Æææ  и A DÃ , то D BRæ Æææ .
Упорядоченный набор принадлежащих R  правил �r r r ri i ik

= { , ,..., }
1 2

, последовательное применение которых приводит 
к получению множества B , называется цепочкой вывода, соответс-
твующей выводу A BRæ Æææ , или цепочкой правил, осуществляю-
щей вывод A BRæ Æææ .

Правило r0  называется лишним в цепочке �r , осуществляющей 
вывод A BRæ Æææ , если после удаления r0  из �r  оставшаяся цепоч-
ка тем не менее осуществляет вывод A BRæ Æææ .
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Замечание 1. Нетрудно заметить, что правило r0  является 
лишним в цепочке �r  тогда и только тогда, когда каждый выводи-
мый его заключением факт либо содержится в A , либо выводится 
некоторым предшествующим в цепочке �r  правилом, либо не ис-
пользуется в предпосылках правил, следующих за r0 , и не содер-
жится в множестве B A\ .

Замечание 2. По определению каждое повторяющееся правило 
в цепочке вывода является лишним.

Цепочка правил �r , осуществляющая вывод A BRæ Æææ , назы-
вается минимальной, если она не содержит лишних правил.

Очевидно, множество правил R  определяет на F *  бинарное 
отношение Ræ Æææ  («выводимость»), обладающее свойствами реф-
лексивности, транзитивности и дистрибутивности. Как следствие, 
построив логическое замыкание этого отношения, теоретически 
можно получить «идеальную» базу знаний, любой вывод в кото-
рой осуществляется применением единственного правила. Однако 
добиться этого на практике трудно в силу ограниченности вычис-
лительных ресурсов систем, которые могут быть для этого задейс-
твованы.

При обратном выводе в продукционной системе по данному 
множеству B FŒ * , называемому гипотезой, осуществляется по-
иск A F dŒ 0

* , такого, что A BRæ Æææ . При успешном поиске дела-
ется заключение о справедливости всех фактов, содержащихся в 
B . Таким образом, можно утверждать, что при прямом выводе 
A BRæ Æææ  соответствующая цепочка вывода строится слева на-
право, при обратном – справа налево.

Прямой вывод в продукционной системе может оказаться 
неэкономичным. В некоторых случаях во время его выполнения 
экспоненциально растет число применяемых правил при линей-
ном увеличении их количества в системе (происходит так назы-
ваемый комбинаторный взрыв (например, [106]). По этой причине 
существуют классы экспертных систем, в которых за основу при-
нят обратный вывод (например, MYCIN [8]). С другой стороны, 
и обратный вывод требует минимизации. Такая потребность, в 
частности, обусловлена тем обстоятельством, что исходная база 
данных может оказаться объемной, однако неполной. В резуль-
тате значения ряда начальных параметров не хранятся в БД, но 
могут интерактивно запрашиваться у пользователя. Необходимо 
по возможности задавать пользователю лишь значимые вопросы, 
ответы на которые будут использованы для вывода. Кроме того, 
количество обращений к БД целесообразно свести к минимуму. 

2.1. Порождающие множества в продукционных системах
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С этой целью введем понятие минимального порождающего мно-
жества. 

Определение 2. Множество A FŒ *  называется минимальным 
порождающим множеством (МПМ) для данного B FŒ *  в R  (отно-
сительно некоторой цепочки правил �r ), если A BRæ Æææ , причем су-
ществует минимальная цепочка вывода �r r r r r Ri i i ik l

= Œ{ , ,..., },
1 2

, вы-
полняющая вывод A BRæ Æææ  и не реализующая вывода A BR

1 æ Æææ  
ни для какого собственного подмножества A A1 Ã .

Лемма 1. Если A BRæ Æææ , то A  содержит некоторое C , явля-
ющееся минимальным порождающим множеством для B  в R .

Доказательство. Пусть �r  – соответствующая выводу 
A BRæ Æææ  цепочка правил. Будем считать ее минимальной, уда-
лив при необходимости из нее лишние правила. Пометим факты 
множества A , которые содержатся также и в B . Далее проведем 
последовательно указанный вывод, помечая факты, используемые 
предпосылками каждого применяемого правила цепочки �r . После 
вывода удалим из A  факты, которые изначально были в A , но 
остались непомеченными. Получим множество C AÃ , которое и 
является для B  МПМ относительно цепочки �r . �

Определение 3. Множество A F0 Œ *  называется абсолютным 
МПМ для данного B FŒ *  в R  (АМПМ), если A BR

0 æ Æææ  в R  и 
B  не выводимо в R  ни из какого собственного подмножества A0 .

Замечание 3. Из определений 2-3 следует, что каждое абсо-
лютное МПМ является и относительным (относительно любой ми-
нимальной цепочки вывода).

Замечание 4. Абсолютное МПМ не содержит в качестве собс-
твенного подмножества ни одного МПМ (относительного или абсо-
лютного), так как существование «меньшего» МПМ противоречит 
определению 6.

Замечание 5. В общем случае для данного B FŒ *  могут су-
ществовать более одного  МПМ. Этот вывод касается как относи-
тельных, так и абсолютных МПМ.

Следствие 1. Если A BRæ Æææ , то A  содержит некоторое C , 
являющееся абсолютным минимальным порождающим множест-
вом для B  в R .

Доказательство. Справедливость утверждения очевидна вви-
ду конечности рассматриваемого множества A . �

2.1.2 Эквивалентные преобразования баз знаний

Пусть R1  и R2  – два множества правил на одном и том же мно-
жестве фактов F . Будем считать, что множество R1  поглощается 
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множеством R2  (R R1 2≺ ), если при любых A B F, *Œ  из A BR1æ Æææ  
следует A BR2æ Æææ .

Множества правил R1  и R2  называются эквивалентными (
R R1 2∼ ), если выполнены R R1 2≺  и R R2 1≺ .

Теорема 1. Множества правил R1  и R2  эквивалентны тогда 
и только тогда, когда для любого факта f FŒ  его совокупности 
АМПМ в R1  и R2  совпадают.

Доказательство. Пусть R1  и R2  эквивалентны. Рассмотрим 
произвольный факт f FŒ . Если A FŒ *  – некоторое АМПМ для 
f  в R1 , то в силу эквивалентности множеств правил справедливо 
и A fR2æ Æææ { } . Предположим противное, а именно – что A  не яв-
ляется минимальным в R2 . Тогда существует собственное подмно-
жество A A1 Ã  такое, что  A fR

1
2æ Æææ { } . В силу эквивалентности 

R R1 2∼  имеем и A fR
1

1æ Æææ { } , что противоречит минимальности 
A  в R1 .

Предположим теперь, что выполнена вторая часть утвержде-
ния теоремы. Покажем, что в этом случае R1  и R2  эквивалентны. 
Пусть для некоторых A B F, *Œ  выполнено A BR1æ Æææ . Требует-
ся доказать, что имеет место A BR2æ Æææ . Для этого рассмотрим 
произвольный факт f BŒ . Очевидно, A fR1æ Æææ { } , причем по 
следствию 2.1.1.1 множество A  содержит некоторое АМПМ A1  
для f  в R1 . В силу предположения теоремы A1  является АМПМ 
для f  и в R2 . Как следствие, A fR

1
2æ Æææ { } . Поскольку A A1 Õ , то 

A fR2æ Æææ { } . Таким образом, каждый элемент f  множества B  
выводится из A  в R2 . Следовательно, A BR2æ Æææ . �

Теорема 2. Пусть R , R1  и R2  – множества правил на множес-
тве фактов F . Если при этом R R1 2∼ , то R R R R∪ ∼ ∪1 2 .

Доказательство. Покажем, что если для некоторых A B F, *Œ  
справедливо A BR R∪ 1æ Ææææ , то имеет место также и A BR R∪ 2æ Ææææ . 
Пусть �r r r ri i ik

= { , ,..., }
1 2

 – цепочка правил, соответствующая исход-
ному выводу. Она может содержать как правила из R , так и из R1 . 
Рассмотрим ее произвольную подцепочку �r1 , целиком принадлежа-
щую R1 . Если бы последней не существовало, то указанный вывод 
целиком осуществлялся бы в R R RÃ ∪ 2 , и утверждение было бы 
уже доказано. Пусть � � � �r r r r= 0 1 3 . Множество фактов, полученных из 
A  путем применения предшествующей �r1  подцепочки �r0 , обозна-
чим A0 . Множество фактов, полученных из A0  путем применения 
подцепочки �r1 , обозначим A1 . Таким образом, A AR

0 1
1æ Æææ . В силу 

эквивалентности R1  и R2 , существует цепочка правил �r2  из R2 , 
осуществляющая вывод A AR

0 1
2æ Æææ . Заменим в �r  подцепочку �r1  

цепочкой �r2 . Аналогично поступим с каждой подцепочкой �r , при-

2.1. Порождающие множества в продукционных системах
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надлежащей R1 . В результате таких преобразований из �r  получит-
ся цепочка правил, осуществляющая вывод A BR R∪ 2æ Ææææ . �

Для данного множества фактов F  преобразование множест-
ва правил R1  в эквивалентное ему множество R2  будем называть 
эквивалентным преобразованием базы знаний. Теоремы 1–2 поз-
воляют обосновывать такие преобразования. Рассмотрим правило 
r R0 Œ  вида f f f1 2 3⁄ Æ . Заменим в R  это правило двумя правила-
ми: r f f1 1 3: Æ  и  r f f2 2 3: Æ . Легко заметить, что каждое из двух 
множеств правил R r1 0= { }  и R r r2 1 2= { , }  порождает для факта f3  
одну и ту же совокупность АМПМ: {{ },{ }}f f1 2 . Отсюда по теореме 
1 множества правил R1  и R2  эквивалентны. Тогда по теореме 2 мно-
жество R R r R= \ { }0 1∪  эквивалентно множеству R R r R= \ { }0 2∪ . 
Таким образом, замена правила r0  в R  двумя правилами r r1 2,  озна-
чает эквивалентное преобразование базы знаний. Аналогично обос-
новывается эквивалентность другого элементарного преобразова-
ния: замена правила вида f f f1 2 3Æ Ÿ  двумя правилами f f1 2Æ  и 
f f1 3Æ .

Рассмотрим вопрос о возможности эквивалентного преобразо-
вания базы знаний произвольной структуры в унифицированную 
(см. начало п. 2.1). К сожалению, в общем случае в принятой нами 
модели при неизменном множестве фактов такое преобразование 
невозможно. Этому препятствуют так называемые правила II типа 
[52] вида f f1 2Æ ÿ  и f f f1 2 3Æ ⁄ . Первое из них при определенных 
условиях приводится к виду второго заменой отрицания дизъюн-
кцией фактов, дополняющих факт f2  (содержащих все остальные 
значения того же параметра). Второе правило противоречит при-
нятому в данной работе допущению о том, что каждое следствие 
правила должно выводить факты. Компромиссным решением явля-
ется введение нового факта f f f4 2 3= ⁄  с двумя дополнительными 
правилами f f2 4Æ  и f f3 4Æ .

Таким образом, процедура преобразования базы знаний общего 
вида в унифицированную состоит из следующих трех этапов. Пре-
образуем пропозициональную формулу предпосылки каждого пра-
вила в дизъюнктивную нормальную форму, формулу заключения 
каждого правила – в конъюнктивную нормальную форму. Получен-
ную совокупность правил преобразуем в эквивалентную с помощью 
двух указанных выше элементарных преобразований. Наконец, на 
третьем этапе избавимся от правил II типа.
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2.1.3. Построение минимальных порождающих множеств

Для рассмотрения вопросов о построении порождающих мно-
жеств докажем несколько полезных утверждений.

Лемма 1. Пусть A FŒ *  – МПМ для B FŒ * ; C FŒ *  – МПМ 
для D FŒ * . Тогда A C∪  содержит МПМ для B D∪ .

Доказательство. Из условия леммы непосредственно следует 
A C BR∪ æ Æææ  и A C DR∪ æ Æææ . Отсюда A C B DR∪ ∪æ Æææ . Та-
ким образом, по лемме 2.1.1.1 A C∪  содержит МПМ для B D∪ . �

Лемма 2. Пусть A FŒ *  – МПМ для B FŒ * ; B  – МПМ для 
C FŒ * . Тогда A  содержит МПМ для C .

Доказательство. В силу транзитивности отношения выводи-
мости имеем A CRæ Æææ , откуда по лемме 2.1.1.1 следует требуемое 
утверждение. �

Из лемм 1–2 вытекает
Теорема 1. Пусть множества A B C D F, , , *Œ  таковы, что A  

является МПМ для B , B C∪  – МПМ для D . Тогда множество 
A C∪  содержит МПМ для D .

Доказательство. Поскольку по условию A  – МПМ для B , в 
силу леммы 1 множество A C∪  содержит МПМ для B C∪ . Так 
как по условию B C∪  – МПМ для D , то отсюда по лемме 2 полу-
чаем, что A C∪  содержит МПМ для D .�

Суть теоремы 1 состоит в том, что в минимальном порождаю-
щем множестве (B C∪ ) некоторое подмножество (B ) можно заме-
нить на МПМ для этого подмножества (A ), получив новое МПМ 
(содержащееся вA C∪ ).

Далее в этом разделе мы будем предполагать, что все правила 
БЗ имеют указанный в начале п.2.1 унифицированный вид. 

Введем понятие структурного расслоения исходного множества 
правил R  на виртуальные слои R R RN1 2, ,..., , позволяющее  упрос-
тить построение ряда связанных с продукционной системой алго-
ритмов, а также изучение их свойств.

Разобьем R  на непересекающиеся подмножества, каждое из ко-
торых образовано правилами с одним и тем же заключением. Та-
кое разбиение возможно благодаря унифицированным правилам, 
так как в этом виде каждое правило выводит единственный факт. 
Обозначим эти подмножества Rij  соответственно выводимому в 
них факту f i n j mij i, ,..., ; ,...,= =1 1 .

Определение 1. Слоем Rk  в множестве правил R  называется 
подмножество R , образованное правилами, взятыми по одному из 
каждого непустого Rij . Два слоя, отличающиеся хотя бы одним 
правилом, считаются различными.

2.1. Порождающие множества в продукционных системах



56 Глава 2. Общая теория LP-структур

Будем считать, что цепочка правил �r  принадлежит в R  не-
которому слою Rk , если в этом слое содержатся все правила це-
почки R .

Замечание 1. Слой содержит максимально возможный набор 
правил из R , выводящих попарно различные факты. Добавление к 
слою еще одного правила из R  нарушило бы это условие.

Замечание 2. Любая цепочка правил, выводящих попарно раз-
личные факты, принадлежит некоторому слою. 

Замечание 3. Слои могут иметь непустые пересечения. Объ-
единение всех слоев равно R .

Нетрудно заметить, что общее количество слоев N определяется 

равенством  N Nk
k

k q

=
=

=

’
1

, где q  – количество различных фактов в 

правых частях множества правил; Nk  – количество правил, выво-
дящих факт fk . 

Лемма 3. Если �r  – минимальная цепочка некоторого вывода 
A BRæ Æææ , то существует слой в R , содержащий цепочку �r .

Доказательство. Правила цепочки �r  вследствие ее минималь-
ности выводят попарно различные факты. По этой причине в силу 
замечания 2 существует слой, набор правил которого содержит эту 
цепочку. �

Лемма 4. Пусть A F1 0Œ *  и A F2 0Œ *  – два различных начальных 
МПМ для B FŒ * . Тогда любые две соответствующие множествам 
A1  и A2  минимальные цепочки вывода �r1  и �r2  не могут принадле-
жать в R  одному и тому же слою.

Доказательство. По лемме 3 цепочки �r1  и �r2  целиком при-
надлежат некоторым слоям R1  и R2 . Покажем, что эти слои всег-
да разные. В силу условия леммы существует начальный факт g , 
принадлежащий одному из множеств A A1 2, , но не принадлежащий 
другому. Пусть для определенности g AŒ 1 . При этом g  не может 
принадлежать B , так как в этом случае он бы принадлежал и A2  
либо выводился правилами �r2 . В силу того, что g  – начальный 
факт, это невозможно. Тогда, так как A1  – начальное МПМ для B
, то g  присутствует в предпосылке хотя бы одного правила r rg Œ �

1 . 
Поскольку при этом g Aœ 2 , то r rg œ �

2  (можно сказать, что g  вооб-
ще не встречается в цепочке правил �r2 ).

Таким образом, некоторое правило rg  содержится в цепочке �r1  
и не содержится в �r2 . Пусть тогда f  – факт, выводимый заключе-
нием правила rg . Так как правило rg  не может являться лишним 
в �r1 , то факт f  либо содержится в B A\ 1 , либо используется в 
предпосылках правил, следующих за rg  в �r1  (см. замечание 2.1.1.1). 
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В первом из этих двух вариантов, поскольку f  – не начальный, то 
f B AŒ \ 2 , и в цепочке �r2  обязано быть другое правило, также вы-
водящее факт f . Последнее обстоятельство означает принадлеж-
ность рассматриваемых цепочек разным слоям, ведь каждый слой 
содержит для любого факта лишь одно правило. Во втором вариан-
те факт f Bœ  и тогда он либо используется как промежуточный в 
цепочке �r2 , либо нет. Если используется, то рассуждения аналогич-
ны первому варианту.

Осталось рассмотреть случай, когда f  является промежуточ-
ным в �r1  и вообще не встречается в цепочке �r2 . Тогда факт f  
можно проанализировать с тех же позиций, что и ранее факт g . 
Итак, существует правило rf , расположенное в �r1  правее правила 
rg ,  использующее в предпосылке факт f  и не встречающееся в 
цепочке �r2 . Если рассмотреть эту ситуацию аналогично рассмотрен-
ной выше с правилом rg , то как и ранее завершим доказательство 
либо продвинемся еще правее в цепочке �r1 . 

Продвигаясь таким образом далее, дойдем в �r1  в силу ее конеч-
ности до  того правила, которое выводит факт множества B A\ 1 , 
а не промежуточный (последнее правило в минимальной цепочке 
всегда таково), и на этом доказательство завершится. �

Теорема 2. В унифицированной базе знаний для любого B FŒ *  
каждое (относительное) начальное МПМ A FŒ 0

*  может быть пос-
троено с помощью правил некоторого слоя. Кроме того, каждый 
слой может быть использован для построения лишь единственного 
начального МПМ.

Утверждение теоремы вытекает непосредственно из лемм 3–4. �
Теорема 2 позволяет свести построение совокупности всех на-

чальных МПМ для данного B FŒ *  к построению одного МПМ в 
отдельном слое. Построив МПМ в каждом слое и удалив из по-
лученных множеств повторяющиеся, получим всю совокупность 
МПМ. К сожалению, этот алгоритм не является оптимальным, так 
как несколько различных слоев могут давать одно и то же МПМ. 
Однако он может явиться основой для построения более эффек-
тивных алгоритмов, а также для доказательства их свойств. По 
этой причине остановимся на вопросе построения МПМ в отде-
льном слое.

В силу своей структуры отдельный слой правил допускает про-
стую сетевую интерпретацию. Как известно [106, 180], продукцион-
ная система может быть представлена так называемым И/ИЛИ-гра-
фом, который применяется, например, в механизме управления 
правилами в известной продукционной системе MYCIN [8]. Не вда-

2.1. Порождающие множества в продукционных системах
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ваясь в детали, отметим, что в рассматриваемом случае отдельного 
слоя И/ИЛИ-граф вырождается в И-граф. Такой граф является 
классическим ориентированным графом, так как его ИЛИ-состав-
ляющая отсутствует в силу единственности правила для каждого 
факта. С учетом изложенного, каждому факту продукционной 
системы сопоставим вершину графа. Каждому правилу рассматри-
ваемого слоя будет соответствовать совокупность дуг, ведущих из 
вершин-фактов предпосылки правила в вершину-следствие прави-
ла. Алгоритм построения для некоторого множества B FŒ *  МПМ 
в отдельном слое основывается на теореме 1, и для каждого факта 
f BŒ  может быть интерпретирован как обход вершин графа, из 
которых достижима данная вершина. 

Итак, пусть дано B FŒ * , для которого требуется построить 
МПМ в некотором слое. Элементарным МПМ (относительно це-
почки правил нулевой длины) является само B . Далее, по теореме 
1 каждый не являющийся начальным факт f  в текущем МПМ 
можно заменить на МПМ для f , которое состоит из всех фак-
тов в предпосылке правила для f . После каждой такой замены 
получается множество, содержащее новое МПМ для B . Можно 
показать, что в рассматриваемой ситуации, поскольку в слое каж-
дый факт выводится единственным способом либо не выводится 
вообще, имеет место точное совпадение указанного множества с 
МПМ. Действительно, выбирая единственным образом для каж-
дого факта предпосылку, соответственно строим минимальную 
цепочку правил. При этом все факты предпосылок участвуют в 
выводе. Порядок выбора фактов для замены может диктоваться 
общей стратегией (например, «в ширину» или «в глубину», если 
проводить аналогию с графом). Если соответствующий граф не 
содержит циклов, то через конечное число замен получим мно-
жество, являющееся (в силу теоремы 2) единственным в данном 
слое начальным МПМ для B . В графе ему будет соответствовать 
множество всех начальных вершин, из которых достижимы верши-
ны, соответствующие фактам множества B . Если при выполнении 
описанного процесса обнаружится цикл, то такой слой не содержит 
искомого начального МПМ. Описанный процесс содержит также 
доказательство усиленного варианта теоремы 1 для отдельного 
слоя унифицированной базы знаний.

Теорема 3. Пусть при унифицированной базе знаний множес-
тва фактов A B C D F, , , *Œ  таковы, что A  является МПМ для B , 
B C∪  – МПМ для D , в одном и том же слое правил. Тогда мно-
жество A C∪  представляет собой МПМ для D .
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Следующая теорема показывает, что совокупность всех абсо-
лютных МПМ может быть получена из построенной в слоях сово-
купности относительных МПМ.

Теорема 4. Пусть в унифицированной базе знаний для мно-
жества фактов B FŒ *  построена совокупность всех относительных 
МПМ �A A An= { ,..., }1  (A F i ni Œ =*, ,...,1 ). Тогда совокупность всех 
абсолютных МПМ получается из �A  исключением таких множеств 
A Al Œ � , которые содержат в качестве собственных подмножеств 
другие A Alk

Œ � .
Доказательство. Проведем указанную в теореме процедуру 

исключения.
Докажем теперь, что каждое из оставшихся МПМ Ai  явля-

ется абсолютным. Пусть для некоторого Ai  это не так, то есть 
существует C Ai1 Ã  такое, что C BR

1 æ Æææ . По лемме 2.1.1.1 мно-
жество C1  содержит некоторое C  – МПМ для B . По этой при-
чине C  самостоятельно должно присутствовать в совокупности 
множеств �A , а в силу C AiÃ  множество Ai  в начале доказа-
тельства должно было быть исключено из �A , что и приводит к 
противоречию. 

Докажем теперь, что среди оставшихся после исключения в 
�A  множеств Ai  содержатся все абсолютные МПМ для B . Пред-

положим противное, что некоторое C FŒ *  является абсолютным 
МПМ для B  и после процедуры исключения не содержится среди 
множеств совокупности �A . Поскольку  (см. замечание 1.1.3) оно 
является и относительным, то должно было содержаться в �A  до 
выполнения процедуры исключения. В силу замечания 2.1.1.4 оно 
не могло быть исключено, что противоречит предположению о его 
отсутствии. 

Теорема 4 доказана. �
Нетрудно заметить, что утверждение теоремы 4 останется спра-

ведливым, если речь в его формулировке будет идти о начальных 
МПМ.

Для проведения обратного вывода, соответствующего некото-
рой гипотезе B FŒ * , достаточно для B  построить совокупность 
начальных абсолютных МПМ. Затем, если какое-либо из них состо-
ит только из выполненных фактов (элементов множества F d0 ), при-
своить этой гипотезе статус выполненной. Экономичность данного 
метода обусловлена двумя факторами. Во-первых, обращения к БД 
(или пользователю) ограничиваются фактами из абсолютных МПМ 
(т. е. лишь минимальным набором фактов, потенциально участву-
ющих в выводах). Во вторых, если хотя бы один факт из некоторо-

2.1. Порождающие множества в продукционных системах
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го МПМ не выполнен, то нет необходимости проверять остальные 
факты этого МПМ – оно отвергается сразу. В связи с последним 
обстоятельством имеет смысл начинать с проверки фактов, прина-
длежащих пересечениям МПМ. Для ускорения алгоритма провер-
ку истинности фактов, содержащихся в МПМ, можно производить 
сразу в процессе их построения. 

2.1.4. Корректность и верификация баз знаний

Важными свойствами корректных баз знаний продукционных 
систем являются непротиворечивость, отсутствие циклов, неизбы-
точность, полнота, достижимость, живость. Опубликованные на 
этом направлении работы (например, [1, 52]) содержат различные 
алгоритмы выявления аномалий БЗ. Однако в них не всегда стро-
го формулируются сами понятия этих аномалий. Кратко изложим 
формализацию понятий, которая вытекает из представленной в 
данной работе теоретико-множественной модели.

Множество фактов A FŒ *  называется противоречивым, если 
оно содержит более одного факта для некоторого параметра, не 
являющегося многозначным. В противном случае множество A  на-
зывается непротиворечивым.

Множество правил R  является противоречивым на множестве 
фактов F , если для некоторых A B F, *Œ  таких, что A BRæ Æææ  и 
A  непротиворечиво, следует, что B  противоречиво.

Методом обнаружения противоречий в БЗ может служить вы-
явление непротиворечивых МПМ для противоречивых множеств 
фактов. 

Множество правил R  содержит цикл, если некоторый не на-
чальный факт f FŒ  содержится в одном из своих относительных 
МПМ, построенных по R .

База знаний называется избыточной, если для некоторого пра-
вила r RŒ , осуществляющего вывод A B B ARæ Æææ π Δ( \ ) , этот 
же вывод возможен в множестве правил R r\ { } .

Чтобы выяснить, является ли правило r RŒ  избыточным для 
данной БЗ, достаточно для выводимого его следствием множества 
фактов B  построить в R r\ { }  совокупность абсолютных МПМ и 
проверить, не содержит ли множество фактов его предпосылки A  
в качестве подмножества хотя бы одно МПМ.

Множество фактов A FŒ *  называется достижимым в R , если 
оно имеет непустое начальное МПМ.

База знаний называется полной, если каждый факт, относящий-
ся к целевому параметру, является достижимым.
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Множество фактов A FŒ *  называется живым в R , если оно со-
держится в МПМ для факта, относящегося к некоторому целевому 
параметру.

2.2. Дополнительные сведения 
о бинарных отношениях и решетках

Связанные с решетками и отношениями основные понятия были 
приведены ранее в п.1.2. Докажем некоторые полезные утвержде-
ния, относящиеся к общей теории решеток и отношений.

Как уже отмечалось ранее, F = l( )F  (множество конечных под-
множеств некоторого универсума F ) является решеткой. В данной 
главе рассматриваются решетки именно с такой семантикой. Чтобы 
это подчеркнуть, вместо символов £ , ≥ , ∧  и ∨  будем использовать 
знаки теоретико-множественных операций Õ ,   , ∩  и ∪ , а элемен-
ты решетки будем обозначать большими буквами. Однако исполь-
зование термина «решетка» сохраняется, поскольку полученные 
результаты в дальнейшем будут распространены и на другие виды 
решеток.

Пусть дана решетка F . Пусть c  – некоторое свойство (или со-
вокупность свойств), сформулированное для элементов F . Произ-
вольный  элемент A Œ F  может обладать или не обладать этим 
свойством.

Замыканием элемента A Œ F  относительно свойства c  называ-
ется элемент c A( ) Œ F , являющийся наименьшим в подмножестве 
элементов решетки, которые содержат A  и обладают свойством c .    

Замыкание произвольного элемента A  в приведенной форму-
лировке существует не для любого свойства c . В качестве отрица-
тельного примера можно привести свойство на булеане «множес-
тво содержит не менее n  элементов» при мощности A , меньшей 
n . Если такое замыкание существует, то в силу определения оно 
единственно. 

Лемма 1. Пусть A A1 2, Œ F  и существуют их замыкания 
c A c A( ), ( )1 2   относительно некоторого свойства c . Пусть также вы-
полнены условия:
 c A A( )2 1  ; (1)

 c A A( )1 2  . (2)
Тогда c A c A( ) ( )1 2= .

Доказательство. Из (1) и определения замыкания c A( )1  
следует, что c A c A A( ) ( )2 1 1    . Соответственно из (2) имеем 
c A c A A( ) ( )1 2 2    . Следовательно, c A c A( ) ( )1 2= .�

2.2. Дополнительные сведения о бинарных отношениях и решетках
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Пусть задано множество F , на котором определено бинарное 
отношение R  – совокупность упорядоченных пар элементов этого 
множества. Поскольку различные отношения на одном и том же F  
являются множествами с общим универсумом F F¥ , они образу-
ют ограниченную решетку. Для дальнейших исследований понадо-
бятся некоторые свойства рефлексивно-транзитивного замыкания 
отношения. 

Пусть даны элементы a b F, Œ . Если существует упорядоченный 
набор элементов �r b bm= ( ,..., )1  (b b Fm1,..., Œ , 0 £ < •m ) такой, что 
( , ),( , ),...,( , )a b b b b b Rm1 1 2 Œ  (в случае ( , )a b RŒ  предполагается m = 0 ), 
то указанный набор �r RŒ  будем называть транзитивной цепочкой 
(длины m ), соединяющей a  и b .

Лемма 2. Пусть a b F, Œ  и R1  – транзитивное отношение на F . 
Тогда, если существует транзитивная цепочка �r Rab Œ 1 , соединяю-
щая a  и b , то ( , )a b RŒ 1 .

Утверждение леммы очевидным образом вытекает из определе-
ния 2 и транзитивности R1 .�

Справедлива также следующая лемма.
Лемма 3. Для данного отношения R  на F  рефлексивно-тран-

зитивное замыкание представляет собой объединение R*  множест-
ва всех рефлексивных пар ( , )a a  (a FŒ ) с множеством всех упоря-
доченных пар a b F, Œ , для которых существует соединяющая их 
транзитивная цепочка в R .

Доказательство. Очевидно, что определенное в условии 
леммы отношение R*  является рефлексивным. Покажем, что 
оно транзитивно. Пусть ( , ),( , ) *a b b c RŒ . Тогда по условию леммы 
существуют транзитивные цепочки � �r r Rab bc, Œ , соединяющие со-
ответственно ( , )a b  и ( , )b c . Рассмотрим цепочку �r , составленную 
последовательно из � �r b rab bc, , . Очевидно, �r RŒ  соединяет a  и c . 
Отсюда следует, что ( , ) *a c RŒ , то есть определенное в лемме от-
ношение транзитивно.

Покажем, наконец, что оно наименьшее. Пусть R1  – другое 
транзитивное отношение, содержащее R . Пусть также ( , ) *a b RŒ . 
Тогда, поскольку существует соединяющая ( , )a b  транзитивная це-
почка �r R Rab Œ Õ 1 , из леммы 2 следует, что ( , )a b RŒ 1 . Следователь-
но, R R* Õ 1 .�

Замечание 1. Из леммы 3 непосредственно следует свойство: 
если R R1 2Õ , то R R1 2

* *Õ .
Справедливы также следующие утверждения. 
Лемма 4. Для любых бинарных отношений R1  и R2 , заданных на 

некотором общем множестве F , выполнено R R R R1 2 1 2
* * *( )∪ ∪Õ .
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Доказательство. Поскольку R R R1 1 2Õ ∪  и R R R2 1 2Õ ∪ , то 
в силу замечания 1 имеем R R R1 1 2

* *( )Õ ∪  и R R R2 1 2
* *( )Õ ∪ , откуда 

сразу следует утверждение леммы. �
Замечание 2. Доказанное в лемме включение, вообще говоря, 

не является равенством. Например, при R a b1 = {( , )} , R b c2 = {( , )}  
имеем R R a b b c1 2

* * {( , ),( , )}∪ = , но ( ) {( , ),( , ),( , )}*R R a b b c a c1 2∪ = . 
Замечание 3. Из приведенного примера также видно, что от-

ношение R R1 2
* *∪  в общем случае не транзитивно.

Лемма 5. Для произвольных R1  и R2  справедливо 
( )* * *R R R R1 2 1 2∩ ∩Õ .

Доказательство. Пусть ( , ) ( )*a b R RŒ 1 2∩ . Тогда по лем-
ме 3 существует транзитивная цепочка �r b bm= ( ,..., )1  такая, что 
( , ),( , ),...,( , )a b b b b b R Rm1 1 2 1 2Œ ∩ . Это означает также ( , ),( , ),...,a b b b1 1 2   
( , )b b Rm 1Œ  и ( , ),( , ),...,( , )a b b b b b Rm1 1 2 2Œ . Отсюда снова по лемме 3 
имеем ( , ) *a b RŒ 1  и ( , ) *a b RŒ 2 , что и означает справедливость лем-
мы 5.�

Замечание 4. В лемме 5 включение в общем случае нельзя 
заменить равенством. При R a b b c1 = { }( , ),( , ) , R a d d c2 = { }( , ),( , )  полу-
чим ( )*R R1 2∩ = Δ , в то время как R R a c1 2

* * {( , )}∩ = .
Замечание 5. В отличие от случая объединения, отношение 

R R1 2
* *∩  при любых R1  и R2  транзитивно. Чтобы это установить, 

предположим противное. Пусть для некоторых a b c F, , Œ  справед-
ливо  ( , ) * *a c R Rœ 1 2∩ , несмотря на ( , ) ,( , )* * * *a b R R b c R RŒ Œ1 2 1 2∩ ∩ . В 
этом случае имеем ( , ) ,( , )* *a b R b c RŒ Œ1 1  и, следовательно, ( , ) *a c RŒ 1 . 
Аналогично ( , ) ,( , )* *a b R b c RŒ Œ2 2  и поэтому ( , ) *a c RŒ 2 . Таким обра-
зом, имеем ( , ) * *a c R RŒ 1 2∩ , что противоречит сделанному предпо-
ложению. �

Следствие 1. Таким образом, из лемм 4 и 5 вытекают соотно-
шения:

 ( ) ( )* * * * * * *R R R R R R R R R1 2 1 2 1 1 2 1 2∩ ∩ ∪ ∪Õ Õ Õ Õ ;

 ( ) ( )* * * * * * *R R R R R R R R R1 2 1 2 2 1 2 1 2∩ ∩ ∪ ∪Õ Õ Õ Õ .

2.3. Понятие LP-структуры. Логические отно-
шения

В настоящем разделе вводится понятие LP-структуры, которое 
обобщает теоретико-множественную модель продукционной систе-
мы, представленную в предыдущем пункте, и выводит ее на бо-
лее абстрактный уровень описания. Такое обобщение достигается 
использованием математических решеток в качестве основы алгеб-

2.3. Понятие LP-структуры. Логические отношения
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раической системы. На решетке задаются бинарные отношения, 
содержащие семантику продукционно-логического вывода. Дока-
зывается существование логического замыкания произвольного би-
нарного отношения на решетке, что позволяет определить понятие 
эквивалентного отношения. 

Напомним, что бинарное отношение R  на решетке называет-
ся ∪ -дистрибутивным (в данной главе – просто дистрибутивным), 
если из ( , ),( , )A B A B R1 2 Œ  следует ( , )A B B R1 2∪ Œ . В частности, оп-
ределяющее решетку отношение включения    является дистрибу-
тивным.

Отношение на решетке называется продукционно-логическим (в 
рамках данной главы – просто логическим), если оно содержит   , 
дистрибутивно и транзитивно. Под LP-структурой подразумевает-
ся решетка с заданным на ней логическим отношением (см. также 
п. 1.2). Логическим замыканием произвольного бинарного отношения 
R  называется наименьшее логическое отношение, содержащее R . 
Отсюда следует, что отношение включения    является наименьшим 
логическим отношением. Рассматриваемый тип отношений относится 
к так называемым монотонным отношениям. В следующей лемме 
показано, что при определении логического отношения условие дист-
рибутивности можно заменить условием монотонности.

Лемма 1. Бинарное отношение R  на решетке F  является логи-
ческим тогда и только тогда, когда оно содержит   , транзитивно и 
удовлетворяет следующему условию монотонности:
 если ( , )A B RŒ , то ( , )A A B R∪ Œ   ( " ŒA B, F ). (1)

Доказательство. Предположим вначале, что отношение R  – 
логическое. Тогда при ( , )A B RŒ  с использованием соотношения 
( , )A A RŒ  и свойства дистрибутивности R  находим, что верно и 
( , )A A B R∪ Œ . 

Докажем теперь противоположную часть утвержде-
ния леммы. Пусть R  содержит   , транзитивно и таково, 
что выполнено (1). Покажем, что в этом случае R  дистри-
бутивно. Для этого рассмотрим пары ( , ),( , )A B A B R1 2 Œ . По 
условию (1) из ( , )A B R1 Œ  следует ( , )A A B R∪ 1 Œ . Пользуясь тран-
зитивностью отношения R , для A B A∪ 1    и ( , )A B R2 Œ  имеем 
( , )A B B R∪ 1 2 Œ . Применяя к этому соотношению условие вида (1), 
получим ( , )A B A B B R∪ ∪ ∪1 1 2 Œ . Отсюда, так как ( , )A A B R∪ 1 Œ , в 
силу транзитивности R  имеем ( , )A A B B R∪ ∪1 2 Œ . Наконец, учиты-
вая тот факт, что ( , )A B B B B R∪ ∪ ∪1 2 1 2 Œ  и применяя еще раз тран-
зитивность отношения R , приходим к соотношению ( , )A B B R1 2∪ Œ , 
которое означает дистрибутивность R . �
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Доказанная лемма позволяет дать иное, эквивалентное опре-
деление продукционно-логического отношения. Новое определение 
ориентировано на последовательный логический вывод, в то время 
как исходное предоставляет больше возможностей для моделирова-
ния логического вывода с максимальным параллелизмом.

Прежде чем решить вопрос о существовании логического замы-
кания произвольного отношения, выясним предварительно структу-
ру логических отношений (подобно выяснению структуры транзи-
тивного отношения – см. п. 2.2). 

Пусть задано некоторое отношение R  на решетке F  и выбраны 
два элемента A B, Œ F . Пусть существует конечное множество пар 
{( , ) | ,..., }A B i pi i = 1 , где для любого i  справедливо A B Ai i i= Œ, F  
либо ( , )A B Ri i Œ . Если при этом A A i pi  £ £,1  и B Bi

i
∪   , то 

будем считать, что упорядоченная пара элементов ( , )A B  дистрибу-
тивно связана отношением R .

Замечание 1. Очевидно, что если A B   либо ( , )A B RŒ , то 
( , )A B  дистрибутивно связана отношением R .

Замечание 2. Нетрудно также показать, что если пары ( , )A B  
и ( , )C D  дистрибутивно связаны R , то и пара ( , )A C B D∪ ∪  анало-
гичным образом связана отношением R .

Лемма 2. Если R  – логическое отношение на F  и пара ( , )A B  
дистрибутивно связана R , то ( , )A B RŒ . 

Доказательство. Поскольку логическое отношение R  содер-
жит   , то из определения 3 следует ( , )A A Ri Œ  при 1 £ £i p . Учиты-
вая, что R  рефлексивно, из того же определения имеем ( , )A B Ri i Œ . 
Пользуясь далее транзитивностью R , получим ( , )A B Ri Œ . Нако-
нец, в силу дистрибутивности отношения R  находим, что справед-
ливо ( , )A B Ri

i
∪ Œ  и, соответственно, ( , )A B RŒ .�

Определение 1. Пусть R  – произвольное отношение на F  и 
выбраны два элемента A B, Œ F . Пусть также существует упорядо-
ченный набор элементов �r B BAB m= ( ,..., )1  (B B mm1 0,..., ,Œ < < •F ), 
такой, что в последовательности ( , ),( , ),...,( , )B B B B B Bm m0 1 1 2 1+ , где 
B A B Bm0 1= =+, , каждая пара дистрибутивно связана R  (если 
дистрибутивно связана сама пара ( , )A B , полагаем m = 0 ). Тогда 
указанный набор �rAB  будем называть логической цепочкой (дли-
ны m ), соединяющей A  и B . Пару ( , )A B  при этом будем назы-
вать логически связанной отношением R  и обозначать этот факт 
A BRæ Æææ .

Отметим, что здесь пары ( , ),( , ),...,( , )A B B B B Bm1 1 2  не обязаны 
принадлежать R .

2.3. Понятие LP-структуры. Логические отношения
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Лемма 3. Если R  – логическое отношение на решетке F  и 
пара ( , )A B  логически связана отношением R , то ( , )A B RŒ . 

Доказательство. Утверждение данной леммы автоматически 
вытекает из определения 1, леммы 2 и транзитивности логического 
отношения R .�  

В целях наглядности ряда последующих доказательств, сово-
купность пар элементов, участвующих в определении логической 
цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1 , удобно представлять матрицей с перемен-
ным количеством элементов в столбцах (квазиматрицей – [133]):

 M

A B A B A B
A B A

AB

m m

=

+ +( , ) ( , ) ... ( , )
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, , , , , ,

, ,
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Á
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˜
˜
˜
˜

, (2) 

где каждый столбец с номером k  образован парами 
{( , ) | }, ,A B i pi k i k k1 £ £ , осуществляющими дистрибутивную связь 
( , )B Bk k-1  в цепочке �rAB  ( )1 1£ £ +k m . Согласно определению 3, 
справедливы следующие соотношения:

 B A i pk i k k-   £ £1 1, ( )  и B Bi k
i p

k
k

,
1£ £

 ∪  ( )1 1£ £ +k m ; (3)

 ( , ), ,A B Ri k i k Œ  либо A Bi k i k, ,=  ( ; )1 1 1£ £ £ £ +i p k mk . (4)
Будем называть ее матрицей вывода (для данной пары 

( , )A B ). Очевидно, что произвольная перестановка пар внутри лю-
бого столбца этой матрицы сохраняет свойства (3)-(4). Нетрудно 
также заметить, что при заданной матрице MAB  вместо элемен-
тов Bk -1  логической цепочки, соединяющей ( , )A B , можно выбрать 
˘ ( ),B A k mk i k

i pk

-
£ £

= £ £ +1
1

1 1∪ . Тогда при k = 1  вместо A  можно по-

лучить меньший исходный элемент B̆ A0 Õ . Рассмотрим некоторые 
свойства матриц вывода, которые понадобятся в данной главе.

Лемма 4. Пусть дана некоторая матрица вывода MAB , соот-
ветствующая логической цепочке �r B BAB m= ( ,..., )1 , и, как следс-
твие, удовлетворяющая при данной паре ( , )A B  условиям (3)–(4). 
Пусть при некоторых i k,  справедливо B X Xi k, ,  Œ F . Тогда 
матрица ¢MAB , полученная из MAB  дописыванием к k + 1  столбцу 
рефлексивного элемента ( , )X X , определяет логическую цепочку �

∪ ∪¢ = - + +r B B B X B X B BAB k k k k m( ,..., , , , ,..., )1 1 1 2 , также реализующую 
связь A BRæ Æææ .

Доказательство. Достаточно для новой матрицы ¢MAB  про-
верить справедливость условий (3)–(4) при тех значениях k , при 
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которых имеются изменения в логической цепочке и ее матрице 
вывода. Следуя этой логике, поскольку B Bi k

i p
k

k

,
1£ £

 ∪  и при не-

котором k  выполнено B Xi k,   , получаем B B Xi k
i p

k
k

,
1£ £

 ∪ ∪ . Да-

лее, так как B Ak i k  +, 1 , то B X Ak i k∪   +, 1  и B X Xk ∪   . Нако-

нец, из B Bi k
i p

k
k

, +
£ £

+
+

 1
1

1
1

∪  следует B X B Xi k
i p

k
k

, +
£ £

+
+

 1
1

1
1

∪ ∪ ∪ , а из 

B Ak i k+ + 1 2,  следует, что B X Ak i k+ + 1 2∪ , . Таким образом, условие 
(3) выполнено. Условие (4) также сохраняется, так как к матрице 
добавляется рефлексивный элемент. �

Следствие 1. Элементарной индукцией доказывается, что ука-
занному в лемме 4 преобразованию можно подвергнуть любое ко-
личество столбцов подряд, начиная с k + 1 -го. Новая матрица при 
этом также будет осуществлять логическую связь A BRæ Æææ .

Лемма 5. Пусть дана матрица вывода вида (2), удовлетворяю-
щая при некоторой паре ( , )A B  условиям (3)–(4). Преобразуем ее сле-
дующим образом. Будем последовательно слева направо просматри-
вать ее столбцы. Предположим, что в некотором столбце встретится 
нерефлексивный элемент ( , ), ,A Bi k i k  такой, что Bi k,  уже появлялся 
ранее в качестве правой части некоторой пары. Если это произойдет 
в том же столбце, то удалим из столбца элемент ( , ), ,A Bi k i k . Если пер-
воначальное появление было в некотором предыдущем столбце l , то 
к каждому столбцу с l + 1  по k  припишем дополнительный элемент 
( , ), ,B Bi k i k , после чего удалим элемент ( , ), ,A Bi k i k .

В результате получим новую матрицу вывода, также удовлетво-
ряющую условиям (3)–(4) при той же паре ( , )A B .

Доказательство. Удаление элемента с повторной правой час-
тью в том же столбце не нарушает условия (3). Действительно, 
B Ak i k-  1 ,  для всех 1 £ £i p  означает, что Bk -1  содержит и любое 
меньшее количество элементов Ai k, . С другой стороны, после удале-
ния Bi k,  объединение Bi k

i
,∪  не изменится, так как Bi k,  встречается 

в другой паре этого же столбца. При удалении элемента матрицы 
не может нарушиться и условие (4). Если же пара с элементом Bi k,  
появилась в одном из предыдущих столбцов, то предварительное 
применение следствия 1 приводит к ранее рассмотренному случаю, 
если предыдущим появлением элемента Bi k,  считать добавленную к 
текущему столбцу пару ( , ), ,B Bi k i k . �

Следствие 2. Если справедливо A BRæ Æææ , то эту связь мож-
но реализовать подмножеством R , в котором все правые части не-

2.3. Понятие LP-структуры. Логические отношения
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рефлексивных пар уникальны. Справедливость этого утверждения 
непосредственно вытекает из леммы 5. �  

Рассмотрим свойства некоторых операций над логическими це-
почками.

Пусть существуют логические цепочки �rAB  и �rBC , соединяю-
щие отношением R  соответственно пары ( , )A B  и ( , )B C . Цепочку � � �r r rAC AB BC= , составленную последовательно из � �r B rAB BC, , , будем на-
зывать транзитивным  объединением цепочек �rAB  и �rBC .

Замечание 3. Очевидно, � � �r r rAC AB BC=  является логической це-
почкой, реализующей связь A CRæ Æææ . Таким образом, если име-
ют место A BRæ Æææ  и B CRæ Æææ , то справедливо и A CRæ Æææ .

Пусть выбраны элементы A B C D, , , Œ F , такие, что существуют 
логические цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1  и �r D DCD p= ( ,..., )1 , соединяю-
щие соответственно ( , )A B  и ( , )C D . Предположим для определен-
ности, что m p≥ .  Суммой цепочек �rAB  и �rCD  будем называть цепоч-
ку � �

∪ ∪ ∪ ∪r r B D B D B D B DAB CD p p p p m p+ = +( ,..., , ,..., )1 1 1 .
Замечание 4. Из определения 1 и замечания 2 легко следу-

ет, что � �r rAB CD+  является логической цепочкой, реализующей связь 
A B C DR∪ ∪æ Æææ .

Пусть даны логические цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1  и �r C CAC p= ( ,..., )1 , 
соответствующие связям A BRæ Æææ  и A CRæ Æææ . Дистрибутивным 
объединением цепочек �rAB  и �rAC  назовем цепочку � � �r r rA B C AB AC( )+ = + .

Замечание 5. Поскольку дистрибутивное объединение – это 
частный случай суммы, то �rA B C( )+  является логической цепочкой, 
реализующей логическую связь A B CRæ Æææ ∪ . Таким образом, из 
A BRæ Æææ  и A CRæ Æææ  следует A B CRæ Æææ ∪ .

Введенные над логическими цепочками операции легко распро-
страняются на конечное число операндов с сохранением описанных 
свойств.

Для дальнейших исследований потребуется следующая лемма.
Лемма 6. Пусть R  – произвольное отношение, задан-

ное на решетке F . Пусть также для некоторой пары элементов 
( , )A B  существует конечное множество логически связанных пар 
{( , ), ,..., }A B i ni i = 1 , причем A A i ni  £ £, 1  и B Bi

i
∪   . Тогда 

имеет место связь A BRæ Æææ .
Доказательство. Пусть �ri  – логическая цепочка, связывающая 

пару ( , )A Bi i  (1 £ £i n ). Обозначим � ∪A Ai
i

=  и � ∪B Bi
i

= . Тогда, 

согласно замечанию 4, цепочка � �r ri= Â  логически связывает пару 
( , )� �A B  в R . Отсюда в силу вложений A A  �  и �B B   следует, что 
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пара ( , )A B  логически связана цепочкой, составленной последова-
тельно из � � �A r B, , .�

Перейдем к доказательству существования логического замы-
кания.

Теорема 1. Для произвольного отношения R  на решетке F  
логическое замыкание существует и представляет собой множест-
во Ræ Æææ  всех упорядоченных пар A B, Œ F , логически связанных 
отношением R .

Доказательство. В силу замечания 1, отношение Ræ Æææ  со-
держит    и R . Из замечания 5 следует его дистрибутивность, 
а из замечания 3 – транзитивность. Таким образом, отношение 

Ræ Æææ  – логическое. Покажем, что это наименьшее логическое от-
ношение для R . Пусть R1  – любое другое логическое отношение, 
содержащее R . Пусть также A BRæ Æææ . Тогда из R RÕ 1  следует 
A BR1æ Æææ . Отсюда по лемме 3 получаем, что ( , )A B RŒ 1 . Следова-
тельно, R Ræ Æææ Õ 1 .�

Таким образом, удалось показать, что для произвольного би-
нарного отношения на решетке логическое замыкание существу-
ет. Этот факт позволяет ввести понятие эквивалентных отноше-
ний, что в свою очередь, может явиться основой для реализации 
формальных преобразований и оптимизации продукционных баз 
знаний.

2.4. Эквивалентные преобразования
Продукционно-логические отношения служат математической 

основой решения прикладных задач, связанных с автоматизацией 
логического вывода и логическим программированием. В связи с 
этим обстоятельством возникают также вопросы автоматического 
преобразования отношений, при которых логическое замыкание ос-
тается без изменения. Такие преобразования могут быть исполь-
зованы для приведения базы знаний к некоторому каноническому 
виду, который удобен для исследования и реализации. Эти вопросы 
в более узкой постановке освещались в п. 2.1.2.

Напомним, что два отношения R1  и R2 , заданные на общей 
решетке F , называются логически эквивалентными (в контексте 
данной главы просто эквивалентными), если их логические замы-
кания совпадают. Для таких отношений используется обозначение 
R R1 2∼ .

Лемма 1. Пусть R  – бинарное отношение на решетке F  и 
A BRæ Æææ . Тогда отношение ¢ =R R A B∪ {( , )}  логически эквива-
лентно R . 

2.4. Эквивалентные преобразования
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Доказательство. Заметим вначале, что по определению любое 
логическое отношение является собственным логическим замыка-
нием.  Такой же вывод в силу теоремы 2.3.11 относится и к отно-
шению Ræ Æææ . Далее, из определения 2.3.42 очевидным образом 
следует, что для любых R R1 2Õ  справедливо R R1 2æ Æææ Õ æ Æææ . В 
рассматриваемом случае по построению отношения ¢R  выполнены 
включения R R RÕ ¢ Õ æ Æææ . Переходя к логическим замыканиям 
и учитывая изложенное выше, получаем, что отношения R  и ¢R  
имеют общее логическое замыкание Ræ Æææ . �

Лемма 1 обосновывает такие эквивалентные преобразования 
отношения, которые состоят в добавлении или исключении пары, 
логически связанной меньшим отношением.

Теорема 1. Пусть R R R R1 2 3 4, , ,  – отношения на F . Если при 
этом R R1 2∼  и R R3 4∼ , то R R R R1 3 2 4∪ ∼ ∪ .

Доказательство. Согласно теореме 2.3.1, достаточно доказать 
равенство двух множеств R R R R1 3 2 4∪ ∪æ Ææææ = æ Ææææ . Пусть вначале 
A BR R1 3∪æ Ææææ . Это означает, что существует логическая цепочка �r B BAB m= ( ,..., )1 , соединяющая ( , )A B  посредством отношения R R1 3∪ . 
Для произвольного k  (1 1£ £ +k m ) рассмотрим пару ( , )B Bk k-1  (как 
обычно, для единообразия полагаем B A B Bm0 1= =+, ). По определе-
нию логической цепочки эта пара дистрибутивно связана отношени-
ем R R1 3∪ . Отсюда следует (определение 2.3.3), что существует ко-
нечное множество пар {( , ), ,..., }A B i ni

k
i
k = 1  таких, что A Bi

k
i
k=  либо 

( , )A B R Ri
k

i
k Œ 1 3∪ , причем  B A i nk i

k
-   £ £1 1,  и B Bi

k

i
k∪   .

Если A Bi
k

i
k= , то пара ( , )A Bi

k
i
k  логически связана любым отно-

шением R . Пусть ( , )A B R Ri
k

i
k Œ 1 3∪ . Предположим для определен-

ности, что эта пара принадлежит R1 . Отсюда по условию теоремы 
(R R1 2∼ ) имеем A Bi

k R
i
k2æ Æææ . Таким образом, все пары ( , )A Bi

k
i
k  

логически связаны отношением R R2 4∪ . По утверждению леммы 
2.3.6 получаем, что и пара ( , )B Bk k-1  логически связана отношением 
R R2 4∪ . Поскольку k  – произвольное, в силу транзитивности отно-
шения R R2 4∪æ Ææææ  приходим к выводу, что и пара ( , )A B  логически 
связана отношением R R2 4∪ , то есть A BR R2 4∪æ Ææææ .

Таким образом, доказано включение R R R R1 3 2 4∪ ∪æ Ææææ Õ æ Ææææ . 
Обратное включение устанавливается аналогично.�

Следствие 1. Пусть R R R1 2, ,  – отношения на F . Если при 
этом R R1 2∼ ,  то R R R R1 2∪ ∼ ∪ .

1 Напомним, что в силу принятых в работе обозначений это теорема 1 
из п. 2.3.

2 Соответственно – определение 4 из п. 2.3.
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Теорема 1 и следствие 1 обосновывают принцип локальности 
эквивалентных преобразований: заменяя некоторое подмножес-
тво данного отношения на эквивалентное множество, получаем 
общее эквивалентное отношение. Эти результаты могут быть ис-
пользованы для приведения отношений к каноническому виду.

Лемма 2. Пусть R  – отношение на решетке F . Пусть так-
же ( , )A B RŒ , причем B Bi

i

= ∪  – конечное объединение элементов 

B i ni Œ £ £F ( )1 . Тогда отношение ¢R , полученное из R  заменой 
пары ( , )A B  совокупностью всех пар ( , )A Bi , эквивалентно R .

Доказательство. Введем обозначения R A B R1 2= ={( , )};  
A B A Bn1= {( , ),...,( , )}  и R R R- = \ 1 . Таким образом, R R R= - ∪ 1; 

R R R¢ = - ∪ 2 . Рассмотрим логические замыкания R1æ Æææ  и R2æ Æææ  
отношений R1  и R2  соответственно. Поскольку по определению 

R1æ Æææ  содержит отношение   , то в силу своей транзитивности 
оно включает и R2 , то есть R R

2
1Õ æ Æææ . С другой стороны, отно-

шение R2æ Æææ  из-за дистрибутивности включает R1 . Таким обра-
зом, R1  и R2  как элементы решетки отношений удовлетворяют лем-
ме 2.2.1. По этой лемме имеем R R1 2æ Æææ = æ Æææ . Последний факт 
означает, что отношения R1  и R2  эквивалентны. Применяя теперь 
к R R R1 2, , -  следствие 1, получим, что R R∼ ¢ . �

Теорема 2. Если в отношении R  на решетке F  каждую 
пару вида ( , )A B , где B Bi

i

= ∪  – конечное объединение элементов 

B i ni Œ £ £F ( )1 , заменить совокупностью пар {( , ),...,( , )}A B A Bn1 , 
то полученное отношение ¢R  будет эквивалентно исходному R .

Доказательство. Согласно лемме 2, описанная замена одной 
пары  (соответственно и конечного их числа) приводит к экви-
валентному отношению. В этой связи сомнения может вызывать 
лишь замена в R  бесконечного подмножества пар. Для выясне-
ния этого вопроса рассмотрим логические замыкания Ræ Æææ  и 

¢æ ÆææR  отношений R  и ¢R . Пусть A BRæ Æææ . Тогда существует 
логическая цепочка в R , соединяющая ( , )A B . По своему опреде-
лению любая логическая цепочка формируется на основе некоторо-
го конечного числа пар ( , ) , ,...,A B R i ni i Œ = 1  – элементов матрицы 
вывода (2.3.2). Эту совокупность пар можно рассматривать как 
конечное отношение на решетке F . Обозначим его R1  и проведем 
для него все описанные в условии теоремы замены. Полученное 
отношение обозначим R2 . Как замечено в начале доказательства, 
R R1 2∼ . Как следствие, существует логическая цепочка в R R2 Õ ¢ , 
связывающая пару ( , )A B . Отсюда, A BR ¢æ Æææ . Таким образом, 

R Ræ Æææ Õ æ Æææ¢ .

2.4. Эквивалентные преобразования
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Для доказательства обратного включения рассмотрим упорядо-
ченную пару A BR ¢æ Æææ . Существует логическая цепочка в ¢R , об-
разованная посредством конечного числа пар ( , ) , ,...,A B R j mj j Œ ¢ = 1 , 
соединяющая ( , )A B . Множество пар {( , )}A Bj j  получено примене-
нием описанной в условии теоремы процедуры к некоторому конеч-
ному R R1 Õ  и содержится в соответствующем конечном множестве 
R R2 Õ ¢ , полученном из R1 . Дальнейшие рассуждения аналогичны 
первой части доказательства. �

В качестве применения полученных результатов рассмотрим 
некоторый частный случай. Отношение R  на точечной решетке F  
называется каноническим, если оно задано множеством пар вида 
( , )A a , где A Œ F , a  – точка в F . 

Следствие 2. Согласно теореме 2, для любого отношения на 
точечной решетке существует эквивалентное ему каноническое от-
ношение.

2.5. Логическая редукция
В приложениях естественным образом возникает вопрос о мини-

мизации представления логического отношения R . Решение такой 
задачи актуально не только с точки зрения экономии занимаемых 
ресурсов, но и с позиций выполнения ключевого правила «хороше-
го» программирования – по возможности избегать дублирования 
кода и данных. Очевидным решением является такой способ, ког-
да в памяти компьютера хранится лишь уникальная часть инфор-
мации о данном отношении, а остальная информация может быть 
получена с использованием общих свойств логических отношений. 
Под уникальной частью подразумевается подобранное по опреде-
ленным критериям отношение R R0 Ã , из которого R  получается 
построением логического замыкания. 

Логической редукцией данного отношения R  на решетке F  
называется эквивалентное ему минимальное отношение R0 . Мини-
мальность в данном определении понимается в смысле частично 
упорядоченных множеств. Это означает, что исключив из R0  хотя 
бы одну пару, получим отношение, не эквивалентное R .

Вначале выясним, не является ли логическое замыкание данного 
отношения R  транзитивным замыканием некоторого другого отно-
шения �R R  . Положительный ответ на этот вопрос будет полезен 
для разработки эффективных алгоритмов построения логического 
замыкания и редукции. Он позволит свести исследование вопросов 
о нахождении логического замыкания и редукции отношений к рас-
смотрению соответствующих свойств транзитивных отношений.
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Для произвольного бинарного отношения R  на решетке F  рас-
смотрим отношение �R , построенное по R  последовательным вы-
полнением следующих действий (шагов):

• добавить к R  все пары вида ( , )A A , где A Œ F  (рефлексивные 
пары), и обозначить новое отношение R1 ;

• добавить к R1  всевозможные пары ( , )A B  с элементами вида 
A A B Bi

i
i

i

= =∪ ∪, , где все ( , )A Bi i  ( i n= 1,..., ) принадлежат R1 ;

• объединить полученное отношение с отношением включе-
ния   .

Замечание 1. Пользуясь леммой 2.4.1, нетрудно показать, что 
отношение �R  логически эквивалентно R .

Теорема 1. Для произвольного отношения R  на решетке F  
логическое замыкание Ræ Æææ  представляет собой транзитивное за-
мыкание �R*  соответствующего отношения �R . 

Доказательство. По теореме 2.3.1 логическое замыка-
ние R  совпадает с отношением Ræ Æææ . Покажем вначале, что 
�R RÕ æ Æææ . Пусть ( , )A B RŒ � . Если при этом A B  , то по опре-

делению A BRæ Æææ . Остается случай, когда A A B Bi
i

i
i

= =∪ ∪, , 

где каждая из пар ( , )A Bi i  содержится в R  либо рефлексивна и 
поэтому принадлежит Ræ Æææ . Поскольку Ræ Æææ  содержит отно-
шение включения, то пары ( , ),( , ),...,( , )A A A A A An1 2  принадлежат 

Ræ Æææ . Отсюда, в силу транзитивности Ræ Æææ , получаем, что 
и пары ( , ),( , ),...,( , )A B A B A Bn1 2  принадлежат Ræ Æææ . Наконец, из 
свойства дистрибутивности Ræ Æææ  заключаем, что A BRæ Æææ . Та-
ким образом, �R RÕ æ Æææ . Поскольку транзитивное замыкание �R*  – 
наименьшее транзитивное отношение, содержащее �R , и Ræ Æææ  
также транзитивно, то имеем включение �R R* Õ æ Æææ .

Докажем теперь обратное включение. Предположим, что 
A BRæ Æææ . Тогда по определению существует логическая це-
почка �r B BAB m= ( ,..., )1  соединяющая ( , )A B . Для произвольно-
го k  (1 1£ £ +k m ) рассмотрим пару ( , )B Bk k-1  (для единооб-
разия полагаем B A B Bm0 1= =+, ). По определению логической 
цепочки эта пара дистрибутивно связана отношением R . Этот 
факт означает (см. определение 2.3.3), что существует конеч-
ное множество пар {( , ), ,..., }A B i ni

k
i
k = 1  таких, что A Bi

k
i
k=  либо 

( , )A B Ri
k

i
k Œ , причем  B A i nk i

k
-   £ £1 1,  и B Bi

k

i
k∪   . Обозначим 

� ∪A Ak i
k

i

=  и � ∪B Bk i
k

i

= . Тогда по построению отношения �R  име-

ем ( , )� � �A B Rk k Œ . Так как �R  содержит отношение включения   , то 

2.5. Логическая редукция
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справедливо также ( , )B A Rk k- Œ1
� �  и ( , )� �B B Rk k Œ . Таким образом, 

пары ( , ),( , ),( , )B A A B B Bk k k k k k-1
� � � �  принадлежат �R . Этими тремя пара-

ми заменим в цепочке �rAB  пару ( , )B Bk k-1 . Таким образом поступим 
для всех 1 1£ £ +k m . В результате получим из �rAB  транзитивную 
цепочку в �R , соединяющую ( , )A B . Следовательно, по лемме 2.2.3 
имеем ( , ) *A B RŒ � .�

Следствие 1. Для любой связи A BRæ Æææ  элементы соответс-
твующей логической цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1  могут быть подобра-
ны специальным образом: каждая пара ( , )B B Rk k- Œ1

� , причем спра-
ведливо B Bk k- …1  либо B Ak i

k

i
- =1 ∪  и B Bk i

k

i

= ∪ , где A Bi
k

i
k=  или 

( , )A B Ri
k

i
k Œ  (здесь 1 1£ £ +k m , B A B Bm0 1= =+, ). Данный факт 

был попутно установлен при доказательстве второй части теоре-
мы 1.�

Следствие 2. Если R R1 2Õ , то R R1 2æ Æææ Õ æ Æææ . 
Доказательство. Во-первых, из описания процесса построения 

�R  легко заметить, что если R R1 2Õ , то � �R R1 2Õ . Далее, из свойств 
транзитивного замыкания (замечание 2.2.1) имеем � �R R1 2

* *Õ , что в 
силу теоремы 1 и означает доказываемый факт. �

Переходим непосредственно к вопросу о существовании и пост-
роении логической редукции отношений рассматриваемого класса.

Лемма 1. Пусть R  – бинарное отношение на решетке F . Для 
того, чтобы R  являлось логической редукцией, необходимо и до-
статочно, чтобы R  не содержало ни одной такой пары ( , )A B , для 
которой выполнено соотношение A BR A B\{( , )}æ Æææææ . 

Доказательство. Пусть отношение R  представляет собой ло-
гическую редукцию, то есть является минимальным логически эк-
вивалентным себе отношением. Если бы при этом в R  существовала 
пара A BR A B\{( , )}æ Æææææ , то в силу леммы 2.4.1 ее можно было бы 
исключить, получив при этом меньшее эквивалентное отношение, 
что невозможно по условию леммы.

Для доказательства обратного утверждения предположим, 
что не существует ни одной пары ( , )A B RŒ , для которой спра-
ведливо A BR A B\{( , )}æ Æææææ . Необходимо доказать, что в этом слу-
чае R  представляет собой логическую редукцию. Предположим 
противное – пусть существует отношение R R0 Ã , эквивалент-
ное R , и ( , ) \A B R RŒ 0 . Тогда в силу эквивалентности R R∼ 0  
справедливо A BR0æ Æææ . Так как отношение R0  не содержит 
пару ( , )A B , то R R A B0 Õ \ {( , )} , и логическая связь A BR0æ Æææ  
противоречит сделанному предположению о том, что таких пар 
( , )A B  в R  нет. Полученное противоречие доказывает искомое 
утверждение. �
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Для произвольного отношения R  рассмотрим отношение 
�
R , 

построенное по данному R  последовательным выполнением шагов, 
обратных построению �R , а именно:

• исключить из R  содержащиеся в нем пары вида A B…  и 
обозначить новое отношение R-1 ;

• исключить из R-1  всевозможные пары ( , )A B  с элементами 
вида A A B Bi

i
i

i

= =∪ ∪, , где все ( , )A Bi i  ( i n= 1,..., ) принадлежат 

R-1  и не совпадают с ( , )A B ;
• исключить из полученного отношения все рефлексивные 

пары.
Замечание 2. Из леммы 2.4.1 следует, что отношение 

�
R  логи-

чески эквивалентно R .
Заметим, что подобный же подход к построению транзитивной 

редукции («удалить все транзитивные пары») был бы ошибочным. 
Причина в том, что в некоторых ситуациях (наличие в отношении 
циклов) транзитивная редукция не единственна [2], и одновремен-
ное удаление всех имеющихся транзитивных пар может привести 
к потере связей. Однако, поскольку решетка ациклична, удаление 
всех указанных выше «объединенных» пар ( , )A B  приводит к одно-
му и тому же результату независимо от порядка удаления. По этой 
причине можно говорить об одновременном удалении всех таких 
пар.

Следующая теорема указывает достаточное условие существо-
вания и способ построения логической редукции данного отноше-
ния.

Теорема 2. Пусть для бинарного отношения R , заданного на 
решетке F , построено соответствующее отношение �R  (см. выше). 
Тогда, если для �R  существует транзитивная редукция R0 , то со-
ответствующее ей отношение 

�
R0  представляет собой логическую 

редукцию исходного отношения R .
Доказательство. Из замечаний 1–2 следует, что указанное в 

теореме отношение 
�
R0  логически эквивалентно R . Осталось пока-

зать, что 
�
R0  является логической редукцией. Для этого достаточно 

проверить выполнение условия леммы 1 для 
�
R0 .

Предположим противное, а именно – что для некоторой 
пары ( , )A B RŒ

�
0  имеет место A BR A B

�
0 \{( , )}æ Æææææ . Обозначим 

R R A B0
0=

�
\ {( , )}  и рассмотрим соответствующую этой связи ло-

гическую цепочку �r B B RAB m= Œ( ,..., )1 0 . Согласно следствию 1, эта 
цепочка может быть составлена таким образом, что каждая пара 
( , )B B Rk k- Œ1 0

� , причем справедливо B Bk k- …1  либо B Ak i
k

i
- =1 ∪  

2.5. Логическая редукция
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и B Bk i
k

i

= ∪ , где A Bi
k

i
k=  или ( , )A B Ri

k
i
k Œ 0  (1 1£ £ +k m , 

B A B Bm0 1= =+, ). В рассматриваемом случае, поскольку отноше-
ние 

�
R0  вложено в транзитивную редукцию отношения �R , оно не 

может содержать транзитивной в � �R R0 Õ  пары ( , )A B . Этот факт 
означает, что в рассматриваемой логической цепочке m = 0  и для 
пары ( , )A B  остаются варианты A B…  либо A Ai

i

= 1∪  и B Bi
i

= 1∪ , 

где A Bi i
1 1=  или ( , )A B Ri i

1 1
0Œ . Поскольку процесс построения отно-

шения 
�
R0  исключает также вложенные (A B… ) и объединенные 

(A Ai
i

= 1∪  и B Bi
i

= 1∪ ) пары, то остается лишь вариант «унарно-

го» объединения, когда A B=  либо ( , )A B RŒ 0 . Наконец, замечаем, 
что рефлексивных пар (A B= ) в 

�
R0 также нет по построению, а 

пары ( , )A B  нет в R R A B0
0=

�
\ {( , )} . 

Таким образом, приходим к заключению, что вывод 
A BR A B

�
0 \{( , )}æ Æææææ  невозможен, и, как следствие, отношение 

�
R0  яв-

ляется логической редукцией R . �
Заметим, что требование существования транзитивной редук-

ции отношения �R  при определенных условиях может оказаться 
избыточным для существования логической редукции исходного 
отношения R . Очевидно, что при конечном множестве R  из него 
всегда можно последовательно удалить «лишние» пары, получив 
в результате логическую редукцию. Однако, если при этом сама 
решетка F  бесконечна и имеет соответствующую структуру, то, 
объединяя R  с отношением   , можно построить не имеющее тран-
зитивной редукции отношение �R . Таким образом, возникает вопрос 
об усилении теоремы 2. Одно из возможных направлений такого 
усиления – использование в представленных построениях вместо 
   отношения вида  R , содержащего лишь необходимое для по-
лучения логической редукции R  подмножество   . В этом случае 
утверждения и доказательства настоящей главы будут более гро-
моздкими, однако принципиальных новшеств не принесут. По этой 
причине оставим данные идеи лишь в качестве рекомендации для 
конкретных приложений.

Отметим также, что на практике при построении �R  не обяза-
тельно физически добавлять указанные пары. Достаточно реализо-
вать эффективный механизм проверки того, относится ли заданная 
пара к теоретически добавляемым.

Что касается оценок сложности алгоритмов построения логи-
ческой редукции, то здесь прогнозы не всегда оптимистичны. Как 
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показано в [39], задача минимизации функций Хорна является 
NP-полной. В настоящей работе описывается процедура нахожде-
ния не наименьшего, а минимального множества правил. Исполь-
зование при этом быстрого алгоритма построения транзитивной 
редукции [2] дает сложность O N( )3 , если при этом удастся эф-
фективно реализовать построение отношений �R  и 

�
R . Заметим 

также, что число элементов решетки N  может оказаться сопос-
тавимым с мощностью булеана 2n , где n  – количество точек ре-
шетки.

2.6. Логические уравнения на решетках
В данном разделе вводится и изучается связанный с LP-струк-

турами специальный класс уравнений. Рассматриваются вопросы о 
разрешимости и количестве решений этих уравнений, а также ме-
тоды их решения. Нахождение решения продукционно-логического 
уравнения эквивалентно обратному логическому выводу на решет-
ке. Этот процесс решения обобщает рассмотренные в п.2.1.3 методы 
нахождения минимальных порождающих множеств в продукцион-
ных системах.

Пусть дано некоторое отношение R  на решетке F  и имеет мес-
то A BRæ Æææ . Тогда B  называется образом A , а A  – прообразом 
B  при отношении Ræ Æææ . Однако каждый элемент из F  может 
иметь много образов и прообразов. Более того, в данном случае в 
силу определения логического отношения любой B B1 Ã  является 
образом A  и каждый A A1 …  является прообразом B . По этой 
причине при изучении образов и прообразов логических отношений 
необходимо уточнение рассматриваемых понятий. 

Для данного B Œ F  минимальным прообразом при отношении 
Ræ Æææ  называется такой элемент A Œ F , что A BRæ Æææ  и A  яв-

ляется минимальным, то есть не содержит никакого другого A1 Œ F , 
для которого A BR

1 æ Æææ .
В оставшейся части этого раздела рассматриваются лишь то-

чечные решетки.
Определение 1. Точка x  решетки F  называется начальной 

при отношении R , если в R  нет ни одной такой пары ( , )A B , что x  
содержится в B  и не содержится в A . Элемент X  точечной решет-
ки F  называется начальным, если все его точки являются началь-
ными (при отношении R ). Подмножество F0( )R  (будем обозначать 
F0 , если это не вызовет неоднозначностей) точечной решетки F , 
состоящее из всех начальных элементов F , называется начальным 
множеством решетки F  (при отношении R ).

2.6. Логические уравнения на решетках
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Очевидно, начальное множество F0  образует подрешетку в F .
Рассмотрим уравнение

 R X B( ) = , (1)
где B Œ F  – заданный элемент, X Œ F  – неизвестный. 

Определение 2. Частным решением X  уравнения (1) назы-
вается любой минимальный прообраз элемента B , содержащийся 
в F0 . Приближенным (частным) решением X  уравнения (1) назы-
вается любой прообраз элемента B , содержащийся в F0 . Общим 
решением уравнения (1) называется совокупность всех его частных 
решений { },X s Ss Œ .

По определению точное решение является и приближенным. 
Очевидно, приближенное решение всегда содержит хотя бы одно 
точное решение.

Уравнения вида (1) будем называть продукционно-логическими 
(в рамках данной главы – просто логическими) уравнениями на 
решетках.

Вначале рассмотрим вопрос о том, как меняется общее реше-
ние уравнений вида (1) при объединении их правых частей. Точнее, 
нельзя ли для одного и того же отношения R  вместо исходного 
уравнения решать несколько уравнений с правыми частями, объ-
единение которых равно данному B ?

Лемма 1. Пусть X1  – частное решение уравнения вида (1) с 
правой частью B1 , а Y1  – частное решение уравнения того же  вида 
с правой частью B2 . Тогда X Y1 1∪  является приближенным реше-
нием уравнения 
 R X B B( ) = 1 2∪ . (2)

Доказательство. Действительно, поскольку Ræ Æææ  содержит 
отношение включения, то X Y XR

1 1 1∪ æ Æææ  и X Y YR
1 1 1∪ æ Æææ . От-

сюда, так как по условию леммы X BR
1 1æ Æææ  и Y BR

1 2æ Æææ , в силу 
транзитивности Ræ Æææ  имеем X Y BR

1 1 1∪ æ Æææ  и X Y BR
1 1 2∪ æ Æææ . 

Наконец, из последних двух соотношений, пользуясь дистрибутив-
ностью Ræ Æææ , получим X Y B BR

1 1 1 2∪ ∪æ Æææ . �
Теорема 1. Пусть { },X s Ss Œ 1  – общее решение уравнения 

вида (1) с правой частью B1 , а { },Y p Sp Œ 2  – общее решение уравне-
ния того же вида с правой частью B2 . Тогда общее решение уравне-
ния (2) представляет собой множество всех элементов вида X Ys p∪
, из которого исключены  элементы, содержащие другие элементы 
этого же множества.

Доказательство. По лемме 1, каждый элемент X Yt p∪  явля-
ется прообразом B B1 2∪ , то есть содержит хотя бы одно частное 
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решение (2). Покажем теперь, что уравнение (2) не имеет част-
ных решений, отличных от вида X Yt p∪ . Предположим против-
ное – пусть некоторый Z Œ F0 , являясь частным решением (2), не 
совпадает ни с одним элементом вида X Yt p∪ . При этом Z  не 
может содержать ни одного элемента вида X Yt p∪ , иначе он не 
был бы частным решением (оно по определению минимально). От-
сюда следует, что Z  не содержит ни одного Xt  (или ни одного Yp , 
что равнозначно).  С другой стороны, поскольку Z B BRæ Æææ 1 2∪ , 
то Z BRæ Æææ 1  и Z BRæ Æææ 2 . Этот факт означает, что Z  содер-
жит хотя бы по одному частному решению уравнений с правыми 
частями B1  и B2 , а все эти решения содержатся соответственно 
в множествах { }Xs  и { }Yp . Таким образом, приходим к противо-
речию. �

Рассмотрим методы решения логических уравнений вида (1).
Далее в этом разделе будем предполагать, что R  являет-

ся конечным каноническим отношением на точечной решетке 
F  (см. п. 2.4), не содержащим пар отношения   , а правая 
часть B  уравнения (1) представляет собой конечное объедине-
ние точек.

Введем понятие структурного расслоения исходного отноше-
ния R  на виртуальные слои (частичные отношения) { | }R t Tt Œ . 
Оно позволит упростить изучение свойств отношения Ræ Æææ , а 
также облегчит построение и исследование ряда алгоритмов, свя-
занных с решением соответствующих логических уравнений. С 
этой целью вначале разобьем R  на непересекающиеся подмножес-
тва, каждое из которых образовано парами вида ( , )A xp  с одним 
и тем же точечным элементом xp  в качестве правой части. Такое 
разбиение имеет смысл благодаря тому, что R  является канони-
ческим. Обозначим эти подмножества Rp  соответственно их эле-
менту x p Pp , Œ .

Определение 3. Слоем Rt  в отношении R  называется под-
множество R , образованное упорядоченными парами, взятыми по 
одной из каждого непустого R p Pp , Œ . Два слоя, отличающиеся 
хотя бы одной парой, считаются различными.

Замечание 1. Каждый слой содержит максимально возможное 
подмножество пар из R  с уникальными правыми частями. Добав-
ление к слою еще одной пары нарушило бы это условие.

Замечание 2. Любое подмножество пар в R  с уникальными 
правыми частями принадлежит некоторому слою. 

Замечание 3. В общем случае слои имеют непустые пересече-
ния. Объединение всех слоев равно R .

2.6. Логические уравнения на решетках
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Замечание 4. Нетрудно заметить, что общее количество слоев 
N определяется равенством N Np

p P

=
Œ

’ , где Np  – мощность подмно-

жества  пар отношения R  с правой частью xp .  
Будем констатировать, что логическая цепочка �rAB  принадле-

жит в R  некоторому слою Rt , если все нерефлексивные пары, опре-
деляющие логическую связь A BRæ Æææ  (нерефлексивные элемен-
ты соответствующей матрицы вывода (2.3.2)), содержатся в одном 
и том же слое Rt .

Лемма 2. Если A BRæ Æææ , то существует логическая цепочка �rAB , принадлежащая в R  некоторому слою Rt .
Утверждение этой леммы непосредственно вытекает из след-

ствия 2.3.2 и замечания 2. �
Следствие 1. Логическое замыкание канонического отношения 

R  на точечной решетке F  равно объединению логических замыка-
ний его слоев, то есть R R

t T

tæ Æææ = æ Æææ
Œ
∪ .

Доказательство. Поскольку R Rt Õ , то согласно следствию 
2.5.2 имеем R Rt t Tæ Æææ Õ æ Æææ " Œ( ) . Обратно, если A BRæ Æææ , 
то по лемме 2 справедливо A BRtæ Æææ  при некотором t TŒ . Сле-
довательно, ( , )A B R

t T

tŒ æ Æææ
Œ
∪ . �

Будем считать, что решение X  уравнения (1) (точное или 
приближенное) порождается в R  некоторым слоем Rt , если 
X BRtæ Æææ .

Замечание 5. Согласно лемме 2 и следствию 1, любое частное 
решение уравнения (1) порождается в R  некоторым слоем Rt . 

Замечание 6. Из следствия 1 вытекает, что для нахождения  
решения уравнения (1) в некотором слое Rt  достаточно вместо (1) 
решить аналогичное уравнение с отношением Rt . 

Последние замечания не гарантируют, что два различных 
слоя не могут порождать одного и того же решения. Кроме того, 
могут существовать слои, дающие частное решение для Rt , но 
приближенное для R . Некоторые слои могут вообще не давать 
решений. Однако, справедливо утверждение о том, что один слой 
не может порождать более одного точного решения. Чтобы ус-
тановить этот факт, вначале докажем вспомогательные утверж-
дения.

Лемма 3. Если X  – частное решение уравнения (1), то су-
ществует матрица вывода MXB , соответствующая паре X BRæ Æææ , 
следующего вида 



81

 M

A b A b A b
A b A

XB

m m

=

+ +( , ) ( , ) ... ( , )
( , ) (

, , , , , ,

, ,

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1

2 1 2 1 2,, , , ,

, , ,

, ) ... ( , )
... ... ... ...

( , ) (

2 2 2 2 1 2 1

1 1 21 1 2

b A b

A b A

m m

p p p

+ +

,, ) ... ( , )
( , ) ( , ) ... ( ,

, , ,b A b
C C C C C C

p p m p m

m m

m m2 1 12 1 1

1 1 2 2 1

+ ++ +

+ +11)

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜

, (3)

где ( , ), ,A b Ri k i k Œ , bi k,  – попарно различные точки F  
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i p
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i pk k
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1 1
1 1

1
£ £

+ +
£ £

= £ £
+

; (6)

Доказательство. Покажем, каким образом может быть полу-
чена матрица (3).

Вначале, согласно замечанию 5, построим для пары ( , )X B  
обычную матрицу вывода вида (2.3.2), образованную парами не-
которого слоя Rt  (с уникальными правыми частями) и рефлексив-
ными парами элементов F . Затем в каждом столбце заменим все 
рефлексивные пары единственной рефлексивной парой, содержа-
щей объединение всех рефлексивных пар столбца (объединяются 
отдельно левые и правые части). Поскольку в данном случае имеем 
дело с точечной решеткой F , то полученная матрица уже имеет 
вид (3). Для доказательства леммы остается лишь добиться вы-
полнения условий (4)–(6), которые представляют собой усиленный 
вариант соотношений (2.3.3)–(2.3.4). 

Заметим, что условие (4) выполняется автоматически в силу 
минимальности X , декларированной в определении 5 (см. также 
соотношение вида (2.3.3) при k = 1 ). Для доказательства соотноше-
ний (5)–(6) будем последовательно просматривать столбцы матри-
цы справа налево. Вначале положим k m= + 1 , B Bk = .

Исключим из k -го столбца элементы вида ( , )A b  такие, что 
b Bkœ . Исключим такие же элементы b  и из обеих частей реф-
лексивной пары этого столбца. Очевидно, что условия вида (2.3.3)–
(2.3.4) при этом не нарушатся, однако будет выполняться и еще 
одно из условий (5)–(6) (при данном значении k ). Далее, переходя 
к очередному столбцу матрицы (справа налево), уменьшим k  на 
единицу и положим B A Ck i k k

i

= + +, 1 1∪∪ . 

2.6. Логические уравнения на решетках
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Описанную в последнем абзаце процедуру проведем для всех 
столбцов матрицы. Таким образом получим искомую матри-
цу MXB . �

Замечание 7. Согласно замечаниям 5–6, утверждение леммы 
остается верным, если в ее условии отношение R  заменить на Rt .

Определение 4. Матрицу вида (3), имеющую нерефлексивные 
элементы с уникальными правыми частями и удовлетворяющую ус-
ловиям (4)–(6), будем называть канонической матрицей вывода для 
пары X BRtæ Æææ .

Лемма 4. Если для некоторых X X1 2 0, Œ F  и B Œ F  построены 
канонические матрицы MX B1

 и MX B2
, все нерефлексивные элементы 

которых содержатся в одном и том же слое Rt , то X X1 2= .
Доказательство. Предположим противное, что X X1 2π . 

Пусть, для определенности, существует точка a X0 1Œ  и a X0 2œ . 
Рассмотрим вначале матрицу MX B1

. Будем просматривать ее стол-
бцы слева направо и при этом строить некоторую специальную пос-
ледовательность нерефлексивных пар.

Согласно условию (4), точка a0 , как и любая точка элемента 
X1 , содержится в левой части хотя бы одной пары первого стол-
бца матрицы. Если существует такая нерефлексивная пара ( , )A a1 1  
(a A0 1Œ ), то добавим эту пару к формируемой последовательности 
и двигаясь далее будем искать аналогичную пару для a1 . Если же 
это ( , )C C1 1 , то по условию (6) a0  аналогично перейдет в следу-
ющий столбец. Пройдя все столбцы матрицы, получим конечную 
последовательность нерефлексивных пар отношения R  (возмож-
но, пустую) {( , ) | ,..., }A a i ni i = 1 , причем a A a i ni i iŒ œ £ £+1 0 0, ( )F , 
A Bn+ =1 . Если эта последовательность окажется пустой (n = 0 ), то 
будем иметь a B0 Œ . 

Рассмотрим теперь матрицу MX B2
. Ее столбцы будем просмат-

ривать справа налево, пытаясь в этой матрице выделить построен-
ную выше последовательность {( , )}A ai i . Поскольку a Bn Œ , то в 
силу (5) точка an  содержится в правой части по крайней мере од-
ной пары последнего столбца матрицы MX B2

. Если существует та-
кая нерефлексивная пара, то это может быть лишь ( , )A an n , так как 
слой Rt  не может содержать двух пар с общей правой частью an . 
В этом случае переходим в предыдущий столбец матрицы с новой 
отправной точкой a An n- Œ1  – правой частью предыдущего элемента 
последовательности. Если же это ( , )C Cm m+ +1 1 , то по условию (6) 
в предыдущий столбец аналогично переходит an . Таким образом 
будем продвигаться справа налево в матрице и в последовательнос-
ти { , }A ai i .
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Этот процесс может завершиться в одном из трех случаев. Если 
столбцы матрицы закончатся одновременно с последовательностью, 
то получим a X0 2Œ , что противоречит первоначальному предпо-
ложению (см. начало доказательства). Если же столбцы матрицы 
закончатся раньше, чем  исчерпается последовательность, то в этом 
случае соотношение a X ii Œ >2 0,  будет противоречить тому, что 
ai œ F0 , так как по условию X2  целиком состоит из начальных 
точек. Наконец, в последнем варианте, когда последовательность 
закончится раньше столбцов матрицы, в матрице MX B2

 окажется 
пара вида ( , )A a0 0 . Этот факт противоречит тому, что a0 0Œ F . Итак, 
в каждом возможном случае приходим к противоречию, что и до-
казывает лемму. �

Следствие 2. Один слой Rt  не может содержать двух различ-
ных частных решений уравнения (1).

Доказательство. Предположим, что существуют два решения. 
Тогда по лемме 3 и замечанию 7 для этих решений существуют 
канонические матрицы вывода, нерефлексивные элементы которых 
принадлежат Rt . Отсюда по лемме 4 получаем, что эти решения 
совпадают. �

Объединяя полученные результаты, можем сформулировать 
следующее утверждение.

Теорема 2. Для нахождения общего решения уравнения (1) 
достаточно найти частное решение Xt  в каждом слое Rt , если оно 
существует. Далее из полученного множества решений необходимо 
исключить элементы, содержащие другие элементы этого же мно-
жества.

Утверждение теоремы сразу следует из замечания 5 и леммы 4. �
Следствие 3. Количество частных решений уравнения (1) оце-

нивается сверху выражением N Np
p P

=
Œ

’ , где Np  – мощность под-

множества  пар отношения R  с правой частью xp , а P  определяет 
все такие подмножества (см. замечание 4). �

Теорема 2 и замечание 6 позволяют свести вопрос о решении 
уравнения (1) к задаче нахождения частного решения уравнения
 R X Bt( ) = , (7)
где B  – неначальный элемент решетки F , Rt  – произвольный слой 
в R . 

Согласно следствию 2, обратное к Rtæ Æææ  отношение являет-
ся однозначным отображением ft : F FÆ  с некоторой областью 
определения D ft( ) Õ F . Рассмотрим некоторые важные его свой-
ства.

2.6. Логические уравнения на решетках
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Лемма 5. Отображение ft  является ∪ -гомоморфизмом [93], то 
есть f B B f B f B B B D ft t t t( ) ( ) ( ), , ( )1 2 1 2 1 2∪ ∪= " Œ .

Доказательство. Пусть MX B1 1
 и MX B2 2

 – канонические матри-
цы вывода соответственно для X BRt

1 1æ Æææ  и X BRt
2 2æ Æææ . Пред-

положим для определенности, что количество столбцов MX B1 1
 боль-

ше либо равно количеству столбцов  MX B2 2
 (это можно сделать, так 

как матрицы равноправны). Объединим эти матрицы следующим 
образом. К элементам каждого столбца MX B1 1

 допишем элементы 
соответствующего по номеру столбца MX B2 2

. В каждом оставшемся 
столбце MX B1 1

 (их по нашему предположению могло быть больше) 
к рефлексивному элементу вида ( , )C Ck k  добавим рефлексивные 
пары, образованные правыми частями элементов последнего столб-
ца матрицы MX B2 2

. Затем в новой матрице исключим повторяющи-
еся нерефлексивные пары, как это описано в лемме 4. В результате 
получим матрицу MX B12 12

, которая очевидным образом является ка-
нонической матрицей вывода для пары ( , )X X B B1 2 1 2∪ ∪ . �

Следствие 4. Отображение ft  является изотонным [93], Это 
означает, что если B B1 2  , то f B f Bt t( ) ( )1 2  . �  

Таким образом, основываясь на лемме 5, для решения уравне-
ния (7) достаточно решить уравнение с каждой точкой элемента B  
в качестве правой части. Принимая во внимание это обстоятельс-
тво, рассмотрим задачу нахождения частного решения следующего 
уравнения:
 R X bt( ) = , (8)
где b  – неначальная точка решетки F , Rt  – произвольный слой в 
R . 

Рассмотрим методы решения этой задачи. Покажем, что она 
эквивалентна задаче на ориентированном графе перечисления всех 
входных вершин, из которых достижима данная вершина.

Вначале построим такой граф GRt
. Каждой точке решетки 

F , участвующей в отношении R , сопоставим вершину графа. 
Далее для каждой пары ( , )A a  рассматриваемого слоя Rt  постро-
им дуги, ведущие из всех вершин, соответствующих точкам A , 
в вершину, соответствующую данной a . Иногда для краткости 
будем отождествлять точки F  и соответствующие им вершины 
в графе. 

В полученном графе GRt
 выберем вершину b . Рассмотрим под-

граф G GR b Rt t, Õ , содержащий все вершины, из которых достижима 
вершина b  (включая саму b ) и все дуги, соединяющие такие вер-
шины.
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Лемма 6. Если подграф GR bt ,
 не содержит ориентированных 

циклов, то множество всех его входных вершин (не имеющих входя-
щих дуг) соответствует частному решению уравнения (8).

Доказательство. Предположим вначале, что граф GR bt ,
 ацик-

лический. Покажем, как по нему построить соответствующую ка-
ноническую матрицу вывода MXb . Проведем построение, используя 
индукцию по столбцам, справа налево.

Последний столбец матрицы сформируем из единственного 
элемента – ( , )A b Rm t+ Œ1 , где элемент Am+1  состоит из всех точек, 
непосредственно связанных дугами с вершиной b . Очевидно, усло-
вие (5) выполнено. Предположим теперь, что построен очередной 
столбец с элементами ( , ), ,A b Ri k i k tŒ , bi k,  – попарно различные точки 
F  ( )1 £ £i pk  и ( , )C Ck k , C k mk Œ < £ +F ( )1 1 , причем выполнены 
условия (5)-(6). Тогда для каждой точки a  каждого элемента Ai k,  
найдем все вершины графа, дуги из которых входят в a , сформи-
руем из них (в виде объединения) элемент A Œ F  и поместим пару 
( , )A a RtŒ  в следующий столбец (с номером k - 1 ). Если же точка 
a Ai kŒ ,  окажется начальной (соответствует входной вершине гра-
фа), то добавим ее к рефлексивному элементу старого столбца, то 
есть в новый столбец вместо элемента ( , )C Ck k  войдет элемент вида 
( , )C a C ak k∪ ∪ . По построению рассматриваемого столбца условие 
(6) окажется выполненным. Так как граф не содержит циклов, то 
через конечное число шагов окажется, что все точки левых частей 
нерефлексивных элементов очередного столбца окажутся началь-
ными. На этом процесс построения матрицы MXb  заканчивается.

Поскольку таким способом будут пройдены все дуги графа GR bt ,
, 

то можно утверждать, что объединение X  левых частей элементов 
первого столбца матрицы состоит из всех начальных точек, соответс-
твующих входным вершинам графа GR bt ,

. С другой стороны, X  – ре-
шение уравнения (8). По лемме 4 оно является точным решением. �

Замечание 8. Описанный в доказательстве процесс построе-
ния матрицы MXb  напоминает процедуру обхода всех вершин графа 
GR bt ,

. Однако он не полностью соответствует ей, поскольку неко-
торые точки (вершины) могут обрабатываться более одного раза. 
Данный процесс приведен для доказательства леммы и носит лишь 
теоретический характер. Для практического же применения можно 
использовать именно указанный обход из вершины b  (против стре-
лок, «в ширину») вершин графа GR bt ,

. 
Лемма 7. Если X  – решение уравнения (8), то в любой его 

канонической матрице вывода MXb  содержатся точки, соответству-
ющие всем вершинам графа GR bt ,

.

2.6. Логические уравнения на решетках
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Доказательство. Предположим противное, а именно – для 
некоторой вершины y0  графа GR bt ,

 соответствующая точка y0  не 
содержится ни в одной паре  матрицы MXb . По построению графа 
существует путь y yn1 1,..., -  из вершины y  в вершину b  (можно счи-
тать b yn= ). Подобно доказательству леммы 4, будем просматри-
вать столбцы матрицы MXb  справа налево, пытаясь выделить в ней 
отмеченную выше последовательность { }yi . Положим i n= .   

По условию (6) (при i n=  – (5)) yi  содержится в правой части 
пары очередного (при i n=  – последнего) столбца матрицы MXb . 
Если существует такая нерефлексивная пара ( , )Y yi i  (при i n=  это 
именно так),  то в этом случае переходим в предыдущий столбец 
матрицы с новой отправной точкой y Yi i- Œ1  (эта принадлежность 
верна, так как Yi  содержит все вершины, предшествующие yi , в 
том числе и yi-1 ). Если же это ( , )C Ck ki i

, то по условию (6) в преды-
дущий столбец аналогично переходит yi . Продолжая этот процесс, 
будем продвигаться справа налево в матрице и в последовательнос-
ти { }yi .

Как и ранее, рассмотрим возможные варианты завершения 
процесса. Если последовательность закончится ранее столбцов мат-
рицы или одновременно с ними, то получим, что y0  содержится 
в матрице. Данный факт будет противоречить сделанному в на-
чале доказательства предположению. Если же столбцы матрицы 
закончатся раньше, чем  исчерпается последовательность, то тогда 
соотношение y X ii Œ >, 0  будет противоречить тому, что yi œ F0 , 
так как по определению X  целиком состоит из начальных точек. 
Таким образом, в обоих возможных случаях приходим к противо-
речию, что и доказывает лемму. �

Лемма 8. Если в графе GR bt ,
 есть ориентированный цикл, то 

уравнение (8) не имеет решений.
Доказательство. Предположим противное, что существует ре-

шение X  уравнения (8), и тогда построим соответствующую ему 
каноническую матрицу вывода MXb . Пусть y  – некоторая вершина 
графа GR bt ,

, содержащаяся в его цикле. По предыдущей лемме в 
матрице MXb  существует элемент, в  левой или правой части кото-
рого присутствует соответствующая точка y .

Предположим для определенности, что в столбце с номером 
k  находится элемент матрицы, содержащий в своей правой части 
точку y  (вариант нахождения y  в левой части некоторой пары с 
помощью условия (6) сводится к случаю правой части). Если это 
( , )C Ck k , то согласно (6)  получим, что и в столбце номер k - 1  есть 
элемент с точкой y  в правой части. Если же это нерефлексивная 
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пара ( , )Y y , то рассмотрим вершину y1 , предшествующую y  в цик-
ле графа. Соответственно имеем y Y1 Œ , поскольку Y  содержит 
все вершины графа, непосредственно предшествующие y . В силу 
свойства (6), в k - 1  столбце матрицы MXb  содержится элемент, 
содержащий в правой части y1 .

Таким образом, за один шаг переместимся в матрице на один 
столбец влево, а в графе – не более чем на одну вершину назад в 
цикле. Продолжая этот процесс, через конечное число шагов (учи-
тывая еще и условие (4)) выйдем из первого столбца в матрице, т.е. 
очередная рассматриваемая точка yi  окажется в X , но в графе 
вершина yi  останется в том же цикле. Это означает противоречие, 
т.к. в X  содержатся только начальные точки, а в цикле графа – 
лишь невходные вершины. �

Объединяя утверждения доказанных лемм 6 и 8, можно сфор-
мулировать следующий факт, завершающий обоснование пошагово-
го процесса решения исходного логического уравнения (1).

Теорема 3. Уравнение (8) имеет не более одного решения. Если 
граф GR bt ,

 не содержит циклов, то единственное решение уравнения 
состоит из всех точек, соответствующих входным вершинам графа. 
Если GR bt ,

 содержит хотя бы один цикл, то уравнение решений не 
имеет. �

Итак, в настоящей главе изложены основные положения общей  
теории LP-структур. Результаты последующих глав основываются 
на аналогичных положениях, развивая их в том или ином специ-
альном направлении. В главе 3 будут рассмотрены LP-структуры, 
определенные на полных решетках.

2.6. Логические уравнения на решетках



В данной главе вводятся LP-структуры, образованные на основе 
полных решеток. Полученные результаты представляют обобщение 
основной части материала главы 2 и могут быть применены для мо-
делирования стандартных продукционных систем с бесконечными 
правилами. Некоторые определения по форме выглядят подобными 
соответствующим определениям, которые даны в главе 2. Однако 
теперь их содержание связано с полными решетками, и это обстоя-
тельство усложняет как смысл данных понятий, так и доказатель-
ство их свойств. Как и в предыдущей главе, по аналогичным сооб-
ражениям, для «решеточных» операций вместо знаков £ , ≥ ,  и ∨  
используются обозначения теории множеств  Õ ,   ,  и ∪ . 

3.1. Определение LP-структуры 
на полной решетке

В настоящем разделе определяется понятие LP-структуры на 
полной решетке и исследуются ее свойства. Вводятся бинарные от-
ношения, содержащие семантику продукционно-логического выво-
да со свойством нетеровости, то есть транзитивной завершаемости. 
Приводится обоснование необходимости введения соответствующих 
ограничений модели. Доказывается существование логического за-
мыкания нетерового бинарного отношения на полной решетке, что 
позволяет определить понятие эквивалентного отношения. 

Бинарное отношение R  на полной решетке F  называет-
ся вполне ∪ -дистрибутивным (в рамках данной главы – просто 
дистрибутивным), если для любого подмножества элементов ре-
шетки { | }B t Tt Œ , такого, что ( , ) ,A B R t Tt Œ " Œ , справедливо 
( , )A B Rt

t TŒ

Œ∪ . Как и выше (глава 2), определяющее решетку отно-

шение включения    является дистрибутивным.
Заметим, что в рамках теории, изложенной в главе 2, продук-

ционно-логическая связь элементов решетки A BRæ Æææ  осущест-

Глава 3 
LP-СТРУКТУРЫ 

НА ПОЛНЫХ РЕШЕТКАХ
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влялась логической цепочкой �rAB  конечной длины с матрицей 
вывода (2.3.2)1 конечных размеров. В данном разделе свойство 
полной дистрибутивности (при дальнейших построениях, ана-
логичных представленным в главе 2) формально допускает бес-
конечные столбцы, и, более того, несчетные множества взамен 
столбцов матрицы. Однако и здесь планируется рассматривать 
лишь логические цепочки конечной длины. Причина в том, что 
они соответствуют реалиям практических задач и могут быть реа-
лизованы программными средствами. К сожалению, такой подход 
не может быть осуществлен только с использованием свойств дис-
трибутивности и транзитивности рассматриваемых отношений. 
Покажем это.

Предположим, что множество пар исходного бинарного отноше-
ния R  на полной решетке F  образует счетную ацикличную цепоч-
ку вида ( , ),( , ),...,( , ),( , ),...A B B B B B B Bk k k k1 1 2 1 1- + . Тогда, в силу тран-
зитивности отношения Ræ Æææ , имеем A B A B AR Ræ Æææ æ Æææ1 2, ,...,  
A B A BR

k
R

kæ Æææ æ Æææ +1, ,...  Рассматривая совокупность всех таких 
пар, с помощью дистрибутивности Ræ Æææ  (определение 1) получим 
A BRæ Æææ , где B Bk

k

=
£ <•1
∪ . С другой стороны, попытка построить 

для данной связи A BRæ Æææ  матрицу вывода с необходимыми 
свойствами оказывается неудачной. Претендующая на это матрица 

 M

B B B B B B
B B B B B B

B BAB =

( , ) ( , ) ( , ) ...
( , ) ( , ) ( , ) ...

( ,

1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2

2 3)) ( , ) ...
( , ) ...

...

B B
B B

3 3

3 4

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜

 (1)

имеет бесконечными не только столбцы, что естественно отражает 
свойство полной дистрибутивности, но и строки. 

Таким образом, при определении продукционно-логического от-
ношения на полной решетке появляется необходимость в формули-
ровке дополнительного свойства, гарантирующего конечность длин 
транзитивных цепочек, реализующих логические связи элементов. В 
некоторых алгебраических системах подобное свойство (отсутствие 
неограниченных транзитивных последовательностей) называется  
нетеровостью [17]. Для того, чтобы сформулировать аналогичное 
свойство отношения в рассматриваемом случае, вначале определим 
понятие логической связи.

1 Как обычно, это ссылка на формулу (2) из п. 2.3.
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Пусть задано бинарное отношение R  на полной решетке F  и вы-
браны два элемента A B, Œ F . Пусть существует некоторое (конечное 
или бесконечное) множество пар {( , ) | }A B p Pp p Œ , где для любого p  
справедливо A Bp p=  либо ( , )A B Rp p Œ . Если при этом A A p Pp  Œ,  
и B Bp

p
∪   , то будем считать, что упорядоченная пара элементов 

( , )A B  (вполне) дистрибутивно связана отношением R .
Замечание 1. Пусть задано произвольное отношение R  на пол-

ной решетке F  и имеется множество пар {( , ) | }A B t Tt t Œ , каждая из 
которых дистрибутивно связана отношением R  на основе собствен-
ного множества {( , ) | }A B p Pp

t
p
t

tŒ . Тогда пара ( , ) ( , )A B A Bt
t T

t
t T

=
Œ Œ
∪ ∪  

дистрибутивно связана отношением R  на основе множества 
{( , ) | , }A B p P t Tp

t
p
t

tŒ Œ . Этот факт следует из понятия дистрибу-
тивной связи и элементарных свойств операций объединения на 
полной решетке [93].

Определение 1. Пусть R  – произвольное отношение на 
полной решетке F  и выбраны два элемента A B, Œ F . Пусть 
также существует упорядоченный конечный набор элементов �r B BAB m= ( ,..., )1  (B Bm1,..., Œ F ) такой, что в последовательности 
( , ),( , ),...,( , )B B B B B Bm m0 1 1 2 1+ , где B A B Bm0 1= =+, , каждая пара 
дистрибутивно связана R  (если дистрибутивно связана сама пара 
( , )A B , полагаем m = 0 ). Тогда указанный набор �rAB  будем назы-
вать логической цепочкой (длины m ), соединяющей A  и B . Пару 
( , )A B  при этом будем называть логически связанной отношением 
R  и обозначать этот факт A BRæ Æææ .

Совокупность пар элементов полной решетки F , участвующих 
в определении логической цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1 , можно запи-
сать в виде специального вектора вывода:

 
�

V A B A B A BAB p p p p p m pm m
=

+ ++({( , )},{( , )},...,{( ,, , , , ,1 1 2 2 11 1 2 2 1 11 1, )})m+ , (2)
где каждый элемент с номером k   ( )1 1£ £ +k m  представляет собой 
множество пар {( , ) | }, ,A B p Pp k p k k kk k

Œ  и осуществляет дистрибутив-
ную связь пары ( , )B Bk k-1  в цепочке �rAB . Согласно определению 2, 
справедливы следующие соотношения:

 B A p Pk p k k kk-   Œ1 , ( )  и B Bp k
p P

kk

k k

,
Œ

 ∪  ( )1 1£ £ +k m ; (3)

 ( , ), ,A B Rp k p kk k
Œ  либо A Bp k p kk k, ,=  ( ; )p P k mk kŒ £ £ +1 1 . (4)

Замечание 2. Не ограничивая общности, можно считать, что 
каждый элемент вектора вывода содержит по крайней мере одну 
неподчиненную пару (отличную от вида A Bp k p kk k, ,  ). В противном 
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случае соответствующее множество (элемент) можно удалить из 
вектора, не нарушая условий вида (3)–(4).

Замечание 3. Нетрудно заметить, что при заданном векто-
ре 

�
VAB  вместо элементов Bk -1  логической цепочки, соединяющей 

( , )A B , можно выбрать ˘ ( ),B A k mk p k
p P

k

k k

-
Œ

= £ £ +1 1 1∪ . Тогда при 

k = 1  вместо A  можно получить меньший исходный элемент 
B̆ A0 Õ . Рассмотрим также ряд других свойств вектора (2), кото-
рые будут полезны в этой главе.

Лемма 1. Пусть дан некоторый вектор вывода 
�

VAB , соответству-
ющий логической цепочке �r B BAB m= ( ,..., )1  и удовлетворяющий усло-
виям (3)–(4). Пусть при некоторых j pj,  справедливо B X Xp jj ,

,  Œ F . 
Тогда вектор 

�
¢VAB , полученный из 

�
VAB  добавлением к его j + 1  эле-

менту (как множеству пар) рефлексивной пары ( , )X X , определяет 
логическую цепочку �

∪ ∪¢ = - + +r B B B X B X B BAB j j j j m( ,..., , , , ,..., )1 1 1 2 , 
также осуществляющую связь A BRæ Æææ .

Доказательство. Достаточно для нового вектора  
�

¢VAB  пока-
зать справедливость условий (3)-(4) при тех значениях k , при ко-
торых имеются изменения в логической цепочке и ее векторе. Пос-
кольку B Bp k

p P
kk

k k

,
Œ

 ∪  и при некотором j  выполнено B Xp jj ,
  , то 

B B Xp j
p P

jj

j j

,
Œ

 ∪ ∪ . Далее, так как B Aj p jj
 

+ +1 1, , то B X Aj p jj
∪   +, 1 . 

Очевидно также, что B X Xj ∪   . Наконец, из B Bp j
p P

jj

j j

+

+ +

+
Œ

+ 
1

1 1

1 1,∪  

следует B X B Xp j
p P

jj

j j

+

+ +

+
Œ

+ 
1

1 1

1 1,∪ ∪ ∪ , а из B Aj p jj+ + 
+1 22 ,  вытекает, 

что B X Aj p jj+ + 
+1 22

∪ , . Таким образом, условие (3) остается выпол-
ненным. Условие (4) также сохраняется, так как к элементам век-
тора добавлена рефлексивная пара. �

Следствие 1. По индукции нетрудно показать, что описанному 
в лемме 1 преобразованию можно подвергнуть любое количество 
элементов вектора подряд, начиная с k + 1 -го. При этом новая мат-
рица также будет осуществлять логическую связь A BRæ Æææ .

Лемма 2. Если справедливо A BRæ Æææ , то эту связь можно 
реализовать подмножеством R , в котором все правые части ис-
пользуемых нерефлексивных пар уникальны.

Доказательство. Пусть дан вектор вида (2), удовлетворяю-
щий для некоторой пары ( , )A B  условиям (3)–(4). Не ограничивая 
общности, можно считать, что каждый элемент вектора (множество 
пар) не содержит пар с одинаковыми правыми частями, в против-

3.1. Определение LP-структуры на полной решетке
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ном случае «лишние» можно исключить без ущерба для выполне-
ния условий (3)–(4). Действительно, удаление пар с повторными 
правыми частями в одном и том же множестве не нарушает усло-
вия (3): B Ak p kk-  1 ,  для всех p Pk kŒ  означает, что Bk -1  содержит и 
любое меньшее количество элементов Ap kk , . С другой стороны, пос-
ле удаления Bp kk ,  объединение Bp k

p
k

k

,∪  не изменится, так как Bp kk ,  

встречается в другой паре этого же столбца. При удалении пары из 
любого элемента не может нарушиться и условие (4).

Преобразуем вектор 
�

VAB  следующим образом. Будем последо-
вательно слева направо просматривать его элементы и искать в них 
такую нерефлексивную пару ( , ), ,A Bp k p kk k

, что Bp kk ,  появляется также 
в качестве правой части пары в некотором предыдущем множестве 
с номером l . При успешном поиске к каждому множеству с l + 1  
по k  добавим пару ( , ), ,B Bp k p kk k

, после чего из множества k  удалим 
пару ( , ), ,A Bp k p kk k

. В результате получим новый вектор вида (2), ко-
торый, согласно следствию 1, также будет удовлетворять услови-
ям (3)-(4) для ( , )A B , однако в своих компонентах с номерами £ k  
будет содержать единственную пару с правой частью Bp kk , . Если 
в результате удаления пары в некотором множестве не окажется 
ни одной неподчиненной пары (отличной от вида A Bp k p kk k, ,  , см. 
замечание 2), удалим этот элемент вектора. Просматривая таким 
образом весь вектор, получим, что Bp kk ,  будет встречаться в правых 
частях пар вектора не более одного раза.

Заметим, что аналогичные действия по удалению пар с любой 
другой правой частью никак не пересекутся с перечисленными выше 
действиями в отношении Bp kk , . Этот факт означает корректность 
постановки вопроса об одновременном исключении всех подобных 
пар при любом имеющемся их количестве. �

Определение 2. Вектор вывода 
�

VAB  называется каноничес-
ким, если он удовлетворяет замечанию 2, а также содержит нереф-
лексивные пары лишь с уникальными правыми частями, причем 
правая часть любой пары элемента вектора с номером  k  не содер-
жится в правых частях других пар в элементах вектора с номерами 
1,...,k .

Лемма 3. Для любой имеющейся связи A BRæ Æææ  можно пос-
троить канонический вектор вывода.

Доказательство. Утверждение леммы 3 следует из замеча-
ния 2 и леммы 2. Наличие последнего указанного в определении 4 
свойства канонического вектора устанавливается аналогично дока-
зательству леммы 2. �
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Как уже отмечалось ранее, в ряде известных алгебраических 
систем формулируется свойство отсутствия неограниченных тран-
зитивных последовательностей. В нашем случае аналог такого 
свойства дает следующее определение.

Определение 3. Бинарное отношение на полной решетке на-
зывается нетеровым, если оно не порождает канонического вектора 
вывода неограниченной длины.

Заметим, что условие нетеровости LP-структуры слабее анало-
гичного свойства в системах переписывания термов [17], так как в 
отличие от них допускает циклы.

Рассмотрим свойства операций над логическими цепочками. 
Пусть существуют цепочки �rAB  и �rBC , логически соединяю-

щие отношением R  соответственно пары ( , )A B  и ( , )B C . Цепочка � � �r r rAC AB BC= , составленная последовательно из � �r B rAB BC, , , называет-
ся транзитивным  объединением цепочек �rAB  и �rBC .

Замечание 4. Очевидно, � � �r r rAC AB BC=  является логической це-
почкой, реализующей связь A CRæ Æææ . Таким образом, если име-
ют место A BRæ Æææ  и B CRæ Æææ , то справедливо и A CRæ Æææ .

Операция транзитивного объединения легко распространяется 
на конечное число операндов с сохранением аналогичных свойств.

Для того чтобы ввести операцию суммы цепочек, понадобится 
следующее утверждение.

Лемма 4. Пусть R  – нетерово отношение на полной решетке F  
и имеется множество пар {( , ) | }A B t Tt t Œ , каждая из которых логи-
чески связана отношением R . Тогда существует логическая связь 

A Bt
t T

R
t

t TŒ Œ

æ Æææ∪ ∪ .

Доказательство. Для каждой связи A Bt
R

tæ Æææ  соответс-
твующую ей логическую цепочку обозначим �r B BA B

t
m
t

t t t
= ( ,..., )1 . Ос-

новываясь на лемме 3, можно считать, что все цепочки �rA Bt t
 реа-

лизуются каноническими векторами вывода. Рассмотрим цепочку � ∪ ∪ ∪r B B Bt

t T

t

t T
m
t

t T

=
Œ Œ Œ

( , ,..., ,...)1 2 , составленную из соответствующих по 

номерам компонент цепочек �rA Bt t
. При этом цепочки �rA Bt t

, оказав-
шиеся короче других, продолжим их последним элементом.

Покажем, что при нетеровом отношении R  цепочка �r  конеч-
на. С этой целью будем строить цепочку �r  последовательно слева 
направо, одновременно формируя ее канонический вектор вывода �
V . Очередную компоненту 

�
V  получим как объединение соответс-

твующих компонент векторов вывода цепочек �rA Bt t
. Легко прове-

рить, что при этом условия (3)–(4) для 
�

V  окажутся выполненными. 
После добавления к 

�
V  каждой компоненты будем производить его 

3.1. Определение LP-структуры на полной решетке
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«чистку» аналогично доказательству леммы 2 (см. также доказа-
тельство леммы 3) с тем, чтобы он оставался каноническим. В силу 
нетеровости отношения R , процесс увеличения длины вектора 

�
V  

рано или поздно завершится. Соответственно прекратится и про-
цесс формирования цепочки �r . Такое событие может произойти в 
одном из следующих случаев: завершатся все цепочки �rA Bt t

; в це-
почке �r  перестанут появляться элементы решетки B Bk k

t

t T

=
Œ
∪ , не 

содержащиеся в ее предыдущих элементах.
Таким образом, полученная конечная цепочка �r  реализует ло-

гическую связь A Bt
t T

R
t

t TŒ Œ

æ Æææ∪ ∪ .�

Пусть R  – нетерово отношение на полной решетке F  и дано 
такое множество пар {( , ) | }A B t Tt t Œ , что каждая из них логически 
связана отношением R  на основе цепочки �r B BA B

t
m
t

t t t
= ( ,..., )1 . Сум-

мой цепочек �rA B
t T

t t
Œ
Â  называется цепочка � ∪ ∪ ∪r B B BAB

t

t T

t

t T
M
t

t T

=
Œ Œ Œ

( , ,..., )1 2 , 

конечная в силу леммы 4.
Замечание 5. Из леммы 4 следует, что �rA B

t T
t t

Œ
Â  является логи-

ческой цепочкой, реализующей связь A Bt
t T

R
t

t TŒ Œ

æ Æææ∪ ∪ .

Пусть R  – нетерово отношение на полной решетке F  и даны ло-
гические цепочки �r B B t TAB

t
m
t

t t
= Œ( ,..., ),1 , соответствующие связям 

A B t TR
tæ Æææ Œ, . Дистрибутивным объединением цепочек { }�rABt

 
будем называть цепочку � �r r

A B AB
t T

t tÂ =
Œ
Â .

Замечание 6. Поскольку дистрибутивное объединение – это 
частный случай суммы, то �r

A BtÂ  является логической цепочкой, 

реализующей логическую связь A BR
t

t T

æ Æææ
Œ
∪ . Таким образом, из 

A B t TR
tæ Æææ Œ,  следует A BR

t
t T

æ Æææ
Œ
∪ .

В дальнейшем потребуется также следующая лемма.
Лемма 5. Пусть R  – нетерово отношение, заданное на полной 

решетке F . Пусть также для некоторой пары элементов ( , )A B  су-
ществует множество логически связанных пар {( , ) | }A B t Tt t Œ  такое, 

что A A t Tt  Œ,  и B Bt
t TŒ

 ∪ . Тогда имеет место связь A BRæ Æææ .

Доказательство. Пусть �rt  – логическая цепочка, связываю-
щая пару ( , )A Bt t  ( t TŒ ). Обозначим � ∪A At

t

=  и � ∪B Bt
t

= . Тогда, 
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согласно замечанию 5, цепочка � �r rt= Â  логически связывает пару 

( , )� �A B  в R . Отсюда в силу вложений A A  �  и �B B   следует, что 
пара ( , )A B  логически связана цепочкой, составленной последова-
тельно из � � �A r B, , .�

Отношение на полной решетке называется продукционно-логи-
ческим (в рамках данной главы – просто логическим), если оно 
нетерово, а также содержит   , дистрибутивно и транзитивно. 
Логическим замыканием нетерового отношения R  называется на-
именьшее логическое отношение, содержащее R .

Нетрудно заметить, что отношение включения    на полной 
решетке является наименьшим логическим отношением. Отметим 
также, что все канонические векторы вывода для отношения    
имеют длину, равную 1.

Аналогично схеме действий, изложенной в главе 2, переходим к 
выяснению вопроса о структуре логических отношений на полной 
решетке. 

Лемма 6. Если R  – логическое отношение на полной решет-
ке F  и пара ( , )A B  дистрибутивно связана отношением R , то 
( , )A B RŒ . 

Доказательство. Поскольку логическое отношение R  со-
держит   , то из определения 2 следует ( , )A A Rp Œ  при всех 
p PŒ . Учитывая, что R  рефлексивно, из того же определения 
имеем ( , )A B Rp p Œ  при каждом p PŒ . Отсюда из свойства тран-
зитивности R  вытекает ( , )A B Rp Œ . Наконец, пользуясь дистрибу-
тивностью отношения R , имеем ( , )A B Rp

p
∪ Œ  и, еще раз – транзи-

тивностью R , получим ( , )A B RŒ .�
Лемма 7. Если R  – логическое отношение на полной решетке 

F  и пара ( , )A B  логически связана отношением R , то ( , )A B RŒ . 
Доказательство. Это утверждение автоматически вытекает 

из определения 1, леммы 6 и транзитивности логического отноше-
ния R .�  

Перейдем к доказательству существования логического замы-
кания.

Теорема 1. Для нетерового отношения R  на полной решетке 
F  логическое замыкание существует и представляет собой множес-
тво Ræ Æææ  всех упорядоченных пар A B, Œ F , логически связанных 
отношением R .

Доказательство. Очевидно, если A B   либо ( , )A B RŒ , то 
пара ( , )A B  дистрибутивно связана отношением R  (на основе мно-

3.1. Определение LP-структуры на полной решетке
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жества пар {( , )}A B ). Этот факт означает, что отношение Ræ Æææ  
содержит    и R . Из замечания 6 следует его дистрибутивность, 
а из замечания 4 – транзитивность. Таким образом, отношение 

Ræ Æææ  – логическое.
Покажем, что это наименьшее логическое отношение для 

R . Пусть R1  – любое другое логическое отношение, содер-
жащее R . Пусть также A BRæ Æææ . Тогда из R RÕ 1  следует 
A BR1æ Æææ . Отсюда по лемме 7 получаем, что ( , )A B RŒ 1 . Следо-
вательно, R Ræ Æææ Õ 1 .�

Таким образом, показано, что для нетерового бинарного отно-
шения на полной решетке логическое замыкание существует. Этот 
факт позволяет ввести понятие эквивалентных нетеровых отноше-
ний, что лежит в основе формальных преобразований и оптимиза-
ции продукционных баз знаний с бесконечными правилами.

3.2. Эквивалентные преобразования
В данном разделе рассмотрим вопросы эквивалентных преобра-

зований логических отношений на полных решетках. Такие преоб-
разования могут быть использованы для приведения базы знаний 
к каноническому виду, более удобному для исследования и практи-
ческой реализации. Для произвольных решеток соответствующие 
задачи были изучены в п. 2.4.

Два нетеровых отношения R1  и R2 , заданные на общей полной 
решетке F , называются логически эквивалентными (или, в кон-
тексте данной главы, просто эквивалентными), если их логические 
замыкания совпадают. Для таких отношений, как обычно, будем 
использовать обозначение R R1 2∼ .

Лемма 1. Пусть R  – нетерово отношение на решетке F  и 
A B t Tt

R
tæ Æææ Œ, . Тогда отношение ¢ =

Œ

R R A Bt t
t T

{( , )}∪  логически 

эквивалентно R . 
Доказательство. По определению любое логическое отношение 

является собственным логическим замыканием. Это утверждение в 
силу теоремы 3.1.11 справедливо и для отношения Ræ Æææ . Далее, 
из определения 3.1.32 следует, что для любых R R1 2Õ  справедливо 

R R1 2æ Æææ Õ æ Æææ . В данном случае по построению отношения ¢R  
выполнены включения R R RÕ ¢ Õ æ Æææ . Переходя к логическим 
замыканиям и учитывая отмеченное выше, получим, что отношения 
R  и ¢R  имеют общее логическое замыкание Ræ Æææ . �

1 Теорема 1 из п. 3.1.
2 Определение 3 из п. 3.1.
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Лемма 1 обосновывает такие эквивалентные преобразования от-
ношения, которые состоят в добавлении или исключении множества 
пар, логически связанных меньшим отношением.

Теорема 1. Пусть R R R R1 2 3 4, , ,  – нетеровы отношения на полной 
решетке. Если при этом R R1 2∼  и R R3 4∼ , то R R R R1 3 2 4∪ ∼ ∪ .

Доказательство. Согласно теореме 3.1.1, достаточно дока-
зать равенство R R R R1 3 2 4∪ ∪æ Ææææ = æ Ææææ . Пусть A BR R1 3∪æ Ææææ . Это 
означает, что существует цепочка �r B BAB m= ( ,..., )1 , логически со-
единяющая ( , )A B  посредством отношения R R1 3∪ . Для произ-
вольного k  (1 1£ £ +k m ) рассмотрим пару ( , )B Bk k-1  (для едино-
образия полагаем B A B Bm0 1= =+, ). По определению логической 
цепочки эта пара дистрибутивно связана отношением R R1 3∪ . Этот 
факт означает (определение 3.1.2), что существует множество пар 
{( , ), }A B p Pp

k
p
k Œ  таких, что A Bp

k
p
k=  либо ( , )A B R Rp

k
p
k Œ 1 3∪ , при-

чем  B A p Pk p
k

-   Œ1 ,  и B Bp
k

p P
k

Œ

 ∪ .

Если A Bp
k

p
k= , то пара ( , )A Bp

k
p
k  логически связана любым отно-

шением R . Пусть ( , )A B R Rp
k

p
k Œ 1 3∪ . Предположим для определен-

ности, что эта пара принадлежит R1 . Отсюда по условию теоремы 
(R R1 2∼ ) имеем A Bp

k R
p
k2æ Æææ . Таким образом, все пары ( , )A Bp

k
p
k  

логически связаны отношением R R2 4∪ . По лемме 3.1.5 получа-
ем, что и пара ( , )B Bk k-1  логически связана отношением R R2 4∪ . 
Поскольку k  – произвольное, то в силу транзитивности отношения 

R R2 4∪æ Ææææ  приходим к выводу, что и пара ( , )A B  логически связана 
отношением R R2 4∪ , то есть A BR R2 4∪æ Ææææ .

Таким образом, установлено включение R R R R1 3 2 4∪ ∪æ Ææææ Õ æ Ææææ . 
Обратное включение доказывается аналогично.�

Следствие 1. Пусть R R R1 2, ,  – нетеровы отношения на полной 
решетке. Если при этом R R1 2∼ ,  то R R R R1 2∪ ∼ ∪ .

Теорема 1 и следствие 1 обосновывают принцип локальности 
эквивалентных преобразований нетеровых отношений на полной ре-
шетке. Его суть в том, что заменив некоторую часть данного отно-
шения на эквивалентную, получим эквивалентное отношение. 

Теорема 2. Пусть R  – нетерово отношение на полной решет-
ке F . Пусть также {( , ) , }A B R t Tt t Œ Œ , причем при каждом t TŒ  
справедливо B Bt t

p

p Pt t

=
Œ
∪  – конечное или бесконечное объединение 

элементов B p P t Tt
p

tŒ Œ ŒF ( , ) . Тогда отношение ¢R , получен-
ное из R  заменой пар {( , ) , }A B R t Tt t Œ Œ  совокупностью всех пар 
{( , ), , }A B p P t Tt t

p
t Œ Œ , эквивалентно R .

3.2. Эквивалентные преобразования
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Доказательство. Введем обозначения R A B t Tt t1 = Œ{( , ), } , 
R A B p P t Tt t

p
t2 = Œ Œ{( , ), , }  и R R R- = \ 1 . Таким образом, 

R R R R R R= ¢ =- -∪ ∪1 2; . Рассмотрим логические замыкания 
R1æ Æææ  и R2æ Æææ  отношений R1  и R2  соответственно. Поскольку 

по определению R1æ Æææ  содержит отношение   , то в силу 
B B p P t Tt t

p
t  Œ Œ, ,  и своей транзитивности оно включает также 

R2 , то есть R R
2

1Õ æ Æææ . С другой стороны, отношение R2æ Æææ  из-
за дистрибутивности включает R1 . Таким образом, R1  и R2  как 
элементы решетки отношений удовлетворяют лемме 2.2.1. По этой 
лемме имеем R R1 2æ Æææ = æ Æææ , то есть отношения R1  и R2  эквива-
лентны. Применяя теперь к R R R1 2, , -  следствие 1, получим, что 
R R∼ ¢ . �

В качестве применения теоремы 2 рассмотрим частный слу-
чай – приведение отношения к каноническому виду. Отношение R  
на полной точечной решетке F  называется каноническим, если оно 
задано множеством пар вида ( , )A a , где A Œ F , a  – точка в F . 

Следствие 2. Согласно теореме 2, для любого нетерова отно-
шения на полной точечной решетке существует эквивалентное ему 
каноническое отношение.

3.3. Логическая редукция
В настоящем разделе исследуются возможности приведения не-

теровых отношений на полной решетке к минимальному эквива-
лентному виду. Доказана теорема о существовании минимальной 
LP-структуры и указан эффективный способ ее построения. Полу-
ченные результаты обосновывают возможности автоматической оп-
тимизации продукционных систем с бесконечными предпосылками 
и заключениями правил. Соответствующие вопросы для отношений 
на общих решетках рассматривались ранее в п. 2.5. 

Как обычно, логической редукцией данного нетерового отно-
шения R  на полной решетке будем называть эквивалентное ему 
отношение R0  с минимальным множеством пар. Как и ранее, ми-
нимальность здесь понимается в смысле частично упорядоченных 
множеств – из R0  невозможно исключить ни одной пары, не нару-
шив свойства эквивалентности. 

Попытаемся для случая полной решетки показать, что логичес-
кое замыкание данного нетерового отношения R  является тран-
зитивным замыканием некоторого другого отношения �R R  . По-
ложительный ответ на этот вопрос дает возможность разработки 
эффективных алгоритмов построения логического замыкания и 
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редукции, используя на определенном этапе алгоритмы транзитив-
ного замыкания и редукции.

Для нетерового бинарного отношения R  на полной решетке F  
рассмотрим отношение �R , построенное по R  последовательным 
выполнением следующих действий (шагов):

• добавить к R  все пары вида ( , )A A , где A Œ F  (рефлексивные 
пары), и обозначить новое отношение R1 ;

• добавить к R1  всевозможные пары ( , )A B  с элементами вида 
A A B Bt

t T
t

t T

= =
Œ Œ
∪ ∪, , где все ( , )A Bt t  ( t TŒ ) принадлежат R1 ;

• объединить полученное отношение с отношением включе-
ния   .

Лемма 1. Отношение �R  логически эквивалентно R . 
Доказательство. На каждом указанном выше шаге к исход-

ному отношению добавляются логически связанные пары. Действи-
тельно, связь пар, добавляемых на первом и третьем шагах, триви-
альна. Из леммы 3.1.4 также следует, что при  ( , ) ,A B R t Tt t Œ Œ1  
справедливо A Bt

t T

R
t

t TŒ Œ

æ Æææ∪ ∪1 . Таким образом, эквивалентность 

нового отношения �R  получается на основе условия леммы 3.2.1. �
Теорема 1. Для нетерового отношения R  на полной решетке 

F  логическое замыкание представляет собой транзитивное замыка-
ние �R*  соответствующего отношения �R . 

Доказательство. По теореме 3.1.1 логическое замыкание R  
совпадает с отношением Ræ Æææ .

Покажем вначале, что �R RÕ æ Æææ . Пусть ( , )A B RŒ � . Если при 
этом A B   либо ( , )A B RŒ , то по определению A BRæ Æææ . Оста-
ется случай, когда A A B Bt

t T
t

t T

= =
Œ Œ
∪ ∪, , где каждая из пар ( , )A Bt t  

содержится в R RÕ æ Æææ  либо рефлексивна и поэтому также при-
надлежит Ræ Æææ . В этом случае по лемме 3.1.4 заключаем, что 
A BRæ Æææ . 

Таким образом, �R RÕ æ Æææ . Поскольку транзитивное замыка-
ние �R*  – наименьшее транзитивное отношение, содержащее �R , и 

Ræ Æææ  также транзитивно, то имеем включение �R R* Õ æ Æææ .
Докажем теперь обратное включение. Предположим, что 

A BRæ Æææ . Тогда по определению существует логическая цепоч-
ка �r B BAB m= ( ,..., )1 , соединяющая ( , )A B . Для произвольного k  
(1 1£ £ +k m ) рассмотрим пару ( , )B Bk k-1  (для единообразия полага-
ем B A B Bm0 1= =+, ). По определению логической цепочки эта пара 
дистрибутивно связана отношением R . Этот факт означает (см. 

3.3. Логическая редукция
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определение 3.1.2), что существует множество пар {( , ), }A B p Pp
k

p
k Œ  

таких, что A Bp
k

p
k=  либо ( , )A B Rp

k
p
k Œ , причем  B A p Pk p

k
-   Œ1 ,  

и B Bp
k

p
k∪   . Обозначим � ∪A Ak p

k

p

=  и � ∪B Bk p
k

p

= . Тогда по пос-

троению отношения �R  имеем ( , )� � �A B Rk k Œ . Так как �R  содержит 
отношение включения   , то справедливо также ( , )B A Rk k- Œ1

� �  и 
( , )� �B B Rk k Œ . Таким образом, пары ( , ),( , ),( , )B A A B B Bk k k k k k-1

� � � �  при-
надлежат �R . Этими тремя парами заменим в цепочке �rAB  пару 
( , )B Bk k-1 . Таким образом поступим для всех 1 1£ £ +k m . В ре-
зультате получим из �rAB  транзитивную цепочку в �R , соединяющую 
( , )A B . Следовательно, по лемме 2.2.3 имеем ( , ) *A B RŒ � .�

Следствие 1. Для любой связи A BRæ Æææ  элементы соответс-
твующей логической цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1  могут быть подобра-
ны специальным образом: каждая пара ( , )B B Rk k- Œ1

� , причем спра-
ведливо B Bk k- …1  либо B Ak p

k

p P
-

Œ

=1 ∪  и B Bk p
k

p P

=
Œ
∪ , где A Bp

k
p
k=  или 

( , )A B Rp
k

p
k Œ  (здесь 1 1£ £ +k m , B A B Bm0 1= =+, ). Данный факт 

был попутно установлен при доказательстве второй части теоре-
мы 1.�

Следствие 2. Если R R1 2Õ , то R R1 2æ Æææ Õ æ Æææ . 
Доказательство. Во-первых, из описания процесса построения 

�R  легко заметить, что если R R1 2Õ , то � �R R1 2Õ . Далее, из свойств 
транзитивного замыкания (замечание 2.2.1) имеем � �R R1 2

* *Õ , что в 
силу теоремы 1 и означает доказываемый факт. �

Переходим непосредственно к вопросу о существовании и пост-
роении логической редукции отношений рассматриваемого класса.

Лемма 2. Пусть R  – нетерово отношение на полной решетке 
F . Для того, чтобы R  являлось логической редукцией, необходимо 
и достаточно, чтобы R  не содержало ни одной такой пары ( , )A B , 
для которой выполнено соотношение A BR A B\{( , )}æ Æææææ . 

Доказательство. Пусть отношение R  представляет собой ло-
гическую редукцию, то есть является минимальным логически эк-
вивалентным себе отношением. Если бы при этом в R  существовала 
пара A BR A B\{( , )}æ Æææææ , то в силу леммы 3.2.1 ее можно было бы 
исключить, получив при этом меньшее эквивалентное отношение, 
что невозможно по условию леммы.

Для доказательства обратного утверждения предположим, что 
не существует ни одной пары ( , )A B RŒ , для которой справедливо 
A BR A B\{( , )}æ Æææææ . Необходимо доказать, что в этом случае R  есть 
логическая редукция. Предположим противное – пусть существу-
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ет отношение R R0 Ã , эквивалентное R , и ( , ) \A B R RŒ 0 . Тогда 
в силу эквивалентности R R∼ 0  справедливо A BR0æ Æææ . Так как 
отношение R0  не содержит пару ( , )A B , то R R A B0 Õ \ {( , )} , и ло-
гическая связь A BR0æ Æææ  противоречит сделанному предположе-
нию о том, что таких пар ( , )A B  в R  нет. Полученное противоречие 
доказывает требуемое утверждение. �

Для нетерового отношения R  на полной решетке рассмотрим 
отношение 

�
R , построенное по данному R  последовательным вы-

полнением шагов, обратных построению �R , а именно:
• исключить из R  содержащиеся в нем пары вида A B…  и 

обозначить новое отношение R-1 ;
• исключить из R-1  всевозможные пары ( , )A B  с элементами 

вида A A B Bt
t T

t
t T

= =
Œ Œ
∪ ∪, , где все ( , )A Bt t  ( t TŒ ) принадлежат R-1  

и не совпадают с ( , )A B ;
• исключить из полученного отношения все рефлексивные 

пары.
Лемма 3. Отношение 

�
R  логически эквивалентно R . 

Доказательство аналогично доказательству леммы 2. �  
Как и в случае отношений на общих решетках (глава 2), пос-

кольку решетка ациклична, удаление всех указанных выше «объ-
единенных» пар ( , )A B  приводит к одному и тому же результату не-
зависимо от порядка удаления. По этой причине можно утверждать 
о возможности одновременного удаления всех таких пар.

Следующая теорема указывает достаточное условие существо-
вания и способ построения логической редукции данного отноше-
ния.

Теорема 2. Пусть для нетерового отношения R , заданного на 
полной решетке F , построено соответствующее отношение �R . Тог-
да, если для �R  существует транзитивная редукция R0 , то соответс-
твующее ей отношение 

�
R0  представляет собой логическую редук-

цию исходного отношения R .
Доказательство. Из лемм 1, 3, а также леммы 3.2.1, следует, 

что указанное в теореме отношение 
�
R0  логически эквивалентно R . 

Осталось показать, что 
�
R0  является логической редукцией. Для 

этого достаточно проверить выполнение для 
�
R0  условия леммы 2. 

Предположим противное, что для некоторой пары ( , )A B RŒ
�

0  
имеет место A BR A B

�
0 \{( , )}æ Æææææ . Обозначим R R A B0

0=
�

\ {( , )}  и 
рассмотрим соответствующую этой связи логическую цепочку �r B B RAB m= Œ( ,..., )1 0 . Согласно следствию 1, эта цепочка может 
быть составлена таким образом, что каждая пара ( , )B B Rk k- Œ1 0

� , 

3.3. Логическая редукция
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причем справедливо B Bk k- …1  либо B Ak p
k

p P
-

Œ

=1 ∪  и B Bk p
k

p P

=
Œ
∪ , где 

A Bp
k

p
k=  или ( , )A B Rp

k
p
k Œ 0  (1 1£ £ +k m , B A B Bm0 1= =+, ). В на-

шем случае, поскольку отношение 
�
R0  вложено в транзитивную ре-

дукцию отношения �R , оно не может содержать транзитивной в 
� �R R0 Õ  пары ( , )A B . Это означает, что в рассматриваемой логичес-

кой цепочке m = 0  и для пары ( , )A B  остаются варианты A B…  
либо A Ap

p P

=
Œ

1∪  и B Bp
p P

=
Œ

1∪ , где A Bp p
1 1=  или ( , )A B Rp p

1 1
0Œ . Пос-

кольку процесс построения отношения 
�
R0  исключает также вло-

женные (A B… ) и объединенные (A Ap
p P

=
Œ

1∪  и B Bp
p P

=
Œ

1∪ ) пары, то 

остается лишь вариант «унарного» объединения, когда A B=  либо 
( , )A B RŒ 0 . Наконец, замечаем, что рефлексивных пар (A B= ) так-
же нет в 

�
R0  по построению, а пары ( , )A B  нет в R R A B0

0=
�

\ {( , )} . 
С учетом изложенного выше, приходим к заключению, что вы-

вод A BR A B
�

0 \{( , )}æ Æææææ  невозможен, и, таким образом, отношение 
�
R0  

является логической редукцией R . �
Заметим, что, как и в главе 2 (п.2.5), в данном разделе требо-

вание существования транзитивной редукции отношения �R  может 
оказаться избыточным для существования логической редукции ис-
ходного отношения R . При конечном множестве R  из него можно 
последовательно удалить «лишние» пары, получив в результате ло-
гическую редукцию. Если же решетка F  бесконечна, то, объединяя 
R  с отношением   , можно построить не имеющее транзитивной 
редукции отношение �R . Для усиления теоремы 2 в LP-структуре 
можно использовать вместо    отношение вида  R , содержащее 
лишь необходимое для получения логической редукции R  подмно-
жество   . Оставим эту идею в качестве рекомендации для конк-
ретных приложений.

Заметим также, что бесконечность рассматриваемых множеств 
правил не означает на практике хранение бесконечного количества 
данных. Можно реализовать эффективные функции, реализующие 
правила продукционной системы с переменными и возвращающие 
псевдо-бесконечные наборы пар при повторных вызовах. Существу-
ет также возможность реализовать механизмы проверок того, от-
носится ли заданная пара к теоретически добавляемым, например, 
при построении отношения �R .
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3.4. Логические уравнения на полных решетках
В настоящем разделе рассматривается класс продукционно-

логических уравнений, определяемый LP-структурами на полных 
решетках с нетеровыми отношениями. Как и в п.2.6, исследуются 
вопросы о разрешимости, о количестве решений, а также методы 
решения этих уравнений. Нахождение решения продукционно-логи-
ческого уравнения эквивалентно обратному логическому выводу в 
системе с бесконечными предпосылками и заключениями правил.

Вначале напомним несколько понятий, которые в данном разде-
ле будут относиться к нетеровым отношениям на полной решетке.

Пусть дано нетерово отношение R  на полной решетке F . Тогда 
запись A BRæ Æææ  означает, что B  является образом A , а A  – 
прообразом B  при отношении Ræ Æææ . В этом контексте будем ис-
пользовать обозначение R A B( ) = .

Для данного B Œ F  минимальным прообразом при отношении 
Ræ Æææ  называется такой элемент A Œ F , что A BRæ Æææ  и A  яв-

ляется минимальным, а именно – не содержит никакого другого 
A1 Œ F , для которого A BR

1 æ Æææ . 
В оставшейся части текущего раздела рассматриваются лишь 

полные точечные решетки и заданные на них нетеровы отноше-
ния.

Определение 1. Точка x  решетки F  называется начальной 
при отношении R , если в R  нет ни одной такой пары ( , )A B , что x  
содержится в B  и не содержится в A . Элемент X  точечной решет-
ки F  называется начальным, если все его точки являются началь-
ными (при отношении R ). Подмножество F0( )R  (будем обозначать 
F0 , если это не вызовет неоднозначностей) точечной решетки F , 
состоящее из всех начальных элементов F , называется начальным 
множеством решетки F  (при отношении R ).

Начальное множество F0  образует подрешетку в F .
Рассматривается уравнение

 R X B( ) = , (1)

где B Œ F  – заданный элемент, X Œ F  – неизвестный. 
Определение 2. Частным решением X  уравнения (1) назы-

вается любой минимальный прообраз элемента B , содержащийся 
в F0 . Приближенным (частным) решением X  уравнения (1) назы-
вается любой прообраз элемента B , содержащийся в F0 . Общим 
решением уравнения (1) называется совокупность всех его частных 
решений { },X s Ss Œ .

3.4. Логические уравнения на полных решетках
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По определению точное решение является и приближенным. 
Очевидно, в полной решетке приближенное решение всегда содер-
жит хотя бы одно точное решение.

Уравнения вида (1) будем называть продукционно-логическими 
(в рамках данной главы – просто логическими) уравнениями на 
полных решетках. 

Аналогично методологии, представленной в главе 2, рассмотрим 
вопрос о возможности «расщепления» уравнения (1) на некоторое 
множество уравнений с более простыми правыми частями.

Лемма 1. Пусть Xp  – частное решение уравнения вида (1) с 
правой частью Bp , p PŒ . Тогда элемент Xp

p PŒ
∪  является прибли-

женным решением уравнения 

 R X Bp
p P

( ) =
Œ
∪  (2)

Доказательство. При сформулированном условии непосред-
ственно из леммы 3.1.4 следует логическая связь  X Bp

p P

R
p

p PŒ Œ

æ Æææ∪ ∪ , 

что и означает справедливость доказываемого утверждения. �
Теорема 1. Пусть дано нетерово отношение R  на полной ре-

шетке F . Пусть также { , }X s Sp
s

p p
p Œ  – общее решение уравнения 

вида (1) с правой частью Bp , p PŒ . Тогда общее решение урав-
нения (2) представляет собой множество всех элементов вида 

X s Sp
s

p P
p p

p

Œ

Œ∪ , , из которого исключены  элементы, содержащие 

другие элементы этого же множества.
Доказательство. По утверждению леммы 1, каждый элемент 
X s Sp

s

p P
p p

p

Œ

Œ∪ ,  является прообразом элемента Bp
p PŒ
∪ , то есть содер-

жит хотя бы одно частное решение уравнения (2). Покажем теперь, 
что это уравнение не имеет частных решений, отличных от вида 

Xp
s

p P

p

Œ
∪ . Предположим противное – пусть некоторый Z Œ F0 , явля-

ясь частным решением (2), не совпадает ни с одним элементом вида 
Xp

s

p P

p

Œ
∪ . При этом Z  не может также содержать ни одного элемента 

вида Xp
s

p P

p

Œ
∪ , иначе он был бы приближенным, но не частным реше-

нием, которое по определению минимально. Отсюда следует, что Z  
хотя бы при одном некотором p0  не содержит ни одного элемента 
множества { , }X s Sp

s
p0 0

Œ .
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С другой стороны, поскольку Z BR
p

p P

æ Æææ
Œ
∪ , то Z B p PR

pæ Æææ Œ, , 

то есть Z  содержит хотя бы по одному частному решению урав-
нений с правой частью B p Pp , Œ , включая и Bp0

. Поскольку все 
частные решения при правой части Bp0

 содержатся в множестве 
{ , }X s Sp

s
p0 0

Œ  (по условию – это общее решение), то Z  обязательно 
содержит хотя бы один элемент этого множества. 

Таким образом, получено противоречие, которое опровергает 
сделанное выше предположение о том, что уравнение (2) имеет ре-
шение Z , отличное от вида Xp

s

p PŒ
∪ . �

Рассмотрим методы решения логических уравнений вида (1).
Далее в настоящем разделе будем предполагать, что R  являет-

ся каноническим нетеровым отношением на полной точечной решет-
ке F , не содержащим пар отношения   . Соответственно, правая 
часть B  уравнения (1) представляет собой объединение ее точек.

Подобно используемому в главе 2, введем структурное рассло-
ение исходного отношения R  на виртуальные слои (частичные от-
ношения) { | }R t Tt Œ . Для этого предварительно разобьем R  на 
непересекающиеся подмножества, каждое из которых образовано 
парами вида ( , )A xp  с одним и тем же точечным элементом xp  в 
качестве правой части. Такое разбиение возможно, поскольку R  
является каноническим. Обозначим эти подмножества Rp , что со-
ответственно их элементу x p Pp , Œ .

Определение 3. Слоем Rt  в нетеровом отношении R  на 
полной точечной решетке называется подмножество отношения 
R , образованное парами, взятыми по одной из каждого непустого 
R p Pp , Œ .

Замечание 1. Два слоя, отличающиеся хотя бы одной парой, 
считаются различными.

Замечание 2. Каждый слой содержит максимально возможное 
подмножество пар из R  с уникальными правыми частями. Добав-
ление к слою еще одной пары нарушило бы это условие.

Замечание 3. Любое подмножество пар в R  с уникальными 
правыми частями принадлежит некоторому слою. 

Замечание 4. В общем случае слои имеют непустые пересече-
ния. Объединение всех слоев равно R .

Общее количество (кардинальное число) слоев определяется 
выражением Np

p PŒ
’ , где Np  – кардинальное число подмножества  

пар отношения R  с правой частью xp . 

3.4. Логические уравнения на полных решетках



106      Глава 3. LP-структуры на полных решетках

Будем констатировать, что логическая цепочка �rAB  принадле-
жит в R  некоторому слою Rt , если все нерефлексивные пары, оп-
ределяющие логическую связь A BRæ Æææ  (нерефлексивные пары, 
содержащиеся в элементах соответствующего вектора вывода), со-
держатся в одном и том же слое Rt .

Лемма 2. Если A BRæ Æææ , то существует логическая цепочка �rAB , принадлежащая в R  некоторому слою Rt .
Утверждение этой леммы непосредственно вытекает из лем-

мы 3.1.2 и замечания 3. �
Следствие 1. Логическое замыкание канонического нетерового 

отношения R  на полной точечной решетке F  равно объединению 
логических замыканий его слоев, то есть R R

t T

tæ Æææ = æ Æææ
Œ
∪ .

Доказательство. Поскольку R Rt Õ , то согласно следствию 
3.3.2 имеем R Rt t Tæ Æææ Õ æ Æææ " Œ( ) . Обратно, если A BRæ Æææ , 
то по лемме 2 справедливо A BRtæ Æææ  при некотором t TŒ . Сле-
довательно, ( , )A B R

t T

tŒ æ Æææ
Œ
∪ . �

Будем считать, что решение X  уравнения (1)  (точное или 
приближенное) порождается в R  некоторым слоем Rt , если 
X BRtæ Æææ .

Замечание 5. Согласно лемме 2 и следствию 1, любое частное 
решение уравнения (1) порождается в R  некоторым слоем Rt . 

Замечание 6. Из следствия 1 вытекает, что для нахождения  
решения уравнения (1) в некотором слое Rt  достаточно вместо (1) 
решить аналогичное уравнение с отношением Rt . 

Последние замечания не гарантируют, что два различных слоя 
не могут порождать одного и того же решения. Кроме того, могут 
существовать слои, дающие частное решение для Rt , но прибли-
женное для R . Некоторые слои могут вообще не давать решений. 
Однако, справедливо утверждение о том, что один слой не может 
порождать более одного точного решения. Чтобы установить этот 
факт, вначале докажем вспомогательные утверждения.

Лемма 3. Если X  – частное решение уравнения (1), то су-
ществует соответствующий паре X BRæ Æææ  вектор вывода 

�
VXB , 

имеющий вид 

 

�
V C C A b C C A bAB p p p p= ({( , ),( , )},{( , ),( , )},...,, , , ,1 1 1 1 2 2 2 21 1 2 2

{{( , ),( , )} ,, ,C C A bm m p m p mm m+ + + ++ + )1 1 1 11 1

 (3)

где каждый элемент с номером k  ( )1 1£ £ +k m  образован од-
ной рефлексивной парой ( , )C Ck k  и непустым множеством пар 
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{( , ) | }, ,A b p Pp k p k k kk k
Œ . При этом bp kk ,  – попарно различные точки F  

( ; )p P k mk kŒ £ £ +1 1 ;

 X A Cp
p P

=
Œ

1

1 1

1 1, ∪∪ ; (4)

 B b Cp m m
p P

m

m m

=
+

+ +

+ +
Œ

1

1 1

1 1, ∪∪ ; (5)

 b C A C k mp k k
p P

p k k
p P

k

k k

k

k k

, , ( )∪ ∪∪ ∪
Œ

+ +
Œ

= £ £
+

+ +

1

1 1

1 1 1 ; (6)

Заметим, что вектор (3) является также каноническим в смысле 
определения 3.1.4.

Доказательство. Опишем, как может быть получен вектор (3).
Вначале, согласно замечанию 5, построим для пары ( , )X B  

обычный канонический вектор вывода (вида (3.1.2)), образованный 
парами некоторого слоя Rt  и рефлексивными парами элементов 
F . Затем в каждом элементе вектора (множестве пар) заменим все 
рефлексивные пары единственной рефлексивной парой, содержа-
щей их объединение (объединяются отдельно левые и правые час-
ти). Поскольку рассматриваются точечная решетка F  и канони-
ческое отношение R , то полученный вектор имеет вид (3). Для 
доказательства леммы осталось добиться выполнения условий (4)–
(6), которые представляют собой усиленный вариант соотношений 
(3.1.3)–(3.1.4). 

Условие (4) выполняется сразу в силу минимальности X , ко-
торый по условию леммы является частным решением (см. также 
соотношение вида (3.1.3) при k = 1 ). Для доказательства соотноше-
ний (5)–(6) будем последовательно просматривать элементы векто-
ра (3) справа налево. Вначале положим k m= + 1 , B Bk = .

Исключим из k -го множества пары вида ( , )A b  такие, что b Bkœ . 
Исключим такие же элементы b  и из обеих частей рефлексивной 
пары этого множества. Очевидно, что условия вида (3.1.3)–(3.1.4) 
при этом не нарушатся, однако будет выполнено еще одно из усло-
вий (5)–(6) (при данном значении k ). Далее, переходя к очередному 
элементу вектора (множеству пар, справа налево), уменьшим k  на 
единицу и положим B A Ck p k k

p P
k

k k

=
+

+ +

+ +
Œ

1

1 1

1 1, ∪∪ . 

Описанную в последнем абзаце процедуру проведем для всех 
элементов вектора вывода. Таким образом получим искомый век-
тор 

�
VXB . �
Замечание 7. Согласно замечаниям 5–6, утверждение леммы 

остается верным, если в ее условии отношение R  заменить на Rt .

3.4. Логические уравнения на полных решетках
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Лемма 4. Если для некоторых X X1 2 0, Œ F  и B Œ F  построены 
векторы вывода 

�
VX B1

 и 
�

VX B2
 вида (3), все нерефлексивные пары ко-

торых содержатся в одном и том же слое Rt , то X X1 2= .
Доказательство. Предположим противное, что X X1 2π . 

Пусть, для определенности, существует точка a X0 1Œ  и a X0 2œ . 
Рассмотрим вначале вектор 

�
VX B1

. Будем просматривать его элемен-
ты слева направо и при этом строить некоторую специальную пос-
ледовательность нерефлексивных пар.

Согласно условию (4), точка a0 , как и любая точка элемента 
X1 , содержится в левой части хотя бы одной пары первого эле-
мента вектора. Если существует такая нерефлексивная пара 
( , )A a1 1  (a A0 1Œ ), то добавим эту пару к формируемой последова-
тельности и, двигаясь в векторе вправо, будем искать аналогич-
ную пару для a1 . Если же это ( , )C C1 1 , то по условию (6) a0  ана-
логично перейдет в следующий элемент вектора. Пройдя весь 
вектор, получим конечную последовательность нерефлексивных 
пар отношения R  (возможно, пустую) {( , ) | ,..., }A a i ni i = 1 , причем 
a A a i ni i iŒ œ £ £+1 0 0, ( )F , A Bn+ =1 . Если эта последовательность 
окажется пустой (n = 0 ), то будем иметь a B0 Œ . 

Рассмотрим теперь вектор 
�

VX B2
. Его элементы будем просмат-

ривать справа налево, пытаясь в этом векторе выделить постро-
енную выше последовательность {( , )}A ai i . Поскольку a Bn Œ , то 
в силу (5) точка an  содержится в правой части по крайней мере 
одной пары последнего элемента вектора 

�
VX B2

. Если существует та-
кая нерефлексивная пара, то это может быть лишь ( , )A an n , так как 
слой Rt  не может содержать двух пар с общей правой частью an . 
В этом случае переходим в предыдущий элемент вектора с новой 
отправной точкой a An n- Œ1  – правой частью предыдущего элемента 
последовательности. Если же это ( , )C Cm m+ +1 1 , то по условию (6) 
в предыдущий столбец аналогично переходит an . Таким образом 
будем продвигаться справа налево в векторе 

�
VX B2

 и в последова-
тельности { , }A ai i .

Этот процесс может завершиться в одном из трех случаев. Если 
элементы вектора 

�
VX B2

 закончатся одновременно с последователь-
ностью, то получим a X0 2Œ , что будет противоречить первоначаль-
ному предположению о том, что a X0 2œ  (см. начало доказатель ства). 
Если же элементы вектора закончатся раньше, чем исчерпается пос-
ледовательность, то в этом случае соотношение a X ii Œ >2 0,  будет 
противоречить тому, что ai œ F0 , так как по условию X2  целиком 
состоит из начальных точек, а ai  таковой не является. Наконец, 
в последнем варианте, когда последовательность закончится рань-
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ше элементов вектора, в векторе 
�

VX B2
 окажется пара вида ( , )A a0 0 . 

Этот факт противоречит тому, что a0  – начальная точка. Итак, в 
каждом возможном случае приходим к противоречию, что и дока-
зывает лемму. �

Следствие 2. Один слой Rt  не может содержать двух различ-
ных частных решений уравнения (1).

Доказательство. Предположим, что существуют два решения. 
Тогда по лемме 3 и замечанию 7 для этих решений существуют век-
торы вывода (3), нерефлексивные пары которых принадлежат Rt . 
Отсюда по лемме 4 получаем, что эти решения совпадают. �

Объединяя полученные результаты, можно сформулировать 
следующее утверждение.

Теорема 2. Для нахождения общего решения уравнения (1) 
достаточно найти частное решение Xt  в каждом слое Rt , если оно 
существует, после чего из полученного множества решений исклю-
чить элементы, содержащие другие элементы этого же множества.

Утверждение теоремы сразу следует из замечания 5 и леммы 4. �
Следствие 3. Количество частных решений уравнения (1) оце-

нивается сверху выражением Np
p PŒ
’ , где Np  – кардинальное число 

подмножества  пар отношения R  с правой частью xp , а P  опреде-
ляет все такие подмножества (см. замечание 4). �

Теорема 2 и замечание 6 позволяют свести решение уравнения 
(1) к задаче нахождения частного решения уравнения
 R X Bt( ) = , (7)
где B  – неначальный элемент решетки F , Rt  – произвольный 
слой в R . 

Согласно следствию 2, отношение, обратное к Rtæ Æææ , является 
однозначным отображением ft : F FÆ  с некоторой областью опре-
деления D ft( ) Õ F . Рассмотрим некоторые его свойства.

Лемма 5. Отображение ft  является полным ∪ -гомоморфиз-
мом, то есть f B f B B D f p Pt p

p P
t p

p P
p t( ) ( ), ( ),

Œ Œ

= " Œ Œ∪ ∪ .

Доказательство. Пусть 
�

V p PX Bp p
, Œ  – канонические векторы 

вывода вида (3) соответственно для связей X B p Pp
R

p
tæ Æææ Œ, . На 

начальном этапе каждый вектор, имеющий не самую большую дли-
ну, дополним справа повторяющимся  элементом – множеством, со-
стоящим из единственной рефлексивной пары, сформированной на 
основе объединения правых частей всех пар его последнего элемен-
та. Объединим полученные векторы описанным далее способом. 

3.4. Логические уравнения на полных решетках
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Будем строить последовательно слева направо результирую-
щий канонический вектор вывода 

�
V . Очередную компоненту 

�
V  

получим как объединение всех соответствующих по номеру ком-
понент векторов 

�
V p PX Bp p

, Œ  (рефлексивные пары совмещаются). 
Как и при доказательстве леммы 3.1.4, условия (3.1.3)–(3.1.4) для �
V  окажутся выполненными. После добавления к 

�
V  каждой компо-

ненты будем производить его «чистку» аналогично доказательству 
леммы 3.1.2 (см. также доказательство леммы 3.1.3) с тем, чтобы 
он оставался каноническим. В силу нетеровости отношения R , про-
цесс увеличения длины вектора 

�
V  рано или поздно завершится. 

Аналогично доказательству леммы 3.1.4, полученный вектор будет 
осуществлять вывод X Bp

p P

R
p

p PŒ Œ

æ Æææ∪ ∪ .

Затем в новом векторе исключим лишние нерефлексивные пары 
подобно тому, как это описано в доказательстве леммы 4. В резуль-
тате получим вектор 

�
VX B12 12

, который является вектором вида (3) 
для пары ( , )X Bp

p P
p

p PŒ Œ
∪ ∪ . �

Следствие 4. Отображение ft  является изотонным, то есть 
если B B1 2  , то f B f Bt t( ) ( )1 2  . �  

Таким образом, основываясь на лемме 5, для решения уравне-
ния (7) достаточно решить уравнение с каждой точкой элемента B  
в качестве правой части. В развитие этой идеи рассмотрим задачу 
нахождения частного решения следующего уравнения:
 R X bt( ) = , (8)
где b  – неначальная точка полной решетки F , Rt  – произвольный 
слой в R . 

Рассмотрим методы решения этой задачи. Покажем, что она эк-
вивалентна задаче на ориентированном графе (возможно, бесконеч-
ном, но с конечной высотой) перечисления всех входных вершин, из 
которых достижима данная вершина.

Вначале построим такой граф GRt
. Каждой точке решетки F , 

участвующей в отношении R , сопоставим вершину графа. Далее для 
каждой пары ( , )A a  рассматриваемого слоя Rt  построим дуги, веду-
щие из всех вершин, соответствующих точкам A , в вершину, соот-
ветствующую данной a . Для краткости будем отождествлять точки 
решетки F  и соответствующие им вершины в графе. Конечность вы-
соты графа обеспечивается свойством нетеровости отношения R .

В полученном графе GRt
 выберем вершину b . Рассмотрим под-

граф G GR b Rt t, Õ , содержащий все вершины, из которых достижима 
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вершина b  (включая саму b ), и все дуги, соединяющие такие вер-
шины.

Лемма 6. Если подграф GR bt ,
 не содержит ориентированных 

циклов, то множество всех его входных вершин (не имеющих входя-
щих дуг) соответствует частному решению уравнения (8).

Доказательство. Предположим вначале, что граф GR bt ,
 ацик-

лический. Покажем, как по нему построить соответствующий век-
тор 

�
VXb  вида (3). Построение проведем по индукции по компонен-

там вектора, справа налево.
Последний компонент (множество пар) вектора сформи-

руем из единственной пары – ( , )A b Rm t+ Œ1 , где элемент Am+1  
состоит из всех точек, непосредственно связанных дугами с 
вершиной b . Очевидно, условие (5) при этом выполнено. Пред-
положим теперь, что построен очередной элемент вектора с па-
рами ( , ), ,A b Rp k p k tk k

Œ , bp kk ,  – попарно различные точки F  ( )p Pk kŒ  
и ( , )C Ck k , C k mk Œ < £ +F ( )1 1 , причем выполнены условия (5)–
(6). Тогда для каждой точки a  каждого элемента Ap kk ,  найдем 
все вершины графа, дуги из которых входят в a . Сформируем 
из этих вершин (в виде объединения) элемент A Œ F  и поместим 
пару ( , )A a RtŒ  в следующий элемент вектора (с номером k - 1 ). 
Если же точка a Ap kk

Œ ,  окажется начальной (соответствует вход-
ной вершине графа), то добавим ее к рефлексивной паре старого 
элемента вектора. Это означает, что в новый элемент вместо пары 
( , )C Ck k  войдет пара вида ( , )C a C ak k∪ ∪ . По построению нового 
элемента условие (6) окажется выполненным. Так как граф не со-
держит циклов и имеет конечную высоту, то через конечное число 
шагов окажется, что все точки левых частей нерефлексивных пар 
очередного элемента окажутся начальными. На этом процесс пос-
троения вектора 

�
VXb  заканчивается.

Поскольку таким способом будут пройдены все дуги графа 
GR bt ,

, то можно утверждать, что объединение X  левых частей пар 
первого элемента вектора состоит из всех начальных точек, соот-
ветствующих входным вершинам графа GR bt ,

. С другой стороны, 
X  – решение уравнения (8). По лемме 4 оно является точным ре-
шением. �

Замечание 8. Описанный в доказательстве процесс построения 
вектора 

�
VXb  напоминает процедуру обхода всех вершин графа GR bt ,

. 
Однако такой процесс не полностью соответствует ей, поскольку не-
которые точки (вершины) могут обрабатываться более одного раза. 
Он приведен для доказательства леммы и носит теоретический ха-
рактер. 

3.4. Логические уравнения на полных решетках
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Лемма 7. Если X  – решение уравнения (8), то в любом его 
каноническом векторе вывода 

�
VXb  вида (3) содержатся точки, соот-

ветствующие всем вершинам графа GR bt ,
.

Доказательство. Предположим противное, а именно – что для 
некоторой вершины y0  графа GR bt ,

 соответствующая точка y0  не 
содержится ни в одной паре  вектора 

�
VXb . По построению графа 

существует путь y yn1 1,..., -  из вершины y  в вершину b  (можно счи-
тать b yn= ). Подобно доказательству леммы 4, будем просматри-
вать элементы вектора 

�
VXb  справа налево, пытаясь выделить в ней 

указанную выше последовательность { }yi . Положим i n= .   
По условию (6) (при i n=  – (5)) yi  содержится в правой части 

пары очередного (при i n=  – последнего) элемента вектора 
�

VXb . 
Если существует такая нерефлексивная пара ( , )Y yi i  (при i n=  это 
именно так),  то в этом случае переходим в предыдущий элемент 
вектора с новой отправной точкой y Yi i- Œ1  (эта принадлежность 
верна, так как Yi  содержит все вершины, предшествующие yi , в 
том числе и yi-1 ). Если же это ( , )C Ck ki i

, то по условию (6) в преды-
дущий элемент аналогично переходит yi . Продолжая этот процесс, 
будем продвигаться справа налево в векторе и в последовательнос-
ти { }yi .

Как и ранее, рассмотрим возможные варианты завершения про-
цесса. Если последовательность закончится ранее элементов век-
тора или одновременно с ними, то получим, что y0  содержится 
в векторе, что будет противоречить сделанному в начале доказа-
тельства предположению. Если же элементы вектора закончатся 
раньше, чем  исчерпается последовательность, то тогда соотноше-
ние y X ii Œ >, 0  будет противоречить тому, что yi œ F0 , так как 
по определению X  целиком состоит из начальных точек. Таким 
образом, в обоих возможных случаях приходим к противоречию, 
что и доказывает лемму. �

Лемма 8. Если в графе GR bt ,
 есть ориентированный цикл, то 

уравнение (8) не имеет решений.
Доказательство. Предположим противное – пусть существует 

решение X  уравнения (8). Тогда построим соответствующий ему 
канонический вектор вывода 

�
VXb  вида (3). Пусть y  – некоторая 

вершина графа GR bt ,
, содержащаяся в его цикле. По предыдущей 

лемме в векторе 
�

VXb  существует пара, в  левой или правой части 
которой присутствует соответствующая точка y .

Предположим для определенности, что в элементе вектора с но-
мером k  находится пара, содержащая в своей правой части точку y  
(вариант нахождения y  в левой части некоторой пары с помощью 



113

условия (6) сводится к случаю правой части). Если это ( , )C Ck k , то 
согласно (6)  получим, что и в элементе с номером k - 1  присутс-
твует пара с точкой y  в правой части. Если же это нерефлексив-
ная пара ( , )Y y , то рассмотрим вершину y1 , предшествующую y  в 
цикле графа. Соответственно имеем y Y1 Œ , поскольку Y  содержит 
все вершины графа, непосредственно предшествующие y . В силу 
свойства (6), в k - 1  элементе вектора 

�
VXb  содержится пара, содер-

жащая в правой части y1 .
Таким образом, за один шаг перемещаемся в векторе на один 

элемент влево, а в графе – не более чем на одну вершину назад в 
цикле. Продолжая этот процесс, через конечное число шагов (учи-
тывая еще и условие (4)) выйдем из первого элемента в векторе. Это 
будет означать, что очередная рассматриваемая точка yi  окажется 
в X , но в графе вершина yi  останется в том же цикле. Таким об-
разом, приходим к противоречию, так как в X  содержатся только 
начальные точки, а в цикле графа – лишь невходные вершины. �

Объединяя утверждения лемм 6 и 8, можно считать доказан-
ным следующее утверждение.

Теорема 3. Уравнение (8) имеет не более одного решения. Если 
граф GR bt ,

 не содержит циклов, то единственное решение уравнения 
состоит из всех точек, соответствующих входным вершинам графа. 
Если GR bt ,

 содержит хотя бы один цикл, то уравнение решений не 
имеет. �

Данная теорема завершает обоснование пошагового процесса ре-
шения исходного логического уравнения (1).

В настоящей главе формально введены и исследованы LP-струк-
туры на полных решетках. Полученные результаты обобщают ос-
новную часть материала предыдущей главы и могут быть приме-
нены для моделирования стандартных продукционных систем с 
бесконечными предпосылками и заключениями правил. В следую-
щей главе будут рассмотрены LP-структуры, соответствующие мо-
делям продукционных систем с более сложной логикой. 

3.4. Логические уравнения на полных решетках



Данная глава посвящена развитию предложенной  ранее общей 
теории LP-структур применительно к некоторым расширенным мо-
делям продукционных систем (см. также пп. 1.4–1.6). Эти модели 
являются более сложными, так как поддерживают большее число 
операций в выражениях предпосылки и заключения правил, и, соот-
ветственно, более разнообразные правила дедукции. В связи с тем, 
что механизмы продукционно-логического вывода в расширенных 
моделях усложняются, для определения соответствующих понятий и 
доказательства их свойств в данной главе используется рекурсивный 
подход, аналогичный принятому в пропозициональном исчислении. 
В пп. 4.1–4.2 для операций на LP-структурах используются традици-
онные для теории решеток обозначения £ , ≥ , ∧  и ∨ .

4.1. LP-структуры нулевого порядка
В настоящем разделе определяется и исследуется LP-структу-

ра, логика которой расширена до модели полного набора логических 
связок пропозиционального языка [187] – импликации, конъюнкции, 
дизъюнкции и отрицания. Отсюда происходит название такой алгеб-
раической системы – «LP-структура нулевого порядка». В качестве ее 
основы используется булева решетка (см. п. 1.2). Исследуются следую-
щие основные вопросы: существование LP-замыкания; эквивалентные 
преобразования; структура логических связей. Доказывается теорема 
о существовании логической редукции произвольного отношения и 
описан процесс ее построения. Один из этапов данного процесса свя-
зан с нахождением транзитивной редукции бинарного отношения.

4.1.1. Логическое замыкание и эквивалентные 
преобразования

В текущем подразделе рассматриваются бинарные отношения 
на булевой решетке. Введем несколько базовых понятий.

Глава 4
РАСШИРЕННЫЕ 

МОДЕЛИ
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Отношение R  на решетке с дополнениями F  называется конт-
рапозиционным, если из ( , )a b RŒ  следует ( , )¢ ¢ Œb a R , где a b, Œ F .

Заданное на решетке отношение R  называется:
• дистрибутивным относительно операции ∧  (или ∧ -дистри-

бутивным), если для любых пар вида ( , ),( , )a b a b R1 2 Œ  справедливо 
( , )a b b R1 2∧ Œ ;

• дистрибутивным относительно операции ∨  (или ∨ -дис-
трибутивным), если для любых ( , ),( , )a b a b R1 2 Œ  выполнено 
( , )a a b R1 2∨ Œ ;

• дистрибутивным, если оно одновременно обладает обоими 
свойствами.

Отношение на булевой решетке именуется  продукционно-логи-
ческим (в данном разделе – просто логическим), если оно содержит 
£ , а также является контрапозиционным, дистрибутивным и тран-
зитивным. Логическим замыканием произвольного отношения R  
называется наименьшее логическое отношение, содержащее R . Как 
обычно, под LP-структурой подразумевается решетка с заданным 
на ней логическим отношением.

Замечание 1. Для логического отношения R  справедливо сле-
дующее утверждение: если ( , )a b RŒ , то ( , )a a b R∧ Œ  и ( , )a b b R∨ Œ . 
Оно следует из дистрибутивности R  и принадлежности ( , ),( , )a a b b  
отношению R .

Очевидно, что базовое отношение £  на булевой решетке само 
является логическим. 

Два отношения R1  и R2 , определенные на общей решетке, на-
зываются логически эквивалентными (в контексте текущего разде-
ла – просто эквивалентными), если их логические замыкания сов-
падают. Этот факт, как обычно, обозначаем R R1 2∼ . Логической 
редукцией данного отношения R  называется эквивалентное ему 
минимальное отношение R0 . 

Определение 1. Пусть задано отношение R  на булевой решет-
ке F . Будем констатировать, что упорядоченная пара a b, Œ F  ло-
гически связана отношением R  (обозначим этот факт a bRæ Æææ ), 
если выполнено одно из следующих условий:

1) ( , )a b RŒ ;
2) a b£ ;
3) ¢ æ Æææ ¢b aR ;
4) существуют такие b b1 2, Œ F , что b b b1 2∧ = , причем a bRæ Æææ 1, 

a bRæ Æææ 2 ;
5) существуют такие a a1 2, Œ F , что a a a1 2∨ = , причем a bR

1 æ Æææ ,  
a bR

2 æ Æææ ;

4.1. LP-структуры нулевого порядка
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6) существует элемент c Œ F  такой, что a cRæ Æææ  и c bRæ Æææ .
Определение 1 по данному R  задает новое отношение Ræ Æææ  

на решетке F , которое содержит отношения R , £ , а также облада-
ет некоторыми дополнительными свойствами. Условия 1)–6) опре-
деления 1 будем также называть правилами вывода. 

При получении некоторой логической связи шагом вывода бу-
дем называть применение ровно одного правила, возможно, одно-
временно к некоторому конечному множеству элементов решетки. 
Например: 

• если b a t Tt
R

tæ Æææ Œ, , то ¢ æ Æææ ¢ Œa b t Tt
R

t , ; 
• если a c c b t Tt

R
t t

R
tæ Æææ æ Æææ Œ, , , то a b t Tt

R
tæ Æææ Œ, .

Уровнем рекурсии в отношении a bRæ Æææ  будем называть ко-
личество шагов вывода, необходимое для получения этой связи. При 
этом учитываются лишь применения правил 3)–6). Для связи, осно-
ванной только на правиле 1) или 2), уровень рекурсии считается рав-
ным нулю. Поскольку в общем случае связь a bRæ Æææ  может быть 
получена не единственным набором правил, обычно будем лишь оце-
нивать ее уровень рекурсии, не указывая его точного значения. 

Применительно к шагам вывода соотношения a bRæ Æææ  будем 
употреблять слова «начальный», «последний», а также «предыду-
щий», «следующий» и так далее. При этом имеется в виду продви-
жение в направлении прямого логического вывода, то есть от пар 
исходного отношения (R ∪ £ ) к требуемой паре отношения Ræ Æææ . 
Заметим, что рекурсивное определение 1 сформулировано в рамках 
методологии обратного вывода.

Лемма 1. Пусть R  – логическое отношение на булевой решетке 
F  и a b, Œ F . Тогда, если справедливо a bRæ Æææ , то имеет место 
( , )a b RŒ .

Доказательство. Проведем его с помощью индукции по m  – 
оценке уровня рекурсии в соотношении a bRæ Æææ . При m = 0  
имеет место одно из условий 1)–2) определения 1. Случай 1) непо-
средственно означает справедливость доказываемого утверждения. 
Если же выполнено 2), то и в этом случае ( , )a b RŒ , поскольку ло-
гическое отношение R  содержит и £ . 

Предположим далее, что лемма верна для некоторого m ≥ 0 , и 
докажем ее утверждение при уровне рекурсии m + 1 . В этом случае 
новые для рассмотрения варианты могут дать правила 3)–6). 

Если имеет место 3), то по предположению индукции уровень 
рекурсии в соответствующем соотношении ¢ æ Æææ ¢b aR  не превос-
ходит m , поэтому ( , )¢ ¢ Œb a R . Тогда, в силу контрапозиционности 
логического отношения R , получим ( , )a b RŒ . 
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Рассмотрим вариант, когда соотношение a bRæ Æææ  происходит 
из условия 4) определения 1. При этом по предположению индук-
ции соотношения a b a bR Ræ Æææ æ Æææ1 2,  имеют уровень рекурсии 
£ m , то есть ( , ),( , )a b a b R1 2 Œ . Тогда, в силу ∧ -дистрибутивности 
R , получим ( , )a b RŒ . Если же выполнено 5), то аналогичный факт 
( , )a b RŒ  следует из свойства ∨ -дистрибутивности отношения R .

Наконец, пусть справедливо 6). И в этом случае по предположе-
нию индукции базовые соотношения a cRæ Æææ  и c bRæ Æææ  имеют 
уровень рекурсии £ m . Следовательно, ( , ),( , )a c c b RŒ . Отсюда, в 
силу транзитивности логического отношения R , имеем ( , )a b RŒ . �

Теорема 1. Для произвольного отношения R  на булевой ре-
шетке F  логическое замыкание существует и совпадает с множес-
твом Ræ Æææ  всех упорядоченных пар, логически связанных отно-
шением R .

Доказательство. Заметим вначале, что при произвольном 
R  соответствующее отношение Ræ Æææ  является логическим. Дей-
ствительно, в силу условия 2) определения 1 оно содержит £ , из 3) 
следует его контрапозиционность, из 4)–5) – дистрибутивность, а 
условие 6) означает транзитивность данного отношения. Далее, в 
силу условия 1) определения 1, отношение Ræ Æææ  содержит R . 
Для доказательства теоремы осталось показать, что это – наимень-
шее из отношений, обладающих этим свойством.

Пусть ¢R  – любое другое логическое отношение, содержащее 
R . Тогда очевидно, что если a bRæ Æææ , то a bR¢æ Æææ . Отсюда по 
лемме 1 имеем ( , )a b RŒ ¢ . Следовательно, отношение Ræ Æææ  содер-
жится в произвольно выбранном ¢R , и, таким образом, является 
наименьшим логическим отношением, содержащим R . �

Следствие 1. Пусть R  – бинарное отношение на булевой решет-
ке F  и a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, . Тогда отношение ¢ = ŒR R a b t Tt t∪ {( , ) | }  

эквивалентно R . 
Доказательство. Заметим вначале, что по определению лю-

бое логическое отношение является собственным логическим за-
мыканием. Такое же замечание в силу теоремы 1 относится и к 
отношению Ræ Æææ . Далее, из определения 1 очевидным образом 
следует, что для любых R R1 2Õ  справедливо R R1 2æ Æææ Õ æ Æææ . В 
нашем случае по построению отношения ¢R  выполнены включения 
R R RÕ ¢ Õ æ Æææ . Переходя к логическим замыканиям и учитывая 
сказанное выше, получаем, что отношения R  и ¢R  имеют общее 
логическое замыкание Ræ Æææ . �

Далее рассмотрим вопросы эквивалентных преобразований рас-
сматриваемых в данном разделе LP-структур нулевого порядка. 

4.1. LP-структуры нулевого порядка
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Пусть дано произвольное бинарное отношение R  на решетке 
F . Его эквивалентным преобразованием называется такая замена 
всего множества упорядоченных пар R  или его части, что получен-
ное в результате новое отношение P  логически эквивалентно R , то 
есть P R∼ .  

Теорема 2. Пусть R R R R1 2 3 4, , ,  – отношения на общей булевой ре-
шетке F . Если при этом R R1 2∼  и R R3 4∼ , то R R R R1 3 2 4∪ ∼ ∪ .

Доказательство. Необходимо доказать равенство двух мно-
жеств R R R R1 3 2 4∪ ∪æ Ææææ = æ Ææææ . Пусть вначале a bR R1 3∪æ Ææææ . До-
кажем, что при этом справедливо a bR R2 4∪æ Ææææ . Для этого, как и 
выше, применим метод индукции по m  – оценке уровня рекурсии в 
соотношении a bR R1 3∪æ Ææææ .

При m = 0  имеет место одно из условий 1)–2) определения 1. 
Если справедливо 2), то в этом случае a bR R2 4∪æ Ææææ , поскольку 
логическое отношение R R2 4∪æ Ææææ  содержит и £ . Если выполне-
но условие 1), то имеем ( , )a b R RŒ 1 3∪ . Пусть для определенности 
( , )a b RŒ 1  (вариант ( , )a b RŒ 3  симметричен). В этом случае имеет 
место a bR1æ Æææ , откуда в силу условия эквивалентности R R1 2∼  
получим a bR2æ Æææ . Следовательно, справедливо и a bR R2 4∪æ Ææææ . 
Таким образом, при m = 0  утверждение теоремы доказано.

Предположим далее, что оно верно для некоторого m ≥ 0 , и 
докажем его при уровне рекурсии m + 1 . В этом случае новые для 
рассмотрения варианты для связи a bR R1 3∪æ Ææææ  могут дать усло-
вия 3)–6) определения 1. 

Если имеет место 3), то по предположению индукции уровень ре-
курсии в соответствующем соотношении ¢ æ Ææææ ¢b aR R1 3∪  не превосхо-
дит m , поэтому ¢ æ Ææææ ¢b aR R2 4∪ . В этом случае, в силу контрапозици-
онности логического отношения R R2 4∪æ Ææææ , получим a bR R2 4∪æ Ææææ . 

Рассмотрим вариант, когда соотношение a bR R1 3∪æ Ææææ  проис-
ходит из условия 4) определения 1. Тогда по предположению ин-
дукции соотношения a b a bR R R R1 3 1 3

1 2
∪ ∪æ Ææææ æ Ææææ,  имеют уровень 

рекурсии £ m , поэтому a b a bR R R R2 4 2 4
1 2

∪ ∪æ Ææææ æ Ææææ, . Далее, в силу 
∧ -дистрибутивности R R21 4∪æ Ææææ , получим a bR R2 4∪æ Ææææ . Если же 
выполнено 5), то подлежащий доказательству факт аналогично сле-
дует из предположения индукции и свойства ∨ -дистрибутивности 
логического отношения R R21 4∪æ Ææææ .

Наконец, пусть справедливо 6). И в этом случае базовые со-
отношения a cR R1 3∪æ Ææææ  и c bR R1 3∪æ Ææææ  имеют уровень рекур-
сии £ m . Следовательно, по предположению индукции получаем 
a cR R2 4∪æ Ææææ  и c bR R2 4∪æ Ææææ . Отсюда, в силу транзитивности логи-
ческого отношения R R21 4∪æ Ææææ , имеем a bR R2 4∪æ Ææææ . �
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Следствие 2. Пусть R R R1 2, ,  – отношения на общей булевой 
решетке F . Если при этом R R1 2∼ ,  то R R R R1 2∪ ∼ ∪ .

Следствия 1 и 2 обосновывают принцип локальности эквивален-
тных преобразований логических отношений. 

4.1.2. Структура логических связей

В предыдущих главах, посвященных исследованию свойств 
LP-структур с более простой логикой, было показано, что логи-
ческое замыкание произвольного отношения R  совпадает с тран-
зитивным замыканием некоторого другого отношения �R R  , 
построенного по данному R  в виде «дистрибутивного многооб-
разия». Это обстоятельство позволяет свести изучение некоторых 
важных вопросов, касающихся логических отношений, к соответс-
твующим задачам транзитивных отношений. В частности, постро-
ение логического замыкания или редукции можно выполнить с 
помощью быстрых алгоритмов (типа Уоршолла), разработанных 
для транзитивных отношений [2]. В рассматриваемом случае так-
же удается разделить процесс построения логического замыкания 
на два этапа, второй из которых соответствует транзитивному 
замыканию. 

С целью получения указанного результата докажем предвари-
тельно некоторые вспомогательные утверждения, касающиеся уст-
ройства логических связей.

Лемма 1. Пусть R  – отношение на булевой решетке и 
a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ,  (T –конечное множество). Тогда справедливы 

логические связи Ÿ Ÿ
t T t

R

t T ta b
Œ Œ

æ Æææ  и ⁄ ⁄
t T t

R

t T ta b
Œ Œ

æ Æææ .

Доказательство. Чтобы установить первое из доказывае-
мых соотношений, введем обозначения � �a a b b

t T t t T t= =
Œ Œ
Ÿ Ÿ, . Посколь-

ку �a a t Tt£ " Œ, , то в силу a bt
R

tæ Æææ  и условия 6) определения 
4.1.1.11 справедливо �a b t TR

tæ Æææ " Œ, . Применяя к последнему со-
отношению правило 4), получим � �a bRæ Æææ . 

Для доказательства второй части леммы обозначим �a a
t T t=
Œ
⁄ ,  

�b b
t T t=
Œ
⁄ . Далее, пользуясь неравенствами b b t Tt £ " Œ�, , из a bt

R
tæ Æææ  

с помощью транзитивного условия 6) имеем a b t Tt
Ræ Æææ " Œ�, . Нако-

нец, используя правило 5), приходим к соотношению � �a bRæ Æææ . �
Следствие 1. На основе леммы 1 можно ввести обобщен-

ные правила вывода, соответствующие правилам 4) и 5) опре-
деления 4.1.1.1. Упорядоченная пара a b, Œ F  логически связана 

1 Определение 1 из п.4.1.1.
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отношением R  (a bRæ Æææ ), если выполнено одно из следующих 
условий:

4¢) существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , что Ÿ Ÿ
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =, , 
причем a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, ;

5¢) существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , что ⁄ ⁄
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =, , 
причем a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, .

Очевидно, что правила 4) и 5) определения 4.1.1.1 являются 
частными случаями правил 4¢) и 5¢).

Лемма 2. Пусть R  – отношение на булевой решетке. Тогда при 
выводе произвольной логической связи a bRæ Æææ  все применения 
дистрибутивных правил 4¢)–5¢) могут быть произведены без участия 
правила 2) со строгим неравенством. Роль последнего можно свести 
исключительно к присутствию в качестве компонента для транзи-
тивного правила 6).

Доказательство. Предположим, что при получении вывода 
a bRæ Æææ  использовалось условие 4¢). Разобьем имеющееся мно-
жество пар {( , ) | }a b t Tt t Œ  на 2 подмножества. В первое из них вой-
дут такие пары ( , )a bt t , для которых выполнено a bt t< . Соответс-
твующее им множество индексов { }t  обозначим T1 . Ко второму 
подмножеству отнесем все остальные пары ( , ),a b t Tt t Œ 2 . Тогда, 
вводя обозначения Ÿ Ÿ

t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
1 1

1 1, , Ÿ Ÿ
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
2 2

2 2, , получим 

a a a= 1 2∧ , b b b= 1 2∧ . При этом a b1 1£  (соответственно a bR1 1æ Æææ ) 
и по условию 4¢) имеет место a bR2 2æ Æææ . Очевидно, что указанное 
выше применение правила 4¢) для {( , ) | }a b t Tt t Œ  можно заменить 
аналогичным правилом для ( , ),( , )a b a b1 1 2 2 .

Если при этом окажется, что T1 = Δ , то для данного вывода 
a bRæ Æææ  сформулированное в лемме утверждение относитель-
но правила 4¢) выполнено сразу. Если же T2 = Δ  либо a b2 2£ , 
то применение правила 4¢) не потребуется вовсе. Рассмотрим ос-
тавшийся нетривиальный случай (T T1 2π Δ π Δ,  и не имеет мес-
та a b2 2£ ), в котором поступим следующим образом. Применим 
правило 4¢) к соотношениям b b a bR R1 1 2 2æ Æææ æ Æææ, , тогда полу-
чим b a b bR1 2 1 2∧ ∧æ Æææ . Возвращаясь к имеющемуся неравенству 
a b1 1£ , заметим, что в силу свойств решетки F  из него следует 
неравенство a a b a1 2 1 2∧ ∧£ . По этой причине, применяя к парам 
a a b a1 2 1 2∧ ∧£  и b a b bR1 2 1 2∧ ∧æ Æææ  транзитивное правило 6), 
приходим к соотношению a a b bR1 2 1 2∧ ∧æ Æææ , т.е. a bRæ Æææ . При 
этом мы исключили в применяемом правиле 4¢) участие строгих не-
равенств вида a bt t< . Таким образом, для правила 4¢) утверждение 
леммы доказано.
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Рассмотрим другой вариант, когда при выводе a bRæ Æææ  
было применено правило 5¢). Аналогично способу, примененно-
му ранее, разобьем имеющееся множество  {( , ) | }a b t Tt t Œ  на 2 
подмножества. Первое из них будет содержать пары a bt t< , со-
ответствующее множество индексов обозначим T1 . Ко второму 
подмножеству отнесем все остальные пары ( , ),a b t Tt t Œ 2 . Тогда, 
обозначая ⁄ ⁄

t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
1 1

1 1, , ⁄ ⁄
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
2 2

2 2, , будем иметь 

a a a b b b= =1 2 1 2∨ ∨, . При этом a b1 1£  (соответственно a bR1 1æ Æææ ) 
и по правилу 5¢) имеет место a bR2 2æ Æææ . Указанное выше приме-
нение правила 5¢) для {( , ) | }a b t Tt t Œ  можно заменить аналогичным 
правилом для ( , ),( , )a b a b1 1 2 2 .

Если выяснится, что T1 = Δ , то для вывода a bRæ Æææ  сфор-
мулированное в лемме утверждение относительно правила 5¢) бу-
дет выполнено сразу. Если же  T2 = Δ  либо a b2 2£ , то применение 
правила 5) вообще не потребуется. Остается нетривиальный случай 
(T T1 2π Δ π Δ,  и не имеет места a b2 2£ ), в котором применим к 
соотношениям a a a bR R1 1 2 2æ Æææ æ Æææ,  правило 5¢), соответственно 
получим a a a bR1 2 1 2∨ ∨æ Æææ . Возвращаясь к имеющемуся нера-
венству a b1 1£ , заметим, что в силу свойств решетки F  из него 
следует неравенство a b b b1 2 1 2∨ ∨£ . Применяя к соотношениям 
a a a bR1 2 1 2∨ ∨æ Æææ  и a b b b1 2 1 2∨ ∨£  транзитивное правило 6), по-
лучим справедливость a a b bR1 2 1 2∨ ∨æ Æææ , то есть a bRæ Æææ . Те-
перь утверждение леммы доказано и для случая применения пра-
вила 5¢). �  

Лемма 3. Пусть R  – отношение на булевой решетке F . Тогда 
при выводе любой логической связи a bRæ Æææ  все применения кон-
трапозиционного правила 3) определения 4.1.1.1 могут быть исклю-
чены либо перенесены в начальную стадию этого процесса.

Доказательство. Достаточно показать, что любое применение 
правила 3) можно исключить либо поменять местами с предшеству-
ющим ему применением каждого из правил 2), 4¢), 5¢), 6), получив 
при этом аналогичную логическую связь. Рассмотрим все возмож-
ные в данной ситуации случаи.

Предположим, что вывод a bRæ Æææ  получен из соотноше-
ния ¢ £ ¢b a  применением правила 3). Поскольку ¢ £ ¢b a , то в силу 
свойств булевой решетки справедливо a b£ , откуда сразу следует 
a bRæ Æææ . Таким образом, в данном случае применение правила 3) 
можно исключить.

Рассмотрим вариант, когда при получении некоторого выво-
да a bRæ Æææ  непосредственно перед правилом 3) использовалось 
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122 Глава 4. Расширенные модели

условие 4¢). В этом случае существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , что 
Ÿ Ÿ
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= ¢ = ¢, , причем b a t Tt
R

tæ Æææ " Œ, . Вместо указанного 
последовательного применения правил 4¢) и 3) поступим по-другому 
– сразу применим к имеющимся соотношениям b a t Tt

R
tæ Æææ " Œ,  

правило 3). Тогда получим, что справедливо ¢ æ Æææ ¢ " Œa b t Tt
R

t , . При-
меняя далее правило 5¢), приходим к соотношению ⁄ ⁄

t T t
R

t T ta b
Œ Œ

¢ æ Æææ ¢ , 

откуда с помощью закона де Моргана получим a bRæ Æææ . Таким 
образом, в данном случае применение правила 3) удается пере-
местить на шаг назад, получив при этом аналогичный результат 
a bRæ Æææ .

Рассмотрим ситуацию, в которой при получении вывода 
a bRæ Æææ  перед правилом 3) было применено условие 5¢). В данной 
ситуации существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , что ⁄ ⁄

t T t t T ta a b b
Œ Œ

= ¢ = ¢, , 

причем b a t Tt
R

tæ Æææ " Œ, . В этом случае вместо правил 5¢) и 3) 
применим к имеющимся соотношениям b a t Tt

R
tæ Æææ " Œ,  прави-

ло 3). В результате получим связи ¢ æ Æææ ¢ " Œa b t Tt
R

t , . Применяя 
теперь правило 4¢), приходим к соотношению Ÿ Ÿ

t T t
R

t T ta b
Œ Œ

¢ æ Æææ ¢ , от-

куда по закону де Моргана  получим a bRæ Æææ . И в этом случае 
применение правила 3) удалось переместить к началу вывода с со-
хранением результата a bRæ Æææ .

Наконец, остается случай, когда при получении a bRæ Æææ  перед 
правилом 3) было применено транзитивное правило 6). В этом слу-
чае существует элемент c Œ F  такой, что ¢ æ Æææb cR  и c aRæ Æææ ¢ . 
Как и выше, к этим базовым соотношениям сразу применим прави-
ло 3). В результате получим, что ¢ æ Æææc bR , a cRæ Æææ ¢ . Отсюда по 
правилу 6) приходим к соотношению a bRæ Æææ .

Таким образом, в каждой возможной ситуации вывода приме-
нение правила 3) определения 4.1.1.1 можно произвести до приме-
нений остальных его правил. �  

Лемма 4. Пусть R  – отношение на булевой решетке. Тогда при 
выводе любой логической связи a bRæ Æææ  все применения тран-
зитивного правила 6) могут быть исключены либо перенесены в 
заключительную стадию данного процесса.

Доказательство. Докажем утверждение леммы с помощью 
индукции по m  – уровню рекурсии в соотношении a bRæ Æææ . 
При m = 0  для a b,  имеет место одно из условий 1)–2) определе-
ния 4.1.1.11. В этом случае вывод a bRæ Æææ  вовсе не содержит тран-
зитивных связей, а значит, утверждение леммы выполнено.  

1 Определение 1 из п. 4.1.1.
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Предположим далее, что оно верно для некоторого m ≥ 0 , и 
докажем это утверждение при уровне рекурсии m + 1 . По предпо-
ложению индукции, первые m  шагов вывода можно организовать 
так, что транзитивное правило 6) будет применяться лишь в конце 
процесса. В этом случае все зависит от того, какое правило вывода 
применено на последнем (m + 1 ) шаге. По лемме 2 правило 2) в 
этом плане можно не рассматривать, а по лемме 3 все применения 
контрапозиционного правила 3) можно считать реализованными 
в начале процесса вывода. Если же последним  применено прави-
ло 6), то утверждение леммы сразу оказывается выполненным – все 
транзитивные связи использованы в заключительной стадии выво-
да. Таким образом, остается исследовать случаи, когда на (m + 1 ) 
шаге применено правило вывода 4¢) либо 5¢). 

Рассмотрим вариант, когда связь a bRæ Æææ  в конечном сче-
те получена из условия 4¢). При этом каждое базовое соотноше-
ние a b t Tt

R
tæ Æææ Œ,  имеет уровень рекурсии £ m  и, по предпо-

ложению индукции, все свои транзитивные связи использует лишь 
в конце вывода. Другими словами, при каждом t TŒ  существует 
цепочка элементов a c c c bt t t t

n
t

t= =0 1, ,...,  такая, что выполнены соот-
ношения c ct

i R
t
i- æ Æææ1 , i nt= 1,..., , при выводе которых не исполь-

зуется транзитивное правило 6). Ввиду конечности множества T , 
величины nt  ограничены в совокупности, то есть n N t Tt £ Œ, .  В 
связи с этим обстоятельством, будем считать все указанные выше 
цепочки элементов равными по длине N , дополнив каждую из 
них в случае необходимости справа повторяющимся элементом 
c bt

n
t

t = . Тогда для цепочек a c c c b t Tt t t t
N

t= = Œ0 1, ,..., ,  построим эле-
менты �c c i Ni t T t

i= =
Œ
Ÿ , ,...,0 . Очевидно, что �c a0 =  и �c bN = . Кроме 

того, поскольку c ct
i R

t
i- æ Æææ1 , то к этим парам можно применить 

правило 4¢), то есть получаем � �c ci
R

i- æ Æææ1 , i N= 1,..., . 
Таким образом, удалось показать, что в рассматриваемом слу-

чае все применения транзитивного правила 6) в базовых соотноше-
ниях a b t Tt

R
tæ Æææ Œ,  можно заменить его применением на заклю-

чительной стадии вывода к построенным элементам �c i Ni , ,...,= 0 . 
Предположим теперь, что рассматриваемая связь a bRæ Æææ  

была выведена из условия 5¢). Тогда все базовые соотношения 
a b t Tt

R
tæ Æææ Œ,  имеют уровень рекурсии £ m  и, по предположе-

нию индукции, все транзитивные связи использует только в конце 
вывода. По этой причине при каждом t TŒ  существует цепочка 
элементов a c c c bt t t t

n
t

t= =0 1, ,...,  такая, что выполнены соотношения 
c ct

i R
t
i- æ Æææ1 , i nt= 1,..., , при выводе которых не используется тран-

зитивное правило 6). Поскольку множество T  конечно, то все вели-

4.1. LP-структуры нулевого порядка
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чины nt  ограничены в совокупности, а именно – n N t Tt £ Œ, .  Как 
и выше, будем считать все цепочки элементов равными по длине N , 
расширив их в случае необходимости справа последними элемента-
ми c bt

n
t

t = . Тогда для цепочек a c c c b t Tt t t t
N

t= = Œ0 1, ,..., ,  построим 
элементы �c c i Ni t T t

i= =
Œ
⁄ , ,...,0 . Легко видеть, что �c a0 =  и �c bN = . 

Кроме того, поскольку c ct
i R

t
i- æ Æææ1 , то к этим парам можно приме-

нить правило 5¢), то есть получаем � �c ci
R

i- æ Æææ1 , i N= 1,..., . 
Итак, в рассматриваемом случае все применения транзитивного 

правила 6) в базовых соотношениях a b t Tt
R

tæ Æææ Œ,  также можно 
заменить его применением на заключительной стадии вывода к пос-
троенным элементам �c i Ni , ,...,= 0 . �

4.1.3. Логическая редукция

Для произвольного отношения R  на булевой решетке F  введем 
отношение �R , построенное по данному R  последовательным вы-
полнением следующих действий (шагов):

1) добавить к R  все пары вида ( , )a a , где a Œ F  (рефлексивные 
пары), и обозначить новое отношение R1 ;

2) добавить к R1  все пары ( , )a b , для которых ( , )¢ ¢ Œb a R , и обоз-
начить новое отношение R2 ;

3) добавить к R2  всевозможные пары вида ( ... ,a o a o o am m1 1 2 2 1-  
... )b o b o o bm m1 1 2 2 1- , где ( , )a b Ri i Œ 2 , символ oi  обозначает операцию ∧  

либо ∨ , и обозначить новое отношение R3 ;
4) объединить полученное отношение с отношением £ . 
Заметим, что в силу дистрибутивности булевой решетки, шаг 

3) можно заменить двумя более простыми последовательными ша-
гами, а именно –  вначале использовать лишь одну из операций ∧  
либо ∨ , затем – только вторую.

Замечание 1. Применяя конечное число раз лемму 4.1.2.11 и 
следствие 4.1.1.12, нетрудно убедиться в том, что отношение �R  ло-
гически эквивалентно R .

Лемма 1. Пусть R  – отношение на булевой решетке F . Тог-
да, если a bRæ Æææ , и это соотношение может быть получено без 
использования транзитивного правила 6) определения 4.1.1.1, то 
( , )a b RŒ � .

Доказательство. Пусть имеет место a bRæ Æææ , полученное 
без правила 6). Если указанное соотношение произошло непосредс-
твенно из условия 1) или 2) определения 4.1.1.1, то сразу имеем 

1 Лемма 1 из п.4.1.2.
2 Следствие 1 из п.4.1.1.
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( , )a b RŒ � . Остается рассмотреть нетривиальный случай применения 
цепочки правил 2), 3), 4¢), 5¢).

Поскольку при выводе правило 6) не используется, то по 
лемме 4.1.2.2 не применяется и правило 2) со строгим неравенс-
твом. Далее, по лемме 4.1.2.3 все применения контрапозицион-
ного правила 3) могут быть осуществлены на начальном этапе 
процесса вывода. Следовательно, правила 4¢)–5¢) завершают этот 
процесс.

Если сопоставить перечисленные этапы вывода с последователь-
ностью построения отношения �R , то окажется, что вывод a bRæ Æææ  
представляет собой построение некоторого подмножества �R , что и 
доказывает включение ( , )a b RŒ � .�

Теорема 1. Логическое замыкание отношения R  на булевой 
решетке F  совпадает с транзитивным замыканием �R*  соответству-
ющего отношения �R .    

Доказательство. Как было отмечено выше, отношение �R  эк-
вивалентно R . Следовательно, по определению логического замы-
кания, имеем �R RÕ æ Æææ . Отсюда, поскольку отношение Ræ Æææ  
транзитивно, получаем �R R* Õ æ Æææ .

Докажем обратное включение. Предположим, что a bRæ Æææ . 
По лемме 4.1.2.4, при получении этого вывода все применения тран-
зитивного правила 6) определения 4.1.1.1 могут быть перенесены в 
заключительную стадию процесса. Этот факт означает следующее: 
существует цепочка элементов a c c c bn= =0 1, ,...,  такая, что выпол-
нены соотношения c ci

R
i- æ Æææ1 , i n= 1,..., , при выводе которых 

правило 6) не используется. Тогда по лемме 1 имеем ( , )c c Ri i- Œ1
� , 

откуда сразу получаем ( , ) *a b RŒ � . Итак, R Ræ Æææ Õ � * . �  
Рассмотрим непосредственно вопрос о существовании и постро-

ении логической редукции LP-структур.
Для отношения R  на булевой решетке F  введем отношение 

�
R , построенное по данному R  последовательным выполнением дей-
ствий (шагов), обратных построению �R , а именно:  

1) исключить из R  все пары ( , )a b , для которых a b< , и обозна-
чить новое отношение R-1 . 

2) исключить из R-1  все пары ( , )a b  вида ( ... ,a o a o o am m1 1 2 2 1-  
... )b o b o o bm m1 1 2 2 1- , где ( , )a b Ri i Œ -1  либо ( , )¢ ¢ Œ -b a Ri i 1 , символ oi  обоз-

начает операцию ∧  либо ∨ , причем ( , )a b  не совпадает ни с одной 
парой ( , )a bi i , и обозначить новое отношение R-2 ;

3) исключить из R-2  все контрапозиционные пары, то есть при  
( , ),( , )a b b a R¢ ¢ Œ -2  оставить в R-2  лишь одну из двух пар, и обозна-
чить новое отношение R-3 ;

4.1. LP-структуры нулевого порядка
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4) исключить из R-3  все пары вида ( , )a a , где a Œ F  (рефлек-
сивные пары).

Как и выше для отношения �R , в силу дистрибутивности буле-
вой решетки, шаг 2) может быть заменен двумя более простыми 
последовательными шагами: вначале использовать лишь одну из 
операций ∧  либо ∨ , затем – только вторую. 

Замечание 2. Так же с помощью леммы 4.1.2.1 и следствия 
4.1.1.1 нетрудно убедиться в том, что отношение 

�
R  логически эк-

вивалентно R .
Лемма 2. Пусть R  – бинарное отношение на булевой решетке 

F . Для того, чтобы R  являлось логической редукцией, необходимо 
и достаточно, чтобы R  не содержало ни одной такой пары ( , )a b , 
для которой выполнено соотношение a bR a b\{( , )}æ Ææææ . 

Доказательство. Пусть отношение R  представляет собой ло-
гическую редукцию, то есть является минимальным логически эк-
вивалентным себе отношением. Предположим противное, а именно, 
что существует пара ( , )a b RŒ , логически связанная отношением 
R a b\ {( , )} . Если это так, то в силу следствия 4.1.1.1 пару ( , )a b  
можно исключить из R , получив при этом меньшее эквивалентное 
отношение. Таким образом, при сделанном предположении отноше-
ние R  не может быть логической редукцией.

Для доказательства обратного утверждения предположим, что 
не существует ни одной пары ( , )a b RŒ , для которой справедливо 
a bR a b\{( , )}æ Ææææ . Необходимо доказать, что в этом случае R  есть ло-
гическая редукция. Вновь предположим противное – пусть сущест-
вует отношение R R0 Ã , эквивалентное R , и ( , ) \a b R RŒ 0 . Тогда, 
поскольку ( , )a b RŒ , в силу эквивалентности рассматриваемых отно-
шений справедливо a bR0æ Æææ . Так как отношение R0  не содержит 
пару ( , )a b , то R R a b0 Õ \ {( , )} , и логическая связь a bR0æ Æææ  про-
тиворечит сделанному ранее предположению о том, что таких пар 
( , )a b  в R  нет. Противоречие доказывает утверждение леммы. �

Следующая теорема указывает достаточное условие существо-
вания и способ построения логической редукции данного отноше-
ния.

Теорема 2. Пусть для отношения R  на булевой решетке F  
построено соответствующее отношение �R  (см. выше). Тогда, если 
для �R  существует транзитивная редукция R0 , то соответствующее 
ей отношение 

�
R0  представляет собой логическую редукцию исход-

ного отношения R .
Доказательство. Из замечаний 1–2 следует, что указанное в 

теореме отношение 
�
R0  логически эквивалентно R . Осталось по-
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казать, что 
�
R0  является логической редукцией вообще. Для этого 

достаточно проверить выполнение для 
�
R0  условия леммы 2.

Пусть ( , )a b  – произвольная пара отношения 
�
R0 . По условию 

теоремы необходимо показать невозможность логической связи 
a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ . Предположим противное, а именно, что эта связь 

существует. Тогда в силу следствия 4.1.1.1 отношение 
�
R a b0 \ {( , )}  

эквивалентно 
�
R0 . Сразу заметим, что применение правила 1) опре-

деления 4.1.1.1 для вывода a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ  невозможно, поскольку 
пара ( , )a b  не содержится в множестве 

�
R a b0 \ {( , )} .

По лемме 4.1.2.4 любая логическая связь может быть построена 
таким образом, что все транзитивности будут использоваться лишь 
в завершающей стадии ее вывода. Этот факт означает, что сущес-
твует цепочка элементов a c c c bn= =0 1, ,...,  такая, что выполнены 
соотношения c ci

R a b
i- æ Æææææ1

0

�
\{( , )} , i n= 1,..., , при выводе каждого из 

которых правило 6) не используется. Отсюда по лемме 1 имеем 
( , )c c Ri i- Œ1

� . Таким образом, при n > 1  пара ( , )a b  оказывается тран-
зитивной  в �R . Следовательно, она не может содержаться в 

�
R0 , яв-

ляющемся подмножеством транзитивной редукции отношения �R . 
Таким образом, получено противоречие исходному предположению 
( , )a b RŒ

�
0 . 

Остается исследовать случай n = 1 . В этой ситуации по лемме 
4.1.2.31 рассматриваемая логическая связь a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ  может 

содержать применения правил 4¢) и 5¢) лишь в заключительной ста-
дии вывода. В силу свойства дистрибутивности булевой решетки, 
любая полученная таким образом пара ( , )a b  описывается шагами 3) 
и 4) процесса построения отношения �R . Соответственно при на-
хождении 

�
R0  (обратный процесс) она будет исключена. Таким об-

разом, снова приходим к противоречию исходному предположению 
( , )a b RŒ

�
0 .

При выводе a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ  не могло использоваться и прави-
ло 3) определения 4.1.1.1, поскольку в этом случае при ( , )a b RŒ

�
0  

соответствующая контрапозиционная пара ( , )¢ ¢b a  должна быть ис-
ключена на шаге 4) построения 

�
R0 . Применение правила 2) при 

a bπ  исключается леммой 4.1.2.2, а случай a b=  невозможен вви-
ду выполнения шага 5) процесса построения отношения 

�
R0 . 

Таким образом, удалось исследовать возможные варианты пред-
полагаемого логического вывода a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ . В результате уста-

новлено, что в каждом таком случае наличие связи a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ  

1 Лемма 3 из п.4.1.2.

4.1. LP-структуры нулевого порядка
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противоречит факту ( , )a b RŒ
�

0 . Следовательно, отношение 
�
R0  пред-

ставляет собой логическую редукцию. �
В следующем разделе рассматривается класс LP-структур, со-

ответствующий моделям продукционных систем с еще более слож-
ной логикой. Такие системы могут содержать в предпосылках и 
заключениях своих правил предикаты первого порядка.

4.2. LP-структуры первого порядка
В данном разделе определяются расширенные LP-структуры на 

полных булевых решетках. Наряду с рассмотренным выше набором 
логических связок пропозиционального исчисления, в таких алгеб-
раических системах определены также бесконечноместные опера-
ции пересечения и объединения, реализующие для модели продук-
ционной логики кванторы общности и существования [187]. Отсюда 
происходит название такой алгебраической системы – «LP-структу-
ра первого порядка». Как и в главе 3, переход к полным решеткам 
приводит к необходимости введения дополнительных ограничений 
модели, связанных с аналогом свойства нетеровости (завершаемос-
ти вывода). 

Изучен стандартный набор основных вопросов, в их числе сущес-
твование LP-замыкания, эквивалентные преобразования, структура 
логических связей. Доказана теорема о существовании логической 
редукции произвольного отношения и описан процесс ее построе-
ния, один из этапов которого представляет собой нахождение тран-
зитивной редукции бинарного отношения.

4.2.1. Логическое замыкание и эквивалентные 
преобразования

В данном подразделе будем рассматривать бинарные отноше-
ния на полной булевой решетке F .  Введем несколько основных 
понятий.

Бинарное отношение R  на полной решетке называется:
• дистрибутивным относительно операции Ÿ  (или Ÿ -дист-

рибутивным), если для любого подмножества элементов решетки 
{ | }b t Tt Œ , такого, что ( , ) ,a b R t Tt Œ " Œ , справедливо ( , )a b R

t T tŸ
Œ

Œ ;

• дистрибутивным относительно операции ⁄  (или ⁄ -дист-
рибутивным), если для любого подмножества элементов решетки 
{ | }a t Tt Œ  из ( , ) ,a b R t Tt Œ " Œ  следует ( , )⁄

t T ta b R
Œ

Œ ;
• вполне дистрибутивным, если оно одновременно обладает обо-

ими отмеченными выше свойствами.
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Очевидно, что из полной дистрибутивности отношения следует 
его дистрибутивность в смысле, описанном в п.4.1.1.

Как и в главе 3, при определении продукционно-логического 
отношения на полной решетке потребуется формулировка дополни-
тельного свойства, гарантирующего конечность длин транзитивных 
цепочек, реализующих логические связи элементов – аналога свойс-
тва нетеровости. Для того, чтобы сформулировать это свойство, 
вначале определим понятие логической связи.

Определение 1. Пусть задано бинарное отношение R  на пол-
ной булевой решетке F . Будем считать, что упорядоченная пара 
a b, Œ F  логически связана отношением R  (обозначим этот факт 
a bRæ Æææ ), если выполнено одно из следующих условий:

1) ( , )a b RŒ ;
2) a b£ ;
3) ¢ æ Æææ ¢b aR ;
4) существуют такие b t Tt Œ ŒF, , что Ÿ

t T tb b
Œ

= , причем 
a b t TR

tæ Æææ " Œ, ;
5) существуют такие a t Tt Œ ŒF, , что Ÿ

t T ta a
Œ

= , причем 
a b t Tt

Ræ Æææ " Œ, ;
6) существует элемент c Œ F  такой, что a cRæ Æææ  и c bRæ Æææ .
Определение 1 по данному R  задает новое отношение Ræ Æææ  

на той же решетке F , которое содержит отношения R , £ , а также 
обладает некоторыми дополнительными свойствами. Условия 1)–6) 
определения 1 будем также называть правилами вывода. 

Определение 2. Отношение R  на полной булевой решетке F  
называется нетеровым, если любое соотношение a b a bRæ Æææ Œ( , )F  
может быть получено таким образом, что длины всех применяемых 
для этого транзитивных цепочек (правило 6) ограничены в сово-
купности.

При получении некоторой логической связи шагом вывода будем 
называть применение ровно одного правила, возможно, одновремен-
но к бесконечному множеству элементов решетки. Например: 

• если b a t Tt
R

tæ Æææ Œ, , то ¢ æ Æææ ¢ Œa b t Tt
R

t , ; 
• если a c c b t Tt

R
t t

R
tæ Æææ æ Æææ Œ, , , то a b t Tt

R
tæ Æææ Œ, .

Таким образом, определение 1 для нетерова отношения R  
представляет лишь такие логические связи, которые могут быть 
получены за конечное число шагов. Соответственно, уровнем 
рекурсии в соотношении a bRæ Æææ  будем называть количество 
шагов вывода, необходимое для получения этой связи. При этом 
учитываются лишь применения правил 3)–6). Для связи, осно-
ванной только на правиле 1) или 2), уровень рекурсии считает-

4.2. LP-структуры первого порядка
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ся равным нулю. По скольку в общем случае данная логическая 
связь a bRæ Æææ  может быть получена не единственным набором 
шагов, будем лишь оценивать ее уровень рекурсии, не указывая 
его точного значения. 

Применительно к шагам вывода некоторого соотношения 
a bRæ Æææ  будем употреблять слова «начальный», «последний», а 
также «предыдущий», «следующий» и так далее. При этом имеется 
в виду продвижение в направлении прямого логического вывода, то 
есть от пар исходного отношения (R ∪ £ ) к требуемой паре отноше-
ния Ræ Æææ . В то же время рекурсивное определение 1 сформули-
ровано в соответствии с методологией обратного вывода.

Отношение R  на полной булевой решетке называется продук-
ционно-логическим (в данном разделе – просто логическим), если 
оно нетерово, содержит £ , а также является контрапозиционным, 
вполне дистрибутивным и транзитивным. Логическим замыканием 
нетерового отношения R  на полной булевой решетке называется 
наименьшее логическое отношение, содержащее R . Как и везде в 
данной работе, под LP-структурой подразумевается решетка с за-
данным на ней логическим отношением.

Замечание 1. При заданном логическом отношении R  на пол-
ной булевой решетке F  для каждого элемента c Œ F  совокупность 
всех его R -прообразов Dc  образует полный идеал в F , а множество 
всех R -образов —c  представляет собой полный фильтр в F .

Очевидно также, что отношение £  на полной булевой решетке 
само является логическим. 

Как и ранее, два отношения R1  и R2 , определенные на полной 
булевой решетке, называются логически эквивалентными (в кон-
тексте данного раздела – просто эквивалентными), если их логичес-
кие замыкания совпадают. Этот факт обозначается R R1 2∼ . Логи-
ческой редукцией данного отношения R  называется минимальное 
эквивалентное ему отношение R0 . 

Перейдем к выяснению вопроса о существовании логических от-
ношений на полной булевой решетке.

Лемма 1. Пусть R  – логическое отношение на полной буле-
вой решетке F  и a b, Œ F . Тогда, если справедливо a bRæ Æææ , то 
( , )a b RŒ .

Доказательство. Проведем его с помощью индукции по m  – 
оценке уровня рекурсии в соотношении a bRæ Æææ . При m = 0  имеет 
место одно из условий 1)–2) определения 1. Случай 1) означает тре-
буемое утверждение. Если же справедливо 2), то и тогда ( , )a b RŒ , 
поскольку логическое отношение R  содержит и £ . 
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Предположим далее, что лемма верна для некоторого m ≥ 0 , и 
докажем ее утверждение при уровне рекурсии m + 1 . В этом случае 
новые для рассмотрения варианты могут дать условия 3)–6) опре-
деления 1. 

Если в качестве последнего шага применяется правило 3), то 
по предположению индукции уровень рекурсии в соответствующем 
соотношении ¢ æ Æææ ¢b aR  не превосходит m , поэтому ( , )¢ ¢ Œb a R . 
Тогда, в силу контрапозиционности логического отношения R , по-
лучим ( , )a b RŒ . 

Рассмотрим вариант, когда соотношение a bRæ Æææ  проис-
ходит из условия 4) определения 1. При этом по предположению 
индукции каждое соотношение a bR

tæ Æææ  имеет уровень рекурсии 
£ m , то есть ( , ) ,a b R t Tt Œ Œ . Тогда, в силу Ÿ -дистрибутивности 
R , получим ( , )a b RŒ . Если же выполнено 5), то аналогичный факт 
( , )a b RŒ  следует из свойства ⁄ -дистрибутивности отношения R .

Наконец, пусть справедливо 6). И в этом случае по предположе-
нию индукции базовые соотношения a cRæ Æææ  и c bRæ Æææ  имеют 
уровень рекурсии £ m . Следовательно, ( , ),( , )a c c b RŒ . Отсюда, в 
силу транзитивности логического отношения R , имеем ( , )a b RŒ . �

Теорема 1. Для нетерового отношения R  на полной булевой 
решетке F  логическое замыкание существует и совпадает с мно-
жеством Ræ Æææ  всех упорядоченных пар, логически связанных от-
ношением R .

Доказательство. Заметим вначале, что при нетеровом R  со-
ответствующее отношение Ræ Æææ  является логическим. Действи-
тельно, в силу условия 2) определения 1 оно содержит £ , из 3) 
следует его контрапозиционность, из 4)–5) – дистрибутивность, а 
6) означает транзитивность данного отношения. Далее, в силу усло-
вия 1) определения 1, отношение Ræ Æææ  содержит R . Для дока-
зательства теоремы осталось показать, что это – наименьшее из 
таковых отношений.

Пусть ¢R  – любое другое логическое отношение, содержащее 
R . Тогда очевидно, что если a bRæ Æææ , то a bR ¢æ Æææ . Отсюда по 
лемме 1 имеем ( , )a b RŒ ¢ . Следовательно, отношение Ræ Æææ  содер-
жится в произвольно выбранном ¢R , и, таким образом, является 
наименьшим логическим отношением, содержащим R . �

Следствие 1. Пусть R  – нетерово отношение на полной 
булевой решетке F  и a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, . Тогда отношение 

¢ = ŒR R a b t Tt t∪ {( , ) | }  логически эквивалентно R . 
Доказательство аналогично следствию 4.1.1.11. �
1 Следствие 1 из п. 4.1.1.

4.2. LP-структуры первого порядка
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Теперь рассмотрим вопросы, связанные с возможностью экви-
валентных преобразований рассматриваемых LP-структур. Пусть 
дано нетерово бинарное отношение R  на полной булевой решетке 
F . Его эквивалентным преобразованием называется такая замена 
множества упорядоченных пар R  (всего или некоторой его части), 
что полученное в результате новое отношение P  логически эквива-
лентно R , то есть P R∼ .  

Теорема 2. Пусть R R R R1 2 3 4, , ,  – нетеровы отношения на пол-
ной булевой решетке F . Если при этом R R1 2∼  и R R3 4∼ , то 
R R R R1 3 2 4∪ ∼ ∪ .

Доказательство. Необходимо доказать равенство двух мно-
жеств R R R R1 3 2 4∪ ∪æ Ææææ = æ Ææææ . Пусть вначале a bR R1 3∪æ Ææææ . Дока-
жем, что при этом справедливо a bR R2 4∪æ Ææææ . Для этого применим 
метод индукции по m  – верхней оценке уровня рекурсии в соотно-
шении a bR R1 3∪æ Ææææ .

При m = 0  имеет место одно из условий 1)–2) определения 1. 
Если справедливо 2), то тогда a bR R2 4∪æ Ææææ , поскольку логическое 
отношение R R2 4∪æ Ææææ  содержит и £ . Если выполнено условие 1), то 
имеем ( , )a b R RŒ 1 3∪ . Пусть для определенности ( , )a b RŒ 1  (вариант 
( , )a b RŒ 3  симметричен). В этом случае имеет место a bR1æ Æææ , от-
куда в силу условия эквивалентности R R1 2∼  получим a bR2æ Æææ . 
Следовательно, справедливо и a bR R2 4∪æ Ææææ . Таким образом, при 
m = 0  искомое утверждение доказано.

Предположим далее, что оно верно для некоторого m ≥ 0 , и до-
кажем его при оценке уровня рекурсии m + 1 . В этом случае новые 
для рассмотрения варианты связи a bR R1 3∪æ Ææææ  могут дать усло-
вия 3)–6) определения 1. 

Если последним было применено правило 3), то по предполо-
жению индукции уровень рекурсии в соответствующем соотноше-
нии ¢ æ Ææææ ¢b aR R1 3∪  не превосходит m , поэтому ¢ æ Ææææ ¢b aR R2 4∪ . В 
этом случае, в силу контрапозиционности логического отношения 

R R2 4∪æ Ææææ , получим a bR R2 4∪æ Ææææ . 
Рассмотрим вариант, когда соотношение a bR R1 3∪æ Ææææ  получе-

но из условия 4) определения 1. В этом случае по предположению 
индукции все соотношения a bR R

t
1 3∪æ Ææææ  имеют уровень рекурсии 

£ m , поэтому a b t TR R
t

2 4∪æ Ææææ " Œ, . Тогда, в силу Ÿ -дистрибутив-
ности R R2 4∪æ Ææææ , получим a bR R2 4∪æ Ææææ . Если же выполнено 5), то 
требуемый факт аналогично следует из предположения индукции и 
свойства ⁄ -дистрибутивности логического отношения R R2 4∪æ Ææææ .

Наконец, пусть справедливо 6). И в этом случае базовые со-
отношения a cR R1 3∪æ Ææææ  и c bR R1 3∪æ Ææææ  имеют уровень рекур-
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сии £ m . Следовательно, по предположению индукции получаем 
a cR R2 4∪æ Ææææ  и c bR R2 4∪æ Ææææ . Отсюда, в силу транзитивности логи-
ческого отношения R R2 4∪æ Ææææ , имеем a bR R2 4∪æ Ææææ . �

Следствие 2. Пусть R R R1 2, ,  – отношения на полной булевой 
решетке F . Если при этом R R1 2∼ ,  то R R R R1 2∪ ∼ ∪ .

Следствия 1 и 2 обосновывают принцип локальности эквива-
лентных преобразований логических отношений в случае полных 
булевых решеток. 

4.2.2. Структура логических связей

В настоящем подразделе проводится аналогичное представлен-
ному в п.4.1.2 исследование с целью заложить основу для разделе-
ния процессов построения логического замыкания и редукции на 
этапы, один из которых соответствует нахождению транзитивного 
замыкания и редукции. Для этого доказываются некоторые свойс-
тва логических связей на полных булевых решетках.

Лемма 1. Пусть R  – нетерово отношение на полной булевой 
решетке F  и a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, . Тогда справедливы соотношения 

Ÿ Ÿ
t T t

R

t T ta b
Œ Œ

æ Æææ  и ⁄ ⁄
t T t

R

t T ta b
Œ Œ

æ Æææ .

Доказательство. Чтобы установить первое из требуемых 
соотношений, введем обозначения � �a a b b

t T t t T t= =
Œ Œ
Ÿ Ÿ, . Посколь-

ку �a a t Tt£ " Œ, , то в силу a bt
R

tæ Æææ  и условия 6) определения 
4.2.1.11 справедливо �a b t TR

tæ Æææ " Œ, . Применяя к последнему со-
отношению правило 4) определения 4.2.1.1, получим � �a bRæ Æææ . 

Для доказательства второй части леммы обозначим �a a
t T t=
Œ
⁄ , 

�b b
t T t=
Œ
⁄ . Далее, пользуясь неравенствами b b t Tt £ " Œ�, , из a bt

R
tæ Æææ  

с помощью транзитивного условия 6) имеем a b t Tt
Ræ Æææ " Œ�, . На-

конец, используя правило 5) определения 4.2.1.1, приходим к соот-
ношению � �a bRæ Æææ . �

Следствие 1. На основе леммы 1 можно ввести обобщенные 
правила вывода, соответствующие правилам 4) и 5) определения 
4.2.1.1. Упорядоченная пара a b, Œ F  логически связана отношением 
R  (a bRæ Æææ ), если выполнено одно из следующих условий:

4¢) существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , что Ÿ Ÿ
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =, , 
причем a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, ;

5¢) существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , что ⁄ ⁄
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =, , 
причем a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, .

1 Определение 1 из п.4.2.1.

4.2. LP-структуры первого порядка
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Правила 4) и 5) определения 4.2.1.1 являются частными случа-
ями правил 4¢) и 5¢).

Лемма 2. Пусть R  – нетерово отношение на полной булевой 
решетке F . Тогда при выводе произвольной логической связи 
a bRæ Æææ  любое применение правил 4¢)–5¢) может быть произве-
дено без участия в их компонентах правила 2) определения 4.2.1.1 
со строгим неравенством. Его роль можно свести исключительно к 
присутствию в качестве компонента для транзитивного правила 6).

Доказательство. Предположим, что при получении вывода 
a bRæ Æææ  использовалось условие 4¢). Разобьем имеющееся мно-
жество пар {( , ) | }a b t Tt t Œ  на 2 подмножества. В первое из них вой-
дут такие пары ( , )a bt t , для которых выполнено a bt t< . Соответс-
твующее им множество индексов { }t  обозначим T1 . Ко второму 
подмножеству отнесем все остальные пары ( , ),a b t Tt t Œ 2 . Тогда, 
вводя обозначения Ÿ Ÿ

t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
1 1

1 1, , Ÿ Ÿ
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
2 2

2 2, , получим 

a a a= 1 2∧ , b b b= 1 2∧ . При этом a b1 1£  (соответственно a bR1 1æ Æææ ) 
и по условию 4¢) имеет место a bR2 2æ Æææ . Очевидно, что указанное 
выше применение правила 4¢) для {( , ) | }a b t Tt t Œ  можно заменить 
аналогичным правилом для ( , ),( , )a b a b1 1 2 2 .

Если при этом окажется, что T1 = Δ , то для данного вывода 
a bRæ Æææ  сформулированное в лемме утверждение относительно 
правила 4¢) выполнено сразу. Если же T2 = Δ  либо a b2 2£ , то необ-
ходимости в применении правила 4¢) не возникает вообще. Рассмот-
рим оставшийся нетривиальный случай (T T1 2π Δ π Δ,  и не имеет 
места a b2 2£ ), в котором поступим следующим образом. Применим 
правило 4¢) к соотношениям b b a bR R1 1 2 2æ Æææ æ Æææ, , тогда полу-
чим b a b bR1 2 1 2∧ ∧æ Æææ . Возвращаясь к имеющемуся неравенству 
a b1 1£ , заметим, что в силу свойств решетки F  из него следует не-
равенство a a b a1 2 1 2∧ ∧£ . Применяя далее к парам a a b a1 2 1 2∧ ∧£  
и b a b bR1 2 1 2∧ ∧æ Æææ  транзитивное правило 6), приходим к соотно-
шению a a b bR1 2 1 2∧ ∧æ Æææ , то есть a bRæ Æææ . При этом в приме-
няемом правиле 4¢) исключается участие строгих неравенств вида 
a bt t< . Таким образом, для правила 4¢) утверждение леммы дока-
зано.

Рассмотрим другой вариант, когда при выводе a bRæ Æææ  было 
применено правило 5¢). Как и выше, разобьем имеющееся множество  
{( , ) | }a b t Tt t Œ  на два подмножества. Первое из них будет содержать 
пары a bt t< . Соответствующее множество индексов обозначим T1 . Ко 
второму подмножеству отнесем все остальные пары ( , ),a b t Tt t Œ 2 . Тог-

да, обозначая ⁄ ⁄
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
1 1

1 1, , ⁄ ⁄
t T t t T ta a b b
Œ Œ

= =
2 2

2 2, , будем иметь 
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a a a b b b= =1 2 1 2∨ ∨, . При этом a b1 1£  (соответственно a bR1 1æ Æææ ) 
и по правилу 5¢) имеет место a bR2 2æ Æææ . Указанное выше приме-
нение правила 5¢) для {( , ) | }a b t Tt t Œ  можно заменить аналогичным 
правилом для ( , ),( , )a b a b1 1 2 2 .

Если выяснится, что T1 = Δ , то для вывода a bRæ Æææ  сформу-
лированное в лемме утверждение относительно правила 5¢) будет 
выполнено сразу. Если же  T2 = Δ  либо a b2 2£ , то применение пра-
вила 5¢) не потребуется вообще. Остается нетривиальный случай 
(T T1 2π Δ π Δ,  и не имеет места a b2 2£ ), в котором применим к 
соотношениям a a a bR R1 1 2 2æ Æææ æ Æææ,  правило 5¢). Соответственно 
получим a a a bR1 2 1 2∨ ∨æ Æææ . Возвращаясь к имеющемуся нера-
венству a b1 1£ , заметим, что в силу свойств решетки F  из него 
следует неравенство a b b b1 2 1 2∨ ∨£ . Применяя к соотношениям 
a a a bR1 2 1 2∨ ∨æ Æææ  и a b b b1 2 1 2∨ ∨£  транзитивное правило 6), по-
лучим справедливость a a b bR1 2 1 2∨ ∨æ Æææ , то есть a bRæ Æææ . Те-
перь утверждение леммы доказано и для случая применения пра-
вила 5¢). �  

Лемма 3. Пусть R  – нетерово отношение на полной булевой 
решетке F . Тогда при выводе любой логической связи a bRæ Æææ  
все применения контрапозиционного правила 3) определения 4.2.1.1 
могут быть исключены либо перенесены в начальную стадию этого 
процесса.

Доказательство. Достаточно показать, что любое применение 
правила 3) можно исключить либо поменять местами с предшеству-
ющим ему применением каждого из правил 2), 4¢), 5¢), 6), получив 
при этом аналогичную логическую связь. Рассмотрим все потенци-
ально возможные при этом случаи.

Предположим, что вывод a bRæ Æææ  получен из соотноше-
ния ¢ £ ¢b a  применением правила 3). Поскольку ¢ £ ¢b a , то в силу 
свойств булевой решетки F  справедливо a b£ , откуда сразу следу-
ет a bRæ Æææ . Таким образом, в данном случае применение прави-
ла 3) можно исключить.

Рассмотрим вариант, когда при получении некоторого вывода 
a bRæ Æææ  непосредственно перед правилом 3) использовалось ус-
ловие 4’ ). В подобной ситуации существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , 
что Ÿ Ÿ

t T t t T ta a b b
Œ Œ

= ¢ = ¢, , причем b a t Tt
R

tæ Æææ " Œ, . Вместо указан-

ного последовательного применения правил 4¢) и 3) поступим по-
другому, а именно – сразу применим к имеющимся соотношениям 
b a t Tt

R
tæ Æææ " Œ,  правило 3). Тогда получим, что справедливо 

¢ æ Æææ ¢ " Œa b t Tt
R

t , . Применяя далее правило 5¢), приходим к соот-

4.2. LP-структуры первого порядка
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ношению ⁄ ⁄
t T t

R

t T ta b
Œ Œ

¢ æ Æææ ¢ , откуда с помощью закона де Моргана 

получим a bRæ Æææ . Таким образом, в данном случае применения 
правила 3) удается переместить на шаг назад, получив при этом 
аналогичный результат a bRæ Æææ .

Рассмотрим ситуацию, в которой при получении вывода 
a bRæ Æææ  перед правилом 3) было применено условие 5¢). В этой 
ситуации существуют такие a b t Tt t, ,Œ ŒF , что ⁄ ⁄

t T t t T ta a b b
Œ Œ

= ¢ = ¢, , 

причем b a t Tt
R

tæ Æææ " Œ, . Тогда вместо правил 5¢) и 3) приме-
ним к имеющимся соотношениям b a t Tt

R
tæ Æææ " Œ,  правило 3). 

В результате получим связи ¢ æ Æææ ¢ " Œa b t Tt
R

t , . Применяя теперь 
правило 4¢), приходим к соотношению Ÿ Ÿ

t T t
R

t T ta b
Œ Œ

¢ æ Æææ ¢ , откуда по 

закону де Моргана  получим a bRæ Æææ . И в этом случае примене-
ние правила 3) удалось переместить к началу вывода с сохранением 
результата a bRæ Æææ .

Наконец, остается случай, когда при получении a bRæ Æææ  перед 
правилом 3) было применено транзитивное правило 6). В этом слу-
чае существует элемент c Œ F  такой, что ¢ æ Æææb cR  и c aRæ Æææ ¢ . 
Как и выше, к этим базовым соотношениям сразу применим прави-
ло 3). В результате получим, что ¢ æ Æææc bR , a cRæ Æææ ¢ . Отсюда по 
правилу 6) приходим к соотношению a bRæ Æææ .

Таким образом, в каждой возможной ситуации вывода приме-
нение правила 3) определения 4.2.1.1 можно произвести до приме-
нений остальных его правил. �  

Лемма 4. Пусть R  – нетерово отношение на полной булевой 
решетке F . Тогда при выводе любой логической связи a bRæ Æææ  
все применения транзитивного правила 6) определения 4.2.1.11 мо-
гут быть исключены либо перенесены в заключительную стадию 
данного процесса.

Доказательство. Докажем утверждение леммы с помощью ин-
дукции по m  – оценке уровня рекурсии в соотношении a bRæ Æææ . 
При m = 0  для a b,  имеет место одно из условий 1)–2) определе-
ния 4.2.1.1. В этом случае вывод a bRæ Æææ  вовсе не содержит тран-
зитивных связей, а значит, требуемое утверждение выполнено.  

Предположим далее, что оно верно для некоторого m ≥ 0 , и 
докажем это утверждение при уровне рекурсии m + 1 . По предпо-
ложению индукции, первые m  шагов вывода можно организовать 
так, что транзитивное правило 6) будет применяться лишь в конце 
процесса. В этом случае все зависит от того, какое правило вывода 

1 Следствие 1 из п. 4.1.1.
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применено на последнем (m + 1 ) шаге. По лемме 2 правило 2) в 
этом плане можно не рассматривать, а по лемме 3 все применения 
контрапозиционного правила 3) можно считать реализованными 
в начале процесса вывода. Если же последним  применено прави-
ло 6), то утверждение леммы сразу оказывается выполненным – все 
транзитивные связи использованы в заключительной стадии выво-
да. Таким образом, остается исследовать случаи, когда на (m + 1 ) 
шаге применено правило вывода 4¢) либо 5¢). 

Рассмотрим вариант, когда связь a bRæ Æææ  в конечном сче-
те получена из условия 4¢). При этом каждое базовое соотноше-
ние a b t Tt

R
tæ Æææ Œ,  имеет уровень рекурсии £ m  и, по предпо-

ложению индукции, все свои транзитивные связи использует лишь 
в конце вывода. Другими словами, при каждом t TŒ  существует 
цепочка элементов a c c c bt t t t

n
t

t= =0 1, ,...,  такая, что выполнены со-
отношения c ct

i R
t
i- æ Æææ1 , i nt= 1,..., , при выводе каждого из кото-

рых не используется транзитивное правило 6). В силу нетеровости 
отношения R , величины nt  ограничены в совокупности, то есть 
n N t Tt £ Œ, .  В связи с этим обстоятельством будем считать все 
указанные выше цепочки элементов равными по длине N , дополнив 
каждую в случае необходимости справа повторяющимся элементом 
c bt

n
t

t = . Тогда для цепочек a c c c b t Tt t t t
N

t= = Œ0 1, ,..., ,  построим эле-
менты �c c i Ni t T t

i= =
Œ
Ÿ , ,...,0 . Очевидно, что �c a0 =  и �c bN = . Кроме 

того, поскольку c ct
i R

t
i- æ Æææ1 , то к этим парам можно применить 

правило 4¢), то есть получаем � �c ci
R

i- æ Æææ1 , i N= 1,..., . 
Таким образом, удалось показать, что в рассматриваемом слу-

чае все применения транзитивного правила 6) в базовых соотноше-
ниях a b t Tt

R
tæ Æææ Œ,  можно заменить его применением на заклю-

чительной стадии вывода к построенным элементам �c i Ni , ,...,= 0 . 
Предположим теперь, что рассматриваемая связь a bRæ Æææ  

была выведена из условия 5¢). Тогда все базовые соотношения 
a b t Tt

R
tæ Æææ Œ,  имеют уровень рекурсии £ m  и, по предположе-

нию индукции, все транзитивные связи использует только в конце 
вывода. По этой причине при каждом t TŒ  существует цепочка 
элементов a c c c bt t t t

n
t

t= =0 1, ,...,  такая, что выполнены соотношения 
c ct

i R
t
i- æ Æææ1 , i nt= 1,..., , при выводе которых не используется тран-

зитивное правило 6). Поскольку отношение R  нетерово, то все ве-
личины nt  ограничены в совокупности, а именно – n N t Tt £ Œ, .  
Как и выше, будем считать все цепочки элементов равными по 
длине N , расширив их в случае необходимости справа последними 
элементами c bt

n
t

t = . Тогда для цепочек a c c c b t Tt t t t
N

t= = Œ0 1, ,..., ,  
построим элементы �c c i Ni t T t

i= =
Œ
⁄ , ,...,0 . Легко видеть, что �c a0 =  и 
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�c bN = . Кроме того, поскольку c ct
i R

t
i- æ Æææ1 , то к этим парам можно 

применить правило 5¢), то есть получаем � �c ci
R

i- æ Æææ1 , i N= 1,..., . 
Итак, в рассматриваемом случае все применения транзитивного 

правила 6) в базовых соотношениях a b t Tt
R

tæ Æææ Œ,  также можно 
заменить его применением на заключительной стадии вывода к пос-
троенным элементам �c i Ni , ,...,= 0 . �

4.2.3. Логическая редукция

Для нетерового отношения R  на полной булевой решетке F  
введем отношение �R , построенное последовательным выполнением 
следующих действий (шагов):  

1) добавить к R  все пары вида ( , )a a , где a Œ F  (рефлексивные 
пары), и обозначить новое отношение R1 ;

2) добавить к R1  все пары ( , )a b , для которых ( , )¢ ¢ Œb a R , и обоз-
начить новое отношение R2 ;

3) добавить к R2  всевозможные пары вида ( ... ,a o a o o am m1 1 2 2 1-  
... )b o b o o bm m1 1 2 2 1- , где ( , )a b Ri i Œ 2 , символ oi  обозначает операцию ∧  

либо ∨ , и обозначить новое отношение R3 ;
4) добавить к R3  всевозможные пары вида ( ... ,...QQ Q am t t tm1 2 1 2

 
... )...QQ Q bm t t tm1 2 1 2

, где ( , )... ...a b Rt t t t t tm m1 2 1 2 3Œ , символ Qi  обозначает беско-
нечную операцию вида Ÿ

t Ti iŒ
 либо ⁄

t Ti iŒ
;

5) объединить полученное отношение с отношением £ . 
Заметим, что в силу дистрибутивности булевой решетки, дейс-

твия шага 3) можно разделить на два более простых последователь-
ных шага, а именно – вначале использовать лишь одну из опера-
ций ∧  либо ∨ , затем – только вторую.

Замечание 1. Применяя конечное число раз лемму 4.2.2.11 и 
следствие 4.2.1.12, нетрудно убедиться в том, что отношение �R  ло-
гически эквивалентно R .

Лемма 1. Пусть R  – нетерово отношение на полной булевой 
решетке F . Тогда, если a bRæ Æææ , и это соотношение может быть 
получено без использования транзитивного правила 6) определения 
4.2.1.13, то ( , )a b RŒ � .

Доказательство. Пусть имеет место a bRæ Æææ , полученное 
без применений упомянутого в условии леммы правила 6). Если 
указанное соотношение получено непосредственно из правила 1) 
или 2) определения 4.2.1.1, то сразу имеем ( , )a b RŒ � . Остается рас-

1 Лемма 1 из п. 4.2.2.
2 Следствие 1 из п. 4.2.1.
3 Определение 1 из п. 4.2.1.



139

смотреть нетривиальный случай применения цепочки правил 2), 3), 
4¢), 5¢).

Поскольку при выводе правило 6) не используется, то по лем-
ме 4.2.2.21 не применяется и правило 2) со строгим неравенством. 
Далее, по лемме 4.2.2.32 все применения контрапозиционного 
правила 3) могут быть выполнены на начальном этапе процесса 
вывода. Следовательно, правила 4¢)–5¢) завершают этот процесс. 
Заметим также, что все применения правил 4¢)–5¢) с бесконеч-
ными операциями Ÿ  и ⁄  могут быть произведены после всех 
применений правил 4¢)–5¢) с конечными операциями ∧  и ∨ . Дан-
ный факт вытекает из свойств ассоциативности и дистрибутив-
ности операций Ÿ  и ⁄   по отношению к операциям ∧  и ∨  (см. 
п.1.2). Он является алгебраической интерпретацией известной 
теоремы о предваренной форме предиката в логике первого по-
рядка [187].

Если сопоставить перечисленные этапы вывода с последователь-
ностью построения отношения �R , то окажется, что вывод a bRæ Æææ  
представляет собой построение некоторого подмножества �R , что и 
доказывает включение ( , )a b RŒ � .�

Теорема 1. Логическое замыкание нетерового отношения R  на 
полной булевой решетке F  совпадает с транзитивным замыканием 
�R*  соответствующего отношения �R .    

Доказательство. В силу замечания 1, отношение �R  эквива-
лентно R . Следовательно, по определению логического замыкания, 
имеем �R RÕ æ Æææ . Отсюда, поскольку отношение Ræ Æææ  транзи-
тивно, получаем �R R* Õ æ Æææ .

Докажем обратное включение. Предположим, что a bRæ Æææ . 
По лемме 4.2.2.4, при получении этого вывода все применения тран-
зитивного правила 6) определения 4.2.1.1 могут быть перенесены в 
заключительную стадию процесса. Это означает, что существует 
цепочка элементов a c c c bn= =0 1, ,...,  такая, что выполнены соот-
ношения c ci

R
i- æ Æææ1 , i n= 1,..., , при выводе которых правило 6) 

не используется. Тогда по лемме 1 имеем ( , )c c Ri i- Œ1
� , откуда сразу 

получаем ( , ) *a b RŒ � . Итак, R Ræ Æææ Õ � * . �  
Рассмотрим непосредственно вопрос о существовании и постро-

ении логической редукции бинарных отношений. Для нетерового 
отношения R  на полной булевой решетке F  введем отношение 

�
R , 

построенное последовательным выполнением действий (шагов), об-
ратных построению �R , а именно:  

1 Лемма 2 из п. 4.2.2.
2 Лемма 3 из п. 4.2.2.
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1) исключить из R  все пары ( , )a b , для которых a b< , и обозна-
чить новое отношение R-1 ; 

2) исключить из R-1  все пары ( , )a b  вида ( ... ,...QQ Q am t t tm1 2 1 2
 

... )...QQ Q bm t t tm1 2 1 2
, где ( , )... ...a b Rt t t t t tm m1 2 1 2 1Œ -  либо ( , )...

’
...

’b a Rt t t t t tm m1 2 1 2 1Œ - , 
символ Qi  обозначает бесконечную операцию вида Ÿ

t Ti iŒ
 либо ⁄

t Ti iŒ
, 

причем ( , )a b  не совпадает ни с одной парой ( , )... ...a bt t t t t tm m1 2 1 2
, и обозна-

чить новое отношение R-2 ;
3) исключить из R-2  все пары ( , )a b  вида ( ... ,a o a o o am m1 1 2 2 1-  

... )b o b o o bm m1 1 2 2 1- , где ( , )a b Ri i Œ -2  либо ( , )¢ ¢ Œ -b a Ri i 2 , символ oi  обоз-
начает операцию ∧  либо ∨ , причем ( , )a b  не совпадает ни с одной 
парой ( , )a bi i , и обозначить новое отношение R-3 ;

4) исключить из R-3  все контрапозиционные пары, то есть при  
( , ),( , )a b b a R¢ ¢ Œ -3  оставить в R-3  лишь одну из двух пар, и обозна-
чить новое отношение R-4 ;

5) исключить из R-4  все пары вида ( , )a a , где a Œ F  (рефлек-
сивные пары).

В силу дистрибутивности булевой решетки, шаг 3) может быть 
заменен двумя более простыми последовательными шагами, каж-
дый из которых использует лишь одну из операций ∧  либо ∨ . 

Замечание 2. С помощью леммы 4.2.2.1 и следствия 4.2.1.1 
нетрудно убедиться в том, что отношение 

�
R  логически эквивалент-

но R .
Лемма 2. Пусть R  – нетерово отношение на полной булевой 

решетке F . Для того, чтобы R  являлось логической редукцией, 
необходимо и достаточно, чтобы R  не содержало ни одной такой 
пары ( , )a b , для которой выполнено соотношение a bR a b\{( , )}æ Ææææ . 

Доказательство. Пусть отношение R  представляет собой ло-
гическую редукцию, то есть является минимальным логически эк-
вивалентным себе отношением. Предположим противное, а именно, 
что существует пара ( , )a b RŒ , логически связанная отношением 
R a b\ {( , )} . Если это так, то в силу следствия 4.2.1.1 пару ( , )a b  
можно исключить из R , получив при этом меньшее эквивалентное 
отношение. Таким образом, при сделанном предположении отноше-
ние R  не может быть логической редукцией.

Для доказательства обратного утверждения предположим, что 
не существует ни одной пары ( , )a b RŒ , для которой справедливо 
a bR a b\{( , )}æ Ææææ . Необходимо доказать, что в этом случае R  есть ло-
гическая редукция. Вновь предположим противное, а именно – пусть 
существует отношение R R0 Ã , эквивалентное R , и ( , ) \a b R RŒ 0 . 
Тогда, поскольку ( , )a b RŒ , в силу эквивалентности рассматривае-
мых отношений справедливо a bR0æ Æææ . Так как отношение R0  не 
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содержит пару ( , )a b , то R R a b0 Õ \ {( , )} . Таким образом, логичес-
кая связь a bR0æ Æææ  противоречит сделанному предположению о 
том, что таких пар ( , )a b  в R  нет. Полученное противоречие дока-
зывает утверждение леммы. �

Следующая теорема устанавливает достаточное условие сущес-
твования и способ построения логической редукции данного отно-
шения.

Теорема 2. Пусть для нетерового отношения R , заданного на 
полной булевой решетке F , построено соответствующее отношение 
�R . Тогда, если для �R  существует транзитивная редукция R0 , то 

соответствующее ей отношение 
�
R0  представляет собой логическую 

редукцию исходного отношения R .
Доказательство. Из замечаний 1–2 следует, что указанное в 

теореме отношение 
�
R0  логически эквивалентно R . Осталось по-

казать, что 
�
R0  является логической редукцией вообще. Для этого 

достаточно проверить выполнение для 
�
R0  условия леммы 2.

Пусть ( , )a b  – произвольная пара отношения 
�
R0 . Требуется по-

казать невозможность логической связи a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ . Предполо-
жим противное, что эта связь существует. Тогда в силу следствия 
4.2.1.1 отношение 

�
R a b0 \ {( , )}  эквивалентно 

�
R0 . Сразу заметим, что 

правило 1) определения 4.2.1.1 для вывода a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ  приме-
нить невозможно, поскольку пара ( , )a b  не содержится в множестве 

�
R a b0 \ {( , )} .

По лемме 4.2.2.4 любая логическая связь может быть постро-
ена таким образом, что все транзитивности будут использоваться 
лишь в завершающей стадии ее вывода. Этот факт свидетельствует 
о существовании цепочки элементов a c c c bn= =0 1, ,...,  такой, что 
выполнены соотношения c ci

R a b
i- æ Æææææ1

0

�
\{( , )} , i n= 1,..., , при выводе 

каждого из которых правило 6) не используется. Отсюда по лемме 
1 имеем ( , )c c Ri i- Œ1

� . Таким образом, при n > 1  пара ( , )a b  оказыва-
ется транзитивной  в �R . Следовательно, она не может содержаться 
в 

�
R0 , которое является подмножеством транзитивной редукции от-

ношения �R . В результате получено противоречие исходному пред-
положению ( , )a b RŒ

�
0 . 

Остается исследовать случай n = 1 . В этой ситуации по лемме 
4.2.2.3 рассматриваемая логическая связь a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ  может со-

держать применения правил 4¢) и 5¢) лишь в заключительной стадии 
вывода. В силу свойств дистрибутивности полной булевой решетки 
[192], любая полученная таким образом пара ( , )a b  описывается ша-
гами 3) и 4) процесса построения отношения �R . Соответственно, 
при нахождении 

�
R0  (обратный процесс) она будет исключена. Та-

4.2. LP-структуры первого порядка
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ким образом, снова получено противоречие исходному предположе-
нию ( , )a b RŒ

�
0 .

При выводе a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ  не могло использоваться и прави-
ло 3) определения 4.2.1.1, поскольку в этом случае при ( , )a b RŒ

�
0  

соответствующая контрапозиционная пара ( , )¢ ¢b a  должна быть 
исключена на шаге 4) построения 

�
R0 . Применение правила 2) 

при a bπ  исключается леммой 4.2.2.2, а случай a b=  невозмо-
жен ввиду выполнения шага 5) процесса построения отноше-
ния 

�
R0 . 

Таким образом, удалось исследовать возможные варианты 
предполагаемого логического вывода a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ . В результате 

установлено, что в каждом рассматриваемом случае наличие связи 
a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ  противоречит факту ( , )a b RŒ

�
0 . Следовательно, от-

ношение 
�
R0  представляет собой логическую редукцию. �

В разделах 4.1 и 4.2 рассмотрены LP-структуры, которые мо-
гут использоваться для моделирования расширенных продукци-
онных систем. По отношению к моделям, описанным в главах 2–
3, указанные расширения состоят в том, что в предпосылках и 
заключениях правил допускаются достаточно общие логические 
формулы (соответственно формулы исчислений нулевого и пер-
вого порядка). Модель следующего раздела также расширяет 
общую теорию LP-структур. Однако это реализуется не обобще-
нием логических формул, а добавлением новых нестандартных 
операций.

4.3. Эквациональные LP-структуры
Данный раздел посвящен описанию еще одной новой модели – 

эквациональной LP-структуры. Такая структура возникает в ка-
честве модели условной эквациональной теории и соответствующей 
условной системы переписывания термов (см. п 1.6). 

Кроме разработки самой модели, основные результаты раз-
дела состоят в исследовании стандартных для данной работы 
свойств подобных структур. К их числу относятся: существова-
ние логического замыкания; возможность локально-эквивален-
тных преобразований исходного отношения; архитектура логи-
ческих связей; существование и построение логической редукции 
LP-структуры. В силу происхождения этой модели в данном раз-
деле вновь используются обозначения операций из теории мно-
жеств. В заключительной части раздела подводятся некоторые 
итоги и указываются перспективы дальнейших исследований в 
данном направлении.
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4.3.1. Модель условной эквациональной теории

Связанные с термами и эквациональными теориями базовые оп-
ределения были приведены в п. 1.6.

В настоящем разделе вводится основанная на решетках алгеб-
раическая модель условной эквациональной теории. Эта модель 
учитывает возможные связи между термами, обусловленные при-
менениями к ним функций и подстановок. Исходная теория состоит 
из условных соотношений вида s t s t u v u vn n m m1 1 1 1= = = =,..., : ,...,  
(если имеют место равенства термов s t i ni i= =, ,...,1 , то выполне-
ны и все u v j mj j= =, ,...,1 ). Будем называть такие соотношения 
(условными) эквациональными правилами, или просто правилами 
там, где это не будет вызывать недоразумений.  Равенства между 
термами интерпретируются обычным для эквациональной теории 
способом: s t= , если данное равенство можно получить из имеюще-
гося набора равенств с помощью рассматриваемой эквациональной 
дедукции. Ниже будут определены соответствующие ей аксиомы и 
правила вывода, которые естественным образом расширяют набор 
аксиом и правил вывода, описанный в [46] для условных равенств 
вида s t s t s tn n1 1= = =,..., : .  

В предлагаемой алгебраической модели условные эквациональ-
ные правила реализуются бинарным отношением R  на решетке, 
порожденной множествами равенств { }s ti i= . Подчеркнем, что R  
связывает не отдельные термы (как в обычной эквациональной ло-
гике), а наборы равенств между термами. Этот факт означает, что 
каждому правилу s t s t u v u vn n m m1 1 1 1= = = =,..., : ,...,  соответствует 
пара ( , )a b RŒ , где a s t s tn n= = ={ ,..., }1 1  и b u v u vm m= = ={ ,..., }1 1 . 
Рассматриваемая модель содержит логику продукционного выво-
да. Такой вывод можно назвать мета-выводом, поскольку он при-
меняется не к самим термам, а к подмножествам равенств между 
термами. 

Пусть дана эквациональная теория ( , )S E . Для множества ра-
венств E  рассмотрим множество конечных подмножеств l( )E . В 
нем заданы отношения включения Õ ,   , а также «решеточные» 
операции ∩  и ∪  – теоретико-множественные пересечение и объеди-
нение. Кроме них для описания рассматриваемой модели потребу-
ются еще две группы операций, связанных соответственно с функ-
циями и подстановками термов: 

1) если a s t i ni i= = ={ | ,..., }1  и f nŒ S , то f a f s sn( ) { ( ,..., )= =1  
f t tn( ,..., )}= 1 ;  
2) если a s t j mj j= = ={ | ,..., }1 , то s s s( ) { ( ) ( ) | ,..., }a s t j mj j= = = 1  

для любой подстановки s .

4.3. Эквациональные LP-структуры
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Определение 1. Пусть задана эквациональная теория ( , )S E . 
Эквациональной решеткой будем называть решетку, полученную 
пополнением l( )E  относительно определенных выше опера-
ций 1)–2).

Таким образом, предпосылки и заключения рассматриваемых 
правил являются элементами эквациональной решетки. 

По аналогии с [46] введем аксиомы и правила условной эква-
циональной дедукции. Ее аксиомы порождаются перечисленны-
ми в п. 1.6 правилами вывода равенств. Правило вывода 2) озна-
чает наличие условного правила (аксиомы) a f a: ( )  для любых 
a s t s tn n= = ={ ,..., }1 1  и f nŒ S ; из 3) следует аксиома a a: ( )s  для 
любых a Œ F  и подстановки s . Такие условные правила в рассмат-
риваемой логике можно также назвать тавтологиями. Еще одной 
очевидной тавтологией (аксиомой) является правило a b a b: , , Œ F  
при a b  . 

Правила вывода в условной эквациональной логике таковы:
1) a b a b a b: ( ) : ( ) ( , )� s s Œ F  для любой подстановки s  (см. ана-

логичное правило в [46] с исходными обозначениями);
2) a b a c a b c a b c: , : : ( , , )� ∪ Œ F  (возможность вывода по час-

тям);
3) a b b c a c a b c: , : : ( , , )� Œ F  (транзитивность).

4.3.2. Логическое замыкание и эквивалентные 
преобразования

В данном подразделе рассматриваются бинарные отношения на 
эквациональной решетке. Ниже будет введено понятие логическо-
го отношения, которое соответствует множеству правил условной 
эквациональной теории. Свойства такого отношения должны отра-
жать сформулированные в п. 4.3.1 аксиомы и правила условной 
эквациональной дедукции.

Во-первых, логическое отношение R  должно содержать все 
тавтологии. Введем для них общее обозначение: a b� , если a b  , 
b a= s( ) или b f a= ( ) . Таким образом, для логического отношения 
R  справедливо �Õ R . Другие свойства логического отношения вы-
текают из правил дедукции. В частности, отношение R  на эквацио-
нальной решетке называется применимым, если для любой подста-
новки s  из ( , )a b RŒ  следует ( ( ), ( ))s sa b RŒ .

Бинарное отношение на эквациональной решетке называет-
ся логическим, если оно содержит тавтологии, а также является 
применимым, дистрибутивным и транзитивным. Логическим за-
мыканием произвольного бинарного отношения R  называется на-
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именьшее логическое отношение, содержащее R . Эквациональной 
LP-структурой называется эквациональная решетка с заданным на 
ней логическим отношением.

Два отношения R1  и R2 , определенные на общей эквациональ-
ной решетке, называются эквивалентными, если их логические 
замыкания совпадают. Этот факт, как обычно, будем обозначать 
R R1 2∼ . Логической редукцией данного отношения R  называется 
эквивалентное ему минимальное отношение R0 . 

Необходимо отметить, что из приведенных выше формулировок 
непосредственно не следует существования логического замыкания 
или редукции для произвольного бинарного отношения на эквацио-
нальной решетке. Ответы на эти вопросы будут получены ниже.

Определение 1. Пусть задано некоторое отношение R  на 
эквациональной решетке F . Будем констатировать, что упоря-
доченная пара a b, Œ F  логически связана отношением R  (обозна-
чим этот факт a bRæ Æææ ), если выполнено одно из перечислен-
ных далее условий

1) ( , )a b RŒ ;
2) a b� :
 2.1) a b   или
 2.2) b a= s( ) или
 2.3) b f a= ( ) ;
3) существуют такие a b1 1, Œ F  и подстановка s , для которых 

a a b b= =s s( ), ( )1 1 , причем a bR
1 1æ Æææ ;

4) существуют такие b b1 2, Œ F , для которых b b b1 2∪ = , причем 
a b a bR Ræ Æææ æ Æææ1 2, ;

5) существует элемент c Œ F  такой, что a cRæ Æææ  и c bRæ Æææ .
Определение 1 по данному R  задает новое бинарное отношение 

Ræ Æææ  на эквациональной решетке F . 
Как обычно, условия 1)–5) определения 1 будем также называть 

правилами вывода в данной LP-структуре. При выводе логической 
связи a bRæ Æææ  шагом вывода будем называть применение ровно 
одного правила, возможно, одновременно к некоторому конечному 
множеству элементов решетки. Например: 

• если a b i ni
R

iæ Æææ =, ,...,1 , то s s( ) ( ), ,...,a b i ni
R

iæ Æææ = 1 ; 
• если a c c b i ni

R
i i

R
iæ Æææ æ Æææ =, , ,...,1 , то a b i ni

R
iæ Æææ =, ,...,1 .

Уровнем рекурсии в соотношении a bRæ Æææ  будем называть ко-
личество шагов вывода, необходимое для получения этой связи. В 
данном случае учитываются лишь применения правил 3)–5) опре-
деления 1. Для связи по правилу 1) или 2) уровень рекурсии счита-
ется равным нулю.

4.3. Эквациональные LP-структуры
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В общем случае связь a bRæ Æææ  может быть получена не един-
ственным набором правил. Как следствие, будем лишь оценивать ее 
уровень рекурсии, не указывая его точного значения. 

Лемма 1. Пусть R  – логическое отношение на эквациональ-
ной решетке F  и a b, Œ F . Тогда, если a bRæ Æææ , то справедливо 
( , )a b RŒ .

Доказательство. Проведем его с помощью индукции по m  – 
оценке уровня рекурсии в соотношении a bRæ Æææ . При m = 0  вы-
полнено одно из условий 1)–2) определения 1. Случай 1) означает 
справедливость утверждения леммы. Если же выполнено 2), то и 
тогда ( , )a b RŒ , поскольку логическое отношение R  содержит тав-
тологии. 

Предположим, что утверждение леммы верно для некоторого 
m ≥ 0 , и докажем его при уровне рекурсии m + 1 . В этом случае 
новые для рассмотрения варианты могут дать правила 3)–5). 

Если имеет место 3), то по предположению индукции уро-
вень рекурсии в соответствующем соотношении a bR

1 1æ Æææ  
(a a b b= =s s( ), ( )1 1 ) не превосходит m , поэтому ( , )a b R1 1 Œ . Тогда, 
в силу свойства применимости логического отношения R , получим 
( , )a b RŒ . 

Рассмотрим вариант, когда соотношение a bRæ Æææ  выведено из 
условия 4) определения 1. При этом по предположению индукции 
соотношения a b a bR Ræ Æææ æ Æææ1 2,  имеют уровень рекурсии £ m , 
т.е. ( , ),( , )a b a b R1 2 Œ . Тогда, в силу дистрибутивности R , получим 
( , )a b RŒ .

Наконец, пусть справедливо 5). И в этом случае по предположе-
нию индукции базовые соотношения a cRæ Æææ  и c bRæ Æææ  имеют 
уровень рекурсии £ m , то есть ( , ),( , )a c c b RŒ . Отсюда, в силу тран-
зитивности логического отношения R , имеем ( , )a b RŒ . �

Теорема 1. Для произвольного отношения R  на эквациональ-
ной решетке логическое замыкание существует и совпадает с мно-
жеством Ræ Æææ  всех упорядоченных пар, логически связанных 
отношением R .

Доказательство. Покажем, что при произвольном R  соответс-
твующее отношение Ræ Æææ  является логическим. Действительно, в 
силу условия 2) определения 1 оно содержит тавтологии, из 3) сле-
дует его применимость, из 4) – дистрибутивность, а условие 5) озна-
чает транзитивность данного отношения. Далее, в силу условия 1) 
определения 1, отношение Ræ Æææ  содержит R . Для доказательс-
тва теоремы осталось показать, что это – наименьшее из логических 
отношений, содержащих R .
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Пусть ¢R  – любое другое логическое отношение, содержащее 
R . Тогда очевидно, что если a bRæ Æææ , то a bR¢æ Æææ . Отсюда по 
лемме 1 имеем ( , )a b RŒ ¢ . Следовательно, отношение Ræ Æææ  содер-
жится в произвольно выбранном ¢R  и, таким образом, является 
наименьшим логическим отношением, содержащим R . �

Следствие 1. Пусть R  – бинарное отношение на эква-
циональной решетке и a b t Tt

R
tæ Æææ " Œ, . Тогда отношение 

¢ = ŒR R a b t Tt t∪ {( , ) | }  эквивалентно R . 
Доказательство. Заметим вначале, что по определению любое 

логическое отношение является собственным логическим замыкани-
ем.  Этот факт в силу теоремы 1 относится и к отношению Ræ Æææ . 
Далее, из определения 1 следует, что для любых R R1 2Õ  справед-
ливо R R1 2æ Æææ Õ æ Æææ . В рассматриваемом случае по построению 
отношения ¢R  выполнены включения R R RÕ ¢ Õ æ Æææ . Переходя к 
логическим замыканиям и учитывая изложенное выше, получаем, что 
отношения R  и ¢R  имеют общее логическое замыкание Ræ Æææ . �

Пусть дано произвольное бинарное отношение R  на эквацио-
нальной решетке. Его эквивалентным преобразованием называется 
такая замена всего множества упорядоченных пар R  или его части, 
что полученное в результате новое отношение P  логически эквива-
лентно R , то есть P R∼ .  

Теорема 2. Пусть R R R R1 2 3 4, , ,  – отношения на общей эк-
вациональной решетке. Если при этом R R1 2∼  и R R3 4∼ , то 
R R R R1 3 2 4∪ ∼ ∪ .

Доказательство. Пусть a bR R1 3∪æ Ææææ . Докажем, что при этом 
справедливо a bR R2 4∪æ Ææææ . Для этого применим метод индукции по 
m  – оценке уровня рекурсии в соотношении a bR R1 3∪æ Ææææ .

При m = 0  имеет место одно из условий 1)–2) определения 1. 
Если справедливо 2), то тогда a bR R2 4∪æ Ææææ , поскольку логичес-
кое отношение R R2 4∪æ Ææææ  содержит и тавтологии. Если выполне-
но условие 1), то имеем ( , )a b R RŒ 1 3∪ . Пусть, для определеннос-
ти, ( , )a b RŒ 1  (вариант ( , )a b RŒ 3  аналогичен). В этом случае имеет 
место a bR1æ Æææ , откуда в силу условия эквивалентности R R1 2∼  
получим a bR2æ Æææ . Следовательно, справедливо и a bR R2 4∪æ Ææææ . 
Таким образом, при m = 0  требуемое утверждение доказано.

Предположим далее, что оно верно для некоторого m ≥ 0 , и 
докажем его при уровне рекурсии m + 1 . В этом случае новые для 
рассмотрения варианты для a bR R1 3∪æ Ææææ  могут дать условия 3)–5) 
определения 1. 

Если имеет место 3), то по предположению индукции уро-
вень рекурсии в соответствующем соотношении a bR R

1 1
1 3∪æ Ææææ  

4.3. Эквациональные LP-структуры
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(a a b b= =s s( ), ( )1 1 ) не превосходит m , поэтому a bR R
1 1

2 4∪æ Ææææ . В 
этом случае, в силу свойства применимости логического отношения 

R R2 4∪æ Ææææ , получим a bR R2 4∪æ Ææææ . 
Рассмотрим вариант, когда соотношение a bR R1 3∪æ Ææææ  получено 

из условия 4) определения 1. Тогда по предположению индукции 
соотношения a b a bR R R R1 3 1 3

1 2
∪ ∪æ Ææææ æ Ææææ,  имеют уровень рекурсии 

£ m , поэтому a b a bR R R R2 4 2 4
1 2

∪ ∪æ Ææææ æ Ææææ, . Как следствие, в силу 
дистрибутивности R R2 4∪æ Ææææ , получим a bR R2 4∪æ Ææææ .

Наконец, пусть справедливо 5). И в этом случае базовые со-
отношения a cR R1 3∪æ Ææææ  и c bR R1 3∪æ Ææææ  имеют уровень рекур-
сии £ m . Следовательно, по предположению индукции получаем 
a cR R2 4∪æ Ææææ  и c bR R2 4∪æ Ææææ . Отсюда, в силу транзитивности логи-
ческого отношения R R2 4∪æ Ææææ , имеем a bR R2 4∪æ Ææææ . �

Следствие 2. Пусть R R R1 2, ,  – отношения на общей эквацио-
нальной решетке. Если при этом R R1 2∼ ,  то R R R R1 2∪ ∼ ∪ .

Следствия 1 и 2 обосновывают принцип локальности эквива-
лентных преобразований логических отношений на эквациональной 
решетке. 

4.3.3. Структура логических связей

Для выяснения вопроса о возможности в общем процессе пост-
роения логического замыкания выделить этап транзитивного замы-
кания исследуем ряд свойств продукционно-логических связей на 
эквациональной решетке.

Лемма 1. Пусть R  – отношение на эквациональной решет-
ке и a b i ni

R
iæ Æææ =, ,...,1 . Тогда справедлива логическая связь 

a bi
i n

R
i

i n= =

æ Æææ
1 1,..., ,...,
∪ ∪ .

Доказательство аналогично доказательству леммы 4.1.2.11. �
Следствие 1. На основе леммы 1 можно ввести обобщенное 

правило вывода, соответствующее правилу 4) определения 4.3.2.12. 
Оно состоит в том, что упорядоченная пара a b, Œ F  логически свя-
зана отношением R  (a bRæ Æææ ), если выполнено следующее усло-
вие:

4¢) существуют такие a b i ni i, , ,...,Œ =F 1 , что a a b bi
i n

i
i n= =

= =
1 1,..., ,...,

,∪ ∪ , 

причем a b i ni
R

iæ Æææ =, ,...,1 .
Очевидно, что правило 4) определения 4.3.2.1 является частным 

случаем правила 4¢).
1 Лемма 1 из п. 4.1.2.
2 Определение 1 из п. 4.3.2.
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Лемма 2. Пусть R  – отношение на эквациональной решетке F . 
Тогда при выводе каждой логической связи a bRæ Æææ  все примене-
ния правила 4¢) могут быть произведены без участия правила 2.1) 
определения 4.3.2.1 со строгим неравенством. Роль последнего мож-
но свести его к участию лишь в качестве компонента для транзи-
тивного правила 5).

Доказательство аналогично доказательству леммы 4.1.2.2. �  
Лемма 3. Пусть R  – отношение на эквациональной решетке F . 

Тогда при выводе логической связи a bRæ Æææ  любое применение 
правила 3) определения 4.3.2.4 можно исключить либо поменять 
местами с предшествующим ему применением каждого из правил 
2.1), 4¢), 5), получив при этом ту же логическую связь.

Доказательство. Предположим, что вывод a bRæ Æææ  получен 
из некоторого соотношения ¢ æ Æææ ¢a bR  применением правила 3). 
Тогда существует такая подстановка s , что a a b b= ¢ = ¢s s( ), ( ) . Рас-
смотрим возможные здесь случаи. Если имело место ¢   ¢a b  (прави-
ло 2.1), то выполнено s s( ) ( )¢   ¢a b  и, соответственно, необходимость 
в применении правила 3) не возникает.

Рассмотрим случай, когда при получении вывода ¢ æ Æææ ¢a bR  
непосредственно перед правилом 3) использовалось условие 4¢). 
В этой ситуации существуют такие a b i ni i, , ,...,Œ =F 1 , что 

a a b bi
i n

i
i n= =

= ¢ = ¢
1 1,..., ,...,

,∪ ∪ , причем a b i ni
R

iæ Æææ =, ,...,1 . Вместо ука-

занного последовательного применения правил 4¢) и 3) поступим 
по-другому, а именно – сразу применим к имеющимся соотноше-
ниям a b i ni

R
iæ Æææ =, ,...,1  правило 3). Тогда получим, что спра-

ведливо s s( ) ( ), ,...,a b i ni
R

iæ Æææ = 1 . Применяя далее правило 4¢), 
приходим к соотношению s s( ) ( )

,..., ,...,

a bi
i n

R
i

i n= =

æ Æææ
1 1
∪ ∪ , то есть 

s s( ) ( )
,..., ,...,

a bi
i n

R
i

i n= =

æ Æææ
1 1
∪ ∪ . Таким образом, в данном случае путем 

применения правила 3) удается переместиться на шаг назад, полу-
чив при этом аналогичный результат a bRæ Æææ .

Наконец, остается случай, когда при получении a bRæ Æææ  
перед правилом 3) было применено транзитивное правило 5). В 
этом случае существует элемент c Œ F  такой, что ¢ æ Æææa cR  и 
c bRæ Æææ ¢ . Как и выше, к этим базовым соотношениям сразу при-
меним правило 3). В результате получим, что s s( ) ( )¢ æ Æææa cR , 
s s( ) ( )c bRæ Æææ ¢ . Отсюда по правилу 5) приходим к соотношению 
a bRæ Æææ . �  

Лемма 4. Пусть R  – отношение на эквациональной решетке. 
Тогда при выводе любой логической связи a bRæ Æææ  все примене-

4.3. Эквациональные LP-структуры
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ния транзитивного правила 5) могут быть исключены либо перене-
сены в заключительную стадию данного процесса.

Доказательство. Докажем сформулированное утверждение с 
помощью индукции по m  – оценке уровня рекурсии в соотношении 
a bRæ Æææ . При m = 0  для a b,  имеет место одно из условий 1)–2) 
определения 4.3.2.1. В этом случае вывод a bRæ Æææ  вообще не со-
держит транзитивных связей. Как следствие, утверждение леммы 
выполнено.  

Предположим далее, что оно верно для некоторого m ≥ 0 , и 
докажем это утверждение при уровне рекурсии m + 1 . По предпо-
ложению индукции, первые m  шагов вывода можно организовать 
так, что транзитивное правило 5) будет применяться лишь в конце 
процесса. В этом случае все зависит от того, какое правило вывода 
применено на последнем (m + 1 )-м шаге – 3), 4¢) или 5). По лемме 3 
все применения правила 3) можно считать реализованными до ис-
пользования транзитивности. Следовательно, если оно было исполь-
зовано на (m + 1 )-м шаге, то при выводе необходимости в исполь-
зовании транзитивных связей не возникает вообще. Если последним  
применено правило 5), то утверждение леммы сразу оказывается 
выполненным, так как все транзитивные связи использованы в за-
ключительной стадии вывода. Таким образом, остается исследовать 
случай, когда на (m + 1 )-м шаге применено правило вывода 4¢). 

Пусть связь a bRæ Æææ  в конечном счете получена из усло-
вия 4¢). Каждое базовое соотношение a b i ni

R
iæ Æææ =, ,...,1  при 

этом имеет уровень рекурсии £ m  и, по предположению индук-
ции, все свои транзитивные связи использует лишь в конце выво-
да. Другими словами, при каждом i n= 1,...,  существует цепочка 
элементов a c c c bi i i i

n
i

i= =0 1, ,...,  такая, что выполнены соотношения 
c ci

k R
i
k- æ Æææ1 , k ni= 1,..., , при выводе которых не используется 

транзитивное правило 5). По причине конечности n  величины ni  
ограничены в совокупности, что означает n N i ni £ =, ,..., .1  В связи 
с этим фактом будем считать все указанные выше цепочки эле-
ментов равными по длине N , дополнив каждую из них в случае 
необходимости справа повторяющимся элементом c bi

n
i

i = . Тог-
да для цепочек a c c c b i ni i i i

N
i= = =0 1 1, ,..., , ,...,  построим элементы 

� ∪c c k Nk i
k

i n

= =
=1

0
,...,

, ,..., . Очевидно, что �c a0 =  и �c bN = . Кроме того, 

поскольку c c i ni
k R

i
k- æ Æææ =1 1, ,..., , то к этим парам можно приме-

нить правило 4¢), то есть получаем � �c ck
R

k- æ Æææ1 , k N= 1,..., . 
Таким образом, удалось показать, что в рассматриваемом 

случае все применения транзитивного правила 5) в базовых соот-
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ношениях a b i ni
R

iæ Æææ =, ,...,1  можно заменить его применени-
ем на заключительной стадии вывода к построенным элементам 
�c k Nk , ,...,= 0 .�

4.3.4. Логическая редукция

Для произвольного отношения R  на эквациональной решетке 
рассмотрим отношение �R , построенное по R  последовательным 
выполнением следующих действий (шагов):  

1) добавить к R  все пары ( , )a b , для которых b a= s( ) либо 
b f a= ( ) , и обозначить новое отношение R1 ;

2) добавить к R1  всевозможные пары вида ( ( ), ( ))s sa b , для ко-
торых ( , )a b RŒ 1 , и обозначить новое отношение R2 ;

3) добавить к R2  всевозможные пары вида ( ... ,a a am1 2∪ ∪ ∪  
... )b b bm1 2∪ ∪ ∪ , где ( , )a b Ri i Œ 2 , и обозначить новое отношение R3 ;

4) объединить R3  с отношением … . 
Заметим, что в силу бесконечности множества F  описанный 

процесс построения �R  носит теоретический характер. В приложе-
ниях в качестве решетки F  можно взять конечное подмножество 
эквациональной решетки, построенное при ограничении максималь-
ного уровня вложенности подстановок термов.

Замечание 1. Применяя лемму 4.3.3.11 и следствие 4.3.2.12, не-
трудно убедиться в том, что отношение �R  логически эквивалент-
но R .

Лемма 1. Пусть R  – отношение на эквациональной решетке. 
Тогда, если a bRæ Æææ , и это соотношение может быть получено 
без использования транзитивного правила 5) определения 4.3.2.1, 
то ( , )a b RŒ � .

Доказательство. Пусть имеет место a bRæ Æææ , полученное без 
правила 5). Если указанное соотношение произошло непосредственно 
из условия 1) или 2) определения 4.3.2.1, то сразу имеем ( , )a b RŒ � .

Остается рассмотреть нетривиальный случай применения це-
почки правил 3), 4¢). Все необходимые для этого тавтологии могут 
быть подготовлены в самом начале процесса вывода. При этом в 
силу лемм 4.3.3.2 и 4.3.3.3 пары вида a b…  не потребуются. Также 
по лемме 4.3.3.3 все применения правила 3) могут быть реализо-
ваны на начальном этапе процесса вывода. Следовательно, прави-
ло 4¢) может лишь завершать этот процесс.

Если сопоставить указанные этапы вывода с последовательно-
стью построения отношения �R , то окажется, что вывод a bRæ Æææ  

1 Лемма 1 из п. 4.3.3.
2 Следствие 1 из п. 4.3.2.
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соответствует построению некоторого подмножества �R , что и дока-
зывает включение ( , )a b RŒ � .�

Теорема 1. Логическое замыкание отношения R  на эквацио-
нальной решетке совпадает с транзитивным замыканием �R*  соот-
ветствующего отношения �R .    

Доказательство. Как было отмечено выше, отношение �R  эк-
вивалентно R . Следовательно, по определению логического замы-
кания, имеем �R RÕ æ Æææ . Отсюда, поскольку отношение Ræ Æææ  
транзитивно, получаем �R R* Õ æ Æææ .

Докажем обратное включение. Предположим, что a bRæ Æææ . 
По лемме 4.3.3.4, при получении этого вывода все применения тран-
зитивного правила 5) определения 4.3.2.1 могут быть перенесены в 
заключительную стадию процесса. Данное утверждение означает, 
что существует цепочка элементов a c c c bN= =0 1, ,...,  такая, что вы-
полнены соотношения c ck

R
k- æ Æææ1 , k N= 1,..., , при выводе которых 

правило 5) не используется. Тогда по лемме 1 имеем ( , )c c Rk k- Œ1
� , 

откуда сразу получаем ( , ) *a b RŒ � . Итак, R Ræ Æææ Õ � * . �
Переходим к непосредственному рассмотрению вопроса о сущес-

твовании и построении логической редукции бинарных отношений 
на эквациональной решетке. Для произвольного отношения R  вве-
дем новое отношение 

�
R , построенное из R  последовательным вы-

полнением действий (шагов), обратных построению �R :  
1) исключить из R  все пары ( , )a b , для которых a b… , и обоз-

начить новое отношение R-1 . 
2) исключить из R-1  все пары ( , )a b  вида ( ... ,a a am1 2∪ ∪ ∪  

... )b b bm1 2∪ ∪ ∪ , где ( , )a b Ri i Œ -1 , причем ( , )a b  не совпадает ни с од-
ной парой ( , )a bi i , и обозначить новое отношение R-2 ;

3) исключить из R-2  всевозможные пары вида ( ( ), ( ))s sa b , для 
которых ( , )a b RŒ -2 , причем ( , )a b  не совпадает с парой ( ( ), ( ))s sa b , 
и обозначить новое отношение R-3 ;

4) исключить из R-3  все пары ( , )a b , для которых b a= s( ) либо 
b f a= ( ) .

Замечание 2. С помощью леммы 4.3.3.1 и следствия 4.3.2.1 
можно убедиться в том, что отношение 

�
R  логически эквивалентно 

R .
Лемма 2. Пусть R  – бинарное отношение на эквациональной 

решетке. Для того чтобы R  являлось логической редукцией, необ-
ходимо и достаточно, чтобы R  не содержало ни одной такой пары 
( , )a b , что выполнено соотношение a bR a b\{( , )}æ Ææææ . 

Доказательство. Пусть отношение R  представляет собой ло-
гическую редукцию, то есть является минимальным логически экви-
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валентным себе отношением. Если бы существовала пара ( , )a b RŒ , 
логически связанная отношением R a b\ {( , )} , то в силу следствия 
4.3.2.1 ее можно было бы исключить из R , получив при этом мень-
шее эквивалентное отношение. Таким образом, при наличии указан-
ной пары отношение R  не может быть логической редукцией.

Для доказательства обратного утверждения предположим, что 
не существует ни одной пары ( , )a b RŒ , для которой справедливо 
a bR a b\{( , )}æ Ææææ . Необходимо доказать, что в этом случае R  есть 
логическая редукция. Предположим противное – пусть существует 
отношение R R0 Ã , эквивалентное R , причем ( , ) \a b R RŒ 0 . Тогда, 
поскольку ( , )a b RŒ , в силу эквивалентности рассматриваемых отно-
шений справедливо a bR0æ Æææ . Так как отношение R0  не содержит 
пару ( , )a b , то R R a b0 Õ \ {( , )} , и логическая связь a bR0æ Æææ  про-
тиворечит сделанному предположению – таких пар ( , )a b  в R  нет. 
Полученное противоречие доказывает требуемое утверждение. �

Следующая теорема указывает достаточное условие сущест-
вования и способ построения логической редукции данного отно-
шения.

Теорема 2. Пусть для отношения R  на эквациональной решет-
ке F  построено соответствующее отношение �R . Тогда, если для 
�R  существует транзитивная редукция R0 , то соответствующее ей 

отношение 
�
R0  представляет собой логическую редукцию исходного 

отношения R .
Доказательство. Из замечаний 1–2 следует, что указанное в 

теореме отношение 
�
R0  логически эквивалентно R . Осталось пока-

зать, что 
�
R0  является логической редукцией. Для этого достаточно 

проверить выполнение для 
�
R0  условия леммы 2.

Пусть ( , )a b  – произвольная пара отношения 
�
R0 . Необходимо 

показать, что логическая связь a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ  невозможна. Пред-
положим противное, а именно, что эта связь существует. Тогда в 
силу следствия 4.3.2.1 отношение 

�
R a b0 \ {( , )}  эквивалентно 

�
R0 . За-

метим, что применение правила 1) определения 4.3.2.1 для вывода 
a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ  невозможно. Причина в том, что пара ( , )a b  не со-

держится в множестве 
�
R a b0 \ {( , )} .

По лемме 4.3.3.4 любая логическая связь может быть построена 
таким образом, что все применения транзитивного правила будут 
требоваться лишь в завершающей стадии ее вывода. Этот факт оз-
начает, что существует цепочка элементов a c c c bN= =0 1, ,...,  такая, 
что выполнены соотношения c ck

R a b
k- æ Æææææ1

0

�
\{( , )} , k N= 1,..., , при вы-

воде каждого из которых правило 5) не применяется. Отсюда по 
лемме 1 имеем ( , )c c Rk k- Œ1

� . Таким образом, при N > 1  пара ( , )a b  

4.3. Эквациональные LP-структуры
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оказывается транзитивной  в �R . Следовательно, она не может со-
держаться в 

�
R0 , являющемся подмножеством транзитивной редук-

ции отношения �R . В результате получено противоречие исходному 
предположению ( , )a b RŒ

�
0 . 

Остается исследовать случай N = 1 . В этой ситуации по лем-
ме 4.3.3.3 существует вывод логической связи a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ , ко-

торый может содержать применения правила 4¢) лишь в заключи-
тельной стадии. Полученная таким образом пара ( , )a b  описывается 
шагом 3) процесса построения отношения �R . Соответственно при 
нахождении 

�
R0  (обратный процесс) она будет исключена. Таким 

образом, снова приходим к противоречию исходному предположе-
нию ( , )a b RŒ

�
0 .

При выводе a bR a b
�

0 \{( , )}æ Æææææ  не могло использоваться и прави-
ло 3) определения 4.3.2.1. Причина состоит в том, что в этом случае 
при ( , )¢ ¢ Œa b R

�
0  соответствующая пара ( , ) ( ( ), ( ))a b a b= ¢ ¢s s  должна 

быть исключена на шаге 3) построения 
�
R0 . Применение правила 2) 

при a b…  исключается леммой 4.3.3.2, а остальные варианты пра-
вила 2) невозможны ввиду выполнения шага 4) процесса построе-
ния отношения 

�
R0 . 

Таким образом, удалось исследовать потенциально возможные 
ситуации для предполагаемого логического вывода a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ . 

В результате установлено, что в каждом таком случае наличие свя-
зи a bR a b

�
0 \{( , )}æ Æææææ  противоречит факту ( , )a b RŒ

�
0 . Следовательно, 

отношение 
�
R0  представляет собой логическую редукцию. �

4.3.5. Некоторые итоги

Как и в предыдущих главах, требование существования тран-
зитивной редукции отношения �R  на эквациональной решетке яв-
ляется избыточным для существования логической редукции ис-
ходного отношения R . Поскольку эквациональная решетка F  по 
определению бесконечна, при объединении R  с отношением    есть 
опасность получения не имеющего транзитивной редукции отноше-
ния �R . Таким образом, для усиления теоремы 4.3.4.2 предлагается 
использование всюду в изложенных выше построениях вместо    
отношения вида  R , содержащего лишь необходимое для получе-
ния логической редукции R  подмножество   . Кроме того, при 
практической реализации можно вместо эквациональной решетки 
рассмотреть ее конечное подмножество, построенное на основе ог-
раничения уровня вложенности подстановок термов. 

Кратко проиллюстрируем процесс минимизации множества 
правил на модифицированном примере из п. 1.6:
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1) x y z s x y s z+ = + =: ( ) ( ) ;
2) h x y h z g x y g z( ) ( ) : ( ) ( )+ = + = ;
3) s x y s z g x y g z f x f z( ) ( ), ( ) ( ) : ( ) ( )+ = + = = ;
4) x y z f x f z+ = =: ( ) ( ) .
Введем элементы решетки F : 

 
A x y z B s x y s z C h x y h z
D g x y g z

∼ ∼ ∼
∼

{ }; { ( ) ( )}; { ( ) ( )};
{ ( ) ( )};

+ = + = + =
+ = EE f x f z∼ { ( ) ( )}.=

Они обозначены большими буквами, чтобы не было дублиро-
вания с символами термов. Исходное бинарное отношение R  со-
стоит из пар ( , ),( , ),( , ),( , )A B C D B D E A E∪ , соответствующих услов-
ным правилам 1)–4). Не будем описывать здесь полный процесс 
построения отношения �R . Для краткости сформируем лишь его 
подмножество, которого будет достаточно для решения задачи. 
Итак, в силу очевидного равенства C h A= ( ) , имеем тавтологию 
( , )A C , которая при построении �R  должна быть добавлена на шаге 
1). На этом же шаге добавим еще одну тавтологию – ( , )B B . Да-
лее, согласно шагу 3) процесса построения �R , в это множество 
необходимо включить пару ( , )A B C∪  (на основе имеющихся пар 
( , ),( , )A B A C ) и пару ( , )B C B D∪ ∪  (на основе ( , ),( , )B B C D ). Таким 
образом, имеем 

 
( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , )
A B C D B D E A E A C

B B A B C B C B D
∪

∪ ∪ ∪
Ï
Ì
Ó

¸̧
˝
˛

£ �R .

Заметим, что на практике при построении �R  не обязательно физи-
чески добавлять тавтологии. Достаточно реализовать эффективный 
механизм проверки, является ли заданная пара тавтологией.

Производя транзитивную редукцию полученного множества, за-
метим наличие в нем цепочки пар ( , ),( , ),( , )A B C B C B D B D E∪ ∪ ∪ ∪ . 
Отсюда следует транзитивность в �R  пары ( , )A E . Таким образом, 
пара ( , )A E  будет исключена при нахождении транзитивной редук-
ции R0  отношения �R . Дальнейшие действия соответствуют пос-
троению для R0 отношения 

�
R0 . На этом этапе будут исключены 

добавленные ранее пары ( , )B C B D∪ ∪ , ( , )A B C∪  и тавтологии 
( , )B B , ( , )A C . 

В результате получим отношение 
�

∪R A B C D B D E0 = {( , ),( , ),( , )} , 
которое является логической редукцией исходного отношения R  и 
соответствует первым трем условным эквациональным правилам 
примера.

Полученные в настоящем разделе результаты обосновывают 
локально-эквивалентные преобразования множества условных 

4.3. Эквациональные LP-структуры
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правил, а также способ его оптимизации путем получения эквива-
лентной системы с минимальным набором правил.

Дальнейшие исследования на рассматриваемом направлении 
могут быть связаны с более глубоким анализом структуры услов-
ных правил. В п. 1.6 указывалось, что, заменив термы независи-
мыми элементами некоторого множества, можно оптимизировать 
систему правил на основе методов главы 2. Этот уровень исследо-
ваний можно считать первым. В настоящем разделе предложена 
модель второго уровня – с учетом связей между равенствами на 
основе функций и подстановок. Более глубокий третий уровень 
мог бы учитывать в равенствах структуру отдельных термов. 
Рассмотрим пример:

1) x y z s x y s z+ = + =: ( ) ( ) ;
2) x y z s z g x z+ = = +: ( ) ( ) ;
3) x y z s x y g x z+ = + = +: ( ) ( ) .
Здесь условное правило 3) является «лишним»: при x y z+ =  

по правилам 1)–2) из s x y s z( ) ( )+ =  и s z g x z( ) ( )= +  автоматически 
следует s x y g x z( ) ( )+ = + . Однако этот факт можно заметить лишь 
на третьем уровне исследования.

На этом же уровне лежат и подходы к решению других задач, 
зависящих от структуры равенств и термов. К таковым, например, 
относится вопрос о влиянии внешних переменных [65] на возмож-
ности логической редукции (такие переменные имеются в прави-
лах 1)–3)). Результаты исследований, представленные в  данной 
работе, от внешних переменных не зависят.

В дальнейшем можно исследовать более общие алгебраические 
модели условных эквациональных теорий, если в качестве основы 
LP-структур вместо l( )E  брать другие решетки. Например, при ис-
пользовании решетки Линденбаума–Тарского [187] моделируемые 
условные правила смогут в качестве предпосылок и заключений со-
держать формулы пропозиционального исчисления. Таким образом 
можно будет рассматривать расширенные модели систем переписы-
вания термов (например, [86, 99]). Общие методы исследования при 
этом останутся прежними.

Интересным представляется переход к модели ориентирован-
ных правил и выяснение вопроса о том, как логически эквива-
лентные преобразования множества правил влияют на основные 
свойства исходной условной СПТ (нетеровость, конфлюэнтность). 
Можно предположить, что в силу эквивалентности преобразований 
основные свойства СПТ сохранятся, однако этот вопрос нуждается 
в формальных исследованиях.
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В настоящей главе были рассмотрены классы LP-структур, 
адекватные расширенным моделям продукционных систем. Их ло-
гика, являясь более сложной по сравнению со стандартными сис-
темами (главы 2–3), тем не менее сохраняет важное характеризу-
ющее ее свойство – монотонность. Однако существует ряд важных 
практических задач искусственного интеллекта, которые могут эф-
фективно решаться на основе моделей продукционных систем с не-
монотонным выводом. Построению соответствующих им LP-струк-
тур посвящена следующая глава настоящей работы.

4.3. Эквациональные LP-структуры



Применение рассмотренных выше моделей LP-структур ог-
раничено системами с монотонным выводом, то есть такими 
системами продукционного типа, логический вывод в которых 
соответствует монотонному накоплению информации. Однако 
существуют практические задачи искусственного интеллекта, 
которые предполагают не только накопление, но и модифика-
цию получаемых знаний.

В данной главе рассматриваются две новые задачи, формали-
зация и исследование которых могут быть выполнены на основе 
LP-структур с немонотонным выводом.

5.1. LP-структуры на решетках типов
В этом разделе вводится и исследуется немонотонная LP-cтрук-

тура, содержащая семантику продукционно-логического вывода 
на иерархии типов в объектно-ориентированной системе с допол-
нительным отношением. Исследуется стандартный набор свойств 
таких структур – замкнутость, возможность эквивалентных пре-
образований, существование логической редукции. Показано, как 
изложенная теория может быть применена для верификации и ав-
томатической оптимизации иерархий типов, в частности, при ре-
факторинге – модернизации устаревшего кода. Одним из важных 
направлений в этом плане является устранение дублирования кода 
путем «подъема» общих атрибутов по иерархии типов. Такая зада-
ча решается автоматически при построении логической редукции 
LP-структуры. 

Заключительный подраздел посвящен оценкам сложности пос-
троения замыкания и редукции LP-структур на решетках типов. 
Показано, что эти задачи в рассматриваемой модели решаются за 
полиномиальное время.

Глава 5
НЕМОНОТОННЫЕ 
LP-СТРУКТУРЫ
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5.1.1. Логическое замыкание и эквивалентные 
преобразования

В разделе 1.7 были изложены общие идеи формализованного 
представления иерархии типов на основе LP-структуры. Далее бу-
дет дано определение LP-структуры с учетом общих соображений 
раздела 1.7. 

Вначале сформулируем некоторые понятия и условия, связанные 
с ограничением свойства ∨ -дистрибутивности продукционно-логи-
ческих отношений. Как отмечалось в п. 1.7, данное свойство описы-
вает «поднятие» общих атрибутов по решетке типов.  В этом случае 
трудности возникают при попытке ввести статическое формальное 
условие для описания динамического процесса. Более точно – усло-
вие ∨ -дистрибутивности отношения R  на любых подходящих парах 
( , ), ( , )b a b a R1 2 Œ  должно быть выполнено как до «подъема» атрибута 
типа a , так и после него. В дальнейшем при ссылках на примеры для 
краткости будут использоваться фразы «подъем атрибута a », или 
просто «подъем a », если это не вызовет противоречий. Такое тем бо-
лее возможно потому, что формальные определения данного раздела 
связаны не с типами, а с абстрактными элементами решетки.

Пара ( , )b a  элементов ограниченной решетки F  называется 
простой, если a b O∧ =  – нижняя грань F .

Определение 1. Пусть R  – отношение на ограниченной решет-
ке F . Две пары вида ( , ), ( , )b a b a R1 2 Œ  называются ∨ -совместимыми 
в R , если существуют такие c c1 2, Œ F , что b b c c1 2 1 2∨ ∨£ , причем 
пара ( , )c c a1 2∨  простая, а пары ( , ), ( , )c a c a R1 2 Œ  нетранзитивны в 
R ∪ £ . При этом набор элементов C b b c c a= ( , , , , )1 2 1 2  будем называть 
∨ -дистрибутивным кортежем, а T c c a= ( , , )1 2  – ∨ -дистрибутивной 
тройкой (в R ).

Поясним это определение на примере. Предположим, что типы 
b1  и b2  содержат атрибут a  и пара ( , )b b a1 2∨  является простой. 
Тогда, в соответствии с рассуждениями, представленными в п.1.7, 
общий атрибут может быть «поднят», то есть перемещен в тип 
b b1 2∨ . До этого действия имеем c b c b1 1 2 2= =, . После «подъема» 
атрибута условие определения 1 остается выполненным, однако с 
другими промежуточными элементами, а именно c c b b1 2 1 2= = ∨ . 

Указанная в определении 1 нетранзитивность пар ( , ), ( , )c a c a1 2  
обеспечивает «подъем» непосредственного атрибута типов b1  и b2 , 
а не косвенного, связанного с ним цепочкой наследований и агрега-
ций. Конечно, «поднимаемый» атрибут неявно перемещается вместе 
со своими «возможностями», но именно он сам должен удовлетво-
рять условиям определения 1.

5.1. LP-структуры на решетках типов
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Следующее понятие формально описывает возможные вариан-
ты конфликтов между кортежами (точнее – их тройками), претен-
дующими на свойство ∨ -дистрибутивности (см. также о конфликте 
пар в п.1.7).

Определение 2. Пусть имеются ∨ -дистрибутивная тройка 
T c c a= ( , , )1 2 , а также тройка ¢ = ¢ ¢ ¢T c c a( , , )1 2 , проверяемая на анало-
гичное свойство. Тройку T  будем называть нейтрализующей для T ’  
(обозначим T T’ ≺ ), если выполнено одно из следующих условий:

1) a a c c c c= ¢ π ¢ ¢, 1 2 1 2∨ ∨  и справедливо хотя бы одно из нера-
венств ¢ <c c ci 1 2∨ ; 

2) a a c c c c< ¢ π ¢ ¢, 1 2 1 2∨ ∨  и выполнено хотя бы одно из нера-
венств ¢ £c c ci 1 2∨ ; 

3) a a c c c c< ¢ = ¢ ¢, 1 2 1 2∨ ∨ . 
Интерпретируемые с неформальных позиций условия определе-

ния 2 описывают ситуации, когда наличие нейтрализующей тройки 
T  «угрожает» свойству ∨ -дистрибутивности тройки ¢T . Рассмот-
рим в этом плане перечисленные выше условия 1)–3).

Пусть имеет место условие 1). Тогда, после возможного 
«подъема» a  из c1  и c2  в c c1 2∨ , в силу соотношений ¢ <c c ci 1 2∨ , 
( , )c c a R1 2∨ Œ , a a= ¢  пара ( , )¢ ¢c ai  окажется транзитивной в R ∪ £ , 
что сделает невозможной ∨ -дистрибутивность тройки ¢T . Усло-
вие 1), в частности, содержит вариант конфликта, который отме-
чался в примере раздела 1.7. Для этого примера справедливы оба 
соотношения ¢T T≺  и T T≺ ¢ .

Если для T T, ¢  выполнен вариант 2), то после  «подъема» a  в 
c c1 2∨  получим соотношения ¢ £c c ci 1 2∨ , ( , )c c a R1 2∨ Œ , a a< ¢ , что 
вновь означает транзитивность в R ∪ £  пары ( , )¢ ¢c ai . В случае 3) 
после «подъема» атрибута a  в c c c c1 2 1 2∨ ∨= ¢ ¢  получим, что обе пары  
( , )¢ ¢c ai  транзитивны в R ∪ £ : ¢ £ ¢ ¢c c ci 1 2∨ , ( , )¢ ¢ Œc c a R1 2∨ , a a< ¢ .

Тройку ¢ = ¢ ¢ ¢T c c a( , , )1 2  будем называть неконфликтной, если для 
нее не существует ни одной нейтрализующей ∨ -дистрибутивной 
тройки. 

Понятия, введенные выше для троек вида T c c a= ( , , )1 2  и 
¢ = ¢ ¢ ¢T c c a( , , )1 2 , автоматически распространяются и на связанные с 

ними кортежи C b b c c a= ( , , , , )1 2 1 2  и ¢ = ¢ ¢ ¢ ¢ ¢C b b c c a( , , , , )1 2 1 2 .
Две ∨ -совместимые пары ( , ), ( , )b a b a1 2  называются неконфлик-

тно ∨ -совместимыми, если для них существует неконфликтный 
∨ -дистрибутивный кортеж ( , , , , )b b c c a1 2 1 2 . 

Отношение R  на решетке называется ограниченно ∨ -дистри-
бутивным, если для любых неконфликтно ∨ -совместимых в R  пар 
( , ), ( , )b a b a1 2  справедливо ( , )b b a R1 2∨ Œ . 



161

Определение 3. Отношение R  на ограниченной решетке на-
зывается логическим с ограничением объединений (в данном разде-
ле – просто логическим), если оно содержит £ , транзитивно и ог-
раниченно ∨ -дистрибутивно. Логическим замыканием отношения 
R  называется наименьшее логическое отношение, содержащее R  и 
его множество неконфликтно совместимых пар.

Два отношения R1  и R2 , определенные на общей решетке, на-
зываются эквивалентными (R R1 2∼ ), если их логические замыка-
ния совпадают. Логической редукцией отношения R  называется 
эквивалентное ему минимальное (в смысле теории множеств) от-
ношение R0 .  

Заметим, что при этом не требуется выполнения вложения 
R R0 Õ . В принципе можно говорить о некотором отношении R0 , 
как логической редукции вообще, не относя этот факт к какому-
либо другому отношению R . Это означает, что при изъятии любой 
пары меньшее отношение не будет эквивалентно R0 .

Для выяснения вопроса о существовании логического замы-
кания и его редукции введем следующее определение логической 
связи. 

Определение 4. Пусть задано произвольное отношение R  на 
решетке F . Будем констатировать, что упорядоченная пара b a, Œ F  
логически связана отношением R  (b aR¨ æææ ), если выполнено одно 
из следующих условий:

1) ( , )b a RŒ ;
2) b a£ ;
3) существуют такие b b1 2, Œ F , что b b b1 2∨ = , причем 

b a b aR R
1 2¨ æææ ¨ æææ,  и пары ( , ),( , )b a b a1 2  неконфликтно 

∨ -совместимы;
4) существует элемент c Œ F  такой, что b cR¨ æææ  и c aR¨ æææ .
Условия 1)–4) определения 4 будем также именовать правилами 

вывода. При получении некоторой логической связи на основе опре-
деления 4 шагом вывода будем называть применение ровно одного 
правила вывода из этого определения, возможно, одновременно к 
некоторому конечному множеству элементов решетки. Например, 
если b c c a t Tt

R
t t

R
t¨ æææ ¨ æææ Œ, , , то b a t Tt

R
t¨ æææ Œ, .

Уровнем рекурсии в соотношении b aR¨ æææ  будем называть 
количество шагов вывода, необходимое для получения этой связи. 
При этом учитываются лишь применения правил 3)–4). Для связи, 
основанной только на правиле 1) или 2), уровень рекурсии считает-
ся равным нулю. Поскольку в общем случае связь b aR¨ æææ  может 
быть получена не единственным набором правил, будем, как прави-
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ло, лишь оценивать ее уровень рекурсии, не указывая его точного 
значения. 

Применительно к шагам вывода соотношения b aR¨ æææ  мож-
но употреблять слова «начальный», «последний», «предыдущий», 
«следующий» и так далее. При этом имеется в виду продвижение в 
направлении прямого логического вывода, то есть от пар исходно-
го отношения (R ∪ £ ) к рассматриваемой паре отношения R¨ æææ . 
Заметим, что рекурсивное определение 4 сформулировано в соот-
ветствии с принципом обратного вывода.

5.1.2. Свойства дистрибутивных троек и совместимых пар

Для дальнейших исследований необходимо установить ряд 
свойств ∨ -дистрибутивных троек и ∨ -совместимых пар.

Лемма 1. Пусть T c c a= ( , , )1 2  – неконфликтная ∨ -дистрибутив-
ная тройка и элемент c3 Œ F  таков, что пары ( , ),( , )c c a c c a1 3 2 3∨ ∨  
простые, а пара ( , )c a R3 Œ  нетранзитивна в R ∪ £ . Тогда 
c c c c c c c c c1 2 3 1 2 2 3 1 3∨ ∨ ∨ ∨ ∨= = = . 

Доказательство. Сразу заметим, что интерес представляет 
лишь случай, когда c c3 1π , c c3 2π , иначе утверждение леммы три-
виально. Рассмотрим тройку T c c a’ ( , , )= 2 3 . В силу условия леммы 
она ∨ -дистрибутивна. Кроме того, поскольку c c c2 2 3£ ∨  и пары 
( , ), ( , )c a c a2 3  нетранзитивны в R ∪ £ , то c c c2 2 3< ∨ . Последнее не-
равенство означает, что тройка ¢T  может оказаться нейтрализую-
щей для T c c a= ( , , )1 2 . Чтобы этого не случилось (ведь по условию 
T  неконфликтна!) в силу условия 1) определения 2 необходимо 
выполнение равенства c c c c1 2 2 3∨ ∨= , из которого сразу следуют 
соотношения c c c c c c c1 2 3 1 2 2 3∨ ∨ ∨ ∨= = . Недостающее равенство 
c c c c c1 2 3 1 3∨ ∨ ∨=  можно получить, если вместо ¢T  аналогично 
рассмотреть тройку ( , , )c c a1 3 . �

Лемма 2. Пусть R  – произвольное бинарное отношение на 
F  и T c c a= ( , , )1 2  – неконфликтная ∨ -дистрибутивная тройка. 
Тогда множество неконфликтно ∨ -совместимых пар отношения 
R c c a∪ {( , )}1 2∨  совпадает с множеством неконфликтно ∨ -совмес-
тимых пар исходного отношения R .

Доказательство. Вначале докажем, что в результате указан-
ной операции, а именно – добавления ( , )c c a1 2∨  к R , исходное мно-
жество не сужается. Из определения 5.1.1.11 следует, что множество 
∨ -совместимых пар полностью определяется множеством нетранзи-
тивных пар отношения R ∪ £ . Таким образом, при доказательстве 
достаточно рассмотреть те пары нового отношения R c c a∪ {( , )}1 2∨ , 

1 Определение 1 из п. 5.1.1.
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нетранзитивность которых может нарушиться в результате присо-
единения к R  пары ( , )c c a1 2∨  (например, ( , )¢ ¢c a  при ¢ £c c c1 2∨  и 
a a£ ¢ ).

Покажем, что любые неконфликтно ∨ -совместимые пары 
( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢  останутся таковыми после добавления к R  ука-
занной в лемме пары ( , )c c a1 2∨ . Соответствующий парам 
( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢  неконфликтный ∨ -дистрибутивный кортеж обозна-
чим ¢ = ¢ ¢ ¢C d d c c a( , , , , )1 2 1 2 . Согласно определению 5.1.1.1, справедли-
во d d c c1 2 1 2∨ ∨£ ¢ ¢ , пара ( , )¢ ¢c c a1 2∨  простая и пары ( , ),( , )¢ ¢ ¢ ¢ Œc a c a R1 2  
нетранзитивны в R ∪ £ . Их нетранзитивность может нарушиться в 
результате добавления пары ( , )c c a1 2∨  к отношению R . Покажем, 
как в этом случае заменить соответствующие элементы ¢ ¢c c1 2,  на 
другие � �c c1 2, , чтобы для пар ( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢  вновь выполнялись все 
требования определения 5.1.1.1.

Рассмотрим вначале случай c c c c1 2 1 2∨ ∨= ¢ ¢ . Поскольку обе трой-
ки  T c c a= ( , , )1 2  и ¢ = ¢ ¢ ¢T c c a( , , )1 2  неконфликтны, то согласно усло-
вию 3) определения 5.1.1.2 имеем a a= ¢ . Пусть при этом ¢ <c c ci 1 2∨  
( i = 1  или i = 2 ). Тогда после добавления ( , )c c a1 2∨  пара ( , )¢ ¢c ai  
становится транзитивной в R ∪ £ . Обозначив �c c ci = 1 2∨ , заме-
тим, что пара ( , )�c ai ¢  нетранзитивна в R ∪ £ . Если же неравенство 

¢ <c c ci 1 2∨  не выполнено, то пара ( , )¢ ¢c ai  остается нетранзитивной, 
и можно выбрать �c ci i= ¢ . Проверим, что выбранные элементы � �c c1 2,  
наряду с нетранзитивностью пар ( , ),( , )� �c a c a R1 2¢ ¢ Œ  обеспечивают и 
остальные требования ∨ -совместимости пар ( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢ .

Во-первых, по построению �ci  справедливо ¢ £c ci i� , отсю-
да имеем ¢ ¢ £c c c c1 2 1 2∨ ∨� � . Из этого неравенства и соотношения 
d d c c1 2 1 2∨ ∨£ ¢ ¢  следует d d c c1 2 1 2∨ ∨£ � � , что и требуется в опреде-
лении 5.1.1.1. Покажем далее, что � �c c c c1 2 1 2∨ ∨= ¢ ¢ . Поскольку рас-
сматривается вариант c c c c1 2 1 2∨ ∨= ¢ ¢ , то из построения �ci  ( �c ci i= ¢  
либо �c c ci = 1 2∨ ) следует, что �c c c ii £ ¢ ¢ =1 2 1 2∨ , , . Отсюда вытекает 
соотношение � �c c c c1 2 1 2∨ ∨£ ¢ ¢ . С другой стороны, как было замечено 
в начале абзаца, ¢ ¢ £c c c c1 2 1 2∨ ∨� � . В итоге имеем � �c c c c1 2 1 2∨ ∨= ¢ ¢ . Это 
равенство означает, что пара ( , )� �c c a1 2∨ ¢  является простой, так как 
пара ( , )¢ ¢ ¢c c a1 2∨  простая по определению. Таким образом, для эле-
ментов � �c c1 2,  выполнены все требования определения 5.1.1.1.

Рассмотрим теперь вариант c c c c1 2 1 2∨ ∨π ¢ ¢  и в нем потенциаль-
но опасный случай a a£ ¢ . В нем из-за неконфликтности тройки 

¢T  в силу условий 1)–2) определения 5.1.1.2 невозможно выпол-
нение неравенств вида ¢ £c c ci 1 2∨ . Рассматривая условия 1)–2) 
отдельно, замечаем, что в каждом из вариантов сохраняется не-
транзитивность пар ( , ), ,¢ ¢ =c a ii 1 2 , а вместе с ней и ∨ -совмести-
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мость пар ( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢ . Таким образом, при исходном неравенстве 
c c c c1 2 1 2∨ ∨π ¢ ¢  кортеж ¢C  не меняет своих свойств, то есть можно 
выбрать �c c ii i= ¢ =, ,1 2 .

Показано, что после добавления ( , )c c a1 2∨  к R  пары 
( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢  сохраняют свойство ∨ -совместимости. Для доказа-
тельства необходимого вложения множеств осталось проверить, 
что сохраняется и их свойство неконфликтности. Достаточно по-
казать, что для тройки � � �T c c a= ¢( , , )1 2  нет ни одной нейтрализующей 
∨ -дистрибутивной тройки N n n p= ( , , )1 2 . С этой целью предполо-
жим противное, а именно – что она существует ( � ≺T N ), и при 
этом проанализируем условия 1)–3) определения 5.1.1.2. Учитывая 
полученные выше соотношения ¢ £c ci i�  и � �c c c c1 2 1 2∨ ∨= ¢ ¢ , нетрудно 
заметить, что для ¢ = ¢ ¢ ¢T c c a( , , )1 2  также выполнено T N’ ≺ . Если 
при этом тройка N  (вместе со своими свойствами) существовала 
до добавления пары ( , )c c a1 2∨  к R , то имеем противоречие, так 
как тройка ¢T  изначально была неконфликтной. Рассмотрим ситу-
ацию, когда сама тройка ( , , )n n p1 2  или ее свойства (пара ( , )n n p1 2∨  
простая, а пары ( , ), ( , )n p n p R1 2 Œ  нетранзитивны в R ∪ £ ) появи-
лись в результате включения ( , )c c a1 2∨  в отношение R . Очевид-
но, что свойство нетранзитивности любой пары не может возник-
нуть в результате добавления к отношению другой пары, равно 
как и свойство простоты фиксированной пары элементов решет-
ки. Таким образом, единственно возможным вариантом остается 
лишь появление самой тройки ( , , )n n p1 2 , когда p a=  и n c cj = 1 2∨  
( j = 1  либо j = 2 ). Положим для определенности j = 1 , то есть 
N c c n a= ( , , )1 2 2∨  (альтернативный случай симметричен). Далее за-
метим, что поскольку пара ( , )c c n a1 2 2∨ ∨  простая, то для тройки 
T c c a= ( , )1 2,  и пары ( , )n a2  выполнены условия леммы 1. В силу 
этой леммы c c n c c1 2 2 1 2∨ ∨ ∨= . С учетом последнего равенства 
рассмотрим применительно к � ≺T N  каждое из условий 1)–3) опре-
деления 5.1.1.2 в отдельности.

Пусть a a c c n c c= ¢ π, 1 2 2 1 2∨ ∨ ∨� �  и справедливо одно из нера-
венств �c c c ni < 1 2 2∨ ∨ , то есть имеет место условие 1). Тогда вы-
полнены и соотношения ¢ < =c c c n c ci 1 2 2 1 2∨ ∨ ∨ . Кроме того, в 
рассматриваемом варианте c c c c c ci1 2 1 2 2∨ ∨ ∨π = ¢ ¢� � . Получено, что 
изначально тройка T c c a= ( , )1 2,  была нейтрализующей для тройки 

¢ = ¢ ¢ ¢T c c a( , , )1 2 , что противоречит условию неконфликтности ¢T .
Рассмотрим следующий вариант, когда тройка N c c n a= ( , , )1 2 2∨  

является нейтрализующей для �T  в силу условия 2). Согласно это-
му условию, a a c c n c c< ¢ π, 1 2 2 1 2∨ ∨ ∨� �  и выполнено хотя бы одно 
из неравенств �c c c ni £ 1 2 2∨ ∨ . Тогда, как и в  предыдущем случае, 
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справедливо ¢ £c c ci 1 2∨  и c c c c1 2 1 2∨ ∨π ¢ ¢ , то есть ¢T T≺  и имеем 
аналогичное противоречие.

Наконец, если a a c c n c c< ¢ =, 1 2 2 1 2∨ ∨ ∨� � , то и c c c c1 2 1 2∨ ∨= ¢ ¢ . И 
в данном случае оказывается, что ¢T T≺  было выполнено до добав-
ления ( , )c c a1 2∨  к R , чего не могло быть по условию леммы.

Полученные противоречия показывают, что в результате до-
бавления ( , )c c a1 2∨  к R  произвольные ∨ -совместимые пары 
( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢  сохраняют свое свойство неконфликтности. Таким 
образом, доказано, что в результате данной операции исходное 
множество неконфликтно ∨ -совместимых пар не сужается. Для 
полного доказательства леммы 2 осталось установить, что оно и 
не расширяется. С этой целью вначале покажем, что расширение 
было бы возможным лишь за счет единственной новой ∨ -дистри-
бутивной тройки T c c c c a∨ ∨ ∨= ( , , )1 2 1 2 . Предположим противное, 
то есть что после добавления ( , )c c a1 2∨  в R  появились новые не-
конфликтно ∨ -совместимые пары ( , ),( , )d a d a1 2¢ ¢  с соответствую-
щей им тройкой T c c a’ ( , , )= ¢ ¢ ¢1 2 , не совпадающей с T∨ . Она не мог-
ла существовать до добавления ( , )c c a1 2∨  к R . При этом, как и 
выше, единственно возможным вариантом является лишь появле-
ние самой тройки ( , , )¢ ¢ ¢c c a1 2 , когда ¢ =a a  и ¢ =c c cj 1 2∨  ( j = 1  или 
j = 2 ). Снова не ограничивая общности можно считать, что j = 1 , 
то есть ¢ = ¢T c c c a( , , )1 2 2∨ . Кроме того, в силу сделанного предполо-
жения имеем c c c1 2 2∨ π ¢ . Так как пара ( , )c c c a1 2 2∨ ∨ ¢  простая, то 
для тройки T c c a= ( , )1 2,  и пары ( , )¢c a2  выполнены условия леммы 1, 
по которой имеем c c c c c1 2 2 1 2∨ ∨ ∨¢ = , то есть ¢ <c c c2 1 2∨ . Послед-
нее неравенство приводит к противоречию, так как из него следует 
транзитивность пары ( , )¢c a2  в R ∪ £ , чего не может быть по опреде-
лению дистрибутивной тройки  ¢T .

Таким образом, в результате описанной в лемме опера-
ции появилась единственная новая ∨ -дистрибутивная тройка 
T c c c c a∨ ∨ ∨= ( , , )1 2 1 2 . Однако, ее появление не порождает новых 
дистрибутивно совместимых пар ( , ),( , )b a b a1 2 , поскольку неравенс-
тво b b c c c c c c1 2 1 2 1 2 1 2∨ ∨ ∨ ∨ ∨£ =( ) ( )  было бы выполнено и ранее 
для тройки T c c a= ( , )1 2, .

Итак, лемма 2 полностью доказана. �
Замечание 1. Пользуясь данными выше определениями 1–3, 

легко показать, что множество ∨ -совместимых пар (с их конфлик-
тами) определяется множеством нетранзитивных пар отношения 
R ∪ £ . Отсюда следует инвариантность множества неконфликтно 
∨ -совместимых пар отношения R  относительно еще одной опера-
ции – расширения R  за счет транзитивных пар отношения R ∪ £ .
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Лемма 3. Множество неконфликтно ∨ -совместимых пар отно-
шения R¨ æææ  совпадает с таковым множеством базового отноше-
ния R .

Доказательство. Достаточно установить, что при построении 
отношения R¨ æææ  из отношения R  за счет правил 2)–4) опреде-
ления 5.1.1.4 указанное в лемме множество сохраняется. Для пра-
вил 2) и 4) подлежащее доказательству утверждение сразу следует 
из замечания 1. Покажем, что аналогичное верно и для правила 3).

Пусть пары ( , ),( , )b a b a1 2  неконфликтно ∨ -совместимы. Рассмот-
рим соответствующий им неконфликтный кортеж C b b c c a= ( , , , , )1 2 1 2 . 
Как отмечалось выше, пары ( , ),( , )c a c a1 2  также неконфликтно ∨ -сов-
местимы, поэтому отношение R¨ æææ  должно содержать и пару 
( , )c c a1 2∨ . При этом, по лемме 2, операция добавления к R  пары 
( , )c c a1 2∨  сохраняет его множество неконфликтно совместимых 
пар.

Рассматривая далее пары ( , ),( , )b b c c c c a1 2 1 2 1 2∨ ∨ ∨ , замечаем, 
что пара ( , )b b a1 2∨  транзитивна в R ∪ £  при новом (расширенном) 
отношении R . Эта пара также должна быть добавлена к R  по 
правилам 2) и 4).  При этом, как указано в начале доказательства, 
исходное множество неконфликтно совместимых пар расширяемого 
отношения R  не изменится. �

5.1.3. Логическое замыкание и эквивалентные 
преобразования

В настоящем разделе исследуются вопросы о существовании и 
архитектуре логического замыкания рассматриваемой LP-структу-
ры, а также ее эквивалентных преобразованиях.

Лемма 1. При произвольном R  отношение R¨ æææ  является 
логическим.

Доказательство. Необходимо проверить, что данное отноше-
ние содержит £ , транзитивно и ограниченно ∨ -дистрибутивно. 
Первые два указанных свойства непосредственно следуют из п. 2) и 
п. 4) определения 5.1.1.41. Свойство ограниченной ∨ -дистрибутив-
ности требует более подробного рассмотрения.   

Пусть b b a1 2, , Œ F , b a b aR R
1 2¨ æææ ¨ æææ,  и пары ( , ),( , )b a b a1 2  не-

конфликтно ∨ -совместимы в R¨ æææ . Необходимо доказать, что 
тогда b b aR

1 2∨ ¨ æææ . С этой целью покажем, что при сделанных 
предположениях пары ( , ),( , )b a b a1 2  неконфликтно ∨ -совместимы 
в R . Тогда подлежащее доказательству утверждение сразу будет 
следовать из п. 3) определения 5.1.1.4.

1 Определение 4 из п. 5.1.1.
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Итак, согласно определению 5.1.1.1 имеем: существуют такие 
c c1 2, Œ F , что b b c c1 2 1 2∨ ∨£ , пара ( , )c c a1 2∨  простая, c aR

1 ¨ æææ , 
c aR

2 ¨ æææ  и пары ( , ),( , )c a c a1 2  нетранзитивны в R¨ æææ  (поскольку 
( )R R∪ £ Õ ¨ æææ , то и в R ∪ £ ). Последнее означает, что соотно-
шения c a c aR R

1 2¨ æææ ¨ æææ,  были получены без применения п. 4) 
определения 5.1.1.4. Простота пары ( , )c c a1 2∨  означает также, что 
не использовался и п.2). Таким образом, из п. 1) и п. 3) определения 
5.1.1.4 следует, что для пар ( , ),( , )c a c a1 2  остается лишь такой вариант, 
когда c c c c c cm m

1 1
1

1 2 2
1

2
1 2= =∨ ... ∨ ∨ ... ∨, , где ( , )c a Rj

kj Œ , k mj j= 1,..., , 
j = 1 2, , причем все пары ( , )c aj

kj  нетранзитивны в R ∪ £ .
Рассмотрим вначале случай m m1 2 1= = . Тогда ( , ),( , )c a c a R1 2 Œ , 

и лемма уже доказана (неконфликтность тройки T c c a= ( , , )1 2  в R  
следует из ее неконфликтности в большем множестве  R¨ æææ ). 

Предположим теперь, что m1 1> . В этом случае дистрибутив-
ная тройка ¢ =T c c a( , , )1

1
1
2  является неконфликтной в R . Поскольку 

пара ( , )c c a1 2∨  простая, то для тройки T  и любой оставшейся пары 
вида ( , )c aj

kj  выполнены условия леммы 5.1.2.1. По ее утверждению 
справедливо равенство c c c c cj

kj
1
1

1
2

1
1

1
2∨ ∨ ∨= . Складывая (в смысле 

операции объединения ∨ ) такие равенства по всем k mj j= 1,..., , 
j = 1 2, , получим c c c c1 2 1

1
1
2∨ ∨= . В итоге приходим к следующе-

му факту: существуют такие c c1
1

1
2, Œ F , что b b c c1 2 1

1
1
2∨ ∨£ , пара 

( , )c c a1
1

1
2∨  простая, пары ( , ),( , )c a c a R1

1
1
2 Œ  нетранзитивны в R ∪ £ , 

тройка ¢ =T c c a( , , )1
1

1
2  неконфликтна в R . Он означает, что пары 

( , ),( , )b a b a1 2  неконфликтно ∨ -совместимы в R . Отсюда в силу п. 3) 
определения 5.1.1.4 следует b b aR

1 2∨ ¨ æææ , то есть отношение 
R¨ æææ  ограниченно ∨ -дистрибутивно. �
Лемма 2. Пусть R  – некоторое логическое отношение на 

решетке F  и a b, Œ F . Тогда, если справедливо b aR¨ æææ , то 
( , )b a RŒ .

Доказательство. Проведем его с помощью индукции по m  – 
оценке уровня рекурсии в соотношении b aR¨ æææ . При m = 0  име-
ет место одно из условий 1)–2) определения 5.1.1.4. Случай 1) непо-
средственно означает справедливость доказываемого утверждения. 
Если же справедливо 2), то и тогда ( , )b a RŒ , поскольку логическое 
отношение R  содержит и £ . 

Предположим далее, что лемма верна для некоторого m ≥ 0  и 
докажем ее утверждение при уровне рекурсии m + 1 . В этом случае 
новые для рассмотрения варианты могут дать условия 3)-4) опре-
деления 5.1.1.4. 

Рассмотрим вариант, когда соотношение b aR¨ æææ  происходит 
из условия 3) определения 5.1.1.4. При этом по предположению ин-

5.1. LP-структуры на решетках типов
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дукции соотношения b a b aR R
1 2¨ æææ ¨ æææ,  имеют уровень рекурсии 

£ m , то есть ( , ),( , )b a b a R1 2 Œ . Тогда, в силу ограниченной дистрибу-
тивности R , получим ( , )b a RŒ .

Наконец, пусть справедливо 4). И в этом случае по предположе-
нию индукции базовые соотношения b cR¨ æææ  и c aR¨ æææ  имеют 
уровень рекурсии £ m . Следовательно, ( , ),( , )b c c a RŒ . Отсюда, в 
силу транзитивности логического отношения R , имеем ( , )b a RŒ . �

Теорема 1. Для произвольного отношения R  на решетке F  ло-
гическое замыкание существует и совпадает с множеством R¨ æææ  
всех упорядоченных пар, логически связанных отношением R .

Доказательство. В силу п.1) определения 5.1.1.4 отношение 
R¨ æææ  содержит R . По лемме 5.1.2.3 оно также содержит и мно-

жество неконфликтно ∨ -совместимых в R  пар. Из леммы 1 сле-
дует, что R¨ æææ  является логическим. Осталось показать, что 
это – наименьшее из таковых отношений.

Пусть ¢R  – другое логическое отношение, содержащее R  и его 
множество неконфликтно совместимых пар. Тогда очевидно, что 
если b aR¨ æææ , то b aR¢¨ æææ . Отсюда по лемме 2 имеем ( , )b a RŒ ¢ . 
Следовательно, отношение R¨ æææ  содержится в произвольно вы-
бранном ¢R , и, таким образом, является наименьшим логическим 
отношением, содержащим R  и его множество неконфликтно сов-
местимых пар. �

Далее рассмотрим вопросы, связанные с эквивалентными преоб-
разованиями логических структур на решетках типов. Пусть дано 
отношение R  на решетке F . Его эквивалентным преобразованием 
называется такая замена множества упорядоченных пар R , в ре-
зультате которой полученное новое отношение P  эквивалентно R .  

В главах 2–4 для логических отношений с монотонным выводом 
показано, что локально-эквивалентное преобразование части исход-
ного множества R  приводит к логически эквивалентному общему 
отношению P . Для рассматриваемых в настоящем разделе отноше-
ний это в общем неверно. Например, если при ¢T T≺  преобразовать 
(эквивалентно) отдельный набор пар из ¢T , общий результат ока-
жется неэквивалентным. Однако имеет место эквивалентность ряда 
преобразований. 

Теорема 2. Пусть R  – отношение на решетке F . Тогда каж-
дая из следующих операций над R  приводит к эквивалентному от-
ношению:

• добавление или исключение пары ( , )b a , если b a£ ;
• добавление пары ( , )c c a1 2∨ , если тройка T c c a= ( , , )1 2  ∨ -дист-

рибутивна и неконфликтна в R ;
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• добавление или исключение пары ( , )c a  при наличии пар 
( , ),( , ) ( ), ,c b b a R c b b aŒ £ π π∪ .

Доказательство следует непосредственно из определения 
5.1.1.4 и доказанных выше лемм.

5.1.4. Структура логических связей и редукция

В главах 2–4 для каждой структуры с монотонным выводом пока-
зано, что логическое замыкание произвольного бинарного отношения 
R  совпадает с транзитивным замыканием другого отношения �R R  , 
построенного в виде некоторого «дистрибутивного многообразия» R . 
В рассматриваемом случае, основанном на ограниченной ∨ -дистрибу-
тивности, также удается разделить процесс построения логического 
замыкания на этапы дистрибутивного и транзитивного замыканий.

Для отношения R  на решетке F  рассмотрим отношение �R , в 
результате последовательного выполнения следующих двух шагов:

• для каждой неконфликтной ∨ -дистрибутивной тройки ( , , )c c a1 2  
( )c c1 2π  добавить к исходному отношению пару ( , )c c a1 2∨ ;

• к полученному отношению добавить отношение £ .
Заметим, что по теореме 5.1.3.2 отношение �R  эквивалентно R . 
Теорема 1. Логическое замыкание отношения R  совпадает с 

транзитивным замыканием �R*  соответствующего отношения �R . 
Доказательство. Пусть b aR¨ æææ . Покажем, что при этом 

( , ) *b a RŒ � , что в свою очередь означает вложение R R¨ æææ Õ � * . 
Воспользуемся индукцией по m  – уровню рекурсии в соотношении 
b aR¨ æææ . При m = 0  имеет место одно из условий 1)–2) определе-
ния 5.1.1.4. Очевидно, что �R*  содержит отношения R  и £ . 

Предположим теперь, что доказываемое вложение верно для не-
которого m ≥ 0 . Докажем его справедливость при уровне рекурсии 
m + 1 . В этом случае новые для рассмотрения варианты могут поя-
виться из правил 3)–4) определения 5.1.1.41. 

Рассмотрим ситуацию, когда соотношение b aR¨ æææ  получено 
из условия 3). В этом случае существуют неконфликтно ∨ -сов-
местимые в R  пары ( , ),( , )b a b a1 2  с кортежем ( , , , , )b b c c a1 2 1 2 , причем 
b b b= 1 2∨ . Тогда при построении �R  на первом шаге к исходному от-
ношению должна быть добавлена пара ( , )c c a1 2∨ , на втором – пара 
( , )b b c c1 2 1 2∨ ∨ . Наконец, при нахождении транзитивного замыкания 
�R*  появляется также пара ( , )b b a1 2∨ . Таким образом, ( , ) *b a RŒ � .

Предположим теперь, что b aR¨ æææ  произошло из правила 4). В 
этом случае по предположению индукции базовые связи b cR¨ æææ  
и c aR¨ æææ  имеют уровень рекурсии £ m , то есть ( , ),( , ) *b c c a RŒ � . 

1 Определение 4 из п. 5.1.1.
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Поскольку �R*  – транзитивное замыкание, то оно содержит все свои 
транзитивные пары, то есть ( , ) *b a RŒ � .

Таким образом, доказана справедливость вложения 
R R¨ æææ Õ � * . Покажем обратное. Пусть ( , ) *b a RŒ � . Тогда, в силу 

свойств транзитивного замыкания, существует такой набор эле-
ментов d d dn0 1, ,..., , что ( , ) , ,...,d d R j nj j- Œ =1 1� , причем d b d an0 = =, . 
Если при этом ( , )d d Rj j- Œ1  либо d dj j- £1 , то по условиям 1)–2) оп-
ределения 5.1.1.4 имеем d dj

R
j- ¨ æææ1 . Рассмотрим пару ( , )d dj j-1 , 

для которой свойства 1)–2) не выполнены. Тогда возможен лишь 
случай, когда пара ( , )d d Rj j- Œ1

�  имеет вид ( , )c c a1 2∨ , соответствую-
щий некоторой неконфликтной дистрибутивной тройке T c c a= ( , , )1 2  
отношения R  (см. построение �R ). Как следствие, по теореме 5.1.3.2 
и в этом случае d dj

R
j- ¨ æææ1 . Таким образом, установлено, что для 

пары ( , ) *b a RŒ �  существует набор d d d d b d an n0 1 0, ,..., ( , )= = , для ко-
торого справедливо d d j nj

R
j- ¨ æææ =1 1, ,..., . Применяя к его элемен-

там последовательно (например, слева направо) n  раз правило 4) 
определения 5.1.1.4, получим b aR¨ æææ . �

Далее докажем утверждения, которые необходимы для изуче-
ния вопросов о существовании и построении логической редукции 
отношений на ограниченной решетке.

Лемма 1. Пусть R  – бинарное отношение на решетке F  и 
b a t Tt

R
t¨ æææ " Œ . Тогда отношение ¢ = ŒR R b a t Tt t∪ {( , ) | }  экви-

валентно R . 
Доказательство. Заметим вначале, что по определению любое 

логическое отношение является собственным логическим замыка-
нием.  В силу теоремы 5.1.3.1 это относится и к отношению R¨ æææ . 
Далее, из определения 5.1.1.4 очевидным образом следует, что для 
любых R R1 2Õ  справедливо R R1 2¨ æææ Õ ¨ æææ . В рассматривае-
мом случае по построению отношения ¢R  выполнены включения 
R R RÕ ¢ Õ ¨ æææ . Переходя к логическим замыканиям и учитывая 
изложенное выше, получаем, что отношения R  и ¢R  имеют общее 
логическое замыкание R¨ æææ . �

Лемма 2. Пусть R  – бинарное отношение на решетке F . Для 
того, чтобы R  являлось логической редукцией, необходимо и до-
статочно, чтобы R  не содержало ни одной такой пары ( , )b a , для 
которой выполнено соотношение b aR b a\{( , )}¨ ææææ . 

Доказательство. Пусть отношение R  представляет собой ло-
гическую редукцию, то есть является минимальным логически эк-
вивалентным себе отношением. Предположим противное, а именно, 
что существует пара ( , )b a RŒ , логически связанная отношением 
R b a\ {( , )} . Если это так, то в силу леммы 1 пару ( , )b a  можно ис-
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ключить из R , получив при этом меньшее эквивалентное отноше-
ние. Таким образом, при сделанном предположении отношение R  
не может быть логической редукцией.

Для доказательства обратного утверждения предположим, что 
не существует ни одной пары ( , )b a RŒ , для которой справедливо 
b aR b a\{( , )}¨ ææææ . Необходимо доказать, что в этом случае R  есть ло-
гическая редукция. Вновь предположим противное – пусть сущест-
вует отношение R R0 Ã , эквивалентное R , и ( , ) \b a R RŒ 0 . Тогда, 
поскольку ( , )b a RŒ , в силу эквивалентности рассматриваемых отно-
шений справедливо b aR0¨ æææ . Так как отношение R0  не содержит 
пару ( , )b a , то R R b a0 Õ \ {( , )} , и логическая связь b aR0¨ æææ  про-
тиворечит сделанному предположению – таких пар ( , )b a  в R  нет. 
Полученное противоречие доказывает требуемое утверждение. �

Рассмотрим непосредственно вопрос о существовании и постро-
ении логической редукции бинарных отношений.

Теорема 2. Пусть для отношения R  построено соответству-
ющее отношение �R . Тогда, если для �R  существует транзитивная 
редукция R0 , то отношение 

�
R0 , полученное исключением из R0  

всех пар вида b a£ ,  представляет собой логическую редукцию ис-
ходного отношения R .

Доказательство. Из леммы 1 следует, что указанное в теореме 
отношение 

�
R0  логически эквивалентно R . Осталось показать, что 

�
R0  является логической редукцией вообще. Для этого достаточно 
проверить выполнение для 

�
R0  условия леммы 2.

Пусть ( , )b a  – произвольная пара отношения 
�
R0 . Необходимо 

показать, что логическая связь b aR b a
�

0 \{( , )}¨ æææææ  невозможна. Пред-
положим противное, а именно, что эта связь существует. Тогда в 
силу леммы 1 отношение 

�
R b a0 \ {( , )}  эквивалентно 

�
R0 . Сразу за-

метим, что применение правила 1) определения 5.1.1.4 для вывода 
b aR b a

�
0 \{( , )}¨ æææææ  невозможно, поскольку пара ( , )b a  не содержится в 

множестве 
�
R b a0 \ {( , )} .

По лемме 5.1.2.3 множество неконфликтно ∨ -совместимых пар 
произвольного бинарного отношения инвариантно относительно 
применения правил вывода 2)–4) определения 5.1.1.4. Следователь-
но, любая логическая связь может быть получена таким образом, 
что все необходимые для этого применения ∨ -дистрибутивного пра-
вила 3) будут произведены на начальных шагах вывода, а все при-
менения транзитивного правила 4) – лишь в завершающей стадии 
этого вывода. Таким образом, для связи b aR b a

�
0 \{( , )}¨ æææææ  существует 

цепочка элементов b c c c an= =0 1, ,...,  такая, что выполнены соотно-
шения c ci

R b a
i�

0

1
\{( , )}¨ æææææ - , i n= 1,..., , при выводе каждого из кото-

5.1. LP-структуры на решетках типов
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рых правило 4) не используется. Отсюда следует, что ( , )c c Ri i- Œ1
� . 

Таким образом, получили, что при n > 1  пара ( , )b a  оказывается 
транзитивной  в �R . Следовательно, она не может содержаться в 

�
R0 , являющемся подмножеством транзитивной редукции отноше-
ния �R . Это противоречит исходному предположению ( , )b a RŒ

�
0 . 

Остается рассмотреть случай n = 1 . В этой ситуации имеющая-
ся логическая связь b aR b a

�
0 \{( , )}¨ æææææ  означает, что ( , )b a RŒ � . В силу 

вышеуказанной инвариантности множества неконфликтно ∨ -сов-
местимых пар для ( , )b a  остается лишь одна из двух возможностей: 
применено правило 2) или 3). Если это 2), то при получении 

�
R0  

такая пара ( , )b a  должна быть исключена. 
Покажем, наконец, что в случае применения правила 3) дан-

ная пара ( , )b a RŒ �  будет исключена на этапе вычисления тран-
зитивной редукции �R . Пусть существовали такие b b1 2, Œ F , что 
b b b1 2∨ = , причем b a b aR R

1 2¨ æææ ¨ æææ,  и пары ( , ),( , )b a b a1 2  некон-
фликтно ∨ -совместимы. Тогда при построении �R  к нему была до-
бавлена соответствующая пара ( , )c c a1 2∨ . Поскольку (см. определе-
ние 5.1.1.1) b b c c1 2 1 2∨ ∨£ , то пара ( , )b a  оказывается транзитивной 
в �R . В результате снова приходим к противоречию исходному 
предположению ( , )b a RŒ

�
0 .

Таким образом, рассмотрены возможные варианты предпола-
гаемого логического вывода b aR b a

�
0 \{( , )}¨ æææææ . В результате установ-

лено, что в каждом случае наличие связи b aR b a
�

0 \{( , )}¨ æææææ  противо-
речит факту ( , )b a RŒ

�
0 . Следовательно, по лемме 2 отношение 

�
R0  

представляет собой логическую редукцию. �

5.1.5. Алгоритмические вопросы

В данном разделе кратко рассматриваются некоторые вопросы 
практической реализации LP-структур на решетках типов и, соот-
ветственно, вычислительной сложности построения их логического 
замыкания и редукции. Настоящая работа в основном посвящена 
теоретическому обоснованию решения подобных задач. Однако 
краткое обсуждение алгоритмических вопросов поможет соста-
вить общее представление о практической применимости теории 
LP-структур на решетках типов.

Как уже отмечалось ранее в главе 2, разработка и получение 
оценок алгоритмов на решетках в общем случае представляется 
«неблагодарным делом». Например, булеан при количестве точек n  
состоит из 2n  различных элементов, со всеми вытекающими «алго-
ритмическими последствиями».  Решетка типов обычно не является 
дистрибутивной, и число ее элементов не так велико. По этой при-



173

чине в данном случае все же допустимо в качестве основы анализа 
сложности выбрать величину N  – общее число элементов решетки, 
а также хранить саму решетку и бинарные отношения на ней в виде 
матриц смежности размера N N¥ .

Таким образом, в данном разделе можно абстрагироваться от 
низкоуровневых проблем представления решеток, которые рассмат-
риваются далее в главе 6 настоящей работы.

Будем обращаться к быстрым алгоритмам построения транзи-
тивного замыкания и транзитивной редукции бинарных отношений. 
Классический алгоритм Уоршолла [83] для графа с N  вершинами 
строит транзитивное замыкание за O N( )3  шагов. Имеется также 
ряд улучшений данного алгоритма ([61, 70, 82, 87, 201] и другие). 
Например, в [81, 201] рассматриваются алгоритмы с оценкой слож-
ности O N( )log2 7 . Согласно [2], транзитивная редукция вычисляется 
со сложностью транзитивного замыкания.

Итак, пусть имеется решетка F , представленная матрицей смеж-
ности N N¥ . Построим для нее матрицу достижимости, для чего 
потребуется не более O N( )3  шагов. С помощью этой матрицы опе-
рация a b a b£ Œ( , )F  вычисляется за время O( )1 . Операции a b∧  и 
a b∨  сводятся к нахождению соответственно максимума и минимума 
при однократном просмотре решетки, то есть занимают O N( )  шагов 
каждая. Вспомнив, что результаты этих операций также принадле-
жат решетке, построим еще две матрицы N N¥ . В первой из них 
для каждой пары a b,  (число пар составляет O N( )2 ) будет храниться 
индекс элемента a b∧ , во второй – a b∨ . Построение каждой такой 
матрицы обойдется в O N( )3  шагов, и в дальнейшем с их помощью 
любую решеточную операцию можно выполнить за время O( )1 .

Пусть также задано отношение R  на решетке F . Как показа-
но в пп. 5.1.3–5.1.4, задачи нахождения логического замыкания и 
редукции данной LP-структуры связаны с рассмотрением ∨ -дист-
рибутивных троек T c c a= ( , , )1 2 , где пара ( , )c c a1 2∨  простая, а пары 
( , ), ( , )c a c a R1 2 Œ  нетранзитивны в R ∪ £ . Для избавления от тран-
зитивных пар сразу построим транзитивную редукцию отношения 
R ∪ £ . Затем исключим из полученной матрицы R  все подчинен-
ные пары. Эта процедура займет не более O N( )3  шагов.

На следующем этапе сформируем все ∨ -дистрибутивные трой-
ки отношения R . С указанной целью будем просматривать решетку 
(N  шагов) и для каждого элемента a  по соответствующему стол-
бцу матрицы R  находить всевозможные подходящие пары c c1 2,  
(O N( )2  действий). Таким образом, полный набор ∨ -дистрибутив-
ных троек T  получится за время O N( )3 .

5.1. LP-структуры на решетках типов
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Очередной этап алгоритма (построения логического замыка-
ния или редукции) состоит в том, чтобы в полученном множестве 
T  оставить лишь неконфликтные тройки. Для этого достаточно 
попарно их сопоставить. Согласно определению 5.1.1.2, сопостав-
ление двух троек осуществляется за время O( )1 , а количество 
сопоставляемых пар квадратично зависит от числа троек | |T . 
Общее число троек, составленных из произвольных элементов ре-
шетки, равно C O NN

3 3= ( )  (число сочетаний из N  по 3 ). Может 
появиться идея об улучшении этой оценки с использованием 
свойства ∨ -дистрибутивной тройки T c c a= ( , , )1 2 . К сожалению, 
следующий далее пример опровергает такие предположения, и 
в результате сложность построения множества неконфликтных 
∨ -дистрибутивных троек T0  составит O N( )6 . Полученные здесь 
оценки также оправдывают хранение множества троек в виде бу-
левского трехмерного массива N N N¥ ¥ , который обеспечит, в 
частности, выполнение любой операции доступа к множеству за 
время O( )1 .

Приведем частный случай отношения R  на решетке 
F , при котором количество ∨ -дистрибутивных троек составит 
O N( )3 . Разобьем решетку на две равночисленные группы элемен-
тов { , ,..., / }a i Ni = 1 2  и { , ,..., / }c j Nj = 1 2 . Сформируем отношение 
R c a i N j Nj i= = ={( , ), ,..., / ; ,..., / }1 2 1 2 . Оно ациклично и при со-
ответствующей конфигурации решетки состоит лишь из нетран-
зитивных пар. Тогда для каждого элемента ai  можно составить 
∨ -дистрибутивные тройки вида T c c aj j i= ( , , )

1 2
 ( )j j1 2π  в количест-

ве O CN( )/2
2 . Здесь также предполагается, что в рассматриваемой ре-

шетке число различных элементов вида c cj j1 2
∨  (они не участвуют в 

построении троек) является константным. Таким образом, получим 

| | ( ) ( )/T = =
N

O C O NN2 2
2 3 . Потенциально возможным является слу-

чай, когда и | | ( )T0
3= O N .

Далее по схеме п. 5.1.3 необходимо построить дистрибутивное 
замыкание �R  исходного отношения R . Перебрав с этой целью все 
множество T0 , потратим соответственно времени O N( )3 . Если в 
качестве исходной стояла задача нахождения логического замыка-
ния, то по теореме 5.1.4.1 остается выполнить транзитивное замы-
кание отношения �R , что займет не более O N( )3  шагов. Если же 
изначально решалась задача нахождения логической редукции, то 
согласно теореме 5.1.4.2 для �R  построим транзитивную редукцию 
R0  (O N( )3 ). Отсюда с использованием матрицы F  за время O N( )2  
найдем искомый результат.
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Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 1. Задачи нахождения логического замыкания и ло-

гической редукции LP-структуры на решетке типов решаются за 
полиномиальное время, не превышающее O N( )6 , где N  – общее 
число элементов решетки.

5.2. LP-структуры на некоммутативных 
решетках

В данном разделе вводятся некоммутативные решетки как 
обобщение классических решеток. Операции на некоммутативных 
решетках формализуют не только накопление, но и замещение зна-
ний. Основным результатом здесь является теорема об ассоциатив-
ности операции некоммутативного объединения. Далее вводятся и 
анализируются действующие на этих решетках логические бинар-
ные отношения. Эти отношения могут быть использованы для моде-
лирования немонотонного логического вывода. Доказана основная 
теорема о существовании логического замыкания отношений на не-
коммутативных решетках. 

Рассмотрен пример приложения теории некоммутативных 
LP-структур для исследования логических свойств императивных 
алгоритмов. В частности, на основе LP-структур сопоставляются 
возможности императивного и логического программирования.

5.2.1. Некоммутативные решетки

Основой данного понятия являются решетки множеств. В этой 
связи возвращаемся к соответствующей системе обозначений для 
операций на LP-структурах ( Õ ,   , ∩ , ∪ ).

Если решетка F  моделирует некоторую область знаний, то для 
элементов A B, Œ F  знание A B∪ Œ F  может рассматриваться как 
объединение знаний A  и B  (точнее – добавление знаний B  к знани-
ям A ). При этом по определению решетки A B B A∪ ∪= . Однако в 
некоторых ситуациях часть знаний B  может противоречить части 
знаний A . Предлагаемое решение состоит в том, чтобы вместо ∪  
ввести на F  другую операцию. Эта операция часть содержимого 
A  будет замещать противоречащей ей частью содержимого B , а 
остальные части – объединять. Тогда, очевидно, коммутативность 
операции будет нарушена. При этом знания B  (второй операнд) 
предполагаются более актуальными, чем A . Аналогично можно 
ввести и такую некоммутативную операцию объединения, при ко-
торой более актуальным будет первый операнд.

5.2. LP-структуры на некоммутативных решетках
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Пусть F  – полная решетка с относительными дополнениями, 
O  – ее нижняя грань. Зафиксируем некоторый элемент X Õ F  и 
рассмотрим множество всех элементов решетки F , каждый из ко-
торых содержит лишь одну точку элемента X  или не содержит 
ни одной. Обозначим это множество FX . Точки элемента X  будем 
называть несовместимыми точками, а сам X  – элементом несовмес-
тимых точек. Необходимость введения этих терминов обусловлена 
способом построения множества FX . 

Если A XŒ F  содержит точку xA  элемента X , то в силу свойств 
решетки F  справедливо
 A A xA= ¢ ∪ , (1)
где ¢ ŒA XF  – относительное дополнение элемента xA  решетки F  в 
ее замкнутом интервале [ , ]O A  (см. [93]). Очевидно, что ¢A  не со-
держит точек элемента X . Вообще, для данного элемента A XŒ F  
символом ¢A  будем обозначать соответствующий элемент в пред-
ставлении (1). Всюду в дальнейшем для элементов множества FX  
будем рассматривать представление (1) в обобщенном смысле, по-
лагая ¢ =A A , xA  = O , если A  не содержит точек X .

Элементам множества FX  будем приписывать определенные со-
стояния, связанные с точками X . Если для A XŒ F  справедливо 
A Aπ ¢ , то A  всегда имеет состояние xA  (см. (1)). Если же ¢ =A A , 
то такой элемент A  в зависимости от ситуации способен находить-
ся в различных состояниях, однако в каждый фиксированный мо-
мент – не более чем в одном. Факт нахождения элемента A XŒ F  в 
состоянии xA  будем обозначать [ ]A xA= . Если состояние A  пусто, 
то будем обозначать этот факт [ ]A O= . Состояние самого элемента 
O  всегда считается пустым. Для C A B= ∩ , A B X, Œ F  положим 
[ ] [ ] [ ]C A B= ∩ . 

Поскольку F  – решетка с относительными дополнениями, 
то для любых A B, Œ F  можно определить операцию разности: 
A B\  – относительное дополнение элемента A B∩  в замкнутом 
интервале [ , ]O A . Что касается состояния элемента A B\  (при 
A B X, Œ F ), то в случае [ ] [ ]A B=  будем считать, что [ \ ]A B O= , 
иначе – [ \ ] [ ]A B A= .

Далее на множестве FX  введем операцию ∪X R,  следую щим обра-
зом. Пусть A B X, Œ F . Если A Aπ ¢  и [ ]B x OB= π , то A BX R∪ , = 

A B xB∪ ∪= ¢ , в противном случае положим A B A BX R∪ ∪, = . Что 
касается состояния элемента C A BX R= ∪ , , то по определению бу-
дем считать, что оно всегда совпадает с состоянием элемента B , за 
исключением ситуации, когда состояние B  не определено. В этом 
случае оно переходит к C  от A . 
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Соответственно введем операцию ∪X L, : A B B AX L X R∪ ∪, ,= . 
Легко заметить, что множество FX  инвариантно относительно 

операций ∪X R, , ∪X L, , а также и ∩,\ . Это множество напоминает 
фактор-пространство в F  с классом эквивалентности X . Важное 
отличие состоит в том, что точки множества X  не вполне эквива-
лентны. Они замещают друг друга при выполнении операций, одна-
ко не отождествляются.

Очевидно, введенные операции некоммутативны. Далее будет 
показано, что каждая из операций  ∪X R,  и ∪X L,  является ассоциа-
тивной. 

Введем оператор dX R, , определенный на упорядоченных набо-
рах состояний вида x xm1,..., , где m ≥ 0  и каждый элемент xi  – это 
точка в X  (при этом [ ]x xi i= )  либо x Oi =  (тогда [ ]x Oi = ). Итак, 
dX R mx x x, ( ,..., )1 0= , где x0  – первый справа непустой элемент набора 
x xm1,...,  либо O . Аналогично определяется dX L, , выбирающий пер-
вый непустой элемент слева.

Лемма 1. При любом ассоциативном порядке выполнения опе-
раций ∪X R,  справедливо  соотношение x x xX R X R X R m1 2∪ ∪ ∪, , ,... = 

x xX R m1, ( ,..., )= d .
Доказательство. Докажем это утверждение с помощью ин-

дукции по m ≥ 0 . При m £ 2  оно следует непосредственно из опре-
делений ∪X R,  и dX R, . Предположим, что оно верно при любом коли-
честве операндов, не превосходящем  некоторого m , и рассмотрим 
случай m + 1 .

В этой ситуации объединим в произвольные группы наборы 
 смежных операндов исходного выражения так, чтобы каждый опе-
ранд попал ровно в одну группу. Для нетривиальной ассоциативности 
также необходимо, чтобы групп было больше одной, и хотя бы одна 
из них содержала более одного операнда. Пусть число этих групп 
окажется равным p . По построению p m£ и количество операн-
дов в каждой группе также не превосходит m . По этой причине для 
каждой группы выполнено утверждение леммы, и, соответственно, 
в группах могут быть получены однозначные результаты вычисле-
ний. Обозначим их y yp1,..., , а вместо x xX R X R m1 1∪ ∪, ,... +  рассмотрим 
выражение y yX R X R p1 ∪ ∪, ,... , где p m£ . Для него также выполнено 
предположение индукции, то есть y y y yX R X R p X R p1 1∪ ∪, , ,... ( ,..., )= d .   

Для доказательства леммы осталось проверить, что при 
любом описанном способе группировки операндов справедли-
во d dX R p X R my y x x, ,( ,..., ) ( ,..., )1 1 1= + . Если при этом все состояния 
x xm1 1,..., +  пусты, то очевидно, что d dX R p X R my y x x O, ,( ,..., ) ( ,..., )1 1 1= =+ . 
Далее рассмотрим нетривиальный случай. По определению име-

5.2. LP-структуры на некоммутативных решетках
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ем dX R mx x x, ( ,..., )1 1 0+ = , где x0  – первый справа непустой элемент 
набора x xm1 1,..., + . Рассмотрим группу G0 , в которую вошел эле-
мент x0 . Очевидно, что все группы Gj , расположенные правее 
G0 , состоят лишь из пустых элементов. Как следствие – соответс-
твующие им значения yj  также пусты. Кроме того, и в самой 
группе G0  элемент x0  – первый справа непустой. Применяя для 
вычислений в G0  предположение индукции, получим, что резуль-
тат в этой группе равен x0 . Таким образом, первый справа непус-
той элемент в наборе y yp1,...,  равен x0 . Этот факт означает, что 
dX R py y x, ( ,..., )1 0= . �

Аналогично доказывается, что при любом порядке выполнения 
 операций ∪X L,  справедливо x x x x xX L X L X L m X L m1 2 1∪ ∪ ∪, , , ,... ( ,..., ).= d

Лемма 2. Пусть A Am X1,..., Œ F , m ≥ 0 . Рассмотрим выраже-
ние C A A AX R X R X R m= 1 2∪ ∪ ∪, , ,... . Введем обозначения a Ai i= [ ]  и 
a a aX R m0 1= d , ( ,..., ) . Тогда при любом ассоциативном порядке выпол-
нения операций ∪X R,  справедливо: если существует такое j , что 

¢ πA Aj j , то C A A A am= ¢ ¢ ¢1 2 0∪ ∪ ∪ ∪... , иначе C A A Am= ¢ ¢ ¢1 2∪ ∪ ∪... . 
Кроме того, в любом случае [ ]C a= 0 .

Доказательство. Вновь воспользуется индукцией по m ≥ 0 . 
При m £ 2  утверждение леммы также непосредственно вытекает из 
определений ∪X R,  и dX R, . Предположим, что оно справедливо при 
любом количестве операндов, не превосходящем  некоторого m . 
Рассмотрим случай m + 1 .

Заметим вначале, что если все ¢ =A Aj j , j m= +1 1,..., , то по оп-
ределению операции ∪X R,  при любом порядке вычислений будем 
иметь C A Am= ¢ ¢ +1 1∪ ∪... . Осталось рассмотреть альтернативный ва-
риант. В этом варианте хотя бы один элемент набора A Am1 1,..., +  име-
ет непустое состояние. Обозначим его A0 . Очевидно, что [ ]A a0 0= , 
где a0  определен в условии леммы.

Объединим в группы наборы смежных операндов соответству-
ющего выражения C  таким образом, чтобы каждый операнд нахо-
дился ровно в одной группе. Для исключения тривиальных случаев 
потребуем, чтобы групп было больше одной, и хотя бы одна из них 
содержала более чем один операнд. Предположим, что количество 
групп оказалось равным p . По их построению p m£  и количество 
операндов в группе не превосходит m . Следовательно, для каждой 
группы выполнено утверждение леммы, и в группах могут быть 
получены однозначные результаты вычислений. Обозначим их 
Y Yp1,..., . Тогда, по предположению индукции, если некоторая груп-
па Gk  состоит из смежных элементов A Ak kl1,..., , то ¢ = ¢ ¢Y A Ak k kl1 ∪ ∪...  
и [ ] ([ ],...,[ ]),¢ = ¢ ¢Y A Ak X R k kld 1 .
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Напомним, что рассматривается такой вариант, когда для не-
которого j  справедливо A Aj jπ ¢ . Как следствие, для некоторой 
группы Gk0  (содержащей элемент Aj ) по предположению индукции 
выполнено Y Yk k0 0π ¢ . Этим фактором ниже будет определяться вид 
окончательного результата вычислений над Y Yp1,..., . 

Итак, наряду с выражением C  рассмотрим выражение 
Y YX R X R p1 ∪ ∪, ,... , где p m£ . Для него также выполнено предпо-
ложение индукции, то есть Y Y Y Y yX R X R p p1 1 0∪ ∪ ∪ ∪ ∪, ,... ...= ¢ ¢ , где 
y Y YX R p0 1= d , ([ ],...,[ ]) . Подставляя вместо Yk

’  их выражения через 
исходные операнды, получим 
 Y Y A A yX R X R p m1 1 1 0∪ ∪ ∪ ∪ ∪, ,... ...= ¢ ¢ + .

Чтобы доказать требуемое представление для C , осталось ус-
тановить равенство y a0 0= . Для этого рассмотрим группу G0 , в 
которую вошел элемент A0  (см. начало доказательства). Результат 
вычислений в группе G0  обозначим Y0 . Очевидно, что все группы 
Gj , расположенные правее G0 , состоят лишь из элементов с пус-
тыми состояниями. По этой причине соответствующие им значе-
ния [ ]Yj  также пусты. Кроме того, и в самой группе G0  элемент 
A0  – это первый справа элемент с непустым состоянием. Приме-
няя для вычислений в G0  предположение индукции, получим, что 
[ ]Y a0 0= . Таким образом, первый справа непустой элемент в наборе 
[ ],...,[ ]Y Yp1  равен a0 . Этот факт означает, что y a0 0= .

Рассмотрим, наконец, вопрос о состоянии элемента C , который 
вычисляется в соответствии с принятым ранее разбиением операндов 
на группы. Состояние C  также может быть получено с помощью 
предположения индукции, которое сначала применяется к каждой 
группе, а затем к результатам объединения групп, то есть [ ]C y= 0 . 
Если состояния не всех элементов A Am1 1,..., +  пусты, то a O0 π  и, как 
показано выше, y a0 0= . В противном случае для каждого Yk  спра-
ведливо [ ]Y Ok = . Соответственно y Y Y O aX R p0 1 0 =  =  = d , ([ ],...,[ ]) .�

Аналогичная лемма справедлива и для операции ∪X L, .
Из леммы 2 непосредственно вытекает следующая теорема.
Теорема 1. Операции ∪X R,  и ∪X L,  ассоциативны. �
Операцию ∪X R,  будем называть некоммутативным объедине-

нием с правым приоритетом, операцию ∪X L,  – некоммутативным 
объединением с левым приоритетом. 

Обозначим  X  отношение, состоящее из всех таких упорядочен-
ных пар ( , )A B  элементов A B X, Œ F , что A B   и [ ] [ ]A B= .

Определение 1. Множество FX  с введенными на нем некомму-
тативными операциями ∪X R, , ∪X L, , а также с исходной операцией 
пересечения ∩ , назовем верхне-некоммутативной (в контексте на-

5.2. LP-структуры на некоммутативных решетках
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стоящего раздела – просто некоммутативной) решеткой, порожден-
ной данным элементом X  решетки F .

В дальнейшем будем рассматривать в основном одну из двух но-
вых операций – ∪X R, , обозначая ее для краткости ∪X  и используя 
полные обозначения лишь при необходимости. Аналогично вместо 
dX R,  будем использовать обозначение dX .

Нетрудно заметить, что при X O=  решетка FX  совпадает с F . 
Таким образом, понятие некоммутативной решетки шире понятия 
обычной решетки. Рассмотрим некоторые детали связи некоммута-
тивного объединения ∪X  с обычной операцией ∪ .

Выражение (некоммутативное объединение) A BX∪  будем на-
зывать нормализованным, если из двух элементов A B,  точку эле-
мента X  содержит не более чем один элемент.

Замечание 1. Очевидно, что для нормализованного объедине-
ния справедливо A B A B B AX∪ ∪ ∪= = .

Из определения операции ∪X  следует, что если для 
A B X, Œ F  выполнено ¢ πA A  и ¢ πB B , то имеет место равенство 
A B A BX X∪ ∪= ¢ . Если же ¢ =A A  либо ¢ =B B , то объединение 
A BX∪  уже нормализовано. Этот факт позволяет сделать вывод 
о том, что выражение вида A BX∪  всегда может быть заменено 
равнозначным ему нормализованным.

Возможно обобщение понятия нормализации на случай m  опе-
рандов. Объединение A AX X m1 ∪ ∪... , в котором не более чем один 
элемент содержит точку элемента X , называется нормализован-
ным. Справедлива следующая лемма.

Лемма 3. Любое выражение вида A AX X m1 ∪ ∪...  может быть 
заменено равнозначным ему нормализованным. Новое выражение 
получается из исходного таким образом, что каждый операнд Aj  
со свойством A Aj jπ ¢  заменяется на ¢Aj , за исключением крайнего 
правого  из таковых, а остальные операнды сохраняются.

Доказательство. Если операндов с указанным свойс-
твом в выражении нет или он только один, то оно само являет-
ся нормализованным. В противном случае в силу леммы 2 имеем 
A A A A A aX X m m1 1 2 0∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪... ...= ¢ ¢ ¢ . Заметим, что по определе-
нию элемент a0  представляет собой состояние такого Ai , который в 
наборе A Am1,...,  расположен не левее чем крайний справа элемент 
Aj  со свойством A Aj jπ ¢ . В предельном случае возможно лишь ра-
венство [ ]A aj = 0 . Описанное же в лемме преобразование затрагива-
ет лишь те операнды исходного выражения, которые расположены 
левее чем Aj . Следовательно, оно сохраняет как способ вычисления 
выражения, так и саму величину ¢ ¢ ¢A A A am1 2 0∪ ∪ ∪ ∪... . �
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В следующем подразделе определяются некоммутативные ре-
шетки, порожденные не единственным элементом X , а их конеч-
ным либо счетным множеством { }X p . В этом случае состояния эле-
ментов определяются векторами, компоненты которых составлены 
из точек множеств { }X p . Именно такие некоммутативные решетки 
адекватно моделируют работу императивных алгоритмов. 

5.2.2. Некоммутативные решетки 
с расширенным множеством X

Введем вместо одного элемента несовместимых точек их конеч-
ное либо счетное множество X X p= { } , где X p Œ F , p PŒ . Рас-
смотрим совокупность всех элементов полной решетки F , любой 
из которых содержит не более одной точки каждого элемента X p . 
По-прежнему обозначим такое множество FX .

Будем рассматривать векторы состояний вида x x p= { } , p PŒ , 
где каждая компонента x p  является точкой элемента X p  либо рав-
на O . На парах векторов состояний определим покомпонентную 
операцию ∩ , которая выполняется над соответствующими состав-
ляющими векторов как элементами решетки F . Введем также опе-
рацию ∪ ∪X R X, =  такую, что x y z zX R

p∪ , { }= = ,  p PŒ , где 

 z
y y

x y
p

p p

p p
=

π

=

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

,

,

0

0
.

Соответственно определяется операция  ∪X L, : x y y xX L X R∪ ∪, ,= .
Лемма 1. Операции ∪X R,  и ∪X L,  ассоциативны. 
Доказательство. Поскольку указанные в условии леммы опе-

рации выполняются над векторами покомпонентно, то их исследо-
вание сводится к рассмотрению каждой компоненты в отдельности, 
то есть – случая p = 1 , результаты для которого были приведены 
в п. 5.2.1. �

Для состояния x x p= { }  обозначим x x p

p

= ∪ , где операция 

объединения берется в смысле решетки F . В силу предполагаемой 
полноты F  имеем x XŒ F . Аналогично п. 5.2.1, для любого A XŒ F  
справедливо представление 
 A A xA= ¢ ∪ , (1)
где xA  – элемент указанного выше вида (объединение компонент 
вектора состояния xA ), а ¢A  не содержит ни одной точки элемен-
тов X p . Всюду для данного A XŒ F  символом ¢A  будем обозначать 
соответствующий элемент в представлении (1). 

5.2. LP-структуры на некоммутативных решетках
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Элементам множества FX  будем приписывать состояния вида 
x xA A

p= { } , соответствующие представлению (1). Если для A XŒ F  
выполнено A Aπ ¢ , то A  всегда имеет состояние xA . Если же 

¢ =A A , то такой элемент A  в зависимости от ситуации способен 
находиться в различных состояниях, однако в каждый фиксиро-
ванный момент – не более чем в одном. Факт нахождения элемен-
та A XŒ F  в состоянии xA  будем обозначать [ ]A xA= . Состояние 
нижней грани O  решетки F  всегда считается «пустым», то есть 
все его компоненты равны O . Если все компоненты вектора со-
стояния произвольного элемента A  равны O , то будем обозна-
чать этот факт как [ ] [ ]A O= . Для C A B= ∩ , A B X, Œ F  положим 
[ ] [ ] [ ]C A B= ∩ , где операция ∩  выполняется над [ ]A  и [ ]B  поком-
понентно (см. выше). 

На множестве FX  введем операцию ∪X R,  следующим обра-
зом. Пусть A B X, Œ F . Тогда A A xA= ¢ ∪ , B B xB= ¢ ∪ . Положим 
C A B A B xX R C= = ¢ ¢∪ ∪ ∪, , где x x xC A X R B= ∪ , , а операция ∪X R,  
над состояниями x xA B,  определена выше. При этом [ ] [ ] [ ],C A BX R= ∪ . 
Последнее равенство существенно, если A A= ¢  и B B= ¢ .

Соответственно введем операцию ∪X L, : A B B AX L X R∪ ∪, ,= . 
Теорема 1. Каждая из операций ∪X R,  и ∪X L,  является ассоци-

ативной. 
Доказательство. Пусть A Am X1,..., Œ F , m ≥ 0 . Рассмотрим 

выражение C A A AX R X R X R m= 1 2∪ ∪ ∪, , ,... . Вычисляя его, например, 
последовательно слева направо, по определению операции ∪X R,  полу-
чим C A A A xm C= ¢ ¢ ¢( ... )1 2∪ ∪ ∪ ∪ , где x x x xC A X R A X R X R Ap

=
1 2

∪ ∪ ∪, , ,... , 
причем [ ] [ ] [ ] ... [ ], , ,C A A AX R X R X R m= 1 2∪ ∪ ∪ . Отсюда нетрудно заме-
тить, что ассоциативность ∪X R,  следует из ассоциативности обыч-
ной операции ∪  на решетке F , а также доказанной в лемме 1 ассо-
циативности операции ∪X R,  на векторах состояний. Операция ∪X L,  
рассматривается аналогично. �

Операцию ∪X R,  будем называть некоммутативным объедине-
нием с правым приоритетом, операцию ∪X L,  – некоммутативным 
объединением с левым приоритетом. 

Замечание 1. Пусть A B X, Œ F . Очевидно, что A B A BX R∪ ∪, ,Õ  
имея в виду рассматриваемую решетку F . Если же [ ] [ ]A B= , то 
A B A BX R∪ ∪, = .

Аналогичное замечание справедливо и для операции ∪X L, .
Замечание 2. Из определения этих операций очевидным обра-

зом следуют также соотношения B A BX RÕ ∪ ,  и A A BX LÕ ∪ , .
Обозначим  X  отношение, состоящее из всех таких упорядочен-

ных пар ( , )A B  элементов A B X, Œ F , что A B   и [ ] [ ]A B= .
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Определение 1. Множество FX  с введенными на нем некомму-
тативными операциями ∪X R, , ∪X L, , а также с исходной операцией 
пересечения ∩ , назовем верхне-некоммутативной (в контексте на-
стоящего раздела – просто некоммутативной) решеткой, порожден-
ной данным множеством X X p= { }  элементов решетки F .

Аналогично п. 5.2.1, при X O=  решетка FX  совпадает с F , то 
есть и в данном случае понятие некоммутативной решетки шире 
понятия обычной решетки.

Из двух введенных ранее операций некоммутативного объединения 
будем в основном рассматривать одну – ∪X R, , обозначая ее для крат-
кости ∪X  и используя полные обозначения лишь при необходимости.

Замечание 3. Пусть A B X, Œ F . Нетрудно заметить, что 
A B A BX∪ ∪Õ , имея в виду решетку F . Если же [ ] [ ]A B= , то 
A B A BX∪ ∪= .

Замечание 4. Из определения операции UX  следует, если 
A BX  , то справедливо A B AX∪ = .

Замечание 5. Из определения этой же операции очевидным 
образом следует также соотношения B A BXÕ ∪ .

Рассмотрим связь операции некоммутативного объединения ∪X  
с обычной операцией ∪ .

Выражение A BX∪  называется нормализованным, если несов-
местимые точки содержатся не более чем в одном из двух элемен-
тов A B, .

Важным свойством нормализованного объединения A BX∪  
является очевидное соотношение A B A B B AX∪ ∪ ∪= = . Из ра-
венств A B A B x A B xX C C∪ ∪ ∪ ∪ ∪= ¢ ¢ = ¢ ¢( )  следует, что выраже-
ние вида A BX∪  всегда может быть заменено нормализованным с 
сохранением результата.

Понятие нормализации некоммутативного объединения 
легко обобщается на случай нескольких операндов. Объеди-
нение A AX X m1 ∪ ∪... , в котором несовместимые точки содер-
жит не более чем один элемент, называется нормализованным. 
Из доказательства теоремы 1 легко выводится представление 
A A A A A xX X m m m C1 1 1∪ ∪ ∪ ∪ ∪... ... ( )= ¢ ¢ ¢- . Отсюда следует, что любое 
выражение вида A AX X m1 ∪ ∪...  может быть заменено равнознач-
ным ему нормализованным объединением.

5.2.3. Немонотонные логические отношения

В разделе 2.3 было рассмотрено свойство монотонности отно-
шений на решетках. Показано (лемма 2.3.11), что для логического 

1 Лемма 1 из п. 2.3.
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отношения условие дистрибутивности эквивалентно условию мо-
нотонности. В связи с этим обстоятельством, в данном разделе 
при определении логических отношений на некоммутативных ре-
шетках будем исходить из некоторого обобщения свойства моно-
тонности.

Псевдомонотонным называется такое бинарное отношение R  на 
решетке FX , для которого выполнено следующее условие псевдомо-
нотонности:
 если ( , )A B RŒ , то ( , )A A B RX∪ Œ   ( " ŒA B X, F ). (1)

Отношение R  на FX  называется продукционно-логическим (в 
данном разделе – просто логическим), если оно содержит  X , псев-
домонотонно и транзитивно. Логическим замыканием отношения 
R , заданного на FX , называется наименьшее логическое отношение, 
содержащее R . В этом случае LP-структурой называется некомму-
тативная решетка с заданным на ней логическим отношением.

Нетрудно заметить, что отношение  X  само является логи-
ческим.

Следующая лемма «локально» связывает свойство псевдомоно-
тонности со свойством дистрибутивности логического отношения на 
некоммутативной решетке.

Лемма 1. Пусть R  – логическое отношение на FX  и 
A B B X, ,1 2 Œ F , причем [ ] [ ] [ ]A B B= =1 2 . Тогда из ( , ),( , )A B A B R1 2 Œ  
следует ( , )A B B RX1 2∪ Œ .

Доказательство. Согласно замечанию 5.2.2.31, в условиях 
настоящей леммы имеем B B B BX1 2 1 2∪ ∪= . Поскольку также 
A B A BX∪ ∪1 1=  и A B A BX∪ ∪2 2= , то для рассматриваемых эле-
ментов A B B, ,1 2  условие псевдомонотонности (1) превращается в 
условие монотонности вида (2.3.1). В этой связи, повторяя вто-
рую часть доказательства леммы 5.2.1, получим ( , )A B B R1 2∪ Œ . 
Однако, поскольку в рассматриваемом случае B B B BX1 2 1 2∪ ∪= , 
то лемма доказана. �

Для выяснения структуры немонотонного логического отноше-
ния введем понятие логической связи. Пусть R  – отношение на не-
коммутативной решетке FX .  Будем констатировать, что элементы 
A B X, Œ F  дистрибутивно связаны отношением R , если существует 
упорядоченная пара ( , )A B R1 1 Œ  либо A B1 1= , такая, что A AX  1  
и B A BX= ∪ 1 .

Замечание 1. Очевидно, что при A BX   пара ( , )A B  дистри-
бутивно связана отношением R , в этом случае ( , ) ( , )A B B B1 1 = .

1 Замечание 3 из п. 5.2.2.
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Замечание 2. Легко также видеть, если ( , )A B RŒ , то пара 
( , )A A BX∪  дистрибутивно связана отношением R . Для нее 
( , ) ( , )A B A B1 1 = .

Лемма 2. Если R  – логическое отношение на FX  и пара ( , )A B  
дистрибутивно связана отношением R , то ( , )A B RŒ . 

Доказательство. Поскольку отношение R  содержит  X , то 
в условиях леммы ( , )A A R1 Œ . Далее, так как ( , )A B R1 1 Œ  и от-
ношение R  удовлетворяет (1), имеем ( , )A A B RX1 1 1∪ Œ . Отсюда, 
пользуясь транзитивностью R , получим ( , )A A B RX1 1∪ Œ . При-
меняя к последнему соотношению условие вида (1), находим, что 
( , )A A A B RX X∪ ∪1 1 Œ . Наконец, поскольку A A AX∪ 1 =  (см. за-
мечание 5.2.2.4), то в силу ассоциативности операции ∪X  (тео-
рема 5.2.2.1), имеем A A B A BX X X∪ ∪ ∪1 1 1= . Таким образом, 
( , )A A B RX∪ 1 Œ , что и требовалось доказать. �

Определение 1. Пусть R  – произвольное отношение на FX  и 
даны два элемента A B X, Œ F . Пусть также существует упорядочен-
ный набор элементов �r B BAB m= ( ,..., )1  (B Bm X1,..., Œ F , 0 £ < •m ), 
такой, что в последовательности ( , ),( , ),...,( , )B B B B B Bm m0 1 1 2 1+ , где 
B A B Bm0 1= =+, , каждая пара дистрибутивно связана R  (в случае 
m = 0  это сама пара ( , )A B ). Тогда указанный набор �rAB  называ-
ется логической цепочкой (длины m ), соединяющей A  и B  пос-
редством R . Пара ( , )A B  при этом называется логически связанной 
отношением R  и этот факт обозначается A BR

Xæ Æææ .
Замечание 3. Из леммы 2 следует: если R  – логическое от-

ношение на FX  и пара ( , )A B  логически связана отношением R , то 
( , )A B RŒ . 

Рассмотрим операции над логическими цепочками и их свой ства.
Пусть существуют логические цепочки �rAB  и �rBC , соединяющие 

соответственно ( , )A B  и ( , )B C  отношением R . Цепочка � � �r r rAC AB BC= , 
составленная последовательно из � �r B rAB BC, , , называется транзитив-
ным  объединением цепочек �rAB  и �rBC .

Замечание 4. Очевидно, � � �r r rAC AB BC=  является логической це-
почкой, соединяющей ( , )A C  отношением R . Таким образом, если 
( , )A B  и ( , )B C  логически связаны R , то и пара ( , )A C  логически 
связана R .

В разделе 2.3 при исследовании монотонных логических отно-
шений наряду с операцией транзитивного объединения логических 
цепочек введено также и понятие суммы цепочек. Свойства суммы 
логических цепочек во многом обусловлены дистрибутивностью ло-
гических отношений. Поскольку рассматриваемые в данном разделе 
немонотонные отношения в общем случае не обладают свойством 
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дистрибутивности, то и аналоги сумм цепочек «работают» лишь в 
локальном смысле (см. лемму 1), когда все элементы цепочек имеют 
одно и то же состояние. 

Пусть задано произвольное отношение R  на FX  и вы-
браны элементы A B C D X, , , Œ F , такие, что существуют логи-
ческие цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1  и �r D DCD p= ( ,..., )1 , соединя-
ющие соответственно ( , )A B  и ( , )C D  отношением R , причем 
[ ] [ ] ... [ ] [ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ]A B B B C D D Dm p= = = = = = = = =1 1 . Пусть для оп-
ределенности m p≥ .  Суммой цепочек �rAB  и �rCD  называется цепочка � �

∪ ∪ ∪ ∪r r B D B D B D B DAB CD X p X p p X p m X p+ = +( ,..., , ,..., )1 1 1 .
Замечание 5. Аналогично разделу 2.3 можно показать, 

что � �r rAB CD+  является логической цепочкой, соединяющей пару 
( , )A B C DX X∪ ∪  отношением R .

Пусть даны логические цепочки �r B BAB m= ( ,..., )1  и �r C CAC p= ( ,..., )1 , 
соединяющие соответственно ( , )A B  и ( , )A C , причем [ ] [ ] ...A B= = =1  

[ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ]B B C C Cm p= = = = = =1 . Дистрибутивным объединением 
цепочек �rAB  и �rAC  называется цепочка � � �r r rA B C AB AC( )+ = + .

Замечание 6. Поскольку дистрибутивное объединение – это 
частный случай суммы, то �rA B C( )+  является логической цепочкой, 
соединяющей ( , )A B CX∪  отношением R .

Введенные над логическими цепочками операции легко могут 
быть распространены на конечное число операндов с сохранением 
указанных свойств.

Перейдем к доказательству существования логического замыка-
ния отношения на некоммутативной решетке.

Теорема 1. Для произвольного отношения R  на некоммута-
тивной решетке FX  логическое замыкание существует и представ-
ляет собой множество R

Xæ Æææ  всех упорядоченных пар A B X, Œ F , 
логически связанных отношением R .

Доказательство. В силу замечания 1 определенное в условии 
теоремы отношение R

Xæ Æææ  содержит  X . Докажем, что отношение 
R
Xæ Æææ  транзитивно. Пусть A B B CR

X
R
Xæ Æææ æ Æææ, . Тогда сущест-

вуют логические цепочки �rAB  и �rBC , соединяющие соответственно 
( , )A B  и ( , )B C  отношением R . Рассмотрим цепочку � � �r r rAC AB BC=  – 
транзитивное объединение исходных цепочек. Согласно замеча-
нию 4, �rAC  является логической цепочкой, соединяющей A  и C  в 
R . Следовательно, A CR

Xæ Æææ , то есть определенное в теореме от-
ношение транзитивно. Наконец, из замечания 2 следует, что R

Xæ Æææ  
удовлетворяет условию (1). 

Таким образом, отношение R
Xæ Æææ  – логическое. Покажем те-

перь, что R
X Ræ Æææ   . Пусть ( , )A B RŒ . Тогда в силу замечания 
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2 пара ( , )A A BX∪  дистрибутивно связана R  и соответственно 
A A BR

X Xæ Æææ ∪ . Поскольку A B BX∪    (см. замечание 5.2.2.5) и 
R
Xæ Æææ  содержит  X , то A B BX

R
X∪ æ Æææ . Наконец, в силу дока-

занной выше транзитивности R
Xæ Æææ , получим A BR

Xæ Æææ .
Итак, логическое отношение R

Xæ Æææ  содержит R . Оста-
лось показать, что оно наименьшее из таковых. Пусть R1  – лю-
бое другое логическое отношение, содержащее R . Пусть также 
A BR

Xæ Æææ . Тогда, поскольку существует соединяющая ( , )A B  пос-
редством R RÕ 1  логическая цепочка �rAB , то в силу замечания 3 
справедливо ( , )A B RŒ 1 . Таким образом, R

X Ræ Æææ Õ 1 .�
В дальнейшем понадобятся еще несколько новых понятий.
Логическая цепочка �r B BAB m= ( ,..., )1  называется полной, если 

при добавлении к ней в любую позицию любого элемента Bm X+ Œ1 F , 
не совпадающего с соседними элементами, она перестает быть це-
почкой, логически связывающей пару ( , )A B .

Логическая цепочка �rAB  называется терминальной, если она не 
может быть продолжена. Этот факт означает, что не существует 
такого элемента C XŒ F , что пара ( , )A C  логически связана в R , 
C Bπ  и цепочка �rAB  содержится в начале цепочки �rAC .

Логическая цепочка �r B BAB m= ( ,..., )1  называется монотонной, 
если из каждого элемента несовместимых точек X p  ( p PŒ ) в эле-
ментах ( , ,..., , )A B B Bm1  в совокупности содержится не более одной 
точки. Это означает, что монотонная цепочка осуществляет моно-
тонный логический вывод.

5.2.4. О продукционной модели императивных 
алгоритмов

Как известно, во время работы императивной программы ин-
формация (подобно немонотонной логике) не только накапливается, 
но и замещается.  В разделе 1.8 представлен фрагмент программы 
на языке Паскаль, вычисляющий максимальный элемент целочис-
ленного массива. Затем для этой программы была составлена экви-
валентная логическая программа – исходный набор фактов и сово-
купность правил продукционного вывода. Возникает вопрос: любую 
ли императивную программу можно заменить эквивалентной ей 
логической? В настоящем подразделе в качестве приложения не-
монотонных LP-структур приводится обоснование положительного 
ответа на этот вопрос. Данное исследование можно считать част-
ным примером, который показывает применимость немонотонных 
LP-структур для исследования свойств и оптимизации императив-
ных программ.

5.2. LP-структуры на некоммутативных решетках
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Введем необходимые для дальнейшего изложения базовые опре-
деления.

Определение 1. Логической программой на некоммутативной 
решетке FX  называется тройка P F F RR s= ( , , )Re0 , где F F s0, Re  – два 
фиксированных подмножества решетки FX , которые называются 
соответственно множеством начальных элементов и множеством 
результатов, R  – некоторое бинарное отношение на FX . Выпол-
нением логической программы PR  с данным начальным элемен-
том A F0 0Œ  назовем нахождение совокупности всех таких макси-
мальных элементов A Ft sŒ Re , что пара  ( , )A At0  логически связана 
полной терминальной цепочкой в R . Полученную совокупность 
элементов { }At  будем называть результатами программы PR , со-
ответствующими данному начальному элементу A0   ( )t TŒ .

Здесь в качестве T  фигурирует некоторый произвольный кон-
тейнер индексов, как это принято в общей теории множеств [130]. 
Если T  состоит из единственного элемента, то результат логичес-
кой программы называется однозначным.

В настоящем разделе не ставится задача общего исследования 
свойств немонотонных логических программ. Основная цель – вы-
явление их связи с императивными алгоритмами. Для этого рас-
смотрим важный подкласс таких программ – детерминированные 
логические программы на решетках. Особенность детерминирован-
ной программы состоит в том, что при некотором фиксированном 
AM XŒ F , который перед выполнением добавляется к каждому на-
чальному элементу и называется начальным управляющим элемен-
том, ее результат однозначен, а процесс выполнения полностью 
предсказуем.

Логическая программа P F F RR s= ( , , )Re0  на FX  называется де-
терминированной при данном AM XŒ F , если для любого A F0 0Œ  
при начальном элементе A AX M0 ∪  ее соответствующий результат 
A Fs sRe ReŒ  однозначен и достигается единственной (с точностью до 
порядка элементов в монотонных подцепочках) логической цепоч-
кой в R .

Для таких программ можно выделить еще одно подмножество 
решетки FX  – множество управляющих элементов FM , которое не 
пересекается с F0  и F sRe . Роль управляющих элементов состоит 
исключительно в обеспечении детерминированного характера дей-
ствий. Таковым является указанный в определении 2 управляющий 
начальный элемент A FM MŒ . В связи с этим обстоятельством для 
детерминированных программ будем также использовать обозначе-
ние P F F F RR M M s, Re( , , , )= 0 .
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Проиллюстрируем эти понятия на упомянутом ранее примере 
из раздела 1.8. Итак, в качестве некоммутативной решетки FX  в 
данном случае можно рассматривать булеан (множество подмно-
жеств) всевозможных пар вида переменная = значение для всех 
переменных, используемых в логической программе. Множество 
значений каждой отдельной переменной xi  образует совокупность 
несовместимых точек Xi  решетки FX  (переменная не может иметь 
одновременно несколько значений своего типа). Отношение R  об-
разовано такими упорядоченными парами, что левая часть пары 
(как элемент решетки) порождает предпосылку некоторого правила 
логической программы, а правая часть пары получается в результа-
те применения того же правила. 

Управляющее множество FM  в данном примере состоит из сле-
дующих пар несовместимых точек: {начало=да, нет}, {цикл=да, 
нет}. Множество F0  составляют всевозможные наборы значений 
исходного целочисленного массива A , множество F sRe  – целочис-
ленные значения переменной Max. Очевидно, данная логическая 
программа является детерминированной при управляющем началь-
ном элементе AM : начало=да. Результат выполнения программы – 
это элемент решетки FX , образованный ее точкой Max = Amax , где 
Amax  – фактический максимальный элемент массива.

Для дальнейшего изложения потребуется некоторая формали-
зация понятия императивного алгоритма в терминах некоммута-
тивных решеток. Будем здесь опираться на известную структур-
ную теорему Дейкстры, согласно которой любой императивный 
алгоритм может быть преобразован в эквивалентный, содержащий 
лишь действия, управляемые структурами трех видов: цепочкой, 
альтернативой и циклом while (с предусловием). К сожалению, 
литературные источники с доказательством этой теоремы трудно-
доступны. Однако подобная теорема (правда, без ссылки на Э. Дей-
кстру), сформулирована и доказана в [134]. 

В качестве (императивных) элементарных действий на неком-
мутативной решетке FX  будем рассматривать применения операции 
некоммутативного объединения. В частности, результатом действия 
над некоторым элементом A XŒ F  можно считать C A BX= ∪ , где 
B XŒ F .

Для выполнения императивной программы (как и логической) 
необходимо наличие исходных данных – некоторой совокупности 
возможных начальных элементов F0  решетки FX . При выполне-
нии действий (операций ∪X ) начальный элемент A F0 0Œ  последо-
вательно трансформируется в некоторый новый. На заключитель-
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ном этапе получается результат программы – результирующий 
элемент A Fs s XRe ReŒ Ã F . Обозначим ACurr  переменную со значе-
ниями текущего элемента, который имеется на каждом шаге пос-
ле выполнения всех предыдущих операций программы. Таким об-
разом, до выполнения императивной программы A ACurr = 0 , после 
него – A ACurr s= Re .

Далее необходимо формализовать понятия управляющих струк-
тур. 

Императивной цепочкой длины m  будем называть произволь-
ный упорядоченный набор I B BC C

m= ( ,..., )1  элементов решетки FX . 
Индекс «C » означает возможную зависимость каждого элемента 
цепочки от текущего значения ACurr . Результатом последователь-
ного применения императивной цепочки I B BC C

m= ( ,..., )1  к исходно-
му значению ACurr  (результатом ее выполнения) назовем элемент 
A B BCurr X C X X C

m∪ ∪ ∪1 ... , который становится новым значением пе-
ременной ACurr .

Для определения альтернативы и цикла необходимо понятие 
условия. Будем предполагать, что вычисление условий не вызыва-
ет побочных эффектов. Любое логическое выражение в программе 
имеет множество истинности, которое может быть представлено в 
виде наборов значений переменных. Например, неравенство для ве-
щественных переменных x y<  может быть реализовано множеством 
взаимоисключающих пар вида { , | , , }x a y a a a R a a= = Œ <1 2 1 2 1 1 2 , 
конечным в практических реализациях. Таким образом, в рассмат-
риваемой модели каждое логическое условие эквивалентно прина-
длежности одного из заданных элементов решетки { | }A t TCond

t Œ  
текущему элементу ACurr . Будем также обозначать { | }A t TCond

t Œ  
совокупность элементов, соответствующую отрицанию условия с 
элементами { | }A t TCond

t Œ .
Альтернативой называется выражение вида

 if { }ACond
t  then BC

1  else BC
2 . (1)

Результат выполнения альтернативы – новое значение ACurr , 
вычисляемое по формуле A BCurr X C∪ 1 , если при некотором t TŒ  
справедливо A ACond

t
CurrÕ , и A BCurr X C∪ 2  – в противном случае.

Наконец, циклом называется конструкция 

 while { }ACond
t  do BC . (2)

Ее выполнение заключается в рекуррентном вычислении ново-
го значения A A BCurr Curr X C:= ∪ , пока существует такое t TŒ , что 
A ACond

t
CurrÕ .
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Наконец, расширим введенные определения, предположив, что 
описанные выше конструкции могут быть вложенными. Этот факт 
означает, что в качестве их содержимого (B B B BC C C

m
C

1 2, ,..., , ) могут 
фигурировать не только отдельные элементы решетки, но и, в свою 
очередь, другие цепочка, альтернатива или цикл. Определения 
структур нетрудно формализовать, воспользовавшись некоторым 
аналогом формы Бэкуса–Наура (например, [89]). Однако в целях 
экономии места такое определение здесь не приводится. Для каж-
дой из перечисленных конструкций будем использовать общее на-
звание – императивная структура.

Отметим, что используемая здесь грамматика императивных 
программ носит схематично-обобщенный характер. Ее задача – про-
иллюстрировать не конкретные вычисления, а возможности управ-
ления последовательностью действий.

Определение 2. Императивной программой на некоммутатив-
ной решетке FX  называется тройка P F F II s= ( , , )Re0 , где F F s0, Re  – два 
фиксированных подмножества элементов решетки FX  (множества 
начальных элементов и результатов), а I  – любая императив-
ная структура на FX . Выполнением императивной программы PI  
с данным начальным элементом A F0 0Œ  назовем применение конс-
трукции I  к элементу A ACurr = 0 . Получаемый после этого элемент 
A A FCurr s s= ŒRe Re  будем называть результатом программы PI , со-
ответствующим данному начальному A0 .

Очевидно, любая императивная программа детерминирована. В 
связи с этим обстоятельством императивные (как и детерминиро-
ванные логические) программы могут также называться алгорит-
мами.

Замечание 1. Сравнивая определения логических и импера-
тивных программ, можно отметить, что каждый из этих видов 
программ по исходному элементу решетки вычисляет некоторый 
результирующий. Таким образом, правомерна постановка вопроса 
о сравнении их выразительных возможностей. Кроме того, можно 
рассматривать некоторый их гибрид, например, когда некоторые 
содержащиеся в императивных структурах элементы представляют 
собой логические программы с текущими исходным и результирую-
щим элементами решетки. 

Очевидно, структуру императивной программы можно изоб-
разить в виде дерева, отражающего вложенность ее управляющих 
конструкций. Корень этого дерева представляет собой конструкцию 
верхнего уровня, а листьями являются элементы решетки FX . Глу-
биной вложенности (или просто вложенностью) императивной 
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программы будем называть высоту этого дерева. В частности, лю-
бая управляющая структура императивной программы, содержа-
щая лишь элементы решетки FX , имеет вложенность = 1. 

Лемма 1. Для любой императивной программы P F F II s= ( , , )Re0 , 
имеющей единичную вложенность, существует детерминированная 
логическая программа P F F F RR M M s, Re( , , , )= 0  с теми же F F s0, Re , кото-
рая при любом начальном элементе A F0 0Œ  и результате A Fs sRe ReŒ  
программы PI  выдает для своего начального элемента вида 
A AX M0 ∪  результат, совпадающий  с A sRe .

Доказательство. В силу того, что глубина вложенности про-
граммы равна 1, достаточно рассмотреть лишь управляющие струк-
туры в отдельности, а именно – цепочку, альтернативу и цикл с 
элементами решетки в качестве содержимого. В каждом случае для 
императивной структуры построим соответствующее отношение 
R , реализующее эквивалентную (в смысле результата) логическую 
программу. При этом будем использовать дополнительные управ-
ляющие элементы решетки a j nj , ,...,= 0  (несовместимые точки), 
которые обеспечивают детерминированность действий. Элемент 
a0  служит стартовой управляющей точкой структуры, элемент an  
– завершающей. Не ограничивая общности, в целях упрощения фор-
мулировок можно считать, что решетка FX  содержит необходимые 
управляющие элементы изначально.

В случае императивной цепочки I B BC C
m= ( ,..., )1  соответствую-

щее отношение R  составим из всех пар вида ( , ),A a B aC
j

X j C
j

X j∪ ∪-1  
,...,j m= 1 , где AC

j  – объединение всех элементов решетки, от кото-
рых зависит BC

j . Тогда для любого начального элемента A0  резуль-
тат обеих программ будет вычисляться по одной и той же формуле 
A A B Bs X C X X C

m
Re ...= 0

1∪ ∪ ∪ . 
Пусть теперь I  – альтернатива вида (1). В этом случае отношение 

R  может быть образовано парами ( , ),A A a B a t TCond
t

X C X C X∪ ∪ ∪1
0

1
1 Œ  

и  ( , ),A A a B a t TCond
t

X C X C X∪ ∪ ∪2
0

2
1 Œ , где множество { | }A t TCond

t Œ  
соответствуют отрицанию условия альтернативы. Данное отношение 
R  порождает детерминированную логическую программу, резуль-
тат которой для любого A F0 0Œ  совпадает с результатом альтерна-
тивы I : если для некоторого t TŒ  A ACond

t
0   , то A A Bs X CRe = 0

1∪ , 
в противном случае – A A Bs X CRe = 0

2∪ .
Рассмотрим, наконец, последнюю управляющую структу-

ру – цикл (2). Логическую программу построим на основе отно-
шения R , состоящего из всех пар ( , ),A A a B t TCond

t
X C X C∪ ∪ 0 Œ  

и ( , ),A a a t TCond
t

X∪ 0 2 Œ . Пропущенный здесь элемент a1  резер-
вируется для использования в случаях, когда цикл будет содер-
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жать вложенную структуру. Легко заметить, что полученная ло-
гическая программа детерминирована, а результат ее при любом 
начальном A FCurr Œ 0  совпадает с результатом цикла, а именно – 
пока для некоторого t TŒ  имеет место A ACurr Cond

t  , выполняется 
A A BCurr Curr X C:= ∪ . �

Замечание 2. Как следует из доказательства леммы, соот-
ветствующая логическая программа не только получает анало-
гичный результат, но также сохраняет порядок и содержание 
вычислений императивной программы. Дополнительные действия 
логической программы связаны лишь с управляющими элемен-
тами решетки, с которыми исходная императивная программа не 
работает.

Перейдем теперь к основному утверждению настоящего подраз-
дела. Оно распространяет результат леммы 1 на императивные про-
граммы произвольной вложенности.

Теорема 1. Для любой императивной программы P F F II s= ( , , )Re0  
на некоммутативной решетке FX  можно построить детерминирован-
ную логическую программу P F F F RR M M s, Re( , , , )= 0 , которая при лю-
бом начальном элементе A F0 0Œ  и результате A Fs sRe ReŒ  програм-
мы PI  получает для своего начального элемента вида A AX M0 ∪  
тот же результат A sRe , при этом сохраняя порядок и содержание 
действий PI .

Доказательство. Проведем его с помощью индукции по N  – 
глубине вложенности программы PI . При N = 1  утверждение тео-
ремы доказано в лемме 1 (см. также замечание 2). Предположим 
далее, что оно верно для любого показателя вложенности, не пре-
восходящего некоторого N . Покажем его справедливость для про-
граммы с вложенностью N + 1 .  

Рассмотрим управляющую структуру верхнего уровня I0  про-
граммы PI . Ее содержимым являются элементы решетки либо 
другие императивные структуры. Для любой из этих вложенных 
структур можно применить предположение индукции, так как ее 
показатель не превосходит N . Таким образом, каждой непосредс-
твенно вложенной в I0  императивной структуре Il  в формируемом 
отношении R  будет соответствовать множество пар Rl  с собствен-
ным набором управляющих точек { | ,..., }a j nj

l
l= 0  (см. доказатель-

ство леммы 1). Подчеркнем, что несовместимыми между собой яв-
ляются все точки aj

l  с общим верхним индексом.
Остается дополнить отношение R  множеством пар R0 , кото-

рое будет реализовывать саму управляющую структуру I0 . Пусть 
I0  – цепочка либо альтернатива. Тогда заменим в I0  каждую не-
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посредственно вложенную структуру Il  ее стартовой управляющей 
точкой al

0 . Затем по лемме 1 построим для структуры I0  соответ-
ствующую логическую программу, полагая при этом элементы, от 
которых зависит al

0 , равными O . 
Особым является случай, когда I0  представляет собой цикл. 

В данной ситуации вложенной в I0  структуре Il  сопоставим мно-
жество пар вида ( , ),A a a a t TCond

t
X

l
X∪ ∪0

0
0 1

0 Œ  для исключения пре-
ждевременных инициализаций Il , а также пару ( , )a a ae

l
X∪ 1

0
0
0  для 

повторяемости цикла. Здесь ae
l  – завершающая управляющая точка 

структуры Il , a1
0  – зарезервированная ранее управляющая точка 

цикла I0  (см. доказательство леммы 1). 
Совокупность пар отношения полученной для I0  логической 

программы примем в качестве искомого множества R0 , добавляе-
мого к R . Поскольку порядок действий I0  при этом сохраняется, 
а наличие каждой точки al

0  дает старт выполнению алгоритма Rl , 
адекватно реализующего Il , то найденное отношение R  удовлетво-
ряет требованиям теоремы. При этом F a A aM

l
j
l

M= =∪{ }, 0
0 . �

Замечание 3. Рассматриваемые в теореме 1 императивная и 
логическая программы выполняют одни и те же действия над об-
щим для них подмножеством решетки FX . Этот факт позволяет 
сделать вывод о том, что в определенном смысле класс императив-
ных программ является подклассом логических программ.

В настоящей главе были рассмотрены два специальных клас-
са LP-структур, содержащих семантику немонотонного вывода. 
Таким образом, открываются возможности для применения опи-
сываемой теории в таких областях, которые ранее не относились к 
области продукционных систем. Изложенные подходы могут быть 
распространены и на другие задачи информатики. Следующая, за-
ключительная, глава настоящей работы посвящена описанию ком-
пьютерной реализации общей теории LP-структур, а также ее прак-
тическим применениям к исследованию и оптимизации баз знаний 
продукционного типа.



При разработке математических объектов исследования иног-
да должного внимания не уделяется их прикладным аспектам. В 
результате увеличивается вероятность того, что для применения 
таких моделей, по крайней мере, на текущем этапе, окажется не-
достаточно интеллектуальных или технических ресурсов. Основная 
цель настоящей главы – продемонстрировать возможность приме-
нения теории LP-структур на практике. С этой целью описывается 
созданная автором интегрированная среда разработки продукцион-
ных экспертных систем, а также анализируются реализация и при-
менение LP-структуры для верификации и оптимизации созданных 
с ее помощью баз знаний. 

Предварительно приводятся некоторые общие принципы реали-
зации положений п.п. 2.3–2.6, не столь значимые для теоретичес-
кого исследования, однако существенные на практике. Далее рас-
сматриваются вопросы кодирования LP-структур, опирающиеся на 
известные методы представления решеток битовыми векторами [36, 
77]. Анализируются особенности и интерфейс объектно-ориентиро-
ванного класса LPStructure, разработанного автором на языке C++ 
с использованием библиотеки STL. Класс LPStructure инкапсулиру-
ет наиболее важные свойства и методы описанных в главе 2 стан-
дартных LP-структур, включая нахождение логической редукции 
и решение продукционно-логических уравнений. В последующем 
разделе представлены структура и основные возможности пакета 
программ LPExpert (реализованного на Delphi), предназначенного 
для разработки и эксплуатации продукционных экспертных систем. 
Этот пакет первоначально создавался с использованием идей, изло-
женных в книге [79], с существенными их усовершенствованиями. 
Впоследствии к нему была добавлена динамическая библиотека – 
интерфейс класса LPStructure, что значительно расширило возмож-
ности пакета в плане эффективности создания с его помощью баз 
знаний. В заключительных разделах главы на тестовых примерах 

Глава 6
КОМПЬЮТЕРНАЯ 

РЕАЛИЗАЦИЯ 
И ПРИМЕНЕНИЕ LP-СТРУКТУР
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демонст рируются возможности LPExpert по выявлению избыточ-
ных правил, а также анализируются преимущества логического 
вывода на основе решения продукционно-логических уравнений в 
сравнении со стандартным обратным выводом.

Заметим, что рассматриваемые в настоящей главе алгоритмы 
показывают практическую применимость теории,  изложенной в 
предыдущих главах книги. В некоторых случаях они могут быть 
улучшены. 

Основными результатами главы 6 можно считать впервые со-
зданную программную реализацию LP-структуры, а также при-
менение теории LP-структур для решения практически значимых 
задач. Разработанные автором пакеты программ демонстрируют 
достаточно высокое быстродействие и, соответственно, выполняют 
возложенные на них функции. Создание более эффективных алго-
ритмов и получение соответствующих оценок могут составить пред-
мет отдельных исследований, которые должны лишь подтвердить 
богатые потенциальные возможности стандартной теории LP-струк-
тур. Такие же выводы могут относиться и к реализации других ви-
дов LP-структур.

6.1. Общие принципы реализации
Одним из важных вопросов, возникающих при реализации 

LP-структур, является обоснование формата представления бинар-
ных отношений на решетках. Сразу заметим, что, например, для 
булеана при количестве его точек n  общее число элементов соста-
вит 2n . Этот факт означает, что в общем случае способ хранения 
отношения на решетке в виде статической матрицы (смежности 
или инциденций) не подходит. Даже небольшой учебный пример 
из [79] содержит около 80 единичных значений объектов, что при 
моделировании LP-структурой трансформируется в соответствую-
щее количество точек решетки. В данном случае использовались бы 
огромные разреженные матрицы, стандартное хранение которых в 
памяти компьютера было бы не только неэффективным, но и вряд 
ли возможным на практике. Таким образом, бинарное отношение 
на решетке будем представлять в виде (динамического) множест-
ва пар ее элементов. Последующие замечания также подчеркивают 
основную особенность реализации LP-структур, а именно – потреб-
ность снижения расхода памяти, иногда в ущерб быстродействию.

Далее с точки зрения практической реализации рассмотрим за-
дачу нахождения логической редукции стандартной LP-структуры. 
В приложении к экспертным продукционным системам ее решение 
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заключается в получении минимальной базы знаний, эквивалент-
ной исходной. 

Как показано в п. 2.5, для бинарного отношения R  на решетке 
F  логическая редукция 

�
R0  может быть получена последователь-

ным выполнением следующих шагов:
1) добавить к R  все пары вида ( , )A A , где A ŒF  (рефлексивные 

пары), и обозначить новое отношение R1 ;
2) добавить к R1  всевозможные пары ( , )A B  с элементами вида 

A A B Bi
i

i
i

= =∪ ∪, , где все ( , )A Bi i  ( i n= 1,..., ) принадлежат R1 ;

3) объединить полученное отношение с отношением включения 
   и обозначить новое отношение �R ;

4) построить транзитивную редукцию R0  отношения �R ;
5) исключить из �R  содержащиеся в нем пары вида A B…  и 

обозначить новое отношение R-1 ;
6) исключить из R-1  всевозможные пары ( , )A B  с элементами 

вида A A B Bi
i

i
i

= =∪ ∪, , где все ( , )A Bi i  ( i n= 1,..., ) принадлежат 

R-1  и не совпадают с ( , )A B ;
7) исключить из полученного отношения все рефлексивные 

пары.
В силу тех же соображений экономии памяти условимся, что 

физическое добавление к множеству новых пар следует произво-
дить лишь в случае необходимости. В частности, нет смысла хра-
нить рефлексивные (шаг 1) или подчиненные (шаг 3) пары, особен-
но, если способ кодирования решетки будет допускать эффективное 
вычисление частичного порядка. 

Непосредственная реализация шага 2 также потребовала бы 
чрезмерного расхода памяти, соизмеримого с построением булеа-
на на универсуме R . Кроме того, в дальнейших вычислениях из 
огромного количества добавленных таким образом пар практичес-
ки использовалась бы лишь незначительная часть. Как следствие, 
приходим к тезису о целесообразности динамического построения 
необходимых в дальнейшем пар множества �R .

Обсудим также вопрос построения транзитивной редукции 
(шаг 4) отношения �R . Как показано в [2], эта задача вычислитель-
но эквивалентна задаче нахождения транзитивного замыкания, 
что, например, при применении известного алгоритма Уоршолла 
[83] составило бы O N( )3  операций. Однако в нашем случае вели-
чина N  заменяется выражением 2N  и, таким образом, нахождение 
транзитивной редукции посредством замыкания не представляется 
эффективным. В качестве практически реализуемого варианта ос-

6.1. Общие принципы реализации



198 Глава 6. Компьютерная реализация и применение LP-структур

тается исследование множества пар как такового на транзитивную 
избыточность. Таким образом, в предлагаемой реализации будем 
строить транзитивную редукцию отношения �R  путем исключения 
пар, связанных транзитивными цепочками.  

Теперь с точки зрения практической реализации рассмотрим 
вопросы решения продукционно-логических уравнений для стан-
дартных LP-структур. Как уже отмечалось в главе 2, применение 
данного аппарата теоретически позволяет уменьшить количество 
медленных запросов, направляемых базе данных или интерактив-
ному пользователю при обратном выводе.

Как было изложено в п. 2.6, для решения уравнения исходное 
каноническое отношение R  представляется в виде слоев, каждый 
из которых порождает не более одного решения. Слой содержит 
максимально возможный набор пар исходного отношения с уни-
кальными правыми частями. Два слоя различаются хотя бы одной 
парой. Непосредственная реализация слоев привела бы к избыточ-
ному хранению пар, так как слои могут иметь большие пересечения. 
Для решения этого вопроса поступим следующим образом. 

Как и в п.2.6, вначале разобьем R  на непересекающиеся под-
множества, каждое из которых образовано парами вида ( , )A xp  с 
одним и тем же точечным элементом xp  в качестве правой час-
ти. Обозначим эти подмножества Rp  соответственно их элементу 
x p Pp, Œ . При реализации канонического отношения R  для каж-
дого xp  достаточно хранить лишь совокупность левых частей пар с 
правой частью xp . Каждому из подмножеств Rp  сопоставим итера-
тор – индексную переменную jp , способную перебирать собственное 
подмножество, останавливаясь на каждой паре ровно один раз. Та-
ким образом, любой слой Rt  в отношении R  получается соответс-
твующим набором значений итераторов { }jp . Нахождение решения 
в отдельном слое сводится к получению списка начальных вершин 
графа, из которых достижима данная вершина (она соответствует 
точке правой части уравнения). 

Работа с различными слоями может быть организована неза-
висимо и даже параллельно. Такой подход в определенном смысле 
максимально экономит память, однако может приводить к мно-
гократному повторению вычислений, ведь, как уже отмечалось 
ранее, два слоя могут иметь много общих пар. Другой вариант – 
запоминать результаты работы в слое, чтобы ими, при необхо-
димости, можно было воспользоваться и в другом слое, который 
пересекается с данным. Этот способ несколько противоречит при-
нятой ранее генеральной линии на экономию памяти, однако он не 
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приводит к неустранимым деструктивным последствиям. В классе 
LPStructure реализуются оба указанных подхода. Выбор одного из 
них является опциональным и может задаваться пользователем.

6.2. Кодирование LP-структур
Очевидно, что способ представления в памяти LP-структур не-

посредственно связан с методами кодирования решеток. Последнему 
вопросу посвящены работы [36, 77, 126], а также специальный раздел 
монографии [120]. Из замечаний предыдущего пункта следует, что 
предлагаемая автором реализация LP-структур должна максимально 
экономить память и предоставлять быстрые «решеточные» операции 
(объединение, пересечение, частичный порядок). Этому требованию 
во многом удовлетворяет кодирование решеток битовыми векторами.

Как указано, например, в [77], конечная булева решетка может 
быть представлена множеством битовых векторов (векторов с дво-
ичными значениями компонент) одинаковой размерности N , где 
N  – число точек решетки. Каждому элементу a  булевой решетки 
соответствует единственный битовый вектор BitVect a( ) , при этом 
каждой точке – вектор с одной единицей в соответствующей по-
зиции и нулями – в остальных. Вычисление операций на решетке 
сводится к вычислению побитовых логических операций сложения 
(| ) и умножения (& ) над компонентами векторов, то есть
 a b BitVect a BitVect b∨ = ( ) | ( ) ; 

 a b BitVect a BitVect b∧ = ( )& ( ) ;

 a b BitVect a BitVect b BitVect a£ ¤ =( )& ( ) ( ) ;

 a b BitVect a BitVect b BitVect b£ ¤ =( ) | ( ) ( ) .
Как известно (например, [193]), побитовые логические операции 

относятся к низкоуровневым и, соответственно, наиболее быстрым 
двуместным операциям в современных компьютерах. Конечно, те-
оретически с точки зрения анализа сложности алгоритмов нельзя 
утверждать, что операция над двумя векторами будет выполняться 
за константное время, поскольку разрядность компьютера (напри-
мер, 32 или 64) вполне может оказаться недостаточной для пред-
ставления битового вектора единственным словом памяти. Однако 
величина сложности операции N / 32  или N / 64 , очевидно, вполне 
приемлема при общем количестве элементов решетки 2N .

Поскольку представленная в данной главе реализация стандар-
тных LP-структур использует конечные булевы решетки, то заяв-
ленные ранее потребности исчерпываются указанным выше спосо-

6.2. Кодирование LP-структур
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бом кодирования решеток. Однако, если необходимо использование 
более общих видов решеток, можно обратиться, например, к иссле-
дованию [36], где описываются возможности кодирования битовыми 
векторами для произвольных решеток.

Еще один вопрос реализации LP-структур связан со способом хра-
нения вторичных бинарных отношений на решетках. В соответствии 
с замечаниями п. 6.1 было принято представление бинарного отно-
шения в виде множества пар. Следует уточнить, что эффективность 
операций доступа к множеству (поиск, включение и исключение эле-
ментов) на практике обеспечивается, например, возможностью его 
хранения в виде сбалансированного бинарного дерева (так реализу-
ются множества в STL – стандартной библиотеке C++ [107]). Такой 
подход требует сопоставления элементам хранимого множества уни-
кальных вполне упорядоченных ключей. Ключ по возможности дол-
жен помещаться в слове (или двойном слове) компьютера. Тогда при 
доступе к множеству операция сравнения ключей будет выполняться 
за константное время. Таким образом, приходим к идее хранения 
пары элементов решетки как пары ссылок на соответствующие им 
битовые векторы. Эти ссылки будут содержаться в смежных частях 
(старшей и младшей) двойного целого числа, и данное число может 
использоваться в качестве упомянутого выше ключа.

Для хранения канонических отношений на решетках при реали-
зации ряда алгоритмов будем применять еще одно представление, 
а именно – в виде вектора множеств. Напомним, что каноническое 
отношение на точечной решетке (см. п. 2.4) состоит из пар «хорнов-
ского» типа. Правая часть такой пары представляет собой точку ре-
шетки, а левая – объединение точек. Для такого отношения можно 
построить массив, компонентами которого являются подмножества 
элементов решетки. Индексом этого массива служит номер точки 
решетки (например, номер единственной ненулевой компоненты в 
соответствующем точке битовом векторе), а содержимым компо-
ненты массива – множество элементов решетки, составляющих с 
данной точкой пары в качестве их левых частей. 

Указанное представление достаточно эффективно как с точки 
зрения использования памяти, так как хранятся лишь левые части 
пар, так и быстродействия, потому что доступ к ним осуществляет-
ся по индексу в массиве. Этот способ применяется для реализации 
в LP-структуре алгоритмов обратного вывода при неизменном мно-
жестве правил. 

Представление отношения на решетке в виде указанного вектора 
множеств в определенной мере можно считать аналогом «констант-
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ной» сети Rete [25]. Эта сеть используется для ускорения прямого 
(или смешанного) вывода в продукционных экспертных системах. 
При прямом выводе на основе содержимого рабочей памяти систе-
мы осуществляется «вход в продукции» со стороны их левых час-
тей. По этой причине для элементов текущей рабочей памяти сеть 
Rete содержит ссылки на левые части продукций, удовлетворяемые 
этими элементами. Для каждой левой части продукции необходимо 
хранение и соответствующей ей правой части. В результате сеть 
Rete представляет собой довольно объемную надстройку над име-
ющимся множеством продукционных правил, хотя и эффективно 
организованную.  

Предложенная автором конструкция (вектор множеств) пред-
назначена для повышения эффективности исключительно обратно-
го вывода. Она более экономична по памяти, поскольку не пре-
дусматривает дублирования информации. Если сеть Rete реализует 
дополнительную надстройку над множеством продукций, то век-
тор множеств заменяет множество продукций. Данный результат 
объясняется особенностью архитектуры стандартных продукцион-
ных систем, а именно – «неравноправием» левых и правых частей 
продукций. Согласно следствию 2.4.21, для отношения на точечной 
решетке всегда существует эквивалентное каноническое отношение 
(с элементарными правыми частями пар), в то время как левые час-
ти продукций в общем случае невозможно эквивалентным образом 
«урезать» до отдельных точек. 

6.3. Класс LPStructure
Рассмотрим особенности построения и основные возможнос-

ти класса LPStructure, реализующего стандартные LP-структуры, 
представленные в главе 2. Данная разработка выполнена на языке 
C++ с привлечением библиотеки STL – Standard Template Library в 
среде программирования MS Visual Studio. 

Основной целью материала настоящего раздела является демонс-
трация работоспособности теории LP-структур на примере их основ-
ного вида. Созданный класс LPStructure может быть реорганизован 
в абстрактный класс и применен в качестве основы проектирования 
иерархии классов, охватывающих теорию LP-структур целиком. В 
общем случае задача реализации всех рассмотренных в настоящей 
работе видов LP-структур (и, тем более, не рассмотренных) слишком 
объемна. Она может составить предмет отдельного исследования.

1 Следствие 2 из п. 2.4.

6.3. Класс LPStructure
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Как уже отмечалось в п.6.2, для хранения в памяти элемен-
тов решетки в контексте подходов, принятых в настоящей работе, 
применяются битовые векторы. В классе LPStructue используется 
гибкая структура битового вектора – его длина может настраивать-
ся «клиентской» программой. Размерность такого вектора задается 
двумя параметрами – длиной в байтах одного кластера (eItemSize) 
и количеством этих кластеров (eLengthItems). 

Величина eItemSize определяет размер кластера – части век-
тора, которая обрабатывается одной логической операцией языка 
C++. Эта величина хранится как статическое константное поле 
класса и может быть изменена с его перекомпиляцией. Выбором 
eItemSize = 1 можно структурировать битовый вектор в виде пос-
ледовательности байтов, что приводит к экономии памяти и дела-
ет структуру вектора более прозрачной с точки зрения понимания 
алгоритмов. Если положить, например, eItemSize = 4, то можно 
повысить быстродействие операций над векторами, так как многие 
циклы в программе станут в 4 раза короче, а 32-разрядные опера-
ции окажутся более эффективными для ЭВМ с соответствующей 
длиной слова памяти.

Количество кластеров битового вектора хранится в целочис-
ленном поле eLengthItems. Конструктор класса получает в качестве 
параметра соответствующую целую величину для настройки дан-
ного поля. Это обстоятельство предоставляет возможность «кли-
ентской» программе при создании LP-структуры динамически на-
страивать длину битовых векторов, исходя из размера решетки и, 
соответственно, объема имеющейся базы знаний.

В классе определены типы Elem и Pair путем переименования 
соответственно типов ULONG и ULONGLONG. Тип Elem предпола-
гает хранение адреса элемента решетки, а именно – соответствую-
щего элементу битового вектора. Тип Pair содержит смежную пару 
величин Elem, то есть предназначен для хранения пары элементов 
(точнее, их адресов) из некоторого бинарного отношения на решет-
ке. Конечно, типы Elem и Pair также можно было бы реализовать 
в виде классов с перегруженными операторами (|, &, <= ), соответс-
твующими операциям  на решетке. Однако было решено использо-
вать простейшие типы (ULONG и ULONGLONG), следуя принятой 
в п.6.1 стратегии экономии памяти.

Как уже отмечалось ранее, в данной разработке используется 
библиотека STL. В частности, широко применяются ее параметри-
зованные контейнерные классы vector и set, а также их комбинации. 
Для хранения задаваемых на решетке бинарных отношений общего 
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вида определен тип PairContainer как set<Pair>. Некоторыми алго-
ритмами в качестве промежуточных данных используются векторы 
пар – PairVector (vector<Pair>). Имеется также тип ElemContainer 
(set<Elem>) для представления множеств элементов решетки. Ка-
ноническое бинарное отношение в соответствии с изложением п. 6.2 
представляется вектором множеств ElemContainerVector (vector< 
ElemContainer *>). 

Таким образом, перечислены основные типы, используемые 
в классе LPStructure. Это сделано с целью дать представление о 
подходах, которые применялись при практической реализации LP-
структур. Далее опишем основные функциональные возможности 
класса.

Класс LPStructure инкапсулирует перечисленные ниже основ-
ные методы. 

Конструктор 
LPStructure(const int aLen = 8);
в качестве параметра принимает значение целочисленного поля 
eLengthItems для настройки длины битовых векторов. Как следует 
из приведенного объявления, по умолчанию принята структура век-
тора в виде байтовых кластеров. 

Ряд методов предназначен для обеспечения стандартных опера-
ций над множеством пар LP-структуры. К ним относятся следую-
щие функции, назначение которых следует из их названий:
BOOL insert(const Pair pair);  
BOOL insert(const Elem left, const Elem right);
Pair extract();
BOOL erase(const Pair pair);
BOOL erase(const Elem left, const Elem right);
void clear();
ULONGLONG count() const;

Несколько методов реализуют основную функциональность 
класса. Они имеют два общих параметра 
  const OnLPEvent onEvent = NULL,
  const DWORD dwUser = 0.

Эти параметры обеспечивают возможность сообщения «клиен-
ту» детальной информации о событиях, происходящих во время их 
работы. Параметр оnEvent (если задан) содержит адрес функции 
обратного вызова – обработчика LP-событий. Параметр dwUser, как 
это принято во многих функциях WinAPI [205], содержит сопутс-
твующую информацию «пользователя». Обработчик LP-событий 
обязан иметь следующий прототип:

6.3. Класс LPStructure
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typedef void (__cdecl *OnLPEvent)(const Pair aPair, 
           const int nEventType,
           const DWORD dwUser);

Здесь параметр aPair содержит пару элементов решетки, связан-
ную с произошедшим событием. Параметр nEventType передает код 
события, dwUser возвращает информацию «пользователя», которая 
может быть использована им по собственному усмотрению, напри-
мер, для идентификации источников событий. Предусмотрены следу-
ющие виды событий (возможные значения параметра nEventType):
static const int etRedundant = 0; // Лишнее правило
static const int etInference = 1; // Элемент связи
static const int etPreImageCount = 2; // Кол-во прообразов
static const int etPreImage = 3; // Очередной прообраз

Следующие два метода предназначены для построения логичес-
кой редукции LP-структуры на основе анализа логических связей 
пар элементов.

Функция 
BOOL isLConnected(const Pair aPair,
      const OnLPEvent onEvent = NULL,
      const DWORD dwUser = 0);
определяет наличие логической связи для пары элементов, задава-
емой параметром aPair. Остальные параметры описаны выше. Они 
позволяют «клиенту» получить структуру логической связи, если 
она будет обнаружена.

Функция
ULONGLONG lReductionLC (const OnLPEvent onEvent = NULL,
       const DWORD dwUser = 0);
непосредственно строит логическую редукцию LP-структуры, обра-
щаясь в процессе своей работы к функции isLConnected. Ее пара-
метры позволяют при необходимости сообщить «клиенту» об обна-
руженных «лишних» парах. В качестве результата она возвращает 
количество пар редуцированной LP-структуры.

Метод
void maxImage(const Elem eSource, 
        const Elem eRes,
        const OnLPEvent onEvent = NULL,
        const DWORD dwUser = 0);
для заданного элемента решетки eSource вычиcляет в LP-структуре 
его наибольший образ eRes (см. п.2.6 настоящей работы). Парамет-
ры onEvent и dwUser позволяют «клиенту» получать информацию о 
парах, которые вносят вклад в прямой логический вывод.
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Метод
ULONG minPreImages(const Elem eDest,
       const Elem aNegative = 0,
       const INT aMaxCount = 0,
       const OnLPEvent onEvent = NULL,
       const DWORD dwUser = 0,
       const int nOptimize = otMemory);
предназначен для нахождения решений продукционно-логических 
уравнений. Для заданного элемента решетки eDest он вычисляет ми-
нимальные прообразы, о которых сообщает вызывающей программе 
посредством параметров onEvent и dwUser. Параметр nOptimize, как 
отмечено в заключительной части п. 6.1, задает один из двух возмож-
ных режимов оптимизации работы – по памяти или по времени. 

Два специальных параметра функции minPreImages носят более 
прикладной характер, чем остальные. Параметр aNegative, если задан, 
содержит объединение начальных точек решетки, которые должны 
быть принудительно исключены из процесса поиска прообразов. Ука-
занные точки могут, например, соответствовать заведомо ложным 
фактам базы знаний. Учет их наличия позволяет сократить время 
работы алгоритма вычисления прообразов. Параметр aMaxCount, 
если не равен нулю, содержит целое значение, ограничивающее чис-
ло искомых прообразов. Когда этот параметр положителен, при до-
стижении указанного им количества найденных прообразов процесс 
прекращается, и найденные прообразы немедленно возвращаются 
«клиенту». Отрицательное значение параметра aMaxCount, точнее, 
его абсолютная величина, интерпретируется как период времени 
– количество миллисекунд, отведенных для вычисления прообразов. 
Параметры aNegative и aMaxCount позволяют пошагово решать про-
дукционно-логическое уравнение, получая и обрабатывая решения 
ограниченными порциями. Данный способ используется алгоритмом 
кластерно-релевантного LP-вывода (см. ниже п. 6.4.4).

Итак, представлены основные публичные методы класса LP-
Structure. Для их реализации используется также внутренняя фун-
кциональность, основное содержание которой описывается ниже.

Функция
void getLConnected(const Elem eDest, Elem eRes);
вычисляет объединение всех элементов решетки eRes, которые со-
держатся в прообразах заданного элемента eDest. При решении 
уравнения предварительный вызов данной функции позволяет су-
щественно сократить множество обрабатываемых элементов в сло-
ях исходного отношения.

6.3. Класс LPStructure
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Следующие два перегруженных1 метода
void minPreImagesOne(const Elem eDest,
         ElemContainer *ecRes);
void minPreImagesOne(const int nRItem, 
         const int nRBit,
         ElemContainer *ecRes);
предназначены для нерекурсивного нахождения множества ecRes 
всех минимальных начальных прообразов заданной точки решетки 
в LP-структуре. В первом варианте функции исходная точка зада-
ется как элемент решетки eDest, во втором – номерами кластера 
nRItem и его разряда nRBit в соответствующем точке битовом век-
торе. Эти функции используются при решении продукционно-логи-
ческих уравнений в режиме экономии памяти.

Функция
BOOL ecPursue(const int nItem, const int nBit);
рекурсивно находит множество всех минимальных начальных про-
образов заданной точки решетки (nRItem и nRBit), а также всех 
промежуточных точек, участвующих в данном рекурсивном алго-
ритме. Результаты формируются в векторе множеств – соответс-
твующем поле класса, имеющем тип ElemContainerVector.

Предыдущие функции в своей работе обращаются к двум мето-
дам, позволяющим соответственно суммировать прообразы (объеди-
нять их как элементы решетки) и пополнять множество прообразов, 
одновременно контролируя минимальность прообразов, то есть ис-
ключая из множества прообразы, содержащие другие прообразы 
(см. также п. 2.6).
void addPreImageMin(ElemContainer *ecSum,
        ElemContainer *ecOne);
void insPreImageMin(ElemContainer *ecDst,
        ElemContainer *ecSrc);

Ряд перечисленных далее несложных методов обеспечивает 
выполнение основных решеточных операций. Они на данном этапе 
описаны в секции private, однако могут быть перенесены в public 
при расширении функциональности класса LPStructure:
BOOL EQ(const Elem ls, const Elem rs); // (ls) == (rs)
BOOL LE(const Elem ls, const Elem rs); // (ls) <= (rs)
BOOL LT(const Elem ls, const Elem rs); // (ls) < (rs)
BOOL EZ(const Elem ls); // (ls) == 0 
void lJoin(const Elem ls, const Elem rs); //(ls)|=(rs)
BOOL lDiff(const Elem ls, const Elem rs); //(ls)-=(rs)

1 Перегруженными называются методы с одинаковыми именами, раз-
личающиеся списком параметров.
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Поводя итог изложенному выше, отметим, что описана основ-
ная функциональность класса LPStructure, что также позволяет 
судить о принципах его построения. Отметим, что для обеспечения 
возможности использовать данный класс в других системах про-
граммирования его интерфейс был оформлен в виде динамической 
C-библиотеки LPStructure.dll. Названия и параметры ее функций 
соответствуют представленным выше публичным методам класса 
LPStructure, поэтому нет необходимости в их более подробном опи-
сании. Заметим лишь, что почти каждая из этих функций имеет 
дополнительный параметр 
const HANDLE lps,

который фактически представляет адрес экземпляра LPStructure. 
Полный список функций библиотеки LPStructure.dll выглядит сле-
дующим образом:
typedef LPStructure::Pair Pair;
typedef LPStructure::OnLPEvent OnLPEvent;
typedef LPStructure::Elem Elem;

extern “C” // Чтобы имена в DLL были предсказуемыми
  {
  DLL_API HANDLE lpsCreate(const int nLen);
  DLL_API void lpsDelete(const HANDLE lps);
  
  DLL_API BOOL lpsInsert(const HANDLE lps, const Pair aPair);
  
  // Получить пару из множества (и исключить ее)
  DLL_API Pair lpsExtract(const HANDLE lps);
  
  DLL_API ULONGLONG lpsLReductionLC(const HANDLE lps,   
        const OnLPEvent onEvent = NULL,
        const DWORD dwUser = 0);
  DLL_API BOOL lpsConnected(const HANDLE lps, 
       const Pair aPair, 
       const OnLPEvent onEvent = NULL, 
       const DWORD dwUser = 0);

  DLL_API void lpsMaxImage(const HANDLE lps,
       const Elem eSource,
       const Elem eRes,
       const OnLPEvent onEvent = NULL, 
       const DWORD dwUser = 0);

6.3. Класс LPStructure
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  DLL_API ULONG lpsMinPreImages(const HANDLE lps,   
     const Elem eDest,
     const Elem aNegative = 0,
     const INT aMaxCount = 0,
     const OnLPEvent onEvent = NULL, 
     const DWORD dwUser = 0,
     const int nOptimize = otMemory);
   
  DLL_API void lpsFreeLPCode(const HANDLE lps,
        const Elem eDest);
  }

6.4. LPExpert – интегрированная среда 
логического программирования

В настоящем разделе кратко описываются архитектура и основ-
ные функциональные возможности разработанного автором пакета 
программ LPExpert. Он представляет собой интегрированную среду 
для создания и эксплуатации продукционных экспертных систем. В 
основу рассматриваемого пакета были положены концептуальные 
положения монографии [79]. Несмотря на то, что эта небольшая по 
объему книга носила в основном учебный характер, ее оригиналь-
ные идеи оказались востребованными. В дальнейшем они использо-
вались и развивались в целом ряде работ по экспертным системам, 
в первую очередь – обучающим (например, [29, 84, 91]).  

Пакет программ LPExpert реализован в системе программиро-
вания Delphi 5. Он оснащен многодокументным оконным интер-
фейсом пользователя и состоит из следующих основных блоков: 
редактор правил; компилятор правил; машина вывода. В последнее 
время к его функциональности была добавлена dll-библиотека – ин-
терфейс описанного в п. 6.3 класса LPStructure, что значительно 
расширило возможности пакета в плане эффективности создания с 
его помощью баз знаний.

6.4.1. Структура базы знаний

Как уже отмечалось ранее, назначение пакета LPExpert – раз-
работка и эксплуатация продукционных экспертных систем. Опи-
шем поддерживаемую данным пакетом структуру базы знаний 
(БЗ). Она представляет собой существенное расширение структур 
БЗ, описанных в [79] и, впоследствии, в [91].

БЗ содержит знания эксперта в некоторой предметной облас-
ти. Она включает известные факты, выраженные в виде объектов, 
атрибутов и условий. В пакете LPExpert принята запись факта в 
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виде пары «объект = значение». Данное утверждение может быть 
верно лишь с некоторой вероятностью, понятие которой здесь заме-
нено понятием коэффициента доверия – целым числом от 1 до 100. 
Коэффициент 100 соответствует достоверному утверждению. Неко-
торые объекты могут быть многозначными, то есть одновременно 
допускать несколько значений. С такими объектами в БЗ связаны 
списки значений.

С точки зрения экспертной системы объекты можно разделить 
на следующие три класса.

1) Объекты, значения которых невозможно вывести с помощью 
правил продукционной системы из значений других объектов. Их 
значения система может получить лишь непосредственно от поль-
зователя или извлечь из имеющихся фактов. Назовем эти объекты 
начальными.

2) Объекты, значения которых выводятся с помощью правил, 
причем эти объекты имеют практический смысл для пользователя. 
Будем называть их объектами экспертизы. 

3) Объекты, значения которых можно вывести, однако они не-
доступны пользователю и созданы разработчиком БЗ для улучше-
ния ее структуры. Такие объекты называются внутренними.

Заметим, что теоретически в конкретных БЗ возможны «сме-
шанные» объекты, некоторые значения которых выводимы из 
правил, а другие значения являются начальными. Наличие таких 
объектов можно рассматривать как один из признаков некоррект-
ности БЗ – потенциальную противоречивость. Действительно, при 
диалоговом выборе значения объекта пользователь может указать 
любое из предложенных, в том числе и такое, которое противоречит 
значению, выводимому из правила. Тем не менее, нетрудно преоб-
разовать БЗ так, чтобы она не содержала «смешанных» объектов. 
Достаточно, например, для «начальных» значений { , ,..., }v i ni = 1  
каждого «смешанного» объекта A  ввести новый объект B  с (на-
чальными) значениями { , ,... ; ? }u i ni = 1 ' ' , добавив также к БЗ сово-
купность правил u v i ni iÆ =, ,...1 . В результате объект A  станет 
внутренним, а новый объект B  окажется начальным. В силу дан-
ного обстоятельства, в описываемой модели БЗ начальными счита-
ются лишь такие объекты, которые не имеют ни одного выводимого 
значения.

Во время считывания (компиляции) БЗ экспертная система ав-
томатически производит классификацию объектов. 

Для каждого начального объекта в БЗ обычно заготовлен воп-
рос, который в некоторый момент может быть задан пользователю 

6.4. LPExpert — интегрированная среда логического программирования
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с целью получения значения объекта. С такими объектами также 
связано понятие разрешенных значений, то есть фактически их об-
ластей определения. При ответе на заданный системой вопрос поль-
зователь выбирает значение из предлагаемого списка, включающе-
го набор разрешенных значений.

Важнейшей составной частью БЗ является совокупность правил 
(продукций), с помощью которых система делает выводы о значени-
ях неначальных объектов.

Правило состоит из двух частей – предпосылки и заключения. 
Как предпосылка, так и заключение представляют собой подмножес-
тва фактов БЗ (указанного выше вида). Кроме того, каждый факт 
заключения может иметь коэффициент доверия, а при отсутствии за-
данного коэффициента факт по умолчанию считается достоверным.

Таким образом, БЗ экспертной системы содержит следующую 
информацию:

1) список объектов экспертизы;
2) список многозначных объектов;
3) список разрешенных значений для каждого начального 

объекта;
4) вопросы, соответствующие начальным объектам;
5) продукционные правила;
6) накопленные факты – рабочее множество.
Кроме того, элементы БЗ (объекты, значения, правила) могут 

содержать дополнительную информацию (комментарии, изображе-
ния) для улучшения дружественного характера пользовательского 
интерфейса.

Расширения возможностей пакета LPExpert основаны на пред-
ставлении наборов фактов и правил базы знаний LP-структурой. 
Каждый единичный факт изображается точкой решетки – булеана. 
Предпосылка и заключение правила представляются двумя элемен-
тами решетки, а сами правила – упорядоченными парами бинарно-
го отношения в LP-структуре. Очевидно, определяемое множеством 
правил бинарное отношение является рефлексивным и транзитив-
ным. Дистрибутивность этого отношения легко следует из возмож-
ности вывода с его помощью совокупности фактов по частям.

6.4.2. Синтаксис базы знаний

Постоянное хранение баз знаний в системе организовано на вне-
шнем запоминающем устройстве компьютера (как правило – жест-
ком диске) в виде текстовых файлов (обычно – с расширением .exp). 
Для простоты будем называть их файлами правил. 
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База знаний некоторой предметной области (подобно «приложе-
ниям» в современных системах программирования) образует «про-
ект» и может располагаться в нескольких файлах правил. Перечень 
имен файлов, относящихся к общему проекту, хранится в специ-
альном файле проекта БЗ (обычное расширение .prj). В этом же 
файле содержатся комментарий к проекту и путь к базовой папке, в 
которой обычно располагаются все файлы правил данного проекта. 
Комментарием может также снабжаться каждый файл правил в 
отдельности. Фрагменты файлов правил БЗ приведены в Приложе-
нии A настоящей монографии. В полном варианте файлы доступны 
на личной web-странице автора http://expert.vrn.ru/SD/.

Файл правил – это текстовый файл, содержащий следующие 
виды строк.
(эксп)<имя объекта>

– задает объект экспертизы с именем <имя объекта>;
(многозначный)<имя объекта>

– задает многозначный объект;
(зн)<имя объекта> = <знач 1>, <знач 2>, …, <знач N>

– задает список разрешенных значений для начального объекта 
с именем <имя объекта>;
(вопрос)<имя объекта> = <текст вопроса>

– назначает вопрос начальному объекту;
(карт)<имя объекта> = <имя файла>

– назначает объекту изображение (картинку), содержащееся в 
заданном файле <имя файла>;
(звук)<имя объекта> = <имя файла>

– назначает объекту звуковой .wave-файл <имя файла>;
(см)<имя объекта> = <текст комментария>

– назначает комментарий («смысл») произвольному объекту. 
Указанные строки могут располагаться в произвольном поряд-

ке. В строках допускаются незначащие пробелы. Все ключевые сло-
ва языка БЗ (эксп, многозначный, зн и другие) являются регистро-
независимыми.

Некоторые из перечисленных возможностей введены для улуч-
шения дружественного характера пользовательского интерфейса 
экспертной системы. При просмотре объектов и их значений конеч-
ному пользователю доступны комментарии и изображения объектов 
с возможным звуковым сопровождением. Такие возможности позво-
ляют ему лучше ориентироваться в предметном содержании БЗ.

Комментарии могут занимать несколько строк, в этом случае их 
синтаксис представляется следующим образом:
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(см)<имя объекта> 
<строки комментария>
#

Возможен также «объектно-ориентированный» стиль описания 
объектов БЗ.  В этом стиле объект можно описать представленным 
далее блоком строк:
(объект) <имя объекта> 
<строки описания объекта>
кобъект
Здесь все <строки описания объекта> относятся к заданному обще-
му объекту и могут быть следующими:
эксп
многозначный
зн = <знач 1>, <знач 2>, …, <знач N>
вопрос = <текст вопроса>
карт = <имя файла>
звук = <имя файла>
см = <текст комментария> (или многострочный вариант).

При использовании объектно-ориентированного стиля возмож-
ны также комментарии к значениям объекта:
(см)<имя значения> = <текст комментария>.

Кроме описанных строк, файл правил содержит также собс-
твенно правила, каждое из которых имеет следующий вид:
прав(<любой текст 1>) <любой текст 2>
<предпосылка>
то
<заключение>.

Здесь <любой текст 1> – это идентификатор данного правила, 
обычно – числовой номер, после которого в качестве <любой текст 2> 
принято записывать «: если» (см. примеры в Приложении A).

Раздел <предпосылка> может содержать одну или несколько 
строк вида 
<объект> = <значение>,
которые могут закачиваться незначащим для БЗ союзом ‘и’.

Раздел <заключение> содержит одну или несколько строк 
вида 
<объект> = <значение>, кд = <n>,
которые также могут закачиваться незначащим союзом ‘и’. Здесь 
<n> – коэффициент доверия данного утверждения (от 1 до 100). 
Конструкция [, кд=<n>] может быть опущена, и в данном случае 
считается кд = 100.
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Правило может содержать многострочный комментарий. В этом 
случае оно заканчивается не точкой, а двоеточием, и все последую-
щие строки до ближайшего символа ‘#’ будут отнесены к коммен-
тарию. Комментарии к правилам опционально выдаются на экран 
по желанию пользователя и обычно содержат предметные поясне-
ния (например, ссылки на литературу или законодательные акты).

6.4.3. Структура пакета LPExpert 
и принципы реализации

Пакет программ LPExpert состоит из следующих основных 
блоков:

• редактор правил; 
• компилятор правил,
• машина вывода, 
• модуль интерфейса класса LPStructure.
Значительную часть в его архитектуре занимает также оконный 

интерфейс пользователя.
Редактор предназначен для подготовки файлов правил в тек-

стовом режиме. Он предоставляет все возможности стандартного 
текстового редактора, включая опции «вырезать», «скопировать», 
«вставить», а также поиск, автозамену текста, индикацию текущих 
координат курсора. Возможен предварительный просмотр, а также 
печатание документов и установки настроек принтера. Одна из су-
щественных возможностей встроенного редактора – взаимодействие 
с компилятором правил и выделение текста, содержащего ошибку. 

Другая группа возможностей редактора правил связана с про-
смотром хранящейся в памяти двоичной информации – откомпили-
рованной БЗ в виде объектов, значений и правил. Такие возможнос-
ти оказывают существенную помощь при отладке БЗ.

Компилятор содержит блоки лексического и синтаксического 
анализа.

При запуске компиляции проекта база знаний (один или не-
сколько файлов правил) считывается в динамическую оперативную 
память, при этом БЗ переводится во внутреннее двоичное представ-
ление. При обнаружении во время компиляции ошибки открывает-
ся соответствующий исходный файл в редакторе. В нем выделяется 
содержащая ошибку строка и пользователю сообщается о характере 
ошибки.

Двоичное хранение БЗ в памяти реализуется путем широкого ис-
пользования динамических структур, в основном – коротких строк 
и индексированных списков. Следует отметить, что применение 
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таблиц имен и, соответственно, использование двубайтовых индек-
сов вместо самих имен в объектах, значениях и правилах позволило 
значительно уменьшить объем занимаемой памяти по сравнению с 
реализацией, предложенной в [79]. Высокая скорость считывания 
множества правил при этом практически сохранена.

Ядром экспертной системы является ее машина вывода, ко-
торая способна, используя факты БЗ, интерпретировать правила 
для решения поставленной задачи – определения значений задан-
ного объекта экспертизы. Этот процесс называется экспертизой. 
Она осуществляется на основе чистого обратного вывода – путем 
формулирования пробных гипотез и их рекурсивной проверки на 
соответствие указанной цели. При этом все факты, установленные 
в процессе вывода, автоматически заносятся в БЗ. Основной блок 
машины вывода реализован в виде рекурсивной процедуры. 

Существенной особенностью реализованной в пакете LPExpert 
машины вывода является возможность для пользователя отказать-
ся в очередном диалоге от выбора значения объекта. Вместо это-
го он имеет право сделать шаг назад к предыдущему диалогу, то 
есть отменить сделанный выбор значения предыдущего объекта. Во 
время вывода на экран также опционально выдается трассировка 
применяемых правил. Таким образом, можно констатировать, что 
имеются эффективные средства отладки разрабатываемых БЗ.

Заметим, что реализация указанной выше отмены выбора не 
является тривиальной. После сделанного пользователем выбора 
значения объекта вполне могли быть получены новые факты при-
менением многочисленных продукций. Указанная возможность до-
стигается путем построения дополнительных структур, содержащих 
хронологию логического вывода. В целях экономии памяти данная 
возможность является опциональной.

Модуль интерфейса класса LPStructure обеспечивает расширен-
ные возможности пакета в плане разработки и исследования БЗ. 
Эти возможности включаются лишь при обнаружении на компью-
тере доступного файла LPStructure.dll. В этом случае данная биб-
лиотека динамически загружается, а модуль настраивает связи с ее 
функциями.

При наличии загруженной библиотеки LPStructure.dll по окон-
чании компиляции БЗ для каждого продукционного правила в па-
мяти создаются два соответствующих правилу двоичных вектора 
(предпосылка и заключение). Эти векторы (точнее, их адреса) в 
дальнейшем могут быть использованы при формировании LP-струк-
туры. Общая размерность векторов (длина) вычисляется на основе 
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результатов компиляции. Точками соответствующей решетки бу-
дут пары «объект = значение». Для создания LP-структуры мо-
дуль последовательными вызовами функции lpsInsert формирует 
набор пар логического отношения. Далее можно использовать все 
возможности класса LPStructure, а именно – выявлять избыточные 
правила, исследовать образы и прообразы заданных подмножеств 
фактов БЗ, производить обратный вывод на основе решений про-
дукционно-логических уравнений. Имеется также возможность про-
верки множества фактов на непротиворечивость, то есть отсутствие 
в нем одновременно нескольких значений немногозначного объекта. 
Дополнительные возможности рассчитаны на опытного разработ-
чика БЗ.

Поскольку пользователь пакета LPExpert работает в терминах 
базы знаний, то для обмена информацией с классом LPStructure 
модуль содержит также ряд интерфейсных функций. Прототипы 
некоторых из них (на языке Delphi) приводятся ниже (LP-кодом 
называется соответствующий подмножеству фактов двоичный век-
тор).
type

  TElem = ULONG; // Элемент LP-структуры
  TPair = Int64; // Пара отношения на LP-структуре
  TlpsCodeItem = BYTE; // Тип кластера LP-кода (можно увеличить)
  PlpsCode = ^TlpsCodeItem; // Тип указателя LP-кода
  TValuesArray = array of WORD; // Массив значений объектов

  // Обработчик LP-события  
  TlpsEventHandler = procedure(const aPair: TPair; 
     const nEventType: Integer;
     const dwUser: DWORD); cdecl;

// Создать LP-структуру
function lpsMake(const bNew: Boolean = True): Boolean;
// Найти правило по LP-паре
function RuleByLP(const aPair: TPair): PRule;
// Добавить/удалить значение объекта в LP-коде
procedure addLegalToLPCode(const lpsCode: PlpsCode;
       const nValue: WORD;
       const bNegate: Boolean = False);
// Прочитать значение объекта из LP-кода
function getValuesFromLPCode(const lpsCode: PlpsCode;
aValues: TValuesArray): WORD;
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// Сравнить два LP-кода
function cmpLPCode(const lpsLCode, lpsRCode: PlpsCode): Integer;
// Проверить LP-код на непротиворечивость
function tstLPCode(const lpsCode: PlpsCode): Boolean;
// Проверить LP-код на непротиворечивость с заданным значением
function tstLPCodeLegal(const lpsCode: PlpsCode;
    const nValue: WORD): Boolean;
// Выдать LP-код в виде строки нулей и единиц
function showLPCode(const lpsCode: PlpsCode): string;

Заметим, что в данной версии пакета LPExpert использование 
библиотеки LPStructure возможно лишь без учета коэффициентов 
доверия, которыми, как указано в п.п. 6.4.1–6.4.2, могут помечать-
ся факты БЗ. Это обстоятельство объясняется тем, что теория 
LP-структур на сегодня пока не оперирует нечеткой продукционной 
логикой. 

6.4.4. Релевантный LP-вывод

Существенная часть интерфейсного модуля пакета LPExpert, 
связывающего его с библиотекой LPStructure, посвящена реализа-
ции возможности LP-вывода в экспертной системе. Этот обратный 
вывод представляет собой альтернативу по отношению к стандарт-
ному методу описанной ранее машины вывода. Он осуществляется 
путем построения минимальных начальных прообразов (решения 
уравнений) в LP-структуре (см. также п. 2.6) для разрешенных 
значений объекта экспертизы с последующим их исследованием. В 
построенном множестве достаточно найти тот прообраз, который 
содержит лишь выполненные факты, тогда сразу можно будет сде-
лать заключение о соответствующем значении объекта экспертизы. 
Самый простой путь в этом плане – просматривать прообразы пос-
ледовательно, задавая пользователю вопросы о соответствующих 
начальных фактах (или обращаясь к базе данных за этими фак-
тами). 

В представленном подходе избран эффективный метод, кото-
рый заключается в приоритетном просмотре прообразов, содер-
жащих значения наиболее «релевантных» объектов. Таковыми в 
первую очередь считаются объекты, чьи значения присутствуют в 
максимальном количестве прообразов. Тогда единственный отрица-
тельный ответ пользователя на заданный вопрос исключает из рас-
смотрения сразу большое количество прообразов, что, соответствен-
но, ускоряет вывод. Второй фактор релевантности объекта – его 
присутствие в прообразах с минимальной мощностью. Таким обра-



217

зом, предпочтение отдается решениям, которые требуют меньшего 
количества вопросов пользователю (или обращений к внешней базе 
данных). Сочетая указанные два показателя релевантности, можно 
получить результаты, по эффективности существенно превышаю-
щие возможности обычной машины вывода. Указанный результат в 
первую очередь выражается в существенном снижении количества 
обращений за фактами к внешнему источнику (эти преимущества 
демонстрируются ниже в п. 6.4.6). Заметим, что в данной ситуации 
речь идет о статистическом показателе, поскольку и при обычном 
выводе присутствует некоторая вероятность случайного достиже-
ния лучшего минимального прообраза «с первого раза».

Еще одним важным свойством описанного выше метода реле-
вантного LP-вывода является получение более полных результатов 
по сравнению с обычным выводом, при наличии противоречий в 
базе знаний. Стандартный процесс обратного вывода [79], пройдя 
по одному из путей от объекта экспертизы к начальным объектам, 
получает возможный в БЗ результат, попутно присваивая значения 
всем пройденным внутренним объектам. Еще один путь, проходя-
щий через значения внутренних объектов, противоречащие най-
денным ранее, при такой организации вывода оказывается невоз-
можным. Таким образом, в противоречивой базе знаний обычный 
обратный вывод может дать лишь часть возможных результатов, 
причем эта часть зависит от порядка просмотра правил. Отсюда 
следует, что при разных запусках экспертизы возможны различные 
неполные результаты. В то же время LP-вывод решает продукци-
онно-логические уравнения на «алгебраическом» уровне без учета 
противоречий внутренних объектов. Такой подход даст все резуль-
таты, возможные в данной, пусть и противоречивой, базе знаний. 
Указанное обстоятельство, в противовес желаемому, может сущес-
твенно увеличить количество внешних запросов. Однако, следует 
иметь в виду, что в данном случае это окажется приемлемой платой 
за более полные результаты вывода.  

Эксперименты показали, что при больших объемах баз знаний 
(более 500 правил) и их достаточно «глубокой» структуре процесс 
одновременного построения всех минимальных прообразов может 
потребовать чрезмерного объема вычислительных ресурсов ком-
пьютера. В связи с данным обстоятельством описанный выше метод 
релевантного LP-вывода был модифицирован. Кластерно-релеван-
тный LP-вывод предполагает последовательное построение класте-
ров начальных прообразов (подмножеств ограниченной мощности) с 
их динамическим релевантным исследованием (см. также описание 
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параметров aNegative и aMaxCount функции minPreImages в п. 6.3). 
Получая очередную порцию прообразов (ограниченную параметром 
aMaxCount), модуль LP-вывода сразу исследует их на предмет «ис-
тинности», обращаясь, при необходимости, за фактами к внешнему 
источнику. Если при обработке очередного кластера «истинный» 
прообраз выявить не удается, процесс вычисления прообразов про-
должается. При этом функции minPreImages посредством параметра 
aNegative передается информация об установленных на предыдущих 
шагах ложных фактах. На основе данной информации перед очеред-
ным процессом решения уравнения сужается множество актуальных 
правил. Последнее обстоятельство существенно ускоряет работу. 

Следует иметь в виду, что «кластеризация» LP-вывода пред-
ставляет собой некоторый промежуточный вариант между метода-
ми обычного и релевантного обратного вывода. Это означает опре-
деленный компромисс, при котором (по сравнению со стандартным 
методом обратного вывода) статистически снижается количество 
внешних запросов, но также не исключаются частичные резуль-
таты вместо полных результатов для противоречивых БЗ. Отсюда 
также следует, что множество результатов обычной экспертизы не 
всегда целиком содержится в множестве результатов кластерно-ре-
левантного LP-вывода, в то время как при релевантном LP-выводе 
указанное вложение имеет место гарантированно. 

Как показано далее в п.6.4.6 при описании результатов экспери-
ментов, модифицированный LP-вывод дает достаточно эффектив-
ные результаты для промышленных БЗ больших размеров.

6.4.5. Функциональные возможности 
и интерфейс пользователя

Интерфейс пользователя интегрированной среды разработки и 
эксплуатации продукционных систем LPExpert построен в многодо-
кументном стиле (MDI-приложение). Кратко опишем возможности 
пакета, перечислив основные пункты его главного меню и их на-
значение. Сразу отметим, что наиболее популярные пункты меню 
снабжаются также кнопками на панели быстрого доступа.

Меню Файл содержит полный набор стандартных опций, таких 
как Новый, Открыть, Закрыть, Сохранить, Печать и подобные 
им. Имена нескольких последних открытых файлов, как обычно, 
дополняют это меню. Пакет работает с двумя стандартными типа-
ми файлов – проектами (.prj) и файлами правил (.exp). 

При открытии файла проекта (то есть разрабатываемого при-
ложения БЗ) создается немодальное диалоговое окно, содержащее 
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список имен файлов данного проекта (файлов правил с их атри-
бутами) и функциональные кнопки для работы с проектом. Здесь 
можно задать корневую папку проекта, добавить или удалить фай-
лы правил, а также запустить компиляцию проекта. Можно от-
крыть несколько проектов и работать с ними одновременно.

При открытии (или создании) файла правил формируется соот-
ветствующее окно текстового редактора. Главное меню программы 
при этом расширяется двумя типичными для редактора дополни-
тельными меню Редактор (Отменить, Вырезать, Копировать, 
Вставить) и Поиск (Найти, Заменить, Найти еще, Перейти к 
строке №). 

Пункт главного меню Просмотр открывает возможности про-
смотра находящейся в памяти откомпилированной БЗ (Значения, 
Объекты, Правила, Статистика). При выборе каждого пункта от-
крывается соответствующий ему модальный диалог.

Диалог Значения содержит список всех теоретически возмож-
ных в данной БЗ фактов, а именно – пар вида «объект = значение». 
Пары, связанные с объектами экспертизы, выделяются цветом. Воз-
можности просмотра значений зависят от доступности в системе 
библиотеки LPStructure.dll. При ее отсутствии никакой другой ин-
формации кроме списка в данном окне нет. Если библиотека была 
загружена, то кроме указанного списка возможных фактов, окно 
диалога содержит дополнительную функциональность – кнопки 
и области результатов. Можно выделить в списке любое подмно-
жество фактов и для него вычислить как полный образ, так и все 
минимальные прообразы в создаваемой LP-структуре (см. также 
п.2.6 настоящей работы). Эти и ряд других представленных здесь 
возможностей оказывают существенную помощь при разработке, 
исследовании и оптимизации БЗ.

Диалог Объекты демонстрирует список всех содержащихся в 
памяти объектов, для каждого из которых можно просмотреть воп-
рос, разрешенные значения и фактические значения (полученные в 
результате экспертизы). Такая функциональность также оказыва-
ется весьма полезной при отладке БЗ. Двойной щелчок в списке на 
некотором объекте помечает его как главный объект, для которого 
впоследствии и проводится экспертиза.

Диалог Правила открывает список всех откомпилированных 
продукционных правил с разделением их предпосылок, заключений 
и комментариев. Если предварительно была загружена библиотека 
LPStructure.dll, то в данном окне доступен также флажок Лишние. 
При его установке создается LP-структура и с ее помощью про-

6.4. LPExpert — интегрированная среда логического программирования



220 Глава 6. Компьютерная реализация и применение LP-структур

изводится обнаружение избыточных правил БЗ, в результате чего 
все такие правила выделяются цветом. Для каждого избыточного 
правила можно также посмотреть вывод, то есть набор правил, из 
которых выводится избыточное правило. Очевидно, данная воз-
можность весьма полезна для оптимизации БЗ.

Наконец, диалог Статистика показывает количество находя-
щихся в памяти значений, объектов и правил.

Пункт главного меню Удаление позволяет выгрузить из памя-
ти хранящиеся там фактические значения объектов, правила или 
целиком всю БЗ. Потребность в частичном удалении информации 
может возникнуть в силу того, что пакет LPExpert позволяет ди-
намически компилировать базы знаний. Можно, например, удалить 
из памяти одно множество правил и скомпилировать другое, со-
хранив объекты с их текущими значениями. Часто при отладке БЗ 
возникает необходимость отменить результат проведенной экспер-
тизы перед новым ее запуском, для чего удаляются только значе-
ния объектов.

Меню Работа связано с возможностями подготовки и проведе-
ния экспертизы.

Пункт этого меню Режимы позволяет установить ряд настро-
ек, влияющих на последующее поведение машины вывода. Режим 
Объяснения включает ориентированные на конечного пользовате-
ля объяснения процесса вывода, возможно, с использованием за-
конодательных, литературных или иных достоверных источников 
информации. В указанных объяснениях используются подготов-
ленные ранее комментарии к правилам. Режим Отладка также 
инициализирует выдачу дополнительной информации во время вы-
вода. Однако следует отметить, что эта информация представляет 
собой полную трассировку процесса, которая будет полезна скорее 
разработчику БЗ, чем ее потребителю. Режим Хронология активи-
зирует сохранение машиной вывода последовательности применен-
ных правил и выбора значений объектов пользователем, что дает 
возможность возвратов при проведении экспертизы. Такая возмож-
ность чаще применяется при отладке БЗ, чем при ее эксплуатации. 
Важной является возможность для пользователя переопределять 
режимы динамически – в процессе экспертизы в диалоговом окне 
ответа на вопросы имеется соответствующая кнопка.

Отдельная вкладка диалогового окна режимов посвящена на-
стройке параметров LP-вывода. Установленный флажок Скорость 
задает рекурсивное вычисление прообразов объекта экспертизы с 
запоминанием результатов обработки предыдущих слоев LP-струк-
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туры. В противном случае слои обрабатываются независимо друг от 
друга (см. также заключительный абзац п. 6.1). В то время как пер-
вый вариант повышает быстродействие LP-вывода, второй – спо-
собствует экономии памяти. Еще две опции предназначены для на-
стройки кластерно-релевантного LP-вывода (см. п. 6.4.4). Параметр 
Не более, если не равен нулю, ограничивает размер вычисляемого 
на отдельном шаге кластера прообразов. Флажок Прообразы задает 
способ интерпретации этого параметра. Если флажок установлен, 
то размер кластера ограничивается заданным в параметре Не более 
количеством прообразов, в противном случае указанной величиной 
ограничивается время вычисления каждого кластера (в миллисе-
кундах).

Пункт меню Построить доступен при активном окне проекта и 
запускает его компиляцию.

Пункт Выполнить запускает экспертизу (выполнение логичес-
кой программы, процесс обратного вывода) для вычисления значе-
ния главного объекта экспертизы. Его можно выбрать в диалоге 
просмотра объектов, если он не единственен. В процессе вывода 
пользователь отвечает на вопросы, связанные с начальными объ-
ектами БЗ. Соответствующее диалоговое окно содержит подготов-
ленные в файле правил вопрос и список возможных ответов. Выбор 
делается двойным щелчком на нужном значении либо одинарным 
щелчком и нажатием кнопки Вперед. Здесь также имеются кнопки 
Назад (отменяет предыдущий выбор, работает при установленном 
режиме Хронология), Справка (показывает исходный и текущий 
объекты), Режимы (динамическая переустановка режимов работы) 
и Выход (возможность досрочно прервать экспертизу). Нормаль-
ным образом процесс логического вывода заканчивается при на-
хождении значения объекта экспертизы либо, в случае отсутствия 
возможности такового, с выдачей окна результата.

Пункт LP-вывод доступен лишь при загруженной библиотеке 
LPStructure.dll. Он запускает экспертизу, но она реализуется не 
стандартным обратным выводом, а путем решения уравнений – на 
основе построения и «релевантного» исследования минимальных 
начальных прообразов в LP-структуре (см. п. 6.4.4). Данный ме-
ханизм оказывается скрытым от пользователя, так как здесь ис-
пользуется тот же диалог ответов на вопросы, что и при обычном 
выводе, с сохранением его интерфейса.

Таким образом, пакет LPExpert представляет собой полноцен-
ную интегрированную систему логического программирования с но-
выми эффективными средствами автоматизации и отладки.

6.4. LPExpert — интегрированная среда логического программирования
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6.4.6. Исследование и оптимизация тестовых баз знаний

Для объективной демонстрации возможностей пакета LPExpert 
были выбраны три базы знаний, существенно отличающиеся по объ-
ему множества правил, предметной области, по назначению и пери-
оду их создания. Автор настоящей монографии не несет ответствен-
ности за качество рассматриваемых баз знаний. Они используются 
«как есть» с целью показать возможности пакета по их исследова-
нию и оптимизации на основе теории LP-структур.

В первую очередь в качестве демонстрационного примера рас-
смотрим базу знаний «Здоровье» из книги [79], записанную в рас-
ширенном синтаксисе пакета LPExpert (см. Приложение A.1 и 
http://expert.vrn.ru/SD/)  Этот выбор сделан не только потому, что 
[79] послужила идейной основой для LPExpert, но и в силу популяр-
ности данной БЗ в других исследованиях по экспертным системам 
(в частности, см. [29]). 

База знаний «Здоровье» предназначена для выработки советов па-
циенту на основе оценки состояния его здоровья. Она выдает прогноз 
продолжительности жизни человека исходя из полученной от него 
информации о ряде факторов, влияющих на эту продолжительность. 
Данная БЗ служит демонстрационным целям и не претендует на не-
посредственное применение в медицине, хотя и содержит 77 правил.

Заметим, что в русскоязычном переводе книги [79] в тексте ука-
занной БЗ (благодаря возможностям просмотра в пакете LPExpert) 
была найдена опечатка, не влияющая на результаты представлен-
ных здесь исследований. Продукционное правило 2 в оригинале 
имело вид
прав(02): если
 относительный_вес = ниже_нормы
то
 зн = да.

Было обнаружено, что:
1) в последующем тексте БЗ значение ниже_нормы нигде не 

используется, а в заключениях (правила 15, 16, 20) имеется значе-
ние недостаточный,

2) значение недостаточный вообще не присутствует в предпо-
сылках каких-либо правил,

С учетом этих обстоятельств, правило 2 заменено на следующее:
прав(02): если
 относительный_вес = недостаточный
то
 зн = да.
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К тексту рассматриваемой БЗ также добавлены некоторые конс-
трукции, демонстрирующие расширения синтаксиса в пакете LPExpert 
(более свободный формат; комментарии к объектам, значениям и 
правилам; объектно-ориентированный стиль записи). В остальном БЗ 
«Здоровье» используется «как есть», включая ее исходные недостат-
ки. В частности, ее система правил неполна, в чем нетрудно убедить-
ся, проводя разнообразные экспертизы – далеко не каждый вариант 
ответов пользователя приводит к корректному результату.

Таким образом, после создания в IDE LPExpert нового проек-
та (.prj) и добавления к нему файла с БЗ «Здоровье» (на http://
expert.vrn.ru/SD/ – health.exp), запускается процесс компиляции 
полученной базы знаний (время компиляции исчисляется несколь-
кими десятками миллисекунд). Затем выбирается меню Просмотр 
| Правила. В открывшемся диалоговом окне отображен список всех 
продукционных правил. В этом диалоге устанавливается флажок 
Лишние. В результате (мгновенно) в списке идентификаторы пра-
вил 13, 14 и 16 оказываются перерисованными красным цветом. 
Исследуем полученные результаты.

Как было справедливо замечено в [29], правило 17 данной БЗ яв-
ляется лишним, поскольку идентично правилу 14. Выделим в списке 
«красное» правило 14, при этом станет доступной кнопка Вывод. На-
жав ее, в открывшемся тексте вывода действительно увидим ссылку 
на правило 17. В тексте БЗ правила 14 и 17 полностью совпадают.

Однако в работе [29] отмечалось лишь одно лишнее правило. 
Возникает естественный вопрос, почему же у нас их получилось 
больше? Выделяя в списке правило 13 и открывая его вывод, полу-
чаем ссылку на правило 21. Сопоставим эти два правила:
прав(13): если
 вес=85_или_больше и
 сложение=мелкое и
 пол=ж
то
 относительный_вес=излишний.

прав(21): если
 вес=85_или_больше и
 пол=ж
то
 относительный_вес=излишний.

Как легко заметить, при одинаковых заключениях правило 13 
имеет более сильное условие предпосылки, то есть правило 13 вы-
водится непосредственно из правила 21 и, соответственно, является 
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избыточным. Аналогичным образом правило 16 сразу выводится 
из правила 15. Таким образом, по сравнению с работой [29], пакет 
LPExpert дополнительно обнаружил два избыточных правила.

С учетом изложенного можно констатировать, что удалось по-
лучить неплохой результат. Несмотря на избыточность правил 13 
и 16, которую можно обнаружить визуальным сравнением, не так 
просто просмотреть все пары из 77 правил. Этот процесс окажется 
еще более трудоемким, если правил будет, например, 777. Вместе с 
тем теория LP-структур, на которой основано проведенное исследо-
вание, является строгой математической теорией. В соответствии 
с данным обстоятельством, при построении логической редукции 
должны обнаруживаться все избыточные правила. С целью под-
тверждения указанного свойства проведем эксперимент, который 
состоит из следующих этапов: 

• в LPExpert выполним экспертизу объекта продолжитель-
ность, попутно запоминая вводимые пользователем ответы;

• добавим к БЗ новое правило, предпосылка которого построе-
на из фактов, соответствующих введенным при экспертизе ответам 
пользователя, а заключение представляет собой результат выпол-
ненной экспертизы;

• скомпилировав новую БЗ, откроем просмотр и включим фла-
жок определения избыточных правил.

Эксперимент должен показать новое правило среди «лишних».
Итак, запустим экспертизу (меню Работа | Выполнить).
В целях экономии места сразу перечислим факты, которые экс-

пертная система сформирует в результате диалога с пользователем, 
в хронологическом порядке ввода ответов:
 возраст = 25-55
 пол = м
 вес = 55-85
 сложение = мелкое
 холестерин = норма
 соль = норма
 курение = нет
 раса = европеоидная
 характер = агрессивный
 потребление_алкоголя = умеренное

Полученный результат экспертизы таков:
 продолжительность = 62.

Далее ликвидируем базу знаний из памяти (Удаление | База 
знаний). Откроем редактирование файла правил и наберем следу-
ющее правило:
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 прав(78): если
 возраст = 25-55 и
 пол = м и
 вес = 55-85 и
 сложение = мелкое и
 холестерин = норма и
 соль = норма и
 курение = нет и
 раса = европеоидная и
 характер = агрессивный и
 потребление_алкоголя = умеренное
 то
 продолжительность = 62.

Затем, как и выше, скомпилируем БЗ, откроем просмотр правил 
и установим флажок Лишние. В результате (без видимых задержек) 
получим, что красным цветом дополнительно будет выделено прави-
ло 78. Открыв его вывод, увидим полный перечень идентификаторов 
правил (09, 43, 45, 47, 19, 27, 29, 04, 01, 37, 40, 52, 54, 66), из которых 
выводится избыточное правило 78. Таким образом, эксперимент по-
казывает, что логическая редукция LP-структуры дает результат и 
при сложной логической зависимости подмножеств фактов.

Другое направление формальных исследований БЗ связано с рас-
смотрением минимальных прообразов значений объекта экспертизы.

Исследуем результат проведенной выше экспертизы, построив 
минимальные прообразы факта продолжительность = 62. С этой 
целью после компиляции БЗ откроем меню Просмотр | Значения – 
на экране появится модальный диалог просмотра разрешенных зна-
чений объектов. Далее в списке значений пометим указанный выше 
факт флажком. Затем выберем вкладку «прообраз», а в панели уп-
равления установим флажок Быстро. Наконец, здесь же нажмем 
кнопку Найти. В результате на вкладке прообразов будет выдано 
все их множество, общим количеством 49.

Итак, рассматриваемый факт продолжительность = 62 имеет 
49 минимальных прообразов. Если все факты хотя бы одного из них 
выполнены, то соответственно имеет место и факт продолжитель-
ность = 62. Путем просмотра минимальных прообразов (для этого 
есть и автоматизированные средства) можно убедиться в том, что ни 
один из них не совпадает с полученным от пользователя множеством 
фактов (предпосылкой нового правила 78). Наиболее близкий к нему 
минимальный прообраз содержит на один факт меньше, а именно – 
в нем отсутствует значение раса = европеоидная. Таким образом, 
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определяемый предпосылкой правила 78 прообраз факта продол-
жительность = 62 не является минимальным, поскольку данный 
факт в исходной БЗ может быть получен без значения раса = ев-
ропеоидная. Следовательно, во время экспертизы один из заданных 
пользователю вопросов оказался лишним. Это не ошибка, поскольку 
машина вывода во время работы пытается вывести и другие значе-
ния объекта продолжительность, ведь заранее неизвестно, какое 
из них окажется истинным. Избыточность вопросов свидетельствует 
лишь о неоптимальной последовательности вывода.

Отсюда возникает идея о применении для экспертизы LP-выво-
да. Удалим базу знаний из памяти, затем в ее тексте ликвидируем 
новое правило 78. Далее скомпилируем БЗ и запустим LP-вывод 
(Работа | LP-вывод). 

Как и выше, сразу перечислим факты, которые экспертная сис-
тема сформирует на основании диалога с пользователем в порядке 
ввода им ответов (предполагается, что пользователь не менял отве-
ты на аналогичные вопросы):
 вес = 55-85
 сложение = мелкое
 холестерин = норма
 соль = норма
 пол = м
 возраст = 25-55
 курение = нет
 старт = да
Результат соответствует предыдущей экспертизе, а именно –
 продолжительность = 62.

На этот раз он получен, во-первых, действительно из мини-
мального прообраза, во-вторых, из прообраза минимальной мощ-
ности. Таким образом, экспериментально показано, что применение 
LP-вывода способно существенно сократить количество обращений 
к пользователю (вместо 10 вопросов на этот раз было задано 8, с 
тем же результатом).

Еще одна возможность применения LP-структур состоит в про-
верке БЗ на противоречивость. С этой целью можно, например, пы-
таться строить минимальные прообразы для пар значений объекта 
продолжительность. Наличие хотя бы одного непустого прообраза 
будет означать «возможность» одновременного вывода двух несов-
местимых значений, то есть противоречивость данной БЗ.

Откроем диалог просмотра значений БЗ. Будем помечать флаж-
ками одновременно по два значения объекта продолжительность 
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и, как указано выше, вычислять соответствующие минимальные 
прообразы. После некоторых безуспешных попыток (пустые ре-
зультаты) оказывается, что множество фактов {продолжитель-
ность = 48,  продолжительность = 72} имеет более 100 мини-
мальных прообразов. Вряд ли БЗ можно назвать корректной, если 
при одной и той же исходной информации она способна выдать два 
прогноза продолжительности жизни с разницей в 24 года!

С учетом изложенного выше, основные результаты проведен-
ных экспериментов таковы:

• в тестовой БЗ выявлены все лишние правила, в том числе спе-
циально добавленное правило со сложным выводом;

• путем исследования прообразов обнаружено, что при обычном 
обратном выводе пользователю задаются лишние вопросы;

• с применением LP-вывода получен аналогичный результат эк-
спертизы, при этом пользователю было задано вопросов на 20 % 
меньше;

• анализ прообразов несовместимых фактов показал противоре-
чивость тестовой БЗ, что содержит потенциальную угрозу получе-
ния заведомо некорректных результатов экспертиз.

В качестве еще одного примера приведем БЗ промышленного 
уровня «Электрики», разработанную А.В.Засыпкиным в рамках ис-
следований по интеллектуализации систем управления охраной объ-
ектов [91]. Базы знаний данной серии [113] в 90-е годы были внедрены 
управлением вневедомственной охраны Воронежской области, а так-
же Воронежским институтом МВД РФ. В Приложении A.2 приведен 
фрагмент текста БЗ «Электрики», на http://expert.vrn.ru/SD/ – пол-
ный вариант (electricians.exp).

Она предназначена для получения всесторонних оценок знаний 
электромонтеров, обслуживающих пункт централизованной охраны. 
Данная БЗ содержит 508 правил для получения оценок уровня зна-
ний электротехники, электромонтажа, приборов охранной сигнали-
зации и так далее. При ее проверке на избыточность лишними ока-
зываются лишь два правила, которые просто совпадают с еще одним 
правилом. Дублирование текста вполне возможно при составлении 
такого количества правил. Заметим, что на осмысленное использо-
вание БЗ столь значительного объема способен лишь преподаватель 
или специалист в достаточно узкой области. Стандартная экспер-
тиза с использованием БЗ «Электрики» предполагает ввод пользо-
вателем порядка 70–100 ответов на вопросы системы, а результаты 
получаются в виде примерно двух десятков значений многозначного 
объекта экспертизы знания. В связи с изложенным, будем прово-
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дить экспертизу знаний «наугад», давая на каждый вопрос первый 
из предлагаемых ответов и существенно не вдаваясь в смысл ее ре-
зультатов. Количественные итоги стандартной экспертизы таковы: 
задано вопросов пользователю – 76, получено значений объекта зна-
ния – 13, включая оценку основы_электротехники--два. 

Следующий запланированный шаг состоит в попытке провести 
для сравнения экспертизу на основе релевантного LP-вывода. Одна-
ко данная попытка оказывается несостоятельной, поскольку после 
запуска LP-вывода программа «виснет». При более подробном изу-
чении данной ситуации путем выдачи отладочных данных выясня-
ется, что процесс решения соответствующих объекту экспертизы 
логических уравнений требует обработки свыше 1 миллиарда слоев 
(см. п. 2.6). Такой объем данных оказывается не под силу обычному 
персональному компьютеру. Попробуем использовать для экспер-
тизы кластеризованный LP-вывод. С этой целью в его настройках 
зададим ограничение размера кластера, например, величиной в 200 
прообразов (установив также флажки Скорость и Прообразы). В ре-
зультате новая экспертиза выполняется без видимых задержек, а ее 
количественные итоги оказываются следующими: задано вопросов 
пользователю – 57, получено значений объекта знания – 21, включая 
аналогичную предыдущей оценку основы_электротехники--два.

Аналогичным образом проведем новые две соответствующие 
экспертизы (на основе обычного обратного, затем – кластерно-ре-
левантного вывода), выбирая каждый последний возможный ответ 
вместо первого. Итоги стандартной экспертизы таковы: задано воп-
росов пользователю – 70, получено значений объекта знания – 12. 
Итоги LP-вывода: задано вопросов пользователю – 59, получено 
значений объекта знания – 21.

Наконец, попробуем проверить БЗ «Электрики» на противоречи-
вость. Оказывается, что пара значений объекта знания основы_элек-
тротехники--три и основы_электротехники--четыре имеет около 
300 непротиворечивых прообразов, однако другие пары оценок дан-
ного показателя несовместимы, что с учетом объема БЗ можно счи-
тать неплохим результатом. Гораздо хуже обстоит дело с оценками 
знаний из серии «токов_охраны_спи», которые оказываются совмес-
тимыми по всему спектру, от «двойки» до «пятерки»: имеется 18 ми-
нимальных прообразов множества всех оценок данного показателя.

Анализируя результаты экспериментов с БЗ «Электроника», в 
итоге можно констатировать, что они состоят в следующем:

• выявлены два лишних правила;
• использование для экспертизы релевантного LP-вывода невоз-
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можно;
• при применении кластерно-релевантного LP-вывода снижение 

количества задаваемых пользователю вопросов составляет 15–25 %;
• при этом достигается увеличение числа выдаваемых результа-

тов более чем на 60 %;
• данная БЗ содержит существенные противоречия.
Следующий тестовый пример составляет обучающая база зна-

ний «Закон распределения». Эта БЗ была создана в 2008 г. по за-
данию автора студентами кафедры математического обеспечения 
ЭВМ Воронежского госуниверситета (см. Приложение A.3 и файл 
на http://expert.vrn.ru/SD/ – partition-law.exp). Она основывается 
на материале, представленном в учебнике [103] и предназначена для 
обучения пользователя небольшому разделу математической ста-
тистики. Точнее, цель этой базы знаний – демонстрационное выяс-
нение закона распределения некоторой случайной величины по име-
ющимся у пользователя данным о ней. БЗ «Закон распределения» 
содержит 70 правил. Ее разработка осуществлялась в тот период, 
когда пакет LPExpert еще не содержал возможностей библиотеки 
LPStructure, соответственно не было возможности применения в 
этом процессе теории LP-структур.

При проверке данной БЗ на избыточность не удается обнару-
жить лишних правил. Попытки выявить в ней «совместимые» про-
тиворечия также оказываются безуспешными. Причины более вы-
сокого качества рассматриваемой БЗ можно увидеть, во-первых, в 
ее меньшей сложности. Во-вторых, следует иметь в виду, что она 
была составлена достаточно квалифицированными специалистами 
в области программирования.

Проведем в БЗ «Закон распределения» стандартную эксперти-
зу, давая на каждый вопрос, например, последний из предлагаемых 
ответов. Ниже приводится «текстовая» интерпретация происходя-
щего диалога «Система – Пользователь». Буквой «С» помечены 
вопросы системы, буквой «П» – ответы пользователя.

С. Выберите способ анализа закона распределения.
П. Параметрический
С. Для генеральной совокупности какого типа будет проверять-

ся гипотеза о законе распределения?
П. Дискретный тип.
С. Чему равен объем выборки (количество ее элементов)?
П. 50 или более.
С. Выберите критерий согласия.
П. Хи-квадрат (Пирсона).
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С. Гипотезу о каком из законов распределения хотели бы про-
верить?

П. Пуассона.
С. Выберите уровень значимости.
П. 1/100.
С. Выпонено ли условие: значение статистики хи-квадрат (Пир-

сона) меньше или равно квантилю распределения?
П. Нет.
С. Закон распределения = Пуассона, с уровнем значимости 

1/100, подтверждения нет.
Проведем аналогичную экспертизу на основе релевантного 

LP-вывода. Получим следующий диалог.
С. Выберите способ анализа закона распределения.
П. Параметрический
С. Выберите критерий согласия.
П. Хи-квадрат (Пирсона).
С. Чему равен объем выборки (количество ее элементов)?
П. 50 или более.
С. Выберите уровень значимости.
П. 1/100.
С. Гипотезу о каком из законов распределения хотели бы про-

верить?
П. Пуассона.
С. Выпонено ли условие: значение статистики хи-квадрат (Пир-

сона) меньше или равно квантилю распределения?
П. Нет.
С. Закон распределения = Пуассона, с уровнем значимости 

1/100, подтверждения нет.
Нетрудно заметить, что при использовании второго экспертизы 

варианта были заданы те же вопросы, но в другом порядке. При 
этом пропущен один вопрос (о «типе генеральной совокупности»). 
Таким образом, при рассмотрении более качественной базы знаний 
LP-вывод также позволяет сэкономить время процессора.

Итак, в настоящем подразделе был продемонстрирован ряд 
важных и полезных на практике возможностей теории LP-структур 
в плане исследования, оптимизации и верификации баз знаний. Эти 
возможности, в частности, обеспечивают:

• обнаружение всех лишних правил; 
• существенное снижение внешних запросов;
• увеличение числа выдаваемых результатов;
• выявление противоречий.
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6.5. Моделирование математических знаний

Содержание данного раздела иллюстрирует возможности приме-
нения теории LP-структур для алгебраической формализации матема-
тических знаний. В качестве примера таких знаний выбрана разрабо-
танная автором теория весовых псевдодифференциальных операторов 
(ВПДО) и некоторые полученные с ее помощью новые результаты. 
Поскольку данная теория относится к области дифференциальных 
уравнений, необходимая для этого раздела ее часть в полном объеме 
представлена в приложении B. В настоящем разделе будут использо-
ваться лишь формулировки теорем со ссылками на приложение B.

В качестве результата предполагается построение LP-структу-
ры первого порядка (элементов полной решетки Линденбаума–Тар-
ского и пар элементов логического отношения), которая формализу-
ет математические знания, описанные в Приложении B. Небольшой 
пример в этом плане уже был приведен в п. 1.5. Очевидно, что при 
введении обозначений предикатов глубина детализации логических 
формул может быть различной. В контексте целей настоящего раз-
дела будем стремиться к такому уровню изложения, который поз-
волил бы при минимальном наборе предикатов адекватно отразить 
в виде логического бинарного отношения все сформулированные в 
данном приложении теоремы.

Нетрудно заметить, что при решении подобной задачи возможны 
два подхода, каждый из которых связан со своей стратегией продукци-
онно-логического вывода. Во-первых, можно отталкиваться от исход-
ных аксиом (в нашем случае таковыми могут считаться условия 1–3) 
с их «решеточной» формализацией и далее двигаться по тексту мате-
матической работы к теоремам, вводя постепенно новые обозначения 
предикатов как элементов полной решетки Линденбаума-Тарского. 
Этот вариант соответствует прямому продукционно-логическому вы-
воду и, по-видимому, более адекватно отражает реальные процессы 
математических исследований. Второй путь связан с обратным выво-
дом и является более экономичным, так как позволяет сосредоточить-
ся на формализации лишь некоторых избранных теорем. 

В силу того обстоятельства, что целью настоящего раздела яв-
ляется не автоматизация реальных исследований, а иллюстрация 
возможностей применения теории LP-структур, выберем именно 
второй вариант решения поставленной задачи. 

Начнем указанный процесс с того, что запишем каждую теорему 
из разделов B.1–B.4 в форме продукционного правила. Принимая 
во внимание присутствие сформулированных условий 1–3 почти в 
каждой теореме, с целью сокращения записи не будем на этом этапе 

6.5. Моделирование математических знаний
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раскрывать их содержание. На следующем шаге для предпосылок 
и заключений полученных правил введем обозначения соответству-
ющих предикатов, что равносильно построению элементов полной 
булевой решетки F . Тогда каждому правилу будет соответствовать 
пара логического бинарного отношения на F , что и означает завер-
шение построения LP-структуры. 

Итак, рассмотрим теорему B.2.1. Соответствующее ей продук-
ционное правило можно записать следующим образом (запятая в 
предпосылке заменяет операцию конъюнкции): 

правило 2.1:
если
 условия 1–2, q RŒ , M ≥ 0 , j ŒSM

то
 P Sq

M
a j, Œ .

В смысле архитектуры продукционных систем это правило со-
держит несколько переменных (q M P q, , , ,j a ) с бесконечными об-
ластями определения. Как следствие, фактически оно представляет 
собой бесконечное множество правил разрабатываемой продукци-
онной базы знаний.

Рассматривая далее теорему B.2.2, легко заметить, что при по-
пытке ее записи в форме продукции не удается обойтись без исполь-
зования кванторов. Дело в том, что утверждение теоремы «оператор 
P qa ,  ограничен из H s q

a
+  в H s

a » формально означает справедливость 
неравенства P u C uq s s qa a a, , ,

£
+

, в котором константа C > 0  – одна 
и та же для любой функции u H s qŒ +

a . При этом данная константа 
вполне может зависеть от величин q s R, Œ . Таким образом, для те-
оремы B.2.2 имеем другой тип правила, а именно –:

правило 2.2:
если
 условия 1–2, q RŒ , s RŒ  
то
 $ > " Œ £+

+
C u H P u C us q

q s s q
0, : , , ,a a a a

.
Как и правило 2.1, данная продукция также порождает беско-

нечное множество простых (без переменных q s R, Œ ) правил базы 
знаний.

Чтобы получить правило для теоремы B.2.3 (и некоторых дру-
гих последующих теорем), введем обозначения: 

Sym P q( ),a  – символ ВПДО P qa ,  (принадлежащий классу Fq );
Sym P q0 ( ),a  – главный символ ВПДО P qa ,  с символом l ŒFq .   
Тогда можно записать следующее продукционное правило, от-

ражающее содержание теоремы B.2.3: 
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правило 2.3:
если
 условия 1–2, q R1 Œ , q R2 Œ
то
 Sym P P Sym P Sym Pq q q q0 0 01 2 1 2

( ) ( ) ( ), , , ,a a a a= ◊ .
Правила для оставшихся основных утверждений из разделов 

B.3–B.4 приведем почти без дополнительных комментариев, так как 
эти продукции получаются по аналогии с рассмотренными выше. 
Отметим, что нумерация правил соответствует нумерации теорем.

правило 3.1:
если
 условия 1–3, q RŒ , s RŒ  
то
 $ > " Œ ( ) - ( ) £+

+ -C u H P t D u P t D u C us q
q t q t s s q0 1, : , ,, , , ,a a a a aa .

правило 3.2:
если
 условия 1–3, q R1 Œ , q R2 Œ , s RŒ , 
 Sym P Sym P Sym Pq q q q( ) ( ) ( ), , ,a a a1 2 1 2+ = ◊  
то
$ > " Œ ( ) ( ) - ( ) £+ +

+C u H P t D P t D u P t D us q q
q t q t q q t s

0 1 2

1 2 1 2
, : , , ,

,a a
a a a  

£ CC u s q q+ + -1 2 1,a .

Для теорем B.3.3–B.3.4 лучше записать по два правила, так как 
в этом случае они будут содержать меньшее количество кванторов:

правило 3.3(1):
если
 условия 1–3, s q+ ≥ 1 , s s> +[ ] £ +1 1, ( )/s q M  
то
 $ > " Œ ( ) - ( ) £

( )
C S P t D P t Dq t q t s

0, : , , ,, , , ,
j a j ja a a s

 £ + - ( )C s q 1, ,j a s ,

правило 3.3(2):
если
 условия 1–3, s q+ ≥ 1 , k k MŒ £ ++Z , 1  
то
 $ > " Œ ( ) - ( ) £ + -C S P t D P t D Cq t q t s k s q k0 1, : , ,, , , , , ,j a j j ja a a a .
правило 3.4(1):
если
 условия 1–3, s q q+ + ≥1 2 1 , s s> + +[ ] £ +1 11 2, ( )/s q q M ,

6.5. Моделирование математических знаний
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 Sym P Sym P Sym Pq q q q( ) ( ) ( ), , ,a a a1 2 1 2+ = ◊  
то
 $ > " Œ ( ) ( ) - ( )+ ( )

C S P t D P t D P t Dq t q t q q t s
0

1 2 1 2
, : , , ,

, ,
j a a j a j

a s

 £ +C sj qq q1 2 1+ - ( ), ,a s .

правило 3.4(2):
если
 условия 1–3, s q q+ + ≥1 2 1 , k k MŒ £ ++Z , 1  
то
 $ > " Œ ( ) ( ) - ( )+C S P t D P t D P t Dq t q t q q t s k

0
1 2 1 2

, : , , ,
, ,

j a a j a j
a

 £ +C s q1
j ++ -q k2 1, ,a .

Наконец, теоремы раздела B.4 могут быть представлены следу-
ющими продукциями:

правило 4.1:
если
 условия 1–3, s ≥ 0 , q Œ +Z  
то
 $ > " Œ ( ) - ( ) £+

+ -
C u H M D u D u C us q

q t
q

t s s q
0

1
, : , , ,a a a a a

a L .

правило 4.2:
если
 условия 1–3, s ≥ 0 , q Œ +Z , s s> +[ ] £ +1 1, ( )/s q M  
то
 $ > " Œ ( ) - ( ) £+

( ) + - ( )C u H M D u D u C us q
q t

q
t s s q0 1, : ., , , , , ,a s a a a s a sa L

правило 4.3:
если
 условия 1–3, s ≥ 0 , q Œ +Z , k k MŒ £ ++Z , 1  
то
 $ > " Œ ( ) - ( ) £+

+ -C u H M D u D u C us q k
q t

q
t s k s q k0 1, :,
, , , , ,a a a a aa L .

Переходим к следующему шагу построения LP-структуры – вве-
дем обозначения логических формул, соответствующих предпосыл-
кам и заключениям разработанных выше правил. 

Начнем с условий 1–3, которые имеются в предпосылке каждого 
правила. Не будем использовать представленную в качестве приме-
ра в разделе 1.5 формализацию условий 1–2, так как она является 
слишком частной и может привести к нежелательному «размноже-
нию» используемых предикатов.
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Введем множество предикатных символов ROp( , )a b , представ-
ляющих бинарные отношения вида a bOp . Например, R=( , )a b , 
R>( , )a b  соответствуют утверждениям a b=  и a b> . Для ряда 
формул потребуется также предикатный символ R u HŒ( , ) , соответ-
ствующий утверждению о принадлежности u HŒ .

Условие 1 может быть представлено следующими элементами решет-
ки Линденбаума–Тарского, которые порождаются различными функ-
циями a : C R t R t R t c

t t c t d1 0 0 0 0
0 0( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )a a a a=

£ = > > > ≥ > =Ÿ Ÿ ⁄ Ÿ∧ ∧ .

Алгебраическая запись условия 2 будет выглядеть следующим 
образом: C M R C R R C RR

M
2

1( , ) ( , ) ( , )a a a= ( ) ( )Œ
• +

Œ
+

+ ∧ . Заметим, что 
это условие нельзя заменить выражением ⁄

M
C M

Œ +Z 2( , )a , поскольку 

указанное в условии значение M  используется некоторыми теоре-
мами.

По аналогии с предикатами в условии 1, будем использовать также 
символ R£( , )a b , означающий неравенство a b£ . Заметим, что спра-
ведливо R R R£ < ==( , ) ( , ) ( , )a b a b a b∨ . При этом условие 3 будет пред-
ставлено элементом решетки C R C t

C N t

N
3 0 0
( ) ( ( ), ( ))a a q a

q
=

> Œ < < <+• £+
⁄ ⁄ Ÿ

Z
.

Далее рассмотрим элементы решетки, которые позволят сфор-
мировать пары логического отношения для представления разрабо-
танных выше правил базы знаний.

Благодаря правилу 2.1, формируемое отношение будет содер-
жать пары вида ( , ( , ) ( , ) ( , ),C M C R q R R M R SM

1 2
1( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧a a jŒ Œ

+
ŒZ  

( , )),R P Sq
MjaŒ  для всевозможных значений M , а также функций a  

и ВПДО P qa , . 
Правило 2.2 порождает следующую совокупность пар логичес-

кого отношения: 

 ( , ( , ) ( , ), ( ,, ,
C C M R q R R s R R P u C

C u H
q ss q1 2

1 1

0
( ) ∧ ( ) ∧ ∧a a

a
a aŒ Œ > Œ

£+
⁄ Ÿ uu s q+ , )a .

Соответствующее правилу 2.3 множество пар элементов решет-
ки будет выглядеть как 

 
( , ( , ) ( , ),
( ( ),, ,

C C M R q R R q R
R Sym P P Symq q

1 2 1
1

2
1

0 1 2

( ) ∧ ( ) ∧ ∧a a

a a

Œ Œ

= 00 01 2
( ) ( )))., ,P Sym Pq qa a◊

Аналогично формируются остальные пары LP-структуры:
правило 3.1: 
  ( , ( , ) ( , ),C C M C R q R R s R1 2 3

1 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧a a a Œ Œ

  ⁄ Ÿ
C u H

q t q t s s qs q
R P t D u P t D u C u

> Œ
£ + -+

( ) - ( )
0 1

a

a a a a a( , , , )), , , , .

6.5. Моделирование математических знаний
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правило 3.2:
  ( , ( , ) ( , ) ( , )C C M C R q R R q R R s R1 2 3 1

1
2

1 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧ ∧a a a Œ Œ Œ

  R Sym P Sym P Sym Pq q q q= + ◊( ( ), ( ) ( )),, , ,a a a1 2 1 2

  ⁄ Ÿ
C u H

q t q t q q t ss q q
R P t D P t D u P t D u

> Œ
£ ++ +

( ) ( ) - ( )
0 1 2 1 2 1 2

a

a a a
a

( , , ,
,

,, )),C u s q q+ + -1 2 1 a .

правило 3.3(1):
  ( , ( , ) ( , ) ( ( )/ , ),C C M C R s q R R s q M1 2 3 1 1 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧a a a s s≥ > £+ +[ ] +

  ⁄ Ÿ
C S q t q t s s qR P t D P t D C

> Œ £ ( ) + - ( )( ) - ( )
0 1j a a a s a sa j j j( , , , , ), , , , , , )) .

правило 3.3(2):
  ( , ( , ) ( , ) ( , ),C C M C R s q R k R k M1 2 3 1 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧a a a ≥ Œ

+
£+ +Z

  ⁄ Ÿ
C S q t q t s k s q kR P t D P t D C

> Œ £ + -( ) - ( )
0 1j a a a aa j j j( , , , )), , , , , , .

правило 3.4(1):
  ( , ( , ) ( , )C C M C R s q q R1 2 3 1 2 1 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧a a a s≥ >+ +
  R s q q M R Sym P Sym P Sym Pq q q q£ = ++ +[ ] + ◊( ( )/ , ) ( ( ), ( ) (, , ,1 2 1

1 2 1
s a a a∧

22
)),

  ⁄ Ÿ
C S q t q t q q t s sR P t D P t D P t D C

> Œ £ + ( )
( ) ( ) - ( )

0 1 2 1 2j a s
a a j a j j( , , , ,

, , ++ + - ( )q q1 2 1, , )).a s

правило 3.4(2):
  ( , ( , ) ( , ) ( , ),C C M C R s q q R k R k M1 2 3 1 2 1 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧a a a ≥ Œ

+
£+ + +Z

  Ÿ Ÿ
C S q t q t q q t s k s qR P t D P t D P t D C

> Œ £ + +( ) ( ) - ( )
0 1 2 1 2j a

a a j a j j( , , , ,
, , 11 2 1+ -q k, , )).a

правило 4.1:
  ( , ( , ) ( , ),C C M C R s R q1 2 3 0( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧a a a ≥ Œ

+Z

  ⁄ Ÿ
C u H

q t
q

t s s qs q
R M D u D u C u

> Œ
£ + -+

( ) - ( )
0 1

a

a a a a a( , ))., , ,L

правило 4.2:

  
( , ( , ) ( , ) ( , )

( ( )/

C C M C R s R q R

R s q
1 2 3 0 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧ ∧a a a s

s
≥ Œ

+
>

£ +[ ]
Z

,, ),M + 1

  ⁄ Ÿ
C u H

q t
q

t s s qs q
R M D u D u C u

> Œ
£ ( ) + - ( )+

( ) - ( )
0 1

a s

a a a a s a s
,

( , ), , , , ,L )).

правило 4.3:
  ( , ( , ) ( , ) ( , ),C C M C R q R k R k M1 2 3 1( ) ∧ ( ) ∧ ( ) ∧ ∧ ∧a a a Œ

+
Œ

+
£ +Z Z

  ⁄ Ÿ
C u H

q t
q

t s k s q ks q k
R M D u D u C u

> Œ
£ + -+

( ) - ( )
0 1

a

a a a a a,
( , ))., , , , ,L

Таким образом, сформирована LP-структура, в которой продук-
ционно-логическое отношение Ræ Æææ  основано на отношении R  с 
перечисленными выше парами. Эта структура является алгебраи-
ческой моделью математических знаний, а именно – подмножества 
теории весовых псевдодифференциальных операторов.



В настоящей книге изложена основанная на решетках новая ал-
гебраическая теория, предназначенная для моделирования и управ-
ления знаниями интеллектуальных систем продукционного типа. 
Основные итоги представленного исследования состоят в следую-
щих положениях.

1. Введено и обосновано понятие эквивалентности продукцион-
но-логических систем на основе их логического замыкания. 

2. Доказаны возможности автоматических локально-эквивален-
тных преобразований систем продукционного типа. 

3. Введено понятие продукционно-логического уравнения и обос-
нован способ его решения, что на практике соответствует полному 
обратному выводу.

4. Доказано существование и получен эффективный способ пос-
троения логической редукции LP-структур, что в приложениях оз-
начает минимизацию соответствующих баз знаний. 

5. Предложен и использован новый тезис о продукционной се-
мантике иерархии типов с отношением агрегирования. В результате 
обоснованы автоматизированные решения важных задач верифика-
ции типов и рефакторинга. 

6. Показана возможность применения продукционно-логичес-
ких структур к новым исследованиям свойств императивных алго-
ритмов.

7. Сформулирована новая концепция трехмерной структуры 
расширяемой программной системы, как обобщение актуальной ра-
нее двумерной модели.

8. Разработаны и реализованы оригинальные эффективные ме-
тоды компьютерного представления основанных на решетках алгеб-
раических структур.

9. Предложены и реализованы новые методы обратного вывода 
и верификации для систем продукционного типа, базирующиеся на 
решении логических уравнений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
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10. Разработана и реализована интегрированная среда создания 
и выполнения продукционно-логических систем LPExpert, облада-
ющая новыми возможностями исследования, оптимизации и вери-
фикации знаний.

11. Для иллюстрации применения LP-структур первого порядка 
изложены элементы теории неклассических псевдодифференциаль-
ных операторов, содержащие, в свою очередь, новые результаты в 
соответствующей области.

К числу практических результатов монографии относятся сле-
дующие.

12. Компьютерная реализация стандартной теории LP-структур 
и проведенные эксперименты показали ее работоспособность и эф-
фективность. 

13. Практическое использование теории LP-структур и ее ком-
пьютерной реализации подтверждается выполненными автором на 
этой основе исследованиями ряда баз знаний, в том числе промыш-
ленного уровня.

Теория LP-структур имеет перспективы дальнейшего развития, 
а ее применения могут охватить более широкие области информати-
ки. В этом плане можно назвать следующие направления.

Усложнение представленных моделей. Это, в частности, от-
носится к LP-структурам на решетках типов. В настоящей книге 
принята стратегия отказа от «подъема» общего атрибута по ие-
рархии типов при наличии конфликта, однако возможен более 
тонкий учет особенностей конкретных иерархий типов. Также при 
использовании в данных структурах свойства Ÿ-дистрибутивнос-
ти окажется доступным моделирование других методов рефак-
торинга. Усложняя эквациональные LP-системы, можно ввести 
дополнительные операции, которые позволят учитывать струк-
туру термов в равенствах. Созданный в работе класс LPStruc ture 
может быть реорганизован в абстрактный класс и применен в ка-
честве основы иерархии типов, охватывающих теорию LP-струк-
тур целиком.

Построение новых моделей. Например, функциональные за-
висимости в реляционных базах данных могут быть описаны спе-
циальной LP-структурой с продукционно-логическими свойствами 
бинарных отношений, основанными на правилах Армстронга [100]. 
Представляются возможными построения аналогичных моделей 
для мультиагентных систем, некоторых классов полуструктуриро-
ванных данных и так далее.

Заключение
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Использование эффективных алгоритмов. При компьютерной 
реализации LP-структур, в частности, могут быть применены более 
быстрые алгоритмы построения транзитивного замыкания и редук-
ции отношений, а также специальные алгоритмы их обновления.

Динамические LP-структуры. Данная идея связана с возмож-
ностями преобразования самой решетки, в то время как в моде-
лях, представленных в настоящей книге, может изменяться лишь 
вторичное отношение. Таким образом, например, можно более пол-
но реализовать известные методы рефакторинга в иерархиях ти-
пов [56].

Нечеткие LP-структуры. Это направление способно сущест-
венно расширить возможности применения изложенных в моногра-
фии методов.

Заключение



Приложение A. Фрагменты демонстрационных 
   баз знаний

A.1. «Здоровье»

зн(вес) = 55_или_меньше, 55-85, 85_или_больше
зн(холестерин) = норма, излишек
зн(соль) = норма, излишек
зн(раса) = негроидная, европеоидная, монголоидная
зн(пол) = м, ж
см(пол) = Какого Вы пола
зн(характер) = агрессивный, мягкий

объект(курение)   // Объектно-ориентированный стиль описания
     зн = да, нет
     см = Вредите ли Вы своему здоровью курением
     см(да) = Действительно вредите
     см(нет)   // Многострочное описание смысла значения
        Не вредите и
       хорошо делаете
     #
     вопрос = Испытуемый курит?
кобъект

эксп(продолжительность)

вопрос(вес) = Каков вес испытуемого ?
вопрос(холестерин) = Потребление животных жиров:
вопрос(соль) = Потребление соли:
вопрос(раса) = Какой расы испытуемый?
вопрос(пол) = Какого пола испытуемый?

ПРИЛОЖЕНИЯ
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вопрос(характер) = Характер испытуемого:

прав(01): если  // Это комментарий, не влияющий на работу ЭС
 относительный_вес = нормальный
то
 зн = да.

прав(02): если
 относительный_вес = недостаточный
то
 зн = да:
Это объяснение правила 02, его может показать машина вывода
…………………………………
конец объяснения правила 02
#

прав(03): если
 коронарный_риск = ниже_среднего
то
 сердзаб = низкий.

прав(04): если
 коронарный_риск = средний
то
 сердзаб = низкий.

прав(05): если
 старт = да
то
 сердзаб = иной.

прав(06): если
 возраст = 25_или_меньше и
 пол = ж
то
 основная_продолжительность = 72.

прав(07): если
 возраст = 25_или_меньше и
 пол = м
то
 основная_продолжительность = 67.

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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прав(08): если
 возраст = 25-55 и
 пол = ж
то
 основная_продолжительность = 67.

прав(09): если
 возраст = 25-55 и
 пол=м
то
 основная_продолжительность = 62.

прав(10): если
 возраст = 55_или_больше и
 пол = ж
то
 основная_продолжительность = 64.

прав(11): если
 возраст = 55_или_больше и
 пол = м
то
 основная_продолжительность = 60.

прав(12): если
 вес = 55_или_меньше и
 сложение = мелкое и
 пол = ж
то
 относительный_вес = нормальный.

прав(13): если
 вес = 85_или_больше и
 сложение = мелкое и
 пол = ж
то
 относительный_вес = излишний.

прав(14): если
 вес = 55-85 и
 сложение = мелкое и
 пол = ж
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то
 относительный_вес = излишний.

прав(15): если
 вес = 55_или_меньше и
 сложение = крупное
то
 относительный_вес = недостаточный.

прав(16): если
 вес = 55_или_меньше и
 сложение = крупное и
 пол = м
то
 относительный_вес = недостаточный.

прав(17): если
 вес = 55-85 и
 сложение = мелкое и
 пол = ж
то
 относительный_вес = излишний.

прав(18): если
 вес = 55-85 и
 сложение = крупное и
 пол = ж
то
 относительный_вес = нормальный.

прав(19): если
 вес = 55-85 и
 сложение = мелкое и
 пол = м
то
 относительный_вес = нормальный.

прав(20): если
 вес = 55-85 и
 сложение = крупное и
 пол = м

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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то
 относительный_вес = недостаточный.

прав(21): если
 вес = 85_или_больше и
 пол = ж
то
 относительный_вес = излишний.

прав(22): если
 вес = 85_или_больше и
 пол = м и
 сложение = мелкое
то
 относительный_вес = излишний.

прав(23): если
 вес = 85_или_больше и
 пол = м и
 сложение = крупное
то
 относительный_вес = нормальный.

прав(24): если
 холестерин = низкий и
 жиры = излишек
то
 коронарный_риск = ниже_среднего.

прав(25): если
 холестерин = низкий и
 жиры = норма
то
 коронарный_риск = средний.

прав(26): если
 холестерин = излишек
то
 коронарный_риск = выше_среднего.
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прав(27): если
 холестерин = норма
то
 коронарный_риск = средний.

прав(28): если
 соль = излишек
то
 кровяное_давление = выше_среднего.

прав(29): если
 соль = норма
то
 кровяное_давление = среднее.

прав(63): если
 основная_продолжительность = 72 и
 фактор = ноль
то
 продолжительность = 72.

прав(64): если
 основная_продолжительность = 67 и
 фактор = ноль
то
 продолжительность = 67.

прав(65): если
 основная_продолжительность = 64 и
 фактор = ноль
то
 продолжительность = 64.

прав(66): если
 основная_продолжительность = 62 и
 фактор = ноль
то
 продолжительность = 62.

прав(67): если
 основная_продолжительность = 60 и
 фактор = ноль

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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то
 продолжительность = 60.

прав(68): если
 основная_продолжительность = 72 и
 фактор = плюс_12
то
 продолжительность = 84.

прав(69): если
 основная_продолжительность = 67 и
 фактор = плюс_12
то
 продолжительность = 79.

прав(70): если
 основная_продолжительность = 64 и
 фактор = плюс_12
то
 продолжительность = 76.

прав(71): если
 основная_продолжительность = 62 и
 фактор = плюс_12
то
 продолжительность = 74.

прав(72): если
 основная_продолжительность = 60 и
 фактор = плюс_12
то
 продолжительность = 72.

прав(73): если
 основная_продолжительность = 72 и
 фактор = минус_12
то
 продолжительность = 60.

прав(74): если
 основная_продолжительность = 67 и
 фактор = минус_12
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то
 продолжительность = 55.

прав(75): если
 основная_продолжительность = 64 и
 фактор = минус_12
то
 продолжительность = 52.

прав(76): если
 основная_продолжительность = 62 и
 фактор = минус_12
то
 продолжительность = 50.

прав(77): если
 основная_продолжительность = 60 и
 фактор = минус_12
то
 продолжительность = 48.

A.2. «Электрики»

эксп(знания)
многозначный(знания)
см(знания)=ОБЩИЙ УРОВЕHЬ ЗHАHИЙ
зн(зак_1)=фарадея,ома,кирхгофа    
зн(ед_тока)=верно,отчасти_верно,не_верно
зн(вел_тока)=I=(q*S)/(t*L),I=q/t,I=(S/L)*(q/t)
см(ед_тока)=ОПРЕДЕЛЕHИЕ ВЕЛИЧИHЫ ТОКА
см(зак_1)=ЗАКОH ОМА
см(вел_тока)=ФОРМУЛА СИЛЫ ТОКА
вопрос(вел_тока)
Выберите обобщенную формулу определения силы тока
I – ток, q – заряд, t – время, S – сечение проводника,  L – длина 
проводника,  / – деление, * – умножение.
#
вопрос(ед_тока)
Единица величины тока есть такой ток, при котором за единицу 
времени через 1 кв. мм. проходит  заряд в 1 кулон.
#

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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вопрос(зак_1)
ОПРЕДЕЛЕHИЕ КАКОГО ЗАКОHА ЗДЕСЬ ПРИВЕДЕHО

Величина электрического тока в каком либо участке проводника 
прямо пропорциональна напряжению между концами выбранного 
участка и обратно пропорциональна его сопротивлению.
#
вопрос(ток)
Электрическим током  называется перемещение зарядов в провод-
нике.
#
зн(ток)=верно,отчасти_верно,не_верно
вопрос(реле)
Какое из перечисленных реле относится к магнитоуправляемым?
#
зн(реле)=ркм1,рэс6,рэс64а
вопрос(емкость)
Электрической емкостью называется отношение количества элект-
ричества проводника к его потенциалу.
#
зн(емкость)=верно,отчасти_верно,не_верно

прав(1):если
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=ома 
то
пр_п_ток=пять и
пр_пост_ток=пять.

прав(2):если
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=фарадея 
то
пр_п_ток=три,кд=50:
 В данном случае речь идет о законе Ома:
         I = U/R
#

прав(3):если
ед_тока=не_верно и



249

вел_тока=I=q/t и
зак_1=кирхгофа
то
пр_п_ток=три,кд=50:
 В данном случае речь идет о законе Ома:
         I = U/R
#
прав(4):если
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=(q*S)/(t*L) и
зак_1=ома 
то
пр_п_ток=четыре,кд=50 и:
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому
интервалу времени.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
– 1986 г. С. 162.
#
прав(5):если
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=(q*S)/(t*L) и
зак_1=фарадея 
то
пр_п_ток=два:
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(6):если
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=(q*S)/(t*L) и
зак_1=кирхгофа 
то
пр_п_ток=два:
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(7):если
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=(S/L)*(q/t) и
зак_1=ома 
то
пр_п_ток=три,кд=50:
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(8):если
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=(S/L)*(q/t) и
зак_1=кирхгофа 
то
пр_п_ток=два:
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(9):если          
ед_тока=не_верно и
вел_тока=I=(S/L)*(q/t) и
зак_1=фарадея 
то
пр_п_ток=два:
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
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прав(10):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=ома 
то
пр_п_ток=четыре:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет.  
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(11):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=фарадея 
то
пр_п_ток=два:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. 
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(12):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=кирхгофа
то
пр_п_ток=два:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. 
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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прав(13):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=(q*S)/(t*L) и
зак_1=ома 
то
пр_п_ток=три,кд=30:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количест-
венной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. 
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(14):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=(q*S)/(t*L) и
зак_1=кирхгофа 
то
пр_п_ток=два:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. 
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(15):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=(q*S)/(t*L) и
зак_1=фарадея 
то
пр_п_ток=два:
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        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количест-
венной характеристикой тока. Сечение проводника,
в этом случае, значения не имеет. 
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(16):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=(S/L)*(q/t) и
зак_1=ома 
то
пр_п_ток=три,кд=30:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. 
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(17):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=(S/L)*(q/t) и
зак_1=кирхгофа 
то
пр_п_ток=два:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. 
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
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254 Приложения

 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(18):если
ед_тока=верно и
вел_тока=I=(S/L)*(q/t) и
зак_1=фарадея 
то
пр_п_ток=два:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. 
 Силой тока называется отношение заряда q, переносимого через 
поперечное сечение проводника за интервал времени t, к этому ин-
тервалу времени: I = q/t.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(10):если
ед_тока=отчасти_верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=ома 
то
пр_п_ток=четыре,кд=40:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. То, что Вы ответили  “отчасти_верно”, говорит 
о не знании определения.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(11):если
ед_тока=отчасти_верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=фарадея 
то
пр_п_ток=три,кд=30:
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        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. То, что Вы ответили “отчасти_верно”, говорит о 
не знании определения.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#
прав(12):если
ед_тока=отчасти_верно и
вел_тока=I=q/t и
зак_1=кирхгофа
то
пр_п_ток=три,кд=30:
        Правильное определение:
 Заряд, перенесенный в единицу времени, служит основной количес-
твенной характеристикой тока. Сечение проводника, в этом случае, 
значения не имеет. То, что Вы ответили “отчасти_верно”, говорит о 
не знании определения.
 Речь идет о законе Ома: I = U/R.
 Учебник физики для 9 класса средней школы. – М.: Просвещение,  
1986. – 271 с.: ил.
#

A.3. «Закон распределения»

объект(способ_анализа)
     зн=графический,параметрический
     см=способ анализа имеющихся данных
     см(графический)=на основе графиков для неизвестного закона 
распределения
     см(параметрический)=на основе критериев согласия 
     вопрос=Выберите способ анализа закона распределения:
кобъект
эксп(закон_распределения)=ОТВЕТ НЕИЗВЕСТЕН – НАЖМИ-
ТЕ ENTER
вопрос(старт)=Вы готовы начать ?

прав(01): если
       способ_анализа=графический и
       вид_графика=график_функции_распределения и

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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       ступенчатая=нет
то
       ок=да:
Вы выбрали графический способ анализа данных (поэтому резуль-
тат экспертизы будет без подтверждения)и указали вид графика – 
график функции распределения. 
Если Ваша функция не является ступенчатой, то будет сделан вы-
вод о непрерывном типе случайной величины. Возможные законы 
распределения для неё: нормальный, показательный, равномерный 
#
объект(вид_графика)
     зн=график_функции_распределения,график_плотности_
распределения,график_гистограммы
     см=график какой функции Вам дан
     см(график_гистограммы)=график гистограммы обычно 
     напоминает функцию плотности распределения 
     вопрос=Выберите вид графика:
кобъект

вопрос(ступенчатая)=Является ли функция ступенчатой ?
см(ступенчатая)=ступенчатой является функция для дискретных 
случайных величин
зн(ступенчатая)=да,нет

прав(02): если
       ок=да и
       вид_функции=гладкая_
то 
       закон_распределения=нормальный_без_подтверждения:
Выбран вид функции распределения – гладкая. Он соответствует
нормальному закону.
#

объект(вид_функции)
       зн=гладкая_,кусочно_непрерывная,монотонно_возрастаю-
       щая_на_промежутке_0-бесконечность
     см=выберите то, что наиболее соответствует заданной 
     функции
     см(гладкая_)=дифференцируема(имеет производную 
     в каждой точке)
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     см(монотонно_возрастающая_на_промежутке_0-бесконеч- 
     ность)=может быть определена и на всей числовой оси 
     вопрос=Какая характеристика соответствует Вашей функции?
кобъект

прав(03): если
       ок=да и
       вид_функции=кусочно_непрерывная
то 
       закон_распределения=равномерный_без_подтверждения:
Выбран вид функции распределения - кусочно непрерывная. Он 
соответствует равномерному закону.
#

прав(04): если
       ок=да и
       вид_функции=монотонно_возрастающая_на_промежут-
       ке_0-бесконечность
то 
       закон_распределения=показательный_без_подтверждения:
Выбран вид функции распределения - монотонно возрастающая на 
промежутке 0-бесконечность. Он соответствует показательному за-
кону (см. стр. 149 Гмурман В. Е. Теория вероятностей и математи-
ческая статистика: Учеб. пособие для вузов)
#

прав(05): если
       способ_анализа=графический и
       вид_графика=график_функции_распределения и
       ступенчатая=да
то 
       ок1=да:
Вы выбрали графический способ анализа данных и указали вид 
графика – график функции распределения. Если Ваша функция 
является ступенчатой, то будет сделан вывод о дискретном типе 
случайной величины. Возможные законы распределения для неё: 
биномиальный, пуассоновский. Далее будет анализироваться объем 
выборки и вероятность. 
#

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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прав(06): если
       ок1=да и
       размер_выборки=100_или_больше и
       вероятность=1/10_или_меньше
то 
       закон_распределения=Пуассона_без_подтверждения:
При размере выборки не меньше 100 и вероятности не больше 1/10 
делаем вывод о том, что закон распределения – Пуассона.
#

вопрос(размер_выборки)=Чему равен объем выборки(количество 
её элементов)?
зн(размер_выборки)=100_или_больше,меньше_100,неизвестен
вопрос(вероятность)=Каково значение вероятности?
зн(вероятность)=1/10_или_меньше,больше_1/10,неизвестна

прав(07): если
       ок1=да и
       размер_выборки=100_или_больше и
       вероятность=больше_1/10
то 
       закон_распределения=биномиальный_без_подтверждения:
При размере выборки не меньше 100 и вероятности больше 1/10 
делаем вывод о том, что закон распределения – биномиальный.
#

прав(08): если
       ок1=да и
       размер_выборки=меньше_100
то 
      закон_распределения=?_невозможно_выдвинуть_однознач-
      ную_гипотезу:
При малом объеме выборки выдвинуть однозначную гипотезу не-
возможно.
По предварительным данным закон распределения: Пуассона или 
биномиальный.
#

прав(09): если
       ок1=да и
       размер_выборки=неизвестен
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то 
      закон_распределения=?_невозможно_выдвинуть_однознач-
      ную_гипотезу:
При неизвестном объеме выборки выдвинуть однозначную гипотезу 
невозможно.
По предварительным данным закон распределения: Пуассона или 
биномиальный.
#

прав(10): если
       ок1=да и
       вероятность=неизвестна
то
      закон_распределения=?_невозможно_выдвинуть_однознач-
      ную_гипотезу:
При неизвестной вероятности выдвинуть однозначную гипотезу не-
возможно.
По предварительным данным закон распределения: Пуассона или 
биномиальный.
#

прав(11): если
       способ_анализа=графический и
       вид_графика=график_плотности_распределения
то
       ок2=да:
Вы выбрали графический способ анализа данных и указали вид 
графика — график плотности распределения. Эта характеристика 
(плотность) соответствует непрерывно распределенным случайным 
величинам. Возможные законы распределения для них: нормаль-
ный, показательный, равномерный.
#

прав(12): если
       ок2=да и
       вид_функции_плотности=гладкая
то
       закон_распределения=нормальный_без_подтверждения:
Выбран вид плотности распределения – гладкая. Он соответствует 
нормальному закону (см. стр. 130 Гмурман В. Е. Теория вероятнос-
тей и математическая статистика: Учеб. пособие для вузов)
#
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объект(вид_функции_плотности)
     зн=гладкая,монотонно_убывающая_на_промежутке_0-беско-
     нечность,постоянная_на_некотором_отрезке
     см=выберите то, что наиболее соответствует заданной функции 
     плотности
     см(гладкая)=дифференцируема(имеет производную в каждой 
     точке)
     см(монотонно_убывающая_на_промежутке_0-бесконеч-
     ность)=может быть определена и на всей числовой оси 
     вопрос=Какая характеристика соответствует Вашей функции 
     плотности?
кобъект

прав(13): если
       ок2=да и
       вид_функции_плотности=монотонно_убывающая_на_про-
       межутке_0-бесконечность
то
       закон_распределения=показательный_без_подтверждения:
Выбран вид плотности распределения – монотонно убывающая на 
промежутке 0-бесконечность. Он соответствует показательному за-
кону (см. стр. 149 Гмурман В. Е. Теория вероятностей и математи-
ческая статистика: Учеб. пособие для вузов)
#

прав(14): если
       ок2=да и
       вид_функции_плотности=постоянная_на_некотором_отрезке
то
       закон_распределения=равномерный_без_подтверждения:
Выбран вид плотности распределения – постоянная на некотором 
отрезке. Он соответствует равномерному закону (см. стр. 123 Гмур-
ман В. Е. Теория вероятностей и математическая статистика: Учеб. 
пособие для вузов)
#

прав(15): если
       способ_анализа=графический и
       вид_графика=график_гистограммы
то
       ок3=да:
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Вы выбрали графический способ анализа данных и указали вид 
графика – график гистограммы. Обычно (если не указано иное) 
гистограмма соответствует непрерывно распределенным случайным 
величинам. Возможные законы распределения для них: нормаль-
ный, показательный, равномерный.
#

прав(16): если
       ок3=да и
       вид_гистограммы=равнобедренный_треугольник
то
       закон_распределения=нормальный_без_подтверждения:
Выбран вид гистограммы – равнобедренный треугольник.
Он соответствует нормальному закону. 
#

объект(вид_гистограммы)
     зн=равнобедренный_треугольник,прямоугольник,прямоуголь-
     ный_треугольник_со_сторонами_на_положительных_полу-
     осях
     см(равнобедренный_треугольник)
        он должен быть виден, если мысленно соединить
        непрерывной ломаной середины прямоугольников гистограммы 
     # 
     см(прямоугольный_треугольник_со_сторонами_на_положи-
       тельных_полуосях)
       он должен быть виден, если мысленно соединить
       непрерывной ломаной середины прямоугольников гистограммы 
     #
     см(прямоугольник)
        он должен быть виден, если мысленно можно провести 
        линию такую, что все прямоугольники, составляющие 
        гистограмму будут либо чуть ниже, либо чуть выше неё
     # 
     вопрос=Какую фигуру напоминает гистограмма?
кобъект

прав(17): если
       ок3=да и
вид_гистограммы=прямоугольный_треугольник_со_сторонами_
на_положительных_полуосях
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то
       закон_распределения=показательный_без_подтверждения:
Выбран вид гистограммы – прямоугольный треугольник со сторо-
нами на положительных полуосях. Он соответствует показательно-
му закону. 
#

прав(18): если
       ок3=да и
       вид_гистограммы=прямоугольник
то
       закон_распределения=равномерный_без_подтверждения:
Выбран вид гистограммы – прямоугольник. Он соответствует рав-
номерному закону. 
#

прав(19): если
       способ_анализа=параметрический и
       генеральная_совокупность=непрерывный_тип и
       критерий_согласия=Колмогорова
то 
       ок4=да:
Вы выбрали параметрический способ анализа данных (поэтому ре-
зультат экспертизы будет с подтверждением), непрерывный тип 
генеральной совокупности (это значит, что будет проверяться гипо-
теза об одном из законов: нормальный, показательный, равномер-
ный) и критерий согласия Колмогорова проверки гипотезы о законе 
распределения.
#

объект(генеральная_совокупность)
     зн=непрерывный_тип,дискретный_тип
     см
       если тип генеральной совокупности не дан, можете выбрать 
       его самостоятельно
       исходя из того, гипотезу о каком из законов распределения 
       будете проверять
     #
     см(непрерывный_тип)
        законы распределения величин непрерывного типа: 
        нормальный, показательный, равномерный (они будут 
        предложены) 
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     #
     см(дискретный_тип)
        законы распределения величин дискретного типа:
        биномиальный, Пуассона(они будут предложены)
     #      
     вопрос(генеральная_совокупность)
           Для генеральной совокупности какого типа
           будет проверяться гипотеза о законе распределения? 
     #
кобъект

вопрос(критерий_согласия)=Выберите критерий согласия:
см(критерий_согласия)=Вам предложено два критерия проверки 
гипотезы о законе распределения
зн(критерий_согласия)=Колмогорова,хи-квадрат(Пирсона)

прав(20): если       
       ок4=да и
       предполагаемый_закон=нормальный и
       уровень_значимости=1/10 и
       выполнение_условия=да
то 
закон_распределения=нормальный_подтверждение_да_с_уров-
нем_значимости_1/10:
Выполнение условия соответствует принятию с выбранным уровнем 
значимости 1/10 гипотезы о том, что заданная выборка принадлежит 
генеральной совокупности, распределенной по нормальному закону.
#

вопрос(предполагаемый_закон)
       Гипотезу о каком из законов распределения непрерывных 
       величин хотели бы проверить?
#     
зн(предполагаемый_закон)=нормальный,равномерный,показа-
тельный вопрос(уровень_значимости)=Выберите уровень значи-
мости:
см(уровень_значимости)
   Уровень значимости – это вероятность совершить ошибку 
   первого рода, то есть отвергнуть гипотезу о том, что заданная 
   выборка из генеральной совокупности, распределенной по выб-
ранному закону
#
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зн(уровень_значимости)=1/10,5/100,1/100

объект(выполнение_условия)
     зн=да,нет
     см
      Статистика Колмогорова Dn представляет собой максималь-
      ное отклонение эмпирической функции распределения Fn(x)
      от гипотетической (соответствующей теоретической) F(x) и 
      находится так: Dn=max|Fn(x)-F(x)|.
      max берется по всем x. Fn(x) находят по выборке, F(x) берут 
      для предполагаемого закона распределения. Квантиль 
      распределения Колмогорова находят по соответствующим 
      таблицам для выбранного уровня значимости
     #
     вопрос
       Выполнено ли условие: значение статистики Колмогорова 
       меньше, чем квантиль распределения, деленный на корень 
       из объема выборки?
     #
кобъект

прав(67): если
       ок5=да и
       предполагаемый_закон_критерия=биномиальный и
       уровень_значимости=1/100 и
       выполнение_условия_критерия=нет_
то 
закон_распределения=биномиальный_подтверждение_нет_с_
уровнем_значимости_1/100:
Нарушение условия критерия соответствует отвержению с выбран-
ным уровнем значимости 1/100 гипотезы  о том, что заданная вы-
борка принадлежит генеральной совокупности, распределенной по  
биномиальному закону.
#

прав(68): если
       ок5=да и
       предполагаемый_закон_критерия=Пуассона и
       уровень_значимости=1/100 и
       выполнение_условия_критерия=да_
то 
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закон_распределения=Пуассона_подтверждение_да_с_уров-
нем_значимости_1/100:
Выполнение условия критерия соответствует принятию с выбран-
ным уровнем значимости 1/100 гипотезы  о том, что заданная вы-
борка принадлежит генеральной совокупности, распределенной по 
закону Пуассона.
#

прав(69): если
       ок5=да и
       предполагаемый_закон_критерия=Пуассона и
       уровень_значимости=1/100 и
       выполнение_условия_критерия=нет_
то 
закон_распределения=Пуассона_подтверждение_нет_с_уров-
нем_значимости_1/100:
Нарушение условия критерия соответствует отвержению с выбран-
ным уровнем значимости 1/100 гипотезы  о том, что заданная вы-
борка принадлежит генеральной совокупности, распределенной по  
закону Пуассона.
#
прав(70): если
       способ_анализа=параметрический и
       генеральная_совокупность=дискретный_тип и
       критерий_согласия=Колмогорова
то 
       закон_распределения=?_выбранный_критерий_применять_
       нельзя:
Критерий согласия Колмогорова можно применять только для не-
прерывных случайных величин

#

Приложение A. Фрагменты демонстрационных баз знаний
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Приложение B. Теория весовых 
   псевдодифференциальных 
   операторов

Данное приложение служит основой иллюстрации применения 
LP-структур для алгебраической формализации математических 
знаний. Изложенная здесь теория относится к области дифферен-
циальных уравнений с частными производными высокого порядка. 
Она изучает псевдодифференциальные операторы (ПДО) специ-
альных классов, не относящиеся к главному типу [108]. Такие опе-
раторы могут возникать при исследовании разрешимости общих 
граничных задач для эллиптических уравнений в компакт ных об-
ластях с гладкой границей (см., например, [97]). Одна из тако-
вых – задача с косой (наклонной) производной. Она имеет богатую 
историю (ее изучал еще А. Пуанкаре [68], занимаясь теорией мор-
ских приливов) и до настоящего времени продолжает вызывать 
интерес исследователей. Об этом свидетельствуют связанные с ней 
непрекращающиеся публикации как математиков (обширная биб-
лиография приведена в [132]), так и специалистов-прикладников 
(см., например, [125, 184]). Этой задаче была посвящена также и 
работа [102], результаты которой могут быть обобщены путем при-
менения рассматриваемых здесь классов вырождающихся эллип-
тических ПДО.

Предлагается метод исследования этих операторов, основанный 
на их сравнении с весовыми псевдодифференциальными оператора-
ми (ВПДО), построенными по введенному В. П. Глушко [101] весо-
вому преобразованию Фурье Fa . Преобразование Fa  «поглощает» 
множитель a , в результате чего получаются операторы с симво-
лами из хорошо известного класса. Поскольку преобразование Fa  
определено на функциях в полупространстве, то одной из проблем 
является распространение понятия ВПДО на функции во всем про-
странстве. 

В полном объеме теория весовых ПДО во всем пространстве с 
описанием приложений изложена в работах [102, 137–145]. Часть 
приведенных здесь результатов представляет собой обобщение ука-
занных работ с точки зрения классов символов вырождающихся 
ПДО и соответствует статье [157].

B.1. Весовые пространства обобщенных функций

В данном разделе вводятся используемые в дальнейшем основ-
ные понятия и обозначения. Необходимые сведения из классической 
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теории обобщенных функций и псевдодифференциальных операто-
ров содержатся, например, в [105, 108].

Пусть n ≥ 1  – целое, R R R1
1, ,  – одномерные евклидовы про-

странства вещественных чисел, C RM ( )  – множество M  раз непре-
рывно дифференцируемых функций, C R C R1( ) ( )= . Введем еще не-
сколько обозначений:

Z  – множество целых чисел;
Z+  – множество целых положительных чисел;
Z+  – множество целых неотрицательных чисел;
◊[ ]  – целая часть вещественного числа;
R t x t R x Rn n= Œ Œ -{( , ) | , }1 1 ;R R Rn n= Œ Œ -{( , ) | , }h x h x1 1 ;
Rn  – евклидово пространство, двойственное к Rn ;
FxÆx – преобразование Фурье, переводящее x  в x ;
F xxÆ

-1 – обратное преобразование Фурье, переводящее x  в x ;
R t x t x Rn n

+
-= > Œ{( , ) | , }0 1 ;R t x t x Rn n

-
-= < Œ{( , ) | , }0 1 ;

для j ŒC R( )1  обозначим j j± = ±R1
;

j
j

0
1

10
±

±

=
Œ
Œ

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
( )

( ),
t

t t R

t R∓
;

S  – пространство Шварца гладких быстроубывающих функ-
ций;

◊  и ◊
±
 – нормы в пространствах Лебега соответственно 

L Rn2( )  и L Rn2( )± ;
H s  – пространства Соболева–Слободецкого–Ароншайна с нор-

мой   

 u F F u F F us x t

s

x t= [ ] + +( ) [ ]Æ
-

Æ
-

Æ Æx h x hh x1 1 2 2 2
1

/
.

Введем весовую функцию a Œ ( )C R , удовлетворяющую следу-
ющим условиям.

Условие 1. a at t t t( ) = £ ( ) > >0 0 0 0, ; , ;  a t const t d( ) = ≥ >, .0
Условие 2. a aR

MC R C R M+ Œ ( ) Œ ( ) ≥( )• + +; .1 0
Далее положим

 t t
a

= ( ) = ( ) Œ +Út
dp

p
t R

d

t

, .   (1)

В силу условий 1–2 существует функция t R= ( ) Œy t t, , обрат-
ная к (1). По функции j Œ ( )+C R  определим функцию ja Œ ( )C R  
равенством

Приложение B. Теория весовых псевдодифференциальных  операторов



268 Приложения

 j t a y t j y ta ( ) = ( )( ) ( )( )1
2 .   (2)

Через S S R= ( )  обозначим пространство Шварца функций j  со 
счетной системой норм

 j j[ ] = +( ) ( ) =
Œ =

Âp t R

p

t
j

j

p

t D t psup , , ...1 0 1
0

Определение 1. Функция j Œ ( )• +C R  принадлежит простран-
ству S S Ra a

+ += ( ) , если соответствующая функция ja  принадлежит 
S . Система норм в Sa

+  имеет вид

 j j
a a[ ] = [ ] =

+

p p
p

,
, , ...0 1

В Sa
+  непрерывны следующие операции:

1) умножение на функцию a C RŒ ( )+ , для которой a C Ra Œ ( )• , 
причем каждая производная функции aa  растет на бесконечности 
не быстрее полинома;

2) дифференцирование Dt ;
3) весовое дифференцирование 

 D t D tt ta a a, = ( ) ( )1
2

1
2 .   (3)

На функциях j aŒ +S  определим весовое преобразование Фурье 
Fa : F Fa t h aj h j[ ]( ) = [ ]Æ , где Ft hÆ  – обычное преобразование Фурье, 
переводящее t  в h . Для преобразования Fa  существует обратное 

Fa
-1 : F t t Fa h tn a n1 1

2 1[ ]( ) = ( ) [ ]-
-

- . Оператор Fa  отображает взаимно 
однозначно и непрерывно Sa

+  на S . Справедливы равенства

 F D Ft
j j

a a aj h j,ÈÎ ˘̊ = [ ] ; D F F jj j
h a aj t j[ ] = ÈÎ ˘̊ =, , ,...0 1 ,  (4)

где j a aŒ +S D t; ,  определена в (3).
Определение 2. Функция j Œ ( )• -C R  принадлежит про-

странству S - , если функция j0  – продолжение нулем на R  функ-
ции j  – принадлежит S . Топология в S -  задается системой норм 

j j[ ] = [ ] =
-

p p
p0 0 1, , ,...

Определение 3. Функция j Œ ( )•C R  принадлежит пространству 
S S Ra a= ( ) , если j +  принадлежит Sa

+ , а j -  принадлежит S - . Введем 

в Sa  счетную систему норм j j j
a a

[ ] = ÈÎ ˘̊ + ÈÎ ˘̊ =+ + - -

p p p
p

, ,
, , ,...0 1

Нетрудно ввести в S -  и Sa  непрерывные операции, аналогич-
ные 1)–3). Справедливо S Sa Ã .

Пространство обобщенных функций ¢ ¢ ¢ ¢( )+ -S S S Sa a, ,  состоит из 
всех линейных непрерывных функционалов на S  (соответственно 
S S Sa a

+ -, , ).
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Операции, определенные в S S Sa a
+ -, , , легко переносятся на со-

пряженные пространства ¢ ¢ ¢+ -S S Sa a, , . Нетрудно установить также 
изоморфизм пространств ¢+Sa  и ¢S  по аналогии с изоморфизмом 
пространств Sa

+  и S , осуществляемым равенством (2).

B.2. Весовые псевдодифференциальные операторы

Определение 1. Функция l Œ ¥( )•C R R  принадлежит классу 
символов Fq q RŒ( ) , если выполняются оценки

 D D t C jt
j

j

q j




 
hl h h, , , , ,...,,( ) £ +( ) =
-

1 0 12 2  для любых t R RŒ Œ, h .

Определение 2. На функциях j aŒS  определим ВПДО 
P P t Dq q ta a a, , ,,= ( )  с символом l ŒFq  по формуле

 P
F t F t

t t
qa j

a al h j

l j
, ,

, , ,

, , .
=

( ) ÈÎ ˘̊ÈÎ ˘̊ >

( ) <

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

- +

-

1 0

0 0
  (1)

Легко проверить, что в случае

 l h ht a tj
j

j

m

, ,( ) = ( )
=
Â

0

где aj  – гладкие ограниченные функции, соответствующий ВПДО 
имеет вид

 P a t D Sm j t
j

j

m

a a aj j j, , ,= ( ) Œ
=
Â

0

.

Нетрудно показать также, что ВПДО отображает Sa  в Sa . Ниже 
установим, что оператор P qa , , определенный в (1), не «разрывает» в 
точке t = 0  функции, имеющие в этой точке достаточное количество 
производных. Для этого введем еще один класс функций.

Определение 3. Множество S S RM M= ( )  (M ≥ 0  – целое) со-
стоит из функций j Œ ( )C RM , для которых j ± • ±Œ ( )C R , причем

 sup , , ,...
t R

p

j
t

j

p

t D p
Œ

±

=
±

+( ) < • =Â1 0 1
0

j   (2)

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–2 (раздел B.1.). Тогда 
при любом q RŒ  ВПДО P t Dq ta a, ,,( )  отображает SM  в SM .

Доказательство. Из результатов [137] вытекает представ-
ление

 P F Fq ta y t h t t h aj a y t l y t h j t, ,= ( )
-

Æ
-

Æ= ( )( ) ( )( ) ( )ÈÎ ˘̊ÈÎ ˘̊
1
2 1 ,  (3)

где y  – функция, обратная к (B.1.1); ja  определена в (B.1.2); 
j ŒSM .

Приложение B. Теория весовых псевдодифференциальных  операторов
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Из (3) и свойства псевдолокальности ПДО (см., например, [138]) 
следует, что P C Rqa j,( ) Œ ( )+ • + , если j + • +Œ ( )C R . Соотношение 

P C Rqa j,( ) Œ ( )- • -  вытекает непосредственно из (1).
Заключительная часть доказательства существенно не отлича-

ется от доказательства соответствующей теоремы в [137]. �
Для выяснения дальнейших свойств ВПДО введем весовые про-

странства типа Соболева–Слободецкого.
Введем обозначение La

s  – ВПДО с символом l h h( ) = +( )1 2 2s  
Œ( )s R .
Определение 4. Функция u SŒ ¢a  принадлежит пространству 

H H R s Rs s
a a= ( ) Œ( ) , если конечна норма

 u us
s

,a a= L .  (4)
Легко проверить, что при целом s ≥ 0  норма (4) эквивалентна 

норме

 u D u
s t

j

j

s

, ,a a=
=
Â

0

.

Пользуясь результатами [140], можно получить равенство

 u u us s,a a
2 2 2

= ++ - .  (5)
Равенство (5) позволяет установить для H s

a  ряд аналогов 
свойств пространства H s . В частности, пространство H s

a  являет-
ся полным, и в нем плотно множество Sa . С помощью (5), (3) и 
свойств обычных ПДО (см. [105]) можно также доказать следую-
щие две теоремы.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1–2. Тогда при любом 
q RŒ  оператор P qa ,  ограничен из H s q

a
+  в H s

a .
Теорема 3. Пусть выполнены условия 1–2. Тогда при любых 

q q R1 2, Œ  оператор P Pq qa a, ,1 2
 является ВПДО с символом из класса 

Fq q1 2+ , главная часть которого равна l h l h1 2t t, ,( ) ( ) , где l1  и l2  
– соответственно главные символы операторов P qa , 1

 и P qa , 2
.

В следующем пункте переходим к рассмотрению вырождаю-
щихся ПДО специальных классов.

B.3. Вырождающиеся эллиптические 
псевдодифференциальные операторы

На функциях j aŒS  определены ПДО вида

 P t D F t t Fq t t t, ,a j l a h jh h( ) = ( )( ) [ ]ÈÎ ˘̊Æ
-

Æ
1 , где l ŒFq .  (1)

Наряду с условиями 1–2 (раздел B.1) будем использовать также 
 следующее условие.
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Условие 3. Существуют C > 0  и N ≥ 1  такие, что a q aN C t( ) £ ( ), 
q t< <0 .
Очевидно, для неубывающей в некоторой окрестности точки 

t = 0  функции a  условие 3 выполнено при N = 1 . Если сущест-
вуют неубывающие непрерывные функции a1  и a2 , для которых 
0 1 2< ( ) £ ( ) £ ( )a a at t t  при t > 0  и a a2 1

N t C t( ) £ ( ) , то условие 3 вы-
полнено при данном N .

Далее сформулируем теорему сравнения операторов (1) с соот-
ветствующими ВПДО в норме пространств H s

a . В [140] аналогич-
ная теорема доказана для операторов с символами вида l a ht( )( )  
(символ l h( )  не зависит от t ). 

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда для любой 
функции u H s q Rs qŒ Œ( )+

a ,  справедлива оценка

 P t D u P t D u C uq t q t s s q, ,, , , ,a a a a a( ) - ( ) £ + -1   (2)

с постоянной C > 0 , не зависящей от u .
Доказательство этой теоремы существенно не отличается от про-

веденного в [137], поэтому его здесь не приводим.
Из теорем 1 и B.2.2 вытекает
Следствие 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда при любом 

q RŒ  оператор P t Dq t,a( )  ограничен из H s q
a

+  в H s
a , s RŒ .

Выясним далее некоторые свойства оператора, являющегося 
композицией операторов вида (1).

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда при любых 
q q R1 2, Œ  для любой функции u H s q qŒ + +

a
1 2  справедлива оценка

 P t D P t D u P t D u C uq t q t q q t s s q q1 2 1 2 1 2 1
, , ,

, ,
a a a

a a
( ) ( ) - ( ) £+ + + -

,  (3)

где Pq q1 2+  – ПДО с символом l a h l a h l1 2 1t t t t, , ,( )( ) ( )( )  и l2  – соот-
ветственно символы операторов Pq1

 и Pq2
.

Доказательство. Имеем

 
P P P P P P P P P P q

P P

q q q q q q q q q q

q

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1

2- = -( ) + -( ) +

+

+ a a

a a

a, ,

, ,

,

qq q q q q q qP P P
2 1 1 2 1 2 1 2

-( ) + -( )+ + +a a , .
   (4)

Оценивая левую часть (3) с помощью (4) и применяя теоремы 
B.2.2, B.2.3, и 1, получим неравенство (3). �

Таким образом, установлено, что операторы вида (1) образуют 
алгебру в том смысле, что главная часть композиции этих опера-
торов также имеет вид (1). Причем символ этой главной части оп-
ределяется как произведение символов операторов, находящихся в 
композиции.

Приложение B. Теория весовых псевдодифференциальных  операторов
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На практике при исследовании вырождающихся эллиптических 
задач приходится иметь дело с пространствами типа Соболева–Сло-
бодецкого, нормы в которых наряду с весовыми производными со-
держат также обычные производные меньшего порядка.

Определение 1. Пространство H H Rs s
a s a s, ,= ( ) , где s ≥ >0 1, ,s  

s M[ ] £ + 1/ s  ( s / s[ ]  – целая часть s / s , M  – из условия 2), со-
стоит из функций u H SsŒ Ã ¢[ ]/s

a , для которых конечна норма

 u u us t s

s

s, , ,

/

/a s s a

s

s( ) -
=

[ ]

[ ]= ∂ +Â2 2

0

2







.

Определение 2. Пространство H H Rs k s k
a a
, ,= ( ) , где s ≥ 0,  

k M k£ + ≥1 0,  – целое, состоит из функций u H SkŒ Ã ¢a  с конеч-
ной нормой

 u D u us k t
j

s
j

k, , ,a a

k
2 2

0

2= +
=
Â .

В [137] показано, что пространства H s
a d,  и H s

a
k,  полны и в каж-

дом из них плотно множество S . Результаты данного раздела мо-
гут быть перенесены и на эти пространства. Точнее, справедливы 
следующие утверждения.

Теорема 3. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда для любой 
функции j ŒS  справедливы оценки

 P t D P t D Cq t q t s s q, , ,, , , , , ,a j j ja a a s a s( ) - ( ) £
( ) + - ( )1 ,

 P t D P t D Cq t q t s k s q k, ,, , , , , ,a j j ja a a a( ) - ( ) £ + -1 ,
где s q+ ≥ 1 .

Следствие 2. При s q+ ≥ 0  оператор P t Dq t,a( )  ограничен из 
H s q

a s,
+  в H s

a s,  и из H s q k
a

+ ,  в H s k
a
, .

Теорема 4. Пусть выполнены условия 1-3. Тогда при любых 
q q R s q q1 2 1 2 1, ,Œ + + ≥  для любой функции j ŒS  справедливы не-
равенства

 P t D P t D P t D Cq t q t q q t s s q q1 2 1 2 1 2 1, , ,
, , , ,a a j a j j

a s a( ) ( ) - ( ) £+ ( ) + + - ss( ) ,

 P t D P t D P t D Cq t q t q q t s k s q q k1 2 1 2 1 2 1, , ,
, , , ,a a j a j j
a a( ) ( ) - ( ) £+ + + - ,

где ПДО Pq q1 2+  определен в теореме 2.
Кратко остановимся на некоторых обобщениях полученных ре-

зультатов. Все изложенные здесь теоремы остаются верными, если 
используемый класс символов Fq  заменить введенным Л. Херман-
дером более широким классом Sp,d  при 0 1£ < £d r  (см. [108]).

Для рассмотрения n -мерного случая при n > 1  вве-
дем множество точек евклидова пространства t x,( ) , где 
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t t t tm= ( )1 2, ,..., , x x x xn m= ( )-1 2, ,..., , m n£ . Введем также вектор-
функцию a a a= ( )1,..., m , каждая компонента a j  которой зависит 
лишь от tj . Предполагается, что все функции a j  удовлетворяют 
условиям 1–3. В этом случае можно рассмотреть ПДО вида

 P t x D D F F t x t F Fq t x t x x t, , , , , ,a l a h xh x x h( ) = ( )( ) ◊[ ]ÈÎ ˘̊Æ
-

Æ
-

Æ Æ
1 1 ,   (5)

где l h x d rr dt x Sq, , , ,( ) Œ £ < £( )0 1 ; a h a h a ht t tm m m( ) = ( ) ( )( )1 1 1,..., .
Вся изложенная выше методика аналогично применяется к 

исследованию операторов вида (5) с помощью преобразования 
F F F F

ma a a a=
1 2

... .

B.4. Вырождающиеся операторы 
с однородными символами

В этом разделе рассматриваются виды вырождающихся ПДО, 
которые находят непосредственное применение при исследовании 
общих граничных задач для эллиптических уравнений, включая 
задачу с косой производной. Основные их свойства определяются 
результатами раздела B.3, но доказательства требуют некоторых 
дополнительных рассмотрений.

На функциях u L RŒ ( )2 1  введем оператор

 Tu F F ut t= ( ) [ ]È
ÎÍ

˘
˚̇Æ

-
⁄

Æh hq h1 ,   (1)

где

 q h
h
h

h
h

h
⁄

( ) =
>

- <
Ï
Ì
Ó

= =
1 0
1 0
,
,

sgn .

Отметим, что оператор (1) совпадает с известным оператором 
Гильберта

 Hu v p
i

u
t

d
R

= ( )
-Ú. .

1

1
p

q
q

q

(см., например, [108])
Лемма 1. При s ≥ 0  оператор T  ограничен в H s

a .
Доказательство. Пусть s ≥ 0  – целое. Имеем

 T C t D T Ss
j

t
j

j

s

j a j ja a, ,£ ( ) Œ
=
Â

0

.   (2)

Введем функцию

 h C RŒ ( )•
0 1 ; h h( ) = 1 , h £ 1 ; h h( ) = 0 , h ≥ 2 .   (3)

Тогда из (2) получим
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T C F t t h t Fs t

j

t
j

s

j a h a h a h ja h h, £ ( ) ( )( ) - ( )( )( ) [ ]È
Î

˘
˚ +

+

Æ
- -

Æ
=

Â 1 1

1

1

CC F t h t F Tu C Tut

j

t
j

s

h ha h a hÆ
-

Æ
=

( )( ) ( )( ) [ ]È
Î

˘
˚ +Â 1

1

.
 (4)

Учитывая, что h h hj
jh- - ( )( ) Œ1 1 F , h hjh ( ) ŒF0 , из (4) с помо-

щью следствия B.3.1 получим

 T C C
s j

j

s

s
j j j j

a a a, , ,
£ +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£
=

Â
1

1 .   (5)

Отсюда, пользуясь интерполяционными свойствами пространств 
H s

a  (см. [105]) и плотностью Sa  в H s
a , получаем утверждение лем-

мы. �
Поскольку оператор T  коммутирует с производной ∂t


 , из лем-
мы 1 следующее утверждение.

Следствие 1. При s ≥ 0  оператор T  ограничен в H s
a s,  и H s k

a
, .

Замечание 1. Аналогичным образом доказывается ограничен-
ность в H s

a s,  и H s k
a
,  s ≥( )0  ПДО с любым символом вида

 q h
h
h

⁄

( ) =
>
<

Ï
Ì
Ó

C
C

1

2

0
0

,
,

,   (6)

где C1  и C2  – некоторые константы.
Введем в Sa  вырождающийся ПДО M Dq ta( )  (q ≥ 0  – целое) 

с символом l a h a ht t
q( )( ) = ( ) , определяемый равенством (B.3.1). 

Как и раньше (см. раздел B.2), обозначим через La a
q

tD ,( )  ВПДО с 
символом

 l h h ha( ) = ( ) = +( )Lq
q

1 2 2 .   (7)
Докажем теоремы сравнения для операторов M Dq ta( )  и 

La a
q

tD ,( ) .
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда для любой 

функции u H s qŒ +
a  (s ≥ 0 , q ≥ 1  – целое) справедлива оценка

 M D u D u C uq t
q

t s s qa a a a a( ) - ( ) £ + -L , , ,1 .  (8)

Доказательство. Пусть h  – функция из (3).
Если обозначить M Dq ta a, ,( )  ВПДО с символом

 l h h( ) = q ,   (9)
T Dq t

⁄ ( )a a, ,  – ВПДО с символом

 l h h h( ) = ( )h q ,      (10)
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то легко проверить справедливость оценок

 La a a a a a
q

t q t s s q
D u M D u C u, , , , ,( ) - ( ) £

+ -1
;  (11)

 T u C u
q

s

⁄
£

a
a

,
,

.      (12)

При четном q  оценка (8) вытекает непосредственно из теоремы 
1 и неравенства (11). При нечетном q  справедливо

 
h
h

h
h

q

q = .      (13)

Учитывая (13), для j aŒS  имеем

 
M D F t h t F

F t

q t t

q

t

t
q

a j a h a h j

a

h h

h

( ) = ( )( ) - ( )( )( ) [ ]È
Î

˘
˚ +

+ (
Æ
-

Æ

Æ
-

1

1

1

)) ( )( ) [ ]ÈÎ ˘̊Æh a h jh
q

th t F T ,
      (14)

где оператор T  определен в (1). Используя представление (14), 
а также теорему 1 и следствие 1, получим

 

M D D M D D

C

q t
q

t s q t
q

t s

s q

a j j j j

j

a a a a a a a a
( ) - ( ) £ ( ) - ( ) +

+ + -

L L, , , , , ,

,1 aa a
a

aj j+ +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

⁄
T Tq

s
s,

,
, .

 (15)

Оценивая правую часть (15) с помощью (11), (12) и (6), полу-
чим (8). �

Лемма 2. Для любой функции j ŒSM  при q ≥ 1 , 
 = +0 1 1, ,...,M  
справедлива оценка

 ∂ ( ) - ( ) ∂ £ ∂ ¢
+ -

¢=
Ât q t q t t s t s q

M D M D C
 
 








a j a j j
a a, ,1

0

.  (16)

Доказательство. Очевидно, достаточно рассмотреть случай 
нечетного q . Имеем

 ∂ ( ) = ∂ ( )t q t t
q

t
qM D t D T
 
a j a j ,  (17)

где оператор T  определен в (1). Учитывая представление

 ∂ ( ) = ( ) ∂ + ( ) ∂¢
¢

¢==

-

ÂÂt
q

t
q q

t
q

t j
q

t
j

t
j

q

t D t D a t D
 




 








a a a,
,

,
01

1

,  (18)

где функции aj
q
,
,

¢


  зависят лишь от функции a  и ее производных, из 

(17) получим оценку

 ∂ ( ) - ( ) ∂ £ ∂
+ ¢ +

¢==

-

ÂÂt q t q t t s t
j

t s
j

q

M D M D C D T
 
 








a j a j j
a a a, , ,

00

1

,  (19)

откуда с помощью леммы 1 вытекает (16). �
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Замечание 2. Все результаты, полученные в настоящем разде-
ле для пространств функций на R1 , переносятся без затруднений 
на Rn . Поэтому следующие две теоремы мы сформулируем сразу 
для пространства Rn .

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда для любой 
функции u H Rs q

nŒ ( )+
a s,  (q ≥ 1 – целое) справедлива оценка

 M D u D u C uq t
q

t s s qa a a a s a s( ) - ( ) £
( ) + - ( )L , , , , ,1 .  (20)

Теорема 3. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда для любой 
функции u H Rs q k

nŒ ( )+
a

,  (s q≥ ≥0 1, – целое) выполняется оценка

 M D u D u C uq t
q

t s k s q ka a a a a( ) - ( ) £ + -L , , , , ,1 .  (21)

Теоремы 2 и 3 легко доказываются с помощью теоремы 1 и 
леммы 2. �

При исследовании граничных задач находят применение  вы-
рождающиеся ПДО с однородными символами в Rn . Пусть l h x,( )  
– положительно однородная функция степени q ≥ 0 , q  – целое, бес-
конечно дифференцируемая при h x+ > 0  (h xŒ Œ -R Rn1 1, ). Легко 
проверить, что такая функция удовлетворяет оценкам

 ∂ ∂ ( ) £ +( )
- -

h x
b

b

b

l h x h xj
j

q j

C, ,
2 2 2 , h x+ > 0 , j + =b 0 1, ,...  (22)

На функциях j aŒ ( )S Rn  рассмотрим оператор

 a j a l h x jh x x h
q

t x
q

t x x tt A D D t F F F F( ) ( ) = ( ) ( ) [ ]ÈÎ ˘̊Æ
-

Æ
-

Æ Æ
1 1 ,       (23)

с описанным однородным символом l . Обозначим также

 a j a l h jh x x h
q

t
q

t x x tt A D t F F F F( ) ( ) = ( ) ( ) [ ]ÈÎ ˘̊Æ
-

Æ
-

Æ Æ, ,0 01 1 .      (24)

Лемма 3. Для любой функции j aŒS  при целом q ≥ 1  справед-
ливо представление

 a j a j a jq
t x

q
t qt A D D t A D t P( ) ( ) - ( ) ( ) = ( )

⁄
, ,0 ,  (25)

где оператор Pq

⁄
 ограничен из H s q

a
+  в H s

a , s ≥ 0 .
Доказательство. С помощью формулы Тейлора запишем

 l h x l h
b

l h x x h x xx
b

x
b

b
b

bb

, ,
!

, ,( ) = ( ) + ∂ ( ) + ( )
=

=£ £ -
ÂÂ0

1
0

1 1

r
qq

,  (26)

где h > 0 ,

 r
q

dq
b r

b
r kx

h x
b

l h r k k,
!

,( ) = ∂ ( ) -( )
=

-Ú 1 1

0

1

. (27)
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Нетрудно проверить, что в силу положительной однородности 
функции l  справедливы представления

 ∂ ( ) = ( )
=

-
⁄

x
b

x
b

bl h x h q h,
0

q , h > 0 , 1 1£ £ -b q ,      (28)

где каждая из функций q b

⁄
 имеет вид (6).

Пусть h  – функция, определенная в (3). Тогда из (26) и (28) 
получим следующее равенство, справедливое при всех h ŒR1 , 
x Œ -Rn 1 :

 
l h x l h h l h x h l h

b
h h h qb b

b

, , , ,

!

( ) - ( ) = ( ) ( ) - ( ) ( ) +

+ - ( ){ }- -
⁄

0 0
1

h h

hq q hh h h x xb
b

bb
( ) + - ( )( ) ( )

=£ £ -
ÂÂ 1

1 1

h r
qq

,
, (29)

причем

 ∂ - ( )( ) ( ){ } £ +( )-

h bh h x hj
j

j
h r C1 1 2 2

,
/

, j = 0 1, ,...       (30)

Пользуясь (23), (24) и (29), запишем

a j a j

a h l h xh x

q
t x

q
t

q
t x

t A D D t A D

t F F h F

( ) ( ) - ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( )Æ
-

Æ
-

, ,

,

0
1 1

xx t

q
t t

F

t F h F t

Æ Æ

Æ
-

Æ

[ ]ÈÎ ˘̊ -

- ( ) ( ) ( ) [ ]ÈÎ ˘̊ + ( )
x h

h h
b

j

a h l h j
b

a1 0
1

,
!

aa j

a
b

h h j

b b
b

b

h
b

h b

q
t
q

q

q
t

q
t

t D T

t F h F T

- -
⁄

£ £ -

Æ
- -

Æ

⁄

( ) -

- ( ) ( ) È

Â
1 1

11
! ÎÎÍ

˘
˚̇

È
ÎÍ

˘
˚̇

+ ( )
£ £ - =
Â Â

1 1b
b

b

b

a j
q

q
x

q

t R D ,

 (31)

где T
⁄

b  – ПДО с символом q hb

⁄

( ) ; Rb  – ПДО с символом 
1 - ( )( ) ( )h rh h xb , .

Пользуясь замечанием 1, легко получить следующие оценки:

 

F F h F F

C F F h

t x x t s

t x

h x x h a

h x

h l h x j

h

Æ
-

Æ
-

Æ Æ

Æ
-

Æ
-

( ) ( ) [ ]ÈÎ ˘̊ £

£ (

1 1

1 1

,
,

)) ( ) [ ]ÈÎ ˘̊ £

£ +( ) [ ] £

Æ Æ

+

Æ +

l h x j

x j j

x h

x a

,

;,

F F

C F C

x t s

s q

x s q1
2 2

21

     (32)

 F h F Ct t s sh h a ah l h j jÆ
-

Æ( ) ( ) [ ]ÈÎ ˘̊ £1 0,
, , ;      (33)

 F h F T Ct
q

t
s

sh
b

h b

a
ah h j jÆ

- -
Æ

⁄

( ) È
ÎÍ

˘
˚̇

È
ÎÍ

˘
˚̇

£1

,
, ,      (34)

где 1 1£ £ -b q .
С помощью замечания 1 имеем также оценку
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 a j jb b
b

a
a

q
t
q

s
s qt D T C- -

⁄

+ -( ) £
,

,1 ,      (35)

где 1 1£ £ -b q .
Наконец, с помощью (30) можно доказать неравенство

 R D C D Cx s x s s qb
b

a

b
a aj j j

, , ,£ £ + ,      (36)

где b = q .
Утверждение леммы вытекает из представления (31) и оценок 

(32)–(36).�  
Следствие 2. Для любого e > 0  существует d > 0  такое, что 

при любой h t C( ) Œ -[ ]( )•
0 d d, , h t( ) £ 1  справедлива оценка

 h t t A D D u t A D u uq
t x

q
t s s q( ) ( ) ( ) - ( ) ( ){ } £ +a a e

a a, ,
, ,0 ,      (37)

где s ≥ 0 , q ≥ 1  – целое, u H s qŒ +
a .

Неравенство (37) вытекает из леммы 3 и легко проверяемой 
оценки
 h t t

s s( ) ( ) £a j e j
a a, , , 

где j aŒS ; e > 0  – любое число, определяемое величиной d .
Аналогично лемме 3 нетрудно установить, что оператор Pq

⁄
 в 

равенстве (25) ограничен из H s q
a s,

+  в H s
a s, , а также из H s q k

a
+ ,  в H s k

a
,  

s ≥( )0 . Исходя из этих фактов доказывается
Следствие 3. Для любого e > 0  существует d > 0  такое, что 

при целом q ≥ 1  и любой h t C( ) Œ -[ ]( )•
0 d d, , h t( ) £ 1  справедливы 

оценки

 
h t t A D D u t A D u u

C

q
t x

q
t s s q( ) ( ) ( ) - ( ) ( ){ } £ +

+ (
( ) + ( )a a e

e
a s a s, ,

, , , ,0

)) " Œ ≥+u u H ss q, , ;,a s 0
 (38)

 
h t t A D D u t A D u u

C u

q
t x

q
t s k s q k( ) ( ) ( ) - ( ) ( ){ } £ +

+ ( ) "
+a a e

e
a a, ,

,
, , , ,0

uu H ss q kŒ ≥+
a

, , .0
 (39)

Неравенства (38) и (39) полезны при доказательстве оценок ре-
шений вырождающихся псевдодифференциальных уравнений в со-
ответствующих пространствах.
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