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��� �����#���� ����� ��� !����$ � ���������� 
!�� ������� �������


��� ��������� �	� 	�	
�������������

%�� ��� !���� �� ��������� ����� ��������	���� ���	
������ ��	����

"��������� ������������ ��!���� �	� �� ��� ��	����������� ����������

���� ���������$ � ������������ � !�������� ������������ &������� �����

��#�� ���� ��������� ���������� ���	����� "� ��������� � ���������

���� ��������� ��������� ��	����� �� �������$ ��������� ��!���� �	�

���	����� ��������������� �����	� ��#� ���	������ ����������������

��  �������� ���������������� ��'���� ����� ������� ������
��� 
�	

�
����������� ( ���� �	 ��� ��������� ������� ������� �� �� ���������

�������� ����������� ���� ����������� ��	������ X(t, r)� ��� r ) �������

�������
!�� ���������������� ��	�#���� X� *�������� � +�� ������

������������ X(t, r) = {X(i)(t), X(j)(t), X(k)(t)}� ��� X(·)(t) ) �������� ���

������ ������� �� ���������� 
! 
 ���������� 
 ��� ,�������������

�������� � ��	���-�� ���	�� ��������	����� ������ �������	�� �	�#�

���� ��� ���������������� .��� �� ����� /01 �������� �������  ����

����� � ������� ������������ � ������� ����� ����������� �� �������

"���� �������� ��������� ��������� �� �������$ ��� ��� 
� �����������

�� ���������������� ����������� "���� �������� ��������� ��������� �

������������$� &����� ��������	����� ����	� �� �������� � �����	� 2�

�����!����� ����	�������
 ���� ����

3	�#���� ���	��������� ������ ���	
������ � ���� ��� ��� ���������

	�
� �����4

5� ���
���� �������� ���� ���������� ������������ 
� � ���-��� ����

���� � ����� ������ ��������� ��!������� �����������6

57



�� ������������� �������	 ���� 
����������� ����� �� ������������

������ ���������� �	 �������������	 ������� ������������� ������

��� ������ ���� ��!����������"

#� 	
������������ ����	� $%&'()�*+,'- *.*(-%/	 ���� ��0������� ���

����� �������� ��������1 
�������1 ������� $������������	 ���

�����	 ���������	 �����	 ����� � ���/ � ��������������� ��� �� ��

��1 ������� ���������� ���������� ���������������� ���2�����

������� � ��������� ���2����� ���������	 ������������!�� ��!��

��������� ��������

3�������	 � ��������� ������� ������������� ��������	 ����������

!�� �� ������ ������� ����������� �������4 ����������� �����������

� ����������� ��������� ������ ��	�� $10−15/ ����� � ���������

��������� ��������� ������ ����� $10−9/ ������	 �������� 	����� ���

	���������� $	����� $10−6/ ����� � 	����� ��� 	����� $10−3/ ������/	

������� � �������� 	������������ $���������������� ������� �� ����

�������� �� ������	 � ��������� ������������ �� ���������� �� ���1

$105 �����/ � ������� ��� $108 �����//�

5������ ������� �� ����������� ���� ������������� ������ ��������

����1 �������� 6��� ������������� ������ ��������������� �� �����

������� ���������� ��� ��������� 3������� 7�����4 89��2�1 �����

��� �2� �������� ������	 �  ���������	 ��  � ����� �2�:� ;�	 �����

�����	 ���� �� ������ �� ���!� �������	 ��� �������1 ��0��� 5������

���������� ������ ��� �� �������� �� �������� ������� ������������

�� � ������������� ����������� ��� ������������� ��� �� ��������

�� �������1 ��2����1 �������

;����������	 ��� ��� �������1 ��� ����� ������������ ������ � �����

��������!�� ������������� ������1 �������� ������������ �� �������

�������� �������������1 ����������� 7 ����� ������� ���� �� �����

������������� ���������� ������ ������������1 ��������	 ���������

���!�� ����1	 � ��������	 ��������������� ������� ����1 ������������

<=



��� ���� �	
���� ���������� ����	� ������� ������� �����������

������ 
��������	� ������ 	 �	�	�	� �	�
�� ���� � ��
����� �����

�� ��	� ������

������ ������	 �
��� �������� �
��
���� �
���� �����
�

 	���� ������ ! ��	 �	"��� #���	��� �	������� ���	�	"����� �

���#���� ������� ����� �	�	��� 	���������� �����	�� �	�	� � ������

��� �� ��� $#	��� �	
�	#�	 	# �	��	� �����	��� �	��� � ���
��� %&�

' (�����	�����	� �	��� ������ ��"�	� ��	 ����� �	"�� ���	
���� �

��������� �	�(	�����	���� 	�	����� ! 	�����	� ��� ������	�� 
	�

�������� ��� ��� ��	�	"
���� �	�	� ����� ���#����� )	����	� ��	 �����

���� �	��	�	 �	�� 
	�"�� #��� ��	�	���	������ ��
��� �	 ������ 
	��

	������� �����	� � �� 	#��� ����� *#	������ ��� �������� n ∈ [0, 1] �

�	��	#��� ������� �	
���� 	��������� �� 
������� �	 ��������

+��#	��� ��	��� ���� �����	
	� 	
��	��	�	 ������ �� ������	�	 �

	�����	� 	�	���� �	"�� #��� ��
�����,

C
k+−→←−
k−

O, $-�.&

/
�� C $012345& ! ������	� 	�	���� ������� O $2647& ! 	�����	� 	�

�	���� ������� k+ � k− �	������ �	�	��� �����	
	�� �	����������

�	���	 � �
����� ������� � ��
��� ��	��	
�� �����	
	� �� ������	�	

� 	�����	� 	�	���� � ��	#	�	��

)��� ������� 
	�� 	������� �����	�n(t) � �	���� ������� t� *���
��

���� ����� 
	�� �����	� #�
�� 	������ ����� ����� ��	��"��	� �������

Δt � �	���� t + Δt� )	����	� ��	 �������� n(t + Δt) 	���
������ ����

����� ���� �������� �����	� 	���	��� �� �������� Δt� � ����� ����

	������ ! ����	����

8�������	 ���
�	�	"���� ��	 �	������	 	����������� �����	� �

�
����� ������� ��	�	���	�����	 
	�� �������� �����	� 1 − n� � �	���

����	 ������������ ��	�	���	�����	 ���� 	������� n�

9���:�� ��������� ����������	�	 #������ ���� ����	
����	
 � ��

-;



����� �������	 �
�
���

n(t+Δt) = n(t) + (k+ · (1− n)− k− · n) ·Δt.

��������� ��� ��
�����  ����

n(t+Δt)− n(t)

Δt
= k+ · (1− n)− k− · n.

�
������ ��� ���
  ���� ������� �
���
�
 ������� �
 Δt ��������

��������� ���� n�

 ����� �������� � ������� ��� Δt −→ 0 � ������� �����!"�� #$%�

dn

dt
= k+ · (1− n)− k− · n &'�()

*�� #$% ������� �������� ������������ ��
������ ����+� �����,

�
 ��� ������� ����-�� n(t)� *�� ��
����� ��������� � ���� ��
�����

� �
�����!"����� ������������ � �+� ������� ����� .��� ����
�� 
�
,

����������

��������� ��
����� &'�()  ���
������� ������

dn

dt
= −n− n∞

τ
, &'�/)

+��

n∞ =
k+

k+ + k−
, τ =

1

k+ + k−
. &'�0)

1���
�� �
���� ���������	� x = n − n∞� ��� ������+� ���
�����

�������� ���������� ��
������

dx

dt
= −x

τ
. &'�2)

3
������ ���������� � �������+�������∫
dx

x
= −

∫
dt

τ
.
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����� ������� �	��
 ��� �������� ��������������� ��������

x = C · e− t
τ .

���� C ∈ R � ������������ ��
�������

 �� ������� ����!� "���  ��!����#	� ������	� x(0) = x0$ �����	

C = x0 � ������	 !�
��� ��������

x = x0 · e− t
τ . %&�'(

)� ������ &�& �������� �������� ������� %&�'( * �����!�#	� ���!�+

���	� ����	�
�� τ � ,����$ !
�  ��
�	 ���	��� x(t) −→ 0$ 
��� �������


��	�
� � ������	� 
���������	� �
������ -�� �
�	$ ����#� 
�	

���!�$ !�	 	����� ���!���� ����	�
�� τ �

0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

x
(t
)

e−
t

0.1

e−
t

0.5

e−t

e−
t
2

e−
t
5

���� ���� ������� 	��
� �������� 	���� �� �������� ��������� ������� τ

,#���	 ����� ��
����� 	#� ����	�
�� τ �

������� ��������	 ���	� T $ �� ��
��#� ������� %&�'( ��	���
� �

e ���$ 
��� �����	 T $ ��� ��
���	 x(T ) = x0/e, x0 �= 0� -��
���� �
�

���!���� � ���	��� %&�'($ ����!�	�

x0
e

= x0 · e−T
τ .

.������� ��� !�
� �� x0$ ����!�	�

e−1 = e−
T
τ ,

/&



T = τ.

��������� T �	 
���� �� x0� 	�� ����� ������ ������������	����


���
���
 ��� ��	� �	�	�� ������ �����	������ � �����	�� ���!�� "�


������� τ � ��#���� τ ��
$��	��� �������� ���
��� �����	�� �����

� "��%	��� ������ �������� ��� �	� �	���	 τ � �	� "��%	�� "���	��	�

&$���		  ���%������	 �	�	�	 ������	��� &$���		� �	� "� &����� τ �

'���� "	�	"���� �����	�	 ���!� � ��	(

dx

dt
= −λ · x, λ =

1

τ

�

�����	�� λ ��
$��	��� �������� ������ "��%	���  ����	��� �&)

������ �	����� ��������$ ��	�	� τ �

*	��	��� � ������� 
����	 ��$����� ��� ����$�$� �������n� ���)

����� � ����� ��	��� x = n− n∞� "�����(

n = n∞ + (n0 − n∞) · e− t
τ . ����+�

,� �����	 ��- "�	������	�$ �	�	�� 
���� "� ��
���$� 
���	���

��������$ ��	�	� τ �
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0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

t

n
(t
)
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2 + e−
t

0.5

���� ���� ��	
 ������� ����	�� n(t) � ����	� ����� �� n∞ = 2 � n0 = {0, 1, 3}

.��	��� ��� �$"���� �& 		 �	�	�	 /01 � ������	���� ��	 � �

����������� �� ��	 ��	������ �� 
�	���$� 2���%�� ���	��� ��� ���

--
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��
 ������ � �
����� ��� ��������� ��������� ������

������� � ����������	�� �����
�� 	
	 ��
����� ���������� ����������

����������� ��� ������
��� ����������� ��
��������� 	������ 	
	

��
���� �� ���
��� � 	�
��
��
��

 � ���
�� ���� ������� 
�
������	�� ������� ��� ������� �

	�
��
��
� ��������� ������!

������ ������	
���
 �

��
 ���� ��������
�����

����
���
��

" ���������� ����
�� ��� 
�
��#
 ��������� ������� ������� ���

����������� $	���������� ����
������ �
 ������%����� ����� ���

�������
��� ����� &'(� )
	 ��
����� ��� �
��%����� ������%������

������� &'( ���������� �������� *��	��� � ��
��� �
�� �������

�� ��� ����������� ������������� ������� �� �����
���� ���
�

	
	��� �� ���%���� �� ���� $� *��	����

" ���������� ��������
����	�� #
�
� ������%������ ����
�� �
�

���� ������� �
�
����� #
�
�� ��� #
�
�� )��� ��� ������ &'(� ���

�
���� ������� ������ +,�,- +���� � �
������ +,�.--� ��������������

�
�
����� ��������/

X(0) = X0.

&�
���� #
 ������
�� �
���� �#��%���� ��
�� ����� &'(� �� ���

��� �������
�
�� �� ��� ����������� ������� ��������
��� � �����

�������� ������� #
�
�� )��� ���������� " �
������ ��� 
������

��� ������ +,�.- ��� $��� ���
����� ���� *��	��� � ��
��� �
��

���� ������������ ����� �� ������ �
����� ����#������� � �
���
�

���
���� ���
�� ��������� #�
����� �����������

���������� �� ����� � �� � �
������ �
�� ������������ ������

������%������ ������� ������� ����� ����	
 0.12�

�������������� ��� ��� ������ ��� �	
������� &'( ������� ���

���	
� ���	���	� 
�
�������� ��������� ��# ���
 �����
��� ��� ���

��� &'( � ����
����� *���� +,�,-�
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����� ���	
 �	��� ������ ���� ��� �����	����

dx

dt
= f(t, x). ������

� �������
� �������
��

x(t0) = x0. ������

����
�
 �	�	��	
 ����	��� ���� �� x(t)� �����	�����!"�� �����#

��
� ������! ������� ��� ������$ �����	��	 ������ %�	���"�	��� � ��&�	#

���� %� t �� �	������
 %��
	&���	 [t0, t0+T ]� '����� �	�	��� � %��������

(t, x) ������	��� ���	(�����$ �����$ �����	��� �������

��	� %�����&	���) 
	����� �	�	��� *+, �%���	��� �� �����	���$

� (	�
	����	���$ �
��� *+,� �������!"	(� %���������	 ���	� ��������

��
	�	��� �	������ � ��
� ����	��� ����
�) ���� �$�

- �!��$ ����	 (t, x) �������� (�	 �	��	��� ������� *+, ����	� ��%���#

�	��	 �����	���$ � ���	(�����$ �����$ ����� ��.�� +	$�����	���� ���#

(	�� �(�� ������� α �����	���$ � ���� �����	��� ��
 ���	��	��

tan(α) = ẋ = f(t, x).

x(t)

0 t

x(t
)

(t0, x0)

(t1, x1)
(t2, x2)

α

���� ���� ��	
� ����� ������ ����� � 	
��
� �������� ������� � ����������
��

+��(�
� �����
�� �����	��	 ������ ����	� %��	 ��%����	��$ �����	�#

��) � ���	(�����
 �����
 �����	����

/��� 
� )���
 %������� %�����&	��	 ���	(�����$ �����$ �� ��#

�0



����� [t0, t0 + T ]� ����	 
����
�� ����� (t0, x0)� �� ����� �	������ 
�

�������� �
���	��� 	����
�Δt 	 
����	��
�� �������
�� � ��������
�


� 
���� ��������� ����� (t1, x1), t1 = t0 +Δt� ������� � ����	����	���

��� ����� (t1, x(t1)) 
� �
������
�� ���	�� �����  �!"� #������ ���	����

�� ����
��� 
� ���������� [t0, t1] 
���	���
�� 
�� �
������
�� ����

	�� x = x(t) �������� [(t0, x0), (t1, x1)] ��	���
�� 
�� 	 ���� ���	
�
��

�������
�� � �
������
�� ���	�� 	 ����� (t0, x0)� $��	��
�� ��� �� ���

�����
��%

x1 = x0 + x
′
(t0) · (t1 − t0) = x0 + f(t0, x0) ·Δt.

&������	 ��������
�� (t1, x1)� ����� ��������� �
������
�� �������

�
�� � ������� ����
�� '����� {(tk, xk), k = 0, 1, ..., n} �����  �!"%

xk+1 = xk + f(tk, xk) ·Δt. � � !"

( ���� ������� '����� ��� ��������
� ����)Δt *�� ����
�� �	������

��������
��� �������� ��+�
�� x(t) � ������
�� �����+
���� ������

�������  ��+���� ����� ������
�� �������O(Δt)"� ���� ��� ������ tk ∈
[t0, t0 + T ] |x(tk)− xk| ≤ C ·Δt� ��� C , ��
���
���

-������ � � !" ��� ����� ��������	����� ��� ������� $#. � �/"� ���

*��� 	����� ������
�� ������

�� x � 0�
�1�� f ������ ������� ������

��	�� 	�����
�� 	�����
� X � 0�
�1�� F (t,X)�

2�����	��� ���
������
�� ��������

�� ������ ��+�
�� $#.� ���

����� �����+
���� ������) 	�+� ���	���� 3��+�� ���
��� ������ 
��

������� ���������� �� ���� �
�������
�) ���������	 0�
�1�� 	 ���	��

����� ���	
�
�� � �  " 	 
�������) ����������
�) �����)� ��� ���� �����

������� � ���
��� 
����	��
�� �	���
�� �	�	�+�

�� ����" ��� ����)��

�� �� ����� � ����� 	 ���������� ����
��� 4 ����� ��
������ +�����

������������ 	��������
��� 
� 	���������
��������
�� ������ 5�
���

4���� 6/78� ( �����) ������) ���
��� ����������� �� ���� �
���+���	��

���� ���� �������	�
�� �
0����1�� � ��������

�� ��+�
�� 
� �����


� ���������� 	����

�� +���� ��� 	 ������ '������ 
� � 
� 
������
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��� ������	
�� ����� � ����� ������� ��������� ������ ������ ���� �

��	�� k������� ���������� �������

���� �!����� ������ ����� �"� �������# � ��� ��������# $������

������� 	�������� %&�&&' � � � �� �� ��
�� � 	$�� ������� 	�������(

%&��'� ) � 	$�� � �!��� �� ���(��� ������ �� #��( ����������� �� #��

��$�� ��� #��( *����������+ ���������( �� ���� �!����� ������� ���

�� #��( �������+ ����� ��� �����	!��# ����������� ��������� ���� � �

��� � � ���� 	� ������ ,�����+ *�� ������ �� ��	� ���# ��
�( �������

�����!��� ��!���� ������ ������� %-��������- �������' ��� ��� �$���

��$� #��� 	� ����� � � � ����������� �� ���$���( �����������

.� ����� �������+ ����"
���� ��$��������� ��������� ��������� ���

�����+ � $�������� � �	
���������� � 	���($������ ���/�������� ������

���( � � �� ����� #��� ��!����+ ����$�"� ������ ��$��������( ������

��00����/�� #��� 	�������(� 1�� ������ ����� �"� ������# ��!���

����������� ��������� ���� �+ �� ������� � ����!����" ������� ���

����� � ����� ����� ������+ ���� �������#+ $�� ��$��������� ������

����	����� #�� %�� � ����
� �����!��' ��������# � � � �!��� ������

�� #��( �����������+ � � ����� � 	$��� ����	"��� ���������� #�� ����

�����# ���/�� #��� ������ ���	�/�� %���������/��' �������

) ������ ������ �	��� �� ����  "�����	�� ������ ��$���������

��� ��� ,23 � �������� #�� ������� � 	$���4 � � ��� ����� 	�������(

� � � ������ ,23 � ��	�� �����������+ � � ������� ��!�� ���� #�����#

�� ���	" ���	� ���/�" ���	!������ ������� � �� ���	 #������

������ �����	
����� ������
��� ����	���� �������

���������� ��������
�

.�$��� � ��$��������� ��� �������� ��� ����� ,23 ������ �������4

dx

dt
= f(x). %&�&5'

6������ ������������� *��( ������� �� ����� $�� ���� ��# 7�

) ����	" �$����# ���������� ��������� ���������� �������+ ���� ���

��



������� x �� �������� 	� 	
������ ���� x ≡ const = x�

����	�������� 	 ���� ������

dx

dt
|x=x = 0.

������� ��� ���������� ��������
��� ����� ������� �
�
�	���� �
��

	�� ����� �
�	����� ���� � ����� 
������ �
�	����� 

f(x) = 0. !"�"#$

%&���
�	����� ��
�� x1, x2, ..., xn ��'�(
�������'� �
�	����� !"�"#$ �	�

������ ����������	
� ���������
� !����
� ����$ ��))�
��������

��'� �
�	����� !"�"*$� +��� 	�	���� ������� �& ��������� 
�	��	����� ��

��� (���� ��(� 	���� 	 ����	����	�� � �
�	������ !"�"*$� �����	��,�� ��

��
������� 
����� ����� ��������
���� ������������

-����'������� ������� ��������� ������	��� 	������ 	�&�����	�� �

�
���
��	��� ���'���������� )���������� �
� ���� (����'������� ���

������ �
���,� �	����	� '�������&� . �����(����� � ����
�'������ ���

�
���� ������� ��� ���
������ ���������	� !�����������'� 
�	��	����$

�	��'� 	���
����'� ���������� /� �������������� �&��� ��� �&������� ���

��������� 	�&��,����� ������� 	�&	
�,����� � �	���� ��������
���� ���

�������� 0
�'��� ���	���� ��������
��� ��������� �	������ �������	��

� 	�&��,������ �
� �����&� ������ 	���� �(�������� (���� �� ��� ���


����� ��
����
 ��	������ (����'������� �������� �������	� �� �������

��
��� ��������� ������1

���
��������� ��
�������� �������	���� ��������
��'� ���������

�	�&��� � ��
����
�� ���'�	
������'� ������� ������� �� 	�&��,�����

�������
��� ��������� �	������ ��������	
� ���� �
� ���������� ���

��� ���������� �� ��������� 
�	��	���� ��������� ������ �� ��������

�� ����� ����� !��� �
���
 ��
��� 	 ��� �� 
��� "�*� ������ 2$� ������

��
��� ��������� ��&�	����� ����������	
� ���� ����� ���������� ��

	
������ �	�����	����� !��� �
���
 ��
��� �� '�
�� �� 
��� "�*� ������

34



���

a) b)

���� ���� ���	
���	�� �����	����	�	 �	��	����� ��� ���	
���	�� ��� �����	
���	�

�������	
���� ��������	� ����
	���	 ������	� �������	� ����

�� �� !�

"��#	����� �����	� x = x �������	� $���%� ����
	� � &������

�� !' ���	 ��� ���� ε > 0 �������� ���� δ > 0' 
� ���	 |x(t0)− x| < δ'

� |x(t)− x| < ε ��� ���( t0 ≤ t <∞�

)��� �*� ������+ ����� ��
��+��� δ���������+ �
�	 ���' 
�

����� ���������� 	� ,�� ��������	 �������	� �	����� ������� �

������� ε���������	�

-��	' ���� ��' |x(t)− x| −→ 0 ��	 t −→∞' ���� �������	� ��	��	�

*����� � �
�� ���' � ���#	����� �����	� ���������� ����������

	
��� ����	�����

.� ��������	� �������� 	 �� ���
�� �	����� $��/� ��+0�� �������

���	�

1 ���
�� �������� �������	� $���%� �*�' ������������� 	�������

(������� 2���#		 f(x) ���	�	 �����	� �������	� x = x' ������	�+

�	� �� ����
	���	 $��� �	�� ��3��

4������	� ���*��� �	���#		' 	����*����� �� �	�� ��3' � ������

�*��		 �����
�� �������	 2���#		 f(x)�

5� 1��	�	 �����	� �������	� x 2���#	� f(x) �������' ����� ���� �

6+7 �� 6−7 ��	 ��������		 x $�	�� ��3' �����+ 5�� .� ���
���' 
�
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y

x

f(x)

x

a)

y

x

f(x)

x

b)

y

x

f(x)

x

c)

y

x

f(x)

x

c)

���� ���� ��	�
��	 ����������� ������ ���
� � ����������� �� ��������� ��
���

f(x)

��� x < x �������� dx/dt = f(x) > 0	 �
������
��� x(t) ��
����

����� � ��������� � x� ��� ���� �� ���� ����
������ � x ��������

����� x �����������	 ���� f(x) ����
������� � 0� ��� x > x	 ������

��	 dx/dt < 0	 �
������
��� x(t) ����������� � ���� ��������� �

x� ������ �
�����	 ��� ��� ����������� �
������ ����
���� ����� x0

� x	 x(t) ����� �������������� ����
������� � x ��� ���������� t	

���� ��������� �������� � �������������� ���������  ������	 ���

�����
��� f(x) ��!���  ����������� x	  ���� �
���� f
′
(x) < 0�

"� #�
��� ��������� �������� x $���%�� f(x) ���������	 ����� ����

� &−' �� &+' ��� ���������� x (���� )�*	 ����
� "+� ��� 
����	 ���

�,���� �
����� � x ����
���� �������� x0	 ���������-�� ����� x(t)

����� ���
����� �� ����� ������ # ���� �
���� f
′
(x) > 0 � ���������

�������� x �����������

.� f(x) �� ������ ����� �
��� ��������� �������� (���� )�*	 ����
�

.�/+� 0��������-�� ����� x(t) � ����� ������! ����� ����
�������

� x	 � � ���,�� ������! � ���
������ 1�������� �������� �
����

�� ���������!� �� 2������	 �� �����%�� �����
��� ��
������� ��

34



����������� 	��
�� ���� �������� 
�� � ���� 	���������� 	��
��

f
′
(x) = 0�

����	����� �������
�	��� ����� ����������� �	���
���	�� 	�	������

�������	��� ����������� �� ��  ������� � �������� ��� �		������!

��� 	�	��� ���������� " �����# ����� ������ ��� �����$� ���� �	���
���!

	�� ��
�� ����� �	����$���	� ������� ���	
�
 ���������� ��� �	#�����

	�	����

%�	�� x ≡ x & 	����������� 	�	������ ��������� '(�()*� +���� ��		���!

������ ��������� ������� ��������� � ����	���	�� ��
�� �����,x = x+ξ�

��� ξ & ��	����
�� ����� %��	����� ��� �������� ��� x � �	#����� ����!

�����,
d(x+ ξ)

dt
= f(x+ ξ).

�������� 
��
d(x+ ξ)

dt
=

dξ

dt
.

%����- 
�	�� ��$����� � ��� .������ � ����	���	�� x,

dξ

dt
= f(x) + f ′(x) · ξ + 1

2
· f ′′(x) · ξ2 + ....

/
��� 
�� f(x) = 0 � f ′(x) �= 0� �	����� ������ ������� 
��� �� ξ �

������ 
�	�� ��������� � ����
��,

dξ

dt
= f ′(x) · ξ. '(�(0*

%���
��� ���	����� ���	
�
 ���������� '(�(0* ��� �	#������ ����!

����� '(�()*�

"����� �1�$��
����, a = f ′(x)� 2������ ��������� '(�(0* ����� ���,

ξ(t) = ξ0 · eaṫ� ��� ξ(0) = ξ0 '��	� (�0*�

3	�� a = f ′(x) < 0� �� ������ ���1������� ξ(t) ��� ���������� ��

��
�� ����� 1���� 	� �������� $���#��� 'ξ(t) −→ 0*� " 	������	���� 	 ���!

�����  ������� �1 �	���
���	�� �� ������� ���1������-� 	�����������

	�	������ x ������	� ������
������� ���
���	���

45



ξ(t)

0 t

a >
0

a < 0

ξ0

���� ���� ��	
�� ������ ��	������ ������� ������������ ��� a > 0 ������� ����	

�
�� �����
����� ��������� ��� a < 0 � ���������

���� a = f ′(x) > 0� �� � �	
���
��
 	�

�� ξ(t) ���
� ������ �	
�����

	������ � �� �
��

 ������	� �����������
 ��������
 x � ��������	
���

� �����
 a = f ′(x) = 0 �������
���� ������� ���	�
��
 �
�	��� ����

��� 
��� �!�!"� 	#�� ��
���� � ��� ��	
�� �� 	����� �� �������	����

������������� ��������� �
��$���� ��������	��� ��
�# ���

 	#������

������� ��%�� 
��� &������ 	 ��� '
������

(���� 	 �
������#$ ������$ �������	���� ������������� ���������

���	�
��� �!�!)� ���
�
��
��� %���� ����%	����� ���	�� ����� 	 ������

������� ����
�

������ ������ 	�
���	� ��

� 	�
����� *��	
�
 ���
��	
��

�#� �����% ���	�
��� �!�"�+ ����
 ����������#
 �
,
��� � ���
�
��

�$ �������	�����

'���� ����� ���	�
�	���� ���	�
��-+

f(x) = −n− n∞
τ

= 0,

��
��	��
����� n = n∞ � �����������
 �
,
��
 ���	�
��� �!�"��

*�� .��� f ′(n∞) < 0 � ��� ��� ����� ����� � ���������
��� �������	��

'��� ����%�� 	 ���	�
��� ������� ����#��� ����#$ ������	 �!�"�

��� ����
��� &������ 	 ���	�� ����� �
-� 	� �#� ��������
����

�#��� ����
�� n∞ ���
�
��
� �����������
 %���
��
 ���� ����#�#$

/!



�������� � ����	�
� ��	
���� ������� n(t) �	� ����
 n0� � ��	�
�	 τ

� ��������� �	
�� �	������ ����	�� ��	���� ��� ����	� ����������

��������	�� �������� �	��� �����

�� ���
 �	����
 �	�
	 
� �	�������	�	������ ���� � �� ��� 	!"

��� �	������ ��
 ���� ��� ����� ����� ���#
�$���� �	����� ���"

������% �����# �� ��������

&�	���
 ���
��� �� ���� ��$��� ���������' 
���%� �������
� 

�����	��
 ������
��
 &() ���*�� + ����� ������% ,������ f(x) � �	�"

��% ����� �	������ ���*� 
���� ���' ������� ���'�� 
�������� �#
�"

��� �	
���% x� -�������'��� �� �	��������� ��  �������� �	�"

���� � 	�
�� ���� �	���� �	�����% ������� ���' � 
����. (��

�������� ��� ���$���� ������� ����
 ��� ���
� ���� �	 ����' �

����
�
 ���'!% 	�#
	����� ��� / ��	���� � ��!�� ���� ������' �	
�

� ����
 ��� � �	���� ����' �	�������

���� �����	 
����������� ���������� ����	

��������������	� ���������

+�	��� �#��$�
 ������� �	�
� ����������� ����������� ����


&() �� �	�
	 ������
��% ����
� ��� &()� ����	�� � ��	
��'��%

,�	
 #���������� �����0�
 ��	�#�
1

dx

dt
= P (x, y)

dy

dt
= Q(x, y)

����2�

3�	�� ������	�
��� ��� �� ������� ��0��������� � ������������

	!��� �����'��% #����� �#����� 4�!�� ��� ����
� ����2� � �����'��"


� �������
�

x(0) = x0, y(0) = y0

�������� � �����	�% ������� ,�#����� �	���	������ �������
� #��"

���% (x, y) ∈ G� ���	�
	� P (x, y)� Q(x, y) � ������ ,������ � G� +�


���� ����������� #����� � ������ ,�#����� �	���	������ G 
�

/�



����� ������	�
��	� �� ������
	������� �������	 �����
��	��� �����

���	
� 0 ≤ x <∞� 0 ≤ y <∞�

���������� x(t)� y(t) 
������	�� �� ������
 � ���	��	�	�

 � �����

��� �� �� !��	���
� �
�	��� � �����	 ������
 t ����� ���	��
	� �

���	��	�	�
� 	�"�� M � �����
��	��
 (x(t), y(t))� #�$�� ���
�����������


������
� ���
% �����
��	 � �
�� �
�	��� �� � ����	 ��������	� 	���

��	��
� ��
���
� 
��������&�� 	�"�
 M(t) � '������ ����	����	�� (

'������ 	����	��
�� !���������	� '�����% 	����	��
� ��
 ����
"��%

��"�����% ���"��
�% ���������% ���	 ��$������ )���	��	) �
�	���� ���

�	����
� '�����$� ���	��	� ��������	 �����	� ������ � %����	��� 
����

���
� ���������% x� y ��� �	�����
� ����
	
"���
% ��*��
� 
�%�����

�
�	��� �������
� �� � �"	� ��"	
 ���$�� ���������� �����	���

+�� ���	��
	� '������ 	����	��
�� ������������ �
�	���� �� �,

������ �� -������
��� ���"��� � '
�
"���
� 
 $����	�
"���
� �����

��� �
�	��� �� �� . �
�� �
�	��� �� ����� ��"
��
	� ���	�� �$������

��� ������	
 ��
���
� 	�"�
 M = (x, y) �� '������ �������	
�

�v = {vx, vy} = {ẋ, ẏ} = {P (x, y), Q(x, y)} . ��/�

#��
� �������� �
�	��� ��/� �����	 �� '������ �������	
 ���������

��	� �
��
�	���� ��
���
� 
��������&�� 	�"�
�

0�"
��� � ��"������ �����	 ������
 t = 0 � ����	���� ���������

	�"�
 M0 = (x0, y0)� ������ ��
$���� � ���	��	�	�

 � 1	
� ����� �������

���
�� ����	����
	� '������ 	����	��
� �
�	����

������&��
� 	�"�
M0 �� �����Δt ����� ��
��
����� ��"
��
	� ���

���
������
� ������	
 �� ����� �s = �v|M0
·Δt� #�$�� �� ����� Δt 	�"�� M0

�������	
	�� � 	�"�� M1 = M0 + �v|M0
· Δt� ��������� �����$
"��� ���

������ �� ����"
� ���
	� {M0, M1, M2, ...}� �����	�����&�� �
����	���

��
��
���
� � 
������ '������ 	����	��

 M(t) ���� �
�� � �� .�����

���������	�� '������ 	����	��

 �����	�� 	�� "	� � �
�� �
�	��� ��

����� �����	� ���������
� ��
���
� 
��������&�� 	�"�
 ����� 1	��
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����������� 	���
��	�
���� ��	�� 
������ t�

y

0 x

y(x
)vy

vx

M0

M1

M2

���� ���� ���	
����� ������� ��
	
�	�

������ ����� ��	������� ����������� ����
�� ���������� ��������

	�� �
����	� 
�������� ������ ����	� ������ ������ � !" ��� ����������

��#� ��$���� 	�	���� %&�&'()

xn+1 = xn + P (xn, yn) ·Δt,

yn+1 = yn +Q(xn, yn) ·Δt.
%&�&*(

+������
�� �	��� ��� ����,$�� $�# �
������ �� 
������Δt �� �����


	� ������ ���������, �	����� ����
�� ����������� -���
��	�
����

������� ������ � !" #���������� 	.�����	�, �����#� ������ � ��$����

�����,��� ������ 	�	���� %&�&'( 	 #�����,��� ��#��$��	�,�O(Δt)�

������ �� ��� ���	����� ����
�� ���������� ����� ��	�����,

��	���,�� ������

/������� 
����� ���
����� 	�	���� %&�&'( �� ���
��)

dy

dx
=

Q(x, y)

P (x, y)
%&� 0(

/�$���� ���
����� %&� 0( ���� 	����	�
� ����#���,��. ���
�. y =

y(x)� ������� ����	��
���� 	���� ����
�� ���������� 	�	���� %&�&'( ��

����
�� ���	��	�� (x, y) %��	� &�'(�

1������� ��� ���������
���� 	�	���� � ���
����� ����	���� ���

P (x, y) �= 0� 2 �����.� #�� P (x, y) = 0 %���� 
 �����. 	���
��	�
����
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������ �� 	�
���� �������� 	������ � ������ ���� ��������� ������

�� ����������� � ����� ��� ����!��� ������ �"��������� � ����#

�������� ��!���� $���� ���������� %���� ����
��� �� ������ ��� � $���

����� ����� ����&� �� $����������� ��������' ������� ( �� )� ������ ��#

��������� �
��)����� ��!� ������ �� �� ��
 ����� ��)�� �����#

�� ������ ������ � �����*� ��� P (x, y) = 0� +� ����� ���� ������'

�����' ����������� ���� �v = {P (x, y), Q(x, y)} = {0, vy �= 0} , ���������

�������� ��� � ���������'"�� 	�
���� ���������� ��� )� ��)�� ��� 

�������� � �����* ������ P (x, y) = 0�

������ ����� 	
���	

-�� ��������� 	�
����� �������� ������ ��� 
���� � ������� ����

	
�� .�/0�

���	
�� , $�� ����� �� 	�
���� �������� ������� ��������� ��#

������ ��� ������ ��������� ������ ���� 	�
���� ���������� ����� �

��� ��������� ���������� ������ ���� � ��)��� ����� $��� ����� �����#

��'"�� �� 	�
���� ���������� ���'� ���� � �� )� ����������� �������

������� ��� ���������'"�� �������� ��� ������ ���'� ����������

���� ������� ������ ����

( ����������  ���������� ������� ������� ��������� �
������� 
����

��������� 
������� ������� ���� ������� α ������ ��� � �������� ���

������� ������� ���)�� ��� ���������� �� ��* �����* ������ �
����#

���

1������ ��������� 
������� C � ����� 
���� ���������2

dy

dx
= tan(α) = C. ������

3� ����������'� 
������� ��)�� �������� 
������� ��−∞ �� +∞�

3�������� ����� dy/dx � ������ �������� C� ������� ��������� �
�#

�����2
Q(x, y)

P (x, y)
= C. ������
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����������	
 ������� ���	��	�	������ ��������� ������ ��� ������

��� ��������� C� ��������	 ��� ���������� ����	�
��� � ��	� ��
�

��! �����! ���
 ��"��� �� #	�� ����� $�������� ��	����	 �%


	�����  �� �������!���� �������	�� ������	��P (x, y) = 0 � Q(x, y) = 0�

	�� �	� ���������� ����	�
��� �	�����	�� ������������!�

&	� 	���� ����	�� ������ ������ ��������� ����'�� ( ��� ��������

!���� �)�����	�� � ��
 ����������� ẋ � ẏ� ������	�
��� ���)�� 	����

��������� ����'� ����	�� 	����� ����� �� �	�*�������! ���	�����! ���

�	�!� ����+��

,���!�	��!  ����� �������-

dy

dx
= 0, Q(x, y) = 0− �������  ������	�
��� ����	�
���,

dy

dx
=∞, P (x, y) = 0− ������� ���	���
��� ����	�
���.

����.�

/�������� �	� 	���� ����� ���	�!� ����+� ����	�� 	����!� ���������

���  ����� ������� 	��� �����	�����	 �	�*�������� ���	�!� ��!� ����

��0�-

P (x, y) = 0

Q(x, y) = 0.
����1�

y

0 x

P (x, y) = 0
Q(x, y) = 0

���� ���� ��	���
���� ������ ������ �� ������� ��������

$�� �� �� ���	������ 2����� � ���	��	� ���	�!� )����	 ���	�	����

���)����	
 	�
�� ��  ����� ������� � ���	� �� 	���� ������������ �	�

�������	 ���������	
 �����	�� ��������� 2������ 	����	���� � �����	�

.3



����� ����� 	���
�

������ ������	
��� ���	��
	�� ����	������ �	��	���

��������� �����

�� � � ����� ���
����� �������
� ��������� ������ 	�������


������� � ����������� ����� 	���
 (x� y)�

x = x+ ξ

y = y + η.
������

�������� ��� ��� ���
 � ����!� � �"�� �� 	���� ���� �������#

� �
� $�#���� %����� ��� P (x, y) = 0 � Q(x, y) = 0� �� ��&����� � �"'

�� ���� ������#��� ������ 	������ ������� 	������ 	��&�� ���
 ��


������� ����!��
dξ

dt
= P ′x(x, y)ξ + P ′y(x, y)η,

dη

dt
= Q′x(x, y)ξ +Q′y(x, y)η.

����(�

)����� ����(� 
��
���
 �������# ����#��� ��**����+��,��� ���'

����# � 	����
����� ���**�+������� ������- � ��������# *���� �� ��

"	���, � �����
dX

dt
= A ·X, ����!�

���X = (ξ, η)� . ������ ���/���# �� ����� 	���
 ��������A . 	����
��


����+ ������� 	������ 	��&�� ���
�

A =

⎛
⎝a b

c d

⎞
⎠ =

⎛
⎝P ′x(x, y) P ′y(x, y)

Q′x(x, y) Q′y(x, y)

⎞
⎠

��� � ����������# *�����

dξ

dt
= aξ + bη

dη

dt
= cξ + dη.

����0�

1�
 &��,2��� ���� ������#��� ������ . ������ ���	
� . ������
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��������� 	�
��� �� �����
�� ��� ����� ��������� ������
��� ���
��

��� ���������� � 
��� ��������� � �	���
���
� �
����������� ���
�����

����� ������
�� �������� �� �������� � ���������� ���
��� �������

������������

 ���
��
�
��� � 
������! "������� #$%& �� ��
�!�����
� �� �������

����������� ������
 ��������
� ����
������ ��������λ1,2 ��
���� ����

���� �����������A� '��� ��!�
��
������ ���
� ����
����� �������! �
�

����
����� (Re(λ1,2))%*� 
� 
��	� ��	�� + �����
�
����	� ��
�!����� ����

�
� �� ���� �� �� ������
����� (Re(λi),%*� 
� 
��	� ��	�� + ����
�!�

������

 ����� ������ ��� ����������� 
��� ��
�!�����
� 
��	� ��	�� �����

�
�
���� ���
� 
���	� ����!��� ����������� � 
�����
�� �������
� ���

�����
������ ������������ � ���
�� ����� �
��-� �������� � ��������

��� �����! ���
� ���
��� � ��� .�!�����

/���� 
������ "������� �
�����
�� ����
���� ���� �������
�� 	�	��

��������� 
��� 
���	 ��	�� ����
 ����!��� ���������� ���
��� 012 ���

�� ($�34* � 	�	� ���
��
�
������ �������
 ������! ���
��
 
�	�! ���
���

� ���������
� �
 
��� 
��	� ��	�� #$5&�

������ ����	
� �����
 ������
 ������
� ���

 �������� ����� ���
�
�� �
� ����!��� ���
��� ($�34* ����
 ��������

������ ��
���� A� 
��� det(A) = a · d − b · c �= 0�  6
�� ������ ���
���

($�34* ����
 �����
������ 
��	� ��	�� (0, 0)�

0���� ��-���� ���
��� ����!�� 012 ���������
� n ���������
��

� ���� ����!��! 	��������� n ����!������������� ��������
�����

��-���!� 	�
���� �� �������� �� �	������ ����!��� ���������� �����

��!
� � ���� 	�����	���! 6	�������������! ���	��! ����7

Φ(t) = h · exp(λt), ($�35*

��� λ = μ + iν �= 0 + 	�����	���� 	���
��
�� � h = (h1, h2)
� �= 0 + 	���

���	���! ��	
���
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� ������������ � ��	
��� ���	�

exp(λt) = exp(μt)(cos νt+ i sin νt).

�	�
� ����� ��� � ��� �����	�� �������� ��� ��
������� �������

exp(λt) ��	�������� �
���� �	���	��� �����	��������� �	� ��
��� ��	�


��� ���	�� 

(exp(λt))
′
= λ · exp(λt).

!�������� ������" �#$%&� � �	������� �#$%'�� ����(�
 

λh exp(λt) = Ah exp(λt),

������ �������� (�� ��	� λ � h ������ ���������	��� �����"��
� ����)�

	��(����
� �	������" 

Ah = λh,

�$�$ ��� ������ )��� ��)�������
 (����
 � ��)�������
 �����	�
 
���

	��� * �������������� � ���������	��� �	������" 

(A− λE)h = 0.

+��)� ,�� �	������� �
��� ��������� 	�-����� λ ������ )��� ��	��


.�	����	����(������ �	������� 

det(A− λE) = 0. �#$/0�

1�����������
 ��)�������
 (����
 λ �����������"� �������������

��)�������� �����	� h � �����
��������� 	�-���� Φ(t) ���� �#$%&��

��
�����������	������
 λ 2 ��
�����������	������� h � Φ(t)$ �����

��	� ��
�����������	������. �����
��������. 	�-��� �������������

��	� ������������. ���������3�����
�. 	�-��� 2 ������������� �


��
�� (���� �����������"��. ��
�������. ������ Φ(t) �Re(Φ(t)) �

Im(Φ(t))�$ 4�3��(��
 ����	����
� ��)�������
 (����
 �����������"�

���������3�����
�� ��)�������� �����	� � �����
��������� 	�-����

/&



��������� �	
� ������ ����������� ������ ������������� �������

����

Φ(t) = hk · tk exp(λt), k = 0, ..., r − 1,

��� r � �������� ������������ ����� λ�

����� ������ ��! �������� ������� �	
 � "����!���� ������� A 

����#�� $ ������ �������� n ����������% ����� ��"��������! ����

n �������&����������% ��������������% �'���� ����#�% � ��������

���(����! )��"������ � "��������� �����% "���������� �����������&

��� ����� ����������% ����� Re(λi)� ��#�� �'���� *� ������ �����

������� �'����+ "�������!�� ����� �������� ���������� )��% �����&

���������% �'�����

������ ���������! !��� ��� ���� ��� "��������� )��"����� � �����&

������� *Re(λi) < 0 ��! ���% i+ �'���� �������! � ���� � ����� ��&

���� � ����� "���! ������� (0, 0) � ����"��������� ���������!� ,��� (�

%��! �� ���� "��������� � "���(�������� *Re(λi) > 0 ��! ������&����

i+ �� �'���� �� ������� �%���� � ������������� � ����� "���! �������

(0, 0) � �����������!�

- ������ ������������� ��'� ������� "����� "����(���! *.�/0+

�����1∣∣∣∣∣∣
(a− λ) b

c (d− λ)

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = λ2 − σλ+Δ = 0, *.�2.+

��� σ = Sp(A) � ���� ������ A Δ = det(A) � �"����������

��������� %��������������� �������� *.�2.+ ����� ��� �'���!1

λ1,2 =
1

2

(
σ ±

√
σ2 − 4Δ

)
, *.�2/+

�� ��"� �����% ������� ��� �������� "����� � ������������ ����� "�&

��!�

3�������� �������� �����(������ �������1

.� ���������	� 
��� λ1,2 � �������	�� ������������	� � ����
�	��
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���� ���� ��	
���� ��� ����� ����� � ��	��� ��������� � 	�����
���� �� ����

������� 	������� 
�����

���� �����	 
���� ����� ����� � ������� ������ ����������� �����

������� 

Δ �= 0, σ2 − 4Δ > 0,


�
 � !��
��������	 ����� 

0 �= Δ <
σ2

4
.

"#$�� ��%��
� 
���� �
� 

X = C1 exp(λ1t) · h1 + C2 exp(λ2t) · h2,

��� h1,2 & ��	���
���'��� ��#�������� ������� C1,2 ∈ R & ���#�����

����������

(
��� ��� ������ X(t) ����� ����� � ��)���	 ��������
� ��*�� #��'

+�



��������	�
 � ���� ���	��
�� � ������

�� ������� h1,2 � �����

X(t) = ζ1(t) · h1 + ζ2(t) · h2,

��� ζ1(t) = C1 exp(λ1t) � ζ1(t) = C2 exp(λ2t)�

����������� �� h1,2 � �����
�� ��
���	�
�� ������� ��� ����

��� ��
 ������� ��� ���� 	�
��
� ���������
�� �����


��� ���	�� h1,2 � 	�
��
�
���������� ������ �� �
����� 
��	�

	�
���
���

!��� ζ1 � ζ2 � � �� ����
��� ���� X � "�� ������
����� � ����

#����� ��������� ��� "�� �������� ��������������� ��� � �	�

��������� ���� ���� ����� t�

��� C1,2 = 0 ����� ��� ��� ������� (0, 0)� ��� C1 = 0 �����

ζ1 = 0� � #����� ��������� 	���� 
� �� h2� ��� C1 �= 0 
��� �


�������� ��

ζ2 = C · ζλ2/λ1

1 ,

� ��� ���������� ζ2 = φ(ζ1)� ���� ��� �������� $��� ����� X(t)�

�����	����� �
����� λ1,2�

%�%� &�	� 0 < Δ < σ2

4 � � λ1,2 � ���	��
�� � ������ ������

!��� ζ2 = φ(ζ1) � �����

�� # 
�'��� ���� ��� � ��	
�

 �������� �	� λ1,2 < 0 �	� 
� �������� �	� λ1,2 > 0 (��� ����

%�)*�

%�+� &�	� Δ < 0� � λ1,2 � ���	��
�� � ����� �������

ζ2 = φ(ζ1) � ������	������� # 
�'��� ���� ��� � �	�
�� 
�


� �������� (��� ���� %�)*�

, "�� �	 ��� ���� �	�� �
� #����� ���������� ��	� ��

��� �������$��� ���� ��������� � ���� ��� � "� ��

������

� ������ hi� �������� $��� ���'���	�
� ���

����

� ���	 λi (��� ���� %�)*� ��� �� 
��������� �	��������

-+



��� ������ ��� �����	
�� ������ �	������� �� �� ��	����� 

������� ���������� ������
��
  ��������	����� �����	����


�� ����
  ������������� � ����	���
�� ��� ���� � ��� ������

������� �������������� ��	�����	����� λi�

 ��
���� ��� ��	� h1,2 �� 
	
���
 ���������	����� ��������� ��

�	������ 	���!���� ������������
 ������������ ���� ������� �

����
����
 ���!� �� ����� � ��� ����� ����
 ���������� �� �����

�
��
�

"� #�	� Δ > σ2

4 � �� ����	
����� ���� λ1,2 = μ ± iν � �����������

������������ $ ���� �	����� ��� ��	� �������� �%�� ���������

��	���� ��%���
 ������� �������	
�� ����	����������
������

����&�� Φ(t) � Φ̄(t)� ���

Φ(t) = h · exp(λt), '(�))*

��� λ = μ+iν� h + ������������! ����	�����! ���������! ������

,�� ����� ���� ����	�����
 ���������� z = exp(λt)  �������� ����

�������	���� ��%���! �� �������� � ��!�����	���! ����������!-

.���	���
 �����	� /!	��� ����%��0

z = exp(λt) = exp((μ+ iν)t) = eμteiνt = eμt(cos νt± i sin νt).

1���	������ ���	� z ����� ���������� �� �	�������  ��� ����� �

������������

z =
{
eμtcosνt, eμtsinνt

}
,

�	�  ��� ������������� z = ρ ·eiϕ� ��� �	��� ������ ρ = eμt� � ���	

������� ϕ = νt�

 ��
���� ��� � ������ t ����� ���
���
 � �	��� ������ ρ� � ���	

������� ϕ� 2	������	���� ����� z ����� �������
 �� �����	��

 �� ����� ��	� μ < 0� �� � ������ t ������ ρ = eμt ����� ���������
 �

3)



����� ���� 	
���� ����� ���������	� � ���� �������� ����� �����


���� 	�	������ �	�� μ > 0� �� ρ ����� �	���  	
���� �	������

���	� �� ������ ������� 
�� μ = 0 ����	 ρ ������	� �� ������

	����������� z ����� �����	� 
� ���� ��	��� !�� "��� �������

ν �
�������� �	���� ������� z 
� 	
���� ����� ��	����

#��� ���� ���
���	��$ "�	
������ � 
�	������� ���
���	��� ����

��� � ���
���	��� ���	���� �� ������� ���	������%� 
��������

�����& � 
��	��	��� 
�"���� '����� ��������� � 	���� ���
���	�

��& �����$ ( "�� ���%����� 	
����� ������ �	������� 
� �	�� �


��������� � 	������	���� 	 ����$��� 
������������ ���������

��� "���
	� ( ���	�� ���� ��	�� � 	���� μ = 0 �	�� ��	� )�*��

+� �� 
������ ��� �	� ��$	���������� ��,���� 	�	���� 	

���
���	���	�
�� ������ λ1,2 �� �� �
�	�� � ���� 	�������$ ���

��$��$ ��������� '�����������& '�����$-

X(t) = C · Φ(t) + C̄ · Φ̄(t),

%�� C ( ���
���	�� ���	���� Φ(t) �
��������	� '������$ �)�..�� C̄

� Φ̄(t) ( ���
���	���	�
�� ����� � C � Φ(t)�

!���	���� 	��	������$ ������ h � z = C · exp(λt) � ����-

h =
1

2
(h1 − ih2), z = ζ1(t) + iζ2(t).

/�%�

X(t) =
1

2
(ζ1(t) + iζ2(t))(h1 − ih2) = ζ1(t)h1 + ζ2(t)h2.

0� � � �		��������� ���� 	���� ��$	���������& 	��	������& ���

	��� �� 
������� ���� ���� ��,���� 
� ����$��������	���� ����


������ 	��	������%� ������� �������� ��� 
��	����� �� �� 	���

��� ������������������ /�%� ζ1 � ζ2 ( 	��� ��������� ����� X

� "��� 
��	���	����
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�� ������ �	
 �	� �

����	� ����	�����	 �
�
� ����	��	������

� ������ ���	� �
�������
�
 ����� z = C · exp(λt)�
���	� C = C1 + iC2 = R · eiϕ0� ��� R = |C| = √

C2
1 + C2

2 , tan(ϕ0) =

C2/C1� �
���

z = C · exp(λt) = Reiϕ0 · eμteiνt = Reμtei(νt+ϕ0) = ρeiϕ,

���

ρ = Reμt, ϕ = νt+ ϕ0.

�
��	�
� �	
 	
��� z(t) 
�������	 �
 ������ ������� �
	
�� ���

�������	�� �� μ < 0� ���������	�� �� μ > 0� ��� �� μ = 0

�
�� 
��	 ���!���� �
 
��!�
�	� � �
�	
����� �����
� ρ� "��

��	��� �	
 � �����	�	� ������
�
 ��
���
����� �

����	 �� ���

� 
�� � ��
	
�
��
������ �������� ���	
�� h1,2� 
��!�
�	�

	���#
����	�� � ��������

$	��� ������� �������
� ��%� �� �� 
��� � ������&�� �����

#��
�
�
 �
	�	� ���	��� � ������ �
�������
��
��!���� �
���

'(�)*+  ���	���	�����
�
 �������� '(�)(+�

*�(� �� Δ > σ2

4 � σ < 0� ����� λ1,2 = μ± iν� ��� μ < 0�

�
��� �
�
� ���	��� , ����������	�
� ��������� ��
�� '���

(�-+� #��
��� 	���	
�� , ���������&���� � 	
��� �
�
� ����

���� 
�������&�� ��	� ��&�� �
�������X(t) �
��� 	
��� �
�

�
��

*�*� �� Δ > σ2

4 � σ > 0� ����� λ1,2 = μ± iν� ��� μ > 0�

�
��� �
�
� ���	��� , �	��������� ��
�� '��� (�-+� #��
���

	���	
�� , ���������&���� 
	 	
��� �
�
� ������� 	��� �
�

������� X(t) � �
���	��&�� �����	��
��

*�)� �� σ = 0 � Δ > 0 ����� λ1,2 = ±iν � ���	
 ������ �
���

�
��� �
�
� ���	��� , �	��� '��� (�-+� #��
��� 	���	
�� ,

������� � .��	
� � 	
��� �
�
�� 
�������&�� �	������	�
�	

/0



��������	 ��������� X(t)� ��	
� ��
�� ������� �����	���� �� ��

���������	��
� �����	���� ���
���
� ����
����� �� �������

�� ������������ 
 ��	
� ��
���

�� ������ �� ��������������� ������������ 	������� ��������� ���

������ ������� 
����� ����
�������	��
��� �������� !������

������� ����!��"�� 
���� ��� !������������ 
����� �!�� �� 
��

����� #��� ���$ ���� ����� � ����������"�� �� %����� ��������

#��� ��
�� &'()$�

*��
� �� ��
������ 	�� ��� �����	����� ��	
� ��
�� �������� ������

�� �+, � ����������� 
�-%%�.������� #'�/0$�  	��������� ������� ����

��� ����������� #'�/1$ !�� ���������� ������� �������� #'�'0$� �����

!������� ���
��� !������������ 	����� ���������� 	���� �����.� ���

������ +����� �� ��
������ 	��  ���
�� ��
�� ������� ������� �������


������������ ���.���� 2 ���� �������"�� 
��������� ���� 
�������� �

��������"�� �������!��� ���� �����!�	��
�� 
��������3 4���� �� �����

"��� �������� 	�� 
�������� ��������� �������  ���
�� �
�������

��!�����

5����"���� 
 ����!��� ��!�	� ������� ���������� ������� �+,

#'�'0$� �� �!��� 	��  ������!����� ���	��� �� ���!����  �����

�
��������� ��	
� ��
�� 
�	������� ����
� 
 ���!���� �����������

"�� ������� ������ ������������ 5 �� �� ����� ������������ �����

	����� �������� �������� ������� !������������� ����6�� ����������

��� �.������ ���!����� ��������� ���!������ .�
�� 2 �����	��� ���

���!�	��
�� 
��������� �� �����"�� �� ��	������ ������ �������� �

��
�� �����	��
�� ������ ���!�����

7����� 
�	��������� ������� ������ �+,� ����������  -��� �����

�� ��!�� �����������  �����!��"�� ���!���� ��� �����!���� ���!��

��� �������������� ��!���� �������	��
�� �������
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�� ������	
� ����� ��	����� �����		���

��������

���� 	���������� ���� ! �!�"�!#! ���$ %&!'

� �������� 	
���
� ��	�������� �����
��� �
������� ��� ������


����� ����������� 	
����� 
�����
�� 	
���� 	
���
� �����
�

����� ���������� 		������� ��
�� ����� ����� ��	������� � ����

������ �������� ���������������� ����  ��! 
����� " � #$!

���$ %&!% % �
�		� ����� �	����� � ���������� ��������� ���

	
��������� ��������� ��������� � �
���� �
�		!

������ �����	�
	 �����	��
������� ����

&��� �� ������� '�
� ��������� ������ 		�������� �������

�� �������� ������������ ����� (������� )**+� 	
��������� ����������

���������� � ,������� -���� .��
�� (������� � 
���� /&	��

 ����� ��
����������0 � 1234 ���! � ,�� ����� ���������� 		��

����� N 	��������� � ���� �����
������ 	
�
�����5

Nt+1 = q ·Nt,  6!1$

q > 0, q �= 1.

(�� ��
����� ������� �������� N(t) ��
�� �������� �������� N0!

Nt = qt ·N0.

7
� q > 1 ���������� ��������� N(t) 
����� ���
�������! � 	
���

	������� �� 	���������� 
���
�� 	
�
������ � �
�8��������� 	
�

�
������ � ��������� % � �����
������� ����� (������� 	
�����������

�����	����� ��������� ���� � �� 	�������� ��� ��������� 	�����

����� � ���� ���� ������� 
��
��� � �!�!

7
� 0 < q < 1 ���������� ���������N(t) ��
������ � ����� �!�! �����

"2



��������	
��� ����� �������� �� ������������� 
������
����
��

�������� ������ ������ ������� ����	 ������ ������	� �������	


 ������
�� �� �� �������	� ������	� ����������� 
����� ��� �����

������� ����
��� ���� �� ��	�� ��������� ��������

!����� ������� ��� t " ������	
��� ����������  ����##�������$

�� #����%

x = qt · x0.

&����'

x
′
= (qt · x0)′ = x0 · qt · ln(q) = x · ln(q).

(������� r = ln(q)  ������ �����%��� ���)��� ���������� (*+

��� ��������� �������� x 
 ������	
��� �������
���'

dx

dt
= r · x. �,�, 

-������ ��� r > 0 �� q > 1� ���� 
 ������ ���������%���� 
������$


����
� �������� .�����
� r < 0 �� 0 < q < 1� ����� ��	�� ��������

����������� ��� ���	��%�

/	 ��� ���������� ���
���� 
�� �,�,  ������ ��� ��� �������

����� 0�������������� #�����'

x = x0 · ert. �,�1 

2��#� #���� �,�1 �� ����������	� �����������  �����$

�����	� �
	����� �������� ��������	 ������� ����� r �������
���

�� ������ ,�3�

+��
���� �,�, ����� ������� ����� ���������

4���� �� 
���� Δt ��������� ��������� ��
�� Δx = B − D� ��� B

������ " ���� ���
����  D ������ " ���� ������ �����) �� 
����

Δt�

/���� ��������� ������	� �����	 ���������� ��� ��
����� 
�$

��� B  D �� ������) ��������� x  ���������� 
����� Δt�
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���� ���� ��	���
��� ����������� ��������� �� 	��
��� 	 
����� �������

����� ���	
�� ���� � �������

B(Δt, x) = B(x) ·Δt = b · x ·Δt, b > 0, �����

� �������� D(Δt, x) = d · x ·Δt, d > 0.

���	
���� �
� ����	���	
� � ������� �� Δx! �������� �"� ��	
� ��#

��	
�� � Δt �! ����$�� � ������� ���Δt→ 0! ������� ������� ������

dx

dt
= b · x− d · x = (b− d) · x = r · x, ���%�

��� r = b− d�

&�	���'���(�� ���� ��	
� ����� '�� ��� r > 0 �����������
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f(x) = r · x(1− x

K
) = 0
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��� ������� ����� �� ���
��

x1 = 0, x2 = K
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 �������

����� ����� �����������"� ����� ��������
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0
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 ������ $���� ���	
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$ ������ 	�	 ����	���
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������� �� ���������� �c = const�� � � ���������� ��

�������	���� ��������� ������� ��
����� ���� c = kx� ��� 
������ k

������������������ ������� 
������� �����	�

 !�� ��	"�� ����� 
������� ���� ����� #�$�

dx

dt
= rx(1− x

K
)− kx. �#�%&�

 !�� ��	"��� 
�� ���' ��"�����' ���"����' "���������� 
�
	�����

� ��"���� ������ 	�������������� ������������ ���������B ���"�� 
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����"���� 
������� y = rx(1 − x

K
) � 
���) y = kx�� ������� 	���)"���

����� #�$�� *�����) ��'�� �� �'���� 
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���� y = kx 
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K
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����������� ��������� �� ������	��� �� �������� � ����� �������	� ����

�����	� �������	� ��������	
 ) ���� ������ ��� ������������� �����

����� ����������� ���� �	�� ����� �����	�� �� *(+ � ������	��	�

�������� t� � ��������	� ��������� � ��������	� �������� {t0, t1, t2, ...}

,���� ����������� ��������� Nt � ������ ������� tn ������� �� ����

�������� � �������	� ����������!-�� ������	 ������� {tn−j} , j = 1, k


.�� ����� �� �� �	�� ������� ��� ����-� ���������� ���������/
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Nt+1 = f(Nt). ����+�
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���

����	� � ���	���� ��������� �������	�Δt = 1 &'()�  ������ �	

dN/dt ≈ ΔN

Δt
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!
� ΔN = Nt+1 −Nt�

*	����� ���
�+,�� ����	��	� ���������-

Nt+1 = Nt · (1 + r(1− Nt

K
)). "#�($%

.
���	 ��������� "#�($% �	��� � 	����� 	 ���������	!	� 
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Nt+1 = Nt · ϕ(Nt)
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K
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����� 	�� 	��������� ������� ������������� ���������� ��� ϕ(Nt) =

1 + r(1 − Nt

K
)� ��� ϕ(Nt) = exp(r(1 − Nt

K
))� �����������  ��!�������" � !������
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#�$� �� ������ %��&

Nt, t = 0, 1, . . .� ���������	
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����� �	������ ����'��' ����� (����

Nt = N ∗ + xt.
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� �� ������
� xt�

Nt+1 = N ∗ + xt+1 = f(N ∗) +
df

dN
|N∗ · xt +O(x2t )
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df

dN
|N∗ · xt. ����.!
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df

dN
|N∗ �= 0
 �	��	�

xt+1 = a · xt



�� ������� �����	���� ���	���������� ���������� �������
 ����

xt → 0 ��� t→∞, ���� 0 < |a| < 1,

� ��������������� ��������� ����������N ∗ ��� � !"# $ ���������
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xt →∞ ��� t→∞, ���� |a| > 1,

� ��������������� ��������� ����������N ∗ ��� � !"# $ �����������
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) ������ ����������� ���������� ����������� ��������� ��������(�
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• ��� 0 < a < 1 ��+���� 	�������� ����	���� � ��������� ����������


• ��� −1 < a < 0 ��������� ���������� ��������� ������N ∗

) ������ ������������� ���������� ���	���( �������(� �*������ ��,
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N = N · exp(r(1− N

K
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exp(r(1− N

K
)) = 1,

"1



���� ����� ��	
��� ���������� �������� � ����� ������� ��� 0 < r < 2 � �	��������
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= (N · exp(r(1− N

K
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′
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K
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′
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S + E
k1−→←−−
k−1

ES
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k2−→ P + E
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���������������� ������ ������������ ��� [A]�

d[A]

dt
= −k[A].

��� 〈−〉 �������� �� ��� ��� �� ����� A ���!������� � ���"���� ���#
"�� � ��� ��"�����"�� �
������

$��� ���"�� �
������� ����

A←→ B,

�� � � ���������! ��� [A] � [B] �������� ���������� ������"��������� [B]�

d[B]

dt
= +kA[A]− kB[B]. �%�%�

����� kA kB 	 �������� �������& �����& � �
�����& ���"�&�
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d[A]

dt
= −kA[A] + kB[B].
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d([A] + [B])

dt
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[A] + [B] ≡ const = [A]0 + [B]0,
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 k 
���� �	"�������� c−1� 	

� ��	����

 '(�)* ��� �
������������ ��	��

 �� 
���� �	"��������

'M−1c−1*� !	�
� ���	"��� �����	��	 �������
 ��	��

 �� "	�
�
� �
 ��

����	���$� ��2��	 �
������ �
 �� ��������	�
����� �����
� �������#

�
� ��	��

 
 �������� 
��
�
��	����� �	�	����
��
��� ��	��

� &���
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����������	 
��
�����������	� ������	 �	 ����������������� �����	�

����� ������	��� � 	���� 	��
���	��� ����� ����	������

 �� ������! �"��	���� � ����	��	� ������	� 
�!��� � �"��	��� �����

��� # k+ � k−� ���	��	�	������ 	� ����� ������� 
���"��	��	 ���$

A+B
k+−→←−
k−

C

%��	��	�	��&'�� �	�� ����� ��������� ����	 ���$

d[C]

dt
= k+[A][B]− k−[C]. �(�)�

*��������� ��������! ��
�����&	�! �!A � B� 	���� � 
��	���
��

������ �������� ��
������

d[A]

dt
= −k+[A][B] + k−[C].

+�������� �(�)� 
����!�	 
����	� ���	��,���� �! �	���������� ����

���	����� ��'��	�� -������!� 
����& ���	� � ��& �
� ������� � ����

���� �(�.��� 
�����$
[A][B]

[C]
=

k−
k+

= Kd. �(�/0�

1���� Kd # �	� ����	��	� ������������ �����! �	��,���& ����	��	 ������

�	�� ����������� � �"��������! ���
���� �� ���	��	�	������ �	��,���&


����������! �	���������� ������	����� ������	�� � ������	����� 
���

���	�� 2	� ���	��,���� "���	 ���� ���	� ��
������	��! ���� �! ���

������! ����� ������	�� ������	���"�	��	��� �������� 3"��	��! �Kd

������� Ka = 1/Kd �������	�! ����	��	�� �����	�� ��'��	� A � B� ���

���	�����&'�� ����!	���	� �"��������! ���
����C 
�� ����������	���

�	�� ��'��	��

������ �����	
����
��
	�� ������� ������������	
�	

4������! � ������	���"�	��	��� �������� ����� ��	���� "�� 
����

�	����� ��,� ���� �(�/��� 4 ���	��	�	��� � �	�� ������ ��"�	��	 S� �����

������	��! � ������	�� � �"�����	 � ���
��� ES� ��	���� 
��	��
����	

.5



���������� 	
��
������ � 
��������� ���� ��
������� 	
����� � ������

��������� ��
���� � ����� ��
����� ����������
� 	
��
������ 
����� �

�� 
���������� � ��
�� �	
��������� �
��� ����� ����� � 	������ ��

�������������� �������

!�� �
������� ��������� �������
���� 
�������� ������ �������"s =

[S]� e = [E]� c = [ES]� p = [P ]�

# ������������ � ������� ��$���� �� ���� � 	� �������� � �
���������

%&�&'� %&�(' ��	�)�� ������� �
������$ 
������ "

ds

dt
= −k1e · s+ k−1c,

de

dt
= −k1e · s+ k−1c+ k2c,

dc

dt
= k1e · s− k−1c− k2c,

dp

dt
= k2c.

%&�**'

+������
�� ����� �� ��������� ������� ��� ������� %&�**'� ,���� �

��������$ ������ �
����� ����� ����� �� 
��	
�������� �������
���$

������"

s(0) = s0 > 0, e(0) = e0 > 0, c(0) = 0, p(0) = 0, %&�*-'

���� ��������� �������
���� ���	����� c � 	
������ p 
���� ��� �

.������� ��� 	�������� �
������� � ������� %&�**' ���������� �� 	�
���

�
�� ���� ��� 	�
������� p �� ������ � 	
��� ����� �����
�����������

�
�������� ���� p ����� ���� ��$���� 	
���� �����
�
������� ��������

�����$ � 	
���$ ����� /���� �
�������"

p(t) = k2

∫ t

0
c(τ)dτ, %&�*&'

���� �������
���� 	
������ p 	������� �	
��������� �������
����$

�����
�����
�������� ���	����� c�

!����� 	�������� ��
���� � 
������ �� 
���������� � ����� ����������

� ����� �� -�� ��������� ��������$ 0 ��������� ���������E ��� �������

12



��� � ������	��� ES
 �� � ���������� � �	����� ����	���� ����	 ����

�����	�� e+ c � ��������	�  � ���������� � ����	���� �	�	�����

������� �	��	 �	�	����� ��������	� �������	 e0

e+ c = const = e0. ���� !

"�� #� ������$��� �� ������
 ��� ���#� ������  ������ ��	�����

������ �����!
 ��	��� �	�� ������� ����	%��� ������ ��	�	��

&���������� ��'�(� ��������	 �������	 ��������� ���%��� �)�� �

)�������	����� ��	����� ������ �����!
 �	���� 	�(���	�����*

e = e0 − c.

+��)��	������
 ����)��� ���� ������ ��#�� ���� ���	�� )���� ���

'��������� ����������* ��������	��� �	���)����(� ������	�	 s 

��������	��� ������	�����������(� ��������	 c*

ds

dt
= −k1 · e · s+ k−1 · c = −k1 · (e0 − c) · s+ k−1 · c,

dc

dt
= k1 · e · s− (k−1 + k2) · c = k1 · (e0 − c) · s− (k−1 + k2) · c.

����,!

-��$�� �)��� ������� ����� � ������ ����,!�

[s], [c] = M ; [k−1], [k2] = c−1; [k1] = M−1c−1 ����.!

&����)�� �����	�����	�� ������ ����,!� - ������ ��	���� ��)��

�� ��	(	���� ����	  ���	�	 �	 s0e0k1�

&����$�� ��	����� ������ ����,! � �)�*

ds/so
k1 · eo · dt = −

k1
k1
· (eo − c)

eo
· s
so

+
k−1

k1 · so ·
c

eo
. ����/!

-����� ��	����� 	�	��(��� )��� �	 s0k1e0
 
 ����� ��(�
 ����%

�	��� )���  ����#	�� �	 e0*

//



eo
so
· dc/eo
k1 · eo · dt =

k1
k1
· (eo − c)

eo
· s
so
− k−1 + k2

k1 · so · c
eo
. ������

��	
	� ���	 �	�����	���	 �	�	�	���	 � �����	����

x =
s

s0
, y =

c

e0
, τ = k1e0t, ������

α =
k−1
k1s0

, β =
k2
k1s0

, γ = α + β,

ε =
e0
s0
.

���	���� �� � �	�����	�	��� ����	�	 �	�	�	���	 x � y ���	������

� 
������ 
������	 ����	��� [0, 1]� �	������� � ��� 	��� ��!

"	����"�� �#������� � $	��	��� � ��%
�� ����	�	�

� ���% �����	���% �&#��� �&	
#�'#� ����	�#�

dx

dτ
= −(1− y) · x+ α · y,

ε · dy
dτ

= +(1− y) · x− (α + β) · y
���()�

� ����&*���� 
�������

x(0) = 1, y(0) = 0.

+��&*�# �	��"�� ��	���'	��� $	��	��!�#�������, ���&	���

�	�������� #-	 �� �%	�� �	��"�� ���� �� � �	�	��	� ��	�	�� �	�* �#�!

����� �#
	� ��	���'	� � ��
#��� � � ���"������ ������� ��"	����!

"�� �#�������� � ���&	��� ����#� ����� �#&�� x = 0, y = 0�

+����&����#	� ���	���	��� ��� �	
#� �	�� x(τ) � y(τ)�

+��&*�# y(0) = 0� ��&��� τ = 0 dx/dτ < 0� .� �����	�� �� x(τ)

#�	�* �	���� ������� � x = 1� � � -	 ��	�� dy/dτ > 0� ������� y(τ) #�	!

&�����	���� ��� /�� �� #����	��� ���()� ��
�� �� ����&* �� �����*

���� y �#
	� � ����&*��� ��	�� ��	�	��� � ���	� �� #�	�* �	��� ��	!

��	 � #�	�* 	��	� x � ���� y� � �	����� ��	�� ��	�	�� τ ∗ �����*

dy/dτ ����	� ����� �#&�� � � /�� ���	 �#
	� ���&�
��*�� �������&*�	

0�



�������� y∗ = y(τ ∗) �����	��
 �	� y∗ = x∗/(x∗ + γ)
 �� x∗ = x(τ ∗)�� �����

�	��� �������� y(τ) ���	 �������	��� � ����� �	����	������ �������

	����� ��������� ������	� e/e0 = 1 − y ������� �� ���	
 � ��	�� �����

������	��	 � ������� e/e0 = 1
 !�������� � 	������� ������� ����	��	

�����! ���	��
 � ��� ������� ��� ������	� ���� ���	�� ��������"�

#���	������� ���� � �� x
 y � e/e0 ������$�� �� ������� %�&�

'�

y(τ)

x(τ)

���������� �������

	
�������� ����
���

������� �������

	�
����
����������

����
���
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x(τ) x(τ)
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y(τ) y(τ)

���� ���� ��	
��� �
����
�	�� �
�
�
		�� � �
��
	���������	�� �
����
���������
	�
	 � ��
���  ! � �
� ��
�  �! ������ �
�
��"	�� ����
���� 	 ����
��
�
	� ��� ε = 0.2� α = 1� β = 1

������ ����	
�� ������������������ �������

#�� �����	 �� !���������� � �� ���������� ������� !������� !����

���� ( x � y � ��� !������� �� ������� )�*
 x(τ) � y(τ) ����!	�	������

�	����	�� � ���+ !�� � ����� ( ������� ( �������(� ��� �	�� ����


�	� �� �	����	����� ����	��� ��������� !����$�	�� ������� y(τ) �����

�	�� �����	����� � �	���
 ��� x(τ)�

,-



��������� ��	
����� �� y(τ) 
 ������ 
 ����	���� ������

dy

dτ
=

1

ε
· ((1− y) · x− γ · y) , ������

� ����� �	���	���
	�� ����� ��	 ���� x ≥ 0! y ≥ 0 ! ��������"� ��

������� �	��� ���#��� ����� �	�	 ��

$������� �	������!  �� �� �� ��� 
��# x � y �������� ��������� y(τ)!

���� ��	
	�  	��� ��	
����� ������! �	%��	�� ���&���' 1/ε ��	 ������

���
"�	�� �������� ��������� x(τ) ������ ε ( �	"� �	�	������ )��%�*

�� ��
	��! �� �� 
� 
��# �� �	# �	��
�� �������� (x, y) 
����� �����*

��� (ẋ, ẏ) ����� �	��	
�� �� �� 
�����	��� ����� 
���	� �������	�	 ��	*

 ������ ���
"�	�� ���
�' �� ����'�� +��' ���� ����	
�'� �����

�� �� (x, y)! 
 �����"# ẏ ����� � ��'! ���� �&	,�� �	 �� 
���� ����!

����������� �	
����
�� ẏ = 0 
 ��	
����� ������ ��!  �� �� &� �	���! 


��	
����� �������

(1− y) · x− γ · y = 0.

��������� -�� ��	
����� 
 -�
�
	������ ��� x ≥ 0 
����

y =
x

x+ γ
. ������

.	�����!  �� ���� ������ �
����� �������� %�������	��"# �	�	*

����"# �� ������" ������� +�����	 
�����	��"# �	�	����"# ������"

������ ����� ����! 
��� ������� ẋ = 0� ����� ��#�&�� 
���

−(1− y) · x+ α · y = 0

�� 
 -�
�
	������ ������

y =
x

x+ α
.

+�����	 
�����	��"# �	�	����"# �&�� 
"�� ������" %������*

�	��"# �	�	����"# �α < γ�! �	 ���' ����� �� �� (0, 0) ( ������
�����

�� �� ����� ������" ������! %�� ������" �������	'��� 
 ���
�� �
	��	�*

/�



�� ����� ��	
�

������������� ����� ������� ��� ���������� (x(τ), y(τ)) � �������

������ ��� ����� ������� ��������� ����� ����� ���������� � ��������

�� ����� � �����!��� ������� ���"�������� ����� ������ � ����

"������# � �������� ẏ = 0 ���		
� $���� ������� ���"�������� �����

����������# �� ����������� � ����� ����# �"���� %��� ������� � ���

������� "���&�� �� �"�������� �������� �������# ẏ ��� %��� ������� 

�� ��� ������� ����� (x(τ), y(τ)) �� ��� ���#���#�

'���� � ������� ������ ���	(
 ���"����� �� ������� ��	�

y = x
x+γ

y = x
x+α

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x

y

���� ���� ��	
�� �
����� �
���� �����������������
 ������� �������� �������

������������� �������� ��) � ��	 ����� ����� ��� ������� ���"�����

���� ����� �� ����� ���������� � �������� ������� ����������� ������

���� ��������������� ���� ���������# ������� y(τ) �� ����� ! ������

����#! ������ ���	(
� � !�#��! �� ����� � ����������� (x0, 0)� ����

��!��� � ������� ������������ �������! ������� ! ���������� �������

�� ����&���� �� ������� ���������*� ������# ���� ������� ẏ = 0

���		
 � ����������� ����� ����# (0, 0)�

+�� ��������� � &� ����� " �� ����*� �"�������� "��*���# ����������

���� ������� ������ ���	(
� ����������� !�������� �� ����� ����# �

���������� !����������������! ������ ��������# �� �������� !�

,������������� ������� �"�����#� ��� ������� ���	(
 ����� � ������

�������� ����������� ����� ����# (0, 0)� -����� ������������ %��� ����

�� ����# � �������������� ������ .#������ ����� ����� ��� ��� #��#�

/)



���� ������	
�� �����

��	 ���� �����
	������� ���	��������� �����
����� �	��� λ1 < 0 	

λ2 < 0 �	����� ���
��� ��	��	���	� 
 ����������	 ����	 ����� 	����

���������� 
��	�	�� ������
���� ���	���� �������
 � 	����� |λ1| ∼ 1

��� ���������� x(τ) 	 |λ2| ∼ 1/ε ��� ���������� y(τ)� ! �����������		

������	 ε ��� ������� ��� ���������� x " ��������� � y " ������� �

��������	��	����	�	 
�������	 ������� 1 	 ε ����
����
�����

#�$��	� �	����� ���
��� ��	��	���	� %�	������ �	����� &'()

�������
���� ����� �	������ ����	���	� ���������	������ *����	�

exp(λ1τ) 	 exp(λ2τ)� +�������� ���������� exp(λ2τ) ���������� ������

������� 	 ���	� ������� ���������� 
���	� 
���� 
 ��$��	� �	�����

�� �����	������ ������	� 	����
���� 
�����	 %������� ε)� ��
����	� ��,

$��	� �	����� ���
��� ��	��	���	� �� ����� �������	������� 	����
�,

��� 
�����	 ������������ 
 ����
��� ��������� ��������	� ����	����

exp(λ1τ) ���� ������������ ��
����	�� ��������� �����������

-�����
���� ���� �� ��	���� ��������� ��
����	� 	 ��� 	�������

���	������ �	����� %.�/0) �� ������� ���� 
 ����������	 ����	 ������

1 �����
	������ ��� �� 
	���	 �� �	������ .�2 	 .�/ �� �������� ���,

������� 
�����	 ����� ������ �����		 ��
����	� ��$��	� �	����� %.�/0)


 ����
��� �	������� 	�����	�� ������� ���������� y %
���	�������

������	 *��
�� ��������	�) � ���� *��
�� ��������	� ������	� 
��	,

	 �	�		 ẏ = 0 	 �
	���	� �� ��� ������������ 	�����	�� ��������� ��,

�������� x� '���	�	 ���
��	 ���	��� � ���������� 
�����	 %������� ��,

�� ������ �����		) ������� ����	� �����
��	� *������,������������

��������� 
 �����		 %.�2) ����	 ����
���� ������	
��� ������� �����	�

����������		 ��������� x ��	
��� ����������	� *������,������������

��������� y 
 ����	������� �����	� ���
���
������� ��
����
� ẏ = 0 

���� ������$��	� %.�//) ��� ������� x�

������� %.�/0)� 	 
����� 	 ����� �� ���	���� ��������	��� ����

��������� ��� �����	����� �	������ �������� ������� � ���������

��� 	���������� ������ !

3/



����������	 ��
� ����������	 ������ ������� ������ �������������

��
� ������� ������������ ������� ������� � ����� ������! �����"

������������ ������ #��������� � ��#��������� $�����"��������������%

#��������	 y ����� ������
���� ������� #�� ���� ����&�� ������!� x�

'�������� ��� (�� #�����!�� �������������� ��	�
���) ������! ����"

��������� ������! �������� ������� ��**������������ ��������	 � ��"

��� #��������� +��) �,- �������! ������ ��**������������ ��������	

��! ������� #��������� ��.�������������

�������� ����� *����������� ������� /��������

����� #����! ������� ����� ���0

dx

dt
= F (x, y),

ε
dy

dt
= G(x, y).

1����� ��������� (��	 ������� ���������! #��������������

1���������! �#����������������! ��� �������������!� ������� #���"

����!) ���� *�������� #������� ε = 0 � ��������� ��! ������	 #���"

�����	0
dx

dt
= F (x, y), G(x, y) = 0.

2�
���� #����	 ������� ��������! � ��
��� ����������	 �������

#�� ε→ 0) ����0

3� ��
���� #����	 � #������������	 ������� �����������) � #����� �"

��� ��#�������4

�� ��
���� y = y(x) #��������!�� ����	 ������������	 ������ ������"

��! G(x, y) = 0 �� ����������� (��.� ����! ��� ���.�� �����	�4

�� ��
���� y = y(x) !��!���! ����	���	 ������������	 �����	 ����	

#������������.� ��������! #�� ���� ������!� x4

,� �������� ������! y0 #�#��� � � ������� ���!��! ����	���	 �����	

���� y = y(x0)�

5�



����� �����	�
� ������ 
��������� ������
 ���	��� ��� �������

�����	�
� �������� �
���
� ��������
� �� �����	������  
�������

��� �������� �� ����� ������� !������� ���� 
��������� ������ "� ���

���	��� �� ������ �� �����	�
� ������ ��� ��������
� ��������������

������
�

!�#�� �������� ���������
� ������� ����#$�� ������ ������
 ����

���� ������� ���� � ��������� ε ��� ����������  ����� �� ��������

������
�

% ����� ������� ���#$�� &���'�����&����� ������ ������
 !������

� ��� ������
 ("�)*+ 
��������� ��� ���
� ε = e0/s0 � 1�

%� ��� �� ����	�
� ���#$��� '�� ������ ��#�� 
���������� � ������

��� ε �����  ��������� 10−7 < ε < 10−2�

% ���������� � '��� ��������� �
 ����� ,�����	�� �������	 ε = 0

� �������	 �������������� �������� ��� y  ������ ������� ("�)*+ �� ���

������#�� ��������� ("�))+� ���������-�� .#�������$������
�/ #���

$�����$�� ,����������������� � #�����#���

!�#�� �������� 
��������� (����$��������+ ������� ����� ���

dx

dτ
= −(1− x)y + αy, ("�)"+

y =
x

x+ γ
.

0������ 
������� ��� y  ��,,����$���	��� �������� ��� x �

����� ��� γ = α + β� ��������

dx

dτ
= −β x

x+ γ
, ("�)1+

x(0) = 1.

2������ ����$�������� ������
 ("�)"+ ����������� �� �����#� "�3

 �������� � �������� ������ ������
 ("�)*+� %����� ��� ������	���

������� ������� �����������  ������� �����	�� � ��������#� �����

��� ���#��	#�  ������ � 
��������� �������� �� �������� �����	�
�
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������� ��� y	 � 
����� ������ y(0) = 0� � � ����������� ������ � ����

���������� ������ 
�� x(0) = 1 �����	

y(0) =
1

1 + γ
> 0.

�����
������ ��������� ������� ������� �
���� !� 
�������� 
�"

���#� ������ $%& � ����'��������� ������ 
�� !����� ����(� �! $%&


����� ������ ��(�)������#�� ���������� �
���(�� ε = 0 � ������

����*���

+�� �� ������ �� ������ �� �� 
������������� 
������#� �������

�����(� 
�!���� ������ ���#'�� #��!�"��'�������� 
��)������� �����"

��� ����������� ������ ������� ��
���� !������ ������� 
����� ����"

�� ����� ��,��

-���� �������� 
����#� ������� #��!�"��'�������� 
��)�������

������ ��(���� �#�� � � ������������� ��#� !������ .��#���#� 
��

�(� ������ ��� ����� ����#��������#�� ������� � ���)������ 
���"

����� )����� � ��������� 
��������� � ������ ����*�� /� 
�!�����

�)��� 
��)���� �� ������������� ���#���� ��)�01�� 
���������

������� ������ ��� /22�#����(� ��������(� ������� �#�� ������

3�������� �������0 ������ � �# ��!������� 
�(�������� ����� ���


�� τ ∼ ε� 4�)���� ���(��� )���� 
��������� �����) ������� �)��!�

τ = 0� %�� /�(� ������ ����0 
��������0 σ = τ/ε� �(�� σ ∼ 1�

5� 
���)��!������ �!������ �� �����) ������� � �#������� τ = 0

�������� � 1/ε� 1 ��!� � �(�� � σ � #������ ��!�������� 
��������� ��

������ ���������� )���� 
����)�� �)���� �)��!� τ = 0	 /� �#�������

������������� #�# 
�� ��#���#�
���

.���� /�(� 
���)��!������ ��������� ����*� 
�����1�0�� � ������"

���	

dx

dσ
= ε · (−(1− y) · x+ α · y);

dy

dσ
= (1− y) · x− γ · y;

����6�
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x(0) = 1; y(0) = 0.

������ �� ����	�
�����	� ��	� ���	���� ����� ������� ���
����


����� 	�������� � �����
 	���� ���
�
�� �
� �� 
���� ���	���� ��� ����

���
� ����� �����

���� 	 
����� ������	 ε = 0� 
� �� ������	 ������� ���
�	� 
�� ���

� � ���������� �������
��� � �	���	 ������
����
� � ��	 �������	

�������	�
dx

dσ
= 0⇒ x ≡ 1;

dy

dσ
= 1− (1 + γ)y.

!"�#$%

&�'�	 (
� ���������� )�����	

y =
1

1 + γ
· (1− e−(1+γ)·σ). !"�#*%

+ ������
�
� 	 �������� ��� ��'����,

��� τ ∼ 0

y =
1

1 + γ
· (1− e−(1+γ)·σ)

σ→∞ (ε→0)−→ 1

1 + γ
; !"�#-%

��� τ > 0

y =
x

x+ γ

τ→0 (ε→0 )−→ y(0) =
1

1 + γ
. !"�#.%

+ ������
�
� �������	� �
� ��� ��������'���� /�'����
��0� � �� 	���

�� ����������
� �	��
� ��'���� � 1�� ���
�	 ����������

&�'���� � 2��	� !"�#-%� ��� ��
����� ���
��
�
���1�� 	��'
� ����

	��� ��
� σ = τ/ε � ��
���� ������
�����
 �������	 �������	 ���

σ = τ = 0� ������
�� ���
�����	 ��'����	� ��� ����������� ���
��

��'����� 
���� ��� ��'���� � 2��	� !"�#.%� ���
��
�
���1�� ��������	

0 � τ � ∞� ������
�� ���'��	 ��'����	 ��� ������������� ���
��

��'�����

+��
������ ��'���� ���	���	� ��� 0 ≤ τ/ε � ∞� ����� (�������
�

e−(1+γ)τ/ε � ��������� !"�#-% ��1��
����� �
����� �
 1� )�� ε � 1 3 (
�

����� ����
��� ���	�� + �������
� (τ, y) 3 (
� ����� �� τ � ���
�� ���

-$



����������	
 ������������������� ��������� 	����
���
 ����� ������

���� �	�� ���� ����� �� �����	���� �	�		��  �� ����
 ������� ���������


�	����
���� ������

!�����"�
�� � �	����	������� ������ �����#������ ��$� ����	���

�����	� ��	���	�� ��� �	����	 #���� �� ���#�������	 ��"��������	


�����%�������� �����
�	
 ������������������� ���������� �������&

"��� � ������������		 ��������� � ���#���� ��������� ������� 	�����

�	
 ��� ����������		 ���	�'�#
�� ����"� �����
� ���%#�� ��� ���	��&��


���	��	�� (�����	���������� 	������	
� )�(���� �	������� ��� ����	���

�����	���� ����#�����	������� ��$��	�� '���$� �������&"���
 � ������

�����	 (�����	���������' ����&#��	��

)���������#��� 	������ #�
 �	������ ���#�����
�� ����#����	� �����

��	 �����		� ������� � (�����	����� ������ 	����
���
 � ������� �����

�	� ��'�#
"	� �� ����	 #�����	
 ����������� ��$��	
�

*�����	�� ��� �������� �����		

v =
dp

dt
= k2 · c. ����+�

!������
 � ��������� �#	�	��� 	 �����	� c ����� s�

c = eo · y = eo · x

x+ γ
= eo ·

s/so
s/so +

k−1+k2
k1·so

= eo
s

s+Km
������

,#���

Km =
k−1 + k2

k1
− ��������� -	'�(�	��. ����.�

)�#����	� ����%��	� ������ � ������� ����+�/

v = k2 · eo · s

s+Km
= vmax · s

s+Km
,

�#�

vmax = k2 · eo. ������

01



�������� ��	 
 ���
	�����	����	� �������

ds

dt
=

dx

dτ
·(k1 ·so ·eo) = −k2 · (k1 · so · eo)

k1 · so · s

s+Km
= −k2 ·eo · s

s+Km
= −k2 ·c,

���� ��	�	��� ����	� ��������� ��
�� ��	�	��� 	����	
���� ��	�����

ds

dt
= −dp

dt
= −vmax · s

s+Km
,

�	��	���� ����	��������� ��	 ��	�����	���� ����� ���������

��������	�	 �	������� 
 ��� � �	���� 
������ ���	���� 
 ����

��	����	� �	��	�����

!	����� ��	�	��� ��������

v = vmax · s

s+Km
"#�#$%

�
������ ����������	� �	����	� &���'�����&����� 
 ����������
�	�

���������

(������� Km 
 "#�#$% �		�
����
��� �	���������� ���������� ��� �	�	�

�	� ��	�	��� v ��
�� �	�	
��� ����������	�� ���� ��� s = Km v = 1/2·vmax�

( �	 �� 
����� �� �	���� "#�#)% ������� ��	 ��� s = Km c = 1/2 · e0� ����

������� Km ��� �	���������* ���������� ��� �	�	�	� �	�	
��� ����

����� ���	���� 
 �	��	���� �	������� � ��������	�� +������ ��	
����

Km 	������� ��
��
������	��� "��	��
	% �������� � ���������� ,�� 	��


 -�� ��� ���� ��	��
	 �������� � ��������� "����	����	 �	�������

���	������ �	�������� ��� 
 -�%�

.��������� ��	�	��� ��	��
	��
� ��	���� 	� �	���������� ���������

���� 
 ������ ����

/�� ��� � �	����������� ��������� s� ��	�����	��	�	 �	������� c �	�

�� ���	� � ��	�	��� 	����	
���� ��	���� ����������� ��	�	���	������

�	���������� ��������� s� /�� 	����	��	 �	��-�� �	����������� ����

������ s ����������� 
�� ������ �������� ���� 
�	��� 
 �	���
 ��	���

���	��	�	 �	������� c� +������-�� �
�������� s � �	��� c ���
	��� ��

����� /	'�	�� ��	�	��� ������� ������������ � ��� 0���*� 	��������
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Km

vmax

2

vmax

s

v =
dp

dt

���� ���� ���	�
���� ������ ���������� ������� v � ����������� ��������� s

���� ������	�
 vmax� ������� � ���� �������� ��	�
	� ������ � e0 � �

��	��	� ������� k2 �����������	�� ��������� � ������ � �����������

	��� ������	��� �����	�� ������ ��	��	� �������k2 � � 	��������

�������� ������ �����	��

!���� 	��� �	�� 	� ������� ���"��������
 ����
 ������	�� ����

��	���	�# ����"�
� �����	�
 �� ����� #�������	 � ��� ���� ����

���	�# ����	�
 � ��������� �� � ����� ��� ������	��	�
 ���	�� $��

������� 	� ���	���� ��	����� ����������� ���������� %� �# ����

���� ��������� ������	� ���� ���� � ���#��� �
 ������� ������� ��

������ ����
 ���� ������"��	���	� ����� ���������� 	� ���	����� &

�������	��� ��������� ����������� ������ ����� ������� ����������

	� ��������� ��������� ����������� � ������� ��������� ���� �����

�������� ���������	�
 ������� ������� � �������� ��� ������� �

��	��� ��� � �����	�������	�
 ����"���

'��� ������� �����	�������	�
 ����"�� (�#�������(�	�	 �����

������� ����� ����������) vmax � Km� '# ��������� �� ���������	�

���	�� ��		��� 	�������� ��� ��������	�� �����		�
 ��	"�	��"��

�������� !� ����	� ������� ������������ ������� *+�+,- ������ ��

�������� .���/�� ������	�� ��� ������	� ����	�# v � s)

1

v
=

1

vmax
· s+Km

s
=

1

vmax
· (1 +Km · 1

s
). *+�+0-
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������ ��� 	
������ 1/v ���
�� ��	���� �� 1/s ����� ����� ����� ��	����

����� ����	�
��� ��	��������� �����	
��� 
��� �!"#$%$&'$(�)*(+�� �
�

������� �,�����
 vmax � Km� �	������ -����
����� .�� ���
�� /����

0��� ������
 �-�
�
������ -� .��-
���
�������� �������

1�� .��2� .��-
���
������3

4� 5���
� ���0
����0�� s � �-�
�
��
� ����	
���	��6

 ����
��
 v�

7� 8�	
�����
� .�� ����
��� � -�����
� ����� �� ����������� -������

��� �1/s� 1/v��

�� 9���
��	�
��� .�� �
������� ��� -�� �����: 	
������: s�

�� 9� -����
���� ������� ��-���
� �
����� ����
��;�: �	������	�

������ -������

<� 1�� .�� -���� �-�
�
��
� �0
��� ����
��Km � vmax�
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����� ����	
	�� �� �� ��	�
	������ �����
��� � ����
�
 �������

dc

dt
= k1 · e · s− (k−1 + k2) · c.

��������

k1 · e · s− (k−1 + k2) · c = 0,

����� ��
�
� ����	��
	�
 �� ������	��	�� ��	�
	�������

e · s
c

=
k−1 + k2

k1
= Km. ���� �

!��� ���

�
	�� ����"� � ������# � ���$
 ���
	���� e0 = c+e# �����
�

����	��
	�
 �� �
����	� vmax/v�

vmax

v
=

k2 · e0
k2 · c =

c+ e

c
= 1 +

e

c
.

��
�%��&�
� ����
	

 ���'�
��
 � �������&�
��� ����	��
	�
� ���� ��

vmax

v
= 1 +

e

c
= 1 +

e · s
c · s = 1 +

e · s
c
· 1
s
= 1 +Km · 1

s
.

(������� ��
���� �%
 ����� ���
	���� 	� vmax# ���%� �������� )������

������� *�
� +�� ����	��
	�
# �
'�� �
�
��� � ����	�� �����	����(s, v)

� �������� )������ ����,� �� �������� �
����� v�

-��

 �� %�
� ����&������� +��� ���
��� �� ���

	�� )����� ���.

����� �
����� � %��

 ���$	�� �������� ��� +��� �� %�
� ��
����'���#

��� ����

	 �	���& ������
������
���� ��
�
	 � ����
�
 � �%��	���	�

��&��$	���� �
�
��� � ��
��������	��	�� ����
�
# �� ������� ����.

�
���� ������	��	�
 ����	��
	�� ���� ���� ��

���� ������	�
� �����
 � �������������	 ������

������ ����	
������ ���
�����

/��������� 	
������� %��

 ���$	�0 �������0# �
� � �
�����

1���+����.1
	�
	� �����# ��� � ��	��
# )
��
	� ��

� ��	 ���&���0.

2�� �
	��# &� ������� ��	������0� �� �
2
���� �� ���	�� ����������#
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�
���

�������� ���� ��	��� ��
����� ��	����
�����  ����������� ���� �
�����

���! ������� �������� "#$%�

&���� ������� �
'�� ���� ����������� � ���(

E+ S
k1
�
k−1

ES
k2−→ P + E

)

I

k3 ↓↑ k−3
EI

 *�*+!

,��
������ ����
	����� 
�
��������� ��� � � �����-�� ����	�����

� ����
� ��-����
����� ��� ��
� �
������� �������� � ��������
�ES

� � ��	����
�
� EI(

s = [S], i = [I], e = [E], c1 = [ES], c2 = [EI], p = [P ].

.��������� ���
�� �/�����-�� ���� ��� �����-�� ������������

���������(

ds

dt
= k−1 · c1 − k1 · e · s

di

dt
= k−3 · c2 − k3 · e · i

de

dt
= (k−1 + k2) · c1 + k−3 · c2 − k3 · e · i− k1 · e · s

dc1
dt

= k1 · s · e− (k−1 + k2) · c1
dc2
dt

= k3 · e · i− k−3 · c2
dp

dt
= k2c1.

 *�*0!

s(0) = s0, i(0) = i0, e(0) = e0, c1(0) = c2(0) = 0.

1���� ��� � � ���������� �� ������� 2���3�����2������ �
��������
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��� �����	
� 
�	� ���
 ��
� ��	� ������� ��� ����
�� 	����
���

��� 	����	�� c1�

������� ��������� ��� ����
� �������� �	������� ��������

��� c1� c2 � e � ���
���� �������� ������� 

c1 + c2 + e = e0. !"�"#$

%���� �����
� ������������� ���
�� !"�"&$ � ��� ������� �����

�
� ������

ε1 =
e0
s0
, ε1 =

i0
s0

������
� �������� � ������ �����
���� ��� ����������� � ���������

��� 	����
����� ����
�����
��
��� 	����	���� 	�	 '
� ���� ������

��� ��� �������� ��	��� %���'�����%�
��

(� 
��� )������� '
� �������� ����� �����
� ���������	����

*���� '
� ����� ��� �������� �������� ��� c1 � c2 � ���
� !"�"&$ �

����+� �
��������� ���
��+���� 	�	 '
� ���� ������ � ������,�

�������� 

e · s
c1

=
k−1 + k2

k1
= Km − 	���
��
� %���'����

e · i
c2

=
k−3
k3

= Ki − 	���
��
� �������������.
!"�-.$

/�������� '
� �������� � ������ ��� vmax/v 

vmax

v
=

k2e0
k2c1

=
e+ c1 + c2

c1
=

e

c1
+ 1 +

c2
c1
.

0������� ���� � ������ ������� 
�	� �
��� ����������
� ����

���� !"�-.$�

vmax

v
=

e · s
c1
· 1
s
+ 1 +

c2
e · i · i ·

e · s
c1
· 1
s
= Km · 1

s
+ 1 +

i

Ki
·Km · 1

s
=

= 1 + (1 +
i

Ki
) ·Km · 1

s
.
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��������	
�� ��	��� �	������� ���������

1

v
=

1

vmax
· (1 + (1 +

i

Ki
) ·Km · 1

s
). ������

��	 ������
 ��� � ���	������ ��������� ���� � �	! ������� ��"

��# $�% ��$�����!& �� ����& ��� ������	
 ��Km $�	
'� 1& ���

��	 $� ���	�	��
 ())������! ��������� *+�(	�� � �����, ����#�

1

v
=

1

vmax
· (1 +Km · 1

s
),

���

Km = (1 +
i

Ki
) ·Km.

*� � ���'	�� �������)� ������	& ��� ��� $�	
'� ��������� *+�"

(	��& ��� ���
'� �������
 ����# ����� $�	
'� ��$������ ���$+����&

���$� �����
 ��	��������� ������� ����#��

-�,�����	
��& % ���)�� .�,������"/(��� �	! %������� ���� �

����& ��� �� ���+  ��+�� %�����!+ 1/s %�����! 1/v 	���� ��'� �

�	����& ����� ���
 ��$������ ���� �� �& �	�������	
�� �+����� %��"

���! ������� ����# v& �������& 0 ���
'��

1

v

1

s

1

vmax

− 1

Km

(1 +
i

Ki
) ·Km

1��$�����! ��� �i = 0�

2 ��$�������

���� ���� ��	
�� �	������	�����	 ��� ��	���� � ������������ ���������	����
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 � ����� ����	���	��� ��������

v = vmax · s

s+Km

= vmax · s

s+Km · (1 + i
Ki
)
. ������

����� �������� ��� ������������ �� ���������� �����������	 !"#

"������� ���$�%�	� ���	����� &�'�!��	�� � ���	����
�� 	����	�


"������������( ����)�� �	����	 ���������(� *""������� ���	������
#

��	�
 "������� � 	��	����� 	��$���	 � 	����	�
 ����)�� ����
����	�

+�� �,�������' �������' ���)�����)�� s 	����	�
 v ��,�� ��$� � 	�����

�� ��������� ���	� ��-��

���

���

Km Km · (1 + i
Ki

)

vmax

2

vmax

s

v

���� ���� ��	
�� ������� ��� ��	���� � ����������� ���������	����

������ ������	
������ �����
������

� �������� ���	��� 	����� ������������� � �� ��������� 	��	����S

� �� ������ I 	�����.�	 ��$,�( 	� 	���� �������� )������ �� ����#

���� "�������E� �� �������,	��� ���,���� �����$�� ���
�� � ��	��	����

�� ������� � �������	�� ���� �� ������ �������� ����� ���"����)������

��������� ������� �� ������.� "������� ������%��
 	��	���� � ���#

,���� +��,����$�� ,� ���	����� ��� ���	��,������ �� ������� �� ���#

�� �� 	��,	��� "������� � 	��	������ � �� ������ 	��	���� ���	��,���
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E� S
k1
�
k−1

ES
k2−→ P + E

� �

I I

k3 ↓↑ k−3 k3 ↓↑ k−3
EI� S

k1
�
k−1

ESI

������

��	
���� �	���������� �	������	� �������� � ��������	� � �������

�	�	� c3 = [ESI]� ��������� 	�	
����� �	!�����" ��� � ���#�#�$��

��
#����

%���������	" �	 
#��� ������#���	 ���#��$�� ��������� �	!������ &

e+ c1 + c2 + c3 = e0.

'������ ��������( #� �������������	( ������� ����� ��#&

de

dt
= −k1 · e · s+ k−1 · c1 + k2 · c1 − k3 · e · i+ k−3 · c2

ds

dt
= −k1 · e · s+ k−1 · c1 − k1 · c2 · s+ k−1 · c3

di

dt
= −k3 · e · i+ k−3 · c2 − k3 · c1 · i+ k−3 · c3

dc1
dt

= k1 · s · e− (k−1 + k2) · c1 − k3 · c1 · i+ k−3 · c3
dc2
dt

= −k−3 · c2 + k3 · i · e− k1 · s · c2 + k−1 · c3
dc3
dt

= k1 · c2 · s− k1 · c3 − k−3 · c3 + k3 · c1 · i
dp

dt
= k2c1

������

) ��
������� 	��
��
�������� �������" ��� � ����*�" �	
������ �����

��������� ��� ��	�
�	#��! #� ��
��
�����! ���������!" �		���������

�$�! ���������� c1" c2 � c3� +����" 	� �� �	,�	 �	��	��
	����� �����

#	�����	������� �������� ���

'#����� �	��� �����	� #	��$���� � ��#�� ������" �	 ��� ��	��,��	�
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��� ������ 	
���	���� �	������	  ����� ������ ���	�����  ����	����

��	����	� �	��	����� ��	 ���	�	�	� 	���
����� ��������� �	�	��� ��

�	��!��" 
	��� ��	���� #	������ !�� ��� ����������� ���� �����

!����$  ��������� ��� c1� c2 � c3 ������� ������ � ��%���� �	��!���

�	$ ������� ����
���!����� �������$ 	��	�����"�	 &��� ����������� '

�!��	� &�	�	 �	�� ���� �	(�	 �	��!��" ������ �� ����	�����	������

�		��	%����� ����	��!��� �		��	%����� ����)�*

e · s
c1

=
c2 · s
c3

= Km

e · i
c2

=
c1 · i
c3

= Ki

����+�

,��"%� 	��	�"������ ���(��$ ����	$ �	�� #	����� ��� 	
����	$

���!��� ��� ��	�	��� �������*

vmax

v
=

k2e0
k2c1

=
e+ c1 + c2 + c3

c1
=

e

c1
+ 1 +

c2
c1

+
c3
c1
.

-���� ��� ��������� � �!��	� ����+� ���	
�������� ����	��!�	 ������

�� ��� ���!�� ���� �%��� � �	������� �������	� ������ �� ��	�	
	�*

c3
c1

=
c3

c1 · i · i =
i

Ki
.

. ��	�� �����*

1

v
=

1

vmax
· (Km · 1

s
+ 1 +

i

Ki
·Km · 1

s
+

i

Ki
)

=
1

vmax
· (1 + i

Ki
) · (1 +Km

1

s
).

����/�

0��� ������" &�	 ���(���� � ����	��!��� ���(����� ����+� ���

��	�	��� ������� 
�� ����
��	����� ���	� !�	 ����" ����
���� �$ ��	�

(����" ��$����� �� �� �	������� 1���&����Km� ���  ���!�� �	��������

�	�	 ����
��	����� � �� ���!��� ��������"�	$ ��	�	���� ��� ���� 
�

&##������� ��������"��� ��	�	��" ����	$ ������� ����"%����"*

1

v
=

1

vmax
· (1 +Km · 1

s
),
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vmax =
vmax

1 + i
Ki

.

����������	
 ��	 ������� ����������	� ��	�	��� ������� 	�������

�� ���������� ��� �������	����� ��������� ������������	
 �� �������

���������������� �� �������	��� !"�#$% ����	
 ��	 &�� 	���' � ��' �

������� ' 1/s ������� 1/v ���� �()� � ������ ���	��������	�	 �����

���	���� !���� "�*%
 ����	�������	 ��'	��(� ������� ��	�	��� �������

v
 ��&�	���
 + ����)��

1

v

1

s

1
vmax

− 1

Km

vmax

1+ i
Ki

,������	���� ��� !i = 0%

- �������	������

���� ���� ��	
�� �	������	�����	 ��� ��	���� � �������������� ���������	�����

.����� � ��'	��(� �		��������
 &	����� �����/0�/ �	����� �� 

��	�	��� ������� � ������ ���	��������	�	 �������	���� 1

v = vmax · s

s+Km
=

vmax

1 + i
Ki

· s

s+Km
. !"�#*%

2���� 	����	�
 �	������� 3�'������ �� ������� 	����	���� &�	����

�� �� ����� ��� 
 � ����������� ��	�	��� + �����)���� 
 ��� ��	 &��

	�����	�(' ������� ' �	���������� s ��	�	��� v ����� ����)� � ������

�������	���� !���� "�4%�

-������ �	��������	� � ���	��������	� �������	����� � �	��� ����� 

������ ��	�	��� 	����	���� &�	������ 5����	���� �����(� ������


�	��� i = Ki�
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���

Km

vmax

2

vmax

s

v

���� ���� ��	
�� �� �������� ��	���� � �������������� ���������	����

� ������ �	
�����
�
		 �
����	��
�� ������

Km = 2Km, v = vmax · s

s+ 2Km
.

� ������ 
��	
����
�
		 �
����	��
�� �	������

vmax =
vmax

2
, v =

Vmax

2
· s

s+Km
.

�� ����
�� ��� ���
	� ��	 ����� ���
������������ �� �� �!"� � ����

��� 
��	
����
�
		 �
����	��
��� ���#!��� 
� �	��� ���$
	� #�������


��
� ��	�	��� ����%�� �	 ����
�
�& � �	
����
�
!��

1

v

1

s

1
vmax

− 1

Km

vmax

1+ i
Ki

'
����	��
�� 
��

���	
����
�
	� �
����	��
��

(	
����
�
	� �
����	��
��

(1 + i
Ki
) ·Km
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 ������� ���� ���� ���������� ���

��	�� !��!���	� " �����# ��������������	� �	������� � ������
 ����

����
 ������
 " 	��� ������ �������$�	
 ������ ��� ��������� " �	��

�������

%��� �������	���� �����# ��!�� ��	����	���	� ����# ������� ����

������ �������� &�����	������� ��������	������' 	�	 �������� &���	�

��������� ��������	������' ��	����	���	� ������� ��������� � ���!�

�������

����	�� ������� ����� �	����	� ��!�� ��	����	���	� � �����

������ ��������� �	���� ����	�	���� ����������� ��	����	���	� � ���!��

� ������ ��� (�� ��!���	� ��� ��	����	���	� �	�� ����� )�
 ������ �	�

�� �	 ����#� ����	�� �� ����� ��	��	�� ������$� �����	���� ������

� ������
 ��������# �*�� ���������	� 	��� �����	� ����� ���*�$$

������ �����	 	�	 ����� ������ �����	��������
 ��!������ +����

��������	�� ��������	$ ����� �������	��$��$ ������� � �������

���������������	�� ������ ��	����	�	���� ��� 	��� �����	��

,������	 ����$ �
�� �����		-

E. S
k1
�
k−1

ES
k2−→ P + E

.

/

k3 ↓↑ k−3
ESS

k4−→ P + ES

&0�12'

3���� ESS " ������� ������� � ���� �������	 ���������� ����

����	 c1 = [ES] c2 = [ESS]�

� �������	���� ������ 	 ������� c1 	 ������� c2 ����������$�

������������	� � ���������	� ���������
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������ ���	
�� ����
��� ��

	 ����

ds

dt
= −k1 · e · s+ k−1 · c1 − k3 · s · c1 + k−3 · c2

de

dt
= −k1 · e · s+ (k−1 + k2) · c1

dc1
dt

= k1 · s · e− (k−1 + k2) · c1 − k3 · c1 · s+ (k−3 + k4) · c2
dc2
dt

= k3 · c1 · s− (k−3 + k4) · c2

v =
dp

dt
= k2 · c1 + k4 · c2.

������

�
��������� �	� ��� � �
��
 �����	��� ���
�� ����
��� ��� ����

��
���� c1 � c2 �� ��
����	������� 
 ����
����

k1 · s · e− (k−1 + k2) · c1 − k3 · c1 · s+ (k−3 + k4) · c2 = 0,

k3 · c1 · s− (k−3 + k4) · c2 = 0.

!�"�� ����
���� ��
��#$�
 �	������� 
 ���	��%
����

e · s
c1

=
k−1 + k2

k1
= Km1,

c1 · s
c2

=
k−3 + k4

k3
= Km2.

&����'��� (	� ���	��%
����� � ������
 ��)��
��� eo = e+c1+c2� ����

�
� �*�	� 
 �
����� �	��%
��� � ����� ���	� ��
��#$
"� � ��
���

��� �����	� 
������

v = eo · (k2 · c1
eo

+ k4 · c2
eo
). ���+,�

eo
c1

=
e+ c1 + c2

c1
=

e

c1
+ 1 +

c2
c1

= Km1 · 1
s
+ 1 +

1

Km2
· s =

=
Km1 ·Km2 +Km2 · s+ s2

Km2 · s .

-,-



������ �����	�� 
�� �������	�� ��������� �����������	��

e

c2
=

e · s
c1
· 1
s
· c1 · s

c2
· 1
s
= Km1 ·Km2 · 1

s2
.

�������� ���� ���
	��

eo
c2

=
e+ c1 + c2

c2
=

e

c2
+

c1
c2

+ 1 = Km1 ·Km2
1

s2
+Km2 · 1

s
+ 1 =

=
Km1 ·Km2 +Km2 · s+ s2

s2
.

�������	� ����������� ����	 � �������	� �� !"# 	 �$��
������� �%

��
	��

v = eo · k2 ·Km2 · s+ k4 · s2
Km1 ·Km2 +Km2 · s+ s2

. �� !&#

'����	� ��	���	�� 
�� � (������ �� !&# ����	$ $������ $��)�����)		

���������� 
�� �������� �
���	� *%+ ����$�� ��������� � �����, ���$)		 

-����	�� 
�� ���	�	����� �$�����	 ���$)		 v �� $��)�����)		 ���������

s �	�������� ����� ���	��,��, (��$)	�,� 
�� � ���$)		 . ���	� )������

��������	� /��(	$ 0��, ���	�	����	 	���� +���$�����, S%�������, +�%

��$��� 	 ���������� $�	��, 1	��� 2!34 ��	� � &"# 

vmax

s

v

���� ����� �	�
�� ���� ��� ���	���� ��	����������	����� 	������ � �
��� ����
���

�� ����	��� �
���
���� �����	���

5��	 $��)�����)	� s ����� �� s2 6 ���	
	�� ����7��� ����$� ������	�

	 � (������ �� !&# �, ����� �������
��

v ∼ eo · k2 ·Km2 · s
Km1 ·Km2 +Km2 · s = eo · k2 · s

Km1 + s
.

&"*



����� ����	��
 ��� s ∼ 0 ������ ������ ���� 	������� �������� �����

���
 ���	��� � �������� � ������������ ������  �!�"����� ����� ���

��������� #�$� ������
 ���� �����������%� "����� & ��	����������

'�$�� s ������
 ���( ���$���%!
 �����)�*�! s2
 ��	�������
 � ������

���(��� �������( ������� ������������(��� ��������� �������� k4 ���

�������	������ ��������� � ���� ������������%�� ��������� �������

��+

v ∼ eo · k4.

,��������� ����� ��� ��$������%� ��������

�� ��� �����	
� �	��� ����
���� �������� 	�������� ���� �� ����

���

-��	����� �������� �������� ���	%����� ������% �������� � ���

��� �	 ������%! ������� k+
 ����������.*. �������� ������� k−
 �

�������� �������� ����	������ ������� kp�

'�$�� ������� ��������
 �� ����������( ���	%����� � ����� �	 #�! ���

����%! ������� � ��� ��	� ���(/� �� ��������. � k+
 ���� k1 = 2 · k+ ��
������������ �� �!���� ����������( ������������$� ���	%����� � ����

�������� �������� ������ ��.�� ,���)��� �����$����
 �����+

k1 = 2 · k3 = 2 · k+; k−3 = 2 · k−1 = 2 · k−; k4 = 2 · k2 = 2kp.

0�������� "�� ������/���� � �%��)���� ��� ��������  �!�"����+

Km1 =
k−1 + k2

k1
=

k− + kp
2 · k+ =

1

2
·K,

Km2 =
k−3 + k4

k3
=

2 · k− + 2 · kp
k+

= 2 ·K,

$��

K =
k− + kp

k+

���( ���������  �!�"���� ��� ������� � ����� ������� ���	%����� ���

�������

�1�



��������	 
�� �������� � ���	��� �������

v = eo · kp · 2 ·K · s+ 2 · kp · s2
1
2 ·K · 2 ·K + 2 ·K · s+ s2

= 2 · eo · kp · s · (K + s)

K2 + 2K · s+ s2

= 2eokp
s

K + s
= 2vmax

s

K + s
,

��� vmax � 	����	������ �������� ������� � ����	 ������	�

 ���	 �!��"�	# �������� ����������� $� ��������% �� ��������% �����

��� � ����	 	����	 ���"������ ��!�������  � ����# ���� ���"������ ����&

	������� ��!������ �� ������ �� ���"������ �����&# �	����� ���	����

��� !� �����'������� $��$����������� ����'����� 	��� ���"������ ��!�

�������

�� ������	�
�
�� �	
�� ������ ��������� ����� ��
���

� �����

������	�
�
�� ������ �������

�����	# '�� k1 � k3# ��� '�� 	��� ��$���"����� �����%(�� �������

)�����

k1 = 0; k3 =∞; k1 · k3 = const,

��� $�������� ������)���� ���"����� �� ����'��% ��������� �������� �!�

��"������ ��	$����� � ���	� $������������	� 	�������	� ��!�������  ��

��� �$��������� �����%(�� ������)�����

Km1 =→∞; Km2 =→ 0.

*����	 ���� �����%(�� �!�"��'�����

Km1 ·Km2 = K2.

 ���� �$��������� �����%(�� ���	����

v = eo · k2 · 0 · s+ k4 · s2
K2 + 0 · s+ s2

= e0k4
s2

K2 + s2
= vmax

s2

K2 + s2
. ����+�

,�� ������� ��"������� �������& -���� � ���������� ��� n = 2#

�����	 ���$��� ������������ s�

�./



�� ������	 
��� ����� ����� ������	��� � ���	������	���� �����

��	� v = vmax
s

K+s � ����	������	� �	����� � �������� �	���� !n = 1"

��� ��������# $���	���# vmax� %����� ��� ���  ���# s ���	������	�

���� ������� ���$�� � ���	����� � ����� ����� & ���'	 � �����������

������� � �	'�� ��'	 ���	������ (���� �	�	�	�	��� ����# & s = K�

� ��� s > K ����� ����� �	'�� �)	 ���	������ *�� �����  ����#

������# ���� � �� '	+ v = vmax� (�	� ���  ���# ����	�������# s ����	�

��������, �	� 	��������������� $�� ��	����� ������� � ���'	���

�������� �	������ � ��� ���,)�# s� �������� � �����	��� �	������

10 K = 20 30 40 50

vmax

2
= 5

vmax = 10

s

v

���� ����� ��	
����� ��
�� ����	 ������ ����� n = 2� � �������������� �	
������
���� ��������	� ����� n = 1��

% ���	 �����	� ����� �  ��	���� �	� 	��� � 		��� n ������# �	��

���� ��� ��� �������� ������	��� ��	����	� ������	� �����+

v = vmax
sn

Kn + sn
. !
�-
"

.������� ��� �	 �)	 ���� 	�� ����� n� �	 ����	 $���� ���, ����

����� �	����� !
�-
" �� ����	������� ��������� s� .�� /�� $��� �	���

����	�,����� �	� 	��� � ���������� ��	� �����$�� ����	������� s� ���

������# �������, �	����� ���$�� � ����� ���)���	��� � �	���	��	 n�

�����	��	 �	� 	��� � �����'	��	  ���� ��,��� �������� �	����� ����

��#���� ���  	�,)�# ����	�������# s�

0��� ��	�����'��,� ��� �	� 	�������������� �� ��	��  �'	� ����$��

�1-



�������� ��	�
� ��	� ��� n �	�
�	 ��������� ����������� �����������

���� 
 �������� �� ���	���� ��
��� ����������� ��� ��
������ �������

����� 
��	�
�� �����������	��� ������������ 
����������� ����������

��������������� 
����� ��
�� ��������� �	� 
����������� 
��	�
�� c

����� ���� ���!
dc

dt
= k+ · e · sn − k− · c− kp · c. �"#$%�

&������ � � ��� ��
��� ���������� e + c = e0� �������� ��	� ���

������������ ��� ���� 
����������� 
��	�
��!

c = e0 · sn

Kn + sn
, �"#$$�

���

Kn =
k− + kp

k+
.

' ���  �� �
������ ����������� �����
�� �����������	��� 
�����������


��	�
��� � ��	� � ��������������� ����	� (�		� �"#$"� �	� �
��

����� ������ ���
���#

)�����  �� �� ����� ���������� �
������ ���
��� �� 
�����������

��������� �����
������� 
����� (�		�� ��*� ��	� ������� 
����������

����� ���
��� �� ������	����� ������� 
�	� ����� ��� ����������

��������� �� �	�
�	� 	������# S��������� ��� ���������� �*�� �
��

������ ���
��� � 
������������ ��������� ������� � ��	� �� ��	�������


������������ ������ �*�� ������� � ���������� � ������� (�		�

����
�������� ������� ��	��������� +��� �����#

,���	����� �	������� ������� ����*����� �������� n �� +
������

����	��� �����#

-� n ����
�������� �
���	���� ���	 ��
	��� 
����� ����� s�v# .��

��������� ��� ����� vmax � K ������� n �*�� ����� �� �	�������

����	�!

-/0



v′(K) = vmax · n · s
n−1 · (Kn + sn)− sn · n · sn−1

(Kn + sn)2

∣∣∣∣
S=K

=

= vmax · n ·K
nsn−1

(Kn + sn)2

∣∣∣∣
S=K

= vmax · n ·K
nKn−1

(Kn +Kn)2
= vmax · n

4 ·K. ������

�� �	
����� 	�������� 
������������� ���������� ����� 
����	�� �� 

��	���	� ������ � ����!��! "���#��$

v

vmax − v
=

( s

K

)n
.

%�	��� 	������$

ln(
v

vmax − v
) = n · ln( s

K
)

������ ����	�
����� ��	��
���

&�		������ '�	��(! 	��'�! ����#�� ���)*�� ��+�� 
������������� ��� 


���	� � 
������ �� 
���	,���� � 	��'�� � , 
��	��������(, ������� 	�� 

	������ ���� k4 = 0 -�).�

/�+�� 	����	� ����#�� �(������	� 	�������� �������$

v = eo · k2 ·Km2 · s
Km1 ·Km2 +Km2 · s+ s2

= vmax
s

Km + s+ s2

Ki

, ����0�

+��

Km =
k−1 + k2

k1
= Km1; Ki =

k−3
k3

= Km2.

1������� '�� � ����'�� �� �	�, ��		�������(, �(2� 
�������� +�� �� 

�������	 ���	������� 	����	� ��	(����� 
�� ��	����'�(, ���2�,

���#�����#��, 	��	����� s� � 3��� 	��'�� 	����	� ����#�� � 
������ 	��� 

���	� � ����� /���� �������� 
���	,���� ��+���������� ����#�� 
�� ��� 

��'���� ���#�����#�� 	��	����� s�

4� ��	���� ��5� 
���	������ +��"�� 	����	�� v� 6����� '�� 
�� ����� 

'���� ���#�����#�� 	��	����� s ��	��+���	� ��������� �����'�	��� ���'� 

���� �������� 	������	����� ���	������� 	����	� ����#��� 7����!2��
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���������� �	�
����
�� s ����	��� � ���������� ��	�	��� ���
��� �	�

��	���� ������ ���	����� �	�� �	������ � ����� ��������� 
���

����� �� �	�	�	� �� 	�������� ��	�����

√
KmKi

vmax

s

v

���� ����� �	
�
�� ���	��� ��� �������
����� ��������
�

� ����	�� ���� �������� �	 �� � ��� �� ����	���� �	��� !	�	����

��	
���� �������� ��	
����� � 	���
�����	� 	����	� ������� "��

������ ��#� ���
�� � �� ����	����� ��	����	�� $�� �������� ����

��	��#��	���� ��� �	������ ��	���� ���
�� �������� �� �� ����	�	��

����� ��������� ��	�	��	#���� ���
�� % ��	�	��� ����� ����������

�������� ��� ���������� �	�
����
�� �� ���	��

� ������&�� ������ �� ����	���� ���
�� � �� ����	����� ����

����	� � �	��� ����������� ���	����� �	 � � ������� �����	� ����

����������� ��	� � ���	� �������� � ������� � ���� �	#�� ����	����

��������	��� � ��	� ��	��������	� ��������
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�� ��������	� 
�
���	 � �������

���� ������������ �������

������ ����	����
�� ������	��� ��
	� ����	
�� � ���������
�

�	�	�����
��� � ������ �	��� ������������� � ������� �
� ���
�

�	
�
��	
 �	������� ��
������ �
��������� ���
����� ��
	�� 

!������� ������
���
� ���	� �	��	�
�����
��
��� �	��� � ��

�������	� ����
��
��� ������
�	���� � ��	����"	� ����	�	 #��	��

�	��� ��	��
���	�� ��	� �� #$ %&& '������� �
� � (
�� �����	 �	��

�	�
 �		
 ��� ��
���� �	�
�� ��������� ����
��
�� �� ��	���������	

�����	��� � ������
 �	 �������
 � �����	 )�� ����	��	���� ���	���

����
��
� 

E* S
k1
�
k−1

ES
k2−→ P + E

*

+

k3 ↓↑ k−3
ESS

#$ %&

,�� ���� �������� � ����	�	 -� �������
� ������
 �	��� v �
 ����

�	�
��� ����
��
� s ������	
�� ��	���"	� �������� #�� ����� ��

�� $ %&.

v = vmax
s

Km + s+ s2

Ki

, #$ )&

��	

Km =
k−1 + k2

k1
; Ki =

k−3
k3

.

� �
��	 �
 ������
�	���� ���		 ���	��� �	����� ��	��	� ��
	��

�
���
��� 
 	 ������ ���	� ����
��
� � ��	/�	� ��	��� #�� ��	�� �	���

� #$ -&& 0)-�)$1 2��	� ��	�������
�� �
� ����
��
 ���
���	
 � ���	 �	���

� ���	 � �	��
���� ���
������ ������
���  ���
� ����
��
� �����
��

� ���� �	��� �� ������
�� ��������������� 
	��"	� ����	�
���
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√
KmKi

vmax

s

v

���� ���� ��	
	��� 
����� �
� ������
	����� �����
��	�

���������� ��	 
��� ����� ������������ ��� ����������	� ��������� ��

������� 	�����	�� s ��������� ���	�� ��� ����� �� ��	������ �� 	������

�	 �� ���� ��	����������� ��������� 	� ���� �����		� ��
���� ��������

s = const�

S
k0
�
k−0

S! E
k1
�
k−1

ES
k2−→ P + E

!

"

k3 ↓↑ k−3
ESS

#$�%&

'��	��� �������	� ��� 	������	� ����������		 s � ���� �����		 �

������ (������ #$�)&� ��	 
��� � ����������		 � ����������	�������	

�����������	��	 �� ��	���� ��� �������� ���*��� ��������� ����� ����

����	 ���������	� �������� � �����������+,� �����		�

ds

dt
= k0 · s− k−0 · s− vmax

s

Km + s+ s2

Ki

.

-���� ��	����	 
�� �������	� � ������������� �	��.

ds

dτ
= f(s) = − s

1 + s+ γ · s2 + β − δ · s. #$�$&

//0



f(s) = 0

v(s) = w(s),

v(s) =
s

1 + s+ γ · s2 ; w(s) = β − δ · s

δ γ β

β

v(s) w(s)

β

β s̄

β = 0

s̄ = 0

β > 0



�� � � �����	
� �
�������� �
��������� ������������ �
�	� �����������

�� �
��
����� ���	� �����	� v(s)� ��
 
�������� ��
 ����
���� �������

�
����	� ���	��� � �
��� �� �����
���� � ����� � �
��
��� � �����

���� 	
���������� ��������� s̄ � �

��������!��� ��� �	
�
��"! ���	���

v(s̄)� �������� 	
�
�
� �
�� �
��
 ������" �� �����	�� #������� ��
 ���

��� � β > 0 � �������� �����
����
� 	
���������� s̄ > 0� � �	
�
��"

���	��� v(s̄) �
�� �
����
��
 ��� �

$��"������ ���������� ��������� β > 0 ����
��� 	 �
��� �����
���

�
� 	
���������� s̄ > 0 � 	 �
��� v(s̄)� ��� %�
� �	
�
��" ���	��� ������

� �
�"��� ������� � ���� ��������
� �������
��� v(s)�

&� ��������� � �� �����	� '�( �����	
� ����
� ��
 � 
	�����
��� �
�	�

�
	
� s̄ ���	��� f(s) = w(s)−v(s) � ����
� ����� ��������� )'�'* �� �����
�
�	
�"	� ����� 
� �
�	� �
	
� w(s) > v(s)� ������� f(s) > 0� � ������ 
�

�
�	� �
	
� w(s) < v(s)� ������� f(s) < 0� +���
�����"�
� f
′
(s̄) < 0 �

�
�	� �
	
� s̄ , ���
�������

-���
������ 	������ �
���������� �
	� �������� ��������� β < β∗1 � �

��� ��� β = β∗1 �
�������� ��
��� �
�	� ����������� �����	
�� ����
�


������ �� ����
����� ����� �����	� v(s)� ���� �
���	��� ��
�
� �
��
����

����
����� s̄2 � �
��� � �
	�� ��
���� ��������� s̄2 > s̄1� �
� ����
����

� ���� �������
����� ��������
� , �
��� ���	
� �	
�
��"! 
����
�����

��
��	�� v(s̄2) < v(s̄1)�

$��"������ ���������� ��������� β > β∗1 ����
��� 	 .���
���!/ s̄2

� �
������! 0� �����
����
� �
�	� s̄3 ��� ���"�� �� ����
����� �����

	���
� v(s) � ��� �
��� � �
	�� ��
���� ��������� s̄3 > s̄2 > s̄1� �
 �

�
��� ���	
� �	
�
��"! 
����
����� ��
��	�� v(s̄3)� 1�� %�
�� � �
��
� β

�����
���� � �
�	� s̄2 � s̄3 ������!� ������"�� ���� 
� ������ ��	 ��
 s̄2

�
�������
 ���������� � s̄1 �
 ��� �
�� �
	� 
�� �� �
�"!��� � 
��� �
�	�

��� β = β∗2 � 
�������� ��
�� �
�"	
 ��� �����
���� � �
�	��

2�	
���� ��� β > β∗2 �������� ����� �����
������ �
�	� � 
��
�����"�


��� �
	�� ��������� s̄� �
 � �
	
� �	
�
��"! 
����
����� ��
��	��� �


�������� �
�"	
 ������ � �
	�� �����
������ �
�	� s̄� ��� 	
�
�
� �	
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β∗1 < β < β∗2

f(s) = 0

β

β

β ∈ (β∗1 , β
∗
2) {s̄1, s̄2, s̄3}

f(s) = w(s) − v(s)

f
′
(s̄1) < 0 f

′
(s̄2) > 0 f

′
(s̄3) < 0 s1 s3

s2



f(s) = w(s) − v(s) β ∈
(β∗1 , β

∗
2)

s̄2

s0 = s(0) s0 < s̄2 s(t) −→ s̄1 s0 > s̄2 s(t) −→ s̄3

s̄2

s̄1 s̄3

s̄1

s̄3

Δs s̄1 +Δs > s̄2



β

β

β

s̄1

β∗2 β > β∗2



������� ��	������ �
�����	��� 
��� �� ��	���� ��
�� ���	�������

�	��� � �����
� �	
����� �
�����	��� 
��� s̄3 ���� 	�� ��� ��� ���

��	� �����!�� ��	�
�� "������ ��	���
	� β �
�����	��� 
���� ��#�


��� #�$�
��� �� ��	���� ��
� �
�����	��� �	��� �	������� � "���

���� s̄3 ���
��
�
���%��� ���#���� "������ ��	���
	� β�

&���
� �
� ��	���
	����� �����	� ��	�������� ���
���� s̄1 �

s̄3 �� �	�#����$��
 ��������	�"��$� "������ ���
���� s(t) �� �	���� 

�
� ����
 �'
� ����� ��
��
����'� �������� ��	�������� ����$������

��
��' ��� 	�"��� "������ s ��#	�"��������� �	 ������ ��	�����

��� ���� 	�� ��� � $�� ��� ���	��	 ��� ��
�
 ��
� �'����� 
�����

	�
�	� ������$� ��� #��
 ����	�
�� ������
 ��	���
	' ��
���������

	������ � �� ������
 �$� � ����#��� ������

(�
�� ��
�	�� ����	!��
 �
�����	��� ���
���� �	 ��������� "�

����� ��	���
	� ��"'���
�� ��
��� ����������� �����	
 )*+�

,���� ��
� $�
�	�"�� �	 ��������� "����� ������ �����

���	����� ��
��' �����
�� ��	��
�	��� ���������
�� ����#��� ���

��$����� ��
�� ��#�
����
���%�� � ���� ������� ��	��� �

-
� ��
����� .	�$� ������ ��
��� ����
 � ����� ��������� ���

�
��� ��� ����#���� #� "������ ������  /
	���
�	�0 �� ��	���#�

� ����� ���
���� "���
 �
 �	�#'�
�	 �� �������	������

1' 	�����
	�� �	��
�� �	��	 ���������� ��
��' ���%�

��������� ���
���� 	�������� ���
� " ��
�	'� 2 ��
����'�� 3�
���

��'� ���
���� 	�������� �
#����' #	�$ �
 #	�$� ����
����'� �
�

��"�����
 ��
��� ��	������
��� " �#��$� ��
�����$� 	���� �������

�	����� � #	�$�� "� ���
 "������ �������'� �� � ��������� #	�$��

�����
 �	����� ������ �������	������ 4	��� 
�$� ������
�� 
��

��� ����� ��
��' ����
 ��	�	���
� � "������
 �
 ��	���
	�� �	

-
�� �	 ��	�#�����'� "������� ��	���
	�� 2 ���	������'� ��
��

�� �
����
�� ����� ����
�
������ � � "������� 4�� �$�#�� �����

"������ ��	���
	� � 
� � #	�$�� �
�	��' �	��#
 � �����
�������

"������ 	���� �������	����� ��
��'� 5
� ��"�����
 ���%��
��
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���� ������	
���� ���� ��
�������� �����
��� ���������� ���� ���

���� �� �
�� �������� ���������� �������� �������������� ���
�����

� ���� ������ �� �������� ���
���� ���������!

"��� ������� ������������ ������� ��� � ����� ������ ������

��
����� ������ �������� ����������� 	
��	�
�� # �����������	 �

������	
���� � ����� ����� ���������������� � ���������� ��

�������! $ �����	 �� ��������� � ������� ��������� ������ �����

�� �������
����� ���������� �����! %� ������������� ������ ������


�� ��������� ������� ��� ����������� �������� ���������� �������

�������
����� ������ � ����� ����� �������� �� ���������	��!

���� �����	� � 
��������

&������� ����� �������� ��'� ������ ��� ������������� ���
��

��� ��������� �������� ��� β = β∗2 � ����� ��
�� ����� s̄1 � s̄2 �����	���

� ����� ������ �� s̄2!

(������� ��������� )�! ���! *!+,� 
�� � ��
�� ����� s̄2 ��� f
′
(s̄2) =

0� �������������� ��� ������� ��������� ��������� � ����������� ����

��
�� ����� ���������
�� ������������ ������� ������� ������������ �

������� ������������ ����� ����'�� 
���� � ���������� ������ 
����

������ � ��� � ����������� ��
�� �����!

-��� ����� � ������� 
�� ��� ������ ���� �������� �������� ��

��������	 � β∗2 �������� ���� � ���������	 ��
�� ����� ��� β < β∗2 �

���� � �� ��
��������	 β > β∗2 ! .����� ������� ��'� ������ ��������

���������� �������
���� ��� β = β∗2 !

/������������ �������
��	 �������	 � ����� �� � ���
�� �������

���� ��������� ����0

x′ = f(x, c), )*!+,

��� c # ������� ���������!

1�� ������
���� �� ����� ���� ���������� ���
��� ����� ��� c = 0

��
�� ����� x = 0� �!�! f(0, 0) = 0!
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f(s) β = β∗2

y′ = g(y; b)

b∗ y∗ g(y∗, b∗) = 0

x = y − y∗ c = b− b∗

x′ = (x+ y∗)′ = g(x+ y∗, c+ b∗) = f(x, c),

x = 0, c = 0 f(0, 0) = g(y∗, b∗) = 0

x

x = 0 c �= 0 c = 0

x ∼ 0 c ∼ 0

x′ = f(x, c) = f(x, c) + f ′x(x, c) · (x− x) + f ′c(x, c) · (c− c) + ... =

= a · x+ b · c+ ...,

a = f ′x(0, 0) b = f ′c(0, 0)

a �= 0

x′ = a · x+ b · c



�� ����������	
 ���	 ���
�

x∗ = −b · c
a

.

����� ��	�	��� ��� � � �������� ������� ����� � ����	����� �	���

� �������� ���
 ! ����������	
 ���	 ���
 x̂� ��� 	
 "���	  ����

x∗ �� ������	������� � ���� �	����� c �= 0 "���	  x̄�

#�	��� $��� # � �	%��� ��	���� ��	����� c ��	&���	 �	
 ���	 x̂

�����	 ��������� 
�� � 	�����'�

f(x̂, c) = 0.

#����

x̂ = x∗ + ε

�

#����	��� �(� � %��&�' f(x, c)� ��
 ��� �� �� 	������� �����')��

 	���������

f(x, c) = a · x+ b · c+O(x2 + c2),

����� O(x2 + c2) ! �	�	
 �������	 "���*�(� �� 
�	 �	������ ��� �	���

x � c�

#�������

f(x̂, c) = a · (x∗+ε)+ b · c+O(x̂2+ c2) = (a ·x∗+ b · c)+a ·ε+O(x̂2+ c2) = 0.

+��'�	 � ������ �� �������
 x∗ �������� ���

ε =
O(x̂2 + c2)

a
,

���� ε �	�� �� ������	������� x̂ "���� �  x∗� �  x̄�

#�	���� ��� � ��� x̂ ! ������������ � ����� �� � �������� x̄� ����

"� "��� ��	 � �
� �� � �������	
 ����� ���� �����	 "��	 "� ���
��

,,-



����� � ��� � 	�
����� ����� 	���������� 	� ������ a� ��	������

f ′x = a+O(x),

� ���	���	�� ����� ������� ���� ����� � ����������� ��	��������

������	�� f(x) a+O(x) � ����� �����

 �	������ f ′x̂ = a+O(x̂)� ��� ���� ��� ��� � ����� ��� � a� ��!����

��� �	�������	�� ����� ����� x̂ � ����� �� ��� � x�

"���� ��� a = f ′x(0, 0) �= 0 � �����	���� � ��� ���� ����� ��� 	�	���

x′ = f(x, c) � ����	� �� 	������� 	 !��� 	�	���� ��� c = 0 � ���	���#

	�� x = 0� $���� ����� ����� x �������	� ���������	��� ������ ������

� 	�	��� x′ = f(x, c) � 	��������� �	�������� ��� c �

$��� ��		������ 	������ ����� a = 0�  �� x = 0� c = 0% f(0, 0) = 0�

f ′x(0, 0) = 0� & !��� 	���� �� 	���� ��	��������� ������ ��	�� f(x, c)

�������� '(�)* � ��� $����� �� ����������
 ������� �������%

x′ = f(0, 0) + f ′x(0, 0) · x+ f ′c(0, 0) · c+

+f ′′xx(0, 0) ·
x2

2
+ f ′′xc(0, 0) · xc+ f ′′cc(0, 0) ·

c2

2
+ ... =

= b · c+ α · x2 + β · x · c+ γ · c2 + ...,

�� �������� b, α, β, γ � 	�����	������ ��!++�,���� � ��������� �

����

-������ ��������� ��� 	�� � ������ ��	�� ���������� ��������

�	������ ������ ����	���� 	������� �� �	������� 	�������� ��#

����� O(c2)� ������� ��� c ������� � ���� ����� �������� �� !��

������� ����� ����	�� � !������������%

η′ = ±η2 ± μ, μ > 0.

.��� ��� η2 �������	� ������ α� � ���� ��� μ �������	� ���#

��� b · c�
"���� ��� c̄ = 0 � a = f ′x(0, 0) = 0� �	
���� ������� !����������

/01



���������	

η′ = ±η2,

� 
������ ������������ ���
� ��
�� ����� ����	 η̄ = 0�

�������� ��������������� ���������� ��� ��� ���
� � ������������� ����

��� ��������������� ��
� ��������� ��� ���������

η′ = −η2

��� η0 < 0 �������� ��� η(t) −→∞� � ��� η0 > 0, η(t) −→ 0�

��� c̄ �= 0 � a = f ′x(0, 0) = 0� �� ����� ��������� �
���������� �������

���	

η′ = ±η2 + μ, μ ∈ R.

�����!�"� �����# ��
�#"����� ��� � ���� ��������� ���� ��� ����


��
��� ���� � ���� ��������� ��� ���������

η′ = −η2 + μ = ϕ(η)

��� μ > 0 ����� $ ���
� ��
��	

η1,2 = ±
√
μ.

�������� ��� ���
� �� ������������	

1) η1 = +
√
μ ⇒ ϕ′η1(η1) = −2 · η1 < 0,

�������������� η1 � ���������� ���
� ��
���

2) η2 = −
√
μ ⇒ ϕ′η2(η2) = −2 · η2 > 0,

η2 � ������������ ���
� ��
�� %��� ���� &�'(�

) ������ μ < 0 ������������" ����
 ��
�� ��� %��� ���� &�'(�
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dx1
dt

=
A1

1 + xn2
− x1,

dx2
dt

=
A2

1 + xn1
− x2.
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x2 + x− A = 0.
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1 + A2/(1 + x̄2)2
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������� ��������� 	��	����� A1/A2 > γ �������

��%&� ���	������� ���""����� ��	������ -� $��	�	� ��	�%	��� ��%�� ���

����� ����� 
�� ���	������ 	�	��� �	�%�! ��&
� %	�	���� ����	�	&��	

��
�	� .������� ��������� γ �������� ��$��%��	����! ������ ��$��%��

�� ����� ���""����� ����%��� �	��������� ��
�	 � /��	�����A1/A2 ����

&�� ��������(�� ��������	�! ��������� �������� %	�	�	"	 �	&�� ����

����� % ����� ����	����	"	 ��&��� � �������� #������� ��������	�A1!

A2 ������� 	� ��	"�� ��	�������%�� ����%�������%, �%	�	��� ����&����

�����������! �%����	��� $������	�! ������� &���� $������	�! 0�+-1 �

��	
�%�	� � ��	��

������ �����	
 ����������� ��������

+����	���� $��	��� �	����� ����� �������! 	���
��(�� ��� ��%	�

�	��� A1/A2 > γ 
���� ���	������� ����	������� �	��	������ ����

���� ��23 � ����* x = x1, y = x2� .
��* a! c � ���	������ ����	������

�	��	����! b � ��
�	�

4��� �����*�	� �	�	&���� ��	���&��(�� �	�%� ����	�	&��	 ����� ���

��������� ��
�� ����%������ ����� ! ������� ���	
���� � 	������ ������

&���� 	�	�	� �	�%� a � �	 �������� ��������� % '�	�� ���	����	�� ����

�	����	�� �	��	����� 5� �	��%! ��&�(�� ������ �����������! �������
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���� ����� �	�

�	�� ������� ��	���� ������� ������ 
����� ��������� �����
��	��� ������ ����� ���	�	��� ������� � �!���� ������� ���" �����#���"
��$���	��" ��������� a � c� %�	��� �������� �	�$��� ������
� ��	����#����
�	�

�	� &�����	$�� ���������� �� ����
	'�� (�)� �����#���� *+�,

����� ����	�
��  ������ ���� c� �	�������� ��������� ������� �����

������� ������� �� �����	 a � ����� c�

��������� ��� ������	 ��� �������� � ���������� ������a� ���� ����

���!�������� ������������� ���� ������� ���	 � �������������� ������

������� ������ ������  ����� "y > x#� $���%����� ��������� ������� �

������ ���������� ����� c� ��� ����� ������!�������� ����������	�
��

���� ������� ���	 � ����������
�� ������ ������  ����� "x > y#� &��

����� ����	�
 ����� ������	���

�� ������� 	�
��������� '	 ���� ���(���� ����������� ����� �	

�������
 ��	����� ���������%x � y� �	������ ���� �������� � ��� )�� ���

������� ������� � ���� ���� c1� �	%���!���� �� ��	��� ������� ���	�	�

����� ����	 � ���	��� ���������� ����������� ��	 ���	����� ���������

c�  ������� ������	 �������� �	�	 � �������� ������� � �	����� � ����

������ ������� * ����	� %�������� ��	 �� ��� �	��� �����������

����� �������
 ��	����� �� ����	 �� "�	������� ���	���
 ����������

��� ��������� ��!����	 x#�

+������ ������ ����������� �������	 �	���	���� �	�� ��� ������

��� ,-.�-/0�

$	 �	����� �������� "��� ���� 1�2.# ������� "��� ��������# �������

����� ��	�	�� �������� 3�����	 ���������% �� ������� ��� �	�� ���
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����� ��� �������������	� ����������� ��
������ a 
 ����� c� ����������� ������
	
�� �� �		������ �� � �������	 !"#$
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�������� ��#	�" ������ ���
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( ���
��
�
��� � 	���
����� (��$
���� )*+, ��������"�
��� ��#� ������

��������
� ��
���� x1 � x2� ��	#
 !�
$ ������� #����������-

dN1

dt
= a1N1 + b12N1N2 − c1N

2
1 ,

dN2

dt
= a2N2 + b21N1N2 − c2N

2
2 .
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.���$ ������
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������� ��	� ��
� ������������� � ������ ���������

*��-��� 1 1 b12 > 0� b21 > 0

2� ����3���	 1 � b12 > 0� b21 < 0

4�������!�� � � b12 < 0� b21 < 0
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dx1
dt

= x1(a1 − b12x2 − c1x1),

dx2
dt

= x2(a2 − b21x1 − c2x2).
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���� 	�	�� �����
������ ������� 
��� ���� ������ �������

�
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��" ����	�
��# ������ ���� ��$%���
� &�������%���� 


�
!
���" ��"
��" 	
�	������� ����� ������

��������� ��%� &����� '���� ��������# ������ �������

x1(a1 − b12x2 − c1x1) = 0,

x2(a2 − b21x1 − c2x2) = 0.

��� (�
 &
%�'� ��������� �%� $%����" �!
	%�� �������

x2 =
−b21x1 + a2

c2
, x2 = 0

) �!
	%��� $
��!
���%���" 	�����%���"�

x2 =
−c1x1 + a1

b12
, x1 = 0

) �!
	%��� �����	�%���" 	�����%���"�
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'	� &
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# �����
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��������# ������� � �" 	
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��

.������
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 � !�����
��� 
� �

��
����� 	
(  ������
�

������ � ��� 
��� +��� ��!%�'�
� 	
%�'����
 �����
�����" �
'�	�

� ������ ���$�� ���� �����
#'���� �
'	� &
	
� ��&� �����
#'���#

�!�% )

x
(1)
1 = 0, x

(1)
2 = 0.
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x
(2)
1 = 0, x

(2)
2 =

a2
c2
, �	
���

�

x
(3)
1 =

a1
c1
, x

(3)
2 = 0. �	
��

������������ ��������� �	
��� ������������ ����� ����� ��� a1 > b12/2

��� ���������� ���� ��� a1 < b12/2
 ��� ������� ��������� ��� ��� ���� 

����� ���� �!� ����������� �"�����# ����� ���#$� ��"������ "�������"��

��������
 ������������ ��$���� �	
�� % ����� ��� a2 > b21/c1 ��� ����� 

����� ���� ��� a2 < b21/c1


&��!��� �������� ��� "��"������� ��'����� ���#"� ���� �� ������

� ���!�� ��������
 (�� )��� ���� � ������� �����'�� ���#"� ���� ��

�"������* ��������� ��������  ���"� ��"���� ���� �����'�� ��� �	 ���"�

��"��� � ��!�� ������� ����� �����'����# ����"�+����� ��'�� ����
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x
(4)
1 =

a1c2 − a2b12
c1c2 − b12b21

, x
(4)
2 =

c1b12 − b21a1
c1c2 − b12b21
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a1b12
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< a1 <
a2c1
b21
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b12b21 < c1c2, ������
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c2 > b12, c1 > b21.
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!"��	# ����	#� �
���	��� !����	
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dx

dt
= ax− bxy,

dy

dt
= cxy − dy.
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!����( ��� )�� ����	#� ����	��� �����"# �����	# ���		 ���	� ����	#"

����#��	��������� �����( �"������� � 
����# �
�*
�+	$

dN1

dt
= a1N1 + b12N1x2 − c1N

2
1 ,

dN2

dt
= a2N2 + b21N1x2 − c2N

2
2 ,

%&�,'

*�	 a1 > 0, b12 < 0, c1 = 0( a2 < 0, b21 > 0, c2 = 0�

�������� ����	������� #��	�� ��������	
��� �������� 
���"	 �����
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���# %b12 < 0'( � ������	���"� . �������#

%b12 < 0'�
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x̃ =
cx

d
, ỹ =

by

a
, t̃ = at, ω2 =

d

a

�
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dx

dt
= x− xy = x(1− y),

dy

dt
= ω2(xy − y) = ω2(x− 1)y.
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 dx/dt = 0� x = 0 �

��� ������� � y = 1 � ������������ ������

� �
�	�� �	����
� ��
 x ≥ 0, y ≥ 0� ��� ������������� ������
���

vx 	
���� �������� 	 �����	������ ����
 (x, y) ���
�
��
��� �����
��
�

���� ����� �������
���� �������� y = 1� ���
 �

 ��� y < 1 vx > 0� ��
�

�������� x 	 ����� ���
 �������� 	 ���� ����
�� 	�����
��  ���!
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��������� ��� �������� x = 0 vx = 0� ��
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�
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./(



��������	
�� ������ � y = 0 � ��	 ��������

�
������
� ��
� �������	� ��� ����� ������
� x = 1 ��������	
��

����
�
�� ������� �������� vy < 0� ���� ������
��� y � ������ (x, y)� ����

������

�� ����� ������
� ������
���	
�� �������	
�� � ���� ������

�������� ��������� ��� x > 1 vy > 0� ���� ������
��� y � ������ (x, y)�

���������

�� ������ ������
� ������
���	
�� �������	
�� � ���� ���

���� ����������  �� ������
�� ��������	
�� ������� � ����
�
� ����

���
��� ���� ������  !�"# � 
� ���� !�$#

�� ������
���	
�% ��� ������
�� y = 0 vy = 0� ���� &������ �����

����� �������� �� '��% ���� (�� '�� � ���������� ��)
���� ������

'����
�
����	
� ���
���*��� � &������ ����� ������ �� ��� ������� �

�����
��
���	�

����
�� ��� ����� ��������
�� ����
�� ������
 ��*� ����� �����

������  ���� !�$#� +� ���, x = 0, y = 0 � x = 1, y = 1�

(������

�� �����
� ������
��� ���� ��������� �����������	� ���

����� x = 0, y = 0 � 
�����%����� ����� ����� ���� ������ ��� '�� ����

�� x = 0 � ����������� ������ -��
�� ��� ������ ����� �����x = 1, y = 1

&������ ���������� ����
� ����������	��� .�%�������	
�� ��
� �����

���	� ��� ����� ����� (1, 1) � ��
��� � &������ ���������� ������ 
��

���
���� �������

-���/� ������ ������� ��������
�� � 
�%�� �� �������

�� �����

� ������ ������

(���	 ξ, η 0 �����
�
�� x, y �� �� ������
��
�� �
���
�% x, y,

ξ(t) = x(t)− x, η(t) = y(t)− y.

1������ ������ ������� ��������
�� ���� ���,

A =

⎛
⎝f ′x(x, y) f ′y(x, y)

g′x(x, y) g′y(x, y)

⎞
⎠ =

⎛
⎝1− y −x

ω2y ω2(x− 1)

⎞
⎠ .
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� ����� x = 0, y = 0 �����	

A

⎛
⎝1 0

0 −ω2

⎞
⎠ ,
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��
������ �������� � ������������ ��
�� � ���
�������

��� � ������ ������ ������� ����� ����� � 
�����

� ����� x = 1, y = 1 �����	

A

⎛
⎝ 0 −1
ω2 0

⎞
⎠ ,
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����
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�������� det(A − λE) = λ2 + ω2 = 0� �����  ���� �������� λ = ±ωi
� ��
�� ������� ������� ����� ����� � !����� ��� �� �"� ��
�"���� 
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�� �� 
�
���� ������

������"����	
dξ

dt
= −η,

dη

dt
= ω2ξ,

������� �  ����������� �������&	

dη

dξ
= −ω2ξ

η
,

 ������� ��"�� ��������� ���������� � ��'��� ���  ���� ���	

ξdξ +
1

ω2
ηdη = 0,

ξ2 +
η2

ω2
= C.
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�� )���� �������� �

�����

���� 
�
���� ������ ������"���� ���������� ��� ����� ����� (1, 1) *
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x(t), y(t)

T T t

x(t+ T ) = x(t), y(t+ T ) = y(t).

T

T = 2Π
ω T = 2Π√

d/a
= 2Π

√
a/d
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���	��	������ ��� x > 0, y > 0 �	 ���	��� ����� ����� ����	� �

�����
���	���� ��
������ � �����
	� ��� ����� ��	���
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dy

dx
=

ω2y(x− 1)

x(1− y)
,

x− 1

x
dx− 1− y

ω2y
dy = 0,

(x− ln x) +
1

ω2
(y − ln y) = C.
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�� ��&����


����
� ���������	� ����	����	���� ��
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dx/dt = x− xy − γx2 = x(1− y − γx), γ > 0,

y = 1

y = 1− γx

x y

( 1γ , 0)

0 < γ < 1

c1 �= 0 c1 = 0

( 1γ , 0)

(1, 1−γ) (1, 1)

γ

( 1γ , 0)

(1, 1− γ)

γ

c1



���� ������	
 ��	����� ���	� ����������	 ����� ����	� � ����� ������

�������� ��������� ����� ����� ����	 ���� ����� ������� ����������

��������	� �����	����	 � ����� ����	  ���������� !�����" #������

������� ��� γ �= 0 �� �������� ������������ ������������� �����	��	

������� �� ��������� ������� �� ��� $��� ����!���������	 ������ ���

���	�� ����������� �������� ��������	 ����������� ������� � %���"

&������������ �������� ��������� γ = 0 '��� c1 = 0  �������� ������

�� '(")** ��������	�� ����� ��!����������� �������� ���������� � ����

�����������	 ������� +�������� 	�	���	 ���������� �����������"

,������� ��������	� ��� ��� ������������ ������� �������� ��������

�� γ > 1 ����� ����	 �� ����������� � ��������� �������������� �����

������� x = 1 ���������� �"�"  ������� �������	 ���� ���� ��������	

����� ����	 ( 1γ , 0) �� ��� �������� ��� ��������� ��� ������� �������

�� ���������� ����" -��� ������ ����������� ������������ ���������

��������� c1 �= 0 �� �������� � c1 = 0  ������������ ������ +���������

��$���� ������������� ��� ������� ������� ������ ����������"

.��	���� ��� γ = 1  ���%� 	�	���	 ��!����������� ��������� ���

��������  ����������� �������� �������� ������� ���������� ���	���	

 ��� �������� ����� ����  ������� ���� ���������� ���� �������� ���

���� ����� ����	� � ��� ����� ����	 ( 1γ , 0) ���	���	 �� ���������� ���� �

�����"

.�������� ������� ��� ��� γ �= 0 �����	 �������� ����������  ����

�������%��� ������� �� �������� � �������������� ������ y = 1 ��	

��������� �������	 ��� γ = 0 '���" ("/*" ,�������� ����	 ������� �����

��� ����� ����� ��$!!������� ��� x2  �������� '("(* ��	 %���


dx/dt = x− xy + γx2 = x(1− y + γx), γ > 0.

,� ����� ����%���� �����%�������� ����� ������ �������	� � ������

������� �������� ���  $��� ������ ����� ������ ��� γ = 0 ��������	

����������� !���� '���" ("/*� ��� ��� ��� ������%����� ��� γ = 0  
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x y

(x, y)
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#�������� �� ��������� � ����� 	�	����� �	�������� ��� ��� ��������

��� �� 	������������ �������������� ����� ��������� $ ���		� �������

����������� 	�	��� ����	��	�� ��������� ��������� � ��������� %&������

�������� �����		 ��	��
����������� ��	 ������� ������� � �������� 	��

�����
�� ��	� 	������� '�() � 
����� ����������	��� 	�	������ �����

�
���	��� �����		� &���	������� �����������	��� �����
���� �������

��
������ ����� %���	��������) � 	��
��� �	�������� �����
���	��� ���

������� ��	�����	�� ������� � ���������� � 	��� �	���� � ������ 
���

����

*����
�� ������ 	�	����� ����
�� �� ���
������ ������ +,-.

dx

dt
= y + x(1− (x2 + y2)),

dy

dt
= −x+ y(1− (x2 + y2)).

%/�0)

���������� x2 + y2 = 1 1 ������	� �	�������� ���
������ ������

%��	� /�2)�

*��
������ ���� ��������	� �	��������� �	�� 	� �	����� ����� ���

��	�� �� &������ ���	��	��� 	�
��� �� 3��� ���
������ ����� 4 ε

����	���	��� 1 ��� �	� &������ ����������� ������� ��	� �ε ����	���	���

�	���������	�� ���������	� � ���
������� ����� ��� t→∞ �

"	�� �� ��������� � ����� 	���� ���
�� ����� ε ����	���	�� ���
����
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�� ���	 � �	���� 	����� ����� ������ ������ � �	 �	���	�����!

����� ��	 ��  ���� ��� � �	 	�� ���� 	 ����� ������� �������
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 � � �	���� �� ���������� 
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	�� ������	��� ����


�������� � ����
 ����� ����� ����� !"�#$  	���� �� ���%��

������ ���� ���	� ��� ����� ���� ���������
 ����

&�������� ��������� ������������ ��������� ����������
 �����

�� &�������� ��������� −xy  ω2xy� ��������� � ��������� !"�#$

�'�����
���� �� �� ����� (� �� �� ���������� � �	�	������ ���

r(x)y� ��� r(x) �� �� �������������� ��� ��������� ������� �������

������  ���� � ������'������� ������ ��������� ������	���

 ����� ���� ��������� �)������� � ������	������� � ���������  �����

����������� �� ������ ������

� ����������
 ����� r(x) ∼ x� ���� r(x) �������������� ������ ����

��� � �����������  ���� x !��� "�**$� ���� �������� ����'�� �� �� ���

�������� 	����� '������� x�

1 2 3 4 5

rmax

x

r(x)

���� ����� ��	���
��� r(x) 	 ������������ 
����� ������ ������ � 	 ���������� ������
��� ������ 
����� �����������	�

+�,���� � 	���� ���������
 ����� ����������� ����� �������� ���

r(x) �� x −→∞ !��� "�**� ��������� ���$� -� ����� ��' ����������

� ����� ��������� ���������� �� ����� ����	������� �

����������� %����
 !��� "�**$�

*""



r(x) ∼ x r(x) ∼ x/(x + κ)

dx

dt
= x− ρ1

x

x+ κ
y − γx2 = x(1− ρ1

1

x+ κ
y − γx),

dy

dt
= ω2(ρ2

x

x+ κ
y − y) = ω2(ρ2

x

x+ κ
− 1)y.

γ = 0 γ �= 0

1− ρ1
1

x+ κ
y − γx = 0

y =
(x+ κ)(1− γx)

ρ1
.

x = 1/γ



�������

ρ2
x

x+ κ
− 1 = 0

��	
��

x =
κ

ρ2 − 1
. ����

������ ��� ������ ����������� 
������ ρ2 > 1 � ��� �
�����������

���	� ����������� �������� � ������ ������ ���� κ/(ρ2 − 1) < 1/γ�

 �� 
����������� ���	� ����������� �!�	��� ��"� � ���� ������������

���� �� 	�	�� ��� �������� # ������ ��� ����� �
��� ��$������� ���	�

������������ %�	 �� ������ ��&� ��� �����!� ������� ��	���� �!�	����

�����	�����$ 	���������$ � ��
��� ����'�(��������)� 
�������� ����

���� ���� ����� ��� ����������� �!�	��� �� ������ ����� �������� ����
��

������� 
��������� ���	� ��	��� � �� ����� # ��
��������� ���� ��*+��

� ��
��� ��
��������� ���	� ��	�� �� ����� � ������� ����������

(�	� ���� ��*+� ������ ��������

,��	� �� ����� ��� 
��������� ������� �������������� �������

$����	-������ ��!������ ���
���� ������� ���	����� �������.�
. ��-

����� 
��������$� ��!�������$ �� ��������$ 
������ 	�������� ������-

����� ���
��(�� �!����������
.��$ ������

/���� ������ �!������� ��������� ������ $����	-������ ����� ���-

�� � ����)��'��$ 0*12�

���� ������	
���� � ��������
���� �
������

%�	 �� 
�� ����&� ��������� 
�������� 	��������	�� ������ �������-

�� ��������. �������.� � ������. ��	�� ���$������	�� ���	(��� ����-

�������� 3��	���

R +X −→ 2X, va = k1 · [R] · [X]

X + Y −→ 2Y, vb = k2 · [X] · [Y ]

Y −→ P, vc = k3 · [Y ] .

*�4
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d [X]

dt
= va − vb = k1 · [R] · [X]− k2 · [X] · [Y ]

d [Y ]

dt
= vb − vc = k2 · [X] · [Y ]− k3 · [Y ] .
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X, 2X + Y
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k−2
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k3−→←−−
k−3

Y + C,X
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dX

dt
= A+X2Y − (B + 1)X

dY

dt
= BX −X2Y
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X +X + Y
1−→←−
0

X +X +X,  !�".$

dX

dt
= −XXY −XXY +XXY +XXY = X2Y  !�"!$
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A+X2Y − (B + 1)X = 0, BX −X2Y = 0  !�"0$

B −XY = 0 → Y =
B

X
A+X2B

X
− (B + 1)X = 0 →  !�"1$

A+XB − (B + 1)X = 0 → A−X = 0 → X = A.
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ξ = x− x, η = y − y ����*�
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P
′
x = 2XY − (B + 1)X,P

′
y = X2, Q

′
x = B −XY,Q

′
y = −X2 ���+,�

a = P
′
x(x, y) = 2A

B

A
− (B + 1) = B − 1, b = P

′
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c = Q
′
x(x, y) = B − 2A

B

A
= −B, d = Q

′
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dξ

dt
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dη
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B − 1− λ A2

−B −A2 − λ
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λ1,2 = −1

2
(A2 + 1− B)± 1
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����*�����	�� ��������� ����
 �# ������� � ����+�� � ������� � ��	�+��


�	��	�������� ���� ����	)

(J(xa, t)− J(xb, t))S.

���� ���� ��	
�� ��		�� ����
� �������	��� ����	�� S� � 
������ �����	� ��������

������� �������� U 
�	��	������ u

,��� �
������ �#��	�	�� 
��������� �������� � $����	���	�� ��-���

���� ���	�)
d

dt

∫ xb

xa

u(x, t)Sdx = (J(xa, t)− J(xb, t))S,

.�/



��� ���� ������	
 �� S� ����	��

d

dt

∫ xb

xa

u(x, t)dx = (J(xa, t)− J(xb, t)).

����� �����	�� ��� �� ������ �������������	�� ����
��	
� ��
���

��
��

J(xa, t)− J(xb, t) = −
∫ xb

xa

∂

∂x
J(x, t)dx,

	 ����
����
�����

d

dt

∫ xb

xa

u(x, t)dx = −
∫ xb

xa

∂

∂x
J(x, t)dx.

����� 
��	��� ��
����
� ����
����
�� 	! 	���"���
�∫ xb

xa

∂

∂t
u(x, t)dx = −

∫ xb

xa

∂

∂x
J(x, t)dx,

	� ������# �� ��
����
� 	���"���
 � ��
����
� �������"�����! 
����

$��	�� ����	� ����� �
#�	 �������	 	������	# ����������		 
� ���
� 	

�	����	����"� ������ 
 ����� x�

∂u(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
J(x, t). %&'()

����� 	�������� ����� ����� ��"���� �������� ��	�� 
���	
� ����

����������� �������	� ������	������

J(x, t) = −D∂u(x, t)

∂x
. %&'*)

+��� ,�- ��������� ��� 
� ���
� �
	$���# 	� �����	 � ���� 
������ ����

�������	�� 
 ������ � ���� �	���� ����������	��� �'�' ����� 	���� ���

������ ���� "���	���� ����������		'

� ������ �	�� 	 ��
��	�	��� �	����		' +����	�� ��� �����

.	�� �� #
#���# ���	� ����
����"�� 	� %������������) �������� ��� ���

��� ��!�����	# 
� ���
�� � �������
#�� ����� ��	� 	� ���������"	���

��	! ������
� �	�� ������������"� ���	 ����� ������ �����
�� 	! ����'

(&/



������ ��� 	
�� ����� ��		������ 	���
���� ������������ ��		����

��� ����
��� ����� ������ �������� 	������ ������ ε ���
������

	������ 	������ � ����� x ���� �������� (x− ε/2, x+ ε/2)  ��	� !�"#�

/2 /2

���� ���� ����	
�� ��
 ������ ������� ������ ������ ε� ���	������ ����

������ � ���� x� ��� ������� (x− ε/2, x+ ε/2)

$�����	��� �����
� ����	��� ����	������% �����&
 '���� ���������

	���� ����� 	������ ������&�������(� ���&�����&�� u(x− ε/2) � �����

��	��� �����
� ����	��� �(	���������% �� ������( ��		������������

��������� ������&�������� ���&�����&�� �� ������ ���&� u(x + ε/2)

��� '��� ��������	�� ���	������ 	������ x ������� ������&�������� ��	�

	������ �� ���� ���� ����� ��������� ε�

)���� ������� ����� ����	��� ��� ����� ����� 	������ 	������ �

����� x ������&������� 	���
���� �����*

J(x, t) ∝ u(x− ε/2)− u(x+ ε/2)

ε
,

���
�� ����%��� � ������
 ��� ε −→ 0 ���
���*

J(x, t) ∝ −∂u(x, t)

∂x
,

� ���������	
�� �������	���	��
� �����
�� ���������	
 ��������

D � ������ ���� ������

������
�� ����	��
� ���������	
� ��������D�

��
�� ����
 ����	��
� �������
������ ��������! 
��� [J ] =
mole

cm2 · s �
"����	
 ��	��	
���� ����
 ����	��
� �������
����#$������	�%

[u′x] =
mole

cm3 · cm �

&'(



����������	
�� ��������
� �������� ����� ������
���	� [D] =
cm2

s
�

��������
� �������� ������������ ����� ���������� �������� ��

������ ! ���
���!"� ���!�����#� � ���
��� �����
� �1s" ����� �������

���
��
�� ������� �
�������� 1cm2" ��� #�����
�� ��
��
������� ���$


�� ���
��� ������������%��� ����
�
�% 1mole/l 
� 1cm ���
 "� ���$

�����
� �������� ������������ ���������� ���� � ����� �����
����$

%��! ������ ���� ������� &�'"�

������� ��	� 
��� ������������ ������� D � ������ ������� ������� ��������
���� � ����� ��� �! "�# $ �%& "� '(�)

(�
)���
 �*+,& #�" �������� ��� � �������� ��� ����������! ��������

���	)�! �� ����
�
�% � ���������� ������������� ��������
� �����$

��� ������������ ���������

D =
kT

6πμr
,

#�� k - ������

�� .��	���
�� T - �����%�
�� ����������� ��������� μ -

��������
� �������� ��������� r - ������ ������� �

/���� �������� ��� ���	)� ������ ������� ��� �����

�� �
� �����
$

����%� ���� ������� &�'"�

0��
���� � � ���� ����
�
�� ��������� 1�������� ������� 2���

�&�'" � ������� �&�*" ��� �������� ����
�
�� ��
��
������ u(x, t) �

∂u(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
J(x, t) = − ∂

∂x
(−D∂u(x, t)

∂x
).

*3*



������ ��	
�� ��������� ��		�
�� � ���������� �����

∂u(x, t)

∂t
= D

∂2u(x, t)

∂x2
. �����

��	� � ��	���� ������ ��������� �	� ����� ��������� ��
�	��	�����

���������� ������	��� ���� ��� �� � 
�������� ��!!
"�� ����� ��������

�� ���� ������ �	�� f(x, t)� "������� ������������# $��% ����������� ����

����
� �� �������� � ����� 
 ������� &�������� ��!!
"�� ����������

�������������		�
������ ���������� �	� ���������� ����������		�
��

���������� �������� � �������

∂u(x, t)

∂t
= D

∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t). ���'�

(�� �����	�� ������������# ���������� �� "������ ���� �� ������� �

"������ ��	#�� �� ���������������� ����������� ���� ��	����� !
�� ���

�	������� ���������� f = f(x)� ) ���	�*������% ������%� *�� !
�� �� f

��������� �������# ����� ���� �� � 
������ ������������*� ���������

�������� ���%�������� ���� ��� �������# ���� �� "������ �� ��� ���

��� �� ���*������ ���� � ���	���� �	
���� �� ���� ��	�����u+ f = f(u)�

) $�� �	
��� 	������� "����� ��!!
"�� ���������� ��	������� "������

���� �����!!
"���

,�	
������ 
�������� ��!!
"�� ����� �����!!
"��� ��	����� 
����

����� � ������% ����"�����% ������	������*� ����� �*� ��� ��"�����


�������� ���	������������� ���� ��� ��������� ��������	���� �������

�
�� � ����-��� .�	�� � 
����� ��� ���	�*����� 
�������� ����	#"
�

���� �	� �������� ���������� ��"�
-����� � ���� ��"�
���% ������� �

���������� � ������ ��	���� �	� ��������� �/ ��

0���� ��������	#�� ��������# "����
 ������	���� u(x, t)� ����
����

"����# ����	#��� � *�������� 
�	���� "������

1������� ����	#��� ��������	���� ��� ����� �� �������� �-��

���# ���������� ���� u(x, 0) = const �	� "������#�� �"������� !
���
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����

u(x, 0) = φ(x).

�����	�
� ������ ��������� ������ ������ ��������� �� �������

������� � ���������� ��	�� � �� ������ ����� ����� �����	���

 �������� ������������ �������� �� ������� ��!�� ������!����"��

��������� � 	��������� ����������� #���� �����	��� ������ ���
������

������� $%�� ����&

u(0, t) = α, u(L, t) = β.

�����	��� ������ '%�� ���� ������ ����� �������� 	���� �������&

u′x(0, t) = α, u′x(L, t) = β.

( 	��������� ��� ����
� �����	�
� ������� '%�� ���� �����������

��	�� ����������
� ������ )����� �������� �����������*�

(����� ��������
� ���	���� ������������ )������ $%�� ����* �� ��%

���� )������ '%�� ����* �� �������� ���!� ����� �
�" �����
 +�������

��������� �� ��������

 ������� ��!�� ����������" �����	�
� ������ ,%�� ����� ����������

����� ����� �� ������� ���������� ����� ��������� � ������� ������ ��

������  "������ ���� �����������"�� �������� ������������ �� �������

����� � �� �������� ��������� ����&

α · u′x(0, t) + β · u(0, t) = 0.

-������ ��������� ��++���� � ������
�� ��	�"��%�����	�
�� ���%

����� � �������
� ��	���� ��������� �� ������� ���������� ����	�

)f = 0* ��!�� �
�����" ������	����� �� � ����� ��	��� �������� �

����������� ������������ ��������� ������� ������� ��� ������ 	��%

���
� ��������

$.,



������ �����	�
 � �� ������ ������������

� ��� ����	� 
���� �	��������� �	� �� 
���� ���	� 
	�������� ���

��
��� ��� �	�	�� 
		����
������� 	������� ��������	��

d

dt

∫
Ω
udV =

∫
Ω
fdV −

∫
∂Ω
(J · n)dA,  !"#$

�%� u(t,X) = u(t, x, y, z) & �	�'�����'�� ����
��� � �������	� 	����


�� Ω( ∂Ω & �����'� 	���
�� Ω( n & �%������ ����	� ���)��� �	��

���� � �����'� Ω( f(X) = f(x, y, z) & ����'��( ��%����� �����
���

�	
�* �
�	���	� ����
��� � �%���'� 	����� � �	%� ����'��( � J =

{Jx(x, y, z), Jy(x, y, z), Jz(x, y, z)} & ����	���� �	�	� u ���� �����'� ∂Ω(

dV, dA & ��
�	���	 ����� +������� 	����� � ��	��%� �����'�( ����

�	�	��� ��������� �	�	� J ( 
		����
�����	"

,���� 	����	�( � �	�����  !"#$ 
���� ����
��� 
�	�	
�* ��������� �	�

���
��� ����
��� � 	����� Ω( �	�	��� ����� ����	
�� �	���
��� �����


���( ��	%�'�����	�	 �
�	������( � �	���
��� ����
���( �����	
��	�	

���� �����'� 	���
�� ∂Ω( � �%���'� �������" -��� ����
 %�� �	�	�� ���

��
��� ���� �����'� ∂Ω ���%�	������ �����	
 ����
��� ���� �����'�

������� 	���
�� ������ � ����������� ����	�� �	�����n � ���)��� ����

��'� 	���
�� ∂Ω  	%���	 �	�	� ��� +�	� �	��� ����* ��	���	�	�	����

����( ��� �	 ������
�� %������� ��	�
�	%�� ����� �����* 	���
��$"

.	���
�	 ��	���� /
��	���%
�	�	 0123∫
∂Ω
(J · n)dA =

∫
Ω
(∇ · J)dV,

�%�
* ∇·J = div J & %�������'�� �	�	�� J ( & �
�* 
������	� ��	����%����

	�����	�� 4����*�	��  5�����5�	�����	��$∇ = { ∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
} � ����	�� J �

∇ · J =
∂Jx
∂x

+
∂Jy
∂y

+
∂Jz
∂z

.

6����	%� 	� �����
��� ��������	� � �����
��� �	%��������*��� �����
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������ ��	
���
∂u

∂t
= f −∇ · J. �����

��	��� ���	������ ����������
 �	
��� �� �����
 ���� �����

J = −D∇u, �����

��� D � ������ ���! ����
���� " �#$�� �	
��� � (3×3) �"����!��% ��!&

�� �� ∇u �	% ���	%���� �
�� �� u ���! "��!���
� �
�� �� � �������!

u

∇ u = grad u = {∂u
∂x

,
∂u

∂y
,
∂u

∂z
}.

'���!�"�" ���(� " ����� ��	
��� �	��
�$�� 
��"����� ����
���

∂u

∂t
= ∇ · (D∇u) + f. ���)�

*�	� D = const � !�

∂u

∂t
= D∇(∇u) + f = DΔu+ f, ���+�

��� Δ = div grad � �����!�� ,��	���

Δu =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
.

-��	������ ���������� ������ �	% ������	���% u !��#
�!�% ����!. ��&

��	.�/� 
�	�"�% u|t=0 � �������/� 
�	�"�% u|X∈∂Ω� (gradu · n)|X∈∂Ω� �	�
���0������ !���� ���!�%��/� �	� " "��� ���!"�!�!"
�$�1 ������/1 �
��&

 ���

������ �����	�
 ���	 �������� ����������� ������ �

���������� ������ 	����� ���

'
�!. ����� ���#���
 !�	$���� L ��������!�% "�$��!"�� � ��� ��!��&

 �% "�$��!"�� '
�!. ������� �����1���! �����
$��!"���� " ����� �����"&

	����� ���!��
 #
��� ������!��"�!. �	
��� ���������� ����
��� "��	.

��������!/ x� '� ���
 �!����
 ���#���/ (x = 0)� ����"�� �� "��0���

(�2



������� ��������	 
������������ ������������ co	 � 
� ������ �������

(x = L)	 ������� �� ���������� ������� �������� ��������	 � ����������

��� ci�

���� ���� ��	�
�� ������� ��	�� ����	�
� ����
�� L

��
�� ��� �!�"�	 ��
�#��$

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
.

%����&��� �������$

c(0, t) = co, c(L, t) = ci.

' �����������( �������( c �� �������� �� �������	 ���������� ��
∂c

∂t
=

0�

)���� � ���� ��������� ��**���� −∂J

∂x
= D

∂2c

∂x2
= 0.

+����� J = −D∂c

∂x
= const	 �

c(x) = ax+ b.

,��������� �����&��� �������	 ������ a � b$

co = c(0) = a · 0 + b, ci = c(L) = a · L+ b.

+����� 
���&��$

a = −co − ci
L

, b = co.

-.!



����� ���	
��	 ����	�	�	��	 c(x) � ������������ �������� ��		� ����

c(x) = co − co − ci
L

· x,

��	� c(x) ���	
�� �����	� �� ��	��	
 � �����	��	
 ������	 �	�������

�����	����	���� ���� J ��		� ��	�����
 ��� � !"�

J = −D∂c

∂x
=

D

L
(co − ci), #!�$%&

��	� �����������
 ���� �	�	���� '	�	( �	������ ����������	� ��(��)

��� ����	������
 �	�	���� �� ������	 � ������� ����������	� �����)

�	����� ���������� ��**�(��� � ������ ���'�	 + ������	 �	�������

,������'�� '���� *������ #!�$%& ��� ������������� ����� ����-(���

�� ���	��������� �	������������ ���	����� ����� ����	������� �	�	)

���� � ��	 ������� �	������ �	������ �� ��	�	��� .�� /��� ��������

'�� ������	�����'	���	 ��	�� ��**�(�� ���	���	��� �	�-�	� '	� �����)

�	�����'	���	 ��	�	�� �(�	�	��� ����	������
 �� ��������� ����� ����)

(��� �����	��	 #!�$%& ����	��� �	��������������� �����0	��	�� �()

�������� �(�	0��- ����-(������ �����	��� � '������ ���(������ �

�����-�� � ������ 1,2� 	��� ��� �(�	�	��� co � ci ��0�� ����-(����-

��'	'��	 ���	���

,�� ����� '���� ��	���- ������	���	 ��	�� ��**�(�� �	��� ��	���)

��� ������ (���'��

������ ������	�
�	 ��	� ��������

1�	�	��� ��	�� T � (� ������	 ������ ������� ����	������� �	�	����

������ � �����0� ������
 �����
 ������ �	�	'���� �	'	��� S� �����

l � ��3	�� V #���� !� &� 4��	� �	�������-� '�� �����0� ������ ����	�)

������ ����� ����� ��	� ���������� �����'��	 ��������

c(0, t) = 0, c(L, t) = 0.
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 ���	�� ��	�	�� ���	� �	�������- ������	���	 ����	)
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0 = st + ct = Dssxx +Dccxx.
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	 ����� �� �������� ����� �����	������ ����	���� ���������� ���
���

���
		 O2 ������ ������� ��� ������ � !���� ���
�����
		O2 ���������

	 ���������� � �	�����	��� 	������	�� � ����	���" �������" �������� �

��" ������"# $ � ��������		 �	�����	�� � ��������% & ��	 �������� �	��

����	�� � �������� '����� � (��� (�����	����� ���� ������������ ��� ��
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�	� ��	�����, ���� ������

)�� 	������������" ������	� ��(++	
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����
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Ci

kc−→←−−
k−c

Ce, Pi

kp−→←−−
k−p

Pe.
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���������� ����� ���	 �	�	� �	�	� �� ������� ����

��	���������� �3Na+ : 1Ca2+� �� ���	������	� � ���������	� �������

������� 	� ����	��� �	������	� �� ���������  �����	���� ��� 	��������

��! �������! ��������	�	 �	������� Na+ − Ca2+ 	������� �	� ��"�

�	"�� ������ ����������� ���� 	������� �	"�� #
����	���	���� � 	�����

�	� ��"��� �������� ����� � �����	���	���� �	��Na+ ��	��� ���������

�	���������� �� ������ � 	���� �� �	��
����� �	�	� Ca2+ � ����
�

������ ����	
�� ��
����

Na+−K+ � ����� �Na+−K+ ��	�
�� $�����	� ����������	������

���	��
%���	 ������% ����	��� ����	������#	�#��� �&'(� �� �����

����� �	�	� Na+ � K+ �
"�� Na+ − K+����	�� ����%��� ��)�%�
%
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� ���
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/	���������� K+ ��
��� ������ ��� �����	� � +0�10 ��� ��)�� ��� ����

�
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���� ������#���� 3Na+ : 2K+�

���� ����� Na+�K+�	
��� ������� ���������� ���� Na+ ������� � K+ ������ ������
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"2�� ����3

E + ATP + 3Na+i + 2K+
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�� E / ����	
�� $%&���� ATP / ����	
�� $%&� 	������ ��� ��������
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�
 $(& *ADP - � ������
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������� ��	� 
������� ��������� ��� Na+�K+ ����

Ион Kd (мМ)  
Na+ 1.3 Внутри 
K+ 12 Внутри 

Na+ 32 Снаружи 
K+ 0.14 Снаружи 
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Na+i + C
k1−→←−−
k−1

NaC
ATP→ADP−−−−−−−→ NaCP

k2−→←−−
k−2

Na+e + CP,

CP +K+
e

k3−→←−−
k−3

KCP
k4−→←−−
k−4

P +KC,

KC
k5−→←−−
k−5

K+
i + C.
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J = Co
[Na+i ][K

+
e ]K1K2 − [Na+e ][K

+
i ]K−1K−2[P ]

([K+
e ]K2 + [K+

i ]K−2)Kn + ([Na+i ]K1 + [Na+e ]K−1)Kk
,

&�� K1 = k1k2kp% K−1 = k−1k−2k−p% K2 = k3k4k5% K−2 = k−3k−4k−5%

Kn = k−1k−p + k2k−1 + k2kp% Kk = k−3k−4[P ] + k−3k5 + k4k5, -����
���

������� kp � k−p . �����
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�� K−1 = 0� ��� �� ������� ������ �����������

J = CoK1K2
[Na+i ][K

+
e ]

([K+
e ]K2 + [K+

i ]K−2)Kn + [Na+i ]K1Kk
,

� ����� ���
������ ���������� 
���������� �� ��
��
������ Na+e �
��

���� ������� ��� ������� ��� ���	�� 
�����
���  ������������� �����

������� ��� ��������! �����
����������
�" ������!� ������� �� ������

� ���������" �������"�

#������� �� ������	�� Na+ − K+�$%&��� ���
���������� ��� �����

�����	
� ������

�" ��
�Na+ � ����
 
� ��� ��
� K+� �
� �����������

'(������ �

�!)� ��� �
���� �� ���� ������
� ���� ���� � ������ 
��

���� ����� ������� �� (���������� � ����
����� 
� ������
� � �
����

����� � ����
�
�� ���������
�� (�� � ����
������

���� ����� ��	
��� ���������� ������
	 �	 ��������� ���������
�� ������� �� ���
���
������ ���
����� ���	 ��	���	���� � 
���
� ��� ������� �� ��� ��  �	������ 
������
��	���! ���
��"
� ��	��	�����
	� ���#�	�	 ����$� ������	��	 ��� ����
�� �����
%��� ������� �	���	���� �������� &�� ����'���� 
����
 �  ����������
�� �	�����
(���� � �	����� � ���
�� 
�������	���� ���� �! ������	���"��! � ����
�� 
�������	����
����) ����
��� ���� �������� �����" 
����
! ��� �������� 
 �� �	�#��	��* � �	��
���� (������)� +	�#����! ��� ����'���� 
����
 �  �����������
�� �	����� ��� #����
����'��	�"��

Na+ −K+�$%&��� � ���� 
�����������

�* ���	 � �� ������ ������


� � ��+���� ,
� ��
��������� ��
��
�����* ��������� �
���� ������� �

����������	
�� � ����������� ����� ���������� � �����"�
�* ��� ����

��* ������ -���� .�/01� 2��
�� ���	Na+−K+�$%&��� � �� ������ ����

/34



������� ����	
 ��������
���� ��	 �
���	� ��� ��� ���
����� �������

������ �
�
���	� �����������	 �
�������
����� ���
 �� ��� �
 ���

�
�� � �
 ��
����! "�	��������� ������	� 	���� ��#
�$��  �����
� �

�����	� ������
	�! % 	����� �
�����& � �
������$��� ������ ��
 	
���

����
� 	�	��
�
 �������
 ����������& ������&� �������
�����& �����

�� �� �
 ��
! % 
	�� � ��#�� ���� ������
���& ����$  �� ��$�
��

��	��
� �����
����  ����
�����$��� 
������� ������������ ���
��
�

���� ��� �������	�� �
����! "��
��  ���$#����� ������� ������

�����
� ���$  �������
����� �
 ��
 � � 
 ��	���������� �
�����

����
������ Na+ −K+����
 �!

��������	
 ���� � ������ '��� Ca2+ ���
�� 
���� ����������

��� ���$ � 	����� �����
��  �
��������  	�#����� �����
�! (��)���

��
)�� ���� Ca2+  )��� ��� ������ ��������
���� �
 ���
 �� �����

�� ��	 ����� (∼ 10−7M) �� ��
����� � ��� ���)����
)��& ��
����

������ *∼ 10−3M+! ,�-��	� �
�� �����$#�& ������ 2+ � �� ��� � ����

����������� �
��������&  �
�����$�� ������
�� ���)����
)�� ������

���� Ca2+  )��� ���� � ��-��	� �� � 	������ � ��	��� 	���� ������$

��������	�	 ���	���	 ��� ����������� �������������� ������&� �
�

���	��� ��� ����
����� 	�#����� ������ *�	! �
 ��� .+! /�
����� ����

)����
)�� Ca2+ �
������ ��������
���� ��� ��	���Na+−Ca2+ ��	���

����� 
 �
��� ��� ��	��� 	�	��
����Ca2+��
����� 
����� �������

�
�$)�& � )��� ��� ������ ����� ��
�����
 ���)����
)��! 0 	�#���

��� �����
� �
���� � �
�����		
�$��	Ca2+��
����	� ��
����)������	

���� Ca2+ � ������ �
����  �
�����$��� ���$  �������� ���������

������� �
�$)�� ���
�� Ca2+��
���� �
�����
 	
��������� ��������	


*12+ 3 ���)�
�� ���
����� ��������������� �
�������� �
�$)��! 0 ���

�� �
 -������������ � �������� ������ Ca2+ �������
���� � 12 

)��� ��$� 
������� ����
�����$��� ����� � ���)����� ���)��� ����
���

��� 	�#)�� 
  
��	 ������
���� ���
���  12� ��������
� �
���
������

������! ,�����$�� ����	 12 ����
���� ����� 4 5 ����	
 ������� ���)���

��
)�� �
�$)��  12 �
 4 ������
 ������ �#�� ��	  )��� ���� ��-��	�

677



Ca2+������� �� 	�
�� ���	��	 ��	�� ������	� 
�����	����� 	��� � ���

	�	��� ������� �������Na+−K+�������� Ca2+������ � 	�
�� �������


�	�� !��!��"�#�	� � ��!��!��"�#�	� � 
����� ��
"� ���	�

� 	���"���#�	 ��� ���� Ca2+ ��#�# 
"�	
� �"� ��#	$ �� � ��%�	�

�� 
���#� ����"�������#� ��"�
#"# ����

& ����'�%��( 
"�	
�( 	�
�� ����	� ��#	�
"�	�%��� �����""��

������)�� Ca2+������#� ��
�%����)#� Ca2+ �� ��	���" *+,�

�#�	$ [Ca2+]i � 
�����	��� 
�"$�� � ��	���"�� � [Ca2+]e � 
������

	��� 
�"$�� �� ���
"�	�%��� ���	���	�� -�"� ��#	� ��.� [Ca2+]i <

[Ca2+]e� /" ������� Ca2+ ���#	� 
"�	
� � ��#�# -�"� � ��. ��"�
#"�

������ ��"��� �� ��	$ ����Ca2+ � ��"�
#"# ��� � ��	���"�� ����"��

����	$ ��� -� ����������� �/� � ������ !��!�	�. � �� �%�	 ������

����"��� ��� ����'�	$ 
��!���������� ������������ � ������	�

���� Ca2+ %��� ������# ��#�# 
"�	
� -�"� � ��. � 0�����	$0 �( 	���

�%�	��	� � %	� � ����"$��( #�"��� ( ��� � 
"�	
� ������ � ����	�


�� ���	��# �
���	$ ����"��� ����� �%�	�	$ ����1 vmaxATP � ���	��#

�
���	$ ��	�
� Ca2+ %��� ����� "���	�#�	� 
���	�
�1 �� ������ �

������ Ca2+ � ������ � ��	���"� � ���#�� 
"�	
� -�"� � ��.� � 	�
��

���	��'����� (��
	���( ����� �	�1 ��
��� � ����"��� ����

2���� �(��# ��
��� ������	$ � �"��#�)�� #��)����� ����3

Ca2+i + ATPase

k1−→←−−
k−1

C
k2−→ Ca2+e + ATPase, -4�55.

��� k2 �����" �	� ��"�%���1 vmaxATP � � C � ��)�� ������%���� �" 
���

�"�
��� �������)��� ���"�����	�"$�� ���� �� 	�( ���	� ��13 -Ca2+ ·
ATPase · ATP .� -Ca2+ · ATPase · ADP .� �"� -Ca2+ · ATPase.�

& �����"������ ��������1�	�� !����	� � ����� �����Ca2+ 
�����

�	�������� ����
������ � ���"���%�� 	�1� %	� �� ����"$����"� �" 

!����	�	����1 
���	�
�� �����" �	 ��"#%�	$ �"��#�)#� !��#"# �" 
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�������� ����	�� � ����
����
����� ������ Ca2+ ����� ���������

v =
d[Ca2+]e

dt
= k2eo

[Ca2+]i
Km + [Ca2+]i

= vmax
[Ca2+]i

Km + [Ca2+]i
, ������

��� Km =
k−1 + k2

k1
� vmax ������	�������� k2 � ��
���� �� vmaxATP  !�"�

# ������ ���$����	�� %&'��( ��� ������������� �
�) ����
 Ca2+

��������������* ��
�������� 
 ������ �����*���* �� ���
�� +���� � ��,

-$$�	������ n = 2�

v =
d[Ca2+]e

dt
= vmax

[Ca2+]2i
K2 + [Ca2+]2i

.

�./
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�	���	 �������
�� ��	 ����� ����� ���	������ ������� ����
��� �����

K+�Na+� Ca2+� Cl− � ���� �� ���������
�� ��	 ������ ����� ���	������

������� ����
��� ��	 ������� 
������ ������� ������ !�� ����������
�
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����� ���	� ������

� ������� ������ �� ����������� ��� ������������� ������� ��������

	��
������ �� 
�
������ $���������� �� �������� ���������� ���

��
� � �������� ���������� ������ � ������� ������% V = Vi − Ve�

"�������� �������� ���	� � ������ ������	���	 �
���� ������
�� ��

������������ ������ ���	���� ������������� & ���	� ������������ �����

������	 � ���������������� ����� ���� ��������

���
����� 	���� '""( ) �������� ����������� ���� ���
�	 � ������

��������
 �����	��� ������� "" ����� ��
���� �*+ ) �,+ 
-� .�� �������

��� ������ ������ � ���� '� �������������
 �����	���( ���������	 �����
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 ��������

-�� ������ ���	��	 �� / ���% �������
�� � ���������
��� � ��������
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�
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�������	��
 �����	�� ����������� ��
 ������������� ���� ����� �����

��
 �	�����������	
 �� ������� ������� ��� ���� ��������� �� ���������

��� ����� � ���������� ����������
 ������� ������ � �	�������� ����

������� ������������ !���� ���� �� ����� 	����� ������ � !���������

	��� ������ �������"#��� ����� �������	��� ���
�� � ���� ������ ����

�������	
 ��������	�
 ��������� ��� ��������	�
 �������

��		������ ��� ����������� ���������� ��������������� ��� �����

� 	����$�#�� ���� � ��� $� ��� S� %����������� ���� ��������	
 � ���

��������� &��	� '�()� *�������$��� ��� ��	����� �����
#��	
 �� � � 	���

��� ��� ��� !��������������� &�� ������� ���� � �������� ������

�������)� 	������������� ���
� ��$���� ���� S 	 ����	������ ���
���

������� ���� S
′
�����������$���� ������ +�������� ����$��� ���S , !��

���Na+� � S
′
, ��� Cl−� -���� 	������ ��
 �����������	��� ��� 	 �����

	����� ��� ��� �������	
 ��������������� ���	����	���� � 	 ������ ,

�����������
 	�����

. 	������ �	�� ��� ���� ���������� �S� �� �� � S
′
� �� �������� �������

������ �� � � 	����� ��� ��� �������� � ������ ����S 	 ����� 	�����

��� ��� �� �����"� ����$�� 	 ����� �� �����"� *�	������ ��� S
′
��

����� �������������� ����� ��� ����� �������
 �����S �������� � ���

�������" ���
�� �� ����� 	����� ��� ��� &��������� ����$��������

�� ���
�� 	����� ��� ��� � �������������� 	����)� /�� ������� ���
���

	������ !��������	��� ����� ������� ����
�	����� ��	����"#�� ��������

����� S ����� ��� ����� �������	�� ��	������	
� ����� !��������	��� ���

�� �����	��" ������	����� �������" ����� S� ��� ��� 	������� �����
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����� ��� ���� ����
��� ����� S �������� � �������� �������������

����� ���� ����� ��	��!�� ��������� ����� S ����
����
�� �����

���	���
� "�����
 ����� �������� ��� ��� ����� �� �����S � ���������

�� �	��� �������� ���	���# �� �������� � ��� �������� ��������������

�#���

���� ���� ��	 
���
�	
	� ����
�	��� 
	����
� � 
	�������� �������
	����� ���	 S�

	��������� ����
	���

$� ������������ ����� ��� VS �� ���������� ���� ���������� ����

�
� %������&

VS =
RT

zF
ln

[S]e
[S]i

, '(�)*

��� [S]e � [S]i + ��� ����� �� ����� ������� ���� 'Na+� K+� Ca2+ � ����*

����
�� � ��
��� ������ R + ������� ����������� T + �	������� ������

���
��� F + ���� ,������� z + ����� �����

,���
� %������ ����� 	#�� ��
���� �� ������ ������������-��

������� ������������� � ������������ ���������������� ����� ����

����������
�-�� ���� %��� �# �������� ��
���� 	��� �������#�

�#��� ����
# %������ �� ��� ��������� 
�������� �����������
���

%�������"�����

.���� ���	����#� ����� �� �����VS� �������� ��� ����� �� � ������

��� �	���������� ������������ ����� "�����
 ����� ����� ����� ����
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��������� ��� �������� ��������� ���
	� �	
������ ����	�����VNa

��� �	�	�Na+ �	�
�����
 �������	 �� �! ��� �	����"�	� ������
	��	�

�	����
����� �	�	� [Na+]e = 140 ��	�" � ���
�����
	��	� [Na+]i = 5

��	�"� #	
������ ����	����� VK ��� �	�	� K+ �	�
�����
 ������$�
��"%

�	 %& �! ��� �	����
����� [K+]i = 145 ��	�" ���
�� ���
�� � [K+]e = 4

��	�" �	 ������
	��	� '���	�
�� #	
������ ����	����� VCa ��� �	�	�

Ca2+ ����� ������$�
��"�	 �(  �!�

! ����"�	�
� ���
	���� �������� �� ����)
 �$����
��"�	 ��	�����%

�� 
	�"�	 ��� �	�	� Na+ ��� 
	�"�	 ��� �	�	� K+� #	
	�� ����	���%

��� �	
������ ���
��� 
��� ##� 	
�����
�� 	
 ����	������ �	
������	�

��� ���	*	%���	 	��	*	 �	��� #�� 
	� ## ����	��� ���$	� � ����	���%

�	�� �	
������� VK � �
	 ���$����
 �� ��+��
����	 ��$�����) ��	�����%

�	�
" �������� ��� �	�	� ��$�	*	 ���� � �	�	� � �	$�	���
 �����	�	'�
"

����	�"��) ��	������	�
" ��� �	�	� K+ �	 ��������) � ���*��� �	��%

��� ,���	������ �	
������ �	�	� � ���
�� �����
�� ��$��"
�
	� �$����	�

�	��������� ����	�"��� 
	�	� ���� ��'� -	����� ��� ##��

������ ����	
	�
 �
������������ �
�	������	��� �����

������ �
�	���

,����	
��� ��
���
�����	� 	������� ��	����� ���
�	%��--�$���

#	
	� �	�	� ����$ �������� 	��������
�� � *������
	� �	����
������

� ���
�������� �	���� !����� 	����	������� *������
	� �	����
������

	�������
�� �����	
������ ����� $��	�	� .��� ���/�� !����� 	����	����%

��� ���
�������� �	���� 	�������
�� ���������� #�����0

J(x, t) = −u z

|z|c∇φ,

$���" c 1 �	����
����� $���'����� ���
�� ��	�	� S�� u 1 �	���'�	�
"�


��� ��	�	�
" ���'���� �	�	� ��� �	�
	���	� �������	� ���
������	�

�	��� z 1 �����
�	�
" �	��� z/|z| 	��������
 ����������� ���'�+�� ����

�	��� φ 1 ���
�������� �	
�������∇φ 1 *������
 �	
�������� �	$��)+��
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	��� u � �
���������
� ����� �� D � �
����� !���"

D = u
RT

|z|F ⇒ u = D
|z|F
RT

.

�������#� ������ �
���������
��
$
 � ���������	�
$
 $�������
�

�����
��$���	% ��������#�� ���� � ���
� �
�
� 
��	#����	% ����������

&���	���'�����"

J(x, t) = −D(∇c+
zF

RT
c∇φ). ()�*+

,�% �
�
�� �
�
� ���� ������� �
��
 �	�
�� 
���� 
��
����#�

(	���%��#�+ ������� ��������% &���	���'�����"

J(x, t) = −D(
∂c

∂x
+

zF

RT
c
∂φ

∂x
), ()�-+

$�� ��
	����	������% ���������% x  ����� �
�
����� �
��� � �
��� ����

���#�

.
 ����� x = 0 / ���������� (�����+ 	�
�
�� ������#� x = L /

�������� (�����+ 	�
�
��� �  ������ 	�������� �
	�
%��#� $������#�

�	�
��%  �����" c(0, t) = ci� c(L, t) = co�

0#����� �
����� &���	�� � �	�
��% ����
��	�% ����� ����� �
��

�#� � ���������	��� �
�
����� ���� �����	��� ���� �
�
�� �
�� J = 0 �

��������� ()�-+"

−D(
dc

dx
+

zF

RT
c
dφ

dx
) = 0.

.�	��� �����"
1

c

dc

dx
+

zF

RT

dφ

dx
= 0.

1���$����% ��
 �����	��
 �
 x �� 
��� �� [0, L] �
������"

ln(co)− ln(ci) = − zF

RT
(φo − φi),

 ��	� φo � φi / �
�������# �� ������� � ���������� $������ ������#�

*23
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���� ��� �������� ���������� ������ � ������� ������ V = φi − φo�

�� ���������
� ���������
� ���������� ������� �������  ����� 	��

���������
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RT

zF
ln
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$�� ��������� ��������� ���������� ���������
� ���� � � ����

����� ��������% ������& � ��������� ����	� � ������ � ��������

	������ ����	��#

������ ��� � ������ x = 0 ��������� ��������� ������� ��������

x = L '  �������� �������� c(0, t) = ci� c(L, t) = co ' ����������� ����

S ������ � ������� �����#

(�������� �������� ���������� ��	� �������& � ����& ������

��& ������� V = ϕ(0) − ϕ(L)# ����� J ' �����������& ������ ��� ���

�����
∂c

∂t
= 0# ��!���� �� �������� 	�������

∂c

∂t
= −∂J

∂x
��	��� ���

J = const � � ������� �� x#

����������� ���� �������� ���

∂ϕ

∂x
= const = K ⇒ ϕ(x)−ϕ(0) = Kx⇒ ϕ(L)−ϕ(o) = KL⇒ K =

ϕ(L)− ϕ(0)

L
=

(���	� ����
∂ϕ

∂x
= −V

L
. )*#+,

��	������ )*#+, � �������  ������������ )*#-,� ��������

J = −D(
dc

dx
− zF

RT
· V
L
· c),

��� ��	��" ���&�� ��	����	�� ������� 	�� c�

dc

dx
− zFV

RTL
c+

J

D
= 0.
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−zFV
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RT
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��� z �z > 0

� z < 0�� ��� ���
��� ����� 
������� ��� z = ±1� �������� ���� 

����	 ��	�� 
���� ���� �	 ��� 	
�! ����	� 	��"���! #������� $%&�

'����	���� 
������� ����  ���� � ������� 	��"���� ��� Vr(

0 =
∑

j(z=1)

Pj

c
(j)
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(j)
o exp

(
−FVr

RT

)

1− exp

(
−FVr

RT

) +
∑

j(z=−1)
Pj

c
(j)
i − c

(j)
o exp

(
FVr

RT

)

1− exp

(
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) ,

��� Pj =
Dj

L
�

)�� ��	��
�	� ��"�� �����*��� ����
������� exp

(
FVr

RT

)
� � ����� ���+

������#����	�	� �������� #������ ��� Vr(

Vr =
RT

F
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⎛
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(j)
o +

∑
j(z=−1) Pjc

(j)
i∑
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(j)
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⎞
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/ ��
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��� �
�� �������� ��������� ��� Na+(z = 1)� K+(z = 1) �

Cl−(z = −1)� �� �����-��� $%& ����� 	��(

Vr =
RT

F
ln

(
PNa[Na+]o + PK [K

+]o + PCl[Cl−]i
PNa[Na+]i + PK [K+]i + PCl[Cl−]o

)
.
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�� �����-��� �� �� ����������
� ����������  ��-�����-�� 0��! ����	

� ���	�����
��� ������� ��� ������� 	��� ����	�

'����-����
�� ������� ��� ����	 Na+, K+, Cl− ��������� 1���*�+

��� �����-����
��� 	 �� �� �� �	�( PK : PNa : PCl = 1 : 0.04 : 0.05� ����
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Cm =
εε0S

d
=

Q

V
,

����� S � ��	
��� 	����� 	�������	�� ���	
��� �	�����	��� ����

��� d � �����	���� ����� 	������� ��	�
��� ���������� S >> d� ε

� 	��	��������� ������������� ��	������	���� � ε0 = 8.8542 · 10−12 �

��	������	��� ������� Q � ����� �� 	������ V = Vi − Vo � ����	���

�	�������	� ������ � ������� ���� 

!������� �������� � 	�������	�� ����"��� �����	���� �����

�� � ������� ����� ��������	� � ���� �������� #�	��� ��������

�	�������� 		�	 1.0μF/cm2 !��"�� �	��	 �	������ 	��	��������" ���

����������" 	������� �������� ε ≈ 8.5 

$���	���� �������� �	��� ���� ������������ � ���� ���������	%

���� ���� & '� (����	��)������ ��	 �������� ���	���� � ��	���	� �	�

��	�������� �	�������	��� �	��������% ����������	 � �	��	���������

�������	�	��� ����� 	�	��% �	��� ���� �	���% �	 �� � �	 ����� �	��

��% ����� 
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Ic =
dQ

dt
= Cm

dV

dt
.
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"� ������# ����� ����� ���!� $��� �����%������ ����� ����&��
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�������''��� ����� (�� ��������� ������

������ ��� ��������� ������ �� ������ ������� �������� �� ����&����

)���� 	 ������ �� *��� �& �������� "����������  ���+���#� ���� �� ���

������& �������������

��������� ��� ���������!,�*� ��������� ������ �� ������ � ����

��� �������� "� ��*����� ������� ������ -�&*�'�� ���� ��� ���� ���

����������� � ��������� �� ������������  �������������� ������ ���

� ����� � �����#� ����� ����*�  ��������*� ���� ������ ���� �����

���!� �����

Ic + Iion = 0⇒ Cm
dV

dt
+ Iion = 0.
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dV
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Iion = istim +
∑
S

iS,

��	 iS , �
�� �
�
� ������� ����� � ���� "	�	� �	�������	 ������� istim

, �
� ������!��� �
�
��� � �
�����
� ��	��	 ���!���	� ���	�	��	
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�
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����� ���

#� �����!����� ��	���� ��
����� �� �����/�
 ����#���#� ������� 1

�
�� ���	� � �
��
 � �
������� !�� �����!���� ��
����� �	��� ���
�

�� �����!�
�� � ��������� ��	��� � ��
����� ������

1 ���	�� ��#� �����!����� ��	���� ��
����� ����������
 �����

#���- �������� ��������- ��
����� �	���
 ������
��� ���
�	����

��������� �
 �
���� �� ����
������� ������ � .����
������ �����

��� ��2�������� �
��� ������ � ���� �������� "&�'($ �����
�� �����

���������� 	
� ����������
� ��� ������ 
���� + �� ��
� ���
������ ���

��	���� �� ��� �����
 �
 ��������#� ��
������

3� 4������ � 5� 4���� ������ ������
� ������ 
��� ��� �����

��	����� ���
�����#� ��������#� ��
����� � ������ ��������
� ���

��������
�- �
 ��
����� ���
��
�
�� !�� ����������
�- � ��������
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������� ��	 
�������� �������� � 	� �����	������ 
����� ���� �� � !"�

������ ���� 	 
��#�� ���	�$� %
���&	'���	 '�'�
��� &�$ 	����

���
	$ 	 ���	$ �� ���	�	�� '�'�
������ %����(	��� 	 �
�'��	)

*������� +��%�
	'��������� '���& ,	���(		 ��%
$-��	$ �� '�'.

�
��� �������� ���	
�� /� ����%��	���� ���&��	� �� '�'�
��� ,	��	
����.

��� 
������	 %����(	����� *�����0� ��������1 ����
�� 	��	
�������

����	
0� �	�� ���
	���� ������1 �	�� ���	���� ������� #
�'� +����1

'�-�� 	�%��������� �	�� ������
	����1 �	�� ������	���� 
�����
�1 ���.

�� 	���0�	�� ���	 ��
�� ����������0�	� ������� 2��	' ��
���'1 '�-��

	����&����� ��&����� ���
	���� 	�	 ���	���� ���	1 	� �	���	� � ���	.

�	'���	 �� '�'�
������ %����(	����

3��� %�������1 ��� %
	 ����	������		 %����(	��� &�����	$ ��������.

�� 	�'��$���$ %
���&	'���� '�'�
��� 	 &�$ ���
	$ 	 &�$ ���	$�

4� 
	���� ��� %������� ��'������ �
	���1 %�������0�	� ���	�	'����

%
���&	'���	 �� �
�'��	 %���� ��%�������� 	�'����	$ ��%
$-��	$ ��

'�'�
��� �� 
���	��0 ���	�	�� #�� �	&��1 %
	 ��%������� &�%��$
	.

��(		 '�'�
��� ���
	���$ %
���&	'���� ����
� ��
������1 � ����' %�&���

&� 	���&���� 
���$� 5��� %
���&	'���	 &�$ ���	$ 	'��� �	& 6.��
�����

�
	���1 ����
�$ ����&	� �� %����$���� 
�����1 ���	�$�	� �� �'%�	�&�

	�'����	$ '�'�
������ %����(	����

2��	' ��
���'1 +��%�
	'��������� &����� $��� %�������0�1 ��� %
�.

��&	'���	 &�$ 	���� ���
	$ 	 ���	$ 7 ���� ,��(		 '�'�
������ %����.

(	��� 	 �
�'��	�

3��� %
�&%���-���1 ��� ��-&�$ 	� %
���&	'����� '�'�
��� 	 &�$

	���� Na+ 	 &�$K+ 
���	
���$ ������
�'	 %
���$0�	'	 ����	(�'	1

%�
�'���0�	'	�$ � '�'�
��� %
	 	�'����		 +����
	������� %��$� #����

����&	��$ � ���
���' �����$�		 	 �%������ %
�%����� 	��� ������ � ��'

�����1 ���&� ��� %
���$0�	� ����	(� ����&$��$ � �%
�&������' �����.

$�		� 8�
�$������ ����
-	�� ��-&0 	� %
���$0�	� ����	( � �
���.

'�' &�$ ���
��	$ ������ %���-��		 ���	�	� �� '�'�
������ %����(	��� 	

	�'��$���$ �� �
�'��	 � ����������		 � ����������' �	���	����	' 
����.
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��� �	����

�!� ��	
"���� � #���
� ��	
"���� ������
$�%���� ����
��	
� �	����
� �	��������"��

����� � ���	
���� � 	������� �
� ����������	����� ��� ����	����	��

����������� �������������� ��������� �����	������ ����� � �	����

���������� � � ������
������ �� ������������ �� ����������� ���

������������ ������������ �
� ����� ������ ����� ��� 	���� ��
�!

������ ��� �������� � ��������� "	������ � ��
�� ���������� ��� ��

�������
 �	��������� ��
�������� � ��������� � #$$  �
� ������
�!

����� ��� �
� �
������ ��
 %n!������ 	���
��� ��������� ��
�

 �
� ��������� & ' ������	���� m!������ � ��� ��������	���

h!������

�������� ��	��
�� ��
�������� 
 ���

� #$$  �
� ������
������ ��� �
���� ������������ ���� ��������

"	����� ���(

gK = gKn
4, )*�+*,

��� gK ! �����
��� ������������ ��
 ! ��������  n ! ����� ��!

�������������� �� ����������� ����� 	���
����� ������ ���������
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� ���������� �	
��
�����
� �������
 ���
���� ���� ������� n ��

���
��� ���
��� ����������� �
�
�
�����

��� ���� �
����� n ���� ���� ������ ������� ��
	�
��
 ������

���
! ������ �� �
�	������ ���
���� � �����
�����
� ���
����� ���

�
���
����� ����
���"

dn

dt
= −n− n∞(v)

τ(v)
, �#�$%!

��
 n∞(v) � τ(v) � 
��& '������ �������
 �� �
������ v = V − Veq�

��
� �� ������
��� ���
���� V �� �
�������� �����
����� ���
����

Veq� �����
�� ���
���� ����� ��� ���
���� (
���� ��� ����� ��

���� ��� ���
����� ��	������ � ��
���
 �� ������ � ����
���
�� ��

����
����� ���
�
��
� ���
����� ������� � ������
 #�#�

(������� ��� � ���� ����
��� ��� '����������� ���
��� ���
��

��� v n∞(v) � 
��& ���������
 ���
��
� � �������� ���
�����n � ����

������ ��
�
�� τ(v) ��� ��	�� ���&��� ���
��� n0 = n(0)� �
�
 ��

� ���������
 ��������
 ����� ���� �
� 	����

� �
� �
�&)
 �
����� τ

���� ���� #�%� �
�� ��
�&!�

(������ ��*
� ��� ����
��
 �#�$%! ��*�� ��*
 �
�
����& � �����

��
����� '���
"
dn

dt
= αn(v)(1− n)− βn(v)n, �#�$+!

��
 ���
��� ������ ��
������� ������)
�����"

n∞ =
αn

αn + βn
, τ =

1

αn + βn
.

,��
���
���
 ���
��� αn, βn � 
��& ���
������������
 ��������

�������
� �
�
 ���� ����������� ������ �� ���������C� �����
������

��
�� �������� ��������� ���� � ��������
 O� ��������

 ������

��
 ��� ���� ���� #�%� ���� ��
�&!"

C
αn−→
βn←−O.
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���� ���� ��	
���	��� �	��������� �		����� ����������� �	�	��� �� �����
�	�	�

���	� �	����� m∞(v)� h∞(v)� n∞(v) � ��	
���	��� ��	������ � ������ �������� 	��
���	
������ ��������� m� n � ��	����	
����	� �������	� h � ������������ ���
�����	��	�� ������ τm,h,n(v)� !	�	� �	����� �����
�	���	������� �����	��� α(v)�
β(v) �������" ���#���� 	����	
�����" �	���
� �� ���������� ������������ �$� �	�
������ ��������� �	�	�	� � ���������� ������	� �� ������� �	�	�	

�������� ��	 
��	 ��	� ������� 
 �	���� ������ ��� �����
	� �	
	�

���	��� �  �� ��� 	����	
��� ��!�	�	"�������� ��������� �������

������� 	 ������� �����	 ��# ���
��$%�# �����&� 	�
���$%�# !� 	��

����� ������� '�� ������( ���� ������� �
�	���� ��	�� 
	��	�!
���� 


�	���� ��"�	����(��� #����� ��������� 
	 
����� �	
	���	��� ��

���������	� �	
�)���� �	���&���� � *���	���&���(��� #����� 
	!
��

�� �	
	���	��� � ��#	��	�� �	
�$ �� 	����	� ������ �	���&���� �

��#	��	�� �	
�$ 
 �		�
����
�� � *�����������(���� ��������

+���( �������
����� 	�
�� �� ����	� �	���&���� , Veq = 0 �	 ���	�	�

	"	 !������� V = v0� �	�	�� !���� ���-�
����� �	��	������ +	�	-��

���-� ��� �	��	��� ��	 n0 = 0� .	"�� 
 �		�
����
�� � ��
������ ����/�

�0�



��������� �� ������� n �	�
����
� 
�������� ���������

n = n∞(v0)(1− e
−

t

τ(v0) ).

�� ��
	������������ ������� 
 �������� ��������� ��������� �

n4 ���
	������ 
������������  ������ ������!

"������� n∞(v) � τ(v) ���� ������� 	�� ��#��� ���
��������� vk

�� 
����
����� ��
	��������� 	�������� �� ��
���� $!$� ���� ��%

����� ���� 	������� ��
������ ������ ���� vk − n∞(vk) � vk − τ(vk)�

��� ����� 	��� ���� ������� �������� 	�� ������ ��	�������� �	%

	���
��������� ������� &
�! ��
! $!'� ����� 	�����(!

������ �����	�
 	����
�� �����������  ���

)� ��
	������������ ��	�
�� 	���
�������� �� ��
���� $!$ ������

�� � ��� �� 	���#������� 
����� 	�������� ���� ��
� 
������

�������� ��
��� ����
���� 	��������
�� � ���� �� �����*����! ��

������ �� ��
��� �� � ����� ��������� ������ ���
��� �� �����

������������ 	���������� ���������� ������ �� � ��������������

	���������� ������ 	������� ��� � ������� 
�
�����!

+������� 	��������
� ���� 	���
������ � ,-- � 
�������� ���%

���

gNa = gNam
3h, &$!./(

��� gNa % ���
�������� 	��������
�� % ���
���� m 0 �������
� ����

�� ������������ ��
��� �� ���
� � 
�
������ 
����
������ �%

������ ������� h 0 �������
� ���� �� �������������� ��
��� ��

�������� ����� &�������������� 	���������(!

1 	���� m ������ � ���� � ��
�� ����
�� 	�� ��������� �������%

���� 	�������� � 	�������� 	����� � h� ��	����� ������ � ������� �

	����� � 	�� ��������� 	�������� �� �������� �����*��
� &!�! �����

	��� ��� � ��������������� 
�
�����(!

2�� �	�������� 	�������� ��	�
����
� 
����
������ �����%
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������ ���	
�
���

dm

dt
= αm(v)(1−m)− βm(v)m,

dh

dt
= αh(v)(1− h)− βh(v)h, �����

��� αm� βm� αh� βh � ��
���� ������

��� ����
����� ��� ���� ���� ���	��

��
�� ��

!����	 	����� 	�� ���	
�
�� ��� ���������	 ���	�������� ��
���	 �

"���	 ������

�# ���	������� ��� ���� ������gL = const� �������� ���$


�# ������� %&& �� �����#'�� ���	
�
��� ��� ������

��� ����
�����

v�

Cm
dv

dt
= −(gNam

3h(v − vNa) + gKn
4(v − vK) + gL(v − vL) + istim),

INa = gNam
3h(v − vNa), IK = gKn

4(v − vK), IL = gL(v − vL)

���(�

��� v = V − Veq� vNa = VK − Veq� vK = VK − Veq� vL = VL− Veq $ �����
�
��

����
����� V � ����
�����	 )��
��� VK �VNa�VL �� ����
����� ��	
�	����

Veq� � ��
��������� ���	
�
�� ��� ������

*+ m� h � n �������	��
*

	*,� ��� ������* ��(-�� ��������

������ ����	
����� ������ ���

."��/�� 
������*� ��"�� ���*� 	*����#'�� �" �
���"� %&&� 0��

���*+ � ������	����

*+ ���������	*+� ����+ ���������� 	�"��'�
$


*1 ������

*1 ����
���� �*���� ����������� � ����
����� ��	
�	�$

��� veq = V (0) − Veq = 0� "
���
�� �������� ��� 	*,� 	�����
* vK =

VK − Veq = −12mV � 2�� �����+���� 	 ������ ���/�� ��� � 	 
����
��

3��������
�� 
� ����
� ��� �����

4������� ��� vK < vL < vNa� ��� ���	���� � 	*���
�
�# ����
�,�
���

vK < v < vNa� ���� "
���
�� ������

��� ����
����� ��/�� 	����� ��/��

����
������� )��
��� ��� K+ � Na+� 0�3���� INa < 0 	����� 
����	��


	
��� ������� � IK > 0 $ 
���/�� 5��� �* gK � gNa �*�� ��
���
�����

�� 	�"	��'�
�� � ������
�# ��	
�	���� (veq = 0) �����+����� �* �����
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����������� ���� 
 ��
������� ������� 
����
����

�������	 ��
������������
�� 
������ � ����� �� ����������� �������

�	��
	 ��������� ������� m� h � n ���
� �� !� "# ��
��� ��$ ������ ���

τm(v) ��� ����� v ������� ������� ��� τh(v) � τn(v)� %�&��� dm/dt ���

�	��
	 ����#�� ��
���� � ����� �� �#������� v� ��� dn/dt � dh/dt ���
�

�� !� %�� ��'��� ������ #������� v (�#���	 ���������	 m ��
�������

��
��� 
������
	 � 
��)�������� #�������m∞(v) 
 *���������� ������

��� τm(v)� � #���
���
�� m∞(v) 	��	��
	 ��#��
������ 
 ��
��� v ���
�

��$!�

"���� � ����� (�# (����������	 %+ ����
*���� 
������	 )���


������,


����−→ ��
� v �� 
�� ���������	 �������	 ���-.!!−→ ��
�m −→
��
� gNa � 
������
������� INa −→ ���������� ��
� v ���
� �� � ��/0!�

���� ���� ��	
�
��
 ������ �
�
	
���� m� h� n � �������	���
� ����� gNa� gK �

���

1
�� �� ������ m #���
��� �� v� �� �����)��� ��
������� ����� �� ��

.-�



�����������	 
���	��	� ��
��	 � vNa ����� m∞(v) ��		� ����
���������

�����������

������� INa 
������ ����	 �� �	������ ��������������� �	�	�	����

h� � ����� ��� ���� �v!"� �������������� ������	��� h∞(0) = 0.6� #�$

��� v ��	������	�� � �� h∞(v) → 0 ����� %�&�� ��	�����	���� � h(v) → 0

����� %�'�� ������ τh(v) � τm(v)� ��(���� ������	��	 h � �����	�����$

�)�� 
���	�� � h∞ �����*���� ������� �	��	��		� �	� ���	��	��	m �

m∞ ����� %�&�� � �	
������	 ��		�� 
�����	���� 
��	���� �	��� ��	�	$

�	�� ����� m� ��
����� � ��
���	� ���� �����	���� ���� � ����	���)	�
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l ����# �
��	�	����
"
 $�����	�� �� x . ����# #�#"
"
 $�����	�� 	
"��

L = l + x . 
���� ����� �����& -�
���!�� �� v ��

�	� �
�������

�
��	�	����
"
 $�����	�� �� �
�#!���

���� ����� �	
�� ��	��
�
����� ��
�� ��
�
���� ����� �����

v = −dl

dt
,

"�� v� �
 
���������� ������� � ��"#��
� #�������� +�������

�	�,&

��� �
����
����� ����
��
"
 �
�����  ���# �#/�� ���� �����

��/�# ������������ ���������� dp/dt � dL/dt %	
!���� p(t) � L(t) .

������������ � �� �
���
���� ��!�����	�� �� 
��
�� �������� p(t) �

L(t)*&

�	
�� �
�#!�	� ��00���������
� #������� ��� p� �
��
���#����

	��� !	
 �� �
����
��	����
� �
�������� $�����	
� �� ���� ����� 	&�&

���� �
��	�	����
"
 $�����	� ���� ���� #�#"
"
 $�����	�& 1���
�
�

/��� !	
 ����� "����#���� #�#"�� $�����	
� . 0#����� �"
 �����

2)3



p = P (x)� �������	
� ������ ����
�
��������� ������� �	����� �

	���
��
 ��������������� ����
����� 	���
��
�

dp

dt
=

dP

dx

dx

dt
=

dP

dx
(
dL

dt
− dl

dt
) =

dP

dx
(
dL

dt
+ v) =

dP

dx
(
dL

dt
+

b(p0 − p)

p+ a
).

���
��� ���
�
���� dP/dx�

���� ��
�� �� ��

 ������
 ��
������
��
! "�� 	��	#�� $�
�
�� ���

�

�� %�� ��"��! "�� 
#� ���	 ����� ��
������� � ���
P (x) = α(x−x0)!

#�
 x0 & ����� ���� ������ '�#� dP/dx = α! � ����
�
�������


	���
��
 �������
���� p  	�
� ��
�� ����

dp

dt
= α(

dL

dt
+

b(p0 − p)

p+ a
).

������ ����	�
�� 
����� ������ �����

��������	�
��� �����


(��� ��
�
��	) �*+�	 ����
��� � ��������
 �
��	� � ����,�) ������

��),
��� ����	�����! "
�
� ���
�
�
��*� �
���� ��
�
�� �*+� ����

��
� ����
���"
���
 �����
��
� - ����
���"
���. 	������. ����,
���

���� �
 �
��
���! ��$���	 dL/dt = 0� ��
����
����! /0 ��� �����
�

��� ����
� ����
dp

dt
= α

b(p0 − p)

p+ a
.

1�������	 $�� ����
�
�������
 	���
��
 �
���#� ������! 
#� �"
�

���
���
 ���
�
��
 �
#�� ����� ������� 1��� "��� ��

� 
������
��*�

���� ��� p = p0! $�� 	����"��� ��� � ��"�� 2�"��! ��
 �
+
��� 	���

�
��� �����* ���
������ � p0 ��� t −→∞� 3
+
��
 ���
�  *�� ���
��

� ����� ���
! ���� $�� 	���
��
 � ���
��),����� �
�
�
��*��� 4��
�

� ,

 �
+
��
 ����#� /0�

p+ a

p0 − p
dp = αbdt,

p+ a

p0 − p
dp = −−p− a

p0 − p
dp = −p0 − p− p0 − a

p0 − p
dp = −(1− p0 + a

p0 − p
)dp,
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∫
−(1−p0 + a

p0 − p
)dp = −p+(p0+a)

∫ −d(p0 − p)

p0 − p
= −p−(p0+a) ln(p0−p)+C,

−p− (p0 + a) ln(p0 − p) + C = αbt.

p(0) = 0

−(p0 + a) ln p0 + C = 0, C = (p0 + a) ln p0,

−p−(p0+a) ln(p0−p)+(p0+a) ln p0 = αbt−p−(p0+a)(ln(p0−p)−ln p0) = αbt.

−p−(p0+a) ln(p0−pp0
) = αbt

t −→∞ p −→ p0

u

pu

u

p



dp

dt
= α(−u+

b(p0 − p)

p+ a
).

� ��������� 	��
��� p(0) = p0�

�� �
������ ��
 p0 � ������ � �
� �
�������� ��� � � �����

�	�� ��	��� �� ��� ��� ���
�
 �
������ ������ ����� �
�
�
�


��� ���������� �
����  �
 	��
������ 
�
!�� �
��� p = pu� �� pu


�������� �

��
"��� #�������
�
���$ (pu + a)u = b(po − pu)�

%�
!� ����� �"��� ��&���� ������'

dp

dt
= α

−u(p+ a) + b(p0 − p)

p+ a
= α

(bp0 − ua)− (b+ u)p

p+ a
,

p+ a

(bp0 − ua)− (b+ u)p
dp = αdt

p+ a
bp0−ua
b+u − p

dp = α(b+ u)dt.

pu 	�
����
��� �

��
"��( #�������
�
���$ ��� ��
�
��� u' pu =
bp0−ua
b+u � ���
������


p+ a

pu − p
dp = α(b+ u)dt.

)�
!��&	� ��	( ������ �
�	���'

− p+ a

p− pu
= −p− pu + pu + a

p− pu
= −(1 + pu + a

p− pu
),

∫
−(1 + pu + a

p− pu
)dp =

∫
α(b+ u)dt,

−p− (pu + a) ln(p− pu) + c = α(b+ u)t.

*��
��&	� �������
 	��
�� p(0) = p0 ����� �����
 �"��'

−p0 − (pu + a) ln(p0 − pu) + c = 0, �� c = p0 + (pu + a) ln(p0 − pu),

p0 − p+ (pu + a) ln
p0 − pu
p− pu

= α(b+ u)t.

)�� t −→∞ p −→ pu� ��� � �
�+�
 !��� ,��� ���� -�./0�

�
��� 1���� ������� ����
 2�
��
�
�����
� �
���(� ��� �
�
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x x

x = 0



���������� 	
��� �����

���� ����� ��	
� 
�������� 
��	�� ������

����
����� ������� ����� ���� ������� � ����
�� ���������� �
�x >

0� � ���� ������ ��� 
�������� �������� ���
���������� ����� ������ ��

�� x > 0� ��� ��� ����� ���� ������� � ������� �
� x < 0� � ���� ������

��� 
�������� ����� ����
�� �
���������� ���
� �����

!�"�� ����
���� ��� ����
����# ������� ��������# � ����
�� �����$

����� �� ������ � ����%���� x� ����� ��� ���� x �� �����
�%������ ��$

�������� ��
�"���� �� ��� ����� &����� � ����# ��"��� �
�"����%��� ���

����� ���������� �� ������ ��'�"���� "��������� "����� "
�� �� "
����

��� ��� ��%"��� ������� "������� ������ �"�� ����� ������ ( ������

����� �
�"����%����� ��%"�# ������ 	��������# ��� ����������#� ��$

%�� ���� �������
���� � �"���������� ��������� x� ��������� �������

�� �
���������%��' ���
���' ��
����
� �� ����)���� � �
�"��# �����

	*$����� �
�����
����� �
���������%�� "
�� "
���� �
� ���
������ ��
$

����
� ��������� ��
����
� "��%���� �����
��� "
�� "
���� � ������$

��� "���� ��
����
� 
���� �"������# �������� ��� ���� ��%"�# �� ���

���������� ������� ��"�� 
������
����� "������� �������� � �"��# ��

������� ��
����
�� "������� "�� ��
�"��������� + �
���# 	
��� �����

,�������� �� ρ ����� ����
����' 	��������' � ����������'� ��������

�� ��� ����� x� �
�"����������� ��� �����%����� ���������� ��
�������

-.-



��������� 	����
���� −x0 < x < x0 ��� �������� ��������������� ���

ρ �� ��
	�	� �	 �� x �� ���� 	����
���� �	 �� 
�����	 t ����	�	 ���
��

�	� ��� ������� ������	� x �	��� ����	��
 ��
������� 	 ���
���������

�����
�	��� 
 �������		 � ���	� ������	�� ��	����
� 	 �� �������� 
�


�����	� �� �����������	� � ���� �	��� ����	��
 �� �������� 
� 
�����	�

�� ��	 ���� ���� ��	����	������ ����	��
  ���� �����!�� "�� # �������

�	� �����	� # ���
������!�� ��	����� ��� 	������	������� ������� �����

���$� 	���� %	��	��
����& ��	��� �� ��� �� � ������!�� ������ 
��

������!�� 
 ����
	��� ����� ���$�  ����� ������	
�&� 
�����' �	��'

( �����	� n(x, t) ���& ����	��
 �� ������	�� x� �������	��� 


�
������� �������		 )	�!�� ������	
 �����	�� ����$		 $	��	��
��	�

���	�������	�����������	�� ����	��� ���������	�� ��� ����	� ����� ���

���	�!�� ���!�� 
 �
�� �������	�� # ���
������� �U # *+,-*+.� 	�	 �	�!�

���
������� �B # ,-*+.�� �� 
 �������		� ����� �� �����	���� �	��

/������� ����� �������	��	 ��	��
�&��� ������' �����'0

U
f(x)

�
g(x)

B,

��� ��������� �������	 �����' 	 � �����' ����$		 # %���$		 ������	�

x

1���� ��������	� ��� ���	 �
������� ���������� ����	��
 ����� ���

���	�! �����&�	� � �����

2�������	� 
�� �
������� ����	�	� �� ������	�� x 
 	����
��� [a, b]

3� � ��� �	���  ���� ��
��

ρ

∫ b

a
n(x, t)dx,

�� ���� �
������� ���������� ����	��
 �� 	����
��� ��
��0

N =

∫ b

a
n(x, t)dx.

/���! v > 0 # �������! ����!���	� �	��' ���	�� �����	���!�� �	��	��
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��� �������	 ��
������	 
���
�� ��������� 
������� �
�� �����������


���
�� �������� �� 
����� ��
� ������ ��� ���� 
���
�� ���������


������� � � ����  ���!� 
���
�� 
�������� ����	�

"
��  # �������� ���$��������� ��  #��� ���� v = 0� �� �������
��

��������� ��� ���� ����������#� ��
���� �����  # ���%

dn

dt
= f(x) · (1− n)− g(x) · n,

�� �� �# �����  # � 
����� v = 0 $�����
� ���������������
�� 
���	&


��� '() 
 ���������� �

'����� � � *�� 
������ 
������ ����������
� 
 ��������	 
���
��+

�
���
�� 
�������� ���$��������� ���� v�� � �# �����# ���
�� ��

��������

��
���� �# ��

��������� 
����	 ��������� �#!,#� �� ��������

����	 ����
����� 
����� ������ � �� �� ��������� -����-��
���� �����

.����,# ������ [a, b]�

������� ��� ����� .����,� x = a ���� ������
��� � �����,� ���&

����� �� ������# ��������� ����� J(a, t) = ρ · v · n(a, t)� � ����� ������

��������� ����� .����,� x = b ����� J(b, t) = ρ · v · n(b, t) ���
� ���/��

���� ����� �	
������ ��� ���	����� ���������� 
������� � ��������� ����� � ���	� �
�������
 ���� 

(�	
���������� � *�� �����
��� ��
���� �#����*�� �� ���#	 ��&

������ ������� Δt �� .����,� a� ���.��
� 
����� ������� ����������
�

�����
���� ��
����� ����#� � ������ ������� t ����� 
��*���� x� ��

����#!�+*�� ��
�������� 
��*���� xm = v ·Δt� ������ ����� ���	���

���.��
� 
� 
���
��+ v �� ����� Δt� 0������������ 
�����	 �� �����Δt
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����� ����� 	�
��� a ���
�
���� �������������

J(a, t) ∼ ρ

∫ xm

0 n(a+ ξ, t)dξ

Δt
.

�� ������� � ������� ������

J(a, t) ∼ ρ
n(a+ ξ, t) · xm

Δt
= ρ

n(a+ ξ, t) · vΔt

Δt
= ρ · n(a+ ξ, t) · v,

	�� ξ � �������
� ������� ����
 �
 ������
�� [0, xm]�

�
��� �������� � ������� ��� Δt −→ 0 � ��������

J(a, t) = ρ · n(a, t) · v.

��
��	���� ������� ������� ��� J(b, t) = ρ · n(b, t) · v�
 �����
���!��" � ������ ��
��� ������������#����������� ��������

� �������� �����" ����� �����$%�� ��
������ ��� �������� ���������

�&%�	� ���������
 �������������' �������� �� ��������

ρ ∂
∂t

∫ b
a n(x, t)dx = ρ

∫ b
a (f(x)(1− n(x, t))− g(x)n(x, t)) dx+ J(b, t)− J(a, t) =

= ρ
∫ b
a (f(x)(1− n(x, t))− g(x)n(x, t)) dx+ ρ · v · (n(b, t)− n(a, t)).

( ���� ������� )!$���
#*��&��
 ���
������
 �����$%
� �
���
�

n(b, t)− n(a, t) =

∫ b

a

∂n(x, t)

∂x
dx.

�����
��� +�� ���
����� � ��
��$ �
��! ��
������ ��'�
�����" ������

����������$ �� ������� ��� ��
� ����	�
�
 � ����� �
��� �
������
 �

������� ��� ��
	
���� �
 ρ� ����� +��	� �������� �� �
������
 �����
���

� �
������� �������	�
�!��' ���
����� � ������� �����$%�� ��
������

,
���� ��� ���
���� ���������' ���������

∂n

∂t
− v · ∂n

∂x
= f(x)(1− n)− g(x)n. -.�/0

���������� ��
������ ���! ��
������ � �
����' ����������'� �������


�
��	����� ����&�
���
���" �
� &��� ���
�
�� ����" ����� ���
�
�!"
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��� �����	�
	 ���� �����	��
�� 
 ��� ��� ������ �������� �������
 ������

�	�
� �
�	� ��� �����

 ��	�	�
 v(t)

������
�� ��� ρ
∫ +∞
−∞ n(x, t)dx  �!"		 �
��� �������#$ ����
��� %�	��

�����
�� ��� ����#� ����
� ��	�������	� ��!�� ����
���� ����
��&�

"�& �
�� ����'���
 r(x)� ���
��"�& �� 	'� ��	"	�
� x (	 �&!�� ���

��
�� ��������#� �� �	�
�
�� x �� ����)	�
& � �	��������� ���
�

�

����
��	� ���� 
 �� �	 �
�� r(x)

(�'�� �
��� ����
��	��� �����
���� ������	��� !��	� �����

p = ρ

∫ +∞

−∞
r(x)n(x, t)dx. ��*�

+�	��� ,�� ������� ����	��� ��&�	��� ��� �����	�)	'� ��
�	�	�
�

���	�
 -����


.��!# ����
 ����
������& ���
�
����� /�
�����������0 ��� �#)�#�

�����
�� ��� ������� ��
�	��� � ���������� ��������&� 
 ���n(x, t) ����

�
������� �	 ∂n
∂t = 0

(�'�� ����
������	 �����	�	�	�
	 ����
��� n(x)  �	)	�
	 123 �	��

��'� �������4

− v
dn

dx
= f(x)(1− n)− g(x)n. ��5�

6��
 v ����� �� n(x) $���)� �������
�
��	��� ����
����
�����#� �	�

)	�
	�4 n(x) = n∞(x) =
f(x)

f(x)+g(x)  %�
 !���)
$ v n(x) �	��	��� �	��	���

��� �����
� x

+���� � �!"	� �����	 ���
�
����� �
����������� 
�		� �
�4

p = ρ

∫ +∞

−∞
r(x)n(x)dx,

'�	 n(x)  �	)	�
	 �����	�
� −v dn
dx = (1− n)f(x)− ng(x)

7���)�� �
�� ����
'�	��� ��
 �	��)
$ ��������$ %�
 ���	��� ������

��
 
���	��
�	���� �
�� �����4

p0 = ρ

∫ +∞

−∞
r(x)

f(x)

f(x) + g(x)
dx
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��� ������	 
����
�	 
��� ���������
� ������ ��� ���� ����� �

������� �������� ��
��� ��	����
 ������ �� ������ 
�������� � ������

�� 
�������� ������������ � ���������� ���� ������ ��� ���������	
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dE

dt
= − 1

Cm
· (istim + iNa + ito + iCaL + ipNa + iNaCa +

+ iMSC + iK + iK1 + ip + ibNa + ibCa), ����

. . .
d[Ca2+]i

dt
=

∑
k

Jik,Ca
+ JD + Jrel − Jpump − d[CaTnC ]

dt
−

−
∑
j

d[CaBj
]

dt
, ����

d[CaTnC ]

dt
= kon · ([TnCtot]− [CaTnC ]) · [Ca2+]i −
− koff(N, [CaTnC ]) · [CaTnC ], ����

. . .
dN

dt
= k+([CaTnC ], LCE,

dLCE

dt
) · (1−N)−

− k−(
dLCE

dt
) ·N, ����

dLCE

dt
= f(N,LCE, L), ����

dL

dt
= g(N,LCE, L). ����

����� ����������� ����
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	� !�* ������%��!�!� � �����+ ���� + ��������$* � ��
,� ��-#

��	� %������$ ����!����� � ��������+ �����+ !����� �����,��� � ��-�#

�� &'�(* � ��
,� !���� -��� ��$���� �� ��$�� .//0�11234567�856626�39:151;�1
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��� ik 
��� ���������! ���� !�������� �"�#���

$�� ���� !�����!�� ��%� &������	�������
����� �����' ����������

���� ���� ���������� ���	������� �� (����� � )��	�������� !��������

����� ������ !
������ *� +������ ������ � ������� ������
����, ������

+��-�����+����� ���!-����� ������, ������� �����!. �� ����������

�� � ������ /� �� (��� ������ ����������� ���� � 	�������� 0++

��� ���������� ������, ���!-����� ����
��� �����
��� ������� ����

��� �����' �� (���� #"12 �� 3/45 ��������� ��������� ��,����� � �������

��� �!����'� � ������� ����������������, ������� �, ������� �������

6 7)������� �����'!���� ����	����������� �����' ������ -��!��
��

������ ������, ������ #""8 �� 3/95� ������� ��������� �� ����� ������ �����

�� &���� ������� ���� ��� ���� ������ � ������!. �� �������� � ���-�

������������ ��!���� �������� � �������. �����������, ���!-�����

������ -��!��
�� ��!��� ����� -������� ��� ��� �����
��� ������ ��!�

���� �����

6����� 
�� !�������� �"�#� ��� ����������� ���������� ����� ����, -�

���� ��� !�������� � 0++� ���'�� � ������������ � &������������'����

������� ����� ������������� �������� ����� 
��� �������!�

(�������� 
�� ��� �������� :����� �,;������ �, �����, ���< ����

��!�������� ������;����� ����-����'��� ������ ��!��';���!-! �����

��� 6 &������	�������� ����� �, ��������!. �, ��� �
������� �����

�����'���� � ������ �, ��������!. �, � ����-����'����

6 ������ !
����= ������, ��������, ��� iNa 
��� >?
+ ������� �����

����������, ������ �, �������, ��� ito� ��!��' �����������, ���'���

���, ��� iCaL 
��� ������ @������ ���������!. �, ��������, ��� ipNa�

�������� ����-����, ��� iK � ��� ������'���� ����������� iK1� >?
+�
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3����� 
��� ik � �����	 ��
� ��������� �'&4� ��
� ��1��
����� �����

��	��� ���� ��� ������1�� �
 ������� E � ��� ��
�� �	 ����� ��2+�

��+ � �+ ���
�� � ��� ���
�� ���
� �� ��
���� �����
�� �������� ���

��������� ���
���� ��� 5��2+6i� ��& ��������� �'&7��� � 
��%� ��!� �����

��0�
������ ���������� 5896&

:��� ��������� ��! 
���� ik� ��������1�� ����X ���� ��� ��������

������ ������� � ��
���
�� �������� 
��� iK � !�&� �������"
�� ������

���� ��!�;

ik = gk · (E − EX),

0!�
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iMSC = gMSC · 1

1 +KMSC · e−γMSC ·(L−Lref )
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�� [Ca2+]i	 ��������
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 ������

������ ��2+ � ���
�� ����� ����������	 ������������ ��2+ ����� ����
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• ������ ����	�
 ���� ���������

Jik,Ca
= ± |ik,Ca| /(2VcytF ),

��� ik + !�2+ 
��	 ��� ��
��� ���������
�� ���������� �������

����	 Vcyt + ��,�� ��
�����	 F + ����� -������.
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 �� ������������ ����������	 ��,����/0��� ���

��� 1�
��� � ����������/0��� ������� !"

JD = kD · ([Ca2+]DS − [Ca2+]i),

��� [Ca2+]DS + ����
����� ������� � ����������� ����
���
��	

��
���� ���������
�� ���
���� ������� � 
���� iCaL.

• ����� ����	�
 � ��

Jrel = krel([Ca2+]i, [Ca2+]DS) · [Ca2+]TC ,
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Jpump([Ca2+]i, [Ca2+]LR)
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dt �&
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• +�	� �������������� ������� ������	����� 
��	�� ���� �� ��

����  NA"� ��������� �	� �������������� � ��	����� ��������

� ����������%�  n" ������������� ������  &��� ������� NA

������� �� ����������� ��)�����)�� ���	���� �	%)�� � ����

������� ,  -,�TnC ." � �	��� ���� ���������� ��������� �����

� ��	���� ��	��� ���/�*��		� ���� ������� �� �	��� ��������LCE�

• ����������% n ������� �� ���������� ����� ������ � ��	����� ���

���� ��������  ������� �����	
"� ������ ���� ������� �� �	��� ����

����� LCE � �� ������� ��������� �	��� �������� dLCE/dt�

��� &�� ��������� �������� � �	����� �����������

�������� �*����������������� ��	������������� ��������

k+([CaTnC ], LCE, dLCE/dt) � k−(dLCE/dt)� �� ����
��	����� ��	�
�� -01.�
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��� ������� �������� �	���
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N = NA ([CaTnC ], LCE) · n, �����

�� n = n1(LCE) · n2� n1  ����������� ��!�� �����
�" "��#��� 	��#��$�%

&�! �
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�"���LCE� � n2  ��������

����������� (������������ 
 ��!����"� '������ 
������ �(���������
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dn2/dt = k+(dLCE/dt) · (1− n2)− k−(dLCE/dt) · n2. �����

������ �����	
����� ���
����� 
���
��� ���	
���������

�����

)�$��!*�! ���	�������+ "�����%��"����
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� 	 	��� ���	����� ��	����

����� ��
���
�� �������� ������� koff ������ ��������� �� 	��� �
 N

� [CaTnC ] 	 ���	
�
�� !"#$%# ���������	
���� $�&� ���� ���������	�
� 	

	��� &�������� ����� ��	�������� k+ 	 ���	
�
�� !"#'% !���NA 	 �������

!"#(%% �� 	��� �
� )��TnC *#

+������,  �� ��-�
���	�����. ���������	
�. ��&��./�. 	���������

��	�. ����/�. � �����
�
�� 0 !��# ���	
�
�� !"#$%% ������	�

� ���1
�

����1����. 
� ��
����� �	����
�&� ����/�. !��# ���	
�
�� !"#�%%, ������.

���&����. 2���� �����	����.��������	
�	�������, � 	����

�� -�� ���

��
�
�. )��2+*i 	 ������ ��	���� �� ��-�
� ����- ����	�� �������
�.

����� 
�� ��3/�#

4 ��
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���� ���������	
���� ���	����� 	�������	���� � ��5�

.�
��� 	 �����- ������ �
�&� ����

�� �����-�
� ����� .	��
�., 
��

��������� 	 ����� 
�� ��3/�6 2������ &������	�����&� �������
�. �

���������
�., ��-�
� ����� ��	��� 
� �������/�� 	 �� �
�� ����	
�&�

�����������
�&� /���� � ��# !��# 
�������� ������� 
�1�, � ���1� ���

��� )�(*, 	 ������� ��
� ������ 
� ����� ��

�� ������#

���� ���� ���	�
������ ���� ���	�������� ����	� ��		� � ������� ������� ���
� ��������	
� �
����� � ����� � ��		�	 �!� � ���	������	 �!� ��������"��"
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�	������� �� � ����

�
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������%���	 ��� �	��� ��		�	 ��
� �	����� LPE�  ����&���� F � ���������
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����� ��
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 ����� !�"�� ��
 ��	 L � F ����	

������ � ���������� ����� LCE � �
����	� ���� FCE ���
	���� � �����

�� 	� ���� �� ��	���� ����������	 	 � �	����	�������	 	 #������	� �$%

� &%��

���������	�
 �	������� ���	����

'��� FCE� ���������� �	
����������� #������	�� �	�� ���� ��	�	��

��	�����	� ��	��������( �	�� N ���	 �������(��� �	���
	� � ������

����	� �	�	
���	��� �	���
	�� ����	����� �� 	��� ���
	���� �� ������

�����( ���� p�  ����������( ����������� ���	 �������(��� �	���
	�

��� ��
���� �
	�	��� �������� ����� ���
	���� v = dLCE/dt)

FCE = λ · p(v) ·N �!�*+�

 �� λ , 
	#--������ ��	�	���	�����	���� '���� ���� ���������	 	 �	�

���
� ������� � ���� ��	� 	.�����	� -��
��� p = p(v)� 
	�	�� �	��

�	��� ��� �������	� �� ���
� �� �	���
 p ����� � ��	� ���� �
	�	���

�
	�	����/�������� ���
	���� v = v(p)�

0������	��� ��-	�����1��������� �� 	.	�� ���� �� #������	�

��(�� ��	����� -��
���� �	����)

FSE = ψ1(LCE, L), FPE = ψ2(L).

'		����������	 2��� ��3���

F = FSE + FPE = ϕ(LCE, L),

������� � 	� ����� ���
	����� � 	� ����� ��3���

� ���� ��������� FCE = FSE � .�� 	��� 	.�����	��� -��
��� p(v)

��������� �!�*+� �	��	 �������� � ���� �������� �!�4� ��LCE�  �� ����

�� ����� ������� ��
�� 	� ������� L � N �

�	������
 ����� � ��������� �������
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	� L = L̄ �� �
�� F 	����
��� ��������� ����	���	
� F = ϕ(LCE, L̄)�
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