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Математические соревнования и конкурсы имеют давнюю 
историю. Так, сохранились сведения о том, что уже в Древней 
Индии (около 2000 г. до н.э.) для решения математических 
задач устраивались состязания в присутствии многочисленных 
зрителей. Широкое распространение получили математические 
турниры в средние века и позднее в эпоху Возрождения в Италии 
и в других странах. Причем эти турниры пользовались большой 
популярностью не только у математиков-любителей, но и у мате- 
матиков-профессионалов. Достаточно назвать победу итальян
ского математика Никколо Тартальи над Фиором на математи
ческом турнире по решению уравнений третьей степени, состояв
шемся в Болонье в 1535 г., а такж е победу французского 
математика Франсуа Виета в 1594 г., решившего одно специаль
ное уравнение 45-й степени, предложенное в качестве вызова 
всему ученому миру голландским математиком Андрианом ван 
Роуменом. Имеется целый ряд и других интересных истори
ческих примеров математических соревнований и конкурсов по 
решению задач как очного, так и заочного характера. Но, 
несмотря на свой солидный возраст, эти соревнования отнюдь 
не исчерпали себя. Ведь если спортсмены-физкультурники уже 
вплотную подошли к пределам физических возможностей чело
века, то возможности человеческого разума еще далеко не исчер
паны. Будущее — за соревнованиями эрудитов!

Школьные математические олимпиады берут свое начало с так 
называемого «этвёшского соревнования», проведенного в 1894 г. 
в Венгрии по инициативе Лорана Этвёша — президента Венгер
ского физико-математического общества. В СССР первые матема
тические соревнования школьников состоялись в Грузии. 
В 1933 г. в Тбилиси были проведены первые школьные и районные 
олимпиады. Инициаторами этих олимпиад были С. Е. Вашакидзе 
и Т. Д . Петраковская, впоследствии заслуженные учителя 
Грузинской ССР. Первые городские олимпиады по математике 
состоялись в Тбилиси и Ленинграде в 1934 г. В Ленинграде 
организаторами олимпиады были член-корреспондент АН СССР,
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профессор Б. Н. Делоне и профессор В. А. Тартаковский. В сле
дующем, 1935 г. были проведены городские математические 
олимпиады также в Москве и Киеве: в Москве — по инициативе 
члена-корреспондента АН СССР, профессора Л. Г. Шнирельмана 
и профессора Л. А. Люстерника (впоследствии члена-корреспон
дента АН СССР), а в Киеве — по инициативе академика 
АН УССР, профессора М. Ф. Кравчука. В дальнейшем олимпиад- 
ное движение распространяется по всей стране. Идея объединить 
олимпиадное движение в масштабе всей страны впервые была 
реализована в 1960 г., когда по инициативе оргкомитета 
XXIII Московской городской олимпиады для участия в ней были 
приглашены команды 13 областей РСФСР и 9 союзных рес
публик. Опыт такого расширения рамок городской олимпиады 
оказался успешным, и начиная с 1961 г. регулярно стали прово
диться так называемые Всероссийские математические олим
пиады. Эти олимпиады проходили в четыре тура: школьные, 
районные и городские, областные олимпиады и заключительный 
(Всероссийский) тур. По такому регламенту в 1961 — 1966 гг. 
было проведено шесть Всероссийских олимпиад; следует отметить, 
что в заключительном этапе каждой из этих олимпиад прини
мали участие и команды многих союзных республик.

Именно опыт проведения этих шести Всероссийских олимпиад и 
послужил в дальнейшем основой для организации и проведения 
в 1967— 1992 гг. в бывшем СССР Всесоюзных математических 
олимпиад (ВМ О), которые включали в себя пять этапов (уровней) 
соревнования: школьные, районные и городские олимпиады 
(I, II этапы), олимпиады автономных республик, краев и об
ластей (III этап), республиканские олимпиады (IV этап) и 
последний, V этап — заключительный этап Всесоюзной олим
пиады.

В 1962 г. по инициативе академика АН СССР М. А. Л ав
рентьева Сибирским отделением Академии наук СССР и Ново
сибирским государственным университетом впервые была прове
дена Всесибирская олимпиада школьников. Эта олимпиада, став
шая затем традиционной, включала три этапа, второй из которых 
совпадал с областным (третьим) этапом ВМО.

Традиционно заключительный этап Всесоюзной олимпиады 
проводился в различных городах страны в апреле в два тура 
(в разные дни), на каждом из которых предлагалось, как 
правило, четыре задачи и на их решение в каждом туре отво
дилось 5 часов.

Настоящим символом Всесоюзной олимпиады стал значок в 
форме правильного пятиугольника счусловно изображенным ду
мающим человечком^который впервые -поя^иЛся в. 1968 г. на 
второй ВМО. Такй^ значки (разных цйетов) вручались участникам 
олимпиады, членам жюри и работникам оргкомитета. Вообще же 
специальный значок дЛй участников олимпиады стали выпускать 
начиная с IV Всероссийской олимпиады 1963 г. (Кроме того,
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свои отличительные олимпиадные значки имели многие республи
канские и городские олимпиады.)

Научная программа заключительного этапа олимпиады всегда 
была достаточно насыщенной. Прежде всего, конечно, она включа
ла сами соревнования по решению задач, но, кроме того, члены 
жюри часто выступали перед участниками олимпиады с научно- 
популярными лекциями по математике, проходили встречи с пред
ставителями научной и педагогической общественности города, 
где проводился заключительный этап. Одна из традиций за 
ключительного этапа олимпиады — математический бой между 
командой жюри и командой школьников — участников олим
пиады, и нужно сказать, что в этом, по существу театрализован
ном, соревновании нередко победителем оказывалась команда 
школьников.

Организаторы математических олимпиад никогда не стреми
лись превратить их в чисто спортивное мероприятие. Олимпиады 
должны были способствовать укреплению взаимопонимания меж
ду школьниками различных союзных республик и городов, сыграть 
роль своего рода научных конференций для школьников, помочь 
ребятам расширить свои знания по истории и культуре респуб
лики, где проходил заключительный этап, дать возможность 
пообщаться друг с другом школьникам, которых объединяли 
общий интерес и любовь к математике.

Общее руководство организацией и проведением Всесоюзных 
олимпиад на всех этапах осуществлял Центральный оргкомитет 
олимпиады, а за научную, содержательную сторону дела на ВМО 
отвечала созданная при Министерстве просвещения СССР методи
ческая комиссия по математике, на базе которой формйровался 
состав жюри заключительного этапа олимпиады. В обязанности 
Центрального оргкомитета входило также непосредственное руко
водство подготовкой и проведением заключительного этапа ВМО, 
в частности формирование состава жюри этого этапа и утвержде
ние наборов задач, подготовленных методической комиссией для 
республиканского и заключительного этапов олимпиады. По сло
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жившейся традиции Центральный оргкомитет и методическую 
комиссию возглавляли крупные ученые: председателем Централь
ного оргкомитета был академик И. К. Кикоин, председателем 
методической комисии и одновременно заместителем председателя 
Центрального оргкомитета — академик А. Н. Колмогоров; в 1984 г. 
Центральный оргкомитет возглавил академик Ю. А. Осипьян, а 
методическую комиссию за год до этого — академик АН УССР, 
профессор Московского университета Б. В. Гнеденко.

Отбор задач и составление олимпиадных заданий, несомненно, 
представляли самую трудную и важную часть работы по орга
низации олимпиад. Как правило, авторами задач ВМО являлись 
студенты, аспиранты и преподаватели различных вузов, причем 
практически на каждой олимпиаде были задачи, придуманные 
бывшими участниками и призерами ВМО. Следует, однако, 
иметь в виду, что часто бывает очень нелегко назвать автора той 
или иной задачи, поскольку в процессе обсуждения задача 
обычно уточняется, а иногда и обобщается, получает другую 
формулировку и новое решение.

К олимпиадным задачам предъявлялись очень высокие требо
вания. Они должны были быть красивыми и интересными с 
математической точки зрения, их формулировки — яркими и за 
поминающимися, а решение по возможности основываться на 
оригинальных и новых идеях. При составлении заданий заклю
чительного этапа методическая комиссия руководствовалась 
двумя основными принципами. Во-первых, в каждый из дней за 
дания должны были затрагивать разные разделы школьной про
граммы так, чтобы задания в целом отвечали различным вкусам, 
т. е. содержали и «чисто олимпиадные» задачи, основанные на 
одной-двух красивых идеях, и задачи, требующие аналитической 
культуры. Во-вторых, задания в целом должны были быть разум
ной сложности, чтобы каждый участник заключительного этапа 
ВМО решил хотя бы одну задачу и не менее половины участни
ков справились с половиной всего задания. Интересно, что, не
смотря на то, что все олимпиадные задачи тщательно отбирались, 
а авторские решения отобранных задач в процессе работы мето
дической комиссии неоднократно улучшались, очень часто участ
никам олимпиады удавалось найти более изящные и короткие 
решения.

Иногда Центральный оргкомитет ВМО и методическая ко
миссия проводили небольшие эксперименты или включали в сам 
ход заключительного этапа некоторые новые элементы. Так, на 
заключительном этапе второй ВМО один из туров был устным. 
Появление на заключительном этапе олимпиады столь необычного 
по форме соревнования объясняется тем, что в том году заключи
тельный этап проводился в Ленинграде* а устный тур — это тра
диция ленинградских олимпиад. Учитывая высокую квалифи
кацию ленинградского жюри и большой опыт в проведении 
устного тура, Центральный оргкомитет решил в порядке экспе-
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римента провести заключительный этап по схеме ленинградских 
олимпиад. На устном туре каждую задачу (а их такж е было 
петь) нужно было не только решить, но затем с полным обосно
ванием рассказать ее решение члену жюри или по крайней мере 
указать общий ход рассуждений и основные моменты проводи
мого доказательства. Не следует думать, что предложенные здесь 
задачи носили «устный» характер; их трудность вполне соответ
ствовала трудности задач письменного тура.

На нескольких заключительных этапах ВМО, например в 
1971, 1976, 1977 гг., один из туров целиком был посвящен задачам 
научно-исследовательского характера (отдельные такие задачи 
встречались на многих олимпиадах). По замыслу оргкомитета и 
жюри такие туры должны были имитировать реальную научно- 
исследовательскую работу математика, основное содержание 
которой состоит из длительных размышлений в рамках одной 
темы. Впервые научно-исследовательский тур проводился на 
V олимпиаде в 1971 г. только в X классе, на нем было предложено 
три трудные задачи (каж дая состояла из нескольких пунктов). 
Перед формулировкой самих задач участники прочитали следую
щий текст-обращение: «Вам предлагаются три задачи. Верное 
решение любой из них представляет серьезные трудности и 
требует много времени. Выберите одну из этих задач и поста
райтесь продвинуться в ней как можно дальше...»

Начиная с 1987 г. в некоторые годы в содержательной части 
программы заключительного тура ВМО отводилось время на 
компьютерные состязания, куда приглашались все желающие 
участники олимпиады.

Распад СССР и возникновение 15 независимых государств 
подвели естественным образом черту в работе по проведению 
ВМО. Последняя, 26-я Всесоюзная олимпиада, которую по взаим
ной договоренности стран-$частниц решено было назвать Меж
республиканской, состоялась в 1992 г.

О некоторых итогах заключительного этапа ВМО и его 
«географии» можно судить по данным, приведенным в таблице.
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Номер
олимпиады

Год Город Число
участников

Число премий

1 11 III

I 1967 Тбилиси Более 450 2 3 И
II 1968 Ленинград 572 2 13 28
III 1969 Киев 660 8 21 45
IV 1970 Симферополь 645 7 28 36
V 1971 Рига 550 8 19 28
VI 1972 Челябинск 564 13 27 39
VII 1973 Кишинев 588 11 29 55
VIII 1974 Ереван 599 11 37 47
IX 1975 Саратов 144 14 28 35
X 1976 Душанбе 160 12 24 32
XI 1977 Таллин 152 14 24 24
XII 1978 Ташкент 153 11 32 24
XIII 1979 Тбилиси 152 14 31 36
XIV 1980 Саратов 158 7 35 41
XV 1981 Алма-Ата 148 12 37 35
XVI 1982 Одесса 156 10 20 36
XVII 1983 Кишинев 146 14 27 38
XVIII 1984 Ашхабад 159 16 34 32
XIX 1985 Могилев 162 14 24 42
XX 1986 Ульяновск 163 13 22 19
XXI 1987 Фрунзе 166 11 30 32
XXII 1988 Донецк 172 11 25 33
XXIII 1989 Рига 164 9 30 27
XXIV 1990 Ашхабад 165 12 24 30
XXV 1991 Смоленск 175 19 30 44
XXVI 1992 Алма-Ата 173 8 39 38
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Математические олимпиады школьников в бывшем СССР поль
зовались заслуженной популярностью и справедливо завоевали 
международный авторитет, оказав влияние на формирование 
системы Международных математических олимпиад. Они способ
ствовали развитию устойчивого интереса учащихся к изучению 
математики и совершенствованию всего школьного математи
ческого образования.

Предлагаемая вниманию читателей книга содержит все задачи, 
которые давались в девятом классе на заключительных этапах 
Всероссийских 1961 —1966 гг. и Всесоюзных математических 
олимпиад с момента их возникновения до 1992 г. включительно. 
Тексты задач приводятся в основном в том виде, в каком они 
предлагались на соответствующей олимпиаде; внесены лишь не
существенные изменения, которые, в частности, вызваны тем, что 
в школьном курсе математики произошли некоторые изменения 
в терминологии и обозначениях. Чтобы сохранить полное пред
ставление о каждой олимпиаде в отдельности, задачи в книге 
тематически не разделены и даны по гбдам в том порядке, 
в каком они давались на соответствующей олимпиаде. Кроме 
того, для удобства все задачи снабжены единой нумерацией. Ко 
всем задачам приведены полные решения.

Книга адресована в первую очередь тем, кто любит решать 
интересные и нестандартные математические задачи или хочет 
этому научиться. Несомненную помощь, на наш взгляд, она мо
жет принести учителям при проведении внеклассных занятий с 
учащимися. Первые две задачи в каждом туре можно исполь
зовать для работы кружков или факультативов, что же касается 
последних задач, то самостоятельный разбор учениками их 
решений можно рассматривать как своеобразную форму научной 
работы школьников. Помещенный в конце книги тематический 

.указатель.послужит учителю своеобразным путеводителем при 
поиске задач на вполне определенную тему или на конкретный 
метод решения.

Авторы считают своим приятным долгом поблагодарить всех 
членов методической комиссии по математике Центрального орг
комитета Всесоюзной олимпиады школьников, с которыми им 
посчастливилось вместе работать.





ОЛИМПИАДА* 1961 г.
1. С центрами в вершинах прямоугольника А В С й  построены 

непересекающиеся окружности, причем РА + /? с =  РВ +  Рй . К па
рам окружностей Л и С, В и О проведены внешние общие каса
тельные. Доказать, что в полученный при пересечении касатель
ных четырехугольник можно вписать окружность. (Договоримся 
окружность обозначать ее центром.)

2 . Доказать, что среди любых 39 последовательных натураль
ных чисел обязательно найдется такое, у которого сумма цифр 
делится на 1 1 . Привести пример, когда разность между двумя 
последовательными числами с суммой цифр, кратной 11 , равна 3 9 .

3. Имеется набор положительных чисел (а, Ь, с , й). Построим 
набор (аЬ, Ьс, ей, йа). Из него образуем набор (аЬ2с, Ьс2й , сй2а , 
йа2Ь) и т. д. Доказать, что если мы когда-нибудь придем к 
первоначальному набору, то а =  Ь =  с =  й =  1.

4. Доказать, что не существует ло- | 
маной, которая пересекала бы каждый
из отрезков фигуры (рис. 1) один и ---------------- -------- --------
только один раз.

Рис. 1

5. Доказать, что не существует целых чисел а, Ь, с, й , удов
летворяющих равенствам:

аЬсй — а =  11 ... 1,
1961

аЬсй — Ь =  11 ... 1,
1960

аЬсй — с — 11 ... 1,
1959

аЬсй — й = \  \ ... 1.
1958

ОЛИМПИАДА 1962 г.
6 . Дан выпуклый четырехугольник АВСО . На продолжении 

стороны АВ  откладывается, отрезок ВМ =  ЛВ,, на продолжении 
стороны В С — о*резок С М =В С , на продол&фйи стороуы СО — 
отрезок 0 №==С€) и н^ . продолжении стЪроны О А —  отрезок 
А ф =  А В .Д о к а з а т ь ,  Чтб Площадь Четырехугольника МЫРС) 
в 5 раз больше площади четырехугольника А В С й.

* На этой олимпиаде участвовали и школьники седьмых классов.
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7. Даны окружность с центром в точке 0 | и прямая /, прохо
дящая через эту точку. Строятся всевозможные окружности, 
проходящие через точку 0 |, центры 0 2 которых лежат на прямой /. 
Пусть М 1М2 — общая касательная к окружностям 0 \ и Ог. Найти 
геометрическое место точек касания прямой 2 со второй 
окружностью.

8. Даны целые положительные числа а.\.......  вюо, такие,
что а |> а о  и а2= 3 а |— 2ао, а з= 3 а 2—2П|,..., аюо—Зам—2аад. До
казать, что Оюо>299.

9. Доказать, что не существует целых чисел а, , , й, таких, 
что выражение сиР+ЬяР+сх+Л  равно 1 при дг= 19 и равно 2 при 
х — 62.

10. В квадратную таблицу 25 X 25 вписаны числа, равные + 1  
или — 1. Произведение всех чисел, стоящих в первой строке, 
обозначим через щ. Произведение всех чисел, стоящих во второй 
строке, обозначим через а2 и т. д. Произведение всех чисел, 
стоящих в первом столбце, обозначим Ь\, произведение всех 
чисел, стоящих во втором столбце, обозначим 62 и т. д. Получаем 
50 чисел й|, а2, ..., а2&, 61, 62, .... 62$. Доказать, что их сумма не 
может быть равна нулю.

ОЛИМПИАДА 1963 г.
11. Из пяти данных окружностей любые четыре проходят 

через одну точку. Доказать, что найдется точка, через которую 
проходят все пять окружностей.

12. В шахматном турнире участвовало 8 человек и все они на
брали разное количество очков. Шахматист, занявший второе 
место, набрал столько же очков, сколько четыре последних 
вместе. Как сыграли между собой шахматисты, занявшие третье и 
седьмое места?

13. Каждая из диагоналей выпуклого четырехугольника АВСО  
делит его площадь пополам. Доказать, что АВСО  — параллело
грамм.
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14. Натуральные числа а и Ь взаимно просты. Доказать, 
что наибольший общий делитель чисел а + Ь  и а2-\-Ь2 равен 
1 или 2.

15. На дуге АтВ  окружности берется произвольная точка М. 
Из середины К отрезка МВ опускается перпендикуляр КР на 
прямую МА. Доказать, что прямые КР проходят через одну 
точку, не зависящую от положения точки М.

ОЛИМПИАДА 1964 г.
16. В треугольнике две высоты не меньше сторон, на которые 

они опущены. Найти углы треугольника.
17. Доказать, что ни при каком натуральном т число 

т ( т + 1 )  не является степенью никакого другого целого числа.
18. У каждого из натуральных чисел от единицы до миллиарда 

подсчитывается сумма его цифр. Затем у каждого числа из по
лучившегося при сложении миллиарда чисел снова подсчиты
вается сумма цифр и т. д. Этот процесс продолжается до тех 
пор, пока не будет получена последовательность, состоящая из 
миллиарда однозначных чисел. Каких чисел в этой последова
тельности будет больше: единиц или двоек?

19. Дан произвольный набор из 26 + 1  целых чисел а\, а?, ...,
02*+1. Из него получается новый набор Д|+ а* , ,а»+а з ..........

ап+'±2 ' . Из этого набора по тому же правилу следующий и т. д.
Доказать, что числа всех получающихся таким образом наборов 
являются целыми только в том случае, когда а |= а г = ...= а г * + |.

20. В выпуклом шестиугольнике АВСОЕР все внутренние 
углы равны. Доказать, что

АВ  — Э Е = Р Е — В С = й С — РА.

ОЛИМПИАДА 1965 г.
21. Каждое из чисел хи  дгг, .... хп может независимо от осталь

ных принимать значение 0, 1 и — 1. Какое наименьшее значение 
может принимать при этом сумма всевозможных попарных произ
ведений этих чисел?

22. Имеется доска 3X 3 клетки и 9 карточек размером в одну 
клетку, на каждой из которых записано некоторое число. Каждый 
из двоих играющих по очереди выбирает одну из карточек и кла
дет ее на пустую клетку доски. После того как все карточки раз
ложены, первый игрок (начинающий) подсчитывает сумму шести 
чисел, стоящих в верхней и нижней строках, второй подсчитывает 
сумму чисел, стоящих в левом и правом столбцах. Выигрывает
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тот, у кого сумма больше. Доказать, что при правильной игре 
первого второй не сможет выиграть независимо от того, какие 
числа написаны на карточках.

23. Около треугольника ЛВС описана окружность. Хорды, 
соединяющие середину дуги АС  с серединами дуг АВ  и ВС, 
пересекают стороны АВ  и ВС  в точках и Доказать, что 
отрезок КН параллелен стороне АС  и проходит через центр вписан
ной окружности треугольника А ВС.

24. Автобусный билет будем называть счастливым, если сумма 
первых трех цифр его шестизначного номера равна сумме по
следних трех цифр. Доказать, что сумма всех номеров счастливых 
билетов делится на 13.

25. На маленьком острове стоит прожектор, луч которого 
освещает некоторый отрезок поверхности моря, начинающийся 
у острова. Прожектор равномерно вращается вокруг вертикаль
ной оси так, что конец его луча перемещается со скоростью V.

Доказать, что катер, имеющий максимальную скорость , не
сможет незаметно подойти к острову.
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ОЛИМПИАДА 1966 г.
26. На каждой из планет некоторой Солнечной системы на

ходится астроном, наблюдающий ближайшую к нему планету. 
Расстояния между планетами попарно различны. Доказать, что 
если число планет нечетно, то существует планета, которую никто 
не наблюдает.

27. Существуют ли такие натуральные числа х н у ,  что х*-{-у 
и х-\-у2 являются квадратами целых чисел?

28. Точки В  и С лежат внутри отрезка АО. Доказать, что 
если А В = С О , то для любой точки Р  выполняется неравенство 
Р Л + Р О > Р В + Р С .

29. Восьмиклассники выстроены в шеренгу. Перед каждым из 
них стоит семиклассник, который ниже его ростом. Доказать, что 
если шеренгу восьмиклассников выстроить по росту и шеренгу 
семиклассников выстроить по росту, то по-прежнему каждый 
восьмиклассник будет выше стоящего перед ним семиклассника.

30. На клетчатой бумаге нарисован прямоугольник АВСО, 
стороны которого лежат на линиях сетки, причем длина отрезка 
АО  в к раз больше длины отрезка АВ  ( — натуральное число). 
Рассматриваются всевозможные пути, проходящие по линиям 
сетки и кратчайшим образом ведущие из Л в С. Доказать, что 
среди этих путей в к раз больше тех, у которых первое звено 
лежит на АО, чем тех, у которых первое звено лежит на АВ.



ЗАДАЧИ
ВСЕСОЮЗНЫХ
ОЛИМПИАД
19«М992гг



ОЛИМПИАДА 1967 г.
31. В некотором натуральном числе произвольно переставили 

цифры. Доказать, что сумма полученного и исходного чисел не 
равна 999—9.

1967 цифр
32. Прожектор освещает угол 90°. Доказать, что расположен

ные в четырех произвольных точках плоскости прожектора можно 
направить так, чтобы они осветили всю плоскость.

33. Можно ли на окружности расположить числа 0, 1,2,  ..., 9 
так, чтобы любые два соседних числа отличались на 3, 4 или 5?

34. Доказать, что существует число, делящееся на 51000 и не 
содержащее в своей записи ни одного нуля.

35. В остроугольном треугольнике высота АН, наиболь
шая из высот треугольника, равна медиане ВМ. Доказать, что 
угол АВС  меньше 60°.

ОЛИМПИАДА 1968 г. 
Письменный тур

36. В восьмиугольнике АВСйЕРОН  все углы равны, а длины 
всех сторон выражаются целыми числами. Доказать, что спра
ведливы равенства:

А В = Е Р , В С = Р С ,
37. Какое из чисел больше: 31" или 17м?
38. На клетчатой бумаге со стороной клетки 1 см нарисована 

окружность радиуса 100 см, не проходящая через вершины клеток 
и не касающаяся сторон клеток. Сколько клеток она может пере
секать (укажите все значения)?

39. Из числа студентов, поступивших в университет, 50 чело
век знают английский язык, 50 знают французский язык и 50 сту
дентов — испанский язык. Доказать, что студентов можно раз-
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бить на пять (необязательно равных) групп так, чтобы в каждой 
группе было ровно 10 человек, знающих английский язык, ровно 
10 человек, знающих французский язык, и ровно 10 человек, 
знающих испанский язык, если известно, что некоторые из сту
дентов могут зиать по нескольку из этих языков, тогда как другие 
ни одного.

40. Доказать тождество

2 + - г - ; + : з Ч + - +  20 -ж*— 1 ж*— 4 ж*— 9  ж2— 100

=  1 '  ‘ ( ( ж - 10) (ж + 1 )  +  (ж— 9 ) (ж + 2 )  + " •  " * ' ( ж - 1 ) ( ж + 1 0 ) ) '

Устный тур
41. В клетках квадратной таблицы 4 X 4  рас

ставлены знаки «плюс» и «минус» так, как показано 
ниже.

Разрешается одновременно менять знаки во 
всех клетках, расположенных в одной строке, в 
одном столбце или на прямой, параллельной ка
кой-нибудь диагонали (в частности, можно менять знак в любой 
угловой клетке). Д оказать, что, сколько бы мы ни произвели 
таких перемен знака, нам не удастся получить таблицу, составлен
ную из одних «плюсов».

42. Треугольник А В С  своими медианами разбит на шесть 
треугольников, в каждый из которых вписана окружность. И з
вестно, что радиусы четырех из этих шести окружностей равны. 
Доказать, что треугольник АВС  правильный.

43. Доказать, что существует бесконечно много простых чисел 
р, таких, что уравнение

х * + х + 1 = р у  
разрешимо в целых числах х, у.

44. После окончания выступлений 20  фигуристов каждый из 
9 судей распределяет по своему усмотрению места с первого по

+ - 4- +
4- 4- 4- 4-
4- 4- 4- 4-
4- 4- 4- 4-



двадцатое. Известно, что у каждого фигуриста места, при
своенные ему разными судьями, отличаются не более чем на 3 . 
Подсчитаем для каждого фигуриста сумму полученных им мест и 
обозначим через 5 наименьшую из двадцати сумм. Найти 
наибольшее значение, которое может принимать 5 .

45. В каждой из двух групп чисел а\у а 2  ап и Ь\у Ъч Ьп
по одному разу встречаются все числа 1, у ,  ..., -1-. Известно, что 
справедливы неравенства

Д| Ь ч ^ .. • ^  ап -\-Ьп.
Доказать, что для каждого т =  1, 2, ..., п выполняется неравен
ство ат +  Ьт <  — .

т

ОЛИМПИАДА 1969 г. 
Первый день

46. На основании АО  трапеции АВСО  нашлась такая точка Е , 
что периметры треугольников А В Е У ВСЕ  и СОЕ равны. Д ока
зать, что ВС =  у Л О .

47. В центре поля, имеющего форму квадрата, находится волк, 
а в вершинах квадрата — 4 собаки. Волк может бегать по всему 
полю, а собаки — только по сторонам квадрата. Известно, что 
волк задирает собаку, а 2 собаки задирают волка. Максимальная 
скорость каждой собаки в 1,5 раза больше максимальной ско
рости волка. Доказать, что собаки имеют возможность не вы
пустить волка из квадрата.

48. Д ана конечная последовательность нулей и единиц, обла
дающая следующими двумя свойствами:

а) если в некотором произвольном месте выделить 5 цифр под
ряд и в любом другом месте также выделить 5 цифр подряд (эти 
пятерки могут перекрываться, например 0 1 1 0 1 1 1 0), то эти пятер
ки будут различны; ‘

б) если к последовательности добавить справа любую из 
цифр 0 или 1, то свойство а) для новой последовательности уже не 
выполняется.

Доказать, что первая четверка цифр данной последователь
ности совпадает с последней(четверкой.

Второй день
49. Четыре различных трехзначных числа, начинающихся с 

одной и той же цифры, обладают тем свойством, что их сумма 
делится на некоторые три из них без остатка. Найти эти числа.
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50. В некотором государстве система авиалиний устроена 
таким образом, что любой город соединен авиалиниями не более 
чем с тремя'другими и из любого города в любой другой можно 
долететь, сделав не более одной пересадки. Какое максимальное 
число городов может быть в этом государстве?

51. Рассматривается выпуклый пятиугольник, у которого все 
стороны равны. Доказать, что внутри его найдется такая точка, 
лежащая на наибольшей диагонали, из которой все стороны видны 
под углами, не превышающими прямого.

ОЛИМПИАДА 1970 г.
52. Дана окружность, ее диаметр АВ  и точка С на этом 

диаметре. Найти на окружности две точки и симметричные 
относительно диаметра АВ, для которых прямая УС перпенди
кулярна прямой ХА.

53. Доказать, что если произведение трех положительных 
чисел равно 1, а сумма этих чисел больше суммы их обратных 
величин, то ровно одно из этих чисел больше 1.

54. Сколько в выпуклом многоугольнике может быть сторон, 
равных по длине наибольшей диагонали?

55. Цифры некоторого семнадцатизначного числа записыва
ются в обратном порядке. Полученное число складывается с пер
воначальным. Доказать, что хотя бы одна цифра их суммы будет 
четной.

56. Каждая сторона правильного треугольника разбита на 
10 равных частей. Через точки деления проведены прямые, 
параллельные сторонам. В результате треугольник разбился на 
100 маленьких треугольников. Назойем цепочкой последователь
ность треугольников, в которой ни один треугольник не появ
ляется дважды и каждыАшделедуфШЖ имеет общую сторону с 
предыдущим. Доказать, что в каждой цепочке не. более,. чем 
91 "треугольник. , \ н '
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ОЛИМПИАДА 1971 г.
Первый день

57. Доказать, что существует 100-значное число, делящееся 
на 2 100, в десятичной записи которого участвуют только цифры 
1 и 2.

58. Дан треугольник А 1А 2А 3. На его стороне А\А 2 взяты 
точки Я| и Дг. на стороне А 2Аз— точки В2 н Дз, на стороне 
А 3А 1 — точки В3и О) т.ак, что если построить параллелограммы 
А \В \С \0\, А2В2С20 2 и АзВзСзйз, то прямые |С|, и А 3С3 пере
секутся в одной точке. Доказать, что если А\В\ = А 2й 2 и 
А2В2= ЛзДз, то А зВ з= А \0 \.

59. Два школьника играют в следующую игру. Первый запи
сывает один под другим два ряда по 10 чисел так, чтобы выпол
нялось правило: если число Ь записано под числом а, а число й  — 
под числом с, то а-\-с1= Ь + с .  Второй игрок, зная это правило, 
хочет определить все написанные числа. Ему разрешается зада
вать первому игроку вопросы типа «Какое число стоит в первой 
строке на третьем месте?» или «Какое число стоит во второй 
строке на девятом месте?» и т. п. За какое наименьшее число 
таких вопросов второй игрок сможет узнать все числа?

60. В квадрате со стороной 1 расположена фигура, расстояние 
между любыми двумя точками которой не равно 0,001. Доказать, 
что площадь этой фигуры не превышает 0,34. (Можно считать, что 
граница фигуры, о которой говорится в условии, состоит из от
резков и дуг окружностей.) Постарайтесь получить более точную 
оценку и доказать аналогичную теорему в пространстве.

Второй день
61. а) Доказать, что прямая, разбивающая данный треуголь

ник на два многоугольника равной площади и равного периметра, 
проходит через центр окружности, вписанной в треугольник.
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б) Доказать аналогичное утверждение для произвольного мно
гоугольника, в который можно вписать окружность.

62. Доказать, что из 25 различных положительных чисел 
можно выбрать два таких числа, что ни одно из оставшихся не 
равно ни сумме, ни разности (между большим и меньшим) 
выбранных чисел.

63. а) В вершине А\ правильного 12-угольника Л 1Л2...Л12 
стоит знак «минус», а в остальных вершинах — знак «плюс». 
Разрешается одновременно менять знак на противоположный в 
любых шести последовательных вершинах многоугольника. Д ока
зать, что за несколько таких операций нельзя добиться того, 
чтобы в вершине Лг оказался знак «минус», а в остальных вер
шинах — «плюсы».

б) Доказать то же утверждение, если разрешается одновре
менно менять знаки не в шести, а в четырех последовательных 
вершинах многоугольника.

в) Доказать то же утверждение, если разрешается одновре
менно менять знаки в трех последовательных вершинах много
угольника.

ОЛИМПИАДА 1972 г. 
Первый день

64. В прямоугольнике А В С й  точка М — середина стороны 
ЛО, N  — середина стороны ВС. На продолжении отрезка СО 
за точку О берется точка Р. Обозначим точку пересечения прямых 
РМ  и АС  через С}. Доказать, что /_ ()Ы М =  /.М Ы Р.

65. На прямой дано 50 отрезков. Доказать, что верно хотя бы 
одно из следующих утверждений: а) некоторые восемь отрезков 
имеют общую точку; б) найдется восемь отрезков, никакие два из 
которых не имеют общей точки.

66 . Найти наибольшее целое число х, такое, чтобы число
427 +  4 ,000_}_4*

являлось полным квадратом.

Второй день
67. Каждая из девяти прямых разбивает квадрат на два четы

рехугольника, площади которых относятся как 2:3 . Доказать, что 
по крайней мере три из этих девяти прямых проходят через одну 
точку.

68 . Семиугольник Л 1Л 2Л3Л4Л5Л6Й7 вписан в окружность. Д о
казать, что если центр этой окружности лежит внутри семи
угольника, то сумма углов при вершинах Ли Лз и А$ меньше 
450°.

23



69. Двое играют в следующую игру. Один называет цифру, а 
другой вставляет ее по своему усмотрению вместо одной из звез
дочек в следующей разности:

_ *  *  *  *
*  *  *  *

Затем первый называет еще одну цифру (необязательно отлич
ную от предыдущей) и т. д. 8 раз, пока все звездочки не за
менятся на цифры. Тот, кто называет цифры, стремится к тому, 
чтобы разность получилась как можно больше, а второй — чтобы 
она стала как можно меньше. Доказать, что: а) второй может 
расставлять цифры так, чтобы получившаяся разность стала не 
больше 4000 независимо от того, какие цифры называл первый; 
б) первый может называть цифры так, чтобы разность стала не 
меньше 4000 независимо от того, куда расставляет цифры второй.

П р и м е ч а н и е .  В данной задаче одно из чисел может начи
наться с нуля. Например, 0453 — это число 453.

ОЛИМПИАДА 1973 г. 
. Первый день

70. На суде в качестве вещественного доказательства были 
предъявлены 14 монет. Эксперт обнаружил, что монеты с 1-й по 
7-ю фальшивые, а с 8-й по 14-ю настоящие. Суд же знает только 
то, что фальшивые монеты весят одинаково, настоящие монеты 
весят одинаково и что фальшивые монеты легче настоящих. В рас
поряжении эксперта чашечные весы без гирь.

а) Эксперт хочет доказать суду, что монеты с 1-й по 7-ю 
фальшивые. Как он может это сделать, используя только три. 
взвешивания?

б) Показать, что с помощью трех взвешиваний он может до
казать даже больше: может доказать, что монеты с 1-й по 7-ю 
фальшивые, а с 8-й по 14-ю настоящие.
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71. Доказать, что девятизначное число, в записи которого 
участвуют все цифры, кроме нуля, и которое оканчивается 
цифрой 5, не может быть квадратом целого числа.

72. Даны п точек, п>4 .  Доказать, что можно соединить 
их стрелками так, чтобы из каждой точки в каждую можно было 
попасть, пройдя либо по одной стрелке, либо по двум. (Каждые 
две точки соединяются стрелкой только в одном направлении, идти 
по стрелке можно только в указанном на ней направлении.)

Второй день
73. На сторонах остроугольного треугольника АВС  во внеш

нюю сторону построены три подобных между собой остроугольных 
треугольника АС\В, ВА\С, СВ\ (при этом

=  / . А \ В С , / С В С А \  =  /СВ\СА,АСАВ1 =  ^С,АВ).
а) Доказать, что окружности, описанные вокруг треугольни

ков АС\В, ВА\С  и СВ\А, пересекаются в одной точке.
б) Доказать, что в той же точке пересекаются прямые А А], 

ВВ\ и СС|.
74. N  человек не знакомы между собой. Нужно так познако

мить друг с другом некоторых из них, чтобы ни у каких трех людей 
не оказалось одинакового числа знакомых. Доказать, что это 
можно сделать при любом N.

75. Король обошел шахматную доску 8X 8, побывав на каждом 
поле ровно один раз, и вернулся последним ходом на исходное 
поле (король ходит по обычным правилам). Когда нарисовали его 
путь, соединив отрезками центры полей, которые он последова
тельно проходил, то получилась замкнутая ломаная без самопере
сечений.

а) Привести пример, показывающий, что король мог сделать 
ровно 28 ходов по горизонталям и вертикалям.

б) Доказать, что он не мог сделать меньше чем 28 таких 
ходов.

I
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ОЛИМПИАДА 1974 г.
Первый день

76. На каждой из карточек написано одно нз двух чисел: 
+ 1  или — 1. Разрешается, указав на три карточки, спросить: 
«Чему равно произведение чисел, записанных на этих карточках?» 
(сами числа нам не сообщают). Какое наименьшее число таких 
вопросов надо задать, чтобы узнать произведение чисел, записан
ных на всех карточках, если число карточек равно: а) 30; б) 31;
в) 32? В каждом случае доказать, что меньшим числом вопросов 
обойтись нельзя.

77. Среди чисел вида 36*—5', где к и / — натуральные числа, 
найти наименьшее по абсолютной величине. Доказать, что найден
ное число является наименьшим из всех положительных чисел 
рассматриваемого множества.

78. а) Длина каждой из сторон выпуклого шестиугольника 
больше 1. Всегда ли в таком шестиугольнике найдется диагональ 
длиной больше 2?

б) В выпуклом шестиугольнике АВСйЕР  длины диагоналей 
ЛД, ВЕ  и СЕ больше 2. Всегда ли в шестиугольнике АВСйЕР  
найдется сторона длиной больше 1?

Второй день
79. Найти все натуральные числа п и к ,  такие, что пп имеет 

к цифр, а к* имеет п цифр.
80. На катетах СА и СВ равнобедренного прямоугольного 

треугольника АВС  выбраны соответственно точки Д и Е так, 
что СД =  СЕ. Продолжения перпендикуляров, опущенных из то
чек Д и С на прямую АЕ, пересекают гипотенузу АВ  соответствен
но в точках К и Доказать, что К Е = ЬВ .

81. На шахматной доске 8 X 8  двое играют в игру «кошки- 
мышки». У первого одна фишка — мышка, у второго несколько 
фишек — кошек. Все фишки ходят одинаково: вправо, влево, 
вверх или вниз на одну клетку. Если мышка оказалась на краю 
доски, то при очередном ходе она спрыгивает с доски; если кош
ка и мышка попадают на одну клетку, то кошка съедает 
мышку.

Играющие ходят по очереди, причем, делая ход, второй игрок 
передвигает сразу всех своих кошек (при этом разных кошек он 
может сдвигать в разных направлениях). Начинает мышка. Она 
старается спрыгнуть с дреки, а кошки стараются до этого ее 
съесть.

а) Пусть кошек всего две. Мышка уже поставлена на какую-то 
клетку (не на краю доски). Можно ли так поставить кошек на 
краю доски, чтобы они сумели съесть мышку?
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б) Пусть кошек три, но зато мышка имеет лишний ход: в пер
вый раз она делает два хода подряд. Доказать, что мышка 
сможет убежать от кошек, каково бы ни было начальное распо
ложение фишек.

82. Доказать, что числа 1, 2, 3, .... 32 можно расставить так, 
чтобы полусумма любых двух из этих чисел не равнялась ни од
ному из чисел, поставленных между ними.

ОЛИМПИАДА 1975 г. 
Первый день

83. Из треугольника ЛВС поворотом вокруг центра описан
ной окружности на некоторый угол, меньший 180°, получен тре
угольник А\В\С\  (точка А \ — образ точкн и т. д .). Отрезки 
А В  и А\В\  пересекаются в точке Сг, ВС  и В\С\ — в точке Лг, СА и 
С \А \ — в точке Вг. Доказать, что треугольники А 2В 2С2 и АВС  
подобны.

84. Д ан треугольник ЛВС площадью 1. Первый игрок выбира
ет точку X  на стороне АВ,  второй — точку У на стороне ВС, после 
чего первый — точку 2  на стороне АС. При этом первый игрок 
стремится получнть треугольник ХУ2  наибольшей площади, а вто
рой — наименьшей. Какое наибольшее значенне площади тре
угольника ХУ2  может обеспечить первый игрок?

85. Какой наименьший пернметр может иметь выпуклый 
32-угольник, все вершины которого расположены в узлах клетча
той бумаги со стороной клетки 1?

88 . В квадрате 13X 13 клеток отметили центры 53 клеток. 
Доказать, что среди отмеченных точек всегда найдутся четыре, 
являющиеся вершинами прямоугольника со сторонами, парал
лельными сторонам квадрата.
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89. Три мухи ползают по сторонам д Л В С  так, что центр 
тяжести образуемого ими треугольника остается на одном месте. 
Доказать, что он совпадает с центром тяжести А  ЛВС, 'если 
известно, что одна из мух проползла по всей границе А  ЛВС.

Второй день

8 8 . На доске написано несколько нулей, единиц и двоек. Р аз
решается стереть две различные цифры и записать вместо них 
цифру, отличную от стертых (вместо 0  и 1 — цифру 2 , вместо 1 и 
2 — цифру 0, вместо 0 и 2 — цифру 1). Доказать, что если в ре
зультате таких операций на доске останется одно число, то оно не 
зависит от порядка, в котором производились стирания.

89. На плоскости даны горизонтальная полоса, края которой — 
параллельные прямые, и 20  прямых, пересекающих эту полосу. 
Каждые две из этих прямых пересекаются внутри полосы, и 
никакие три из них не имеют общей точки. Рассмотрим все пути, 
начинающиеся на нижнем крае полосы, идущие по данным пря
мым, заканчивающиеся на верхнем крае полосы и обладающие 
следующим свойством: идя по такому пути, мы все время подни
маемся вверх, достигнув точки пересечения прямых, переходим 
на другую прямую. Доказать, что среди таких путей:

а) есть не менее 10 путей без общих точек;
б) есть путь, состоящий не менее чем из 20  отрезков;
в) есть путь, проходящий по всем 20  прямым.

ОЛИМПИАДА 1976 г.
Первый день

90. На круглом столе леж ат 50 правильно идущих часов. Д о
казать, что в некоторый момент сумма расстояний от центра стола 
до концов минутных стрелок окажется больше суммы расстояний 
от центра стола до центров часов.

28



91. В строке подряд написано 1000 чисел. Под ней пишется 
2-я строка чисел по следующему правилу: под каждым числом а 
1-й строки выписывается натуральное число, указывающее, 
сколько раз а встречается в 1-й строке-. Из 2-й строки таким же 
образом получается 3-я: под каждым числом Ь 2-й строки выпи
сывается натуральное число, указывающее, сколько раз Ь встре
чается во 2-й строке. Затем из 3-й строки так же строится 4-я, 
из 4-й строки — 5-я и т. д.

а) Доказать, что некоторая строка совпадает со следующей.
б) Более того, доказать, что 11-я строка совпадает с 12-й.
в) Привести пример такой первоначальной строки, для ко

торой 10-я строка не совпадает с 11-й.
92. На плоскости даны три окружности одинакового радиуса.
а) Доказать, что если все они пересекаются в одной точке,

как показано на рисунке 2 , то сумма величин отмеченных дуг 
А К, С К. ЕК  равна 180°.
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б) Д оказать, что если они расположены так, как показано на 
рисунке 3, то сумма величин дуг СО, ЕР  равна 180°.

93. Натуральные числа х\, х2 меньше 10 0 0 0 . Исходя нз 
них строится последовательность Х|, х2, хз, .... х21, где число 
х3 равно |х | — хгI, число х< равно наименьшему из чисел 
|Х |—х2|, |х 2—хз|, |х |—Хз1, число х$ равно наименьшему из 
чисел |Х| — х2|, |Х |—х3|, |Х |— х«|, |х 2 —х3|, |х2—х4|, |х 3 —х4| 
и т. д. (каждое следующее число равно наименьшей из абсолютных 
величин разностей между парами предыдущих чисел). Доказать, 
что х2| = 0 .

Второй день
94. На шахматной доске размером 99X 99 отмечена фигура 

Ф (эта фигура будет разной в пунктах а ), б ), в )) . В каждой 
клетке фигуры Ф сидит жук. В какой-то момент жуки взлетели и 
сели снова в клетки той же фигуры Ф, при этом в одну клетку 
могло сесть несколько жуков. После перелета любые два жука, 
занимавшие соседние клетки, оказались снова в соседних клетках 
или попали на одну клетку. (Соседними называются клетки, 
имеющие общую сторону или общую вершину.)

а) Пусть фигура Ф — «централь
ный крест>, т. е. объединение средней 
вертикали и средней горизонтали (на 
рисунке 4 подобная фигура для 
экономии места изображена на доске 
.размером 13Х 13 клеток). Доказать, 
'что в этом случае какой-то жук вер
нулся на место либо перелетел в 
соседнюю клетку.

Рис. 4
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Рис. 5

б) Верно ли это утверждение, 
если фигура Ф — «оконная рама», 
т. е. объединение «центрального 
креста» и всех граничных клеток 
доски (рис. 5)?

в) Верно ли это утверждение, 
если фигура Ф — вся доска?

95. Треугольник, длины всех сторон которого больше 1 см, на
зовем «большим». Дан правильный треугольник АВС, длина сто
роны которого 5 см. Доказать, что:

а) из треугольника АВС  можно вырезать 1000 «больших» 
треугольников;

б) треугольник АВС  можно разрезать не менее чем на 
1000 «больших» треугольников;

в) треугольник АВС  можно разрезать не менее чем на 
1000 «больших» треугольников, соблюдая следующее условие: 
любые два «больших» треугольника либо не пересекаются, либо 
имеют ровно одну общую вершину, либо сторона одного из них 
является стороной другого (такое разрезание называется 
триангуляцией) ;

г) утверждения а ) — в) справедливы для правильного тре
угольника со стороной 3 см.

96. п-значное число будем называть универсальным, если 
вычеркиванием части его цифр можно получить любое наперед 
заданное девятизначное числог«ее цифры которого различны и не 
равны нулю.

а) Привести пример универсального числа из 92=81 цифры.
б) Привести пример универсального числа из 92—9 + 1 = 7 3  

цифр.
в) Доказать, что в любом универсальном числе какая-то 

цифра встречается не менее девяти раз.
г) Попробуйте построить универсальное число, в котором было 

бы как можно меньше цифр.

ОЛИМПИАДА 1977 г.
Первый дейь

97. На плоскости дана несамопересёкающаяся замкнутая ло
маная, никакие три вершины которой не лежат на одной прямой. 
Назовем пару несоседних звеньев особенной, если продолжение 
одного из них пересекает другое звено. Доказать, что число осо
бенных пар четно.
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98. На плоскости отмечено несколько точек, не лежащих на од
ной прямой, и около каждой написано число. Известно, что для 
любой прямой, проходящей через две или более отмеченных точек, 
сумма всех чисел, написанных около этих точек, равна нулю. Д о
казать, что все числа равны нулю.

99. Отрезок, соединяющий середины дуг и АС  окружнос
ти, описанной около треугольника АВС, пересекает стороны 
А В  и А С  в точках К  и С. Доказать, что точки и центр О 
вписанной окружности треугольника АВС  являются вершинами 
ромба.

100. По окружности расположено несколько черных и белых 
фишек. Двое по очереди проделывают такую операцию: первый 
убирает все черные фишки, имеющие белого соседа (хотя бы с 
одной стороны), а второй после этого убирает все белые фишки, 
имеющие' черного соседа. Так они делают до тех пор, пока не 
останутся фишки только одного цвета.

а) Пусть вначале было 40 фишек. Может ли случиться, что 
после того, как каждый сделает два хода, на окружности оста
нется одна фишка?

б) На окружности сначала было 1000 фишек. Через какое 
наименьшее число ходов на окружности может остаться одна 
фишка?

Второй день
1 01 . За  круглым столом сидят 7 гномов. Перед каждым стоит 

кружка. В некоторые из этих кружек налито молоко. Один из 
гномов разливает свое молоко в кружки остальных поровну. 
Затем его сосед справа делает то же самое. Затем то же самое 
делает следующий сосед справа и т. д. После того как последний, 
седьмой гном разлил всем остальным свое молоко, в каждой 
кружке оказалось столько же молока, сколько было в ней вначале. 
Во всех кружках вместе молока 3 л. Сколько молока было перво
начально в каждой кружке?



102. Будем называть 2л-значное число особым, если оно 
является точным квадратом и числа, образованные его первыми 
п цифрами и его последними п цифрами, также являются точ
ными квадратами; при этом второе число может начинаться с 
цифры 0, но не должно быть равно нулю.

а) Найти все двузначные и четырехзначные особые числа.
б) Возможны ли шестизначные особые числа? (Доказать, что 

их нет, или привести пример такого числа.)
103. Дано множество положительных чисел {<Х|; а2; ...; а„). 

Для каждого его подмножества выпишем сумму входящих в него 
чисел. Доказать, что все выписанные числа можно так разбить на 
п групп, чтобы в каждой группе отношение наибольшего числа к 
наименьшему не превосходило 2.

104. Имеется тысяча билетов с номерами ООО, 001, ..., 999 и 
сто ящиков с номерами 00, 01,..., 99. Билет разрешается опускать 
в ящик, если номер ящика можно получить из номера этого билета 
вычеркиванием одной из цифр. Доказать, что:

а) можно разложить все билеты в 50 ящиков;
б) нельзя разложить все билеты менее чем в 40 ящиков;
в) нельзя разложить все билеты менее чем в 50 ящиков.

ОЛИМПИАДА 1978 г.
Первый день

105. Обозначим через а„ целое число, ближайшее.к ->/п. Найти 
сумму

Я I Я 2  Я 3 Я 4 Я 1979 Я |9 8 0

106. Внутри четырехугольника АВСГ) отмечена точка М, 
такая, что А В М й  — параллелограмм. Доказать, что если

А С В М  =  А С й М , то А А С О = А В С М .
107. Доказать, что ни при каком натуральном т число 

1978"* — 1 не делится на число 1000т — 1.
108. Задано конечное множество Ко- К этому множеству до

бавляются все точки, которые получаются симметричным отра
жением одной точки этого множества относительно другой. По
лученное множество обозначим через К\- Аналогично по мно
жеству /С, строится множество К2, по К2— множество Ко и т. д.

а) Пусть Ко состоит из двух точек А и В, находящихся друг от 
друга на расстоянии 1. При каком наименьшем п в множестве Кп 
найдется точка, находящаяся на расстоянии 1000 от точки А?

б) Пусть Ко состоит из трех вершин правильного треуголь
ника площадью 1. Найти площадь наименьшего выпуклого много
угольника, содержащего множество Кп, п =  1, 2........
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Второй день
109. Три автомата печатают на карточках пары натуральных 

чисел. Автоматы работают следующим образом. Первый автомат, 
прочитав карточку (а; Ь), выдает новую карточку ( а + 1 ;  6 + 1 ) ;
второй, прочитав карточку (а; Ь), выдает карточку ^-2-; у ^
(он работает только при четных а и Ь); третий автомат по 
двум карточкам (а; Ь) и (6 ; с) выдает карточку с). Кроме того, 
автоматы возвращают все прочитанные карточки.

а) Пусть первоначально имеется одна карточка с парой чисел 
(5; 19). Можно ли, используя автоматы в любом порядке, по
лучить карточку: 1) (1; 50); 2) (1; 100) ?

б) Пусть первоначально имеется одна карточка (а; а мы 
хотим получить карточку (1; л ). При каких значениях я это

110. В окружность радиуса /? вписан л-угольник площадью
5. На каждой стороне л-угольника выбрано по точке. Д ока
зать, что периметр л-угольника с вершинами в выбранных точках

о с
не меньше -у - .

111. Фишка стоит в углу шахматной доски размером л Х л  кле
ток. Каждый из двух играющих по очереди передвигает ее на со
седнее поле (имеющее общую сторону с тем, на котором стоит 
фиш ка). Второй раз делать ход на то поле, где фишка уже по
бывала, нельзя. Проигрывает тот, кому некуда ходить.

а) Доказать, что если л четно, то начинающий игру может 
добиться выигрыша, а если л нечетно, то выигрывает второй.

б) Кто выигрывает,-фслИ' первоначально фцшка стоит не на 
: углф ом  поле, а л а  соседнем] с ^ и ч ? ; ^
] 1.12>  На ллоскости--эадано ®есквЛько непересекатошихся • от-
'резкоВ, никакие два из-' которых не леж ат па  едрой прямой. Мы 
хотим провести еще несколько отрезков, соединяющих концы дан
ных отрезков так', что^ы все отрезки вместе образовали одну не- 
самопересекакмцуюея лрмедую. Всегда ли это можно сделать?
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ОЛИМПИАДА 1979 г.
Первый день

113. Какое наименьшее значение может иметь отношение пло
щадей двух равнобедренных прямоугольных треугольников, три 
вершины первого из которых леж ат на трех разных сторонах 
второго?

114. Кенгуру прыгает по углу х ^ О , у ^ О  координатной 
плоскости хОу  следующим образом: из точки (х; у)  кенгуру
может прыгнуть в точку ( х + 1 ;  у — 1) или в точку 5; 7),
причем прыгать в точки, у которых одна из координат отрица
тельна, не разрешается. Из каких начальных точек (х; у)  кенгуру 
не может попасть в точку, находящуюся на расстоянии, большем 
1000 от начала координат? Нарисовать множество всех таких 
точек (х; у)  и найти его площадь.

115. В парламенте у каждого его члена не более трех врагов. 
Д оказать, что парламент можно разбить на две палаты так, что у 
каждого парламентария в одной с ним палате будет не более 
одного врага. (Считается, что если А — враг то В  — враг >4.)
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116. Доказать, что для каждого натурального п ^ 2  сущест
вует составное число, взаимно простое с 10, сумма цифр в деся
тичной записи которого равна п.

Второй день
117. На плоскости даны несколько точек. Для некоторых пар 

(у4; В) этих точек взяты векторы АВ, причем так, что в каждой 
точке начинается столько же векторов, сколько в ней закан
чивается. Доказать, что сумма всех выбранных векторов равна 0.

118. Какое наименьшее число фишек нужно поставить на поля 
шахматной доски размером:

а) 8X 8 клеток;
б) п Х п  клеток

для того, чтобы на каждой прямой, проходящей через центр произ
вольного поля и параллельной какой-нибудь стороне или диаго
нали доски, стояла хотя бы одна фишка? (Фишки ставятся в 
центры полей.)

119. Решить систему уравнений

л —у У х*—у2

V 1 —х‘+у‘
у —л У**—у*

У*—х’+ у 2

(а, Ь — данные числа).
120. Имеется несколько квадратов, сумма площадей которых 

равна 4. Доказать, что такими квадратами всегда можно по
крыть квадрат площадью 1.

ОЛИМПИАДА 1980 г. 
Первый день

121. Двузначные числа от 19 до 80 
выписаны подряд. Делится ли полу
чившееся число 192021...7980 на 1980?

122. Сторона АВ  квадрата А В С й  
(рис. 6) разделена на п отрезков 
так, что сумма длин отрезков с чет
ными номерами равна сумме длин 
отрезков с нечетными номерами (на 
рисунке п = 5). Через точки деления 
проведены отрезки, параллельные сто
роне АО, а затем каждая из полу
чившихся п полосок диагональю В й
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разбита на две части — левую и правую. Доказать, что сумма 
площадей левых частей полосок с нечетными номерами равна 
сумме площадей правых частей полосок с четными номерами 
(на рисунке эти части заштрихованы).

123. Груз, упакованный в контейнеры, нужно доставить на 
орбитальную космическую станцию «Салют». Число контейнеров 
не меньше 35, общая масса груза 18 т. Имеются семь транспорт
ных кораблей «Прогресс», каждый из которых может доставить на 
орбиту 3 т груза. Известно, что эти корабли могут одновременно 
доставить любые 35 из имеющихся контейнеров. Доказать, что 
они смогут доставить на орбиту сразу весь имеющийся груз.

124. Точки М и Р  — середины сторон ВС  и С й  выпуклого 
четырехугольника А В С й .  Известно, что АМ  -\-АР==а. Доказать,
что площадь четырехугольника А В С й  меньше чем

Второй день
125. На плоскости даны 1980 векторов, причем среди них име

ются неколлинеарные. Известно, что сумма любых 1979 из этих 
векторов коллинеарна вектору, не включенному в сумму. Д ока
зать, что сумма всех данных 1980 векторов равна нулевому 
вектору.

126. Обозначим через 5  (л) сумму цифр натурального числа л.
а) Существует ли такое натуральное число л, что

л + 5  (л) =  1?80?
б) Доказать, что из двух послОДоНательных натуральных чисел 

хотя бы одно преДОтавиМо в виде'ФуМмы л 4 - 5 (л) для некоторого 
третьего натурального числа л. Ч-"*"  '......

127. Некоторые клетки бесконечного листа клетчатой бумаги 
окрашены в красный цвет, остальные — в синий, причем так, что 
каждый прямоугольник из 6  клеток размером 2 X 3  клетки содер-
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жит ровно 2 красные клетки. Сколько красных клеток может 
содержать прямоугольник из 99 клеток размером 9X11 клеток?

128. Коротышки, проживающие в Цветочном городе, вдруг 
стали болеть гриппом. В один и тот же день несколько коротышек 
простудились и заболели, и, хотя потом уже никто не простужался, 
здоровые коротышки, навещая своих больных друзей, заболевали 
на следующий день после посещения. Известно, что каждый 
коротышка болеет гриппом ровно один день, причем после этого 
у него по крайней мере еще один день есть иммунитет, т. е. он 
здоров и заболеть в такой день не может (число дней иммунитета 
у каждого коротышки может быть свое). Несмотря на эпидемию, 
каждый здоровый коротышка ежедневно навешает всех своих 
больных друзей. Когда началась эпидемия, коротышки забыли о 
прививках и не делали их. Доказать, что:

а) если до первого дня эпидемии какие-нибудь коротышки 
сделали прививку и имели в первый день иммунитет, то эпи
демия может продолжаться сколь угодно долго;

б) если же в первый день иммунитета ни у кого не было, то 
эпидемия рано или поздно закончится.

ОЛИМПИАДА 1981 г.
Первый день

129. Две одинаковые шахматные доски (8 X 8  клеток) имеют 
общий центр, причем одна из них повернута относительно другой 
на 45° около центра. Найти суммарную площадь всех пересечений 
черных клеток этих досок, если площадь одной клетки равна 1.

130. На окружности даны точки и Из точки М
проведены хорды МА\ и МВ\, перпендикулярные прямым ЫВ и 
ЫА соответственно. Доказать, что прямые АА\  и ВВ\ параллельны.

131. Будем говорить, что число обладает с в о й с т в о м  ( ), 
если оно разлагается в произведение к последовательных нату
ральных чисел, больших 1.
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а) Найти число к, такое, для которого некоторое натуральное 
число N  обладает одновременно свойствами (к) и |-2 ).

б) Доказать, что чисел, обладающих одновременно свойства
ми (2) и (4), не существует.

132. В таблице 4 строки. В первой из них записаны произ
вольные натуральные числа, среди которых могут быть и одина
ковые. Вторая строка заполняется так: слева направо просматри
ваются числа первой строки и под числом а записывается число к, 
если а  встретилось в первой строке в й раз. Аналогично по второй 
строке записывается третья, а по третьей — четвертая. Доказать, 
что вторая и четвертая строки при таком заполнении таблицы 
всегда будут одинаковыми.

Второй день
133. Доказать, что если четырехугольники

АСРН, АМВЕ, АНВТ, СКХР
суть параллелограммы, то и четырехугольник АВ ТЕ  — параллело
грамм (вершины всех четырехугольников перечислены против 
часовой стрелки).

134. Решить уравнение х 3 — у3= л я /+ 6 1  в натуральных числах 
х  и у.

135. В футбольном турнире 18 команд сыграли между собой 
8 туров — каждая команда сыграла с восемью разными коман
дами. Доказать, что найдутся три команды, не сыгравшие между 
собой пока ни одного матча.

136. Точки С |, А | , В\ взяты соответственно на сторонах 
АВ, ВС  и СА треугольника АВС, так, что 

Л С |:С |В = В /4 1 М |С « = € В |:Д и 4  =  1:3.
Доказать, что периметр Р  треугольника АВС  и периметр р

1 3треугольника А\В\С\ связаны неравенствами ~ ^ Р < .р < .— Р.
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ОЛИМПИАДА 1982 г.
Первый день

137. На окружности с центром 0 \ радиуса г\ взяты точки 
М и К. В центральный угол МО\К  вписана окружность с 
центром Ог радиуса гг. Найти площадь четырехугольника 
М 0 ,К 0 2.

138. В числовых последовательностях (а„) и (Ьа) каждый 
член, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих, причем 
а| =  1, Ог=2 и Ь\ = 2 , Ь2=  1. Сколько существует чисел, встре
чающихся как в первой, так и во второй последовательности?

139. Пусть т и п  — натуральные числа. Доказать, что если 
для некоторых неотрицательных целых чисел к\, к2, ..., к„ число 
2*' + 2*’ +  2** делится на 2т— 1, то л ^ т .

140. Каждой вершине куба поставлено в соответствие неко
торое неотрицательное действительное число, причем сумма всех 
этих чисел равна 1. Двое играют в следующую игру. Первый 
выбирает любую грань куба, второй выбирает другую грань, и, 
наконец, первый выбирает третью грань куба. При этом выбирать 
грани, параллельные уже выбранным, нельзя. Доказать, что пер
вый игрок может играть так, чтобы число, соответствующее общей
вершине трех выбранных граней, не превосходило

Второй день
141. Натуральные числа от 1 до 1982 расположены одно за 

другим в некотором порядке. ЭВМ просматривает слева направо 
пары стоящих рядом чисел (первое и второе, второе и третье 
и т. д.) вплоть до последней и меняет местами числа в просматри
ваемой паре, если большее из них стоит левее. Затем она про
сматривает все пары, двигаясь справа налево от последней пары 
до первой, меняя местами числа в парах по тому же закону. По 
окончании этого просмотра работающий с ЭВМ оператор получил 
информацию, что число, стоящее на сотом месте, оба раза не 
сдвинулось со своего места. Найти это число.

142. Огурцовая река, протекающая в Цветочном городе, в 
районе пристани имеет несколько островов, общий периметр ко
торых равен 8 м. Знайка утверждает, что можно отчалить на 
лодке от пристани и переправиться на другой берег, проплыв 
менее 3 м. Берега рекн в районе пристани параллельны, а ширина 
ее равна 1 м. Прав ли Знайка?

143. На координатной плоскости Оху изобразили график функ
ции у = х 2. Потом оси координат стерли — на рисунке осталась 
только парабола. Как при помощи циркуля и линейки восстано
вить оси координат и единицу длины?
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144. Квадратная таблица п Х п  клеток заполнена целыми 
числами. При этом в клетках, имеющих общую сторону, записаны 
числа, отличающиеся одно от другого не больше чем на 1. Д о
казать, что хотя бы одно число встречается в таблице:

а) не менее раз ( [а] — целая часть числа а);
б) не менее п раз.

ОЛИМПИАДА 1983 г.
Первый день

145. В сетке, изображенной на ри- I I I I
сунке 7, каждая ячейка имеет размер
1X1.  Можно ли эту сетку п р е д с т а в и т ь ------------------------------
в виде объединения следующих мно
жеств: а) восьми ломаных, каждая и з ____________________
которых имеет длину 5; б) пяти ломаных, 
каж дая из которых имеет длину 8 ?

146. На доске написали три ц е л ы х ------------------------------
числа. Затем одно из них стерли и вместо
него написали сумму двух оставшихся I_____I_____ I____ I____
чисел, уменьшенную на единицу. Эту Рис. 7
операцию повторили несколько раз и в
результате получили числа 17, 1967, 1983. Могли ли на доске
первоначально быть записаны числа: а) 2,2,2; б) 3,3,3?

147. Три круга попарно касались друг друга внешним образом 
в точках X, У, 2. Затем радиусы этих кругов увеличили более

9
чем в —  раз, сохранив центры. Доказать, что каж дая точка

треугольника ХУ2  оказалась накрытой хотя бы одним из увеличен
ных кругов.

148. Даны несколько различных натуральных чисел, заключен
ных между квадратами двух последовательных натуральных 
чисел. Доказать, что все их попарные произведения также раз
личны.



Второй день
149. Натуральные числа т ,  л, к таковы, что число тп делится 

на пт , а число пк делится на кп. Доказать, что число тк делится , 
на кт.

150. В языке племени АББА две буквы. Известно, что ни
какое слово этого языка не является началом другого слова. 
Может ли полный словарь языка племени содержать 3 четырех
буквенных, 10 пятибуквенных, 30 шестибуквенных и 5 семибук
венных слов?

151. Можно ли в клетках бесконечного клетчатого листа бу
маги расставить целые числа так, чтобы в каждом прямоуголь
нике размером 4 X 6  клеток, стороны которого идут по линии бума
ги, сумма чисел была: а) 10; б) 1?

152. Все четыре треугольника, заштрихованные на рисунке 8 , 
равновелики. Доказать, что три четырехугольника, не заштрихо
ванные на нем, также равновелики. Чему равна площадь одного 
четырехугольника, если площадь одного заштрихованного тре
угольника равна 1 см2?

ОЛИМПИАДА 1984 г. 
Первый день

153. а) Произведение некоторых п целых чисел равно л, 
а сумма их равна нулю. Доказать, что число п делится на 4.

б) Пусть п — натуральное число, делящееся на 4. Доказать, 
что найдутся п целых чисел, произведение которых равно л, 
а сумма равна нулю.

154. Доказать, что для любых неотрицательных чисел а и Ь 
справедливо неравенство

-±- (а +  Ь) 2 +  ± -(а  +  Ь ) ^  а^/Ь +  Ь-^а.

155. На плоскости расположены два равносторонних треуголь
ника А\А*Аз и В \В 2В3, вершины которых занумерованы при об
ходе их контуров по часовой стрелке. Из произвольной точки О от
ложены векторы ОС|, 0 С 2, ОСз, равные соответственно векторам 
А \ В \ ,А 2В2, А 3 В 3 . Доказать, ч то  т о ч к и  С |, С2, Сз такж е являются 
вершинами равностороннего треугольника.
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156. Имеется четыре краски и бесконечно много квадратных 
плиточек со стороной I. Разреш ается окрашивать стороны плито
чек так, чтобы у каждой из плиточек цвета всех сторон были 
разные, и приклеивать их друг к другу сторонами одного цвета. 
Для каких чисел ти я и з  этих плиточек можно склеить прямо
угольник размером ш Х п , у которого каж дая сторона была бы по
крашена одним цветом и цвета всех сторон были разные?

Второй день
157. Учитель написал на доске квадратный трехчлен 

х2+  10* + 20 . Затем каждый ученик по очереди увеличивал или 
уменьшал на единицу по своему выбору либо коэффициент 
при х, либо свободный член, но не оба сразу. В результате по
лучился трехчлен х 2 + 2 0 х  +10. Верно ли, что в некоторый момент 
на доске был написан квадратный трехчлен с целыми корнями?

158. Монету радиуса г перемещают на плоскости так, что ее 
центр обходит контур выпуклого многоугольника, описанного 
около круга радиуса / ? > г  и имеющего периметр Найти пло
щадь фигуры, образованной следом монеты.

159. Имеется л - |-1  гирь, общий вес которых равен 2л. Вес 
каждой из них — натуральное число. Имеются такж е весы с двумя 
чашками, находящиеся в равновесии. Гири по очереди кладут на 
чашки весов: сначала самую тяжелую (или одну из самых тяж е
лых), затем самую тяжелую из оставшихся и т. д. При этом каж 
дую следующую гирю кладут на ту чашку весов, которая в данный 
момент легче, а если весы в равновесии, то на любую. Доказать, 
что, после того как на весах окажутся все гири, весы будут в 
равновесии.

160. Натуральное число назовем абсолютно простым, если оно 
простое и при любой перестановке его цифр снова получается 
простое число. Доказать, что абсолютно простое число не может 
содержать в своей записи более трех различных цифр.
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ОЛИМПИАДА 1985 г.
Первый день

161. В остроугольном треугольнике из середины каждой 
стороны опущены перпендикуляры на две другие стороны. Д ока
зать, что площадь шестиугольника, ограничиваемого этими 
перпендикулярами, равна половине площади треугольника.

162. Существует ли натуральное число п, обладающее сле
дующим свойством: сумма цифр числа п (в десятичной записи) 
равна 1000, а сумма цифр числа 2 равна 10002?

163. Какое наибольшее число дамок можно расставить на 
шашечной доске 8 Х 8  клеток так, чтобы каждая дамка билась хотя 
бы одной другой дамкой?

164. В правильном п-угольнике требуется покрасить каждую 
сторону и каждую диагональ каким-либо цветом так, чтобы лю
бые два из этих отрезков, имеющие общую точку, были окрашены 
различно. Найти наименьшее количество цветов, которое для этого 
необходимо.

Второй день
165. Имеется куб, кубическая коробка с крышкой тех же раз

меров и шесть красок. Каждой краской окрашивается одна грань 
куба и одна из граней коробки. Доказать, что куб можно таким 
образом положить в коробку, чтобы каж дая грань куба приле
гала к грани коробки, окрашенной другим цветом.

166. Диаметр АоАъ делит окружность с центром в точке О 
на две полуокружности. Одна из них разделена на пять равных 
дуг АоА[, /4,Л2. А 2А з, А зА 4, А4А5. Прямая пересекает О А2 
и ОАз в точках М и N. Доказать, что сумма длин отрезков 
А 2А 3 и МЫ равна радиусу окружности.

167. Ученики школьного математического кружка смастерили 
вычислительную машину, которая четверку чисел (а; Ь; с; Л) 
нажатием кнопки превращает в четверку ( ; с;
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й — а ) .Доказать, что если в исходной четверке не все числа равны, 
то после некоторого числа нажатий кнопки получится четверка, 
хотя бы одно из чисел которой больше 1985.

188. Числа I, 2, 3 ........ 2 л — 1, 2л разбиты на две группы,
по я чисел в каждой. Пусть а | < а г < . . . < а я — числа первой 
группы, записанные в возрастающем порядке, и > . . .> & « —
числа второй в убывающем порядке. Доказать, что 

|й 1 —6 | |  +  102—Ь%\ + . . . +  \а„—Ьп\ = я 2.

ОЛИМПИАДА 1986 г. 
Первый день

169. Корни уравнения 1 =являются натуральными
числами. Доказать, что а 2+ Ь 2 — составное число.

170. Д ва одинаковых квадрата в пересечении образуют вось
миугольник. Стороны одного квадрата синие, а другого — 
красные. Доказать, что сумма длин синих сторон восьмиуголь
ника равна сумме длин его красных сторон.

171. Точка М  лежит на стороне А С  остроугольного тре
угольника АВС. Вокруг треугольников АВМ  и СВМ  описы
ваются окружности. При каком положении точки М  площадь 
общей части ограничиваемых рми кругов будет наименьшей?

172. В одном государстве король хочет построить л городов 
и я  — 1 дорог между ними так, чтобы из каждого города можно 
было проехать в любой другой. (Каж дая дорога соединяет два 
города, дороги не пересекаются и не проходят через другие 
города.) Король хочет, чтобы кратчайшие расстояния по сети 
дорог между парами городов равнялись: 1 км, 2  км, 3 км, ...,
-1-я(л— 1) км. Возможно ли это, если:

а) я = 6 ; б) я  =  1986?
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Второй день
173. Десятичная запись натурального числа а состоит из 

п одинаковых цифр х, числа Ь — из п одинаковых цифр у, 
а числа с — из 2л одинаковых цифр г. Для любого п ̂ 2  найти 
все такие цифры х, у, г, для которых а2+  Ь= с.

174. Внутри выпуклого 12-угольника даны две точки, располо
женные на расстоянии 10 см друг от друга. Для каждой из этих 
точек нашли сумму расстояний от нее до вершин 12-угольника. 
Доказать, что полученные суммы различаются менее чем на 1 м.

175. Молоко разлито по 30 стаканам. Мальчик пытается до
биться, чтобы во всех стаканах молока стало поровну. Для этого 
он берет любые 2 стакана и отливает молоко из одного стакана в 
другой до тех пор, пока количества молока в них не уравняются. 
Можно ли налить молоко в стаканы так, чтобы мальчик не смог 
добиться своей цели, сколь бы долго он ни занимался перели
ванием?

176. Некоторый прямоугольник прямыми, параллельными сто
ронам, разделен на квадраты со стороной 1, которые раскрашены в 
шахматном порядке в белый и черный цвета. Диагональ прямо
угольника разбилась на белые и черные отрезки. Найти отно
шение суммы длин белых отрезков к сумме длин черных отрезков, 
если размер прямоугольника: а) 100X 99; б) 101X99.

ОЛИМПИАДА 1987 г.
Первый день

177. Десять спортсменов участвовали в турнире по настоль
ному теннису. Каждые два из них сыграли между собой ровно 
одну партию. Первый игрок одержал в ходе турнира х\ побед и 
потерпел у\ поражений, второй одержал хч побед и потерпел уч 
поражений и т. д. Доказать, что

+  ••• +Х?о =  У? -+•... +  у2о-
178. Известно, что с помощью набора из 6 гирь можно уравно

весить 63 груза, массы которых являются последовательными 
натуральными числами. Найти все такие наборы.

179. Дан правильный семиугольник А\Ач...Ат. Доказать, что
_!______
А\Ач Л|Дз А 4

180. Игра «Морской бой» происходит в квадрате 7Х 7 клеток. 
Какое наименьшее число высфелов необходимо сделать, чтобы 
наверняка ранить четырехпалубный корабль, если он:

а) имеет вид 1 | | | | ;
б) состоит из четырех клеток, примыкающих друг к другу 

сторонами?
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Второй день
181. Положительные числа а, Ь, с, А , В, С удовлетворяют 

условиям а-\-А =  Ь-\-В =  с-\-С = к. Доказать, что
оВ -|- ЬС “I- сА <  к?.

182. В каждой клетке квадратной таблицы 1987Х 1987 напи
сано число, не превосходящее по модулю 1. В любом квадрате 
2X 2 данной таблицы сумма чисел равна 0. Доказать, что сумма 
всех чисел в таблице не превосходит 1987.

183. Вершина В угла АВС  лежит вне окружности, а лучи 
ВА и ВС  ее пересекают. Из точки К  пересечения луча ВА и окруж
ности перпендикулярно биссектрисе угла проведена прямая, пере
секающая окружность в точках К  и Р, а луч ВС  — в точке М. 
Доказать, что отрезок РМ вдвое длиннее перпендикуляра, опу
щенного из центра окружности на биссектрису угла АВС. -

184. Два игрока поочередно выписывают на доске натураль
ные числа, не превосходящие р. Правилами игры запрещается 
писать на доске делители уже выписанных чисел. Проигрывает 
игрок, который не может сделать очередной ход.

а) Выяснить, кто из игроков имеет выигрышную стратегию 
для р =  10, и указать ее.

б) Выяснить, кто из игроков имеет выигрышную стратегию 
для р =  1000.

ОЛИМПИАДА 1988 г.
Первый день

185. Книга состоит из 30 рассказов объемом 1, 2, ..., 30 стра
ниц. Рассказы печатаются с первой страницы, каждый рассказ 
начинается с новой страницы. Какое наибольшее количество 
рассказов может начинаться с нечетной страницы?

188. Пусть А В С й  — выпуклый четырехугольник. Рассмотрим 
два новых выпуклых' четырехугольника Р\ и Р2, у каждого из 
которых две противоположные вершины — середины диагоналей 
АВ С й, а две другие вершины — середины противоположных 
сторон АВСй. Известно, что площади четырехугольников Р\ и 
Р2 равны. Доказать, что одна из диагоналей четырехугольника 
А В С й  делит его площадь пополам.

187. Доказать, что уравнение
х —у + г = 1

п 1 . ч
имеет бесконечно много, решений среди таких попарно различных 
натуральных чисел х, у, г, что произведение любых двух из них 
делится на третье.

188. В первой строке написаны 19 натуральных чисел, не 
превосходящих 88, а во второй строке — 88 натуральных чисел, 
не превосходящих 19. Назовем отрезком одно или несколько
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подряд написанных чисел одной строки. Доказать, что из данных 
строк можно выбрать по отрезку так, что суммы чисел, входя
щих в эти отрезки, будут равны.

Второй день
189. Доказать, что у всех трапеций с боковой стороной а, 

вписанных в данную окружность, отношение высоты к средней 
линии одно и то же.

190. На доске написаны числа 1 и 2. Разрешается дописы
вать новые числа следующим образом: если на доске имеются 
числа а и Ь,то можно дописать число а Ь + а + Ь .  Можно ли
этим способом получить:

а) число 13 121; б) число 12 131?
191. Пусть рациональные числа х, у  удовлетворяют уравнению

зс‘-\-уъ= 2 х 2у 2.
Доказать, что 1 — ху  — квадрат рационального числа.
192. В стране 21 город. Авиационное сообщение между ними 

осуществляют несколько авиакомпаний, каждая из которых 
попарно связывает беспосадочными авиалиниями 5 городов (при 
этом между двумя городами могут летать самолеты нескольких 
авиакомпаний). Каждые 2 города связаны по крайней мере одной 
беспосадочной авиалинией. При каком наименьшем количестве 
авиакомпаний это возможно?

ОЛИМПИАДА 1989 г. 
Первый день

193. Каждый из семи мальчиков в воскресенье 3 раза под
ходил к киоску мороженого. Известно, что каждые два из них 
встречались около киоска. Доказать, что в некоторый момент 
около киоска одновременно встретились по крайней мере трое 
мальчиков.
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194. Имеется 77 прямоугольных брусков размером 3 X 3 X 1 . 
Можно ли все эти бруски уложить в прямоугольную коробку 
размером 7 X 9 X 1 1  (коробка с крышкой)?

195. Пусть М — точка касания окружности, вписанной в тре
угольник А В С  со стороной АВ, Т — произвольная точка сто
роны ВС, отличная от вершины. Доказать, что три окружности, 
вписанные в треугольники ВМТ, МТА  и АТС, касаются одной 
прямой.

196. Натуральное число N  имеет ровно 12 делителей (вклю
чая 1 и Ы). Занумеруем их в порядке возрастания: й\
< .й \2- Известно, что делитель с номером 1 равен произве
дению («/|+*/2+<*4)</в. Найти число N.

Второй день
197. На шахматной доске расставлены 8 фигур так, что в 

каждом горизонтальном и в каждом вертикальном рядах клеток 
стоит по одной фигуре. Доказать, что на черных клетках шах
матной доскн стоит четное число фигур.

198. На сторонах АВ, ВС  и СА треугольника АВС  отметили 
цветом соответственно точки Си А, и В\, отличные от вершин 
треугольника. Оказалось, что

АС\ ВА\ СВ\
СхВ =  А\С =  В\А ’

а А В А С =  /-В\А\С\.Доказать, что треугольник с цветными
вершинами подобен треугольнику АВС.

199. В некоторой роще имеется я ^ З  скворечников, причем 
все расстояния между скворечниками различны. В каждом 
из скворечников живет по скворцу. В какой-то момент неко
торые из них покинули свои скворечники и перелетели в другие 
так, что снова в каждом скворечнике оказалось по скворцу. 
При этом если расстояние между какой-то парой скворцов было 
меньше расстояния между другой парой скворцов (один скворец
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может засчитываться в разных парах), то после перелета рас
стояние между первой парой скворцов стало больше расстояния 
между второй парой. При каких п  это возможно?

200. Д оказать, что все пятизначные числа, в записи которых 
каж дая из цифр 1, 2, 3, 4, 5 встречается по одному разу, можно 
разбить на две группы с одинаковыми суммами квадратов.

ОЛИМПИАДА 1990 г.
Первый день

201. Доказать, что для любого числа I выполняется нера
венство

<4-/+-§->о.
202. В выпуклом четырехугольнике прямая, проходящая через 

середины двух противоположных сторон, образует равные углы с 
диагоналями четырехугольника. Д оказать, что диагонали равны.

203. В сенате 30 сенаторов. Каждые два из них либо дружат, 
либо враждуют. Каждый сенатор враждует ровно с шестью дру
гими. Каждые три сенатора образуют комиссию. Найти общее 
число таких комиссий, в которых все три члена попарно дружат 
либо все три попарно враждуют.

204. а) Существует ли прямоугольник, который можно разре
зать на 15 равных многоугольников, не являющихся прямо
угольниками?

б) Можно ли указанным образом разрезать квадрат?

Второй день
!' . 1 !.> I'..-

205. Через произвольную, .тооду внутри треугольника проведе
ны три прямые параллельно его сторонам. Они делят стороны на 
отрезки длиной
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0 |, 02, аз; Ь\, Ъг, Ьз\ С|, Сг, Сз, 
как указано на рисунке 9. Доказать, 
что

0|6|С| =  О262С2 =  О363С3.

Рас. 9

206. Двое играют в следующую игру. Первый называет три 
любых отличных от нуля числа, а второй расставляет их по своему 
выбору вместо звездочек в выражении *хг+ * х + « .  Первый 
игрок считается выигравшим, если полученный квадратный трех
член имеет два различных рациональных корня. Доказать, что 
этот игрок может добиться победы.

207. Найти максимум выражения
|...| 1* 1— Х2\ — *з | — — *199о|,
1989 раз

где Х|, х2, .... * 199о — различные натуральные числа от 1 до 1990.
206. Правильный треугольник со стороной я разбит прямыми, 

параллельными сторонам треугольника, на л2 правильных тре
угольников со стороной 1. По сторонам полученных треуголь
ников проведена незамкнутая ломаная, проходящая через все 
вершины треугольников разбиения ровно по одному разу. До
казать, что имеется не менее л пар соседних звеньев ломаной, 
образующих между собой острый угол.

ОЛИМПИАДА 1991 г.
Первый день

209. Решить в целых числах систему уравнений
( х г — 2у(=8,
\ х ( + у г = 1 .

210. На доске выписаны л чисел. Разрешается стереть любые 
два из них, скажем, а и Ь, и вместо них записать одно число

. Эта операция повторяется л — 1 раз, и в результате на
доске остается одно число. Доказать, что если на доске перво
начально были выписаны л еднниц, то в результате всех операций
на доске останется число, не меньшее чем —.П
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211. На плоскости проведены 4 прямые так, что любые 2 из 
них пересекаются, а никакие 3 не проходят через одну точку. 
На каждой из этих прямых 3 точки пересечения с остальными 
выделяют 2 отрезка. Всего образуется 8 отрезков. Могут ли длины 
этих отрезков равняться:

а) числам 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8;
б) различным натуральным числам?
212. Билет лотереи — карточка, на которой имеется 50 пустых 

расположенных подряд клеток. Каждый участвующий в лотерее 
во все клетки записывает числа от 1 до 50 без повторений. Орга
низаторы лотереи по таким же правилам заполняют свою кар
точку-эталон. Выигравшим считается билет, у которого хотя бы в 
одной клетке записано такое же число, какое записано в этой же 
клетке карточки-эталона. Какое наименьшее количество билетов 
надо заполнить играющему, чтобы иметь выигрышный билет не
зависимо от того, как заполнена карточка-эталон?

Второй день
213. а) Найти два натуральных числа х  и у, такие, чтобы 

х у + х  и ху-\-у  были квадратами разных натуральных чисел.
б) Можно ли найти такие х и у  в пределах от 988 до 1991?
214. На сторонах АВ, ВС, СО, ОА прямоугольника АВСО 

соответственно взяты точки К, М, Ы, отличные от вершин. 
Известно, что КЦ\МК  и КМ±Ы1*. Доказать, что точка пере
сечения отрезков КМ и ЬЫ лежит на диагонали ВО прямо
угольника.

215. Следователь придумал план допроса свидетеля, гаранти
рующий раскрытие преступления. Он собирается задавать вопро
сы, на которые возможны только ответы «да» или «нет» (то, 
какой вопрос будет задан, может зависеть от ответов на преды
дущие) . Следователь считает, что все ответы будут верные; он под
считал, что при любом варианте ответов придется задать не более 
91 вопроса. Показать, что следователь может составить план не 
более чем со 105 вопросами, гарантирующий раскрытие пре
ступления и в случае, если на один вопрос может быть дан невер
ный ответ (но может быть, что все ответы верные).

218. Дан квадрат 5X 5 клеток. В одной клетке записан 
знак « —», в остальных — знак « +  ». За один ход разрешается 
менять знаки на противоположные одновременно во всех клетках 
любого квадрата с границами по линиям сетки, состоящего более 
чем из одной клетки. В каких клетках может быть расположен 
«минус», чтобы за несколько хб^ов можно было все знаки одно
временно сделать «плюсами»?
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ОЛИМПИАДА 1992 г.
Первый день

217. Доказать, что для положительных чисел а, Ь, с спра
ведливо неравенство

а4 +  Ь*+ с2 ̂  2-у/2аЬс.
218. На диагонали ВО  квадрата АВС О выбрана точка Е. 

Пусть 0 | и Ог — центры окружностей, описанных около тре
угольников АВЕ  и А й Е  соответственно. Доказать, что четырех
угольник АО\ЕОъ — квадрат.

219. Города одной империи с столицами соединены до
рогами так, что из любого города в любой другой можно про
ехать по этим дорогам. Доказать, что империю можно разделить 
на к республик так, чтобы каждая республика имела столицу и 
вместе с любым городом в ней содержался бы кратчайший 
путь из этого города до столицы. (Договоримся считать крат
чайшим тот путь, который состоит из минимального числа 
дорог.)

220. На клетчатой доске лежит несколько фишек. За один 
ход разрешается (если это возможно) «перепрыгнуть» какой- 
нибудь фишкой через фишку, стоящую на соседней клетке (сосед
ними считаются клетки, имеющие общую сторону), и встать на 
следующую свободную клетку. При этом фишка, через которую 
«перепрыгнули», снимается с доски, Какое наименьшее число 
фишек, может остаться на доске. если вначале фишки были 
расставлены в виде прямЬугольНика гН>^п ( т ^ 2 ,  ^ 2 ) ,  окру
женного свободными клетками?
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Второй день
221. Существует ли четырехзначное число, такое, что ни при 

какой замене любых его трех цифр на любые три не получится чис
ла, делящегося на 1992?

222. На окружности с центром О расположены точки и 
Точка Р находится на меньшей из дуг АВ, точки сим
метричны точке Р  относительно прямых ОА и ОВ соответственно, 
Р' — точка пересечения отрезков АВ  и ВС). Доказать, что точки 
Р  и Р' симметричны относительно прямой АВ.

223. Решить систему уравнений

г (1 + * )(1 + ж 2) ( 1 + х 4) =  1 + |/7.
1(1+1/) 0 + « Л  (1+У  ) =  1 + *  •

224. Существуют ли натуральные числа т и п ,  такие, что 
прямоугольник т Х л  клеток на клетчатой бумаге можно без 
пересечений замостить «уголками», изображен
ными на рисунке 10, с выполнением следующих I 
условий:

1) никакие два «уголка» не образуют п р я м о - -----------------
угольник 3 X 2  клетки;

2) ни в -какой точке не смыкается* более
трех «уголков»? '------- '-------

Рис. 10





ЗАДАЧИ ВСЕРОССИЙСКИХ ОЛИМПИАД 
(1961—1966 гг.)

1. Пусть О — точка пересечения диагоналей АС  и ВО пря
моугольника А В С й  и А\С \ — общая внешняя касательная к 
окружностям А и С (рис. 11). Из точек А, О и С опустим перпен
дикуляры на А\С\, тогда АА|С|С— трапеция, 0 0 \ — ее средняя 
линия, и, следовательно,

0 0 ,  =  |(А Л , +  СС,) =  ± (Я „ + Я С).

Таким образом, расстояние от точки О до прямой А\С\ равно
•у (КА + /? с ). Аналогично доказывается, что расстояние до
другой внешней касательной окружностей А и С также равно
у  (Вл + /? с ). Проведя точно такие же рассуждения для
окружностей В  и О, устанавливаем, что расстояние от точки О 
до обеих внешних касательных к этим окружностям равно
у ( Я в + К в ).

Так как Кл + /? с = /? в + /? с по условию задачи, то тем самым 
точка О равноудалена от всех четырех рассматриваемых внешних 
касательных. Таким образом, в рассматриваемый в задаче четы
рехугольник можно вписать окружность и ее центром является 
точка О.

Рис. II

2. Рассмотрим любые 39 последовательных натуральных 
чисел. Среди наименьших двадцати из этих чисел существуют два 
числа, которые оканчиваются нулем. Из этих двух чисел по 
крайней мере у одного перед нулем не стоит цифра 9. Обозначим 
это число через л, а сумму его цифр через т. Так как рассматри
ваемые 39 чисел являются последовательными, то числа л, л -И .

56



л +  19 принадлежат этой группе чисел и имеют суммы цифр, 
равные соответственно т , т + 1 ,  т + 1 0 .  Среди одиннадцати
последовательных чисел т , т + 1 , т + 1 0  хотя бы одно делится 
на 11, поэтому и среди рассматриваемых 39 чисел существует по 
крайней мере одно число, которое делится на 11.

Числа 999 980 и 1 ООО 019 имеют суммы цифр, равные 44 и 11, 
т. е. кратные 11, и являются, как легко проверить, последователь
ными натуральными числами, сумма цифр которых делится на 11. 
Кроме того, 1 000 019— 999 980 = 39 .

3. Заметим, что произведения всех четырех чисел в первой, 
второй, третьей и т. д. четверках равны соответственно аЬсй, 
(|аЬсй) 2, (аЬсй)4 и т. д. Поэтому если на каком-то шаге мы полу
чили ту же самую четверку чисел, то должно быть выполнено 
соотношение (аЬсй)к=аЬсй , где к — некоторое число. Так как 
числа а, Ь, с, й  .все положительны, то отсюда следует, что 
аЬсй=  1.

Во второй четверке (аЬ, Ьс, ей, йа) произведение перво
го и третьего ее чисел равно произведению второго и четвертого 
чисел и равно единице: (аЬ) (ей) =  (Ьс) (йа) = а Ь сй =  1. Это 
свойство сохраняется и во всех последующих четверках. Поэтому 
если четверка (а, Ь, с, й) встречается еще раз, то а с = Ь й =  1.

Таким образом, исходная в задаче четверка чисел имеет
вид^а, Ь, у ,  у ^  . Предположим теперь, что одно из чисел, напри
мер а, не равно 1. Выберем тогда из четырех чисел а, Ь, у ,  у  наи
большее— пусть им оказалось число — (остальные возможности 
исследуются аналогично). Отметим, что тогда а < 1 .  Исходя из

четверки (а ,  Ь, у ,  у ^  мы получаем последовательно четверки
»ида (об , ± ,  ± “ -2-) , ( Ь \  ± ,  ± ,  а’ ) . Заметим.™  ±  > ± ,
и поэтому наибольшее из чисел четверки через два шага строго 
возрастает. Такая последовательность не может быть периоди
ческой, и, следовательно, мы никогда не получим исходную чет
верку. Полученное противоречие доказывает утверждение.

4. Рассмотрим любой из трех прямоугольников АВСй,  
К1*МЫ, ЭСЕР (рис. 12). Например, АВСО. Если существует 
ломаная, пересекающая все нужные отрезки, то она должна 
иметь внутри четырехугольника 
А В С й  один из своих концов. Дей
ствительно, если она вошла внутрь 
этого четырехугольника, то выйти из 
него она не может, так как ей нужно 6 
пересечь нечетное число отрезков 
АВ, ВК, КС, Сй, АО. Таким обра- д 
зом, в каждом из трех прямоуголь
ников АВСО, К1*МЫ, ОСЕР ломаная

М

К N

О
Рис. 12
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(если она существует) должна иметь конец. Но это невозможно, 
так как прямоугольников три, а ломаная имеет только два конца. 
Таким образом, такой ломаной не существует.

5. Предположим, что такие целые числа а, Ь, с и й су
ществуют. Тогда так как число 111...1 является нечетным числом,

1961
то число а также является нечетным, так как из первого 
соотношения следует, что а(Ьсй— 1) =  111 . . . 1 . Аналогично из

1961
второго, третьего и четвертого соотношений доказываем, что 
числа Ь, с и й также являются нечетными. Так как все четыре 
числа а, Ь, с, й  являются нечетными, то число аЬсй является 
также нечетным числом, а числа аЬсЛ— а, аЬсй — Ь, аЬсй— с, 
аЬсй— й  — четными, что противоречит условию задачи. Получен
ное противоречие доказывает; что чисел а, Ь, с, й, удовлетво
ряющих условию задачи, не существует.

6. Соединим отрезками точку В с точками (} и й  (рис. 13). 
Треугольники АВС} и ВМС} имеют равные основания АВ  и ВМ 
и одинаковые высоты. Значит, 3 АВ9 =  З вм<}. Аналогично доказы
вается, что 8Авд= 8 Авв. Следовательно, 8ЛМ() = 2 8 ЛВ9 = 2 8 Л[)В.
Точно так же доказываются равенства Веры = 2 3 вос, З вым =  

3 0дР = 2 3 аос . Поэтому 5дРЛГМ = 3 АВС0 А~3АМ9 ~\~8сры -+- 
8 Внм 5 0др = 3 АВС0 + 2 ( 3 АОВ "Ь 8 вос А~$лсв =  58АВСо ■

М

7. Пусть Мг принадлежит искомому геометрическому месту 
точек. Опустим из точки М% перпендикуляр М*Р на прямую /, 
а из точки 0 | перпендикуляр 0 |^  на радиус ОгМг (рис. 14). 
Прямоугольные треугольники О2М2Р и 0 \0 гЯ  имеют равные 
гипотенузы и общий острый угол О1О2М2. Поэтому они равны, и,
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значит, О2Я = 0 ^ .  Но тогда 0[Р=()М2. Так как радиусы 
0\М\ и О2М2 перпендикулярны касательной М\М2 и 0|<?_1_02Л12, 
то 0|(?М2М1 — прямоугольник. Отсюда следует, что 0\М\ =  
=  ()М2 =  01Р, т. е. точка Р лежит на данной окружности с 
центром 0 |,  а, значит, точка М2 лежит на прямой, перпендику
лярной / и проходящей через точку пересечения / с данной окруж
ностью.

Аналогично рассматривается и случай, когда точка 0 2 лежит 
внутри данной окружности. Легко проверить, что и обратно: 
каждая точка перпендикуляра к /, проведенного через точку Р, 
принадлежит искомому геометрическому месту точек. Итак, 
требуемое геометрическое место точек состоит из двух прямых, 
перпендикулярных /, проведенных в точках пересечения / с данной 
окружностью.

8. Так как при всех п — 2, 3, ..., 100 справедливо равенство 
а„ =  3а„_| — 2а„_2, или ая—ая_1 =  2(ая_ , —ая_ 2), то 0100—099=
=  2(099 — 098) = 22(098 — 097) = . . .  =  2" -  (0 | — Оо) > 2" .

Поскольку 099 — целое положительное число, то
О100>299 +  О99>299.

9. Согласно условию задачи справедливы равенства
о-193 +  6.192+ с- 19+</=*1, 
о - 623- И  • 622 +  с - 62+<*=2.

Вычитая первое равенство из второго, найдем
о(623- 1 9 3) +  6(622 — 192) +  с (6 2 -1 9 )  =  1.

Каждая из разностей 623— 193, 622— 192 делится на 62— 19=43. 
Значит, в левой части полученного равенства стоит целое число, 
делящееся на 43, а в правой части стоит 1. Но это невозможно. 
Следовательно, целых чисел а, Ь, с, А с указанными свойствами не 
существует.

10. Докажем утверждение задачи для произвольной квад
ратной таблицы размером йХл, где п — нечетное число, т. е. 
нужно доказать, что

«5„=а| + а 2+ ... -\-оп-\-Ь1 - |-& 2+ ...+ 6Я=?̂ 0,
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где а* — произведение чисел, стоящих в к-й строке, 6* — произ
ведение чисел, стоящих в к-м столбце, 6 = 1, 2 п.

Если мы поменяем знак числа, стоящего на пересечении 
строки с номером р и столбца с номером </, то числа ар и Ья также 
поменяют знак, а остальные числа останутся без изменения. 
Обозначив нов.ое значение суммы всех нужных чисел через 
Тп, получим равенство

Т„ =  З п — (ор-\-Ья) “I- ( Ор Ьд) = 5 /1—2(ар-\-Ьд) .
Так как ар и Ь„ равны либо + 1 ,  либо — 1, то их сумма ар-\-Ьд 
принимает одно из трех значений —2, 0, 2. Отсюда следует, 
что разность Т„ — 8 п делится на 4.

Заменим теперь последовательно все — 1, которые есть в 
таблице, на + 1 .  При каждом таком изменении сумма 5 П будет 
меняться на число, кратное 4. Поэтому если исходная сумма 
равна нулю, то для таблицы, в которой стоят одни 4*1, соответ
ствующая сумма должна делиться на 4. Но для такой таблицы 
сумма равна 2п. Так как по условию п — нечетное число, то 
число 2л на 4 не делится. Следовательно, исходная сумма 5 Л 
отлична от нуля.

11. Обозначим какие-либо две из пяти данных окружностей 
цифрами 1 и 2, а две точки их пересечения буквами А и В. Если 
оставшиеся три окружности проходят через точку А, утвержде
ние задачи справедливо. В противном случае обозначим цифрой 
3 окружность, не проходящую через точку А\ две оставшиеся 
окружности обозначим цифрами 4 и 5. Окружности 1, 2 и 3 имеют 
единственную общую точку В, которая согласно условию задачи 
должна быть общей точкой окружностей 1, 2, 3, 4, а также 
общей точкой окружностей 1, 2, 3, 5. Итак, все окружности 
проходя^ через точку В.

12. О тв ет . Шахматист, занявший третье место, выиграл 
у шахматиста, занявшего седьмое место.

Обозначим буквами х\, хг, ..., х% количества очков, набранных 
шахматистами, занявшими 1-е, 2-е, ..., 8-е места соответственно. 
Согласно условию справедливы неравенства

7> Х , > Х 2> - - .> * 8,
и, кроме того,

хг= хъ+ х6+ х7+ х».
Шахматисты, занявшие последние 4 места, сыграли между собой 
3 + 2 + 1 = 6  партий и, значит, разделили между собой положен
ные за эти партии 6 очков.; Таким образом,

*5 +  *6 +  XI +  *8 ̂  6.
Из неравенств Т ^ Х \ > х г ^ Ь  следует, что дгг=б. Действительно, 
если второй игрок пробрал первому, он не мог побрать более 
6 очков и, значит, хг= 6.  Если же партия между ними закончилась 
иначе, то первый игрок набрал не более 6,5 очков, и из неравенств 
6 ,5 ^ * | > * 2 ^ 6  опять следует, что дсг=6. Итак, Х5+ * в + * 7+* 8  =
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= 6 . Полученное равенство означает, что каждый из последних 
четырех участников турнира проиграл каждому из четырех луч
ших. В частности, шахматист, занявший третье место, выиграл у  
шахматиста, занявшего седьмое место.

13. Обозначим буквой О точку пересечения диагоналей 
четырехугольника АВСО и буквами Е и Р основания перпенди
куляров, опушенных на диагональ В й  из вершин А к С соот
ветственно (рис. 15). Треугольники ВС й  и А В й  имеют согласно 
условию равные площади и общее основание ВО. Это означает, 
что точки А и С равноудалены от прямой В й,  т. е. АЕ = С Р .  
Прямоугольные треугольники АЕО и СРО имеют равные острые 
углы (А Е О А  =  АРОС)  и равные катеты (А Е = С Р ). Значит, эти 
треугольники равны и, в частности, равны их гипотенузы АО = СО .  
Точно так же доказывается, что В 0 = О 0 .  Четырехугольник, 
у которого диагонали делятся точкой пересечения пополам, 
есть, как известно, параллелограмм.

14. Из тождеств
2а2=  (а2+ Ь 2) -|- (а + Ь ) (а— Ь),
2 Ь2= ( а 2 +  Г ) - ( а  +  Ь ) ( а - Ь )  

следует, что каждый общий делитель чисел а2 +  Ь2 и а -\-Ь должен 
быть делителем чисел 2а2 и 2Ь2. По условию числа а и Ь взаимно 
просты, следовательно, взаимно простыми будут и числа а2, Ь2. Но 
тогда каждый общий делитель чирел 2а2 и 2Ь2 должен быть делите
лем числа 2. Таким образом, каждый общий делитель чисел а2-|-Ь2 
и а + Ь  должен быть делителем числа 2 и их наибольший общий де
литель равен или 1, или 2.

15. Обозначим буквой С точку, диаметрально противопо
ложную точке А, и буквой й  середину отрезка ВС  (рис. 16). 
Докажем, что при любом выборе точки М прямая РК  проходит 
через точку Д. Угол АМС  опирается на диаметр. Поэтому 
С М А А М .  По условию Р К А А М .  Следовательно, РК\\МС, и ввиду 
того, что М К = К В ,  заключаем, что прямая РК  пересекает сторо
ну ВС треугольника МВС  в ее середине, т. е. в точке Д.

А  Рис. 15 Рис. 15
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16. О тв ет . 90°, 45°, 45°.
По условию На^ а  и Н ь^Ь. Однако перпендикуляр, проведен

ный из точки к прямой, всегда меньше наклонной, проведенной 
из той же точки. Поэтому Н„^Ь  и Л»^а. Отсюда

Это возможно только в том случае, если стороны а и Ь равны и 
перпендикулярны.

17. Числа т и т + 1  взаимно просты, поэтому если число 
т (т -1-1) является к-й степенью некоторого натурального числа, 
то и число т, и число т -\-1 должны быть /с-ми степенями нату
ральных чисел. Этого, однако, не может быть, так как если а * = т ,  
то

( а + 1 ) * >  (а +  1)а*~‘ =а* +  а*-1 ^ т + 1.
18. О тв ет . Единиц получится на одну больше, чем двоек. 
Известно, что число при делении на 9 дает тот же остаток,

что и сумма его цифр. Поэтому единица в конце процесса по
лучится из чисел вида 9&+1, где к = 0, 1, 2, ..., 111 111 111, а 
двойка — из чисел вида 96 +  2, где А =  0, 1, 2 ,..., 111 111 110. Чи
сел первого вида на одно больше.

19. Пусть не все числа среди х\, Х2, .... х„ равны между собой. 
Докажем, что через несколько операций максимальное число этого 
набора уменьшится, а минимальное увеличится. Действительно, 
среднее арифметическое двух чисел всегда не больше наиболь
шего из этих чисел и равно ему, когда числа равны. Расположим 
наши числа по кругу так, чтобы хп соседствовало с хи  Макси-

-  Х1+Хг хя-1+хя хя+Х{ -мальное число х  в наборе — —̂ , .... — ^ ^ — не больше
максимального числа в исходном наборе и равно ему, если в на
боре х\, Х2, ..., Хп несколько чисел х  стоят рядом. При этом если в 
наборе Х|, х2, ..., хп наибольшая длина цепочки из чисел х, стоящих 
подряд, равна к<.п, то в следующем наборе она будет равна к — 1, 
затем к —2 и т. д. Через к шагов максимальное число в наборе 
станет меньше х.

Аналогично доказывается, что минимальное число должно 
возрастать.

Предположим, что из некоторого набора целых чисел а|, 
02, .... а„ все время получаются наборы целых чисел. Тогда по
доказанному выше через несколько шагов из набора а|, а2 а„
должен получиться набор, в котором все числа равны. Нам оста
лось доказать, что из набора попарно различных целых чисел
аь аг а„ не может на каком-то шаге получиться набор равных
чисел.

Если из набора г\, 22, ..., г„ получается набор равных чисел,
ТО 2\  + 2 2  =  22 +  г з  =  ... =  гп  +  2] ,  ОТКуДЛ 2 | = 2 3  =  25 =  ... И 22 =  24 =
=26 =  ..., т. е. числа равны через одно. Отсюда при нечетном п 
следует, что они все равны между собой.
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Если п= 2к ,  то числа на четных местах могут быть отличны 
от чисел на нечетных местах. В этом случае набор г\, гг, .... г„
получен из набора у\, уг ул, такого, что у \ -4-у г= у з+ У 4 =  . . .=
=  У2к - 1+У2к =  Ь И У2 +  Уз =  У* +  У5 =  : .= У 2к +  У1=С, ГДв ЬфС. 
Складывая все равенства первого вида и отдельно второго, по
лучаем У1+У2 +  .~+Уп =  пЬ и У1+У 2 +  ...+Уп =  пс, откуда Ь =  с. 
Полученное противоречие доказывает, что из набора попарно раз
личных целых чисел набор равных чисел не может получиться, что 
доказывает утверждение.

20. Легко видеть, что каждый угол шестиугольника равен 
120° и противоположные стороны попарно параллельны. Без огра
ничения общности можно предположить, что А В > Е й ,  так как, 
если противоположные стороны попарно равны, результат три
виален. Построим параллелограммы
АВСК, СОЕЬ, ЕРАМ (рис. 17). В__________ С
Так как А В > Е й ,  то точка Е лежит 
на СК и, следовательно, точка К 
лежит на АМ, а М лежит на ЕЬ.
Это значит, что С О > А Р  и Е Р > В С .
Так как А А М Е  =  /.Е1*С =
=  СКА =  120°, то в треугольнике А 
КЕМ имеем А К =  г ! / .=  А М = 6 0 ° ,
т. е. этот треугольник равносторон- __________________
ннй. Остается заметить, что / ( / .=  Р Е
= А В  —  Ей, ЕМ =  СО — РА, М К =  Р"с. 17
=  РЕ — ВС.

21. О тв ет . — ЕЕ при п четном и —Е ^1  при п нечетном.
Сумму $ всевозможных попарных произведений чисел x^, хг, 

..., х„ представим в виде

« = 4 -  ( ( * 1 + * 2  +  . . .  +  * л ) 2 —  XI— * 2 —  •••—  * я ) .

после чего нетрудно заметить, что 5 ^  —ЕЕ. Если п четно и п = 2 к ,  
то, полагая X] =  . . .= * * =  1 и дс*+| =  ...=*„ =  — 1, мы замечаем, 
что (дс|+дс2 +  ...+дс„)2= 0  и — дг2—Х2 —...—Хп=  — п, откуда 
5 =  — Е и указанная нижняя граница достигается.

Если п = 2 к - \- \ ,  т. е. нечетно, то — Е есть число нецелое,
 I  ^

поэтому в этом случае 5 ̂  — п~  ■. Полагая х\ = . . .  =  х* =  1, 
хк+ \ =  ...— хп=  — 1, мы видим, что (дС|+дс2 +  .;.+дся)2= 1  и 
— —дг§ —...—*я= —п, откуда 5 =  — т- е- эта граница 
также достигается.
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22. Рассмотрим четыре клетки доски, 
занумерованные на рисунке 18 числами 1, 2, 
3, 4. Первый игрок проигрывает, если сумма 
чисел в первой и третьей клетках меньше 
суммы чисел, стоящих во второй и четвертой 
клетках, и выигрывает, если она больше. 
Расположим написанные на карточках числа 
в порядке возрастания:

а\ < а 2< . . . < а 8^ а9.

ш■ Щ
9,

Рис. 18
Стратегия первого игрока зависит от 

того, какое из двух чисел больше: 01+09  или а2+ а 8.
П ервы й сл у ч а й : 0 | + а э > 02+ 09. В этом случае правиль

ная стратегия первого игрока такова. Он должен своим первым 
ходом поставить число ад в клетку 1, а вторым — в одну из клеток 
с четными номерами числа 01 или а2 (хотя бы одно из них еще не 
будет поставлено). Остальные ходы он может делать как угодно. 
По окончании игры сумма чисел в нечетных клетках будет за
ведомо не меньше чем а\ + 09, а в четных — не больше чем а2+ а 8. 
Таким образом, первый выиграет.

В т о р о й  сл уч ай : а |+ а 9^ а 2 +  а8. В этом случае первый 
игрок своим первым ходом ставит число й| в клетку 2, а вторым — 
в одну из клеток с нечетными номерами число а8 или ад. Тогда 
сумма чисел в четных клетках будет по окончании игры не больше 
чем й |+ ад , а сумма чисел в нечетных клетках — не меньше чем 
а2 +  а8. Таким образом, и в этом случае первый игрок не про
играет.

23. Обозначим точками I*, М и N середины дуг АВ, ВС и АС 
(рис. 19). Точкой О обозначим центр вписанной окружности 
треугольника АВС. Нам достаточно доказать, что отрезок КО 
параллелен стороне АС. Тогда ОН\\АС из аналогичных сообра
жений и КН\\АС, что и требуется доказать.

Проведем биссектрисы АМ  и ВЫ, а также хорду АЫ. Бис-

Рнс. 20
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сектрисы, конечно, пройдут через точку О. Пусть Р и Е — точки 
пересечения хорды с АМ  и АС  соответственно. Заметим, что

ЬМ +  МА =  180°, и, следовательно, 1*Ы 1.АМ. Так как /САЫЬ =  
=  А. ЬЫВ, то АР=РО .  Кроме того, КР=РЕ,  так как АМ  — 
биссектриса угла ВАС. Поэтому д А Р Е =  АО РК, откуда 
А Р А Е  =  /СРОК, что влечет параллельность КО и АЕ.

24. Покажем, что сумма номеров всех счастливых билетов 
делится на 1001 =  13-77. Если первые три цифры билета в точ
ности совпадают с последними его тремя цифрами, т. е. номер 
билета имеет вид аЬсаЬс, то он, очевидно, делится на 1001. 
Сумма номеров таких билетов также делится на 1001. Остальные 
счастливые билеты разобьем на пары: аЬсйе/ и йе}аЬс. Сумма 
номеров в каждой паре делится на 1001, поэтому и сумма 
номеров всех счастливых билетов делится на 1001.

25. Пусть а — длина отрезка, который освещает прожектор. 
Рассмотрим круг радиуса а с центром в точке О, где находится 
прожектор. Предположим, что катер входит в этот круг в точке А 
(рис. 20). Естественно, что катеру выгоднее всего войти в круг 
сразу вслед за тем, как луч прожектора побывал в точке А. За
время -у- • -2- катер не успеет еще дойти до острова и будет нахо

диться в круге радиуса а с центром в точке А (на рисунке часть 
этого круга заштрихована). За это же время луч повернется на 
у  =  2л-|-Х- радиан и заведомо просмотрит весь полукруг ОВАС,
где катер в этот момент будет находиться.

26. Обозначим число планет через л. Поскольку расстояния 
между планетами попарно различны, существуют ровно две пла
неты, расстояние между которыми является наименьшим среди 
всех попарных расстояний. Ясно, что астрономы, находящиеся на 
этих планетах, смотрят друг на друга. Рассмотрим остальные 
л —2 планеты и находящихся на них л — 2 астрономов. Если 
хотя бы один из этих астрономов смотрит на одну из двух выбран
ных планет, то для всех п — 2 планет не хватает наблюдателей, т. е. 
среди этих планет заведомо существует планета, которую никто не 
наблюдает. Если же ни на одну из двух выбранных планет никто 
из указанных п—2 астрономов не смотрит, то эти две планеты 
можно просто не рассматривать и повторить все рассуждения для 
оставшихся п — 2 планет: сначала выбрать среди них две планеты, 
находящиеся на наименьшем расстоянии, затем рассмотреть 
оставшиеся л — 4 планеты и находящихся на них л —4 астро
номов и т. д. Рассуждая таким образом, мы придем к случаю, 
когда имеется всего три планеты А, В, С, расстояния АВ, АС, 
ВС между которыми различны. Очевидно, что если АВ  — наимень
шее из этих расстояний, то планету С никто не наблюдает.
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Заметим, что требование, чтобы все расстояния между планетами 
были попарно различны, существенно: если планеты А, В, С 
расположены в вершинах правильного треугольника, то в случае, 
когда с планеты А наблюдается планета В, с планеты В — 
планета С и, наконец, с планеты С — планета А, получаем, что не 
существует планеты, которую бы никто не наблюдал.

27. О тв ет . Не существует.
Предположим, что натуральные числа х  и у, удовлетворяющие 

условию задачи, существуют. Тогда без ограничения общности 
можно предположить, что х ^ у ,  и поэтому

х2 <С х2 у  ̂ х 2 х <  (дг+1)2.
Отсюда, очевидно, следует, что х 2 +  у не может быть квадра

том целого числа. Получили противоречие. Следовательно, нату
ральные числа х н у ,  для которых числа х2-\-у и дс+ у2 являются 
квадратами целых чисел, не существуют.

28. Возможны два случая расположения точек В и С на от
резке А й  (рис. 21 и рис. 22). Рассмотрим случай, изображенный 
на рисунке 21. Второй случай рассматривается аналогично.

Рис. 21 '' Рис. 22

Пусть точка Р лежит на прямой АО. Легко видеть, что 
если точка Р лежит внутри отрезка АО, то РА-\-РО =АО,  а 
РВ-\-РС<.АО, и поэтому РА -(-Р О > РВ РС. Если же точка Р 
лежит вне отрезка АО или совпадает с А или Л, то имеет место 
равенство РА +  Р О = Р В  +  РС. Действительно, в этом случае 
РА-\-РО  равно удвоенному расстоянию от точки Р до середины 
отрезка АО, РВ +  РС — удвоенному расстоянию от точки Р 
до середины отрезка ВС, а середины отрезков АО  и ВС, очевидно, 
совпадают.

Пусть точка Р не лежит на прямой АО. Обозначим через О 
общую середину отрезков АО  и ВС, через 0  точку, симметричную 
точке Р относительно точки О. Тогда четырехугольники А РОС} и 
ВРС($ — параллелограммы (рис. 23). Следовательно, РО=А(,}, 
РС=В<), и поэтому РА +  РО =  РА+А<3, РВ +  РС=РВ+В<}.  
Таким образом, достаточно доказать, что РА+АС}~^РВ-\-ВС}.

Обозначим через К точку пересечения прямой ВР со сто
роной (}А треугольника АРС} (рис. 24). В силу неравенства 
треугольника из А<ЗКВ получаем, что В К +  КС}>В(}. Анало
гично, применяя неравенство треугольника к А  КАР, находим, 
что АК-\-РА >РВ-\-В К .  Складывая почленно эти неравенства, 
приходим к неравенству

В К + К С !+ А К + Р А > В < 3  +  Р В + В К ,
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Рис. 24
ИЛИ

АК+КС}+РА>В<Э +  РВ.
Поскольку А К +  К<3=А<2, отсюда следует, что

Р А + А (2 > Р В  +  В(3,
что и требовалось доказать.

29. Пусть шеренга семиклассников перестроена по росту 
(первым в перестроенной шеренге стоит самый высокий из семи
классников). Рассмотрим семиклассника А, стоящего Л-м в пере
строенной шеренге. Докажем, что найдутся по крайней мере к 
восьмиклассников, которые выше его. Действительно, имеются 
к — 1 семиклассников, которые не ниже А, и те восьмиклассники, 
которые стояли за ними при первоначальном построении, за
ведомо вышеА По условию восьмиклассник, стоявший при перво
начальном построении за семиклассником А, также выше его. 
Следовательно, по меньшей мере к восьмиклассников выше семи
классника А, и поэтому восьмиклассник, который окажется стоя
щим за семиклассником А после перестроения по росту шеренги 
восьмиклассников, будет выше А.

30. Примем за единицу длины длину стороны клетки. Пусть 
для определенности сторона АВ  вертикальна и ее длина равна т. 
Тогда сторона АО горизонтальна, а ее длина равна кт. Усло
вимся пути, первые звенья которых лежат на АВ(АО),  называть 
путями типа АВ  (соответственно типа АО).

Рассмотрим произвольный путь типа АО. Отметим на нем 
один из вертикальных отрезков длиной 1 (на рисунке 25 это 
отрезок МЫ) и перенесем кусок 
0\...М  этого пути на одну клетку 
вверх и влево (получившийся при 
этом кусок В\...М\ на рисунке отме
чен пунктиром). Поставим в соответ
ствие пути (типа АО) АО\...МЫ...С 
с отмеченным вертикальным отрез
ком МЫ путь (типа АВ) АВ\...М\Ы...
...С с отмеченным горизонтальным 
отрезком М|Л̂ . Тогда каждому пути 
типа АО  с отмеченным вертикальным 
отрезком будет поставлен в соответ- рнс> 25

В С
м N
\

\ \ М
В, \ ч
А О, О
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ствие путь типа АВ  с отмеченным горизонтальным отрезком. 
Каждый путь типа АО порождает т различных путей типа АО  с 
отмеченными вертикальными отрезками, которым соответствуют 
различные пути типа АВ  с отмеченными горизонтальными отрез
ками. Ясно, также, что пути типа АВ  с отмеченными горизонталь
ными отрезками, построенные по различным путям типа АО, будут 
различны и что каждый путь типа АВ  с отмеченным горизонталь
ным отрезком может быть получен при указанном соответствии из 
некоторого (единственного!) пути типа АО с отмеченным верти
кальным отрезком. Следовательно, соответствие между путями 
обоих типов с отмеченными отрезками является взаимно однознач
ным, поэтому число путей типа АО  с отмеченными вертикальными 
отрезками равно числу путей типа АВ  с отмеченными горизонталь
ными отрезками.

Пусть всего существует Ь путей типа АВ  и й  путей типа АО. 
По условию задачи все рассматриваемые пути кратчайшим об
разом ведут из А в С. Следовательно, каждый такой путь содержит 
ровно т вертикальных отрезков длиной 1 и ровно кт  горизон
тальных отрезков длиной 1. Поэтому существует Ькт путей 
типа АВ  с отмеченными горизонтальными отрезками и йт  путей 
типа АО  с отмеченными вертикальными отрезками. В таком 
случае, как доказано, справедливо равенство Ькт— йт, т. е. 
Ь к= й,  а это и означает, что путей, у которых первое звено лежит 
на А О , в к раз больше, чем путей, у которых первое звено лежит 
на АВ.

ЗАДАЧИ ВСЕСОЮЗНЫХ ОЛИМПИАД 
(1967—1992 гг.|

31. Пусть а\а2...ап— данное число и Ъ\Ь-г...Ьп — число с пере
ставленными цифрами. Тогда

0| —|- ... —Н вп =  6| -|-...-(-6я.
Если сумма этих двух чисел равна 999...9, то, как легко видеть,

1967
п=1967 и выполняются равенства

-|- 6| =012 Ч" ̂ 2 =  ••• =Оя “Ь Ьп = 9 .
Но тогда

2(а1 +  ... +  ап) =  (а| - |-... -(-ая) (Ь| -{-... -\-Ьп) =  1967*9.
Получившееся равенство противоречиво, так как в левой его части 
стоит четное число, а в правой — нечетное число. Нужное 
утверждение доказано.

32. Если два прожектора А и В расположены по одну сторону 
от некоторой прямой /, то их всегда можно направить так, что 
они осветят всю противоположную полуплоскость (рис. 26). Для
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решения задачи достаточно про
вести прямую I так, чтобы два про
жектора П| и Пг находились по одну 
сторону от нее, а прожекторы Пз и 
П< — по другую сторону. Как ука
зано выше, прожекторами П| и Пг 
можно осветить всю полуплоскость, 
содержащую точки Пз и П4, а про
жекторами Пз и П4 можно осветить 
всю полуплоскость, содержащую точ
ки П| и Пг.

33. О тв ет. Нельзя.
Допустим, что указанная расстановка чисел 0, 1 ,2, ..., 9 воз

можна. Никакие два из пяти чисел 0, 1, 2, 8, 9 не могут стоять 
рядом, иначе нарушается условие задачи. Значит, они стоят через 
одно, а остальные пять чисел заполняют промежутки между ними. 
В какой-то из промежутков попадает и число 7. Следовательно, 
среди чисел 0, 1, 2, 8, 9 есть два числа, отличающиеся от 7 на 
3, 4 или 5. Но это неверно. Итак, числа 0, 1 ,2 ,..., 9 с соблюдением 
указанного условия расставить невозможно.

34. К числу 5 можно слева приписать ненулевую цифру так, 
что получившееся двузначное число, например 75, будет делиться 
на 25= 5 2. К числу 75 опять можно слева приписать ненулевую 
цифру, например 3, так, что новЬе число 375 будет делиться на 

•125 =  53. Докажем, что эти действия можно продолжать сколь 
угодно долго, т. е. для каждого л найдется целое число А, запи
сываемое п ненулевыми цифрами и делящееся на 5". Если такое 
число .4 =  5я* а найдено и слева к нему приписана цифра 6, то 
получившееся число имеет вид:

&.10я+ Л = 5 я(6 .2я +  а), ( 1)
Цифру 6 с требуемым свойством можно найти даже среди цифр 
1, 2, 3, 4, 5. Действительно, допустим, что среди чисел

* .2я+ а ,  где 6 =  1, 2, 3, 4, 5, (2)
найдутся два числа 6 |*2" + а  и 6г*2я-4-а, имеющие при делении 
на 5 одинаковые остатки. Тогда их разность (61 — 62) -2я делится 
на 5, что неверно. Значит, все числа (2) при делении на 5 имеют 
разные остатки и среди них есть число, делящееся на 5. Соответ
ствующее число (1) делится на 5я+|. Итак, указанный процесс 
построения чисел можно продолжать сколь угодно долго. При 
п =  1000 получаем утверждение задачи.

35. Опустим из точек М и С перпендикуляры М1~ и СО на сто
рону АВ  (рис. 27). Так как М — середина отрезка АС, то МЬ —
средняя линия треугольника АОС и, значит, М1* =  ̂ С О .  Согласно
условию задачи имеем:

М1  =  1  СО <  ±  АН  =  ±  ВМ.
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Рис. 27 Рис. 28

Из прямоугольного треугольника ВМЬ находим, что 

$1П А Ь В М  <-^-, и, значит, А А В М < 3 0 ° . Аналогично расстояние 
от точки М до прямой ВС равно половине АН, т. е. половине ВМ.
Следовательно, А М В С = 30°, ^ А В С =  А А В М +  А М В С < 60°.

36. Пусть АВСйЕРОН  — восьмиугольник, удовлетворяющий 
условию задачи (рис. 28). Докажем, что А В = Е Р .  Остальные 
равенства доказываются аналогично. Обозначим через К  точку 
пересечения прямых АВ  и СО, через Ь точку пересечения прямых 
СО и РЕ, через М точку пересечения прямых РЕ и ОН и, наконец, 
через N точку пересечения прямых ОН и АВ. Тогда КЬМЫ — пря
моугольник. Действительно, сумма внутренних углов восьмиуголь
ника АВСйЕРОН  равна 180° -6 =  1080°, по условию все они равны, 
поэтому величина каждого угла данного восьмиугольника равна 
135°. Отсюда следует, что А К В С =  А К С В = 45° и, значит, 
А В К С = 90°. Аналогично доказывается, что ^ .Д /.С =  /~РМО =  
=  АНЫА =  90°.

Так как длины противоположных сторон прямоугольника рав
ны, то справедливо равенство

Поскольку АВ, ЕР, РО, йЕ, НА и ВС — целые числа, а число V5 
иррациональное, полученное равенство может выполняться только 
в том случае, когда обе его части равны нулю. Отсюда, в част
ности, следует, что АВ — Е Р = 0, т. е. А В = Е Р .

37. Так как 31м < 3 2 "  = 2 55 < 2 56=  16|4<  17м, то второе число 
больше.

38. О тв ет . 799 или 800.
Рассмотрим множество вертикальных и горизонтальных пря-

или
(АВ — ЕР) -^2 =  РО +  БЕ  — НА — ВС.



мых, разбивающих плоскость на клетки. По условию длина сторо
ны клетки равна 1 см. Так как диаметр окружности равен 200 см и 
окружность не касается указанных прямых, то она пересекает 
200 горизонтальных и 200 вертикальных прямых, причем каждую 
в двух точках. Следовательно, всего имеется 800 точек пере
сечения окружности с указанными прямыми. Поскольку по усло
вию окружность не проходит через вершины клеток, все эти 
800 точек различны. Они разбивают данную окружность на 
800 дуг. Ясно, что каждая дуга лежит в некоторой клетке. Если 
разные дуги лежат в разных клетках, то окружность пересекает 
800 клеток. Остается выяснить, могут ли разные дуги лежать в 
одной и той же клетке, а в случае положительного ответа на 
этот вопрос необходимо еще установить, сколько дуг может по
пасть в одну и ту же клетку.

Рассмотрим произвольную клетку АВСО . Каждая попавшая 
в нее дуга определяется двумя точками пересечения данной 
окружности со сторонами клетки. Поскольку никакая окруж-
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ность не может иметь с прямой более двух общих точек, число 
дуг, попавших в рассматриваемую клетку, не превосходит 4. На 
рисунках 29—32 приведены примеры, показывающие, что в общем 
случае окружность может так пересекать стороны клетки АВСй,  
что клетке будут принадлежать две, три и даже четыре дуги. 
Ясно, однако, что случаи, изображенные на рисунках 29, 31, 32, 
невозможны по условию задачи, поскольку в этих случаях радиус 
окружности, очевидно, меньше 100 см. Действительно, во всех 
указанных случаях центр О окружности лежит, как легко видеть, 
на пересечении серединных перпендикуляров к хордам РС} и ММ 
(рис. 29, 31, 32), т. е. лежит внутри клетки, и поэтому радиус 
окружности заведомо меньше длины диагонали клетки, т. е. мень
ше -\/2 см. Таким образом, любой клетке АВ С й  могут принадле
жать, самое большее, две дуги окружности, причем в этом случае 
окружность пересекает стороны клетки так, как показано на ри
сунке 30.

Докажем теперь, что существует не более одной клетки, 
содержащей две дуги. Для этого выясним, где должен быть рас
положен центр О окружности радиуса г см, чтобы она пересекала 
сторону А В клетки АВС О так, как показано на рисунке 30



(случаи, когда окружность пересекает указанным образом другие 
стороны клетки АВСй,  рассматриваются аналогично). Легко ви
деть, что точка О должна быть расположена так, чтобы расстоя
ния от нее до вершин А и В были больше г см, а расстояние 
до стороны АВ  — меньше г см. Кроме того, точка О должна ле
жать на серединном перпендикуляре ОН к отрезку ЕР. Построим 
с центрами в точках А и В окружности радиуса г см и проведем 
лрямую Д/. параллельно прямой АВ  на расстоянии г см от нее 
(рис. 33). Тогда прямая КЕ будет общей касательной к по
строенным окружностям (К  и Е — точки касания), а искомая точ
ка О должна принадлежать внутренности «криволинейного тре
угольника» КШ~, ограниченного дугами построенных окруж
ностей и прямой КЕ (на рисунке 33 он закрашен), прнчем ясно, 
что любая точка, лежащая внутри указанного «криволинейного 
треугольника», может служить центром искомой окружности. 
Так как по условию г= 100, т. е. является целым кратным длины 
стороны клетки, то прямая КЕ совпадает с одной из горизон
тальных прямых, делящих плоскость на клетки. Тогда, очевидно, 
никакие два из указанных выше «криволинейных треугольников», 
построенных для различных сторон всевозможных клеток, не

Рис. 34



могут иметь общих внутренних точек, и поэтому при выполнении 
условий задачи существует не более одной клетки, содержащей 
две дуги окружности. Кроме того, при этом, как доказано выше, 
не существует клеток, содержащих три или четыре дуги. Значит, 
число клеток, которые может пересекать данная окружность, рав
но либо 800, либо 799. Подчеркнем, что требование, чтобы радиус 
окружности был целым кратным длины стороны клетки, является 
существенным: на рисунке 34 приведен пример окружности ра
диуса 2,51 см, которая пересекает 4 клетки так, что в каждую 
из них попадают по две дуги окружности. Разумеется, в этом 
случае указанные выше «криволинейные треугольники» пере
секаются.

39. Поскольку согласно условию задачи число студентов 
в каждой из пяти искомых групп может быть различным, доста
точно разбить требуемым образом на пять групп только тех студен
тов, которые знают хотя бы один из трех языков. Действительно, 
после того как такое разбиение будет осуществлено, можно вклю
чить в любую из пяти получившихся групп всех тех студентов, 
которые не знают ни одного из трех языков. При этом получатся 
пять групп, удовлетворяющих условию задачи. Поэтому в даль
нейшем будем рассматривать только тех студентов, которые 
знают хотя бы один из трех указанных языков. Докажем, что 
группу, составленную из таких студентов, можно так разбить на 
подгруппы (вообще говоря, разной численности), что каждый 
студент будет принадлежать одной и только одной подгруппе и в 
каждой подгруппе каждый язык будут знать ровно двое студен
тов. Отсюда, очевидно, легко следует утверждение задачи. Дей
ствительно, предположим, что группа студентов разбита на под
группы указанным образом. Так как по условию каждый язык зна
ют ровно 50 студентов, а в каждой подгруппе — ровно двое, то все
го имеется 25 подгрупп, число студентов в подгруппе может коле
баться от двух человек (когда подгруппа состоит из двух поли
глотов, знающих все три языка) до шести человек (когда каждый 
входящий в подгруппу студент знает только один из трех языков, 
причем каждый язык знают ровно двое). Объединим любые пять 
из получившихся 25 подгрупп. Получим группу, в которой ровно 
10 человек знают английский язык, ровно 10 — французский и 
ровно 10 — испанский. Остальные четыре искомые группы, в 
которых каждый из трех языков знают ровно 10 человек, строятся 
аналогично. Итак, задача будет решена, если мы докажем, что 
указанное разбиение на подгруппы существует.

Обозначим через а студента, знающего только английский 
язык (т. е. знающего английский язык и при этом не знающего 
французский и испанский языки), через ф и и — студентов, 
знающих соответственно только французский и только испанский, 
через аф (аи, ф и )— студента, знающего английский и фран
цузский языки и не знающего испанский (соответственно знаю
щего английский и испанский и не знающего французский и
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знающего французский и испанский 
и не знающего английский). Нако
нец, через афи обозначим студента, 
знающего все три языка. Пусть 1Яа — 
число студентов, знающих только ан
глийский язык, — число студен
тов, знающих английский и фран
цузский и не знающих испанского,
Мафи — число студентов, знающих 
все три языка (числа Ыф, Ыи, Ыаи, Ыфи 
определяются аналогично; на рисун
ке 35 студенты, знающие английский, 
французский и испанский языки, 
изображены в виде кругов А, Ф, И 
соответственно).

Докажем, что из группы, содер
жащей 2к, 6 ^ 1, студентов, знаю
щих английский язык, 2к студентов, 
знающих французский язык, и 2к студентов, знающих испанский 
язык, можно выделить подгруппу, в которой каждый язык знают 
ровно двое студентов.

Если Ыафи ^ 2 ,  то утверждение очевидно: подгруппа
[афи, афи} — искомая.

Пусть Л^и =  1. Докажем, что тогда хотя бы одно из чисел 
Ыа, Ыф, Ыи отлично от нуля. Действительно, если бы Ыа =  
=  ЫФ =Л/ = 0 ,  то имели бы (рис. 35):

#аф +Н фи=  2 А -1 , Л ^ + Л ^ - г * — 1, ЛГв„ + Л ^ =  2Л -1 .
Складывая почленно эти равенства, получаем 2(Каф+ Ы фи-\- 
+  Л ^ ) = 3 . ( 2 * - 1 ) ,  что невозможно, поскольку число в правой 
части не делится на 2. Предположим для определенности, что 
Ма ф 0 .  Тогда если Ыфи ф 0 ,  то в качестве искомой подгруппы 

1 можно взять [афи, а, фи). Если же Ыфи = 0 ,  то, очевидно, Ыф ф 0
и Ф 0  (в противном случае получаем, что либо Ыои= 2 к  — 1, 
либо Ыдф = 2к — 1, и так как Л^,, =  1, ^  1, то число студентов в
рассматриваемой группе, знающих английский язык, больше 2к, 
что невозможно), и поэтому в качестве искомой подгруппы 
можно взять [афи, а, ф, и).

Предположим, наконец, что = 0 .  Рассмотрим числа 
; К * . Нфи, А/аи. Если =Ы фи =Ы Ш = 0 ,  то N. =  Ыф= Ы и = 2 к 
I и утверждение очевидно: подгруппа [а, а, ф, ф, и, и] искомая.

Пусть одно из этих чисел, для определенности Ыфи, отлично от 
| нуля, а два других равны нулю: Ыаф= Ы аи=  0. Тогда N „ = 2 к.
I Если Ыфи ^ 2 ,  то искомой будет подгруппа [а, а, фи, фи).

Если же Ыфи =  1, то Nф =  Nи = 2 к  — 1 и в качестве искомой 
I можно взять, например, подгруппу {а, а, фи, ф, и).

Пусть только одно из чисел Л ^ , Ыфи, N.. равно нулю: 
для определенности Л ,̂ = 0 ,  NафФ 0, Ыфиф  0. Тогда, очевидно,

I N. Ф 0  и N. ^ 0  (в противном случае получаем, что либо = 2 к,
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Ыфи ^  1, либо Л ^ „= 2Л, т. е. число студентов в рас
сматриваемой группе, знающих французский язык, больше 2к, что 
невозможно), и поэтому в качестве искомой можно взять под
группу [аф, фи, а, и\.

Если, наконец, ФО, Ыфи ФО, Ыаи фО, то искомой под
группой будет \/аф, фи, аи).

Таким образом, доказано, что из любой группы студентов, в 
которой 2к, к ^  1, человек знают английский язык, 2к человек — 
французский и 2к человек — испанский, всегда можно выделить 
подгруппу, в которой каждый язык знают ровно двое студентов. 
Отсюда, очевидно, следует, что группу студентов, в которой 
50 человек знают английский язык, 50 — французский и 50 — ис
панский, можно разбить на непересекающиеся подгруппы так, что 
в каждой подгруппе каждый язык будут знать ровно двое сту
дентов. Действительно, выберем из данной группы подгруппу, в 
которой каждый язык знают ровно двое студентов. Из остав
шейся группы, в которой 48 человек знают английский язык, 
48 — французский и 48 — испанский, снова выберем подгруппу с 
требуемыми свойствами и т. д.

40. При каждом натуральном к справедливы тождества
2к _ __1______ 1_

х - к  х + к '

11 1 1
( х + А - И )  (*+*).] х + А -1 1  . х + к

Полагая в первом из них Л = 1, 2, ..., 10, преобразуем левую 
часть данного в условии задачи тождества к виду

_ 2 _  +  _ ! _ + _ б _ +  = ( Л -  ! _ \  +
лс2— 1 х*—4 х*—9 х*—100 \ * - 1  * + 1 /

+ ( _ !  Ч + ( - --------4 + . . . + ( — _______ч =\ х —2 х + 2 /  \ х —3 х + 3 /  ' \ х —10 х + 1 0 /

\ х — 1 Т Х - 2 Т 1 - 3 Т  ~ х- 1 0 /
— ... -)— !— V

\ х + 1  х + 2  х + 3  ~  х + \ 0 /
Используя теперь второе тождество, преобразуем правую часть 
данного в условии тождества следующим образом:

п (   -------- + ------- !------- + . . . + -------- ! )  =
\ ( * - 1 0 ) ( * + 1 )  (дг—9) (х+2)  (*_ -1 )(х+Ю )/

=  ( _ !  ц  +  а  ! -Л + .. .  +  (-±______! _ }  =
\  дг—10 х + \ /  \ х —9 х + 2  Л  \ * —1 х + \ 0 /

^ - ^ ч — ^ + . - . ч — Ч Ч — + — + - + - Ч\ х —10 х —9 х — 1 /  \ * + 1  х + 2  х + 10/
Мы видим, что она равна левой части. Тождество доказано.

41. Рассмотрим восемь клеток, заштрихованных на рисунке 36. 
В любой строке, в любом столбце и на любой диагонали таблицы 
либо нет ни одной из этих клеток, либо имеются ровно две клетки.
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Поэтому при указанных операциях четность числа «минусов», 
записанных в отмеченных восьми клетках, не может измениться. 
В частности, поскольку первоначально в этих клетках был записан 
ровно один «минус», число «минусов» в этих клетках не может 
стать равным нулю. Следовательно, в любой таблице, полученной 
из таблицы, данной в условии задачи, с помощью некоторого 
числа указанных операций, обязательно имеется хотя бы один 
«минус».

42. Так как радиус окружности, вписанной в треугольник, 
равен отношению площади треугольника к его полупериметру, 
то радиусы окружностей, вписанных в равновеликие треуголь
ники, равны тогда и только тогда, когда равны периметры этих 
треугольников. Треугольник АВС  своими медианами разбивается 
на шесть равновеликих треугольников (на рисунке 37 эти тре
угольники обозначены цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6). Действительно, 
треугольники 1 и 2, примыкающие к стороне АВ, равновелики, 
поскольку у них равные основания А К = К В  и общая высота, про
веденная из вершины М. Совершенно аналогично устанавли
вается, что равновелики треугольники 3 и 4, а также 5 и 6, при
мыкающие к другим сторонам треугольника АВС. Так как М Ь =
=  \ А М ,  то 8 вмь = у  5 ма, = 8 лмк, т. е. треугольники 3 и 1 равно
велики. Также равновелики треугольники 3 и 5, и, следовательно, 
все шесть треугольников 1, 2, 3, 4, 5, 6 равновелики.

По условию радиусы четырех из шести окружностей, вписан
ных в эти треугольники, равны. Следовательно, у четырех из 
шести треугольников периметры равны. Из этих четырех треуголь
ников два обязательно примыкают к одной стороне треуголь
ника АВС. Пусть для определенности это треугольники 1 и 2. 
Тогда А М + М К + А К = В М + М К + В К ,  т. е. А М = В М .  Значит, 
треугольник АМВ  равнобедренный, а МК  — его высота. Отсюда 
следует, что СК — медиана и высота в треугольнике АСВ, т. е. он 
равнобедренный: АС = В С .

Из четырех остальных треугольников 3, 4, 5, 6 какие-то два 
имеют такой же периметр, как и треугольники 1 и 2. Возможны два
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случая: либо этими треугольниками являются треугольники 5 и 6, 
либо одним из них является один из треугольников 3 или 4.

В п е р в о м случае равны периметры треугольников 2 и 5, сле
довательно,

Р С + С М + М Р = К В  +  В М + М К .  ( 1)
Так как касательные, проведенные к окружности из одной точки, 
равны, то справедливы равенства (рис. 37) С й = С Е ,  Р О  =  
=  Р Р ,  М Р = М Е  и поэтому

Р С + С М + М Р = Р С +  (СЕ+М Е) +  ( М Р + Р Р )  =
=  Р С +  ( С О + М Е )  ( М Е + Р й )  = 2Р С + 2М Е .  (2)

Аналогично
К В  +  В М  +  М К = 2К В + 2М О .  (3)

Прямые С К  и В Р  являются общими внутренними касательными 
к равным окружностям (вписанным в треугольники 2 и 5), поэтому 
отрезки ЕС и Р Н  этих прямых, заключенные между точками 
касания, делятся точкой пересечения М  прямых С К  и В Р  пополам. 
В частности, М Е = М О .  В таком случае из равенств ( 1) — (3) сле
дует, что К В  =  Р С ,  т. е. А В = А С = В С .

Рассмотрим в т о р о й  случай. Пусть для определенности равны 
периметры треугольников 1 и 3. Так как у этих треугольников 
равны также площади, а сторона А М  общая, то они равны. 
В самом деле, если а, Ь, с — длины сторон треугольника, р — 
полуп^риметр, а 5  — площад4>, то (р — Ь) +  (р — с ) = а , а из

0 2
формулы Герона получаем, что (р — Ь )(р — с ) = — -— . Отсю-

р (р—а)
да следует, что числа р — Ь и р — с являются корнями квадратного 
уравнения х2 — ах 4 - =  0. Поэтому если в двух треуголь
никах равны соответственно одна из сторон, периметр и пло
щадь, то равны и две другие стороны, т. е. эти треугольники 
равны. Таким образом, треугольники А Р М  и А К М  равны. Оста
ется только выяснить, какие именно из сторон А Р ,  М Р ,  М К  и А К  
равны. Опустим перпендикуляр Р Т  на прямую А В  (рис. 37). Тогда

Р Т РВ %треугольники Р Т В  и М К В  подобны, причем =  =  иМ/\ Мв 2
поэтому А Р ^ Р Т  =  ̂ М К > М К ,  т. е. А Р ф М К  и, значит,
А Р = А К .  Следовательно, и в этом случае А В = А С = В С ,  т. е. 
А А В С  правильный.

43. Предположим противное: существует лишь конечное число 
простых чисел р, для которых уравнение = р у  имеет
целочисленные решения (х; у). Обозначим через ро наибольшее
из этих чисел р и рассмотрим число хо, равное произведению
всех простых чисел от 2 до ро включительно. Число х§+ хо+ 1  
не делится, очевидно, ни на одно из простых чисел р ^ р о .  
Поэтому оно делится на некоторое простое число р*, большее ро.
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т. е. существует такое целое число у о, что дго+дго + 1 =  Р*Уо- Следо
вательно, р* — это такое простое число, что уравнение д^+дсЦ- 1 =  
= р*у  имеет целочисленные решения. Получим противоречие: 
р*>ро, а ро — это по предположению наибольшее простое 
число, обладающее указанным свойством.

44. О твет. 5 т11Х = 24 .
Обозначим через я число фигуристов, которым присуждались 

первые места. Если л =  1, т. е. все девять судей присудили пер
вые места одному и тому же фигуристу, то его сумма мест равна 9 
и является, очевидно, наименьшей. Следовательно, в этом случае 
5 =  9.

Если л = 2 , т. е. первые места присуждались только двум 
фигуристам, то один из них получил не менее 5 первых мест. По 
условию остальные четыре полученных им места не ниже четвер
того, поэтому его сумма мест не превосходит 5* 1 + 4 * 4 = 2 1 . 
Следовательно, в этом случае 5 ^ 2 1 .

Пусть я =  3, т. е. первые места получили трое фигуристов. 
Оценим сумму мест, полученных вместе этими тремя фигуристами. 
Так как остальные присужденные им места по условию не ниже 
четвертого, то эта сумма не превосходит числа 9-1 + 9 - 3 + 9 - 4  =  
=  72 (которое получается, если, кроме всех первых мест, будут 
использованы все третьи и все четвертые места). Отсюда следует, 
что хотя бы у одного из этих фигуристов сумма мест не пре
восходит 24. Следовательно, в этом случае 5  ̂  24.

Пусть л = 4 , т. е. первые места присуждались четверым фи
гуристам. Найдем сумму мест, которые они все вместе получили. 
Всего для оценки выступлений этих четырех фигуристов судьям 
пришлось использовать 9 -4 = 3 6  мест, каждое из которых не ниже 
четвертого. Поскольку первых, вторых, третьих и четвертых мест 
всего имеется 36, отсюда следует, что, оценивая выступления 
этих четверых фигуристов, судьи использовали все первые, все 
вторые, все третьи и все четвертые места. Поэтому сумма мест, 
присужденных всем этим фигуристам вместе, равна 9 -1 + 9 -2  +  
+  9-3 +  9 -4 = 9 0 , и, следовательно, у некоторого из этих фигу
ристов сумма мест не превосходит 22. Таким образом, в этом 
случае 5 ^ 2 2 .

Случай л ̂ 5  невозможен, поскольку по условию задачи для 
оценки выступлений этих л фигуристов судьи могут использо
вать только места с первого по четвертое, т. е. всего 36 мест, тогда 
как им требуется 9 я ^ 4 5  мест.

Итак, во всех случаях наименьшая сумма мест 5  не превос
ходит 24. Ниже (с. 80) приведена таблица распределения мест у 
всех 20 фигуристов, показывающая, что сумма 5 может принимать 
значение 24. Следовательно, 24 — это наибольшее значение, 
которое может принимать 5.

45. Предположим сначала, что т — нечетное число, т. е. 
т =  2 к + \ ,  где к — некоторое неотрицательное целое число. 
Рассмотрим пары (а,-; 6,) для / =  1, 2, .., т. Очевидно, что не
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Номер
фигуриста

Номер судьи Сумма
мест,
полу

ченных
фигу

ристом
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1 1 3 3 3 4 4 4 24

2 3 3 3 4 4 4 1 1 1 24

3 4 4 4 1 1 1 3 3 3 24

4 2 2 2 5 5 5 6 6 6 39

5 6 6 6 2 2 2 5 5 5 39

6 5 5 5 6 6 6 2 2 2 39

7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 63

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 72

9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 81

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 90

11 11 11 11 11 11 11 11 11 И 99

12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 108

13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 117

14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 126

15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 135

16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 144

17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 153

18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 162

19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 171

20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 180
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менее чем для к + 1  из этих пар выполняется одно из неравенств 
а,- <  Ь, или а,->  Ь,. Пусть для определенности не менее чем для к + 1  
пар выполняется неравенство а /< 6,. Каждое из чисел 6/, входя
щих в эти пары, имеет вид где — некоторое натуральное
число. По условию числа Ь/, входящие в разные пары, различны, 
поэтому в рассматриваемые пары в качестве Ь, входит не
менее чем 6 + 1  различных чисел вида -1-, Отсюда следует,
что наибольший из знаменателей <7 не меньше 6 + 1, т. е. наимень
шее из рассматриваемых чисел Ь) (пусть это будет число 6,,) не
превосходит 73-т. В силу выбора пары (а .;  Ь, ) выполняется
неравенство а1о <  6(<, и поэтому

а + Ь , < 2 6 , < - ? _  =  — .'• ~  ^  '• А + 1 т  +  1
Так как /о < т ,  то отсюда следует, что

Таким образом, в случае нечетного т  справедливо даже строгое 
неравенство ат +  Ьт<. —  ■т

Пусть теперь т — четное число. Тогда т — 1 — нечетное 
число, и поэтому, как доказано, выполняется неравенство ат - 1 +
+  Ьт—1 <  — • В таком случае получаем, чтоШ

0>т “Ь Ьт ^  От— 1 Ч" ̂ т — 1 ^  •т
Следовательно, неравенство доказано и в случае четного т.
46. Обозначим буквой С1 точку на луче ВС, для которой 

В С \= А Е .  Четырехугольник АВС\Е —  параллелограмм, поэтому 
Д В + Д Е = Е С | + В С |.

Отсюда и из условия задачи следует, что
й С + В С = Е С ,+ Я С ,. (1)

Если А Е с В С  (рис. 38), то из (1) находим, что ЕС\ =  С\С+ЕС, 
а это противоречит неравенству треугольника. Если же А Е > В С  
(рис. 39), то приходим к равенству ЕС =  СС\+ЕС\, опять про-

В С, С В С С,



тиворечащему неравенству треугольника. Остается единственная 
возможность: А Е  =  В С .  Аналогично доказывается, что й Е = В С .  ^

Следовательно, ВС =  ̂ А О .
47. Проведем через точку В ,  обозначающую волка, две пря

мые, параллельные диагоналям квадрата, и обозначим буквами 
С , ,  С г ,  С з ,  С 4 точки их пересечения со сторонами квадрата 
(рис. 40). При перемещении точки В  внутри квадрата точки С | ,
С г ,  С з ,  С 4 будут перемещаться по его сторонам. В начальный 
момент точка В расположена в центре квадрата, а точки С,- — 
в вершинах. Если собаки в каждый момент времени будут на
ходиться в точках С | ,  С г ,  С з ,  С 4, то в момент выхода волка на 
сторону квадрата в той же точке окажутся по крайней мере две 
собаки и волк будет разорван. Покажем теперь, что скоростные 
возможности собак позволяют им находиться все время в точ
ках С , .  Если за единицу времени волк из точки В  переместился в 
точку В '  (рис. 40), то собака С 4 должна за это же время попасть в 
точку С 4. Легко видеть, что СаС'а^.^2'ВВ' <. 1,5-вВ', н, так как 
максимальная скорость собаки в 1,5 раза больше максимальной 
скорости волка, собака успевает прибежать в точку С 4.

48. Обозначим через аЬсйе последние 5 цифр последователь
ности. Так как последовательность далее продолжена быть не 
может, то она содержит комбинации цифр Ьсйе0 и ЬсйеХ. Допус
тим, что каждой из этих комбинаций предшествует в последова
тельности какая-то цифра. Ввиду условия задачи предшествую
щие цифры должны быть отличны друг от друга и от цифры а.
Но это невозможно. Значит, одна из комбинаций Ьсйе0 или Ьсйе 1 
не имеет предшествующей цифры, т. е. стоит в начале последова
тельности.

49. О тв ет . 180, 135, 108, 117.
Обозначим буквами А\, А 2, Аз, А а искомые целые числа, бук

вой 5  их сумму, а буквой а первую цифру. Тогда справедливы 
неравенства

1 0 0 а < А < 1 0 0 (а + 1 ) , 4 0 0 а < 5 < 4 0 0 (а  + 1),
и, значит, для каждого индекса 1

5  , 3 0 0 ( а + 1)  л , 3  5 ^ | ,  300а
Л < -- 1 “г  1 ПП» 4  I -  > Я  " '>  1АI 100а  а ’ А, Ю О ( а - Н )  а +1 '

з
Из условия задачи следует, что между числами 4 — и 4-}-

з
4 - — должны лежать три различных целых числа. Это возможно
только при а =  1.

Итак, для каждого индекса * справедливы неравенства
1 0 0 < Д < 2 0 0  и 2 ,5 < - | - < 7 .  ( 1).л»

с
Среди отношений одновременно не могут содержаться 3
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Рис. 40 Рис. 41
<

и 6, поскольку в этом случае вопреки ( 1) отношение двух иско
мых чисел равно 2.

Если среди отношений —  содержатся 4, 5, 6, то искомые

числа равны -|-  и 5  — |  | ----- 1- =  ̂ 5 .  И этот слу
чай невозможен, так как в противоречии с ( 1) 

§ Х : ( | 5 ) _ 2 . 3 > 2 .
С

Итак, среди отношений —  содержатся 3, 4, 5, а искомые чис

ла равны ‘4"’ Т  н 5  —1 — Т —Т  =  6§5- Из (1) следУет>
что -4- >  100, <  200, т. е. 500 ̂  5  <  600. Целое число 5  должно

5 3
делиться на 60. Значит, 5 = 5 4 0 , а искомые числа равны 180, 135, 
108, 117.

50. О тв ет. 10.
Из фиксированного города А  можно проехать без пересадки 

не более чем в три города, а из каждого из этих трех городов — 
еще не более чем в два отличных от А  города. Поскольку в каждый 
город можно долететь из А  не более чем с одной пересадкой, то 
всего в государстве не более 1 4 -3 + 3 -2  =  10 городов. Между 
10 городами А \ ,  А 2, .... А \ о  сообщение с соблюдением условий 
задачи можно установить, например, так, как показано на ри
сунке 41.
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Рис. 42 Рис. 43

51. Пусть А й — наибольшая диагональ и Р — ее середина 
(рис. 42). Докажем, что все стороны пятиугольника видны из 
точки Р под углами, не превышающими прямого. Так как ЕР — 
высота в равнобедренном треугольнике АйЕ,  то А А Р Е =
=  А Е Р О  =  ̂ - . В равнобедренных треугольниках А й Е  и АВС
боковые стороны равны, а, кроме того, А С ^ .А й .  Значит, 

РАЕ^  А В А С <  2-ВАО. Если С — точка пересечения отрезков 
АР  и ВЕ (рис. 42), то из доказанного выводим, что
А А С В с А А О Е  и А А 0 В < ^ - .  Следовательно, А .В Р А <
С А А С В С - ^ - .  Аналогично доказывается, что А С Р й< .-^-.

Если Х-ВРС^ ^ - , то ВР<Са, СР<.а, где а — длина стороны
пятиугольника. В прямоугольных треугольниках ЕРИ и ЕРА 
гипотенузы равны а, значит, Р й< .а , АР<.а. Таким образом, в 
треугольниках АВР  и СИР отрезки АВ  и СО являются наиболь
шими сторонами. Поэтому А А Р В ^ — , А  СРБ ^  и, следова-

о «5
тельно, А В Р С  . Приходим к противоречию.

Итак, все стороны пятиугольника видны из точки Р под углами, 
не превышающими прямого.

52. Прямая ХВ  параллельна прямой УЕ тогда и только тогда 
(рис. 43), когда А В Х У =  Х.ЕУХ. Поэтому прямая ЕУ перпенди
кулярна прямой АХ  только в том случае (заметим, что /~ А Х В =
= у ) ,  когда А В Х У  =  /-ЕУХ, т. е. если А Е У Х =  Х.ХУВ (так как
точки X и У симметричны относительно прямой АВ). Последнее 
равенство углов выполняется только тогда, когда С К = К В .  
Таким образом, точки X и У обладают нужным свойством только 
в том случае, когда прямая ХУ пересекает отрезок ВС в его сере
дине и перпендикулярна ему.
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53. Пусть х, у, г  — заданные числа. Тогда по условию задачи 
имеем:

хуг =  I ,

х + у  +  г > ±  +  ±. +  ±.,

откуда следует, что
( * — 1) ( у — 1) ( г — 1 ) = х у г — ( х у + х г + у г )  +

+  (*+*/ +  ̂ ) — 1 =  1 — — 1 > 0 .

Таким образом, (х— 1) (у — 1) (г— 1 ) > 0 .  Отсюда видно, что два 
числа не могут быть больше 1, три числа больше I быть не могут по 
условию задачи.

54. Ответ .  Не более двух. На рисунке 44 приведены примеры, 
когда таких сторон вообще нет (рис. 44, а), имеется одна 
(рис. 44, б) или две (рис. 44, в).

Докажем, что более двух таких сторон быть не может. Пред
положим противное, т. е. что число таких сторон больше двух. 
Тогда выберем из них две стороны А В  и СД так, чтобы они не 
имели общих вершин. Это всегда возможно, так как данный 
многоугольник не является треугольником, у которого нет диаго- 
налей. Из треугольников А В О  и, , й О С  .(рис. 45) имеем систему 
неравенств , „

I А О  +  В О > А В ,
| ДО +  О О Д С ,

сложив которые, получаем неравенство
А С +В Д > ^ 4В  -|- ДС,

что противоречит тому, что А В  и ДС равны наибольшей диаго
нали многоугольника.

55. Пусть а|а2...а|5а|бв17 — данное число. Рассмотрим сумму
а|аг...а|$а|ба|7+ а|7О|6—Оз02О|

и будем производить сложение столбиком. Предположим, что в ре
зультате сложения мы получим число, все цифры которого явля-

а) 5)
Рис. 44

В

В)
Рис. 45
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ются нечетными числами. Тогда в первом и последнем столбцах 
стоят равные и нечетные числа. Поэтому из второго столбца в 
первый единица не переходит, т. е. 02 +  016^9. Заметим также, что 
и из предпоследнего столбца при сложении единица не может 
переходить в старший разряд (это было бы возможно лишь при 
а2 +  а |б = 9  и а | + а | 7> Ю ; отсюда следовало бы тогда, что пред
последняя цифра суммы равна нулю, а это невозможно в виду 
сделанного предположения).

Рассмотрим теперь следующую сумму двух чисел:
, 0з04->.01з014015

а 150 и... 050403

Повторяя рассуждения, проведенные выше уже для суммы этих 
двух чисел, а затем последовательно для сумм чисел

, 0 5 0 6 ...Д | |Д |2Я |3  и , 070809010011 
о  13 0 12-• .070605 0 | 1010090807 •

мы докажем, что в средний разряд первоначальной суммы при 
сложении данных чисел единица не переходит и что 2а, 9.
Поэтому средняя цифра у суммы чисел равна 209, т. е. является 
четным числом. Доказанное противоречит сделанному предполо
жению.

З а м е ч а н и е .  Утверждение задачи остается справедливым 
для чисел с л = 4 Л + 1  разрядами, где и перестает быть
верным для всех остальных натуральных чисел л. Например: 

, 819 ,2345 ,112344
+  918 '•'5432 + 443211

Т737 7777. 555555'
56. Раскрасим данный треугольник в шахматном порядке так, 

как это показано на рисунке 46. Общее число маленьких тре
угольников равно 1 +  3 - |- . ..+  19=  100. Из этих 100 маленьких 
треугольников цветных треугольников на 10 больше, чем белых 
(так как число цветных равно 1+ 2  +  3 + . . . + 10=55,  а число 
белых равно 1 + 2  +  3 +  . . . + 9 = 4 5 ) .  В каждой цепочке при пере
движений по ней цвета чередуются, поэтому в ней цветных тре
угольников не более чем 45Н-1 = 4 6 , а всего маленьких треуголь
ников в цепочке не более чем 46-|-45=91. Пример цепочки, в ко
торой число маленьких треугольников равно 91, показан на ри
сунке 47.

З а м е ч а н и е .  Аналогичным рассуждением можно доказать, 
что если сторона исходного треугольника разбита на л равных 
частей, то наибольшее число маленьких треугольников в цепочке 
не превосходит л2 —я + 1  и цепочка с таким числом маленьких 
треугольников существует.

57. Покажем, что для любого я >  1 существует л-значное 
число, имеющее только цифры 1 и 2 и делящееся на 2". Для л =  1 
таким числом является число А\ = 2 .  Пусть А п — л-значное число, 
имеющее только цифры 1 и 2 и делящееся на 2". Это значит,
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что Ая =  2п’Вя. где В„ — натуральное число. Если Вп — нечетное 
число, то число \Ап =  \0п+ А п = 2 п-Ьп +  Г - В п= 2 п(Ьп +  Вп) делит- 
ся. очевидно, уже на 2"+ . Если же В„ — четное число, то число 
2Лп =  2.10'Ч-у4я=2.10"  +  2" .5„=2"(2.5я +  Вя) делится на 2"+ |. 
Таким образом, по п-значному числу А п, удовлетворяющему 
условию задачи, легко строится и (я-(-1)-значное число А„+1, 
также удовлетворяющее условию задачи. В частности, существует 
число А |оо.

58. Пусть М — общая точка прямых А\С\, А 2 С 2  и А 3 С 3 .  
Так как АзВзСзйз — параллелограмм, то треугольники А 3 В 3 С 3  и 
ВзйзСз равновелики (5ЛАС> = 5 д А с, )• Поэтому вершины Вз и 
/>з равноудалены от прямой А 3 С 3 .  Но тогда равновеликими 
будут и треугольники М В 3 С 3  и ;Д Ш 3Сз (рис. 48—49) с общим 
основанием М С з ,  от которого равноудалены вершины Вз и 0 3.
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Следовательно, и 8 МВзЛг = З МЛз0з. Точно так же доказывается, 
что 8МВгЛз = З мл,о, и 5 МВ,01 = 5 Ш|0, . Аналогично из равенства 
А 3О з = А 2В 2 следует, что 5 МЛ,0, =  ЗМЛгВг, а из равенства А 2й 2 =  
= А \В \  следует, что З МЛг0г= 8 МЛ<В1. Таким образом, имеем:

•5*18*11 = $мл,0, = $МА,Вг = $МЛ,Ог = $МЛ,В, = $МЛ,0, •
Отсюда следует, что 5МВ*1, = 5 лм,о,. и поэтому В3А 3= А ,0 , .

59. Запишем два ряда чисел, удовлетворяющих условию зада
чи (в каждом ряду по 10 чисел):

X,  Х 2 Х3 . . .  Хд Хю 
У> У2 УЗ- . - У9 у 10 

Согласно условию задачи для любых к, т, кФ т ,  выполняется 
равенство хк+ у т= у к+ х т. Отсюда следует, что ук— хк= у т— хт
для любых к, т. Следовательно, ук—хк =  Т для к =  1,2......10, т. е.
ук= х к +  1. Итак, записанные два ряда чисел имеют вид:

Х\ Х 2 Х 3 . . . Хд Х ю

ДГ| —|— /  Х 2 + 1 Х з -4* I  ■ • . Х д - | - 1  ДГю +  / .

Задав десять вопросов вида: «Какое число стоит в первой строке 
на &-м месте?» — для к =  1, 2, ..., 10, второй игрок узнает числа 
х\, х2, ..., хю. Задав далее вопрос «Какое число стоит во второй 
строке на первом месте?», второй игрок узнает число +  
Зная число дг|-М, он может вычислить число /=(дп  +  0 —х\, 
а вместе с ним и все числа второй строки. Итак, за одиннадцать 
вопросов второй игрок может узнать все записанные Числа.

Меньшим чем 11 числом вопросов обойтись нельзя, ибо в рас
поряжении первого игрока имеются одиннадцать параметров х\, х2, 
..., дгэ, *ю, (, каждым из которых этот игрок может распорядиться 
произвольным образом.

60. Пусть А В С й  — данный квадрат со стороной 1. Возьмем 
в квадрате две точки А\ и А 2 так, чтобы треугольник АА\А2 
был правильным и имел стороны длиной 0,001 (рис. 50). Пусть 
Р — данная фигура, 5  — ее площадь.

При сдвиге на вектор АА\ квадрат А В С й  перейдет в квадрат 
Л |В |С |Р|, а фигура Р — в фигуру Р\. При сдвиге на вектор 
АА2 квадрат АВС й  перейдет в квадрат А2В2С2й 2, а фигура 

Р — в фигуру Р2. Ясно, что фигура Р2 получается'из Р\ сдвигом
на вектор А {А2. Согласно условию задачи фигура Р при сдвиге 
на вектор длиной 0,001 переходит в фигуру, не имеющую с Р об
щих точек. Поэтому Р не пересекается с Р\ и с Р2. Аналогично Р\ 
не пересекается с Р2, ибо в противном случае фигура Р пере
секалась бы с фигурой, получаемой из Р сдвигом на вектор 
А{А2 длиной 0,001. Следовательно, объединение трех фигур Р, Р\ 
и Р2 имеет площадь 35. Так как оно расположено в квадрате со сто
роной 1 +0,001 ' 2§ - =  1,000866...< 1,0009, то 3 5 <  ( 1.0009)3.
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Отсюда следует, что 5 < у  (1,0009)3 = 0 ,334...<0,34, что и тре
бовалось доказать.

Можно доказать более сильную оценку: 5 < 0 ,2 8 7  (см. (9), 
задача 6.6).

Сформулируем аналогичную задачу для пространства: в еди
ничном кубе расположено тело, расстояние между любыми двумя 
точками которого не равно 0,001. Доказать, что объем этого тела 
меньше 0,251.

Для получения этой оценки достаточно рассмотреть правиль
ный тетраэдр АА\А?Аз с ребрами длиной 0,001, вершина А кото
рого совпадает с какой-либо вершиной куба, а вершины Аи А 2, Аз 
лежат внутри куба, и осуществить сдвиги тела Р объемом V на 
векторы АА\, АА2, ААз- Полученные при этом тела Ри Р2, Рз и 
само тело Р не будут иметь общих точек. Поэтому их суммарный 
объем равен 4V и, очевидно, меньше объема куба с ребром длиной
1,001: 4 У <  (1,001)3, т. е. У<-} -  (1,001)8<0,251.

61. а) Пусть АВС — данный треугольник, р — его полупери- 
метр, а МЫ— прямая, делящая треугольник на два многоуголь
ника равной площади и равного периметра. Пусть О — центр 
вписанной окружности, г — ее радиус. Ясно, что по некоторую 
сторону от МЫ находится не более одной вершины треугольника. 
Пусть это будет вершина А (рис. 51). Тогда

$ моил = $мол ’^'^лоы =  ~ 2 < ' - А М - \ - — г - А Ы =

=  ± г (А М + А Ы ) = \ г р  =  \ 8 АВС.

Таким образом, площадь четырехугольника АМОЫ равна поло
вине площади треугольника АВС, так же как и площадь тре
угольника АМЫ, поэтому 8 ЛМ0„ = 8 ЛМ„. Следовательно, 8 МЫ0 = 0 ,  
из чего следует, что точка О лежит на МЫ.
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б) Для произвольного многоугольника утверждение доказы
вается аналогично: если точки М, Ы делят периметр много
угольника пополам, то ломаная, составленная из отрезков ОМ и 
ОЫ, делит площадь многоугольника пополам, из чего следует, что 
8 МЫ0 = 0 ,  т. е. точка О лежит на МЫ.

62. Докажем вначале следующее утверждение: если Д| < а г <  
< . . . < а л, где 4,— различные положительные числа, то среди 
них найдутся три числа, наибольшее из которых не равно сумме 
двух других. Действительно, если бы это было не так, то для 
любых трех номеров /, к (будем считать, что » < / < Л )  выпол
нялось бы равенство а,-|-ау =  а*. В частности, взяв / = 1 ,  / =  2 и 
к =  п, получим равенство Д| + а 2= а п, а взяв »'= 1, / = 3  и к =  п (это 
делать можно, ибо п ^ 4 ) ,  получим равенство а|-|-аз =  ал. Из 
этих равенств следует, что аг=аз, а это противоречит нера
венству Ог <С Оз.

Предположим теперь, что утверждение задачи неверно, т. е. 
существуют 25 различных положительных чисел, таких, что 
сумма или модуль разности любых двух из них совпадает с 
каким-либо числом из остальных 23 чисел. Это значит, что какова 
бы ни была тройка чисел а, Ь, с (считаем, что а < Ь < .с )  из этих 
25 чисел, то либо одно из них (наибольшее) равно сумме двух 
других: с = а  +  Ь, либо одно из них (таким числом может быть 
или число а, или число Ь) равно модулю разности двух других: 

или а = \с  — Ъ \= с —*Ь, или Ь =  \с— а \ = с — а.
Но тогда вновь с = а  +  Ь, т .е .  вновь наибольшее число равно 

сумме двух других. Мы приходим к противоречию с утверждением, 
доказанным ранее.

63. а) Рассмотрим четыре вершины Аи А*, А 7 и Аю. При 
замене знаков, осуществляемой согласно условию задачи в шести 
последовательных вершинах данного 12-угольника, ровно у двух 
из этих четырех вершин знак изменится на противоположный. 
Следовательно, в этих четырех вершинах может по
явиться лишь нечетное число знаков «минус», а четыре 
знака «плюс» появиться не могут.

б) Доказывается аналогично, если 
шесть вершин А\, Аз, Аъ, Ат, Л 9, Ац.

в) Доказывается аналогично, если 
восемь вершин А,, А3, А<, Л6, Ат, Л9,
>410» А 12-

64. Проведем отрезок МЫ, он пере
сечет диагональ АС  в центре прямо
угольника — точке О. Продолжим так
же отрезок С)Ы до пересечения с про
должением стороны СО в точке /?
(рис. 52). Ввиду того что МО=ОЫ, мы 
имеем Р С = С Я  и заключаем, что 
дР Ы Р  равнобедренный. Поэтому 
^ _ ( ) Ы М = ^ . Ы Р Р = / - Р Р Ы = А М Ы Р .  Рис. 52

рассмотреть

рассмотреть
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65. Выберем из данных 50 отрезков [сц\ 6,] на числовой 
оси отрезок с наименьшим 6,. Пусть это [аь 6 |] . Если существует 
не меньше 8 чисел оц (включая а|),  таких, что а< ^ 6 |, то точка Ь\ 
принадлежит по крайней мере 8 отрезкам и утверждение а) верно. 
В противном случае, удалив из системы все отрезки с а , < 6ь 
получим систему не менее чем из 50—7 = 4 3  отрезков [а,-;
у которых СЦ>Ь\.

Из полученной системы аналогичным образом выберем отрезок 
[вг; Ьг\ с наименьшим правым концом. Тогда либо Ьг принад
лежит 8 отрезкам, либо существует не менее 50 -  2-7 =  36 отрез
ков [а,; 6,], у которых а, >  6г- Повторив это рассуждение 7 раз, 
мы либо в какой-то раз придем к случаю, когда 8 отрезков имеют 
общую точку, т. е. верно утверждение а ) , либо выберем 8 отрезков: 
[01: 61], [ог; 62] , —, [07; 67[ — и еще по крайней мере 50—7 -7 = 1  
не пересекающийся с ними отрезок [а*; 6%], удовлетворяющие 
утверждению б).

66. Ответ .  х=1972.
Предположим, что х~^27. Имеем

427 +  4 ,000 +  4' =  427-(1 - И 973-М !') =  (227) 2- (1 + 2 - 2 ' 945+  (2»)2), 
где у = х  — 27. Очевидно, что при у=1945, т. е. х= 1972, наше 
выражение есть полный квадрат. Если же х >  1972, то у >  1945 и

(2»)2 <  1 +  2 • 2 1945 +  (2»)2 <  (1 +  2»)2.
В этом случае выражение 1 -|-2 -2 |945-|- (2*)2 строго заключено 
между двумя последовательными квадратами и само полным 
квадратом не является, а с ним и все выражение 427+ 4 ,000-|-4*.

67. Если прямая пересекает две смежные стороны квадрата, то, 
очевидно, она разрезает квадрат на треугольник и пятиугольник. 
Но по условию каждая из 9 прямых разрезает квадрат на четырех
угольники. Следовательно, такая прямая пересекает две противо
положные стороны квадрата, т. е. разбивает квадрат на две тра
пеции (или два прямоугольника), основания которых лежат на 
сторонах квадрата и высоты которых равны стороне квадрата 
(рис. 53). Поэтому каждая из указанных в условии задачи пря
мых делит среднюю линию квадрата, параллельную основаниям 
трапеции, в отношении 2:3 или же 3:2, т. е. в одной из четырех 
точек, указанных на рисунке 54. Через одну из этих точек про-
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ходит не менее трех прямых, так как в противном случае их 
было бы не больше чем 2*4=8,  что противоречит условию.

68. Будем производить отсчет дуг против часовой стрелки. Нам 
нужно доказать, что АА{ +  А А 3+  ААв<.450°  (рис. 55). Для 
вписанных углов А\, А3 и А$ верны следующие равенства:

/-А \  =  180° —

<̂ -Лз =  180° —

^ 4 , - 1 8 0 ' - ^ .
Поэтому

^/4, +  /1 А3+  А А &= 3 - 180°

=  2 * 1 8 0 ° + - ^ - .1 2

Но дуга Л7Л6 не может быть больше полуокружности, по
скольку в противном случае центр окружности О не лежал бы 
внутри нашего семиугольника. Следовательно,

^ А ,  +  А А 3+  ^  Л5=3б6° +  4 ^ 1  <  360°+90° =  450°.

69. а) Второму достаточно (Придерживаться следующей стра
тегии. Если первая названная цифра от 0 до 3, ставить ее на 
первое место в первом числе, а если первая цифра от 6 до 9, то на 
первое место во втором числе. (При этом независимо от дальней
шей игры разность будет меньше 4000.) Если первая цифра 4, 
то поставить ее на первое место в первом числе, затем все цифры 0 
ставить на места со второго по четвертое, а первую же отличную 
от нуля цифру, если она появится, поставить на первое место во 
втором числе. (Наибольшая разность равна 4000, когда все цифры 
после четверки — нули.) Если первая цифра 5, то поставить ее на 
первое место во втором числе, затем все девятки ставить на места 
со второго по четвертое, а первую же цифру не 9, если она появит
ся,— на первое место в первом числе. (Аналогично предыдущему 
наибольшая разность равна 4000.)

б) Одна из возможных стратегий первого игрока такова. Она 
разбивается на два этапа: до появления числа в старшем разряде 
одного из чисел и после такого появления. На первом этапе первый 
игрок называет только числа 4 и 5 как первым ходом, так и в после
дующие в зависимости от ситуации, сложившейся в самом левом 
из уже частично заполненных разрядов.

В ситуации
* *
5 или 4

Рис. 55
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он называет 5; в ситуации
5 4 5
*, или *, или 4

он называет 4. Ситуация же
4
5

при этом встретиться не может.
Рассмотрим теперь момент появления числа в старшем раз

ряде одного из чисел. Дальнейшая стратегия первого игрока 
такова: если заполнен старший разряд уменьшаемого, называем 
дальше одни нули, а если заполнен старший разряд вычитаемого, 
то девятки. Докажем, что разность при этом будет не меньше 
числа 4000. Действительно, в первом случае возможны варианты:
4 .  . . 5 . . .  4 .  . . 4 . . .  4 .  . . 5 . . .
* * * * . . , * . . .  4 . .  .

5 . . . * .. . . 5 . . . * . . .
*  . . . 5 .  . . , •  . . . 4 .  . . ,

где, кроме старшего разряда, указан и ближайший от него из 
частично заполненных разрядов,(а вместо остальных разрядов 
стоят многоточия. Если теперь вместо звездочек поставить нули, 
то разность будет не меньше 4000.

Во втором случае имеются следующие возможности:
* . . . 5 . . . * . . . 4 . . . * . . . 5 . . .
4 .  . . * . . . , 4 .  . . * .  . . , 4 .  . . 4 .  . . ,

*  *  *  *

5 . . . 5 . ’. ’. , 5 . ’. 4 . . . .

Подставляя вместо звездочек девятки, также убеждаемся в том, 
что разность будет не меньше 4000.

70. Своими действиями эксперт должен доказать суду, что 
каждая ^монета с номерами 1—7 легче каждой монеты с номе
рами 8— 14. Это легко, очевидно, сделать за семь взвешиваний. 
Покажем, что это же можно сделать и за три взвешивания. 
Тем самым мы сразу решим пункт б) задачи.

П е р в о е  в з в е ш и в а н и е .  Эксперт кладет на левую чашку 
фальшивую монету № 1, на правую — настоящую монету № 8. 
Правая чашка перевешивает. Суд видит, что монета № 8 на
стоящая, а монета № 1 фальшивая.

В т о р о е  в з в е ш и в а н и е .  Эксперт добавляет на левую чаш
ку монеты № 9 и № 10, на правую — монеты № 2 и № 3. Левая 
чашка перевешивает. Суд видит, что на левой чашке настоящих
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монет больше, чем на правой. В то же время на правой чашке 
их не менее одной (№ 8). Следовательно, на левой чашке на
стоящих монет должно быть не менее двух. Это означает, что 
монеты № 9 и № Ю настоящие. Суд также видит, что на правой 
чашке фальшивых монет больше, чем на левой, а на левой их 
не менее одной (№ 1). Следовательно, обе монеты № 2 и № 3 
фальшивые.

Т р е т ь е  в з в е ш и в а н и е .  Эксперт кладет на левую чашку 
монеты № 4, 5, б, 7, 8, 9, 10, на правую — монеты № 1, 2, 3, 11, 
12, 13, 14. Первая чашка перевешивает. Суд убеждается, что на 
левой чашке фальшивых монет больше, чем на правой, а на пра
вой их не менее трех (уже известные монеты № 1, 2, 3). Поэтому 
монеты № 4—7 фальшивые. Аналогично на правой чашке на
стоящих монет больше, чем на левой, а на левой их не менее трех 
(№ 8— 10). Следовательно, монеты № 11 — 14 настоящие.

71. Доказательство проведем методом от противного. Пусть 
А — данное девятизначное число, записанное с помощью цифр 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, оканчивающееся на 5 и являющееся полным 
квадратом. Так как А оканчивается на 5 и является полным квад
ратом, то А делится на 25 и является квадратом числа, также 
оканчивающегося на 5, т. е. А = В 2, где в=10*-Ь-5. Но тогда 
А — (10*4-5)2=  100х(*4-1) + 2 5 . Мы видим, что две последние 
цифры числа А суть 25, а третья (справа) цифра есть послед
няя цифра произведения ж(дг-{-1), где х  — некоторое нату
ральное число. Несложно с помощью небольшого перебора убе
диться, что произведение дс(дс-(-1) может оканчиваться только 
цифрами 0, 2 и 6. Так как цифры 0 в записи числа А нет, а цифра 2 
уже имеется, то остается единственная возможность: третья 
(справа) цифра числа А есть 6. Итак, число А оканчивается 
на 625. Следовательно, число А равно 1000у-|-625, и мы видим, 
что оно делится на 125 =  53, причем последняя цифра числа у  
является четвертой (справа) цифрой числа А. Будучи квадратом, 
число А делится и на 625= 5 4. А это может быть только в слу
чае, когда число у делится на 5. Следовательно, число у 
оканчивается либо на 0, либо на 5, но ни то ни другое уже 
невозможно: цифра 0 отсутствует в записи числа А по условию 
задачи, а цифра 5 стоит в конце числа А. Получили п р о т и в о 
речие .

72. Доказательство проведем методом математической индук
ции. Пусть задача имеет решение для п точек Сь Сг,..., С„. Доба
вим к ним две новые точки А и Б и соединим их с точками С|, Сг,..., 
С„ и между собой так, как изображено на рисунке 56. Легко 
проверить, что построенные соединения удовлетворяют условию 
задачи. Действительно,

из С, в С, можно попасть требуемым путем в силу предпо
ложения индукции;

из С, в В попадаем вдоль вектора С, В;
из С, в А — вдоль векторов С,В и ВА\
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Рис. 56

С„, А, В задача

из А в С,- — вдоль АСд ___
из А в В — вдоль у4С, и ОВ\
из В в А — вдоль В А ; _
из В в С, — вдоль ВА и АО.

Таким образом, для (л +  2)-х точек Си С2, 
также имеет решение.

Чтобы завершить доказательство, достаточно показать, что 
имеются решения для л =  3 и п = 6 точек. Тогда в силу доказан
ного решение задачи будет иметь место для л = 5 ,  7, 9, ... точек и 
для л = 8 ,  10, 12, ... точек. Решения для л = 3  и л = 6  даны на 
рисунках 57 и 58.

Отметим, что при л =  4 задача не имеет решения.

73. Обозначим через а, 8, у углы построенных треугольников 
(рис. 59). Пусть Г|, г2, г3 — радиусы окружностей I, II, III, 
описанных около треугольников АВСь ВСА\, САВ\ соответствен
но. По теореме синусов из треугольников АВС\ и АВ\С  имеем:

Д в = 2 г | $ т у ,  у4В|=2гз$ту,
5 С | = 2 г | 8 1 п а ,  В | С = 2 г з $ т а ,
С|у4 =  2г| з т  р, Су4 =  2гз51п Р.
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Рис. 59

Покажем, что треугольники ВАВ\ и С\АС подобны. Действи
тельно,

ВА 2Г\ 51П у   51П у
С, А 
АВХ 
АС

2Г| 51П 0  

2 г 3 51П V

т. е. ВА АВХ ВА

2Г3 51П 0  

С, А
й = ! й Г '  откУда Ж = И с

8111 Р ’
81П у
81П Р ’

Кроме того, ВАВ{ =
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=  А В А С + а  и А С {А С = а +  АВ АС ,  т. е. А В А В 1 =  А С 1АС. 
Следовательно, треугольники ВАВ\ и С\АС подобны по двум сто
ронам и углу между ними.

Если мы осуществим поворотную гомотетию, которая три точки 
В, А, В | переводит в точки Сь А, С соответственно, то она преоб
разует треугольник ВАВ\ в подобный ему треугольник С\АС. При 
этом отрезок ВВ\ перейдет в отрезок С\С и угол между ними 
(на рисунке 59 угол С\МВ) будет равен а. Пусть М — точка 
пересечения отрезков ВВ\ и СС\. Так как А С \А В  =  а =  
=  АС \М В,  то точка М лежит на окружности I (описанной около 
треугольника С\АВ).

Так как А В М С =  180° — а, а А В А \С = а  и, следовательно, 
справедливо равенство /1В М С +  / -В А \С =  180°, то около четы
рехугольника ВМСА\ можно описать окружность. Следовательно, 
точка М лежит на окружности II.

Так как /_АВ\В =  А А В \М =  /^АСС\ =  ^.АСМ, то точка М 
лежит на окружности III.

Итак, точка М, в которой пересекаются отрезки С|С и В\В, 
является общей точкой трех окружностей I, II и III.

Аналогично доказывается, что треугольник АСА\ подобен 
треугольнику В\СВ и что точкой пересечения отрезков А\А  и 
В\В является общая точка М трех окружностей I, II и III.

Следовательно, три отрезка АА\, ВВ\ и СС\ пересекаются в 
одной точке М, которая является общей точкой и трех окруж
ностей I, II и III.

74. Разделим квадрат размером ЫХЫ  на М2 клеток раз
мером 1X1- Занумеруем строки из клеток номерами 1, 2, ..., N 
сверху вниз, а столбцы из клеток номерами 1, 2, ..., N  слева 
направо. Клетку, стоящую на пересечении 1-й строки и /-го 
столбца, будем называть (/; /) -й клеткой. Заштрихуем диагональ
ные клетки (I; 1), (2; 2), .... (№; Щ, в клетках с номерами (»'; /),

1 2 5 ... N-1 N
/ ш +
2 + +
3 + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + + +

+ + + + + +
N4 + + + + + + +

N + + + + + + + + I
4. Н. X. Агаханов 97



где 1 +  1 =  М + \ ,  N + 2 , ..., 2И, поставим знаки «+» ,  а остальные 
клетки оставим пустыми (рис. 60). Познакомим /-го человека с 
/-м человеком, если в клетке (/; /) стоит знак « +  Если клетка 
(а; 0) пустая, то будем считать, что а-й человек не знаком с 
0-м человеком.

Покажем, что знакомства, осуществленные по этому правилу, 
удовлетворяют условию задачи. Действительно, если обозначить 
через а* число знакомых у 6-го человека, то легко увидеть 
(рис. 60), что выполняются следующие соотношения 

а | < а 2< . . . < а п= а я + | < а п+2 < . . . < а А,
в случаях четного Ы=2п  и нечетного /V =  2л -(-1. Следовательно,
самое большее у двух человек — у л-го и (л + 1 )  -го — имеется
одинаковое число знакомых.

75. Обычные ходы короля могут быть по горизонтали, по 
вертикали и косые (под углом 45°). Будем считать, что шахматная 
доска имеет обычную раскраску. При горизонтальном или верти

кальном ходе короля изменяется 
цвет поля, а при косом ходе цвет 
сохраняется.

а) На рисунке 61 изображен тре
буемый замкнутый путь короля, 
содержащий ровно 28 ходов по го
ризонтали и вертикали и 36 косых
ходов.

б) Весь маршрут короля может, 
очевидно, состоять только из верти
кальных и горизонтальных ходов. 
Покажем, что любой маршрут коро
ля, удовлетворяющий условиям за
дачи, содержит не менее 28 горизон
тальных и вертикальных ходов.
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/ / / / Л
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/ / / / / л
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V - /

=ь

Рис. 61
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Выделим. 28 граничных полей шахматной доски (на рисун
ках 62 и 63 они образуют заштрихованную каемку). При 
обходе доски король по одному разу побывает на каждом из 
полей этой каемки. Двигаясь вдоль маршрута короля, мы зану
меруем поля каемки числами 1, 2...... 28 в том порядке, в каком
король появляется на них (рис. 62). Весь маршрут короля 
разобьется на 28 участков: от 1 до 2, от 2 до 3, ..., от 27 до 28, 
от 28 до 1. Легко увидеть, что концы каждого такого участка 
являются соседними на каемке. Докажем это утверждение 
методом от противного. Предположим, что А, В  — концы неко
торого участка, не являющиеся соседями на каемке. Это значит, 
что на каемке существует поле С (рис. 63), не совпадающее 
ни с Л, ни с В. На этом поле король обязан также побывать, а 
затем он должен побывать и на поле /), лежащем по другую 
сторону, нежели точка С, от участка, соединяющего Л и В. Но 
для этого король должен пересечь участок, соединяющий поле Л с 
полем В, что противоречит условию задачи.

Итак, концы любого из 28 участков являются соседями на 
каемке. Эти концы имеют разный цвет. Следовательно, для того 
чтобы попасть из одного конца участка в другой конец, надо 
хотя бы один раз изменить цвет поля. А это возможно только 
тогда, когда делается или горизонтальный или вертикальный 
ход. Итак, на каждом участке имеется по крайней мере один 
горизонтальный или вертикальный ход. Число всех участков рав
но 28. Следовательно, король должен сделать не менее 28 гори
зонтальных и вертикальных ходов.

76. Покажем, что в случае а) можно обойтись десятью 
вопросами, в случае б) — одиннадцатью, а в случае в) — 
двенадцатью.

а) Разложим данные 30 карточек на 10 стопок, по 8  карточки в 
каждой. Задав 10 вопросов, узнаем произведения чисел для 
каждой из стопок. Перемножив эти произведения, получим произ
ведение чисел, записанных на всех 30 карточках.

б) Разложим данные карточки на 8 стопок по 3 карточки и 
составим еще одну стопку из оставшихся 7 карточек. Задав 
8 вопросов, узнаем произведение чисел, записанных на всех кар
точках из первых восьми стопок. Произведение чисел, записанных 
на оставшихся 7 карточках, можно узнать, задав 3 вопроса. Дей
ствительно, выберем какую-нибудь одну из этих 7 карточек и 
разобьем остальные 6 карточек на 3 пары. Добавляя поочередно 
к выбранной карточке одну из этих пар, получим три тройки. 
Произведение чисел, записанных на всех семи карточках, получим, 
перемножив эти три произведения. Задав три вопроса, найдем 
произведения, соответствующие каждой из троек.

в) Разделим данные карточки на 10 стопок: 9 стопок по 
3 карточки и одну стопку из 5 карточек. За девять вопросов 
узнаем произведение чисел, записанных на всех карточках, вхо
дящих в первые 9 стопок. Покажем, как за три вопроса узнать
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произведение пяти чисел, записанных на карточках, входящих в 
последнюю стопку. Выделим какие-нибудь две из пяти карточек, 
входящих в эту стопку. Добавляя поочередно к этим двум кар
точкам одну из трех оставшихся, получим три тройки. Для того 
чтобы узнать произведение, соответствующее любой из этих троек, 
достаточно задать один вопрос. Остается заметить, что произ
ведение всех пяти чисел получается перемножением произведений, 
соответствующих указанным трем тройкам.

Докажем, что в случае а) нельзя обойтись менее чем десятью 
вопросами, в случае б) — менее чем одиннадцатью, а в случае в) — 
менее чем двенадцатью.

а) Если будет задано менее десяти вопросов, то найдется кар
точка, которая не будет включена ни в одну из троек. Ясно, что, 
изменив знак написанного на ней числа, мы не изменим получен
ных ответов. С другой стороны, знак искомого произведения при 
этом изменится. Следовательно, по полученным ответам произ
ведение восстановить нельзя.

Случай б) рассматривается аналогично.
в) Если число заданных вопросов не превосходит 10, то 

имеются по крайней мере две карточки, которые не вошли ни в 
одну из троек. Рассуждая, как в пункте а), получим, что в этом 
случае произведение по полученным ответам восстановить нельзя. 
Пусть задано 11 вопросов. Тогда приведенных выше соображений 
уже недостаточно для доказательства того, что этим числом вопро
сов обойтись нельзя. В самом деле, из 32 карточек можно соста
вить 11 троек так, чтобы каждая карточка вошла хотя бы в одну 
тройку. Однако сделать это можно единственным способом: одну 
из карточек включить в две тройки, а каждую из остальных — 
в какую-то одну из троек. Изменим знак у числа, записанного на 
карточке, общей для двух троек. Если одновременно в каждой из 
троек выбрать еще по одной карточке и изменить знаки записан
ных на них чисел, то полученные на 11 вопросов ответы не изме
нятся. Однако знак искомого произведения при этом изменится. 
Следовательно, по полученным ответам произведение восстано
вить нельзя.

77. Если 36*> 5 /, то число 136*—5*1=36*—5' оканчивается 
цифрой 1; если же 36* <5*, то число 136* — 5' | =  5' — 36* окан
чивается цифрой 9. При к = \ ,  1=2  получаем число 36*—5 '=  11. 
Докажем, что 11 — это наименьшее по абсолютной величине число 
указанного вида. Так как никакое число вида 36*—5*. к, /еЛ /, 
не может, очевидно, равняться^нулю, то для этого достаточно до
казать, что при любых к, /е'АГ число |36*—5*1 отлично от 1 и 9.

Ебли при некоторых к и / выполняется равенство 36*—5 '=  1, 
то (6*+  1) (6*— 1) =5*, что невозможно, поскольку число 6* + 1  
оканчивается цифрой 7 И, следовательно, не делится на 5. Если же 
5* — 36*=9, то 5 =36*-|-9, что также невозможно, поскольку 
правая часть делится на 9 и, следовательно, не может быть 
степенью 5.
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78. а) Ответ.  Не всегда.
Приведем пример выпуклого шестиугольника АВСОЕР, у 

которого длины всех сторон больше I, а длина каждой из диагона
лей не превосходит 2. Рассмотрим равносторонний треугольник 
АСЕ  со стороной 2. Построим на его сторонах АС, СЕ, АЕ  вне 
его равные равнобедренные треугольники АВС, СОЕ, АРЕ с вы
сотой к (рис. 64). Ясно, что при любом к стороны шестиуголь
ника АВСОЕР равны и больше 1. Легко видеть также, что при 
Л<УЗ шестиугольник АВСОЕР является выпуклым, при А=-\/3 
вырождается в треугольник, а при Л>-\/3 является невыпуклым 
(рис. 65). Покажем, что при достаточно малом к длины диагона
лей шестиугольника АВСОЕР не превосходят 2. Имеем (рис. 66) 
А О = А К +  К О = '^3 + к ,  и, значит, Л /)^ 2 , если Л^ 2 —д/3. 
Следовательно, при указанных значениях к длины диагоналей 
АО, ВЕ  и СР не превосходят 2. Как видно из рисунка 66, при
к справедливо неравенство В й ^ А Е ,  т. е. при указанных к

л/З
длины диагоналей ВО, ОР и ВР не превосходят 2 (длины этих 
диагоналей равны 2 в правильном шестиугольнике АВСОЕР со
стороной -^г-). Так как 2 — то окончательно полу-
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Рис. 67 Рис. 68

чаем, что при любом Л ^ 2 —-\/3 построенный шестиугольник 
АВСОЕР является выпуклым, длины его сторон больше 1, а 
длины диагоналей не превосходят 2.

б) Обозначим через а  величину угла между прямыми АО  и 
ВЕ, через 0 величину угла между прямыми ВЕ и СЕ;через у вели
чину угла между прямыми АО и СЕ. Если прямые АО, ВЕ, СЕ 
пересекаются в точке О (рис. 67), то сумма а +  р + у  равна вели
чине развернутого угла ДО/). Если же три точки М, Ы, /. попарных 
пересечений этих прямых различны (рис. 68), то а  +  р +  у — это 
сумма углов треугольника МЫ О  Следовательно, в любом случае 
а +  р +  у =  180°, и поэтому без ограничения общности можно счи
тать, что а  ̂ 6 0 °. Достроим треугольник ВЕО до параллелограмма 
ВЕОК  (рис. 68). Рассмотрим треугольник АОК- Так как 
/САОК= а  ̂ 6 0 ° , то величина одного из двух других углов 
треугольника АОК  не превосходит 60°, т. е. величина одного 
из углов АКО  или КАО не превосходит величины угла АОК. 
Следовательно, либо А О ^ А К ,  либо /СО^Д/С, а так как и ДО, 
и к Ь  =  ВЕ больше 2, то А К > 2. Поскольку А К ^ А В В К =  
= АВ-\-ЕО ,  отсюда следует, что Д в +  Е О > 2 ,  т. е. одна из сторон 
данного шестиугольника, АВ  или ЕО, больше 1.

79. Ответ .  к =  п =  1; 8; 9.
Докажем, что если искомые п и к  существуют, то п =  к. 

Предположим, что п > к .  Тогда пп> к п> к к. С другой стороны, 
поскольку по условию число пп имеет к цифр, оно меньше 
числа кк, имеющего п цифр. Получили противоречие. Аналогично 
доказывается, что случай п < к  также невозможен. Таким об
разом, если п и к ,  удовлетворяющие условию задачи, существу
ют, то п =  к. Остается, следовательно, выяснить, при каких п число 
пп имеет п цифр.

Число М имеет т цифр, если выполняются неравенства 
10т-1 10'". Отсюда следует, что если число пп имеет
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п цифр, то л < 1 0 .  Действительно, если п ^ 1 0 , то пп ̂ 10", т. е. 
число пп имеет не менее чем я + 1  цифру. Далее имеем:

11 =  1, 22= 4 ,  З3 =  27, 44 =  25б, 5®=3125, 
б6 =  363 <  403 =  43-103 =  64-103<  105, 

77= 7*493< 7*503 =  7*53* 103=875* 103<  10®, 
108> 8® = 644>  604 =  64* 104 =  362* 104>  107, 

109> 9 9=9*814>  9*84* 104 = 9 - 6 4 2* 104> 9 - 6 2- 10*> 10®.
Из этих соотношений следует, что условию задачи удовлетворяют 
только п =  1, 8 и 9.

80. Проведем через точку В прямую, параллельную прямой 
СХ, и обозначим через М точку пересечения этой прямой с про
должением катета АС  (рис. 69). Тогда АЕА-ВМ. Прямоугольные 
треугольники АСЕ и ВСМ равны, поскольку АС =  СВ по условию 
и А С А Е =  А С В М  как углы с соответственно перпендикуляр
ными сторонами: А С ± В С , А Е ± В М .  Следовательно, й С = С Е =  
=  СМ. Из равенства й С = С М  и параллельности прямых /Ж , 
СЕ и МВ по теореме Фалеса получаем, что КЕ =  ЕВ.

Приведем в т о р о е  решение задачи. Рассмотрим поворот плос
кости вокруг точки С на угол .90°, при котором образом точки А 
является точка В. Для произвольной точки М  будем обозна
чать через М' ее образ при указанном повороте. Тогда, очевидно, 
О С = С Е  =  С'Е' =  СЕ' (рис. 70). Образом прямой АЕ  при указан
ном повороте является прямая А 'Е ' =  ВЕ ', перпендикулярная 
прямой АЕ  и, следовательно, параллельная прямым й К  и СЕ. 
Итак, й С = С Е '  и ОК\\СЕ\\Е'В. По теореме Фалеса получаем, 
что /(Х =  7,В.
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81. а) Докажем, что можно так поставить кошек на краю 
доски, что они сумеют съесть мышку. Выберем одну из двух 
проходящих через клетку, на которой стоит мышка, диагоналей 
(назовем ее исходной) и поставим кошек на концы этой диаго
нали (рис. 71). После хода мышки нужно сдвинуть кошек так, 
чтобы все три фишки снова оказались на одной диагонали, 
параллельной исходной, и при этом расстояние между кошками 
(т. е. число клеток между кошками по диагонали) уменьшилось 
на единицу (на рисунке стрелками указано, куда сдвигаются 
кошки в ответ на ход мышки). Легко видеть, что такой ход у 
играющего за кошек всегда найдется и что описанная стратегия 
выигрышная для кошек: если мышка после некоторого хода по
падает на край доски, то она съедается одной из кошек на 
следующем ходу; если же мышка перемещается так, что она не 
попадает на край доски, то все равно она будет съедена кош
ками не позднее чем через п ходов, где п — число клеток (т. е. 
расстояние) между кошками в начальный Момент.

б) Проведем через клетку, на которой стоит мышка, обе диаго
нали. Эти диагонали разобьют доску на четыре части (верхнюю, 
правую, нижнюю и левую), границами которых служат отрезки 
указанных диагоналей. Поскольку кошек три, внутри по крайней 
мере одной из этих четырех частей нет ни одной кошки (на ри
сунке 72 таких частей две: верхняя и нижняя). Проведем внутри 
этой части (горизонтальный или вертикальный) отрезок, соеди
няющий мышку с краем доски (на рисунке это вертикальный 
отрезок, лежащий в нижней части). Докажем, что если мышка 
будет двигаться к краю доски по этому отрезку, то она не будет 
съедена кошками. Рассмотрим для определенности случай, когда 
проведенный отрезок лежит в нижней части доски. Тогда после 
каждого хода мышки ни в нижней (относительно нового по
ложения мышки) части доски, ни на ее границе, ни в клетках,
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примыкающих (по сторонам) к границе, не будет ни одной кошки, 
и поэтому мышка, двигаясь вдоль указанного отрезка, сможет 
беспрепятственно достичь края и спрыгнуть с доски.

82. Докажем, что для всех натуральных п ^ 2  справедливо 
утверждение: числа 1, 2, 3, ..., 2" можно расставить так, чтобы 
полусумма любых двух из этих чисел не равнялась ни одному из 
чисел, поставленных между ними. Воспользуемся методом мате
матической индукции. При л= 2  утверждение очевидно: расста
новка 1, 3, 2, 4 искомая. Предположим, что утверждение дока
зано для п =  к. Пусть а|, а2, аз, .... а2»— расстановка чисел 1, 2, 3, 
..., 2*, удовлетворяющая условию задачи. Докажем, что 2*+ 1 чисел 
1, 2, 3, ..., 2**' можно расставить так, чтобы выполнялось 
условие задачи. Рассмотрим следующее множество, состоящее 
из 2*+| натуральных чисел: 2а| — 1, 2а\, 2а*— 1, 2а2, 2аз— 1, 
2аз, —, 2о2. — 1, 2а*. Легко видеть, что все входящие в это мно
жество числа различны и каждое из этих чисел не превосходит 
2*+ |, отсюда следует, что указанное множество с точностью до 
порядка записи входящих в него чисел совпадает с множеством 
1, 2, 3, ..., 2*+ |. Докажем, что

2й |, 2аг, 2аз, .... 2 а * , 2 а | — 1, 2 а2— 1, 2 аз— 1, ..., 2а* — 1 —
искомая расстановка чисел 1, 2, 3, ..., 2*+ |. В самом деле, так как 
первые 2* чисел четные, а последние 2* чисел нечетные, то 
полусумма любых двух чисел, одно из которых выбрано из первых 
2* чисел, а второе — из последних 2* чисел, не является целым 
числом, т. е. заведомо не совпадает ни с одним из чисел, стоящих 
между двумя выбранными числами. В силу предположения 
индукции полусумма любых двух из первых (последних) 2* чисел 
не равняется ни одному из чисел, которые стоят между ними. 
Следовательно, приведенная расстановка чисел действительно 
удовлетворяет условию задачи.

Утверждение задачи является частным случаем доказанного 
утверждения при л =  5.

83. Пусть хорда некоторой окружности получена из 
хорды Р|Рг этой окружности поворотом на угол 2а (иа рис. 73 
по часовой стрелке) относительно центра О окружности. Тогда 
середина Р хорды Р)Р2 переходит в точку 5  пересечения прямых 
(?|С>2 и Р|Р2 в результате последовательного выполнения двух 
преобразований: поворота (в том же направлении) на угол а  
относительно центра О и гомотетии с центром О и коэффициентом
■^Ьг- ПРИ этих преобразованиях образом каждого треугольника
является подобный ему треугольник.

Пусть 2а — это угол, поворотом на который из треугольника 
АВС  получен треугольник А\В\С\. Тогда треугольник Д2в 2С2 
получается из треугольника с вершинами в серединах К, М 
сторон треугольника АВС  последовательным выполнением двух 
указанных выше преобразований и потому подобен треугольнику
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в

Рис. 73

К1*М (рис. 74). Утверждение задачи теперь следует из очевидного 
замечания, что у каждого треугольника АВС  середины К, I*, М 
сторон являются вершинами подобного ему треугольника.

84. О тв ет . 4--
Прежде всего заметим, что первый игрок может обеспечить вы

полнение равенства 5 Д^У2 =-^- независимо от того, как будет
играть его соперник. Действительно, для этого ему достаточно 
в качестве точек X и X взять середины сторон АВ  и АС  соответ
ственно. Тогда отрезок XX будет средней линией в треуголь
нике АВС, параллельной стороне ВС, и поэтому независимо от 
положения точки У на стороне ВС будем иметь:

’ддг гг   1 с
— 4" ° д л  в с

Итак, первый игрок всегда может добиться того, что искомая 
площадь будет не меньше .

Покажем теперь, что второй игрок может надлежащей Игрой 
обеспечить выполнение неравенства 8 ^ хуг как бы ни играл 
первый, и, следовательно, искомое наибольшее значение площади 
треугольника ХУХ равно Укажем стратегию второго игрока,
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позволяющую ему добиться, чтобы искомая площадь была не
больше : после того как первый игрок выбрал точку X  на
стороне АВ, выбрать точку К еВ С  так, чтобы отрезок XV был 
параллелен стороне АС. Действительно, в этом случае, обозначив 
через Л и Н высоты соответственно треугольников ХВУ и АВС, 
независимо от положения точки 2  на стороне АС  будем иметь 
(рис. 75):

В
' > ь х п = ± ( Н - к ) ‘ХУ,

$ ь л в с = \ н . А С ,

и так как ХУ
АС

_л_
н

то

’ддг гг - ( Н - Н ) - Х Г

>&лвс Т НАС

( Я - А ) А  1

ч 7 'н2

поскольку наибольшее значение квадратного трехчлена
( н - н ) н = - 2 —  ( л — | - ) 2

на множестве {Л |0^ Л ^ //} равно -1- Я2.
85. О тв ет . 4 + 4 ^ + 8 7 5 + 8 7 1 0 + 8 7 1 3 .
Пусть ^ 1̂ 2*.* з̂2 — произвольный 32-угольник. Тогда спра

ведливо векторное равенство
^|^2+^2>4з +  .” +>4з1̂ 4з2+>4з2>4| = 0 .

Если многоугольник А 1А 2...А32 выпуклый, то среди векторов, вхо
дящих в левую часть этого равенства, нет сонаправленных. Если 
все вершины многоугольника А 1А 2...А32 лежат в узлах клетчатой 
бумаги, то начало и конец каждого из векторов А\Аг, А2Аз, ..., 
4̂з1̂ 4з2, А 32А 1 лежат в узлах клетчатой бумаги. Итак, каждому 

выпуклому 32-угольнику с вершинами в узлах клетчатой бумаги 
соответствуют 32 вектора так, что: __

1) сумма всех 32 векторов равна 0;
2) среди этих векторов нет сонаправленных;
3) начало и конец каждого из 32 векторов расположены в 

узлах клетчатой бумаги.
Обратно: из любых 32 различных по направлению векторов, 

сумма которых равна 0, можно составить выпуклый 32-угольник. 
Если при этом эти 32 вектора таковы, что начало и конец каждого 
из них лежат в узлах клетчатой бумаги, то выпуклый 32-угольник 
можно составить так, что все его вершины будут расположены в 
узлах клетчатой бумаги.
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Отложим все 32 вектора от произвольной точки О плоскости, 
после чего занумеруем их подряд, например, по часовой стрелке 
числами от 1 до 32 (рис. 76). Зафиксируем теперь какую-нибудь 
точку_Л плоскости и отложим от точки А первый вектор: 
АВ =  а\ (рис. 77). От полученной точки В отложим второй 
вектор: ВС =  аг, от полученной точки С — третий и т. д. В итоге, 
отложив в порядке нумерации последовательно все 32 вектора, 
получим искомый выпуклый 32-угольник. Чтобы из данных 
32 векторов, начала и концы которых расположены в узлах клет
чатой бумаги, составить 32-угольник с вершинами в узлах клет
чатой бумаги, надо в качестве точки А взять один из таких узлов и 
выполнить затем указанные построения.

Резюмируя, приходим к выводу, что наша задача эквивалентна 
следующей, задаче:

«Найти набор из 32 векторов, удовлетворяющий условиям:
1) начало и конец каждого вектора, входящего в набор, лежат 

в узлах клетчатой бумаги;
2) никакие два из этих 32 векторов не совпадают по направ

лению; _
3) сумма всех векторов равна 0;
4) сумма длин 5* всех векторов, входящих в этот набор, ми

нимальна, т. е. для любого другого набора, содержащего 32 век
тора и удовлетворяющего условиям 1—3, сумма длин 5  всех 
векторов из набора удовлетворяет неравенству 5 ^ 5 * » .

Если начало и конец вектора расположены в узлах клетчатой 
бумаги, то его длина может принимать одно из следующих зна
чений (рис. 78, а—к):

1, л]2, 2, у5, 2У2, 3, лДО, УТЗ, 4, Зл/2, ... .
При этом существует п<>-4 таких вектора длиной |,  -\/2, 2, 2л/2, 

3, 4, Зл/2, ... (рис. 78, е. «» к). по длиргой'-^, У1б,
УТЗ,... (рис. 78, г, ж, з)ги тТд{г При построении искомого набора из 
32 векторов естественно пытЗтЬся использовать векторы наимень
шей возможной длины. В соответствии с этим замечанием возьмем 
сначала 4 вектора единичной длины. Их сумма равна 0, и среди 
них нет ни одной пары сонаправленных векторов. Добавим к этим

Рис. 76 А Рис. 77
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векторам 4 вектора длиной д/2. Мы получим набор из 8 векторов, 
среди которых нет сонаправленных и сумма которых равна 0. 
Векторы длиной 2 мы не можем использовать, поскольку каждый 
из них сонаправлен с некоторым вектором длиной 1. Точно так же 
мы не можем использовать векторы длиной 2д/2 и 3, а вот векторы 
длиной д/5, д/Гб и д/ТЗ использовать можно. Включив в по
строенный набор из 8 векторов по 8 векторов длиной д/5, д/Гб и 
д/Гз, получим набор из 32  векторов, удовлетворяющий усло
виям 1—3. Докажем, что этот набор является искомым.

При построении этого набора мы использовали векторы 32 
различных направлений, причем для каждого из этих направлений 
среди коллинеарных векторов, имеющих это направление, мы вся
кий раз выбирали вектор с наименьшей длиной. При этом мы 
сумели построить набор из 32 векторов, удовлетворяющий усло
виям 1—3. Назовем направление допустимым, если существует 
хотя бы один вектор, имеющий это направление, начало и конец 
которого расположены в узлах клетчатой бумаги. Таким образом, 
при построении искомого набора мы использовали векторы 32 раз
личных допустимых направлений. Из способа построения нашего 
набора ясно, что для любого другого допустимого направления, 
отличного от уже использованных, наименьшая возможная длина,

1 I I

I I I
а)

I I
д)

б)

ж)

±Ш+
-Н Ф Н -

г)
Т  к Г 1 Ы I. 1 Н Г

ш ш ъ х ш я

Г4 Н Г-т - н ч !

$

ч
\ /*Ч>ч1 \

/
а.

Рис. 78
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которую могут иметь векторы с данным направлением и с на
чалом и концом в узлах клетчатой бумаги, больше УГз, т. е. 
превосходит наибольшую из длин векторов, входящих в по
строенный набор. Отсюда следует, что построенный набор из 
32 векторов, удовлетворяющий условиям 1—3, удовлетворяет и 
условию 4, т. е. является искомым.

Таким образом, наименьшее возможное значение периметра 
выпуклого 32-угольника с вершинами в узлах клетчатой бумаги со
стороной клетки 1 равно 4 -М л/2+8-\/5+8-\/Т0+8УТЗ. Вы
пуклый 32-угольник наименьшего периметра изображен на ри
сунке 79.

86. Занумеруем как-то строки данной квадратной таблицы 
13Х 13. Обозначим через х,- число отмеченных точек в 1-й строке. 
Тогда Х |+Х 2 +  ...+ Х |з= 53 . Будем говорить, что пара (р; д),
р, д = 1, 2......  13, р ф д ,  содержится в /-й строке, если в »-й строке
отмечены центры р-й и д-к (считая слева) клеток. Утверждение, 
которое мы должны доказать, можно теперь переформулировать 
следующим образом: при выполнении условия задачи найдется
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пара (ро; <7о). которая содержится в двух или более строках. 
Предположим противное: каждая пара (р; ?) содержится не 
более чем в одной строке. Всего в |-й строке содержится С\ =
=  Х‘**'2~  * * паР. причем в силу сделанного предположения пары,
содержащиеся в разных строках, различны. Отсюда следует, что 
общее число пар, содержащихся во всех тринадцати строках, 
не превосходит С?з =  78, т. е.

XI(*1 — 1) .  х2(х2—1) .  .  Х|з(Х|з—1 )  т о

2 ' 2 Т  — Т  2 ^
(*? +  *2 +  ... +  *?з) — (*1+ Х 2 +  ...+ Х 1з) ^  156- 

Следовательно, поскольку * |+ * 2  +  ...+ Х |з= 53 , справедливо не
равенство

х? +  х§ +  ...+х?з <  209.
С другой стороны,

(*1 —|—ДГ2 —|- ... —|—ДГ|з) 2 =  ДС? —|—ДС2 —|— — ДС?3 — (2*|*2 +
+  2Х|*з +  ... +  2Х|Х|з) +  (2 х 2*3 + 2*2*4+  . . .+ 2 * 2 * |з )  +  -  +  2*12*13,

и так как в силу неравенства о среднем арифметическом и среднем 
геометрическом 2*,*,-^  *?+*?, то
(*1 + * 2 +  ... +  *1з)2^ *?  +  *! +  ••• +*?3 +  (12*1 +  *2 +  ••• +  *?з) +

+  ( 1 1*2+*3 +  ... +  * ? з )  +  ••• +  (* ? 2  +  *?з) =  13(*? +  * 2  +  ... +  *?з) , 
т. е.

*?+*! +  ...+*?3 >  {Х'.± -Ц .з +Х'̂  >  209.

Получили противоречие.
87. Обозначим точки, в которых в данный момент времени на-, 

ходятся мухи, через Ми М2, Мз- Докажем, что если одна из мух 
в данный момент находится в вершине А, то центр тяжести тре
угольника, образованного мухами, является либо внутренней точ
кой отрезка ДЕ, где йЕ\\ВС  и Л Д :Д В = Л Е :Е С = 2:1 
(рис. 80, а, б, в), либо внутренней точкой треугольника АйЕ. 
Пусть для определенности М \= А .  Предположим, что точки М 2 и 
Мз лежат на стороне ВС (рис. 80, а). Центр тяжести треуголь
ника М 1М 2М3 — точка Р — лежит на медиане М\Р, причем 
М\(}:(}Е =  2 : 1. В силу выбора точек Д и Е отсюда следует, что 
<3 — внутренняя точка отрезка ДЕ. Если же одна из точек М 2 или 
Мз не лежит на стороне ВС  (на рисунке 80, б это точка М2) либо 
обе эти точки не лежат на стороне ВС (рис. 80, в ), то центр тя
жести С) треугольника М1М2М3 лежит внутри треугольника АОЕ. 
Действительно, продолжим медиану М\Р треугольника М1М2М3 за 
точку Р до пересечения со стороной ВС в точке Р'. Возьмем на 
стороне ВС точки Мг и Мз так, чтобы точка Р' была серединой 
отрезка М&Мз- Как доказано, центр тяжести <$' треугольника 
АЩМз является внутренней точкой отрезка ДЕ. Так как ЛД =
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А-М1

Рис. 80

=  2-АР < 2-А Р '= А С 1',  то точка О является внутренней точкой
«5 о

отрезка АС}' и, следовательно, лежит внутри треугольника АОЕ.
Итак, если в какой-то момент времени одна из мух находится в 

вершине А, то в этот момент времени центр тяжести треуголь
ника, образованного мухами, принадлежит фигуре Ф ,̂, состоя
щей из внутренних точек указанного выше треугольника АОЕ  
и внутренних точек его стороны ОЕ. По условию мухи ползают 
по сторонам треугольника АВС  так, что центр тяжести образо
ванного ими треугольника остается неподвижным. Следовательно, 
в любой момент времени центр тяжести треугольника, образован
ного мухами, принадлежит фигуре Фл . Поскольку по условию одна 
из мух побывала во всех вершинах треугольника АВС, заключаем, 
что центр тяжести треугольника, образованного мухами, при
надлежит также фигурам Фв и Фс (эти фигуры определяются 
аналогично фигуре ФЛ; все три фигуры изображены на рисун- 

я ке 81). Остается заметить, что центр
тяжести О треугольника АВС  — это 
единственная общая точка фигур ФЛ,

и ФЛ
88. Обозначим через х, у, г  соот

ветственно число нулей, единиц и дво
ек, написанных на доске. После выпол-

Т

*

Рис. 81
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нения каждой разрешенной условием задачи операции четность 
каждого из чисел х, у, г  изменяется. Пусть в результате выполне
ния нескольких операций на доске осталось только одно число. Тог
да одно из чисел х г у, г  равно 1, т. е. нечетно, а два других, равны О, 
т. е. четны. Следовательно, и в начале четность одного из чисел х, у, 
г  отличалась от четности двух других (это, таким образом, необхо
димое условие того, что в результате выполнения нескольких раз
решенных условием задачи операций на доске могло остаться одно 
число). Предположим для определенности, что первоначально 
четности чисел у  и г  совпадали и отличались от четности числа х. 
Докажем, что если при этом в результате выполнения нескольких 
разрешенных условием задачи операций на доске останется одно 
число, то этим числом будет 0 независимо от порядка выполнения 
операций. Доказательство проведем индукцией по количеству 
п = х + у - \ - г  чисел 0, 1, 2, первоначально записанных на доске.

Пусть первоначально на доске записаны два числа, т. е. 
х + у  +  г =  2. Так как четности чисел у  и г  одинаковы и отли
чаются от четности числа х, то отсюда следует, что дг=0, у = г =  1, 
т. е. записанные числа — это 1 и 2. Выполнив единственную воз
можную в этом случае операцию — стерев с доски числа 1 и 2 и 
записав вместо них 0, получим, что на доске записано единствен
ное число — 0. При п = 2 утверждение доказано.

Предположим, что утверждение справедливо при п = к ,  и до
кажем, что в таком случае оно справедливо и при п = к  + 1. 
После выполнения каждой операции четность каждого из чисел х, 
у, г изменяется. Следовательно, после того как будет выпол
нена первая из операций над к -1-1 записанными на доске числами, 
четности чисел у и г  снова будут одинаковы и будут отличаться 
от четности числа х. Так как при этом количество записанных 
на доске чисел уменьшится на 1, т. е. станет равно к, то в силу 
предположения индукции заключаем, что если после выполнения 
нескольких операций над этими к числами на доске останется 
только одно число, то этим числом будет 0 независимо от 
порядка выполнения операций. Следовательно, если после выпол
нения нескольких операций над исходным набором, содержащим 
х + у + г = к -\-1 чисел 0, 1, 2 и таким, что четности чисел у 
и г  совпадают и отличаются от четности числа х, на доске 
окажется записанным единственное число, то этим числом также 
будет 0. Утверждение д о к а з а н о .

89. а) Из условия задачи следует, что путей всего 20 и каж
дый путь однозначно определяется своим начальным отрезком. 
Занумеруем все пути по порядку слева направо числами 1, 2 ,.... 20 
так, как показано на рисунке 82. Из определения пути следует, 
что никакие два пути не могут пересекаться, т. е. один путь не мо
жет переходить через другой (но общую точку два пути, конечно, 
могут иметь). Отсюда и из условия, что никакие три из данных 
прямых не имеют общей точки, следует, что при любом к, удовлет
воряющем неравенствам 2 ^ 6 ^  19, (к— 1)-й и (Л +1)-й пути
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Рис. 82

не имеют общих точек (они лежат по разные стороны от 6-го пути);
(6— 1)-й путь может иметь с 6-м путем общие точки, не совпа
дающие с общими точками (6-{-1)*го и 6-го путей (рис. 82).
Значит, пути с нечетными номерами не имеют общих точек, т. е. 
имеется не менее 10 путей без общих точек.

б) Для каждой из 20 прямых отрезок этой прямой, заключен
ный между краями полосы, делится другими 19 прямыми на 20 от
резков. Следовательно, всего внутри полосы имеется 20*20 =
= 400  таких отрезков. Поэтому хотя бы один из 20 путей должен 
содержать не менее 20 из этих отрезков, поскольку в противном 
случае общее число отрезков внутри полосы было бы меньше чем 
20*20 =  400 (каждый отрезок принадлежит некоторому пути).

Легко видеть также, что утверждение этого пункта следует из 
утверждения пункта в).

в) Рассмотрим путь с номером 10. Для каждой из 20 прямых 
точка пересечения этой прямой с нижним краем полосы лежит по
одну, а точка пересечения с верхним краем полосы — по другую * 
сторону от этого пути либо на самом пути. Таким образом, каждая 
из 20 прямых имеет с рассматриваемым путем общую точку, а 
стало быть, и общий отрезок. Следовательно, путь с номером 10 
проходит по всем 20 прямым. Аналогично можно доказать, что и 
второй «средний по номеру» путь — путь с номером 11 — также 
проходит по всем 20 прямым.

90. Обозначим буквой О центр стола, буквами С*, 1 ^ 6 ^ 5 0 ,  
центры часов. Пусть А», В*— диаметрально противоположные 
точки окружности с центром С*. Выберем их так, чтобы все 
векторы С*А* были одинаково направлены, причем это направ
ление не было параллельно ни Одной из прямых ОС*. Не умень
шая общности, можно считать, что сумма расстояний от центра 
стола до точек А* не превосходит такой же суммы расстояний 
до точек Вк. В противном случае можно поменять местами
точки А* и Вк- Поскольку ОС* =-1- (ОА* +  ОВ*) и точки О, А*, В*
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не лежат на одной прямой, то ОС* <  -!• (ОД*+ОБ*). Складывая
все 50 таких неравенств и пользуясь тем, что сумма длин отрезков 
ОАк не превосходит суммы длин отрезков ОБ*, найдем, что сумма 
расстояний от центра стола до центров часов меньше, чем сумма 
расстояний от центра стола до точек Б*. Момент времени, когда 
концы минутных стрелок совпадают с точками Б*, отвечает усло
вию задачи.

91. Выпишем такие 1000 чисел:
1, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, ..., 5, 6, .... 6........ 10.....  10, 11.......  11 —

8 16 256 488
и будем последовательно составлять строки из чисел так, как это 
указано в условии задачи. Легко проверить, что при этом строки 
с номерами 10 и 11 имеют вид:

256, .... 256, 488......  488,
512 488

512, ..., 512, 488, ..., 488,
512 488

а двенадцатая строка совпадает с одиннадцатой. Таким образом, 
выписанные 1000 чисел дают пример, требующийся в пункте в) за
дачи.

Докажем теперь утверждение а). Легко видеть, что каждая 
строка, начиная со второй, с точностью до перестановки эле
ментов будет иметь вид:

Х \  ДГ|, Х2 Х 2. Х 5 Х: . (1 )

Х\ Х 2 X*

При этом среди чисел х\, х2  х5 могут быть одинаковые и
обязательно выполняется равенство

х\ -\-х2 -4***= 1000. (2)
Если числа x^, х2, ..., х, попарно различны, то все последующие 
строки будут совпадать со строкой (1). Если же среди чисел 
х\, х2, ..., х$ есть равные, то представление (2) для строки, сле
дующей за (1), будет иметь менее чем 5 слагаемых. Таким об
разом, число 5 будет уменьшаться с ростом номера строки до тех 
пор, пока все числа х,- не станут различными, и, значит, количество 
различных строк будет не больше, чем количество различных 
чисел среди первоначально выписанного набора. Это доказывает 
утверждение а).

Для доказательства утверждения б) рассмотрим следующую 
задачу. Предположим, что имеется п спичек, разбитых на 
несколько групп. Будем проделывать с ними следующие операции.
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Рис. 83

Объединим вместе все группы, состоящие из одинакового числа 
спичек. На следующем шаге с новым набором групп опять про
делаем ту же операцию и будем поступать так до тех пор, пока не 
получим группы, состоящие из различного количества спичек. 
Число шагов объединений групп обозначим буквой к. Справедливо 
неравенство 2 * ^  п.

Например, если 4 спички разложить на 3 группы по 1, 1 и 2 
спички, то процесс объединения групп завершится через 2 шага 
(рис. 83):

1. 1, 2
2 , 2 

4
Легко проверить, что и при иных распределениях 4 спичек на 
группы процесс объединения завершится не далее как через 2 ша
га. Утверждение будет справедливо для 3, 2 и для 1 спички.

Ясно, что представление (2) для второй строки чисел из усло
вия задачи можно рассматривать как разбиение 1000 спичек на 
группы по х\, х 2, .... хг спичек, а представление (2) для всех по
следующих строк образуется в-тбчности Так же, как наборы групп 
спичек из предыдущих наборов. Наибольшее целое число к с усло
вием 2*^  1000 есть 9. Если считать задачу о спичках решенной, 
то можно заключить, что за второй строкой чисел последует не бо
лее 9 строк до начала повторения и, значит, общее количество
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различных строк будет не больше чем 2 + 9  =  11. Итак, для завер
шения доказательства утверждения б) достаточно решить за
дачу о спичках. Пусть п > 4  и для всех наборов спичек в коли
честве, меньшем я, утверждение задачи верно. Рассмотрим 
исходное распределение я спичек на группы и обозначим буквой к 
номер последнего шага, на котором завершится процесс объеди
нения групп. По крайней мере одна из групп спичек, обозначим 
ее А, получившихся по окончании объединений, образовалась в ре
зультате соединения на последнем шаге нескольких равночислен
ных групп спичек. Среди этих групп должна быть группа, обозна
чим ее В, образовавшаяся на шаге с номером к — 1, иначе группа А 
образовалась бы раньше, чем на последнем шаге. Поместим как- 
нибудь все спички, входящие в группу В, а число их обозначим
буквой т. Ясно, что т ^  . Если теперь из исходного набора
групп спичек убрать все спички, кроме помеченных, то получим 
некоторое распределение т спичек на группы, процесс объеди
нения которых за к — 1 шаг приводит к единственной группе
спичек В. Поскольку т ^  у  <  я и для т спичек утверждение
задачи верно, то 2*~ 1 ^  т и 2 * ^ 2 т ^ п .  Утверждение доказано 
для я спичек. Тем самым завершено и решение исходной задачи.

92. Следующее доказательство утверждения б) годится и для 
утверждения а), если считать, что точки В, Р и О совпадают. 
Обозначим буквами 0 \, Оч, Оз центры окружностей и проведем 
прямые 0|С , ОчА и ОзЕ. Точки пересечения этих прямых обозна
чим буквами К, Е, М (рис. 84). Четырехугольник 0 \й О ч А — 
ромб. Поэтому 0\0\\0чА,  и, значит, /Е С О \й =  АСКОч. Анало
гично доказывается, что и остальные центральные углы, опираю
щиеся на отмеченные дуги, равны соответствующим углам тре
угольника КЕМ. Так как сумма углов треугольника КЕМ равна 
180°, то получаем требуемое утверждение.

93. Так как *3= |д г |—хч\, то, не уменьшая общности, можно 
считать, что х \ ^ х ч .  Тогда дгз=дг|— хч, т. е. хз +  *2= * 1, и, опять 
не уменьшая общности, можно полагать, что дгз^дгг- Перенумера
ция, если это необходимо, первого и второго, а затем второго и 
третьего членов последовательности не приведет к изменению 
ее последующих членов. Из условия следует, что последователь
ность (хь) при не возрастающая и, кроме того,

дс*+|<дс*_|— Хь, к > 2 ,
т. е. : ’

* > 2 .  (1)
1 • и

Если ХЧ1> \ ,  то лг2о^*21^1 и- пользуясь неравенствами (1), 
последовательно находим:

■*19^-*20 +  *21 ^ 2 ,  ДС|8^Х|9 +  Х 2 0 ^ 3 , Х\1~^ Х\% +  Х | 9 ^  5
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и т. д. В конце вычислений получаем дгз^4181, дсг^6765, 
10946, что противоречит условию задачи.

94. Перенумеруем строки квадратной таблицы, изображенной 
на рисунке 4, снизу вверх числами

- 6 ,  - 5 ......  - 1 ,  0, 1....5, 6.
Аналогично перенумеруем столбцы слева направо числами

- 6 ,  - 5   - 1 ,  0, 1, ..., 5, 6.
Тогда каждой клетке таблицы будут сопоставлены «коорди

наты»— два числа /, /, равные номерам строки и столбца соот
ветственно, в которых лежит эта клетка. Клеткам «креста» от
вечают пары (<; /) , в которых одна из координат равна 0.

а) Предположим, что утверждение а) задачи неверно. Тогда 
жук, сидевший в центральной клетке (0; 0), должен улететь из 
этой клетки. Не уменьшая общности, можно считать, что он пере
летел на вертикальный ртрезок «креста», клетки которого имеют 
положительную вторую координату.

Обозначим буквой * наибольшее целое число, такое, что жук 
из клетки (0; /) перелетел в клетку (0; /), причем / ^ 1+ 2. 
Согласно предположению должны быть выполнены неравенства 
0 ^ / ^ 4 .  Рассмотрим клетку, в которую перелетел жук, сидев
ший в клетке (0; * + 1 ) .  По условию она должна быть соседней 
с клеткой (0; /) и, значит, имеет вид (0; к), где к удовлетворяет 
неравенству \ к —/| ^  1. Поскольку *— максимальный номер с ука
занным выше свойством, то й ^ »'+ 2. Согласно предположению 
кФ 1-1-2, 1+ 1, I, так что 1. Теперь имеем / —
^  (| +  2) — (*'— 1) = 3  вопреки неравенству | / — А | ^  1. Противо
речие означает справедливость утверждения а) задачи.

б) Утверждение неверно. Чтобы показать это, воспользуемся 
системой «координат», введя ее для таблицы на рисунке 5 так же, 
как это было сделано в а). Клеткам «рамы» будут соответство
вать пары чисел' (/; /) , одно из которых равно —6, 0 или 6, а 
другое не превосходит по модулю числа 6.

Допустим теперь, что жук, сидевший в клетке (/; /) , переле
тел в клетку с координатами (6— Ц'|; 6 — |/ |) .  Легко проверить, 
что жуки, сидевшие в соседних клетках «рамы», окажутся сосе
дями и после перелета, а кроме того, ни один жук не останется на 
месте и ни один не перелетит в соседнюю клетку.

в) Утверждение верно. Докажем это. Как и ранее, присвоим 
каждой клетке доски два целых числа: / — абсциссу и / — орди
нату, —4 9 < 1 4 9 ,  —4 9 ^ /^ 4 9 .  Назовем горизонтальной це
почкой клеток любую последовательность из 99 клеток, имеющих 
абсциссы —49, —48, .... 48, 49, в которой каждая клетка будет 
соседней с предыдущей (рис. 85). Аналогично, заменив слово 
«абсцисса» на слово «ордината», определим вертикальную це
почку клеток.

* Докажем, что на любой горизонтальной цепочке найдется жук, 
такой, что абсцисса клетки, с которой он взлетел, отличается от 
абсциссы клетки, на которую он опустился, не более чем на 1.

118



Рис. 85

Обозначим через х,- абсциссу той клетки, на которую опустился 
жук, сидевший на клетке цепочки с абсциссой —4 9 ^ 1 ^ 4 9 . 
Если *«9> 4 8 , то утверждение справедливо. В случае дс«9^ 47 
обозначим буквой к наименьшее число, такое, что 2.
Ясно, что к ^  — 47. Тогда дс*_|> (к— 1) — 2, т. е. ~ ^к—2. 
Клетки с абсциссами **_ | и х*. на которые сели жуки, взлетевшие 
с клеток цепочки с абсциссами Л — 1 и к, согласно условию 
должны совпадать или быть соседними. Поэтому |х*_ |— дс*|^ 
^  1 и **_| ^дг* +  1 24- 1 = к — 1. Итак, — 1 —
— (к — 1 )^ 0 , т. е. утверждение выполняется для жука, сидев
шего на клетке цепочки с абсциссой Л— 1.

Аналогичное утверждение выполняется и для вертикальных 
цепочек клеток, если в нем слово «абсцисса» заменить словом 
«ордината». Для доказательства достаточно повернуть доску на 
90° по часовой стрелке вокруг центра доски, заметить, что при 
этом вертикальные цепочки переходят в горизонтальные, и 
воспользоваться уже доказанным утверждением.

Назовем теперь клетку доски хорошей, если взлетевший с нее 
жук опустился на клетку, ордината которой отличается от орди
наты клетки взлета не более чем на 1.

■ Поскольку каждый вертикальный столбец доски является 
вертикальной цепочкой, то по доказанному ранее в каждом таком 
столбце должна быть хотя бы одна хорошая клетка. Докажем 
более сильное утверждение, что можно найти горизонтальную 
цепочку, состоящую только из хороших клеток. Возьмем какую- 
нибудь хорошую клетку, лежащую в вертикальном столбце с 
абсциссой —49. Будем подстраивать к ней хорошие клетки из 
последующих столбцов так, что в результате получится нужная 
горизонтальная цепочка. Пусть А — уже построенная клетка 
цепочки, абсцисса ее равна /< 4 9 .-  Покажем, как построить 
следующую хорошую клетку. ^

Обозначим буквой В  клетку, абсцисса которой равна /+ 1 ,  
а ордината равна ординате клетки, на которую перелетел жук, 
взлетевший с клетки А. Поскольку А — хорошая клетка, то 
А и В — соседние клетки доски. Докажем, что В  также хорошая 
клетка. Обозначим через ул и ув ординаты клеток, на которые
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опустились жуки, взлетевшие с клеток А и В. Так как А и В — 
соседние клетки, то \уА — ув |< 1 .  Но уА есть ордината клетки В 
(так эта клетка строилась). Следовательно, В — хорошая клетка.

Итак, существование горизонтальной цепочки, состоящей толь
ко из хороших клеток, доказано. Согласно установленному ранее 
факту в этой цепочке должна быть клетка С с абсциссой, отлича
ющейся от абсциссы клетки /), на которую опустился взлетевший 
с С жук, не более чем на 1. Поскольку С — хорошая клетка, 
то ординаты клеток С и Д также отличаются не более чем на 1. 
Но тогда С и 0  — соседние клетки. Следовательно, С есть клетка, 
существование которой и требовалось доказать.

95. Дадим сразу решение задачи из пункта г). Триангуляцию 
правильного треугольника со стороной 5 см можно будет получить 
гомотетией из центра правильного треугольника со стороной 3 см,
выбрав коэффициент гомотетии равным —. Это дает решения за-

О

дач из пунктов а), б) и в).
Пусть точки Ъ\ и Дг делят основание АВ  равностороннего 

треугольника АВС (АВ =  В С = А С = 3  см) на три равные части 
(рис. 86). Восставим из точек /?| и />г перпендикуляры к отрезку 
АВ. Определим теперь последовательность точек С о , С | ,  С г ,  . . .  
следующим образом. Положим С о  =  С  и выберем в качестве С\ 
любую точку, лежащую внутри треугольника АВС  на перпендику
ляре, восставленном из точки И\. Предположим теперь, что 1 ^ 2  
и точка С / _  ■ уже определена. Выберем точку С ,  (рис. 87) так, 
чтобы она лежала внутри треугольника ЛВС,-1 на том из двух 
проведенных перпендикуляров, который не проходит через точку 
С , _  |. Так как Л Ь ( =  Д|Ог =  ДгВ =  1 см, то стороны всех треуголь
ников Л С , _ | С „  В С , _ | С ,  будут больше 1 см. Ясно, что процесс по
строения точек С,- может продолжаться неограниченно долго. 
Как только будет построена точка С б о о ,  треугольник АВС  будет 
разбит на 2 -5 0 0 +  1 =  1001 «большой» треугольник.

С
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96. а) Повторим подряд 9 раз группу цифр 123...89. В ре
зультате получится число

123...8912...9...12...89, 
записанное с помощью 81 цифры. В первой группе оставим неза- 
черкнутой первую цифру заданного числа, во второй группе — 
вторую цифру и т. д. Таким образом, ясно, что выписанное 
81-значное число универсально.

б) Если в выписанном в пункте а) числе переставить каким- 
либо способом цифры в пределах каждой из групп, то получив
шееся число также будет универсальным. Расположим цифры во 
второй, в четвертой, в шестой и в восьмой группах в порядке убы
вания. В результате получим универсальное число

12...8998...2112...8998...2112...89.
Если в универсальном числе вычеркнуть одну из двух рядом 
стоящих одинаковых цифр, то получившееся число сохранит 
свойство универсальности. Теперь ясно, что из выписанного 
81-значного универсального числа можно вычеркнуть четыре 
цифры 9 и четыре цифры 1 так, что оставшееся 73-значное число 

12...898...212...898...212...89 
останется универсальным.

в) Назовем натуральное число ^-универсальным, если в его 
записи присутствует только к различных цифр й|, ..., а* и если 
вычеркиванием части его цифр можно получить любое наперед за
данное Л-значное число, в записи которого присутствуют все 
цифры а|, ..., а». Например, 232 есть 2-универсальное число, 
1231231 есть 3-универсал ьное число, числа, названные в условии 
задачи универсальными, будут теперь называться 9-универсаль- 
ными.

Докажем, что в каждом ^-универсальном числе некоторая 
цифра встречается не менее к раз. Предположим, что это утверж
дение неверно и к — наименьшее число, для которого найдется 
^-универсальное число

А = а 1)а1г...а1ы,
каждая цифра которого встречается в записи А менее чем к раз. 
Ясно, что к ^ З .  Пусть г — наименьшее число, такое, что набор 
индексов /|, /г, .... }г содержит все цифры из множества а.\, ..., а*. 
Тогда, очевидно, г ^ к и  индекс }г отличен от всех предшествующих 
индексов /|, ..., }г- 1. Вычеркнем из числа а/г+|а/г+1...а/А) все цифры, 
совпадающие с а( , и получившееся число' обозначим буквой В. 
Так как из ^-универсального числа А вычеркиванием можно полу
чить число а/г аи при любых попарно различных индексах
/|, ..., /*_ь отличных от /’„ то В есть (к— 1)-универсальное число. 
В силу того что к — наименьшее число, для которого высказанное 
утверждение предполагается неверным, для числа В это утверж
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дение справедливо и, значит, некоторая цифра а,- числа В участ- 
вует в его записи не менее Л— 1 раз. Так как отрезок а ^ а ^ —а-, 
числа А содержит все к цифр а | , .... а* и, в частности, а,-, то цифра 
сц встречается в записи А не менее к раз. Полученное противоречие 
означает справедливость утверждения для ^-универсальных чисел 
при любом к. Взяв к = 9, получаем утверждение в) условия за
дачи.

г) Будем для краткости использовать обозначение (6 |...6,)* 
для повторяющейся последовательно к раз группы цифр Ь\...ЬГ. 
Так, (123)г12 будет обозначать 8-значное число 12312312.

Укажем теперь, как построить универсальное число, записы
ваемое 67 цифрами. Рассмотрим 58-значное число

С =(123 ...8 )712.
Допишем к нему девять цифр 9. Первую из девяток припишем 
сначала, а вторую — в конце числа С. Оставшиеся семь девяток 
распределим по одной в каждой из повторяющихся 7 раз групп 
цифр 123...8. В первой группе поставим 9 после 8, во второй — 
после 7, в третьей — после 6 и т. д. В последней группе поставим 
цифру 9 после 2. Докажем, что получившееся 67-значное число

Д=912...8912...79812...6978...81293...89 
будет универсальным.

Для этого установим предварительно следующее утверждение. 
Пусть Ь\, ..., Ь, — попарно различные цифры, к — целое число,
О < 6 < г .  Тогда из числа______________

Е =  (Ь\...Ьг)кЬ\...Ьг-к, 
зачеркнув некоторое количество цифр, можно получить любое 
число вида Ь1Г..Ь, с попарно различными индексами Ц, ..., /*+|. 
Докажем это утверждение индукцией по к. При 6 = 0  оно оче
видно. Пусть теперь 6 ^ 1 .  Если к, то утверждение
выполняется, так как Ьи можно выбрать среди последних г — к 
цифр числа Е, а Ь , ..., ои — по одной из каждого набора Ь\...Ь,. 
В случае ц + | > г — к перепишем число Е в виде

Е   (6 |...Ьг)к—I Ь | ...ЬгЬ | ...6г — к'
Среди последних г цифр числа Е зачеркнем все цифры, кроме
Ьи+1, а в оставшемся числе_______________

(Ь\...Ьг)к-\Ь\...Ьг-кЬи^1
вычеркнем все цифры 6<>+|, кроме последней. Так как 
(г— 1) — (к — 1) = г —к, то согласно индуктивному предположе
нию в числе _______

...Ьг)к—\Ь\...Ь,—к
можно вычеркнуть ряд цифр так, что останется число Ьи ...Ьи . 
Утверждение доказано.

Перейдем теперь к доказательству универсальности числа Д. 
В соответствии с доказанным, вычеркнув из числа С некоторое
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количество цифр, можно получить любое 8-значное число а|...ав, 
записываемое различными цифрами 1, 2, 8. Поэтому из Б  вы
черкиванием можно получить любое 9-значное число с попарно 
различными ненулевыми цифрами, начинающееся с цифры 9 или 
заканчивающееся на 9. Пусть теперь а\...ад — число, записыва
емое попарно различными ненулевыми цифрами, а$+1= 9, 

В записи числа Б  девять раз присутствует цифра 9. 
Вычеркнем из Б  все девятки, кроме той, которая имеет среди них 
номер 5 - |- 1. Получится число

(12...8Ь_,12...(9—5 )9 ( (1 0 -5 ) .. .8 1 .. .(9 -5 ) )7-5 (10-5 )...812 . 
Так как 8 — (5 — 1) = 9 —5, то по доказанному выше из числа 
( 12...8) , _ | 12...(9 —5) можно вычеркнуть ряд цифр так, что оста
нется число а|аг...в;. Аналогично в силу равенства

8 - ( 7 - 5) = 5 + 1  из ((10—5)...81...(9 — 5 ))7_*(10—5)...812
вычеркиванием цифр можно получить число а5+г...ад. Отсюда 
следует, что Б  — универсальное число. ^

97. Рассмотрим два соседних л  
звена ломаной АВ  и ВС. Продолжим
эти звенья за вершину В и получим . /  \
лучи ВЫ и ВМ, которые образуют С' /  \
угол МВЫ, закрашенный на ри- /  у )
сунке 88. Так как точки А и С лежат 
вне этого угла, то его стороны имеют \
со звеньями ломаной четное число А /
пересечений: сколько раз ломаная 
«зайдет» в него, столько же раз она
из него «выйдет». Образуем подобно /  X  и
углу МВЫ углы при всех вершинах. х.
Суммарное число пересечений сторон
этих углов со звеньями ломаной бу-
дет четным, а оно, очевидно, равно
числу особенных пар звеньев.

98. Обозначим сумму всех написанных чисел через 5. Рас
смотрим произвольную отмеченную точку, и пусть около нее напи
сано число а. Через эту точку проходит п~^2  прямых, соеди
няющих ее со всеми другими отмеченными точками. Так как 
сумма чисел вдоль каждой из этих прямых равна нулю, то 
0 = 5 +  (п — 1)а. Если 5 # :0 , то все написанные числа имеют один 
и тот же знак, который противоположен знаку их суммы. Этого 
не может быть. Следовательно, 5 = 0  и все числа также равны 
нулю.

99. См. решение задачи 23.
100. Задачу будем решать с конца и потому, вместо того что

бы убирать фишки, будем ставить их с соблюдением следующих 
условий. В самом начале имеем одну черную фишку (нулевой ход).
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На нечетном ходу будем ставить белые фишки так, чтобы после 
хода

( 1) у каждой из них была черная соседка;
(2) у каждой из белых фишек, поставленных предыдущими 

ходами, черных соседок не было.
На четном ходу ставим черные фишки с соблюдением анало

гичных условий. Пусть — максимальное число черных фишек, 
которое может быть поставлено за п ходов, включая начальную 
фишку, а §п — аналогичное число для белых фишек. Тогда 
/0= / ,  =  1 и =# 2  =  2. На каждом ходу может быть поставлено 
только такое количество фишек, которое не более чем вдвое 
превосходит количество фишек противоположного цвета, имев
шееся после предыдущего хода. В самом деле, на четном ходу, 
например, мы можем каждую черную фишку окружить двумя 
белыми, но большее количество белых фишек мы поставить не 
можем. Следовательно,

/г*+1 = / 2*=2^2*- I +^2*-2,
8 2к + 2= 8 2к+ 1  = 2 ^ 2 *  +  # 2 * -  I.

откуда, вычисляя, получаем таблицу:

1 1 2 3 4 5 6 7 8
и 1 5 5 29 29 169 169 985

2 2 12 12 70 70 408 408

Таким образом, /ч + #4= 41 . Поэтому после четырех ходов 
40 фишек остаться может. Ддя этого надо 3 хода класть мак
симально возможное количество фишек, а на четвертом ходу на 
одну фишку меньше максимального количества. Действительно, 
для выполнения условия (2) нам на четвертом ходу надо поста
вить не более 2 X 5 = 1 0  черных фишек для отделения «старых» 
черных фишек от белых. Из остальных 14 черных фишек, которые 
мы можем поставить четвертым ходом, можно поставить любое 
количество, в том числе и 13. Пункт а) разобран полностью.

Аналогично следует действовать и при решении пункта б) 
задачи. Так как /7+ # 7<  1000, то семи ходов недостаточно. 
Надо привести алгоритм расстановки 1000 фишек за 8 ходов. 
Как и в пункте а), первые 7 ходов делаем, ставя каждый раз 
максимальное количество фишек. Восьмым ходом для выполнения 
условия (2) необходимо поставить не более 169X 2=338 фи
шек, а сверх того мы можем поставить любое количество фишек 
от р до 478. Поэтому, н^восьмом ходу мы можем поставить 
423 фишки и довести общее и,х число до 1000.

101. Предположим, что гнр!мы решили и дальше продолжить 
свой процесс переливания молодса и продолжают его переливать до 
сих пор. Все гномы, таким образом, оказываются равноправ
ными. Рассмотрим любых двух рядом сидящих гномов А и В. 
Пусть х  — количество молока, которое разливает гном А, и у  —
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количество молока, которое разливает при следующем разливании 
сидящий за А  гном В. В момент разливания молока гномом А

у гнома В в кружке было у  — ~ х  молока. Разность этих коли
честв х — ( у — 4 'ДС)  =  Т * —У’ После разливания молока гно
мом В разность количеств молока у них в кружках становится 
равна -—у. Так как эта разность до следующего хода гнома А

не меняется, то ^ х ~ У = -̂ -У> откуда х = у .  Следовательно, все
гномы, когда приходит их очередь разливать молоко, разливают 
одно и то же количество молока х. В тот момент, когда первый 
гном разливает молоко, у других гномов, сидящих вслед за ним,

5 4количества молока в кружках равны соответственно
3 2 1 о б-^х ,  у х , у * ,  0. Из уравнения

* +  Т *  +  Т дс +  Т *  +  4 *  +  Т * = 3
найдем, что х  =  у  л. Следовательно, у гномов в кружках, если на-

С Е Д О
чать перечисление с первого гнома, было -2. л, -у- л, -у л, у  л, 
2 1 7 7 7 7

у  л, у  л, 0 л молока.
102. О тв ет, а) 49 и 1681; б) такие числа существуют.
а) Легко проверить непосредственным перебором, что чис

ло 49 — единственное двузначное особое число.
Пусть г2— особое четырехзначное число, т. е.

г2= 100дг2 +  «Д где 10^дс2< 1 0 0  и 0 < у 2< 100.
Тогда х ^ 4 .  Так как г >  10̂ , тр положим 5= 2 — Юле. Тогда 

2  =  (1 0 * + 5 )2=  ЮО^+гОзх+ж2.
Получаем у2=205дс+«2<  100, откуда 5 = 1  и х = 4 .  При этом 

1681 =  100-42 +  92, и  поэтому число 1681 является единственным 
особым четырехзначным числом.

б) Если особое шестизначное число г2 существует, то имеет 
место равенство г2 =  103х2 + у1, где 100^дс2<  1000 и 0 < у 2<  1000. 
Таким образом, г2— у2 =  ( г —у) ( г + у )  =  1000.x2. Отсюда следует, 
что числа г —у и г + у  являются четными числами. Пусть 
г — у = 2о. Тогда г + у = 2 ( у + у )  и, следовательно, о(о-|-«/) =  
=  250х2.

Для решения задачи требует^к: установить, имеет или нет 
полученнбе уравнение решение в7 Натуральных числах. Найдем 
решение этого уравнения прям&й 'НоЛбором. Длй этог,р по
ложим о= 250 , а в качестве х  воз!ШеМ Наименьшее натуральное 
число, для которого х2 >  250, т. выберем х =  16; кроме того, 
пусть у =  162—250= 6. Тогда тройка чисел о =250, х =  16, у = 6, 
как легко проверить, является рейгением данного уравнения и, 
кроме того, число г2=  1000-16 + 6 2= 2 5 6 036 является особым 
шестизначным числом. 125



З а м е ч а н и е .  Аналогичным рассуждением можно доказать, 
что для любого числа к > 0 существует особое число г2, имеющее 
46 +  2 знаков в своей записи.

103. Достаточно указать п отрезков [61; 21м], (62; 26г], ..., 
[6„; 2Ьп] , объединение которых содержит всевозможные суммы 
чисел из {а|, аг, ..., а„). Все эти суммы тогда разобьются тре
буемым образом на п групп: к 1-й группе надо отнести суммы, 
попадающие в »'-й отрезок.

Мы будем считать, что 01 < а 2< . . . < а п. Положим 6, =

_  а |+ 02+...+а, и покажеМ) что числа м ьп дают требуемую

систему отрезков. В самом деле, наименьшая и наибольшая 
суммы принадлежат этим отрезкам: а> принадлежит [61; 26|], 
а а\ +  а2 +  — +<*„ принадлежит [6„; 26„]. Остается показать, 
что ни одна сумма 5 не попадает в сзазор» между двумя от
резками [6,; 26,] и [6,+,; 26,+ |], т. е. 59Ё (26,; 6,+ |). Предположим, 
что 5 > 26 ,. Тогда

5> а1  +  а2 +  ...+ а , 
и, следовательно, в сумму 5 входит слагаемое а,, где / >  / + 1. 
Но тогда 5 ^ а ,+ | и 2 5 > 0 |+ 0 2  +  ... +  а/ +  ан.|, откуда 5 > 6,+|, 
что и требовалось доказать.

104. а) Рассмотрим 25 ящиков, номера которых состоят из 
цифр 0, 1, 2, 3, 4, и 25 ящиков с номерами из цифр 5, 6, 7, 8, 9. 
В совокупности они образуют 50 ящиков, в которые можно 
разложить все билеты, так как каждый номер билета содержит 
или две цифры первой группы цифр, или же две цифры второй 
группы.

б, в) Пусть 5  — некоторый список номеров ящиков, в которые 
можно разложить все билеты. Пусть а.\ — цифра, с которой 
начинается наименьшее число номеров из 5. Заметим, что номер 
0 |0 | принадлежит 3, так как билет с номером 010101 не опустить 
ни в какой другой ящик. Пусть номера аи*!, аг,... принадлежат 3. 
Тогда имеется еще по крайней мере I номеров в 3, начинающихся 
с цифры аг, по крайней мере / номеров, начинающихся с аз, 
и т. д. Всего в 3  имеется по крайней мере /2 номеров, на
чинающихся с цифр а|, аг, .... а/. Рассмотрим теперь билет с 
номером 0 |а*ат, где к > 1  и т > 1.  Он может быть положен 
только в ящик с номером ОкОт, так как ящиков с номерами 
й|Ок и 0 |0т в 5  нет. Это значит, что в 3  имеется еще по крайней 
мере (10 — / ) 2 ящиков, а всего не менее / ^ ( Ю —/) 2. Этот 
квадратный трехчлен принимает наименьшее значение, равное 50, 
при 1=5.

105. О тв ет. 88.
Тот факт, что число ая является ближайшим целым числом 

к лЯ  означает, что
|-\/«—О я К у , я = 1, 2........
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Докажем теперь, что в данной последовательности Оп каждое 
натуральное число т ( т =  1, 2, ...) встречается ровно 2т раз. 
Действительно, пусть ая =  т, тогда из неравенства \^/п — т\ <

находим, что

т — < ^ п  < /п  +  у ,  или т 2 — т  <  п т 2 -|- т .

Но в полуинтервале (т2 — т ; т 2 +  т ]  содержится 2т натураль
ных чисел л, что и утверждалось.

Разобьем теперь искомую сумму на 44 группы слагаемых так, 
чтобы в каждой группе участвовали только равные элементы 
последовательности ал; имеем:

(г + г) + (г  + ̂  + Г + 5т) +"•+ (г“ + Г- + -  + ̂ -)-\ а |  Д2 /  \ а з  0 4  Об О б /  4 0 1 8 9 3  о  1894 0 ( 9 8 5 /

Сумма чисел в каждой группе равна 2, поэтому искомая сумма 
равна

2 + 2 + ... + 2=88.
44 числа

106. Проведем через точки А и О прямые, параллельные 
соответственно прямым ВС и МС. Тогда треугольники ВМС 
и АОЕ  равны (рис. 89). Четырехугольник ЬМСЕ  является парал
лелограммом, поэтому А М О С =  АОСЕ.  Кроме того, по условию 
А О А Е =  АМ ОС\  следовательно, А О А Е  =  А  ОСЕ. Так как эти 
два последних угла опираются на один и тот же отрезок ОЕ, то 
точки А, Д  Е и С лежат на одной окружности. Углы АСО и АЕО 
опираются на одну и ту же дугу 4̂  ̂ этой окружности, по
этому величины их равны. Отсюда и из равенства треуголь
ников ВСА и АЕО  получаем нужное утверждение.
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107. Предположим, что при некотором натуральном т  число 
1978"* — 1 делится на число 1 ООО"* — 1. Тогда число (1978т — 1) — 
— (1 ООО"* — 1) =  1978"* — 1 ООО"* =  2т (989т —500") также делится 
на 1 ООО"* — 1. Так как число 1000"* — 1 является нечетным, то 
заключаем, что на 1000"* — 1 делится число 989я1 — 500т . Но 
этого быть не может, так как при любом натуральном т имеем:

989” -  500™ <  1000"* -  500я* <  1000я* - 1 .
Полученное противоречие доказывает нужное утверждение.
108. О тв ет , а) п =  7; б) -—
а) Пусть Р„(}п — отрезок длины 3я, л бЛ 1, с центром в сере

дине отрезка АВ. Нетрудно показать (например, по индукции), 
что множество Кя состоит из всех точек отрезка РпС}п, нахо
дящихся на целочисленном расстоянии от точки А, и включает 
точки Р„ и <}п (рис. 90). Так как точка (}„ наиболее удалена
от точки А и длина отрезка АС}„ равна — , то в множестве
Кп впервые появится точка, находящаяся на расстоянии не менее 
1000, только тогда, когда число п является минимальным числом,
для которого выполнено неравенство 3 ^  1000. При л =  7 по
лучаем нужное неравенство 2188^  2000, а при п =  б имеем не
равенство 730 <  2000. Итак, искомым значением числа п является 
число 7.

б) Пусть /Со={>4, В, С), где АВС  — равносторонний треуголь
ник с длиной стороны, равной а. Построим на прямой АВ  точки 
Рп и ^ я, на прямой СВ точки В„ и 5„, на прямой АС точки Т„ и
IIп, которые находятся на расстоянии 3” • от соответствующих
середин отрезков АВ, СВ и АС  (рис. 91). Все эти шесть точек 
принадлежат множеству Кя (см. п. а)).

Заметим теперь, что все точки множества Кп содержатся 
внутри полосы, ограниченной прямыми РЯС1Я и Т„()„ (рис. 91), 
или на самих этих прямых (это легко можно доказать по индук
ции). Аналогично все точки множества К„ содержатся внутри еще 
двух полос (и на их границах), которые ограничены парами 
прямых (/„/?„, 8„ТЯ и Ря8„, (}яВп. Пересечением трех этих полос 
является выпуклый шестиугольник РяС1пРя(}яТпЗ п, который явля
ется, очевидно, наименьшим выпуклым многоугольником, содер
жащим все точки множества Кя.

Треугольники РЯВ8Я, Ря0 1 п и Т„А(}п подобны треугольнику



Оп I I
АВС  с коэффициентом подобия (см. п. а)) ,  а треуголь
ники Р„А1/„, КпВ<2п и Т„СЗ„ также подобны треугольнику АВС,

Оп  I
но уже с коэффициентом подобия 2 ■ . Таким образом, иско
мая площадь шестиугольника равна

_4_ 1С 9 9  _ о  (Зя+ 1 ) 2 , (3Л—!)2 о  32я+| — 1^ А Р яця “ Г  **АВС — 6 --------- 4------“ Г  6 -------4---------------- 2------- *

109. Ответ,  а) 1) Можно; 2) нельзя, б) из карточки (а; Ь) 
можно получить карточку (1; п) в том и только в том случае, 
если число л — 1 делится на число йу где й — максимальный 
нечетный делитель разности Ь— а.

Действие автоматов I, II, III будем обозначать стрелками 
с указанием номера автомата, например:

(а; 6) Д  (а  + 1; 6 + 1 ), (2а; 26) Д  (а; 6 ) ,
(а; 6 ), (6; с) Д  (а; с).

а) 1) Из карточЮГ (5; 19) можно получить карточку (1; 50), 
например, следующим образом:

1) (5; 19) Д(6;  20) Д .. .Д (1 9 ;  33),
(5; 19) , (19; 33) Д  (5; 33) Д  (6; 34) Д (3 ; 17) Д  
Д (4 ; 18) Д  (2;9);

2) (2; 9) Д ... Д  (9; 16),
(2; 9), (9; 16) Д  (2; 16) Д  (1; 8);

3) ( 1 ;8)Д ...Д  (8; 15) Д . . .Д  (15; 22) Д ...
... Д  (22; 29) Д . . . Д  (29; 36) Д  ... Д(36; 43) Д  ... Д  (43; 50);
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4) (1; 8), (8; 15)Ш (1; 15), (1; 15), (15; 2 2 )Щ (1; 22),
(1; 22), (22; 2 9 ) Д ( 1 ;  29), (1; 29), (29; Зб)Ш(1; 36),
(1; 36), (36; 43)Ш(1; 43), (1; 43), (43; 50) Ш (1; 50).

а) 2) В результате работы автоматов будут получаться карточ
ки (х; у), у которых разность у —х  делится на число 7, так как 
19 —5 = 1 4 = 2 - 7 .  Но число 100— 1= 99  на 7 не делится, и по
этому (1; 100) из карточки (9; 15) получить нельзя.

б) Докажем, что из карточки (а; Ь), Ь > а ^  1, можно получить 
карточку (1; я) тогда и только тогда, когда число я — 1 делится 
на число 4, где 4 — максимальный нечетный делитель числа Ъ— а.

Все карточки (х; у), получающиеся из карточки (а; Ь) в ре
зультате работы любого из автоматов (или их последователь
ной работы), обладают тем свойством, что число у —х делится 
на число 4. Отсюда следует, что для доказательства нужного 
утверждения достаточно доказать, что из карточки (а; Ь) можно 
получить карточку (1; 4 + 1 ) .  Действительно, если карточка 
(1; 4 + 1 )  уже получена в результате работы автоматов, то 
дальше можно действовать в два этапа:

1) (1; 4 + 1 )  Д ( 2 ;  4 + 2 )  Х . . Л  (</+1; 2 4 + 1 )  Д . . .  
. . . - 1 (2 4 + 1 ;  3 4 + 1 ) 4 - . . . ;

2) (1; 4 +  1), (4+ 1 ;  2 4 + 1 )  Щ (1; 2 4 + 1 ) ,
(1; 2 4 + 1 ) ,  (24+1;  3 4 + 1 )  Щ(1; 3 4 + 1 )  и т.д.

Таким образом, из карточки (1; 4 + 1 )  можно получить кар
точку вида (1; 4&+1), где к — любое натуральное число.

Нам теперь нужно доказать, что из карточки (а; Ь), 
Ь > а >  1 или а = 1 ,  Ь — нечетное число, можно получить 
карточку (1; 4 + 1 ) .

Для этого докажем, что из карточки (а; Ь) при условии 
Ь > а >  1 можно получить карточку с меньшими элементами. 
Рассмотрим несколько случаев.

1) Пусть а и Ь — нечетные числа ( а = 2 / + 1 ,  Ь— а=й1, т. е. 
6 =  2 / + 4 / + 1 ) .  В этом случае поступаем так:

а) (о; Ь ) Х . . . ^ ( Ь ;  2Ь - а ) ;
б) (а; Ь), (6; 2Ь - а ) 1Л ( а ;  2 Ь - а ) Х ( а + 1 ;  2 6 - а + 1 ) Д  

Д ( а + 1 .  2 Ь - а ± 1 ^  =  { 1 + 1 . 1 + ш + \)

Таким образом, из карточки (а; Ь) мы получили карточку (а—/; 
Ь — 1), уменьшив в ней оба числа.

2) Пусть а и Ь — четные числа (а =  2/, 6 =  а + 4 / ) .  Тогда, 
используя первый автомат, из пары (а; Ь) получим пару (2/+1;  
2 / + 4 / + 1 ) ,  у которой оба числа нечетные. Повторив процедуру,
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описанную в случае 1, получим пару (/-+-1; / + Л + 1 ) ,  уменьшив 
тем самым оба числа исходной пары на / — 1.

3) Пусть а — четное число, Ь — нечетное число (а=21, Ь =  
=  21-\-й1). В этом случае используем следующий алгоритм:

(21; 21+Ш) Х . . .Х ( 2 1 + Ш ;  21+2Ш),
(21; 21+Ш), (21+<Н; 21+2Ш) 1Л(21; 21+2Ш) Д  (/; 1+Ш),

уменьшив каждую из составляющих исходной пары (а; Ь) на 
число /.

4) Пусть а — нечетное число, Ь — четное число. Рассмотрение 
этого случая после применения первого автомата сводится к 
алгоритму предыдущего пункта, который даст уменьшение обоих 
составляющих пары (а; Ь).

5) Пусть а =  1, Ъ=21-\-\ — нечетное число. Тогда
(1; 2 /+ 1 )  Д ( 2 ;  2 / + 2 ) Д  (1; / + 1 ) ,

т. е. также получаем нужное умень
шение числа Ь из пары (1; Ь).

Рассмотренные выше случаи 1 — 
5 позволяют сделать вывод о том, 
что, повторив несколько раз опера
ции и алгоритмы, описанные в них, 
мы от пары (а; Ь) придем к паре 
вида (1; </+1).

Аз ПО. Рассмотрим д в а случая:
а) центр О окружности лежит 
внутри (рис. 92, а) вписанного 
л-угольника А\А 2—А„;
б) центр О окружности лежит вне 
(рис. 92, б, в) вписанного л-уголь
ника А\А 2...Ап-

й) Рис. 92 ^
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а) Пусть В | — точка, выбранная на стороне А 1А 2, и В\1*\ — 
часть стороны В\В2 я-угольника В\В2...Вп, заключенная в тре
угольнике ОВ\А2. Пусть В\Н\ — высота треугольника ОВ\А2. 
Тогда В\1*\^В\Н\.  С другой стороны, так как ОА2 =  В и 8 0В<Лг =

1 25
=  -х-В\Н\'ОА2, т о  Складывая теперь аналогия-2, К
ные неравенства, полученные для всех треугольников вида 
0 /М /+ 1, 0 Д 5 , ( /= 1 ,  2, п\ Л „+ |= Л |) ,  получим искомое
неравенство.

б) Как и в пункте а), в обоих случаях возможного располо
жения точки Вп на отрезке А\Ап (показанных на рисунке 92, в) до
казывается, что

5  0 25ОВ,>1, | 28ОА̂Вз о о 0̂3* 1̂ | ̂ Н д  , 0 2 0 3 ^    ̂ +   ----» —*

О О 25ОВ—й—. . 25ОА,_,А,_,Вп- 2Вп-\ ^  ^ ^ ------ .

Докажем теперь, что

Д п - . В п > 25^ — .

Пусть В\Н\ и Вп- \Н п — высоты соответственно треугольников 
А\В\М  и ЫВп-хАп. Тогда имеем:

5 о о и  28лхвхм о о -х. о у  25^  ̂
\ В п ^ В \ П \  =  ■■ , а п - \ В п ^ В п - \ П п  =  ----773----- •

5 0  2,^Л|в|М о  О >ч, 28ИВН-\АЯ\ В П ^ ------ ---- , В П— \ В П^  п  -

Так как и ЛМ„^/?, то отсюда получаем, что

В

Таким образом,

Б|Б2 +  В2Вз +  ... +  Вл_|Вл +  В|Бя^  +^о>1,в, +^ов,>1а +

+  ̂ <МаВа +  — + ,$0А1_1А1 +̂ >1,в,А1 ) ^
что и требовалось доказать.

111. Ответ,  б) Выигрывает начинающий,
а) Если п — четное число, то разобьем всю доску на прямо

угольники размером 1X2 клетки (на домино). Начинающий в 
этом случае может выиграть, так как может придерживаться 
следующей стратегии. Первым ходом он ставит фишку на вторую 
свободную клетку домино, которая содержит угловую клетку 
доски с первоначальным положением фишки. А дальше действует 
так: если фишка стоит на одной из клеток какого-то домино, 
то он ставит ее на вторую клетку того же домино. Когда все 
домино будут исчерпаны, второму игроку некуда будет поставить 
фишку.
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Рис. 93

Если п — нечетное число, то ра
зобьем на домино все клетки доски, 
кроме той, где первоначально стоит 
фишка. Ясно, что стратегия, описан
ная выше, теперь становится выиг
рышной для второго игрока.

б) Докажем, что в этом случае 
всегда выигрывает начинающий. Если 
п — четное число, то выигрышной 
стратегией снова является стратегия, 
описанная в пункте а).

Если п — нечетное число, то ра
зобьем на домино все клетки дос
ки, кроме угловой. Придерживаясь стратегии, описанной в
пункте а), начинающий игрок всегда может добиться того, что
второй игрок никогда не сможет передвинуть фишку в угловую 
клетку, соседнюю с клеткой первоначального положения фишки. 
Поэтому начинающий выигрывает, придерживаясь стратегии из 
пункта а).

112. Ответ.  Нет, не всегда (рис. 93).
ИЗ. Ответ.  4-.
Пусть АВС  — равнобедренный прямоугольный треугольник с 

гипотенузой АС, а Р(}В — равнобедренный прямоугольный тре
угольник с гипотенузой РВ, вписанный в треугольник АВС соглас- 
но условию задачи. Возможны два случая:

а) вершина О лежит на катете треугольника АВС-,
б) вершина (? лежит на гипотенузе треугольника АВС.
Пусть вершина ^  лежит на катете ВС. Вершину, лежащую

на гипотенузе АС, обозначим через Р (рис. 94). Опустим из 
точки Р перпендикуляр на катет ВС. Треугольники (}ВВ и РЭС} 
равны: у них равны гипотенузы ОД и ()Р и углы ВС}В и ^Р^.

Рис. 94 Рис. 95
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Если ВС}=х, В С = а,  то Р О = й С = х ,  ( )С = а — х  и <} й = В Р =  
=  С(? — СО =  (а— х) — х = а — 2х. Следовательно,

Ж}2 =  РВ2 +  ВС)2=  (а— 2х)2+ х 2= а 2 — 4ах +  5х?.
Площади подобных треугольников АВС  и РС)В относятся как 
квадраты их катетов. Поэтому

8РЯК _  КО1 _ 5 х * — 4 а х + а 1 _ е / *  ^ \ 2  ,  _ 1 _

5 Л в с  ВС2 а *  \ о  5  /  5  ‘

Мы видим, что отношение 3 Р1}/1:3ЛВС не меньше -1- и равно у  

при х = 4 - а. Итак, в рассматриваемом случае минимум отношения 

площадей равен 4- и достигается для треугольника Р()В, такого,
что В ^ : ^ С = 2 : 3 .

Пусть теперь вершина () лежит на гипотенузе АС. Пусть 
на АВ  лежит (рис. 95) вершина Р. Спроектируем точку ^  
на катеты ВС и АВ, получим точки Е и й  соответственно. 
Треугольники ^ Р ^  и (?РЕ равны, ибо равны их гипотенузы и 
острые углы ЕС)Р и ОС)Р. Поэтому равны и отрезки и <?0. 
Следовательно, точка является серединой гипотенузы АС. 
Очевидно, что в этом случае площадь треугольника Р(?Р будет 
минимальной для случая,, когда й = Р  и Р = Е ,  так что

$Р(}Я : $АВС ■§■ •

114. Рассмотрим на плоскости 
хОу многоугольник М площади 
15, составленный из 15 квадратов у. 
размером 1X1 (на рисунке 96 этот 
многоугольник закрашен).

Покажем, что если в начальный 
момент кенгуру находилась в точке 
(а; Р ) е М ,  то она не сможет выб
раться из М. Действительно, соглас
но условию задачи кенгуру может 
делать прыжки на вектор а —
— (1; — 1) и на вектор Ъ =  ( — 5; 7), 4 . 
оставаясь при этом в пределах пря
мого угла х ^ О ,  у ^ О .  В силу этого 3 ■ 
условия прыжок из точки (а; Р ) е М   ̂
на вектор Ь невозможен: конец век
тора ( — 5; 7), отложенного от точки ; .
(а; Р)еЛ4, находится вне прямого 
угла. Следовательно, из начальной 
точки (а; 0) возможны только °
прыжки на вектор а, но при этом рнС. м
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кенгуру должна оставаться в М и сможет сделать не более 
5 прыжков.

Если же начальная точка (а; 0) находится вне М, то не 
более чем за 5 прыжков на вектор а кенгуру сможет попасть в 
область х ^ 5 ,  у ^ О ,  затем она сможет сделать прыжок на вектор Ь 
и вновь несколько прыжков на вектор а, чтобы попасть в область 
х ^ 5 ,  у ^ О ,  и т.д. Легко видеть, что таким образом кенгуру 
может удалиться от начала координат на любое расстояние, в 
частности и на расстояние, большее 1000.

115. Разобьем парламент на две палаты произвольным об
разом. Пусть 5 — число всех пар врагов в обеих палатах. Если 
в какой-нибудь из палат у парламентария А будет не меньше 
двух врагов, то в другой палате число его врагов будет не 
больше одного. Поэтому после перемещения парламентария А 
в другую палату число 5 уменьшается. Будем делать такие 
перемещения до тех пор, пока они возможны. Число всех таких 
перемещений будет конечно, ибо при каждом перемещении умень
шается натуральное число 5, а это возможно сделать только 
конечное число раз. В конце концов мы придем к разбиению, 
для которого $ = 0 ,  т. е. к требуемому разбиению парламента 
на две палаты.

116. Для л =  2 числом, удовлетворяющим условию задачи, 
является, например, число 1001 =  11-91.

Для я ^ З  таким числом является число 
Ля =  10101 ... 10101.

я + 1  единиц, п нулей

Действительно,

А я =  1 + 102 + 104 +  ...■+102" =  =

_  (10"+ | — 1) (К Г + '- Н )  _
99

_  ( 1 0 - 1 )  (1 +  1 0 + 1 0 * + ... + 1 0 " ) (Ю"+, +  1) _
911

= ± - 1 1 1  ... 11 • (10п+| 1). 
л +  1 единиц

Так как 11 — простое число, а А„ — натуральное число, то на
II обязательно делится какой-либо из сомножителей: или число
III ... 11, или число 10"+ | -+1. Число 111 ... 1 делится на И
л + 1  единиц я + 1  единиц

при нечетном л, а число 10"+| +  1 делится на 11 при чет
ном л. Мы видим, что число Ая является составным при лю
бом л ^ З .
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Можно привести и другие примеры чисел, удовлетворяющих 
условиям задачи. Например, число Вп=  111 ... 11 делится на 11

п единиц
при четном п и является составным при л ^ 2; число 

С, =  7 10011001... 1001

П ^ четверок вида 1001

делится на 7 при нечетном л ^ 7  и является составным при 
я ^ 9 .

117. Пусть А\, Аг, ..., А„ — данные точки.
Возьмем на плоскости некоторую (произвольную) точку О и 

представим каждый из выбранных (по условию задачи) векторов 
А А ,  в виде СМ, — ОД. Сумма выбранных векторов вида А А)  будет 
равна сумме разностей ОА, — ОД, в которой согласно условию 
задачи каждый вектор О Д встретится четное число раз: не
сколько раз со знаком «плюс» и такое же число раз со знаком 
«минус». Поэтому сумма выбранных векторов будет равна 0, что 
и требовалось доказать.

118. Ответ ,  а) 16; б) 2я для четного я и 2п-\-\ для не
четного я.

а) Проведем 16 прямых, параллельных диагоналям квадрата 
(на рисунке 97 эти прямые изображены пунктиром). Эти прямые 
проходят через центры различных квадратов размером 1X1- 
Поэтому согласно условию задачи на каждой из этих прямых 
должна находиться фишка. Следовательно, общее число фишек не 
меньше 16. На этом же рисунке указано, как можно разместить
ровно 16 фишек, удовлетворив всем условиям задачи. Таким
образом, минимальное число фишек равно 16.

б) Для квадрата размером л Хя 
проведем аналогичные рассуж
дения. При этом следует разли
чать случаи четного и нечетного я.

При четном л ситуация анало
гична рассмотренной выше в пунк
те а) (рис. 98): на каждой из пря
мых, изображенных на рисунке 
пунктиром, должна находиться 
фишка. Следовательно, число фи
шек не меньше 4*-^-=2я, причем,
разместив 2л фишек, по аналогии 
с рисунком 97 можно удовлетворить 
условиям задачи.

В случае нечетного я преды
дущие рассуждения следует изме-
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нить: появляются центральные квадраты А , В , С, О (рис. 99), 
через которые можно провести по две «равноправные» пунк
тирные прямые, параллельные диагоналям квадрата. На каждой 
из прямых, изображенных на рисунке пунктиром (мы не проводим 
такие прямые через центры квадратов А , В , С, 0 ) ,  должна
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находиться фишка. Следовательно, на этих прямых должно на
ходиться не менее 4- = 2 п — 2 фишек.

На шести прямых, проходящих через центры квадратов А, В, 
С, 0  (на рисунке 99 они изображены штрих-пунктиром), должно 
находиться, как легко проверить, не менее трех фишек. Поэтому 
общее число фишек не меньше (2л—2)+3=2л-4*1.  Разместив 
соответствующим образом фишки в количестве 2л+  1, можно 
удовлетворить условиям задачи. Соответствующее размещение 
фишек осуществляется так же, как и выше (рис. 99), на пунк
тирных прямых, а на штрихпунктирных прямых помещаются 
еще три фишки в каких-либо трех квадратах из А, В, С, О.

Итак, наименьшее число фишек равно 2л для четного л и
равно 2л + 1  для нечетного л.

119. Из системы следует, что х2 —у2^ 0  и что 1—дс2-4*у2>-0, 
т. е. О^дг2—у*<.1.

Складывая и вычитая уравнения системы, получим систему
(х + у ) (1—л/*2- У  ) =  (а +  Ь) л/Г—дс2 +  .У2»
(х — у) ( 1 + У * 2—у2 ) =  (а — Ь) -у/1— дс2-!- у2 .

Перемножив эти равенства, получим:
(х2— у2) (1— дс2 +  «/2) =  (а2 — Ь2) (1— дг2 +  «/2).

Отсюда следует, что х2 — </2 =  а2 — Ь2. Так как 0<дс2—у 2<.\,
то для разрешимости исходной системы необходимо, чтобы выпол
нялись неравенства 0 ̂  а2 — Ьг<  1. _____  _____

Если эти неравенства выполнены, то -удсг— у2 = - у а 2 — Ь2 и 
исходная система принимает вид:

х — у~\/а2 — Ь2 =  а-\/1 — а2 +  Ь2, 
у + х ^ ] а 2 — Ь2 =  Ь-\/1 — а2 +  Ь2.

Решая эту линейную систему относительно х, у, находим, что

 а+Ь-^сР— Ь*  Ь + а ^ а 2— Ь2 , | ч
*    » У I--------------  * \ 1 /

■ у ! — а * + 6 2  -\1 — аг+ Ь 2

Подстановкой в уравнения исходной системы убеждаемся, что 
найденные значения (1) являются решениями системы.

Итак, система имеет единственное решение (см. формулы (1)) 
тогда и только тогда, когда О ^ а 2 —Ь2<  1.

120. Пусть длины сторон данных квадратов равны а„ где 
/ = 1 ,  2 N ( N — число всех квадратов).

Если какое-нибудь а* будет больше 1, то, очевидно, 6-й 
квадрат со стороной а* покрывает единичный квадрат. Поэтому 
далее рассмотрим случай, когда а , < 1  для всех 1=1,  2, ..., N.

Каждое число а, принадлежит некоторому полуинтервалу 
(2~*‘, 2_ *,+ | ), т. е. 2- *1 ^ а ,-< 2 - *,+ | , где 6,- — натуральные 
числа, * =  1, 2.......  N. Уменьшим /-й квадрат, «=1,  2.......  N.
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Рис. 100

1

до квадрата со стороной 6,- =
При этом его площадь уменьшится
менее чем в 4 раза, ибо 1 ^ ^ - < 2 .01
Следовательно, сумма площадей всех 
новых квадратов будет больше 1.

Покажем теперь, что единичный 
квадрат можно полностью покрыть 
новыми квадратами.

Покрытие осуществляем следую
щим образом. Разобьем единичный 
квадрат на 4 квадрата со стороной
у  (рис. 100). Сначала укладываем
квадраты со стороной у  (если они •
есть). Затем на непокрытые квадраты со стороной у  (если они

I ^
есть) укладываем квадраты со стороной у  (если они есть), разбив

’  I
для этого каждый непокрытый квадрат со стороной у  на 4 равных

I ^
квадрата (рис. 100) со стороной длины у .  Продолжим эту про-

* I
цедуру далее для к = 3 ,  4, ..., укладывая квадраты со стороной у  
(если таковые имеются) на непокрытые квадраты со стороной
— , разбивая их на 4 равных квадрата.
2

Так как сумма площадей новой коллекции квадратов (со 
сторонами Ь„ 1= 1, 2, ..., Ы) больше 1, то на некотором шаге мы 
полностью покроем исходный квадрат. Затем, увеличив 1-й квадрат 
со стороной 1 =  1, 2, ..., Ы, до квадрата со стороной а,-, мы 
получим покрытие квадрата площади 1 исходными квадратами.

121. Так как 1980= 99-20, причем числа 99 и 20 не имеют об
щих делителей, то достаточно выяснить, делится ли данное число 
А =  192021...7980 на 20 и 99. Делимость А на 20 очевидна. 
Докажем, что А делится и на 99. Так как 100 в любой степени 
при делении на 99 дает остаток 1, то число

Л =  19-1006‘+ 2 0 - 1006° + .. .  +  79 -100 +  80

при делении на 99 дает такой же остаток, что и число

5 =  19 +  2 0 + ... +  79+ 80  =  -12±^ -62 =  99-31.

Число В делится на 99, следовательно, и число А делится на 99, 
а вместе с тем и на 1980.

З а м е ч а н и е .  Делимость числа А на 9 9 =  11 -9 можно устано
вить также с помощью признаков делимости на 11 и 9. Число А де-
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лится на 11 тогда и только тогда, когда на 11 делится разность 
между суммой его цифр, стоящих на нечетных местах, и суммой его 
цифр, стоящих на четных местах. Нетрудно подсчитать, что для 
данного числа А каждая из этих сумм равна 279, а их разность 
равна нулю, и, значит, число А делится на 11. Так как сумма 
цифр числа А равна 279+ 279=558= 9> 62, т. е. делится на 9, 
то и само число А делится на 9.

122. Обозначим через 5  площадь квадрата АВСй,  через а — 
сумму площадей левых частей полосок с нечетными номерами, 
через Ь — сумму площадей правых частей полосок с четными но
мерами (на рисунке 6 для п = 5  соответствующие части полосок 
заштрихованы). Мы должны доказать, что а= Ь .  Пусть с — 
сумма площадей правых частей полосок с нечетными номерами.
Тогда 6 +  с =  -^-5, 6 = 5 —с. Из условия следует, что сумма
длин всех отрезков, лежащих на стороне АВ  квадрата и имеющих 
нечетные номера, равна половине длины этой стороны. Следова
тельно, сумма площадей полосок с нечетными номерами равна
половине площади квадрата АВСО, т. е. а + с = - ^ - 5 .  Отсюда 

о = у 5 - с= Ь.

123. Будем называть контейнер тяжелым., если его масса 
больше 0,5 т. В противном случае, если масса контейнера не 
превосходит 0,5 т, будем говорить, что контейнер легкий. Сначала 
покажем, что все тяжелые контейнеры можно одновременно 
доставить на орбитальную станцию.

Число тяжелых контейнеров меньше чем 18:0,5=36, т. е. не 
превосходит 35. По условию задачи любые 35 из имеющихся 
контейнеров можно одновременно доставить на станцию. Сле
довательно, добавив в случае необходимости к тяжелым кон
тейнерам несколько легких контейнеров с тем, чтобы общее число 
контейнеров в образовавшейся группе стало равно 35, мы по
лучим группу контейнеров, в которую входят все тяжелые кон
тейнеры и которую можно одновременно погрузить в транспорт
ные корабли и доставить на орбитальную станцию.

Рассмотрим теперь оставшиеся легкие контейнеры. Покажем, 
что все эти контейнеры можно по очереди догрузить в транспорт
ные корабли. Предположим противное, т. е. что в процессе по
грузки встретился контейнер массой дг^0,5 т, который не удается 
погрузить ни на один из семи транспортных кораблей. Это озна
чает, что на каждом транспортном корабле уже находится больше 
(3 — х) т груза. В таком случае всего уже погружено более 
7 (3—х) т, а осталось погрузить, следовательно, менее 18— 
— 7(3 — х ) = 7 х — 3 тонн груза. Оставшийся груз включает в себя, 

,в частности, указанный контейнер массой х  т. Значит, х < 7 х —3, 
откуда д о  0,5. Получили противоречие. Следовательно, все остав
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шиеся легкие контейнеры можно поочередно догрузить в тран
спортные корабли, и, значит, весь имеющийся груз можно одно
временно доставить на станцию.

124. Так как 3АВМ =  3 АА1С и 5^^ = 5 АРС (рис. 101), то 3 АВС0 =2
=  28лмср. Достаточно, следовательно, доказать, что 3АМСР
Обозначим через, К точку пересечения отрезков АМ  и ВО 
(рис. 102). Так как МР — средняя линия треугольника ВСй, 
то высоты треугольников СМР и КМР, проведенные к их общему 
основанию МР, равны. Значит, равны площади этих треуголь
ников:

$СМР = $КМР •
Площадь треугольника КМР меньше площади треугольника АМР, 
следовательно,

$ л м с р  = $ л м р  ~ \~ $ с м р  = $ л м р  ~ \~ $ к м р  < 2 5 Л М Р .

Пусть А М = х .  Тогда А Р = а —х,

28ЛМР= х { а —х) 5ш А М А Р ^ х  (а—х) = ^ - ~ ( х —

2
и, следовательно, 8ЛМСР Отсюда, как отмечалось, следует
утверждение задачи.

З а м е ч а н и е  1. Полученная оценка для площади выпуклого 
четырехугольника АВСО  является точной. Это означает, что в не
равенстве

$ л в с р  ,

2

константу 1 в правой части нельзя заменить на меньшую: для 
каждого а < 1  найдется выпуклый четырехугольник АВСО, для 
которого выполняется неравенство

5А ВСР

2



Из рисунка 103 ясно, как можно построить такой четырехугольник. 
Очевидно, что в этом четырехугольнике отрезки АМ  и АР  должны
быть взаимно перпендикулярны и равны, поскольку только в этом

2

случае неравенство 28лмр обращается в равенство. За
фиксируем произвольное а > 0  и построим равнобедренный прямо
угольный треугольник МАР, в котором / .М А Р =90°  и МА =
= А Р = -5- (рис. 103). Выберем точку С так, чтобы точки С и А
лежали по разные стороны от прямой МР и при этом точка С лежа
ла бы ближе к прямой МР, нежели точка А. После того как точки 
А, М, Р и С выбраны, положение точек В и й  определяется
однозначно. Для так построенного выпуклого четырехуголь-

2
ника А В С й  выполняется равенство 28лмр= ^ - ,  поэтому

$лвсй = 2$ лмср = 2 (2 5 лмр 8МСС ) = 2 ^ ^ -—Змсс,^ =  ̂ — 23мсс,.
Таким образом, построенный четырехугольник будет искомым,

2 2 
если будет выполнено неравенство — 28мсс, > а - у ,  т. е. если

2

5 МСС. <  (1 — а) • — , а это неравенство_будет выполнено, если
точку С взять достаточно близко к прямой /1ЦМР (рис. 103).

З а м е ч а н и е  2. Мы доказали, что еслн произвольную вер
шину выпуклого четырехугольника соединить отрезками с середи
нами не примыкающих к этой вершине сторон четырехуголь-

2
ника, то будет справедливо неравенство 5 < у ,  где 5  — пло
щадь этого четырехугольника, а — сумма проведенных отрезков. 
Возникает вопрос: останется ли справедливым это неравенство, 
если мы откажемся от условия выпуклости четырехугольника? 
Оказывается, что в невыпуклом четырехугольнике указанное не
равенство выполняется не всегда, точнее, в случае невыпуклого

2
четырехугольника неравенство 5<С^- будет выполняться или не
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выполняться в зависимости от того, из какой вершины четырех
угольника проведены отрезки. Так, в случае на рисунке 104 
(в этом случае, очевидно, 5 АМСР< 8 АМР) справедливо даже 
более сильное неравенство:
^лвсв = ^$лмср = 2*  — АМ»ЛР-81П М А Р ^ х  (а х)
В случае, изображенном на рисунке 105, 8 Амср< 2 5 лмр* по" 
этому

^лвсв = ^ амср < 4 5 АМР

Наконец, в случае, изображенном на рисунке 106, неравенство
2

8лвсо <  как легко видеть, может не выполняться (см. также*
рис. 107, из которого видно, что при фиксированном а площадь 
такого четырехугольника АВСО  может быть сделана сколь угодно 
большой надлежащим выбором точки С).



_ 125. Обозначим через 5  сумму всех 1980 данных векторов
а|, 02, 01980- Предположим, что ~З^М). Сумма всех векторов
кроме а,-, равна 3^-а,-. По условию векторы 3^— а,- и а,- коллинеар- 
ны. Если а, += ОТ то по признаку коллинеарности векторов отсюда 
следует, что 3^- а*= Х,а, для некоторого действительного числа А,, 
так что 3 = ( 1 + А 0 а , .  По предположению 3=+0Г поэтому 
1 +  А,,-=/=(), и, следовательно.

Таким образом, если ~3^"0, то любой ненулевой вектор а* кол- 
линеарен вектору ”3 . Поскольку нулевой вектор коллинеарен 
любому другому вектору, заключаем, что если ”3=?М), то все 
векторы й|, а2, ..., аово коллинеарны, что противоречит усло
вию задачи.

Следовательно, сумма всех данных 1980 векторов равна нуле
вому вектору.

126. а) Такое натуральное число существует — это чис
ло 1962:

5 (1962) =  1 + 9 4 - 6  +  2 =  18, 1962 +  5  (1962) =  1980.
Указанное число — это единственное натуральное число, удовлет
воряющее уравнению л +  5(л) =  1980. В этом нетрудно убедиться 
непосредственным перебором, рассматривая поочередно числа 
1979, 1978 Перебор можно закончить на числе 1955. Дейст
вительно, сумма цифр любого не более чем трехзначного числа л 
не превосходит 27, поэтому для любого такого числа я имеем: 

п +  5  ( я )< 9 9 9  +  2 7 = 1 0 2 6 <  1980.
Значит, искомое число должно быть четырехзначным. Среди 

всех четырехзначных чисел п, меньших 1980, наибольшую сумму 
цифр, равную 26, имеет число 1979. Следовательно, для любого 
четырехзначного числа я, меньшего 1955, имеем: 

л +  5  (л ) <  1954 +  25 =  1979.
б) Обозначим 5„ =  « +  5  (л) . Легко видеть, что если число л 

оканчивается на 9, то 5я+ |< 5 „ ;  в противном случае 5„+| =  
= 5 я +  2.

Пусть т и т + 1  — произвольные, но фиксированные после
довательные натуральные числа. Требуемое утверждение будет 
доказано, если мы докажем, что для некоторого 5„ выполняется 
одно из равенств т =  8п или / л + 1 = 5 я. Так как 5 | = 2 ,  то 
для т =  1 и т = 2  утверждение задачи верно. Пусть т > 2. 
Так как при п ^ т  8 п> п ' ^ т ,  т. е. при указанных п каждое 
из чисел 5 Я больше т, то может существовать лишь конечное 
число п, таких, что 5 я< т .  Так как т >  2, то 5 Я, меньшие т, 
существуют (например, 5 |) .  В непустом множестве натуральных 
чисел п, меньших т и таких, что 5я< /п ,  существует наибольшее
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число. Обозначим это число через п .  Согласно выбору числа п 
имеем:

•5л*-и
т. е. 5л* + | > 5 л*. Следовательно, число п* не может оканчи
ваться на 9, и, значит,

5Л*+1 =  5я*+ 2.
Поскольку 5 я* < т ,  отсюда следует, что 5 я* + | < т + 2 .  Таким 
образом,

т < 5 я*+| < т  +  2.
Следовательно, число 5„*+| равно либо т, либо т  + 1. Утверж

дение доказано.
З а м е ч а н и е .  Как показано, при любом т среди чисел л, 

больших или равных т ,  нет таких, которые реализуют требуемое 
представление числа т. Точно так же среди чисел л ^ т + 1  
нет таких, которые реализовывали бы требуемое представление 
чисел т и т + 1 .  Найдем все такие числа т, что число п =  т 
реализует требуемое представление числа /п + 1. Так как ра
венство /я4-1 = 5 т выполняется лишь в том случае, если 5  (т )  =  1, 
то все искомые числа т имеют вид т  =  1 О*, где к — неотрица
тельное целое число. Заметим, что числа вида 10*+1, к ^ 2 ,  
к ^ О ,  кроме указанного очевидного представления (сл =  10*), 
могут иметь и другие представления в виде суммы л +  5 (л ) .  
Например:

101 =  100 +  5  (100) = 9 1 + 5  (91),
1001 =  1000 +  5  (1000) = 982  +  5  (982).

Напротив, для числа 11 представление в виде суммы 
10 +  5 (10)  является единственным возможным представлением 
требуемого вида. Заметим также, что в паре, образованной 
двумя последовательными натуральными числами, указанное в 
условии задачи представление могут иметь как оба числа, вхо
дящие в пару, так и только одно из чисел. Например, в паре 
(100; 101) оба числа допускают указанное представление: для 
числа 101 такое представление, как показано, даже не един
ственно, а для числа 100 имеем 100 = 8 6  +  5  (86). В паре (998; 
999) также оба числа допускают указанное представление:

998 =  976 +  5  (976), 999 =  9 8 1 + 5  (981).

С другой стороны, в паре (9; 10) указанное представление 
имеет только число 10:

1 0 = 5  +  5(5).
127. Ответ.  33 клетки.
Рассмотрим произвольный прямоугольник размером 9 Х И  кле

ток и разобьем его, как показано на рисунке 108, на 16 прямо
угольников размером 2X 3 клетки и один прямоугольник раз
мером 1X3 клетки (на рисунке он закрашен). По условию 
каждый из прямоугольников размером 2X 3 клетки содержит 
ровно две красные клетки, поэтому во всех 16 таких прямо-
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2 угольниках содержится 2Х 16=32
 _______ ____ _____ красные клетки. Докажем, что если
------------------------------------раскраска удовлетворяет условию за-
------------------------------------дачи, то в каждом прямоугольнике
------------------------------------размером 1X3 клетки содержится
------------- ЩЩЩ--------------ровно одна красная клетка (и, сле-

довательно, в каждом прямоугольни- 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  ке размером 9X11 клеток содержит-
_______________________  ся ровно 33 красные клетки).
_______________________  Всякий прямоугольник размером

I I I I  I I I 1 1X 3 клетки может содержать не
более трех красных клеток. Так как 

Рис. 108 каждый прямоугольник размером
1X3 содержится в некотором прямо

угольнике размером 2X3, содержащем по условию ровно две 
красные клетки, то никакой прямоугольник размером 1X 3 клетки 
не может содержать три красные клетки.

Предположим, что прямоугольник размером 1X3 клетки со
держит ровно две красные клетки. Тогда либо эти клетки рас
полагаются подряд (рис. 109, а, б), либо разделены синей (за
штрихованной) клеткой (рис. 109, в). Дополнив рассматриваемый 
прямоугольник размером 1X3 двумя способами до прямоуголь
ника размером 2X3, получим, что в квадрате 3X3,  указанном 
на рисунке 109 пунктиром, содержится ровно две красные клетки, 
что невозможно, поскольку принтом в правом или левом прямо
угольнике 2X3,  образованном'4 средним и крайним справа или 
соответственно слева столбцами этого квадрата, содержится 
ровно одна красная клетка, а не две, как требуется по условию.

Если, наконец, в прямоугольнике размером 1Х З клетки вообще 
нет красных клеток, то ровно по две красные клетки содер
жатся в верхней и нижней строках квадрата 3X3,  до которого 
можно достроить этот прямоугольник (на рисунке 110 этот квад
рат изображен пунктиром, что, как показано, невозможно).

Итак, если раскраска удовлетворяет условию задачи, то в лю
бом прямоугольнике размером 1 ХЗ клетки содержится ровно одна 
красная клетка. Отсюда, как указывалось, следует, что в любом 
прямоугольнике размером 9X11 клеток содержится ровно 33 крас
ные клетки.

а) ё)
Рис. 109

ы й

б)
Рис. НО
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Рис. 111

На рисунке 111 приведен пример раскраски, удовлетворяю
щей условию задачи. При указанной «диагональной» раскраске 
диагональные ряды красных клеток перемежаются парами диаго
нальных рядов синих клеток.

З а м е ч а н и е  1. Указанная «диагональная» раскраска плос
кости — это единственная раскраска плоскости, удовлетворяющая 
условию задачи (отсюда легко следует, что в любом прямо
угольнике размером 9 х  11 клеток содержится ровно 33 красные 
клетки: такой прямоугольник мбжно разбить на 9 квадратов 
3X3, каждый из которых при ука
занной раскраске содержит ровно з  2
три красные клетки, и 3 прямо
угольника 2Х 3, содержащих каждый 
по две красные клетки (рис. 112), 
поэтому всего в прямоугольнике раз
мером 9 Х 11 клеток содержится 
3X 9-1-2X 3=33 красные клетки).

Выделим любую красную клетку 
Ко и рассмотрим квадрат 3X 3 с 
центром в этой клетке. Соседние с 
Ко по горизонтали или вертикали 
клетки не могут быть красными: 
если, например, как на рисунке 113, 
красной оказалась клетка К, то в 
правом и левом прямоугольниках 
2X 3 больше красных клеток нет,

Рис. 112

с
щ

с
с Ш с
с с с

Рис. 113

с с ш
с с

ш
с с Рис. 114

с с ш
с с с

с с с с
с с

ш
с с

с ш с с к

ш с с Ри<с. 115
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поэтому в нижнем прямоугольнике 2X 3 содержится всего одна 
красная клетка — Ко, что противоречит условию. Итак, соседние 
с Ко клетки синие.

Далее, в правом прямоугольнике должна быть еще одна 
красная клетка. Пусть, например, это клетка К\ (рис. 114). 
Тогда, рассматривая верхний и левый прямоугольники 2X3,  
заключаем, что угловая клетка К рассматриваемого квадрата 
3X3, противоположная клетке К\, также является красной и, 
значит, красные клетки в этом квадрате расположены по диаго
нали. Рассматривая квадраты 3X 3 с центрами в клетках К\ и 
К и сдвигая эти квадраты по красной диагонали, получаем, 
что весь диагональный ряд ...ККоК\... состоит из красных кле
ток, а по два диагональных ряда выше и ниже красного — 
из синих клеток, как на рисунке 115. Рассматривая теперь 
прямоугольники 2X 3 с углами на красной диагонали (на ри
сунке один из таких прямоугольников выделен), получаем, что 
следующие сверху и снизу диагональные ряды снова состоят 
из красных клеток. Из доказанного выше следует, что по два 
следующих ряда синие, затем опять идут красные ряды и т. д.

З а м е ч а н и е  2. При подсчете числа красных клеток в пря
моугольнике размером 9Х 11 клеток мы рассматривали фактиче
ски не раскраску всей плоскости, а раскраску этого прямо
угольника. Отсюда следует, что. справедливо также утверждение 
(доказательство дословно повторяет приведенное выше):

«На клетчатой бумаге изрисован прямоугольник размером 
9X11 клеток. Некоторые его1 клетки окрашены в красный цвет, 
остальные — в синий, причем так, что каждый прямоугольник 
из 6 клеток размером 2X 3 клетки содержит ровно две красные 
клетки. Доказать, что данный прямоугольник содержит ровно 
33 красные клетки».

128. а) Пусть А, В и С — три друга, причем А в начале 
эпидемии имел иммунитет, В заболел в первый день, а С был 
здоров, но иммунитета не имел. Предположим, что иммунитет у 
каждого из этих трех коротышек длится ровно один день. Тогда 
в силу правила поведения коротышек и в соответствии с законом 
распространения заболевания получаем, что «график заболевае
мости» коротышек А, В, С такой, как показано в таблице:

День по порядку 
от начала эпидемии 1 2 3 4 5

А И 3 Б И 3

В Б И 3 Б И

С 3 Б И 3 Б
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(Буквы И, 3, Б, записанные в клетках таблицы, означают, что 
коротышка, к которому они относятся, в указанный день:

И — имеет иммунитет;
3 — здоров, но не имеет иммунитета;
Б — болен.)
Очевидно, что в описанной ситуации эпидемия будет продол

жаться сколь угодно долго.
б) Покажем, что в сделанных предположениях никакой ко

ротышка не может заболеть повторно. Отсюда, очевидно, следует, 
что эпидемия рано или поздно закончится (общее число коро
тышек конечно).

Изобразим всех коротышек точками и соединим линиями тех из 
них, которые знакомы друг с другом. Если от какого-то коро
тышки А можно перейти к другому коротышке В, пройдя по к 
линиям, причем нельзя перейти по меньшему числу линий, то 
будем говорить, что «В удален от А на расстояние к». Разобьем 
множество всех коротышек на подмножества Мо, М\, Мг, ... и 
М', руководствуясь следующими правилами: в Мо входят все 
коротышки, заболевшие в первый день эпидемии (и только эти 
коротышки); в М \ — все коротышки, удаленные от коротышек 
из Мо на расстояние 1 (и только такие коротышки); в Мг— 
все те и только те коротышки, которые удалены от коротышек 
из Мо на расстояние 2, и т. д* Коротышек, которые вообще 
не связаны с коротышками из Мо никакой цепочкой знакомств, 
включим в множество М' — эти крротышки никогда не заболеют 
(каждый коротышка из М' имеет друзей только из М'). По 
построению множества М', Мо, М\, Мг, ... попарно не пересе
каются, общее число коротышек конечно, поэтому число множеств 
М* конечно. Из определения расстояния между коротышками 
следует, что коротышка из множества М* заболеет ровно на 
(Л + 1)-й день эпидемии, причем может передать заболевание 
только коротышкам из множества М*+| (остальные его знакомые 
принадлежат множеству М*_| и в (Л+1)-й день имеют имму
нитет) . Следовательно, в первый день болеют только коротышки из 
множества Мо, во второй — только коротышки из М|, в третий — 
только коротышки из Мг и т. д.— каждый коротышка болеет, 
следовательно, не более одного раза. Число множеств М* конечно, 
поэтому эпидемия рано или поздно закончится.

129. Ответ .  Искомая площадь равна 32 ( ^ 2 — 1).
Обозначим через 5 ЧЧ площадь пересечений черных клеток 

верхней доски с черными клетками нижней, через 5 ЧБ площадь 
пересечений черных клеток верхней доски с белыми клетками 
нижней. Аналогично определяются площади 5 БЧ и 5 ББ. Тогда

5 ЧЧ “Ь ̂ чб 4" 5 бч -(- 5 бб —5,

где 5  — площадь восьмиугольника АВСОЕРОН. Если мы повер
нем верхнюю доску вокруг центра на 90°, то ее черные клетки
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м сменятся белыми и наоборот. Это 
даст нам равенства (рис. 116) 

5цц = 5 Вц , 5ц[ = 5 ББ .
Если мы повернем на 90° обе доски, 
то черные клетки сменятся белыми 
на обеих досках и мы будем иметь
равенства 5 чб —5 :БЧ 5цц —5 ББ >
откуда получаем 5 ББ = 5 БЧ = 5 ЧБ =
= 5 ЧЧ и 5 чч= у 5 .  Остается найти
площадь 8-угольника АВСйЕРОН. 
Она легко считается и равна 
128(-\/2— 1). Действительно, если 
В М = х ,  то

8 = * . М = М + у 4 В  +  В М  =  2 х + У 2  х ,

откуда х- 8 ■ = 4  (2 —л/2). Далее,
2 + ф

5  =  $1.МЫР $  ВМС ^ОАГЕ ^ГРС
X2

' &Н1.А —

= 6 4 —4 - у  =  128 ( 7 2 - 1 ) .

130. Возможны два случая: М и N  лежат на разных дугах, 
на которые окружность делится точками А и В, и М и N  лежат 
на одной дуге АВ.

Рассмотрим сначала первый случай (рис. 117). Для доказа
тельства параллельности АА\ и ВВ\ достаточно показать ра
венство углов 1 и 2 или же соответственно равных им углов 
Г и 2' (они опираются на те же дуги). Но углы 1' и 2' допол
няют угол АМА\ до равных углов А\МВ{ и АМВ  (оба эти угла
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равны 180° — ААЫ В),  поэтому и сами равны. Требуемое до
казано.

Во втором случае (рис. 118) тоже достаточно доказать ра
венство углов 1 и 2 или же Г и 2', которое также следует из 
того, что углы Г и 2' дополняют угол ВМВ\ до равных углов 
АМВ  и А,МВ, (А А М В  =  / . А Ы В = № ° -  А А Ы Н =  А А ^ В ^ .

131. а) Рассмотрим число
ЛГ=2.3-4-5-.„.  22-23 =  5-6-7-. . .-22.23-24.

Оно обладает свойствами (20) и (22), так что для к =  20 искомое 
число N  существует. Другой пример:

ЛГ =  720 =  2-3-4-5-6 =  8 . 9 . 10.
б) Предположим противное:

т ( т  +  1 ) = л  ( л + 1 )  (л + 2 )  (л +  3).
Заметим тогда, что т (т-(- 1) =  т 2 +  т  и

л ( л + 1 )  (л+ 2 )  (л +  3) =  (л ( л + 3 ) ) • ( (л + 1) (л +  2)) =
— (л2 +  3л) (л2 +  Зл +  2) =  (л2 +  З л + 1 ) 2— 1,

откуда получим следующее равенство:
т2 +  т + 1 =  (л2 +  Зл +  1)2.

Таким образом, т 2 +  т + 1 есть полный квадрат. Однако этого 
не может быть, так как т 2 +  тг|-1 всегда заключено между 
двумя последовательными квадратами:

т2<ст2 +  т + 1 <  ( т + 1 ) 2.
132. Рассмотрим числа некоторого столбца нашей таблицы и 

все числа, лежащие левее его:

... а| ... ая- |  ... а

... т ... т ... т

п раз
... к
... ?

Пусть в выбранном столбце стоят числа: в первой строке а, 
во второй т , в третьей п. Нужно доказать, что тогда в четвертой 
строке стоит опять т ,  т. е. что в третьей строке число п встре
чается ровно т раз, если, как мы условились, не считать чисел, 
стоящих правее выбранного столбца. Переходя от третьей строки 
ко второй, мы видим, что число т во второй строке встречается 
ровно п раз. Это означает, что в первой строке какие-то раз
личные числа а|, ..., ап~\, а встречаются не менее чем по т раз 
каждое, причем число а — ровно т раз, а остальные — меньше 
чем по т раз. Теперь, наоборот, начнем спускаться по строкам 
вниз. Каждое из чисел ак и число а встречаются когда-то в первый, 
во второй, ..., в т-й раз, поэтому числа 1, 2, ..., т — 1 появляются
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во второй строке по крайней мере п раз ( т — ровно п раз). 
Число /л + 1  во второй строке появляется менее чем п раз, 
ибо в первой строке в ( т - Н ) - й  раз могут появляться лишь 
числа аи аг, .... а„_|. Числа т +  2, т + 3  и т. д. тем более не 
могут встречаться во второй строке п и более раз.

Перейдем к третьей строке. Число п может стоять там лишь 
в связи с л-м появлением какого-то числа, а, как мы видели, в 
л-й раз появляются числа 1, 2, ..., т, и только они. Итак, число 
л появляется в третьей строке ровно т раз и требуемое до
казано.______________ ___  ___

133. Докажем, что А Е = В Т.  В силу того что четырехуголь
ники АМВЕ, ВКХМ, СКХР, АСРН  и АН ВТ являются парал
лелограммами^ имеем следующие равенства векторов: __

А Е = М В , М В = Х К , Х К = Р С , Р С = Н А  и НА =  ВТ. 
Объединив их, получим: ___ __  ___ __

А Е = М В = Х К = Р С = Н А — ВТ.
134. Ответ.  {(6, 5)).
П е р в о е  р е ш е н и е .  Очевидно, что дс>у. Пусть дс= у + 4 ,  

где 4 ^ 1 .  Подставив это выражение для х  в исходное урав
нение, получим соотношение

( 3 4 - 1 )  у2 +  (342 — 4) у + 4 3= 61, 
откуда 43^ 6 1 , или 4 ^ 3 .  Итак, для 4 мы имеем три возможных 
значения: 4 = 1 ,  2, 3. Соответственно имеем три квадратных 
уравнения:

1) 2у2 +  2 у - б О = 0  ( 4 = 1 ) ,
2) 5у2+ 1 0 у - 5 3 = 0  ( 4 = 2 ) ,
3) 8у2+ 2 4 у —3 4 = 0  ( 4 = 3 ) .

Целочисленные решения есть только у первого уравнения: у 1=5, 
1/2= —6. Только первое из них положительно. Соответствующее 
ему значение дс=6.

В т о р о е  р е ш е н и е .  Ясно, что
х3— у3 =  ( х— у) (х ? + х у + у 2) > 3 ху (х — у ),

откуда ху (3 ( х—у) — 1) ^ 6 1 .
Пусть х — у = \ .  Тогда уравнение имеет вид 2у2+ 2 у -{ -1 =61,  

или у 2А -у=30,  откуда у = 5, дс=6. Если х — у = 2,  то имеем 
уравнение бу2-)-\0у+ 8 = 6 1 ,  которое в целых числах неразре
шимо. Следовательно, х — у ^ З  и 3 (дс—у) — 1 ^ 8 ,  откуда дн/^8. 
Имеем дО у ^  1. Пусть у =  1. Тогда уравнение примет вид дс3—дг= 
= 6 2 . Оно не имеет решений, так как дс3—дс= (дс— 1) х ( х + 1) 
делится на 3, а число 62 на 3 не делится. Теперь условию х у ^ .8  
удовлетворяют еще только две пары чисел (3, 2) и (4, 2), 
однако они не удовлетворяют условию дс—у ^ З .

135. Рассмотрим одну из команд. Она сыграла с 8 командами 
и с 9 не сыграла. Если среди этих девяти последних есть две не 
сыгравшие между собой, то все доказано. Предположим, что это 
неверно. Тогда все эти девять команд сыграли между собой,
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для чего им потребовалось сыграть 36 матчей. Однако в каждом 
туре они могут сыграть между собой только 4 матча и всего 
за 8 туров 32 матча. Мы видим, таким образом, что все эти 
девять' команд не могли сыграть между собой, а потому три 
искомые команды найдутся.

136. а) Рассмотрим точки С2, В2, А 2, лежащие соответ
ственно на АВ, АС, ВС, такие, что (рис. 119)

АС2 ВА2 СВ2 
С2В А2С ВгА

Тогда в силу неравенства треугольника Р<.Рл,л,в,в,с,с,- Периметр 
же последнего шестиугольника, ввиду того что 

Л,С2||ДС, В хА 2\\АВ, С{В2\\ВС, 
равен -|-Р, так как сумма противоположных сторон этого шести

угольника равна -5- параллельной им стороны треугольника.
б) Проведем теперь дополнительно А\В2, В\С2, Сц42 (рис. 120). 

Из соотношений пропорциональности имеем:
А М А В ,  С М А С ,  В,С2||ЯС,

А\Вг С\А* В 1С2   з
~ А В = ~АС В С = Т '

В силу неравенств треугольника
А\С\ С\В2> А\Въ2 
С\В\ 4“5|у42> С1Л2,
А\В\ -\-А\$2>В\С2.

' I ^Сложив эти неравенства, мы получим р +  —Р > — Р, или, что4 4

эквивалентно, р > - ^ Р ,  что и требовалось доказать.

В В
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137. Прямая О1О2 является осью симметрии угла МО\К  и 
обеих окружностей (рис. 121), поэтому четырехугольник МО 1КО2 
этой прямой разбивается на два равных треугольника и 5 М0|К0| =  
=  250|Л10|. В треугольнике О1МО2 длина основания 0\М  равна г\, 
а высота ОгТ (Т — точка касания прямой 0 \М  и окружности с
центром в точке 0 2) равна г2. Поэтому 5 01М01 = у Г , г 2 и 8 М0>К0г =
=  г,г2.

138* Отв ет .  3 числа.
Выпишем несколько первых членов последовательностей (Ол) и 

(Ьп):
1, 2, 3, 5, 8, 13, ...;
2, 1, 3, 4, 7, 11......

Мы видим, что числа 1, 2, 3 встречаются в обеих последова
тельностях. Докажем теперь, что все члены второй последова
тельности, начиная с Ь4, в первой последовательности не встре
чаются и, более того, заключены строго между соседними членами 
(а»):

при я ^ 4
Оп—I (1)

Для этого заметим, что при л =  4 и л= 5  неравенства (1) 
выполнятся и если (1) справедливо для значений л, равных 
к и &+1. то (1) будет выполняться и для л =  6-|-2: складывая 
неравенства

и а * < й *+ |< а*+ | ,
получим нужное неравенство

а*+1 < 6 *  + 2<0* + 2-
Проведенные рассуждения показывают, что неравенство (1) 

выполняется при всех я ^ 4 ,  что и нужно было доказать.
139. Доказательство проведем рассуждением от противного. 

Именно допустим, что существуют наборы показателей (А|.......
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кп), удовлетворяющие условию задачи, но такие, что п < т .  
Среди этих наборов выберем все наборы наименьшей длины, 
т. е. с наименьшим значением л, а среди выбранных рассмотрим 
набор (6|, ..., ка) с наименьшим значением суммы к„.

Среди чисел &, в этом наборе нет одинаковых: если бы, на
пример, к \ = к 2, то из равенства 2*' +2*' =2*' + 1 следовало бы, 
что набор (6|-|-1, кг, ..., к„) меньшей длины удовлетворяет 
условию задачи в противоречие с выбором набора (Л|, ..., к„).

Далее, все числа к, не превосходят т — 1: если бы, например, 
к\ ^  т, то из равенства

2*. _2*.-«" = 2*'~т . (2т — 1)
следовало бы, что набор (к\ — т , к2  к„) с меньшей суммой
Л, удовлетворяет условию задачи опять-таки в противоречие с 
выбором набора (&|, ..., к„).

Итак, все &,• различны и не превосходят т — 1, поэтому 
2*' + . . .  +  2** < 1 + 2 + . . . + 2 т - ' = 2 т — 1,

что противоречит допущению того, что 2*’ -4*... +  2*" делится на 
2т — 1. Тем самым утверждение задачи доказано.

140. Ради краткости назовем числа, не превосходящие ,
хорошими. Среди восьми неотрицательных чисел с суммой 1 
найдутся по крайней мере три хороших, в противном случае сумма 
всех чисел будет больше 1. Далее, среди хороших чисел найдутся 
два, соответствующие вершинам куба — концам одной из диаго
налей граней куба. В самом деле, диагонали граней куба вместе 
с вершинами куба определяют два тетраэдра — вершины этих 
тетраэдров выделены на рисунке 122.
Из трех хороших вершин хотя бы 
две являются вершинами одного тет
раэдра.

Теперь ясна стратегия первого 
игрока: первым ходом он выбирает 
грань, одна из диагоналей которой 
соединяет хорошие вершины. Тогда 
при любом выборе второго игрока 
выбранные грани будут пересекаться 
по ребру, которому принадлежит 
одна из хороших вершин. Первому 
остается из двух возможных граней 
выбрать грань, содержащую хоро
шую точку. Требуемое доказано.

141. Пусть в|, а2, .... а |ш  — числа от 1 до 1982, располо
женные в каком-то порядке. Обозначим через сц наибольшее 
среди первых 99 чисел. Если сц>а\оо, то при просмотре пар 
слева направо на некотором шаге сц будет меняться местами с 
аюо- Значит, все числа, стоящие левее аюо, меньше аюо. Анало
гичное рассуждение показывает, что наименьшее среди чисел
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0юь 0Ю2, ..., 01982 больше аюо. Итак, мы доказали, что среди 
чисел от 1 до 1982 есть ровно 99 чисел, меньших аюо. Следова
тельно, аюо=ЮО.

142. Спроектируем все острова на берег пристани. Так как об
щий периметр островов равен 8 м, общая длина проекций будет 
меньше 4 м. Следовательно, от пристани до ближайшего просвета 
между островами нужно плыть меньше 2 м. Доплыв до просвета, 
далее плывем перпендикулярно берегам, не встречая препятствий, 
и достигаем противоположного берега, проплыв в общей слож
ности менее 3 м. Итак, Знайка прав.

143. Проведем две параллельные прямые. Пусть АВ  и С й  — 
отрезки, высекаемые из этих прямых графиком данной функции 
(рис. 123). Через середину отрезков проведем прямую I. Она будет 
параллельна оси Оу. Действительно, если уравнение прямой АВ  
есть у = к х + Ь ,  то абсциссы Х\ и хг точек ее пересечения с графиком 
являются корнями уравнения х2 =  кх+ Ь .  Поэтому по теореме Вие- 
та х\-\-Х2 — к, полусумма абсцисс точек пересечения (абсцисса се
редины отрезка АВ) равна . Аналогично абсцисса середины

144. Докажем сначала одно вспомогательное утверждение. 
Если клетки с записанными на них числами а и Ь соединены 
таким образом, что каждая клетка пути граничит с предыдущей 
по общей их стороне, то каждое заключенное между а и Ь целое 
число х  встретится в одной из клеток этого пути. Действительно, 
в противном случае получается противоречие с тем, что числа в 
соседних клетках отличаются не больше чем на 1. Кроме того, 
если р — число клеток пути, включая начальную и конечную, 
то выполнено неравенство \а— 6 | ^ р — 1.

а) Пусть М и т  — наибольшее и наименьшее числа в таб-

уи  / отрезка С й  равна . Следователь-VI р а о п а  —  .

110, / параллельна оси Оу.

Рис. 123

" Для того чтобы построить ось 
Оу, проведем прямую т перпен
дикулярно I и через середину Е 
отрезка, высеченного на ней графи
ком, проведем прямую параллель
но прямой /. Эта прямая и будет 
осью Оу. Точка, в которой она 
пересечет график, будет началом 
координат О. Перпендикуляр к пря
мой ОЕ, проведенный в точке О, 
будет лежать на оси Ох. Чтобы 
найти единицу длины, построим бис
сектрису угла д(Оу — она пересечет 
график в точке с координата
ми (1; 1).
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лице. Поскольку любые две клетки таблицы можно соединить 
путем не более чем из 2л — 1 клеток, то из предыдущего нера
венства следует, что \М — т \ ^ 2 я  — 2. Это значит, что в таблице 
встречается не более 2л — 1 различных чисел. Следовательно,
хотя бы одно число записано в таблице не менее  ̂ 2а ~ 1 ' ]  Раз"

П2 ПНо 2п — > ~ 2  ■ откуда и следует утверждение а).
б) Пусть Мк и т* — наибольшее и наименьшее числа в 6-м

столбце. Если найдется такое число х, что ли^лг^М * сразу при 
всех к от 1 до л, то по доказанному утверждению число х  встре
тится в каждом столбце, т. е. записано не менее л раз. Если 
такого числа х  нет, то для некоторых номеров к и р мы имеем:

Мк'^гП к> М р^  тр, 
т. е. все числа 6-го столбца больше всех чисел р-го столбца. 
Применяя то же утверждение к числу у, такому, что 
рассматривая горизонтальные пути между 6-м и р-м столбцами, 
получаем, что у встретится в каждой строке, т. е. записано,
не менее я раз. Утверждение б) доказано.

З а м е ч а н и е .  Существуют таблицы, удовлетворяющие усло
вию задачи^ в которых только одно число записано л раз. Как их 
составить, видно из указанного н'йже* примера для л = 4 :

1 2  ..3. 4 _
2 3„4 5
3 4 П5 6
4 5 * 6 7

145. Обозначим некоторые узлы сетки так, как показано на ри
сунке 124. Тогда сетка распадается в объединение 8 «клюшек» 

у4/?15|, /?|/?25г, /?2/?з53, Р зВС,  АР\Я [ ,  Р\Р2Яз, РгРзЯз, РзОС,  
поэтому ответ в пункте а) утвер
дительный. Указанный способ раз
биения далеко не единственный. /

В пункте б) ответ отрицатель
ный. Заметим сначала, что суммар
ная длина наших ломаных равна 
суммарной длине всех линий сетки, Р1 
поэтому ломаные не могут давать
в объединении всю сетку и в то же о I I I I I О»
время пересекаться по отрезку пря
мой. Значит, в каждой из точек

Р ь  Р 2, Р з .  Яг, Я2> Яз,
5 |,  5 2, 5з, Р |, Р2, Рз 

обязательно должен располагаться 
конец хотя бы одной ломаной. Так О 5Г $2
как концов всего 12, то ломаных 
должно быть не меньше шести. Рис. 124

Рз

/?/ Я} / 'з В
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146. Если на доске первоначально были записаны числа 
(2; 2; 2) или (3; 3; 3), то в результате наших преобразований 
отрицательные числа появиться не могут. Пусть мы получили из 
одной из исходных троек в процессе преобразований тройку чисел 
(о; Ь\ с), где 0 < а < 6 < с .  Тогда очевидно, что с = а  +  Ь— 1 и что 
эта тройка получилась из тройки чисел (а; Ь\ х), где верно одно из 
соотношений

В первом случае х = с ,  т. е. совершено тождественное преоб
разование. Во втором случае х — Ь— (а— 1) = с —2 (а— 1) 
и в третьем х = а — 6 +  1. Третий случай отпадает, так как х  
должен быть положительным числом, и мы заключаем, что наша 
тройка (а; Ь\ с) получилась из тройки (а; Ь\ с — 2 (а — 1)). 
Таким образом, мы можем восстановить в обратном порядке весь 
ход преобразований:

(17; 1967; 1983) «-(17;  1967; 1951) «-(17;  1935; 1951)«-  
« - . . . « -  (17; 15; 31) «— (17; 15; 3) «— (13; 15; 3) « - . . .« -  

■*— (5; 7; 3) (5; 3; 3).
Тройка (5; 3; 3) может быть получена из тройки (3; 3; 3), 
но, как легко проверить, никак не получается из (2; 2; 2). По
этому в пункте а) ответ отрицательный, а в пункте б) положи
тельный.

Пункт а) допускает также следующее простое решение с по
мощью инвариантов. Очевидно, что любая тройка, полученная 
из тройки (2; 2; 2), содержит два четных числа, а в тройке 
(17; 1967; 1983) все числа нечетные.

147. Пусть О — точка внутри криволинейного треугольника 
ХУ2  (рис. 125). Каждый из углов ХОА, А 02 , 20С , СОУ, УОВ,

х = а  +  Ь - \ ,  
Ь =  о-\~ х  — 1, 
а =  6 +  х — 1.

ВОХ не превосходит 90°, при этом 
хотя бы один из них, например 
угол ХОА, не меньше 60°. В част-

У5ности, 51П ^ Х С М ^ -^ -. По тео
реме синусов

откуда и следует утверждение за
дачи.

Рис. 125
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148. Предположим, что различные натуральные числа а, Ь, с, Л 
заключены между я2 и (п + 1 ) 2 и аЬ=сЛ. Пусть а — наименьшее 
из чисел а, Ь, с, Л.

П е р в о е  р е ш е н и е .  Обозначим через и наибольший общий
делитель чисел а и с. Положим о= 5 ., р =  ^. Поскольку рЛ=уЬ  
делится на о и р с » взаимно просты, то Л делится на V и, 
следовательно, иЛ делится на а. Положим а =  — . Тогда а =

а
=  иу, Ь= рц, с =  ир, й =  уц. Из а < с  и а < Л  следует и < р  и 

Тогда р ^ п + 1  и 1-1. Из ио =  а ^ п 2 следует, что
и +  ц ^ 2 У « ц ^ 2 я . Имеем, таким образом,

Ь = р д >  ( о + 1 )  ( и + \ )  =
=ии-}* (и-!"®) ")"1 -^2я-4* 1 ^  1) ■

откуда и « = я 2 и и-\-о =  2п, и, следовательно, и =  п = я ,  р =  р =  
=  л - |-1. Мы получили, что с=Л,  а это есть противоречие.

В т о р о е  р е ш е н и е .  Имеем ^ - = - >  1. Пусть - = ^ - = - ,
г г <1 а * «  й а

где ^ — несократимая дробь. Значит, Л и а делятся на 5, поэтому 
Л— а также делится на 5, и, в частности, имеем Л ^ а  +  з. Сле
довательно, Л ^ п 2-\-з. С другой стороны, ! - >  1. Поэтому г ^ з - \ - \

и -  ^  1 Значит,5 *

* 5 Л П3 + 5

Умножив обе части этого неравенства на 5 (л2 + 1), получаем 
неравенство я2—2яж+52^ 0 ,  что возможно только при з = п  и
Ь ________ с п -1 - 1

6, а п
Если а > п 2, то а ^ л 2 +  л и < /^ л 2 +  2я, откуда 

Ь =  ! ± ± Л ^ ( п + 1 )  (я +  2 ) > ( л + 1 ) 2.

Значит, а = п 2 и Л = п 2 +  п. Поэтому
с = ^ ± 1 а = ( л + 1 )  л = л 2+ л .

Мы получили с=Л, а это — противоречие.
149. Воспользуемся следующим соображением: если для неко

торых целых чисел а и Ь число а” делится на Ьп, то а делится 
на Ь. Имеем (т* )я =  ( т я)*, и это число делится на (ят )*. В свою 
очередь (ят) = ( я * ) т, и это число делится на (кп)т=  (кт)п. 
Получили, что (я**)" делится на (кт)п, откуда заключаем, что 
тк делится на кт.
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Рис. 126

Рис. 127

Рис. 128

Рис. 129 
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150. Ответ .  Нет.
Всего 6-буквенных слов может быть не более 2*. Поэтому 

если бы не было дополнительного условия о том, что никакое 
слово не является началом другого слова, то такой словарь 
мог бы иметь место. Посмотрим теперь, можно ли составить 
какой-нибудь словарь с соблюдением этого дополнительного 
условия.

Оказывается, что это невозможно. Действительно, всего 
имеется 27=  128 семибуквенных комбинаций. Из них З*23 =  24 на
чинаются с 3 четырехбуквенных слов нашего словаря, 10*22=  
= 4 0  начинаются с 10 пятибуквенных слов и 30*2'=60 с 30 
шестибуквенных слов. При этом в силу условия задачи все эти 
семибуквенные комбинации различны. Поэтому семибуквенных 
слов в словаре может быть не более 128—24 — 6 0 = 4 , а у нас 
их по условию 5.

151. Ответ в обоих случаях положительный.
а) Рассмотрим две расстановки чисел, приведенные на ри

сунках 126 и 127. Здесь по диагоналям, отстоящим друг от 
друга на расстоянии 5 (рис. 126) и 3 (рис. 127) клетки, рас
положены единицы, а в остальных местах — нули. В каждом 
прямоугольнике 4X 6  клеток сумма чисел равна соответственно 4 
(рис. 126) и 6 (рис. 127). Если мы теперь наложим эти расста
новки одна на другую и сложим числа, попавшие в одну и ту же 
клетку, то сумма чисел во всех прямоугольниках 4X 6  клеток 
получившейся расстановки будет равна 10.

б) Возьмем теперь расстановки чисел, приведенные на ри
сунках 128 и 129. Здесь на тех же диагоналях, что и на рисунках 
126 и 127, расположены единицы, чередующиеся с нулями. Сумма 
чисел в прямоугольниках 4X 6  клеток равна 2 (рис. 128) и 
3 (рис. 129).

Если теперь эти расстановки положить друг на друга и из чисел 
второй расстановки вычесть попавшие в ту же клетку числа 
первой расстановки, то в итоговой расстановке сумма чисел в 
любом прямоугольнике 4X 6  клеток будет равна 1.

152. Введем обозначения, как показано на рисунке 130. Так 
как площади треугольников А\В\С\ и А А \й  равны, то и пло
щади треугольников АВ\С\ и АйС\ также равны. Высоты этих 
треугольников вследствие этого равны, и, следовательно, 
В\0\\С\А. Аналогично С\Е^А\В  и А\Р\\В\С.

П е р в о е  р е ш е н и е .  Треугольники АА\С\ и йА{В\ подобны. 
То же можно утверждать и о треугольниках АВС\ и ОВВ\. 
Из подобия получаем:

АА |  А С \  ВС| /)|С|
а ,в , ~  ов7 — в в 7 — "‘" в в Т "

л .  АА\ ВВ\ , СС, тОбозначим т-в-=а,  — =о ,  —- _ = с .  Тогда полученное нами
А  |/>| В  |С | С |Л |
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м

в

Рис. 131

соотношение можно записать так:

* = '+ +  
Аналогично получим соотношения

6 =  1 + '  < ? = 1 + ' 
с а

=  Ь =  г =  л/![±!откуда а2 —а — 1 = 0  и а = Ь  =  с =  
Из соображений подобия имеем:

2 *

С\А
А \й

АА\ 
А7в7

л/5+1

откуда в свою очередь
л/5+1

Л|0+Л|С| >4|С|
сс, сс, 1,

т. е. 0С | = С |С  и 5С| — медиана треугольника ВСЯ. Теперь ввиду 
того, что 8 В1ВЕ = 5 ^ 1в1С1, имеем 5^1/)вв1 = 5 в,ЕСС1. Это доказывает 
равновеликость всех трех четырехугольников.

В т о р о е  р е ш е н и е  основано на следующей лемме: 
Л е м м а .  В трапеции линия, соединяющая точку пересечения 

диагоналей трапеции с точкой пересечения продолжений ее боко
вых сторон, делит основания трапеции пополам.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле (рис. 131), из подобия 
треугольников РКО и /?СО, 8КО  и имеем:

РК О/С
ОС

КЗ
<21*

162



С другой стороны, пары треугольников РМК  и (^МЬ, ЗМ К  
и КАП  также подобны, откуда

РК _  КМ _  КЗ 
<?*. Ш кь •

Сравнивая два полученных равенства, находим Р К = К З  и С)1* =  
=  /./?. Лемма д о к а з а н а .

Эта лемма вбирает в себя значительную часть решения, ко
торое можно продолжить следующим образом. Так как ЕС\\\ВА\ 
(рис. 130) и продолжение отрезка ВА\ в силу леммы делит 
С\А пополам, то Е А \= А \А .  Отсюда следует, что площади тре
угольников СЕА\ и СА\А равны, а следовательно, равны и 
площади четырехугольников СЕВ\С\ и АА\С\Р. Первая часть 
задачи решена.

Проведем теперь подсчет площадей четырехугольников. Заме-
ВО ВВ, л /5+ 1  тим, что — - =  =  ^  , и поэтому площадь треугольника

В йС  в раз больше площади АйС.  Обозначим площадь
одного четырехугольника через х, получим уравнение

(дг+2) . ^ ± 1 = 2 х  +  2,
откуда х = ^ 5 +  1.

153. а) Если
а | + а 2+ . . . + а п= 0  и а,-а 2-...-а„=п, 

то при п нечетном все множители а,- нечетны и первое равенство 
неверно; при п четном одно из а,- четно и из первого равенства 
следует, что еще одно из а,- четно, так что п делится на 4. 

б) Пусть п = 4 к  и к — число нечетное. Тогда имеем: 
л = 2 * ( — 2к) • I3*- 2 . ( — 1)*.

Нетрудно проверить, что это разложение числа п в произведение п 
множителей удовлетворяет условию задачи. При четном к ис
комое разложение будет следующим:

л = ( —2) • ( — 2к) ‘ I3** ( — I)*-2 .
154. Преобразовав неравенство к виду

(о+^)) *(о +  6 + у )  (-\/в+Уб),
заметим, что первый сомножитель левой части неравенства не 
меньше, чем первый сомножитель правой (неравенство между 
средним арифметическим и средним геометрическим). Второй 
сомножитель левой части также не меньше второго сомножителя 
правой, так как

(а +  6 +  -1-) — (л/а+л/б) =  (л/о—у ) 2+  (л/6 —у ) 2>  0.
Это доказывает нужное неравенство.
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155. В силу очевидных равенств
А \ В \  В \ В 2 г = А \А 2 ~ \~  А 2 В 2 , 

А \ В \ - \ - В \ В з = А \ А г - \ - А г В з  

устанавливаем справедливость соотношений
— А [ В \  — А \А 2 - \- В \В % ,

— А \ В \  - \ - А з В з  =  — А \ А г - \ - В \ В з .

Поэтому
С  [ С  2 =  — ОС, - \ - О С 2 —  — А 1В 1 А з В з ^  — А 1А 2 +  В 1В 2 , 

С |С з= — ОС| -(-О С з =  — А \ В \  + Л 3В 3 =  — А \ А з -(-В 1В 3 .

По условию векторы А \ А з  и В \ В з  получаются из А 1А 2 и
В 1В2 поворотом на 60°. но тогда и вектор С1С3 получается 
тем же поворотом из С1С2. Это и значит, что треугольник С1С2С3 
равносторон ний.

156. Докажем, что прямоугольник размером т Х п ,  удовлетво
ряющий условию задачи, можно склеить, если числа т и п  
имеют одинаковую четность, и нельзя склеить в противном случае. 
На рисунках цвета обозначим цифрами 1, 2, 3, 4.

Если т и п  нечетны, то мы можем склеить прямоугольник — 
строчку размером 1Хп (рис. 132), а из таких строчек тем же 
способом склеить искомый прямоугольник размером т Х п .

Если же т и п четны, то',’.йз прямоугольников размерами 
( т — 1) X (я— 1), ( т  — 1) X 1,. 1X1,

изображенных на рисунке 133, Склеиваем искомый прямоуголь
ник размером т Х п ,  как показано на рисунке 134.

. Пусть теперь т и п  разной четности. Предположим, что 
нам удалось склеить прямоугольник размером т Х п ,  стороны

2  2 2 2
3 1 1 3

4  4  4

Рис 133

4
Рис. 134
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которого окрашены в различные цвета. Рассмотрим одну из 
нечетных сторон прямоугольника, пусть она, например, имеет 
цвет 1. Подсчитаем общее число сторон цвета 1 у использо
ванных плиточек. На границе прямоугольника их число нечетно, 
а внутри четно, так как к каждой стороне цвета 1 одной плиточки 
примыкает сторона цвета 1 другой плиточки. Следовательно, 
общее число сторон цвета 1 нечетно. Однако это число равно 
количеству использованных плиточек, всего их тп штук — 
четное число. Получили противоречие.

157. Ответ.  Да, верно.
В начальный момент трехчлен / (дс) = х 2+ 10*+20 в точке х — 

=  — 1 имел значение / (  — 1) — 11. С каждым изменением мно
гочлена его значение в точке х =  — 1 изменялось на единицу 
в ту или другую' сторону. В конечный момент для многочлена 
2 ( * ) = х 2 +  2 0 х - Н 0  о н о  оказалось равным — 9 . Следовательно, 
в некоторый момент на доске был написан квадратный трехчлен 
Н(х) = х  + а х + Ь ,  где а и Ь — целые, для которого А( — 1) =  0. 
Этот многочлен имеет целые корни.

158. Пусть А 1А2 ... Ап — многоугольник, по контуру которого 
движется центр монеты, и О — центр окружности, вписанной в 
этот многоугольник. Часть следа, находящаяся вне много
угольника (рис. 135), состоит из прямоугольников, общая пло
щадь которых равна рг, и секторов круга радиуса г при каждой 
из вершин. Обозначив через а, величину угла сектора при вер
шине Л, получим ^ А  +  а ,= я , гАе / . А  — величина угла много
угольника при вершине А. Поэтому

а | - | - а 2  +  ... +  а п= л л — ( ^  А 1 -(- А 2 Ч- ... -4* / ~ А п )  =
= л л — (л — 2) л — 2л, 

и, следовательно, сумма площадей всех секторов равна площади 
круга радиуса г, т. е. лгг. Границей внутренней части следа 
монеты, т. е. той части следа, которая находится внутри много
угольника А\А2 ...Ап, ЯВЛЯЮТСЯ многоугольник А\А2 ...Ап (внешняя 
граница) и многоугольник В \ В 2 . . .В п, гомотетичный исходному

о  г
с центром О и коэффициентом --3 — (внутренняя граница). По-К
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этому площадь внутренней части следа равна
с _  <? _  Р* _  Р* ( К - г \ г — п г— рг*•Э/М. А. °в,вг...в.---- 2~ ~2~\ ' # )  —РГ 2/р

Следовательно, площадь всего следа равна
л г * + 2 р г - ^ .

159. Пусть самая тяжелая из гирь имеет вес к. Покажем, 
что гирь единичного веса не меньше чем к. Действительно, 
пусть гирь единичного веса ровно 5 штук. Тогда их общий вес 
равен 5. У нас есть еще одна гиря веса к и п — з гирь, общий 
вес которых не меньше чем 2 (п—5). Поэтому 2 п ^ к - \ - 2 ( п —«) + « , 
откуда з ^ к .

После того как на весы положили первую гирю веса к , 
разность между весами грузов на чашках стала равна к. Покажем, 
что и в дальнейшем вес более тяжелой чашки отличается от 
веса более легкой чашки не более чем на к. Действительно, 
на каждом следующем шаге мы ставим гирю на более легкую 
чашку. Если она при этом остается снова более легкой, то 
разность весов только уменьшится. Если же легкая чашка ста
новится более тяжелой, то новая разность между весами не 
превосходит веса вновь положенной гири, а он не превосходит к.

Допустим теперь, что мы положили на весы все гири веса, 
большего чем 1, и у нас остались только гири единичного веса. 
Так как их количество, т. е. $, больше или равно разности 
весов на чашках, то, положив некоторое количество гирь единич
ного веса, мы получим на весах равновесие. В этот момент 
общий вес гирь на весах есть четное число, поэтому число 
оставшихся единичных гирь также четно. В дальнейшем мы долж
ны класть их по очереди то на одну, то на другую чашку и 
ввиду четности их числа получим в конце концов равновесие.

160. Пусть N  — абсолютно простое число, имеющее в своей 
записи более трех знаков. Тогда, как легко видеть, в его записи 
не может встретиться ни одна четная цифра, а также цифра 5. 
Если бы такая цифра была, то, переставив ее на последнее 
место, мы получили бы составное число. Следовательно, в записи 
числа N  могут встретиться только цифры 1, 3, 7, 9. Пред
положим, что все они в записи числа N  присутствуют. Пере
местив их на последние позиции, мы получим абсолютно простое 
число

М, = а ,а 2...ат 1379=М  +  1379,
где М = а |а 2...ат0000. Но тогда и числа

М2= М  +  3179, ЛГз=ЛГ-Н9137,
Л*4=Л! +  7913, М ь= М -\-  1397,
М6=Л1 +  3197, М7= М  +  7139

также абсолютно просты и, в частности, просты. Но этого не может
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быть, так как числа 1379, 3179, 9137, 
7913, 1397, 3197, 7139 имеют различные 
остатки при делении на 7, и поэтому 
среди чисел М\, М2, .... М7 одно обя
зательно делится на 7.

В

161. Пусть А В С — исходный тре
угольник и Р, (?, /? — середины сто
рон АВ, ВС, АС  соответственно. Тре
угольники АРВ, РВ($, В()С  подобны 
треугольнику АВС, являются остро
угольными, и поэтому точки I*, М, N д  
пересечения высот этих треугольников 
лежат внутри их (рис. 136). Пло- Рнс. 136

С

где 5  — площадь треугольника АВС. Так как д А Р В  =  ДРВ<) =  
=  ДВ(}С,  то д Р М ( ) =  ДА1.В  и д ( ) В В =  ДРСА. Поэтому

162. Покажем, что для любого натурального числа т сущест
вует такое натуральное число п\' записываемое единицами и ну
лями, что сумма его цифр, обозначаемая далее через 5  (я), 
равна т, а сумма цифр числа л2, т. е. 5  (я2), равна яг.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем индукцией по т. Для т =  1 
искомое число равно 1. Пусть для некоторого натурального 
числа т имеется натуральное число я из единиц и нулей, такое, 
что 5 (я) =  т и 5  (я2) =  т 2. Если я имеет к знаков, то положим я 1 =  
=  10*+ я +  1. Тогда

Число Ю2(*+2)я2 оканчивается не менее чем 2Й+4 нулями, а 
число 2я-10*+2 не более чем (2Л +  3)-значно, так как 2я не более 
чем (Л+1)-значно. Поэтому

что и требовалось доказать для обоснования индуктивного пере
хода.

163. Ясно, что ни одна дамка не может располагаться на 
краю доски. Кроме того, в двух квадратах доски, обведенных 
на рисунке 137, все пять черных клеток не могут быть заняты 
(центральная дамка не бьется). Таким образом, занятыми могут 
оказаться не более 16 клеток. В то же время 16 дамок с соблюде
нием условий задачи расставить можно (рис. 137).

откуда 5=-!- 5 + - ^ 5 = 5 .

л? =  102<*+2)я2 +  2я • 10*+2 + 1 .

5 (я2) = 5  (я2) + 2 5  (я) +  1= т 2 +  2т + 1  =  ( т  +  1)2.
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ш □шщш жшшпо шОш шшИ □шш и шшшсжс’ш
164.. Ответ ,  л красок.
Для доказательства необходимости п красок рассмотрим вер

шину А. Пусть из нее выходят стороны АВ  и АС. Рассмотрим 
эти стороны, все диагонали, выходящие из А, и отрезок ВС. 
Этих отрезков л, и каждые два из них имеют общую точку. 
Следовательно, они должны быть окрашены разными красками. 
Для доказательства достаточности п красок докажем прежде 
всего, что каждый из рассматриваемых в задаче отрезков парал
лелен одному из п отрезков, рассмотренных при доказательстве 
необходимости.

Опишем около л-угольника окружность <■>. Возьмем один из 
рассматриваемых в задаче отрезков МЫ. Если МЫ\\ВС, то все 
в порядке. Если МЫ]ЦВС, то проведем через точку А прямую 
1\\МЫ; она пересечет о> в другой точке К (рис. 138); I не может 
быть касательной, так как в таком случае было бы Ц\МЫ\\ВС.

Так как А п М  — вершины л-угольника, то дуга АтМ  содержит 
целое число равных дуг, на которые о> разбивается вершинами 
л-угольника. Так как МЫ\\(, то и дуга ЫрК содержит такое же 
число этих маленьких дуг. Но это означает, что К — вершина 
л-угольника; следовательно, отрезок МЫ параллелен одному из 
л— 1 рассматриваемых отрезков, выходящих из точки А.

Итак, имеется л семейств параллельных отрезков. Покрасим 
отрезки каждого семейства одной и той же краской, всего будет 
использовано л красок.

165. Назовем первым цветом цвет основания коробки и вто
рым — цвет крышки коробки. Шесть граней куба разбиваются 
на три пары противоположных граней, которые не окрашены 
ни первым, ни вторым цветом. Цвета этих граней назовем третьим 
и четвертым и расположим куб так, чтобы грани третьего и 
четвертого цветов стали нижними и верхними гранями куба. 
Дальше будем поворачивать куб, не изменяя плоскости основа
ния. Несовпадение цветов на нижних и верхних основаниях
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Рис. 138 Рис. 139

куба и коробки обеспечено. Боковые грани куба окрашены в 
цвета 1, 2, 5, 6; боковые грани коробки — в цвета 3, 4, 5, 6. 
Совпадающими могут оказаться только цвета 5 и 6. Имеется 
четыре расположения куба, оставляющие нижнее основание куба 
нижним основанием. Совпадение граней пятого цвета куба и ко
робки возможно только в одном из этих случаев и шестого цвета 
тоже только в одном случае. Следовательно, остается располо
жение (точнее, по крайней мере два расположения), при котором 
пятые и шестые цвета не совпадают. Несовпадение граней других 
цветов было обеспечено раньше.

166. Отметим на окружности также точки В\, В2, Вз, В4, 
симметричные точкам А\, Аз, Аз, Л4 относительно диаметра АоАь- 
Получится правильный десятиугольник А^АзАзАаАъВаВзВзВх, 
вписанный в окружность (рис. 139). Так как дуги А^тАз и 
В\пВз равны, то АгВ\\\АзВз. Аналогично доказывается, что 
АгВ\\\А\Ао, ОАз\\ВзА\, АоА$\\А\Аа\\АзАз. Так как пары точек 
А\, В\\ Аг, В2 симметричны относительно диаметра А^Аъ, то отрезки 
АзВ\ и А\Вз пересекаются в точке К  на этом диаметре.

Из доказанного следует, что К.А2А 3О и АоА\ЬК— парал
лелограммы. Поэтому длины О К и А 3А2, 1*А\ и КАо равны. 
Остается доказать, что длины ЬА\ и ЫМ равны. Так как А\МОК  
и 1.ИОК — параллелограммы, то длины А\М  и КО, КО и 
равны. Следовательно, длины А\М  и равны. Вычитая из 
них длину ЬМ, получаем требуемое.

167. Пусть (дс, у, г, () — произвольная четверка чисел и 
(дс„, уп, гп, (п) — четверка, получающаяся из исходной за п 
нажатий кнопки.

Заметим, что во всех четверках чисел, кроме исходной, 
сумма всех чисел четверки равна нулю. Пусть (а, Ь, с. Л) — 
произвольная четверка с нулевой суммой. Тогда
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0 =  ( с + 6  +  с +  й)2=
=  а2 +  Ь2+ с 2+<12+2аЬ +  2ас +  2аа+2Ьс +  2Ь<1 +  2с4.

Рассмотрим теперь четверку (а|, Ь\, С\,  й\), получающуюся 
из нее нажатием кнопки. Для нее

а? +  6? +  с?+</2 =  (а—Ь)2+ (Ь  — с )2 +  (с—4 )2+  (й — а )2 =
=  2 (а2 +  Ь2 +  с2+ 4 2) - 2 а Ь - 2 Ь с - 2 с й - 2 а й =

=  3 (с2 “I- Ь2 “I- с2 +  </2) -(- 2ос “I- 2Ьс1,
и так как а2+ с 2+ 2 а с ^ 0  и Ь2+(Р - \-2Ь й^0 ,  то

а? +  62 +  с2+<*2^ 2  (° 2 Ч" ̂ 2 4* с2 +  </2) .
В нашей исходной четверке (х, у, г, I) не все числа равны, 

поэтому д:2+ у2+ 2? +  /? >  0. В силу доказанного выше
+  У2 +  г« Ч* % ̂  2"- 1 (х2 Ч- у? +  *2 ■+■ *2) •

Отсюда следует наличие такой четверки с достаточно большим 
номером я, в которой одно из чисел по модулю больше чем 
3-1985. Если это число отрицательно, то в этой же четверке 
найдется и положительное число, большее 1985, так как сумма 
всех чисел в ней равна нулю.

168. Рассмотрим какую-либо пару а», Ьк. Заметим, что оба 
числа а* и Ьк не могут быть- одновременно больше я, иначе 
было бы л<Са*><...<ая, Ь\">рч> . ^ > Ь к > п , . и мы получаем 
л + 1  различных чисел Ь\, Ьч, .4, Ьк, о*, а*+|, ...«. ая, больших я 
и не превосходящих 2л, а таких чисел суть только л. Точно так же 
замечаем, что а* и Ьк не могут быть одновременно меньше 
или равными я. Итак, одно из двух чисел а», Ьк (обозначим 
его через Мк) больше п, другое (обозначим его через т*) не 
превосходит я. Числа М\, ..., М„ все различны, причем каждое
из них больше л и не превосходит 2л. Поэтому М    Ма —
это все числа я + 1, я +  2, ..., я +  я = 2я, только расположен
ные, быть может, в другом порядке. Точно так же т 1, ..., тп — 
это все числа 1, 2, ..., я, расположенные, быть может, в другом 
порядке. Ясно, что М* —/п*= |а* —6*|. Теперь имеем:

|й |—Ь\\ +  |аг— Ьч | + . . . +  \а„ — Ь„\ =
=  (М 1 — /Я|) +  (Мч — /Яг) +  . . .+  (Мп — /ял) =
= М |  + М г  +  ...- |-А 1 я —  ( / Я |+ / Я 2  +  ... +  / я я ) =

— (я + 1) +  (я + 2 )  + . . . +  (я +  я) -  (1 + 2  +  ... +  Я ) = я 2.
169. Пусть x^, хг — натуральные числа, являющиеся корнями 

данного уравнения
*2 +  а * + ( 1 - 6 ) = 0 .

По теореме Виета имеют место равенства
х 1х2= \ — Ь, 

х\ + х ч =  — а.
Отсюда находим, что числа а, Ь являются целыми: 

а =  —Х|—хч, Ь— 1—х\Хч—
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и что число
а2 +  Ьг =  ( —ДС|— дг2)2+ ( 1 — Х \ Х 2) 2 =  ()$+  2 X 1 X 2 + х$) +

+  (1 —2 * 1 * 2 + 4 4 ) =  ( 4 + 1 )  (4 + 1)
является составным.

Заметим, что в условии задачи достаточно было бы потребо
вать, чтобы корни уравнения являлись целыми числами.

170. Пусть стороны квадрата А В С б  окрашены в красный 
цвет, а стороны квадрата А\В\С\й{ — в синий. Рассмотрим 
восемь прямоугольных треугольников Д |,  Дг, Дз, .... А», 
изображенных на рисунке 140, с гипотенузами С\,  Сг, с з, ..., 
Се и с катетами а\, аг, аз, ..., а$ и Ь\, Ьг, Ь3, ..., Ь* соответственно. 
Ясно, что эти треугольники подобны друг другу: все они прямо
угольные и имеют равные острые углы. Один из этих углов 
обозначим через а  (рис. 140). Ясно, что а{=с,-зш а для / =
= 1. 2, 3... 8.

Квадраты А В С й  и А\В\С\0\  равны. Поэтому
А В  +  В С + СО +  й А  = А  | В 1 +  В |С | +  С |0 |  О 1А 1,

т. е.
(бз +  сг+оп) +  (61+^8 +  07) +  (&7 +  св+аз) +  (65 +  ̂ 4+ 03) =  

=  (02 +  С |+ 6в) +  (Св +  С7 +  6б) +(Об +  С5 +  (>4) +  (04 +  ̂ 3 +  62).
Выразим здесь а,-, Ь, через с„ / = 1 ,  2, ..., 8. Получим равенство 

(Сзсо$а +  С2+С| зш а) +  (С| соза  +  Св +  С7 3 т  а) +
+  (^ с о з а + С е + С б З т  а) +  (С5Соза+С4+ С з з т  а) =
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=  (с2 з т  а  +  С|-|-С8СО$а) +  (с8 з т а  +  С7-|-СбС08а) +  
+  (сват а+С 5 +  С4СО$а) +  (С4вт а + с 3 +  с2соза).

Э то равенство можно, очевидно, переписать в виде

Так как а  — острый угол, то соз а  +  $т  а >  1 и, следовательно, 
в полученном равенстве на множитель соз а +  з т  а — 1 можно 
сократить. Мы получим требуемое равенство

Из проведенного доказательства видно, что в условии задачи 
квадраты можно заменить равными прямоугольниками: утвержде
ние остается в силе.

171. П е р в о е  р еш ен и е .  Покажем сначала, что площадь 
кругового сегмента, стягиваемого хордой ВМ, которая видна 
из центра круга О под углом 2а  (рис. 141), равна произведению 
ВМ2 на (безразмерную) величину, определяемую углом а. Дей
ствительно, площадь этого сегмента равна, очевидно, разности 
площадей кругового сектора и треугольника ОВМ:

Из полученной формулы видно, что при заданном угле а  площадь 
сектора будет тем меньше, чем меньше длина ВМ.

(соз а  +  з т  а — 1) (С| +С 3+С 5+С 7) =  
=  (соз а зш а — 1) (Сг-(-С4-|-Сб-|-^в)-

Зовм = ± 6 к - В М = ± .с \ % а - В М 2.
Отсюда следует утверждение:



Обратимся теперь к задаче. Пусть О | — центр окружности, 
описанной около треугольника АВМ, Ог — центр окружности, 
описанной около треугольника ВСМ. Интересующая нас пло
щадь, заштрихованная на рисунке 142, равна сумме площадей 
двух сегментов, ограничиваемых окружностями и общей хордой 
ВМ. Площадь каждого такого сегмента равна произведению 
ВМ2 на величину, зависящую только от соответствующего цент
рального угла. Покажем, что сумма площадей этих сегментов 
(площадь «луночки», заштрихованной на рисунке) будет тем 
меньше, чем меньше длина ВМ. Действительно, по теореме о 
соотношении между центральными и вписанными углами, опи
рающимися на одну и ту же дугу, справедливы равенства 
А В О \М  =  2 / .В А М , А В О гМ = 2 А В С М  (так как треугольник 
АВС  остроугольный, то точки А, 0 \  лежат по одну сторону 
от ВМ, а точки С, Ог — по другую). Углы А  ВАМ  и А  ВСМ 
заданы. Следовательно, коэффициент при ВМ2 в выражении 
площади «луночки» определяется только углами треугольника 
АВС, значит, искомая площадь минимальна в случае, когда 
длина хорды ВМ минимальна, т. е. когда ВМ — высота.

В т о р о е  р е ш е н и е .  Проведем диаметры ВА\ и ВС\ (рис. 142). 
Углы ^  ВМА \ и А  ВМС\ прямые, так как опираются на диаметры. 
Следовательно, отрезок ВМ перпендикулярен отрезкам А\М  и 
МС\, т. е. точки А\, М, С\ лежат на одной прямой, а отрезок 
ВМ  есть высота треугольника А*ВС\.

Ясно, что треугольник А\ВС\ подобен треугольнику АВС, 
ибо справедливы равенства $.<ВАМ= ^-ВА\М  и ^ ВС\М =  
=  АВ С М ,  поскольку равны углы, вписанные в окружность, 
опирающиеся на одну и ту же дугу, если их вершины лежат 
по одну сторону от хорды, стягивающей эту дугу (последнее 
выполнено в рассматриваемом случае). Коэффициент подобия
треугольников А\ВС\ и АВС  обозначим через Ь =  - ^ .  Если
А \Ф А ,  то Л > 1 ,  так как диаметр А\В  больше хорды АВ. При 
Л > 1 отрезок ВМ не является высотой треугольника.

Покажем, что при к >  1, т. е. при А ф А \ ,  площадь «луночки» 
с хордой ВМ, заштрихованной на рисунке 142, больше площади 
«луночки» с хордой иМ\, где ВМ\ — высота треугольника АВС. 
Для этого осуществим преобразование подобия с коэффициентом
-1- < 1 ,  при котором точки А], В, С| переходят соответственно
в точки А, В, С. Точка М при этом преобразовании перейдет 
в основание М\ высоты ВМ\ треугольника АВС, окружности, 
описанные около треугольников А\ВМ  и МВС\, перейдут в ок
ружности, описанные около треугольников АВМ\ и М\ВС, 
а «луночка» с хордой ВМ (заштрихованная на рисунке) перейдет 
в «луночку» с хордой ВМ\, являющейся высотой треугольника 
АВС. Радиусы окружностей уменьшатся в к раз, а площадь 
«луночки» уменьшится в к2 раз. Это значит, что если А ф А \ ,  то
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площадь «луночки» с хордой ВМ\ меньше площади «луночки» 
с хордой ВМ. Мы вновь видим, что площадь «луночки» мини
мальна, когда М = М |,  т. е. когда ВМ  — высота треугольника 
АВМ.

172. Ответ ,  а) Можно. Пример см. на рисунке 143; б) нельзя.
Покажем, что если построение возможно, то либо число п, 

либо число п — 2 является квадратом целого числа. Допустим, 
что требованиям короля удалось удовлетворить. Осуществим 
окраску городов на карте следующим образом. Какой-то из горо
дов назовем столицей и покрасим его в белый цвет. Затем рас
смотрим все города, из которых можно проехать в столицу по 
одной дороге. Города, удаленные от столицы на четное расстояние, 
покрасим в белый цвет, а удаленные на нечетное расстояние — 
в черный цвет. Далее будем повторять эту процедуру. На каж
дом следующем шаге будем рассматривать новые города. Для 
каждого нового города рассмотрим лишь один из уже окрашен
ных городов, соединенных с ним дорогой. Если из нового города 
дорога четной длины приводит в белый город, то новый город 
красим белой краской, а если длина этой дороги нечетна, то 
черной краской. Если же дорога четной длины приводит в черный 
город, то новый город красим черной краской, а если длина 
этой дороги нечетна, то белой.

На каждом шаге добавляется столько же дорог, сколько го
родов, поэтому число дорог всегда на 1 меньше числа городов.

Выполняем описанные шаги до тех пор, пока не будут окрашены 
все города. Когда исчерпаются все города, будут нарисованы и 
все дороги, т. е. будет нарисована и карта, причем кратчайший 
путь между двумя городами будет иметь четную длину тогда и 
только тогда, когда города будут окрашены одинаково.

Обозначим число черных городов через х, а число белых 
городов через у. Тогда х + у = п ,  а число пар разноцветных 
городов равно ху. Следовательно, среди чисел 1, 2, 3, ...,
п*п~ 1) есть ровно ху нечетных чисел.

Если п — четное число, то ху =  -̂ - • п » т. е. 4ху =
— п (п — 1), или

п = п 2 — 4ху =  ( х + у ) 2 — 4ху =  (х— у ) 2. 
Следовательно, число п является полным квадратом.
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_  п(п — 1) 1 / п{п — 1) . . \Если же —- — нечетное число, то х у = ^ 1 - ^ — +  Ч  *
откуда г г - п - \ - 2  =  4ху, или

л —2 =  ( х + у ) 2— 4ху=  (х — у ) 2, 
т. е. число л —2 является полным квадратом.

Итак, либо число л, либо число л —2 должно быть полным 
квадратом, что и требовалось доказать.

Ни число л=1986, ни число я —2=1984 не являются квад
ратами. Поэтому при л =  1986 требованиям короля удовлетворить 
нельзя.

173. Ответ.  При любом л ^ 1  решениями являются тройки 
х = 3 ,  у =  2, г — 1 и * = 6 , у = 8, 2 = 4 .  При л =  2 имеется еще 
одно решение: дс=8, у = 3, 2 = 7 .

Требуется найти цифры х, у, г, удовлетворяющие равенству
( Х ХХ . . . Х)  2 +  ууу...у =  222...2.

л я 2я
Введем число й =  111...1. Ясно, что ^ = 4  •999—9 = 4 -  (10" — 1) 

л л
и Ю"-}-1 = 9 < /+ 2 . Имеем:

ххх .. .х= х-й , ууу .. .у= у-а ,  
я я

22212 =  2 - 111...1 = 4 - (102я- 1 )  = 2 -1° ^ ! .  (10п+1)=г<*(<*-|-1).
2л 2л

Данное уравнение можно записать в виде 
( х<*)2 + 1 / < * = 2 < / ( 9 < / + 2 ) ,

откуда
(х2- 9 г ) 4 = 2 г - у .

Мы видим, что число 2 г—у обязано делиться на й.
Если я ^ З ,  то 4 ^ 111 ,  а число |2г—«/1^17. Поэтому число 

2г — у будет делиться на й  только тогда, когда 2 г — у = 0 .  Но 
в этом случае х2= 9 г , т. е. число г является квадратом и может 
принимать только значения 1, 4, 9.

При 2 = 1  находим дт=3, у-= 2.
При г =  4 находим х = 6 ,  у =8.
При 2 = 9  получаем у =18,  т. е. у  не будет цифрой. Нетрудно 

проверить, что равенства
(333...3)2 +  222-^2 =  111...1,

я к 2л
(666...6)2 +  888...8 =  444...4

п "  я 2л
выполняются при любом я ^ 1 .  (Заметим, что второе из этих 
равенств получается из первого умножением на 4.)



Если п = 2 , то </=11 н число 2г — у будет делиться на </=11 
в следующих трех случаях:

2 г—у = 0 ,  2 г— у =  11 и 2 г— у =  — 11.
В первом случае (2г—у = 0 )  мы получаем те же результаты, 

что и выше.
Во втором случае (2г—у = 1 1 )  число у нечетное. Перебирая 

нечетные у =  1, 3, 5, 7, 9, мы найдем единственное решение 
х = 8 ,  у = 3, 2 =  7.

В третьем случае (2г—у =  — 11) легко проверить, что решений 
нет.

Итак, в случае л = 2  появляется еще одно решение:
882 +  33 =  7777.

174. Пусть А]А2- А ]-2 — данный 12-угольник, В и С — данные 
точки. Обозначим

8В = ВА\-\- ВАъ-\- ВА\2,
8 С =  СА\ САг-I- ... “I- СА\2-

Нам нужно доказать неравенство |5 В — 5 С| ^ 1  м.
В силу неравенства треугольника для каждого <=1, 2......  12

справедлива оценка
\ВА1-С А ( \  <  |ВС| =0,1  м.

Используя эти оценки, мы можем получить неравенство 
18 В — 5 С | =  | В А] — С А | -ф- ВА2 — СА2 “}■... ВА 12 — СА121 ^

^  \ВА\ — СА\| -|- \ВА2 — СА21 |Ву4|2 — 0^4121 ^
<  |ВС| +  |ВС| +  .•• +  |ВС| =  12-0,1 м =  1,2 м,

более грубое, чем требуется. Для доказательства требуемого не
равенства нужны более тонкие рассуждения.

Предположим, что нумерация вершин 12-угольника осуществ
лена так, что точка С лежит внутри или на границе треугольника
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ВА\Аг (рис. 144, а). Дважды использовав неравенство тре
угольника в треугольниках СйАз  и А \В й,  мы можем оценить 

СЛ| -|-СЛ2^СЛ| -|- (СД-|-Д42) — (С4|4-СД) 4-ДЛ2=  
= Л , Д  +  ДЛ2<  (А 1В +  В О )+ О А 2= А 1 В +  (ВД +  ДЛ2) =

=  В А | -|-В Аз.
Таким образом, Су4|4-СЛ2 —ВА\ — &42^ 0 .  Используя это не
равенство и неравенства

\СА(- В А 1\ <  \ВС\ =0,1 м 
для 1=3,  4, .... 12, оцениваем

5 С — 5д =  { С А 14* С А з  — В  А 1 — В  А з )  4 - ( С А з  — В  А з )  4 - . . .  4 - 
4" ( С 4 |2— В А \ 2 ) ^  (С А з — В А з )  4 - . . .4 -  (Су4|2— В А \ з )  ^

<  \САз — ВА3\ 4 - - 4 -  1Су4,2 — В А Х 2| <  10-0,1 м = 1  м.

Меняя ролями точки В и С (рис. 144, б), мы аналогично по
лучаем неравенство 5В — 5 С^ 1  м.

Из неравенств 5 С — 5 в <  1 м и 5 В—5 С^ 1  м и следует 
требуемое неравенство

|5 В —5 С | <  1 м.
175. Ответ.  Можно. Достаточно, например, налить во все 

стаканы, кроме одного, по 100 г молока, а в оставшийся — 
200 г.

Докажем, что в этом случае мальчик не сможет за конечное 
число переливаний уравнять количества молока в стаканах. 
Общее количество молока в стаканах равно 100*294-200=  
=3100 г. При разделе поровну в каждом стакане должно по
лучиться по ДУ!“ =  Дг~ г молока- Легко увидеть, что послеоО «5
переливания с номером п количество молока в каждом стакане, 
умноженное на 2я, будет выражаться целым числом граммов 
(достаточно заметить, что после однократного переливания из 
стакана, содержащего а> граммов молока, в стакан, содержащий
Ь граммов, в каждом стакане получится по граммов мо
лока).

Если мальчик сможет разлить молоко поровну с помощью п
310переливаний, то число 2я—— должно быть целым. Но это не

возможно ни при каком п.
176. а) Повернем прямоугольник А В С й  относительно его 

центра на 180°. Диагональ перейдет в себя, а раскраска, очевид
но, изменится на противоположную. Следовательно, сумма длин 
белых отрезков равна сумме длин черных отрезков и искомое 
отношение равно единице.

б) П е р в о е  р е ш е н и е .  Расположим данный прямоуголь
ник А В С й  на координатной плоскости так, чтобы точка А совпала 
с началом координат, точка В имела координаты (0; 101), точ-
7. Н. X Агаханов 177



ка С координаты (99; 101), точка Д координаты (99(0). Так 
как числа 99 и 101 взаимно просты, то диагональ АС  не про
ходит через узлы решетки, отличные от А и С. Следовательно, 
двигаясь по диагонали от точки А к точке С, мы будем последо
вательно пересекать вертикальные и горизонтальные линии 
сетки, причем после каждого пересечения такой линии происхо
дит перемена цвета. Спроектируем диагональ АС  на ось Ох. 
Проекцией диагонали АС  будет отрезок АО, проекциями пере
сечений АС  с горизонтальными линиями сетки являются точки

99вида (6т; 0), т = 0 ,  1, 2, ..., 101, где 6 =  -^ - ,  а с вертикальными
линиями — точки вида (л; 0), п = 0 ,  1, 2, ..., 99.

Из неравенств
т — 1 < 6 т < т  при 1 ^ т ^ 5 0

и
т —2 < С б т < т — 1 при 51 ^  100

следует, что точки (6т; 0) и (т ; 0) для т = 1 ,  2, ..., 49 будут 
чередоваться, затем встретится точка (6-50; 0), и снова поочеред
но пойдут точки вида (6т; 0) и ( т — 1; 0) для т = 5 1 ,  52......  100.

Таким образом, мы имеем расположение проекций белых и 
черных отрезков, изображенное на рисунке 145. Сумма длин 
проекций белых отрезков р!авна 

6 +  ( 2 6 - 1 )  + . . .4 -  (506 -  49) +  (50 -  516) +  (51 -5 2 6 )  + . . . +
-|- ( 9 9 -  1006) = 6 (1  + 2 + . .. +  50 -  51 - 5 2 - . . . - 1 0 0 )  +

+  ( -  1 —2 —... — 4 9 + 5 0 + ; . .+  99) =  -2 5 0 0 6  +  2500 = ^ .

Сумма длин проекций черных отрезков равна
пп 5000 4999

16Г==ТоГ'
Искомое отношение суммы длин белых и черных отрезков равно, 
очевидно, отношению суммы длин проекций этих отрезков на 
ось Ох. Следовательно, оно равно

5000 . 4999 _  5000 
101 * 101 4999'

В т о р о е  р еш ен и е .  Рассмотрим единичный квадрат 
А\В\С\0\,  стороны которого параллельны сторонам прямоуголь
ника АВСй,  и перенесем на него параллельным переносом все 
единичные квадраты из АВСО, через которые проходит диаго
наль АС. Диагональ АС  превратится при этом в разрывную 
линию, начинающуюся в А\ и оканчивающуюся в С|. Если мы

8 28 498 508 518 528 998 юо8
I Ч |---------1 » |1 ' ' ■ * > ' I 1 1 1 1 1 4

1 2  . . .  48 49 50 51 . . .  97 98 99
Рис. 145
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Рис. 146

разобьем А\В\С\0\ на прямоугольники размером то эта
линия будет проходить по диагоналям прямоугольников. Исполь
зуя взаимную простоту чисел 99 и 101,. легко понять, что раз
рывная линия А\С\ не может пройти дважды по одному пути. 
Общая длина разрывной линии А1С1 равна длине АС, поэтому 
она пройдет через все прямоугольники в А\В\С\0\. Раскрасим 
прямоугольники квадрата А{В\С\0\ (рис. 146) в шахматном по
рядке и в те же цвета, что и квадраты АВСй.  Ввиду нечетности 
чисел 99 и 101 разрывная линия А\С\ в местах разрыва меняет 
цвет, и поэтому ее раскраска будет полностью соответствовать 
раскраске диагонали .АС. Подсчитаем число белых и черных-пря
моугольников в квадрате АВСй.  Всего прямоугольников 
99X101, причем белых на один больше, чем черных. Поэтому
белых -у (99-101 + 1 )  =5000 и черных — (99-101 — 1) =4999.
Отношение длин равно .4999

177. Каждый спортсмен сыграл ровно 9 партий, т. е.

XI  + 1 /1  = . . . = * ю  +  « /1 0 = 9 .

При этом число выигрышей, конечно же, равняется числу про
игрышей, и, следовательно,

Х| + . . . +дсю=1/| +  .-+1/Ю.
Вследствие этих равенств получаем :

(х? +  ... +  дс?о) — (у? + . . .  +1/?о) =  ( * ?—у Ь  +  •••+  (*?о— У?о) =  
= 9 (  (х/ —(/I) + . . . +  (хю — ую)) =

=9((дГ| +  ... +  дгю) — (1/1 +  —+Ую)) = 0 .
179



178. Ответ .  Массы гирь— 1, 2, 4, 8, 16, 32.
Расположим массы гирь в неубывающем порядке:

Х\  ^ * 2 ^ . . . < * 6 .

Каждую массу, которую можно уравновесить с помощью гирь 
набора, представим в виде

61* 1+  е2*2 +  -.. + 86*6 (е, =  0,1),
где хотя бы одно из е, отлично от нуля. Таких сумм ровно 
2е— 1=63,  и по условию среди них содержатся 63 различных 
натуральных числа. Следовательно, все эти суммы различны. 
В частности, массы гирь также различны.

Рассмотрим две самые большие суммы:
« Г = * 1 + * 2  +  . . . + * 6 ,  52 =  *2 +  . ~ + * 6 .

Так как они являются последовательными натуральными числами, 
то *| = 5 | —52=1. Тогда очевидно, что *г=2. Допустим, что 
числа х \ ,  ..., ж* уже найдены и равны 1, 2, ..., 2*~‘. Тогда суммы

е|*| +  ... +  е*дг*,
где е,- =  0,1 й не все е,- равны нулю, представляют натуральные 
числа 1, 2, ..., 2*-1 . Число ж*+| не может находиться среди 
этих чисел и потому равно 2 *. Поэтому * з = 4 , *4 =  8 , *5 = 1 6 , 
же ==32. . .

179. Проведем в данном семиугольнике диагонали А\Аз, А]Ак 
и продолжим стороны А\Аг, АзА* до их пересечения в точке В 
(рис. 147). Пусть а=180°;7 .  Тогда / - А г А \ А 3 =  / - А з А \ А к = о .  
и / - А \ А ) Л з = 1 а . .  Поэтому А В =  180°— / . А з А ^ А *  —  ^ А з А к А \  =  
=  7 а —2а — 2а =  За и /-А\А$В =  180°— ^ А з А \А з — /~В  =

д  = 7 а —а —3 а = 3 а .  Следовательно,
треугольник В А \ А з  равнобедренный 
и А \ В = А \ А з .  Пусть х = А \ А з ,  у —  
= А \ А з  и х = А \ А а .  Тогда А 2 В = у — х .  
Далее, дуги А\Аг и АзА* равны. По
этому А г А 3 \ \ А 1А 4 и треугольник 
А г В А з  подобен треугольнику А \ В А а .

4 4 = 4 Ф ,
А,В А,А, у г

откуда =  — — , что и требова
лось доказать.

180. а) Ответ.  12 выстрелов.
Поскольку в квадрате 7X 7 корабль может стоять в одной из 

12 позиций, указанных на рисунке 148, то менее чем 12 выстре
лами обойтись нельзя. С другой стороны, указанные на рисун
ке 149 12 выстрелов гарантируют попадание в любой линейный 
четырехклеточный корабль, где бы он ни стоял.
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б) Ответ.  20 выстрелов.
Схема стрельбы с использова

нием 20 выстрелов показана на 
рисунке 150. Покажем, что 20 — 
наименьшее возможное число вы
стрелов. Так как в квадрате 7X7  
можно без наложений расположить 
четыре прямоугольника размером 
3X 4 (рис. 151), достаточно дока
зать, что в каждый прямоугольник' 
ЗХ 4 необходимо сделать по крайней 
мере 5 выстрелов.

Если мы сделаем 3 выстрела в 
один из столбцов такого прямоуголь
ника (рис. 151), то в оставшийся 
прямоугольник ЕР ОН размером ЗХ 2 
придется сделать еще не менее двух 
выстрелов и всего их будет не меньше 
пяти. В дальнейшем будем предпо
лагать отсутствие подобного столб
ца. Заметим, что в этом случае в 
каждый столбец необходимо сде
лать хотя бы один выстрел. Рас
смотрим на рисунке 152 прямо
угольник АВСИ размером 3X2.  
Так как в двух крайних столбцах 
должно содержаться по выстрелу, 
то при наличии в А В С й  трех вы
стрелов наше утверждение доказано. 
Если в А В С й  сделано только 2 вы
стрела, то с точностью до симметрич
ных расположений они таковы, как 
показано на рисунке. Но тогда в

Рис. 149

X X
X X X

X X X
X X X *

X X X
X X X

X X

в
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X
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А
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крайние столбцы необходимо сделать еще 3 выстрела (они отме
чены цветными крестиками). Наше утверждение полностью до
казано.

181* Имеем!
к*=  ( о - М )  (Ь +  В ) ( с+ С )  = а Ь с + А В С + а В (с  +  С) +

+  Ь С (а+ А )+ сА (Ь  +  В )= а Ь с + А В С + к (а В  +  ЬС+сА).
Поскольку аЬ с+ А В С > 0 ,  то

к ( а В + Ь С + с А ) < к 3
и, сокращая на к, получим требуемое неравенство.

182. Рассмотрим множество А клеток в таблице, заштрихо
ванных на рисунке 153. Пусть В — множество клеток, симметрич
ное А относительно диагонали таблицы, С= А ^\В ,  О — мно
жество клеток, не входящих ни в А, ни в В.

Сумма всех чисел в таблице =
=  (сумма чисел в клетках из А) +  (сумма чисел в клетках из В) — 
— (сумма чисел в клетках из С) +  (сумма чисел в клетках из О).

Поскольку первые две суммы по условию равны нулю, а общее 
число клеток в множествах С и й  равно 1987 (это в точности 
клетки, стоящие по диагонали), то сумма чисел в таблице не 
превосходит 1987.

183. Пусть 7.— точка пересечения отрезка КР с биссектри
сой угла АВС  (рис. 154). Очевидно, что /(/. =  7.А1. Обозначим 
длину перпендикуляра, опущенного из центра окружности О 
на биссектрису угла АВС , через й. Параллельно этой биссектрисе 
и на таком же расстоянии (1 от центра, но по другую сторону от 
него проведем прямую /, и пусть N  — точка ее пересечения с КР. 
Тогда КР =  КЬ =  ЬМ и РМ =  ЫЬ=2й.  Если лучи В А и ВС  поме
нять местами, получится немного отличная от рисунка 154 кар
тинка. Мы рекомендуем разобрать этот случай самостоятельно.

184. а) Начинающий имеет выигрышную стратегию. Напри
мер, первым ходом он пишет число 6, после чего другой игрок 
может написать только одно из чисел 4, 5, 7, 8, 9, 10. Разобьем их

Рис. 153
182

Рис. 154



на пары: (4; 5), (8; 10), (7; 9). Тогда если первый игрок в ответ на 
каждый очередной ход второго будет писать парное число с тем, 
которое записал второй, то первый не проиграет.

б) Докажем, что начинающий имеет выигрышную стратегию 
при любом значении ргЛЛ Рассмотрим новую игру — с теми же 
правилами, но с одним ограничением: запрещается выписывать 
на доске число 1 (ясно, что только начинающий и только первым 
ходом может написать 1). Если в этой новой игре у начинающего 
есть выигрышная стратегия, то она годится и в исходной игре. 
Если же в новой игре у начинающего выигрышной стратегии нет, 
то первый игрок в исходной игре может первым ходом написать 1 
и тем самым превратить исходную игру в новую с той лишь 
разницей, что в этой новой игре начинающим будет второй 
игрок, у которого не будет выигрышной стратегии.

185. После каждого рассказа с нечетным числом страниц 
меняется четность начальной страницы следующего рассказа. По
этому четность начальной страницы меняется не меньше 14 раз 
(один из 15 рассказов с нечетным числом страниц может оказаться 
в книге последним). Таким образом, не менее 7 раз рассказы 
начинаются с четной страницы и тем самым не более 23 раз — 
с нечетной. Если в начале книги поместить все рассказы с четным 
числом страниц, а затем с нечетным, то ровно 23 рассказа будут 
начинаться с нечетных страниц.

186. Пусть 5 Ф — площадь фигуры Ф. Обозначим точки так, 
как показано на рисунке 155. Средняя линия треугольника от
секает одну четвертую его площади, поэтому

 о 3 о  3 о  I р   1 о
м и г  —  ^АВСй °АВС  “4- ~4" ^АСй “4" °АВО  »

  С 3 о  I о   ̂ С 3 о
МККТ —  ^АВСй -4“ °АВС  “4* ^АСй “4* ^ВСй °АВО  •

Из равенства 8 ККСТ = 8 МЯКТ следует доказываемое утверждение 
■^асо =  а в о  •

Рис. 155
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187. Пусть х =  тп, у =  пк, г =  тк , где т ,  л, Л — натуральные 
числа. Для таких чисел х, у, 2 произведение любых двух делится 
на третье, следовательно, числа будут искомыми, если тп — пк 4- 
- \-т к=  1, т. е. т к — 1 = п (к  — т ) . Рассмотрим те решения, для 
которых к — т = 1 .  Тогда к =  т - \-1, п =  т к — \ = т 2
Таким образом, найдена бесконечная серия решений:

х =  т (т 2 +  т — 1), у =  (т2-\-т — 1) ( т + 1 ) ,  г =  ( т +  1)т.

188. Обозначим числа первой строки через а>, а2, ..., а |9, а
числа второй строки через Ьи Ъъ бее- Пусть для определенности
выполняется неравенство

Д| Ч"02-|-... Ч"а 19^6| ••• Ч"̂ 88 (1)
(случай, когда выполняется противоположное неравенство, рас
сматривается аналогично). Для каждого / =  1, 2, ..., 88 через я, 
обозначим наименьшее число я, для которого

8(п)  =си +  ... +  а„— (6| +  ... +  6/) > 0

(такое число существует в силу (1) ). Обозначим 5(я,) через 5,. 
Так как а, < 8 8  для каждого /, то 0 < 5 ;< 8 7 .  Если все 5* раз
личны, то среди них есть 0. Отсюда сразу следует утверждение 
задачи. Если же 5* =  5/, где Л < / ,  то, обозначив /  =  я*, а =  л/, и з  
равенства

Д| +  ... +  Д/— (Ь\ +  . . .4 -Ьк) = д  I Ч - . - .+ а с — (Ь\ +  ...416|) 
получаем:

6*+1 ... - (-6|=а/+| 4“... 4~Яи*
что и требовалось доказать.

189. Пусть АВ С О — одна из рассматриваемых трапеций 
(рис. 156), С К — высота трапеции. Любая вписанная трапеция
является равнобедренной, поэтому =  ^  (А й  — ВС). Отсюда
А К = А О  — ОК =  у  (А й  +  ВС), следовательно, С/С: А К =

А С А й  и есть рассматриваемое отношение. Утверждение за
дачи теперь следует из того, что из любой точки окружности хорды 
заданной длины а видны под одним острым углом.

190. Обозначим дописываемое число аЬ-\-а +  Ь через с. Тогда
с 4-1 =  а Ь а - \ ~ Ь 1 =  (о 4-1) (64"О*

Значит, если вместо чисел, написанных на доске, рассматри
вать числа, на единицу большие, то каждое новое число будет 
получаться как произведение двух уже имеющихся. Так как на
чинаем мы с чисел 2 и 3, то после нескольких умножений получим 
число вида 2Л-Зт, где п и т — натуральные числа. Ясно, что 
могут быть получены все числа такого вида, и только они. Значит, 
в исходной ситуации могут быть получены только числа вида 
2я• Зт — 1. Число 13 121 таковым является: 13 122 =  2-38, а 
число 12 131 нет.
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191. Если х у = 0 ,  то 1—х у = 1 2. Если же хуФО, то возведем 
обе части данного уравнения в квадрат и вычтем из них 4дс5у ъ. 
Получим равенство

(х5— у5)2= 4  х4у* — 4 х5у&,
откуда находим, что

192. Чтобы организовать в стране авиационное сообщение 
так, как требуется в условии задачи, необходимо иметь по мень
шей мере 21 авиакомпанию, поскольку общее количество беспо
садочных авиалиний не меньше чем 20-|- 19 +  ... +  3 + 2 + 1  =210,  
а каждая авиакомпания обслуживает 4 +  3 + 2 + 1 =  10 беспо
садочных авиалиний. Пример схемы обслуживания страны 
21 авиакомпанией приведен на рисунке 157 (города — это вер
шины правильного 21-угольника, беспосадочные авиалинии — его 
стороны и диагонали). Первая авиакомпания обслуживает города 
с номерами 1, 3, 8, 9, 12, а остальные — города, которые полу
чаются из указанного набора поворотами на углы

Выполнение требований задачи следует из того, что среди отрез
ков, соединяющих вершины с номерами 1, 3, 8, 9, 12 встречаются 
по одному разу сторона 21-угольника и его диагонали всех 
возможных длин.

193. Пусть это не так. Отметим для каждой пары мальчиков 
(всего 21 пара) момент, когда они встречались:

Так как никакие трое мальчиков не встречались одновременно, то
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К моменту 1\ к киоску должны явиться двое, в интервале ( /1; /г) 
еще один и т. д. Это в сумме дает 22 прихода мальчиков к киоску, 
а их всего 3*7=21.

194. О твет .  Нельзя.
Допустим, что бруски уложены в коробку. Тогда они полностью 

ее заполняют. Рассмотрим слой коробки толщиной 1, расположен
ный у грани размером 7Х 11- Каждый брусок либо целиком рас
полагается внутри этого слоя, либо заполняет 3 кубика 1X1X1  
из этого слоя, и, следовательно, число кубиков размером 1X1X1  
в слое должно делиться на 3. Но число 7-11 на 3 не делится.

195. Впишем окружности в треугольники ВМТ н АТС н прове
дем общую касательную ( к этим окружностям (рис. 158). Тогда 
условие задачи может быть переформулировано так: доказать, 
что в четырехугольник АМ8Р  можно вписать окружность. Для 
этого достаточно установить, что АМ +  §Р= М 8-\-АР .

Используя то, что отрезки касательных к окружности от точки 
их пересечения до точек касания равны и отрезки и КУ 
общих внешних касательных к окружностям равны, последова
тельно получаем:

М 8 + А Р -  8  Р = М 8 + 5 1 -  5  Я + А Р + Р V -  Р2 -  8  Р =
=  М Т - 8 К + А Ц - Р г - 8 Р = М Ы + А Е -  (8 К + Р 2  +  8Р) =

=  ( А В - А М - В Ы )  +  (АС -  С Е ) - Ц 2  =  
= А В - А М - В К + А С - С У — К У = А В + А С - А М - В С .

Последнее выражение равно АМ, что вытекает из системы 
равенств (рис. 159)

АМ +  М В = А В ,
АУ +У С =  АС,
В Х + Х С  =  ВС,

так как
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196. Ответ.  1989.
Отметим, что для любого натурального числа < ^ 1 2  справед

ливо равенство ё\ •</|з-< =  М. Действительно, числа
Ь1_ Ы_ _Ы .
а, ' йг . йп ~  '

суть делители числа Ы, написанные в порядке убывания, т. е.
Н л А N .~т =  Д|2, — = П | | , ..., —— =  а |.
й\ йч й\2

Обозначим ё* — \ через к.
Тогда

</*= (й| -\-ё2-\-ё9) • ё н ^  ё ь 'ё ц = N .
Это неравенство вытекает из того, что ё\ -\-ё2-\-ё^— дели

тель ёк и потому делитель числа N  с номером, не меньшим 5.
Итак, й к^Ы ,  но ёк — делитель Ы, следовательно, ёк =  N, 
т. е. к =  12 и 4̂ =  13.

Таким образом, мы имеем равенства
N  =  ( 1 + < / г + 13) -ёа, ё&=14 +  ё 2, ё*=13.

Число ё 2— наименьший делитель /V, который больше 1, 
поэтому ё 2 — простое число, меньшее 13 (ё2<С.ё*).

Рассмотрим все возможные случаи.
1) ё 2 =  2, тогда </5=16 и N  имеет делители 1, 2, 4, 8. Отсюда 

следует, что </ч^8. Но это не так’
2) ё 2 =  7, тогда ёъ =  '21 и N = 3 ,  откуда следует неравенство

</2< 3 .
3) ё 2— \\ ,  тогда ёъ — 2Ъ и N=5,  откуда следует неравенство

4) ё 2=Ъ, тогда ё&= 19. Значит, N  имеет уже три простых
делителя: 5, 13 и 19. Больше простых делителей у числа N  не может 
быть, иначе общее число делителей превышало бы 13 ( ^ 1 6 ) .  Но 
тогда ёз — это произведение каких-то из указанных простых 
делителей, что противоречит неравенству ёз< .\3.

Оставшееся возможное значение для ё 2 — это число 3. Тогда 
</5=17, а N  имеет простые делители ё 2= 3 ,  </4=  13, ё&= 17. 
Так как других простых делителей быть не может, то ёз= 9 .

Итак, N  делится на число 9-13-17 =  1989, а так как число 
1989 уже имеет 12 делителей, то N =  1989. Проверка пока
зывает, что 1989 удовлетворяет требуемым условиям.

197. Занумеруем. часть клеток доски так, как показано на 
рисунке 160. Пусть п — число фигур, стоящих на полях с но
мером 1, т — на полях с номером 2, к — на полях с номером 3. 
Из условия задачи следует, что в 1, 3 , 5 и 7 горизонталях стоят 
4 фигуры, поэтому п - \ - к = 4. Так же во 2, 4, 6 и 8 горизонталях 
стоят 4 фигуры, поэтому т +  к = 4 .  Отсюда т =  п, и, значит, 
число фигур на черных полях равно 2л.
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198. Проведем прямую С,М\\АС (рис. 161). Из условия и по 
теореме Фалеса

СМ АС, СВ,
МВ 'С1В В,А '

откуда следует, что В\М^АВ, и, таким образом, АС,МВ\ — 
параллелограмм. Далее, точк  ̂ А,, В,, С, и М лежат на одной 
окружности..Если М лежит\на отрезке А,С  (рис. 161, а), то 
А С ,В \А \  =  /-С\М А, =  ААСВ.Л Если М лежит на отрезке А\В  
(рис. 161, б), то А С 1В 1А, =  № ° — ^.С,МА, =  ^.АСВ.

В обоих случаях треугольники АВС  и А,С,В, имеют соот
ветственно равные углы и потому подобны.

199. Обозначим через

В

Рис. 161
188
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расстояния между скворечниками и через П|, П г , П т пары скво
речников, расстояния между которыми соответственно равны й\, 
^2, —, (1т- Покажем, что если в начальный момент времени 
((о) скворцы А и В образовывали пару Пт, то после перелета (/|) 
они должны образовать пару П|.

Допустим, что это не так, т. е. скворцы А и В в момент 
/1 образуют пару П*, 1 Выберем скворцов С и Д
образующих пару П/, 1 < / < т ,  в момент /о и пару П| в момент 1\. 
Получим противоречие с условием, так как й1<.йт и й\ <Сй*. 
Итак, скворцы А п В ъ момент 1\ образуют пару П|. Аналогично 
скворцы Е и Р, из которых в момент /о состоит пара П|, дают в 
момент 1\ пару П,„. Это означает, что либо П| и П,„ поменялись 
местами, либо скворцы А и Е остались в своих скворечниках, а 
скворцы В и Р поменялись местами.

Рассуждая аналогично, получаем, что пара Пт _|  станет парой 
Пг и, наоборот, Пт _г*->-Пз и т. д.

Допустим теперь, что п~ ^4. Тогда, как мы показали выше, 
найдутся две пары (К, Ц  и (М, Ы) скворцов, в которых либо 
скворцы остаются на своих местах, либо меняются местами. 
В любом случае если — расстояние между скворцами К  и Ц  а 
йр — между М и Ы, то *Ы<о)=^*(М и йрЦ0) = й р(и).  Полу
чили противоречие, так как если йк(1о)>йр{(о), то по условию 
йк(1\) <.Лр(1\)■

Нам осталось показать, что число п может быть равным 3. 
Действительно, если скворец, находящийся в вершине А треуголь
ника АВС  со сторонами А В = 5, В (7 = 4, СА =  3, останется на мес
те, а два других поменяются местами, то условие задачи будет 
выполнено.

200. Разобьем на две группы:
МАВ ={АВаЬс; АВЬас; АВсаЬ),

ЫАВ ={АВасЬ; АВЬас; АВсЬа} —
все пятизначные числа, составленные из цифр 1, 2, 3, 4, 5 и начи
нающиеся с цифр А и В.

Легко проверить, что суммы 5 (Млв) и 3(ЫЛВ) квадратов 
чисел в группах Млв и ЫАВ одинаковы. Действительно, пусть 
Р = А -  104 +  Я* 103, тогда

8 (М ЛВ) =  (Р +  1 0 0 а + 10Ь +  с)2+  (Р +  1006 +  1 0 с + а )2+
+  (Р +  100с +  Ю а + 6)2= З Р 2 +  2 Р - 111- (а + 6  +  с) +

+10 10 1  (а2 +  62+ с 2) +  2220 (а6 + 6с + с а ) .
Этому же числу равна 5(Л^,В).
Таким образом, разбиение данных пятизначных чисел на 

группы
м=М|2ил4|з1_|...ил12||_|...ил454 и ы = ы  1211...11^54 

является искомым.
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201. Имеем:

Равенство здесь не достигается, поскольку оба слагаемых не могут 
быть одновременно равными нулю. Поэтому

'4- /  +  у > 0 . в
202. Пусть Е, Р и 5  — середины 

сторон АВ, СО и АО, М и N — точки, 
в которых прямая ЕЕ пересекает диа
гонали АС  и ВО (рис. 162). Так 
как 8Е  — средняя линия треугольни
ка АСО, то 5 /?||ЛС и поэтому 
А С М Р =  А Е Р 8 .  Аналогично 
А В Ы Е = А Р Е 8 .  По условию 
А С М Р =  АВЫЕ, значит, А Е Р 8  =
=  А. РЕ8 и 8 Р = 8 Е .  Следовательно,
А С = О В .

203. Ответ .  1990.
Отметим вначале, что из п сенаторов двух можно выбрать

способами: сначала выбираем первого (л способами),
потом второго (п— 1 способами). Получается п(п  — 1) способов, 
но каждая пара учтена дважды. Аналогично доказывается, что
из п сенаторов выбрать трех можно "(в- *)*”- 2 ) способами.4 • и

Обозначим число искомых комиссий через х, а число комиссий, 
в которых присутствуют как друзья, так и враги, через у. Тогда

* + у  =  3° 2293 28 =  4060. ( 1)
Если сенатор напишет список комиссий, в каждой из которых оба 
других члена одновременно или его друзья, или враги, то полу-

п о пп с  с

1_о̂ » _ 268 комиссий (у каждого сенаторачится список из . . „2 ’  2
23 друга и 6 врагов). Всего во всех списках будет указано
30• 268 =  8040 комиссий. Но при этом комиссии, в которых все трое
сенаторов либо дружат, либо враждуют между собой, будут 
указаны в трех списках, а каждая из остальных комиссий — 
в одном списке (например, комиссия, в которой А к В дружат и 
оба враждуют с С, будет указана только в списке, написанном 
сенатором С). Таким образом,

З х + у =8040. (2)
Из системы уравнений (1), (2) получаем х=1990.
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5  Рис. 164

204. Ответ,  а), б) Существует.
а) См. рис. 163.
б) «Растянем» рисунок 163, увеличив все горизонтальные 

размеры в 5 раз, а все вертикальные — в 9 раз. Тогда прямо
угольник преобразуется в квадрат,.а «уголки» — в равные много
угольники: «несимметричные уголки» (рис. 164).

205. Очевидно, что треугольники, закрашенные на рисун
ке 165, попарно подобны. Из подобия треугольников следует, что

а\  Ь3 Ьз  Сг

аз Ьз Ьз с |
Следовательно,

а\Ь\С\ 6|С|=аг6зС|=
01

=  а2 - ^ -  С| =  агЬъСг,

и первое из требуемых равенств до
казано. Второе равенство доказы- Рис. 165
вается аналогично.

206. Первому игроку достаточно назвать числа 1; 2; —3. То, 
что он выигрывает, доказывается непосредственно проверкой. 
Вообще первый игрок может назвать любые отличные от нуля 
попарно различные рациональные числа, сумма которых равна 
нулю. Непосредственно убеждаемся, что полученный трехчлен 
ах2 +  Ьх +  с имеет корень *| =  1; по теореме Виета второй его
корень есть =  1.
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207. Ответ .  1989.
Замечая, что при дг^О, у ^ О ,  2 > 0  справедливы соотно

шения
\х —у \ <тадфг, у } 

и
тадг{тадфг, у}, г)=тах{х, у , г), 

последовательно убедимся в том, что
I... I |*| — х21 — Хз  I —... — х„ | <  тах{х\, *2 х„} при п =  1, 2,..., 1990.
Поэтому данное в условии задачи выражение не превосходит
тах{х ......* 199о)= 1990. Но оно не может равняться 1990, так как
его четность всегда совпадает с четностью суммы

* . + * 2 +  ... +  *,990=1 + 2  +  . . .+  1990= 199021991 =995-1991.

Конкретный пример:
|...| 112-4 |  - 5 1  - 3 1  - . . . -  (4* +  2) | -  (4Л+4) | -  (4Л +  5) | -  

- ( 4 *  +  3) | - . . . - 19861 -19881 — 19891 — 19871 — 19901 - 1 |  =
=  1989

теперь показывает, что искомый максимум равен 1989.
208. Всего имеется 1 -| -2 +  (п-+- 1) =  вершин 

треугольников разбиения, и, значит, ломаная состоит из
(л —|— I) (л —|— 2) . л2+3п п-— —1—- — 1 = —^ — звеньев. Раскрасим те треугольники
разбиения, которые гомотетичны исходному с положительным
коэффициентом гомотетии, т. е. расположены «вершиной
вверх> (рис. 166). Таких треугольников всего 1 + 2  +  . . .+ л  =  

„2
~2

одного из этих треугольников. Разность между количеством 
звеньев ломаной и количеством раскрашенных треугольников

равна — ”г ~̂я =  п. Следовательно,
не менее п цветных треугольников со
держат по паре звеньев ломаной (тре
угольник, содержащий три звена ломаной, 
считается дважды). Звенья в каждой 
такой паре будут соседними звеньями 
ломаной, угол между ними равен 60°, 
всего таких пар не менее п, что и тре
бовалось доказать.

„2 I „
=  ~Г . 'Каждое звено ломаной проходит по некоторой стороне

209. Ответ.  (1; 0; 3; 1), ( - 1 ;  0; - 3 ;  - 1 ) ,  (3; 1; 1; 0), 
( - 3 ;  - 1 ;  - 1 ;  0).
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Из системы получаем:
(х г—2у1)2 2 (х(-\-у г ) 2=  (х2+ 2у2) (г*+2(2) =  11.

Отсюда следует, что либо х*+ 2у2 =  1, либо г2-(-2/2 =  1. В первом 
случае х =  ±  1, у = 0 ,  и тогда из системы находим 1=  ± 1 ,  г =  ± 3 .  
Во втором случае г = ± 1 ,  1= 0 , и тогда д с = ± 3 ,  у = ± \ .

210. Из неравенства — +  4 - ^ —4т- (а ,Ь > 0 )  вытекает,а о в + о

что после каждой операции сумма 5 обратных величин чисел, 
написанных на доске, не увеличивается. Вначале 5  =  я, поэтому 
в конце 5 ^  я. Из этого вытекает требуемое утверждение.

211. Ответ ,  а) Не могут; б) могут.
а) Допустим противное. Из неравенства треугольника 

следует, что отрезок а длиной 1 не может быть стороной тре
угольника, остальные стороны которого различные целые числа, 
поэтому а — это один из отрезков СВ или СД (рис. 167). Можно 
считать, что В С =  1. Длины отрезков ВР и СР— целые числа, 
поэтому ВР=СР.  Тогда по теореме косинусов из треугольни
ка ВРС имеем соз А Р = 1  Ц . Применяя теперь теорему ко
синусов к треугольнику ЕРй, получаем:

Е 0 2 =  ЕР2+ Р 0 г- 2 Е Р Р 0 + ^ ^ - -

Но ЕР < В О  и РО <.СР=ВР,  следовательно, Е й 2, а вместе 
с ним и ЕЙ — не целое число. Получили противоречие.

б) Такой пример можно построить, например, так, как по
казано на рисунке 168. Треугольники АВО, РЕй, РВС и ЛЕС 
подобны пифагорову треугольнику со сторонами 3, 4, 5.
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212. О твет .  26 билетов.
Чтобы наверняка выиграть, 26 билетов можно заполнить, 

например, так:
1. 2, 3, .... 25, 26, 27, .... 50
2, 3, 4, ..... 26, 1, 27, ..... 50
3, 4, 5, .... 1, 2, 27, .... 50

25, 26, 1, ..... 23, 24, 27, ..... 50
26, 1. 2, ... 24, 25, 27, ..... 50

В карточке-эталоне хотя бы одно из чисел 1, 2, ..., 26 должно 
находиться в одном из первых 26 мест (поскольку других мест 
только 24). Это число и сделает одну из заполненных карточек 
выигрышной. Чтобы показать, что 25 заполненных карточек не 
гарантируют выигрыша, расположим эти заполненные карточки и 
пустую карточку-эталон друг под другом, как показано ниже:

010203" .Я50
616263...65020
С\С2СЗ ...С50

Опишем, как заполнить эталон, чтобы выполнялось условие: 
ни одно из чисел, записанных в эталоне, не совпадает с числами, 
записанными над ним.

Ясно, что число 1 можно записать в эталон с соблюдением 
условия. Пусть уже записаны числа 1, 2, ..., а — 1. Рассмотрим 
число а. Если его можно записать, не нарушая условия, сделаем 
это. Если это сделать нельзя, то все клетки эталона, допустимые 
для а, уже заняты. Таких клеток не меньше 25, так как каждый 
билет «запрещает> появление а только в одной клетке. Пусть в 
эталоне в клетках, допустимых для а, уже записаны числа Х|, х2, 
..., ДГ25- Выберем любую свободную клетку г. В нее с соблюдением 
условия можно записать не меньше 25 чисел, следовательно, по 
крайней мере одно из чисел х\, ..., хгз, а. Так как а записать в г 
нельзя, то в г можно записать некоторое х,. Сделаем это, а число а 
запишем вместо х,-. По завершении этого процесса получится за
полнение эталона, при котором не выигрывает ни один из 25 биле
тов, изображенных выше.

213. Отв ет ,  а) Например, х = 1 ,  у = 8; б) нет.
б) Допустим, что такие х и у существуют, т. е. х у - \ - х = т 2, 

ху +  у = п 2, где т ф п .
Пусть для определенности х < у .  Тогда х2С ху -{ -х С ху - \-у .
Поэтому л ^ т + 1 ,  т > х  и л > х + 1 .
Отсюда У ~ х =  (ху +  у) — ( х у + х )  = п 2 — т2=  (п — т ) (л +
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+  / л ) > 2 х + 1 .  Следовательно, « /> Здс + 1 , что противоречит ус
ловию дг^988, 1/^1991. Значит, таких чисел нет.

214. Обозначим точку пересечения отрезков КМ  и /./V через 
О и соединим ее с В и й  (рис. 169). Так как / .Ы О М +  АЫОМ =  
=  180°, то вокруг четырехугольника ЫйМО можно описать окруж
ность. Поэтому А  N 0 0  =  / .Ы М й  как вписанные, опирающиеся на 
одну дугу углы. Аналогично / - Ш В  =  /.Ь К В .  Так как ЬК\\КМ и 
КВ\\МО, то / -Ы М й =  /.Ь К В .  Поэтому / . N 0 0 =  /.ЬО В.  Следо
вательно, точки О, О и В лежат на одной прямой.

215. Обозначим первоначальный план следователя через 5. 
Сначала задается серия из 13 вопросов по плану 5, а потом 
контрольный вопрос «Солгали ли вы в предыдущей серии?». 
Если ответ «нет», то лжи действительно не было, и дальше по 
плану 5  задаются серии по 12, 11, ..., 4, 3, 2, 1 вопросу, после 
каждой серии задается контрольный вопрос. Если свидетель не 
лжет, то всего будет задано 91 +  13=104 вопроса. Если же 
свидетель на контрольный вопрос отвечает «да», то он солгал или в 
соответствующей серии, или при ответе на контрольный вопрос; 
тогда эта серия вопросов повторяется и дальше реализуется план 
3 без контрольных вопросов. Если ложь в /-серии, то дополнитель
но задано / контрольных вопросов й 14—/ повторных вопросов 
плана 5, т. е. всего 14 дополнительных вопросов.

216. На рисунке 170 любой квадрат, состоящий более чем из 
одной клетки, содержит четное количество отмеченных клеток. 
Поэтому если начальный «минус» находится в отмеченной клетке, 
то после каждого хода в отмеченных клетках находится нечетное 
количество «минусов». Следовательно, по крайней мере один «ми
нус» всегда останется. Используя конфигурации, получаемые из 
показанной на рисунке 170 фигуры поворотами вокруг центра на 
90°, 180°, 270°, убеждаемся, что от «минусов» нельзя избавиться, 
если первоначально «минус» записан в какой-либо клетке, кроме 
центральной. Если же первоначально «минус» в центральной клет-

О М С

X X X
X X
X X

X X X
X X
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ке, то за 5 ходов можно сделать все знаки «плюсами». Для этого 
выберем такую последовательность квадратов: ЗХ 3 в левом ниж
нем и ЗХ 3 в правом верхнем углах, 2Х 2 в двух остальных углах, и, 
наконец, весь квадрат 5X5.

217. Дважды применяя неравенство х 2-\-у2'^ 2 х у > получаем 
требуемое:

(а* +  Ь*) +  с2^ 2 а 262 +  с2 =  (^2аЬ)2+ с 2’̂ 2^/2аЬс.

218. П е р в о е  р е ш е н и е .  По теореме синусов из & АВЕ  
находим:

А Е = 2 0 \А  51П Д А В Е = ^ 2 0 \А  (рис. 171).
Аналогично из треугольника А й Е  имеем АЕ=-^2С>2А. Отсюда 
0\А =  0 \Е = 0 г А  =  ОгЕ, следовательно, АО 1ЕО2 — ромб. Осталось • 
заметить, что

А А О 1Е = 2 Д А В Е = 9 0 ° .
В т о р о е  р е ш е н и е .  Так как 0\А  =  0\Е, 02А =  0гЕ, то тре

угольники АО1О2 и ЕО1О2 равны (по трем сторонам). Следова
тельно, 0 1 /4 0 2 = ^ 0 ,Е 0 2. И з  равенств Д А 0 \ Е = 2 Д А В Е =  
= 9 0 ° и АО2Е = 2 / . АО Е=90°  получаем, что Д 0 \А 0 2  =
=  Д 0 хЕ02 =  90°.

Таким образом, АО\Е(>2 — прямоугольник, симметричный от
носительно диагонали О1О2, т. е. квадрат.

219. Объявим каждую из к столиц столицей республики. 
Затем рассмотрим все города, соединенные со столицей одной 
дорогой, и присоединим их к тем республикам, со столицами 
которых они соединены (если таких столиц несколько, выберем 
любую из них). Далее, берем города, еще не вошедшие ни в одну 
из республик и соединенные одной дорогой с каким-либо городом 
какой-нибудь республики, и распределяем их между республи
ками, с которыми они соединены (все равно как).
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Так как из любого города в любой можно проехать, то за ко
нечное число шагов все города будут распределены по республи
кам. Заметим, что если город был* приписан к республике на п-м 
шаге, то путь от него до любой из столиц составляет не менее 
я дорог, причем один из путей в я дорог содержится в той респуб
лике, к которой присоединен город. Таким образом, построенное 
разбиение городов удовлетворяет требуемым условиям.

220. О т в ет. 2, если тп делится на 3, и 1 — в противном случае.
Покажем сначала, как можно добиться того, чтобы на доске 

осталось указанное число фишек. Если на доске имеется фрагмент, 
приведенный на рисунке 172 (или полученный из него поворотом, 
симметрией), то можно удалить из него горизонтальный ряд из 
трех фишек (убедитесь в этом).

С помощью описанного приема прямоугольник из фишек т Х п ,  
где 4, я ^ 2 ,  можно свести к прямоугольнику ( т - З ) Х п .  
Действительно, если я ^ З ,  то можно удалить фишки в отмеченных 
прямоугольниках З Х 1 в порядке, указанном стрелкой на ри
сунке 173. Если же я = 2 ,  то требуемое удаление фишек дости
гается с помощью ходов (рис. 174)

а \ : Ы,  а2:Ь2, с1:с2, а4:аЗ, сЗ:ЬЗ, а2:аЗ.

Рис. 172
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Рис. 174
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ш Ь /л У //ЛУ/0
Ш / >)О / Г \ А

ш ,
У ч1/ щ1 чУ
Рис. 175 Рис. 176

Таким образом, любой прямоугольник т Х п  ( т ^ 2 ,  л ^ 2 )  можно 
свести к одному из шести прямоугольников:

1X2, 2X 2 ,  4X 4 ,  1X3,  2X 3 ,  3 x 3 .

Нетрудно указать способ, приводящий к одной фишке для 
первых трех прямоугольников и к двум для последних трех. На
пример, для прямоугольника 4 X 4  - это достигается путем 
последовательного удаления фишек в отмеченных на ри
сунке 175 прямоугольниках 3X 1 .  Покажем теперь, что меньшее 
число фишек оставить нельзя. Действительно, в любом случае на 
доске останется не менее одной фишки. Пусть тп делится на 3. 
Докажем, что в этом случае останется по крайней мере две 
фишки. Допустим, что клетки доски раскрашены в три цвета: 
А, В, С (рис. 176). Любой прямоугольник 3X1 содержит по 
одной клетке каждого цвета, и в начальный момент на клетках 
каждого цвета стоит поровну фишек. За один ход на клетках 
какого-то одного цвета добавляется одна фишка, а с клеток 
двух других цветов снимается по фишке. Поэтому после любого 
хода количества фишек на клетках каждого цвета имеют одина
ковую четность. Если же на доске останется одна фишка, то это 
условие нарушится.

221. О тв ет .  Существует.
Имеется всего 6 четырехзначных чисел (включая 0), деля

щихся на. 1992
0000, 1992, 3984, 5976, 7968, 9960.

Достаточно поэтому взять число, у которого ни одна из цифр не 
совпадает ни с одной из цифр выписанных чисел, стоящих на 
соответствующих местах (например, 2111).

222. Из условия следует, что точки К и С) лежат на окруж
ности и дуги РВ и РВ, РА и ()А соответственно равны (рис. 177). 
Отсюда следует, что

А Р А В = А Р А В ,  А Р В А  =  А(}ВА,
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значит, треугольники РАВ и Р'АВ  равны. А так как точки Р и Р* 
лежат по разные стороны от АВ, то они симметричны относи
тельно АВ.

223. Ответ .  х = у = 0 и х = у =  — 1.
Если дг=0, то из уравнения

< 1 + д ) ( 1 + д * ) ( 1 + д г « ) - 1 + у 7 (1)

получаем \-\~у7= \ ,  откуда у = 0; если же х =  — 1, то 1 + у 7= 0 ,  
откуда у =  — 1. Найденные значения удовлетворяют и второму 
уравнению

( 1 + У ) ( 1 + ‘/2) ( 1 + У 4) =  1 + * 7 (2)
системы. Покажем, что при других значениях х  система решений 
не имеет.

а) * > () , тогда

(1 +дг) (1+дг2) (1 +дг4) =  1 + * + д г2 +  ...+дг7>  1 + х 7,

следовательно, из (1) 1 -\-у7>  1 + х 7, откуда у > х .
Таким образом, у > 0 и из (2) аналогично получаем х > у .  

Противоречие.
б) дг< — 1, тогда из (1) 1 + у 7< 0 ,  следовательно, у<, — 1. 

Кроме того, из (1) получаем:
1 + У 7=  1 +  ( х + х 2) +  (х3+ х 4) +  (*5+ х 6) + * 7>  1 + х 7, (3)

так как каждая скобка положительна. Отсюда у >  х.
Аналогично из уравнения (2) получаем х > у .  Противоречие.
в) — 1< дс< 0 ,  тогда — 1 < у < 0  (если 0 или { /<  — 1, то 

аналогично приведенным выше рассуждениям получаем х ^ О  
или — 1). Кроме того, 1 + у 7<  1 + х 7 (каждая скобка в (3) от
рицательна). Отсюда у < х .

Аналогично из (2) получаем х < у .  Противоречие.
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224. О тв ет .  Не существует.
Предположим противное. Если в замощении прямоугольника 

какой-либо «уголок» примыкает к краю прямоугольника стороной 
из одной клетки, то он неизбежно должен быть дополнен другим 
«уголком» до прямоугольника 3X2.  Следовательно, каждый 
«уголок» примыкает к краю прямоугольника по сторонам из двух 
клеток, а прямоугольник имеет четные размеры 2яХ26. Так как 
каждый «уголок» имеет 6 вершин, то всего у «уголков», покры
вающих прямоугольник, будет - 6 = 8 пк вершин. Подсчита
ем теперь количество вершин всех «уголков» другим способом. 
В каждом узле клетчатой бумаги внутри прямоугольника, как сле
дует из условия задачи, смыкается не более 2 вершин, на стороне 
длиной 2я — не более 2 (я — 1) вершин, в углах прямоугольника — 
по 1 вершине. Всего не более

2 ( 2 я — 1) ( 2 * - 1 ) + 2 - 2 (я - 1 ) + 2 - 2 ( * - 1 ) + 4 = 8 я А - 2 < 8 я*
вершин. Противоречие. Значит, натуральные числа я и к, удов
летворяющие условию задачи, не существуют.





ТЕМАТИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ ЗАДАЧ

Вектор 117, 125, 155, 189, 196 
Геометрическое место точек см.

Множество точек с заданными свойствами 
Делимость 31, 57, 107, 121, 139, 149, 153, 201 
Задача:

о выделении фальшивой монеты 70 
о гирях 159, 178, 2Й, 226, 227 
о доставлении груза 123 
об обходе шахматной доски 74 
о покрытии плоскости 32 
о преследовании 25, 47, 81, 75, 94, 118 
о размещении на шахматной доске 75, 94, 118, 163 
о стратегии игры 22, 59, 69, 75, 81, 111, 140, 175, 180, 184, 224 
о турнире 12, 135 
об эпидемии 128 

Квадрат 122
Квадратный трехчлен 169, 219
Комбинаторика 4, 29, 30, 38, 39, 41, 50, 63, 65, 74, 76, 88, 100, 104, 115, 120, 150, 

172, 209, 214, 222
Комбинаторная геометрия 11, 26, 38, 56, 67, 72, 85, 89, 97, 98, 112, 127, 145, 156, 

164, 118, 182, 189, 191, 198, 205, 212, 217, 218, 225, 233 
Круг 147
Куба раскраска 165, 206
Многоугольник 20, 36, 51, 54, 68, 78, 110, 170, 174, 179, 206, 222 
Множество точек на плоскости 108, 114 

с заданными свойствами 7 
Наибольшее и наименьшее значения: 

алгебраического выражения 21, 36, 40 
геометрической величины 85, 113 

Неравенства:
геометрические 28, 90
алгебраические 37, 45, 154, 181, 187, 199, 208, 213, 231 

Окружность 11, 15, 52, 92, 99, 130, 166, 183, 210, 216, 221, 230 
вписанная 1, 23, 61 
описанная 23, 171, 190, 194, 223 

Параллелограмм 13, 133 
Площадь 60, 129, 158 

многоугольника 161 
треугольника 152, 228 
четырехугольника 6, 124, 137, 152, 203 

Последовательности 138, 185, 197 
конечные 48, 93

202



Построение циркулем и линейкой 143, 204 
Преобразования: 

геометрические 83 
наборов чисел 3, 109, 141, 167 

Признак делимости 2, 5, 24 
Прямоугольник 64, 176 
Системы уравнений алгебраических 119, 192 
Таблица числовая 10, 132, 144 

бесконечных размеров 151 
Тождества:

алгебраические 40, 177, 193 
с натуральными числами 168 

Трапеция 46
Треугольник 16, 35, 42, 58, 80, 87, 95, 136, 155 
Уравнения, решение в натуральных числах 5, 134 
Четырехугольник 106, 202 
Числа 103, 105, 131, 146, 153

натуральные 19, 31, 34, 55, 77, 79, 82, 96, 102, 116, 126, 148, 162, 173 
простые 14, 43, 160, 220
с заданными свойствами 2, 9, 10, 49, 53, 57, 186, 200, 211, 229 
целые 17, 18, 27, 66, 71
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