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Ââåäåíèå
Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ëåêöèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó,
ïðî÷èòàííûõ àâòîðîì â 2000 ãîäó ñòóäåíòàì ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê ÄÂÃÓ. Åãî ïîÿâëåíèå
ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè:

1. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èìååòñÿ ìíîãî ïðåêðàñíûõ ó÷åáíèêîâ ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó äëÿ ìàòåìàòèêîâ (ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû), íà àáîíå-
ìåíòå â áèáëèîòåêå èõ ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, à â ïðîäàæå âî Âëàäèâîñòîêå â
ýòîì ãîäó ëè÷íî ÿ âèäåë òîëüêî îäíó êíèãó [4] è òó â íåñêîëüêèõ ýêçåì-
ïëÿðàõ.

2. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýëåêòðîííûé âàðèàíò ó÷åáíèêà ñòàíîâèòñÿ íàè-
áîëåå äîñòóïíûì, òàê êàê åãî ìîæíî èçó÷àòü, ÷èòàÿ íà ýêðàíå ìîíèòîðà
è, êðîìå òîãî, âñåãäà ìîæíî ðàñïå÷àòàòü íóæíûå ñòðàíèöû. È åñëè äàæå
ðàñïå÷àòàòü âñ�å ïîñîáèå, îáîéäåòñÿ ýòî íå äîðîæå, ÷åì êóïèòü êíèãó.

3. Ïðàêòè÷åñêè êàæäûé ëåêòîð (ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ è àâòîð) èçëà-
ãàåò òåîðèþ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè çíàíèÿìè, ïîíèìàíèåì ïðåäìåòà è
âêóñàìè, ÷òî, êàê ïðàâèëî, íå ñîâïàäàåò (ïî êðàéíåé ìåðå â äåòàëÿõ) íè ñ
îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêîâ. Ïîýòîìó â èäåàëå, íà ìîé âçãëÿä, êàæ-
äûé ëåêòîð äîëæåí ïóáëèêîâàòü ñâîè ëåêöèè, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû,
îáëåã÷èòü èçó÷åíèå ñâîåãî êóðñà ñòóäåíòàì, à ñ äðóãîé, ÷òîáû êîëëåãè è
âñå æåëàþùèå ìîãëè îöåíèòü åãî óðîâåíü, äîñòóïíîñòü è ò.ï.

Ïî ïîâîäó îñîáåííîñòåé êóðñà ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå.
Ïðàêòèêà ïðåïîäàâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëüøèíñòâî ñòóäåíòîâ íà ëåê-

öèè, óñïåâàÿ çàïèñûâàòü êðàòêèå ñèìâîëè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì è
èõ äîêàçàòåëüñòâà, â äàëüíåéøåì íå â ñîñòîÿíèè èõ ïðàâèëüíî ïðî÷èòàòü
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîíÿòü. Ïîýòîìó â êóðñå, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèòñÿ ïî
äâå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì: ñëîâåñíàÿ è çàïèñàííàÿ â ôîðìàëüíûõ ñèìâî-
ëàõ. Ìíå êàæåòñÿ, ýòî ìîæåò ïîìî÷ü èçó÷àþùèì êðîìå ñîäåðæàòåëüíîãî
îñâîåíèÿ êóðñà îñâîèòü è ôîðìàëüíóþ ñèìâîëèêó. Âîîáùå, óìåíèå çàïè-
ñàòü òåîðåìó â êðàòêîé ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå ñïîñîáñòâóåò ëó÷øåìó ïî-
íèìàíèþ è çàïîìèíàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêòîâ. Êðîìå òîãî, ôîðìàëüíî
ëîãè÷åñêàÿ çàïèñü çà÷àñòóþ óòî÷íÿåò ñëîâåñíóþ ôîðìóëèðîâêó è ïîäñêà-
çûâàåò, ñ ÷åãî íàäî íà÷èíàòü äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîâåñíàÿ æå ôîðìóëèðîâêà
èìååò ïðåèìóùåñòâî îáðàçíîñòè, ÷òî òîæå íåìàëîâàæíî äëÿ ïîíèìàíèÿ
ïðîèñõîäÿùåãî, à çíà÷èò, ïðàâèëüíîãî óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà.

Â îñíîâíîì æå êóðñ ñîäåðæèò ñòàíäàðòíûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë,
ïðåäóñìîòðåííûé ïðîãðàììîé äëÿ ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ ñïåöèàëüíîñòè
01.02.00 ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ãîñóäàðñòâåííûõ óíèâåðñèòåòîâ.

Äîñòàòî÷íî ëè ïðî÷òåíèÿ ýòîãî ïîñîáèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùå-
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ãî ðàçäåëà êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà?

Íà ìîé âçãëÿä òàêèõ êíèã â ïðèðîäå âîîáùå íå ìîæåò áûòü. Ëåò 15 íà-
çàä, áóäó÷è íà ôàêóëüòåòå ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè â ÌÃÓ ÿ ñòîëêíóëñÿ
ñ ðàñïðîñòðàíåííûì òàì ìíåíèåì (è ÿ åãî ðàçäåëÿþ), ÷òî ìàòåìàòèêà �
óñòíàÿ íàóêà. Åå â ïðèíöèïå íåâîçìîæíî èçó÷èòü ïî êíèãàì. Ïðàâèëüíî
è áûñòðî îíà ïîçíàåòñÿ òîëüêî â ðåçóëüòàòå îáùåíèÿ ñ êîëëåãàìè ïî ïðî-
ôåññèè. Êíèãè æå ñëóæàò äëÿ ôèêñàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé. Åñëè Âû
÷òî-òî çàáûëè, òî ñ ïîìîùüþ êíèãè (èëè ñâîèõ çàïèñåé) âñå ìîæíî âñïî-
ìíèòü, íî èçó÷èòü íîâîå (â çàìåòíîì îáúåìå) ïî÷òè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó,
òåì êòî íå ïîñåùàë ëåêöèè è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ýòî ïîñîáèå íå ïîìî-
æåò.

Äëÿ ñòóäåíòîâ ñêàçàííîå îçíà÷àåò: åñëè Âû õîòèòå ñòàòü êëàññíûì ñïå-
öèàëèñòîì, ïîáîëüøå îáùàéòåñü äðóã ñ äðóãîì ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè,
âìåñòå ðåøàéòå çàäà÷è, îáñóæäàéòå ñîäåðæàíèå è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì,
ñòàðàéòåñü íàéòè äîêàçàòåëüñòâà îòëè÷íûå îò ïðåäëàãàåìûõ ëåêòîðîì è
îáÿçàòåëüíî ïîñåùàéòå âñå çàíÿòèÿ. Èíà÷å, âðåìÿ âàøåé �ó÷¼áû� áóäåò ïî-
òðà÷åíî âïóñòóþ.

Íåñêîëüêî ñëîâ ïî ïîâîäó îôîðìëåíèÿ òåêñòà. Ðàçáèâêà íà ëåêöèè äî-
ñòàòî÷íî óñëîâíà. Ðåàëüíàÿ ëåêöèÿ ìîãëà áûòü ëèáî (íåìíîãî) ìåíüøå ïî
îáúåìó ìàòåðèàëà, ëèáî áîëüøå. Íî â öåëîì èõ êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâóåò
âû÷èòàííîìó ìàòåðèàëó.

Ãðå÷åñêèé àëôàâèò Ãîòè÷åñêèé (íåìåöêèé) àëôàâèò
Aα �àëüôà Ξξ êñè Aa Aa a Nn Nn ýí
Bβ á�åòà Oo �îìèêðîí Bb Bb áý Oo Oo î
Γγ ã�àììà Ππ ïè Cc Cc öý Pp Pp ïý
∆δ ä�åëüòà Pρ% ðî Dd Dd äý Qq Qq êó
Eεε �ýïñèëîí Σσς ñ�èãìà Ee Ee ý Rr Rr ýð
Zζ äç�åòà Tτ ò�àó Ff Ff ýô Ss Ss ýñ
Hη �ýòà Υυ �èïñèëîí Gg Gg ãý Tt Tt òý
Θθ ò�ýòà Φϕφ ôè Hh Hh õà Uu Uu ó
Iι é�îòà Xχ õè Ii Ii è Vv V v ôàó
Kκκ ê�àïïà Ψψ ïñè Jj Jj éîò Ww Ww âý
Λλ ë�àìáäà Ωω îì�åãà Kk Kk êà Xx Xx èêñ
Mµ ìþ Ll Ll ýë Yy Y y èïñèëîí
Nν íþ Mm Mm ýì Zz Zz öåò



Ëåêöèÿ 1 5

Ëåêöèÿ 1.
Íåìíîãî î ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå
Âûñêàçûâàíèÿ
Ìàòåìàòèêà (íå òîëüêî àíàëèç) â îñíîâíîì èìååò äåëî ñ âûñêàçûâàíèÿ-
ìè (ïðåäëîæåíèÿìè, ñóæäåíèÿìè) ïî ïîâîäó êîòîðûõ (â ïðèíöèïå) ìîæ-
íî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î òîì, èñòèííû îíè èëè ëîæíû (íå îáÿçàòåëüíî â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè). Íàïðèìåð, îáîçíà÷èì áóêâàìè ñëåäóþùèå âû-
ñêàçûâàíèÿ:

A =�÷èñëî 5 äåëèòñÿ íàöåëî íà 2�;
B =�ñóììà êâàäðàòîâ äëèí êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ-

íà êâàäðàòó äëèíû ãèïîòåíóçû�;
C =�óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå�;
D =�âñÿêîå ÷åòíîå ÷èñëî > 4 ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó äâóõ ïðîñòûõ�.
Âûñêàçûâàíèå A, î÷åâèäíî, ëîæíî.
Âûñêàçûâàíèå B � èñòèííî, íî íå î÷åâèäíî. Ðàññêàçûâàþò, ÷òî áûëè

âðåìåíà, êîãäà óñòàíîâëåíèå èñòèííîñòè ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ âûçâàëî òà-
êîé âîñòîðã ó Ïèôàãîðà, ÷òî îí ïî ñëó÷àþ ýòîãî îòêðûòèÿ ðåøèë ïðèíåñòè
â æåðòâó áîãàì 100 áûêîâ (ìíîãèå ñ÷èòàþò1, ÷òî ñ òåõ ïîð âñå ñêîòû íå
ëþáÿò ìàòåìàòèêó).

Íåêîòîðûå ïîëàãàþò, ÷òî âûÿâëåíèå èñòèííîñòíîãî ñìûñëà âûñêàçûâà-
íèÿ C ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Âûñêàçûâàíèå D � ãèïîòåçà (Õ. Ãîëüäáàõà). Äî ñèõ ïîð íå ÿñíî, èñ-
òèííî îíî èëè ëîæíî. Ïîäîáíûõ ïðåäëîæåíèé â ìàòåìàòèêå ìíîãî (ñì.,
íàïðèìåð, http//www.mathsoft.com/asolve/). Èìååòñÿ 7 ãèïîòåç, óñòàíîâ-
ëåíèå èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè êàæäîé èç êîòîðûõ îöåíåíî â 1 000 000$
(ñì. http//www.claymath.org/prize problems/).

Â îáû÷íîì ÿçûêå (íàïðèìåð, ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì) ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ìíîãî ïðåäëîæåíèé íå èìåþùèõ íèêàêîãî èñòèííîñòíîãî ñìûñëà.
Íàïðèìåð, î âîïðîñèòåëüíîì ïðåäëîæåíèè �ñêîëüêî áóäåò äâàæäû äâà?�
íåëüçÿ ñêàçàòü èñòèííî îíî èëè ëîæíî. Ìû íà íèõ íå áóäåì îñòàíàâëè-
âàòüñÿ.

Ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé äåéñòâèÿ ñ �âûñêàçûâàíèÿìè�, ò.å. ïðåä-
ëîæåíèÿìè, êîòîðûå ëèáî èñòèííû ëèáî ëîæíû íàçûâàþò �ïðîïîçèöèî-
íàëüíîé ëîãèêîé� (îò ëàò. proposition � ïðåäëîæåíèå, âûñêàçûâàíèå).

Íàì îòòóäà ïîíàäîáèòñÿ ñîâñåì íåìíîãî ñâåäåíèé (â îñíîâíîì îïðåäå-
ëåíèé).

1Êàê óòâåðæäàþò áèîãðàôû, Ñîôüÿ Êîâàëåâñêàÿ, ëþáèëà ýòó øóòêó.
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Ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè ñ âûñêàçûâàíèÿìè
¬ � îòðèöàíèå, ¬A = íå A. Ïî îïðåäåëåíèþ ¬A èñòèííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà A ëîæíî.

∨ � äèçúþíêöèÿ, A ∨B = �A èëè B� � ëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå. Ïî îïðå-
äåëåíèþ A ∨B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî ëîæíû è
A è B. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èñòèííî.

∧ � êîíúþíêöèÿ, A ∧ B = �A è B� � ëîãè÷åñêîå óìíîæåíèå. Ïî îïðå-
äåëåíèþ A∧B èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî èñòèííû
A è B. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ëîæíî (äðóãîå îáîçíà÷åíèå êîíúþíêöèè âû-
ñêàçûâàíèé � A&B).

⇒ � èìïëèêàöèÿ, A ⇒ B = �åñëè A, òî B� � ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå.
A íàçûâàåòñÿ ïîñûëêîé, B � çàêëþ÷åíèåì. Ïî îïðåäåëåíèþ A ⇒ B ëîæíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñûëêà A èñòèííà, à çàêëþ÷åíèå B ëîæíî.

⇔ � ýêâèâàëåíöèÿ, A ⇔ B = �A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B� �
ëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âûñêàçûâàíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ, A ⇔ B èñ-
òèííî, êîãäà îáà âûñêàçûâàíèÿ A è B îäíîâðåìåííî ëèáî èñòèííû, ëèáî
ëîæíû. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ëîæíî.

Îáû÷íî èñòèííûì âûñêàçûâàíèÿì ïðèïèñûâàþò çíà÷åíèå 1, à ëîæíûì
0 (÷òîáû íå ïèñàòü äëèííî �A�èñòèííî� èëè �A�ëîæíî�, ïèøóò ñîîòâåò-
ñòâåííî A = 1 èëè A = 0. Õîòÿ, êîíå÷íî, ìîæíî ïèñàòü A =è èëè A =ë). Â
ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ âñå íàøè ñëîâåñíûå îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè âûñêàçû-
âàíèé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé, ìîæíî ñâåñòè â îäíó
òàáëèöó:

A B A ∨B A ∧B A ⇒ B A ⇔ B ¬A
0 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0

Òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ ñîñòàâíûõ âûñêàçûâàíèé.
Îáÿçàòåëüíû äëÿ çàïîìèíàíèÿ ñëåäóþùèå íèæå ëîãè÷åñêèå òîæäåñòâà

(ðàâåíñòâà). Îíè îñîáåííî ÷àñòî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè.
A ⇔ B = (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A) (1)

¬(A ∨B) = (¬A) ∧ (¬B) (2)
¬(A ∧B) = (¬A) ∨ (¬B) (3)

A ⇒ B = (¬A) ∨B (4)
¬(A ⇒ B) = A ∧ (¬B) (5)

A ⇒ B = (¬B) ⇒ (¬A) (6)
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Ïðîâåðêó ýòèõ ðàâåíñòâ ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèö
èñòèííîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè. (Åñëè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ èñòèííîñòè A è
B, âõîäÿùèõ â ñëîæíîå âûñêàçûâàíèå, ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò, òî ðàâåíñòâà
âåðíû.)

Ïðåäèêàòû
Ñëåäóþùèå ôàêòû îòíîñÿòñÿ ê �ëîãèêå ïðåäèêàòîâ�.

Ïðåäèêàò � ýòî ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðåäìåòîâ (îáúåêòîâ) ñî çíà-
÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå âûñêàçûâàíèé. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ, îáúåêòîâ óêàçàííîé îáëàñòè, ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà ïðåâðàùàòüñÿ â
âûñêàçûâàíèå è ïðèíèìàòü îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé: �èñòèíà� èëè �ëîæü�
(èëè 1 è 0 ñîîòâ., ÷òî òî æå ñàìîå).

Íàïðèìåð, ïóñòü P (X) = �÷èñëî X áîëüøå äâóõ�. Ýòî ïðåäèêàò íà ìíî-
æåñòâå ÷èñåë. Èìååì P (3) = èñòèíà, P (1) = ëîæü.

Åùå ïðèìåð: ïóñòü P (X,Y ) = �X ⇒ Y �. Ýòî ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå
âûñêàçûâàíèé. Åñëè A = �2×2 = 4�, B = �x2 +1 = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíîå
ðåøåíèå�, òî P (A,B) = ëîæü, à P (B,B) = èñòèíà (ò.ê. ïîñûëêà ëîæíà).

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó âûñêàçûâàíèÿìè è ïðåäèêàòàìè àíàëîãè÷íî ñîîò-
íîøåíèþ ìåæäó ÷èñëàìè è ôóíêöèÿìè:

èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé � àíàëîã àðèôìåòèêè ÷èñåë;
èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ � àíàëîã òåîðèè ôóíêöèé.
×òîáû ïðåâðàòèòü ïðåäèêàò â âûñêàçûâàíèå íå îáÿçàòåëüíî âìåñòî ïå-

ðåìåííîé ïîäñòàâëÿòü êîíêðåòíûé îáúåêò. Ìîæíî �óáèòü� ýòó ïåðåìåííóþ
îäíèì èç äâóõ êâàíòîðîâ:

∀ � êâàíòîð �âñåîáùíîñòè� (èëè ïðîñòî �îáùíîñòè�);
∃ � êâàíòîð �ñóùåñòâîâàíèÿ�.
Âûðàæåíèå ∀x P (x) ÷èòàåòñÿ òàê: �äëÿ ëþáîãî x P (x) (âåðíî)� èëè �äëÿ

êàæäîãî x (èìååò ìåñòî, âûïîëíÿåòñÿ, âåðíî, èñòèííî) P (x)�.
Âûðàæåíèå ∃x P (x) ÷èòàåòñÿ òàê: �ñóùåñòâóåò òàêîå x, ÷òî P (x) (âåð-

íî)� èëè �íàéäåòñÿ òàêîå x, ÷òî (èìååò ìåñòî, âûïîëíÿåòñÿ, âåðíî) P (x)�.
Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü P (x) =�Öåëîå ÷èñëî x äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà 2�.

Òîãäà ∀x P (x) � ëîæíîå âûñêàçûâàíèå (ëþáîå öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ áåç
îñòàòêà íà 2). À ∃x P (x) � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå (ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñ-
ëî, êîòîðîå äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà 2).

2) Ïóñòü P (x, y) = �åñëè x�ìàëü÷èê è y�äåâî÷êà òî x âëþáëåí â y�
(êðàòêî: �x ∈ M ∧ y ∈ D ⇒ x âëþáëåí â y�). Òîãäà:

∀x ∃y P (x, y),
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îçíà÷àåò: �äëÿ ëþáîãî ìàëü÷èêà ñóùåñòâóåò äåâî÷êà, â êîòîðóþ îí âëþá-
ëåí�. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè êâàíòîðû1

∃y ∀x P (x, y),

òî ïîëó÷èòñÿ ñîâåðøåííî èíîå ïî ñìûñëó (à, çíà÷èò, è ïî èñòèííîñòè) âû-
ñêàçûâàíèå: �ñóùåñòâóåò äåâî÷êà, â êîòîðóþ âëþáëåí êàæäûé ìàëü÷èê�.
Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êâàíòîðîâ âåñüìà ñóùåñòâåí! Î÷åíü íå ðåêîìåíäóåò-
ñÿ åãî ïóòàòü (îñîáåííî ïðè îòâåòå íà ýêçàìåíàõ).

Èñòèííîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ âûñêàçûâàíèé ìû çäåñü îñîáî îáñóæäàòü
íå áóäåì, ïîñêîëüêó ê ìàòåìàòèêå ýòî íå èìååò îòíîøåíèÿ. Õîòÿ ìîæíî
äîâîëüíî óâåðåííî ñêàçàòü, ÷òî â ïîëíîé îáùíîñòè îáà ýòè óòâåðæäåíèÿ
ñêîðåå âñåãî ëîæíû (êàæäûé ìàëü÷èê âëþáëåí?). Åñëè æå îãðàíè÷èòüñÿ
ìàëü÷èêàìè è äåâî÷êàìè, ñêàæåì, èç îäíîãî è òîãî æå êëàññà (íà÷èíàÿ ñ
9-ãî), òî ïåðâîå èç íèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ âåðíûì, à ìîæåò (ãîðàçäî ðåæå)
âåðíûì áóäåò è âòîðîå. Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè âåðíî âòîðîå óòâåðæäåíèå,
òî âåðíî è ïåðâîå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå áîëåå
ñèëüíîå.

3) Ïðèâåäåì åùå ïðèìåð, íî óæå èç ìàòåìàòèêè. Ïóñòü P (x,M) =�Åñëè
x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó E, òî x 6 M � (áîëåå êîðîòêî ýòî ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê: �x ∈ E ⇒ x 6 M �.

Òîãäà ∃M ∀x P (x,M) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî âñÿ-
êîå ÷èñëî x èç E ìåíüøå ýòîãî M . Ýòî îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó
ìíîæåñòâà � îäíîãî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ â àíàëèçå. Ìíî-
æåñòâà E, äëÿ êîòîðûõ ýòî óòâåðæäåíèå èñòèííî, íàçûâàþò îãðàíè÷åííû-
ìè ñâåðõó, à ìíîæåñòâà E, äëÿ êîòîðûõ îíî ëîæíî íàçûâàþò íåîãðàíè-
÷åííûìè ñâåðõó. Â äàëüíåéøåì ìû åùå âñòðåòèìñÿ ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì.
Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè çäåñü ïîìåíÿòü ìåñòàìè êâàíòîðû, òî ïîëó÷èòñÿ
òîæäåñòâåííî èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, ò.å. âûïîëíÿþùååñÿ äëÿ âñåõ (÷è-
ñëîâûõ) ìíîæåñòâ E è ïîýòîìó íè÷åãî íå îïðåäåëÿþùåå: �∀x ∃M P (x, y)�=
�äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x èç ìíîæåñòâà E ñóùåñòâóåò ÷èñëî M áîëüøåå ýòîãî
x� (êîíå÷íî, íàïðèìåð, M = x + 1).

Ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûì ÿâëÿåòñÿ óìåíèå ñòðîèòü îòðèöàíèå âûñêà-
çûâàíèé, ñîäåðæàùèõ êâàíòîðû. Íàïðèìåð, ¬(∀x P (x)) îçíà÷àåò: �íå äëÿ
ëþáîãî x P (x) âåðíî�. Î÷åâèäíî, ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî �ñóùåñòâóåò x äëÿ
êîòîðîãî P (x) ëîæíî� èëè �ñóùåñòâóåò x äëÿ êîòîðîãî ¬P (x) âåðíî�. Òî
åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

¬(∀x P (x)) = (∃x ¬P (x))
1Êâàíòîðû âñåãäà ñ÷èòàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåìåííûìè è ñëîâà

¾ïîìåíÿåì ìåñòàìè êâàíòîðû¿ îçíà÷àþò, ÷òî èõ ìåíÿþò ìåñòàìè âìåñòå ñ ïåðåìåííûìè,
êàê ýòî ñäåëàíî â äàííîì ïðèìåðå.
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Àíàëîãè÷íî, ¬(∃x P (x)) îçíà÷àåò: �íå ñóùåñòâóåò òàêîãî x, ÷òî P (x)
âåðíî�= �äëÿ ëþáîãî x P (x) ëîæíî�= ∀x ¬P (x), ò.å.

¬(∃x P (x)) = (∀x ¬P (x)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè îòðèöàíèé âûñêàçûâàíèé êâàíòîðû âå-
äóò ñåáÿ êàê �äâîéñòâåííûå� îáúåêòû: ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà (∀ â ∃ è
íàîáîðîò)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèé áîëåå ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé íàäî õîðîøî
ïîìíèòü ëîãè÷åñêèå òîæäåñòâà (2), (3) è (5). Ñëåäóþùèé ïðèìåð íàèáîëåå
÷àñòî áóäåò íàìè èñïîëüçîâàòüñÿ (ñ ðàçëè÷íûìè êîíêðåòíûìè ïðåäèêàòà-
ìè P (x, y) è Q(x, y)), ïîýòîìó åãî íàäî çàïîìíèòü.

¬
(
∀x ∃y (

P (x, y) ⇒ Q(x, y)
))

= ∃x ∀y
(
P (x, y) ∧ (¬Q(x, y)

))
. (!!!)

Âîïðîñû è çàäà÷è äëÿ ñàìîïðîâåðêè
1. ×òî òàêîå âûñêàçûâàíèå?

2. Êàêèå îïåðàöèè èìåþòñÿ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé èç
ïðîñòûõ.

3. Äîêàçàòü èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé ðàâåíñòâà:

A ∨B = B ∨A, A ∧B = B ∧A;
A ∨ (B ∨ C) = (A ∨B) ∨ C, A ∧ (B ∧ C) = (A ∧B) ∧ C;

A ∨ (B ∧ C) = (A ∨B) ∧ (A ∨ C), A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C);
¬(A ∨B) = ¬A ∧ ¬B, ¬(A ∧B) = ¬A ∨ ¬B;
¬(¬A) = A; A ∨A = A, A ∧A = A;

A ⇔ B = (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A);
¬(A ∨B) = (¬A) ∧ (¬B);
¬(A ∧B) = (¬A) ∨ (¬B);

A ⇒ B = (¬A) ∨B;
¬(A ⇒ B) = A ∧ (¬B);
A ⇒ B = (¬B) ⇒ (¬A).

4. Ïîñòðîèòü îòðèöàíèå ñëåäóþùåãî âûñêàçûâàíèÿ: �Âàñÿ è Ïåòÿ æèâóò
â îäíîé êîìíàòå â îáùåæèòèè è åñëè Âàñÿ õðàïèò, òî Ïåòÿ âî ñíå âèäèò
Áàáó ßãó�. Ìîæíî ëè óçíàòü, ÷òî Ïåòÿ âèäèò âî ñíå, êîãäà Âàñÿ íå õðàïèò?

5. ×òî òàêîå ïðåäèêàò?
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6. Ïóñòü P (x, y) � ïðåäèêàò. Òîãäà ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå ïàðû
âûñêàçûâàíèé:

∀x ∀y P (x, y) ∀y ∀x P (x, y);
∀x ∃y P (x, y) ∃y ∀x P (x, y);
∃x ∀y P (x, y) ∀y ∃x P (x, y);
∃x ∃y P (x, y) ∃y ∃x P (x, y);

Êàêèå èç ýòèõ ïàð ðàâíû? Ðàññìîòðåòü ïðèìåðû êîíêðåòíûõ ïðåäèêàòîâ.
7. ßâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ñîêðàùåíèÿ

∀x ∈ E P (x) = (∀x)
(
x ∈ E ⇒ P (x)

)
è ∃x ∈ E P (x) = (∃x)

(
x ∈ E ∧ P (x)

)

Äîêàçàòü èñõîäÿ èç ýòèõ îïðåäåëåíèé è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèé ðà-
âåíñòâà

¬(∀x ∈ E P (x)
)

= ∃x ∈ E ¬P (x) è ¬(∃x ∈ E P (x)
)

= ∀x ∈ E ¬P (x)

Ëåêöèÿ 2.
Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé
Ïðàêòè÷åñêè âñå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå �òåîðåìà�,
�ëåììà�, �ïðåäëîæåíèå�, �ñëåäñòâèå�. Ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè äîñòàòî÷íî óñëîâ-
íî è íîñèò ñêîðåå ïñèõîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð, ÷åì êàêîé-òî ìàòåìàòè÷åñêè
îáúåêòèâíûé. Âñå îíè èìåþò îäíó èç äâóõ ôîðì: A ⇒ B èëè A ⇔ B.
Íàïðèìåð, òåîðåìó Ïèôàãîðà îáû÷íî ôîðìóëèðóþò òàê:

�Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóì-
ìå êâàäðàòîâ êàòåòîâ.�

Íà ñàìîì äåëå ýòî ñîêðàùåííàÿ ôîðìà ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêè:

Åñëè c � ãèïîòåíóçà, à a è b � êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà, òî c2 = a2 + b2.

Âèäèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû èìååò âèä
�Åñëè A, òî B�= �A ⇒ B�
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×òîáû äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ èìïëèêàöèÿ âåðíà, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî åå çàêëþ÷åíèå (ò.å. B) âåðíî, êîãäà âåðíà ïîñûëêà A (ñì. òàáëèöó èñ-
òèííîñòè). Îáû÷íî ýòî âûðàæàþò ñëîâàìè: �Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òå-
îðåìû. Òîãäà . . . � è äîêàçûâàþò, ÷òî B âåðíî.

Âûñêàçûâàíèå B â óñëîâèè òåîðåìû (êîãäà îíî âåðíî) ÷àñòî íàçûâà-
þò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òåîðåìû, à âûñêàçûâàíèå A � äîñòàòî÷íûì
è òåîðåìû A ⇒ B ôîðìóëèðóþò åùå â âèäå: �Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
B äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ A�=�âûïîëíåíèå B íåîáõîäèìî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ A�.

Êîãäà èìååòñÿ óòâåðæäåíèå (=âûñêàçûâàíèå) A ⇒ B (âåðíîå èëè íåò),
òî óòâåðæäåíèå B ⇒ A íàçûâàþò îáðàòíûì ê íåìó. Åñëè îíî âåðíî, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îáðàòíàÿ ê óòâåðæäåíèþ A ⇒ B, êîòîðîå
â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò (åñëè îíî âåðíî) ïðÿìîé òåîðåìîé. Íàïðèìåð,
òåîðåìà îáðàòíàÿ ê òåîðåìå Ïèôàãîðà âûãëÿäèò òàê:

Åñëè a, b, c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è c2 = a2 + b2, òî òðåóãîëü-
íèê ïðÿìîóãîëüíûé è a, b � êàòåòû, à c � ãèïîòåíóçà.

Ýòà òåîðåìà òîæå âåðíà.
Òåîðåìû âèäà A ⇔ B, êàê ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (1), ýòî, ôàêòè÷åñêè,

êðàòêàÿ çàïèñü äâóõ òåîðåì: ïðÿìîé è îáðàòíîé. Èõ ÷àñòî íàçûâàþò êðè-
òåðèÿìè è ôîðìóëèðóþò â îäíîé èç ôîðì:

�A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B�=�Äëÿ âûïîëíåíèÿ A, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü B�. Îïÿòü-òàêè çäåñü B � íåîáõîäèìîå
óñëîâèå, à A � äîñòàòî÷íîå. Ïðè ýòîì ñëîâà: �äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü�
îçíà÷àþò, ÷òî ñîáèðàþòñÿ äîêàçûâàòü âåðíîñòü èìïëèêàöèè A ⇒ B, à �äî-
êàæåì äîñòàòî÷íîñòü�� B ⇒ A.

Îñíîâíîå ïðàâèëî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì � ïðàâèëî íåïîñðåäñòâåííîãî
âûâîäà (modus ponens):

A � âåðíî
è

A ⇒ B � âåðíî

B � âåðíî

Âñ�å äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A ⇒ B îáû÷íî ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ: A, A1, A2,. . . , An, B è äîêàçûâàþò âåðíîñòü èìïëèêàöèé A ⇒ A1,
A1 ⇒ A2,. . .An ⇒ B, îòêóäà, ñîãëàñíî ïðàâèëó íåïîñðåäñòâåííîãî âûâî-
äà äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå î âåðíîñòè B ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A, ÷òî è
òðåáóåòñÿ.
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×àñòî èñïîëüçóåòñÿìåòîä äîêàçàòåëüñòâà �îò ïðîòèâíîãî� (áîëåå òî÷-
íî � �ñâåäåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ (íåëåïîñòè, àáñóðäó)�, ïî ëàòûíè � reductio
ad absurdum): åñëè ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû èìååò âèä A ⇒ B òî ñëîâà:
�ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå� îçíà÷àþò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû áóäåì äîêàçû-
âàòü ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå (¬B) ⇒ (¬A) (ñì. ëîãè÷åñêîå òîæäåñòâî
(6)). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ñëîâ�à �ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå� ÷àñòî çàìå-
íÿþò çíà÷êîì e (â êîíñïåêòàõ, íî íå êíèãàõ è ñòàòüÿõ). Îáíàðóæåíèå
ïðîòèâîðå÷èÿ ìû ôèêñèðóåì çíàêîì �?!� (õîòÿ íå âîçðàæàåì ïðîòèâ èí-
òåðïðåòàöèè ýòîãî çíàêà, êàê ñíà÷àëà óäèâëåíèÿ, à ïîòîì âîñõèùåíèÿ).

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òåîðåìó: �
√

2 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî�. Ýòî ñî-
êðàùåííàÿ çàïèñü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

�Íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p
q , ÷òî

(
p
q

)2 = 2�=

�Åñëè
A︷ ︸︸ ︷

p�öåëîå è q�íàòóðàëüíîå è p âçàèìíî ïðîñòî ñ q, òî

B︷ ︸︸ ︷(
p
q

)2 6= 2�
Ðàçáåðåì ïîäðîáíî äîêàçàòåëüñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. e Ïóñòü
(

p
q

)2 = 2 (ò.å. ïóñòü âåðíî ¬B). Íàäî
äîêàçàòü, ÷òî òîãäà âåðíî ¬A = �p�íå öåëîå, èëè q�íå íàòóðàëüíîå, èëè
p è q íå âçàèìíî ïðîñòû�.

Ïðè íàøåì ïðåäïîëîæåíèè p2 = 2q2 è, çíà÷èò, p � ÷åòíîå ÷èñëî, ò.å.
èìååò âèä p = 2m. Íî òîãäà (2m)2 = 2q2 ⇒ q2 = 2m2, ò.å. q òîæå ÷åòíîå?!
Ò.å. p è q íå âçàèìíî ïðîñòû. È óòâåðæäåíèå ¬A âåðíî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé òðåõ âûñêàçûâàíèé, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç êîòîðûõ, êàê
ìû äîêàçàëè, âåðíî.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð ñ ñîêðàùåííîé ôîðìóëèðîâêîé è äîêàçà-
òåëüñòâîì �îò ïðîòèâíîãî� òîæå â ñîêðàùåííîé ôîðìå. Â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ âîññòàíîâèòü â äåòàëÿõ è ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû (ò.å.
ïðåäñòàâèòü â âèäå A ⇒ B) è åå äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà. Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. e Ïóñòü p1, p2,. . . , pn � âñå ïðîñòûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî p1p2 · · · pn +1. Åãî íåò ñðåäè ÷èñåë p1, p2,. . . , pn, òàê êàê
îíî áîëüøå ëþáîãî èç íèõ. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì, îíî
íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì, çíà÷èò, p1p2 · · · pn + 1 äåëèòñÿ íà êàêîå-òî pk 6= 1
ò.å. p1p2 · · · pn+1 = rpk è, î÷åâèäíî, p1p2 · · · pn òîæå äåëèòñÿ íà pk. Íî òîãäà
íà pk äîëæíà äåëèòüñÿ è 1 = rpk − p1p2 · · · pn?! Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
òåîðåìó.
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Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
Åùå îäíî ïðàâèëî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì � ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè. Ýòî ïðàâèëî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü íàì íàäî äîêàçàòü
ïðåäëîæåíèå ∀n P (n) (íà ñàìîì äåëå ýòî ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ïðåäëîæå-
íèÿ: �(∀n)

(
n ∈ N⇒ P (n)

)
�).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñíà÷àëà âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ ïðè
n = 1; ïîòîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè îíî âåðíî äëÿ êàêîãî-òî ïðîèçâîëü-
íîãî n, òî îíî âåðíî è äëÿ n + 1 è îòñþäà äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå î åãî ñïðà-
âåäëèâîñòè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â êðàòêîé ëîãè÷åñêîé ôîðìå ýòî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P (1) ∧
(
∀n (

P (n) ⇒ P (n + 1)
)) ⇒ (∀n)P (n)

Â êà÷åñòâå èíòóèòèâíîãî îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïîëåçíî ðàñïîëî-
æèòü ñèëëîãèçìû îäèí çà äðóãèì:

Óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = 1, ò.å. P (1). P (1)
Íî èç P (1) ñëåäóåò P (2). P (1) ⇒ P (2)
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî P (2). P (2)
Îïÿòü, èç P (2) ñëåäóåò P (3). P (2) ⇒ P (3)
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî P (3) è òàê äàëåå. . . P (3). . .
Çíà÷èò, P (n) âåðíî ïðè ëþáîì n. ∀n P (n)

Òî åñòü ïðàâèëî íåïîñðåäñòâåííîãî âûâîäà ïðèìåíÿåòñÿ çäåñü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç (�è òàê äàëåå. . . �), ïîýòîìó íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ èíòóèòèâíî
î÷åâèäíóþ âåðíîñòü îêîí÷àòåëüíîãî âûâîäà, ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðàâèëà íåïîñðåäñòâåííîãî âûâîäà è, ôàêòè-
÷åñêè, â êàæäîé èç ñèñòåì îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè ïðèíèìàåòñÿ çà àêñèîìó
(÷àùå â áîëåå ñèëüíîé ôîðìå ïðèíöèïà òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).

Î÷åíü ÷àñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ñèìâîëîâ (òàêèå îïðåäåëåíèÿ íàçû-
âàþò ðåêóðåíòíûìè èëè èíäóêòèâíûìè). Íàïðèìåð

0! def= 1 è n! def= n · (n− 1)!

Èíîãäà ïèøóò n! = n · (n − 1) · · · 3 · 2 · 1. Â ýòîé èíòóèòèâíî âïîëíå ÿñíîé
çàïèñè â âèäå ìíîãîòî÷èÿ ñïðÿòàí ïðîöåññ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Åùå ïðèìåðû:

m∑

k=m

ak = am,

m+n∑

k=m

ak =

(
m+n−1∑

k=m

ak

)
+ an+m
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Çäåñü òîæå ïðîöåññ èíäóêöèè ÷àùå ïðÿ÷óò â ìíîãîòî÷èå
m+n∑
n=m

ak
def= am + am+1 + · · ·+ am+n

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèìâîë
n∏

k=1

ak = a1 · a2 · · · an

Îòìåòèì, ÷òî èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå �ëåãêî ïîÿñíèòü ìàøèíå�, ò.å. çà-
ïðîãðàììèðîâàòü, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü èíòóèòèâíî áîëåå ïîíÿòíîé ÷åëî-
âåêó çàïèñè ñ ìíîãîòî÷èåì.

Áèíîì Íü�þòîíà
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìû õî-
òèì äîêàçàòü ôîðìóëó áèíîìà Íü�þòîíà. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

C0
n

def= 1 è Ck
n

def=

k−ñîìíîæèòåëåé︷ ︸︸ ︷
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

n!
k!(n− k)!

(ïåðâóþ ôîðìóëó îïðåäåëåíèÿ Ck
n ïðèìåíÿòü íà ïðàêòèêå ïðåäïî÷òèòåëü-

íåå, òàê êàê îíà òðåáóåò ìåíüøå âû÷èñëåíèé, êðîìå òîãî, îíà äîïóñêàåò
îáîáùåíèå íà íåöåëûå n, ÷òî îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì).

×èñëà Ck
n íàçûâàþò áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â èíîñòðàííîé

ëèòåðàòóðå èõ ÷àñòî îáîçíà÷àþò
(
n
k

)
.

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ,
èç êîòîðûõ íàì â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé íèæå òåîðåìû ïîíàäîáÿòñÿ
äâà:

Ck
n = Cn−k

n ; Ck
n + Ck−1

n = Ck
n+1.

Ýòè ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû èç îïðåäåëåíèÿ è ïîëíîå èõ äîêàçà-
òåëüñòâî îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå ëåãêîãî óïðàæíåíèÿ.

Òåîðåìà. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

(x + y)n =
n∑

k=0

Ck
nxn−kyk =

= xn + nxn−1y +
n(n− 1)

2!
xn−1y2 + · · ·+ n(n− 1)

2!
x2yn−2 + nxyn−1 + yn.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè n = 1 èìååì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî:

(x + y)1 =
1∑

k=0

Ck
nxn−kyk = C0

1x1y0 + C1
1x0y1 = x + y.

Äîêàæåì òåïåðü ïðè ëþáîì n âåðíîñòü èìïëèêàöèè P (n) ⇒ P (n + 1), ãäå

P (n) = � (x + y)n =
n∑

k=0

Ck
nxn−kyk �

Èìååì,

(x + y)n+1 = (x + y)(x + y)n

åñëè
P (n)
âåðíî
= (x + y)

n∑

k=0

Ck
nxn−kyk =

=
n∑

k=0

Ck
nxn+1−kyk +

n∑

k=0

Ck
nxn−kyk+1 = ∗

Âî âòîðîé ñóììå çàìåíèì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå k + 1 = k′.
Òîãäà k′ áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò 1 äî n + 1:

∗ =
n∑

k=0

Ck
nxn+1−kyk +

n+1∑

k′=1

Ck′−1
n xn+1−k′yk′ = ∗

Òåïåðü îïÿòü âî âòîðîé ñóììå âìåñòî k′ áóäåì ïèñàòü k (îò ýòîãî íè÷åãî
íå èçìåíèòñÿ!) è â ïåðâîé ñóììå âûäåëèì ïåðâîå ñëàãàåìîå (ïðè k = 0), à
âî âòîðîé � ïîñëåäíåå (ïðè k′ = n + 1):

∗ = xn+1 +
n∑

k=1

Ck
nxn+1−kyk +

n∑

k=1

Ck−1
n xn+1−kyk + yn+1 = ∗

Îáúåäèíèì òåïåðü äâå ñóììû â îäíó è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè: C0
n+1 =

1, Cn+1
n+1 = 1 è Ck

n + Ck−1
n = Ck

n+1:

∗ = xn+1 +
n∑

k=1

(Ck
n + Ck−1

n )xn+1−kyk + yn+1 =

= C0
n+1x

n+1y0 +
n∑

k=1

Ck
n+1x

n+1−kyk + Cn+1
n+1x0yn+1 =

=
n∑

k=0

Ck
n+1x

n+1−kyk.
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×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
×àñòíûå ñëó÷àè áèíîìà ÿâëÿþòñÿ ïîëåçíûìè ôîðìóëàìè:

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
nxk =

= xn + nxn−1 +
n(n− 1)

2!
xn−2 +

n(n− 1)(n− 2)
3!

xn−3 + · · ·

Îòñþäà ïðè x = 1 è x = −1, íàõîäèì
n∑

k=0

Ck
n = 2n,

n∑

k=0

(−1)kCk
n = 0

Óïðàæíåíèÿ
1. Âûïèñàòü âñå ñëàãàåìûå ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà

a. (1 + x)5 b. (a + b)6

c. (x + y)7 d. (a− b)8

2. Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè x3 â ðàçëîæåíèè âûðàæåíèÿ
(√

x +
1√
x

)16

ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà.
3. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà

a.

n∑

k=1

kCk
n = n2n−1 b.

n∑

k=1

(−1)k−1kCk
n = 0

c.

m∑

k=0

Cn
n+k = Cn+1

n+m+1 d.

n∑

k=1

(−1)k+1Ck
n

k + 1
=

n

n + 1

Âû÷èñëèòü ñóììû.

a.
n∑

k=1

(k + 1)Ck
n b.

n∑
k=0

(Ck
n)2 c.

n∑
k=1

(k − 1)Ck
n

d.
n∑

k=0

Ck
n

k+1 e.
n∑

k=1

C2k
2n f.

n∑
k=0

2k+1Ck
n

k+1

g.
n∑

k=1

C2k−1
2n h.

s∑
k=0

Ck
nCs−k

m i.
n∑

k=0

(−1)k(Ck
n)2
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Óêàçàíèÿ. Â ïóíêòå b ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè xn â òîæäåñòâå
(1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n ðàñïèñàííîì ïî ôîðìóëå áèíîìà. Â ïóíêòå d.
âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûì ðàâåíñòâîì

Ck
n

k + 1
=

Ck+1
n+1

n + 1

Äîáàâëåíèå î ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
äîêàæåì ñëåäóþùåå î÷åíü ïîëåçíîå ðàâåíñòâî:

nX

k=1

(ak − ak+1) = a1 − an+1. (!!!)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (n) äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.
Âèäèì, ÷òî ïðè n = 1 èìååì âåðíîå (ïî îïðåäåëåíèþ çíàêà

P
) ðàâåíñòâî

1X

k=1

(ak − ak+1) = a1 − a2.

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî èç âåðíîñòè ðàâåíñòâà P (n) âûòåêàåò âåðíîñòü ðàâåíñòâà
P (n + 1).

Èìååì,

n+1X

k=1

(ak − ak+1)

ïî îïð.
çíàêàP

=

nX

k=1

(ak − ak+1) + (an+1 − an+2)

ò.ê.
P (n)
âåðíî
=

= a1 − an+1 + (an+1 − an+2) = a1 − an+2.

Ñðàâíèâàÿ íà÷àëî è êîíåö, âèäèì, ÷òî P (n + 1) âåðíî. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

Îòìåòèì, ÷òî èíòóèòèâíî óêàçàííîå ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, åñëè
åãî �ðàñïèñàòü ìåíåå ôîðìàëüíî�:

nX

k=1

(ak − ak+1) =

= (a1 − a2) + (a2 − a3) + (a3 − a4) + · · ·+ (an−1 − an) + (an − an+1) =

= a1 − an+1.

(âñå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî). Íî ýòà âû-
êëàäêà íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì íàøåãî ðàâåíñòâà, õîòÿ
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ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ â ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè, êàê ýòî ïðîäåëàíî âûøå.

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî äëÿ âûâîäà íåêîòîðûõ ïîëåçíûõ ôîðìóë.
1. Âû÷èñëèì ñóììó

nP
k=1

sin nx.

nX

k=1

sin nx =

nP
k=1

sin nx sin x
2

sin x
2

=

nP
k=1

[cos
�
n− 1

2

�
x− cos

�
n + 1

2

�
x

2 sin x
2

= ∗

Îáîçíà÷àÿ an = cos(n − 1
2
)x, âèäèì, ÷òî òîãäà an+1 = cos

�
n + 1

2

�
x, ïîýòîìó ê

÷èñëèòåëþ ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (!!!):

∗ =
cos 1

2
x− cos

�
n + 1

2

�
x

2 sin x
2

=
sin n

2
x sin n+1

2
x

sin x
2

.

(Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé ðàçíîñòè
êîñèíóñîâ).

2. Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü (àíàëîãè÷íîé âûêëàäêîé) ñóììó
nP

k=1

cos nx.
Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíèå äâå ñóììû ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå, êî-

òîðóþ Âû áóäåòå èçó÷àòü íà âòîðîì êóðñå, ïîýòîìó çíàòü, êàê îíè âû÷èñëÿþòñÿ
î÷åíü ïîëåçíî.

3. Âû÷èñëèì ñóììó
nP

k=1

k
2k . Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç ak = k

2k è ïîñ÷èòàåì
ðàçíîñòü ak − ak+1:

ak − ak+1 =
k

2k
− k + 1

2k+1
=

k − 1

2k+1
=

1

2

�
k

2k
− 1

2k

�
.

Ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïî k îò 1 äî n:
nX

k=1

(ak − ak+1) =

nX

k=1

1

2

�
k

2k
− 1

2k

�
=

1

2

nX

k=1

k

2k
− 1

2

nX

k=1

1

2k
(?)

Ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (!!!):
nX

k=1

(ak − ak+1) = a1 − an+1 =
1

2
− n + 1

2n+1
.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (?) òîæå ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ:
nX

k=1

1

2k
=

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
= 1− 1

2n

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè).
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ñóììû â ðàâåíñòâî (?), íàõîäèì èñêîìóþ ñóììó:

nX

k=1

k

2k
= 2

�
1

2
− n + 1

2n+1
+

1

2
− 1

2n+1

�
= 2− n + 2

2n
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Ìåòîä îáðàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
Åù¼ îäèí ìåòîä, ñâÿçàííûé ñ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷àñòî ïðèìåíÿ-
åòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé. Ýòî, òàê íàçûâàåìûé, ìåòîä
îáðàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü íàäî
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ∀n ∈ N P (n). Äëÿ ýòîãî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü äâóõ
óòâåðæäåíèé:

1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéä¼òñÿ òàêîå k, ÷òî k > n è P (k)
� âåðíî.

∀k ∃n �n > k ∧ P (n)
�

(íå ïóòàòü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êâàíòîðîâ! Åñëè åãî ïîìåíÿòü, ïîëó-
÷èòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíîå âûñêàçûâàíèå.)

2. Äëÿ ëþáîãî k èç âûïîëíåíèÿ P (k) ñëåäóåò âûïîëíåíèå P (k−1),
ò.å. ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

∀k P (k) ⇒ P (k − 1).

Åñëè ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ âåðíû, òî âåðíî è äîêàçûâàåìîå ∀n ∈ N P (n).
Ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ìåòîäà ìû ïðèâîäèòü çäåñü íå áóäåì, à èíòó-

èòèâíàÿ âåðîñòü åãî î÷åâèäíà (ðàçóìååòñÿ, ïîñëå íåêîòîðîãî ðàçìûøëåíèÿ).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îáðàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

äîêàæåì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷å-
ñêèì:

∀k ak > 0 ⇒
� nY

k=1

ak

� 1
n

6

nP
k=1

ak

n

èëè, â ìåíåå ôîðìàëüíîé çàïèñè (ïðè ak > 0)

n
√

a1 · a2 · · · an 6 a1 + a2 + · · ·+ an

n
. (×)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (n) íåðàâåíñòâî (×). Äîêàæåì
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè âåðíîñòü íåðàâåíñòâà P (2k) ïðè ëþáîì k > 1.

Ïðè k = 1 èìååì √
a1 · a2 6 a1+a2

2
� âåðíîå íåðàâåíñòâî, äîêàçàòåëüñòâî

êîòîðîãî èçâåñòíî ñî øêîëû:

(
√

a1 −√a2)
2 > 0 ⇒ a1 − 2

√
a1 · a2 + a2 > 0 ⇒ √

a1 · a2 6 a1 + a2

2
.
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Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà P (2k+1) ïðè óñëîâèè, ÷òî íåðàâåíñòâî
P (2k) âåðíî.

2n+1√
a1 · a2 · · · a2n · a2n+1 · · · a2n+1| {z }

2n ñîìíîæèòåëåé
| {z }
2n ñîìíîæèòåëåé

=
q

2n√
a1 · a2 · · · a2n · 2n√

a2n+1 · · · a2n+1 6

6
2n√

a1 · a2 · · · a2n + 2n√a2n+1 · · · a2n+1

2
6

a1+···+a2n

2n +
a2n+1+···+a2n+1

2n

2
=

=
a1 + . . . a2n+1

2n+1
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 3 èìååì P (n) ⇒ P (n − 1). Äëÿ ýòîãî
îáîçíà÷èì S =

a1+···+an−1
n−1

. Òîãäà a1 + · · ·+ an−1 = (n− 1)S è

n
p

a1 · · · an−1 · S

ò.ê.
P (n)
âåðíî
6 a1 + · · ·+ an−1 + S

n
=

(n− 1)S + S

n
= S.

Òåïåðü âåðíîñòü P (n− 1) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ:

a1 · · · an−1 · S 6 Sn ⇒ a1 · · · an−1 6 Sn−1 ⇔ n−1
√

a1 · · · an−1 6 S.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåêöèÿ 3.
Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ
Òåîðèÿ ìíîæåñòâ � ýòî áîëüøîé è ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè,
ñêîëüêî-íèáóäü ïîëíîå èçëîæåíèå õîòÿ áû îñíîâ êîòîðîãî ïîòðåáîâàëî áû
íå ìåíåå ñåìåñòðîâîãî êóðñà. Ïîýòîìó ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà ñàìûõ
íåîáõîäèìûõ äëÿ àíàëèçà ïîíÿòèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ. Áîëåå ïîëíîå åå èç-
ëîæåíèå äîëæíî áûòü ïðîâåäåíî â äðóãèõ äèñöèïëèíàõ (íàïðèìåð, â äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêå). Îòìåòèì åùå, ÷òî íè ñêîëüêî íå áîÿñü ïîïàñòü â
�ïîðî÷íûé êðóã�, âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê â êà-
÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ ïðèìåðîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå õîðîøî çíàêî-
ìûå ñî øêîëû ìíîæåñòâà (è èõ ÷àñòè), êàê N � âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, Z
� âñå öåëûå ÷èñëà, Q � âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, R � âñå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà.

Ïåðâè÷íûìè (è îñíîâíûìè) ïîíÿòèÿìè òåîðèè ìíîæåñòâ ïðèíÿòî ñ÷è-
òàòü ìíîæåñòâî è îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ∈. Ýòè ïîíÿòèÿ íå îïðå-
äåëÿþòñÿ ÷åðåç äðóãèå (áîëåå ïðîñòûå), à ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâî-
èìè ñâîéñòâàìè, âûðàæàåìûìè â àêñèîìàõ òåîðèè ìíîæåñòâ. Íàèáîëåå
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èçâåñòíûìè àêñèîìàòèçàöèÿìè òåîðèè ìíîæåñòâ (èç ýêâèâàëåíòíûõ ) ÿâ-
ëÿþòñÿ: NGB � Íåéìàíà-Ã�åäåëÿ-Áåðíàéñà è ZF � Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ñïèñêîâ íè òîé íè äðóãîé ñèñòåì àêñè-
îì, à âîñïîëüçóåìñÿ, òàê íàçûâàåìûì, �íàèâíûì� ïîäõîäîì ê èçëîæåíèþ
îñíîâíûõ èç íåîáõîäèìûõ íàì ïîíÿòèé. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî �îñòî-
ðîæíîå� èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïîäõîäà íå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èÿì.

Ìíîæåñòâà
Èòàê, ìíîæåñòâî ìû äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íåêîå ñîáðàíèå, ñî-
âîêóïíîñòü, êîëëåêöèþ, îáúåäèíåíèå â îäíî öåëîå ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ
(ïðåäìåòîâ, îáúåêòîâ) �ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû� (íà ñàìîì äåëå èñêëþ÷è-
òåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîé, ò.å. ìíîæåñòâ, ÷èñåë, ôóíêöèé è ò.ï.). Îòíîøåíèå
x ∈ A (èëè A 3 x) ÷èòàåòñÿ òàê: �(ýëåìåíò) x ïðèíàäëåæèò (ìíîæåñòâó) A�
èëè �x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì (ìíîæåñòâà) A� èëè �(ìíîæåñòâî) A ñîäåðæèò
(ýëåìåíò) x�.

Åñëè ýëåìåíò x íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A (ò.å. ¬(x ∈ A)), òî ïèøóò
x /∈ A èëè x∈A (èëè, ðåæå, A 63 x, A3x)

Âñÿêîå ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ ýëåìåíòîâ:

A = B ⇔ (∀x)(x ∈ A ⇔ x ∈ B)

(ìíîæåñòâà A è B ðàâíû, êîãäà âñÿêèé ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèíàäëåæèò B)

Åñëè èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ òîëüêî â îäíó ñòîðîíó, íàïðèìåð,

(∀x)(x ∈ A ⇒ x ∈ B),

(âñÿêèé ýëåìåíò èç A ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ýëåìåíòîì è B) òî ãîâîðÿò,
÷òî �A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B� èëè �A ñîäåðæèòñÿ â B� è ïèøóò

A ⊂ B (èëè A ⊆ B)

Òàêèì îáðàçîì,
A = B ⇔ (A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A)

(êàæäûé ýëåìåíò èç A ïðèíàäëåæèò B è íàîáîðîò.)
Èíîãäà ìíîæåñòâà çàäàþò ïðîñòûì ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ (â

ôèãóðíûõ ñêîáêàõ). Íàïðèìåð, {a, b, c} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ
ýëåìåíòîâ. Íî îñíîâíîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äàåò ñëåäóþùàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ.
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Ïðèíöèï âûäåëåíèÿ. Åñëè P (x) íåêîòîðîå ñâîéñòâî êîòîðûì
ìîæåò îáëàäàòü (èëè íå îáëàäàòü) ýëåìåíò (ïðåäìåò) x, òî ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâî {x : P (x)}, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç âñåõ
òåõ x (è òîëüêî òåõ), äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî P (x) âûïîëíÿåòñÿ.

Íàïðèìåð, {x : x2 + 5x − 3 = 0} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ � êîðíåé ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà;
∅ = {x : x 6= x} � ïóñòîå ìíîæåñòâî, ò.å. ìíîæåñòâî íå ñîäåðæàùåå íè

îäíîãî ýëåìåíòà (òàê êàê íåò ýëåìåíòîâ íå ðàâíûõ ñàìèì ñåáå); ê ïðèìåðó,
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∅ = {x : x 6= x} = {x : x− äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è x2 + 1 = 0}

Òàêîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ âûçâàë íàèáîëüøèå âîçðàæå-
íèÿ ó ìàòåìàòè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè èç-çà òîãî, ÷òî åãî íåîãðàíè÷åííîå
ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàì. Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòåí ïàðàäîêñ
Ðàññåëà.

Îïðåäåëèì �ìíîæåñòâî� A = {x : x /∈ x} (ýòî âñå òå è òîëüêî òå ìíî-
æåñòâà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñâîèì ýëåìåíòîì). È ïîñìîòðèì, êàêîå èç
îòíîøåíèé âåðíî A ∈ A èëè A /∈ A (ñîãëàñíî çàêîíó [ëîãèêè] �èñêëþ÷åí-
íîãî òðåòüåãî�, òðåòüåãî íå äàíî! Äðóãèå âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíû!).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A ∈ A, òî îíî íå îáëàäàåò îïðåäå-
ëÿþùèì äëÿ A ñâîéñòâîì (x /∈ x) è ïîýòîìó íå äîëæíî ïðèíàä-
ëåæàòü A, ò.å. A /∈ A?!

Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A /∈ A, òî òîãäà îíî îáëàäàåò
îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâîì (x /∈ x) è ïîýòîìó äîëæíî ïðèíàäëå-
æàòü ìíîæåñòâó A, ò.å. A ∈ A?!

Àíàëèç ýòîãî è äðóãèõ (ïîäîáíûõ è íåò) ïàðàäîêñîâ ïðèâåë ê ïåðåñìîò-
ðó âñåõ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè. Ìû íå õîòèì îòâëåêàòüñÿ íà îïèñàíèè è
ïåðå÷èñëåíèè âñåõ ñëåäñòâèé ýòîãî ïðîöåññà1, óêàæåì òîëüêî, ÷òî áûëî âû-
ÿñíåíî íàëè÷èå äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ âûõîäîâ äëÿ èçáàâëåíèÿ îò ïîäîáíûõ
ïðîòèâîðå÷èé.

Îäèí èç òàêèõ âûõîäîâ (â àêñèîìàòèêå NGB) ïðåäëàãàåò ðàçëè÷àòü
�ìíîæåñòâà� è �êëàññû�, à ïðèíöèï âûäåëåíèÿ äîïóñêàòü òîëüêî äëÿ ìíî-
æåñòâ2. Òàêèì îáðàçîì, {x : P (x)} ÷èòàåòñÿ êàê �êëàññ ìíîæåñòâ x

1èíòåðåñóþùèõñÿ ïîïóëÿðíûì èçëîæåíèåì ýòîé èñòîðèè ìû îòñûëàåì ê êíèãå
Ì. Êëàéíà �Ìàòåìàòèêà. Óòðàòà îïðåäåëåííîñòè.� Ì.: Ìèð, 1984

2â àêñèîìàòèêå NGB êðîìå êëàññîâ è îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè áîëüøå íè÷åãî
íåò. Ìíîæåñòâà, ÷èñëà, ôóíêöèè è ò.ï. ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè êëàññàìè



Ëåêöèÿ 3 23

êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì P (x)� (ôàêòè÷åñêè, êàæäûé êëàññ îòîæäå-
ñòâëÿþòñÿ ñî ñâîéñòâîì, êîòîðûì ìîæåò îáëàäàòü èëè íåò ìíîæåñòâî).

Ïðè òàêîì ïîäõîäå âñå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî êëàññàìè, íî
íå âñå êëàññû ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Ìíîæåñòâà � ïî îïðåäåëåíèþ ýòî
òîëüêî òå êëàññû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè êàêîãî-íèáóäü äðóãî-
ãî êëàññà. À ïàðàäîêñà íå âîçíèêàåò, ïîòîìó ÷òî, íàïðèìåð, êëàññ âñåõ
êëàññîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ñàìèì ñåáå, ïîñòðîèòü íå óäàåòñÿ, òàê êàê
{x : x /∈ x} � ýòî êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ íå ïðèíàäëåæàùèõ ñàìèì ñåáå
(à íå êëàññ êëàññîâ).

Èíòóèòèâíî �ñîáñòâåííûå� êëàññû (ò.å. íå ÿâëÿþùèåñÿ ìíîæåñòâàìè) �
ýòî î÷åíü áîëüøèå ñîâîêóïíîñòè òèïà êëàññà âñåõ ìíîæåñòâ èëè, êàê â ïà-
ðàäîêñå Ðàññåëà, êëàññà âñåõ ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñâîèì ýëåìåíòîì.
Ïðè ýòîì ïàðàäîêñ ïðåâðàùàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ M = {x : x − ìíîæåñòâî} (êëàññ âñåõ
ìíîæåñòâ) íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè
Íàä ìíîæåñòâàìè (âïðî÷åì, è íàä êëàññàìè) ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñëåäóþ-
ùèå îïåðàöèè:

1) Îáúåäèíåíèå A∪B
def= {x : x ∈ A∨x ∈ B} (A∪B ñîñòîèò â òî÷íîñòè

èç òàêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå èìåþòñÿ èëè â A èëè â B)
2) Ïåðåñå÷åíèå A ∩B

def= {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} (A ∩B ñîñòîèò òîëüêî èç
òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå èìåþòñÿ è â A è â B îäíîâðåìåííî)

3) Ðàçíîñòü A − B
def= {x : x ∈ A ∧ x /∈ B} (A − B ñîñòîèò òîëüêî èç

òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå åñòü â A, íî íåò â B. Äðóãîå îáîçíà÷åíèå ðàçíîñòè
ìíîæåñòâ � A \B)

4) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü A−· B
def= {x : (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈

B ∧ x /∈ A)} (A−· B ñîñòîèò èç òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå åñòü â A, íî íåò â B
èëè åñòü â B, íî íåò â A, ò.å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A−· B = (A−B) ∪ (B −A).

(Äðóãîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè � A M B èëè A−4B)
5) Äîïîëíåíèå Ac def= {x : x /∈ A} (äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ: A èëè {A). Ýòî

îïðåäåëåíèå îáû÷íî óïîòðåáëÿåòñÿ, êîãäà ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå �óíèâåð-
ñàëüíîå� ìíîæåñòâî (íàïðèìåð) U, ïîäìíîæåñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ A (è
âñå äðóãèå èçó÷àåìûå â òîò ìîìåíò ìíîæåñòâà). È íà ñàìîì äåëå ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ, ÷òî Ac ñîñòîèò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ U, íå ïðèíàäëåæàùèõ A,
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ò.å. Ac = {x : x ∈ U ∧ x /∈ A}. Â îáùåì æå ñëó÷àå îïðåäåëåíèå {x : x /∈ A}
çàäàåò êëàññ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

6) Ïóñòü E � ìíîæåñòâî, òîãäà ÷åðåç P(E) (èëè 2E) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E:

P(E) = {X : X ⊂ E}.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì1, åãî ÷àñòî ïðîäîëæà-
þò íàçûâàòü �êëàññîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E� (÷òîáû, èçáåæàòü
íåêðàñèâîãî ñëîâîñî÷åòàíèÿ �ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E�).

Ïðèìåð. Ïóñòü E = {a, b, c}, òîãäà

P(E) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}

Âèäèì, ÷òî P(E) ñîäåðæèò 23 = 8 ýëåìåíòîâ.
Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî êîãäà E ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, P(E) ñîäåðæèò

2n ýëåìåíòîâ (îòñþäà îáîçíà÷åíèå 2E = P(E)).

Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåí-
íî èç îïðåäåëåíèé.

1. Êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ:

A ∪B = B ∪A; A ∩B = B ∩A.

2. Àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ:

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C); (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

3. Äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ è äèñòðè-
áóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C); A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

1a priori ýòî íè îòêóäà íå ñëåäóåò, íî ïîñòóëèðóåòñÿ â àêñèîìàòèêå NGB (êîãäà E
ìíîæåñòâî)
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4. Åñëè A, B � ïîäìíîæåñòâà U, òî òîãäà

A ⊂ B ⇔ A ∪B = B ⇔ A ∩B = A,

A ⊂ A ∪B,

A ∩B ⊂ A, A ∩B ⊂ B,

A ∪Ac = U, A ∩Ac = ∅,

(A ∪B)c = Ac ∩Bc,

(A ∩B)c = Ac ∪Bc,

(Ac)c = A.

Ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ, ãðàôèêè, îòíîøåíèÿ
Ñëåäóþùèå íèæå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè äëÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X, Y � ìíîæåñòâà è x ∈ X, y ∈ Y . Óïîðÿäî-
÷åííàÿ ïàðà (x, y) â àêñèîìàòèêå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî

{
x, {x, y}}.

Ìû íå õîòèì çäåñü îáñóæäàòü âñåõ ñëåäñòâèé òàêîãî îïðåäåëåíèÿ, îòìåòèì
òîëüêî, ÷òî ÷òîáû ïðàâèëüíî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ïîíÿòèåì, íàäî ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñåáå óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x, y), ïðîñòî êàê ïàðó ýëåìåíòîâ, âûïèñàí-
íûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå1: ïåðâûé ýëåìåíò � ýòî x, âòîðîé � y.

Ãëàâíîå ñâîéñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðû, çàêëþ÷åíî â òîì, ÷òî ïðè ñðàâíåíèè äâóõ ïàð (x1, y1) è (x2, y2) îíè
ìîãóò ñîâïàäàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî èõ
ïåðâûå è âòîðûå ýëåìåíòû:

(x1, y1) = (x2, y2) ⇔ x1 = x2 ∧ y1 = y2.

(ëåãêîå, íî ïîëåçíîå óïðàæíåíèå � äîêàçàòü èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ýòîò
ôàêò. Îòìåòèì åùå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíåíî è âñåãäà
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî {x, y} = {y, x}, íî ïðè x 6= y äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð (x, y) 6= (y, x).)

Åñëè X è Y � äâà ìíîæåñòâà, òî èõ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì (èëè
ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì) íàçûâàþò ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y),
ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò X, à âòîðîé � Y .

X × Y
def= {(x, y) : x ∈ X ∧ y ∈ Y }.

1Íà ñàìîì äåëå ïî ìíåíèþ ìíîãèõ, â òîì ÷èñëå è àâòîðà, ïîíÿòèå ôóíêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ñòîëü æå �ïåðâè÷íûì�, êàê è ìíîæåñòâà. Ôàêòè÷åñêè, àêñèîìà ïàðû �ëåãàëèçóåò�
ñóùåñòâîâàíèå �ïðîñòåéøèõ� ôóíêöèé, ïîçâîëÿÿ äàòü �ñòðîãîå� îïðåäåëåíèå �îáùèõ�
ôóíêöèé.
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Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü X = {1, 2, 3}, Y = {©,4,¤,,}. Äëÿ òîãî ÷òîáû
óâèäåòü âñå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì èç X, à âòîðûì èç
Y , ñîñòàâèì òàáëèöó:

X@
@ Y © 4 ¤ ,
1 (1,©) (1,4) (1,¤) (1,,)
2 (2,©) (2,4) (2,¤) (2,,)
3 (3,©) (3,4) (3,¤) (3,,)

Âèäèì, ÷òî âñåõ âîçìîæíûõ ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì èç X, à âòîðûì èç Y
âñåãî 12 øòóê.

2) Ïóñòü (a; b) è (c; d) � äâà èíòåðâàëà íà ïðÿìîé. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäû-
äóùèì ïðèìåðîì, î÷åâèäíî, èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå (a; b)×(c; d) ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ òî÷êàìè ïðÿìîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè.

Â ñëó÷àå, êîãäà â ïðîèçâåäåíèè îáà ñîìíîæèòåëÿ ðàâíû, ïèøóò X×X =
X2 è ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàþò äåêàðòîâûì êâàäðàòîì ìíîæå-
ñòâà X.

Òàê, íàïðèìåð, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì, äåêàðòîâ êâàäðàò ìíî-
æåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R2 ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, åñëè ôèêñèðîâàòü íà íåé (ïðÿìîóãîëüíóþ) ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò è ñîïîñòàâèòü êàæäîé ïàðå ÷èñåë (x, y) òî÷êó ïëîñêîñòè ñ
òàêèìè êîîðäèíàòàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî G � ãðàôèê (â ïðîèçâåäåíèè X ×Y ), åñëè
G � ïîäìíîæåñòâî â X × Y :

G � ãðàôèê def⇔ G ⊂ X × Y.

Ïðè ýòîì ïîëàãàþò

domG
def= {x : ∃y (x, y) ∈ G} (îò ñëîâà domain)

ranG
def= {y : ∃x (x, y) ∈ G} (îò ñëîâà range)

dom G íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ãðàôèêà G, à ranG íàçûâàþò
îáëàñòüþ çíà÷åíèé ãðàôèêà G. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìíîæåñòâî X íà-
çûâàþò îáëàñòüþ îòïðàâëåíèÿ ãðàôèêà G è â îáùåì ñëó÷àå X 6= dom G;
ìíîæåñòâî Y íàçûâàþò îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ ãðàôèêà G è, âîîáùå ãîâîðÿ,
Y 6= ran G òîæå.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðà (x, y) ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó G ýòîò ôàêò îáîçíà-
÷àþò îäíèì èç ïðèâîäèìûõ íèæå ñïîñîáîâ:

(x, y) ∈ G
def⇔ G : x 7→ y

def⇔ x
G7→ y

def⇔ y = G(x) def⇔ xG y
def⇔ y = Gx.
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Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî G ⊂ (dom G)× (ran G) ⊂ X × Y .
Åñëè X ìíîæåñòâî è R ãðàôèê â äåêàðòîâîì êâàäðàòå X2, òî R ÷àñòî

íàçûâàþò îòíîøåíèåì â X. Ïðè òàêîé òåðìèíîëîãèè ÷àùå âñåãî âìåñòî
(x, y) ∈ R ïèøóò x R y è ãîâîðÿò, ÷òî (ýëåìåíò) x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè
R ñ (ýëåìåíòîì) y.

Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç R äèàãîíàëü äåêàðòîâà êâàäðàòà X2:

R = {(x, y) : x = y}
Òîãäà (x, y) ∈ R èëè, ÷òî òî æå ñàìîå xR y, îçíà÷àåò x = y. È ïîýòîìó
ìîæíî íàïèñàòü R

def= = (ò.å. R � îòíîøåíèå ðàâåíñòâà â ìíîæåñòâå X).
2) Ïóñòü X = R (èëè Q). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì R

def= {(x, y) : x 6
y}. Òî åñòü R =6. È â ýòîì ñëó÷àå ïðåèìóùåñòâî çàïèñè x 6 y ïåðåä
(x, y) ∈6 íè ó êîãî íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.

Ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà íàì ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåé-
øåì.

Îïðåäåëåíèå. Îòíîøåíèå R â X íàçûâàþò îòíîøåíèåì ïîðÿäêà (èëè
èíîãäà îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà), åñëè îíî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1. ∀x ∈ X xRx (ðåôëåêñèâíîñòü),
2. ∀x, y ∈ X xRy è yRx ⇒ x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü),
3. ∀x, y, z ∈ X xRy è yRz ⇒ xRz (òðàíçèòèâíîñòü).
Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü X = P(E) è

R
def= {(A,B) : A ⊂ E ∧ B ⊂ E ∧ A ⊂ B}.

Î÷åâèäíî, íà ïîäìíîæåñòâàõ èç E îòíîøåíèå R ñîâïàäàåò ñ ⊂ (íî â îáùåì
ñëó÷àå, åñëè áûòü ïåäàíòè÷íûì, íàïèñàòü ðàâåíñòâî R =⊂ íåëüçÿ, òàê êàê
⊂ èìååò îáëàñòüþ îòïðàâëåíèÿ êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, à R òîëüêî P(E) �
âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç E).

2) Ïîëîæèì X = N è <= {(n, m) : n äåëèòñÿ íàöåëî íà m}. Òî åñòü
ìû ïèøåì n < m

def⇔ n äåëèòñÿ íàöåëî íà m. Ðåôëåêñèâíîñòü, àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ âïîëíå î÷åâèäíà. Òàêèì
îáðàçîì, < � îòíîøåíèå ïîðÿäêà.

Åùå îäèí òèï îòíîøåíèé î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêå.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-

æåñòâå X, åñëè îíî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1. ∀x ∈ X xRx (ðåôëåêñèâíîñòü)
2. ∀x, y ∈ X xRy ⇒ yRx (ñèììåòðè÷íîñòü)
3. ∀x, y, z ∈ X xRy è yRz ⇒ xRz (òðàíçèòèâíîñòü)
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Ïîäðîáíåå ìû èçó÷èì òàêèå îòíîøåíèÿ íåìíîãî ïîçæå, à ñåé÷àñ ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî. Ïî îïðå-
äåëåíèþ ïîëîæèì

xRy
def⇔ x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ x = y.

Ýòî îòíîøåíèå R íàçûâàþò îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà íà X. Î÷åâèäíî, îíî
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

2) Íà ìíîæåñòâå âñåõ öåëûõ ÷èñåë Z îïðåäåëèì îòíîøåíèå (p)
= ïî ïðà-

âèëó:
m

(p)
= n

def⇔ m− n äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî p

Åãî ðåôëåêñèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ÷èñëî n− n = 0
äåëèòñÿ íà p.

Ñèììåòðè÷íîñòü: åñëè m − n äåëèòñÿ íà p, òî è n − m = −(m − n)
äåëèòñÿ íà p.

Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè m − n äåëèòñÿ íà p è n − k äåëèòñÿ íà p, òî
m− k = (m− n) + (n− k) äåëèòñÿ íà p (íà p äåëèòñÿ êàæäîå ñëàãàåìîå).

Òàêèì îáðàçîì, (p)
= � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ôóíêöèÿ
Îäíèì èç ñàìûõ ãëàâíûõ ïîíÿòèé äëÿ àíàëèçà (è ìàòåìàòèêè âîîáùå)
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ. Ìû ïðèâîäèì çäåñü ïîëíîñòüþ ôîðìàëèçîâàííîå åãî
îïðåäåëåíèå, ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî êîòîðîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì
�øêîëüíûì� (ôóíêöèÿ � ýòî ïðàâèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåí-
òó x èç X ðîâíî îäèí ýëåìåíò y èç Y ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç íåãî âèäíî,
÷òî ñ ôóíêöèÿìè ìîæíî ïîñòóïàòü òàê æå êàê ñ äðóãèìè ìàòåìàòè÷åñêè-
ìè îáúåêòàìè (ìíîæåñòâàìè, ÷èñëàìè,. . . ), îáúåäèíÿÿ èõ â ìíîæåñòâà ïî
êàêîìó-íèáóäü ïðèçíàêó è èçó÷àòü ñâîéñòâà ïîëó÷åííîé ñîâîêóïíîñòè. À
äåëàòü ýòî ñ �ïðàâèëàìè�, êîòîðûå ÷òî-òî ÷åìó-òî �ñîïîñòàâëÿþò� êàê-òî
íåóþòíî. Ïî ñóòè æå, ïðèâîäèìîå îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò â òî÷íîñòè òî æå
ñàìîå, ÷òî è îáû÷íîå �øêîëüíîå�. Ïîýòîìó, ÷òîáû õîðîøî ïîíÿòü ïðèâî-
äèìîå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íàäî ïîñòîÿííî äåðæàòü â óìå
ñòàíäàðòíîå �øêîëüíîå�.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X è Y � (íåïóñòûå) ìíîæåñòâà è f ⊂ X × Y �
ãðàôèê. Òðîéêó (X, Y, f) íàçûâàþò ôóíêöèåé, åñëè:

1) dom f = X;
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2) f � ôóíêöèîíàëüíûé ãðàôèê, ò.å.

(∀x)(∀y1)(∀y2) ((x, y1) ∈ f) ∧ ((x, y2) ∈ f) ⇒ (y1 = y2).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè äîãîâîðåííîñòÿìè îá îáîçíà÷åíèÿõ, ïîñëåäíåå
ñâîéñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(∀x)(∀y1)(∀y2) (y1 = f(x)) ∧ (y2 = f(x)) ⇒ (y1 = y2).

ò.å. åñëè äâà ýëåìåíòà y1 è y2 ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå x, òî îíè
îáÿçàíû ñîâïàäàòü! Î÷åâèäíî, ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî îäíîìó ýëåìåíòó x
äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò y. Î ÷åì è ãîâîðèòñÿ â
�øêîëüíîì� îïðåäåëåíèè: �. . . êàæäîìó x èç X (ò.å. dom f = X) ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ ðîâíî îäèí! y ∈ Y �.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ (X, Y, f) è åå ãðàôèê f �
ýòî, ïî ñóòè, îäíî è òî æå!1 Íî ãðàôèê ýòî ïðîñòî ïîäìíîæåñòâî èç äå-
êàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × Y , îáëàäàþùåå äâóìÿ (äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè)
ñâîéñòâàìè 1) è 2). Ïîýòîìó ñ ôóíêöèÿìè ìîæíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ îáû÷-
íûìè ìíîæåñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, îáúåäèíÿòü èõ ïî êàêîìó-íèáóäü ïðèçíà-
êó, ñîñòàâëÿÿ èç íèõ íîâûå ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ÷åðåç Y X (èëè F(X, Y ),
èëè X → Y ) îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X ñî
çíà÷åíèÿìè â Y . Â äàëüíåéøåì áóäóò òî÷íî îïðåäåëåíû òàêèå ìíîæåñòâà,
êàê B(X) � âñåõ îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X,
C(X) � âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X è ò.ä.

Îòìåòèì åùå, ÷òî âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ (X, Y, f) äëÿ ôóíêöèè îáùåïðè-
íÿòî áîëåå ñîîòâåòñòâóþùåå íàøåé èíòóèöèè ñâîåé íàãëÿäíîñòüþ îáîçíà-
÷åíèå f : X → Y (õîòÿ, áîëåå ëîãè÷íî áûëî áû ïèñàòü f ∈ X → Y ).

Êîíêðåòíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íî ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà âû-
äåëåíèÿ ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ ñâîéñòâà (ïðàâèëà, óñëîâèÿ), ïî êîòîðîìó ìû
äîëæíû âûäåëèòü ãðàôèê (ò.å. ïîäìíîæåñòâî) èç äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ.

Íàïðèìåð, {(x, y) : y = ax2 + bx + c ∧ x ∈ R} çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ
ôóíêöèþ.

Áîëåå ñëîæíî çàäàþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñêàæåì, ôóíê-
öèÿ sin : R→ R, êàê ñëåäóåò èç �øêîëüíîãî� îïðåäåëåíèÿ, çàäàåòñÿ òàê:

(x, y) ∈ sin (èëè y = sin x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y � ýòî
îðäèíàòà êîíöà åäèíè÷íîãî ðàäèóñ-âåêòîðà (ñ íà÷àëîì â íóëå),
ïîâåðíóòîãî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò îñè àáñöèññ íà óãîë x
(â ðàäèàíàõ èëè íà äóãó äëèíû x åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè).

1Íå ñîâñåì. Õîòÿ ìíîæåñòâî X îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ãðàôèêó f , ìíîæå-
ñòâî Y óæå ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò. È ïî îïðåäåëåíèþ ìû äâå ôóíêöèè (X, Y, f) è
(X, Y ′, f), îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ, äîëæíû ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè!
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Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âàæíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé. Ïóñòü
f : X → Y � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X ñî çíà÷åíèÿìè â Y . Òîãäà:

f(x) � çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå x, êîãäà x � ýëåìåíò îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ X. Ýòî îáîçíà÷åíèå íå ðåêîìåíäóþò ïóòàòü ñî ñëåäóþùèì
î÷åíü ïîõîæèì îáîçíà÷åíèåì:

f(A) � îáðàç ìíîæåñòâà A. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ýëå-
ìåíòîâ y, â êîòîðûå �îòîáðàæàþòñÿ� (ïîñðåäñòâîì f) ýëåìåíòû x èç
A:

f(A) def= {y : (∃x)x ∈ A ∧ y = f(x)}.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäèì, ÷òî, íàïðèìåð, îáðàç ìíîæåñòâà, ñî-
ñòîÿùåãî èç îäíîãî ýëåìåíòà x, ýòî f({x}) = {f(x)} � ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà f(x), à åãî íàäî ðàçëè÷àòü ñ ñàìèì
ýëåìåíòîì f(x).

f−1(B) � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà B. Êîãäà B � ïîäìíîæåñòâî èç îáëàñòè
ïðèáûòèÿ Y ôóíêöèè f , ïî îïðåäåëåíèþ ýòî âñå òå x èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ X, êîòîðûå f îòîáðàæàåò â B:

f−1(B) def= {x : (∃y) y ∈ B ∧ y = f(x)}.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè B íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè
ran f , òî f−1(B) = ∅, äàæå åñëè B 6= ∅ (÷åãî íèêîãäà íå áûâàåò ñ
îáðàçàìè ìíîæåñòâ).

Òåîðåìà. Äëÿ îáðàçîâ è ïðîîáðàçîâ ìíîæåñòâ ïðè îòîáðàæåíèè f
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) (1)
f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B) (2)

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B) (3)
f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B) (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (1). Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî
âñÿêèé ýëåìåíò èç f(A ∪B) ïðèíàäëåæèò f(A) ∪ f(B) è îáðàòíî.

Èòàê, ïóñòü y ∈ f(A∪B). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
x ∈ A ∪ B, ÷òî y = f(x). Íî òàê êàê x ïðèíàäëåæèò A èëè B (èëè îáîèì
îäíîâðåìåííî), f(x) áóäåò ïðèíàäëåæàòü f(A) èëè f(B), òî åñòü f(x) =
y ∈ f(A) ∪ f(B).
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Îáðàòíî, åñëè y ∈ f(A) ∪ f(B), òî y ïðèíàäëåæèò f(A) èëè f(B). Ïî-
ýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x èç A èëè èç B, ÷òî y = f(x). Íî òîãäà
x ∈ A ∪B, ïîýòîìó y = f(x) ∈ f(A ∪B). ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ñîîòíîøåíèé íè÷óòü íå òðóäíåå è îñòàåòñÿ â
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2) âûäåëÿåòñÿ â
ýòîì ñïèñêå îòñóòñòâèåì ðàâåíñòâà (â îáùåì ñëó÷àå). ×òîáû ïîíÿòü â ÷åì
òóò äåëî, ðàññìîòðèì ïðèìåð:

Ïóñòü f(x) = sin x. Âîçüìåì A = [0; π
2 ], B = [2π; 5π

2 ]. Î÷åâèä-
íî, òîãäà f(A) = f(B) = [0; 1], çíà÷èò, f(A) ∩ f(B) = [0; 1]. Íî
òàê êàê A ∩B = ∅, èìååì f(A ∩B) = f(∅) = ∅.

Ëåêöèÿ 4.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñåìåéñòâà
Ôóíêöèè â ìàòåìàòèêå âîçíèêàþò ïîâñþäó è â îäíîì è òîì æå ìàòåìàòè-
÷åñêîì èññëåäîâàíèè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñîâåðøåííî �ðàçíîðîäíûå� ôóíê-
öèè. ×òîáû êàê-òî ãðóïïèðîâàòü �îäíîðîäíûå� è ðàçëè÷àòü �ðàçíîðîäíûå�
ôóíêöèè â ìàòåìàòèêå èìååòñÿ ìíîãî ñèíîíèìîâ ñëîâà �ôóíêöèÿ�. Â äàëü-
íåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì óïîòðåáëÿòü òàêèå êàê �îòîáðàæåíèå�, �îïåðàòîð�,
�ôóíêöèîíàë� è äðóãèå.

Íàçâàíèÿ ôóíêöèé ìîãóò îòðàæàòü èõ ãåîìåòðè÷åñêèé èëè ôèçè÷åñêèé
ñìûñë, íàïðèìåð: �ìåðà�, �èíòåãðàë�, �åìêîñòü�, �ïîòåíöèàë�; è äàæå íà÷åð-
òàíèå ïðè çàïèñè. Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ òàêèå òåðìèíû, êàê �ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü� è �ñåìåéñòâî�, ê îïðåäåëåíèþ êîòîðûõ ìû è ïðèñòóïàåì.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ôóíêöèÿ, îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë1, ïðè÷åì
èñïîëüçóþòñÿ èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ çíà÷åíèé íà àðãóìåíòå n, òî åñòü
ïèøóò xn âìåñòî x(n). Åñëè åå îáëàñòüþ ïðèáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ êàêîå-òî ìíî-
æåñòâî X, òî òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ýëåìåíòîâ (ìíîæåñòâà) X. Ïðè ýòîì, âìåñòî x : N → X ïèøóò (xn)n∈N
èëè (xn)∞n=1 (èëè ïðîñòî (xn), êîãäà íå ìîæåò âîçíèêíóòü íåäîðàçóìåíèé).
Èíîãäà (îñîáåííî â ñòàðûõ êíèãàõ) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
óïîòðåáëÿþò ôèãóðíûå ñêîáêè: {xn}∞n=1, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå æåëàòåëü-
íî, òàê êàê ìîæåò âûçâàòü íåêîòîðóþ ïóòàíèöó, êàê áóäåò âèäíî èç äàëü-
íåéøåãî.

Çàäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè î÷åíü ÷àñòî ëèáî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, ïî
êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ �îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè� xn (ò.å. çíà÷åíèå

1èëè, èíîãäà Z, èëè åãî ïîäìíîæåñòâà, íàïðèìåð, {0} ∪ N
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå n), ëèáî âûïèñû-
âàÿ â ñòðîêó (÷åðåç çàïÿòóþ) íåñêîëüêî �ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè2� (ò.å. çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ):

x1, x2, x3, . . . , xn, . . .

Íàïðèìåð, (çàäà÷à 113 èç çàäà÷íèêà Á.Ï. Äåìèäîâè÷à [11])

xn =
n

n + 1
sin2 nπ

4
.

èëè (çàäà÷à 114 èç òîãî æå çàäà÷íèêà)

1
2
,

1
2
,

1
4
,

3
4
,

1
8
,

7
8
, . . . ,

1
2n

,
2n − 1

2n
, . . .

Î÷åíü ðåêîìåíäóåòñÿ íå ïóòàòü (îñîáåííî ìàòåìàòèêàì; ôèëîëîãàì èëè
þðèñòàì ìîæíî!) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N è åå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
{xn : n ∈ N} (ñîêðàùàÿ, ïèøóò åùå ïðîñòî {xn}). Íàïðèìåð, åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (−1)n, òî åñòü

−1, 1,−1, 1,−1, . . . , (−1)n, . . .

òî åå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {(−1)n : n ∈ N} = {−1, 1} ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ
ýëåìåíòîâ (à íå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà −1 è +1). Îøèáêà çäåñü ÷àñòî âîç-
íèêàåò ïîòîìó, ÷òî çíà÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà àðãóìåíòå n, òî åñòü
xn, ñòðîãî ãîâîðÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, êàê è âñÿêóþ äðóãóþ ôóíêöèþ, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäìíîæåñòâîì
äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ è òîãäà åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå
ïàðû (n, xn). À èõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà áåñêîíå÷íî ìíîãî. Íàïðè-
ìåð, â ðàññìîòðåííîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = (−1)n èìååòñÿ áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ý ë åì å í ò î â:

{(1,−1), (2, 1), (3,−1), (4, 1), . . . , (n, (−1)n), . . .}.

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ �ïîñëåäîâàòåëüíîñòè� ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå �ñåìåé-
ñòâà�.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I è X � äâà ìíîæåñòâà. Ôóíêöèþ x èç I â X
íàçûâàþò ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ èç X, åñëè åå àðãóìåíò çàïèñûâàþò â
âèäå èíäåêñà, è â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþò îáîçíà÷åíèÿ:

(xi)i∈I � ñåìåéñòâî; xi � åãî çíà÷åíèå íà ýëåìåíòå i

2êàê áóäåò âèäíî íèæå, íå ñëåäóåò ãîâîðèòü �ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�
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Î÷åíü ÷àñòî òåðìèí �ñåìåéñòâî� óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâàõ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
äðóãèå ìíîæåñòâà, íàïðèìåð, â P(E) (ò.å. êîãäà îáëàñòü ïðèáûòèÿ ôóíê-
öèè = P(E)). Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ñëîâ:

�Ïóñòü X : I → P(E) � ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå I ñî çíà÷åíèÿìè
â êëàññå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E. . .

ïèøóò

�Ïóñòü (Xi)i∈I � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ èç E. . . �

÷òî âûãëÿäèò ýëåãàíòíåå ïî ôîðìå è ëåãêî âîñïðèíèìàåòñÿ ïî ñìûñëó.
Ñ ïðîèçâîëüíûìè ñåìåéñòâàìè ìíîæåñòâ (Xi)i∈I â ìàòåìàòèêå î÷åíü

÷àñòî ïðîèçâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
1) Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ (Xi)i∈I :

⋃

i∈I

Xi
def= {x : (∃i) x ∈ Xi}

(ýòî â òî÷íîñòè òå ýëåìåíòû x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó Xi)
2) Ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ (Xi)i∈I :

⋂

i∈I

Xi
def= {x : (∀i) x ∈ Xi}

(òå ýëåìåíòû x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäíîâðåìåííî âñåì Xi)
3) Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ (Xi)i∈I :

∏

i∈I

Xi
def= {(xi)i∈I : (∀i) x ∈ Xi}

Ýëåìåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ñåìåéñòâà (xi)i∈I ,
ó êîòîðûõ �i-ÿ êîìïîíåíòà�1 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Xi.

Â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå Xi ñîâïàäàþò ñ îäíèì è òåì æå ìíî-
æåñòâîì X, î÷åâèäíî, ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈I

Xi =
∏
i∈I

X = XI ñîâïàäàåò ñ ìíî-

æåñòâîì XI âñåõ ôóíêöèé îïðåäåëåííûõ íà I è ñî çíà÷åíèÿìè â X (îòêóäà
è îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé!)

Íàèáîëåå ÷àñòî â ìàòåìàòèêå èñïîëüçóþòñÿ äâà òèïà ñåìåéñòâ ìíî-
æåñòâ: ïîêðûòèÿ è ðàçáèåíèÿ.

1Â ðóññêîì ÿçûêå åñòü ñëîâî �êîìïîíåíò�� ìóæñêîãî ðîäà. Ìàòåìàòè÷åñêèé æå
òåðìèí �êîìïîíåíòà�� æåíñêîãî ðîäà è ñîîòâåòñòâåííî ñêëîíÿåòñÿ
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Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî (Xi)i∈I ïîäìíîæåñòâ èç E íàçûâàåòñÿ ïî-
êðûòèåì ìíîæåñòâà X ⊂ E, åñëè

⋃

i∈I

Xi ⊃ X.

(÷òî âïîëíå ñîãëàñîâàíî ñ îáûäåííûì ñìûñëîì ñëîâà �ïîêðûòèå� 1: ìíî-
æåñòâà Xi â ñîâîêóïíîñòè �ïîêðûâàþò� ìíîæåñòâî X)

Îïðåäåëåíèå. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X ⊂ E � ýòî ñåìåéñòâî (Xi)i∈I

ïîäìíîæåñòâ èç E, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

1.
⋃
i∈I

Xi = X;

2. (∀i, j)i 6= j ⇒ Xi ∩Xj = ∅.

(òîæå â ñîãëàñèè ñ îáûäåííûì ïîíèìàíèåì òîãî, ÷òî íàçûâàåòñÿ �ðàçáèòü
íà ÷àñòè�)

Î÷åâèäíî, âñÿêîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì, íî (âîîáùå ãîâîðÿ)
íå íàîáîðîò!

Ïðèìåðû. 1) Xn =
(

1
n ; 1

)
. (Xn)n∈N � ïîêðûòèå èíòåðâàëà (0; 1) (äî-

êàçàòü!). Î÷åâèäíî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì, òàê êàê ðàçëè÷íûå Xn è
Xm ïåðåñåêàþòñÿ.

2) Xn =
[

1
n+1 , 1

n

)
n = 1, 2, . . . � ðàçáèåíèå èíòåðâàëà (0; 1). Òàê êàê

k 6= n ⇒ Xk ∩Xn = ∅,
⋃

n∈N
Xn =

∞⋃
n=1

Xn = (0; 1).

(Äîêàçàòü.)
Çàìå÷àíèå. Î÷åíü ÷àñòî òåðìèíàìè �ðàçáèåíèå� è �ïîêðûòèå� íàçû-

âàþò íå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, à êëàññû2 ìíîæåñòâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñâîéñòâàìè3. Áîëåå òî÷íî, ãîâîðÿò, ÷òî êëàññ ìíîæåñòâ U ÿâëÿåòñÿ ïîêðû-
òèåì ìíîæåñòâà X, åñëè ⋃

U∈U

U ⊃ X,

ò.å. îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ êëàññà U ñîäåðæèò X.
1Åùå îäíî ïîäõîäÿùåå ñëîâî �íàêðûòèå� â ìàòåìàòèêå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîâåðøåííî

äðóãîãî (áîëåå ñëîæíîãî) ïîíÿòèÿ
2çäåñü ñëîâî �êëàññ� ñèíîíèì ñëîâà �ìíîæåñòâî�, óïîòðåáëÿåòñÿ òîëüêî ÷òîáû íå ãî-

âîðèòü �ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ�.
3Âïðî÷åì, ëþáîé êëàññ (ìíîæåñòâî) ìîæíî ëåãêî ïðåâðàòèòü â ñåìåéñòâî, âçÿâ â

êà÷åñòâå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ åãî ñàìîãî, à çà ñåìåéñòâî � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
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Êëàññ ìíîæåñòâ A íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X, åñëè
1)

⋃
A∈A

A = X,

2) ∀A,B ∈ A A 6= B ⇒ A ∩B = ∅.
Îêàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèÿ î÷åíü òåñíî ñâÿçàíû ñ îòíîøåíèÿìè ýêâèâà-

ëåíòíîñòè. À èìåííî, èìåÿ ðàçáèåíèå (Xi)i∈I ìíîæåñòâà X ìîæíî îïðåäå-
ëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïî ïðàâèëó:

x ∼ y
def⇔ (∃i) x ∈ Xi ∧ y ∈ Xi. (∗)

(Ò.å. ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì x è y ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè ëåæàò â îäíîì è òîì æå ïîäìíîæåñòâå Xi íàøåãî ðàçáèåíèÿ.
Ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ î÷å-
âèäíà.)

Îáðàòíî, âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå X ïîðî-
æäàåò ðàçáèåíèå (Xi) ìíîæåñòâà X, äëÿ êîòîðîãî ∼ ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó
(∗). À èìåííî, ïîëîæèì

[x] def= {x′ : x′ ∼ x}
(ò.å. ÷åðåç [x] ìû îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ýêâèâàëåíòíûõ
ôèêñèðîâàííîìó ýëåìåíòó x)

Òåîðåìà.Ìíîæåñòâà [x] è [y] ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x′ ∈ [x] ∩ [y], òî ïî îïðåäåëåíèþ x′ ∼ x

è x′ ∼ y. Íî òîãäà (ïî ñâîéñòâó ñèììåòðè÷íîñòè) x ∼ x′ è x′ ∼ y. Îòêóäà
ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè x ∼ y. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè,
ëþáîé ýëåìåíò èç [x] ïðèíàäëåæèò [y] è îáðàòíî, ò.å. ìíîæåñòâà [x] è [y]
ñîâïàäàþò, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è âûòåêàåò, ÷òî âñ�å ìíîæåñòâî X ðàñïàäàåòñÿ
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ �êëàññû� [x], îáðàçóþùèå â ñîâîêóïíîñòè ðàçáèåíèå.

Ýòîò ôàêò î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòèêå. Ïîëó÷åííîå ðàç-
áèåíèå íàçûâàþò ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X (ïîñòðîåííûì) ïî
îòíîøåíèþ ∼ è îáîçíà÷àþò X/ ∼.

Ëåêöèÿ 5.
Òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Â ìàòåìàòèêå âñòðå÷àþòñÿ äâà îñíîâíûõ òèïà îïðåäåëåíèé. Ïåðâûé � êî-
ãäà îïðåäåëÿåìûé îáúåêò âûäåëÿåòñÿ èç óæå îïðåäåëåííîãî êëàññà îáúåê-
òîâ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ñâîéñòâà, êîòîðûì îí äîëæåí îáëàäàòü. Íà-
ïðèìåð, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � ýòî äðîáü âèäà p

q (èëè, åñëè õîòèòå, ïàðà
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÷èñåë (p, q)), ãäå p � öåëîå ÷èñëî, à q � íàòóðàëüíîå. Ïðè ýòîì äðîáè p
q

è p′

q′ îòîæäåñòâëÿþòñÿ (ò.å. ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, çàïèñûâàþò ýòî
p
q = p′

q′ ), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pq′ = qp′. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë � ýòî ôàêòîð-ìíîæåñòâî (Z× N)/ =.

Äðóãîé òèï îïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèì è ñâîäèòñÿ ê ïå-
ðå÷èñëåíèþ âñåõ �õàðàêòåðíûõ� ñâîéñòâ, êîòîðûìè äîëæåí îáëàäàòü îïðå-
äåëÿåìûé îáúåêò. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî îáúåêò
ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò è ïðèòîì �ðîâíî îäèí� (êàê ïðàâèëî, �ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà�).

Ñóùåñòâîâàíèå óñòàíàâëèâàþò ëèáî äîêàçàòåëüñòâîì �íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè� õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ (ò.å. ÷òî èç íèõ íåëüçÿ âûâåñòè èñòèííîñòè
A è ¬A äëÿ êàêîãî-íèáóäü óòâåðæäåíèÿ A òåîðèè) èëè �ïîñòðîåíèåì ìî-
äåëè� îïðåäåëÿåìîãî îáúåêòà, ò.å. ïðèâåäåíèåì ïðèìåðà îáúåêòà ñî âñåìè
ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè, îòêóäà àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò íåïðîòèâîðå-
÷èâîñòü (â ñëó÷àå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òîãî, èç ÷åãî ìîäåëèðóþò).

Ïðèìåðîì àêñèîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìíî-
æåñòâà. Ïðè ýòîì ïîñòðîèòü êàêóþ-íèáóäü �ìîäåëü� íå óäàåòñÿ, òàê êàê
åå íå èç ÷åãî ñòðîèòü. Äîêàçàòåëüñòâî æå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äîñòàòî÷-
íî ñëîæíî è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íàïðèìåð, äîêàçàíî, ÷òî (ïðè íåêîòîðûõ
�åñòåñòâåííûõ� îãðàíè÷åíèÿõ íà ìåòîäû) òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà íå ñóùå-
ñòâóåò âîâñå!

Òåì íå ìåíåå, áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ ñ÷èòàþò òåîðèþ ìíîæåñòâ
íåïðîòèâîðå÷èâîé (â òîé èëè èíîé ñòåïåíè îáùíîñòè) è, êàê ïðàâèëî, èñ-
ïîëüçóþò åå äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñÿêîãî ðîäà ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ.

Ìû îïðåäåëÿåì çäåñü ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë àêñèîìàòè÷å-
ñêè, ò.å. ïåðå÷èñëÿåì âñå �õàðàêòåðíûå� ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
âûâîäèì èç íèõ íåêîòîðûå âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñëåäñòâèÿ è çàòåì
ñòðîèì ìîäåëü ýòîãî ìíîæåñòâà. Íà äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè ìû íå
îñòàíàâëèâàåìñÿ, òàê êàê äëÿ íàñ ñàìûì âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âûâîä íåêîòî-
ðûõ ïîñòîÿííî èñïîëüçóåìûõ â àíàëèçå ñâîéñòâ (à èìåííî, ñóùåñòâîâàíèå
òî÷íûõ ãðàíåé ó îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà è ñëåäñòâèé ñâîéñòâà Àðõèìå-
äà).1

1Æåëàþùèõ áîëåå óãëóáëåííî èçó÷èòü ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà âñåõ
ñâîéñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìû îòñûëàåì ê êíèãàì [2], [9]
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Àêñèîìû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî òåðìèíû �äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî� è �âåùåñòâåííîå
÷èñëî� � ñèíîíèìû (âòîðîå íàçâàíèå óñòàðåâøåå2) è ïðèâåäåì åùå îäíî
îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ (áèíàðíàÿ) íà ìíîæåñòâå X
ýòî îòîáðàæåíèå X ×X → X (äðóãîå íàçâàíèå: âíóòðåííèé çàêîí êîìïî-
çèöèè íà X)

Åñëè > : X × X → X � àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, òî îáû÷íî âìåñòî
>(x, y) = z ïèøóò x>y = z. Íàèáîëåå óïîòðåáèìûìè çíàêàìè äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ +, ×, ·, −, :, ⊕, ⊗, >, ⊥. Åñëè
íà ìíîæåñòâå X çàôèêñèðîâàëè êàêóþ-íèáóäü àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ
(èëè íåñêîëüêî, íàïðèìåð, > è ⊥), òî ãîâîðÿò, ÷òî X íàäåëåíî îïåðàöèåé
(èëè äâóìÿ > è ⊥).

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íàçûâàåòñÿ âñÿ-
êîå ìíîæåñòâî, íàäåëåííîå äâóìÿ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè (îáû÷íî
îáîçíà÷àåìûìè + è ·) è îòíîøåíèåì (ïîðÿäêà, îáîçíà÷àåìûì 6), òàê ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà (èõ íàçûâàþò àêñèîìàìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë):

I. Îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ R � àáåëåâà ãðóïïà, ò.å. ñëîæåíèå îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè:

1. ∀x, y, z ∈ R (x + y) + z = x + (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ)
2. ∃0 ∀x ∈ R x + 0 = 0 + x = x (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà

äëÿ ñëîæåíèÿ)
3. ∀x ∈ R ∃(−x) x + (−x) = 0 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ

ñëîæåíèÿ)
4. ∀x, y ∈ R x + y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ)
II. Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ìíîæåñòâî R∗ = R − {0} (ò.å. ìíîæåñòâî

âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ) òîæå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, ò.å.
1. ∀x, y, z ∈ R∗ (x · y) · z = x · (y · z) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ)
2. ∃1 ∀x ∈ R∗ x · 1 = 1 · x = x (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà

äëÿ óìíîæåíèÿ)
3. ∀x ∈ R∗ ∃(x−1) x · x−1 = 1 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ

óìíîæåíèÿ)
4. ∀x, y ∈ R∗ x · y = y · x (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ)
III. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé çàêîíîì

äèñòðèáóòèâíîñòè (óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ)
∀x, y, z ∈ R x(y + z) = xy + xz
IV. Ìíîæåñòâî R ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ 6, ò.å.

2Ãîâîðÿò, ÷òî â àëãåáðàè÷åñêîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ñòàíîâèòñÿ ïîïóëÿðíûì òåðìèí
¾ðåàëüíîå ÷èñëî¿ (Ã.Ê. Ïàê)
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1. ∀x ∈ R x 6 x (ðåôëåêñèâíîñòü)
2. ∀x, y ∈ R x 6 y è y 6 x ⇒ x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü)
3. ∀x, y, z ∈ R x 6 y è y 6 z ⇒ x 6 z (òðàíçèòèâíîñòü)
4. ∀x, y ∈ R x 6 y èëè y 6 x (ëèíåéíîñòü, ò.å. ëþáûå ÷èñëà ñðàâíèìû

îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà)
V. Ïîðÿäîê ñâÿçàí ñ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀x, y, z ∈ R x 6 y ⇒ x + z 6 y + z (ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà ìîæíî

ïðèáàâëÿòü îäíî è òî æå ÷èñëî)
∀x, y, z ∈ R x 6 y è 0 6 z ⇒ xz 6 yz (îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ìîæíî

óìíîæàòü íà ÷èñëî áîëüøåå íóëÿ)
VI. Íàèáîëåå âàæíîå äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ýòî ñâîé-

ñòâî (àêñèîìà) ïîëíîòû:
∀A,B ⊂ R ∀x ∈ A ∀y ∈ B x 6 y ⇒ ∃c ∈ R ∀x ∈ A ∀y ∈ B x 6 c 6 y.

(Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ öåëèêîì ëåæèò ëåâåå äðóãîãî,
íàéäåòñÿ ÷èñëî c ∈ R �ðàçäåëÿþùåå� ýòè ìíîæåñòâà, ò.å. x 6 c 6 y äëÿ
ëþáûõ x ∈ A è y ∈ B)

Íåòðèâèàëüíîñòü ýòîãî ñâîéñòâà ìîæíî ïîíÿòü èç òîãî, ÷òî, íàïðè-
ìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò (âñå
îñòàëüíûå âûïîëíåíû è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë!). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
A = {x ∈ Q : x 6 0∨x2 6 2} � âñå îòðèöàòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èëè
ìåíüøèå

√
2, B = {y ∈ Q : y > 0∧y2 > 2} � âñå ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëü-

íûå ÷èñëà, êîòîðûå áîëüøå
√

2. Î÷åâèäíî, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç
ìíîæåñòâà A ìåíüøå ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà èç ìíîæåñòâà B. Òåì íå
ìåíåå, íå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà c îòäåëÿþùåãî ýòè ìíîæåñòâà,
ò.å. òàêîãî, ÷òîáû áûëî x 6 c 6 y äëÿ ëþáûõ x ∈ A è y ∈ B, òàê êàê íà
ðîëü òàêîãî ÷èñëà ìîæåò ïðåòåíäîâàòü òîëüêî òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí äâóì. Íî, êàê ìû âèäåëè, òàêîãî ðàöèîíàëüíîãî
÷èñëà íå ñóùåñòâóåò (ñì. äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè

√
2).

Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ èç ïåðâûõ ïÿòíàäöàòè àêñèîì
(èñêëþ÷àÿ àêñèîìó ïîëíîòû). Ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è ðàöèîíàëü-
íûå ÷èñëà, ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê ñëåäñòâèé è
òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íåòðèâèàëüíîñòü âûâîäà èç
àêñèîì ýòèõ ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.

Òåîðåìà 1. ∀x ∈ R 0 · x = 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
x + 0 · x = 1 · x + 0 · x = (1 + 0) · x = 1 · x = x = x + 0
Òàêèì îáðàçîì, x + 0 · x = x + 0, îòêóäà 0 · x = 0. ×.Ò.Ä.
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Òåîðåìà 2. ∀x ∈ R −x = (−1) · x
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
x + (−1) · x = 1 · x + (−1) · x =

(
1 + (−1)

) · x = 0 · x = 0

Òåïåðü ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ àêñèîì ïîðÿäêà, íî ñíà÷àëà ñòàí-
äàðòíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëàãàåì x ñòðîãî ìåíüøå y (x < y), êîãäà x 6 y è
x 6= y:

x < y
def⇔ x 6 y ∧ x 6= y.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü ñàìèì â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ äëÿ îñâîåíèÿ àêñèîì.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ x, y, z, w ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè:

x < y ∧ y 6 z ⇒ x < z;
x < y ⇒ ∀z x + z < y + z;
0 < x ⇒ −x < 0;
x 6 y ∧ z 6 w ⇒ x + z 6 y + w;
x < y ∧ z 6 w ⇒ x + z < y + w;
0 < x ∧ 0 < y ⇒ 0 < x · y;
x < 0 ∧ y < 0 ⇒ 0 < x · y;
x < 0 ∧ 0 < y ⇒ x · y < 0;
x < y ∧ 0 < z ⇒ xz < yz.

Òåîðåìà 5. 0 < 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê 1 ∈ R∗, èìååì 0 6= 1. Åñëè ïðåäïîëîæèòü

òåïåðü, ÷òî 1 < 0, òî

1 < 0 ∧ 1 < 0 ⇒ 0 < 1 · 1 ⇒ 0 < 1 ?!

Ñëåäñòâèÿ àêñèîìû ïîëíîòû
Çäåñü ìû ïîëó÷àåì îñíîâíûå äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:
ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé ó îãðàíè÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî âñå ÷èñëà èç A ìåíüøå ýòîãî M :

(∃M)(∀x) x ∈ A ⇒ x 6 M
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Èñïîëüçóÿ îáùåïðèíÿòûå ñîêðàùåíèÿ1, òî æå ñàìîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(∃M)(∀x ∈ A) x 6 M .

×èñëî M â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A èëè
èíà÷å, ìàæîðàíòîé (îò èòàëüÿíñêîãî ñëîâà �ìàæîð�� á�îëüøèé).

Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî m, ÷òî âñå ÷èñëà èç A áîëüøå ýòîãî M :

(∃m)(∀x) x ∈ A ⇒ x > m

Îïÿòü, êîðî÷å òî æå ñàìîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (∃m)(∀x ∈ A) x > m.
×èñëî m íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A èëè èíà÷å, ìèíî-

ðàíòîé (îò èòàëüÿíñêîãî ñëîâà �ìèíîð�� ìåíüøèé).
×èñëî a íàçûâàåòñÿ ìèíèìóìîì (èëè ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì) ìíî-

æåñòâà A (ïèøóò a = min A), êîãäà îíî îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
1. a ∈ A;
2. ∀x ∈ A x > a.
×èñëî b íàçûâàåòñÿìàêñèìóìîì (èëèìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì) ìíî-

æåñòâà A (ïèøóò a = maxA), êîãäà îíî îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
1. b ∈ A;
2. ∀x ∈ A x 6 b.
Äàëåêî íå âñÿêîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (äàæå îãðàíè÷åííîå)

èìååò ìàêñèìàëüíûé èëè ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Íàïðèìåð, èíòåðâàë
(a, b) def⇔ {x : a < x < b}, î÷åâèäíî, íå èìååò íè ìàêñèìàëüíîãî íè ìè-
íèìàëüíîãî ýëåìåíòà, à ñåãìåíò [a, b] def⇔ {x : a 6 x 6 b} èìååò è ìèíè-
ìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíòû (a è b ñîîòâåòñòâåííî).

Îïðåäåëåíèå. Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ (èëè, èíà÷å, ñóïð�åìóìîì) ìíî-
æåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âñåõ ìàæîðàíò
ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷åíèå: a = sup A), ò.å. ÷èñëî a ñî ñâîéñòâàìè:

1) (∀x ∈ A) x 6 a (ò.å. a ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé)
2) (∀a′ < a) (∃x) x ∈ A è x > a′ (ò.å. ëþáîå ìåíüøåå ÷åì a ÷èñëî íå

ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé è, çíà÷èò, a � íàèìåíüøàÿ èç ìàæîðàíò).
Ñâîéñòâî 2) èìååò ðàâíîñèëüíóþ ôîðìóëèðîâêó (ïñèõîëîãè÷åñêè ïðåä-

ïî÷òèòåëüíóþ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ):
2′) (∀ε > 0) (∃x) x ∈ A è x > a− ε

(Åñëè ìíîæåñòâî ìàæîðàíò ïóñòî, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò supA = ∞)
Òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ (èëè, èíà÷å, �èíôèìóìîì) ìíîæåñòâà A íàçûâà-

åòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âñåõ ìèíîðàíò ìíîæåñòâà A (îáî-
çíà÷åíèå: b = inf A), ò.å. ÷èñëî b ñî ñâîéñòâàìè:

1Îáû÷íî â àíàëèçå èñïîëüçóþò ñîêðàùåíèÿ: (∀x ∈ E) P (x)
def
= (∀x)(x ∈ E ⇒ P (x))

è (∃x ∈ E) P (x)
def
= (∃x)(x ∈ E ∧ P (x))
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1) (∀x ∈ A) x > b (ò.å. b ÿâëÿåòñÿ ìèíîðàíòîé)
2) (∀b′ > b) (∃x) x ∈ A) è x < b′ (ò.å. ëþáîå áîëüøåå ÷åì b ÷èñëî íå

ÿâëÿåòñÿ ìèíîðàíòîé è, çíà÷èò, b � íàèáîëüøàÿ èç ìèíîðàíò).
È çäåñü ñâîéñòâî 2) èìååò ðàâíîñèëüíóþ ôîðìóëèðîâêó ïðåäïî÷òèòåëü-

íóþ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ:
2′) (∀ε > 0) (∃x) x ∈ A è x < b + ε

(Åñëè ìíîæåñòâî ìèíîðàíò ïóñòî, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò inf A = −∞)
Òåîðåìà. Åñëè ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî îíî èìååò (åäèí-

ñòâåííóþ) òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü:
A � îãðàíè÷åíî ñâåðõó ⇒ ∃!c = sup A.

(∃! ÷èòàåòñÿ êàê �ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. . . �)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ ìàæîðàíò

ìíîæåñòâà A:
b ∈ B

def⇔ (∀x ∈ A) ⇒ x 6 b

Ïî óñëîâèþ îíî íåïóñòî è ∀x ∈ A ∀b ∈ B x 6 b. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïîëíîòû
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c, ÷òî ∀x ∈ A ∀b ∈ B x 6 c 6 b. Ëåâîå íåðàâåíñòâî
ãîâîðèò î òîì, ÷òî c � ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A, à ïðàâîå, ÷òî âñå äðóãèå
ìàæîðàíòû áîëüøå íåå, ò.å. c = sup A.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òî÷íûå âåðõíèå
ãðàíè c è c′ ìíîæåñòâà A. Òîãäà c 6 c′, òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ c �
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà ìàæîðàíò. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå c′ 6
c. Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà c = c′.

Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà. Åñëè ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî îíî èìååò (åäèí-

ñòâåííóþ) òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü:
A � îãðàíè÷åíî ñíèçó ⇒ ∃!c = inf A.
Çàìå÷àíèå. Èç ïîñëåäíåãî äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî óñìîòðåòü ñïðàâåä-

ëèâîñòü òåîðåìû:
Åñëè ìíîæåñòâî èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, òî îí åäèíñòâåí. Ìèíè-

ìàëüíûé ýëåìåíò òîæå åäèíñòâåí, åñëè ñóùåñòâóåò.

Ñâîéñòâî Àðõèìåäà
Îòìåòèì, ÷òî 1 > 0, −1 < 0 (âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî òåîðåìû! Ïåðâóþ ìû
äîêàçàëè ðàíåå).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

N = {1, 2, 3, . . . }, ãäå 2=1+1, 3=2+1,. . .

Òåîðåìà. Åñëè A ⊂ N îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî â íåì ñóùåñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé âåðõ-
íåé ãðàíè ó ìíîæåñòâà A èìååòñÿ s = sup A. Òàê êàê s − 1 < s, ïî ñâîé-
ñòâàì òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè â ìíîæåñòâå A íàéäåòñÿ ÷èñëî (íàòóðàëüíîå)
s − 1 < n 6 s. Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n′ > n, òî n′ > n + 1 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, n′ > s, ò.å. íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. Çíà÷èò, n � íàèáîëüøèé
ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé(!) ìíîæåñòâó A, ò.å. ÿâëÿåòñÿ åãî ìàêñèìàëüíûì
ýëåìåíòîì (è n = s).

Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íå îãðàíè÷åíî
ñâåðõó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.e Ïóñòü N îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ïî ïðåäûäóùåé
òåîðåìå â íåì èìååòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò n = maxN. Íî ÷èñëî n +
1 � íàòóðàëüíîå (ò.å. ïðèíàäëåæèò N) è n + 1 > n?! Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ìàêñèìàëüíîñòè n. ×.Ò.Ä.

Îïðåäåëåíèå. Z = {−n : n ∈ N} ∪ {0} ∪ N.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ìíîæåñòâî A ⊂ Z îãðàíè÷åíî ñíèçó (ñîîòâ. ñâåðõó),

òî îíî èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò (ñîîòâ. ìàêñèìàëüíûé).
Òåîðåìà (ïðèíöèï Àðõèìåäà). Åñëè ÷èñëî h > 0, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ Z, ÷òî (n− 1)h 6 x < nh

h > 0 ⇒ ∀x ∈ R ∃n ∈ Z : (n− 1)h 6 x < nh.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
÷èñåë áîëüøèõ x

h :
A =

{
n ∈ Z : n >

x

h

}

Ïî îïðåäåëåíèþ A îãðàíè÷åíî ñíèçó, ïîýòîìó èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.
Ïóñòü m = min A. Òîãäà m ïðèíàäëåæèò A, çíà÷èò, m > x

h , ò.å. x < mh.
Ïîêàæåì, ÷òî (m− 1)h 6 x.

e (m − 1)h > x. Òîãäà m − 1 > x
h , çíà÷èò, m − 1 ∈ A. Íî m − 1 < m?!

(ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ â A ÷èñëà m). ×.Ò.Ä.
Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî

0 < 1
n < ε:

∀ε > 0 ∃n ∈ N : 0 <
1
n

< ε.

(∃n 0 < 1 < nε)
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè x > 0 è äëÿ ëþáîãî n èìååì x < 1

n , òî x = 0.

∀n ∈ N 0 6 x <
1
n
⇒ x = 0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. e x > 0 (ñòðîãî!). Òîãäà ∃n 0 < 1
n < x?!

×.Ò.Ä.
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè a, b ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå,

÷òî a < b, òî íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r, äëÿ êîòîðîãî a < r < b:

(∀a, b ∈ R)a < b ⇒ (∃r)r ∈ Q ∧ a < r < b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. b − a > 0, ïîýòîìó ∃n ∈ N 0 < 1
n < b − a.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Àðõèìåäà (ïðè h = 1
n ), íàéäåòñÿ öåëîå m, äëÿ êîòîðîãî

m−1
n 6 a < m

n . Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà b > m
n .

e b 6 m
n . Òîãäà b− a 6 m

n − a 6 m
n − m−1

n = 1
n?!

Òàêèì îáðàçîì, âèäèì, ÷òî m
n èñêîìîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî: a < m

n < b.
×.Ò.Ä.

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x íàéäåòñÿ òàêîå
öåëîå ÷èñëî n, ÷òî

n 6 x < n + 1.

(íàäî âûáðàòü h = 1 â ïðèíöèïå Àðõèìåäà)
Îïðåäåëåíèå. Öåëîå ÷èñëî n, ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì ñëåäñòâèè

äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x, íàçûâàåòñÿ åãî öåëîé ÷àñòüþ è
îáîçíà÷àåòñÿ [x]. Ôóíêöèÿ x 7→ [x] èìååò òàêîé ãðàôèê:

-

6

-

-

-

-

-

-

q
q

q
q

q
q

q q q q q q
q
q

q
q

1

2

−1

−2

0 x−2 −1 1 2 3 4

y

×èñëî x−[x] íàçûâàåòñÿ äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x è îáîçíà÷àåòñÿ {x} (íå
ïóòàòü ñ ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç îäíîãî ýëåìåíòà x) Ôóíêöèÿ x 7→ {x}
èìååò òàêîé ãðàôèê:
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Ëåêöèÿ 6.
Ìîäåëü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R
×òîáû âñå 16 ñâîéñòâ, ïåðå÷èñëåííûõ ðàíåå, è âñå èçâëå÷åííûå èç íèõ
ñëåäñòâèÿ èìåëè ñìûñë, ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ìîäåëü (ò.å. ïðèâåñòè ïðè-
ìåð) ìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî âñåìè ýòèìè ñâîéñòâàìè, òàê êàê â ïðèíöèïå
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî òàêèõ îáúåêòîâ íå ñóùåñòâóåò âîâñå. Òîãäà âñå èç-
âëåêàåìûå ñëåäñòâèÿ íè÷åãî íå îçíà÷àþò!

Èòàê, íàì íàäî ñíà÷àëà çàäàòü íåêîå ìíîæåñòâî (êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì
R) è çàòåì íà íåì îïðåäåëèòü äâå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè + è · è îòíî-
øåíèå ïîðÿäêà 6 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå 16 ñâîéñòâ, ïåðå÷èñëåííûõ
â îïðåäåëåíèè.

Íàèáîëåå øèðîêî èçâåñòíûìè (åñòü è äðóãèå) ÿâëÿþòñÿ äâå ìîäåëè ìíî-
æåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (êîíå÷íî æå èçîìîðôíûå). Îäíà èç íèõ �
ìîäåëü Äåäåêèíäà, â íåé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ìîäåëèðóþòñÿ, òàê íàçûâà-
åìûìè, �ñå÷åíèÿìè� ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîäðîáíî ýòà ìîäåëü
îïèñàíà â ó÷åáíèêå Ôèõòåíãîëüöà [9] è æåëàþùèõ ñ íåé îçíàêîìèòüñÿ ìû
îòñûëàåì ê ýòîé êíèãå. Äðóãàÿ ìîäåëü, ê ïîñòðîåíèþ êîòîðîé ìû ïðè-
ñòóïàåì, ðåàëèçóåò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà êàê �áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå
äðîáè�. Ôàêòè÷åñêè, ýòîé ìîäåëüþ ìû ïîñòîÿííî ïîëüçóåìñÿ íà ïðàêòè-
êå, âûïèñûâàÿ �äåñÿòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ� äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó
îíà áîëåå ïðèâû÷íà è ëåã÷å âîñïðèíèìàåòñÿ.

Ïðèñòóïèì ê òî÷íîìó ôîðìàëüíîìó îïèñàíèþ ýòîé ìîäåëè.
Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü
x = x0, x1x2x3 . . . xn . . .

ãäå x0 � öåëîå ÷èñëî (ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå), à ÷èñëà xk ïðè
k > 1 ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2, . . . , 9}.
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Öåëîå ÷èñëî x0 ïðè x0 > 0 è x0 − 1 ïðè x0 < 0 íàçûâàþò öåëîé ÷àñòüþ
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, x1x2 . . . xn . . . � äðîáíîé
÷àñòüþ ÷èñëà x.

Ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîå öåëîå ÷èñëî N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåêîòîðûé îòðåçîê äðîáè
xN+1 . . . xN+p áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

x = x0, x1 . . . xN

ïåðèîä äðîáè︷ ︸︸ ︷
xN+1 . . . xN+p xN+1 . . . xN+p . . .

def= x0, x1 . . . xN (xN+1 . . . xN+p).

Ïðè ýòîì xN+1 . . . xN+p íàçûâàþò ïåðèîäîì ïåðèîäè÷åñêîé áåñêîíå÷íîé
äåñÿòè÷íîé äðîáè.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé, íå
èìåþùèõ ïåðèîäîì 9, íàçîâåì ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Çàäàäèì íà R ñíà÷àëà îòíîøåíèå ïîðÿäêà 6 (ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì èç-
âåñòíîé òåîðèþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ìî-
äóëåì äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x = x0, x1x2 . . . xn . . . íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |x| =
|x0|, x1x2 . . . xn . . .

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî x = x0, x1x2 . . . xn . . . ðàâíî
÷èñëó y = y0, y1y2 . . . yn . . . òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀k > 0 xk = yk:

x0, x1 x2 . . . xn−1 xn . . .
q q q . . . q q . . .

y0, y1 y2 . . . yn−1 yn . . .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x > 0 (x ñòîðî áîëüøå íóëÿ), êîãäà x 6= 0 è x0 > 0,
ò.å. êîãäà áîëüøå íóëÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x = x0, x1x2 . . . xn . . . (äëÿ öåëûõ
÷èñåë îòíîøåíèå > îïðåäåëåíî!)

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà îòíîøåíèå < (ñòðîãî ìåíüøå) äëÿ ÷èñåë áîëüøå íó-
ëÿ: åñëè x = x0, x1x2 . . . xn · · · > 0, y = y0, y1y2 . . . yn · · · > 0 ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëîæèì (îïðåäåëåíèå èíäóêòèâíîå!)

x < y
def⇔ x0 < y0 èëè x0 = y0 ∧ (∃n > 1) (∀k) k < n ⇒ xk = yk ∧ xn < yn

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà x < y ïåðâûå íåñêîëüêî çíàêîâ
ìîãóò ñîâïàäàòü, íî íà ïåðâîì æå ìåñòå, ãäå åñòü íåñîâïàäåíèå, äîëæíî
áûòü ñòðîãîå íåðàâåíñòâî (xn < yn). Êàê âåäóò ñåáÿ îñòàëüíûå çíàêè ýòèõ
áåñêîíå÷íûõ äðîáåé, íå âàæíî! Íàãëÿäíî ýòî ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:

x0, x1 x2 . . . xn−1 xn . . .
q q q . . . q ∧

y0, y1 y2 . . . yn−1 yn . . .
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Åñëè îäíî èç ÷èñåë îòðèöàòåëüíî èëè ðàâíî íóëþ (ò.å. 6 0), à äðóãîå
ïîëîæèòåëüíî (ò.å. > 0), òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòåëüíîå áîëüøå.

Åñëè îíè îáà îòðèöàòåëüíûå, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò ìåíüøèì òî,
ìîäóëü êîòîðîãî áîëüøå (ìîäóëè óæå ïîëîæèòåëüíû, à äëÿ íèõ îòíîøåíèå
< îïðåäåëåíî).

Íàêîíåö, ìû ïîëàãàåì x 6 y (x ìåíüøå y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x < y (x ñòðîãî ìåíüøå y) èëè x = y.

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (ðå-
ôëåêñèâíîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü, òðàíçèòèâíîñòü, ëèíåéíîñòü) îñòàåòñÿ
÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óòîìèòåëüíîãî, íî íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ. Ìû æå
îñòàíîâèìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà ïîëíîòû.

Òåîðåìà. Íà ìíîæåñòâå R ââåäåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ïîëíîòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Øàã 1. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâà A è B èç R
òàêîâû, ÷òî ∀x ∈ A è ∀y ∈ B x 6 y è äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
A èìååòñÿ ýëåìåíò > 0. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî c
�îòäåëÿþùåå� ìíîæåñòâà A è B, ò.å.

(∃c)(∀x ∈ A)(∀y ∈ B) x 6 c 6 y.

Ýòî ñàìûé ñëîæíûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Êàê ìû óâèäèì, îñòàâøèåñÿ ñëó-
÷àè ëåãêî ðåøàþòñÿ ñ åãî ïîìîùüþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X0 ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷àñòåé äåñÿòè÷íûõ äðîáåé
èç A:

X0 = {x0 : x = x0, x1x2 . . . xn . . . ∈ A}.
Ýòî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ëþáûì èç öåëûõ ÷èñåë
y0, ãäå y = y0, y1 · · · ∈ B. Ïîýòîìó â íåì åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (ñì.
ïðîøëóþ ëåêöèþ). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç x0, à ÷åðåç A0 � ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë èç A, ó êîòîðûõ öåëàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ x0:

A0 = {x = x0, x1x2 . . . xn . . . : x ∈ A}.

Îòìåòèì, ÷òî A0 6= ∅ (ïî ñâîéñòâó 1 îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåí-
òà).

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç X1 ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâûõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ
÷èñåë èç A0:

X1 = {x1 : x = x0, x1x2 . . . xn . . . ∈ A0}.
Ýòî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, òàê êàê òîëüêî òà-
êèå çíà÷åíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü äåñÿòè÷íûå çíàêè. Ïîýòîìó îíî òîæå èìååò



Ëåêöèÿ 6 47

ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, ñêàæåì x1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíîæåñòâî âñåõ
ýëåìåíòîâ èç A0, ó êîòîðûõ ïåðâûé äåñÿòè÷íûé çíàê ñîâïàäàåò ñ x1:

A1 = {x = x0, x1x2 . . . xn . . . : x ∈ A0}.

Ïðîäîëæàÿ òàê è â äàëüíåéøåì, îáîçíà÷àåì ÷åðåç Xk ìíîæåñòâî äåñÿòè÷-
íûõ çíàêîâ ñòîÿùèõ íà k-îì ìåñòå â ÷èñëàõ èç Ak−1:

Xk = {xk : x = x0, x1 . . . xk−1xk . . . ∈ Ak−1}.

Ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåì ÷åðåç xk è ÷åðåç Ak

îáîçíà÷àåì ïîäìíîæåñòâî èç Ak−1 òàêèõ x, ó êîòîðûõ íà k-îì ìåñòå ñòîèò
xk:

Ak = {x = x0, x1 . . . xkxk+1 . . . : x ∈ Ak−1}.
Îòìåòèì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Ak íåïóñòû.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x0, x1x2 . . . xn . . .

Åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïåðèîäîì 9, òî ýòî äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî, êîòîðîå ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç c. Íî ìîæåò îêàçàòüñÿ è òàê, ÷òî ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïåðèîäîì 9. Çàìåíèì åå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ
íóëåì â ïåðèîäå, óâåëè÷èâ íà 1 äåñÿòè÷íûé çíàê, ñòîÿùèé ïåðåä ïåðèîäîì
è ÷åðåç c îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ A è y ∈ B x 6 c 6 y. Â ñàìîì äåëå, äëÿ
ëþáûõ x ∈ A èìååì x 6 c ïî ïîñòðîåíèþ.

×òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî c 6 y, ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ó íàñ íå
âîçíèêàëà ïåðèîäîì äåâÿòêà. Òîãäà ïóñòü y = y0, y1 . . . yn . . . ∈ B. ×èñëî y0

íå ìîæåò áûòü ìåíüøå x0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëþáîå ÷èñëî x èç
A0 ⊂ A, èìåþùåå âèä x0, x1 . . . , îêàæåòñÿ áîëüøå y, ÷åãî íå ìîæåò áûòü
ñîãëàñíî âûáîðó A è B. Åñëè y0 ñòðîãî áîëüøå x0, òî ÷èñëî c < y, è âñ�å
äîêàçàíî. Åñëè æå y0 = x0, òî ñðàâíèâàåì ñëåäóþùèé äåñÿòè÷íûé çíàê y1

ñ x1. Îïÿòü, îí íå ìîæåò áûòü ìåíüøå x1, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëþáîå
÷èñëî èç (íåïóñòîãî) ìíîæåñòâà A1 ⊂ A, èìåþùåå âèä x = x0, x1x2 . . . ,
áûëî áû ñòðîãî áîëüøå ÷èñëà y, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ñîãëàñíî âûáîðó A è
B. Åñëè y1 > x1, òî âñå äîêàçàíî, åñëè æå y1 = x1, ñðàâíèâàåì ñëåäóþùèé
äåñÿòè÷íûé çíàê. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ïîäðîáíî
ïðîâåñòè ñàìèì), ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå c 6 y.

Åñëè æå ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëà c âîçíèêàëà äåâÿòêà â ïåðèîäå, òî îíî
èìååò âèä:

c = x0, x1 . . . xn−1(xn + 1)00 . . .
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Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì ïîêàçûâàþò, ÷òî â õóäøåì ñëó÷àå
ìû áóäåì èìåòü ñîâïàäåíèå äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ ÷èñåë c è y âïëîòü äî (n−1)-
ãî. Ïîêàæåì, ÷òî yn íå ìîæåò áûòü ñòðîãî ìåíüøå (xn + 1). Â ñàìîì äåëå,
òîãäà yn 6 xn. Îïÿòü yn < xn ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó A è B, òàê êàê òîãäà
ëþáîå ÷èñëî x ∈ An áîëüøå y. Åñëè æå yn = xn, òî ó ÷èñëà y íàéäåòñÿ çíàê,
ñòîÿùèé ïîñëå yn, êîòîðûé ñòðîãî ìåíüøå 9 (èíà÷å ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y
èìåëà áû ïåðèîäîì 9) ò.å. ÷èñëî y èìååò âèä:

y = x0, x1 . . . xn9 . . . 9yn+kyn+k+1 . . . yn+k < 9

Íî òîãäà ëþáîå ÷èñëî x ∈ An+k, èìåþùåå âèä

x = x0, x1 . . . xn9 . . . 99xn+k+1 . . .

áûëî áû áîëüøå ÷èñëà y, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñèëó âûáîðà A è B. Çíà÷èò,
c 6 y è â ýòîì ñëó÷àå. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Øàã 2. Ïóñòü òåïåðü âñå ýëåìåíòû èç A ìåíüøå íóëÿ. Åñëè âñå ýëåìåíòû
èç B áîëüøå íóëÿ, òî â êà÷åñòâå ÷èñëà c îòäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà A è B
ìîæíî âçÿòü 0.

Åñëè æå â B èìåþòñÿ ýëåìåíòû < 0, òî çàìåíèì ó âñåõ ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâ A è B çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé (ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà îáî-
çíà÷èì −A è −B). Ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì
øàãà 1 è:

∀(−y ∈ −B) ∀(−x ∈ −A) − y < −x

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó, ñóùåñòâóåò ÷èñëî (îáîçíà÷èì åãî −c) äëÿ êîòîðîãî

∀(−y ∈ −B) ∀(−x ∈ −A) − y 6 −c 6 −x.

Íî òîãäà ÷èñëî c îáëàäàåò íóæíûì ñâîéñòâîì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àëãåáðà-
è÷åñêèõ îïåðàöèé íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïî-
ëîæèòåëüíîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó x = x0, x1x2 . . . xn . . . äâà ìíîæå-
ñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: {x(n), n ∈ N} � ìíîæåñòâî íèæíèõ ñðåçîê ÷èñëà
x è {x(n), n ∈ N} � ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñðåçîê ÷èñëà x, ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàÿ

x(n)
def= x0 +

x1

10
+

x2

102
+ · · ·+ xn

10n
= x0, x1x2 . . . xn00 . . .

x(n)
def= x0 +

x1

10
+

x2

102
+ · · ·+ xn + 1

10n
= x0, x1x2 . . . xn00 · · ·+ 1

10n
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Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ n,m ∈ N èìååì x(n) 6 x 6 x(m)

Îïðåäåëåíèå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè x = x0, x1x2 . . . è y =
y0, y1y2 . . . � äâà ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà, òî ïîëàãàåì

x + y
def= sup{x

(n)
+ y

(n)
: n ∈ N}

x− y
def= sup{x(n) − y(n) : n ∈ N}

x · y def= sup{x
(n)
· y

(n)
: n ∈ N}

Äëÿ ÷èñåë x è y ïðîèçâîëüíûõ çíàêîâ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì ñîãëàøåíèåì î �ïðàâèëå çíàêîâ�. Ìû íà ýòîì
íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ êàê è íà óòîìèòåëüíîé íî íåñëîæíîé ïðîâåðêå
âûïîëíåíèÿ âñåõ 9 ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ àêñèîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïîëåçíîå óïðàæíåíèå äëÿ ñà-
ìîïðîâåðêè ïîíèìàíèÿ âñåõ îïðåäåëåíèé, à ñ äðóãîé, ýòè äîêàçàòåëüñòâà
èìåþòñÿ âî âñåõ ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû [1�4] è æå-
ëàþùèå ìîãóò ïðî÷èòàòü èõ òàì.

Åùå î÷åíü ïîëåçíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ:
1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìåþò ìå-

ñòî ðàâåíñòâà:

x + y
def= inf{x(n) + y(n) : n ∈ N}

x− y
def= inf{x(n) − y

(n)
: n ∈ N}

x · y def= inf{x(n) · y(n) : n ∈ N}
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ñóìì âñåâîçìîæíûõ íèæíèõ ñðåçîê

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x è y:
A = {x

(n)
+ y

(m)
: n,m ∈ N},

à ÷åðåç B ìíîæåñòâî ñóìì âñåâîçìîæíûõ âåðõíèõ ñðåçîê ÷èñåë x è y:
B = {x(n) + y(m) : n,m ∈ N}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà A ìåíüøå ëþáîãî ÷èñëà èç ìíî-
æåñòâà B.

Äîêàçàòü, ÷òî x + y = c, ãäå c �ðàçäåëÿåò� ìíîæåñòâà A è B.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë x è y. Íàäî òîëüêî

â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ A è B âçÿòü âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ:
A = {x

(n)
· y

(m)
: n,m ∈ N}, B = {x(n) · y(m) : n,m ∈ N}.
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Ëåêöèÿ 7.
Òåîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N � ýòî ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë1, äëÿ çàïèñè çíà÷åíèé êîòîðîé íà àðãóìåíòå
n èñïîëüçóþòñÿ èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ, ò.å. ïèøóò xn, à íå x(n) êàê ó
äðóãèõ ôóíêöèé.

Íàïîìíèì, ÷òî îáðàç ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìû îáîçíà÷à-
åì îäíèì èç òðåõ ñïîñîáîâ: {xn : n ∈ N} èëè {x1, x2, . . . , xn, . . . } èëè ïðîñòî
{xn}, åñëè ýòî íå ìîæåò âûçâàòü íåäîðàçóìåíèé.

Ïðèìåð. Åñëè xn = (−1)n, òî ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé {xn, n ∈ N} =
{−1, +1}, ò.å. ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N îãðàíè÷åíà
ñâåðõó, åñëè îãðàíè÷åíî ñâåðõó ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé, ò.å.

∃M ∀n ∈ N⇒ xn 6 M.

(ñóùåñòâóåò ÷èñëî M áîëüøåå ëþáîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn).
Íåîãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N îçíà÷àåò, ÷òî âû-

ïîëíåíî ñâîéñòâî
∀M ∃n : n ∈ N ∧ xn > M.

(êàêîå áû ÷èñëî M ìû íè âçÿëè, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü (ñóùåñòâóþò)
÷ëåíû, áîëüøèå ÷åì M)

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N îãðàíè÷åíà ñíèçó, åñëè îãðà-
íè÷åíî ñíèçó ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé, ò.å.

∃m ∀n ∈ N⇒ xn > m.

(ñóùåñòâóåò ÷èñëî m ìåíüøåå ëþáîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà îäíîâðåìåííî

îãðàíè÷åíà è ñíèçó è ñâåðõó. Î÷åâèäíî, ýòî áóäåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

∃C ∀n ∈ N⇒ |xn| 6 C.

(â êà÷åñòâå C ìîæíî âçÿòü max{|M |, |m|} èëè ëþáîå áîëüøåå ÷èñëî)
Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îáùåìó ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèé, íåîãðà-

íè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ñâîéñòâîì:

∀C ∃n ∈ N : |xn| > C.

1êàê ìû óïîìèíàëè ðàíåå, èíîãäà â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ áåðóò Z èëè åãî
ïîäìíîæåñòâà, î÷åíü ÷àñòî {0} ∪ N
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(äëÿ ëþáîãî C íàéäåòñÿ (ñóùåñòâóåò) òàêîå n, ÷òî |xn| áîëüøå ýòîãî C)
Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü xn =

n + 100
n + 1

. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà,
÷òî âèäíî èç îöåíêè:

|xn| =
∣∣∣n + 100

n + 1

∣∣∣ =
∣∣∣n + 1 + 99

n + 1

∣∣∣ =
∣∣∣1 +

99
n + 1

∣∣∣ 6 1 +
99
2

= C.

2) Ïóñòü xn = n(−1)n . Âûïèøåì íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè:

1, 2,
1
3
, 4,

1
5
, 6,

1
7
, . . .

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîãðàíè÷åíà.
Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî C > 0 (ïî ñëåäñòâèþ èç ïðèíöèïà Àðõèìåäà)

íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî n > C
2 . Òîãäà x2n = (2n)(−1)2n

= 2n > C. ×.Ò.Ä.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå � îäíî èç ãëàâíûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà. Îíî ôîðìàëèçóåò íàøå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíîñòè ïðèáëèçèòü
÷èñëî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïîñðåäñòâîì çíà÷åíèé çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ïðè÷åì òàê, ÷òî âñå ñëåäóþùèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàþò
ïðèáëèæåíèå íå õóæå.

Îïðåäåëåíèå.×èñëî a íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N
è ïèøóò lim

n→∞
xn = a, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N , ÷òî

äëÿ âñåõ xn ñ íîìåðàìè n > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε.
Â êðàòêîé ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå:
lim

n→∞
xn = a

def⇔ ∀ε > 0 ∃N ∀n > N ⇒ |xn − a| < ε

Ïðèâåäåííîå ÷èñòî �àíàëèòè÷åñêîå� îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äîïóñêàåò íåìíîãî áîëåå íàãëÿäíóþ �ãåîìåòðè÷åñêóþ� ôîðìó-
ëèðîâêó. Ïðåäâàðèòåëüíî ïîëåçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a (èëè ïðîñòî îêðåñò-
íîñòüþ) ìíîæåñòâî

Uε(a) = {x : |x− a| < ε} = {x : a− ε < x < a + ε} = (a− ε, a + ε).

×òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ îáû÷íûì ïîíèìàíèåì òîãî, ÷òî òàêîå îêðåñòíîñòü
òî÷êè íà ïðÿìîé � ýòî òî, ÷òî ëåæèò íåìíîãî ëåâåå èëè íåìíîãî ïðàâåå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü x îêðåñòíîñòè Uε(a) (ò.å. x ∈ Uε(a)) îçíà-
÷àåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |x− a| < ε èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, a− ε < x <
a + ε.

À òåïåðü �ãåîìåòðè÷åñêîå� îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
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Îïðåäåëåíèå. a = lim
n→∞

xn, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Uε(a) òî÷êè a

íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîïàäóò â ýòó îêðåñòíîñòü:

∀Uε(a) ∃N ∀n > N ⇒ xn ∈ Uε(a)

Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü xn = n−1
n+1 . Ïîêàæåì, ÷òî lim

n→∞
n−1
n+1 = 1.

Äåéñòâèòåëüíî,
∣∣∣n− 1
n + 1

− 1
∣∣∣ =

∣∣∣ −2
n + 1

∣∣∣ =
2

n + 1
.

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî 2
n+1 < ε, íàõîäèì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ n >

2
ε − 1 (òåì áîëåå îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè n > 2

ε è ëþáûõ áîëüøèõ
÷èñëàõ). Ïîýòîìó, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå N ëþáîå
(öåëîå) ÷èñëî áîëüøåå ÷åì 2

ε−1, òî íàøè âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
âñåõ n > N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣n−1
n+1−1

∣∣ < ε. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
n→∞

(
√

n + 3−√n + 1).
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì äàííîå âûðàæåíèå:

√
n + 3−√n + 1 =

(n + 3)− (n + 1)√
n + 3 +

√
n + 1

=
2√

n + 3 +
√

n + 1

Òåïåðü âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè n çíàìåíàòåëü ðàñòåò, à ÷èñëèòåëü îñòà-
åòñÿ ïîñòîÿííûì. Î÷åâèäíî, ïðåäåë áóäåò ðàâåí íóëþ, ÷òî ìîæíî ïîäòâåð-
äèòü îöåíêîé:

∣∣∣ 2√
n + 3 +

√
n + 1

∣∣∣ 6
∣∣∣ 2√

n +
√

n

∣∣∣ =
1√
n

< ε

ïðè âñåõ n > N =
(

1
ε

)2.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N ðàâåí

áåñêîíå÷íîñòè è ïèøóò lim
n→∞

xn = ∞, êîãäà äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî
áîëüøîãî) ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà E íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ
êîòîðîãî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò ïî ìîäóëþ áîëüøå E:

lim
n→∞

xn = ∞ def⇔ ∀E > 0 ∃N ∀n > N ⇒ |xn| > E.

Ýòî îïðåäåëåíèå íàäî ðàçëè÷àòü ñ î÷åíü ïîõîæèì ïî îáîçíà÷åíèþ, íî
îòëè÷íûì ïî ñìûñëó lim

n→∞
xn = +∞:

lim
n→∞

xn = +∞ def⇔ ∀E > 0 ∃N ∀n > N ⇒ xn > E.
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È åùå îäíî îïðåäåëåíèå

lim
n→∞

xn = −∞ def⇔ ∀E > 0 ∃N ∀n > N ⇒ xn 6 −E.

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñðàçó âèäèì, ÷òî åñëè lim
n→∞

xn = +∞ èëè lim
n→∞

xn =
−∞, òî lim

n→∞
xn = ∞. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ÷òî ìîæíî óâè-

äåòü èç ïðèìåðà:

lim
n→∞

(−1)nn = ∞, íî lim
n→∞

(−1)nn 6= +∞ è lim
n→∞

(−1)nn 6= −∞.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, åñëè îíà
èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a (ò.å.
lim

n→∞
xn = a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

n→∞
(xn − a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íàïèñàíèþ òîãî, ÷òî îçíà÷àåò ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïåðâîå è âòîðîå ðàâåíñòâà, îòêóäà ñðàçó âèäíî, ÷òî ýòî îäíî è òî
æå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè lim
n→∞

xn = a è lim
n→∞

yn = a, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (zn), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

zn =

{
xn−1

2
, n = 2k + 1;

yn
2
, n = 2k;

ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

zn = a.
Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû èìååì

z1 z2 z3 z4 z5 z6 . . .
q q q q q q . . .
x1 y1 x2 y2 x3 y3 . . .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîñêîëüêó
lim

n→∞
xn = a, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N1, ÷òî ïðè âñåõ n > N1 áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε. À òàê êàê è lim
n→∞

yn = a, íàéäåòñÿ òàêîé
íîìåð N2, ÷òî ïðè âñåõ n > N2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |yn−a| < ε.
Âîçüìåì N = 2 max{N1, N2}. Òåïåðü, åñëè n > N , òî â ñëó÷àå, êîãäà n = 2k
(ò.å. n � ÷åòíîå), ÷èñëî k > N2, çíà÷èò, |zn − a| = |yk − a| < ε, à êîãäà
n = 2k + 1, èìååì k > N1, çíà÷èò, |zn − a| = |xk − a| < ε òîæå.

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìû ïîäîáðàëè N = 2max{N1, N2} òàêîå,
÷òî ïðè âñåõ n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |zn−a| < ε. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.



54 Êëåâ÷èõèí Þ.À

Òåîðåìà. Ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áî-
ëåå îäíîãî ïðåäåëà.

lim
n→∞

xn = a ∧ lim
n→∞

xn = b ⇒ a = b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðâîå ÷èñòî
àëãåáðàè÷åñêîå, à âòîðîå áîëåå àïïåëèðóåò ê ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëå-
íèÿì.

Èòàê, îöåíèì ðàçíîñòü

|a− b| = |a− xn + xn − b| 6 |a− xn|+ |xn − b| = |xn − a|+ |xn − b| (∗)
Òàê êàê lim

n→∞
xn = a, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N1, ÷òî ïðè âñåõ n > N1

áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî |xn−a| < ε/2. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå íàéäåòñÿ
òàêîå N2, ÷òî ïðè n > N2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |xn − b| < ε/2.
Ïîýòîìó, åñëè n > max{N1, N2}, áóäóò âûïîëíåíû îáà íåðàâåíñòâà è òîãäà
èç îöåíêè (∗) ñëåäóåò, ÷òî |a−b| < ε. Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèÿì èç ñâîéñòâà Àðõèìåäà îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî |a − b| = 0, ò.å.
a = b, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Áîëåå ãåîìåòðè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî |a− b| > 0, òî, áåðÿ â êà÷åñòâå ε = |b−a|

2 , âèäèì, ÷òî îêðåñòíîñòè
Uε(a) è Uε(b) íå ïåðåñåêàþòñÿ. 1

-
a+b
2
()( )r ra b
︸ ︷︷ ︸

b−a
2

︸ ︷︷ ︸
b−a
2

Íî â ñèëó ðàâåíñòâà lim
n→∞

xn = a íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N1 âñå xn ∈ Uε(a),
à â ñèëó ðàâåíñòâà lim

n→∞
xn = b íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî N2 âñå xn ∈ Uε(b)?!

Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëîæíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ |a − b| > 0, çíà÷èò,
|a− b| = 0. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà
(îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî).

lim
n→∞

xn = a 6= ∞⇒ {xn : n ∈ N} � îãðàíè÷åíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì lim
n→∞

xn = a. Âûáðàâ ε = 1, ïîäáå-
ðåì N òàê, ÷òîáû ïðè n > N âñå xn ïîïàëè â èíòåðâàë U1(a) = (a−1; a+1).

1Àëãåáðàè÷åñêàÿ âûêëàäêà: åñëè x ∈ Uε(a), òî |x− b| = |(x− a)− (b− a)| > |b− a| −
|x− a| > 2ε− ε = ε, çíà÷èò, x /∈ Uε(b).
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Âíå ýòîãî èíòåðâàëà ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëà x1, x2,. . . ,xN . Ïîýòîìó ïîëî-
æèâ m = min{x1, x2, . . . , xN , a−1}, à M = max{x1, x2, . . . , xN , a+1}, âèäèì,
÷òî ïðè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m 6 xn 6 M . ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàíà ñõîäèòü-
ñÿ, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (−1)n î÷åâèäíî îãðàíè÷åíà, íî íå
ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Òåîðåìà (î ñæàòîé ïåðåìåííîé). Åñëè (xn), (yn) è (zn) � òàêèå òðè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = a è äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿ-

þòñÿ íåðàâåíñòâà xn 6 zn 6 yn, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zn) ñõîäèòñÿ è
lim

n→∞
zn = a.

( lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a) ∧ (xn 6 zn 6 yn) ⇒ lim
n→∞

zn = a.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïðîèçâîëüíîìó ε > 0 ïîäáåðåì òàêîå ÷èñëî
N , ÷òî ïðè âñåõ n > N áóäåò xn ∈ Uε(a) è yn ∈ Uε(a). Òàê êàê zn ëåæèò
ìåæäó íèìè, òî î÷åâèäíî è zn ∈ Uε(a). ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåðû. 1) lim
n→∞

n
√

a = 1 (a > 1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáûõ a > 1 èìååì n
√

a > 1,
ïîëîæèì n

√
a = 1 + αn. Î÷åâèäíî, òîãäà αn > 0. Íî òîãäà

a = (1 + αn)n = 1 + nαn +
n(n− 1)

2!
α2

n + · · · > 1 + nαn,

îòêóäà 0 6 αn 6 a−1
n . Ïîýòîìó

a 6 n
√

a 6 1 +
a− 1

n
−−−−→
n→∞

1

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñæàòîé ïå-
ðåìåííîé.

2) lim
n→∞

n
√

n = 1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ëþáûõ n > 1 èìååì n
√

n > 1, ïîëîæèì
n
√

n = 1 + αn. Î÷åâèäíî, òîãäà αn > 0. Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà

n = (1 + αn)n = 1 + nαn +
n(n− 1)

2!
α2

n + · · · > 1 +
n(n− 1)

2!
α2

n,

îòêóäà 0 6 α2
n 6 2!

n . Ïîýòîìó

1 6 n
√

n 6 1 +

√
2
n
−−−−→
n→∞

1
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Ïî òåîðåìå î ñæàòîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
3) lim

n→∞
n

an
= 0 (a > 1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì a = 1 + ε, òîãäà ε > 0 è

0 <
n

an
=

n

(1 + ε)n
=

n

1 + nε + n(n−1)
2! ε2 + . . .

<

<
n

n(n−1)
2! ε2

=
2

(n− 1)ε2
−−−−→
n→∞

0.

Òåîðåìà. Åñëè lim
n→∞

xn = a è lim
n→∞

yn = b è a < b, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå N , ÷òî ïðè âñåõ n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî xn < yn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε = b−a
2 . Òîãäà îêðåñòíîñòè

Uε(a) è Uε(b) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Âûáåðåì N1 òàê, ÷òîáû ïðè n > N1 âñå xn ∈
Uε(a) è âûáåðåì N2 òàê, ÷òîáû ïðè n > N2 èìåëè yn ∈ Uε(b). Î÷åâèäíî,
ïðè n > N = max{N1, N2} áóäåì èìåòü xn < a+b

2 < yn.(1 ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè lim
n→∞

xn = a è a < b, òî ∃N ∀n > N ⇒ xn < b.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) è (yn) òàêîâû, ÷òî

lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b è ∀n xn 6 yn, òî a 6 b (èíûìè ñëîâàìè â
íåðàâåíñòâàõ ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó: xn 6 yn ⇒ lim

n→∞
xn 6 lim

n→∞
yn,

åñëè óêàçàííûå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. e a > b. Íî ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîðåìå ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïî óñëîâèþ ∀n xn 6 yn?!
Òåîðåìà. Åñëè lim

n→∞
yn = b è b 6= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî

ìíîæåñòâî
{ 1

yn
: n > N

}
îãðàíè÷åíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì ε = |b|
2 > 0 è ïîäáåðåì N òàê, ÷òîáû

ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå yn ∈ Uε(b). Î÷åâèäíî, äëÿ ýòèõ
n èìååì |yn| > ε = |b|

2 . Ïîýòîìó
∣∣∣ 1
yn

∣∣∣ 6 1
|b/2| =

2
|b| .

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1xn ∈ Uε(a) ⇒ |xn − a| < ε = b−a
2

⇒ xn < a + b−a
2

= a+b
2

. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî a+b

2
< yn
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Òåîðåìà. (Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ) Ïóñòü ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû lim

n→∞
xn = a è lim

n→∞
yn = b. Òîãäà

1. lim
n→∞

xn ± yn = lim
n→∞

xn ± lim
n→∞

yn = a± b

2. lim
n→∞

xn · yn = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = a · b

3. lim
n→∞

xn

yn
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
=

a

b
åñëè b 6= 0 è ∀n yn 6= 0

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Îöåíèì ìîäóëü ðàçíîñòè

|(xn + yn)− (a + b)| = |(xn − a) + (yn − b)| 6 |xn − a|+ |yn − b|. (∗)

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
n→∞

xn = a è lim
n→∞

yn = b äëÿ ëþáîãî ε > 0

ïîäáåðåì N1 òàê, ÷òîáû ïðè n > N1 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε
2

è N2, ÷òîáû ïðè n > N2 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |yn − a| < ε
2 . Íî òîãäà

ïðè n > N = max{N1, N2} èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî |(xn + yn)− (a + b)| < ε è 1.
äîêàçàíî.

2. Èìååì

|xnyn − ab| = |xnyn − ayn + ayn − ab| 6 |xn − a||yn|+ |a||yn − b|. (∗∗)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) ñõîäèòñÿ, çíà÷èò, îãðàíè÷åíà. Ïóñòü äëÿ âñåõ n
|yn| 6 M . Òîãäà âûáåðåì N1 òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ n > N1 âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε

2M è N2 òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ n > N2 (è |a| 6= 0)
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |yn − b| < ε

2|a| . Â ýòîì ñëó÷àå ïðè n > N =
max{N1, N2} èç (∗∗) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà |xnyn − ab| < ε è
2. äîêàçàíî.

3. Äåëàÿ âñå âûáîðû ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì (ïîäîáíî ïðåäûäóùå-
ìó), ìîæíî íàïèñàòü îöåíêó (ñàìîñòîÿòåëüíî óêàçàòü, êàê âûáèðàòü N):
∣∣∣xn

yn
−a

b

∣∣∣ =
∣∣∣xnb− ayn

ynb

∣∣∣ =
|xnb− ab + ab− ayn|

|ynb| 6 |xn − a| · |b|+ |a| · |yn − b|
|yn||b| 6

(ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå 1
|yn| 6 2

|b| )

6 2
|b|2

(|b| · |xn − a|+ |a| · |yn − b|) =
2
|b| |xn − a|+ 2|a|

|b|2 |yn − b| < ε.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ëåêöèÿ 8.
Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (ñî-
îòâ. ñòðîãî âîçðàñòàþùåé), åñëè

∀n xn 6 xn+1 (ñîîòâ. xn < xn+1)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èíîãäà âìåñòî ñëîâ �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) âîç-
ðàñòàåò� â êîíñïåêòàõ ïèøóò xn ↗ èëè xn ↑

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé (ñîîòâ. ñòðîãî óáûâà-
þùåé), åñëè

∀n xn > xn+1 (ñîîòâ. xn > xn+1)

(îáîçíà÷åíèå xn ↘ èëè xn ↓)
Çàìå÷àíèÿ. 1. Â ðóññêîé ëèòåðàòóðå î÷åíü ÷àñòî íàçûâàþò íåóáûâà-

þùèìè òå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ìû íàçûâàåì âîçðàñòàþùèìè è
ïðîñòî âîçðàñòàþùèìè òå, êîòîðûå ìû íàçûâàåì ñòðîãî âîçðàñòàþùèìè.
È àíàëîãè÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ äëÿ óáûâàíèÿ: íåâîçðàñòàþùèå � òå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ìû íàçûâàåì óáûâàþùèìè è óáûâàþùèå � òå,
êîòîðûå ìû íàçûâàåì ñòðîãî óáûâàþùèìè.

2. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî ïðè n > N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîç-
ðàñòàåò (ò.å. (∀n) N < n ⇒ xn 6 xn+1), òî ãîâîðÿò, ÷òî (xn) âîçðàñòàåò
íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N .

Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó, òî îíà ñõîäèòñÿ è lim

n→∞
xn = sup

n∈N
xn:

xn ↑ ∧(xn) � îãðàíè÷åíà ñâåðõó⇒ ∃ lim
n→∞

xn = sup
n∈N

xn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî {xn : n ∈ N}
îãðàíè÷åíî, îíî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, ñêàæåì a = sup{xn : n ∈
N}. Ïîêàæåì, ÷òî lim

n→∞
xn = a. Äëÿ ýòîãî ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé

ãðàíè, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåì òàêîå ÷èñëî xn0 , ÷òî a − ε < xn0 6 a. Íî
â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè n > n0 áóäåì èìåòü a − ε <
xn0 6 xn 6 a. Çíà÷èò, |xn − a| < ε. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèå. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ
óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Î÷åâèäíî, îáå òåîðåìû îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âîç-
ðàñòàþùèõ (ñîîòâ. óáûâàþùèõ) íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N . Ïîýòîìó, êàê èòîã
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó.
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Òåîðåìà (î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) Åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìîíîòîííà (õîòÿ áû íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N) è îãðàíè÷åíà,
òî îíà ñõîäèòñÿ.

Åñëè âîçðàñòàåò è íåîãðàíè÷åíà, òî èìååò ïðåäåëîì +∞.
Åñëè íåîãðàíè÷åíà è óáûâàåò, òî èìååò ïðåäåëîì −∞.
Ïðèìåðû. 1) lim

n→∞
an

n!
= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xn = an

n! , òî xn+1 = an+1

(n+1)! = an

n!
a

(n+1) . Îòêóäà
âèäèì, ÷òî ïðè n > N = [a] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàåò (ò.ê. a

n+1 < 1).
Ïîýòîìó îíà ñõîäèòñÿ è ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü åå ïðåäåë, ñêàæåì, ÷åðåç A.
Íî òîãäà

A = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

an

n!
a

(n + 1)
=

= lim
n→∞

xn
a

(n + 1)
= lim

n→∞
xn lim

n→∞
a

(n + 1)
= A lim

n→∞
a

(n + 1)
= 0.

2) Ïóñòü xn =

√

2 +

√
2 +

√
2 + . . .

√
2

︸ ︷︷ ︸
n � êîðíåé

. Íàéòè lim
n→∞

xn.

Èìååì x1 =
√

2 < 2. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî è ïðè ëþáîì n âñå
xn < 2.

Â ñàìîì äåëå, åñëè xn < 2, òî xn+1 =
√

2 + xn <
√

2 + 2 = 2. È âåðíîñòü
íåðàâåíñòâà xn < 2 äîêàçàíà.

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn âîçðàñòàåò, òàê êàê

xn+1 =
√

2 + xn = xn

√
2 + xn

x2
n

> xn

√
xn + xn

x2
n

= xn

√
2
xn

> xn

Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ñõîäèòñÿ,
ñêàæåì, ê A. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà xn+1 =

√
2 + xn,

ïîëó÷èì A =
√

2 + A, îòêóäà A2 = 2 + A èëè A2−A− 2 = 0, ò.å. A = 2 èëè
A = −1. Òàê êàê âñå xn > 0 è, çíà÷èò, A > 0, âòîðîé êîðåíü ïîñòîðîííèé
(âîçíèê ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà) è A = 2.

×èñëî e

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò

e
def= lim

n→∞

(
1 +

1
n

)n

.
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Òåîðåìà. Îïðåäåëåíèå ÷èñëà e êîððåêòíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè

ñóùåñòâóåò, â ýòîì ñëó÷àå ìû äåéñòâèòåëüíî èìååì ïðàâî êàê-íèáóäü åãî
îáîçíà÷èòü. Áóêâîé e åãî îáîçíà÷àþò â ÷åñòü Ë. Ýéëåðà (L. Euler), êîòîðûé
ââåë åãî â ìàòåìàòèêó.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
(
1 +

1
n

)n

âîçðàñòà-
åò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî îíà âîçðàñòàåò. Äëÿ ýòîãî
ïðåäñòàâèì îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â áîëåå óäîáíîì âèäå:

xn =
(
1 +

1
n

)n

= 1 + C1
n

1
n

+ C2
n

1
n2

+ · · ·+ Ck
n

1
nk

+ · · ·+ Cn
n

1
nn

=
n∑

k=0

Ck
n

1
nk

.

Çàìåòèì, ÷òî �îáùèé ÷ëåí� ýòîé ñóììû Ck
n

1
nk ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

Ck
n

1
nk

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
1
nk

=

k�ñîìíîæèòåëåé︷ ︸︸ ︷
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

n · n . . . n︸ ︷︷ ︸
k�ñîìíîæèòåëåé

1
k!

=

=
(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)

︸ ︷︷ ︸
(k−1)�ñîìíîæèòåëü

1
k!

Òîãäà,

xn = 1 +
n∑

k=1

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

) 1
k!

xn+1 = 1 +
n+1∑

k=1

(
1− 1

n + 1

)(
1− 2

n + 1

)
. . .

(
1− k − 1

n + 1

) 1
k!

Âèäèì, ÷òî ñîìíîæèòåëè âåðõíåé ñóììû ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîìíî-
æèòåëåé íèæíåé ñóììû è åùå íèæíÿÿ ñóììà èìååò íà îäíî ñëàãàåìîå
áîëüøå, ïîýòîìó xn < xn+1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)
çàìåòèì, ÷òî

xn = 1+
n∑

k=1

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

) 1
k!

< 1+
n∑

k=1

1
k!

< 1+
n∑

k=1

1
2k−1

< 3
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è òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî 2 < e < 3. Ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî e � èððàöèîíàëüíî, e ≈ 2, 718281828459. 1

Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ
Ñëåäóþùàÿ íèæå òåîðåìà íàñòîëüêî ÷àñòî è ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå äðóãèõ òåîðåì, ÷òî åå íàçûâàþò �ïðèíöèïîì�.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ ([an; bn])n∈N íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âëîæåííûõ îòðåçêîâ, åñëè

[a1; b1] ⊃ [a2; b2] ⊃ · · · ⊃ [an; bn] ⊃ . . .

Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ (an)
ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâûõ (bn) � óáûâàþùåé.

Òåîðåìà Êàíòîðà (ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ). Åñëè ([an; bn])n∈N
� òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ÷òî lim

n→∞
(bn−an)=0,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì
îäíîâðåìåííî:

(∀n)[an; bn] ⊂ [an+1; bn+1] ∧ lim
n→∞

(bn − an) = 0 ⇒ ∃!c ∈
∞⋂

n=1

[an; bn].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ëåâûõ êîíöîâ
âñåõ îòðåçêîâ, à ÷åðåç B � ïðàâûõ:

A = {an : n ∈ N} B = {bn : n ∈ N}.

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ n, m èìååì an < bm, ïîýòîìó ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïîë-
íîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò òî÷êà c, ðàçäåëÿþùàÿ
ýòè ìíîæåñòâà, ò.å. òàêàÿ, ÷òî

∀an ∈ A ∀bm ∈ B an 6 c 6 bm

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ n áóäåì èìåòü c ∈ [an; bn], çíà÷èò, c ∈
∞⋂

n=1
[an; bn].

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ òî÷êà åäèíñòâåííà.
e Ïóñòü c è c′ ∈

∞⋂
n=1

[an; bn]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c < c′. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
n an 6 c < c′ 6 bn. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì N òàê, ÷òîáû ïðè

1Íà ñàìîì äåëå îíî òðàíñöåíäåíòíî, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
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âñåõ n > N âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |bn − an| < ε. Òîãäà

0 6 |c′ − c| 6 |bn − an| < ε

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî |c′ − c| = 0?!

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåêöèÿ 9.
Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû
Îïðåäåëåíèå.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk

)k∈N íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå èíäåêñû nk

îáðàçóþò ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

n1 < n2 < n3 < n4 < · · · < nk < . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî êîìïîçèöèÿ äâóõ îòîá-
ðàæåíèé: ñòðîãî âîçðàñòàþùåãî k 7→ nk : N → N è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x : N→ R

Ïðèìåðû. Åñëè (xn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî (x2k)k∈N åå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè. Àíàëîãè÷íî (x2k+1)k∈N � ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè.

Åùå ïðèìåðû: (xk2)k∈N, (x2k)k∈N . . .

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk
)k∈N ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (xn)n∈N èìååò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé), òî åãî íàçûâàþò
÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N.

Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü xn = (−1)n. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ, òåì íå ìåíåå îíà èìååò äâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà 1 è
−1, òàê êàê

lim
k→∞

x2k = lim
k→∞

(−1)2k = lim
k→∞

1 = 1

lim
k→∞

x2k+1 = lim
k→∞

(−1)2k+1 = lim
k→∞

−1 = −1.

2) Ïóñòü xn = (−1)nn + 1
n . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ è èìååò äâà

÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà +∞ è −∞.
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Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) èìååò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé), òî âñÿêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òîò æå ñàìûé
ïðåäåë. (Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òîæå âåðíî!)

Ýòîò ôàêò ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñõîäèìîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé. Åñëè óêàçàòü äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùèõñÿ ê
ðàçíûì ïðåäåëàì, òî èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â ñèëó ýòîé òåîðåìû,
íå ìîæåò áûòü ñõîäÿùåéñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü lim
n→∞

xn = a (|a| 6= ∞) è (xnk
)k∈N

ïðîèçâîëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåì òàêîå
÷èñëî N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |xn−a| < ε. Â
ñèëó ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nk, íàéäåòñÿ òàêîå K, ÷òî
ïðè âñåõ k > K áóäåì èìåòü nk > N , çíà÷èò, |xnk

− a| < ε. È â ýòîì ñëó÷àå
òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå lim
n→∞

xn = ±∞ è îáðàòíàÿ òåîðåìà îñòàþòñÿ
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Îïðåäåëåíèå. Âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) íàçûâàåò-
ñÿ íàèáîëüøèé èç ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ è îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç äâóõ ñïî-
ñîáîâ: lim sup

n→∞
xn èëè lim

n→∞
xn.

Íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé
èç ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ è îáîçíà÷àåòñÿ lim inf

n→∞
xn èëè lim

n→∞
xn.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåãî (íèæíåãî) ïðå-
äåëà ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, õîòÿ ïðèâåäåííûé ñïîñîá åãî âû÷èñëå-
íèÿ ìàëî ýôôåêòèâåí.

Òåîðåìà. Ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ñóùåñòâóåò âåðõíèé ïðå-
äåë (êîíå÷íûé èëè ðàâíûé ±∞), âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå:

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(
sup
k>n

xk

)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn = sup
k>n

xk.

Î÷åâèäíî, îíà óáûâàåò, òàê êàê äëÿ ëþáîãî n

yn = sup{xn, xn+1, xn+2, . . . } > sup{xn+1, xn+2, . . . } = yn+1.

Åñëè y1 < +∞, òî (yn) ëèáî 1) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë (êîãäà îãðàíè-
÷åíà ñíèçó), ëèáî 2) yn → −∞.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïóñòü lim
n→∞

yn = a. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íàèáîëüøèé èç
÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîêàçàòü, ÷òî a � ìàæîðàíòà ìíîæå-
ñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ è ïðèíàäëåæèò åìó.
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Ïîëîæèì Xn = {xn, xn+1, xn+2, . . . }. Òîãäà yn = sup Xn. Åñëè (xnk
)k∈N

� ïðîèçâîëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç (xn), òî â ñèëó ñòðîãîãî âîçðàñ-
òàíèÿ nk, ïðè ëþáûõ k èìååì nk > k, çíà÷èò, xnk

∈ Xk è ïîýòîìó xnk
6 yk.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå (÷òî ìîæíî äåëàòü ïî ñâîéñòâó
ïðåäåëîâ), ïîëó÷àåì lim

k→∞
xnk

6 a, ò.å. a � ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà ÷àñòè÷-
íûõ ïðåäåëîâ. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó,
íàäî ïîñòðîèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk

), ñõîäÿùóþñÿ ê a.
Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äëÿ ε = 1

k âûáåðåì xnk+1 ∈
Xnk+1 (çíà÷èò, nk < nk+1, ÷òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü) òàê, ÷òîáû ynk+1− 1

n < xnk+1 6 ynk+1. Çàìåòèì, ÷òî lim
k→∞

ynk+1 =

a, êàê ó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó
ïî òåîðåìå î ñæàòîé ïåðåìåííîé lim

k→∞
xnk

= a. Ñëó÷àé 1) ïîëíîñòüþ äîêà-
çàí. Äîêàçàòåëüñòâà â ñëó÷àå 2) è êîãäà y1 = +∞ îñòàþòñÿ äëÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé ðàáîòû.

Â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî äîêà-
çàòü òåîðåìó

Òåîðåìà. Ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ñóùåñòâóåò íèæíèé ïðå-
äåë (êîíå÷íûé èëè ðàâíûé ±∞), âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå:

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(
inf
k>n

xk

)

Òåîðåìà (Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) îã-
ðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk

) ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ.

Èíîãäà ýòó òåîðåìó ôîðìóëèðóþò â áîëåå îáðàçíîé ôîðìå:
Èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ìîæíî èçâëå÷ü ñõî-

äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

(xn)n∈N � îãðàíè÷åíà ⇒ ∃(nk)k∈N : nk ↑ ∧(xnk
)k∈N � ñõîäèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýòó òåîðåìó îáû÷íî äîêàçûâàþò, òàê íàçûâà-
åìûì, �ìåòîäîì äèõîòîì�èè� (äåëåíèÿ ïîïîëàì). Â äàëüíåéøåì ýòîò ìåòîä
áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ äðóãèõ òåîðåì.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè (xn) ñóùåñòâóþò òàêèå a è b, ÷òî âñå xn ∈ [a; b].
Ðàçäåëèì ýòîò îòðåçîê íà äâå ðàâíûå ÷àñòè òî÷êîé a+b

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
[a1; b1] òó èç ïîëîâèíîê îòðåçêà [a, b] äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå xn ∈ [a1; b1]
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ n ∈ N (ïî êðàéíåé ìå-
ðå äëÿ îäíîé èç íèõ ýòî âåðíî, òàê êàê ìíîæåñòâî N áåñêîíå÷íî, åñëè æå
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îíî âåðíî äëÿ îáåèõ ïîëîâèíîê, â ýòîì ñëó÷àå áåðåì ëþáóþ èç íèõ). Î÷å-
âèäíî, b1−a1 = b−a

2 . Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç [a2; b2] îáîçíà÷àåì òó èç ïîëîâèíîê
îòðåçêà [a1; b1], äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå xn ∈ [a2; b2] âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñ-
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ n ∈ N. Òîãäà b2− a2 = b−a

22 . Ïðîäîëæàÿ òàê
äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ

[a1; b1] ⊃ [a2; b2] ⊃ · · · ⊃ [an; bn] ⊃ . . .

ïðè÷åì bn − an = b−a
2n −−−−→

n→∞
0. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó âëîæåííûõ îòðåçêîâ

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c ∈
∞⋂

n=1
[an; bn].

Ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk
), ñõîäÿùóþñÿ ê c. Äëÿ ýòîãî âû-

áåðåì n1 òàê, ÷òîáû xn1 ∈ [a1; b1]. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê òàêèõ n
ïî ïîñòðîåíèþ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Äàëåå, âûáåðåì n2 òàê, ÷òîáû n2 > n1 è
xn2 ∈ [a2; b2]. Îïÿòü ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ òàêèõ n
áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì òàêóþ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (xnk

), ÷òî xnk
∈ [ak; bk]. Çíà÷èò,

0 6 |xnk
− c| 6 (bk − ak) 6 b− a

2k
−−−−→
n→∞

0

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñæàòîé ïåðåìåííîé çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åíü ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíà èíôîðìàöèÿ î òîì, ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èëè ðàñõîäèòñÿ áåç âû÷èñëåíèÿ ñàìîãî ïðåäåëà. Ñâîéñòâî, óêà-
çàííîå â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ýòó èíôîðìàöèþ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè), åñëè

∀ε > 0 ∃N ∀n, m > N ⇒ |xn − xm| < ε (∗)

(äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî ïðè âñåõ n,m áîëüøå ýòîãî N
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn−xm| < ε) Íåìíîãî èíà÷å òî æå ñàìîå ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

∀ε > 0 ∃N ∀n > N ∀p > 0 ⇒ |xn − xn+p| < ε (∗∗)

Ñàìî óñëîâèå (∗) (èëè ýêâèâàëåíòíîå (∗∗)) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Êîøè.
Òåîðåìà. Åñëè (xn) ôóíäàìåíòàëüíà, òî îíà îãðàíè÷åíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ε = 1 âûáåðåì N òàê, ÷òîáû ïðè

âñåõ n > N è ëþáûõ p > 0 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |xn − xn+p| < ε.
Ïóñòü n0 > N . Òîãäà âíå èíòåðâàëà U1(xn0) = (xn0 − 1;xn0 + 1) ìîãóò
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áûòü òîëüêî x1, x2, . . . , xN . Ïîëîæèì m = min{x1, x2, . . . , xN , xn0 − 1} è
M = max{x1, x2, . . . , xN , xn0 + 1}. Î÷åâèäíî, òîãäà äëÿ ëþáûõ n èìååì
m 6 xn 6 M . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà (Êðèòåðèé Êîøè).Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)
ñõîäèëàñü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåíòàëüíà
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Êîøè).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (⇒) Ïóñòü lim
n→∞

xn = a. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0 íàéäåì N òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
|xn−a| < ε/2. Íî òîãäà è äëÿ ëþáîãî p > 0 áóäåò |xn+p−a| < ε/2. Ïîýòîìó

|xn+p − xn| = |xn+p − a + a− xn| 6 |xn+p − a|+ |xn − a| < ε

2
+

ε

2
= ε.

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà.
(⇐) Ïóñòü (xn) ôóíäàìåíòàëüíà. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå îíà îãðàíè-

÷åíà, à ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿ-
ùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñêàæåì, (xnk

), lim
k→∞

xnk
= a. Ïîêàæåì, ÷òî

è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) òîæå ñõîäèòñÿ ê a.
Â ñàìîì äåëå,

|xn − a| = |xn − xnk
+ xnk

− a| 6 |xn − xnk
|+ |xnk

− a| < ∗
Âûáåðåì N1 òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ n,m > N1 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |xn−
xm| < ε/2 è âûáåðåì N2 òàê, ÷òîáû ïðè k > N2 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
|xnk

− a| < ε/2. Òîãäà ïðè k > max{N1, N2} (ó÷èòûâàÿ, ÷òî nk > k) îáà
íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî, ïîýòîìó

∗ < ε/2 + ε/2 = ε.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Î÷åíü ÷àñòî êðèòåðèé Êîøè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñõîäè-

ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n ðàñõîäèòñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå Êîøè íå âûïîëíåíî

(òî åñòü âûïîëíåíî îòðèöàíèå óñëîâèÿ Êîøè). Èìååì

|xn − xn+p| =

p�ñëàãàåìûõ︷ ︸︸ ︷
1

n + 1
+ · · ·+ 1

n + p
> p · 1

n + p
(∗ ∗ ∗)

Ïîêàæåì, ÷òî ∃ε > 0 ∀N ∃n > N è ∃p > 0: |xn − xn+p| > ε. Äëÿ ýòîãî
âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå n > N (íàïðèìåð, n = N + 1) è p = n. Òîãäà,
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ñîãëàñíî (∗ ∗ ∗) áóäåì èìåòü

|xn − xn+p| = |xn − x2n| > n · 1
2n

=
1
2

= ε.

Ëåêöèÿ 10.
Ïðåäåë ôóíêöèè
Çäåñü ìû èçó÷èì ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëàõ
(a; b) èëè îòðåçêàõ [a; b]. Ïðåäåëû íà áîëåå ñëîæíî óñòðîåííûõ ìíîæåñòâàõ
ìû â öåëÿõ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ íà ýòîì ýòàïå íå ðàññìàòðèâàåì.

Ïðåäâàðèòåëüíî íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèé.
Îïðåäåëåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 � ýòî ìíîæå-

ñòâî Uε(x0) = {x : |x− x0| < ε} = (x0 − ε; x0 + ε).
Ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòüþ

◦
U δ(x0) òî÷êè x0 íàçûâàþò ìíîæåñòâî

◦
U δ(x0) = Uδ(x0)− {x0} = (x0 − δ; x0) ∪ (x0; x0 + δ)

(ò.å. ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü � ýòî îêðåñòíîñòü, èç êîòîðîé, îáðàçíî ãîâî-
ðÿ, �âûêîëîëè� (óäàëèëè) åå öåíòð).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0. ×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè ñòðåìëåíèè x ê
x0 è ïèøóò A = lim

x→x0
f(x), êîãäà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x èç
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
Uδ(x0) òî÷êè x0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(x) ∈ Uε(A).

Â áîëåå êðàòêîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (÷àùå âñåãî èñïîëüçóåìîé íà ïðàê-
òèêå) òî æå ñàìîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)−A| < ε.

(äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 < |x − x0| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x)−A| < ε)

Èíòóèòèâíî, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f äîëæíû áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêè
ê ÷èñëó A, åñëè òîëüêî çíà÷åíèÿ x äîñòàòî÷íî áëèçêè ê ÷èñëó x0 (íî íå
ñîâïàäàþò ñ x0).
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Ïðèìåðû. 1) lim
x→x0

x2 = x2
0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü 0 < |x − x0| < δ, òîãäà |x| − |x0| 6
|x− x0| < δ, çíà÷èò, |x| < |x0|+ δ è

|x2 − x2
0| = |x− x0||x + x0| < δ(|x|+ |x0|) 6 δ(2|x0|+ δ) 6 ∗

Âûáåðåì δ = min{1, ε
2|x0|+1}, òîãäà îöåíêó ∗ ìîæíî ïðîäîëæèòü:

∗ 6 δ(2|x0|+ 1) 6 ε.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ε > 0, âûáèðàÿ δ = min{1, ε
2|x0|+1} ïðè âñåõ x, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 < |x− x0| < δ, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
|x2 − x2

0| < ε, ÷òî è òðåáóåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà.
2) lim

x→x0
cosx = cos x0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü 0 < |x− x0| < δ, òîãäà

| cos x− cosx0| =
∣∣∣2 sin

x− x0

2
sin

x + x0

2

∣∣∣ 6
∣∣∣2 sin

x− x0

2

∣∣∣ 6 |x− x0| < δ = ε.

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì | sin x| 6 |x|) Èç ýòîé îöåíêè
âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0, åñëè âûáðàòü δ = ε, òî ïðè âñåõ x: 0 < |x −
x0| < δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî | sin x−sin x0| < ε, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè, âïåðâûå ïðåäëîæèë
(â 1821 ãîäó) ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Î.Ë. Êîø�è (A.L. Cauchy). Äðó-
ãîå îïðåäåëåíèå, êàê ìû óâèäèì íèæå, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ Êî-
øè, ïðåäëîæèë (≈ 1850 ã.) íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ã.Ý. Ãåéíå (H.E. Heine).
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíî îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ,
÷åì îïðåäåëåíèå Êîøè.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì (ïî Ãåéíå) ôóíêöèè f ïðè
x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0, åñëè

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) òàêîé, ÷òî
{

xn 6= x0

xn −−−−→
n→∞

x0

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn)
èìååò ïðåäåëîì ÷èñëî A:

∀(xn)n∈N :

{
xn 6= x0

xn −−−−→
n→∞

x0
⇒ lim

n→∞
f(xn) = A.



Ëåêöèÿ 10 69

Î÷åíü ÷àñòî ýòî îïðåäåëåíèå èñïîëüçóþò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóò-
ñòâèÿ ïðåäåëà ó ôóíêöèè ïðè x → x0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn → x0 è x′n → x0, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) è f(x′n) èìåëè ðàçíûå ïðåäåëû.

Ïðèìåð Ïóñòü f(x) = sin 1
x . Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëà lim

x→0
sin 1

x íå ñóùå-
ñòâóåò.

Ïóñòü xn =
1

πn
è x′n =

1
π
2 + 2πn

. Î÷åâèäíî, òîãäà xn → 0 è x′n → 0. Íî

f(xn) = sin πn = 0 −−−−→
n→∞

0, à f(x′n) = sin
(

π
2 + 2πn

)
= 1 −−−−→

n→∞
1. Çíà÷èò,

ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.
Îáîçíà÷èì âðåìåííî ÷åðåç C-lim

x→x0
f(x) � ïðåäåë ôóíêöèè ïî Êîøè, à

÷åðåç H-lim
x→x0

f(x) � ïðåäåë ôóíêöèè f ïî Ãåéíå.
Òåîðåìà (îá ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé Êîøè è Ãåéíå)Ïðåäåë ôóíê-

öèè ïî Êîøè ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë ïî Ãåéíå è â ýòîì ñëó÷àå îíè ðàâíû:

C-lim
x→x0

f(x) = A ⇔ H-lim
x→x0

f(x) = A

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (⇒) Ïóñòü C-lim
x→x0

f(x) = A, òîãäà

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− x0| < ε ⇒ |f(x)−A| < ε.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) òàêóþ, ÷òî xn 6= x0 è
xn −−−−→

n→∞
x0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî ïðè âñåõ n > N áóäåò |xn−x0| <

δ. Ñëåäîâàòåëüíî, |f(xn)−A| < ε. Çíà÷èò, H-lim
x→x0

f(x) = A.
(⇐) e Ïóñòü H-lim

x→x0
f(x) = A, íî C-lim

x→x0
f(x) 6= A. Òîãäà ∃ε > 0 ∀δ = 1

n

∃xn: 0 < |xn − x0| < 1
n è |f(xn) − A| > ε. Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(xn) òàêîâà, ÷òî xn 6= x0 è xn −−−−→
n→∞

x0 Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèå lim

n→∞
|f(xn)−A| = 0, à ó íàñ |f(xn)−A| > ε?!

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå ×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè ñòðåìëåíèè

x ê x0 ñëåâà è ïèøóò
A = lim

x→x0−0
f(x),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x èç
(x0 − δ; x0), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− A| < ε. Áîëåå êîðîòêî òî æå
ñàìîå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)−A| < ε.
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Òåðìèí �ïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè x ê x0 ñëåâà� ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâíî-
ìó ïðåäñòàâëåíèþ î ïðèáëèæåíèè x ê x0 ñëåâà, ò.å. x, ïðèáëèæàÿñü ê x0

îñòàåòñÿ âñåãäà ìåíüøå x0.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà ñïðàâà (ìû ïðèâîäèì åãî

òîëüêî â êðàòêîé ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå):

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)−A| < ε.

Ïðåäåëû ñïðâà è ñëåâà íàçûâàþò îäíîñòîðîííèìè. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó-
÷àå, êîãäà x0 = 0 â îáîçíà÷åíèè ïðåäåëà ïèøóò lim

x→±0
f(x) (à íå lim

x→0±0
f(x)).

Î÷åíü ÷àñòî äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû lim
x→x0±0

f(x)

îáîçíà÷àþò ñèìâîëàìè f(x0 ± 0).
Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = sgn x. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä:

-
6¾

-
x

y

0
r

Î÷åâèäíî, ïðåäåëà lim
x→0

sgnx íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóþò
îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Íàïðèìåð, î÷åâèäíî,

lim
x→−0

sgnx = −1, è lim
x→+0

sgnx = +1.

Òåîðåìà. Ïðåäåë lim
x→x0

f(x) = A ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò è ðàâíû A îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (⇒) Ïîñêîëüêó |f(x)− A| < ε ïðè âñåõ x èç
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
U δ(x0), òåì áîëåå ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ ïðè âñåõ x èç ëåâîé (ñîîòâ. ïðàâîé) ïîëóîêðåñòíîñòè (x0 − δ;x0)
(ñîîòâ. (x0;x0 + δ)).

(⇐) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ïîäáåðåì ñíà÷àëà δ1 òàê, ÷òîáû ïðè 0 <
x0−x < δ1 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε. Ïîòîì âûáåðåì δ2 òàê,
÷òîáû ïðè 0 < x − x0 < δ2 âûïîëíÿëîñü òî æå ñàìîå íåðàâåíñòâî. Òîãäà
ïðè δ = min{δ1, δ2} è x èç

◦
U δ(x0), î÷åâèäíî, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x)−A| < ε.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Âûïèøåì òåïåðü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â àíà-

ëèçå. Èõ íåîáõîäèìî çíàòü òàê, ÷òîáû íå çàäóìûâàÿñü ïðàâèëüíî è áûñòðî
âûïèñûâàòü. Äëÿ ýòîãî ïîëåçíî ïðåäñòàâèòü ãåîìåòðè÷åñêè, ÷òî îçíà÷àþò
çàïèñàííûå â ëîãè÷åñêèõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñèìâîëàõ ñâîéñòâà.
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Îïðåäåëåíèÿ.

lim
x→x0

f(x) = ∞ def⇔ ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)| > E.

lim
x→x0

f(x) = +∞ def⇔ ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > E.

lim
x→x0

f(x) = −∞ def⇔ ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < −E.

lim
x→∞

f(x) = a
def⇔ ∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x : |x| > ∆ ⇒ |f(x)− a| < ε.

lim
x→+∞

f(x) = a
def⇔ ∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x : x > ∆ ⇒ |f(x)− a| < ε.

lim
x→−∞

f(x) = a
def⇔ ∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x : x < −∆ ⇒ |f(x)− a| < ε.

Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íûé ïðåäåë, òî îíà
îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè:

lim
x→x0

f(x) = a 6= ∞⇒ ∃
◦
Uδ(x0), â êîòîðîé f îãðàíè÷åíà

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ε = 1 âûáåðåì δ òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ
x ∈

◦
U δ(x0) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x)− a| < 1. Íî òîãäà ïðè âñåõ x èç

ýòîé îêðåñòíîñòè a− 1 < f(x) < a + 1, òî åñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà. ×òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà. Åñëè ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, òî è
ñàìà ôóíêöèÿ ñòðîãî áîëüøå íóëÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0:

lim
x→x0

f(x) = a > 0 ⇒ ∃δ > 0 ∀x ∈
◦
U δ(x0) ⇒ f(x) > 0

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âîçüìåì ε = a(> 0).
Äëÿ íåãî âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ x ∈

◦
U δ(x0) âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî |f(x)− a| < ε = a. Íî ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

0 = a− a < f(x) < a + a ⇒ 0 < f(x) < 2a.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà. Åñëè ïðåäåë ôóíêöèè g â òî÷êå x0 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî

ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé ôóíêöèÿ 1
g(x)
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îãðàíè÷åíà:

lim
x→x0

g(x) = b 6= 0 ⇒ ∃δ > 0 ∃M ∀x ∈
◦
U δ(x0) ⇒

∣∣∣ 1
g(x)

∣∣∣ 6 M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âîçüìåì ε = |b|
2 è äëÿ íåãî

âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ x ∈
◦
U δ(x0) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|g(x)− b| < |b|
2 . Íî

∣∣|g(x)| − |b|
∣∣ < |g(x)− b|, îòêóäà |b| − |g(x)| < |b|

2 , çíà÷èò,
|g(x)| > |b|

2 . Ýòî ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó âåðíóþ ïðè âñåõ
x ∈

◦
U δ(x0): ∣∣∣ 1

g(x)

∣∣∣ <
1

|b|/2
=

2
|b| = M.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà (î ñæàòîé ïåðåìåííîé). Ïóñòü èìååòñÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà g(x) 6 f(x) 6 h(x).
Åñëè ïðè ýòîì lim

x→x0
g(x) = lim

x→x0
h(x) = a, òî òîãäà f èìååò ïðåäåë ïðè x

ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 òîæå ðàâíûé a:

∃δ > 0 : ∀x ∈
◦
Uδ(x0) ⇒ g(x) 6 f(x) 6 h(x) ∧ lim

x→x0
g(x) = lim

x→x0
h(x) = a ⇒

⇒ ∃ lim
x→x0

f(x) = a.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (xn) ñî ñâîéñòâàìè: ∀n xn 6= x0 è xn −−−−→

n→∞
x0. Ðàññìîòðèì òðè

÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
f(xn)

)
,

(
g(xn)

)
è

(
h(xn)

)
. Ñîãëàñíî óñëî-

âèÿì òåîðåìû

∀n : g(xn) 6 f(xn) 6 h(xn) è lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

h(xn) = a.

Òî åñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î ñæàòîé ïåðåìåííîé äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé. Çíà÷èò, lim

n→∞
f(xn) = a. Ïîñêîëüêó ýòî äîêàçàíî äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ ïî Ãåéíå lim

x→x0
f(x) = a.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû ïðèâåäåì
Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Òàê íàçûâàþò ñëåäóþùåå ïðåäåëü-

íîå ñîîòíîøåíèå
lim
x→0

sinx

x
= 1.



Ëåêöèÿ 10 73

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè êðóã

-

6

L
L

LL

¡
¡

¡
¡

¡
¡

x

y

O A

B D

åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â 0 è ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê 4OAB, ñåêòîð �OAB è òðåóãîëüíèê
4OAD. Êîãäà óãîë x ïðè âåðøèíå O ýòèõ ôèãóð
íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå 0 < x < π

2 , î÷åâèäíî, èõ
ïëîùàäè ñâÿçàíû íåðàâåíñòâàìè

S4OAB < S�OAB < S4OAD.

Âû÷èñëÿÿ ýòè ïëîùàäè, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

1
2

sin x <
1
2
x <

1
2

tg x.

Äåëÿ ýòè íåðàâåíñòâà íà 1
2 sin x > 0 (0 < x < π

2 ), ïîëó÷èì

1 <
x

sin x
<

1
cos x

.

Çíà÷èò, äëÿ îáðàòíûõ âåëè÷èí âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

cos x <
sinx

x
< 1.

Çàìåòèì, ÷òî âñå âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâî ôóíêöèè ÷åòíûå. Ïîýòîìó îíî
îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè −π

2 < x < 0. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó
ïðè x → 0, ïî òåîðåìå ñ ñæàòîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ) Åñëè â íåêîòîðîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
Uδ(x0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) 6 g(x) è ñó-

ùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→x0

f(x) = a lim
x→x0

g(x) = b, òî a 6 b (ò.å. lim
x→x0

f(x) 6
lim

x→x0
g(x))

Ôàêòè÷åñêè òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ ìîæíî ïåðåõîäèòü
ê ïðåäåëàì, ïðè ýòîì ýòè íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿþòñÿ, 1 ðàçóìååòñÿ, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà Ãåéíå. Äëÿ ýòî-
ãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñî ñâîéñòâàìè: xn 6= x0

è xn −−−−→
n→∞

x0 (î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xn ∈
◦
Uδ(x0)). Ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé
(
f(xn)

)
è

(
g(xn)

)
ïðè âñåõ

1Ñòðîãèå íåðàâåíñòâà ìîãóò ñòàòü íåñòðîãèìè
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n ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì f(xn) 6 g(xn) è, ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå, èìåþò
ïðåäåëû lim

n→∞
f(xn) = a è lim

n→∞
g(xn) = b. Ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìå äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a 6 b. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà (îá àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëà) Åñëè ôóíêöèè f è g

èìåþò â òî÷êå x0 êîíå÷íûé ïðåäåë, òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû, íàïèñàííûå
ñëåâà, è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

lim
x→x0

(
f(x)± g(x)

)
= lim

x→x0
f(x)± lim

x→x0
g(x);

lim
x→x0

(
f(x) · g(x)

)
= lim

x→x0
f(x) · lim

x→x0
g(x);

lim
x→x0

f(x)
g(x)

=
lim

x→x0
f(x)

lim
x→x0

g(x)
.

Ïðè÷åì, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñëåâà â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå (è ñàìî ðà-
âåíñòâî) ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü â îáùåì ñëó÷àå òîëüêî ïðè äîïîëíèòåëüíîì
óñëîâèè lim

x→x0
g(x) 6= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà Ãåéíå âñå
äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñâåñòè ê ïðèìåíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé1, íî ìû äîêàæåì ýòî ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäå-
ëà Êîøè, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü êàê îíî ðàáîòàåò.

1) Ïóñòü lim
x→x0

f(x) = A è lim
x→x0

g(x) = B. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ1 > 0, ÷òî ïðè x, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì 0 < |x− x0| < δ1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε/2.
Òî÷íî òàê æå íàéäåòñÿ òàêîå δ2 > 0, ÷òî ïðè 0 < |x−x0| < δ2, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |g(x) − B| < ε/2. Âûáðàâ δ = min{δ1, δ2} > 0 âèäèì, ÷òî ïðè
x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 < |x− x0| < δ ìîæåì íàïèñàòü

|(f(x) + g(x)
)− (A + B)| = |(f(x)−A

)
+

(
g(x)−B

)| 6
6 |f(x)−A|+ |g(x)−B| < ε

2
+

ε

2
= ε.

è ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.
2) Ïóñòü îïÿòü lim

x→x0
f(x) = A è lim

x→x0
g(x) = B. Íàéäåì ñíà÷àëà ïðîêî-

ëîòóþ δ0-îêðåñòíîñòü, ãäå |g(x)| 6 M (ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê g èìååò
êîíå÷íûé ïðåäåë). Äàëåå, ïîäáåðåì δ1 > 0 òàê, ÷òîáû ïðè 0 < |x−x0| < δ1

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε
2M è δ2 > 0, ÷òîáû ïðè 0 < |x−x0| <

δ2 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |g(x) − B| < ε
2|A| (åñëè A 6= 0). Òîãäà, ïðè

1Ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîäåëàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ
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δ = min{δ0, δ1, δ2} > 0 è ëþáûõ x: 0 < |x − x0| < δ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ âñå
óêàçàííûå íåðàâåíñòâà äëÿ f è g, ïîýòîìó

|f(x)g(x)−AB| = |f(x)g(x)−Ag(x) + Ag(x)−AB| 6
6 |f(x)−A||g(x)|+ |A||g(x)−B| 6 ε

2M
M + |A| ε

2|A| = ε.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà.
3) Ïóñòü lim

x→x0
f(x) = A è lim

x→x0
g(x) = B 6= 0. Ïî äîêàçàííîé ðàíåå òå-

îðåìå íàéäåòñÿ ïðîêîëîòàÿ δ0-îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ 1
g(x) îãðà-

íè÷åíà (ïóñòü, 1
|g(x)| < M). Â ýòîé îêðåñòíîñòè èìååì íåðàâåíñòâà

∣∣∣f(x)
g(x)

− A

B

∣∣∣ =
|f(x)B −Ag(x)|

|B||g(x)| =
|f(x)B −AB + AB −Ag(x)|

|B||g(x)| 6

6 |f(x)−A| 1
|g(x)| +

|A|
|B||g(x)| |g(x)−B| 6 |f(x)−A|M +

|A|M
|B| |g(x)−B|.

Âèäèì, ÷òî â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
◦
Uδ(x0), â êîòîðîé |f(x)−A| < ε

2M è
|g(x)−B| < ε|B|

2|A|M áóäåì èìåòü
∣∣ f(x)

g(x) − A
B

∣∣ < ε.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà (î çàìåíå ïåðåìåííîé â ïðåäåëå) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðå-

äåë lim
y→y0

f(y) = A. Åñëè lim
x→x0

ϕ(x) = y0, ïðè÷åì äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
◦
U δ(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕ(x) 6= y0, òî

ôóíêöèÿ F (x) = f
(
ϕ(x)

)
èìååò ïðåäåë â òî÷êå x0 è

lim
x→x0

F (x) = lim
x→x0

f
(
ϕ(x)

)
= lim

y→y0
f(y) = A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì ñíà÷àëà σ > 0
òàê, ÷òîáû ïðè 0 < |y − y0| < σ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(y) − A| < ε.
Äàëåå, íàéäåì δ > 0, ÷òîáû ïðè 0 < |x− x0| < δ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
0 < |ϕ(x)− y0| < σ (áîëüøå íóëÿ, òàê êàê ϕ(x) 6= y0). Íî òîãäà ïðè ýòèõ x

|F (x)−A| = |f(
ϕ(x)

)−A| < ε.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå. Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà lim

y→y0
f(x) = f(y0),

òðåáîâàíèå ϕ(x) 6= y0 ìîæíî îòáðîñèòü. Îíî èíîãäà ìîæåò áûòü ñëèøêîì
îãðàíè÷èòåëüíûì.
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Ïðèìåðû. 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

sin ax
x (a 6= 0).

Ð å ø å í è å. Îáîçíà÷èì y = ax. Òîãäà lim
x→0

ax = 0 è ïðè x 6= 0 èìååì
ax = y 6= 0, òî åñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîýòîìó

lim
x→0

sin ax

x
= lim

x→0

a sin ax

ax
= lim

y→0

a sin y

y
= a.

2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

arcsin x
x .

Ð å ø å í è å. Îáîçíà÷èì y = arcsinx. Òîãäà ïðè x → 0, y = arcsinx → 0
è y 6= 0 ïðè x 6= 0. Ïîýòîìó (ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = sin y)

lim
x→0

arcsin x

x
= lim

y→0

y

sin y
= 1.

Ëåêöèÿ 11
Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ î÷åíü âàæíîé ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, ñó-
ùåñòâóåò èëè íåò èñêîìûé ïðåäåë. Áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà íà ýòîò âîïðîñ
ìîæíî îòâåòèòü íå âû÷èñëÿÿ ñàìîãî ïðåäåëà. Çäåñü ìû èçó÷èì òàêèå ñëó-
÷àè.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (ñîîòâåòñòâåííî

ñòðîãî âîçðàñòàþùåé) íà îòðåçêå [a; b] (â êîíñïåêòàõ ïèøóò f ↗[a;b] èëè
f ↑ [a; b]), êîãäà ïðè ëþáûõ x1 < x2 èç îòðåçêà [a; b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî f(x1) 6 f(x2) (ñîîòâåòñòâåííî f(x1) < f(x2)):

f ↗[a;b]
def⇔ ∀x1, x2 ∈ [a; b] x1 < x2 ⇒ f(x1) 6 f(x2).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîãî óáûâàþùåé)
íà îòðåçêå [a; b] (â êîíñïåêòàõ ïèøóò f ↘[a;b] èëè f ↓ [a; b]), êîãäà ïðè
ëþáûõ x1 < x2 èç îòðåçêà [a; b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) > f(x2)
(ñîîòâåòñòâåííî f(x1) > f(x2)):

f ↘[a;b] def⇔ ∀x1, x2 ∈ [a; b] x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèìåíåíèå âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè ê îáåèì ÷àñòÿì íåðà-
âåíñòâà ñîõðàíÿåò ýòî íåðàâåíñòâî, à óáûâàþùåé � ìåíÿåò çíàê íåðàâåí-
ñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
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Åñëè ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (èëè óáûâàåò) íà âñåì ïðîìåæóòêå [a; b], òî
ãîâîðÿò, ÷òî îíà ìîíîòîííà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Òåîðåìà. Åñëè f ìîíîòîííà íà [a, b], òî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ (a; b)
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû lim

x→x0−0
f(x) = f(x0 − 0) è

lim
x→x0+0

f(x) = f(x0 + 0), ïðè÷åì åñëè f âîçðàñòàåò, òî

sup
x∈[a;x0)

f(x) = f(x0 − 0) 6 f(x0) 6 f(x0 + 0) = inf
(x0;b]

f(x),

à åñëè óáûâàåò, òî íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíûå.
Â êðàéíèõ òî÷êàõ a è b ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîñòîðîí-

íèå ïðåäåëû lim
x→a+0

f(x) = f(a + 0) > f(a) è lim
x→b−0

f(x) = f(b − 0) 6 f(b)

(äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f âîçðàñòàåò. Òîãäà ïðè

ëþáûõ x < x0 èìååì f(x) 6 f(x0), ïîýòîìó sup
x<x0

f(x) 6 f(x0) (íàèìåíüøàÿ
èç ìàæîðàíò ìåíüøå îäíîé êîíêðåòíîé f(x0)).

Ïîëîæèì sup
x<x0

f(x) = A è ïîêàæåì, ÷òî lim
x→x0−0

f(x) = A. Ïî îïðåäåëå-
íèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåì òàêîå ÷èñëî
x1 < x0, ÷òî A−ε < f(x1) 6 A. Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ f äëÿ ëþáûõ x ∈ (x1;x0)
áóäåì èìåòü

A− ε < f(x1) 6 f(x) 6 A òî åñòü f(x) ∈ Uε(A),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñïðàâà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî è îñòàåòñÿ äëÿ

ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè â
òî÷êå x0, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ :

{
0 < |x′ − x0| < δ

0 < |x′′ − x0| < δ
⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè, ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü
íåìíîãî êîðî÷å:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈
◦
Uδ(x0) ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε.
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(äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè ëþáûõ x′, x′′ èç ïðîêî-
ëîòîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′)−f(x′′)| < ε)

Ëåììà Åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) òà-
êîé, ÷òî xn −−−−→

n→∞
x0 è xn 6= x0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

çíà÷åíèé ôóíêöèè f(xn) ñõîäèòñÿ, òî âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõî-
äÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü xn −−−−→
n→∞

x0 è x′n −−−−→
n→∞

x0 è ïðè âñåõ
n èìååì xn 6= x0 è x′n 6= x0. Òîãäà �ïåðåìåøàííàÿ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn =

{
xk, n = 2k

x′k n = 2k + 1
òîæå ñõîäèòñÿ ê x0, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f(yn) èìååò ïðåäåë, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Íî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü f(xk) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ f(yn) ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè,
ïîýòîìó äîëæíà èìåòü òîò æå ïðåäåë A. Òî÷íî òàê æå f(x′k) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè è äîëæíà òîæå ñõîäèòüñÿ ê
A, òî åñòü lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
f(x′n).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà ó

ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ýòîé òî÷êå
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êîøè.

∃ lim
x→∞

f(x) 6= ∞⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈
◦
U δ(x0) ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (⇒) Ïðåäïîëîæèì lim
x→x0

f(x) = A. Òîãäà ïî

ïðîèçâîëüíîìó ε > 0 âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ x ∈
◦
U δ(x0) âûïîë-

íÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x)− A| < ε/2. Åñëè òåïåðü x′ è x′′ � ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû èç ýòîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
Uδ(x0), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f(x′)− f(x′′)| 6 |f(x′)−A|+ |A− f(x′′)| < ε/2 + ε/2 = ε.

È íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
(⇐) Íàì äàíî, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ïðåäåëà âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì Ãåéíå. Ïóñòü (xn) � ïðî-
èçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ñâîéñòâàìè xn 6= x0 è xn −−−−→

n→∞
x0. Ðàñ-

ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè
(
f(xn)

)
.

Îíà ôóíäàìåíòàëüíà, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñíà÷àëà íàéäåì δ > 0

òàê, ÷òîáû ïðè ëþáûõ x′, x′′ ∈
◦
U δ(x0) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x′) −

f(x′′)| < ε, çàòåì ïîäáåðåì N òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ n > N èìåëè xn ∈
◦
Uδ(x0),

íî òîãäà è xn+p ∈
◦
Uδ(x0), çíà÷èò, |f(xn)− f(xn+p)| < ε.
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Â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
f(xn)

)
ñõîäèòñÿ, ñêà-

æåì, ê ÷èñëó A. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå ïðåäåë ôóíêöèè
f ðàâåí ýòîìó ÷èñëó A. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåðû. 1. Ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =

sin x èìååò ïðåäåë â òî÷êå x0, äëÿ ýòîãî, âûáðàâ x′, x′′ ∈
◦
Uδ(x0), ìîæåì

íàïèñàòü îöåíêó:

| sin x′ − sin x′′| =
∣∣∣2 sin

x′ − x′′

2
cos

x′ + x′′

2

∣∣∣ 6
∣∣∣2 sin

x′ − x′′

2

∣∣∣ (5)

6 |x′ − x′′| 6 |x′ − x0|+ |x0 − x′′| < 2δ = ε (6)

Îòêóäà âèäíî, ÷òî äëÿ f âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè â òî÷êå x0, çíà÷èò, îíà
èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë â ýòîé òî÷êå. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Î÷åíü ÷àñòî êðèòåðèé Êîøè ïðèìåíÿþò, êîãäà íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðå-
äåëà íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî îòðè-
öàíèå óñëîâèÿ Êîøè:

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x′, x′′ ∈
◦
U δ(x0) ∧ |f(x′)− f(x′′)| > ε

2. Äîêàæåì, ÷òî lim
x→0

sin 1
x íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì x′ = 1

2πn ,
x′′ = 1

2πn+ π
2
. Òîãäà äëÿ ëþáûõ n áóäåì èìåòü |f(x′)− f(x′′)| = 1.

Ëåêöèÿ 12.
Íåïðåðûâíîñòü
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè îíà
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Áîëåå ïîäðîáíî â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ ýòî îçíà÷àåò:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå x ìîæíî âûáèðàòü ëþáîå èç ïîëíîé, à
íå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ò.ê. â ñàìîé òî÷êå x0 íóæíîå íåðà-
âåíñòâî |f(x)− f(x0)| < ε âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (0 < ε).

Â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ ýòî îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò òàê:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Uδ(x0) ⇒ f(x) ∈ Uε

(
f(x0)

)
,
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ò.å. äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè Uε

(
f(x0)

)
òî÷êè f(x0) íàéäåòñÿ òàêàÿ δ-îê-

ðåñòíîñòü Uδ(x0) òî÷êè x0, ÷òî îáðàçû âñåõ òî÷åê x èç Uδ(x0) ïîïàäàþò â
Uε

(
f(x0)

)
.

Áîëåå êîðîòêî òî æå ñàìîå îçíà÷àåò:

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîá-
ðàç ïðè f ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè f(x0) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ
δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0:

∀ε > 0 ∃δ > 0 f−1
(
Uε(f(x0))

) ⊃ Uδ(x0).

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî lim
x→x0

f(x) = f(x0) ÷àñòî èíòåðïðåòèðóþò, êàê
âîçìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè îïåðàöèé ïåðåõîäà ê ïðåäåëó è âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè:

lim
x→x0

f(x) = f( lim
x→x0

x)

Îñîáåííî ïîëåçíî ýòî èìåòü â âèäó ïðè ðàçëè÷íûõ �çàìåíàõ ïåðåìåííîé�
ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå î çàìåíå ïåðåìåííîé â
ïðåäåëå).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ðàçðûâ â òî÷êå x0, åñëè
îíà â ýòîé òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, òî åñòü f íå îïðåäåëåíà â òî÷êå
x0, èëè lim

x→x0
f(x) 6= f(x0) (Â ÷àñòíîñòè, ýòîãî ðàâåíñòâà íåò è åñòü ðàçðûâ,

êîãäà ïðåäåëà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íå ñóùåñòâóåò).
Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f êëàññèôèöèðóþò â çàâèñèìîñòè îò åå ïîâå-

äåíèÿ âáëèçè ýòîé òî÷êè ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî x0 � òî÷êà ðàçðûâà 1-ãî ðîäà ôóíêöèè f ,

åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ïðè x → x0, íî õîòÿ áû
îäèí èç íèõ íå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì f â òî÷êå x0 (â ÷àñòíîñòè, êîãäà f
íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0)

∃ lim
x→x0−0

f(x) = f(x0 − 0) ∧ ∃ lim
x→x0+0

f(x) = f(x0 + 0)

íî
f(x0 − 0) 6= f(x0) ∨ f(x0 + 0) 6= f(x0)

Êîãäà lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) 6= f(x0), ðàçðûâ (1-ãî ðîäà) íàçûâàþò
óñòðàíèìûì.

Òî÷êè ðàçðûâà íå ÿâëÿþùèåñÿ ðàçðûâàìè 1-ãî ðîäà, íàçûâàþò òî÷êà-
ìè ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

Î÷åâèäíî, x0 � òî÷êà ðàçðûâà 2-ãî ðîäà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ â òî÷êå x0 íå ñóùåñòâóåò èëè
ðàâåí ∞.
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Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a; b) èëè ïðîìåæóòêå [a; b], òî
êðàéíèå òî÷êè a è b íàçûâàþò òî÷êàìè ðàçðûâà, åñëè f â íèõ íå îïðåäåëåíà
èëè ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû íå ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèåì
f â ýòèõ òî÷êàõ.

Ïðèìåðû. 1. Ôóíêöèÿ sgn(x) = |x|
x â òî÷êå 0 èìååò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà

(íåóñòðàíèìûé). Òàê êàê

lim
x→−0

|x|
x

= −1 6= lim
x→+0

|x|
x

= 1.

2. Ôóíêöèÿ f(x) = 1
x èìååò â òî÷êå 0 ðàçðûâ, òàê êàê

lim
x→+0

1
x

= +∞.

Íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèì áóäåò ïðåäåë ñëåâà (à îí ðàâåí −∞) âèäèì, ÷òî
0 � òî÷êà ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

3. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ó ôóíêöèè f(x) = sin 1
x â òî÷êå 0 íå ñóùåñòâóåò

ïðåäåëà íè ñïðàâà íè ñëåâà. Ïîýòîìó â ýòîé òî÷êå ðàçðûâ 2-ãî ðîäà.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a, b),

åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], åñëè îíà íåïðå-

ðûâíà íà èíòåðâàëå (a; b), è

lim
x→a+0

f(x) = f(a) è lim
x→b−0

f(x) = f(b).

(ïðåäåëû îäíîñòîðîííèå!)
Ïðèìåðû. 1) Ôóíêöèÿ f(x) = xn (n ∈ N), íåïðåðûâíà íà R.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

lim
x→x0

xn = lim
x→x0

xn
0

( x

x0

)n

= lim
x→x0

xn
0

(
1 +

(x− x0

x0

))n

= xn
0 .

2) Ôóíêöèÿ f(x) = ln x íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0;+∞).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x0 > 0, òîãäà èìååì

lim
x→x0

ln x = lim
x→x0

(
ln x0 + ln

x

x0

)
= ln x0 + lim

x→x0
ln

(
1 +

x− x0

x0

)
= ln x0.

Òàê êàê ïîñëåäíèé ïðåäåë ðàâåí íóëþ â ñèëó îöåíêè1

0 6
∣∣∣ln

(
1 +

x− x0

x0

)∣∣∣ 6 |x− x0|
x0

−−−−→
x→x0

0.

1Ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà | ln(1 + x)| < |x|.
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Îïðåäåëåíèå.×åðåç C[a, b] (ñîîòâ. C(a, b)) îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b]. (ñîîòâ. íà èíòåðâàëå (a, b)). Òàêèì
îáðàçîì, çàïèñü f ∈ C[a, b] îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â
êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a, b].

Òåîðåìà Ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû íà ñâîåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

1) y = xn;
2) y = sin x;
3) y = cos x;
4) y = loga x (a 6= 1, a > 0).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôàêòè÷åñêè, ìû óæå äîêàçàëè ðàíåå, ÷òî

lim
x→x0

sinx = sinx0, ò.å. íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè sin â êàæäîé òî÷êå R. Äëÿ

êîñèíóñà äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, loga x =
ln x

ln a
, à íåïðåðûâíîñòü ln x

íà (0; +∞) óæå äîêàçàíà.
Òåì íå ìåíåå ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðîâåñòè äåòàëüíûå

äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ýòèõ ôàêòîâ.

Ëåêöèÿ 13
Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë
Òàê íàçûâàþò ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e. (∗)

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî e îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n. Ïî-
ýòîìó åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì îïðåäåëåíèåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñîîòíîøåíèÿ (∗).

Ëåììà. Åñëè (nk) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞ (íå îáÿçàòåëüíî âîçðàñòàþùàÿ), òî

lim
k→∞

(
1 +

1
nk

)nk

= e

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî åñëè nk ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî íè÷åãî äîêàçûâàòü íå íàäî, òàê êàê òîãäà

(
1+ 1

nk

)nk

� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ
(
1 + 1

n

)n ñõîäÿùåéñÿ ê e è, çíà÷èò, ñàìà
ñõîäèòñÿ ê e.
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Â îáùåì æå ñëó÷àå ñíà÷àëà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåì òàêîå N ,
÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣
(
1 + 1

n

)n − e
∣∣∣ < ε è çàòåì

(â ñèëó nk → ∞), âûáåðåì òàêîå K, ÷òî ïðè âñåõ k > K èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî nk > N . Òîãäà

∣∣∣
(
1 +

1
nk

)nk − e
∣∣∣ < ε.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)x

= e

lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x

= e

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî âîñïîëüçîâàâøèñü
îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ïî Ãåéíå. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xn → +∞ è ïîëîæèì nk = [xk] (öåëàÿ ÷àñòü îò xk). Òîãäà
nk 6 xk < nk + 1, ïîýòîìó

1 +
1

nk + 1
< 1 +

1
xk

6 1 +
1
nk

.

Âñå ÷ëåíû ðàâåíñòâà áîëüøå 1, ïîýòîìó ïðè âîçâåäåíèè â áîëüøóþ ñòåïåíü
ìîãóò òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ:

(
1 +

1
nk + 1

)nk

<
(
1 +

1
xk

)xk

6
(
1 +

1
nk

)nk+1

.

Âû÷èñëÿÿ ïðåäåë ñëåâà, ïî ëåììå áóäåì èìåòü

lim
k→∞

(
1 +

1
nk + 1

)nk

= lim
k→∞

(
1 +

1
nk + 1

)nk+1 1(
1 + 1

nk+1

) = e

Àíàëîãè÷íî ñïðàâà

lim
k→∞

(
1 +

1
nk

)nk+1

= lim
k→∞

(
1 +

1
nk

)nk
(
1 +

1
nk

)
= e

Ïî òåîðåìå î ñæàòîé ïåðåìåííîé (äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) lim
k→∞

(
1+ 1

xk

)xk =

e. È ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà Ãåéíå, ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.
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Äîêàæåì âòîðîå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó
ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå x = −y. Òîãäà ïðè x → −∞ áóäåì èìåòü y → +∞.
Ïîýòîìó

lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x

= lim
y→+∞

(
1− 1

y

)−y

= lim
y→+∞

(y − 1
y

)−y

=

= lim
y→+∞

( y

y − 1

)y

= lim
y→+∞

(y − 1 + 1
y − 1

)y

= lim
y→+∞

(
1 +

1
y − 1

)y−1+1

=

= lim
y→+∞

(
1 +

1
y − 1

)y−1(
1 +

1
y − 1

)
= e.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà. (Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë)

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ðàâåíñòâàõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, äåëàÿ
çàìåíó ïåðåìåííîé y = 1

x (òîãäà y → +0 ïðè x → +∞ è y → −0 ïðè
x → −∞), áóäåì èìåòü

lim
y→+0

(1 + y)
1
y = lim

y→−0
(1 + y)

1
y = e.

È â ñèëó ðàâåíñòâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïðåäåë è
ðàâåí îáùåìó çíà÷åíèþ îäíîñòîðîííèõ.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäóþùèå òðè ñëåäñòâèÿ âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà èíîãäà òîæå

ñ÷èòàþò çàìå÷àòåëüíûìè ïðåäåëàìè è èõ çíàíèå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì
äëÿ êàæäîãî ìàòåìàòèêà.

Ñëåäñòâèå 1.

lim
x→0

loga(1 + x)
x

= loga e =
1

ln a
(a > 0, a 6= 1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû óæå äîêàçàëè íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
loga x, ïîýòîìó

lim
x→0

loga(1 + x)
x

= lim
x→0

loga(1 + x)
1
x = loga

(
lim
x→0

(1 + x)
1
x

)
= loga e =

1
ln a

.

Ñëåäñòâèå 2.

lim
x→0

ax − 1
x

= ln a (a > 0, a 6= 1)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëå
y = ax − 1, òîãäà y → 0 ïðè x → 0 è x = loga(1 + y). Ïîýòîìó (èñïîëüçóÿ
ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå)

lim
x→0

ax − 1
x

= lim
y→0

y

loga(1 + y)
= lim

y→0

1
loga(1+y)

y

= ln a.

Ñëåäñòâèå 3.
lim
x→0

(1 + x)α − 1
x

= α

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé y = (1 + x)α − 1,
òîãäà y → 0 ïðè x → 0 è (1 + y) = (1 + x)α, çíà÷èò, ln(1 + y) = α ln(1 + x),
ïîýòîìó

lim
x→0

(1 + x)α − 1
x

= lim
x→0

(y→0)

y · α ln(1 + x)
x · ln(1 + y)

= lim
y→0

y

ln(1 + y)
lim
x→0

α ln(1 + x)
x

= α.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ f(x) = xα íåïðåðûâíà (ïðè x 6= 0, åñëè α < 0)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè x0 6= 0 èìååì

lim
x→x0

(xα − xα
0 ) = lim

x→x0
xα

0

[( x

x0

)α

− 1
]

= lim
x→x0

xα
0

[(
1 +

x− x0

x0

)α

− 1
]

=

lim
x→x0

xα
0

(
1 + x−x0

x0

)α

− 1
x−x0

x0

· x−x0
x0

= 0

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
Òàê íàçûâàþò ñâîéñòâà, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ôóíêöèè âáëèçè
îäíîé òî÷êè.

Òåîðåìà 1. Åñëè f íåïðåðûâíà â x0, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
Uδ(x0) (íå ïðîêîëîòàÿ!), â êîòîðîé f îãðàíè÷åíà.

lim
x→x0

f(x) = f(x0) ⇒ ∃δ > 0 ∃C ∀x ∈ Uδ(x0) ⇒ |f(x)| 6 C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x0

äëÿ ε = 1 íàéäåì òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Uδ(x0) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèå f(x) ∈ U1

(
f(x0)

)
. Îòêóäà âèäíî, ÷òî f(x0)−1 < f(x) < f(x0)+

1, òî åñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è åñëè âçÿòü C = max{|f(x0)−1|, |f(x0)+1|},
òî |f(x)| < C.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Òåîðåìà 2. Åñëè f íåïðåðûâíà â x0 è f(x0) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü Uδ(x0), â êîòîðîé f ñîõðàíÿåò çíàê.

lim
x→x0

f(x) = f(x0) 6= 0 ⇒ ∃δ > 0 ∀x ∈ Uδ(x0) ⇒ f(x)f(x0) > 0.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
òåîðåìû î ïðåäåëàõ. Òåì íå ìåíåå, â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ
ïðîâåñòè ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 3 (àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà). Åñëè f è g íåïðåðûâíû â òî÷êå
x0, òî íåïðåðûâíû â x0 ôóíêöèè:

1) f ± g;
2) f · g;
3) f

g
, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè g(x0) 6= 0.

Ýòà òåîðåìà òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû îá
àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëü-
íîé ðàáîòû ðåêîìåíäóåòñÿ íàïèñàòü ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ
äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Ëåêöèÿ 14.
Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
Çäåñü ìû èçó÷èì ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,
ðàññìàòðèâàåìûå êàê �åäèíîå öåëîå�. Íàïîìíèì, ÷òî C[a; b] � ìíîæåñòâî
âñåõ íåïðåðûâíûõ íà [a; b] ôóíêöèé, à B[a; b] � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè-
÷åííûõ íà [a; b] ôóíêöèé. À çàïèñü f ∈ C[a; b] (ñîîòâ. f ∈ B[a; b]) ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðîñòî ñîêðàùåíèåì ñëîâ: �ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå
îòðåçêà [a; b]� (ñîîòâ. �ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b]�).

Òåîðåìà (1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà çà-
ìêíóòîì ïðîìåæóòêå [a; b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå:

f ∈ C[a; b] ⇒ f ∈ B[a; b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. e Ïóñòü f íåîãðàíè÷åíà íà [a; b]. Òîãäà
âûïîëíåíî óñëîâèå (îòðèöàíèå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè):

∀C ∃x : x ∈ [a; b] ∧ |f(x)| > C.

Áåðÿ ïîñëåäîâàòåëüíî C = n áóäåì íàõîäèòü òàêèå xn ∈ [a; b], â êî-
òîðûõ |f(xn)| > n. Èç ïîëó÷åííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)
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âûäåëèì (ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà) ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (xnk

). Ïóñòü xnk
−−−−→
k→∞

x0. Òîãäà x0 ∈ [a; b], òàê êàê a 6 xnk
6 b

è â íåðàâåíñòâàõ ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó.
Òåïåðü, ñ îäíîé ñòîðîíû

|f(xnk
)| > nk −−−−→

k→∞
∞,

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
f(xnk

)
)
íåîãðàíè÷åíà, à ñ äðóãîé, â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè f â òî÷êå x0 ∈ [a; b] è îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå

lim
k→∞

f(xnk
) = f(x0)

è, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
f(xnk

)
)
îãðàíè÷åíà?!

Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Çàìå÷àíèå.Îòìåòèì âàæíîñòü óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè ïðîìåæóòêà [a; b].

Îíî ãàðàíòèðóåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x0 ìíîæåñòâó, ãäå ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà ïî óñëîâèþ, ÷åì ìû è âîñïîëüçîâàëèñü (ñóùåñòâåííî!) ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå. Åñëè ýòî óñëîâèå â ïðåäïîëîæåíèÿõ îïóñòèòü, òî ðåçóëüòàò ñòà-
íîâèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðåí.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = 1
x íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0; 1), íî íåîãðà-

íè÷åíà íà íåì (Âñå äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî).
Òåîðåìà (2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà

çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [a; b], òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x, â êîòîðîé f(x) =
inf

x∈[a;b]
f(x) è ñóùåñòâóåò òî÷êà x, â êîòîðîé f(x) = sup

x∈[a;b]

f(x).

Áîëåå îáðàçíî ýòó òåîðåìó ôîðìóëèðóþò òàê:

Åñëè f íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [a; b], òî îíà
äîñòèãàåò ñâîèõ òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé.

Åñëè æå âñïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ýëå-
ìåíòîâ, òî ýòó òåîðåìó åùå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Ó ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [a; b], ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëü-
íûé è ìèíèìàëüíûé ýëåìåíòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ C[a; b]. Ïî ïåðâîé òåîðåìå Âåé-
åðøòðàññà îíà îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé èìååò òî÷íûå
âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè. Ìû ïîêàæåì òîëüêî, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà
x ∈ [a; b], â êîòîðîé f(x) = m = inf

x∈[a;b]
f(x). Îñòàâøååñÿ (äëÿ óñïåøíîé

ñäà÷è ýêçàìåíà) íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
÷èñëî xε ∈ [a; b], ÷òî m 6 f(xε) < m + ε.

Âûáèðàÿ ïîî÷åðåäíî ε = 1
n ïîñòðîèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈

[a; b], ÷òî m 6 f(xn) < m + 1
n . Î÷åâèäíî, f(xn) ñõîäèòñÿ ê m. Ïî òåî-

ðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk
), ñõî-

äÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x ∈ [a; b] (ñì. çàìå÷àíèå ê 1-îé òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà). Òåïåðü, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f èìååì, ñ îäíîé
ñòîðîíû lim

k→∞
f(xnk

) = f(x), à ñ äðóãîé,
(
f(xnk

)
)
� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
f(xn)

)
, à çíà÷èò, èìååò òîò æå ïðåäåë m,

òî åñòü f(x) = m. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âàæíà äëÿ ïðèëîæåíèé ìàòåìàòèêè, ïîñêîëüêó äà-

åò ëåãêî ðåàëèçóåìûé àëãîðèòì (ïðèáëèæåííîãî) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé.
Òåîðåìà (Î. Êîøè î íóëÿõ) Åñëè f íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì ïðî-

ìåæóòêå [a; b] è ïðèíèìàåò íà êîíöàõ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà x0 ∈ (a; b), â êîòîðîé f(x0) = 0:

f ∈ C[a; b] è f(a) · f(b) < 0 ⇒ ∃x0 ∈ (a; b) : f(x0) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
f(a) < 0, f(b) > 0. Äðóãîé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåíèì ìåòîä äèõîòîì�èè. Ðàçäåëèì îòðåçîê [a; b] òî÷êîé c = a+b
2

ïîïîëàì. Åñëè f(c) = 0, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè f(c) 6= 0, òî èç äâóõ ïîëîâè-
íîê îáîçíà÷èì ÷åðåç [a1; b1] òó èç íèõ, äëÿ êîòîðîé f(a1) < 0 è f(b1) > 0.
Ñ ïîëó÷åííûì îòðåçêîì [a1; b1] ïîñòóïèì òàê æå: äåëèì ïîïîëàì òî÷êîé
c1 = a1+b1

2 è (åñëè f(c1) 6= 0) îáîçíà÷àåì ÷åðåç [a2; b2] òó èç ïîëîâèíîê, äëÿ
êîòîðîé f(a2) < 0, f(b2) > 0.

Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû ëèáî ìû ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïî-
ïàäåì â òî÷êó cn, â êîòîðîé f(cn) = 0 (è òåîðåìà äîêàçàíà), ëèáî ïîñòðî-
èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an; bn], ó êîòîðûõ bn − an =
b−a
2n → 0. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó âëîæåííûõ îòðåçêîâ â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ
(åäèíñòâåííàÿ) òî÷êà x0 ∈

∞⋂
n=1

[an; bn] è an ↑ x0 (ò.å. ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ),
bn ↓ x0 (ò.å. ìîíîòîííî óáûâàÿ).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f èìååì

lim
n→∞

f(an) = f(x0) = lim
n→∞

f(bn).

Íî ïðè âñåõ n èìååì f(an) < 0, çíà÷èò, f(x0) 6 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðè âñåõ n èìååì f(bn) > 0, çíà÷èò, f(x0) > 0. Ïîýòîìó f(x0) = 0, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Òåîðåìà (Î. Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ). Åñëè f ∈ C[a; b] è
f(a) = A, f(b) = B, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y0 ìåæäó A è B íàéäåòñÿ òàêîå
x0 ∈ [a; b], ÷òî f(x0) = y0.

Èíîãäà ýòó òåîðåìó åùå ôîðìóëèðóþò òàê: íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó òåìè,
êîòîðûå îíà ïðèíèìàåò íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [a; b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî
A < B è A 6 y0 6 B. Ðàññìîòðèì íîâóþ ôóíêöèþ F (x) = f(x) − y0.
Î÷åâèäíî, îíà íåïðåðûâíà íà [a; b] è F (a) = f(a) − y0 = A − y0 < 0,
F (b) = f(b)− y0 = B − y0 > 0. Ïîýòîìó, ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå (Î.Êîøè
î íóëÿõ) ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, â êîòîðîé F (x0) = 0, òî åñòü f(x0)− y0 = 0
èëè f(x0) = y0.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåíåíèå 2-îé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ïîçâîëÿåò íåìíîãî óñèëèòü ïî-

ñëåäíþþ òåîðåìó.
Ñëåäñòâèå. (Óñèëåíèå òåîðåìû Î. Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ)

Åñëè f ∈ C[a; b] è A = inf
x∈[a;b]

f(x) B = sup
x∈[a;b]

f(x), òî äëÿ ëþáîãî y0 ∈ [A; B]

ñóùåñòâóåò x0 ∈ [a; b], äëÿ êîòîðîãî f(x0) = y0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî 2-îé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò

òî÷êè x1, x2, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèÿ (A è B ñîîòâåòñòâåííî). Íà ïðîìåæóòêå [x1; x2] (â ñëó÷àå x1 < x2

è [x2; x1] â ñëó÷àå ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà
x0 ∈ [x1;x2] ⊂ [a; b], â êîòîðîé f(x0) = y0.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ äîêàçàííûõ òåîðåì ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëü-

òàòû ÷àñòî èñïîëüçóåìûå â ïðèëîæåíèÿõ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : [a; b] → [a; b]. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæ-

íîé äëÿ f , åñëè f(x0) = x0.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå f : [a; b] → [a; b] íåòðèâèàëüíî. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ëþáûõ x ∈ [a; b] äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà a 6 f(x) 6 b.
Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè) Åñëè f : [a; b] → [a; b]

� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x) = f(x) − x.

Îíà íåïðåðûâíà íà [a; b], êàê ðàçíîñòü äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Êðîìå
òîãî, F (a) = f(a) − a > 0, à F (b) = f(b) − b 6 0. Ïî òåîðåìå Êîøè î
íóëÿõ, ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, â êîòîðîé F (x0) = 0, òî åñòü f(x0) − x0 = 0
èëè f(x0) = x0.
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×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð. È äëÿ åå ôîðìó-

ëèðîâêè íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ôèêñèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò. Áóäåì îáîçíà÷àòü
x = (x1, x2) � òî÷êè ýòîé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Äâå òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé îêðóæíîñòè, íàçûâàþòñÿ
àíòèïîä�àëüíûìè,1 åñëè îíè ëåæàò íà (ïðîòèâîïîëîæíûõ) êîíöàõ îäíîãî
äèàìåòðà.

Î÷åâèäíî, åñëè îêðóæíîñòü èìååò öåíòð â íóëå è òî÷êà x = (x1, x2)
ëåæèò íà îäíîì êîíöå äèàìåòðà, òî àíòèïîäàëüíîé áóäåò òî÷êà −x =
(−x1,−x2). (Íàðèñóéòå êàðòèíêó).

Òåîðåìà (îá àíòèïîä�àëüíûõ òî÷êàõ). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà
îêðóæíîñòè, òî ñóùåñòâóþò àíòèïîäàëüíûå òî÷êè, â êîòîðûõ îíà ïðè-
íèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì íîâóþ ôóíêöèþ íà îêðóæíîñòè:
F (x) = f(x) − f(−x). Îíà íåïðåðûâíà, êàê ðàçíîñòü äâóõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x1, âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè F â
àíòèïîäàëüíîé òî÷êå −x1:

F (−x1) = f(−x1)− f(x1) = −(
f(x1)− f(−x1)

)
= −F (x1).

Òî åñòü â àíòèïîäàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ F ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ
çíàêîâ. Ïî òåîðåìå Êîøè î íóëÿõ, ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, â êîòîðîé F (x0) =
0, òî åñòü f(x0) = f(−x0).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a; b]. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå [A; B] íàçûâàåòñÿ
îáðàòíîé ê f , åñëè

∀x ∈ [a; b] ⇒ g
(
f(x)

)
= x è ∀y ∈ [A; B] ⇒ f

(
g(y)

)
= y.

Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé ôóíêöèè). Åñëè f íåïðåðûâíà íà
[a; b], ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a; b] è A = f(a), B = f(b), òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ g îáðàòíàÿ ê f . Ïðè ýòîì îíà ñòðîãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà
íà ïðîìåæóòêå [A;B].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Øàã 1. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå. Òàê
êàê A = f(a) è B = f(b), ïî òåîðåìå Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ
äëÿ ëþáîãî y ∈ [A; B] íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî x ∈ [a; b], ÷òî y = f(x). Ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì g(y) = x è ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.å. ÷èñëî x
äëÿ êàæäîãî y îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî

1Îò ñëîâà �àíòèïîä�



Ëåêöèÿ 15 91

e Ïóñòü f(x) = y è f(x′) = y. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x < x′, íî
òîãäà â ñèëó ñòðîãî âîçðàñòàíèÿ f(x) < f(x′)?!

è ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè g äîêàçàíî.
Øàã 2. Äîêàæåì ìîíîòîííîñòü g. e Ïóñòü y1 < y2 è x1 = g(y1) >

g(y2) = x1. Íî òîãäà f(x1) = y1 è f(x2) = y2 è â ñèëó ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ
f , òàê êàê x1 > x2 äîëæíû èìåòü y1 > y2?!

Øàã 3. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü g. e Â ñèëó äîêàçàííîé ìîíîòîí-
íîñòè g îíà èìååò â êàæäîé òî÷êå èç [A; B] êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðå-
äåëû, çíà÷èò, íå ìîæåò èìåòü ðàçðûâîâ 2-ãî ðîäà. Ïóñòü â òî÷êå y0 ðàç-
ðûâ 1-ãî ðîäà è, ñêàæåì, g(y0 − 0) 6= g(y0) (íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëå-
íèþ g(y0 − 0) = lim

y→y0−0
g(y)). Òîãäà sup

y∈[A;y0)

g(y) = g(y0 − 0) < g(y0), çíà-

÷èò, äëÿ ëþáîãî y < y0 áóäåì èìåòü g(y) 6 g(y0 − 0) < g(y0). Íî äëÿ
x ∈ (

g(y0 − 0); g(y0)
)

= (g(y0 − 0); x0) äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ÷èñëî y < y0,
äëÿ êîòîðîãî g(y) = x > g(y0−0) = sup

y∈[A;y0)

g(y)?! Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò íåâåðíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñòðîãî

óáûâàþùåé íåïðåðûâíîé íà [a; b] ôóíêöèè. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà è äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé ðàáîòû.

Ñëåäñòâèå. Ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè ïî äîêàçàííîé òåîðåìå:

1) y = ex � êàê îáðàòíàÿ ê ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
x = ln y (èëè, áîëåå îáùî, y = ax).

2) y = arcsin x � êàê îáðàòíàÿ ê ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà ïðîìåæóòêå[−π
2 ; π

2

]
ôóíêöèè x = sin y.

3) y = arccos x � êàê îáðàòíàÿ ê ñòðîãî óáûâàþùåé íà ïðîìåæóòêå
[0; π] ôóíêöèè x = cos y.

Ëåêöèÿ 15
Î-ñèìâîëèêà
Çäåñü ìû ïðèâîäèì òåðìèíîëîãèþ, ñâÿçàííóþ ñ ïðåäåëàìè è î÷åíü ÷àñòî
èñïîëüçóåìóþ íå òîëüêî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, à ïîòîìó çíàòü åå äîë-
æåí êàæäûé îáðàçîâàííûé ìàòåìàòèê.

Îïðåäåëåíèå. Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) è (yn) íàçûâàþò ýêâèâà-
ëåíòíûìè è ïèøóò xn ∼ yn, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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αn, ÷òî:
αn −−−−→

n→∞
1 è ∀n xn = αnyn.

Òåîðåìà. Åñëè ïðè ëþáûõ n èìååì yn 6= 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xn) è (yn) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
xn

yn
= 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òðèâèàëüíî, íàäî ïðîñòî âçÿòü αn = xn

yn
.

Ïðèìåðû. 1) Åñëè xn = n, à yn = n +
√

n, òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê

lim
n→∞

n

n +
√

n
= lim

n→∞
1

1 + 1√
n

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì íàïèñàòü n ∼ (n +
√

n).
2) Äîêàæåì, ÷òî 1

n+100 ∼ 1
n . Äåéñòâèòåëüíî,

lim
n→∞

1/n + 100
1/n

= lim
n→∞

n

n + 100
= lim

n→∞
1

1 + 100
n

= 1.

3) Êàê ìû óæå äîêàçàëè n
√

n ∼ 1.
Îïðåäåëåíèå Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè f è g ýêâèâàëåíòíû ïðè x ñòðå-

ìÿùåìñÿ ê x0 (è ïèøóò f(x) ∼ g(x) ïðè x → x0), êîãäà ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü

◦
U δ(x0) è ôóíêöèÿ α(x), îïðåäåëåííàÿ â ýòîé

îêðåñòíîñòè, ÷òî

∀x ∈
◦
U δ(x0) f(x) = α(x)g(x) è lim

x→x0
α(x) = 1.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ g(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0, òî f(x) ∼ g(x) ïðè x → x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 1.

Ýòà òåîðåìà íå ìåíåå î÷åâèäíà, ÷åì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ïðèìåðû. Âñïîìèíàÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë è ñëåäñòâèÿ èç

âòîðîãî, ìîæåì íàïèñàòü ïðè x → 0

sin x ∼ x; ln(1 + x) ∼ x; (ax − 1) ∼ x ln a;
[
(1 + x)α − 1

] ∼ αx.
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Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííîå îòíî-
øåíèå ∼ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçè-
òèâíîñòè, òî åñòü äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ìíîæåñòâå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (èëè ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè x0)

Ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ íåìíîãî îáîáùàþò ïðåäûäóùèå:
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) åñòü �O-áîëüøîå

îò (yn) ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè� è ïèøóò

xn = O(yn) ïðè n →∞,

êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn, ÷òî xn =
αnyn:

xn = O(yn) ïðè n →∞ def⇔ ∃(αn) : ∀n xn = αnyn ∧ αn �îãðàíè÷åíà

Â ÷àñòíîñòè, åñëè xn ∼ yn ìîæåì íàïèñàòü xn = O(yn). Îáðàòíîå,
î÷åâèäíî, íåâåðíî.

Òåîðåìà. Åñëè ïðè âñåõ n èìååì yn 6= 0, òî xn = O(yn) ïðè n → ∞
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

yn
îãðàíè÷åíà.

Åñëè âñïîìíèòü î òîì, ÷òî âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðà-
íè÷åíà, òî ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû áóäåò

Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim xn

yn
, òî xn = O(yn)

ïðè n →∞.
Äëÿ ôóíêöèé âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû âûãëÿäÿò òàê.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) åñòü Î-áîëüøîå îò g(x) ïðè x → x0

è ïèøóò:
f(x) = O

(
g(x)

)
ïðè x → x0,

êîãäà ñóùåñòâóþò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 è îãðàíè÷åííàÿ â íåé
ôóíêöèÿ α(x) òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ x èç ýòîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè f(x) =
α(x)g(x).

Òåîðåìà. Åñëè g(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0, òî f(x) = O

(
g(x)

)
ïðè x → x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

åò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü
◦
Uδ(x0), â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(x)

g(x) îãðàíè÷åíà.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→x0

f(x)
g(x) = A 6= ∞,

òî f(x) = O
(
g(x)

)
ïðè x → x0.

Ïðèìåðû. 1) Ñîîòíîøåíèå xn = O(1) ïðè n →∞ îçíà÷àåò â òî÷íîñòè,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) � îãðàíè÷åíà.
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2) Ìîæíî íàïèñàòü x sin 1
x = O(x) ïðè x → 0, òàê êàê

∣∣∣x sin 1
x

x

∣∣∣ =
∣∣∣sin 1

x

∣∣∣ < 1.

(Õîòÿ ïðåäåëà îòíîøåíèÿ ïðè x → 0 íå ñóùåñòâóåò)
Ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ íàèáîëåå óïîòðåáèìû èç âñåé î-ñèìâîëèêè:
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) åñòü �î-ìàëîå îò

yn ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè� è ïèøóò:

xn = o(yn) ïðè n →∞,

êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn, ÷òî ïðè âñåõ n èìååì xn =
αnyn è αn −−−−→

n→∞
0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé:
Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) åñòü �î-ìàëîå îò g(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0� è ïèøóò

f(x) = o
(
g(x)

)
ïðè x → x0

êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü
◦
U δ(x0) è ôóíêöèÿ α(x),

îïðåäåëåííàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè, ÷òî

f(x) = α(x)g(x) è α(x) −−−−→
x→x0

0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ g(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0, òî f(x) = o
(
g(x)

)
ïðè x → x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
lim

x→x0

f(x)
g(x)

= 0.

Ôîðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îñòà-
åòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïðèìåðû. Çàïèñü xn = o(1) ïðè n → ∞, êàê ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî
èç îïðåäåëåíèÿ â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→∞
xn = 0.

Àíàëîãè÷íî, f(x) = o(1) ïðè x → x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
lim

x→x0
f(x) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) (ñîîòâ. ôóíêöèþ f(x)) íàçû-
âàþò áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè n → ∞ (ñîîòâ. ïðè x → x0), åñëè xn = o(1)
ïðè n →∞ (ñîîòâ. f(x) = o(1) ïðè x → x0).
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Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (xn) íàçûâàþò áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ (yn), åñëè xn = o(yn).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ xn = o(yn) ïðè n →∞ íåäîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ãîâîðèòü, ÷òî �xn � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
÷åì yn�. Íàäî åùå, ÷òîáû yn → 0 ïðè n → ∞. Íàïðèìåð, î÷åâèäíî, ÷òî
n = o(n2) ïðè n →∞, íî íè (n), íè (n2) íå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè.

Íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ
Áîëåå ïîäðîáíî ýëåìåíòû òîïîëîãèè ìû èçó÷èì â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå ïðè
èçó÷åíèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, à çäåñü ìû ðàññìîòðèì òîëüêî
íåñêîëüêî îáùèõ ïîíÿòèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â áëèæàéøåå âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ìíîæåñòâà E,
åñëè îíà ïðèíàäëåæèò E âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ:

x0 � âíóòðåííÿÿ äëÿ E
def⇔ ∃δ > 0 Uδ(x0) ⊂ E. (∗)

Òî÷êà x0 íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ E, êîãäà äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ
îòðèöàíèå óñëîâèÿ (∗), òî åñòü íèêàêàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(x0) íå ñîäåðæèò-
ñÿ öåëèêîì â E. Î÷åâèäíî, ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü
Uδ(x0) ñîäåðæèò òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå E èëè Uδ(x0)− E 6= ∅:

∀δ > 0 Uδ(x0)− E 6= ∅.

Ïðèìåðû 1. Ïóñòü E = [a; b]. Åñëè x0 ∈ (a; b) (ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ñòðîãèå
íåðàâåíñòâà a < x0 < b), òî x0 � âíóòðåííÿÿ äëÿ [a; b]. Â ñàìîì äåëå,
îáîçíà÷èâ ÷åðåç δ = min{x0−a, b−x0}, ïîëó÷èì Uδ(x0) = (x0− δ;x0 + δ) ⊂
[a; b] 1

2. Òî÷êè a è b îòðåçêà [a; b] íå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè äëÿ [a; b] (÷òî
âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèìè áûòîâûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè: òî÷êè a è b �
ëåæàò íà êðàþ îòðåçêà, à íå âíóòðè). Äîêàæåì ýòî, íàïðèìåð, äëÿ a.

Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà (a− δ; a + δ) èìååì

(a− δ; a + δ)− [a; b] = (a− δ; a) 6= ∅.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå îäíî èç ñàìûõ âàæíûõ äëÿ òîïîëîãèè è ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà.

1Íàðèñóéòå êàðòèíêó.
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Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà E, åñëè
ëþáàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ E:

x0 � ïðåäåëüíàÿ äëÿ E
def⇔ ∀δ > 0

◦
U δ(x0) ∩ E 6= ∅.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèé âûñêàçûâà-
íèé, òî÷êà x0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé, êîãäà

∃δ > 0 :
◦
U δ(x0) ∩ E = ∅.

òî åñòü òî÷êà x0 äîëæíà èìåòü ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü, íåïåðåñåêàþùó-
þñÿ ñ E.

Ïðèìåðû. 1. Âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà äëÿ E, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíîé. Îáðàòíîå, â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. Áîëåå òîãî, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
íå îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü E. Íàïðèìåð, ïóñòü E = (a; b). Òî÷êà a /∈ (a; b),
íî ◦

Uδ(a) ∩ (a; b) = (a; a + δ) 6= ∅.

Çíà÷èò, a � ïðåäåëüíàÿ äëÿ (a; b).
2. Ïóñòü E = {1+ 1

n : n ∈ N}. Ïîêàæåì, ÷òî 1 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ E.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
U δ(1), ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ èç ïðèíöèïà Àðõèìåäà, íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî 0 < 1
n0

< δ.

Íî òîãäà 1 + 1
n0
∈

◦
Uδ(1), òî åñòü ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî. ×òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.
Çàäà÷è. 1. Äîêàçàòü, ÷òî ó ìíîæåñòâà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íåò

äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
2. Íàéòè âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà E = {(−1)n + 1

n : n ∈ N}.
3∗. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ({na})n∈N

äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë na, ãäå a � ôèêñèðîâàííîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî
(ïðîèçâîëüíîå), ïðåäåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè îòðåçêà [0; 1].

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî G ⊂ R íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè ñîñòîèò
òîëüêî èç âíóòðåííèõ òî÷åê:

G � îòêðûòî def⇔ ∀x x ∈ G ⇒ ∃δ > 0 Uδ(x) ⊂ G.

Ïðèìåðû 1. Èíòåðâàë (a; b) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Åñëè x ∈ (a; b),
òî âûïîëíÿþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà a < x < b), ïîýòîìó, îáîçíà÷àÿ δ =
min{x − a, b − x}, ïîëó÷èì1 Uδ(x) = (x − δ; x + δ) ⊂ (a; b), òî åñòü êàæäàÿ
òî÷êà x � âíóòðåííÿÿ.

1Íàðèñóéòå êàðòèíêó
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2∗. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîãî) ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T êëàññ1 âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â
R. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå G ∈ T îçíà÷àåò â òî÷íîñòè òî, ÷òî G �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R.

Òåîðåìà. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîëè÷åñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îò-
êðûòî:

∀(Gi)i∈I ∀i Gi ∈ T ⇒
⋃

i∈I

Gi ∈ T .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ ⋃
i∈I

Gi. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
i0 ∈ I, ÷òî x ∈ Gi0 . Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ Gi0 � îòêðûòî, èìååòñÿ
îêðåñòíîñòü Uδ(x), ñîäåðæàùàÿñÿ â Gi0 . Íî òîãäà îíà ñîäåðæèòñÿ è â îáú-
åäèíåíèè âñåõ Gi. Çíà÷èò, x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà äëÿ

⋃
i∈I

Gi. Ìû äîêàçàëè

ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè èç G =
⋃
i∈I

Gi, çíà÷èò, G � îòêðûòî.

Òåîðåìà. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðû-
òî:

∀(Gi)i∈J J � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ∧ ∀i Gi ∈ T ⇒
⋂

i∈J

Gi ∈ T .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ ⋂
i∈J

Gi. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i ∈ J èìååì
x ∈ Gi. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ Gi � îòêðûòî, èìååòñÿ îêðåñòíîñòü
Uδi(x), ñîäåðæàùàÿñÿ â Gi. Ïîëîæèì δ = min{δi : i ∈ J}. Îòìåòèì, ÷òî
δ ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñðåäè êîíå÷íîãî
÷èñëà δi > 0. Î÷åâèäíî, òîãäà Uδ(x) ñîäåðæèòñÿ â êàæäîé èç îêðåñòíîñòåé
Uδi(x) ⊂ Gi, çíà÷èò, è â ïåðåñå÷åíèè âñåõ Gi. Ïîýòîìó x � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà äëÿ

⋂
i∈J

Gi. Ìû äîêàçàëè ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè èç G =
⋂

i∈J

Gi,
çíà÷èò, G îòêðûòî.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå
îáÿçàíî áûòü îòêðûòûì. Íàïðèìåð, ïóñòü (a− 1

n ; b) = Gn, òîãäà (äîêàçàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî)

∞⋂
n=1

Gn = [a; b). È ìíîæåñòâî [a; b) íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
(òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé).

1Ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
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Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî F íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè ñîäåðæèò
âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè:

F � çàìêíóòî def⇔ (∀x) x � ïðåäåëüíàÿ äëÿ F ⇒ x ∈ F

Ïðèìåðû. 1. Îòðåçîê [a; b] � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè x /∈ [a; b], òî èëè x < a, èëè x > b. Åñëè x < a, òî áåðÿ δ = a − x > 0,
âèäèì, ÷òî

◦
Uδ(x) ∩ [a; b] = ∅, òî åñòü x íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé

äëÿ [a; b]. Ñëó÷àé b < x ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, [a; b]
ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè, òî åñòü çàìêíóòî.

2. Ëþáîå ìíîæåñòâî F , ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, çàìêíóòî.
Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R îäíîâðåìåííî îòêðûòî è
çàìêíóòî. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòèì ñâîéñòâîì åùå îáëàäàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî
∅. À, íàïðèìåð, ïðîìåæóòîê [a; b) íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà. Äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òûì ìíîæåñòâîì, à äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó çàìêíóòî.

F � çàìêíóòî ⇒ F c ∈ T , G ∈ T ⇒ Gc � çàìêíóòî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � çàìêíóòî. Ñîîòíîøåíèå x ∈ F c

îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó F , ïîýòîìó
íå ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ïðåäåëüíîé. Çíà÷èò, èìååòñÿ îêðåñòíîñòü Uδ(x) íåïå-
ðåñåêàþùàÿñÿ ñ F , à ïîòîìó ñîäåðæàùàÿñÿ â F c. Òî åñòü x ïðèíàäëåæèò
F c âìåñòå ñ îêðåñòíîñòüþ Uδ(x). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ F c �
âíóòðåííÿÿ, çíà÷èò, F c � îòêðûòî.

Ïóñòü G � îòêðûòî è òî÷êà x � ïðåäåëüíàÿ äëÿ Gc. Òîãäà x /∈ G, èíà÷å
îíà ïðèíàäëåæàëà áû G âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ è ýòà îêðåñò-
íîñòü íå ïåðåñåêàëàñü áû ñ Gc, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x ïðåäåëüíàÿ
äëÿ Gc. Çíà÷èò, x ∈ Gc è Gc ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ çàìêíóòî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Fi ïðè i ∈ I �çàìêíóòû. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî i ∈ I ìíîæåñòâà F c
i � îòêðûòû ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, çíà÷èò,⋃

i∈I

F c
i òîæå îòêðûòî, íî

⋂

i∈I

Fi =
(⋃

i∈I

F c
i

)c
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òî åñòü ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó, çíà÷èò, çàìêíóòî.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
çàìêíóòî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ �ïåðåõîäîì ê äîïîëíåíèÿì�
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå è åãî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.

Çàäà÷à. Ìû óæå ïðèâîäèëè ïðèìåð, êîãäà ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ïðèäóìàéòå ïðèìåð,
êîãäà îáúåäèíåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

Òî, ÷òî ìû ïðîäåëàëè äî ñèõ ïîð � ýòî îïðåäåëèëè (îïèñàëè, ïîñòðî-
èëè), òàê íàçûâàåìóþ, ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Êàê áóäåò âèäíî èç ñëåäóþùåãî íèæå îïðåäåëåíèÿ,
íà R ñóùåñòâóþò è äðóãèå òîïîëîãèè (ìåíåå �õîðîøèå�).

Â îáùåì ñëó÷àå òîïîëîãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñóùå-
ñòâóþò è äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå ñïîñîáû)

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî T íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì, åñëè â íåì âûäåëåí êëàññ ïîäìíîæåñòâ T ñî ñâîéñòâàìè:

1. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ èç T ïðèíàäëåæèò T ;
2. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ èç T ïðèíàäëåæèò T .

È â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû èç T íàçûâàþò îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, à
èõ äîïîëíåíèÿ � çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Ñàìî ìíîæåñòâî T íàçû-
âàþò òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå T .

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî íà ëþáîì (íåïóñòîì) ìíîæåñòâå T áóäóò òîïî-
ëîãèÿìè:

1. T0 = {∅, T} (Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé)
2. T1 = P(T ) (Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé)

Ëåêöèÿ 16.
Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè
Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ìû íàçûâàåì ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A òàêîé êëàññ
ïîäìíîæåñòâ X èç R, ÷òî

⋃
X∈X

X ⊃ A. (îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ X

èç X ñîäåðæèò ìíîæåñòâî A)
Îïðåäåëåíèå. Ïîêðûòèå G ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè

âñå åãî ýëåìåíòû G ∈ G � îòêðûòûå ìíîæåñòâà.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A. Åñëè ïîäìíîæåñòâî
H ⊂ G îñòàëîñü ïîêðûòèåì A, åãî íàçûâàþò ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ G.

Ïðèìåð Ïóñòü (a; b) èíòåðâàë â ìíîæåñòâå R. Ïîëîæèì G = {Uε(x) :
x ∈ (a; b)}. Î÷åâèäíî, G � îòêðûòîå ïîêðûòèå (a; b). Ïîëîæèì N =

[
b−a

ε

]
([·] � öåëàÿ ÷àñòü). Òîãäà1 {Uε(a + ε), Uε(a + 2ε), . . . , Uε(a + Nε)} � ïîäïî-
êðûòèå G.

Îïðåäåëåíèå. Ïîêðûòèå K ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè
K ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (èëè, èíà÷å, K
� êîìïàêò), åñëè â ëþáîì åãî îòêðûòîì ïîêðûòèè èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîä-
ïîêðûòèå.

Áîëåå îáðàçíî òî æå ñàìîå âûðàæàþò ñëîâàìè: K � êîìïàêòíî, êîãäà
èç ëþáîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Â ñëó÷àå, êîãäà K êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, ïèøóò K b
X.

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî K, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, êîìïàêò-
íî. Ýòî âïîëíå î÷åâèäíî, íî èìåþòñÿ è áåñêîíå÷íûå êîìïàêòíûå ìíîæå-
ñòâà. Ïðèìåðû òàêèõ ìíîæåñòâ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (Ý. Áîðåëü) Çàìêíóòûé èíòåðâàë [a; b] ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-
íûì ìíîæåñòâîì:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. e Ïóñòü {G : G ∈ G} � îòêðûòîå ïîêðûòèå
[a; b], â êîòîðîì íåò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ.

(Ìåòîä äèõîòîì�èè) Ðàçäåëèì îòðåçîê [a; b] òî÷êîé a+b
2 ïîïîëàì è îáî-

çíà÷èì ÷åðåç [a1; b1] òó èç ïîëîâèíîê, êîòîðàÿ íå ïîêðûâàåòñÿ íèêàêèì êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ G ∈ G. (Åñëè òàêîâû îáå, òî âûáèðàåì ëþáóþ,
íàïðèìåð, ëåâóþ. Åñëè áû òàêîé íå áûëî, òî âåñü èíòåðâàë ïîêðûâàëñÿ áû
êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ G èç G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ).

Òåïåðü, äåëèì îòðåçîê [a1; b1] ïîïîëàì è îïÿòü âûáèðàåì òó èç ïîëîâè-
íîê, êîòîðàÿ íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ G èç G. È òàê
äàëåå.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an; bn],
ó êîòîðûõ bn − an = b−a

2n −−−−→
n→∞

0. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà âñå îíè èìåþò
åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó, ñêàæåì, x0 ∈ [a; b]:

∞⋂
n=1

[an; bn] = {x0}.

Òàê êàê G ïîêðûòèå [a; b], ýòà òî÷êà x0 ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî ìíîæåñòâó
G ∈ G. À ïîñêîëüêó G � îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uε(x0) ⊂ G.

1Íàðèñóéòå êàðòèíêó
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Âûáåðåì òåïåðü n òàê, ÷òîáû bn − an < ε. Òàê êàê x0 ∈ [an; bn], òî
[an; bn] ⊂ Uε(x0) ⊂ G?! Ìû âåäü âûáèðàëè îòðåçîê [an; bn] òàê, ÷òî îí íå
ïîêðûâàåòñÿ íèêàêèì êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ èç G, à îêàçàëîñü, ÷òî
îí ïîêðûâàåòñÿ îäíèì ìíîæåñòâîì G ∈ G.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Òåîðåìà. Åñëè K � êîìïàêòíî, à F çàìêíóòî è ñîäåðæèòñÿ â K,

òî F êîìïàêòíî:

K b R ∧ F ⊂ K ∧ F � çàìêíóòî⇒ F b R.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïî-
êðûòèå ìíîæåñòâà F . Äîáàâèì ê íåìó îòêðûòîå ìíîæåñòâî F c (íàïîìíèì,
÷òî äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó îòêðûòî). Ïîëó÷åííîå ìíîæå-
ñòâî G ∪ {F c}, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì K (è äàæå âñåãî R). Â ñèëó
êîìïàêòíîñòè K â íåì èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {G1, . . . , Gn} ìíî-
æåñòâà K, à, çíà÷èò, è F ⊂ K òîæå. Åñëè â íåì îòñóòñòâóåò ìíîæåñòâî F c,
òî íóæíîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ìû íàøëè. Åñëè æå ñðåäè {G1, . . . , Gn}
åñòü ìíîæåñòâî F c, òî âñå îñòàâøèåñÿ ìíîæåñòâà Gi ïåðåñòàâ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, áûòü ïîêðûòèåì äëÿ K, îñòàíóòñÿ ïîêðûòèåì äëÿ F , òàê êàê F è F c

íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. È ìû îïÿòü íàøëè íóæíîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
â G.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî K ⊂ R êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà K � çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî:

K b R⇔ K � çàìêíóòî ∧K � îãðàíè÷åíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (⇒) Äîêàæåì ñíà÷àëà çàìêíóòîñòü K.
e Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà K è x0 /∈ K. Òîãäà ìíîæåñòâà Gδ =

{x : |x− x0| > δ} îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå K:

K ⊂
⋃

δ>0

Gδ.

Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ K, òî x 6= x0, ïîýòîìó |x−x0| = δ1 > 0. Íî òîãäà
x ∈ Gδ1/2, òàê êàê |x − x0| = δ1 > δ1/2. Çíà÷èò, x0 ïðèíàäëåæèò

⋃
δ>0

Gδ.

(Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå
⋃

δ>0

Gδ = R− {x0})
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå

ïîäïîêðûòèå, ñêàæåì, Gδ1 , Gδ2 ,. . . , Gδn . Ïðè δ = min{δ1, . . . , δn} òîãäà
Gδ ⊃ K è, çíà÷èò, Uδ(x0) ∩ K = ∅. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x0 �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà K. È çàìêíóòîñòü K äîêàçàíà.
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Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ ýòîãî èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {U1(x) :
x ∈ K} âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ñêàæåì, {U1(x1), . . . , U1(xn)}. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 < x2 < · · · < xn, òîãäà âèäèì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ K
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà x1 − 1 < x < xn + 1.

(⇐) Ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèòñÿ â ïðîìåæóò-
êå [m; M ], ãäå m � ïðîèçâîëüíàÿ ìèíîðàíòà ìíîæåñòâà K, à M � ìàæîðàí-
òà. Ïî òåîðåìå Áîðåëÿ [m; M ] � êîìïàêò. À òàê êàê K ⊂ [m;M ] çàìêíóòî,
îíî òàêæå êîìïàêòíî.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Êàê ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà êîìïàêòíîñòè ïðèâåäåì îáîáùåíèå ïåðâîé

òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.
Òåîðåìà Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K, òî îíà îãðà-

íè÷åíà íà K.
f ∈ C(K) ∧K b R⇒ f ∈ B(K).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êàæ-
äîé òî÷êå K, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ K è ε = 1 íàéäåòñÿ òàêîå δ(x), ÷òî
ïðè âñåõ x′ ∈ Uδ(x)(x) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′) − f(x)| < 1.
Ìíîæåñòâî îêðåñòíîñòåé {Uδ(x)(x) : x ∈ K} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðû-
òèåì K. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K â íåì èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå,
ñêàæåì, {Uδ(x1)(x1), . . . , Uδ(xn)(xn)}. Ïîëîæèì m = min

16k6n
f(xk) − 1, M =

max
16k6n

f(xk) + 1 è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ K èìååì m < f(x) < M .
Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó {Uδ(x1)(x1), . . . , Uδ(xn)(xn)} � ïîêðûòèå, äëÿ

ëþáîãî x íàéäåòñÿ òàêîå xk, ÷òî x ∈ Uδ(xk)(xk). Òîãäà

f(x) =

ïî ìîäóëþ<1︷ ︸︸ ︷
f(x)− f(xk)+f(xk) > −1 + min

16k6n
f(xk) = m.

Àíàëîãè÷íî f(x) < 1 + max
16k6n

f(xk) = M .
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåíèå âòîðîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (íà ïðîèçâîëü-

íûå êîìïàêòû K) òîæå ñïðàâåäëèâî.

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíî-
æåñòâå X, åñëè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ X : |x′ − x′′| < δ ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε.
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Ãîâîðÿ îáðàçíî, ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìîæ-
íî ñäåëàòü îòëè÷àþùèìèñÿ ïðîèçâîëüíî ìàëî, êîãäà çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà
äîñòàòî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó íåçàâèñèìî îò èõ ïîëîæåíèÿ íà X.

Âûïèøåì ïîëíîå îïðåäåëåíèå ïðîñòîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â êàæ-
äîé òî÷êå x′ ∈ X, ÷òîáû ñðàâíèòü åãî ñ îïðåäåëåíèåì ðàâíîìåðíîé íåïðå-
ðûâíîñòè1:

∀x′ ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′′ ∈ X : |x′ − x′′| < δ ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Ôîðìàëüíî ìû ïåðåñòàâèëè íà ïåðâîå ìåñòî òîëüêî îäèí êâàíòîð! Íî
ñìûñë îò ýòîãî èçìåíèëñÿ ñèëüíî. Â îïðåäåëåíèè ïðîñòîé íåïðåðûâíîñòè
â êàæäîé òî÷êå âûáîð δ çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x′ (ò.å. δ = δ(x′)), à
äëÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ýòîò âûáîð íàäî óìåòü äåëàòü
íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ x′, x′′ íà ìíîæåñòâå X, ëèøü áû îíè áûëè �äî-
ñòàòî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó�.

Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-
ñòè.

1. Åñëè ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, òî îíà îñòà-
íåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà âñÿêîì åãî ïîäìíîæåñòâå X1 ⊂ X.

2. Âñÿêàÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà X ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå
íåâåðíî. Ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íå ÿâëÿþùèåñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíûìè. Ïðèìåðû ìû ïðèâåäåì íèæå, à ñåé÷àñ îòìåòèì, ÷òî äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà íåðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè (ò.å. îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè) íàäî äîêàçûâàòü, ÷òî íå âûïîëíåíî óñëîâèå ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ åãî îòðèöàíèå:

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x′, x′′ ∈ X : |x′ − x′′| < δ ∧ |f(x′)− f(x′′)| > ε.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 1
x íà (0, 1). Î÷åâèäíî, îíà íåïðåðûâíà

íà ýòîì èíòåðâàëå. Äîêàæåì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íîé: äëÿ ε = 1 è ëþáîãî δ > 0 âûáåðåì x′ = 1

n , x′′ = 1
2n , ãäå n òàêîâî, ÷òî

1
2n < δ, òîãäà

|x′ − x′′| = 1
n
− 1

2n
=

1
2n

< δ è
∣∣∣ 1
x′
− 1

x′′

∣∣∣ = n > 1.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
×òîáû áûñòðî íàõîäèòü òàêèå ðåøåíèÿ, íàäî õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü ñè-

òóàöèþ. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïðè x → 0 ôóíêöèÿ áûñòðî âîçðàñòàåò,
ïîýòîìó ìû è âûáðàëè òî÷êè x′, x′′ âáëèçè íóëÿ.

1Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ ìû ïèøåì âìåñòî x0 è x ñîîòâåòñòâåííî x′ è x′′
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2. sin 1
x íà (0, 1). Îïÿòü, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èí-

òåðâàëå (0, 1), íî â ñàìîé òî÷êå 0 èìååò ðàçðûâ (2-ãî ðîäà). Ïðåäñòàâèâ ñåáå
ïîâåäåíèå ôóíêöèè âáëèçè íóëÿ, ìû äëÿ ε = 1 è ëþáîãî δ > 0 âûáåðåì
(áëèçêî ê íóëþ!) x′ = 1

2πn , à x′′ = 1
2πn+ π

2
, ãäå n âîçüìåì òàêèì, ÷òîáû

|x′ − x′′| = 1
2πn

− 1
2πn + π

2

=
π/2

2πn(2πn + π
2 )

< δ

(î÷åâèäíî, ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü). Òîãäà,

|f(x′)− f(x′′)| =
∣∣∣sin 2πn− sin

(
2πn +

π

2

)∣∣∣ = 1

Òî åñòü âûïîëíåíî îòðèöàíèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè è sin 1
x

íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà (0, 1).
Ïîêà ìû ïðèâåëè ïðèìåðû òîëüêî íåðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ìíîãî ïðèìåðîâ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé.

Òåîðåìà (Ã. Êàíòîð) Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K, òî
îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K.

f ∈ C(K) ∧K b R⇒ f � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f â êàæäîé òî÷-
êå, äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî x′ ∈ K âûáåðåì δ(x′) òàê, ÷òîáû ïðè
x′′ ∈ Uδ(x′)(x′) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |f(x′) − f(x′′)| < ε/2. Êëàññ ìíî-
æåñòâ {U δ(x′)

2
(x′) : x′ ∈ K} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì K, ïîýòîìó â

íåì èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ñêàæåì, {U δ(x1)
2

(x1), . . . , U δ(xn)
2

(xn)}.
Ïîëîæèì δ = min{ δ(x1)

2 , . . . , δ(xn)
2 }.

Åñëè |x′ − x′′| < δ íàéäåì ñíà÷àëà òàêîå xk, ÷òî x′ ∈ U δ(xk)
2

(xk) (ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê âñå U δ(xi)

2
(xi) (i = 1, . . . , n) ïîêðûâàþò K). Òîãäà

|x′′ − xk| 6 |x′′ − x′|+ |x′ − xk| < δ +
δ(xk)

2
< δ(xk)

òî åñòü x′, x′′ ∈ Uδ(xk)(xk). Ïîýòîìó

|f(x′)− f(x′′)| < |f(x′)− f(xk)|+ |f(xk)− f(x′′)| < ε

2
+

ε

2
= ε.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ýòà òåîðåìà ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü òîëüêî
íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Íî ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé è íà íåîãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, íàïðèìåð, f(x) = sin x ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà âñåì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Èìåþòñÿ áîëüøèå êëàññû ôóíêöèé, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé:

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà íà ìíîæåñòâå E (è ïèøóò f ∈ Lip(E)), êîãäà

∃C ∀x′, x′′ ∈ E ⇒ |f(x′)− f(x′′)| 6 C|x′ − x′′|.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèè f ∈ Lip(E) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà E. Â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ëèïøèöà (íà R) ìîæíî
ïðèâåñòè f(x) = sin x:

| sin x′ − sin x′′| =
∣∣∣2 sin

x′ − x′′

2
cos

x′ + x′′

2

∣∣∣ 6
∣∣∣2 sin

x′ − x′′

2

∣∣∣ 6 |x′ − x′′|

(îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò åå ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà R)
Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íå îáÿçàíà óäîâëåòâî-

ðÿòü óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Ñëåäóþùåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óñëîâèÿ Ëèïøèöà.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò íà E óñëîâèþ

Ã�åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α (0 < α 6 1) è ïèøóò f ∈ H(α)(E), êîãäà

∃C ∀x′, x′′ ∈ E ⇒ |f(x′)− f(x′′)| 6 C|x′ − x′′|α.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α > 1 óäîâëå-
òâîðÿþò òîëüêî ôóíêöèè òîæäåñòâåííî ðàâíûå êîíñòàíòå.

Ëåêöèÿ 17.
Îáùåå ïîíÿòèå ïðåäåëà
Ñîäåðæàíèå ýòîé ëåêöèè ïîêà íå âõîäèò â îáÿçàòåëüíóþ ïðîãðàììó äëÿ
ìàòåìàòèêîâ-ïðèêëàäíèêîâ è ÿ ïðèâîæó åãî òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå
ñêðûâàòü îò æåëàþùèõ îáùóþ êîíöåïöèþ ïðåäåëà, òàê êàê îâëàäåíèå åþ
ïîçâîëÿåò ãîðàçäî ãëóáæå ïîíèìàòü ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ðå÷ü èäåò î òî-
ïîëîãèè è ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäàõ. Ìíîãèå âåùè, äîêàçûâàåìûå â êëàññè÷å-
ñêîì àíàëèçå, ñòàíîâÿòñÿ òðèâèàëüíûìè, åñëè ïîñìîòðåòü íà íèõ ñ áîëåå
îáùåé òî÷êè çðåíèÿ � òåîðèè ôèëüòðîâ, íà êîòîðîé îñíîâàíî îáùåå ïîíÿ-
òèå ïðåäåëà.
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Äî ñèõ ïîð ìû âñòðåòèëèñü ñ íåñêîëüêèìè îïðåäåëåíèÿìè ïðåäåëîâ:
1) Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim

n→∞
xn;

2) Ïðåäåë ôóíêöèè lim
x→x0

f(x);
3) Ïðåäåë ôóíêöèè lim

x→∞
f(x);

4) Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè lim
x→x0±0

f(x).
5) Â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå ìû âñòðåòèìñÿ åùå ñ ïðåäåëàìè �èíòåãðàëü-

íûõ ñóìì ïðè ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ�.
Âñå îíè èìåþò íå÷òî îáùåå è ïðèòîì áîëüøå, ÷åì çíà÷îê lim â îáîçíà-

÷åíèÿõ. Êàê âûÿâèëè èññëåäîâàíèÿ 1920-1950 ãîäîâ ýòî îáùåå ñîáðàíî â
(íå î÷åíü ïðîñòîì) ïîíÿòèè ôèëüòðà. 1

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Êëàññ F
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàþò ôèëüòðîì, åñëè îí îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè:

à) ∅ /∈ F è F 6= ∅;
á) ∀A,B A ⊃ B è B ∈ F ⇒ A ∈ F;
â) ∀A,B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F.
Ïðèìåðû. 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X ïîëîæèì F =

{X}, ò.å. F ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà � âñåãî ìíîæåñòâà X. Î÷åâèäíî, âñå
òðè ñâîéñòâà îïðåäåëåíèÿ äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ. Ýòîò ôèëüòð íàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì.

2. Îïðåäåëèì êëàññ ïîäìíîæåñòâ U(x0) â X, ñ÷èòàÿ ïîäìíîæåñòâî A ⊂
X ïðèíàäëåæàùèì U(x0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ñîäåðæèò òî÷êó
x0:

A ∈ U(x0)
def⇔ A 3 x0.

Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå òðè óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ôèëüòðà.
à) Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî A èç U(x0) îáÿçàíî ñîäåðæàòü òî÷êó x0, çíà÷èò,

íåïóñòî, ïîýòîìó ïóñòîå ìíîæåñòâî íå ïðèíàäëåæèò U(x0), òàê êàê îíî íå
ñîäåðæèò òî÷êè x0. Ñàìî ìíîæåñòâî U(x0) íå ïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò {x0} � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé
òî÷êè x0.

á) Åñëè B ∈ U(x0), òî ìíîæåñòâî B ñîäåðæèò òî÷êó x0, íî òîãäà ýòó
òî÷êó ñîäåðæèò è ëþáîå ìíîæåñòâî A ⊃ B, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò U(x0) ïî
îïðåäåëåíèþ.

1Êàê óòâåðæäàåòñÿ â ó÷åáíèêå [4], ïåðâûì, êòî ââåë è èçó÷èë ïîäîáíîå ïîíÿòèå, áûë
îäåññêèé ìàòåìàòèê Ä.À. Êðûæàíîâñêèé â 1924 ãîäó, íî â îáùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðàê-
òèêó ïîíÿòèå ôèëüòðà âîøëî áëàãîäàðÿ òðóäàì êîëëåêòèâà ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ
ïîä îáùèì ïñåâäîíèìîì Í. Áóðáàêè è îñîáåííî îäíîãî èç åãî ÷ëåíîâ � À. Êàðòàíà.
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â) Åñëè äâà ìíîæåñòâà A è B ïðèíàäëåæàò U(x0), òî îíè ñîäåðæàò
òî÷êó x0, ïîýòîìó ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò èõ ïåðåñå÷åíèþ A ∩ B, çíà÷èò
A ∩B ∈ U(x0).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî U(x0) � ôèëüòð. Îí íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì

óëüòðàôèëüòðîì â òî÷êå x0.
3. Ïóñòü X ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, X = N)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F êëàññ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ èç X, äîïîëíåíèÿ ê êîòîðûì
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ôèëüòð (îí íàçûâà-
åòñÿ ôèëüòðîì Ôðåø�å).

à) Äîïîëíåíèåì ê ïóñòîìó ìíîæåñòâó ∅ ÿâëÿåòñÿ âñ�å ìíîæåñòâî X, à
îíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ áåñêîíå÷íî, ïîýòîìó ∅ íå ïðèíàäëåæèò F è ñàì
êëàññ F íåïóñò, òàê êàê ñîäåðæèò ìíîæåñòâî X, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó íå
ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ âîâñå.

á) Åñëè äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó B ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ, òî â ñèëó òîãî, ÷òî A ⊃ B ⇔ Ac ⊂ Bc äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó A,
ñîäåðæàùåìó B, ñîäåðæèò åùå ìåíüøå ýëåìåíòîâ, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò
F.

â) Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî âûïîëíåíî â ñèëó ðàâåíñòâà (A ∩B)c = Ac ∪Bc.
(Ìíîæåñòâà Ac è Bc êîíå÷íû, çíà÷èò, êîíå÷íî è èõ îáúåäèíåíèå).

Â ñëó÷àå, êîãäà X = N, ôèëüòð Ôðåøå îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì n →∞.
4. Ïóñòü X = R. Îïðåäåëèì êëàññ F(x0), ïîëàãàÿ ìíîæåñòâî A ïðèíàä-

ëåæàùèì F(x0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî A
ñîäåðæèò δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0:

A ∈ F(x0)
def⇔ ∃δ > 0 : Uδ(x0) ⊂ A

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî F(x0) � ôèëüòð, îñòàåòñÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðà-
áîòû. Ýòîò ôèëüòð íàçûâàåòñÿ ôèëüòðîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0.

5. Ïóñòü X = R. Îïðåäåëèì êëàññ F, ïîëàãàÿ ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæà-
ùèì F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî A ñîäåðæèò
ïðîêîëîòóþ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0:

A ∈ F
def⇔ ∃δ > 0 :

◦
U δ(x0) ⊂ A

Ýòîò ôèëüòð íàçûâàåòñÿ ôèëüòðîì ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0

è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì x → x0. (Äîêàçàòåëüñòâà ïðîäåëàòü ñàìîñòî-
ÿòåëüíî.)

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå âàæíî òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåã÷å îïèñûâàòü (à, çíà-
÷èò, è óïîòðåáëÿòü) ðàçëè÷íûå ôèëüòðû.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî B ôèëüòðà F íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ôèëü-
òðà F (èëè, â äðóãîé òåðìèíîëîãèè, áàçîé), åñëè îíî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

à) B 6= ∅, ∅ /∈ B;
á) ∀A ∈ F ∃B ∈ B: B ⊂ A.
Êàê ìû óâèäèì, çíàíèå òîëüêî áàçèñà ôèëüòðà ïîçâîëÿåò ëåãêî âîññòà-

íîâèòü ñàì ôèëüòð.
Ïðèìåðû. 1. Âñÿêèé ôèëüòð ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äëÿ ñàìîãî ñåáÿ.
2. Ïóñòü F � ôèëüòð Ôðåøå â ìíîæåñòâå N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n =

[n,∞) = {n, n + 1, n + 2, . . .} � îòðåçîê ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ïîëîæèì B = {n : n ∈ N}, òî åñòü B � ýòî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ
îòðåçêîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîêàæåì, ÷òî B � áàçèñ ôèëüòðà Ôðåøå.

Åñëè A ∈ F, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç n ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò åãî äîïîëíå-
íèÿ. Îí ñóùåñòâóåò, òàê êàê ýòî äîïîëíåíèå ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, òîãäà ìíîæåñòâî [n+1,∞) ñîäåðæèòñÿ â A.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà î÷åâèäíû.
3. Ïóñòü F(x0) ôèëüòð îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0. Ïîëîæèì B1 = {Uδ(x0) :

δ > 0}. Î÷åâèäíî, B1 áàçèñ ôèëüòðà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0. Áîëåå òîãî,
åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç B2 ìíîæåñòâî òîëüêî òåõ δ-îêðåñòíîñòåé, ó êîòîðûõ
δ = 1

n , òî åñòü
B2 = {U 1

n
(x0) : n ∈ N},

òî B2 òîæå áóäåò áàçèñîì ôèëüòðà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0. Âûïîëíåíèå
ñâîéñòâà à) îïðåäåëåíèÿ áàçèñà î÷åâèäíî, à ñâîéñòâî á) ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî åñëè A ∈ F(x0), òî íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî Uδ(x0) ⊂ A, à äëÿ ýòîãî
δ íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî 1

n < δ, çíà÷èò, U 1
n
(x0) ⊂ A. ×òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.
Ìû âèäèì, ÷òî ó ïðîèçâîëüíîãî ôèëüòðà èìååòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãî

ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ (èíà÷å òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü òàê: âûáîð áàçèñà ó
ôèëüòðà íåîäíîçíà÷åí).

4. Ó ôèëüòðà (x → x0) ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0 òîæå åñòü
î÷åâèäíûé áàçèñ � ìíîæåñòâî {

◦
U δ(x0) : δ > 0} âñåõ ïðîêîëîòûõ δ-îêðåñò-

íîñòåé.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ ôèëüòðà ïî åãî áàçèñó.
Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è B íåêîòîðûé êëàññ

åãî ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà B ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íåêîòîðîãî ôèëüòðà â X
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a) B 6= ∅ è ∅ /∈ B;
á) ∀A,B ∈ B ∃C ∈ B C ⊂ A ∩B.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî äîñòà-

òî÷íîñòü. Ïóñòü B � êëàññ ïîäìíîæåñòâ èç X, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè
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à), á). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì1

F
def= {A

∣∣∃B ∈ B : A ⊃ B}

Ïîêàæåì, ÷òî F � ôèëüòð, áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ B. Âûïîëíåíèå
ñâîéñòâ à), á) ôèëüòðà î÷åâèäíî. Ïðîâåðèì ñ). Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëü-
íûå ýëåìåíòû èç F. Òîãäà íàéäóòñÿ A1 è B1 èç B òàêèå, ÷òî A1 ⊂ A è
B1 ⊂ B. Èõ ïåðåñå÷åíèå A1∩B1 ñîäåðæèò ìíîæåñòâî C ∈ B, êîòîðîå, î÷å-
âèäíî, ñîäåðæèòñÿ è â A ∩ B, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò F. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ôèëüòð âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî áàçèñó îäíîçíà÷íî. Áîëåå
òî÷íî ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ (äîêà-
çàòü ñàìîñòîÿòåëüíî):

åñëè ôèëüòðû F1 è F2 èìåþò îäèí è òîò æå áàçèñ B, òî îíè ñîâïà-
äàþò, ò.å. F1 = F2.

2. Â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå áîëüøèíñòâî ëåêòîðîâ â êà÷åñòâå îñíîâ-
íîãî ïîíÿòèÿ îáû÷íî áåðóò ïîíÿòèå �áàçû� (ò.å. áàçèñà ôèëüòðà), à íå
�ôèëüòðà�, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíî áîëåå äîñòóïíî èíòóèöèè. Ìî-
æåò áûòü ýòî òàê è åñòü, íî íà ñàìîì äåëå, êàê ìû óâèäèì, âñå çàâèñèò íå
îò áàçèñà, à îò ôèëüòðà. Íàïðèìåð, âî ââîäèìîì íèæå ïîíÿòèè ïðåäåëà è
äðóãèõ.

Òåîðåìà. Ïóñòü f : X → Y � ôóíêöèÿ è B � áàçèñ ôèëüòðà â ìíî-
æåñòâå X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(B) êëàññ ïîäìíîæåñòâ èç Y , ñîñòîÿùèé
èç îáðàçîâ ýëåìåíòîâ A èç B:

f(B) = {f(A) : A ∈ B}.

Òîãäà f(B) � áàçèñ ôèëüòðà â Y . Îí íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè
f áàçèñà ôèëüòðà B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñâîéñòâî à) èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, î÷åâèäíî,
âûïîëíåíî äëÿ f(B).

Ïóñòü f(A) ∈ f(B) è f(B) ∈ f(B). Òîãäà f(A)∩f(B) ⊃ f(A∩B) ∈ f(B).
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå. Åñëè F � ôèëüòð, òî åãî îáðàç f(F), âîîáùå ãîâîðÿ, íå

îáÿçàí áûòü ôèëüòðîì, íî ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå áóäåò áàçèñîì íåêîòî-
ðîãî ôèëüòðà. Ýòîò ôèëüòð íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ôèëüòðà F è îáîçíà÷àåòñÿ
òîæå f(F), ÷òî íå ñîâñåì êîððåêòíî, íî êàê ïðàâèëî, íå ïðèâîäèò ê íåäî-
ðàçóìåíèÿì.

1Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íàäêëàññîì êëàññà B � ýòî âñå ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæà-
ùèå êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò B
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Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî áàçèñ ôèëüòðà B1 ìàæîðèðóåò áàçèñ ôèëü-
òðà B2 è ïèøóò B1 < B2, êîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ B2 ñóùåñòâóåò
òàêîå B ∈ B1, ÷òî B ⊂ A.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè B1 � áàçèñ ôèëüòðà F1 è B2 � áàçèñ
ôèëüòðà F2, òî B1 < B2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F1 ⊃ F2.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : X → R ôóíêöèÿ è B � áàçèñ ôèëüòðà F â X.
Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî A åñòü ïðåäåë ôóíêöèè f ïî ôèëüòðó F (èëè ïî áàçèñó
ôèëüòðà B) è ïèøóò

lim
F,x

f(x) = A, èëè lim
B,x

f(x) = A

êîãäà îáðàç f(B) áàçèñà ôèëüòðà B ïðè îòîáðàæåíèè f ìàæîðèðóåò ôèëüòð
îêðåñòíîñòåé òî÷êè A ∈ R.

Ïðèìåð. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè (xn)n∈N � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, òî ïî îïðåäåëåíèþ a = lim

n→∞
xn, êîãäà îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè x

(áàçèñà) ôèëüòðà Ôðåøå ìàæîðèðóåò ôèëüòð îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.
Ðàçáåðåìñÿ â òîì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò. Êàê ìû âèäåëè, áàçèñîì ôèëü-

òðà Ôðåøå (n → ∞) â ìíîæåñòâå N ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòðåç-
êîâ [N,∞). Îáðàçîì ïðè x êàæäîãî òàêîãî îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
{xN , xN+1, . . .}. Ïîýòîìó îáðàç ýòîãî áàçèñà ôèëüòðà Ôðåøå áóäåò ìàæî-
ðèðîâàòü áàçèñ {Uε(a) : ε > 0} ôèëüòðà îêðåñòíîñòåé òî÷êè a òîãäà è
òîëüêî òîãäà (ïî îïðåäåëåíèþ), êîãäà äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Uε(a) ñóùå-
ñòâóåò îòðåçîê [N,∞), îáðàç êîòîðîãî {xN , xN+1, . . .} ñîäåðæèòñÿ â Uε(a).
Î÷åâèäíî, òî æå ñàìîå ìîæíî áîëåå ïîäðîáíî âûðàçèòü òàê:

∀ε > 0 ∃N ∀n > N ⇒ xn ∈ Uε(a).

×òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà.
Ïðåäåë ôóíêöèè. Ïóñòü f : (a; b) → R � ôóíêöèÿ, x0 ∈ (a; b). Íà-

ïîìíèì, ÷òî x → x0 � ýòî ôèëüòð ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0.
Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ lim

x→x0
f(x) = A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îá-

ðàç ïðè f (áàçèñà) ôèëüòðà ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé ìàæîðèðóåò (áàçèñ)
ôèëüòðà îêðåñòíîñòåé òî÷êè A. Åñëè ðàçîáðàòüñÿ ïîäðîáíî, òî ýòî â òî÷-
íîñòè ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : x ∈
◦
Uδ(x0) ⇒ f(x) ∈ Uε(A).
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