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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга посвящена одному из важных аспектов внутри-
фирменного управления – формированию организационной 
структуры. В настоящее время считается общепризнанным, что 
вид организационной структуры оказывает огромное влияние на 
эффективность функционирования фирмы в целом. В реальных 
организациях возможности эксперимента со структурой управле-
ния очень ограничены, поэтому важное значение приобретают 
теоретические модели, которые позволяют выбрать эффективную 
организационную иерархию, а также обосновать необходимость 
и направление ее реформирования при изменении условий функ-
ционирования фирмы. 

Исследованию формальных моделей формирования органи-
зационных иерархий посвящено большое количество работ как 
российских, так и зарубежных ученых. Однако рассматриваемая 
проблема является настолько сложной и многогранной, что гово-
рить о разработке прикладных методов формирования организа-
ционных структур пока, вероятно, рано.  

В основу принятого в настоящей книге подхода положено 
разделение задачи организационного дизайна на три этапа: разра-
ботка технологии функционирования организации, выбор орга-
низационной структуры и построение механизмов управления. 
Такое разделение позволяет сконцентрировать внимание на вто-
ром этапе и сформулировать задачу формирования организаци-
онной структуры как задачу дискретной оптимизации – выбора 
из множества допустимых иерархий управления наилучшей.  

Исследуемая формальная модель имеет множество содержа-
тельных интерпретаций, что позволяет использовать ее для реше-
ния широкого класса задач – от формирования организационной 
структуры до проектирования сборочного производства. 

В роли критерия, минимизируемого выбором иерархии, вы-
ступают затраты, складывающиеся из затрат составляющих ее 
менеджеров. Основной объект исследования – это так называе-
мые «однородные» функции затрат менеджера. Они характери-
зуются постоянной эластичностью на масштаб и хорошо согла-
суются с результатами имеющихся экспериментальных исследо-
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ваний зависимости вознаграждения менеджеров крупных органи-
заций от размера управляемых ими подразделений. 

Доказывается, что при однородных функциях затрат в опти-
мальных иерархиях все менеджеры имеют примерно одинаковую 
норму управляемости (количество непосредственных подчинен-
ных). Основным теоретическим результатом является нижняя 
оценка затрат оптимальной иерархии и конструктивные доказа-
тельства ее хорошего «качества», позволяющие во многих важ-
ных с практической точки зрения случаях эффективно строить 
субоптимальные иерархии.  

Аналитическое выражение для затрат оптимальной иерархии 
имеет большое значение для микроэкономического анализа. Оно 
дает ответ на вопрос о том, как условия функционирования орга-
низации сказываются на виде и затратах организационной струк-
туры, а также как она должна изменяться с изменением этих ус-
ловий. Полученные результаты иллюстрируются на примере не-
скольких содержательных моделей формирования иерархий, рас-
сматриваются некоторые возможные обобщения модели. 

Книга имеет следующую структуру.  
Во введении раскрывается роль и место задач формирования 

организационной структуры в общем комплексе задач организа-
ционного управления и обосновываются предпосылки принятого 
подхода к их исследованию. 

В первой главе даются определения таких понятий, как ис-
полнители, менеджеры, иерархия; формулируется задача поиска 
оптимальной иерархии. Вводится понятие секционных функций 
затрат иерархии и исследуются их свойства. Также определяются 
однородные функции затрат, исследование которых составляет 
основную тему настоящей книги. Изложение в первой главе, в 
основном, следует работам А.А. Воронина и С.П. Мишина [82-85, 
115-118], которые впервые сформулировали задачу поиска опти-
мальной иерархии именно в таком виде и исследовали ее.  

Во второй главе приводится обзор известных подходов к 
постановке и решению задач построения оптимальных иерархи-
ческих структур. Проводится их сравнение с подходом, приня-
тым в настоящей книге. Цель главы – дать читателю представле-
ние о текущем состоянии исследований задач поиска оптималь-
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ных иерархий. В то же время, она слабо связана с остальным ма-
териалом книги, поэтому при первом чтении ее можно опустить. 

Третья и четвертая главы посвящены задаче поиска опти-
мального дерева для однородной функции затрат. В третьей гла-
ве дается определение однородного дерева, на его основе строит-
ся нижняя оценка затрат оптимальной древовидной иерархии, 
анализируются различные случаи ее вычисления, приводятся 
примеры. Также исследуется качество этой нижней оценки, рас-
крывается связь между однородными деревьями и оптимальными 
иерархиями. Для большинства интересных с содержательной 
точки зрения случаев строятся субоптимальные деревья и осно-
ванные на них верхние оценки затрат оптимальной иерархии. 

В четвертой главе полученные в главе 3 теоретические ре-
зультаты иллюстрируются примерами решения задач поиска оп-
тимальных иерархий. Также рассматривается ряд содержатель-
ных моделей управления структурой организационных систем. 

Пятая глава посвящена возможным обобщениям рассмот-
ренной модели, в частности, рассмотрению неоднородных функ-
ций затрат. Кратко затрагиваются некоторые задачи стимулиро-
вания в иерархических структурах, относящиеся к третьему этапу 
организационного дизайна. Заключение подводит итоги и наме-
чает перспективы дальнейших исследований. Приложение со-
держит доказательства формальных результатов. 

Автор выражает глубокую благодарность д.ф-м.н., проф. 
А.А. Воронину и к.ф-м.н. С.П. Мишину за разработанную ими 
формальную модель поиска оптимальной иерархии, легшую в 
основу принятого в книге подхода, а также за предложения и ре-
комендации по содержанию книги. Отдельно хотелось бы побла-
годарить д.т.н. проф. Д.А. Новикова за его интерес к данной ра-
боте, постоянную помощь, поддержку и замечания, а также уча-
стников семинара ИПУ РАН по управлению организационными 
системами за многократное плодотворное обсуждение описанных 
в книге результатов. Все недостатки работы автор относит ис-
ключительно на свой счет и с признательностью встретит все за-
мечания и предложения заинтересованных читателей. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Во многих областях науки и практики возникают задачи по-
иска оптимальных иерархических структур1 – систем, элементы 
которых связаны отношением старшинства или подчиненности.2 

Например, в задаче построения организационной структу-
ры – штатного расписания организации, необходимо при задан-
ной технологии функционирования организации [135], опреде-
ляющей множество рядовых сотрудников, наилучшим образом 
надстроить над этим множеством иерархию менеджеров – иерар-
хию управления.  

При проектировании сборочного производства необходимо 
по заданному множеству деталей и компонент сложного устрой-
ства определить порядок их сборки, соединения друг с другом, 
минимизирующий трудозатраты или максимально удешевляю-
щий производство. Такая же задача возникает при создании сис-
темы контроля качества, когда необходимо определить, на каких 
этапах производства должен проводиться контроль качества 
сборки, и какие именно узлы и агрегаты подлежат проверке. 

В процессе разработки структуры системы сбора информа-
ции, например, результатов общегосударственных выборов, зада-
но множество источников информации – избирательных участков 
– и необходимо определить, каким образом данные с этих участ-
ков будут собираться и консолидироваться в едином центре (цен-
тральной избирательной комиссии). Определяются промежуточ-
ные узлы сбора и обработки информации и связи между ними. 

Также оказывается, что многие модели дискретной оптими-
зации сводятся к задачам поиска оптимальных иерархий. Напри-
мер, задачу оптимального кодирования информации [29] можно 

                                                      
1 Иерархия (от греч. «священная власть») – «принцип структурной 

организации сложных многоуровневых систем, состоящий в упорядо-
чении взаимодействия между уровнями в порядке от высшего к нижне-
му» [134, С. 201]. 

2 В общем случае иерархия относительно однородных объектов 
любой природы естественным образом порождается отношением при-
надлежности (вложенности) – например, любое множество объектов 
может рассматриваться как совокупность своих подмножеств и т.д. 
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сформулировать как задачу надстройки двоичного дерева (а дере-
во является частным случаем иерархической структуры) над за-
данным множеством символов входного алфавита.  

Список областей, в которых возникают задачи построения 
оптимальных иерархий, легко продолжить и далее. Большинство 
этих задач имеют немало общего. Во-первых, задается некоторое 
множество элементов нижнего уровня, над которыми необходимо 
надстроить иерархию. Во-вторых, задается множество допусти-
мых иерархий, из которых необходимо выбрать одну. Это множе-
ство может ограничивать выбор только древовидными иерархия-
ми или только двоичными деревьями, или каким-либо другим об-
разом. В-третьих, задается критерий эффективности, позво-
ляющий сравнивать различные иерархии – тот критерий, который 
максимизируется или минимизируется выбором иерархической 
структуры. 

Настоящая книга в основном посвящена решению задач по-
строения оптимальной структуры организационной системы – 
системы управления организацией. Тем не менее используемая 
формальная модель слабо зависит от содержательной интерпре-
тации, и, учитывая перечисленные выше общие черты задач по-
иска оптимальных иерархий, описываемые результаты могут ис-
пользоваться и в других предметных областях. 

Чтобы определить, откуда в задаче построения организаци-
онной структуры берутся ее начальные данные – множество эле-
ментов нижнего уровня, множество допустимых иерархий и кри-
терий эффективности, необходимо определить место этой задачи 
во всем комплексе задач организационного управления. 

Задачи управления организацией весьма многообразны, и 
классифицировать их можно по разным основаниям. Для наших 
целей целесообразно разделить задачи организационного управ-
ления на задачи управления функционированием или оперативно-
го управления, и задачи управления изменениями.  

Задачи первого типа касаются ежедневного, ежемесячного 
управления организацией – заводом, коммерческой фирмой или 
учреждением – в относительно стабильных условиях. К ним от-
носятся задачи планирования, распределения ресурсов, стимули-
рования сотрудников и многие другие [7, 40, 76, 93, 96, 125]. 
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Задачи второго типа имеют дело с коренной перестройкой 
организации, принципиальными изменениями в ней. Необходи-
мость решения таких задач возникает как при создании новой 
организации (организационный дизайн), так и в процессе функ-
ционирования уже существующей (реинжиниринг) [108, 133], 
например, в связи с существенным изменением внешних условий. 

Рассматриваемые в настоящей книге задачи можно отнести к 
задачам организационного дизайна, поскольку рассматривается 
построение структуры организации «с нуля», без учета уже суще-
ствующей структуры. Однако они могут быть полезны и при ре-
инжиниринге, хотя бы для оценки качества существующей орга-
низационной структуры по сравнению с оптимальной. 

Многие исследователи (например, [112]) делят процесс орга-
низационного дизайна на следующие три этапа. 

1. Определение технологии. 
На первом этапе определяются цели организации, строятся 

технологические процессы, позволяющие достичь этих целей, 
определяется количество и состав рядовых сотрудников (испол-
нителей), которые необходимы для реализации технологических 
процессов. 

2. Построение структуры управления. 
На втором этапе находится количество менеджеров, которые 

необходимы для управления исполнителями, и определяется вза-
имная подчиненность менеджеров. Именно этот этап является 
предметом исследования настоящей книги. 

3. Разработка механизмов управления. 
На последнем этапе определяются полномочия менеджеров, 

допустимые способы их воздействия на своих подчиненных и 
т.п., то есть строятся механизмы управления.1 

Как отмечено в [127], первый этап организационного дизайна 
существенно зависит от конкретной области функционирования 

                                                      
1 Строго говоря, сведение решения задачи организационного ди-

зайна к последовательному решению этих подзадач не вполне оправда-
но из-за их тесной взаимосвязи. Тем не менее, на это приходится идти, 
так как даже по отдельности задача любого из трех этапов остается 
весьма сложной. 
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организации – невозможно говорить о построении технологиче-
ских процессов «вообще», можно говорить лишь о технологии 
сталелитейного производства, технологии функционирования 
коммерческой фирмы, госучреждения и т.д. Дизайн технологии 
не рассматривается в настоящей книге и, скорее всего, вообще не 
может быть предметом общесистемного исследования. 

Однако выбор определенной технологии функционирования 
организации дает часть исходных данных для задачи построения 
организационной структуры. Именно, он определяет множество 
исполнителей, которые при построении иерархии будут элемен-
тами нижнего уровня. Также технология может ограничивать 
множество допустимых иерархий. Скажем, если некоторые ис-
полнители выполняют существенно различные по своей природе 
виды работ, может быть невозможным непосредственное их под-
чинение одному начальнику. Кроме того, на этапе построения 
технологии определяются цели организации, которые также мо-
гут накладывать определенные ограничения как на множество 
допустимых иерархий, так и на вид критерия эффективности.  

В то время как задача выбора технологии существенно зави-
сит от сформулированных целей организации и текущего состоя-
ния науки и технического прогресса, задачи двух последних эта-
пов оперируют больше чисто организационными терминами. 
Предметом рассмотрения в них является взаимодействие людей – 
сотрудников организации – поэтому эти задачи допускают более 
общее рассмотрение, мало зависящее от конкретной сферы дея-
тельности организации1. 

Третий этап – разработка механизмов управления – является, 
пожалуй, наиболее хорошо исследованной областью организаци-
онного дизайна. Многочисленные публикации российских и за-
рубежных авторов, развиваемые в рамках таких научных направ-
лений как теория активных систем [76], теория контрактов [7, 96] 
и mechanism design [31], посвящены вопросам создания рацио-
нальных механизмов организационного управления. 

                                                      
1 В литературе по менеджменту [112] отмечается сходство принци-

пов построения организационных структур и механизмов управления в 
различных областях промышленности и государственного управления. 
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В подавляющем большинстве случаев рассматриваемые мо-
дели предполагают некоторую заданную, фиксированную струк-
туру системы. Так, например, в простейшей теоретико-игровой 
модели организационной системы [125] предполагается, что сис-
тема состоит из центра (в роли которого выступает владелец 
фирмы или менеджер) и фиксированного числа агентов – со-
трудников. Модель позволяет прогнозировать поведение агентов 
при том или ином управлении со стороны центра, искать наи-
лучшее в некотором смысле воздействие – оптимальный меха-
низм управления. Однако за рамками рассмотрения остаются 
чрезвычайно важные вопросы о целесообразности именно такого 
числа агентов, о допустимости различных способов их взаимного 
подчинения и т.п. Эти вопросы и должны решаться на втором 
этапе организационного дизайна – в процессе построения струк-
туры организации. 

Как уже отмечалось, для решения задачи поиска оптималь-
ной организационной структуры необходимо определить крите-
рий эффективности, который позволял бы сравнивать между со-
бой различные структуры. Обычно в роли такого критерия вы-
ступает стоимость компании или ее прибыль (которые необходи-
мо максимизировать) или, как предполагается в настоящей книге, 
управленческие издержки – затраты на содержание системы 
управления (которые необходимо минимизировать).  

Однако теория организационного управления говорит о том, 
что затраты компании, а, значит, и ее прибыль, будут существен-
но зависеть от используемых механизмов управления. В то же 
время, структура организации сама по себе определяет только 
взаимную подчиненность менеджеров, но почти не ограничивает 
менеджеров в способах воздействия на своих подчиненных.  

Следовательно, чтобы определить затраты той или иной ор-
ганизационной структуры, необходимо для этой фиксированной 
структуры найти оптимальные механизмы управления. Поэтому, 
строго говоря, чтобы формулировать и решать задачи построения 
организационной структуры, необходимо уметь решать и задачу 
выбора технологии, и задачу поиска оптимальных механизмов 
управления для каждой конкретной структуры организации. 
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В то же время, теоретико-игровые модели, используемые на 
третьем этапе организационного дизайна, в общем случае весьма 
громоздки и их исследование довольно трудоемко. Решение мо-
жет не выражаться аналитически, что делает невозможным и ана-
литическое выражение затрат организационной структуры для 
использования их на втором этапе организационного дизайна1. 

Целью настоящей книги является исследование второго эта-
па организационного дизайна – поиска оптимальной структуры, 
поэтому мы заинтересованы в максимальной изоляции постанов-
ки задачи от специфики первого и третьего этапов. Оказывается, 
что, даже не зная этой специфики, но вводя некоторые содержа-
тельно обоснованные предположения относительно вида крите-
рия эффективности организационной структуры, можно немало 
сказать о том, как должна выглядеть оптимальная иерархия. 

Для этого на протяжении книги считается, что критерий эф-
фективности организационной структуры – функция затрат ие-
рархии – имеет определенный вид (см. определения ниже в главе 
1). Для обоснованности этих предположений необходимо, чтобы 
существовали механизмы управления, которые приводят именно 
к таким функциям затрат. Однако мы не будем проводить про-
верку существования таких механизмов, стараясь вместо этого 
формулировать результаты относительно вида оптимальных ие-
рархий в максимально общем виде, чтобы они были применимы 
для как можно более широкого класса функций затрат. Кроме 
того, оказывается, что в ряде случае задача построения механиз-
мов управления решается довольно просто, и при решении задачи 
организационного дизайна на первый план выходит именно зада-
ча поиска оптимальной иерархии. 

Перейдем к описанию формальной постановки этой задачи. 

                                                      
1 Стоит также отметить, что в уже сложившихся организациях за-

частую гораздо проще изменить структуру, чем принятые в этих орга-
низациях механизмы управления. Тогда на третьем этапе организаци-
онного дизайна используются фиксированные механизмы управления и 
задача их оптимизации не рассматривается. 



 14 

ГЛАВА 1. ЗАДАЧА ПОИСКА ОПТИМАЛЬНОЙ ИЕРАРХИИ 
 
Первая глава посвящена постановке задачи поиска опти-

мальной иерархии. В ней даются определения иерархии, испол-
нителей, функции затрат иерархии и т.д. Эти понятия использу-
ются далее на протяжении всей книги. Также в первой главе вво-
дятся основные свойства функций затрат и приводятся примеры 
задач поиска оптимальной иерархии. Материал главы базируется 
в основном на подходе и терминологии, предложенных А.А. Во-
рониным и С.П. Мишиным [82-85, 115-118]. Результаты, полу-
ченные в настоящей книге, можно считать дальнейшим развити-
ем и продолжением этого подхода. 

1.1. Исполнители, менеджеры и иерархии 
Наиболее естественным средством моделирования организа-

ционных иерархий являются ориентированные графы [77].  
Граф (точнее, ориентированный граф) H = <V, E> задается 

множеством вершин V и множеством дуг E ⊆ V×V. Множество дуг 
представляет собой некоторое множество упорядоченных пар 
вершин. Если пара вершин (v1, v2) принадлежит множеству дуг E, 
то говорят, что имеется дуга от вершины v1 к вершине v2.  

Иерархические структуры описываются ациклическими ори-
ентированными графами. Граф H = <V, E> называется ацикличе-
ским, если нельзя составить такую последовательность его вер-
шин v1, …, vk, чтобы (vi, vi+1) ∈ E для всех i = 1, …, k – 1 и 
(vk, v1) ∈ E. То есть, в ациклическом графе нельзя, идя по дугам 
графа, вернуться в исходную вершину. 

Целью организационной иерархии является координация 
действий некоторого фиксированного множества исполнителей 
(например, рабочих или служащих). Это множество определяется 
технологией функционирования организации, и именно над мно-
жеством исполнителей надстраивается иерархия управляющих 
ими сотрудников – менеджеров1. 

                                                      
1 На протяжении книги в зависимости от содержательной интер-

претации задачи в роли менеджеров могут, в принципе, выступать раз-
личные объекты. Если речь идет о построении организационных струк-
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Следуя принятой в [115] терминологии, обозначим 
N = {w1, …, wn} – конечное множество исполнителей, n > 1, M – 
конечное множество менеджеров, которые управляют этими 
исполнителями. 

Тогда организационная иерархия будет описываться ориен-
тированным ациклическим графом <V, E> с множеством вершин 

MNV U=  и множеством дуг E ⊆ V × M. Элементы множества V 
(состоящего из исполнителей и менеджеров) будем называть со-
трудниками организации, а само множество V – множеством 
сотрудников. Дуги графа организационной структуры соответст-
вуют подчиненности – если в графе присутствует дуга от сотруд-
ника v1 к сотруднику v2, то сотрудник v1 является непосредствен-
ным подчиненным сотрудника v2 в иерархии <V, E>, а сотрудник 
v2 является непосредственным начальником сотрудника v1. Также 
будем говорить, что сотрудник v2 непосредственно управляет 
сотрудником v1. Считаем, что дуги в графе направлены от подчи-
ненного к его непосредственному начальнику. 

Если в графе есть цепочка сотрудников v1, …, vk таких, что 
(vi, vi+1) ∈ E для всех i = 1, …, k – 1, то сотрудник v1 является под-
чиненным сотрудника vk. Это значит, что в графе можно постро-
ить цепочку сотрудников от v1 к vk так, чтобы каждый следующий 
сотрудник непосредственно управлял предыдущим. Также будем 
говорить, что сотрудник vk управляет сотрудником v1. 

Понятно, что у самих исполнителей не может быть подчи-
ненных, поэтому дуги графа организационной структуры могут 
идти только от исполнителя к менеджеру или от одного менедже-
ра к другому. Далее, поскольку задачей менеджеров в иерархии 
является координация деятельности исполнителей, бессмысленно 
иметь менеджеров без подчиненных. Поэтому у каждого менед-
жера будет как минимум один подчиненный сотрудник – менед-
жер или исполнитель. Поскольку все исполнители принадлежат 
одной организации, необходимо обеспечить координацию дейст-
вий между всеми исполнителями. Это эквивалентно наличию в 
иерархии менеджера (называемого топ-менеджером), который 

                                                                                                                  
тур, то под менеджером понимаются руководитель подразделения орга-
низации, включая, возможно, его аппарат (секретарей, помощников). 
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непосредственно или через цепочку других менеджеров управля-
ет каждым исполнителем. 

Подытожим все сказанное в следующем определении. 
Определение 1 [85]. Ориентированный ациклический граф 

>=< EMNH ,U  с множеством дуг подчиненности 
MMNE ×⊆ )( U  назовем иерархией, управляющей множеством 

исполнителей N, если любой менеджер из множества M имеет 
подчиненных и найдется менеджер, которому подчинены все ис-
полнители. Через )(NΩ  обозначим множество всех иерархий, 
управляющих множеством исполнителей N. 

Множество )(NΩ  определяется только множеством испол-
нителей N. В него входят иерархии с произвольными конечными 
множествами менеджеров, лишь бы иерархия удовлетворяла ус-
ловиям определения  1. 

Рис. 1 иллюстрирует введенное определение. Исполнители 
на нем изображены темными кружками и пронумерованы араб-
скими цифрами, а менеджеры изображены светлыми кружками и 
пронумерованы латинскими цифрами. Графы 1а-1в являются ие-
рархиями, управляющими множеством исполнителей 
N = {1, …, 4}. Определенные таким образом иерархии позволяют 
описывать часто встречающиеся в практике управления эффекты, 
например, межуровневое взаимодействие, когда менеджер непо-
средственно управляет и другими менеджерами, и исполнителя-
ми (менеджер II иерархии 1б), а также множественное подчине-
ние, когда сотрудник имеет более одного непосредственного на-
чальника (менеджер I в иерархии 1б, исполнитель 3 в иерархии 
1в). Определение иерархии допускает наличие в ней нескольких 
менеджеров, не имеющих начальников (менеджеры II и III иерар-
хии 1б), а также менеджеров, имеющих единственного непосред-
ственного подчиненного (менеджер III иерархии 1б). 

В то же время, графы 1г-1е иерархиями не являются. В графе 
1г исполнитель с номером 3 имеет подчиненных, в графе 1д нет 
топ-менеджера, который управлял бы всеми исполнителями, в 
графе 1е менеджер II не имеет подчиненных, кроме того, этот 
граф содержит цикл 1→I→III→1. 
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Рисунок 1. К определению иерархии 

Введем определения некоторых «типовых» иерархий. 
Определение 2 [85]. Иерархию H назовем деревом, если в 

ней единственный менеджер не имеет начальников, а остальные 
сотрудники имеют ровно одного непосредственного начальника. 

Менеджер, не имеющий начальников, называется топ-
менеджером и находится в корне дерева. 

Определение 3 [85]. Пусть задано целое число r > 1. Иерар-
хия H называется r-иерархией, если каждый ее менеджер имеет не 
более r непосредственных подчиненных. Если дерево является 
r-иерархией, будем называть его r-деревом. Число r иногда назы-
вают нормой управляемости иерархии. 

 
Рисунок 2. Типовые иерархии 
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Примеры 2-деревьев приведены на рис. 2 – это иерархии а) и 
в). Иерархия б) на рис. 2 является 4-деревом. 

Определение 4 [85]. Веерной иерархией называется иерархия 
с единственным менеджером, который непосредственно управля-
ет всеми исполнителями.  

Например, иерархия б) на рис. 2 – это веерная иерархия. 
Определение 5 [85]. Последовательной иерархией называет-

ся 2-иерархия, в которой каждый менеджер непосредственно 
управляет как минимум одним исполнителем.  

Пример последовательной иерархии изображен на рис. 2в. 
В самом общем виде задачу поиска оптимальной иерархии 

можно сформулировать следующим образом.  
Пусть задано конечное множество исполнителей N, множе-

ство допустимых иерархий )(NΩ⊆Ω  и функция затрат 
),0[: +∞→ΩC , которая каждой допустимой иерархии ставит в 

соответствие неотрицательное число. Необходимо найти допус-
тимую иерархию с минимальными затратами, то есть найти 

)(min* HCArgH
H Ω∈

∈ . 

Множество допустимых иерархий Ω  может как совпадать с 
множеством )(NΩ  всех иерархий, управляющих набором испол-
нителей N, так и быть его строгим подмножеством. В частности, в 
зависимости от содержательной постановки задачи, может ис-
каться оптимальное дерево или оптимальная r-иерархия. 

Когда количество исполнителей мало, эта задача может ре-
шаться полным перебором всех возможных иерархий (понятно, 
что в общем случае это единственный способ решения). Однако 
обычно допустимых иерархий настолько много, что задать функ-
цию затрат перечислением ее значений для всех иерархий из 
множества Ω  невозможно. Тогда функция затрат определяется 
аналитическим выражением или алгоритмом, которые зависят от 
структурных параметров иерархии – количества менеджеров, 
числа их подчиненных, выполняемых менеджерами задач и т.п. 

Для разработки эффективных методов поиска оптимальных 
иерархий необходимо делать предположения о виде функции за-
трат – ограничивать рассмотрение некоторым их классом. Эти 
предположения могут основываться на эмпирических исследова-
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ниях вида функций затрат реальных организационных иерархий 
или вводиться из соображений математического удобства. В свя-
зи с явно недостаточным количеством имеющихся в настоящее 
время эмпирических исследований приходится в большей степе-
ни основываться на втором пути – вводить ограничения на функ-
ции затрат иерархии из общих соображений, не упуская, однако, 
из виду необходимости описания с помощью таких функций ре-
альных задач. 

Ниже формулируется понятие секционных функций затрат, 
которые позволяют моделировать и решать широкий класс задач 
поиска оптимальных иерархий. 

1.2. Группы исполнителей  
и секционные функции затрат 

Первое упрощение, которое делается относительно функции 
затрат иерархии – это предположение об анонимности менедже-
ров. Именно, будем считать, что затраты иерархии не изменяются 
при замене одного менеджера иерархии другим, то есть персо-
нальные качества конкретного менеджера никаким образом не 
сказываются на функции затрат иерархии.  

На первый взгляд это предположение является довольно 
сильным, ведь известно, что разные люди выполняют свою рабо-
ту с разной эффективностью. Однако анонимность функции за-
трат можно обосновать, как минимум, несколькими способами. 

Во-первых, выбор той или иной организационной структуры 
обычно производится еще до набора сотрудников, так что на эта-
пе построения структуры еще не известно, какие люди будут за-
нимать те или иные штатные позиции, предписываемые выбран-
ной структурой, поэтому в функцию затрат иерархии с необхо-
димостью входят лишь некоторые обобщенные характеристики 
менеджеров. При этом считается, что при наборе персонала все-
гда можно будет найти людей с необходимыми для данных 
должностных позиций навыками, и затраты получившейся иерар-
хии будут не сильно отличаться от «нормативных». 

Во-вторых, анонимности функции затрат можно добиться, 
разбив задачу поиска оптимальной структуры на две подзадачи. 
Первая – это задача выбора штатного расписания (определения 



 20 

набора позиций менеджеров и их взаимной подчиненности), а 
вторая – это задача назначения менеджеров на выбранные пози-
ции из некоторого множества имеющихся менеджеров. Тогда 
функцию затрат иерархии можно определить как минимальные 
затраты при всевозможных назначениях менеджеров на штатные 
позиции этой иерархии. При этом чисто формально функция за-
трат иерархии будет зависеть лишь от множества имеющихся ме-
неджеров, а конкретные менеджеры, занимающие штатные пози-
ции, однозначно определяются решением задачи назначения.  

Заметим, что анонимность функции затрат относится к ме-
неджерам, но не к исполнителям. То есть, при замене одного ис-
полнителя другим затраты иерархии в общем случае изменятся. 
Это вполне логично, ведь именно спецификой конкретных ис-
полнителей определяется технология функционирования органи-
зации, которая позволяет отличить одну организацию от другой. 

Еще одно упрощение – это предположение об аддитивности 
функции затрат иерархии. Предполагается, что затраты C(H) лю-
бой иерархии H можно представить в виде суммы затрат менед-
жеров этой иерархии, то есть записать в виде 

∑ ∈= Mm HmcHC ),()( , 
где M – это множество менеджеров, входящих в иерархию H, а 
неотрицательная функция c(m, H), называемая функцией затрат 
менеджера, ставит в соответствие каждому менеджеру m из мно-
жества M его затраты в иерархии H. Изложение будет вестись, в 
основном, в терминах функций затрат менеджеров, а не в терми-
нах функций затрат иерархии в целом. Иногда будем говорить о 
затратах менеджера, имея в виду значение его функции затрат. 

Само по себе предположение аддитивности не является огра-
ничивающим до тех пор, пока допускаются произвольные функ-
ции затрат менеджера1. Однако уже следующее допущение, кото-
рое мы примем – локальность, будет существенно сужать класс 
рассматриваемых функций затрат. Локальность функции затрат 

                                                      
1 Чтобы обойтись без этого предположения, достаточно формаль-

ного допущения о том, что все затраты на содержание иерархии скон-
центрированы в затратах ее топ-менеджера (то есть c(m, H) = C(H)) а 
затраты остальных менеджеров равны нулю. 
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предполагает, что затраты менеджера зависят от того, каким об-
разом устроена иерархия «в непосредственной близости» от дан-
ного менеджера, а именно, какие у него подчиненные и какая ра-
бота им поручена – но не зависят от того, как организованы дру-
гие части иерархии. 

Довольно логично предположить, что затраты менеджера не 
зависят от того, как организована работа менеджеров, не являю-
щихся его подчиненными или начальниками. Вдобавок к этому 
будем считать, что затраты менеджера не зависят от его началь-
ников – от того, на каком уровне он расположен относительно 
топ-менеджера и т.п. 

Если секцией менеджера m в иерархии H назвать подграф ие-
рархии H, включающий самого менеджера m, его непосредствен-
ных подчиненных, а также связи между ними и менеджером m, то 
локальность функции затрат предполагает, что затраты менедже-
ра m определяются исключительно его секцией. Будем также го-
ворить, что менеджер m управляет своей секцией. 

Чтобы формализовать локальность функции затрат, требует-
ся более четко определить, что понимается под понятиями «рабо-
та, порученная менеджеру» или «роль» менеджера в иерархии. 
Ниже считается, что роль менеджера определяется теми исполни-
телями, которыми он (непосредственно или опосредованно) 
управляет. 

Группой исполнителей Ns ⊆  назовем любое непустое под-
множество множества исполнителей N. Для любого менеджера 

Mm ∈ из иерархии H можно определить подчиненную группу ис-
полнителей sH(m) ⊆ N – группу исполнителей, для которых ме-
неджер m является начальником в иерархии H. Будем также гово-
рить, что менеджер m управляет группой исполнителей1 sH(m). 

Так, например, на рис. 3 менеджер m1 управляет группой ис-
полнителей {w1, w2, w3, w4}, менеджер m2 – группой 
{w3, w4, w5, w6, w7}, а менеджер m – группой N, состоящей из всех 
исполнителей. На рисунке части иерархии, подчиненные менед-

                                                      
1 Ниже удобным будет считать, что каждый исполнитель w ∈ N 

управляет группой {w}, состоящей из него самого. 
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жерам m1 и m2, для наглядности обведены соответственно штри-
хованной и штрихпунктирной линиями.  

w1 w4w3w2 w5
w8w7w6

m1

m

m2

 
Рисунок 3. Подчиненные группы исполнителей 

Заметим, что по определению иерархии каждый менеджер 
управляет непустой группой, и в каждой иерархии присутствует 
топ-менеджер, который управляет группой N, состоящей из всех 
восьми исполнителей1. 

Объединение описанных выше предположений приводит к 
понятию секционной функции затрат2. 

Определение 6 [115]. Пусть задано множество исполните-
лей N. Функция затрат менеджера называется секционной, если 
она зависит только от групп исполнителей, которыми управляют 
его непосредственные подчиненные. 

                                                      
1 В [115] доказывается полезная лемма о том, что если только один 

менеджер не имеет начальников, то иерархия будет деревом тогда и 
только тогда, когда непосредственные подчиненные любого менеджера 
управляют непересекающимися группами исполнителей, то есть не дуб-
лируют работу друг друга.  

2 В [85] приводится аксиоматическая характеризация секционной 
функции затрат через свойства анонимности и локальности.   
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Таким образом, если менеджер m в иерархии H имеет r непо-
средственных подчиненных v1, v2,…, vr, то его затраты можно за-
писать в виде 

c(m, H) = c(sH(v1), …, sH(vr)). 
Затраты менеджера зависят еще и от управляемой им группы 

исполнителей. Однако легко проверить, что подчиненная группа 
менеджера равна объединению групп, которыми управляют его 
непосредственные подчиненные, и, значит, она однозначно опре-
деляется этими группами. Поэтому можно считать, что затраты 
менеджера зависят только от групп, управляемых его непосред-
ственными подчиненными. Подчиненные менеджера в общем 
случае могут управлять пересекающимися группами. Скажем, 
менеджер m на рис. 3 имеет троих непосредственных подчинен-
ных: менеджера m1, менеджера m2 и исполнителя 8w . Значит, за-
траты менеджера m можно записать следующим образом: 

}){},,,,,{},,,,({ 8765434321 wwwwwwwwwwc , 
причем исполнители w3, w4 входят в подчиненные группы как 
менеджера m1, так и менеджера m2. 

Число аргументов секционной функции затрат равно количе-
ству непосредственных подчиненных менеджера и функция оп-
ределяется для любого их количества. Значение секционной 
функции затрат не зависит от порядка следования ее аргументов 
(групп) и не изменяется при их перестановке. Таким образом, 
секционная функция затрат ставит в соответствие произвольному 
непустому множеству групп исполнителей число – затраты ме-
неджера, непосредственные подчиненные которого управляют 
этими группами исполнителей.  

При секционной функции затраты менеджера не зависят от 
того, как «внутри» организована работа его непосредственных 
подчиненных, а зависят только от групп исполнителей, которыми 
те управляют. Так, затраты менеджера m в иерархиях на рис. 4а) и 
4б) одинаковы, поскольку в обеих иерархиях менеджер m имеет 
двух непосредственных подчиненных, управляющих группами 
исполнителей {1, 2, 3} и {3, 4, 5, 6}. При этом, понятно, что сово-
купные затраты этих иерархий могут отличаться. 
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Рисунок 4. К определению секционной функции затрат 

На практике ситуация, когда непосредственные подчиненные 
некоторого менеджера управляют частично перекрывающимися 
группами, может быть целесообразной. Однако имеет смысл уст-
ранить ситуации полного дублирования одним подчиненным ра-
боты другого.  

Определение 7. Для секционной функции затрат невыгодно 
дублирование, если выполнено следующее условие. Если среди 
непосредственных подчиненных менеджера m есть два, управ-
ляющие такими группами s1 и s2, что s1 ⊆ s2, то затраты менедже-
ра m не увеличиваются при удалении первого из них. Иначе гово-
ря, для любого числа непосредственных подчиненных r ≥ 2 и лю-
бого набора групп s1, s2,…, sr, из того, что s1 ⊆ s2 следует, что с(s1, 
s2,…, sr) ≥ с(s2,…, sr). 

Как показано в [115], если дублирование невыгодно, сущест-
вует оптимальная на множестве Ω(N) иерархия, обладающая сле-
дующими свойствами: 
1. Уникальность групп: все менеджеры управляют разными 

группами исполнителей.  
2. Единственность топ-менеджера: есть только один топ-ме-

неджер – остальные сотрудники имеют начальника и прямо 
или опосредовано подчинены топ-менеджеру. 

3. Распределенность полномочий: среди сотрудников, непо-
средственно подчиненных любому менеджеру, ни один не 
управляет другим. 



 25 

В любой другой иерархии «лишних менеджеров» (при нару-
шении свойств 1 или 2) или «лишние связи» (при нарушении 
свойства 3) можно удалить без увеличения затрат иерархии.  

Например, иерархия б) на рис. 1 нарушает свойство уникаль-
ности групп – менеджеры I и III управляют одной и той же груп-
пой исполнителей {1, 2, 3}. Эта же иерархия нарушает свойство 
единственности топ-менеджера, так как в ней два менеджера, II и 
III, не имеют начальников. И, наконец, эта иерархия нарушает 
свойство распределенности полномочий, так как менеджер II не-
посредственно управляет сотрудником 3, который уже управля-
ется менеджером I, также непосредственно подчиненным менед-
жеру II. 

Ниже исследуются только функции затрат, для которых не-
выгодно дублирование. Кроме того, считается, что удаление та-
ких «лишних» менеджеров и связей всегда оставляет иерархию 
допустимой (оставляет ее во множестве Ω допустимых иерар-
хий). Например, если иерархия б) на рис. 1 является допустимой 
(принадлежит множеству Ω), то удалив из нее «лишнего» менед-
жера III и все его связи, мы должны получить другую допусти-
мую иерархию из множества Ω. 

Свойства 1-3 существенно облегчают поиск оптимальной ие-
рархии: в числе прочего, из них следует, что можно рассматри-
вать только конечные множества допустимых иерархий и каждый 
менеджер будет иметь как минимум двух непосредственных под-
чиненных. 

В рамках парадигмы секционных функций затрат удается до-
вольно далеко продвинуться в решении задачи поиска оптималь-
ной иерархии. В то же время, как показывает приведенный во 
второй главе обзор литературы, многие известные модели фор-
мирования организационных иерархий могут быть сведены к по-
иску оптимальной иерархии при секционной функции затрат. 

1.3. Функции затрат, зависящие от мер 
В общем виде секционная функция затрат менеджера 

c(s1, …, sr) представляет собой функцию множеств и потому яв-
ляется довольно сложным объектом. Задание такой функции за-
трат в общем случае сводится к прямому перечислению ее значе-



 26 

ний для всех возможных наборов групп, что обычно невозможно 
из-за огромного количества таких наборов. 

Несмотря на то, что ниже в разделе 1.4 будет приведен ряд 
результатов, касающихся секционных функций общего вида, что-
бы иметь возможность представить секционную функцию затрат 
менеджера в компактной форме, необходимо каждой группе или 
набору групп поставить в соответствие одну или несколько чи-
словых характеристик и считать функцию затрат менеджера за-
висящей уже от этих характеристик. 

Проще всего это сделать, введя меру на множестве исполни-
телей. Каждому исполнителю Nw ∈  ставится в соответствие по-
ложительное число )(wµ  – его мера. Мерой )(sµ  группы испол-
нителей s ⊆ N называется суммарная мера исполнителей, входя-
щих в группу, то есть ∑ ∈= sw ws )(:)( µµ . Тогда считаем, что 
функцию затрат менеджера можно записать в виде функции r + 1 
переменных: с(s1, …, sr) = c(µ1, …, µr, µ), где µ1, …, µr – это меры 
групп, управляемых непосредственными подчиненными менед-
жера, а µ – мера группы, которой управляет он сам. Такую функ-
цию затрат будем называть зависящей от мер1. Содержательно 
мера исполнителя может соответствовать, например, сложности 
выполняемой им работы. Мера группы тогда соответствует сум-
марной сложности работ, выполняемых группой, и именно от 
этой сложности зависят затраты по управлению группой. 

Пример 1. Пусть все исполнители считаются одинаковыми и 
каждый из них имеет меру, равную единице. Тогда мера группы 
равна количеству входящих в нее исполнителей, а функция затрат 
менеджера зависит от количества подчиненных ему исполните-
лей и от количества исполнителей, которыми управляют непо-
средственно подчиненные ему сотрудники. Ряд описываемых 
ниже результатов получен именно для таких функций затрат. •2) 

Задание меры исполнителей, конечно, является далеко не 
единственным, хотя и самым простым способом введения число-

                                                      
1 Напомним, что функция затрат менеджера задается для любого 

количества его непосредственных подчиненных r и симметрична по 
перестановке аргументов µ1, …, µr (но не последнего аргумента µ). 

2 Символом «•» обозначается конец примера или доказательства. 
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вых характеристик групп. В частности, в разделе 5.3 будут рас-
сматриваться «потоковые» функции затрат менеджера, зависящие 
от материальных, финансовых и информационных потоков меж-
ду подчиненными группами исполнителей. Однако большая часть 
книги посвящена функциям затрат, зависящим от мер. 

Приведем несколько примеров подобных функций затрат. 
Пример 2. В простейшем случае затраты менеджера равны 

некоторой положительной константе, что соответствует постоян-
ной и одинаковой зарплате всех менеджеров иерархии. Тогда за-
траты иерархии будут пропорциональны количеству входящих в 
нее менеджеров. Например, в [34] (см. обзор в разделе 2.3) для 
такой функции решалась задача поиска оптимальной иерархии, 
обеспечивающей заданное «время реакции». • 

Пример 3. Пусть затраты менеджера пропорциональны мере 
управляемой им группы, то есть с(µ1, …, µr, µ) = µ. В этом случае 
среди всех возможных иерархий оптимальна веерная иерархия, 
поскольку любая иерархия по определению включает менеджера, 
управляющего группой N из всех исполнителей, и только в веер-
ной иерархии этот менеджер будет единственным. Однако опти-
мальные иерархии будут уже не столь тривиальными, если огра-
ничиться поиском только среди r-иерархий, где r > 1 – некоторое 
заданное число.  

Для r = 2 задачу можно свести к известной задаче об опти-
мальном двоичном кодировании. Исполнители соответствуют 
символам исходного алфавита, а их меры – частоте появления 
этих символов в кодируемом тексте. Можно показать, что опти-
мальным 2-деревом является так называемое дерево Хаффмана 
[29]. Ниже в разделе 5.2 показывается, что некоторые обобщения 
этого дерева оптимальны и для более широкого класса функций 
затрат. • 

Пример 4. Пусть функция затрат не зависит от мер групп, 
которыми управляют непосредственные подчиненные менедже-
ра, а зависит только от их количества r и меры µ группы, которой 
управляет сам менеджер. В частности, ниже будет рассматри-
ваться аддитивная функция затрат вида с(r, µ) = ϕ(r) + χ(µ) и 
мультипликативная функция затрат вида с(r, µ) = ϕ(r)χ(µ), где 
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ϕ(⋅) и χ(⋅) – некоторые неотрицательные монотонно возрастаю-
щие функции.  

Аддитивная функция затрат имеет следующую содержатель-
ную интерпретацию. Предположим, что все исполнители имеют 
единичную меру  и должностные обязанности менеджера состо-
ят, во-первых, в том, чтобы работать со своими непосредствен-
ными подчиненными (например, проводить совещания), а во-
вторых – обеспечивать работу подчиненных ему исполнителей 
(скажем, непосредственно инспектировать их деятельность или 
просто периодически подписывать заявления на отпуск или 
увольнение). Тогда затраты менеджера будут складываться из 
затрат ϕ(r) на работу с непосредственными подчиненными (зави-
сящими от их количества r), и затрат χ(µ) на работу с подчинен-
ными ему исполнителями (зависящими от их количества µ).  

В мультипликативной функции затраты по работе с непо-
средственными подчиненными ϕ(r) умножаются на «коэффици-
ент ответственности» χ(µ), зависящий от меры управляемой ме-
неджером группы. В [50] рассматривалась функция затрат, кото-
рая, хоть формально и не является секционной, но может быть 
сведена в рамках других вводимых там ограничений к мультип-
ликативной (и, одновременно, аддитивной) функции вида 
с(r, µ) = r2. • 

Пример 5. В [85, 115] были введены и исследованы несколь-
ко более сложных функций затрат менеджера: 
(I) βαααα µµµµµµµ )],,max([),,...,( 111 rrrc KK −++= , 
(II) βαα µµµµµ ][),,...,( 11 rrc ++= K , 
(III) βααα µµµµµµ ]1),...,max(/[),,...,( 11 −= rrc , 
(IV) βαα µµµµµ ])([),,...,( 11 ∑ = −= r

i irc , 

(V) ),...,min(/),,...,( 11
ββα µµµµµµ rrc = . 

Здесь α и β – некоторые неотрицательные параметры, позво-
ляющие «подстроить» эти функции затрат к конкретным услови-
ям. Напомним также, что µ1, …, µr – это меры групп, управляе-
мых непосредственными подчиненными менеджера, а µ – мера 
группы, которой управляет он сам. Ниже мы будем ссылаться на 
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эти функции затрат по их номеру, то есть говорить о функции 
затрат (I), (II) и т.д. 

А.А. Воронин и С.П. Мишин в [82, 85] предлагают следую-
щие содержательные интерпретации функций затрат (I)-(V) в 
терминах психологических типов взаимодействия в коллективе.  

В функции (I) затраты менеджера определяются мерами 
групп, которые управляются всеми непосредственными подчи-
ненными, кроме «полулидера». Под полулидером подразумевает-
ся подчиненный, который управляет группой максимальной ме-
ры, то есть выполняет наибольший объем работы. Считается, что 
он обладает достаточной квалификацией для того, чтобы само-
стоятельно решать проблемы, связанные с управлением своими 
подчиненными, не беспокоя при этом своего начальника. Тогда 
функция затрат (II) соответствует управлению секцией без полу-
лидера – в ней суммируются меры групп всех непосредственных 
подчиненных. 

Предположим, что среди непосредственных подчиненных 
менеджера имеется «лидер», который помогает менеджеру ре-
шать проблемы взаимодействия других непосредственных под-
чиненных, за счет чего снижаются затраты менеджера. Этому 
случаю соответствует функция затрат (III), в которой затраты оп-
ределяются мерой всей управляемой менеджером группы и мерой 
группы, управляемой лидером. 

Функция (IV) описывает затраты менеджера в процессе ин-
дивидуальной работы с непосредственными подчиненными, ко-
гда менеджер передает каждому своему непосредственному под-
чиненному i = 1, …, r информацию о той части своей группы, ко-
торой этот подчиненный не управляет. Объем информации опре-
деляется разностью мер групп µ и µi, возведенных в степень α. 
Сумма объемов информации по всем непосредственным подчи-
ненным и определяет затраты менеджера. 

Функция (V) описывает отрицательное влияние низкой ква-
лификации. Считается, что подчиненный, управляющий малень-
кой группой, может требовать от своего начальника слишком 
много времени на управление собой, отвлекая его от более важ-
ной работы (как если бы генеральному директору фирмы дали в 
непосредственное подчинение уборщицу). Поэтому в формуле 
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(V) мера группы, управляемой менеджером, делится на мини-
мальную из мер групп, управляемых его непосредственными 
подчиненными. • 

1.4. Некоторые свойства секционных функций затрат 
Поставленная выше задача поиска оптимальной иерархии ос-

тается весьма сложной, даже если ограничивать рассмотрение 
только секционными функциями затрат менеджера. Тем не менее, 
в последние годы был опубликован ряд работ [83-85, 90, 92, 115], 
в которых исследуются как численные алгоритмы, так и некото-
рые аналитические методы решения этой задачи. В настоящем 
разделе описывается лишь небольшая часть результатов – те, ко-
торые используются в дальнейшем изложении. 

Ниже описываются базовые свойства секционных функций 
затрат, при выполнении которых на множестве Ω(N) всех иерар-
хий оптимальной будет одна из введенных в разделе 1.1 «типо-
вых» иерархий – дерево, 2-иерархия, веерная или последователь-
ная иерархия. Эти результаты позволяют во многих случаях если 
не решить задачу, то существенно упростить применение числен-
ных алгоритмов поиска оптимальной иерархии. Начнем с усло-
вий, при которых оптимальной иерархией будет дерево. 

Определение 8 [85]. Секционная функция затрат менедже-
ра называется монотонной по группам, если затраты любого ме-
неджера не убывают как при расширении групп, управляемых 
непосредственными подчиненными, так и при добавлении новых 
непосредственных подчиненных, то есть для любого набора 
групп s1, …, sr выполнены неравенства: 

),,,(),,,( 221 rr ssscsssc KK ≤ , где группа s содержит s1 ( ss ⊂1 ); 
),,,,(),,,( 2121 sssscsssc rr KK ≤ , где s – произвольная группа. 

Свойство монотонности по группам иллюстрируется рис. 5, 
на котором изображена часть иерархии, подчиненная менеджеру 
m, имеющему непосредственных подчиненных m1 и m2. 

Стрелками показаны возможные способы расширения групп, 
управляемых непосредственными подчиненными менеджера m 
(иерархии 5а и 5б) и добавления новой подчиненной группы (ие-
рархия 5в). Иерархия 5а получена из исходной путем расширения 
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группы, подчиненной менеджеру m2, за счет подчиненных ме-
неджера m1. В иерархии 5б подчиненная менеджеру m2 группа 
расширяется за счет добавления новых исполнителей. Наконец, в 
иерархии 5в менеджеру m добавляется новый непосредственный 
подчиненный – менеджер m3. Добавляемые части иерархии для 
наглядности обведены штрихованной линией. Функция затрат 
менеджера будет монотонной по группам, если при любых по-
добных преобразованиях затраты менеджера m (выделенного на 
рисунке жирной линией) не уменьшаются. 

 
Рисунок 5. К определению монотонности по группам 

Чтобы сформулировать достаточное условие монотонности 
по группам функции затрат менеджера, зависящей от мер, необ-
ходимо ввести следующее определение. 

Определение 9. Зависящая от мер функция затрат менед-
жера вида c(µ1, …, µr, µ) называется нормальной, если для любого 
целого r ≥ 2 выполняется c(µ1, …, µr, µ) ≤ c(µ1, …, µr, 0, µ). Если, 
вдобавок, выполняется неравенство c(0, µ, µ) > 0, то функция за-
трат называется строго нормальной.  
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Иначе говоря, при нормальной функции затрат добавление 
непосредственного подчиненного, управляющего «группой» ис-
полнителей нулевой меры, не уменьшает затрат менеджера. Это 
вполне логично с содержательной точки зрения, так как такой 
подчиненный не выполняет никакой полезной работы (если счи-
тать, что объем работы менеджера связан с мерой подчиненной 
ему группы исполнителей) и может только увеличить затраты 
своего непосредственного начальника. 

Для того, чтобы нормальная функция затрат c(µ1, …, µr, µ) 
была монотонной по группам достаточно, чтобы она как функция 
r + 1 действительных переменных не убывала по каждой из них. 

Пример 6. Легко видеть, что функция затрат менеджера вида 
с(r, µ) будет монотонной по группам, если она не убывает по ка-
ждому из двух своих аргументов. Также в [85] показано, что 
функции затрат (I), (II) монотонны по группам, а функции (III), 
(IV), (V) – немонотонны по группам. • 

Утверждение 1 [85]. Если функция затрат монотонна по 
группам, то для заданного множества исполнителей N на множе-
стве Ω(N) всех иерархий существует оптимальное дерево. 

Таким образом, если функция затрат менеджера монотонна 
по группам и на множестве всех иерархий необходимо найти оп-
тимальную, то можно искать ее только среди деревьев1. С одной 
стороны, это позволяет использовать разработанные в [83, 85] 
численные алгоритмы, а с другой – применять описываемые ниже 
в настоящей книге результаты, в основном посвященные поиску 
оптимальных деревьев. 

По сути, монотонность по группам говорит о неоптимально-
сти так называемого множественного подчинения сотрудников – 
если функция затрат монотонна по группам, то каждый сотруд-
ник, за исключением топ-менеджера, должен иметь единственно-
го непосредственного начальника. 

Далее рассматриваются условия, при которых оптимальными 
будут иерархии c минимальной и максимальной возможными 
нормами управляемости. 

                                                      
1 То же можно сказать и о поиске оптимальной иерархии на любом 

другом допустимом множестве Ω, включающем все деревья. 
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Рисунок 6. К определению сужающих и расширяющих  

функций затрат 

Определение 10. Секционная функция затрат называется 
сужающей, если для любого менеджера m с непосредственными 
подчиненными v1, …, vr при 3≥r  можно без увеличения затрат 
иерархии переподчинить нескольких сотрудников из v1, …, vr но-
вому менеджеру m1 и непосредственно подчинить менеджера m1 
менеджеру m. Секционная функция затрат называется расши-
ряющей, если при любых подобных переподчинениях затраты 
иерархии не уменьшаются. 

Рис. 6 иллюстрирует это определение. На нем слева (иерар-
хия 6а) изображена секция менеджера m, состоящая из него само-
го и его непосредственных подчиненных v1, v2, v3, которые могут 
быть как менеджерами, так и исполнителями. Справа на рисунке 
(иерархия 6б) изображена та же часть иерархии после переподчи-
нения части непосредственных подчиненных менеджера m (на-
пример, сотрудников v1 и v2) новому менеджеру m1 (обведенному 
на рисунке жирной линией). Если для любого менеджера всегда 
найдется подобное перестроение, не увеличивающее затраты ие-
рархии, то функция затрат является сужающей. Если же любое 
такое перестроение не приводит к уменьшению затрат иерархии, 
то функция затрат является расширяющей. 

Подчеркнем, что определение требует невозрастания или не-
убывания затрат всей иерархии. При этом изменение затрат ие-
рархии складывается из затрат добавляемого менеджера m1 и из-
менения затрат менеджера m (у него уменьшается количество не-
посредственных подчиненных). Поэтому для того, чтобы функ-
ция затрат была сужающей, как минимум необходимо, чтобы за-
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траты менеджера m не увеличивались при замене нескольких его 
непосредственных подчиненных менеджером m1. 

Содержательно определение сужающей функции затрат оз-
начает, что при наличии в иерархии менеджера с более чем двумя 
непосредственными подчиненными всегда выгодно нанять ему 
«помощника», сняв с менеджера часть его нагрузки. При расши-
ряющей функции затрат, наоборот, всегда выгодно увольнять 
промежуточных менеджеров. Эти соображения позволяют дока-
зать следующие результаты. 

Утверждение 2 [85]. При сужающей функции затрат на 
множестве Ω(N) существует оптимальная 2-иерархия. При рас-
ширяющей функции затрат на множестве Ω(N) существует опти-
мальная веерная иерархия. 

Таким образом, если функция затрат сужающая, то на мно-
жестве Ω(N) (или на произвольном множестве Ω, включающем 
все 2-иерархии) оптимальную иерархию можно искать только 
среди 2-иерархий. Если функция затрат расширяющая и веерная 
иерархия допустима, то эта иерархия и будет оптимальной. 

На первый взгляд может показаться, что утверждение 2 на-
прямую следует из содержательной интерпретации определений 
сужающей и расширяющей функций затрат, но на самом деле его 
доказательство, особенно для немонотонных по группам функ-
ций, довольно громоздко. Это утверждение имеет большое зна-
чение, поскольку позволяет из достаточно простой проверки 
свойств сужения и расширения функции затрат сделать содержа-
тельные выводы о виде оптимальной иерархии. 

Пример 7. Функция затрат менеджера с(µ), зависящая только 
от меры управляемой менеджером группы исполнителей, являет-
ся расширяющей, поскольку при добавлении помощника затраты 
иерархии возрастают на сумму его затрат. 

В [85] показано, что функции затрат (I) и (II) при β ≤ 1 явля-
ются расширяющими, функции (I), (III) и (IV) при β ≥ 1 – су-
жающие. Таким образом, функция затрат может быть одновре-
менно и сужающей, и расширяющей, например, функция затрат 
(I) при β = 1. В то же время, функция затрат может быть ни су-
жающей, ни расширяющей, как, например, функция затрат (II) в 
области параметров β > 1, α < 1 (более подробно см. [85, 115]). • 
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Если функция затрат одновременно и монотонная по груп-
пам, и сужающая, то из утверждений  1 и  2 следует, что опти-
мальная иерархия будет 2-деревом. Более того, для монотонной 
по группам функции затрат определение 10 можно ослабить, тре-
буя его выполнения только в случае, когда все сотрудники 
v1, …, vr управляют непересекающимися группами исполнителей. 
При выполнении такого ослабленного условия функция затрат 
называется сужающей на непересекающихся группах [115]. 

Результат утверждения 2 использует невозрастание (или не-
убывание) затрат иерархии при последовательных операциях пе-
реподчинения – для сужающей функции каждое переподчинение 
не увеличивает затрат иерархии, а для расширяющей – не умень-
шает их. При этом оптимальными оказываются иерархии, кото-
рые не могут быть преобразованы никаким переподчинением. 
Таким же образом можно вводить и другие преобразования ие-
рархии и пользоваться неубыванием или невозрастанием затрат 
иерархии относительно них. 

 
Рисунок 7. К определению сильно сужающей функции затрат 

Пусть, например, на множестве допустимых иерархий Ω(N) 
ищется оптимальная иерархия при сужающей функции затрат. 
Согласно утверждению 2 оптимальную иерархию можно искать 
среди 2-иерархий. Допустим, в некоторой 2-иерархии H менед-
жер m имеет непосредственно подчиненных ему менеджеров m1 и 
m2, причем первый из них управляет некоторым сотрудником v и 
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исполнителем w, а второй – некоторым сотрудником v′ и испол-
нителем w′ (см. рис. 7, иерархия а). У всех этих сотрудников мо-
гут быть и другие начальники, не изображенные на рисунке. Обо-
значим через s1 и s2 группы, управляемые соответственно менед-
жерами m1 и m2. 

Преобразуем изображенную на рисунке часть иерархии: уда-
лим связи от менеджеров m1 и m2 к m, добавим нового менеджера 
m3, которого подчиним менеджеру m и назначим менеджеру m3 в 
непосредственные подчиненные сотрудника v и менеджера m2. 
Кроме того, непосредственно подчиним исполнителя w менедже-
ру m (см. рис. 7б). Легко проверить, что при таком преобразова-
нии затраты менеджеров иерархии, не изображенных на рисунке, 
не меняются, и затраты иерархии изменятся на величину 

),(}){,}){\(()},{\( 212121 sscwswscswsc −∪+ . 
Точно такую же операцию можно проделать и с менеджером m2.  

Определение 11 [115]. Сужающая функция затрат называ-
ется сильно сужающей, если для любых групп s1 и s2 из двух или 
более исполнителей выполнено по крайней мере одно из двух 
условий: 
а) для любого 1sw ∈  }){,}){\(()},{\(),( 212121 wswscswscssc ∪+≥ , 
б) для любого 2sw ∈  }){}),{\((}){\,(),( 212121 wwsscwsscssc ∪+≥ . 

Таким образом, для сильно сужающей функции затрат всегда 
можно, не увеличив затрат иерархии, проделать описанное выше 
преобразование. Это преобразование не может быть проделано 
только в том случае, если иерархия является последовательной 
иерархией, что приводит к следующему утверждению. 

Утверждение 3 [115]. Для сильно сужающей функции затрат 
на множестве Ω(N) существует оптимальная последовательная 
иерархия. 

Следовательно, при сильно сужающей функции затрат опти-
мальную иерархию на множестве всех иерархий можно искать 
только среди последовательных иерархий, для чего в [85] разра-
ботаны как аналитические методы, так и численные алгоритмы. 

Пример 8. В [85] показано, что функция затрат (I) сильно 
сужающая при β ≥ 1 и αβ ≥ 1, а функция затрат (III) сильно су-
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жающая при β ≥ 1. Ниже в разделе 4.1 приведены некоторые со-
держательные интерпретации последовательных иерархий. • 

Разумеется, можно вводить и другие преобразования иерар-
хий, подобные рассмотренным выше и, доказывая невозрастание 
или неубывание функции затрат относительно этих преобразова-
ний, ограничивать область потенциально оптимальных иерархий 
«терминальными» иерархиями, для которых преобразование про-
вести нельзя. Ценность таких результатов будет определяться 
удобством проверки невозрастания (неубывания) функций затрат 
относительно преобразования и легкостью содержательной ин-
терпретации множества «терминальных» иерархий. 

1.5. Однородные функции затрат 
Введем понятие однородных функций затрат, исследованию 

которых посвящены главы 3 и 4 настоящей книги.  
Определение 12 [85]. Функция затрат менеджера 

c(µ1, …, µr, µ), зависящая от мер, называется однородной, если 
существует такое неотрицательное число γ, что для любого по-
ложительного числа A и любого набора мер µ1, …, µr, µ  выпол-
няется тождество ),,...,(),,...,( 11 µµµµµµ γ

rr cAAAAc = . Число γ 
называется степенью однородности функции затрат1. 

Таким образом, при однородной функции затрат пропорцио-
нальное увеличение мер групп всех исполнителей в A раз приво-
дит к росту затрат менеджера в Aγ раз. Говоря экономическим 
языком, однородная функция затрат менеджера обладает посто-
янной эластичностью [40, 129] по размеру управляемой группы. 

Пример 9. Функция затрат менеджера вида c(r, µ) будет од-
нородной тогда и только тогда, когда она мультипликативная и 
при этом c(µ, r) = µγϕ(r). Функция, при которой затраты любого 
менеджера зависят только от количества его непосредственных 
подчиненных, будет однородной степени 0. Функции затрат (I), 

                                                      
1 Легко показать [73], что если выполняется тождество 

),,...,()(),,...,( 11 µµµρµµµ rr cAAAAc = , где ρ(A) – непрерывная неот-
рицательная функция, то найдется такая степень γ, что ρ(A) = Aγ. 
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(II) и (IV) – однородные степени αβ, функция (III) – однородная 
степени 0, а функция (V) имеет степень однородности α – β. • 

Широко используемое ниже предположение об однородно-
сти функции затрат менеджера является, несомненно, некоторым 
допущением, и их применение поэтому можно сравнить с ис-
пользованием функций затрат Кобба-Дугласа [129] в экономике 
(также имеющих постоянную эластичность). 

Однако в применении описываемых ниже методов к задачам 
формирования организационных иерархий в экономической ли-
тературе имеются определенные эмпирические предпосылки к 
описанию затрат менеджера именно однородными функциями. 
Начиная со статьи [56], и заканчивая последними работами [71], 
большое количество публикаций [3, 11, 36] экспериментально 
исследуют зависимость вознаграждения топ-менеджеров1 от раз-
мера организации и обосновывают ее степенной вид. Порази-
тельным является тот факт, что зависимость вида c = sγ между 
суммой вознаграждения топ-менеджера c и размером управляе-
мой им компании s (в различных работах в качестве оценки раз-
мера компании рассматривалась сумма продаж, стоимость акти-
вов и др.) проявляет удивительную стабильность во времени2 и 
пространстве, слабо завися от сферы деятельности компании и 
страны ее размещения. Параметр степени однородности функции 
затрат γ также довольно постоянен во времени. Если в 40-х годах 
XX века этот коэффициент составлял примерно 0.3-0.4 [56, 63], 
то последние исследования [71] говорят о диапазоне от 0.2 до 0.3, 
что может быть обусловлено изменениями в технологии управле-
ния за последние полвека. 

Базируясь на данных [14, 56], нобелевский лауреат Г. Саймон 
[63] предложил теоретическую модель, обосновывающую фор-
мулу c = sγ. Модель Саймона основана на четырех основных 
предположениях, которые он называет «социальными нормами». 

                                                      
1 В силу большого размера вознаграждений, получаемых менедже-

рами высоких уровней в крупных организациях, эти вознаграждения 
составляют большую часть затрат на содержание менеджера. 

2 Экспериментальные данные, подтверждающие эту зависимость, 
охватывают временной диапазон практически в 80 лет. 
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Первое предположение говорит о том, что норма управляемости 
постоянна в рамках одной организации, то есть каждый ее ме-
неджер имеет примерно одинаковое количество подчиненных. 
Согласно второму предположению, отношение вознаграждения 
любого менеджера к вознаграждению любого его непосредствен-
ного подчиненного является константой. Третья предпосылка – 
это предположение о симметричности организации или одинако-
вой длине цепочки подчинения между топ-менеджером и любым 
конечным исполнителем. Четвертое предположение состоит в 
том, что вознаграждение всех конечных исполнителей одинаково.  

Саймон показывает, что этих допущений достаточно для о-
боснования степенной зависимости вознаграждения топ-
менеджеров от размера компании. Однако согласно современным 
взглядам считать вознаграждение менеджера зависящим от «со-
циальных норм» не совсем правильно. Результаты теории управ-
ления организационными системами [76, 126] и теории контрак-
тов [7, 96] показывают, что вознаграждение сотрудников органи-
зации определяется структурой используемых механизмов управ-
ления, сложным образом учитывающих усилия сотрудников, их 
вклад в результат работы организации в целом, возможности мо-
ниторинга их работы, а также частную информацию, которую 
они имеют. При этом можно говорить, что как раз норма управ-
ляемости и другие параметры организационной иерархии опреде-
ляются выявленной функцией вознаграждения менеджеров, по 
сути, функцией затрат на их содержание.  

Забегая несколько вперед, отметим, что, пожалуй, главный 
полученный в настоящей книге теоретический результат как раз и 
состоит в том, что из эмпирически наблюдаемой однородности 
функции затрат менеджера1 следуют те социальные нормы, о ко-

                                                      
1 Строго говоря, большинство экспериментальных работ исследу-

ют только зависимость вознаграждения топ-менеджера от размеров 
компании в целом, и не рассматривают вознаграждения других менед-
жеров иерархии. Исключением является работа [14] в которой анализи-
руются данные о вознаграждениях всех менеджеров компании General 
Motors за определенный промежуток времени. Саймон [63] отмечает, 
что в рамках его предположений приведенная там статистика также 
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торых говорит Саймон: постоянство нормы управляемости, по-
стоянство отношения вознаграждения менеджера и его непосред-
ственного подчиненного, а также, в большинстве случаев, и сим-
метричность оптимальной иерархии1.  

Однако, пожалуй, даже более важной является полученная 
аналитическая формула затрат оптимальной иерархии, позво-
ляющая исследовать зависимость как затрат иерархии, так и, ска-
жем, оптимальной нормы управляемости ее менеджеров, от па-
раметров модели, описывающих отраслевую, технологическую и 
иную специфику исследуемой организации. Применение полу-
ченных результатов на практике поможет обосновать как вид оп-
тимальной иерархии для конкретной организации, так и прогно-
зировать необходимые изменения организационной структуры с 
изменением условий функционирования.  

В то же время, доказываемые в третьей главе настоящей кни-
ги теоремы говорят о том, что для нахождения оптимальной ие-
рархии необходимо знать существенно больше, чем просто зави-
симость затрат на содержание менеджера от размера управляемой 
группы. В контексте рассматриваемых в настоящей книге секци-
онных функций затрат необходимо, в частности, знать, как затра-
ты на содержание менеджера зависят от количества его непосред-
ственных подчиненных2.  

Статистических и теоретических исследований на эту тему 
пока крайне мало3, и несмотря на то, что в четвертой главе книги 
рассматривается ряд модельных примеров подобных зависимо-
стей, для обоснованной разработки практических рекомендаций 

                                                                                                                  
подтверждает постоянство эластичности вознаграждения менеджера по 
размеру управляемой им группы исполнителей. 

1 В [110] также доказывается оптимальность равномерного распре-
деления работы между конечными исполнителями, приводящего к оди-
наковости их вознаграждений (четвертое допущение Саймона). 

2 Описываемые в главе 3 результаты применимы для практически 
любых однородных секционных функций затрат менеджера. 

3 Исключением являются, возможно, лишь методические рекомен-
дации по нормам управляемости в различных отраслях промышленно-
сти, действовавшие в СССР во второй половине XX века. 
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для реальных организаций еще требуется провести огромный 
объем экспериментальной работы. 

Говоря о недостатках однородных функций затрат, стоит от-
метить, что значение функции затрат с ненулевой степенью од-
нородности стремится к нулю при уменьшении меры управляе-
мых групп. Таким образом, затраты менеджера, управляющего 
группами малой меры, близки к нулю. Поэтому такие функции не 
позволяют описывать, так называемые, «начальные» затраты, 
связанные с содержанием менеджера и не зависящие от объема 
выполняемой им работы. На практике эти затраты могут быть 
обусловлены издержками на организацию рабочего места менед-
жера, законодательным ограничением на минимальный уровень 
заработной платы и т.д. Начальные затраты могут оказывать су-
щественное влияние на вид нижних уровней оптимальной иерар-
хии, состоящих из менеджеров, управляющих небольшими груп-
пами исполнителей1. 

Начальные затраты поддаются описанию с помощью одно-
родных (нулевой степени) функций затрат, таких как функция 
(III) или функции вида с(⋅) = ϕ(r), но такие функции имеют дру-
гой недостаток – затраты менеджера не изменяются при пропор-
циональном росте мер управляемых групп. Ниже в главе 5 на-
стоящей книги кратко исследуются, так называемые, кусочно-
однородные функции затрат менеджера, которые позволяют опи-
сать и начальные затраты менеджера, и рост затрат с ростом мер 
управляемых групп исполнителей. 

1.6. Завершающие ремарки 
Итак, в первой главе были определены основные понятия, 

используемые в дальнейшем изложении: иерархии, менеджеры, 
исполнители. Сформулирована задача поиска оптимальной ие-
рархии, а также введено важное понятие секционных функций 
затрат, кратко описаны их основные свойства и приведен ряд 
примеров. В последнем разделе дано определение однородных 

                                                      
1 В частности, в [55] отмечается существенное отличие нормы 

управляемости менеджеров нижнего звена от нормы управляемости на 
более высоких уровнях иерархии.  
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функций затрат, изучению которых посвящены главы 3 и 4, и 
обоснована их применимость для решения задач формирования 
организационных иерархий.  

Рис. 8 иллюстрирует место решаемых задач в общем ком-
плексе проблем формирования организационных иерархий. Из 
рисунка видно, что задача поиска оптимальной иерархии при од-
нородной функции затрат менеджера является частным случаем 
гораздо более общих задач. Она относится к большому классу 
проблем формирования организационных иерархий. Для иссле-
дования этих проблем могут использоваться различные методы, и 
математическое моделирование является лишь одним из них (на-
пример, в рамках такой науки, как менеджмент, эти проблемы 
рассматриваются на чисто эмпирическом уровне).  

Математические модели, в свою очередь, могут ставить пе-
ред собой различные цели (синтез структуры или анализ законо-
мерностей их формирования) и использовать для их достижения 
различный математический аппарат (теорию игр, теорию оптими-
зации, теорию массового обслуживания и т.д.). Подавляющее 
большинство моделей, описываемых в настоящей книге, рассмат-
ривают задачу формирования организационной иерархии как за-
дачу оптимизации – поиска иерархии, максимизирующей или 
минимизирующей некоторый функционал.  

 
Рисунок 8. Вложенность задач формирования  

организационных иерархий 



 43 

Как показывается ниже в главе 2, существенную долю этих 
моделей составляют задачи минимизации затрат на содержание 
иерархии. Вводя описанные в разделе 1.2 предположения относи-
тельно функции затрат иерархии, мы приходим к рассмотрению 
секционных функций затрат менеджера, при которых затраты 
менеджера зависят только от групп исполнителей, управляемых 
его непосредственными подчиненными. Подкласс секционных 
функций затрат составляют функции затрат, зависящие не от са-
мих групп исполнителей, а от их числовых характеристик, кото-
рые выше были названы мерами. Рассмотрение только зависящих 
от мер функций затрат позволяет записать функцию затрат ие-
рархии в компактной форме и гораздо дальше продвинуться в 
исследовании задачи поиска оптимальной иерархии. 

Наконец, последние предположения, введенные в разделе 
1.5, ограничивают модель лишь однородными функциями затрат. 
Основанием такого сужения служат описанные в том же разделе 
наблюдения, которые заставляют думать, что в реальности затра-
ты на содержание менеджеров действительно можно описать од-
нородными функциями. 

При разработке математических моделей всегда приходится 
искать компромисс между общностью модели и глубиной ее про-
работки – силой получаемых из нее выводов. Хочется надеяться, 
что задача поиска оптимальной иерархии при однородной функ-
ции затрат менеджера является примером удачного компромисса. 
С одной стороны, эта модель позволяет описать достаточно ши-
рокий класс прикладных задач (см. примеры в главе 4). С другой 
стороны, для рассматриваемого класса однородных функций за-
трат менеджеров задача поиска оптимальной иерархии была ре-
шена практически полностью, и в результате получены аналити-
ческие выражения для затрат оптимальной иерархии и ее основ-
ных характеристик, удобные для практического применения. 

Прежде чем перейти к описанию решения, проведем обзор 
литературы, посвященной математическим моделям формирова-
ния организационных иерархий, с целью сравнения существую-
щих подходов с подходом, принятым в данной книге. 
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ГЛАВА 2.  ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

2.1. Историческая ретроспектива 
Литература, посвященная формированию организационных 

иерархий, весьма обширна и многообразна. С далекой древности, 
когда появились первые человеческие коллективы, возник вопрос 
о рациональной организации1 взаимодействия людей, вовлечен-
ных в процесс достижения общей цели.  

Скажем, вопросам рационального государственного устрой-
ства (а государство можно считать разновидностью организации) 
посвящен широко известный диалог Платона «Государство». В 
этом произведении большое внимание уделяется организацион-
ной структуре, причем уже здесь структура государства имеет 
вид иерархии, возглавляемой мудрецами-правителями2. 

На протяжении последующих веков огромное количество ав-
торов неоднократно возвращалось к этой теме, и накопленный 
ими эмпирический опыт с трудом можно описать в каком бы то 
ни было ограниченном объеме. Предметом настоящего обзора 
являются лишь работы, в которых описываются формальные ма-
тематические модели, позволяющие исследовать процессы фор-
мирования организационных иерархий. 

Однако, даже с учетом этого сужения тематики, количество 
имеющихся на сегодняшний день исследований велико. Фор-

                                                      
1 В [134] дается следующее определение организации: «1) внут-

ренняя упорядоченность, согласованность взаимодействия более или 
менее дифференцированных и автономных частей целого, обусловлен-
ная его строением; 2) совокупность процессов или действий, ведущих к 
образованию и совершенствованию взаимосвязей между частями цело-
го; 3) объединение людей, совместно реализующих некоторую про-
грамму или цель и действующих на основе определенных процедур и 
правил». 

2 Интересно, что уже в этой работе появляются попытки количест-
венного описания параметров оптимальной организации. Так, Платон 
говорит о том, что идеальное государство должно состоять из 5040 се-
мей, поскольку это число делится нацело на все числа от двух до двена-
дцати (кроме одиннадцати), что позволяет удобным образом распреде-
лять поровну обязанности между подгруппами граждан. 
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мальные модели организационных иерархий начали активно раз-
рабатываться с середины XX века, подстегнутые, с одной сторо-
ны, практической потребностью управления все усложняющими-
ся экономическими, социальными и военными организациями, а с 
другой стороны, развитием адекватного математического аппара-
та – математического программирования [100] и исследования 
операций [86]. Исторически все эти исследования можно разде-
лить на «экономические» и «инженерные».  

В течение первой половины XX века происходил непрерыв-
ный процесс формализации экономической науки, который в ре-
зультате привел к формированию развернутой математической 
теории экономического равновесия [129]. Однако довольно скоро 
стало ясно, что эта теория, во-первых, не может объяснить мно-
гих наблюдаемых на реальных рынках эффектов, а во-вторых, 
почти не рассматривает закономерности внутренней организации 
экономических субъектов – фирм [130]. Последовательное со-
вершенствование экономической теории во второй половине XX 
века привело к осознанию важности информационных аспектов 
функционирования экономических систем, таких, например, как 
асимметричная информированность агентов [23] и ограниченные 
их возможности по обработке информации и принятию решений 
[64]. В числе прочего неоклассическая экономическая теория по-
зволила пролить свет на роль и место иерархических организаций 
в процессах производства и распределения благ. 

Параллельно с развитием математической экономики первая 
половина XX века была отмечена бурным прогрессом теории 
управления техническими системами. Развитие авиации и ракет-
ной техники, связанное с созданием и эксплуатацией сложней-
ших технических систем, породило насущную необходимость в 
формальных моделях организации их разработки и функциони-
рования. Моделирование сложной технической системы невоз-
можно без ее декомпозиции на более простые подсистемы, по-
зволяющей сначала исследовать поведение изолированных под-
систем, а затем описать их взаимосвязи [127, 135]. Многоуровне-
вая декомпозиция позволяет представить сложный объект в виде 
иерархии вложенных друг в друга более простых частей, задаю-
щих его структуру, и от того, насколько удачно выбрана струк-
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тура проектируемой системы, во многом зависят и ее эксплуата-
ционные характеристики [131]. Поэтому количество публикаций, 
посвященных методам оптимизации структуры технических сис-
тем, непрерывно росло. Успешное применение результатов этих 
работ в практике проектирования и управления техническими 
системами породило стремление расширить область их примене-
ния на организационные и биологические системы, что, в числе 
прочего, и было реализовано в ходе развития новых научных на-
правлений – кибернетики [79, 137] и теории систем [78, 110]. 

В настоящее время наблюдается сближение позиций эконо-
мического и инженерного направлений в моделировании органи-
зационных структур. Не последнюю роль в этом сыграло разви-
тие информационных технологий и вычислительной техники. 
Оказалось, что связанная с обработкой информации работа рас-
пределенных вычислительных систем во многом напоминает ра-
боту менеджеров в организациях, и в настоящее время многие 
экономисты [52, 66] используют при моделировании организаци-
онных иерархий терминологию и результаты, пришедшие из ин-
женерных наук, в частности, информатики. Таким образом, мож-
но говорить о появлении синтетических теорий, объединяющих 
достоинства инженерного и экономического подходов. 

Примером такой синтетической теории может служить заро-
дившаяся в СССР в начале 70-х годов XX века теория активных 
систем [76], объединяющая общесистемные представления о ме-
тодологии исследования сложных систем и управления ими с те-
оретико-игровыми моделями1 принятия решений [46, 91, 119, 
121], характерными и для современной экономической науки. 

Большая часть описываемых ниже моделей формирования 
организационных иерархий принадлежит зарубежным авторам и 

                                                      
1 Важным отличием организационных систем от технических явля-

ется наличие у составляющих их людей и коллективов собственных 
интересов, отличающихся от интересов организации в целом. Теория 
активных систем учитывает целенаправленность поведения участников 
системы, используя для моделирования их поведения результаты тео-
рии игр [46, 91] – раздела прикладной математики, занимающегося ис-
следованием моделей принятия решений в условиях конфликтных си-
туаций. 
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относится к «экономическому» и «синтетическому» направлени-
ям. Это обусловлено тем, что в обзор включены только относи-
тельно новые публикации, начиная примерно с 1980-го года. С 
более ранними моделями отечественных и зарубежных исследо-
вателей читатель может ознакомиться в монографиях [97, 127, 
135]. Основной целью обзора, помимо ознакомления с современ-
ными подходами к решению задач формирования организацион-
ных иерархий, является установление связи между этими подхо-
дами и описанной в предыдущей главе моделью, которая легла в 
основу подхода, принятого в настоящей монографии. 

2.2. Классификация моделей 
Несмотря на отмеченное выше сближение различных подхо-

дов к моделированию организационных иерархий, они продол-
жают оставаться весьма многообразными. Не в последнюю оче-
редь это связано со сложностью и многообразием описываемого 
объекта. Так, многие авторы [112, 127] отмечают, что говоря о 
структуре организации, имеет смысл говорить сразу о нескольких 
различных структурах, например, об иерархии формального под-
чинения (органиграмме), иерархии принятия решений, структуре 
информационных потоков и т.д. Важность совместного и согла-
сованного формирования различных структур организации несо-
мненна, однако большая часть имеющихся в настоящее время 
формальных моделей относится к формированию лишь одной из 
этих структур (обычно в качестве такой ключевой структуры вы-
бирается иерархия формального подчинения), и задача все равно 
остается весьма сложной, а подходы различных исследователей к 
ее решению – очень разными. 

Разобраться в многообразии моделей формирования органи-
зационных структур помогает их классификация. В литературе 
встречаются несколько принципов систематизации моделей фор-
мирования организационных структур. Так, ряд систем класси-
фикации основывается на формальных характеристиках моделей, 
таких как используемый математический аппарат, типы рассмат-
риваемых структур (двухуровневые, многоуровневые и т.п.).  

Например, в [127] выделяются четыре основных подхода к 
построению моделей формирования структур. Первый подход 
основан на построении графа декомпозиции целей и задач систе-
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мы (организации). В общей теории систем считается, что струк-
тура организации во многом обусловлена структурой этого гра-
фа. Задача формирования организационной структуры при этом 
сводится к решению задачи назначения – распределения целей по 
подразделениям и сотрудникам организации. 

Во втором подходе считается, что задача организации состо-
ит в максимизации некоторого критерия эффективности – ее це-
левой функции. Поскольку эта функция очень сложная и зависит 
от большого количества переменных, задачу ее максимизации 
приходится декомпозировать на несколько более простых задач 
максимизации частных критериев. Решение этих задач поручает-
ся отдельным подразделениям организации, и задача формирова-
ния организационной структуры сводится к поиску декомпози-
ции, при которой частные задачи имеют заданную сложность, а 
потери от декомпозиции1 минимальны [127]. Применение этого 
подхода ограничивается тем, что общие алгоритмы подобной де-
композиции имеются только для линейных целевых функций. 

В третьем подходе строится функция, напрямую определя-
ющая зависимость эффективности функционирования организа-
ции (или эффективности ее системы управления) от структурных 
характеристик организационной иерархии (а иногда и непосред-
ственно от самой иерархии), и ищется иерархия, максимизирую-
щая/минимизирующая) эту функцию. Постановка задачи, опи-
санная в первой главе, относится именно к этому подходу – для 
выбора рациональной иерархии решается задача минимизации 
функции затрат, заданной на множестве допустимых иерархий. 

Четвертый описанный в [127] подход связан с количествен-
ной оценкой взаимосвязей между отдельными элементами систе-
мы и иерархическим разбиением множества элементов на под-
множества, формирующие организационную иерархию. Основу 
этого подхода составляет предположение об эффективности кон-
центрации управления наиболее сильно связанными элементами 
системы в одном подразделении. 

Еще одна система классификации моделей формирования 
организационных структур, основанная на формальных характе-

                                                      
1 Например, разница между глобальным максимумом целевой 

функции и ее значением, получающимся при решении частных задач. 
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ристиках моделей, рассмотрена в [94]. Вводятся следующие ос-
нования классификации: 
1. Цель исследования (анализ или синтез). 
2. Природа элементов системы (активные, то есть обладающие 

собственными интересами, или пассивные). 
3. Природа системы в целом (целенаправленная, такая как 

большинство организаций, или нецеленаправленная, как, на-
пример, система дружеских связей в группе людей). 

4. Количество элементов системы (конечное или бесконечное). 
Обычно системы состоят из конечного числа элементов, но 
иногда удобно считать запас элементов неограниченным, что 
позволяет упростить задачу (см., например, [90]). 

5. Однородность элементов структуры (элементы структуры 
могут быть идентичными или обладать различными персо-
нальными характеристиками). 

6. Наличие в модели динамики (рассматривается ли изменение 
структуры во времени). 

7. Наличие неопределенности (детерминированная модель или 
модель с неопределенностью). 

8. Тип организационных структур (иерархические структуры 
или неиерархические – сетевые). 

9. Тип связей (направленные или ненаправленные). 
10. Наличие исходной структуры (формирование структуры «с 

нуля» или реорганизация некоторой исходной структуры). 
11. Количество уровней организационной структуры (в ряде мо-

делей количество уровней жестко фиксируется). 
12. Распределение ролей (фиксировано или не фиксировано). В 

некоторых моделях фиксируется априорное разделение эле-
ментов на «начальников» и «подчиненных», тогда как в дру-
гих моделях такое разделение отсутствует. 

13. Направление формирования структуры (снизу вверх, после-
довательно объединяя элементы низших уровней, или сверху 
вниз, декомпозируя элементы более высоких уровней). 
Эта довольно подробная система классификации позволяет 

разбить все множество моделей на большое количество классов и 
анализировать, например, степень похожести моделей по количе-
ству совпадающих признаков. В [94] приведена классификация 
по этой системе примерно сотни работ различных авторов. 
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Другие известные системы классификации базируются не на 
формальных, а на содержательных характеристиках моделей, на 
тех основных предположениях о роли иерархии в управлении ор-
ганизацией, которые подчеркивают их авторы1. Наиболее типич-
ным признаком классификации являются задачи, выполняемые 
менеджерами – элементами иерархии управления. Среди этих 
задач Р. Раднер в [53], например, выделяет следующие: 
1. наблюдение за внешней средой и результатами предыдущих 

действий, 
2. обработка и передача информации, 
3. принятие решений, 
4. контроль за действиями других сотрудников, 
5. принятие на работу и увольнение сотрудников, 
6. обучение и разъяснение, 
7. планирование, 
8. решение проблем, 
9. убеждение, принуждение и целеполагание2. 

Задачи, решаемые менеджерами, могут быть положены в ос-
нову классификации моделей формирования иерархий потому, 
что в рамках одной модели обычно рассматривается только один 
из видов управленческой работы – тот, который авторы модели 
считают наиболее важным.  

Похожее разделение литературы приводят и авторы статьи 
[18], однако их классификация более широкая. Они выделяют две 
основных группы подходов: подходы, в которых считается, что 
менеджеры в иерархической системе управления выполняют ра-
боту, принципиально отличающуюся от работы рядовых сотруд-
ников (task-related theories), и «контрактные» подходы, в которых 
менеджеры отличаются от рядовых сотрудников своей позицией 

                                                      
1 Стоит отметить, что классификация по содержательным призна-

кам во многом совпадает и с классификацией по используемому мате-
матическому аппарату, так как почти в каждом подходе присутствует 
«пионерская» работа, закладывающая как основные особенности моде-
ли, так и применяемые методы анализа. Эти особенности и методы час-
то наследуются последующими работами, развивающими этот подход. 

2 Далее Раднер указывает, что в рамках экономической традиции 
обычно исследуются задачи менеджеров с первой по четвертую. 
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при заключении соглашений (трудового контракта). Первая груп-
па далее делится на подходы по роли, играемой менеджерами ие-
рархии: контроль, координация, управление (принятие решений), 
сбор и обработка информации (knowledge utilization).  

Настоящая работа посвящена развитию формальных методов 
поиска оптимальных иерархий, во многом не привязанных к кон-
кретной содержательной интерпретации задачи, поэтому более 
логичным было бы классифицировать известные модели по их 
формальным характеристикам. Несмотря на это, более удобным 
представляется разделение их на, так называемые, «линии иссле-
дований» (lines of research) – группы взаимосвязанных публика-
ций, авторы которых либо развивают общую модель, либо, на-
оборот, дискутируют друг с другом1. Преимущество такого раз-
биения состоит в его большей историчности – оно позволяет про-
следить развитие во времени подходов к исследованию задач 
формирования организационных иерархий (недостатком же явля-
ется некоторая его эклектичность). Имеющиеся модели могут 
быть разбиты на следующие линии исследований:  
1. многоуровневые симметричные иерархии, 
2. иерархии знаний, 
3. многоуровневые иерархии обработки информации, 
4. иерархии и теория команд (teams theory), 
5. иерархии принятия решений, 
6. иерархии и теория контрактов. 

Более подробно специфика моделей каждой из этих групп 
описывается ниже. 

2.3. Многоуровневые симметричные иерархии 
Данный раздел обзора является наиболее объемным и охва-

тывает, пожалуй, самые известные публикации зарубежных авто-
ров, посвященные формальным моделям формирования органи-
зационных иерархий. В основу рассматриваемой здесь линии ис-
следований легла модель организационной структуры как после-
довательности иерархически упорядоченных уровней управления. 

                                                      
1 При этом в одну группу могут попасть работы, существенно от-

личающиеся по формальному аппарату и содержательным предпосыл-
кам. 



 52 

На самом нижнем уровне иерархии находятся конечные исполни-
тели, на верхнем уровне – топ-менеджер или владелец компании, 
остальные уровни состоят менеджеров среднего звена, причем 
считается, что непосредственный начальник каждого сотрудника 
находится на предыдущем уровне иерархии. Особенностью мо-
дели является то, что длина «цепочки подчинения» между любым 
исполнителем и топ-менеджером одинакова и равна количеству 
уровней иерархии, что позволяет называть такие иерархии «сим-
метричными», что и отражено в названии раздела. 

Одной из первых работ, в которых возникает подобная мо-
дель иерархии, является описанная в разделе 1.5 статья Г. Саймо-
на [63], однако она посвящена не собственно поиску наилучшей 
иерархии, а лишь объяснению экспериментальной зависимости 
вознаграждения топ-менеджеров от размера организации. 

Проблемы, рассматриваемые в описываемых ниже работах, 
родились из дискуссии, имевшей место в экономической литера-
туре в 30-е годы XX века [12, 32, 35, 48, 49, 57, 59], и посвящен-
ной факторам, ограничивающим рост фирмы. Ее результатом 
стало представление о том, что основным подобным фактором 
является ограниченность индивидуальных возможностей вла-
дельца фирмы по координации и контролю деятельности испол-
нителей и связанная с этим необходимость делегирования соот-
ветствующих полномочий менеджерам среднего звена. Именно 
потери, связанные с функционированием иерархии менеджеров 
(не только чисто финансовые расходы на их содержание, но и 
снижение производительности из-за, так называемой, потери 
контроля), и являются тем фактором, который в результате мо-
жет перевесить выгоды большого размера фирмы – концентра-
цию технологий и капитала, нивелирование рисков и т.д.  

Однако будут ли эти потери достаточно существенными, 
чтобы привести к невыгодности неограниченного роста фирмы? 
Ответ на этот вопрос потребовал разработки формальных моде-
лей организационных иерархий.  



 53 

Так, в модели М. Бекманна [4] структура управления органи-
зацией моделируется последовательностью иерархических уров-
ней, пронумерованных сверху вниз начиная с нулевого1.  

На i-м уровне находится Li менеджеров, и каждый из них по-
лучает вознаграждение за свою работу в размере wi. Отношение 
Li + 1/Li числа менеджеров на двух соседних уровнях определяет 
норму управляемости, по сути, среднее количество непосредст-
венных подчиненных у каждого менеджера уровня i.  

Бекманн делает три важных предположения. По первому из 
них норма управляемости на любом уровне иерархии не может 
быть меньше фиксированной константы a, строго большей еди-
ницы. Согласно второму, вознаграждение менеджера не может 
превышать вознаграждения его непосредственного подчиненного 
более чем в b раз, где b – некоторая константа, причем a > b (ут-
верждается, что в большинстве реальных организаций это соот-
ношение выполняется). Третье предположение касается динами-
ки иерархии и состоит в том, что если организация расширяется 
за счет добавления новых исполнителей на самый нижний уро-
вень иерархии, то иерархия управления может измениться (вы-
расти как общее количество менеджеров, так и число иерархиче-
ских уровней), но с выполнением условия ∆Li ≥ a∆Li + 1. Иначе 
говоря, добавление менеджера на уровень i + 1 сопровождается 
добавлением не менее a менеджеров на предыдущий уровень.  

Эти предположения позволяют показать, что добавочные за-
траты на содержание иерархии при введении в организацию но-
вого исполнителя ограничены сверху величиной w/(1 – b/a), где 
w – вознаграждение рядового исполнителя, то есть с ростом орга-
низации затраты иерархии растут не более чем линейно и не мо-
гут быть фактором, ограничивающим рост2.  

                                                      
1 В оригинале нумерация уровней противоположная, однако для 

удобства сравнения различных источников ряд обозначений изменен. 
2 В разделе 4.5 показано, что при однородных функциях затрат ме-

неджера, имеющих степень однородности меньше единицы, оптималь-
ные иерархии удовлетворяют описанным предположениям. Таким обра-
зом, рассматриваемая в данной книге модель иерархии позволяет, в чис-
ле прочего, получить и результаты Бекманна. 
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Однако не уменьшается ли с ростом иерархии эффективность 
управления? Бекманн предлагает измерять эффективность сред-
ним временем, за которое иерархия принимает решение (мень-
шему времени соответствует большая эффективность). Он пока-
зывает, что если каждый менеджер иерархии в процессе своей 
работы принимает одинаковое количество решений, а задержка ti 
принятия решения пропорциональна удаленности менеджера от 
самого нижнего уровня иерархии, то среднее время принятия ре-
шения почти не зависит от размера организации и ограничено 
сверху константой 2t0/(a – 1), где t0 – время принятия менеджером 
одного решения. Заметим, что это рассуждение не учитывает раз-
личий в важности принимаемых решений. Обычно решения, при-
нимаемые  на верхних уровнях иерархии, оказывают большее 
влияние на функционирование организации, и потому задержка в 
выработке этих решений может быть более критичной. 

Итак, согласно Бекманну, затраты иерархии управления не 
мешают неограниченному росту организации. Важным допуще-
нием, на котором основан этот вывод, является то, что эффектив-
ность управления не уменьшается с ростом размера фирмы.  

В отличие от него, О. Вильямсон в своей известной статье 
[69] отстаивает противоположную точку зрения. Ссылаясь на ра-
боты [12, 35, 57], а также на экспериментальные исследования о 
том, как искажается смысл сообщений при передаче их по длин-
ной цепочке людей, он делает вывод о том, что уменьшение эф-
фективности управления с ростом организации неизбежно. Ведь 
при расширении организации топ-менеджер вынужден получать 
меньше информации о «старой» ее части, чтобы иметь время оз-
накомиться с данными о «новой» части, и его приказы становятся 
все менее детальными1. 

Модель Вильямсона похожа на модель Саймона [63] (см. 
раздел 1.5), и основывается на следующих предположениях: 

1. исполнители выполняют производственные функции, ме-
неджеры же занимаются исключительно управлением; 

                                                      
1 Ниже в разделе 4.3 рассматривается похожая модель, в которой 

детальность приказов уменьшается «вверх по иерархии». 
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2. объем производства фирмы пропорционален количеству 
исполнителей с коэффициентом θ, цена π на продукцию 
постоянна, а затраты, не связанные с оплатой труда со-
трудников, пропорциональны объему производства с ко-
эффициентом r; 

3. зарплаты всех исполнителей равны константе w0, зарплата 
начальника в β раз больше, чем у его подчиненного; 

4. норма управляемости у всех менеджеров одинакова и 
равна константе s. 

5. лишь пропорция α < 1 замыслов (приказов) руководства 
успешно воплощается непосредственными подчиненны-
ми, и нет возможности помешать этой потере контроля.  

Последнее предположение и описывает уменьшение эффек-
тивности управления с ростом иерархии. Если иерархия состоит 
из l уровней, то объем производства организации Q = θ(α⋅s)l – 1. 
Решая задачу максимизации прибыли – разницы выручки и за-
трат (складывающихся из расходов на оплату труда сотрудников1 
и прочих затрат), Вильямсон получает приближенную формулу 
для оптимального количества уровней иерархии: 

l* = 1 + [ln{w0/(π – r)} + ln{s/(s – β)} + ln{ln(s)/ln(αs)}]/ln(α), 
а, значит, и оптимальный размер организации, превышение кото-
рого невыгодно. Приведенная аппроксимация верна при s > β 
(Бекманн в [4] делает аналогичное предположение). 

Далее легко показать, что оптимальный размер организации 
монотонно неограниченно возрастает при α → 1. Этот размер 
уменьшается с ростом коэффициента w0/(π – r), то есть в отраслях 
с высоким уровнем оплаты труда исполнителей фирмы должны 
иметь меньший размер. Неожиданным является то, что опти-
мальный размер растет с ростом нормы управляемости s. Нако-
нец, Вильямсон показывает, что некоторые обобщения модели 
(неэластичность спроса, нелинейная функция полезности, эконо-

                                                      
1 Отметим, что получаемые в модели Вильямсона затраты на со-

держание иерархии менеджеров являются частным случаем доказывае-
мой в разделе 3.3 формулы (5) затрат однородного дерева при степени 
однородности функции затрат менеджера, равной ln(β)/ln(s).  
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мия на масштаб, отличная норма управляемости на нижнем уров-
не иерархии) принципиально не меняют выводов.  

Ключевым предположением, приводящим к ограниченности 
размера фирмы в модели Вильямсона, является вогнутость вы-
ручки по количеству исполнителей (производственных рабочих). 
Действительно, в разделе 4.5 показывается, что при условии s > β 
затраты иерархии Вильямсона с увеличением размера организа-
ции растут линейно. Поэтому прибыль организации имеет мак-
симум по ее размеру, только если функция выручки вогнута. Од-
нако даже имевшиеся на то время статистические данные (см., 
например, [42]) показывают, что выручка производственных 
фирм примерно линейно зависит от их размера, так что это пред-
положение следует признать довольно спорным. Также в [44] и 
[8] отмечалось, что пропорция исполняемых приказов α должна 
быть внутренним параметром модели, зависящим от используе-
мой в организации технологии управления.  

Г. Кальво и С. Веллиц в [9, 10] предложили обобщение моде-
ли Вильямсона, в котором эта мысль развивается. Они считают, 
что основной функцией менеджеров иерархии является монито-
ринг интенсивности работы своих непосредственных подчинен-
ных, и потеря контроля, приводящая к ограниченности размера 
фирмы, может иметь или не иметь место в зависимости от специ-
фики используемой процедуры мониторинга1.  

По-прежнему иерархия представляет собой последователь-
ность уровней от нулевого, где находятся владельцы фирмы, до 
l-го, где размещаются производственные рабочие (исполнители). 

Предполагается, что каждый сотрудник на уровне иерархии 
i ∈ {1, …, l} максимизирует математическое ожидание своей 
функции полезности u(Wi) – v(ai), где Wi – сумма вознаграждения, 
ai ∈ [0, 1] – прикладываемое сотрудником усилие (которое можно 
интерпретировать, например, как долю рабочего времени, кото-
рую сотрудник тратит непосредственно на работу), v(⋅) – функция 
затрат, а u(⋅) – функция полезности денег. 

                                                      
1 Важно также то, что в этой статье впервые исследуется влияние 

используемых механизмов управления (механизмов мониторинга со-
трудников и их мотивации) на вид организационной иерархии. 
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Начальник наблюдает уровень усилий сотрудника, с вероят-
ностью Pi проводя мониторинг его работы, и в этом случае со-
трудник получает вознаграждение Wi = wiai, где wi – базовая став-
ка для сотрудников i-го уровня. Если мониторинг не проводится, 
то сотрудник получает базовую ставку wi.  

Уровень усилий ai производственного рабочего определяет 
его объем выпуска θai , где θ – производительность при макси-
мальном уровне усилий. Уровень усилий менеджеров и норма 
управляемости Li + 1/Li определяют интенсивность мониторинга 
Pi + 1 ими своих непосредственных подчиненных, а именно, счита-
ется, что Pi + 1 монотонно возрастает по aiLi/Li + 1. 

Показывается, что при заданной ставке wi и норме управляе-
мости Li/Li – 1 уровень усилий сотрудников i-го уровня 

),/( 11 iiiii wLLafa −−=  возрастает по интенсивности мониторинга 

iii LLa /11 −−  и является вогнутой однопиковой функцией wi. Тогда 
ожидаемая прибыль организации – разница совокупного объема 
выпуска и ожидаемых затрат на оплату труда сотрудников – рав-
на ∑ = −−− l

i iiiill aPwLaL 1 ))1(1(θ . 
Чтобы упростить задачу, авторы делают весьма сильное 

предположение, что штрафы при мониторинге не идут «в плюс» 
организации. Тогда ее прибыль будет ∑ =− l

i iill wLaL 1θ , и для на-
хождения оптимальной иерархии из l + 1 уровня необходимо най-
ти максимум этого выражения по количеству Li сотрудников на 
каждом уровне и их вознаграждениям wi при условиях 

),/( 11 iiiii wLLafa −−= , i = 1, …, l, и граничных условиях L0 = 1, 
a0 = 1, (то есть топ-менеджер только один, и он всегда прилагает 
максимальное усилие)1. Если gl – это прибыль оптимальной ие-
рархии из l + 1 уровня, то для поиска оптимального количества 
уровней достаточно найти максимум gl по всем натуральным l. 

                                                      
1 Стоит отметить, что статья Кальво и Веллица – это первая работа, 

в которой собственно ставится задача поиска оптимальной иерархии. 
Скажем, у Вильямсона [69] вид иерархии целиком определяется разме-
ром организации, так как норма управляемости была фиксирована. 
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В явном виде эту задачу авторы не решают, однако им удает-
ся показать, что если выгодно иметь хотя бы одного сотрудника, 
то прибыль gl монотонно возрастает с ростом количества уровней 
l (и, соответственно, с ростом самой организации), то есть преде-
лов роста организации нет даже несмотря на необходимость мо-
ниторинга работы сотрудников. 

Ситуация в корне меняется, если сотрудники организации 
знают, что часть времени начальник их не контролирует. Так, ес-
ли ai – это доля времени, которую сотрудник i-го уровня прово-
дит на своем рабочем месте, то его непосредственные подчинен-
ные могут часть времени 1 – ai выбирать уровень усилий, равный 
нулю, получая при этом прежнее вознаграждение. 

В этой ситуации прибыль организации описывается выраже-
нием ∑ =− l

i iill wLaaL 11...θ . Показывается, что если при полном 
контроле и произвольно высоком вознаграждении w нельзя заста-
вить сотрудника выбирать максимальный уровень усилий (т.е. 

1),1( <wf ), то существует предел роста организации.  
Сделанный вывод об ограниченности размера организации 

существенно основывается на предположении, что когда менед-
жер, скажем, первого уровня отлучается с рабочего места, то все 
его подчиненные вплоть до рядовых исполнителей моментально 
перестают работать до момента его возвращения. 

В модели Г. Кальво и С. Веллица роль менеджеров ограни-
чивалась мониторингом работы своих непосредственных подчи-
ненных. В то же время классическая теория фирмы [12, 70] дока-
зывает, что основные задачи менеджеров – это планирование дея-
тельности подчиненных подразделений и принятие управленче-
ских решений. При этом важную роль играет время принятия ре-
шения – решения должны быть своевременными. 

В статье М. Керена и Д. Левхари [34] рассматривается мо-
дель иерархической фирмы, в которой время планирования  (и, 
соответственно, принятия решений) определяется суммарным 
временем принятия решений уровнями иерархии и напрямую 
влияет на объем производства. При довольно реалистичных 
предположениях о параметрах модели показывается, что средние 
затраты на единицу продукции возрастают с ростом размера ор-
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ганизации. В своей статье Керен и Левхари для поиска оптималь-
ной иерархии впервые использовали аппарат теории оптимально-
го управления. Его применение удобнее проиллюстрировать на 
примере более поздней работы Ч. Киана [50].  

Модель Киана объединяет в себе отдельные черты всех рас-
смотренных выше работ. Иерархия управления моделируется по-
следовательностью уровней, пронумерованных сверху вниз от 
нуля до T. Через xt обозначается количество менеджеров на уров-
не t = 0, …, T, через st – количество менеджеров уровня t, имею-
щих общего начальника (по сути, st – это норма управляемости 
уровня t – 1). Легко видеть, что xt = stxt – 1 = s1⋅…st. 

Как и у Кальво и Веллица, сотрудники, находящиеся на 
уровне t, максимизируют целевую функцию Wt – v(at), где Wt –
вознаграждение, а at ∈ [0, 1] – уровень усилий сотрудников.  

Система мониторинга работы подчиненных является упро-
щенной версией мониторинга Кальво и Веллица. Считается, что 
вероятность мониторинга сотрудника уровня t равна 1/st (то есть 
постоянно его начальник может наблюдать только за одним под-
чиненным, если же подчиненных больше, начальнику приходится 
делить свое рабочее время между ними). Тогда можно показать, 
что если вознаграждение сотрудников не может быть отрица-
тельным,  то для обеспечения выбора сотрудниками уровня уси-
лий at необходимо установить им ставку оплаты wt = v(at)st. 

Помимо мониторинга работы непосредственных подчинен-
ных в задачи менеджеров входит также принятие управленческих 
решений. Считается, что  менеджеры на уровне t = 0, …, T – 1 
производят некоторый промежуточный продукт yt – «управле-
ние». Менеджер преобразует управление yt – 1 своего начальника в 
управление yt = Ft(yt – 1, at) и этот продукт используется далее в 
качестве входа его непосредственными подчиненными. Для про-
стоты считается, что  Ft(yt – 1, at) = yt – 1at, и, соответственно, 
yt = Ft(yt – 1, at) = a0⋅…⋅at. Исполнители на самом нижнем уровне 
аналогичным образом преобразуют управление yT – 1 в объем про-
изводства yT . При цене единицы продукции θ и фиксированном 
количестве исполнителей n совокупный доход фирмы равен 
θ⋅n⋅yT = θ⋅n⋅a0⋅…⋅aT. 
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Фирма максимизирует разницу дохода и затрат на оплату со-
трудников. Тогда задача поиска оптимальной иерархии состоит в 
выборе количества уровней иерархии T, норм управляемости st и 
необходимых уровней усилий at (на каждом уровне t = 1, …, T 
иерархии) максимизирующих прибыль 

∑ =− T
t tttT xsavny 1 )(θ  

при дополнительных ограничениях xt = stxt – 1, yt = atyt – 1, 
t = 1, …, T, x0 = 1, xT = n, y0 = 1 (аналогично Кальво и Веллицу 
считается, что топ-менеджер – владелец фирмы – только один, и 
он всегда прикладывает максимальное усилие a0 = 1).  

Вообще говоря, поставленная задача является довольно 
сложной задачей дискретной оптимизации. Чтобы упростить ре-
шение, Киан преобразует дискретную задачу к непрерывной, ис-
пользуя подход, развитый в работах Керена и Левхари [33, 34]. 
Для этого считается, что норма управляемости st и число менед-
жеров xt на каждом уровне могут принимать нецелые значения. 
Кроме того, считается, что сам номер уровня t может изменяться 
непрерывно, так что вектора T

tts 1)( = , T
tta 1)( = , T

ttx 1)( =  и T
tty 1)( =  пре-

вращаются в функции действительной переменной t, определен-
ные на отрезке [0, T].1 Это позволяет свести задачу к известной 
динамической задаче оптимального управления [109, 128], где 
номер уровня t как раз и выполняет роль времени. 

Прологарифмировав левую и правую части выражения 
xt = s1⋅…⋅st, получаем уравнение ∑ == t

u ut sx 1lnln , которое имеет 

непрерывный аналог ∫ =
=

T

u ut dusx
0
lnln , или, в виде дифференци-

ального уравнения, ttt sxx ln=&  (точкой обозначена производная 
по t). Это уравнение будет одним из уравнений движения систе-
мы в задаче оптимального управления. Точно так же находится и 
второе уравнение движения: ttt ayy ln=& . 

Аналогичным образом переходя к непрерывной аппроксима-
ции в функции прибыли, получаем следующий вид задачи поиска 
оптимальной иерархии: 

                                                      
1 Корректность такого перехода обсуждается в конце раздела. 
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Tes

T

t tttT
tt

dtxsavny
,,0

max)( →− ∫ =
θ  

при ограничениях ttt sxx ln=& , ttt ayy ln=&  и граничных условиях 
x0 = 1, xT = n, y0 = 1. 

Это известная задача оптимального управления с открытым 
временем и фиксированной конечной точкой [109], где (xt, yt) – 
состояние системы, а (st, at) – управление. Для ее решения ис-
пользуется принцип максимума Понтрягина. 

В частном случае, когда уровень усилий a сотрудников мо-
жет принимать только два значения – ноль (отсутствие усилий) и 
единица (максимальное усилие), задача упрощается, поскольку 
ясно, что оптимальная иерархия предполагает максимальный 
уровень усилий всех сотрудников. Тогда задача сводится к мини-
мизации затрат 

Ts

T

t tt
t

dtxsv
,0

min)1( →∫ =
 при условиях ttt sxx ln=& , 

x0 = 1, xT = n. Для этой задачи Киан находит аналитическое реше-
ние1, показывая, что в оптимальной иерархии норма управляемо-
сти st одинакова на всех уровнях и равна e (основанию натураль-
ного логарифма), вознаграждение также одинаково (wt = v(1)e), 
количество уровней T равно логарифму количества исполнителей 
(T = lnn), а затраты организации линейны по ее размеру, опреде-
ляемому количеством исполнителей n.2) 

Возвращаясь к общему случаю, когда уровень усилий со-
трудников принимает значения из отрезка [0, 1], Киан показыва-
ет, что в оптимальной иерархии ставка оплаты сотрудников и 
уровень их усилий уменьшаются вниз по иерархии, а норма 
управляемости всегда превышает e. Также доказывается, что 
прибыль фирмы вогнуто возрастает по размеру организации n.  

                                                      
1 Ниже в примере 10 рассматривается аналитическое решение не-

сколько более общего случая этой задачи. 
2 Попутно Киан находит и аналитическое решение задачи, сформу-

лированной в статье Кальво и Веллица [9]. Он показывает, что в их мо-
дели оптимальная норма управляемости 

)(
)))1((( 1 tTe

t eves
−−= β  убыва-

ет вниз по иерархии, как и оптимальная ставка оплаты труда.  
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Таким образом, Киан, как и Бекманн [4], приходит к выводу, 
что потенциальная потеря контроля в иерархии управления не 
приводит к ограниченности рационального размера фирмы. 

Удобство непрерывной аппроксимации позволяет подробно 
исследовать зависимость характеристик оптимальной иерархии 
от параметров модели. Например, показывается, что производи-
тельность yT труда конечных исполнителей уменьшается с ростом 
организации и с уменьшением цены продукции β.  

В то же время, математическая корректность сведения дис-
кретной задачи поиска оптимальной иерархии к непрерывной по-
становке довольно сомнительна. Например, Т. Ван Зандт [67] от-
мечает, что если допущение нецелой нормы управляемости еще 
позволяет получать достаточно точные оценки характеристик ие-
рархии, то снятие ограничения дискретности уровней иерархии 
может привести к отличию на порядки рассчитанного количества 
менеджеров оптимальной иерархии от правильного значения, по-
лученного из анализа исходной дискретной модели! 

Пример 10. В предыдущей главе было введено понятие сек-
ционных функций затрат, при которых затраты менеджера зави-
сят от количества его непосредственных подчиненных и от групп 
исполнителей, которыми эти подчиненные управляют. 

В частном случае рассмотренной выше модели Киана, когда 
усилие принимает только значения ноль и единица, затраты wt на 
содержание одного сотрудника уровня t пропорциональны st – 
норме управляемости предыдущего уровня иерархии. На первый 
взгляд такая функция затрат не является секционной. К примеру, 
в модели Киана расходы на содержание конечных исполнителей 
зависят от вида надстроенной над ними иерархии, а затраты на 
содержание топ-менеджера равны нулю. 

Однако эта задача поиска оптимальной иерархии может не-
сложным приемом быть сведена к задаче с секционной (и даже 
однородной) функцией затрат менеджера. Для этого будем счи-
тать, что затраты st несет не сам сотрудник уровня t, а его непо-
средственный начальник. Поскольку этот начальник имеет st не-
посредственных подчиненных, его затраты будут равны st

2. Эта 
функция является частным случаем введенной в примере 4 муль-
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типликативной функции затрат. Кроме того, это однородная сте-
пени ноль функция затрат (см. определение 12).  

Используя обратный переход, поиск оптимальной древовид-
ной иерархии для мультипликативной функции затрат вида 
c(µ, r) = µ1 – αrα + β, где µ – мера управляемой менеджером группы 
исполнителей, а r – количество его непосредственных подчинен-
ных, можно свести к решению задачи минимизации функционала 

∫
T

tt dtsx
0

βα  при условиях ttt sxx ln=& , x0 = 1, xT = n. 

Лемма 1. Решением этой задачи является норма управляемо-
сти st = exp(1/β), одинаковая для всех уровней иерархии. 

Доказательство леммы приведено в приложении.  

Ниже в разделе 4.3 находится более точная оценка нормы 
управляемости оптимальной иерархии, которая в обозначениях 
данной главы выглядит так: αα ββα /1/1)(' −+=ts . Сравнивая ее с 
формулой st = exp(1/β) при α = β = 1, находим, что в непрерывной 
модели st = e ≈ 2.72, что существенно отличается от более точно-
го значения st' = 2.1) • 

Несколько особняком в череде публикаций, посвященных 
моделям симметричных многоуровневых иерархий, стоит статья 
Розена [58], в которой изучается не отдельная организация, а це-
лый рынок, включающий и организации, и менеджеров. Целью 
работы является описание равновесного распределения организа-
ций по размеру, а также рыночных процессов формирования воз-
награждения менеджеров в зависимости от их способностей.  

Основу модели составляет предположение о том, что каждый 
иерархический уровень преобразует результаты работы более 
низкого уровня в новый продукт, который может быть как реали-
зован на внешнем рынке, так и использован в качестве входа сле-
дующим уровнем иерархии.  

В модели Розена каждый потенциальный работник с номе-
ром i обладает уникальным набором ,...),,( 210

iii qqq  навыков для 
работы в качестве исполнителя ( iq0 ), менеджера первого (нижне-

                                                      
1 Киан [50] также решает дискретную задачу при α = β = 1 и полу-

чает ту же норму управляемости, равную двум. 
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го) уровня ( iq1 ), менеджера второго уровня ( iq2 ) и так далее. Если 
навык iq0  непосредственно определяет объем производства xi = q0

i 
исполнителя, то на более высоком уровне l иерархии объем про-
изводства xi i-го менеджера определяется рекуррентной форму-
лой ∑= j jij

i
ll

i
lli xtqfqgx ),()( , где суммирование проводится по 

непосредственным подчиненным менеджера, а tij – это время, ко-
торое менеджер тратит не контроль работы j-го непосредственно-
го подчиненного ( Ttj ij =∑ ).  

Множитель gl(⋅) описывает качество управленческих реше-
ний, а множитель fl(⋅) – влияние интенсивности контроля на каче-
ство работы предыдущего уровня. При фиксированной структуре 
организации и фиксированных навыках сотрудников ее задача 
состоит в максимизации объема производства путем распределе-
ния рабочего времени T каждого менеджера между его непосред-
ственными подчиненными. 

Подробно анализируя случай двухуровневых фирм в услови-
ях технологии с постоянной отдачей на масштаб, Розен рассмат-
ривает рынок производственных и управленческих навыков. Он 
находит равновесные рыночные цены, определяющие вознаграж-
дение исполнителей и менеджеров зависимости от их навыков. 
Показывается, что более «талантливые» менеджеры в равновесии 
управляют более крупными фирмами, что позволяет получить 
распределение фирм по размеру в зависимости от распределения 
управленческих навыков потенциальных работников. Кроме того, 
находится зависимость вознаграждения менеджера от размера 
управляемой им организации, хорошо согласующаяся с экспери-
ментальными данными (см. обзор в разделе 1.5). В заключение 
статьи кратко рассматривается случай многоуровневых фирм и 
намечаются перспективы исследований. 

Среди российских ученых, в настоящее время развивающих 
модели симметричных многоуровневых иерархий, отметим А.П. 
Михайлова [113, 114], однако предметом его работ является не 
поиск оптимальных иерархий, а закономерности динамических 
процессов перераспределения власти между уровнями фиксиро-
ванной административной (властной) иерархии. 
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2.4. Иерархии знаний 
В рамках данного подхода считается, что основной задачей 

менеджеров является решение проблем, возникающих в процессе 
функционирования организации. Решать проблемы менеджерам 
помогают их знания и опыт. Общеизвестна эффективность спе-
циализации, концентрации отдельного индивидуума на решении 
лишь определенного класса проблем [26]. В то же время, специа-
лизация порождает проблемы координации, поиска специалиста, 
который может решить конкретную проблему организации. Как 
оказывается, одним из эффективных механизмов такой коорди-
нации является иерархия, основанная на знаниях. Главной про-
блемой при построении такой иерархии является поиск компро-
мисса между эффективностью использования знаний и затратами 
на координацию. 

В модели, предложенной Л. Гарикано [17], для успешной 
реализации технологического процесса помимо привычных фак-
торов производства (таких, как материалы, оборудование, капи-
тал) требуются еще и знания сотрудников, проявляющиеся в их 
умении решать проблемы. Множество всех проблем, связанных с 
функционированием организации, моделируется точками отрезка 
[0, Z] действительной оси, причем считается, что плотность веро-
ятности f(z) появления проблемы z ∈ [0, Z] убывает с ростом 
z (проблемы упорядочены по убыванию частоты их появления)1. 
Через F(z) = ∫

z dxxf
0

)(  обозначается функция распределения, со-

ответствующая плотности вероятности f(z). 
Если A ⊆ [0, Z] – это подмножество всех проблем, которые 

умеет решать сотрудник организации, а tp – время, которое он 
тратит на производственную деятельность, то средний объем вы-
пускаемой им продукции равен ∫A

p dxxft )(  (по сути, считается, 
что на протяжении рабочего времени tp сотрудник сталкивается 
со случайным потоком проблем, и объем выпуска определяется 
долей проблем, которые он успешно решает). 

                                                      
1 Также рассматривается альтернативная интерпретация, в которой 

число z ∈ Ω описывает сложность проблемы – большим числам соот-
ветствуют более сложные проблемы. 
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Затраты в единицу времени на обучение решению подмно-
жества проблем A ⊆ [0, Z] пропорциональны мере Лебега µ(A) 
этого подмножества с коэффициентом c.1) В этих условиях вы-
годно уметь решать наиболее часто встречающиеся проблемы, и 
задача максимизации прибыли одного сотрудника сводится к 
максимизации функции F(z) – c⋅z (разницы выпуска и затрат на 
обучение) выбором «верхней границы компетенции» z ∈ [0, Z]. 

Однако в большой организации может оказаться выгодным 
наличие сотрудников, умеющих решать только редкие проблемы, 
Тогда остальные сотрудники смогут обращаться к ним за помо-
щью в исключительных случаях вместо того, чтобы учиться са-
мим решать эти (относительно редкие) проблемы. 

Организационная структура, по Гарикано, описывается раз-
биением всего множества сотрудников организации на L классов. 
Доля сотрудников, попавших в класс i = 1, …, L, равна βi. Класс i 
характеризуется множеством компетенции Ai (возможно, пересе-
кающимся с множествами компетенции других классов), списком 
li классов, у которых сотрудники i-го класса могут просить по-
мощи (каждый список начинается с самого класса i), а также рас-
пределением времени сотрудников i-го класса между производст-
венной деятельностью ( p

it ) и помощью другим классам ( h
it ).  

Общее время h
ii tβ , которое i-й класс тратит на помощь дру-

гим сотрудникам организации, сложным образом определяется 
множествами компетенции классов, которые предшествуют i-му 
в списках lj тех, кто обращается к i-му классу за помощью, а так-
же тем, сколько времени обращающиеся за помощью сотрудники 
тратят на производственную деятельность2: 

∑ ∈ −=
k jlij ik k

p
jj

h
ii AFtht : )](1[ U p

ββ . 

                                                      
1 Отметим, что эти затраты можно рассматривать и просто как воз-

награждение сотрудника, имеющего заданную «квалификацию» A.  
2 Считается, что временные затраты несут сотрудники, оказываю-

щие помощь, но не те, кто за помощью обращается. Выражение ik jp  

означает, что класс k предшествует классу i в списке lj, а коэффициент h 
описывает трудоемкость оказания помощи. 
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Прибыль, приносимая организации сотрудником i-го класса, 
равна произведению его рабочего времени p

it  на вероятность 
)(U

ilk kAF ∈  решения организацией его проблем, за минусом за-

трат c⋅µ(Ai) на обучение сотрудника. 
Задача построения оптимальной организации сводится к на-

хождению количества классов L, распределения βi сотрудников 
организации по классам, областей компетенции Ai, списков li и 
распределения времени ( p

it , h
it ) каждого класса, максимизирую-

щих совокупную прибыль организации 

∑ = ∈ −L
i ilk k

p
ii AcAFt

i1 )]()([ µβ U  

при условиях β1 + … + βL = 1, p
it  + h

it  ≤ 1. 
Произвольная организация может не иметь ничего общего с 

иерархией, поскольку в ней, вообще говоря, отсутствуют понятия 
подчинения и разделения труда на производство и управление.  

Однако Гарикано показывает, что в оптимальной организа-
ции сотрудники специализируются либо на производственной 
деятельности, либо на решении проблем. Только один класс вы-
полняет производственные задачи (сотрудников этого класса ло-
гично называть исполнителями, а остальных – менеджерами).  

Кроме того, области компетенции различных классов не пе-
рекрываются. Компетенция исполнителей покрывает наиболее 
часто встречающиеся проблемы, в то время как менеджеры ком-
петентны в обработке исключений: чем дальше в списке lj нахо-
дится класс, тем более редкие проблемы решают его сотрудники. 

Эти свойства позволяют рассматривать оптимальную орга-
низацию как иерархию, в которой вверх движется информация о 
проблемах, а вниз – информация об их решениях1. Оптимальная 
организация является иерархией также и потому, что, как пока-
зывает Гарикано, количество сотрудников в классе убывает с 
ростом уровня компетенции. 

В частном случае, когда частота проблем описывается экс-
поненциальным распределением с параметром λ, этот параметр 

                                                      
1 Ниже в разделе 4.2 рассматривается похожая модель иерархии, в 

которой менеджеры решают возникающие у исполнителей проблемы. 
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можно интерпретировать как степень предсказуемости проблем 
(с ростом λ все большая часть проблем локализуются в левой 
части отрезка [0, Z]). В этом случае характеристики оптимальной 
иерархии можно найти аналитически1. 

В статье исследуется зависимость этих характеристик от па-
раметров модели: затрат на обучение c, затрат на оказание помо-
щи h и предсказуемости проблем λ. Показывается, что уменьше-
ние затрат h приводит к уменьшению уровня компетенции ис-
полнителей, к увеличению компетенции менеджеров и росту 
нормы управляемости. Уменьшение затрат на обучение c приво-
дит к увеличению уровня компетенции всех сотрудников и росту 
нормы управляемости. Уменьшение предсказуемости (рост λ) 
приводит к увеличению доли проблем, которые приходится ре-
шать менеджерам, а также к уменьшению нормы управляемости. 

В рассмотренной модели менеджеры верхних уровней могут 
концентрироваться на решении только редких проблем – область 
их компетенции не обязана начинаться «с нуля». Это, однако, не 
совсем логично, если считать, что более редкие проблемы имеют 
большую сложность. Умение решать сложные проблемы в боль-
шинстве случаев предполагает умение решать и более простые. 

Гарикано рассматривает и этот случай, показывая, что каче-
ственные свойства оптимальных иерархий при этом остаются не-
изменными. 

В работе [18] Л. Гарикано и Т.Н. Хаббард используют иерар-
хии, основанные на знаниях, для описания внутренней структуры 
юридических фирм. Новым по сравнению с вышеописанной мо-
делью являются два момента. Во-первых, авторы рассматривают 
не отдельную фирму, а целый рынок юридических услуг. Рас-
сматривается равновесное распределение сотрудников (юристов) 
по иерархическим уровням конкурирующих фирм, позволяющее 
фирмам решать большую часть задач на нижнем уровне, оставляя 
верхнему уровню лишь самые сложные задачи.  

Во-вторых, к эффекту специализации на решении проблем 
определенной сложности они добавляют эффект специализации 

                                                      
1 Интересно, что в этом случае норма управляемости (отношение 

βi/βi + 1 количества сотрудников на двух соседних уровнях) одинакова на 
всех уровнях оптимальной иерархии. 
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сотрудника на узкой предметной области. Показывается, что в 
равновесии узкие специалисты и юристы-универсалы сосущест-
вуют. Роль последних заключается в том, чтобы нивелировать 
колебания спроса на решение проблем из разных областей. 

Полученные теоретические результаты проверяются на соот-
ветствие статистике, описывающей внутреннюю структуру юри-
дических фирм США по состоянию на 1992 год. 

Похожие иерархии менеджеров, решающих проблемы, рас-
сматривались А. Беггсом в [5]. В его модели также менеджеры, 
решающие сложные проблемы, должны уметь решать и более 
простые. Вознаграждение менеджеров растет с ростом их квали-
фикации. Отличие от Гарикано состоит в том, что Беггс большее 
внимание уделяет моделированию процесса передачи проблем 
вверх по иерархии, используя для этого аппарат теории массово-
го облуживания [101]. Поток проблем рассматривается как поток 
заданий, а иерархия менеджеров – как обрабатывающая задания 
многоуровневая сеть, в которой каждый следующий уровень уме-
ет решать более сложные проблемы, чем предыдущий.  

В статье выводится формула среднего времени решения про-
блемы в зависимости от количества менеджеров на каждом уров-
не и их квалификации. Затраты иерархии складываются из затрат 
на содержание менеджеров и потерь от задержки в решении про-
блем. Ставится задача минимизации затрат и рассматривается ее 
решение в ряде частных случаев. В числе прочего, показывается, 
что норма управляемости менеджеров (отношение количества 
менеджеров на соседних уровнях) растет вверх по иерархии. 

2.5. Многоуровневые иерархии обработки информации 
Существенным ограничением рассмотренных выше моделей 

является представление об иерархии как о последовательности 
взаимоподчиненных уровней. Еще в [63] отмечается, что в реаль-
ных организациях зачастую нелегко выделить уровни иерархии, 
поскольку организационная структура крупных компаний обыч-
но существенно асимметрична.  

В настоящем разделе рассматривается подход к моделирова-
нию организационных иерархий, лишенный этого недостатка. Он 
развивается в работах Р. Раднера, Т. Ван Зандта и других ученых 
и основан на аналогии между работой организационных иерархий 
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и вычислительных сетей. В рамках этого подхода предполагается, 
что основной функцией менеджеров в организациях является об-
работка информации. Моделью этого процесса является распре-
деленное вычисление некоторой ассоциативной функции приня-
тия решения1, аргументами которой являются наблюдаемые па-
раметры внешней среды (ниже процесс вычисления этой функ-
ции называется суммированием). В роли процессоров выступают 
менеджеры, а организационная иерархия выполняет роль распре-
деленной вычислительной сети, задающей порядок и правила 
взаимодействия процессоров2. 

В [53, 55] считается, что основные аспекты обработки ин-
формации, приводящие к затратам, а потому нуждающиеся в эко-
номии – это общее время вычисления функции и количество про-
цессоров. Задача состоит в том, чтобы при заданном количестве 
суммируемых элементов n и количестве процессоров P построить 
эффективную вычислительную сеть (организационную иерар-
хию), то есть сеть, минимизирующую время суммирования.  

При этом предполагаются следующие правила работы вы-
числительной сети. Процессор состоит из регистра и входного 
буфера. За один такт времени процессор забирает один сумми-
руемый параметр или результат промежуточного вычисления из 
входного буфера и прибавляет его к содержимому регистра. В 
запрограммированные моменты времени процессор посылает со-
держимое своего регистра во входные буферы других процессо-
ров сети, с которыми он соединен, обнуляя при этом свой регистр 
(считается, что эта операция не занимает времени). Определен-
ный процессор в заданное время посылает содержимое своего 
регистра (общую сумму) «наружу». 

Для поиска эффективной вычислительной сети используется 
аппарат дискретной оптимизации. В результате находится алго-
ритм построения эффективной сети, схожей с последовательной 

                                                      
1 Примерами подобных функций являются линейные правила при-

нятия решений и задачи распознавания ситуаций (sampling) [53]. 
2 В [39] рассматривается вопрос, о том, когда «вычислительная 

сеть» менеджеров действительно имеет иерархический вид, то есть ко-
гда в ней отсутствуют петли. 
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иерархией (см. определение 5). Менеджеры этой иерархии вы-
строены в линию: получив промежуточный результат от преды-
дущего сотрудника, менеджер прибавляет к нему несколько па-
раметров внешней среды и передает следующему сотруднику. 

 
Рисунок 9. Зависимость времени вычисления от количества  
процессоров при n = 10000 (логарифмическая шкала) 

Для фиксированного количества суммируемых параметров n 
и количества менеджеров P оценка C минимального времени вы-
числения задается формулой    )mod(log/ 2 PnPPnC ++= , где 
   и    – операции округления к ближайшим снизу и сверху 
целым числам. На рис. 9 изображен пример графика зависимости 
времени вычисления C от количества процессоров P. 

Однако обычно в организациях данные необходимо обраба-
тывать в, так называемом, систолическом режиме, когда отдель-
ные когорты (cohorts) данных прибывают периодически. Т. Ван 
Зандт в [66] показал, что в этом случае эффективная иерархия 
состоит из набора оптимальных деревьев для обработки одной 
когорты и механизма, передающего очередные когорты данных 
на обработку этим деревьям по мере их освобождения. Он также 
нашел приближенные формулы для эффективных пар P и C:  

С = n/Q + log2Q, P = (n + Q – 1)/T, 
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где каждая когорта данных прибывает каждые T тактов и в сред-
нем обрабатывается Q процессорами. Изменяя Q от 1 до n, по 
этим формулам можно вычислить все эффективные комбинации 
количества процессоров P и задержки С. 

Из формул следует, что необходимое число процессоров рас-
тет как минимум пропорционально количеству n суммируемых 
объектов. Также с ростом n растет и время вычисления (даже при 
неограниченном количестве процессоров). В то же время, в 
[52, 54] показывается, что при этом не обязательно доходность 
организации убывает с ростом ее размера.1  

Статья П. Болтона и М. Деватрипонта [6] является дальней-
шим развитием подхода Р. Раднера и Т. Ван Зандта. Количество 
элементов данных в одной когорте по-прежнему фиксировано и 
равно n. Организация функционирует в непрерывном времени, 
новая когорта данных доступна в любой момент, и задача состоит 
лишь в том, чтобы обработать все элементы данных, собрав их «в 
руках» одного из менеджеров (топ-менеджера). Для этого форми-
руется вычислительная сеть из менеджеров. Доказывается, что 
она имеет вид направленного дерева, в самом низу которого на-
ходятся элементы данных, а вверху – топ-менеджер. 

Авторы используют более сложную технологию обработки 
информации по сравнению с [53]. Они считают, что трудозатраты 
менеджера-процессора с номером i ∈ M определяются выражени-
ем ci = τ⋅(yi + λri + aµi), где yi – количество элементов данных, не-
посредственно обрабатываемых менеджером, ri – количество не-
посредственно подчиненных ему менеджеров, µi – объем присы-
лаемого ими отчета (количество элементов данных, непосредст-
венно или опосредовано контролируемых подчиненными менед-
жерами). λ и a – это коэффициенты, описывающие сравнитель-
ную трудоемкость работ по обработке элементов данных, уста-
новлению связи с непосредственным подчиненным, приему от 
него отчета об одном элементе данных. 

Необходимость создания сложных сетей менеджеров обу-
словлена положительным эффектом от специализации, а именно, 

                                                      
1 В обзоре [68] описываются большое количество других результа-

тов, полученных в рамках рассматриваемой линии исследований. 
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коэффициент τ считается выпуклой убывающей функцией τ(x), 
где x – частота, с которой сеть обрабатывает когорты данных (для 
нахождения этой частоты необходимо найти минимальный ко-
рень уравнения x = 1/maxi∈M[ci(x)]). 

Целью организации считается непосредственно обработка 
информации. Ее средний доход равен R⋅x, где R – стоимость од-
ной когорты. Задача поиска оптимальной иерархии разбивается 
на два этапа. Сначала ищется иерархия, минимизирующая 

)(xcMi i∑ ∈  (суммарные трудозатраты  менеджеров1) при условии 
обеспечения фиксированной частоты обработки x. Затем ищется 
частота, максимизирующая среднюю прибыль – разницу дохода 
R⋅x и затрат самой дешевой (при заданной частоте) иерархии. 

Авторы доказывают, что решением задачи первого этапа яв-
ляется древовидная иерархия, в которой трудозатраты всех ме-
неджеров стараются выровняться (насколько позволяет дискрет-
ность задачи). Кроме того, оптимальная иерархия стремится быть 
симметричной – межуровневое взаимодействие в ней минималь-
но (опять же, насколько позволяет дискретность задачи). 

В частном случае Болтон и Деватрипонт показывают, что оп-
тимальна либо регулярная иерархия2, либо последовательная ие-
рархия (все менеджеры обрабатывают один элемент данных, и на 
каждом уровне иерархии находится ровно один менеджер). Также 
находятся условия, при которых одна из этих организационных 
форм выгоднее другой. 

Заметим, что если каждый элемент данных обрабатывается 
специализированным менеджером нижнего уровня (как это име-
ем место в регулярной иерархии), то при фиксированной частоте 
сети x трудозатраты любого менеджера верхних уровней описы-
ваются секционной функцией (см. определение 6). Менеджер 
i ∈ M имеет ri непосредственных подчиненных, управляет груп-

                                                      
1 Предполагается, ставка оплаты труда всех менеджеров одинакова 

и оплачивается только фактически отработанное ими время. 
2 В ней каждый менеджер нижнего уровня иерархии обрабатывает 

один элемент данных. Остальные же менеджеры только принимают 
отчеты с предыдущего уровня и передают их «наверх», причем все ме-
неджеры одного уровня имеют одинаковую норму управляемости. 
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пой исполнителей (элементов данных) меры µi и несет затраты 
ci = τ(x)⋅(λri + aµi). Ограничение ci ≤ 1/x на затраты менеджера, 
связанное с необходимостью обеспечения заданной частоты x 
работы сети, легко учесть, считая, что при его нарушении затраты 
менеджера равны бесконечности. 

Тогда задачу, решаемую в модели Болтона и Деватрипонта 
на первом этапе, можно сформулировать как задачу поиска опти-
мальной иерархии с секционной функцией затрат. Для ее числен-
ного решения хорошо подходят вычислительные алгоритмы, раз-
работанные в [83, 85]. 

2.6. Иерархии и теория команд 
Выше много говорилось о важности координации отдельных 

подразделений, как о главной цели организационных иерархий. 
Однако ни в одной из описанных выше работ процесс координа-
ции как таковой не моделировался в явном виде. В то же время, 
довольно давно существует специальное научное направление  
теория команд (teams theory) [37] – основным предметом иссле-
дований которого являются задачи координации действий групп 
индивидуумов, преследующих общие цели. 

Базовая модель теории команд представляет собой нечто 
среднее между классической задачей оптимизации и задачами, 
рассматриваемыми в рамках теории игр [46, 91]. Имеется команда 
из n агентов, каждый из которых выбором своего действия xi ∈ Xi, 
i = 1, …, n, стремится максимизировать общий критерий эффек-
тивности K(⋅). Проблема заключается в том, что значение крите-
рия, помимо действий агентов, зависит от состояния природы θ, 
то есть K(⋅) = K(x1, …, xn, θ), причем у каждого агента имеется 
свое представление об этом состоянии природы. Задача состоит в 
том чтобы скоординировать решения, принимаемые агентами, то 
есть предложить рациональные правила выбора действий с уче-
том представлений агентов (их частной информации). 

Одна из первых попыток применения результатов этой тео-
рии к задаче поиска оптимальной иерархии была предпринята Ж. 
Кремером в [13]. Он рассматривает фирму, состоящую из n про-
изводственных единиц (заводов), производящих k видов продук-
ции (товаров). Продукция одних заводов может использоваться 
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другими заводами в качестве исходного сырья, то есть реализа-
ция технологического процесса фирмы предполагает трансферты 
товаров между заводами.  

Обозначим через xi = (xi1, …, xik) вектор объемов производст-
ва каждого товара i-м заводом с учетом трансфертов между ним и 
другими заводами, а xi

d = (xi1
d, …, xik

d) – случайный вектор спроса 
на продукцию i-го завода. Производственные затраты завода оп-
ределяются функцией Ci(xi), которая, помимо объема производст-
ва xi, зависит и от случайных природных факторов.  

В простейшем случае, когда спрос и функции затрат извест-
ны точно, задача координации состоит в определении объемов 
производства x1, …, xn, минимизирующих суммарные затраты 
C1(x1) + … + Cn(xn) при условии удовлетворения совокупного 
спроса (x1 + …+ xn = x1

d + …+ xn
d).1) Поскольку природные факто-

ры случайны, найденные оптимальные объемы производства 
n
n

n xx ,...,1  также будут случайными. Кремер рассматривает отно-
сительно простые квадратичные функции затрат, имеющие вид 

)()(2/1)()( iii
T

iiiii
T

iiii xxBxxxxBAxC −−+−Γ−= , 
где Ai – константа, Bi – известная положительно определенная k×k 
матрица, Гi – случайный k-мерный вектор природных факторов, а 

ix  – математическое ожидание n
ix , i = 1, …, n. При такой функ-

ции оптимальные трансферты между i-м заводом и остальной 
фирмой описывается случайной величиной d

i
n
ii xxt −=: . 

Проблема состоит в том, что в реальности точная подстройка 
трансфертов под конкретную реализацию случайных факторов 
может быть невозможной в масштабе всей фирмы. Тогда прихо-
дится разбивать фирму на более мелкие объединения, состоящие 
из одного или нескольких заводов. При фиксированном разбие-
нии θ  = {J1, …, Jr} множества заводов N = {1, …, n} на объеди-
нения J1, …, Jr ⊆ N задача координации оперативно решается в 
рамках каждого объединения J ∈ θ после того, как реализуются 
значения природных факторов и становится известным спрос на 

                                                      
1 Предполагается, что осуществление трансфертов между заводами 

не приводит к дополнительным транзакционным издержкам. 
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продукцию объединения. Объемы же трансфертов между объе-
динениями должны быть зафиксированы заранее, до момента 
реализации случайных факторов.   

Задача поиска оптимальной организации, таким образом, 
сводится к выбору наилучшего допустимого1 разбиения заводов 
на объединения.  

Основная идея статьи состоит в том, что в первую очередь 
между собой должны объединяться технологически наиболее 
сильно связанные заводы, трансферты между которыми подвер-
жены наиболее сильным колебаниям при изменении случайных 
факторов. Этой идее дается строгая математическая формулиров-
ка. Обозначим через  ∑ ∈

=
Ji iJ tt :  оптимальный объем трансфер-

тов между объединением J и остальной фирмой, а через E[⋅] – 
оператор математического ожидания. Кремер показывает, что 
оптимальная организация должна минимизировать выражение 

∑ ∈ −−θJ JJJ
T

JJ tEtEBtEtE ])][[(])[[( , где 11)(: −
∈

−∑=
Ji iJ BB . 

Эта формула описывает суммарную меру взаимосвязи между 
объединениями фирмы. Она легко вычисляется, если известны 
распределения случайных величин: спроса и затрат заводов. 

Недостатком описанной модели является то, что она рас-
сматривает лишь организации с единственным промежуточным 
уровнем управления – уровнем объединений. Введение новых 
промежуточных уровней в модели Кремера бессмысленно. 

В этом смысле интересно сравнить ее с более ранним подхо-
дом, разработанным Б.Л. Овсиевичем и его сотрудниками [127]. 
Они рассматривали систему из n элементов, каждый из которых 
характеризуется конечным числом возможных состояний. Со-
стояние s системы в целом определяется вектором состояний ее 
элементов. Функционирование системы задается вероятностной 
мерой µ(s) на множестве ее состояний. Основной числовой харак-
теристикой системы является ее информационная энтропия 
Σsµ(s)lnµ(s). Элементы системы взаимосвязаны, поэтому разница 
суммарной энтропии отдельных элементов системы и энтропии 

                                                      
1 Допустимые разбиения могут, например, ограничивать сверху 

количество заводов, входящих в одно объединение. 
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системы в целом больше нуля. Считается, что эта разница как раз 
и определяет объем работы по координации элементов системы, 
которую должна осуществить система управления. Объем рабо-
ты, которую может осуществлять один управляющий элемент 
(менеджер), ограничен сверху. В связи с этим ставится задача 
разбиения множества элементов системы на подсистемы, каждая 
из которых управляется отдельным менеджером. Это разбиение 
должно минимизировать разницу между суммарной энтропией 
подсистем и системы в целом при выполнении ограничения на 
объем работы по координации каждой подсистемы.  

Полученное разбиение определяет нижний уровень иерархии 
управления. Теперь можно строить следующий уровень иерар-
хии, решая аналогичную задачу разбиения подсистем на группы, 
управляемые менеджерами второго уровня, и так далее, пока на 
самом верху иерархии не останется единственный менеджер. 

М. Аоки [2] предлагает интересное развитие модели Креме-
ра. Цель его исследования – сравнение эффективности механиз-
мов вертикальной и горизонтальной координации. Вертикальная 
координация была описана в статье Кремера и, по мнению Аоки, 
больше характерна для американских фирм. Горизонтальная ко-
ординация описывает японский способ организации производства 
и состоит в налаживании попарных связей между заводами, когда 
трансферты между двумя заводами оперативно подстраиваются 
под изменение обстановки. Оба механизма координации имеют 
свои плюсы и минусы, и в работе М. Аоки находятся условия, 
при которых предпочтителен тот или иной механизм. 

Помимо ограниченности количества уровней иерархии мо-
дель Кремера обладает еще одним существенным недостатком. 
Из нее следует, что чем больше заводов входит в объединение, 
тем выше эффективность организационной структуры. При этом 
упускаются из виду временные и финансовые затраты, связанные 
с получением достоверной информации о параметрах заводов в 
большом объединении.  

В подходе, предложенном Геанакоплосом и Милгромом [20], 
эти затраты фигурируют в явном виде, что позволяет сделать 
норму управляемости внутренним параметром модели. 
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Как и Кремер, они рассматривают задачу планирования про-
изводства фирмы, состоящей из n заводов. Затраты i-го завода в 
зависимости от k-мерного вектора объемов выпуска xi также мо-
делируются квадратичной формой, однако их вид несколько от-
личается от рассмотренного выше: 

Сi(xi, γi) = ½[(xi – γi)TBi(xi – γi) – γi
TBiγi], i ∈ N = {1, …, n}, 

где γi – вектор случайных факторов, а Bi – известная матрица. 
Древовидная иерархия менеджеров надстраивается над мно-

жеством заводов N. Для каждого менеджера m иерархии можно 
определить множество его непосредственных подчиненных S(m) 
(заводов или других менеджеров), а также подчиненную группу 
заводов s(m), которой он управляет непосредственно или через 
подчиненных ему менеджеров.  Менеджер получает от своего 
непосредственного начальника совокупный план производства 
для подчиненной ему группы заводов и распределяет этот план 
между своими непосредственными подчиненными. Общий план 
производства всей фирмы, xN, считается заданным. 

Чтобы эффективно планировать производство, менеджеру 
необходимо знать значения случайных факторов γi подчиненных 
ему заводов. Однако он может наблюдать только зашумленные 
сигналы вида mimiiiiI ταεγ /+= , где εi – вектор нормально 
распределенных случайных величин с нулевым средним и дис-
персией Di, τmi – время, которое менеджер m тратит на наблюде-
ние за i-м заводом, а αmi – число, описывающее априорные спо-
собности m-го менеджера в наблюдении за i-м заводом. 

Менеджер m, управляющий группой заводов s, должен, во-
первых, распределить имеющееся у него фиксированное время τ 
между подчиненными заводами и получить вектор сигналов 

siis II ∈= )(  о случайных факторах, влияющих на их затраты. Во-
вторых, на основе полученной информации он должен разбить 
полученный от своего начальника план производства xm на под-
планы xm' для своих непосредственных подчиненных m' ∈ S(m) с 
тем, чтобы минимизировать математическое ожидание затрат 

∑ ∈ ⋅=⋅ si is CC )(:)(  подчиненных заводов. 
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Введем ряд обозначений. Пусть 11 )(: −
∈

−∑= si is BB  – агреги-
рованная матрица затрат группы заводов s ⊆ N, ∑ ∈= si is γγ :  – 
суммарный вектор факторов, влияющих на затраты группы заво-
дов s, ]|[:)( ssss IEI γγ =  – математическое ожидание вектора 
факторов γs при условии наблюдения вектора сигналов Is,  

][: ss E γγ =  – априорное математическое ожидание вектора γs в 
условиях отсутствия информации, а ]|[Var ss Iγ  – вектор диспер-
сий компонент случайного вектора γs при векторе сигналов Is. 

Пусть менеджер m управляет группой заводов s, а r его непо-
средственных подчиненных управляют группами заводов 
s1, …, sr. Авторы показывают, что при фиксированном распреде-
лении времени менеджера и оптимальном выборе им детализиро-
ванных планов средние затраты ),( sms IxC  подчиненной группы 
заводов s определяются выражением 
(1) ∑ =−−− r

j sss
T

ssssms
T

ssm IBIIxBIx
jjj1 ))())())(())(( γγγγ . 

Чем дольше менеджер наблюдает за деятельностью заводов, 
тем меньшими будут эти средние затраты. При полном отсутст-
вии наблюдения за заводами средние затраты равнялись бы  
(2) ∑ =−−− r

j ss
T

ssms
T

sm jjj
BxBx 1)()( γγγγ . 

Разница выражений (2) и (1) определяет выигрыш, который 
менеджер m приносит организации. Далее Геанакоплос и Мил-
гром показывают, что этот выигрыш описывается формулой 

∑ =+− r
j ssssss IBIB

jj1 ])|[Var(tr])|[Var(tr γγ , 

а совокупные затраты C(H) организации H можно представить в 
виде разницы ее затрат при полном отсутствии информации и 
суммы выигрышей, приносимых каждым менеджером1: 

                                                      
1 В оригинале в эту формулу, по-видимому, вкралась опечатка, так 

что она была восстановлена по ее описанию в тексте (см. формулировку 
утверждения 5 в [20] на странице 217). Используемые здесь обозначе-
ния несколько отличаются от оригинала. Суммирование во второй 
строке проводится по всем менеджерам m иерархии, s означает группу 
заводов, управляемых менеджером m, а через s1, …, sr обозначены 
группы заводов, управляемые его непосредственными подчиненными. 
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Замечательным свойством принятого вида функций затрат 
заводов является то, что выигрыш, приносимый организации ка-
ждым менеджером, зависит только от полученной им информа-
ции, но не от информации, полученной другими менеджерами. 
Это позволяет искать оптимальное распределение времени каж-
дого менеджера по отдельности, независимо1. 

После нахождения оптимального распределения времени 
выигрыш, приносимый менеджером m, будет зависеть лишь от 
управляемой им группы заводов s и от групп заводов s1, …, sr, 
управляемых его непосредственными подчиненными. То есть 
выигрыш описывается секционной функцией (см. определение 6), 
и для анализа рассматриваемой модели потенциально применимы 
методы, развиваемые в [85, 115] и в настоящей книге. 

Остаток статьи посвящен анализу оптимальной нормы 
управляемости «двухуровневой» иерархии, в которой менеджеры 
непосредственно управляют заводами, а координация между ни-
ми производится на основе априорной информации. 

В заключение раздела отметим интересную работу А. Готье 
и Д. Паолини [19], которые также исследуют децентрализацию 
решений в условиях асимметричной информации. Они рассмат-
ривают организацию, состоящую из двух агентов и управляюще-
го ими центра. Организация функционирует на протяжении двух 
периодов и в каждом периоде принимается два решения (первое 
решение касается первого агента, второе – второго). Решения 
может принимать центр (его цель заключается в максимизации 
суммарного выигрыша агентов), но их эффективность ограничена 
его неполной информированностью о параметрах функций выиг-
рыша агентов. Центр может делегировать агентам право приня-
тия всех или части решений, но при этом возникает проблема ко-
ординации. Дело в том, что решения, принимаемые одним аген-
том, влияют на выигрыш другого (имеют место, так называемые, 

                                                      
1 Авторы находят аналитическое решение этой задачи в частном 

однофакторном случае (когда k = 1). 
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экстерналии). Нескоординированные решения агентов приводят 
к уменьшению их суммарного выигрыша, которое может переве-
сить выгоды делегирования принятия решений более информи-
рованным агентам. 

Исследуя всевозможные схемы делегирования, авторы при-
ходят к выводу, что в зависимости от значений параметров моде-
ли оптимальна либо полная централизация принятия решений, 
либо частичное их делегирование – центр отдает право принятия 
решения одному или обоим агентам, но только в первом периоде. 
При этом он использует решения, принимаемые агентами в пер-
вом периоде, для выявления их частной информации, и, будучи 
уже полностью информированным, во втором периоде самостоя-
тельно принимает эффективные решения. Существенным огра-
ничением модели Готье-Паолини является то, что она рассматри-
вает лишь организации, состоящие из двух агентов. 

2.7. Иерархии принятия решений  
Управление организацией – это, прежде всего, принятие раз-

нообразных решений, и именно принятие решений по мнению 
многих авторов является основной задачей менеджеров в органи-
зациях. Качество принимаемых менеджерами решений в конеч-
ном счете определяет эффективность функционирования органи-
зации вообще и организационной структуры в частности. В то же 
время, модели организационных иерархий, описанные в преды-
дущих разделах, не акцентируют внимание на этом аспекте дея-
тельности менеджеров и не описывают в явном виде процессы 
принятия управленческих решений. 

Ниже описывается другой подход, развитый в ряде работ 
Р.К. Саха и нобелевского лауреата Дж. Стиглица [60, 61]. Его ос-
нову составляет детальное описание механизмов принятия реше-
ний менеджерами. «Отдельному человеку свойственно ошибать-
ся» – этим авторы обосновывают целесообразность построения 
сложных структур коллективного принятия решений, таких, как 
организационные иерархии.  

В модели Саха и Стиглица организация занимается анализом 
потока проектов. С вероятностью α каждый проект может быть 
«хорошим» и приносить прибыль zG, а с вероятностью 1 – α  – 
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«плохим» и приносить убыток zB.  Задача организации состоит в 
отборе хороших проектов для их дальнейшей реализации.  

Оценку проектов осуществляют менеджеры. Отдельный ме-
неджер может допускать ошибки, рекомендуя к реализации пло-
хие проекты (это ошибки первого рода), или отклоняя хорошие 
(ошибки второго рода). Для повышения эффективности отбора 
предлагается принимать решение о реализации проекта на основе 
коллективного мнения менеджеров. Для организации процесса 
принятия решения может быть сформирована одна из трех орга-
низационных структур: комитет, иерархия или полиархия. 

В комитете проект отдается на ознакомление одновременно 
n менеджерам. По результатам ознакомления проводится голосо-
вание и проект принимается, если за него проголосовало более k 
менеджеров. Комитет полностью описывается своим размером n 
и уровнем консенсуса k. Обозначим вероятность принятия ме-
неджером хорошего проекта через pG, а плохого – через pB (счи-
тается, что pB < pG < 1). Тогда, как показывают авторы, вероятно-
сти hG и hB принятия комитетом хорошего и плохого проекта соо-
тветственно определяются выражениями: 
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В этих формулах суммируется вероятность того, что не ме-
нее k из n менеджеров, входящих в комитет, проголосуют за реа-
лизацию проекта.  

Работа менеджеров комитета должна оплачиваться. Пусть 
w – это вознаграждение, полагающееся менеджеру за экспертизу 
одного проекта. Поскольку все менеджеры комитета тратят свое 
время на ознакомление с проектом, затраты EC на содержание 
комитета равны w⋅n. Вычисление оптимального размера комитета 
n и уровня консенсуса k сводится к максимизации ожидаемой 
прибыли организации CBGGG Ezhzh −−− )1( αα , представляющей 
собой разницу ожидаемого дохода BGGG zhzh )1( αα −−  от реали-
зованных проектов и затрат EC на содержание комитета. 

В иерархии n менеджеров выстроены в цепочку и знакомятся 
с проектом последовательно. Проект окончательно отклоняется, 
если его отклоняет хотя бы один менеджер, и направляется на 
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рассмотрение следующему менеджеру цепочки в случае его ут-
верждения предыдущим.  

Поскольку проект принимается только если его утвердили 
все n менеджеров, вероятности приема проектов иерархией будут 
такими же, как для комитета с уровнем консенсуса n. Однако за-
траты на содержание иерархии будут меньше затрат комитета 
того же размера. Действительно, проект может быть отклонен 
уже первым менеджером цепочки, и остальным не придется тра-
тить на него время. Авторы показывают, что средние затраты ие-
рархии равны )]1)(1)(1()1)(1([ B

n
BG

n
GH ppppwE −−−+−−= αα . 

В полиархии проект изначально направляется одному из n 
менеджеров с равной вероятностью. Проект принимается оконча-
тельно, если менеджер его принимает. Если же менеджер откло-
няет проект, то он направляется на рассмотрение одному из ос-
тавшихся менеджеров. Для принятия проекта полиархией доста-
точно, чтобы он был принят хотя бы одним менеджером. Поэто-
му вероятности принятия проекта полиархией соответствуют тем 
же вероятностям для комитета с уровнем консенсуса 1. 

 Затраты на содержание полиархии также будут меньше за-
трат комитета того же размера, ведь если проект принимается 
некоторым менеджером, то остальным менеджерам нет необхо-
димости его рассматривать. Можно показать, что затраты поли-
архии }/])1(1)[1(/])1(1[{ B

n
BG

n
GP ppppwE −−−+−−= αα . 

Зная вероятности и затраты, легко вычислить оптимальный 
размер комитета, иерархии и полиархии, и затем исследовать 
сравнительную выгодность использования этих организационных 
структур в зависимости от значений параметров модели. В част-
ности, показывается, что полиархия принимает больше проектов 
(как хороших, так и плохих), поэтому она эффективна при хоро-
шем среднем качестве проектов; затраты на содержание комитета 
максимальны, поэтому с ростом вознаграждения менеджеров 
сравнительная эффективность комитета падает. В [62] с исполь-
зованием описанной выше модели исследуется влияние органи-
зационной структуры на качество составляющих ее менеджеров.  

Три рассмотренные организационные формы можно комби-
нировать, строя из них более сложную организационную струк-
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туру: рассматривать, например, иерархии, каждый элемент кото-
рой представляет собой комитет; исследовать иерархии полиар-
хий или полиархии иерархий. Подобные организационные струк-
туры рассматриваются Я. Иоаннидесом в [30]. Он модифицирует 
модель, считая, что вознаграждение w менеджеров влияет на ка-
чество отбора проектов pg(w) и pB(w). В результате появляется 
возможность анализировать различия в вознаграждении менед-
жеров в зависимости от вида организационной структуры. 

Совершенно другую модель иерархии, принимающей реше-
ния, предлагают О. Харт и Дж. Мур в [24, 25]. В их модели ие-
рархия, состоящая из m идентичных менеджеров1, надстраивается 
над фиксированным множеством активов N = {a1, …, an}. Акти-
вом считается объект, использование которого по отдельности 
или в комбинации с другими активами может приносить при-
быль. Таким образом, любой набор активов представляет собой 
потенциальный проект, который организация может реализовать. 

Каждому менеджеру i из множества M = {1, …, m} дается в 
управление непустое подмножество активов Ai ⊆ N. С вероятно-
стью p(Ai) менеджер может иметь идею по поводу использования 
этого подмножества активов. В случае ее реализации идея прино-
сит прибыль v(Ai) > 0.2 Роль иерархии состоит в том, что в первую 
очередь реализуются идеи менеджеров верхнего уровня. Если у 
них нет идеи, решения принимают их непосредственные подчи-
ненные. Если и те не имеют идей, право принятия решения пере-
ходит к их подчиненным, и так далее. 

Интересен предлагаемый авторами способ описания иерар-
хии – иерархия моделируется набором последовательностей 
H = {L1, …, Ln}. Для каждого актива k ∈ N последовательность Lk 
перечисляет (без повторов) менеджеров, управляющих данным 
активом, в порядке убывания их приоритета в принятии решения 
по поводу этого актива. Некоторые последовательности могут 
быть пустыми. Понятно, что если A – это множество последова-

                                                      
1 Обозначения оригинала для удобства несколько изменены. 
2 В общем случае функция v может не быть супераддитивной (см. 

определение в [120]), и даже убывать при расширении множества A. 
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тельностей, в которых фигурирует некоторый менеджер, то этот 
менеджер управляет набором активов A.  

Иерархия выбирается с целью максимизации ожидаемой 
прибыли, и основная проблема состоит в том, что иерархия долж-
на быть построена ex-ante, до момента, когда у менеджеров начи-
нают появляться идеи. 

Для каждого менеджера i ∈ M определим множество Si его 
начальников – менеджеров, фигурирующих раньше i в последо-
вательности Sk хотя бы по одному активу из Ai. Менеджер i ∈ M 
получает выигрыш v(Ai) тогда и только тогда, когда у него есть 
идея по поводу набора активов Ai и никто из его начальников не 
имеет идей по поводу хотя бы одного актива из Ai. Считается, что 
появление идей у различных менеджеров – это независимые слу-
чайные события. Тогда ожидаемая прибыль фиксированной ие-
рархии H описывается формулой 
(3) ∑ ∏

∈ ∈
−=
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Рисунок 10. Примеры иерархий Харта-Мура: взаимоподчинение 

(а), полная централизация (б), полная децентрализация (в),  
частичная централизация (г) 
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Приведенное определение иерархии допускает довольно 
странные организационные формы. Так, на рис. 10а изображена 
«иерархия» двух менеджеров, надстроенная над множеством из 
двух активов. В этой иерархии присутствует взаимоподчинение, 
то есть менеджер 1 имеет приоритет перед менеджером 2 при 
принятии решений по поводу первого актива, а менеджер 2 – по 
поводу второго актива. Расчет ожидаемой прибыли по формуле 
(3) показывает, что в такой иерархии идея по поводу множества 
активов N = {a1, a2} реализуется, только если идею имеет ровно 
один менеджер, и не реализуется, если идею имеют оба менедже-
ра. Один из результатов, доказанных авторами, говорит о том, что 
в оптимальной иерархии взаимоподчинение невозможно, то есть 
для любых менеджеров i, j ∈ M если i ∈ Sj, то j ∉ Si. 

Основная теорема работы Харта и Мура позволяет сущест-
венно сузить множество иерархий, «подозрительных на опти-
мальность». Она гласит, что если в оптимальной иерархии веро-
ятность p(Ai) появления идеи у менеджера i строго больше веро-
ятности p(Aj) менеджера j, то менеджер j будет фигурировать 
раньше i в последовательности Lk любого актива k, управляемого 
обоими менеджерами. Иначе говоря, чем выше уровень менедже-
ра в оптимальной иерархии, тем меньше должна быть вероят-
ность появления идеи у этого менеджера. 

Вводя дополнительное условие монотонности1, согласно ко-
торому при расширении множества активов A вероятность p(A) 
появления идеи строго убывает (это довольно логичное допуще-
ние с содержательной точки зрения), можно усилить этот резуль-
тат, показав, что если в оптимальной иерархии Ai является стро-
гим подмножеством Aj, то менеджер j должен быть начальником 
менеджера i для всех активов из множества Ai. 

Последнее, самое сильное предположение – распределен-
ность прибыли (nestednedness) – состоит в том, что если для пары 
наборов активов A и B v(A) > 0 и v(B) > 0, то либо A ⊆ B, либо 
A ⊆ B, либо A ∩ B = ∅. Если в условиях распределенности и мо-

                                                      
1 Это условие не следует путать с введенным в разделе 1.4 свойст-

вом монотонности по группам (см. определение 8). 
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нотонности j является начальником над i по одному из активов, 
то он будет его начальником и по другим активам из Ai.  

Авторы подробно исследуют частный случай двух идентич-
ных активов при произвольном количестве менеджеров. Они по-
казывают, что оптимальной при этом может быть одна из трех 
организационных форм: полностью централизованная фирма (це-
почка менеджеров, каждый из которых управляет обоими акти-
вами); две независимые фирмы (одинаковые цепочки менедже-
ров, надстроенные над каждым из двух активов); частично децен-
трализованная фирма, представляющая собой централизованную 
фирму, надстроенную над двумя «специализированными» цепоч-
ками (см. рис. 10, иерархии б-г). Также находятся простые усло-
вия, при которых оптимальна каждая из этих трех форм. 

Заметим, что при выполнении условий монотонности и рас-
пределенности все потенциально оптимальные иерархии Харта-
Мура можно интерпретировать в терминах модели, описанной в 
главе 1. Если считать активы исполнителями, то множество Ai 
будет группой исполнителей, подчиненной менеджеру i ∈ M. Со-
гласно формуле (3) прибыль v(H) иерархии H складывается из 
прибылей vi(H) = vi(Ai, Si) всех менеджеров i ∈ M. Прибыль ме-
неджера зависит от управляемой  им группы исполнителей Ai и от 
множества его начальников Si (а точнее, от того, какими группа-
ми исполнителей эти начальники управляют). Подобные функции 
прибыли менеджера не являются секционными (см. определение 
6) и не рассматриваются в данной книге, однако исследование 
общих методов поиска оптимальных иерархий при таких функ-
циях прибыли/затрат представляется весьма перспективным. В то 
же время, более подробное сравнение модели Харта-Мура с мо-
делью главы 1 выходит за рамки настоящего обзора. 

2.8. Иерархии и теория контрактов 
Теория контрактов – это раздел математической экономики, 

изучающий задачи мотивации, стимулирования экономических 
агентов в условиях неопределенности [7, 96]. В отечественной 
традиции эти задачи также изучаются в рамках теории активных 
систем [76, 88, 126] и теории иерархических игр [87, 103, 104].  
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Уже базовая модель теории контрактов включает в себя 
центр, выполняющий управленческие функции, и подчиненного 
ему агента. То есть модель теории контрактов по определению 
включает в себя организационную иерархию. В то же время, по-
давляющее большинство работ по теории контрактов исследует 
стимулирование сотрудников в рамках фиксированных состава и 
структуры организационной системы.  

Более того, большая часть моделей теории контрактов каса-
ется только веерной, двухуровневой организационной структуры, 
в которой отсутствуют менеджеры промежуточного звена и 
центр (топ-менеджер) непосредственно управляет подчиненными 
ему агентами-исполнителями (среди исключений стоит отметить 
[89, 99, 122, 123]). Это в первую очередь связано с тем, что моде-
ли теории контрактов математически довольно сложны, и под-
робное исследование иерархий общего вида весьма трудоемко. 

Согласно описанной во введении классификации задач орга-
низационного дизайна, задачи мотивации и стимулирования со-
трудников в рамках фиксированной организационной структуры 
относятся к третьему этапу – разработке механизмов управления, 
а не ко второму – дизайну собственно структуры организации. 
Поэтому для данного обзора были отобраны лишь те относящие-
ся к теории контрактов работы, в которых так или иначе упоми-
нается возможность перестроения структуры организационной 
системы, сравниваются различные структуры и т.д.  

Данный раздел далеко не претендует на полноту и ставит це-
лью лишь проиллюстрировать как особенности подхода, так и 
трудности, связанные тем подробным описанием механизмов 
управления сложными иерархиями, которое предполагает теория 
контрактов. С основами теории контрактов и ее базовыми моде-
лями читатель может ознакомиться в [96, 132, 138]. 

В [43] на основе классической модели неблагоприятного от-
бора (adverse selection) [7] исследуется влияние децентрализации 
контрактов на эффективность функционирования организации. 
Рассматривается система, состоящая из двух агентов, выбираю-
щих действия ai, i = 1, 2, и центра, получающего доход B(a1, a2) от 
выбранных ими действий. Выбор i-м агентом действия ai требует 
от него затрат ci(ai, θi), где θi – тип агента, являющийся его част-
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ной информацией (остальные сотрудники знают лишь вероятно-
стное распределение Fi(θi)). За свою работу i-й агент получает 
вознаграждение xi(ai, si), зависящее от выбранного им действия 
ai и от сообщенного им центру значения si своего типа (в общем 
случае, отличного от истинного значения типа θi). 

В классической модели центр непосредственно взаимодейст-
вует с обоими агентами. Его задача состоит в том, чтобы предло-
жить агентам оптимальные функции стимулирования xi(ai, si), 
i = 1, 2, то есть функции, максимизирующие его прибыль 
B(a1, a2) - x1(a1, s1) - x2(a2, s2) при условии, что агенты выбирают 
действия ai и сообщения si, максимизируя каждый свою целевую 
функцию xi(ai, si) - ci(ai, θi), i = 1, 2. Решение этой задачи хорошо 
известно [7], как и формула для матожидания прибыли, получае-
мой центром при оптимальных функциях стимулирования. 

Такая схема взаимодействия центра с агентами соответствует 
веерной иерархии. Авторы предлагают сравнить ее эффектив-
ность с эффективностью децентрализованной схемы, в которой 
центр заключает контракт с только первым агентом и делегирует 
ему право заключать субконтракт со вторым агентом. Выигрыш, 
получаемый центром от децентрализации, не рассматривается в 
явном виде, и цель статьи состоит в нахождении условий, при 
которых децентрализация не приводит к уменьшению эффектив-
ности механизмов стимулирования (можно показать, что децен-
трализация не увеличивает эффективности, а может ее только 
уменьшить [46]). 

Рассматриваются несколько сценариев взаимодействия со-
трудников организации в рамках децентрализованной схемы. В 
первом сценарии центр может непосредственно наблюдать дей-
ствия обоих агентов и назначать первому агенту стимулирование, 
зависящее от пары действий. Предполагается следующая после-
довательность ходов. Центр предлагает первому агенту контракт 
x1(a1, a2, s1). Агент в ответ сообщает ему оценку s1 своего типа. 
Первый агент предлагает второму контракт x2(a2, s2). Второй 
агент сообщает первому оценку s2 своего типа. Затем второй 
агент выбирает действие a2, и первый агент, зная a2, выбирает 
свое действие a1. В конце концов центр получает доход B(a1, a2) и 
выплачивает первому агенту вознаграждение x1(a1, a2, s1), а пер-
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вый агент выплачивает второму вознаграждение x2(a2, s2). Авторы 
показывают, что при таком сценарии центру можно предложить 
механизм стимулирования x1(a1, a2, s1), приводящий к тому же 
значению его прибыли и к тем же действиям агентов, что и в цен-
трализованной схеме. 

Дела обстоят хуже в сценарии, где центр наблюдает лишь 
значение дохода B и не может выделить индивидуальные вклады 
агентов в этот результат. В этом случае он вынужден заключать с 
первым агентом контракт в форме x1(B, s1) и у этого агента появ-
ляется возможность перераспределять действие второго агента «в 
свою пользу». Доказывается, что это приводит к строгому 
уменьшению эффективности функционирования организации. 

Третий сценарий отличается от первого тем, что первый 
агент сообщает центру значение своего типа уже после того, как 
заключает контракт со вторым агентом. При достаточно слабых 
предположениях относительно функции дохода B(⋅) эффектив-
ность функционирования здесь также хуже, чем в условиях пол-
ной централизации. Причина состоит в том, что первый агент в 
этом сценарии имеет возможность, узнав тип второго агента, от-
клонить предлагаемый центром контракт, выбрав нулевое дейст-
вие и получив нулевое вознаграждение. 

Таким образом, авторы приходят к выводу, что децентрали-
зованные контракты могут приводить к той же эффективности, 
что и централизованные, но только в том случае, если центр кон-
тролирует индивидуальные вклады агентов и заключает контракт 
с «промежуточным» агентом раньше, чем тот заключает контракт 
со своим подчиненным. 

По классификации теории контрактов рассмотренная модель 
является задачей с асимметричной информированностью [7], 
поскольку агенты обладают частной информацией, недоступной 
центру. Однако в описанной статье типы агентов считаются неза-
висимо распределенными случайными величинами, так что каж-
дый агент имеет ровно ту же информацию о типе другого агента, 
что и центр. При делегировании агенту права заключения суб-
контракта тот не может выполнять эту работу лучше центра, по-
этому децентрализация и не повышает эффективности функцио-
нирования организации. Вопрос же о выгодах децентрализации в 
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том случае, когда агенты лучше центра осведомлены о типах друг 
друга, остается открытым. Попытка решения этого вопроса с ис-
пользованием концепции информационного равновесия [124] бы-
ла предпринята в [98], но исследуемая там модель рассматривает 
интервальную [126], а не вероятностную неопределенность отно-
сительно типов агентов.  

Похожий подход к анализу децентрализованных контрактов 
предлагается в [37]. Здесь авторы основываются на другой клас-
сической модели теории контрактов – задаче морального риска 
(moral hazard) [7]. В отличие от модели неблагоприятного отбора 
агенты в ней не имеют частной информации, но результат дейст-
вий агентов помимо их усилий зависит от случайных факторов. 

Как и в [43], рассматривается организация, состоящая из цен-
тра и двух агентов. Агенты выбирают ненаблюдаемые центром 
действия ai ∈ Ai, i = 1, 2. Наблюдаемый центром результат дея-
тельности агентов x является случайной величиной, зависящей от 
действий агентов. Для простоты считается, что x может прини-
мать конечное число значений (x1, …, xT). Вводится функция 
Pk(a1, a2) вероятности реализации результата xk, k = 1, …, T, при 
условии выбора агентами действий a1 и a2. 

В централизованной структуре центр предлагает агентам 
функции стимулирования t1(x) и t2(x), зависящие от наблюдаемого 
им результата x. Целевая функция агента Ui(ti, ei) возрастает по 
сумме вознаграждения ti и убывает по его действию ei (простей-
шим вариантом такой функции является разница вознаграждения 
ti и затрат ci(ai)). Прибыль центра V(xk, t1, t2) убывает по суммам 
вознаграждений t1 и t2. Задача центра состоит в том, чтобы пред-
ложить агентам функции стимулирования t1, t2, максимизирую-
щие его ожидаемую прибыль 
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при условии, что каждый агент выбирает действие, максимизируя 
матожидание своей целевой функции. В действительности, при 
фиксированных функциях стимулирования агенты разыгрывают 
некооперативную игру и выбирают равновесные по Нэшу [47, 91] 
действия. Кроме того, требуется, чтобы в равновесии ожидаемое 
значение целевой функции агентов было не меньше заданного 



 92 

уровня Ui. Как и в предыдущей статье, решение этой задачи хо-
рошо известно из литературы. 

Эффективность централизованной структуры сравнивается с 
эффективностью децентрализованной, в которой центр заключает 
контракт с одним из агентов, делегируя ему право заключать кон-
тракт с другим агентом и выплачивать ему вознаграждение. 

Показывается, что такая структура эквивалентна централизо-
ванной структуре, в которой агенты могут образовывать коали-
цию и обмениваться денежными трансфертами. Из литературы 
[27] известно, что возможность коалиции между агентами не уве-
личивает эффективности функционирования организации, то есть 
децентрализованная схема приносит центру не больший ожидае-
мый выигрыш, чем централизованная структура без возможности 
образования коалиций между агентами. Одинаковую эффектив-
ность можно гарантировать лишь тогда, когда агенты безразлич-
ны к риску [7] или когда они идентичны. Интересно, что центру 
безразлично, кому из агентов делегировать право заключения 
контракта с другим агентом – эффективность в обоих случаях 
одинакова.  

В следующей работе на относительно простой модели рас-
сматриваются сравнительные преимущества двух наиболее ши-
роко распространенных организационных структур: функцио-
нальной, или унитарной (U-организации) и мультидивизиональ-
ной (M-организации). В функциональной структуре подразделе-
ния сводятся в более крупные объединения на основе сходства 
выполняемых ими функций (производство одного продукта с 
производством другого, продажи – с маркетингом, закупки сырья 
– с прочими закупками и т.д.). В дивизиональной структуре под-
разделения объединяются по географическому признаку, форми-
руя относительно самодостаточные дивизионы, или по продукто-
вому признаку, формируя независимые «продуктовые линии». 

Предлагаемая в [41] модель описывает экономику, состоя-
щую из двух отраслей (1 и 2) и двух регионов (A и B). Всего име-
ется четыре производственных подразделения (завода) – по од-
ному на каждую комбинацию региона и отрасли. На объем про-
изводства каждого завода влияют случайные факторы трех типов: 
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общеэкономические факторы η, специфичные для i-й отрасли θi, 
i = 1, 2, и факторы δr, специфичные для региона r = A, B.  

Над множеством заводов надстраивается иерархия менедже-
ров, задача которых состоит в борьбе с отрицательным эффектом 
случайных факторов, назначенных им в управление. Для этого 
каждый менеджер прикладывает усилие, повышающее объемы 
производства контролируемых этим менеджером заводов. Так, 
например, случайный фактор θi вкупе с усилием ei менеджера, 
которому поручено управление этим фактором, дает вклад θi + ei 
в объем производства каждого завода i-й отрасли. 

Рассматриваются две возможных организационных иерар-
хии – U- и M-типа. Обе иерархии состоят из семи менеджеров. В 
U-организации топ-менеджер занимается общеэкономическими 
факторами. Ему подчинены два менеджера, отвечающих за от-
дельную отрасль и за борьбу с влияющими на нее случайными 
факторами. Каждому из этих менеджеров подчинены два дирек-
тора заводов, относящихся к этой отрасли. Усилия директоров 
направлены на борьбу с региональными факторами, влияющими 
на подчиненные им заводы. В M-организации менеджеры средне-
го звена отвечают не за отрасль, а за отдельный регион, и, соот-
ветственно, директора заводов борются уже не с региональными, 
а с отраслевыми факторами. 

Усилие e требует от менеджера затрат, описываемых выпук-
лой возрастающей функцией c(e). За свою работу менеджер по-
лучает вознаграждение t(⋅). Поскольку наблюдаемы объемы вы-
пусков заводов, но не усилия менеджеров, вознаграждение каж-
дого менеджера зависит от вектора x = (x1A, x2A, x1B, x2B) объемов 
выпусков всех заводов. Менеджер выбирает уровень усилий, мак-
симизирующий математическое ожидание его целевой функции 
U(t(x)) – c(e), где U(⋅) – фон-неймановская функция полезности 
денег [40]. Задача организационного дизайна состоит в том, что-
бы выбрать из этих двух организационных форм ту, которая мак-
симизирует разницу суммарного объема производства всех заво-
дов и суммарного вознаграждения всех менеджеров. 

Авторы показывают, что если суммарные объемы выпуска 
по регионам взаимосвязаны сильнее, чем суммарные выпуски по 
отраслям, то менеджерам M-организации можно предложить бо-
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лее эффективные вознаграждения, и M-организация будет выгод-
нее U-организации. Формальный вид неравенств, выполнение 
которых необходимо для оптимальности M-организации, приве-
ден в [41], наряду со статистическим обоснованием их справед-
ливости для современной экономики Китая. 

Рассмотренные в настоящем разделе модели сравнивают ме-
жду собой очень небольшое число довольно простых иерархий1. 
Это связано с громоздкостью и трудоемкостью теоретико-игрово-
го анализа задач мотивации и стимулирования в условиях неоп-
ределенности. Ниже описывается предложенная Д.А. Новиковым 
в [123] модель формирования иерархии, позволяющая исследо-
вать организации, состоящие из произвольного количества со-
трудников и изучать сложные организационные иерархии. Пла-
той за возможность такого обобщения является отказ от рассмот-
рения вероятностной неопределенности – эта модель оперирует в 
условиях полной информированности2 и основана на использова-
нии концепции иерархических игр Ю.Б. Гермейера [87], а также 
результатов теории активных систем [122, 125, 126].  

Рассматривается организация, состоящая из n сотрудников 
(агентов). Каждый агент i ∈ N := {1, …, n} имеет возможность 
выбирать действие xi из некоторого множества допустимых дей-
ствий Xi. Выбором действия агент стремится максимизировать 
свою целевую функцию fi(x1, …, xn), зависящую как от его дейст-
вия, так и от действий других агентов. Считается, что агенты 
точно знают целевые функции и допустимые множества, как 
свои, так и других агентов3. 

                                                      
1 В [51] и [115] исследуются модели, позволяющие сравнивать эф-

фективность функциональных и дивизиональных организационных 
структур в организациях произвольного размера, однако эти модели 
являются чисто оптимизационными и не рассматривают теоретико-
игровых аспектов функционирования организации. Также в [22] предла-
гается модель, схожая с рассмотренной в [51]. Там сравниваются между 
собой эффективности пяти организационных структур, надстраиваемых 
над множеством из четырех исполнителей. 

2 В том смысле, который вкладывает в это понятие теория игр [91]. 
3 Модель не накладывает ограничений на вид целевых функций и 

потому позволяет описывать широкий класс прикладных задач. 
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Если предположить, что агенты выбирают свои действия од-
новременно и независимо, то предсказание их рациональных вы-
боров сводится к анализу классической игры в нормальной форме 
[91]. Самой распространенной концепцией решения подобных 
игр в настоящее время является равновесие Нэша [46, 91]. Оно 
постулирует рациональность только тех игровых ситуаций1, в 
которых любой агент, в одиночку изменяя свое действие, может 
лишь уменьшить значение своей целевой функции. Таким обра-
зом, предположив, что агенты ведут себя рационально, можно 
вычислить множество возможных исходов их игры – множество 
E0 равновесных по Нэшу игровых ситуаций. 

Помимо управляемых субъектов – агентов – в организации 
присутствует управляющий субъект – центр. Он также имеет не-
которую целевую функцию f0(x), зависящую от сложившейся иг-
ровой ситуации – от вектора x = (x1, …, xn) действий всех n аген-
тов. Зная множество равновесий Нэша E0, можно вычислить га-
рантированный выигрыш центра при рациональном поведении 
агентов: )(min 00 0

xfK Ex∈= . 
Если центр по какой-то причине не устраивает значение его 

гарантированного выигрыша, он может попытаться воздейство-
вать на поведение агентов (т.е. на выбираемые ими действия) с 
тем, чтобы новая игровая ситуация x' приводила к большему зна-
чению его целевой функции f0(x'). Такое воздействие называется 
управлением. Из всех возможных типов управления, рассматри-
ваемых в теории активных систем (мотивационного, институцио-
нального, информационного и др., см. [126]) нас будет интересо-
вать управление структурой организации. А именно, предполо-
жим, что центр имеет возможность задавать порядок, в котором 
агенты выбирают свои действия.  

Пусть все множество агентов N разбито на группы S1, …, Sm 
так, что сначала одновременно и независимо свое действие выби-
рают агенты множества S1, затем – агенты множества S2 и т.д. То-
гда агенты множества Sk, k = 2, …, m, при выборе своего действия 
уже будут знать, какие действия выбрали агенты из множеств 
S1, …, Sk -1, и эта информация будет существенно влиять на их 

                                                      
1 Ситуацией называется вектор x = (x1, …, xn) действий агентов. 



 96 

рациональные действия. Такая модель описывается иерархиче-
ской игрой Г1, для которой в [87] предлагается концепция реше-
ния, основанная на понятии максимального гарантированного 
результата (в качестве альтернативной концепции решения 
можно предложить совершенное равновесие по подыграм [46]).  

Обозначим через E1(S1, …, Sm) множество рациональных ис-
ходов этой игры. Более сложное поведение агентов в рамках того 
же порядка принятия решений описывается игрой Г2 [87], в кото-
рой агенты, принимающие решение раньше, могут фиксировать 
свое действие, как функцию от действий агентов, делающих свой 
ход после них. Обозначим через E2(S1, …, Sm) – множество ра-
циональных исходов игры Г2.  

Автор предлагает еще один способ взаимодействия агентов в 
рамках фиксированной структуры S1, …, Sm. В нем агенты выби-
рают действия как в игре Г1, но могут назначать из своего выиг-
рыша побочные платежи агентам, делающим ход после них. Как 
в игре Г2, эти побочные платежи являются функциями действий 
тех агентов, которым эти платежи предназначены. Множество 
рациональных исходов этой игры обозначим через E1-2(S1, …, Sm). 

Место агента в разбиении S можно интерпретировать как его 
иерархический уровень в организационной структуре. Множест-
во S1 соответствует топ-менеджерам, S2 – их непосредственным 
подчиненным, а множество Sm – конечным исполнителям. 

Таким образом, с точки зрения центра задача управления 
структурой состоит в том, чтобы выбрать количество иерархиче-
ских уровней m, разбиение агентов S = (S1, …, Sm) и способ их 
взаимодействия (Г1, Г2, Г1-2), максимизирующие его гарантиро-
ванный выигрыш ( )(min 0)(1 1

xfK SEx∈= , )(min 02 2
xfK Ex∈=  или 

)(min 021 21
xfK Ex −∈− =  в зависимости от выбранного способа взаи-

модействия агентов). 
Управление структурой дает центру мощный способ воздей-

ствия на поведение агентов. Показывается, что даже если в одно-
уровневой структуре у каждого агента имеется доминантная 
стратегия [91], то, усложняя структуру, центр может изменить 
исход игры. В [123] подробно исследуется синтез оптимальных 
двухуровневых организационных структур, находятся методы 
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вычисления исходов игры для различных способов взаимодейст-
вия агентов. В частности, доказывается, что, если целевые функ-
ции всех агентов одинаковы, то существует оптимальная веерная 
структура с единственным начальником. Исследуется влияние 
ограниченной рациональности агентов на решение задачи струк-
турного синтеза. Рассматривается ряд содержательных задач, 
включающих механизмы внутренних цен и задачи управления 
проектами. 

 
В заключение главы кратко подведем ее итоги. Проведенный 

обзор литературы показал, что на текущий момент отсутствует 
единая математическая модель формирования организационных 
иерархий, и имеющиеся подходы существенно отличаются друг 
от друга определениями самого понятия иерархии, обоснованием 
ее роли в функционировании организации, а также используемым 
математическим аппаратом. Существенно различаются и выводы 
относительно вида рациональных организационных структур и 
закономерностей их формирования. 

В этом смысле интересно сравнить описанные в обзоре мо-
дели с подходом, принятым в данной работе. Основные отличи-
тельные черты этого подхода: 

1. Отделение задачи формирования организационной иерар-
хии от задач выбора рациональной технологии функцио-
нирования организации и поиска оптимальных механиз-
мов управления. 

2. Моделирование сложных организационных иерархий на-
правленными ациклическими графами, надстроенными 
над фиксированным множеством исполнителей.  

3. Сведение задачи формирования организационной струк-
туры к задаче минимизации суммарных затрат на содер-
жание менеджеров. При этом затраты менеджера описы-
ваются секционной функцией (см. определение 6). 

Первая особенность позволяет абстрагироваться от специфи-
ки частных задачи и сконцентрироваться на собственно поиске 
оптимальных иерархий. Это расширяет область применения под-
хода. На протяжении книги показывается, что в рамках принятой 
модели можно описывать очень разные задачи, включающие, на-
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пример, планирование сборочного производства, построение оп-
тимальных двоичных кодов и т.п. В той или иной мере подобное 
разделение задач характерно для всех рассмотренных выше ра-
бот, так как в большинстве из них технология функционирования 
считается заданной и фиксирует множество элементов нижнего 
уровня (исполнителей). В ряде публикаций, описанных в послед-
нем разделе главы, ставится задача совместного синтеза органи-
зационной структуры и оптимальных механизмов управления. 
Однако модель при этом настолько усложняется, что в рамках 
таких подходов возможен анализ лишь очень простых организа-
ционных иерархий. 

Используемое в принятом подходе определение иерархии 
является достаточно широким и обобщает подавляющее боль-
шинство известных из литературы определений1. Некоторые со-
мнения может вызвать лишь четкое разделение производственной 
и управленческой деятельности между исполнителями и менед-
жерами2, однако на самом деле это ограничение не является столь 
сильным. Понятие «исполнителя» достаточно абстрактно, и если 
необходимо, исполнителя можно трактовать как элементарную 
работу, выполняемую в рамках технологического процесса орга-
низации. Тогда менеджер, непосредственно управляющий таким 
«исполнителем» – это просто сотрудник, которому поручено вы-
полнение данной работы (ниже в разделе 5.3 описывается модель, 
именно так и интерпретирующая исполнителей). 

К самым сильным ограничениям приводит последнее, третье 
положение используемого подхода. В ряде работ вместо миними-
зации затрат ставится задача максимизации прибыли организа-
ции, причем зачастую вклады отдельных менеджеров входят в 
формулу прибыли неаддитивно (см., например, [50, 69]). В тех 

                                                      
1 Исключением является лишь общее определение Харта и Мура 

[24, 25], допускающее взаимоподчинение менеджеров. Однако далее в 
своей работе они доказывают неоптимальность взаимоподчинения. 

2 Скажем, в модели Л. Гарикано [17] все сотрудники потенциально 
могут быть вовлечены в производственную деятельность, хотя там же 
показывается, что оптимальной является специализация либо на управ-
лении, либо на производстве.  
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моделях, где минимизируется время принятия решений1, вклады 
отдельных менеджеров в затраты иерархии также существенно 
неаддитивны. В то же время, большое количество известных по-
становок задач формирования иерархий сводятся именно к ми-
нимизации суммы затрат на содержание менеджеров, причем за-
траты отдельного менеджера удается описать секционной функ-
цией2.  

Более того, в некоторых моделях функция затрат менеджеров 
однородна (см. определение 12), что еще больше сближает их с 
предметом настоящей работы, посвященной, в основном, поиску 
оптимальных иерархий при однородных функциях затрат менед-
жеров3. В следующей главе последовательно излагаются основ-
ные формальные результаты этой теории. 

                                                      
1 Это, например, описанные в разделе 2.5 модели Раднера и Ван-

Зандта, а также упомянутая в разделе 2.3 модель Керена и Левхари [34]. 
2 Примеры таких моделей – [4, 6, 9, 20, 50, 63, 80], а также ряд мо-

делей, описанных в [127]. 
3 Это, разумеется, не отменяет необходимости дальнейшего совер-

шенствования и обобщения подхода, основанного на концепции секци-
онных функций затрат менеджера. Наиболее перспективными направ-
лениями развития при этом представляются исследование зависимости 
дохода компаний от структурных характеристик их организационных 
иерархий, а также рассмотрение затрат менеджера, зависящих от всей 
цепочки подчинения (т.н. chain of command), в которую он вовлечен. 
Такое обобщение позволит, в числе прочего, включить как частный слу-
чай функции затрат, введенные Хартом и Муром в [25]. 
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ГЛАВА 3.  ОПТИМАЛЬНЫЕ ДЕРЕВЬЯ  
ПРИ ОДНОРОДНОЙ ФУНКЦИИ ЗАТРАТ 

 
Настоящая глава посвящена решению задачи поиска опти-

мальной древовидной иерархии при однородной функции затрат. 
В первом ее разделе приводится постановка задачи в терминах 
определений, введенных выше в главе 1. 

3.1. Описание модели 
Задано множество исполнителей N = {1, …, n} и на нем оп-

ределена мера, то есть каждому исполнителю w из множества N 
поставлено в соответствие положительное число µ(w). Множест-
во деревьев (древовидных иерархий) над множеством исполните-
лей N определяется как множество ориентированных деревьев 
[74], дуги в которых направлены к корню дерева и листьями ко-
торых являются все исполнители из множества N и только они. 

Вершины этого дерева, отличные от листьев, называются ме-
неджерами. Каждому менеджеру m дерева H ставятся в соответ-
ствие его затраты c(m, H), которые описываются секционной 
функцией затрат, зависящей от мер (см. главу 1). Таким образом, 
функция затрат менеджера имеет вид c(µ1, …, µr, µ), где µ – это 
мера группы исполнителей, управляемой менеджером m, а 
µ1, …, µr – меры групп исполнителей, которыми управляют его 
непосредственные подчиненные. Поскольку, как отмечено в главе 
1, в дереве все непосредственные подчиненные любого менедже-
ра управляют непересекающимися группами, мера µ управляемой 
менеджером группы всегда равна сумме µ1 + … + µr мер групп, 
управляемых его непосредственными подчиненными. Поэтому 
ниже в записи функции затрат мера µ иногда опускается (в тех 
случаях, когда это не приводит к недоразумениям), и считается, 
что затраты менеджера зависят только от мер групп, управляе-
мых его непосредственными подчиненными. Тогда затраты запи-
сываются как c(µ1, …, µr). 

Функция затрат считается однородной степени γ ≥ 0, то есть 
ее можно представить в виде c(µ1, …, µr) = µγc(x1, …, xr), где 
x1, …, xr (xi := µi /µ, i = 1, …, r) – это пропорция, в которой мера µ 
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делится между мерами групп, управляемых непосредственными 
подчиненными менеджера. Дадим определение. 

Определение 13. r-мерным симплексом Dr называется такое 
множество r-мерных векторов x = (x1, …, xr) с неотрицательными 
компонентами, что x1 + … + xr = 1. Элементы такого симплекса 
будем называть r-пропорциями или просто пропорциями. 

Легко видеть, что если менеджер имеет r непосредственных 
подчиненных, то вектор x := (µ1 /µ, …, µr /µ) действительно явля-
ется r-пропорцией. Будем в этом случае говорить, что менеджер 
делит подчиненную ему группу исполнителей между своими не-
посредственными подчиненными в пропорции x.  

Заметим, что при фиксированном количестве r непосредст-
венных подчиненных однородная функция затрат менеджера 
полностью задается своей степенью однородности γ и поведени-
ем функции затрат ),...,( 1 rxxc  на симплексе Dr. 

Затраты C(H) иерархии H равны сумме затрат входящих в 
нее менеджеров. Задача, которую мы будем исследовать, состоит 
в том, чтобы найти древовидную иерархию с минимальными за-
тратами. Также будет решаться задача поиска оптимального 
r-дерева, то есть дерева, в котором каждый менеджер имеет не 
более r непосредственных подчиненных (понятно, что множество 
r-деревьев является подмножеством множества всех деревьев). 

Необходимо сказать несколько слов об основных ограниче-
ниях такой постановки задачи: предположении однородности 
функции затрат и рассмотрении только древовидных иерархий. 

Как уже отмечалось в разделе 1.5, предположение об одно-
родности функции затрат менеджера является чрезвычайно важ-
ным допущением, которое и позволяет получить большую часть 
описываемых ниже аналитических результатов. Особый же инте-
рес, который представляет задача поиска оптимального дерева, 
основывается на следующих предпосылках. 

Во-первых, моделирование организационных структур с по-
мощью древовидных иерархий имеет долгую традицию. Если ор-
ганизационная иерархия не является деревом, значит в ней при-
сутствует множественное подчинение – ряд сотрудников может 
иметь нескольких начальников. Хотя такая ситуация иногда 
встречается на практике (например, в матричных структурах 
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управления [1, 89]), древовидные организационные структуры все 
же распространены существенно шире. В большинстве известных 
работ [34, 50, 69 и т.д.] древовидность иерархии постулируется – 
организационная иерархия является деревом по определению. 
Поэтому поиск оптимального дерева представляется важным хо-
тя бы для сравнения получаемых в настоящей книге результатов с 
выводами других исследований. 

Во-вторых, древовидные иерархии обладают рядом важных 
свойств, существенно облегающих поиск оптимальной иерархии. 
Поэтому исследование задачи целесообразно начинать именно с 
рассмотрения этого случая. 

В-третьих, из содержательной постановки многих задач с 
очевидностью следует, что искомая иерархия должна быть дере-
вом, как, скажем, в задаче оптимального кодирования (пример 3) 
или в рассматриваемом ниже примере 11. В подобных задачах 
речь в принципе не может идти о недревовидных иерархиях, и 
потому рассматривается задача поиска оптимального дерева. 

В-четвертых, из утверждения 1 следует, что при монотонной 
по группам функции затрат менеджера (см. определение 8) опти-
мальной иерархией будет дерево. Таким образом, описываемые 
ниже результаты имеют самое непосредственное отношение к 
задаче поиска оптимальной иерархии при монотонной по груп-
пам функции затрат. Условия определения 8 довольно легко про-
веряются: в частности, если нормальная (см. определение 9) 
функция затрат менеджера c(µ1, …, µr, µ) не убывает по всем сво-
им аргументам, то она монотонна по группам. 

Ниже в настоящей главе, если не оговорено особо, не пред-
полагается монотонности по группам функции затрат менеджера, 
однако считается, что функция затрат нормальна. 

Следующий пример задачи поиска оптимального дерева от-
носится к области технического дизайна, хотя и близок к описан-
ным в разделе 2.5 моделям, основанным на представлении об ор-
ганизационной иерархии как о вычислительной сети. 

Пример 11. Пусть необходимо найти произведение n чисел, 
имеющих µ(1), …, µ(n) двоичных разрядов, комбинируя между 
собой входы и выходы умножителей, которые могут за один такт 
работы перемножать несколько чисел. Стоимость умножителя в 
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зависимости от количества его входов r и числа разрядов каждого 
входа µi (i = 1, …, r)  в некотором приближении описывается од-
нородной функцией c(µ1, …, µr). Предполагается, что новые ис-
ходные числа «прибывают» на вход системы с каждым тактом, 
поэтому организовать схему с обратной связью1 невозможно, и 
искомую схему соединения умножителей можно представить в 
виде дерева, листья которого соответствуют исходным числам, а 
остальные вершины – умножителям.  

 
Рисунок 11. Пример схемы умножителей 

В этом дереве дуга от умножителя m к умножителю m′ про-
водится в том случае, если на вход умножителя m′ подается вы-
ход умножителя m. Результирующее же произведение снимается 
с выхода умножителя, находящегося в корне дерева (см. рис. 11). 
Как известно, число двоичных разрядов произведения в общем 
случае не превышает суммарного числа двоичных разрядов со-
множителей. Поэтому, если в терминах введенных выше опреде-
лений считать входные числа исполнителями, умножители – ме-
неджерами, а число разрядов входного числа – его мерой, то за-
траты каждого менеджера (стоимость умножителя) определяется 

                                                      
1 В схеме с обратной связью выход умножителя подается с отста-

ванием в такт на один из его входов. Эта схема позволяет уменьшить 
количество используемых умножителей, но ее можно использовать 
только если исходные числа поступают не чаще, чем раз в два такта. 
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мерами групп исполнителей, которыми управляют его непосред-
ственные подчиненные (суммарным числом разрядов исходных 
чисел, которые непосредственно или опосредовано попадают на 
входы умножителя). Так, например, затраты менеджера IV на рис. 
11 равны 

))7()6(),5()4(),3()2()1(( µµµµµµµ ++++c . 
Если необходимо найти оптимальную (самую дешевую) схе-

му соединения умножителей, то, понятно, что эта задача является 
частным случаем рассматриваемой задачи поиска оптимальной 
древовидной иерархии. • 

3.2. Численный алгоритм поиска оптимального дерева 
Если меры всех исполнителей равны между собой, то все ис-

полнители становятся неразличимыми, поскольку в рамках рас-
сматриваемой модели мера исполнителя является его единствен-
ной характеристикой. При этом можно без ограничения общно-
сти считать все меры равными единице, и мера группы исполни-
телей равна просто числу входящих в нее исполнителей. 

В этом случае можно предложить эффективный численный 
алгоритм [85] поиска оптимального r-дерева, то есть дерева, в 
котором каждый менеджер имеет не более r непосредственных 
подчиненных. Поскольку идея этого алгоритма часто использует-
ся ниже в доказательствах, опишем его подробно. 

Зафиксируем верхнее ограничение r на количество непосред-
ственных подчиненных каждого менеджера дерева. Поскольку 
все исполнители одинаковы, затраты оптимального r-дерева бу-
дут зависеть только от их количества n. Обозначим эти затраты 
через СM(n). Алгоритм состоит в последовательном вычислении 
затрат оптимального дерева для количества исполнителей от 1 до 
n, причем при расчете каждого следующего значения использу-
ются ранее вычисленные. Для одного исполнителя затраты дерева 
равны нулю, так как единственное возможное «дерево» состоит 
только из этого исполнителя.  

Следовательно, CM(1) = 0. 
Пусть теперь на некотором шаге работы алгоритма вычисле-

ны затраты СM(⋅) всех оптимальных r-деревьев для числа испол-
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нителей от 1 до n′ – 1. Вычислим затраты СM(n′) оптимального 
r-дерева для количества исполнителей n′ следующим образом. 

Затраты этого дерева складываются из затрат топ-менеджера, 
находящегося в корне дерева, и затрат поддеревьев, в корнях ко-
торых находятся непосредственные подчиненные топ-менеджера. 
Понятно, что все поддеревья оптимального r-дерева также явля-
ются оптимальными r-деревьями для меньшего числа исполните-
лей, поэтому, если топ-менеджер в оптимальном r-дереве H имеет 
k непосредственных подчиненных, которые управляют группами 
исполнителей мер n1, …, nk, то затраты дерева H будут опреде-
ляться следующим выражением: 
(4) ∑ =+= k

i iMk nCnncHC 11 )(),...,()( . 
Поскольку для всех i = 1, …, k ni < n′, затраты всех возмож-

ных поддеревьев уже вычислены. Поэтому, чтобы найти затраты 
оптимального r-дерева для n′ исполнителей, необходимо для ка-
ждого количества k непосредственных подчиненных топ-
менеджера от 2 до r и всех возможных способов распределения n′ 
исполнителей между непосредственными подчиненными вычис-
лить по формуле (4) затраты соответствующих деревьев, и вы-
брать из них дерево с минимальными затратами. С учетом нераз-
личимости исполнителей для этого необходимо порядка (n′)r–1 раз 
выполнить вычисление формулы (4). Поскольку для вычисления 
СM(n) необходимо n шагов работы алгоритма, общее количество 
вычислений не будет превышать nr, то есть алгоритм имеет поли-
номиальную по количеству исполнителей n сложность. 

Пример 12. Приведем результаты работы описанного выше 
алгоритма на примере мультипликативной функции затрат 
с(r, µ) = r 1/3µ 2, где r – количество непосредственных подчинен-
ных менеджера, µ – мера управляемой им группы исполнителей 
(в данном случае она равна количеству исполнителей в группе). 
На рис. 12 изображены рассчитанные затраты оптимального 
r-дерева (r ≤ 10) для количества исполнителей от 1 до 50. По оси 
абсцисс отложен размер множества исполнителей n. 
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Рисунок 12. Численный расчет затрат оптимального r-дерева  

в зависимости от количества исполнителей (r ≤ 10) 
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Рисунок 13. Оптимальное количество  
непосредственных подчиненных топ-менеджера  
в зависимости от количества исполнителей 

На рис. 13 изображена зависимость количества непосредст-
венных подчиненных топ-менеджера в оптимальном дереве от 
общего числа исполнителей. Как видно из рисунка, для количест-
ва исполнителей от двух до шести оптимальна веерная иерархия, 
а в достаточно больших деревьях топ-менеджер всегда имеет 
одинаковое количество непосредственных подчиненных – четы-
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ре. Из результатов работы алгоритма также следует, что в боль-
ших деревьях топ-менеджер делит группу между своими подчи-
ненными на части как можно более близкого размера, например, 
при n = 50 топ-менеджер делит множество исполнителей между 
своими непосредственными подчиненными на четыре группы 
размера n1 = n2 =  12, n3 = n4 = 13.  

Из рис. 13 видно, что каждый из этих менеджеров также бу-
дет иметь четырех непосредственных подчиненных. Первые два 
менеджера делят доставшуюся им группу из двенадцати испол-
нителей между своими подчиненными на равные части по три 
исполнителя в каждой, а третий и четвертый делят подчиненную 
группу на четыре части размеров 3, 3, 3 и 4. В результате получа-
ется оптимальное дерево, изображенное на рис. 14. • 

 
Рисунок 14. Пример оптимального дерева для 50 исполнителей 

3.3. Однородные деревья и их затраты 
Описанный в предыдущем разделе алгоритм поиска опти-

мального дерева имеет ряд недостатков. Во-первых, он работает 
только в случае, когда все исполнители имеют одинаковые меры. 
Во-вторых, алгоритм позволяет искать только оптимальные 
r-деревья, и при этом нельзя гарантировать, что оптимальным на 
множестве всех деревьев не окажется дерево с большей нормой 
управляемости (существуют и алгоритмы, лишенные этих недос-
татков, но они имеют существенно большую вычислительную 
сложность [85]). И, наконец, как и любой численный алгоритм, он 
позволяет получать только частные результаты для конкретных 
функций и не позволяет обосновывать общие свойства оптималь-
ных деревьев при однородной функции затрат. 

В то же время, исследование результатов работы алгоритма 
при различных однородных функциях затрат позволяет выделить 
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ряд общих свойств, которыми обладают оптимальные деревья. 
Во-первых, в оптимальных деревьях каждый менеджер имеет 
примерно одинаковое количество непосредственных подчинен-
ных. Во-вторых, при фиксированной функции затрат менеджеры 
во всех оптимальных деревьях делят подчиненные группы ис-
полнителей между своими непосредственными подчиненными 
приблизительно в одинаковой пропорции. Для некоторых функ-
ций затрат эта пропорция предполагает деление группы на при-
мерно равные части, как в примере 12, для других же функций 
затрат могут быть оптимальны другие пропорции. Это позволяет 
предположить, что пропорция определяется в основном функци-
ей затрат менеджера, а не размером иерархии (количеством ис-
полнителей). 

Чтобы формализовать эти наблюдения и определить условия, 
при выполнении которых описанные свойства оптимальных де-
ревьев имеют место, необходимо ввести ряд определений. 

Определение 14. Дерево называется (r, x)-однородным, если 
каждый его менеджер имеет ровно r непосредственных подчи-
ненных и делит между ними подчиненную ему группу исполни-
телей в пропорции x = (x1, …, xr). Число r называется нормой 
управляемости однородного дерева. 

Пример 13. На рис. 15 изображены три однородных дерева. 
Для каждого сотрудника на рисунке изображена мера управляе-
мой им группы. Иерархия 15а) – это 3-дерево с пропорцией 
x = (1/3, 1/3, 1/3). Дерево имеет симметричный вид (однородные 
деревья всегда симметричны, если исполнители имеют одинако-
вые меры). Иерархия 15б) – это 2-дерево с пропорцией (1/2, 1/2), 
а иерархия 15в) – 2-дерево с пропорцией (1/3, 2/3). • 

В однородных деревьях наиболее полно реализуются эмпи-
рически отмеченные выше свойства оптимальных древовидных 
иерархий. Однако, понятно, что для заданного множества испол-
нителей может не существовать ни одного однородного дерева, 
кроме веерной иерархии (любая веерная иерархия, как легко ви-
деть, является однородным деревом). Так, если все n исполните-
лей имеют одинаковые меры, то однородное дерево с нормой 
управляемости r и пропорцией (1/r, …, 1/r) существует только в 
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том случае, если n является целой степенью r, как, например, в 
иерархии на рис. 15а). 

 
Рисунок 15. Примеры однородных деревьев 

В общем случае справедлив следующий результат. 
Лемма 2. Пусть заданы норма управляемости r и пропорция 

x∈Dr, причем все компоненты пропорции строго положительны. 
Пусть также задано натуральное число q. Если количество испол-
нителей n равно 1 + q(r – 1), то можно назначить меры исполни-
телей так, чтобы на этом множестве исполнителей существовало 
(r, x)-однородное дерево с q менеджерами. Если же ни для какого 
натурального числа q равенство n = 1 + q(r – 1) не выполняется, 
для n исполнителей построить однородное дерево с нормой 
управляемости r невозможно. 

Доказательство леммы  2 приведено в приложении.  

Следствие 1. Количество менеджеров в однородном дереве с 
нормой управляемости r на множестве из n исполнителей  равно 
(n – 1)/(r – 1). • 

Хотя число существенно различных способов, которыми 
можно назначить меры исполнителям для выполнения условий 
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леммы 2, быстро растет1 с ростом количества исполнителей, для 
произвольно заданных множества исполнителей нормы управ-
ляемости и пропорции однородное дерево существует чрезвы-
чайно редко. В то же время, если однородное дерево существует, 
его затраты легко вычисляются. 

Утверждение 4. Пусть заданы множество исполнителей 
N = {1, …, n} с мерами µ(1), …, µ(n) и однородная степени γ 
функция затрат менеджера c(µ1, …, µr). Если существует одно-
родное дерево H с нормой управляемости r и пропорцией 
x = (x1, …, xr), то его затраты определяются выражением  

(5) 
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где ∑ === n
i iN 1 )()(: µµµ  – суммарная мера всех исполнителей. • 

Доказательство утверждения приведено в приложении. 

В приводимых доказательствах часто используются следую-
щие неравенства, являющиеся частным случаем неравенства  
Минковского [21]: для любых неотрицательных чисел x1, …, xk и 
любого числа γ  
(6) γγγ

kk xxxx ++≥++ ...)...( 11 если γ ≥ 1, 
(7) γγγ

kk xxxx ++≤++ ...)...( 11 если γ ≤ 1. 
Из неравенств (6) и (7) следует, что при любой степени одно-

родности γ  выражения ∑ =− n
j j1 )( γγ µµ  и ∑ =− r

i ix11 γ  всегда име-

ют одинаковый знак, так что, в принципе, модули в формуле (5) 
необязательны. Они внесены в формулу для того, чтобы разде-
лить ее на два положительных сомножителя. Первый множитель, 

|)(| 1∑ =− n
j j γγ µµ  (или ∑ =− n

j jj1 )(ln)(ln µµµµ  для γ = 1), кон-

центрирует в себе всю информацию о множестве исполнителей – 
                                                      
1 Множества исполнителей называются существенно различными, 

если их нельзя преобразовать друг в друга переименованием исполни-
телей и умножением мер всех исполнителей на константу. 
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их количестве и мерах, но не зависит от параметров однородного 
дерева – нормы управляемости r и пропорции x. Второй же мно-

житель, 
|1|
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специфики множества исполнителей, но содержит в себе инфор-
мацию о функции затрат менеджера и параметрах однородного 
дерева. Единственной общей переменной в этих множителях яв-
ляется степень однородности функции затрат γ. 

Затраты однородного дерева записываются по-разному при 
степени однородности γ ≠ 1 и при γ = 1. Дело в том, что при γ = 1 
в верхнем выражении формулы (5) имеется неопределенность 
типа 0/0. Однако если взять предел верхнего выражения при 
γ → 1, получим как раз нижнее выражение формулы (5), так что 
затраты (r, x)-однородного дерева непрерывны по γ. 

Если меры всех n исполнителей равны единице, формула за-
трат однородного дерева упрощается и принимает вид  

(8) 
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Таким образом, при большом количестве исполнителей n, ес-
ли степень однородности γ < 1, то затраты однородного дерева 
растут пропорционально n; если γ = 1, то пропорционально n ln n; 
если γ > 1, то пропорционально nγ. 

Пример 14. Пусть все исполнители имеют меру 1, а функция 
затрат менеджера c(⋅) = µ. Найдем затраты однородного 2-дерева 
с пропорцией x = (1/2, 1/2). В данном случае степень однородно-
сти γ = 1, поэтому, по формуле (8), C(H) = n⋅ln n / ln 2 = n⋅log 2 n.  

Как уже отмечалось, если меры всех исполнителей одинако-
вы, то однородное 2-дерево существует при количестве исполни-
телей n, равном целой степени двойки. То есть (2, x)-однородное 
дерево с затратами n⋅log2n существует, если n = 2, 4, 8, 16, … • 

Более подробный анализ выражений (5) и (8) будет проведен 
ниже в разделе 3.5, после того, как будет прояснена их связь с 
затратами оптимального дерева. 
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3.4. Нижняя оценка затрат оптимального дерева 
Как уже отмечалось, для заданной нормы управляемости r и 

пропорции x однородное дерево существует редко. Однако выра-
жение (5) можно вычислить независимо от факта существования 
(r, x)-однородного дерева, и для любой нормы управляемости r и 
пропорции x∈Dr можно говорить о том, какие затраты имело бы 
(r, x)-однородное дерево, если бы оно существовало. 

Имея аналитическое выражение для затрат однородного де-
рева, точно так же можно ставить вопрос о том, какое из всего 
множества однородных деревьев было бы оптимальным, если 
бы оно существовало. Для того, чтобы найти такое наилучшее 
однородное дерево, необходимо минимизировать выражение (5) 
по всем возможным нормам управляемости r и пропорциям x. 
Соответственно, пара (r, x), на которой достигается этот мини-
мум, даст параметры наилучшего однородного дерева, а подста-
вив их в формулу (5), получим его затраты. 

Понятно, что при фиксированном множестве исполнителей 
N = {1, …, n} с мерами µ(1), …, µ(n) топ-менеджер любого дерева 
будет иметь не более n непосредственных подчиненных, поэтому 
при поиске наилучшего однородного дерева минимизировать 
достаточно по всем r от 2 до n.  

Кроме того, каждый непосредственный подчиненный топ-
менеджера будет управлять по меньшей мере одним исполните-
лем, и, значит, мера управляемой им группы будет не меньше 
минимальной из мер исполнителей. Следовательно, каждая из 
компонент xi, i = 1, …, r пропорции любого однородного дерева 
будет не меньше чем ∑ ∈∈= NiNi ii )(/)(min: µµε . 

Для произвольного неотрицательного числа ε обозначим че-
рез Dr(ε) ту часть симплекса Dr, на которой каждая компонента 
вектора больше или равна ε. 

Тогда при фиксированной функции затрат минимальные за-
траты однородного дерева определяются количеством n и мерами 
µ(1), …, µ(n) исполнителей и задаются следующим выражением: 
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где ∑ ∈= Ni i)(µµ , µµε /)(min iNi∈= . 
Поскольку Dr(ε) – компактное множество, минимумы в фор-

муле (9) достигаются при достаточно слабых условиях на функ-
цию затрат (достаточно потребовать ее полунепрерывности снизу 
[102] на симплексе), и ниже считается, что они достигаются. 

При заданной функции затрат параметры однородного дере-
ва, доставляющие минимум выражению (9), зависят от количест-
ва исполнителей n и числа ε – отношения минимальной из мер 
исполнителей к их суммарной мере. Обозначим r(n, ε) – опти-
мальное количество непосредственных подчиненных, 
x(n, ε) = (x1(n, ε), …, xr(n, ε)(n, ε)) – оптимальную пропорцию. На-
хождение этих параметров сводится к решению n классических 
задач минимизации функции на компактном множестве. Для 
удобства введем обозначение  
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тогда 
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Если меры всех исполнителей равны единице, параметр ε в 
формуле (9) равен 1/n (где n – количество исполнителей). При 
этом затраты наилучшего однородного дерева принимают вид: 

(12) 
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Итак, при заданной функции затрат и множестве исполните-
лей параметры наилучшего однородного дерева можно вычис-
лить по формуле (9). Как отмечалось выше, эмпирически уста-
новлено, что оптимальная (на множестве всех деревьев) древо-
видная иерархия «стремится» быть однородным деревом. В связи 
с этим возникает предположение о том, что, если для заданного 
множества исполнителей существует наилучшее однородное де-
рево (с нормой управляемости r(n, ε) и пропорцией x(n, ε)), то оно 
и будет оптимальным на множестве всех деревьев. На самом деле 
оказывается, что справедлив даже более сильный результат. 

Утверждение 5. Пусть заданы множество исполнителей 
N = {1, …, n} с мерами µ(1), …, µ(n) и однородная степени γ 
функция затрат менеджера c(⋅). Тогда затраты оптимального де-
рева будут не меньше, чем CL(N). Иначе говоря, функция CL(N) 
является нижней оценкой затрат оптимального дерева. 

Доказательство этого утверждения (лежащего в основе боль-
шинства излагаемых ниже результатов) приведено в приложении. 

Кроме того, если ставится задача поиска оптимального 
r-дерева, то есть дерева, каждый из менеджеров которого имеет 
не более r подчиненных, то нижняя оценка его затрат будет опре-
деляться затратами наилучшего однородного r-дерева, то есть од-
нородного дерева с нормой управляемости не более чем r.  

Легко видеть, что затраты наилучшего однородного r-дерева 
задаются формулой 

(13) 
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Таким образом, справедливо следующее утверждение: 
Утверждение 6. В условиях утверждения 5 затраты опти-

мального r-дерева будут не менее CL
r
(N). 

Доказательство утверждения 6 повторяет доказательство ут-
верждения 5 с учетом замены слова «дерево» на «r-дерево» и 
суммирования по норме управляемости от 2 до n на суммирова-
ние от 2 до min[n, r]. 

Следствие 2. Если наилучшее однородное дерево (r-дерево) 
существует, то оно является оптимальным на множестве всех де-
ревьев (r-деревьев). 
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Доказательство. Действительно, из утверждения  5 следует, 
что затраты любого дерева (соответственно, r-дерева) не меньше, 
чем CL(N) (соответственно, CL

r
(N)). Но если наилучшее однород-

ное дерево (r-дерево) c нормой управляемости r(n, ε) и пропорци-
ей x(n, ε) существует, то его затраты в точности равны CL(N) (со-
ответственно, CL

r
(N)), и, значит, оно оптимально. • 

Пример 15. В [50] рассматривалась задача поиска оптималь-
ного дерева для однородной степени ноль функции затрат c(⋅) = r2 
в случае, когда все исполнители имеют меру 1. При этом автор 
рассматривал только симметричные деревья, в которых управ-
ляемая группа исполнителей поровну делится между непосредст-
венными подчиненными каждого менеджера. Определим пара-
метры наилучшего однородного дерева для такой функции затрат 
и найдем нижнюю оценку затрат оптимального дерева. 

Параметры однородного дерева ищутся по формуле (10): не-
обходимо найти точку, в которой достигается 

]
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Легко видеть, что минимизируемая функция не зависит от 
пропорции y, то есть оптимальной будет любая пропорция. В ча-
стности, ничто не мешает выбрать ее равной (1/k, …, 1/k), как и 
предполагалось в [50]. Определим оптимальную норму управ-
ляемости k, то есть найдем точку минимума функции k2/(k – 1). Ее 
производная равна k(k – 2)/(k – 1)2. Она обращается в ноль при 
k = 2 и можно проверить, что эта точка будет точкой минимума. 
Таким образом, оптимальным будет однородное 2-дерево c про-
порцией, например, (1/2, 1/2). По формуле (8), его затраты равны 
4(n – 1), то есть затраты иерархии линейны по количеству испол-
нителей. Это же выражение задает нижнюю оценку затрат опти-
мального дерева – они равны как минимум 4(n – 1), причем дере-
во точно с такими затратами существует, если количество испол-
нителей равно целой степени двойки. • 

Полученная нижняя оценка затрат оптимального дерева име-
ет широкий спектр применения. Например, ниже в настоящей 
главе доказывается, что при большом количестве исполнителей 
она в большинстве случаев достаточно точно аппроксимирует 
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затраты оптимального дерева. Также эта нижняя оценка исполь-
зуется при построении субоптимальных деревьев. Кроме того, 
нижние оценки являются составной частью алгоритмов числен-
ного решения задачи методом ветвей и границ [81], а качество 
работы таких алгоритмов зависит от качества используемой в них 
нижней оценки. В связи с этим разработка эффективных методов 
поиска параметров наилучшего однородного дерева представляет 
большой интерес.  

3.5. Поиск наилучших однородных деревьев 
В настоящем разделе исследуются свойства задачи поиска 

параметров (нормы управляемости и пропорции) наилучшего од-
нородного дерева, предлагается классификация решений этой 
задачи и приводится их содержательная интерпретация. 

Как показано в предыдущем разделе, для определения пара-
метров наилучшего однородного дерева при заданном количестве 
исполнителей n с мерами µ(1), …, µ(n) необходимо найти точку, в 
которой достигаются минимумы в выражении  

(14) 
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где ∑ ∈∈= NiNi ii )(/)(min µµε . 
Вообще говоря, для каждого n и ε необходимо решать свою 

задачу, поскольку с ростом n (и с уменьшением ε) расширяется 
множество, по которому проводится минимизация. Тем не менее, 
при достаточно большом количестве исполнителей n во многих 
практически важных случаях можно ограничиться решением 
единственной вводимой ниже задачи минимизации.  

Рассмотрим величину  

(15) 
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представляющую собой предел функции F(n, ε) при n → +∞.1 
Возможны два случая: в первом из них нижняя грань в вы-

ражении (15) достигается, во втором – не достигается. 
Рассмотрим сначала ситуацию, когда нижняя грань достига-

ется. Тогда существует решение задачи минимизации (15) – нор-
ма управляемости r* и пропорция x*, доставляющие минимум вы-
ражению (15). Будем говорить, что решение внутреннее, если все 
компоненты пропорции x* строго положительны. В противном 
случае будем говорить о граничном решении.  

Граничное решение трудно интерпретировать с содержа-
тельной точки зрения, поскольку оно предполагает, что некото-
рым менеджерам иерархии достается в подчинение группа ис-
полнителей нулевой меры (а меры исполнителей по определению 
положительны, и, значит, менеджер не должен управлять ни од-
ним исполнителем, что противоречит определению иерархии). 
Однако, если норма управляемости r* > 2, в силу нормальности 
функции затрат менеджера ),...,()0,,...,( *

1
*
1

*
1

*
1 ** −−

≥ rr xxcxxc . Тогда 
легко проверить, что минимум в формуле (15) также достигается 
и при норме управляемости r* – 1 и пропорции2 ),...,( *

1
*
1 * −rxx . 

Продолжая подобным образом удалять равные нулю компоненты 
пропорции, приходим либо к внутреннему решению, либо к гра-
ничному решению с нормой управляемости, равной двум.  

Так как рассматриваются только нормальные функции за-
трат, то можно сделать следующий вывод: если решение задачи 
(15) существует, то либо это решение внутреннее, либо это гра-
ничное решение для нормы управляемости 2. 

Сначала рассмотрим случай, когда существует внутреннее 
решение. Это значит, что для достаточно большого3 количества 

                                                      
1 Если мера каждого исполнителя ограничена сверху и снизу напе-

ред заданной константой, то ε стремится к нулю при стремлении n к +∞. 
2 Без ограничения общности считаем, что нулю равна последняя 

компонента пропорции. 
3 Т.е. для множества исполнителей N = {1, …, n} с мерами 

µ(1), …, µ(n), для которого верны неравенства n ≥ r* и 
*

...1 *min)(/)(min iriNiNi xii
=∈∈ ≤∑ µµ . 
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исполнителей n оптимальная точка r*, x* будет попадать в область 
минимизации в формуле (14). Очевидно, в этом случае минимум 
в выражении (14) будет достигаться при норме управляемости r* 
и пропорции x*, и будет выполняться равенство F(n, ε) = F∞.  

Как будет показано ниже на многочисленных примерах, слу-
чай наличия внутреннего решения более типичен, поэтому при 
поиске параметров наилучшего однородного дерева целесообраз-
но сначала искать внутренние решения задачи минимизации (15). 
Если нижняя грань в формуле (15) достигается, то для любого 
достаточно большого количества исполнителей точка минимума 
r*, x* дает параметры наилучшего однородного дерева – норму 
управляемости и пропорцию соответственно. Затраты 
(r*, x*)-однородного дерева являются нижней оценкой затрат оп-
тимального дерева, кроме того, если (r*, x*)-однородное дерево 
существует для заданного множества исполнителей, то оно опти-
мально на множестве всех деревьев.  

Исследуем свойства внутренних решений. Решение назовем 
симметричным, если оптимальна пропорция x* = (1/r*, …, 1/r*), 
то есть в наилучшем однородном дереве менеджер делит подчи-
ненную ему группу исполнителей между своими непосредствен-
ными подчиненными на части одинаковой меры. В противном 
случае решение будем называть асимметричным. 

Пример 16. Найдем параметры наилучшего однородного де-
рева для введенной в примере 5 функции затрат (V), определяе-
мой выражением ),...,min(/)...(),...,( 111

ββα µµµµµµ rrrc ++= . 
Для простоты будем считать, что степень однородности γ, 

равная α – β, отлична от единицы, и α > β. 
Проверим, достигается ли нижняя грань в выражении 
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Легко видеть, что максимум знаменателя достигается при 
y1 = … = yk = 1/k. Следовательно, для любой нормы управляемо-
сти k при такой пропорции достигается минимум по y всего вы-
ражения. Подставим оптимальную пропорцию в минимизируемое 
выражение. Для определения оптимальной нормы управляемости 
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необходимо найти βαβ −−+∞= − kkk |1|
1min 1...3,2

 или, что то же самое, 

максимум по всем целым k ≥ 2 функции ||:)( 1 βαϕ −− −= kkk . Лег-
ко видеть, что, поскольку параметры α и β неотрицательны, при 
α ≤ 1 максимум не достигается, так как функция неограниченно 
возрастает с ростом k.  

Пусть теперь α > 1. Тогда ϕ(1) = 0, и функция ϕ(⋅) стремится 
к нулю при k → ∞. Следовательно, она достигает максимума на 
интервале [0, +∞). В точке максимума производная функции рав-
на нулю, то есть 0)1( 1 =+− −−− βα βα kk . Решая это уравнение, 
находим точку максимума: )1/(1* ]/)1[( −−−= βαβαk . Функция мо-
нотонно растет слева от точки максимума и монотонно убывает 
справа от нее. Поскольку мы ищем максимум только по целым k, 
оптимальная норма управляемости r* будет одним из ближайших 
целых (слева или справа) к величине k*. Теперь найти оптималь-
ную норму управляемости легко, непосредственно сравнив затра-
ты двух соответствующих однородных деревьев. • 

В этом примере решение симметрично, однако ниже в разде-
ле 4.2 приводится и пример асимметричного внутреннего реше-
ния. Следующая лемма дает достаточное условие симметрично-
сти наилучшего однородного дерева. 

Лемма 3. Если при любой норме управляемости затраты ме-
неджера минимальны при делении управляемой им группы ис-
полнителей между своими непосредственными подчиненными на 
части одинаковой меры, то в наилучшем однородном дереве каж-
дый менеджер также делит подчиненную ему группу исполните-
лей на части одинаковой меры. 

Доказательство. Для любой нормы управляемости k знаме-
натель минимизируемой функции в формуле (14) достигает сво-
его максимума в центре симплекса, в точке y = (1/k, …, 1/k), где 
все компоненты пропорции одинаковы. Поэтому, если в той же 
точке достигается минимум числителя c(y1, …, yk), то такая сим-
метричная пропорция доставляет минимум и всему выражению. • 

В частности, лемма верна, если при любой норме управляе-
мости k функция затрат менеджера выпукла на симплексе Dk. 
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Пример 17. Рассмотрим мультипликативную однородную 
функцию затрат менеджера с(r, µ) = µγϕ(r), где µ – мера управ-
ляемой менеджером группы исполнителей, r – количество его 
непосредственных подчиненных, ϕ(r) – некоторая гладкая неубы-
вающая функция, γ  – степень однородности функции затрат.  
Легко видеть, что для любой пропорции y из симплекса Dk 
c(y1, …, yk) = ϕ(k), то есть при фиксированной норме управляемо-
сти k функция затрат менеджера равна константе на симплексе. 
Следовательно, она выпукла на симплексе, и при поиске пара-
метров наилучшего однородного дерева для однородной мульти-
пликативной функции затрат достаточно ограничиться рассмот-
рением симметричных решений. • 

Теперь рассмотрим случай, когда задача (15) имеет гранич-
ное решение (с нормой управляемости 2). Строго говоря, если 
степень однородности γ функции затрат не равна нулю, то о су-
ществовании решения говорить нельзя, поскольку при оптималь-
ной в этом случае пропорции (1, 0) знаменатель минимизируемо-
го выражения в формуле (15) обращается в ноль, и само выраже-
ние не определено. Однако можно взять предел, и считать, что F∞ 
тогда определяется формулой 

(16) 
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Ценность вычисления значения F∞ в этом случае существен-
но снижается из-за того, что теперь (в отличие ситуации, когда 
существовало внутреннее решение), ни при каком количестве ис-
полнителей n не будет выполняться равенства F(n, ε) = F∞. По-
этому для нахождения нижней оценки затрат оптимального дере-
ва необходимо пользоваться более сложной формулой (14). 

Содержательная интерпретация этого граничного решения 
также сопряжена с трудностями, поскольку оно предписывает 
каждому менеджеру отдавать всю подчиненную ему группу ис-
полнителей (по сути, всю свою работу) в управление одному из 
двух своих непосредственных подчиненных, а второму не давать 
исполнителей вовсе, что противоречит определению иерархии. 
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Однако если степень однородности функции затрат γ ≠ 0, то 
граничное решение возможно только если c(0, 1) = 0.1) При этом 
затраты менеджера равны нулю, если он перекладывает всю свою 
работу на подчиненного. С практической точки зрения это до-
вольно нелогично, ведь содержание менеджера стоит для органи-
зации как минимум той бумаги, на которой написано, что такой 
менеджер в компании есть. В то же время, такие функции затрат 
не являются строго нормальными (см. определение 9), и приве-
денные рассуждения могут служить оправданием для рассмотре-
ния на практике только строго нормальных функций затрат. 

Пример 18. Легко проверить, что, нормальная функция (II) 
вида βαα µµµµµ ][),,...,( 11 rrc ++= K  строго нормальна, посколь-
ку c(0, µ, µ) = µαβ > 0 при µ > 0. В то же время, функция затрат (I) 
вида βαααα µµµµµµµ )],,max([),,...,( 111 rrrc KK −++= , не являет-
ся строго нормальной, так как c(0, µ, µ) = 0. • 

Если нормальная однородная функция затрат менеджера не 
является строго нормальной, ее можно модифицировать (с сохра-
нением однородности), добавив к затратам менеджера слагаемое 
вида δµγ, где µ – мера управляемой менеджером группы, γ – сте-
пень однородности функции затрат, δ – некоторый положитель-
ный коэффициент. С содержательной точки зрения это слагаемое 
соответствует затратам менеджера, не зависящим от способа рас-
пределения подчиненной ему группы исполнителей между непо-
средственными подчиненными. Модифицированная таким обра-
зом функция затрат будет уже строго нормальной.  

Итак, для строго нормальных функций затрат при отличной 
от нуля степени однородности граничное решение для нормы 
управляемости 2 невозможно. Поэтому при поиске оптимальной 
пропорции можно рассматривать только пропорции со строго 
положительными компонентами. В общем же случае граничное 
решение для нормы управляемости 2 может иметь место. Тогда 

                                                      
1 Если γ ≠ 0 и c(0, 1) > 0, то в (16) при стремлении y к нулю знаме-

натель стремится к нулю, а числитель – к положительному числу, по-
этому выражение неограниченно возрастает. Если γ = 0, то знаменатель 
в (16) равен k – 1 и граничное решение возможно даже при c(0, 1) > 0. 
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для расчета параметров наилучшего однородного дерева необхо-
димо пользоваться формулой (14).1 

Перейдем к рассмотрению ситуации, когда нижняя грань в 
формуле (15) не достигается. Это значит, что не существует оп-
тимальной нормы управляемости – для любой нормы управляе-
мости найдется другая (большая), при которой достигается 
меньшее значение минимизируемого выражения в формуле (15), 

По сути, это означает, что наилучшее однородное дерево 
предполагает бесконечно большую норму управляемости. Здесь 
также формула (15) малополезна, и для определения параметров 
наилучшего однородного дерева необходимо пользоваться фор-
мулой (14). В ней минимумы достигаются всегда, но оптимальная 
норма управляемости r(n, ε) будет существенно зависеть от коли-
чества исполнителей n. В большинстве рассматриваемых ниже 
примеров оказывается, что в этом случае r(n, ε) = n, то есть ми-
нимум затрат однородного дерева всегда достигается при макси-
мальной возможной норме управляемости, равной количеству 
исполнителей.  

Если при этом меры всех исполнителей одинаковы (напри-
мер, равны единице), то легко видеть, что ε = 1/n и поэтому мно-
жество Dn(ε) состоит из единственной пропорции (1/n, …, 1/n). 
Понятно, что она и будет оптимальной. Тогда по формуле (8) 
стоимость наилучшего однородного дерева равна с(1, …, 1). Сле-
довательно, наилучшее однородное дерево является веерной ие-
рархией, в которой имеется единственный менеджер, непосредст-
венно управляющий всеми n исполнителями. Более того, по-
скольку веерная иерархия существует всегда, она будет опти-
мальной на множестве всех деревьев и тогда задачу поиска опти-
мальной древовидной иерархии можно считать решенной. 

Подытоживая результаты настоящего раздела, можно пред-
ложить следующий порядок поиска параметров наилучшего од-
нородного дерева (и, следовательно, нижней оценки стоимости 
оптимального дерева): 

                                                      
1 При этом, как показывает рассматриваемый ниже пример 20, ми-

нимум в формуле (14) может достигаться и при норме управляемости, 
строго большей двух. 
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1. Для каждой нормы управляемости k найти оптимальную при 
этой норме управляемости пропорцию x(k). Достаточно ог-
раничить поиск внутренними точками симплекса Dk. 

2. Если функция затрат не является строго нормальной или ес-
ли степень однородности функции затрат равна нулю, найти 
предел в выражении (16), определив тем самым затраты од-
нородной иерархии при граничном решении с нормой управ-
ляемости, равной двум.  

3. Подставив оптимальные пропорции в минимизируемое вы-
ражение формулы (15), найти норму управляемости, при ко-
торой достигается нижняя грань в формуле (15). 

4. Если найдено внутреннее решение (норма управляемости r* 
и пропорция x*), и, кроме того, для заданного множества ис-
полнителей их количество n не меньше нормы управляемо-
сти  r*, а также *

...1 *min/)(min iriNi xi
=∈ ≤µµ , то найденное 

решение дает параметры наилучшего однородного дерева 
для этого множества исполнителей.  

5. В остальных случаях1 для нахождения параметров наилуч-
шего однородного дерева необходимо пользоваться форму-
лой (14). 

3.6. Верхние оценки затрат оптимального дерева  
и субоптимальные деревья 
Итак, в предыдущих разделах настоящей главы была пред-

ложена формула (9), оценивающая снизу затраты оптимальной 
древовидной иерархии для однородных функций затрат менедже-
ров и были исследованы способы вычисления этой нижней оцен-
ки. Однако возникает вопрос о том, насколько точно формула (9) 
описывает затраты собственно оптимального дерева, то есть, ка-
ково качество введенной нижней оценки. 

Поиск оптимальной древовидной иерархии – это задача дис-
кретной оптимизации, поиск в конечном множестве (всевозмож-

                                                      
1 То есть, если нижняя грань по норме управляемости k в формуле 

(15) не достигается, или если нижняя грань по k достигается на гранич-
ном решении (для нормы управляемости, равной двум), или если для 
заданного множества исполнителей не выполняются условия пункта 4. 
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ных иерархий) наилучшего элемента (оптимальной иерархии). 
Дискретность задачи является следствием того, что иерархия над-
страивается над конечным множеством исполнителей с заданны-
ми мерами, и именно эта дискретность чрезвычайно усложняет 
поиск оптимальной иерархии.  

Нижняя оценка (9) основана на частичном отказе от дискрет-
ности. Она дает, по сути, затраты оптимального дерева в предпо-
ложении, что при фиксированном количестве исполнителей и за-
данной их суммарной мере меры отдельных исполнителей могут 
быть подобраны наиболее «удобным» образом, так что любую 
группу исполнителей можно разделить на части в нужной про-
порции. В реальности это, конечно, не так, однако, по идее, чем 
больше в группе исполнителей, тем точнее можно из них «на-
брать» подгруппы нужной меры. Поэтому можно предположить, 
что с ростом количества исполнителей n дискретность задачи бу-
дет играть все меньшую роль, и при большом количестве испол-
нителей нижняя оценка (9) будет близка к затратам оптимального 
дерева. Именно при большом количестве исполнителей (в круп-
ных организациях), рассмотрение нижних оценок представляет 
основной интерес, так как для небольших n оптимальное дерево 
можно найти перебором. 

Далее считается, что нижняя оценка CL(N) имеет хорошее 
качество, если предел отношения затрат C(N) оптимального де-
рева к нижней оценке CL(N) стремится к единице при стремлении 
количества исполнителей во множестве N к бесконечности1. 

Оказывается, что качество нижней оценки затрат оптималь-
ного дерева существенно зависит от того, является ли решение 
задачи поиска параметров наилучшего однородного дерева гра-
ничным или внутренним, симметричным или асимметричным. 

Ниже доказывается, что, если степень однородности функ-
ции затрат менеджера не меньше единицы и задача поиска пара-
метров наилучшего однородного дерева имеет внутреннее реше-
ние, то нижняя оценка имеет хорошее качество.  

Аналогичные результаты доказываются также для случая, 
когда степень однородности функции затрат меньше единицы, 

                                                      
1 Формально говоря, необходимо оговорить также некоторые огра-

ничения на меры исполнителей. Это будет сделано ниже. 
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меры всех исполнителей одинаковы, а наилучшее однородное 
дерево симметрично. 

Итак, пусть степень однородности функции затрат больше 
или равна единицы, и наилучшее однородное дерево имеет норму 
управляемости r и пропорцию x = (x1, …, xr), причем все компо-
ненты пропорции положительны (решение внутреннее). 

Рассмотрим следующий алгоритм построения «почти 
(r, x)-однородного» дерева для заданного множества исполните-
лей N. Идея алгоритма состоит в том, чтобы делить группу, 
управляемую каждым менеджером, между его непосредственны-
ми подчиненными в пропорции, как можно более близкой к 
«нормативной» пропорции x, насколько позволяет дискретность 
задачи. Шаги алгоритма будем иллюстрировать графически. 

 
Рисунок 16. Пример веерной иерархии  

для множества исполнителей N = {1, …, 15} 

 
Рисунок 17. Пример графического представления  

множества исполнителей N = {1, …, 15} 

1. В качестве исходной иерархии возьмем веерную иерар-
хию с единственным менеджером (см. рис. 16). 

2. Отложим меры всех исполнителей множества N (в про-
извольном порядке) последовательно на прямой в виде от-
резков соответствующей длины (см. рис. 17). Получим отре-
зок [0, µ(N)], где µ(N) – мера всего множества исполнителей. 
На рисунке снизу от прямой изображены координаты, а 
сверху – номер исполнителя, к которому относится тот или 
иной отрезок. Далее будем отождествлять исполнителя и со-
ответствующий ему отрезок. Присвоим единственному ме-
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неджеру иерархии метку  – отрезок [0, µ(N)], который назо-
вем «нормативным» отрезком. 

3. Выберем в иерархии одного из менеджеров «нижнего 
звена»1 m. Пусть менеджеру m соответствует нормативный 
отрезок [a, b] (на первой итерации a = 0, b = µ(N)) Разделим 
этот отрезок на r частей в пропорции x = (x1, …, xr). В резуль-
тате получим некоторые «нормативные» отрезки 

],[],...,,[ 110 rr yyyy − , где y0 = a, yr = b (на рис. 18 границы от-
резков изображены вертикальными пунктирными линиями). 

Рисунок 18. Пример нормативных отрезков для первой  
итерации алгоритма, r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 

В наилучшем однородном дереве непосредственные 
подчиненные менеджера m должны были бы управлять груп-
пами мер 101 ,..., −−− rr yyyy .  

Однако меры исполнителей могут не позволить разбить 
всех исполнителей на группы с такими мерами. Поэтому 
сдвинем все концы нормативных отрезков к ближайшей к 
данному концу границе между исполнителями (см. рис. 19).  

 
Рисунок 19. Пример фактических отрезков для первой итерации 

алгоритма, r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 

Получим отрезки ]','[],...,','[ 110 rr yyyy − , которые будем 
называть «фактическими». На рисунке границы фактических 
отрезков изображены вертикальными сплошными линиями, а 

                                                      
1 Менеджер нижнего звена – это менеджер, у которого в подчине-

нии нет других менеджеров (на 1-й итерации им будет топ-менеджер). 



 127 

стрелки показывают направление сдвига границ норматив-
ных отрезков.  

Поскольку концы фактических отрезков совпадают с 
границами между исполнителями, каждому такому отрезку 
соответствует множество исполнителей si, i = 1, …, r. Легко 
проверить, что объединение этих множеств совпадает с 
группой, которой управляет менеджер m. Некоторые (но не 
все) фактические отрезки могут иметь нулевую длину, и им 
соответствует пустое множество исполнителей. Некоторые 
фактические отрезки состоят из единственного исполнителя. 

4. Если ненулевую длину имеет более одного фактическо-
го отрезка и 'r отрезков состоят более чем из одного испол-
нителя, то добавим в иерархию 'r  менеджеров, подчиним им 
непосредственно соответствующие группы исполнителей si, 
а самих менеджеров подчиним непосредственно менеджеру 
m (см. рис. 20). Каждому добавленному менеджеру поставим 
в соответствие метку – его нормативный отрезок ],[ 1 ii yy − . 
Если только одному фактическому отрезку соответствует 
непустое множество исполнителей или если все отрезки со-
стоят не более чем из одного исполнителя, то добавление 
менеджеров не производится, а менеджеру m присваивается 
дополнительная метка «стоп». 

4 65 7 98 10 1211 13 15141 32

m

[y0, y1] [y1, y2]
[y2, y3]

 
Рисунок 20. Пример добавления новых менеджеров  

на первой итерации алгоритма 

5. Если в иерархии имеются менеджеры нижнего звена без 
метки «стоп», то перейдем на шаг 3. В противном случае ал-
горитм завершается. 
Проиллюстрируем работу алгоритма, проведя еще несколько 

его итераций.  
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Рассмотрим менеджера нижнего звена, управляющего груп-
пой исполнителей {13, 14, 15} (см. рис. 20). Ему соответствует 
нормативный отрезок [y2,  y3]. Разделим его в пропорции x и 
сдвинем границы новых нормативных отрезков (см. рис. 21). За-
метим, что сдвигаются не только внутренние концы отрезков – 
точка y2 также сдвигается влево на границу между исполнителя-
ми 12 и 13. Получили три фактических отрезка, первый из кото-
рых состоит из исполнителей 13 и 14, второй – из исполнителя 
15, третий же фактический отрезок пустой. Тогда в иерархию до-
бавляется один новый менеджер 'm , ему подчиняется группа 
{13, 14} (при попытке далее разделить группу менеджера 'm  по-
лучим две группы из одного исполнителя, а третью – пустую, по-
этому менеджеру 'm  можно сразу присвоить метку «стоп»). 

 
Рисунок 21. Пример фактических отрезков для второй итерации 

алгоритма, r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 

 
Рисунок 22. Пример фактических отрезков для третьей итерации 

алгоритма, r = 3, x = (1/2, 1/4, 1/4) 

Перейдем к следующей итерации. Возьмем менеджера с мет-
кой [y1, y2] (см. рис. 20). Границы нормативных отрезков, полу-
ченных в результате разбиения отрезка [y1,  y2], изображены на 
рис. 22 пунктирными линиями. На том же рисунке сплошными 
линиями изображены границы фактических отрезков, соответст-
вующих группам исполнителей {9, 10}, {11} и {12}. Следова-
тельно, в иерархию добавляется один новый менеджер, которому 
непосредственно подчиняется группа исполнителей {9, 10}. 
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Рисунок 23. Пример TD-дерева 

В процессе работы алгоритма иерархия строится «сверху 
вниз» – от верхних уровней к нижним. Будем называть результи-
рующую иерархию TD-деревом (от английского top-down) и обо-
значать ее затраты через )(, NC xr

TD  (где r, x – параметры исходного 
однородного дерева, а N – множество исполнителей). 

Продолжая итерации алгоритма для рассматриваемого при-
мера, где множество N состоит из 15-ти исполнителей, получим 
результирующее TD-дерево, изображенное на рис. 23. 

Для доказательства следующего утверждения необходимо 
ввести дополнительное ограничение технического характера на 
функцию затрат менеджера. 

Определение 15. Пусть наилучшее однородное дерево имеет 
внутреннюю пропорцию x = (x1, …, xr). Однородная функция за-
трат менеджера c(µ1, …, µr) называется степенно-ограниченной 
на симплексе Dr, если найдутся такие числа A и λ, что для любой 
точки y = (y1, …, yr) ∈ Dr выполняется неравенство 

λ)||(),...,(),...,( 111 ∑ = −+≤ r
i iirr xyAxxcyyc . 

Степенно-ограниченность функции затрат означает, что 
функция не слишком быстро возрастает1 при движении по сим-
плексу Dr в любом направлении от точки x. 

                                                      
1 Условие степенной ограниченности является обобщением извест-

ного условия непрерывности по Липшицу. В частности, определенная 
на симплексе Dr гладкая функция степенно-ограничена, если она огра-
ничена на этом симплексе. Можно показать, что функции (I)-(IV) из 
примера 5 степенно-ограничены на любом симплексе, а функция (V) – 
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Утверждение 7. Пусть степень однородности функции за-
трат менеджера больше или равна единице, меры всех исполни-
телей лежат в некотором диапазоне от µ  до µ , а наилучшее од-
нородное дерево имеет норму управляемости r и внутреннюю 
пропорцию x. Если функция затрат степенно-ограничена на сим-
плексе Dr, то отношение )(, NC xr

TD / )(NCL  стремится к единице 
при стремлении количества исполнителей во множестве 
N = {1, …, n} к бесконечности. Иначе говоря, TD-дерево субоп-
тимально при больших n. 

Доказательство утверждения приведено в приложении. 

Следствие 3. В условиях утверждения 7 отношение затрат 
оптимального дерева к их нижней оценке (11) стремится к едини-
це при стремлении количества исполнителей к бесконечности. 

Доказательство следует из того, что затраты оптимального 
дерева лежат между их нижней оценкой и )(, NC xr

TD . 

Утверждение 7 и следствие 3 говорят о том, что если при 
степени однородности функции затрат γ ≥ 1 имеется внутреннее 
решение задачи поиска параметров наилучшего однородного де-
рева, то нижняя оценка CL(N) хорошо описывает затраты опти-
мального дерева в больших организациях (при большом количе-
стве исполнителей). Более того, можно построить субоптималь-
ное дерево, затраты которого будут лишь не намного превышать 
нижнюю оценку. Таким образом, с практической точки зрения в 
этом случае задачу поиска оптимального дерева можно считать 
решенной. 

Пусть теперь степень однородности функции затрат строго 
меньше единицы и все исполнители имеют одинаковую меру. Без 
ограничения общности считаем, что меры всех исполнителей 
равны единице. Зафиксируем некоторую норму управляемости r 

                                                                                                                  
нет, так как она неограниченно возрастает при приближении к границам 
симплекса. Тем не менее, в следующей главе показывается, что и ее 
можно привести к ограниченной функции с сохранением содержатель-
ной интерпретации. 
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и рассмотрим следующий алгоритм построения дерева над мно-
жеством из n исполнителей. 
1. Запишем число n в r-ичной системе исчисления, то есть 

представим его в виде n = a0 + a1⋅r + a2⋅r2 + … + ak⋅rk, где k – 
ближайшее снизу целое к числу logrn.  

2. Построим ak симметричных однородных r-деревьев над 
множествами из rk исполнителей, затем ak – 1 симметричных 
однородных r-деревьев над множествами из rk – 1 исполните-
лей, …, a2 симметричных однородных r-деревьев над множе-
ствами из r2 исполнителей, a1 веерных r-иерархий и a0 «де-
ревьев», состоящих из единственного исполнителя (см. рис. 
24). Если n = rk, то мы получили искомую иерархию и алго-
ритм завершен. В противном случае получили граф, состоя-
щий из a0 + a1 + … + ak несвязанных между собой иерархий. 

 
Рисунок 24. Пример построения дерева для 50 исполнителей и 

нормы управляемости r = 3 

 
3. Из множества сотрудников графа, не имеющих начальни-

ков, выберем r сотрудников, управляющих группами испол-
нителей наименьшей меры (если менее r сотрудников не 
имеют начальников, выберем их всех). Добавим в граф ново-
го менеджера и дадим ему этих сотрудников в непосредст-
венное подчинение. 

4. Будем повторять шаг 3 до тех пор, пока не останется 
только один сотрудник, не имеющий начальника, а граф, со-
ответственно, не станет иерархией над множеством из n ис-
полнителей (см. рис. 25). 



 132 

 
Рисунок 25. Пример дерева для 50 исполнителей и r = 3 (добав-
ляемые на шаге 3 менеджеры и связи отмечены более жирно) 

В процессе работы алгоритма иерархия строится «снизу-
вверх» – от нижних уровней к верхним. Будем называть резуль-
тирующую иерархию BU-деревом (от английского bottom-up) и 
обозначать ее затраты через )(nC r

BU  (где индекс r соответствует 
максимальной норме управляемости дерева, а n – количество ис-
полнителей). 

Утверждение 8. Пусть степень однородности функции за-
трат менеджера меньше единицы, меры всех исполнителей оди-
наковы, а наилучшее однородное дерево симметрично и имеет 
норму управляемости r. Если при этом для всех r′ ≤ r функция 
затрат менеджера ограничена на симплексе 'rD , то отношение 

)(nC r
BU /CL(n) стремится к единице при n → ∞, то есть BU-дерево 

субоптимально при больших n. 
Доказательство утверждения приведено в приложении. 

Аналогичный результат справедлив и для случая, когда 
ищется оптимальное R-дерево, R ≥ 2. 

Следствие 4. Пусть степень однородности функции затрат 
менеджера меньше единицы, меры всех исполнителей одинаковы, 
а наилучшее однородное R-дерево симметрично и имеет норму 
управляемости r. Если при этом для всех r′ ≤ r функция затрат 
менеджера ограничена на симплексе 'rD , то отношение 

)(/)( nCnC R
L

r
BU  стремится к единице при n → ∞, то есть 

BU-дерево c нормой управляемости, не большей r, субоптималь-
но при больших n на классе всех R-деревьев. 

Доказательство этого следствия практически дословно по-
вторяет доказательство утверждения 8. 



 133 

Следствие 5. В условиях утверждения 8 (следствия 4) отно-
шение затрат оптимального дерева (соответственно, R-дерева) к 
их нижней оценке (12) (соответственно, (13)) стремится к едини-
це при стремлении количества исполнителей к бесконечности. 

Доказательство следует из того, что затраты оптимального 
дерева (R-дерева) лежат между их нижней оценкой и )(nC r

BU . 

Таким образом, если меры исполнителей одинаковы и наи-
лучшее однородное дерево (r-дерево) симметрично, то нижняя 
оценка CL(n) хорошо описывает затраты оптимального дерева 
(r-дерева) в больших организациях (при больших n), и, кроме то-
го, можно построить субоптимальное дерево (r-дерево), затраты 

)(nC r
BU  которого будут не сильно отличаться от затрат опти-

мального дерева (r-дерева). 
Условие одинаковости мер исполнителей можно несколько 

ослабить – до требования того, чтобы меры всех исполнителей 
были целыми неотрицательными степенями нормы управляемо-
сти r наилучшего однородного дерева.  

 

 
Рисунок 26. Пример построения BU-дерева для множества  

исполнителей, имеющих различные меры 
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В этом случае суммарная мера µ исполнителей является це-
лым числом, и можно построить BU-дерево для µ исполнителей, 
а затем заменить некоторые поддеревья на нижних уровнях ис-
полнителями соответствующей меры. На рис. 26 приведено по-
строение такого модифицированного BU-дерева для 8 исполни-
телей c мерами 1, 1, 3, 3, 3, 3, 9, 27 и нормой управляемости r = 3. 
Сначала строится BU-дерево для µ = 50 исполнителей, а затем 
некоторые поддеревья заменяются исполнителями мер 3, 9 и 27. 

Если исполнители имеют меры µ(1), …, µ(n), то затраты 
BU-дерева равны 

∑ =
− −−− n

i
r
BU rrrciiC 1

1 )1/()/1,...,/1())()(()( γγµµµ , 
в то время как нижнюю оценку затрат оптимального дерева для 
такого множества исполнителей можно записать в виде 

∑ =
− −−− n

iL rrrciiC 1
1 )1/()/1,...,/1())()(()( γγµµµ . 

В обоих этих выражениях вычитается одинаковая сумма, и, 
поскольку )(µr

BUC /CL(µ) стремится к единице при µ → ∞, можно 
считать, что и в этом случае нижняя оценка имеет хорошее каче-
ство, а BU-дерево субоптимально. 

Если же при степени однородности функции затрат γ < 1 
наилучшим является асимметричное однородное дерево, то каче-
ство нижней оценки CL(n) может быть хуже. Однако даже в этом 
случае она дает верный порядок роста затрат оптимального дере-
ва с ростом количества исполнителей n. Действительно, пусть 
наилучшее однородное дерево имеет норму управляемости r и 
асимметричную (но внутреннюю!) пропорцию x. Тогда при 
больших n нижняя оценка определяется выражением  

1
),...,()()(

1

1

−
−=

∑ =
r
i i

r
L x

xxcnnnC
γ

γ . 

Из доказательства утверждения 8 следует, что отношение за-
трат )(nC r

BU  BU-дерева с максимальной нормой управляемости r 
к затратам симметричного однородного r-дерева стремится к еди-
нице. В соответствии с формулой (8) затраты симметричного од-
нородного r-дерева равны 
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1
)/1,...,/1()( 1 −

− −γ
γ

r
rrcnn . 

Следовательно, существует конечный предел отношения за-
трат BU-дерева к нижней оценке CL(n). Значение этого предела 
определяется выражением 

(17) 
),...,(
)/1,...,/1(

1
1

)(
)(lim

1
1

1

r

r
i i

L

r
BU

n xxc
rrc

r
x

nC
nC

−

−
= −

=

∞→

∑
γ

γ

, 

и если пропорция x не сильно отличается от симметричной, а 
функция затрат менеджера ведет себя достаточно хорошо на сим-
плексе Dr, то значение предела не намного больше единицы. 

Поскольку затраты BU-дерева являются верхней оценкой за-
трат оптимального дерева, для заданного количества исполните-
лей n можно гарантировать, что затраты оптимального дерева 
лежат в диапазоне от CL(n) до )(nC r

BU . То есть, при больших n 
затраты оптимального дерева превышают нижнюю оценку не бо-
лее чем на процент, задаваемый значением предела (17). 

3.7. Последовательные иерархии и граничные решения 
В предыдущем разделе показано, что если существует внут-

реннее решение задачи поиска параметров наилучшего однород-
ного дерева, то во многих случаях нижняя оценка (9) хорошо 
описывает затраты оптимальной иерархии, можно построить су-
боптимальные деревья и т.д. Это имеет место в большинстве рас-
сматриваемых в следующей главе примеров и прикладных задач. 
Однако для некоторых функций затрат при поиске параметров 
наилучшего однородного дерева реализуется именно граничное 
решение. Тогда, как показано в разделе  3.5, нахождение нижней 
оценки существенно усложняется, притом  качество найденной 
нижней оценки может быть ниже, чем при наличии внутреннего 
решения. Приведем пример оптимальности граничного решения. 

Пример 19. Рассмотрим введенную в примере 5 функцию за-
трат менеджера (I), имеющую вид 

βαααα µµµµµµ )],,max([),...,( 111 rrrc KK −++= .  
Эта функция затрат подробно исследовалась в [85, 115]. Бы-

ло доказано, что она монотонна по группам, следовательно, оп-
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тимальную иерархию достаточно искать среди деревьев. Кроме 
того, известно, что при 1≤β  эта функция расширяющая, то есть 
оптимальна веерная иерархия с единственным менеджером, не-
посредственно управляющим всеми исполнителями. При 1≥β   
функция сужающая, то есть оптимально некоторое 2-дерево. Та-
ким образом, интерес представляет, по сути, лишь поиск пара-
метров оптимального 2-дерева при 1≥β . Поиск параметров  
наилучшего однородного 2-дерева, в соответствии с формулой 
(14), сводится к нахождению пропорции )1,( xx − , минимизи-
рующей выражение  

(18) 
|)1(1|

]))1(,max[)1((
αβαβ

βαααα

xx
xxxx

−−−
−−−+  

при условии, что ]1,[ εε −∈x , ∑ ∈∈= NiNi ii )(/)(min µµε . 
Без ограничения общности считаем, что x – первая компо-

нента пропорции меньше второй компоненты, x−1 . Тогда выра-
жение (18) преобразуется к виду 

(19) 
|)1(1| αβαβ

αβ

xx
x

−−−
 

и необходимо найти его минимум при ]5.0,[ε∈x . Можно пока-
зать, что функция (24) монотонно возрастает по x, то есть всегда 
оптимально граничное решение – пропорция )1,( εε − . 

Если рассмотреть случай равенства единице мер всех испол-
нителей, то ε = 1/n и, по формуле (12) можно вычислить нижнюю 
оценку затрат 2-дерева: 

(20) αβαβ

αβ

)1(1
)(

−−−
−

=
nn

nnnCL . 

Известно [85], что если β ≥ 1 и αβ ≥ 1, то функция затрат яв-
ляется сильно сужающей, и оптимальна последовательная иерар-
хия. Легко проверить, что если все n исполнителей имеют меру 1, 
то затраты каждого менеджера последовательной иерархии равны 
1. Количество менеджеров любого 2-дерева равно 1−n , значит, 
затраты всей иерархии равны 1−n .  
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Нижняя же оценка (20) при больших n и 1≥αβ  примерно 
равна )/(αβn , то есть может сильно занижать затраты оптималь-
ной иерархии, если αβ  существенно больше единицы. • 

В последовательной иерархии при делении каждым менед-
жером подчиненной ему группы между двумя своими непосред-
ственными подчиненными максимально возможная часть группы 
отдается одному из них (например, второму), в то время как пер-
вая группа состоит из единственного исполнителя. Можно ска-
зать, что группа всегда делится между подчиненными так, чтобы 
отношение мер управляемых ими групп было минимально. 

Но ведь то же самое предполагает и наилучшее однородное 
2-дерево в случае граничного решения, пропорции (ε, 1 – ε)! По-
этому вполне возможной представляется связь между граничным 
решением задачи о параметрах наилучшего однородного дерева 
(при норме управляемости, равной двум) и оптимальностью по-
следовательной иерархии. В предыдущем примере, например, в 
области параметров β ≥ 1 и αβ ≥ 1 оптимальна последовательная 
иерархия и задача поиска параметров наилучшего однородного 
дерева имеет граничное решение. Приведем еще один пример, 
иллюстрирующий предполагаемую связь1. 

Пример 20. Рассмотрим функцию затрат (III), имеющую вид 
βααα µµµµµµ ]1),...,max(/[),,...,( 11 −= rrc . 

Степень однородности этой функции равна нулю, поэтому в 
соответствии с формулой (14) для поиска параметров наилучшего 
однородного дерева необходимо минимизировать по норме 
управляемости k и пропорции y функцию  

[1/max(y1
α, …, yk

α) – 1]β/(k – 1). 
Из вида этого выражения можно заметить, что при фиксиро-

ванной норме управляемости k минимум затрат достигается, ко-
гда все компоненты пропорции, кроме одной, минимальны. Сле-
довательно, в данном случае внутренних решений задачи (15) 
нет, и для нахождения нижней оценки затрат оптимального дере-
ва необходимо пользоваться формулой (14).  

                                                      
1 Этот пример также показывает один из случаев, когда возможно 

граничное решение для нормы управляемости строго большей двух. 
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Из формулы (14) следует, что оптимальная при заданной 
норме управляемости k пропорция равна (ε, …, ε, 1 – (k – 1)ε). 
Значит, для определения оптимальной нормы управляемости не-
обходимо выбором k минимизировать выражение 

)1/(]1))1(1/(1[ −−−− kk βαε . 
Разделим это выражение на константу ε и сделаем замену 

переменной z := (k – 1)ε. Тогда минимизируемое выражение при-
обретает вид zzz /]1)1/(1[:)( βαϕ −−= . Если все исполнители 
имеют одинаковые меры, то ε = 1/n и переменная z, которая в 
этом случае равна (k – 1)/n, имеет простую содержательную ин-
терпретацию – это доля всех исполнителей, которыми топ-
менеджер наилучшего однородного дерева управляет непосред-
ственно. Управление же остальными исполнителями он поручает 
своему заместителю. 

Для того чтобы для заданных параметров α и β определить 
оптимальное значение z, будем считать, что z может принимать 
любые значения из отрезка [0, 1], и вычислим нули производной 
функции ϕ(z), которые находятся из решения уравнения 
(21)  ))1(1)(1( ααβ zzz −−−=⋅ . 

Поскольку α ≥ 0, это уравнение всегда имеет корень z = 0. 
Кроме того, поскольку в левой части уравнения стоит линейная 
функция, а в правой – вогнутая, этот корень будет единственным, 
если в точке z = 0 производная правой части, 1)1)(1( −−+ αα z , 
не превышает производной левой части, αβ.  

Это значит, что при β ≥ 1 функция ϕ(z) монотонна на отрезке 
[0, 1]. Легко проверить, что она возрастает на этом отрезке. Сле-
довательно, оптимальной является минимальная возможная нор-
ма управляемости однородного дерева k = 2, и в наилучшем од-
нородном дереве топ-менеджер непосредственно управляет од-
ним исполнителем, отдавая остальных в подчинение своему за-
местителю. Поскольку в [85] было доказано, что для функции 
затрат (III) при β ≥ 1 оптимальна последовательна иерархия, та-
кой вид наилучшей однородной иерархии вполне соответствует 
предположению о связи граничного решения при норме управ-
ляемости 2 с оптимальностью последовательной иерархии.  



 139 

Если же β < 1, то уравнение (21) имеет единственный поло-
жительный корень на интервале (0, 1). Этот корень z* и будет со-
ответствовать минимуму функции ϕ(z), и, следовательно, мини-
муму затрат однородного дерева. При этом норма управляемости 
наилучшего однородного дерева, вычисляемая по формуле 
r := z*/ε + 1, может уже быть строго больше двух. 

К сожалению, в общем виде невозможно получить аналити-
ческое выражение для корня уравнения (21). Однако можно на 
качественном уровне проследить зависимость оптимальной доли 
z (и, следовательно, нормы управляемости однородного дерева) 
от параметров α и β. Так, легко заметить, что с уменьшением β от 
единицы к нулю оптимальная доля z монотонно увеличивается от 
нуля к единице.  

Поскольку для рассматриваемой функции затрат отсутству-
ют внутренние решения задачи (15), нижняя оценка затрат, полу-
чаемая на основе найденных параметров однородного дерева, бу-
дет существенно занижать затраты оптимального дерева. • 

Несмотря на то, что рассмотренные примеры показывают на-
личие некоторой связи между граничностью решения задачи по-
иска параметров наилучшего однородного дерева и оптимально-
стью последовательной иерархии, формально эту связь обосно-
вать пока не удается. Поэтому если в результате решения задачи 
(15) оказывается, что норма управляемости наилучшего однород-
ного дерева равна двум и имеет место граничное решение, то это-
го недостаточно для утверждения того, что последовательная ие-
рархия является оптимальным деревом – оптимальность последо-
вательной иерархии требуется доказывать отдельно. 

Для этого можно, например, доказать, что функция затрат 
является сильно сужающей (см. раздел 1.4). Тогда оптимальность 
последовательной иерархии будет следовать из утверждения 3. С 
помощью этого подхода в [85] была доказана оптимальность по-
следовательной иерархии для функции затрат (I) при β ≥ 1 и 
αβ ≥ 1, а также функции затрат (III) при β ≥ 1. 

Доказать, что функция затрат менеджера сильно сужающая, 
удается не всегда. Несколько проще показать, что функция затрат 
просто сужающая (см. раздел 1.4). В этом случае, по утвержде-
нию 2, оптимальной является 2-иерархия. Затем можно восполь-
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зоваться одним из двух приводимых ниже достаточных условий 
оптимальности последовательной иерархии. До конца раздела 
будем предполагать, что функция затрат с(⋅) менеджера зависит 
от мер, и меры всех исполнителей равны единице1. 

Утверждение 9. Если для любых натуральных чисел a и 
aa ≤'  выполняется неравенство ),1()','1( acaaac ≥−+  и функ-

ция с(1, a) не возрастает по a, то оптимальным 2-деревом являет-
ся последовательная иерархия. 

Доказательство утверждения приведено в приложении. 

Иными словами, если затраты менеджера, управляющего 
группой заданной меры a, минимальны при возложении макси-
мального объема работы на одного из двух его заместителей, и с 
ростом a эти минимальные затраты не возрастают, то оптималь-
ным 2-деревом является последовательная иерархия. 

Заметим, что для монотонной по группам функции затрат 
функция с(1, a) не убывает по a, следовательно, для того, чтобы 
монотонная по группам функция затрат удовлетворяла условиям 
утверждения 9, функция с(1, a) должна быть константой. 

Утверждение 10. Если для любых натуральных чисел 
n1, n2 ≥ 2 выполняется хотя бы одно из неравенств 

)1,1(),1()1,1(),( 1212121 −−−≥−+− ncnncnncnnc , 
)1,1()1,()1,1(),( 2212121 −−−≥−+− ncnncnncnnc , 

то последовательная иерархия является оптимальным 2-деревом. 
Доказательство утверждения приведено в приложении. 

Следствие 6. Если функция затрат с(⋅) монотонна по груп-
пам и с(1, a) = const для любого натурального числа a, то после-
довательная иерархия является оптимальным 2-деревом. 

Доказательство. Запишем первое неравенство из условия 
утверждения 10 в виде 

)1,1()1,1(),1(),( 1212121 −−−+≥−− ncnncnncnnc . 
Левая часть неравенства не меньше нуля в силу монотонно-

сти по группам функции затрат. Правая часть равна нулю, так 

                                                      
1 Отметим, что эти утверждения не требуют однородности функ-

ции затрат и применимы к любым функциям затрат, зависящим от мер. 
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как, по условию, с(1, a) = const, то есть неравенство всегда верно, 
и выполняются условия утверждения 10. • 

Напомним, что утверждения 9 и 10, как и следствие 6, спра-
ведливы только тогда, когда меры всех исполнителей равны еди-
нице. Рассмотрим пример использования утверждений 9 и 10. 

Пример 21. Для функции затрат (I) c(1, a) = 1 для любого на-
турального числа a. Поскольку, как показано в [85], функция (I) 
монотонная по группам, из следствия 6 получаем, что последова-
тельная иерархия является оптимальным 2-деревом. В [85] дока-
зано, что для функции (I) 2-дерево оптимально при β ≥ 1. Следо-
вательно, для функции затрат (I) при β ≥ 1 последовательная ие-
рархия является оптимальной на классе всех иерархий. 

Рассмотрим функцию затрат (III). Для нее при произвольных 
натуральных числах a и aa ≤'  верно неравенство 

).,1(]1/)1[(
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Кроме того, функция βα )1)/11((),1( −+= aac  не возрастает 
по a. Поэтому по утверждению 9 последовательная иерархия яв-
ляется оптимальным 2-деревом. В [115] показано, что функция 
затрат (III) сужающая при β ≥ 1. Следовательно, для функции за-
трат (III) при β ≥ 1 последовательная иерархия является опти-
мальной на классе всех деревьев1 (но нельзя гарантировать отсут-
ствия недревовидной иерархии с меньшими затратами, так как 
функция затрат (III) не является монотонной по группам). • 

 

                                                      
1 Обосновать оптимальность последовательной иерархии для функ-

ции (III) при β ≥ 1 можно и доказав, как это было сделано в [115], что 
эта функция затрат сильно сужающая (см. определение 11). 
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ГЛАВА 4.  ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
ПОИСКА ОПТИМАЛЬНЫХ ДЕРЕВЬЕВ 

 
Итак, в предыдущей главе были описаны методы решения 

задачи поиска оптимальной древовидной иерархии в случае, ко-
гда функция затрат менеджера является однородной.  

Было показано, что оптимальное дерево стремится по воз-
можности быть однородным деревом, то есть иерархией, в кото-
рой все менеджеры имеют одинаковую норму управляемости r и 
делят подчиненную группу исполнителей между своими замести-
телями в одинаковой пропорции x = (x1, …, xr). 

Была найдена аналитическая формула (9) для нижней оценки 
затрат оптимального дерева, определяемая выражением   
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где N = {1, …, n} – это множество исполнителей с мерами  
µ(1), …, µ(n), µ – суммарная мера исполнителей, ε – отношение 
меры самого «мелкого» исполнителя к их суммарной мере µ, 
Dk(ε) – часть k-мерного симплекса, на которой каждая компонен-
та пропорции y больше или равна ε, а γ – степень однородности 
функции затрат менеджера. 

Также были предложены методы нахождения этой нижней 
оценки и был рассмотрен ряд иллюстративных примеров. 

Было доказано, что в большинстве важных с практической 
точки зрения случаев нижняя оценка хорошо описывает затраты 
оптимального дерева при большом количестве исполнителей, и 
используя ее можно построить субоптимальные деревья, затраты 
которых будут лишь немного превышать затраты оптимального 
дерева.  

Эти результаты позволяют при решении прикладных задач 
использовать нижнюю оценку затрат оптимального дерева вместо 
их точного значения. Для случаев, когда качество нижней оценки 
недостаточно, необходимо разрабатывать специальные методы, 
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например, в разделе 3.7 были предложены иные, не основанные 
на этой оценке методы поиска оптимальных деревьев. 

В настоящей главе рассматривается ряд простых содержа-
тельных моделей, которые, с одной стороны, позволяют проил-
люстрировать технику решения задач поиска оптимальных ие-
рархий (расчет параметров наилучших однородных деревьев и 
нахождение нижних оценок), а с другой стороны, показывают, 
каким образом полученные в предыдущей главе теоретические 
результаты интерпретируются в разных предметных областях. 

В большинстве рассматриваемых задач функция затрат ме-
неджера сводится к одной из функций, введенных в разделе 1.3. 

4.1. Организация сборочного производства 

 
Рисунок 27. Пример схемы сборочного производства 

Рассмотрим следующую задачу организации сборочного 
производства. Пусть собираемое устройство состоит из n исход-
ных деталей. В процессе сборки устройства детали соединяются 
между собой, образуя отдельные его блоки или агрегаты. Процесс 
производства делится на ряд этапов, единичных операций сборки, 
каждая из которых состоит в том, что несколько блоков и/или 
отдельных деталей соединяются, образуя более сложный блок до 
тех пор, пока не будет собрано все устройство. 

Процесс сборки можно изобразить в виде ориентированного 
дерева, листья которого соответствуют исходным деталям, кор-
невой вершине соответствует собранное устройство, остальным 
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вершинам – промежуточные блоки, а дуги дерева показывают 
порядок сборки (см. рис. 27). Каждой секции такого дерева соот-
ветствует отдельный этап сборки. Легко видеть, что если считать 
детали исполнителями, а блоки – менеджерами, то любая схема 
сборки является древовидной иерархией над множеством испол-
нителей N = {1, …, n}.  

Не все последовательности соединения деталей могут быть 
допустимы с технологической точки зрения, поэтому в общем 
случае множество Ω допустимых схем сборки может быть под-
множеством множества всех древовидных иерархий. 

В процессе выбора рациональной схемы сборки возникают 
различные оптимизационные задачи. Например, можно ставить 
задачу максимизации пропускной способности производства, ко-
торая в условиях поточной сборки сводится к задаче минимиза-
ции времени выполнения самой продолжительной операции. 
Можно при заданной пропускной способности производства ста-
вить задачу поиска допустимой схемы сборки (иерархии), мини-
мизирующий затраты, стоимость производства. 

Затраты сборочного производства (затраты иерархии) скла-
дываются из затрат на проведение каждого этапа сборки (затрат 
менеджеров иерархии, в терминах определений главы 1). Затраты 
этапа сборки (менеджера) зависят от того, какие блоки соединя-
ются на данном этапе. В свою очередь, любой блок (менеджер) 
однозначно описывается набором деталей (группой исполните-
лей), из которых он состоит.  

Следовательно, затраты с(m, H) этапа m в схеме сборки H за-
висят от наборов деталей, составляющих собираемые на данном 
этапе блоки, то есть описываются секционной функцией затрат 
вида с(m, H) = c(s1, …, sr), где s1, …, sr – соответствующие сби-
раемым блокам наборы деталей (группы исполнителей). 

Таким образом, задача организации сборочного производства 
сводится к сформулированной в главе 1 задаче поиска оптималь-
ной древовидной иерархии для секционной функции затрат. 

В общем случае для поиска оптимальной схемы сборки мож-
но использовать разработанные в [85] численные алгоритмы по-
иска оптимального дерева. Здесь же на примере простой модели 
проиллюстрируем возможные способы аналитического решения 
задачи. 
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Во-первых, будем предполагать, что технологические огра-
ничения отсутствуют, и допустимы все схемы сборки (все древо-
видные иерархии).  

Введем понятие сложности работы по присоединению дета-
ли (исполнителя, в терминах главы 1) к некоторому блоку. Будем 
считать, что сложность детали w ∈ N определяется некоторым 
положительным числом µ(w) (мерой этого исполнителя1), и не 
зависит от того, к какому блоку эта деталь присоединяется. 
Сложность присоединения блока s ⊆ N (к другому блоку) равна 
суммарной сложности деталей, из которых он состоит (мере 
группы исполнителей s). 

Будем считать, что трудоемкость присоединения блока опре-
деляется его сложностью, возведенной в неотрицательную сте-
пень α. Если на некотором этапе сборки соединяются r блоков 
и/или деталей со сложностями µ1, …, µr, то на этом этапе необхо-
димо выполнить 1−r  соединений блоков. Понятно, что выгоднее 
всего присоединять менее сложные блоки/детали к самому слож-
ному блоку, поэтому общая трудоемкость этапа сборки равна 

),,max( 11
αααα µµµµ rr KK −++ . 

Если вдобавок предположить, что затраты этапа равны его 
трудоемкости, возведенной в некоторую неотрицательную сте-
пень β, то получим, что затраты этапа сборки определяются вве-
денной в примере 5 функцией (I). Она задается формулой2 

βαααα µµµµµµ )],,max([),...,( 111 rrrc KK −++= . 
Логично полагать, что маржинальные затраты не убывают с 

ростом трудоемкости, то есть β ≥ 1.  
В [115] показано, что при β ≥ 1 функция затрат (I) сужающая, 

то есть оптимальным является 2-дерево. Следовательно, невы-
годно на одном этапе соединять более двух блоков, и при выборе 
схемы сборки достаточно рассматривать только такие схемы, в 
которых на каждом этапе соединяются ровно два блока. Заметим, 

                                                      
1 В самой простой интерпретации сложность присоединения дета-

ли (мера исполнителя) может быть пропорциональной ее массе.  
2 В работе [6], описанной в разделе 2.5, также исследуются иерар-

хии, моделирующие схемы сборки, однако там рассматриваются другая 
функция затрат этапа сборки. 



 146 

что в этом случае формула затрат этапа упрощается: затраты рав-
ны наименьшей из сложностей блоков, возведенной в неотрица-
тельную степень αβ: αβµµµµ ],min[),( 2121 =c . 

Если интерпретировать соединение более двух блоков на од-
ном этапе сборки как введение некоторого параллелизма в вы-
полнении этапа1, то полученный результат показывает невыгод-
ность такого распараллеливания. 

Далее, в [115] доказано, что если произведение αβ ≥ 1, то 
функция затрат является сильно сужающей, и оптимальна после-
довательная иерархия (см. рис. 2 в главе 1), в которой на каждом 
этапе сборки некоторый блок объединяется с одной из исходных 
деталей. То есть в последовательной иерархии отсутствуют эта-
пы, на которых между собой соединяются два сложных блока. 

С содержательной точки зрения последовательная иерархия 
соответствует использованию линейного сборочного конвейера, в 
котором на каждом его участке к частично собранному устройст-
ву добавляется новая мельчайшая деталь. 

Как показано в примере 21 главы 3, последовательная иерар-
хия также оптимальна и при αβ < 1, если сложности всех деталей 
(меры всех исполнителей, в терминах главы 1) одинаковы. То 
есть и в этом случае оптимален линейный конвейер2. 

Таким образом, рассмотренная модель позволяет обосновать 
экономическую целесообразность конвейерного производства. 

Продолжим аналогию с конвейером. Функция затрат (I) учи-
тывает затраты на сам процесс присоединения деталей к блоку, 
но не учитывает затрат на перемещение блока к следующему сбо-
рочному участку. Если считать, что эти затраты зависят только от 

                                                      
1 Постановка задачи предполагает, что каждый этап выполняет 

один сборщик. В этом случае распараллеливание представить довольно 
сложно. Однако оно вполне возможно в условиях роботизированного 
производства, когда один робот-сборщик может одновременно выпол-
нять несколько операций. 

2 Если иерархии с нормой управляемости больше двух считать за-
ведомо неоптимальными, то, используя следствие 6, можно доказать, 
что последовательная иерархия оптимальна и для неоднородной функ-
ции затрат более общего вида: c(µ1, µ2) = ϕ(min[µ1, µ2]), где ϕ – некото-
рая возрастающая функция. 
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сложности µ перемещаемого блока, то их учет добавляет к затра-
там этапа сборки слагаемое вида ϕ(µ), где ϕ(⋅) – некоторая неот-
рицательная возрастающая функция. 

Функция затрат (I) является однородной со степенью одно-
родности αβ. Чтобы иметь возможность использовать получен-
ные в главе 3 результаты для исследования модифицированной 
функции затрат, учитывающей затраты на перемещение блока, 
предположим, что затраты на перемещение равны Aµαβ, где A – 
положительный коэффициент, описывающий существенность 
этих затрат по сравнению с затратами на, собственно, соединение 
деталей. Тогда модифицированная функция затрат 

αββααα µµµµµµ )()),,max((),...,( 1111 ∑∑ == +−= r
i ir

r
i ir Ac K . 

также будет однородной степени αβ. 
Чтобы для такой функции затрат найти оптимальную (или 

хотя бы субоптимальную) схему сборки, в соответствии с разви-
ваемым в главе 3 подходом необходимо решить задачу (15) поис-
ка параметров наилучшего однородного дерева.  

Ограничимся поиском наилучшего однородного 2-дерева в 
предположении, что распараллеливание заведомо невыгодно. То-
гда, в соответствии с формулой (15), для поиска параметров наи-
лучшего однородного дерева достаточно найти пропорцию 

)1,( xx −  (где ]2/1,0(∈x ), минимизирующую функцию1 

(22) 
|)1(1| αβαβ

αβ

xx
Ax
−−−

+ . 

При стремлении x (первой компоненты пропорции) к нулю 
числитель функции (22) стремится к A, а знаменатель – к нулю, 
то есть вся функция стремится к бесконечности. Следовательно, 
минимум этой функции достигается некоторой внутренней точке 
x* > 0. Этот минимум легко находится численно. 

Оптимальная пропорция (x*, 1 – x*) показывает соотношение, 
в котором при оптимальной схеме сборки должны находиться 
сложности соединяемых на каждом этапе блоков. Так, если 
x* = 0.1, то сложности соединяемых блоков должны соотноситься 
как один к девяти. 

                                                      
1 Для простоты считаем, что αβ ≠ 1. 
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Рисунок 28. Пример сложного конвейера 

Поскольку оптимальная пропорция внутренняя, из утвер-
ждения 7 следует, что при степени однородности αβ ≥ 1 легко 
строится субоптимальная схема сборки (описанное в разделе 3.6 
TD-дерево) с затратами, ненамного превышающими затраты оп-
тимальной схемы. На рис. 28 приведен пример такой схемы для 
50-ти исполнителей одинаковой меры и пропорции (0.2, 0.8). 
Схема сборки состоит из основной конвейерной линии и не-
скольких соединяющихся с ней вспомогательных линий (конвей-
ерные линии обведены на рисунке пунктиром). 

Поскольку обычно оптимальная пропорция существенно 
асимметрична (x* близко к нулю), построить субоптимальное де-
рево при αβ < 1 в общем случае нельзя. Однако при удачном со-
отношении сложностей исходных деталей удается построить да-
же оптимальную схему сборки. Для этого сложности деталей 
должны быть таковы, чтобы на их основе можно было построить 
однородное дерево с нужной пропорцией (см. раздел 3.3). 
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Рисунок 29. График оптимальной пропорции при αβ = 0.5 

Численный анализ функции (22) показывает, что значение x* 
оптимальной пропорции с ростом коэффициента A (то есть, с 
ростом затрат на перемещение) возрастает от близких к нулю ве-
личин при малых A до величин порядка 0.3 … 0.5 при A = 1. 
Пример графика зависимости оптимальной пропорции x* от A 
приведен на рис. 29. Также x* возрастает с ростом степени одно-
родности функции затрат. 

Итак, в настоящем разделе задача построения оптимальной 
схемы организации сборочного производства сведена к задаче 
поиска оптимальной иерархии с секционной функцией затрат. 
Рассмотрены примеры однородных функций затрат, описываю-
щих производственные издержки сборочного производства. По-
казано, что в отсутствие затрат на перемещение оптимальна ли-
нейная конвейерная сборка, исследовано влияние затрат на пере-
мещение на вид оптимальной схемы сборки. 

4.2. Модель организационной иерархии 
Несмотря на то, что выше рассматривались примеры задач 

поиска оптимальной иерархии из различных предметных облас-
тей, все же основное приложение разработанные в главе 3 методы 
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находят при решении задач организационного дизайна – задач 
формирования структуры организационных систем. 

В настоящем разделе рассматривается пример решения зада-
чи поиска оптимальной организационной структуры. В его осно-
ву легла простая модель принятия решения менеджерами на ос-
нове отчетов от своих непосредственных подчиненных. 

Рассмотрим организацию, основной задачей которой являет-
ся реализация некоторого технологического процесса (например, 
процесса производства продукта или коммерческой деятельно-
сти). В этот процесс вовлечено n сотрудников – конечных испол-
нителей, каждый из которых выполняет некоторые фиксирован-
ные задачи, реализует некоторый этап процесса. 

В процессе работы у исполнителей могут возникать пробле-
мы, решение которых необходимо для успешной реализации по-
рученных им задач. Эти проблемы могут быть обусловлены не-
обходимостью координации работы исполнителей, отсутствием 
нужной информации, отработкой нештатных ситуаций (напри-
мер, брака производства) и многими другими причинами. 

Исполнители не могут самостоятельно решать данные про-
блемы в силу своей узкой специализации, ограниченности квали-
фикации и отсутствия времени. Поэтому возникает потребность 
делегирования решения проблем специально обученным сотруд-
никам – менеджерам. Менеджеры формируют систему управле-
ния, которая берет на себя обеспечение бесперебойного выполне-
ния технологического процесса, а значит, и успешное решение 
задач организации. 

Из-за большого количества проблем, возникающих в процес-
се работы исполнителей, один менеджер может не справляться с 
их решением, и эту задачу необходимо разбивать на подзадачи, 
поручая отдельным менеджерам управление отдельными участ-
ками технологического процесса – различными группами испол-
нителей. Однако если ответственность менеджера ограничена 
решением проблем лишь одной группы исполнителей, он не мо-
жет решать проблемы, в которые помимо исполнителей его груп-
пы вовлечены и другие сотрудники.  

В связи с этим возникает необходимость координации рабо-
ты менеджеров, для чего формируется новый, более высокий уро-
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вень системы управления, состоящий из менеджеров, управляю-
щих менеджерами. Эти менеджеры, в свою очередь, нуждаются в 
следующем уровне управления, координирующего их работу, и 
так далее до тех пор, пока на последнем уровне не останется 
лишь один менеджер (называемый топ-менеджером), которому 
непосредственно или опосредовано будут подчинены все менед-
жеры и исполнители организации, и который поэтому сможет 
решать любую возникающую проблему. Таким образом, система 
управления представляет собой иерархию (см. определение 1) над 
множеством исполнителей N = {1, …, n}. 

Содержание каждого менеджера требует затрат (зарплата, 
организация рабочего места и т.п.), в общем случае зависящих от 
объема выполняемой менеджером работы. Объем работы, в свою 
очередь, определяется количеством принимаемых менеджером 
решений, направленных на решение стоящих перед ним проблем. 

Предположим, что если менеджеру в единицу времени при-
ходится принимать P решений, то затраты на его содержание 
равны Pβ, где β – константа, описывающая скорость роста затрат. 
Логично считать, что маржинальные затраты [129] не убывают с 
ростом объема работы, то есть β ≥ 1. Параметр β описывает эф-
фективность работы менеджеров – более квалифицированные 
менеджеры при одинаковом числе проблем несут меньшие затра-
ты, а при одинаковых затратах решают большее число проблем. 

Пусть каждый исполнитель w ∈ N характеризуется своей ме-
рой µ(w), соответствующей количеству проблем, возникающих на 
его участке в единицу времени. Тогда число проблем, которые в 
единицу времени возникают у группы исполнителей, равно сум-
ме мер входящих в нее исполнителей, то есть мере группы. 

Менеджер принимает решения на основе отчетов, предостав-
ляемых его непосредственными подчиненными. Будем считать, 
что объем отчета, который готовит подчиненный для своего на-
чальника, равен µα, где µ – мера управляемой этим подчиненным 
группы исполнителей. Кроме того, предположим, что количество 
принимаемых начальником решений пропорционально суммар-
ному объему получаемых им отчетов. 

Параметр α, принимающий значения на отрезке [0, 1], ин-
терпретируется как коэффициент сжатия информации о пробле-
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мах в отчете. Этот коэффициент определяется типичностью про-
блем, возникающих у исполнителей – если у многих исполните-
лей возникает одинаковые проблемы, то объем отчета об этих 
проблемах слабо зависит от количества исполнителей1, и значе-
ние α существенно меньше единицы. Иначе говоря, параметр α 
описывает степень единообразия технологического процесса. С 
другой стороны, этот параметр может описывать «проблемность» 
технологического процесса – если α = 0, то объем отчета о работе 
группы исполнителей минимален и не зависит от размера группы, 
что соответствует отчету «Все в порядке».  

Итак, если k непосредственных подчиненных менеджера 
управляют группами мер µ1, …, µk, то суммарный объем подго-
товленного ими отчета равен µ1

α + … + µk
α, и затраты менеджера 

с точностью до константы равны 
(23) c(µ1, …, µk) = (µ1

α + … + µk
α)β. 

Тогда построение оптимальной организационной структуры 
сводится к поиску иерархии с минимальными суммарными затра-
тами менеджеров. Помимо собственно получения оптимальной 
иерархии интерес представляет и анализ зависимости ее основ-
ных характеристик – нормы управляемости менеджеров и затрат 
иерархии – от параметров модели (степени единообразия техно-
логического процесса α и квалификации менеджеров β).  

Результаты этого анализа позволяют выбирать наиболее эф-
фективные организационные мероприятия по снижению управ-
ленческих расходов и предусматривать меры по адаптации орга-
низационной структуры к изменению внешних условий. 

В рассматриваемом примере выражение (23) затрат менед-
жера совпадает с формулой функции затрат (II), введенной в раз-
деле 1.3 (пример 5). Как показано в [85], эта функция затрат мо-
нотонна по группам, следовательно, оптимальная иерархия имеет 
вид дерева. Там же показано, что при α ≥ 1 или β ≤ 1 оптимальна 
веерная иерархия. Поэтому интерес представляет поиск опти-
мального дерева в области параметров α < 1, β > 1. 

                                                      
1 Сравним, например объемы отчетов «Рабочему X необходимо 

приобрести рабочие рукавицы» и «Для работников слесарного цеха не-
обходимо приобрести 200 пар рабочих рукавиц». 
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В соответствии с подходом, разработанным в главе 3, для 
решения поставленной задачи найдем параметры наилучшего од-
нородного дерева – норму управляемости и пропорцию. 

Пусть степень однородности функции затрат αβ ≠ 1. По 
формуле (15), чтобы для фиксированной нормы управляемости k 
найти наилучшую пропорцию, необходимо найти пропорцию 
(y1, …, yk), минимизирующую выражение 
(24) |1|/)( 11 ∑ =−++ k

i ik yyy αββαα K . 
Как показано в разделе 3.5, достаточно ограничиться поис-

ком внутренних решений (в силу нормальности функции затрат и 
неограниченного роста выражения (24) при k = 2 и стремлении y1 
к нулю). Если α = 0, то выражение (24) не зависит от пропорции, 
поэтому рассмотрим случай α > 0. 

Лемма 4. Если при α > 0 минимум выражения (24) достига-
ется во внутренней точке (x1, …, xk), то найдутся такие числа a и 
b, что xi ∈ {a, b}, i = 1, …, k. 

Доказательство леммы 4 приведено в приложении. 

Иначе говоря, компоненты наилучшей пропорции могут 
принимать не более двух различных значений. В силу симметрии 
минимизируемой функции можно считать, что первые m компо-
нент пропорции равны a, а последние k – m компонент равны b. 
Тогда, поскольку сумма компонент пропорции всегда равна еди-
нице, b = (1 – ma)/(k - m), и выражение (24) принимает вид 

(25) 
|)]/()1)[((1|

))]/()1)[(((
αβαβ

βαα

mkmamkma
mkmamkma
−−−−−

−−−+ . 

Кроме того, поскольку компоненты пропорции положитель-
ны, 0 < a < 1/m, и поиск наилучшей пропорции для заданной нор-
мы управляемости k сводится к задаче минимизации выражения 
(25) по всем целым m от 1 до k и по всем a ∈ (0, 1/m). 

Этих упрощений достаточно, чтобы для любой максималь-
ной нормы управляемости r предложить эффективный численный 
алгоритм [95] поиска параметров наилучшего однородного 
r-дерева. Алгоритм сводится к тому, чтобы для каждой нормы 
управляемости k от 2 до r и для всех m от 1 до k минимизировать 
на интервале (0, 1/m) гладкую нелинейную функцию (25) и затем 
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выбрать оптимальную комбинацию k, m и a. Численную миними-
зацию можно проводить, комбинируя метод сетки [105] и метод 
Ньютона [105] (на интервале минимизации выбирается заданное 
количество точек с фиксированным шагом и в качестве началь-
ной точки для метода Ньютона выбирается точка, в которой дос-
тигается минимум функции). 

Результаты численного расчета наилучшей нормы управляе-
мости однородного дерева приведены на рис. 30. Видно, что для 
больших значений параметра β оптимальны 2-деревья (область их 
оптимальности отмечена на рисунке числом «2»). С уменьшени-
ем β, а также со стремлением α к единице, последовательно ста-
новятся оптимальными 3-деревья, 4-деревья и т.д. (эти области 
подписаны на рисунке числами «3», «4», …). 

Также видно, что при относительно малых β оптимальны 
симметричные 2-деревья с пропорцией x* = (0.5, 0.5). Для β > 6.7 
имеется область, где оптимальны асимметричные 2-деревья (об-
ласть их оптимальности выделена на рис. 30 пунктиром), в кото-
рых соотношение компонент пропорции варьируется в широких 
пределах. 

 
Рисунок 30. Нормы управляемости  

наилучшего однородного дерева для функции затрат (II) 
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Рисунок 31. Численное моделирование для функции затрат (II) 

(нелинейная ось абсцисс) 

Более подробные вычисления [95] показывают, что в иссле-
дуемой области параметров α и β имеются и области оптималь-
ности асимметричных 3-деревьев, 4-деревьев и так далее. Все эти 
области локализованы в правой части рисунка, где α близко к 
единице. На рис. 31 приведен численный расчет параметров наи-
лучшего однородного дерева в области α ∈ [0.999, 1), β ∈ [1, 30] 
с нелинейным шагом по α. Области оптимальности асимметрич-
ных деревьев выделены серым фоном и обозначены «2а», «3а» и 
т.д. Области оптимальности симметричных деревьев обозначены 
«2с», «3с» и т.д. 

Проведенный анализ позволяет сделать вывод, что, по край-
ней мере, в наиболее важной с практической точки зрения облас-
ти параметров (α ∈ [0, 1], β ∈ [1, 6]) наилучшие однородные де-
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ревья симметричны. Найдем аналитическое выражение для гра-
ниц областей оптимальности различных норм управляемости.  

Для нормы управляемости k и симметричной пропорции вы-
ражение (24) приобретает вид kβ(1 – α)/ |1 – k1 – αβ|. Следовательно, 
на границе между областями оптимальности k-деревьев и 
(k + 1)-деревьев выполняется равенство 

kβ(1 – α)/ |1– k1 – αβ| = (k + 1)β(1 – α)/ |1– (k + 1)1 – αβ|. 
Вводя новую переменную t = αβ, и разрешая получившуюся 

систему уравнений относительно α и β, получаем в плоскости 
α × β семейство параметрических кривых 
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Подставляя в эти выражения k = 2, получаем уравнение гра-
ницы областей оптимальности 2-деревьев и 3-деревьев, подстав-
ляя k = 3 – 3-деревьев и 4-деревьев, и так далее. Полученные кри-
вые изображены сплошными линиями на рис. 30. 

Итак, показано, что при α ∈ [0, 1], β ∈ [1, 6] наилучшее од-
нородное дерево симметрично, то есть каждый менеджер делит 
подчиненную ему группу исполнителей между своими непосред-
ственными подчиненными на части равной меры. Норму управ-
ляемости r(α, β) наилучшего однородного дерева для любых зна-
чений параметров α, β можно определить1 из рис. 30. 

Если обозначить через µ суммарную меру всех исполнителей 
множества N, то, по формуле (9), затраты этого однородного де-
рева определяются выражением 

(26) 
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По утверждению 5 это же выражение задает и нижнюю 
оценку затрат оптимального дерева. В виду симметричности ре-
шения, при αβ ≥ 1 эта оценка хорошо описывает затраты опти-

                                                      
1 Дополнительного рассмотрения требует случай αβ = 1, но он не 

меняет рисунка в силу непрерывной зависимости затрат от параметров. 
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мального дерева, и, кроме того, легко построить субоптимальное 
дерево (TD-дерево, описанное в разделе 3.6) с затратами, близки-
ми к нижней оценке. Если αβ < 1, то субоптимальное дерево 
(BU-дерево из раздела 3.6) можно построить в том случае, когда 
меры всех исполнителей одинаковы или являются целыми степе-
нями наилучшей нормы управляемости r(α, β). 

Проанализируем зависимость нормы управляемости опти-
мального дерева и его затрат от параметров модели – квалифика-
ции менеджеров β и степени единообразия технологии α.  

Из рис. 30 видно, что с ростом квалификации (с уменьшени-
ем параметра β) оптимальная норма управляемости растет, то 
есть более квалифицированным менеджерам назначается большее 
количество непосредственных подчиненных. Это вполне объяс-
нимо и с содержательной точки зрения – более квалифицирован-
ные менеджеры выполняют больший объем работы. 

Более неожиданным является то, что оптимальная норма 
управляемости увеличивается с ростом степени атипичности про-
блем (параметра α). Действительно, если считать, что меры всех 
исполнителей больше единицы, то легко проверить, что с ростом 
α объем работы менеджера, определяемый выражением µαr1-α, 
увеличивается, а, следовательно, возрастают его затраты. Увели-
чение нормы управляемости r еще сильнее увеличивает объем 
выполняемой менеджером работы.  

Однако, как показано в главе 3, общее количество менедже-
ров в иерархии равно (n – 1)/(r – 1), то есть с ростом нормы 
управляемости количество менеджеров убывает. Оказывается, 
что уменьшение числа менеджеров – это самый «дешевый» спо-
соб противодействия росту степени атипичности проблем, по-
скольку при усложнении иерархии в решении большого количе-
ства проблем участвуют все больше и больше менеджеров, что 
увеличивает суммарные затраты. 

Для оценки влияния параметров α и β на затраты оптималь-
ной иерархии найдем приближенное аналитическое выражение 
для оптимальной нормы управляемости r(α, β). Известно, что при 
оптимальной норме управляемости выражение kβ(1 – α)/ |1– k1 – αβ| 
достигает минимума по всем целым k > 1. Для упрощения задачи 
снимем ограничение целочисленности k и найдем оптимальную 
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норму управляемости из условий первого порядка. Эта (нецело-
численная) норма управляемости определяется выражением 

αββαββα −−−= 1
1

)]1/()1([),(r . 
Подставляя ее в формулу (26), получаем примерную зависи-

мость затрат оптимальной иерархии от параметров модели. 
Кроме того, вычислим затраты топ-менеджера иерархии, оп-

ределяемые формулой 
)1(),()()),(/1),...,,(/1()( αβαβαβ βαµβαβαµ −= rNrrcN . 

Теперь легко проверить, что, с ростом α (степени атипично-
сти проблем) как затраты оптимальной иерархии, так и затраты 
топ-менеджера возрастают. Это вполне ожидаемо из содержа-
тельной интерпретации задачи. Также вполне логично, что затра-
ты оптимальной иерархии монотонно убывают с ростом уровня 
квалификации менеджеров (с уменьшением параметра β). 

 
Рисунок 32. Пример зависимости затрат топ-менеджера  

от параметра β при α = 0.2 

Однако зависимость затрат топ-менеджера от параметра β 
уже не столь очевидна. Из рис. 32 видно, что с ростом квалифи-
кации (с уменьшением β) затраты топ-менеджера сначала умень-
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шаются (ведь его квалификация также растет), а затем начинают 
возрастать. Дело в том, что, как было отмечено выше, с ростом 
квалификации менеджеров растет и оптимальная норма управ-
ляемости, уменьшается количество менеджеров в иерархии, и, 
следовательно, растут затраты отдельного менеджера. 

Следовательно, если высшее руководство организации вкла-
дывает средства в повышение квалификации менеджеров иерар-
хии, например в их обучение, то эти действия приводят к умень-
шению управленческих расходов иерархии, однако затраты само-
го высшего руководства при этом могут и возрасти, если, конеч-
но, иерархия параллельно изменяется с тем, чтобы наилучшим 
образом использовать новые условия. 

Таким образом выглядят результаты исследования задачи 
поиска оптимальной иерархии для простой модели, сформулиро-
ванной в начале настоящего раздела. Теперь эту модель можно 
постепенно усложнять, включая в нее новые факторы, влияющие 
на затраты менеджера.  

Во-первых, заметим, что работа менеджера состоит не только 
в принятии решений, но и в составлении отчетов для своего непо-
средственного начальника (даже топ-менеджер, у которого нет 
руководителя, должен отчитываться о работе организации, на-
пример, перед акционерами). Если менеджер управляет группой 
меры µ, то он готовит своему руководителю отчет объема µα. 
Введем новый параметр A, описывающий трудоемкость состав-
ления отчетов по сравнению с процессом решения проблем. То-
гда к объему выполняемой менеджером работы необходимо до-
бавить слагаемое Aµα. 

Далее, среди допущений, легших в основу модели работы 
менеджера, одним из наиболее сильных является предположение 
о линейной зависимости между количеством принимаемых ме-
неджером решений и суммарным объемом отчетов αα µµ r++K1 , 
предоставляемых его непосредственными подчиненными.  

Действительно, более логично считать, что менеджер в пер-
вую очередь включает в отчет для своего руководителя информа-
цию о проблемах, которые сам менеджер решить не в состоянии. 
Соответственно, разница между суммарным объемом отчетов 
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µ1
α + … + µk

α и объемом (µ1 + … + µk)α отчета, отправляемого на-
чальнику, является более адекватной характеристикой количества 
решенных менеджером проблем, чем суммарный объем получае-
мых отчетов. Тогда формулу объема работы следует скорректи-
ровать, вычтя слагаемое (µ1 + … + µk)α. 

В то же время, принятие решения о том, что ту или иную 
проблему сам менеджер решить не в состоянии, и должен пере-
дать ее своему руководству, тоже требует трудозатрат. Если обо-
значить через B сравнительную трудоемкость принятия такого 
решения по сравнению с самостоятельным решением проблемы, 
то учет этих трудозатрат сводится к добавлению слагаемого 
B(µ1 + … + µk)α к формуле объема работы менеджера. 

Подытоживая все сказанное, приходим к выводу, что скор-
ректированный объем работы менеджера должен определяться 
формулой1 ααα µµµµ )...)(1( 11 rr BA ++−++++K , а его затраты 
(27) βααα µµµµµµ ])...)(1([),...,( 111 rrr BAc ++−++++= K . 

Поиск оптимальных деревьев для этой функции затрат про-
водится по той же схеме, что и для функции (II). Для функции 
(30) можно доказать аналог леммы 4, который позволяет исполь-
зовать для решения задачи описанный выше алгоритм. Результа-
ты его работы показывают, что области оптимальности различ-
ных норм управляемости качественно соответствуют рис. 30 – 
просто если коэффициент 1−+ BA  больше нуля, то границы всех 
областей сдвигаются на рисунке вверх, в сторону больших значе-
ний параметра β (включая и обозначенную пунктиром границу 
области оптимальности асимметричных иерархий). Если же 

01 <−+ BA , то границы всех областей сдвигаются вниз.  
Таким образом, если при фиксированных параметрах α и β 

коэффициент A + B растет (то есть растут трудозатраты менедже-
ра по общению со своим руководителем), то оптимальная норма 
управляемости возрастает, если же BA +  убывает, то и опти-
мальная норма управляемости убывает. 

                                                      
1 Заметим, что из формулы (7) следует, что объем работы менед-

жера всегда неотрицателен. 
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Качественный вид зависимости оптимальной нормы управ-
ляемости, затрат оптимальной иерархии и затрат топ-менеджера 
от параметров α и β будет таким же, как и для функции (II).  

4.3. Исполнение приказов и детализация планов 
Рассмотренная в предыдущем разделе модель базировалась 

на предположении, что затраты менеджера зависят от количества 
проблем, которые решает этот менеджер. При этом источником 
проблем были конечные исполнители, а одной из задач менедже-
ров иерархии было информирование руководства о возникающих 
проблемах, то есть обеспечение движения информации снизу 
вверх, от нижних уровней иерархии к топ-менеджеру. 

Однако в организации присутствуют и информационные по-
токи, направленные сверху вниз, от топ-менеджера к его подчи-
ненным и далее до конечных исполнителей. Например, подобные 
информационные потоки возникают в процессе планирования 
функционирования организации. 

Cначала высшее руководство (например, собрание акционе-
ров) определяет стратегический план функционирования и разви-
тия организации. План, оформленный соответствующими доку-
ментами, доводится до топ-менеджера организации, чья задача 
состоит в том, чтобы дополнить этот план, обычно довольно об-
щий и схематичный,  конкретными деталями, действиями и ме-
роприятиями, необходимыми для успешной его реализации.  

Выполнение запланированных действий относится к сфере 
ответственности различных непосредственных подчиненных топ-
менеджера, поэтому он должен, помимо всего прочего, подгото-
вить более детальный план работы для каждого из подразделе-
ний, управляемых его непосредственными подчиненными. 

Эти более детальные планы передаются непосредственным 
подчиненным топ-менеджера, и теперь уже они должны проде-
лать такую же работу по детализации планов и по разбиению их 
на «подпланы» для своих непосредственных подчиненных. Про-
цесс уточнения и детализации продолжается до тех пор, пока ка-
ждый исполнитель на самом нижнем уровне иерархии не получит 
свой максимально детализированный план работы. 
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Такие же нисходящие информационные потоки характерны и 
для процесса разработки и исполнения приказов. Менеджеры 
анализируют полученные от своих начальников указания для то-
го чтобы определить, какие из подчиненных им подразделений 
будут участвовать в выполнении приказа, формируют для руко-
водителей этих подразделений более подробные инструкции, в 
частности, по организации взаимодействия между ними, и пере-
дают эти инструкции вниз по иерархии. 

В данном разделе рассматриваются одна из возможных фор-
мализаций процесса планирования и исполнения приказов, и ре-
шается задача поиска оптимальной иерархической структуры 
системы управления организацией, в которой основной задачей 
менеджеров является именно детализация планов и выполнение 
приказов руководства. Формулировка модели приводится в тер-
минах исполнения приказов – процессы планирования описыва-
ются аналогично. 

Пусть в технологический процесс организации вовлечено n 
исполнителей. Работы, порученные исполнителям, могут требо-
вать различных усилий по  управлению ими, поэтому для каждо-
го исполнителя w ∈ N = {1, …, n} определим число µ(w) (меру) 
описывающее сложность управления этим исполнителем. На 
протяжении данного раздела будем считать, что меры всех ис-
полнителей одинаковы и равны единице (это предположение су-
щественно упрощает содержательную интерпретацию модели). 
Тогда объем максимально детализированной инструкции, под-
робно регламентирующей работу некоторой группы исполните-
лей s ⊆ N (измеряемый, например, количеством знаков в соответ-
ствующем документе), будет пропорционален суммарной мере 
µ(s) исполнителей группы, то есть количеству входящих в нее 
исполнителей.  

Однако на практике создание такой подробной инструкции 
действий для сколько-нибудь большой группы сотрудников не-
возможно – руководители верхних уровней иерархии зачастую 
просто не обладают настолько подробной информацией о работе 
подчиненных им исполнителей.  

Поэтому реальный объем приказа, который получает от сво-
его начальства менеджер крупного подразделения, будет сущест-
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венно меньше, и информации, содержащейся в нем, будет недос-
таточно для полного описания того, что должны делать подчи-
ненные этого менеджера. Ниже будем считать, что объем прика-
за, получаемый менеджером, управляющим группой меры µ, ра-
вен µα, где α ∈ [0, 1] – коэффициент, определяющий то самое не-
избежное сжатие информации. 

Задача менеджера состоит в том, чтобы проанализировать 
каждое положение приказа с целью определения того, какие из k 
непосредственно подчиненных ему подразделений будут вовле-
чены в процесс исполнения данного приказа, то есть, по сути, 
решить задачу классификации. 

Если приказ касается просто организации работы подразде-
лений, то объем работы менеджера по анализу каждого положе-
ния приказа будет пропорционален количеству k его непосредст-
венных подчиненных. Однако если реализация приказа, помимо 
индивидуальной работы подразделений, требует их согласован-
ного взаимодействия, менеджер уже вынужден думать о том, тре-
буется ли организовать совместную работу каждой пары непо-
средственных подчиненных, и объем работы над каждым поло-
жением приказа будет пропорционален k2. В общем случае объем 
работы задается некоторой функцией ρ(k), а совокупный объем 
работы менеджера пропорционален µαρ(k).1 

Затраты менеджера могут нелинейно зависеть от объема P 
выполняемой им работы. Будем считать, что эта зависимость 
описывается степенной функцией вида Pβ. Тогда если анализ по-
ложений приказа является единственной работой менеджера, то 
его затраты задаются выражением µαβρ(k)β, то есть описываются 
введенной в разделе 1.3 мультипликативной функцией затрат. 

                                                      
1 Такая зависимость объема работы менеджера от меры управляе-

мой группы µ и нормы управляемости k может возникать не только при 
решении задачи классификации. Например, работа менеджера может 
состоять в ознакомлении непосредственных подчиненных с положе-
ниями полученного им приказа. Если менеджер собирает для этого сво-
их подчиненных вместе, то объем его работы пропорционален объему 
приказа µα, если он знакомит с приказом каждого из k своих починен-
ных по отдельности, то объем работы пропорционален kµα. 



 164 

Однако в рамках рассматриваемой модели менеджер должен 
еще дополнить и детализировать полученный приказ, превратив 
его в k приказов для своих непосредственных подчиненных. Бу-
дем считать, что объем связанной с этим работы пропорционален 
разнице µ1

α + …+ µk
α – µα между суммарным объемом детализи-

рованных приказов и объемом полученного приказа.  
Следовательно, если k непосредственных подчиненных ме-

неджера управляют группами исполнителей с мерами µ1, …, µk, а 
сам он управляет группой меры µ = µ1 + …+ µk, то его затраты 
определяются выражением  
(28) (Aµαρ(k) + µ1

α + …+ µk
α – µα)β,  

где A – коэффициент, описывающий трудоемкость анализа одно-
го положения приказа по сравнению с трудоемкостью его детали-
зации для подчиненных. 

Ниже, как и в предыдущем примере, решается задача поиска 
иерархии с наименьшими затратами на содержание менеджеров. 
Основной интерес представляет зависимость нормы управляемо-
сти оптимальной иерархии и ее затрат от параметров модели.  

При этом уменьшение параметра β соответствует росту об-
щей квалификации менеджеров, как управленцев, повышению их 
способности к переработке информации. Увеличение же пара-
метра α можно интерпретировать как рост уровня специализации 
менеджеров, их информированности о технологических особен-
ностях функционирования данной организации, что позволяет им 
готовить более детальные приказы для своих подчиненных.  

Рассмотрим произвольного менеджера, управляющего груп-
пой исполнителей меры µ, r непосредственных которого управ-
ляют группами исполнителей с мерами µ1, …, µr. Легко прове-
рить, что объем µ1

α + …+ µk
α – µα работы этого менеджера по де-

тализации получаемых приказов немонотонно зависит от показа-
теля степени α, возрастая до некоторого значения α, а затем убы-
вая до нуля при α, стремящемся к единице1.  

                                                      
1 Степень однородности рассматриваемой функции затрат равна 

αβ. Согласно описываемым в разделе 1.5 статистическим данным, в 
коммерческих фирмах степень однородности функции затрат менедже-
ра не превышает 0.4. Поскольку параметр β обычно близок к 1, то мож-
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Эта немонотонность является результатом двух тенденций – 
стремления суммарного объема работы всех менеджеров иерар-
хии к уменьшению с ростом уровня специализации α этих ме-
неджеров (более специализированные менеджеры легче и быст-
рее принимают правильные решения), и стремления объема рабо-
ты по детализации приказов к увеличению (более специализиро-
ванные менеджеры сильнее детализируют приказы). 

На практике при подборе персонала редко удается найти 
достаточное количество сотрудников, которые были бы одновре-
менно и специалистами в технологии, и опытными управленца-
ми, и приходится искать некоторый компромисс в обладании 
этими навыками. Исследование влияния параметров α и β на за-
траты оптимальной иерархии позволяет в процессе формирова-
ния команды менеджеров сделать выбор между специалистами и 
профессиональными управленцами. 

Можно проверить, что функция затрат (28) монотонна по 
группам (см. определение в главе 1), и, следовательно, оптималь-
ную иерархию достаточно искать на классе деревьев.  

Рассматриваемая функция затрат представляет собой «гиб-
рид» мультипликативной функции и функции затрат (27), вве-
денной в конце предыдущего раздела. Поэтому сначала рассмот-
рим решение задачи поиска оптимальной иерархии для мультип-
ликативной функции затрат вида (µαρ(k))β. 

Степень ее однородности равна αβ. Для поиска оптимальной 
древовидной иерархии в соответствии с подходом главы 3 найдем 
параметры наилучшего однородного дерева. В примере 17 пока-
зано, что для этой функции затрат достаточно рассматривать 
только симметричные пропорции вида (1/k, …, 1/k). 

Пусть степень однородности αβ ≠ 1. Подставим оптималь-
ную пропорцию (1/k, …, 1/k) в минимизируемое выражение фор-
мулы (15). Получим функцию |1|/)( 1 αββρ −− kk . Чтобы найти 
оптимальную норму управляемости, необходимо найти ее мини-
мум по всем целым k, большим единицы. 

                                                                                                                  
но сделать вывод о том, что значений α, превышающих, скажем, 0.5, на 
практике не наблюдалось. 
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Например, рассмотрим случай, когда объем работы менед-
жера линеен по количеству его непосредственных подчиненных, 
то есть ρ(k) = k. Тогда минимизируем функцию |1|/ 1 αββ −− kk . 

Легко проверить, что при β + αβ < 1 эта функция монотонно 
стремится к нулю при k → +∞. Следовательно, нижняя грань в 
формуле (15) не достигается по норме управляемости. Подстав-
ляя симметричную пропорцию в формулу (14) находим, что для 
произвольного множества из n исполнителей оптимальная норма 
управляемости равна n. Если при этом меры всех исполнителей 
равны между собой, то оптимальна веерная иерархия. 

Если β + αβ ≥ 1, то из условия первого порядка (равенства 
нулю производной) имеем следующее уравнение относительно k:  
β (1 – k1–αβ) = (αβ – 1)k1–αβ, из которого находим 

1
1

* 1 −








 −+
=

αβ

β
αββk . 

Аналогично примеру 16 показывается, что для заданных па-
раметров α и β функции затрат оптимальная норма управляемо-
сти r* будет одним из ближайших целых к величине k*.  

Чтобы изобразить в плоскости параметров α ×β области, в 
которых оптимальной будет та или иная норма управляемости, 
заметим, что на границе областей, в которых оптимальны k-
деревья и (k + 1)-деревья, затраты k-деревьев и (k + 1)-деревьев 
одинаковы, то есть выполняется равенство 
(29) |)1(1|/)1(|1|/ 11 αββαββ −− +−+=− kkkk . 

Вводя новую переменную t = αβ, и разрешая получившуюся 
систему уравнений относительно α и β, получаем в плоскости 
α × β семейство параметрических кривых 
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Так, положив, к примеру, в этой формуле k = 2, получим в 
плоскости параметров α ×β уравнение границы областей, в кото-
рых оптимальны 2-деревья и 3-деревья. 
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Рисунок 33. Оптимальные нормы управляемости  

для мультипликативной функции затрат с(r, µ) = µαβrβ 

На рис. 33 изображены области оптимальности различных 
значений нормы управляемости. При достаточно больших α и β 
оптимальны 2-деревья, при уменьшении этих параметров стано-
вятся оптимальными 3-деревья, далее – 4-деревья, и т.д. 

Чем ближе параметры функции затрат α и β к кривой 
β + αβ = 1, тем большие значения принимает оптимальная норма 
управляемости. Ниже этой кривой оптимальны веерные иерархии 
(на рисунке эта область отмечена символом «∞»). В силу непре-
рывности функции затрат по степени однородности αβ рис. 33 
остается верным и для αβ = 1, поэтому в проведении отдельного 
расчета для этого случая нет необходимости. 

Вернемся к рассмотрению «гибридной» функции (28). При 
интересных с содержательной точки зрения сочетаниях парамет-
ров для составляющих этой функции затрат (мультипликативной 
функции и функции (II)) наилучшие однородные деревья были 
симметричны. Поэтому при поиске оптимальной иерархии огра-
ничимся поиском наилучших симметричных деревьев. 

Тогда в соответствии с формулой (15), чтобы при фиксиро-
ванных параметрах α, β и A найти норму управляемости наилуч-
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шего однородного дерева, необходимо найти целое число k, 
большее единицы, при котором достигается минимум функции 

|1|/)1)(( 11 αββαρ −− −−+ kkkA . 
Эта задачу легко решить численно. 
Чтобы проанализировать зависимость оптимальной нормы 

управляемости от параметров, изобразим границы областей оп-
тимальности различных норм управляемости на плоскости пара-
метров α ×β (при фиксированном A). Для этого выпишем условие 
равенства затрат симметричных деревьев с нормой управляемо-
сти k и k + 1, аналогичное уравнению (29): 
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k
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k
kkA , k = 2,3, … 

 
Рисунок 34. Оптимальные нормы управляемости  

для функции затрат (28) при A = 0.5 

Если, как и выше, принять ρ(k) равным k и зафиксировать 
параметр A, то решая (численно, поскольку аналитическое реше-
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ние получить в общем случае невозможно) эти уравнения, полу-
чаем семейство кривых в плоскости α × β, описывающих грани-
цы областей оптимальности различных норм управляемости. 

Скажем, на рис. 34 оптимальные нормы управляемости изо-
бражены для значения параметра A (описывающего трудоемкость 
анализа приказа по сравнению с его детализацией) равного 0.5. 
Из рисунка видно, что и с уменьшением уровня специализации 
менеджеров (уменьшением α), и с ростом их квалификации 
(уменьшением β), оптимальная норма управляемости растет.  

Таким образом, иерархии, составленные из «чистых» управ-
ленцев (для них значение α относительно мало), должны быть 
более «плоскими», то есть включать меньшее количество менед-
жеров, имеющих большее количество непосредственных подчи-
ненных. Использование же в роли менеджеров специалистов в 
технологии (с большим значением α) предполагает более «высо-
кие» иерархии с меньшей нормой управляемости. 

 
Рисунок 35. Оптимальные нормы управляемости  

для функции затрат (28) при A = 0.05 
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В то же время, если детализация плана становится более тру-
доемкой по сравнению с его анализом (то есть если значение па-
раметра A уменьшается), это правило может и нарушаться.  

Так, например, на рис. 35 изображены оптимальные нормы 
управляемости для A = 0.05. Легко видеть, что при небольших 
значениях β (более квалифицированных менеджерах) сохраняется 
прежняя зависимость нормы управляемости от уровня специали-
зации α, в то время как при β > 1.03 оптимальная норма управ-
ляемости с ростом α уже не убывает, а растет. 

Чтобы ответить на вопрос о том, кто для организации более 
выгоден – специалисты в технологии или «универсальные» 
управленцы, исследуем зависимость затрат оптимальной иерар-
хии от уровня специализации менеджеров (параметра α). 

Для простоты положим значение параметра β (уровня квали-
фикации менеджеров) равным единице и, аналогично тому, как 
это делалось в разделе 4.2, найдем приближенное аналитическое 
выражение для оптимальной нормы управляемости. 

При β = 1 для ее нахождения необходимо найти целочислен-
ную норму управляемости k, минимизирующую выражение 

|1|/)1( 11 αα −− −−+ kkAk . Ослабив ограничение целочисленно-
сти, из условий первого порядка без труда находим, что опти-
мальная норма управляемости (нецелочисленная), задается выра-
жением 1* −= α αk . Заметим, что она не зависит от значения па-
раметра A (трудоемкости анализа приказа по сравнению с трудо-
емкостью его детализации). 

Подставив найденную оптимальную норму управляемости в 
формулу (12), получим приближенное выражение для затрат оп-
тимальной иерархии, зависящее от количества исполнителей n, а 
также от параметров α и A. 

Приведем пример зависимости затрат оптимальной иерархии 
(точнее, их приближенного значения) от параметра α для количе-
ства исполнителей n = 1000. 
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Рисунок 36. Пример зависимости затрат оптимальной иерархии 
от уровня специализации менеджеров (параметра α) при n = 1000 

Семейство кривых на рис. 36 описывает зависимости затрат 
иерархии от α при различных значениях параметра A. Из рисунка 
видно, что если детализация приказов играет большую роль в ра-
боте менеджеров (то есть значение параметра A мало), то затраты 
иерархии минимальны при большом уровне специализации ме-
неджеров (максимальном значении α). Значит, в этом случае ор-
ганизации более выгодно иметь менеджеров – специалистов в 
технологии. Однако с увеличением роли работы по классифика-
ции положений приказа (с ростом параметра A) затраты «узких 
специалистов» возрастают, и при A, больших 0.05, затраты ие-
рархии минимальны уже при минимальном α, то есть становится 
выгодным формировать организационную иерархию из «универ-
сальных» управленцев. 

Рис. 34-36 показывают, что характеристики оптимальной ие-
рархии сложным образом зависят от параметров функции затрат 
менеджеров. Поэтому обоснованные выводы о выгодности тех 
или иных управленческих действий по изменению организацион-
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ной структуры можно делать лишь после подробного анализа 
конкретной ситуации, в которой находится организация. 

4.4. Два примера поиска оптимальных деревьев 
В примере 5 главы 1 были рассмотрены несколько классов 

однородных функций затрат менеджеров и приведена их содер-
жательная интерпретация в терминах информационных взаимо-
действий в коллективе. Для краткости эти классы были пронуме-
рованы латинскими цифрами от (I) до (V). 

На протяжении всей книги функции (I)-(V) использовались 
как для иллюстрации изложения, так и в качестве основы в со-
держательных моделях поиска оптимальных иерархий. Так, на-
пример, в разделе 4.1 задача организации сборочного производ-
ства была сведена к задаче поиска оптимальной иерархии для 
функции затрат менеджера (I). В разделе 4.2 решалась задача по-
иска оптимальной организационной иерархии для функции затрат 
(II). В примерах 19 и 20 предыдущей главы функции затрат (I) и 
(III) иллюстрировали процедуру поиска наилучших однородных 
деревьев для случая граничных решений. 

Чтобы завершить исследование функций затрат (I)-(V), в 
данном разделе рассматриваются задачи поиска оптимальных 
древовидных иерархий для двух последних функций, (IV) и (V). 

Пример 22. Рассмотрим функцию затрат (IV), определяемую 
выражением βαα µµµµµ ])([),,...,( 11 ∑ = −= r

i irc . Ее содержатель-
ная интерпретация была приведена в примере 5. 

Найдем оптимальную древовидную иерархию для такой 
функции затрат менеджера1, определив, в соответствии с резуль-
татами раздела 3.5, параметры наилучшего однородного дерева. 

Пусть степень однородности функции затрат αβ ≠ 1. Тогда 
по формуле (15), чтобы для фиксированной нормы управляемо-
сти k найти оптимальную пропорцию, необходимо выбором про-
порции (y1, …, yk) минимизировать выражение 

                                                      
1 Заметим, что функция затрат (IV) немонотонна по группам и, зна-

чит, оптимальное дерево может не быть оптимальным на множестве 
всех иерархий. Поэтому результаты настоящего раздела применимы для 
постановок задач, которые априорно исключают недревовидность. 
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(30) |1|/)( 11 ∑ =−−−− k
i ik yyyk αββαα K . 

Поскольку функция затрат является строго нормальной, дос-
таточно ограничиться поиском внутренних решений. 

В [115] показано, что функция затрат (IV) является сужаю-
щей (см. определение в разделе 1.4) при β ≥ 1, поэтому при β ≥ 1 
оптимальны 2-деревья и в формуле (30) достаточно рассматри-
вать случай k = 2. Тогда выражение (30) принимает вид  

|)1(1|
))1(2(

αβαβ

βαα

yy
yy

−−−
−−− , 

и для поиска оптимальной пропорции (y, 1 – y) достаточно мини-
мизировать его по y ∈ (0, 1). Это можно сделать численно для 
любых α, β. Результаты расчета приведены на рис. 37. Имеется 
область, в которой оптимальны асимметричные 2-деревья (об-
ласть «2а»), причем с ростом как α, так и β асимметричность оп-
тимальной пропорции растет (значение y уменьшается). 

 
Рисунок 37. Результаты численного моделирования  

для функции затрат (IV), β ≥ 1 

Теперь рассмотрим область β < 1. 
Лемма 5. Если β < 1, то симметричная пропорция доставляет 

минимум выражению (30). 
Доказательство леммы 5 приведено в приложении. 
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Для симметричной пропорции функция (30) принимает вид: 

(31) 
|1|

)(
1

1

αβ

βα

−

−

−
−

k
kk , 

и для нахождения оптимальной нормы управляемости необходи-
мо минимизировать ее по всем целым k от 2 до n (напомним, что 
n – количество исполнителей). 

Легко заметить, что если β < 1/(1 + α), то предел функции 
(31) при k → +∞ равен нулю, и, следовательно, при достаточно 
большом количестве исполнителей n оптимальная норма управ-
ляемости равна n (и если при этом меры всех исполнителей оди-
наковы, то оптимальна веерная организация).  

Однако функция (31) немонотонна, например, для α = 0.1, 
β = 0.8 она изображена на рис. 38. Из рисунка видно, что если 
количество исполнителей меньше примерно 10000, оптимальна 
норма управляемости 3, а при n больше 10000 оптимальна мак-
симальная возможная норма управляемости n. 

 
Рисунок 38. Сравнение затрат для различных норм  

управляемости при α = 0.1, β = 0.8 (нелинейная шкала абсцисс) 

Исследуем зависимость оптимальной нормы управляемости 
от параметров α и β функции затрат в предположении, что коли-
чество исполнителей очень велико, то есть изобразим на плоско-
сти α ×β зависимость  



 175 

(32) 
|1|

)(minarg),( 1

1

,...,2

*
αβ

βα

βα
−

−

+∞= −
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=
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kkr

k
. 

К сожалению, аналитического выражения для оптимальной 
нормы управляемости найти не удается. На рис. 39 представлены 
результаты численного решения задачи (32). 

 
Рисунок 39. Оптимальные нормы управляемости  

для функции затрат (IV) 

Из рисунка видно, что оптимальная норма управляемости 
уменьшается с ростом параметров α и β функции затрат, кроме 
того, при уменьшении как α, так и β наблюдается скачкообраз-
ный переход от конечной к бесконечной норме управляемости.  

На основе полученных значений нормы управляемости наи-
лучшего однородного дерева можно по формуле (9) вычислить 
нижнюю оценку затрат оптимальной древовидной иерархии для 
функции затрат (IV). По утверждению 7, в области параметров, 
где степень однородности αβ функции затрат не меньше едини-
цы, эта оценка имеет хорошую точность. Кроме того, зная наи-
лучшую норму управляемости и пропорцию, можно построить 
субоптимальное дерево (TD-дерево, описанное в разделе 3.6) с 
затратами, ненамного превышающими нижнюю оценку. 

Из леммы 5, а также рис. 37 и 39 видно, что в области пара-
метров, где степень однородности αβ меньше единицы, наилуч-
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шее однородное дерево симметрично. Поэтому, по утверждению 
8, если меры всех исполнителей одинаковы, то нижняя оценка (9) 
имеет хорошую точность и можно построить субоптимальное 
дерево (BU-дерево, описанное в разделе 3.6). • 

Пример 23. Решим задачу поиска оптимальной древовидной 
иерархии для функции затрат (V), которая определяется выраже-
нием ),...,min(/),,...,( 11

ββα µµµµµµ rrc = .  Для этого найдем сна-
чала параметры наилучшего однородного дерева.  

Легко видеть, что при любой норме управляемости k затраты 
менеджера минимальны, если он делит управляемую им группу 
исполнителей между своими непосредственными подчиненными 
на части равной меры. Следовательно, по лемме 3, при поиске 
параметров наилучшего однородного дерева достаточно рассмат-
ривать симметричные пропорции. Степень однородности функ-
ции затрат менеджера равна α – β. Пусть α – β ≠ 1. Тогда по фор-
муле (15), оптимальная норма управляемости будет доставлять 
минимум выражению kβ/|1 – k1 – α +β| по всем целым k > 1. Вычис-
лив производную этого выражения по k, и приравняв ее к нулю, 
находим точку минимума, k* = [β/(α – 1)]1/(1 – α + β). Поскольку ми-
нимизируемая функция монотонно убывает слева от точки k*, и 
монотонно возрастает справа от нее, оптимальная норма управ-
ляемости равна либо ближайшему слева к k* целому числу, либо 
ближайшему справа. Кроме того, если α ≤ 1, то минимизируемая 
функция монотонно убывает, и оптимальной нормы управляемо-
сти не существует (если при этом меры всех исполнителей оди-
наковы, то, как показано в разделе 3.5, оптимальна веерная ие-
рархия). 

Найдем в плоскости α × β границы областей оптимальности 
различных норм управляемости. Аналогично примеру из раздела 
4.2 заметим, что на границе областей оптимальности норм управ-
ляемости k и k + 1 выполняется равенство  

(k + 1)β/|1 – (k + 1)1 – α +β| = kβ/|1 – k1 – α +β|. 
Выразив из этого уравнения β, получим 
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Рисунок 40. Оптимальные нормы управляемости  

для функции затрат (V) 

Если ввести переменную t := 1 – α + β, то границы между об-
ластями оптимальности норм управляемости k и k + 1 будут оп-
ределяться параметрической кривой 
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Области оптимальности различных норм управляемости 
изображены на рис. 40 (напомним, что, по определению функции 
затрат (V), α ≥ β). Из рисунка видно, что оптимальная норма 
управляемости уменьшается с ростом как α так и β.  

Теперь, зная оптимальную норму управляемости, легко 
аналогично рассмотренным выше примерам построить нижние 
оценки затрат оптимальной иерархии и найти субоптимальные 
деревья. • 

4.5. Затраты на управление и размер организации 
С точки зрения математической экономики весьма важно 

знать, как затраты иерархической системы управления организа-
цией зависят от размера этой организации. Понимание этой зави-
симости позволяет дать ответ на принципиальный вопрос – мо-
жет ли иерархически управляемая организация расти неограни-
ченно, или существует некоторый критический размер, превыше-
ние которого для организации невыгодно, и дальнейший рост 
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может осуществляться только посредством взаимодействия рав-
ноправных экономических субъектов – в рамках рыночных от-
ношений [12, 32, 57]. 

Рассматриваемую проблему можно проиллюстрировать сле-
дующей простейшей моделью. Пусть доход организации в зави-
симости от количества n рабочих, непосредственно вовлеченных 
в процесс производства, описывается функцией V(n). Логично 
предположить, что эта функция не убывает по n. Для простоты 
будем считать, что функция V(n) имеет вид p⋅n (линейный доход 
на масштаб [40]), где p – размерный коэффициент.  

Пусть расходы организации состоят только из заработной 
платы ее сотрудников. Если все рабочие имеют одинаковую зар-
плату σ, то общий фонд их заработной платы равен σ⋅n. 

Однако, как показывает практика, для нормального функ-
ционирования организации одних производственных рабочих 
мало, необходима система управления – иерархия менеджеров, 
содержание которых также требует расходов. Для заданного ко-
личества рабочих n существует оптимальная иерархия менедже-
ров – иерархия с минимальными возможными затратами С(n).  

Тогда прибыль организации (доход минус затраты) опреде-
ляется выражением (p – σ)⋅n – C(n). Из этого выражения видно, 
что если затраты иерархии C(n) при больших n растут линейно 
(причем со скоростью меньше p – σ), то прибыль возрастает по n, 
то есть неограниченный рост организации приносит выгоду. Если 
же затраты иерархии при больших n растут сверхлинейно, то су-
ществует оптимальное количество рабочих n* (для выпуклой 
функции C(n) оно определяется условием C ′(n*) = p – σ), при 
превышении которого прибыль организации уменьшается, то 
есть дальнейший рост организации становится невыгодным. 

Именно линейность зависимости затрат иерархии от размера 
организации стала предметом продолжительной дискуссии в эко-
номической литературе. Например, в [4, 50] рассматривается ряд 
моделей, из которых следует линейная зависимость затрат иерар-
хии от размера организации. В то же время в [20, 33, 69] показы-
вается, что затраты иерархии с ростом организации растут сверх-
линейно. В [55] рассматриваются модели «вычислительных ие-
рархий» как с линейными, так и со сверхлинейными затратами. 
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Покажем, что с помощью рассматриваемых в данной книге 
однородных функций затрат также можно (в зависимости от па-
раметров модели) описывать оба варианта зависимости затрат 
оптимальной иерархии от размера организации. 

Итак, пусть задана однородная степени γ функция затрат ме-
неджера c(µ1, …, µr) и известно, что для нее задача (15) поиска 
параметров наилучшего однородного дерева имеет внутреннее 
решение – некоторую норму управляемости r* и пропорцию x*. 

Будем считать, что организация включает в себя n исполни-
телей меры 1. Тогда, как показано в разделе 3.5, для достаточно 
больших n нижняя оценка CL(n) затрат оптимальной иерархии 
определяется выражением 

(33) 
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В нем положительная константа F∞, вычисляемая по формуле 
(15), не зависит от количества исполнителей n. 

В разделе 3.6 показано, что при введенных предположениях 
эта оценка хорошо описывает затраты оптимальной иерархии, и 
ею можно пользоваться вместо точного значения затрат. 

Исследуем зависимость затрат оптимальной иерархии от 
размера организации (количества исполнителей n). 

Из выражения (33) легко видеть, что для любой степени од-
нородности γ затраты оптимальной иерархии выпукло возрастают 
по n. Действительно, при γ < 1 множитель |nγ – n| равен разнице 
линейной функции n и вогнутой функции nγ, при γ > 1 этот мно-
житель равен разнице выпуклой функции nγ и линейной функции 
n, при γ = 1 зависимость затрат от n также определяется выпуклой 
возрастающей функцией n⋅ln n. 

Далее, заметим, что если γ < 1, то при больших n затраты оп-
тимальной иерархии растут линейно с увеличением n, поскольку 
в этом случае отношение ∞

−−= FnnnCL )1(/)( 1 γ  стремится к кон-
станте F∞ при стремлении n к бесконечности. 

Если γ = 1, то затраты иерархии растут пропорционально 
n⋅ln n, то есть сверхлинейно. Также сверхлинейный рост затрат 
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наблюдается и при γ > 1 – при этом затраты растут пропорцио-
нально nγ (см. рис. 41). 

 
Рисунок 41. Пример зависимости затрат C оптимальной иерархии 

от размера организации n 

Таким образом, если в рамках введенных предположений 
степень однородности γ функции затрат менеджера организаци-
онной иерархии меньше единицы, то такая организация может 
расти неограниченно. Если же степень однородности больше или 
равна единице, то затраты организационной иерархии растут 
сверхлинейно и существует предел роста организации, превы-
шать который для организации невыгодно. 

Заметим, кстати, что затраты на содержание отдельного ме-
неджера оптимальной иерархии с ростом размера |s| управляемой 
им группы исполнителей s растут как |s|γ. Они вогнуты при степе-
ни однородности γ < 1, линейны при γ = 1 и выпуклы при γ > 1. 
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Таким образом, для решения вопроса о возможности неогра-
ниченного роста организации необходимо знать, превышает ли 
степень однородности функции затрат менеджера1 единицу.  

Для конкретной организации степень однородности функции 
затрат можно грубо оценить с помощью следующей процедуры 
анализа затрат на содержание ее менеджеров. 

Предположим, что функция затрат менеджеров организации 
однородная и существующую в настоящий момент организаци-
онную структуру можно считать оптимальной. Тогда если затра-
ты на содержание менеджера иерархии больше суммарных затрат 
на содержание всех непосредственно подчиненных ему менедже-
ров, то степень однородности функции затрат больше единицы. 
Если его затраты меньше, то степень однородности меньше еди-
ницы, если равны – то степень однородности равна единице.  

Действительно, в предположении однородности функции за-
трат оптимальная древовидная иерархия является однородным 
деревом (или является близкой к нему). Если менеджер этой ие-
рархии управляет группой исполнителей меры µ и делит эту 
группу между r своими непосредственными подчиненными в 
пропорции x = (x1, …, xr), то его затраты равны µγc(x), а затраты 
непосредственных подчиненных – µγx1

γc(x), …, µγxr
γc(x). Тогда 

разница между затратами менеджера и суммарными затратами 
его непосредственных подчиненных определяется выражением 
(34) µγc(x)(1 – x1

γ – … – xr
γ). 

Так как сумма компонент пропорции всегда равна единице, 
из неравенств (6) и (7) следует, что выражение (34) положительно 
при γ > 1, отрицательно при γ < 1 и равно нулю при γ = 1. 

Итак, грубо говоря, если в организации содержание началь-
ника стоит меньше, чем содержание всех его непосредственных 
подчиненных вместе взятых, то такая организация может расти 
неограниченно, если больше – то организация имеет верхний пре-
дел размера, превышение которого невыгодно. 

                                                      
1 В принципе, под затратами менеджера в данном случае может 

пониматься не только зарплата руководителя, но и затраты на организа-
цию его работы (аренда помещений, стоимость оргтехники), включаю-
щие, возможно, и содержание его аппарата (секретарей, помощников). 
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Подведем итоги четвертой главы. В ней были рассмотрены 
несколько содержательных задач построения оптимальных дре-
вовидных иерархий. Эти задачи решались с использованием опи-
санных в главе 3 результатов, относящихся к поиску оптималь-
ных деревьев при однородных функциях затрат менеджера.  

В результате решения задач для каждой из моделей были вы-
числены параметры оптимальных древовидных иерархий. В ча-
стности, были найдены зависимости нормы управляемости опти-
мальной иерархии от параметров модели. Кроме того, были по-
лучены аналитические выражения, приближенно описывающие 
затраты оптимальной иерархии и проанализирована их зависи-
мость от параметров.  

Полученные результаты могут быть использованы при выбо-
ре и обосновании организационных мероприятий, направленных 
на совершенствование структуры систем управления организаци-
онными и техническими системами. 
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ГЛАВА 5.  ОБОБЩЕНИЯ МОДЕЛИ  
И ПЕРСПЕКТИВНЫЕ ЗАДАЧИ  
ПОИСКА ОПТИМАЛЬНЫХ ИЕРАРХИЙ 

 
Главная тема настоящей книги – исследование задачи поиска 

оптимальной древовидной иерархии при однородных функциях 
затрат, и основные результаты, изложенные в третьей главе (ниж-
ние и верхние оценки затрат оптимального дерева, алгоритмы 
построения субоптимальных деревьев), в существенной степени 
исчерпывают эту тему. 

Однако очевидно, что задачи поиска оптимальных иерархий 
не ограничиваются рассмотрением древовидных иерархий или 
однородных функций затрат – сформулированная в первой главе 
общая постановка задачи существенно шире. 

Как видно из приведенного в главе 2 обзора, во многих воз-
никающих на практике задачах построения оптимальных иерар-
хий функции затрат не только не однородные, но иногда не сво-
дятся даже к секционным функциям. В то же время, большинство 
описанных в обзоре результатов получено для очень частных и 
специфичных моделей. Поэтому изучение более общих моделей 
поиска оптимальных иерархий весьма перспективно и открывает 
практически неограниченное поле для исследования. 

В пятой, последней, главе книги рассматриваются несколько 
обобщений однородных функций затрат и описываются некото-
рые перспективные модели поиска оптимальных иерархий. 

5.1. Кусочно-однородные функции затрат 
Наиболее простым обобщением рассматриваемых в преды-

дущих главах книги однородных функций затрат являются функ-
ции затрат, сводящиеся к комбинации однородных функций. 

В данном разделе на неформальном уровне рассматриваются 
«кусочно-однородные» функции затрат менеджера, степень од-
нородности которых скачкообразно изменяется в зависимости от 
меры управляемой менеджером группы исполнителей. 

Зависящую от мер функцию затрат менеджера c(µ1, …, µr, µ) 
будем называть кусочно-однородной, если она имеет вид  
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где µµ /iix = , ri ,...,1= , а 0µ  – некоторое положительное число. 
При такой функции затрат затраты менеджера, управляюще-

го небольшой группой (с мерой меньшей, чем µ0), описываются 
однородной степени γ1 функцией затрат )1,,...,( 11

1
rxxcγµ , а затра-

ты менеджера, управляющего группой большой меры (больше µ0) 
описываются однородной степени γ2 функцией затрат 

)1,,...,( 12
2

rxxcγµ .  
Кусочно-однородные функции затрат дают больше возмож-

ностей для описания зависимости затрат менеджера от размера 
управляемой им группы, чем однородные функции. В частности, 
кусочно-однородной функцией можно аппроксимировать класси-
ческую функцию затрат производственного подразделения [129], 
обычно описываемую полиномом третьей степени. 

 
а)    б) 

Рисунок 42. Аппроксимация функции затрат менеджера 
кусочно-однородной функцией 

Пример 24. Типичный вид зависимости затрат c(z) произ-
водственного подразделения от объема производства z изображен 
на рис. 42а) (в данном примере затраты описываются выражени-
ем 32 210205)( zzzzc +−+= ). Имеются постоянные затраты в 
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размере пяти единиц, не зависящие от объема производства. С 
ростом объема производства затраты возрастают. При этом 
удельные затраты – затраты на производство единицы продукции 
– с ростом объема производства сначала убывают (что объясняет-
ся эффектом обучения при выходе на «проектные» объемы про-
изводства), соответственно, затраты c(z) вогнуты при малых объ-
емах производства (на рисунке – при z < 200). При больших объ-
емах удельные затраты начинают возрастать, так как производст-
во перегружено, и функция затрат c(z) уже выпукла.  

Пусть менеджеры, составляющие иерархию управления не-
которой организации, имеют зависящую от мер функцию затрат 
c(µ1, …, µr, µ). Тогда затраты любого менеджера зависят от меры 
управляемой им группы исполнителей µ и от пропорции 
(µ1/µ, …, µr/µ), в которой эта группа делится между него непо-
средственными подчиненными. Если эту пропорцию зафиксиро-
вать, то затраты менеджера будут зависеть только от меры управ-
ляемой группы. Если рассматривать менеджера как производст-
венное подразделение, объем производства z которого зависит от 
меры управляемой группы исполнителей, то зависимость его за-
трат от этой меры можно описать функцией типа c(z). 

Функция c(z), в свою очередь, довольно точно аппроксими-
руется кусочно-однородной функцией затрат (35) со степенями 
однородности γ1 < 1 и γ2 > 1. На рис. 42б) изображен пример ап-
проксимации функции 32 210205)( zzzzc +−+=  кусочно-
однородной функцией 


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≥
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=
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В этом примере считаем, что «объем производства» z менеджера 
совпадает c мерой µ управляемой им группы исполнителей. • 

Итак, пусть задана кусочно-однородная функция затрат ме-
неджера (35) и множество исполнителей N, причем мера каждого 
исполнителя существенно (скажем, в десятки раз) меньше µ0, а 
суммарная их мера в те же десятки раз больше, чем µ0.1 

                                                      
1 Это предположение необходимо для того, чтобы в оптимальной 

иерархии над этим множеством исполнителей полностью «проявились» 



 186 

Рассмотрим задачу поиска оптимальной древовидной иерар-
хии над множеством исполнителей N с такой функцией затрат. 

Пусть H – искомое оптимальное дерево. Множество M всех 
входящих в него менеджеров можно разбить на три части: M1, M2 
и M3. Подмножество M1 состоит из менеджеров, управляющих 
группой исполнителей меры не более µ0. Подмножество M2 со-
стоит из менеджеров, которые сами управляют группой исполни-
телей меры больше µ0, но среди непосредственных подчиненных 
которых есть сотрудники, управляющие группой меры не более 
µ0. Подмножество же M3 состоит из менеджеров, все непосредст-
венные подчиненные которых (а, следовательно, и сами эти ме-
неджеры) управляют группами исполнителей с мерой больше µ0.  

Легко видеть, что все менеджеры, подчиненные некоторому 
менеджеру из подмножества M1, также принадлежат этому под-
множеству. Также все начальники менеджера из подмножества 
M3 тоже принадлежат подмножеству M3. Подчиненные менедже-
ра из подмножества M2 могут быть менеджерами как из подмно-
жества M2, так и из подмножества M1. Аналогично, начальники 
менеджера из M2 могут быть из подмножества M2 или M3. 

Из этого следует, что менеджеры из M1 формируют нижнюю 
часть оптимального дерева H, менеджеры из M3 формируют его 
верхнюю часть, а менеджеры из M2 составляют «прослойку» ме-
жду менеджерами множеств M1 и M3. 

Среди менеджеров множества M1 есть «верхние» менеджеры, 
начальники которых уже не принадлежат множеству M1. Рас-
смотрим любого такого «верхнего» менеджера m ∈ M1. Он управ-
ляет группой исполнителей sH(m) и является топ-менеджером не-
которого поддерева Hm оптимального дерева H. Так как дерево H 
оптимально, поддерево Hm также является оптимальным деревом, 
но для более узкого множества исполнителей sH(m) ⊆ N. По-
скольку по определению множества M1 мера группы sH(m) не 
превышает µ0, любой менеджер любого дерева, которое можно 
построить над множеством исполнителей sH(m), также управляет 
группой меры не более µ0. Поэтому при поиске оптимального 
дерева над множеством sH(m) можно просто забыть про вторую 

                                                                                                                  
оба «режима» кусочно-однородной функции затрат менеджера.  
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компоненту функции затрат c(µ1, …, µr) и считать, что функция 
затрат равна ),...,( 11

1
rxxcγµ . 

Эта функция однородна степени γ1, и для поиска оптималь-
ного дерева над множеством исполнителей sH(m) можно исполь-
зовать подход, предложенный в главе 3. Если наилучшее одно-
родное дерево для функции затрат ),...,( 11

1
rxxcγµ  имеет норму 

управляемости r' и пропорцию x', то оптимальное дерево для мно-
жества исполнителей sH(m) будет стремиться быть именно таким 
однородным деревом, и лишь дискретность множества sH(m) мо-
жет помешать этому стремлению реализоваться полностью. 

Таким образом, нижнюю часть оптимального дерева H со-
ставляют «приблизительно однородные поддеревья» с нормой 
управляемости  r' и пропорцией x'. 

Рассмотрим теперь менеджеров из множества M3, состав-
ляющих верхнюю часть оптимального дерева H. Некоторые не-
посредственные подчиненные этих менеджеров сами не принад-
лежат множеству M3. Введем в рассмотрение новое множество 
«исполнителей» N3, в которое включим всех этих непосредствен-
ных подчиненных. Мерой «исполнителя» v из множества N3 бу-
дем считать меру группы, которой менеджер v управляет в опти-
мальном дереве H.  

Легко показать, что верхняя часть оптимального дерева H, 
состоящая из менеджеров множества M3, является оптимальным 
деревом над множеством исполнителей N3 для функции затрат  
c(µ1, …, µr).1  

По определению множества M3 мера любого исполнителя из 
N3 больше, чем µ0 (из этого, в частности, следует, что во множе-
ство N3 входят только менеджеры, но не исполнители исходного 
дерева H). Поэтому при поиске оптимального дерева над множе-

                                                      
1 Действительно, в противном случае над множеством исполните-

лей N3 можно построить дерево H3 с затратами, меньшими, чем сум-
марные затраты менеджеров множества M3 в дереве H. Тогда, заменив в 
дереве H3 каждого исполнителя v ∈ M3  на поддерево, которым этот 
«исполнитель» управлял в дереве H, получим дерево над множеством 
исполнителей N с затратами, меньшими чем у дерева H, а это невоз-
можно, так как дерево H по определению оптимально. 
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ством исполнителей N3 можно забыть про первую компоненту 
функции затрат c(µ1, …, µr), и считать, что функция затрат ме-
неджера равна ),...,( 12

2
rxxcγµ . 

Функция ),...,( 12
2

rxxcγµ  однородна степени γ2, поэтому если 
наилучшее однородное дерево для этой функции затрат имеет 
норму управляемости r'' и пропорцию x'', то оптимальное дерево 
будет стремиться быть именно таким однородным деревом (и 
лишь дискретность множества исполнителей N3 мешает этому 
стремлению реализоваться полностью). 

Следовательно, приходим к выводу, что верхняя часть опти-
мального дерева H, состоящая из менеджеров множества M3, бу-
дет «приблизительно однородным» деревом с нормой управляе-
мости r'' и пропорцией x'', в то время, как его нижняя часть состо-
ит из нескольких «приблизительно однородных» деревьев с нор-
мой управляемости  r' и пропорцией x'. 

Заметим, что в общем случае множества M1 и M2 всегда не 
пусты, в а вот множество M3 может не содержать ни одного ме-
неджера. Это имеет место в случае, когда оптимальная иерархия 
H существенно асимметрична (например, если H – последова-
тельная иерархия, то у любого менеджера есть непосредственный 
подчиненный с мерой, меньше чем µ0, и этот менеджер не может 
принадлежать множеству M3). 

Однако если оптимальное дерево H «приблизительно сим-
метрично», то есть если его менеджеры делят подчиненные им 
группы исполнителей между своими непосредственными подчи-
ненными на части примерно равной меры, то при достаточно 
большом количестве исполнителей N множество M3 не пусто 
(многочисленные примеры, рассмотренные на протяжении книги, 
показывают, что на практике оптимальные деревья очень часто 
оказываются симметричными). 

В «приблизительно симметричном» дереве «прослойка», со-
стоящая из менеджеров множества M2, довольно тонкая. Так, лег-
ко проверить, что если оптимальное дерево совершенно симмет-
рично, то любой менеджер из M2 управляет менеджерами из 
множества M1, а его непосредственный начальник принадлежит 
множеству M3. 
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Хотя разработанные в главе 3 методы не позволяют найти 
общее выражение для нормы управляемости менеджеров из M2, 
для каждой конкретной функции затрат и множества исполните-
лей эта задача вполне решаема. Проиллюстрируем на примере 
построение приближенно оптимальной древовидной иерархии 
для кусочно-однородной функции затрат. 

 
Рисунок 43. Пример кусочно-однородной функции затрат 

Пример 25. Рассмотрим кусочно-однородную мультиплика-
тивную функцию затрат вида 
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При такой функции затраты менеджера, управляющего груп-
пой исполнителей меры µ, ведут себя по-разному в зависимости 
от того, больше эта мера некоторого критического значения µ0 
или меньше. Положим µ0 = 1000. На рис. 43 изображены зависи-
мости затрат менеджера от µ при различных количествах непо-
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средственных подчиненных r. Содержательные интерпретации 
подобных функций затрат обсуждались выше.  

Пусть в организацию входят n = 9000 исполнителей меры 1 и 
над ними необходимо надстроить оптимальную древовидную ие-
рархию менеджеров с функцией затрат (36).  

Для этого рассмотрим сначала задачу построения иерархии 
для n' исполнителей, где n' < 1000. Понятно, что все менеджеры 
такой иерархии будут управлять группами меры меньше1 1000, 
поэтому можно считать, что их затраты описываются однородной 
функцией c(µ, r) = c1(µ, r) = µ0

3/2µ1/2r3/4. В примере 17 показано, 
что для этой функции затрат наилучшее однородное дерево сим-
метрично, а его норма управляемости доставляет минимум функ-
ции )1/( 5.04/3 −rr  по всем целым r, большим единицы. Отсюда 
легко находится оптимальная норма управляемости r1 = 9.  

Таким образом, оптимальное дерево для n' < 1000 исполни-
телей стремится быть симметричным однородным 9-деревом. 
Выше доказано, что в этом случае нижняя оценка (12) хорошо 
описывает затраты C(n') оптимального дерева. Подставляя в (12) 
найденную оптимальную норму управляемости, получаем при-
ближенную формулу расчета затрат оптимального дерева для 
n' < 1000 исполнителей: 
(37) 2/3)''()'()'( 2/32/12/3

01 nnnCnC −=≈ µ . 
Возьмем теперь n'' исполнителей, где n'' равно 1000 или чуть 

больше. Теперь топ-менеджер иерархии будет управлять группой 
исполнителей меры больше 1000, и его затраты определяются 
функцией c2(µ, r) = n''2⋅r3/4, где r – количество его непосредствен-
ных подчиненных. Затраты C(n'') оптимального дерева для n'' ис-
полнителей можно представить в виде суммы затрат n''2⋅r3/4 топ-
менеджера и затрат оптимальных поддеревьев, которыми управ-
ляют r его непосредственных подчиненных: 

С(n'') = n''2⋅r3/4 + С(n1) + … + С(nr), 
где n1, …, nr – меры групп исполнителей, управляемых непосред-
ственными подчиненными топ-менеджера. 

                                                      
1 Поскольку мера каждого исполнителя равна 1, мера группы ис-

полнителей совпадает с количеством входящих в нее исполнителей. 
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Поскольку всегда c(µ, r) ≥ c1(µ, r), затраты любого из деревь-
ев С(ni) не меньше затрат C1(ni) наилучшего однородного дерева 
для ni исполнителей (см. формулу (37)), поэтому 

С(n'') ≥ n''2⋅r3/4 + С1(n1) + … + С1(nr). 
Поскольку функция C1(⋅) выпуклая, минимум правой части 

неравенства достигается при ni = n''/r, i = 1, …, r. Поэтому  
(38) С(n'') ≥ n''2⋅r3/4 + r((n''/r) – (n''/r)1/2)µ0

3/233/2/2. 
Еще уменьшим правую часть, взяв минимум по всем целым 

r, большим единицы. Обозначим точку минимума через r2(n''). 
Таким образом, получили следующую нижнюю оценку затрат 
оптимального дерева:  
(39) С(n'') ≥ n''2⋅r2(n'')3/4 + (n'' – (n''⋅r2(n''))1/2)µ0

3/233/2/2. 
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Рисунок 44. Зависимость r2(n'') 

Если количество исполнителей n'' не очень велико, так что 
  1000)''(/'' 02 =< µnrn ,1) то эта нижняя оценка имеет хорошее 
качество, поскольку существует дерево, в котором топ-менеджер 
имеет r2(n'') непосредственных подчиненных, каждый из которых 
управляет группой меры примерно n''/r2(n''). Эта мера меньше 
1000, поэтому каждый непосредственный подчиненный топ-
менеджера стоит во главе оптимального поддерева, затраты кото-
рого хорошо описываются функцией (37).  

                                                      
1    обозначает округление до ближайшего сверху целого. 
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График зависимости r2(n'') изображен на рис. 44. Из рисунка 
видно, что с ростом количества исполнителей n'' оптимальная 
норма управляемости топ-менеджера постепенно уменьшается с 
девяти до двух. Таким образом, формула (39) хорошо описывает 
затраты оптимального дерева при количестве исполнителей n'' 
меньше 2µ0 = 2000.  

Если же количество исполнителей больше 2000, то в опти-
мальном дереве будет более одного менеджера, управляющего 
группой более чем из 1000 исполнителей, то есть появятся ме-
неджеры из множества M3. Как показано выше в данном разделе, 
норма управляемости таких менеджеров – это оптимальная норма 
управляемости дерева для функции затрат c2(µ, r). Поскольку 
функция затрат c2(µ, r) мультипликативная, для нее оптимально 
симметричное дерево, и поэтому оптимальная норма управляемо-
сти доставляет минимум функции r3/4/(1 – 1/r). Легко вычислить, 
что она равна двум.  

Следовательно, верхнюю часть оптимальной иерархии над 
множеством более чем из 2000 исполнителей (в том числе и для 
интересующего нас множества из 9000 исполнителей) составляют 
менеджеры, имеющие по два непосредственных подчиненных, и 
делящие подчиненную группу между ними по возможности по-
ровну. 

На верхнем уровне находится топ-менеджер, управляющий 
группой меры 9000. На следующем уровне – два менеджера, 
управляющие группами по 4500 исполнителей. На третьем уров-
не – 4 менеджера с группами по 2250 исполнителей. На четвер-
том – 8 менеджеров с группами по 1125 исполнителей. Эти груп-
пы уже имеют меру меньше 2000, поэтому каждый из этих ме-
неджеров имеет r2(1125) = 4 непосредственных подчиненных. В 
свою очередь каждый из этих непосредственных подчиненных 
стоит во главе приблизительно однородного 9-дерева.  

Так выглядит приблизительно оптимальная иерархия для 
множества из 9000 исполнителей и функции затрат (36). • 

5.2. Аддитивные функции затрат 
В предыдущем разделе была исследована кусочно-

однородная функция затрат. Ее степень однородности изменяется 
скачкообразно когда мера управляемой менеджером группы ис-
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полнителей превышает некоторое «критическое» значение. Было 
показано, что для такой функции затрат норма управляемости 
оптимальной древовидной иерархии также скачкообразно изме-
няется при движении «снизу вверх» по иерархии.  

Если степень однородности функции затрат менеджера из-
меняется плавно с ростом меры управляемой им группы испол-
нителей, логично ожидать, что так же плавно будет изменяться и 
норма управляемости менеджеров оптимального дерева при дви-
жении от его нижних уровней к верхним. Для такой функции за-
дача поиска оптимального дерева будет сложнее, чем для одно-
родной функции затрат, когда все менеджеры оптимального де-
рева имели, по сути, одинаковую норму управляемости. 

Приведем некоторые результаты исследования задачи поиска 
оптимальной иерархии для аддитивной функции затрат (см. при-
мер 4) вида с(r, µ) = ϕ(r) + χ(µ), где µ – мера управляемой менед-
жером группы исполнителей, r – количество его непосредствен-
ных подчиненных, а ϕ(⋅) и χ(⋅) – некоторые неотрицательные не-
убывающие функции. 

При аддитивной функции затраты менеджера складываются 
из затрат ϕ(r) по работе с непосредственными подчиненными и 
затрат χ(µ) по работе с подчиненными исполнителями.  

Пример 26. Пусть политика стимулирования некоторой 
фирмы предполагает, что зарплата менеджера этой фирмы равна 
некоторому фиксированному проценту A от суммарной зарплаты 
управляемых им исполнителей, плюс надбавка ϕ(r), зависящая от 
количества r непосредственных подчиненных этого менеджера. 
Сумма надбавки определяется рынком – за слишком маленькие 
деньги никто не будет выполнять слишком большой объем рабо-
ты. Логично считать, что сумма надбавки растет с увеличением 
количества непосредственных подчиненных (и, соответственно, с 
увеличением затрат менеджера на их координацию). Тогда можно 
поставить вопрос о том, какая иерархия при подобной политике 
стимулирования имеет минимальные затраты на содержание ме-
неджеров. Если считать зарплаты исполнителей их мерами, то 
решение этого вопроса сводится к поиску оптимальной иерархии 
при аддитивной функции затрат вида ϕ(r) + A⋅µ. • 

Понятно, что аддитивная функция затрат не является одно-
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родной. В то же время, легко проверить, что аддитивная функция 
затрат монотонна по группам, и, следовательно, по утвержде-
нию 1 для нее существует оптимальное дерево. 

Приведем достаточное условие оптимальности веерной ие-
рархии (см. определение 5) для аддитивной функции затрат. 

Лемма 6.  Если для любых строго больших единицы целых 
чисел r' и r'' выполняется неравенство )1'''()''()'( −+≥+ rrrr ϕϕϕ , 
то аддитивная функция затрат является расширяющей, и опти-
мальна веерная иерархия. 

Доказательство леммы приведено в приложении. 

В частности, условия леммы выполнены, если функция ϕ(r) 
вогнутая. Значит, сложные иерархии при аддитивной функции 
затрат могут возникать лишь если функция ϕ(r) не вогнута. 

Следующий результат описывает соотношение норм управ-
ляемости менеджера и его начальника в оптимальном дереве. 

Лемма 7. При аддитивной функции затрат в оптимальном 
дереве любой менеджер имеет не больше непосредственных под-
чиненных, чем его начальник. 

Доказательство леммы приведено в приложении. 

Из леммы 7 следует, что количество непосредственных под-
чиненных менеджера не убывает «вверх» по иерархии. 

К сожалению, для аддитивных функций затрат к настоящему 
времени не получено аналитических оценок затрат оптимальной 
иерархии, подобных оценкам, описанным в главе 3. Также не до 
конца ясно, сколько менеджеров должно быть в оптимальном де-
реве, и какие именно нормы управляемости они должны иметь. 
Однако если количество менеджеров и их нормы управляемости 
произвольным образом зафиксированы, то можно кое-что сказать 
о виде оптимального дерева с такими менеджерами. 

Ниже показывается, что оптимальное дерево обладает свой-
ством сбалансированности, то есть каждый менеджер стремится 
разделить управляемых им исполнителей между своими непо-
средственными подчиненными на группы примерно одинаковой 
меры. В то же время, в зависимости от того, выпукла функция 
χ(µ) или вогнута, это стремление проявляется по-разному, в ре-



 195 

зультате чего при выпуклой и вогнутой функции χ(µ) оптималь-
ными оказываются разные деревья. 

Зафиксируем количество менеджеров q и количество подчи-
ненных r(mi) у каждого менеджера mi, i = 1, …, q. В любом дереве 
величины r(mi) связаны соотношением 1)(1 −+=∑ = qnmrq

i i  (этот 
результат является простым обобщением леммы 2), и для любого 
набора положительных чисел r(mi), i = 1, …, q, больших единицы 
и удовлетворяющих этому равенству, можно построить дерево. 

Вопрос состоит в том, как подчинять таких менеджеров друг 
другу, чтобы получить дерево с минимальными затратами. Без 
ограничения общности считаем, что менеджеры упорядочены по 
возрастанию количества их непосредственных подчиненных, то 
есть i > j ⇒ r(mi) ≥ r(mj). Это, в частности, означает, что 

)(min)( ...11 iqi mrmr == , )(max)( ...1 iqiq mrmr == . 
Рассмотрим следующий алгоритм построения дерева, яв-

ляющийся обобщением алгоритма Хаффмана [29] построения 
оптимального 2-дерева бинарного кодирования. 

Шаг 0. Определим множество мер исполнителей 
},...,{: 1 nµµ=Μ . Возьмем менеджера с номером j = 1. 

Шаг 1. Назначим j-му менеджеру в подчинение множество 
Μ⊆jg  из )( jmr  сотрудников с минимальными мерами. Удалим 

этих исполнителей из множества M и добавим туда менеджера j с 
мерой ∑ ∈=

jgi ijm µµ )( .  

Шаг j от 2 до q. Повторим для j-го менеджера шаг 1. 
В результате получим дерево, которое будем называть дере-

вом Хаффмана. Дерево Хаффмана минимизирует лексикографи-
чески [120] вектор ))(),...,(( 1 qmm µµ  мер групп исполнителей, уп-
равляемых менеджерами m1, …, mq. Это означает, что если в лю-
бом другом дереве, состоящем из q менеджеров с нормами управ-
ляемости r(mi), i = 1, …, q, менеджеры управляют группами ис-
полнителей мер ))('),...,('( 1 qmm µµ , то первая ненулевая компо-
нента вектора ))()('),...,()('( 11 qq mmmm µµµµ −−  положительна.  

Пример 27. Проиллюстрируем работу описанного выше ал-
горитма. Пусть задано множество из десяти исполнителей с ме-
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рами µ(1) = 1, µ(2) = 2, µ(3) = 2, µ(4) = 3, µ(5) = 3, µ(6) = 3, 
µ(7) = 4, µ(8) = 5, µ(9) = 7, µ(10) = 8 (см. рис. 45). Построим дере-
во Хаффмана для четырех менеджеров I, II, III и IV с нормами 
управляемости соответственно 2, 3, 4 и 4. 

 
Рисунок 45. Пример дерева Хаффмана 

На первом шаге алгоритма множество M совпадает с множе-
ством мер всех исполнителей. Поэтому на этом шаге менеджеру I  
в непосредственное подчинение назначаем исполнителей 1 и 2, 
имеющих минимальные меры. Удалим меры этих исполнителей 
из множества M и добавим в него менеджера с мерой 3, равной 
суммарной мере управляемых им исполнителей. На втором шаге 
менеджеру II даются в подчинение исполнители 3 и 4, а также 
менеджер I, поскольку меры этих сотрудников – это три мини-
мальные меры из множества M. Удаляем их меры из множества 
M и заменяем их мерой 8, которую имеет группа, управляемая 
менеджером II. Теперь множество M содержит меры {8, 3, 3, 4, 5, 
7, 8}, поэтому менеджеру III в подчинение назначаются исполни-
тели 5, 6, 7 и 8, меры 3, 3, 4 и 5 которых – это минимальные из 
мер множества M. На последнем шаге менеджеру IV даем в под-
чинение оставшихся без начальника сотрудников. Полученное 
дерево Хаффмана изображено на рис. 45 (метки исполнителей 
соответствуют их мерам). ● 

Пусть функция χ(µ) вогнута. Оказывается, что в этом случае 
дерево Хаффмана оптимально при фиксированных q, r(mi), 
i = 1, …, q.  

Докажем сначала вспомогательный результат. 
Определение 16. Цепочкой менеджеров называется после-

довательность m1, …, ml менеджеров, в которой каждый после-
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дующий менеджер является непосредственным начальником пре-
дыдущего.  

Лемма 8.  Если функция χ(µ) линейна, то любое оптималь-
ное (при фиксированных q, r(mi), i = 1, …, q) дерево можно пере-
строить так, что в начале самой длинной в этом дереве цепочки 
менеджеров будет находиться менеджер, непосредственно управ-
ляющий r(m1) исполнителями с минимальными мерами. 

Доказательство леммы приведено в приложении. 

Утверждение 11. Пусть функция χ(µ) линейна. Тогда для 
фиксированных q, )( imr , qi ,...,1= , дерево Хаффмана имеет ми-
нимальные затраты. 

Доказательство утверждения приведено в приложении.  

Этот результат остается верным и для произвольной вогну-
той функции χ(µ). 

Утверждение 12. Пусть функция χ(µ) вогнута. Тогда для 
фиксированных q, r(mi), qi ,...,1= , дерево Хаффмана имеет ми-
нимальные затраты. 

Доказательство утверждения приведено в приложении.  

Из теории оптимального кодирования [29] известно, что в 
дереве Хаффмана непосредственные подчиненные любого ме-
неджера управляют группами примерно равной меры, то есть ме-
неджер делит управляемую им группу примерно поровну между 
своими подчиненными, так что дерево Хаффмана можно назвать 
сбалансированным. 

Для вычисления дерева Хаффмана имеются эффективные ал-
горитмы сложности порядка n ln n. Тогда для фиксированного 
количества менеджеров q задача поиска оптимального количества 
непосредственных подчиненных каждого менеджера сводится к 
задаче дискретной оптимизации функции с(r1, …, rq) (вычисли-
мой в среднем за n ln n операций) при условиях 11 −+=∑ = qnrq

i i , 
21 ≥r , ii rr ≥+1  для всех 1...1 −= qi . 
Пусть теперь функция χ(µ) не вогнута, а, например, выпукла. 

Тогда легко подобрать пример, в котором дерево Хаффмана уже 
не будет оптимальным.  
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Рисунок 46. Иерархии над множеством из шести исполнителей 

Пример 28. Пусть имеется n = 6 исполнителей единичной 
меры и q = 5 менеджеров, каждых из которых имеет двух непо-
средственных подчиненных. Дерево Хаффмана для этого приме-
ра имеет вид, представленный на рис. 46а). Менеджеры I, II, …, V 
управляют группами исполнителей мер 2, 2, 2, 4, 6 соответствен-
но. Легко проверить, что в дереве изображенном на рис. 46б), ме-
неджеры управляют группами размеров 2, 2, 3, 3, 6. Для строго 
выпуклой функции χ(µ) верно неравенство 
χ(2) + χ(4) > χ(3) + χ(3), и, значит, дерево рис. 46б) имеет мень-
шие затраты, чем дерево Хаффмана. • 

Для выпуклой функции χ(µ) пока не удалось построить эф-
фективного алгоритма построения оптимального дерева даже для 
фиксированного количества менеджеров с фиксированными нор-
мами управляемости. Тем не менее, оптимальное дерево также 
должно быть сбалансированным в том смысле, что каждый ме-
неджер делит управляемую им группу «примерно поровну», на-
сколько это возможно. Опишем этот результат более формально. 

Лемма 9. Пусть функция χ(µ) строго выпукла, и у некоторо-
го менеджера оптимального дерева есть два менеджера-замести-
теля m и m', управляющие группами мер µ и µ' соответственно. 
Пусть µ < µ', тогда µ'' ≥ µ' – µ, где µ'' – разница между мерой лю-
бого из непосредственных подчиненных менеджера m' и мерой 
любого меньшего непосредственного подчиненного менеджера 
m. 

Доказательство леммы приведено в приложении. 
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Таким образом, меры групп, управляемых заместителями 
одного менеджера, в оптимальном дереве стремятся выровняться. 

Лемму 9 можно обобщить на случай, когда менеджеры m и 
m' не имеют общего непосредственного начальника. Дадим неко-
торые определения.  

Определение 17. Пусть в дереве выбраны две цепочки ме-
неджеров: ),...,( 1 lmmS =  и )',...,'(' '1 lmmS = , управляющие груп-
пами мер lµµ ,...,1  и ',...,' '1 lµµ , причем менеджеры ml и ''lm  име-
ют общего непосредственного начальника и длина l первой це-
почки не превышает длины l' второй цепочки. Степень разбалан-
сированности )',( SS∆  этих цепочек определим как максималь-
ную меру, которую можно добавить к каждому члену последова-
тельности lµµ ,...,1  так, чтобы для всех li ...1=  выполнялись не-
равенства ')',( ii SS µµ ≤∆+ , то есть ]'[min)',(

...1 iili
SS µµ −=∆

=
. 

Для остальных пар цепочек менеджеров степень разбаланси-
рованности не определена. 

Определение 18. Пусть непосредственные подчиненные ме-
неджеров m и m' управляют группами мер rµµ ,...,1  и ',...,' '1 rµµ  
соответственно. Минимальным скачком δ(m, m') называется ми-
нимальная положительная разница между суммой элементов 
произвольного подмножества }',...,'{ '1 rµµ  и суммы элементов 
подмножества },...,{ 1 rµµ  такого же размера. 

Пример 29. Возьмем некоторых менеджеров m и m', непо-
средственные подчиненные которых управляют группами мер 
{11, 7, 4} и {1, 1, 18} соответственно. Для них минимальный ска-
чок δ(m, m') равен 1, так как 1 + 18 – (11 + 7) = 1, а остальные раз-
ницы больше. • 

Утверждение 13.  Пусть функция χ(µ) строго выпукла и в 
оптимальном дереве степень разбалансированности )',( SS∆  це-
почек ),...,( 1 lmmS =  и )',...,'(' '1 lmmS =  больше нуля. Тогда ми-
нимальный скачок δ(m1, m1') не меньше степени разбалансиро-
ванности )',( SS∆ . 

Доказательство аналогично доказательству леммы 9. 
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Из утверждения 13 видно, что задача построения оптималь-
ного дерева в условиях выпуклой функции χ(µ) является услож-
ненной модификацией известной «задачи о камнях» [75] (в об-
щем случае NP-трудной), что делает проблематичным поиск эф-
фективных алгоритмов решения задачи об оптимальном дереве 
при выпуклой функции χ(µ). 

Итак, выше рассмотрена задача построения оптимальной ие-
рархии для аддитивной функции затрат менеджера. Найдены слу-
чаи, когда оптимальной является веерная иерархия. Показано, что 
в оптимальной иерархии количество непосредственных подчи-
ненных менеджеров не убывает «вверх» по иерархии. 

Также показано, что оптимальная иерархия представляет со-
бой сбалансированное дерево одного из двух типов. Для вогнутой 
функции χ(µ) построен эффективный алгоритм построения опти-
мальной иерархии с заданным количеством менеджеров и задан-
ным количеством непосредственных подчиненных у каждого ме-
неджера. 

5.3. Структура системы управления  
технологическими связями 
Во введении говорилось о трех этапах процесса организаци-

онного дизайна – дизайне технологии, дизайне структуры управ-
ления и синтезе механизмов управления. 

На первом этапе определяется состав исполнителей, вовле-
ченных в технологический процесс организации. Определенное 
на этом этапе множество исполнителей дает начальные данные 
для второго этапа – надстройки над ним структуры управления, 
иерархии менеджеров. Задача менеджеров состоит в обеспечении 
успешной реализации исполнителями технологического процесса 
организации, поскольку практика показывает, что без системы 
управления организация функционировать не может. В то же 
время, содержание системы управления сопряжено с определен-
ными затратами, и, несомненно, затраты на содержание менедже-
ров зависят от того технологического процесса, которым они в 
конечном счете управляют.  

Выше на протяжении почти всей книги подробно исследова-
лась задача поиска оптимальной иерархии для зависящих от мер 
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функций затрат менеджера (см. определение в разделе 1.3). То 
есть по результатам дизайна технологии каждому исполнителю 
ставилось в соответствие положительное число, его мера, и пред-
полагалось, что затраты менеджеров зависят от мер исполните-
лей, которыми он непосредственно или опосредовано управляет. 

Однако, понятно, что в общем случае определение техноло-
гического процесса организации далеко не сводится к перечисле-
нию мер исполнителей. Задачи, реализуемые каждым исполните-
лем в рамках технологии функционирования организации, могут 
требовать существенно более сложного описания, чем одно един-
ственное число. Кроме того, исполнители организации вовлечены 
в единый технологический процесс, и для его адекватного описа-
ния важно учитывать и взаимодействия между исполнителями, 
связывающие их материальные, финансовые и информационные 
потоки. 

В различных работах [127, 135] отмечается, что структура 
производственных потоков в наибольшей степени определяет 
структуру системы управления организацией, поэтому для по-
строения формальных моделей организационных иерархий тре-
буется разработать формальную модель производственных пото-
ков. 

Для этих целей в настоящее время существуют промышлен-
ные стандарты и широко используемые технологии (методология 
функционального моделирования IDEF, форматы ARIS, Oracle 
Business Models и другие) [15, 27, 136]. Большинство из них по-
зволяет моделировать технологические процессы (бизнес-
процессы) организации в форме так называемых, технологиче-
ских сетей – графов, вершины которых описывают элементарные 
работы, а дуги – связывающие эти работы материальные, финан-
совые и информационные потоки. При этом вершинам и дугам 
технологической сети присваиваются метки, в которых хранятся 
количественные параметры элементарных работ и связывающих 
их потоков. Введем соответствующие определения. 

Технологической сетью [92] над конечным множеством эле-
ментарных работ N назовем ориентированный граф T = <N, ET> с 
множеством вершин N и множеством дуг ET, ребрам (u, w) ∈ ET 
которого поставлены в соответствие k-мерные вектора lT(u, w) с 
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неотрицательными компонентами. Вершины данного графа – это 
элементарные работы, операции технологического процесса ор-
ганизации. Связь (u, w) ∈ ET технологической сети означает, что 
от элементарной работы u к работе w идет k-компонентный поток 
сырья, материалов, энергии, информации и т.п. Интенсивность 
каждой компоненты потока и определяется компонентами векто-
ра lT(u, w). В технологической сети допускаются петли, дуги вида 
(w, w), w ∈ N. Компоненты соответствующего вектора lT(w, w) 
описывают количественные характеристики элементарной рабо-
ты w – трудозатраты, ресурсоемкость и другие показатели. 

Иногда при реализации технологических процессов ограни-
чиваются тем, что назначают ответственных за выполнение той 
или иной работы. Однако для нормального функционирования 
организации этого недостаточно, так как технологические связи 
между работами не контролируются. Для успешной реализации 
технологического процесса необходима система управления тех-
нологическими связями, которая контролировала бы потоки меж-
ду отдельными элементами технологической сети. 
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Рисунок 47. Пример технологической сети  

процесса подписания договоров  
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Простой пример технологической сети с трехкомпонентны-
ми потоками приведен на рис. 47. Первая компонента – это доку-
менты, вторая – «устная информация». Эти компоненты описы-
вают потоки между работами. Третья компонента, трудозатраты, 
является характеристикой самих элементарных работ. 

Если «расположить» технологическую сеть организации в 
горизонтальной плоскости (см. рис. 48), то задачу построения 
системы управления организацией можно сформулировать как 
задачу надстройки над технологической сетью древовидной ие-
рархии менеджеров-контролеров. 
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Рисунок 48. Пример структуры системы управления  

технологической сетью 

При этом вершины технологической сети можно рассматри-
вать и как рабочие места (отдельных исполнителей организации), 
и как элементарные операции.  

В первом случае считаем, что уже определено распределение 
работ по исполнителям и требуется только координировать и 
контролировать их работу. Тогда все вершины иерархии управ-
ления будут менеджерами, управляющими другими менеджерами 
или конечными исполнителями. В этой модели один сотрудник 
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организации не может совмещать производственную деятель-
ность и управление, то есть является либо «чистым исполните-
лем», либо «чистым менеджером». 

На рис. 48 приведен пример системы управления технологи-
ческой сетью рис. 47. Система управления состоит из исполните-
лей 1-7 и менеджеров I, II и III. Подчиненными менеджера I яв-
ляются все маркетологи (вершины 1–3 технологической сети), 
подчиненными менеджера II – специалисты 1, 2 и юрист – вер-
шины 4–6), в подчинении менеджера III – менеджеры I и II, а 
также бухгалтер (вершина 7 технологической сети). 

Во втором случае в задачу построения структуры системы 
управления включается и распределение элементарных работ по 
выполняющим их сотрудникам. Сотрудник организации может и 
выполнять работы технологического процесса (если ему непо-
средственно подчинена вершина технологической сети), и руко-
водить другими сотрудниками (если ему непосредственно подчи-
нен другой сотрудник).  

В рамках этой модели рис. 48 можно интерпретировать как 
организацию, состоящую из трех сотрудников – I, II и III. При 
этом сотруднику I поручены работы по сбору и анализу инфор-
мации о поставщиках и покупателях, сотруднику II – работы по 
согласованию условий и подготовке проектов договоров, а со-
труднику III поручена координация работы первых двух сотруд-
ников и, кроме того, работа по визированию договоров. 

Тем не менее, в целях согласования терминологии данного 
раздела с терминологией остальной книги, далее будем незави-
симо от интерпретации называть вершины технологической сети 
исполнителями, а узлы иерархии управления – менеджерами. 

В этих обозначениях построение системы управления сво-
дится к построению древовидной иерархии (см. определение 2) 
менеджеров над множеством исполнителей N, определяемым 
технологической сетью T = <N, ET>. 

Как неоднократно отмечалось выше, содержание каждого 
менеджера иерархии управления требует от организации опреде-
ленных затрат, и эти затраты зависят от той работы, которую ме-
неджер выполняет. Основной задачей менеджеров является вы-
полнение элементарных работ и координация потоков между 
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элементарными работами. В рамках рассматриваемой модели эти 
работы и потоки описываются векторами lT . Поэтому будем счи-
тать, что затраты менеджеров определяются технологическими 
потоками lT между исполнителями (вершинами технологической 
сети) которыми этот менеджер непосредственно или опосредо-
ванно (через других менеджеров) управляет в рамках иерархии. 

Определим затраты менеджера более формально. 
Для этого напомним, что подчиненная группа исполнителей 

sH(m) ⊆ N менеджера m из иерархии H – это группа исполнителей, 
для которых менеджер m является начальником в иерархии H. 
Например, на рис. 48 овалами обведены группы исполнителей 
s(I), s(II) и s(III), которыми управляют менеджеры I, II и III соот-
ветственно. Однако в отличие от определения, приведенного в 
разделе  1.2, в рассматриваемой модели удобнее считать, что ко-
нечный исполнитель управляет пустой группой. 

Определим вектор суммарного потока lT(s) между элемента-
ми произвольной группы исполнителей s ⊆ N.  

Он задается формулой ∑ ∈= swu TT wulsl , ),()(  и включает в 
себя, в том числе, и «петлевые» потоки, описывающие элемен-
тарные операции технологической сети. Будем считать, что ме-
неджер должен контролировать те технологические потоки меж-
ду элементами подчиненной ему группы исполнителей, которые 
еще не контролируются его непосредственными подчиненными. 

Тогда легко проверить, что если менеджер m имеет в иерар-
хии H r непосредственно подчиненных ему менеджеров 
m1, …, mr, то этот менеджер должен контролировать технологи-
ческий поток )))((...))(())(()( 1 rHTHTHTH mslmslmslmL −−−= , 
где sH(m) – группа исполнителей, управляемая менеджером m, а 
sH(m1), …, sH(mr) – группы исполнителей, управляемые непосред-
ственно подчиненными ему менеджерами. 

Действительно, суммарный поток внутри группы sH(m) равен 
lT(sH(m)), а потоки lT(sH(m1)), …, lT(sH(mr)) уже контролируются 
подчиненными менеджера m, так что ему самому нет необходи-
мости контролировать их. 

Например, менеджер III в иерархии, изображенной на рис. 
48, контролирует суммарный поток L(III) = (6, 12, 3), поскольку 
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он управляет группой из всех семи исполнителей с суммарным 
потоком (49, 15, 65), но два непосредственно подчиненных ему 
менеджера I и II уже контролируют суммарные потоки размеров 
L(I) = (30, 0, 25) и L(II) = (13, 3, 37). Легко видеть, что контроли-
руемый менеджером III поток складывается из потока 3-4 между 
исполнителями 3 и 4, потока 3-5, потока 6-7 и «петлевого» потока 
элементарной работы 7. 

Для успешной реализации технологического процесса орга-
низации в иерархии менеджеров для каждой связи технологиче-
ской сети должен быть назначен ответственный менеджер. Если 
технологическая сеть T связная, то для того, чтобы каждая ее 
связь кем-то контролировалась, необходимо наличие в иерархии 
менеджера (топ-менеджера) управляющего всем множеством ис-
полнителей N. Если считать, что затраты c(m, H) на содержание 
менеджера m в иерархии H зависят только от контролируемого 
им от потока LH(m), то их можно записать в виде 
c(m, H) = K(LH(m)), где K(⋅) – некоторая функция k переменных – 
компонент вектора потока. 

Затраты иерархии H равны сумме затрат входящих в нее ме-
неджеров: ∑ ∈= Mm H mLKHC ))(()( , где M – множество менедже-
ров иерархии. Разумеется, организация заинтересована в построе-
нии системы управления, имеющей минимальные возможные за-
траты. 

Описанная выше функция затрат менеджера является секци-
онной (см. определение 6), поскольку она зависит только от сум-
марного технологического потока группы исполнителей, которой 
управляет менеджер, и от технологических потоков групп, кото-
рыми управляют его непосредственные подчиненные1.  

Однако поскольку определение группы исполнителей в рас-
сматриваемой модели несколько отличается (исполнитель управ-
ляет пустой группой), в оптимальных иерархиях могут встречать-
ся менеджеры, непосредственно управляющие единственным ис-
полнителем. Такой менеджер интерпретируется как сотрудник, 

                                                      
1 Одна из первых моделей надстройки иерархии управления над 

технологической сетью была рассмотрена в [80], однако там предлага-
лась другая (но также секционная!) функция затрат менеджера. 
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которому поручено выполнение единственной операции. В то же 
время, легко проверить, что в оптимальном дереве каждый ме-
неджер управляет уникальной группой исполнителей – в против-
ном случае «лишних» менеджеров можно удалить без увеличения 
затрат иерархии. 

Итак, формулируем задачу формирования структуры опти-
мальной системы управления технологическими связями как за-
дачу поиска оптимальной древовидной иерархии на множестве 
исполнителей N с секционной функцией затрат менеджера, опре-
деляемой формулой c(m, H) = K(LH(m)). 

Определение 19 [102]. Функция K(⋅), заданная на множестве 
k-мерных векторов с неотрицательными компонентами, называ-
ется супераддитивной, если для любых таких векторов l и l' вы-
полняется неравенство K(l + l') ≥ K(l) + K(l'). Если же всегда вы-
полняется обратное неравенство, функция K(⋅) называется субад-
дитивной. 

Утверждение 14. При субаддитивной функции затрат ме-
неджера K(⋅) оптимальна веерная иерархия. При супераддитивной 
функции затрат оптимальна иерархия, в которой каждая элемен-
тарная операция выполняется отдельным менеджером, не имею-
щим других непосредственных подчиненных, а остальные ме-
неджеры имеют по два непосредственных подчиненных. 

Доказательство утверждения приведено в приложении. 

Пример 30. Пусть функция K(L) зависит только от линейной 
комбинации компонент вектора L = (L1, …, Lk), и ее можно пред-
ставить в виде K(L) = K0(α1⋅L1 + … + αk⋅Lk), где α1, …,αk⋅ – неот-
рицательные коэффициенты, а K0(⋅) – неубывающая функция, оп-
ределенная на множестве всех неотрицательных чисел. Для су-
пераддитивности этой функции затрат достаточно выпуклости 
функции K0(⋅) в сочетании с условием нулевых постоянных за-
трат, K0(0) = 0. Для субаддитивности же достаточно вогнутости 
функции K0(⋅). • 

Итого, поскольку веерная иерархия единственна, то при суб-
аддитивной функции затрат задача поиска оптимальной иерархии 
полностью решена. Для супераддитивной функции оптимальную 
иерархию достаточно искать среди 2-деревьев. Алгоритмы поис-
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ка оптимальных 2-деревьев описаны в [83, 85], там же приведены 
точные и эвристические алгоритмы поиска оптимальных деревь-
ев, которые позволяют численно решать задачу поиска оптималь-
ной иерархии для произвольной секционной функции затрат. 

Остаток данного раздела посвящен рассмотрению важного с 
практической точки зрения случая, когда, как в примере 30, фун-
кция затрат менеджера зависит от линейной комбинации компо-
нент вектора потока, выпукла, и имеются ненулевые начальные 
затраты, то есть K0(0) > 0. Такая функция уже не будет суперад-
дитивной, поэтому нельзя воспользоваться утверждением 14. 

Если функция затрат имеет вид K(L) = K0(α1⋅L1 + … + αk⋅Lk), 
то вместо многокомпонентных потоков технологической сети 
можно рассматривать «эффективные» однокомпонентные потоки, 
сводя произвольный вектор потока L = (L1, …, Lk) к одному числу 
α1⋅L1 + … + αk⋅Lk. Ниже считаем, что потоки технологической се-
ти однокомпонентные. 

Пусть в оптимальной иерархии H менеджеры m1, …, mq кон-
тролируют потоки L1, …, Lq. Затраты этой иерархии 

∑ == q
i iLKHC 1 )()( . 

Поскольку в любой иерархии управления каждый поток кон-
тролируется одним и только одним менеджером, сумма потоков 
L1 +  … + Lq равна суммарному потоку lT(N) между всеми работа-
ми технологической сети. Так как функция K(⋅) выпуклая, мини-
мум выражения ∑ =

q
i iLK1 )(  по всем L1, …, Lq, сумма которых 

равна lT(N), достигается при L1 = … = Lq  = lT(N)/q, то есть при 
распределении суммарного потока lT(N) поровну между всеми 
менеджерами иерархии. 

Следовательно, выражение q⋅K(lT(N)/q) задает нижнюю оцен-
ку затрат оптимальной иерархии, состоящей из q менеджеров. В 
оптимальной иерархии не может быть более 2⋅n – 1 менеджеров 
(этот случай реализуется, если каждая операция выполняется от-
дельным менеджером, а у остальных менеджеров по два непо-
средственных подчиненных). Поэтому следующая формула зада-
ет нижнюю оценку затрат оптимального дерева: 
(40) )/)((min)(

12...1
qNlqKTC TnqL −=

= . 
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Обозначим q* – количество менеджеров, при котором дости-
гается минимум в формуле (40). Если над технологической сетью 
можно надстроить дерево из q* менеджеров, управляющих оди-
наковыми технологическими потоками, то затраты этой иерархии 
будут совпадать с нижней оценкой (40) и, следовательно, эта ие-
рархия будет оптимальной. 

1
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Рисунок 49. Пример технологической цепи 
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Рисунок 50. Пример оптимальной иерархии 

Пример 31. Рассмотрим пример использования нижней 
оценки (40) для построения оптимальной иерархии. Пусть задана 
технологическая сеть с однокомпонентными потоками, изобра-
женная на рис. 49. Подобные технологические сети, в которых 
операции связаны последовательно, называются технологически-
ми цепями [115]. Все девять элементарных работ цепи имеют 
одинаковую трудоемкость 2, в то время как часть потоков между 
работами имеет величину 1, а часть – 2.  

Пусть функция затрат менеджера в зависимости от величины 
L контролируемого им потока определяется выражением 
C(L) = 3 + L2. Найдем оптимальную древовидную иерархию 
управления этой технологической сетью. 
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Величина суммарного потока сети равна 28. Для поиска оп-
тимального количества менеджеров q* найдем точку минимума 
выражения q⋅(3 + (28/q)2) по всем целым q от 1 до 2n – 1 = 17. 
Легко проверить, что этот минимум достигается при 14 менедже-
рах. Следовательно, дерево с 14 менеджерами, в котором каждый 
менеджер контролирует одинаковый поток величины 2, опти-
мально. Такое дерево существует и приведено на рис. 50. 

В этой иерархии менеджерам I-IX поручено выполнение эле-
ментарных работ. У менеджеров I-IX отсутствуют подчиненные 
сотрудники. Менеджеры X-XII управляют каждый тремя менед-
жерами более низкого уровня. Например, менеджер X управляет 
менеджерами I-III и контролирует потоки 1-2 и 1-3 между этими 
менеджерами. Суммарная величина контролируемого потока 
равна двум. Менеджеры XIII и XIV составляют верхние уровни 
иерархии управления. Каждый из них управляет одним единст-
венным потоком, также имеющим величину 2. • 

К сожалению, для большинства технологических сетей дере-
ва, в котором все менеджеры управляют строго одинаковыми по-
токами, не существует. Однако на основе нижней оценки (40) 
можно предложить следующий эвристический алгоритм постро-
ения дерева, в котором менеджеры управляют примерно одина-
ковыми потоками. 
Шаг 1. Находим оптимальное количество менеджеров  
(41) )/)((minarg

12...1

* qNlqKq T
nq −=

= . 

Шаг 2. Определяем «эталонный» поток lT(N)/q. 
Шаг 3. Последовательно добавляем в иерархию менеджеров та-
ким образом, чтобы контролируемый ими поток был как можно 
ближе к эталонному потоку до тех пор, пора есть связи техноло-
гической сети, не контролируемые ни одним из менеджеров. 

Пример 32. Пусть для технологической сети, приведенной 
на рис. 47, задана функция затрат K(L) = 300 + L2, где L – «эффек-
тивный» однокомпонентный поток, вычисляемый просто как 
сумма компонент трехкомпонентных потоков. 

Суммарный поток сети равен 129. Тогда по формуле (41) 
легко вычисляется оптимальное количество менеджеров q* = 7. 
Соответственно, «эталонный» поток равен 129/7, то есть пример-
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но 18.43. Добавим в иерархию менеджера, которому поручим вы-
полнять элементарные работы 6 и 7, и, соответственно, контро-
лировать связь между ними. Суммарный поток, контролируемый 
этим менеджером, равен 18, что весьма близко к «эталонному» 
потоку 18.43. Добавим менеджера, который будет выполнять 
элементарные работы 1 и 2, то есть контролировать суммарный 
потока величины 20, что также недалеко от эталонного. Еще один 
менеджер, с номером III, будет выполнять элементарную работу 
5. Его поток равен 16. Менеджер IV будет управлять менеджером 
I и выполнять работу 4, также контролируя суммарный поток 
размера 16. Менеджер V будет управлять менеджером III, а также 
выполнять элементарную работу номер 3. Его поток равен 14, что 
довольно далеко от эталонного, но другие варианты назначения 
ему подчиненных дают еще большее отклонение от эталонного 
потока. Менеджер VI будет управлять менеджерами IV и V, кон-
тролируя поток величины 15. И, наконец, менеджеру VII, кото-
рый будет управлять менеджерами II и IV, придется контролиро-
вать поток величины 30. Величина этого потока также довольно 
далека от «эталонной», но другого выбора нет. В результате по-
лучили иерархию, изображенную на рис. 51. • 
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Рисунок 51. Пример построения иерархии  
с помощью эвристического алгоритма 
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Итак, выше была рассмотрена задача построения оптималь-
ной структуры системы управления технологическими связями 
организации. Задача была сведена к задаче построения оптималь-
ной древовидной иерархии для секционной функции затрат. Были 
найдены условия оптимальности веерной иерархии и 2-дерева. 
Для выпуклых функций затрат менеджера, зависящих от линей-
ной комбинации компонент вектора контролируемого технологи-
ческого потока, получена нижняя оценка затрат оптимальной ие-
рархии и показано, что в оптимальной иерархии затраты всех ме-
неджеров стремятся выровняться. Предложен эвристический ал-
горитм построения «приближенно оптимального» дерева. 

Описанная выше модель надстройки иерархии управления 
над технологической сетью была расширена и развита в [115]. В 
этой работе предполагалась, что затраты менеджера зависят не 
только от технологического потока внутри управляемой менед-
жером группы исполнителей, но и от входящих в группу и исхо-
дящих из нее потоков. В [117, 118] для этой модификации модели 
была решена задача надстройки оптимальной иерархии над так 
называемой однородной технологической цепью. Там же на ос-
нове этой модели были получены условия оптимальности функ-
циональной, дивизиональной и матричной структур управления. 

5.4. Оптимальные иерархии и мотивация менеджеров  
Как уже отмечалось, общая задача организационного дизай-

на обычно разбивается на три этапа: определение технологии 
функционирования, построение организационной структуры и 
назначение механизмов управления.  

Большая часть рассматриваемых выше задач относилась ко 
второму этапу – построению организационной структуры при 
фиксированных технологии и механизмах управления1. Форму-
лируя задачу поиска оптимальной иерархии, мы старались мак-

                                                      
1 Отметим, что рассмотренная в разделе 4.1 задача организации 

сборочного производства может рассматриваться как задача первого 
этапа. Построенная при ее решении схема сборочного производства 
может рассматриваться как технологическая сеть и выступать в роли 
начальных данных при построении системы управления технологиче-
скими связями (см. раздел 5.3). 
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симально изолировать ее от задач первого и третьего этапов ор-
ганизационного дизайна. В результате задача приобрела несколь-
ко абстрактный вид, так как вся информация, позволяющая срав-
нивать между собой различные организационные структуры (ие-
рархии), была сконцентрирована «внутри» так называемой функ-
ции затрат иерархии. Функция затрат играла роль некоторого 
универсального критерия эффективности иерархии, что позволи-
ло свести рассматриваемую задачу к поиску допустимой иерар-
хии, минимизирующей эту функцию. 

В привязке к общей задаче организационного дизайна функ-
ция затрат иерархии описывает сумму финансовых расходов, 
требуемых от лица, формирующего организационную структуру 
(назовем его организатором иерархии) для обеспечения работы 
созданной иерархической системы управления организацией. 
Предполагается, что эти затраты складываются из затрат на обес-
печение работы отдельных менеджеров иерархии – их заработ-
ную плату, премиальные, расходы по поддержанию рабочего 
места, средств связи и т.д. 

На протяжении данного раздела будем для простоты считать, 
что затраты менеджера задаются секционной функцией и цели-
ком состоят из заработной платы этого менеджера. Тогда легко 
понять, что выше при решении задачи поиска оптимальной ие-
рархии неявно предполагалось, что если организатор иерархии 
нашел оптимальную иерархию, то для того, чтобы эта иерархия 
«заработала», ему достаточно нанять нужное количество менед-
жеров, определенным образом задать взаимное подчинение со-
трудников и выплатить каждому менеджеру заработную плату, 
компенсирующую его затраты в этой иерархии1.  

Вопросы разработки механизмов управления, которые моти-
вировали бы качественное выполнение менеджерами своих 
функций в рамках фиксированной организационной структуры, 
целенаправленно исключались из рассмотрения, как относящиеся 
к другому этапу дизайна организации. 

                                                      
1 Требование компенсации затрат менеджеров – это хорошо из-

вестное условие индивидуальной рациональности [126], которое гаран-
тирует согласие менеджеров работать в организации. 
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Такое разделение задач организационного дизайна возмож-
но, если в процессе формирования организации менеджеры не 
могут сами воздействовать на организационную структуру, и она 
полностью находится во власти организатора иерархии. 

Однако на практике формирование организационной иерар-
хии весьма трудоемко и включает в себя большое количество 
«черной» работы, вроде разработки положений, должностных 
инструкций, подбора и инструктажа персонала и пр. В этих усло-
виях организатор иерархии обычно вынужден делегировать часть 
полномочий по формированию иерархии ее менеджерам.  

Например, типична ситуация, когда менеджер иерархии не 
может изменить область своей ответственности (то есть, не мо-
жет изменить управляемую им группу исполнителей), но свобо-
ден в выборе количества своих непосредственных подчиненных и 
в назначении их областей ответственности (определении для них 
подчиненных групп исполнителей).  

Наделив менеджеров такими возможностями, организатор 
иерархии уже не может полностью игнорировать их интересы – 
иначе разрабатываемая им иерархия будет неустойчивой. Чтобы 
формализовать понятие устойчивости, рассмотрим произвольно-
го менеджера m, которому в некоторой иерархии H поручено 
управлять группой исполнителей s.  

Действие менеджера m – это выбор количества своих непо-
средственных подчиненных r и выбор способа разделения группы 
исполнителей s между этими подчиненными, то есть выбор по-
крытия [107] s1, …, sr множества s. 

Интересы менеджера m описываются его целевой функцией 
fm, которая представляет собой разницу между получаемым от 
организатора иерархии стимулированием1 σm(s1, …, sr) (заработ-
ной платой менеджера) и затратами менеджера, задаваемыми сек-
ционной функцией c(s1, …, sr), то есть  

                                                      
1 В общем случае функция стимулирования σm менеджера m может 

зависеть от его действия, от действий других менеджеров иерархии, от 
того, какая иерархия будет сформирована в результате их действий, и 
т.д., однако мы ограничимся рассмотрением секционных функций сти-
мулирования вида σm = σm(s1, …, sr). 
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fm = σm(s1, …, sr) – c(s1, …, sr). 
Менеджер стремится выбором своего действия максимизи-

ровать свою целевую функцию, то есть выбирает действие 
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Тогда, понятно, что устойчивыми будут лишь иерархии, ко-
торые предполагают именно такое, и никакое иное, количество 
непосредственных подчиненных менеджера m и именно такое 
распределение подчиненных исполнителей между этими непо-
средственными подчиненными. Кроме того, условие индивиду-
альной рациональности требует неотрицательности целевой фун-
кции каждого менеджера: 
(43) 0),...(),...( **

1
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На основании вышесказанного дадим определение. 
Определение 20. Иерархия H с множеством менеджеров M 

называется устойчивой при функциях стимулирования 
σm(s1, …, sr), m ∈ M, если для любого менеджера m этой иерархии 
группы исполнителей, которыми управляют его непосредствен-
ные подчиненные, удовлетворяют условию (42) и, кроме того, 
выполняется условие (49). 

Если иерархия H устойчива и в ней некоторый менеджер m 
имеет r непосредственных подчиненных, управляющих группами 
исполнителей s1, …, sr, то организатор иерархии выплачивает 
этому менеджеру стимулирование в размере σm(s1, …, sr). Теперь 
легко определить суммарные расходы организатора иерархии на 
стимулирование всех ее менеджеров и сформулировать задачу 
поиска наилучшей устойчивой иерархии: необходимо для задан-
ного множества исполнителей N и заданной секционной функции 
затрат менеджера c(s1, …, sr) найти иерархию и назначить ее ме-
неджерам стимулирование так, чтобы при этом стимулировании 
иерархия была устойчива, а расходы организатора иерархии на 
стимулирование были минимальны. 

Дадим еще одно определение. 
Определение 21. Пусть в некоторой иерархии H менеджер m 

имеет r непосредственных подчиненных, которые управляют 
группами исполнителей s1, …, sr. Квазикомпенсаторной [126] 
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называется функция стимулирования, которая предполагает ком-
пенсацию затрат менеджера c(s1, …, sr) в случае, если он выбира-
ет себе r непосредственных подчиненных и назначает им в 
управление группы исполнителей s1, …, sr, и нулевое стимулиро-
вание в противном случае. 

В [116] было показано, что с помощью квазикомпенсаторно-
го стимулирования организатор иерархии может сделать устой-
чивой любую иерархию H. Действительно, если затраты менед-
жера всегда положительны, то при таком стимулировании целе-
вая функция менеджера неотрицательна только в одном случае – 
если он распределит подчиненную группу исполнителей между 
непосредственными подчиненными так, как предполагает иерар-
хия H – поэтому менеджер именно так и поступает. 

При квазикомпенсаторном стимулировании расходы на сти-
мулирование менеджера равны затратам этого менеджера, а об-
щие расходы организатора иерархии равны затратам иерархии. 
При этом из условий индивидуальной рациональности менедже-
ров следует, что меньшей суммой стимулирования обеспечить 
устойчивость иерархии нельзя. Отсюда следует, что для решения 
задачи поиска наилучшей устойчивой иерархии достаточно найти 
оптимальную иерархию H* для функции затрат c(s1, …, sr), а за-
тем обеспечить ее устойчивость с помощью квазикомпенса-
торных функций стимулирования.  

Более того, в [116] показано, что организатор иерархии мо-
жет, на самом деле, обойтись одной функцией стимулирования, 
общей для всех менеджеров. Она имеет вид: 

(44) 















=

случае.противномв,0

,группамиуправляют
которыеми,подчиненныными

-веннепосредст cменеджер
естьиерархиивесли),,...,(

),...,(
1

*
1

1

r

r

r

,...,ss

r
Hssc

ssσ  

Оказывается, что, задав такую функцию стимулирования (по 
сути, задав политику стимулирования менеджеров организации), 
организатор иерархии может практически устраниться от участия 
в дальнейшем процессе построения иерархии. Он нанимает топ-
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менеджера и поручает тому формирование иерархии. Топ-
менеджер выбирает себе непосредственных подчиненных, рас-
пределяет между ними исполнителей, и, в свою очередь, поручает 
им формирование подчиненных им частей иерархии. Они также 
выбирают себе непосредственных подчиненных и делегируют им 
право строить иерархию и так далее, пока вся иерархия не будет 
сформирована. После этого организатор иерархии выплачивает 
всем менеджерам стимулирование в соответствии с политикой 
стимулирования (44).  

При этом организатор иерархии может быть уверен в том, 
что построена будет именно оптимальная иерархия1 H*, и его 
расходы на стимулирование менеджеров будут равны затратам 
этой оптимальной иерархии. Таким образом, при использовании 
политики стимулирования (44) не происходит потери  эффектив-
ности (увеличения расходов организатора иерархии) в результате 
децентрализации полномочий по формированию иерархии.  

Чтобы достичь этого результата, организатор иерархии дол-
жен назначать менеджерам стимулирование (44), имеющее вид 
довольно сложной секционной функции. Однако на практике ис-
пользование подобных систем стимулирования может быть не-
возможным. Так, часто стимулирование менеджера (его зарпла-
та), может зависеть лишь от того, какой группой исполнителей он 
управляет и, например, от количества его непосредственных под-
чиненных, но не от того, какие группы исполнителей назначены 
им в управление2. В [116] показано, что с помощью таких функ-
ций стимулирования в общем случае невозможно обеспечить ус-
тойчивость оптимальной иерархии. 

Ниже предлагается иная схема взаимодействия организатора 
иерархии с менеджерами, позволяющая за счет отказа от индиви-
дуального стимулирования сделать устойчивой оптимальную ие-
рархию в случае, когда она имеет вид дерева. При этом формаль-
но стимулирование менеджера зависит только от того, какой 

                                                      
1 Если иерархия H* недревовидная, то необходимо еще оговорить 

правило, по которому менеджеры, управляющие одинаковыми группа-
ми исполнителей, «сливаются» в одного. 

2 Это случай так называемых неполных контрактов [7]. 
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группой исполнителей он управляет, но не от количества непо-
средственных подчиненных или других параметров.  

Идея этой схемы заключается в том, что организатор иерар-
хии делегирует менеджерам право не только определять количе-
ство и задачи своих непосредственных подчиненных, но и назна-
чать и выплачивать им стимулирование.  

Пусть организатор иерархии вычислил оптимальную1 иерар-
хию H* для множества исполнителей N при секционной функции 
затрат менеджеров, нашел ее затраты C(H*) и эта иерархия имеет 
вид дерева. Для простоты будем считать, что оптимальная иерар-
хия единственна.  

Организатор иерархии нанимает топ-менеджера и поручает  
ему формирование иерархии «на его вкус». Он выплачивает топ-
менеджеру в виде стимулирования σ(N) всю сумму C(H*) затрат 
оптимальной иерархии, но при этом обязует топ-менеджера вы-
платить из этой суммы заработную плату всем менеджерам ие-
рархии, которых тот сочтет нужным нанять. 

Топ-менеджер должен выбрать количество своих непосред-
ственных подчиненных r и распределить подчиненную ему груп-
пу исполнителей N между ними (то есть выбрать покрытие 
s1, …, sr множества N). Кроме того, он должен определить суммы 
стимулирования σ(s1), …, σ(sr), необходимые для формирования 
порученных непосредственным подчиненным частей иерархии и 
выплатить им эти суммы.  

Целевая функция f топ-менеджера при такой схеме взаимо-
действия с организатором иерархии равна полученному от орга-
низатора иерархии стимулированию за минусом затрат 
c(s1, …, sr), зависящих от того, каким образом топ-менеджер рас-
пределит порученную ему группу исполнителей  между r своими 
непосредственными подчиненными, и расходов σ(s1), …, σ(sr) на 
стимулирование этих непосредственных подчиненных. Таким 
образом, f = σ(N) – c(s1, …, sr) – σ(s1) – … – σ(sr). 

                                                      
1 То есть иерархию, минимизирующую сумму затрат входящих в 

нее менеджеров без учета ее устойчивости или других факторов. 
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Обозначим через C(s) затраты оптимального дерева1 для 
множества исполнителей s ⊆ N. Если некоторому менеджеру по-
ручено сформировать иерархию для группы исполнителей s, то 
независимо от того, какая иерархия будет сформирована и какие 
механизмы будут им использоваться, из условия индивидуальной 
рациональности менеджеров следует, что расходы на стимулиро-
вание менеджеров этой иерархии будут не меньше чем C(s). 

Следовательно, значение целевой функции топ-менеджера не 
может быть больше, чем σ(N) – c(s1, …, sr) – C(s1) – … – C(sr). В 
свою очередь, сумма c(s1, …, sr) + C(s1) + … + C(sr) представляет 
собой затраты некоторой иерархии над множеством исполните-
лей N, поэтому она не может быть меньше, чем C(N). Поскольку 
σ(N) = C(N), из этого следует, что целевая функция топ-
менеджера не превышает нуля, причем она равна нулю только в 
случае, если он выберет себе ровно столько непосредственных 
подчиненных и распределит между ними исполнителей именно 
так, как предполагает оптимальное дерево H* (только в этом слу-
чае полученное им стимулирование компенсирует его затраты и 
расходы на стимулирование). Это действие является единствен-
ным индивидуально рациональным действием топ-менеджера, 
поэтому тот выберет именно его. 

Аналогично и для любого менеджера, непосредственного 
подчиненного топ-менеджеру, единственным индивидуально ра-
циональным действием является назначение своих непосредст-
венных подчиненных и распределение между ними своей группы 
исполнителей так, как предполагает оптимальное дерево H*. 

Назначение менеджеров происходит «сверху вниз» до тех 
пор, пока не будет построена вся иерархия H*. При этом каждый 
менеджер получит выигрыш, равный нулю, а организатор иерар-
хии понесет расходы на стимулирование ее менеджеров, в точно-
сти равные затратам этой иерархии. 

Для функционирования такой схемы формирования иерар-
хии необходимо, чтобы все менеджеры знали функцию затрат c(⋅) 

                                                      
1 Поскольку оптимальная иерархия для всего множества исполни-

телей N имеет вид дерева, оптимальная иерархия для любой группы 
исполнителей s ⊆ N также будет древовидной. 
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и могли вычислить оптимальную иерархию для порученной им 
группы исполнителей. Если эта информация имеется только у 
организатора иерархии, то, очевидно, он заинтересован в том, 
чтобы достоверно сообщить ее менеджерам иерархии. Действи-
тельно, занижение сообщаемых менеджерам затрат иерархии 
приведет к тому, что некоторые менеджеры получат стимулиро-
вание, недостаточное для построения порученных им частей ие-
рархии, и в результате иерархия не будет построена. 

При этом само сообщение может быть достаточно компакт-
ным – организатору иерархии достаточно сообщить менеджерам, 
какой вид имеет оптимальная иерархия H* и какие затраты несет 
каждый из ее менеджеров. Понимая, что сообщение достоверной 
информации выгодно организатору иерархии, менеджеры могут 
смело использовать это сообщение при выборе своих действий. 

Итак, если организатор иерархии точно знает функцию за-
трат менеджеров, можно предложить сразу несколько эффектив-
ных механизмов построения устойчивой оптимальной иерархии. 

Однако на практике информированность организатора ие-
рархии никогда не бывает полной. В общем случае затраты ме-
неджера могут зависеть как от его персональных характеристик, 
известных только этому менеджеру, так и от внешних парамет-
ров, о которых как менеджер, так и организатор иерархии имеют 
неполную информацию. 

Построением механизмов стимулирования в условиях не-
полной информированности занимается специальный раздел 
микроэкономики – теория контрактов [7, 96, 138], однако в на-
стоящее время она не дает исчерпывающего ответа на вопрос о 
том, как должны выглядеть оптимальные механизмы стимулиро-
вания менеджеров в сложных многоуровневых иерархиях. В 
имеющихся работах ([43, 51, 123]) находятся оптимальные меха-
низмы стимулирования лишь для простых иерархий, состоящих 
из очень ограниченного числа менеджеров. При этом даже в этих 
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«простых» случаях оптимальные механизмы имеют довольно 
сложный вид1. 

Общий результат теории контрактов состоит в том, что в ус-
ловиях, когда менеджеры иерархии имеют больше информации 
(о существенных параметрах функции затрат), чем организатор 
иерархии, его расходы на стимулирование менеджеров иерархии 
будут превышать суммарные затраты менеджеров этой иерархии. 
При этом разница между расходами на стимулирование и затра-
тами менеджеров (называемая информационной рентой [7]) не-
которым образом распределяется между менеджерами в зависи-
мости от их информированности. Кроме того, в условиях асим-
метричной информированности организатору иерархии может 
стать более выгодным формирование иерархии, отличающейся от 
оптимальной2.  

Более точно сказать, как именно информированность органи-
затора иерархии сказывается на виде формируемой им организа-
ционной структуры, пока не представляется возможным.  

Итак, систематическое исследование механизмов мотивации 
менеджеров многоуровневых иерархий в условиях асимметрич-
ной информированности является сложной, но весьма перспек-
тивной задачей. Стоит надеяться, что в будущем развитие теории 
управления организационными системами и микроэкономики 
позволит дать ответ и на эти вопросы. 

 
 
 
 
 

                                                      
1 Кроме того, в [116] развивается подход к формированию слож-

ных организационных структур в условиях неполной информированно-
сти, основанный на использовании организатором иерархии принципа 
максимального гарантированного результата (см. определение в [87]). 

2 Напомним, что оптимальная иерархия минимизирует сумму за-
трат входящих в нее менеджеров. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ: ВЫВОДЫ И ПЕРСПЕКТИВЫ 
 
В заключение кратко остановимся на ключевых моментах 

содержания книги. Настоящая работа посвящена математическим 
моделям и методам решения задач поиска оптимальных иерар-
хических структур. В качестве основной области применения 
рассматриваемых в книге подходов выступают задачи формиро-
вания организационной структуры – иерархической структуры 
системы управления организацией. 

В основу принятого подхода положено разделение задачи 
организационного дизайна на три этапа: разработку технологии 
функционирования организации (по сути, определение состава 
исполнителей, выполняющих технологические операции нижнего 
уровня), выбор организационной структуры (определение состава 
и взаимной подчиненности менеджеров, управляющих исполни-
телями) и, наконец, построение механизмов управления (обеспе-
чивающих качественное и надежное  управление организацией в 
рамках выбранной структуры). 

Такое разделение задач позволяет сконцентрировать внима-
ние на втором этапе организационного дизайна и сформулиро-
вать задачу формирования организационной структуры как зада-
чу дискретной оптимизации – выбора из множества допустимых 
иерархий наилучшей. 

В роли критерия, минимизируемого выбором иерархической 
структуры, могут выступать затраты иерархии, складывающиеся 
из затрат составляющих ее менеджеров. Считается, что функция 
затрат менеджера является секционной [85], то есть затраты ме-
неджера зависят от того, какими группами исполнителей управ-
ляют его непосредственные подчиненные.  

Во второй главе кратко рассматриваются другие современ-
ные модели формирования организационных структур. Их срав-
нение с принятым в настоящей книге подходом позволяет сделать 
вывод, что концепция секционных функций затрат обобщает 
многие описанные в литературе модели и позволяет описывать 
широкий класс прикладных задач поиска оптимальных иерархий. 

Описание постановки задачи завершается введением важных 
подклассов секционных функций затрат – функций затрат, зави-
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сящих от мер, а также однородных функций затрат, исследова-
нию которых в данной работе уделяется основное внимание. 

В третьей главе решается задача поиска оптимальной древо-
видной иерархии в случае, когда функции затрат менеджеров яв-
ляются однородными. Показывается, что в этом случае все ме-
неджеры оптимальных деревьев имеют примерно одинаковую 
норму управляемости (количество непосредственных подчинен-
ных) и делят подчиненную им группу исполнителей между свои-
ми непосредственными подчиненными на части в примерно оди-
наковой пропорции. 

Основным теоретическим результатом является вывод ана-
литического выражения для нижней оценки затрат оптимальной 
иерархии и конструктивные доказательства хорошего качества 
этой оценки, позволяющие в большинстве важных с практиче-
ской точки зрения случаев эффективно строить субоптимальные 
древовидные иерархии. 

Аналитическое выражение затрат оптимальной иерархии 
имеет большое значение для микроэкономического анализа, по-
зволяя дать ответ на вопрос о том, как значения параметров мо-
дели сказываются на виде и затратах оптимальной иерархии, и в 
четвертой главе рассматривается применение разработанной 
оценки на примере нескольких содержательных моделей по-
строения оптимальных иерархий. В числе прочего рассматрива-
ется задача организации сборочного производства и две модели 
построения иерархий управления организацией. В первой из них 
основная задача менеджеров состоит в том, чтобы решать про-
блемы, возникающие у исполнителей в процессе реализации тех-
нологического процесса организации, тогда как во второй – в 
планировании функционирования организации и выполнении 
приказов руководства. 

Полученные результаты позволяют говорить о задаче поиска 
оптимальной древовидной иерархии при однородных функциях 
затрат менеджеров как о практически решенной. В то же время, 
понятно, что однородные функции затрат позволяют описывать 
далеко не все возникающие на практике задачи, и, даже оставаясь 
в рамках парадигмы секционных функций затрат менеджера, 
можно рассматривать и другие модели оптимальных иерархий. 
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В пятой главе кратко рассмотрено несколько возможных 
обобщений рассматриваемой задачи, таких, например, как модель 
надстройки иерархии управления над графом технологических 
взаимодействий исполнителей. Учитывая, что многие авторы 
ключевым фактором, влияющим на вид организационной струк-
туры, называют особенности технологии функционирования ор-
ганизации, дальнейшее развитие этой модели хотелось бы отме-
тить в числе наиболее перспективных задач. 

Граф взаимодействий исполнителей позволяет детально опи-
сать все технологические процессы организации, и, поскольку 
функция затрат менеджера считается зависящей от технологиче-
ских потоков, рассматриваемая модель дает почти неограничен-
ные возможности для описания влияния специфики технологии 
функционирования на затраты (а, следовательно, и на вид) струк-
туры системы организационного управления. Стоит также отме-
тить, что наличие широко распространенных промышленных 
стандартов описания технологических процессов организаций в 
терминах графов взаимодействия элементарных работ делают 
модель надстройки иерархии над графом технологических взаи-
модействий наиболее привлекательной и с точки зрения ее при-
кладного применения в практике организационного дизайна. 

Приведенный во второй главе обзор существующих моделей 
формирования организационных иерархий показывает, что дале-
ко не все из них удается свести к задаче поиска оптимальной ие-
рархии при секционной функции затрат менеджеров. В то же вре-
мя, в большинстве описанных в литературе подходов использу-
ются критерии оптимальности иерархии, имеющие очень част-
ный вид. Поэтому актуальной остается разработка общих фор-
мальных методов описания и оптимизации иерархических струк-
тур. В идеале эти методы должны дать теоретическую основу для 
решения задач поиска оптимальных иерархий с произвольным 
критерием эффективности. 

Последний раздел пятой главы стоит несколько особняком, 
поскольку его тематика выходит за рамки чисто оптимизацион-
ных задач, решаемых в предыдущих разделах. Этот раздел уже 
затрагивает вопросы третьего этапа организационного дизайна – 
вопросы построения эффективных механизмов управления орга-
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низацией. Оставляя в стороне огромное количество других меха-
низмов организационного управления, здесь рассматриваются 
способы организации процесса формирования организационной 
структуры, основанные на децентрализации, в той или иной мере, 
прав принятия решений о виде структуры системы управления. 
Показывается, что если организатор иерархии имеет полную ин-
формацию о функциях затрат менеджеров, то можно предложить 
сразу несколько эффективных механизмов формирования органи-
зационной иерархии.  

Тем не менее, известно, что на практике случай полной ин-
формированности организатора иерархии почти никогда не реа-
лизуется, ведь одной из основных причин создания сложных ие-
рархических систем управления как раз и является потребность в 
децентрализации процессов обработки и хранения огромных объ-
емов информации, возникающих при управлении современными 
организациями. При этом в руках менеджеров иерархии оказыва-
ется более полная и достоверная информация о значимых пара-
метрах функционирования организации, чем у организатора ие-
рархии – имеет место их асимметричная информированность. 

Асимметричность в информированности чрезвычайно ус-
ложняет задачу построения эффективных механизмов формиро-
вания организационной иерархии. Имеющихся в настоящее время 
теоретических результатов недостаточно для полного решения 
этой задачи. Поэтому в качестве еще одного перспективного на-
правления развития стоит назвать дальнейшее изучение механиз-
мов управления формированием  сложных организационных ие-
рархий в условиях асимметричной информированности. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ: ДОКАЗАТЕЛЬСТВА  
 

Доказательство леммы 1. 
Решение проводится с использованием принципа максимума 

Понтрягина [109]. Для рассматриваемой задачи с открытым кон-
цом гамильтониан имеет вид ttttt sxpsxH ln+−= βα , где pt – 
множитель Лагранжа для уравнения движения. Из принципа мак-
симаума получаем условия экстремума: 
(45) ttttt spsxxHp ln/ 1 −=∂−∂= − βαα& ,  
(46) ,0/ =∂∂ sH  то есть ttttt sxpsx /1 =⋅ −βαβ . 

Подставляя (46) в (45), получаем, что 
(47) ttt spp ln// −= βα& .  

С другой стороны, дифференцируя (46) по времени, имеем 

ttttttt ssxxsxp &&& 1122)1( −−− ⋅+⋅−= βαβα βαβ  или, с учетом (46): 
(48) tttttt ssxxpp //)1(/ &&& ⋅+⋅−= βα . 

Объединяя (47) и (48), получаем новое уравнение:  
ttttt sssxx ln///)1( −=⋅+⋅− βαβα && . 

Подставляя в него уравнение движения ttt sxx ln=&  и упро-
щая, имеем βαβα //ln =⋅+⋅ ttt sss & . Сделаем замену tt sln=ϕ , и 
тогда, поскольку ttt ss /&& =ϕ , получаем линейное дифференциаль-
ное уравнение βαϕβϕα /=⋅+⋅ tt & . 

Ищем его решение в форме DCe t
t += λϕ . Подставляя эту 

форму в уравнение, получаем 
βαλβαα λλ /=⋅+⋅+⋅ tt CeDCe  для всех t. 

Значит, β/1=D  и 0=⋅+ λβα , то есть βαλ /−= .  
Константу C находим из условия трансверсальности, которое 

для задачи с открытым концом имеет вид 0)( =tH  для всех t. То 
есть, подставляя в гамильтониан выражения βαβ ttt sxp 1−⋅=  и 

tt sln=ϕ , получаем 01 =⋅+− −
tttttt sxxsx ϕβ βαβα

, или 1=tβϕ . 

Это означает, что ββλ /1/1 =+tCe , то есть C = 0.  
Таким образом, β/1ln =ts , что и требовалось доказать. • 
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Доказательство леммы  2. 
Доказательство существования (r, x)-однородного дерева 

проводится по индукции. Пусть q = 1 (и, следовательно, n = r). 
Поскольку все компоненты пропорции x положительны, можно 
положить µi = xi, i = 1, …, n и построить над этим множеством 
веерную иерархию. Легко видеть, что эта иерархия является 
(r, x)-однородным деревом.  

Пусть теперь существование (r, x)-однородного дерева дока-
зано для любого числа менеджеров, меньшего q. Покажем, что 
(r, x)-однородное дерево существует и для q менеджеров. По ин-
дукционному предположению, для q – 1 менеджера найдется та-
кое множество из n = (q – 1)(r – 1) + 1 исполнителей с мерами 
µ1, …, µn, что на нем можно построить (r, x)-однородное дерево. 
В этом дереве заменим исполнителя с мерой µn на дополнитель-
ного менеджера, и подчиним этому менеджеру r исполнителей с 
мерами µnx1, µnx2, …, µnxr. Получили (r, x)-однородное дерево с q 
менеджерами над множеством из q(r – 1) + 1 исполнителей с ме-
рами µ1, …, µn-1, µnx1, µnx2, …, µnxr, что и требовалось. 

Пусть теперь для любого натурального числа q 
n ≠ q(r - 1) + 1. Докажем, что в этом случае не существует одно-
родного дерева с нормой управляемости r. Предположим, что та-
кое дерево существует и содержит q′ менеджеров. Каждый ме-
неджер имеет r непосредственных подчиненных, следовательно, 
общее количество подчиненных кому-либо сотрудников равно 
q′r. С другой стороны, начальника имеют все исполнители и все 
менеджеры, кроме топ-менеджера. Значит, q′r = n + q′ - 1, или, 
иначе, n = q′(r - 1) + 1. Получили противоречие. • 

Доказательство утверждения 4. 
Доказательство проводится индукцией по числу исполните-

лей n. Для единственного исполнителя (то есть при n = 1) сущест-
вует лишь дерево, в котором вовсе нет менеджеров. Будем счи-
тать его однородным. Затраты этого дерева равны нулю, то есть 
совпадают со значением формулы (5). Предположим, что для лю-
бого числа исполнителей, меньшего n, утверждение доказано. 
Докажем, что оно верно и для n исполнителей. 
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В (r, x)-однородном дереве H непосредственные подчинен-
ные топ-менеджера управляют группами исполнителей s1, …, sr, 
имеющими меры µk = xkµ, k = 1, …, r. Затраты дерева С(H) скла-
дываются из затрат топ-менеджера и затрат поддеревьев 
H1, …, Hr, которыми управляют его непосредственные подчинен-
ные. Поскольку каждое поддерево Hk также является однородным 
деревом для множества исполнителей sk, k = 1, …, r и все группы 
sk состоят менее чем из n исполнителей, по индуктивному пред-
положению затраты однородного дерева равны 

)(...)(),...,()( 11 rr HCHCcHC +++= µµ , 
где затраты C(Hk), k = 1, …, r, определяются формулой (5). 

Для краткости введем обозначение ),...,(: 1 rxxcC = . Из одно-
родности функции затрат следует, что 

Cxxcc rr
γγ µµµµ == ),...,(),...,( 11 . 

Сначала рассмотрим случай, когда 1≠γ . Тогда  
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В силу (6) и (7) выражения ∑ =− r
i i1

γγ µµ  и ∑ ∈−
ksjk j γγ µµ )(  

при любом γ имеют одинаковый знак, и, значит,  
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Следовательно, 
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и формула (5) верна при 1≠γ . 
Пусть теперь 1=γ . Тогда, аналогично, 
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Таким образом, утверждение 4 доказано. • 

Доказательство утверждения 5.  
Схема доказательства аналогична доказательству утвержде-

ния 4. Воспользуемся индукцией по числу исполнителей n. По-
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нятно, что для единственного исполнителя с мерой µ1 CL(µ1) = 0, 
что совпадает с затратами единственного возможного в этой си-
туации «дерева». Предположим, что для любого числа исполни-
телей, меньшего n, утверждение доказано. Покажем, что оно вер-
но и для n исполнителей. 

Пусть в некотором дереве H k непосредственных подчинен-
ных топ-менеджера управляют группами исполнителей s1, …, sk. 
Затраты дерева складываются из затрат топ-менеджера и затрат 
поддеревьев H1, …, Hk, которыми управляют его непосредствен-
ные подчиненные (поддерево может состоять из единственного 
исполнителя, тогда его затраты равны нулю): 

)(...)(),...,()( 11 kk HCHCcHC +++= µµ . 
Так как группы s1, …, sk содержат менее n исполнителей, по 

индуктивному предположению затраты соответствующих подде-
ревьев не меньше, чем CL(si). Следовательно,  

)(...)(),...,()( 11 kLLk sCsCcHC +++≥ µµ . 
В правой части неравенства присутствует фиксированное ко-

личество непосредственных подчиненных k и фиксированное 
распределение s1, …, sk исполнителей из множества N в подчине-
ние этим сотрудникам. Следовательно, правая часть не увеличит-
ся, если в ней взять минимум по всем k от 2 до n и всевозможным 
распределениям s1, …, sk исполнителей между непосредственны-
ми подчиненными топ-менеджера. Поэтому 
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Пусть степень однородности γ ≠ 1. Тогда, по формуле (11), 
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где µ1, …, µk – меры групп s1, …, sk, n1, …, nk – количество испол-
нителей в этих группах, а isji j

i

µµε /)(min
∈

= . 

Легко видеть, что функция F(n, ε) не возрастает по количест-
ву исполнителей n, так как увеличение n расширяет множество, 
по которому берется минимум в формуле (10). По той же причи-
не функция F(n, ε) не убывает по ε. 
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Поскольку ni < n, а ∑ ∈∈=≥ NjNji jj )(/)(min µµεε , правая 

часть неравенства (49) не увеличится, если в ней заменить ni на n, 
а εi – на ε, то есть 

(50)
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Теперь правая часть неравенства зависит не напрямую от ра-
збиения множества исполнителей N на группы s1, …, sk, а лишь от 
мер этих групп µ1, …, µk. Тогда заменим минимум по всем раз-
биениям на группы минимумом по всем мерам µ1, …, µk, боль-
шим, чем µε, и дающим в сумме µ := µ(N). При этом правая часть 
неравенства не увеличится. Таким образом, 
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В правой части добавим и отнимем CL(N). Тогда неравенство 
принимает вид: 
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Заметим, что в силу неравенств (6) и (7) выражения 
γγγ µµ ∑∑ ∈
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)( γγ µµ  имеют одинаковый знак.  

Кроме того, при γ > 1 γγγ µµ ≤∑
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Следовательно, независимо от значения γ справедливо тождество  
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Поэтому неравенство можно преобразовать к виду: 
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или, что эквивалентно, 
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Первый сомножитель минимизируемого выражения, очевид-
но, неотрицателен. Также неотрицателен и второй сомножитель, 
так как, по формуле (10), он достигает минимума, равного нулю, 
при k = r(n, ε), y = x(n, ε). Следовательно, минимум в правой части 
неравенства равен нулю, то есть C(H) ≥ CL(N), и утверждение 
верно при γ ≠ 1. 

Рассмотрим теперь случай γ = 1. Формула (49) принимает 
вид 

}.),(])(ln)(ln[

),...,({minmin)(

1

1:,...,...2

1

1

∑ ∑
= ∈

=
=

−+

+≥

=

k

i
ii

sj
ii

k

Ns
ssnk

nFjj

cHC

i

k
i i

k

εµµµµ

µµ

U  

Аналогично вышеописанному огрубляем неравенство, заме-
няя ni на n, а εi – на ε, и расширяем область, по которой берется 
минимум: 
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Добавим и отнимем CL(N) в правой части неравенства: 
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Вынесем положительный множитель ∑
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Первый множитель минимизируемого выражения неотрица-
телен. Также неотрицателен и второй сомножитель, так как он 
достигает минимума, равного нулю, при k = r(n, ε), y = x(n, ε). 
Следовательно, минимум в правой части равен нулю и 
C(H) ≥ CL(N) при γ = 1. Утверждение 5 доказано. • 

Доказательство утверждения 7.  
Без ограничения общности считаем, что меры исполнителей 

меньше или равны  единицы (то есть 1=µ ) и что компоненты 
оптимальной пропорции x упорядочены по возрастанию. 

Важным свойством TD-дерева является то, что в нем по по-
строению мера группы, управляемой любым менеджером, отли-
чается от длины его нормативного отрезка не более чем на µ  (то 
есть, на единицу), поскольку при построении фактического от-
резка каждый конец нормативного отрезка сдвигается к ближай-
шей границе между исполнителями, то есть не более чем на µ /2. 

Затраты TD-дерева складываются из затрат СB менеджеров 
нижнего звена (то есть менеджеров, у которых в подчинении нет 
других менеджеров) и затрат CT остальных менеджеров, которых 
будем называть менеджерами верхних уровней. 

Оценим сверху затраты CB. Некоторый менеджер в 
TD-дереве является менеджером нижнего звена, если при попыт-
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ке разделить подчиненный ему нормативный отрезок длины y в 
пропорции x получается лишь один фактический отрезок ненуле-
вой длины, либо если все фактические отрезки состоят не более 
чем из одного исполнителя.  

В первом случае y⋅x1 ≤ µ , так как иначе при делении норма-
тивного отрезка y уже наименьшая компонента пропорции даст 
непустой фактический отрезок. Во втором случае y⋅xr ≤ 2 µ , так 
как иначе фактический отрезок для последней компоненты про-
порции не может состоять из одного исполнителя. Следователь-
но, длина нормативного отрезка менеджера нижнего звена не 
превышает yB := max[2 µ /xr, µ /x1], а, значит, любой менеджер 
нижнего звена управляет группой меры не более чем yB + µ .  

Поскольку меры исполнителей больше или равны µ , менед-
жер нижнего звена управляет группой не более чем из 
nB := (yB + µ )/ µ  исполнителей, причем nB не зависит от общего 
количества исполнителей n. Если обозначить через B затраты са-
мой «дорогой» веерной иерархии не более чем nB исполнителей с 
мерами из диапазона [ µ , µ ], то затраты любого менеджера ниж-
него звена не превышают B. Количество менеджеров нижнего 
звена не превышает количества исполнителей n, следовательно их 
суммарные затраты CB ≤ B⋅n. 

Теперь оценим сверху затраты CT менеджеров верхних уров-
ней. Пусть некоторый менеджер верхних уровней m управляет 
группой меры µ, а его непосредственные подчиненные управляют 
группами мер '1 ,..., rµµ .  

По построению в TD-дереве любой менеджер верхних уров-
ней имеет не более r непосредственных подчиненных, поэтому1 

rr ≤' . Затраты менеджера m равны с( '1 ,..., rµµ ) и, в силу нор-
мальности функции затрат, от добавления 'rr −  нулевых компо-
нент его затраты не уменьшатся: )0,...,0,,...,(),...,( '1'1 rr cc µµµµ ≤ . 

                                                      
1 Количество непосредственных подчиненных может быть строго 

меньше r, если некоторые фактические отрезки, получающиеся при де-
лении нормативного отрезка менеджера m, имеют нулевую длину. 



 235 

Поэтому для простоты будем считать, что любой менеджер верх-
них уровней имеет ровно r непосредственных подчиненных с ме-
рами rµµ ,...,1 , где некоторые меры могут равняться нулю.  

Если нормативный отрезок менеджера m имеет длину y, то 
длины нормативных отрезков его непосредственных подчинен-
ных равны x1y, …, xry. Как уже отмечалось, длины нормативных 
отрезков отличаются от длин фактических отрезков не более чем 
на единицу. Если ввести обозначения y−= µδ : , yxiii −= µδ : , 

ri ,...,1= , то верны неравенства |δ | ≤ 1, |δi | ≤ 1, ri ,...,1= .  
В силу однородности функции затрат 
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Поскольку функция затрат степенно-ограничена, найдутся 
такие числа A и λ > 0, что  
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Без ограничения общности можно считать, что λ + 1 ≤ γ, по-
скольку при уменьшении степени λ условие степенной ограни-
ченности становится более слабым. 

Воспользовавшись тем, что iii xx +≤− 1|| δδ , 11 =∑ =
r
i ix , и 

огрубив далее неравенство, получаем, что 
))1(),...,((),...,( 11

λλγ µµµµ −++≤ rAxxcc rr . 
Обозначая E := A(r + 1)λ, ),...,(: 1 rxxcC = , имеем, что затраты 

любого менеджера верхних уровней не превышают величины 
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λγγ µµ −+ EC . Вспомним, что δµ += y: , и еще огрубим верхнюю 
оценку затрат менеджера: 

λγ
λγ

γ
γ

λγ
λγ

γ
γ δδ

−
−

−
−









++








+≤








++








+

y
Ey

y
Cy

y
Ey

y
Cy 111111 . 

Длина y нормативного отрезка менеджера верхних уровней 
ограничена снизу величиной ririT xxy //min:

,..,1
µµ ==

=
, поскольку 

как минимум один его непосредственный подчиненный управля-
ет группой из двух и более исполнителей, а, значит, его норма-
тивный отрезок имеет длину не меньше чем µ .  

Следовательно, обратная к y величина 1/y ограничена сверху 
константой 1/yT, и функции λγγ −++ )/11(,)/11( yy  при 
1/y ∈ [0, 1/yT] можно мажорировать функциями вида 1 + D1/y, 
1 + D2/y, где D1, D2 – некоторые положительные коэффициенты. 

Следовательно, затраты любого менеджера верхних уровней 
m не превышают величины 

1
2

1
1 )()()()( −−−− ⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅ λγλγγγ myDEmyEmyDCmyC , 

где y(m) – длина нормативного отрезка менеджера m. 
Обозначая через MT множество менеджеров верхних уров-

ней, имеем, что их суммарные затраты CT не превышают  
∑∑∑∑
∈

−−

∈

−

∈

−

∈
+++

TTTT MmMmMmMm
myEDmyEmyCDmyC 1

2
1

1 )()()()( λγλγγγ . 

Рассмотрим множество таких сотрудников иерархии, кото-
рые являются непосредственными подчиненными менеджеров 
верхних уровней, но сами не являются менеджерами верхних 
уровней. Легко видеть, что если количество таких сотрудников k, 
и они имеют нормативные отрезки с длинами Y1, …, Yk, то сумма 
длин этих нормативных отрезков равна суммарной мере испол-
нителей µ(N), Yi ( ki ,...,1= ) не превышает  yB, и для любого числа 
η сумма вида ∑ ∈ TMm my η)(  совпадает с затратами однородного 

r-дерева с пропорцией x для функции затрат менеджера вида 
ηµµ )...( 1 r++  и «множества исполнителей» с мерами Y1, …, Yk. 

Для упрощения выкладок предположим, что числа γ, 1−γ , 
λγ − , 1−− λγ  отличны от единицы (случай равенства единице 
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рассматривается аналогично). Тогда, заменяя по формуле (5) 
суммы в этом выражении затратами соответствующих однород-
ных деревьев, получаем, что  

(51) 
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Вспомним, что затраты TD-дерева )(, NC xr
TD  равны CB + CT. 

Нашей целью является показать, что отношение )(, NC xr
TD /CL(N) 

стремится к единице с ростом количества исполнителей n, то 
есть, что к единице стремится отношение (CB + CT)/CL(N), где  

|1|
))()(()(

11 ∑
∑

== −
−= r

i i

n

j
L x

CjNNC
γ

γγ µµ . 

Поскольку по утверждению 5 CL(N) – это нижняя оценка за-
трат древовидной иерархии для множества исполнителей N, оче-
видно, что )(, NC xr

TD /CL(N) ≥ 1, и, значит, если предел существует, 
то он не меньше единицы. Докажем, что предел также и не пре-
вышает единицу (это и будет означать, что он равен единице). 

Так как мера любого исполнителя не превышает µ , а коли-
чество исполнителей n не превышает µ(N)/µ, верно неравенство 

|1|
)/)()((:')(

1
∑
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−=≥ r

i
i

LL

x

CNNCNC
γ

γγ µµµµ , 

и, значит, '/)()(/)()(/)(,
LTBLTBL

xr
TD CCCNCCCNCNC +≤+= . 

Как показано выше, CB ≤ B⋅n. С учетом того, что n ≤ µ(N)/µ, 
CB ≤ µ(N)B /µ. Следовательно, так как γ > 1, '/ LB CC  стремится к 
нулю с ростом µ(N), а, следовательно, и с ростом n. Поэтому ис-
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комый предел )(, NC xr
TD /CL(N) не превышает предела отношения 

'/ LT CC . Воспользовавшись неравенством (51), получаем, что  

(52) 
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Рассмотрим первое слагаемое в правой части неравенства 
(52). Это слагаемое меньше или равно, чем  

µµµµ
µ

γγ

γ

/)()(
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NN
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, 

а это выражение стремится к 1 с ростом n (а, значит, и µ(N)). 
Покажем, что остальные три слагаемых в правой части нера-

венства (52) стремятся к нулю с ростом n. 
Рассмотрим второе слагаемое  
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Если 11 >−γ , то это выражение не превышает 
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и с ростом µ(N) ведет себя как 1)( −Nµ , то есть стремится к нулю. 
Если же 11 <−γ , то, в силу того, что Yi ( ki ,...,1= ) не пре-

вышает  yB, а k ≤ n ≤ µ(N)/µ, второе слагаемое не превышает  
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и с ростом µ(N) ведет себя как γµ −1)(N , то есть также стремится 
к нулю. Третье и четвертое слагаемое в правой части неравенства 
(52) рассматриваются аналогично. 

Таким образом, показано, что предел '/ LT CC  при n → ∞ не 
превышает единицы. Следовательно, 1)(/)(lim , =

∞→
NCNC L

xr
TDn

. 

Утверждение 7 доказано. • 

Доказательство утверждения 8.  
Оценим сверху затраты BU-дерева. Его затраты складывают-

ся из затрат a0 + a1 + … + ak однородных деревьев и суммарных 
затрат CT объединяющих эти деревья менеджеров. По утвержде-
нию 4, затраты однородного дерева определяются формулой (12),  
поэтому  

T

k

i

ii
i

r
BU CCrranC +−= ∑

=0
0))(()( γ , где 

1
)/1,...,/1(: 10 −

= −γr
rrcC . 

Поскольку ∑ == k
i

i
i ran 0 , получаем, что 

T
r
BU CnCnC +≤ 0)( . 

Оценим сверху затраты CT. Они складываются из затрат не 
более чем a0 + a1 + … + ak менеджеров. Поскольку ai < r, 
i = 1, …, k, а k ≤ logr n, верно неравенство 

a0 + a1 + … + ak ≤ r⋅k ≤ r⋅logr n. 
Каждый менеджер BU-дерева имеет не более r непосредст-

венных подчиненных и управляет группой меры не более n. 
Пусть (по условию утверждения) для всех r′ ≤ r функция затрат 
менеджера на симплексе 'rD  ограничена константой C, тогда за-
траты любого менеджера не превышают величины nγ⋅C. Следова-
тельно, CT ≤ nγ⋅C⋅r⋅logr n и nCrnnCnC r

r
BU log)( 0

γ+≤ . 
Нижняя оценка затрат оптимального дерева определяется 

формулой  
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поэтому  
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. 
Поскольку степень однородности функции затрат γ по усло-

вию строго меньше единицы, а logrn растет медленнее, чем γ−1n , 
получаем, что 

1
)(
)(lim ≤

∞→ nC
nC

L

r
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n
. 

В то же время, поскольку CL(n) – нижняя оценка затрат дере-

ва, )()( nCnC L
r
BU ≥  и 1

)(
)(lim ≥

∞→ nC
nC

L

r
BU

n
. Поэтому 1

)(
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L

r
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n
. 

Утверждение 8 доказано. • 

Доказательство утверждения 9. 
Доказательство проводим индукцией по количеству испол-

нителей n. Очевидно, что для n = 1, 2 утверждение верно. Пред-
положим, что последовательная иерархия оптимальна для любого 
количества исполнителей, меньшего n, и покажем, что она опти-
мальна и для множества из n исполнителей. 

Затраты CS(n) последовательной иерархии для n исполните-
лей меры 1 задаются формулой ∑ −

== 1
1 ),1()( n

iS icnC . 
Затраты C(n) оптимального 2-дерева для n исполнителей 

складываются из затрат топ-менеджера и затрат двух поддеревь-
ев, управляемых его непосредственными подчиненными. По-
скольку все поддеревья оптимального дерева также являются оп-
тимальными деревьями (для меньшего количества исполнителей), 
то по индуктивному предположению оба этих поддерева – после-
довательные иерархии. Если первый непосредственный подчи-
ненный управляет группой из 1'≥n  исполнителей, то  

)'()'()','()( nnCnCnnncnC SS −++−= . 
По условиям утверждения )1,1()','( −≥− ncnnnc , следова-

тельно, )'()'()1,1()( nnCnCncnC SS −++−≥ .  
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Поскольку, по условиям утверждения, с(a, 1) не возрастает 
по a, затраты )'(nCS  последовательной иерархии вогнуты по 'n  
(строго говоря, функция )'(nCS  задана на множестве только на-
туральных чисел, но она легко доопределяется до вогнутой функ-
ции, заданной на всей оси неотрицательных чисел). Тогда функ-
ция )'()'( nnCnC SS −+  – также вогнутая функция, заданная на 
отрезке ]1,1[' −∈ nn . Вогнутая функция всегда достигает своего 
минимума на границе отрезка, следовательно, 

)1()1()'()'( SSSS CnCnnCnC +−≥−+ . 
Таким образом, )1()1()1,1()( SS CnCncnC +−+−≥ . Посколь-

ку CS(1) = 0, и, кроме того, )1()1,1()( −+−= nCncnC SS , верно 
неравенство )()( nCnC S≥ . Это значит, что затраты оптимального 
2-дерева для n исполнителей не меньше затрат последовательной 
иерархии. Следовательно, последовательная иерархия является 
оптимальным 2-деревом для n исполнителей. 

Утверждение 9 доказано. • 

Доказательство утверждения 10. 
Пусть оптимальное 2-дерево не является последовательной 

иерархией, то есть в нем есть некоторое количество q менедже-
ров, не управляющих непосредственно ни одним исполнителем. 
Тогда среди них найдется менеджер m, оба непосредственных 
подчиненных которого, менеджеры m1 и m2, управляют группами 
соответственно из n1 и n2 исполнителей и являются топ-менедже-
рами двух последовательных поддеревьев. 

Менеджер m1 управляет как минимум одним непосредствен-
ным исполнителем w3 и некоторым сотрудником m4 (менеджером 
или исполнителем). Добавим в дерево нового менеджера 'm , под-
чинив его непосредственному начальнику менеджера m (если тот 
имеет начальника) и подчинив ему менеджера m и исполнителя 
w3. Удалим менеджера m1, переподчинив управляемого им со-
трудника m4 напрямую менеджеру m. Это преобразование иерар-
хии изображено на рис. 52. При этом затраты иерархии изменя-
ются на величину  

),()1,1()1,1(),1( 2112121 nncncnncnnc −−−−++− . 
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Рисунок 52. Перестроение 2-дерева 

Ту же процедуру можно проделать и удаляя менеджера m2, 
затраты иерархии при этом изменяются на величину 

),()1,1()1,1()1,( 2122121 nncncnncnnc −−−−++− . 
По условию утверждения, одно из этих выражений не пре-

вышает нуля, то есть затраты нового дерева хотя бы при одном из 
этих преобразований не превышают затрат исходного дерева. 
Тогда сделаем именно это преобразование. В новом дереве мера 
группы, управляемой менеджером m, уменьшилась на единицу.  

Если оба непосредственных подчиненных менеджера m в но-
вом дереве сами являются менеджерами, то будем повторять опи-
санную выше трансформацию дерева для менеджера m до тех 
пор, пока он не будет управлять непосредственно хотя бы одним 
исполнителем. Это случится после конечного числа трансформа-
ций, поскольку каждая трансформация уменьшает меру управ-
ляемой менеджером m группы исполнителей на единицу. 

В результате, в полученном дереве будет уже q – 1 менедже-
ров, не управляющих непосредственно ни одним исполнителем. 
Среди них, в свою очередь, найдется менеджер, оба непосредст-
венных подчиненных которого являются топ-менеджерами двух 
последовательных поддеревьев. Делая для него преобразования 
дерева, аналогичные описанным выше, приходим к дереву с q – 2 
менеджерами, не управляющими непосредственно ни одним ис-
полнителем. Будем повторять эту процедуру до тех пор, пока ре-
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зультирующее дерево не будет последовательной иерархией, в 
которой каждый менеджер уже будет непосредственно управлять 
хотя бы одним исполнителем. Поскольку каждое преобразование 
дерева не увеличивало его затраты, затраты полученной последо-
вательной иерархии не превышают затрат исходного оптималь-
ного 2-дерева. Следовательно, на классе 2-деревьев существует 
оптимальная последовательная иерархия. 

Утверждение 10 доказано. • 

Доказательство леммы 4.  
Поскольку достаточно рассматривать только внутренние ре-

шения, для фиксированной нормы управляемости k поиск опти-
мальной пропорции сводится к минимизации нелинейной функ-
ции  
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при линейном ограничении y1 + … + yk = 1. Поскольку миними-
зируемая функция гладкая, точка ее минимума является особой 
точкой Лагранжиана  
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то есть в этой точке производная Лагранжиана по каждой компо-
ненте пропорции равна нулю.  

Докажем, что если в особой точке все компоненты пропор-
ции строго положительны, то они принимают не более двух раз-
личных значений. Поскольку выражение ∑ =− k

i iy11 αβ  при фикси-
рованных α и β знакопостоянно, при поиске особых точек Ла-
гранжиана модуль в формуле (53) можно опустить. Дифференци-
руя Лагранжиан по y1, …, yk, получаем систему уравнений 
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Умножим каждое уравнение на yi, просуммируем их и, вос-
пользовавшись тем, что y1 + … + yk = 1, выразим  

)1/()( 1∑ =−= k
j jk yyF αβαβλ . 
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Подставив полученное выражение для множителя Лагранжа 
в систему уравнений (54), и разделив обе части каждого уравне-
ния на αβFk(y), получим уравнения 
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, i = 1, …, k. 

или, что то же самое, 
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, i = 1, …, k. 

Заметим, что правые части всех уравнений равны между со-
бой. Следовательно, равны между собой и левые части уравне-
ний. Поэтому систему уравнений можно записать в виде 
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или, с учетом того, что все компоненты пропорции y строго по-
ложительны, 

)1(1)1(1 −−−− −=− βααβαα
jjii yyyy , i, j = 1, …, k. 

Введем в рассмотрение функцию f(x) = x1 – α  – xα(β – 1), опре-
деленную на отрезке [0, 1]. Легко проверить, что на всей области 
определения функция f(⋅) имеет не более одного промежутка воз-
растания и не более одного промежутка убывания, следователь-
но, каждое значение этой функции достигается не более чем при 
двух различных значениях ее аргумента. 

В особой точке Лагранжиана для всех i, j = 1, …, k f(yi) = f(yj), 
следовательно, в этой точке компоненты пропорции могут при-
нимать не более двух различных значений. Лемма 4 доказана. • 

Доказательство леммы 5. 
Если α ≤ 1, то выражение αα

kyy ++K1  достигает на сим-
плексе Dk своего максимума в симметричной точке. Поскольку 
β ≥ 0, числитель выражения (30) достигает в этой точке своего 
минимума. Следовательно, по лемме 3, и все выражение (30) дос-
тигает в той же точке своего минимума. Значит, при α ≤ 1 для 
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рассматриваемой функции затрат симметричная пропорция будет 
оптимальной и лемма доказана для α ≤ 1. 

Пусть теперь α > 1. Функция (IV) строго нормальная, поэто-
му граничные решения отсутствуют. Следовательно, аналогично 
доказательству леммы 4, можно записать Лагранжиан 
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и найти его особые точки. Из условий первого порядка имеем 
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Умножив каждое уравнение на yi и просуммировав их, получим: 
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Упростим правую часть этого уравнения: 
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Подставим выражение для λ в условия первого порядка и 
разделим обе части каждого уравнения на )( yFkαβ : 
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Тождественными преобразованиями приведем систему урав-
нений к виду 
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Правые части всех уравнений одинаковы, следовательно, для 
любой пары компонент yi и yj выполняется равенство 

(55) 1
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Рассмотрим функцию 1

1

1
)( −

−

−
−

= αβ

α

x
xkxf , определенную на от-

резке [0, 1] и докажем, что она монотонна на этом отрезке. Из 
этого будет следовать утверждение леммы, поскольку тогда каж-
дое значение функции достигается при единственном значении 
аргумента, что, в соответствии с (55), приводит к равенству меж-
ду собой компонент пропорции.  

Так как функция f(x) гладкая, она монотонна, если ее произ-
водная не имеет нулей на интервале (0, 1), то есть если уравнение 

1)1( )1()1()1( −− −+−=− αβα βααβα xkx . 
не имеет корней на интервале (0, 1). Сделаем замену переменных 
a = α – 1, b = α (1 – β), c = k(αβ – 1). Тогда необходимо показать, 
что 0≠−− cbxax ab  на интервале (0, 1). Легко проверить, что 
функция cbxaxx ab −−=:)(ϕ  гладкая и монотонная на отрезке 
[0, 1]. Поэтому ϕ(x) ≠ 0 на отрезке [0, 1] тогда и только тогда, ко-
гда на границах отрезка ее значения имеют одинаковый знак: 

ϕ(0) = – c = k(1 – αβ ), ϕ(1) = a – b – c = (k – 1)(1 – αβ ). 
Поскольку k > 1, signϕ(0) = signϕ(1) и лемма 5 доказана. • 

Доказательство леммы 6. 
Пусть оптимальное дерево не является веерной иерархией. 

Тогда в нем найдется некоторый менеджер mi, непосредственно 
подчиненный некоторому менеджеру mj. Пусть менеджер mi 
управляет группой исполнителей µi и имеет ri непосредственных 
подчиненных, в то время как менеджер mj имеет rj непосредст-
венных подчиненных. Удалим менеджера mi и переподчиним его 
подчиненных менеджеру mj. Затраты дерева уменьшатся на 
χ(µi) + ϕ(ri) + ϕ(rj) и увеличится на ϕ(rj + ri – 1). Поскольку функ-
ция χ(⋅) неотрицательная, затраты дерева уменьшатся, если 

)1()()( −+≥+ jiji rrrr ϕϕϕ , что предполагается условием леммы. 



 247 

Следовательно, исходное дерево не оптимально. Получили про-
тиворечие. • 

Доказательство леммы 7. 
Пусть лемма неверна, и в оптимальном дереве найдется та-

кой менеджер mi, подчиненный менеджеру mj, что количество его 
непосредственных подчиненных ri строго больше, чем rj – коли-
чество непосредственных подчиненных его начальника mj. Обо-
значим через µi меру группы исполнителей, которой управляет 
менеджер mi. Возьмем любых ∆ := ri – rj ≥ 1 подчиненных i-го ме-
неджера (обозначим через µ их суммарную меру) и переподчи-
ним их j-му менеджеру. Затраты дерева изменятся на  

)]()()([)]()()([ jiijii rrrr ϕϕµχϕϕµµχ ++−∆++∆−+− . 
Но, понятно, что ji rr =∆− , ∆+= ji rr , то есть затраты дере-

ва изменятся на )()( ii µχµµχ −− , и, в силу неубывания функции 
χ(⋅), уменьшатся, что противоречит тому, что исходное дерево 
оптимально. • 

Доказательство леммы 8. 
Пусть в некотором оптимальном дереве первым (самым 

нижним) менеджером в самой длинной цепочке менеджеров сто-
ит менеджер m, управляющий группой s из r подчиненных.  

Пусть найдутся такие исполнители i ∈ s и j ∉ s, что 
)()( ji µµ > . У i-го исполнителя есть li начальников, отличных от 

начальников j-го исполнителя. Аналогично, у j-го исполнителя 
есть lj начальников, отличных от начальников i-го исполнителя. 
Так как исполнитель i  находится в начале самой длинной цепоч-
ки, понятно, что li ≥ lj.  

Поменяем этих исполнителей местами. Тогда у li начальни-
ков i-го исполнителя меры управляемых ими групп уменьшатся 
на 0)()(: >−=∆ ji µµ , а у lj начальников j-го исполнителя увели-
чатся на ∆ . Так как li ≥ lj, сумма мер групп, управляемых всеми 
менеджерами иерархии, от такой перестановки не увеличится, а, 
следовательно, в силу линейной зависимости затрат дерева от 
этой суммы мер, не возрастут и затраты дерева. Значит, можно 
считать, что в оптимальном дереве в начале самой длинной це-
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почки стоит менеджер, управляющий группой из исполнителей с 
минимальными мерами.  

Докажем, что все менеджеры иерархии имеют не менее r не-
посредственных подчиненных. Пусть это не так. Тогда по лемме 
7 найдется менеджер m', непосредственно управляющий некото-
рой группой s', состоящей из r' < r исполнителей. Пусть у менед-
жера m есть l начальников, отличных от начальников менеджера 
m', а у менеджера m' есть l' начальников, отличных от начальни-
ков менеджера m (понятно, что l ≥ l', так как менеджер m нахо-
дится в начале самой длинной цепочки менеджеров). Возьмем из 
группы s r – r'  исполнителей, имеющих максимальные меры, и 
передадим их в подчинение менеджеру m'.  

Тогда у l начальников менеджера m меры управляемых ими 
групп уменьшатся на величину, равную суммарной мере переда-
ваемых исполнителей, а у l' начальников менеджера m' они уве-
личатся на ту же величину. Так как l ≥ l', сумма мер групп, управ-
ляемых всеми менеджерами иерархии, не увеличится, а, следова-
тельно, в силу линейной зависимости затрат дерева от этой сум-
мы мер, не возрастут и затраты дерева.  

Следовательно, в полученном дереве в начале самой длинной 
цепочки стоит группа из минимально возможного количества ис-
полнителей r(m1) с минимальными возможными мерами, и затра-
ты этого дерева  не превышают затрат оптимального дерева. • 

Доказательство утверждения 11. 
Рассмотрим дерево Хаффмана H. Пусть имеется дерево 'H  

со строго меньшими затратами. По лемме 8, в этом дереве, как и в 
дереве Хаффмана, имеется менеджер m, непосредственно управ-
ляющий r(m1) исполнителями с минимальными мерами. Затраты 
этого менеджера одинаковы в обоих деревьях. Тогда заменим в 
обоих деревьях этого менеджера и его подчиненных одним ис-
полнителем с мерой µ(m). При этом затраты обоих деревьев 
уменьшатся на затраты этого менеджера, то есть, на одинаковую 
величину. В получившихся деревьях, аналогично, найдется пара 
идентичных (с точностью до перенумерования) менеджеров, ко-
торых также удалим. Повторяем эти шаги, пока в деревьях не ос-
танется один, самый верхний менеджер. По лемме 7, в корне оп-
тимального дерева находится менеджер с максимальным количе-
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ством подчиненных r(mq). Он же стоит и в корне дерева Хаффма-
на, то есть затраты получившихся «свернутых» деревьев одина-
ковы. Значит, одинаковы и затраты исходных деревьев. • 

Доказательство утверждения 12.  
Рассмотрим некоторое оптимальное (при фиксированном ко-

личестве менеджеров и их нормах управляемости) дерево H. 
Пронумеруем менеджеров этого дерева так, чтобы меры управ-
ляемых ими групп шли по возрастанию. Получили неубывающую 
последовательность мер µ1, …, µq. Рассмотрим теперь дерево 
Хаффмана 'H . Пронумеровав его менеджеров по возрастанию 
мер управляемых ими групп, получим неубывающую последова-
тельность мер µ1', …, µq'. Предположим, что дерево Хаффмана не 
оптимально, а значит, последовательности µ1, …, µq и µ1', …, µq' 
различаются.  

Рассмотрим разность затрат деревьев H  и 'H : 

∑∑ == −=∆ q
i i

q
i iC 11 )'()(: µχµχ . 

Обозначим αi – наклон некоторой касательной к функции 
χ(µ) в точке µi, qi ...1= . Так как функция χ(µ) монотонная и во-
гнутая, последовательность αi, qi ...1=  неотрицательная и не воз-
растает. Кроме того, в силу вогнутости χ(µ) верно неравенство 

)'()()'( iiiii µµαµχµχ −+≤  и, значит, ∑ = −≥∆ q
i iiiC 1 )'( µµα .  

Было отмечено, что дерево Хаффмана минимизирует лекси-
кографически вектор мер групп, то есть если j – минимальный 
номер менеджера, для которого 'jj µµ ≠ , то 'jj µµ > . Отметим, 
что qj < , так как для любой пары деревьев )(' Nqq µµµ == . Та-
ким образом, имеем следующую оценку разницы затрат деревьев 
H и 'H : ∑ −

= −≥∆ 1 )'(q
ji iiiC µµα .  

По утверждению 11 дерево Хаффмана минимизирует сумму 
мер групп, то есть ∑∑ == ≥ q

i i
q
i i 11 'µµ , и, значит, ∑∑ −

=
−
= ≥ 11 'q

ji i
q

ji i µµ .  

Если 1−= qj , то, очевидно, 0>∆C . Пусть теперь 1−< qj . 
Зафиксируем µj и найдем минимум нижней оценки 
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∑ −
= −1 )'(q

ji iii µµα  по всем µi, 1,...,1 −+= qji  при условиях, что 

∑∑ −
=

−
= ≥ 11 'q

ji i
q

ji i µµ , 'jj µµ >  и 1−≥ ii µµ  при всех 1,...,1 −+= qji .  

Так как iα  не возрастает с ростом i, минимум достигается 

при ji µµ =  для всех 2,...,1 −+= qji , ∑ −
=−− −+= 2

11 )'(' q
ji jiqq µµµµ , 

и равен ∑∑ −
=−

−
= −+− 2

1
2 )'()'( q

ji jiq
q

ji iji µµαµµα .  

Поскольку 'jj µµ >  и iα  не возрастает с ростом индекса i, 

этот минимум не меньше, чем 0)''(( 2
1 ≡−+−∑ −

=−
q

ji jiijq µµµµα .  

Следовательно, 0≥∆C , и затраты оптимального дерева H не 
меньше затрат дерева Хаффмана 'H , то есть дерево Хаффмана 
оптимально. • 

Доказательство леммы 9.  
Пусть лемма неверна и найдется такой непосредственный 

подчиненный (заместитель) менеджера m и такой заместитель 
менеджера m', управляющие группами исполнителей с мерами µ1 
и µ2 соответственно, что µ1 < µ2 и '12 µµµµ <−+ . Тогда поменя-
ем этих заместителей местами (вместе с управляемыми ими под-
деревьями). Суммарные затраты менеджеров m и m' изменились 
на величину 

)'()())('())(( 1212 µχµχµµµχµµµχ −−−−+−+ , 
затраты остальных менеджеров остались прежними.  

Если '12 µµµµ <−+ , то )(' 12 µµµµ −−< , то есть меры 
групп, которыми теперь управляют менеджеры m и m', принадле-
жат отрезку [µ, µ']. Кроме того, сумма этих мер не изменилась. 
Тогда, в силу строгой выпуклости функции χ(⋅), выполнено нера-
венство 

)'()())('())(( 1212 µχµχµµµχµµµχ +<−−+−+ , 
то есть затраты дерева строго уменьшились, что невозможно по 
предположению об оптимальности исходного дерева. • 

Доказательство утверждения 14.  
Пусть функция затрат субаддитивна и оптимальное дерево 

отличается от веерной иерархии. Тогда найдется менеджер m, 
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управляющий менеджером m', имеющим в своем подчинении 
только исполнителей, но не других менеджеров. Пусть менеджер 
m контролирует суммарный технологический поток L, а менед-
жер m' – поток L'. Удалим менеджера m' из иерархии и перепод-
чиним его подчиненных менеджеру m. При этом к менеджеру m 
переходит контроль над потоком L', и затраты иерархии изменят-
ся на величину K(L + L') – K(L) – K(L'). 

В силу субаддитивности функции K(⋅) затраты иерархии не 
увеличились, а количество менеджеров в иерархии уменьшилось 
на единицу. Будем повторять эту процедуру до тех пор, пока в 
дереве не останется единственный менеджер непосредственно 
контролирующий всех исполнителей, то есть пока оно не преоб-
разуется к веерной иерархии. Затраты этой веерной иерархии не 
превышают затрат оптимального дерева, следовательно, веерная 
иерархия оптимальна. 

Пусть теперь функция затрат супераддитивна. Докажем, что 
существует оптимальное дерево, в котором каждая элементарная 
работа выполняется отдельным менеджером, не имеющим других 
подчиненных (то есть непосредственный начальник каждого ис-
полнителя w ∈ N управляет группой {w}). Пусть в оптимальном 
дереве H непосредственный начальник m некоторого исполните-
ля w ∈ N имеет кроме него других подчиненных и контролирует 
поток величины L. Добавим в дерево дополнительного менеджера 
m', подчиним его непосредственно менеджеру m и переподчиним 
исполнителя w от менеджера m менеджеру m'.  

Теперь менеджер m' контролирует «петлевой» поток lT(w, w) 
исполнителя w, а поток, контролируемый менеджером m, умень-
шился ровно на величину этого «петлевого» потока. Таким обра-
зом, в результате добавления менеджера m' затраты иерархии из-
менились на K(L – lT(w, w)) + K(lT(w, w)) – K(L). В силу суперад-
дитивности функции K(⋅), затраты дерева не увеличились. Будем 
добавлять новых менеджеров до тех пор, пока непосредственный 
начальник каждого исполнителя не будет управлять группой, со-
стоящей из одного этого исполнителя. Затраты получившегося 
дерева не превышают затрат оптимального дерева, значит, это 
дерево также оптимально. 

Таким образом, можно считать, что в оптимальном дереве 
либо менеджер имеет единственного подчиненного-исполнителя 
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(менеджер «первого типа»), либо все непосредственные подчи-
ненные менеджера также являются менеджерами (менеджер «вто-
рого типа»). Докажем, что существует оптимальное дерево, в ко-
тором у менеджеров «второго типа» будет ровно по два непо-
средственных подчиненных. 

Пусть в некотором оптимальном дереве H менеджер m 
управляет группой исполнителей s и имеет r непосредственно 
подчиненных ему менеджеров m1, …, mr, r > 2, управляющих 
группами исполнителей s1, …, sr. Это менеджер «второго типа», 
поэтому s = s1 ∪ … ∪ sr. Менеджер m в дереве H контролирует 
технологический поток  

LH(m) = lT(s) – lT(s1) – … – lT(sr). 
Добавим в дерево H менеджера m', подчиним его менеджеру 

m и передадим менеджеру m' в непосредственное подчинение ме-
неджеров m2, …, mr. В этом модифицированном дереве H' менед-
жер m' управляет группой s2 ∪ … ∪ sr и контролирует поток 

LH'(m') = lT(s2 ∪ … ∪ sr) – lT(s2) – … – lT(sr), 
а менеджер m по-прежнему управляет группой s, но контролиру-
ет технологический поток 

LH'(m) = lT(s) – lT(s2 ∪ … ∪ sr) – lT(s1). 
При этом затраты дерева изменились на величину 

K(LH'(m)) + K(LH'(m')) – K(LH(m)). 
Легко проверить, что LH'(m) + LH'(m') = LH(m). Поэтому, в силу 
супераддитивности функции K(⋅), затраты дерева не увеличились.  

Ту же операцию проделаем с получившимся деревом H' и так 
далее до тех пор, пока в получившемся дереве все менеджеры 
«второго типа» не будут иметь ровно двух непосредственных 
подчиненных. Поскольку при каждом преобразовании дерева его 
затраты не возрастают, полученное дерево оптимально. • 
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