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1 Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ (êîíñïåêò ëåêöèé)

1.1 Ââåäåíèå

Óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (ïðî-
ïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè) âñåãäà îòíîñÿòñÿ ê êîíêðåòíûì ñâîéñòâàì êîíêðåòíûõ ïðåäìåòîâ,
îáúåêòîâ, ñèòóàöèé. Ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ïðèìåðàìè òàêèõ óòâåðæäåíèé: "Ñåãîäíÿ èäåò
äîæäü", "Âàñÿ ëþáèò Îëþ", "Åñëè À � ïðåñòóïíèê, òî Â � íå âèíîâåí", "Åñëè öåíà íà íåôòü
ðàñòåò è ñòðàíà ïðîäàåò íåôòü, òî ðàñòóò è äîõîäû åå áþäæåòà"è ò.ï. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñòðî-
ÿòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé (ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ) ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê (îïåðàöèé). Íàïðèìåð, ïîñëåäíåå èç ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî
çàïèñàíî êàê (X ∧ Y ) → Z, ãäå X , Y è Z � ýòî ïåðåìåííûå, îáîçíà÷þùèå, ñîîòâåòñòâåííî,
âûñêàçûâàíèÿ "öåíà íà íåôòü ðàñòåò", "ñòðàíà ïðîäàåò íåôòü"è "ðàñòóò è äîõîäû áþäæåòà".

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûñêàçûâàòü áîëåå îáùèå òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ êëàññîâ (ìíî-
æåñòâ) îáúåêòîâ, ïðåäìåòîâ, ñèòóàöèé è ò.ï., íóæåí áîëåå áîãàòûé ôîðìàëüíûé ÿçûê. Èì ÿâ-
ëÿåòñÿ ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ (ëîãèêè 1-îé ñòóïåíè).

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì, ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñîäåðæàòåëü-
íûå ïðèìåðû èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé: îáúåêòîâ, ñâîéñòâ, îòíîøåíèé è îïåðàöèé (ôóíêöèé).

Îáúåêòû: ëþäè, ïðåäïðèÿòèÿ, ÷èñëà, öâåòà, ôóòáîëüíûå ìàò÷è, ýêçàìåíû, äîìà, ñòîëû,
êîìïüþòåðû, ôèãóðû, ñòóäåíòû, ...

Ñâîéñòâà: çåëåíûé, òÿæåëûé, ãîëóáîãëàçûé, ïîáåäíûé, äåâÿòèýòàæíûé, äåðåâÿííûé, îò-
ëè÷íèê, ...

Îòíîøåíèÿ: áûòü áðàòîì ..., çàíèìàòü äîëæíîñòü ... ñ çàðïëàòîé ..., áîëüøå ÷åì ..., íàõî-
äèòüñÿ âíóòðè ..., ëþáèòü, èìåòü öâåò ..., ñëó÷èòüñÿ ïîñëå ..., âëàäåòü ..., ...

Ôóíêöèè: îòåö ..., ëó÷øèé_ äðóã ..., âäâîå_áîëüøèé_ ÷åì ..., ñóììà ... è ..., ãðóïïà_ñòóäåíòà
..., ñàìûé_ëþáèìûé_êèíîôèëüì ..., ...

Â ïðèìåðàõ îòíîøåíèé è ôóíêöèé ìíîãîòî÷èÿìè îòìå÷åíû ìåñòà, íà êîòîðûõ äîëæíû
ñòîÿòü îáúåêòû, ê êîòîðûì îíè îòíîñÿòñÿ.

Äàæå ýòèõ íåáîëüøèõ ïåðå÷èñëåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïî÷òè ëþáîé ôàêò è ñôîðìóëèðîâàòü íóæíîå óòâåðæäåíèå î òîé èëè èíîé
ðàññìàòðèâàåìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Âîò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ:

"Äâà óìíîæèòü íà òðè ðàâíî øåñòü"
Çäåñü îáúåêòû: äâà, òðè è øåñòü; ôóíêöèÿ: óìíîæèòü, îòíîøåíèå: ðàâíî.

"Âñå áàðìàãëîòû æèâóò â çåëåíûõ äîìàõ"
Îáúåêòû: áàðìàãëîòû, äîìà; ñâîéñòâî: çåëåíûé; îòíîøåíèå: æèòü_â.

"Íåêîòîðûå ïðåäïðèÿòèÿ â Òâåðè ÿâëÿþòñÿ áàíêðîòàìè"
Îáúåêòû: Òâåðü, ïðåäïðèÿòèÿ; ñâîéñòâî: áàíêðîò; îòíîøåíèå: "áûòü"("ÿâëÿòüñÿ").

Ñ ôîðìàëèçàöèåé ýòèõ ïîíÿòèé ìû óæå çíàêîìû: îáúåêòû � ýòî ìíîæåñòâà; ñâîéñòâà �
ïîäìíîæåñòâà; à îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè èìåþò îáû÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ. Äåêàðòîâûì (ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A1, . . . , An íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n (n-îê)

A1 × . . . An = {< a1, . . . , an > | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.

Åñëè A1 = . . . = An = A, òî A1 × . . . An íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé (ïðÿìîé) ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà
A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç An. Ïóñòü A0 � ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé ïóñòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ε äëèíû 0. n-ìåñòíûì (èëè n-àðíûì) îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâàõ A1, . . . , An

íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî P ⊆ A1× . . .×An. Ïîýòîìó ïîíÿòèå ñâîéñòâà (ïîäìíîæåñòâà)
ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì îäíîìåñòíîãî îòíîøåíèÿ. Îòíîøåíèå f ⊆ A1 × . . .× An ×B íàçûâàåòñÿ
n-ìåñòíîé (èëè n-àðíîé) ôóíêöèåé èç A1 × . . . × An â B, åñëè îíî äëÿ êàæäîãî íàáîðà àðãó-
ìåíòîâ < a1, . . . , an >, ai ∈ Ai, ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî íàáîðà âèäà < a1, . . . , an, b >. Â ýòîì
ñëó÷àå ïèøåì f(a1, . . . , an) = b.

Ñ êàæäûì îòíîøåíèåì P ⊆ A1× . . .×An ìîæíî ñâÿçàòü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ,
êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé,

P (x1, . . . , xn) =
{

1, åñëè < x1, . . . , xn >∈ P
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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Êàê îáû÷íî, áóäåì àññîöèèðîâàòü 1 ñ ëîãè÷åñêèì çíà÷åíèåì "èñòèíà", à 0 � ñî çíà÷åíèåì
"ëîæü". Òàêèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îòíîøåíèé áóäåì íàçûâàòü n-ìåñòíûìè ïðåäèêà-
òàìè (èñïîëüçóþòñÿ òàêæå òåðìèíû: ïðåäèêàò ðàçìåðíîñòè n, n-àðíûé ïðåäèêàò, ïðåäèêàò
âàëåíòíîñòè n) è ãîâîðèòü îá èõ èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðàõ àðãó-
ìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäèêàò � ýòî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó íàáîðó ñâîèõ
àðãóìåíòîâ îäíî èç ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé: 1 èëè 0. Åñëè ïîòðåáóåòñÿ, ðàçìåðíîñòü ïðåäèêàòà
áóäåò óêàçûâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì èíäåêñîì ââåðõó: P (n) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ó ïðåäèêàòà P
èìååòñÿ n àðãóìåíòîâ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ôóíêöèè è ïðåäèêàòû ðàçìåðíîñòè íóëü. Ìíîæåñòâî A0

îäíîýëåìåíòíî (ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 0). Ïîýòîìó ôóíêöèè èç A0

â A îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ êîíñòàíòíûìè
èëè ïðîñòî êîíñòàíòàìè. Ïðåäèêàòîâ ðàçìåðíîñòè íóëü ðîâíî äâà: 1 ( èñòèíà) è 0 ( ëîæü).

Âîîáùå ãîâîðÿ, òèïû îáúåêòîâ-àðãóìåíòîâ ïðåäèêàòà, ò.å. òèïû ìíîæåñòâ A1, . . . , An, ìîãóò
áûòü ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, ó ïðåäèêàòà âûïóñêàåò(Ïðåäïðèÿòèå, Òîâàð), îïðåäåëÿþùåãî
ñâÿçü ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè è âûïóñêàåìûìè èìè òîâàðàìè, ïåðâûì àðãóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íà-
çâàíèå ïðåäïðèÿòèÿ, à âòîðûì � îäíîãî èç âûïóñêàåìûõ èì òîâàðîâ. Íî äàëåå äëÿ ïðîñòîòû
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðåäèêàòû è ôóíêöèè, âñå àðãóìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò
îäíîìó ìíîæåñòâó îáúåêòîâ A. Ýòî îãðàíè÷åíèå íå î÷åíü ñóùåñòâåííî. Ìîæíî âûäåëÿòü â A
îáúåêòû íóæíûõ òèïîâ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ-îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ. Â íàøåì ñëó÷àå âûðàæå-
íèå âûïóñêàåò(X,Y) ìîæíî óòî÷íèòü, ââåäÿ ïðåäèêàòû ïðåäïðèÿòèå(1) è òîâàð(1) è çàïèñàâ
êîíúþíêöèþ: ïðåäïðèÿòèå(X) ∧ òîâàð(Y ) ∧ âûïóñêàåò(X,Y ).

1.2 Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà: ôîðìóëû è èíòåðïðåòàöèè

Ôîðìóëû ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñèìâîëû (èìåíà) ïðåäèêàòîâ èç íåêî-

òîðîãî ìíîæåñòâà P = {P (n1)
1 , P

(n2)
2 , . . . , P

(nk)
k , . . .}, ñèìâîëû (èìåíà) ôóíêöèé èç íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà F = {f (m1)
1 , f

(m2)
2 , . . . , f

(mj)
j , . . .}, ñèìâîëû (èìåíà) êîíñòàíò èç íåêîòîðîãî ìíîæå-

ñòâà C = {c1, c2, . . .}, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè {¬,∧,∨,→}, êâàíòîðû âñåîáùíîñòè ∀ è ñóùåñòâîâàíèÿ
∃ è âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû (ñêîáêè, çàïÿòûå). Ïåðâûå òðè ìíîæåñòâà îáðàçóþò ñèãíàòóðó
ÿçûêà: Σ =< P,F,C >.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îáúåêòíûõ ïåðåìåííûõ Var (òàêèå ïåðåìåííûå
òàêæå íàçûâàþò ïðåäìåòíûìè èëè èíäèâèäíûìè). Îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà (îáúåêòîâ), íà êîòîðîì îïðåäåëåíû ôóíêöèè è ïðåäèêàòû; îáû÷íî â òàêîì
êà÷åñòâå èñïîëüçóþò ëàòèíñêèå áóêâû x, y, z, u, v, w, xi, yj , zk è ò.ï. Â êàæäîé ôîðìóëå áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî ñ÷¼òíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ íàì õâàòèò.
×òîáû íå âîçíèêëà ïóòàíèöà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå îòëè÷íû îò âñåõ èìåí êîíñòàíò,
ôóíêöèé è ïðåäèêàòîâ.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà äàííîé ñèãíàòóðû Σ.

Îïðåäåëåíèå 1. Òåðì. Òåðìîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç ïåðåìåííûõ, çàïÿ-
òûõ, ñêîáîê è ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû, êîòîðîå ìîæíî ïîñòðîèòü ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• Îáúåêòíàÿ ïåðåìåííàÿ èç Var åñòü òåðì.

• Ñèìâîë êîíñòàíòû èç C åñòü òåðì.

• Åñëè t1, . . . , tk � òåðìû, à f (k) � ñèìâîë ôóíêöèè èç F, òî f(t1, . . . , tk) åñòü òåðì.

Òåðìû, íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûõ, íàçîâåì çàìêíóòûìè.

Òåðìû ñëóæàò äëÿ çàäàíèÿ îáúåêòîâ. Çàìêíóòûå òåðìû çàäàþò îáúåêòû íåïîñðåäñòâåííî.
Íàïðèìåð, ïóñòü F = {îòåö (1), ëó÷øèé_äðóã(1), çàðïëàòà (1),+(2)}, àC = {"Ïåòð", "Äæîí",
"Îëüãà", 0, 1, 2, . . .}. Òîãäà ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá çàäàòü îáúåêò � ýòî óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ êîíñòàíòó, íàïðèìåð, "Ïåòð", "Äæîí", 0, 1, 47, .... Òåðì +(17, 25) çàäàåò îáúåêò 42,
òåðì ëó÷øèé_ äðóã(îòåö("Ïåòð") ) çàäàåò îáúåêò � ëèöî, ÿâëÿþùååñÿ ëó÷øèì äðóãîì îò-
öà îáúåêòà "Ïåòð", à òåðì çàðïëàòà(ëó÷øèé_ äðóã(îòåö("Ïåòð") ) ) çàäàåò îáúåêò-÷èñëî,
ïðåäñòàâëÿþùåå çàðïëàòó ýòîãî ëèöà. Çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ òàêæå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòû. Ïî-
ýòîìó òåðìû ñ ïåðåìåííûìè çàäàþò êîíêðåòíûå îáúåêòû ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé âìåñòî
ïåðåìåíûõ. Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òåðìîâ äàííîé ñèãíàòóðû: x, îòåö (x), çàð-
ïëàòà(ëó÷øèé_ äðóã(îòåö(îòåö(z)))), +(çàðïëàòà(ëó÷øèé_ äðóã(îòåö(z)) ), +(çàðïëàòà
("Îëüãà"), 1000)), îòåö(5), +(îòåö("Îëüãà"), 1000)) . Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå äâà òåðìà ïî-
ñòðîåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè ïðàâèëàìè, íî íåÿñíî, êàêèå îáúåêòû îíè ìîãóò çàäàâàòü.
Ýòî çàâèñèò îò îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îòåö íà ÷èñëàõ è ôóíêöèè + íà ïàðàõ àðãóìåíòîâ âèäà
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(Ëèöî, ×èñëî). ×àñòî âî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ âêëþ÷àþò ñïåöèàëüíûé îáúåêò "ÎØÈÁÊÀ",
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèé íà íåêîððåêòíûõ àðãóìåíòàõ.

Âûðàæåíèÿ x+10, îòåö ("Äæîí","Ïåòð"), +(100), ëó÷øèé_äðóã("Ìàðèÿ") òåðìàìè äàí-
íîé ñèãíàòóðû íå ÿâëÿþòñÿ. Îïðåäåëèòå ïî÷åìó?

Îïðåäåëåíèå 2. Àòîìíàÿ ôîðìóëà.

• Åñëè t1 è t2 � òåðìû, òî âûðàæåíèå (t1 = t2) ÿâëÿåòñÿ àòîìíîé ôîðìóëîé.

• Ëþáîé ïðåäèêàòíûé 0-ìåñòíûé ñèìâîë èç P ÿâëÿåòñÿ àòîìíîé ôîðìóëîé.

• Åñëè P (k) � ïðåäèêàòíûé k-ìåñòíûé ñèìâîë èç P, à t1, . . . , tk òåðìû, òî âûðàæåíèå
P (t1, . . . , tk) ÿâëÿåòñÿ àòîìíîé ôîðìóëîé.

Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó Σ1 =< P,F,C >, â êîòîðîéP = {æèâóò_ðÿäîì(2), ðîäñòâåííèêè(2),
÷åëîâåê(1), ÷èñëî(1),≤(2)}, à ôóíêöèè F è êîíñòàíòû C îïðåäåëåíû â ïðèìåðå âûøå. Òîãäà
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àòîìíûìè ôîðìóëàìè: "Äæîí" = "Ïåòð", "Ïåòð" = 6,
îòåö("Îëüãà") ="Ïåòð", +(3, 5) = +(1,+(6, 1)), çàðïëàòà(ëó÷øèé_ äðóã(îòåö(z)) = 5000,
æèâóò_ðÿäîì( "Äæîí","Îëüãà"), ðîäñòâåííèêè(ëó÷øèé_ äðóã( "Äæîí"), îòåö( x)), è ò.ï.

Ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ ïî òàêèì ïðàâèëàì:

Îïðåäåëåíèå 3. Ôîðìóëà.

• Âñÿêàÿ àòîìíàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà.

• Åñëè ϕ � ôîðìóëà, òî ¬ϕ � ôîðìóëà.

• Åñëè ϕ è ψ � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ) òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè.

• Åñëè ϕ � ôîðìóëà, à x ∈ Var � îáúåêòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ ∀xϕ è ∃xϕ ÿâëÿ-
þòñÿ ôîðìóëàìè (â ýòîì ñëó÷àå ∀xϕ è ∃xϕ íàçûâàþòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ êâàíòîðà
∀x èëè ∃x ñîîòâåòñòâåííî).

Ïîíÿòèå ïîäôîðìóëû äëÿ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
Âî-ïåðâûõ, ñàìà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ñâîåé ïîäôîðìóëîé. Âî-âòîðûõ, åñëè ôîðìóëà èìååò âèä
¬ϕ, ∀xϕ èëè ∃xϕ, òî åå ïîäôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû ϕ, à åñëè îíà èìååò
âèä (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ) èëè (ϕ→ ψ), òî åå ïîäôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäôîðìóëû ôîðìóë ϕ è
ψ.

Îïðåäåëèì òàêæå ïîíÿòèÿ ñâÿçàííûõ è ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû. Âõîæäåíèå ïåðå-
ìåííîé x â ôîðìóëó ϕ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî âõîäèò â îáëàñòü äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî
êâàíòîðà ∀x èëè ∃x. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îíî íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Êâàíòîð ∀x ( ∃x) ñâÿçû-
âàåò â ôîðìóëå ∀xϕ ( ∃xϕ) âñå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x â ïîäôîðìóëó ϕ.

Ïóñòü â íåêîòîðîé ñèãíàòóðå èìåþòñÿ äâà äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòà P (2), Q(2). Òîãäà â ôîðìóëå
∀x(∃x(P (x, y) ∧ ∀yQ(x, y)) ∨ ¬P (x, x))
îáà âõîæäåíèÿ x â ïîäôîðìóëó (P (x, y) ∧ ∀yQ(x, y)) ñâÿçàíû êâàíòîðîì ∃x, ïåðâîå âõîæäåíèå
y ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, à âòîðîå � ñâÿçàíî êâàíòîðîì ∀y. Îáà âõîæäåíèÿ x â ïîäôîðìóëó
¬P (x, x) ñâÿçàíû êâàíòîðîì ∀x.

Ïåðåìåííàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé (ñâÿçàííîé) â ôîðìóëå, åñëè ó íåå åñòü õîòü îäíî ñâî-
áîäíîå (ñâÿçàííîå) âõîæäåíèå â ýòó ôîðìóëó. Ôîðìóëà, ó êîòîðîé íåò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ñâÿçàííîé è ñâî-
áîäíîé â äàííîé ôîðìóëå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ôîðìóë â ñèãíàòóðå Σ1:
1) ϕ1 = ∀x(÷åëîâåê(x)→ ∃y(÷åëîâåê(y) ∧æèâóò_ðÿäîì( x,y ) )
Â ýòîé ôîðìóëå âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ x è y ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ1 � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà. Ñîäåðæàòåëüíî, îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ó âñÿêîãî ÷åëîâåêà èìåòñÿ
÷åëîâåê-ñîñåä. Ïîíÿòíî, ÷òî èñòèííîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå çàâèñèò îò èìåí ïåðåìåííûõ,
èñïîëüçîâàííûõ â ôîðìóëå.

2) ϕ2 = ∃y[÷åëîâåê(y) ∧ (∀x ðîäñòâåííèêè( x, y )∨ (¬æèâóò_ðÿäîì(x, y) ∧ (çàðïëàòà(y) ≥
35))].
Â ôîðìóëå ϕ2 âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè, ïåðâîå âõîæäåíèå x òàêæå
ñâÿçàíî, à âòîðîå âõîæäåíèå x ñâîáîäíî, òàê êàê íå âõîäèò â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ∀x.
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Òàêèì îáðàçîì x â ϕ2 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé è ñâîáîäíîé. Ýòà ôîðìóëà óòâåðæäàåò ÷òî èìååòñÿ
òàêîé ÷åëîâåê, êîòîðûé ñîñòîèò â ðîäñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ ñî âñåìè èëè íå æèâåò ðÿäîì ñ x
è èìååò çàðïëàòó ≥ 35. ßñíî, ÷òî èñòèííîñòü ýòîé ôîðìóëû çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé x.

Äàæå ýòèõ íåáîëüøèõ ïðèìåðîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ñåìàíòèêà (ò.å. çíà÷åíèå,
ñìûñë) ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ äåë â òîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, î
êîòîðîé èäåò ðå÷ü â ôîðìóëàõ, è îò çíà÷åíèé èõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû åå
îïðåäåëèòü, íóæíî óòî÷íèòü, ñâîéñòâà êàêîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ìû ñîáèðàåìñÿ îïèñûâàòü
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë è êàê â ýòîé îáëàñòè èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñèìâîëû ïðåäèêàòîâ, ôóíêöèé è
êîíñòàíò íàøåãî ÿçûêà.

Îïðåäåëåíèå 4. Àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ( èíîãäà ãîâîðÿò òàêæå, ñòðóêòóðîé èëè èí-
òåðïðåòàöèåé) ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî A âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì,
êîòîðîå êàæäîìó n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòíîìó (ôóíêöèîíàëüíîìó) ñèìâîëó èç Σ ñîïîñòàâëÿ-
åò n-ìåñòíûé ïðåäèêàò (n-ìåñòíóþ ôóíêöèþ) íà A, à êàæäîé êîíñòàíòå èç Σ � íåêîòîðûé
ýëåìåíò èç A. A íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû.

Åñëè ìíîæåñòâî F èìåí ôóíêöèé â Σ ïóñòî, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ÷àñòî íà-
çûâàþò ìîäåëüþ.

Îïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A =< A; Σ >,
èñïîëüçóÿ äëÿ ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé ñèñòåìû èõ èìåíà èç ñèãíàòóðû Σ.

Îïðåäåëèì òåïåðü èíòåðïðåòàöèè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñîñòîÿíèåì (îöåíêîé) àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A =< A; Σ > íàçûâåòñÿ
îòîáðàæåíèå σ : Var → A, êîòîðîå êàæäîé ïåðåìåííîé x ∈ Var ñîïîñòàâëÿåò åå çíà÷åíèå â
äàííîì ñîñòîÿíèè σ(x).

Èìåÿ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó è ñîñòîÿíèå, ìîæíî ãîâîðèòü î çíà÷åíèÿõ òåðìîâ è ôîðìóë.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ íèæå çàôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
A =< A; Σ >, áóäåì ÷åðåç σ(t) è σ(ϕ) îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå òåðìà t ( ôîðìóëû ϕ ) íà ñîñòî-
ÿíèè σ ñèñòåìû A. È òî, è äðóãîå îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìîâ è ôîðìóë
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 6. Çíà÷åíèå òåðìà.

• Äëÿ ïåðåìåííîé x ∈ V ar σ(x) óæå îïðåäåëåíî â ñîñòîÿíèè σ.

• Åñëè t ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé c ∈ C, òî σ(c) íå çàâèñèò îò σ è ðàâíî çíà÷åíèþ ýòîé êîí-
ñòàíòû ïðè äàííîé èíòåðïðåòàöèè (íàïîìíèì, â èíòåðïðåòàöèè êàæäîé êîíñòàíòå
ñîïîñòàâëåí íåêîòîðûé ýëåìåíò îñíîâíîãî ìíîæåñòâà).

• Åñëè t èìååò âèä f(t1, . . . , tm), ãäå f (m) ∈ F � ñèìâîë m-ìåñòíîé ôóíêöèè, à t1, . . . , tm
� òåðìû, òî σ(t) åñòü fA(σ(t1), . . . , σ(tm)), ãäå fA åñòü ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñèìâîëó f â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå òåðìà íà ñîñòîÿíèè, íóæíî ïîäñòàâèòü â íåãî
çàäàâàåìûå ýòèì ñîñòîÿíèåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïîëó÷èâøåéñÿ ñóïåð-
ïîçèöèè ôóíêöèé íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 7. Çíà÷åíèå àòîìíîé ôîðìóëû.

• Åñëè ϕ = (t1 = t2), ãäå t1 è t2 � òåðìû, òî σ(ϕ) = 1, åñëè σ(t1) = σ(t2), è σ(ϕ) = 0, åñëè
σ(t1) 6= σ(t2).

• Ïóñòü ϕ = P (0) � 0-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë èç P è PA � ýòî 0-ìåñòíûé ïðåäè-
êàò, ñîïîñòàâëåííûé åìó â A. Òîãäà σ(P ) = PA ∈ {1, 0}.

• Ïóñòü ϕ = P (t1, . . . , tk), ãäå P (k) � ïðåäèêàòíûé k-ìåñòíûé ñèìâîë èç P, t1, . . . , tk �
òåðìû, à PA � ýòî k-ìåñòíûé ïðåäèêàò, ñîïîñòàâëåííûé P (k) â A. Òîãäà
σ(P (t1, . . . , tk)) = PA(σ(t1), . . . , σ(tk)).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî òåðìîâ íà íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè èñòèííî, åñëè ýòè òåðìû èìåþò íà
ýòîì ñîñòîÿíèè îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè ïðåäèêàòà îò íàáîðà òåðìîâ
íóæíî âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ íà çàäàííîì ñîñòîÿíèè è ïðîâåðèòü âõîäèò ëè ïîëó÷èâøèéñÿ
íàáîð çíà÷åíèé âî ìíîæåñòâî íàáîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó ïðåäèêàòó.
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Îïðåäåëåíèå 8. Çíà÷åíèå ôîðìóëû.

Åñëè ϕ � àòîìíàÿ ôîðìóëà, òî åå çíà÷åíèå σ(ϕ) îïðåäåëåíî âûøå. Çíà÷åíèÿ ñëîæíûõ ôîðìóë
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Åñëè ϕ = ¬ϕ1, òî σ(ϕ) = ¬σ(ϕ1).

• Åñëè ϕ èìååò îäíó èç ôîðì (θ∧ψ), (θ∨ψ) èëè (θ → ψ), òî çíà÷åíèå σ(ϕ) ðàâíî çíà÷åíèþ
σ(θ) ∧ σ(ψ), σ(θ) ∨ σ(ψ) èëè σ(θ) → σ(ψ), ñîîòâåòñòâåííî.

• Åñëè ϕ = ∀xψ, òî σ(ϕ) = 1, åñëè σ′(ψ) = 1 äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ σ′, êîòîðîå ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò σ òîëüêî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x, ò.å. òàêîãî σ′, ÷òî σ′(y) = σ(y) ïðè
y 6= x, èíà÷å σ(ϕ) = 0.

• Åñëè ϕ = ∃xψ, òî σ(ϕ) = 1, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå σ′, êîòîðîå ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò σ òîëüêî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x, äëÿ êîòîðîãî σ′(ψ) = 1, èíà÷å σ(ϕ) =
0.

Ïðîêîììåíòèðóåì äâà ïîñëåäíèõ ïóíêòà. Äëÿ èñòèííîñòè ôîðìóëû âèäà ∀xψ (îíà ÷èòàåò-
ñÿ: "äëÿ âñåõ x èìååò ìåñòî (âûïîëíÿåòñÿ, èñòèííî, ñïðàâåäëèâî) ψ") íà ñîñòîÿíèè σ íóæíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôîðìóëà ψ èñòèííà ïðè çàìåíå x ëþáûì ýëåìåíòîì a ∈ A, ò.å. íà ëþáîì
ñîñòîÿíèè, ïîëó÷àþùåìñÿ èç σ èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ íà ïåðåìåííîé x: σ(x) = a. Äëÿ èñòèí-
íîñòè ôîðìóëû âèäà ∃xψ (îíà ÷èòàåòñÿ: "ñóùåñòâóåò òàêîå x, ÷òî èìååò ìåñòî (âûïîëíÿåòñÿ,
èñòèííî, ñïðàâåäëèâî) ψ") íà ñîñòîÿíèè σ äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå çíà÷åíèå a ∈ A, ÷òî ïðè ïîä-
ñòàíîâêå a âìåñòî x â ôîðìóëó ψ îíà áóäåò èñòèííà ïðè íåèçìåíèâøèõñÿ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî çíà÷åíèå ôîðìóëû íà íåêîòîðîì ñî-
ñòîÿíèè çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â ýòîì ñîñòîÿíèè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ, ϕ � ôîðìóëà òîé æå
ñèãíàòóðû, V (ϕ) � ìíîæåñòâî åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñòîÿíèé A
σ1 è σ2, ñîâïàäàþùèõ íà V (ϕ) (ò.å. òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîé x ∈ V (ϕ) σ1(x) = σ2(x)), èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî σ1(ϕ) = σ2(ϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû ϕ. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåð-
æäåíèå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî äëÿ çíà÷åíèé òåðìîâ è àòîìíûõ ôîðìóë. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ
î åãî ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ ôîðìóë ϕ1 è ϕ2 åãî ëåãêî ïåðåíåñòè íà ôîðìóëû âèäà ¬ϕ1 è
ϕ1 ◦ ϕ2, ãäå ◦ ∈ {∧,∨,→}. (Ïðîâåäèòå ýòî ðàññóæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî! ). Ïóñòü òåïåðü
ϕ = Qxϕ1, ãäå Q ∈ {∀,∃}, à x ∈ Var. Òîãäà V (ϕ) = V (ϕ1) \ {x}. Ïóñòü σ1 è σ2 � ñîñòîÿíèÿ,
ñîâïàäàþùèå íà V (ϕ). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, îòëè÷àþùèõñÿ îò íèõ òîëüêî íà x:
σx
1 = {σ′ | σ′(y) = σ1(y) ïðè y 6= x} è σx

2 == {σ′′ | σ′′(y) = σ2(y) ïðè y 6= x}. Äëÿ êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ σ′ ∈ σx

1 â σx
2 èìååòñÿ ñîñòîÿíèå σ′′, ñîâïàäàþùåå ñ σ′ íà V (ϕ1). Âåðíî è îáðàòíîå.

Ïîýòîìó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â σx
1 èìååòñÿ ñîñòîÿíèå σ′, äëÿ êîòîðîãî σ′(ϕ1) = 1 òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â σx
2 èìååòñÿ ñîñòîÿíèå σ′′, äëÿ êîòîðîãî σ′′(ϕ1) = 1. Îòñþäà è èç

îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû ϕ = Qxϕ1 ñëåäóåò, ÷òî σ1(ϕ) = σ2(ϕ).

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Çíà÷åíèå çàìêíóòîé ôîðìóëû íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ, íà êîòîðîì îíà îöå-
íèâàåòñÿ, ò.å. ëèáî íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû îíà èñòèííà, ëèáî íà âñåõ
ñîñòîÿíèÿõ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ýòà ôîðìóëà ëîæíà.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èñòèííîé íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A, åñëè äëÿ
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ σ ýòîé ñèñòåìû σ(ϕ) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì A |= ϕ.
Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé (îáùåçíà÷èìîé), åñëè îíà èñòèííà íà âñåõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñâîåé ñèãíàòóðû. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì |= ϕ. Òîæäåñòâåííî èñòèí-
íûå ôîðìóëû íàçûâàþò òàêæå çàêîíàìè ëîãèêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó A1 =< A1; Σ1 > äëÿ îïðåäåëåí-
íîé âûøå ñèãíàòóðû Σ1. Ïóñòü A1 ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {0, 1, 2, . . .}, äëÿ êîòîðîðûõ
èñòèíåí ïðåäèêàò ÷èñëî è ëþäåé {ïåòð, äæîí, îëüãà, èâàí, ìàðèÿ}, äëÿ êîòîðîðûõ èñòèíåí
ïðåäèêàò ÷åëîâåê (ìû èñïîëüçóåì äëÿ îáúåêòîâ-ëþäåé èìåíà, íà÷èíàþùèåñÿ ñî ñòðî÷íûõ áóêâ,
÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò èìåí êîíñòàíò èç ñèãíàòóðû). Ïóñòü, êðîìå òîãî, A1 âêëþ÷àåò ñïåöè-
àëüíûé îáúåêò ∞, ñîîòâåòñòâóþùèé íåîïðåäåëåííîìó (èëè îøèáî÷íîìó) çíà÷åíèþ. Êîíñòàí-
òû èíòåðïðåòèðóþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: ÷èñëîâûå � ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè, èìåíà
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ëþäåé � ëþäüìè ñ òåìè æå èìåíàìè. Ôóíêöèÿ + íà ÷èñëàõ èíòåðïðåòèðóåòñÿ îáû÷íûì ñëî-
æåíèåì, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ åå çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ∞. Èíòåðïðåòàöèè îñòàëüíûõ ôóíêöèé
çàäàíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå (äëÿ ÷èñëîâûõ àðãóìåíòîâ âñå îíè ðàâíû ∞) .

x îòåö(x) ëó÷øèé_äðóã(x) çàðïëàòà(x)

ïåòð èâàí äæîí 20
äæîí ïåòð îëüãà 35
îëüãà äæîí ïåòð 20
èâàí ∞ ìàðèÿ 40
ìàðèÿ èâàí ïåòð 30

Ïðåäèêàò ≤ èíòåðïðåòèðóåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì íà ÷èñëàõ è ëîæåí, åñëè õîòü îäèí åãî
àðãóìåíò íå ÷èñëî ( ìû áóäåì äëÿ íåãî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìó çàïèñè x ≤ y âìå-
ñòî ≤ (x, y)). Îñòàëüíûå ïðåäèêàòû çàäàäèì ïåðå÷èñëåíèåì ïàð, íà êîòîðûõ îíè èñòèííû.
æèâóò_ðÿäîì = {(îëüãà,ïåòð), (ïåòð, îëüãà), (èâàí, äæîí), (äæîí, èâàí), (ìàðèÿ, îëüãà),
(îëüãà, ìàðèÿ) }
ðîäñòâåííèêè = { (îëüãà,ïåòð), (ïåòð, îëüãà), (äæîí, ïåòð), (ïåòð, äæîí), (îëüãà, äæîí),
(äæîí, îëüãà), (èâàí, ìàðèÿ), (ìàðèÿ, èâàí) } .

Ïóñòü ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ Var = {x, y, z, i, n, k, . . .} è ñîñòîÿíèå σ îïðåäåëÿåò èõ çíà÷å-
íèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ(x) = ïåòð, σ(y) = îëüãà, σ(z) = èâàí, σ(i) = 1, σ(n) = 30, σ(k) = 2.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ òåðìîâ íà σ:
σ(+(7,+(2, 6)) = 15, σ(+(i,+(2, n)) = 33,
σ(îòåö( ëó÷øèé_äðóã("Ìàðèÿ"))) = äæîí ,
σ(çàðïëàòà(ëó÷øèé_äðóã(îòåö(x))) = 30,
σ(+(çàðïëàòà(y), k)) = 22, σ(+(x, k)) = ∞.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ââåäåííûå âûøå ôîðìóëû
ϕ1 = ∀x(÷åëîâåê(x)→ ∃y(÷åëîâåê(y) ∧æèâóò_ðÿäîì( x,y ) ) è
ϕ2 = ∃y[÷åëîâåê(y) ∧ (∀x ðîäñòâåííèêè( x, y )∨ (¬æèâóò_ðÿäîì(x, y) ∧ (35 ≤ çàðïëàòà(y)))].

×òîáû îöåíèòü ïåðâóþ èç íèõ íà ñîñòîÿíèè σ, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü åå ïîäôîðìóëó
(÷åëîâåê(x)→ ∃y(÷åëîâåê(y)∧æèâóò_ðÿäîì( x,y ) ) íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ σ′, ñîâïàäàþùèõ ñ σ
íà âñåõ ïåðåìåííûõ êðîìå, áûòü ìîæåò, x. Åñëè σ′(x) � ÷èñëî èëè∞, òî σ′(÷åëîâåê(x))=0, à âñÿ
èìïëèêàöèÿ = 1. Åñëè æå ÷åëîâåê(σ′(x)) = 1, ò. å σ′(x) ∈ { ïåòð, äæîí, îëüãà, èâàí, ìàðèÿ},
òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ çíà÷åíèé x íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå σ′′(y), äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî ÷åëîâåê(σ′′(y)) è ÷òî èìååò ìåñòî æèâóò_ðÿäîì(σ′(x), σ′′(y)). Íàïðè-
ìåð, åñëè σ′(x) = äæîí, òî â êà÷åñòâå σ′′(y) ñëåäóåò âçÿòü èâàí. Òàêèì îáðàçîì ôîðìóëà
(÷åëîâåê(y) ∧æèâóò_ðÿäîì(x, y)) áóäåò èìåòü çíà÷åíèå 1 íà ñîñòîÿíèè σ′′, ñîâïàäàþùåì ñ σ′

íà âñåõ ïåðåìåííûõ êðîìå, áûòü ìîæåò, y. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî σ(ϕ1) = 1. Çàìå-
òèì, ÷òî òàê êàê ϕ1 � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà, òî íà ñàìîì äåëå, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ôîðìóëà îíà
èìååò çíà÷åíèå 1 íà ëþáîì ñîñòîÿíèè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A1, ò.å. ÷òî A1 |= ϕ1.

Äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ σ(ϕ2) íóæíî ïîñòàðàòüñÿ íàéòè òàêîãî ÷åëîâåêà ỹ, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíà èç ïîäôîðìóë ∀x ðîäñòâåííèêè(x, ỹ) èëè (¬æèâóò_ðÿäîì(ïåòð, ỹ)
∧(çàðïëàòà(ỹ) ≥ 35)) (íàïîìíèì, ÷òî σ(x) = ïåòð). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà ðîäñòâåííèêè
â A1 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâàÿ èç ýòèõ ôîðìóë íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêîãî ỹ. ×òî êàñàåòñÿ âòî-
ðîé ïîäôîðìóëû, òî îíà âåðíà ïðè ỹ = èâàí èëè ỹ = äæîí, ïîñêîëüêó îáà îíè íå ÿâëÿþòñÿ
ñîñåäÿìè ïåòðà è èìåþò çàðïëàòó ≥ 35. Òàêèì îáðàçîì, σ(ϕ2) = 1.

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå σ1(ϕ2) ôîðìóëû ϕ2 íà ñîñòîÿíèè σ1, îòëè÷àþùåìñÿ îò σ
òîëüêî çíà÷åíèåì σ1(x) =èâàí.

Çàäà÷à 2. Âûäåëèòå â ñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ
è îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ ýòèõ ôîðìóë íà ñîñòîÿíèè σ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A1.
a) ϕ3 = ∀x∀z(æèâóò_ðÿäîì(x, z) → ðîäñòâåííèêè(x, z)).
b) ϕ4 = ∀x(æèâóò_ðÿäîì(x, y) → ( îòåö(x) = "Èâàí")).
c) ϕ5 = ∀u∃v[æèâóò_ðÿäîì(u, ëó÷øèé_äðóã(v)) ∨ (çàðïëàòà(x) ≤ çàðïëàòà(v))]
d) ϕ6 = ∃v[¬æèâóò_ðÿäîì(v, z) → (çàðïëàòà(îòåö(v) ≤ n)].

Çàäà÷à 3. Çàïèøèòå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
A1 è ïðîâåðüòå èõ èñòèííîñòü íà ýòîé ñèñòåìå.
a) Ðÿäîì ñ êàæäûì ÷åëîâåêîì À æèâåò íåêòî, îòåö êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì äðóãîì À.
á) Ó êàæäîãî ÷åëîâåêà íå áîëåå îäíîãî ñîñåäà.
â) Åñëè ó ñîñåäà íåêîòîðîãî ÷åëîâåêà À çàðïëàòà áîëüøå ÷åì ó À, òî ýòîò ñîñåä ÿâëÿåòñÿ
ðîäñòâåííèêîì À.

6



ã) Åñòü ÷åëîâåê, ó êîòîðîãî íå ìåíåå 2-õ äåòåé.
ä) Íèêòî íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì äðóãîì äëÿ áîëåå ÷åì 2-õ ëþäåé.

Çàäà÷à 4. Çàïèøèòå ôîðìóëû, êîòîðûå èñòèííû íà ñîñòîÿíèÿõ σ ñèñòåìû A1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
à) σ(x) � ÷åëîâåê, çàðïëàòà êîòîðîãî áîëüøå 20 è íå áîëüøå 35.
á) σ(x) è σ(y) � ýòî ëþäè, ó êîòîðûõ îäèí è òîò æå ëó÷øèé äðóã.
â) σ(x) � ÷åëîâåê ñ ìàêñèìàëüíîé çàðïëàòîé, ðàâíîé σ(n).
ã) σ(x) � ÷åëîâåê, ïîëó÷àþùèé áîëüøóþ çàðïëàòó, ÷åì åãî îòåö.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ èñòèííû ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.

Çàäà÷à 5. Àðèôìåòèêîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà (N; +(2), ∗(2); 0, 1), ãäå îñíîâíîå ìíîæåñòâî
N = {0, 1, 2, ...} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ôóíêöèè + è * � îáû÷íîå ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå, à 0 è 1 � ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà.

Çàïèøèòå ôîðìóëû ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè èç {x, y, z}, êîòîðûå èñòèííû â àðèôìå-
òèêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
à) x ìåíüøå y;
á) x ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì;
â) y ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì;
ã) x è y âçàèìíî ïðîñòû;
ä) z ëåæèò â èíòåðâàëå ìåæäó x è y;
å) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë;
æ) ñëîæåíèå (óìíîæåíèå) êîììóòàòèâíî.

Çàäà÷à 6. Ïðåäñòàâüòå êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé ôîðìóëîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ,
îïðåäåëèâ â êàæäîì ñëó÷àå ïîäõîäÿùóþ ñèãíàòóðó.
à) Íå âñå ñòóäåíòû èçó÷àþò è àíàëèç, è èñòîðèþ.
á) Òîëüêî îäèí ñòóäåíò íå ñäàë ýêçàìåí ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå.
â) Òîëüêî îäèí ñòóäåíò ñäàë âñå ýêçàìåíû íà îòëè÷íî.
ã) Ìàêñèìàëüíûå áàëëû, ïîëó÷åííûå ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, ïðåâûøàþò ìàêñèìàëüíûå
áàëëû, ïîëó÷åííûå ïî èíôîðìàòèêå.
ä) Êàæäûé, êòî íå ëþáèò âñåõ âåãåòàðèàíöåâ, ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûì.
å) Èìååòñÿ áðàäîáðåé, êîòîðûé áðååò òîëüêî òåõ æèòåëåé ãîðîäà, êîòîðûå íå áðåþòñÿ ñà-
ìè.
æ) Ïîëèòèêè ìîãóò îáìàíûâàòü âñåõ ëþäåé íåêîòîðîå âðåìÿ, îíè ìîãóò îáìàíûâàòü íåêî-
òîðûõ ëþäåé âñå âðåìÿ, íî îíè íå ìîãóò îáìàíûâàòü âñåõ ëþäåé âñå âðåìÿ.

Çàäà÷à 7. Íàïèøèòå ôîðìóëó ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, êîòîðàÿ èñòèííà òîëüêî íà âñåõ ñèñòå-
ìàõ, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà (2-õ , 3-õ,..., k ýëåìåíòîâ).

1.3 Ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû è íîðìàëüíûå ôîðìû

Ñ ïîíÿòèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë ìû óæå çíàêîìèëèñü, êîãäà ðàññìàòðèâàëè áóëåâû ôîð-
ìóëû (ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé). Äëÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 10. Ôîðìóëû ϕ è ψ ñèãíàòóðû Σ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþ-
áîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A ýòîé ñèãíàòóðû è ëþáîãî åå ñîñòîÿíèÿ σ èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî σ(ϕ) = σ(ψ). Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì ϕ ≡ ψ.

Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ýêâèâàëåíòíîñòè áóëåâûõ ôîðìóë � çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè è
êîììóòàòèâíîñòè äëÿ êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè, çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè, äâîéíîãî îòðè-
öàíèÿ, äå Ìîðãàíà è äð. � îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Òàêæå
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðàâèëî çàìåíû ýêâèâàëåíòíûõ ïîäôîðìóë:

åñëè ψ ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû ϕ, ψ ≡ ψ1 è ôîðìóëà ϕ1 ïîëó÷åíà èç ôîðìóëû ϕ
çàìåíîé íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ íà ψ1, òî ϕ ≡ ϕ1.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå ïðàâèëî çàìåíû ýêâèâàëåíòíûõ ïîäôîðìóë, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî
ïîñòðîåíèþ ôîðìóë è ïîäôîðìóë.

Íîâûå èíòåðåñíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçàíû ñ êâàíòîðàìè.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ(x) è ψ òàêèõ, ÷òî ψ íå ñîäåðæèò ñâîáîäíî ïåðåìåííîé x,
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
(1) ¬∀xϕ(x) ≡ ∃x¬ϕ(x), (2) ¬∃xϕ(x) ≡ ∀x¬ϕ(x),
(3) (ψ ∧ ∀xϕ(x)) ≡ ∀x(ψ ∧ ϕ(x)), (4) (ψ ∧ ∃xϕ(x)) ≡ ∃x(ψ ∧ ϕ(x)),
(5) (ψ ∨ ∀xϕ(x)) ≡ ∀x(ψ ∨ ϕ(x)), (6) (ψ ∨ ∃xϕ(x)) ≡ ∃x(ψ ∨ ϕ(x)),
(7) (ψ → ∀xϕ(x)) ≡ ∀x(ψ → ϕ(x)), (8) (ψ → ∃xϕ(x)) ≡ ∃x(ψ → ϕ(x)),
(9) (∀xϕ(x) → ψ) ≡ ∃x(ϕ(x) → ψ), (10) (∃xϕ(x) → ψ) ≡ ∀x(ϕ(x) → ψ)

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèÿ ôîðìóë íà ñîñòîÿíèÿõ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç íèõ. Äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿ-
íèÿ σ èìååì σ(¬∀xϕ(x)) ≡ ¬σ(∀xϕ(x)). Ýòî çíà÷åíèå ðàâíî 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
σ(∀xϕ(x)) = 0 èëè, ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ êâàíòîðà ∀, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå σ′,
ñîâïàäàþùåå ñ σ âíå x, äëÿ êîòîðîãî σ′(ϕ(x)) = 0. Íî ýòî ýêâèâàëåíòíî èñòèííîñòè ôîðìóëû
∃x¬ϕ(x) íà ñîñòîÿíèè σ.

Ðàññìîòðèì åùå ýêâèâàëåíòíîñòè (9) è (10), êîòîðûå, íà ïåðâûé âçãëÿä, ìîãóò óäèâèòü
� êâàíòîð âñåîáùíîñòè ïðåâðàùàåòñÿ ïðè âûíåñåíèè çà ñêîáêè â êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ è
íàîáîðîò. Äîêàçàòåëüñòâî (9) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé è ïóíêòîâ (1)
è (4) íàñòîÿùåé òåîðåìû:
(∀xϕ(x) → ψ) ≡ (¬∀xϕ(x) ∨ ψ) ≡ (∃x¬ϕ(x) ∨ ψ) ≡ ∃x(¬ϕ(x) ∨ ψ) ≡ ∃x(ϕ(x) → ψ).
Ýêâèâàëåíòíîñòü (10) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 9. Ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòåé (2) - (8).

Çàäà÷à 10. Äîêàçàæèòå ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî îäíîèìåííûå
êâàíòîðû ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè:
à) ∀x∀yϕ ≡ ∀y∀xϕ,
á) ∃x∃yϕ ≡ ∃y∃xϕ.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîèìåííûå êâàíòîðû ìåíÿòü ìåñòàìè íåëüçÿ, ò.å., ÷òî
ôîðìóëû ∀x∃yϕ è ∃x∀yϕ íå ýêâèâàëåíòíû.

Îñòàíóòñÿ ëè ýêâèâàëåíòíîñòè (2) - (8) ñïðàâåäëèâûìè, åñëè ìû íå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû
ôîðìóëà ψ íå ñîäåðæàëà ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x? Íåò! Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äëÿ
àðèôìåòè÷åñêîé ñèãíàòóðû ôîðìóëû ϕ = (x = x) è ψ = (x = 0). Òîãäà ôîðìóëà (ψ ∧ ∀xϕ) =
((x = 0)∧ ∀x(x = x)), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ëåâóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè (3) èñòèííà íà ñîñòîÿíèè
σ, â êîòîðîì σ(x) = 0. À ôîðìóëà ∀x((x = 0) ∧ (x = x)), ïðåäñòàâëÿþùàÿ åå ïðàâóþ ÷àñòü
ëîæíà íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ. ×òîáû êîððåêòíî âûíåñòè çà ñêîáêè êâàíòîð â ôîðìóëå (ψ(x) ∧
∀xϕ(x)), â êîòîðîé ψ(x) ñîäåðæèò x ñâîáîäíî, íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåèìåíîâàòü ñâÿçàííóþ
ïåðåìåííóþ â ∀xϕ(x). Ýòî ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñïðàâåäëèâîñòü
êîòîðûõ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.

Ëåììà 1. Î çàìåíå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ.

1) ∀xϕ(x) ≡ ∀yϕ(y), ãäå ϕ(x) íå ñîäåðæèò y, à ϕ(y) ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé âñåõ ñâîáîäíûõ
âõîæäåíèé x â ϕ(x) íà y.
2) ∃xϕ(x) ≡ ∃yϕ(y), ãäå ϕ(x) íå ñîäåðæèò , à ϕ(y) ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé âñåõ ñâîáîäíûõ
âõîæäåíèé x â ϕ(x) íà y.

Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó, ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíîñòåé: ((x = 0) ∧
∀x(x = x)) ≡ ((x = 0) ∧ ∀y(y = y)) ≡ ∀y((x = 0) ∧ (y = y)). Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ïåðåìåííàÿ
y íå âõîäèò â ϕ(x), ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü (ψ(x) ∧ ∀xϕ(x)) ≡ ∀y(ψ(x) ∧ ϕ(y)).

Îïðåäåëåíèå 11. Ôîðìóëà âèäà Q1x1Q2x2 . . . Qnxnϕ, ãäå ϕ � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, à
êàæäûé ñèìâîë Qi � ýòî îäèí èç êâàíòîðîâ ∀ èëè ∃, íàçûâàåòñÿ ïðåäâàðåííîé (èëè ïðå-
íåêñíîé) íîðìàëüíîé ôîðìîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàíòîðîâ Q1x1Q2x2 . . . Qnxn íàçûâàåòñÿ
åå ïðèñòàâêîé, à áåñêâàíîðíàÿ ôîðìóëà ϕ � ìàòðèöåé ýòîé íîðìàëüíîé ôîðìû.

Òåîðåìà 2. Î ïðåäâàðåííîé ôîðìå.

Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû ϕ ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ψ â ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå òàêàÿ, ÷òî
ϕ ≡ ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ëåììû 1. Ìû ïðèâåäåì åãî â âèäå ïðîöåäóðû,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðåäâàðåííóþ ôîìó ψ ïî èñõîäíîé ôîðìóëå ϕ. Ïðîöåäóðà ñîñòîèò
èç äâóõ ýòàïîâ.

Íà ïåðâîì ýòàïå, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, çàìåíèì âñå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå â ϕ íà íîâûå òàê,
÷òîáû (1) ðàçíûå êâàíòîðû ñâÿçûâàëè ðàçíûå ïåðåìåííûå è
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(2) èìåíà âñåõ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ íå ïåðåñåêàëèñü ñ èìåíàìè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîð-
ìóëû ϕ.

Íà âòîðîì ýòàïå èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (3) - (10) òåîðåìû 1 ïîî÷åðåäíî âûíîñèì êâàí-
òîðû çà ñêîáêè. Èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿåì êàæäóþ ïîäôîðìóëó âèäà (ϕ1 ◦Qzϕ2), ãäå
Q ∈ {∀,∃}, ◦ ∈ {∧,∨,→} íà ýêâèâàëåíòíóþ ïîäôîðìóëó Qz(ϕ1 ◦ ϕ2), è êàæäóþ ïîäôîðìóëó
âèäà (Qzϕ1 → ϕ2) íà ïîäôîðìóëó Q′z(ϕ1 → ϕ2), ãäå Q′ = ∃ ïðè Q = ∀ è Q′ = ∀ ïðè Q = ∃.
Åñëè ïîñëå ýòîãî âûíåñåííûé êâàíòîð ñòîèò ñðàçó ïîñëå îïåðàöèè îòðèöàíèÿ ¬, òî ïðèìåíÿÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè (1), (2) ïðîíîñèì îòðèöàíèå â ãëóáü ôîðìóëû. Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê âûíîñà
êâàíòîðîâ îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, â çàâèñèìîñòè îò íåãî â ðåçóëüòàòå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ ýê-
âèâàëåíòíûå ôîðìóëû ñ ðàçíûìè êâàíòîðíûìè ïðèñòàâêàìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ϕ = (∃yP (x, y) ∧ ¬(∀xP (x, y) → ∃xQ(x, z))). Åå ñâîáîäíûå ïåðå-
ìåííûå: x, y è z (ó x, y èìåþòñÿ òàêæå è ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ). Âûáåðåì â êà÷åñòâå íîâûõ èìåí
äëÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ u, v è w è çàìåíèì èìè "ñòàðûå"ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó ϕ1 = (∃uP (x, u) ∧ ¬(∀vP (v, y) → ∃wQ(w, z))). Íà ñëåäóþùåì ýòàïå
âûíîñèì êâàíòîðû çà ñêîáêè (â êà÷åñòâå èíäåêñîâ ó çíàêîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óêàçàíû íîìåðà
ïðèìåíÿåìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé):
ϕ1 ≡(4) ∃u(P (x, u) ∧ ¬(∀vP (v, y) → ∃wQ(w, z))) ≡(8) ∃u(P (x, u) ∧ ¬∃w(∀vP (v, y) → Q(w, z))
≡(9) ∃u(P (x, u) ∧ ¬∃w∃v(P (v, y) → Q(w, z)) ≡(2)(2) ∃u(P (x, u) ∧ ∀w∀v¬(P (v, y) → Q(w, z))
≡(3)(3) ∀v∀w∃u(P (x, u) ∧ ¬(P (v, y) → Q(w, z)).
Äàëåå ìîæíî óïðîùàòü ìàòðèöó ôîðìóëû, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ýêâèâàëåíòíîñòè áóëåâîé ëî-
ãèêè. Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ôîðìóëó ∀v∀w∃u(P (x, u) ∧ P (v, y) ∧ ¬Q(w, z)).

Çàäà÷à 12. Ïðèâåäèòå ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå ñëåäóþùèå ôîðìóëû, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ϕ è ψ � áåñêâàíòîðíûå.
à) ¬∀z¬∀x∃y∀uϕ,
á) ∃x∀yψ(x, y) → ∃x∀yψ(x, y),
â) ¬(∀x∀yϕ(x, y, z) ∨ (∀zψ(x, z) ∧ ¬∃yψ(x, y))).

1.4 Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ è áàçû äàííûõ

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ïðîìûøëåííûõ áàç äàííûõ ÿâëÿþòñÿ ðåëÿöèîííûìè � äàííûå â
íèõ ïðåäñòàâëÿþò êîíå÷íûå îòíîøåíèÿ (relations), êîòîðûå õðàíÿòñÿ â òàáëèöàõ. Ñõåìà îò-
íîøåíèÿ R(A1, A2, . . . , An) âêëþ÷àåò èìÿ îòíîøåíèÿ R è èìåíà åãî àòðèáóòîâ A1, A2, . . . , An.
Äëÿ êàæäîãî àòðèáóòà Ai îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî dom(Ai) åãî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Ñõåìà
áàçû äàííûõ ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ ñõåì îòíîøåíèé, âõîäÿùèõ â ýòó áàçó. Â ïðèëîæåíèÿõ îò-
íîøåíèÿ ÷àùå íàçûâàþò òàáëèöàìè, èõ àòðèáóòû � ñòîëáöàìè, ñòðîêè òàáëèö � çàïèñÿìè,
à èõ ýëåìåíòû � ïîëÿìè. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå áàçû äàííûõ � ýòî íàáîð
(êîíå÷íûõ) òàáëèö ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñõåìàìè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, áàçà äàííûõ ñî ñâåäåíèÿìè î ñîòðóäíèêàõ íåêîòîðîé îðãàíèçàöèè èìååò
ñõåìó: Ñîòðóäíèêè(Íîìåð, ÔÈÎ, Îòäåë, Äîëæíîñòü, Îêëàä), Êîìíàòû(ÍîìåðÑîòðóäíèêà,
Ýòàæ, ÍîìåðÊîìíàòû). Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ýòîé áàçû äàííûõ.

Ñîòðóäíèêè
Íîìåð ÔÈÎ Îòäåë Äîëæíîñòü Îêëàä

1 Èâàíîâ À.À. òîðãîâûé ìåíåäæåð 7000
2 Ñèäîðîâ Í.Ï. ïëàíîâûé ýêîíîìèñò 5000
3 Ñèäîðîâà Ì.È. òîðãîâûé çàâ.ñêëàäîì 6000
4 Îëüãèíà Í.À. ïëàíîâûé ýêîíîìèñò 5500
5 Ãîðåâ Ñ.Â. ïëàíîâûé çàâ.îòäåëîì 10000

Êîìíàòû
ÍîìåðÑîòðóäíèêà Ýòàæ ÍîìåðÊîìíàòû

3 2 17
1 2 17
7 2 18
5 3 7
2 3 27

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ýòî ñîñòîÿíèå íå ÷òî èíîå, êàê íåêîòîðàÿ ìîäåëü ñèã-
íàòóðû Σ2 = {Ñîòðóäíèêè(5),Êîìíàòû(3)} ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, âêëþ÷àþùèì ñòðîêè è

÷èñëà. Ïåðâàÿ èç ïðèâåäåííûõ òàáëèö çàäàåò èíòåðïðåòàöèþ ïðåäèêàòà Ñîòðóäíèêè(5), à âòî-
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ðàÿ � èíòåðïðåòàöèþ ïðåäèêàòà Êîìíàòû(3).

Çàïðîñû

Ïîëüçîâàòåëè èçâëåêàþò èíôîðìàöèþ èç áàç äàííûõ ñ ïîìîùüþ çàïðîñîâ. Îäíèì èç ñàìûõ
ïîïóëÿðíûõ ÿçûêîâ çàïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ ÿçûê SQL (Structured Query Language � Ñòðóêòóðíûé
ßçûê Çàïðîñîâ), ôàêòè÷åñêè îí ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñðåäñòâîì äëÿ âñåõ ïðîìûø-
ëåííûõ áàç äàííûõ. Ìû îïèøåì çäåñü ëèøü ïðîñòóþ ôîðìó îñíîâíîãî îïåðàòîðà ýòîãî ÿçûêà
SELECT (ÂÛÁÐÀÒÜ). Îíà èìååò âèä:
SELECT <ñïèñîê ïîëåé (àòðèáóòîâ)>
FROM <ñïèñîê òàáëèö>
WHERE <óñëîâèÿ âûáîðà>,
ãäå <ñïèñîê ïîëåé (àòðèáóòîâ)> � ñïèñîê òåõ ïîëåé (èëè àòðèáóòîâ) òàáëèö, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
áóäóò âõîäèòü â ðåçóëüòàòû çàïðîñà, <ñïèñîê òàáëèö> � ñïèñîê òàáëèö, èç êîòîðûõ áåðóòñÿ
çíà÷åíèÿ ïîëåé (åñëè íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ïîëÿ ñ îäèíàêîâûìè èìåíàìè, òî èõ èìåíóþò êàê
<èìÿ òàáëèöû>.<èìÿ ïîëÿ>), <óñëîâèÿ âûáîðà> � óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
âûáèðàåìûå çíà÷åíèÿ ïîëåé, îíè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ áåñêâàíòîðíóþ ôîðìóëó, ïîñòðîåííóþ
èç àòîìíûõ ôîðìóë, â êîòîðûõ ëîãè÷åñêèå çíàêè ¬,∧,∨ çàìåíåíû íà èõ àíãëèéñêèå àíàëîãè
NOT, AND, OR, ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ èìåíà ïîëåé, â êà÷å-
ñòâå ïðåäèêàòîâ � êðîìå =, äëÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ îòíîøåíèÿ íåðàâåíñòâà: >, ≥,
<, ≤. Â òåðìàõ äëÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè +,−, ∗, /.
Â òåðìàõ äëÿ ïîëåé äðóãèõ òèïîâ ìîæíî, îáû÷íî, èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûé íàáîð ñòàíäàðòíûõ
ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû õîòèì ïîëó÷èòü ñïèñîê ôàìèëèé âñåõ ñîòðóäíèêîâ, ðàáîòàþùèõ íà
2-îì ýòàæå. Ñîîòâåòñòâóþùèé çàïðîñ âûãëÿäèò òàê:
SELECT ÔÈÎ
FROM Ñîòðóäíèêè, Êîìíàòû
WHERE Íîìåð = ÍîìåðÑîòðóäíèêà AND Ýòàæ = 2.

Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ôîðìóëó ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ðåàëèçóþùóþ ýòîò çàïðîñ:
ϕ1 = ∃Íîìåð ∃Îòäåë ∃Äîëæíîñòü ∃Îêëàä ∃ÍîìåðÑîòðóäíèêà ∃Ýòàæ ∃ÍîìåðÊîìíàòû[
(Ñîòðóäíèêè(Íîìåð, ÔÈÎ, Îòäåë, Äîëæíîñòü, Îêëàä) ∧Êîìíàòû(ÍîìåðÑîòðóäíèêà, Ýòàæ,
ÍîìåðÊîìíàòû) ) ∧ (( Íîìåð = ÍîìåðÑîòðóäíèêà ) ∧ (Ýòàæ = 2))].

Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ â ýòîé ôîðìóëå èñïîëüçóþòñÿ èìåíà ïîëåé (àòðèáóòîâ) òàáëèö. Ñâî-
áîäíûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âûáèðàåìûå ïîëÿ (â ñïèñêå ïîñëå SELECT ). Âñå îñòàëüíûå
ïåðåìåííûå ñâÿçàíû êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ â êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå. Ìàòðèöà ôîðìóëû
ñîñòîèò èç êîíúþíêöèè äâóõ ôîðìóë: ïåðâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ ïðåäèêàòîâ-
òàáëèö, à âòîðàÿ � ýòî ôîðìóëà èç óñëîâèé âûáîðà. Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôîðìóëà
îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,íà êîòîðûõ îíà èñòèííà, à êàæäîå èç ýòèõ ñîñòÿíèé çàäàåò
íàáîð çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû, ò.å. òåõ ïîëåé, î êîòîðûõ çàäàí çàïðîñ. Ýòîò
íàáîð è ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà çàïðîñ (ðåçóëüòàòîì çàïðîñà).

Â íàøåì ñëó÷àå, ϕ1 èñòèííà íà ñîñòîÿíèÿõ ñî çíà÷åíèÿìè ÔÈÎ Èâàíîâ À.À è Ñèäîðîâà
Ì.È., êîòîðûå è ÿâëÿþòñÿ îòâåòîì íà èñõîäíûé çàïðîñ.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ñïèñîê ñîòðóäíèêîâ ïëàíîâîãî
îòäåëà ñ óêàçàíèåì êîìíàò, â êîòîðûõ îíè òðóäÿòñÿ. Çàïðîñ íà SQL âûãëÿäèò òàê:
SELECT ÔÈÎ, ÍîìåðÊîìíàòû
FROM Ñîòðóäíèêè, Êîìíàòû
WHERE Íîìåð = ÍîìåðÑîòðóäíèêà AND Îòäåë = �ïëàíîâûé".

Ïî îïèñàííûì âûøå ïðàâèëàì ïîñòðîèì ôîðìóëó ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ðåàëèçóþùóþ ýòîò
çàïðîñ. Ïðè ýòîì çàìåíèì èìåíà ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ áîëåå êîðîòêèìè.
ϕ2 = ∃x1 ∃x2 ∃x3 ∃x4 ∃x5 ∃x6[ (Ñîòðóäíèêè(x1,ÔÈÎ, x2, x3, x4) ∧Êîìíàòû(x5, x6,ÍîìåðÊîìíàòû)) ∧
((x1 = x5) ∧ (x2 = �ïëàíîâûé"))].

Ýòà ôîðìóëà èñòèííà íà ñîñòîÿíèÿõ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (ÔÈÎ,
ÍîìåðÊîìíàòû) (ìû ïðåäñòàâèëè èõ â âèäå íîâîé òàáëèöû):

ÔÈÎ ÍîìåðÊîìíàòû

Ñèäîðîâ Í.Ï. 27
Ãîðåâ Ñ.Â. 7

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåé áàçå äàííûõ íåò ñâåäåíèé î êîìíàòå ñîòðóäíèöû ïëàíîâîãî îòäåëà
Îëüãèíîé Í.À.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííûå âûøå SQL-çàïðîñû ÿâëÿþòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê �ñèíòàêñè÷åñêèì
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ñàõàðîì", çà êîòîðûì ñêðûâàþòñÿ ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ âåñüìà ñïåöèàëüíîãî âèäà (òà-
êèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ∃-ôîðìóëàìè). Èìåþòñÿ è áîëåå ñëîæíûå ôîðìû SQL-çàïðîñîâ,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ áîëåå îáùåãî âèäà. Íî â ëþáîì ñëó÷àå
SQL-çàïðîñû íå âûõîäÿò çà ðàìêè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Çàäà÷à 13. Íàïèøèòå SQL-çàïðîñû è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìà-
öèè èç áàçû äàííûõ (Ñîòðóäíèêè, Êîìíàòû) è ïîëó÷èòå îòâåòû íà ýòè çàïðîñû.
à) Íàéòè âñåõ ñîòðóäíèêîâ ñ îêëàäîì áîëüøå 5500.
á) Íàéòè âñå îòäåëû, â êîòîðûõ åñòü ñîòðóäíèêè ñ îêëàäîì > 8000.
â) Ñîñòàâèòü ñïèñîê äîëæíîñòåé è ïîëó÷àåìûõ ïî íèì îêëàäîâ.
ã) Ñîñòàâèòü ñïèñîê ñîòðóäíèêîâ òîðãîâîãî îòäåëà, ïîëó÷àþùèõ çàðïëàòó îò 6000 äî 6500
è ðàáîòàþùèõ íå íà 3-åì ýòàæå.
ä) Ñîñòàâèòü ñïèñîê êîìíàò, â êîòîðûõ åñòü ñîòðóäíèêè ñ îêëàäîì ìåíüøå 5500 èëè áîëü-
øå 7500.

Îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè

Ñîñòîÿíèå áàçû äàííûõ ïîñòîÿííî èçìåíÿåòñÿ. Â íåå äîáàâëÿþòñÿ íîâûå çàïèñè, èçìåíÿ-
þòñÿ è óäàëÿþòñÿ ñòàðûå. Ïðè ýòîì íóæíî, ÷òîáû âñåõ ìîäèôèêàöèÿõ ñîñòîÿíèå îñòàâàëîñü
êîððåêòíûì (íàïðèìåð, äëÿ êàæäîãî ñîòðóäíèêà èìåëàñü ëèøü îäíà çàïèñü â òàáëèöå Ñîòðóä-
íèêè). Îãðàíè÷åíèå öåëîñòíîñòè � ýòî óñëîâèå, çàäàâàåìîå äëÿ ñõåìû áàçû äàííûõ, êîòîðîå
îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé áàçû äàííûõ. Âîò òèïè÷íûå âèäû îãðàíè÷åíèé
öåëîñòíîñòè:
- îãðàíè÷åíèå íà êëþ÷è: â òàáëèöå íå äîëæíî áûòü äâóõ ñòðîê ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì íåêî-
òîðîãî ïîëÿ (îíî íàçûâåòñÿ êëþ÷îì). (Â áîëåå îáùåì âèäå îíî óòâåðæäàåò, ÷òî â òàáëèöå íå
äîëæíî áûòü äâóõ ñòðîê ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè íåñêîëüêèõ çàäàííûõ ïîëåé (òàêîé íàáîð
ïîëåé òàêæå íàçûâàåòñÿ êëþ÷îì òàáëèöû);
- îãðàíè÷åíèå íà ññûëêè : çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ïîëÿ â îäíîé òàáëèöå äîëæíî áûòü ñðåäè çíà÷å-
íèé íåêîòîðîãî ïîëÿ â äðóãîé òàáëèöå. Ýòî îãðàíè÷åíèå íå ïîçâîëèò óäàëèòü èç âòîðîé òàáëèöû
çàïèñü, íà êîòîðóþ èìååòñÿ ññûëêà èç ïåðâîé òàáëèöû;
- îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèå : çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ïîëÿ â òàáëèöå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü çà-
äàííîìó óñëîâèþ (ïðèíàäëåæàòü îïðåäåëåííîìó èíòåðâàëó, áûòü áîëüøå (ìåíüøå) çàäàííîãî
÷èñëà, áûòü ñòðîêîé äëèíû íå áîëüøå (íå ìåíüøå) çàäàííîé, áûòü ñòðîêîé, óäîâëåòâîðÿþùåé
íåêîòîðîìó îáðàçöó è ò.ï.).

Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ ïîçâîëÿþò çàäàâàòü òàêèå îãðàíè÷åíèÿ
ïðè êîíñòðóèðîâàíèè áàçû äàííûõ, à çàòåì àâòîìàòè÷åñêè ïîääåðæèâàþò èõ âûïîëíåíèå, íå
äàâàÿ ïîëüçîâàòåëÿì ïðîèçâîäèòü ìîäèôèêàöèè, êîòîðûå ìîãóò íàðóøèòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, îãðàíè÷åíèå öåëîñòíîñòè � ýòî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà,
êîòîðàÿ äîëæíà áûòü èñòèííà íà äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèÿõ áàçû äàííûõ. Ðàññìîòðèì, êàê ìîæ-
íî çàäàòü îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè óêàçàííûõ âèäîâ äëÿ íàøåé áàçû äàííûõ (Ñîòðóäíèêè,
Êîìíàòû).

1) Â òàáëèöå Ñîòðóäíèêè êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ ïîëå Íîìåð:
Φ1 = ∀ Íîìåð ∀x ∀y ∀z ∀v ∀x1 ∀y1 ∀z1 ∀v1 [(Ñîòðóäíèêè( Íîìåð, x, y, z, v) ∧

Ñîòðóäíèêè( Íîìåð, x1, y1, z1, v1)) → ((x = x1) ∧ (y = y1) ∧ (z = z1) ∧ (v = v1))].
2) Êàæäûé ñîòðóäíèê, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíà êîìíàòà â òàáëèöå Êîìíàòû, äîëæåí ïðè-

ñóòñòâîâàòü â òàáëèöå Ñîòðóäíèêè:
Φ2 = ∀ ÍîìåðÑîòðóäíèêà ∀x ∀y[Êîìíàòû(ÍîìåðÑîòðóäíèêà, x, y) →

∃z ∃u ∃v ∃w(Ñîòðóäíèêè( Íîìåð, z, u, v, w) ∧ ( Íîìåð = ÍîìåðÑîòðóäíèêà))].
3) Îêëàä êàæäîãî ñîòðóäíèêà äîëæåí ëåæàòü â èíòåðâàëå (1000, 25000):

Φ3 = ∀x ∀y ∀z ∀v ∀ Îêëàä (Ñîòðóäíèêè(x, y, z, v, Îêëàä) →
((1000 < Îêëàä) ∧ ( Îêëàä < 25000))).

Çàäà÷à 14. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ïðèâåäåííûõ îãðàíè÷åíèé öåëîñòíîñòè Φ1,Φ2,Φ3 âûïîë-
íÿþòñÿ äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ñîñòîÿíèÿ áàçû äàííûõ (Ñîòðóäíèêè, Êîìíàòû).

Çàäà÷à 15. Íàïèøèòå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè äëÿ áà-
çû (Ñîòðóäíèêè, Êîìíàòû) è îïðåäåëèòå, êàêèå èç íèõ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå
åå ñîñòîÿíèÿ.
à) Â òàáëèöå Êîìíàòû íàáîð ïîëåé (ÍîìåðÑîòðóäíèêà, Êîìíàòà) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì.
á) Äëÿ êàæäîãî ñîòðóäíèêà èç òàáëèöû Ñîòðóäíèêè â òàáëèöå Êîìíàòû îïðåäåëåíî åãî ìå-
ñòî ðàáîòû.
â) Íîìåðà âñåõ êîìíàò íà 2-îì ýòàæå áîëüøå 10, íî ìåíüøå 20, à âñåõ êîìíàò íà 3-åì
ýòàæå áîëüøå 20.
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