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ВВЕДЕНИЕ 

 

Настоящее учебное пособие предназначено, в первую очередь, для 

студентов первого курса инженерных специальностей физического факуль-

тета Южного федерального университета; может быть полезным для всех 

категорий студентов, изучающих в том или ином объеме высшую матема-

тику. Оно содержит: лекционный материал по курсу «Линейная алгебра и 

аналитическая геометрия», а также блок задач и вопросов для самоконтро-

ля по рассматриваемому материалу.  

Изложенный здесь материал имеет самостоятельное значение. Ос-

новная цель этого раздела – исследование матриц, многочленов, вычисле-

ние определителей и, как результат, исследование систем линейных урав-

нений, а такжеизучение свойств геометрических объектов при помощи 

аналитического метода. Особое внимание уделено различным системам ко-

ординат на плоскости и в пространстве, уравнениям линий на плоскости и 

поверхностей в пространстве. Рассматриваемый здесь материал актуален 

не только с точки зрения логических принципов построения линейной ал-

гебры и аналитической геометрии, но и для понимания ряда разделов со-

временной физики и химии, особенно здесь стоит отметить потребности 

теоретической механики, электротехники, химии. Кроме того, овладение 

материалом этой дисциплинынеобходимо при изученииосновных разделов 

математического анализа и дифференциальных уравнений.  

Главная задача, преследуемая данным пособием, помочь студентам в 

освоении основ линейной алгебры и аналитической геометрии. Это дости-

гается за счет компактного и, вместе с тем, достаточно полного изложения 

указанного теоретического материала с решениями наиболее характерных 

задач.  
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В пособии используются классические математические методы. В ча-

стности, при доказательстве основных утверждений используется метод 

математической индукции, и типичные для геометрии логические построе-

ния рассуждений, а при доказательстве свойств алгебраических объектов 

используется техника перехода к соответствующим операциям над числа-

ми. Для определения основных геометрических объектов часто использует-

ся аксиоматический метод, в развитии которого большая заслуга принад-

лежит Давиду Гильберту. Аксиоматический метод закладывает фундамент 

и для лежащего в основе аналитической геометрии метода координат, 

впервые систематически примененный Рене Декартом. 

 

КРАТКИЙ ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 

 

 Алгебра возникла в результате поиска общих приемов для решения 

однотипных арифметических задач. Она отграничилась от арифметики тем, 

что изучает, пользуясь буквенными обозначениями, общие свойства число-

вых систем и общие методы решения задач при помощи уравнений. Клас-

сическим разделом алгебры является линейная алгебра, основным объек-

том исследования которой являются векторные пространства (множества 

математических элементов, наделенные определенными операциями и ак-

сиомами). Частью линейной алгебры являютсятеория линейных уравнений 

и теория матриц. Алгебра классифицирует системы объектов той или иной 

природы с заданными на них алгебраическими операциями по их свойст-

вам сходными со сложением и умножением чисел. В новых системах объ-

ектов возникающие задачи, в том числе задача решения и исследования 

уравнений, получают новый смысл. Например, решением уравнений может 

быть вектор или матрица.  
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 Одним из основных объектов изучения в алгебре является многочлен 

порядка n– выражение вида   nn
nn

n axaxaxaxP  


1
1

10 ... , где x  - пере-

менная, а 0a ,…, na  - числовые коэффициенты. Если приравнять многочлен 

к нулю, то получают алгебраическое уравнение. Исторически первой зада-

чей алгебры было решение таких уравнений. С древних времен известно 

решение квадратного уравнения. Решение уравнений 3-го и 4-го порядка 

было найдено в 16 веке. В 19 веке Нильс Абель (Норвегия)  и  Эварист Га-

луа (Франция) доказали, что уравнения выше 4-го порядка в общем случае 

решены в радикалах (по формулам, связанными с извлечением корней) 

быть не могут. Задача извлечения квадратного корня из отрицательного 

числа натолкнула математиков на введение комплексных чисел. В рамках 

класса этих чисел в 17 веке была высказана, а в 18 веке Карлом Гауссом 

(Германия) была доказана теорема о том, что любое алгебраическое урав-

нение произвольного порядка имеет корни. Эта теорема в дальнейшем по-

лучила название «Основная теорема алгебры».  

Многие задачи приводят не к одному уравнению, а к целой системе 

уравнений с несколькими неизвестными. Особенно важен случай системы 

линейных уравнений. Еще Готфрид Лейбниц (Германия) в конце 17-го века 

обратил внимание на то, что при изучении таких систем наиболее сущест-

венной является таблица, состоящая из коэффициентов, и показал как из 

этих коэффициентов при совпадении числа уравнений и числа неизвестных 

строить так называемые определители, при помощи которых исследуются 

системы линейных уравнений. Впоследствии такие таблицы, или матрицы, 

стали предметом самостоятельного изучения, так как обнаружилось, что их 

роль не исчерпывается приложениями к теории систем линейных уравне-

ний. В 1750 г. Габриель Крамер (Швейцария) получил формулы для реше-

ния систем линепйных уравнений, в которых число уравнений и неизвест-

ных совпадают, а определитель, составленный из коэффициентов при неиз-
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вестных, не равен нулю. В 1849 г. Карлом Гауссом был предложен универ-

сальный метод решения систем линейных уравнений в общем случае. По-

нятие ранга матрицы, предложенное Фердинандом Фробениусом (Герма-

ния) в 1877 г., позволило  Леопольду Кронекеру (Германия) и Альфреду 

Капелли (Италия) доказать условия совместности и определенности систе-

мы линейных уравнений. Тем самым в конце 19 века было завершено по-

строение общей теории систем линейных уравнений. 

Аналитическая геометрия – раздел геометрии, в котором простейшие 

геометрические образы (прямые, плоскости, линии и поверхности) иссле-

дуются средствами алгебры на основе метода координат. На основе поня-

тия векторного пространства определяются различные классические про-

странства, изучаемые в геометрии, в частности евклидово пространство.  

Основная идея метода координат заключается в следующем. Вводит-

ся, так называемая, система координат – набор геометрических данных, за 

счет которых определяются координаты точки – числа, заданием которых 

однозначно определяется местоположение этой точки. Геометрические 

свойства линии или поверхности выясняются путем изучения свойств 

уравнения этой линии – равенства, устанавливающего связь между коорди-

натами любой точки этой линии или поверхности.  

Основные идеи метода координат были развиты еще Пьером Ферма 

(Франция), который дал уравнения прямой и кривых второго порядка. От-

четливое изложение этого метода было дано Рене Декартом (Франция) в 

его «Геометрии» (1637 г). В этой работе широкое применение получило 

понятие переменной величины. У Декарта она выступала и как отрезок пе-

ременной длины, и текущая координата точки, описывыющей своим дви-

жением кривую. Дальнейшая разработка аналитической геометрии связана 

с трудами Готфрида Лейбница, Исаака Ньютона (Англия) и особенно Лео-

нарда Эйлера (Швейцария). Долгое время для аналитической геометрии 
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было принято название «декартова геометрия». Термин «аналитическая 

геометрия» впервые был употреблен Исааком Ньютоном (1671 г). 

  

МАТРИЦЫ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

 

 Определение. Матрицей размера nm  называется прямоугольная 

таблица nm   чисел, состоящая из m  строк и n  столбцов. Указанные числа, 

образующие матрицу, называются ее элементами.  

Матрицы обычно обозначаются CBA ,,  и т.п. Если требуется при 

этом указать размер матрицы, то матрицу размера nm  обозначают, на-

пример, nmA  . Если требуется не только название матрицы, но и указание 

элементов матрицы, то используют следующую запись 



























mnmm
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aaa

aaa

aaa
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.

.
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21

22221

11211
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Иногда такую матрицу для краткости будет удобно обозначать:  

 
nmijaA


 . 

Индексы i  ( mi ,...,2,1 ) и j  ( nj ,...,2,1 ) элемента ija  означают соответствен-

но номер строки и номер столбца, на пересечении которых находится эле-

мент.  

 Элементы матрицы, имеющие равные индексы (каждый такой эле-

мент стоит на пересечении строки и столбца с одинаковыми номерами), на-

зываются элементами главной диагонали.  

Две матрицы одного размера называются равными, если равны все 

соответствующие элементы этих матриц. 
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Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой и 

обозначается 
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.
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.

.

.

.
0...00

0...00

O . 

Матрица, у которой все элементы, лежащие выше (ниже) главной 

диагонали, равны нулю, называется нижнетреугольной (верхнетреуголь-

ной). В дальнейшем будем обращаться лишь к верхнетреугольным матри-

цам и будем их просто называть треугольными или матрицами треугольно-

го вида. 

 Матрица называется квадратной, если число ее строк равно числу ее 

столбцов. Квадратную матрицу размера nn   называют матрицей порядка 

n . 

 Квадратная матрица, у которой все элементы, лежащие вне главной 

диагонали, равны нулю, называется диагональной. 

 Диагональная матрица, все элементы главной диагонали которой 

равны единице, называется единичной. Единичная матрица обозначается: 
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ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ 

 

Перейдем к изучению операций над матрицами. Рассмотрим в пер-

вую очередь линейные операции. К ним относятся операции сложения и 

вычитания матриц и операция умножения матрицы на число. 

Определение. Суммой (разностью) матриц nmA   и nmB   называется 

матрица такого же размера, каждый элемент которой равен сумме (разно-

сти) соответствующих элементов исходных матриц, т.е.  

     
nmijijnmijnmij baba


 . 

 Отметим, что складывать или вычитать матрицы можно лишь в слу-

чае совпадения их размеров. 

 Определение. Произведением матрицы nmA   на число   называется 

матрица такого же размера, каждый элемент которой равен произведению 

соответствующего элемента исходной матрицы на указанное число, т.е. 

   
nmijnmij aa


  . 

 Замечание. Матрица A1  называется противоположной к матрице 

A  и обозначается A . В дальнейшем операцию вычитания можно не рас-

сматривать отдельно, учитывая следующее очевидное равенство 

 BABA  . 

 Рассмотрим свойства линейных операций. Будем предполагать, что 

все соответствующие операции, имеют смысл. 

 1. ABBA  . 

 Доказательство. Это утверждение, как и все последующие свойства 

линейных операций, следует из свойства для соответствующей операции 

над числами: 

            ABababbabaBA
nmijnmijnmijijnmijijnmijnmij 


.■ 
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 Аналогично, сведением к соответствующим операциям над числами, 

доказываются последующие свойства.  

2.    CBACBA  . 

 3. AOA  . 

4.   OAA   

 5. AA1 . 

 6.   BABA   . 

 7.   AAA   . 

 8.    AA   . 

 Упражнение. Доказать свойства 2-8 самостоятельно. 

 Пример. Найти BA 32  , где  






















1134

2163

1432

A , 





















1123

1142

1321

B . 

∆ Заметим, в первую очередь, что матрица BA 32   существует, т.к. 

исходные матрицы имеют размер 43 , а при умножении на числа размеры 

матриц не меняются. Выполним сначала операции умножения матриц на 

соответствующие числа. По определению это означает, что каждый эле-

мент матрицы Aумножается на число 2, а каждый элемент матрицы B  ум-

ножается на число 3:  






















2268

42126

2864

2A , 





















3369

33126

3963

3B . 

Осталось произвести операцию вычитания полученных матриц. Для этого 

из каждого элемента матрицы A2  надо вычесть соответствующий элемент 

матрицы B3 :  
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1501

1100

1101

32 BA .▲ 

 

ОПЕРАЦИИ УМНОЖЕНИЯ МАТРИЦ И ТРАНСПОНИРОВАНИЯ 

МАТРИЦЫ 

 

Перейдем к изучению операции произведения матриц. Сразу заме-

тим, что такая операция возможна лишь в случае, когда число столбцов 

матрицы, являющейся первым сомножителем равно числу строк матрицы, 

являющейся вторым сомножителем (в этом случае говорят, что матрицы 

согласованы относительно произведения). 

Определение. Произведением матрицы  
nmijaA


  на матрицу 

 
pnjkbB


  называется матрица  

pmikcC  , каждый элемент которой ikc  ра-

вен сумме парных произведений всех элементов строки с номером i  мат-

рицы A  на соответствующие элементы столбца с номером k матрицы B : 





n

j
jkijik bac

1

. 

Замечание. Из определения сразу видно, что произведение матриц не 

обладает свойством коммутативности, т.е. нельзя говорить, что от переста-

новки мест сомножителей произведение не меняется. Может оказаться так, 

что исходное произведение существует, но, переставив сомножители, мы 

получим не существующее произведение. Например, произведение 

5443   BA  существует, а произведение 4354   AB  - нет. Мало того, даже если 

существует и произведение BA  , и произведение AB  , то это не означает, 

что ABBA  . Убедимся в этом на следующем примере. 
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Пример. Найти BA  и AB  , если





















21

32

11

A , 











133

012
B . 

∆ В первую очередь заметим, что оба произведения существуют 

(число столбцов матрицы Aсовпадает с числом строк матрицыB , ичисло 

столбцов матрицы Bсовпадает с числом строк матрицы A). Произведение 

3223   BA  дает матрицу 33C . Найдем все ее элементы. Для нахождения эле-

мента 11c надо выбрать первую строчку матрицы A , первый столбец матри-

цыBи найти сумму парных произведений соответствующих элементов вы-

бранной строки и выбранного столбца: 

  1312111 c . 

Для нахождения элемента 12c надо выбрать первую строчку матрицы 

A ,второй столбец матрицыBи найти сумму парных произведений соответ-

ствующих элементов выбранной строки и выбранного столбца: 

      2311112 c . 

Продолжим по аналогии вычисление последующих элементов матрицы C : 

  1110113 c , 

13332221 c , 

    11331222 c , 

3130223 c , 

  4322131 c , 

      5321132 c , 

  2120133 c . 

Таким образом, получаем: 























254

31113

121

C . 
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Аналогично найдем матрицу 233222   ABD . Будем иметь: 

    010211211 d , 

    520311212 d , 

    411231321 d , 

    1021331322 d . 

Таким образом, получаем: 













104

50
D . 

Заметим, что полученные результаты не совпадают, о чем и говорилось в 

замечании. ▲ 

 Рассмотрим свойства, связанные с произведением матриц. Будем 

предполагать, что все соответствующие операции, имеют смысл. 

 1.    CBACBA  . 

 Доказательство. Для того, чтобы все используемые здесь операции 

имели смысл, потребуем, чтобы матрицы имели следующие размеры: 

 
nmijaA


 ,  

pnjkbB


 ,  
rpklcC  . Тогда будем иметь: 

pm

jk

n

j
ijbaBA








 

1

, 

 
rm

p

k
kljk

n

j
ij cbaCBA

 







 





  

1 1

. 

Используя известные правила для арифметических операций над числами, 

получим: 

  





























   
 

rm

n

j

p

k
kljkij

rm

n

j
kljk

p

k
ij

rm

p

k
kljk

n

j
ij cbacbacbaCBA

1 11 11 1

 CBA  .■ 

 2.   CABACBA  . 
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 Доказательство. Рассмотрим матрицы  
nmijaA


 ,  

pnjkbB


 , 

 
pnjkcC


 . Тогда 

          





 






 


 

pm

n

j
jkijjkij

pm

n

j
jkjkijpnjkjknmij cabacbacbaCBA

11

CABAcaba
pm

n

j
jkij

pm

n

j
jkij 


















11

.■ 

 Аналогично доказываются следующие свойства. 

 3.   CBCACBA  . 

 4.      BABABA   . 

 5. OOA  . 

 6. OAO  . 

Свойства 5,6 говорят о том, что нулевая матрица в классе матриц об-

ладает теми же свойствами, что и число 0 в классе действительных чисел. 

 7. AEA  . 

 8. AAE  . 

 Свойства 7,8 говорят о том, что единичная матрица в классе матриц 

обладает теми же свойствами, что и число 1 в классе действительных чи-

сел. 

 Упражнение. Доказать свойства 3-8 

 Рассмотрим операцию транспонирования матриц. 

Определение. Матрица, полученная из данной матрицы A  заменой 

каждой ее строки на столбец с тем же номером, называется транспониро-

ванной к матрице A  и обозначается TA . 

Замечание. Получение транспонированной матрицы называют опе-

рацией транспонирования. В данном определении, можно говорить не о за-

мене строк на столбцы, а о замене столбцов на строки. Это дает тот же са-

мый результат.  

Рассмотрим свойства, связанные с транспонированием матриц. 
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1.   AA
TT  . 

Доказательство этого свойства очевидно: заменяя строки соответст-

вующими столбцами, а затем столбцы соответствующими строками полу-

чим исходную матрицу.■ 

2.   TT AA   . 

Доказательство. Рассмотрим матрицу   
nmijaA


 . Тогда получаем 

следующую цепочку равенств: 

         T

mnjimnji

T

nmij

T AaaaA  


.■ 

Аналогично доказывается свойство 

 3.   TTT BABA  . 

 Упражнение. Доказать свойство 3. 

 4.   TTT ABBA  . 

 Доказательство. Рассмотрим матрицы   
nmijaA


  и  

pnjkbB


 . Заме-

тим, что матрица BA   имеет размер pm , а матрица  TBA   - соответст-

венно mp  . Матрица TB  имеет размер np  , матрица TA  - размер mn , и 

соответственно матрица TT AB   - размер mp  . Следовательно, матрицы 

стоящие в левой и правой части доказываемого равенства имеют одинако-

вый размер. Обозначим: kic  - элементы матрицы  TBA  ,  kid  - элементы 

матрицы TT AB  , pk ,...2,1 , mi ,...2,1 . Тогда 

kiij

n

j
jk

n

j
jkijki dabbaс  

 11

, 

т.к. ij

n

j
jk ab

1

 - есть сумма произведений всех элементов столбца с номером 

k  матрицы B  (т.е. строки с номером k  матрицы TB ) на соответствующие 

элементы строки с номером i  матрицы A  (т.е. столбца с номером i  матри-

цы TA ).Таким образом, получаем: 
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  TTT ABBA  .■ 

Пример.Найти TBA  , если 














113

121
A , 












133

012
B . 

∆ В первую очередь заметим, что это произведение существует: мат-

рица Aимеет размер 32 , а матрица TB имеет размер 23 . В результате 

матрица TBA  будет иметь размер 22 . Найдем сначала матрицу TB , запи-

сав первую строку матрицы Bпервым столбцом, а вторую строку – вторым 

столбцом: 

















10

31

32
TB . 

Теперь, найдем все элементы матрицы TBAC  : 

    001122111 c , 

    411323112 c , 

    701112321 c , 

    1111313322 c .▲ 

 

ПЕРЕСТАНОВКИ.  

 

Понятие «перестановка» существует в общем случае для набора лю-

бых объектов. Здесь же нам понадобятся перестановки не равных друг дру-

гу чисел. 

Определение. Упорядоченная запись чисел naaa ,...,, 21 называется пе-

рестановкой этих чисел. 

Для нахождения количества перестановок введем понятие факториа-

ла натурального числа.  
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Определение. Факториалом натурального числа n  (обозначается !n ) 

называется произведение всех натуральных чисел от 1 до n : 

nn  21! . 

В дальнейшем будем иметь дело с перестановками только различных 

чисел. 

Замечание. При доказательстве следующей теоремы будет использо-

ван хорошо известный в математике метод математической индукции. Его 

суть заключается в следующем. Пусть требуется доказать утверждение, за-

висящее от натурального параметра k. Первый шаг (базис) индукции за-

ключается в проверке справедливости утверждения при начальном значе-

нии параметра k.  Далее выдвигается индуктивное предположение – утвер-

ждение справедливо при значении параметра 1 nk . Доказательство будет 

завершенным, если на основании сделанного предположения будет доказа-

на справедливость утверждения при последующем значении параметра: 

nk   

 Теорема. Число всевозможных перестановок n  различных чисел 

равно !n . 

 Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции. 

В первую очередь заметим, что при начальном значении параметра n , т.е. 

при 1n , данное утверждение очевидно (число перестановок одного числа 

равно 1!=1).  

Предположим, что утверждение теоремы справедливо при фиксиро-

ванном значении параметра: пусть число перестановок 1n чисел равно 

 !1n . В этом предположении необходимо доказать, что утверждение тео-

ремы справедливо при последующем значении параметра, т.е. в случае, ко-

гда в перестановкеn  чисел.  

Зафиксируем в перестановках на первом месте некоторое число 1a . 

Тогда перестановки всех n  чисел можно составлять за счет перестановок 
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оставшихся 1n  чисел. По предположению количество таких перестано-

вок равно  !1n . Поставим теперь на первое место число 2a . Аналогично 

можно сказать, что при этом можно составить  !1n  перестановок. Варьи-

руя число на первом месте в перестановках, получаем, что число всевоз-

можных перестановок равно 

       
n

nnn !1...!1!1  . 

В этой сумме n  слагаемых, так как на первом месте может быть любое из 

данных n  чисел. Таким образом, число всевозможных перестановок n  раз-

личных чисел равно 

  !!1 nnn  .■ 

 Определение. Если в перестановке есть два числа, и большее из этих 

чисел имеет меньший порядковый номер, то говорят, что эти числа нахо-

дятся в инверсии. 

 Определение. Если число инверсий в перестановке четно или равно 

нулю, то перестановка называется четной, если же число инверсий нечетно, 

то перестановка называется нечетной. 

 Теорема. Среди перестановокn  ( n >1) различных чисел количество 

четных перестановок равно количеству нечетных перестановок. 

 Доказательство. Пусть количество всевозможных четных перестано-

вок равно k , а количество всевозможных нечетных перестановок равно l . 

Применим к каждой четной перестановке одну транспозицию – переста-

новку двух элементов местами, получая нечетные перестановки. В резуль-

тате уже будем иметь k  нечетных перестановок. Таким образом lk  .  

Аналогично применив одну транспозицию к каждой нечетной пере-

становке, получим l  четных перестановок. Таким образом, kl  . В итоге 

получаем, что lk  .■ 
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 Пример. Рассмотрим перестановки чисел 1,2,3. Всего можно соста-

вить 3!=6 перестановок. Из них 3 четных перестановки:  

 
 
 







2,1,3

1,3,2

3,2,1

 

и 3 нечетных перестановки  

 
 
 







1,2,3

3,1,2

2,3,1

. ▲ 

 

ПОНЯТИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ ПОРЯДКА n 

 

 Рассмотрим квадратную матрицу порядка n :  



























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...
.

.

.

...

...

...

.

.

.

.

.

.
...

...

21

22221

11211

. 

Составим всевозможные произведения элементов этой матрицы, взятых по 

одному из каждой строки и каждого столбца. Такие произведения могут 

быть записаны в виде:  

nnjjj aaa ,...,,
21 21 , 

где  njjj ,...,, 21  - перестановки чисел 1,2,…, n . Для таких перестановок 

введем обозначение:  njjjt ,...,, 21  - число инверсий в перестановке 

 njjj ,...,, 21 . 

 Определение. Определителем  
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nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...
.

.

.

...

...

...

.

.

.

.

.

.
...

...

21

22221

11211

 

порядка n  называется число  

 
 

 
n

n

n

njjj

jjjt

jjj

aaaA  
21

21

21

21

,...,,

,...,,

1det , 

где суммирование идет по всем перестановкам  njjj ,...,, 21  чисел 1,2,…, n . 

Числа ija , составляющие определитель, называются его элементами. 

 Замечание. Определитель порядка n  представляет собой сумму !n  

слагаемых, причем произведения, соответствующие четным перестанов-

кам, состоящих из вторых индексов, берутся со знаком плюс, а произведе-

ния, соответствующие нечетным перестановкам, берутся со знаком минус. 

 Терминология для квадратных матриц справедлива и для определи-

телей. 

 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 2-ГО И 3-ГО ПОРЯДКА 

 

 Рассмотримобщее определение определителя для 1-го, 2-го и 3-го по-

рядков. 

1. Определителем первого порядка является сам элемент:  

1111 aa  . 

2. Определитель второго порядка 
2221

1211

aa

aa
 есть сумма двух слагае-

мых. Перестановке  2,1  вторых индексов элементов соответствует произ-

ведение 2211aa . Так как эта перестановка четная, то такое произведение 
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нужно взять со знаком плюс. Перестановке  1,2  вторых индексов элемен-

тов соответствует произведение 2112aa . Так как эта перестановка нечетная, 

то такое произведение нужно взять со знаком минус. Таким образом,  

21122211

2221

1211 aaaa
aa

aa
 . 

 Пример. Найти определитель  

25

13




. 

 ∆ Согласно последней формуле получаем:  

    15123
25

13





.▲ 

3. Определитель третьего порядка 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 есть сумма 3!=6 сла-

гаемых. Четным перестановкам  3,2,1 ,  1,3,2 ,  2,1,3  вторых индексов эле-

ментов соответствуют произведения 332211 aaa , 312312 aaa , 322113 aaa . Эти произ-

ведения нужно взять со знаком плюс. Нечетным перестановкам  2,3,1 , 

 3,1,2 ,   1,,23  вторых индексов элементов соответствуют произведения 

322311 aaa , 332112 aaa , 312213 aaa . Эти произведения нужно взять со знаком минус. 

Таким образом, получаем: 

312213332112322311322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

 . 

Пример. Найти определитель  

131

152

243




. 
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∆ Воспользуемся последней формулой: 

        



124313322114153

131

152

243

    4108912415152  .▲ 

 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 

 

Рассмотрим свойства определителей. 

1. Определитель в результате транспонирования не меняется. 

Доказательство этого свойства следует из того, что после транспони-

рования в записи определителя произведения не меняются, меняется лишь 

порядок сомножителей в этих произведениях. ■ 

Замечание. Это свойство говорит о том, что последующие утвержде-

ния, сформулированные относительно строк, справедливы и относительно 

столбцов. 

2. Если все элементы некоторой строки определителя равны нулю, то 

такой определитель равен нулю. 

Доказательство. Пусть все элементы строки с номером k  определи-

теля равны нулю. По определению в каждое слагаемое суммы, являющейся 

определителем, входит один сомножитель - элемент строки с номером k . 

Таким образом, каждое слагаемое этой суммы равно нулю, следовательно, 

и весь определитель также равен нулю. ■ 

3. Определитель квадратной матрицы треугольного вида равен про-

изведению элементов ее главной диагонали. 

Доказательство. Одно из слагаемых, составляющих определитель, 

есть произведение элементов главной диагонали. Все остальные слагаемые 

представляют собой произведения элементов, среди которых обязательно 
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есть хотя бы один, находящийся ниже главной диагонали, и, следователь-

но, являющийся нулевым. Таким образом, лишь произведение элементов 

главной диагонали является ненулевым слагаемым в записи определите-

ля.■  

4. Если поменять местами две строки определителя, то изменится 

лишь знак определителя. 

Доказательство. Пусть A  - исходная матрица, а B  - матрица, полу-

ченная из матрицы A  заменой местами строк с номерами k  и l . По опре-

делению имеем:  

 
 

 
nlk

nlk

nlk

njljkjj

jjjjt

jjjj

aaaaA  
1

1

1

1

,...,,...,,...,

,...,,...,,...,

1det , 

 
 

 
nkl

nkl

nkl

njkjljj

jjjjt

jjjj

aaaaB  
1

1

1

1

,...,,...,,...,

,...,,...,,...,

1det . 

Так как любая транспозиция меняет характер четности перестановки, то 

       nklnlk jjjjtjjjjt ,...,,...,,...,,...,,...,,..., 11 11  . 

Следовательно,  

AB detdet  . ■ 

 5. Определитель, содержащий две одинаковые строки, равен нулю. 

 Доказательство. Пусть определитель Adet  имеет две одинаковые 

строки. Поменяем эти строки местами. В результате согласно свойству 3 

получим Adet . С другой стороны указанное действие не изменит опреде-

литель. Таким образом, имеем:  

AA detdet  . 

Последнее равенство возможно лишь в случае 0det A . ■ 

 6. Постоянный множитель элементов некоторой строки можно выне-

сти множителем за знак определителя. 

Доказательство. Пусть A  - исходная матрица, а B  - матрица, полу-

ченная из матрицы A  умножением строки с номером k  на число  . По оп-

ределению имеем:  
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nk

nk

nk

njkjj

jjjt

jjj

aaaA  
1

1

1

1

,...,,...,

,...,,...,

1det , 

 
 

   
nk

nk

nk

njkjj

jjjt

jjj

aaaB 
1

1

1

1

,...,,...,

,...,,...,

1det

 
 

 
Aaaa

nk

nk

nk

njkjj

jjjt

jjj

det1
1

1

1

1

,...,,...,

,...,,...,

   . ■ 

 7. Определитель, содержащий две пропорциональные строки, равен 

нулю. 

Доказательство. Пусть в определителе Adet строки с номером k  и l  

пропорциональны, т.е. все элементы строки с номером k  получены из со-

ответствующих элементов строки с номером l умножением на число  . Со-

гласно предыдущему свойству это число можно вынести сомножителем за 

знак всего определителя. В результате получим определитель, у которого 

строки с номерами  k  и l  совпадают. Такой определитель согласно свойст-

ву 4 равен нулю. Таким образом,  

0det A . ■ 

8. Если к элементам некоторой строки прибавить соответствующие 

элементы некоторой другой строки, умноженные на одно и то же число. 

Доказательство. Пусть A  - исходная матрица, а B  - матрица, полу-

ченная из матрицы A  прибавлением к элементам строки с номером k  соот-

ветствующих элементов строки с номером l . По определению имеем:  

 
 

 
nlk

n

nlk

njljkjj

jjjt

jjjj

aaaaA  
1

21

1

1

,...,,

,...,,...,,...,

1det , 

 
 

     
nllk

n

nlk

njljljkjj

jjjt

jjjj

aaaaaB 
1

21

1

1

,...,,

,...,,...,,...,

1det  

 
 

   
 

 
.11

1

21

21

1

21

21

1

,...,,

,...,,
1

,...,,

,...,,
nll

n

n

nlk

n

n

njljljj

jjjt

jjj
njljkjj

jjjt

jjj

aaaaaaaa   

Сумма  

 
 

 
nlk

n

n

njljkjj

jjjt

jjj

aaaa 
1

21

21

1

,...,,

,...,,

1  

есть определитель Adet . Сумма  



27 

 
 

 
nll

n

n

njljljj

jjjt

jjj

aaaa 
1

21

21

1

,...,,

,...,,

1  

представляет собой определитель, полученный из определителя Adet  за-

меной строки с номером k  на строку с номером l . Такой определитель 

имеет две одинаковые строки и, следовательно, равен нулю. Следователь-

но, 

BA detdet  . ■ 

Пример.Найти определитель  

1213

1214

4321

2133






. 

∆ Воспользуемся свойствами определителей. С их помощью сведем 

определитель к треугольному виду. Будем получать нули ниже главной 

диагонали последовательно по столбцам. При этом будут использоваться 

операции со строками в соответствии со свойством 8, причем каждый раз 

за счет строки с тем же номером, что и у столбца, с которым мы работаем.  

В первую очередь поменяем первую и вторую строчку местами для 

того, чтобы на пересечении первой строки и первого столбца стояла едини-

ца (этого можно было бы добиться и за счет свойства 8 в случае какого-

либо другого определителя). В соответствии со свойством 4 поменяется 

знак определителя: 

1213

1214

2133

4321

1213

1214

4321

2133












. 

Теперь из элементов второй строки вычтем соответствующие элементы 

первой строки, умноженные на 3, из элементов третьей строки вычтем со-

ответствующие элементы первой строки, умноженные на 4, к элементам 
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четвертой строки прибавим соответствующие элементы первой строки, ум-

ноженные на 3: 

131170

171470

101030

4321

1213

1214

4321

2133











. 

Из элементов третьей строки вычтем соответствующие элементы второй 

строки, умноженные на 2, а к элементам четвертой строки прибавим соот-

ветствующие элементы второй строки. Затем из второй строки за знак оп-

ределителя вынесем множитель -1. За счет таких операций мы, в первую 

очередь, получим единицу (с точностью до знака) во втором столбце, а во-

вторых, упростим элементы второй, третьей и четвертой строк. В результа-

те получим: 

3140

3610

101030

4321

1213

1214

4321

2133









. 

Поменяем теперь вторую и третью строки местами так, чтобы на пересече-

нии второй строки и второго столбца стоял элемент -1. При этом в соответ-

ствии со свойством 4 поменяется знак определителя: 

3140

101030

3610

4321

1213

1214

4321

2133









. 

Теперь к элементам третьей строки прибавим соответствующие элементы 

второй строки, умноженные на 3, к элементам четвертой строки прибавим 

соответствующие элементы второй строки, умноженные на 4: 
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152500

192800

3610

4321

1213

1214

4321

2133









. 

Для уменьшения элементов из четвертой строки за знак определителя вы-

несем множитель 5 и затем из элементов третьей строки вычтем соответст-

вующие элементы четвертой строки, умноженные на 6 (таки образом мы 

также получим единицу, которую впоследствии можно будет переместить 

на пересечение третьей строки и третьего столбца): 

3500

1200

3610

4321

5

1213

1214

4321

2133











. 

Поменяем теперь местами третий и четвертый столбец: 

5300

2100

6310

3421

5

1213

1214

4321

2133











. 

Осталось из элементов четвертой строки вычесть соответствующие эле-

менты третьей строки, умноженные на 3: 

11000

2100

6310

3421

5

1213

1214

4321

2133











. 

Воспользуемся теперь свойством 3 определителей, согласно которому по-

лучаем: 
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  55111115

1213

1214

4321

2133








.▲ 

 

ТЕОРЕМА ЛАПЛАСА 

 

 Пусть дан определитель порядка n  и натуральное число k , nk  . 

Выберем в определителе любые k  строк и любые k  столбцов. Составим 

определитель, состоящий из элементов исходного определителя, находя-

щихся на пересечении выбранных строк и столбцов, не меняя взаимное 

расположение элементов. Полученный определитель называется минором 

порядка k  данного определителя.Если nk  , то определитель, составлен-

ный из элементов исходного определителя, не попавших ни в выделенные 

строки, ни в выделенные столбцы, называется дополнительным минором. 

Очевидно, что если nk  , то можно составить несколько миноров порядка 

k  и соответственно несколько дополнительных миноров. 

 Пусть для составления минора порядка k  выделены строки с номе-

рами kiii ,...,, 21  и столбцы с номерами kjjj ,...,, 21 . Введем следующее обо-

значение: kk jjjiiis  ...2121  - сумма номеров выделенных строк 

и столбцов. 

Обозначим также полученный минор    kk jjjiiiM ,...,,,,...,, 2121
, а дополнительный 

минор -    
'

,...,,,,...,, 2121 kk jjjiiiM . Число  

         
'

,...,,,,...,,,...,,,,...,, 21212121
1

kkkk jjjiii

s

jjjiii MA   

называется алгебраическим дополнением к минору    kk jjjiiiM ,...,,,,...,, 2121
. 

 Приведем, без доказательства, следующее важное утверждение. 
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 Теорема Лапласа. Пусть в определителе порядка n  зафиксировано 

k  строк, nk  . Тогда определитель равен сумме произведений всех мино-

ров порядка k , лежащих в выделенных строках, на их алгебраические до-

полнения. 

 Заметим, что согласно первому свойству определителей теорема Ла-

пласа может быть сформулирована и относительно зафиксированных 

столбцов. 

 Следствие. Пусть A  и B  - квадратные матрицы порядка n . Тогда  

  BABA detdetdet  . 

Особый интерес теорема Лапласа представляет в случае, когда 1k . 

В этом случае миноры, попавшие в выделенную строку (или столбец) – это 

элементы этой строки (или столбца). В этом случае обычно применяются 

следующие обозначения:  ijM  - дополнительный минор к элементу ija (ми-

нору первого порядка),   ij

ji

ij MA  1   - соответствующее алгебраическое 

дополнение. Тогда формула теоремы Лапласа принимает вид: 

ij

n

j
ij AaA 




1

det , 

где i  - номер любой строки. Эта формула называется разложением опреде-

лителя по строке с номером i . 

 Если зафиксировать столбец с номером j , то получим аналогичную 

формулу разложения определителя по этому столбцу: 

ij

n

i
ij AaA 




1

det . 

Пример. Найти определитель 

2012

1201

1023

0321






. 
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∆ Воспользуемся формулой разложения определителя по строке или 

столбцу. Выберем третий столбец, так как в этом столбце больше всего ну-

лей (каждый такой нуль дает нулевое слагаемое в сумме, как следствие это 

позволит нам находить меньшее число дополнительных миноров): 

   
212

123

021

12

212

101

123

13

2012

1201

1023

0321

3331














 . 

Первый из полученных определителей вычислим по второй строке, а вто-

рой – по первой строке: 

        44314
12

23
11

21

12
11

212

101

123
3212 





  , 

        2126214
22

13
12

21

12
11

212

123

021
2111 










 . 

Таким образом, получаем 

    5421243

2012

1201

1023

0321








.▲ 

Покажем, как работает комбинированный метод вычисления опреде-

лителей. 

Пример. Найти определитель 

3322

4231

1321

2435





. 
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∆ Добьемся того, чтобы все элементы некоторого столбца, за исклю-

чением одного,  превратились в нулевые за счет свойства 8 определителей. 

Лучше выбрать столбец, в котором есть единичный элемент (или элемент 

равный -1). В данном определителе выберем первый столбец и единичный 

элемент, стоящий на пересечении второй строки и первого столбца. Из 

элементов первой строки вычтем соответствующие элементы второй стро-

ки, умноженные на 5, к элементам третьей строки прибавим соответст-

вующие элементы второй строки, а из элементов четвертой строки вычтем 

соответствующие элементы второй строки, умноженные на 2. Согласно 

свойству 8 при этом определитель не изменится: 

1960

3150

1321

31970

3322

4231

1321

2435













. 

Применим теперь разложение определителя по первому столбцу. В резуль-

тате получим: 

196

315

3197

3322

4231

1321

2435











. 

Выберем теперь третий столбец и единичный элемент, стоящий на пересе-

чении третьей строки и третьего столбца. По аналогии произведем сле-

дующие преобразования: к элементам первой и второй строк прибавим со-

ответствующие элементы третьей строки, умноженные на 3. В результате 

будем иметь: 

2613

4625

196

02613

04625

3322

4231

1321

2435















. 
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Вычислим теперь полученный определитель второго порядка по определе-

нию, предварительно вынеся за знак определителя множитель -13 элемен-

тов второй строки: 

   5214622513
21

4625
13

3322

4231

1321

2435











.▲ 

  

ОБРАТНАЯ МАТРИЦА 

 

 Определение. Пусть A  - квадратная матрица порядка n . Квадратная 

матрица 1A  порядка n  называется обратной к матрице A , если справедли-

во равенство 

EAAAA   11 , 

где E  - единичная матрица порядка n . 

 Теорема. Пусть A  - квадратная матрица порядка n . Тогда обратная 

матрица 1A  существует тогда и только тогда, когда 0det A . При этом об-

ратная матрица определена однозначно. 

 Доказательство. 1) Докажем сначала, что в случае существования 

матрицы 1A  выполняется: 0det A . Из определения обратной матрицы 

следует равенство: EAA  1 . Тогда  

  1detdet 1   EAA . 

Из теоремы об определителе произведения квадратных матриц следует, что  

   11 detdetdet   AAAA . 

Таким образом,  

  1detdet 1  AA , 

Откуда следует, что определитель матрицы A не может быть равным нулю. 
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 2) Пусть теперь 0det A . Покажем, что в этом случае существует 

единственная обратная матрица 1A . Построим следующую матрицу: 





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
B

...

............

...

...

det

1

21

22212

12111

. 

Эта матрица построена из матрицы A  следующим образом: каждый эле-

мент матрицы заменяется его алгебраическим дополнением, а полученная 

матрица транспонируется.  

Покажем, что построенная таким образом матрица является обратной 

к матрице A . По свойству 4 и определению произведения матриц получа-

ем: 
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AAA

AAA
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aaa

aaa

BA
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det

1

...

............

...

...

21

22212

12111

21

22221

11211
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k
jkik
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n
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nnnn
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n
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A

AAA
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AAA

aaa

aaa

aaa
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1

21

22212

12111

21

22221

11211

det

1

...

............

...

...

...

............

...

...

det

1
. 

Рассмотрим элементы 



n

k
jkikij Aac

1

полученной матрицы. Если  ji  , то 

AAac
n

k
ikikii det

1

 


, 

так как полученная сумма представляет собой разложение определителя 

Adet по элементам строки с номером i . Если же ji  , то сум-

ма



n

k
jkik Aa

1

есть определитель, полученный из определителя Adet  заменой 

строки с номером j на строку с номером i . Такой определитель имеет две 
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одинаковые строки и, следовательно, по свойству 5 определителей равен 

нулю. Следовательно,  









ji

jiA
cij  если,0

 если,det
. 

Таким образом, 

E

A

A

A

A
BA 





















det...00

............

0...det0

0...0det

det

1
. 

Аналогично можно показать, что EAB  . Так как EABBA  , томат-

рица Bявляется обратной к матрице A .  

Покажем, что обратная матрица определена однозначно. Пусть кроме 

матрицы 1A существует еще одна обратная к матрице A- матрица 1~A . То-

гда согласно определению обратной матрицы и свойству 7 произведения 

матриц имеем: 

  1111 ~~~   AEAAAA . 

С другой стороны с учетом свойства 1 произведения матриц получаем: 

    111111 ~~   AAEAAAAAA . 

Таким образом, 

11~   AA , 

и, следовательно, обратная матрица определена однозначно.■ 

 Определение. Квадратная матрица, определитель которой не равен 

нулю, называется невырожденной. 

 Теорема говорит о том, что невырожденность квадратной матрицы 

является критерием существования для нее обратной матрицы. 
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Пример. Найти обратную матрицу (если она существует) к матрице 





















122

113

121

A . 

 ∆ Найдем определитель исходной матрицы: 

      








 

22

13
11

12

13
12

12

11
11

122

113

121

det 312111A

      92623221  . 

Так как 0det A , то обратная матрица существует. Для ее нахождения оп-

ределим алгебраические дополнения всех элементов исходной матрицы: 

  321
12

11
1 11

11 


 A , 

    123
12

13
1 21

12  A , 

  826
22

13
1 31

13 


 A , 

    022
12

12
1 12

21 


 A , 

  321
12

11
1 22

22 


 A , 

    642
22

21
1 32

23 


 A , 

  312
11

12
1 13

31 



 A , 

    431
13

11
1 23

32 


 A , 

  561
13

21
1 33

33 



 A . 
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Для составления обратной матрицы из исходной матрицызаменим элемен-

ты на их алгебраические дополнения, протранспонируем полученную мат-

рицу и умножим на число 
Adet

1
: 
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9

11A .▲ 

 

РАНГ МАТРИЦЫ. 

ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ МАТРИЦЫ 

 

 Рассмотрим произвольную прямоугольную матрицу. Определим ми-

норы этой матрицы так же, как и для определителя, т.е. минор порядка k - 

это любой определитель, стоящий на пересечении любых k строк и любых 

k  столбцов данной матрицы. Очевидно, что для матрицы размера nm  

можно составить миноры до порядка  nms ,min . 

 Определение. Рангом матрицы называется наивысший порядок от-

личных от нуля миноров этой матрицы. Ненулевой минор, порядок которо-

го совпадает с рангом матрицы, называется базисным. 

 Ранг матрицы A  обозначается: rankA . 

 Если пользоваться лишь приведенным определением, тодля нахож-

дения ранга матрицы размера nm нужно начать с нахождения миноров 

самого высокого порядка  nms ,min . Если среди этих миноров есть хотя 

бы один ненулевой, то ранг данной матрицы равен s . Если все миноры это-

го порядка равны нулю, то надо перейти к нахождению миноров порядка 

1s  и т.д. Этот процесс надо продолжать до тех пор, пока не возникнет си-

туация, когда миноры порядка 1r  еще равны нулю, а среди миноров по-

рядка r  есть хотя бы один ненулевой. Тогда ранг матрицы и будет равен r . 
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 Очевидно, что такой метод нахождения (по определению) на практи-

ке может оказаться очень громоздким.  

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение. 

 Теорема. Пусть все миноры порядка k  матрицы A  равны нулю. То-

гда все миноры матрицы A  более высокого порядка также равны нулю. 

 Доказательство. Рассмотрим любой минор порядка 1k . Распишем 

его по элементам любой строки. Все алгебраические дополнения этих эле-

ментов будут представлять собой миноры порядка k  исходного определи-

теля и, следовательно, равны нулю. Таким образом, любой минор порядка 

1k  равен нулю. Аналогично доказывается равенство нулю всех миноров 

более высоких порядков. ■ 

 К элементарным преобразованиям над матрицей относятся: 

 1) замена местами любых двух строк (двух столбцов) 

 2) умножение всех элементов любой строки (любого столбца) матри-

цы на число, отличное от нуля; 

 3) прибавление ко всем элементам любой строки (любого столбца) 

соответствующих элементов любой другой строки (любого другого столб-

ца), умноженных на любое число, отличное от нуля. 

 Определение. Матрица B , полученная из матрицы A  с помощью 

элементарных преобразований, называется эквивалентной к матрице A .  

То, что матрица B  эквивалентна матрице A , обозначается B ~ A . 

Очевидно, что если B ~ A , то и A~ B .  

На практике при нахождении ранга матрицы важным будет следую-

щее, приводимое здесь без доказательства, утверждение. 

Теорема. Ранги эквивалентных матриц совпадают. 

В дальнейшем мы будем использовать такое понятие, как нулевая 

строка. Этот термин означает, что все элементы данной строки равны ну-
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лю. Соответственно ненулевая строка – это строка, содержащая хотя бы 

один ненулевой элемент. Эта же терминология относится и к столбцам. 

Как мы видели в одном из примеров на нахождение определителей, 

за счет элементарных преобразований всегда можно получить 

цуB треугольного вида, эквивалентную матрице A . Согласно последней 

теореме ранг полученной эквивалентной матрицы B  равен рангу исходной 

матрицы. Таким образом, можно перейти к нахождению ранга матрицы B . 

В этой матрице могли возникнуть нулевые строки или столбцы. Очевидно, 

что они никак не влияют на  ранг матрицы, ихнужно выбросить из рас-

смотрения.Треугольный вид позволит быстро определить базисный минор. 

Пример. Найти ранг матрицы























201584

11996

6564

131074

5432

. 

∆ Для получения нулей ниже главной диагонали в первом столбце 

произведем следующие преобразования: из всех элементов второй, третьей 

и пятой строк вычтем соответствующие элементы первой строки, умно-

женные на число 2, из всех элементов четвертой строки вычтем соответст-

вующие элементы первой строки, умноженные на число 3 (преобразования 

совершаем за счет строки с тем же номером, что и у столбца, с которым мы 

работаем). В результате получим: 
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. 

В полученной матрице есть две одинаковые строки, одну из них можно 

сделать нулевой. Например, можно из всех элементов четвертой строки 
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вычесть соответствующие элементы третьей строки. После этого поменяем 

местами третью и пятую строки:  
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Для получения нулей ниже главной диагонали во втором столбце доста-

точно из всех элементов третьей строки вычесть соответствующие элемен-

ты второй строки, умноженные на 2: 
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Для приведения матрицы к треугольному виду осталось ко всем элементам 

четвертой строки прибавить соответствующие элементы третьей строки: 
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Выбросим из рассмотрения четвертую и пятую строки, являющиеся нуле-

выми. Останется три строки, поэтому ранг матрицы не может быть больше 

чем 3. Очевидно, что левый верхний угловой минор порядка 3 является оп-

ределителем треугольного вида и не равен нулю, т.к. на его главной диаго-

нали нет нулевых элементов: 

6312

300

210

432

 . 
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Таким образом, ранг исходной матрицы равен 3. ▲ 

  

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ . 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

  

Определение. Системой m  линейных уравнений с n  неизвестными назы-

вается совокупность равенств вида: 
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bxaxaxa
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2211
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, 

где nxxx ,...,, 21  - неизвестные; числа 
ija  называются коэффициентами при 

неизвестных; числа ib  называются свободными коэффициентами 

( mi ,...,2,1 , nj ,...,2,1 ).  

В этих обозначенияхиндекс i  означает номер уравнения, а индекс j – 

номер неизвестного, к которым относятся коэффициенты.  

Число уравнений m  может быть больше, равно или меньше числа не-

известных n . Если nm  , то будем называть систему линейных уравнений 

квадратной. 

 Система линейных уравнений называется однородной, если все сво-

бодные коэффициенты этой системы равны нулю, и называется неоднород-

ной, если среди свободных коэффициентов есть хотя бы один ненулевой 

коэффициент.  

 Определение. Упорядоченный набор чисел n ,...,, 21  называется 

решением данной системы, если подстановка этих чисел вместо соответст-

вующих неизвестных обращает каждое уравнение системы в истинное то-

ждество. 
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 Решить систему линейных уравнений означает найти совокупность 

всех ее решений. 

 Система линейных уравнений, имеющая хотя бы одно решение, на-

зывается совместной. Система, не имеющая решений, называется несовме-

стной. 

 Совместная система называется определенной, если она имеет един-

ственное решение, и называется неопределенной, если она имеет более од-

ного решения. 

 Две системы называются эквивалентными или равносильными, если 

они имеют одно и то же множество решений. Любые две несовместные 

системы также считаются эквивалентными. 

 Введем следующую терминологию. Матрица  
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составленная из коэффициентов при неизвестных, называется матрицей 

системы. Очевидно, что для квадратных систем матрица системы является 

квадратной матрицей. Матрица-столбец 
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составленная из свободных коэффициентов, называется столбцом свобод-

ных коэффициентов. Матрица 
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составленная из всех коэффициентов, называется расширенной матрицей 

системы. Матрица-столбец 
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составленная из неизвестных, называется столбцом неизвестных. 

 

МАТРИЧНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ 

КВАДРАТНЫХ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

 Для введенной матрицы системы A  и столбца неизвестных X по оп-

ределению произведения матриц имеем: 
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. 

Элементы получаемой матрицы есть левые части соответствующих урав-

нений данной системы линейных уравнений. Элементы матрицы B  - это 

правые части соответствующих уравнений. Поэтому решение данной сис-

темы линейных уравнений равносильно решениюматричного уравнения 
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BXA  . 

В общем случае решение такого уравнения именно в матричном виде мо-

жет быть не найдено.  

Рассмотрим случай квадратной системы. В этом случае матрица A  

является квадратной, и если 0det A , то для матрицы A  существует един-

ственная обратная матрица 1A . Умножим обе части матричного уравнения 

на матрицу 1A  слева: 

  BAXAA   11 . 

Воспользуемся свойством 1 произведения матриц. Согласно этому свойст-

ву, определению обратной матрицы и свойству 7 произведения матриц 

имеем: 

    XXEXAAXAA   11 . 

Таким образом, исходное матричное уравнение переходит в равенство 

BAX  1 . 

Это равенство дает решение матричного уравнения, а вместе с тем и реше-

ние системы. Применение последней формулы и называется матричным 

методом или методом решения системы с помощью обратной матрицы. Так 

как обратная матрица и произведение матриц определены однозначно, то и 

решение системы в данном случае единственно, т.е. в случае, когда система 

является квадратной и определитель матрицы системы не равен нулю (а эти 

требования существенны при реализации данного метода), эта система бу-

дет определенной. 

 Пример. Решить систему 
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матричным методом. 

 ∆ Для данной системы имеем: 
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Найдем определитель матрицы A: 
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det 312111A

 

      107584349132  . 

Так как 0det A , то система является определенной. Кроме того, для мат-

рицы A  существует обратная матрица. Определим ее. Для этого осталось 

найти алгебраические дополнения все элементов матрицы A: 
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 A , 
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  132
13

12
1 33

33  A . 

Следовательно, 
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Найдем произведение BA 1  с учетом свойства 4 произведения мат-

риц: 
















































































































1

2

1

167

5105

224

10

1

1

2

1

167

5105

224

10

11 BA  







































2

3

1

20

30

10

10

1
. 

Таким образом, решение данной системы: 

11 x , 

32 x , 

23 x . 

Проверим правильность найденного решения. Подставим для этого 

найденные значения неизвестных во все уравнения данной системы. Полу-

чим истинные тождества: 

 
 
 













123314

22313

12312

. 

Следовательно, решение системы найдено правильно. ▲ 
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МЕТОД КРАМЕРА РЕШЕНИЯ 

КВАДРАТНЫХ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

 Постараемся непосредственно реализовать равенство BAX  1 . 

Воспользуемся формулой для нахождения обратной матрицы: 
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Обозначим: Adet .Согласно свойству 4 и определению произведения 

матриц имеем: 
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Таким образом, получаем: 

nniiii bAbAbAx  ...2211 , ni ,...,2,1 . 

Сумма, стоящая в правой части последнего равенства, есть определитель, 

полученный из определителя  заменой столбца с номером i на столбец 

свободных коэффициентов. Обозначим такой определитель i . В результа-

те получаем формулы: 




 i
ix , ni ,...,2,1 . 
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Эти формулы и называются формулами Крамера. По сути, формулы Кра-

мера позволяют находить решение квадратной системы линейных уравне-

ний с помощью нахождения определителей. Напомним, что эти формулы 

можно применять, как и матричный метод, лишь в случае, когда система 

является квадратной и определитель матрицы системы не равен нулю. 

 Пример. Решить систему  
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методом Крамера. 

∆ Найдем определитель матрицы системы: 
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      21109910942156  . 

Так как 0 , то система является определенной и можно воспользоваться 

формулами Крамера. Для этого необходимо найти определители i , 

,3,2,1i каждый из которыхполучается из определителя   заменой столбца 

с номером i на столбец свободных коэффициентов: 
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        21165910
53

21
11

53

32
11
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132

121
3231

3   , 

(первый из этих определителей расписан по элементам первого столбца, 

второй – по элементам второго столбца, а третий – по элементам третьего 

столбца). Воспользуемся формулами Крамера: 
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x . 

 Проверим правильность найденного решения. Подставив найденные 

значения во все уравнения системы. В результате получим истинные тож-

дества: 
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. 

Следовательно, решение найдено правильно.▲ 

 

ТЕОРЕМА КРОНЕКЕРА-КАПЕЛЛИ 

МЕТОД ГАУССА РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 

 

 Рассмотрим произвольную систему линейных уравнений 
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Очевидно, что ранг расширенной матрицы системы 
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не меньше ранга матрицы системы 
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Причем  BArank  может быть больше чем rankAлишь на единицу. Оказы-

вается, что соотношение между этими рангами полностью определяет со-

вместность данной системы. Приведем без доказательства следующее ут-

верждение. 

 Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных уравнений являет-

ся совместной тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы совпадает 

с рангом расширенной матрицы системы. 

Рассмотрим произвольную систему линейных уравнений 
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К элементарным преобразованиям над системой относятся следующие пре-

образования:  

1) замена местами двух уравнений, 
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2) умножение обеих частей какого-либо уравнения на любое число, 

отличное от нуля, 

3) прибавление к каждой части одного уравнения соответствующей 

части любого другого уравнения, умноженной на некоторое число. 

Эти преобразования, очевидно, не меняют множество всех решений систе-

мы, т.е. приводят к эквивалентной системе. Очевидно также, что эти пре-

образования сводятся к соответствующим элементарным преобразованиям 

над строками расширенной матрицы системы.  

Метод Гаусса заключается в приведении расширенной матрицы сис-

темы к треугольному виду с помощью указанных преобразований.При этом 

используется уже известный нам принцип (см. вычисление определителей) 

приведения матрицы к треугольному виду: элементы, находящиеся ниже 

главной диагонали, сводятся к нулевым последовательно по столбцам за 

счет элементарных преобразований над строками. При этом кроме текущей 

строки используется строка с тем же номером, что и у столбца, с которым 

работаем.  

После этого необходимо восстановить систему линейных уравнений 

по полученной эквивалентной матрице. Как уже отмечалось, полученная 

система будет эквивалентной относительно исходной системы. Далее нуж-

но обратиться к теореме Кронекера-Капелли, дающей критерий совместно-

сти системы линейных уравнений. Кроме того, надо учитывать, что совме-

стная система является определенной лишь в случае, когда ранг расширен-

ной матрицы системы r  равен числу неизвестных n , и является неопреде-

ленной в случае, когда ранг матрицы системы меньше числа неизвестных. 

В случае определенной системы решение системы, восстановленной по 

матрице треугольного вида, легко может быть найдено последовательно, 

начиная с последней неизвестной из последнего уравнения (пермещаясь по 

уравнениям «снизу-вверх»). В случае неопределенной системы будем 
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иметь бесчисленное множество решений. Для описания этого множества 

нужно считать, что неизвестные, соответствующие столбцам, не вошедшим 

в базисный минор, (таких неизвестных будет ровно rn  ) принимают про-

извольные значения, а остальные неизвестные нужно выразить через эти 

значения так же, как и в случае определенной системы. 

 Таким образом, в результате применения метода Гаусса может воз-

никнуть одна из следующих ситуаций: 

1)   rankABArank   система несовместна, 

2)   nrankABArank   система является определенной, 

3)   nrankABArank   система является неопределенной.  

Таким образом, метод Гаусса является универсальным. В отличие от 

матричного метода или метода Крамера он работает в любом случае. Рас-

смотрим примеры, иллюстрирующие каждую из указанных выше ситуаций. 

Пример. Решить систему  
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или показать, что это система несовместна. 

 ∆ Отметим, что эта система не является квадратной и для нее приме-

ним только метод Гаусса. Приведем  расширенную матрицу системы к тре-

угольному виду за счет элементарных преобразований над строками: 
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По виду полученной матрицы можно сразу судить о том, что ранг матрицы 

системы меньше четырех (все элементы четвертой строки матрицы, экви-

валентной матрице системы, равны нулю). Можно уточнить, что ранг этой 

матрицы равен 3, так как минор третьего порядка, стоящий на пересечении 

первых трех строк и первого, второго и четвертого столбца (определитель 

треугольного вида), не равен нулю: 

    08811

800

110

121




 . 

Ранг расширенной матрицы системы равен 4. Действительно, минор чет-

вертого порядка, стоящий на пересечении всех четырех строк и первого, 

второго, четвертого и шестого столбца (определитель треугольного вида), 

не равен нулю: 

      081811

1000

2800

0110

1121







. 

Таким образом, ранг расширенной матрицы системы не совпадает с рангом 

матрицы системы. Следовательно, система является несовместной. ▲ 

Пример. Решить систему  
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или показать, что это система несовместна. 

∆ Приведем  расширенную матрицу системы к треугольному виду за 

счет элементарных преобразований над строками: 
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Очевидно, что   3 rankABArank , так каклевый верхний угловой минор 

3-го порядка не равен нулю: 

  015153

100

450

313




, 

А 4-я строка является нулевой. Значит, система является совместной со-

гласно теореме Кронекера-Капелли. Так как ранг расширенной матрицы 

системы совпадает с числом неизвестных, то система является определен-

ной. Восстановим эквивалентную систему по полученной матрице: 
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Подставим  найденное 3x  во второе уравнение системы. В результате полу-

чим: 7125 2  x , откуда будем иметь: 12 x . Подставим найденные 

2x и 3x в первое уравнение системы: 2313 1 x . Следовательно, 21 x . Та-

ким образом, набор чисел 2,-1,3 – единственное решение данной системы. 

▲ 

Пример. Решить систему  
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или показать, что это система несовместна. 

 ∆ Отметим, в первую очередь, что система является квадратной. Од-

нако матричный метод и метод Крамера не применимы, так как определи-

тель матрицы системы равен нулю: 
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(все строки полученного определителя третьего порядка пропорциональ-

ны). 

 Применим метод Гаусса: 
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Очевидно, что ранг расширенной матрицы системы равен рангу матрицы 

системы и равен 2 (нулевые строки можно не брать в рассмотрение, а в ка-

честве базового минора можно взять левый верхний угловой минор). Число 

неизвестных больше этого ранга. Так как 224  rn , тодве неизвест-

ных, соответствующихстолбцам, невошедшим в указанный базовый минор, 

могут принимать произвольные значения. Таким образом, 13 x , 24 x . 

Восстановим систему по полученной эквивалентной матрице: 








134

10623

432

4321

xxx

xxxx
. 

Выразим из второго уравнения 2x , подставив 13 x , 24 x : 

134 212  x . 

Затем, подставив найденные 432 ,, xxx  в первое уравнение, выразим 1x : 

10621343 21211  x  

  

9363 211  x  

  

32 211  x . 

Таким образом,бесконечное множество всех решений данной системы име-

ет вид: 

32 211  x , 
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134 212  x , 

13 x , 

24 x , 

где 21 , - произвольные числа. 

 

СИСТЕМЫ ОДНОРОДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

 Рассмотрим однородную систему линейных уравнений  
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Так как нулевой столбец не влияет на нахождение ранга матрицы, то оче-

видно, что ранг расширенной матрицы системы 
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совпадает с рангом матрицы системы 
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Следовательно, по теореме Кронекера-Капелли такая система всегда со-

вместна. Очевидно также, что однородная система всегда имеет нулевое 

(тривиальное) решение: 

0...21  nxxx . 

Выясним, когда эта система имеет ненулевое решение. 

 Теорема. Система однородных линейных уравнений имеет ненулевое 

решение тогда и только тогда, когда ранг r  ее матрицы меньше числа неиз-

вестных n . 

 Доказательство. 

 Необходимость. Так как ранг матрицы системы не может быть 

больше числа неизвестных, то nr  . Предположим, что nr  . Тогда один 

из миноров порядка n  отличен от нуля. Поэтому соответствующая система 

линейных уравнений согласно методу Крамера имеет единственное реше-

ние: 

0



 i
ix , 

так как 0 , 0 i  (определитель i  получен  из определителя   заме-

ной  столбца с номером i  на нулевой столбец свободных коэффициентов). 

Значит, других, кроме тривиального, решений нет. Итак, если есть нетри-

виальное решение, то nr  . 

 Достаточность. Пусть nr  . Тогда, как известно из теоремы Кроне-

кера-Капелли, система является неопределенной. Значит, она имеет и нену-

левое решение. ■ 

 Рассмотрим теперь квадратную систему однородных линейных урав-

нений: 



60 

















0...

0...

0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa


. 

 Теорема. Система n  однородных линейных уравнений с n  неизвест-

ными имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда определитель 

этой системы равен нулю. 

 Доказательство. Определитель   равен нулю тогда и только тогда, 

когда nr  , а это согласно предыдущей теореме равносильно тому, что 

система имеет ненулевое решение. 

 Пример. Решить систему 














07

025

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

∆ Заметим, в первую очередь, что определитель этой системы равен нулю: 
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Таким образом, данная система имеет ненулевое решение. Для нахождения 

множества всех решений этой системы применим метод Гаусса: 
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Заметим, что в случае однородной системы можно было работать не с 

расширенной матрицей системы, а с основной матрицей системы, так как 

последний столбец расширенной матрицы остается нулевым при любых 

элементарных преобразованиях.  
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Ранг матрицы системы равен 2 (базовым является левый верхний уг-

ловой минор). Восстановим эквивалентную систему: 
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0
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321

xx

xxx
. 

Пусть 3x , где   - любое число. Выразим 2x  из второго уравнения: 

34 2 x  

  


4

3
2 x . 

Подставим найденные 32 , xx  в первое уравнение и выразим 1x : 


4

1

4

3
1 x . 

Таким образом, данная однородная система имеет бесчисленное множество 

решений вида: 


4

1
1 x , 


4

3
2 x , 

3x , 

где   - любое число (такое множество содержит, в том числе, нулевое ре-

шение). ▲ 

 

ПОНЯТИЕ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА. 

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ФОРМА ЗАПИСИ 

 

 Операции сложения, вычитания, умножения, деления переводят дей-

ствительные числа в действительные числа. Операция извлечения корня 

четной степени из отрицательного числа неразрешима в классе действи-
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тельных чисел. Это привело к введению чисел нового вида, которые назы-

ваются комплексными числами. 

 Введем в рассмотрение так называемую мнимую единицу i , которая 

определяется равенством: 

12 i . 

 Определение. Числа вида  

iyxz  , 

где x  и y  - действительные числа, а i  - мнимая единица, называются ком-

плексными числами. При этом x  называется действительной частью ком-

плексного числа z  и обозначается zRe , а число y  называется мнимой ча-

стью комплексного числа z  и обозначается zIm . 

 Замечание. В дальнейшем мы рассмотрим другие формы записи 

комплексного числа. Форма записи iyxz   называется алгебраической. 

 Комплексные числа, у которых мнимая часть равна нулю, являются 

действительными числами. Комплексные числа, у которых действительная 

часть равна нулю, называются чисто мнимыми. 

 Комплексное число считается равным нулю тогда и только тогда, ко-

гда равна нулю и его действительная и его мнимая часть. 

 Два комплексных числа считаются равными, если равны их действи-

тельные и мнимые части. 

 Операции сложения, вычитания, умножения и деления комплексных 

чисел вводятся в соответствии с обычными представлениями об этих опе-

рациях над действительными числами с учетом того, что 12 i . При этом 

результатом любой арифметической операции должно быть комплексное 

число. В соответствии с этим имеем: 

       2121221121 yyixxiyxiyxzz  ; 

       12212121221121 yxyxiyyxxiyxiyxzz  ; 
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 . 

 Определение. Комплексное число  

iyxz   

называется сопряженным к комплексному числу iyxz  . 

Рассмотрим свойства операции сопряжения. 

 1. 2121 zzzz  . 

 Доказательство. Воспользуемся определением соответствующих 

арифметических операций и операции сопряжения. В результате получаем 

следующую цепочку равенств: 

             21212121221121 yyixxyyixxiyxiyxzz

    212211 zziyxiyx  . ■ 

Аналогично доказываются следующие свойства. 

 2. 2121 zzzz  . 

 3. 
2
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1

z

z

z

z









. 

 Пример. Вычислить  
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. 

 ∆ Воспользуемся определениями операций умножения и деления 

комплексных чисел: 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ. 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФОРМЫ ЗАПИСИ 

 

 Задать комплексное число iyxz   означает задать упорядоченную 

пару  yx,  действительных чисел. С геометрической точки зрения такая 

пара есть либо точка  yxM , , либо вектор (направленный отрезок) 

 yxOM ,  на плоскости (в случае, если 0z ). При этом действительная 

часть комплексного числа откладывается на оси абсцисс, а мнимая часть - 

на оси ординат. Поэтому при изображении комплексных чисел ось абсцисс 

называют действительной осью,  а ось ординат - мнимой. Саму координат-

ную плоскость при этом называют комплексной плоскостью. 

 Операциям сложения, вычитания комплексных чисел, умножения на 

действительное число отвечают соответствующие операции над изобра-

жающими их векторами. 

 Будем отталкиваться от изображения комплексного числа iyxz   в 

виде вектора  yxOM , . Длина этого вектора называется модулем числа z  

и обозначается z . По известной формуле длины вектора получаем: 

22 yxz  . 

Угол   между положительным направлением оси абсцисс и вектором 

OM  называется аргументом комплексного числа z  и обозначается Argz .  

Очевидно, что модуль комплексного числа определен однозначно, а 

его аргумент – с точностью до слагаемого n2 , где n  - целое число. Аргу-

мент будет определен однозначно, если область его изменения ограничить 

промежутком величины 2 . В качестве такого промежутка возьмем про-

межуток   , . Такое значение аргумента называют главным значением и 

обозначают: zarg .  
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В случаях, когда 0Re z  или 0Im z  найти главное значение аргу-

мента не представляет труда.  

Пусть 0Re z и 0Im z . Очевидно, что для комплексного числа 

iyxz   справедливы равенства: 

cosrx  , 

sinry  , 

где zr  . Из этих формул следует, что 

x

y
tg  . 

Тогда 

k
x

y
arctgArgz  , 

где k  - целое число. Для нахождения главного значения аргумента выберем 

число k  следующим образом: 0k , если точка  yxM ,  располагается в 

первой или четвертой четверти; для второй четверти полагаем 1k , а для 

третьей: 1k . 

 Используя соотношения cosrx  , sinry  , получаем следующую 

форму записи комплексного числа: 

  sincos irz  . 

Такая форма записи называется тригонометрической.  

 Используя формулу Эйлера 

 sincos iei  , 

комплексное число с аргументом   и модулем r  можно записать в так на-

зываемой показательной форме: 
irez  . 

Отметим, что тригонометрическая и показательная форма записи не-

сут одну и ту же информацию. 
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Пример. Перевести комплексное число iz  3  в тригонометри-

ческую и показательную форму. 

∆ Выделим действительную и мнимую части данного комплексного 

числа: 

3Re z , 

1Im z . 

Найдем его модуль: 

  213 22

r . 

Главное значение аргумента найдем по формуле 

k
x

y
arctgz arg , 

полагая в ней 1k  (так как точка  1,3M  находится во второй четверти): 

6

5
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1
arg

 





 arctgz . 

В итоге имеем: 







 

6

5
sin

6

5
cos2


iz . 

Этот результат можно переписать в показательной форме: 

6

5

2


i

ez  . ▲ 

 

ОПЕРАЦИИ НАД КОМПЛЕКСНЫМИ ЧИСЛАМИ 

В ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ И ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФОРМЕ 

 

 При умножении и делении комплексных чисел в тригонометрической 

или показательной форме пользуются следующим утверждением. 

Теорема.  1) При умножении двух комплексных чисел в тригономет-

рической форме их модули перемножаются, а аргументы складываются. 
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2) При делении двух комплексных чисел в тригонометрической фор-

ме модуль числителя делится на модуль знаменателя, а аргумент знамена-

теля вычитается из аргумента числителя. 

Доказательство. Пусть  

  sincos1 irz  ,   sincos2 iz  . 

1) Непосредственно распишем произведение данных комплексных 

чисел: 

      sincossincos21 iirzz

       cossinsincossinsincoscos ir  

      sincos ir , 

что и требовалось доказать. 

 2) Пусть z
z

z


2

1 . Покажем, что  

    


 sincos i
r

z . 

Для этого достаточно показать, что для такого zимеет место равенство: 

12 zzz  . 

По доказанной первой части данного утверждения имеем: 

       12 sincossincos ziri
r

zz  


.■ 

 Теорема (формула Муавра). Пусть   sincos irz  . Тогда  

  ninrz nn sincos  , Nn , 

т.е. при возведении в натуральную степень модуль комплексного числа 

возводится в эту степень, а аргумент на нее умножается. 

 Доказательство. Для доказательства достаточно многократно приме-

нить результат пункта 1 предыдущей теоремы: 
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      ninrirrrz n

nnn

n sincos...sin...cos 









       .  

■ 

Замечание. Утверждения последних двух теорем хорошо прослежи-

ваются в показательной форме: 

     2121

2121

  iii errerer , 

 21

2

1

2

1

2

1 



 i

i

i

e
r

r

er

er
, 

   innni erre  . 

Эти формулы соответствуют обычным представлениям об операциях с по-

казательными выражениями. 

Пример. Вычислить  
2008

2

3

2

1








 i . 

∆ Переведем комплексное число 
2

3

2

1
iz  в тригонометрическую 

форму: 

2

1
Re z , 

2

3
Im z , 

1
2

3

2

1
22
















 zr , 

 
3

3arg
  arctgz , 

3
sin

3
cos


iz  . 

Воспользуемся формулой Муавра-Лапласа: 
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3

2007
sin

3

2007

3

2008
sin

3

2008
cos

2

3

2

1
2008


iсosii

2

3

2

1

3
sin

3
cos

3
669sin

3
669 iiiсos 






 






 

 . ▲ 

 Определение.Комплексное число wназывается корнем порядка n из 

комплексного числа z (обозначается n zw  ), если wzn  . 

 Теорема. При извлечении корня порядка n из комплексного числа 

  sincos irz   получается n различных значений, которые могут быть 

найдены по формуле: 

  





 





n

k
i

n

k
rz n

k
n  2

sin
2

cos , 

где k может принимать значения 1,...,1,0 n . 

 Доказательство. Воспользуемся определением корня порядка n . 

Пусть  

  sincos izw n  . 

Тогда nwz  . Воспользуемся теперь формулой Муавра, в соответствии с 

которой имеем: 

    ninir n sincossincos  . 

Получили равенство двух комплексных чисел, записанных в тригономет-

рической форме. Такое равенство возможно лишь в случае, когда совпада-

ют модули комплексных чисел, а аргументы совпадают с точностью до 

слагаемого k2 , где k  - целое число. Следовательно, 
nr  , 

kn  2 
n

k 2
 . 

Выясним, при каких значениях k  будем получать разные значения корня. В 

записи   sincos iw  тригонометрические функции являются 2 -
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периодическими. Этот период будет пройден аргументом 
n

k

n

 2
 , ко-

гда k  пройдет n  значений, например, от 0 до 1n . Действительно, напри-

мер,  

  













 






 






 




 
2sin2cos

2
sin

2
cos

n
i

n
r

n

n
i

n

n
rz nn

n
n  

 0sincos nn z
n

i
n

r 





 


. 

Аналогично 

   11
n

n
n zz  ,…,    ln

ln
n zz  . 

Таким образом, получаем n  различных значений корня: 

  





 





n

k
i

n

k
rz n

k
n  2

sin
2

cos , 

где 1,...,1,0  nk .■ 

 Пример. Найти все значения корня 4 388 i . 

 ∆ Переведем комплексное число 388 iz   в тригонометрическую 

форму: 

8Re z , 38Im z , 

    16388
22  zr , 

3

2

3
3arg

  arctgz , 
























3

2
sin

3

2
cos16


iz . 

Воспользуемся формулой для извлечения корня: 

 














 





4

2
3

2

sin
4

2
3

2

cos16388 44

k
i

k
i k



, 3,2,1,0k . 
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В результате получаем четыре значения данного корня: 

  iiii 





























 3

2

1

2

3
2

6
sin

6
cos2388 0

4 
, 

  31
2

3

2

1
2

3
sin

3
cos2388 1

4 iiii 














 


, 

  iiii 














  3

2

1

2

3
2

6

5
sin

6

5
cos2388 2

4 
, 

  31
2

3

2

1
2

3

4
sin

3

4
cos2388 3

4 iiii 














 


. ▲ 

 

МНОГОЧЛЕНЫ. ДЕЛЕНИЕ МНОГОЧЛЕНА НА МНОГОЧЛЕН. 

 

 Определение. Многочленом называется выражение вида 

nn

nn axaxaxa  


1

1

10 ... , 

где nn aaaa ,,...,, 110   - некоторые числа, называемые коэффициентами много-

члена. Порядок старшей степени, присутствующей в записи многочлена, 

называется порядком этого многочлена, а слагаемое, содержащее эту сте-

пень, называется старшим членом многочлена. 

 Многочлен порядка n  обозначается, например,  xPn . 

 Замечание. Любое число является многочленом порядка 0. Если это 

число равно нулю, то многочлен будем называть нулевым. 

 Теорема. Пусть  xPn  и  xQm  - произвольные ненулевые многочле-

ны порядка n  и m  соответственно. Тогда существуют многочлены  xS  и 

 xR , такие что справедливо равенство: 

       xRxSxQxP mn  , 

причем порядок многочлена  xR  меньше чем m . 

 Доказательство. 1) Пусть mn  . Определим следующие многочлены: 
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  0xS ,    xPxR n . Тогда очевидно, что справедливо требуемое соотно-

шение: 

       xRxSxQxP mn  , 

при этом порядок многочлена  xR  меньше m, так как равен n . 

 2) Пусть mn  . Разделим старший член многочлена  xPn  на старший 

член многочлена  xQm . В результате получим mnxc 
0 . Это выражение будет 

старшим членом многочлена  xS . Если порядок этого выражения равен 

нулю (это означает, что mn  ), то на этом процесс построения многочлена 

 xS  заканчивается. В обратном случае умножим  xQm  на выражение 

mnxc 
0  и вычтем полученный многочлен из  xPn . В результате получим 

многочлен  xR1 , порядок которого меньше чем n . Проделаем те же самые 

операции, отталкиваясь уже не от  xPn , а от полученного многочлена. 

Процесс этот продолжаем до тех пор, пока порядок многочлена  xR , по-

лученного вычитанием, не станет меньше чем m . В результате получаем 

цепочку равенств: 

     xRxmQmnxcxnP 1
0  , 

     xRxmQmnxcxR 21
1

1  , 

… 

     xRxmQkmnxkcxkR  . 

Таким образом, получаем: 

            xRxQxcxQxcxQxcxP m

kmn

km

mn

m

mn

n ...1

10  

    xRxcxcxcxQ kmn

k

mnmn

m   ...1

10 . 

Обозначим: 

  kmn

k

mnmn

mn xcxcxcxS 
  ...1

10 . 

В результате получаем требуемое равенство: 
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       xRxSxQxP mnmn   , 

где порядок многочлена  xR  меньше порядка многочлена  xQm . ■ 

 Утверждение теоремы в случае mn   можно записать в виде сле-

дующего равенства: 

 
     

 xQ

xR
xS

xQ

xP

m

mn

m

n   . 

Эта формула называется формулой деления многочлена  xPn  на многочлен 

 xQm . При этом получаемый многочлен  xS mn  называется целой частью, 

а многочлен  xR  называется остатком.  

Заметим, что в доказательстве последней теоремы, по сути, описан 

метод деления многочлена на многочлен. Проследим за этим методом на 

следующем примере. 

 Пример. Выделить целую часть в выражении 

1

22322
23

3456




xxx

xxxxx
. 

 ∆ Разделим старший член числителя 62x  на старший член знаменате-

ля 3x . В результате получим 32x . Это выражение будет старшим членом 

целой части. Умножим знаменатель на 32x  и вычтем полученный много-

член из числителя: 

    21222322 42333456  xxxxxxxxxxx . 

Разделим старший член полученного многочлена на старший член знаме-

нателя 3x . В результате получим x . Это будет следующий член целой час-

ти. Умножим знаменатель на x  и вычтем полученный многочлен из много-

члена 24  xx : 

    212 23234  xxxxxxxx . 

Разделим старший член полученного многочлена на старший член знаме-

нателя 3x . В результате получим 1 . Это будет следующий член целой 
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части. Умножим знаменатель на  1  и вычтем полученный многочлен из 

многочлена 223  xx : 

      1112 2323  xxxxxx . 

Полученный многочлен уже является остатком, так как его порядок мень-

ше порядка знаменателя. В результате получаем: 

1

1
12

1

22322
23

3
23

3456








xxx

x
xx

xxx

xxxxx . ▲ 

 Если остаток от деления – есть нулевой многочлен, то говорят что 

многочлен  xPn  делится на многочлен  xQm  без остатка. 

 

КОРНИ МНОГОЧЛЕНА. 

РАЗЛОЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНА НА СОМНОЖИТЕЛИ 

 

 Определение. Число a  называется корнем многочлена  xPn , если 

подстановка этого числа в данный многочлен вместо x  обращает его в 

нуль: 

  0aPn . 

 Теорема Безу. Остаток от деления многочлена  xPn  на двучлен 

ax   равен  aPn . 

 Доказательство. Воспользуемся формулой деления многочлена на 

многочлен. Из того, что порядок делителя равен 1, следует, что порядок ос-

татка равен нулю, т.е. остаток является числом, которое мы обозначим r . В 

результате получаем следующее равенство: 

      rxSaxxP nn  1 . 

Подставим в это равенство число a  вместо x . В результате получим: 

  raPn  , что и требовалось доказать. ■ 
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 Следствие. Число a  является корнем многочлена  xPn  тогда и толь-

ко тогда, когда этот многочлен делится на двучлен ax   без остатка. 

 Доказательство.  

Необходимость. Пусть a  - корень многочлена  xPn . Тогда согласно 

теореме Безу получаем следующий остаток от деления многочлена  xPn на 

двучлен ax  : 

  0 aPr n . 

Достаточность. Пусть остаток r  от деления многочлена  xPn на 

двучлен ax   равен нулю. Тогда 

     xSaxxP nn 1 . 

Подставим в полученное равенство a  вместо x . В результате получим: 

  0aPn , т.е. a  является корнем многочлена  xPn . ■ 

 Приведем без доказательства следующее утверждение, называемое 

основной теоремой алгебры. 

 Теорема. Любой многочлен ненулевого порядка имеет, по крайней 

мере, один вещественный или комплексный корень. 

 В основе разложения многочлена на сомножители лежит следующее 

утверждение. 

 Теорема. Любой многочлен порядка n , 0n , может представлен в 

виде произведения коэффициента старшего члена и n  множителей вида 

ax  , где a  может быть как вещественным, так и комплексным числом. 

 Доказательство. Пусть 0a  - коэффициент старшего члена многочлена 

 xPn . Воспользуемся основной теоремой алгебры, согласно которой про-

извольный многочлен  xPn  имеет корень, который мы обозначим 1a . То-

гда имеет место равенство: 

     xSaxxP nn

1

11  , 
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Причем коэффициент старшего члена многочлена  xSn

1

1  остается таким 

же, как и у многочлена  xPn . Если 1n , то   0

1

1 axSn  , и мы получаем 

требуемое равенство: 

   101 axaxP  . 

Если 1n , то продолжим далее. Применим такие же рассуждения к полу-

ченному многочлену  xSn

1

1 . Обозначим через 2a  корень этого многочлена. 

В результате получим соотношение: 

     xSaxxS nn

2

22

1

1   , 

и, соответственно,  

      xSaxaxxP nn

2

221  , 

причем коэффициент старшего члена многочлена  xSn

2

2  по-прежнему ра-

вен 0a . Будем продолжать этот процесс до тех пор, пока порядок много-

члена  xS k

kn  не станет равным нулю, т.е. пока он не станет равным 0a  (это 

произойдет на шаге с номером n . В результате получим равенство: 

      nn axaxaxaxP  210 , 

Что и требовалось доказать. ■ 

 Следствие. Любой многочлен порядка n , 0n , имеет ровно n  кор-

ней (вещественных или комплексных). 

 Доказательство. Из доказанного равенства 

      nn axaxaxaxP  210  

Сразу следует, что числа naaa ,...,, 21  являются корнями данного многочлена 

и только они (подстановка только этих чисел обращает многочлен в нуль). 

■ 

 Обратимся к разложению многочлена ненулевого порядка на сомно-

жители: 

      nn axaxaxaxP  210 . 
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Среди сомножителей могут оказаться одинаковые двучлены. В результате 

это разложение примет вид: 

        mk

m

kk

n axaxaxaxP  21

210 , 

где среди чисел maaa ,...,, 21  нет одинаковых, а nkkk m  ...21 . В этом 

случае каждое число ik , mi ,...,2,1 , называется кратностью корня ia . 

 Теорема. Если комплексное число iba   является корнем многочле-

на  xPn , 0n , то и сопряженное к нему число iba   также является кор-

нем  этого многочлена. 

 Доказательство. Запишем корень iba   в тригонометрической фор-

ме: 

  sincos iriba  , 

и подставим его в такой форме в многочлен  xPn  учитывая формулу Му-

авра. В результате получим: 

         ...1sin1cossincos 1

10    ninraninra nn  

  0sincos... 1   nn aira  . 

Выделим вещественную и мнимую часть в левой части полученного равен-

ства: 

    


nn

nn aranranra  cos...1coscos 1

1

10  

    0sin...1sinsin 1

1

10  
  ranranrai n

nn . 

Комплексное число может быть равно нулю лишь в случае, когда равны 

нулю и его действительная, и его мнимая часть. Поэтому получаем соот-

ношения: 

   0cos...1coscos 1

1

10  


nn

nn aranranra  , 

   0sin...1sinsin 1

1

10  
  ranranra n

nn . 

Заметим, что подстановка в данный многочлен сопряженного комплексно-

го числа  
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  sincos iriba   

Дает комплексно-сопряженный результат: 

    


nn

nn aranranra  cos...1coscos 1

1

10  

    sin...1sinsin 1

1

10 ranranrai n

nn


  . 

Полученное число также равно нулю, так как по доказанному равна нулю и 

его действительная, и его мнимая часть. Следовательно, число iba   также 

является корнем данного многочлена. ■ 

 Следствие. У любого многочлена либо нет комплексных корней, ли-

бо их число четно. 

 Доказательство. Все комплексные корни, если они вообще есть, со-

гласно последней теореме разбиваются на пары комплексно-сопряженных. 

Поэтому если у многочлена есть комплексные корни, то их число четно. ■ 

 Следствие. Любой многочлен, порядок которого больше единицы, 

может быть представлен в виде произведения многочленов с веществен-

ными коэффициентами, порядки которых не больше двух. 

 Доказательство. Обратимся к формуле разложения многочлена на 

сомножители 

      nn axaxaxaxP  210 . 

Те сомножители, которые соответствуют вещественным корням, являются 

многочленами первого порядка с вещественными коэффициентами. Но 

среди чисел naaa ,...,, 21  могут быть комплексные числа. Однако, как мы 

знаем из предыдущего следствия, любому комплексному корню iba   со-

ответствует сопряженный корень iba  . Т.е. все двучлены с комплексными 

коэффициентами можно разбить на пары. Каждая такая пара дает квадрат-

ный трехчлен с вещественными коэффициентами: 

          22222 2 baaxxibaxibaxibax  . 
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Таким образом, в формуле разложения многочлена на сомножители полу-

чаем либо двучлены с вещественными коэффициентами, либо квадратные 

трехчлены с вещественными коэффициентами. ■ 

 

ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА. ИХ СВОЙСТВА 

 

 Пусть дано некоторое множество X . Заметим, что это множество не 

обязательно должно быть числовым, например, это может быть множество 

матриц. Будем считать, что в рамках этого множества введены операции 

сложения и умножения элемента на число. При этом изначально должен 

быть зафиксирован класс чисел, которые могут быть задействованы в по-

следней операции. Это может быть класс действительных чисел или класс 

комплексных чисел. 

 Определение. Множество X  с введенными операциями называется 

векторным или линейным пространством, если эти операции удовлетворя-

ют следующим аксиомам: 

 I) длялюбых элементов x  и y  данного множества выполняется ра-

венство: 

xyyx  ; 

 II) для любых элементов x , y и zданного множества выполняется ра-

венство: 

   zyxzyx  ; 

 III) в множестве X  существует нулевой элемент 0, т.е. такой эле-

мент, что для любого элемента x данного множества выполняется равенст-

во: 

xx  0 ; 
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 IV) для любого элемента x  данного множества существует противо-

положный элемент Xx , т.е. элемент, удовлетворяющий равенству: 

  0 xx ; 

 V) для любого элемента x  данного множествавыполняется равенст-

во: 

xx 1 ; 

 VI) для любого элемента x  данного множества и любых чисел  ,  

выполняется равенство: 

   xx   ; 

 VII) для любого элемента x  данного множества и любых чисел  ,  

выполняется равенство: 

  xxx   ; 

 VIII) для любых элементов x  и y  данного множества и любого числа 

  выполняется равенство: 

  yxyx   . 

 Элементы векторного пространства будем называть векторами.  

 Пример. Приведем примеры векторных пространств: 

1) Множество всех матриц фиксированного размера nm . 

2) Множество всех многочленов, порядки которых не выше чем n . 

Упражнение. Проверить выполнение аксиом векторного пространст-

ва для указанных множеств. 

Приведем без доказательств свойства векторных пространств. 

 1. Нулевой элемент векторного пространства определен однозначно. 

 2. Для любого фиксированного элемента x  данного векторного про-

странства существует только один противоположный элемент Xx . 
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 3. Для любого элемента x  данного векторного пространства выпол-

няется равенство: 

00  x . 

 4. Для любого элемента x  данного векторного пространства проти-

воположным является элемент   x1 , т.е. справедливо равенство: 

  01  xx . 

 5. Для любого числа  выполняется равенство: 

00  . 

 6. Пусть x - ненулевой элемент данного векторного пространства. То-

гда если 0 x , то 0 . 

 7. Пусть 0 и x - некоторый элемент данного векторного простран-

ства. Тогда если 0 x , то 0x . 

  

ЛИНЕЙНО ЗАВИСИМЫЕ И НЕЗАВИСИМЫЕ  

СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ 

 

Пусть в векторном пространстве X зафиксированы векторы 

nxxx ,...,, 21 .  

Определение. Выражение nn xxx   ...2211 ,где n ,...,, 21  - не-

которые числа, называется линейной комбинацией векторов nxxx ,...,, 21 . 

При этом указанные числа называются коэффициентами линейной комби-

нации. 

В дальнейшем нас будет интересовать вопрос о возможности равен-

ства линейной комбинации нулевому вектору. В соответствии со свойством 

3 и аксиомой 3 векторных пространств, становится очевидным, что для лю-

бой системы векторов nxxx ,...,, 21 существует тривиальный (нулевой) набор 
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коэффициентов 0...21  n , для которого это равенство выполня-

ется: 

00...00 21  nxxx . 

Возникает вопрос о существовании для данной системы векторов не-

тривиального набора коэффициентов (среди которых есть хотя бы один не-

нулевой коэффициент), для которого выполняется упомянутое равенство. В 

соответствии с этим будем различать линейно зависимые и независимые 

системы. 

Определение. Система векторов nxxx ,...,, 21 называется линейно зави-

симой, если существует набор чисел n ,...,, 21 ,среди которых есть хотя 

бы одно ненулевое число, такой что  

0...2211  nn xxx  , 

и называется линейно независимой, если это равенство возможно лишь в 

случае тривиального набора коэффициентов: 

0...21  n . 

 Заметим, что порядок следования векторов в системе не влияет на ее 

линейную зависимость. Приведем без доказательств свойства линейно за-

висимых и независимых систем. 

 1. Любая система векторов, содержащая нулевой вектор, является ли-

нейно зависимой. 

 2. Пусть в системе векторов nxxx ,...,, 21 есть линейно зависимая под-

система. Тогда и вся система также является линейно зависимой. 

 3. Если система векторов является линейно независимой, то любая ее 

подсистема также является линейно независимой. 

 4. Если в системе векторов есть два вектора, один из которых получа-

ется из другого умножением на некоторое число, то вся система является 

линейно зависимой. 
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 Теорема (критерий линейной зависимости). Ситема векторов явля-

ется линейно зависимой тогда и только тогда, когда один из векторов этой 

системы представим в виде линейной комбинации остальных векторов сис-

темы. 

 Доказательство. 

 Необходимость. Пусть система векторов nxxx ,...,, 21  является линей-

но зависимой. Тогда по определению существует нетривиальный набор ко-

эффициентов, для которого справедливо равенство: 

0...2211  nn xxx  . 

В нетривиальном наборе коэффициентов есть ненулевой коэффициент. 

Пусть это будет некоторый коэффициент k . Из последнего равенства сле-

дует, что вектор nnkkkk xxxx    ...... 111111 является противопо-

ложным к вектору kk x .Тогда имеем: 

nnkkkkkk xxxxx    ...... 111111 . 

Разделим обе части полученного равенства на число 0 k . В результате 

получим: 

n

k

n
k

k

k
k

k

k

k

k xxxxx












 



 ...... 1

1
1

1
1

1 , 

т.е. вектор kx  представим в виде линейной комбинации остальных векто-

ров данной системы. 

 Достаточность. Пусть некоторый вектор kx системы nxxx ,...,, 21 пред-

ставим в виде линейной комбинации остальных векторов этой системы, т.е. 

существует набор чисел nkk  ,...,,,..., 111  таких, что 

nnkkkkk xxxxx    ...... 111111 . 

Для составления линейной комбинации всех векторов системы определим 

еще один коэффициент: 1k .Тогда справедливо равенство: 
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  0...1...... 1111112211   nnkkkkknn xxxxxxxx  , 

Так как вектор   kx1 является противоположным к вектору  

nnkkkk xxxx    ...... 111111 . 

Так как построенный набор коэффициентов является нетривиальным  

( 01k ), то вся система векторов является линейно зависимой. ■ 

 

БАЗИС ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА. 

КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА 

 

 Определение. Векторное пространство X называется n -мерным, ес-

ли в этом пространстве есть линейно независимая система, состоящая из 

n векторов, а любая система из 1n вектора является линейно зависимой. 

При этом число n называется размерностью пространства X и обозначается 

Xdim . 

Отметим, что согласно свойству 2 линейной зависимости и незави-

симости систем векторов если любая система из 1n вектора является ли-

нейно зависимой, то любая система из большего числа векторов тем более 

является линейно зависимой. Таким образом, размерность пространства 

можно определить как максимальное количество векторов, образующих 

линейно независимую систему в данном векторном пространстве. 

Определение. Любая линейно независимая система n векторов в n -

мерном векторном пространстве называется базисом этого пространства. 

Теорема. Пусть в n -мерномвекторном пространстве система векто-

ров neee ,...,, 21  образует базис. Тогда любой вектор x  данного векторного 

пространства представим в виде некоторой линейной комбинации базис-

ных векторов: 

nn exexexx  ...2211 . 
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При этом такое разложение фиксированного вектора определено однознач-

но. 

Доказательство. Рассмотрим систему векторов xeee n ,,...,, 21 , в кото-

рую входит 1n вектор. По определению размерности пространства такая 

система является линейно зависимой. Тогда существует набор чисел 

121 ,...,, n такой, чтосправедливо равенство: 

0... 12211   xeee nnn  , 

причем среди указанных чисел есть хотя бы одно ненулевое. Покажем, что 

не равен нулю коэффициент 1n . Предположим обратное, т.е. что 01 n , 

а среди чисел n ,...,, 21 есть хотя бы одно ненулевое.Тогдаимеет место ра-

венство: 

0...... 221112211   nnnnn eeexeee  . 

Но последнее равенство с учетом того, что набор коэффициентов 

n ,...,, 21 является нетривиальным, означает, что система векторов 

neee ,...,, 21 является линейно зависимой, что противоречит определению ба-

зиса. Таким образом, 01 n . Из равенства  

0... 12211   xeee nnn   

следует, что вектор xn 1 является противоположным к вектору 

nn eee   ...2211 . Тогда имеем: 

nnn eeex   ...22111 , 

откуда следует соотношение: 

n

n

n

nn

eeex
1

2

1

2
1

1

1 ...












. 

Следовательно, вектор x  представим в виде линейной комбинации базис-

ных векторов. Покажем, что такое представление определено однозначно. 

Предположим, что кроме представления  
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nn exexexx  ...2211  

существует еще одно: 

nn eyeyeyx  ...2211 . 

Из последнего равенства следует, что вектор nn eyeyey  ...2211 является 

противоположным к вектору x . Тогда согласно аксиоме 4 векторного про-

странства выполняется равенство: 

    0...... 22112211  nnnn eyeyeyexexex . 

В соответствии с аксиомами IIи VIIполучаем: 

      0...222111  nnn eyxeyxeyx . 

Учитывая то, что базис – это линейно независимая система, заключаем, что 

последнее равенство возможно лишь в случае, когда все коэффициенты ли-

нейной комбинации левой части равенства равны нулю. В итоге получаем, 

что ii yx  для любого ni ,...,2,1 . Таким образом, разложение любого век-

тора по базисным векторам определено однозначно. ■ 

 Пусть в векторном пространстве зафиксирован базис neee ,...,, 21  и 

nn exexexx  ...2211 - разложение вектора x в этом базисе. 

Определение. Коэффициенты nxxx ,...,, 21 указанногоразложения век-

тора x называются координатами этого вектора в данном базисе.  

 Замечание. При фиксированном базисе координаты вектора опреде-

лены однозначно, но при смене базиса координаты вектора естественно мо-

гут меняться. 

 С одной стороны в данном базисе каждому вектору x ставится в со-

ответствие единственный упорядоченный набор его координат: nxxx ,...,, 21 . 

С другой стороны, если взять упорядоченный набор чисел nxxx ,...,, 21 , то в 

данном базисе он однозначно определяет некоторый вектор 

nn exexexx  ...2211 . 
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Таким образом, для фиксированного базиса в данном векторном простран-

стве можно отождествлять любой вектор с набором его координат, т.е. в n -

мерном пространстве вектор можно определять как упорядоченный набор 

n  чисел – его координат. 

То, что в заданном базисе вектор имеет координаты nxxx ,...,, 21 , будем 

обозначать:  nxxxx ,...,, 21 . 

 Приведем без доказательства критерий линейной независимости век-

торов в терминах их координат. 

 Теорема. Пусть X - n -мерное векторное пространство. Система 

m векторов    nmmmmn aaaaaaaa ,...,,,...,,...,, 21121111   этого пространства яв-

ляется линейно независимой тогда и только тогда, когда ранг матрицы 



















nmn

m

m

aa

aa

aa
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...

1

221

111

 

равен m . 

 Следствие. Пусть X - n -мерное векторное пространство. Система n  

векторов     nnnnnn aaaaaaaa ,...,,,...,,...,, 21121111   в этом пространстве явля-

ется базисом тогда и только тогда, когда определитель 

nnn

n

n

aa

aa

aa

...

.....

...

...

1

221

111

 

отличен от нуля. 

 Доказательство. Данное утверждение сразу следует из последней 

теоремы с учетом определений ранга матрицы и базиса n -мерного вектор-

ного пространства. ■ 
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СВОЙСТВА КООРДИНАТ ВЕКТОРОВ 

 

 Пусть зафиксировано некоторое n -мерное векторное пространство с 

некоторым базисом neee ,...,, 21 . Перечислим свойства координат векторов. 

1. Вектор является нулевым тогда и только тогда, когда все коорди-

наты этого вектора равны нулю. 

 2. При сложении двух векторов складываются соответствующие ко-

ординаты этих векторов. 

 3. При умножении вектора на число каждая координата вектора ум-

ножается на это число. 

 4. Два вектора равны друг другу тогда и только тогда, когда равны их 

соответствующие координаты. 

  

СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ. 

ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО 

   

 Пусть в данном векторном пространстве X  введена операция, в со-

ответствии с которой каждой паре векторов yx, ставится в соответствие 

Действительное число, которое будем обозначать yx  . 

Определение. Введенная операция называется скалярным произве-

дением в данном векторном пространстве, если справедливы следующие 

аксиомы: 

I. для любых Xyx , выполняется: 

xyyx  ; 

II. для любых Xzyx ,, выполняется: 

  zyzxzyx  ; 
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III. для любых Xyx , и любого действительного числа   выполня-

ется: 

   yxyx   ; 

IV. для любого Xx выполняется: 0 xx ,если 0x , и 0 xx , 

если 0x . 

 Определение. Векторное пространство, снабженное скалярным про-

изведением, называется евклидовым пространством. 

 Пусть x - вектор евклидова пространства. Скалярное произведение 

xx  называется скалярным квадратом вектора x и обозначается 
2

x . 

Определение. Нормой вектора x евклидова пространства (обознача-

ется x ) называется корень квадратный из его скалярного квадрата: 

2

xx  . 

 Перечислим свойства нормы вектора евклидова пространства. 

 1. Вектор x является нулевым тогда и только тогда, когда его норма 

равна нулю. 

 2. Для любого вектора x и любого числа  выполняется равенство: 

xx   . 

 Следующее свойство носит название «неравенство Коши-

Буняковского» 

3. Для любых векторов x и y выполняется неравенство: 

yxyx  . 

 Следствие.Для любого вектора x справедливо равенство: 

00 x . 

 Следующее свойство носит название «неравенство треугольника». 

4. Для любых векторов x и y выполняется неравенство: 
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yxyx  . 

  

УГОЛ МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ. 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ 

 

 Определение. Углом между векторами x и y  называется число  , 

определяемое равенством: 

yx

yx




cos . 

 Определение. Векторы x и y называются ортогональными, если их 

скалярное произведение равно нулю: 

0 yx . 

 Очевидно, что определение ортогональности векторов можно дать в 

терминах угла между ними. А именно, векторы x и y ортогональны, если 

угол между ними равен 
2


. 

 Определение. Система векторов neee ,...,, 21 называется ортогональ-

ной, если для любых номеров nji ,...,2,1,  , таких что ji  , выполняется: 

0 ji ee . 

 Вектор x называется единичным, если его норма равна единице. 

 Определение. Система векторов называется ортнормированной, если 

она является ортогональной, и все векторы, входящие в нее, являются еди-

ничными. Базис называется ортонормированным, если все векторы, входя-

щие в него, образуют ортнормированную систему. 

 Для ортонормированного базиса справедливо следующее утвержде-

ние. 
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 Теорема. Пусть  nxxxx ,...,, 21 ,  nyyyy ,...,, 21 в ортонормирован-

ном базисе neee ,...,, 21 .Тогда  

nn yxyxyxyx  ...2211 . 

 Доказательство. Воспользуемся аксиомами I,II,III скалярного произ-

ведения и определением ортонормированной системы. В результате полу-

чим: 

    nnnnnnnnn yxyxeyxeyxeyeyexexyx  ............ 11

22

1111111

 Следствие. Пусть  nxxxx ,...,, 21  в ортонормированном базисе 

neee ,...,, 21 . Тогда  

22

2

2

1 ... nxxxx  . 

 Доказательство следует непосредственно из определения нормы век-

тора и последней теоремы. 

 Ортогональная  система векторов обладает следующим свойством. 

 Теорема. Ортогональная система ненулевых векторов является ли-

нейно независимой. 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВЕКТОРЫ 

 

Геометрическим вектором называется 

направленный отрезок. 

До настоящего момента нами были 

рассмотрены «алгебраические» векторы, 

представляющие собой в n -мерном про-

странстве упорядоченные наборы n  чисел. Уже отмечалось, что геометри-

ческие векторы (на плоскости или в трехмерном пространстве) являются 

частным случаем алгебраических векторов. Поэтому все результаты, из-
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вестные из курса линейной алгебры для алгебраических векторов, перено-

сятся и на случай геометрических векторов. 

Будем обозначать вектор символом AB , если известны начало (точка 

приложения) – точка A  и  конец – точка B  данного вектора. Если же нача-

ло и конец вектора неизвестны или не представляют интереса, то будем 

обозначать вектор символом a . На чертеже вектор будем изображать 

стрелкой. Длину вектора a  будем обозначать a . 

Вектор называется нулевым, если его начало и конец совпадают. Ну-

левой вектор не имеет определенного направления и имеет длину, равную 

нулю. 

Векторы называются коллинеарными, если они лежат либо на одной 

прямой, либо на параллельных прямых. 

Два вектора называются равными, если они коллинеарны, имеют 

одинаковую длину и одинаковое направление. Все нулевые векторы счи-

таются равными.  

Из определения равенства векторов следует, что каковы бы ни были 

вектор a  и точка A  всегда можно найти такую точку B , что ABa  . Дру-

гими словами, любой вектор можно отложить из любой точки. В соответ-

ствии с этим геометрические векторы называют свободными (они опреде-

лены с точностью до точки приложения). 

Два вектора называются противоположными, если они коллинеарны, 

имеют одинаковую длину и противоположные направления. 

В трехмерном пространстве векторы называются компланарными, 

если, будучи отложенными из одной точки,  они лежат в одной плоскости. 

Заметим, что в дальнейшем, не нарушая общности, будем рассматри-

вать случай векторов в трехмерном пространстве. На плоскости рассмотре-

ние векторов производится аналогично. 
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Введем линейные операции над векторами, т.е. операции сложения 

векторов и умножения вектора на действительное число.  

Суммой ba   двух векторов a  и b  

называется вектор, идущий из начала век-

тора a  в конец вектора b  при условии, 

что вектор b  приложен к концу вектора 

a . 

Произведением a  вектора a  на 

действительное число   называется век-

тор, коллинеарный вектору a , имеющий 

длину a , и имеющий направление, совпадающее с направлением век-

тора a , если 0 , и противоположное направлению вектора a , если 

0 . Если 0  или 0a , то произведение a  представляет собой нуле-

вой вектор. 

Приведем без доказательства критерий коллинеарности векторов. 

Теорема. Ненулевые векторы a  и b  коллинеарны тогда и только то-

гда, когда существует действительное число  , такое что ab  . 

Ранее нами были рассмотрены векторные пространства. Исходя из 

геометрических соображений, становится очевидным то, что множество 

геометрических векторов (на плоскости или в пространстве) с введенными 

линейными операциями является векторным пространством. 

Упражнение. Для геометрических векторов, например в пространст-

ве, проверить выполнение всех аксиом векторного пространства. 

Замечание. На практике аксиомы векторного пространства можно 

использовать как свойства линейных операций над геометрическими век-

торами.  
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Все результаты, известные для векторных пространств, переносятся и 

на случай геометрических векторов. 

  

ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ НА ПРЯМОЙ 

 

Задать систему координат означает установить правило, по которому 

каждому числу (на прямой) или набору чисел (на плоскости или простран-

стве) ставится в соответствие единственная точка, и наоборот, каждой точ-

ке соответствует единственное число (на прямой) или единственный набор 

чисел (на плоскости или пространстве). 

Введем декартовы координаты на оси. Прямую линию с указанным 

на ней направлением будем называть осью. Величиной вектора AB  называ-

ется число, равное длине этого отрезка, взятой со знаком плюс, если на-

правление AB  совпадает с направлением оси, и со знаком минус, если на-

правление ABпротивоположно направлению оси. Величину направленного 

отрезка AB  будем обозначать AB . 

Выберем на оси некоторую точку O , которую будем называть нача-

лом координат. Кроме того, укажем 

единицу масштаба.  

Рассмотрим произвольную точку 

M  на оси. Декартовой координатой x  

точки M  называется величина направленного отрезка OM (обозначается: 

 xM ). Очевидно, что значение x  однозначно определяет положение точки 

M  на прямой, и наоборот,  любой точке соответствует единственная коор-

дината. Очевидно следующее утверждение. 

Теорема. Пусть  1xA ,  2xB  - две точки на оси. Тогда величина на-

правленного отрезка AB  равна 12 xx  . 
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 Следствие. Расстояние между точками  1xA  и  2xB  определяется 

формулой: 

12 xxAB  . 

 

ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ НА ПЛОСКОСТИ 

 

Введем прямоугольные декартовы координаты на плоскости. Выбе-

рем на плоскости некоторую точку O , которую будем называть началом 

координат. Кроме того, укажем единицу масштаба. Через начало координат 

проводим две взаимно перпендикулярные оси, которые будем называть ко-

ординатными. Одна из них называется осью абсцисс и обозначается Ox , 

вторая – называется осью ординат и обозначается Oy . Направления этих 

осей выбираются таким образом, чтобы кратчайший поворот от положи-

тельного направления оси абсцисс до положительного направления оси ор-

динат осуществлялся против часовой стрелки. 

Рассмотрим произвольную точку M  на плоскости. Спроектируем эту 

точку на координатные оси. В результате получим: точка xM  - проекция 

точки M  на ось Ox , точка yM  - проекция точки M  на ось Oy . Абсциссой 

x и ординатой y называются координаты точек xM и yM на соответствую-

щих координатных осях. Абсцисса и ор-

дината составляют декартовы координа-

ты точки на плоскости (обозначается: 

 yxM , ). Очевидно, что упорядоченная 

пара  yx,  однозначно определяет по-

ложение точки на плоскости, и наобо-

рот, каждой точке соответствует единст-
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венная пара координат  yx, .Сама плоскость после введения декартовой 

системы координат обозначается: Oxy . 

Рассмотрим возможные преобразования декартовой системы коорди-

нат на плоскости. 

Параллельным переносом прямоугольной декартовой системы коор-

динат на плоскости называется такое ее преобразование, при котором не 

меняются направления осей, а начало координат O  перемещается в новую 

точку O  на плоскости.  

Пусть в исходной системе координат точка  00 , yxO . Тогда очевид-

но, что для произвольной точки M  на плоскости координаты yx,  в исход-

ной системе координат и координаты yx ,  в новой системе связаны равен-

ствами: 

0xxx  , 

0yyy  . 

 Поворотом прямоугольной системы координат на плоскости называ-

ется такое ее преобразование, при котором начало координат O  остается 

без изменения, а координатные оси поворачиваются на один и тот же угол 

 .  

Пусть точка M  на плоскости Oxy  имеет координаты yx, , а в висте-

ме 11 yOx , полученной поворо-

том на угол  , координаты 

этой точки равны 11 , yx . Пусть 

  - угол от положительного 

направления оси 1Ox  до на-

правленного отрезка OM , и r  - 

длина этого отрезка. Тогда из 

рисунка видно, что  
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cos1 
r

x
, sin1 

r

y
,    cos

r

x
,    sin

r

y
. 

Следовательно, 

   sincossinsincoscoscos 11 yxrrrx  , 

   cossinsincoscossinsin 11 yxrrry  . 

Таким образом, переход от старой системы координат к новой описывается 

формулами: 

 sincos 11 yxx  , 

 cossin 11 yxy  . 

 Для того, чтобы выразить координаты в новой системе через коорди-

наты в старой системе, достаточно представить, что старая система получа-

ется из новой поворотом на угол  . В результате получим: 

 sincos1 yxx  , 

 cossin1 yxy  . 

 

ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Введем прямоугольные декартовы координаты в пространстве. Вы-

берем в пространстве некоторую точку O , которую будем называть нача-

лом координат. Кроме того, укажем единицу масштаба. Через начало коор-

динат проводим три взаимно перпендикулярные оси, которые будем назы-

вать координатными. Одна из них называется осью абсцисс и обозначается 

Ox , вторая – называется осью ординат и обозначается Oy , третья – назы-

вается осью аппликат и обозначается Oz . Направления этих осей выбира-

ются в соответствии с тем, чтобы тройка осей Ox , Oy , Oz  была правой, 

т.е. если смотреть с конца оси Oz , то кратчайший поворот от оси Ox  к оси 

Oy  должен осуществляться против часовой стрелки. Пары осей образует 
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плоскости, называемые коорди-

натными. Они обозначаются со-

ответственно: Oxy , Oxz  и Oyz .  

Рассмотрим произвольную 

точку M  в пространстве. Спро-

ектируем эту точку на коорди-

натные оси. Получим соответст-

венно точки xM , yM и zM . Абс-

циссой x ,ординатой y и апплика-

той zточки M  называется координаты точек xM , yM  и zM на соответст-

вующих координатных осях. Абсцисса, ордината и аппликата составляют 

декартовы координаты точки на плоскости (обозначается:  zyxM ,, ).  Само 

пространство после введения декартовой системы координат обозначается: 

Oxyz . 

Параллельный перенос прямоугольной декартовой системы коорди-

нат в пространстве определяется так же, как и на плоскости. По аналогии с 

плоским случаем заключаем, что при параллельном переносе координаты 

точки  M  в пространстве Oxyz  и в пространстве zyxO  , полученном за 

счет параллельного переноса со смещением начала координат в точку 

 000 ,, zyxO , справедливы формулы: 0xxx  , 0yyy  , 0zzz  . 

 

ПОЛЯРНЫЕ КООРДИНАТЫ НА ПЛОСКОСТИ 

 

 Введем полярные координаты на плоскости. Для этого выберемнеко-

торую точку O , которую будем называть полюсом, и некоторый выходя-

щий из нее луч, который мы будем называть полярной осью. Кроме того, 

укажем единицу масштаба. Полярными координатами точки M  назы-
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ваются числа   и   , первое из кото-

рых   равно расстоянию от этой точ-

ки до полюса и называется полярным 

радиусом, а второе   – равно углу, на 

который нужно повернуть против ча-

совой стрелки полярную ось, чтобы 

совместить ее с лучом OM , и называ-

ется полярным углом (обозначается  ,M ). 

При совмещении на плоскости декартовой и полярной систем коор-

динат полюс совмещают с началом декартовой системы, а направление по-

лярной оси выбирают таким же, как и положительное направление оси абс-

цисс. При этом очевидны формулы перехода от декартовой к полярной 

системе координат: 

 cosx , 

 siny  

и формулы перехода от полярной к декартовой системе: 

22 yx  , 

x

y
tg  . 

 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Введем цилиндрические координаты в пространстве. Для этого за-

фиксируем плоскость  , в которой вводится полярная система координат. 

Проведем ось Oz , проходящую через полюс перпендикулярно к выбранной 

плоскости, и выбираем на оси в качестве начала координат полюс. Кроме 

того, укажем единицу масштаба. 
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Рассмотрим произвольную 

точку M  в пространстве. Спроекти-

руем эту точку на плоскость  . По-

лучим точку N . Пусть   и   - по-

лярные координаты точки N . Также 

найдем точку zM  - проекцию точки 

M  на ось Oz . Пусть z  - координата 

точки zM на оси Oz . Цилиндриче-

скими координатами точки M  назы-

ваются числа  ,  и z (обозначает-

ся  zM ,, ).  

Название «цилиндрические ко-

ординаты» связано с тем, что коор-

динатная поверхность const  является цилиндром. 

При совмещении в пространстве декартовой и цилиндрической сис-

тем координат поступают следующим образом: полярную систему коорди-

нат плоскости   совмещают, как указано выше, с декартовой системой 

плоскости Oxy , а также совмещают оси Oz . При этом очевидны формулы 

перехода от декартовой к цилиндрической системе координат: 

 cosx , 

 siny , 

zz  , 

а также формулы обратного перехода: 

22 yx  , 

x

y
tg  , 

zz  . 
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СФЕРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

 Введем сферические координаты в пространстве. Для этого зафикси-

руем плоскость  , в которой вводится полярная система координат. Про-

ведем ось Oz , проходящую через полюс перпендикулярно к выбранной 

плоскости, и выбираем на оси в качестве начала координат полюс. Кроме 

того, укажем единицу масштаба.  

Рассмотрим произ-

вольную точку M  в про-

странстве. Спроектируем 

эту точку на плоскость  . 

Получим точку N . Пусть 

  - полярный угол этой 

точки, r  - длина отрезка 

OM , а   - угол между век-

торомOM  и  осью Oz . 

Сферическими координа-

тами точки M  называются 

числа r , и  (обозначается  ,,rM ). При этом координаты   и   назы-

ваются долготой и широтой соответственно.  

Название «сферические координаты» связано с тем, что координатная 

поверхность const  является сферой. 

При совмещении в пространстве декартовой и сферической систем 

координат поступают так же, как и в случае цилиндрической системы. 

Пусть a  - длина отрезка ON . Тогда из рисунка видно, что 


sin

2
cos rra 






  . 
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Следовательно, формулы перехода от декартовой к цилиндрической систе-

ме координат имеют вид: 

 cossincos rax  , 

 sinsinsin ray  , 

cosrz  . 

Очевидны также формулы обратного перехода: 

222 zyxr  , 

x

y
tg  , 

222
cos

zyx

z


 . 

 

ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ 

 

Рассмотрим задачу нахождения проекции вектора на ось. Пусть в 

пространстве задан векторMN . Предположим, что на оси Ox  введены де-

картовы координаты. Проекцией вектораMN  на ось Ox  называется вели-

чина вектора xx NM , началом которого служит проекция точки M  на ось 

Ox , а концом – проекция точки N  на эту ось. Эта проекция обозначает-

ся: MNOxПр . Для ее нахождения отложимвекторданный вектор из начала 

координат. Обозначим через   наименьший угол между нашимвектором и 

осью Ox . Если MN  - длина рассматриваемого вектора, то получаем: 

cosПрOx MNMN  . 

 Рассмотрим теперь задачу нахождения расстояния между двумя точ-

ками по известным координатам этих точек. Эта задача уже решена нами 

на оси. Пусть в пространстве Oxyz  заданы точки  111 ,, zyxM  и  222 ,, zyxN . 
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Очевидно, что расстояние между этими точками равно длине диагонали 

параллелепипеда,  грани которого параллельны координатным плоскостям 

и проходят через точки M  и N . Длина параллельного оси Ox  ребра этого 

параллелепипеда равна, очевидно, 12 xx  . По аналогичным соображениям 

длины ребер, параллельных осям Oy  и Oz , равны соответственно 12 yy   и 

12 zz  . Используя теорему Пифагора, получим следующую формулу: 

       2

12

2

12

2

12, zzyyxxNM  . 

 Заметим, что, по аналогии, расстояние между точками  11 , yxM  и 

 22 , yxN на плоскости определяется равенством: 

     2

12

2

12, yyxxNM  . 

 Рассмотрим задачу, связанную с делением отрезка в заданном отно-

шении. Пусть на отрезке MN  задана точка A , отличная от границ этого от-

резка. Говорят, что точка A  делит отрезок MN  в отношении  , если 


AN

MA
. 

Пусть на плоскости Oxy  заданы 

точки  111 , yxM  и  222 , yxM . Найдем ко-

ординаты точки  yxM , , которая делит 

отрезок 21MM  в отношении  . Спроек-

тируем точки 1M , 2M  и M  на ось абс-

цисс. Получим соответственно точки 1P , 2P  и P . Из подобия треугольников 

следует, что 
2

1

PP

PP
. С другой стороны нам известно, что 

11 xxPP  , 

xxPP  22 . 

Отсюда следует равенство 
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xx

xx

2

1  

  

 xxxx  21   

  








1

21 xx
x . 

Аналогично спроектировав рассматриваемые точки на оси Oy , получим 

формулы для нахождения ординаты точки M : 








1

21 yy
y . 

Отметим частный случай, когда 1 . В этом случае точка A  делит 

отрезок MN  пополам, и мы получаем следующие равенства: 

2
21 xx

x


 , 

2
21 yy

y


 . 

Заметим, что аналогичные формулы будут справедливы и при делении от-

резка в заданном отношении в пространстве. 

 Пример. Даны точки  4,2,1A  и  8,1,1 B . Найти расстояние между 

этими точками и точку, которая делит отрезок  AB  в отношении 2. 

 ∆ Найдем расстояние между данными точками: 

        525482111, 222 BA . 

Пусть точка  CCC zyxC ,,  делит отрезок AB  в отношении 2. Тогда получаем 

равенства: 

1
21

121





Cx , 
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0

21

122





Cy , 

3

20

21

824





Cz . 

Таким образом, искомой точкой является точка 







3

20
,0,1C . ▲ 

 

БАЗИС И КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА НА ПЛОСКОСТИ 

И В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

 Рассмотрим сначала вопрос о линейной зависимости геометрических 

векторов. Для геометрических векторов справедливы следующие утвер-

ждения, отвечающие на вопрос об их линейной зависимости. 

 Теорема (критерий линейной зависимости двух векторов). Два 

вектора линейно зависимы тогда и только тогда, когда они коллинеарны. 

Теорема (критерий линейной зависимости трех геометрических 

векторов в пространстве). Три вектора a , b  и c  линейно зависимы тогда 

и только тогда, когда они компланарны. 

 Теорема. Любые три вектора на плоскости линейно зависимы. 

Теорема. Любые четыре вектора в пространстве линейно зависимы. 

С учетом этих утверждений можно считать, что векторы на плоско-

сти образуют двумерное векторное пространство, а в пространстве - трех-

мерноевекторное пространство; базис на плоскости – это любая пара не-

коллинеарных векторов, базис в пространстве – это любая тройка неком-

планарных векторов.  

Обратимся к пространственному случаю. Пусть в векторном про-

странстве зафиксирован базис 321 ,, eee . Напомним, что любой вектор x од-

нозначно представим в виде линейной комбинации базисных векторов: 
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332211 exexexx  , 

Причем числа 321 ,, xxx - координаты этого вектора в данном базисе. Для 

фиксированного базиса в трехмерном пространстве вектор можно опреде-

лять как упорядоченный набор трех чисел – его координат: 

 321 ,, xxxx  . 

Из критерия линейной зависимости n векторов в n –мерном пространстве 

следует сутверждение  

Теорема. В трехмерном пространстве система трех векторов 

     321321321 ,,,,,,,, ccccbbbbaaaa   является базисом тогда и только то-

гда, когда 

0

333

222

111


cba

cba

cba

. 

 В трехмерном пространстве с введенной декартовой системой коор-

динат в качестве базиса часто берут тройку векторов i , j , k ,которые буду-

чи отложенными из начала координат лежат на соответствующих коорди-

натных осях, направлены в положительных направлениях этих осей и име-

ют единичную длину. Очевидно, что такие векторы некомпланарны и, сле-

довательно, образуют базис, причем этот базис является ортонормирован-

ным, а сами векторы i , j , k называются единичными ортами. Заметим, что 

в таком базисе координаты любого вектора есть величины его проекций на 

соответствующие координатные оси. Также очевидно, что сами векторы i , 

j , и k в таком базисе имеют следующие координаты: 

 0,0,1i , 

 0,1,0j , 

 1,0,0k . 
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Определитель, составленный из координат этих векторов, отличен от нуля: 

01

100

010

001

 , 

Что еще раз доказывает правильность выбранного базиса. 

 Пусть зафиксирован некоторый базис 321 ,, eee в трехмерном про-

странстве. Перенесем свойства координат элементов векторного простран-

ства на случай геометрических векторов. 

1. Вектор является нулевым тогда и только тогда, когда все коорди-

наты этого вектора равны нулю. 

 2. При сложении двух векторов складываются соответствующие ко-

ординаты этих векторов. 

 3. При умножении вектора на число каждая координата вектора ум-

ножается на это число. 

 4. Два вектора равны друг другу тогда и только тогда, когда равны их 

соответствующие координаты. 

 Справедливо также следующее утверждение. 

 Теорема. Пусть в декартовой прямоугольной системе координат в 

пространстве заданы две точки  111 ,, zyxA и  222 ,, zyxB . Тогда 

 121212 ,, zzyyxxAB  . 

 Доказательство. Осуществим параллельный перенос системы коор-

динат так, чтобы начало новой системы совпало с точкой A . Тогда в новой 

системе координат имеем:  0,0,0A ,  121212 ,, zzyyxxB  . Спроектируем 

точку B  на координатные оси. В результате получим точки 1B , 2B и 3B со-

ответственно. Очевидно, что  

321 ABABABAB  . 

Кроме того,  
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 ixxAB 121  , 

  jyyAB 122  , 

 kzzAB 123  . 

Следовательно,  

     kzzjyyixxAB 121212   

  

 121212 ,, zzyyxxAB  . 

 

СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВЕКТОРОВ 

 

Определим в векторном пространстве геометрических векторов ска-

лярное произведение как операцию, согласно которой каждой паре ненуле-

вых векторов a , b  ставится в соответствие число cosbaba  , где  - 

угол между этими векторами (если хотя бы один из векторов – нулевой, то 

скалярное произведение равно нулю).  

Упражнение. Для введенной операции проверить выполнение всех 

аксиом скалярного произведения в векторном пространстве. 

 Замечание. Все свойства скалярного произведения в векторном про-

странстве переносятся на случай геометрических векторов.  

Из формулы для нахождения проекции вектора на ось следует, что 

cosПр
a

bb   

И, соответственно, справедливо равенство: 

baba
a

Пр . 

Поменяв местами векторы a иbтакже получаем: 

abba
b

Пр . 



109 

Из этих формул можно находить проекцию вектора на вектор с помощью 

скалярного произведения. 

 Из определения скалярного произведения также следует формула для 

нахождения угла между векторами: 

ba

ba


cos . 

Кроме того, из определения следует, что векторы a и b  ортогональны тогда 

и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю. 

Напомним также, что нормой вектора a называется число 

2
aa  . 

Для геометрического вектора получаем цепочку равенств:  

aaaaa  0cos
2

. 

Таким образом, нормой геометрического вектора является его длина.  

Все свойства нормы в векторном пространстве переносятся на случай 

длины геометрического вектора. Напомним некоторые из них. 

 1. Для любого вектора a и любого числа  выполняется равенство: 

aa   . 

2. Неравенство Коши-Буняковского. Для любых векторов a и bвы-

полняется неравенство: 

baba  . 

3. Неравенство треугольника.  Для любых векторовa и bвыполняется  

baba  . 

 Утверждения для векторов в ортонормированном базисе переносятся 

на случай геометрических векторов в трехмерном пространстве с базисом  

i , j , k следующим образом. 
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 Теорема. Пусть  3,2,1 aaaa  ,  3,2,1 bbbb  . Тогда  

332211 babababa  . 

 Следствие. Пусть  3,2,1 aaaa  . Тогда  

2
3

2
2

2
1 aaaa  . 

 Пример. Даны вершины треугольника  4,2,1 A ,  0,2,4 B  и 

 1,2,3 C . Определить его внутренний угол при вершине B . 

 ∆ Искомый угол может быть определен как угол между векторами 

BA  и BC . Поэтому найдем координаты этих векторов, вычитая из коорди-

нат конца координаты начала: 

   4,0,304,22,41 BA , 

   1,0,701,22,43 BC . 

Найдем теперь длины этих векторов, а также их скалярное произведение, 

как сумму парных произведений соответствующих координат: 

5403 222 BA , 

2550107 222 BC , 

25140073  BCBA . 

Теперь искомый угол   может быть найден с помощью скалярного произ-

ведения: 

2

2

2

1

255

25
cos 








BCBA

BCBA , 

Соответственно, 
4

  . ▲ 
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ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

 

Введем, в первую очередь, следующее понятие. 

 Определение. Упорядоченная тройка векторов a , b , cназывается 

правой, если, будучи отложенными из одной точки, они направлены таким 

образом, что глядя с конца вектора cна плоскость, образованную вектора-

ми a  и b , кратчайший поворот от вектора a к вектору bбудет осуществ-

ляться против часовой стрелки. В обратном случае указанная тройка векто-

ров называется левой. 

 Примером правой тройки векторов может служить упорядоченная 

тройка единичных ортов i , j , k . 

 Определение. Векторным произведением вектора a на вектор b  (обо-

значается ba  ) называется вектор c , удовлетворяющий следующим усло-

виям: 

1) вектор cперпендикулярен и вектору a , и вектору b ; 

2) длина вектора c  определяется равенством: 

sinbac  , 

где   - угол между векторами a и b ; 

3) тройка векторов a , b , c  - правая. 

Заметим, что второе ус-

ловие последнего определе-

ния означает, что длина век-

торного произведения равна 

площади параллелограмма, 

построенного на перемно-

жаемых векторах, если отло-

жить их из одной точки. 
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Приведем без доказательства основные свойства векторного произве-

дения. 

1. Векторное произведение равно нулевому векторутогда и только то-

гда, когда либо векторы коллинеарны, либо один из них является нулевым. 

 2. Для любых векторов a иbвыполняется равенство: 

abba  . 

 3. Для любых векторов  a ,bи для любого числа   справедливо ра-

венство: 

     bababa   . 

 4. Для любых векторов  a ,b  и c справедливо равенство: 

  bacacba  . 

 Как следствие из этих свойств получаем следующее утверждение. 

Теорема. Пусть в ортонормированном базисе i , j , k  заданы два век-

тора: 

 321 ,, aaaa  , 

 321 ,, bbbb  . 

Тогда векторное произведение ba   может быть найдено по формуле: 

321

321

bbb

aaa

kji

ba  . 

 Пример. Даны вершины треугольника  2,1,1 A ,  2,6,5 B  и 

 1,3,1 C . С помощью векторного произведения вычислить площадь этого 

треугольника и длину его высоты, опущенной из вершины B . 

 ∆ Найдем векторы BA  и BC : 

   0,5,422,61,51 BA , 

   3,9,421,63,51 BC . 
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Для нахождения площади треугольника найдем векторное произведение  

kjikji

kji

BCBA 161215
94

54

34

04

39

05

394

054 















. 

Из определения векторного произведения следует, что площадь параллело-

грамма, построенного на найденных векторах, равна длине их векторного 

произведения. Следовательно, площадь треугольника ABC  равна половине 

площади этого параллелограмма и, соответственно, равна 

     
2

25
161215

2

1

2

1 222  BCBAS ABC . 

Для нахождения высоты, опущенной из вершины B , найдем длину основа-

ния AC : 

      5211311 222 AC . 

Воспользуемся известной формулой нахождения площади треугольника 

через его высоту: 

hACS 
2

1
, 

где h  - высота треугольника, опущенная из вершины B . Следовательно, 

высота определяется следующим образом: 

5
5

252


AC

S
h . ▲ 

 

СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

 

Определение. Смешанным произведением векторов a  на b  и на c  

(будем обознрачать  cba ,, ) называется число, равное скалярному произве-

дению вектора ba   на вектор c : 
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    cbacba ,, . 

Геометрический смысл смешанного произведения описывает следующее 

утверждение. 

 Теорема. Пусть a , b ,c  - ненулевые некомпланарные векторы. Тогда 

смешанное произведение  cba ,,  

равно объему параллелепипеда, 

построеннного на этих векторах, 

отложенных из одной точки, взя-

тому со знаком плюс, если тройка 

векторов a , b , c  - правая, и со 

знаком минус, если эта тройка – 

левая. 

 Доказательство. Восстановим указанный параллелепипед. Площадь 

параллелограмма, построенного на векторах a  и b , равна числу ba  . То-

гда по известной формуле объем параллелепипеда определяется равенст-

вом: 

hbaV  , 

где h  - высота параллелепипеда. Пусть   - угол между векторами ba   и 

c . Тогда  

cosсh  , 

если тройкавекторов a , b ,c  - правая, и 

   coscos cсh  , 

Если указанная тройка векторов – левая. В результате имеем: 

 cbacbaV ,,cos   , 

если тройка векторов a , b ,c  - правая, и  
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 cbacbaV ,,cos   , 

если эта тройка векторов – левая. ■ 

 Приведем основные свойства смешанного произведения. 

 1. Смешанное произведение  cba ,,  равно нулю тогда и только тогда, 

когда хотя бы один из векторов a , b , c  является нулевым или если рас-

сматриваемые векторы компланарны. 

 2. Если в смешанном произведении поменять любые два вектора мес-

тами, то изменится лишь знак этого произведения. 

 Для нахождения смешанного произведения обычно пользуются сле-

дующим утверждением. 

Теорема. Пусть в ортонормированном базисе i , j , k  заданы три век-

тора: 

 321 ,, aaaa  , 

 321 ,, bbbb  , 

 321 ,, сссс  . 

Тогда смешанное произведение  cba ,,  может быть найдено по формуле: 

 
321

321

321

,,

ccc

bbb

aaa

cba  . 

 Пример. Даны вершины тетраэдра  1,3,2A ,  2,1,4 B ,  7,3,6C  и 

 8,4,5 D . Найти его объем и высоту, опущенную из вершины D . 

 ∆ Можно считать, что тетраэдр построен на векторах AB , AC  и AD . 

Тогда его объем, равный шестой части объема параллелепипеда, определя-

ется формулой: 

 ADACABABCDV ,,
6
1 . 

Найдем координаты введенных векторов: 
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   3,2,212,31,24 AB , 

   6,0,417,33,26 AC , 

   7,7,718,34,25 AD . 

Тогда смешанное произведение векторов AB , AC  и AD  равно: 

      308
77

22
16

77

32
14

777

604

322

,, 3212 












 ADACAB

. 

Соответственно, 

3

154

6

308
ABCDV . 

Для нахождения высоты тетраэдра воспользуемся известной форму-

лой: 

hSV ABCABCD 
3

1
, 

где h  - высота тетраэдра, опущенная из вершины D . Необходимо найти 

площадь треугольника ABC . Будем считать, что он построен на векторах 

AB  и AC . Тогда  

ACABS ABC 
2

1
. 

Воспользуемся формулой для нахождения векторного произведения: 

kjikji

kji

ACAB 82412
04

22

64

32

60

32

604

322 










. 

Следовательно, 

    14
2

784
82412

2

1 222 ABCS . 

Тогда 
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11
14

1543


ABC

ABCD

S

V
h . ▲ 

 

 

УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ НА ПЛОСКОСТИ 

 

 Пусть на плоскости задана декартова прямоугольная система коорди-

нат. 

 Уравнение   0,  yx  называется уравнением данной линии L , если 

этому уравнению удовлетворяют координаты любой точки, лежащей на 

этой линии, и не удовлетворяют координаты ни одной точки, не лежащей 

на линии L . 

 В общем случае, когда линия задана уравнением   0,  yx , будем 

говорить, что она задана неявно. Если же из этого уравнения можно выра-

зить y  через x , то можно говорить о том, что линия задана явно уравнени-

ем  xy  .  

Для аналитического представления линии часто бывает удобно вы-

ражать переменные координаты x  и y  точек этой линии при помощи па-

раметра t : 

 
 







ty

tx




, 

где функции  t  и  t  предполагаются непрерывными по параметру t  в 

некоторой области изменения этого параметра. 

 Аналогично определяется уравнение линии в полярной системе ко-

ординат. Это уравнение имеет неявный вид: 

  0,   , 

или явный вид: 
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   . 

 В связи с аналитическим представлением линии возникают две ос-

новные задачи: 

 1) изучить свойства линии исходя из заданного ее уравнения; 

 2) вывести уравнение линии, заранее заданной геометрически. 

 Линия называется линией порядка n , если в прямоугольной декарто-

вой системе координат эта линия определяется уравнением   0,  yx , где 

 yx,  многочлен порядка n . 

 

ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ НА ПЛОСКОСТИ 

 

Покажем, в первую очередь, что прямая задается на плоскости урав-

нением первого порядка 

0 CByAx , 

где хотя бы один из коэффициентов A , B  отличен от нуля.  

Пусть задано такое уравнение. Покажем, что оно определяет некото-

рую прямую на плоскости. Очевидно, что данное уравнение в силу линей-

ности имеет хотя бы одно решение  00 , yx , т.е. существует хотя бы одна 

точка  000 , yxM , координаты которой удовлетворяют этому уравнению: 

000  CByAx . 

Вычитая из данного уравнения полученное равенство, будем иметь: 

    000  yyBxxA , 

что равносильно данному уравнению. Покажем, что это уравнение опреде-

ляет прямую на плоскости, проходящую через точку  000 , yxM  перпенди-

кулярно вектору  BAn ,  ( A , B  одновременно не равны нулю). В самом 
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деле, точка  yxM ,  лежит на указанной прямой тогда и только тогда, когда 

векторы n  и   000 , yyxxMM   ортогональны, и  

    0000  yyBxxAMMn . 

Итак, уравнению     000  yyBxxA  удовлетворяют координаты всех 

точек описанной выше прямой и только таких точек. 

 Уравнение 0 CByAx  называется общим уравнением. Кроме то-

го, мы убедились в том, что вектор  BAn ,  перпендикулярен этой пря-

мой. Любой вектор, лежащий на прямой, перпендикулярной данной, будем 

называть вектором нормали. 

 Общее уравнение прямой называется полным, если все его коэффи-

циенты не равны нулю. Если хотя бы один из коэффициентов общего урав-

нения равен нулю, то это уравнение называется неполным. Рассмотрим все 

возможные виды неполных уравнений. 

 1) Пусть 0C . Тогда получаем уравнение 0 ByAx ,которое опре-

деляет прямую, проходящую через начало координат. 

 2) Пусть 0B . Тогда получаем уравнение 0CAx или ax  ,где 

A

C
a  . Такое уравнение определяет прямую параллельную оси ординат, 

так как вектор нормали  0,An   перпендикулярен этой оси. 

3) Пусть 0A .Тогда получаем уравнение 0CBy или by  ,где 

B
Cb  . Такое уравнение определяет прямую параллельную оси абсцисс, 

так как вектор нормали  Bn ,0  перпендикулярен этой оси. 

4) Пусть 0CB .Тогда получаем уравнение 0x , определяющее 

ось ординат, так как это – прямая, параллельная оси ординат, и, проходя-

щая через начало координат. 
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5)  Пусть 0CA . Тогда получаем уравнение 0y , определяющее 

ось абсцисс, так как это – прямая, параллельная оси абсцисс, и, проходящая 

через начало координат. 

 Рассмотрим полное уравнение прямой. Так как все коэффициенты 

этого уравнения не равны нулю, то это уравнение можно переписать в ви-

де: 

1



 B

C
y

A
C
x

. 

Если обозначить: 
A

C
a  , 

B

C
b  , то получаем следующий вид уравнения 

прямой: 

1
b

y

a

x
. 

Такое уравнение называется уравнением в отрезках. Очевидно, что такая 

прямая проходит через точки 

 0,1 aM  и  bM ,02 . Таким об-

разом, коэффициенты a  и b  

равны величинам отрезков, 

отсекаемых данной прямой на 

соответствующих координат-

ных осях.  

 

КАНОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ НА ПЛОСКОСТИ 

 

 Пусть известно, что прямая проходит через точку  000 , yxM . Пусть 

также задан вектор  mlq , , лежащий либо на данной прямой, либо на 

прямой, параллельной данной. В дальнейшем такие векторы будем назы-
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вать направляющими. Очевидно, что точка  yxM ,  лежит на рассматри-

ваемой прямой тогда и только тогда, когда векторы  000 , yyxxMM   и 

q  коллинеарны, т.е. когда координаты этих векторов пропорциональны: 

m

yy

l

xx 00 



. 

Полученное уравнение называется каноническим уравнением прямой. За-

метим, что в каноническом уравнении один из знаменателей может быть 

равен нулю. Это не означает деление на число нуль, а означает лишь то, 

что одна из координат направляющего вектора равна нулю. 

 В частности, каноническое уравнение может быть получено, если да-

ны две точки  000 , yxM  и  111 , yxM , через которые проходит прямая. Дей-

ствительно, при этом в качестве направляющего вектора можно взять век-

тор  010110 , yyxxMM   и каноническое уравнение принимает вид: 

01

0

01

0

yy

yy

xx

xx








. 

 Исходя из канонического уравнения получим параметрическое зада-

ние прямой. Для этого введем параметр t , равный левой или правой части 

канонического уравнения (такой параметр может принимать любые значе-

ния). Тогда получим систему равенств: 
















t
m

yy

t
l

xx

0

0

, 

откуда и следует параметрическое задание: 








mtyy

ltxx

0

0 . 

Параметрические уравнения допускают наглядную механическую 

интерпретацию. Если считать, что параметр t  - это время, отсчитываемое 
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от некоторого начального момента, то параметрические уравнения опреде-

ляют закон движения материальной точки по прямой линии с постоянной 

скоростью 22 mlv   (такое движение происходит по инерции). 

  

 

УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ С УГЛОВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ. 

УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ 

 

Обратимся к общему уравнению прямой  

0 CByAx . 

Если 0B , то, как уже отмечалось, получаем уравнение прямой, парал-

лельной оси ординат: ax  . Предположим, что данная прямая не парал-

лельна оси ординат. Угол  , отсчитываемый в положительном направле-

нии (против часовой стрелки) от положительного направления оси абсцисс 

до данной прямой, называется углом наклона этой прямой. Число 

tgk  называется угловым коэффициентом прямой. Пусть  bB ,0  - точка 

пересечения прямой с осью ординат. Из прямоугольного треугольника 

видно, что точка  yxM ,  лежит на данной прямой тогда и только тогда, ко-

гда 

ktg
x

by


  , 

если угол наклона прямой – острый, и тогда и только тогда, когда 

  ktgtg
x

by



  . 

Таким образом, и в первом, и во втором случае получаем уравнение прямой 

bkxy  . 

Такое уравнение называется уравнением данной прямой с угловым коэф-

фициентом k . 



123 

 Рассмотрим задачу нахождения уравнения прямой с заданным угло-

вым коэффициентом и проходящей через данную точку  000 , yxM . Урав-

нение с угловым коэффициентом будет иметь вид bkxy  , где неизвест-

ным остался коэффициент b . Воспользуемся тем, что координаты точки 

 000 , yxM  должны удовлетворять уравнению прямой: 

bkxy  00  

  

00 kxyb  . 

Таким образом, получаем следующее уравнение прямой: 

00 kxykxy   

или 

 00 xxkyy  . 

Рассмотрим вопрос о нахождении угла между прямыми. Если две 

прямые заданы своими общими уравнениями: 

0111  CyBxA , 

0222  CyBxA , 

то известны их векторы нормали:  111 , BAn   и  222 ,BAn  . Угол между 

прямыми равен углу между этими векторами,  т.е. он может быть найден по 

формуле: 

2

2

2

2

2

1

2

1

2121

21

21cos
BABA

BBAA

nn

nn








 . 

В частности, указанные прямые будут параллельны, если векторы нормали 

будут коллинеарны, т.е. когда координаты этих векторов будут пропорцио-

нальны: 

2

1

2

1

B

B

A

A
 . 
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Рассматриваемые прямые будут перпендикулярны, если векторы нормали 

будут ортогональны, т.е. когда 

221121 BABAnn  =0. 

Если прямые заданы каноническими уравнениями, то по аналогии с 

предыдущим случаем угол  между ними может быть найден как угол меж-

ду их направляющими векторами.  

Рассмотрим теперь случай, когда известны угловые коэффициенты 1k  

и 2k  прямых. Очевидно, что угол   между этими прямыми равен разности 

12   , где 1 , 2  - углы наклона данных прямых. Тогда  

 
21

12

21

12
12 11 kk

kk

tgtg

tgtg
tgtg











 . 

Эта формула и позволяет находить угол   с помощью угловых коэффици-

ентов. В частности, условие параллельности имеет вид: 

012  kk  

  

21 kk  . 

Перпендикулярность прямых равносильна равенству: 

01 21  kk  

  

1

2

1

k
k  . 

 Пример. Найти угол между прямыми  

.023

,075




yx

yx
 

∆ Воспользуемся формулой для нахождения угла через коэффициен-

ты общего уравнения: 
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  2

2

2

1

1326

13

2315

2135
cos

2222





 . 

Следовательно, угол между прямыми равен 
4


. ▲ 

 Пример. Найти прямую перпендикулярную к прямой  

012  yx , 

и проходящую через точку  1,20M . 

 ∆ Приведем уравнение данной прямой к уравнению с угловым коэф-

фициентом: 

012  yx  

  

12  xy . 

Следовательно, ее угловой коэффициент равен 21 k , а уравнение искомой 

прямой, перпендикулярной данной прямой равен  

2

11

1

2 
k

k . 

Теперь осталось воспользоваться уравнением прямой с заданным угловым 

коэффициентом, и проходящей через данную точку: 

 2
2

1
1  xy , 

Откуда получаем уравнение искомой прямой: 

2
2

1
 xy . 

  

НОРМАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ НА ПЛОСКОСТИ 

 

Рассмотрим произвольную прямую. Восстановим из начала коорди-

нат O  вектор нормали OP  к данной прямой и единичный вектор n , на-
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правление которого совпадает с направлением вектора OP . Пусть OPp   

(если прямая проходит через на-

чало координат, то 0OP ). 

Пусть   - угол между вектором 

n  и осью абсцисс (в случае, ко-

гда 0n  в качестве   можно 

взять любое значение). Так как n  

- единичный вектор, то 

  sin,cosn . 

Очевидно, что точка  yxM ,  лежит на данной прямой тогда и только тогда, 

когда проекция вектора OM  на ось, определяемую вектором n , равна p . 

Так как  yxOM , , то получаем 

 sincos yxOMnOMПр
n

 . 

Следовательно, уравнение прямой может быть записано в виде: 

pyx   sincos  

или  

0sincos  pyx  . 

Такое уравнение называется нормальным уравнением прямой.  

Рассмотрим произвольную точку M . Пусть d  - расстояние от этой 

точки до прямой 0sincos  pyx  . Отклонением   точки M  от этой 

прямой называется расстояние d , взятое со знаком плюс, если эта точка и 

начало координат лежат по разные стороны от данной прямой, и взятое со 

знаком минус в обратном случае. 

Рассмотрим произвольную точку  000 , yxM . Спроектируем ее на ось, 

определяемую вектором n . Пусть Q  - полученная проекция, а P  - точка 

пересечения прямой OQ  с данной прямой. Очевидно, что отклонение точ-
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ки 0M  от данной прямой равно величине вектора PQ . Соответственно по-

лучаем: 

pOQOPOQPQ  . 

Кроме того,  

 sincosПр 0000n
yxOMnOMOQ  . 

Следовательно, 

pyx   sincos . 

Таким образом, получаем правило: для нахождения отклонения точки от 

данной прямой следует в левую часть нормального уравнения этой прямой 

подставить координаты этой точки.  

 Выясним, как из общего уравнения получить нормальное уравнение. 

Пусть дано уравнение 

0 CByAx . 

Найдем множитель  , при умножении на который общее уравнение пре-

вратится в нормальное. При этом должно выполняться: 













pC

B

A





sin

cos

. 

Возводя в квадрат  первые два равенства и затем, складывая их, получим 

  1222  BA , 

откуда 

22

1

BA 
 . 

Так как расстояние p  всегда неотрицательно, то из третьего равенства сис-

темы заключаем, что знак   должен быть противоположен знаку C .  

В соответствии с этим получаем формулу для нахождения расстояния 

от точки   000 , yxM  до прямой 0 CByAx : 
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22

00

BA

CByAx
d




 . 

 Пример. Написать уравнение прямой, проходящей через точки  

 1,1A  и  2,3 B . Привести это уравнение к нормальному виду и выяснить 

пересекает ли эта прямая отрезок, соединяющий точки  1,1C  и  1,2D . 

 ∆ Воспользуемся каноническим уравнением прямой, проходящей че-

рез заданные две точки: 

12

1

13

1






 yx

 

  

3

1

4

1





 yx

. 

Умножив на число 12 обе части полученного уравнения, получим общее 

уравнение: 

0143  yx . 

Для приведения его к нормальному виду найдем нормирующий множитель, 

выбрав его знак, противоположный знаку коэффициента 1C :  

5

1

43

1
22



 . 

Умножив на этот множитель, получим нормальное уравнение рассматри-

ваемой прямой: 

0
5

1

5

4

5

3
 yx . 

Чтобы выяснить, пересекает ли эта прямая отрезок, соединяющий точки 

 1,1C  и  1,2D , найдем отклонения этих точек относительно этой прямой, 

подставив их координаты в левую часть нормального уравнения: 

5

6

5

1
1

5

4
1

5

3
C , 
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5

3

5

1
1

5

4
2

5

3
D . 

Так как отклонения точек C  и D  имеют противоположные знаки, то они 

лежат по разные стороны относительно данной прямой. Таким образом, эта 

прямая пересекает отрезок, соединяющий указанные точки. ▲ 

 

КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

Если уравнение второго порядка 

022  FEyDxCyBxyAx , 

где 0222  CBA , определяет некоторую линию, то эта линия называет-

ся кривой второго порядка.  

 Путем поворота координатных осей на угол  , преобразуем данное 

уравнение, чтобы в нем отсутствовал член с произведением координат. Ис-

пользуя формулы поворота осей 

 sincos yxx  , 

 cossin yxy  , 

получим уравнение в новой системе координат: 

       cossinsincossincos 2 yxyxByxA

      0cossinsincoscossin 2  FyxEyxDyxC  . 

Выберем угол   так, чтобы коэффициент при yx   обратился в нуль, т.е. 

чтобы выполнялось равенство: 

  0cossin2sincos2sincos2 22   CBA  

  

  02cos22sin   BAC  

  

   2sin2cos2 CAB   
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Если CA  , то 02cos  , и 045 . Если же CA  , то из последнего ра-

венства получаем 

CA

B
tg




2
2 . 

При таком выборе  , будет получено уравнение, не содержащее член с 

произведением координат, т.е. уравнение вида 

022  EyDxCyBxA . 

Выделим полный квадрат по каждой переменной. В результате получим: 

0
4422

2222
































B

D

A

C
E

B

D
yB

A

C
xA , 

т.е. уравнение вида 

    GyyBxxA  2

0

2

0 . 

Сделаем параллельный перенос системы координаты так, чтобы начало но-

вой системы оказалось в точке с координатами 0xx  , 0yy  . Тогда в но-

вой системе координат yxO   уравнение примет вид: 

GyBxA  22 . 

В дальнейшем мы увидим, что такое уравнение определяет: либо ок-

ружность (при BA  ), либо эллипс (при 0 BA ), либо гиперболу (при 

0 BA ), либо параболу (при 0 BA ). При этом возможны случаи вы-

рождения: для эллипса и окружности – в точку или пустое множество, для 

гиперболы – в пару пересекающихся прямых, для параболы – в пару парал-

лельных прямых. Рассмотрим теперь каждую кривую второго порядка в 

отдельности.  

ОКРУЖНОСТЬ 

 

 Определение. Окружностью называется множество точек на плоско-

сти, равноудаленных от данной точки, называемой центром окружности. 
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При этом расстояние от любой точки окружности до ее центра называется 

радиусом окружности. 

 Теорема. Уравнением окружности радиуса R  с центром в начале ко-

ординат является уравнение: 
222 Ryx  . 

 Доказательство. Точка  yxM ,  лежит на указанной окружности тогда 

и только тогда, когда 

ROM   

  

Ryx  22  

  

222 Ryx  . ■ 

Очевидно, что уравнение  

    22

0

2

0 Ryyxx   

определяет на плоскости окружность радиуса R  с центром в точке 

 00 , yxO . 

 

ЭЛЛИПС 

 

 Определение. Эллипсом называется множество точек на плоскости, 

для каждой из которых сумма расстояний до двух фиксированных точек, 

называемых фокусами, есть величина постоянная, большая чем расстояние 

между фокусами. 

 Теорема. Уравнением эллипса, фокусы которого лежат на оси абс-

цисс симметрично относительно начала координат в точках  0,1 cF   и 

 0,2 cF , для каждой точки которого сумма расстояний до фокусов равна по-

стоянной величине a2 , является уравнение: 
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1
2

2

2

2


b

y

a

x
, 

где 22 cab   

 Доказательство. Рассмотрим произвольную точку  yxM ,  эллипса. В 

соответствии с определением эллипса имеем: 

aMFMF 221   

  

    aycxycx 22222   

  

    2222 2 ycxaycx   

  

      2222222 44 ycxycxaaycx   

  

  cxaycxa  222  

  

   2224222 2 xccxaaycxa   

  

   22222222 caayaxca  . 

Из геометрических соображений очевидно, что ac  . 

Следовательно, можно ввести параметр 0b  в соответствии с равенством 

222 cab  , ( 22 cab  ). Тогда полученное равенство примет вид: 

222222 bayaxb   

  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 
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Таким образом, координаты любой точки эллипса удовлетворяют послед-

нему уравнению, а координаты любой точки, не лежащей на эллипсе не 

удовлетворяютя этому уравнению. 

 Покажем обратное, что если x  и y  удовлетворяют уравнению  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
, 

где ba  , то точка  yxM ,  лежит на описанном выше эллипсе, где 

22 bac  . Из указанного уравнения следует, что 








 
2

2
22 1

a

x
by , 

и тогда  

   2

2

2
22222

1 2 x
a

b
bccxxycxMF  

ax
a

c
ax

a

c
acxx

a

c
cbcxx

a

b







 







 
2

22

2

2
222

2

2

221 . 

Заметим, что из данного уравнения также следует, что  

ax   

  

axa  , 

откуда, с учетом оценки  

abac  22  

следует неравенство: 

0 caax
a

c
. 

Следовательно,  

ax
a

c
MF 1 . 
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Аналогично вычислим расстояние от точки M  до правого фокуса 2F : 

  






  222

2

2
2

2

2
22222

2 212 cbcxx
a

b
x

a

b
bccxxycxMF

x
a

c
aax

a

c
ax

a

c
acxx

a

c







 

2

22

2

2

2 , 

так как  

0 acax
a

c
. 

Таким образом, 

ax
a

c
aax

a

c
MFMF 221  , 

т.е. точка M  лежит на данном эллипсе. ■ 

 Для рассмотренного в последеней теореме эллипса параметры a  и b  

называются большой и малой полуосями (в соответствии с тем, что ba  ). 

Очевидно, что эллипсу, фокусы которого лежат на оси ординат сим-

метрично относительно начала координат в точках  cF ,01  и  cF ,02 , со-

ответствует такое же уравнение 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, где a2  - сумма расстояний от 

любой точки эллипса до фокусов, a 22 cab  . При этом уже параметр b  

называется большой полуосью, а параметр a  - малой полуосью. 

 Установим некоторые геометрические свойства эллипса, описанного 

в последней теореме (для эллипса, фокусы которого находятся на оси ор-

динат, эти свойства будут аналогичными). 

 1. Так как уравнение эллипса содержит x  и y  только в четных степе-

нях, то эллипс симметричен относительно координатных осей и начала ко-

ординат. 

 2. Из уравнения эллипса следует, что ax  , by  . Следовательно, 

эллипс находится внутри прямоугольника, стороны которого параллельны 
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координатным осям 

и проходят через 

точки  0,1 aA  , 

 0,2 aA ,  bB ,01 , 

 bB ,01 . Из уравне-

ния эллипса также 

следует, что указан-

ные точки являются точками пересечения эллипса с координатными осями. 

 3. Форма эллипса зависит от отношения 
a

b
. При ba   уравнение 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 определяет окружность. В качестве характеристики формы эл-

липса чаще пользуются параметром 
a

с
 , называемым эксцентриситетом 

эллипса. Так как aс  , то 10   . Представим эксцентриситет в следую-

щем виде: 

2

2

2

22

1
a

b

a

ba

a

с



 . 

Тогда 21 
a

b
. Отсюда видно, что чем меньше эксцентриситет эллипса, 

тем эллипс будет более округлым, а чем больше эксцентристет, тем эллипс 

будет более сплющенным. 

 4. Расстояния от точки 

 yxM ,  эллипса до фокусов назы-

ваются фокальными радиусами 

этой точки. Обозначим фокальные 

радиусы этой точки следующим об-

разом: 
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MFr 11  , MFr 22  . 

В ходе доказательства последней теоремы было показано, что 

x
a

c
ar 1 , 

x
a

c
ar 2 . 

Эти формулы удобно воспринимать в терминах эксцентриситета: 

xar 1 , 

xar 2 . 

5. Рассмотрим прямые 

a

x  , называемые директрисами эллипса. 

Их значение выявляется следующим утверждением. 

Теорема. Пусть r  - рас-

стояние от произвольной точки 

эллипса до какого-нибудь фоку-

са, d  - расстояние от этой же 

точки до односторонней с вы-

бранным фокусом директрисы. 

Тогда отношение 
d

r
 есть вели-

чина постоянная, равная эксцентриситету: 
d

r
. 

 Пример. На эллипсе  

1
925

22


yx

 

найти точку, разность фокальных радиусов которой равна 6,4. 

 ∆ Фокальные радиусы точки  yxM ,  эллипса определяются форму-

лами  

xar 1 , 



137 

xar 2 . 

В нашем случае имеем: 

5a , 

3b , 

422  bac , 

5

4


a

c . 

Следовательно, 

xr
5

4
51  , 

xr
5

4
52  , 

xrr 6,121  . 

По условию задачи получаем: 

4,66,1 x  

  

4x . 

Таким образом, есть две точки, удовлетворяющие условию задачи с абс-

циссами -4 и 4. Соответствующая ордината равна 1,8. В итоге получаем две 

искомые точки:   ;1,841 M ,  ;1,842M .▲ 

 

ГИПЕБОЛА 

 

 Определение. Гиперболой называется множество точек на плоско-

сти,для каждой из которых модуль разности расстояний до двух фиксиро-

ванных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная, меньшая 

чем расстояние между фокусами. 
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 Теорема. Уравнением гиперболы, фокусы которой лежат на оси абс-

цисс симметрично относительно начала координат в точках  0,1 cF   и 

 0,2 cF , а модуль разности расстояний от каждой точки которого до фоку-

сов равен постоянной величине a2 , является уравнение: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

 Доказательство. Рассмотрим произвольную точку  yxM ,  эллипса. 

По определению эллипса имеем: 

aMFMF 221   

  

    aycxycx 22222   

  

    aycxycx 22222   

  

      2222222 44 ycxaaycxycx   

  

  222 acxycxa   

  

   4222222 2 acxaxcycxa   

  

   22222222 acayaxaс  . 

Из определения гиперболы следует, что  

ca  . 

Следовательно, можно ввести параметр 0b  в соответствии с равенством  
222 acb  . 
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Тогда полученное равенство примет вид: 
222222 bayaxb   

  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Таким образом, координаты любой точки эллипса удовлетворяют послед-

нему уравнению. 

 Покажем обратное, что если x  и y  удовлетворяют уравнению  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
, 

то точка  yxM ,  лежит на описанной выше гиперболе, где  

22 bac  . 

Из указанного уравнения следует, что 








  1
2

2
22

a

x
by , 

и тогда  

  






  222

2

2
22

2

2
2222

1 212 bccxx
a

b
bx

a

b
ccxxycxMF

ax
a

c
ax

a

c
acxx

a

c







 

2

22

2

2

2 . 

Заметим, что из данного уравнения также следует, что  

ax   

  

    ,, aax . 

При ax   имеем: 

0 acax
a

c
. 
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При ax   имеем: 

0 acax
a

c
. 

Следовательно,  














axax
a

c

axax
a

c

MF
 если,

 если,
1 . 

Аналогично вычислим расстояние от точки M  до правого фокуса 2F : 

  






  222

2

2
22

2

2
2222

2 212 bccxx
a

b
bx

a

b
ccxxycxMF

ax
a

c
ax

a

c
acxx

a

c







 

2

22

2

2

2 . 

При ax   имеем: 

0 acax
a

c
. 

При ax   имеем: 

0 acax
a

c
. 

Следовательно,  














axax
a

c

axax
a

c

MF
 если,

 если,
2 . 

Таким образом, 

aMFMF 221  , 

т.е. точка M  лежит на данной гиперболе. ■ 

 Для рассмотренной в последеней теореме гиперболы параметры a  и 

b  называются действительной и мнимой полуосями. 
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Очевидно, что гиперболе, фокусы которого лежат на оси ординат 

симметрично относительно начала координат в точках  cF ,01  и  cF ,02 , 

соответствует уравнение  

1
2

2

2

2


a

x

b

y
, 

где a2  - сумма расстояний от любой точки эллипса до фокусов, a 

22 acb  . 

При этом уже параметр b  называется действительной полуосью, а пара-

метр a  - мнимой полуосью. 

 Установим некоторые геометрические свойства гиперболы, описаной 

в последней теореме (для гиперболы, фокусы которой находятся на оси ор-

динат, эти свойства будут аналогичными). 

 1. Так как уравнение гиперболы содержит x  и y  только в четных 

степенях, то гипербола симметрична относительно координатных осей и 

начала координат. 

 2. Из уравнения гиперболы следует, что ax  . Следовательно, ги-

пербола находится вне полосы, ограниченной прямыми ax  . Та часть 

гиперболы, которая находится левее прямой ax  , называется ее левой 

ветвью. Та ее часть, которая находится правее прямой ax  , называется 

правой ветвью гиперболы. Из уравнения гиперболы также следует, что ги-

пербола пересекает ось абсцисс в точках  0,1 aA  ,  0,2 aA  и не пересекает 

ось ординат. 

 3. Прямые x
a

b
y 

 
называются асимптотами гиперболы. Покажем, 

что гипербола 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 со своими асимптотами не пересекается. Пред-

положим обратное. Тогда система 
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x
a

b
y

b

y

a

x
1

2

2

2

2

 

является совместной. Однако очевидно, что решение этой системы сводит-

ся к равенству: 

1
2

2

2

2


a

x

a

x
. 

Соответственно эта система решений не имеет, что противоречит предпо-

ложению. Таким образом, гипербола с асимптотами не пересекается.  

Покажем, что при неограниченном удалении точки  yxM ,  гипербо-

лы от начала координат эта точка будет все время приближаться к соответ-

ствующей точке асимптоты. Рассмотрим часть гиперболы, лежащей в пер-

вой четверти и задаваемой уравнени-

ем 22 ax
a

b
y  , и асимптоту 

x
a

b
y  . Пусть  yxN ,  - соответст-

вующая точка этой асимптоты. Тогда 

расстояние между точками M  и N  

определяется равенством: 

  2222 axx
a

b
ax

a

b
x

a

b
yyMN

   
2222

2222

axx

ab

axx

axxaxx

a

b







 . 

Очевидно, что по мере увеличения x  найденное расстояние будет умень-

шаться, неограниченно устремляясь к нулю. Аналогично рассматриваются 

случаи других четвертей.  
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 Заметим, что асимптоты гиперболы проходят через вершины прямо-

угольника, стороны которого параллельны координатным осям и проходят 

через точки  0,1 aA ,  0,2 aA  ,  bB ,01 ,  bB ,02 . Этот прямоугольник назы-

вается основным прямоугольником гиперболы. 

 3. Форма гиперболы зависит от отношения 
a

b
. Так же как и в случае 

эллипса для гиперболы введем параметр  

a

с
 , 

называемый эксцентриситетом гиперболы. Так как aс  , то 1 . Предста-

вим эксцентриситет в следующем виде: 

2

2

2

22

1
a

b

a

ba

a

с



 . 

Тогда 

12  
a

b
. 

Отсюда видно, что чем меньше эксцентриситет гиперболы, тем меньше от-

ношение 
a

b
 ее полуосей, а значит, тем более вытянут ее основной прямо-

угольник вдоль оси абсцисс. 

 4. Расстояния от точки  yxM ,  эллипса до фокусов называются фо-

кальными радиусами этой точки. Обозначим фокальные радиусы этой точ-

ки следующим образом: 

MFr 11  , MFr 22  . 

В ходе доказательства последней теоремы было показано, что 














axax
a

c

axax
a

c

r
 если,

 если,
1 , 
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axax
a

c

axax
a

c

r
 если,

 если,
2 . 

Эти формулы удобно воспринимать в терминах эксцентриситета. Для точек 

левой ветви  гиперболы имеем: 

axr  1 , 

axr  2 ; 

а для точек правой ветви: 

axr  1 , 

axr  2 . 

5. Так же, как и в случае эллипса, прямые 

a

x  , называемые дирек-

трисами гиперболы 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. Их значение выявляется следующим ут-

верждением. 

Теорема. Пусть r  - рас-

стояние от произвольной точки 

гиперболы до какого-нибудь фо-

куса, d  - расстояние от этой же 

точки до односторонней с вы-

бранным фокусом директрисы. 

Тогда отношение 
d

r
 есть величи-

на постоянная, равная эксцентри-

ситету: 


d

r
. 
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 Доказательство этой теоремы повторяет доказательство аналогичного 

утверждения для эллипса.  

 Пример. Эксцентриситет гиперболы, фокусы которой находятся на 

оси абсцисс симметрично относительно начала координат, равен 2 . Со-

ставить ее уравнение, если известно, что гипербола проходит через точку 

 2,3M . 

 ∆ Данная гипербола имеет уравнение  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

По определению эксцентриситета имеем: 

2
a

c
, 

где  222 bac  . Тогда 

2
2

22



a

ba
. 

Другое равенство получим из условия нахождения точки M  на гиперболе: 

   
1

23
2

2

2

2


ba

 

  

1
23

22


ba
. 

Таким образом, получаем систему уравнений: 















1
23

2

22

2

22

ba

a

ba

. 

Из первого уравнения следует, что 
22 ba  . 

Учитывая это равенство из второго уравнения получаем: 
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1
1

2


b
 

  

12 b  

  

12 a . 

Таким образом, уравнение данной гиперболы: 

122  yx . ▲ 

 

ПАРАБОЛА 

 

Определение. Параболой называется множество точек на плоскости, 

каждая из которых одинаково удалена от данной точки, называемой фоку-

сом, и данной прямой, называемой директрисой. Расстояние от фокуса до 

директрисы называется параметром параболы. 

Теорема. Уравнением параболы, фокус которой находится в точке 







 0,

2

p
F , а директриса которой 

2

p
x  , является уравнение pxy 22  . 

Доказательство. Рассмотрим 

произвольную точку  yxM ,  данной 

параболы и ее проекцию 





 y

p
A ,

2
 

на директрисе. По определению па-

раболы имеем: MFMA  

  

2

2

22
y

p
x

p
x 
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2

22

22
y

p
x

p
x 






 






   

  

pxy 22  . 

Таким образом, координаты любой точки рассматриваемой параболы удов-

летворяют полученному уравнению. 

 Покажем обратное, что если x  и y  удовлетворяют уравнению 

pxy 22  , то точка  yxM ,  лежит на описанной выше параболе. Очевидно, 

что расстояние от этой точки до директрисы равно 
2

p
x  . При этом спра-

ведлива цепочка равенств: 







 






 

22
2

2
22

2

24
2

42

p
x

p
pxxpx

p
pxxy

p
xMF  

2

p
x  . 

Следовательно, расстояние от точки M  до фокуса равно расстоянию до 

директрисы, т.е. точка M  лежит на данной параболе. ■ 

Очевидно, что параболе, фокус которой находится в точке 







2
,0

p
F , и 

директриса которой  имеет уравнение 

2

p
y  , соответствует уравнение 

pyx 22  . 

Парабола pxy 22   симметрич-

на относительно оси абсцисс, так как 

y  входит в уравнение в четной сте-
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пени; можно говорить о том, что она состоит из двух ветвей (верхней и 

нижней). Ветви этой параболы «смотрят» вправо, если параметр p  поло-

жителен, и «смотрят» влево, если параметр p  отрицателен. Начало коор-

динат (точка параболы, которая находится ближе остальных к директрисе) 

называется вершиной этой параболы.  

Парабола pyx 22   симметрична относительно оси ординат, так как 

x  входит в уравнение в четной степени; можно говорить о том, чтоона со-

стоит из двух ветвей (правой и левой). Ветви этой параболы «смотрят» 

вверх, если параметр p  положителен, и «смотрят» вниз, если параметр p  

отрицателен. Начало координат (точка параболы, которая находится ближе 

остальных к директрисе) называется вершиной этой параболы.  

Пример. Составить уравнение параболы, если даны ее фокус  3,4F  

и директриса 1y . 

∆ Так как любая точка  yxM ,  параболы находится на одинаковом 

расстоянии от директрисы и от фокуса, то 

1 yMF  

  

    134 22  yyx . 

Очевидно, что вершина данной параболы находится в точке  1,4O , а ее 

ветви смотрят вверх. Следовательно, обе части последнего равенства по-

ложительны, и обе части этого равенства можно возвести в квадрат. Таким 

образом, оно равносильно равенству: 

     222 134  yyx  

  

   184 2  yx  

  

3
8

1 2  xxy . 
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