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Предисловие к «Лекциям"

Среди мирОб, в мерцании СfJетuл

Одной Звезды я повторяю имя ...
Не потому, чтоб я Ее ЛJобuл,

А потому, что я томлюсь с другим",.

И если мне сомненье тяжело,

Яу Нее одной ищу ответа,

Не потому, что от Нее светло,

А потому, что с Ней не надо света.

Иннокентий Анненский

Для нормального изучения любого математического предмета

необходимы, по крайней мере, 4 ингредиента: .
1) жиfJOй учитель;

2) обыкновен//ый nодробный учебник;

3) рядОfJОЙ задачник;

4) учебник, освобожденный от рутины, но дающий общую картину, мотиБЫ,

связи, «что зачем•.

До четвертого пункта у системы образования руки не дохо

дили. Конечно, подобная задача иногда ставилась ирешалась,

но в большинстве слУчаев - при параллельном исполнении

функций обыкновенного учебника. Акценты из-за перегрузки

менялись, и намерения со второй-третьей главы начинали дрей

фовать, не достигая результата. В виртуальном пространстве так

бывает. Аналог объединения гантели с теннисной ракеткой пере

стает решать обе задачи, хотя это не сразу бросается в глаза.

«Лекции)~ ставят 4-й пункт своей главной целью. Сопутствую

щая идея - экономия слов и средств. Правда, на фоне деклараций

о краткости и ясности изложения предполагаемое издание около

20 томов может показаться тяжеловесным, но это связано с об

ширностью математики, а не с перегрузкой деталями.
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Необходимо сказать, на кого рассчитано. OrBeT «на вcex~ вы

глядит наивно, но он в какой-то мере отражает суть дела. Обозри

мый вид, обнаженные конструкции доказательств - такого сорта

книги удобно иметь под рукой. Не ceK~eт; что специалисты самой

высокой категории тратят массу сил и времени на освоение ма

тематических секторов, лежащих за рамками собственной специ

ализации. Здесь же ко многим проблемам предлаJ;'aется короткая

дорога, позволяющая быстро освоить новые области и освежить

старые. Для начинающих «(короткие дороги. тем более полезны,

цоскольку облегчают движение любыми другими путями.
.в вопросе «на кого рассчитано~, - есть и другой аспект.

На сильных или слабых? На средний вуз или физтех? Опять-таки

выходит «(HaBcex~. Звучит странно, но речь не идет о регламента

ции кругозора. Простым языком, коротко и прозрачно описыва

ется предмет. Из этого каждый извлечет свое и двинется дальше.

Наконец, последнее. В условиях информационного наводне

ния инструменты вчерашнего дня перестают работать. Не потому,

что изучаемые дисциплины чересчур раэрослись, а потому, что

новых секторов жизни стало слишком много. И в этих условиях

мало кто готов уделять много времени 9ему-то одному. Поэтому

учить всему - надо как-то иначе. «Лекции!) дают прим~р. Пло

хой ли, хороший - покажет время. Но в любом случае, это про

дукт нового поколения. Те же «колеса.,.тОт же «руль., та же мате

матическая суть, - но по-другому.



Предисловие к четырнадцатому тому

Вокруг веселье хмурится,

Везде чужая улица,

Приманкою paCKuдallbI

Магни"!ы небылиц ...
НО в петуха лишь курица

НавеЧ/lО MOJICem втюриться,

В мечтахлаская идала

Из племени жар-птиц.

Теория чисел сродни Храму, где всяк входящий оставляет

мирские помыслы за порогом. Но сей пантеон все же мириады

нитей связывают с остальной математикой, оживляя и заземляя

идеологическое ядро. Главная проб.цема ...:.. не потеряться в на

громождении результатов, каковое н.икак не рассасывается из-за

таинственности корней и переизбытка фактов, заслоняющих кар

тину. Поэтому в начале пуги целесообразно отсеивать лишнее,

выделяя и концентрируясь на магистралях.



Глава 1

.OTnpaSHble точки

Тhe early ЫЮ тау get the wonn,
but the second тоше gets the cheese.

Первая глава вынуждена преодолевать

у 'lИтателя возможное отвращение к арифме

тике, что подталкивает к необходимости рас

ставлять акценты попреки естественной логике.

Поэтому З8да'Ia на первом этапе минималь

ная - создать нскоторый запас интереса.

.1.1. Мир состоит из побочных результатов

Пе'l'вичные цели не достигаются, если значительны. И потому

.Вселенная состоит из побочных результатов. Вспомнитестремле

ни~ выжить, ведущеесквозьбудни. Или последнюютеоремуФерма

'0 неразрешимостив целых х, у, z уравнения

n> 2,

игравшую 360 лет роль «(мухи на другой стороне Луны» 1). Уайлс,

решивший задачу, нанес чувствительный вред научной среде,

уничтожив маяк и оставив без ориентира публику.

Платонический характер теории чисел долгое время пестовал

ся и превозносился на фоне понимания опосредованного влияния

1) rODOPIIT. будто Лu1ьберm UЫЦСЛIIЛ как-то в качестве оажllОЙ проблемы 1l0llМКУ мухи
118 другой cтopolle ЛуtlЫ. ПОЯСIIИD. что "а этом nyrи могла бы быть решена масса полезных

зада'l.
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оной на всю математику. Но сохранить «девственность» не уда

лось. Приложения шаг за шагом проникли в самое ядро арифме

тики. В первую очередЬ это, конечно, криптография. Кроме того,

немало отдаленных контактов с теорией групп, анализом, геомет

рией стали переходить в фазу сращивания. Но мысль о журавле

в небе все же остается, и этого идеалистического устремления ока

зывается достаточно для утилитарного развития. Как собственно

и было еще в доисториqеские времена .

..Математика никогда не достигла бы такой степени совершенства, не при

ложидревние столько усилиЙ для изучения вoitpocoB, которыми сегодня многие
пренебрегают из-за их мнимой бесплодности", - писал Эйлер.

1.2. Универсализмдиофантовых'уравнений

Значимостьтеории чисел настольковсеохватывающа,что об этом

никто не помнит, да и мало кто знает. Декларация сия - не эпа

таж, а чистая правда, хотя и не вся. Если говорить коротко, то

любая математическая проблема сводится к разрешимости того

или иного диофантова уравнения в целых числаХ. Это, конечно,

сюрприз, причем выдающиЙся. Речь идет не только о теоре

тико-числовых проблемах, а о любых математических: гипотеза

PuмaHa 2) насчет нулейдзета-функции [5, т. 9], разрешимость урав
нения Навье-СтОICса [5, т. 11] и т. п. Поэтому теория диофантовых

уравнений, охватывающая все разрешимые и неразрешимые за

дачи 3), не может быть простой в принципе. Другое дело что

сложнымзадачам могл~ бы отвечать сложные уравнения,но и та

кие надежды не оправдываются.

Напомним [5, т.6]; что диофантовыми называют полиноми

альные уравнения вида·

(1.1 )

2) В статье: Wiles А. Оп the conjecture оС Birc!l and Swinnerton-Dyer // Invent. math.
39(1977). No. 3, Р. 223-251, - дается диофантова форма гипотезы PUМOHa и проблемы

четыре;с красок.

3) С некоторыми оговорками [5, т.6).
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4) ..
где р(.) - полином с целыми коэффициентами ,решения тоже

подразумеваются целыми.

Часть переменных в (1.1) выделяется·далее в качестве пара

метров, и переписывается в виде р(а, х) = О, т. е.

р(а, Х1, ••• , Хт) ::::;: О,

где параметр может быть векторным,

ПрИ'Iем все

aj, Хj Е N = {1, 2, ...}.

(1.2)

1.2.1. Множество А положительныхвекторов называется диафан

mовы./И5), если при любом а Е А и только при а Е А уравнение (1.2)
разрешимо в целых положительных Х 1, .•. , Хт .

Требование положительности перемен

НЫХ.не принципиально и связано с техни

ческими причинами. Отрицательные коэф

фициенты полинома р(а, Х) при этом не

исключаются. В тех случаях, когда по урав

нению р(а, Х) = О, неразрешимому в целых

положительных числах, необходимо ука

зать уравнение неразрешимое в

Z={... ,-I,O,I, ...},
Лагранж (1'~З6-181З)

выручает известная теорема Лагранжа 3.11.1: каждое целое по

ложительное число ЯШlяется суммой четырех квадратов. Поэтому

урав.нение р(а, х) = О достаточно заменить на

ПiJИ т > 1 теорема Лагранжа применяется к каждому' Х; отдельно.

4) Thпа z~ - 4z,z1 + 32. .
5) ДиофантОВbl функции определяются как функции, rpафик которых (множество пар),

G, = {Х), ... , Хn • 11 = /(XI •... , Хn)}, диофантов.
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Определенную свободу маневра при использовании ПОНЯТИЯ

1.2.1 дает следующий, В,ообще ГОВОРЯ, неожиданный результат.

1.2.2. Лемма. Множество А С N диофантово в томм случае,

когда о/ю является множеством положительных значении uекото

рого полинома Р(х(, ... ; Xk)'

Фундаментальное достижение Матиясевича, поставившего

последнюю точку в решении 1О-и пРоблемы Гильберта 6), заклю

чалось в устаноолении факта, в который «до того» мало кто готов

был верить.

1.2.3. Теорема Матиясевича.Диофантовостьмножестваравно

СШlьна его nеречислuмости7) •

С учетом леммы 1.2.2 оказалось, например, что:

1.2.4. Существует полином, множество положительных значении

которого совпадает С множеством простых чисел,. и такой полином

может быть конструктивно указан8). (!)

ДиофаНТО8Ы множества удобно характеризоватьтакже с по

мощью «разрешенных»операций арифметическогоязыка

Lo = {+, х, =, 3 }, (1.3)

допускающего ДЛЯ конструированИЯ высказываний четыре опе

рации: сложение +, умножение х, равенство = и де1СЛорацию

существования 3 .

1.2.5. Теорема. Множество является диофантовым в томм слу

чае, когда оно описывается на языке Lo.

Ограниченность средств (1.3) удобна при доказательстве ре

зультатов принципиально-алгоритмического толка. ДЛЯ помеще

НИЯ конкретных математических проблем в лоно диофантовости

6) Состоящей в возможности универсальнOI'О алГОрИТМИ'lескоro.рещения вопроса о на
Лlt'lии цеЛОЧИСJlеlШЫХ корней у полинома.

7) СМ, здесь ГJlaBy 5, а также [5, т.6), где тема lI:Lтагается более'обстоятельно и приво
дится ДlJказате:IЬСТВО цеитраЛl>liOГО результата.

8) В [5, т.6) есть пример TaKoro полинома, 6-й степени от 26 неременных.
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желателен, конечно, более широкий ассортимент инструментов

нежели Lo. На эти случаи есть теоремы об эквивалентности Lo
другим языкам (п. 5.4.1), которые богаче и легче в употреблении.

С их помощью в сферу разрешимости .диофантовых уравнений

переводится подавляющая часть математических проблем из ана

лиза, геометрии и других дисциплин.

Проблема Гольдбаха 9). например. с помощью полинома Р(ЖI • •••• Жт), пе
речисляющегопростые числа, переформулируетсякак проблемаразрешимости

диофантовауравнения

(2k + 2 - q, - q2)2 + [q. - Р(ж ..... , жт )]2 + [q2 - P(Yl, ... , Ут)]2 = О

относительно ql, q2, ЖI"'" Жт , У" •••• Ут при любых значениях k Е N, что как

раз соответствует значению n = 2k + 2 ~ 4. .
От l1араметрической зависимости здесь можно избавиться посредством

lIехитрой технической уловки [5, т.6).

Перевод задач из разных областей на' диофантов языlK говорит,

конечно, лишь об алгоритмизуемости этих задач. Причем когда

последняя изначально ясна, то ясна и принципиальная возмож

ность диофантова описания 10).

1.3. Лабиринты натуральногоряда

Чи~ло р Е N, Р i= 1, называют простым, если оно делится только

на 1 и само на себя. Остальные n Е N, n i= 1, считаются со

ставuыми числами, каковые оказываются единственным образом

представимы в "аuоuичес"ом виде 11)

9) Состоящая в предположении о представимости любою четного n ~ 4 в виде суммы

двух простых чисел. Комментарии в следующем разделе.

. 10) Не все математические проблемы описываются на алгоритмическом языке. При
мерам MOryт служить некоторые проблемы, связанные с эффе"тивной "щtечностью или

беС"Оllечностью. Для уравнения P(z) = О невозможно в общем случае (по теореме Райса

[5, т.6)) указать алгоритм, КОТОРЫЙ бы отвечал на вопрос, конечно или бескOI{ечно

множество рещcrшЙ. И все нерещенные пока проблемы, где утвержцается конечность

или бесконечность множества элементов, удоаllетворяющих некоторым свойствам, 
попадают под подозрение. Такова, например, проблема. бесконечности пар простых чисел

близнецов.

11) Подробности в главе 2.
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Простые числа таким образом являются атомами, из которых

состоят «молекулы» на1)'Рального ряда

N = {l, 2, ...},

и потому представляют первостепенный интерес, как периоди

ческая таблица Менделеева в химии. Тем не менее устройство

совокупности простых чисел оказывается глубинно нетриnиаль

ным. Самые простые вопросы не имеют ответа..

Наиболее изnестны: проблема Гольдбаха, - состоящая в пред

положении, что любое четное n ~ 4 представимо n nиде суммы

двух простых чисел, - и проблема чисел-БЛU3llецов 12). Та и другая

не решены до сих пор. И тут уместны некоторые штрихи, свиде

теЛЬСТВYIощие о масштабах УСИЛИЙ и трудностеЙ.

Шнирельман

(1905-1938)

Проблема Гольдбаха воз.никла более трехсот лет тому назад в переписке

Гольдбаха с Эйлером. Гольдбах высказал предположение, 'что любое нечетное

n > 5 представимо в виде суммы трех простых чисел - это называют теперь

слабой гипотезой Гольдбаха. Эйлер усилил П.1!од фантазии до указанной выше

формулировки. ПО'IТИ IIвести лет зада'lа "стояла на месте», несмотря на уча

стие самогО Эйлера. Лед тронулся в первой половине

прошлого века. Сначала Харди и Литmлвуд (1923)
показали справедливость «слабой mпотезы» для всех

достаточно больших нечетных чисел, но в предполо

жении справедливости некоторого аналога гипотезы

Puмalla. От обременительнь~х допущений освободил

результат Виllоградов (1937), однако оценки мини

мального N, начиная с которого нечетные числа рас

кладЫВЗIОТСЯ в сумму трех простых, - заШКflЛивают

до сих пор. Сейчас N '" 1043000, И массив в диапазоне

[О, 10430001 практически непроверяем.

С вариантом Эйлера, насчет представимости 'Iетных

чисел суммой двух простых, ситуация намного хуже.

Есть результат Виноградова-Эстермана о требуемой

представимости почти всех четных чиссл. Шнuрель

!tIQII показал, что достаточно большие четные числа

12) Существует .111 беСКОIfС'IIIО много пар прОС1ых чиссл-БЛИ31fСUОО, ОТДCJIСIIIIЫХ друг
от друга IICCfO ОДНlIМ 'IИСЛОМ. Псе пары простых БЛИ3IiСUОО, КРОМС (3, 5) И~IСIOТ ОИД 6n ± 1.
11:1 д3llНЫЙ момент (07.2009) IIЗ;1большая И3DCстная пара 2003663613 . 2195000 ± I (5871\
IШфр).
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предсгавимы в оиде суммы не более К простых чисел, и К поначалу было

неМНОrJ1М менее МИJUJИона. Сейчас результат дооеден до К ='4, но расстояние

до К = 2 все равно оидится в парсеках. На прилегающей территории есть также

другие ассоциирооанные результаты, но ощущение близости цели не ПОЯВllяется.

На компьютерах проблема Гольдбаха проверена оплоть до N порядка 1018.

Ситуация с числами-близнецами совсем безрадостна. HeXOi1Tкa идей ед

оа ли не абсолютная. Жажда результата выливаетс~ главным образом о ~О~lПью

терный счет. Самая большая изоестная пара

2003663613·2195000 ± 1,

'Jисла о сооей десятичной записи имеют 110 58711 цифр.

Загадочные обстоятельства сопут

ствуют почти всем попыткам разобрать

ся в «атомарной структуре» натураль

ного ряда. Есть предположение, напри

мер, что всякое четное n бесконечным

количеством способов представимо в ви

де разности двух nоследоваmельных про

стых чисел. Однако не доказано даже,

что любое четное n представимо в виде

разности двух каких-нибудь прщ:тых чи-

Серпинский (1882-1969) сел хотя бы одним способом. Богатая

коллекция безответных вопросов есть

у Серnинского [17J. Не все они, конечно, того же каЛибра что

и проблема Гольдбаха, но о масштабе «недавних» задач ·не всегда

легко судить. Безделица иногда оборачивается проблемой века,

а солидная с виду задача - лопается как мьmьный пузырь.

Трудно разобраться, в частности, насколько основательны

многочисленные задачи о простых числах специального покроя.

Существует ли бесконечно много простых чисел вида:

(а) 111 .,. 111, записываемых с помощью только единиц 13);

(Ь) 100 ... 001, у которых между крайними единицами од

ни нули;

1023 - 1
13) Рекорд пока прИllздnежит 'IИСЛУ --9-.



1.3. Лабиринты натурального ряда 17

(1.4)

(с) остающихся простым и при любой перестановке цифр в их

десятичной записи?

(d) Конечно или бесконечно множество простых числовых

палиндромов14)?

Задачи открыты, и это до некоторой степени удивительно

на фоне следующего результата [17].

1.3.1. По любым двум последовательностям цифр al,"" аn и

b1, ••• , Ьт , при условии· Ьт Е {I, З, 7, 9}, всегда можно указать

простое число с десятич1tой записью

т. е. существуют простые числа, десятичная запись которых начи

нается и заканчивается любыми Hane~eд заданными последователь

ностями цифр, :~a исключе1tием последней,

Ьт i= {2, 4,5,6, 8}.

Бесконечность множества JP> простых чисел общеизвестна 15).

Классическое рассуждение Евклида (п. 2.2.2) дает тому обосно

вание в две строчки. Однако насыщенность натурального ряда

простыми числами иногда вызывает удивление. С одной сто

роны, например, в N есть сколь угодно длинные промежутки

свободные от элементов JP> (раздел 8.З). С другоj[l стороны, ряд

1 1 1 1
L-=-+-+"'+-+'"
рЕIP Р РI Р2 Pr

расходится, что так или иначе впечатляет, ибо всех натуральных n
«еле-еле хватает!) для расходимости

со 1
L;;,

а тут после жуткой выбраковки слагаемых l/n сумма (1.4) греш

ным делом все равно уходит в бесконечность.

14) Читаемых одинаково в обоих lfапраВJIениях, типа 131,313,727,929.
15) Приблиэнтелыю на уровне щарообразlfОСТИ Зеr.tIJl1.
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( i)-I
1.3.2. Теорема Эйлера. Сумма (1.4) и П 1- - , - расхQдяmся.

"е:!' р

.... Если 2k ~ :С, то, как легко убедиться 16)

(
1)-1 (1 1 ) [ж) 1

П 1 - Р > П 1+ р +... + pk ~ 2: n'
"е:!' > ""ж.,,е!' . п=1

'iTO приводит к расходимости произведения из-за свойства

00 1
2:-=00.n

в то же время в силу легко проверяемого неравенства 17)

(1.5)

1 ( 1)-.
Р > In 1 - Р

2р(р - 1)
(1.6)

2:! > In п(l- ~)-I -2'
"еР р "еР р

'ITO в итоге гарантирует расходимость (1.4). ~

1.4. На стыке с комбинаторикой

Как в самой арифметике, так и за ее пределами постоянно

возникают числа, представляемые различными формулами ли

бо описаниями той или иной ПРИРОДbl. Один из J;lСТОЧНИКОВ 
комбинаторика. При этом особый интерес представляют те ситу

iщии, в которых обнаруживаются связи с удаленными областями.

Характерный пример - пятиугольные числа 18) , измеряющие коли

'{ество <<целых точек» в комплектах гомотетичныx ПЯТИУГОЛЬНИКОВ

(рисунок ниже) с целочислеННblМИ сторонами О, 1,2, ....

16) Первое HepaвellcTBo в (1.5) проистекает из замены суммы бесконечной геометриче
ской проrpecсии ее конечной частью. Раскрытие скобок при перемножении сомножителей

(
1 1 ) k 11+ Р +... + р" благодаря услооию 2 ~:c даст осе слагаемые nпри n ~ [:с], откуда

следует второе неравенство (1.5).
17! Неравенство (1.6) получается подстановкой z = I/p в очевидное равенство

_) z2 zЗ 1 2 3 z2
In(l-z) -z= 2+3"+"'< "2(z +z + ...)= 2(I-z)' ZE(O,I).

18) Известные еще древним грекам.
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Для пятиугольного числа /n легко устанавливается формула,

дающая ряд

1
fn = 2n(3n - 1), (1.7)

1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, .1]7.... (1.8)

Экспонаты (].7), (1.8) кажутся высосанными из пальца. Де

скать, мало ли безделушек вокруг. Однако Эйлер неожиданно

обнаружил, что разложение бесконечного произведения

(1.9)

дает степенной ряд 19)

l-x-x2+x5+х7 _ Xl2 _x15 +х22 +х26 _ хЗ5 _ х4О +... , (1.10)

D котором ненулевые показатели степени определяются формулой

(1.7) при условии расширения значений

1
-n(3n - 1) с n Е N до n Е Z.
2

к пятиугольным числам как бы добавляются «пятиугольные по

тусторонние».

19) Равенство (1.9) JI (1.10) весьма IIримсчательный и JlСТРИDIIЗJIЬНЫЙ факт. Стршое

оБОСНОDaНИС Эйлеру уда.10СЬ найти лишь через много лет.
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1
Эйлер также показал, что последоватеЛЬНОСJ:Ь 2n(3n - 1),. n Е Z, вплетена

о формулу

u(n) = u(n - 1) + u(n - 2) - u(n - 5) - u(n -7) +
+ u(n - 12) + u(n - 15) - u(n - 22) - u(n - 26)+ ... , (1.11)

где tТ(n) обозначает сумму всех делителей n, и о правой части (1.11)

u(n - 11:) = О, если n - 11: :s;; О.

Таким образом, первоначальная несколько пресная и наду

манная геометрическая легенда о пятиугольных числах неожиданно

оборачивается глубинными взаимосвязями с анали'зом и теорией

делимости. Нетривиальные взаимосвязи, конечно, требуются со

временному исследователю, избалованному деликатесами. Древ

ние пифагорейцы Ъбходились меньшим (или большим). Опираясь

на философское чутье, они приписывали многоугольным числам 20)

важную роль в устройстве мироздания. Как бы там ни было,

но такими числами занимались многие выдающиеся математики,

Ферма, Эйлер, Гаусс, что кажется удивительным ныне, когда чуде

са нивелируются под обыденность.

Комбинаторика представляет еще интерес как механизм, по

рождающий малыми средствами огромные числа. ЭксnоненциШlЬ

ные комбинаторные взрывы фундаментально вплетены в устройство

Мироздания, и уж на арифметику влияют так или иначе. Специ

фически в этом отношении выделяется теория Рамсея, каковая

пошла от «детской задачю>: среди любых шести человек всегда

найдутся трое, которые все - либо знакомы между собой, либо

':Ie знакомы друг с другом .

. То есть: в любом шести-вершинном графе всегда найдется три-nодграф, ко

торый либо полный, либо пустой - не содержит ребер вообще.

Рамсей доказал, что по любым k,l Е N можно указать такое

число R, что в любом R-вершинном графе всегда найдется либо

20) Многоугольные числа Оllределяются вложением многоугольников. Интересна золотая

теорема Ферма (1670): (3) всякое натуральное число - есть либо треугольное, либо сумма

двух Ш/и трех треуголы/bIX чисел, .... (5) всякое натуральное число - есть либо nятиугольное,

либо сумма от двух до пяти nятиугольнbIX чисел и т. д. Полное докаэa:reльство дал Коши

JIИШЬ В 181З году.
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полный k-nодграф, либо' пустой l-nодграф21). Минимальные из та

ких R величины R(k, 1) называют числами Рамсея.

Соответствующая теория богата обобщениями и большим

разнообразием содержательных интерпретаций, но вычислитель

ные успехи удивительно мизерны.

о числах РШlIСея R(k,l) известно совсем мало. Я(3,3) = 6, R(4, 4) = 18.
Уже для подсчета Я(5,5) не хватает современных компьютерных мощностей.

ИзвесПlЫ, правда, диапазоны, .

Я(5,5) Е [43,49], R(6, 6) Е [102,165], ... , Я(10, 10) Е [798,23556],

но точное определение упирается D непреодолимые объ~Мbl вычислений. То

есть сами числа не так велики, но для фиксации их местоположения требуется

колоссальная техническая работа, для выполнения которой у Цивилизации нет

средств.

Фантастическая ситуация. Условие задачи укладывается в строч

ку, Я(5, 5) =?, - а все компьютеры мира не могут справиться.

Если угодно, пусть будет задШlа расnознаванuя 22): Я(5, 5) боль
ше 45? Никто не знает. Поэтому разговоры о гипотетической

возможности быстрого' решения задачи при условии ее короткого

описания не всегда корректны. Задача

R(k, k) > j(?

экономно описывается, но практически не решается даже при

малых k. Однако это, надо полагать, не NР-задача.

Близкая по духу проблематика связана с арифметическими

прогрессиями. Ван дер Варден установил следующий факт. По

любому k Е N можно указать такое N, что при любой раскраске

"аждого числа в диапазоне от 1 до N в один из двух цветов - всегда

lIайдется одноцветная последовательность из k членов, являющаяся

арифметической nрогрессиеЙ.

21) И более того: если число объектов в совокупности оостаточно велико и каждые два объ
екта СВЯЗЫ8ает одно из r типов omllошеllий. то всегда существует nодМllожесmво даНIlОЙ со

вОКУIIности, содержащее зада/lllOе число обьектов, которые СORзаны оmllошенuеJ4 OaIlOi!Q типа.

22) См. rJlallY 7.
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С оценкой N по k тут дело обстоит еще хуже. ДI1Я k = 3 хва

тает N = 9. Далее начинаются головоломные осложнения. Даже

теоретические. Ван дер Вардену пришлось использовать в до

казательстве двойную индукцию, каковая, вообще говоря, выходит

за рамки аксиоматики Пеано [5, т. 6]. Соответственно оценки N(k)
получились «чудовищные», измеряемые значениями функции Ак

кермана (раздел 1.5). И хотя от двойной рекурсии впоследствии

удалось уйти (Саарон Шела, 1987), оценки N(k) несколько улуч

шились, но остались за пределами разумного.

Все это лежит в русле теории Рамсея, в ядре которой заложен

философскийтезис: «всякая достаточнобольшаяструктурасодер

жит регулярную подструктурулюбого наперед заданного размера».

Сюда притягивается за уши, грешным делом, далекоидущая кон

кретизация: для гарантированногосуществованияжизни требуется

лишь, чтобы ВселеНIlОЯ БЬUlа достаточно велика.

1.5. ФУНКЦИЯ Аккермана

(1.12)

если т = О;

если т > О и n = О;

если т > О и n > О,

фуuкция Аккермана А(n, n) определяетсядвойной рекурсией,

{

n+ 1,

А(т, n) = А(т - 1, 1),

А(т - 1, А(т, n - 1»,

и служит примером вычислимой, но не npu.митивHO рекурсивной

функции [5, т.6], которая фантастичеl.:КИ быстро растет. Уже
2265536

А(4, 4) выражается числом 2 , имеющим в своей десятичной

записи цифр больше, чем атомов во Вселенной. А уж

(

265536)
А(5, 5) = А(4, А(5, 4)) = А .4,222 . (1.13)

совсем зашкаливает.

С точки зрения арифметики функция Аккермана представля

ет интерес в нескольких отношениях. Числовая двухиндексная

последовательность {А(т, n)} являет собой пример стенографи

чески экономной записи сверхбольших чисел, что в принципе
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Ilозволяет формулировать утверждения, за доказательство кото

рых не имеет смысла даже браться.

Содержит ли {А(т, n)} бесконечно М/ЮZO простых чисел? Чтобы оценить

бесперспективностьтакого рода задач, имеет смысл присмотреться к доойной

рекурсии, которая невинно выглядит, но подталкиваетв пропасть.

Вычисление А(1, 2) можно проследить по схеме

A(I,2) = А(О, A(l, 1» = А(О, А(О, A(I, О))) =
= А(О, А(О, А(О, 1») = А(О, А(О, 2) = А(О, З) =4,

110 далее число .итерациЙ,. нарастает с огромной скоростью. Скажем, А(4, 4) =
-= А(З, А(4, З)). Далее

А(4, З) = А(З, А(4, 2)

= А(З, 4(З, А(4, 1)))

=А(З, А(З, А(З, А(4, О»»

=А(З, А(З, А(З, А(З, I»)~

= А(З, i(з, А(З, А(2, А(З, О))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, А(2, ]))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, A(I;A(2, О»)))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, A(I, A(I, 1»))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, A(I, А(О, A(I, О))))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, A(I, А(О, А(О, 1)))))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, A(I, А(О, 2))))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, A(I, З)))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, А(О, A(I, 2»»))

= А(З, А(3, А(3, А(2, А(О, А(О, АО, 1)))))))

= А(З, А(3, А(З, А(2, А(О, А(О, А(О, А(I , О)))))

= А(3, .4:(3, А(З, А(2, А(О, А(О, А(О, А(О, 1»))))))

= А(З, А(3, А(З, А(2, А(О, А(О, А(О, 2»»)))

= А(З, А(З, А(3, А(2, А(О, А(О, 3)))))

= А(З, А(З, А(З, А(2, А(О, 4)))))

= А(З, А(З, А(3, А(2, 5))))

26И36 .
= 2 - З.
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Схема вычислений демонстрирует сначала ПрИВЫЧНYlо К!lРТИНУ постепен

ного уменьшения аргументов. Но затем образуется выброс n = 5. Далее время

от времени n прыгает на едИliИЧКУ вверх и добирается в конце концов до умо

помрачительных значений 23). Получается, что ДIlЯ вычисления А(4,4) надо
65536

~ройти через А(З, 22 - З).

Картина безрадостная. Вычисления странно блуждают по аргументам,

не обнаруживая при:энаков упорядоченности. Забегание вперед становится все

болыне. На каком-то этапе даже возникает подозрение, что петля вычислений

может вообще не замыкаться, ставя крест на двойной рекурсии как эффектив

ной процедуре. Однако подозрения не оправдыв3JОТСЯ. Процесс эффективный,

.но череС'IУР долгоиграющий.

1.6. Арифметическиегении

Арифметика на математическом поле

выделяется доступностыо Д)Iя подсо

знания. В некотором роде, конечно.

Не всякому числовые фокусы по зу

бам, но существование необыкновен

ных вычислителейо многом говорит 
не вполне ясно о чем. Выдающимися

способностями арифметического тол

ка обладали Эйлер, Гаусс, фОН Нейман,

причем Гаусс, попреданию,демонстри

ровал искусство счета еще в трехлетнем

возрасте, когда математические позна

ния не вмешивались в процесс.

ФОН Нейман (1903-1957)

Без особых математических знаний обходятся и эстрадные

феномены-счеТLIИКИ, не говоря об уникальных вычислителях

с пониженными умственными способностями более широкого

назначения. Тема слишком интересна и обширна, чтобы ее здесь

подробно обсуждать. С одной стороны, известна масса алгоритми

ческих уловок, позволяющих решать неприступные с виду задачи.

С другой, - такие рецепты упираются все же в необходимость

23) Строчек 8 хронологии записи : еще больше.
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запоминания промежугочных результатов, превышающего порог

среднестатистического индивидуума. Так что выход - того или

иного калибра - за пределы стандарта здесь налицо. Но объяс

нения материалистического покроя не хотят мистики, и секрет

видят в экстраординарной памяти 24).

Однако, как бы там ни было, надо признать, что непостижи

мый элемент здесь присутствует. По крайней мере в некоторых

ситуациях арифметиче~кие манипуляции явно передаются в под

сознание, и вегетативная нервная система, управляющая пищева

рением, эндокринными процессами, дыханием и многим другим,

что не по силам компьютеру, обнаруживает талант к арифметике.

С дифурами не справляется, а вот числа откуда-то оказываются

ей знакомы. Осознаваемая информация временами ныряет из Я в

Оно (по Фрейду), и загадочным образом возвращается в перерабо

танном виде. Не всегда и не у каждого это происходит, даже редко

и весьма избирательно, но подсознание, взращенное на опыте пе

щерного существования, демонстрирует иногда ~пос06ности, 1<0

торым вроде неоткуда было взяться, t:сли полагаться на Дарвшю.

Парадокс в том, что понятие абстрактного числа подсознанию

неведомо, по логике вещей. Уместно напомнить [4]: нивхи, або

ригены Сахалина, до недавнего времени

имели разные числительные дня круглых

предметов и продолговатых. В ситуаЦI1ЯХ

«три огурца» и «три пом.идора,> - ничего

общего. Поэтому, числа в лоно интуи

ции не имеют входа, как будто.

Еще более удивительны арифмети

ческие прозрения теоретического харак

Tt:pa, покоящиеся на мистическом фун

даменте. О таковых чаще всего говорят Рамануджан (1887-1920)
применительно к Рш.tанудЖQUУ, фигура

щ Каковая хагя н ПQ8нимается часто до соерхъсстестоеllНОroуровня, остается, осе же. н
рамкв." КОЩiчесmeнноrотощ<оввtlИЯ, не требующеrо lIэмеllеНllЯ фlшософскоi1 параД,немы.
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которого явно выделяется на теоретико-числовой ниве. Порази

тельные формулы Рамануджана нередко связывают с чудесными

'озарениями, но потом находятся более-менее рационалЬН~lе объ

яснения. Вопрос в том, какая чаша перевешивает.

1.7. Табличныепредставления

Интересна относительно недавняя гиnDтеза Гuлбрайта (1958) .
.В треугольной таблице в первой строке последовательно выписы

ваl~ТСЯ простые числа Pr, далее в каждой следующей строке под

каждой парой соседних чисел из предыдущей строки записыва

ется абсолютная величина их разности 25). Миниатюрная север0

западная часть таблицы выглядит так:

2 3 5 7 11 13 17

1 2 2 4 2 4

1 О 2 2 2

120 О

1 2 О

1 2

1

(1.14)

Гипотеза состоит в предположении .. что каждая строка, ис

клiочая первую, начинается с 1. Подозрение проверено по крайней

мере для таблицы из 63418 строк, т. е. для последовательности

простых чисел вплоть до Р 63418.

Особый интерес табличных предста~ленийтипа (1.14) состо

ит в некотором расширении горизонтов. Обычно ведь изучаемые

в математике закономерности и алгоритмы находятся в прокру

стовом ложе простейших стереотипов мышления..Изучается то,

<!ТО удобно для изучения. Что леГко видится и без напряже

ния мыслится. Что выстраиваетсяв линию, в последовательность

однотипныхдействий. А таблица с взаимозависимымистолбца

ми и строками - это уже двойная рекурсия, еще более-менее

25) Во второй строке стоят разности IPr - Pr-II.
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укладывающаясяв голову, но малоудобная. Числовые же масси

вы, расположенныетеМ или иным закономернымобразом в ]RJ,

не говоря об ]R4 и далее, остаются за бортом анализа, потому что

там сам черт ногу сломит.

Двумерная организация массивов, конечно, остается в поле

зрения. Популярных идей, правда, не ахти сколько. Треугольник

Паскаля, .магические и латинские квадраты.

Треугольник ПаСКQIIJI возникает следующим образом. Первая горизонталь

ная бесконечная в обе стороны строка содержит одну единицу, остальные нули.

В нижеследующих строках каждое число равно сумме двух расположенных над

ним чисел. Если теперь нули стереть, остается треугольник

2

3 3
(1.15)

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 J

6 15 20 15 6

Несмотря на тривиальное устройство объект (1.15) обнаруживает уди

вительное богатство содерЖания. Вдоль диагоналей оказываются выстроены

треугольные, пирамидальные и другие числа 26). Встроенными в (1.15) оказыва

ются числа Фuбоначчи, Каmалаllа, бuно.мuалЫi.ые коэффuцuеllmы и т. П.

На подробностях мы не останаnливаемся по принципиальным

соображениям. Треугольник Паскаля, все-таки, - частный вопрос

(по крайней мере, в данном контексте), о котором подробные

сведения легко найти в Интернете. Дополнительная информа

ция, может показаться, и здесь не помешала бы. Но отвлекаясь

по каждому поводу, трудно оставаться в фарватере.

Что касается .магuческuх и латинских квадратов 27) , обращение

к Иитернету здесь еще более уместно. Отметим .)1ишь, что все это

26) Треугольные (пирамидальныс) числа указывают КОЛИ'lсства швров, которые могут

быть уложены в IIlIде треугольника (тетрвэдра).

27) Твблица рвзмера n х n, зв~олнеНIIВН натуральными числами от I до n2 • нвзывается
.нагuчеСКUill квадратом, ес.;lИ Cyr.tll-lbl чисел 110 всех ее строках, столбцах и в двух ДllаГОllалнх
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не только фокусы. Латинские квадраты, например, используются

при построении кодов, исправляющих ошибки [5, т.4], не говоря

об «оккультных своЙстваХ» .

. Этим, в значительной степени, использование.таблиц в тео

рии чисел исчерпывается, тогда как подспудно зреют уникальные

плоды. Собственно, обнаруживается странная вещь. Из любой

таблицы вылезают поразительные закономерности. Выписываем

в строчку nk (l k
, 2k

, зk , •••), под ней строку разностей соседних

чле'нов, затем снова строку разностей и т. д. Получаются следую

щие таблицы:

1 2 3 4 5 6 7

I 1 1 1 1 1

1 4 9 16 25 36·

3 5 7 9 11
2 2 2 2 2

49

13

1 8

7

12

27 .64

19 37 61

18 24

666

125 216

91

30 36

6

343

127

1 16 81 256 625 1296 2401

15 65 175 369 671 1105
n4 50 110 194 302 434

60 84 108 132

24 24 24

одинаковы. Таблица n х n, ~аполненная натуральными числами от 1 до n, называется

'латинским квадратом, если в каждой строке и в каждом столбце находится перестановка

чисел от 1 до n.
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7776 16807

4651 9031

2550 4380

1830

32 243 1024 3125

31 211' 781 2101

180 570 1320

390 750 1230

360 480 600

120 120

Каждый раз таблица «nk
») заканчивается (k + I)-й строкой

факториалов k!. И тут начинает казаться, что до теоремы Ферма

рукой подать.

Временами доходит до анекдотов. Удам как-то на скучном

заседании стал записывать на клеТ"Iатом ли~маги натуральные

числа вдоль раскручивающейся спирали ~

145 144 143 142 141 140 139 138 137 136 135 134 133

146 101 100 99 98 97 96 95 94 93 92 91 132

147 102 65 64 63 62 61 60 59 58 57 90 131

148 103 66 37 36 35 34 33 32 31 56 89 130

149 104 67 38 17 16 15 14 13 30 55 88 129

150 105 68 39 18 5 4 .3 12 29 54 87 128

151 106 69 40 19 6 1 2 11 28 53 86 127

152 107 70 41 20 7 8 9 10 27 52 85 126

153 108 71 42 21 22 23 24 25 26 51 84 125

154 109 72 43 44 45 46 47 48 49 50 83 124

155 110 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 123

156 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 121 122

157 158 159 160 161 162 163 164 165 166 167 168 169

и вдруг заметил, что простые числа имеют тенденцию ложить

ся на прямые, идущие под углом ±4S0
• Развлечение многим

понравилось. Помечать клетки с простыми числами поручили
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компьютерам. Таблицы разрослись до размеров Галактики, а тен

денция все та же,

(1.16)

и объяснения пока не имеет, потому что в<;ерьез его никто не искал.

На этом фоне успехи нумерологии выглядят .вполне законо

мерными. Если уж едва ли не произвольно ycтpoeH~ыe числовые

массивы обладают чудесными свойствами, то почему бы имени

в числовом коде (или даже размеру ботинок) не коррелировать

с судьбой индивида.

1.8. О границах теории

Задачи на игровом поле натурального ряда N = {l, 2, ...} вре

менами создают впечатление мешанины, потому что макротече

ния не видны, и теоретический скелет отсутствует. А уж когда

утверждается, что высшая арифметика 28) занимается изучением

мно.жества целых чисел,

Z={... ,-l,О,I, ....},

положение декларативно искажается, ибо Z само по себе никакого

глубинного устройства не имеет. Оно у него поя.вляется после

привлечения арифметических операци~. Поэтому о какой бы

то ни было теории можно говорить, лишь подвязывая к Z набор

28) Dыражеllие .высшая аРltфМernка- ИСПOJlьзуercя как синоним .теории чисел.,
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действий {+, -, х, :} или его часть. При этом не ясно стаIЮВИТL:}I.

какая половина в тандеме

{z, {+, -, х,:}} (1.16)

важнее. Не говори о том, что присутствие Z в (1.16) оказываетси

в некотором роде ущербным, потому что глаголам (действиям)

{+, -, х,:} тесно на территории Z, и площадку приходится так

или иначе расширять, в результате чего возникают совокупности

рациональных чисел и вообще разные алгебраические поля.

Идею полезно уловить в самом начале на каком-либо характерном примере.

Возьмем ряд Фuбоначчu:

1,1,2,3,5,8.13,21,34,55,89,144,233, ... ,

устроенный по правилу

(1.17)

т. е. каждое последующее число равно сумме двух предыдущих.

Объект целочисленный, однако поиск' n-го члена в виде Fп = х
п

в силу

(1.17) приводит к необходимости решения квадратного уравнения

х
2

- х - I = О,

корни которого

1 ± J5
Х',2 = --2-'

и тогда общее решение Fп = CIX~ + C2X~ В силу начальных условий F. = F2 = 1
дается формулой Бuнэ

F. =_1 (1+J5)П__1(1-v'5)~.
ПJ5 2 J5 2

(1.18)

Присyrcтвие иррациональнос'reй свидетельствует о местах пролегания

маршрута поиска 29). Выхода за преДeJIЫ N здесь не избежать, потому что

решение ищется с IIOМОЩЬЮ действий, каковые должны обращаться и согласо

вываться 30), В резулb'l~те чего получается универсальный ответ. Попытка следить

за «объемными процессами» в плоском целочисленном срезе ни\[его не дает

кроме недоумения.

29) То же самое можно сказать о lIелочисленных решениях (2.54) уравUf!НUЯ Пелля

с ПО~lOшью иррационального Ji
ЗО) УКllадываrьсяв прокрустоволоже условия задачи (1.17).
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Но подключение иррациональности вскрывает не всю правду. Кое-что

СТЩ·'ОВIIТСЯ яснее с позиции производящей функции

n кое-что - с колокольни матричных манипуляций:

( 1 I)" = (Fn+1 Fn.).
1 О Fn Fn- I

Примеров подобного сорта будет рассмотрено еще много,

но зародыш алгебраического замаха желательно видеть априори.

Полезно стать на точку зрения, с которой теория чисел больше

интересуется не числами, а действиями .

.и тогда мысль будет достаточно раскрепощена, чтобы легко воспринимать

подмену комплексных чисел a+i{3 (в определенных задачах [5, т. 8]), например,
матрицами

с учетом соотпетстпия

i {:} ( о 1)
-1 О '

при котором УСilОПИIO i 2 = -1 отвечает равенство

1.9. Великая роль обозначений

Гениальностьпозиционнойсистемы31),

(1.19)

Особенно ощутима на фоне римской записи чисел, которая мог

ла бы, став во главе, подорвать благополучие математики.

31) Иногда позиционная запись ап ... а\ ао заКJllочаетсяв скобки.
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Правило (1.19) характеризует десятичную систему, k-ичная

система 32) строится а~алогично:

(1.20)

На первый взгляд трюк (1.20) имеет сугубо стенографическое

предназначение, но эффект оказывается намного шире .

• Хороший пример - игра «Ним... В каждоti кучке по nА; спичек. Двое

берут по очереди любое количество (~ 1) спичек, 110 каждый раз талька из одной

кучки. Кому в итоге нечего брать, - тат и проиграл.

Выглядит проcrо, однако, выигрывающий anгоритм найти - трудно, пока

не приходит идея записать все n" в двоичной системе. Тогда ВЫ'lисляется

пораЗРЯДllая сумма (J' всех n" по модулю 2: если сумма единиц в разряде четная,

пишется О; если нечетная - 1. Чтобы выиграть, надо ILРОТИВНИКУ все время

остамять (J' из одних нулей.

От обозначениймногое зависит. СпособностьориеНТИРО8аl'Ь

ся и дзигатьсяв придуманнойреальностиопределяетсякачеством

символьныхсреДСТ8. ВыдающиесядостиженияДuофанmатем бо

лее удивительнына фоне использованнойим знаковой системы,

в которой

202х2 + 13,

например, записывалось как 33)

_ _ о .

t1v1H1uj3М 1Н1,,"1.

При этом идея позиционной записи чисел уже присутствовала,

но цифры изображались буквами, а реализация системы в целом

еще не была «доведена до ума». Конечно, тут можно удивляться

талантливости Дuофанmа, освоившего (и во многом придумав

шего) неудобный инструмент, но можно DСПО~НИТЬ также, что

32)деои'lllая система С'lислеllUJI ЯnЛJlется 'raCТHblM случаем k-и'IНОЙ. Представление
(1.20) любоro числа А однозначно. При делении нацело А на k о остатке ПОЛУ'lается ао.

при делении частного (ПОЛУ'IСННОro о результате предыдущеro деления) снова lIа k 
о оствтке ПОЛУ'lаетел а,. И так далее.

В СЛУ'lае k = 2 делllТЬ lIадо все время пополам - ocraтки будyr нулями и единицами.

НаПРlfмер, 33 = f + 1, т. е. о двоичной системе 33 = 100001.
33) Насчет обозначеНIIА ДUофОllто см. 12].
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кому-то - негры на одно лицо, кому-то 
китайцы. В том смысле, что разборчивость

среды зависит от привычки и тренировки.

Плюс к тому, распространены индиви

дуальные образы мышления вопреки обще

принятым. Тем не менее, внешне узаконен

н'ая «стенография» играет, все же, ключе

вую роль.

Принятой ныне системой алгебраических

обозначений мы обязаны Виету. Здесь воз

можны всякие оговорки, потому что Виет

вместо

Виет (1540-1603)

писал

А сuЬuв +В planum in А 7 aequatur С solido,

но предпринятыеим шаги, все-таки, принципиальнораскрепостили

алгебраическую мысль, приБЛИЗИD фОРМУ,записи К современной.

(1.21)

Помимо очевидных параллелей типа ас

социации диофантовых уравнений

Пифагор

(VI в. дО Н. Э.)

1.10. Геометрическиемотивы

Поскольку все математические34) задачи проигрываlOТСЯ на ком

пьютерах, - во взаимосвязях арифметики с любой другой дисци

плиной нет ничего' удивительного. Но наи

более llенны прямые контакты с геометрией,

ибо перевод задач на геометрический язык

подключает интуицию. В этом' направлении,

правда, не так много зацепок, но среди них

есть фундаментальные.

34) И IICMaтeMaTI1'ICCKIIC.



1.10. Геометрические мотивы

с прямоугольными треугольниками

35

с целочисленными сторонами (см. раздел 9.3), есть и нетривиаль

ные сопоставления.

Один из неординарных результатов подобного сорта - тео

рема Минковского (1896):

1.10.1. Замкнутое BbInYl<.Iloe тело S С IRn
, симметричное относи

тельно начала координат О, имеющее объем не менее 2n
, содержит

целочисленную точку, отличную от О.

Связь результата с теорией чисел достаточно прозрачна. Если

система уравнений или неравенств имеет решение в целых чис

лах, то геометрическое тело, «вырезаемое,) этой системой в IRn
,

содержит хотя бы одну точку целочисленной решетки. Из тео

ремы 1.10.1 вытекает ряд важных следствий в теории линейных

и квадратичных форм, диофантовых приближений и др.

Надо сказать, что Пифагорова интерпретация (1.21), хотя

и элементарна, имеет мощный потенциал - достаточно посмот

реть на геометрическое решение (1.21) (раздел 9.3), исчерпыва

ющее все решения. Потом выясняется, что тот же визуальный

стиль рассуждений работает в других ситуациях, в результате чего

рождается теория Э/Ulиnтическux кривых, модулярных форм, гипо

теза Танuямы и в итоге доказательство теоремы Ферма.

А совсем наивное вроде бы понятие КQнгруэнтного числа, как

площади прямоуroльного треугольника с раЦИОНaJlЬНЫМИ дли

нами сторон, оказывается тесно связанным с весьма глубокими

фактами и гипотезами теории чисел (раздел 9.5).

Следующий результат, стоящий несколько особняком, при

надлежит П. Леви, выглядит довольно неожиданным и не так

легко доказывается.
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1.10.2. Пусть Р и Q две точки на плоскости, расположенные

на расстоянии 1 друг от друга. Тогда всякая непрерывная кривая 35) ,

соединяющая Р и Q, имеет хорду36) nараллельнуюPQ длины

1
а=-

n

для любого n Е N. Если же а не является обратным целому, то

найдется кривая, СQединяющая Р и Q, не имеющая nараллельной

PQ хорды длины а.

35) Можно говорить даже о плоском конmllllууме - ограниченном, замкнyfОМ, связном
множестве в JRR.

36) Хордой nРОИЗВО.'1ьноro континуума С называется тобой отрезок прямой, KOHUbl
которого принаДllежат С.
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Нам рутину нечем "рыть,

СIШЛЬ"О слез ни лей,

lIадо ж ка,,-то дальше жить

Средь берез и щей.

_х,:.:::

_~Z

-~ -- ~

Классику формируют зако';lЫ жанра. Так или

иначе, 8 теории чисел сложилось традиционное

преДСТ8IlЛение О ядре учения. И хотя положение

дел с тех пор сильно поменялось, а концегщия

усложнилась, базовый комплект инструментов

остался прежним. Потому что rоризонты рас

ширяются - центр неподвижен.

2.1. Делимость

...... -I...~_~...~

~

::'

=... 1

2.1.1. Наu6ольшUJН общим дeAume.AeJtI (НОД) целых

а, Ь, ... ,8 Е Z

называется наuболыuее J1aflожuтельное число

d = (а, Ь, .•. ,8),

делящее нацело каждое из а, Ь, ... , 8 Е z.

(2.1)

Круглые скобки слишком популярны, чтобы из возникаю

щих ассоциаций каждый раз выбирать правильное толкование.

Поэтому вместо (2.1) чаще используется

d = над (а, Ь; ~ .. , 8),
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особенно при «неожиданном» появлении нод либо при соседстве

с альтернативным использованием круглых скобок.

Поиск НОД (а, Ь) обеспечивает алгорuтм Евклuда, работаю

ший в предположении а > Ь следующим образом.

~ Сначала о делится на Ь:

l!Осле чеrо Ь делится на r2:

Далее остаток r2 делится на rз, - и так до останов

ки итерационноrо процесса, кoroрая неизбежна, ибо

остаток на каждом шаre cтporo уменьшается. В целом

процесс имеет ВИД:

о = bql +r2,

Ь = r2q2 +rз,

r2 = rзqз + r4, .

rn-2 =rn-Iqn-I +r no

rn-I = r"q",

(2.2)

неизбежно приводя к результату rn+1 = О при нехотор.., •• n. ПросматрИВiи.

теперь (2.2) сверху вниз, обнаруживаем: общие делители t.i и Ь совпадают

. с общими делителями Ь и r2, которые, в свою очередь, совпадают с,.общими

деJ1Ителями r2 и rз и т. д. Таким образом,

НОД (о, Ь) = НОД (Ь, r2) =
= НОД(r2,rз) = .-. = НОД(r.._I,rп ) = r n ,

т. е. r" = d оказывается искомым НОД. ~

Пример. Поиск НОД (327, 234):

327 = 234· 1+ 93,

234 = 93 . 2 +48,

93 = 48· 1+ 45,

48 = 45·1 + J.,
45 = J.. 15.

В итоrе НОД (327,234) = 3.
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Времн работы алгоритма Евк.лида имеет порядок log3 а, а > Ь.

То ссть алгоритм полиномиальный, кубичсский от длины записи

числа а (от количества цифр в а) 1).

Если в (2.2) обозначить а = то, Ь = Т\, то алгоритм Евк.лuда

описываетсЯ единообразно одной строкой 2):

(2.3)

с заданием первых двух элементов последовательности Tk, и пра

вилом остановки:

Tk+2 = о ::::> ответ: Тн J •

• НаJlбольший общий делитель более двух чисел, нод «(11, ...• (1/1), сво

дится к определению НОД пар чисел:

(2.4)

что дает JlСКО~IЫЙ результат,

НОД (а, ..... ап ) = dn . (?)

Держа схему (2.2) в поле зрения, легко понять, что 3)

(ah, bh) = (а, Ь) . h,

а также

(~, ~) = (а, Ь) ,
8 8 S

где s - любой общий делитель а и Ь. В частности,

Ca~Ь)' (a~Ь») = 1.

1) Трудоемкость аJII'ОРИТМОJj существенна при работе с БОJIЬШИМИ 'Iислами, '11'0 харак
терно ми криптографии - см. ('лаву 7.

2) С существенно!\ оговоркой, '1'1'0 (2.3) опреДC.iII(ет Tk+2 как остаток IIрИ деления ТА'

на Tk+l.

3) Приставку над перед (.,.) далее ollycкaCM.
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2.1.2. Теорема. Всегда можно указать такие и, v Е Z, что

аu + bv = (а, Ь). (2.5)

Иначе говоря НОД (а, Ь) линейно выражается через а и Ь с помощью

коэффициентов и, v Е Z .

.... З'lпуская алГОрИТм Евклида и ПрОС>iатривая запись (2.2) снизу вверх,

действуем слеДУJОЩИМ образом. Поскольку Тn = d, ТО полагая

из предпоследнего равенства (2.2) имеем

Полагая далее и2 = VI, V2 = и1 - V,Qn-l, получаем

d = Т,,-зи2 + Tn-2V2'

Продолжая подниматься вдоль (2.2), в итоге приходим к (2.5). ~

Приведе/lllOе доказательство дает также алгоритм реluеllUЯ уравне//ия

(2.5), оnирающийся I/а алгоритм Евклида и имеющий тот же nорядак

mрудоемкосmи log3 а, а> Ь.

Описание процедуры в доказательстве теоремы 2.1.2 не очень

хорошо укладывается в голове. И простой пример туг гораздо

эффективнее, сели объяснять человеку, а не компьютеру.

2.1.3. Пример. Рещим ураlJ//ение

31'U + 23v = J.

Алгоритм Евклида для поиска над (31, 23):

{

31 = 23·1 + 8,

23 = 8·2 + 7,

8 = 7·1 +1,
7 =7·1.

Теперь из третьей строчки (2.6) имеем d = 1= 8 - 7. Затем

7 = 23 - 8·2

I/З второй строчки (2.6), и остается noдcmaBl/mb

8 = 31 - 23·1

(2.6)
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из первой строки. В результате:

1 = 8 - 7 = 8 - (23 - 8 . 2) = 8 . 3 - 23 =
= (31 - 23)·3 - 23 = 31 ·3 - 23·4.

Та"ШrI образоМ, решение исходнО2Оуравнения: и = 3,17 = -4.

Интереснопри этом, что4);

41

(-4) ~2гl,

11
И это общее правило. Поскольку (-4) =27, 1'0 в качестве обратного элемента

2Г' можно взять также число 27.

Гаусс теорему 2.1.2 'формулировал несколько иначе:

2.1.4. над (а, Ь) равен минu.малЬНОJlfУd Е N в представлении S)

d = аu + lrv, u,vE Z.

в частности, над (327, 234) = (-5)·327 +7·234 = 3.

Фиrypы

Лиссажу

I

2.1.5. В случае (а, Ь) = 1 числа а u Ь называют fJЗQIlМIIО простым".

Из теоремы 2.1.2 выте"ает, что а u Ь взаимно просты в томм

случае, "огда можно подобрать та"ие и, v, что

I aa+Ьv = 1.

4) По поводу оБОЭflа'lений СМ. разделы 2.7, 3.2.
S) Подчеркнем, что минимум О" +btI имееТCJI- в виду положительный, d Е N, иначе

при" = -ь, 11 = О будет -оь +Ьо = О.
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. Геометрическим отзвуком пар взаимно простых чисел могут

служить фигуры Лиссажу. Традиционно фигура Лиссажу представ

ляет собой след гармонически колеблющейся во взаимно пер

пендикулярных направлениях точки, при соизмеримых частотах.

При отказе от гармоничности соответствующие фигуры получа

ются более замысловатыми,

но все они несут на себе отпечаток взаимоотношений «часто'Г»,

так или иначе выражаемых отношениями целых чисел. .
При добавлении третьего направления колебания, перпенди

куJiярного первым двум, картинки становятся объемными и пред

ставлЯJОТ собой узлы,

также отражающие информацию о «взаимодействии целых чисел»,

участвующих в описании колебаний.

2.1.6. Наименьшимобщим "pamHыJн6) (НОК) целых

а, Ь, ... , s Е z·
называется наименьшее положительное число

т=[а,Ь, ... ,а], (2.7)

6) Число а считается КJNlmH_ Ь, если оно делится на Ь. В этом случае также пишуг:
Ь 10 - .Ь делит а>, Т. е. а делится нацело на Ь.
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делящееся нацело на каж:дое а, Ь, ... ,В Е Z.

43

аЬ

(а, Ь] = (а, ь)' (?)7)

• Аналогично (2.4) НОК (о., ... , оп) сводится к определеНИIО НОК пар

чисел. Последовательное вычисление

(2.8)

дает искомый результат,

2.2. Простые числа как первооснова

2.2.1. Число р Е N. р t= 1, называют простым, если 0/10 и.мееm

только два делителя: .1 и р. Остальные

nEN,nt=l,

называют составнымичислами.

2.2.2. Теорема Евклида. Простых чисел бесконечно много.

... Допустим противное, множество простых

чисел конечно,

Но тогда любой простой делитель числа

р,' Р2 ··.Рп + 1

отличается от любого PI,'" .Рп' ~ 8)

Замечание. Когда пишется учебник, пригод

ный, в том числе, чтобы взять его в ..Ноев ковчег.,

изложение организуется дотошно. Все опорные

точки, вплоть до мелких типа:
Евклид (111 в. дО Н. э.)

7) Лроизведеllие аЬ, безусловно, кратно и а, и Ь, 110 (а. Ь) в аЬ входит в квадрате, т. е.

ЛИШIIИЙ раз.

6) Из приведеНIIОГО рассуждеllИЯ следует, 'по между n > 2 и n! обязательно есть
простое число. Чебышев доказал, что простое число всегда есть Me~ n> 3 и 2n - 2, 'Iто

влечетприлюбом k Е N существование по ",раi!чеti мере трех nростbIX чисел, заnисывающuxCR

с помощью k цифр [17].
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2.2.3. Наименьший отличный от единицы делитель целого, большего едиllицы,

является простым числом

2.2.4. НаименьшийотлиЧIIЫЙот единицы делитель составного числа n lIe nревос

ходит ..;n

- аккуратно выстраИllаются FI цепочку. Это совсем не плохо 9), но У нас иные
целевые установки, и потому кое-что «трИFlиальное» опускается, а по мере

надобности используется как ни в чем не бывало.

В то же время, необходимо отметить, что роль фактоо типа 2.2.3, 2.2.4
невелика лишь при uаивlЮМ nодходе к теории чисел. Всякая же попытка

выйти за пределы Z вдруг обнаруживает, что не все тривиальное в оБЫЧ"ОЙ

арифметике переносится за пределы Z либо nере"оситСIl «с трудом»,

см. далее.

Для составления таблицы простых чисел, не превосходящих

данного N, может быть использовано решето Эратосфена. Рецепт

заключается в в~[черкивании из ряда

1,2, ... ,N

сначала всех чисел кратных двум, кроме самой двойки, затем

трем, кроме самой тройки, затем - пяти, кроме самой пятерки 10),

И Т. д. По завершении процесса невычеРКI:lУТЫМИ остаются все

простые числа, меньшие N.

Таким образом, простые числа элементарно характеризуются

и легко перечисляются. Все как бы на виду, а ухватиться не за что.

Не ясны закономерности ряда

2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, ... , Pr, ....

Кое-что просматривается,но какая-то таинственная часть оста

ется за пределами понимания. В концентрированном виде это

проявляетсяв отсутствии «хорошей,)формулы для Pr.

9) В указанном КJ1Iоче написан замечаreлыlйй учебllИК Вuноградова [i). Просто, ко
ротко, и все определено. Однако, акалемический стиль имеет свои минусы. Некотора"

MOHOTOHIIOCТb, слабые акцеllТЫ, да и затрагивать многие темы оказывается не с руки,

потому 'IТO В избраllНОЙ тональности потребовалось бы слишком много места для реве

рансов.

10) На каждом слеДУlOшем этапе выбирается первое HeBbl'lepKHyroe чис.l0 из «нетрону
тых. ранее.
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.Что такое «формулз», И чем она отличается от алгоритма 
вопрос растяжимый. И если уж на то пошло, то - ничем не от

личается. Алгоритмы ДЛЯ вычислени,Я Pr, правда, есть, но все они

по суги - переборные.

Много усилий было потрачено на «полумеры., обеспечиваю

щие эффективную генерацию Pr достаточно больших порядковых

номеров. Наиболее популярны до сих пор числа Мерсенна 11):

k
Р = 2 - 1. (2.9)

Если k в (2.9) составное, k = тn, то р делится на 2т - 1. Поэтому
(2.9), как гипотетический источник простых чисел, может иметь

смысл только лишь в случае простых k, что гарантией простоты р

все равно не является, i l -l = 23·89. Бесконечналисовокупностъ
простых чисел Мерсенна - неизвестно. Аналогична ситуация

с простыми числами Ферма 12):

2k

Р= 2 + 1. (2.10)

Самородки типа рецепта Мuллса (1947), уТверждающего су

ществование такого /1-; что целая часть

(2.11)

при любом n Е N ЯWIяется простым числом - канули в Лету. Де

ло в том, что результаты типа (2.11) имеют обнадеживающий вид,

но ничего не дают. Ибо вещественное число ~ сугь конечная

последовательность Щiфр, в которой может быть закодировано

что угодно: весь список простых чисел, история мировой ци

вилизации, любой перечень теорем и т. п. И таких чудесных,

но неуловимых иррациональностеЙ - океан. Однако если их

11) Евклид обнаружил: если 2' - 1 - простое, то 2'-1(2' - 1) "аlЛетсл соеершенным
~UCIIOAI, то есть равно сумме своих COOCТBeHHblX деJжгелей (например, 28 = 1+2+4+7+ 14),
а Эйлер доказал, что все четllые совершенные ЧIIС.18 таковы. Существуют ли нечетные

совершенные числа - неизвест'НО.

12) Среди 'lИсел 2n + 1 ПРОCThlми MOryr быть лишь числа BJlдa (2.10). В любом другом
случае число 2n + 1 составное. (?) Ферма преДПOJlаГШI все числа (2.10) простыми. Эйлер

нашел (без компьютера!). что 225 + I делится на 641.
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искусно замаскировать наподобие (2.11), какое-то время можно

дурачить население. Есть также вполне определенные комбина

торные формулы для n-го простого числа 13), но И они мало

полезны с вычислительной точки зрения.

Теперь, конечно, есть конкретный полином (п. 1.2.4), поло
жительные значения которого перечисляют все простые числа.

Но это не спасает положения. Загвоздка в том, что Pr перечисля-
14) .

ются в запутанном порядке , да и аргументы соответствующего

Р(х) приходится перебирать, пока не 'наткнешься на положи

тельное значение Р(х). Зато, правда, когда «наткнешься», число

Р(х) > О гарантированно простое - проверять не ~aдo.

в плане обнажения тайны совокупности {Pr} многообещающе выглядят

r/юрмулы Шерка-Серnuнекого 15)

Рu. = ] ±PI ±Р2 ± ±P2n-1'

Р1n+1 = ±PI ±Р2 ± ±Р2n-I +Р2n,

(2.12)

..:праведливые при подходящей расстановке знаков, каковая, как угверждается,

всегда существует.

Поначалу возникает впечатление ..сорванной маски ... Имея первые r про

стых чисел, для получения (r+ 1)-ro - надо ЛИШЬ в (2.12) правильно расставить

;шаки. В крайнем случае можно перечислить варианты и выбрать ~адлежащиЙ.

Однако вариантов тут 2r
, что выталкивает в ту же область экспоненциального

перебора. Еще ложка дегтя (если не вся бочка) - формулы (2.]2) годятся для

любой последовательности, которая «хорошо начинается» (первы�e семь членов,

например, совпадают с первыми простыми числами), а потом не слишком

быстро растет (18) - не быстрее геометрической последовательности со знаме

нателем 2, что имеет место и для {Pr}'

Так что устройство совокупности {Pr} остается по большому

счету загадкой. Некой потусторонней закономерностью, взятой

как-будто совсем со стороны и плохо согласованной с природой

13) См. Gandhl J. М. Formulae for the n-Ih prime / / Proс Washington state Univ. Conf. оп
Number theory. 1971, рр.96-106.

14) А не в ПОРlШке возрастании, как хотелОСЬ бы.

15) У Шерка вторая строчка (2.12) была не так краси!,а:

Р2n+1 = I ± Р. ± р2 ± ... ± Р2n-I + 2Р2n·
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натурального ряда. Qювно Pr определены в духе инакомыслия

инопланетного масштаба: число Р Е N, Р =1= 1, является простым,

если из Р квадратов нельзя сложить прямоyroльник, р = аЬ,

а, Ь =1= 1.

а

ь

Формально все правильно, но ('(орган сложения и умножения»

остается вне игры, и феномен {Pr} предстает в роли выдумки,

привнесенной извне. С тем же успехом можно было потребовать,

Чтобы из Р кубиков нельзя было сложить прямоугольный па

раллелепипед или еще какую-либо хитрую фигуру вьщуманного

типа 16). Возникла бы другая разновидность чи~ел и их теория,

более или менее удач~ая. И тогда бы думалось, что простых чисел·

в N нет. Они, дескать, в голове у «музыканта~.

Все это может показаться пустым ум

ствованием, но при взаимоотношениях

с предметом исследования очень важно

понимать, имеем ли мы дело с канарей

кой, которая сама поет, или со скрип

кой, которая только отклика~тся. В пер

вом случае секреты первозданны. во вто

ром - рождаются движением смычка.

Ситуация с арифметикой отчасти, ко

нечно, промежyroчная. Помимо перво

зданных семян, теперь приходится рас

следовать и сюжеты, запущенные когда

то великими режиссерами..

16) Что стоит в ряду изобретений, где JJрИСугстВУЮТ совсем дикие IJЛОДЫ фангазии.

Например. числа, из римской записи которых можно извлечь два других ЧИС.lа (испа.1ЬЗУЯ

для их записи только имеющиеся знаки), которые будут находиться с исходным в неком

заданном о·rнощении.
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2.3. Основная теорема арифметики

Таковой называюттеоремуо единствениостиразложения всякого

целого числа на простыемножители.

2.3.1. Теорема. Всякое n Е N однозначно разлагается в произве

дение простых сомножителей, с точностью до их порядка 17~ •

... Пусть PI - наименьший делитель n . .Тогда n = Pln\' Если n. > 1
и Р2 - его наименьший делитель, то n. = Р2n2' Если n2 >'1 •.. то n2 =р)n) ,
и так продолжаем, пока не достигнем значения nk = 1. В итоге

n = PIP2" ,Pk·

допустим, существует другое разложение на простые СОМНОЖИ1'ели

(2.13)

(2.]4)

Обе части (2.14) делятся на ql - поэтому какое-то Р; делится на ql' Как

простое число, Р; не имеет нетрИВИaJlЬНЫХ делителей, следовательно.ql = Pi.
Аналогично q2 равно какому-то Р; и так далее, до исчерпан ия либо"lJсех q.,
либо всех р,. Но если q. и Р, не кончаются одновременно, - возникает

противоречие, что доказывает единственность разложения (2.13). ~

Сомножители в (2.13) могут повторяться, D связи С чем кано

ническое разложение записывают D форме

(2.15)

.Обоснование единственности разложения (2.13) кое-кому

представляется излишней роскошью, ибо все доказательство тео

ремы 2.3.1 опирается на два тривиальных - по' крайней мере

очень легко устанавливаемых - факта: п.2.2.3 и

2.3.2. Если произведение делится на простое р, то хотя бы один

'uз СОМllожителейделится на р.

Да и сама теорема 2.3.1 на этом фоне вместе с ее зауряд

ным доказательством выглядит банальной. Но скрытые пружины

17) Разумеется, n f. I предполагается, потому что единица не определяется как простое
число. НО мы стараемся избегаТh тривиальных оговорок, чтобы не загромождать обзор.
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дают о себе знать при попытке сменить игровое поле. В дру

ГИХ числовых системах возникают новые обстоятельства, о чем

далее не раз будет заходить речь. Возможные трудности вскры

ваются элементарным примером "OPOmIWU арuфметu"и Гuльберmа

на множестве G чисел вида 4А: + t,

G = {1, 5, 9, 13, 17, ...},

с единственной операцией обычного умножения, не выводящего

из G. Число 693 в G раскладывается на простые множители двумя

способами:

693 == 21 . 33 = 9 . 77,

что дает пример нетривиалъного равенства (2.14). Не простые в N
сомножители 9, 21, 33, 77 просты в G.

Куммер (1810-1893)

где коэффициенты аА; - целые, а

211' • 211'
(=cos- +&sin-.

n n

Куммер наступил на те же грабли, не заметив

лоначалу, что числа (2.16) не разлагаются един

сгвенным образом на простые множители, подоб

но числам натурального ряда. Но сам же гениально

выпyraлся, дополнив множесгво (2.16) фиктивными числами (теперь их назы

вают дивизорами). Единсгвенность разложения на простые множители была

восстановлена, доказательство зараБОтало, хотя и не на ПОЛНУЮ мощность 
«фикция. привнесла свои трудносги.

Необоснованное применение основной теоре

мы арифметики к объектам иной природы не раз

приводило к своеобразным казусам. Ламэ в XIX ве

ке «доказал. последнюю теорему Ферма, жонглируя

числами вида

ТРЮК Куммера работает и в короткой арифметике Гuльберта. Единсгвен

ность ра3ll0жения числа 693 воссганавливаетс,ll введе'нием в G фиктивных чисел,

удовлетВОРЯЮЩИХ равенсгвам

ар = 9, 76 = 77, а'У = 21, р6 = 33. (2.17)
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Числа а. {j, 1, 6 фиктивны, конечно, в G, но в окружении N система (2.17)
конкретно решается,

а={j=З, 1=7, 6=11, (2.18)

что эмоционально снижает эффект чуда. Но туг надо заметить, что в q; числа

З, 7, I1 ..вне закона .. , и ничем не лучше абстрактных а, {j, 1, 6.

2.4. Целая и дробная часть

Целая часть [х] числа х Е ~ определяется как ближайшее слева

целое. Например,

[5] = 5; [3,2] = 3; [-2,7] = -3.

Той же цели служит обозначение LxJ = [х]. В противовес LxJ
используется округление до ближайшеro целого справа:

rxl = LxJ + 1.

Дробную часть обозначают фигурные скобки: {х} = х - [х].

{5} = О; {З,2} = 0,2; {-2,7} = 0,3.

о целой и дробной частях как о функциях .. казалось бы,

и roворить не стоит из-за «(ничтожности)) феномена. Тем не менее

«(пустячки)) заслуживают выделения в самостоятельные понятия.

Вот простейшая иллюстрация их эффективности.

2.4.1. Показатель, с которым простое р входит в разложение

числа n! на простые сомножители, равен

[~] + [;] + [;з] +... + [;], (2.19)

где.рt - наибольшая целая степень р, не nревосходящая n, т. е.

t = [logn].
logp
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... Число сомножителей в п! = 1·2 ... п, кратных р, равно Н;]. Среди

них кратных р2 имеется [;]; кратныхр3 _ [;] и т. д... 18)

Число 101! делится на зk , где максимально возможное k равно

[1~1] + [1~1] '+ [12071] + [1:11] = зз + 11 + 3+ 1=48.

Формула (2.19) принимает участие в различных производных

соотношениях. Пусть, например, П(х) обознач~ет НОК всех це

лых чисел, не превосходящих х. Разложение

П(х) . n(~) .n(~) ... (2.20)

на простые множители обнаруживает (1), что простое р входит

в разложение (2.20) в степени (2.19). Поэтому

Щх)· п(~) .п(~) ... пс:]) ~ [х]!, (2.21)

что с помощью Фа(Х) = 10ga П(Х) заuисывают в виде тождества

Чебышева

Фа(Х) + Фа (~) + Фа (~) +... = loga[x]!

Равносильное определение Фа(Х) =~ 10&1 р. Кстати,

pk~ж

(2.22)

(2.23)Фа(Х) = ~a(X) + ~a(v'X) + ~a(VX) +... ,
где ~a(X) =~ 10&lP.

р~ж

Функции Фа(Х) и ~a(X) называют фУIl"ЦuJLмu Чебышева 19).

Соотношения (2.21)-(2.23) являют собой несложные обстоятель

ства, сопровождающие и облегчающие анализ арифметических

закономерностей.

18) Иногда «ум захОДИТ за pa3YM~. В этом случае полезно рассмотреть ситуацию,

в которой рЯД (2.19) Обрываетс~ на втором слаraемом [~].
19) Обычно полагают а = е.
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2.4.2. В случае uррацuоналыюгоа nоследователыюсmь

Xk = {ak}

всюду плотна на [О, 1].

Факт 2.4.2 есть по сути известная теорема Кронекера:

2.4.3. Для nроизволыюго а Е IR и любых Х < У всегда МОЖ1Ю

указать целые т и n, такие что2О)

Х <та-n <у." (2.24)

~ Считаем Ix - уl < 1 - в противном случае х и у можно сблизить,

ужесточив требование (2.24), - и (х, у) С (О, 1) - иначе для близких х, У (име

ющих одинаковые целые части) условию (2.2~) можно удовлетВорить, меняя п.

Разобьем далее (О, 1) на достаточно большое число равных по длине иитер

валоп д ! ••• , дN так, чтобы какой-то интервал д; попал целиком в прdмежуток

(х, у). Среди {та - п} при всевозможных т и ~ найдутся

попадающие в один и тот же интервал дk • Поэтому 21)

Обращение к иррациональным числам помогает решать це

лочисленные задачи. Здесь удобный случай для демонстрации.

2.4.4. Всегда существуетквадрат целого числа, десятичная.заnись

которого"ачинаеmся с любой nаnередзадаmюй nоследоваmельносmи

цифр А = al"" ,aN.

~ Декларация2.4.4 означает, что найдутся такие целые k и р, что

А· 10' < k2 < (А + 1)' 10".

После логарифмирования неравенство переходит в

Ig А < 2]g k - Р < Ig (А + 1).

20) Иными словами, множество та - n (т, n Е '2:) плотно на вещественной прямой
при ,11060"1 ирраниональном а. В случае рационального а утверждение 2.4.3, ca~l; с060Й,
тривиально.

21) Равенство (т, - т2)а - (nl - n2) = О невозможно в силу иррациональности а

11 т f= n.



2.5. Мультиnликативные функции

Полагая k = 2т. р = 2q, получаем

IgA < 2тlg2 - 2ч -::: Ig (А +1).

Далее остается сослаться на теорему Кронекера. ~

2.5. Муnьтипnикативные ФУНКЦИИ
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в теории чисел довольно часто возникают мультиnликamивные

функции I1(х), заданные на N, каковые определяются условием

I1(ху) == l1(х)l1(у),

с исключением варианта I1(х) == О.

(2.25)

Из (2.25) сразу следует 11(1) = 1. Ясно также, что nроизведе

Ilие мультиnликативных функций является мультиnликативной

функцией.

Примером мультипликативной функции может служить

I1(х) = х', (2.26)

где 8 - любое вещественное или д~e комплексное число. Но дру

гие варианты помимо (2.26) так просто в голову не приходят, пото

му что в интуитивно ожидаемой ситуации непрерывной функции

на вещественной прямой другого решения (2.25) собственно нет.

На дискретном игровом поле N возможности богаче, см. далее.

2 5 1 Е о, 02 °t• .. слu х = Рl Р2 ..• Pk - каноническое разложение числа х,

а I1(х) - мульmиnлuкативная фУНКЦия, то

L l1(d) = (1 + I1(Р[)+ ... + l1(pf')) '"
dlx

(2.27)

где суммирование слева идет по всем делителям 22) числа х.

22) d Iж означает.d делит Ж., Т.е. Ж делится нацело на d.
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... Правая часть после раскрытия скобок превращается в сумму слагаемых

вида

где каждое {3; меняется в диапазоне от нуля до O:j. Таким образом все делители

d =~' ...14' числа х исчерпываются. ~

2.5.2. В частном случае 8(х) = х
В
из n. 2.5.1 следует

I: dS= (1 +р1 +... +pflS) ... (1 + p~ +... + p~AoB),

dlx

что' при s = О дает число делителей 1'(х), а при s = 1 - сумму

делителей S(x) числа х.

~.5.З. Произвольная мультиnликативная функция может быть за

дана определением 8(ра) для всех простых р и всех натуральных а,

и продолжением 8 на остальные х = pf'p~2 ... р:А; в соответствии

с nравuлом

(2.28)

• Если О(х) МУЛЬТИJUlИкативна, то и '7(х) =Е 8(d) мультипликативна.

'dl х

где t> 1 число простых сомножителей

в (2.29). На остальных х Е N функция

р,(х) полагается равной нулю. В случае

х = 1 считаем

(2.29)х = Р'Р2" ·Pk,

определяется равной

2.6. Функции Мёбиуса и Эйлера

Функция Мёбиуса р,(х) на числах х Е N,
имеющих каноническоеразложеllие

Мёбиус (1790-1868)

t = о ::} р,(I) = 1.
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Иначе говоря, J.l(z) = О, как только в каноническом разложе1lии (2.15)
встречается хотя бы ОДИJ:l покаэатель Qj ~ 2. Еще говорят: J.l(z) = О, если z
не свободно от квадрат08 23) , т. е. представимо в виде z = а. ь2 .

В духе п.2.5.3 J.l(z) определяется заданием J.l(P) = -1 на простыхр и

J.l(p0) = о при Q ~ 2,

с последующим продолжением функции на остальные z по правилу (2.28).

Несмотря на внешнюю непритязательность функция Мёбиуса

играет в теории чисел весьма важную роль, оказываясь тем при

способлением, которое позволяет в одно касание решать массу

неудобныx вопросов.

2.6.1. для любой мультиnликативuой функции О(х) выполняется

соотношение

L p,(d)O(d) = (1 - О(р,» ... (1 - O(Pk» ,
dlx

(2.30)

где суммироваllие идет по всем делителям числа х = pfJp~2 ... p~k .

~ Равенство (2.30) есть.не что иное как· (2.27), записанное для мультипли

каТИDНОЙ функции J.l(z)8(z) с учетом J.l(P)8(p) = -8(р) и J.l(p°)8(p°) = О, если

Qj> 1. ~

Выбор в (2.30) разлИЧНЫХ О(х) порождает серию полезных

Н 01 02 Ok 1
тождеств. апример, для х = р, Р2 .. , Pk >

LP,(d) = О,
d[x

(2.31)

(2.32)

Довольно часто применяется формула обращения Мёбиуса:

F(x) = L/(d)
dlx

(2.33)

23) Числа (2.29) иазывают свободнымu от квадратов, поскольку они не делятся на Квад
раты Ha1)'P3.'lbHblX n.
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которая несмотря на технический характер довольно важна. по

тo~y что впитывает в себя rpомоздкие блоки рассуждений. до

.ставляющие в неупакованном виде массу неудобств .

... Доказательство просто, но требует рутинной изобретательнot:rn и по

вышенного внимания. Сначала _слева направо.: пусть в (2.33) выполнено левое

соотношение (L). Тогда F(·) справа выразим через (Ц - возникнетдвойное сум-

мирование (по делителям dlж и по делителям 61 ~ ), которое с помрщью опре
деленного жонглирования преобразуется в /(ж). Внешняя канва выглядит так:

Ep(d)F(~) = Ep(d) Е /(6) =
dlж dlж 61~

=Е p(d)/(6) =Е /(6) Е p(d) = I(ж),

d81ж 61ж d I~

где последний шаг опирается на (2.31) с уточнением; Е p(d) = 1.
. 'ф

Рассуждение ..справа налево. проводится аналогично. ~ .

О,I •... ,х-l.

взаимно простыхс Х. Для снятия недомол

вок имеет смысл взглянуть на несколько

первых значений:

Наиболее известна среди мультиплика

тивных арифметическихфункций фун"цuя

Эйлера <р(х). измеряющаяколичествочисел

в ряду

... ,
<р(2) = 1,

<р(4) = 2,

<р(I) = 1,

<р(3) = 2,
Эйлер (1707-1783)

т..е. нуль исключается из игры, а единица - засчитывается вза

имно простой с любым х.

Очевидно, <р(р) = р - 1 на любом простом р, откуда ясно

(Ра a-l(p ) а ( 1)
<р )=р -1 =р \.1-]; , aEN, (2.34)
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что, будучи продолжено на любое х = pf'p~2 ... p~k по правилу

(2.28), определяет <р(х) всюду на N (п.2.5.3) и дает формулу

Эйлера 24):

переходящую в силу (2.32) в

<р(х) = хL p.~d).
dlx

Еще одна неожиданная формула

L<P(d) = х

d\x

(2.35)

(2.36)

получается применением п. 2.5.1 к функции <р(х) с последующим

учетом <р(ро) = рО _ ро-I ДЛЯ простых р.

2.7. Арифметика Вblчетов

Чрезвычайно важную и полезную роль в целочисленнойарифме

тике играют сравнения.

Если числа а и Ь при делении на т дают одинаковыеостатки,

то говорят, что а и Ь cpaвHUМЫ по модулю т, и пишут

что равносильно25)

а == b(modт),

3 k Е Z : а = тk + Ь.

(2.37)

(2.38)

24) В частности,

30=2·3·5 =* 1'1(30)=30(1-~)(1-~)(1-~) =8;

600 = 23·3·52 =* 1'1(600) = 600(1-.~) (1- О (1-~) = 160.

25) В (2.38) часто предполаraют Ь < т, т. е. когда Ь является остатком от деления а на т.

Временами ограничение Ь < m мы подразумеваем и в (2.37), что JlИбо оговаривается.

либо ясно И3 контекста.
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Обозначение (2.37) излишне громоздко, но укоренилось. Мы

будем пользоваться более экономным eto эквивалентомIа ~ Ь, I
3

5 = 20, 22 g -12,

иногда возвращаяськ общепринятомустандарту (2.37).
Легко проверяются следующие свойства сравнений:

т т т

а = Ь =:} Ь = а, а - Ь = О,

т

Ь, Ь ~ С
т

а = =:} а = С,

т

~d а + С ~ Ь + d,а = Ь, с =:}

а !!!.Ь с ~d =:} а'С ~b·d- , ,

а+Ь
т т

=С =:} а = с - Ь,

а ~Ь =:} ak ~ bk
,

~ь
т

а =:} а+с = ь+с,

а ~Ь =:} а· с ~ ь· с.

Все это вместе взятое позволяет говорить об арифметике

вычетов, или арифметике остатков. По первому впечатлению
u т' u

своиства отношения эквuвШlеllтности .«=» во взаимодеиствии

с арифметическими операциями полностью аналогичны свой

ствам обыкновенного равенства, но Iэто не совсем так 1.

2.7.1. Обе части сравнения а ~ Ь МОЖllО разделить на их общий

~итель, если nоследllий взаuмно nрост с т .

.... Если в а = mk + Ь

a=a'd, ь = b~d,

и т не делится на d, то вынужденноk = k'd, и тогда а' = mk' + Ь'. ~

Если же сравнение делится на число, имеющее общиi1 дели

6
тель с т, - результат может получиться ошибочным: 20 = 26

6
после деления на 2 приходит к неверному 10 = 13. Однако

14 ~ 26 после деления пополам остается верным сравнением
6

7 ~ 13.
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Это незначительное с виду затруднение nорождает немало

исследований и nлодов, nреображающux теорию в цело,М.

Определенный интерес представляют одновременные мани

пyляции с левой и правой частью СРl:!.внения и Сщ.1им модулем.

т2.7.2. Обе части сравнения а = Ь и 'модуль т ,Можно у,Множить

на одно и то же число, а также разделить на любой их общий

делитель.

т n в д []2.7.3. Если а = Ь, а = Ь, то а = Ь, г е s = НОК т, n .

т d
2.7.4. &ли а = Ь и т = kd, то а = Ь.

т .
2.7.5. &ли а = Ь и НОД (а, т) = d > 1, то Ь кратно d.

Доказательства перечисленных фактов тривиальны. Но сами

факты нуждаются в о~ознании и фиксации, если думать о сво

бодном владении инструментами сравнений.

Из перечисленных выше свойств легко вытекает следующий

важный ДЛЯ дальнейшего результат.

2.7.6. Теорема. Если ~(Xl"'" Хn) получается из nолиllома с це
лыми коэффициентами

(2.39)

заменой в (2.39) коэффициентов и nеременных другими, сравнимыми

с nрежнuми по 'модулю т, то

2.8. РЯДОВblе задачи

Сравнения проходят красной нитью через всю арифметику, по

этому в одном месте об их прикладной значимости не скажешь.

В то же время для начала желательна'хотя бы простейшая иллю

страция работы инструмента.
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• Найдем остаток от деления 372009 на 7.

37 J:: 2 => 372009 J:: 22009.

А "~КOJIьку 8 = 2З J:: 1 и 2009 = 3·669 + 2,10

372009 J:: 22009 =4 . 8669 J:: 4.

9
• Признак делимости иа 9. Поскольку 10 = 1, то

N О" 0,,-1 9= а" . 1 + a"_1 . ] + ... + ао = 4" + ... + 40'

Поэтому N делится на 9 в томм случае, когда на 9 делится его сумма цифр.

• Признак дeJIИ~ Ila 11. Поскольку )(1' М (_I)t , то

N = 4,,' 10" + а,,_1 • 10,,-1 + ... + во М (Во + 42 + ...) - (4.. + 4з + ...).

Поэтому N делится на 11 в томм случае, когда на 11 делится его сумма цифр,

стоящих на четных местах, минус сумма цифр на нечетных местах.

Признак делимости на 1.1 иного сорта получается из представления

N = (вn ... 40) = 4" • 10" + В"_I . 10"-' +... + 40

в виде

откуда ясно

потому что 100 М 1.

• Признак делимости на 7. С учетом 1000 J:: -1 и позиционной записи
N = в" ... Во, имеем

N = (а24,40) + ]000(45444з) + 10002(484746) + ... J::
7=(424140 + В84,46 + ...) - (45В44j + 4114'04, + ...).

• Уравнение ~ + 7" = 13' не имеет решения в натуральных :1:,1/, Z Е N,
потому что

2J: -1, 7J: 1, 13J: 1.

Поэтому 13' J: 1 при любом z Е N, а левая часть 2" + 7' J: (-1)" + 1, т. е.

-!,ибо J: О, либо J: 2.
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2.9. Две системы Вl:tlчетов
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Отношение эквивалентности «по модулю т» разбивает Z на клас

сы сравнимых между собой чисел 26):

(а)т = {х : х = а + km, k Е Z}.

Маленький пример, конечно, сильнее общей декларации. В случае т = 6
имеется 6 таких классов:

... ,-12, -6, О, 6,12, .

... , -11, -5,1,7,13, ..

... , -7, -1, 5,11,17, ...

(2.40)

ПеРВУJО строчку (2.40) можно обозначить как (О) ,лиБQ (-12), либо, в конце

концов, как (О + 6k) при любом k Е z; (1) - это уже вторая строчка 27).

в общем случае Z разбивается на т классов вычетов. Лю

бые т представителей по одному из каждого класса называются

в совокупности полной t,:истемой вычетов по модулю т. В KalJeCTBe

«полной системы вычетов» обычно используют

О, 1, ... ,т~ 1. (2.41 )

2.9.1. Любые т чисел," попарно несравнимые по модулю т, образу

ют полную систему вычетов.

2.9.2. Если НОД (а, т) = 1их пробегает полную систему вычетов

по модулю т, то ах + Ь при любом Ь Е Z также пробегает полную

систему вычетов по модулю т .

.... Допустим противное: аж) + Ь ~ аЖ2 + Ь, - откуда :1:1 ~ :1:2, что

противоречит предположению о раэличии жl и :1:2 И их принадлежности полной

системе вычетов. ~

в пределах любого класса BbIlJeТOB - НОД (х, т) один

и тот же (п.2.7.5). Особую роль играют те классы, в которых

НОД (х, т) = 1.

26) На массы BI1II/eтOB, т. е. на фактор-множества.

27) (а) в теории rpупп обозначает подrpУппу, порожденную множеством. в данном CJlучае
одним элемеитом а.
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Любые т представителей по одному из каждого такого класса

называются nриведенной системой вычетов ПО модулю т. Обычно

nриведенную систему Формируют из элементов (2.41). Для т = 28,
например, получается:

1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,23,25,27.

2.9.3. В случае простого модуля nриведеnная система отличается

от ПОЛНОЙ исключением из (2.41) нуля 28). .

Роль nриведенной системы будет далее прорисовыатьсяя в раз

ных аспектах, но по сути все очень просто: уравнение 29)

ах ~ Ь (2.42)

гарантированно имеет решение х при любом Ь, если а - элемент

nриведенной системы П. В частности, у любого а Е П есть обрат

ный элемент по умножению, а· а-1 ~ 1, - см. раздел 2.11 
.. решением (2.42) является х ~ а- ' . ь; т. е. Х получается как бы

де~ением на а, для чего в обычном понимании а должно быть

ненулевым. В срезе «арифметики по модулю» эквивалентом по

нятия «не равно нулю'> оказывается «взаимно просто С модулем».

Поскольку в ряду (2.41) количество чисел взаимно простых

.с т измеряет функция Эйлера ср(т) , то приведенная система

насчитывает ровно ср(т) чисел. Понятно, что:

2.9.4. Любые ср(т) чисел, nоnарnо несравншtыеПО модулю т и вза

шtНО простые с т, образуют nриведеnную систему'вычетов.

2.9.5. Если НОД (а, т) = 1 и Х пробегает nриведенную систему

вычетов помодулю т, то ах также пробегает nриведеnную систему

вычетов ПО модулю т.

Доказательства утверждений 2.9.1-2.9.5 тривиальны, но они

опять-таки (как и ключевые пункты раздела 2.7) нуждаются в осо-

28) Dобщем случае - исключением числа кратного т.

29) Играющее П('ШIЦнпнальную роль во ~lНогих ПРltКЛадных задачах.
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знании и фиксации 30). Простые и очевидные вещи - самые ко

чые, ибо ускользают, а без них не обойтись.

2.10. ТеоремЬ! Эйлера и Ферма

2.10.1. Теорема Эйлера. В случае НОД (а, т) = ), т> 1:

I alp(m) ~ 1. I (2.43)

... Когда ж пробсгает наимеНLшие неотрицатеЛLные вычеты в приuеденной

системе вычетов,

ж = '\1, ... , -\,(т), (2.44)

аж по модулю т пробегает те же значения (2.44) (п.2.9.5), разве что в другом

порядке. Перемножая

\ m } ,n
аl\l = PI.··· ,a"~(т) = P~(т),

где каждое Pj равно некоторому .\j, имеем

a~(т).\, ••. -\'(т) ~ РI ... P~(т),

что после сокращенияна .\1 ..• -\,(т) = Р! ... P~(т) дает (2.43). ~

Теорема 2.10.2 сразу следует из теоремы

2.10.1. Умножая (2.45) на а, имеем

2.10.2. Малаятеорема Ферма. В случае nро

стого р > 1 и нод (а,р) = 1:

I aP-
1 g, 1. I

Р Р -
а = а,

(2.45)

(2.46)

причем (2.46) справедливо уже и без требования взаимной про

стоты а и р, что в определенных условиях имеет свои плюсы.

30)Для чего их полезно прокругить, пусть даже перелиВЗJI из пустого В порожнее, 110

в голове. В книге такие вещи только ЗШ1Jязняют изложение.



64 Глава 2. Элементы классики

Результат, конечно, совсем простой (когда сообразишь).

Р ( )Р Р Р ~ р!
а = 1+... + 1 =J +. ':.: + 1 о' +LJ k

l
! ... k

a
!'

равно а

где. суммирование идет по всем kj <р при условии

k l + ... +ka = Р,

и потому все слагаемые под знаком L делятся на р, если р

nростое З1 ). Следовательно, аР = а + р. q, что влечет за собой
.(2.46). Теперь надо предположить вз.аимную простоту а и р,

чтобы (2.46) можно было разделить на а и получить (2.45).

Причина обязательного наличия в арифметцке вычетов со

отношений типа а" ~ 1 достаточно очевидна. Из-за ограничен

ности остатков при делении на т в ряду степеней а, a'i, аЗ, ...
"еизбежнысовпадения:

" т 1а =а. (2.47)

и если а взаимно просто с т, то (2.47) можно разделить на а' , что
и дает а" ~ 1 при n = k - 1. Однако в (2.45) n воВсе не обязано
быть равным р - 1. Здесь обнаруживаются странные на первый

взгляд закономерности. Степени 2" по модулю 5:

2, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 1, 2, ... ,

действительно, добираются до 1 первый раз при k = 5 - 1, после
чего, естественно, все периодически повторяется. Но 2" по моду
лю 7 довольно быстро упирается в единицу: 2, 4, 1. А по модулю

10 11 k11 снова требуется р - 1, т. е. 1J-1 шагов, 2 = J. Однако 3
.натыкается на единицу раньше, з5 ~ 1..

Все это может показаться игрой случая, но за кадром 1yf

стоят важные механизмы (см. nервообразныекорни, индексы).

р'
31) ибо тогда ",! .. :",,! делИТСII на р. Длll составного Р соотноwеНИII (2.45) и (2.46)

не обllзаны ВЫПОnНIIТЬСlI, 5S ~ 5. 56 ~ 1.
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На арифметические понятия с самого начала полезно смотреть

(или хотя бы посматривать) с общих алгебраических позиций.

В частности, полную систему вычетов (2.41) естественно интер-
+

претировать как аддитивную группу Zm вычетов по модулю m
с элементами 32) О, 1,2, ... ,т - 1 и групповым произведением, рав

ным остатку от деления обычной суммы а + Ь на т. Единицей

группы служит нуль.

Напомним определения {5, т.8].

2.11.1. ГруппойG называется конеЧIIQЛ или бесконечная совОКУnllость элементО8,

на которой задана групnовuя операция" ''', соnоставЛJl/ОЩШlлюбой паре элементов

а, Ь Е G IleKomopblU элемент с из той же совокуn//ости G:

а'Ь = С.

При этом групповая оnерацuя, //Q3ываемШI обычно умножением т, обязаl/а удовле

творять трем условиям:

• р' (q. r) = (р. q) . r (ассоциативность).

• В группе существует единиЧIIЫЙ элемент 1, обладающий С80uст80М 1 . х =
:Z: • I = х для любого z Е G.

• Каждьtй элемент z Е G имеет обратный :Z: - I :

х·х- I =:z:-I.:z:= 1.

2.11.2. ГРУППУ G, содержащую n элемеllтов, называют конечltоu, а IGI = n - ее

noрядком. Порядок IGI может быть бесконеЧIIЫМ.

Подмножество Н С G, образующее rpynrlY, - при той же ('рупповой

операции, что и в G, - называется nодгруnnоЙ. Групповое произведение х ... х
с n сомножителями обозначают как х" , при этом хО = 1. Группа G, в которой псе

элементы могут быть получены путем последовательноговозведения о степень

одного элемента а,

(2.48)

называется цutUU'lескоЙ. Если в (2.48) осе степени a~ (k ;;?: О) различны. группа G
бесконечна. Конечная группа исчерпывается степенями

32) Вместо О, 1,2, ... , т - 1 можно ГО80рИТЬ О фактор-группе Z/rnZ.

33) Дли обозна'lения группояой операции ИСIIОЛЬЗУIOТСИ и i\J1УГИС 'Iнаки. pallllO как
и отсутствие знака, как при обblЧНОМ умножении.
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Минимальное n в равенстве ь" = I называют nоряд"ом или nepuoiJoм

элемента Ь и обозначают через Ibl. в случае Ь" ::F 1 при любом n > О, 
считают Ibl =00.

Групповую операцию обычно называют умножением. Это COOfBeTCТ8yeT

мультиl1llи"ативноu точке зрения. Для абеАевьа ("оммутативных) групп, в кото

рых, по определению, а'Ь = Ь'а, обычно используется аддитивная терминология.

Групповую операциlO называют сложением и обозначают знаком +, а едини

цу именуют нулем. Коммутативность групповой операции упрощает теорию.

Но наао иметь о виду, что привычка к «мультипликаТИ8НОМУ мышлению,. ме

шает «мыслить аадИТИDНО", и наоборот.

При переводе полной системы вычетов (2.41) в лоно теории

l1'упп есть соблазн использовать в качестве l1'упповой операции

остаток от умножения 34). Но здесь на пути возникают препят

~твия. Во-первых, нуль в (2.41) заведомо необр.атим, поэтому

со~окупность О, 1, 2, ... ,т - 1 приходится сокращать до

1,2, ... ,т - 1. (2.49)

.Во-вторых, не годятся составные модули. В случае, например,

т'= 6 только два элемента, 1 и 5, имеют обратные,

6
(1· 1 = 1),

6
(5·5 = 1),

а произведения 2· 3 и 3· 4 обращаются в нуль по модулю 6.
Поэтому (2.49) рассматривается в качестве мультUnЛUlШтuвной

группы вычетов по модулю т лишь для простого т.

Группа ли ЭТО - тоже вопрос.
... Первые две аксиомы группы очевидны. Ассоциативность ясна, посколь

ку а· Ь ..• h, как и в случае двух сомножителей, равно остатку от деления

обычного произоедения аЬ ... h на т. Обоснование третьей аксиомы (суще

ствование обратного элемента) - несколько сложнее.

Единица обратна сама себе. Далее наао доказать, что любое число х из

{2, ... ,т - l} имеет обратное. Рассмотрим т целых чисел,

Ни одно ИЗ них lIe делится на т, поскольку т простое, а ·х < т. Разделив

каждое xi на т, ПОЛУ'IИМ т остатков строго меньших т. Поэтому хотя бы доа

34) остаток от деления обычного I1роиэведеllИЯ аЬ на т.
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числа zП и х" при делении на т дают один и тот же остаток. Отсюда

хП._ х" = z"(жп-k - 1) ~ О,

а так как ж" ~ О, то хп-k - 1 ~ О.
Пусть у обозначает остаток от деления !lисла хП-II- 1 на т, т. е.

п-k-I т
Х =у.

67

Умножая обе части последнего равенства (сравнения) на х, получаем

zП-k ~ жу.

Но, как уже показано, хП-'" при делении на 'т дает в остатке единицу. Следо

вательно, ху ~ 1. Поэтому У ~ ж- I . ~

Арифметически более полезна другая конструкция. В ад-
+

дuтuвной группе Zm вычетов по .модулю т помимо сложения

вводится умножение а' Ь, равное остатку от деления обычного

произведения а и Ь на т. Тогда класс вычетов по .модулю т об

разует кольцо 35) Zm, которое в случае простого т является полем.

Если т составное, то Zm будет кольцом, имеющим делители

нуля (3·2 = О в Z6), но не полем. Так или иначе, в результате

такого обрамления к теории чисел подключается аппарат общей

алгебры. И как всегда, более общая точка зрения позволяет видеть

причины и закономерности, находящиеся «на другом этаже,>.

2.11.3. КОЛЬЦОМ называется множество Х с двумя бинарными операциями, сло

жения + и умножения " при УСЛ08ии:

• Х - коммутативная группа ПО сложен~ю (аддитивная группа кольца).

• Умножение ассоциативно 36).

• Выполняется дистрибутивный закон,

р' (q + r) = р' q+р' r, (q + r) .р = q .р + r . р,

определяющий 8зоuмодействие сложения iJ умножения.

Ненулевое кольцо не может быть группой по умножению из-за

35) В сущности zт есть фактор-кольцо Z/mZ.
36) В случае коммyraтивности умножения кольцо называют /(vМJo(yтaти8HbIМ, а еСJlИ

в Х есть единица по умножению, говорят о колысе с eдu"ицeй. Определение кольца

не исключает ситуаций а· Ь = О при ненулевых а, Ь. Такие ЭJlементы кольца называются

делитetlJ/Jl/и НУЛЯ. Кольца без делителей НУJlЯ (при условии 1 i= О) lIазываются целостными.
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Однако ненулевые элемеtГfЫ кольца Moryr составлять lpYf/.nY по умножению

(мультиnлu"атиIlНУЮ группу). В этом случае кольцо называется mиом, а тело

с "оммутативным умножением - II04ем. Поле BMeCfe с любымидвумя Э!lемента

ми а, Ь содержиттакже аЬ, а+Ь, а-Ь и а/Ь (при условии Ь #= 0)37). Структура

поля гара//тируетразрешимост"линейных ypaBlleHUU, "то выiJeлRет поля 11 особо

,благоприятные объе"ты изучеllUЯ.

Итак, кольцо вычетов Zm ПРСi.J,~rаWIяет собой множество

(2.41), на котором заданы сложение и умножение по модулю,

а + b(modm), а· b(modт).

мно:ж:ество (2.41), т. е. {О, 1, 2, ... ,т - 1}, с операцией сло

жения а + b(mod т) образует аддитивную группу Z~ кольца Zm.
Что касается совокупности (2.41) по умножению а· b(mod т), то

она группой не является. Но элементы (2.41), имеющие обратные

по умножению, уже образуют группу, которая называется муль

тиnликативной группой Z~ кольца Zm. В группу Z~ входят те

и только те элементы кольца а Е Zm, которые взаимно просты
Х '

С т, т. е. Zm - это nрuведенная группа вычетов.

Если т простое, то все элементы (2.41), за ИСКЛЮ'lением нуля, как уже

отмечал ось, входят о z;;' - и тогда Z;;. является нолем. В общем случае это

не так. Например,

'Z;={l,3}, Z:={l,5}, Z;={l,3,5,7}, Z;={l,2,4,5,7,8},

-гДе Z; = (3), z: = (5). z; = (2) = (5) - циКАи"ес"ие группы, z; - не цикли

чеС,кая.

Повышенное внимание к ГРУПllliМ Z; объясняется тем, что
х k k,Zm. В случае разложения т = p.1 ... Pt на прость~е множители -

есть прямое произведение групп

Х ( k')
,ZTj Ti = Pi' ,

, Х

каковые оказываются «структурными блоками». Все группы ZTj цик-

лическиеза исключениемZ;., k ~ З. Порядок группы Z~ равен

значению <р(т) функции Эйлера <р.

37) Элемент z = а/Ь определяется как решение уравнения bz = а.
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2.12. Цепные дроби

Цепной (или непрерывной) дробью называется выражение вида:

х = qo + ---------
ql + -------

q2+-----

qз+----

(2.50)

qn + ".

где qo Е Z, а все остальные qj Е N. Для обозначения (2.50)
пользуются также обозначением х = [qo; Ql, q2, ... ].

Конструкцию (2.50) большая '13сть населения недолюбливает

из-за громоздкости и непривычности. Но она (конструкция) нвлн

ет собой какую-никакую систему записи чисел, каковая из бездны

нашего непонимания кое-ч,.о извлекает на поверхность.

Ведь если вдуматься, то система записи - это нзык, от вы

бора которого зависит, что попадает D поле зрения и что остается

скрытым, незамеченным. Позиционная система чисел удобна,

но она многое заслоняет, выдвигая на передний план разные

задачи инструментального характера: какие цифры стоят на та

ких-то местах, какие свойства не меняются при перестановке

цифр и т. п. У динозавра (2.50) другие недостатки, но есть также

достоинства. И потому (2.50), как телескоп обзора арифметики,

временами заслуживает употребления.

Разложение х в цепную дробь дает следуюший рецепт.

qo = lxJ, .

q'~l~,J
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l I Jq - -
n - Хп-I

1
Хп = --- Qn,

ХП-I

где lxJ, напоминаем, обозначает целую часть числа х.

Для любого рационального х разложение обрывается по до

стижении некоторого хп = О. Дробь получается конечной. Ирра

циональные х представляются бесконечными дробями, которые

оказываются периодическими в томм случае, когда х является

квадратичной иррациональностью:

.Ji = I +-----
2+ I

2+-
I

2+-

1+V5
-2- =1+-----

1+--
1

1+-
1

1+-

а

Если разложение рационального х = Ь сопоставить с алго-

ритмом Евклида (2.2), то легко убедиться, что в обозначениях

(2.2) имеем

а- = q\ +---------
Ь

q2 + ---------
qз+------

q4+-----

I
qn-l +-

qn

т. е. все ql,' .. ,qn из (2.2), как говорится, в одном флаконе, что

позволяет говорить о скелете цепной дроби как о ДН К обык

новенной. Как бы там ни было, формальное совпадение остова

цепной дроби и набора qj на виду - как и равенство инертной
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и гравитационной массы - но сделаны ли отсюда псе возможные

выводы? Наивные ингредиенты более-менее очевидны.

Всякая цепная дробь порождает последовательность дробей,

80 = qo. 81 = [qo; ql).82 = [qo; ql, Q2)' 8" = [Qo; Ql. Q2 • •••• Q"J •.•.•

называемыхподходящими,которые, 'разумеется, могут быть пре

образованы в обыкновенные

Р"
Sk = Q,,'

причем легко проследить, что числители и знаменатели Pk, Qk

меняются по "рапилу:

(2.51)

Р"
а сами Sk = Qk сходятся К х, четные - монотонно возрастая,

нечетные - монотонно убывая. При этом значение х все время

зажато ме)jЩУ соседними S2t и S2t+1.

Разница

Pk Pk- I Dk
8k- 8k-1 =-- -- =--,

Qk Qk-I QkQk-I

где Ok = PkQk-1 - QkPk-l' Несложные преобразования с уЧетом (2.51) приводят

к Dk = (_I)k. В итоге

(-I)k
8k- 8k-1 = -QQ ,

k k-I

откуда

I 1
IЖ- 8kl ~ -QQ ~ Q2'

k+1 k k

что выделяет подходящие дроби среди остмьных следующим свойством.

(2.52)

. . Р"
2.12.1. Теорема. Подходящая дробь -Q является наwzучшuм nри-

" .ближением х среди всeJC дробей, знаменатель которых 1lе nревосхо-

диm Q".
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Это самый простой, но весьма полезный результат в области

диофанmовых приближений.

а

В случае рационального Z = Ь последняя подходящая дробь

.Рn а Pn- I
- = -ь. в предпоследней дроби -Q обнаруживается неожи-
Qn· n-I

данный феномен:

(2.53)

2.1 з. Диофантовы приближеНИА

Теорема 2.12.1 - лишь маленький фрагмент теории дuофанmовых

приближений, в основе которой лежат достаточно простые вопро

сы, с виду бесплодные. Насколько хорошо v'2 можно приблизить

дробью ajb? С любой точностью, очевидно. И тут, казалось бы,

надо поставить точку и заняться другими делами. Однако стоит

обратить внимание, как вымученные, ",1 первыйвзгляд, проблемы

приводятк постановкеинтересныхзадач, а потом и к взаимосвя

зям с другими дисциплинами.

Как минимизироватьошибкуприближения1v'2-a/bl пРи.ограниченном Ь?
Оказывается, существует константа 1, такая что

I'2-~I~1.y~ ь "'" Ь2'

и даже две константы, позволяющие ошибку зажать в тиски:

11 1;::; al 12
Ь2~ у2-;; ~Ь2'

в то же время И и многие другие числа, особенно трансцендентные,
приближаются рациональными дробями гораздо более эффективно. Частично

разобраться в причинах помогает

2.13.1. Теорема лиувиnnя. Если ~ - корень неприводимогоЭ8) ПОАUlюма I(x)
с целыми коэффициентамистепени n > 1, то существует константа 39) 1> О,

такая что

I~_ ~I >.1..
Ь ь"

38) См. раздел 6.2.

39) Зависящая от {.



2.13. ДиофаНТО8Ы приближения

~ В силу неприоодимости I(ж)

I (~) I= IAna
n+ Ап_ 1 а

п

-
1

Ь + ···1 >- ~.
lb ьп "'ьп

Кроме того, с учетом IЮ= О, имеем

при некотором Ж, скажем, из интероала (~- 1, ~ + 1). Таким образом,

I 1
где '1 - константа в HepaвellcTBe 1I (Ж)I ~ -, ж Е (~- 1, ~ + 1) ...

'1

. ,
I ,

Получается, что характер приближения может служить инди

катором, помогающим классифицировать иррациональные числа.

Сразу, конечно, не придумаешь, зачем это нужно. Лиувилль, тем

не менее, сообразил, как использовать сей инструмент, и постро

ил трансцендентное число 40)

00

{= L 10-k
',

k=[

удовлетворяющее,как легко убедиться, неравенству

~ -k! 2
{ - LJ 10 < 10(n+I)!'

k=\

которое не вписывается в рамки теоремы 2.13.1, - и потому {
не может быть алгебраическим числом.

Возвращаясь к аппроксимации -./2, заметим, что при целых ж, у # о

ж2 - 2у2 # О

в силу иррациональности -./2. Поэтому минимум Iж2
- 2у2 1 равен единице,

и наименьшая ошибка приближения 1-./2 - ж/уl достигаеТСJ] на решениях урав
нения Пе/UlЯ41)

40) Существование каковых в его время было не ясно.

41) Сыгравшего несомую роль н решении \О-й nроблемы ГШlЮерmа.
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обладающего уникальными свойствами [5, т. 6]. Все его целочисленные решения

(хn , Уn) вычисляются из

(2.54)

что являет собой nокаэательный пример успешного взаимодействия арифметики

натурального ряда с «иррациональными трюками».

2.14. Задачи для обозрения

Задачи полезно решать, но и просматривать их не худо для

расширения представленийо дисциплине. Речь не столько о ни

жеследующихзадачах, которыхсмехотворномало, а о самой идее.

1. Для любого простого р и любого многочлена '(х) с целыми коэффици

ентами имеет место сравнение

00 N

2. Гармонический ряд Е n- I расходится, но чаСТИ'lные суммы Е n- 1 при
n=1 n=1

N > I целых зна'lений не nринимают.

3. Натуральное р > 2 является простым в томм

случае, когда (р- 2)! -1 делится на р (теорема

Лейбница).

4. Пусть а, Ь, ••• , w Е N и а + Ь + ... + w = n.
Тогда

n!
а!Ь! ... т! Е N.

5. Уравнение 15х2 -7у2 = 9 не решается в целых
числах.

6. Если сумма цифр числа не меняется при

УМ~lOжении его на 7, то оно делится на 9.

7. Уравнение

I! + 2! + ... + х! = у2

имеет только четыре решения.

Лейбниц (1646-1716)

8. Уравнение х4 + у4 = Z2 не имеет неllулевых целочисленныхрешений.



Глава 3

Теория сравнений

Выпей гад"и с Пустотою

Тет-а-тет,

И Ifастройся nо-nростому.

Нет - та" lIет.

Нижеследующий материал относится к эле

ментам классики, но n глапу 2 не помещается

из-за диспропорции размеров. Идеология 1УТ

проста по замыслу, однако богата результатами,

и поднимается местами до таких высот, с кото

рых некоторые глубины видны. При этом уче

ние о сравнениях обеспечивает не отдельные

разрозненные ПРОРЫ8Ы, а дает основу для ре

шения широкого класса ари<l;>метических задач.

3.1. Диофантовыуравнения

Дuофанmовымuмы называем полиномиальныеуравнения с цело

численными коэффициентамии поиском целочисленныхреше

ний. В случае одного неизвестногох это либо уравнение

n n-l О
аn •х + аn-I . Х + ... + ао = ;

либо

n n-I т О
аn • Х + аn-I • Х + ... + ао = .

в случае (3.1) из представления

( n-I n-2 )
аn ' Х + аn-I • Х + ... + аl Х = -ао

(3.1)

(3.2)

сразу ясно, что Х должно быть делителем ао, и это сводит решение

(3.1) к идеологически простому перебору.
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Для уравнения

Глава З. ТеОРИR сравнений

достаточно проверить лишь две возможности ~ = ± 1. Обе не подходят 
решений Нет. Для

х
3 + ж + 10 = О

потенциально возможными, в силу 10 = 2· 5, M.oryr быть

±I, ±2, ±5, ±IO.

Подходит лишь х = -2.

Что касается уравнений вида (3.2), то они также решаются

ограниченным перебором, поскольку все коэффициенты в (3.2)
можно заменить остатками от деления на т, и решение х искать

среди 1) О, 1, ... ,т - I (теорема 2.7.6). Другое дело, что при боль

ших т в дебрях перебора хотелось бы видеть «короткие путю> ,
для чего требуется определенная изобретательность и какая-ни

какая теория. Кроме того, интерес часто предстэ,вляют не сами

решения, а условия их существования. это заставляет смотреть

на проблему под другим углом зрения. Возникают также допол

нительные вопросы: сколько решений, можно ли существенно

сократить перебор и т. п.

Для полиномиальных «уравнений по модулю» С tlесколькими

переменными

(3.3)

ничего по сути не меняется. Переход к ~cтaTKaM от. деления на т

сводит поиск решения опять-таки к ограниченному перебору.

Разве что идеологическая мотивация усиливается. А вот обычные

уравнения (разумеется, целочисленные)

становятся довольно неудобными объектами

даже алгоритмически неразрешимыми 2).

(3.4)

в общем случае

1) ПОДСОСДIIIIИВ затем к IlзйдеШIЫМ ж соотнетстоуюшие классы IJыеmоIJ..

2) ПОШIТIIО, если решение у (3.4) есть, то рано или поздно eI"O можно найти персбором.
Но если реlllСНИЯ нст, то это прииципиалыlO недокаэуемо для некоторых ураВllеllиll.

СМ. главу S.



3.2. Сравнения первой степени

Разрешимость (3.4) влечет за собой, оче-

. видным образом, разрешимость (3.3) при лю

бом т. Поэтому, если у (3.3) нет решений

при некотором т, это означает неразреши

мость (3.4). Однако если (3.3) разрешимо при

любом т, отсюда не следует (как можно бы

ло бы подумать) разрешимость (3.4).

Уравнение

77

Диофант (ОК. 111 В.)

(ж2 ~ Iз)(ж 2
- 17)(ж2

- 221) ~ О

разрешимо при любом т (?), НО (ж2 - 13)(х2 - 17)(ж2
- 221) = О не имеет

целочисленных решений.

3.2. Сравнения первой степени

3.2.1. Теорема. Уравнение первой степени

ах ~ь (3.5)

в случае взаимно простых а и т - НОД (а, т) = 1 - имеет

единственное решение 3) в любой полной системе вычетов .

... Если над (а, т) = 1 и ж пробегает полную систему ObI'IeToB по мо

дулю т, ТО и аж пробеrает полную систему вычетов по модулю т (п.3.2.1).

Поэтому только при одном х число аж будет сравнимо с Ь. ~

Если же НОД (а, т) = d > 1, то для разрешимости (3.5)
обязательно, чтобы Ь было кратно d (см. п.2.7.5). При этом а, Ь

и т можно разделить на d (см. п. 2.7.2), в результате чего ситуация

сводится [( п. 3.2.1. Поэтому справедливо CJ.1еДУlOщее утверждение.

3.2.2. Теорема. Если нод (а, т) = d > 1 и' Ь не кратно d,
. 4)

уравнение (3.5) неразрешимо . Если же Ь кратно d, то (3.5) имеет

единственное решение 8 любой nриведенной системе вычетов и d
решений в любой полной системе вычетов (по модулю т) 5).

3) Разумеется, по модулю т. Если х· - решение (3.5), то х' + km, k Е Z - все
решения уравнения (3.5) в Z.

4) Неразрешимо, в 'Iастности, ах ~ 1. Поэтому элементы а не имеют обратных, если

НОД(а,т)=d>1.

5) Сей факт 1I0лезно сопоставить с п.2.9.5
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Обратим внимание, что (3.5) равносШlЬНО разрешимости ли

нейного уравнения

ах = ту + Ь, т. е. ах - ту = Ь

с двумя переменными х, у Е Z.

(3.6)

Как решать уравнение (3.5)? Из сказанного выше ясно, что

МЬжно ограничиться случаем НОД (а, т) = 1. Умножая (3.5)
-1 -) б v Zx

на а ,где а - о ратныи к а элемент в группе т, т. е.

v -1 т 1
дающии в произuедении а а = ,- имеем

х ~ a-1b.

Таким образом, решение получается без всякого перебора, если

знать обратный элемент a- t , к поиску которого надо правильно

подойти. Конечно, по теореме Эйлера 2.10.1

aIP(m) ~ 1,

Т.е.
а. a IP(m)-1 ~ 1,

отКуда ясно а- I ~ aIP(m)-I. Но возведение а, быть может,

в большую степень tp(m) - 1 - иногда не сахар 6). Достаточно

эффективной альтернативой может быть формула' (2.53), а также

стандартный путь, пролегающий через использование алгоритма
т

Евклuда. Дело в том, что по теореме 2.9.2 уравнение· ах = 1 имеет
-1

,единственное решение х = а , равносильно единственное ре-

шение имеет уравнение 7)

ах - ту = 1, (3.7)

каковое решается алгоритмомЕвклида (см. доказательство тео

ремы 2.1.2) за '" log3 т арифметических операций. Так что об
ратные элементы (по умножению по модулю) разыскиваются полu

1I0МUалыlO - перебор не требуется.

6) Для возвеДСНIIИ о степень по модулю имеются достаТО'IJIО :JКOiIOMHbIe алrоритмы

(C~I. раЩСII 3.3).

7) Уж~ I1С по модулlO, а обычное ураuнеt1Ие в целых '1Ислах.
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3.2.3. Китайскаятеоремаоб остатках. Каковыбы ни были взаимно

простые n\, ... ,nk Е N и цеЛl,lе Х\, ... , Xk Е N, - существует

такое Х. что

Х
n.= XI,

Х
n2 (3.8)= Х2,

. ,

Х
nk
=Xk,

т. е. Х, дающее при делении на n\, ... , nk остатки Х \, ... , Хn . При

этом одно из возможных·решений:

k -1

Х = Х· = L (n:) Xi,
i=\ nа

где n = n\n2'" ,nk, а (~)-I - обратный в Z~i к элементу ~.
~ ~

Остальные х, удовлетвcJрЯlOщие (3.8), сравнимы с Х· по модулю n,
и другихрешений нет 8).

п .
.... Элемент - делится на все Пj при j i= i. Поэтому

Пi

(
п )-1 Bj {жj , j = i,
- ж·-

Пi ,- О, j i= i,

.~ .
что означает х = Жj при любом З. Orcюда для ж из (3.8) имеем.~ .

ж ,.... х = О при любом J ,

что дает ж-ж· ~ О. ~

3.3. Алгоритм возведения в степень

в арифметикеостатковстандартнойоперациейявляется.вычисле

ние наименьшего неоmрицательноговычета an(mod т) при очень

больших значениях т и n. Прямолинейная попытка действовать

в лоб (вычисляя сначала а
n
последовательным умножением на а),

8) Другими словами, 11 пределах полной системы вычетов.
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конечно, неразумна. ВЫХОД из положения заключается в двух про

стых уловках 9) •

1. Всякое произведение тут же (не дожидаясь следуюшего умно

жения) заменяется наименьшим неотрицательным вычетом

по модулю т. Тогда в процессе вычислений не возникают

числа большие т2 •

2; Для вычисления n-й степени а возводится в квадрат, затем

в квадрат возводится а2 , потом а4 , далее аЗ, ••. , - и так
k .

пока 2 остается меньше n. После чего задача сводится

к возведению а в меньшую степень n - 2k
•

1024 210
а =а

Несложный анализ показывает, 'что суммарное количество

двоичных операций, необходимое для вычисления an(mod т),

имеет порядок'" (Iog n)(log2 т).

3.4. Полиномиальныесравнения

3.4.1. Если т = т1т2, то полиномиальное сравнение

лх) ~ О, '( )
n n-I·

Х = аn • Х + аn-l • х + ..."+ ао, (3.9)

выполняется в томм случае, когда выполняется каждое сравнение

(см. nn. 2.7.3, 2.7.4)

'(х) ~ О, '(х) ~ О. (3.10)

Поэтому каждому решению х ~ 3:1, Х2, ••• уравнения (3.9)
взаимно однозначно соответствует пара разноименных решений

(3.10) из наборов

т2

Х = JLI, JL2, ••• ,

т. е. Xk Н {Лj, JLj}. Поэтому, если N(m) обозначаетчисло реше

ний сравнения (3.9), а N(ml) и N(m2), соответственно, - число

9) ТРIОКИ копее'шые. но дают огромный эффект.
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решений сравнений (3.10) \0) , то

что означает мультиnли"ативность функции N(m), и

где т = pflp~2 ... p~" - "аноничеС"Qе разложение т.

ВI

Эквивалентность уравнения (3.9) и систеМрl (3.10), наряду

с каноническим разложением модуля, объясняет, почему основной

интерес представляют сравнения (3.9) по модулю простого числа

в не"оторой степени. В свою очередь, решение

лх) ~ О (3.11)

автоматически находится по решению сравнения f(x) !t::. О по
простому модулю р.

~Автоматически» - не значит без труда. Пусть х\ - какое-то

решение f(x) !t::. О. Все решения тогда: х = х\ + t\p, что после
подстановкив

2

f(x) ~ О (3.12)

и разложения левой части (3.12) в ряд Тейлора после отбрасывания
2 .

членов кратных р - принимает вид уравнения

которое однозначно 11) решается относительно .t(. В результате

определяется решение Х2 = х\ + t\p сравнения (3.12) по мо

дулю р2. Далее процесс можно продолжать в том же духе, по

следовательно определяя «вырастающие из х\ » решения (3.11)
3 4 .

ПО модулям р , р , ....

10) каждый раз речь идет о числе решений 8 пределах соотueп:твуюшей полltой системы

Dbl'leтoB.

11) Разумеется, по модулю р2.
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3.5. Сравнения по простому модулю

Из предыдущегоразделаясно, что решениесравне~~я (з ..9) по со

ставному модулю сводится к решению совокупности сравнений

по простым модулям вида

лх) ~ О. (3.13)

По поводу (3.13) напомним, что коэффициенты полинома J(x)
можно (теорема 2.7.6) заменить остатками от деления на р,

решения х тоже можно искать только в полной системе вычетов

О,I, ... ,р-l.

Вдобавок и степень полиномаможно уменьшить:

3.5.1. Уравнение (3.13) равносильно уравнению R(x) ~ О степени
не выше р - 1, где полином R(x) представляет собой рстаток

от деления J(x) на хР - х.

Р
... Из f(ж) = (жР - ж)Q(ж) + R(ж) и жР - ж == О (мШlUЯ теорема Ферма) -

l'
следует f(ж) == R(ж). ~

Таким образом, в

J(x) = аn ' хn + аn-I • хn- I +... + ао ~ О (3.14)

можно считать n < р, иначе в соответствии с п. 3.5.1 степень

уравнения может быть понижена.

р

3.5.2. Теорема. Сравнение (3.14), р простое, n < р, аn ::/= О, -
I~ "

имеет не более n решений , различных по модулю р.

... Проще Bcel"O воспользоваться математической индукцией. При n = I
утверждение справедJIИВО. Допустим, что факт 3.5.2 имеет место для n - 1.
'Покажем, '11'0 тогда он справедлив и для n.

" Пусть жl корень (3.14). Деление f(ж) на ж - жl приводит к TO~CCTBY

f(ж) = (ж - ЖI)Q(ж) +R,

12) Простота МОДУЛII здесь сущеСТl!Cнна. Сравнснис х2
- I ~ О имеет 4 решения:

х ~ 1, 3, 5, 7.
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подстаilОВка В которое ж = ж[ дает l(xl) = л. А поскольку I(x,) l' о. '111

И R :f: о, в силу чего (3.14) равносильно сравнению

(х - ЖI)Q(х) g, О,

каковое имеет не более n решений, потому что Q(x) g, о 'имеет не более n - 1
решения по индуктивному предположению. ~

Полиномиальные сравнения при n > 1 целочисленныx ре

шений могут не иметь вообще. Пример:

5
'v Х Е Z : х

2 + Х + 1 f= о,

25'
т. е. Х + Х + 1 = О не решается. Корней не'!; разложение на мно-

2 5
жители Х + Х + 1 = (Х - XI)(X - Х2) невозможно. Полином

х2 + Х + 1, таким образом, Henpивoдtiм по модулю р.
Аналогия с теорией обычных многочленов [5, т. 8] сохраняется

и далее. Многочлен х4 + 2хЗ
- х2 + 2, не имеющий корней 1:1 Z,

разлагается D произведение неприводимых многочленов:

х4 + 2х3
- X~ + 2 J: (х2 + Х + 1)(х2 + Х + 2).

3.5.3. Теорема. Если d делит р - 1, Р - простое, то xd 1!...
имеет в точности d РQ3/lичных решений.

... Пусть р - I = ds. Тогда

:r!-I - 1 = (х4 ..:.. 1) ((Xd)H + (ж4)'-2 + ... + xd+ J) ,
Т.е.

Если бы У xd
- 1 Ь о было менее d корней, то у полинома справа

в (3.15) было бы менее р - 1 корней (по теореме 3.5.2). НО :r!'-I - I g, О

имеет р - 1 различных корней 1, ...• Р - I (МШlая теорема Ферма), что приводит

к противоречию. ~

3.6. Теорема Вильсона

Частным случаем (3.13) является двучленное сравнение

xP- 1 - 1 g, О, (3.16)
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которое имеет р - 1 решений 13): 1, 2, ... , р - 1. Если Р i= 2, то

Р - I чеТIЮ, и (3.16) можно представить n виде

f::.! l!:: 1 Р
(х 2 -I)(x 2+1) =0,

что эквивалентносистеме двух сравнений

f::.! Р
Х 2 - 1 = О, и

I!::..!. р

х. 2 + 1 = О, (3.17)

(3.18)

р - 1 14)
каждое нз которых, в силу теоремы 3.5.2, имеет -2- решений

3.6.1. Теорема Вильсона15). В слу.,ае niюсmого р

I (P-I)!+ 1 g,~
... СраВllеlше

X,,-I - 1 J': (ж - l)(ж - 2) ... (ж - р + 1), (3.19)

как. и (3.16). имеет р - I решений 1, 2, ... , р - ]. Раскрывая справа 9 (3.19)
скобки и сокращая :J!-I с левым :J!-I, получаем уравнение степени р - 2,
которое по-прежнему имеет р - 1 реUlСНИЙ - MHorornrro 110 теореме 3.5.2.
Поэтому осе коэффициенты слева н справа в (3.19) должны быть равны, R TO~

'lнс..~е свободные '!Лены, т. е.

(р-l)! J': -1. ~ 16)

Немаловажно, что теорема 3.6.1 обратима.

3.6.2. Если (n - 1)! + 1 ~ О, то число n простое.

... В случае n = аЬ, а, Ь > 1 факториал (n"':' I)! делился бы на а, но тогда
на а не делилась бы сумма (n - I)! + 1. ~ .

13) На основании А/алой теоремы Ферма.

14) ИЗ теоре,!/Ы 3.5.2 вытекаеl' чro если А(х)!,(х) 'g, о имеет k + 1 решений (k и I

сгепени ПОЛlШОМОII fk и J,), тосраutlе[шя Jk('Z) g, о и л(х) g, О имеютсоотве'l'СТIleЮ/о k
н I решений.

IS) Ojюрмулирована Ларингом, сославшимен IJa ВuлЬсОIlО. ДоказанаЛагранжем.

16) Другой lIapltallT доказательстuа.В группе z; только I и р·-I обратны сами себе, ибо
'2 р Р113 а = 1 следует а = ± 1, т. е. либо а = 1, либо а = р - 1. Поэтому 'lИсла 2. 3, ... ,р - 2

рззбllllЗЮТСЯ [Ia нары взаимообраТlIЫХ, откуда 2·3 ... (р - 2) !ь 1, ,[то после умножения

113 р - I g, -1 дает (3.18).
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Таким образом, делимость (n - 1)! + 1 на n является безоши

бочным критерием, позволяющим отвечать на вопрос, число n
простое или составное. Но вычислять факториал в лоб при боль

ших n не по зубам даже компьютеру.

в рассматриваемом русле лежит также

3.6.3. Теорема Лейбница. Число n является простым в томм

случае, когда (n - 2)! - 1 делится на n [171.

3.7. Степенные и квадратичные вычеты

На общем фоне (3.13) по своей важности выделяются уравнения

n т

Х = а,

решения которых - так называемые n-стеnенные вычеты по мо

дулю т - в некотором роде являются целочисленными корнями

х = ~ по модулю т, (~)n ~ а. Ниже рассматривается про

стейший вариант:

(3.20)

в предположении взаимной простоты а и р, т. е. над (а, р) = 1.

3.7.1. Те числа а > О, при которых (3.20) разрешимо, называют

квадратичными вычетами по модулю р. Остальные а> О (при ко

торых (3.20) неразрешимо) называют квадратичными невычетами

по модулю р.

Разумеется, не из всех а извлекается корень квадратный в этом смысле.

2 13 ( 13 . ГО) 2 13
Например, 5 = -1 как бы 5 = v -1 , но уравнение х = 7 не решается.

3.7.2. Теорема. для простого р > 2 существует ровно

р - 1 17)
квадратичных вычетов и -2- квадратичныхневычетов

17) По модулю IЗ ЧИС..1а 1, 2,4,9, 10, 12 - квадраmич//ь;е вычеты,
2,5,6,7,8, 11 - квадратичные невЬ/четы.

р-1

2
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... в силу 82 !ь (р - 8)2, что очевидно из (р - 8)2 !ь р2 -:- 28р + i, первая

ПO!lОDина квадратов18) .

(3.21)

.дает при делении на р те же остатки, что и - последняя. Это означает, что

р-l
квадратичных DЫЧСТОВ не может быть более -2-' С другой стороны, 'Iисла

( )

2
2 2 Р - I

1,2, "', -2-

все разлuч//ы по модулю р, посколькудля любых

{
р- I}

а,Ь Е 1,2, ... , -2-

(3.22)

разность а2
- ь2 == (а - Ь)(а + Ь) не может делиться на р, потому '11'0 оба

сомножителя (а -Ь), (а+Ь) меньше р. Поэтому остатки от деления чисел (3.22)
р-I р-I

на р дают -2- вычетовпо модулюр. Оставшиеся -2- чисел из 1, 2, ... , р- 1

будут невычетами. ~

3.7.3. Теорема. Число а является вычетом или невычетом по мо

дулю простого р > 2 в томм случае, когда выполняются соответ

ственно сравнения

(3.23)

или

2:.! Р
а 2 = -1. (3.24)

... Если а - вычет, то возведение х2 !ь а в (Р; 1) -ю степень приводит

к (3.23), - в силу малой теоремы Ферма 1 !ь :r!'-I . Но

а,,-I - 1== (a~ - 1) (a~ + 1) !ь О,

р-l
по той же теореме Ферма имест (р-l) решений, -2- из которыхвынужденно

~ "приходятся на второй сомножитель а + 1 == О, т. е. уже на невычеты,

удовлетворяюшие, таким образом, СООТIJошениК! (3.24). ~

18) РеШСllЮI урaJшеJlИН (3.20) при ЛlOбом даllНОМ в 1= о достатоЧlfO иска:гь о приведен

11011 системе НЫ'lСТ08, полагая z = 1, 2, ... , p-l. Поэтомуосе в, различныепо модулюр,

при которых (3.20) разрешимо, содержатся среди остатков от делеНЮI чисел (3.2]) на р.



3.8. СИМВОЛЫ Лежандра и Якоби

З.8. Символы Лежандра и Якоби
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Определенной реакцией на несколько не

уклюжую терминологи"ю было введение

символа Лежандра (;), определяемого·

для всех а, не кратных'р. (~) = 1, ес

ли а - квадратичный вычет, и (~) == -1,

если а - КDадратичный невычет. Лежандр (1752-1833)

Таким образом, символ Лежандра ничего ПОНЯТИЙIIO ново

го не вносит, однако придает рассуждениям стенографическую

краткосТь, анескладным вычетам/невычетам -" визуальную на

глядность при формулировкерезультатов.

в силу теоремы 3.7.3

3.8.1. Частным случаем (3.25) является

(-1) Id
Р = (-1) 2.

(3.25)

(3.26)

Поэтому а = -1 являетсяквадратичнымвычетомлишь для чисел р

вида 4k + 1, и - невычетом для р = 4k + 3. Следовательно,
2 р .

х + 1 = О имеет решение в томм случае, когда р = 4k + 1.

3.8.2.

( арЬ2) __ (ра).что сразу вытекает из (3.25). В частности,
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3.8.3. Если а !ь Ь, то (~) = (~)" что ясно из определения,
но полезно в озвученном виде.

3.8.4. Определение. Пусть Р > нечетно, и Р = Р • ... Рт
разложеllиена простыемножители,где Pj не обязаmелыtO различны;

целое а взаимно просто с Р. Символ Якоби (;) определяетсякак
nр6изведенuесимволовЛежандра:

(;) = (;) ... (Р:).

3.9. Закон взаимности

По· поводу закона взаимности квадратичных вычетов принято

«бить в колокола», обозначая выдающийся характер феномена.

3.9.1. Теорема. Для простых р, q > 2 имеет место равенство

(Р) !!=!.!1.=.l (q)- = (-1) 2 2 -.

q Р

(3.27)

Иначе говоря, (~) = ± (~) , где зна". + будет, если 'хоть одно
из чисел Р, q имеет форму 4k + 1.

в доказательстве существенную роль играет следующий ре

зул;ьтат, схватывающий ядро проблематики.

3.9.2. Лемма Гаусса. Пусть простое Р больше 2, целое а не де

лится lIа Р. и Р, оБО3llачает количество отрицателыщх чисел среди

наименьших по абсолютной велиlfине вычетов чисел

Тогда (~) =(-1)"'.

р-l

а, 2а, "', -2- а. (3.28)
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р-I
.... Итак, правило предписывает каждое ka в ряду а, 2а, ... , -2-а заме-

нить равным по модулю р числоМ ряда

р-I р-I

--2-'"'' -1,1, ... , -2-' (3.29)

При этом, как легко убедиться, ни одно число в ряду (3.29) не встретится более

одного раза. ПереМНQ)Кая сравнения ka !ь (±l), получаем 19!

а. 2а ... р; 1а !ь (±1)(±2) ... (±р; 1),

. р-I
,(ТО после сокращения на 2, ... , -2- приводит к

l;;! р
а - = (±I) ... (±I) =.(-1)1'. ~

Лемма Гаусса простой, но очень эффективный инструмент

в рассматриваемой области. Вот как она работает в случае а = 2.
Ряд (3.28) при а = 2 есть: 2,4, ... ,р - 1, - и для определения J-L

необходимо определить, сколько чисел при переводе в систему

вычетов (3.29) станут оТрицательными. Понятно, что отрицатель-
1

ными станут числа большие -р. Полагая р = 8k+r (Т = 1,3,5, 7),
2 .

вопрос сводим к определению числа решений унеравенства

1 1
2k + 4r < х < 4k + 2Т,

в котором 2k и 4k можно убрать, не нарушая четности числа

решений. Поэтому для оценки четности J-L достаточно рассмат-

1 1
ривать неравенство 4r < х < 2Т, имеющее одно решение при r

равном 3 или 5, и четное число решений в остальных случаях

(ни одного при r = 1, и два при r = 7). Поэтому:

3.9.3. Число 2 является квадратичным вычетом для простых р

вида 8k ± 1 и - невычетом для npo~тыx.P вида 8k ± 3. Этому

соответствует запись

(2) ~. р = (_1) 8 •

19) Скобки D (±I) обозначаютlIыбор определенногознака.
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Результат был известен еще Ферма; впервые доказан Эйлером, причем

весьма замысловатым образом.

Так же просто лемма Гаусса 3.9.2 работает и в общем случае

при доказательстве теоремы 3.9.1 .

q - 1
y=I,2""'-2-'

... Чисто теХJiИLlееки устанавливается (см. например, [7])

ly!

pJ:Е [~],
2:=1 Р

т. е. LleTHOCTb Jl совпадает с четностью суммы в (3.30).
Пусть х, у пробегают значения:

р-I
х = 1,2, ... , -2-;

(3.30)

Равенство xq = ур невозможно, поскольку р и q HepaBHЬj:e простые числа,

~ х ~ [~] , у ~ [~]. Поэтому .

р-I q-I
-2-' -2- =111 +112,

ГД~ 111 - число пар (:с, у), удовлетворяющих условию :cq < ур, (Т2 - ч!'!сло пар,

удовлетворяющих xq > ур. Таким образом,

9
и. = Е [!!.у],

1/=1 q

и лсмма Гаусса 3.9.2, с учетом (3.30), дает

(~) = (_I)UI,

что после псремножения приводит к (3.27). ~

3.10. Теорема Шеваnnе

3.10.1. Теорема Wевалле. Если nолино.м '(Хl ..... Хn) с нулевым

свободnым члеnом имеет степень т. строго меньшую числа nере

менных (т < n), то у сравнения

f(XI • ... , Хn) g,·o

~pи любом nростом р существует ненулевое решение 20\

20) . Р
13 котором не осе Xj = О.

(3.31)
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р

... в предположении противного, Лх" ... ,хп ) f= О, сравнение

91

является тождеством, в силу малой теоремы Ферма. С другой стороны, (3.32)
не может быть тождеством, потому что одноименные коэффициенты полиномов

слева и справа в (3.32) не могут быть равны по'модулю р, ибо степень полинома

слева равна т(р - 1), справа - n(р - 1). Противоречие возникает из-за т < n.
Выход из положения один, (3.31) обязано иметь ненулеВblе решения. ~

Теорема 3.10.1 довольно проста, но часто экономит усилия.

3.10.2. Любая квадратичная форма (с целочисленнымикоэффици

ентами) от n ;;:: 3 nере.менных вырождена по любому простому

модулю р, т. е. всегда найдутся целые XI,'" ,хn (не все Xj ~ О),
такие чтQ

n

L aijXiXj !!::. О,
i,j=l .

(3.33)

... Доказывать фактически нечего. Достаточно сказать, что все предполо

жения теоремы 3.10.1 выполнены. ~

3.11. Сумма четырех квадратов

Для полиномиальныхуравнений известно много разрозненных

результатов. Некоторые из них стоят на отшибе, другие - вре

мя от времени оказываются в центре внимания. Один из таких

то и дело используемых фактов - представимость любого нату

рального n суммой четырех квадратов. Иначе говоря:

3.11.1. Теорема. Уравнение

n = х2 + у2 + u2 + v2

разрешимо в целых Х, у, и, v Е Z при любом n Е N.

(3.34)

Разбор полетов удобно.начинать с тождества Эйлера

(а
2 + ь

2 + с
2 + d2)(A2+ в2 + с2 + D2) =

= (аА + ЬВ -+: сС + dD)2 + (a!J - ЬА - cD + dC)2 +
+ (аС + bD - сА - dB)2 + (aD - ьс + св - dA)2, (3.35)
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IIЗ которого ясно, как предстамение суммой 'leTWpex квадрато" получается для

ПрОll3l1едения чисел, если каждый сомножитель уже предстамен «как надо.,.

ПО::JТОМУ досmnmО'IIIО уметь npeдCтnвARть четырьмя l(I1oi}pamllJlfU простые числа.

. Заслуживает комментариев само тождество (3.35), способное
вогнать в транс своей необозримостью. Как правило, технически

громоздкие идеи имеют в подноготной тот или иной секрет. Так

и здесь. Тождество (3.35) выражает равенство нормы проиэведения

кватернионов 21) произведению их норм.

Справка. КваmеРllионы ямяются четырехмерными ЧИСJlами вида

z = а + i{3 +;7 + kб,

где а, {3, 7,6 - действительные числа, а 1, i,;, k' - четыре базисных единиuы,

удовлеТl\оряющне соотнощениям

I i
2

= i = k
2

= ijk =.-1, I
откуда следует

ij=-ji=k, jk=-kj=i, ki=-jk=j,

'по 'совпадает с правилами векторного умножения еДИlШ'lНЫХ ортов {i, j, k}
в не. Сложение и умножение на число определяетсяобычным (для векторных

простраllСТВ) образом. Кватернионы вида х· 1 + У • i образуют подалгебру,

'изоморфную алгебре комплексных чисел над П01lем - действИтельных.

Единиuы 1, i, j, k могут быть ..изоморфно» предстамены матрицами:

О

О

О

-1

~ ~j~
О О '
О О

[J
О О

О -)
1 О

О О

... Доказательство теоремы 3.11.1 распадается на два этапа.

3.11.2. Некоторое краmllое тр (О <т < р) Лfо6ого простого р всегда предста

вимо в виде суммы четырех квадратов,

(3.36)

21) о KOTOPblX. праuда, Эйлер еще не энал.
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<J Достаточно устаllОВИТЬ разрешимость сравнения 22)

х2 + у2 + 1 g" О,

'1'1'0 равносильно

93

(3.37)

тр == х2 + у2 + е + 02.

. р-I
Образуем числа х2 и _у2 - 1, где х и у пробегают значения О, 1, ... , -2-

При этом никакиех; и xi, так же как -у:-1 и -yi - 1, не могут быть сравнимы

по модулю р (см. Доказател~тво теоремы 3.7.2). Но так как чисел каждоro вида
х2 и _у2 - 1 имеется (р + 1) штук, а остатков по модулю р только р штук, то

какое-то х2 дает при делеllИИ на р тот же осгаток, что и _у2 - 1. Это означает

разрешимость 3.37 и доказывает п. 3.11.2. [>

Теперь покажем, что минимальное т в р.36) равно 1, т. е. если m > 1,
то найдется r < т, обладающее тем же свойством, что и т. Для этого а, Ь,

с, d в (3.36) заменим равными по модулю т минимальными по абсолютной

величине вычетами А, В, С, П, Т.е.

1 1
А,В,С,П Е -2т + 1, ... , 2т.

Поскольку А2+в2 +с2 +п2 ~ О, то существует такое r, что

mr = А2 +в2 +с2 +п2
•

в силу

(3.38)

1 1 1 1
mr ~ 4т2+ 4т2 + 4т2 + 4т2 == т2

,

имеем r ~ т. Равенство r == m исключено, так как в противном случае все

1
А,В,С,П == 2m,

и тогда все

т2 1 2
a,b,c,d == 4т,

т2 2 .
откуда следовало бы тр = т , неВОЗМОЖllое из-за простоты р. Так что r < т.

Наконец, переМIIОЖая (3.36) и (3.38) и пользуясь тождеством (3.35), ПОЛУ'lаем

m2rp = (аА +ЬВ +сС +dП)2 + (аВ -.ЬА - сП +dC)2+

+ (аС +ьп - сА - dB)2 + (аП - ЬС +сВ - dA)2, (3.39)

'1'1'0 после сокращения на т2 (легко видеть, что все слагаемые справа делятся

на т2 ) дает требуемый результат. ~ .

22) Считаем р > 2, поскольку в случае р = 2 yrверждение 3.11.2 очевидно.
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Если КОМУ-ТО описанное рассуждение кажется CJ10жноватым,

так доказательство не давалось даже Эйлеру, неудачи которого

не менее ценны, чем достижения. Кроме того, надо. иметь в виду,

что некоторые доказательства, сотни лет копившие изобретатель

ность по крупицам, шлифовались и редактиропались многими

поколениями математиков .

. Результат 3.11.1 сущестоевно дополняет теорема Якоби:

3.11.3. КоличествоцелочислеНltыхрешений {х, у, и, v} уравllеllил (3.34) при любом

'n Е 1'\1 - раО1l0 8Е d при lIечеmном n и 24Е d при чеmflО,М n.
. dln dl"



Глава 4

Первообрвэнь/е корни

Бог создал ее раздетой

В забытьи,

Онемели даже эти,

Соловьи.

и теперь одежд не надо

Задарма,

От нее вон сплошь и рядом

Без ума.

На полную систему оычетоо можно смотреть

как на поле Zm С операция~fИ сложения и умно

жения

что - если Догооориться - осообождает от не

обходимости каждый раз над равенством стаоить

букоу т либо каждую строчку маркировать зна

ком (mod т). Сразу декларируется «осе происходит

О Zm», после чего используются обычные арифме

тические знаки, а «по модулю т,. держится в уме.

Такое соглашение о данной главе подразумевается.

a+b(modm), а· b(modm),

4. 1. Суть пробnемаТИIf:И

4.1.1. Определение. Целое' называется npuмumuвHы.мкорнем 1)

по простому модулю р, если' nорождает группу

z; = {1, ... ,р - 1},

1) ПрuмumUlJные корни называют также - nерв!,образнымu.

(4.1)
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т. е. все эле,меmnы (4.1) оказываются степенями 2) (k,

Равносильноеопределение:( - примиrивный корень по простому модулю р,

если (р - 1) -- ШlИменьшееположительноечисло, для которого

(4.2)

Выгоды существования примитивно'ГО корня очевидны. Груп

па z; оказывается циклической, все ее элементы 1, ... , Р - 1

исчерпываются степенями (k. Поэтому, например, умножение
а . Ь в z; сводится к сложению показателей у сомножителей

а = (i, Ь = (j. ОблегчаютсяДоказательстваобщих.утверждений,

и вообще достигается некоторая прозрачность.

Насчет проэра'lНОСТИ, конечно, СИJIЬНО сказано. Потому что при бесхит

росТномподходеобнаруживаютсястранности,что уже отмс'lзлосьв разделе2.1 О,

и tle 113 все вопросы легко ответить. Например, 2
•
по модулю 5,

2k J" 2,4,3, 1,2,4,3, 1,2, ... ,

первый раз обращается в единицу при k = 5 - 1, после чего все периодически

повторяется. Но 2t по модулю 7 обращается в единицу уже на третьем шаге:

2" 1::. 2,4, 1. Зато тройка оказывается примитивным корнем по модулю 7.
В порядке возрастания показателей:

зk 1::. 3,2,6,4,5, 1,3,2, ....

Здесь возникает вопрос, всегда ли существуютПРИl\штивные

корни? Как выяснится - всегда 3). Иначе говоря, мультиплика-
х '

тивная группа Zp обязательно циклическая. Но как она устроена?

Сколько имеет подгрупп и что это за подгруппы? Дело ведь в том,

что несмотря на простоту индекса р гр~ппа Z; им.еет р - 1 эле

ментов, а число р - 1 (р > 2) составное, и от его разложения

на простые множители многое зависит [5, т.8]. Но раз число

р - 1 все равно составное, почему бы изначально.не отказаться

от простоты р, И не рассматривать мулы'пликативныыe группы

Z~, с любым т и количеством элементов равным <р(m). В этом

2) Хорошо бы, конечно, (1, (2, "', (p-I пере'lIlСЛЯЛИэлементы (4.1) Dтом же'порядке,
110 об этом мечтать IIС ПР~JХОДИТСII.

3) Однако ПРОСТЫС способы их нахождения неизвестны.
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случае определение примитивного корня приобретает более об

щую форму по сравнению с п. 4.1.1.

4.1.2. Определение. Целое , называется nрu.мumuвllЫМ Koplleм

по модулю т, если

при k < tp(m).

Туг загадочных обстоятельств больше. Группы

z: ={l, 3}, z; ={I, 5}, z;. = {l, 2, 4, 5,7, 8}

цикличны. Легко проверяется: z; = (3), z; = (5), z; = (2) = (5). Однако

z: = {I, 3, 5, 7} - не циклична, а значит, примитивных корней не имеет. Вот

начало списка наименьших первообразных корней по модулlO т:

Таким образом,. в случае составного модуля примитивные

..элементы существовать не обязаны, но «временами» существуют.

Когда, сколько штук - :ак сразу не ясно. Забега~ вперед, стоит

отметить, что примитивные корни существуют только для моду

лей т вида

, т = 2, 4, ра, 2ра,

где р > 2 - простое число.

Само собой, вокруг помянутого вращается масса близких

по природе вопросов. Среди них - знаменитая гипотеза Артина

о первообразности любого целого а f:. ±1, не являющегося точ

ным квадратом, по отношениюк некоторомупростомумодулю4) .

.Более того, количество таких модулей р для каждого а пред

полагается бесконечным, с указанием асимптотики, о которой

нет ссобого смысла говорить, пока гипотеза не доказана хотя бы

в своем простейшем виде. А насчет бесконечности подходящих р,

то это не ясно даже для а = 2. Число 2 является примитивным

корнем для р = 3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 53, 59, 61, 67, 83,
Бесконечна ли эта последовательность - никто не знает.

4) Леl'КО убедиться, что квадраты а = ь2 ,вообще не годятся.
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4.2. Структура муnьтипликативнойгруппы

Еще раз напомним, что индекс т в z~ свидетельствуетлишь
о модуле, породившем мультипликативную группу. Число эле

ментов (порядок группы) Z::Z равно <р(т). В случае простого т 
<р(т) = т - 1.

4.2.1. Теорема. В случае простого р в группе

z; ={I, ... ,p-I}

существуютnpuмuтивHыeкорни, число которыхравно <р(р - 1).

... Пусть d делит р - 1, и Ф(d) Обознач~ет количество элементов z;
"0рндка d. Число решений сравнения xd !ь 1 равно d (теорема 3.5.3). Поэтому

L: Ф(s) = d,

sld

откуда по ФОРМУJlе обращения Мёбиуса (2.33)

d
Ф(d) = L: Jj(s)-,

s
sld

где правая 'шсть равна !p(d) - см. (2.36). В частности,

Ф(р- 1) = !р(р- 1). ~

Дабы короткое доказательство не ввело в заблуждение, ак

центируем неординарность теоремы 4.2.1. Результат был анонси

рован ЭЙЛеро.м, долгое время пребывал во взвешенном состоянии,

строгое доказательство в нескольких вариантах дал Гаусс. Имена

у'шстников и растянутость процесса во времени в определенной

мере свидетельствуют о глубине залегания факта, который и далее

привлекал заметное внимание, исторически накопив несколько

десятков доказательств. Данное выше простое обоснование до не

которой степени обманчиво, потому что значительную тяжесть

берет на себя формула обращения Мёбиуса (2.33), каковая, хотя

и технический инструмент, справляется с БОЛЬШI1МИ объемами

неудобных рассуждений 5).

» О 'leM МОЖflО СУДIIТЬпо нетОРОПЛIIВОМУ11 ДОВОЛЬНО прозраЧIIОЫУ доказатeJlЬСТОУ В [9].
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Приведем иллюстрацию. Поведение элементов ж группы Z~I при их после

ДОn'1тельном возведении в степень k = 1, ..• , 10 выглядит следующим образом 6).

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1" )

i 12 4 8 5 10 9 7 3 6 1

з" 3 9 5 4 1

4" 4 5 9 3 )

5" 5 3 4 9 1

6" 6 3 7 9 10 5 8 4 2 1

7" 7 5 2 3 10 4 6 9 8 1

8" 8 9 6 4 10 3 2 5 7 1
rj 9 4 3 5 1

Hf 10 '1

Примитивные элементы - их четыре - в рамке. Остальное:

Ф(l) = 11'(1) = 1, Ф(2) = 11'(2) = 1, Ф(5) = 11'(5) = 4, Ф(IО) = 11'(10) = 4.

На примере абелевых групп z; бывает полезно обдумать

общегрупповые понятия [5, т. 8]. Кон~чно, К теореме Лагранжа

(порядок всякой подгруппы делит порядок группы) это мало что

добавит, но вот некоторые пружины сuловскux теорем обнажаются.

4.3. Составные модули

Дальнейшеепродвижениев областипримитивныхкорней особого

смысла не имеет, если на теории чисел свет КШl,Ном не сходится.

Если сходитсяили заняться нечем сиюминутно- тогда, конечно,

другое дело. Однако по большому счету теоремы 4.2.1 вместе

с проникновением в ее суть - хватает за глаза. Последующее

совсем просто, но местам", все же поучительно.

4.3.1. Из npuмитивHOгOкорЮl { по простому модулю р > 2 легко

сделать nрuмuтuвный корень ~ по модулю ра при любом а > 1. Для
этого достаточно в классе вычетов ({)р выбрать любой элемент

6) Как только ж" JJ 1 - строка в таблице дальше не заполняется, ибо все повторяется
периодически. Длина заполненной строки равна п.оридку соответствуюwеrо элемента.
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~ = (+sp так, чтобыe-1-l, безусловноделящеесяпа р, не делилось
2 ~ k

на р ,т. е. чтооы в

е-
I -1 = kp

пе делилось па р.

Опорные пункты обоснования [1,7]:

.4.3.2. Для простого р и любого n Е N

и = b(modpn) => аР = ьP(modpn+l) 7).

р'
... Сравнение а = Ь означает а = Ь + срП. Поэтому

р

аР = Ь' + L С;Ь" (срп)" ,
/;=\

"" . п+1 8)где ц ... , очеВИДIIO, де.'lИГСЯ на р . ~

4.3.3. Для простогор > 2 и любых n ~ 2 и k Е Z

(1 + kр)рП-2 = 1+ kpn-I (mod рn) 9). (4.3)

4.3.4. В случае простого р > 2 и HOДo(k,p) = 1 порядок числа

1+ kp по модулю рn равен pn-I .

... Заменяя в (4.3) n на n + 1, имеем

(1 + kp)p,-I = 1+ kpn(modpHI),

откуда (1 + kp)p·-t = l(mОd рП). Поэтому nорядOlС числа (1 + kp) делит рП-I.

Но из (4.3) следует (1 + kp),,·-2 :f: I(mod pn-2). ~

... Теперь обоснование п.4.3.1 элементарно. Достаточно убедиться в спра

ведливости 10)

где ( - указанный в п.4.3.1 примитионый корень (пока по модулю р).

7) В данном случае стандартное обозна'lение нагляднее.

8) Де!IItМОСТЬ биномиальных КОЭФФllциентоо с: на Р - нростоil факт, 1\0 он часто
используетСII.

9) Доказывается по ИНДУКЦИИ с опорой на п. 4.3.2.

10) Напомним, а Iь оэначает; а делит Ь.
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в силу ~,,-I = 1+ kp, 'согласно п. 4.3.4 порядок элемента 1+ kp (по моду
лю рn) равен pn-r. Поэтому, если

(l +kp)ffl = 1 (inod р"),

то т делится на pn-I, т. е. т = р"-1 ·1. Тогда

~т = (~".-I)' = ~' (modp"),

и в силу

будет также

~' = 1 (modp).

А поскольку ~ - примитивный корень в том числе по модулю р, то (р - 1) 11.
Таким образом, pn-l(p - 1) Iт . ..

4.3.5. &ли ~ nрuмитивныйкорень по 'модулю ра (а ~ 1, простое
р > 2), - нечетное из чисел ~ и ~ + ра является npuмитивHЫ'м

корнем по модулю 2ра .

.... Из двух КОРllей ~ и. ~ +ра - ОДИII, ясно, нечетен. С другой стороны,

всякое нечетное Х, удометворяющее одному из сравнений

ж" = ; (mod 2ра),

удовлетворяет и другому. Кроме тoro, в силу

всякое нечеrnое х, являющееся примитивн'ым KoplleM по одному из модулей,

ЯWlяется примитивным корнем и по другому...

Что касается простого р = 2 - двойку в арифметике часто

приходится рассматривать отдельно, то примитивные корни оче

видны в случае р = 2 ир = 22. Этим, собственно, благоприятные

варианты р = 2
а
исчерпываются.

4.3.6. Прu.мити8ныекорни по 'модулям р = 2
а
при а ~ 3 не суще

ствуют.

... Сначала устанавливается

5'J!'-3 = 1+ 2Н (mod 2k), k ~ 3,

из чего выводится, что порядок числа 5 по модулю 2
•

равен 2k
-

2
• Затем

устанамиоается, что {±5' : О ::;; t < 2io - 2
} является мультипликативной группой

по модулю 2k
• Подробности В [1,7]...
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4.3.7. Прuмuтивныекорни по модулю n существуют в томм слу

чае, когда

простое р > 2. (4.4)

... Если исключены варианты (4.4) и n = 2k
, k ~ 3, - остается пред

положить n = аЬ, где а, Ь взаимно просты и каждое больiuе 2. Но тогда оба

значения !р(а) и !р(Ь) четные, что мечет за собоЙ налИ'lие в обеих группах z:
и z; элементов порядка 2. Но тогда группа

не может быть циклической 11)...

4.4. Круговые поля

в данном контексте интересно обратиться также к круговым по

лям и многочленам [5, т.8] .
. Легко видеть, что числа

(4.5)1, (, (2, ... , (n-I ,
21r . 21r( = COS - + zsin -,
n n

делящие единичную окружность в <с на n равных частей, являются

цикличеСКQЙ группой 12) относительно умножения с образующей (.
Число (, как и все его степени

k 2k1r. . 2kП1r
( =COS-- +ZSШ--,

n . n

удовлетворяет уравнению ж
n

- 1 = О. Поэтому

жn -1 = (ж-l)(ж-() ...·(ж_(n-I),.

откуда ясно. что расширение Q((). называемое кРуговы.м nоле)~f

корней степени n из единицы, является полем разложения дЛя

~ногочлена жn - 1.

11) Поскольку uиклическая rpyПJlЭ .имеет право> содержать не более ОДНОГО элемента
порЯдка 2.

. 12) ИЗОМОрфНОЙ аддитuвной группе z;i кольuа Zn. Умножению в rpуппе (4.5) отвечает
сложение в z;i .
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Число ( представляет собой один из nримиmивных корней

Е 1, ••• , Er , каковые определяются условиями

Ej = 1, но Ej -1 I при k < n.

П 1 2 . n-I ( б')
ри этом ряд ,Ej, Ej, •.. ,Е; при лю ом J исчерпывает все

корни (4.5). Поэтому-циклическая группа всех корней nорождаеmся

любым npuмиmивHЫМ корнем Еj.

k
Разумеется, если n простое, все корни ( примитивные.

Но в случае составного n ситуация не такая простая. Даже подсчет

числа примитивных корней требует определенных усилий - это

число оказывается равным значению функции Эйлера rp(n).

При изучении расширения Q(() важнуюроль играюткруговые
многочлены

r = rp(n), (4.6)

корнями которых служат исключительно npuмиmивHыe корни

из единицы 13). Эквивалент (4.6)

n-1

Фn(х) = П (1 - (k)
k=1

. (k,n)=1

(4.7)

вскрывает внутренние пружины. Опираясь на (4.7), легко устано

вить формулу ]4)

хn - 1 = ПФd(Х),
dln

(4.8)

дающую индуктивное правило вычисления круговых многочле

нов. Например, в силу (4.8)

х6 - I 2

Ф6(Х) = (х _ lНх + 1)(x2 + Ж + 1) = х - х + 1.

13) Мноroчлены Фn(х) неприводимы над Q.
14) Произведение в (4.8) идет по всем делителям d чис.ча n.
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. D случае простого n

Фn(ж) =ж
n
-

I + ••• +ж+ 1.

в общем случае для вычисления Фn(ж) приходится вникать в теоретико-число

вую. специфику. Начало ряда выглядит так:

Ф)(ж) = ж - 1, Ф2(Ж) =Ж + 1, Фз(ж) = ж
2
+ж + 1, Ф4(Ж) = ж

2 + 1,

Ф6(Ж) = ж2 - Ж + 1, Фв(ж) = ж4 + 1, ФIО(Ж) =ж
4 - ж

3 + ж
2 - Ж + 1.

Коэффициенты всех Фn(ж) целочисленны, хотя это не сразу очевидно,

110 не обязательно равны ± 1, как может покаэаться по началу ряда.



Глава 5

Алгоритмическая неразрешимость

Налет.астральной пустоты

И звездной пыли -
Теперь мираж. И все мечты

Прошли uавылеm.

Проблемы алгоритмической неразрешимости по

дробно рассматриоалась о [5, т. 6] .. ДлЯ теории чисел

важно, чтобы 3111 тематика БЬVJа расположена поблизо

сти, как голова ДЛЯ туловища.

5.1. Алгоритмы и вычисnимость

с помощью трех десятков букв алфавита пишутся литературные

шедевры. Комбинациями небольшого количества аксиом и пра

вил исчерпываютсяматематическиетеории, в том числе контину

альные. Все это в принципе кодируется1) и переводится в числа.
Вселенная в результате оборачивается игрой цифр, что возлагает

на арифметику роль науки всех наук. И хотя, как говорил Прокл,

«все ВО всем,), менее общее положение «все В арифметике,) удоб

нее для осмысления.

Выигрыш партии, доказательство теоремы, детективное рас

следование, стихосложение - все это после разработки схемы

достижения результата предстает в виде алгоритма, который мо

жет быть описан н.а любом ун.иверсальн.ом языке nрограммирован.uя

1) Кодированuе есть установnение соответствия групп символов ОДНОГО алфавита с груп

пами символов другого алфавита.
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и реализован в виде компьютерного сче.та 2). На вход алгоритма

подается описание задачи и способа ее..решения, что после ко

дирования оказывается некоторым числом n, а после реализации

алгоритма получаетсярезультат '(n) , опять-таки числовой, кото

рый при желании переводится на другой язык. Вот так корабль

алгоритмических вычислений заплывает в гавань арифметиче

ских премудростей, и тут выясняется неотличимость вычислимых

функций от алгоритмов.

5.1..1. Определение.Целочисленнуюфункцию '(n) целочисленного
~ .

аргумента называют вычислимой, если существует алгоритм,

вычисляющий значения '(n), но не обязателыlOприводящийк ре

зультату.

Вычислимая функция, таким образом, не обязана быть вычислимой

в обычном понимании. (!) Алгоритм, ее вычисляющий, на некоторых,

а то и на всех n может записать, не давая ответа.

Итак, вычислимая функция - это по суги алгоритм на неко

тором языке в некотором алфавите А,

(5.1)

при условии что входные и выходные данные кодируются чис

лами. Запись программы вычислений в ВИде (5.1) позволяет все

вычислимые функции nереuумеровать,

11 (n), ... , Л(n), ... (5.2)

Сначала перечисляются все программы из одной буквы, потом

из двух, потом из трех и т. д.

Нумеруются, таким образом, не функции, а программы, и воз

никает естественная мысль изгнать функции из лексикона, оста

вив алгоритмы. Но принято говорить о функциях, иначе потеря-

2) На микроуровнсвом срезе ясно, 'ITO машина всего лишь I!ЫПО.lняет 'leTblpe арифме
тические операции и llростейшие логичеСКltе. Остальное - это уже системные эффекты.

3) Аргумент '(n) может быть векторным, n = {nl, ... , nk}. ФУIIКЦИlО f(nJ, ... ,nk)
I! этом случае называют k-AtестноЙ. В/{///очеlluе запятых rз алфаrзит с последующей переко

дировкой цифрами - nозвОJlЯет все функции считать одноместllыми.
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ется возможность в простых ситуаци~х типа f(n) = n2
обходиться

без упоминания конкретных программ. Поэтому о вычислимой

Функции говорят как о Функции в обычном понимании, но за кад

ром подразумевается наличие алгоритма (правила вычислений).

В простых ситуациях это не приводит к недоразумениям.

Далее можно иметь в виду следующее угочнение определе

ния 5.1.1: вычислимая фУНКЦия - это множество эквивалентных

алгоритмов, дающих нс! любом входе n один и тот же результат 
определенный или неОllределенныЙ. В нумерации (5.2) каждая функ

ция имеет бесконечное число своих представителей (Il0меров) 4).

Напомним также, что определение алгоритма допускает лю

бые nрограм.мы, в том числе синтаксически неправильные либо

зацикливающиеся на всех или некоторых входах. Поэтому сре

ди вычислимых ФУНКЦИЙ обязательно есть - неопределенные

на всех или каких-то аргументах. Программы (процедуры), даю

щие ответ f(n) на любом входе n, называют эффективными 5).

5.2. Перечислимостьи разрешимость

Множество считается nеречислuмым, если существуетэФФектив

ная nроцедура ПОрОЖдения его элементов, и - разрешимым, если

существует эффективная процедура.iJ.Ля выяснения принадлежно

сти любого n этому множеству. Говорят также, что разрешимое

множество распознаваемо.

Данные определения легко укладываются в голове, но ими не

очень удобно пользоваться. Вот более действенные инструменты.

5.2.1. Определение.МножествоХ nеречucлuмо,если оно является

областьюзначений либо областью определениявычислимой функции.

4) В таком ракурсе все становится на свои места, но ПОЯllЛяются трудности при

необходимости I)'манитарно судить о вычислимости некоторых аномальных функций.

Что касается совпадения резУЛЬ1Зтов работы разных алгоритмов - в обще~1 случае это

неразрешимая проблема [5, т.6\.

S) Эффективно вычиCIIlLllые функции '(n), вычислимыепри любом n, в теории рекур

сивных функций ~Iаэывают общерекурсивНЬLМи.
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Дефиниция 5.2.1 не сразу увязывается с предыдущим. Если Х - область

значений j(n), то как ПОРОЖllать его элементы? Процедура.зависнет. на пер

ВОМ же п, при котором значение j(n) не определено.Для параллельноговычис

-!lения Лп) сразу при всех n требуется (вроде бы) бесконечное число компЪJOТe

ров. 'ITO не очень согласуется с представлениемо возможной реализации алго

ритма. Но задача все же легко решается с помощью одного компьютера15, т. б).

5.2.2. Определение. МllожествоХ разрешимо, если его характе

ристическая функция,

еслu Х Е Х;

8 nроти8иом случае,

вычuслима.

• Множества квадратов п2 ; простых чисел; квадратных уравнений с це

лы~~и коэффициентами. не имеющих действительных корней. - перечислимы

и ра~решимы. Множество стозначных чисел. встречающихся в деСЯТИ'IНОЙ за

писи 7f. - перечислимо, но не ясно. разрешимо ли.

5.2.3. Теорема Поста. для разрешимости Х необходимо и доста

точно, чтобы Х и его доnолненuе Х были перечислимы.

... НеобходЩolость. Если программа Р определяет, принадлежит n мно

жеству Х или нет, то ее последовательная работа на n = 1. 2•... разбивает

натуральный ряд на доа списка Х и Х.

Достаточность.Если Р перечисляетХ. а Q - .Х, то попеременная работа

программ р и Q рано или поздно любое n внесет в один из списков Х или .Х,
что 'дает разрешающий алгоритм. ~

Принципиальную роль D теории алгоритмов играет следую

щий достаточно простой и D то же BPeM~ выдающийся результат.

5.2.4. Теорема. Существует nеречислu.мое, но неразреиlимоемно

жество положительныхцелых чuсел.

... Пусть 81'82.... - эффективное перечисление всех перечислимых

множеств 6). Заметим, если бы все 8n бьUIИ разрешимы, то и все дополнения Вn

входили бы в перечисление 81.82•. " (теорема 5.2.3).

6', СУШССТlЮвавие переЧllCJ\СllИЯ переЧИCJ\IIМЫХ множеств следует из lIaJ1ИЧИЯ перечис-

леи~я (5.2) DЫ'IIIСЛИМЫХ ФУНКЦIIЙ, области значеllиi! которых и являются множестll3~Ш

81'82.····
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Образуем множество D из тех номеров п, которые принадлежат Sn' Таким
образом,

n Е D n Sn <:> n Е D U Sn,

откуда следует неDOЗМОЖНОСТЬ 7) D П Sn = {21 и о то же время D U Sn = N. Это

озна'шет, что D не совпадает ни с одним Вn, т. е. неперечислимо, а значит

(теорема 5.2.3) и неразрешимо. ~

Теорема 5.2.4 - краеугольный результат, от которого не так

далеко до знаменитой теоремы Гёделя о неразрешимости ариф-'

метики (п.5.5.1), и вообще до любых фактов алгоритмической.

неразрешимости, светящихся единой загадкой.

5.2.5. Теорема. Множествоэффективновычислимыхфункций не

nеречuслuмо (э'ффективно fle нумеруется) .

... Допустим, сущестоует такая нумерация /n' Тогда ФУНКЦl1Я

, о(п) = /n(п) + 1

заведомо эффективно вычислима, но не присугствует в списке {/n}. ~

5.3. Диофантов язык

Машины ТЬЮРUflzа, рекурсивные функции,

НОрМШlьные Шlzориmмы Маркова, системы

Поста - все это разные языки, или музы

кальные инструменты, на которых теория

алгоритмов звучит по-разному, но сути

своей не меняет. Один из таких языков

(диfJфанmов) появился относительно не

давно (в связи с решением IO-u проблемы

Гuльберта [5, т.6]) и многое перевернул

в лучшую CТOI?OHY.

Диофантооа проблематика, подроб

но изложенная в [5, т. 6], и поставленная Тьюринг(1912-1954)

7) Непустота D при любой организаЦИI1 перечислеНИII {Sn} следует хотя бы из тoro,

что {Sq = I\I} пр!! каком-то q.
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здесь с педагогическим умыслом впереди паровоза (раздел 1.2),
нуждается внекотором расщирении обзора.

Диофантопы урапнения (1.1), т. е. P(ZI, .... Z,,) = О, гдс р(.) - полином

С целыми коэффициентами, обычно переписыпают.ся в виде р(а,:I:) = О, т. е.

р(а. :1:••••• , Хт) = О.

где а = {al, .... ak}, вообще говоря. векторный параметр, причем все

(5.3)

(I;,:l:j Е N = О, 2, ...}.

Определение 1.2.1: «Мflожество А положительных векторов дuофшlЛ/Ово 8),

если при любом а Е А и только при а Е А уравнение (5.3) разреlUUМО в целых по

ложительных :1:1,"', :l:т " - устан~влипает, казалось бы, жесткие ограничения,

и кажется маловероятным. что диофантопыми будуг сколько-нибудь неТрИВlt

альные множества.

Однако теорема Матиясевича 1.2.3: «Дuофантовость множе

ства равносильна nеречuслuмостu» - произвела фурор в рядах ма

тематической общественности, уравняв в правах диофантов язык

с машиной Тьюринга, и существенно обогатив тем самым ассор

тимент инструментов для изучения проблем неразрешимости 9).

Собственно, дuофантовым языком, позnoляющим описывать перечислимые

множества, является арифметический язык

Lo={+,x,=,3},

допускающийдЛя конструированиявысказыванийч~ыреоперации:сложение+,
умножение х, равенство = и де1CJ/арацию существования 3. Язык Lo на вид

совсем бедный. тем не менее: «Мuожество является диофантовым в томм

случае, когда оно описывается на языке Lo" (теорема 1.2.5) 10). Туг надо добавить,
что средства языка Loмогут значительно пополняться в рамках эквивалентности

(п. 5.4.1), что значительно облегчает решение конкретных вопросоп.

8) Функция 1(х) дuофанmова, сслн диофаJIТов ее график

G={XI .... ,X". Y=1(xl,""X")}'

9) Таким образом, диофантовы уравнения оказались еше ОДНИМ средством изучения

вычислимости. В каком-то смысле - эквивалентным, в каком-то - более эффективным.

в каком-то - менее. При опоре на машины Тьюринга процесс вычислений - «не даН

В ошущениях•. Здесь же инструментом служит полипом, который можно .nОТРОI"ать».

10) Язык Lo позволяет записать любой полином р(а. х) и делать выкаэыыанияя 3х :
р(а. х) = О, откуда ясно, что дuофанmовы множества - это как раз те множества, которые

могут быть выражены в Lo.
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Особого внимания заслуживает лемма 1.2.2: ~Множество А С N диофан

тово в томм случае, когда онО Я8llЯется множеством положительных значении

некоторого полинома P(XI •... "Xk)~, Это простой И о то же время неожиданный

результат. Доказательствоэлементарно.
... Действительно. если А - множество положительных значений поли

нома P(XJ"'" Xk)' то урanнение

определяет А как - диофантово.

Обратно. Пусть А - множество тех а, при которых

разрешимо. Тогда А - множесгво положительных значений полинома

Таким образом (лемма 1.2.2 плюс

теорема Матuясевича): каждому полино

му Р(х) отвечает перечислимое множес

тво его положительных значений

. У = Р(х).

Поэтому теорема 5.2.4 (). существовании
перечислимоro, но неразрешимого мно

жества, - означает существование такого

полиномаР(х), что при некотором УО по

ложительная неразрешимость уравнения Матиясевич (р. 1947)

алгоритмически непроверяема. Результат заслуживает особого ВЫ

деления.

5.3.1. Теорема. Существует полином Q(x), не имеющий "орней

в N, но фа"т 'v х Е N : Q(x) i= о Шlгориmмицес"и неnроверяем.

Обратим внимание, что:

5.3.2. Множество:J' полиномов, не имеющих положительных"op~

ней, - неnеречислuмо, тем более, неразрешuмо.
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... в предположении противного и при учете перечислимocrи полиномов,

имеющих корни 11j, множество р охаэалось бы разрешимо, что гарантировало бы

существование распознающего алгоритма, вразрез с отрицательным решением

десятой проблемы Гuльберта. ~

Определенный интерес представляет I;JОПРОС о том, насколько

сложны полиномы, описьшающие диофантовы множества. Ответ

в определенной степени удивителен. Для любого диофантова

множества А можно указат~ полином степени n ~ 4 (возможно,

с большим числом переменных т) либо т ~ 9 (но, может

бьпь, большим n). Чисел n и т порядка двух-трех десятков,

как правило, достаточно для самых сложных случаев. Такого

порядка n и т достаточно и для записи универсального полинома,

генерируюшего J]юбое диофантово множество по его номеру.

Если 8), 82, .. , - эффективное перечисление всех перечис

лимых множеств, то универсальный полином И(n, в, XI, ... , Xk)
перечисляет все 8n ,

причем U(n, в, Х) строится конструктивно.

В эквивалентном варианте: существует полином U(n,XI," ',Xk),
множество положительных значений которого при фиксированном n
совпадает с 8n ,

При этом имеет место удивительный факт.

5.3.3. Каковбыни был nолин~мP(Z), ... , ZN) (любой размерности) ,
существует полином

фиксированнойразмерности k, множествоположительныхзначений
которого в точности совпадает с множеством положительных

значений полинома P(ZI, ... , ZN).

11) ИХ переЧllслеиие 'обеспечивает обыкновенный перебор.
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5.4. Примитивнаяарифметика

llри.мumи8НОЙ арифметикой NLo называют тандем диофаюnова

язы"а Lo = {+, х, =, 3} и натурanьногоряда, не считая буквен

ного anфавита. Orpицание, импликация, квантор общности, 
исключены. И, ГJlaBHoe, исключена математичес"ая инду"ция 
острие ариФме.тики Пеано. В NLo ничего нельзя доказать, можно

только проверить разрешимость полиномиanыlOГО уравнения (пе

ребором). Иначе говоря, все верные угверждения 3 х : Р(х) = О,

и только они, в NLo док~зываются.

ВОЗМОЖНОСТII языка Lo не так бедны, как поначалу кажется. Вот примеры

множеств, описываемых в Lo•

• Множество А пар {а., а2}, У которых а2 делится на а, (<<а, делит а2»,

пиuJYr «а, I а2»)'

• Множество А упорядоченных пар {а, < а2},

А ~ 3 х: а, + z = а2 ~ р(а, х) = z + аl - а2 = О.

в случае А = {(а" а2) : аl ~ а2} условие 3 z : а) + z = а2 меняется на 3 z i

а, +х = а2 + 1.

• «Множество нечетных чисел» ~ 3 z : а = 2х - 1.

ВниматеЛbJtое рассмотрение примеров создает впе'lаТJlение о достаточной

эффективности подобной теХШIКИ. Но ее возможности, конечно, ограничены.

Если, например, состQlJ1lые числа легко описать параметрическим уравнением

а = (х, +1)(Х2+1), то nростые'числа а Е П уже не ясно, как оп исать. Разумеется,

это легко сделать на каком··нибудь более мощном языке. Например, а Е П,

если It только если

(а> 1) Л V(Zl' Х2 ~ а) : {а i= (ХI + I)(Х2 + I)}, (5.4)

но эдесь набор инструментов несколько шире, '.ем в Lo•
Правда, из рассмотренных выше примеров ясно, что о ассортимеllТ Lu

можно DКЛЮЧИ1Ъ знаки .больше» и «меньше., что повышает удобства Lo,
но о принципе - сводится к использованию стандартного набора {+, х, =, 3}.
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это общая идея. Все, что выражается с помощью {+, х, =, 3}, можно

включать в Lo. Из тех же примеров ясно, что {+, х. =, 3} безболезненно

дополнястсяоперацией (свойством) «делимости» (<<41 Ь»).

Лсгко видеть, что в Lo можно включить также конъюнкцию и дизъюнкцию

(без расширения принципиальных возможностеЙ ЯЗI.lка). Действительно, если

полиномиальные уравнения Р1 = О И Р2 = О выражают некие свойства в Lo• то

(РI = О) Л (Р2 = О) ~ Pt + Р! = О,

(Р\ = О) v(Р2 = О) ~ P j P2 = о.

Знаки V. л. в свою очередь, позволяют с удобствами выражать дополнительные

возможности. Например,

а 1 Ь ~ (а> Ь) V (а -;:: Ь).

Перечисленного достаточно для эквивалентности Lo языку

L' = {+, х, =.1. >,~, 1, V,л, 3}.

Но этого все же недостаточно для "(5.4). где используется ограниче1lНЫЙ квантор

общности 12) V~ . Другое дело, что V~ может оказаться - и оказывается (!) -
выразимым в я;ыке L'. . "

Еще один вариант записи множества простых.чисел:

аЕП <* (а> I)Л(НОД{а,(а-I)!} = 1),

но эдесь другая ~lIеприятность», над и факториал. Можно ли выразить эти

функции с помощью Lo, - сразу не очевидно.

Еще Гёдель доказал, что Dязыке

LG={+, х, =, л, 3, 'V~}

Dыразимы любые частично рекурсивные функции. Матuясевич

установил более тонкий результат.

5.4.1. Теорема. Языки LG и Lo эквивалентны.

Теорема 5.4.1, решаюшая заодно десятую проблему lUльберта 13), показыоnет,

что средства описания вычислимых функций и пере'IИСЛИМЫХ множеств могут

12) Работающи" так: ';f ",nZ означает .ДЛЯ всех Z ~ n,..
13) отрицателыlее рсшсние десятой проблемы Гильберта дает просто" перевод lIадруrolf

ЯЗЫК факта существования перечислимоro, 110 lIеразрешимоrо множества. Последнее

ОЗllачает существоваllие r<IКoro полинома P(z 1.... , Zk). что разрешимость уравнения

P(ZI •..•• Zk) - у = о по Z ••••• ,Zk ilРИ любом положительном у - алroритмически

непроверясма.
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быть ужаты до чисто арифметического языка L o, выделяющеrocя на общем

фоне экономностью и фУНдаментальностью, каковые важны при доказательстве

общих теорем. Разнообразие инструментов - существенно в другой ситуации,

когда нужно построить конкретную функцию, написать конкретную программу.

к заведомо негодным средствам расширения LG относятся:

неограниченный квантор общности V и логическое «не» -', по

дозрение о непригодностикоторых возникаютестественно. ЕСЛIf

проверкуистинноговысказывания3 х : Р(х) = О алгоритмически

реализует обыкновенный поиск, то проверить истинное

{-,3 х : Р(х) = О рав1lОСUЛЬНО Vх : Р(х) i= О}

в общем случае непонятно как.

Перевести аромат подозрения в обоснованный запрет не так просто.

Спасает «Тяжелая артиллерия» - существование неразрешимого уравнения

(5.5)

точнее говоря, неперечислимостъ множества У тех у, при которых уравнение

(5.5) не имеет решения. Но

у Е У {::} Vz : Р(х) i= у,

либо

у Е У {::} ..,3 z : Р(х) = у,

и получается, что V и .., могут выводить за пределы перечислимых (диофанто

вых) множеств.

5.5. Феномен недокаэуемости

Общий взгляд на проблему доказательствакак на поиск цепочк~

аксиом, ведущей от предположений к выводу теоремы, - сводит

задачу к вычислению, но оставляет за кадром принципиальный

момент. Существование недоказуемых теорем, как известно, явля

ется следствием существования перечислимых, но неразрешимых

множеств. H~ как быть. с nримитивной арифметикой, где есть

только Lo и N, и все доказывается? Точнее говоря, доказываются

все верные утверждения 3 х : Р(х) = О, и только они. Других пра

вильных теорем нет - H~ хватает средств для их формулировки.
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Поэтому примитивная -арифметика разрешима. Однако как

только L o дополняется квантором общности У , появляются не

доказуемые теоремы вида

Ух: Р(х) i= о, (5.6)

к которым никакие ('цепочки» не ведут, -потому что - откуда

танцевать? Нет отправных точек, где бы хоть что-нибудь бьulO

ясно «для всех х». Тогда можно извлечь на свет аксиоматику

Леано с ее .математичеCt'оU индукцией, и многие истины (5.6)
становятся доказуемыми. Но не все.

в стремлении расширить ~Доказуемое поле» аксиоматику Пе

ано можно дополнить утверждениями типа

Ух: Р1 (х) i= о, ... ,Ух: PN(X) i= о, (5.7)

где Pj - конкретные полиномы, и любыми другими аксиомами,

что все равно не меняет ситуацию радикально. Недоказуемые

истины вида (5.6) остаются 14).

Говорить о недоказуеМJ:>IХ истинах во

обще-то не с руки, ибо кто гарантирует

истинность? Поэтому Гёдель свой знамени

тый результат Формулировал, избегая об

ращения к понятию истины, ДОС1)'пному,

на первый взгляд, лишь Всевидящему Оку._

5.5.1. Какова бы ни БЬUlа совокуnность ак

сиом в арифметике, если она неnротиворечи

во, существует такое утверждение А, что

ни А, ни его отрицание (...,А) - не доказуемы.

ГёделЬ(1906-1978)

Под юрисдикцией «закона исключения третьею») это означает:

то ли А, то ли ...,А - истинно, но недоказуе.мо.

14) ВоОбще говоря. имея дело с аксиомами типа (5.7), можно стать на синтаксическую
TO'lкy зрения, C'lитая 'V просто буквой. НО после кодирования теория все равно отобра

жается в арифметику номеров с возвращенисм к машинам Тьюринrа либо диофантовым

инструмеtJТ8М, не ДОllУСкающим использования IIСОJl1ЗНиченных кванторов общности.
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в диофаНТО80Й кухне nо.зможен более конкретный трюк:

V х: Q(x) 1= о

117

недоказуемо, но истиIlНО,.- поскольку из двух противоположных

утверждений'

3 х: Q(x) = О, \/ х: Q(x) 1= о,

первое, если верно, то проверяемо, хотя бы перебором. Поэто

му вопрос упирается лишь в существование подходящего поли

нома Q(x), что гарантирует теорема 5.3.1.

5.5.2. Теорема. Какова бы ни была неnротиворечивая теория, со

держащая арифметику, существует не имеющий положительных

корней полином Q(XI •. .. , xk), отсутствиеу которого целых fJO

ложительных "орней недо"азуемо .

.... Это, собственно, является переформулировкой теоремы 5.3.1, ДOK~H~
ной Dыше ~B две строчки'> 15). ~

Теорема 5'.5.2 представляет собой по существу обобщение

классической 'теоремы Гёделя. По-соседству с П.5.5.2 целесооб

разно поставить следующий результат, обеспечивающий акцент

на «независимости от акс·иоматики~.

5.5.3. Теорема. Существует полином Q(x(, ... , Xk), та"ой что

выс"азывание «\/ Х : Q(x) 1= О» истинно, но недо"азуемо ни в "о

кой неnротиворечи80Й системе а"сиом, в"лючающей nРUМllmuв1lУЮ

арифмети"у.

... Бьmа бы подходящая аксиоматика, существо пал бы алгоритм, ибо

DСОIIОКУПНОСПi всех алгоритмов есть алгоритмы, реализующие поиск при любой

мыслимой системе аксиом. Система аксиом еще не огооорена, НС придумана, 
а Dсписке алГОрИТМОD уже есть соcrfuеТСТDующая ПРОГРЗIIIма. Так ЖС как Dсписке

ВсеDОЗМОЖНЫХ текстоо есть все еще ненапиСанные романы. ~

Разумеется, указать полином Q(x) в теоремах 5.5.2 и 5.5.3
принципиально невозможно. Однако подозрительная территория

15) Краткость туг опирается lIa многостраllичное ДОК3JaтeJIЬСТIIО теоремы МатURсевUЧQ
(5, т.6), .
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может быть сужена до параметрической неопределенности,

где и - конкретный универсальный полином.

В контексте теоремы 5.5.3 очевиден следующий реЗУ.lьтат

пессимистического характера.

5.5.4. Теорема.Арифметиканеаксиоматuзируема,дажепри вклю

чении в систему бесконечного., но конструктивно (nеречислuмо) за

даваемого множества аксиом.

5.6. Непротиворечивость

о порочномкруге в устройствеВселеннойсвидетельствуетвторая

теорема Гёделя о.неnротиворечивости16):

5.6.1. Теорема.'Если теория Т неnротиворечиваи содержит в себе

арифметику, то непротиворечивостьТ недоказуема в Т.

Теория Т называется lIеnротиворечивоu, если в Т не могут быть доказаны

двс противоположные формулы (теоремы): А и ~He A>I>. Здесь под теорией

достаточно 1I0НИ:.fать аксиоматику плюс правила вывода, IIЛЮС доказуемые

формулы,

Вот простой гипотетический сценарий организации противо

речивой системы аксиом, которая так же хороша, как и непроти

воречивая. Вместо истинного, но недоказуемого

'v х > О : Q(x) # о' (5.8)

в аксиоматику может быть добавлено противоположное утвержде

ние «3 х > О : Q(x) = о», причем без ущерба для арифметики, не

смотря на ошибочность. Потому что обнаружить неправильность

«3 х > О : Q(x) = о,) принципиально невозможно 17). Разумеется,

ни о каком конкретном полиноме этого сказать нельзя, но такой

16) Короткое и достаточно ПрОЗр8чное доказательство имеется в [5, т.6],

17) ИlJаче это было бы обоснованием недоказуемOI'О «'''' z > О: Q(x) ~ О.,
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полином существует. Поэтому - можно угадать, но нельзя гаран

тировать, что догадка правильна.

Примерно так и происходит формирование системы аксиом. Имея лишь

подозрения об истинности утверждений типа (5.8), мы присовокупляем их

к стартовой совокупности аксиом, получая «подозрительную~ систему, сидя

внутри которой, ничего не можем сказать об истинности фундамента,

Что касается глубины пр(;>пасти, то теорема 5.6.1 не исключает возможно

сти решения проблемы за C'ICТ ПРИВl1ечения дополнительных средств, и ТЗКОI'О

сорта утверждения о непротиворечивости арифметики получены, например, Ге1l

ценам добавлением к арифметике трансфинитной индукции. Но гарантировать

непротиворечивость раСUlиреll1l0Й аксиоматики опять-таки нельзя в силу той же

теоремы 5.6.1. Необходим слеДующий акт расширения. Путь ведет в «никуда»,

И в этом смысле проблема непротиворечивости не имеет абсолютного решения.

Однако такого сорта «неПОJ1ноценные» обоснования все-таки проясняют ситу

ацию. Обыкновенная констатация отсутствия гарантий не дает ошущения края

и представления о масштабе бедствия. Расширение аксиоматики показывает ту

«малость~, которая нужна, чтобы концы� СОlШlиеь с концами.

5.7. Универсальныенумерации

Эффективнаянумерация вычислимыхфункций,

fl(X)"'" fn(X)' ... ,

позволяет считать двуместную функцию

и(n, Х) = fn(x)

(5.9)

(5.10)

универсальной. Таким образом, существует всего одна вычислимая

функция (5.10). (!) Смена в универсальной программе И(n, х)

входного слова (числа) n обеспечивает трансформацию и(n, х)

в любую другую программу fn(x).

Тут, конечно, есть тонкость. На первый взгляд операция поднятия индекса

Dаргументявnяется вопросом орфоrpафии. Но в данном случае функция и(n, х)

обязана быть вычислима теми же ередствами (MaUlU//ou Тыори1lга, например), ко

торые вычисляют сами функции fn(x). Однако простые способы нумерации

программ (типа упорядочения по длине) легко реализуются любыми стандарт

ными в теории алl'ОРИТМОВ средствами. Но нри этом иногда требуется некоторая

изобретательность. При «неудачной» нумерации нолиномов P1, Р2 , ••• Иlщекс
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lJекуда поднимать. функция Q(n, х) = Рп(х), вообще говоря, не полином 
и требуется определенная эквилибристика, чтобы нормализовать ситуацию 18).

Среди всевозможных нумераций есть «хорошие И плохие),).

5.7.1. Определение. Нумерация и функция и(n, х) называют

ся гёделевскuмu, если существует'всюду определенная вычислимая

функция s(n), такая что для любой двуместной функции J(n, х)
справедливо 19)

J(n, х) = U(s(n), х).

Первый аргумент в и(n, х) является номером программы

в перечислении.(5.9), и в этом смысле n - есть сама программа

(однозначно восстанавливаемая по номеру). Поэтому универсаль

ную функцию U (n, х) моЖно трактовать как механизм, позво

ляющий отвлечься от процесса вычислений и сконцентрировать

ся на маркировке. Алгоритмические вычисления превращаются

в игру чисел, а использование гёделевскux нумераций делает игру

относительно комфортной. Например, по номерам двух функ

ций Ji, Jj сразу определяется номер их композиции Ji (Jj),
минуя хлопоты последовательногосоединения машин Тьюринга

либо подходящегообъедин~нияПОЛИНОМQВ.

Универсальныефункцииоблегчаютв теорииалгоритмовмно

гие рассуждения.Частьтрюковподобногосорта консолидируются

в инструментыширокого назначения.

5.7.2. Теорема Клини о неподвижнойточке. Какова бы ни была

вычислимая всюду определенная функция q(n), найдется n, при

котором

и(n, х) = U(q(n), х)

тождествешlO па х, где U(n, х) - гёделевская универсальная функция.

18) Это деЛ8ется переводом К8кой-tlИБУДh нумерующей функции (/(лиии, tl8пример)
на диофантов язык. .

19) При фиксированном n функция f(n, х) - еСIЪ некоторая одноместная функция

!,,(х) в перечислении (5.9). Соответствие k номеру n - и eCTh функция k = в(n),

которая в общем елучае ~неизвест"о какая•. В rёделевском варианте в(n) оБЯЗ81J8 быть

вычислимойи всюдуопреДСЛСliНОЙ.
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• PaCCMQТPI1M вычислимую всюду определенную функцию

w(n) ,..., u(п) = и(п, п),

что означаC'f /(п. х) = и(u(п), х) = U(w(n), х).
Пусть, в предположениипротивного. q(n) lIе имеет неподвижной ТОЧКИ,

т. е. q(n) "" n ПрИ ЛIобом п. Тогда

и(п) ,..., ш(п) "" q(w(n»

IIрИ любом п, что вле'lет за собой u(п) 1= q(w(n». Но от u(п) никакая

вычислимая функция - в том 'lИсле q(w(n» - не может отличаться всюду,

в силу и(п) = /п(n). Противоречие завершает доказательство. ~

в дебрях 'неразрешимостей обстановка довольно странная.

Внекотором р'оде «все неразрешимо».

5.7.3. Теоре..,а Райса. Любое нетривиальноесвойство вычислимых

фуmсций алгоритмически неразрешuмо.

... Пусть G - lIепустое подмножество множества вычислимых функций 1F,
не совпадающее с 1F, и А - множество гёделевских номеров функций из G.
ЕСJlИ преДПОЛОЖIIТЬ разрешимость А, то всюду определенная функция

{
а,

q(n) =
а,

если n Е А,

если n Е А,
(А дополнение А)

где а Е А, а Е А, - не будет иметь неnодвиЖllои точки в смысле 5.7.2. ~

Требование «нетривиалъности», фигурирующее в теореме, как

видно из доказательства, выполняется, если имеются функции как

обладающие этим свойством, так и не обладающие. Таким обра

зом, по программе In(x) невозможно в общем СЛУ'Iае определить,

входит или нет функция в ту ИЛИ иную категорию. Алгоритмиче~

ски неразрешимыми оказываются проблемы выяснения:

• Периодичнос.ти. ограниченности, порядка роста /(х).

• !(онечности множества корнеи у полинома P(z).
• Конеч,!~сти Множества nOJ/ожительных значении Р(х).
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Лишь f!10, что мы теперь считаем nраздным сном, 
тоска ненсная о чем-то неземном,

куда-то смутные стремленья,

вражда к тому, что eCf1'lb, nредчувствий робкий свет

и жажда жгучая свнты//ь, которых нет, -
одно лииlЬ это чуждо mле//ья.

Н. Минский

Подложить в жернова арифметических действий

что-нибудь вместо N - дооольно естестоенная идея,

и она рано или поздно подталкивает к различным экс

периментам. Вплоть до сложения и умножения мно

I'очленов, матриц, п::ометрических фигур, логических

конструкций и даже электрических схем. При этом уда

ленные математические территории начинают взаимо

действовать, норождая согласованное симфоническое

звучание и грезы освободиться от оков арифметики.

Потом, конечно, тянет обратно.

6.1. Уход в абстракцию и возвращение

Очертитьграницытеориичисел невозможно.Абстрагируясьот це

лочисленнойспецифики,дрейфуешьв никуда, т. е. в алгебру. На

ука очень полезная, но архистерильная.Подсознаниютам скучно,

требуется содержательное наполнение. Поэтому интереснее по

средине, где общий замах соседствует с' частностями, каковые

вокруг арифметики имеют в большинстве числовую природу.

На вещественной оси колосится такое разнообразие, ЧТО иллю

страции есть на любую тему. К тому же, выясняется не только,

чем занимается «сосед,>, но И его «иноnланетные»приспособле

ния находят применениедалеко за пределами.
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Рецепт ВЫ'lисления Сп числовой последовательности
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СО = С. = 1,

располаrается на комплексной плоскости:

(1 + i)n + (1 - i)n
Сп = 2 '

арнд Фuбо//аччu 1'1'2.3'5'8'13.21' ...• описывается с помощью иррациональных

чисел (1.18).

Все подобные «штучки» возникают в рамках

обычных схем рассуждений. Неизвестное как-то

обозначается, после чего начинается стандартное

«колдовство» типа: если к х прибавить трам-тара

рам, а потом умножить само на себя и вычесть трах

тарарах, ДОJ'ЖНО получиться то-то и то-то. В резуль

тате петля умозаключения замыкается, а поскольку

что-то с чем-то складывается и на что-то умножа

ется, получается алгебраическое уравнение, и зада

ча сводится к' вычислению корня полинома. Корень получаеТС~1

целый, если задача корректна, но вот его зависимость от коэффи

циентов полинома не обязана быть «из той же оперы». И D этом

один из главныx козырей востребованности алгебраических колец

и полей чисел, концентрирующий внимание на изучении Мllого

членов и их корней.

При этом вроде бы не относящи

еся к делу вопросы типа разложения

многочленов на простые множители

резонируют в самой арифметике, вы

зывая ассоциации и расширяя гори

зонты. Само собой разумеющиеся ве

щи обретают вдруг совсем другое лицо

и направляют мысль к новым берегам.

6.2. Многочлены

Многочлены, как результат нанизывания сложений и умноже

ний, eCTecmeJ:fНo возникают в самой арифметике. Но их роль;
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KOHe'lНo, гораздо шире. Многочленом, или полиномом, над полем ос

называется формальное выражение

J ( ) n n-\
nх.=аnх +an_lx + ... +а\х+ао, (6.1)

где ао, ... , аn Е JI{ Сумма и произведение МНОГОlJЛенов определя

ются по обычным правилам сложения и умножения, что порожда

ет кольцо многочленов ОС[х] \). Переменная х может прина,д,.1ежать

тому же или друГому полю, либо даже оставаться просто символом.

Обычное деление в столбик многочлена (6.1) на (Х - с) дает в частном

некоторый многочлен hn_l(x) и некоторое число r в остатке, что равносильно

тождеству

/п(х) =.(х - c)hn_,(x) + r,

полагая в котором х = с, получаем теорему Безу:

r = /п(С),

в соответствии с которой, если ж. = с - корень уравнения /п(х) = О, то r = О,

что в конечном итоге приводит к разложению

(6.2)

где xl, ... , ХП - корни многочлена /п(х) , - если /п(х} рассматривается

как многочлен над С. в общем случае проблема разрешимости уравнения

/п(х) = о - и как следствие, npuвoдuмocтu многочлена /п(х) - имеет другие

толкования.

Для сопоставления с теорией делимости чисел естественный

интерес представляет полиномиальный аналог. Если многочлены

!(х), rp(x), 'Ф(х) связаны соотношением

!(х) = rp(x)'IjJ(x),

то rp(x) и 'Ф(х) считаются' делителями !(х). Наибольшим общим

делителем (над) многочленов !(х) и g(x) называется такой

их общий делитель d(x) = (J(x),g(x», .который делится на все

другие общие де.lители многочленовлх) и g(x).

1) R[x] - кольuо многочленов всех степеней е деЙ';DителЫlы!>tи коэффициеmвми,
Q[x] - с рauиональными.
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При договоренности о равенстве единице «старшUJV> коэф

фициеuтов рассматриваемых многочленов - над, с точностью

до ±, определяетсяоднозначно. В случае

d=(J,g)=1

МНОГО'IЛены f(x) и g(x) называют взаимно простыми. над и, g)
определяется алгоритJWО'м Евклида, который по структуре ничем

не отличается от теоретико-числового.

6.2.1. Всегда можноуказ.ать такие многочлены u(х), v(x), что 2)

f(x)u(x) +g(x)'v(x) = d(x), d = (J,g), (6.3)

т. е. над и, g) «Линейно» выражается через f и g.
В частности, многочлены f(x) и g(x) взаимно просты в томм

случае, когда МОЖIIO подобрать такие u(х) и v(x), что

f(x)u(x) -1- g(x)v(x) = 1. (6.4)

Аналогом простых чисел служат неnриводимые Мllогочлены.

Полином fn(x) называют приводимым над ОС, если он расклаДы

вается в произведение двух многочленов ненулевой степени.

" Многочлен ж
2 + 1 приводим В С, х

2 + 1 = (х - i)(x + i),
но непривоДи~ в IR. А полино~ х2

- 2 = (х - V2)(x + 'V2)
приводим D IR, но неприводим D Q.

" в с неприводимы только многочлены первой степени.

Любой MHOl'otpleH степени n > 2 приводим В IR, поскольку

n РО3JIожение (6.2) комплексные корни входят сопряженными

ларами, а (х - а)(х - ёi) - есть КВ11Дратный многочлен с дей

ствительными коэффициентами, Роль «нростых чисел» в IR[x]
играют, таким. образом, многочлены первой и второй степени.

" ПРИ80ДИМОСТЬ многочлена, вообще говоря, не связа

на с существовоние~ корней. Многочлен х
4
+2ж

2
+ 1=(х2

+ 1)2
приводим в поле рациональных чисел, но не имеет 8 Q ни од

ного корня.

2) При этом степени многочленов u(:r:), v(x) с1рого мсныlle - cOOTBeТCTBetJtlO 
степеней в(х) и "х), если степени /(:r:) и в(х) HeIlYJJCBblC. Доказательство есть в [5, T.8J,
110 оно по суги ничем не ОТЛllчастся от доказательства арифМет .....есКого IIналОI1l 2.1.2.
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в случае кольца целых чисел Z неприводимостъ многочленов

определяется точно так же, как и в случае поля, но тут не все

гда возможно деление на старший коэффициент, разве что 
на наибольший обший делитель над (!) всех коэффициентов

ао,···,ап ,

6.2.2. Лемма Гаусса. В Z[x] над (1п) =:= над (1) . над (п).

~ Достаточно рассмотреть случай НОД (!)
= НОД (у) = 1. Пусть

/(х) = Еа"х", у(х) = Lьkж
k

, /у(х) =LеkЖ",

и НОД (/у) = d > 1 имеет простой делитель р, т. е. все

коэффициенты многочлена /и делятся на р, а у / и 9 
не все. Пусть а; и Ь; первые по счету коэффициенты,

не делящиеся на р. Тогда

Гаусс (1777-1855).
ведет к противоречию. ~

Многочлен fn(x) с рациональными коэффициентами непри

водим над Q в томм случае, когда над·Q неприводим много

член с целыми коэффициеl-lтами, по.'1ученныЙ умножением fn(x)
на нак знамеl-lателей всех его коэффициентов.

6.2.3. Многочлен

f( ) n п-\
Х =апх +ап-\х + ... +а\х+ао (6.5)

с целыми коэффициентами Henpивoдuм над Q в томм случае, когда

он не раскладывается в произведение двуХ многочленов ненулевой
3) .

степени с коэффициентами из Z .

6.2.4. Критерий Эйзенштейна. Многочле1l (6.5), все коэффициен

ты которого - кроме ап - делятся на некоторое простое число р,

но ао не делится на р2, - Henpивoдuм над полем рациональных чисел.

3) Утверждение 6.2.3 следует И3 леммы 6.2.2 и сводит решение вопроса о npи80дuмO

cmU!lIenpи80дuмocmи к целочисленной задаче.
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где tp и Т/J многочлены ненулевой степени с целыми коэффициентами. Свобод

IIЫЙ член 00 = ЬоСо делится на р, поэтому Ila р делится одно из чисел Ьо • CQ 
пусть,]U1Я определенности. Ьо • Тогда со не делится на р, поскольку 00 не делится

на р2. Если бы все bk дслились на р, то ОП делилось бы на р. Поэтому хотя бы'

одно bt не делится на р. и если ВЗЯТЬ такое bt с минимальным номером k > О,

то 0t = bkCo + bt_ICI +... + boCt не делилось бы на р вопреки нреДНОJlOжеНИIQ

П.6.2.4...

Известно множестводругих признаков неприводимости,но

критерий 6.2.4 наиболее популярен, и его обычно «хватает».

Критерию 6.2.4 УДОDJIетворяет, например, многочлен

]U1я которою .подходит число р = 2.

6.2.5. Если не различать многочлены' nолучающиеся друг из друга

умножением на ненулевуlO константу из поля ОС, то всякий мно

гочлен ! Е IК[x] единственным образом разлагается в произведение

Henpивoдuмыx множителей. .

Неприводимый над Z многочлен f(z) можетбытьприводим как МНОГОЧJII:II

над нолем вычетов Zp при любом простом р. Таким свойством обладает,

например,

/(х) = х
4 + 1.

~ Рассмотрим три варианта представления /(х):

Три ч;{сла ±2 и -1 не м<:>гут быть все квадратичныминевычетами при любом

простомР > 2. Поэтому в одном из трех случаев 4)

в случае р = 2 имеем :r/ + 1 ~ (х + 1)4 ...

4) Разумеется, i<В8драl'И'lIlЫЙ DbI'lCT а зависит от р.
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6.3. Расширения попей

МножествоZ можно воспринимать как расширение натурального

ряда N с целью операцию сложения сделать обратимой,

а+ х = Ь ~ х = Ь - а.

Аналогичный трюк с умножением, ах = Ь -+ х = Ь/а, приводит

к разрастанию Z до поля Q рациональных чисел, которое далее

можно расширить до JR или С, и при мрзгах «топологического

типа» последний вариант представляется самым лучшим, потому

что «все действия вьmолняются и все уравнения решаются,).

Однако разрешимость всех полиномиальных уравнений в С

с точки зрения обширного класса задач ~ крупный недостаток,

ибо мешает в кУчу ситуации разной природы. Не бьmо бы С

слишком всеядно, по разрешимости уравнений можно было бы

судить о разрещимости числовых задач. Поэтому расширять Q
желательно с умом, не прыгая сразу в С. Но и не ограничиваясь

слишком близорукими реформами, которые наращивают Z либо Q,
не достигая ранга поля или хотя бы кольца.

... Показатсльным примерам здесь служит известный пассаж в связи

с доказатсльством (Эйлер, 1768) последней теоремы Ферма Dчастном случае n = З.

ИСТОРИЯ подробно описана в (14]. В данном контексте интсрес прсдстамяет тот

срсз, который связан с использованием чисел вида

а+ЬН, а,Ь Е Z.

Эйлеру потребовалась справедливость импликации: если а2 + зь2 - Куб

целого числа, то существуют такие 8, t Е Z, что

a=i-98e, ь=зit-зt3. (6.6)

Обоснование для хvпr века было весьма пикаНТНhlМ. В силу

а
2 + зь

2 = (~+ЬH)(a - ЬН),

и тривиального ДЛЯ обычной арифметики факта

(6.7)

«если х3 = yz. и у, z взаимно nросты, то у u'z - тоже кубы~, (6.8)

Эйлер полагал, что оба сомножитсля в (6.7) - тоже кубы. В частности,

а +ЬН'= (8 +tH)3= (83 - 98е) + (зit - зе)н,
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откуда, мол, пытекает (6.6). ~ Далее с помощью несколько громоздких,

но Jfдеолошчески уже простых соображений Эйлер обосновывал невозмож

насть а2 + зь2 = zЗ.

Слабое звено здесь опора на (6.8). В случае

х, у, z Е Z результат (6.8) гарантируется основной

теоремой арифметики о единственности разло

жения на простые множители, - но здесь об

стоятельства другие:

4 = (1 + vCЗ) (1 - vCЗ) = 2 . 2,

причем 2 и (1" ± vCЗ) неразложимы в множестве

{(а, Ь) : а + ьvCЗ},

что легко устанавливается. Тем не менее хороший замах не про""

падает даром. Всякая гениальная ош",бка после отбеливания обо

рачивается истиной.

Неразрешимость хЗ + уЗ = zЗ в целых числах естественно

начинать с разложения левой части на линейные множители 5)

(6.9)

где ( Е С - один из кубических корней из 1, но не сама 1.
Например,

-1+Н
(=--

2

Расширение Z добавлением элемента

(2x-у)+уН
чисел х + (у = , т. е.

. 2

p+QH
2

(6~10)

(6.1 О) дает кольцо Z(()

(6.11 )

S) С тем чтобы потом воспользоваться в подходящем расШИРСIШОМ кольце М[IОЖССТ~
ашщоroм результата (6.8).
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где целые р и q имеют одинаковую чет~ость 6). Невозможность
всем сомножителям (6.9) быть кубами в Z(() обосновывается

несколько утомительно, но рутинным образом.

Кольцевой аксиоматики, кстати, ДI1Я единственности разложения на про

стые множители - недостаточно. Целесообразное ужесточение требований

здесь связано с введением нормы.

6.3.1. Определение.КольцоR без делителей нуля называется eBlC4udoвblIII 7) , если:

(i) Для ненулевых а Е R onределена целочисленная норма N(a) > О, N(O) = О,

причем

N(ab) ~ max{N(a), N(b)}.

(ii) Для любых а, Ь -F О существует представление а = qb + r, в котором либо

r = О, либо N(r) < N(b).

В кольце целых чисел Z нормой может служи~ь N(z) = Izl. в кольце Р(х]
в качестве нормы годится степень многочлена.

6.3.2. Любой элемент евклидова кольца единственным образам раскладывается

в произведениепростых самножит~еЙ.

Что касается проблематикирасширенияполей, то она более

менее подробно рассматриваласьв [5, т.8] с некоторым уклоном

в теорию Галуа. Остановимся на стержневых пунктах.

Галуа (1811-1832)

Поле JF по отношению к любому своему под

полю IP' называется расширением IP. Наименьшее

по включению поле

JF = P(S),

содержащее подпо....е IP' и множестDO S, - называется

расширением поля IP' на S. В случае, когда S состоит

из одного элемента 8, о 1P'(8) говорят как о nросто.м

pacluupeHUU поля IP. Расширения обычно конструиру

ются добаWJением корней полиномов.

6.3.3. Корни ненулевыхмногочленов f(ж) Е lP'(x] назы

ваются QAi'е6раическuми числами над полем 8) IP.

6) И только 11 случае 'reтHbl'! р и q .праВИЛЬНЫе» числа (6.11) пере'!одят В числа Эйлера

а+ЬуСЗ.

7) Любое евклuд080 КОЛЬЦО является кольцом ZIIQ(JHЫX uдеanов [5. т.81.

8) Любое число, алгебраическое lIaд ПОJlем р, алгебраично и над любым расширением

IF ::> 11", но не наоборот.
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а, Ь, с, d Е IQ,

а, Ь, с, а/, bl , С, Е tQ,

6.3.4. МиlluмалЫIЫМ ЛUlо2tJIfAl!Нtм/ .,исла а "ад JP' называют тот из иенулевых

многочленов /(ж) Е 1Р'[х] , /(а) = О, - /Соторый имеет наименьшую степень

(степень а над !р)9) и старшиц /Соэффициент 1.

Корни минимального многочлена а над JP' называют числами, сопряже,,·

ны.мu с а. Частным случаем этого определения яwшется обычное понятие

/Сомnле/Ссно СОnрЯЗlсенного числа'.

Простое расширение 1Q(J2) /Сольца tQ, полученное присоединением '/ис

ла J2, состоит из чисел вида a+bJ2; а в случае присоединения И - простым

расширением IQ оказываетея кольцо чисел а + ЬИ + с V4, где а, Ь, с Е IQ.
Если говорить о расширениях кольца IQ, рассматриваемого как поле, то

Q(J2) состоит из элементов

а +bv'2
c+dJ2'

а IQ(И) - из элементов

а+ЬИ+сV'4

al + b1И + С, V'4'
однако в том и другом случае избавление от иррациональности в знамена1"Сле

позволяет считать, что расшир~ния Q(J2) и IQ(И) поля IQ состоят, как

и прежде, из элементов а + bJ2 и а +ьИ + cV4, соответственно.

Аналогичная ситуация имеет место и в общем случае, что фиксируетсSl

следующим сраз}! не очевидным результатом.

6.3.5. Теорема. Пусть алгебраичес/Сий элеме//т а //ад JP' имеет стеnе//ь n. То

гда расшире//ие Р(а) является n-MepHым линейным nросmраllством с 6азисо,м

{I, а, а2
••• , a n

-
1
}, т. е. любой 3IIeMeHIrI fJ Е Р(а) единстве//ным образом nред

ставим в виде

fJ = Ро +Pla + ... +Pn_l an-
I
, все Pj Е Р.

6.4. Алгебраическиерасширения и числа

(6.12)

Из общих определений предыдущего раздела выделяются поля,

конструируемые на базе Q. Число а Е С называют алгебраическим

(без упоминания над каким полем), если оно является корнем

9) МИllИмальиый (неnРИ8одuмый) многочлен IIC МОЖСТ имсть КрИТllЫХ корней. И;/ИЧС
вместе С /(0.) = О было бы необходимо 1'(0.) = о, '1'1'0 Ilротиворе'IIL10 бы мииималЫIOСТII/.

Минимальные многочлены '/исел -3, ~. i равны; z + 3, zn - 2, х2 + 1.
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неприводимого многочлена. с рациональными коэффициентами.

Если старший коэффициент равен 1 (такие многочлены называют

унитарными), а все остальные коэффициенты целые числа, то

число а называют целым алгебраическим.

6.4.1. Если а и f3 - алгебраические числа, h(x, у) - nроизвольный

многочлен с рациональными к.оэффициентами, то h(a, fЗ) - алгеб

раическое число.

Отсюда легко выводится, что алгебраические числа образуют nOJlе, а целые

алгебраические числа образуют КOJIьцо.

Естественно' задаться вопросом о корнях многочлена с коэф

фициентами из поля алгебраических чисел. Не будет ли раскру

чиваться спираль, чего естественно было бы ожидать? Но круг

сразу замыкается.

6.4.2. Любой корень унитарного многочлена I(x) с целыми алгеб

раическими числами в качестве коэффициентов - является целым

алгебраическим числом.

... Если а - корень полинома ЛХ) = х" +7П_IZ
П
-

1 + ... +70, то а также

корень унитарногополиномас целыми алгебраическимиКОЭффИl1иентами:

П ( " ~ п-I ~)Z +7n-IZ +· .. +70,

где 1k обозначает число, сопряженное 7k; и произведение берется по' всем

сопряженным числам ...

Большинство результатов о расширениях полей достаточ

но просты, В смысле многоходовости, но из-за непривычности

обстановки и диковинности понятий вызывают определенные

затруднения у непрофессионалов.И тут есть два выхода из по

ложения.Либо вообще избегать, если имеетсявозможность,либо

прокручивать в толове определения и факты до тех пор, пока

мозги не перезагрузятся.

Напомним некоторые обшие положения. О расширении P(al,"" ат)

с алгебраическими над J? элементами aj - обычно говорят как о конечном

расширении поля Р. TO'IHee, расширение F :::> IP' конечно, если F - конечномерное

линейное пространство над Р.
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Для любого Jllногочлеl!а I(ж) Е Р[х] существует расШllреllие JF :J Р, над

которым 1(;1:) раскладывается в произведение л/шейных Jl1IIожиrr.елеЙ

При этом II(Мем разложеll/IJI неприподимого многочлена лх) считается наи

меньшее расширение ПОШl р, содержащее все корни /(ж).

Важную роль играет понятие нормального расширении. Расширение JF
поля Р называется 1IормалЫIЫМ, если всякий неприводимый над JIb многочлен,

имеющий корень DIF, ра:l1lагастся над JF на линейные множители. Иначе говоря:

расширение 1F :J ]р,' нормально, ~сли любое О: входит в IF' со своими соnряжеННЫМQ

числами •

• Расширение Q(И) не НОр.JIlально, ибо не содержит осех корней мини

мального многочлена ж3
- 2. Нормальным расширением будет Q(И, e2'rr/3i).

Весьма неожидан следующий феномен. Например. поле Q(J2, v'з) обра
зуют числа вида

~ = а + bJ2 + сv'з + dV6, a,b,c,d Е Q,

каковые, в то же время, исчерпываются линейными комбинаЦЮlМИ

o:,p,-у,JЕQ,О=v1+v'з,

поскольку

J2 = ~(03 - 9· О),
2

г-; 1 3
vЗ = -(11- О - О),

2

Таким образом, Q(J2, v'з) = Q(J2 + v'з), т. е. расширенис Q( J2, v'з) равно

СИJlЬНО простому расширению Q с помощью одного элемента О = J2 + v'з, 
что ВЫГJlЯДИТ исключением, но ЯDJIЯСТСЯ общим правилом.

6.4.3. Теорема о примитивном эnемекrе. Любое алгебраи',ескоерасиlllреНllе IF'
nО.'lЯ IP' нулевой характеристики может быть порождено одним 1IpuмumU8;lblM

:мeмeнmOM О, т. е.

IF' = lP'(al, ..• , О:т) = IP'(О) ,

каковой может быть выбран в виде Лllllейной КОJl,бинациll

0= 8.0:, + ... + 8тО:т , все 8; Е IP',

и все корни ЖI,"" ж" любого МlIогочлеllа I(ж) с коэффи/(иеltтами из Р, таким

образом, раl(иОllально выражаются через «од"У иррацuоналЫlость» О:

ж; = 80; + 81;' О + ... + S(n-I};' on-I, 8се 8k; Е IP'.
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Пункт 6.4.3 требует пояснения насчет uулевой xapaKтepUC1/IЦKU. Характери

стикой 1I0.:1Я F называется минимальное р в равенстве

р . 1 = 1+ + 1 = О,
\", '

р ра:;

(6.13)

где 1 - единица поля JF. ЕСJlИ (6.13) невозможно, JF называют nОАeJIf характе

ристики нуль 1(1). Конечное поле классов вычетов по модулю р имеет характери

стику р.

6.4.4. lfенулевая характеристикар всегда является простым '/UCiIOM•

... В противном случае р = s :t, s <р, t <р, - в силу р' 1 = О было бы либо

а·1 = О, либо t· 1 = О, что противоречило бы ,нинuмальности р. ~

6.4.5. Если поле JF имеет характеристику р, то р; х = О для любого х Е 1F.

Поля вычетов Moryr быть n той или иной степени непохожи на Zm.
Допустим, р(х) - простой элемент (неприводимый полином) в кольце ПОJlИНОМОВ

lP[х]. Если f(x) Е lP'[х] не делитсяна р(х), то в Р[х] существуетполином гl(х),

такой что

!(х)гL(х)= 1 (modp(x)),

т. е. f(х)гl(х) - I делится на р(х). Поэтому отождествленис элементов

f(x),g(x) Е Р[х], разность которых делится на р(х), превращает кольцо lP'[х]

n поле вычетов lP[х] (modp(x)).

6.5. Теория р-адических'чисел

ОДНИМ из интересных расширений поля рациональных чисел

ЯDляется поле Qp р-адuчес"uх чисел, введенных ГензелeJ.f (1897)
для изучения полиномиальных сравнений

(6.14)

о роли которых уже ГО80РИЛОСЬ в разделе 3.4.

Проблематика достаточно спеЦИфИЧI;lа, чтобы браться за ее

изучение при отсутствии профессиональноro интереса. Однако

здесь имеется выдающийся ингредиент, проливающий свет на фе

номен вещественной прямой, ставший будничным в результате

10) И!iЫМIf СЛОDа~lIf. характеристика поля совпадает с порядком единицы aJlДИТИННОЙ

труппы поля, если порядок KOlle',eH, и считается равной нулю, если порядок бесконечен.

KOI~e'IHoe ПОЛС, разумеется, НС может иметь характеристикунуль.



6.5. Теория р-адических чисел 135

настойчивой РR-деятельности. И этот ингредиент жалко упускать

с точки зрения общего математического образования.

Есть два источника' [3, 11], в которых р-адические числа

рассматриваются со взаимно дополняющих позиций, и здесь по

вторяться было бы неуместно, тем более что контекст требует

соблюдения пропорций изложения. Да и внимание стержневым

моментам легче уделить в обстоятельствах, позволяющих игнори

ровать детали, благо есть куда отослать за подробностями.

Итак, для простого риненулевого х Е Z положим ordp х

равным кратности вхождения р в разложение х на простые

множители 10, и ordp О = 00 для любого р. ДЛя рациональных

х = а/Ь
а

ordpЬ = ordpа - ordpЬ.

Далее на множестве Q рациональных чисел введем семейство

норм:

Ilxllp = p-ordpx, если х 1= О, (6.15)

и /IOllp = О. Аксиомы нормы проверяются без особого труда.

Конечно, норма (6.15) выглядит чересчур надуманно. Ра-

k a
циональное х записывается в форме х = р ь' где целые а, Ь

не делятся на р, и норма Ilxllp полагается равной p-k. Рас

стояние Ilx - vllp между числами, таким образом, тем меньше,

чем на ббльшую степень pk делится их разность. Тем самым
обычная упорядоченность чисел разрушается. И все-таки (6.15)
оказывается нормой. Более того (теорема Островского): всякая

нетриви:Иьная 12) норма на Q эквивалентна 13) 11·llp для некоторого

простого р либо р = 00. Поэтомудругих норм на Q нет.

Другое дело, что метрика р(х, у) = Ilx-yllp , задаваемая нормой (6.15),
в самом деле «аномальна&, если судить трафаретно. Причина заКЛlOчеtJa n том,

11) Например. ord2 8 = ОЮ2 24 = 3. ords 24 = о.
12) Тривиальная норма: IIxll = 1 д.1Я всякоro ненулевоro х.

13) Об эквиuалеНТI10СТИ норм СМ. [5, т.5].
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'П'о (6.15) ПрИНaд;Jежит КJlaccy неархимедовых норм, характеризуемы�x усиленным

неравенством треугольника:

Ilx + yll ::;; max(llxll.llyll).
Неравенство (6.16), казалось бы, HeHaMHoro «хуже. обычного

Ilx + yll ::;; IIxll + Ilyll•.

(6.16)

но последствия «катастрофические ... Все треугольники оказываются равнобед

ренными 14), а любая точка в круге является его центром.

Как бы там ни было, норма есть HopMa~ и с этим ноnым флагом

можно идти путем классического анализа. пополняя множество

рациональных чисел '01 до полного пространства '01p, являющегося
аналогом R. Понятно, дЛЯ каждого р пополнение Qp - свое.

Но где они эти '01p? Хотелось бы расположить их на вещественной

прямой, но не туг-то было. Приходится nспомнить, что и обычные

вещественные числа - суть' фикция [5. т.5].

Рациональная последовательность {хn } изначально определяется как схо

дящаяся, если р(х", х') -+ О. Такая дефиниция бесполезна, поскольку априори
требует иметь в руках пределы х', каковыми мы только собирае~ся попол

нять iQ. Поэтому соответствующая эпопея вынуждена базироваться на внут

реннем определении ~последовательность сходится, если фундаментальна 15) ••

И тоща пределами х' оказываются сами nоследовamельностuКоши 16). Правда,

в случае обычной нормы

Ilx - ylI"" = Ix - yl
удается «нарисовать .. геометрический образ и отметить на нем фундаментальные. .
последовательности точками пополнения х .

НИ'lего подобного не получается в случае (6.15), - р-монотон

ные последовательности мечутся по территории '01, не обнаружи

вая сколько-нибудь упорядоченного с точI.Ш зрения R поведения.

14) Если IIxll < Ilyll. то в силу (6.16) IIх - yll ::;; lIyll. По той же ПрИ'lине

lIуlI = IIх - (х - y)11 ::;; max(llxll, IIх - yll).

откуда Ilyll ::;; IIх - YIl. 'потому что lIуl' ::;; Ijxll не выполняется по предположению. В итоге

Ilyll = IIх - yll·
15) Является nоследО80mельносmыо Коши.

16) С y'leToM 'юго, что эквивалентные последовательности (характеризуемые сходимо
стыо разности к IIУЛЮ) сходятся К одному и тому же х·.
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в ПРИНIlИпе р.аботает та же схема пополнения, но чучело итогово

го полного пространства Qp совсем не напоминает JR. Конечно,

есть норма, а значит, есть метрика, топология, непрерывность, 
но нет покоя. Все по-другому. Если обычная норма Ix - yl, про

долженная по непрерывности с Q на JR, начинает принимать все

вещественные значения, то у Ilx - yllp , продолженной р-непре-

рывно с Q на Qp, ассортимент значений сохраняется. .

С аналогом перехода от JR к С ситуация еще хуже. Если

расширение поля JR до С достигается присоединением вс·его

лишь корня уравнения х2 + 1 = О, что делает разрешимыми лю":

бые полиномиальные уравнения, - ТО отправляясь со стартовой

площадки Qp, приходится образовывать бесконечную последо

вательность р~сширений присоединением корней неприводимых

над Qp полиномов, а потом еще замазывать щели для получения

аналога комплексной плоскости.

Чисто алгебраический путь к р-ади'lеским изыскам начина

ется с построения целых р-адическuх чисел, каковыми называют

бесконечные последовательности вычетов x 1Z по модулю рn,

{хn} = {хо, Х1, ••• ,хn , ••.},

удовлетворяющихусловию17)

tI'
хn = Xn-I· (6.17)

6.5.1. Совокупностьцелых p-адuчесlCUXчисел несчетна.

Обы'IНЫМцелым (рациональным)Х сопоставляютсяр-адиче

ские числа {х, ... , Х, •• •}. Сумма и произведение {хn }, {Уn}

определяются как {хn + Уn}, {ХnУn}. В результате образуется.

кольцо Qp целых р-адических чисел.

Дальнейшее расширение Qp до поля Rp дробных р-адuче

СlCих - происходит обычным путем деления целых р-адических

) ,0+1
17 Две таких посдедоватепыlетии {хn}' {Уn} при условии 'Vn: х" = Уn. - эквlllIlI-

дентны. т. е. зцдают ОДНО 11 то же Ч!1СЛО.
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чисел друг на друга, для чего в Qp выделяется сначала группа

чисел, имеющих обратные по умножению, - и такие числа при

нято называть единицами 18). кольца, что вносит, надо полагать,

умышленную путаницу, ограждая теорию от непосвященных. За

тем шюдится норма (6.15), и расширение Rp до Qp происходит

уже на топологической основе. .

Дискомфорт в связи с теорией р-адических чисел у многих

снимается фактом возможной записи любого р-адического чис

ла ~ в обратной (справа налево) р-ичной системе:

(6.18)

где все aj находятся в диа.пазоне [О, р - 1], и ао f:. О. Но ил

люзия привычности здесь достигается (юбманным» путем. Ряд

в (6.18) сходится только в р-адической норме, и потому (,без

всех этих хлопот.) не обойтись, р-адические числа располагаются

не n IR или <С, а на другой планете. Один лишь континуум целых

р-адических - выбивает почву из-под ног у подсознания.

6.6. Квадратичныеформы

Нетрудно видеть, что сравнения (6.14) разрешимы при любом

а Е N в томм случае, когда

(6.19)

разрешимо в целых р-адических числах.

Большинство практических вопросов теории чисел связано

с выяснением разретпимости (6.19) в Z или в Q. Разрешимость

n ар либо в Qp чаще всего служит инструментом достижения

нели. Но разрешимость

(6.20)

18) Так же, как оБЫЧllУIО единицу. х· I = х, Ранее мы Т,акую «грушJY единиц> IIа3Ывали

loIулыnunлuкаmU8110й группой КOIIьца.
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при любых р' и а так просто в руки тоже не дается и требует

тех или ИНЫх обходных маневров. В этом отношении бывает

эффективен следующий результат [3].

6.6.1. Если J(XI,"" Хn ) - абсолютно Henpивoдuмый 19) полином
с коэффициентами из Z, то уравнение (6.20) разрешимо при любых

а Е N и любых простых достаточно больших р (б6ЛЬUlих неко

торого Ро).

Особый интерес на данном этапе развития теории чисел пред

ставляют уравнения (6.19) второго порядка. Вот один из наиболее

известных неординарных фактов в этой области.

6.6.2. Теорема Минковского-Хассе.Уравнение

LaijXiXj = о
i,j

(все aij Е Q) (6.21)

имеет нетривиальное решение в рациональных числах в томм случае;

когда оно нетривиально разрешимо в R и в Qp при любом nросmом р.

Пункт 6.6.2 принципиально уточняет следующий результат.

6.6.3. Уравнение (6.21) с рациональной квадратиЧIIОЙ формой от

n ~ 5 nеременных имеет нетривuальное решение в рационолыlхx

числах в томм случае, когда оно нетривиально разреluимо в IR.

Обобщение теоремы Минковского-Хассе на формы более высокого порядка

не проходит [3]. Например, уравнение 3х3 + 4у3 + 5z3 = О нетрИВИ<IJ1ЬНО

разрешимо в JR и любом Qp, но не имеет нетрИВИ3JIЬНЫХ решениii о Q.

6.7. О 'булевых структурах

Чтобы лучше понять ту И:JПI иную теорию, ее имеет смысл «поше

велить», переходя, например, к другим числовым полнм. Но «ва

рьировать» можно не только игровое поле, но и правила игры,

некоторымобразом меняя аксиоматику. Подходящимииллюстра

циями богата общая алгебра [5, т. 8]. Показателен пример булев,ых

19) НеЩJl1НОДllмыli ни в киком lIоле.
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структур, каковыми называют множество 13 с двумя операция

ми: сложения «+» и умножения«(.», удометворяющихследующим

требованиям:

). Обе операции коммугативны и ассоциативны.

2. Операции дистрибугивны одна относительно другой, т. е. помимо обычного

(для кольца)

(z + у). z = z· z + у. Z,

справедливо

(z· у) + z = (z + z) . (у + z).

3. В 13 сущсствуют элементы О. и 1:

z+O =х, х·) = z.

4. Любому элементу z Е 13 отвечает такой :темент Z-I Е 13, что:

иначе говоря, обратltЫМ элемеlГГУ z, как по сложению, так и по умноже
-1

нию, оказываетсяодин и тот. же элемент z .

Корреляция с арифметикой довольно очевидна, но отличия в корне меняют

облик системы. Одна из известных модельных реализаций булевой алгебры 
матлогика с дизъюнкцией и конъюнкцией D качестве «сложения,. И «умноже

ния». Универсальный характер имеет другая модель: множество 13 инекоторая

система его подмножеств :J$ с обычными операциями объединения, пересе'!е

ния и дополнения,

.zy {::} z n у,

Если gв состоит всего из двух подмножеств, [JA = {о, 13}, возникает ситуация

изоморфная матло!·ике.

Булевы алгебры возникают во внешне весьма несходных ситуациях. На

пример, при введении операций

z+y=HOK{x,y}, z·у=НОД{Z,у},
_1 N

z =
z

на Мltожестве делителей HeKoToporo числа N, которое представляет собой

произведение простых чисел в первой степени.



Глава 7

Эффективность счета

Соловья обречеш/о nрОlCЛuнает вОРОllа,

Не Зllает страсти, бедllая, сuлыlй•..•
Невд/щек ей, что в кроне весь от горя зеленыi,

Вороной стать Jlfечтает соловей.

Сторонникиплатоническойнауки территориюкон

кретных ВЫ'JИслений предпочитают обходить стороной,

и рост популярности сугубо практических задач их удру

'!ает. Однако не стоит забыват,Ь, что Великие Теоретики,

достаточно упомянуть Эйлера, искали истину и вдохно

вение в трясине 'JИсленных экспериментов, - уделяя

бездну времени рутинному счету.

7.1. РNР-проблематика

Компьютерына базе чисто арифметическогоязыка решают фак-"

тически любые задачи. При этом бухгалтерские штучки, игра

в шахматы, сочинение стихов, медицинский диагноз, экономи

ческий прогн~з - сводятся К элементарным вычислениям!),

комплексное изучение которых рождает большое разнообразие

прикладных направлений и теоретических проблем.

Остановится ли программа счета? Можно ли в принципе так

организовать вычисления, чтобы получить ответ на тот или иной

вопрос? Существуют ли неразрешимые задачи? Это все из обла

сти алгоритмической неразрешимости (глава 5), где приходится

не столько считать, сколько размышлять. Есть также масса заведо

мо разрешимых задач, в которых неясно, как добиться результата

1) Иногда ТРУДtIO оБОЗРlfМЫМ, но все же э..,емеtlтарным по своей природе.
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«кратчаЙIllИМ)~ путем, и здесь большая часть вопросов упирается

в «РNР-проблематику •.

р- и NР-задачам посвящен отдельныйтом [5, т. 10]. Вкратце

суть проблематики заключена в следующем. Краеугольным слу-
2'

жит понятие полиномиального счета. Если работа алгоритма ),
решающего задачу с длиной описания х, характеризуется необхо

димостью выполнения f(x) элементарныхопераuий,то алгоритм

считается полиномиальнымв случае

(7.1)

при некотором k ~ О, т. е. при условии существования константы

С> О, такой что f(x) :::;: Cxk для достаточно больших х.

Так как полиномиальность имеет асимптотический характер,

длину описания· и количество операций можно измерять с точ

ностыо до умножения на константу. Для измерения х годится

количество битов либо количество символов в любом цифровом

алфавите (кроме единичного), необходимое для описания данных

задачи. Произвол в определении элементарных операций также

весьма велик. Это могут бьiть арифметические операции, сдвиги

головки машины Тьюринга, операторы ал~олоподобных программ

и т. п. Все это не нарушает асимптотики (7.1).

Теория алгоритмическо~ сложности опирается обычно на за

дачи распознавания, каковые, по определению, могут иметь только

два ответа: «да» или «Hen>. Существует ли в графе гамильтонов

контур? Имеет ли задача линейного программирования решение?

Является ли N простым числом? Это все задачи распознавания.

Но широко распространены также дискретные экстремальные

задачи максимиз'ации целевой функции 3). Однако:

7.1.1. Если целевая функция принимает не более N значений, то

существует nроцедура решения оптимизационной задачи за log2 N

2) Алгоритм - это ПрOl1Jамма вычислений tlа любом универсальном языке ПРОlJlам
мирования,

3) Наllример, задачи коммuвояжера, целочuсленного nрограммuрованuя, построения сети
дорог минимальной СТОИМОСТИ и Т. П.
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шагов, на каждом из которых решается соответствующая комби

наторuоя задача распознавания.

Так что задачи распознавания скромно выглядят, но многое

охватывают, - и к ним привязываются определения Р- и NP
классов.

7.1.2. Совокупностьзадач распознавания, которые могут быть ре

шенынекоторымполиномиальнымалгориmмом,называетсяклассомР.

7.1.3. КлассNP определяетсякак совокупностьполиномиальноnро

веряемыхзадачраспознавания4) , в которых, если решением является

ответ «да», то существует «слово» А полиномиальной длины и по

линомиальный от А алгориf1',м, дающий ответ «да» 5) .

Среди NР-задач есть в некотором роде универсальные, как

говорят, - NР-nолные, каковые полиномиально эквивалентны

друг другу. По определению задача NР-полна, если к ней полино

миально сводится любая другая NР-задача. Поэтому полиноми

альное решение любой NР-полной задачи полиномиально решает

все остальные N Р-задачи 6).

?

Вопрос «(Р == NP» о совпадении или несовпадении классов Р

и NP до сих пор остается открытым, что является крупнейшей

математическойпроблемой, за решение которой учреждена пре

мия в миллион долларов.

Тематика сложности вычислений,разумеется, не исчерпыва
?

ется проблемой «Р ==NP». Некоторые задачи не сводятся к распо-

знаванию. Перечислительные задачи, например, в которых длина

4) Класс NP традиционно опредсляется иначе, но разница 1yf заключсна в форме,

см. [5, ',о. 10]. ЗаJlОЖИТЬ в определение полиномиалыlюю провсряемость бываст жалко,

поскольку тогда будет всем все понятно.

5) Если задача приналлежит классу р, то и ее дополнсние (та же задача с ответом ,нет»)

лежит в Р. В NP-КJlассе симмстрия нарушается. Дополнение NР-задачи, вообще говори,

не обязано лежать в NP. ДополнитеЛЬНh/е к NР-задачам образуют класс co-NP.

6) И потому видимое многообразие труднорешаемых задач - суть Мtюгообразие форм
единственной зада'.и. Факт очень простой (см. [5, т. 10]), но до его открытия море

труднорешаемых зада'( представлЛJIОСЬ необозримым.
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ответа экспоненциально зависит от входа (скажем, перечисление

всех циклов графа). Гипотетически труднорешаема задача факто

ризации (разложения на множители) целого N. Задача распозна

вания «существуют ли такие N, > I и N 2 > 1, что N = N[N2~, 
лежит в классе Р как дополнительная задача к выяснению просто

ты числа, что, как теперь стало ясно, достигается за полиноми

альное время (см. далее). Однако в случае N = N[N2 определение

N 1 и N2 В прокрустово ложе (7.1) пока не укладывается.

7.2. АрифметическиеNР~задачи

Труднорешаемыезадачи7) «выплываЮТI> главным образом из ком
бинаторики и теории графов. В данном случае интересен другой

источник, теоретико-числовоЙ. Вот несколько примеров из [8],
где за пределы класса Р вылезают невинные с виду вопросы.

• Существует ли целое ж, при тwтopoм N делится на аж + I без остатка?

Казалось бы, чего проще, но задача своеобразно труднорешаема ('Y-nОЛllа [8]).

• Существует ли решеllие ж ~ а у сравнеllия ж2 = Ь (mod N)? Задача
NР-полна, но в случае простого N и справедливости расширенной гипотезы

Римаllа - полиномиальна.

• Существует ли натурольное с, делящее больше члеll08 последовательности

{а 1, ••• , ап }, чем членов последовательности {bl , ••• , Ьт }? Задача NР-полна.

• Имеет ли уравнение аж
2 + Ьу = с, где а, Ь, с Е N, решеllие в целых

положительных ж, у? Задача NР-полна. Для выясНения разрешимости линейного

уравнения L аkЖk = с достаточно полиномиального времени.
k

7.3. Задачи криптографии

Криптография придает «платонической» арифметике прагмати

ческую окраску, и об этом целесообразносказать до обсуждения

на вид абстрактныхзадач типа выяснения простоты числа.

1) О сраонительной сложности задач можно гооорить даже н гипотетическом случае

P=Np, см. [5, т. 10).
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Мало кому известна, но очень широко используема система

шифрования RsA 8), опирающаяся на очень простую, и в то же

время феноменальнуюидею. Цифровой текст ж шифруетсяс ,по

мощью легко вычисляемойфункции

/(ж) = же (mod N), (7.2)

где числа с и N общедоступны - образуют так называемый

открытый к.лiоч. При определенных требованиях к {с, N}, о ко

торых сказанодалее, функция (7.2) обратима, но /-1 вычисляется

совсем не просто. TO<lНee говоря, значения /-1 легко определяют

ся, если известен секрет,' без которого расшифровкапрактически

невозможна. В сказанноетрудно поверить, ибо для расшифровки

сообщения у = /(х) надо всего лишь решить уравнение

х
е = у (mod N), (7.3)

но тут собака и зарыта.

в RSA обычно полагают N = pq, где р и q - различные

простые числа, а показатель е выбирается взаимно простым

со значением функции Эйлера !p(N).

~ Решение (7.5) существует в силу НОД (е, rp(N)) = 1,

а единственность d вытекает из групповых свойств вычетов.

7.3.1. В указанных предположениях относительно N
u с решение (7.3) еди"ственно u определяется формулой

где натураль"ое d < !p(N) существует u однознач"о

извлекается из условия

(7.5)

(7.4)ж == yd (mod N),

de = 1 (mod !p(N».

8) По первым буквам имен авторов: RJvesl R. L., Shami,. А., Adleman L. М. Крипто

графические МОДУЛli RSA используются в MS Windows и сотнях других программных

продуктов, связанных с защитой банковской, коммерческой, военной 11 другой секретной

информаuии. Поэmму все имеют дело с RSA, но не все предстаВЛАЮТ, что это такое.
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в случае N = pq, очевидно, нод (У, N) Е {l,p, q}. Если НОД (у, N) = 1,
то в силу (7.5) и теоремы Эйлера,

:t'P(N) := 1 (mod N),

имеем

yd := ~de := х (mod N),

что приводит к (7.4). Если же нод (У, N) = р, то rp(N) делится на rp(q) ,
а из (7.3) следует нод (х, q) = 1. Далее аналогично предыдущему получаем

х := yd (mod q) => (7.4). ~

По первому впечатлению d мало похоже на секрет. Ибо что

мешает разложить N на простые множители. после чего вы

числить <p(N) и решить (7.5) 9). определяя d? Иными словами,

ключ {е, N} содержит полную информацию о секрете. Однако

первый же шаг .вычисления d сталкивается с необходимостью

разложения N на простые множители, что при современных тех

нологиях для больших N оказывается непосильной задачей. Для

200-значноro N' необходимый объем вычислений имеет поря

док 1023, что выходит за рамки компьютерных возможностей 10).

Помимо RSA есть и другие криптографические системы с от

крытым ключом, использующие односторонние функции: I(x) лег

ко считается, а 1-1 (х) трудновычислима. Правда, интуитивно

кажется, что все функции таковы. Если, скажем, значение по

линома у = Р(х) относительно легко вычисляется, то решение

уравнения у = Р(х) относительно х дается с б6льшим трудом.

если вообще дается. И так почти всегда. Гора одна и та же,

но скатываться легко, взбираться трудно. Производные берутся.

9) Значение I{J(N) легко DЫЧИCJIJI~СЯ, сели известно ~ожение N IJa простые' мно
ЖИтели, ибо I{J(J!') = p"-I (р - 1) ми ПРОСТЫХ р, и 1{J(pq) = 1{J(P)I{J(q) МИ взаимно прос

ТЫХ р И q.
10) Авторы RSA ДlJЯ демонстраuии силы метода использовали менее устрашающий

пример (1978), зашифровав некую фразу (переведенную нумераuией букв 8 uифровой

код) С помощью открытого КЛЮ'lа со 129-Эllачным N и е =9007, - и объявили преМИIО

в 100$ за расшифровку. ПремиlO пришлось выплатить. Рабо"ПI по расщифровке эаНJLllа

более полугода (а на ПJ)ИГОТОWlение ушло 17 л~), в нее было вовлечено несколько сотен

человек и по.~торы тысячи компьютеров при сетевом взаимодействии. ПроделаlllJЫЙ

объем вычислений превосходил 10lS onераuиЙ.
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интегрирование сопротивляется. Показательная функция воспри

нимается с ходу, логарифм укладывается в mлове со скрипом. Так

что противоположные направления обычно неравноценны. Одна

ко различия часто эмоциональны, а трудности соизмеримы. Тогда

как в данном случае подразумевается фундаментальное различие:

/(х) вычисляется полиномиально, а вычисление /-I(X) - пере

борная задача,

/(Х) ЕР,

Реализация такой возможности остается под вопросом. Не го

воря о возможности P=Np, односторонниефункции, годные для
криптографического употребления, должны легко ВЫЧИСШlТься

при наличии дополнительной «секретной» информации - как

в RSA. Существование таких функций не доказано, но их «при

зраки» широко применяются, хотя и висит над ними дамоклов

меч полиномиальной разрешимости «всех» зада'•.

Вот еще один эталон криптоrpафии: задача Формирования

секретного lUlюча абонентами А и В, взаимодействующими по от

крытому каналу связи 11). В соответствии с алгоритмом Диффи

Хелмана А и В независимо друг от друга выбирают числа ХА

и Хв , И не раскрывая их, с помощью общедоступных а и N
вычисляют каждый свое:

УВ = аХn (mod N),

после чего в открытую обмениваются числами УА, УВ И вы

числяют, опять-таки каждый свое число, У;А, Yf8, каковые
оказываютсяравны по модулю N,

11) Криптогрзфик боl'!lТ8 уникальными задачами, с виду нерешаемыми. Разве можно

поверить, например, в организацию OTKpblTOI'O диалога А и N, Ile дающего подслушивзю

щей стороне ннкакой информации,тогда как В убеждаетА, что ему известен парол.. либо
решение некой феноменалмroй задачи. это из rolасти систем с I/улевым разглаlUеlluем

[5, т. IOj.
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в результате у каждого появляется секретllЫЙ ключ

доступный «посторонним» лишь при умении вычислять дискрет

ный логарифм 12), т. е. определять ХА, ХВ по зна'Iениям УА, Ув .

На сегодняшний день трудоемкость вычисления дискретного

алгоритма сопоставима с трудоемкостью факторизации N Обе

задачи с точки зрения неполиномиальной природы остаются под

вопросом.

7.4. Тесты на простоту

Вычислительные задачи, связанные с классификацией чисел

на простые и составные, с конструированиемпростых и факто

ризацией составных, - затрагиваются в разделах 7.4-7.7 с целью

обозначить канву. детальное рассмотрение предмета потребова

ло бы слишком много места, да и едва ли целесообразно в от

сутствие у читателя проФессионального интереса, при IШЛИ'IИИ

какового стоит обратиться к специальной литературе.

Проверка делимости N на все простые числа меньшие корня

из N - при отрицательном результате гарантирует простоту N,
1-10 для больших N практически безнадежна. Количество простых

чисел меньших VN аСИМПТОТИ'lески пропорционально

VN
Iп VN

(глава 8). Поэтому LI)1Я 100-значного N, а в криптосистемах ис

пользуются значительно большие числа, необходимо проверить

около 1050/50 In 10 t"O.J 1048 делителей, что абсолютно нереально.

12) Дискретным алгориmмйм назыuают uелое х в равенстве

аЖ = Ь (mod N),

где N - простое число БOJ\ьшее двух, а - образующий элемент мультнnликатнвиой

группы Ubl'leтoD z~. и uелое Ь < N. Обычно пишут х = IOI!a Ь.
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Источником эффективных тестов служит .малая теореиа Ферма:

для простого .N и любого х, взаимно простого с N,

xN
-

1 == 1 (mod N). (7.6)

Проверку·(7.6) называют тестом Ферма. Равенство (7.6) неяв
ляетея необходимым и достаточным условием простоты N. Поэто
му тест Ферма работает с гарантией только в одном направлении:

если (7.6) нарушается, то N - составное. В противном случае N
может быть простым с некоторой вероятностью, каковая воз

растает при повторении теста с другим основанием х. Однако'

существуют составные числа КармаUк.ла, которые проходят тест

Ферма для всех х, не являющихся их делителями 1З).

Другими словами, N - число КормоЙн:ло. если оно составное и XN- 1 = 1
для Лlобого х Е ZN, где ZN мультипликативная группа вычетов. Сам Кармайкл

установил ( 1912), что нечетное N являетC1l числом Кор.моЙн:ло в тамм случае, когдо

N == PI!'2 ... Pr, r ~ 3,

где Pj РОЗЛUЧllые простые число, и N -) делитсяно pj-1 при всех j. Гора:щопозже

было доказано, что чисел Кор.моЙкло бесконечно .много. - поэтому тесг Ферма,

как тесг на прocrоту, имеет фундаментальный изъян. Изъян не такой уж малень

кий. Например, чисел Кармайкла меньших N = )017, - более пonумиллиона ..

На ум приходит, конечно, теорема ВШlьсона 3.6.1 вместе

с ее обращением 3.6.2, объединение которых дает: «(n - 1)! +
n+I = О в тою. случае, когда n npocтoe~. На этот раз критерий

работает в обоих направлениях, но беда в другом. Не ясно, как

избежать «неполиномиальных вычислений» факториала. Поэтому

без лакмусовой бумажки·(7.6) не так легко обойтись.

Tecт~epMa улучшается извлечением квадратного корня из (7.6),
в результате чего получается

x(N-I)/2 = ±I (mod N), N f= 2, (7.7)

что приводит k тесту Леманна: если для какого-либо Х < N
(7.7) не выполняется, то N - составное. Если выполняется,

13) НО не только числа Kapмau/(f/a пyrают Kap1'ы.
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то N - ВОЗМОЖНО, простое, причем BepO~THOCTЬ ошибки не пре

восходит 0,5. Если (N - 1)/2 опять нечетно, то операцию можно

повторить и так далее. На этом пути возникает

7.4.1. Тест Рабина-Миллера,состоящий в nровер"е выполнения

одного из двух условий:

хт = 1 (modN) либо :3 r < k: хт2' = -1 (mod N), (7.8)

где N нечетно и .N - 1 = т . 2" , где т нечетно.

Критерий (7.8) опять-таки работает с гарантией только в од

ном направлении. Число N, не проходящее тест, - составное.

В противном случае N может быть простым с некоторой ве

роятностью. Но что важнQ, для теста 7.4.1 нет аналогов чи

сел Кармайкла. Более того, доказано, что вероятность ошибки

(при ответе «N - простое») не превышает 0,25. Таким образом,

при успешном повторениитеста t раз вер'оятность ошибки равна

4- t
. Фактически получается полиномиальный алгоритм, «(гаран

тирующий» простоту N со сколь угодно малой вероятностью

ошибки.

Затем МWlЛер пошел дальше.

7.4.2. Теорема Миллера. Если вернарасширеннаягипотеза Puмa

на 14) и N проходит тест 7.4.1 при любом

х : 1 < х < 2 log2 N,

то N - простое.

Это уже чисто полиномиальный тест на простоту, но пред

положение о справедливости расширенной гипотезы Pu.мaHa опять

портит малину. Таким образом, задача несмотря на колоссальные

14) Обычиая гипотеза Puмalla состоит в предположении, ЧТО все НС'Гривиальные нули
00 1

дзета-фуmщии, аналИТИ'lески продолжающей ряд L n• .' расположены на верmкальной
11=0

1
прямой (J = 2' .Расширенная. - предполагает то же самое у любого ряда Дирuxле

~ Х(В) .
LJ -. ,см. (8.11), где ФУНКUИЯ Х(В) - характер Дирuxле.

n
11=1
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усилия не давалась, хотя и дразнила близостью решения. Опти

мизм постепенно иссякал. На этом фоне полной неожиданностью

оказалось открытие полиномиального алгоритма AKS.

7.5. Полиномиальныйтест AKS

Полиномиальный алгоритм AКS 15) проверки числа на простоту

уже описывался R общих чертах в [5, т. 10]. Поначалу бьuю

намерение изложить суть дела в данном томе более подробно:

Но по здравому размышлению стало ясно, что это лишь нарушит

избранный уровень детализации, и мало что добавит тем, кто хочет

получить общее предcrавление, экономя трудозатраты. Поэтому

вопрос далее излагается в том же ключе.

При оценке алгоритма AKS важен философский аспект. Прак-. .
тика до сих пор остается в русле алгоритмов, описанных в предЬJ-

дущем разделе и им подобных. Но тест AKS решил вопрос.

принципиально, что было существенно для РNР-проблематики

[5, т. 10J. Центральная идея алгоритма опирается на следую

щий факт.

7.5.1. НатУрiiJlыюеn, при условии НОД (а, n) = L, является про

стым в томм случае, когда

(х - а)П =(х
п - а) (mod n). (7.9)

n

... в разложении (x-а)П = L: C:xk( _a)n-k MOryтнедеnитьсяна ,p':'~Toe n
k=O

тоnько крайние слагаемые, причем по .малой теореме Ферма

а
П == а (тод n),

что и дает (7.9). Если же n составное, n = p'q и q не деnится на р, то C~

не делится на n - и (7.9) нарушается. ~

Теорема 7.5.1 позволяет заменить проверку n на простоту

проверкой тождества (7.9). При бесхитростном подходе это ед

ва ли может дать выигрыш, но определенные уловки подтягивают

15) Аббревиатура AKS - по первым буквам имен аllТОРОВ апrоритма: Agгolva/ М.,

Кауа/ N., Saxeno N. Primes in Р. 2002 (http://www.ese.iitk.ac.ill/Ilews/primalily.pd/).
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трудозатраты к полиномиальному уровню. В частности, необ

ХОДЮfЫЙ перебор значительно сокращается после деления (7.9)
на некоторый полином вида xr - 1 и рассмотрения остатков, 
что в итоге заменяет (7.9) менее тяжеловесным 16)

(х - а)П == (х
П - а) (mod n, xr - 1). (7.10)

Главный результат, в несколько модифицированном виде,

состоит в установлении следующего факта.

7.5.2. Пусть натуральное n и простое r таковы, что

(i) порядок n в группе Zr больше (log2 n)2;

(и) n не делится на простые числа меньшие т;

(Ш) тождество (7.10) вЫПОЛllяется для всех а Е [1, v'r log2 n].

Тогда n - степень простого числа.

7.5.3. На базе 7.5.2 алгоритм AKS работает так:

1) делимость n на числа от 2 до L(tOg2 n)5J проверяется в лоб;

2) ищется r ~ L(lOg2 n)SJ, для которого вьmолняется О) в 7.5.217);

3) проверяется (Ш);

4) проверяетСJl, не извлекается ли из n целый кореllЬ.

Алгоритм полиномиален, но вычислительной ценности пока

не представляет, хотя продолжает обрастать усовершенствовани

ями, снижающими показатель k в (7.1).

7.6. О практике вычислений

Теоретическоезондированиегигантскихчисел было бы не так ин

тереснр без возможностей практической реализации. Даже про

стейшие арифметические манипуляции с многоразрядными об

разованиями требуют специального программного обеспечения.

Но это все-таки технические трудности, которые относительно

1&) РЗIIСНСТ80 (7.10) o:Jнзчзет сушееТlIOвание такого ПOJlиномз q(ж) Е Z[ж], что всс

коэффициенты по..lинома (ж - а)" - (ж" - а) - q(ж)(жr - 1) KpaТl1Ы П.

17) ПОДХОДllшее r гараllТИРОIl8ННО еушествует - теХIIИ'lеекая лемма.
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легко преодолеваются. В то же время криптография нуждает

ся в решении принципиальных задач поиска «астрономического

масштаба». Отодвигая в сторону полиномиально неразрешимые

пока задачи факторизации (раздел 7.7), достаточно обратить вни

мание на построение больших простых чисел, без чего система·

RSA, например, теряет опору. Где взять большие простые р и q,
необходимые ДЛЯ формирования открытого lUIюча

{e,N=p·q}?

Задача решается относительно просто, хотя и не без идео

логических затруднений.. Возможность полиномиальноготеctи
рования простоты - сводит проблему, казалось бы, к эконом.:

ному подбору кандидатов на проверку. Но без дополнительных

ухищрений тут не обходится. Одна из тропинок пролегает через

следующий «"-зотоп» малой теоремы Ферма.

7.6.1. Пусть N, 8 - нечетны, N - I = R . 8 и для каж~ого

nростого делителя q числа 8 существует целое х, такое что

1'1-1 1'11
Х =, (7.11)

а x(N-l)/q -1 ~aUМHoпростос N. Тогда каждый простой делитель р

числа N удовлетворяет сравнению

28
р = 1.

При этом если R ~ 48 + 2, то N - простое число.

Теорема 7.6.1 дает рецепт построения по простому числу 8
простого N >·82, имеющего в своей записи вдвое больше де

сятичных цифр. Для этого полагается N = В· 8 + 1, где R
выбирается случайно в промежутке 8 ~ R ~ 48 + 2, до тех пор

пока N не окажется простым. Интересно, что на практике рецепт

хорошо работает 18) , хотя до сих пор нет теоретических оснований:
которые бы гарантировали существование простого N = В· 8 + I
в диапазоне 8 ~ R ~ 48 + 2.

18) Разумеется, пока десятичная запись 1'1 lIe 38шкалиоает - остаетси. HanpllMep,
в преДС,'ах тыеячи знаков, чеro дIIИ криптоrpaфии БOIlее чем достаточно.
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Рекордные вычисления больших простых чисел ведугся в на

стоящее время на множестве чисел Мерсенна Мр = 'PJ - 1, где р 
простое. Успех достигается благодаря узости сектора поиска и вы

сокой эффективности теста Люка-Лемера:

7.6.2. Число Мр.являетсяпростым в томм случае, когда

Lp- 1 = о (modМр),

где числа Lk определяются рекуррентным соотношением

(7.12)

Ll =4.

... Ограничимся выводом досmаmочносmu. Легко проверяется:

L
k

= (2 + vГз)(2"-I) + (2 - vГз)(2"-I).

Таким образом, в случае L,_I = О (mod М,) имеем

(2 + vГз)(2"-2) + (2 - vГз)(2"-2) ,;,. rМ,

при некотором r Е N, что после умножения на (2 + vГз)(2"...2) переходит в

(2 + vГз)(2"-I) = rM,(2 + vГз)(2"...2) - 1. (7.13)

Допустим теперь, что М, составное, т. е. делится на некоторое простое

q ~ .,fМ;, и рассмотрим группу G (с умножением по модулю ч), состоящую

из чисел вида а + ьvГз при условии, что а, Ь Е {О, 1, ... , q - ]} и, разумеется,

каждый элемент из G имеет обратный того же вида. Очевидно, порядок группы

liGl ~ ч2 - 1, а из (7.13) следует, что в G имеет место

(2 + vГз)(2"-I) = -1, откуда (2 + vГз)(2Р) = 1.

Таким образом порядок элемента 2 + vГз в G равен 2'. А поскольку порядок

элемента не больше порядка группы, то

2' ~ ч2._ 1 ~ М, = 2' - 1,

ЧТО приводит К противоречию. ~

Вычислительная сложность экономных реализаций теста

Люка-Лемера приближается к 19)

O(log2 N log log N)

19) Обратим внимание, что BMec~ экспоненuиально' растущей последовательности
Lk+1 = Li - 2 достаточно 8Ы'IИCnЯТЬ Lk+1 =Li - 2 (mod М,), "оскonьку критерий (7.12)
раСС'lитыяается по модулю М,.
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Это существенно превосходит эффективность универсальных те

стов, пригодных для диагностики любых чисел. Кроме того, в поле

зрения тут попадают лишь числа 2Р - ], что существенно огра

ничивает область поиска. Поэтому именно среди N = 2Р ;- 1
найдены самые большие простые числа 20). С гораздо меньшим

успехом ведется поиск простых среди чисел Ферма с помощью

теста Пеnина.

Для криптографии числа Мерсенна не представляют интере

са, поскольку их мало и они все на виду (висят вИнтернете,

см. http://primes.utm.edu/mersennel).

7.7. Алгоритмы факторизации

Разложение составного N на множители пока не укладывает

ся в класс полиномиальных задач, и по-видимому, - так ду

мает большинство - не уложится. Однако криптография, ~и

дящая на суку «(полиномиальной неразрешимости задачи фак

торизации», сильно опасается, особенно квантовых компьютеров

[5, т. 10]. Перебор тем не менее удается значительно сократить, ибо

в задаче .все-таки проематриваются некоторые закономерности.

Один из практически эффеХТИВНblХ трюков опирается на пред

стаll1lение составного N разностью двух квадратов:

( а+Ь)2 (а-Ь)2
N = а' Ь = -2- --2-' (7.14)

Искать решение (7.14) можно так. Берется наименьший квад

рат х2 , превосходящий N {::} х = ГVNl. Далее из найденного х
2

вычитается N. Если из У = х2
- N извлекается корень z, то

10) На момент напиcaJlИЯ данного тома (2009) извесnlO 46 простых чисел Мерсенна, самое

большое из них. 24] 112609 - 1, имеет в записи почти 13 миллионов десяти'щых цифр.

Группв EFF (Electro~ic Frontier Foundalion, http://www.etТ.org/) за нахождение простого

более чем 108 -значноro числа назначила прсмию в $150000.

,
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и в случае Х - z # 1 - задача решена. В противном случае берется

следующий квадрат после х2 и т. д.

Другой трюк называют «ро-меmодом Помарда». В кольце ZN
запускается итерационныйпроцесс

(7.15)

с помощью некоторого отображения f :ZN ~ ZN типа

f(x) = х2 + 1 (mod N),

и каждый раз Xk сравнивается с предыдущими Xj до тех пор,

пока не найдется пара с

над (Xk - Xj, N) = r > 1, (7.16)

ЧТО В случае успеха дает собственный делитель N
Выполнение (7.16) означает, что Xj и Xk принадлежат од

ному классу вычетов по модулю r, а процедура (7.15) в случае

N = r . q «гоняе'f» изображающую точку Xk по классам вычетов

также по модулю r < N, каковых меньше чем классов по моду

лю N, за счет чего достигается экономия перебора. Кроме того,

в действие тут вступают благоприятные 13ероятностные сообра

жения, а также некоторый фокус, позволяющий на каждом шаге

проверять всего лишь один над (7.16), а не все с индексами

j < k [12]. Но достичь полиномиального уровня даже в вероят

ностном смысле, конечно, не удается.



Глава 8

Распределение простых чисел

Главное всегда за "одром.

О ПОДСПУДНЫХ механизмах кое-что говорит ста

тистика случайНЫХ выбросов. Через некоторое вре

мя грешным делом выясняется, что уже все сказала

и больше не говорит. Однако тематика набрала инер

цию, финансируется, прославляется. И какая теперь

разница, из-за чего концентрация сил и средств.

8.1. rpубые причины

Пониманию грубых механизмов в распределениипростых чисел

способствуютэлементарныесоображенияна пальцах.

КОЛИ'lество простых чисел, не превосходящих х, - обо

значают через 1r(x). При обработке натурального ряда решетом

Эратосфена 1) доля чисел в промежутке [х, х + ~x], делящихся

на простое р, равна

~x 1

~X'p = р'

а не делящихtя - (1 - ~) . Доля же чис~л в этом промежутке,
не делящихся ни на одно простое число р ~ х + ~x, равна

(8.1)

1) Иэ эаписи всех И81)'p3llЬНЫХ чисел оычеркиваетсR I - первое невычеркнyroe
число 2 - простое. Далее эачерКИll8lО11:R числа, деJlRщиеСR на 2, чиCJIО 3 - первое

Ifевычеркнyroe - простое. И так далее.
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причем ясно, что «npинимают участие. лишь простые р, меньшие

..;х, и дх «х, но дх > ех при некотором малом е > О.

Самих простых чисел на [х, х + дх] будет

р(х)дх ~ 1Г(х + дх) - 1Г(х),

т. е. р(х) играет роль плотности.

Для больших р' приближенно: 1 - ~ = e- I
/ 1J • Поэтому

Р

1
1лр(х) = - Е-,

k Pk

где Pk обозначает k-e простое число.

В промежyrке (х, х+ .1.х], в силу .1.х «х, можно считать Pk '" Х, И сумма

по этому промежyrку

1 1
Е - '" -р(х).1.х,

Pk Х

откуда

'"
~ 1 1р(и)

)п р(х) = - L.-t - '" - - du,
k Pk U

I

что после дифференцирования по Х приводит к уравнению

р(х) р(х)--=---
р(х) х

dp dx
р2 =--;-

решение которого р(х) = l/(С + 1л х) при больших х переходит в

1
р(х) = -)-,

пх

Что касается 1I"(Х) , то

1'" du х {l r! (1)}
1I"(Х) = -1- = -1- 1 + -)- + ... + -)r +О -)Т+I •

пи. пх пх n х n х

2

(8.2)

Для примера, точное значение 11"(4000) = 550. Первые три члена разложе

ния (8.2) дают приближение 11"(4000) ~ 554.
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159

Содержание предьщущег.о раздела не выдерживает строг@й кри

тики. В части обоснования. Сам результат (8.2) был известен еще

Гауссу, по-видимому, благодаря не вполне убедительным рассуж

дениям. Строгий анализ был начат Чебышевым, использовавшим

в своих построениях две функции 2), см. (2.22), (2.23), .

1?(х) = 2: Inp
р~з:

и ф(х) = 2: Inp,
pk~z

(8.3)

где р обозначает простое число; х > О - не обязательно целое.

Если pk - наибольшая степень р, не превосходяшая х, то lпр
во второй сумме (8.3) засчитывается, как легко видеть, ровно k

раз, причем k = [IО8р х], т. е.

ф(х) = 2:[108p х] lпр.
р~з:

(8.4)

ИЗ опред~ления ясно, что et1
(z) равно произведению всех

простых р ~ х, а еФ(Z) - НОК всех целых положительных чисел,

меньших х (~ х).

В силу pk ~ Х t-t Р ~ W имеем

ф(х) = 1?(х) + 1?(..jX) + 1?( VX) + ... ,

причем ряд конечен по причине обнуления 1?(х) при х < 2.

(8.5)

Многие числовые функции взаимозависимы из-за общности

источников. В частности,

ф(х) = 2: Л(n),
n~з:

где Л(n) - функция Мангольдmа 3).

(8.6)

2) Фуmсцuu чеБыева•.

3) Л(n) = log р, если n = pk, Р - простое, k - целое положительное, и Л(n) = О',

если n 1= pk.
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х

ф(х)

х

д(х)1Г(х)

x/ln х'

8.2.1. Теорема. При х --t 00 верхние пределы функций (а также 
нижние)

равны между собой.

... Из (8.4) следует

'I/1(х) ~ ~)Iog" х] Inp = In хL 1,
р';;ж . р';;ж

Т.е.

'I/1(х) ~ 1I'(х) In х,

откуда

17(х) ~ 'I/1(х) ~ 1I'(х) In х,

что после деления на х и перехода к верхнему пределу дает

liт sup д(х) ~ Iiт sup 'I/1(х) ~ Iiт sup /1I'(I X
) •

ж ....оо Х ж.... 00 Х ж....оо Х n х

(8.7)

Далее. При "юбом 11 Е (0,1) их> 1 выполняется

д(х) ~ Llnp,

где суммированиеидет по р Е (х
и

, х]. С учетом 1пр > In х
и

имеем

д(х) ~ IIln х L 1 = IIln x(1I'(x) - 1I'(хи»,
ж"<р';;ж

что несложными манипуляциями приводится в итоге к

lim-sup д(х) ~ lllim sup 1I'/(I
X
)' v11 Е (О, 1),

ж....<Х> Х ж ....<Х> Х пх

откуда вытекает обращение неравенств (8.7) в равенства.

Равенство нижних пределов устанавливается аналоmчно.•

Результат 8.2.1 довольно простой 4), но он пробивает брешь

в укреплениях натурального ряда. Из ~. 8.2.1 довольно легко

выводится существование положительных констант .\ и Л, таких

что при достаточно больших х

х х .
.\ -1-.< 1Г(х) <Л-.
пх Inx

4) Простой по д~казательству. Но до этого надо было открыть 'о и t/J. IIредвидя в то же
врсмв их инструментальнуlO пользу.
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Чебышев (1850) сузил диапазон до значений л = 0,9, Л = 1,"
1Г(х) . 5)

И доказал, что, если / имеет предел, то он равен единице

х Inx
Существование предела полвека не поддавалось обоснованию,

и было YCTaHoBТleHoАдамаром и ВШl/lе-Пуссеном(1896), см. далее.

8.3. По каналам дзета-функции

Дальнейший проrpесс в изучении 1Г(х) и вообше лабиринтов

теории чисел был (и до сих пор) связан с дзеmа-функцией

1 1
.((8) = 1+ 28 + за + ... , (8.8)

введенной Эйлером и впоследствии назван

ной функцией PuмaHa. Долгое время ((8)
изучалась как функция действительного пе

ременного (Эйлер, Дирuxле, Чебышев). Суще

ственное углубление результатов произошло

в связи с переходом (PUМaH, 1876) к рас

смотрению ((8) как функции комплексного

аргу.",енmа,

8=Q+iT,
Риман (1826-1866),

и установлением связи между 1Г(х) и нулями ((8).

о дзета-Функции 6) более естественно читать в среде ТФКП
[5, т. 9]. Однако здесь имеет смысл кое-что напомнить хотя бы эс

кизно. Рйд (8.8), равно как и произведение (6)), иногда называют

дзета-функцией, но это ошибочно в том смысле, что настоящая

') Совокупность перечисленных реЗУ,1Ьтатов вместе с некоторыми СОllyrствующими
называют'теоремами Чебышева.

6) дзета-функция имеет равносильное предстаWJение в виде бссконе'lliOГО IlРОИЗDeДСНИR

(8) = f: ~, =п (1 - .!-)-I,
n=1 рЕР р'

что назывАюТтожiJecтвомЭйлера.

а> 1,
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дзета-функция является аналитическим nродолжение.м (6)) на ком

плексную плоскость <с с выколотой точкоЙ 8 = 1, и удовлетворяет

Функционально.му уравнению 7)

((8) = 281Г8- 1 siп ~s r(l- 8) ((1 - 8). (8.9)

Тот факт, что

свойства ((8) полностью определяются ее нетрuвuшlьнымu нулямu,

вытекает из теоремы Ада.мара о разложении на .множители целой

функции [5, т.9]. Правда, сама ((8) - не целая, но тут помогает

переход к целой кси-функции PuмaHa

~(8) = S(8 - 1) 1Г- 8/2г (~) ((8).
·22

Полюс ((8) В точке 8 = 1 гасится множителем (8 -1), а нули ((s)
в точках -2, -4, ... аннигилируютс полюсами Г(8/2). Нулевой

полюс Г(э/2) ликвидируется.множителем в. В итоге ~(a) - полу

чается целой функцией первого порядка, нули которой совпадают

с нетривиальныии нулями ((8). Применяя далее упомянутую вы

ше теорему Ада.мара, получаем

~(s) = ейВ П (1 -~) 'е8/Р" ,
Р.. РП

где а - константа 8), РП - нетривиальные нули ((8). Разматьшая
далее клубок в направлении ~(э) ~ ((8), получаем

(8.1 О)

где

1 ,
ь = 2г (1) + 1п 21Г - 1.

7) Здесь r(s) - гамма-функция Эйлера [5, т.9].

8) а = In 2+ In.;i - 1- 1/2,1 - nосmОЯН/lQJ/ Эйлера.



8.3. По каналам дзета-функции 163

Поскольку ((8) f О в полynлоскости

и > 1, то из (8.9) следует: что ((8) при и < О

имеет лишь так назы.ваемые тривиальные

нули в точках 8 = - 2k, k = 1, 2, .... Осталь
ные (нетривиальные) нули ((8) сосредото

чены в вертикальной полосе (т Е [О, 1], при
чем их бесконечно много и все они ком

плексные. Адамар и Валле-Пуссен сузили

полосу до и Е [о, 1), т. е. «на копейку,>;

но это гарантировало, наконец-то,

1r(X)
--- -+ 1 при Х -+ 00,
Х/lпх

откуда следует; между прочим,

Рn -+
n/lпn

при n -+ 00 9), где Рn - n-е простое число.

Адамар (1865-1963)

Затем последовали многочисленные уточнения границ ну

лей ((8) и, как следствие, уточнения остаточного члена в асимпто

тическихформулахдля 1r(X) и ф(х). Сужение диапазона до u= 1/2
остается до сих пор пределом мечтаний.

Гипотеза Puмalla о расположении всех нетривиальных нулей на прямой

(J' =1/2 - нерешенная (2009) математическая проблема ссномер один•. Имеется
множество apryMeHToB ссза. общего х.арактера, на'lИная от доказанной бесконеч

ности числа НУJ1ей с действительной частью (J' = 1/2, и закан',иnaя различными

довольно тонкими оценками. Вопрос остается открытым, но уже мало кто

сомневается, что предположение верно. Особенно в связи с численными экспе

риментами. Все первые 1013 нетривиальныхнулей - нумерация идет в порядке

возрастания модуля мнимой части - лежат на прямой (J' = 1/2. Кроме того,

два .<Пробных. МИJUlиарда нулей в районе нуля с номером 1024 также лежат ссгде

надо•. Ссылка есть в [5. т.9].

9) При ЭТОМ существуют сколь угодно ДIIинные последовательности

n.n+ 1.n+2..... n+т,

не СQДержащие простых чисел. Например. k! + 2. k! + 3•...• k! + k.
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MHom:e связи ((8) с арифметикой лежат на поверхности.

• 1 1П (8) 1= - Еlп (1-~) = - f[7I'(n) -.7I'(n- 1)) lп (1 - ~,) =
р р п=2

=~ 7I'(п) [1П (1 -..!-) - lп (1 --1)] =
~ п' (п + 1)'

~ МI ~'"' I 8d:l: I 7I'(х) dx
=~ 7I'(п) Х(:I:' _ 1) = 8 х(х' - 1)'

п-2 n 2

• Перемножение в ((18) = П (1 - ;8) И учет основной
р .

теоремы арифметики дают

_1_ _ С() JL(n)
((8) - ~ n8 •

ибо, как легко убедиться, :L: 1 = т(n).
ру=п

• Наконец,

Из перечисленного, надо полагать, возникает хотя бы прибли

зительное представление о направленности проблематики с уче

том инструментального обеспеченИя. Для пристального изучения

предмета нужна специальная литература и готовность преодоле

вать трудности.
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Тождество Эйлера (6» дает еще одно доказательство беСКОJreЧ.,.

ности множества ПрОСТЫХ чисел. В предположении противного

произведение (6» при 8 -+ 1+ О имело бы конечный предел, а ряд

стремился бы i< расходящемуся гармоническому.

Такой изотоп доказательства легко

не заметить за ненадобностью. Тем бо

лее интересно, как идея. работает в дру

гих обстоятельствах, где рассуждение Ев

клuда (п. 2.2.2) терпит фиаско. Дирих

ле (1837) задействовал схему для обос

нования бесконечности множества про

CThIX чисел в арифметическойпрогрессии

с разностью d и первым членом а, при

условии а < d и над (а, d) = 1. Для это

го он ввел мультипликативные перио}щ

ческие функции х(n) (характеры Дuрuxле

по модулю d), обладающие свойствами:

Дирихле (1805-1859)

х(n) "1= о, х(n + d) = х(n), x(nl) = х(n)х(К),

каковые, при заданном d, существуют в количестве cp(d) штук.

Характеры Дuрuхле обладают богатым набором l1Лодоносящих сuойстu,

бn:агодаря чему широко применяются в разных областях математики. Их исход-

ная ориентация на арифметические прогрессии сохраняет зна'lение. .

Среди х(n) характероп 10) есть главный - хо(n) (для каждого d свой),

равный 1 при НОД (n, d) = 1, и равный О при НОД (n, d) f= 1. Вот кое-что

из «плодоносящего» ассортимеfJта.

x~(d)(n) = хо(n)

L х(n) = { ~(d),
n(modd) ,

L x(k) = { ~(d).
x(mod d) ,

('v'x),

если Х = Хо.

если Х f= Ха,

если k = 1 (mod d),

если k f= 1 (mod d).

10) Для ИХ построения Дupuxле развил конструктивный метод построения.
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Наконец, свойство ортогональностu:

:Е x(n)x(k) =:= { ~.
x(mod/l) ,

если n = k (тод d).

если n ::/= k (тод d),

позволяющее выделять в N. данную арифметическую последовательность и ра

ботать с ней.

в качестве обобщения ((8) Дирихле рассмотрел эль-функцию 11)

L(s.x) = t x~~) = П(I- x~))-l,
п=1 р Р

(8.11)

анализируя которую, установил бесконечность множества про

стых чисел в любой 12) арифметической прогрессии. Более того,

простых чисел в таких прогрессиях настолько много, что сумми

рование их обратных величин дает расходящийся ряд

8.5. Постулат Бертрана

Помимо асимптотическогоповедения интерес представляюттак

же результаты, гарантирующие наличие простых чисел в тех или

иных диапазонах.

8.5.1. Постулат .Бертрана. Между люБЫм n > 1 и 2n всегда

заключено простое число 13) •

""
11) Ряд (8.11) - один из рядов Дupuxле Е а"п-' [5, т.9]. значение которых д,lЯ

,,=1
арифметики заКЛlOчается в специфике их перемножения:

где внутреннее суммирование идет по всем разложениям n в произведение двух сомножи

телей, что неким образDМ ухватывает му"ьтипликативное устройство натуральных чисел.

12) Из оговоренных выше.

13) Возможно, межцу любым n > 117 и n +.;n всегда заключено простое ЧИCJIО

(гunomеза Шu//целя (171).



Чебышев

(1821-1894)

8.5. Постулат бертрана

Жозеф Бертран

(1822-1900)
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Бертран Рассел ,
(1872-1970)

Факт 8.5.1 в виде гипотезы был выдвинуг Жозефом Бертра

ном 14) И доказан Чебышевым (1850). Ниже приводится доказатель

ство Рамануджана 15) •

... Достаточно устанооить 16)

(8.12)

ибо разность (8.12) равна сумме логарифмов npocrblx чисел меЖдУ n и 2п.

D сkлу (8.5)

Ф1(2п) - 2Ф1(Y'2n) = 111 (2п) - 111(Y'2n) + "2(Иn) - 111( Иn) + ... ,

откуда 111 (2п) ;;;?: ф2(2п) - 2Ф2(J2n). а из (8.3) следует "2(Х) ~ Ф2(Х)' Кроме того,
нес.ложное манипулирование с (8.4), (8.5) и тождеством Чебышева (2.22), 
приводит к

Перечис.ленное в конечном счете дает неравенство

4В

что С учетом легко проверяемоro неравенства - < cfn < 4
В

и некоторых
2п

ДОПQ/\Нительных соображений обеспечивает (8.12) для n > 512. Справедливость
п. 8.5.1 для остальных n проверяется В лоб. ~

14) НО не БерmРО/lОМ Расселом.

IS) ПО ЮlИге Ш/lUреАЬМQ/lа [221.
16) Где i12(n) - фУНКЦUR Чебы,шetJа, см. (8.3). Индекс 2 свидетельствует о выбор:

основания логарифмов а = 2.
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Приведенное несколько скомканное раССУЖдение не предна

значено служить доказательством, читаемым С листа 17). Туг лишь

контуры. Не экономии 18) чернил ради, а потому, что результат

давно известен, доказательства в избытке разбросаны там и сям,

главный же интерес заключен не в манипуляциях, а в функци

ях Чебышева, инструментально плодотворных на широком поле.

Поэтому жонглирование нер'авенствами здесь - всего лишь ма

териальная реализация, тоща как «асимптотическое подобие»

(теорема 8.2.1) функций

t/J(Z) ,и17(х)
1I"(z)
logz'

составляет идеологичеСКУIОоснову одного ИЗ подходов к стати

стике простых чисел.

17) Более р8зоернyroе обоснование есть в [21, 22].
18) Каковая в данном случае совсем копееЧНIIII.



Глава 9.

От Ферма до Уайлса

Вижу я по губам - извuли//ой,

По надменности их усиленной,

По тяжелым надбровным выступам:

Это сердце берется _. приступом!

Марина Цоетаепа

Последняя теорема Фер.ма о неразрешимости п целых х, у, z уравнения

n> 2, (9.1)

конечно,. выдающееся явление в теории чисел. Три с половиной века утвержде

ние оставалось гипотезой, однако нззывалось теоремой. Доказательство пока

слишком длинно для И:JJIожения в учебной литературе, но эдесь имеется масса

по}'Чительн.ых сопровождающих течеtlИЙ, значение которых. быть можст, IIре

восходит роль самою заключительного аккорда.

Ферма

(1601-1665)
Танияма

(1927-1958)
Уайлс (р. 1953)

9.1. Общая картина

Между Ферма и Уайлсом fIOМИМО Танuямы, сыгравшегороль ката

лизатора успеха, заслуживаютпочестей фигуры разного калибра:

Эйлер, Гаусс, Ламе, Куммер, Коши, Софи Жермен, Шимура, Фрей,
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Рuбет, - да всех и не перечислишь. Отдельного упоминания

достоин Тейлор 1), усч>анивший в паре с Уайлсом пробелы доказа

тельства теоремы на заключительном этапе.

Софи Жермен

(1776-1831)

Пересказывать всю историю нет смыс

ла, и тем более - возможности. О послед

ней теореме Ферма пишугся книги, причем

не только математического толка [20], при
этом все равно многие пласты остаются

нетронутыми. За рамками чисто математи

ческого содержания здесь масса поучитель

ного материала. Психологический аспект,

личностный, ну и вообще «как течет река

жизни». И как решаются проблемы - от

дельными людьми или сообща «за кадром».

При углублении в процесс трудно от

делаться от ощущения, что взаимодействие идей как-то дири

жируется извне. Какие-то загадочные источники определяют ход

событий, и все оказывается .так переплетено и синхронизовано,

что целое не делится на части. Конечно, для подобных впе

чатлений нужна концентрация на проблеме, а то и сто грамм.

Поверхностный взгляд требует меньше усилий и дает БОльшую

свободу для интерпретаций.

Обычные причитания по поводу колоссального влияния тео

ремы Ферма на теорию чисeJ.} нередко ставят предмет с ног на го

лову. Неразрешимость (9.1) сама по себе никакой серьезной роли

не играет, представляя собой обыкновенный пример в бесконеч

ном ряду неразрешимых уравнений. И было бы, кстати, гораздо

интереснее и полезнее, окажись факт принципиально недоказу

емым, см. теорему 5.3.1. Тогда бы у бессмысленных, но в то же

время полных смысла попыток фиксации истины был бы в за

пасе безбрежный океан времени, а не какие-то жалкие 360 лет,

на которые хватило теоремы Ферма. О щшезности здесь можно

1) Бывший аспирант Уойлса,
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вести речь более в космическом смысле, нежели математическом:

Азарт, сумасшествие, вдохновение - вот что дают великие задачи.

Теорема Ферма уберегла от казино и наркотиков столько народу,

что арифмеТИ9еские достижения меркнут на этом фоне.

Да и не так уж велики эти достижения, как их обычно пре

возносят. Крупное идеол~гическое завоевание, собственно, одно;

куммеровская .теория идеальных чисел 2) (раздел 9.2). Эллиптиче

ские кривые и гипотеза Танuямы (разделы 9.3, 9.4) имеют другие

источники, и там теорема Ферма просто попалась по ходу дела,

и не устояла. Что Kacaeтc~ остального <сколоброжения ВОКРУГ», то

многочисленные результаты здесь рутинны и малозначительны.

В то же время в совокупности они порождают показательный

историко-философский феномен, дающий образцы возможных

арифметических аномалий.

Хлопоты в связи с (9.1) постоянно заставляли думать о поиске контрпри

мера. Однако было ясно, ЧТО в случае :сп +1/ = zn иеобходимо :1:, у, Z > n .

... Действительно, если z = :1: +а, а ~ 1, то

:сп + уn =:l:n +n:cn-1a +.,. +n:саn- I + аn ,

откуда уn > n:cn- I. Аналогично :сп > nyn-I, что в коиечиом итоге приводит

к :1:, у, Z > n. ~ Таким образом, когда неразрешимость(9.1) была установлена

вплоть до n = 100000, стало ясно, что контрпример можно искать, лишь рабо

тая с числами ка.к минимум порядка 10500000. Но это ие добавляло оптимизма,

поскольку, вопреки остальному жизненному опыту, исключеиия в ариФме-"

тике нередко обнаруживались в астрономическом удалении от близлежащих

территорий.

Эйлер, иапример, вслед за (9.1) предположил неразрешимость

:сп + уn +иn = zn, :СП + уn +иn + vn = ZN И т. д. (9.2)

Очень естественная гипотеза, кстати. Потому что если теорема Ферма 
предсгавитеnь некой общей закономерности, а не случайный осколок Э), то

схема Эйлера (9.2) прямо-таки напрашивается. Тем не менее в компьютерный

век нашелся контрпример

" 26824404 + 153656394 + 187967604 = 2061567з4,

2) Кaroрые теперь называют дивuзорами.

Э) Как. собственно, и оказалось.
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(9.3)

потом бол..:е экономный

но все равно слишк~м большого калибра. И это всего лишь рядовой эпизод

в цепи исполинских пустяков теории чиссл, в которой безделушки часто неот

личимы от МИРОВЫХ истин.

Чем знамениr.IЯ теорема Ферма отличается от ма

ло кому известного nифагорова кирnи.,а? СуШеству

ет ли l1РЯМОУГОЛЬНЫЙ п~раллелепипед с цело.,ислен

ными ребрами, диагоналями граней И главной диаго

налью? Никто не знает. Тогда как вопрос навскидку

ничем не хуже теоремы Ферма. Имеет ли решение

Х, у, Z, и, v, W, 8 Е N система уравнений:

.х2 +у2 =и2 ,

х
2 +i =v2

,

у2 +Z2 = w2,

х2 +у2 +Z2 = i.
Конечно, тут не хватает лаконичности (9.1), но СС1Ъ симметрия и взаимосвязь

со знакомыми обстоятельствами. Тем не менее обременить себя исследованием

(9.3) мало желающих. Tyr нужен либо исторически сложившийся ажиотаж, либо

вера в фундаментальную природу задачи, либо хорошая денежная премия.

На фоне вышесказанного вполне ПОJ:lятен скепсис большей

части математик~в, сопровождавший гипертрофированный энту

зиазм дилетантов.

Лузин (1883-19qО)

.Вот \fЮ пишет Н. Н. Лузи/l в письме И. М. Вино

градоеу (от 16.04.1946): .Очарование имени Fermal
для меня отнюдь не связано с его "последним

предложением", но с его многосторонней деятеJlЬ

НОС1Ъю как предшесmенника Декарта в изобрете

нии аналитической геометрии, как предшествен

ника Ньютона и Лейбница в изобретении анали

за бесконечно малых ... И далее: .Что же касается

до его." последнего предложения", то лично у меня

к нему интерес всегда был равен нулю. Тяготение

к нему отрицательно характеризует человека, сра

зу помещая el'O вне круга истинных философов

и ученых. <...> Эго в лучшем случае - только

спорт, если не говорить о вещах много худших•.
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Личность Ферма, в первую очередь как математика, на про

тяжении веков предс.таWIяла особый интерес в связи с его «не

погрешимостью». Почти все, оставшееся без доказательств, впо

следствии подтвердилось. На ошибочных предположениях, типа

простоты чисел 2
2n + 1, Ферма никогда не настаивал. Поэтому

его известное замечание о найденном доказательстве неразреши

мости «х
n + уn = Zn» было воспринято всерьез, и «факт» был

назван теоремой. Серnuнскuй [17] нашел три ошибочных утвер

ждения Ферма 4), И это породило некоторый вздох облегчения,
потому что после трех веков безуспешных попыток решения

«х
n + уn = zn» хотелось верить, что и Ферма иногда ошибался.

u цитированном выше письмс ЛУ3UН писал: «Был ди у Ferma/ особый

метод в его тоорческих актах по Теории Чисел? Метод живой, не исчсрпанный

личными достижениями самого Perma/, 110 утраченный уже для его современ

ников, и тем более для потомков? Я не колеблюсь ддя самого себя отвечать

утвердительным "ДА", хотя вполне понимаю формальную позицию тех, кто

отвечает отрицательным"НЕТ". <...>
Те казаDшиеся раньше невероятными открытия в истории наук, которые

делаются сейчас, достаточно ПОУ'lИтельны и совершенно наглядно говорят о том,

что научные факты не тодько приобретаются, но и утрачиваются. Дабы не быть

тривиальным, я упомяну только об утраченном методе Fгеniсlе'я раСПОЗН3DaJlИЯ

простоты или непростоты числа в 40-50 знаков в течение 2-х суток. <... > Метод

Fгеniсlе'я утерян по вине автора, утратившего интерес к "числам" и ушедшего

в духовное звание;,.

9.2. Дивизоры Куммера

Доказательство Эйлером теоремы Ферма для n = 3, раздел 6.3,
служит естественным источником обобщения. Схематично идея

выглядит так. Если ( обозначает первообразный корень n-й

степею'\ из 1, - n > 2 можно считать простым, - то Х
N
+уn = zn

равносильно уравнению

n-l

П(Х + (k y) = zn,
k=O

4) В частной псреписке.

(9.4)
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каковое можно рассматривать в кольuе Z(() чисел

r r n - I
аО+аl ... + ... +ап-l ... , (9.5)

в котором все сомножители в (9.4) взаимно просты - и будь в Z(()
выполнена теорема о единственности разложения чисел (9.5)
на простые сомножители, - все

в силу (9.4) бьUIИ бы n-ми степенями, что, отчасти громоздко,

но без незаурядных трюков, приводило бы К противоречию.

Возникающее на этом пути препятствие заключается в том,

что теорема о единственнооти разложения на простые сомножи

тели в Щ() не всегда работает. В рамках современной алгебраиче

ской парадигмы напрашивается мысль: тa~ расширить Z((), чтобы
не нарушитьвзаимнойпрОСТОТblсомножителей(9.4), но при этом

восстановить единственность разложения на простые сомножи

тели. Идею реализовал Кум.мер 5), добавив к Z(() идеальные числа,

так называемые (теперь) ди8изоры.

Конечно, скоро сказка сказывается... Теория ди8иЗОРО8 
отдельная глава, о которой можно либо иметь отдаленное пред

ставление, либо.УЖ погружаться с головой. Всякая середина тут

обременительна при отсутствии результата.

9.3. Эллиптическиекривые

Теорему Ферма естественнорассматриватьв контекстеобщей про

блематики разрешимостидиофанmО8bIXура8нений. В то же время

спеuифика

после деления уравнения на Zn приводит его к ВИду

(9.6)

S) Наступивший пона'laJlУ на те же"грабли, что и Эйлер, а пorом Ламе.
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с рациональными х = X/Z, у = Y/Z, что сводит исходную

проблему к вопросу о рациональнойразрешимости(9.6) 6).
Конечно, переход к (9.6) напоминает старый анекдот о теле:

грамме в Академию наук: «Доказал теорему Ферма тчк Главная

идея - переносим ZN левую часть тчк». Туг вырисовывается

нечто похожее. Какая разница, казалось бы, рассматривать «эк';

вивалентные»'ВОПРОСЫ о рациональной разрешимости (9.6) либо

о целочисленной - Х
N + У

n = Zn. Как говорится, что в лоб

что по лбу. T~M не менее, другой язык расширяет возможно~ти.

Выгоды появляютсяуже 'в простейшемслучае n = 2. Пифагоровы
тройки типа (3, 4, 5) давно известны, но как перечислить все

решения х2 +у2 = z2? '

Дuофант в своей «Арифметике» исчерпал задачу:

Любая nростейшая nuфагорова тройка 7) uмeeт вид

т2
_ п2 • 2тп. т2 + п2 , (9.7)

где т и n '- два взаuмно простыхцелых положительныхчисла, разностькоторых

т - n nоложителыla и нечетllа.

На современном координатно-гео-

метрическом языке обоснование дuо

фанта выглядит следующим образом.

Рациональные решения (9.6) - сугь

рациональные точки Р = (х, у), лежа

щие на окружности

(9.8)

и все эти точки Р можно получить в ре

зультате пересечения с окружностью

(9.8) прямых 1= {(х, у) : у = их - 1},

6) С 1'О'/ностью до очевидных оговорок. Если ХN +Уn =ZN имеет решение Х. У, Z Е fiI'.
то и kX, kY, kZ при любом k Е fiI' будет решеиием. Поэтому достаточно говорить

о решениlIX при услооии нод (Х, У, Z) = 1. Соответственно, в (9.6) подразумеваются

:1:, у f= о. все это уточнять каждый раз не только утомительно, но и вреЩIО, ибо

загрязняется картина.

7) Пифагорову тройку (11, Ь, с) называют nростейшей при условии НОД (а. Ь, с) = 1.
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имеющих рациональные коэффициенты наклона tr. Подставляя

у = (1Ж - 1 в (9.8), получаем .

2(1 (12 - 1
ж = (12 + 1' У = (1Ж - 1 = (12 +I'

n
Полагая далее (1 = -, приходим К пифагоровымтройкам (9.7).

т

Мы не останавливаемся на деталях, поскольку все расставля

ется по местам простым и yroчнениями . .дuофанту обоснование

далось с гораздо 'б6льшим трудом, ибо в то время координатная

связь алгебры с геометрией еще не. была придумана, и вместо пря

мых и коэффициентов наклона приходилось говорить о «взятых

С потолка'> заменах переменных 8). Здесь же (в рамках декартовой

идеологии) переход от целочисленной задачи к рациональной

подключает новые категории мышления, позволяющие комфорт

но и надежно решать задачу.

Общая задача о рациональной разрешимости уравнения 9)

F(ж, у) ~ 2.: aip;i yi = О
iJ

(9.9)

с целочисленными коэффициентами aij. - охватывющая (9.6). 
обладает уникальными и весьма неожиданными свойствами.

Особую, и даже главенствующую роль в семействе (9.9) 
играют эллиптические кривые 10) '. описываемые в канонической
форме уравнениями вида

у2 = х3 + ах2 +рх +"(.
к каковым сводиТся описание любых неособых кривых

G(u, v) = О

(9.10)

8) При :лом IIС ВПOnllе ясно оставалось, исчерпаны ли все решения.

9) Степенью монома :1/'; называют сумму ПОКll38тедей i + j, а степеllЬЮ ПOnИlIома
(9.9) - максималыlюю creneHb монома. ВХОДllшего в сумму.

10) Название, со:щаюшее дискомфорт беспричинности, инициироваllО связью С эллип
тическими интегралами и функциями, ВОЗlfИКШИМИ перВОllа'I8ЛЬНО о :J/IШIче измерения

дуги :JJlJ!ипса. Связь с ~еРВОИСТО'IНИКОМ ВПОCJlедствии сошла на нет.
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третьей степени - с помощью замен переменных, выражаемых

рauиональными функциями.

Неособы.мu считаются кривые, не имеющие особых точек (возвраmа, само

nересечеIlUЯ), и в описании Р(х, у) = о которых - многочлен Р(х, у) не распа

дается в произведение двух других многочленов меньших степеней. Уточнения

и детали сеть, например, в [13, 15]. Соответствующие кривые в плоскости (х, у)

выглядят приблизителыlO так:

Приятная неожиданность в связи с эллunmU'lеClЩМU тсрuвы

ми заключается n следующем. Если прямая L пересекает график

(9.10) С nдnух рациональных точках (XI, YI), (Х2, У2), то и третья

точка пересечения (Хз, Уз), коли таковая имеется, также рацио

нальна, т. е. рациональны обе координаты,

и это позволяет - с учетом вертикальной симметрии кривых С 
«(размножать,> рациональные решения уравнения (9.10).

Для этого через рациональные точки Р и Q проводится пря

мая, пересекающая С в точке В, затем В зеркально отражается
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относительно оси х, порождая точку s', после чего новую ра

uиональную точку дает тот же трюк с точками Р и s', И т. д.

Операuия получения S' по точкам Р и Q,

s' =P*Q,

называется «сложением,) Р И Q с помощью (9.10). Интересно,

что раuиональные точки на эллиптической кривой 11) по такой

операuии образуют некую группу <G~. «Сложение') Р И Р опреде

ляется с помощью касательной в точке Р,

которая указанным выше образом дает точку S' = 2Р = Р * Р.

Тем самым определяется точка kP при любом k Е N.

Вертикальные касательные и секущие "пересекают» С, так полагают,

о бесконечно удаленной точке е, которая, будучи так определенной, является

единицей 12) группы iG~. Детали (рациональность P*Q при рациональныхР и Q,
существование обратных элементов, ассоциативность операции ,,*'") требуют

обоснования, но достигаются средсmами школьной математики.

Все это при беглом изложении производит впечатление рути

ны, тем не менее, феномен выдающиЙся. Кривые (9.10) третьей

степени вдруг нежданно-негаданно определяют группу, приводя

все раuиональные решения (9.1 О) во взаимодействие между собой.

Устройство <G~ тоже до некоторой степени удивительно. Отправ

ляясь от точки Р и выстраивая ряд

Р, 2Р, 3Р, ... , (9.11)

11) Гlополнеliные бескоtlечно удаленной точкой, ЯWlяющеЙСII, деклараТИIIНО, точкой

:rересечеНИJI liCex 8ертикальных IIpIIMbIX.

12) Либо HyAeAf, если используетсяаддИТИ8ная терминология.
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можно столкнуться с двумя возможностями. Либо ряд (9.11)
на некотором шаге n обрывается \3) , оказывается пР = е, либо 
не обрывается, но гарантии исчерпания последовательностью

(9.11) всех рациональн~ точек на кривой, KOHe'.JНo, нет 14). от

правляясь от другой точки Q, можно получить совокупность

Q, 2Q, 3Q, ... ,

отличную от (9.11).
~

Пуанкаре (1901) предполагал, что ГРУПП;l <G' пюбой эллипти-'

ческой кривой имеет конечный ранг. Иначе говоря:

9.3.1. На любой кривой (9.10) имеется конечное число рационШlЬНЫХ

точек Р\, ... , Pr , таких что любая рациональная точка Р на этой

кривой представима в виде

где Т - точка конечного порядка.

Факт доказан (1922) и называется теоремой Морделла. До 1976'
года не ясно было, какова может быть группа кручения Т, состо

ящая из точек конечного порядка. Проблему решил Мазур.

9.3.2. Теорема Мазура. Конечный порядок n точки Т всегда

лежит в диапазоне n ~'12, причем n 1= 11, и на кривой (9.10)
не может быть более 16 рациональных точек конечного порядка.

Результат, вообще говоря, потрясающий, и отдает глубиной,

как все трудно извлекаемое и не совсем ilОнятное. Загадочность

эллиптических кривых подчеркивает следующий феномен. .

9.3.3. Число рациональных точек на любой неособой кривой (9.9)
порядка n > 3 - конечно. (1)

То есть эллиптические кривые (n = 3) принципиально вы

деляются на общем фоне кривых n-й степени, что по большому

13) В этом случае говорят, что трчка Р имеет "онечный nОрRдtж. ПОРRд"ом Р 118Зывают

миlIималыlе n DpaOCIICТвe пР = е.

14) Xom. ~e исключено.
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сче1)' удивительно и даже сверхъестественно. Утверждение 9.3.3
родилось сначала как гипотеза Мордема (1931), теперь это тео

рема Фальтингса, (1983).

Конечно, насчет сверхъестественности П.9.3.3 сильва сказа

но. Размышление над проблемой обнаруживает эвристику, «при

близительно ведушую к цеЛи., иначе Морделлу не удалось бы

нащупать гипorезу. Определенная часть удивления по попаду

П.9.3.3 исчезает с учетом рассмотрения 'ЮЛька неособых кривых.

Если бы, например, многочлен F(ж, у) распадался в произведение

где Р1 (х, у) = о определяло бы подходящую эллиптическую кри

вую, то рациональных точек на (9.9) было бы сколько угодно.

9.4. I'Ипотеэа Тани_мы и теорема Ферма

Л.momеза Танuямы, доказанная Уайлсом, заключается в утвержде

нии <Ч1СЯ"ая эмиnти'lес"ая "ривая явдяется модулярной•.

О модулярности сказано ниже, но в данном контексте это

даже не так важно, поскольку формальные определения тут мало

что добавляют к'пониманию происходящего. Просто костьть мо

дулярных форм оказался удобен на пути к доказательству теоремы

Ферма. Неожиданно вдруг В~IЯСНИЛОСЬ, что эллиптическая кривая

(9.1 2)

при условии а
П + Ь

П = сп не может быть модулярной вопреки

гипотезе Танuямы.

Выяснилось, конечно, не сразу все. Сначала Танuяма (1955)
выдвинул свою сумасшедшую гипorезу, в кorорую трудно было

поверить, - причем к теореме Ферма это не имело никакого

orношения на тor момент. «lИпоте~ пролежала в безвестности

около 20 лет и л~шь с середины 70-х годов прошлого века стала

обретать б6льшее правдоподобие благодаря работам Шимуры.
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Затем r. Фрей пришел к мысли (1985) о немодулярности

кривой (9.12) в случае

тем самым связав ниточкой теорему Ферма с гипотезой Таниямы.

Чуть позже К. Рибет обратил эту связь в теорему, после чего ста

ло ясно, что обоснование «гипотезы,) автоматически доказывает

теорему Ферма.

и тут настала очередь Уайлса, восемь лет фактически тайНО

занимавшегося обоснованием гипотезы ТаllUЯМЫ, и в 1993 го

ду объявившего о получении соответствующего доказательства.

Не обошлось без драматического поворота. В доказательстве бук

вально накануне публикации обнаружилась брешь, на заделку

которой (совместно с 7ейлором) ушел еще год. Окончательный

вариант доказательства был опубликован в 1995 году, и часть на

селения потеряла опору в жизни, ибо наличие крупных нерешен

ных задач, как выясняется, играет важную роль в устойчивости

психики.

Теперь несколько слов о модулярности. Модулярной группой r назыuaют

группу дробно-линейных преобразований '}'(z) ,

(z) = az + Ь •
'}' cz + d det (: :) = 1.

Функции, тем или иным образом ассоциированные с Г, также называют моду

лярными. В этом формате получают свое определение модулярные элЛ\штические

кривые [13], сыгравшие окаянную роль в судьбе ТаНUЯJllыl5). В рамках соответ

ствующего определения к модулярной эллиптической кривой предъявляются

весьма жесткие требования, и всем апри'ори казалось (не считая ТUНUЯМЫ), что

юrrоматически выполняться они никак не могут. В этом, собственно, и заклю

чался накал драматургии.

15) Танuяма, видимо, ПРИКОСIlУЛСЯ к ..запретным плодам», в результате чего ПОКОliЧИЛ

с собой, не дожив до триумфа своего предвидения. D IlpencMepTHoM письме он писал:

..Что касается причины самоубийства, то она не вполне понятна мне самому, и 00 всяком

случае не являетсярезультатомчего-нибудьконкретного.Могулишь сказать, что нахожусь

в таком умонастроении, что утратил ВСЯКУЮ уверешшсть в моем будущем... И далее:

.....я не могу отрицать того, что мой noo;rynoK отдает предательством,но прошу отнестись

к нему снисходительно.как к последнемуПОСТУПКУ. который я совершаю 110 сноей воле».

Через месяц покончила с собой его невеста.
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9.5. Конгруэнтныечисла

Если говоритьо взбудораженнойвыше тематике,то интересздесь

представляютне только и не столько втекающиепотоки, сколько

уходящие кругами по воде «за пределы». Э/l//иnтические кривые

заслуживают внимания не только из-за соприкосновенияс тео

ремой Ферма. Тут возникаетрезонанс с широким кругом явлений.

Чудесные феномены оказываются разбросаны здесь и там. Взять

хотя бы конгруэнтныечисла, известные еще древним грекам.

9.5.1. Определение. Рациональное чиCJ10 r UQзывается конгру

энтuым, если существует прямоугольный треугольник площади r
с рациональными длинами сторои.

в качестве коuгруэнтнbIX достаточно рассматривать цenые т, сво

бодuые от квадратов 16). Явление конгруэuтuости, как ни странно,

оказывается тесно связанным с весьма глубокими фактами и ги

потезами теории чисел.

9.5.2. ЧиCJ10 r конгруэнтно в томм случае, когда на Э/l//иnтической

кривой

существует рациональная точка бесконечного порядка.

Факт 9.5.2 довольно простой, хотя и сюрприз. Однако алго

ритмически проблему конгруэнтности это не решает.

Описание (9.7) пифагоровых троек позволяет алгоритмически перечислить

осе конгруэнтные числа, но поянления r при таком перечислении можно ждать

сколь угодно долго. Поэтому существование решающего алгоритма остается под

вопросом, хотя есть серьезная кандидатура:

9.5.3. Критерий Таннела. Нечетное n Е N, свободное от квадра

тов, конгруэнтно в томм случае, когда уравнение

16) Если r Е Q КОНI·РУЭНТНО. И х, у - катеты соответстоуюшего треугольника, то

треугольник с катетоми (ж, (у имеет плошадь (2 т . При этом ( всегда можно 8ыбрать

так, чтобы (2т было целым, свободllым от квадратов.
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Шlсеm ровно вдвое меньше целочисленных решеllий, нежели уравнение

А четное n Е N, свободllое от квадратов, коuгруэнтно в томм

случае, когда уравнение

имеет ровllО вдвое меньше целочисленuых решений, нежели уравнение

Поскольку все решения перечисленных уравнений определЯlОТСЯ пере:

бором, критерий 9.5.3 в принципе может служить решаюшим алгоритмом,

но пока остается лишь «почти доказанным •. Если n конгруэнтно, утверЖдения

о решениях перечисленных уравнений гарантированно выполнены. В обратном

направлении рецепт 9.5.3 упирается в гunотезу Бёрча-СfJUНlfертО/l-Дайера 17) ,
согласно которой ранг эллиптической кривой совпадает с кратностью НУЛJ!

z = 1 так называемого L-ряда. этой кривой, см. [15].

На конгруэнтные числа интересно, конечно, посмотреть. Первое по счету

3 20
конгруэнтное n Е N равно 5. Площадь 5 имеет треугольник с катетами 2"' з'

Пифагорова тройка (3,4,5) определяеттреугольникс площадью

1
2".3.4 = 6.

Дальнейшие вычис.ления довольно быстро приводят К аСтрОНОМИ'lеским выклад

кам. Скажем, число 157 оказывается конгруэнтным, но подходящий треугольник

имеет [13] весьма .громоздкие катеты,.:

6 803 298 487 826435 051 217 540
а = -4-1-1-3-4-0-5-1-9-2-2-7-7-16-14-9-38-)-20-3-'

ь= 411340519227716149383203.
2 166655569371461 309610

17) Одна нз семи проблем тысячелетия, за решение которой Математический и//ститут

J(л(!l/ учредил (2001) преМИIО в миллион долларов. .
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Все течет не туда,

Е'сли жаждешь чеzo-то да боли,

Все течет поперек

ОжидаНЬЯ,,1f наивнеuших грез.

Не IIырнет поплавок,

Если взглядам его ты lIеволишь,

Не .отстуnит беда,

Не дождавшись отсутствUJI слез.

Глава занимает промежyrочное положение

между оглавлением и собственно содержани

ем, содействуя решениlO нескольких задач. Во

первых, нумераЦШI опорных точек (определе

ний и теорем) совпадает с исходной, благода

ря чему Jlef'le найти соответствующийрезуль

тат в основном тексте. Во-вторых. достаточно

быстро можно получить хотя бы отдаленное

представлениео предыдущихглавах. В-третьих,

некоторыепринципиальныефакты извлекают-

ся на свет в 'Iистом виде.

10.1. Простые и составные числа

./ 2.2.1. Число р Е N. р #= 1, называют npocmым. если оно имеет только

два делителя: 1 /1 р. Остальные n Е N. n #= 1. называют составными числоми .

./ 2.2.2. Теорема Евкnида. Простых чисел бесконечно много.

./ Для составления таблицы простых чисел. не nревосходящuxда1lf/ого N.
может быть использовано решето Эратосфена. Рецепт заlЦllOчается в вычеркива

IIUN из ряда

1.2, ...• N
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сначала всех чисел кратных двум, кроме самой двойки, затем - трем, кроме

тройки, затем - пяти, кроме самой пятерки, и т. n.. По заверUlению nроцесса

невычеркнутыми остаются все'nростые числа меllьшие N.

,f Много усилий потрачено на «nолумерьv>, обеспечивающиеэффективную

генерациюР. достаточнобольших порядковыхномеров. НаиболееnОnУЛЯрltы до сих

пор числа Мерсенна:

Р = 2" - 1.

Если k в Р = 2k - 1 составное, k = тп, то Р делится на 2т - 1. Поэтому

Р = 2k - 1, как гипотетический источник простых чисел, может IIметь смысл.

только лиш'! в случае простых k, что гарантией nростотыр все paBllO не Я8JIяется.

,f 1.3.1. По любым двум последовательностям цифр al, ... , ап и b1, ... ,
••• , Ьт , при УСЛО8!1U Ьт Е {1, 3, 7, 9}, всегда МОЖIIO указать простое число с деся

тичной записью

а• ... ап ... Ь• ... Ьп"

т. е. существуютпростые чиСЛ(J, десятичнаязапись которых IIа'lш/аетсяи закаll.

чиваетсялюбыми напередзаданными последователЬ/юстямиIlифр, за иСКЛlO'lеllUем

последней,

Ьт f {2, 4, 5, 6, 8}.

,f 1.3.2. Теорема Эйлера. Сумма

1 1 1 1
Е-=-+-+···+-+···
рс;l!' Р . Р. Р2 Р.

и произведение ПР - I/рГ· - расходятся.
рс;Р

,f 2.3.1. T~opeM8. Всякое n Е N однозночно разлагается в nроизведе//ие

простых сомножителей, с точностью да их порядка:

что называют каllоничесICUМ рiJзложением п.

,f 2.3.2. Если произведение делится на простое р, то хотя бы оди// из со

JtfНожителей делu.тся на р.

,f Существуютсколь угодно длиllные nоследовательности

п, n + 1, n + 2, ... , n + т,

не содержащие простых чисел. Наnрu.иер, k! + 2, k! + 3, ... ,k! + k.
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10.2. Теория делимости

./ 2.1.1. /lаu~ольшим общим делителем (НОД) целых

и, Ь, .•. , s Е Z

называется наибольшее положительное число

d = (и, Ь, ... , а),

делящее нацело каждое из и, Ь, .•. , s Е Z .

./ llоиск наД(и,Ь) обеспечиваеталгориmмЕвклида,работающийв nред

nоложеl/UII и > Ь следующим образом. Сначала и делится на Ь:

и = Ьч. + r2,

после чего Ь делится на Т2:

Далее остаток Т2 делится на ТЗ, - и так до остановки итерационнOlO nроцесса,

которая lIеизбеЖllа, ибо остаток на ка:ждом шаге строго уменьшается. В целам

процесс имеет вид: .

и = Ьч, + Т2,

Ь = Т2Ч2 +rз,

Т2 = тзqз + Т4,

неизбеж//о приводя к результату rn+1 = О при lIекоторам П,

над (и, Ь) = Тn '

./ Наибольшийобщийделительболеедвух чисел, над (al' •.. , иn), сводится
к определению над пар чисел:

"то дает UCKOt.,bIii результат,

над (al, ... , аn) = dn.

./ 2.1.2. Теорема. Всегда МОЖIIО указать такие и, v Е Z, что

иu+ Ь!! = НОД (и, Ь) ..

Иначе говоря, над (о., Ь) лиuейно (/ыра:жuется через и и Ь с помощью КОЭффUЦ/l

eltfn06 и, v Е Z.
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,( 2.1.4. над (а, Ь) равен минимальному nоложитеЛЬН0А1У d Е N в пред

ставлении

d = аи + Ьv. 'и, V Е Z.

,( 2.1.5. 11 случае (а, Ь) = 1 числа а и Ь позывают (паимно nросmыми.

Из теоремы 2.1.2 вытекает, что а и Ь взаимно просты в томм случае, коша

можно nодобрamь 'такие 'и, v, что

au+Ьv=I.

,( 2.1.6. Наименьшим общим "pamllblМ 1) (1-101<) целых

а,Ь, ... ,8 Е Z

llaзывается lIаименьшее положительное число

.т = (а, Ь, ... , 8],

делящееся нацело 1/а каждое а, Ь, ... , 8 Е Z.

10.3. Арифметическиефункции

,( Целая часть (х] Чllсла х Е lR определяется ка" ближайшее слева целое.

Например,

(5] = 5; [3,2] = 3; (-2,7] = -3.

Той же цели служит обозначение lxJ = (х}. 11 противовес lxJ используется

округление до ближайшего цело~о справа:

rxl=lxJ+I.
Дробную часть обозначают фигурные сt«Jбки: {х} = х - (х}.

. {5} = О; {3,2} = 0,2; {-2,7} = 0,3.

,( 2.4.1. Покозamель, с которым простое р вxoдuт в разложение числа п!

lIа простые сомножители, раве"

[~] + [;] + [;] +... + [;],

где рl - наибольшая целая стеnеllЬ р, не nревосходящая п, т. е.

t = [Iоgп].
logp

1) Число а считаеТСI( КPllmllWМ Ь, если оно делится на Ь. В :лом Cny'lae тaКJКe пишут:

Ь I а - "Ь деJIИТ а,., Т. е. а делится иаuело ~Ia Ь.
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,f 2.4.2. В случае иррациоI/oлыI20o Q nоследователЫlOсть

всюду плотна на [О, 1). Равносильно: для nрои38олыlгоo Q Е R и любы.у; ж < у всегда

можно указать целые т и п, такие что

ж<тQ~П<·У (теорема Кронекера).

,f МультиNlикатиВllыефункции О(ж) , задOJlНые IШ N, определяются условиеJlI

О(ху) = О(ж)О(у),

с исключением варианта О(х) == О.

,f 2.5.1. Если ж = pflp~2 . .. p~~ каноническое разложение числа х,

а О(ж) - мульmиllликативнOR функция, то

L O(d) = (1 + O(PI) +... + O(Pf'») ..• (1 + O(Pk) +... + O(P:k») ,
dlx

где суммирование слева идет по всем делитeляJtl 'lUсла х.

,( в частном случае О(х) = х' из п. 2.5.1 следует

L d' = (1 +p~ + '" +pf") ... (1 +p~ +... +p:k') ,
dlж

что при s = О дает число делиrелeJt 1'(х), а при s = 1 - сумму делителей 8(ж)

числа ж.

,( 2.5.3. прои38олыIR JIIУЛbf!lиNlикативнOR функция J"ожеm быть зада//а

определением О(РО) для 8сех nрастых р и всех llатуральнOIX О, и nродолжеllием О

на осталыlеe

в соответствии сnравилом

,( ФУIIКЦUR МёБUJ'СQ IJ(Ж) на числах ж Е N, имеющих КOJfQническое разло

жение

х = PIPZ .. ·Pk.

определяется равной IJ(ж) = (_1)1, где t > 1 число простых СOJofНожителей

в разложе/lllU. На оеталbl/ых х Е N функция р(х) полагается ра8НОЙ нулю.

В случае ж = 1 считаем t = О '.:::} 1J(1) = 1.
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,f 2.6.1. Длll любой мультиnликативной функции 8(х) выполняется соот-

ношение

L p(t!)8(d) = (1 - 8(P1» .,. (1 - 8(Pk)) ,
dlx

где суммирование идет по всем делителям числа х = p~1p~2 ... p~' .
В частности,

LP(d)=O,
dl'"

L p(d) = (1 -~) ... (1 -..!-).
dlx d РI Pk

,f Формула обращенuя Мёбиуса:

F(ж) = L I(d) !::;

dlж

,f Наиболее известна среди мультиnликативныхарифметическихфУlIкций

фУНКЦUЯ Эйлера, измеряющаllколичество чисел в ряду

0,1, ... ,х -1,

взаиМI/О простых с Х.

,f Формула Эйлера:

!р(х) = X(I-~) .. ,(1- ~).
РI Pk

,f Другие свойства:

!р(х) = Х L P~) ,

dlx

10.4. Сравнения и вычеты�

L !р(с!) = х.

dlx

,f .Если числа а и Ь при делении lIа т дают одинаковые остатки, то

говорят, что а и Ь сравнимы по модулю т, и пишут

а == Ь (modm),

что равносильно

3 k Е Z : а = mk + Ь.
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Обозначение а == Ь (mod т) излишне громоздко, но укоренилось. Мы используем

более экономный его эквивалент а ~ Ь,

5 J: 20, 22 g -12.

a,~ Ь =>- Ь
m

а- Ь ~ О,=а,

a~Ь. Ь
т

=>
m

=С а = с,

а ~Ь, c~d => а+с ~b+d •.

a~Ь, с ~ d => а'С ~b·d,

a+Ь~c => а ~ с- Ь,

a~Ь => ak ~ bk
,

a~Ь => a+c~ Ь+с,

a~Ь => а'С ~Ь·c.

,( 2.7.1. Обе части сравнения а ~ Ь МОЖJ/Оразделить на их общий делитель,

если последний взаимно nрост с т.

2.7.2. обе ',ости сравнения а ~ Ь и модуль т можно умножить на одно

и то же число, а также разделить. на любой их общий делитель.

2.7.3. Если а ~ Ь, а ~ Ь, то

а ~ Ь, где s = наК[т, ~].

2.7.4. Если а ~ Ь и т =kd, то а 4: Ь.

2.7.5. Если а ~ Ь и над (а, т) = d > 1, то Ь кратно d.

,( 2.7.6. Теорема. Если Р(х" ... , хп ) полуЧается из полинома с целыми
коэффициеuтами

(10.1)

3Q.'lfеноЙ в (10.1) коэффициентов и nеременных другими, сравнимыми с nрежними

по модулю т, то

,( Отношение эквивалентности «ПО модулю т» разбивает Z на lСЛассы

сравнимых между собой чисел, на 1CIJассы вычеmоt1:

{а)т = {х : х = а + km, k Е Z}.
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JJ оБЩ/!Аf случае Z разбивается 1/а т классов вычетов. Любые 111 nредставumелей

по одuому из каждого к.ласса //Q3ываются в совокупности полной системой вычетов

по модулю т. В качестве «IIОЛlIOU системы вЫ'lетов» обыч"о используют

O,I ..... m-l .

.( 2.9.1. Любые т чt/Сел, попарно несравНЮfые по модулю т, образуют

nОЛIlУЮ систему вычетов.

" 2.9.2. Если над (а. т) = 1 и х nробегает nол"ую систему вычетов

110 модулю т, то ах + Ь при любом Ь Е Z также пробегает полную систе,,,,у

вычетов 110 .модулю т.

,,' Особую роль играют те к.лассы, в которых

над (х, т) = 1.

Любые т представителей по одному из каждого такого к.ласса "азываlOтсн

nриведеН110Й системой вычетов по модУЛ10 т.

,( Уравнение

ax~ Ь

гарантированно имеет ре/иение х при л1обом Ь, еслu а - элемент nриведе,mой

систе.МЫ· П. В частности, у любого а Е П есть обратныii элеМ/?/Iт по умножению,
_1 m m .

а . а = 1. - и реше//иеАl ах = Ь является

х ~ а- ' . Ь,

т. е. х n'Олучаетсн как бы делеliием на а, для чего в обычном nOHUMalluu а дОЛЖ/lО

быть /Iе/lулевым. В срезе «арифметики по модуЛlО» эквuвалентом 1I0llЯтия «"е равlЮ

нулю» оказывается «взаимно llросто с модулем».

,( 2.9.4. Любые ~(т) Чllсел, попарно /Iесравнимые по модулю т и взоимuо

простые с т. образуют nриведенную систему вычетов.

.( 2.9.5. Если над (а, т) = 1 их пробегает приведеиную ct/cmeMy вычетов

по модулю т. то аж также nробегает nриведеН/lУЮ систему вычетов по модулю т .

.( 2.10.1. Теорема Эйлера. В случае над (а. т) = 1, т > 1:

ai<'(m) ~ 1.

,( 2.10.2. Малая теорема Ферма. В случае nростого р > 1 и Над (а. р) = 1:

а,,-I ~ 1.
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10.5. Алгебра И теОрИА чисел

./ Подную систему ilЫЧСТОВ естеСТАенноинтерпретиросаськак a~Jдllтue
+

НJ'Ю группу Z'" вычетов по мoiJулю m с элементами

0,1.2, ... ,т - 1 (10.2)

и групповым nРОllзведеlluем, равным остатку от деления обычной суммы а + Ь

на т. Единицей группы C1IY-JКит нуль.

.( При переводе полной системы вычстов В лоно 1'еории групп есть

соблазн использовать8 качестве групповой операции остаток от де.lення обыч

ного проиэведения аЬ на т. Но здесь возникают препятcтnия. Во-пер»ых. нуль

в (:0.2) нсобратим, поэтому СОDО~УПНОСТЬ О, 1,2, ... , т - 1 приходится сокра

щать до

1.2.... ,m-l. (10.3)

Во-пторых, не годЯ1'СЯ составные модули, ибо тОгда не все ЭJJС:\-Iенты (10.3)
имеют обратные.

+ ..( в аддитивной группе Zm вЫ'lетов по ,llor)улю т помимо C1Iсжения

сводится умножение а· Ь, равное 'остатку от де.'!ения обычного произведения а

и Ь на т. Тогда класс вычетов по модулю т образует л:олЬ!/о Zm, которое в Сllучас

простого т является nоле,ll. Если т составное, то ~т будет кольцом, имеющим

де.lIители нуля (3· 2 =-= О 8 Z6). но не полем. "Гак или иначе. в результатс

такого обрамления к теории чисел подключаетсSl аппарат общей алгебры. И как

всегда, болсе обшая точка зрения поз801lяе-с B!fne-rb причины и заКОlIомерности,

находншиеся«на другом этажс•.
Таким обрюом, кольцо вычетов Zm преДClавл"ет собой множеCl"ВС (10.2).

на котором заданы сложение и умножение по модулю,

a+b(modm), а· Ь (mod т).

Множество {О. 1,2, ... ,т -- 1}. с операцией сложения а + Ь (тod т)

образует аддитивную группу z; кольца Z/n' А совокупность (10.2) по умножению
а· Ь (тod т) группой не является. Но элементы (10.2), имеюшие обратные

по умножению, уже обрз-зукn группу, которая называется ,мультuплuкаnшвной

группой Z;;. кольца Zm. В группу z;;' входят те и только те элементы кольца

а Е Zm. которыевзаимнопросты С' т. ·Г. е. Z;;. - это IIриведе//1I0Я группа вычетов.

.( Повышенноевниманиек группамZ;k объясняется тем, что Z;;. Rслучае
t) k,· .

разложения т = р, ... Р! на простые множиreли - есть прямое произведение

групп Z~ (Т; = p:i
), каковые оказываются «СТРУК'l)'рньши блоками•. Все

группы Z;, циклические за исключением Z;k. k ~ ? Порядок группы z;;' рапен
значению ~(m) ФУIIКЦUU Эйлера 1fJ.
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10.6. Первообразныекорни
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,f 4.1.1. Определение. Целое ( называется npuмuтuвиьtм карие", по про

стому модулю р (nримитивные корни называют также - nервообразllьtми), если (
порождает группу

~; = {1, ... ,р-l}, (10.4)

т. е. все элементы (10.4) оказываются степенями (k,

,f Выгоды существования примитивного корня О'lевидны. Группа z;
оказывается ци""ическоu, все ее элементы 1, ...• Р - 1 исчерпываются степе

нями (k. Поэтому, например, умножение а· Ь в z; сводится к сложению

локазателей у сомножителей а = (i, Ь = (j. <по облегчает доказательстпа,

и обеспечиuаетнекоторуюлрозрачность.

,f В общем случае (не обязательнопростого модуля) понятие примитиu

ного корня приобретаетболее общую форму:

4.1.2. Определение. Целое ( называется npuмитивllЫJlf KoplleM ПО модулlO т,.

если

('Р(т) ~ 1 и (k;6 1 при k < <р(т).

В случае составного модуля ПрИМИТИDные элементы сущестuовать не оБSI

заны, но иногда существуют. только для модулей т вида

т=4,р",2р".

где р > 2 - простое число.

,f 4.2.1. Теорема. В случае простого р в группе (10.4) существуют nрими

тивные корни, число которых равно <р(р - 1).

,f 4.3.1. Из npuмитиBHoгo КОРНЯ ( по простому модулю р > 2 легко сделать

nримитивный корень ~ по модулю р" при любом о: > 1. Для этого достаточно

в ""ассе вlJlчетов «)р выбрать любой элемеlfт ~ = ( + ар так, чтобы е-' - 1,
безусловно делящееся на р, не делилось на р2, т. е. чтобы k в

~P-l _ 1 = kp

не делилось на р.

,f 4.3.5. Если ~ nримитивныu корень по модулю р" (о: ~ 1, простое

р > 2), - нечещное из 'lUсел ~ и ~ +р" является nримитив//ым корнем .по

модулю 2р" .
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.( 4.3.6. Прuмитивные корни по .модулям р = 2" при о: ;;;: 3 не существуют.

.( 4.3.7. Примuтивныекорни по модулю n существуют в тамм случае, когда

n = 2, 4, р", 2р", простое р > 2.

10.7. ((Арифметика•• многочленов

.( МногоЧllеном, или полинОмом, над полем ]к называется формальное

выражение

(10.5)

где во, ... , вп Е ]К. Сумма и произведение многочленов определяются по обыч

ным правилам сложсния и умножения, что порождает кольцо МНOZOЧllенов К[х]

(JR[x] - кольцо многочленов всех степеней с действительными коэффициен

тами, Q[x] - с рациональными). Переменная х может принадлежать тому же

или другому полю, но может оставаться просто символом.

.( Полиномиальныйаналог числовойтеорииделимостирасширяетгори

зонты представленийо математике. Если многочлены /(х), <р(х), ф(х) Сlшзаны

соотношенисм

/(х) = <р(Х)ф(х),

то <р(х) и ф(х) считаroтся делителями /(х). Наибольшим Общим делителеЛf (НОД)

многочленоо /(х) и g(x) называется такой их общий делитель

d(x) = (/(х), g(x)),

который делится на все другие общие делители многочленов /(х) и g(x).
При договоренности о равенстве единице <!lстаршиХ» коэффициентоо рас

сматриваемых МНОГО'lленоо - НОД, с точностью до ±, определяется одно

значно. В случае d = (/,g) = 1 многочлены /(х) и g(x) называroт взаимно

npocmblAtII. НОД (/, g) определяется алгориmмом Евклида, который по структуре

ничем не отличается от теоретико~числового .

.( 6.2.1. Всегда можно указать такие многоЧllены и(х), v(x), что

/(х)и(х) +g(x)v(x) = d(x), d = (/,g),

т. е. НОД (f, g) «Линейно» выражается через / и g.
В часmliости, м/югочлены /(х) и g(x) взаимно npocты в то.мм случае, когда

мож/IO nодобрать такие и(х) и v(x), что

/(х)u(х) + g(x)v(x) = i.

.( Аналогом простых чисел служат неnриводимые многочлены. Полином

/п(х) называroтnpuвoдиMымнад К, если он раскладываетсяв произведениедвух

многочленопненулевойстепени.



10.8. Расширения полей

Многочлен х
2 + 1 приводим в С,

х
2 + 1 = (х - i)(x + i),

но неприводим в R. А полином

х
2

- 2 = (х - ~)(x + ~)
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приводим в R, но неприводим в Q. I .

ПРИВОДИМ09ТЬ многочлена не связана с существованием корней. Много

член

х
4 + 4х

2 + 3 = (х
2 + 1)(х

2 + 3)

приводим В поле- рацион3лыIых чисел, но не имеет в Q ни одного корня .

.( 6.2.2. Лемма Гаусса. В ~[x] НОД(fg) = НОД(Л . НОД(g) .

.( 6.2.3. Мllогочлен (10..5) с целыми коэффuцuеmnамu неnрuводШI "ад Q
в томм СЛУ'lае, .когда он не раскладывается в nРОllзведеllие двух многочлеuов

ненулевой стеnеllи с кroффuцuентамu из Z .

.( 6.2.4. Критерий Эйзенштейна. Многочлеll (10.5), все козффuцuеliты

которого - KpOJlfe ВП - делятся на некоторое простое число р, 110 Во Ifе делится

"а р2, - неnриводим над полем рационалЫIЫХ чисел.

.( 6.2.5. Если не ра3llllчать многочлены, nолучающиеся друг из друга YMIIO
жением на ненулевуlO константу из поля К, то всякий ШlOгочлеll f Е К[х]

единственным образОJlI ро3llагается в nроизведеlfие "enpивoдuмЬ/X JllНожителеЙ.

10.8. Расширения полей

Различныечисловыеполя рассматриваютсяв (5, т.8] и здесь в разделах 6.3, 6.4.
Тема важна не столько отдельными результатами, сколько самим подходом,

.( Множество Z можно воспринимать как расширение натуральногО

ряда N с целью операцию сложения сделать обратимой. Аналогичный трюк

с умножением приводит к разрастанию Z дО поля Q рациональных 'JИСeJJ, ко

торое далее можно расширить до R или С, и тогда «все действия ВЫПОЛНЯIОТСЯ

и все уравнения·решаются». Однако разрешимость всех полиномиальных ypao~

нений в С с ТО'IКИ зрения некоторых задач - серьезный недостаток, поскольку

в промежуточных полях по разрешимости уравнений можно судить о разреши

мости числовых Задач. ПОЭТQМУ расширять Q желательно с умом, не прыгая

сразу в С .

.( Тематикамногогранна,и, как и вся общая алгебра, плохоукладывается

в голове. Поэтомузнакомитьсяс ней лучше не по стенографиtlССКИМзаметкам.

Полезно ознакомиться с упоминаемым в разделе 6.3 примером использования

Эйлером чисел вида В + ьvCЗ. См. также раздел 9.2 о дивизорах.
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10.9. Теория р-адическихчисел

,f ПQЛе Qp р-адических чисел введено Гензелем для изучения полиноми

р"
альных сравнений f(x(, .•. , хn ) = О.

,f Неудобно, когда теория излагаетсн без предварительной оценки ее

роли и значения. Тут, конечно, легко ошибиться, и многое зависит, откуда

смотреть. Классический учебник Ви/lоградtJ8а [7] 'обходится вообщс (JCз упо

минания p-адuчесКlix чисел, а в солидной монографии (3] они ПРОНИЗЫ8аЮТ

содержание насквозь. Однако для новичка имеет смысл otme-ГИТh, что пробле

матика достаточно специфична, чтобы браться за ее изучение при отсутствии

проФессионального интереса. Но надо иметь в виду, что это не фрагмент на от··

шибе теории чисел, ~ один из магистральных путей.

,f Вкратцесуть деда сводитсяк следующему.д,lЯ простогориненулевого

х Е Z вводится числопзя характеристика ordp Ж, равная кратности вхождения р

в разложение х на. простые множители, и оМр О = 00 для любого р. Для

рациональных ж = а/Ь

а

ordp ь·= ordp а - ordp Ь.

Далее на множестве Q рациональных чисел опреде.lJяется семейство норм:

(10.6)

и 11011, = о.

Если вдуматься, нормы (10.6) абсурдны. С обычной упорядочеННОСТhЮ

не согласуются, все 1реУГОЛhНИКИ оказываются равнобедренными, а л:обая точка

в круге - его центром. И bce-таки.ЭТО нормы. Более "Гого (теорема ОстР08СКого):

всякая нетривltальная I/орма на Q эквивалентна 11'llp для некоторого простого р

либо р = 00. Поэтому других норм на Q нет.

,f Далее теория раЗВliвается путем классического анализа, пополняя

множество рациональныхчисел Q до полиого пространства Q" яаляющеГОСJl

аналогом JR. Об интуитивной противоестественности р-адических чисел коротко

написано в разделе 6.5, со свойствами и результатами лучше знакомиться

по специальной литературе, см. [3,11].

10.10. Диофантовыуравнения

,f в диофантовыхуравненияхспрятана вся математика, см. главу 5.

,f Дuофанmовыминазывают полиномиальныеуравнения вида

P(ZJ"'" Zn) = О,
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где р(.) - полином с целыми коэффициентами - например, zr - 4z,zi +32, 
решения тоже подразумеваются целыми.

Часть переменных обычно выделяется в качестве параметров, и уравнение

псрсписывается n виде р(а, ж) = О, т. е.

р(а, XI,"" жm ) = О,

где параметр может быть векторным, а = {а., ... ' at}, причем все

ai, Х; Е N = {I, 2, ...}.

.( 1.2.1. Множество А положительных векторов называется дuофанто

дЫМ, если при любом а Е А и только при а Е А уравнение

р(а,:I:) = О

разрешимо д целых положительных :1:" ••• , Хт . ДuофаuтОдЫ ФУlIкции определя

ются как функции, график которых диофантов.

.( 1.2.2. Лемма. Множество А С N диофаuтово в mOJl/JI" случае, ко

гда оно является МlIожеством nоложительнblX З1Iачений lIeKomopolo полинома

Р(:l:l,"" Xt) .

.( 1.2.3. Теорема Матиясевича. Диофантовость М/lожества раВlIос"льна

его nеречислимосmи .

.( Теорема Матиясевича представляетсобой выдаюшийся результат, ре

шающий МИМОХ9дОМ 10-10 nfJоблему J'uльберта и показыпаюший, что ~зык

диофантовых уравнений является универсальным алгоритмическим языком, та

ким же как машина Тьюринга .

.( Из теоремы 1.2.3 вытекает, например, следующий результат.

1.2.4. Существует полином, Мtlожество положительных значений которого

совпадает с множеством npocmblX чисел, и такой полином Аfожет быть коиструк

тивно указан .

.( Диофантовы множества удобно характеризопать также с помошыо

«разрешенных»операций арифметическогоязыка

L o = {+, х, =, :J },

допускающего для конструирования высказываний четыре операции: СЛО.же

ние +, умножение х, равенство = и декларацию существования :J .

.( 1.2.5. Теорема. Множество является диофантовЫАl в тOМJI' случае,

когда оно описывается на языке L o•
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./ 5.3.1. Теорема. Существует полином Q(x), не имеющий корней в N,
110 факт V Х Е N : Q(x) ::f:. о алгоритмически неnроверяем .

./ 5.3.2. М1Шжество полиномов, не имеющих положительных корней,

неnеречислимо, тем более, неразрешимо.

./ Каковбы 1Iи был nоли1l0МP(ZI •... , ZN) (любой размеР1lости) , существует

полином и(х), ... , Xk) фиксированной размерности ", множествоположительных
значе1lий которого в тОЧ1lости совпадает с множествомположительныхзначений

полинома P(z), ... ,ZN) (раздел 5.2).

10.11. Диофантовыуравнения и вычеты

./ Наряду с диофантовымуравнением

аn . хn + а..-I . хn- I +... + a~ = О,

часто рассматривается уравнение

n . n-I m
аn • х + а..-I . х + ... + ав = О.

./ В случае (10.7) из представления

(аn • хn- 1 + аn-I . хn-2 + ... + al)x = -110

(10.7)

(10.8)

сразу ясно, что х должно быть делителем ао, и это сводит решение (10.7)
к идеологически простому переоору.

Что касается уравнений вида (10.8). то они также решаются ограниченным

перебором, поскольку все коэффициенты в (10.8) можно заменить остатками

от деления на т, и .решение х искать среди 0'1•... ' т - 1 (теорема 2.7.6).
Для полиномиалЬНЫХ «уравнений по модулю» С несколькими переменными

ничего по сути не меняется. Переход к остаткам от деления на т сводит поиск

решения опять-таки' к ограниченному перебору.

./ 2.9.2. Теорема. Уравнение первой степени

ах ~ Ь

в случае взаимно nрастых а и т - над (а, т) = 1
реше1lие (по модулю т) в любой полной системе вычетов.

(10.9)

имеет eaU1lCmeelllloe

./ 3.2.2. Теорема. Если нод (а, т) = d > 1 и Ь 1Iе кратно d, уров

нение (10.9) нерозрешимо. Если же Ь Kpam1l0 d. то (10.9) u-\leem едuнствеНlюе

реше1lие в любой приведенной cucmeJ!le вычетов и d решений в любой полной системе

вычетов (по модУЛ10 т).
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./ 3.4.1. Если т = т,т2, то полиномиальное СРШJllение
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ЛХ) т: о,

выполняется в томм случае, когда выполняется каждое сравнение

ЛХ) ~ О, '(х) ~ О.

./ О квадрати'mыхвычетах, а также о символахЛеЖОllдро и Якоби лучше

читать непосредственно8 разделах 3.7, 3.8, - там и так коротко, а дальнейшее

сокрашение тyr непродуктивно.

./ 3.10.1. Теорема Шеваnnе. Если полином ЛХ" ... ,хп ) с нулевым свобод

ным членом UJиеет степень т, строгомеllЬШУЮ числа n nеремеllllЫХ, то у сравне/t//я

Лх., ... ,хп ) Ь о

~ --РО.при люuом nростом р существ)lет ненулевое решеllие, в котором не все Х;

./ 3.10.2. Любая кводраmиЧllая форма (с целочисленными коэффициенmlfМи)

от n ;;;:. 3 nеременных выраждена по любому простому модулю р, т. е. всегда

найдутся целые х., ... ,хп (не все Х; Ь О), такие что

n

L aijXjXj Ь О,
;';=1

n;;;:. 3.

./ 3.11.1. Теорема. Уравнение

n = х2 + у2 +и2 + v2

разрешимо в целых Х, у, и, v Е Z при любом n Е N.

10.12. Цепные дроби'

.( Цепныедроби - население не ЛlOбит. Неудобный аппарат, громоздкий.

И все же тyr какие-то загадки из глубины выносятся на поверхность.

./ Цепной (или неnреРЫ8l1ОЙ) дробью называется выражениевида:

Х = qo + ---------
q.+------

q2+-----
qз+----
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где qo Е Z, а все остальные qj Е N. Для обозначения пользуются также

оБО-'1начением ж = (qo; ql' '12, •••J.

./ Раэложениеж n цепнуlO дробь дает следующий рецепт.

q,. = l-I-J ,Ж,. = -1- -' q,.,
Ж,.,.. 1 Ж"_I

а
./ Если раЭЛQжение рационального ж = Ь сопоставить с алгоритмом

Евклида (2.2), то легко убедиться, что в обозна'lениях (2.2) имеем

а

Ь = ql +---------
q2 +-------

qз+-----

q4+----

1
Q,,-I +

q"

т. е. все ql, ... , q" из (2.2), как говорится, D одном флаконе, что позволяет

говорить о скелете цепной дроби как о дик обыкновенной.

./ ВсЯlCая цепная дробь порождает nоследовательностьдробей,

называемыхnодходяЩUАIU,lCоторые,разумеется,могу"' бытьпреобразованыв обыlC

HOeellHbIe
РА'

8,t=-.
Q,t

. РА'

./ 2.12.1. Теорема. Подходящая дробь Q,t ЯlJJIЯется наилучшим nрuблuже-

lШем ж среди всех дробей, ЗllQМеllатель lCоторых не превосходит Q,t.
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10.1 З. Алгоритмическая неразрешимость
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./ Проблемы вычислимостии доказуемостиподробно, но коротко и, хо

чется надеяться,ясно - рассматриваются в [5, т. 6], а также более сжато - здесь

в главе 5. Тематика ныне весьма популярна, но вне территории арифметики,.ка-·

ковая остается пока в традиционных рамках, - и в мозгах o'lellb важно слома~

соответствующие переroродки, чтобы родственные области пришли во взаимо

действие. Поэтому всякое дополнительное упоминание алГОРИТМИ'lеских струн

в рамках арифмеТики подталкивает стороны ко взаимному оплодотворению.

./ 5.1.1. Определение. Целочисленную фУltкциlO лn) целочислеllllOго uр

гумента называют вычислимой, если существует алгориm.,." вычисляющий значе

ния Лn), но lIе обязателыto приводящий к результату.

./ Таким ~бразом, ВЫ'1Ислимая функция - это алгоритм на некотором

языке в некотором алфавите А,

(10.10)

при условии что входные и BbIXOДtlble данные кодируются числами. Соответ

ственно записи (10.10) все вычислимые функции можно IJpoHyMepoBaTb,

!J(n)'"'' Мn), .... (10.11)

Сначала перечислЯlОТСЯ все программы из одной буквы, потом из двух, потом

из трех и т. д. 2)

./ 5.2.1. Определение. Множество Х nерео/uслu.мо, если 0110 является

областыо значении либо областыо оnределеllиR вычислимой ФУllкции .

./ 5.2.2. Определение. Множество Х разрешимо, если его характеристи

ческая функцuя I!ычислuма.

./ 5.2.3. Теорема Поста. для разрешимости Х необходимо и достатО'IIIO.

чтобы Х и его доnолнение Х были nеречислимы.

./ 5.2.4. Теорема. Существует перечислимое, 110 l/еразреШlIмое МI/ожесmво

положительных l(елых чисел З). .

2) Таким обрQЗ()М, вычислимая функция - это м//ожество экаивале//т//ых алгориmJoIOIJ.
дающих на Л/оjjом входе один и тот :нее результат - оnределеlll/ЫU или неоnреdeле//IIы/i.

В lIумерациu (10.11) каждая фУНКЦия имеет беСКО/lеЧ/lOе число //омероа. В качестIJе nрогРОА/

мирующего инструмента (Я3biка) оБЬ/ч//о используется Jorашиllа TbIopUllza [5. T.6J.
3) это краеуrолыIйй результат теории алroритмов.
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./ 5.2.5. Теорема. Множество эффективно вычислимых функций неnере

числuмо (эффективllО не нумеруется) 4) •

./ Теорема МаТИАсевича1.2.3: «Диофаllтовостьмножества ра6носuльна

перечислимости'> - произвела фурор в рядах мате~атической общественности,

уравняв в правах диофантов язык с машиной Тьюринга, и существенно обогатив

тем самым ассортимент инструментов для изучения проблем неразрешимости.

А факт 5.3.1 существоваllия nолиllома Q(x), lIе имеЮщею корией в N.
для которого утверЖдение \:1 х Е N : Q(x) ::/= О nриllциnиШlЬНО недоказуе..,о, 
фактически усилил теорему Гёделя, освободив ее от несколько метафизического

толкования .

./ Что касается существования недоказуемости, то феномен является

следствием наличия nеречислuмых' но lIеразрешимыхМllожеств. Удобная интер

претаuиятут связана с некоторымизменениемугла зрения, посколькуговорить

о недоказуеМbJХистинах как-то не с руки, ибо кто гарантируетистинность, кро

ме ВсевидящеюОка? ПоэтомуГёдель свой знаменитыйрезультатформулировал,

избегая обрашения к понятию истины:

./ 5.5.1. Какова бы I/и БЫllа- совокупность аксиом в арифметике, если Оllа

lIеnротиворечива, существует такое утверждение А, что ни А, I/и его отр"ца/{ие

(...,А) - I/е доказуемы S) •

./ Следующиедве теоремыс точки зрениятеорииалгоритмовфактически

ии чего не добавляют к п. 5.5.1, но на территории маТ;'Iоmки смотрятся ЮlК

поразительные достижения.

5.5.3. Теорема. Сущест6ует nолиllОМ Q(XI, ... , xk), такой что высказывание
,,\:1 х : Q(x) ::/= О.. истинно, 110 недоказуемо ни в каКf!Й непротиворечивой системе

аксиом, вКЛlочающей nршниmивнуlО- арифметику.

5.5.4. Теорема. Арифметика lIеаксиомamизируема, даже при вКJlюче1tии в си

стему беСКОllечного, -110 KOHcmpyкmUfIllo (nеречислuмо) задаваемого множества

аксиом .

./ Еще один важный аспект - вторая теорема Гёделя О lIеnрomиворечивости:

5.6.1. Теорема. Если теория Т непротиворечива и содержит в себе арифме

тику, то неnротивоР.ечивость Т недоказуе.ма в Т.

4) Програыыы, даlошие ответ f(n) на люБО:l1 входе n, назыпаlОТ эффективньиlи.
эффектиОl108ычислимыефункции f(n), вычислимыепри ,1юбом n, в теории рекурсивных

функцнiI называют общерекурси81/blМи.

5) ПОД юрисдикцией -закона ИСКЛIQ'lении третьсго. это означает: толи А, толи -,А 
IIстиIII/О, 110 lIeдoKa.1ye..,o.
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Результат считается очень С.'Iожным, и приподится обычно без докаэатель-;

ства, - например, в фундаментальном манускрипте Клини [10], где редактор

перепода дает все же обоснование в приложении на 50 страницах! В [5. т.6]

ПРИIJОДИТСЯ короткое доказательство (в пределах странипы) .

.( Тесную'связь теории алгоритмов с арифметикой обеспечиваеттехно

.'Iогия универсальныхнумераций, напрямую сводящих все к игре чисел. Цен

тральная идея совсем проста. Эффективнаянумерация вычислимыхфункций,

позволяетсчитать двуместнуюфункцию6)

и(n, х) = 'п(х)

универсальной. Получается, существует всего одна вычисл/щоя фУlIкция.

10.14. РNР-пробnематика

.; Если работа алгоритма, рещающего задачу с длиной описания х,

характеризуетсянеобходимостьювыполнения I(ж) элементарныхопераций.• то
алгоритм считается полиномиальным в случае

при некотором 11: ~ О, т. е. при условии существования константы С> О, щкой

что ,(х) ~ Cxk для достаточно больщих х .

.; 7.1.1. Если целевая функция принимает не более N значении, то суще

ствует nроцедура решения оnтиJlltlзациО/lНои задачи за )Og2 N шагов, на каждам

из которых решается соответствующая комбинаторная задача расnознава//ия.

.; ..7.1.2. Совокуn//ость задач распознавания, которые могут быть реше//ы

//екотор;'/М nоли1l0миаЛЫIЫМ алгорит.!tIОМ. называется клаССОJlf Р.

.; 7.-1.3. Класс NP определяется как совокуn//ость nолиномиалыю nроверя

емых задач росnо3ltавания, в которых, если решением является ответ «да». то

существует «СЛОВО» А I/олиномиальной длины и nоли1l0миалЫIЫй от А алгоритм,

дающий ответ «да» 7) •

.; Среди NР-задач есть в //екотором роде унlIверсалыlе,' как говорят,

NР-nолные. К!1ковые nоли//омиаль//о эквивалент//ы друг другу. По оnределе"иlО

задача NР-nолна, если к неи полиномиальносводитсялюбая другая NР-зада'lа.

6) Включснис запятых D алфавит с последующсй псрскодировкой цифрами ПОЗВОЛЯel'

все k-месmНbIе функции f(n •.... , nk) считать одноместными.

7) дополнительные к NР-задаl'ам образуют класс co-NP.
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,
./ Вunрос.((Р=НР. о совпадении или несавnааении ICIlflссов Р и HP до СиХ

пор остается открытшt, что является крупнейшей математической nроблемоЙ .

./ ЗадаЧIf выяснения простоты N и ВОЗМОЖНОСТИ факторизации N вза

имно дополнительны, и обе принадлежат классу Р (раздел 7.5), но 3'1'0 стало

ясно ЛИШЬ в результате титанических усилий. пуп, к полиномиальному ал

горитму AKS BKp8Tlfe описан в разделе 7.4, но приведенные там результаты

имеют не только историческое значение, но и праКТИlJеское, потому что их

фаКТИ'Jеская эффективность остается пока выше AКS.

./ ФакторизацияN полиномиальна как задача распознавания, но остается

до сих пор труднорешаемой как задача поиска разложения N = N,N2•

10.15. Распределениепростых чисел

./ КОЛИ'lество простых чисел, не превосходящих Ж, - обозначают че

рез 1I"(Ж). Соображения «на пальuах.. приводят к оиенке плотности распределе

ния простых чисел в окрестности большого ж:

1
р(ж) =-,

lпж

соответственно

JZ du ж {I Т! . ( ) )}
11" Ж - --- 1+-+ +-+0--( ) - In и - In ж lп ж . . • In' ж ' In,+1 ж .

2

(10.12)

./ Строгий оналllЗ (10.12) был начат Чебышевым, использовавшим в своих

построениях две ФУНК/lии

11(ж) =L: Inp и Ф(ж) = L: Inp,
р~ж tI'~ж

где р обозначает простое число; ж > О - не обязательно цеlJое, и устаllовившuм

следующий результат.

8.2.1. Теорема. При ж -? 00 верхние пределы функций (а та1СЖе - ниЖllие)

11"(ж) 11(ж) Ф(ж)

ж/lпж' ж ж

равны между собой. А если пределы существуют, то равны единице.

Существование предела долгое время не поддаnaлось обоснованию, и было

установлено Адамаром и lJалле-пУесеном (1896). ДallьнеЙШIIЙ прогресс Dизуче
нии :II:(Ж) был (и до сих пор) СВЯЗ8:н С дзета-фУlfкциI:'Й, см. раздел 8.3.



10.16. Эллиптические кривые 205

,f ПОМИМО асимптотического поведения интерес представляют также

результаты, гарантирующиеналичие простых чисел в тех ИДИ иных диапазонах.

8.5.1. Постулат Бертрана 8). Между любым n > 1 и 2п всегда заключено

простое чиCJТО 9).

10.16. Эллиптические кривые

./ Эллиптическаякривая в каноническойформе описывается уравнением

вида

(10.13)

каковое производит впечатление мелкой частности. Однако при копеечном с ви

ду замахе удар получается рублевым. Под юрисдикцию (10.13) попадает ЩlOго

задач далеК9 не Tpe'IЪerO порядка. Например, как DЫЯСНИдОСЬ, эллиптическая

кривая

у2 = zЗ -1- (а"Ь" _ а"с" _ Ь"с"):!: -j- а"Ь"с"

при УСЛОВИИ а" + ь" = сп не может быть модулярной вопреки гипотезе Танuямы,

которую обосно8ал Уайлс, и доказал тем самым теорему Фер.ма.

,f Неожиданно оказалось, что простейшие геомеТрИ'Jеские манипуля

ции с ЭЛJlиnтическойкривой.определяютсвоеобразноесложение, по которому

рациональныеточки на кривой образуют группу, характеризуемуюсерией уди

витедьных результатов.

./ 9.3.1. Теорема Мордеnnа. На л/обой кривой (10.13) иJllеется ко//еч//ое

чиело рационалыIхx точек P 1, ••• , Р" таких что любая рациональная точка Р

на этой кривой nредставUJI/а в виде

где Т - точка конечного порядка.

./ 9.3.2. Теорема Мазура. Конечный порядок n точки Т всегда лежит

в диапазоне n ~ 12, причем n 1= 11, И на кривой (10.13) не может быть более

16 рациональных точек конечного порядка .

./ Загадочностьэллиптическихкривыхподчеркиваетследующийфеномеи.

8) Доказан Чебышевым.

9) Возможно, между любым n > 117 и n + .;n Bcerдa заКЛIO'lено простое 'IИСЛО

(mnоmеза Шiжцел1J).
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9.3.3. Число рац.uональных точек на любой //еособой кри80Й

порядка n > 3 - ко/;ечно 10) .

./ Эллиптическиекривые резонируютс широким KpyroM явлений. ВОТ

один из феноменов.

9.5.2. Число r КОIIZРУЭllтно 11) 8 томм случае, когдо на ЭIIIIиnтической кри80Й

у"2 = ж3 _ r2ж

сущест8ует рацuоналмая точка бесконечного порядка.

10) То есть ЭJ1Jlиnтические кривые (n = 3) принципиа.,ьно выделяются на общем фоне
кривых n-й степени.

11) Рациональное число r называется конrpуэнтным, ссли существует ПРЯМОУГOJlьный

треутольник ПЛощади r с рациональными длинами сторон.
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... и ~ - начало и конец рассуждения, темы, доказательства

(?) - предлагает проверить или доказать утверждение в KaLlecTBe упраж

нения, либо довести рассуждение до «логической точки,.

(!) - предлагает обратить внимание

«о тol\tМ случае» - <'Св том И только том случае,.

(а, Ь) = НОД (а, Ь) - наибольший общий делитель чисел а и Ь

[а, Ь] = НОК [а, Ь] - наименьшее общее кратное чисел а и Ь

А ~ в - из А следует В

ж Е Х - ж принадлежит Х

х u У, Х n У, Х\У - объединение, пересеLlение и разность множесТII

Х с У - Х подмножество У, в том числе имеется в виду возможность

Х !; У, т.'е. между Х С У и Х.!; У раЭJIИЧИЯ не делается

"" - отношение экоивалентности, определяемое контекстом; в случае

изоморф~зма вместо "" чаще используется знак обыкновенного равенства =

fZJ - пустое множество

n -;·.эамыкание П

n= оп- rpаница П

2~ - множество всех подмножеств множества П

N - м.ножестоо натуральных чисел {I, 2, ...}

z - группа целых чисел {... , -1, О, 1, ...} по сложению
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+Zp - аддитивная группа вычетов по модулю р

12,; - мультиnликативная группа вычетов по МОДУЛIО р

JR = (-00, (0) - вещественная прямая

IP' - множество простых чисел

Q - множество рациональных чисел

JR" - п-мерное еВКlJИДОВО пространство

с - комплексная плоскость

[а] - целая часть числа а

laJ - округление числа а до целого в меньщую сторону. т. е. laJ = [а]

ral - округление числа а до целого в б6льw)'ю сторону

{а} - дробная часть числа а

(а)т - КlШСС вычетов по модулю т: (а)т = {ж : z = а + km, k Е Z}

3 - квантор существования

v - квантор общности

Iх - тождественное отображение Х ~ Х

JR[z] - кольцо многочленов С действительны~и коэффициентами

Q[z) - кольцо многочленов с рациональными коэффициентами

Zlz) - кольцо многочленов с целыми коэффициентами

IG: HI - индекс подгруппы Н в группе G

z = а (modp) ....:... z и а при делении на р дают одинакопые остатки;

либо частный случаit: z равно остатку при делении а на р

х ~ а - равносильно z = а (modp)
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а I ь - «а делит ь.., т. е. Ь делится нацело на а

r(z) - число делителей числа z

p(z) - ФУН"ЦUЯ Мёбuуса

",(z) - фун"цUR Эйлера

р, - r-e по счету простое число

209
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