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cov((v1, Z), (v2, Z)) = (v1,KZv2).

�
���
�	������ ��	�
�	� EZ 	 ���
�	
�	����� ����
���
KZ �
������ ����������� ���	 ��� �����	�
�� ������
 Z
	���� �������� ������ ��������  
 ��
���	� �
���
�	���
���!� ��	�
�	 �� �
��
���
��� �	�
�	" �!�
�	���	�� � ��
���� �
� ���
�	
�	����� ����
��� �#�
������ #���� �����
�	�
������ �������$���� 	 �	�����	����� %���	 ����
�	�
� ��������� ��������
����� #
�	�� (ej) �� 	���� �	
!��
���
��� &���� KZej = λjej � ��	�$� λj ≥ 0�

�� �	��� Y ∼ N(a,K)� ���	 Y ' !
�������	� ������
� �
���
�	����	� ��	�
�	�� a 	 ���
�	
�	����� ����
���
��� K� ( �
������	� �� ��
��
����!� !
��������!� ������

����� X ∼ N(0, En)� !�� En : R

n �→ R
n ' �������������

����
����

)���������
 �
�	�� ������
�� ������������ �������*

• +��������� �	 N(a,K) �� ���" a ∈ Rn 	 ���" �	�����
�	���" �����	�
������ �������$���" ����
����� K ,

• -�	�������� �	 �
���������	� N(a,K) ,

• (�� �	 �
���������	 !
�������	" �������� 	���� &���
�� N(a,K) ,

.
�	� �����	������� ������ �
 ��� /�	 �������� .���
���	������� ����� a ∈ Rn� 
 K ' �	�����	���� �����	�
�
������ �������$���� ����
���� )�	���$� K � �	
!��
�����
�� �	�� 0��� ����1 	 �������	� ����
��� L = K1/2 �������

���	�	 Lej = λ
1/2
j ej � 2
������	� ������ Y = a + LX� ��

��� �	���	� ��� �� !
�������	�� 3�!�� �
��� ����������
��� �� 	���� �
���
�	������ ��	�
�	� a 	 ���
�	
�	�����
����
��� K�

-�	����������� N(a,K) ������� 	� ��!�� ��� �
�
 (a,K)
��������� �
���������	� (v, Y ) �
� N((v, a), (v,Kv))� �����
�
 �� ������� 4�
���
'(����
 ������
��� �����
�
��	�
���



�� ����� �� �����	��
�� ��
	�� � �������������

�� � ��� �	�
�������� ������	� �	���� �
��������� � �	�
�	������������	� �������

Eei(v,Y ) = exp

{
i(v, a)− (v,Kv)

2

}
.

�	������ ��� ���
������ �	���������� ������	 ������ ����
�	 ���� ���	!���� ������	�� ���"� ������ ��������
#�$���� �	%��! �	��������! ������ ����� �	���	��������
�%��	��� � ���	��	������! �
��	���� ���� "��� �	���������
�	�
�������� ��%�� ��� &	
��	�� � ���� N(a,K)�

���������� 	
	 #��� ���	!��! ������ Y �����������
�� �
�������" 1.2� '��	%���� ��� �� ������������ � �
���
�����" 1.1�

���������� 	
� #��� ��� �������	�� ���	!���� ������
�	 Y ( ����	 ��� ���	!��� �������� )����� � ���"�	�
��� ������ Y ( �	��������!*

+	� � � ���������� ���	�� �	�������� ����	������ 
��
��������	��� ��&	������� �������� ,���!���� ����!�����
���- � 
�� ���!��� 
�����	&��	���� .�� X1 ∼ N(a1,K1) �
X2 ∼ N(a2,K2) ��&	������� �� X1+X2 ∼ N(a1+a2,K1+K2)�

.�� L : Rn �→ R
n ( ���!��! �
��	���� ������ h ∈ R

n� �
X ∼ N(a,K)� ��

LX + h ∼ N(h+ La,LKL∗).

������������ ����� ��������� �������

#��� X = (Xj)
n
j=1 ∈ R

n ��	��	����! �	��������! �������
/& ������ �� ��� 
������� �	�
�������� ������� ���

P{||X|| ≤ R} = c

∫ R

0

rn−1 exp{−r2/2}dr,

� ����������! c = 21−n/2Γ(n/2)−1� 0� �	�%� &�	��� ���

E||X||2 =
n∑

j=1

EX2
j = n.



���� ������	�
�� ���
�� 	 �������� ����������	�� ��

����� ����	 �
����� �

 
��������� ��

��
���� �
�
���������� ��� ������� n ����� � ����
� ������ ������
���
���� ������ �������

√
n� ���
���������	 � 
����

||X||2 =
n∑

j=1

X2
j

����� ��������� ����  �����! ��
�� � "��������# ����
������# �������	 �� ���

1

n

n∑
j=1

X2
j ⇒ 1, �����

||X||√
n
⇒ 1.

����� ����	 ��� ����
�� ������ r

P
{∣∣ ||X|| − √n

∣∣ ≤ r
}

= P

{
(
√
n− r)2 − n√

n
≤
∑n

j=1 X
2
j − n√
n

≤ (
√
n+ r)2 − n√

n

}

→ 2Φ

⎛⎝ 2r√
D(X2

j )

⎞⎠− 1 = 2Φ
(√

2 r
)
− 1.

$��������� ������� ������#�	 ��� � ���
���
��!
 ������ �������
�� �	
��
	��� �
��������� 
��������

��� �
�����
�	 
�������� 
���������� �
 ���� 
����
���
���#%��� ����
�

��� ������	�
�� ���
�� 	 ��������

����������	��

$�
�� X & �������� ����������
��� ���
���
��� '��������
������� 
���
�� ��������  ���� �������� ����(� ) ����
��� X ∗ ���
���
��� �������! ����������! *���"������
� X � ����
������
�� ����� ���
���
���� X � X ∗	 ����
������� *���"���� f ∈ X ∗ � +������� x ∈ X 	 ��  ����



�� ����� �� �����	��
�� ��
	�� � �������������

��������	
 (f, x)� ���	� ����� 	������������ f(x)� �������
�	� 
���� X �� ��������� � X �	� ������� �	�������
��� X : (Ω,F ,P) �→ X � ��� �	� σ��������� ��	���� ����
��	�����	�� � X � ������ ��	
 ���	�	���� ���
���� �	���
�	����	��
�� �� ���� ������ ��� �������� ��!��������
"#����������

$!���� ���������� �����������# ��#��% �!������%	�
�� ��#�������� ���	���� �& �	��	������� �������� � ���
������������ �!���	����

'�#������ ���	�� X ∈ X �������	�� ������
����� ����
(f,X) �����	�� �����
��� ��#������ ��������� !�� ���&
f ∈ X ∗�

$��	�� a ∈ X �������	�� ������������ ���������

��#������� ���	��� X ∈ X � ���� E(f,X) = (f, a) !�� ���&
f ∈ X ∗� (� !��� � �	� ��#��� a = EX� )������� �!��
��	�� K : X ∗ �→ X �������	�� ��
���������	� ���������

���	��� X ∈ X � ���� cov((f1, X), (f2, X)) = (f1,Kf2) !�� ���&
f1, f2 ∈ X ∗� (� !��� � �	� ��#��� K = cov(X)� *�������
������� �!���	�� ����&���� �#��	 ���	������ 	���

(f,Kg) = (g,Kf), ∀f, g ∈ X ∗,

� ���	����	��
�� �!����� ���� 	���

(f,Kf) ≥ 0, ∀f ∈ X ∗.

*�� ���� �� �!��������� ��#��������� ���	���� ��� ���	
���� 	��
�� � 	� ��#���� ����� ��!�� ��!�������& ������
��& "#���������� �� X ���	�	���� ����	� +���� ��!�����
X ∗ = {0}� 	� 	���# �!��������% #�����	�����	 �%��� ��#�
������ ���	��� �	� �����	 !���	�� ��#������	� ����������
��� ,����� �����	�����	�� ������	� �� 	��& ��������#�
%-�& ��	#���� ������	�%-�� �	�!��� ��-���	�.

/�0 X 1 ��!������
��� ����&��� !���	����	��� ��!�����
C[0, 1]� Lp[0, 1] � 	�!�

/20 X 1 !����� ��!������
��� �����
�� ��!#���� �	�
���#��� �������� 	�!����������� !���	����	��� ��!�����
C[0,∞)� R∞� � 	�!�



���� ������	�
�� ���
�� 	 �������� ����������	�� ��

��� X � ��	
���� ���	��� �������� �����������	�� ����
���
����� 
 �	��� X �
	�� ��� ��� �
����������� �������
�
������ ������

� ���� �� ����
� �!"
� ���
 ������� �
�������
�
	 ��� ����
� ��� ������� �
�"���� �"#�� �$ �����������
�� �

� �
�����%�� �
 �����&���� ���� 	���
 �� ����
���
�������
�
��� ��� �������� ���� �$ '�� ������ ����� 	
	
������� � ������ ����� � �
$�
�� � �������� �	
�������

(
	 �  	������������ ����
�� �� ��%��� ��� �	��� X
����� �
����������� N(a,K)� ���� X � �
�����	�� �	���
� �
���
�����	�� �&��
���� a � 	�
��
)������ ����
���
��� K�

*��
 �$��	
!� �+ �� &� ��� �����
,

• *�#������ �� N(a,K) ��� �� a ∈ X � �� ����
�������� ������)
������ �������+��� ����
����
K : X ∗ �→ X -

• .��������� �� �
����������� N(a,K) -

• ��� �� �
����������� �
�����	� �	���� ���!� /���
�� N(a,K) -

0���� �
 '�� ������ ���	���	� ������� �� �����+��
��  �������#�� ���	��� 1�� 	
�
���� ������ �����
� ��
��#����
��� N(a,K) $
���� ����	� �� K� 2����������
��� ���� ����
���� �	��� X ����� �
����������� N(a1,K)�
�� �	��� X + a2 − a1 ����� �
����������� N(a2,K)� * ����
��� �������� �����!#�� ���
&����� ��	
$�
��� ���  �"�
#�� ����
� �
��	� �� ��	��� ������������� ������)
�����
�� �������+����� ����
���� K ����������� �
�����������
N(0,K)�

���������� 	
� 3���� X � "��	������������ ���
�
"����
��� ����"����� ������
����� 4���
 X ∗ = X � ��&�������
��� ����
��� E : X �→ X ����������� � ������)
������
�������+�� 2�	
&���� ��� �
����������� N(0, E) �� ��#��
������ 3���	
$	
, ���� "� ������ ����
���� �	��� X �



�� ����� �� �����	��
�� ��
	�� � �������������

��������	�
��� N(0, E) �� ��	� �� ���
� ������
�� ����
�
���� P(||X||2 =∞) = 1�

����� �������� ����������
�� N(0,K) ��	����� �	�����

�������	�
�� ����	���� � �� ����
�� ������� �� �������
�
���� X �  ���� !��� ������ ����	�

� 
� ������������� "��
���	#$�
��� ��	��������% �������
���& ��� ��� �� ��	���
���
��������
� � ���	�����
�� ������� �������� ���������
#��% ��'������

 ��� 
� ���	��
�� ��� ������� ��� ������	 
�����	 ��
��(�� �������� ��	�(���	�
�� ) ���

� ��������$�����
�(���
�� � �������*��

�� �������� ��������#� � 	#����
������������ ������� "��� +�,-&� ��!���� ��� ��������	�
��
���
��	�(�� ��������� {N(a,K)}� .�	�� ���� (a,K) �����
��	��� ��������	�
�� ��	�$�
� (f,X) ��� N((f, a), (f,Kf))
������ ��
��
�$
� ������
��	������� �� %�����������$�����
/�
�*��

Eei(f,X) = exp

{
i(f, a)− (f,Kf)

2

}
.

0���
��� ��������	�
�� � X ������
��	������� �� ����� %��
����������$����� /�
�*�� ��
��
�$
� ��!���� ��������	��

�� N(a,K) ���
����

��
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������ ��� ������������ 	�
������� ����  R
∞�� ����

�����	� 
����������� ��� 
��������������� R
∞ � ���


����	� 
������	������ ����	����	� ��� 
��������� �


���� ���	���� �
�������� 
����������� ����	�


�������� ���	�	�

��
�	��� � ������ ����� ���	�	 ����� �����

ρ(x, y) =
∞∑
j=1

2−j min{|xj − yj |, 1}.

���	� ������� �� 	
”
��!��! "����	�“ �!
����!� ��
���

�	�� ��� ��
���#��� 
����������� X ∗ = c0 � 
�����������
��� �������� 
���������������� � ������������� 	��
� �	�

(f, x) =
∞∑
j=1

fjxj ,


�	�#� ���� �"��� �� ����� �� ������� $ ������ �����

�� X ∈ X �����#� 
��������������� ����	�	�!� N(0, 1)�
���
���#��!� ��"����!� ��	�	�� ����� � �	�" "�����	���



�� ����� �� ��	
��� ��������	� ��������

��� ���	
����� �
����������� ��� ����� f ∈ X ∗ ����
��
�
� �������
 (f,X) �	��� �
����������� N(0, σ2) � �������
���� σ2 =

∑∞
j=1 f

2
j � �
��	 ���
��	� ������ X � 
����������

��������� ��� EX = 0�  ��
��
!����"	 ����
����	 ��� X
����� ����
��� ���#���� K : c0 �→ R

∞� $�������������

cov((f,X)(g,X)) = E(f,X)(g,X)

= E

⎛⎝ ∞∑
j=1

fjXj

⎞⎠⎛⎝ ∞∑
j=1

gjXj

⎞⎠
=

∞∑
j1=1

∞∑
j2=1

fj1gj2E (Xj1Xj2)

=
∞∑
j=1

fjgj = (f,Kg).

%
����������� ������
 X 	" ����	 �
�"�
�� �����������

	�
�������� ���� � R
∞�

������ ��� &'
��������� ������" � ����������	 ������
��
�����( )���� X � ���
�
������� ���������� ������
�����
�� ��
����"	 ������������	 (·, ·)� ���
 X ∗ 	�#�� ���#���
������ � X �

”
��"��"� �������“ �������"	 ���
��	 �"������

�"� $�� ���������� 
��������� ������
 � X �
	 ����������
��* �������	
���"� �
��� (ej) � X � ��������
��������� ���
�
����	"+ N(0, 1)��
�������,��"+ ����
��"+ ������� (ξj) �
��������
��������� ������!
�����"+ ����� (σj)� ����������
���-
� �������

∑∞
j=1 σ

2
j < ∞� ���
 X 	�#�� ����������

.��	����

X =

∞∑
j=1

σj ξj ej , &/��(

����,	 ��� ����� �+������� ����� �
������ �� ���������
��� ���	� X � �
��� ������
������ �
�"�
���� ����������

����
���� ��������

��� ��������	 
� ������



����� �� ��	
��� ��������	� �������� ��

��� ����	� f =
∑

j fjej ∈ X 
��
�������� ���������
��������

(f,X) =

∞∑
j=1

σj fj ξj

����� ��
������� � ������� �
����� � ����
����� 
�����∑∞
j=1 σ

2
j f

2
j � ������� X � 	���������� ��������� �����
 �

EX = 0�  ���� ����� ����
��!������ ��
���
� ��������

cov((f,X)(g,X)) = E(f,X)(g,X)

= E

⎛⎝ ∞∑
j=1

σj fj ξj

⎞⎠⎛⎝ ∞∑
j=1

σj gj ξj

⎞⎠
=

∞∑
j1=1

∞∑
j2=1

fj1σj1gj2σj2E (ξj1ξj2)

=

∞∑
j=1

σ2
j fjgj .

"���� ��
�#���

(f,Kg) =

∞∑
j=1

σ2
j fjgj .

���������� ���� �������� ��#���� ��$����� ���

K : g �→
∞∑
j=1

σ2
j gj ej .

%���� 	���
�� K � ���	�������� ��
���
 � ��#��� ej & ���'
��������� ������� σ2

j �

(�)�� ���#���� ��� ����� 	���������� �����
 � 	�����
'
����� 
���
������ �������� 
����������� *+��,� ��� -+./�
%���� �������� 	���������� 
��
�������� � ����
��!���'
��� ��
���
�� K ��0������� � ��� � ������ � ��� �������
��	�� �� ����� � ������
�� ��#��� ���	�������� 1�
�� �
����
�!��������� ������������ �������� � ����� ���$ ���'
�������$ ����� ��������



�� ����� �� ��	
��� ��������	� ��������

���������� 	
� ������	
 �������	� ��� ������ ���

�
����
�� �
�	�� X�

�����
� �
 ����
�! ��"�������� �
�	���� � �����

�
�
��� ���#��! � ����	�
� ��"��������� ��"$������ ���%
��
��� &�������� $	� ��������� 	
���� X � �����
	��$
����
����
�	��� T ' (	� �
�
��	�� ��"$���!� �
��$�� X(t, ω), t ∈
T � #����!� �� ���� �
���	���	��� ����	����	�
 (Ω,F ,P)�
)��%
�� X ��#!��
	�� ������������ 
��� �� ��*!� 	�$
�
t1, . . . , tn ∈ T �����

�
��
 (X(t1), . . . , X(tn)) ' ��"�������

�����

�
��
 � R

n� +����	�� ��"��������� ���%
��� ������
�	�� ���

���	�� ��	
��	�$
���� ������
� EX(t), t ∈ T �
� �������%�
� cov(X(s), X(t)), s, t ∈ T �
,��� T ' 	�������$
���
 ����	����	��� 	� ������	� $	�

���%
�� X ��

	 �
��
�!��!
 	��
�	����� 
��� ��� P���$	�
��
� ω ∈ Ω -"��%�� X(·, ω) �
��
�!��� �� T �

����� 	
� ����
������ 	
������ )"�	� X = C[0, 1] ' *��
������ ����	����	�� �
��
�!��!� -"��%�� �� �	�
#�
 [0, 1]
. �"��
�"��������

||x|| = max
t∈[0,1]

|x(t)|

� ���	�
	�	�"��
� 	�������
� ������
���� �������	�� +��
����/��!� #
�� *"
	 ����	����	�� X ∗ = M[0, 1] ' ����
�	����	�� #����� �#�����
�
�
��!� �
�� ���
$��� ������
%�� �� �	�
#�
 [0, 1]� �����	�
����	� #��/	�� ���	�� 
��
�

(μ, f) =

∫
[0,1]

fdμ, μ ∈M[0, 1], f ∈ C[0, 1].

0 ��$
�	�
 ��"��������� �
�	��� ��#��/� 	��
�	���� ���
�
������� 	
����� W = W (t), 0 ≤ t ≤ 1� 	�
� ���%
���� "��
��
	������
�� "�������

EW (t) = 0, EW (s)W (t) = min{s, t}.
&��/� ��	
��	�$
���
 ������
 � �������%����!� ��
���
	�� �
�	��� W � )�������"

E(μ,W ) = E

∫
[0,1]

Wdμ =

∫
[0,1]

EW (t)μ(dt) = 0,



����� �� ��	
��� ��������	� �������� ��

�� EW = 0� ���		


cov((μ,W ), (ν,W )) = E(μ,W )(ν,W )

= E

∫
[0,1]

Wdμ

∫
[0,1]

Wdν

= E

∫
[0,1]2

W (s)W (t)μ(ds)ν(dt)

=

∫
[0,1]2

EW (s)W (t) μ(ds)ν(dt)

=

∫
[0,1]2

min{s, t} μ(ds)ν(dt).

���� �������


(μ,Kν) =

∫
[0,1]2

min{s, t} μ(ds)ν(dt),

 �� ������
 ���

(Kν)(s) =

∫
[0,1]

min{s, t} ν(dt).

������� �������	 �������� ��	�������� ����	����

• �� ����������	 � �������	�	� 1/2
 ��	� ��� � ���� c > 0

��!������ ����	�� Y (t) := W (ct)√
c
���"	 �!�	� ��	���#

���$

• �� �		� ����������	 ����%	��$
• �� �		� �	������	 ����%	��$
• �� ����	��� ���������$
• �� ���!���	� ��	�� ��	�	�& ����	�� Z(t) := tW ( 1t )
���"	 �!�	� ��	�������

�����	�
 ��"����' ��	�������� ����	��� ��(����	��� 	��
)!����	����'��� ���' � ��������	���� ����	�  ��	#
�	�'��� �	��	��� ��� ��!������ ����	���� *����� ���#
��������+�



�� ����� �� ��	
��� ��������	� ��������

�������	
��� �����	
 �������� �� ������� ������	
�
��� ������� ������������ ��������� �� ���	������ ������
�������� ����������� ���� �������� W ∈ C[0, 1]� ��� ����	��
��� ��� ���������� �� �� ����	
����	�� ������� ���	�����
������� ��� �� ����� !�	�� �! �� �������

������ ��� ���������	
�� 
�����
�� ����������� ����
����� ����
 T " �������	
��� ���������� ���������� ����
���������� X = C(T ) " !������� ������������ �����������
#������ �� T $ ��������������� ||x|| = maxt∈T |x(t)| � ���
���������� �� ����	����� ����������� ����������� %���&�
'(���� ����
 !���� ������������ X ∗ = M(T ) " ���������
���� ���&��� )��������������� ���* ������� �������� ��
T � +������������
 ����(��& ������,�����

(μ, f) =

∫
T

fdμ, μ ∈M(T ), f ∈ C(T ).

����
 X(t), t ∈ T � " ����������� �	������ ������� � ���
������������ ���'������ T � ���� �� ���� �����������
����������� -� ��	����
� ��������������& #�����&��

a(t) := EX(t), K(s, t) := cov(X(s), X(t)).

.���� X ��'�� ������������
 ��� �	������ �	����� ����
��������� X � ���(� ��� ������������� �'������ � �����
���������� �������� K �����&��& �� #����	�� EX = a �

(Kν)(s) =

∫
T

K(s, t) ν(dt). )���*

+�	�� !���� ��������� �����	
�� ���!�	�� ����������
����������� ���������� ��	������ ���& � ��� ������

������ ��	 �����
� ����
����� ����
���� ����
 α ∈
(0, 2]� /���������� ������� W (α)(t), t ∈ R� ���������& �����

�� ����
������ ����
�� ����� � ���������� α� ��	�

EW (α)(t) = 0, EW (α)(s)W (α)(t) =
1

2
(|s|α + |t|α − |s− t|α) .

����������	 
������� ������



����� �� ��	
��� ��������	� �������� ��

����� ��	
��
����� ������ ����� ���
�
���� ���
�
��� � ���� ����� ������	��� ��	�	
����� ����������

EW (α)(t) = 0,W (α)(0) = 0,

E

∣∣∣W (α)(s)−W (α)(t)
∣∣∣2 = |s− t|α. �� �!

"
����� �
���� #�� ��� α = 1 ����#
���� ��
���#����� 	��
���	���� ������� $��� α = 2� �� �� ����#
�� ��	���� 	��
������� �������� 	 ������� ��
������� �������% �����
�������� ���� �
#����& W (2)(t) = tW (2)(1) 

'
����� ���	�� �	����	
 �����(� �����	���(� �	��
����� ������� ��(�� ��������� �� �� �! 

• )� �	������ H��
��������� ��������� ��� H = α
2 �

�� ���� ��� �%��(� c > 0 ������� Y (t) := W (α)(ct)
cH

�
���
����� ������ �����	���� �	������ � �
�
������
α*

• )� ����� ��
���
��� ����
+���*

• $(� ����
+��� �
	����� ������ 	����	���(� ���#
�
α = 1!*

• )� � �	������ �
���	���� ������ 	����	���(� ����
#
� α = 1!*

• ,�� α ∈ (1, 2] �� ����� �	����	
 ������ �
	��������� 
-�� �	����	
 �� � ����� ����� ������
�� 

.
� � 	����	���� �������� /0/ �(�
�� 	
��% ���� 	
��������1 ������
1 ��� ���#
��1 ��������	 ������� 	
���#
� ������ �
	��������! 

���������� 	
	 ,��	����� ��	�	
������� �	�1 �������
���� �����(� �����	���(� �	����� 

���������� 	
� '
����� ������ ��	
��
����� ������
�����(� �����	���(� �	����� ��� α → 0 .
� ���������
������� � ��������� ��	
��
����� �������2

����� ����� ��	�����
��



�� ����� �� ��	
��� ��������	� ��������

������ ��� ����������	
 ��������	
 ���
����� ������	
�
��
 
�������
		�� ��	��� �����
��
�
 ���
��
�
 ��
�

����� ����� ���

K(s, t) = A(min{s, t}) B(max{s, t}). �����

���	
��� � ����� �������	������� ����	���� ����� �
��
�� ������� ��
����������
� ���
�������� ���	
���� �����
��� X(t) = f(t)W (g(t)) �!
 g(·) " �������#$�� ����	���
%��!�

EX(s)X(t) = f(s)f(t)min{g(s), g(t)}
��

 ��! ����� ��� A = fg,B = f � &����� ��� ��!����'
A,B ����� ������� f = B g = A/B� ����
���� ��������
	�����' ����	�( ��!� ����� ����#��) min{s, t} ���
��

���
�������� ���	
���� 

min{s, t} − st = min{s, t}(1−max{s, t})
���
��
 ����������	� 	��
�� �

e−|s−t|/2 = emin{s,t}/2e−max{s,t}/2

���
��
 ������� ����
������������ ����
!��( ����
	
�� ����
�� ����
��� ������������ ��	��������� ���	
���
� ��

 ��
�� ������# ����� � �� �����
 �� �� ���

��� ������� � ��!


X(t) = e−t/2X(0) + V (t), t ≥ 0,

�!
 V (t) �
 ������ � ���*���� {X(s), s ≤ 0}� +�
�������

��
!����
��
 
�� �������	�����( ����	�� ���#��
 �
��
,�*� � ��

 ��!

e−|t|/2 =
2

π

∫ ∞

−∞
eitv

dv

1 + 4v2
.

������ ��� ������������ ���
� ��� �������� ��� ������
�������� -���������( ���	
�� W (t), t ∈ R

d
+ ������
�� ����

��������� �	

��



����� �� ��	
��� ��������	� �������� ��

�������� 	��
�� ��� �	������ ��	�� ��������������� ���
��

EW (t) = 0, EW (s)W (t) =
d∏

l=1

min{sl, tl}. 	�
��

�� d = 1 ���������� ������������ ���������� ������

������������� ������� ����������� ����� ����� ���

����� ������������� �����������
  ��!�� � ����� ����
��� t ∈ Rd

+ ������������"

[0, t] := {s ∈ R
d : 0 ≤ sl ≤ tl, 1 ≤ l ≤ d}.

#��"�
d∏

l=1

min{sl, tl} = λd ([0, s] ∩ [0, t]) ,

�"� λd$ ��� %����� � R
d
+


&' 	�
�� ����� �������(� ���W (t) ��������H�������"���
�)� �������� �� H = d

2 
 *�� �'������� ��� "�� ������

c > 0 ������ Y (t) := W (ct)
cH

���!� ��"�� ���������� ������


+��������� ���� ����"���� ��"���� ����������� ���
������ ���"��,����

”
��'���������(� ���-����“ � ������

�) �� ��"�� '"��( ���"����(


+��������� ���� �������� �����)� ������� 
���������

������������ �������). ��������� �
�
 �������)� ����� �
����������

K(s, t) =
d∏

l=1

Kl(sl, tl),

�"� Kl(·, ·) $ �����������)� ������� �"�����). ������
���
 /�� ����� �� �����"��( ��!"� �����
 0������ �'�����
��� ��	� ������ �������� ���'��)� ���'��"����� �����
������� ������� � ����������� ������ �
�
 ����� �������
���

K(s, t) = min{s1, t1} · (min{s2, t2} − s2t2)



�� ����� �� ��	
��� ��������	� ��������

��� s1, t1 ≥ 0, 0 ≤ s2, t2 ≤ 1� ��	
 ���
� ���
� ����
��	��
�� ��
�
	���� �
�
����� �� ����� �������
����
������� ����
�
	
�� ! ������"#
$� ��
�
��%�" �����&
	 "#�"! '������! ��� �� ������ ���
�
	
� ��������
{Xi, 1 ≤ i ≤ n} �
�������� �	������ �
	����! �����
���
����
�
	(���� � ���
��	
 [0, 1]! �� �����	


Fn(t, r) =
#{i : Xi ≤ r, i ≤ tn}

n
.

��� n → ∞ �	�����
 ��	 
√
n (Fn(t, r)− tr) ���� �� ��

����
�
	
��" � ��	" ���
��

������ ��� ���������	
� ���	�� ������� )���������
����
�� WL(t), t ∈ R

d! ����
�� ��������	�� ���	��� ���
�� ��� ����� ����! 
�	� EWL(t) = 0 �

EWL(s)WL(t) =
1

2
(||s||+ ||t|| − ||s− t||) . *���+

,�
�� || · || - ����� 
��	���� ���� � R
d�

��� d = 1 ��������� ������ .
�� �(� ��� �
���&
����� �	����
���� ���
������� ����
���� *��� t ≥ 0 � ���
t ≤ 0+�

�� � � �����
���� �	��
! �����	
����
 ���
�
	
��

��

� ���

EWL(t) = 0,WL(0) = 0,E
∣∣WL(s)−WL(t)

∣∣2 = ||s− t||. *��/+

0� *���+ 	
$�� ������
��! ��� WL(t)  �	 
�� H&���&
�������� ����
���� ��� H = 1

2 � 1�� ����
�! ��� �	 	"&

��$� c > 0 ����
�� Y (t) := WL(ct)
c1/2

���
 ���
� �����������
������
� .
���

	
������ ��� ����
�� 2.7 � 2.8 ����#"� ��� ��
 ��&
�
������$� ����
�� � �	��� d&���
����
���� �	���&
��� ��	
�� 2�����	�����
 �	�$����
 ����#
�� �	 
������$� ����������$� ����
�� � �������	���� �����
&
	
� α ∈ (0, 2)� '����
 �����
�����"#�
 �����
	� �����&
���� �

�������� �	
���� �����
�� �����



����� �� ��	
��� ��������	� �������� ��

������ ��� �(α,K)�������� ���	��
���� �
���� �������
�	
��� �	��������� ����	���� ������� Wα,K(t), t ∈ R+�
(α,K)�������� ���	��
��� �
������ ���� ��������� ���
�����

EWα,K(t) = 0

�

EWα,K(s)Wα,K(t) =
1

2K
(
(tα + sα)K − |t− s|αK) , t, s ≥ 0.

 �� K = 1 �����	�!�� �"����� #��"��� "���������� #��$��
��� Wα%  ������ Wα,K ��&��!���! ��� 
�	�����' �	�	��!�
��� 0 < α ≤ 2� 0 < K ≤ 2� � αK ≤ 2% ( ���#�)&�� ��	��
�������!�� !���	� ���
* +!��� �������	 � �"����� #��"���
"���������� #��$����� WαK/2� ��% ���	$����� ,%�%



����� �

����������	 
��	

���

��� ������	�
�� ��	� ���� � �
���

���	� � 
���

������ ���		�
	��� 	������� ������� ������ 
������� ���

���������� 	 ������� ��������� �� ������ �����

��	�� (R,A, ν) � ��������� ���	����	�
� 	 ������ ���� 

!��

A0 = {A ∈ A : ν(A) <∞}.

"��		�
	��# 	������# ������# {W(A), A ∈ A0} ����
� 

��	# ����������	 
��	 ��	�	 	 ����� �������# ν$ �	��

EW(A) = 0 � EW(A)W(B) = ν(A ∩ B)� %	��
��� 	
��	�
�

���		�
	���� ������ ����&

• DW(A) = ν(A)'

• (	�� ���!�	�
� A1, . . . , An �� ����	�����	#$ �� 	���
�� 

	�
����� 	������� 
������W(A1), . . . ,W(An) ���� 


�	���'



���� ������	�
�� ��	� ���� � �
�����	� � 
��� ��

• ���� ��	
���� A1, . . . , An �� ������������� �	

n∑
j=1

W(Aj) =W
⎛⎝ n⋃

j=1

Aj

⎞⎠ ����

���������� 	
� ������� ��� �	���� �� 	�����������

�������� 	
 ���
� ��
∫
R fdW �	
�� ���� 	��������

��� ���	� ���� �� f ∈ L2(R,A, ν)� !��"��� 	�����������

����#��� 	� ������"��	� ���� ��∫
R

⎛⎝∑
j

cj1Aj

⎞⎠ dW :=
∑
j

cjW(Aj), cj ∈ R, Aj ∈ A0,

� ��	������� �	������	��� ��	#	 	����������� ����∑
j

cj1Aj =
∑
i

bi1Bi �

∑
j

cjW(Aj) =
∑
i

biW(Bi).

$����  ������ ������"���% ���� �� ������������� ��&

����	���∫
R
(cf)dW = c

∫
R
fdW;

∫
R
(f + g)dW =

∫
R
fdW +

∫
R
gdW

� ��	�����"���	� �	���	

E

(∫
R
fdW ·

∫
R
gdW

)
=

∫
R
fgdν,

�� �	�	�	#	�  "����	���� �������

D

∫
R
fdW =

∫
R
|f |2dν = ||f ||22.

'����������

E

∫
R
fdW = 0.

(���� 	��	�������� ��	��	���� ������ ������"���% ����&

 ��  L2(R,A, ν)� (�� ���	� ���� �� f ∈ L2(R,A, ν) �	
��
	��������� ����#��� ��� ������  ��	�������� L2)∫

R
fdW := lim

n→∞

∫
R
fndW,



�� ����� �� �����	��
�� ���� ���

��� (fn) � ��	
� ������
��������� �����
��� � f � L2�

��
��
�� ������������ �
��� ������� ���������� � ��

�
����� � ������
�������� (fn)�  �������� ��!� ��"#
���
 ������
�
 	�� ����
 ���������� � ��
��
 �������
���

$���%�" �
 ��& �����
���� L2�

��������	
� ���������� ���
� ��� � �	����� ��

	���

'���!��� 
�
����� ����������� ����������� �
����#

���" ���������" 	���" !�� � ������
� � ����� (�
��
#

%�� ��������� !��
 ����������� $����"

EW(A)W(B) = ν(A ∩B).

)���� �������� W(A) ∈ C � ������������� ��������#

��
���� $���%�� f ∈ L2,C(R,A, ν)� '�"��� ���������#
��� ����� ���

E

(∫
R
fdW ·

∫
R
gdW

)
=

∫
R
f g dν.

(�������
� �������%�� ��	����
 ��� ������
����

������
������ ��
%��
��� ��%���


X(t) =

∫ ∞

−∞
eitudW(u),

����&� �����������
� ���
 ������ ν � *� ������
��#
�
� ���
 ��%���
 X� +
,� ���� X � �����������" ��%����

������������" !�� W 	���� �����������

��� �����	
���� �	����
������

-� ��
��� �� ��"���
 ��	� %�������
��� �
������#

� ��%���
 X(t), t ∈ T � ������� ����������� �� ��
#

��
%���" $���%��" K(s, t) = EX(s)X(t)� .�	� ����#

��� �
�" ��%���� ���
��� �
���
�
�� �
�������� 	�#

��� !��� W �
 ������ �����
����� (R,A, ν) � �
�"



���� �����	
���� �	����
������ ��

�������	 
����	 {mt, t ∈ T} ⊂ L2(R,A, ν)� ���

(ms,mt)2 =

∫
R
ms(u)mt(u) dν(u) = K(s, t), s, t ∈ T.

� ���� ������ �������

X̃(t) =

∫
R
mt dW, t ∈ T, �����

����� ����� ������ ������������� 
����� K(s, t)� � !
������� ����� ����� ��" ���� ��������	�
� ������������
�� �������� X�

������ ��� ������������ ��������� #���� ���������� ��!
������ (R,A, ν) = (R+,B, λ)� $�� B % ���������& σ!��$�����
λ % ���� '���$�� �

mt(u) = 1[0,t](u). ���(�

)�������� ���

X̃(t) =

∫
1[0,t](u) dW(u) =W([0, t])

����� ���������� ����������

������ ��	 ������������ ������ *�& ���������$� �����
W 0 ����� ���������� ��� ������������&� )��� �������&
��+��& �" ������������& ���������$� �������� � ����	��$�
������,���&

W 0(t) = W (t)− tW (1). �����

)�������� 
�����

m0
t (u) = (mt − tm1)(u) = (1− t)1[0,t](u)− t1(t,1](u)

������������ ����$������� ������������� ��& W 0�
-������������� ������������� �������& �� ������� [0, 1]2

� ��������	 ����	 '���$�� #���� ����� ��������

m̃0
t (u) = 1[0,t]×[0,1−t](u).



�� ����� �� �����	��
�� ���� ���

����� �	�
����� ��
��	���

(m̃s, m̃t)2 = λ2
(
[0, s]× [0, 1− s]

⋂
[0, t]× [0, 1− t]

)
= min(s, t) ·min(1− s, 1− t)

= min(s, t) · (1−max(s, t))

= min(s, t)− st,

��� � �
������ ��� �
��������	�� W 0�

������ ��� �������� ������	
��� �	������ �	���
����
	�� �
��������	�� �
��	��� �
�	������� �����	�� W (α)(t)
��
����� ������� ��
�!� "#$%&� '����� R = R( ����
ν = λ )  �
� *����� � W ) �������������� ���+� , �
����� 
��� ��
� �
�-���

W (α)(t)

=

∫
cα

(
(t− u)

α−1
2 1u≤t − (−u)α−1

2 1u≤0

)
dW(u). ���$�

�	���
�� ��

���	� ��
�����	 � �		� �
� 0 < α < 2� '
�
���.������ 	�
 �
���� cα /�� �����������	� ���� �
��	��
�
�	������ �����	��( ��� ��� ��� ���. t ≥ s

E

(
W (α)(t)−W (α)(s)

)2
= c2α

∫ (
(t− u)

α−1
2 1u≤t − (s− u)

α−1
2 1u≤s

)2
du

= c2α

∫ (
(t− s− v)

α−1
2 1v≤t−s − (−v)α−1

2 1v≤0

)2
dv

= c2α(t− s)α
∫ (

(1− w)
α−1
2 1w≤1 − (−w)α−1

2 1w≤0

)2
dw

= const · (t− s)α.

0+1����� �	���
��(  ��	� ����!���( 1�� 	�	�� ����	�,��
	��

E

(
W (α)(t)−W (α)(s)

)2
= (t− s)α



���� �����	
���� �	����
������ ��

�������	��
 ���

cα =

[
sin(πα2 )Γ(α+ 1)

]1/2
Γ(α+1

2 )
. ����

���������� 	
� ��� ���� ����� �������	 ��	�����	 ���� 
!�"	!�
 �	��� ���#!$�� #���!�%����� �%��	!�
�� � �� 
!�� � �%��
 �����	����� W (αK/2) � Wα,K �

W (αK/2)(t) = c1W
α,K(t) + c2

∫ ∞

0

(1− e−utα)u−
K+1

2 dW(u)

��� 0 < K < 1, 0 < α < 2 �

Wα,K(t) = c1W
(αK/2)(t) + c2

∫ ∞

0

(1− e−utα)u−
K+1

2 dW(u)

��� 1 < K < 2, 0 < α < 2
K � ��	 c1 � c2 !	�����$	 ������ 

�	�&!$	 ��!���!�$� '�%��
��	 �� α,K� � W ( ���!����!$)
#	�$) "��* �����	�$	 % ���%�) +���� ��%	!��% !	'�%����$�

����� 	
� ��������� 	 �
������� 	������	��	������
, ����+�	 �� ��	�$����- � ����	�����- ����	��%� ��� 
.	��$ /���!�(0��%���
 ���!
�� ���	�	�
�& ��	!!� +	�	'
�- �!�	����&!�	 ��	����%�	!�	� � !	 +	�	' ��%����.��!!$	
1�!�.���

2����!��� +�� ��	����� ���#!��� �!�	�����%�!�
 /��� 
!�(0��%���
 ���	�	�
	��
 ����!�"	!�	�

Rαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− u)α−1f(u)du, α > 0. ��3�

4�� 5���

Rα : L2[0, 1] �→
{
Lp[0, 1], α > 1

2 − 1
p ,

C[0, 1], α > 1
2 .

4�� α = 1 �$ ����+�	� �#$+!$) ��	����� �!�	�����%�!�
�
6��	+��	�&!$� �%�)��%�� ��	������ /���!�(0��%���
 
% 
�
	��
 ����������%�	 �%�)��%� %��� RαRβ = Rα+β �

�����������	
����� �	�������



�� ����� �� �����	��
�� ���� ���

�� ������		 
 ���� ������� ��	
�
�������� ������� α
����������
� ��� 	������� �� ������ ���� �� ������ �
 ���
��� ������ � ����
��� ���� ���������

Rα(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− u)α−1dW(u), α > 1/2.

��	 α = 1 �� 
�������� 
 �	�����
�	� ��� �

��� !����	���
�	� α > 1/2 �������
� ��� ����" ����� ���� 	�����	�����	�
(t− ·)α−1 ��	�����#��� ���
����
��� L2[0, t]" ���� ����� 	��
������ �� ������ ���� ��� ��������� ����������

��� �

 Rα ������
� H�
����������� 
 	����
�� 
����
�����	� H = 2α− 1�

������������� 
���
��� ��$� RαR
β = Rα+β �

%�� ��#�� �
������& 	' �����" ��	 α ∈ (1/2, 3/2) ��� �


(	����)�	��	��� ������� α �� 
��	� �����&��� 
���
����
��	'�� � �������� �������
���� ��	#��	* 
 ����'������
α′ = 2α− 1�

+����	�" ������" ��� � ���	�	� �� ,-, 
����
��� ����
 �

�� (	����)�	��	��� �� 	���� �����	���	� �� ������
�	
��������	�" ���� ��� ����	 � 
���.� ��� 	����
� α�

/0$ ���� ���	�	� �� ,-, 
�
��	� � ���" ��� ��� �

 Rα

�� 	���� 
�� 	������. ��	��0��	�" �� �'���� �� ��������

���
���� ���������
�	 ��	��	 ������'� 12�345

Rα(t0 + ·)− E
(
Rα(t0 + ·)

∣∣Ft0

)
= Rα(·), ∀t0 ≥ 0,

�� ��
��������	*� +��
& Ft0 ���'������ σ�������� ��������
��� 	
.������ ������ ���� W �� ������� t0" ����

Ft0 = σ{W(A), A ⊂ [0, t0]}.

��������� �	
 6 7��������	��
��� �	��������" ��� ��� �


(	����)�	��	��� ��'�	���� ��� ������ �	
������. 
.��"
��� ��
�� ��'���*�

”
������� �������
�	� ��	#��	��“ " ���

������ ��'��#��
�& �����	 � 

”
��
���0	�“ ,-, 	' ��	�

���� 8�9� ! ���&������ 
���
������		 7�	. ���. ��� �

��

�� 12934�



���� �����	
���� �	����
������ ��

������ ��� ���������	
� �
��� ���� ���	
� ����
 ���
�����
 ���	
�� ��� � ������ 
�� �����
�
	 � 	���	
��
�� ������� ��
�� ��� �������� (R,A, ν) = (Rd

+,Bd, λd)�
��
 Bd � ���
�
�� �! σ����
��� � R

d� λd � d�	
��! 	
�� "
�
�
��� � ���
�
����

”
��!	������� �“

[0, t] := {u ∈ R : 0 ≤ uj ≤ tj , 1 ≤ j ≤ d}.

#���� �
�
�
�
�
 ��!	������� �� ���
 ���
� ��!	�������
� �	 $�������
  ���� �%&

[0, s] ∩ [0, t] = {u ∈ R : 0 ≤ uj ≤ min(sj , tj), 1 ≤ j ≤ d}.

'�(��	� )� *��

mt(u) = 1[0,t](u)

������+� ��������	

(ms,mt)2 = λd([0, s] ∩ [0, t]) =
d∏

j=1

min(sj , tj),

� ��(��	�

X̃(t) =

∫
1[0,t](u)dW(u) =W([0, t])

���
� ������� �	 �����	�

������ ��	 ���������	�� ���	�
� ���
 �� R
d�� ,���	�	�

��� -." � R
d ���
�
�!
��! �����/
�!	� $0�1%� '������	


2 ��
������
�
 �
�
3 �
��� /�	� �3���
	�
 
����������
������
���	�� 	�����	�
�� ������� 4567�

'���� R � ����������� ��
8 ���
����� ���
� � R
d� ,�

R ���
����
� 
�����
�! � �������+ ��  ������ 	
�
�� ν� ��������! ������
��� ��
8 ������8 ��
�����
3����� R

d� 9�! t ∈ R
d ���3���	 At 	��
���� ��
8 ���

�
����� ���
�� �
�
�
 �+��8 ���
3� 0, t := {rt, 0 ≤ r ≤ 1}.
:
�� (���� 	��
�����  � �
� � ��!��� ������*������



�� ����� �� �����	��
�� ���� ���

����� �	
��� 0, t� �	��
��
��� ��
� ν 	�� �	��� ���� ��
�
�� ν(At) = ||t||� ���	� 	���
� W � ����� ��� � R � ��
��
���	
��� ν�  �!�

WL(t) :=W(At) =

∫
R
1At

dW, t ∈ R
d,

����	 "#$ � R
d� %���	��	����� ���	������� EWL(t) = 0

� WL(0) = 0 ��������� &
��� 	�!�� ��� �'��( s, t ∈ R
d

�����	
������ 
����	� AsΔAt ���	��	 � 	�����	� �� 	�(
!���
�������	��� ��	�
�� �
����'	 �	
����

s, t := {s+ r(t− s), 0 ≤ r ≤ 1}
)�� �!��
�
��� ���*��	�� ν���
� ���� !���
�������	���
�
�(���+�( �����
���	����� ��
�� ���� �� 	���� 0, s, t,� ���
-	���

E(WL(s)−WL(t))2 = E(W(As)−W(At))
2

= ν(AsΔAt) = ||s− t||,
�	� � 	
���������

.�	�!
�����!����	
������' ����	
��/�' ��*��
”
���

���	�“ � ��� �
��	
��	�� Rd� �
��0� �� �	��	 ����� -���
���	
���� �� !�
��� ����� ����	���� %���	��	������ ���	�
R0 � ���*��	�� !���
�������	��� �
�(���+�( ��
�� �����
 �!� ��*�� ���*��	��� R\R0 � R

d\{0} ��+��	���	 ��	��
�	����� ����/��1 �*��� !���
�������	� ���	��	�	���	 �0
	���� ���*��� � ���� ���
���	� �
� 	��� ����/��
���*��	�� At ��
����	 � �
 Ãt 
���� ||t||/2 � /��	
�� � t

2
)	��� � �
� ���	
������ � �	
���� 0, t �� � ����	
�2 �
��
��
�	� -	�3,� 4�
 ν ��
����	 � �5�
������ ���
��	��'
��
� ν̃ = drμ(dθ)� !�� μ(dθ) � ���(���+�� ��
��� ��
��
��
���� 
�����
�� ��
 � ��������� �5�
� )���*�	�3,�
��������� ��
 ν̃ �	���� �	 ��
� $���! � Rd� 6��� W̃ �
����� ��� � R

d � ��
�� ���	
��� ν̃� 	� W̃(Ãt) 	�*� ����	
"#$�

.�	�!
�����!����	
������' ����	
��/�' "#$� ����
!����' ����	
��/�� 7��/��� ��*�� 
������	� � �5�
���

������� ��	�
	�������� ����� ����� ��	��������� �
��� ������

�������� 
�������



���� �����	
���� �	����
������ ��

� �����	
�����
� ��
������� � ���
�
��� ������ �����
���

������ ��� ���������	
� ���	�� ���� �
 L1� ������ ����
�����	�� ���	��� ���� �� !" �� ��������
� ��
�����
��� (T, ρ)  
�������
# �
��
# ϑ ��$������ %������
������
���
���� ����#��� &���%�� {WL(t), t ∈ T}� ��� ������	

WL(ϑ) = 0 


E(WL(t)−WL(s))2 = ρ(s, t), s, t ∈ T.

���
 
� ��
����� 
��������� ������� ������������ �� ���

����� ��� ����������� �������� ������������ L1� �����

���� T = L1(U,U , μ) � ���!����	 ��!��	 ϑ = 0� 
 ��������

�
� � T ������ L1����
��	

ρ(f, g) =

∫
U

|f(u)− g(u)|μ(du).

"���#
 R = U ×R� ν = μ× λ 
 �������
 ����	 $� W
�� R � ���	 �������� ν� %�� &���'

 f ∈ T �������
 �(

���)��&
�

Af = {(u, r) : |r| ≤ |f(u)|, rf(u) ≥ 0, u ∈ U, r ∈ R} ⊂ R.

*�)��

WL(f) :=W(Af ) =

∫
R
1Af

dW, f ∈ T,

�������� ���� %�	���
��� ���

E(WL
f −WL

g )2 =

∫
R
(1Af

− 1Ag )
2dν = ν(AfΔAg)

=

∫
U

μ(du)λ ((AfΔAg) ∩ (u× R))

=

∫
U

μ(du)|f(u)− g(u)|
= ||f − g||1 = ρ(f, g).



�� ����� �� �����	��
�� ���� ���

���������� 	
	 ����� S � 	
������ ��	�� � R
d � μ �

������	���� �	�� �� S� ������������� ����� �������� ���
�� 
�� ������ x ∈ R

d ���� �	���

||x|| =
∫
S

|(x, u)|μ(du).

���
� R
d ����	���	��� ����
��	��� � L1(S, μ) �� �������

x �→ fx(·) := (x, ·).

 ��������	 ��� ����!� "���� ���#	��� ����� �	#
� ���	�
��������� ��	
�����	����� $%& �� R

d � �� L1����������
����'� ���������� � ����	��' 3.6 � 3.7(

����������� ������������� ������������ �������

���

)� ��
	� ������������� �	!	���	���* ���+�������* �����
������* +	�����������* ���+	�� X(t), t ∈ R(

, ���� ���+���������� 	�� �������+������ ����+�� ��	�
	� ��
 EX(t)X(s) = K(t − s)� ���-� ����+�� K ����	���
�	!	���	���* � �	����+��	���� ���	
	�-���*( ��"���� ���

������	� ��������	
�� ���������
���

K(τ) =

∫ ∞

−∞
eiτuν(du), τ ∈ R,

�
	 ν � ���	��� ����	������ �	�� �� R( , ��������� �	���
DX(t) = ν(R) ��� ��	' t( .�� ���+	�� X ���#	 
������	�
��	��������	 ��	
�����	��	 ��
�

X(t) =

∫ ∞

−∞
eituW(du), t ∈ R, /�(01

�
	 W � �����	����* ����������* 2�� � �	����	����������
��� �� ���������� ���	�����( ���+	�� X ��#	� ���� ���
��#	� 	�	� �����* �	!	���	���* ����������* �	��* 2��

������ ������	
�
���� ��� ������ ������
	���� ������ ��
����
��
��� ��������� ���
��	� ��������� ����������� ��� � ��������  !"#�



���� �����	
���� �	����
������ ��

������	
� ������� ����� W(re),W(im) � ��� �����
�
���
���

 ��	���������� ������������ ����� ���� �� (0,∞) �
����� �������� ν/2 
 �����W0 � �����
�
��� � W(re),W(im)

���������� !����
�������� ���"����� ���
"
�� � ��������#
���
�� N(0, ν({0}))� $���� W({0}) =W0 


W(A) =

{
W(re)(A) + iW(im)(A), A ⊂ (0,∞),

W(re)(−A)− iW(im)(−A), A ⊂ (−∞, 0).

%���� ����"�� 
������ ���
�
����� �
�� W(−A) = W(A) 
������� 
 �����"
���� ��	����������� X � 
�������� &��'(�
) *��� ���"�� ��� ���!��� ���
�������� � �
�� ����� ����#
�
�
��� ���������

X(t) =W0 + 2

∫ ∞

0

cos(tu)W(re)(du) + 2

∫ ∞

0

sin(tu)W(im)(du).

��
���+���� ��������!
� ��,�� ��� �������������� ��
���"�� ���"����� ����� (t, u ∈ R

d) ���"����� ���������#
���������� (t ∈ Z, u ∈ S

1) � ���,� ���
��
"���
� ���!�����
(t ∈ S

1, u ∈ Z)� -+ ���,� ��,�� ����
������ ��� ���"�����
���!����� 
 ����� �� ���!
�������
 ��
��	��
��
�

.�������
� ������ �	+ ��� �����������
� ���!
�������
���!������ ��������,
� "�� ������������ ���� ν 
����
��������� f 
 �����+� ���
�������� 
����
��� /���!
�
θ : R �→ S1� 0������
� � �+ ����	�� ��������� /���!
�
{mt, t ∈ R} ⊂ L2,C(R) /�������

mt(u) := θ(u)eitu
√
f(u), u ∈ R.

0"��
��� 

(mt,ms)2 =

∫
R

mt(u)ms(u)du

=

∫
R

|θ(u)|2ei(t−s)uf(u)du

=

∫
R

ei(t−s)uν(du)

= K(t, s) = EX(t)X(s).



�� ����� �� �����	��
�� ���� ���

������	 
���� �������� ������������	 ����� ��������

�� (mt)	 ��������� ����
������� �����

F : L2,C(R) �→ L2,C(R).

�
������ h = F
(
θ(·)√f(·)

)
� ��������� ���������

m̃t(·) = F(mt)(·) = h(· − t).

� ���� �������������� ����
������� ����� �� �����

(m̃t, m̃s)2 = (mt,ms)2 = EX(t)X(s).

���� �������������  ��!"�� θ ����� ����
�� �!	 ���
h(·) ��#�������	 �� �� ������� ��������� �	���
������
���"��� X ����� 
���� $�� � ��
������ ����� !�������

X(t) =

∫
R

h(u− t)W(du).

������ ��� ��	����� �	�
������������� %� ������&

���� ���"��� ���$����'(���
�! � ������� )*+* �� �����

!����"�����,  ��!"�,

K(τ) = e−|τ |/2 =

∫
R

eiτu
2du

π(1 + 4u2)
.

-�.���� ���!������ ��������� ����� ��� f(u) = 2
π(1+4u2) .

-���� θ(u) = 1+2iu
(1+4u2)1/2

	 ���/�

mt(u) = eitu
(

2

π(1 + 4u2)

)1/2
1 + 2iu

(1 + 4u2)1/2

= eitu (2π)−1/2 (
1

2
− iu)−1

�

h(v) = (Fm0)(v) = e−v/2 1v>0 .

0!�� �
����	 ��������� ������������ ���"��� ���$����'

(���
�! ����� ���

X(t) =

∫ ∞

t

e−(v−t)/2 W(dv).



����� �

���������

�	
���
��� � ���

��� ������	
 ���

�
���

����� ����� 	
	 �� 
�
����� ������� 	���������� ����

������ ����� ���������� ���������� ����� ������� �
�
�

��� � ��
�� �� �� ����������� �
���
����
�� �
������	��

��	��� X �� �
������� � �������� ������
����� X � �������
����� ��� ������� ��������� !���� �������
�
�� EX = 0
� ����
�
�� K : X ∗ �→ X 	��
��
"������ ����
��� X� 

P = N(0,K) # �
����������� X � X �

$
�������� ����������� �������� ����������� %��	�

"���
� f ∈ X ∗� ���	���	� ����
��
� �������
 (f,X) �����
����
����� �
������������ �� �& ������ ������ 	�������

E(f,X)2 =

∫
X
|f |2dP <∞.

'
	�� ���
��� ���������� 	
�������	�� �������� I∗ ����
���
����
 X ∗ � ����������� ������
����� L2(X , P )� (
���
	
��� ���

 I∗(X ∗) � L2(X , P ) �
��
���� ������
������
��������� ��	�
	�� ��	���	���� � ����
�
���� X ∗P � )��



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

������	�
 �� L2(X , P ) �������� ������������

(z1, z2)X∗P = (z1, z2)2 =

∫
X
z1z2dP = E(z1(X) z2(X)).

� ���
���
��
||z||2X∗P = E z(X)2.

������ ��������� �������� �	������� �����
�� ������
���� � ������ ����
����
�� L2(X,P ) � P ����
� ���������
���������
������
� �������� ����������� �	��������� 

� �������!�� ��� "	��
 	��"��� ������
����
� I∗ �����
�� � ��������

I∗ : X ∗ �→ X ∗P .
#�����$���� �����
�� I : X ∗P �→ X ���������
�� ��
��
����
��� ���
��!�����

(f, Iz) = (I∗f, z)X∗P = E(f,X)z(X), ∀f ∈ X ∗, z ∈ X ∗P .

#	%��
������� ������$���&� �����
��� �� ��������� 
� �
�� ����&� �� ������ ����� � �����������
� �������&� ����
��
��� I∗ '���� ����� �����
�� �
� ��� �"����� 	����
����� �����	���������� � &���� (� �� ����
��
����� �	%��
�
�	�
 

'����
�� I �����
�� �������� � ������������������� 
)���
��
������ ���� ��� ���
���� z ∈ X ∗P ����� Iz = 0� 
�
��� �*"�&� f ∈ X ∗ �����

(I∗f, z) = (f, Iz) = 0.

+�����
����� ���������
������
� I∗fn� �����%	*��  z� ���
�	��� ||z||X∗P = 0� 
 � z = 0 

,%$ ��� ����� �
��
�
�� �
� ������������� �����
��
���	���
 ��
�������*

K = II∗. -� (.

)���
��
������

(f, II∗g) = (I∗f, I∗g) = E(f,X)(g,X) = (f,Kg) ∀f, g ∈ X ∗.



���� ������	
 ���

�
��� ��

������ �	
�	 ��� �����������	� 	����������� ��	�

����	 HP := I(X ∗P ) ⊂ X � ���
���	� ��������	� ������	�
�	 ��	���������

(h1, h2)HP
:=

(
I−1h1, I

−1h2

)
X∗P

, h1, h2 ∈ HP ,

� �		��������� �� �	��	�

|h|2HP
:= (h, h)HP

, h ∈ HP ,

��!����� ����� ������������ P "
#����$�!� %� {h ∈ HP : |h|HP

≤ 1} ��	�� ��!���
����	
����� ��

���� ���! P "
&	������	��� 	���������� ����������� �����	� 	��	�

��$�	���� 	����	� I" '	
�	 ��
� �	�	���� 	� HP �� 	
���� ����	� X� �	 � (�	� ���$� ������� �	������ $�	 ���	
�	��	���� 	����������� ������������� (�	�	 ����	�"
)�� ������%�� ���	
���� �	�
��� $�	 ���	 �	���
��

��� �
��� ���	��*�� 	 P � X+ ��%���� ���	� �
�
�	� ��$� �!�
���� � ������, ���" -	� $�	 ��	�����
���	�	�!� ��	��!� ��	���� ���"

• ) ���� .�"/0 ����� K(X ∗) ⊂ HP ⊂ X " #��� HP �	��$�
�	����	� �	 � ���!�	
����	� ���$� ��� ��� ��	�����
��� �	�����" ) ��	����	� ���$� ��� 	�� ����$�!"

• #��� HP ����	��$�	����	� �	 P (HP ) = 0 .����	��� �
��� �
�	��� HP ��� 	������ P 10"

• �	�	�	��$����� �	������ ���! P �	����� � ��!��
���� HP � X "

• -�	�������	 HP ���������	"

• 2�! {h ∈ HP : |h|HP ≤ r} �������� �	�����!�� �	��
��	
������ X "

������ ��� ���������� ���

��
��� ���� � R
∞�� 3��

��	���� �������!� ����	����� ����	� X� 	���������!�



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

� ������� �	
	 �� ����� f, g ∈ c0 = X ∗ �����

(I∗f, I∗g)X∗P = E

⎛⎝ ∞∑
j=1

fjXj

⎞⎠⎛⎝ ∞∑
j=1

gjXj

⎞⎠ =

∞∑
j=1

fjgj = (f, g)2.

������ ����� ��������� ��� �������� ��������� � ��!

"������ z ∈ X ∗P ����� ���

z(x) =

∞∑
j=1

zjxj , (zj) ∈ 2.

������ �����#�  ������������ � ��"������ δk� ����$�

(Iz)k = (δk, Iz) = (I∗δk, z)X∗P = E

⎡⎣Xk

⎛⎝ ∞∑
j=1

zjXj

⎞⎠⎤⎦ = zk.

%�� ��������� ��� HP = 2� (h1, h2)HP
= (h1, h2)2 �� � ������!

���� |h|HP = ||h||2	

������ ��� ��������	
�
 ��
	���	�
�� &� �������� ���!
��� X � ���#�������� ������������ ��� �������$� � �������

�	�	 �� ����� '�������� f, g ∈ X = X ∗ �����

(I∗f, I∗g)X∗P = E

⎛⎝ ∞∑
j=1

fjσjξj

⎞⎠⎛⎝ ∞∑
j=1

gjσjξj

⎞⎠ =

∞∑
j=1

fjgjσ
2
j .

������ ����� ��������� ���

X ∗P =

⎧⎨⎩z : z(x) =

∞∑
j=1

zjxj ,

∞∑
j=1

z2jσ
2
j <∞

⎫⎬⎭ ,

||z||2X∗P =
∞∑
j=1

z2jσ
2
j , z ∈ X ∗P .



���� ������	
 ���

�
��� ��

����� �	
���� � ���	�
������ �����
������� ������

(ek, Iz) = (I∗ek, z) = E

⎛⎝σkξk

⎛⎝ ∞∑
j=1

zjσjξj

⎞⎠⎞⎠ = σ2
kzk,

����

Iz =
∞∑
j=1

σ2
j zjej .

���
 h = Iz ∈ HP � ��

||h||2HP
= ||z||2XP

=
∞∑
j=1

z2jσ
2
j =

∞∑
j=1

h2
j

σ2
j

.

��� ���� ����  ��

HP =

⎧⎨⎩h ∈ X :

∞∑
j=1

h2
j

σ2
j

<∞
⎫⎬⎭




(h1, h2)HP
=

∞∑
j=1

(h1)j(h2)j
σ2
j

,

�� hj = (h, ej) ! ���	�
���� h � ���
�� (ej)�

������ ��� ������������	
 ���������
 ��������
"���# X = R

n 
 �����	 X 
���� ���������� 	���	���$

���
� P = N(0,K)� �	
 �� �� ����	
��
����� ���	���	

K : Rn �→ R
n ����	�%���� ���� K(Rn) = R

n� &��� � ������$

	�� ���
�� K 
���� �
�����#��' ��	��

K

⎛⎝ n∑
j=1

xjej

⎞⎠ =

n∑
j=1

σ2
jxjej ,

�	
 �� ��� σj > 0� (��'�� ��������  �� X ���
�������� �

�
�� X =
∑n

j=1 σjξjej 
� �	�����)�� �	
��	�� "	
�����

���� ����� ��� 	����#����� �
�
��  �� HP = R
n 


(h1, h2)HP
=

∞∑
j=1

(h1)j(h2)j
σ2
j

= (K−1h1, h2),



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

� � ����	
����

|h|2HP
= (K−1h, h) = ||K−1/2h||2.

��� ������	 � 
	�����	�

� 
����	���� ������� 	� ���������� �����	���	�� �������
��	��� �
�
	�� 
����		�� ����� �
��
�� ��� �!	
��		

	��
���� ���
 !����
��"
!
 ����������	��# $���� ���� �
�
���	�� ����� ��� ���������%

������� ��	 �������� � ��	���
���

� ����� H � ��	��
����� �
��������� ������������� 
 J : H �→ X ���
����
����������� ���������
�� ��� 	������� �����

K = JJ∗.

 ���� ���� �����������
� P ��!��
��� 	�	 HP = J(H)� �
�	������� ���
������
� 
 ����� � HP �"�
���#��� �� ����
�����

(h1, h2)HP
= (J−1h1, J

−1h2)H , ∀h1, h2 ∈ HP ,

|h|HP = ||J−1h||H , ∀h ∈ HP . &�#'(


������� ��	 )��� 
�����
� J 	� �������� �����	
�
�	
�
�	��	��� �
 ����	���
 HP = J(H) ��* �� ����� ����
� 	

�����
 &�#'( ���� ���	


|h|HP = inf
�:J�=h

{||||H}, ∀h ∈ HP .


������� ��� +� ��� ������� ��
 
�����
� I �
�
�����
	��	� ,�"�
����-� � ��" ��
 
	 ,
�����	
 �
��� ����
������������ � ���"�� ��
����# .�	�"
 �* ���� "�" ��� ���
"� ������ � �
�� ��
 �� �
��� ������� H � J �
 ��
���
���
���	� ��� ��
���� �������	��#

�������������� �������� .�������� ��	��	� ��
�
����� U ����� ��
����	������ I∗(X ∗) ⊂ X∗

P � J
∗(X ∗) ⊂ H

�

�	
��	���

UI∗f := J∗f, f ∈ X ∗.



���� ������	 � 
	�����	� ��

�����

(UI∗f, UI∗g)H = (J∗f, J∗g)H = (f, JJ∗g)
= (f,Kg) = (f, II∗g) = (I∗f, I∗g)X∗P ,

��� 	�
 ������
� ��
��������� �� ���	��� �
��� � �����
�
��� �
�������� �	�����
� ��
����� U �
��� ���� ��
�
�
����� �
 �

������� !"�� ��������#� $
 
���������!�
���������� I∗(X ∗) �� ��� ��% ��
��������
 X∗

P � &���
'�	�
�
 �
���������� 	�
 ���������� J∗(X ∗) ����� ��% ��
�
��������
 H� (�#���������
� ���� )������  ∈ H 
��
'
�����
J∗(X ∗)� �
 ��� ���� f ∈ X ∗

0 = (J∗f, )H = (f, J).

���!�� ���� �� J = 0 � �� ������
# 
��
���	�
��� J �
�
� 	���  = 0� ����� ��
�
������ U � ��� ��
������# ��
�
�������� X∗

P � H� *�� 
���%�� ��
������ 
�����
��
� �
��
�����


I = JU. ���+�

, )�
� �� 	�� � ��� �����

HP = I(X∗
P ) = JU(X∗

P ) = J(H),

|h|HP
= ||I−1h||X∗P = ||U−1J−1h||X∗P = ||J−1h||H.

����� 
������� � ���+�� (� �!��� z ∈ X∗
P � f ∈ X ∗ �����

(f, JUz) = (J∗f, Uz)H = (U−1J∗f, z)X∗P = (I∗f, z) = (f, Iz).

���!�� ���� �� (JU)z = Iz� �

������ ��� ��������	
�� ����		�� *�#�%� ��
 ���������
���� �����
���
'
 ��
-����� 
������%��
'
 � ������� .�+�
$ ��� X = C[0, 1]� X = W � H = L2[0, 1]� ������
� J : H �→ X

�������� ��� 
�����
� ����'���
����

(J)(t) =

∫ t

0

(s)ds.



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

������	�
 ��� X ∗ = M[0, 1]  ������������ ������� ������
��� ���	��		 ���������������� ���� �� [0, 1]� ����� ������
�	� 
 ��� J∗ : M[0, 1] �→ H ����!��� "���#$��

(J∗μ)(s) = μ[s, 1].

%��&��

(JJ∗μ)(t) =

∫ t

0

(J∗μ)(s)ds =
∫ t

0

μ[s, 1]ds

=

∫ 1

0

∫ 1

0

1s≤t1s≤uμ(du)ds

=

∫ 1

0

min{t, u}μ(du) = Kμ(t).

'��	� �(�����
 #�$��	� "�����	���		 ����$����� )���� ���
��
 �������� J ���	��������������� *�	����� ������# ��+

�� ��	���	� � �����#
 ��� ���� �	��������� ���� 	����
�	�

HP =

{
h : h(t) =

∫ t

0

(s)ds,  ∈ L2[0, 1]

}
= {h : h ∈ AC[0, 1], h(0) = 0, h′ ∈ L2[0, 1]} . �����

,��� AC[0, 1]  �$��� �(��$&��� ����������� "#���	�� ����
�� 	 ���$����� ���	������	� � HP ����&��� "���#$��	

|h|2HP
=

∫ 1

0

h′(s)2ds,

(h1, h2)HP
=

∫ 1

0

h′1(s)h
′
2(s)ds.

-���	����	 .�� ��(�$������ ������������ �	�� W 1
2 � �����

�������	� ������� #�$��	��� /��� �	��������� ���� ���
��	$�� � ��(���� )������� 	 0���	�� 1223 	 (�$� ����
��� ����	 	�#������ ����� *�.���# 	����� ��� 	 ��4� ����
��#�	� ��#������	� ��������$��	� ������&� ������������	

�	�������������



���� ������	 � 
	�����	� ��

��������� �	
 ���� ��	� 
������� � �	� ���������� ����
���	������ �	 �	
�
 �� � �	����� �� ����� � �	��
 ����
���	���� 
� �	��
	����	
 �	��������� ������ �	���
��
��� �	��
	����	�� ���������� ��� �� �	� ���!	���� "��

�� ������	����	 X̃ = L2[0, 1]� #��� ��	���# �
 � �	
�

������	�����
 $	
���	%&	����	�

������ �	 ����� �����		
 	 �����
����� ����	
����
������

'	��
����
 �	��������� ��� �� X(t), t ∈ T � ������	(�
)�� �����	���� �����	���� �� ���
� *�
� �	 ������
��
 ������	���� (R,A, ν)�

X(t) =

∫
R
mt(u) W(du), t ∈ T,mt ∈ L2(R,A, ν),

!�� �	��������� ���
������� �����	���� ���	��	 �����(
+��� �( X � ���

K(s, t) := EX(s)X(t) =

∫
R
ms mt dν, s, t ∈ T.

,���� ����	�� ��������!���- ��������� ���
 �!��	���
!�� T % ��
�	���� ��������!��� ������	����� � !�� ��	�
������ X �������� �	 T � .���	 
���� �!��	��� !�� X %
���!	���� ����� � X = C(T ) � �����	����
 ���	��	 ����
��
 ���	����
 ��
� �/�/�� ���
� /����

0�����
 H = L2(R,A, ν) � ������
 +	�������()��
���	��� J : H �→ X +��
����

(J)(t) := (,mt)H =

∫
R
mt dν, t ∈ T.

1���#�2���� ���	��� J∗ : M(T ) �→ H ������� �� +��
��
�

(J∗μ)(u) =
∫
T

ms(u)μ(ds)



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

� �� ���	
���

(JJ∗μ)(t) =

∫
R
(J∗μ)(u)mt(u)ν(du)

=

∫
R

∫
T

ms(u)μ(ds)mt(u)ν(du)

=

∫
T

∫
R
ms(u)mt(u)ν(du)μ(ds)

=

∫
T

K(s, t)μ(ds) = (Kμ)(t).

���� �������� 	������ ������������ ���������� ��������
������	 ���� �� �������� � �����	� 
��

HP =

{
h : h(t) =

∫
R
(u)mt(u)ν(du),  ∈ L2(R,A, ν)

}
.  ���!

"��� �������� J �#$ � �������%�������
��� �� ��&�� ��'��
� ����	

|h|2P =

∫
l(u)2ν(du),

� ����������	(#�� ��������� �������������

)��� ����������*� ��������  ���!� ����
��� ��&�� ���+
���	
��� ��� 
�����' ��	
�' ,��' ������	���� � ����#+(
�������������  -�.!� ������$� �#$ ��� ��������

������ ��� ����� �������� ���	��
����� �
���� /�.0��
1�������� 
�� ������� ������*� ���	������*� ���&����

W (α)(t), t ∈ R� ��� ��������� � ������� .��� � �*� ����*���+%
��� ������������� ��'���� � ������� -�-� ���������� ,��
������������� �  ���!� ��'�$�� 
�� ���� ����� ���{
h : h(t) =

∫ ∞

−∞
cα

(
(t− u)

α−1
2 1u≤t − (−u)α−1

2 1u≤0

)
(u)du

}
,

 ∈ L2(R)� 2���� �������� �	����� ��������&�� ���	 343�
���� �$ ������� ����������� ������� α+1

2 ��������
�� ��%
��*���	����



���� ������	 � 
	�����	� ��

���������� 	
� ������	 
��� ���	��� ��������������
�
��	�	������� � ���	�	 3.4�

����� 	
� ����� ������	
���� �
���� �������� ���
����������� ���� W (t), t ∈ Rd

+� ��� ��	�	�	� � ���	�	
 �!� � 	�� ���	����"��	 �	������	��	 ����	�� � ���	�	 #���
$�������

 %�� �	������	��	 � &'��(� ������� ��� 
��� ��		�
��� {

h : h(t) =

∫
[0,t]

(u)λd(du),  ∈ L2(R
d
+)

}
.

)���� �������� *�����
 h : R
d
+ �→ R ������	+�� 
���

������������ ������ 	��� 	� ��	,����
 ���-�����
 ∂d

∂t1...∂td
h

����������� ���	�����	���

$��	-�� ���	� �-���"� ��� �	��� �	�
 
��� �� ���	����
�	����-������ ������������ �	������ )���� ���" X ∈ X �
�	������������ ����������� �	���� � �������������� �	.
������� KX � ����	�	�	��	� P = N(0,KX)� � L : X → Y �
�	�	�����	 ���	���	 ������+	��	� ���������� Y := LX �
����- X �� �	�����	� L� /�	������ Y � ����������� �	����
� Y � �������������� �	������� KY = LKXL∗ � ����	.
�	�	��	� Q := PL−1�

����������� 	
� ����� ��	��
�	�

HQ = L(HP )

�
|v|HQ = inf

h∈L−1v
|h|HP , ∀v ∈ HQ.

��������������
 $���" I, I∗ � �������	���	 �	�������
��
-����	 � �	������ X� 0���� �� ��1���� *������-���2

KY = LKXL∗ = LII∗L∗ = (LI)(LI)∗.

$� �	��	�	 '�� ��		� HQ = (LI)(X ∗P ) = L(HP )� � ���+	 ��

�2���� v ∈ HQ

|v|HQ
= inf

z∈(LI)−1v
||z||X∗P = inf

z∈(LI)−1v
|Iz|HP

= inf
h∈L−1v

|h|HP
. �



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

�������	
����� ���	
��� �
��� ����������� ���� ����
�����

������ ��� ����� �����		
 �������
��������
�� �����
��� �
� �����		 ����
���� !���"�#� "$� ��������� � ����
��� ��% ����� #�# �������� ����"��&������ �������	#��
�� �����		�� X(t) = e−t/2W (et)� ������ X = C[0, e]� Y =
C[0, 1]� � �����
�� L &����� #�# (Lw)(t) = e−t/2w(et)� '��
���	�� ����������� (�)� ��	
�
���� ���
� �"��& ��������
	#��� ���� *(�(+ ��� �
�"������� L� ��	
, v = Lh� -���� h
���� ��	
���� �$��&�
, ����& v �� .�����

h(s) =
√
s v(ln s), 1 ≤ s ≤ e.

�
	��� h(1) = v(0) �∫ e

1

h′(s)2ds =

∫ e

1

(
v(ln s)

2
√
s

+

√
sv′(ln s)

s

)2

ds

=

∫ e

1

(
v(ln s)

2
+ v′(ln s)

)2
ds

s

=

∫ 1

0

(
v(t)

2
+ v′(t)

)2

dt

=
1

4

∫ 1

0

v(t)2dt+

∫ 1

0

v(t)v′(t)dt+
∫ 1

0

v′(t)2dt

=
1

4

∫ 1

0

v(t)2dt+
v(1)2 − v(0)2

2
+

∫ 1

0

v′(t)2dt.

/��#��� h �� ���������� �	����� Lh = v �� ��
������ [0, 1]
����&�����0 �&��	
�� ���,� �
� h(0) = 0 � h(1) = v(0)� ���
�
�1 �	�����1 ���� ��
������ #�����
� ����&������ ���
	
����
	� �� �������� .��#��� � ����� v(0)2� ��	#��,#�∫ 1

0

h′(s)2ds ≥
(∫ 1

0

h′(s)ds
)2

= (h(1)− h(0))
2
= h(1)2 = v(0)2.

�������� �
� ���� HU �����		� ����
���� !���"�#� � C[0, 1]
���
 ���

HU = {v : v ∈ AC[0, 1], v′ ∈ L2[0, 1]}



���� ������	 � 
	�����	� ��

�

|v|2HU =
v(1)2 + v(0)2

2
+
1

4

∫ 1

0

v(t)2dt+

∫ 1

0

v′(t)2dt, v ∈ HU .

������	�
	���� 
������ ��
������� � ���� ��� ��� ����	�
�� �
���	� ������ � �	���
���	�� ��
���	�� ��� 	�
��

��	�
��	� � ������� ������
�� � ��	���	�� � �	��
���
�
���	��

���������� 	
� ������� ��
� 
������  
	����	�!"��	�
#��� � C[a, b] ��� 
��$����	��� �	��
���� [a, b] ⊂ R% &�����
�	������	'� $����' ��� ������	�
	��� ��'��������� 
�����
�� X � ����
�����		�� ('	����� 	�������� #���� �#)���
���� EX(s)X(t) = αe−β|s−t|%

����� 	
� ����� ����	�
���� ������� ����	��� ��� ���
	� �$ ��$���	�� �
�����	�� #
�'	������� ����� ����� ���

W 0(t) = W (t)− tW (1), 0 ≤ t ≤ 1,

��� W ! ��	�
������ 
�����% *��'������� ��� W 0 = LW �
��� ��	��	�� ��
���
 L : C[0, 1] �→ C[0, 1] $���	 ����	����
	��� (Lw)(t) = w(t) − tw(1)% �����������	�� ��
� #
�'	���
����� ����� H0 ��'������ �$ ��
� ��	�
������� 
������
+,%,- 
���	�	��� L% .���� �	���� ���

H0 = {v : v ∈ AC[0, 1], v(0) = v(1) = 0, v′ ∈ L2[0, 1]} .
/����������	�� ��#�� ('	���� �$ 
���� ����� 
���	����

�	������� ��	�
������' ��
' � '��������
��� '������
Lh = h% *�0���' �	� 
�	������� H0%  #
��	�� ���� ('	��
��� h 
�	������� �#
�$' ��
� ��	�
������ ��
�� �� �	�
'��������
��� ���� '������� �$ 
���� ����� 
���	����%
 ���1��� 	���� ����#�
���' ��
'��'
' � 	����		�� ��
�%

*'��� v ∈ H0 � Lh = v% 2���� h(t) = v(t) + th(1)� ���'��
h′(t) = v′(t) + h(1) �

|h|2 =

∫ 1

0

h′(t)2dt =
∫ 1

0

v′(t)2dt+ h(1)2 + 2h(1)

∫ 1

0

v′(t)dt

=

∫ 1

0

v′(t)2dt+ h(1)2,



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

��������	 ∫ 1

0

v′(t)dt = v(1)− v(0) = 0.

������� �������	
	 �������� �	 h ∈ L−1v �	���
������
	������	� �� h(1) = 0� ���� �� h = v� �� ���	��� � ���	�
��� ��	

|v|2H0 =

∫ 1

0

v′(t)2dt,

���� �	�� � ������	� �	��������� � H0 � �� �� ������ ��	
� ��� ����	���	� ����

��� �����	
���
�� ������� � ��	��

����
�� ��	�

����������	
��� 
	�� �����

����� �� ���	��������� �	��	�	� � �	��	���� ��� ���
������ �	������� �����������	
��� 	���  !"#� $���% T �
�	���	�%�	� ��	�����	� � K : T × T → R � ��	�������%�	
	�����&���� '������ (��	)� $	�������	 H� �	��	���	�
��*�� ��	 K� �	��	�� �� '������ f : T �→ R� ��	 ��	���
�� ������*�� 	+��	�� ,����� �������� 	+	�	��� '������
K(t, ·), t ∈ T - � ��� ��	����� ������	� �	��������� ���	��
�� �		��	.����

〈K(s, ·),K(t, ·)〉 := K(s, t), s, t ∈ T.

H �	�������� ��� �	�	������ /�	� 	+	�	��� 	��	�����%�	

��%+��	�� ����	�����

0����	��� ����% /�	� �	�������� � ��.�� �	������ ���
�� $���% T � ���������� �	������ X ∈ C(T ) � ������
	������ 
����	����� ��������� �	���� � ����������
�����	���� � �	������	��	� '������� K(s, t)� 1�� ���
+	
	 t ∈ T ����	��� '�����	��� (δt, x) := x(t) � �	�	���
ht := II∗δt� 2	
��

ht(s) = (δs, II
∗δt) = (I∗δs, I∗δt)X∗P = EX(s)X(t) = K(s, t),

���������	
� ���
� �	���� ������ �����



���� �����	
���
�� ������� � ��	�����
�� ��	� ��

���� ht = K(·, t)� ����	
��� 
���������� ��������	 � ����
����� ��
����

(hs, ht)HP
= (II∗δs, II∗δt)HP

= (I∗δs, I∗δt)X∗P = K(s, t).

����� ��
����� ���
������	��� 	�
� 	��	���	 ���������
��
���
������� HP � �
������	 
������ ��� ��������
����!������ ��������� �������!�	�� δ�����!��������
���
���� ������ � "�� ��� 
���
������ � ���������� �����
������#��

��������� 	���
����

�
�������� ����� "�� ��� ������ ��

����� �
������ ����
��
�����"��� ����$
���� � ������� � ���"��� ������"���	��

E [z(X)X] =

∫
X
z(x)xP (dx), z ∈ X ∗P .

��$�� 
� ���� z ∈ X ∗P , f ∈ X ∗ ��
��

(f,Ez(X)X) = Ez(X)(f,X) = (z, I∗f)X∗P = (f, Iz).

����"��� 
����������� 	�
� ��
� P "�
�� �����
��� ���
��$
��� %&'� '()*

HP = {Iz, z ∈ X ∗P } =
{∫

X
z(x)xP (dx), z ∈ X ∗P

}
.

������� �����������	�

+������
�� ��������� �������� ��
�
����� ����!�����
���

B =

{
f ∈ X ∗ : E(f,X)2 =

∫
X
(f, x)2P (dx) = ||I∗f ||2X∗P ≤ 1

}
.

,�	 �#��$� h = Iz ∈ HP �����

sup
f∈B

|(f, h)| = sup
f∈B

|(f, Iz)| = sup
f∈B

|(I∗f, z)X∗P | ≤ ||z||X∗P = |h|HP
.



�� ����� �� ��	
��	
 ���������� � ����

�������	
 z ����������� ��������	�	��� �������� ��

�	�	��� ��� ����� ����� ����� �	������� �

HP =

{
h ∈ X : sup

f∈B
|(f, h)| <∞

}
.



����� �

�������

��������	
������

����� X � ����	
��
 �����  ����
��� ������	���� X � 	
h � �����  X � �����	��� ����� P �	����������� X� ����	
�	����������� Ph �����	 X + h ������������ �������


Ph(A) = P (A− h)

�	 ��� ��������� ��� ���	� A ⊂ X � �	��	���� �������
P �	 ����� h� !	� ���������� ����� �� 	����"���
 �����#
������� Ph ������������ P � !	������� ��� ���	 Q �	��


���� ���������� ������������ P $�	����	���� Q � P %�
���� P (A) = 0 ���&� Q(A) = 0� '��	������� ��
���( ��#
)������ �	�	� ������� g := dQ

dP ∈ L1(X , P )� ��� ��� ���
��������� ��� ��� A ⊂ X ����

Q(A) =

∫
A

gdP.

*��� Ph � P � �� h �	��	���� ��������� ������� ��� P �
*��� ch � ���������
 ���� ��� P ��� ��� c ∈ R� �� �������
��� h ���������� ��������� ����������� ��� P �
!	� ���������� ����	
 �	�������� ���� ���� P = N(a,K)

� Ph = N(a+ h,K)�



�� ����� �� ��	
��� ����
	����
���

���� ��	
��	����	 �	��	 ���	����� ��� � 	�	����	�
�������

������ ��� ����� X = R 
 P = N(0, 1), h ∈ R� �	�� ��	��
�	��� ���� P 	��	�
�����	 ���� ������ ����

p(x) =
1√
2π

exp{−x2/2},

� �� ���� Ph = N(h, 1) 
���� ��	��	���

ph(x) =
1√
2π

exp{−(x− h)2/2}.

�	 �	�� Ph � P 


dPh

dP
(x) =

ph(x)

p(x)
= exp

{
hx− h2

2

}
.

! 	���� ������ �� "���# ��
� ���� 	����
���$ �	
�� 	����
��� ��
�	� %	��� ��	��	��
 ���� 
����	 ���
"	#&  "��	����� 	� �
��#�	�	 %��"'
	���� � �	��
��(��#
"	������	# "�����
��	�	 �
��

	�
���� ��� �������� ������	�
����	��� ����� P 
 ��	�
������		�� ����������� ���� � �	��	�� �������	���� X �
����� Ph � P � ���  ������ � ��� ������� ����� ���	�
h ∈ HP �  �� h ∈ HP � �� ����	���� dPh

dP ���� ��

dPh

dP
(x) = exp

{
z(x)− |h|

2
HP

2

}
, )��*+

��� z ∈ X ∗P 
 ����� �	��	!� "����!� #�	���	��� ���
Iz = h�

,- ��	���� ������$ ��	 �(�	# 	����
��# ��
� �����	��
�"	# ���� 	�������� 	����
�	� ���������
�� .	����� ��
��	��	��
 )��*+ ��-������� #������� ������	�
����	��

�	�������	 �	�	��$ ����
"���"
� �������
"
 /����	� 

0���
� � 12�� �	�� 33 ��"� ��������
���
 �� 	��
# ����
��#$ � �	��"	 �
���	��"
# ��	'���$ �� "	�	�	�	 �� �	�����
�� ����(��� ������
�� ����� X = C[0, 1]$ X = W 4 �
���
�	��"
# ��	'���$ P 
 HP 4 �		����������	 ��	 ����������
�



����� �� ��	
��� ����
	����
��� ��

������	�
�� ����� � ��	� ���	����� ��	

HP = {h ∈ AC[0, 1], h(0) = 0, h′ ∈ L2[0, 1]},

|h|2HP
=

∫ 1

0

h′(s)2ds, h ∈ HP .

��	 ��
���
 ������	���� z� �

	����	����	�	 
 ����	�	�
h �	����	� Iz = h� �	 �������	 �	������� ��	 	� ����� ���
�����	�
�	�	 ���������

z(w) =

∫ 1

0

h′(s)dw(s).

 ��
��������	� 
 ��!�	� ��	�������
�	�	 
�	�
��� �����	�"

��# ��������	� �� �$%	�	 t ∈ [0, 1] ����!�

Iz(t) = δt(Iz) = (I∗δt, z) = EW (t)z(W )

= E

(∫ 1

0

1[0,t](s)dw(s) ·
∫ 1

0

h′(s)dw(s)
)

=

∫ t

0

h′(s)ds = h(t).

&���� 	%���	�� �	����� '����	��()������ �� �����	�"

�	�	 ��	��

� ����� ���

dPh

dP
(w) = exp

{∫ 1

0

h′(s)dw(s)− 1

2

∫ 1

0

h′(s)2ds
}
.



�� ����� �� ��	
��� ����
	����
���

���������	
��� ������ ��������������� �
�� �������������� ���	
 h ∈ HP � �����	�� ���

Q(dx) = exp

{
z(x)− |h|

2
HP

2

}
P (dx).

�� ���	�	���� ������	
� �	� Q = Ph� ��� �	��� � ��� �!
�� �� ������� "����	����	������" #���$�%� ���	
 f ∈ X ∗�
&���� ∫

X
ei(f,x)Ph(dx) = Eei(f,X+h) = ei(f,h)−(f,Kf)/2,

��� X '  ��	�� � ������������� P � ( �����% �	������∫
X
ei(f,x)Q(dx) =

∫
X
exp

{
i(f, x) + z(x)− |h|

2
HP

2

}
P (dx)

= exp

{
−|h|

2
HP

2

}
E exp {i(f,X) + z(X)} .

)��	�� �	� � �����% �����%��%  ��	�� Y = ((f,X), z(X))
� ���	�� $��	���� ���� ������ ��� � �� ����$�����% �	!
��$�%

KY =

(
(f,Kf) (f, h)
(f, h) |h|2HP

)
.

��%�	 �	��
��� E(f,X)2 = (f,Kf) �� ����������* �� ����!
$������� �����	����

E(f,X)z(X) = (I∗f, z)X∗P = (f, Iz) = (f, h)

�
Ez(X)2 = ||z||2X∗P = |h|2HP

.

�� �� ��	��% #����� ��� �����������" ������ ���"  ��!
	���  ����

Eev1Y1+v2Y2 = exp
{KY

11v
2
1 + 2KY

12v1v2 +KY
22v

2
2

2

}
.

����	� ��� �*�� v1 = i, v2 = 1� ������

E exp {i(f,X) + z(X)} = exp

{−(f,Kf) + 2i(f, h) + |h|2HP

2

}
.



����� �� ��	
��� ����
	����
��� ��

������ ∫
X
ei(f,x)Q(dx) = exp

{−(f,Kf) + 2i(f, h)

2

}
,

	 �
�����	 �������	��	���	� �����	� ��
���
�
�� ����������	
�� ����� h � �
����	��� ���	� �
��!� 

��
 h ∈ HP � "#$ %�
�
 �� �
#!�� ����	 ���
� #	�����
	&��	��� �����	
��# z ∈ X ∗P  ��
 h = Iz�

"#$ ��!�
�
 f ∈ X ∗ 
'
&���	� μf 	 νf ������#�	$
�#������� �#	�	� (f,X) 	 (f,X + h)� �'� 
�	 $�#$���$
�
���#����	( �#	 P = N(0,K) �
 μf = N(0, (f,Kf)) 	
νf = N((f, h), (f,Kf))�

)�� ��� Ph � P  �
 �#$ #�'
�
 ε > 0 ����*��$ ���

δ > 0 ��
 �#$ 	&��	�
�
 A ⊂ X 	& P (A) ≤ δ ������
Ph(A) ≤ ε� + �����
��	 �#$ #�'
�
 '
�#���
�
 ��
!����
B ⊂ R 	& μf (B) ≤ δ ������ νf (B) ≤ ε�

,�
 � ��
� 
���� �
&�
!�
 �
#��
 �#	 ��&�
��� '�-
�	����
� ������#�	� μf 	 νf �
	&��	�� � 	� 
'.	�
�����������	���	� ��#
��	� (f,Kf)−1/2(

sup
f∈X∗,f 	=0

|(f, h)|
(f,Kf)1/2

<∞. /0���

"����	�#��
 �
#
!	� ε = 1/2 	 ��'�� �

��������.
δ� +
&��*�

B = {r ∈ R : |r| ≤ Φ−1(1− δ/2) (f,Kf)1/2}.
)
��� μf (R\B) = δ 
����� νf (R\B) ≤ 1/2 	 νf (B) ≥ 1/2�

1 ����
� ��
�
�� �
#���$

B′ = {r ∈ R : |r − (f, h)| ≤ 2(f,Kf)1/2)},
	�� νf (B

′) > 1/2� �
%�
�� ��
!���� B 	 B′ 	��� ���-
��
 �����	 ���

|(f, h)| ≤ (
2 + Φ−1(1− δ/2)

)
(f,Kf)1/2,

��
 	 �
����!��� /0���� 2�	����$ ��
 (f,Kf) = |I∗f |2 
�
#��	� 	& /0���

sup
f∈X∗,f 	=0

|(f, h)|
|I∗f | <∞.



�� ����� �� ��	
��� ����
	����
���

��� ����	�
�� 	�� ��
���� ��������� A� �������� ���
�����
�
� A(I∗f) = (f, h)� �� ������� ��������������

I∗X ∗ ⊂ X ∗P �������
� �������
�
 �� ��
����� �
��
����
���� ���������� �� X ∗P � �� �
��
�
  ��� �! �!"
� ����

��
����� �
��
������� ���������� �� ��#!
������ ����
��������
� ����$��% ����� &�
�
�� z ∈ X ∗P � 	��

(f, h) = A(I∗f) = (I∗f, z) = (f, Iz), f ∈ X ∗.
'��(�� ��
��
�� 	�� h = Iz� �

)��
�
���� ��(�����
� ���
����� �
��
�� *��
����+
,����� %��%
��% ��
��("�% ��
��� �
�� ����
���� ����
����� �
��� ������
��"�% ��
������ ���
����� *� -��
�
��(��

���������	� 
�� ����������	 
	����� �� ��������

��	����� .��/� ����� P � �������	������ �����	����� ���

�� �� ������	� ��	��������� X � ����� A ⊂ X � �������

����	� ��	�����	� ���� A = −A�  	�� �� �!"	�	 h ∈ HP

����	

P (A+ h) ≥ P (A) exp

{
−|h|

2
HP

2

}
. 01�23

��� ��
��� ���
	��
�#�� ���
� ���������  ���!
��� �!"���
��#(�

������������� ���������	� 
��� 4 ��� ���
��
P  A �� �

� P (A+ h) = P (−A+ h) = P (A− h)� ��&����

P (A+ h) =
1

2
(P (A+ h) + P (A− h))

=
1

2
(P−h(A) + Ph(A))

= exp

(
−|h|

2
HP

2

) ∫
A

e−z(x) + ez(x)

2
P (dx)

≥ exp

(
−|h|

2
HP

2

)
P (A). �

��������� �	��

�



����� �� ��	
��� ����
	����
��� ��

��������� �	
 ������� �� 	�
���� ��� ��� ����������

��� ��	�
��� �������� ����� 	������	������� ��������

���� P (A) ≥ P (A+ h)�



����� �

���������	��
�����

������	��

��� �����	
�
 ��
������


���������	��
����� ��
� ������ �� �� �������� ����

��� �����	��� ��� ������ � ��������� ������
”
����� ����

	�� ������� ��� � ��	� 	�! ��	���� ����	 ���������

������ ���������	�“ ���
”
����� ���� 	�� ������ �����

�� ���������	� ��	� 	�! ��	���� ����	 ��������� ��� �“ "

# ���
� �������� ��� � �������� ����� ��
 $��$�	�

�$ ��" %��	��	�	������ ���������	��
����� �������	��

��&�� �����������	� ��������� ������� ���� A ⊂ Rn '

”
������“ ���&��	�� � B � �� � R

n! 	�

λn(A) = λn(B) � |∂A| ≥ |∂B|,

��� � ����� 
�	� ������ ∂ �����
�	 ����(� ���&��	�!

 | · | ' ���������	��� ����" )	 ����������� �� �����	��

�$�	�$ ������� ��$ ������� � �������
�������� ����	���

�	�� ' �������
”
������“ ���$	�� ���������	��� ����" *��

+	��� ��������� ���������	��
����� �������	�� � ��������

�� ���� ����" *��	� Br ' �����	�� �� ����� r � (��	���



���� �����	
�
 ��
������
 ��

� ����� 	
������ r����������� ��������� A ��������

Ar := A+Br.

������� 
������ 
��������� �� ����� ��������� r�
�����
����� ���������! 
���"� ����# ����������� $�
���
����"���� � �����������

λn(A) = λn(B) � λn(Ar\A) ≥ λn(Br\B),

"�� ���������� ������%��#

λn(A) = λn(B) � λn(Ar) ≥ λn(Br). &��'(

����"�������! "�� )�� ����� 	
� ��� r > 0! � �� ������ ���
���*��

��������� �	
 +$�
������"����� ����������� � �����
����� 
����������� $������ � ���"�*� ������� ,���*� ���
��$��������� �� 
�������� ��� ����������� ��������
������ ���� ��� �������� � -� .������� /'��0� ,��������
$������ ��� � /10�

2������"����# ����������� &��'( ����� �� �� 
������
��� � �� ����"����#!  �� %�� ������ �� ����� �
�������
��� 3"�*���! "�� ����� �������� %��� �*"������� 
�
�������

λn(BR) = cnR
n, cn =

πn/2

Γ(n2 + 1)
,

�* ���! "�� ����� %��� B! ���������� � ��������� A!

�����
(

λn(A)
cn

)1/n
! � ����� %��� Br �����

(
λn(A)
cn

)1/n
+ r�

4������������� 
���"���

λn(Ar) ≥ cn

((
λn(A)

cn

)1/n

+ r

)n

,

"�� ����������(
λn(Ar)

cn

)1/n

≥
(
λn(A)

cn

)1/n

+ r.



�� ����� �� ��	
����������� �����������

������� ϕ(v) :=
(

v
cn

)1/n
	
��
 ������ ������������	�


��� ������� ��
��������� (Rn, λn)�

��� �����	
�� ����

��������	 �����	 ���	��
	 ��
��������� � �
����	���
�������	 ��
����
	 �������� ������
�� ����� S

n�  �� ��
�����
! �� ��� 
��������� ����������
� "#�
�������
�$ ����
��
���� ρn(·, ·) � ������������ �
������ 	��� σn! ����������
��� 
��
�������
 ���% �������� ������ &
��
���� ����� ��
�������� ����
���	 ��
��������
	! ���'������ 	�
������
A ⊂ Sn ������� �
��	��� ���

Ar := {x ∈ S
n : inf

y∈A
ρ(x, y) ≤ r}

"� ������
�
	 ��
��������� ���
� 
���������� ����
�����

������(��
	� ��'�$� )
����	��������
� ����������
! �
�
�����
� &� *���! ���������� "�	� +,-$! ��
! �
�
.�
 ������
�
�
	� ������! ��'����	 �
����	��������
� ����� �����
���� '�� B! ����

σn(A) = σn(B) � σn(Ar) ≥ σn(Br).

&
��
���� ���'������	 '��� �� ����� �������� '��! �
 �
�
����	��������
	� ����������� �� ����� ����� 	
��
 ����
���� ��#�.��������� �
�	� ���� ϕ̃(σn(Ar)) ≥ ϕ̃(σn(A)) + r
� �
�%
����� �
����	��������
� �������� ϕ̃�

/���� ����
 �	�����! ��
 '���	� � Sn ��������
”
'��

�
���“ ! �
�
��� 	
��
 �
������ ��� ����������� S
n � ���

����
��	� �
����
���������	�� 0 �������'�	 	� ����	
��
��	 ���������� ����%
� 
� (Sn, σn) � #����
����	 ���������
�����	! � �� ��� �� ����������
! ��
 ��'����	 �
�����
	��������
� ����� � #����
���
	 ������ 
������� �
����
�
��������
�



���� �����	
��� �
����	� ��

��� �����	
��� �
����	�

������ �	 �
����� ��� �
�
 ������� 
� ����
����	�
������������� �� �
��
����� 
����
� �	�����	� ������
� ���������
�� �����
���
�� ������������� � R

n  !�� �
�"
�����#�� ������	���� �����
�� ����#����
�� ����������
$% &��������'% ( )����
���� ���*��� ��������� �� �����
�"
���� ���)�� ��
���������)���
� ����������
%

&���� m ≥ n% +�
���)�� πm,n ������������ ��
��#��
R

m �→ R
n� �%�%

πm,n(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn).

&���� σm , �����)��� ������������ ���� �� ����� S̃
m ��"

�����
√
m � #����
� � ���� � ��
��������� R

m% +��������
��
��#�� νm,n = σmπ−1

m,n ���	 σm �� ��
��������
 R
n �

�"

�
-�����

νm,n(A) = σm
(
π−1
m,n(A)

)
.

���������	� 
�� ������ ����	�
��� �
 m → ∞ ��
�
νm,n ����� �������� � R

n 	 ������
����� ��������	��� 
���
�
������� N(0, En)�

�������������� &���� X1, . . . , Xn, . . . , Xm , ������"
���	� ���������	� �
������	� ���)���	� ����)��	� 
���"
������ ����
� Xm = (X1, . . . , Xm) ∈ R

m% �
��� σm �����

�������������� ���)���
�
 ����
��
(

Xj
√
m

||Xm||
)
1≤j≤m

� R
m� �

νm,n , �������������� ����
��
(

Xj
√
m

||Xm||
)
1≤j≤n

� R
n% +���*���

��������� )�
 ����
� (Xj)1≤j≤n ����� ���
� �������������

N(0, En)� � �
����
)�	� ��
����� �
 ���
�� �
��-�� )�"
��� ��
����� � �����#�.

√
m

||Xm|| =
√

m

X2
1 + · · ·+X2

m

⇒ 1. �

��� ������	
��



�� ����� �� ��	
����������� �����������

��� �����	
�
 ��
������
  ���
��

�
� ���
�

�������	
� ����	 
����	
���	
������ ������ � �	���	���
���� Rn �� ������	���� ����������� ��	�� P = N(0, En)� ���
���
� r�	���
	��
� ��������� �������� ���
� ��� ��� � � ��
���  �!������ ��	"� #�� �����
�
�� $
 ����
 �����	������%
������ 
 #� &�	�   '()* 
 +�,� -������ � &�-� .
	� �����
'/0*� 	����
�� 
����	
���	
������ �����
 �� ����� ��������

���	
���� Π� ����

P (A) = P (Π) � P (Ar) ≥ P (Πr). $��1%

�	
���
� 2���� ��	�������� � ��!	�
������ 3�	��� �� ��
�	���	������ Π ����� �"!	�� � �
��

Π =
{
x ∈ R

n : x1 ≤ Φ−1(P (A))
}
,

��� Φ−1(·) 4 3���5
�� �!	����� � 3���5

 	���	��� ��
�
������	����� ��	�� ���� ������ Φ(·)� 6���
����

Πr =
{
x ∈ R

n : x1 ≤ Φ−1(P (A)) + r
}
,

������ P (Πr) = Φ
(
Φ−1(P (A)) + r

)
� 
 �" ����� ��	��
���

$��1% � �
��

Φ−1(P (Ar)) ≥ Φ−1(P (A)) + r. $��/%

+
�
�� ��� 
����	
���	
������ 3���5
�� � � ������	����
����������� ��	" �� ����� Φ−1(·)�

���������	
��� �������������
���� �������
���

$��/%� +���� ������ �����	��5
�� ������	� 
 ������������
�7
�
 �!�������
��
� ���� A ⊂ Rn 


Πq̃ = {x ∈ R
n : x1 ≤ q̃}

4 ��������� �� ��	���	������ +"!
	�� ������
� ��	����	�
q = Φ−1(P (A))� �� ��
� P (Πq) = P (A)� ,� �3�	� S̃

m �"
	������	
� ��������� Am = π−1

m,n(A) 

”
������
“ $��	"%

Bm,q̃ = {x ∈ S̃
m : x1 ≤ q̃} = π−1

m,n(Πq̃),



���� �����	
�
 ��
������
  ���
��
� ���
� ��

����� �	
	��� ������

Bm := {x ∈ S̃
m : x1 ≤ qm},

������ ������
� qm ������� 
��� �
	�� σm(Bm) = σm(Am)�

�	 ����� �������� �����

lim
m→∞σm (Bm,q̃) = Φ(q̃) < P (A), ∀q̃ < q.

������� �
	 � �		
�	������

lim
m→∞σm (Bm) = lim

m→∞σm (Am) = lim
m→∞σm

(
π−1
m,n(A)

)
= P (A),

����� �
	 ��� ���	�	 q̃ < q ��� �	� ��� m ���	

Bm ⊃ Bm,q̃. !��"#

$�� ������%�& �������
 ' �(�
�� ����
	���& ��� ��	��)
*��� +�	,����� ρm(·, ·) ��	��,�����	� ����
	���� �� �-���

S̃
m� �� �����

ρm(x, y) ≥ ||x− y|| ≥ ||πm,nx− πm,ny||, ∀x, y ∈ S̃
m.

+
���� ������
 �		
�	����� ��(�� ������������ ��	(��


(Am)r ⊂ π−1
m,n (A

r) . !��.#

�	����	�
�� �	 ���	� ,�� ����� ��������� �������� !��.#�
�,	������
������	� �������
	 /�� � !��"#� �	�����

P (Ar) = lim
m→∞σmπ−1

m,n(A
r) ≥ lim inf

m→∞ σm ((Am)r)

≥ lim inf
m→∞ σm ((Bm)r) ≥ lim inf

m→∞ σm ((Bm,q̃)
r) .

0	��	� ,����� �%� 
���� �	&�
	� !�-��� �	� �	�	 ����)
��� �	��� �	 ��	����#1 ��� ����� r, ε > 0 � q̃ ∈ R ��� �	�
�)

	��	 �	� ��� m ���	

(Bm,q̃)
r ⊃ Bm,q̃+r−ε .



�� ����� �� ��	
����������� �����������

������

lim inf
m→∞ σm ((Bm,q̃)

r) ≥ lim inf
m→∞ σm (Bm,q̃+r−ε)

= lim inf
m→∞ σmπ−1

m,n(Πq̃+r−ε)

= P (Πq̃+r−ε) = Φ(q̃ + r − ε).

	�
�� ������

P (Ar) ≥ Φ(q̃ + r − ε).

��������� ε→ 0� q̃ → q� ������ ������ �
����� ������ P = N(0,K)  ����!��"�� #����!�
��

���� ! R
n� $���� ������� ������ K "�!%�&��""%�� ��'

�!��
”
���!%( 
")�����“ � !���� �#� ���% �
��%'

!��� ��'� "!�� !������"�� �"���� ��
� ���% !����'
�!����� ���������� ��� ���"����"( ���%� *���"��� ��
!�
�� � ����������"��� N(0,K) �&" ������� ������'
�!�"��� Y = LX �� !�
��� X � ���"����"%� #����!�
��
����������"���� �������� ������ L = K1/2� ���"����
D = {x ∈ Rn : ||L−1x|| ≤ 1}  L'���� ���"��"# �!
���!�
+���� *���"�� ��
&�� �� D �!������ � ���"��"%� +�'
�� ���� �,�������� ������"��� ���% N(0,K) ���� ������
-����

������������ ������ �"���� r'���+���"��� �����"
�����.��� 
�
 Ar := A + rD� /
�&��� �� ��� ��
� ���'
����"�� "���!�"��! ����� ���0��� !��"%� ��� ����"�"�(�

/�(��!�����"�

Φ−1(P (Ar)) = Φ−1(P(Y ∈ Ar)) = Φ−1(P(LX ∈ Ar))

= Φ−1(P(X ∈ L−1(Ar)))

= Φ−1(P(X ∈ L−1(A) + L−1(rD)))

= Φ−1(P(X ∈ L−1(A) +Br)) = Φ−1(P(X ∈ (L−1(A))r))

≥ Φ−1(P(X ∈ (L−1(A)))) + r = Φ−1(P(Y = LX ∈ A)) + r

= Φ−1(P (A)) + r.



���� ������� 	
��������� ��

��� ����� 	
���

����� ��	�
� X ∈ X � 	
��������� ����

������� �����
������ �����
 � ������� 	
���
������ � 
��	
��������
P  ��
�� HP � ����� D = {h ∈ H : ‖h|HP ≤ 1} � �����
��� ��
 ��
�� �	
����� 
���
��� ��� ����� A ⊂ X
!�
����� Ar := A + rD� "� �� �� � #��� �$%�� �����
���	
������ 
��������& 	��������� 
���� ��� X = R

n�

������� ��	 ����������� 	
����	���	������ ������������

��� ������ 	
��	��� A ⊂ X �����

Φ−1(P∗(Ar)) ≥ Φ−1(P (A)) + r, '(�()

��� ���������� ��� P∗(C) ������������ ��� ������ C ⊂ X
�������

P∗(C) := sup
B⊂C,B ���������

P (B). '(��)

��������� � '(�() ����	������ �� ������������������


������� ��� "� �� �$������ �� ����
����� ��
�& ���
	���& ��� ��� �*$��� ���
���� B ��
��

B ∩Ar = ∅� P (B) ≤ Φ̂
(
Φ−1(P (A)) + r

)
, '(�+)

��� Φ̂(·) = 1− Φ(·) � ,���� 
��	
������� ������
����� ��
�
�������� �������

��� ������� �����������

���� � ������������, �������� ��	�
���
������� ��
��
������� � ��	��	� ����������		& ����
 ��*%�& ��� �	�
����� !��������� �� ������������ �����
� ��*� 
��	
��
������& ��� �������
��� �� ����	��� ������������
-�������� f : X �→ R ���������� HP ��	��	���  �

���������� σ '��	������ f ∈ Lip
HP

(σ))& ���

|f(x+ h)− f(x)| ≤ σ|h|HP
, ∀x ∈ X , h ∈ HP .



�� ����� �� ��	
����������� �����������

������ ��� ��������� �	� 
������ �������	
�� �����
X = C(T ) � X = (X(t))t∈T ∈ X 	 
����������� ��������
���� ��
���� ��������� ����
�����

f(x) = sup
t∈T

x(t).

����� ��� �� �! x ∈ X , h = Iz ∈ HP ����

|f(x+ h)− f(x)| =

∣∣∣∣sup
t∈T

x(t)− sup
t∈T

(x(t) + h(t))

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈T

|h(t)|
= sup

t∈T
|(δt, Iz)| = sup

t∈T
|(I∗δt, z)X∗P |

≤ sup
t∈T

||I∗δt||X∗P ||z||X∗P
= sup

t∈T
||I∗δt||X∗P |h|HP

= σ|h|HP
,

���
σ2 = sup

t∈T
||I∗δt||2X∗P = sup

t∈T
EX(t)2.

	
������ ��� ����� X 	 
����������� �����������
����� � ����� ������  ���!���� ���������� (X , || · ||)" �
K : X ∗ �→ X 	 ������
������ ������ X� #���$���" %��

����
����� f(x) = ||x|| �������$�� ������ Lip
HP

(√||K||)�
&�������" %�� %���� m ��'������� ����	��� �������

����� ����
������ f " ����

P(f(X) ≤ m) ≥ 1

2
� P(f(X) ≥ m) ≥ 1

2
.

(������ ��$��  ��� �� ������������" �� )�� �� ���'�������
�� ������*�� �
�����

������� ��� ������� �������	���� ��
� f ∈ Lip
HP

(σ)
� m � ����	�	 �������	
	 f � �� �
� 
����� r > 0 �����

P(f(X) ≥ m+ r) ≤ Φ̂
( r
σ

)
, +,�-.

P(f(X) ≤ m− r) ≤ Φ̂
( r
σ

)
. +,�/0.

 	������� ������	����� ��
� f � 
�����!� �������	
�



���� ������� 	
��������� ��

���������	
���� ������� A = {x ∈ X : f(x) ≤ m}
� 	�
����� ����������� P (A) ≥ 1

2 � ���	��������������
���������� ������ �������

Φ−1(P∗(A
r
σ )) ≥ Φ−1(P (A)) +

r

σ
≥ r

σ
. ������

� 
����� ������� 
�! �"#��� y ∈ A
r
σ ������! 	��
��������

y = x+ h 	�� x ∈ A, |h|HP ≤ r
σ � ��$���� �����

f(y) ≤ f(x) + σ|h|HP
≤ m+ r.

%�� ����� �	���& � ��
�

{x ∈ X : f(x) > m+ r} ∩A
r
σ = ∅,

����
 � ���� ������

P(f(X) > m+ r) ≤ 1− P∗
(
A

r
σ

) ≤ 1− Φ
( r
σ

)
= Φ̂

( r
σ

)
.

'�! 
������&��� ����(� 
�������� 	�������& ���)� � *���+
,����� −f � �

-����� ��. 	������� ��� ��	��
�����! *���,���+
��� ����� ������������& � 	���/&" ����� ���& 
��0 ���+
����0 	������� m � σ� 1��! �,���� ����!������� ����+
����� �����
�� �,����& � ��������� 0����������� *���+
,����� �����
2� ���&�� 
� 	�����0 	������

���
���� ��� ���� f ∈ Lip
HP

(σ)� ��

E exp{α|f(X)|2} <∞, 0 ≤ α <
1

2σ2
.

���
���� ��� ���� f ∈ LipHP
(σ)� ��

Df(X) ≤ σ2.

'���������&�� � ���� ���
����0 ������� 
��	�����

Df(X) ≤ E(f(X)−m)2 =

∫ ∞

0

P

(
|f(X)−m| ≥ r1/2

)
dr

≤ 2

∫ ∞

0

Φ̂

(
r1/2

σ

)
dr = σ2.
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�� �������	 � ������
������������� 
���	�
��	�� �� ������	���� ���� �� ��
��
�� 
�� � � !����� "#$%&' ��
�	�

�� 
� ���������	�
��� ����
�������(��' ��)
� ��������� 	 "*$%� ��+� ,����	 �����)�
������ 
� ���� -�
�(��
��
�� 
���	�
��	 ".�% � ��/ ���
'
���� 0���
���
�1' ��� ".#%�

2������ ��3��
�� ��������� �� ������������������ 
��
��	�
��	�� � 
���	�
��	�� ��
(�
���(�� �� ����������	
�

���' ��� 
�������' "*4�' *4.' *��' *�.%�



����� �

��������	
 �� �

����� �������	��

��� �����	
�� ���

������� ϕ : X �→ R� 	
�
��
� �
 ������� ������
���� X �
�
	��
��� �������� ����� ���

ϕ(αx+ (1− α)y) ≥ αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)

��� ��� x, y ∈ X � α ∈ [0, 1]� ��
������� ������ �����
����� � ��� ��� �
��� ��������� �������� ���� ��
��������

μ(αA+ (1− α)B) ≥ αμ(A) + (1− α)μ(B),

��� � ���
��� � �������� �� μ � �
��� ��������� ������
��� !��
�� ��	����� ����� ���" ���	�� ������ �����#
������ 	
����� �� �������� $������ Q%

μ(αA+ (1− α)B) ≥ Q(μ(A), μ(B), α)

��� ��� �	������ A,B ⊂ X � ��� α ∈ [0, 1]� &
������
	�
����� ��
������ '����
()���������� *+� ,,- �
� �
	



�� ����� �� ��	
����� ��� � ��
��� ����������

������	
��� �� 	�� ���� �����
 � R
n ����

[λn(αA+ (1− α)B)]
1/n

≥ α [λn(A)]
1/n

+ (1− α) [λn(B)]
1/n

. �����

�
������� ��� 	�� �
����	���� �� �!���� ��� " ��
#
��$�����!�% �� �!���& � �� �!���&   '�(
�	��

)��
 μ �
���
���� ���������	
��� �������� ����

lnμ(αA+ (1− α)B) ≥ α lnμ(A) + (1− α) lnμ(B) ���*�

���� �� � �� �
���

μ(αA+ (1− α)B) ≥ μ(A)αμ(B)1−α.

+�������� ���
������ ,����
")��!��!� ����� � �� �!#
���&% ����( ��
��$�����!- $��!.��� ��	��� �� 	�� ��#
�� �����
 � R

n ���� ���*�� /���������� ��
��$�����!-
�� �!���� ���*�  ���	 ����� ����� � ��� �� ���*� ���
��#

���   ��0���% ! �
��������  ����
����
 �  ���
���� ���& �
� ����
��� �
 ���!���������- ����
-�

+� ,����& 1�23 	!
�
�� �� �%�
� ���
 � Rn �  ���#
��&% ��	
 p(x) = eϕ(x)� �	� ϕ(·) " �� �!�
� ����( $��!.���
�������� ��
��$�����!� �� �!�-� 4 �
������� 	�� �
��#
���!- ���� N(a,K) � ������	�����  ��
��� K

ϕ(x) = ln
(
(2π)−n/2(detK)−1/2

)
− 1

2

(
K−1(x− a), (x− a)

)
" �� �!�
� ����( !�
	�
����
� $��!.��� 5�������  ��#
	��&���  ���(	�  !
���
%�� �� �%�
� �
�����!
� ���

� ����-��  ����
����� ��
��$�����!� �� �!�
�

/�!�&!� ��-��� �
������� �� �������� ���#� �#
������ � ��!� ������  ��	������ ��
��$�����!- ��#
 �!����� � ���	������&�� �� ��� ���������( ��������
	�� !���( � ���*� 	�� �
�����!- ���� 	����
��& ��
��
�����

)��
 μ �
���
���� ������� �� �������� ����

Φ−1 (μ∗(αA+ (1− α)B))

≥ αΦ−1 (μ(A)) + (1− α)Φ−1 (μ(B)) . ���6�



���� �����	
�� ��� ��

����� Φ−1(·)� �	� 
���
� � �������� 
��	��	� � �������
�	����������� ��	��	���
�
 �
��	���
�
 �	�
�	� 	 μ∗ � ���
�
� 	��� � ���������� ���	� 
���������	� �  !"�#" $%�	�
�	���
���	� ���	 �������� ������
� �
 &�'	����� �����
�	������
 �  �"(# �
����	���� �	 �
����
���	����	' � �	�	��
�������� ��	���	��"

)� �%�
�
 ���	 ������
��� �
*�
 ������ �	�
� �
����
�
� ���������"

��������� 	
� ���������	�
 ������
�� +,(-� ���	� P �
���	���
������ �����
����� ���� � ������
� ��
�	����	��
X � A � �������
� ������
� ���	�����
������	����
� �
��
��
 ��	�
 X � !
��� ��� �"#
�
 h ∈ X ����


P (A+ h) ≤ P (A).

������������" .
�
*�� A′ = A + h � B′ = A − h"
.
��
���� A ���������
� �


B′ = A− h = −A− h = −(A+ h) = −A′.

/ ���� ��������� ���� P ����� P (A′) = P (B′)"
.������� ��
����
  �"0# � ��
*����	� A′ � B′" .
����

lnP

(
A′ +B′

2

)
≥ 1

2
lnP (A′) +

1

2
lnP (B′) = lnP (A′).

1	�
���� �� ������
��� A �������

A′ +B′

2
=

A+ h+A− h

2
=

A+A

2
= A.

.
2�
�� P (A) ≥ P (A′) = P (A+ h)" �

���� ����� ���	�
��� 	�������� �	����
��� ��������� �� �	��	�
��� �������  !"#$ ������� �%�&$ ' ("!& )� ��* '+���+� ���,�
�'� -���.
��� ' (""/ )� 0� 1�����  (2(# ������� 3�� 
�����4���� ��* 
���*5 ��.
)�� ������ ���� �� ���,�
�' *'�*��
* '+���+�� 6������5 7� 8�	����
 /&# �

����'�� �9:�� 
���� ' 2;;& )� < �������4�� ��4���*� 
��
 =25 />5 (;;#�



�� ����� �� ��	
����� ��� � ��
��� ����������

������ ��� ���������	
� ������ ���
�
 ��
����� �����
X(t), t ∈ T � 	 
��������� ������� � ������ ������� � �����

�� ���������� ������
”
��������“ ε : T �→ R+� ����������

�������� ��� ������� ���!���� "������

A = {x : T �→ R, |x(t)| ≤ ε(t), ∀t ∈ T}.

�� ��������� #�������� ��� �$%�� "������ h : T �→ R

����

P(X ∈ A) = P{|X(t)| ≤ ε(t), ∀t ∈ T}
≥ P{|X(t)− h(t)| ≤ ε(t), ∀t ∈ T}.

&���� �%������ 
��"�� 
��������
� �������� � %������ ��

���������$ ���'���� �� ������ ����
 �
� �������� ����
�

�!�������  �� �� ������ ��� !� "����� �� � ���
�� ����

�����

(��
�� ���������� �����!���� ��������� 	 ���������

��� ������������� ������
� "���������� �� 
��������
�

������ X� ����� ϕ : X �→ R 	 "������� ������� ���� ����

ϕ(αx+ (1− α)y) ≤ αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)

��� ��' x, y ∈ X � α ∈ [0, 1]� )%���� �� F (r) = P{ϕ(X) ≤ r}
"�����$ ������������� "���������� ϕ(X)�

���	
����� ��� ��	��
�

r �→ Φ−1 (F (r))

������� ������

��������
������ (�� �$%�' r1, r2 ∈ R ����!��

A = {x ∈ X : ϕ(x) ≤ r1}, B = {x ∈ X : ϕ(x) ≤ r2}.

&�
�� ��� �$%�
� α ∈ [0, 1] ����

αA+ (1− α)B ⊂ {x ∈ X : ϕ(x) ≤ αr1 + (1− α)r2}.



���� �����	
��� ��

�� ����	��
�	� ������ ����� ��������

Φ−1 (F (αr1 + (1− α)r2))

= Φ−1 (P{ϕ(X) ≤ αr1 + (1− α)r2})
≥ Φ−1 (P{X ∈ αA+ (1− α)B})
≥ αΦ−1 (P{X ∈ A}) + (1− α)Φ−1 (P{X ∈ B})
= αΦ−1 (F (r1)) + (1− α)Φ−1 (F (r2)) . �

�� ����� ����������� 
������� ��� ��
���������� 
����� 
��� 	������! ϕ(X) �"������ �������� ��� �� 
�����#$ �� 
�������
��� ��� � 	!��%�!� &��%'�� �"(��� 	��� �� ��� 
���� ) ������� �
�� Q * ��
���������� ϕ(X)� �� Q �"
��$� 
�� ������!	�� ����
����#�� ���! +�"��� �� �
%�$������
	��������� ����� 	 ���%� ���!	� r∗ = inf{r : F (r) > 0}�
,� �����	��� (r∗,∞) ���� Q ����� ������
�#� ������!	��$
	
$��� %���� �� "���� ��� 
�-����� ��
�� ����%� ��� ��� ��� 
�� 
%��%� 	����

��������� 	
� ����� m � ��	
��� ����	����
� �������

��� ���
�
�� ϕ(X)� ���	�

m ≤ Eϕ(X). ���.�

������������
 /���� ��� ���
���! 
�����#� ��� ��� 
�� 	 ��
���������� ϕ(X) ���� 0���� F (m) = 1

2 � 	�������
F (ϕ(X)) ��	������� ��
��������� �� �����%� [0, 1]� 1� ���� 
������$� Φ−1 (F (m)) = Φ−1

(
1
2

)
= 0� 2 ������ 
�����!� �
 

���#��� 	!��%��
�# &��%'�� Φ−1 (F (·)) � ����	��
�	� 3�� 

���� �������

Φ−1 (F (Eϕ(X))) ≥ EΦ−1 (F (ϕ(X))) =

∫ 1

0

Φ−1(p)dp = 0.

4�	�������� 
���
�	�� 	!��%��� �� ���������
�� &��%'��
Φ−1 (F (·))� �

��� �����	
���

/��#5�� ��
�� ���

�	
%� ����	��
�	 ��
	�(��� 
��	����$
���

�	
%� ��� �����
�	 A � rA� ��� A  '������#�� 
�� 
��������� 	!��%��� �����
�	�� ,��"���� ��	�
��� ���
# ��%
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��� ����������

�������	
� S���
���
� �
�
�
� ��
�	����
���� ��� ���
���
��� ������� � ���� ������ � �
����� �
������  ����� � !��"�
����# ���$��% !�
 �
�
��� 
& '�����	����
	 ��
���� �
�
�
����

Sr,f := {x ∈ X : |(f, x)| ≤ r}, r > 0, f ∈ X ∗.
(���� P ) ������������� *������
����
�
 �����
���
�
 ����
�
�� X% +� ���,, 
&-�
���� 	� 	
.�	 �����
�
.���� #�

E(f,X)2 = 1% /
���

P (Sr,f ) = 2Φ(r)− 1 := G(r).

S���
���
 �����.����� #�
 ����� *��������
���		����#��0
�������0 	�
.���� �
�
�� ���&
��� 	������
 ���,�� 	����
��� �.���� � ���&
��� 	������
 �����#����� �1 ��� ����,�
.����% 2������#���� '�
 ����.����, �����������	�

P (A) = G(ρ) � P (rA) ≥ G(rρ), r ≥ 1;

P (A) = G(ρ) � P (rA) ≤ G(rρ), r ≤ 1.

��
���� ���
�
 ���� "��
�
 ���	��,3��, � ��
	����#��
���0 ����
.���,0 ��
��� ���
,��
���� 
����
 ��, ��
���
���#���0 ��
*���
� 
�� �
�� �� ���
����3��,� �
�
	� #�


*���� G(rρ) �&����� ��� r → 0 ��������	 
&���
	� � �
 ����
	, ��� ��, ����#��0 	�
.���� A� ��,�����0 � ��
*����	��
P (rA) ��� r → 0 �&����� '���
���*�����
%

4�
	,��	� ���
��*� &
��� ���*�����
� ��
���
 ) B����

�����	
�� ����1��
� ��� ���
���� 5% 6���-��
	 � 
�
�#��
�����
 
&
��
����
� �
����� 7% �
����
�8�
����
	� 9% :���
������ � 6% 9
�'�% (
 ��������3 � ����	
������	� ��"�
����	� ������
��� 
�
 
��
����, � &
��� ���
	� ������ 	�
�
.���� � 	
.�� &��� ��
�	����
���
 �����3-�	 
&���
	%

������� ��	 ��	
� P  ���
���������� ���		��	��� ��	�

���������� � X � � A ���
�������	����
������ ��������

�S���������	�

��
 ������� � �
 ���� �
 �����l� � �
 �����������

��
 ����������� �
  �	!�	��"	���#���$ %
 &	�!�����$ �
 %��	�� '()*




���� ������	
����	 ������� ��

���������	
� X � ���� �������

t �→ lnP (etA)


������ 

��� ��� t ∈ (0,∞)�

�� ���� �	�
	�� �	��	�� ���
��	
� ���

P
(
e

t1+t2
2 A

)
≥ P

(
et1A

)1/2
P
(
et2A

)1/2
.

������� c1 = et1 � c2 = et2 � �������

P (
√
c1c2A) ≥ P (c1A)

1/2
P (c2A)

1/2
,

� �� �
	�� ��� ������� ����
�����	��� ��������� � !"#
��$� ���		 ����	 �	
��	����

P

(
c1 + c2

2
A

)
= P

(
1

2
(c1A) +

1

2
(c2A)

)
≥ P (c1A)

1/2
P (c2A)

1/2
.

��� ������	
����	 �������

%�� X1 � X2 & ��� �	�������' �	���
� � �
��
����	 X �
�� ��� �(��' ���	
���' ���)	�� A1, A2 ⊂ X �	
��

P(X1 ∈ A1, X2 ∈ A2) = P(X1 ∈ A1) P(X2 ∈ A2).

��	� �	��  ��������� �����
����� �	���
���� �� �$ )	
��)	� ���	
)����� ��� ��� ���)	�� A1, A2 �� �	����
���
���� �	
��

P(X1 ∈ A1, X2 ∈ A2) ≥ P(X1 ∈ A1) P(X2 ∈ A2). � !*#

+���	����� �������������� ���	���� 	��� �� �	 ����
�
���	���	����� ���
���� �
���	�� �	�
�� �������' �
�,
-	��� ���	
)��	�� ��� � !*# �	
��� 	�� X1� X2 & -	��
�
�,
�����	 �������	 �	���
�� � A1, A2 & ���	�
����	 ��,
�����	 ���)	���! . 	$ ���
�� � 
�������' ��
����
��,
��' �! /�0"1!



�� ����� �� ��	
����� ��� � ��
��� ����������

�������	
���� �
������ ����� ���
���� 
 � ���������

��� �
��� ����� X � 	����
�������� ���������
� ������� �
A1,A2 � �
�����
 ��� �������� ���������� !����

P(X ∈ A1 ∩ A2) ≥ P(X ∈ A1) P(X ∈ A2), "#�$%

 �� � ������� ������� ������
� ��� ��������������
”
�����
&

�
����� X �� ������ ��'�“ � (���� ����� ����� �
���
 ����&
������ ������������ ���
 �����
�� X = (X1, X2) ∈ X × X 

�������
�� �
�����
 ��� �������� ��������� )�������


A1 = {(x1, x2) ∈ X × X : x1 ∈ A1},
A2 = {(x1, x2) ∈ X × X : x2 ∈ A2}.

!���� "#�$% ����*��
� � "#�+%� ( ������ �������� �������
X = X1 = X2 � "#�+%� ���� 
� "#�$%�

�������	
����� �
������ "#�$% �������� � ��������* ���&
��*  �����* ��� ��*,

• ��� X = R
2 "-� �
�� ./+01%�

• � ��� ��� ����� ���� 
� �������� A1 
�
 A2 ��������
�������� ����
����

A2 = {x ∈ X : |(f, x)| ≤ r}, r ≥ 0, f ∈ X ∗

"��������� ���� �� �����
�
�� 2�3� �*���
 
 4� 5
��&
��� .///� /$61%�

• � ��� ��� ����� ���� 
� �������� A1 
�
 A2 ��������
�
�����
 ��� 7��
���
��� "8� 9��� ./:;1%�

• � ��������* ����
*  �����* ��� ��* ��� "��� �����
 �
./��1%�

<�������� ���������
� ��� ������ =�� �� =����� ����&
 
� ��� ����� �
�� Aj = {x ∈ X : |(fj , x)| ≤ rj}� j = 2, 3, . . .

P(X ∈ A1 ∩ (A2 ∩ A3)) ≥ P (X ∈ (A1 ∩ A2)) P (X ∈ A3)

≥ P (X ∈ A1) P (X ∈ A2) P (X ∈ A3) ,



���� ������	
����	 ������� ��

�� �����	
��  ��� 
� ����� �������� � �	�������� �����
�����

P

⎛⎝X ∈ A1

⋂⎛⎝ n⋂
j=2

Aj

⎞⎠⎞⎠ ≥ P (X ∈ (A1))

n∏
j=2

P(X ∈ Aj).

� ���������� ��� A1 = X �������

P

⎛⎝X ∈
n⋂

j=2

Aj

⎞⎠ ≥
n∏

j=2

P (X ∈ Aj) . �����

���	����� ������ ���� �!����� ��� ����������� 	
�����
����� "###� #$%&�� '��� ��!�������� ���� � �	� �����������
��(���)� ���	� ��	���

*���  ��	��� �+,(�� �����	�-������ )�����!� �� �����
!���� ����. ����� ���!/����� ���������/� �	������0 +�	��
�	�+/0 ������� ������� ������)� �	����� 1� 2�������

3� 2	������� � 4
� 5��� "#$6& ��	� �	���� 1 − ε =
√

1
2 � �

���+� 7� "#68& ��	� ����!�	.��)� ε���

������� ��	 ������� �������������� ������������� ��� ���
���� ε ∈ (0, 1) ���������� ����� Kε > 0� ��� ��� ���
 ����
��������� 
 ����������
 �������� X � ���
 ��!!������ 

� "��� 
 A1,A2 �����

P (X ∈ A1 ∩ A2) ≥ P (X ∈ (1− ε)A1) P

(
X ∈ A2

Kε

)
. �����


����������� ������ ��	� ����. X̃ 9 ������ �����
��0 �� 
� ��������	����� ��� X� � ��!�����/0 � X� :������
�� �������.� ��� �	� 	�+�)� a > 0 �����/ X − aX̃ �
X + a−1X̃ ��!�����/� 4	� ;��)� ���������� �������.� ���
!������� 	�+/� 	���0�/� <���-����	� �� ;��� ������

��� ������	
� ������ �����������
��� ����������� �� ������������� �� 
���� �����  � !��



�� ����� �� ��	
����� ��� � ��
��� ����������

��������	��
��� � �� �����
	������ 	����

E(f,X − aX̃)(g,X + a−1X̃)

= E(f,X)(g,X) + a−1
E(f,X)(g, X̃)

−aE(f, X̃)(g,X)− E(f, X̃)(g, X̃)

= E(f,X)(g,X) + a−1
E(f,X)E(g, X̃)

−aE(f, X̃)E(g,X)− E(f, X̃)(g, X̃)

= 0.

�����	� ��� 
 �	�� ������	
���	 ������
��	� �����������	�

����� X − aX̃ ��
������������� � (1 + a2)1/2X � 
�����
X + a−1X̃ ��
������������� � 
������� (1 + a−2)1/2X�

����� 	�������� ����
����
� ��������� ��	���	������
� 
������ (X,X) ∈ X × X  �������
� A1 × A2 ⊂ X × X 	
���������� ��
	�� (aX̃,−a−1X̃) ∈ X × X  ���� �

P(X ∈ A1, X ∈ A2)

≥
∫
X
P(X ∈ A1 + ah,X ∈ A2 − a−1h)P (dh)

= P(X − aX̃ ∈ A1, X + a−1X̃ ∈ A2)

= P(X − aX̃ ∈ A1) P(X + a−1X̃ ∈ A2)

= P((1 + a2)1/2X ∈ A1) P((1 + a−2)1/2X ∈ A2).

!�����
��� �"�� a = (2ε−ε2)1/2

1−ε  �����	� #$��% � ����������

Kε = (2ε− ε2)1/2� �
!�	
�� � �	�	���� ��	�����	� ���&��� �������'	����(

�� ����
����
� ) � ����		 ����� �������	�� !���� X ) '��(
��	��
����� ������
��	� 
����� 
 ����	��
����� ��������(
��
� (X , || · ||) �������"*	� �������
���	� 
 
	�� �����
X = X1+X2 ��� X1 X2 ) ������
��	� 
������� ��
	�	���
��	� � X1 ����+� 	����� � X2 ���
�	������ ���� ,���� 	�(
������� ����
����
� ���������	�� 	 #$��% ����� �����	��

P(||X|| ≤ r) = P(||X1 +X2|| ≤ r)

≥ P(||X1|| ≤ (1− ε)r, ||X2|| ≤ εr)

≥ P
(||X1|| ≤ (1− ε)2r

)
P

(
||X2|| ≤ εr

Kε

)
. #$�-%



���� �����	
����	 ��
	�	��	 
	�� ��� ������� ��

���� ��	
�� X2 ����
����� ������� ��� X1� 
� �
���� ����
��
��� ���
 ����� ����
������� ��� ������� ��� ������

�
����	��� ��������� �����
���
� ��� r → 0� � ����� 	���
����� ���� �����
�� 	 ����� 	�������� ������ �� ������
��� ! "� ��������� �#��	� ���� ���	� ������
�� � �#��	�
���� ! $�������� X1 = (X1 + X2) + (−X2) � ������� r ��
(1− ε)−2r� ������

P(||X1|| ≤ (1− ε)−2r)

≥ P (||X1 +X2|| ≤ r) P

(
||X2|| ≤ ε(1− ε)−2r

Kε

)
,


!�!

P (||X|| ≤ r) ≤ P(||X1|| ≤ (1− ε)−2r)

P

(
||X2|| ≤ ε(1−ε)−2r

Kε

) . %&!'()

��� �����	
����	 ��
	�	��	 
	��

��� �������

"��������
�����	�� ��������
�� ��������
 ��������
�� ���
�	���	� ����
 ������
��� ���� ������
�� ��� ���� ���
	 ��� ε����������*! + ,
�� �������-� �� �����
���� ���
�	���	� ����
 ������
��� ���� ������
�� ��� ��� ������!
.
� �	������
�� ������
����� ����
�� �������! /�� ������
0�! 1,����� � +���� 2�� � 3''&4!

������� ��	 ���	
 X � ��	�������� ����������� ����

	�� � X � ������������� P � ����� ��� ������ ����������
A ⊂ X � ��� ������ h ∈ HP ����

Φ−1 (P (A))− |h|HP
≤ Φ−1 (P (A+ h)) ≤ Φ−1 (P (A)) + |h|HP

.

�����	�� � ����� ������	��� ���	����	�� � ���	��	�

�	��� �� ��������	���	����


����������� ������ ��	� 5
��� �� �������
� �
��
��� � ������
��� 
���	� ����� X = R

n� P = N(0, E) �
|h|HP

= 1! 6��� ��	�����
� 
���	� �#��	 ���� !

��� ������	 
���� � ���



�� ����� �� ��	
����� ��� � ��
��� ����������

�������	
� ����	���	������

Π = {x ∈ R
n : (h, x) ≤ r}, ��� r = Φ−1(P (A)).

����� P (Π) = P((h,X) ≤ r) = Φ(r) = P (A) 


Π+ h = {x ∈ R
n : (h, x) ≤ r + 1}.

�� �	���	
�� ���

P (A+ h) ≤ P (Π + h). ������

����� ����
��� �	������

Φ−1 (P (A+ h)) ≤ Φ−1 (P (Π + h))

= Φ−1 (P((h,X) ≤ r + 1)) = r + 1

= Φ−1 (P (A)) + 1 = Φ−1 (P (A)) + |h|HP
.

��  �	��� !���	���"��	�
��� �� 
����

P (A+ h) = P−h(A) =

∫
A

e−
1
2−(h,x)P (dx)

=

∫
A∩Π

e−
1
2−(h,x)P (dx) +

∫
A\Π

e−
1
2−(h,x)P (dx)




P (Π + h) = P−h(Π) =

∫
Π

e−
1
2−(h,x)P (dx)

=

∫
A∩Π

e−
1
2−(h,x)P (dx) +

∫
Π\A

e−
1
2−(h,x)P (dx).

��	��� ��������� ��# ��	�$��
% �������&�� � ��� ���	�#�
�
�����

P (A\Π) = P (A)− P (A ∩Π) = P (Π)− P (A ∩Π) = P (Π\A)


 ��	������
� Π� �� ��#��
� �$��� ��	��������∫
A\Π

e−(h,x)P (dx) ≤ e−rP (A\Π)

= e−rP (Π\A) ≤
∫
Π\A

e−(h,x)P (dx).

'��&�� ������ ������� �



���� �����	
����	 ��
	�	��	 
	�� ��� ������� ��

���������� 	
� ��������	 
�����	������ 
�� h ∈ R
n �

����������� ������� ���	� ���	
��	 �	��	�� 
�� �����
�������� ������������ �	����� � R

n�

�����	���� ������� �� � ����������! � �������! �
���� �	���	�����! ��"�� ����� � �#���! $%&' &(()�



����� �

������� ��	
���

�	������

��� ����� 	
����	 ������ ������

���

� ���� ���	
 ��������	�
��� 	
���� �������� ������� �����

�
��� ���
���
���� � ������	��� �����
�
�
���� � ����

��� �������� ������� ������� �����
��� ��
����	��
� ���

��� 
������ ��
��	���� 	
��������� ����� ��� ���������

�� 
�� ��������� 	���� �� �	�
��
”
��������� ����	
���“ �

� ����� ��������
��� � ���
�����
���� ���������
 ��� ���
�������
��� �
��
���
���� ���
�
� � �������
���� �������
� ���������
���� �
�����
 � ���� ������

 ������� � ������
��� ����
��� �������� ���� �� �����
��� ����
��� ��
�
��!"�� �
��������

������� ��	 �������� �������	
������ #$%� &'(� �����
X1, X2 . . . 	 ������������������ ����������� ��������� ����
����������� ��������� ������� ����������!"#�� ������"

E exp{γXj} <∞, |γ| < γ0

��� ��������� γ0 > 0� $%������� Sn =
∑n

j=1 Xj� ��&�� ��!



���� ����� 	
����	 ������ �������� ��

������ r > EX1 ���	�

lim
n→∞

lnP
{

Sn

n ≥ r
}

n
= −I(r),

�
� ��	���
I(r) = sup

γ
{γr − lnEeγX1}

	��������� ��	���� ���	�	���

������� 	
����  ��	���� ������������	� �	��������

��	���� ����������� ��������� �������

P

{
Sn

n
≥ r

}
= P {Sn ≥ rn} ≤ EeγSn

eγrn

≤
(
EeγX1

)n
eγrn

= exp
{−n (γr − lnEeγX1

)}
,

� �	��������� 	����� �
��� �	 ��������� γ! "����	 ��#$

��� 	
���� ������� �	��� �	���� � ������	�������� ����$

�����!

%�� �	����� 	�	����& ��	���� ������������	� �� ���$

������ ���	�� �� ��&��� ����	�&�	 ���	#������!

������� ��	 ����	��� ������� ���	�	�� � R
n�� �����

X1, X2, ... ∈ R
n � �����
�������	���� 	������� �� �
�	�!

��� ������
��"		�� ���#��	�� �������$ �
����������%��
�������

E exp{(γ,Xj)} <∞, γ ∈ R
n, |γ| < γ0

��� 	������ γ0 > 0� &���	�#� Sn =
∑n

j=1 Xj� '��
� 
��
������ ��������  	�(����� G ⊂ R

n ���	�

lim inf
n→∞

lnP
{

Sn

n ∈ G
}

n
≥ −J(G),

� 
�� ������ �� 	�����  	�(����� F ⊂ R
n ���	�

lim sup
n→∞

lnP
{

Sn

n ∈ F
}

n
≤ −J(F ),



�� ����� �� ��	
�	� ����	� ����
�
	�

��� J(A) = infA I(·)� � ���	
�� I : Rn �→ [0,∞] �����������

������

I(h) = sup
γ∈Rn

{(γ, h)− lnEe(γ,X1)}

� ���������� ���	
��� �	�������

������	
� ���� 	����� �� ����������� ������	��
� ����

�����
�� ��	
���� lnEe(γ,X1) = (γ,γ)
2 � ������ ���� ���

��� I(h) = |h|2
2 �

����
� ����� ��� 	 ������	���� ����� Sn

n = X1√
n
��

��������
�� ������� �������� ����� � �����
��	���

��!�� 	 ���
��" X1� #��� ���� ����� ��� �� 
�$�	
�
��

�� ����� ����� ����
�� ����������% ������� n �� 	&�
��	���% R =

√
n� �����
��!� ��� ��! ��$��� ���������

G ⊂ R
n 	���

lim inf
R→∞

lnP {X ∈ RG}
R2

≥ −J(G),

� ��! ��$��� ���������� F ⊂ R
n 	���

lim sup
R→∞

lnP {X ∈ RF}
R2

≤ −J(F )

��
 J(A) = infh∈A
|h|2
2 �

'����(� ����
�� ��� ��! ��$��� ������	� A ⊂ R
n

	���

inf
Cl(A)

I(·) ≤ inf
A

I(·) ≤ inf
Int(A)

I(·).

)��
 �

inf
Cl(A)

I(·) = inf
A

I(·) = inf
Int(A)

I(·),

�� ������	� A ����	���! ����������� * ����	
!" �����
+�, ��! ����!����� ������	� �� 
��

lim
n→∞

lnP
{

Sn

n ∈ A
}

n
= −J(A),

� ��! ������	����� �����!

lim
R→∞

lnP {X ∈ RA}
R2

= −J(A).



���� ������	�
�� ����� ������� �
������� ��

����� �	
�����
 � ������� ��� ������� ������		��

��� ��������	�� ������ ������� �� �������� �
�������� 
	�� (Pn) � ������������� �����
	��� X !����������
�������� ��	
��� �	������ �� ������"# vn � $!	�%���
!���	�	�� I : X �→ [0,∞]� ���� ��� �#&��� ������� �	� 
'���
 G ⊂ X ���	�

lim inf
n→∞

lnPn(G)

vn
≥ −J(G),


 ��� �#&��� �
��	!��� �	�'���
 F ⊂ X ���	�

lim sup
n→∞

lnPn(F )

vn
≤ −J(F ),

��� J(A) = infA I(·)�
(&)!# ����# &��"*�+ !���	�	�� ��'	� ��!�
" �� �	� 

�� �,,��

��� ������	�
�� ����� ������� �
��

�����

�!�" ����" X - %�	�����
		�� �
!�������� ����� � �
� 
�������	��� P � ��	��	�� �����
	��� X � (�������� $!	� 
%�# !���	�	�� $���!���� 
	
�����	�� ��	��	����	��! ��! 
�
#�

I(h) =

{ |h|2HP

2 , h ∈ HP ,

+∞, h �∈ HP .

.���
 ���	
 ����!#)
� �����
�

������� ��	 ����������� ������� ��	
��� �	��������
�	� 	����� �������� ��������� G ⊂ X �����

lim inf
R→∞

lnP {X ∈ RG}
R2

≥ −J(G), /���0

� �	� 	�����  �������� F ⊂ X �����

lim sup
R→∞

lnP {X ∈ RF}
R2

≤ −J(F ), /���0



�� ����� �� ��	
�	� ����	� ����
�
	�

��� J(A) = infA I(·)�
������	
� A ⊂ X ���
��	�� �������	
�� ����

inf
Cl(A)

I(·) = inf
A

I(·) = inf
Int(A)

I(·).

�� 	����� ��� ������	� �	� ��� 	���� ������	
 
����

lim
R→∞

lnP {X ∈ RA}
R2

= −J(A).

���������	
��� ������ ����

��	�� ���	��� ���	� G � �	��	�� ������	
� � 
��	��
h  ���������	 G∩HP � !�"�� ��#�$	�� 	���� �����	������
�����	���	� ���� V � �	� h+ V ⊂ G� �� ������  ����������
%�&�  ������

P (RG) ≥ P (Rh+RV ) ≥ P (RV ) exp{−R2|h|2HP
/2},

 ���$�
lim

R→∞
P (RV ) = P (X ) = 1. '���(

)	�*��

lim inf
R→∞

lnP {X ∈ RG}
R2

≥ −|h|2HP

2
.

������������  ��
�* ���	�  � h�  ������ '��&(�

����	�� ���	��� ���	� F � ������	�� ������	
�� +����,
���� ρ < infh∈F |h|HP

� !�"�� -�� B := {h ∈ HP : |h|HP
≤ ρ}

� ������	
� F ��  �������*	��� .�� ��������� 	��� �	� -��
B ��� ��	��� ��������� F ������	�� 	� ��� �����# 	����
h ∈ B ��#�$	�� 	���� 
 ����� �����	���	� ���� Vh� �	�
h+Vh ∩F = ∅ � .����� ��  ���	�� {h+ Vh/2} ������	
�
B ��������  �� ���	�� {hi + Vhi/2} �  ������

V =
⋂
i

(Vhi) /2 .

!�"��
(B + V ) ∩ F = ∅. '��/(



���� �����	
�� ������ ������� ��������� ��

������	��
��� �
� 
��� h ∈ B �������� ���� i� �� ����
h ∈ hi + Vhi/2� ����� �
� 
��� v ∈ V 	����

h+ v ∈ hi + Vhi/2 + V ⊂ hi + Vhi/2 + Vhi/2 = hi + Vhi .

�
������
��� h+v �∈ F 	 � �!" ���#��� $# ���� %�	�����
	#%��	����	����� ����������� ��&�	�

P (RF ) ≤ P (X\(RB +RV )) ≤ 1− Φ
(
Φ−1(P (RV )) +Rρ

)
.

$# � ��" ��&�	�� �� %�	 ������� �
�'	& R ����

Φ−1(P (RV )) ≥ Φ−1(1/2) = 0,

�����
P (RF ) ≤ 1− Φ(Rρ) .

�
������
���

lim sup
R→∞

lnP {X ∈ RF}
R2

≤ lim sup
R→∞

ln (1− Φ(Rρ))

R2
=
−ρ2
2

.

(������� %�����	 � %����
� ρ↗ infh∈F |h|HP
� �� �����	
�)

� ρ2

2 ↗ J(F )� 	 � �*" ���#��� �

��������� �	
 +��������� ����	� %�	�,	%� �
�'	& ��
)
���	� �-
� ��#��	�	� ������
��� .���,�
�� 	 /����
	)
�-� 0�� � 1 �
� �	
������� %����������� 23� ����'� ����)
�-� �
���� �	������� ���- �-
 ��������� 4	
�����
056�1�

��� �����	
�� ������ ������� ���

�������

������ �	
 �������� 	
������� �
��	� ��	�����
���
���������� ����� X(t), t ∈ T � 7 ,����	�����-� ��������	�
%�,��� � ��%���-��-�	 �������	��	 �� ��%���� T � 8���

lim
R→∞

lnP (maxT X ≥ R)

R2
=
−1
2σ2

, � �9"



�� ����� �� ��	
�	� ����	� ����
�
	�

lim
R→∞

lnP (maxT |X| ≥ R)

R2
=
−1
2σ2

, �����

�	

σ2 = max

T
EX(t)2.

���
�� ����� ������ �����
�� � �
����� X = (X(t))
� �����������
 C(T )  ����
���� A = {x : maxT x ≥ 1}�  �!
�
��" #�� A $ �
���%���
 ����
����� &
�����
����" A $
'�������
 ����
����" ��(���� J(A) = J(Cl(A))� ) 	�����
������*" Int(A) = {x : maxT x > 1}� ��(���� 	�% �+����
h ∈ A  �+���� ε > 0 �

� (1 + ε)h ∈ Int(A) 

I(h) = lim
ε→0

(1 + ε)2I(h) = lim
ε→0

I((1 + ε)h) ≥ J(Int(A)).

)�
	����
����"

J(A) = inf
h∈A

I(h) ≥ J(Int(A)).

,������
 �
���
����� J(A) ≤ J(Int(A)) �#
�	��"  �
���%�!
����� A 	���'����  ��#�" ��
	
� � ���-� ��.
����
�  ���
�
−J(A)� /*#��� 
���

&�% �+���� t ∈ T ������ σ2
t = EX(t)2" δtx = x(t)" 

ht = σ−2
t Kδt = σ−2

t II∗δt.

0��	�
|ht|2HP

= σ−4
t ||I∗δt||2X∗P = σ−4

t σ2
t = σ−2

t



ht(t) = (δt, h) = (δt, σ
−2
t II∗δt) = σ−2

t (I∗δt, I∗δt) = 1.

��(���� ht ∈ A 

J(A) = inf
h∈A

I(h) ≤ inf
t∈T

I(ht) = inf
t∈T

|ht|2HP

2
= inf

t∈T
σ−2
t

2
=

1

2σ2
.

) 	����� ������*" ����� h = Iz ∈ A� 0��	� �� �
�������
t ∈ T

1 ≤ h(t) = (δt, h) = (δt, Iz) = (I∗δt, z) ≤ σt||z||X∗P .



���� �����	
�� ������ ������� ��������� ��

�������
|h|HP

= ||z||X∗P ≥ inf
t∈T

σ−1
t = σ−1.

	
���� J(A) ≥ 1
2σ2 � �������� J(A) = 1

2σ2 �  ����� ������
��

���������� 	
� ������� ����� �
�����
�� ���������

���

���������� 	
� �� !�
�" f ∈ C[0, 1] �#������ �$ ���
���% 
�#����&
���

ω(f, u) := sup
|s−t|≤u

|f(s)− f(t)|.

����% W ' &
���&��( #��"���� �������� ���

lim
R→∞

lnP (ω(W,u) ≥ R)

R2
=
−1
2u

, 0 < u ≤ 1. ���)�

����� 	
� ���������	�
�� 
��� ������������ ���������
����% X ' "�
����&�

�( ������&��( &����� & ��#���*��%�

�� *�
�+�&�� #������
��&� (X , || · ||)� ����% P ' ���#�������

� X� � K : X ∗ �→ X ' ��&���"�

�( �#������ X� ,����

lim
R→∞

lnP (||X|| ≥ R)

R2
=

−1
2||K|| . �����

-�� �&���
�� 
���� &������ & *�
�+�&�� #������
��&� ���
#��&���� & &��

||x|| = sup
f∈S∗

(f, x), x ∈ X , �����

��� S∗ ' ��
�
� �!��� & ��#� �$

�� #������
��&�� ���
����� �� ����

||X|| = sup
f∈S∗

(f,X),

 ���
� #���
 �% ��������
 � #������.��� #�����
� !�
�"�
���� f ∈ S∗ &����� ����
��& &����
 t ∈ T �
������

lim
R→∞

lnP (||X|| ≥ R)

R2
=
−1
2σ2

,



�� ����� �� ��	
�	� ����	� ����
�
	�

���
σ2 = sup

f∈S∗
E(f,X)2 = sup

f∈S∗
(f,Kf).

����	�
�� ��

σ2 ≤ sup
f∈S∗

||f || ||Kf || ≤ ||K||.

� ������ ����
��

||K|| = sup
f∈S∗

||Kf || = sup
f,g∈S∗

(g,Kf) = sup
f,g∈S∗

E(f,X)(g,X)

≤
{

sup
f∈S∗

E(f,X)2 sup
g∈S∗

E(g,X)2

}1/2

= σ2.

���	� �������� σ2 = ||K||� 	 ����� ������
��

���������� 	
� ����	����

�� ����
�� 
���� ����!
�������� �������� "�#�� ��$ #�	
%	# ��
%�
��%		 �#�	��!

	�� 
� � ��#�����!&�
�%	�
���� ��� #��������
	� �����
	 #�	��� ��'�� � ��(� 
�����
��� �)�*�� ����(	�� �� ��$
�+���� p ≥ 1 
���,�$ ���$ #���(	�� 
�$ ��
��
� cp�
�� ��$ �+���� %�
�	����

��� ������������ ������ � 
��!
�	����

�� #�����
��� ���
�

E||X|| ≤ (E||X||p)1/p ≤ cp E||X||. ���'-�



����� �

���������	
���

���� ����������

	��������

��� ������	
���� ��

�������� �	
 �����
��
 ����� ������ ��	������� �����
����� ������

• ��� ���� ��	
������ ����
��� ��������

���� (Xj) � ���
��	��
������  
������	����! �
���
	����! ����"��! 	
�����  
�������" ���
��
"�
����#��

Sn =

n∑
j=1

Xj .

$���� ��� %��������&����
�� '()*+� ��	
�#��
�, ���
����� ��	
���


lim supn→∞
Sn√

2n ln lnn
= 1,

lim infn→∞ Sn√
2n ln lnn

= −1. �-�(�

��� ��������	 
� �������



�� ����� �� ��	
��	���	�� ��
	 ����	� ��������

• ��� ��	����
� �������� ��� ��	
�	� �� ��� ������
������ 
�� ��
�� 	����	��

lim sup
T→∞

W (T )√
2T ln lnT

= 1,

lim inf
T→∞

W (T )√
2T ln lnT

= −1.

�������� ����� �����! �"#$�	$���$ ���� 
�� ��� T = n
���	� ����������% W (T ) � ���� ����& 	�'������&� ���	��
!��� �������� (		&� �����)�	�* W (j)−W (j − 1)�

���
��!	��� 
�� ��� $� $���$ �����* �'�
�	�$ �����

��� 	
������ ��+�����,)�� � 	(� �� �
�	� -��������
����
	�� '	�
�	�� Sn ��+ ��	� .�	��� %	�* ����� %	�* ����
���� ����� ���$��!

√
n� � �� ����$ !�! ��� ����� �� � �

�� �
�	��� "� %/�+� ���$�!�
√
n ln lnn� 0� �� ����� ���	�

�!�'��% � � ��� � $ ��	�����!�+� ���.�����

��!�	 ������	�+�  �+������ "& ��!�&� ��	
�	&� �112�
� $ 
�� � ������� � ����� 3��	�  �� 4��	&* ��'� %��� 5� �
��+����� ��(� ��� � $ ���� 	� ���	�!��� �������� (		&�
�+��	�
�		&� 	�'������&� � �
�*	&� �� �
�	� ��� ���,�
)�$ ������$ ���� ����
�		�$ ��"����� 5� ��+������ �����
6��(/�� 7�  ���� �������� ���� � ���� �  ��������� �� 8��*
���� �
�	% �"/��	&� ��� ��1� 9:� 12:� 2;� � �� %	�*/�� ��& �
!� � 8��� ��"�����

��� �����	
������ ���

0����% �& ��������� ! �'�
�	�, ��	!.��	� %	�+� ��� <���
 �� �"�'	�
����+� 7���= � $ ��	�����!�+� ���.����� 4 ���
 �
�� �� ! ����
��!�+� ��� ��	!.��	� %	&* '�!�	 ���	��
���� �� �	���	�� 	� �� %!� '	�
�	�� W (T )� 	� � ��, ����
�!����, W (t), 0 ≤ t ≤ T � > $ !����+� T > 3 ������ ��
� �
�*	&� 8 ���	�& �������	���� C[0, 1] ����� ���

XT (s) =
W (sT )√

T
, 0 ≤ s ≤ 1,



���� �����	
������ ��� ��

YT (s) =
W (sT )√
2T ln lnT

=
XT (s)√
2 ln lnT

, 0 ≤ s ≤ 1. �����

���	
��� 
� ��	 �
� ������� ���	���
 � ���
�� ���	 ���

��	�
���� ����	��� W (t), 0 ≤ t ≤ T � ����	 
����

YT (1) =
W (T )√
2T ln lnT

,


�� 
� ����
 ��	�	! ��	 ���	�	��	 Y (·) " 	�
	�
�	���#
����� � ��	
	 �$% &������

'
�	
�� �� ����(		� 
� � ��!� ����������# ���	������)
�� ����	��� ����	�� XT ��� !���� T ��� #�!#	
�# ���	���)
�����

*�! +	 ��,�	
 �	 � ���������� � �	�
����� � �	 �
��	�	! ��, 
��	� $��
��� ��		
 ��-�! �������
 ���
�	
)
�
���(		 ���	�	!	��	�

$��
 (YT )T≥T0 " �	�	,�
�� �!	�	�
�� �	��
����� �	
��)
	����� ����
����
�� (X , ρ)� .����#
� 
� ������
��	 ���)
�	�
�� K ⊂ X #�!#	
�# �������	�� �!# YT ��� T → ∞ �
��+�
 YT ↪→ K� 	�!� �-��!�	�- ��� ��!���#

/� limT→∞ infh∈K ρ(YT , h) = 0�

�� �!# !����� h ∈ K �	��� lim infT→∞ ρ(YT , h) = 0�

$	���	 ��!���	 ������
� 
� ��� ��! +�0 T �!	�	�
 YT �!�)
��� � 	�������� �!	�	�
� ������
� K� 1
���	 ��!���	 ��)
����
� 
� !���# ���	�
���
 ������ �!	�	�
� K ���	(�	
�#
�	�	,�
��� (YT ) ��� ���! ������ ��! +�0 T �

2�! ����	�3����� ���	�	!	��# � 
��� 
� �� YT ↪→ K
�!# !����� �	��	�-����� ���������!� g : X �→ R � �!	��	


lim sup
T→∞

g(YT ) = sup
h∈K

g(h), lim inf
T→∞

g(YT ) = inf
h∈K

g(h). ���4�

5���� �������� ���!�� ��	�	! ���� ���	�	��# ���������)
!� �����
�# � �	+	��� ���
�	��! ��, ����� �� ��	�	! ���
������
	� *!# ������
	! �
�� ���4� ���	
��� 
� �� �
���)
�� ���,�
�� �0������
� � �	��	�-����
� g �!	��	
� 
� �!#
!����� h ∈ K

L := lim sup
T→∞

g(YT ) ≥ g(h),



��� ����� �� ��	
��	���	�� ��
	 ����	� ��������

�� ������	�
�� �� h� ������

L ≥ sup
h∈K

g(h).

��
���� ������� ����� ����������������� Tn →∞� ���

lim
n→∞ g(YTn) = L.

�� ��
���� �������� ����������� ������� ����� ����������
�������� hn ∈ K� ���

lim
n→∞ ρ(YTn , hn) = 0.

����	���� ������������ K� �� � �������� �����!����
�������������������� hnj → h ∈ K" #�$�� YTnj

→ h �

L = lim
j→∞

g(YTnj
) = g(h),

������ ������� L ≤ suph∈K g(h)" ��
��� ����
 ���� � %&"'(
����	��" )��
�� ���������� �	 ��
��$� 	����� g � −g" �
) �������� �
������$� �������� � *+�, ����� ������

���� ������� -�
 ��
� %.�������� 
�������( ���
���
���� ��
�� �"�" �� �����

K = {h : |h|HP ≤ 1}

=

{
h ∈ AC[0, 1] : h(0) = 0,

∫ 1

0

h′(s)2ds ≤ 1

}
. %&"/(

) �������� *+�, K ����� �	����� ����� ������	
�"

������� ��	 ��
����
���
�� ����
 ������
��� ��������
�� �����
 ������	
��� ��� ����	
���

 �	
������� �����
��������
 (YT )T≥3 �����
 �
	���
� ������ � ��	 K � �
	�
���
� ������ �
�� � ��	
���
���� ������� ��	�


YT ↪→ K.

��� �������	 
����



���� �����	
������ ��� ���

���������	
��� ������� 	
� ��������� ������������ ��
����� ������������
 � ��� ������ ����� ���� �������������
����  ����������! ��  ���� ������ � �"�� ������� "
���������� YT ����� �������������� ����#�� ���������
���������$ Tn = γn� ����%� ������ γ > 1  ���� �������
����� � "��������� �� ����������$ ����


����%� �������#�� � �"������
 &���� γ > 1
 &������
��� YT � ����

YT = ŶT + Y 0
T ,

��� ŶT (s) := YT

(
min(s, γ−1)

)
' ��� (������ YT (·)� �������

����� � ������ ������� γ−1 < 1
 )������������� ���������
���� Y 0

T := YT − ŶT 
 *������� ������� ��� (������

Y 0
T (s) =

{
0, 0 ≤ s ≤ γ−1,

(2T ln lnT )−1/2
(
W (sT )−W (γ−1T )

)
, γ−1 ≤ s ≤ 1,

��������+ ������������ ����#������ ������� W � ���
������ [γ−1T, T ,
 &������� ���� �� ���������� ������
������������ �������� Tn = γn� ����$��� (������ Y 0

Tn

 ���� ��"������
 - �"���� ρ(x, y) = ||x− y|| ����������
��������� ����� (��������


.��������� ���� ���"������� ������� � � ��������
������� ����������$ � ���������� �����


�
 /�� �+ �� γ > 1 � ε > 0 �����

∞∑
n=1

P

(
inf
h∈K

ρ(YTn , h) > ε

)
<∞. 0	
12

3
 /�� �+ ��� γ > 1 ����� �$�� ���� ε1 = ε1(γ) > 0�
���

∞∑
n=1

P

(
sup

Tn≤T≤Tn+1

ρ(YT , YTn) > ε1

)
<∞ 0	
42

� limγ↘0 ε1(γ) = 0




��� ����� �� ��	
��	���	�� ��
	 ����	� ��������

�� ��� �	
�� h ∈ K γ > 1 � ε > 0 �����

∞∑
n=1

P (ρ(YTn , h) < ε) =∞. �����

�� ��� �	
��� γ > 1 ����� ����� ����� ε2 = ε2(γ) > 0
 ��

∞∑
n=1

P

(∥∥∥ŶTn

∥∥∥ > ε2

)
<∞ ���!�

� limγ→∞ ε2(γ) = 0�

" #���$%	 &�'� #����� '�����&���� �� #������  ��
#�� 
��%(�� T )'��*�� YT #��
����	�+� � �����+��' K
� + #���$%	 &�'� #�+��&��� ,  �� ���&�� -������ K ��.
����+� #��&��%��� �� ����

/� ����� 0�����,1������� �2 ���3� +��&'���  �� #�� �	.

�� γ > 1

lim sup
n→∞

inf
h∈K

ρ(YTn , h) = 0,

� �2 ���4� +��&'��  ��

lim sup
n→∞

sup
Tn≤T≤Tn+1

ρ(YT , YTn) ≤ ε1.

/� �������+��' ���'���%����

inf
h∈K

ρ(YT , h) ≤ inf
h∈K

ρ(YTn , h) + ρ(YT , YTn),

���'&�

lim sup
T→∞

inf
h∈K

ρ(YT , h) ≤ ε1.

5�����* '+������� γ ↘ 1 #��' ��

lim sup
T→∞

inf
h∈K

ρ(YT , h) ≤ lim
γ↘1

ε1(γ) = 0.

������ � ����� 	
�������� �� ���	 ������
����
�� �����������
”
�

�����
���
�� �������“ �



���� �����	
������ ��� ���

�����	�
�� h ∈ K � γ > 1� ������� �� 
�	��������	�

��� 	�������	�� � ������� 
�	�������	� 
��� ������
��  !�"# �  !�$# 	������

∞∑
n=1

P

(
ρ(YTn , h) ≤ ε,

∥∥∥ŶTn

∥∥∥ ≤ ε2

)
≥

∞∑
n=1

(
P (ρ(YTn , h) ≤ ε)− P

(∥∥∥ŶTn

∥∥∥ > ε2

))
=∞.

����%� ���	& ε = ε2 �� �
��������� '����(�(�� (�
�'�(	�'

ρ(YTn , h) < ε2,
∥∥∥ŶTn

∥∥∥ ≤ ε2� '�'��� �� (�
�'�(	�'� �
�����&)
(���

ρ(Y 0
Tn

, h) ≤ ρ(YTn , h) + ρ(Y 0
Tn

, YTn) = ρ(YTn , h) +
∥∥∥ŶTn

∥∥∥ ≤ 2ε2.

*��� �+
����

∞∑
n=1

P
(
ρ(Y 0

Tn
, h) ≤ 2ε2

)
=∞.

��	���&�� ����(�� Y 0
Tn

(���'�	��� �� ��� ,�
���-.�()
����� 	������

lim inf
n→∞ ρ(Y 0Tn, h) ≤ 2ε2.

/ �
���� 	��
�(�� ��  !�$# �� ��� %� ��� ,�
���-.�(�����
� �������

lim sup
n→∞

∥∥∥ŶTn

∥∥∥ ≤ ε2.

�� (�
�'�(	�'� �
�����&(���

ρ(YTn , h) ≤ ρ(Y 0
Tn

, h) + ρ(Y 0
Tn

, YTn),

������

lim inf
n→∞ ρ(YTn

, h) ≤ lim inf
n→∞ ρ(Y 0

Tn
, h) + lim sup

n→∞

∥∥∥ŶTn

∥∥∥ ≤ 3ε2.

0���(�1�

lim inf
T→∞

ρ(YT , h) ≤ lim inf
n→∞ ρ(YTn

, h) ≤ 3ε2



��� ����� �� ��	
��	���	�� ��
	 ����	� ��������

�� ���	
�� γ →∞� �������

lim inf
T→∞

ρ(YT , h) ≤ 3 lim
γ→∞ ε2(γ) = 0.

������� �	��
	���� ��� ��	��
����� ���
	��
�� � 	���
�����  ���!�� "�#��
� ������ $������ LT = 2 ln lnT � �%�&��'
���

U := {x ∈ C[0, 1] : ||x|| ≤ 1}

 
�������( )�	 � C[0, 1]� *������� ���

lim
r→∞P(W ∈ rU) = 1 �����

� ����&��� �&��
	��
�	��
�#�� �
	��
������ �+�!�� ��(���
�	� ���������� %���)�� n

P

(
inf
h∈K

ρ(YTn , h) > ε

)
= P (YTn �∈ K + εU)

= P

(
W√
LTn

�∈ K + εU

)
= P

(
W �∈

√
LTnK + ε

√
LTnU

)
≤ Φ̂

(
Φ−1

(
P(W ∈ ε

√
LTnU)

)
+
√
LTn

)
≤ Φ̂

(
1 +

√
LTn

)
≤ exp

{
− (1 +√

LTn

)2
2

}

≤ exp

{−LTn

2
−
√
LTn

}
.

,�����&� -	�%�. �/
�#� exp(−x) ≤ cx−4 �	��
���
���� #



���� �����	
������ ��� ���

x =
√
LTn � ����	
�

P

(
inf
h∈K

ρ(YTn , h) > ε

)
≤ exp

{−LTn

2
−
√
LTn

}
≤ c L−2

Tn
exp

{−LTn

2

}
=

c

(2(ln ln γ + lnn))2
1

lnTn

=
c

(2(ln ln γ + lnn))2
1

n ln γ
,


 �� ��
���
 � ����������� ����� ��������
� ����� �����
 ����

!���"�� ���#�� $��% ε > 0 
 h ∈ K� &����% �� ����� 

���������� '������ ��� ���
(�� ���)��� ����	
� ��
 *��%�
�
� n

P (ρ(YTn , h) ≤ ε) = P (YTn ∈ h+ εU)

= P

(
W√
LTn

∈ h+ εU

)
= P

(
W ∈ h

√
LTn

+ ε
√
LTn

U

)
≥ exp

{
−L2

Tn
|h|2HP

2

}
P

(
W ∈ ε

√
LTnU

)
≥ (ln(Tn))

−|h|2HP
1

2
=

1

2
(n ln γ)

−|h|2HP .

$�����%�� |h|HP
≤ 1� � ��� 
 �������
� �+��"��
, ������

�
�� 
 �-���� ���#� ���� ����

!���"�� ���.�� $��% ε > 0 
 γ > 1� &����% �� ���������



��� ����� �� ��	
��	���	�� ��
	 ����	� ��������

��� ����	
���

 �	
������ ������

P

(∥∥∥ŶTn

∥∥∥ > ε
)

= P

(∥∥W (min(·, γ−1))
∥∥√

LTn

> ε

)

= P

(
max

0≤s≤γ−1
|W (s)| > ε

√
LTn

)
= P

(
γ−1/2 max

0≤s≤1
|W (s)| > ε

√
LTn

)
= P

(
max
0≤s≤1

|W (s)| > ε
√

γLTn

)
.

�	������ �	����� �
����� ���
����� ��� ��������
� ���� �
������ �	� �
����� n

P

(
max
0≤s≤1

|W (s)| > ε
√

γLTn

)
≤ exp

{−ε2γLTn

3

}
= (ln(Tn))

−2ε2γ/3 = (n ln γ)−2ε2γ/3.

!�� �" #���� ����$�� ����# ��
��#���� ���� �% �%��	��
ε := ε2(γ) = 2γ−1/2� &$�����
� $#
 �	� #��
� �%�
	� ��	�

� ���
��� �'�� � � #	�����
� �

#�
����� limγ→∞ ε2(γ) = 0�

(
��)�� �'�� � ���#� ε > 0� γ > 1 � T ∈ [Tn, Tn+1]� *"

�	�������� YT ������#

YT (s) =
W (sT )√
TLT

=

√
Tn+1√
TLT

XTn+1

(
sT

Tn+1

)
.

�
+#
��

ρ(YT , YTn+1)

= sup
0≤s≤1

∣∣∣∣∣
√
Tn+1√
TLT

XTn+1

(
sT

Tn+1

)
− 1√

LTn+1

XTn+1(s)

∣∣∣∣∣
≤ sup

0≤s≤1
Δ1(s) + sup

0≤s≤1
Δ2(s),

��



���� �����	
������ ��� ���

Δ1(s) =

√
Tn+1√
TLT

∣∣∣∣XTn+1

(
sT

Tn+1

)
−XTn+1(s)

∣∣∣∣ ;
Δ2(s) =

∣∣∣∣∣
√
Tn+1√
TLT

− 1√
LTn+1

∣∣∣∣∣ · ∣∣XTn+1(s)
∣∣ .

��� ��	
��� ��������� 
���������� ������� ������� �����
����� ������ ���	�	�
���� 
���	�
���� �	���� � !�"!
#���$��% $�� �	� ������� n 
�	��

P

{
sup

0≤s≤1
Δ1(s) ≥ ε

}

= P

{√
Tn+1√
TLT

sup
0≤s≤1

∣∣∣∣W (
sT

Tn+1

)
−W (s)

∣∣∣∣ ≥ ε

}

≤ P

{
ω
(
W, 1− γ−1

) ≥ ε
√
TLT√
Tn+1

}

= P

{
ω
(
W, 1− γ−1

) ≥ ε
√
LTn√
γ

}

≤ exp

{
−ε2LTn

3γ

(
1− γ−1

)−1
}

= (n ln γ)−
2ε2

3γ (1−γ−1)
−1

.

&���
���
�'(�� 	�� ������% ��� ε ≥ 2(γ − 1)1/2! )�����
��$��% �� ��*� �	�(�% 	����	�
���� � 
��	�� ��������!
��� ���� ����$��� ������ 
���

P

{
sup

0≤s≤1
Δ2(s) ≥ ε

}
≤ P

{
||W || ≥ cε

√
LTn

1− γ−1

}

≤ exp

{
−c2ε2

3
LTn

(
1− γ−1

)−2
}

= (n ln γ)−
2c2ε2

3 (1− 1
γ )
−2

.

&���
���
�'(�� 	�� ������% ��� ε ≥ 2c−1
(
1− γ−1

)
! +���
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���� �	
���

ε1(γ) = 2max
{
2(γ − 1)1/2; 2c−1

(
1− γ−1

)}
,

� ����� �������� ��� ������������� �	�������� ���
������
limγ↘1 ε1(γ) = 0� �

���������� 	
� ���� W � ���������� ���!���� "���#
$���% &�� ���'�� ������

lim sup
T→∞

∫ T

0
W (s)2ds

T 2 ln lnT

�� ���&��� �� ����������( �����!�� � �� ���� �)��

��� ������	
� ������� � �������

�� ����

������� ����������

*�������� �����% �������� 
	���� �'������� � +,�-�
�������� +,�- ������������ ��
� ���� �����$���� % ��
� ������� �'�������� ��$�� �	&����� ��� ��$��)� �� ��'�

.�� �������� �
��$���� YT � ���$������ K% �� /� 0����
� 1� 2���)���� ���������� ��������% &�� ��� �������	' c1, c2
��&�� �������� ��� �������&�� 
��3�' n

c1
(ln lnT )2/3

≤ inf
h∈K

ρ(YT , h) ≤ c2
(ln lnT )2/3

.

4 �
��$���� � ��������	� 5�������� h ∈ K ��$�� ���#
��� �����(6��� 7��� h ��'������ ������ K% ���� |h|HP

< 1%
�� ������� �
��$���� ����� ������� (ln lnT )−1� 2�&��� ��
���������� 8� �� 8����� � 9�.���� �������% &��

lim inf
T→∞

(||YT − h|| ln lnT ) = π

4
√
1− |h|2HP

.

��� ������ �� 	
�
��
� ����� �����
��� � �����
� �� ���
�� ���� ����



���� ������	
� ������� � �������� ���� ���

��� ���������	
 ���	�
�� h � ���
��
�� 
��	�� �������
�������� ������
�� ������ �� h� �������� ����� 	����

��
(ln lnT )−1� 
� 
� � ��� ��	 (ln lnT )−2/3�

���������� 	
� !"����� �� �����

���� ��� ����� 
�#
��
��

lim inf
T→∞

(
ln lnT

T

)1/2

sup
0≤t≤T

|W (t)| = π√
8
.

$�� % ����
 �����
��� ������&	� � ���� �������

����� �����

'������
��� C[0, 1] 	��
� ��	�
��� 
� �� ��� 
��	����
#

"� �������
����  �����"� � �����
����( ���
�)� ������#
(� ���������� �
�������� ���)����� 
����	��� �������
#
��� Lp[0, 1] ��� �������
��� α#�*���������� & 
�)�� �

��	��

||x||α = sup
s,t∈[0,1]

s�=t

|x(s)− x(t)|
|s− t|α , 0 < α <

1

2
.

+�	 ����
�� 
��	�� ��	 ����,� �������� (-�� �������
��
� ����
�� ��� ����� ./'01 	��
� ���	�
��� �������� �
����,�	 ����� & 
�)��
���� �	� 23�� 45� 467�

!"��� 
��	" ����� 
� �������� �����	����  ./'0�

����������� �������

!	���� ��"�
��� �
�������� ���)���� W 	��
� ����	��#
���� ��� 	
���	��
"� �
����� �� ���� �����
"� ���)���

W (t) =
(
W (1)(t), . . . ,W (n)(t)

)
∈ R

n,

��� (W (j)(t))nj=1 % 
������	"� ��
�	��
"� �
������� ���#
)���"� �����
�� ��������
�� YT � ��

��  8��9:� ��� ��	 ���#
��	���� � 	
����� Kn & 
�)�� h ∈ C([0, 1],Rn)�  ����#
����(-��  �����	

hj(0) = 0, hj(·) ∈ AC[0, 1]

��� �� ����� 	
�� ��� ����
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� ∫ 1

0

⎛⎝ n∑
j=1

h′j(s)
2

⎞⎠ ds ≤ 1.

���������� 	
� � �����	
 ���� ������� ��� n��������
������������ �������� ������

lim sup
T→∞

||W (t)||√
T ln lnT

.

������������������ ������

����������  ��!������� ���� W (t), t ∈ R
d
+" �������#��$� �

������� %& ' !(#��� ��� �������� ��" ��)�� ����������	
��!(���$� *������$

YT (s) =
W (Ts)√
2T d ln lnT

, T > 3, s ∈ [0, 1]d,

� ������������ C([0, 1]d) � ����+��	" (�� ������	�$� ���)��
����� ��� ��,  !��� �����(�$� -�� ���� ������������� W "
���������� � ������� .&" �� /0�" �0.1

����� �������� ��������

2!��	W (α)(t) 3 ��� ���  ��!������� ���)���� � ����+������
α ∈ (0, 2) '������� �� W (α) �+��(���" (�� �������

XT (s) =
W (α)(sT )

Tα/2

���)�  !��� ��� �$�  ��!������� ���)����� '������������
��" � 4526  !��� 7��!�������	

YT (s) =
W (α)(sT )√
2Tα ln lnT

=
XT (s)√
2 ln lnT

, 0 ≤ s ≤ 1.

4526 � *��� ��!(�� !����)����" (�� YT ↪→ K(α)" ��� ����
���	��� ���)����� K(α)  !��� �����(�$� -���� ���� ����
���������� �������� W (α)" ���������� � ������� .8



���� �����	
 ������ �������������� ���

��� �����	
 ������ ��������������

��� ����� 	��
� ������� ���� ��� ���	����� 
���������
���������� �������  �������!"�������� �������	�� #��$
����� 	�� ���	���� 
�������� 
����  ���	����� %�����%$
���� #��&����' (��� ��# ����������% ����%����� �������

�	��
���� ���	�������� )*�+,'
-� #��%��.� ����� ������� ���
���� ���	���� ������$

����%' /
��� ����� ���%�' ����� (Xj) ! #������%����������
����%������ ������%� ���#�����.���� ���	����� %���	��
� �����	��� ���#������� �������� �� �������� %���������$
��� #���������%�' ����#������� 	�� �� �������� ������
%������������ #���������%� ��%������ #�������� #������$
%���������� %���	�� (X̃j)� ������%� ���#�����.���� � (Xj)�
� %�����%��� #��&��� W ' �������

S̃k =

k∑
j=1

X̃j

�
Δn = max

1≤k≤n
|S̃k −W (k)|.

*�+ ��%�������� 	�� #�� �#�����.���� ��������� ����$
��	����� �� �
��� ���#��������� %���	�� (Xj) %������� #�$
�������� � �#�����.���� �
����� �
�%�0���� ����������
Δn' ���%��.� ������� ����������%� �%������ �� 
���� ����$
��� #���#��������  
���� ���
��'

• *�+1����2�!-�����!(�2���� )��%������ � 1-($
������&���,' 3��� ��� ��������� c > 0 ���	�� 4�$
#����&������� ������5 E exp(c|Xj |) <∞� �� #�	�� ��$
%�����

lim sup
n→∞

Δn

lnn
<∞.

• *�+ *������� 6789' 3��� E|Xj |p < ∞ ��� ���������
p > 2� �� #�	�� ��%�����

lim
n→∞

Δn

n1/p
= 0.

��� �������	 
� ����	 �� �������� ����	 �����
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• ��� ���	

��	 ����� �� ������ ���� 
���	����� �	�
���� ������������� E|Xj |2 = 1 
�������  �� �� �� �	�
!�����

lim
n→∞

Δn

(n ln lnn)1/2
= 0. �"��#�

$�� �%��&� ��!��'���� ��� (��) *�� �	�)��+(�, '��
'����-, ������������+� .��	&� 
����/0�+ �����)�	�
��&	�-!	��� &	&  ��) �� (�/ 
&���
�) 	����&
�'	%��
'���� ���� ��)� �
�� 
���&	 ��'����) 
��
�* 	����&�

�'	%���

• ��� 1	+��	 �2��� 3 ��, �� �
��!��, �'��' �� �� �	�
!�����

lim
n→∞

Δ̃n

n1/2
= 0,

���
Δ̃n = max

1≤k≤n
|S̃k −W (k̃)|,

	

k̃ =
k∑

j=1

D
(
Xj · 1|Xj |≤j

)
���!���!����� 
�����(����' k̃ ≤ k �

lim
k→∞

k̃

k
= 1.

��� ���� �	
 �	������� �	������


��
�) (Xj) � Sk 4 �	&�� ��� &	& ! �����'� 5	��'	�	43����
���	 �"���� 6��'���!	��-� ��	�&����� 
�� 	+���� *����	�
��� Zn(s), 0 ≤ s ≤ 1� ��������' 7��'��	'�

Zn

(
k

n

)
=

{
0, k = 0,

Sk√
2n ln lnn

, 1 ≤ k ≤ n,
�"����

� ����+��+ ���������%��+ '���� �� &	'� !��	 k
n �



���� ���� �	
 �	������� �	������
 ���

������� ��	 ���������	
��� �	��� ���������� 
��	����
�	 ��	��� ���	����	� �
� �
��	��� �
� �	�� �����!�
"���� �������� (Zn)n≥3 �	�	�� �����
� ��	��
# 	 ����

 ����� K $ �����
� ��	�
! %���	 � �����������& ������	
�����

Zn ↪→ K.


����������� ������ ��	�

������ ��������������� ������� (X̃j)� ������
������������� � (Xj)� � ���������! ��"��� W �  ��#

�$% &�����' � (�) *��������	 ����� Z̃n + �������#
��������� ��������' ����&��� Zn� � ��%�' �, (X̃j)	 ),

������! ��������������� (Xj) � (X̃j) �������� �� ���#

�����$� ��-����� � (Zn) � (Z̃n) ������$	 �.��� ���

������� ���,���� �� Z̃n ↪→ K	 ����� Yn + ��������#
�$� ��������� ��"���� W � �������$� � ��	/
 ��� T = n�

� Ỹn + �% ����!�$� �������'"�� � �����
k
n , 0 ≤ k ≤ n	

0&��

ρ(Z̃n, Ỹn) = max
0≤s≤1

|Z̃n(s)− Ỹn(s)| = max
0≤k≤n

|Z̃n(
k

n
)− Ỹn(

k

n
)|

= max
0≤k≤n

|Z̃n(
k

n
)− Yn(

k

n
)| = max

0≤k≤n

|S̃k −W (k)|√
2n ln lnn

=
Δn√

2n ln lnn
.

), ��	�1
 �������� �� limn→∞ ρ(Z̃n, Ỹn) = 0	 ( ���&! ���#

�$� ���&�'���2��� � ��"���� Yn − Ỹn �2�3�� �������'#
"��
� �-� ,�������� �� �� ��-�� ���,�� ���� [ kn ,

k+1
n ]

� ���������'�� �3! ���������� ��� 3������&
����� � ��� -� .�� ���� ��,������$ ��-�� �3!	 4�� ��
��&� ,��� ����� �� limn→∞ ρ(Yn, Ỹn) = 0	 � �����������
����&������ �����

lim
n→∞ ρ(Yn, Z̃n) = 0.

(����������� �, Yn ↪→ K ������� Z̃n ↪→ K	 �
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��������� �	
 ��� ���	
������	���� ����� �������	��
�� 	����
� ��� ���
������
 ����� �  ���!������ g(x) = x(1)�



����� ��

���������	
 ������


� ������	 ��	������

���� ������	
 ���

�
���

����� (T, ρ) � ���	
����� �	��	������ ��	����
� ���	�
�
��� �
��� N(ε) ��� �
�
������ ��
����� �������
�
����	� �� ���� ε� ��������� ���� ��	��� T � ����
N(·) � ����	���� !�" #���$
" 
 N(0+) <∞ � �� 
 ����

� � �� ������� ���� T � ������ ������� 
 N(ε) < ∞
�	
 ���% ε > 0 � �� 
 ���� � �� ������� ���� T ��

��
����� �������� &��
�
�� H(ε) = lnN(ε) ���������"
���������	
 ����	��
 �	��	������ T �

��	����
� '������ �
��� M(ε) ��� ����
����� ���
���� ��
����� ����� ��	�� ��� ��� 	������
�� �

T � ���� ��� ���	��� 	����"�
" ����� �
�
 ���
 ���(�
ε� ���� M(·) � ����	���� !�" #���$
" 
 M(0+) < ∞ �

�� 
 ���� � �� ������� ���� T � ������ �������


 M(ε) < ∞ �	
 ���% ε > 0 � �� 
 ���� � �� �������
���� T ���
����� �������� &��
�
�� C(ε) = lnM(ε)
���������" ���������	
 ���	���� �	��	������ T �

��������� �	
����
�������� ��	
��



��� ����� ��� �	
��	���� ��
����� � �����
�� 
��	�
����

������	�� 
��������� 
���������� ��� N � M � ��	���
�� �
������� ���� � �� � ���������

���������	� 
��
 ��� ������ �	�
�	�
��� (T, ρ) � ���

���� ε > 0 ��	� �����

N(2ε) ≤M(ε) ≤ N(ε) ����� 

�

H(2ε) ≤ C(ε) ≤ H(ε). ����! 

�������������� "��#�$� ����� ���%�&���'�� �� M(ε)
������ ��� ��� 
�
����� ������(��( ���� ���� ���#)� ε�
*�������� � ��� ���#�( �������# �� ����� ����� � ��+���
������ ,��&� ��������� -�� ��������� ��� )��� ������� ε �
'������� � �����+ ���%�&���'�� �������� 
������� T � .��
����#�� ������� ����&� )��� �� 
�����+���� 2ε� �� 
����
����� ��� N(2ε) ≤ M(ε)� � ���&�� �������� ���������� 
��
������ T � �����(	�� �� N(ε) ������� �������� �� ����� ε
� ����� ������� ������ ��� ��� 
�
����� ������(��( ����
���� ���#)� ε� *�������� ����� ,������ 
������( ������
�� �� ����� ����� ����� �������� .�,���� ����� ����� �
������� �� 
�����+���� N(ε)� /���� �������� M(ε) ≤ N(ε)�
0���������� ����� ��������� 0���������� ����! 
��������(
��&���%���������� ����������� ����� � �

.���# ��
��# X(t), t ∈ T, 1 &���������� ��������� 
���
'���� /�&�� �� T ���� ������

”
�
��
����� 	�

�����“ �


����$���� 
��'����� X�

ρ(s, t)2 := E|X(s)−X(t)|2.
����&� &����(� ρ �� (��(���( ������(���� � ��� ������� ���
��( ��������+ s �= t ������� ρ(s, t) = 0� *����� ,�� ���
���(���#���� ����� �� ����������( �� �����+ ��)� �
���
������(+ � ��������+ ����$���+ 
��(���� 2������# ����&��
��� ���� ������ ���� � �����(	��� ������������ 
��������
����� ���������(( ������ ��+��(	���( �� ������� ������(�
��� ���& �� ���&��

" ���#���)�� N,M,H, C ���������� ������������	�� 
��
�(��(� �����(	���( � 
����������� (T, ρ)� � �+ 
���	#� ��
����� ������# �������� 
��'���� X�



����� ����	
� ���	
 ���

���� ����	
� ���	


�������� �	
��
 �
������� ������ �
����
���� 
�����
����

����� ���� ����� (Xj)1≤j≤N� ��	�
�
��		�� 	�
�����
	�� ������	�� �����	� � maxj≤N EX2

j ≤ σ2� �����

E max
1≤j≤N

Xj ≤
√
2 lnN σ. �� �!"

�	
���������	� �	
��� �
�#�������
 $������% ��&
�'#�(� λ �
��

E exp

{
λ max

1≤j≤N
Xj

}
≤ E

⎛⎝ ∑
1≤j≤N

exp {λXj}
⎞⎠

≤
∑

1≤j≤N

exp
{
λ2(EX2

j )/2
}

≤ N exp
{
λ2σ2/2

}
.

)� �
��
����� *
��
��

λ E max
1≤j≤N

Xj ≤ lnE exp

{
λ max

1≤j≤N
Xj

}
≤ lnN + λ2σ2/2.

)���(�& ��
�� λ =
√
2 lnN σ−1+ ������� �� �!"� �

�	���
���� ����� ��	
��� X �����
� ���
(��+ ������

���� �� 
(� �
���
���� ,������+

D(u) =
∫ u

0

√
H(ε) dε.

��	���� ���� ���
�	�� ���	��  � ������!� ��� �"#��� ��	�
�
�
��		��� �����������  
������ X(t), t ∈ T $ �
	� ���	��

E sup
t∈T

X(t) ≤ 4
√
2D(σ/2),

��� σ2 = supt∈T EX(t)2�

��� ������	 
���



��� ����� ��� �	
��	���� ��
����� � �����
�� 
��	�
����

���������	
���� ������	
� �������
� ���� �����

����� ������ ����	�� ����
���
�� �����
�

εj = σ · 2−j , j = 1, 2, . . .

��� ������� εj ������� �
�
��� ��� !�����
� T ������

����
 �
������" �� !����#���	��� εj � $ ������ 
� %���

������ !�����
� ������� !� ����& ������ ���������� ����

�����" ����	�� 
� N(εj) �����" �������
� Sj � '!�����
�

���������
� πj : T �→ Sj ���" ����� ��!������ 

ρ(x, πj(x)) ≤ εj , ∀x ∈ T.

(���� !������
��

sup
t∈Sj

X(t) ≤ sup
t∈Sj−1

X(t) + sup
t∈Sj

(X(t)−X(πj−1(t))).

����#��� � �������
���
� ��
���
�� 
 !�
����� � !��

������� ��������� ����� �)��" !����
�

E sup
t∈Sj

X(t) ≤ E sup
t∈Sj−1

X(t) +
√
2H(εj) εj−1.

*���� ����" !� ��& �� ����� ��� 
#������ ��������� �����

E sup
t∈S1

X(t) ≤
√

2H(ε1) σ.

+������ !� 
�����

 
 
!�� ��� ���������� ,����



H(·)" �
�
�" ��� ��� ������ j ≥ 1 �����

E sup
t∈Sj

X(t) ≤
√
2H(ε1) σ +

j∑
k=2

√
2H(εk) εk−1

= 2
√

2H(ε1) ε1 +

j∑
k=2

2
√

2H(εk) εk

=

j∑
k=1

2
√
2H(εk) εk

≤ 4
√
2

j∑
k=1

∫ εk

εk+1

√
H(ε) dε

≤ 4
√
2

∫ ε1

0

√
H(ε) dε = 4

√
2D(σ/2).



����� ����	
� ���	
 ���

�������� 	
�
�� �� Sj �� ��
�� 	����������� T � ��� �
���

��� � �
������� ���	���

�� ��� T � ���
���
 ����
����� �� 	� �
������� j  ��
�
�
��� T = Sj  ���
���
�
 �
��
�! ��
 ����"����

#� ��� T = {ti}∞i=1 �  
����
���
 ������
 ����
����� ��
����� 	��
��� ����"����
 � ���
��!� ����
�����
Tn = {ti}ni=1  ���	���"������� �
�� ���

E sup
t∈Tn

X(t)↗ E sup
t∈T

X(t),

� ����
 �
�� ��� ��
 �����	��!
 $�����
���� 	���
��������� (Tn, ρ) �
 	�
���$���� �����
�����%&$ $��
����
���� (T, ρ)�

'� ��� T � 	��"������
 ����
����� �� � ��� ����� �!�
�
��� ������
 ��%�� 	�����
 ����
���� T# (� 	�����
��� �����
 ��
)��� *���  
����
�
�  ��� �
�
)�
����"!����+� ,��
�� ����"����
 � T#  ���������
�
��% 	��-
���� ��� ������� supT X = supT#

X� *��
�
� ���
���
�
 �
��
�!  ��
� �!	���
���

�

��������� �	
� .�)����� (/�0+ �
���� ��������� �
���
�! supT X �������
��� 
� ���
����
��� �����
�� ,��
����� �-
��� *��� ����� �	���"�����  ��� �-
�� �
��
��!� ��	��
�� ��� ������� 
� � 	��-	�� ���-
����-
(1��+�

��������� �	
� (2
��
�� ,"�
�+� ,���� X(t), t ∈ T � �
-
���������!� �������!� 	��-
�� (�
� �"��
���� )�������
���+� ��� ������)� �
��� σ2 = supt∈T EX(t)2 <∞� *�����
�
� ���

E sup
t∈T

X(t) ≤ 4

∫ σ

0

√
N(ε) dε.

��� ������� 	
���



��� ����� ��� �	
��	���� ��
����� � �����
�� 
��	�
����

����� 	
������� ��������� �������� ��������	
 ����

�� �������� 	
������� ����� ��� �� �
����� ����� ������
��� ��
� ����!"��� 
����������

���������	� 
�� ��� ������ �������������� ��������

����� �������� X(t), t ∈ T � ����� ������

E sup
t∈T

|X(t)| ≤ 2

(
E sup

t∈T
X(t) + inf

t∈T
(DX(t))1/2

)
. #���$%

�������������� ���������	� 
��� ���� ��	�����&
���� �����
���� �����������

x+ = max{x, 0}, x− = max{−x, 0}.
'� � ��
�� |x| = x+ + x−( (−x)− = x+� )
��� �������( ���

E sup
t∈T

(X(t))− = E sup
t∈T

(−X(t))− = E sup
t∈T

(X(t))+ ,

E sup
t∈T

|X(t)| = E sup
t∈T

((X(t))+ + (X(t))−)

≤ E sup
t∈T

(X(t))+ + E sup
t∈T

(X(t))−

= 2E sup
t∈T

(X(t))+ . #���*%

) 
� �� ���
���( ��� � ��
��

sup
t∈T

(X(t))+ ≤ sup
t∈T

X(t) + inf
t∈T

|X(t)|. #���+%

,������������( ���� supt∈T X(t) ≥ 0( ��

sup
t∈T

(X(t))+ = sup
t∈T

X(t)

� ��
�������� #���+% �������( � ���� supt∈T X(t) < 0( �� �
����� � 	
���� ����� #���+% 
���� ���!� -� #���+% ������(
���

E sup
t∈T

(X(t))+ ≤ E sup
t∈T

X(t) + inf
t∈T

E|X(t)|

≤ E sup
t∈T

X(t) + inf
t∈T

(DX(t))1/2.

.������
�� ��� ��
�������� � #���*%( 	������ #���$%� �



����� ����	
� ���	
 ���

��������� �	
� ������ �	
�
����  ������ ������ �������
����� �
�������� ������������ �������� T = {t}� ����

E supT X = EX(t) = 0� �  ����� �	
�
����� ������
�����
�	! ���������" �������

���������� �	
� �����������	 
��������	 �����	
�	��	��������� ����� X(t)� t ∈ T � � ����� �	���������
��� ���������� ����	��� ��� D(u) <∞ �� u > 0� ����� ���
� !��� t ∈ T � �	��������� 	���� ����	�� X �	��	���	�
� t� ��	�

lim
ρ(s,t)→0

X(s) = X(t). ����#�

��������� �	
� $���� ���
%
�& � ����� ��	&'��� ��	� ���
�� D(u) <∞� �� � ���!�����&( ������
 ����#� � �
��	��
�	! ��� t ∈ T ������������

�������������� ���������� �	
�
 )
*�����+�� ����
�+ t ∈ T �  �	���� Tn = {s ∈ T : ρ(s, t) ≤ 1

n}�
,+��& Hn(·)� Dn(·) - ���������
! .���� �! � ������
	

/
�	� �	+�
"����  ������
 {X(s)−X(t), s ∈ Tn}� 0��%�
���
Sn = sups∈Tn

(X(s) − X(t))� 0������� ��� Hn(ε) ≤ H(ε)�
,�.���+ �% ������1 ���� �	��+�� �����


ESn ≤ 4
√
2Dn

(
n−1

) ≤ 4
√
2D (n−1

)
.

,��	���
��	&����& �	+�
"�1� �	���� Sn �������
��	&�

� ��������� +�1
�� � ���������+  ����	+ S� ,� 	���� 2
�
�+ ES ≤ limn ESn = 0� 0��(�
 �	��+��� ���  ���� �
�����
S = 0� �

0���	&�� ����� + ��!�+�& � ���+	!������ ����������"
 �������� )���& ���& �
 ��
��1� ��%+	&�
�
� ,��1" �%
���  ��
%1
��� ��� ��
����
��1" �
+������"  ������ 	���
�� ���1��� 	��� �
�
����*������ �
%�1���

������ �	
� �#���	������ $	��	�� 345�� ��� � !��� ����
��������� ������������ ����	��� X(t), t ∈ R� �	��� ���� %
���" ���	�&�	��

�� ����	�� X '		� �	��	�����	 ���	�����



��� ����� ��� �	
��	���� ��
����� � �����
�� 
��	�
����

�� ��� ������ 	
�����
		��� �	�
���� T ⊂ R � �
��
��	����� 
��	��� �
	�

sup
t∈T

X(t) =∞.

������ ��	
���� ��� ����������� � ���������� 
������
������������� ����������� ��������

������� ��	
 ����
�� �
	������ ����� X(t), t ∈ R�  
������	�	�� ����������� !��
��� "���� X �#

� 	
!
�
��	�
 ��
����� ���	����
��	� 
��
���
		�� #
����
ρ� � ��# � ������ � ��# ���$�
� ����� 
�� �	�
��� �����
��	
$
	�

��� ������������ ��������� ������� ���� �� ���
�������� ������������� �
!����
"� ����������� ������#
�� � ����������� ��������� ����� $���� ����% �	������%
��� ����������� � ���������� 
������ ������������� ���
������������� �
��������� ������� �� ���
� ���� �&��#
�
������� � '���������� �������� ��� &���
�������
���� 
������ �
(�� ����� ������ �������% �������% �#
(����
"!�� ���� )�*% *�% *+% ��,% �-�. ��� 
�����/������#
����� ������ ������ )�0,% �00.� ������/�� ������������
���������� � ��������&�� �� '���������� ������ ���#
������ � )�*.� 1��������� �����(���� '����������� �����
� ���
�������� ��������%  ��(� 	��� ���	 � '���#
�������� ������ ��(�� ���� � )�-�% �-�.�

���� �����	 
�	���

� ������ ��(��� '���������� ������ ��(�� ����
"!�� ��#
	
����% ������� �� �������� 	���� ��	 ���	��������

������� ��	� �"
�
#� ���	
	�� %������� �
	��� )�-% �*%
+2% *�.�� ����� X(t), Y (t)  ��� �
	�����		�& ����������&

��� ������	�
 ����
�������� ���������



����� �����	 
�	��� ���

��������� 	�
���� �� �
��� � ��� �� ���������������

��������� T � �����

E(X(t)−X(s))2 ≥ E(Y (t)− Y (s))2 ∀s, t ∈ T.

���
�

E sup
t∈T

X(t) ≥ E sup
t∈T

Y (t).

����� 	
����� �����		 	 ���
����� �����	�� �������
����� ���
���� ������� ��	�����

 ������ 	������! ������ ������������ 	� 	
���"#��
$
��������� �������� ���������
����� 
���� �%��� &����
��
���� 	�	���� � ������
������ �����	���	�� ��
�����

����� ���� ����� (Xj)1≤j≤N � ��	�������� ������������

��� ���������� ��������� �������� � minj≤N EX2
j ≥ σ2�

���
� ��� c∗ = 0.64 �����

E max
1≤j≤N

Xj ≥ c∗
√
lnN σ. '�%�()

	
���������
� *�	�� c <
√
2� *������ ���

lim
N→∞

P

{
max

1≤j≤N
Xj ≤ c

√
lnN σ

}
= 0.

+��	�����
����

P

{
max

1≤j≤N
Xj ≤ c

√
lnN σ

}
=

N∏
j=1

P

{
Xj ≤ c

√
lnNσ

}
≤

(
1− Φ̂

(
c
√
lnN

))N
≤ exp

{
−N Φ̂

(
c
√
lnN

)}
,

,�� Φ̂ - .��	� 	�������,� ����
���,� ����� &�	��
���/
��	! ������	����

Φ̂(u) ≥ 1√
2π

(
1

u
− 1

u3

)
e−u2/2.



��� ����� ��� �	
��	���� ��
����� � �����
�� 
��	�
����

��� ��	
��� u = c
√
lnN �	�����

Φ̂
(
c
√
lnN

)
≥ N−c2/2

3c
√
lnN

,

������ �� N →∞

P

{
max

1≤j≤N
Xj ≤ c

√
lnN σ

}
≤ exp

{
−N1−c2/2

3c
√
lnN

}
→ 0.

������� �� ��	
��� N ������� ��	����� max1≤j≤N Xj ���

�������� c
√
lnN σ� ��� ��	
��� N ����������� ���� ��!�

E max
1≤j≤N

Xj ≥ c
√
lnN σ.

"����	
�� ����� #������$ N ��%�� ��	
�� ��	�&�
 �� ����
������ � ��'�( � ) �������� ��!��� ���#������&� ��� #�������
c∗ = 0.64 ���������� �	& ������	������ ��'�( � �

������� ��	
 ������� ��	�
� �� ���
����� ��� ������
�	������������� ��������
��� ����	��� X(t), t ∈ T � ��� ���
���� ε > 0 �	��� ��	�
�

E sup
t∈T

X(t) ≥ c∗√
2

√
C(ε) ε. ��'�* 

�������������	 ��+�������� ε > 0� )������ �����
{t1, . . . , tm} � T ���� ��� m = M(ε) �

ρ2(ti, tj) = E|X(ti)−X(tj)|2 > ε2, i �= j.

����
 Y1, . . . , Ym , ��#�������� ��	����� � ���������� ����

��	
��� �������	����� N(0, ε2

2 )� ������&& ������� �����
����& �'�� � ��	������ (X(tj))j≤m � (Yj)j≤m � �������

E sup
t∈T

X(t) ≥ E sup
j≤m

X(tj) ≥ E sup
j≤m

Yj .

"� � 	���� �'�� �����

E max
1≤j≤m

Yj ≥ c∗
√
lnm

ε√
2
=

c∗√
2

√
C(ε) ε.

-��������& ��� �.����� �	���� ��'�* � �



����� GB����	
��� � GC����	
��� ���

���������� 	
�� ����� X(t), t ∈ T, 	 
����������� ���
��������� ��
��� � ��������� � ��� ���������� (T, ρ) ����
������� ����� c > 0, ε0 > 0 � δ ∈ (0, 2)� �������� ����� !��
����������"

�# $��� N(ε) ≤ exp
(−c ε−(2−δ)

)
�� ε ∈ (0, ε0)% �� ��
���

X � ���������� �����
� �������� �� (T, ρ)�
&# $��� N(ε) ≥ exp

(−c ε−(2+δ)
)
�� ε ∈ (0, ε0)% �� ��
���

X � ���������� �����
� �� �����'�� (� �������������%
������# �� (T, ρ)�

���������� 	
� ����� X(t), t ∈ R, 	 ���
������� �����
������� ��
��� �� ����������� ��������� 

f(u) = |u|−1(ln |u|)−1−β , β > 0, |u| > 2.

�� ����) ���'����) ������� β ��
��� X &���� �����
�����*

���������� 	
�� ����� X(t), t ∈ [0, 1], 	 ��&��� &������
���� ��������% ������+���� � ����� 2.5� ,������ �����
'���� C1 � C2% ������!�� �� ������� α% '��

C1 ≤ E sup
t∈[0,1]

X(t) ≤ C2 .

���� GB����	
��� � GC����	
���

-�������� ������ ����� ����� &��� ������� � �� '����
�������'����� ������ ����� H 	 ����&����� ����������.
�&����'�� (·, ·) � || · || ����������� !�� �������� ���������
��� � ����� /����������� ����������� ���'����� 0����

�� X(h), h ∈ H% ���������� ���������	��
% ����

cov(X(h), X(h′)) = (h, h′), h, h′ ∈ H.

1������% '�� ������������ ���������% �����+���� X% ����
������ � ����&������ �������%

ρ(h, h′) = ||h− h′||, h, h′ ∈ H. (�2��2#



��� ����� ��� �	
��	���� ��
����� � �����
�� 
��	�
����

����� T ⊂ H	 
����� T GB��������	�� ������������
�� GC��������	���� ���� ������� ���������� �����
���X(h), h ∈ T � ����� ����� ����! ������������� ��"���
�#���!� �����!	

$�� GC��������� %��%!��% GB������������ � ��� GB�
�������� �"��� ����� ��# �&�������  � '� "�����
"���#( ������&���% �� ����#)�	 �*��� �����# �������
�#( GB� � GC�������� %��%!��% �'������#�� "&�����
���� ������ ��"����	 +��� ��&����  � GB � GC �����#
����������# ��������� �&���� � �������#( ���,����
H	

$ ���� ��-	�-� ��� ��'#��  "������ X � �������
����� ���������# *�� ����#� �����������% T ��� ������
 ���� "&"��������� H � ��"����% '��� ���% HT (·) �
CT (·) &�% ���������!,�( ����� ���� *���"�� � ������
 ���� ������	 $  �������� " ������ �-	. ��'(&���
������

sup
ε>0

CT (ε) ε2 <∞

�#"���� &�% �!'� GB��������� T � � " ������ �-	�
&���� �� ������∫ ∞

0

√
HT (ε) dε <∞

'��"� ����� "����&������� T ������ GC��������	



����� ��

����� ����	�	
�

���� ��������	
� 
 ����� ��
���

� ���� ���	
 ��
������
���� ��� ���� �
������	����� �����
��	���� X �������� ��������� 	
���� ��� ���
����
 �������
�
��
 X : (Ω,P) �→ X �� ����
����� 	 �
�����
����� �����
��	�� ����������	
 (X , || · ||)�
 �� ������� ��������
� �
�
� P �����

�
��
 	
�����

X� !���	
���	
���� ����������	� HP " ��� ��� �
�� P � �
D := {h ∈ HP : |h|HP

≤ 1} " �������� ����
����� #��

�
��� 
$% 
������� &�� ����������	� X �

U := {x ∈ X : ||x|| ≤ 1}.
������ � ����	
���
	 ���� ��������� '����	
���
	 ���
�� �����( ������� 	 ����
�	���� ��	

���

P (||X|| ≤ ε) = P (εU) , ε→ 0.

)������� �	��
��� ��	
� 	��

P (||X|| ≤ ε) ∼ c1ε
a exp{−c2ε−b}, ε→ 0. '**�*(

+���	
� b ���	���� ���� ����������� � c2 " ���
�	����
���� ���������� +���� ��	
� ���� '**�*( ��%��� ��&� 	

������ �����	�
� ��	�



��� ����� ��� ����	 
���	��

�����	
�� ���� �������� ������� ������� ��� ���������
��������� ��� ����������� �������� � ������������ ���
����  ������� ��� ����������� �������� !"�� �#"$

P

(
sup

0≤t≤1
|W (t)| ≤ ε

)
∼ 4

π
exp{−π2

8
ε−2} , ε→ 0, %����&

 !"'$

P

(∫ 1

0

|W (t)|2dt ≤ ε2
)
∼ 4ε√

π
exp{−1

8
ε−2} , ε→ 0, %���(&

� ��� ������������ ����� !��)$

P

(
sup

0≤t≤1
|W 0(t)| ≤ ε

)
∼
√
2π

ε
exp{−π2

8
ε−2} , ε→ 0,

 !))$

P

(∫ 1

0

|W 0(t)|2dt ≤ ε2
)
∼
√
8√
π

exp{−1

8
ε−2} , ε→ 0.

*�+�� ������	� ��� �����	��� ����� %������� ����� �&
��+�� ��������� ���������  ���������� ������ �����
�� ��������, ���� ��������� �� �� �� -����������	��,�

���� �����	
��� 
����

.����/������� ������ � ����� ��������� ��� �������
��� ��������� �� ������ �������� %����&� 0�����	�����
�� ����������� ����������� ��������� ����� ������	

P

(
sup

0≤t≤1
|W (t)| ≤ ε

)
= P

(
sup

0≤t≤1
|εW (ε−2t)| ≤ ε

)

= P

(
sup

0≤t≤ε−2

|W (t)| ≤ 1

)
= f(0, ε−2),

���

f(x, T ) := P

(
sup

0≤t≤T
|x+W (t)| ≤ 1

)
.



����� �����	
��� 
���� ���

���� p(·) � 	�
��
�� ���	��������� ���������
�
 �
�����
�
�
 ���
��N(0, 1)� �
 ����
���
� ��
����
 �����
���
�
 	�
�
����� � ����
����� ����
�� ����� ��� 	�������� �� ���
�
�
��� ��� ��� ! δ

f(x, T ) = o(δ) +

∫ x+1√
δ

x−1√
δ

f(x+
√
δy, T − δ)p(y)dy

≈
∫ ∞

−∞

(
f + f ′x

√
δy +

1

2
f ′′xxδy

2 − f ′T δ
)
p(y)dy

= f(x, T ) +
1

2
f ′′xx(x, T )δ − f ′T (x, T )δ.

"
��� �
���#���� 	
�$%�� ������%���
� $�������� ��	�
�
	�
�
��
���

1

2
f ′′xx(x, T ) = f ′T (x, T )

& �����%� �� $��
�����

f(1, T ) = f(−1, T ) = 0, f(x, 0) ≡ 1.

'�(���� � ��������#����� 	������� �� )�
�
 $������
��� ����� *
��$ fk(x, T ) = gk(x)e

−λkT � � �����%� �� $��
�
����� gk(±1) = 0+ "
�������� � $�������� ��	�
	�
�
��
�
���� 	����� � 
� ��
����
�$ ��**���������
�$ $������
��� {

g′′k (x) + 2λkgk(x) = 0, |x| < 1,

gk(±1) = 0,


��$�� gk(x) = cos(π(k + 1)/2)x) � 2λk = π2(k + 1/2)2 	��
k = 0, 1, 2, . . . + "
)�
�$ ���
�
� ��(���� �
��
 ��	���� �
���� ����

f(x, T ) =
∞∑
k=0

ck cos(π(k + 1/2)x) exp{−π2(k + 1/2)2T/2},

� �
)**������ ck 	
�
���� ��� � 	
������ 	
�������

�����
�
 $��
��� f(x, 0) ≡ 1� �+�+ ,� $%-�
� 
��
�
����
���
�
���$�
�.

ck =

∫ 1

−1
cos(π(k + 1/2)x)dx∫ 1

−1
cos2(π(k + 1/2)x)dx

=
2(−1)k

π(k + 1/2)
.



��� ����� ��� ����	 
���	��

�� ����	
�
�� ������� 	�� T →∞ �����
 
����� 	�����
���� �����

f(x, T ) ∼ c0 cos(πx/2) exp{−π2T/8}, T →∞.

����
����� ���� x = 0, T = ε−2� 	����� � ����� �

!����" ����# �������� ����
����# ���� 
�	� ����� 
	���"����
�� �����$����� �� ����
� �������� ��� �����
%
���
�� f(x, T ) ������
�� �������� 
�	��	��������
� ���
	���&��"������ '�	���� ()*� ��	������

f̃(x, T ) := E exp

{
−
∫ T

0

|x+W (t)|2dt
}
.

+ ����
���� 	�
���� 
�����
� ,����� ����� � ����� ��%
$
 &�
� ���	���
������ �� Lq%����� � ������ ��	������

lnP

(
sup

0≤t≤1
|ρ(t)W (t)| ≤ ε

)
∼ −π2

8
||ρ||2L2[0,1]

ε−2 , ε→ 0,

���� ,��-�� ρ2 ��
�$������ 	� .����� �

lnP

(∫ 1

0

|ρ(t)W (t)|qdt ≤ εq
)
∼ −c(q) ||ρ||2Lm[0,1] ε

−2, ε→ 0,

���� 1 ≤ q < ∞,m = 2q
q+2 � ,��-�� ρm ��
�$������ 	�

.���� (���� ���� ��/*�

���� �����	 
�����	��	 �����

0 ���
��� ������ ��$�� X 1 2
� 	���
����
�� ��	�������#
,��-��� � ||·|| 1 �	����%������ ��3�� 	����
� �����3�%

������ �-���� ����# �������� � 
������# 2�
��	����#
#����
����
�� �" $���� ���

4
��� 	�
� X(t), t ∈ T � 1 -��
���������� $���������
�������� 	��-���� � N(ε) 1 �$� 2�
��	����� ������ 5&�%
"������ ��� � ������ σ2 := supT EX(t)2 �

ρ2(s, t) := E(X(s)−X(t))2.



����� �����	 
�����	��	 ����� ���

������� ���� ���� ���������	
� ��

N(ε) ≤ Ψ(ε), ∀ε > 0, �����	

��	��
 
������� Ψ ����������� �� �������� 	 �������

����� �����	� ����������	

Ψ(ε/2) ≤ C Ψ(ε), ∀ ε > 0. ����
	

����� ��� ���� 0 < ε < σ/2 �����

lnP

{
sup
s,t∈T

|X(s)−X(t)| ≤ C0ε

}
≥ −C1 Ψ̃(ε), �����	

��� C0 � ��������� ���������� C1 = C1(C) 	

Ψ̃(ε) =

∫ σ

ε

Ψ(u)

u
du, 0 < ε < σ/2.

	���
���� ���� ������ ����������� ��������� ������
������ � �� ���� !�"�����# $������%�����#� &���%��'
�� (������� ������#� � ������&!� �����

	���
���� ��� )��!��� �����	 �%������� !��#� �������
��� (�� �������� ���*# ��+ ���!# sups,t∈T |X(s) − X(t)|'
���#���!�+ ���
���
 �� �+���� ���%�� X� ,(���� �� ��-
����"�� �#���� �%���� � (�� ���� ���+ ����!�!�����
!#�

.����������/�� ��*#! �������%����#! ����������!
�0��	' ��+(-!'  �� (�� �1*��� t ∈ T � �1*��� δ ∈ (0, 1) �����

P

{
sup
s∈T

|X(s)| ≤ ε

}
≥ P

{
sup
s∈T

|X(s)−X(t)| ≤ (1− δ)ε; |X(t)| ≤ δε

}
≥ P

{
sup
s∈T

|X(s)−X(t)| ≤ (1− δ)2ε

}
P

{
|X(t)| ≤ δε

Kδ

}
.

.����+ !��"����� �!��� ����(�� ε � ������ ��� �����(�
�� ���#����� �� ������&!� ���+ ��!������� !��#2 �����
����+' ����  � -��! �����	 � ����
	

lnP

{
sup
s∈T

|X(s)| ≤ ε

}
� −Ψ̃(ε/C0) ≈ −Ψ̃(ε). ����0	



��� ����� ��� ����	 
���	��

��������� ��	
 ���� ���	
�� ����� �������� �� �	��� �����
�	� �
���	�	���� ���	
��

C ′Ψ(ε) ≤ Ψ(ε/2) ≤ C Ψ(ε)

� ���	�	��� C ′ > 1 ���	 ��������� �	���� �������� ��!	�
����� �  ��������� 	�������" ��	 Ψ # ��	  ���$�%" &	'	�
!�% �� �����%��	 ���%�(���%  ���$�� � 	���$��������
������	��" �	 ����	!�	 &�	
�����" ��	 Ψ̃(ε) ≤ C′ ln 2

C′−1 Ψ(ε)" �

�� &��'	��� � ������ ����	
���� ��% 
��	%��	���) ����'
���	����)

lnP

{
sup
s,t∈T

|X(s)−X(t)| ≤ C0ε

}
≥ −C ′1 Ψ(ε), ���*�

&�� 0 < ε < σ/2

+�&�����" ���� T = [0, 1] � X = W (α) # ��	��	� ��	��	
�
��	� �
�!���� � &	��������� α" �	 N(ε) ∼ ε−2/α � �� 	$����
,�������� �������

lnP

{
sup

0≤t≤1
|W (α)(t)| ≤ ε

}
≥ −c(α)ε−2/α. ���-�

.&�	���" ������(�) &����� &	����
���" ��	  ���$�� Ψ̃
�� 
����� �	!�	 �������� �� Ψ ��� 
 ���*�

������ ��	� /���� T = N � X(s), s ∈ N" # $������	
�����
����
������ �	�������� 
������� � ���&����%�� σ2

s = e−2s
0���	 &�	
�����" ��	 N(ε) ≈ | ln ε|" �� �	&������ ��!	�����
Ψ(ε) � | ln ε| /�� ��	� Ψ̃(ε) � | ln ε|2 � 	$���� ���1� ��2�

lnP

{
sup
s∈N

|X(s)| ≤ ε

}
� −| ln ε|2.

+������	 &�	
�����" ��	 ��� 	$���� �	��� &	 &	�%���" ��

lnP

{
sup
s∈N

|X(s)| ≤ ε

}
� −| ln ε|2. ����3�

��� ��������	
 ���
 ����



����� �����	 
�����	��	 ����� ���

���������� 		
	 ������	
 ��
�� ��������

������	
���	�� 	
��
�� ���� �������� �� ��
���
� ��
��
�
�

����� 		
	 ����� (εk)k≥0 � ���	
��
 �������	
�����

����� ������������� ������ ������ 	���� ε0 ≥ σ� �����

(bk)k≥0 � ���������
 �������	
��������� �������
�����

��� ����� � b =
∑

k≥0 bk� �� �


P

{
sup
s,t∈T

|X(s)−X(t)| ≤ 2b

}
≥

∞∏
k=0

P{εk|ξ| ≤ bk}N(εk+1),

�������
 �� ξ � ��
��
���
 ����
���
 	������
�

������������� ����� 		
	
 ��� ����
��! �
 ���
�
	���� ��
������! �� ������	
���	�� 	
��
�� ����� ��!
�����"� εk ��#
�
� ����������
  ����	�
 T ����
�	����$
����
	�� ��	���% �
  �
���%��!	 εk� � ������ �� &�
�
�	��
 ����	�! ��#
�
�  � ����� 	�'�
� (��'
���
 ����
�	��$
���	�!�

 �� N(εk) 	�'
�$ �#����'�� Sk� ) �
�
��� �	�#���
�
��
 πk : T �→ Sk 	��$ '	�#� �� ���!����

ρ(x, πk(x)) ≤ εk , ∀x ∈ T.

*��
	��$ '	�  �� k = 0 �
��� N(ε0) = 1$ 	�
� ����
�	�� S0

���	��	 �� 
����	�
���"� &�
�
�	� �

sup
s,t∈S0

|X(s)−X(t)| = 0.

���

$ �� �+
� ��
��

|X(s)−X(t)| ≤ |X(s)−X(πk(s))|
+|X(πk(s))−X(πk(t))|+ |X(πk(t))−X(t)|,

�� ��	���� ��
�
	

sup
s,t∈Sk+1

|X(s)−X(t)|

≤ sup
s,t∈Sk

|X(s)−X(t)|+ 2 sup
t∈Sk+1

|X(t)−X(πk(t))|.



��� ����� ��� ����	 
���	��

�� ���	
��� ��	����

sup
s,t∈Sn+1

|X(s)−X(t)| ≤ 2
n∑

k=0

sup
t∈Sk+1

|X(t)−X(πk(t))|.

������� ��� ��
���������� � ������������ �����������
�����������
�  !"!#$ 
������ ��%�

P

{
sup

s,t∈Sn+1

|X(s)−X(t)| ≤ 2b

}

≥ P

{
n⋂

k=0

{
sup

t∈Sk+1

|X(t)−X(πk(t))| ≤ bk

}}

= P

⎧⎨⎩
n⋂

k=0

⋂
t∈Sk+1

{|X(t)−X(πk(t))| ≤ bk}
⎫⎬⎭

≥
n∏

k=0

P{εk|ξ| ≤ bk}N(εk+1).

&����'' � ������ ����� 
������� ������������ �� (��
����)
���$ ��	���� ����
	$ �� �����'*	� �� n" ������� �� ���)
+���� Sn 
 ���+����	 T ������'�� ,������-� ����	+��)
��' �� ��
���������� ������- �."�" �

���������	
��� ������ ����� �	��� ε ∈ (0, σ/2)" /��)
(- �������������' ����
��  ��"��#$ �- ��+�- ���������
������'*�� ���������������� (εk) � (bk)" ���������� ���)
���%� ������� �' εk ≤ ε � εk ≥ ε" 0�
���	�� ��
������
r ∈ ( 12 , 1)$ �������� 
������� �
�+���' ���
� �� �����
��)
*�� 
���������"

1����� � ���- εk ≤ ε" ���+�� εk = 2−kε$ bk = rkε$
k = 0, 1, . . . " 2�������$

b :=
∞∑
k=0

bk =
ε

1− r

'�'���' ������'*�� ����
��" 3�����	' �����������  ��"�#
� ������	' 	�����  ��"4#$ ��	���

N(εk+1) = N(2−k−1ε) ≤ Ψ(2−k−1ε) ≤ Ck+1Ψ(ε).



����� �����	 
�����	��	 ����� ���

������	�
 2r > 1� ��  ���
 ����������� ������ �����
������	���� ������

P{εk|ξ| ≤ bk} = P{|ξ| ≤ (2r)k} = 1− P{|ξ| ≥ (2r)k}
≥ exp

{−2P{|ξ| ≥ (2r)k}}
≥ exp

{−4 exp[−(2r)2k/2]} .
����� ��������

∞∏
k=0

P{εk|ξ| ≤ bk}N(εk+1)

≥
∞∏
k=0

exp{−4 exp[−(2r)2k/2]Ck+1Ψ(ε)}

= exp
{
− 4

∞∑
k=0

exp[−(2r)2k/2]Ck+1Ψ(ε)
}

:= exp{−c(r)Ψ(ε)}.
������� �����������	 �
����� Ψ � 
����� ε < σ/2� ��
�����

Ψ̃(ε) ≥
∫ 2ε

ε

Ψ(u)

u
du ≥ ln 2 ·Ψ(2ε) ≥ ln 2

C
Ψ(ε),  ��!�"#

��� ��� �� $��
���� ���������
% �����


∞∏
k=0

P{εk|ξ| ≤ bk}N(εk+1) ≥ exp

{
−c(r)C

ln 2
Ψ̃(ε)

}
.

��$��	 ���������� ���
 εk ≥ ε! &���	 �� $������� ���

������ ������
 
����'! (������ n = n(ε) �� ������)����

rnΨ(ε) ≤ Ψ(σ) < rn−1Ψ(ε).

����*�� ε0 = σ� � ����� ������ εk �� ������)����

Ψ(εk) = rn−kΨ(ε), 1 ≤ k ≤ n.

( ���������� εn = ε!



��� ����� ��� ����	 
���	��

��� ��	
� k ≥ 1 �� ��� Ψ(εk) ≤ r−1Ψ(εk−1)� �������
��


ln

(
εk−1

εk

)
Ψ(εk) ≤

∫ εk−1

εk

du

u
r−1Ψ(εk−1)

≤ r−1

∫ εk−1

εk

Ψ(u)du

u
. �������

���
��� ��������

bk = rn−kε, 0 ≤ k < n.

��� ���

bk
εk

=
rn−kε

εk
= rn−k εn

εk
≤ 1,

�
 ��� 
��� ��
���
�� 	!"� ��#
"��$ �� ��
�� % 

����

P (εk|ξ| ≤ bk) ≥ c
bk
εk

= c
rn−kεn

εk
,

&" c = (2/π)1/2� '���"�

n−1∏
k=0

P (εk|ξ| ≤ bk)
Ψ(εk+1) ≥

n−1∏
k=0

(
c
rn−kεn

εk

)Ψ(εk+1)

:= Π1 ·Π2,

&"

Π1 :=

n−1∏
k=0

(
c rn−k

)Ψ(εk+1)
, Π2 :=

n−1∏
k=0

(
εn
εk

)Ψ(εk+1)

.

(�� Π1 �� �&�
 �
�!���

| lnΠ1| ≤
n−1∑
k=0

(| ln c|+ | ln r|(n− k)) rn−k−1Ψ(ε) ≤ c(r)Ψ(ε),

� )�� ������� !* 	��� 
���� � �����+�� (�� Π2 "���



����� �����	�
���� �	�������� �
	�� ���

������	
��� �	 ������ � � ����	� ������� ����	��� �

| lnΠ2| ≤
n−1∑
k=0

n∑
l=k+1

ln

(
εl−1

εl

)
Ψ(εk+1)

≤ (1− r)−1
n∑

l=1

ln

(
εl−1

εl

)
Ψ(εl)

≤ r−1

∫ ε0

εn

Ψ(u)du

u
= r−1Ψ̃(ε).

�������� �	������ �
 �	���	
�����	��� εk� ������	�

��� �� � �������� ���� ����� �

������ �	������ ������  ���	��!��� ��	�	� ��	�
��� 
 �������� � ����	� �	�� � � 
�"��� �	����	��	  #�
#���
��� �����	 �� � �
���� 	$%�	��� 
 �	�� ��	 ���
����� ���������
���� �	��� 	�� � �	&
	��'� 	���
���

�	���	��� ����� ���	���! ������ � ��'� ��	����	��	
�	��� �&������� 
 $	� ��	(��� ���������� )	 �	�� ��
�!��� ��!��� � ��  �������	��� �	 "	��&�	 $	� 	$�
%�� ���	�
�������  ���	��!�	�� ��	���

���� �����	�
���� �	�������� �
�

	��

)���� X * ������	
����! "����	
���! 
��	� �	 &�������
�� 
 �����$���	� $����	
	� ��	�������
 (X , || · ||)� + 	��
�����
� ����	
��	"	 �
	!��
�� ��� ���
��	� ������� ��!��
�	���	 �	���	� ����� ���	���!� )	 �	�� �� �	���	�	�
����� �� �&����� ������ ����� ��������	

φ(ε) := − lnP(||X|| ≤ ε),

�	�	��� ��� ε→ 0 ��� ��	"�� 
��	�	
 ��	
��
	��� ������
�	�����	�� �		��	,��' φ(ε) � ε−b�

-���� .(� / �$�� � +�$	 0�� �
�	��� �
	!��
��	�
"	  ���	��!�	"	 ��	�� 1��2� ���3� �����	���� MD(ε) * ���
�	���� �����  �����	��� �������� D 	��	������	 ����



��� ����� ��� ����	 
���	��

�����	�
 �������� ������ || · ||
 	 CD(ε) = lnMD(ε) � �����
����������� ����	������ �������� �����

”
��������� �“

� ��������� !�����	����
 ��� ���� 	�� � "�������	��	��"
#����!	���� !�	�� 
 �� �������	
�� � ���	
 ��� ��������
�	���	�� � ����� �$� % ������&��		 ��'� ���� �	��	
#����!		 (��� ������� � !� ���)�

*��"��� �+���� ������������ ��� " �������	� ,��� '�
(��� �	'��� �+����� -���+		 ��� " �������	�. � ���	�
������	� �(������

���������	� 

�
 �� �	��� r > 0, λ > 0 �����

φ(r) ≥ CD
(
2r

λ

)
− λ2

2
. ,����/.

�������������� 0���� U := {x ∈ X : ||x|| ≤ 1} 	
P � ���!������	� ������� X � X � 0���� ε > 0� 0���'	�
n = MD(ε)�

1�������	� ���-	����+	� ����� {hj , 1 ≤ j ≤ n} ⊂ D ���
���
 ��� ||hi−hj || > ε !�	 j �= i� 2��� ��� &�� �	� hj+

ε
2U

�� !�����������
 	 �� '� ����� ����� �� �������� " &����
λ(hj +

ε
2U) = λhj +

λε
2 U � 3�!������ ����������� 4������ ��

��	��� " ���'���� ,)��.
 !����	�

1 ≥
n∑

j=1

P

(
λhj +

λε

2
U

)

≥ n min
1≤j≤n

P

(
λε

2
U

)
exp

{
−λ2|hj |2HP

2

}
≥ n P

(
λε

2
U

)
exp

{
−λ2

2

}
.

%����

P

(
λε

2
U

)
≤ exp

{
λ2

2

}
n−1

	

lnP

(
λε

2
U

)
≤ λ2

2
− lnn.



����� �����	�
���� �	�������� �
	�� ���

�����	
� �	�� �������	���� ������� r := λε
2 � ����� ε = 2r

λ �
� ������

lnP (rU) ≤ λ2

2
− lnMD

(
2r

λ

)
,

��� ����������� �	���	����� ������ � �
��������� 		
	 ����� ��� 	
������ β ∈ (0, 2), c > 0 ���

���� ε > 0 �
�	� CD(ε) ≥ c ε−β� ����� ��� 	
������� c̃ > 0

��� ���� r > 0 �
�	� φ(r) ≥ c̃ r−
2β

2−β �

������������� ���������
 !������	 δ > 0� "�����#

�� � ������ ����	��	 λ := δ r−
β

2−β � "�����

lnP (rU) ≤ δ2

2r
2β

2−β

− CD
(
2r · r β

2−β

δ

)
,

≤ δ2

2r
2β

2−β

− c

(
2r

2
2−β

δ

)−β

=

(
δ2

2
− c 2−βδβ

)
r
−2β
2−β := −c̃ r

−2β
2−β ,

����$ c̃ > 0� 	��� δ ���������� ���� �

���������� 		
� %&�	���	 � ���'�( �
	��� ������ � ���
��� �(���� ������������ �	����� � �	�����	���� ����)���
�����������	 �	��� ������*	��	 CD(ε) = o

(
ε−2

)
� "�+���

����	��	 ����	��� β ≥ 2 � ��	������ 11.1 �	��������

"	�	,�$ � �������������& �
	���� "���� ND(ε) -
+������,�&	 ����� +��������� ����	���� D �������	����
����������� ��������� ����, || · ||� � HD(ε) = lnND(ε) -
�����	�����('�� 	����	���� +�������� ������ �
	��� �	#
��������	, ��&) �����	��, ���� �	 ���	� �	�)�	, �
	���,
.���
�� ��&) �����	��, �&������ ��	��('� �������

����������� 		
� ��� ������ r > 0 �
�	�

φ(2r) ≤ ln 2 +HD

(
r√
2φ(r)

)
. �����/ 



��� ����� ��� ����	 
���	��

���������	
���� ����� r, λ > 0 	 n = ND

(
r
λ

)

 ������

���	���	� D �	�	������� �	���� �������� �	����� ��

����� ε
λ � � ����� ��	��� ������ 	� ��	� �������� � ��

���� �� ��	���
 �����	�� �����	�

D ⊂
n⋃

j=1

{
hj +

r

λ
U
}
.

!����� �� λ� �����	�

λD ⊂
n⋃

j=1

{λhj + r U}.

"��#�� �������

λD + rU ⊂
n⋃

j=1

{λhj + 2r U}

	 �� ���������� $�������

P (λD + rU) ≤
n∑

j=1

P (λhj + 2r U) ≤ n P (2rU).

% ����& ������� 	����	���	������ ���������� ��'�

P (λD + rU) ≥ Φ
(
Φ−1 (P (rU)) + λ

)
.

%���	�� ���������� �(���	� �����	�

Φ
(
Φ−1 (P (rU)) + λ

) ≤ n P (2rU).

)���� �����	�� ����# ������ �����	� λ =
√

2φ(r)
 *����

Φ(−λ) ≤ exp{−λ2/2} = exp{−φ(r)} = P (rU),

������

−λ ≤ Φ−1 (P (rU)) ,

	 �� �	���	� � �(����

n P (2rU) ≥ Φ(0) =
1

2
.



����� �����	�
���� �	�������� �
	�� ���

������	
����
 � �����


lnP (2rU) ≥ − ln 2− lnn,

��� ��������� ����
�� ����� �������� �

��������� ��	
 ����������
 ��������� ������� �������
�� ����� ��� ������������ � 	����� φ(·) !�����������
� � ����� � � !����� ������ "���� ��� !���������� ��
�����#� !��
���� φ(·) ������ � !����$ �����

”
� 
��%��

���!��“  ��� � �&��!������� ������$ !���'���� ��������
( �������� ���)��� ����'��� ����� !������!���*#� !��
����#
 �#%��

�������� ��	� ����� ��� 	
������ β ∈ (0, 2), c > 0 ���
���� ε > 0 �
�	� ND(ε) ≤ c ε−β� ����� ��� 	
������� c̃ > 0

��� ���� r > 0 �
�	� 	
���
	���� φ(r) ≤ c̃ r−
2β

2−β �

+ ��*����$ �'������ ����'��������� ,���� 	���� -�../ 
���� � ������ � ������� � ���*� ���$���� ��#��� � !��
���� � ��'������# � ����
�������
#� � ,��
 ������ 0#��
&# ���� ������� ���� ��������

”
��
�����������“ �����

'����������

������ ��	� ����
 ����	
	�� ����
��� ����	������
����� -�.1/��

2�� !������� 3�
��4�������� �!�����)��� � !��
��
�� .�� ������� ����� ,���!���� �������� �
��� ���

D =

{
h(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(s)ds, ||||L2[0,1] ≤ 1

}
.

5���!��#� �������������� ,���� ������ 	����� � C[0, 1]
���������� ��	�
� ������� ��������� ��� HD(ε) ≈ ε−1/α�

������ ������� φ(r) ≈ r−
2

2α−1 � ����� ���� ��������� ���

��� ������	�� ��������� Q(α) ��	�� ����� ������ ���	��� 

��� φ(r) ∼ Q(α) r−
2

2α−1 �



��� ����� ��� ����	 
���	��

������ ���� ������ ���	
�
�� �	�
	�	 ��	�
	���	�	 ���
��
�� �������

��	
��
	 �������� ������	����� ������	
���� ��
�������� ������
����� �
����� � ���	�	����� α � ��� ��!
�	 "��	�	#$��
��� % ���	�	����� α+1

2 & ��' (�'�) � (�'*)&
����� �	������& +�� �	��� 	 ����� ���� (� ��+������ ��
����������, �����	��) ���� ��	���- ��� ��� �� ��	
������!
�� ����.��� 
���������� �	��, ��������-' /�������
� ���� ��	
���� (0'1)& ����� ���	�	��& +�� 2��� �� �	!
��, ��������- �
�, ��� ����
 3�
�
	������' � �+4��� ��!
�����	��
 ����������� ������	& �	,����& +�� �� 565 �
���	�	����� α 
����

φ(r) ∼ Q

(
α+ 1

2

) (
r

cαΓ(
α+1
2 )

)−2/α

,

��� cα # �����	��	 �� 2������ (�'7)' 8�� ����	����� � ��!
����������- � ����- (��'1)& ����+����- ��
��� ������ ����!
���'

���� �����	�
����	� 
	���
���� ���

	�����

� ���
��� 
����	 ����� ���	�	���& +�� �
� 3������� (�	!
�	�����+������ �������
	 ��� ���	 
 ��� ������
����- ���!
���� � 3��������	 �	����� �	����
����� 
�����	 
 �����!
��
	���� ������	���
�)& �	����������� 
 ���������, �	�	!
��	2	,& �� ����� ��+��� ������ ����� ����-' 9	 �	��� ��
���� ����� ���� ���� ������	 �
��& ����	 �� ���	����
�	�����

	���� �� ������ ����-��, ����	����
' :	�����
�	 �������� 
��� � ������ 
���������- � �	��, ��������!
, � �	�������� �������� �	 ���� ����-��, ����	����
'
;���� V : (X1, || · ||1) → (X2, || · ||2) # ����	����- ����-��-
����	���& ��-��
����- �� ������ �	�	,�
	 ������	���
	 

������' <����	+�� +����

B1 = {x ∈ X1 : ||x||1 ≤ 1}, B2 = {x ∈ X2 : ||x||2 ≤ 1}
�������� �	
�������



����� �����	�
����	� 
	���
���� ��	����� ���

����������	
��� �������� ����� ������������ V �����
����� ��� ��������� V (B1) ��������� � X2� �������������
�� ����� �����������  ������!��� ����� NV (B1)(ε)  ��"�
��������� � ������� ������������ X2 � ������� �#  �����
��!���� ������� ��������� V �

NV (ε) := NV (B1)(ε).

$	��%�& NV (·) #���������	�� ��������� 	����!���� ������
���� V � '��&	 � ���������� V ���������� ����&�(���!
)��!�������!* ��������

V ∗ : (X ∗2 , || · ||∗,2)→ (X ∗1 , || · ||∗,1).
���!���� ���������� V � V ∗ ����� ��&����+ �# ����� ������
� ���� V ���������� �� � V ∗ ���������� ,� ���	 ���������
�����������! ������+ ��� ��&���� ���	 ��-�!  ������!���
����� ���������� V � V ∗. /�( � �012 "� 3� ,��� ��������
�������� 	
����
����� �&  ������!��# ������ ������&
� ������ �-4(�� ��( ��( �� ������� )#��&� �������� � ��
�������"�	��*� 5�� "������� 	��������� ��� �	�����	
� ��
����� 	������������ ��������� a � b� ��� �& �
-�"� ����!�
��"� ��������� V � ���# ε > 0 �����

b−1 lnNV ∗(aε) ≤ lnNV (ε) ≤ b lnNV ∗(a
−1ε).

�	�� 	��������& ����
���� 	�� � ������ �����������6 ����
��� ���	�� ������������� ����������� �����"� � V ∗� 7����
���� ��!���������� ������� �& ��	��&� ��"� #��& -� ���
�� ����������� &��&���& "���-������� 8�9:�

;������& � �������	
��! ��� ���	�%�� � "�	�������� ����
����� X ∈ X � <��������� ������������ ��������� ������
��& I∗ : X ∗ → X ∗P � I : X ∗P → X � =-��� �������"� ���� ��
�!������ ��������� I  �� � ��������  ������� �����&��&�
,� ���	  ������!��� ����� NI(ε) > �� ������ �� ������#
������� ��!�������!  ������!��! ��#� � ����� 	����
����&�� ?������ ����	 ������� X � ��� �	����	���

||X|| = sup
f∈B∗

(f,X),

��� ������	�



��� ����� ��� ����	 
���	��

��� B∗ � �����	�
� �� ���������� X ∗� �������� � ����
������ T = B∗ � ���	����� �������� X̃(f) := (X, f) ������
�� ������� ������������ ������ �
 ���������� � ���!�
��������"# �$�	�" �������# �������� B∗ � ��������

ρ(f, g)2 = E(X̃(f)− X̃(g))2 = E(f − g,X)2 = ||I∗f − I∗g||2X∗P .
������� � ������ ������� �� ���� ������ �������� ����
���� I∗� %
 ������ � �
���� 	�� ���������
� 	��� ����
���� �������� � ��
� ���������� ��������� � ������&��
�
� ��������' ������"�� ����������� X ∗P �������� ���"�
!�����
� �� � ��������#(�� �� ���	� ��������� �����
���������� ���#� ����� � �
 ����� ��� ���!��������� $�
�����" ���� �������# � �����#�

���� �����	
��� �
���
�����

)��� X � ����!��"��� ���"!������ ����������� �� $�	�
��
� ��������� ��&��� �����" $�	����"�� ��	��� 	�� �
�!(�� ���	�� *�� �$������� +�������,��� -.��/ ����
�� $����" ����� �������������� ����������� ������ �
����

||X||2 =
∞∑
j=1

σ2
j ξ

2
j -����0/

-�������� 	�� $���" ξj � ��$�����
� �������
� �����"�
�
� ����	��
/ �� 	�� ���!��� ��
� ��������� �������
�� � �$�	���# ����
 ��$�����
� ���	��
� ����	��� 1$
-����0/ ������� ���� 2����� ��� ����!�$����� ,��� 

E exp{−γ||X||2} =
∞∏
j=1

(1 + 2γσ2
j )
−1/2.

������"�� ��������� ������������ ����
 ����� ���� -��
�
� ���������/ ���$�� � ���������� ����!�$����� ,�
��� ��� !��"��� γ �� � ����� ���	� ��& �����������
�� ����������� �����������"����� (σj)� 3������
�� �
�
	��������� ��� 4��56 ����� ����	��" ������� ���� ���
$��"���



����� �����	 �	
����� ���

���������	� 

�� ���� α > 1� θ ∈ R� � σ2
j ∼ C (ln j)θ

jα � ��

φ(ε) ∼ C
1

α−1

(
α− 1

2

)1− θ
α−1

β
α

α−1 | ln ε| θ
α−1 ε

−2
α−1 ,

�	
 β := π
α sin(π/α) � ���� �
 ��
���� ���

 ������ �	����
��

���� ������������

σ2
j = C

(
j + δ +O

(
j−1

))−α
,

��

P (||X|| ≤ ε) ∼Mεγ exp

{
−C

1
α−1

α− 1

2
β

α
α−1 ε

−2
α−1

}
,

�	
 γ = 2−α−2δα
2(α−1) � � ���������� M ������ �� ��
� ����
	��

���
������� (σj)�

�����	
� ����� �������	��� � ��
� ��� ����������� �	��
��� � �����	�����
 ����������	 ����� ���� 	 � ���
	
 !"�#� � ���	� ����
	�� X = L2(T, μ) � ���	��� �������$��
��� ���$�� K(s, t) = EX(s)X(t)" % &��
 �����	� ��	'�	�
�	
 ���
	��� ��	���'	�	 ��"(� �'� ����	������ ���
��
�����	���	 ���	�	�	 	���	���� ����	�����	������ (σj)"
% &��
 ������	�� 	���� ��������� 
�'	���� �	�����
����� � ��	�	��) ���
	���� �
" *+�� +�� +,� +-� ��.� ��!/�
*!� !�� !!� !(� +0/� *((� ���/"

1	���� �	�������	� 
���) ����	�� � �����	�����

����������	 �������	� ��� ���	�2	� �������) 	��	���	�
�) ����3	��4 � ������ ��

 ���	2	�) 	������
�)
�	���� *�-� ,�� 0,� �(�/ � � ������ Lp����������� � ������
�����
 ��	��
 p� �
" *(�/�*(-/� *�-/� *�(�� �(-� �(0� �(+/"

���� �����	 �	
�����

% ��	������) ��"� � ��"! ����
���	� ����	��� ��	�	��
�� ���	�	�� ���$�� 
���) ����	��" 5���� � 	�����
��) ��'�) ������) ���)������ �
	�� �	�� � � ��������

��	���
� 
�'��	��
�" ��&��
� ���	�� ����	 ����	�	
*��0� �((/"



��� ����� ��� ����	 
���	��

���������	� 

�� ����� β ∈ (0, 2), γ ∈ R� ��	
� ������

����� HD(ε) ≈ ε−β | ln ε|γ � φ(r) ≈ r−
2β

2−β | ln r| 2γ
2−β ���������

���

�����	
�� �� �
�������� �� �������� ������� �������
������ �� � !�" � ��	�#�$ ��
���%
��& ��'� 	�%�� �()
�
��� ����� �
������' *���	����	 d)����	
���+
���� ���)
������� ���� X = W ��� ��+���(� ��
	
�� ��������)
���� Lp[0, 1]

d� 1 ≤ p < ∞' ,���� HD(ε) ≈ ε−1| ln ε|d−1 �
φ(r) ≈ r−2| ln r|2d−2' -��
�
��
 	��(� ����
��� ������)
����� ����� � �����	
���� ���	
 .��+�� p = ∞/ &��&
��&
������ � ���
�
���� �
�
0
���� ����+
�' 1�
�� ���
�����
+��

φ(r)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∼ π2

8 r−2, d = 1,

≈ r−2| ln r|3, d = 2, [�2�],

� r−2| ln r|2d−1 d > 2, [3!],

� r−2| ln r|2d−2+q, ��� �
������	 q = q(d), d > 2, [!!].

-�� d > 2 	
%� �
���
� � ��%�
� ��
���	� ���
� ����)
���	�+
���� �����'

4�& �+
�� ������� ����
���� �����& 	��(� ����
���
	�%
� ����#
 �	
�� �������	�+
���
 ���
�
��
' 5 �����
��+�&� ���
�
� ����� �
������ ��"'

���������	� 

� ����� γ > 0, ζ ∈ R� ��	
� �����������

����������� HD(ε) ≈ | ln ε|γ ln | ln ε|ζ � φ(r) ≈ | ln r|γ ln | ln ε|ζ �
5 ���
������� ���������
 ��& 	��
��������& ��+���(�

��������
� �����
�
�
��& +���� �������
��& ����������(�
���������� ��+���(� ����
�� � ���	������ ��
���������
���������$ f(u) = exp(−u2)� � ��& ������� �������� ���)
��	���� ���
������� ��
��� ����(��
��& �����+
��� ��%)
�� ����� ���
�
��
 
�� �
��&�����
� 	��(� ����
��� ��23"'
*���	����	 ���� ����
�� ��� ��
	
�� �
	
����� ����
����
Xν �� ��
�������(	� ��������&	�

fν(u) =

{
exp(−|u|ν), 0 < ν <∞,

1[−1,1](u), ν =∞.



����� �����	 �	
����� ���

����� �	
 ������� Xν � ������� ����	������ �� ������
��� �	����� ���	���������  ����! "�#$ � ����	�%���
 ��&#
��%�� '��& "�$( �)�����* ���

φ(r) ≈ HD(r) ≈

⎧⎪⎨⎪⎩
| ln r|2
ln | ln r| , 1 < ν ≤ ∞,

| ln r|1+ 1
ν , 0 < ν ≤ 1.

+�� ������,��)� ������) ����)���� �� ����� �����	�- ���
����� �	��
��	�� 	������� ��� ������ ��	�������� ���

��� �
�������� ���� ������ ���
��� ����� �
��������

.���� ����	����	���! �� ������ � ������ ��	)� ��	��
����! ��%�� ��!�� � ������� "�/�* �/0$* � �����	���� 	����
������ �� ���� 1 � ������������	����� �� "�2$&
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��������	


������	� ��������

���� �����	�
�� �����

������ � ���	�
�� ������������ ������� � ��� ��
�� ����

��� ����� ���������

������� �	
��� ����� ���������� X �������� �	�����

��� ������ ��� ������� ������
��� X : (Ω,P) �→ X � ����

� ���	�
��� ���

X(ω) =
∞∑
j=1

ξj(ω)xj ,

������� �������	�� P����� ��������� ����� ξj � ������

���� �����	���� ��	���� �������� �� (Ω,P)  (xj) � ���

�	�������	������ ���	������ �������� � X �

������ �	
��� ������ ����������� ���� P �� X � !��

������ ����� �	������� ������ X ���

X(ω) =
∞∑
j=1

ξj(ω)xj ,

��� X ���� ��������	��� P � � ξj � ��������� �����	��

��� ��	���  ��� � ����� P����� ���������



����� ���� �	 
�	������� ������
�� ������ ���

���� ���� �	 
�	������� ������
��

������

��� ��	
�	�� ��	���� �����	�	�� ������ ��	 �� X ���
���� �	��� || · ||  (X , || · ||) � 
����������	� �����	�	 ��	�

����
��	� ��

�	��� ��� � ��
���� 
���

Sn =
n∑

j=1

Xj ,

 �� Xj ∈ X � �����
��� 
����!��� ��"�	��� �������� ��
	�#�� ���	���	
��	� ��	
����
��� (Ω,P)� $	��	 ��

�	��
���� �� ��� 
�	��	
� Sn%

• ��
��������� Sn 
���	 
�	���
� " ��"	�	�	�� ��
����
�����& P �� X �

• '�#�
����� ���������! 
����!��! ��"�	� S ∈ X � ���

"	!� ��	 Sn
P⇒ S� �	 �
��

lim
n→∞P{||Sn − S|| > ε} ∀ε > 0.

• '��������	 �����
��	

lim
n→∞Sn = S P��	�� ������	�� (�)��*

+� 	�#�! ��	� 
�	��	
� ���
��	� ��	 � ������ 	 
�	!�

��� 
������ ��	�	�� � � ��	�	 	 � ����	�� ,���"	 � 
�����
�����
��� 
�� ����� �
� �� 
�	!
��� -"����������

������� ��	� ���� ����	
� Xj � ���
�
	������ �����	��

����� �	 �� ��	���	��� 
���
�������� Sn ������� (�)��*�


������� ��	� .��

	�	
�� � -�	! ��	���� �� ��" �����
"�" �����
�	
��� /��������� 	
��0�
� ������� �����
���� ��� ���	�� 
	
��������� � 
�������	 ��
������0��
��� �����
��� ��"�	�	��
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���� �����
����� ����
�
�

���������	
��� ������ ����� �� ���	
�� 
�� 	
�
������� �����	� ����
�
��� �������� ����� ��������	�
�
�� ����������	�

���� �� X = R
1� ��
�� Xj  �!����	
���
 ��"#�$��


	
��#���� %"��� σ2
j = DXj � &���� Sn �

� �����
�
�
��


N
(
0,
∑n

j=1 σ
2
j

)
� '( ��������� �����
�
�
��$ Sn ��
�"
�� #��∑∞

j=1 σ
2
j <∞� %�������" ��������� ����	� �����	�
���� �(

��
���#
���� �)�����$ � ����
���$� ��������"
� ������
���� ��#�� ��	
���
 ���� �( �
(�	����� ��"#�$��� 	
�
��#�� *������#
����

”
�
��
� � �	"� �����“ +�������	� 

,��#���-� �� *�.��- �

� 
����

���� .� X = Rn� /�	
�)�
��
 ���"#�
��� ���
�
��

�
("������ ����� � � ���������� 	
�����	 Xj � 0������
#�� ��� ��)
 �
(�	����� 1
������	��� � ��� ��)��$ �����
������ �����
�
�
��� �" �������� � �����
�
�
��2 ���$
���������� �������
���� ��
�
������ (������ 3 ��"��$ ����
����� �#
	����� #�� 
��� ���
����
 ���������� �" Sn

�������� ��#�� ��	
���
� �� � 	
����� Sn ��)
 �
2� ���
�	�$��	��

���� 4� X  ����(	�����
 ���
#��
���
 ����������	��
/�	
�)�
��
 ��
�"
� �( ����(������ �� ��
���"5
 ����
 �
�"5
��	�	���� ���
$���� �(���6�(� 
)�" X � ����	
��
��	"25� Rn� ���#� ���� �(���6�( � �!�����
 � �
"
���!��)
��
 �	��2��� ������#
���� ��
��������

���� 7� X  ����(	�����
 �
����!
����
 !�����	� ����
�������	�� 3��#��� �
�
6��"���"
 ������
 ��������� ���
#�� ��	
���
 	 �
������ !��(��� � ��������� �� 	
�������
���� 8"�
 ��	������ #�� ����
��	��
������� ��"#�$��� ��
�

���	 Sn ������	������ ����������	� X ����������	
��

�� ����������� 
���

lim
n→∞P

{
sup

n1,n2≥n
||Sn1

− Sn2
|| ≥ ε

}
= 0, ∀ε > 0.

%���)
� #�� 
��� ����
��	��
������� Sn 6"���
�������
�� 	
��������� � ����������	� X ������ �� ��$����� ��
�
�
����$ ��"#�$��$ ��

�� S ∈ X � ��� �������� limn Sn = S



����� ���� �	 
�	������� ������
�� ������ ���

����� �	
����� �����
�������� �������

Mn = sup
n1,n2≥n

||Sn1 − Sn2 ||.

��������� Mn � ���
	��	� �������
	���������� �� ���� 

��
��� ������ M = limn Mn ��� ����! n ≥ 1� ε > 0 �����

{M ≥ ε} ⊂ {Mn ≥ ε} "����	 �����	��

P{M ≥ ε} ≤ lim
n→∞P{Mn ≥ ε} = 0.

#
��� ����$
�������� ε 
����� ��� M = 0 ����� �	
�����

%	��� ���	$��� �������
	��������� Sn &���	����	���	 �

������ S ������
���

#������� � ���	� ������������ ��� �������
	���������

�	����! ���� �!������ �� �	����������� ���	���� ��� ��	

&���	����	���	 �� 
���������� ����� P � ���������� �	� 

���������� Sn '�������� �	��� ����	 ε, δ > 0 #������$� 

���� ���� ��� ���	� ������	� ���	 
 ���	�	������� �	�	!� 


�� ������	���
� �����	� �� �	��(��� ����	����� ����� 

��
� K ⊂ X � ��� ������)� P (K) ≥ 1 − δ #������ 
 K �� 

������ ε ���� x1, . . . , xm ����� X̃ � ������	� �������	 *���

���� +	� ������� �	�������� ����� ������ � �������
��

������������ &�������

ρ(x,A) = inf
y∈A

||x− y||, x ∈ X , A ⊂ X .

%�)�	

sup
x∈K

ρ(x, X̃ ) ≤ sup
x∈K

inf
1≤j≤m

||x− xj || ≤ ε.

��*���� �$ ����������� �!�������� �	�����������

lim sup
n→∞

P{ρ(Sn, X̃ ) ≥ 2ε} ≤ P{x : ρ(x, X̃ ) > 2ε}
≤ P (X\K) ≤ δ.

,�	�� ��� ����	����� ����-�! n 
����

P{ρ(Sn, X̃ ) ≥ 2ε} ≤ 2δ.



��� ����� ��� ��	�
���� �����
����� ����
�
�

�� ���	
��������� ���� ��������� ��� ����������
�������� ����	��� L : X �→ X̃ � ��������������� �������
||L|| ≤ 2�  ��!�"

Sn = (Sn − LSn) + LSn := S′n + S̃n.

#�����" ������ �
��	�� ����������� ������ ���� 	 	����$
��"����"� ������ %��&" '��"��� yn ∈ X̃ � ����������
"���"�"

||Sn − yn|| = ρ(Sn, X̃ ).

(���

||S′n|| = ||Sn − LSn||
≤ ||Sn − yn||+ ||yn − Lyn||+ ||Lyn − LSn||
≤ (1 + ||L||) ||Sn − yn|| ≤ 3ρ(Sn, X̃ ).

)�� ��������� ����"����� �
��	� ����������"�� ������$
��� ��""���

����� ���� ���������	�
 ����� ���� ��������� ���	
��
Xj ���������� � �����	����
 ������������� 	
 ��� ���
�

r > 0 �� ����� �
������	 
 ����

P

{
max
k≤n

||Sk|| ≥ r

}
≤ 2 P {||Sn|| ≥ r} . *����+

,��"���� *����+ 	 ��""" S′n� ���&"

P

{
max
k≤n

||S′k|| ≥ 6ε

}
≤ 2P {||S′n|| ≥ 6ε}

≤ 2P
{
ρ(Sn, X̃ ) ≥ 2ε

}
≤ 2δ.

-������������

P

{
max

k
||S′k|| ≥ 6ε

}
= lim

n→∞P

{
max
k≤n

||S′k|| ≥ 6ε

}
≤ 2δ.

- ������ �������� 	������"���� ����������������� S̃n �.�$
����� �� ������������� /����� �������� ����	
��� �.���$
����� ����������������� Sn� # ���� �������� '�� 0 ��"$
"� S̃n /���� ����"������� �� ������������ ,�'��"� ���



����� ����	�
��
 
���	� � �������� 	���	
�
�
��
� ���

�����	
 n �� ����	�

P

{
sup

n1,n2≥n
||Sn1 − Sn2 || ≥ 13ε

}
≤ P{ sup

n1,n2≥n
||S′n1

− S′n2
|| ≥ 12ε}

+P{ sup
n1,n2≥n

||S̃n1 − S̃n2 || ≥ ε}

≤ P{sup
k
||S′k|| ≥ 6ε}+ δ ≤ 3δ.

��������� δ ��	�������� �� �����	�	 �����������������
� ����������	 ����������������	 Sn� ��� 	 ����������� ���
������� �

���� ����	�
��
 
���	� � ��������

	���	
�
�
��
�

����� � X ������  ����	�������� !���������� ����������	�
P = N(0,K) 	 ���� HP " �����������#$�� ����� %�����
���� (ξj) " ����������������� �����	�	��
 N(0, 1)�������
���&���
 �����'��
 ���	�	�� � (hj) " �������������' ���
�	� � X ∗P � (�!�� (hj) = (Izj) " �������������' ���	� � HP �
)*���� I " �����	����	' 	������	�� ���������� X ∗P 	 HP �
��� !���� +�, ����-��� ��� ���

X(ω) =
∞∑
j=1

ξj(ω)hj

�
��	��� 	 ��� ����������	� ����� X �������� � P � .�/�0�
1 ����������		 � �������' �2�� ���������� �����	��� ���
������� ����� Sn =

∑n
j=1 ξj(ω)hj �
������ � ����������

�	# � P � ������	� �
��	����� 
�������	��	����	
 �����
 	'� %�'���	������� ��� f ∈ X ∗ 	����

(f, Sn) =
n∑

j=1

ξj(ω)(f, hj) =
n∑

j=1

ξj(ω)(I
∗f, zj), )�2��,



��� ����� ��� ��	�
���� �����
����� ����
�
�

Eei(f,Sn) = E exp

⎧⎨⎩i

n∑
j=1

ξj(ω)(I
∗f, zj)

⎫⎬⎭
= exp

⎧⎨⎩−1

2

n∑
j=1

(I∗f, zj)2

⎫⎬⎭
→ exp

⎧⎨⎩−1

2

∞∑
j=1

(I∗f, zj)2

⎫⎬⎭
= exp

{
−1

2
||I∗f ||22

}
=

∫
X
ei(f,x)P (dx). �

���� ����	
��� ������	�	 ����	��

������ ��	
� ���� � �������

 � �
����� ������ �����
��� ������ X � ����������
�� P � ������������� ����� 
��!�� ��������"
��# �� �����
� ��$�� �������% ���
�
�
(ξj)# ��$
�� ξj = zj(X)� &����
�# ��� �
������ 
����
 
��� ����"
���� �$���'� $�
� � X ∗P # ��(����

Ezi(X)zj(X) =

∫
X
zizjdP =

{
0, i �= j,

1, i = j.

)� ��� ����# ��� ����

Y =
∞∑
j=1

zj(X)hj

��������� P ����
 �������� *��+��� ������# ��� Y = X
� �����������' ��
�
"� ,�� �'$�-� ����"
��� f ∈ X ∗

���� P ����
 ������� � �
�� .�/�01

(f, Y ) = lim
n→∞

n∑
j=1

zj(X)(I∗f, zj)

2 ���-�� �������# � ����������� X ∗P ⊂ L2(X , P )

lim
n→∞

n∑
j=1

zj(·)(I∗f, zj) = (I∗f)(·),



����� ����	�
 �����	���� ���	������� ����	�� ���

�� ����

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

zj(X)(I∗f, zj)− (f,X)

∣∣∣∣∣∣
2

= 0.

���	
� ���
��� ��� (f,X) = (f, Y ) ����� ��������� ���
��
��������� 
�� �	���� f ∈ X ∗ ����� Eei(f,X−Y ) = 1 � X = Y
� �����������	 �
������ �

���� ����	�
 �����	���� ���	����

���� ����	��

���������� ��������� �������� ����� ���!� ���� � ��������

����������� ������� ����������! ������� W � � � ��������
������������ C[0, 1]� "�������� ��� ��������������� �	���
�� ������ � L2[0, 1] �� �� ������� �������#! ����� � �
��
HP 
�� ����������! ���#�

������ ���� ������ ����	
���� $����%� � L2[0, 1] �����{
ϕ0(s) = 1,

ϕj(s) =
√
2 cos(πjs), j ≥ 1.

���������	
 ������ ����� � 	���{
h0(t) = t,

hj(t) =
√
2 sin(πjt)

πj , j ≥ 1.

�������� � ���������

W (t) = ξ0t+
√
2
∞∑
j=1

ξj
sin(πjt)

πj
.

�������
 ��� W (1) = ξ0
 � �����������	 �������������
���� �	 ������������ ������ !����
 ��� ��� ��������� ���"
��� ����#��� ��������
 �� �����$�	�	 ����� ���� ����"
����� ������������ ������



��� ����� ��� ��	�
���� �����
����� ����
�
�

������ ���� ������ �����	
�� �����	� 
 L2[0, 1] ����

ϕj(s) =
√
2 sin(πjs), j ≥ 1.

���������� ������ ���� 
 ����

hj(t) =
√
2
1− cos(πjt)

πj
, j ≥ 1.

������ � �������� 

W (t) =
√
2

∞∑
j=1

ξj
1− cos(πjt)

πj
.

!�� ��������� "�����
��� �#	 
 ������� ������ $% �&

����%

������ ���	 ����	����� ����������	�
���� �'����� 

L2[0, 1] ����

ϕj(s) =
√
2 cos(π(j − 1/2)s), j ≥ 1.

���������� ������ ���� 
 ����

hj(t) =
√
2
sin(π(j − 1

2 )t)

π(j − 1
2 )

, j ≥ 1.

������ � �������� 

W (t) =
√
2

∞∑
j=1

ξj
sin(π(j − 1

2 )t)

π(j − 1
2 )

.

!�� ��������� �������� ���� ��� "���( hj ��� ������&

�����' 
 L2[0, 1]% )�� ����������� W ��� *������ L2[0, 1]�
� �� C[0, 1]� �� (hj) ����� ������������+ ������+ �����
��&
�'� "���(+ ��
���(������ ��������� 
����
���+ ���'


 L2[0, 1]%

��� ��������	 
� ������



����� ����	�
 �����	���� ���	������� ����	�� ���

������ ���	 ��������	
� ���
�
	������ ������	 
 ���
�������
� L2[0, 1] �����⎧⎪⎨⎪⎩

ϕ0(s) = 1,

ϕ2j(s) =
√
2 cos(2πjs), j ≥ 1,

ϕ2j−1(s) =
√
2 sin(2πjs), j ≥ 1.

����������� ������	 ����� 
 ����⎧⎪⎨⎪⎩
h0(t) = t,

h2j(t) =
sin(2πjt)√

2πj
, j ≥ 1,

h2j−1(t) =
(1−cos(2πjt))√

2πj
, j ≥ 1.

�������	 � ��������� 

W (t) = ξ0t+
∞∑
j=1

ξ2j
sin(2πjt)√

2πj
+

∞∑
j=1

ξ2j−1
(1− cos(2πjt))√

2πj
.

������ ���
 ��������	
� ��������������� !�������	

ψ(s) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 0 ≤ s ≤ 1/2,

−1, 1/2 < s ≤ 1,

0, s < 0 ��� s > 1,

�

h(t) =

∫ t

0

ψ(s)ds =

⎧⎪⎨⎪⎩
t, 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

1− t, 1
2 ≤ t ≤ 1,

0, t < 0 ��� t > 1.

���"	#	 
 L2[0, 1] ����� $����{
ϕ0(s) = 1,

ϕj,k(s) = 2j/2ψ
(
2j(t− k

2j )
)
, j ≥ 0, 0 ≤ k ≤ 2j − 1.

��� �� �� �� ���	
� �� �	�	�� ������
��� ����� ��� ������	��



��� ����� ��� ��	�
���� �����
����� ����
�
�

�����	
	�� �����
� ���
� � ��	�{
h0(t) = t,

hj,k(t) = 2−j/2h
(
2j(t− k

2j )
)
, j ≥ 0, 0 ≤ k ≤ 2j − 1.

”
�	���������“ �����

 hj,k ���������� ��������� 	
�
���
 !	
"��
� � 	����#��
�

W (t) = ξ0t+
∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

ξj,khj,k(t) . $�% &'

!	���������
� �
��	������� �	������ $�% &' ����� ��������
����������� ��� (�)* +�����
���� �	���������
� ���,
��#�� 
 � 
����������
�� �	��
" ��-����,���
��� � L2[0, 1] 

.����#��
� � ����/�� ���
�� 0����	� �������� ���,
��	���

 1��
 ��#�� ��	�
�� ��� �	���
����
 �	�
�����,
��" ���������
" �	������� (23* 4�
 ������
�� ����� ����,
��� 
���	������� ��� 
���������
� ���-��� �	������� �
��� �
��� ��� ������ ��	��������- ����" �������
- (�))
�)2* 

����	���� ��� ������
���� 	����#��
� W �� ������

[0,∞) ����� ��������� ����� ����	����5

W (t) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

ξj,khj,k(t) .

6� 
���	���� [0, 1] ��� ��������� � ��	
���������
 
������,
�
 j ����� �
��-���
 �����
��
 7 ����� ��
 ���� ��	���
��������� 
� $�% &' 

������ ���	 ��
������ ����������� ����������� ����
���
� ��� !"# .������	
� ����������- �
��	����
- �	�����
W (t) = W1(t) + iW2(t) ��� W1,W2 8 �����
�
��� ��/������,
��� �
��	����
� �	������ 9���� 	������	
���� W ��� ����,
�����
- �����	 �� ������
��
 � �	���	������ ����������"
���	�	����" �����
- CC([0, 1]) 

7����:� � L2,C[0, 1] ���
�

ϕj(s) = exp{2πijs}, j ∈ Z.



����� ����	�
 �����	���� ���	������� ����	�� ���

�����	
	�� �����
� ���
� � ��	�

hj(s) =
exp{2πijt} − 1

2πij
, j ∈ Z.

�	
���
� � 	�������
�

W (t) =

∞∑
j=−∞

ξj
exp{2πijt} − 1

2πij
, ��� �!

��� (ξj) " �����
�
�#� ���������	� ������	��#� ���������
�
���
�
�# 

������ ���	 
��������� ������������ �������� ��������
����� ���������� �	��#��$
% �	
��	 ����� ����$
�& ��
�����% ������������ �	������ �	���������� ��
���
� � � 

�	�'���� W (α)(t) = W
(α)
1 (t)+ iW

(α)
2 (t) ��� W

(α)
1 ,W

(α)
2 " ����(

�
�
�#� ��$�������#� )*) ��� �	
��	 � �! �� ������

 �
	�������
�� ��� �! + )����	
��� 
 , ��� -������ ��.�

	�������
� /012

W (α)(t) =
∞∑

j=−∞
σj ξj

exp{2iωjt} − 1

2iωj
, ��� 3!

��� (ξj) " ����� �����
�
�#� ���������#� ������	��#� ����(
�����
� ���
�
�# ωj " ��$�������#� ���
 4���'

 *������
J1−α/2(·) � �
���	�

 ��544
'
����� 	�������
� �#�
���(
���� �� 4�	�����

σ2
j =

[
(2− α)Γ(1− α/2)2(ωj/2)

αJ−α/2(ωj)V
]−1

,

V =
Γ( 3−α

2 )

αΓ(α+1
2 )Γ(3− α)

.

-����
� ��� �	
 α = 1 ��	�� J1/2(z) = (2π/z)1/2 sin z ��(
5���� ωj = πj 
 ��� 3! �	��	�$����� � ��� �! 

6�	
���# 	�������
� ��� 3! ��� �	��
� ���������
� �	�(
'����� 
 ����% ����� ��%�
 � /01 00 �712 

��� �������	
��� � �� ��� �������



��� ����� ��� ��	�
���� �����
����� ����
�
�

���������� 	
�	 ������	
�� �
�������� ���	 ��� �� �
���� ����
���������� W �� ����
�	� [0, 1]2� ��
��������� �
�
���
� 2.7� ��� �� ����� !�����	 �
��	
���	�� C([0, 1]2)"
#�	$ H � %�
� 
���
�������% W " #��	
��	� �
	���
���$&
��� ��'�� � H � 
�'������� W � 
%� �� ��
�'� ����
��&
���(� �
������"

���� ����	�
� ������
 � �������

���

#�	$ X � �������� �
��	
���	��� �����	��
%)*�� ��� &
��� �����%�� H � ����	�
�� (��$��
	��� �
��	
���	�� �
J : H �→ X � �������� ���
�	�
" +)��� �
	���
��
����&
��� ��'�� (ej) � H �� ����� �����	���	$ ,�
���$���

%�

X =
∞∑
j=1

ξj Jej , ��-".�

(�� (ξj) � ���������	��$���	$ ��'�������/ N(0, 1)&
���
���&
�����/ �� ����/ ���� ��"

0���� ����'�	$�  	� 
%� ��-".� �/���	�% � ��
�%	���	$)
������� ��� 
��/���	�% � ��
�%	���	$) �������� �
� �� ���
,��	 �/������	� �� '�����	 �	 ����
� ��'��� (ej)" � ���$&
���1�� ���� �
������(�	$�  	� 
%� ��-".� �/���	�%" 2�(��
X ���	 (��������� ���	�
�� � ������ �
����� � ����&

��������� ���
�	�
�� K = JJ∗" #�!	�� 
���
��������
P = N(0, JJ∗) ���	�
� X �� '�����	 �	 ����
� ��'��� � H"
3���� 	�(�� �� 	��
��� � ,��	�
�'���� %�
� HP ��
� P ���&
�����	 � J(H)" 3��� (���
�	$�  	� (��������� �� �����
���	�
 X � ��
� P ������������	 � ���
�	�
�� J "

4��� (X , || · ||) � ��
��
������� �
��	
���	��� 	� � 	�
��&
��/ X ����� �,�
���
���	$ ������ /�
��	�
��	��� ���&
���	���	� ���
�	�
� J " 2��� 
������ ���
�	�
� J ��'���&
�	�% ���" 5�.� �678� ���� ���

||J ||� :=
(
E||X||2)1/2 .



����� ����	�
� ������
 � ��������� ���

����� �	���
� ����	� ��� ���������� ���� ����� � ���
��� 	�� ��� ��
���� ������ ��� ����	� ���� 
� �������
�
���	��� !�������	��

���������	�
�	 �����
���������	 ����� n(J) "�����
	���� #	 ��$��	�� �������% ����������&�� �����	��� J
�����	����� ���$�
� ��
� '�((� �)�*+

n(J) = inf {||J − F ||� ; F : H �→ X , rank(F ) < n} .

,��� ������	�� $	� n(J) !�������	� ��$��	� ���������
��&�� ����&�������
� ���	��� 
� ��������� �� $�%���
���	����� ���$�
� ��
�+

n(J)
2 = inf

x1,...,xn−1
ξ1,...,ξn−1

{
E

∥∥∥X −
n−1∑
j=1

ξjxj

∥∥∥2}.

-���	��� $	� ������	� �"������	� ���� ��.�/� ����	� ����0�

������ ������	� �	 ������ ������ (ej)� 1���� ����� � ����
������ �������� ������	� �"������	� ���
�� � 0��	� �	
'��2*+

���������� 	
�
 3 �	� α > 0, β ∈ R� 4�����	�� $	� �%�
�5	�� 	���� ���	�	� Cα,β � $	� ��� �#��
� �����	��� J �
����&�������
� � �� 
� �������
� ���	��� X � �������
���� ����	���	�� ��

n(J)
2 ≤ n−α(1 + lnn)β , n ≥ 1,

���� �	� $	� �%�5	�� 	���% ����� (ej)� ��� ��	���
� ����

E

∥∥∥X −
n−1∑
j=1

ξj Jej

∥∥∥2 ≤ Cα,β n−α(1 + lnn)β , n ≥ 1.
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� ��
��� ��	 �	 ������ ���
 �	� �� ���! ������� ���	�	��� 
"�
��� �����
���� ���
! ����� 
 ������ #�	 ���	 ��� �	��	 �
��� 
"���	� 	������� ����
���	� ��	������	 (X , ρ)� $��
�� 
� �	��	 ��� 
��� 	�"��
���

 �������
 	�	
� � 
�
�	�!�	���



”
�	�����“ � %�	���! Y = {yj}1≤j≤n & '�	 �	�

����	� �	���	 ���	 ��	������� X � (�� ���� ��
���� ���

 ���� �������
 
��	����

 ���	��"�)� �	�
�� �	�����
(	"�� �� �	 �������! 
"��� x ∈ X � �	 ���� �������
 	����
������ ��
 ��*
� � x '������ �	���� yj 
 ������+� �	 ���
���� ����� j ����	�
�
��),�"	 '�������� -��� ��
��� �	
�	���) �	������
���� ������
� yj � .��������� ��������
�	���� ��	
�	�
� "	����	 ������� ��� �������� ��"	 
"�
����� �� ��	���
� �������
 �� ����
� 	*
��	�� ��� ��� ��
���	�� ��	������ ����	 
"���� x 	��������� �"	 ����	��

���
� yj �

�������������	



����� ����	
����� � ���� ���
����� ���

� �����	
 �������� ������
�� ��������� ���������
������� �� ��� �
��� ������� ��� �� X 	����� ������������
���� P � ���������	
� �� ������������ ���������� ��!��
��� ������
��� ���������� �!��� x" #
�� X $ �
������
%������ X  ������������� P " &�!�� ������ �'���� ����(
������� �� ������ Y ��)�� ���������� *���
���

d(Y, p) =

(
E min

1≤j≤n
ρ(X, yj)

p

)1/p

.

+����� �	
����� ����������� ������� ��	�
�������� �"�"
������������� ��������� ������
�� ��� ��	���� �������
����� ��� � �����������"
,� ��� �������� ��	
���� ������ ����'�!� ��	���� �

��)��� ���������� �!�����- +��� �	 ��������� $ ��(
������� �
������ ������� %������� ������!� Yj $ ��	�(
������ �
������ %�������  ��� )� ������������� P �
��� 
 �����������!� �!����" .�
 ���
 �� � �
��� �	
����"
/����� %������������
� 	����
 ���������� n = eλ� �����
�������� � ��������� *
�������� ����0� � ����)����
��� �'���� �����������

D(λ, p) =

(
E min

1≤j≤eλ
ρ(X,Yj)

p

)1/p

.

1 �������'��� ���
� ��'����� �������
��� �
��� �������
��� (X , ||·||) $ ������������� ����������� ��������
� ��
�������� ρ(x, y) = ||x − y||� � �� �� ������������ P ���
�������� $ �������������� !�
�����"

���� ����	
����� � ���� ���
�����

#�� �������� ��������)����� ���	������� ��� �'����
����������� !�
����!� ������� ���� ��	���  ������(
���� �!� ����������� ����� 
��������� �" 234� 456"
,�������� ��� *
����� ����� 
�������� �
�����!� ���(

���� X ����������� �����'�����

φ(ε) := − lnP(||X|| ≤ ε).

����� ����	
����



��� ����� ��� ���	
���	� ����������� ��
����

� ����	
�� ������� ���������� ������ ������� 	�����
��� ������
�
�

������� ��	� ����� Mλ = minj≤eλ ||Yj −X||. ���	


lim
λ→∞

P
(
Mλ ≥ 2φ−1(λ/6)

)
= 0.

 � �������!" ������
����!" ��������#���" ��#�
�� �$��
�  �����
! �������� D(λ, p) = (EMp

λ)
1/p�

������� ��	
 ���	������� ��� ������� �
��� �������

��� ������
 X �	����������� ������� ������������� ��

��������� c > 0

φ(c r) ≥ 2 φ(r), r < r0. %�&��'

���	
 	�� �� ��� p > 0 �����

lim sup
λ→∞

D(λ, p)

φ−1(λ/2)
≤ 2.

 � ������ ��	������ 
�����! ����
�( �
� ��������� �!�
	���� ���$��
��$ ���		��	�" ��	��������� ������� ����
��������� �����
� p �� ����
 �	���� ����
)�
� ���" 
����� � 
��( �
� �	� �����
��	
 ���!"

�������� �� 	�*��� ���!( 
� �	
� +���$ φ, φ−1 �$��
����
	� 	���"�( 
� ��#�� �$��
�  �*��� ����
������

������������� ������� ��	�	 ,�� x ∈ X ( r > 0 ����
�����

ν(x, r) = inf{|h|HP , ||h− x|| ≤ r}.
-���� �����

P (||Y − x|| ≤ 2r) ≥ exp(−φ(r)− ν(x, r)2/2). %�&�.'

,��	
�
�����( ��� ������ h( 
�����( �
� ||x−h|| ≤ r( ����
��������

{y : ||y − x|| ≤ 2r} ⊃ {y : ||y − h|| ≤ r}.



����� ����	
����� � ���� ���
����� ���

�� ���	
����
 ������� ��� ��
����� �������
 ����� ����
��

P (||Y − x|| ≤ 2r) ≥ P (||Y − h|| ≤ r)

≥ P (||Y || ≤ r) exp(−|h|2HP
/2)

= exp(−φ(r)− |h|2HP
/2).

���������� �� h� ��������  ����!��
"����# �� 	���� $�� ��� �%&�'� δ > 0 ��� ����	��$��

�	��� r 
���� ���	
����
�

P

(
ν(X, r) ≥ 2

√
(2 + δ)φ(r)

)
≤ exp(−φ(r)). ������

���# D = {h : |h|HP
≤ 1} ( )�������� �	������� ���� P � 	

U = {x : ||x|| ≤ 1} ( �����$��* +	� ������	���
	 X � "�'�	
������������$�� �� ���	
����
� ��� �%&�'� u > 0 �	,�

P (ν(X, r) ≥ u) = P ((X + rU) ∩ uD = ∅)
= P (X �∈ rU + uD)

≤ Φ̂
(
Φ−1 (P (rU)) + u

)
= Φ̂

(
Φ−1 (exp(−φ(r)) + u

)
.

-$���
	�� $�� ��� ����	��$�� �	��� p > 0 
����

Φ−1 (p) ≥ −
√

(2 + δ)| ln p|,

���$	��

P (ν(X, r) ≥ u) ≤ Φ̂
(
−
√
(2 + δ)φ(r) + u

)
.

���	'	� u = 2
√
(2 + δ)φ(r)� �����

P

(
ν(X, r) ≥ 2

√
(2 + δ)φ(r)

)
≤ Φ̂

(√
(2 + δ)φ(r)

)
≤ exp (−(2 + δ)φ(r)/2)

≤ exp(−φ(r)),

�	 $�� �� 
  ��.�  ��.�
 ��������  �������



��� ����� ��� ���	
���	� ����������� ��
����

������	�
 ��	���  ����� ������������� ��� ����� 	��
����������� λ, r � ������ x ∈ X � ���� ���� ! �
��
 �����

P

(
min
j≤eλ

||Yj − x|| ≥ 2r

)
= P (||Y − x|| ≥ 2r)

[eλ]

= (1− P (||Y − x|| ≤ 2r))
[eλ]

≤ exp
{−P (||Y − x|| ≤ 2r) [eλ]

}
≤ exp

{− exp(−φ(r)− ν(x, r)2/2)[eλ]
}
.

"��	���#��
�� ���$�������
 �����! � 	���%�


P (Mλ ≥ 2r) ≤ exp
{− exp(−φ(r)− 2(2 + δ)φ(r))[eλ]

}
+exp(−φ(r)).

���$�$� � &��
 ���$������� δ = 1/3 � r = φ−1(λ/6)' 	����(�



P
(
Mλ ≥ 2φ−1(λ/6)

)→ 0 	�� λ→∞. �

)*� ����� ������ �$#��$���� ���#� 
��(� �+���� �$��
���$��� � �����������
� 
$��� �������� �� �������	
�

�����
�' �
� ,-.' ./' .�0� �����(��� 	������ �	��(�������
���(��*�
 ���$#�
� ����� X 1 �$�������� ����� � �$��
	��(������
 P � 2	��(���
 3����� 
$��� �������� ��
���%$���
� �����$
� 3��
����

ψ(ω, r) = − lnP{x : ||x−X(ω)|| ≤ r}.
4��
� ����$
�' 
� �����$�
 ���%$���� ����� +$�$ 	� �$��
	��(������ P ' $ #$��
 �#
����
 �������� ������������
&���� �����$� �� ���$������� 5�(�����$ �����

P{x : ||x−X(ω)|| ≤ r} ≤ P{x : ||x|| ≤ r}.
��&��
�

ψ(ω, r) ≥ φ(r).

6 (����� �������' 
���� 	�$#$��' %�� 	�� 	�%�� ���� ω
�����

lim
r→0

ψ(ω, r)

2φ(r/2)
≤ 1.



����� ����	
����� � ���� ���
����� ���

����� ��	
�
�� ��� ��� ���������� ������������� �����
��� ������������ φ(r/2) ≤ Cφ(r) ��� ������������ �
���
�	������� �� ����
����� �����
�� ������� ������������
�
����  	���
����� �!�! ��"������� �
	
� ������
��
#"
�
$��	��� φ∗(r)� ���

lim
r→0

ψ(ω, r)

φ∗(r)
= 1 �� �����������!

%� �	
�
����� ����� ��� $��	��� φ(r) � φ∗(r)� 	
	 ��
�����
���#� ����
	���� ������	 ����
 ��� r ↘ 0! &�� �� ������
������ ������'���� ����� ���� ����������! (
�� ��� �����
����	��� �������
 � ������
����� C[0, 1] �� �� ��
�� ������
����# a � $������ φ∗(r) ∼ a r−2! %������� ��'� ��� �
	��

a ��"������� � π2

4 ≤ a ≤ π2!
)�#���
� ��� $��	��� φ∗(r) � ������ 	�
����
��� �
���

����	�� ��	����� ����
 �� �����#"�� ������� *+,-!

������� ��	� ���������	
� �� �����	� φ∗ ���������

��� �����	� .�/!�0� ����� ��� ������ p > 0 �����

lim
λ→∞

D(λ, p)

φ−1∗ (λ)
= 1.

1
���������
���� ���
��� �
��2� ����� ������ �����
������ ������
��� � 
��������� 	�
����
��� �
������	��
��������� � �
3��
� 1! 4�
$
� 4! 5�'�� � 6! 7
���
� ��!
*�,�-� *�8�-9*�8:- � ��!
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��� ����

 ���� ���������
��� �!����� ��� �������"��� ��	���
��� � ����	# ������� 
���� 	�����	�� �������	#$�� ���
�� � 	
����"��
��������� ������ ������� ��$��� ��
��	�
����� ������������ %������� � &��������� ��� ���
����
	
����� �����������
�� � ����������
�� ���������� ��	
�

��
��� �����

��� ��� ������� ���������� 
���� 
��
����

��# �����"��� �������
�� 
������ 
�	���� '
�������� ��
������� ���������
������ ��� ����� 
������
� ��	���� �

������ ��� ���������� �� � �������� 
�(�� ��� �������
���� ��
�	���� 
��
�� ���������� )� ��	 ���	 �
�� ��
"����� �������	��

”
�� ������ �	�“ *+,� +-.� */0/� /01� /00.�

 �� ����� */+. � �
����� */,2� 3���� 1.�
4���"�� � ������ �������	�� ��
��$��� �

��������#

5	���������� �� ��	

��
��� �����

��� � ��� ��
�� ��5�
5������������	 �
��
����# 6�
��
����� 7��������8 *2� 9.�
*/-.� � �������������� ����������� 6�������
��� ���
8� 
��
*/,1.� */,2� 3���� 9.� */99.�

����������	 
������� 	������ �������	�
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������	
�� ����	 � ������	 ���� � ��������	�	 �����
����� �����������	� ���! ���� ������"#$� ��������% �
�#��� "���"��	 "�#&	��'( �����)

* �	����+�	��'( �������( ���������%( �	#""��"��( ���,
-�""�� ����� #��	� �� ���� � �+����'( "�	��� �	� �"	
�����! .��������	 � �) ��/�� 0����� ����#���	-����'(
"����1! 2	"�#""��	 � .�� %�"	 ���3� 0�	������ �+#&����1!
�	� �� .		��	 � �	� 4	����	 ��5�� 0����� 	������'( �	",
��������� � +	��"��"��� "�	��"����1)

6��� ��	��� �	 +����#$ ���# �	 �#""��� %�'�� #�	,
��� ������	
�� 7��	&8�	 ���! 9� ����! :�
��-	 ����! 2��	,
���	 ��;�! 	 "��� �	�#+����� �����	�#�' < �#�"' ���-��
����	 ����! :�# ����� � ������	
�$ =�����	 ����) . +����
"��-�	� ��� �����	�#�� +������ ���' �	��	���	$�"% � ���,
�	( ����	 � ������	 ����! >+�	�����	 � 2��	���	 ����! ?�	
� ?��"#	 ��3;�! @�"��	 ��3��)
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