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Предисловие

Интегральная геометрия рассматривает в первую очередь интеграль
ные преобразования, ставящие в соответствие функциям на многообра
зии X  их интегралы по подмногообразиям из какого-либо семейства М . 
Считается, что само семейство М  наделено структурой многообразия. 
Так возникает соответствие между функциями на многообразии X  
и функциями на некотором многообразии М  его подмногообразий. 
Например, функциям на евклидовом пространстве Е п ставятся в 
соответствие их интегралы по всевозможным прямым; в результате 
возникает интегральное преобразование, переводящее функции на Е п 
в функции на многообразии прямых.

Кроме интегрирования функций на X  по подмногообразиям из 
семейства М, интегральная геометрия рассматривает аналогичные 
интегральные преобразования других объектов (плотностей на X, 
дифференциальных форм и т.д.). Основные задачи состоят в описании 
образов и ядер этих преобразований и в построении явных формул 
обращения, восстанавливающих исходные объекты по их образам1). 
Первой книгой, посвященной этому направлению в математике, стала 
монография И. М. Г е л ьфан д а, М. И. Граева и Н. Я. В и ленкина2).

Интегральная геометрия переплетается с классическим направле
нием в геометрии, которое начинали Плюккер, Клейн и Ли и которое 
ставит во главу угла различные многообразия подмногообразий и 
специфические структуры таких многообразий, определяемые геоме
трической природой их элементов. На языке этих геометрических 
структур и исследуются преобразования в интегральной геометрии. 
Исходные примеры таких многообразий — 4-мерное многообразие всех

Н азы вать это т  к р у г  задач  интегральной  геом етрией  предлож ил И.М. Гельфанд. 
Ранее Бляш ке использовал терм ин “и н тегральная гео м етр и я” для несколько иной 
проблем атики, связанной с изучением ин вариантного  ин тегрирования на однород
ных пространствах .

2) Гельф анд И.М ., Граев М.И., В иленкин Н.Я. И н тегральная геом етрия  и связан
ные с ней вопросы  теории  представлений: Обобщенные ф у н к ц и и .— М.: Ф и зм атги з, 
1962. — Вып. 5.
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прямых в 3-мерном проективном пространстве (квадрика Плюккера — 
Клейна) и более общо многообразие Грассмана ^-мерных плоскостей 
в п-мерном проективном пространстве, многообразие сфер Ли и т.д. 
Все эти многообразия играют существенную роль в интегральной 
геометрии.

Наиболее известный пример интегрально-геометрического преобра
зования — преобразование Радона — появилось в 1917 г. в статье 
Радона1), стоящей особняком в его математическом наследии. Радон 
рассматривает оператор интегрирования по гиперплоскостям в евкли
довом пространстве и строит изложение в удивительно совершенной 
форме, необычно для того времени объединяя аналитические и гео
метрические рассмотрения и предвидя возможность рассматривать 
аналоги этого преобразования для других однородных пространств. 
В центре его внимания формула обращения — реконструкция функции 
через ее интегралы по гиперплоскостям. Замечательно, что получается 
абсолютно явная формула, имеющая принципиально разный вид в 
зависимости от того, является ли размерность пространства четной 
или нечетной. В нечетномерном случае она локальна: усредняется не
который дифференциальный оператор вдоль семейства параллельных 
гиперплоскостей (для восстановления функции в точке достаточно 
знать интегралы лишь по гиперплоскостям, близким к этой точке). 
В четномерном случае формула обращения нелокальна: усредняется 
некоторый интегральный оператор вдоль семейства параллельных ги
перплоскостей (в отличие от дифференциального в нечетномерном 
случае) и мы нуждаемся в интегралах по далеким плоскостям. Это 
соответствует тому, что принцип Гюйгенса верен для распространения 
волн в нечетномерном пространстве, но не верен в четномерном.

Еще до Радона Минковский и Функ рассмотрели аналог его пре
образования для сферы, когда четная функция на сфере восстана
вливается через ее интегралы по большим кругам. Эту реконструк
цию можно осуществить, пользуясь сферическими полиномами. Радон 
знал об этих результатах, но он, по-видимому, не знал, что оба эти 
преобразования проективно эквивалентны (см. гл. I).

В 1938 г. Ион 2) рассмотрел естественное обобщение преобразования 
Радона, когда функции в трехмерном пространстве интегрируются 
по всевозможным прямым вместо плоскостей. В этой конструкции 
появляется новый исключительно важный момент. Семейство прямых 
зависит от 4 параметров. Тем самым преобразование Иона действует из

1)  Кас1оп Г  ИЬег ске В е з В т т и п ^  у о п  РипсВопеп сАигсЬ Шге 1п1е§га1\уаг1е 1ап§з 
§ е ^ 188ег Мапш§1аЫ§;ке11еп. — Вег. УегЬ. ЗасЬз. Асаск \ \  188. Ье1р21§, Ма1Ь.-Ка1. К1. 
69 (1917), 262-277.

2) 1оЬп Р. ТЬе иИгаЬурегЪоИс сШТегепИа1 ечиаНоп \уРЬ  Гоиг тс1ерепс1еп1 уапаЫ еэ. 
Б ике  Ма1Ь. .1., 1938, 300-322.
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функций 3 переменных в функции 4 переменных, а потому естественно 
ожидать, что функции из образа удовлетворяют дополнительному 
условию. Центральное наблюдение Иона в том, что они удовлетворяют 
ультрагиперболическому дифференциальному уравнению, которое пол
ностью описывает образ. Это важнейшее для будущего интегральной 
геометрии наблюдение не только ввело в обращение переопределенные 
задачи, но и определило ее связи с дифференциальными уравнениями.

Начиная с 40-х гг. одной из центральных задач в математике 
была задача развить аналог интеграла Фурье для некоммутатив
ных групп Ли. Одной из первых в поле зрения (в первую очередь 
из-за физических применений) попала группа Лоренца 5Х(2, С), т.е. 
группа комплексных матриц 2-го порядка с определителем 1. Для этой 
группы И.М. Гельфанду и М.А. Наймарку1) удалось построить теорию, 
в которой роль экспонент играли неприводимые бесконечномерные 
унитарные представления группы Лоренца, и в то же время сохраня
лись все основные черты классического интеграла Фурье. Ее высшей 
точкой были аналоги формулы обращения и формулы Планшереля для 
интеграла Фурье.

Как выяснилось позже, основной момент в доказательстве этих 
формул состоял в восстановлении функции в С3 через ее интегралы 
по прямым, пересекающим гиперболу. Таким образом, рассматривался 
комплексный вариант преобразования Иона, но для восстановления 
функции использовались интегралы не по всем комплексным прямым 
(4-параметрическое семейство), а лишь по прямым из 3-параметричес- 
кого семейства прямых, пересекающих гиперболу. Такая постановка 
задачи естественна, поскольку восстанавливалась функция от 3 пе
ременных. Сам же аналог преобразования Фурье на группе Лоренца 
связан с указанным преобразованием интегральной геометрии при 
помощи обычного одномерного преобразования Фурье.

Это наблюдение открыло новые возможности для интегральной 
геометрии. Прежде всего возник вопрос, насколько общим является 
феномен, подмеченный в случае группы Лоренца. Оказалось, что для 
широкого класса однородных пространств, включающего комплексные 
полупростые группы Ли и римановы симметрические пространства, 
существует преобразование интегральной геометрии — орисфериче- 
ское преобразование, связанное с аналогом преобразования Фурье 
для этих однородных пространств при помощи обычного преобра
зования Фурье. Эта связь аналогична связи между преобразованием 
Радона и классическим п-мерным преобразованием Фурье при по
мощи одномерного преобразования Фурье. С другой стороны, кон
текст интегральной геометрии оказался значительно более широким

Гельф анд И.М ., Н айм арк  М .А. У нитарны е представления группы  Л оренца. — 
И звестия АН С С С Р. —1947. — № 11. — С. 411-504. — (Сер. м атем .).
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по сравнению с теорией представлений. Например, вместо семейства 
прямых в С3, пересекающих гиперболу, можно рассмотреть семей
ство прямых, пересекающих любую другую алгебраическую кривую, 
и получить аналогичную явную формулу обращения, хотя никаких 
связей с группами или однородными пространствами здесь уже не 
будет. Это наводит на мысль, что по-видимому естественная общность 
для многомерного гармонического анализа это не только группы или 
однородные пространства, но и какие-то более общие геометрические 
структуры, в частности, “хорошие” многообразия подмногообразий, 
для которых существуют явные формулы обращения.

Стало естественным развивать методы геометрического анализа, 
ориентированные на интегральную геометрию и позволяющие, в част
ности, построить гармонический анализ на широком классе однород
ных пространств, включающем симметрические пространства. Этот 
ориентир стал главным для дальнейшего развития интегральной гео
метрии. За последующие годы многое в этом направлении уже удалось 
сделать, но многое еще остается неясным. Довольно полная картина 
имеется в задаче о “хороших” (допустимых) семействах комплексных 
кривых, для которых существует явная локальная формула обращения. 
Однако значительно менее полны результаты о семействах комплекс
ных подмногообразий размерности большей 1 (хотя и того, что из
вестно, достаточно, чтобы получить формулу Планшереля на комплекс
ных полупростых группах Ли средствами интегральной геометрии). 
Много нерешенных проблем остается в вещественном случае; это в 
особенности построение нелокальных формул обращения и выяснение 
связи дискретных серий представлений с интегральной геометрией.

С другой стороны, обнаружились интересные и глубокие связи 
интегральной геометрии с многомерным комплексным анализом, сим- 
плектической геометрией, нелинейными дифференциальными уравне
ниями, точно интегрируемыми методами обратной задачи. Заметим 
также, что имеются и прикладные аспекты интегральной геометрии. 
Обращение преобразования Радона лежит в основе компьютерной 
томографии. Имеются и другие физические задачи (в астрофизике, 
геофизике, электронной микроскопии и т.д.), в которых данные могут 
быть интерпретированы как преобразование Радона.

Эта книга преследует очень скромные цели. Мы хотим на примере 
самых элементарных задач показать некоторые идеи и конструкции 
в интегральной геометрии. Мы надеемся, что основная часть мате
риала будет доступна студентам, которые смогут увидеть на этих 
примерах, как взаимодействие элементарного анализа и геометрии 
приводит к красивым и важным результатам. Четыре главы этой 
книги посвящены четырем преобразованиям. Мы начинаем с пре
образования Радона (глава I). Существенный момент, который часто 
игнорируется, здесь состоит в том, что преобразование Радона имеет
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проективную природу и что в проективной версии оно включает в 
себя не только аффинное преобразование Радона, но и преобразование 
Минковского—Функа на сфере. В главе II исследуется преобразование 
Иона (лучевое преобразование). Как мы уже отмечали, задача обраще
ния для него переопределена, поэтому важно понять, как ее поставить 
и как описать некоторый класс формул обращения для подходящих 
трехпараметрических семейств прямых. Эта задача решается здесь в 
комплексном случае. В главе III излагается интегральная геометрия на 
2-мерном и 3-мерном пространствах Лобачевского. Ненулевая кривизна 
этих пространств приводит к большему разнообразию задач. В част
ности, имеются две версии преобразования Радона: геодезическая и 
орисферическая. Однако формулы обращения похожи на евклидовские, 
и их вывод лишь ненамного сложнее. Вообще для интегральной гео
метрии типично, что явные формулы обращения имеют некоторую 
стандартную структуру и мало меняются при усложнении геометрии 
(в отличие от формул в теории представлений групп). На это есть 
серьезные причины, которые во многом поняты, но их обсуждение 
выходит за рамки нашей книги. Мы рассматриваем также аналог 
преобразования Фурье в пространстве Лобачевского; результаты для 
него получаются на основе орисферического преобразования Радона. 
Наконец в главе IV развивается интегральная геометрия на группе 
8Ь(2, С), которая, как мы упоминали выше, была стартовым примером 
для современного развития интегральной геометрии.

Ввиду элементарной природы книги мы не приводим подробную 
библиографию по интегральной геометрии и ограничиваемся под
строчными ссылками на публикации, которые упоминаются по ходу 
изложения.

Авторы выражают глубокую благодарность М. М. Граеву (млад
шему) за помощь при оформлении рукописи и ряд полезных замечаний.



ГЛАВА I

Преобразование Радона

§ 1. Преобразование Радона на плоскости
1.1. Преобразование Радона на евклидовой плоскости. Преобра

зованием Радона на евклидовой плоскости называется интегральное 
преобразование, относящее функции /  на плоскости ее интегралы по 
всевозможным прямым (относительно евклидовой длины).

Запишем преобразование Радона явной формулой. Будем задавать 
прямые на плоскости уравнениями

X1 С08 р + Х2 — р — О

или параметрическими уравнениями

XI — —I 8Ш (р + Р С08 р ,
Х2 — 1 С08 р -\- Р 81И р\

евклидова мера на такой прямой равна <И. Тем самым мы ввели 
параметры (р,р) на многообразии прямых, причем очевидно, что 
параметрам (р,р) и (р' ,р') отвечает одна и та же прямая тогда и только 
тогда, когда р1 — р + 7Г&, р' = (—1 )к р7 к Е 2̂ . Эта параметризация 
показывает, что многообразие прямых на плоскости получается из 
бесконечного кругового цилиндра с цилиндрическими координатами 
(р,р) отождествлением точек (р,р) и (р + 7Г,— р).

Преобразование Радона функции / ( ^ 1,^2) задается следующим ра
венством:

+ оо

К= /  / ( —2 8Ш р + Р С08 р, I С08 р + Р 8П19?) СИ. (1.1)
— оо
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Интеграл зависит от параметров <р к р; однако, так как 71 /(<р + 7г, —р) — 
— ^/(^>р)> функция 71 /  опускается на многообразие прямых.

Преобразование Радона можно рассматривать на различных функ
циональных пространствах. Сначала для простоты мы рассмотрим его 
на пространстве 1)(М2) всех финитных бесконечно дифференцируемых 
функций. В этом случае преобразование Радона 71/ есть финитная 
бесконечно дифференцируемая функция на многообразии прямых, т.е. 
бесконечно дифференцируемая функция от р  и р, финитная по р . В 
дальнейшем мы рассмотрим его и на пространстве Шварца 5(М2) 
всех бесконечно дифференцируемых функций на М2, убывающих при 
г —У оо вместе со всеми производными быстрее любой отрицательной 
степени г.

Замечание. Часто (1.1) записывают в виде

^  / { х 1 7Х2)6(х1СОВ(р -\- Х2 81П <р — р) дхх дх2 —
Ж 2

=  (6(х1 СОВ<р + Х2 81П<р -  р ) , / ( х 17х 2)),

где <Д-) — дельта-функция Дирака от одного переменного. Здесь 
следует придать смысл 5{х\ со8<р + а?2 8т<р —р) как обобщенной функции 
двух переменных х\ и . Для этого мы переходим на плоскости к 
новым координатам и, г, где и — х\ со8<р + Х2 вт<р — р, и применяем 
обобщенную функцию 6(и) при фиксированном V. Непосредственно 
проверяется, что результат не зависит от выбора второй координаты V.

1.2. Формула обращения. Поставим задачу: восстановить функцию 
/  Е 77(Ш2) по ее преобразованию Радона 71/, Формула обращения 
впервые была получена Радоном (см. сноску в Предисловии), и мы по 
существу воспроизводим его рассуждение. Оно основывается на том, 
что преобразование Радона перестановочно с движениями евклидовой 
плоскости. Отсюда, во-первых, следует, что достаточно научиться вос
станавливать функцию /  в какой-либо одной точке, например, в точке 
(0,0), и, во-вторых, можно ограничиться радиально симметричными 
функциями.

Перейдем к вычислениям. Итак, мы имеем функцию / ( х \ ,Х 2) = Р(г), 
зависящую только от расстояния г =  (х \ 2 + Х22)1/ 2 до точки (0,0). 
Нужно восстановить /(0,0) = /ДО) по 11/(<р,р). Из перестановочности 
преобразования Радона с поворотами следует, что П /  зависит только
от р : 1̂ / {р ,р )  = Р(р)- В результате задача редуцируется к задаче
об обращении некоторого интегрального преобразования Р Р  для 
функций от одного переменного.
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Из (1.1) непосредственно получаем:
+оо

р (р ) = I
— оо

т.е.
оо оо

Тем самым преобразование от Р  к Р  сводится к преобразованию Абеля 
(интегрирование порядка 1/2). Как известно (это легко проверить 
непосредственно), из (1.2) следует, что

Заметим, что Р(р) — четная функция. Поэтому, ввиду гладкости
/'(/>), под интегралом стоит регулярная функция и, значит, интеграл 
существует.

Перейдем от формулы (1.4) к формуле обращения для произвольной 
функции /. Усреднив /  по окружности с центром в точке 0, мы получим 
функцию, зависящую только от расстояния г до точки (0,0):

Заметим, что Р(0) = /(0,0). Пусть Р  — преобразование Радона функ
ции Р. Ввиду перестановочности преобразования Радона с вращениями 
имеем:

(1.3)
Г

В частности,
оо ^

(1.4)
О

27Г

О

27Г

О
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т.е. Е  — среднее функции Е /  по прямым, равноотстоящим от точки 
(0,0). На основании формулы (1.4) получаем:

оо
= / О й * .

7ГУ р
О

Отсюда, пользуясь перестановочностью преобразования Радона со 
сдвигами, получаем:

Теорема 1.1. Если Еф  — преобразование Радона функции ф Е '2ДМ2), 
то имеет место следующая формула обращения:

оо

О

Г  (х1, х 2;р)
— ------------ Ф ,

Р
(1.5)

где
27Г

Р{Х1,Х2 ,р) — Е  !  Ц /((р ,р  + XIСОЗу> + (1.6)
о

т .е .  Е  — среднее функции Еф по прямым, равноотстоящим от точки
х = (Х1, х 2).

Интегрированием по частям формула (1.5) приводится к следую
щему виду:

оо ^ Л
П ч , ъ )  = —  [ МЕШЙЙ- / . ( ч ,  ^ ' ° ) ф .  (1.7)

7Г У р1
о

Напомним, что Е  — четная бесконечно дифференцируемая функция 
от р.

Для обращения преобразования Радона мы воспользовались форму
лой (1.3) лишь при г = 0. При г > 0 эта формула содержит дополнитель
ную информацию о связи усреднений функции /  и ее преобразования 
Радона Е  ф, а именно:
Теорема 1.2. Справедливо следующее соотношение (соотношение Ас- 
гейрссона):

р{х  1, х 2;
ОО
Г ррхъж2;р)

У У р 2 — г 2
(1.8)
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где Р  — среднее функции /  па окружностям с центром в точке 
(х1, х 2)> т.е.

27Г

Р{х1, х 2;г) — д -  ^  Цхх + г со (1.9)
о

а Р  — среднее функции Лф по прямым} равноотстоящим от точки 
(х\,хф) (формула(1.6)), Имеем также:

оо

Р{Х1, Х2;р) -2 [  (1.10)
.7 \/Н  — рг
|р |

Формулы (1.10) и (1.8) получаются соответственно из (1.2) и (1.3) 
при помощи сдвига.

Следствие. Для любых х = (ау а?2) и а > 0 условия Р(х,г)  = 0 при г > а 
п ТДур) = 0 при \р\ > а эквивалентны.

1.3. Замечания. 1°. В формуле обращения требование бесконечной 
дифференцируемости функции /  можно существенно ослабить. Оче
видно, достаточно, чтобы функция 7̂ /  была дважды дифференциру
емой по р, а для этого, в свою очередь, достаточно, чтобы функция 
/  была дважды дифференцируема. Более того, достаточно, чтобы 
функция /  принадлежала пространству С1 дифференцируемых фун
кций с непрерывными первыми частными производными, поскольку 
преобразование Радона радиально симметричных функций является 
сглаживающим в нуле: если Р  Е С1, то Р ((р) — 0(р) при р —>■ 0. Это 
следует из равенства:

Р'(р) = I
Р

П г )
л^Г2 _  р2

<7 г ==7 ^ Ъ А  + р2)
ф  \ / з  +  р2

<7$ .

В последнее время проявляется интерес к преобразованию Радона 
в связи с задачами томографии. Для этих задач важно рассматривать 
преобразование Радона не только на гладких функциях, но и на кусочно 
гладких, у которых линии разрыва — кусочно гладкие кривые (напри
мер, на характеристических функциях области). Для таких функций 
формула обращения хорошо работает в точках гладкости, поскольку 
преобразование Радона является гладкой функцией в окрестности 
прямых, проходящих через эти точки. В окрестности же точек раз
рыва формула обращения плохо приспособлена для восстановления
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функции. Для преодоления этих трудностей используются специальные 
регуляризационные процедуры. Разработка вычислительных методов, 
опирающаяся на формулу обращения, требует преодоления ряда допол
нительных трудностей.

2°. Для справедливости формулы обращения нет необходимости 
требовать финитности функции /. Достаточно быстрого убывания /  
и даже более слабого условия: /  = 0((1 + х\ + а?!)-1)* В частности, 
формула обращения справедлива для функций /  из пространства 
Шварца 5(М2). Напомним, что 5/М2) — пространство бесконечно 
дифференцируемых функций на I 2, убывающих при г —> сю вместе со 
всеми производными быстрее любой степени г.

3°. Для функций из С 1 можно в формуле обращения переставить 
усреднение 72./ = Е(х \,Х 2;р) и интегрирование по р и представить 
формулу обращения в следующем виде:

2тг +оо

р Х 1 , х 2) = ^  ^  ( К / У р (<р,р +  XIсову> +  а ш р ) р ~ 1йрЛ1р.
О -сю

( 1-11)

Здесь интеграл по р нужно понимать в смысле главного значения.

1.4. Преобразование Радона на аффинной плоскости. Для опреде
ления преобразования Радона на плоскости на самом деле не требу
ется евклидова структура, а вполне достаточно аффинной структуры. 
Будем задавать прямые уравнениями

+ 6 * 2  - Р  ~  О

и зададим на каждой прямой ^  х\ + 2̂ %2 — Р — 0 меру такую, что 
дх 1 дх2 — с?(̂ 1 х 1 + 2̂ х2 — р) Эта мера в координатах х±, Х2 имеет 
вид:

дх1 дх2
,‘к  = ш  = т -

Определим преобразование Радона функции /  на аффинной плоскости 
равенством:

+оо

К № и & ,Р ) =  /  /( я г 1 ,* 2 )^ =  у  Д®1 (1Л2)
1̂ ^1+^2 372 =Р  “ ©О

Полученная функция 72./ удовлетворяет условию:

^ / ( А ^ , А 6 ; А  р) = |А|-17 г /(а ,6 ;р )- (1.13)
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Таким образом, она зависит не только от прямой 1̂ х\ + ^2^2 — Р — О, 
но и от выбора параметров ^1, ^2, Р•

При (^1,^2) = (со8 (р7 81П<̂>) функция И /  совпадает с определенной в 
евклидовом случае функцией

Выражение для 71/ часто пишут в виде:

^ /(С ъ  6 ;р ) = / /(®1,®2)Д6®1 + 6®2 -р)йа?1Йат2,
Ж2

где определение ^(^1 #1 + 2̂ ^2 — р) аналогично приведенному в и. 1.1.

Теорема 1.3. Формула обращения для преобразования Радона (1.12) 
имеет следующий вид:

/ { х 1}х 2) =
+оо

= - - ^ 2  / ( /  (К р р { е ,& ,Р  + в Х 1 + 6 ®2)р- 1ф )  { в <%2 - 6 ^ 1).
Г -сю

(1.14)

где Г — произвольный контур в Ж2 \  0, пересекающий в одной точке 
почти каждый луч, выходящий из точки 0.

Справедливость этой формулы следует из двух простых фактов.
1) Дифференциальная форма, стоящая под знаком интеграла, опус

кается на многообразие 8 лучей, выходящих из точки 0, т.е. на базу 
расслоения Ж2 \  0 —> 5. Это следует из того, что она имеет степень 
однородности 0 по  ̂ и равна нулю на векторах, касательных к слоям 
расслоения = ((1,6 ) ^ ) .

2) Если в качестве Г взята единичная окружность с центром в 
точке 0, то формула (1.14) совпадает с уже доказанной формулой (1.11).

1.5. Связь с преобразованием Фурье и другой вывод формулы обра
щения. Пусть Ф{7\ — преобразование Фурье функции / ( ^ 1,^2)?
т.е.

= (2ТГ) - 1 I  ! { х 1, х 2)е 1̂ +̂ ^ и х 1йх2. (1.15)
Ж 2

Чтобы установить связь между преобразованием Фурье Т (6,1X 2) и 
преобразованием Радона 71 /(/1  ,^2; р) функции /, представим интеграл
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(1.15) при (^1,^2) ф 0 как повторный, где интегрирование ведется 
сначала по прямым х\ + %2 — Р, а затем по р:

+ оо

^ ь б )  = (2тг)-1 У  ( ^  1{х1, х 2)с1̂ е грс1р.
- О О  ^ 1 0 7 1 + ^ 2  Х 2 - Р

Таким образом, имеем:

Теорема 1.4. Преобразование Радона И /  и преобразование Фурье Т  
функции /  связаны следующим соотношением:

= (2^)'

+  оо

-1 /  ^ / ( ( ь 6 ;р ) е ,'рф  ((& ,6) ф 0). (1-16)

Пользуясь однородностью функции П  /, можно переписать эту 
формулу так:

^(А&,А6)  = (2тг)-

+ оо

1 I К /{ Ь ,Ы р )е * Хр<1р. (1.17)

Итак, двумерное преобразование Фурье является композицией пре
образования Радона на плоскости и одномерного преобразования Фу- 
рье.

Приведем теперь другой вывод формулы обращения для преобразо
вания Радона, основанный на формуле обращения для преобразования 
Фурье:

! { х 1 , х 2 )  =  (27т)-1 Г  ^ / ( б , 6 ) с - ,' К1* 1+{а*а) а е л ь  =

Ж2

+  оо 27Г

=  (4ТГ)-1 I  I  Т/(Л  СОЗ̂ , Л 8Ш.у>) е- *'А(*1 с°8|Р+ * 2  |А| с?с?Л..
— оо 0
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Подставив в эту формулу выражение (1.17) функции Т /(Л соер, Л 8т^>) 
через преобразование Радона 77/(со8 <р, 8т^>; р) — 7?-/(<р;р), получаем:

+оо 2тг +оо

/ (Х1,х2) =  —  У  У  У  р)е* А(р-*1 эту) |Д| (/р С?̂ > с/Л =

— оо 0 — 'сю 

+оо +оо

-  ^ ̂  У е(агь х 2,р)егХрIЛIс/рс?Л =
—  СЮ — СЮ 

+  СЮ +  00

= 4л^ У У ̂ р(Жь х 2,р)егХр81§пЛс/рс/Л =
— СЮ — СЮ 

+  СЮ

= У Рр{х1, х 2,р ) р -1йр.
—  СЮ

Здесь .Г задается формулой (1.6). На последнем шаге мы воспользова
лись фактом: преобразование Фурье обобщенной функции 81§п Л(Е 5;(М)

^ “Ноо
есть обобщенная функция 2гр~1, т.е. если ф Е»5(М) и ф(Х) = /  ^(р)е*Лр

— СЮ

то имеет место равенство:
+оо

I  ф&щпХдХ
— оо

+оо

р 1 др }}

, Интеграл справа, вообще говоря, понимается в смысле главного 
значения, но, если ф — гладкая нечетная функция, то он сходится в 
обычном смысле. В результате мы получили формулу обращения (1.5).
Замечание. Заметим, что при преобразовании Радона оператор Ла-л2 л2 . л2
пласа А — т— + на функциях /(а?1, хф) переходит в оператор 
на функциях 71/(<р;р). Более общо, если имеется обобщенная функция
А"(г2), где г2 = х\ + х*2, то А"(Д)/=^А"(—г2) * /  переходит в свертку 
А"(—р2) * 'А / (свертка по р). Этими соображениями можно воспользо
ваться для обращения преобразования Радона негладкой функции.

Если мы имеем финитную обобщенную, в частности, негладкую 
функцию /, то мы можем представить ее в виде /  = (1 — А)к (р, где

^ Г е л ьф а н д  И.М., Ш илов Г .Е . Обобщенные функции и действия над ними: 
Обобщенные ф ункции. —  М.: Ф и зм атги з. 1959.
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<р — гладкая функция, а к — натуральное число. Преобразование 
Радона функции /  можно определить как свертку: К(  1 + р2)к * 7\,ср. 
На финитных непрерывных функциях это определение согласуется с 
уже имеющимся. Если теперь /  — негладкая функция, то, беря свертку 
71/ с (1 р2)~к7 мы получаем гладкую функцию 7\,(р. Применяя к 74,<р
формулу обращения для преобразования Радона, находим функцию 
(р. Применяя, наконец, к (р дифференциальный оператор (1 — А )к, 
получаем искомую функцию /.

§ 2. Преобразование Радона в трехмерном пространстве
2.1. Преобразование Радона в евклидовом пространстве. Преобра

зованием Радона в трехмерном евклидовом пространстве называется 
интегральное преобразование, относящее функции на этом прост
ранстве ее интегралы по всевозможным плоскостям (относительно 
евклидовой площади). Все рассмотрения проводятся здесь по той же 
схеме, что и для преобразования Радона на плоскости.

Зададим преобразование Радона явной формулой. Будем каждую 
плоскость задавать уравнением

(со, х ) — р = 0, где \со\ = 1

((со,х) — СО1Х1 со2х 2 + СО3Х3), или, по-другому, параметрическими 
уравнениями

х — 11а 1 -\-12 а 2 + рсо ,

где а 1, а 2 — пара единичных взаимно ортогональных векторов, т.е. 
(а1, а 2) = (со, а 1) = (со, а 2) — 0; евклидова мера на такой плоскости 
равна (И1 (Н2. Тем самым, каждая плоскость задается парой (со,р), где 
со — точка единичной сферы, а р —- число, причем, очевидно, двум 
различным парам (со,р), {со*,рг) отвечает одна и та же плоскость тогда 
и только тогда, когда (со',рг) — —(со,р).

Преобразование Радона функции / ( х ) задается следующим равен
ством:

71/(со,р)~ [ / ( 1г а 1 + 12а 2 -Р рсо)д11д12, (2.1)
ж 2

где а 1, а 2 — любые единичные векторы такие, что (а1, а 2) = 
= (со, а 1) — (со, а 2) — 0 (от их выбора интеграл не зависит). Так 
как 71/(—со,—р) = 71/(со,р), функция 71/ опускается на многообразие 
плоскостей.
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Как и в двумерном случае, (2.1) часто записывают в виде

^ /(и ,р )  = [  / { х ) 6((со,х} - р ) д х
ж 3

(дх — дх\д>Х2 с/^з),

где (^(-)-функция на М.
Для простоты мы будем рассматривать преобразование Радона 

на функциях /  Е Х>(М3). В этом случае функции 7^/ — финитные 
бесконечно дифференцируемые функции на многообразии плоскостей, 
т.е. они бесконечно дифференцируемы как функции о т ши р и  финитны 
по р.

Найдем формулу обращения для преобразования Радона в трехмер
ном евклидовом пространстве. Сначала рассмотрим функцию }(х) — 
= Р(г), зависящую только от г = (хг2 + Х22 + Х32)1/ 2. Ее преобразование 
Радона не зависит от со : 71/(со,р) = Р(р). На основании (2.1) имеем:

сю

Р(р) = [  Р ( ф р  + Ь 2 +р2)<Й1<й2 = 2тг (2.2)
Ж2 |р|

Итак, в отличие от двумерного случая, где мы имели интеграл по
рядка 1/2, здесь получился просто оператор интегрирования. Поэтому 
обратный оператор есть оператор дифференцирования, и мы получаем:

Р(г) = - _ 1_

27Г
Р'(г)

(2.3)

В частности,

/(0) = ,Р(0) = - - Р " ( 0 ) .  (2.4)

Чтобы получить формулу обращения для произвольной функции 
/, мы, как и в двумерном случае, используем перестановочность 
преобразования Радона с движениями евклидова пространства. Введем 
среднее функции /  по сферам с центром в фиксированной точке х:

р [ х ^ г ) - 2 -  ^  /(а? (2.5)

М = 1
где йсо — элемент площади поверхности единичной сферы. Пусть далее 
Р(х;р) — среднее функции И /  по плоскостям, равноотстоящим от 
точки х , т.е.

Р{*\р) = 4^2 /  п /
М = 1

(2.6)
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Тогда из (2.4) и из перестановочности преобразования Радона с 
движениями евклидова пространства получаем:

/ ( х) = р (х ,о) = - ± р;'(ы-,о ).

Итак, доказано:

Теорема 2.1. Формула обращения для преобразования Радона в трех
мерном евклидовом пространстве имеет следующий вид:

/(■с) =  - з^з /  ( * / ) > ;  (">а;) ) г1ш ■ (2-7)
1«1 = 1

Мы видим, что трехмерный случай принципиально отличается от 
двумерного. Здесь, в отличие от двумерного случая, формула обраще
ния локальна. Это означает, что для восстановления функции /  в точке 
х нужно знать ее интегралы только по плоскостям близким к х (фак
тически из инфинитезимальной окрестности множества плоскостей, 
проходящих через х).

Одновременно мы получили следующие соотношения между усред
нениями Е  и Е  соответственно функций /  и 7^/ :

Р(г) =

■ / Е{х , г) г д г , (2.8)

\р\

1 П & г )
27Г г

(2.9)

(Эти равенства получаются из (2.2) и (2.3) сдвигом.)
Преобразование Радона функции /  связано с ее преобразованием 

Фурье Е /  следующим равенством:

+оо

^/(Лог) = (2тг)“ 3/2 у* 7г/(« ,р )егЛ^ ф  (М = 1). (2.10)

Исходя из этого равенства и из формулы обращения для преобразо
вания Фурье можно получить другой вывод формулы обращения для
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преобразования Радона:

/(* ) =  (2тг)"3/ 2 /  =
Ж3

+оо

= 1 (2тг)-3/ 2 I  I  Т р \ ш ) Л2 А Х  =
\ш\ =  1 - о о

+оо +оо

= |  (2тг)-3/ 2 I  I  П / { ш
- О О  |а > | =  1 - О О

+оо +оо

= 4^2 /  /  Р{х,р)е1ХрХ2 АрАХ =
— 00—00

Сравнив этот вывод с аналогичным выводом для плоскости (п. 1.5), 
замечаем, что различие между формулами обращения для плоскости и 
для пространства возникает из-за различия выражений для элементов 
объема в полярных координатах: \Х\дХдсо для плоскости и Л2 дХдоо 
для пространства.
Замечание. В двумерном случае функция /  восстанавливается по П /  
с помощью нелокальной формулы. Однако функция л/А/, где А — 
оператор Лапласа, восстанавливается по Р1 /  локальной формулой 
обращения:

2 7Г

О

Поскольку х/А — эллиптический псевдо дифференциальный опера
тор, функция л /А / имеет те же особенности, что и /. Этим обстоятель
ством пользуются иногда в томографии для определения особенностей 
функции 7^/, исходя из ее преобразования Радона Н / .

2.2. Преобразование Радона в аффинном пространстве. Как и в
двумерном случае, для определения преобразования Радона в трехмер
ном пространстве на самом деле не требуется евклидова структура, 
а вполне достаточно аффинной структуры. Будем задавать плоскости 
уравнениями

6. XI + 6  а?2 + & -  Р = О
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и зададим на каждой плоскости ^  х\ + & + Сз — Р — 0 меру д,р%
такую, что дхг дх2 — <7(<̂  %1 + & ^2 +Сз —р) Если в качестве коор
динат на плоскости взята любая пара Х{, х^7 то эта мера в координатах 
Х{, х^ имеет вид:

дх{ дхп / / / * *\
= | ^ | ~ (* + ьз),

т.е. она зависит от уравнения, задающего плоскость.
Определим преобразование Радона функции /  на аффинном прост

ранстве равенством:

а д & р ) = ?  г т , ь , ы Р) =  I (2.п)
^1^1+^2^2+Ь^З = Р

Г „ Р - $ 1Х1 -&/010Х= УЛ*1'*2’--- 5--- ’п&Г (2'12)
Как и в двумерном случае, функция П /  удовлетворяет условию:

Я /(А |;А р) =  |А|-1а д & р ).

Таким образом, она зависит не только от плоскости ад +^2 +Сз ^з — 
—р — 0, но и от выбора параметров Р-

При | |̂ = 1 функция 7^/ совпадает с определенной в евклидовом 
случае функцией 72-/(со,р).

Выражение для 72/ часто пишут в виде:

^ / (С ь 6 ^ з ;р )  = / /(^1,а?2,а?з)^(€1^1 +6®2 + 6®3 -р)с/аД<7аДсЬ3,
ж 3

где определение <^1 ад + ^  ^2 + Сз^з — р) аналогично приведенному в 
двумерном случае.

Теорема 2.2. Формула обращения для аффинного преобразования Ра
дона (2.12) имеет следующий вид:

А*) = - р / № ) р ( Ь р ) \„=«,*> « (0 . (2-13)
Г

где

“ (0  = Д ^ 2  А Дз + & Дз А с/Д + Сз Дз ,
аТ  — произвольная поверхность в М3\0, пересекающая е одной точке 
почти каждый луч, выходящий из точки 0.
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Подобно двумерному случаю, формула обращения (2.13) следует из 
двух простых фактов: 1) интеграл (2.13) не зависит от выбора Г и 
2) в случае, когда Г — единичная сфера, (2.13) совпадает с формулой 
обращения (2.7) для евклидова пространства.

2.3. Преобразование Радона для пространств произвольной размер
ности. Определение преобразования Радона для М2 и М3 можно пере
нести на пространства любой размерности. Именно, преобразование 
Радона функции /  Е 5(МП) задается формулой:

к  р е  р) = I  / (х )  6( (ех) -  р) € (К")' \  о, Ж, (2.14)
ж п-

где ( ,̂ х) — — д х \ . . .д х п и 8(р) — дельта-функция одного
переменного. Определение — р) аналогично приведенному выше
для случаев п = 2 и п = 3.

Приведем без доказательства формулы обращения для преобразо
вания Радона. Если <р = 77/, то

р р
( - 1 ) ^  [
2 (2?г)"-1 У дз" - 1

И  =  1

д а
8 — (со, .г)

(2.15)

при нечетном п, где да — элемент объема сферы |сс? | = 1 в Мп;

/(*)
-)-оо

(—1)п/2 Г Г
(2тт)п У У 1

\со\ = 1 - о о

р 1 др да
8 —{(О, х)  -\-р

(2.16)

при четном п, где интеграл по р понимается в смысле главного 
значения. Таким образом, подобно случаям п — 2 и п = 3, формула 
обращения локальна при нечетном п и нелокальна при четном п .

Формулы обращения (2.15) и (2.16) можно объединить, воспользо
вавшись обобщенной функцией (р — г’0)-1 . По определению, она есть 
предел при ^-л  +0 обобщенной функции и8 (р) = (р — гз)“ 1. Известно, что 
функция (р — г'0)-1 представима как линейная комбинация обобщенных 
функций р~1 и 8(р) :

(р — г'0)” 1 = р "1 + %7г8(р). (2.17)

Мы имеем при любом п следующую формулу обращения:
+ °о

Р х) = И )  /  /  ~ х) ~
\со\ - 1  - О О

(2.18)
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В самом деле, из (2.17) следует, что при нечетном п равенство (2.18) 
совпадает с (2.15), а при четном — с (2.16).

Представим формулу обращения в другой, более удобной форме, пе
рейдя от преобразования Радона 77 к “комплексному” преобразованию 
Радона 77. Именно, определим оператор 77 следующей формулой:

К Щ , р) = [  /{х)((̂,х)-  р -  гО)~Ых. (2.19)
Ж"

Легко убедиться, что функции 77/ и 77/ связаны соотношением:

+ 00

ЯЧ(Ср) = I  Л / ( ( , в) (в -  р -  г'0)-1

Отсюда и из (2.18) следует формула обращения для “комплексного” 
преобразования Радона 77 : если ф — 77/, то

М = 1

с 1а. (2.20)
8 —

Отметим, что эта формула локальна при любом п.

§ 3. Волновое уравнение и принцип Гюйгенса
Здесь мы покажем, как при помощи преобразования Радона получа

ются классические формулы для решений волнового уравнения. Вывод 
основан на методе плоских волн.

3.1. Двумерный случаи. Пусть мы имеем двумерное волновое урав
нение

д2и д2и д2и
д12 дхф2, дх22 '

Рассмотрим для него следующую задачу Коши:

гх(0,а?) = 0, 0,х) = /(х) ,  (3.1)

где, для простоты, /  Е Х>(М2).
Метод плоских волн опирается на то обстоятельство, что если 

<р(з) — любая гладкая функция одного переменного, то функция 
а?) = + (и?, а?)), где \ш\ — 1, является при любом со решением
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волнового уравнения (проверяется непосредственно). Такие решения 
называются плоскими волнами. Метод плоских волн состоит в пред
ставлении любого решения волнового уравнения в виде суперпозиции 
плоских волн.

Перейдем к построению решения задачи Коши (3.1). Рассмотрим 
следующую функцию:

где р) — преобразование Радона функции /. Поскольку функция
и получена суперпозицией плоских волн, она является решением волно
вого уравнения. Убедимся, что и является решением задачи Коши (3.1). 
В самом деле, при I — 0 подынтегральная функция в (3.2) меняет знак 
при замене р) (<̂  + 7Г, — р); следовательно, и((0,#) = 0. Далее, имеем:

где последнее равенство следует из формулы (1.11) для преобразования 
Радона на плоскости.

Мы хотим вернуться в (3.2) от функции 7^/ к исходной функции 
/. Для этого воспользуемся соотношением (1.10) между средними 
функций /  и 7^/ :

-сю  О

+со 2тг

— сю О

2тг
!  7^/(<^, р -\- х 1 С08 (р + Х2 ЙпД д(р —

со 2тг
^  !  /(^х+ГСОЯО?.${х\  + Г СОЯ Ш. Хп -I- Г Я1П

где \у\2 = 1/12 + 1/22• Мы получим:
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где

н-М
к ц , у ) ~  I

*-\у\

д,р

Р \ А уI2 -  ( р - * ) 2

(при 1 < \у\ последний интеграл нужно понимать в смысле главного 
значения). Элементарное вычисление дает: К (I , у) — 0 при I < \у\,
К Ц , у ) при  ̂> |у|. В результате получаем:

\у\<*

/(* + у) Лу (3 .3 )

(формула Пуассона).
Мы видим, что решение волнового уравнения в точке х в момент 

времени 1 зависит только от начальных данных в круге радиуса I с 
центром в х. Этот эффект называется эффектом конечной области 
зависимости для существования переднего фронта волны: сигнал дви
жется со скоростью 1, и за время  ̂ он может дойти до х только из 
точек, находящихся от х на расстоянии не большем, чем 1.

3.2. Трехмерный случаи. Теперь найдем решение задачи Коши (3.1) 
для трехмерного волнового уравнения:

д2и
7Й2

д2и д2и д2и
дхх2 дх22 дх32 5 Ц  0,х)  =  0, щ(  0, а?) =  /(а?). (3.4)

Рассмотрим следующую функцию:

и(г,х) = ~ —  !  (П/Ур{ш (3.5)
М  =  1

где Л/(со,р) — преобразование Радона функции /(а?) = /(а?1, а?2, #з)* 
Эта функция, будучи суперпозицией плоских волн, удовлетворяет вол
новому уравнению. Убедимся, что она является решением задачи Коттти 
(3.4). В самом деле, при 1 — 0 подынтегральная функция в (3.5) является 
нечетной функцией на сфере \ш\ — 1; значит, «(О, а?) = 0. Далее, имеем:

< ( 0,ж) = - Т  I  ( я /) ''(« , (ы,х))<1ы /(х ) ,

М=1
где последнее равенство следует из формулы обращения для преобра
зования Радона в трехмерном пространстве.
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Вернемся в (3.5) от функции 72-/ к исходной функции /. Для этого 
воспользуемся соотношением (2.9) между средними функций /  и 72-/:

^  / ( х  ^  ( П / У р ( ы , г  х ) ) й ы .

М = 1 М = 1
Мы получим:

и{1, х) = —  I  (3.6)

М = 1
(формула Кирхг офа).

Мы видим, что решение трехмерного волнового уравнения в точке 
х в момент времени 7 зависит только от начальных данных в точках, 
находящихся на расстоянии I от х (принцип Гюйгенса). Таким образом, 
имеет место не только эффект конечной области зависимости, но и 
более сильный эффект — выражен задний фронт волны: к моменту 
времени  ̂ сигнал от точек, находящихся от х на расстоянии, меньшем 
чем уже прошел через точку х в предыдущие моменты времени и 
не сохранился в ней. Это различие между двумерным и трехмерным 
случаями в точности отвечает тому факту, что формула обращения для 
преобразования Радона в трехмерном случае локальна, а в двумерном 
нелокальна.

§ 4. Условия Кавальери и теоремы Пэли — Винера 
для преобразования Радона

4.1. Условия Кавальери для быстро убывающих функций. Рассмо
трим преобразование Радона 7̂ /(<Съ <Ь; р) (в аффинном варианте) на 
функциях /  Е 5(М2), см. формулу (1.12). Нас интересует, какой запас 
функций 72-/ при этом получается.

Напомним, что функции 72-/ удовлетворяют условию однородности:

П / ( Х ^ Х р )  = \ Х \ - Ч г т Р).(4.1)

Далее, они бесконечно дифференцируемы на ( I 2 \  0) х 1  и быстро 
убывают по р при р —>■ оо равномерно по |/| = 1, вместе со всеми 
производными. Возникает вопрос: имеются ли какие-нибудь другие 
условия на функции 72-/ из образа 5(М2)?

Заметим прежде всего, что
+оо

IК-ЛУ, р )  с1р = I / (  ,
- о о  ж 2

(4.2)
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т.е. левая часть не зависит от Это соотношение тесно связано с 
классическим принципом Кавальери, позволяющим вычислять площадь 
плоской фигуры через длины ее пересечений с пучком параллельных 
прямых любого заданного направления. Именно, если /  — характе
ристическая функция плоской фигуры, то р) при | |̂ = 1 равно
длине пересечения этой фигуры с прямой ^1Х1 У ^2^2 ~ Р — 0, и тем 
самым равенство (4.2) выражает площадь плоской фигуры через длины 
ее пересечений с пучком параллельных прямых. В частности, левая 
часть равенства не зависит от направления пучка. По этой причине мы 
будем называть условие независимости от  ̂интеграла 7^/(^, Р) ^Р >
а также некоторые обобщения этого условия условиями Кавальери.

Рассмотрим моменты функции р) по р :
-\-оо

4 ( 0  =  У Я-/(С р)рк с1р, =  0,1,2,... (4.3)
— ОО

Подставив сюда выражение 7^/ через исходную функцию / ( х) ,  полу
чаем:

+оо

^'Я-ДО р)рк <1р-  У  Д О  (О (4.4)
- о о  Ж2

Из равенства (4.4) следуют

Условия Кавальери. Интеграл 1к{С) является однородным много
членом степени к от , 2̂ (к = 0,1,2,...)

Дадим интерпретацию интегралов 1к{С) на языке преобразования 
Фурье У7/  функции /. Как было показано в §1, функции Т /(^) и 
И / ( ^ р )  связаны соотношением:

+оо

^ /(А О  =  (2 0 " 1 I  П / ( С р ) г х р <1р К 0).
— оо

Отсюда следует:

4 ( 0  =  2тгГ* дкТ { { Ч )
д \ к Х—0

(4.5)

Э ти условия (для аф ф инны х п р о стр ан ств  произвольной разм ерности) впервые 
сф орм улированы  в статье : Гельф анд И.М. и Граев М .И., И н тегралы  по гиперплос
костям  основных и обобщ енных ф ункций / /  Д оклады  АН С С С Р. — 1960. — № 6. 
— С .1307-1310.
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Пусть теперь функция Т  ф быстро убывает и бесконечно диффе
ренцируема в точке 0 по каждому направлению, т.е. функция ^/(А ^) 
бесконечно дифференцируема по А в точке Л = 0 при любом  ̂ ф 0. 
Покажем, что условия Кавальери эквивалентны условию бесконечной 
дифференцируемости Т  }{$) в точке  ̂ = 0.

В самом деле, пусть Т  }($) бесконечно дифференцируема в точке 
 ̂= 0. Тогда правая часть в (4.5) равна однородной составляющей сте

пени к в разложении Т  /  по формуле Тейлора в окрестности точки  ̂= 0; 
значит, из (4.5) следуют условия Кавальери. Обратно, пусть функция 
Т  /  бесконечно дифференцируема в точке 0 по каждому направлению и 
выполнены условия Кавальери. Тогда по формуле Тейлора для Т /(А^) 
как функции от А имеем при любом натуральном п и при |С| — 1 :

к—О Х—0 + °(|АГ)

гк Хк
{ ^ Г 1Т . ^ т 1к^ )  + о { \ \ п .

к—О

Так как 1к{0 — однородный многочлен степени к от ^1,^2? это 
равенство можно записать в виде:

п .д.

^ / ( 0  = (27г) - 1У ] - 4 ( 0  +  о( | ^П.  (4.6)
к —0

В результате мы получили для З7 /(%) формулу Тейлора порядка к в 
точке 0. Отсюда следует, что Ф /  (С) бесконечно дифференцируема по 
6., 2̂ в точке 0.

4.2. Теорема Пэли — Винера для пространства ^ ( М 2) .  Утвержде
ния, содержащие описания образов различных функциональных про
странств при преобразовании Радона, часто называют теоремами Пэли 
— Винера для этого преобразования.

Теорема 4.1. Функция <̂ >(Съ ^2\р) на (М2 \  0) х 1  является преобразо
ванием Радона функции /  Е 5(М2), если и только если:

1) <р удовлетворяет условию однородности (4.1);
2) <р бесконечно дифференцируема;
3) любая производная функции <р убывает при |^| =  1 и р -Л оо 

быстрее любой отрицательной степени |р|;
4) <р удовлетворяет условиям Кавальери.
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Доказательство. Нам нужно доказать только достаточность условий. 
Пусть функция р(Д р) удовлетворяет условиям теоремы. Определим 
функцию Р(%) на М2 \  0 равенством:

Ввиду условия однородности 1), это равенство эквивалентно следую
щему:

Из условий 2) и 3) следует, что функция Р  бесконечно дифференциру
ема во всех точках ̂  ф 0, а при  ̂= 0 она бесконечно дифференцируема по 
всем направлениям; значит, в силу условий Кавальери, она бесконечно 
дифференцируема и в точке  ̂ = 0. Далее, из условий 2) и 3) следует, 
что функция Р  быстро убывает вместе со всеми производными. Таким 
образом, Р  Е 5(М2), а потому существует функция /  Е 5(М2) такая, что 
Р — Т  ф. Тогда р(Др)  совпадает с преобразованием Радона Кф(Др)  
функции /, поскольку их преобразования Фурье по р равны одной и 
той же функции Т

4.3. Теорема Пэли — Винера для пространства Х>(М2) финитных 
бесконечно дифференцируемых функций..

Теорема 4.2. Функция р^ДхДъ;р) на (М2 \  0) х М является преобра
зованием Радона функции /  Е Х>(М2) в том и только том случае, 
когда:

1) р удовлетворяет условию однородности (4.1);
2) (р бесконечно дифференцируема на (М2 \  0) х М и финитна по р ;
3) р удовлетворяет условиям Кавальери.

Доказательство. Если /  Е Т>(Ж2), то очевидно, что преобразование 
Радона К /  функции /  удовлетворяет условиям 1) и 2). Условия 
Кавальери следуют из того, что Х>(М2) С 5(М2).

Обратно, пусть функция р  удовлетворяет условиям теоремы. Тогда 
р удовлетворяет и условиям теоремы 4.1, а потому р  является пре
образованием Радона некоторой функции /  Е 5(М2). Остается доказать 
только финитность функции /. Приведем доказательство финитности 
/, принадлежащее Хелгасону

^Х ел гасо н  С. П реобразование Радон а. —  М.: М ир, 1983.

— оо

— сю
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Итак, по условию, — финитная функция, т.е. для некоторого а > О 
77/(0, р) — 77/(со80, 8Ш0; р) — 0 при \р\ > а. (4.7)

Докажем, что
27Г

Р(х, г) ЕЕ ^ 77 / ( х 1 + г со80, Х2 + г 8Ш0; р) <70 — 0 при г > |а?| + а. 
о

(4.8)

В самом деле, пусть Р (х 7р) — среднее функции <р на множестве 
прямых, отстоящих от точки х на расстояние \р\. Из (4.7) следует, что 
Р(х,р)  = 0 при \р\ > \х \ + а. Но тогда, в силу соотношения Айсгейрссона 
(п. 1.2), Р(х, г) = 0 при г > \х\ + а.

Докажем далее, что если функция /  удовлетворяет условию (4.8), то 
этому же условию удовлетворяют функции а?,*/, г — 1,2.

В самом деле, из (4.8) следует, что

I  / ( х  + у)ду = 0 при г > |я| + а,
|у|>г

откуда

I / ' Хг{х + у)1у = 0 при г > |ж| +  а, г = 1,2.
IУI > ̂

Согласно теореме Стокса имеем:
27Г

^  ! ' х , ( х + у) (1у = г ̂ /  , 
\у\>г 0

где со — (со8 в, 8Ш0). Значит,

27Г 27Г

/(а? +  п о )  ( х  +  п о ) { М  =  х , ^  / (  х  +  п о )  +
о о

27Г

+ г ̂  / ( х  + г и) и {(19 — 0 при г > \х\ + а ,
о

что и требовалось доказать.

В силу доказанного, среднее функции Р (х ) / (х )  по окружности 
радиуса г > а с центром в точке 0 равно нулю для любого полинома 
Р(х). Следовательно, /  = 0 на этой окружности, а значит, и во всей 
области Ы > а.
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4.4. Обращение преобразования Радона функции /  Е Т>(Ж2) при 
помощи моментов. Пусть /  — финитная функция. Тогда ее преобразо
вание Фурье У  /  -  целая функция, и, в силу (4.6), ряд Тэйлора функции 
Т  /  задается формулой:

°о .р.

? №  = № г Г 'У - й Ю ,  (4-9)
к—О

где 1к(С) — Л-й момент функции 7^/(^, р) по р, являющийся многочле
ном &-й степени. Беря от Т  /  обратное преобразование Фурье, получаем 
способ восстановить функцию /  по моментам .

Итак, для функции /  Е Х>(Ж2) получена формула обращения, исполь
зующая только моменты /&. Эта формула существенно отличается от 
формулы обращения, полученной в § 1.

Так как моменты /*. являются однородными многочленами, то для 
восстановления /  их достаточно знать на сколь угодно малой дуге 
окружности | |̂ = 1 или даже на бесконечной последовательности точек 
(общего положения).
Замечание. Заслуживает внимания вопрос, чем отличаются различ
ные формулы обращения. В формуле обращения мы имеем оператор, 
определенный на пространстве (вообще говоря, более широком, чем 
образ преобразования Радона) и заданный некоторым (вообще говоря, 
обобщенным) ядром. Разность операторов для различных формул обра
щения равна нулю на образе преобразования Радона. Из теоремы Пэли 
— Винера для пространства 5(М2) следует, что всякий функционал, 
равный нулю на образе 5(М2), получается из условий Кавальери и 
в существенном формула обращения для 5(М2) единственна. Образ 
же 77 (М2) состоит из финитных функций, и запас аннулирующих 
функционалов здесь более богат. Поэтому в случае 77 (М2) удается 
строить формулы обращения, отличные от формулы обращения из § 1. 
Один вариант такой формулы, использующий моменты, получен в этом 
пункте, другой вариант см. в и. 5.1.

4.5. Восстановление неизвестных направлений по заданным значе
ниям 7 ^ /. Здесь мы изложим еще один пример на применение условий 
Кавальери при обращении преобразования Радона. Если преобразова
ние Радона 71/(<р,р) финитной функции /  известно для некоторого 
набора углов г — 1 ,2 ,..., п, то мы можем приближенно восстановить 
функцию /.

В электронной микроскопии для рибосом возникает следующая си
туация: известны значения 7 р) для некоторых углов <р1, р2, • • •, Рп 
и всех р, т.е. задано п функций от р, но значения самих углов рг- неиз
вестны. Поэтому для восстановления /  надо прежде всего восстановить



38 ГЛ. IП реобразован ие Радона

неизвестные углы, более точно, восстановить их с точностью до общего 
поворота.

А.Б. Гончаров ^  показал, что, пользуясь финитностью и опираясь 
на условия Кавальери, эту задачу можно решить — в случае общего 
положения — при достаточно большом п .

Пусть /  — финитная функция, П /  — ее преобразование Радона, 
1к{р) — моменты функции 7\ /  (к = 1,2,...). В силу условий Кава
льери, 1̂  является однородным многочленом степени к от со8<̂ , 8Ш <р, 
в частности,

1 \ { р )  — \ \  С08 (р +  А2 81И <Р ,

/ 2 (рр) =  р,1 С082 р  ~\~ / 12 С08 (р 81П р  +  ^ 3  81Д2 (р.
(4.10)

Заметим, что выражения для 1\ и /2 можно представить в виде:

1±(р) = а со8(р — а ) ,
/г(^) = Ьсо$2(р — /?) + с.

Все входящие в (4.10) и (4.11) параметры зависят от /.
Предположим, что 1\{р) ^  0 и 12 {<р) ^  0, и рассмотрим в плоскости 

(2/1, У2) кривую Г/, заданную параметрически:

Ух -  1х(<р), у2 =

Лемма. Г/ — алгебраическая кривая степени 4.

В самом деле, степень кривой Г/ определяется как число ее точек в 
пересечении с прямой общего положения Ау\  + В у2 + С = 0, т.е. число 
решений системы уравнений:

[ А { \ 11\ + А2 ̂ 2) + В  ( ^ 1 +  ^2̂ 1̂ 2 + РзЩ) ~\~ С — 0 
\^1 + ^| — 1*

Подчеркнем, что различным функциям /  отвечают различные кривые.
Кривая 4 степени определяется 15 своими точками общего поло

жения (число коэффициентов полинома Р (2/1, У2) четвертой степени). 
Поэтому, если функции 7 \ /(р ,р )  известны для 15 значений р, то 
известны 15 точек на кривой Г/, и мы знаем эту кривую. Если же

Гончаров А .Б . Трехм ерная рекон струкция неизвестны м  образом  располож енных 
в п р о стран стве  идентичны х ч асти ц  по их проекциям : В сб. М атем атические  
проблемы  том ограф ии  /  Под ред. И.М. Г ельф анда и С .Г. Гиндикина. / /  В опросы  
кибернетики . — М., 1990. — С .99-132.
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кривая Г/ известна, то коэффициенты а, Ь, с в (4.11) определяются 
равенствами:

а  — (?/1 ) т а х  5 Ь — ^  ( (У 2 )т а х  ( | / 2 ) т т )  > с  ^  ( ( ^ 2 ) т а х  ~\~ (У 2 )т 1 п ) •

Так как сдвиг параметра р  не меняет кривой Г^, то можно считать, 
что <р1 = 0. В результате мы знаем сова, сой2р и со8(<̂ >7: — а), со8 2(^г- — /?) 
при г = 2,3,...,15. Следовательно, как нетрудно убедиться,

если а, р и находятся в общем положении, то 
углы (р2, <рз, • • •, ^15 однозначно определяются.

Замечание. Число углов п = 15 является избыточным оттого, что 
получаются не все кривые Г 4 степени, а лишь кривые Г $ специального 
вида. На самом деле хватает 5 углов (р1,<р2, . . . ,  >̂5 (^1 = 0) по следующей 
причине. Так как угол (р\ равен 0, в выражениях (4.10) нам известны 
коэффициенты р>\. В результате получаем переопределенную си
стему из 2 • 4 = 8 уравнений с 7 неизвестными Л2, ^ 2, рз и <р2, ^ 4? >̂5-
Можно показать, что в случае общего положения эта система имеет 
единственное решение.
Примечание. Результаты этого параграфа непосредственно перено
сятся на многомерное преобразование Радона.

§ 5. Формула Пуассона для преобразования Радона и 
дискретное преобразование Радона

5.1. Формула Пуассона для преобразования Радона на плоскости.
Наряду с интегралом Фурье существует его дискретный аналог — ряд 
Фурье. Мы увидим в этом параграфе, что существует и дискретный 
аналог преобразования Радона, который так же связан с рядом Фурье, 
как преобразование Радона с преобразованием Фурье.

Напомним, что ряд Фурье можно получить из формулы Пуассона 
для интеграла Фурье. Именно, пусть /  — гладкая финитная функция на 
М2, Т  — ее преобразование Фурье. Тогда, согласно формуле Пуассона,

+оо +оо

X ) Я*1 +*1,®2 +  *2) = 2тг ^  ^ / ( 2 ^ 1 ,  2я* 2)
к 1, /с2=  — оо к±7 &2 — — сю

(5.1)

(оба ряда абсолютно сходятся). Если функция /  сосредоточена в 
квадрате 0 < х \ , х2 < 1,, то для точек (#1, х2) этого квадрата в левой
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части отличен от нуля только член с (&1Д 2) = (0,0) и мы получаем 
представление функции /  рядом Фурье:

+ оо

/ (ж ь  Х2) -27Г ^  ^/(2тгк1,2жк2) е - 2ж̂(5.2)
к±, к 2— — оо

Итак, функцию, сосредоточенную в квадрате, можно представить 
как интегралом так и рядом Фурье.

Приведем аналог формулы Пуассона для преобразования Радона. 
Введем подмножество А  точек (&1, ^2) Е Ж2 таких, что либо к\ > 0 и 
числа &1, &2 взаимно просты, либо (&1, к2) — (0, 1).

Теорема 5.1. Пусть /  — гладкая финитная функция на плоскости М2 
и 7г/(^ь ^2;р) — ее преобразование Радона. Тогда

+ оо

Ф(х 1 + &Ъ х2 + ^2) = 1(Иф) +
к 1, к 2— — оо

+ оо

+ Е (Е  К/(*!, к2;кгх 1 + + т) - 7(7?./)), (5.3)
((̂ 1?Аг2)6А т— — оо

где

+ оо

7(7г/) = I  1гп$иЫ р)Л р- (5.4)

Доказательство. Напомним, что преобразование Радона получается 
композицией двумерного и одномерного преобразований Фурье, а 
именно

я /(& ,6 ;р )
+ оо

I  ̂ /(А 0< ■*'Лр о?Л, (5.5)

где «Т7/  — преобразование Фурье функции /. Поэтому (5.3) можно 
получить, комбинируя формулы Пуассона для двумерного и одно
мерного преобразования Фурье. Предварительно заметим, что любую 
ненулевую точку из Ж2 можно представить в виде т(&1, Л^, где 
т  Е Ж \  0, (&1, &2) Е -1. Тем самым, формула Пуассона (5.1) может быть
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записана так:

+ 00
Е  ?(Х1 + Агь х 2 + к2) -27г|^г/(0) +

к 1; к 2— — со

+оо

+ У  ( У  Т/{2тгтк1,2птк2) е - 2ж{т̂-7 7 (0 ) )} .
((̂ 1,Аг2)еА ГП— — 00

(5.6)

Из (5.5) на основании формулы Пуассона для одномерного преобразо
вания Фурье получаем:

+оо +00
Е К № р +™)= Е ^ / ( 2 ^ т е ) е - 2- ' ^ .

Следовательно,

+оо

2тг Е  Г / { 2тгтк1, 2тгтк2) е - 27Г*т(к1Х' +к2Х2'> =
ГП — — 00

+оо

= Е Т77(&ъ + + т).
т =  — оо

(5.7)

Так как, кроме того,

+оо

^ /(0 ) -  (2ТГ)"1 I  П/{{,р)<1р
— оо

для любого то из (5.6) и (5.7) следует равенство (5.3).

Следствие. Если функция /  сосредоточена в квадрате 0 < а?1,а?2 < 1, 
то  дхя любой точки (а?1, #2) этого квадрата имеем:

+оо

/(жь  ж2) - 7(77/) + Е  ( Е  Я Д * ь  к2-,кгх1 + к2х 2 + т) -  7(77/)),
(^1 ,Аг2)€А т — -оо

(5.8)

где рлд справа сходится абсолютно.
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Тем самым, мы получили для гладкой функции /, сосредоточен
ной в квадрате, еще одну формулу обращения. При этом в случае, 
когда /(7^/) = 0, функция /  восстанавливается в точке а?, если из
вестны ее интегралы только по прямым с рациональными угловыми 
коэффициентами, проходящим через х } и их параллельным сдвигам, 
отвечающим целочисленным Ар. Заметим, что параллельные прямые 
к\ х\ + &2 = Р и к\ х\ + к2 Х2 — р + 1 находятся (относительно обычной
евклидовой метрики) на расстоянии (к \2+&22)-1 2̂. Наличие интегралов 
по сдвинутым прямым отражает нелокальность формулы обращения.
Примечание. Формула (5.8) может быть использована для численного 
обращения преобразования Радона не только гладких функций.

5.2. Дискретное преобразование Радона; связь с рядами Фурье1).
Пусть /  — функция, сосредоточенная в квадрате 0 < ? а?2 < 1, 7\ /  —
ее преобразование Радона. Отправляясь от формулы (5.8), естественно, 
по аналогии с рядами Фурье , называть функцию Р  на А  х М, заданную 
равенством

Р(к1к2;р)
+оо

' Р  П / ( к 1,к 2;р + т) -  1{К /) ,
ГП = —00

(5.9)

дискретным преобразованием Радона функции /. Эта функция перио
дична п оре  периодом 1.

В силу (5.8) функция /  следующим образом выражается через свое 
дискретное преобразование Радона:

/{Х1, х 2) = 1( и / )  + Р{к\, к2;кгх 0 < < 1.
(к1,к2)еА

(5.10)

Функция Р  так же связана с рядом Фурье функции /, как преобра
зование Радона /  с преобразованием Фурье Т  функции /. Именно, 
пусть

+оо

/ ( * ! ,  Х 2 )-  2  « («1 - »2)
т ,п  2 — — 00

1)Г индикин С.Г. Д искретное преобразование Р адо н а  / /  Сиб. м ат . ж урнал. — 
1966. — № 3. — С. 708-712. См. так ж е  вы числительны е применения в ста 
тье: Н.Д. В вед ейская, С .Г .Гиндикин. Д искретное преобразование Р адо н а  и рекон
струкци я изображ ения: В сб. М атем атические проблемы  том ограф ии  /  Под ред. 
И • М .Гельфан да и С .Г .Гии ди ки на. /  /  В опросы  к и бер н ети ки . —  М ., 1990, — С . 5 7-99.
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— разложение /  в ряд Фурье на 0 < хг, х 2 < 1,
+оо

Р(ки к2 ;р )=  УЗ
ГП — — 00

— разложение Р  в ряд Фурье по р на отрезке 0 < р < 1. Заметим, что 
&о(&1, к2) = 0. Подставляя эти ряды в (5.10), получаем:

+00
УЗ а(п1, п 2)е2* ^ П1Х1

Щ,П2 = — ОС1

= 1{П!) + УЗ УЗ Ът{к
т ф О (к 1, к 2) € А

Отсюда следует:

а(т к1, т к 2) — Ьт(кь к2) при ш /  0, (Агх, &2) Е А, (5.11) 
а(0,0) = /(?г/). (5.12)

Равенство (5.11) — дискретный аналог формулы (5.5).

5.3. Задача интегральной геометрии на торе. Двумерные ряды Фу
рье можно интерпретировать двояко — как представление на квадрате 
0 < х 1,а?2 < 1 функции, сосредоточенной в этом квадрате, и как 
представление на всем Ж2 периодической функции /, т.е. такой, что 
}{х + п) — /(У) для любого п Е Ъ2, Во втором случае ряд Фурье 
можно интерпретировать как разложение функции, заданной на торе 
Т  — Ш2/!? .  Сделаем аналогичный переход для дискретного преобразо
вания Радона.

Интерпретируем квадрат 0 < х \ , х 2 < 1 как развертку тора 
Т  — Ж2/Ж2. Тогда для любых к = (Ат 1, к2) Е А  и р Е Ж объединение отрезков 
прямых

к 1 XI  + к2х 2 =  р +  т ,  т  Е Ж,

заключенных в этом квадрате, отвечает замкнутой геодезической 
7(&,р) на торе Т, Обратно, любая замкнутая геодезическая на торе 
Т  представляется как объединение таких отрезков. Таким образом, 
дискретное преобразование Радона Р(кь к2, р) для ограничения перио
дической функции /  на квадрат 0 < хд, х 2 < 1 можно интерпретировать
так:

Р ( к 1 , к 2 , р )  =  (&12 +  &22) 1 /2 / ( * ! ,  Аг2;р )  -  / ( / )
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где /(/? 1, Л?2; р) — интеграл функции /  на торе Т  по замкнутой геоде
зической у(к,р) (взятый по евклидовой длине на Т7), / ( / )  — интеграл
функции /  по семейству параллельных замкнутых геодезических. Из 
(5.10) следует:
Теорема 5.2. Любая гладкая функция /  на торе Т  — Ж2/Ъ 2 следующим 
образом восстанавливается через интегралы /(&1,&2;р) по замкну
тым геодезическим у(к7р):

/ ( * ) = / ( / ) +  ^  ({кС + Аг22)“ 1/2/(&ъ к2', / ( / ) ) .
(А?1,А?2)€А

(5.13)

Замечания. 1°. Длина геодезической у(к,р) равна (к\2 + &22)-1/2. 
Поэтому если перенормировать меры на геодезических так, чтобы 
их длины равнялись 1 и обозначить через /Д&ь&г;^) интеграл по 
геодезической у(к7р) относительно новой меры, то формула (5.13) 
примет более простой вид:

/(•» ) = Н Л  + ^ 2  (/'{кг,к2; + к2х 2) -  / ( / ') ) .  (5.14)
{к1, к 2) е А

2°. Еще более простой вид принимает формула (5.13) для функций 
/  со средним значением 0 на торе:

/ Л )  = Е !  1>{к1,к 2
( к 1, к 2) е А

В этом случае формула обращения локальна: для восстановления фун
кции /  в точке тора х нужно знать ее интегралы только по замкнутым 
геодезическим, проходящим через точку х.

§ 6. Преобразование Минковского — Функа
Этот параграф посвящен аналогу преобразования Радона для плос

кости, где плоскость М2 заменена единичной сферой 8 2 С М3, а прямые 
вМ 2 — большими кругами на 82.

Пусть /  — четная гладкая функция на единичной сфере 8  С М3. 
Назовем преобразованием Минковского — Функа интегральное пре
образование, относящее функции /  ее интегралы по всевозможным 
большим кругам на сфере 8 . Возникает задача: восстановить функцию 
/  по ее преобразованию Минковского — Функа. Впервые эта задача 
еще до появления статьи Радона была решена независимо Минковским 
и Функом. Аналогичная задача может быть сформулирована и для 
функций на трехмерной единичной сфере 8 3 С М4.

44
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Замечание. Мы рассматриваем только четные функции на сфере, 
поскольку для нечетной функции ее интеграл по любому большому 
кругу равен 0.

Запишем преобразование Минковского — Функа явной формулой. 
Каждый большой круг на сфере 8  получается как пересечение этой 
сферы с плоскостью, проходящей через точку 0 :

<*,* )=  о, К| =  1. (6.1)

Таким образом, многообразие больших кругов параметризуется точ
ками  ̂ единичной сферы 8 ' С (М3)', причем диаметрально противопо
ложным точкам  ̂ и —̂ отвечает один и тот же большой круг. Чтобы 
записать интеграл по кругу (6.1), зададим этот круг параметрически:

X — С08 <р • а + 81П̂  • /?, 0 <С (р < 27Г, (6.2)

где а, р — единичные взаимно ортогональные векторы такие, что 
( ,̂ а) = ( ,̂ р) = 0 . Преобразование Минковского — Функа задается 
следующим равенством:

27Г

М /{€) — У  /(со8^ • а  + з т р  • Р)Л<р, |^| = 1. (6.3)
0

Ясно, что от выбора векторов а, /3 интеграл не зависит. Имеем:
м / Ы )  = М № -

Итак, преобразование Минковского — Функа ставит в соответствие 
четной функции на сфере 8 С Ж3 четную функцию на сфере 8 ' С (М3)/.

Чтобы иметь возможность отождествлять функции на 8 и 8 ',, 
отождествим сферы 8  и 8 '. Для определенности поставим в соответ
ствие каждой точке х Е 8  точку % Е 8*, которой отвечает экваториаль
ный большой круг, соответствующий полюсу х .

Из определения следует, что преобразование Минковского — Функа 
перестановочно с вращениями сферы. Это означает, что для любого 
вращения д : со со д сферы 8  преобразование Минковского — Функа
М / д(С) функции / д(С) = /(^д) есть М Г #д ).  Это свойство будет здесь 
существенно использовано для восстановления функции на сфере по ее 
преобразованию Минковского — Функа.

Рассмотрим гильбертово пространство % четных функций на сфере 
8 с интегрируемым квадратом модуля (относительно инвариантной 
меры на 3). Построим спектральное разложение оператора ЛЛ на %.

Введем в % фильтрацию подпространств, инвариантных относи
тельно вращений. Именно, пусть 'Н2п — пространство сферических 
полиномов степени 2п, т.е. подпространство функций на 8 , являющихся
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ограничением на 8 С М3 однородных полиномов степени 2п. Мы 
действительно имеем фильтрацию

'Но С %2 С ... С Н2п С ... (6.4)

пространства Н, так как ограничение на 5  однородного полинома 
Р(х) степени 2п совпадает с ограничением на 8 полинома (х \2 + 
+ х22 + хз2) Р(х) степени 2п + 2. Известно, кроме того, что замыкание 
пространства |ДЯ2п совпадает с Н. Очевидно, что все пространства 
%2п конечномерны и инвариантны относительно вращений, и оператор 
Л4 определен на каждом Я 2п. Заметим, что при ограничении на 
8 однородных полиномов степени 2п не возникает ненулевого ядра. 
Отсюда легко выводится, что

дхш.%2п — {п + 1) (2 п + 1). (6.5)

Построим градуировку инвариантных подпространств в % относи
тельно фильтрации (6.4):

оо

П = ф н 2п, (6.6)
п=0

где Но = %о — подпространство констант, а Нзп при п > 0 — 
ортогональное дополнение в Я 2п к % 2 п - 2, т.е.

'Н2п — 'Н.2П-2  0  Н 2 п  •

Из (6.5) следует, что сНшЯ2п = 4п + 1.
Пространство Я 2п (п — 0,1,2,...) допускает следующее внутреннее 

описание. Оно состоит из функций на сфере 5, являющихся ограниче
нием на 8 однородных гармонических полиномов степени 2п (т.е. поли
номов Я, удовлетворяющих уравнению Лапласа = 0).

Основной факт состоит в том, что все Я 2п являются собствен
ными подпространствами оператора Л4 Минковского — Функа. Это 
утверждение следует непосредственно из того, что оператор Л4 пере
становочен с вращениями сферы 8 , а подпространства Я 2п неприво
димы (т.е. не содержат собственных инвариантных подпространств) и 
попарно не эквивалентны.

Для описания Л4 остается сосчитать собственное значение Ап 
оператора Л4 на каждом подпространстве Я 2п. Для этого рассмо
трим функцию /  Е Я 2п, являющуюся ограничением на 8  полинома 
( х 2  +  г х з ) 2 п . Так как, очевидно, ( .г 2 +  г х з ) 2п — гармонический полином, 
то /  Е Я 2п; следовательно,

М /  = \ п / .
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Запишем выражение для /  в сферических координатах 0, <р :

— С08 в,  — 81П0СО8 <р, СОз = 81И 0 81И <р (0 < 0 < 7Г, 0 < (р < 2?г).

Имеем:

/(6», у») =  е2г'п^ 8 т 2п6».

В частности, /( |- ,  0) — 1, а потому 0) = Ап. С другой стороны,
Л*/(§,0) есть интеграл функции /  по большому кругу, на котором 
Р = ± | ,  т.е.

1
Л ^ /( |,0 )  = 2 (-1 )" |8 Ш 2" в (1в = 20Г(-1  Г Гг (" ^ | .

О

Следовательно,

Л" = 2̂ <-1Г^Дг (6'7)
Из описания Л4 следует, что для восстановления функции /  на 

5 по ее образу ^  — .И / достаточно разложить по собственным 
подпространствам оператора М : <р = *Рп, где Рп С # 2п- Тогда
/  =  Е ~ = о Л» V » -

В § 8 будет получена другая формула обращения для преобразо
вания Минковского — Функа, основанная на существовании простой 
связи между этим преобразованием и преобразованием Радона для 
проективной плоскости.

§ 7. Преобразование Радона дифференциальных форм

Преобразование Радона может быть определено не только для 
функций, но и для других объектов. В этом параграфе мы рассмотрим 
преобразование Радона дифференциальных форм на плоскости и в 
трехмерном пространстве. Основной задачей по-прежнему будет опи
сание образа и восстановление исходной формы по ее преобразованию 
Радона.

7.1. Преобразование Радона 1-форм на плоскости. Рассмотрим про
извольную дифференциальную 1-форму на М2

« = к { х 1,Х2)(1х 1 +
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с коэффициентами из пространства Шварца 5(М2). Эту форму можно 
проинтегрировать по любой ориентированной прямой на плоскости 
М2. В результате получится функция на многообразии Н  всех ори
ентированных прямых, которую мы назовем преобразованием Радона 
исходной 1-формы м и обозначим через Н со. Итак, по определению,

Пш{1) = I и ,  € Я. (7.1)
I

Напишем явное выражение для функции Нм  в координатах на Н . 
Как и в § 1, будем задавать прямые на плоскости параметрическими 
уравнениями:

Хл — —^81П Ш +  рСО&М,
. (7-2)

Х2 — $ С08 р  Р  81П ( р .

За положительное направление прямой (7.2) примем то, в котором I 
возрастает. Тем самым параметры ((р,р) задают не только прямую, но 
и ее ориентацию, а потому их можно принять в качестве координат на 
многообразии Н  всех ориентированных прямых. Заметим, что та же 
прямая с противоположной ориентацией имеет координаты тг, — р).

В координатах (<р,р) выражение для 71 со имеет следующий вид:
+оо

Нм(<р,р) — I  (—81И^/х(—̂81И  ̂+ рС08̂ >, ^С08 9? + р81П^) +
— сю

Т С08 (р /2 (—̂ 81П (р + р С08 (р,  ̂С08 <р + р81П̂ >) ) (И.

Мы хотим восстановить дифференциальную форму м по ее пре
образованию Радона Нм. Однозначное решение этой задачи получить 
невозможно ввиду следующего простого утверждения:
Лемма. Если дифференциальная 1-форма м замкнута, т.е. дм — 0, то 
Нм  = 0.

В самом деле, любая замкнутая форма м — ф\дх\ + / 2^X2, где 
/ъ  /2 Е 5(М2), точна, т.е. представима в виде м — ди, где и Е 5(М2). 
Следовательно, интеграл от замкнутой формы м по любой прямой 
равен нулю.

Решим другую геометрическую задачу: зная интегралы 1-формы 
м = /1 дх\ + /2 6x 2 по всем прямым в М2, т.е. ее преобразование Радона, 
найти ее внешний дифференциал дм7 т.е. 2-форму

дм — ( дх 1 А дх2 — Е (х1,Х2)дх1 А дх2„
\ОХ1 дх 2'

или, короче, восстановить функцию Е по Нм.
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Предложение 7.1. Для восстановления Р нужно применить формулу 
обращения для преобразования Радона на плоскости к функции 
±Пы(<р,р).

Предложение следует из леммы:

Лемма. Преобразование Радона Псо формы со — ф\дх\ + / 2 ^ 2  связано 
с преобразованием Радона П Р  функции Р — соотношением

$
КЕ(<р,р) = — Ки>{1р,р). (7.4)

Доказательство леммы, Ясно, что при фиксированном (р — (р0 инте
грал функции П Р  по р от рх до р2 совпадает с интегралом 2-формы дсо 
по полосе 7г С М2 между прямыми /1 =  (̂ >о>Р1) и /2  =  (^(ьРг); значит, 
по формуле Стокса

Р 2

^ Н Р  (<р0, р) с1р -  ^  (1и — ^  и  -  ^  ) -  Н иРг)-
Р1

Отсюда следует (7.4).

Следствие. Любая дифференциальная 1-форма со с коэффициентами из 
пространства ^(М2) содержится в ядре преобразования Радона в том 
и только том случае, когда она замкнута.

7.2. Преобразование Радона 2-форм на плоскости. Обычно в ана
лизе интегрируют дифференциальные Аг-формы по ^-мерным подмно
гообразиям. Это отвечает содержанию п. 7.1, где интегрировались диф
ференциальные 1-формы по прямым на I 2. Однако если фиксировано 
некоторое семейство подмногообразий размерности к , то по ним можно 
интегрировать ш-формы, где т к. Если т > к, то результатом 
будет не числовая функция, а дифференциальная (ш — &)-форма на 
многообразии подмногообразий. Здесь принципиально, что при т > к 
нельзя интегрировать т-форму по индивидуальному А'-мерному под
многообразию.

В этом пункте рассматривается интегрирование 2-формы со по 
прямым на М2; результатом интегрирования является 1-форма 71 со 
на многообразии прямых. Неформальная идея вычисления 71 со такова. 
Чтобы сосчитать 77со(1,т), где I — прямая, а г — касательный 
вектор к многообразию прямых, нужно инфинитезимально сдвинуть 
I в направлении г и проинтегрировать со по соответствующей 2-мерной 
области. Та же идея работает и в общей ситуации.
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Перейдем к соответствующим выкладкам. Определим преобразова
ние Радона дифференциальной 2-формы

со = /(а?1,а?2) ^ 1  А с/,г2, /  Е 5(Ж2).

С этой целью введем трехмерное многообразие Л флагов, элементы 
которого — пары: ориентированная прямая на плоскости и точка на 
этой прямой.

Поскольку точки на плоскости задаются координатами (а?1,#2), а 
ориентированные прямые — координатами (р,р), то на А  можно ввести 
две системы координат. Одна система — координаты (#1, а?2, <р), гДе 
(#ъ#2) задают точку на плоскости, а р  — направление проходящей 
через эту точку прямой; другая система — (у,р, /), где (р,р) задают 
ориентированную прямую на плоскости, а 7 — точку на этой прямой. 
Координаты (а?1,а?2,р) выражаются через координаты (р,рА) соотно
шениями (7.2). Обратные соотношения имеют вид:

I  — Х2  С08 (р — Х \ 81П (р, Р  — X I  С08 р  +  Х2  81П р .

Будем трактовать 2-форму со = / дх\ Л 6x 2 как дифференциальную 
форму на многообразии А, заданную в координатах (а?1,а?2,р). Чтобы 
определить преобразование Радона формы со, представим ее сначала в 
координатах (р,рА)> воспользовавшись выражениями (7.2) для а?1, а?2 и 
вытекающими из них выражениями для дх\^ <1x 2:

б Х \  — — 81П рсИ — I  С08 р б р  — р 81П р др + со8 р др,
д Х 2  — С08 р с П  — I  8Ш р д р  +  Р  С08 Р  д р  +  81П р  д р .

Мы получим:
СО — / ( — 7 8Ш р  +  Р  С08 Р ,  7 С08 Р  +  Р  81П р )  б р  Л <77 —

— 7 / ( —7 8Ш р +  Р  С08 Р ,  7 С08 Р  +  Р  81П р )  д р  Л <77 +  . . . ,

где многоточием обозначены слагаемые, не содержащие <П.
Обозначим через соо дифференциальную форму, полученную из со 

отбрасыванием всех слагаемых, не содержащих (И. При любых фиксиро
ванных р, р, др и др форма со о является дифференциальной 1-формой на 
ориентированной прямой с координатами (р,р). Интегрируя ее по этой 
прямой, мы получаем дифференциальную 1-форму на многообразии 
ориентированных прямых, которую назовем преобразованием Радона 
исходной 2-формы со и обозначим через 77со. Итак,

Определение. Преобразование Радона 77со дифференциальной 2-фор
мы и? = /(а?1, Х2) <1x 1 Ло?а?2 на плоскости есть дифференциальная 1-форма 
на многообразии Н  ориентированных прямых на плоскости

Псо — а(р,р) др + Ъ(р,р) др, (7.5)
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где
+оо

а{<Р,р) = /  / ( —̂8Ш̂ > + рсо&р, 1со$р + рзтр) д1,
— оо 

+оо

Кч>,р) -  -  / < я -  ̂ 8И1<̂  + рС08^, 1сОЪ(р + р81П^) (П.
— оо

Установим свойства дифференциальной 1-формы К  со. Из явных 
выражений для функций а и Ь следует, что обе они — бесконечно 
дифференцируемые, быстро убывающие вместе со всеми своими произ
водными функции на многообразии Н  ориентированных прямых, т.е. 
они принадлежат пространству Шварца 5(Н). Далее, функция а(р,р) 
является преобразованием Радона функции / ,  а — %ф и, значит, она 
удовлетворяет дополнительно условиям Кавальери (см. §4). Наконец, 
легко непосредственно убедиться, что

да дЬ 
др др ’

а потому дифференциальная форма К  со замкнута.

Предложение 7.2. Дифференциальная 1-форма О = адр-\~Ьдр с быстро- 
убывающими коэффициентами а, 6 Е 8 (Н), заданная на многообразии Н  
ориентированных прямых в М2, содержится в образе преобразования 
Радона 2-форм в том и только том случае, когда она замкнута и 
функция а удовлетворяет условиям Кавальери.

Доказательство. В одну сторону утверждение уже доказано. Обратно, 
пусть О — а др + Ь др — любая форма с перечисленными свойствами 
на многообразии Н — 8 1 х М1. Тогда а — 'ЯД для некоторой функции 
/Е  5(М2). Полагая со — фдх\Лдх'27 имеем О — 71 со = с(р,р) др. Так как эта 
1-форма замкнута, функция с не зависит от р, а из быстрого убывания 
следует, что с = 0. Значит, О = К  со.

Замечание. Замкнутость формы К  и? следует также из общего факта 
о перестановочности оператора К  с оператором д внешнего диффе
ренцирования, если учесть, что сама форма со замкнута как форма 
максимальной степени.

Чтобы восстановить дифференциальную форму со — ф дх\ А дх2 по ее 
преобразованию Радона Ксо = адр-\~ Ъдр, или, что равносильно, чтобы 
восстановить функцию /, нужно к функции а(р,р) применить формулу 
обращения для преобразования Радона на плоскости (см. § 1).
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Мы видим, что преобразование Радона 2-форм, в отличие от 
1-форм, имеет нулевое ядро. Отметим также, что задача о восстановле
нии дифференциальной 2-формы по ее преобразованию Радона 71 со 
является переопределенной: для этой цели нужно знать только один 
коэффициент формы Н и.

7.3. Преобразование Радона 2-форм в трехмерном пространстве.
Рассмотрим произвольную дифференциальную 2-форму в М3

со = и { х )д х 2 Л Ахз + / 2(^)сЬз Л дх 1 + / з (^ )^ 1  Л Ах2, (7.7)

х — с коэффициентами из пространства Шварца ^(М3).
Интегрируя со по всевозможным ориентируемым плоскостям в М3, мы 
получим функцию на многообразии плоскостей. Эту функцию назовем 
преобразованием Радона формы со и обозначим через 71 со.

Приведем выражение для 71 со в координатах на многообразии 
плоскостей в М3. Условимся задавать плоскости уравнениями вида

х3 = СХ1Х1 + а 2х 2 + /?• (7.8)

Коэффициенты а ], а 2, 7 этих уравнений примем в качестве локаль
ных координат на многообразии плоскостей. Примем далее (а?1,а?2) в 
качестве координат на каждой плоскости (7.8), задав тем самым и 
ориентацию этой плоскости. Тогда ограничение формы со на плоскость 
(7.8) получается подстановкой в (7.7) выражений х3 — а\Х\ + а 2Х2 + р 
и дх3 — а \д х 1 + а 2сй*?2. В результате получаем:

П ш (а1 ,а 2,/3)
+оо +оо

/ /  [(/з - 0:1/ 1 -  «2/ 2)0»!, «2, « 1*1 + «2*2 +  Р)\ С?*2-
— сю —сю

Как и в аналогичной задаче для 1-форм на плоскости (см. и. 1), 
форму со можно восстановить по ее преобразованию Радона Нсо только 
с точностью до слагаемого, являющегося замкнутой дифференциаль
ной 2-формой. Поэтому поставим другую задачу: восстановить по 
функции Нсо внешний дифференциал формы со:

дсо — ( 5Л
дх\

д Ь  д / 3,------1- - — ) ах 1 Л ах2 Л ах3
0 X 2  ОХ  з

или, что эквивалентно, восстановить функцию Р  =
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Предложение 7.3. Для того чтобы восстановить функцию Р по фун
кции Псо, нужно применить к -^Псо(а17а 2, Р) формулу обращения для 
преобразования Радона функций в трехмерном пространстве.

Ядро преобразования Радона 2-форм в М3 с быстро убывающими 
коэффициентами состоит из замкнутых форм со и только из них,

Предложение следует из леммы:
Лемма. Преобразование Радона 2-формы со = Д 6x 2 А дхз + /2 дхз / \дх1~\- 
+/з д х \1\дх2 связано с преобразованием Радона функции Р —§ ^  + §^| + 
+ | ^  следующим соотношением:

О

Л Р ( а 1 ,а 2,/?) -  ,« 2,/?)- (7.9)

Доказательство формулы (7.9) в основном совпадает с доказатель
ством формулы (7.4); при этом полоса между двумя параллельными 
прямыми в I 2 заменяется областью в ! 3, заключенной между двумя 
параллельными плоскостями.
Замечание. Результаты пп. 7.1 и 7.3 легко обобщаются на дифферен
циальные п — 1-формы в Мп.

7.4. Преобразование Радона 3-форм в трехмерном пространстве.
Преобразование Радона дифференциальной 3-формы в М3

со = Ф(х1,Х2,хз)с1х 1 А дх2 А дхз, /  Е ^(М3)

определяется аналогично преобразованию Радона дифференциальной 
2-формы в I 2, см. и. 7.2. Именно, введем 5-мерное многообразие флагов 
А, элементы которого — пары: плоскость в М3 и точка на этой плоско
сти. Поскольку точки в М3задаются координатами (#1, #2> #з)> а плоско
сти — локальными координатами (с*1,а 2, Р), то на А  можно задать две 
системы координат. Первая система — координаты (хх,Х2,х з;а1,а 2), 
где (#1,а?2,а?з) заДают точку в Ш3, а (а^аг) — плоскость, проходящую 
через эту точку. Вторая система — координаты (а 1, а 2,/?; #1, #2), гДе 
{®1,®2,Р) задают плоскость в М3, а {х \уХ2} — точку на этой плоскости. 
Эти две системы координат связаны между собой соотношением (7.8).

Будем трактовать со — ф дх± А 6x 2 А дхз как дифференциальную 
форму на Л, заданную в координатах (#1, а?2, а?з; оц, <22). Чтобы опре
делить ее преобразование Радона, запишем сначала форму со в коорди
натах (а'1,а'2,/9;а?1,а?2)- Для этого в выражении для со нужно заменить 
хз на а\Х\ + «2^2 + Р и дхз — на оц дх\ + «2 6x 2 + х\ да\ + Х2 д(*2 + с?/3. 
Мы получим:

со — ф(х\, Х2, а\Х\ + ОС2Х2 + Р)(др + х \д а \  + ^2^ 2) А дх\ А с/#2-
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Эта 3-форма при фиксированных ад, а 2,/?, 1/3 и переменных интегриро
вания а?1,а?2 может рассматриваться как дифференциальная 2-форма, 
заданная в плоскости с координатами ад, а 2, /3. Интегрируя 2-форму по 
этой плоскости, мы получаем 1-форму в произвольной точке (ад, а 2, 1) 
многообразия плоскостей в М3. Мы назовем полученную 1-форму 
преобразованием Радона исходной дифференциальной 3-формы со и 
обозначим ее через Нсо. Итак,

Определение. Преобразованием Радона дифференциальной 3-формы 
со — /<1x 1 Л 1x 2 Л 1х% М3 называется следующая дифференциальная 
1-форма Нсо на многообразии плоскостей в М3:

Нсо — ад (аь а 2,/3) 1а х + а2 (аь а 2,/?) 1а2 + 6(аь а 2?/5) с?/9, (7.10)

где
+оо +оо

1x 11x 2 у г = 1,2,аД аь а 2,/3) = 1 1
— оо — оо

+  СО + С О

6 (а ь а 2,/3) =  1 1  / { х 1 , х2,ахХ1 +  а 2аг2 +  /3)1хх1х2-

(7.11)

Из определения 1-формы Н со непосредственно следует:
1) Коэффициенты формы Н со связаны соотношениями

дед _  да2 дЬ _  дщ . _
~  д ^ ’ д ^ ~ ~ д р ’ г - 1)2-

Следовательно, форма Нсо замкнута.
2) Коэффициенты ед,а2,& формы Нсо являются бесконечно диф

ференцируемыми функциями, быстро убывающими вместе со всеми 
производными при \(3\ —>■ оо.

3) Функция Ь является преобразованием Радона функции /  Е 5(М3), 
т.е. Ь — Н / .

Нетрудно убедиться, что и обратно, если дифференциальная 1-фор
ма О = ах1а\ + а2с?а2 + Ы/3 на многообразии плоскостей в М3 удовле
творяет условиям 1), 2) и 3), то она является преобразованием Радона 
некоторой дифференциальной 3-формы со — /  1х\ Л 1x 2 Л 1хз, /  Е 5(М3) 
(ср. аналогичное утверждение в п. 2 для случая М2).

Из 3) следует также, что для восстановления формы со по ее 
преобразованию Радона Нсо = сдс/ах + а2а?а2 + Ы/3 нужно применить 
к коэффициенту Ь формы Нсо формулу обращения для преобразования 
Радона функций в М3.
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§ 8. Преобразование Радона для проективной плоскости и 
проективного пространства

Мы начинали с евклидовского определения преобразования Радона, 
но позднее установили, что это преобразование аффинно инвариантно. 
В этом параграфе мы покажем, что преобразование Радона является 
на самом деле проективно инвариантным объектом. Этим, кстати, 
оно существенно отличается от преобразования Фурье, для которого 
проективной версии не существует.

Мы рассматриваем преобразование Радона для вещественной про
ективной плоскости Р2 и вещественного проективного пространства 
Р3. Определения преобразований Радона для Р2 и Р3 аналогичны, но, 
как и в случае аффинных пространств, формулы обращения для них 
существенно отличаются: в случае Р3 формула локальна, а в случае
р2 — нелокальна. Поэтому начнем со случая Р3 как более простого.

8.1. Пространства Р3 и (Р3)'. Как обычно, будем задавать точки в
Р3 однородными координатами т.е. векторами х Е М4 \  О,
определенными с точностью до множителя. Другими словами, Р3 
задается как база естественного расслоения

Ж4 \  0 —У Р3, \ х  ~  х, Л Е Р  \  0.

Поскольку прообразы точек из Р3 — одномерные подпространства 
в Р 4, то Р3 можно интерпретировать как многообразие одномерных 
подпространств в Р 4.

Любая плоскость в Р3 задается в однородных координатах а?1, Х2, 
#з, Х4 уравнением:

(Сх) =  6  XI +  6  Х2 +  &  и Х4 = о,
где коэффициенты & определены с точностью до общего множителя. 
Таким образом, многообразие плоскостей в Р3 само является трех
мерным проективным пространством с однородными координатами 

Оно называется пространством, дуальным к Р3, и обозна
чается через (Р3)/.

8.2. Преобразование Радона для Р3. Обозначим через Т(т)  прост
ранство бесконечно дифференцируемых функций на Ж4 \  0, удовлетво
ряющих условию однородности:

/ ( Хх) = \Х\т /(х )  для любого А ф 0. (8.1)

Первый вопрос, возникающий при переходе от аффинного к проек
тивному случаю, — на каком функциональном пространстве должно
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строиться преобразование Радона. Таким функциональным простран
ством является Т { —3).

Причина, по которой берется Т [ —3) вместо пространства функций 
на самом Р3, связана с тем, что на Р3 не существует проективно 
инвариантной формы объема, т.е. дифференциальной 3-формы, инва
риантной относительно действия на Р3 группы 5Х(4,М) проективных 
преобразований. Между тем, на одномерном расслоении Ж4 \  О над Р3 
такая 3-форма существует. Это дифференциальная форма Лере:

и>(х) — х\с1х2 А 6x3 А 6x4 + (цикл, перест. индексов 1,2,3,4), (8.2)

которую удобно записывать в виде определителя с коммутирующими и 
антикоммутирующими элементами:

XI дх\ дх 1 дх 1
х 2 дх2 дх2 дх2
Хз дхз дхз дхз
Х4 дХ4 дх4 дх4

В дальнейшем мы будем писать сокращенно:

и?(х) — \х, с1х, (1х, дх\.

Пусть  ̂ Е (Ж4)' \  0 и

/ге : ($, х) = О

— подпространство в Ж4, отвечающее Обозначим через сг^{х) вну
треннее произведение формы Лере ш(х) и формы с?(( ,̂ а?}) на Ж4

(Т?Ц) = с/((С,ж>)]и)(Ц.

По определению, (г%(х) есть дифференциальная 2-форма на Ж4, удовле
творяющая соотношению:

д ((^  х}) А <г$(х) = ш(х). (8.3)

Известно, что на всем пространстве Ж4 такая форма не единственна, 
однако ее ограничение на подпространство определено однозначно. 
Можно принять, например,

/ ч [х. и , дх. дх]

где и ЕЖ4 — произвольный фиксированный вектор такой, что ( ,̂ и) ф 0.
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Пусть /  Е Т ( —Ъ). Тогда дифференциальная 2-форма на к^

р х)(Т ^х)

имеет степень однородности 0 и ортогональна слоям расслоения 
к% -5>Рк^, где Р к% — проективизация к%. Следовательно, она опускается 
с к% на Р к ^  т.е. на плоскость в Р3.

Определение. Назовем преобразованием Радона функции /  Е Т ( —Ъ) 
функцию 7^/ на (Ж4)' \  0, заданную равенством:

я-ДО  = ^  Д О ^О О - (8-4)
{%,х}=0

Из определения следует, что р  = Р /  — бесконечно дифференци
руемая функция на (Ж4)' \  0, удовлетворяющая условию однородно
сти: >̂(А<̂ ) = |А|- 1 >̂00* Следовательно, (р Е Т ( —1). Таким образом, 
преобразование Радона задает отображение:

П  : ^ ( -3 )  —̂ Т ( —1).

Выражение для Р  /  удобно представлять в следующем виде:

■^/(0 = У ДО ̂ ((00 )" (О- (8-5)
г 3

где 8(1) — дельта-функция на Ж. Интеграл следует понимать так. 
Сначала подинтегральную форму надо представить в произвольной 
системе переменных, включающей I — (%,х) в качестве одного из 
переменных, и затем применить <^) к переменному I (т.е. в полученной 
форме отбросить д1 и положить I — 0). Замечательно, что получаемая в 
результате дифференциальная форма на плоскости ( ,̂ х) — 0 не зависит 
от выбора исходных переменных.

8.3. Связь с аффинным преобразованием Радона для Ж3 и пре
образованием Минковского — Функа для трехмерной сферы. Пре
образование Радона для Ж3 и преобразование Минковского — Функа 
для трехмерной сферы получаются как специализация проективного 
преобразования Радона. Именно, для этого надо заменить однород
ные функции /  Е Т ( —3) их ограничениями на подходящие сечения 
расслоения Ж4 \  0 —» Р3.

Чтобы получить аффинное преобразование Радона, возьмем в ка
честве такого сечения гиперплоскость — 1 и положим

/ о ( х 1 , х 2 , х 3 ) =  / ( х 1 , х 2 , х 3 , 1 ) .
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Поскольку ш(х) 
вид: аг4 =  1

— Л дх2 А <7а?з, то формула (8.5) принимает

= -  / /о(®1,®2,®з) <*(6®1 + 6^2 + 6^3 + СО <1Х1<1Х2<1ХЗ,
Ж3

т.е. 7^/ есть аффинное преобразование Радона функции /о на Ж3.
Чтобы получить преобразование Минковского — Функа, нужно 

заменить функции /  и (р — 7̂ /  их ограничениями соответственно на 
сферу |а?| = 1 в Ж4 и сферу | |̂ = 1 в (Ж4)'. Тогда преобразование (8.5) 
совпадет с преобразованием Минковского — Функа 7И для функций 
на сфере \х\ = 1 в Ж4: Л4/(С) — 7^/(С) при |С| = 1.

8.4. Формула обращения для преобразования Радона в Р3. Наша 
задача — восстановить функцию /  (Е Т ( —Ъ) по ее преобразованию 
Радона 7^/. Приведем сразу ответ.

/(аг) =  - ( 2ж)~21  П рС )  (8.6)
г

где (I) — вторая производная дельта-функции на Ж; интеграл берется 
по произвольному сечению Г расслоения Ж4 \  0 —̂ Р3.

Формально, стоящая под знаком интеграла дифференциальная 
3-форма

п*=пт*"«*,*> мо
имеет степень однородности 0 и ортогональна к слоям расслоения 
Ж4 \  0 —>■ Р3. Поэтому интеграл не зависит от выбора сечения Г.

Мы должны придать смысл интегралу (8.6). С этой целью положим

С = V + К ,

где г/ Е (Ж4)' \  0 удовлетворяет условию (37, х) = 0 , рЕЖ, аС^  (Ж4)' \  0 — 
произвольный фиксированный вектор такой, что (С, х) ф 0.

Перейдем в выражении для от переменных С Е Ж4 к переменным 
г/ЕЖ4 и р Е Ж и  отбросим затем члены, не содержащие др. Так как в 
новых переменных

Ц О  =  [г] +  рС,й'П +  СФ, дг] +  (<1р,<1г1 +  С<1р\

^ ( « ^ »  = КС ^>Г3^(р ),
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то после отбрасывания этих членов мы получим:

-  КС,ж)|- 3 7г/(?7 +  рС)^,,(р)[?7 > С ,^ ,^ ]л ф .

Проинтегрировав форму 0 .̂ по р, получаем дифференциальную 2- 
форму на подпространстве к^ : (р, х) — 0 в (М4)':

I (С, х) \~3{ь2<р)

где

%

Эта форма имеет степень однородности 0 и ортогональна к слоям 
расслоения —>Р(Л^), где Р(/г^) — проективизация к Таким образом, 
ее можно рассматривать как форму на Р(к^).

Итак, мы свели формулу обращения (8.6) к следующей:

Теорема 8.1. Если (р — 77/, где /  Е ^ ( —3), то имеем:

/ ( Ж) = - (2 тг) - 2КС,*>|
3 /  (  ^  ^
(77, а;} =0 \   ̂^ %  %

[)/,<,(*/,(*/], (8.7)

где С Е М4 — произвольный фиксированный вектор такой7 что
(0 Я?) ф 0.

Замечание. В отличие от (8.5), определенное в (8.7) ограничение диф
ференциальной формы $1Х — 77/(ц) д" ((<!;, а?))и?( )̂ на подпространство 
( ,̂ а?) = 0 не единственно, поскольку оно зависит от выбора вектора Д 
Однако все получающиеся так формы различаются между собой на 
точную форму.

Доказательство формулы обращения (8.7). Обозначим через Т%̂ г — 
— 1,2,3,4, подпространство функций /  Е ^ ( —3), равных нулю вместе 
со всеми производными на подпространстве = 0. Поскольку сумма 
подпространств Т% есть все пространство ^ ( —3), то равенство (8.7) 
достаточно доказать для функций, принадлежащих этим подпростран
ствам. Пусть для определенности /  Е ТГ4. Тогда функция на М3

/о(я?1 , х 2,х3)-

принадлежит пространству Шварца 5 (Ж3), а из п. 8.3 следует, что 
р — 77/ является аффинным преобразованием Радона функции /о.
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Значит, по формуле обращения для аффинного преобразования Радона 
имеем:

/о(х1, х 2,х 3) (2тг) 7(1-2 / д У  
дтЦ Г) А — ~ V1 х 1 -  ??2̂2 ) М п ) ,

где ш0 (у) — у  1 с/г/2 Л (1.4л -  щ <% Л с/г/3 + г/3 (/771 Л Отсюда следует, что

/(аг1 ,аг2,ж3,а;4 ) =  |ж4|“ 3/о —(27г)“ 2|ж4Г 3 [
Х 4. Х 4. Х 4. д  О Щ

{г),х} —О

Полученное равенство совпадает с (8.7) для случая С — (0,0,0,1). Таким 
образом, для случая С = (0,0,0,1) формула обращения доказана. Случай 
произвольного вектора для которого (С, х) ф 0, сводится к этому 
случаю преобразованием координат в Ж4 и (Ж4)'.

Замечание. Можно было бы не предполагать, что С = сопзК Тогда 
получается формула обращения более общая, чем (8.7), в которой 
интегрирование ведется по двумерному циклу в многообразии пар г/,

8.5. О формулах обращения для аффинного преобразования Ра
дона в Ж3 и преобразования Минковского — Функа для 5 3. Мы
уже убедились в и. 8.4, что из проективной формулы обращения (8.7) 
при С — (0,0,0, 1) получается формула обращения для аффинного 
преобразования Радона из § 2. Если в качестве С взять произвольный 
фиксированный вектор в Ж4, для которого

С ж ' 1  +  < 2 ^ 2  +  С з ^ з  +  < 4  =  С >  0,

то на основании (8.7) мы получаем новл̂ ю формулу обращения для аф
финного преобразования Радона 77, отличную от формулы обращения 
из § 2. Именно, пусть тгг С (Ж4)' — подпространство, ортогональное к 
(х1,Х2, х з ,1) Е Ж4, Р (7гх) — его проективизация и — любое сечение 
расслоения тгг —» ^Р(тг̂ ). Тогда если /  Е 5(Ж3) и <р = 77/ — аффинное 
преобразование Радона функции /  Е 5(Ж3), то

/0 е) = -(2тг) д2<р{у)

Примечание. Еще более общий класс формул обращения для аффин
ного преобразования Радона можно получить, задавая в точках г/ Е 7гД 0 
гладкое векторное поле Е (Ж4)' \  0, трансверсальное к тгх \  0, т.е.
(.г, С(;/)) > 0 для любого г] Е \  0. Каждому такому полю отвечает 
формула обращения для аффинного преобразования Радона.
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Перейдем теперь к преобразованию Минковского — Функа для 
трехмерной сферы. Если интерпретировать элементы из Т { —Ъ) как 
четные функции на сфере \х\ — 1 в М4, то проективное преобразование 
Радона Тс/ и преобразование Минковского — Функа М /  функции 
/  Е ? { —3) связаны соотношением:

п т  = к г - м / ф .

Следовательно, формула обращения для преобразования Минков
ского — Функа М  получается из формулы обращения (8.7) для 
преобразования Радона 77 заменой 77/(^) на |^|-1 ТИ/( |||-).

8.6. Описание образа преобразования Радона для Р3.

Теорема 8.2. Преобразование Радона задает изоморфизм пространств:

77 : 7 (-3 )  -> ^ (-1 ) .

Доказательство. Введем оператор И  на Т { —1) по формуле:

{п<р){х) = - { г*-)-2 ^
(г3 у

Из этого определения следует, что Й р  Е Т ( —3) для любой функции
Р Е ^ ( -1 ) .
_ В силу доказанного в п. 8.4 оператор 77 инъективен и композиция 
7777 есть тождественный оператор на Т { —Ъ). Поэтому^для доказатель
ства теоремы достаточно убедиться, что оператор 77 имеет нулевое 
ядро.

Итак, пусть р  Е Т ( —1) и 77р — 0. Заметим, что все производные
^2

функции р  принадлежат ф —3), а потому для них определено 
преобразование Радона.

Так как щ :< 5 (((,а :)) = х^х^д"((Д х)), то интегрированием по 
частям получаем:

/  1  = о.
г3 г3

Отсюда, ввиду инъективности преобразования Радона, следует, что 
дд^ ^ .  — 0, г,] — 1,2,3,4, т.е. р  — полином. Поскольку, с другой стороны, 
р  имеет степень однородности —1, это возможно лишь при р — 0.
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8.7. Преобразование Радона для проективной плоскости Р2. Опи
сание преобразования Радона для Р2 аналогично рассмотренному уже 
случаю проективного пространства Р3, а потому мы изложим его 
более кратко. Единственное существенное различие между случаем Р 3 
и случаем Р 2 в том, что для Р3 формула обращения локальна, а для Р 2 
она нелокальна.

Обозначим по аналогии с проективным пространством Р3 через 
Т{ш) пространство С°° функций на М3 \  0, удовлетворяющих условию 
однородности (8.1).

Преобразование Радона для Р2 задается в функциональном прост
ранстве Т { —2).

Пусть ш{х) — дифференциальная форма Лере на М3:

и?(а?) = х \д х 2 А <1хз — Х2<1х\ А дх^ + х^дх\ А 

или , короче, ш(х) — [х7дх7(1х\. Зададим на каждом подпространстве 

Щ : (/, х) = ^1X1 + — О

в М3 дифференциальную 1-форму <т̂ (а?), определенную равенством:

т.е.

Если /  Е Р (—2), то дифференциальная форма /(х)сг^(х) имеет 
степень однородности 0 и ортогональна слоям расслоения к^ —>■ Рк  
где Р к % — проективизация к%. Следовательно, она опускается на Рк  
т.е. на прямую в Р 2.

Определение. Назовем преобразованием Радона функции /  Е Т ( —2) 
функцию 72-/ на Ж3 \  0, заданную равенством:

7 ^ /( 0 =  ^  / ( х ) <гб х )- (8-8)
(С,̂ >=0

Из определения следует, что <р — 72-/ принадлежит ^ (-1 ) ; таким 
образом, преобразование Радона задает отображение:

П  : Р ( - 2) —»
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Подобно случаю проективного пространства Р3, выражение для П /  
удобно представлять в виде:

Я / ( 0  = [  р х ) 8((ех))ш(х), (8.9)
г2

где 6(1) — дельта-функция на М.
Перейдем к построению формулы обращения для Р 1 .
Сначала, как и в случае пространства Р3, приведем формальный 

ответ:

/(ж) =  (2тг)-1 у* 7г/(^) (8.10)
Г

где Г — произвольное сечение расслоения М3 \  0 -Е Р2.
Чтобы придать смысл этому интегралу, повторим рассуждения, 

приведенные в п. 8.4 для случая Р3. Именно, положим  ̂ = г} + р (  , где 
г] Е (М3)/ \  0 удовлетворяет условию (г},х) = 0 , р Е М , а ^ С  (М3)/ \  0 — 
произвольный фиксированный вектор такой, что (ф х) ф 0.

Перейдем в выражении для дифференциальной формы

= 1г/(^)(^,ж>“ 2^(^)

от переменных  ̂ Е М3 к переменным г] Е М3 и р Е М и отбросим затем 
члены, не содержащие др. Мы получим:

К  =  (С, + р()р~2[г],(Л (1р.

Интеграл от этой формы будем понимать так. Сначала берется инте
грал по р в соответствии с определением обобщенной функции р~2:

+ оо  + оо

^  Р{р)р~2<1р = ̂
— оо —оо

где интеграл справа нужно понимать в смысле главного значения. В 
результате получается дифференциальная 1-форма на прямой, которая 
затем интегрируется по этой прямой.

Итак, в результате формула обращения (8.10) сведена к следующей:

Теорема 8.3. Если <р = 7^/, где /  Е Е (—2)} то

/(ж) =  (2тг)-1 (С, х)~2  ̂(8.11)



ч Г Л . I . Преобразование Радона

еде
+ ° °  з

«’-о-П р  I-оо ъ — 1 С=*7+К
(8.12)

^ Е М3 \  0 произвольный фиксированный вектор, удовлетворяющий 
условию (Д х) ДО; интеграл (8.12) нужно понимать в смысле главного 
значения.

Подобно случаю проективного пространства (см. п. 8.4, стр. 59), 
доказательство формулы обращения (8.11), (8.12) сводится к формуле 
обращения для аффинного преобразования Радона на плоскости, полу
ченной в § 1.

Теорема 8.4. Преобразование Радона И для проективной плоскости Р 2 
задает изоморфизм пространств:

71 : Т {-2 )  - * ^ ( - 1 ) .

Доказательство. Пусть

П  : Т { - 1) 4 ^ ( - 2 )

— оператор, заданный равенством (8.10). В силу доказанного, компо
зиция 7171 является единичным оператором на Т { —2). Поэтому для 
доказательства теоремы нужно только убедиться, что оператор И 
инъективен.

Воспользуемся тем, что И р
х 3 =  1

можно представить в виде:

К<р(х1;х2, 1) = (2тг) 1 ^  1 + 6 * 2 + & М 0 >  (8-0)

где

+  оо

<'(ч) -  ^  <р{%1,Ь ,р ) { р - € з ) ~ 1<1р- (8-14)

В самом деле, подставив (8.14) в (8.13) и проинтегрировав по <̂з, мы 
получим исходное выражение для Ир

х 3= 1
Равенство (8.14) задает преобразование Гильберта функции 

уК^Ъ&^з) по Сз - Известно, что это преобразование инъективно. Далее,
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если (р Е то ф — нечетная однородная С 00-функция на (Ж3)' \  О,
той же степени однородности —1, что и функция <р. Поэтому все ее 
производные ||у  принадлежат Т { —2).

Предположим, что — 0. Тогда интегрированием по частям 
получаем:

^  + 6*2 + 6 * з )Ц 6  =
Г

=  ~ 6  ^  ^ ( 6  < ^ (6*1  +  6 * 2  + 6 * з ) Ц 6  =  о, 

г

г = 1,2,3, т.е. преобразование Радона функции равно нулю. Отсюда, 
ввиду инъективности преобразования Радона, следует, что — 0, 
г = 1,2,3, и, значит, ф — сопе!. Поскольку, с другой стороны, фун
кция ф имеет степень однородности —1, то ф — 0. Отсюда, ввиду 
инъективности преобразования (8.14), следует, что р — 0.

Подобно трехмерному случаю, из формул обращения (8.11), (8.12) 
для проективного преобразования Радона получаются как следствие 
новые формулы обращения для преобразования Радона, связанного с 
аффинной плоскостью, и для преобразования Минковского — Функа, 
связанного с двумерной сферой.

Чтобы получить формулу обращения для преобразования Минков
ского — Функа, достаточно интерпретировать элементы из Т ( —2) и 
Т ( —1) как функции на двумерной сфере 82. Тогда, если р — А4ф — 
преобразование Минковского — Функа функции /  на 5 2, то формула 
обращения для /  получается из (8.11), (8.12) заменой р(%) на |^|-1 И|§у)'

§ 9. Преобразование Радона в комплексном аффинном 
пространстве

Определения и результаты этой главы можно перенести с ве
щественного на комплексный случай. В этом параграфе мы кратко 
излагаем определение преобразования Радона для комплексного аф
финного пространства, его связь с преобразованием Фурье и формулу 
обращения для преобразования Радона.

По существу единственное различие между преобразованиями Ра
дона в вещественном и комплексном пространствах в том, что в 
комплексном случае формула обращения для преобразования Радона 
всегда локальна и имеет одну и ту же структуру для пространств любой
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размерности. Поэтому мы излагаем результаты сразу для пространс
тва произвольной размерности п > 1. Приводятся только формулировки 
теорем.

9.1. Определение преобразования Радона. Будем задавать гипер
плоскости в С™ уравнениями

<*,*> -  р  =  о,
где ({,х) = 6  X! + & *2 + • • • + Сп Хп ■

Преобразование Радона функции /  на С1 задается следующим 
равенством:

К / ( ^ . Р ) = ( | )  ^  (9.1)
{А^}-Р

где <т — голоморфная дифференциальная (п — 1)-форма на гиперплос
кости ({д ) = р, определяемая из соотношения

дх — д ( ^ х )  А сг (дх — дх\ Л 6x2 Л ... Л (1хп).

В координатах х\, . . . ,  хп форма <т задается так:

сг = (— дх\ Л ... Л дхк Л ... Л дхп (к = 1 ,2 ,..., та).

Выражение для П  /  удобно также записывать в виде:

К/{С,р) = ( | ) " У  /{х)8((€,х} - р) йх с!х, (9.2)
€п

где б(-) — дельта-функция на С1.
Функция П /  удовлетворяет условию однородности:

7г/(ле,Лр) = |А|-27г/(е,р), Л Е С \  0. (9.3)

9.2. Связь с преобразованием Фурье. Преобразование Фурье 
функции /  на С™ определяется так:

? №  = /  / 6 )е{Ке{^ х) ЛхЛх.

Оно связано с преобразованием Радона следующим соотношением:

? №  = (2тт)— |  У  7 (9.4)
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Используя свойство однородности (9.3) функции 77/, соотношение 
между Пф и Т /  можно записать в виде:

Т Ш )= (2тг)-" - 1 п т  р) егКеА̂  Лрйр. (9.5)

Отсюда по формуле обращения для одномерного преобразования Фурье 
получаем:

пт,р) = (2тг)”- 2 - 1 п / ( \ О е - ШеХр ах  ах.

9.3. Формула обращения для преобразования Радона. Известно, что 
оператор Т ~1, обратный к Т , имеет вид:

Т ~ \ { х )  = (2тг)-" ^  у>(Ое-гКе<^> # 0 $ . (9.6)

На основании равенств (9.6) и (9.4) получаем следующую формулу 
обращения для преобразования Радона 71:

/ у \ п — 1 Г 2 ___
/ и  =  ( - 1)”- 1 , - = " « ( - )  « ,* > М 0  Ли({),

(9.7)

где и;( )̂ = (—1)Ат-1̂  ^  Л Л интеграл берется
по произвольной поверхности ГС С71 \  0, пересекающей по одному разу 
почти каждую комплексную прямую, проходящую через точку 0.
Замечание. Гиперплоскости в С1 можно интерпретировать как плос
кости размерности 2(п — 1) в вещественном пространстве М2п. Эти 
плоскости образуют 2п-мерное подмногообразие К  в многообразии 
Н  всех 2(п — 1)-мерных плоскостей в М2п (сйтН — 2(2п — 1)). Таким 
образом, формула обращения (9.7) дает решение следующей задачи в 
вещественном пространстве М2п: восстановить функцию /  на М2п, если 
известны ее интегралы по 2 (п — 1)-мерным плоскостям, входящим в 
2п-мерное семейство К.

9.4. Случай п  = 2. При п — 2 формула обращения для преобразо
вания Радона имеет вид:

/(х1,х2) -  -7Г- 2 -  ^ ( п т т  1 ,6  5 6 * 1  + 6 *2) X 
Г

х (6 . ~ & <̂6 .) Л (̂ 1 Зфг)- (9.8)
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Запишем эту формулу в другой системе координат на многообразии 
прямых. Пусть прямые в С2 заданы уравнениями

х 2 = а XI + /3 (9.9)

и коэффициенты а, (3 этих уравнений взяты в качестве локальных 
координат на многообразии прямых.

Зададим интеграл функции /  на С2 по прямой (9.9) равенством

П /(а,/3) = - 1  + /3)сИсй. (9.10)

Очевидно, что функции 7^/(а, р) и Т^/(^1, ^2; р) связаны соотношением:

п т ,  ы р ) = |е г 2^ л - | , ^ ) .

Если подставить в (9.8) это выражение для П /  и принять в качестве Г 
прямую 2̂ = 1? то мы получим формулу обращения в следующем виде:

/(а?1, х 2) = 7г_2 ^ ^ (^ /)"  д(а, х 2 -
С

(9.11)



ГЛАВА II

Лучевое преобразование

В этой главе изучается лучевое преобразование или преобразование 
Иона X функций на Ж3 и его аналоги для функций на вещественном 
проективном пространстве Р3 и комплексном пространстве С3.

Лучевое преобразование относит каждой финитной или быстро 
убывающей функции /  на Ж3 ее интегралы по всевозможным прямым в 
Ж3. В результате получается функция <р ~ Х /  на многообразии прямых. 
Впервые преобразование X исследовал Ф. Ион (см. сноску на с. 10), 
установивший его тесную связь с решениями ультрагиперболического 
дифференциального уравнения.

Здесь, как и для преобразования Радона 7ъ, ставятся две основные 
задачи: описать образ X и восстановить функцию /  по ее образу X/ .  
Однако их решение существенно иное. Главное отличие X от % (а также 
и от преобразований, рассматриваемых в последующих главах) в том, 
что лучевое преобразование переводит функции от трех переменных 
в функции от четырех переменных (поскольку многообразие прямых 
в Ж3 имеет размерность 4). Отсюда, во-первых, следует, что функции 
из образа лучевого преобразования удовлетворяют дополнительному 
дифференциальному соотношению (соотношение Иона). Во-вторых, 
задача о восстановлении функции /  на Ж3 по ее лучевому преобразова
нию X/ является переопределенной: для восстановления /  достаточно, 
вообще говоря, задавать X/  не на всем четырехмерном многообразии 
прямых Н, а лишь на некотором трехмерном подмногообразии К  С Н. 
Разумеется, существование формулы обращения и ее явный вид могут 
существенно зависеть от структуры подмногообразия К.

Изложим кратко содержание этой главы. В § 1 дано определение 
лучевого преобразования функций на Ж3. Показано, что одна из основ
ных специальных функций анализа — гипергеометрическая функция 
Гаусса естественно возникает как лучевое преобразование некоторой
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функции на I 3. Основная задача этого параграфа — описание образа 
пространства Шварца ^(М3) при лучевом преобразовании; ее решению 
посвящены п.п. 3 — 6. Далее рассматривается задача о восстановле
нии функции на М3 через ее интегралы по прямым, пересекающим 
фиксированную алгебраическую кривую Л С М3. Существует простое 
необходимое и достаточное условие на Л (условие Кириллова), при 
котором эта задача имеет однозначное решение: нужно, чтобы кривая 
Л пересекала почти каждую плоскость в М3. Для случая, когда условие 
Кириллова выполнено, в § 1 выводится явная формула обращения.

Следуя плану главы I, мы рассматриваем затем в § 2 лучевое 
преобразование дифференциальных форм на М3. Это преобразование 
определено не только для 1-форм, но также и для форм степени 2 и 3 
(ср. случай преобразования Радона). В каждом из этих случаев дано 
описание образа лучевого преобразования и получена формула, вос
станавливающая исходную дифференциальную форму по ее лучевому 
преобразованию.

В § 3 основные определения и результаты § 1 переносятся на случай 
проективного пространства Р3. Переход от аффинного пространства к 
проективному имеет два важных преимущества. Во-первых, основные 
определения и результаты в проективном случае имеют более простую 
и инвариантную по сравнению с аффинным случаем форму. Во-вторых, 
поскольку само проективное пространство Р3 и многообразие прямых в 
Р3 компактны, то с этими многообразиями связаны более естественные 
по сравнению с аффинным случаем пространства функций. В § 3 
описание образа лучевого преобразования дано в красивой проективно 
инвариантной форме. Приведено также простое теоретико-групповое 
истолкование лучевого преобразования.

Два последних параграфа главы II посвящены аналогу лучевого 
преобразования для комплексного пространства С3. Преимущество 
комплексного варианта в том, что в комплексном случае существуют 
локальные формулы обращения: для восстановления функции /  в точке 
х Е С3 по ее лучевому преобразованию р = X / достаточно знать 
функцию р лишь на множестве прямых, бесконечно близких к х.

Фундаментальную роль здесь играет оператор к 7 введенный 
И.М. Гельфандом, М.И. Граевым и З.Я. Шапиро для решения более 
общей задачи1), который относит каждой функции р на многообразии 
прямых Н  дифференциальную (1,1)-форму кр  на Н . В терминах опе
ратора к в § 4 дается описание образа пространства ^(С3) при лучевом 
преобразовании и строится явная локальная формула обращения для

1) Гельф анд И .М ., Граев М .И., Ш апиро З .Я . И н тегральная геом етрия  на ^-мерны х 
плоскостях / /  Ф ункциональны й анали з и его  приложения. — 1967. — № 1. —
С. 15-31 .
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этого преобразования. Оказывается, если (р — X/, то для любой точки 
х Е С3 дифференциальная форма кр  замкнута на подмногообразии 
Н х С Н  всех прямых, проходящих через х , и функцию /  можно 
восстановить по следующей формуле обращения:

где 7я7 С Н х — произвольный цикл вещественной размерности 2, а 
множитель с(ух ) зависит только от класса гомологий цикла ух.

Отметим, что аналог оператора к был введен в § 1 и для веществен
ного случая, но там он может быть применен лишь для описания образа 
лучевого преобразования.

В § 5 сначала рассматриваются подмногообразия К  прямых в С3, 
пересекающих произвольную алгебраическую кривую Л С С3. Для 
них строится явная локальная формула обращения, восстанавливающая 
функцию на С3 через ее интегралы по прямым из К. Этот пример 
естественно приводит к постановке следующей задачи: описать все 
“хорошие” трехмерные подмногообразия К  (допустимые комплексы) в 
многообразии Н  всех прямых, для которых существует явная локальная 
формула обращения, восстанавливающая функцию на С3 через ее 
интегралы по прямым из К. Изучается геометрическая структура 
допустимых комплексов; показано, что любой допустимый комплекс 
есть либо многообразие прямых, пересекающих комплексную кривую, 
либо многообразие прямых, касательных к некоторой комплексной 
поверхности.

§ 1. Лучевое преобразование в вещественном аффинном 
пространстве

1.1. Лучевое преобразование в М3. Будем задавать прямые в М3 
параметрическими уравнениями

где /3 — (/?ь/?2,/?з) — точка прямой, а а — (07,^ 2,аз)> а ф 0 — ее 
направляющий вектор.

Определение. Определим интеграл функции /  Е ^(М3) по произвольной 
прямой х — а! + [3 равенством

х — а! + /3, 1 Е М

+ оо

— оо

(1.1)
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назовем определенную так функцию <р(а,/3) лучевым преобразованием 
функции /  и обозначим через X/.

В силу этого определения р  является функцией на многообразии Е  
всех пар (а, /3) Е (М3\  0) х М3. Очевидно, что она не зависит от выбора 
точки (3 на прямой, т.е.

р(а,/3 + &1о) — <^(а,/?) для любого Е М. (1.2)

Тем самым, при любом фиксированном а она является функцией на 
фактор-пространстве М3/{а}, где {а} — подпространство, натянутое 
на вектор а .

Очевидно также, что функция р удовлетворяет условию однородно
сти:

<р{Х а >Р) =  \М~1(Р{а >Р)> 7^0. (1.3)

Отсюда следует, что функция р зависит только от самой прямой и 
от меры на прямой, определяемой вектором а, т.е. является функцией 
в одномерном расслоении над многообразием прямых. Если при этом в 
М3 введена евклидова метрика, то в определении (1.1) можно предпола
гать, что \а\ — 1; тогда р является функцией на самом многообразии 
прямых.
Замечание. Условия (1.2) и (1.3) эквивалентны следующей системе 
соотношений:

Е а^ . = ~ ^  (1.4)
*=1  % *=1  %

Иногда мы будем задавать прямые в М3 уравнениями 

X I  —  а д ^ з  +  /?1, Х 2  —  а 2 Х 3  +  /?2, 

а лучевое преобразование — формулой
+ оо

ф ( а 1 , а 2 ,Р1,Рт:)  =  ^  / ( « 1 ^ 3  +  /?ь  /32 , (1.5)
— ОО

Очевидно, что функция ф и функция р } определенная формулой (1.1), 
связаны простыми соотношениями:

ф(а1,а2,р1,р2) = <р Ръ /?2,0);

<р(а1,а 2,а 3;Р1,р2,р3) = |а3| ~1ф ( — , — , -  — /?з,/?2 ~ —  ■\а з  аз аз аз /
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1.2. Лучевое преобразование и гипергеометрическая функция Гаус
са. Интегралы (1.1) и (1.5) задают лучевое преобразование не только 
быстро убывающих функций /  Е 5(М3), но и любых функций /  на 
Ж3, для которых они сходятся или им можно придать тот или иной 
смысл. В частности, определено лучевое преобразование ф\ следующей 
функции на Ж3:

/ \ { х 1 , х 2 , хз) =  (Ж1) + Л1-1 {х2) Р  (Жз) + Лз-1,

где ^  — Iх при  ̂ > 0 и ^  = 0 при  ̂ < 0; Лг — произвольные комплекс
ные числа. Установим связь между этим лучевым преобразованием и 
гипергеометрической функцией Гаусса Р(а,Ь,с;х).

По определению, функция ф\ задается интегралом:

оо

'• \ (п |.а 2. . / | . •/•_.) = ^  («1^3 + /?1)+Л1-1 (а2̂ з +
о

Интеграл сходится при Не А,- > 0, г = 1,2,3, и Не (Ах +А 2 + А3) < 2 , и в  
этой области является аналитической функцией от Ах,А2,Аз. Поэтому 
его можно определить при любых значениях А* как аналитическое 
продолжение по А* этой функции.

Заметим, что интервал, на котором подынтегральная функция 
отлична от 0, зависит от знаков а,- и г = 1,2. Рассмотрим
для определенности область в многообразии прямых Н , в которой 
щ  < 0 < Д, г — 1,2. В этой области заменой переменной х% = — 
интеграл приводится к виду:

Ф\(<* 1,<*2,Рир2) =
1

= \а2\~Хз! { I -  ^ ) + Л1_1(1 - * ) Аз- Ч Аз-1^ ,
О

где * = Ш '
Сравним полученное выражение с известным представлением ги

пергеометрической функции Гаусса У(а,6,с;а?) при \х\ < 1 в виде 
эйлеровского интеграла:

Г(с)
Г(6) Г ( е - 6)

1
I  С-1 (1 -  1)с- ь~1 (1 -
о

/•'(а, 6, с;х) =
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интеграл сходится при Пес > Кеб > 0, а при других значениях б и с  его 
нужно понимать в смысле аналитического продолжения по б и с.

Мы заключаем, что при а г- < 0 < /3,-, г — 1,2, и < 1 функция ф\ 
выражается через функцию Гаусса:

Ф\{<Х1,0!2,Р1,Р2) =

= /?11“ 1/?22+Аз“ 1 Ы - Аз ^(-А ! + 1,Аз,А2 + А3; ^ ) .Г(Л2 + Аз) 1

Отсюда следует, что

Г (с)
Р(а,Ь,с;х) -  —— 7 —7т’Ф \(~х ~  1,1,1) при 0 < 1,Г(6)Г (с -  6)

где Л = (1 — а, с — б, б).
Аналогичные выражения функции ф\ через функцию Гаусса полу

чаются при других комбинациях знаков а* и г — 1,2.

1.3. Теорема об образе оператора X. Этот и последующие три 
пункта посвящены описанию образа пространства 5(М3) функций 
Шварца при лучевом преобразовании X.

Ясно, прежде всего, что функции из образа пространства 5(М3) 
удовлетворяют условиям гладкости и быстрого убывания. Далее, по
скольку лучевое преобразование действует из пространства функций 
от 3 переменных в пространство функций от 4 переменных, то ес
тественно ожидать, что функции из образа должны удовлетворять и 
дополнительным условиям.

Убедимся, что любая функция <р из образа лучевого преобразования 
удовлетворяет следующей системе дифференциальных уравнений:

IX  =  д У  • • = 1 2 з
дондрэ да^дрг’ ,3 ( 1-6)

В самом деле, если (р — X/, то из (1.1) следует:

д2<Р{<х,Р)
доц др]

+ 00

= [  У",„
— оо

(а1 + /3) (И.

г)2Таким образом, функция симметрична относительно переста
новки индексов г и у.

Будет доказано, что соотношения (1.5) не только необходимы, но 
и достаточны для принадлежности функции <р образу пространства 
б^М3). Перейдем к подробным определениям и формулировкам.
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Обозначим через Н  многообразие прямых в М3 и через С ~  Р 2 
многообразие одномерных подпространств в М3, т.е. подмногообразие 
прямых, проходящих через точку 0. Многообразие Н  снабжено струк
турой канонического векторного расслоения над С . Именно, проекция 
7Г: Н  —̂ С ставит в соответствие каждой прямой /г Е 77 параллельное ей 
подпространство а Е О. Таким образом, слой расслоения 7Г над а есть 
фактор-пространство На — М3/а.

Для Н , как и для всякого векторного расслоения с компактной 
базой, определено понятие быстро убывающей функции: функция на 
Н  называется быстро убывающей, если она быстро убывает в каждом 
слое расслоения Н  -Е О .

Определение. Обозначим через 5(Н) пространство функций <р(а,/3) на 
Е , удовлетворяющих условиям (1.2), (1.3) и таких, что функция <р(а,/3), 
\а\ = 1, рассматриваемая как функция на Н , является бесконечно 
дифференцируемой функцией, быстро убывающей вместе со всеми 
производными.

Из определения оператора X непосредственно следует, что образ 
пространства ^(М3) при лучевом преобразовании принадлежит 5(77):

1  : 5 (Ж3)

Теорема 1.1. Функция р> Е 8(Н) принадлежит образу пространства 
5(М3) при лучевом преобразовании X , т.е. представима в виде <р = Хф, 
где /  Е ^(М3), тогда и только тогда, когда она удовлетворяет 
системе (1.6).

Доказательство будет проведено в пп. 4 — б.
Приведем другую эквивалентную формулировку теоремы об образе. 

Введем оператор к, относящий каждой гладкой функции <р(а,/3) на Е  
следующую дифференциальную 1-форму на Е:

д<р 1 д<р _ др .
д р !  д р 2 д р 3

(1.7)

Лемма. Если (р Е 8(Н), то кр> опускается с Е  на многообразие Н  
ориентированных прямых в М3.

В самом деле, из (1.2), (1.3) следует, что форма к(р инвариантна 
относительно преобразований + ос1 о и а Е  Аа, А > 0.

Заметим, что при изменении ориентации прямой (а и- —а) форма 
к(р меняет знак.

Обозначим для любой точки х Е М3 через Н х подмногообразие 
прямых, проходящих через х, и через кхр> ограничение формы кхр> на 
подмногообразие Н х.
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Предложение 1.1. Условие (1.5) эквивалентно условию замкнутости 
дифференциальной формы кх(р на подмногообразии Н х при любом 
х Е Ж3, т.е. условию, что дкх<р — О,

Доказательство. Имеем:

з
-  X ]

г = 1

<У(а,/3)
<9/3; (3=х

Значит, внешний дифференциал формы кх(р задается формулой:

<1кх<р = X
<./

<9У(оУ)
да; <9/3̂- с?а* Л с?а7- =

Р-Х

\  Ц ду(о..<) 
“  V <9Д?-% г 7

д У (а ,д Ь
да^д/Зг )

дщ Л да*.
р= х

Отсюда непосредственно следует утверждение.

В силу Предложения 1.1 теорема 1.1 допускает следующую эквива
лентную формулировку:

Теорема 1.2. Функция (р Е 8(Н) тогда и только тогда принадлежит 
образу пространства ^(Ж3) при лучевом преобразовании X , когда для 
любой точки х ЕЖ3 дифференциальная форма кхр на подмногообразии 
Н х С Н замкнута.

Замечание. Если лучевое преобразование задано в локальных коорди
натах с*1, &21р1>р2 на Н  формулой (1.5), то уравнения (1.6) эквива
лентны одному уравнению на функцию ф

д2ф д2ф 
да\ д/32 да2д^Д (1.8)

а оператор к задается в локальных координатах следующей формулой;

дф дф
кф -  + — да2.

др1 др2
(1.9)

1.4. Пространство 5 ( Н ') . Этот и два следующих пункта посвя
щены доказательству основной теоремы об образе пространства ^(Ж3). 
При желании читатель может их пропустить и перейти к чтению и. 1.7. 
Для описания образа пространства 5 (Ж3) при лучевом преобразовании 
сначала перейдем при помощи преобразования Фурье от функций
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<р Е 5  (Н) к функциям на расслоении Н' —>■ С , двойственном к расслоению 
Н С.

Заметим,что слой расслоения Н' —> С над а Е С, т.е. пространство 
Н'а, двойственное к М3/а, канонически вложен в (М3)' как подпро
странство векторов, ортогональных к а. Таким образом, элементами 
Н 1 являются пары (а,^), где а Е С и (  — вектор в (М3)', ортогональный 
к а.

Определение. Обозначим через 8 (Н/) пространство функций Шварца 
на Н \  где Н' —» С — расслоение, двойственное к расслоению Н  —> С.

Введем преобразование Фурье То функций <р(а,/3) Е 8 (Н) по слоям 
расслоения Н С:

(Т0<р)(а,$) -(27т)-1 ^  (р(а,13)ег^ ’^  с1а% е  (К3/{а})',
к 3/{ « }

где {а} — одномерное подпространство, натянутое на вектор а, а 
элемент объема да/3 на М3/{а} выбран согласованно с элементом 
объема дх — дх\ 6x26x3 на М3 и вектором а, т.е.

+  СО

^  Д а 1 + Р)(Л(1,ф -  ^
Ж 3/ { а } - ° °  Ж 3

для любой функции /  Е 5(М3).
Из определения То и из условия (1.3) следует, что То<р(\<х,$) = 

= Т 0<р(а,%) для любого А ф0 и, значит есть функция на Н '. 
Напомним, что преобразование Фурье Т  функций на Ж3

(^ /Ж )  = (2тг) - 3/ 2 [ ; ( х у « ’* и х
Ж3

задает изоморфизм пространств:

Т  : 5(Ж3) -»■ 5((Ж3)')-

Аналогично из свойств обычного преобразования Фурье легко сле
дует

Предложение 1.2. Если р> Е 3(Н), то Тоф € 5(Я '), и отображение 
р  !->■ Тор’ задает изоморфизм пространств

Т 0 : 5(Н)
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Сформулируем в виде отдельных предложений два важных свойства 
пространства З(Н '). Первое из этих свойств является очевидным, 
второе требует доказательства, которое мы здесь опускаем.

Предложение 1.3. Если Е  Е 5(М3), то функция р на Я ', заданная 
равенством

р(аД) — Е(%) для любого(аД) Е Я ', 

принадлежит 5{Н Г). Тем самым, определено естественное вложение

^((М3)') м- 5{Н').

Предложение 1.4. Пусть функция р  Е З(Н ') такова, что 

р(аД) — ЕД) для любого $ ф О,

т.е, для любого ^фО функция р(аД) не зависит от подпространства 
а, ортогонального вектору Тогда р(а, 0) не зависит от подпро
странства а, и если положить Я(0) = <^(а,0), то определенная так 
на всем пространстве (М3)' функция Е принадлежит 5((М3)').

1.5. Описание образа 5(М3) в пространстве З (Н ') .  Найдем образ 
^(М3) в пространстве 5 (Я') при сквозном отображении

где Тф — преобразование Фурье функции ф Е ^(М3), т.е. Тф — 
элемент подпространства 5((М3)') С З(Н ').

Доказательство. Пусть (аД) Е Я ' и а ф 0 — произвольный вектор в 
подпространстве а Е С. Тогда имеем:

Предложение 1.5. Для любой функции ф Е ^(М3) имеем:

Т 01 /  тг)1/2^ / , (1.10)

(Т о Х /)Ы )  -  С2^ )" 1 /  йар =
Ж3/ а

Ж3/{ а }  -сю

(Зтг)"1 1 /(аг)е*<*-«> <1х = ( 2 п р 2( Т № ) .
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Следствие. Образ 5(М3) при отображении ТфХ есть подпространство
5((М3)') с  8{Н').

В самом деле, из Предложения 1.5 следует, что образ 5/М3) при 
отображении ТфХ содержится в 5((М3)'). Обратно, если /  Е ^((М3)'), 
то /  = Тф, где /  Е 5(М3). Но тогда ТфХф = (2тт)1!2Тф = (2л)1/2/ .
Примечание. Из равенства (1.10) следует формула обращения для луче
вого преобразования. Именно, для восстановления /  нужно к функции 
ТфХф применить обратное преобразование Фурье на I 3, т.е.

/  =

1.6. Доказательство теоремы 1.1 об образе лучевого преобразова
ния. Пусть <р Е 5(Н) и ф — Для доказательства теоремы 1.1
достаточно доказать следующее утверждение.

Предложение 1.6. Если функция р удовлетворяет уравнениям (1.6), 
то ф(аД) — для любого вектора % ф 0, т.е. при % Ф 0 функция
ф{аД) не зависит от подпространства а, ортогонального

В самом деле, в этом случае, в силу Предложения 1.4, функция 
ф — Х{)'р принадлежит подпространству ^((М3)') С 8(Н Г). Но тогда, 
в силу Предложения 1.5 (Следствие), ф — ТфХф для некоторой функции 
/  Е 5/М3). Значит, р — X/.

Доказательство Предложения 1.6. Пусть а — любое одномерное под
пространство и а — (01,02, аз) — любой ненулевой вектор в а. Обозна
чим через V̂ , г — 1,2,3, совокупность подпространств а, для которых 
о,- ф 0. Поскольку Уг образуют покрытие С, то утверждение достаточно 
доказать для каждой области V* в отдельности. Рассмотрим для 
определенности область Уз.

Зададим каждое подпространство а Е Уз вектором а — (а1,а г ,1) 
и примем координаты а 1, 0*2 этого вектора в качестве координат на 
Уз. Очевидно далее, что на каждой прямой в М3, параллельной а, 
существует точка р2, Рз), У которой /Зз = 0. Примем координаты
р1, р2 этой точки в качестве координат в М3/а. В этой системе 
координат мера на Ж3/а  имеет вид дар — др\<1р2, а потому

+ оо  + оо

$ (аЛ) -  I! ф{а1,а2,Р 1 ,Р 2 ) ^ ^ 1̂ 2Ь) ЛР1ЛР2,

где обозначено:

Ф{0‘1,0‘2,Р1,Р2) = ^(«1,«2,1,^1,^2,0),
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причем о 1, «2 и (  = (Съ<̂ 2?Сз) связаны соотношением:

+ а 2̂ 2 + Сз = 0. (1.11)

В силу соотношения (1.11), можно принять ^1, в качестве координат 
на Я ' = (М3/а )/. При этом, если  ̂ ф 0, то (^1,^2) ф 0.

В силу условия теоремы, функция ф удовлетворяет уравнению

д2ф д2ф
досх д[32 да2д(3г'

Отсюда следует, что ее преобразование Фурье по р \ , р2 удовлетворяет 
уравнению

с дф_ _  дф_
Ч>2 ^ С1 ои ос 1 иос2

При (^1,^2) ф 0 общее решение этого уравнения имеет вид: 

ф{0С1,а2^ 1 ^ 2) — Я(^1,^2,—(о?1̂ 1 + С*2&)), 

т.е. в силу соотношения (1.11)

<р(а1,а 2 ,0  -

Таким образом, при фиксированном ^ ф 0 функция <р(а,%) не зависит 
от а.

1.7. Формулы обращения. Рассмотрим задачу о восстановлении 
функции /  Е 5(М3) через ее лучевое преобразование <р = X/. Как уже 
отмечалось в начале главы II, эта задача переопределена. Например, 
чтобы восстановить /  в произвольной точке х Е М37, достаточно 
провести через х произвольную плоскость и воспользоваться формулой 
обращения для преобразования Радона, связанного с этой плоскостью.

Естественно поставить другую задачу — восстановить функцию /  
через ее лучевое преобразование, заданное на некотором трехмерном 
подмногообразии К  в многообразии Я  всех прямых. Разумеется, 
существование формулы обращения и ее явный вид могут существенно 
зависеть от структуры подмногообразия К.

Простейший пример: К  — многообразие всех прямых, пересекаю
щих фиксированную прямую / в ! 3. В этом случае, чтобы восстановить 
/  в произвольной точке х, нужно рассмотреть плоскость тг, натянутую 
на х и I (если х Е /, то произвольную плоскость, содержащую /). Так как 
по условию интегралы по всем прямым в этой плоскости нам заданы, то 
/(а?) можно восстановить по формуле обращения для преобразования 
Радона на плоскости, полученной в § 1 главы 1.



§ 1. Лучевое преобразование в вещественном аффинном пространстве 81

В этом пункте мы рассмотрим более общий пример. Пусть К  — 
многообразие всех прямых в М3, пересекающих фиксированную алге
браическую кривую Л С М3. Требуется восстановить функцию /  Е 5('г.3) 
по функции Хф \к, т.е. по функции

+оо

<р(а, X) — ^  ф(а! + Л) <М, (а, Л) Е (Ж3 \  0) х Л. (1.12)
— оо

А.А. Кириллов доказал, что функция /  тогда и только тогда од
нозначно восстанавливается по функции <р, когда кривая А пересекает 
почти каждую плоскость в М3. Построим явную формулу обращения, 
восстанавливающую /  по функции <р в случае, когда условие Кириллова 
выполнено.

Перейдем от (р к новой функции ф, определенной следующим 
равенством:

) = [  <р{иА) ^ € (Ж3)/ \  0. (1.13)
М=1

Интеграл нужно понимать в смысле регуляризованного значения как 
значение при 8 — —2 аналитической функции, заданной при Ке$ > 0 
сходящимся интегралом:

[  <р{иА) (€,ы}Ч(г.
\ш\ =  1

Замечание. Функция ф совпадает с преобразованием Фурье по а 
функции <р} рассматриваемой как обобщенная однородная функция 
от а .

Задача тем самым свелась к восстановлению /  по функции ф. 
Обозначим через А (С?р) произвольную точку пересечения плоскости 

( ,̂ х) — р — Ос кривой А. По предположению, для почти каждой пары 
( С , р )  хот я  бы одна такая точка существует.
Предложение 1.7. Функция ф(ф, Х(ф,р)) не зависит от выбора точки 
А(^,р), т. е. Ф(^,Х(СуР)) — и справедлива следующая формула
обращения:

+  СО

/(а: ) = с ^  !  Ъ (е р )Щ ,х )  (1.14)
к 1- |  -  •

К ириллов А.А. Об одной задаче И .М .Гельф анда / /  Докл. АН С С С Р. — 1961. — 
№ 2. — С. 276-277.
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где интеграл, подобно (1.13), надо понимать в смысле регуляриз о ван
ного значения,

Приведем набросок доказательства Предложения 1.7. Выразим ф 
непосредственно через исходную функцию /, подставив (1.9) в формулу 
(1.13). Мы получим:

Из (1.15) следует прежде всего, что ф{^7Х(^р)) не зависит от выбора 
точки Х(^,р) пересечения кривой Л с плоскостью х) — р — 0. Далее, 
функция ф(%, А(^,р)) = Ф(^,р) получается из исходной функции /  
преобразованием, аналогичным преобразованию Радона в М3, где ядро 
5((^ ,х) — р) заменено другой обобщенной функцией ((^, х) — р)“ 2. Для 
этого преобразования, подобно преобразованию Радона, справедлива 
формула обращения, выражающаяся равенством (1.14).

1.8. Аналоги оператора к. В и. 1.3 был введен линейный оператор 
к из пространства 5(Н) в пространство О1 (Я) дифференциальных 
1-форм на многообразии прямых Н , обладающий следующим важным 
свойством:

Условие А. Если <р — X/, то дифференциальная форма кср замкнута 
на подмногообразиях Н х прямых, проходящих через произвольную 
фиксированную точку х Е М3.

Поставим задачу: описать все линейные операторы к, обладаю
щие этим свойством. В формулировке Предложения 1.8 мы уточним 
постановку задачи, сузив класс рассматриваемых операторов.

Будем предполагать, что прямые в ! 3 заданы уравнениями

а лучевое преобразование ф = X /  задано в локальных координатах 
а на Н  формулой (1.5). Согласно и. 1.3 функция ф удовле
творяет уравнению

Следовательно,

(1.15)

XI — «1^3 + /?1,

д2,ф д21р
да\ д/32 да2 ’
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а оператор к задается следующей формулой:

/ А , ' ' Г1 + 2-
др2

(1.16)

Легко убедиться, что, кроме /с = к1? условию А  удовлетворяют также 
следующие три оператора:

дф, <9̂  ,
* * = т Р 1 + т

к$ф = Ф ~  Ааг +
О С И \ О  (У 2

<9г/> <9̂> ,каФ = я— ар\ + - —
О С е 1 6 ч  V 2

В самом деле, так как с/Д- | с?аг-, г = 1,2, на 7Р, то на Н х формы
/о2 г и к^ф пропорциональны соответственно и к^ф. Далее, имеем: 
/с 2ф + /̂ 3ф = дф. Следовательно, на Н х все формы к^ф с точностью до 
множителя когомологичны  форме К\ф.

Рассмотрим операторы к вида

, _ (1.17)

где — произвольные 1-формы на Н .

Предложение 1.8. Любой оператор к вида (1.17), удовлетворяющий 
условию А , является линейной комбинацией с постоянными коэффи
циентами операторов % — 1,2,3,4.

Доказательство. Для удобства будем писать аз, ац вместо /?1,/?2- 
Тогда выражение (1.17) примет вид:

4 дф 4
КФ - где = ^ 2 а^(а )  1,2,3,4.
г - 1  1 3 —1

Из равенства дкф \Нх— 0 следует, что на подмногообразиях Н х 
дифференциальные формы удовлетворяют соотношениям:

и?г А =  0, г — 1,2,3,4,

№\ А да2 + и?2 А = 0, ^ А  + баз = 0, 
дизг = 0, г — 1,2,3,4.

(1.18)
(1.19)
(1.20)
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Из (1.18) следует, что

Сс?! = ац  (1аI + «13 С1а3, С02 — «22 с1®2 + «24
С^з =  (1-̂1 б а \  « ззС?(Т з,  Сс̂ 4 =  « 4 2  б(Х2 ~\~ « 4 4 6 ^ 4 .  

Подставив полученные выражения для в (1.19), получим: 

а 11 — «22? «13 — «24? «31 =  «42? «33 =  «44-

Отсюда следует, что

К — « и  /С4 +  «33 К 2 +  «3 1  « 1  +  « 1 3  « 3 -

Наконец, подставив это выражение в (1.20), заключаем, что все входя
щие в него коэффициенты а̂  ̂ суть постоянные.

§ 2. Лучевое преобразование дифференциальных 
форм в К3

2.1. Определение лучевого преобразования дифференциальных фо
рм. Здесь будут рассмотрены интегральные преобразования, относя
щие дифференциальным формам на Ж3 их интегралы по прямым в 
Ж3. Эти преобразования определены не только для дифференциальных 
форм степени 1, но также и для дифференциальных форм степеней 2 
и 3. При этом получаются дифференциальные формы на многообразии 
прямых степени на единицу меньшей. Аналогичные преобразования 
дифференциальных форм на Ж3, связанные с плоскостями в Ж3, рас
сматривались в § 7 главы I.

Хотя определение этих преобразований можно дать в инвариантной 
форме, нам удобнее связать его здесь с выбором конкретной локальной 
системы координат на многообразии прямых в Ж3.

Будем задавать прямые в Ж3 уравнениями

— а%31 з -|“ /3*? 2 — 1,2, (2.1)

и примем коэффициенты , /?,• этих уравнений в качестве локальных 
координат на многообразии прямых.

Введем 4-мерное многообразие флагов А, элементы которого — 
пары (Н,х), где Н — произвольная прямая в Ж3, а х — произвольная 
точка в Ж3, принадлежащая прямой Н. Зададим на А  две системы 
координат. Первая система — (а?1, х2} х$, « 1? а 2), где (х1,х 2,хз) — коор
динаты точки в Ж3, а (а1,а 2) задают направление прямой, проходящей 
через эту точку. Вторая систем а^ (аь  а 2,@1,@2, х3), где (аь а 2?/?ь/32)
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локальные координаты прямой, а хз — координата точки на этой 
прямой. Эти две системы координат связаны соотношением (2.1).

Определим лучевое преобразование дифференциальной формы со на 
М3 степени г ̂  1. Будем трактовать со как дифференциальную форму на 
А , заданную в системе координат (#1, х 2, а 1,а 2). Перейдем в выра
жении для со ко второй системе координат («1, а 2,/?1,Д2, ^з) и отбросим 
слагаемые, не содержащие дхз. Полученное выражение является при 
фиксированных 011, /%, Фаг-, дифференциальной 1-формой на прямой 
с координатами а*,/?*, г — 1,2. Интегрируя ее по этой прямой, мы 
получим дифференциальную (г — 1)-форму на многообразии прямых. 
Назовем эту форму лучевым преобразованием исходной дифференци
альной формы со и обозначим через Хсо.

Приведенное определение удобно для вычислений, но оно привязано 
к конкретной системе координат в М3 и в многообразии прямых Н . 
Существует инвариантное определение лучевого преобразования диф
ференциальных форм в терминах операций поднятия и опускания. 
Именно, для любого гладкого расслоения 7г : А  —>■ В  определены две 
операции над дифференциальными формами — операция 7Г* поднятия 
и операция 7Г* опускания. Первая из них переводит дифференциальные 
формы на В в дифференциальные формы той же степени на А; вторая 
(интегрирование по слоям расслоения) переводит дифференциальные 
формы степени г на Л в формы степени г — I на В 7 где I -  размерность 
слоя расслоения А  -А В  (предполагается, что г /).

Если задана пара расслоений А-ь-В  и й ч С ,  то с нею можно связать 
интегральное преобразование

X : ЩВ) -А ЩС)

из пространства дифференциальных форм на В  в пространство диф
ференциальных форм на С . Оно определяется как композиция X = 7Г* 7Г* 
операции 7Г* поднятия формы с В  на А  и операции 7Г* опускания 
формы с Л на С. Оказывается, что определенный так оператор X 
перестановочен с оператором внешнего дифференцирования д:

дХ = ха.

Лучевое преобразование X : П(М3) —>■ $1(Н) есть пример такой 
операции, связанный с расслоениями Л ^  I 3 и Л ^  Я, где Л — про
странство флагов. Свойство дХ — Хд этой операции можно проверить 
непосредственным вычислением.

2.2. Лучевое преобразование 3-форм на М3. Пусть задана диффе
ренциальная 3-формасо — /(.г) дх\ А дх2 А с1хз, /  Е 5(М3).
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Чтобы построить ее лучевое преобразование, надо сначала предста
вить ш в координатах (од, ^з) на А:

и  =  /(< * 1  -»з +  Р и  а 2 х 3  + / 3 2 ,ж3) {х3с1 + в?/?].) Л +  <% ) Л

В соответствии с определением из п. 2.1, лучевое преобразование 
формы со задается следующим равенством:

Хсо — (р2 (а,/?) Л да2 + рДа^0) (с/од Л д02 -  да2 Л д0\) +
+  >ро{а,Р)с1р1 д <*/?2, (2.2)

где
+ оо

(р{(а,/3)= !  / {а 1 Х3 + ^ г ,а 2х3 + /З2, х 3)(х3у Лх3,г =  0,1,2. (2.3)
— ОО

Исследуем свойства полученной формы. Прежде всего, поскольку 
/  Е 5(М3), коэффициенты <р{ этой формы удовлетворяют естественным 
условиям быстрого убывания вместе со всеми производными.
Предложение 2.1. Дифференциальная форма Хсо замкнута.

В самом деле, из выражений (2.3) для коэффициентов р>1 формы Тсо 
следует:

<9̂ 2 _  ду>1 д^1_ _  <9̂ 0 . _  - „ 4ч
ад- а д ’ а д  а д  у

Эти соотношения эквивалентны условию замкнутости формы Хсо. 
Замечание. Замкнутость Тсо вытекает также из замкнутости со как 
формы максимальной степени на М3 и перестановочности X с операто
ром внешнего дифференцирования.
Предложение 2.2. Ограничение дифференциальной формы Хсо на под
многообразие прямых7 лежащих в произвольной фиксированной плос
кости, равно нулю.

Доказательство. Подмногообразие Р  прямых, лежащих в произволь
ной фиксированной плоскости, задается в локальных координатах (а, 3) 
следующей системой уравнений:

А, (« 1  -  а?) + Л2 (а2 -  а°) = 0, А, -  /?°) + А2 (./■_, -  /?°) = 0.

Здесь (а°,0°) — координаты произвольной фиксированной прямой на 
этой плоскости, а Ах, Л2 — постоянные. Значит, на этом подмногообра
зии Р  мы имеем: да2 — Ас?ад, др2 — А о?/?х, где А = —Ах/А2, а потому 
из (2.2) следует, что Хсо \р— 0.
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Теорема 2.1. Дифференциальная 2-форма О с быстро убывающими ко
эффициентами на многообразии прямых Н является лучевым преобра
зованием некоторой 3-формы со = ф(х) дх\ А дх2 А бхз, /  Е 5(М3) тогда 
и только тогда, когда она удовлетворяет условиям Предложений 2.1 
и 2.2.

Доказательство. Необходимость условий уже установлена. Докажем 
их достаточность. Пусть дифференциальная 2-форма О удовлетворяет 
условиям Предложений 2.1 и 2.2. Докажем сначала, что она имеет вид 
(2.2), т.е. не содержит членов с А дрг, г = 1,2, а коэффициенты при 
да\ А др2 и да2 А др\ различаются только знаком.

В самом деле, пусть

О = а\ да1 А др± + а2 да2 А др2 + 61 А с//?2 + Ь2 А дР\ + . . . ,

где многоточием обозначены остальные члены. Тогда, если Л° — 
произвольная прямая и Р  — многообразие прямых в произвольной 
плоскости, проходящей через н°, то (см. доказательство Предложения 
2.2) имеем:

О |р — (с&1 + Л2 а2 + Л(&1 + 62)) д(Х\ А др\.

Так как, согласно условию, О |р=0 , то, ввиду произвольности Л, отсюда 
следует: а\ — а2 = 0 и 61 — —62.

Итак, доказано, что форма О имеет вид:

(I = 1'2{а\д) (Iо 1 Л с/а2 + ф\(а,Р) (да1 А сИ2 -  да2 А дд\ ) +
+ фо(а,Р) др\ А с/32.

Из замкнутости О следует, что функции ф{ связаны соотношениями

дгД _  дгД <9п_ _  дфо_ . _  , ,
дРг д щ ’ дРг даД  ’ 1 ^

Поэтому функция удовлетворяет уравнению

д2Ф0 _  д2ф0 
да1р2 да2дрД

Значит, по теореме об образе лучевого преобразования (см. § 1), она 
является лучевым преобразованием некоторой функции /  Е 5(М3):

+ оо

фо{а,Р)= ^  / {(XI х3 + @1, 012X3 + р2,хз)<1хз.
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Убедимся, что О = Хсо, где со = /(а?) 6x 1 А 6x 2 Л ^ 3. В самом деле, из 
формул (2.3), которыми задаются коэффициенты формы Хсо, следует 
прежде всего, что ф0 — р 0. Далее, отсюда и из (2.4), (2.5) следует, что 

г = 1,2. Следовательно, ввиду быстрого убывания ф\ и р \, 
ф± = (рг. Аналогично убеждаемся, что Ф2 = р>2 и, значит, О = Хс<;.

Заметим, что форма со — /(х )  в>х 1 Л с/^ 2  А с^з восстанавливается 
только по одному коэффициенту р$ формы Хсо, поскольку функция р$ 
является лучевым преобразованием функции /.

2.3. Лучевое преобразование 2-форм на М3. Рассмотрим теперь 
произвольную дифференциальную 2-форму

СО — / 1  (а?) А +  $2 {х)в>Хз А +  /з(а?)с?#1 А с/^ 2

с коэффициентами из 5(М3). В координатах а ьск2, Дь/?2>#з на прост
ранстве флагов она имеет следующий вид:

и =  / 1  (а?зЛ*2 +  е?Д2) А сЬ3 +  / 2сЬ3 А (х3йа! +  с/Д) +

+  / з ( « 1 ^ з  +  з̂с?с*1 +  ЙД1 ) А (а2сЬз +  я3йа2 +  <№)•

В соответствии с определением из п. 2.1, лучевое преобразование 
2-формы со есть 1-форма

Хсо — а\бос\ -\- а>2 (1с%2 Д$1 ~\~ &2 2 (2.6)

с коэффициентами

«1 = а 2фз -  Ф2> а>2 -  -ос\фг + Фи 
Ь\ -  а 2рз -  <Р2, Ь2 -  -а х р з  + <ри

где

+ оо

у,в) -  !  /г{а1Х3 + Рх, а + г —1,2,3, (2.8)

+ оо

I  х 3^ ( а 1х 3 + /Зг ,а 2х 3 + /З2, х 3)
— ОО

I = 1,2,3. (2.9)

Рассмотрим сначала задачу о восстановлении формы со по ее лу
чевому преобразованию Хсо. Эта задача сводится к соответствующей 
задаче для функций на основании следующего утверждения:
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Предложение 2.3. Функции р  ̂ следующим образом выражаются через 
коэффициенты формы Хсо:

дЬ\ да\
<РЗ — 7^ - — Р 1= ® 1р з+ Ъ 2, ^ 2 = « 2 ^ 3 - » 1 .  (2.10)

Равенства (2.10) следуют непосредственно из (2.7) — (2.9). 
Поскольку функции являются лучевыми преобразованиями ко

эффициентов / г- формы со, то для восстановления этих коэффициентов 
достаточно применить к рч формулу обращения для лучевого преобра
зования функций.

Перейдем теперь к описанию образа лучевого преобразования X . 
Для этого установим сначала соотношения между коэффициентами 
дифференциальной формы Хсо.

Предложение 2.4. Коэффициенты аг-,6г- дифференциальной формы Хсо 
удовлетворяют следующим соотношениям:

II дЬг
' даг’

да2
др2

дЬ2 да 1 
да2 ’ д/32

дЬ1 _
да2

1 да2 дЪ2 \
\  д а д

(2.11)

д  / да | дЬр\ =  0, гд =
д2 д2

(2.12)
-д/32 да2 / да1д(32 да2д/3 1 ’

В самом деле, (2.11) следует непосредственно из (2.7), (2.8), (2.9). Со
отношение (2.12) следует из доказанного выше равенства рз — — ■— ,
поскольку А рз  = 0.

Предложение 2.5. Соотношения (2.11) эквивалентны условию, что 
ограничение Хсо \р дифференциальной формы Хсо на подмногообразие 
прямых, принадлежащих произвольной плоскости Р, является замкну
той формой на Р, т.е. дХсо |р= 0.

Доказательство. Имеем:

^  = ( ^ 7  ” ж )  <'“ 1 л ('А + ( ^ 7  “ щ )  ^  л <№ +
+ (тЬг Ш')1'"-'"131 + | | ) < 1 « г л < к ь + . .

Поэтому соотношения (2.11) эквивалентны условию, что форма дХсо не 
содержит членов с да^ Л дД, г — 1,2, а коэффициенты при досх Л др2 и 
да2 Л различаются только знаком. В свою очередь, согласно и. 2.2, 
это условие эквивалентно условию, сформулированному в Предложе
нии.
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Теорема 2.2. Пусть 12 — дифференциальная 1-форма на многообразии 
прямых в М3 с бесконечно дифференцируемыми быстро убывающими 
коэффициентами

12 = а\ да\ + а2 да2 + 61 дР\ + 62 Ар2-

Для того чтобы форма 12 была лучевым преобразованием некоторой 
дифференциальной 2-формы со на М3 с коэффициентами из 5(М3), необ
ходимо и достаточно, чтобы ее ограничения 12 |р на подмногообразия 
Р прямых, лежащих в одной и той же плоскости, были замкнутыми 
формами, и чтобы ее коэффициенты удовлетворяли дополнительному 
условию (2.12),

Доказательство. Необходимость условий теоремы уже доказана. До
кажем их достаточность. Итак, пусть дифференциальная форма 12 удо
влетворяет условиям теоремы. Тогда ее коэффициенты удовлетворяют 
соотношениям (2.11) и (2.12).

Определим функции <̂>г-, г — 1,2,3, равенствами (2.10). Из (2.12) 
следует, что А^з = 0. Убедимся, что также Арч — 0 и Д <̂2 = 0. В
самом деле, имеем: А<р2 =  а 2А<р3 -  ( | ^  -  | ^ )  -

-  + д ё т  = 9§Т (т :  ~ § ф )  = °- Аналогично устанавливается,
ЧТО А(р1 — 0.

Отсюда следует (см. § 1), что функции являются лучевыми пре
образованиями функций /» Е У(М3), т.е. задаются равенствами (2.8). 
Введем дифференциальную форму

^ = Н {х)дх2 Л дх3 + / 2(а?)Л?3 Л + / з (^ )^ 1  А дх2

и докажем, что 12 = Хсо.
В самом деле,

Хсо — а\ с/о 1 + а2 (1а 2 + &1 + Ь2 др2,

где

«1 = «2 Аз -  Ф21 а2 = -«1^3 + Фи 

Ь\ -  а 2(рз -<Р2 , Ь2 -  - а ^ з  +  <р1у

а <р{ и фг выражаются через коэффициенты формы со равенствами 
(2.8),(2.9).

В силу Предложения 2.3

дЬ до>
^  ^  ~ ’ ^ 1 = а 1^з + &2, (2.13)
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Сравнивая (2.8) и (2.13), заключаем, что — Ъ г  — 1,2. Отсюда, 
сравнивая соотношения (2.11) для аг-, 6,■ с аналогичными соотношениями 
для аг-, Ь{, получаем: г,у = 1,2. Значит, ввиду быстрого
убывания функций аг-, аг-, имеем: аг- = аг-, г = 1,2, а потому О = Хш.

2.4. Лучевое преобразование 1-форм на М3. Рассмотрим дифферен
циальную 1-форму на М3:

^ = /1 ( а ? ) + / 2(ж)с?ж2 + /з(*И*з, /* 6 ^(М3).

По определению, ее лучевое преобразование р — Хсо является функцией 
на многообразии прямых в М3

+ оо

< р ( а , Р ) =  ^  [ М а 1 х з  +  @1, «2*з + /?2, х 3 ) а г +

— сю

+  / г ( « 1 * 3  +  @ 1, « 2 * 3  +  /?2, * з ) « 2  +

+  / з ( « 1 * 3  +  @ 1, « 2 * 3  +  /?2 , Ж3 )]с?*3-

Найдем ядро и образ преобразования X .

Предложение 2.6. Яфо КегX лучевого преобразования совпадает с 
подпространством всех точных дифференциальных 1-форм на М3 с 
коэффициентами из ^(М3).

Доказательство. Очевидно, любая точная 1-форма и? на М3 принадле
жит КегХ. Обратно, пусть со Е КегХ, т.е. Хо; = 0. Тогда Хдсо — дХсо — 0. 
Так как на дифференциальных 2-формах лучевое преобразование X 
имеет нулевое ядро, то из Х ^  = 0 следует, что дсо — 0, т.е. форма 
со замкнута. Из замкнутости формы со следует ее точность.

Предложение 2.7. Функция р из пространства Шварца на многообра
зии прямых Н принадлежит образу 1тХ лучевого преобразования 
тогда и только тогда, когда ее дифференциал др принадлежит образу 
лучевого преобразования дифференциальных 2-форм на Н .

Доказательство. Пусть со Е 1тХ, т.е. р — Хсо\, где со 1 — 1-форма с 
коэффициентами из ^(М3). Тогда др — дХсо\ — Хдсо 1, т.е. др Е 1тХ. 
Обратно, пусть др Е 1тХ, т.е. др — Хсо2, где С02 — 2-форма на М3 с 
коэффициентами из ^(М3). Тогда имеем: Хдсо2 — ХХсо2 — 0 и так как на 
3-формах в М3 лучевое преобразование имеет нулевое ядро, то дсо2 — 0,
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т.е. форма со2 замкнута. Поскольку любая замкнутая 2-форма на Ж3 
с коэффициентами из 5 (Ж3) точна, то и?2 — дсох, где со\ — 1-форма 
на М3 с коэффициентами из 5 (Ж3). Итак, др — Хдсо\ — дХсо\, откуда 
д(р — Хсо\) — 0. Следовательно, р — Хсо\.

Теорема 2.3. Функция <р из пространства Шварца на Н является 
лучевым преобразованием 1 -формы на Ж3 тогда и только тогда, когда 
она удовлетворяет уравнению

Д2̂  = 0, где а2
5а2/31 ’

(2.14)

Доказательство. Из Предложения 2.7 и из описания образа луче
вого преобразования дифференциальных 2-форм (п. 2.3) следует, что 
(р Е 1шX тогда и только тогда, когда коэффициенты а1 — и 6г- = ,
г — 1,2, дифференциальной формы др удовлетворяют соотношениям 
(2.11) и (2.12). Очевидно, что в случае дифференциальной формы др 
соотношения (2.11) выполняются тождественно, а (2.12) совпадает с 
(2.14).

§ 3. Лучевое преобразование в трехмерном вещественном 
проективном пространстве

В этом параграфе основные определения и результаты § 1 будут пе
ренесены на случай проективного пространства Р3. Переход от аффин
ного пространства к проективному имеет два важных преимущества. 
Во-первых, основные определения и результаты в проективном случае 
имеют более простую и инвариантную по сравнению с аффинным 
случаем форму. Во-вторых, поскольку само проективное пространство 
Р3 и многообразие прямых в Р3 компактны, то с этими многообрази
ями связаны более естественные по сравнению с аффинным случаем 
пространства функций.

Мы дадим также групповое истолкование лучевого преобразования.

3.1. Многообразие прямых в Р3. Будем задавать точки в Р3 одно
родными координатами а?4, т.е. векторами х Е Ж4 \  0, опре
деленными с точностью до множителя. Иначе говоря, точки прост
ранства Р3 интерпретируются как одномерные подпространства в Ж4. 
Множеству точек на прямой соответствует множество одномерных 
подпространств в Ж4, принадлежащих двумерному подпространству. 
Таким образом, прямые в Р3 интерпретируются как двумерные подпро
странства в Ж4 и, значит, многообразие прямых в Р3 отождествляется 
с грассманианом <р2,4 двумерных подпространств в Ж4.
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Введем систему координат на грассманиане 6 2 ,4 - Пусть к Е 6 2 , 4  и 
х — (ж ,Ж >Ж >ж )? у — (2/1 , 2/2 >2/з>2/4 ) — произвольный базис в подпро
странстве к .

Определение. Плюккеровыми координатами двумерного подпростран
ства к в ! 4 назы ваю тся координаты  бивектора х А т.е. следующий 
набор чисел:

Ргу — Х{ у у х^ у^, 1,у — 1 ,2 ,3 ,4 , гф  у.

При замене базиса в /г, т.е. при замене векторов х, у их линейными 
комбинациями, все плюккеровы координаты  умножаю тся на одно и то  
же число. Таким образом, плюккеровы координаты  подпространства 
к определены однозначно, с точностью  до множителя. Обратно, если 
плюккеровы координаты  двух подпространств пропорциональны, то  
эти подпространства совпадаю т. Таким образом, каж дое двумерное 
подпространство в Ж4 однозначно определяется своими плюккеровыми 
координатами, а потому их можно принять в качестве однородных 
координат на грассманиане 6 2 ,4 -

Поскольку рц — —руг, то, как  правило, можно ограничиваться б 
координатами р^у, г <  у.

М ежду плюккеровыми координатами р̂ у сущ ествует квадратичное 
соотношение:

Р12Р34 — Р13Р24 +  Р14Р23 =  0. (3.1)

Его можно получить, например, расклады вая по элементам первых двух 
строк следующий определитель 4-го порядка:

Ж ж ж Х 4
У1 У2 Уз У4
Ж ж ж Х 4
У1 У2 Уз У4

Докажем, что  обратно, если ч и слар{у, гфу не равны одновременно нулю 
и связаны соотношением (3.1), то  они являю тся плюккеровыми коорди
натам и некоторого подпространства к Е 6 2 ,4 - В самом деле, пусть для 
определенности р \2 ф 0; то гд а  можно предполагать, что  р ±2 — 1. Рас
смотрим подпространство, натянутое на векторы  х — (1,0, — Р2 3 > — Р2 4 ) 
и у — (0 , 1 ,Р 1з,Р 14). Используя соотношение (3.1), легко убедиться, что 
плюккеровы координаты  этого  подпространства равны р^у.

Сущ ествует вложение С2,4 ^  Р5,
относящее каж дому двумерному подпространству с плюккеровыми 
координатами точку проективного пространства Ж5 с однородными 
координатами р^^, г <  у. Образом 6 *2,4  при этом  вложении является 
квадратичная поверхность (3.1) в Ж5.
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3.2. Лучевое преобразование в Р3. Первый вопрос, возникающий 
при переходе от аффинного пространства к проективному, — на каком 
функциональном пространстве должно строиться лучевое преобразова
ние X . Как и в случае преобразования Радона, пространство функций 
на самом Р3 для этой цели неудобно. Естественным объектом, на 
котором будет определено лучевое преобразование, является простран
ство Т [ —2) бесконечно дифференцируемых функций на М4 \  О, т.е. на 
одномерном расслоении над Р3, удовлетворяющих следующему условию 
однородности:

Определим лучевое преобразование произвольной функции /Е ^ г(—2). 
Пусть к Е С?2,4- Фиксируем в к произвольный базис и, у и обозначим 
через 8 координаты точек на к в этом базисе:

Поставим в соответствие функции /  Е Т {—2) следующую дифференци
альную 1-форму на к:

В силу условия однородности (3.2) эта форма однородна степени 
однородности 0 и ее интеграл по контуру 8  в /г, охватывающему точку 
О, не зависит от выбора этого контура.

Определение. Назовем лучевым преобразованием функции /  Е Т  сле
дующую функцию от пары линейно независимых векторов и, у Е М4:

интеграл берется по произвольному контуру 8  в подпространстве к, 
натянутом на и и V, охватывающему точку О .

Как было уже сказано, от выбора контура 8  интеграл не зависит.
Определенная так функция <р — X / зависит не только от подпро

странства к Е <̂ 2,4, но и от выбора базиса в к . Из (3.3) следует, 
что при переходе от одного базиса и, у к любому другому базису 
и1 — а и + /Зу, у' — у и + 6 у функция <р преобразуется по следующему 
закону:

/(А х) = А 2/(х )  для любого А ф 0. (3.2)

х — 84 + 1у.

/(зи  + ^у) (8сИ — 1(18).

(3 .3 )

ср(аи + /Зг>, уи  + 8у) — \аё — 1<р{и,у).
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В частности, если элементы площади в базисах и, у и и ', у* совпадают, 
т.е. |аб — /?7 | = 1, то (р(аи + /Зу,уи  + 6у) = <р(и, у).

Таким образом, лучевое преобразование <р(и,у) зависит только от 
плюккеровых координат = щу^ — и^у^, т.е. является функцией на 
квадратичном конусе К  С М6, заданном уравнением (3.1). Очевидно, 
что К  \  0 является одномерным расслоением над грассманианом С?2,4- 

В дальнейшем мы часто будем писать <р(р) вместо <р(и,у), подразу
мевая под р точку конуса К, т.е. точку в ! 6с координатами р^, г < ^  
удовлетворяющими уравнению (3.1).

Определение. Обозначим через %(—1) пространство С°°-функций <р на 
К  \  0, удовлетворяющих условию однородности:

<р(\р) = \\\~ 1<р(р).(3.4)

Из определения лучевого преобразования X следует, что если 
<р Е Р (—2), то Тф Е 1). Таким образом, лучевое преобразование 
есть отображение

X : Т {-2 )  -+ Щ ~  1).

Примечание. Если заменить условие однородности (3.2) более слабым, 
потребовав, чтобы оно выполнялось только при Л > 0, то мы получим, 
что X/ = 0 для любой нечетной функции /. Поэтому лучевое преобра
зование естественно рассматривать только на четных функциях /.

3.3. Связь с лучевым преобразованием в аффинном пространстве.
В этом пункте мы будем для удобства обозначать лучевые преобразо
вания в аффинном и проективном пространствах соответственно через 
Ха и 1р. Напомним, что лучевое преобразование Ха функции Р  на 
М3 задается в локальных координатах 2, ̂ 1,^2) на многообразии
прямых в ! 3 следующим равенством:

+  оо

(1аР){оц, а 2,РиР2) = !  Р (а гх3 + 0  . ( 3 . 5 )
— ОО

Вложим М3 в М4 как гиперплоскость — 1 и отнесем каждой 
функции /  Е Т {—2) ее ограничение Р  на эту гиперплоскость, т.е. 
положим

Р{х 1,Х2,Х3) = /(я?1,я?2,®3,1).

В силу условия однородности (3.2) функция /  однозначно восстана
вливается по функции Р  и обратно, любая С^-функция Р  на М3,
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удовлетворяющая подходящим условиям убывания на бесконечности, 
является ограничением на М3 некоторой функции /  Е Р (—2).

Из (3.5) следует, что

где и — (/?1 ,/?2,0,1), V — (а^, с*2, 1,0). ( В определении (3.3) функции 
в качестве 3  взята пара прямых $ = =Ы.) Отсюда, перейдя от векторов 
и, V к плюккеровым координатам, получаем.

Предложение 3.1. Между лучевым преобразованием Хр/  функции 
/  Е ? ( -2 )  г/ аффинным лучевым преобразованием ХаР, где Р  — 
ограничение /  на гиперплоскость — 1, имеет место следующее 
соотношение:

г д е р п - Р 1а 2- ^ 2011, Р\3 = Р\, />14 = - а ь  Р24 = -& 2, />34 = -1-

В свою очередь, из (3.6) и условия однородности (3.2) следует:

( 2 р / ) ( р )  =  | Р 3 4 Г 1 ( ^ а ^ ) ( / > 1 4 / / > 3 4 ,Р 2 4 / Р 3 4 ,  ~ Р 1 з / Р 3 4 ,

3.4. Описание образа лучевого преобразования. Как и в аффинном 
случае, функции р{и,у) из образа лучевого преобразования X удовле
творяют дополнительным соотношениям. Именно, из определения (3.3) 
лучевого преобразования непосредственно следует:

где щ , — координаты векторов и и V,
Представим эти соотношения на функции р — X}  в инвариантной 

форме, рассматривая р  как функции от плюккеровых координат р^^, 
т.е. как однородные функции на конусе К  : Р12Р34 — Р13Р24 + Р14Р23 — 0

Пусть Н {—1) — пространство С°°-функций на М6 \  0, удовлетво
ряющих условию однородности (3.4). Введем на Н (—1) следующий 
дифференциальный оператор:

{1аЕ){а1,а 2,ръ р2) = {1р!){р) (3.6)

(3.7)

д2 д2 д2
(3.8)
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Предложение 3.2. Оператор А  опускается с Н (—1) на %(—!) при 
операции ограничения Н (—1) 1). Другими словами, если р  |# = 0 ,
то А р  |к — 0.

Доказательство. Положим:

г  -  Р12Р34 -  Р\гР2А + Р14Р23

и перейдем в окрестности произвольной точки  р° Е К  к новым коорди
натам  на М6, заменив одну из координат р^ (г <  у), например, р34, на 
г (эта замена допустима, если ф 0). Нужно убедиться, что  в новых 
координатах А р  \к = А р  |г-о не содерж ит производных по г. 

Обозначим через ф  функцию р  в новых координатах, т.е.

<Р(Р) =  ’Ф{Р12,Р13,Р14,Р23,Р24,г).

Непосредственным вычислением получаем:

д ТА. З А  , у- (Рф
^  д р 1 з д р 2 4  д р ! 4 :д р 2 3  д р г у д г  д г  Т д г 2 ’

где ш трих означает, что  сумма берется по всем г,у (г <  у), кроме 
(г, у) — (3,4). Далее, из условия однородности для р  следует, что

И 'р ц  М ] + 2 г Ъ$ = -Ф> откуда

I Д а ■
д 2 ф  д ф  д 2 ф

— —3 —-------2 г -
д р г у д г  д г  д г 2 ’

П одставив это выражение в (3.9), получаем:

д ,р =  З А  + З А  _
д р \ з д р 2 ±  д р \ ± д р 2 з  д г 2 *

Из (3.10) следует утверждение.

(3.10)

Следствие. Оператор А  определен на функциональном пространстве
Щ - !)•

Предложение 3.3. Каждое из уравнений (3.7) для функций р  Е %(—!) 
эквивалентно уравнению

А р  = 9У - _ + Р у
<9/>12<9рз4 др1здр24 (3.11)
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Доказательство. Докажем, например, что соотношение — = д®2дУ1 
эквивалентно соотношению (3.11).

Примем в качестве локальных координат на конусе К  плюккеровы 
координаты г < У, (гД) ф (1,2). В этих координатах, согласно (3.10), 
имеем:

= ___
5р1з5р24 5р145р23

Поскольку
д2р  _  

5^15^2

ЩУ'з — ЩУ{,  ТО

- Е
2,3=3,4

’З >

УгЩ д2<р
дрцдр2]

д2р
дп2ду\ -  Е

«,.7=3,4

д2р
др2гдр1з '

Отсюда следует:
32 >̂ 32 >̂

что и доказывает наше утверждение

=  (« 3 « 4  -  УаЛ з )  А ^ ,

Теорема 3.1. Функция р  Е % (—1) тогда и только тогда представима 
в виде (р = X/, где /  Е .ТД—2), когда она удовлетворяет уравнению 
А р  — 0.

Необходимость условия теоремы уже доказана. Доказательство 
достаточности условия будет проведено в п. 3.6.

3.5. Д ругой способ определения лучевого преобразования. Будем 
задавать двумерные подпространства в Ж4 не парами и , у линейно 
независимых векторов в Ж4, а системами независимых уравнений:

( $ ,* > =  о, Ж> =  о, (3.12)
т.е. парами Д ц линейно независимых векторов дуального пространства
(Ж4)'.

Обозначим через подпространство в Ж4, заданное уравнениями 
(3.12), и через РН ^ его проективизацию. Зададим на Н^ дифференци
альную 1-форму сг^(х)7 определенную равенством:

(Ддх)  А (рДх)  А <т̂ (а?) = и?(а?), (3.13)

где со(х) = х\ дх2 А дхз А дх^ ... (циклические перестановки).
Если /  Е то дифференциальная 1-форма на Н^

Цх ) а^ { х ) ,
имеет степень однородности 0 и ортогональна слоям расслоения
Н^Г] \  0 -л РН^  •
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Определение. Назовем лучевым преобразованием функции /  Е Т  сле
дующую функцию от пары линейно независимых векторов г) Е (М4)':

(2 7 № ч )  =  !  !{х )< т ф ),  (3.14)
Ип

где 7^  — любое сечение расслоения \  0 —> от выбора 7^
интеграл не зависит.

Используя символику дельта-функций, можно представить интеграл 
(3.14) в следующем виде:

Ц 7 Ж ,ч )  -  I  Г(х)*Ш,х)Щ(т1,*) М * ), (3.15)
г

где Г — произвольное сечение расслоения М4 \  0 —> Р3.
Подобно (р = X/, функция ф — X' /  удовлетворяет следующим усло

виям.
1°. Она зависит только от бивектора д = (  А 7  т.е. от миноров

^ '  = е у _ ^ у .
2°. Как функция от д, она является (7°°-функцией на конусе 

д12д34 _  213̂ 24 _|_ 1̂4̂ 23 — 0 в (М6)^ удовлетворяющей условию однород
ности:

^(Ад) = |ЛГ1<%). (3.16)

3°. Выполняются соотношения:

д2ф 
д^г дг\3

д2ф
д&дг/*’ ЬЗ — 1?2,3,4 (г ф з), (3.17)

где г/г — координаты векторов  ̂ и ту.
Как и в случае функций <р — X/, можно показать, что каждое из 

соотношений (3.17) эквивалентно соотношению:

_ д2ф д2ф д2ф
~  дд12дд34 дд13дд24 дд14дд23 (3.18)

Установим связь между операторами X и X ' . Назовем бивекторы 
р — {Ргз} в ! 4 и д — {д*■?} в (Ж4/  двойственными и будем писать р ~  д, 
если

Ргз =  8 щ п ( г , ^ , к
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для любой перестановки (г,з,к,Г) индексов (1,2,3,4).
Нетрудно убедиться, что двойственным бивекторам р и у отвечает 

одно и то же подпространство к С М4 и что связанные с этими 
бивекторами дифференциальные 1-формы на к совпадают. Отсюда 
следует

Предложение 3.4. Если у ~ Р , т о2 /(р )  = ! '/ ( ? )  •

Обозначим через %'(—1) пространство С°°-функций на К 1 \  0, где К ' — 
конус ^12д34 — 913̂ 24 + д14д23 = 0 в (М6)', удовлетворяющих условию 
однородности (3.16). В силу Предложения 3.4 теорема 3.1 может быть 
перефразирована в терминах функций из Н* {—1).

Теорема 3.2. Функция ф Е %*{—!) тогда и только тогда представима 
в виде ф — X '/ ,  где /  Е Т {—2), когда она удовлетворяет уравнению 
Аф — 0.

3.6. Доказательство теоремы об образе лучевого преобразования..
Необходимость условий теорем 3.1 и 3.2 была уже установлена. Дока
жем достаточность условий теоремы 3.2.

Итак, пусть ф(^,р) — С00-функция от бивектора ^ Ар, удовлетво
ряющая условиям однородности (3.16) и уравнениям (3.17). Докажем, 
что тогда ф — V /, где /  Е Т {—2).

Введем многообразие А  пар (х,р), где х Е М4 \  0, р Е (М4)' \  0 и 
(■р ,х ) — 0. Пусть (х,р) Е А. Обозначим через Ьц С М4 подпростран
ство, ортогональное к р. Заметим, что х Е Положим для любого 

Е (Ж4)' \  {р}, где {р} — подпространство, натянутое на р

Фг, (0  =

Поскольку ф  зависит только от  ̂ Л р, то фг}{С + Ар) = ^ ( 0  Для 
любого А Е Ж, т.е. ф̂  является функцией на ((М4)//{?7}) \  0. Очевидно, 
что эта функция бесконечно дифференцируема на ((Ж4)'/!^}) \  0 и 
удовлетворяет условию однородности: ^(А^) = |А|- 1,0^(^). Значит, по 
теореме об образе преобразования Радона для проективной плоскости, 
фу является преобразованием Радона С°°- функции Д(я), определенной 
на подпространстве ЬГ} С Ж4, двойственном к (Ж4)'/!^}, и удовлетворя
ющей условию однородности: /^(А^) = А~2 /^(х).

Тем самым, на многообразии А  определена функция

Р { х , Г } )  = ! п { х ) .

Лемма. Для любого фиксированного х 6 Ж4 \  0 функция не зависит
от р .
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Доказательство. Достаточно доказать утверждение для какой-либо 
одной точки х , например для ^ = ^о = (1,0,0,0).В этом случае условие 
ортогональности ц и х имеет вид гф — 0, т.е. д — (0, 7?2,773, г/4). Нам 
нужно доказать, что д Р — 0, г = 2,3,4. Докажем, например, что
дЕ(хо,г]) _  п

ду2 ~  и*
Напишем, используя формулу обращения для преобразования Ра

дона на проективной плоскости, явное выражение Л(х,г]) через Д(а?).
Пусть Ь — координатное подпространство бф = 0 в (Ж4)'. Если г/4 ф О, 

то Ь трансверсально к вектору 77, и можно считать, что ф̂  — функция 
на подпространстве Ь.

Так как ( ,̂ хо) = ^1, то по формуле обращения для преобразования 
Радона имеем:

Р (х0,Т]) - С

_[
СУ де

С3 = 1 

С3 = 1

Продифференцировав полученное равенство по гф и применив СООТНО
ШУ д2фшение = д^ дт]1, получаем:

9 Р { х о , Г } )  [ д 2 Ф(г),0! ! 1

Вернемся к доказательству теоремы. Определим на основании доказан
ной леммы функцию /(.г) на Ж4 по формуле:

/У ) = Л (*),

где г/ — произвольный вектор в (Ж4)', ортогональный к х. Она 
бесконечно дифференцируема на ЬГ} \  0, где Ьц — любое 3-мерное под
пространство в Ж4, значит, она С°°-дифференцируема на М4\  0. Далее, 
выполняется условие однородности: / ( \ х ) = Л-2 /(а?). Следовательно, 
/  Е Т [ —2). При этом ясно, что ХД — ф, так как это равенство справед
ливо для ограничения ф на множество подпространств, принадлежащих 
произвольному трехмерному пространству.

3.7. Лучевое преобразование как сплетающий оператор. Лучевое 
преобразование имеет простое теоретико-групповое истолкование. 
Рассмотрим группу С — С\^(4,М) невырожденных матриц 4-го порядка. 
Каждому элементу д Е С отвечает линейное преобразование х И- хд в
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пространстве М4, которое переводит точку х = (а?1,а?2>#з>#4) в точку 
х ' с координатами х

Поставим в соответствие элементам д С линейные операторы 
Х ^ , Хд2'1 соответственно в пространствах Т { —2) и ?{(—1):

(г з(1) /)  (*) = Л*'/), Ц3(2) <р) { и ,< р ( и д , у д ) .

Очевидно, что
т(0 тЧО = тЧО01 У2 21̂ 2 ’ г =  1,2

для любых д2 Е О, т.е. операторы Ху1̂ , Х ^  образуют представле
ние группы С в соответствующих функциональных пространствах.

Из определения оператора X непосредственно следует
Предложение 3.5. Оператор лучевого преобразования X удовлетво
ряет соотношению:

Т ^ Х  — Х Т ^  для любого д Е С, (3.19)

В терминах теории представлений групп соотношение (3.19) озна
чает, что оператор Х \Т [ —2)—>%{—1) является сплетающим оператором 
для представлений и Т группы С.

Можно доказать, что с точностью до множителя существует един
ственный сплетающий оператор Т { —2) —>■ %{—1). Таким образом, 
условием, что X есть сплетающий оператор, лучевое преобразование 
определяется однозначно, с точностью до множителя.

Установим теперь теоретико-групповой смысл дополнительных со
отношений (3.7) на функции <р — X/.

Пусть д — алгебра Ли группы С и {ег̂ } — стандартный базис в 
д (т.е. — матрица, у которой (ц)-ый элемент равен 1, а остальные
равны нулю).

Представления Х^1) и Т группы С индуцируют представления ее 
алгебры Ли д в соответствующих пространствах. Обозначим через
и е \ ^  операторы этих представлений, отвечающие е^ Е д. Из формул

л7-г(1) гг,( 2)для операторов 1д ' и 1д непосредственно получаем выражения для

4 1 ’ -  4 г > :

гЗ *

13 Г

- Хг д х р  
др д(р
ди , + Ц

(3.20)

Из (3.20) непосредственно следует

(3.21)
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Предложение 3.6. Любая функция /  Е Т [ —2) удовлетворяет следую
щим соотношениям:

(41} 41> - 44 / = (41}4у - б1к 44 /, (3.22)
г, У,/?,/ — 1,2,3,4, где — символ Кронекера.

Поскольку X есть сплетающий оператор, отсюда следует. 

Следствие. Функции (р = X / удовлетворяют соотношениям

(4,2) 4?> - ̂  42)) ? = (42)4?} - *«* 42)) ̂  (3-23)
где операторы е \ ^  задаются равенствами (3.21).

Полученные из теоретико-групповых соображений соотношения 
(3.23) эквивалентны соотношениям (3.7). В самом деле, если подставить
в (3.23) явные выражения для операторов Е\- ; , то (3.23) принимает вид:

д2р д2р д2(р д2(р
и г Ук о— X-Ь у % и к -  щ  у к - — -  ь Уг и к - ,

0*1X1 0X110*1)^ 0Х)10ХХ^

т.е.

(щук -  ик VI) ( д2р
ди^дУ1

д2>Р , 
дщди$

= 0.

§ 4. Лучевое преобразование в комплексном аффинном 
пространстве

Определение лучевого преобразования для комплексного аффинного 
пространства и описание его образа аналогичны приведенным в § 1 
для вещественного случая. Мы изложим это кратко в пп. 4.1 и 4.2. 
Главное же, что отличает комплексное лучевое преобразование от ве
щественного, — существование для него локальных формул обращения. 
Построению этих формул будут посвящены пп. 4.3 и 4.4.

4.1. Лучевое преобразование в С3. Подобно случаю вещественного 
аффинного пространства, комплексные прямые в С? будем задавать 
уравнениями

х — О ' Е С3 \  0, /4 Е С3
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а интеграл функции /  на С3 по прямой х = ос1 + (3 — уравнением

<р(а,/3) / М  + Р) Л <Й. (4.1)
с

Определенная так функция <р(а,/?) на многообразии Е  пар (а,/?) 
называется лучевым преобразованием функции /  и обозначается через 
X/. В дальнейшем всюду предполагается, что функции /  принадлежат 
пространству Шварца ^(С3) бесконечно дифференцируемых быстро 
убывающих вместе со всеми производными функций на С3.

Подобно вещественному случаю, функции р — X /  удовлетворяют 
соотношениям:

<р(сх7р + а! о) = <р(ое7/3) для любого Е С, (4.2)

т.е. (р не зависит от выбора точки р на прямой;

(р(\а,р) = |Л| 2р(а,р)  для любого Л ф 0. (4*3)

Таким образом р зависит только от самой прямой и от выбора 
направляющего вектора а.

Если в С3 введена евклидова метрика, то в определении (4.1) луче
вого преобразования можно предполагать, что \а\ = 1. Тогда условие 
(4.3) сводится к более простому: <р(\а,р) — р(а,р)  при |А| = 1. В этом 
случае <р можно рассматривать как функцию на самом многообразии 
Н  комплексных прямых.

Обозначим по аналогии с вещественным случаем через 5{Н) прост
ранство всех бесконечно дифференцируемых функций р (а 7р), удовле
творяющих условиям (4.2), (4.3) и таких, что при \а\ — 1 эти функции, 
рассматриваемые как функции на Н , быстро убывают вместе со всеми 
производными. Легко убедиться, что образы функций /  Е ^(С3) при 
лучевом преобразовании X принадлежат пространству 8(Н).

Иногда удобно задавать прямые на С3 уравнениями

XI = агх3 + /?ь  х 2 = а 2х 3 + /?2,

а лучевое преобразование ф — Т / в локальных координатах ос\а2,Р\,р2 
на Н  — формулой

Ф{<х\.(*2,РъР2) = ^ !  1{а-1.хъ + р и а 2хз + р 2, х ъ)<1хъ Л й 3- (4.4)
с



§Х Лучевое преобразование в комплексном аффинном пространстве 105

4.2. Дифференциальная форма кр> и теорема об образе лучевого 
преобразования. Комплексным аналогом дифференциальной формы 
кр, введенной в § 1, является следующая дифференциальная (1,1)-форма 
на многообразии Е  пар (а,/?):

3 ^2

(4,5)

Здесь (р — произвольная функция на Е . Если р  удовлетворяет условиям 
(4.2), (4.3), то дифференциальная форма кр  опускается с многообразия 
Е  на многообразие прямых Н . Соответственно в локальных координа
тах форма кф имеет вид:

2 ^2 ,ф

кф = Е а д Ж * " Л<'5>- (4'б)* 5 — 1

Подобно вещественному случаю, с помощью формы кр  можно опи
сать образ пространства (̂(С3) при лучевом преобразовании. Именно, 
обозначим через Н х подмногообразие прямых в С3 , проходящих через 
произвольную точку х Е С3 , и через кхр  ограничение формы кр  на Н х .

Теорема 4.1. Функция р Е 8(Н) принадлежит образу пространства 
Шварца 5(С3) при лучевом преобразовании X тогда и только тогда, 
когда для любой точки х Е С3 дифференциальная форма кхр на 
подмногообразии Н х замкнута.

Отметим, что условие замкнутости дифференциальной формы кхр 
для любой точки х Е С3 эквивалентно следующим условиям на функ
цию р:

д2р д2р д2р д2р
да^ д(3̂  да^ д& 5 да^ д(3̂  дар 9Д

Доказательство теоремы 4.1 такое же, как и в вещественном случае.

4.3. Формула обращения. В комплексном случае, в отличие от 
вещественного случая, оператор к может быть применен не только 
для описания образа лучевого преобразования X, но и для получения 
формулы обращения, восстанавливающей функцию /  Е 5(С3) по ее 
лучевому преобразованию р — Хф\

Теорема 4.2. Если р — X/, /  Е 5(С3), и кхр — ограничение диф
ференциальной (1,1)-формы кр на подмногообразие Н х С Н прямых,
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проходящих через произвольную точку х Е С3, то для любого цикла 
7 С Н х вещественной размерности 2 имеем:

!  кх1р -с(7)/(аг), (4.7)
7

где с(7) зависит только от класса гомологий цикла 7 . При этом если 
цикл 7 не гомологичен нулю, т а  с(7) ф О.

Доказательство. Поскольку дифференциальная форма замкнута, 
то интеграл (4.7) зависит при фиксированном /  только от класса 
гомологий цикла 7 . Известно, что группа двумерных гомологий мно
гообразия Н г есть группа с одним образующим 7 , и представителем 
класса гомологий 7 является эйлеровский цикл — многообразие пря
мых, проходящих через точку х и лежащих в какой-либо фиксиро
ванной плоскости. Поэтому достаточно вычислить интеграл (4.7) по 
какому-либо эйлеровскому циклу. Покажем, что если 7 — эйлеровский 
цикл, то формула обращения (4.7) совпадает с формулой обращения 
для преобразования Радона в С2, полученной в главе 1.

Будем задавать лучевое преобразование в локальных координатах 
формулой (4.4).

Рассмотрим эйлеровский цикл 7 прямых, проходящих через точку 
х° — (х®, х%, ^з) и лежащих в плоскости Н:х\ — х\. Путь /о — ограничение 
функции /  на плоскость Н и фо — ограничение функции ф — X / на 
подмногообразие прямых, лежащих в плоскости /г, т.е.

/0{Х2,Х3) -/(х1,Х2,Хг),

Фо{ал) =-ф(0,а;х1 ,Р) = ̂ / 0 (^ 3  +  /?,агз)^з Л
С

Мы имеем:

Г  I Г  д2фо{а,Р) я 1-
1 * - ф = ! ~ т г
7 €

С другой стороны, функция -00 является преобразованием Радона 
функции /о на плоскости Ы. Следовательно, по формуле обращения для 
преобразования Радона на комплексной плоскости (см. формулу (9.11) 
из § 9 главы I) получаем:

[  дрро{аЛ)
У д/Здр У=х° — ах\

да А да — 2л2г/о(^2?^з)-
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Таким образом, доказано, что для эйлеровского цикла 7 С Н х° мы 
имеем:

^  кхо(р = 2
1

Очевидно, что формула обращения (4.7) локальна: для восстановле
ния по этой формуле функции /  в произвольной точке достаточно
знать интегралы функции /  только по прямым, бесконечно близким к х.

Подчеркнем, что аналога этой формулы обращения для лучевого 
преобразования в вещественном пространстве не существует: там мы 
имеем / 7 кх(р = 0 для любого одномерного цикла 7 С Н х.

4.4. Аналоги оператора к, В этом пункте будет построено семей
ство линейных операторов к из пространства 8{Н) в пространство 
12(1,1 )(Я) дифференциальных (1,1)-форм на Н, удовлетворяющих, по
добно введенному выше оператору /€, следующему условию:

Условие А. Если <р — Тф, /  Е 5(С3), то дифференциальная форма 
к<р замкнута на подмногообразиях прямых, проходящих через произ
вольную фиксированную точку х Е С3.

Каждый из этих операторов может быть использован, подобно 
исходному оператору к для построения формулы обращения.

Для описания таких операторов к будем предполагать, что лучевое 
преобразование задано в локальных координатах формулой (4.4). В 
локальных координатах условия принадлежности функции ф образу 
лучевого преобразования имеют вид:

д2ф _  д2ф д2ф _  д2ф 
даг д02 да2 д[3\ ’ да\ дф2 да2 дф\ *

Введем четверку линейных отображений 12(р’д) —> 1У]>+1У , где 
12 — пространство дифференциальных {р, <?)-форм на Н :

1 5 д
дРх др-2

д д
“ = а д ‘,л  + аА <№'
з 5 дк = - — йод + - — аа2,

оа 1
д д

к = + Т Г -^ 2 .да\ да2
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Далее, обозначим через к \  г = 1,2,3,4, линейное отображение 
^(р^) ]̂(р?д+1)? получающееся из /€г заменой с/су, дД  соот
ветственно на — , с?оу, дД.  Положим:

кгз — к1 к3, г,у — 1,2,3,4.

В силу этого определения, если ф — функция на Н , то кгзф есть 
дифференциальная (1,1)-форма на Н. В частности, к 11ф совпадает с 
определенной выше формой кф. Обозначим через к13ф ограничение 
формы к%3ф на подмногообразие Н х С Н  прямых, проходящих через 
точку х Е С3.

Предложение 4.1. Для любой функции ф — X/  и любой точки х Е С3 
дифференциальные формы к%3ф связаны следующими соотношениями:

Л Ф  -  ~ хз 1к11Ф-  - хз 1к1Л  - Ы
к131р -- х ^ 1к23ф -- х ^  -  \х3\~2к2х4ф,

к11ф - - х ^ к ^ Ф  -  -х̂-  \х3\~24 2ф,

4 3ф --* з  14 3Ф = ~ х3 14 4'Ф к з |~ 2к®4^.

4 'Ф  + 4 г,Ф -  кг2ф + к,3 ф  = г = 1,2,3,4.

Доказательство. Соотношения (4.9) следуют непосредственно из того 
факта, что дД — —х^да^, дД — —х^даг, г — 1,2 на Н х .

Равенства (4.10) следуют из уравнений (4.8).

Следствие. 1. Все дифференциальные формы к]3 с точностью до 
множителей, попарно когомологичны.

Следствие. 2. Если ф — X /, то все дифференциальные формы к%3 <р 
удовлетворяют условию А.

В силу Предложения 4.1 для формулы обращения можно использо
вать не только исходный оператор /с = /с11, но и любой другой из опе
раторов к%3 (а также любую линейную комбинацию этих операторов). 
Например, для случая операторов /с44 и к33 формулы обращения имеют 
следующий вид:

^  4 4Ф  = Ф О М 4/(*),
7

^  4 3Ф = с( у
7

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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§ 5. Задачи интегральной геометрии для комплексов 
прямых в С3

Уже отмечалось, что задача о восстановлении функции /  на М3 
или С3 по ее лучевому преобразованию — X /  является переопре
деленной; для восстановления /  достаточно знать функцию (р не на 
всем многообразии прямых Н , а лишь на некотором его трехмерном 
подмногообразии К. Условимся называть трехмерные алгебраические 
подмногообразия прямых К  С Н  комплексами прямых.

Приведем пример комплексов, для которых задача о восстановлении 
функции /  решается элементарно. Это комплексы прямых, обладающие 
следующим свойством: для почти каждой точки х Е С3 существует 
содержащая ее плоскость Нх такая, что почти все прямые на этой 
плоскости принадлежат комплексу. Этим свойством обладают, в част
ности, комплекс прямых, пересекающих фиксированную прямую, и 
комплекс прямых, параллельных фиксированной плоскости (последний 
можно трактовать как комплекс прямых, пересекающих бесконечно 
удаленную прямую). Ясно, что задача о восстановлении функции в 
точке х через ее интегралы по прямым такого комплекса сводится к 
формуле обращения для преобразования Радона на плоскости Нх.

В этом параграфе задача о восстановлении функции /  будет ре
шаться для различных комплексов прямых в С3 . Существенная особен
ность получаемых формул обращения — их локальность, т.е. функция 
в точке х Е С3 восстанавливается через ее интегралы только по прямым 
комплекса, бесконечно близким к х.

Начнем с комплекса прямых в С3, пересекающих фиксированную 
алгебраическую кривую. Будет показано, что формула обращения для 
этого комплекса есть простое следствие из формулы обращения для 
лучевого преобразования, полученной в § 4. Затем будет рассмотрен 
более широкий класс комплексов прямых (допустимые комплексы), для 
которых существует явная локальная формула обращения.

5.1. Задача интегральной геометрии для комплекса прямых в С3, 
пересекающих кривую. Рассмотрим комплекс К прямых в С3, пере
секающих фиксированную алгебраическую кривую Л С С3. Поставим 
задачу: восстановить функцию /Е  5(С3) через ее интегралы по прямым 
комплекса, т.е. по функции

Ф(а, А) = -  I  /(а^ + А) <Мей, (а, А) Е (С3 \  0) х Л. (5.1)
€

Аналогичная задача для вещественного пространства М3 уже решалась 
в § 1, и там была получена явная, заведомо нелокальная формула обра
щения. То же построение можно было бы повторить и в комплексном
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случае. Однако в комплексном случае имеется и другой, существенно 
более простой путь. Именно, мы увидим, что формула обращения для 
этого комплекса представляет собой простое следствие из формулы 
обращения (4.2) для лучевого преобразования, полученной в § 4.

Обозначим через д \  и д \  соответственно (1,0) и (0,1) составляющие 
оператора б внешнего дифференцирования на многообразии Л.

Пусть Ф(а,А) — интегральное преобразование функции /  Е 5(С3), 
заданное формулой (5.1). Поставим в соответствие каждой точке 
х° Е С3 следующую дифференциальную (1,1)-форму на Л :

д \  А дА Ф(а,А) |а=а;0 —Л •

Теорема 5.1. Для почти каждой точки х° Е С3 имеет место следую
щая формула обращения интегрального преобразования (5.1):

/(ж°) = {2ктг2г)~1 <̂9Л Л <9Л Ф(а,А) |а = г ; ° - А ,  (5-2)
л

где к — степень алгебраической кривой Л.

Доказательство. Воспользуемся формулой обращения (4.2) для луче
вого преобразования <р =  Х ф  из § 4, где в качестве у х ° взято подмного
образие прямых, проходящих через точку х° и пересекающих кривую 
Л, т.е. многообразие прямых

х — (х° — \)1  + А, А Е А.

Из определения оператора к следует, что

кр Л  д^р{ а=х®—\ д \{ /\ (I А̂ .
р = \

(5.3)

Поскольку ограничение <р(а,/3) |^_Л равно Ф(а,А), то правая часть
в (5.3) равна 5лЛдлФ (а,А) \а=х°-\ • Следовательно, по формуле 
обращения (4.2) для лучевого преобразования имеем:

У  <9Л Л<9Л Ф (а ,А )  | а = х °  =  СЬ Х° ) Ю ° ) -  

Л

Найдем коэффициент с ( у х ° ) .  Если порядок алгебраической кривой Л 
равен к , то цикл у х ° гомологичен к у, где у  — эйлеровский цикл. Так 
как, согласно §4, с(у) = 2 7Г2 г, то имеем: с ( у х °)  = 2ктт2г,
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Замечание. Если кривая Л задана параметрически Л — и(з), то положим
Ф(а, $) _  Ф(а, и(з)).

Тогда формулу обращения можно представить в следующем виде:

/(х )  = (2к7Г2г)~1 У Ф(А(ж ~ и{^)^)дз  Л дз.
€

5.2. Определение допустимых комплексов прямых в С3. Рассмо
трим произвольный комплекс К  прямых в С3. Задача по-прежнему 
состоит в том, чтобы восстановить функцию /  Е ^(С3) через ее инте
гралы по прямым комплекса. Спрашивается, при каких условиях на К  
эту задачу можно решить, подобно комплексу прямых, пересекающих 
кривую, исходя из формулы обращения для лучевого преобразования, 
полученной в § 4.

Пусть Н х С Н  — подмногообразие прямых, проходящих через 
произвольную фиксированную точку х Е С3 и ух = К  П Н х. Для 
почти каждой точки х многообразие ух является циклом вещественной 
размерности 2. Поэтому для лучевого преобразования X имеет место 
следующая формула обращения: если <р = 1 / ,  то

^  К<р= /(ж), (5.4)

где к — оператор, введенный в § 4.
По условию задачи нам задано только ограничение Ф = <р \к  функции 

(р на многообразие прямых комплекса К. Таким образом, формула (5.4) 
дает решение задачи интегральной геометрии для комплекса К  тогда 
и только тогда, когда дифференциальная форма кр  | может быть 
выражена только через функцию Ф и ее производные. Алгебраические 
3-мерные подмногообразия прямых, для которых это условие выпол
няется, будем называть допустимыми комплексами прямых. Можно 
доказать, что это определение не зависит от конкретного выбора 
формы кр. Пример допустимого комплекса — рассмотренный в и. 5.1 
комплекс прямых, пересекающих алгебраическую кривую в С3.

Если комплекс К  допустим, то, подставив в (5.4) явное выраже
ние кф | через функцию Ф, мы получим формулу обращения для 
интегрального преобразования, связанного с этим комплексом.

Следующие три пункта мы посвятим изучению аналитической и 
геометрической структуры допустимых комплексов. В частности будет 
доказано, что любой допустимый комплекс есть либо многообразие 
прямых, пересекающих алгебраическую кривую в С3, либо комплекс 
прямых, касательных к некоторой алгебраической поверхности в С3.
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5.3. Необходимые и достаточные условия допустимости комплекса
К .  Будем задавать лучевое преобразование X в локальных координа
тах ах, а 2}р1}р2 на многообразии прямых Н , см. и. 4.1.

Если ф — X / — лучевое преобразование функции /  Е 5(С3), то, 
согласно § 4, имеет место следующая форма обращения:

где "ух С Н х — произвольный цикл вещественной размерности 2.
Пусть К  — произвольный комплекс. Примем 7х — Н х П К  и 

обозначим для любого НЕ *)х через Т^Н , Т&К, Т& *ух касательные 
пространства в точке Н соответственно к многообразию прямых Н , 
комплексу К  С Н  и циклу *ух .

Определение. Введем эндоморфизм А & : Т^Н  —̂ 1 )ь I I , положив

Лемма. Комплекс К  допустим тогда и только тогда, когда для 
почти каждой точки х Е С3 и почти каждой прямой НЕ имеем:

В самом деле, в (5.5) интегрируется производная функции ф, взятая 
для каждого Н Е *ух в комплексном направлении А^фГ^.у1') . Следова
тельно, подынтегральная форма в (5.5) выражается через Ф = ф I к
тогда и только тогда, когда это направление лежит в подпространстве

Пусть комплекс К , задан в локальных координатах (а,/?) уравне
нием

Предложение 5.1. Комплекс К  допустим тогда и только тогда, когда 
в любой его точке Н — выполняется соотношение:

(5.5)

А11(с1а1, (1а2, (1(̂ 1, (-О2 ) — (с?а1,с?а2,0,0).

А Н( П С ТкК.

П К .

П<*,Р) = о.

дР дР дР дР
да\ д/Р 2

(5.6)

Доказательство. Пусть  ̂= (с/од, с/од, АНЛНА — вектор из ПН.  Тогда 
условие, что  ̂ 6 П К ,  имеет вид:
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а условие, что  ̂ Е Я  Н х, имеет вид:

а?з + с?/?1 = 0, х%(1а2 + = 0.

Отсюда следует, что вектор  ̂ Е — ТЦА^ П А") имеет вид

С = {а1,а2, - х 3а1, - х 3а2),

где а \ — ■§— — хз , а2 = - ( § —; Значит, = (сп,а2,0,0).
В силу леммы необходимое и достаточное условие допустимости ком
плекса имеет вид а\ + а2 — 0, что эквивалентно соотношению 
(5.6).

Приведем другое доказательство Предложения 5.1, основанное на 
непосредственных вычислениях. Предположим сначала, что комплекс 
К  задан уравнением, разрешенным относительно [32:

Р-2 = и(а 1,0-2, А).

Введем на многообразии прямых Н  вместо координат а 1,<а2,Дь /?2 
новые координаты а 1,а 2,@1 и з — /32 — и(а 1,0 2̂? А.) и обозначим через 
у(а 1, а 2•, /?].,$) функцию ф в этих новых координатах, т.е.

Х{а1,а2, /Зг, Р2- и ( а 1,а 2,Р1) = ^ (а ь а 2, А ,^ ) .

Отметим, что в новых координатах комплекс К  задается уравнением
5 = 0.

Представим форму кф в новой системе координат. Имеем:

д \  д \  д \  . 1 0 п  дф их Ая------тг" -т,— , г — 1,2. Следовательно, > дщ = > дщ -
(У ОС I С/ 3  С/ ОС I 0  (X 2 0  ОС <1

— У" тт—<Я*г-. Для допустимости комплекса К  необходимо и доста-
0 8  ^  0  ОС %

точно, чтобы ограничение этой формы на ^  не содержало члена с 
дх/дз,  т.е. чтобы было

дх

дф
дщ

ди ди
—— аа± + - — аа2 
оос\ оа2 = 0. (5.7)

С другой стороны, на 7х мы имеем: х2с1а 1 +  с//?! = 0, х2(1а2 +  с?/?2 = О,
откуда
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Из (5.7) и (5.8) следует, что функция и (от, удовлетворяет урав
нению:

ди ди ди
дах да2 д$\

Если теперь комплекс К  задан уравнением /Да, 0) — 0, то имеем: 
да/даI — — Р /г/Р / 2, г = 1,2, ди/д/3± = — /Д  / /Д (. Подставив эти
выражения в (5.9), получаем (5.6).

5.4. Геометрическая структура допустимых комплексов. Получен
ное в и. 5.4 условие допустимости комплекса прямых в С3 имеет 
красивую геометрическую интерпретацию. Предварительно изложим 
некоторые геометрические понятия и факты, связанные с многообра
зием прямых Н .

Свяжем с каждой прямой к Е Н  трехмерное многообразие всех 
прямых, пересекающих к . Совокупность одномерных подпространств 
в Т&Н, касательных к Н}ъ, порождает трехмерный конус Гд С Т^Н.

Нетрудно убедиться, что в локальных координатах (а,Д) много
образие Н&, где к — (а0,/?0), задается уравнением:

(оч -  а?) 0?2 -  Р1) -  (а2 -  а 3) (& -  /?°) = 0.

Отсюда следует, что уравнение конуса Гд имеет вид:

с/о 1 с/./2 — </а2<//Д — 0.

Прямолинейные образующие конуса Гд можно интерпретировать 
как изотропные направления относительно голоморфной метрики

бз2 — (1а\(1р2 — </а2<//Д.

По этой причине естественно называть Гд С Т}ЪН  изотропным конусом 
в точке к.

Сформулируем несколько простых фактов об изотропном конусе
Г Л.

Заметим, прежде всего, что плоскости, касательные к конусу Гд, 
з а даются уравнениями

с/1 с/п 1 + а2 ба2 + 61 + Ь2 (1р2 — 0,

коэффициенты которых связаны соотношением а± Ь2 — а2Ь\ — 0.
Далее, из уравнения конуса Гд ясно, что на нем имеется два 

одномерных семейства Щ , П2 двумерных плоскостей:

П1 : — \с1а 1, с1/12 — \с1а2;
П2 : ба2 — \  с1а 1, с1/12 — [Зс1а
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При этом через каждую точку конуса, отличную от вершины, проходит 
в точности одна плоскость каждого семейства. Назовем эти плоскости 
соответственно а-плоскостями и /3-плоскостями.

Эти семейства плоскостей в П Н  имеют простой геометрический 
смысл: а-плоскости касаются подмногообразий прямых, пересекающих 
Д в одной точке, а /3-плоскости касаются подмногообразий прямых, 
лежащих в одной плоскости пространства М3, проходящей через Д.

Любые две плоскости одного семейства имеют нулевое пересечение, 
а любые две плоскости из разных семейств пересекаются по прямой. 
Обратно, каждая прямолинейная образующая изотопного конуса Гд 
принадлежит одной из плоскостей каждого из этих семейств.

Если трехмерное подпространство в П Н  касается изотропного 
конуса Гд, то его пересечение с Гд является объединением одной 
а-плоскости и одной /3-плоскости. Обратно, если трехмерное под
пространство в П Н  содержит какую-нибудь плоскость изотропного 
конуса Гд, то оно касается этого конуса.

Предложение 5.2. Допустимые комплексы прямых в С? суть те и 
только те комплексы К, которые в каждой своей гладкой точке НЕ К  
касаются соответствующего изотропного конуса Гд.

В самом деле, условие допустимости, сформулированное в Пред
ложении 5.1, эквивалентно условию, что касательное подпространство 
П К  к комплексу К  в точке Н Е К  касается изотропного конуса Гд.

Пусть, как и раньше, ух — многообразие прямых комплекса К, 
проходящих через точку х у т.е. у37 = Н х П К .

Предложение 5.3. Комплекс прямых К  допустим тогда и только то
гда, когда для любой гладкой точки Н Е К  все подпространства 
П 1 Х сТ дА П Гд, х Е Н принадлежат одной /3-плоскости.

В самом деле, если комплекс допустим, то для любой его гладкой 
точки Н Е К  подпространство П К  касается конуса Гд, а потому 
ТпК  П Гд является объединением а-плоскости и /3-плоскости. Но тогда 
все подпространства П И , где х пробегает прямую Д, принадлежат 
одной /3-плоскости.

Обратно, пусть комплекс К  таков, что для любой его гладкой 
точки Н Е К  все подпространства П И ,  где х пробегает прямую 
Д, порождают двумерную плоскость. Тогда П К  П Гд содержит эту 
двумерную плоскость, а потому П К  касается изотропного конуса Гд. 
Следовательно, в силу Предложения 5.2, комплекс К  допустим.

Предложение 5.3 допускает другую эквивалентную формулировку. 
Обозначим для любого комплекса прямых К  через Гг С С6 конус, 
образованный прямыми комплекса, проходящими через точку х Е С?. 
Далее, если Н Е К  — гладкая точка комплекса К , то обозначим для
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любой точки х прямой к через тг̂ >х плоскость в С3, касательную к Г' 
вдоль образующей к.

Предложение 5.4. Комплекс прямых К  допустим тогда и только то
гда, когда для любой его гладкой точки к Е К  плоскости 717̂ ,  где х 
пробегает прямую к , совпадают.

5.5. Описание допустимых комплексов. Из Предложения 5.4 сле
дует, что кроме комплексов прямых в С3, пересекающих фиксиро
ванную кривую, допустимыми являются также комплексы прямых, 
касательных к фиксированной (алгебраической) поверхности в С?. В 
самом деле, пусть К  — комплекс прямых, касательных к поверхности Р, 
Обозначим для любой гладкой точки к Е К  через 7Гд плоскость в С?, ка
сательную к поверхности Р  в точке касания к с Р, Очевидно, что если х 
— произвольная точка прямой к иГ г — конус, образованный прямыми 
комплекса К, проходящими через х, то плоскость 7Гд̂ , касательная к 
Vх вдоль его образующей к, совпадает с 7Гд. Таким образом, комплекс 
К  удовлетворяет условиям Предложения 5.4 и, значит, он допустим.

Теорема 5.2. Допустимые комплексы прямых в С3 это те и только 
те комплексные трехмерные подмногообразия в многообразии прямых 
Н , которые состоят либо из прямых, касающихся некоторой ком
плексной поверхности в С3, либо из прямых, пересекающих некоторую 
комплексную кривую в С3, возможно, бесконечно удаленную,

Для доказательства теоремы введем понятие критической точки на 
прямой произвольного комплекса прямых К. Рассмотрим произволь
ную гладкую точку к комплекса К  (т.е. прямую в С?). Назовем точку 
х Е к  критической, если отвечающая ей а-плоскость изотропного конуса 
Vх принадлежит Т&К. Аналогично назовем двумерную плоскость 7г Э к 
в С3 критической, если отвечающая ей Д-плоскость принадлежит Т&К.

Предложение 5.5. Если К  — допустимый комплекс прямых в С3, то 
для каждой его гладкой точки к Е К  существуют единственные кри
тическая точка хЕк, возможно, бесконечно удаленная, и критическая 
плоскость тг I) Л.

В самом деле, если комплекс К  допустим, то Т&К П Гд, где Гд — 
изотропный конус, является объединением одной а-плоскости и одной 
. /-плоскости. Этим плоскостям отвечают соответственно критическая 
точка х Е к и критическая плоскость 7г Э к.

Следствие. Существует стандартное вложение многообразия К* 
гладких точек комплекса К  в многообразие полных флагов на СР3.
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Именно, каждому Н Е К ' сопоставляется тройка — флаг (я, Л, тг), 
где а? критическая точка, а 7Г — критическая плоскость для /г.

Пусть К  — допустимый комплекс прямых, заданный уравнением 
/Д а,./) = 0. Найдем координаты критической точки ж = #з) пря
мой (а,/?) Е К  в предположении, что эта точка не является бесконечно 
удаленной.

Уравнения а-плоскости в Г/г, отвечающей х, таковы:
хздаг + = 0, г — 1,2.

Условия, что эта плоскость принадлежит гиперплоскости Е 1 + 
+ Е^2 с/а 2 + Е ^  Л($1 + Ед >др2 — 0, касательной к К, имеют следующий 
вид:

~ ХзРрг = К 3 ~ * з К 3 = 0.

Отсюда заключаем:
Предложение 5.6. Координаты критической точки допустимого ком
плекса К  на прямой (аД )  Е К  задаются равенствами:

К  К
Хз -  ~  = ~Е?Г> Х1 = «1*3 + А, -  + /32.

' К  2
Предложение 5.7. Многообразие критических точек на прямых допу
стимого комплекса К  имеет размерность не выше чем 2.
Доказательство. Пусть К п С К  — подмножество гладких точек Н Е К, 
критические точки х которых конечны. Для доказательства утвер
ждения достаточно убедиться, что отображение К"  —» О3, относящее 
каждой прямой (аД )  Е К п ее критическую точку х = всюду
вырождено.

Из уравнений прямых следует, что

дх{ — оцйх з = + с/.//, г — 1,2.

Отсюда, поскольку х% — -Дг
Г  Я-

-рМ и К((Х1 с/а 1 + Е Д З а  2 + ЕЬд/31 + 
02

-\-Ер2с1р2 — 0, получаем, что дифференциалы координат критических 
точек связаны соотношением:

Е ^  (дх1 о 1 с?̂ з) + (с?а?2 «2 с?#з) = о. (5.10)

Утверждение доказано.
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Из Предложения 5.6 следует, что многообразие критических точек 
в случае допустимого комплекса К  является либо комплексной кривой 
Л, либо комплексной поверхностью 5  в С?. В первом случае комплекс 
К  состоит из прямых, пересекающих кривую Л. Во втором случае из 
(5.10) следует, что прямые (а,/3) комплекса К  касаются поверхности в 
своих критических точках. Тем самым, теорема доказана.

Примечание. Существует простая связь между задачей о восстано
влении функции /  Е 5 (С3) через ее интегралы по прямым допусти
мого комплекса К  прямых в С3 и следующей задачей для функций
ф{ос1Уа 2,/?ъ/?2) на С4. Найти решение ф системы уравнений

д2ф _  д2ф д2ф д2ф . .
д а \д р 2 да2дР\ ’ д а х д ^  да2дР\ ’

удовлетворяющее краевому условию ф \к — Ф. Здесь К  — комплексное 
подмногообразие в С4, заданное уравнением Р(а,/3) = 0. Предполага
ется, что Р  удовлетворяет условиям (5.6), т.е. что К  — характеристи
ческое подмногообразие системы (5.6).

Из уравнений (5.11) следует, что ф является лучевым преобразова
нием некоторой функции /  на С3, т. е. ф = Т/.  Поэтому решение краевой 
задачи сводится к применению формулы обращения для допустимых 
комплексов. Именно, на основании этой формулы мы находим сначала 
функцию /  по функции Ф = ф \к  . Тогда искомая функция ф получается 
лучевым преобразованием функции /, т.е. ф =. X/.

Обратно, задача интегральной геометрии о восстановлении фун
кции /  по функции Ф = ф \к  сводится к решению краевой задачи. 
Именно, если решена краевая задача для системы уравнений (5.11), т.е. 
по функции Ф = ф \к восстановлена функция ф, то искомая функция /  
определяется по формуле обращения для лучевого преобразования.



ГЛАВА III

Интегральная геометрия и гармонический анализ на 
плоскости и в пространстве Лобачевского

Особенность преобразований интегральной геометрии по сравнению с 
дрл^гими интегральными преобразованиями в том, что они часто допус
кают непосредственное обобщение с плоского случая на искривленный. 
Мы проиллюстрируем это здесь, рассматривая аналоги преобразования 
Радона для плоскости и пространства Лобачевского. Мы увидим, что 
они строятся по той же схеме, что и преобразование Радона для 
аффинного пространства, и даже структуры формул очень похожи. 
Впрочем, ненулевая кривизна пространства Лобачевского приводит к 
более богатой геометрии. Именно, на плоскости Лобачевского имеются 
два разных аналога прямых: собственно прямые, т. е. геодезические, и 
орициклы (окружности бесконечно большого радиуса). С ними связаны 
два разных варианта преобразования Радона.

Для плоскости (пространства) Лобачевского существует и аналог 
преобразования Фурье, основанный на унитарных представлениях 
группы движений. Ввиду некоммутативности этой группы, теория 
интеграла Фурье для плоскости (пространства) Лобачевского много 
сложнее, чем у его евклидова аналога. Вероятно, самый простой способ 
строить неевклидову теорию интеграла Фурье (теорию представле
ний) — через преобразование Радона, для орициклов (орисфер). Дело 
в том, что, как и в аффинном случае, в случае пространства Лобачев
ского аналог преобразования Радона для орициклов (орисфер) и аналог 
преобразования Фурье связаны при помощи одномерного (аффинного) 
преобразования Фурье. Ввиду этого орициклическое (орисферическое) 
преобразование Радона очень важно для построения гармонического 
анализа на плоскости и пространстве Лобачевского. Оно допускает 
обобщения на другие важные классы однородных многообразий. На 
примере плоскости и пространства Лобачевского мы моделируем
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весьма общие конструкции гармонического анализа на однородных 
многообразиях. При чтении этой главы очень полезно учитывать для 
сравнения соответствующие конструкции из § 1 и 2 главы I.

§ 1. Элементы планиметрии Лобачевского1)

1.1. Модели плоскости Лобачевского. Плоскость Лобачевского С2 
является однородным пространством группы ЗЬ(2,М) со стационарной 
подгруппой 80(2) (подгруппа ортогональных матриц). В модели Пу
анкаре она реализуется как верхняя полуплоскость 1ш % > 0 плоскости 
комплексного переменного г = х + гу, где движения, отвечающие 

а (3матрицам д =  ̂ ^ ^  ̂ (Е 8Ь(2,М), задаются так:

ах + 7
х \-Л х о д —

Рх + 8 *

Очевидно, что стационарной подгруппой точки х — г является под
группа 8 0  (2) 2\

Риманова метрика на С2 имеет вид:

<3з2 — у 2(в>х2 + &у2). ( 1. 1)

Инвариантное расстояние <1 между точками х\ = ап + гу\ и ^  +
+ гу2 определяется равенством

4 в Г -  = Ж -  *2 |
2 2/12/2

Элемент площади в метрике (1.1) имеет вид:

с1у = у~2 йхйу.

( 1.2)

(1.3)

Другой вариант задания плоскости Лобачевского — многообразие 
вещественных симметрических матриц

и — а Ь 
Ь с , где а > 0, с1е1г/ = 1, (1.4)

Основные ф а к ты  по геом етрии  Л обачевского приводятся  здесь без доказател ь
ства.

2) З ам етим , что  центр  группы  5 Ь ( 2, Ж), состоящ ий из двух элементов ± е , дей
ству ет  неэф ф ективно (сохраняет все то чки ). П оэтом у удобно р ассм атр и вать  в 
качестве  группы  движ ений ф акто р -гр у п п у  5Х (2 ,Ж )/{± е} .
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с движениями:

и д'ид, д Е 5Т(2,М),

где д* — транспонированная матрица. Заметим, что многообразие 
матриц вида (1.4) можно представить как одну полу двуполостного 
гиперболоида в М3:

ас — Ь2 — 1, а, с > 0. (1.5)

Соответствие между точками г верхней полуплоскости и матрицами 
и — и(г) осуществляется следующим образом. Точке г — г соответствует 
единичная матрица е, поскольку точка г и матрица е имеют одну 
и ту же стационарную подгруппу. Отсюда следует, что для любого

а )3
7 8

■I1/ 2 0

9 = ) е Щ 2 ,1 \ точке год — ^ соответствует матрица и — д(д.

В частности, г о д — х -\- гу при д — У
ху 1 / 2 У - 1 / 2 )• и мы получаем,

что точке г — х + гу соответствует матрица У 1 {х2 + У2) У 1х
у - 1У 1Х

/ а о \ ь , *другими словами, матрице I ,  I соответствует точка 2 =  ̂ + Ж

Геометрически переход от полы двуполостного гиперболоида к по
луплоскости осуществляется так. Сначала мы проектируем гипербо
лоид (1.5) на плоскость (6, с) параллельно оси а; в проекции получаем 
полуплоскость с> 0. Затем в плоскости (6, с) осуществляем проективное 
преобразование (6,с) И- (|,-1), переводящее полуплоскость с > 0 в себя.

В уравнении (1.5) удобно перейти к новым координатам х\ — 
— Х2 — р р , %з — Ь. Тогда мы получим реализацию плоскости
Лобачевского С2 в виде верхней полы двуполостного гиперболоида в 
Ж3 :

[х,х] — х\ — х\ — х\ — 1, Х\ > 0. (1.6)

В этой реализации движения задаются как линейные преобразования 
в М3, сохраняющие верхнюю полу гиперболоида, т.е. как элементы 
группы 50о(1,2) = 5Ь(2,М)/{±е}.

Риманова метрика в этой модели имеет вид:

Уз2 = — бх\ + Ух2 + бх\. (1.7)

Инвариантное расстояние б между точками х и у определяется равен
ством

сЪ.6 — [х, у]. (1.8)
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Элемент площади в координатах Х2, на ,С2 имеет вид:

с/г; =  2 ^ 1 .  ( 1 .9 )
Х1

1.2. Орициклы. На плоскости Лобачевского можно определить ок
ружности бесконечно большого радиуса (орициклы) — пределы неев
клидовых окружностей, когда их центр и радиус согласованно стре
мятся к бесконечности. В модели Пуанкаре орициклы представляются 
либо как (евклидовы) окружности, касающиеся вещественной оси (аб
солюта), либо как прямые, параллельные вещественной оси. Последние 
естественно интерпретировать как окружности бесконечно большого 
радиуса, касающиеся вещественной оси в точке х — сю. Из этого 
описания следует, что каждый орицикл задается уравнением:

\Ы -  6 1 2 =  у,С =  ( 6 , 6 )  е  к 2 \  о. (1.Ю)
Таким образом, многообразие орициклов параметризуется точками 
(^1,^2) Е 1 2 \0 ,  причем точкам (^1^ 2) и (—сц,—С2) отвечает один и 
тот же орицикл. Орицикл, заданный уравнением (1.10), обозначается 
через Н(С) = А(&,6)-
Замечание. Если плоскость С2 реализована как верхняя пола двупо
лостного гиперболоида (1.6), то орициклами являются плоские парабо
лические сечения этого гиперболоида, а именно, сечения плоскостями 
вида [̂ , х] ЕЕ х 1 — & ~ — 1? где С — точка верхней полы конуса
[66 =  0, 6  >  о, к3.

Очевидно, что на многообразии Н  орициклов действует, и при
том транзитивно, группа движений 5Х(2,М); движение, отвечаю

щее матрице д —  ̂ ^  ̂ ) ,  переводит орицикл к (^1,^2) в орицикл

к(а^1 + 7 6 ,/^1 + <%)•
На языке движений орициклы описываются следующим образом.

1 0 
I 1Это орбиты унипотентной подгруппы 2> матриц ^ 1) и все их

сдвиги. На каждом орицикле действует группа, сопряженная группе 
и относительно этого действия орицикл является евклидовой прямой. 
Таким образом, многообразие Н  орициклов является однородным 
пространством группы 5Х(2,М) со стационарной подгруппой ± 2 .  В 
результате, перейдя от плоскости Лобачевского С2 к многообразию 
орициклов Н , мы получили новое однородное пространство с той же

ин терп ретац и и  П уанкаре это  прямы е, параллельны е вещ ественной оси.
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группой движений, но с другой стационарной подгруппой. Такого рода 
конструкции играют важную роль в геометрии.

Каждый орицикл имеет единственную общую точку с абсолютом, 
которая называется его центром. В интерпретации Пуанкаре это 
точка касания с вещественной прямой. Орициклы с общим центром 
называются параллельными. Заметим, что орицикл /г(^1,^2) касается 
вещественной оси в точке х — |^; отсюда следует, что любой пучок 
параллельных орициклов есть {/г(А<̂ 1, А*̂ ) | 0 < А < оо}, где (^1,^2) 
фиксировано.

Все точки орицикла Д(А^1, А^) находятся на одинаковом расстоянии 
211пА| от параллельного ему орицикла Л(^1,^г)- Мы будем называть вы
ражение /?(;?; ̂ ) = —21пА ориентированным расстоянием точки х Е Л(А )̂ 
от орицикла Н(^). Оно имеет вид:

р{г;0 -  1п(г/-1 |6^  - 6 1 2) (г = X $ (6 ,6 ) )  (1-И)

(поскольку Л = (у~х\ Ы  -  0 | 2)“ 1/2)-
Каждый орицикл Н{ф) разбивает плоскость Лобачевского С2 на две 

части >С+(<̂ ) и С-(Л), из которых >С+(̂ ) примыкает к абсолюту, а 
граница С- ( и м е е т  с абсолютом лишь одну общую точку — центр 
орицикла Л(^). Области >С+(<̂ ) и С-(%) состоят из точек г Е С2, для 
которых соответственно > 0 и < 0.

Примечание. Однородные пространства С2 — 50(2) \  5^(2,М) и 
Н — ± 2  \  5^(2, М) находятся в отношении двойственности. По по
строению, точкам  ̂ Е Н  отвечают кривые /г( )̂ в С2 (орициклы). В 
то же время точкам г Е С2 можно сопоставить кривые 1{х) Е Н , 
отвечающие множеству орициклов, проходящих через я. Каждая из 
этих кривых является траекторией подгруппы 50(2) или подгруппы, с 
ней сопряженной. Она разбивает многообразие Н  на две части: область 
#+(г), где р(г,%) > 0 и область Н-(х), где р(г]€) < 0. В реализации 
Н — М2 \  0 кривые 1(х) — это всевозможные эллипсы на М2 с центром 
в точке 0, ограничивающие площадь, равную 1; Н+(х) и Н-(х)  — 
соответственно внешняя и внутренняя части эллипса / (я). Заметим, что 
многообразие всех орбит подгруппы 50(2) и подгрупп, сопряженных с 
ней, неоднородно; в рассматриваемой реализации оно состоит из всех 
эллипсов н а ! 2 с центром в точке 0.

1.3. Геодезические. Рассмотрим теперь “прямые” (геодезические) 
на плоскости Лобачевского С2. В модели Пуанкаре это полуокружности 
на полуплоскости 1т х > 0 с центрами на вещественной прямой и 
полупрямые, ортогональные вещественной прямой. Отсюда следует, 
что каждая “прямая” задается уравнением:

(х — а)(х — Ь) + у2 — 0, а,6 Е М и (оо), а фЪ. (1.12)
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В частности, при а — оо (или Ь = оо) получаем семейство (евклидовых) 
полупрямых, ортогональных вещественной прямой. Из (1.12) следует, 
что многообразие “прямых” параметризуется парами (а, 6), а ф 6, 
где а, Ь — точки проективной прямой Р 1, причем парам (а, 6) и (6, а) 
отвечает одна и та же “прямая”.

На языке движений каждая “прямая” является орбитой под
группы В  диагональных матриц или подгруппы, с ней сопряженной, и 
все “прямые” получаются одна из другой движениями. Тем самым, мно
гообразие “прямых” является однородным пространством Л\5Х(2,М). 
В результате мы получаем еще одно однородное пространство с той 
же группой движений 5Х(2,М), но с другой стационарной подгруппой. 
Отметим, что многообразие всех орбит подгрупп В  и сопряженных 
с ней подгрупп неоднородно. В модели Пуанкаре оно совпадает с 
многообразием всех полупрямых на полуплоскости 1т г > 0 и дуг 
окружностей, имеющих ровно две общие точки с вещественной прямой.

Если плоскость Лобачевского реализована как верхняя пола гипер
болоида (1.6), то в этой реализации геодезическими являются линии 
пересечения (одна пола гиперболы) с плоскостями в М3, проходящими 
через точку О, т.е. с плоскостями

+ 6^2 + = 0. (1.13)
Обозначим через у(^) геодезическую, заданную уравнением (1.13). 
Очевидно, что плоскость (1.13) тогда и только тогда пересекает 
гиперболоид [х, х\ — 1, когда [ ,̂^] < 0. Так как, кроме того, 7 (А̂ ) = 7 ( )̂ 
для любого А ф 0, то можно принять

К,Я =  -1 .
Таким образом, многообразие геодезических на плоскости Лоба
чевского параметризуется точками  ̂ двуполостного гиперболоида 
[€,€] — ~ 1 в причем точкам  ̂ и —̂ соответствует одна и та же 
геодезическая.

§ 2. Орициклическое преобразование
2Л. Определение оператора В этом параграфе мы исследуем 

аналог преобразования Радона на плоскости Лобачевского, связанный 
с орициклами.
Определение. Назовем орициклическим преобразованием интеграль
ное преобразование Л н в Т2, относящее каждой гладкой финитной 
функции /  на С2 ее интегралы по орициклам:

п нт =  [  / с о * ,  г = (6 ,6 ) ,
МО

(2. 1)
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где Л( )̂ — орицикл, заданный уравнением (1.10), бз — — - — элемент 
длины на плоскости Лобачевского.

Выражение для Я Н может быть записано также в следующей форме:

П Н№ ) =  I  Пг)6(р(2-2)
Г2

где р(г;С) —" расстояние от точки я до орицикла /г(^), см. формулу 
(1.11), а ^(-) — дельта функция на М.

Из определения следует, что оператор Я н перестановочен с дей
ствием группы 5Ь{2,М). Таким образом, мы имеем пару однородных 
пространств одной и той же группы 8Ь(2,М) — плоскость Лобачев
ского и многообразие орициклов и оператор перехода от функций 
на одном пространстве к функциям на другом пространстве, пере
становочный с движениями. Заметим, что интегрирование ведется 
по орбитам стационарной подгруппы второго пространства и по их 
сдвигам.

2.2. Формула обращения. Найдем формулу обращения для инте
грального преобразования Я н у следуя той же схеме, что и в случае 
евклидовой плоскости (см. § 1 главы I).

Сначала берем радиально симметричную функцию / ,  зависящую 
только от неевклидова расстояния точки я от точки г:

/(*) = Р ( у - ^ \ г - г \ ) .

Из перестановочности Я Н с движениями плоскости С2 следует, что 
Я/1 /(^) зависит только от расстояния точки г до орицикла й(^), т.е.

Я Н /(<0 Р{г), где г = р(цО = 1и(0 + 0 ) .

Значит, Г (г) равно интегралу функции /  по орициклу й(ег/2,0): у — ег, 
т. е.

+оо

Р{г) — I  Р(е~г/ 2\ / х 2 + (ег — 1)2)е“г бх — 2
— сю *

(2.3)

(ср. формулу (1.2) из § 1 главы I). Таким образом, преобразование от 
Р(з) к е сводится к преобразованию Абеля, и из (2.3) следует:

р{8) = _  I  Г (ег/3Р(г))'<*г
К ^ * /д чЬ2 И — ^2вЪ§>0 у ^ 8П 2 5

+  СЮ 

/

Р(з)зс18
ег/2

\Г ^ ~ 4зЬЧ

(2.4)
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В частности,

ДО = ^(0) =

сю

4 /
(ег / 2 Р {г))' Лг

8Ь§ (2.5)

Заметим, что в силу (2.3) ег/ 2Р{г) — гладкая четная функция. Отсюда
следует, что интеграл (2.5) сходится (поскольку (ег/ 2_Р(г))(._0 = 0) и 
выражение для /(г) можно также представить в виде:

/(*') = -

+ 00

1 Г (ег/ 2Р(г))' 6>г 
4л /  йЬ- (2.6)

Пусть теперь /  — произвольная гладкая финитная функция на С2; 
возьмем ее усреднение }(%) — Р(у~1̂ 2\г — г|) по неевклидовым окруж
ностям с центром в точке г:

2тг

п г ^ - < 1> =  4 / ( гсД Д Д 427Г ,/ \  —2Г 81П в +  С08 в )
О

выражение для Р  можно записать также в следующей форме:

С2

Заметим, что /(г) = Р (0). Пусть Р(г) — 72й/(^), т — 1п(^2 + 1̂)* Из 
перестановочности 7V 1 с действием группы 5Ь(2,М) следует, что

Р(г) = —  ^ /(ег/2 со80,е г 2̂8шв) 6,0 —
о

= — е~г I  П Н / Ш !  2 -  6  ДД =
К*;0=г

= - е - г IГСА/(0*(р(*';0 -  г)^ю ?6 , (2.7)
Ж2

где /?(/;<*;) — расстояние от точки я = г до орицикла /г(7). На основании 
(2.5) и (2.6) имеем:

/(*') =  д о  = 27Г

оо ^  +сю л
1  [  {ег12Р(г)У Лг = 1 Г (ег/2^(г))/

У 8Ь§ 47Г У 8Ь§ с/г (2.8)
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(ср. с формулой (1.4) из § 1 главы I). Подставив сюда выражение (2.7) 
для Г  (г), получим после элементарных упрощений:

« 0  = - ^ /
Н ± (г)

<? 112р{ц& ( б  —  + 6  —  + х)  к н л ь ,

(2.9)

где Н±(г) — области в 772, где соответственно р(цф) > 0 и р(ц^) < 0.
Чтобы получить выражение для /  в произвольной точке г нужно 

применить к полученным равенствам групповой сдвиг, переводящий 
точку г в точку г. В результате получаем:

Теорема 2.1. Гладкая финитная функция /  на Г 2 выражается через 
свое орициклическое преобразование 'К/1 /  по следующей формуле 
обращения:

т

где

оо , Л +оо , ^
1 Г (ег12Р(г,г)) 'г  1

2^7 Щ  Г _  _ 47Г У
О — ОО

о1г, (2. 10)

Р0,г) = — е~г I  кк;шк% 2 - Ы 6 )  =

= -е ~ г I  (2.11)
Ж 2

(ср. формулы (1.5) и (1.6) из главы I):
Из (2.9) следует также

= ~ ^  .1 Т :
Я ± ( г )

Н±(г) — области в Н 7 где соответственно р(х;%) > 0 и р(я;^) < 0.

Заметим, что — оператор дифференцирования вдоль
пучка параллельных орициклов.

гР(г>0 (  д д \  и
+ Ь а ь +1 Г  / к к “ '6 ’ (2Л21

2.3. Соотношения Асгейрссона. Для обращения преобразования 7V1 
мы использовали формулу (2.4) только при $ = 0. При в ф 0 эта формула 
содержит дополнительную информацию о связи усреднений функции /  
и ее орициклического преобразования 71Н / .
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Теорема 2.2. Имеют место следующие соотношения Асгейрссона для 
плоскости Лобачевского:

П ^ )  = - 1-  I
2 зЬг/2>5

(ег/ 2Р(г ,г)У

\/4вЬ2§ - 5 2
с?г, (2.13)

где ^(г;$) — среднее функции /  па неевклидовым окружностям с 
центром в точке г

Р(г,*) = -  !  № Щ у~ Ч ~ У -  г!2 -  *2) (2.14)тгу 2/
с2

и И [г, г) — среднее функции Я!1 /  па множеству орициклов, равноот
стоящих от точки г } см. формулу (2.11), Имеем также

Р{г,г) = 2 I
2|зЬ§|

Р(г, з)8<18 

ег!2ф 72 -4 б Ь 2§
(2.15)

Формулы (2.13), (2.15) получаются из (2.4), (2.3) групповым сдви
гом; ср. их с соотношениями Асгейрссона (1.8), (1.10) из § 1 главы I.

2.4. Соотношение симметрии. Из (2.15) следует, что ег^2И(г7г) — 
четная функция от г ,  т. е.

ег/2Р(г,г)  =

для любых г и г .  Подставив сюда выражение (2.11) для г ) ,  получаем 
следующее соотношение симметрии для функции Я Н /:

е - г / 2 !  пнтцры) -  г к  1^2 = я л/ ( о % ( * ; 0 + г)^1йе2.
(2.16)

2.5. Формула обращения для орициклического преобразования в 
другой модели плоскости Лобачевского. Пусть плоскость Лобачев
ского С2 реализована в виде верхней полы двуполостного гиперболоида
в М3

[х,х] =  х\ -  х\  -  х\ — 1, Х\ > 0.

В этой модели орициклами являются сечения гиперболоида плоско
стями

К, я] = -  6®2 -  6 ^ 3  = 1,
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где  ̂— точка верхней полы конуса

К  : К,С] = 0, & > 0.

Орициклическое преобразование задается следующей формулой:

Я-Л/ ( 0  = ^ / ( е К , (2.17)
с2

где дх — х 1 1 6x2 6x3 — инвариантная мера на Г 2.

Теорема 2.3. Гладкая финитная функция /  на С2 выражается через 
свое орициклическое преобразование /  по следующей формуле обра
щения:

Я*') = ! дс/(О  (К,а?] -  1)“ 2^ ,
К

(2.18)

Интеграл следует понимать в регуляризованном смысле, а именно 
как значение при р — — 2 аналитической функции от р, заданной при 
Кер > 0 сходящимся интегралом: (27г)“ 2 / ^ ^ / ( 0  |[̂ ,а?] — 1|̂ сЙ;.

Отметим сходство формул (2.17) и (2.18) с соответствующими 
формулами для преобразования Радона из главы I. Подобно случаю 
преобразования Радона, формулу обращения (2.18) достаточно дока
зать для функций на С2, зависящих только от расстояния до точки 
х° — (1,0,0). Легко убедиться в том, что для таких функций /  формула 
обращения (2.18) совпадает с уже доказанной ранее.

§ 3. Аналог преобразования Фурье на плоскости 
Лобачевского и его связь с орициклическим 
преобразованием

3.1. Преобразование Фурье на М2.. На наивном уровне класси
ческий интеграл Фурье на I 2 есть разложение функции из Ь2(Ж2) 
по собственным функциям операторов параллельного сдвига, т. е. по 
экспонентам ег^ 1Х̂ 2У\  Однако он тесно связан и с более широкой 
группой — группой всех движений евклидовой плоскости. Укажем эту 
связь.

Рассмотрим оператор Лапласа А на евклидовой плоскости, т.е. 
дифференциальный оператор 2-го порядка, перестановочный с движе
ниями: А = — ■ + —2. Известно, что он имеет на Ь2(Ж2) непрерывный
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лебеговский спектр, совпадающий с полупрямой (—оо,0). Требуется 
построить достаточный запас обобщенных собственных функций этого 
оператора, по которым разлагается любая функция /  Е Ь2(Ш2). Мы 
будем вести рассуждения на наивном уровне, не уточняя, что нужно 
понимать под обобщенными собственными функциями в случае не
прерывного спектра и под разложением функции /  Е Ь2(Ш2) по этим 
обобщенным функциям.

Фиксируем в группе движений евклидовой плоскости какую-нибудь 
однопараметрическую подгруппу трансляций, например, подгруппу 
сдвигов параллельно оси у. В каждом собственном подпространстве 
оператора А, отвечающем собственному значению —Л2 (Л Е М \  0) 
имеется пара обобщенных функций, инвариантных относительно этой 
подгруппы — е=ЬАа̂  Берем одну из них, например, егХх и применяем 
к ней всевозможные сдвиги. Очевидно, что при любой трансляции 
функция егХх умножается на число, а при повороте на угол 0 вокруг 
точки 0 она переходит в егЧхсозв+УБтв). Таким образом, для каждого 
собственного значения —Л2 оператора А мы получаем набор собствен
ных функций егЧхсоБв+узтв)  ̂ в частности, и функцию е~гХх. Между 
этими функциями нет линейных соотношений, и по ним можно раз
ложить любую собственную функцию Д , оператора А с собственным 
значением -Л 2:

СЮ

/х{х,у) = — Iи\(9)е{Х(хсо&в+узтв^(10 (А > 0). (3.1)
О

Введем в пространство собственных функций оператора А, отвеча
ющих собственному значению —Л2, норму

2тг

ИДИ2 = ^  /  \их { 9 ) \ 2 М(3.2)
о

и рассмотрим соответствующее гильбертово пространство Н\. В Н \  
определено унитарное представление Т\ группы движений евклидовой 
плоскости: в функциях и\  каждой трансляции (х}у) (х + хо,у + уо) 
отвечает оператор умножения на функцию ^М^осовЯ+уо&т^ а повороту 
на угол а вокруг точки 0 — оператор поворота и\(-) |-Е и\(- + а). 
Нетрудно показать, что представления Т\ неприводимы.

Представление группы движений в пространстве Ь2(Ш2) разлага
ется по представлениям Д ; опишем это разложение. Любая функция 
/  Е Ь2(Ш2) разлагается в интеграл

сю

/  =  У  А / а с  

0
(3.3)
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где Д  задается равенством (3.1), в котором и\(в) = /(Асо8 0,А8шв),
/  — преобразование Фурье функции / .  При этом имеет место формула 
Планшереля:

оо

11/1|2 — У  А||/а||2^А, (3.4)
О

где ||Д || задается равенством (3.2).

3.2. Преобразование Фурье на плоскости Лобачевского. Проведем 
теперь аналогичные рассуждения на том же нестрогом уровне для слу
чая плоскости Лобачевского. Рассмотрим оператор Лапласа—Бельтра- 
ми А на плоскости Лобачевского С2, т.е. дифференциальный оператор 
2-го порядка, перестановочный с движениями в С2; он имеет следующий 
вид:

2 (  д2 д2 \
~ у ( а ^ 2 + ду2) '

Пусть Ь2(С2) — пространство функций на С2 с интегрируемым 
квадратом модуля (относительно инвариантной меры в,у — —

Оператор А имеет на Ь2(С2) непрерывный лебеговский спектр, 
совпадающий с интервалом (—оо,—1/4). Пусть % — унипотентная

подгруппа матриц вида  ̂  ̂  ̂ ^ . Под интегралом Фурье на плоскости

Лобачевского будем понимать разложение функций /  Е Ь2(С2) по не
которым специальным обобщенным функциям оператора А, а именно, 
по обобщенным собственным функциям, инвариантным относительно 
подгруппы и их сдвигам. Эти функции и являются аналогами 
экспонент ей^+Ьу).

В каждом собственном подпространстве оператора А, отвечающем 
собственному значению —1̂ '5' (в Е М), имеются две функции, инвари
антные относительно подгруппы 2  — у 1̂ . Берем одну из них у 1̂ ; 
при всевозможных сдвигах она переходит в функции вида

-  б Г 2) 1̂  = ехр ( - —— />(*;0) , (3.5)

где />(г;^) — расстояние от точки % — х + г у до орицикла /г(^). Будем
1 г-?называть функции у 2 зональными орициклическими функциями, а 

их сдвиги (3.5) — просто орициклическими функциями Мы видим, 
что если  ̂ и ^  пропорциональны, то соответствующие функции Ф5
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различаются только множителем. Других соотношений между функ
циями Ф5 при  ̂ > 0 нет, и если взять функции где 5 > О,
а  ̂ пробегает по одному представителю на каждой прямой в М2, 
проходящей через точку 0, то они образуют полный набор функций, 
по которым разлагается любая функция из Ь2(С2).

Определим преобразование Фурье функций на плоскости Лобачев
ского С2 по аналогии с классическим преобразованием Фурье.

Определение. Преобразованием Фурье любой гладкой финитной фун
кции /  на С2 называется скалярное произведение /  и обобщенной 
орициклической функции (3.5),

(3-6)
с2

Поскольку функции Ф* однородны по то функция Т /  также одно
родна по

-  |Л |- - - 1^ / ( ^ ; 5). (3.7)

3.3. Связь с орициклическим преобразованием и формула обраще
ния. Полнота семейства орициклических функций Ф5 означает, что 
должна существовать формула обращения для преобразования Фу
рье Т ’. Построим ее.

Сначала установим связь между преобразованием Фурье 7 /  и 
орициклическим преобразованием И/1 / .  Как и в евклидовом случае, пе
реход от функции /  к функции Т  /  можно разбить на два этапа: сначала 
мы интегрируем функцию /  по орициклам р(г;е~х^2̂ ) — р(^;С) — А = О,

_ ЕЗ + 1 \а затем полученную функцию, умноженную на е 2 А? интегрируем 
по А.

При первом интегрировании получаем

I  / ( * ) *  =  ГСА/(е " А/20-
Ме-А/2е)

Итак, имеем:

Теорема 3.1. Преобразование Фурье на С2 и орициклическое преобра
зование связаны соотношением

+оо

Т № * ) =  I  П н / ( е - х' 20 е - ^ х с1\.
— ОО

(3.8)
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Отсюда по формуле обращения для одномерного преобразования 
Фурье следует:

п н т  = (2тг)'
+оо

-1 1  г № * •) 6,8. (3.9)

Формулу обращения для преобразования Фурье Т  можно получить 
из уже известной нам формулы обращения (2.12) для орициклического
преобразования Я н. Заметим, что в евклидовом случае мы из формулы 
обращения для преобразования Фурье получили формулу обращения 
для преобразования Радона; здесь же мы идем в обратном направлении. 
Подставив в (2.12) выражение (3.9) Я н /  через Т получаем

+ 00 

Ж2 -  сю
(3.10)

И * ; 0  Г  д  ,  д  ■

Ш Г { ^ д Г 1 + Ь дь +

Остается упростить полученное выражение. Прежде всего заметим, 
что из условия однородности (3.7) для Т /  следует

( б —  + 6 —  + 1) ? № * )  =

Перейдем далее в (3.10) к “полярным” координатам  ̂ = ег^;, где 
—сю < г < +оо, а принадлежит контуру Г С М2 \  0, пересекающему 
по одному разу каждый луч, выходящий из точки 0. Мы получим

+оо +оо

Лг) = 8 \
е-зр(*;0

8Й ^
е - {г*Т№,8)&8&т{11^2 - 6 ^ 6 ) .

Интегрируя по г (интеграл по г нужно понимать в смысле главного 
значения), получаем:



134 Г Л . I II . Интегральная геометрия в С2 и С?

Теорема 3.2. Гладкая финитная функция /  на С2 выражается через 
свое преобразование Фурье Т /  по следующей формуле обращенияг1)

+оо

/(*) = ( /  •?7/ ( ^ 8)еХр ( - ^ ^ / >(г; 0 ) ( 6 ^ 2 - 6 ^ 1 )) <*« =
-сю  Г

+  СЮ

= д^2 У" 54Ьт ( / Г б ^ ц ) )  (3.11)
— сю Г

Мы не будем останавливаться на строгом обосновании перемены 
порядка интегрирования, которое было использовано при выводе фор
мулы (3.11).

3.4. Соотношение симметрии. Покажем, что /  может быть выра
жена только через Г в )  при 5 > 0. Этот факт связан с тем, что
сдвиги функций у~^~ , принадлежащих одному и тому же собственному 
подпространству оператора А, выражаются друг через друга. Именно,

+ 00

у^  = Ф ) /  (Ф  -  & Г 2) ^ # ь
— сю

где ф )  = тг-1/2Г /Г  (“ ).
Отсюда легко следует соотношение симметрии для Т  /:  интеграл

г

является четной функцией от 8. Значит, в силу соотношения сим
метрии, формулу обращения для преобразования Фурье Т  можно 
представить в виде:

сю

.Ф ) = 4~2 ^ 541:1 у  ( /  -&<*&)) о?«. (з.12)
О Г

Примечание. Соотношение симметрии для Т  /  можно получить и 
из соотношения симметрии (2.16) для орициклического преобразования

П оскольку гл. зн. /  

-тгП Ь ^е-^ .

, + о о
е 2 5ргл .зн . /  -

— оо

+  оо
■Лг = ге^Р I**&Лг = -
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Л Н / .  Именно, подставив в (2.16) выражение Л Н ф через Л /  и перейдя 
к “полярным” координатам  ̂ = е^', ^  Е Г, получим, что интеграл

+ о о  + С О

С_Г/2 I I  I  8)6(21+ р ( ^ - г ) с 1 8 Л ( ^ с 1
Г' — ОО — ОО

(3.13)

является четной функцией от г. Проинтегрировав по получаем, что 
интеграл

+оо

I  I  е - и г ^ / ( е , 8 ) е - ^ ^ и 8 ^ 1^ 2 - ^
Г — ОО

является четной функцией от г. Очевидно, что это условие эквива
лентно условию симметрии для Т  / .

3.5. Формула Планшереля. Из определения преобразования Фурье 
7 /  и из формулы обращения (3.12) получаем:

Теорема 3.3. Для любой гладкой финитной функции ф на С2 справед
лива следующая формула Планшереля:

ОО

/ * ‘Ь у 1 Ч ( ^ ) Р ( 6 ^ 2 - Ы 6 ) ^ .  (3.14)
с2 о г

В самом деле, подставив в интеграл /  /(с)/(с) - г -  вместо функции 
ф(г) ее выражение через Т  ф, получаем:

/  | д г)|2 = А_ффф8* ь | / ( г) ^ / ( ^ )
Г

р ( ^ 0х ехр

х;2 о г 
1 + г з

( ^ б - ^ а ) * —

= —  / / 5Й1 — |^/(^;Ю 12( 6 ^ 2 - 6 ^ 1 ) ^ .  
о г

На основании формулы Планшереля, преобразование Фурье по 
классической схеме переносится с гладких финитных функций на все 
функции /  Е Л2{С?).



136 ГЛ . III. Интегральная геометрия в С2 и С?

§4. Связь с теорией представлений группы 8 Ь ( 2 ,К)

Продемонстрируем на примере плоскости Лобачевского С2 связь 
интегральной геометрии с теорией представлений групп Ли.

Мы имеем гильбертово пространство Ь2(С2)} в котором действует 
унитарное представление Т  группы 5Х(2,М) :

Тд1 { г ) = 1 { г о д \  д Е 5Ь(2 ,М),

где х I—У х о д  — движение плоскости Лобачевского, отвечающее д . 
Задача теории представлений (гармонический анализ для плоскости 
Лобачевского) состоит в том, чтобы разложить Ь2(С2) на неприво
димые инвариантные подпространства. Эта задача аналогична задаче 
о разложении функций из Ь2(Ж2) в интеграл Фурье, а неприводимые 
инвариантные подпространства можно трактовать как аналоги экспо
нент. Покажем, что решение этой задачи дается формулами (3.12) и 
(3.14) из § 3.

Вначале нужно описать сами неприводимые инвариантные подпро
странства, на которые разлагается Ь2(С2). Рассмотрим собственное
подпространство оператора Лапласа — Бельтрами А, отвечающее. 2
произвольному собственному значению — . Как уже говорилось,
оно порождено обобщенными функциями ФДг;^) = (у\С2^ — «Ы-2)1̂ ?  
где  ̂ пробегает по одному представителю на каждой прямой в I 2, 
проходящей через точку 0. Тем самым, элементы этого собственного 
подпространства можно представить в виде:

/*(*) = У« * ( 0 ф* ( * ; 0 ( 6 ^ 6 ( 4 - 1)
Г

где функция и8 удовлетворяет условию однородности:

М * 0  = |А|‘- Ч ( 0 ;  (4.2)

интеграл берется по любому контуру Г С М2 \  0, пересекающему по 
одному разу каждый луч, выходящий из точки 0. (От выбора Г 
интеграл не зависит, так как дифференциальная форма, которую 
мы интегрируем, инвариантна относительно преобразований подобия 
 ̂ А̂ , ср. формулу (1.14) из главы I). Введем в пространстве

функций / 5 норму

ИЛИ2 = I  М О  |2( 6 ^ 2 - Ы 6 )  (4.3)
г
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и определим гильбертово пространство Н8 как Ь2 по этой норме. 
Заметим, что, в силу сказанного в п. 3.4, пространства Н8 и Н - 8 
совпадают.

Сдвиги на С2 индуцируют в Н8 унитарное представление Т8 группы 
ЗЬ(2,М). В функциях и8( оно имеет вид:

РИзОи»)(& ,6) = и$( а ^  + 7б ,/?6  + <^6), = (  “

Известно,1̂ что это представление неприводимо. 
Введем операторы проектирования Р8 : Ь2(С2) -О

= Л,

где / 5 задается равенством (4.1), в котором и8(%) = ^ / ( ^ , 5). Очевидно, 
что эти операторы Р8 перестановочны с действием группы 5Х(2,М) 
в пространствах Ь2(С2) и Итак, задача о разложении Ь2(С2) 
на неприводимые подпространства состоит в том, чтобы разложить 
функции /  Е Ь2(С2) по их проекциям }8.

Решение этой задачи дается формулами (3.12) и (3.14), поскольку 
эти формулы можно представить в следующем виде:

+ оо

1=~Ы
О

Л = ^ / ;  

уНЛН2*,

(4.4)

(4.5)

где 11/511 задается равенством (4.3).
Напомним, что вывод основной формулы (3.12) опирался на фор

мулу обращения для оператора орициклического преобразования. 
Разъясним роль этого оператора с теоретико-групповой точки зрения.

Оператор 71Н переводит функции /(г) на однородном пространстве 
С2 — 80(2) \  ЗЬ(2,М) в функции / ( )̂ на однородном пространстве
Н — ± 2  \ 8 Ь ( 2,М), и он перестановочен с действием группы 8Ь(2,М) на 
этих пространствах. При этом неприводимые компоненты переходят в 
неприводимые компоненты, но а рпоп может существовать ненулевое

См., например: Гельф анд И.М ., Граев М.И., В иленкин Н.Я. И н тегральная 
геом етрия  и связанны е с ней вопросы  теории  представлений: Обобщенные ф ункции. 
— М.: Ф и зм атги з , 1962. — Вып. 5.
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ядро. В действительности, поскольку для существует формула обра
щения, ядро отображения равно нулю, и задача о разложении предста
вления группы 8Ь(2,М) в пространстве Ь2(С2) сводится к задаче о раз
ложении представления в пространстве функций на II — ±И \  8Ь(2,Ж). 
Решение последней задачи очень просто по следующей причине. На од
нородном пространстве Н  действует коммутативная группа преобра
зований подобия  ̂нт-А̂ , перестановочных с действием группы 8Ь(2,Ж). 
Рассмотрим соответствующую коммутативную группу операторов А\:

( А х / т  = /(АО-

Общие собственные подпространства операторов А \  состоят из одно
родных функций. Так как операторы А \  коммутируют с операторами 
представления группы 8Ь(2,М), их собственные подпространства инва
риантны относительно этой группы. Известно, что индуцированные в 
этих подпространствах представления группы 5Х(2,М) неприводимы. 
Разложение пространства функций на Н  на неприводимые составляю
щие тем самым сводится к разложению на собственные подпростран
ства операторов А \  и, так как группа операторов А \  коммутативна и 
изоморфна аддитивной группе М, это разложение сводится к обычному 
одномерному преобразованию Фурье. Композиция орициклического 
преобразования 71й и этого одномерного преобразования Фурье есть 
преобразование Фурье Т  на плоскости Лобачевского.

Итак, роль орициклического преобразования в том, что оно сво
дит задачу о разложении функций на однородном пространстве 
С2 — 80(2) \  8Ь(2,М) к задаче о разложении функций на другом 
однородном пространстве ±^\5Х(2,М ), где она решается элементарно. 
Аналогичные преобразования, сводящие задачу о разложении предста
влений групп, связанных с однородными пространствами, к задаче 
интегральной геометрии, можно определить, кроме С2, и для других 
однородных пространств. Этот прием, получивший название метода 
орисфер, впервые был описан в статье И.М. Гельфанда и М.И. Граева1).

Конструкция, с помощью которой в этом параграфе были постро
ены неприводимые представления группы 8Ь(2,Ш), входит в общую 
схему реализации неприводимых представлений в функциях на од
нородных пространствах, восходящую к Фробениусу. Конечномерное 
неприводимое унитарное представление Т  группы С реализуется в 
функциях на однородном пространстве II \  С тогда и только тогда, 
когда в пространстве этого представления имеется вектор, инвари
антный относительно подгруппы II; размерность пространства таких

1) Гельф анд И.М., Граев М.И. Г еом етрия однородны х про стр ан ств , представления 
групп  в однородны х п р о стр ан ствах  и связанны е с ними вопросы  ин тегральной  
геом етрии , I: Труды  моек, м атем . об-ва. —- М., 1959. — № 8. — С. 321-390.
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векторов равна кратности вхождения Т  в пространство Ь2(11 \  С). 
Теорема двойственности Фробениуса явно задает оператор вложения Т  
в Ь 2 (11 \  С). В бесконечномерном случае требуются некоторые анали
тические уточнения.

Рассматривавшиеся нами функции у ^ ~  как раз являются инвари
антными относительно подгруппы 2, и конструкция по ним непри
водимых представлений группы С — 5Х(2,М) следует схеме Фробе- 
ниуса. Поскольку в каждом неприводимом пространстве имеется два 
(обобщенных) вектора, инвариантных относительно оно дважды 
вкладывается в Ь2(± 2  \  С ). Однако в разложение Ь2(С2) каждое 
неприводимое представление входит с кратностью 1; этот факт связан 
с соотношением симметрии для У7/ .

§ 5. Интегральное преобразование, связанное с прямыми 
(геодезическими) на плоскости Лобачевского С2

5.1. Определение и формула обращения в модели Пуанкаре. Рас
смотрим еще один аналог преобразования Радона для плоскости Ло
бачевского — интегральное преобразование, связанное с “прямыми” 
(геодезическими) на С2.

Согласно § 1 каждая “прямая” на С2 задается в модели Пуанкаре 
уравнением на полуплоскости 1т г > 0:

(х -  а)(х -  Ь) + у2 — 0, (5.1)

где а ф  6, а ,6 Е МЫ (сю); обозначим ее через С(а,6). Из уравнения (5.1) 
легко следует, что при движении г ^ прямая 0(а,Ь) переходит в

прямую С

Определение. Обозначим через Л 9 интегральное преобразование, от
носящее каждой гладкой финитной функции /  на плоскости Лобачев
ского С2 ее интегралы по прямым в С2 (т.е. геодезическим относи
тельно метрики в С2):

п 9 / ( а ,  Ь) = 6,8

0 ( а , Ь)
у (5.2)

Очевидно, что это преобразование перестановочно с действием 
группы 8Ь(2,М).

Найдем формулу обращения, восстанавливающую функцию /  по 
функции %9 / .  При ее выводе будем следовать той же схеме, что в
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случае преобразования Радона на евклидовой плоскости и орицикли- 
ческого преобразования на С2.

Сначала рассмотрим функцию /  <Е О (С2), постоянную на неевкли
довых окружностях с центром в точке г, т. е. на орбитах подгруппы

, , (  С08 О 81П 0  \
50(2) матриц 9 — [ ^  (:ж() )

№  = г

Из перестановочности Л 9 с действием группы 5Х(2,М) следует, что 
функция Л 9 /(а, Ь) также инвариантна относительно преобразований 
из 80(2). Нетрудно убедиться, что инвариантом пары точек а, Ь Е1Р1 от
носительно 50(2) является Таким образом, Л 9  / ( а , Ь )  =  Р  •
Из (5.2) следует, что

Г(г)  =  К» Д о., г) = р  + (2" ~  1)2)  ^

оо

/  ^ 8- 1)
( Г2 +  1 )1 /2

-  (г2 + 1)

ОО

= I  (8- 1))
(г 2 +  1 )1/2

А 2 -  (г2 +  1)

Таким образом, 5(г) — четная функция от г, и по формуле 
обращения для преобразования Абеля получаем:

оо
Р'(г) д,г 

л / г 2 +  1 —
5 > 1.

А2- 1

В частности, при 5 = 1  имеем:

/(*) = ПО) =  - - /
2 Г Р'(г) Лг (5.3)

(интеграл сходится, поскольку 5 ' (г) = о(г) при г -А 0).
Пусть теперь /  -— произвольная гладкая финитная функция на /5 , 

/  — ее среднее по неевклидовым окружностям с центром в точке г,

/(*) = ^ V 2у
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Из перестановочности И 9 с движениями С2 следует, что

И9/{а,Ь) Р
2тг

/1 + а6\ 1 Г д ( а сое 6 + зтб Ьсозв + 8Ш0 \
\ а  — Ь/ 2 ,  Г   ̂—а8ш0 со80 5 —68Ш0 сов0) ’

о

откуда

Р(г)  =  П 9 {(оо,г) -
27Г + ° °

= ± [ к ‘ /  ( -с Ц > , гсое1>„+ — )  <Ю = -  /  ж » /
27Г У V — Г 81П0 +  СО8 0 /  7Г У

О -сю

Н — 1 \  сИ 
г + 1 )  I -\-12 '

(5.4)

Согласно (5.3) имеем:
оо ^

_ 2 Г Р 'М
/(О = /(0  = - - у  (5.5)

О

где ^(г) задается равенством (5.4).
Чтобы получить выражение для /  в произвольной точке г, доста

точно применить групповой сдвиг переводящий точку г в точку я, 
например,

(  У1/2 0 \
\  х у ~ 1! 2у ~ 1! 2 )

При этом сдвиге /(г) перейдет в / ( 2:), а 7?^/(а,6) в V 9 ф(х + ау,х -\- Ъу). 
В результате получаем:

Теорема 5.1. Гладкая финитная функция /  на ,С2 выражается через 
свое преобразование %9 / ,  связанное с прямыми на Г 2, по следующей 
формуле обращения:

оо Л

л . , = - | № * .7Г У Г
О

П *;г)

+оо

Г ^  и 9/  (ж +  ж + — 1
г -М '

д1
1 -И 2’

где
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5.2. Связь с преобразованием Радона на проективной плоско
сти. Предположим теперь, что плоскость Лобачевского С2 реализо
вана как верхняя пола двуполостного гиперболоида [х,х\ — 1, где 
[х, х] — х\ — х\ — х\. В этой реализации геодезические на С2 являются 
линиями у(/) пересечения гиперболоида с плоскостями

(С, х) = 6*1  + / 2*2 + = О, К,€] = - 1,

а интегральное преобразование 'Я,9 задается формулой:

Ъ д№ =  [  / ( * ) * ,  К,Й = -1 , (5.6)
7(0

где (18 — элемент длины на С2. Нетрудно убедиться, что выражение 
для 72/ можно также представить в виде

п 3т  = [  №*( (С *>) (5.7)7 *1
С*

где б(-) — дельта-функция на Ж.
В этой модели формулу обращения для интегрального преобразо

вания И 9 можно получить, подобно преобразованию Минковского — 
Функа, связанному с единичной двумерной сферой, как следствие из 
формулы обращения для преобразования Радона 72- на проективной 
плоскости, см. § 8 главы 1. Именно, поставим в соответствие фун
кции /  Е С2 С°° функцию Р  на Ж3 \  0, удовлетворяющую условию 
однородности Р(Хх) = А~2 Р(х) и такую, что Р  г̂ _1= /, Р = 0 при
[х7х] < 0.

Из определения оператора 72 следует, что 72 Р(%) — 72у/ ( 6  при 
[6 6  = —1 и 72 Р (6  = 0 при [6 С] > 0. Поэтому из формулы обращения 
главы I для интегрального преобразования 72 (см. (8.10) на с. 63) 
непосредственно следует

Теорема 5.2. Функция /  на С2 выражается через свое преобразование 
72^/; связанное с геодезическими по следующей формуле обращения:

/0 0  = ^ :  У  я в/ ( 0 ( 6 * > " 2«(0- (5.8)
К . Й = - 1

О смысле, который придается этому интегралу, см. § 8 главы I.
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§ 6. Орисферическое преобразование в трехмерном 
пространстве Лобачевского 3

Определения и результаты § 1-5 для плоскости Лобачевского пе
реносятся и на пространства Лобачевского больших размерностей, 
однако формулы обращения для пространств нечетных размерностей 
выглядит иначе. Поэтому мы дадим здесь независимое изложение 
для трехмерного пространства Лобачевского С3. Основной упор будет 
сделан на явные формулы.

6Л. Модели пространства Лобачевского. Сначала изложим кратко 
элементы геометрии в С3. Пространство Лобачевского С3 является 
однородным пространством группы 8Ь(2, С) со стационарной подгруп
пой 81/(2) (подгруппа унитарных матриц). Удобной для нас моделью 
пространства С3 является кватернионная модель: точками С3 являются 
кватернионы с тремя компонентами:

и )  —  х  +  г у  +  2 3 , г  > О,

где х, у, г Е Ж, г2 —р  — — 1, г/ — движение в С3, отвечающее матрице

 ̂ ^  ̂ ) Е ЗЬ(2, Ж), задается так:

го И- и/ = (уу/3 + 6)~1(та + у).

Очевидно, что стационарной подгруппой точки гг = ] является 511 (2). 
Риманова метрика на С3 имеет вид:

бз2 = г~2(бх2 + бу2 + бх2), (6.1)

Расстояние б между точками ад = х\ + у гг + и го2 — а? 2 + у2г + %23
определяется равенством

4зЬ2^ = р2(ю! ,ю2), (6.2)

2/ ч К  -  №2|2 Р 2) = 1̂̂ 2
(6.3)

норма кватерниона. Элемент объема в метрике (6.1) имеет вид: 

<Зу — г~3 бх <3у <3г. (6.4)
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Другой вариант задания пространства Лобачевского — многообра
зие эрмитовых симметрических матриц

и — ^  ̂ с ) ’ а, с > 0, <1еЬи = 1 (6.5)

с движениями
и д*ид, д Е 5Т(2,С),

где д* — эрмитово сопряженная матрица.
Заметим, что многообразие матриц (6.5) можно интерпретировать 

как одну полу двухполостного гипреболоида в М4:

ас — Ь\ — Ь\ — 1, а, с > 0 (61 + гЬ2 = Ь). (6.6)

Соответствие между кватернионами и) и матрицами и — и(ю) задается 
так:

х + уг + г] я 1(х2 + у2 + г2) г 1(х + гу) 
х_1{х — гу) х-1

а V \ идругими словами, матрице I ^ I соответствует кватернион гх =  ̂+

+ (СР* слУчай плоскости Лобачевского). В частности, точке гх — ] 
отвечает единичная матрица.

Удобно в уравнении гиперболоида (6.6) перейти к новым координа
там: х 1 = — х 2 — у р , хз = 61, Х4. — Ь2. Тогда мы получим реали
зацию пространства Лобачевского в виде верхней полы двуполостного 
гиперболоида:

[ х , х \  —  х \  -  х \  -  х \  -  х \  —  1, Х \  > 0. (6.7)

В этой реализации движения задаются как линейные преобразования 
в М4, сохраняющие верхнюю полу гиперболоида, т.е. как элементы 
группы 500(1,3) = 5Х(2,С)/{±е}.

Риманова метрика в этой модели имеет вид:

<1з2 = — йх\ + (1х 2 + с ? х | + с ?х |;

инвариантное расстояние (I между точками х и у определяется равен
ством

сЫ  = [х,у]\

элемент объема в координатах х2, хз на С2 имеет вид:

. с1х2д,хъв,х$
ах = -------------- .XI



§ 6. Орисферическое преобразование Ц 5

6.2. Орисферы. В пространстве Лобачевского можно определить 
сферы бесконечно большого радиуса (орисферы) — пределы неев
клидовых сфер, когда их центр и радиус согласованно стремятся к 
бесконечности. Они представляются либо как (евклидовы) сферы на 
полупространстве я >  0 в Ж3, касающиеся плоскости 2 = 0 (абсолюта), 
либо как плоскости в этом полупространстве, параллельные плоскости 
г = 0. Последние естественно интерпретировать как сферы бесконечно 
большого радиуса, касающиеся плоскости 2 = 0 в бесконечно удаленной 
точке. В кватернионной модели каждая орисфера задается уравнением:

I -  М12 = г, ш = х + иг + хд, (6.8)

где  ̂ = (^1,^2) Е С2 \  0. Таким образом, многообразие орисфер па
раметризуется точками ( Е С2 \  0, причем точкам ( и А(, |А| = 1 
отвечает одна и та же орисфера (ср. уравнения орициклов на плоскости 
Лобачевского). Орисферу, заданную уравнением (6.8), обозначим через
МО-
Замечание. Если пространство С3 реализовано как верхняя пола двупо
лостного гиперболоида (6.7), то орисферами являются плоские парабо
лические сечения этого гиперболоида, а именно, сечения плоскостями 
вида [̂ , х\ — + 2̂ ^2 + О + О ^4 = 1, где  ̂— точка верхней полы
конуса = 0, (1 > 0 , ( Е 1 4 \0 .

На многообразии орисфер действует, и притом транзитивно, группа

движений 5Х(2,С); движение, отвечающее матрице д =  ̂ ^ ^ ),

переводит орисферу /(^1,^2) в орисферу Н(а^ 1 + 7^2,/?0 + Мг)*
На языке движений орисферы описываются так: они либо являются

орбитами подгруппы ^  матриц вида  ̂  ̂  ̂ I Е С (это — плоско

сти, параллельные плоскости 2 = 0), либо получаются сдвигами этих 
орбит. Таким образом, многообразие орисфер является однородным 
пространством группы 8Ь(2, С) со стационарной подгруппой ± Ж .

Каждая орисфера имеет единственную точку касания с абсолютом, 
которая называется ее центром. В нашей интерпретации это точки 
касания с плоскостью 2 = 0. Орисферы с общим центром называются 
параллельными. Заметим, что орисфера Н( )̂ касается плоскости 2 = 0 в 
точке отсюда следует, что любой пучок параллельных орисфер есть 
{/г(А )̂ | 0 < А < оо}, где  ̂ фиксировано.

Расстояние (ориентированное) р{уоХ) от точки т Е С3 до орисферы 
Н(^) определяется так же, как расстояние от точки до орицикла на 
плоскости Лобачевского, и задается аналогичной формулой:

р{щ& -  1п(* 1\ю& ~& |2)> 2].(6.9)
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6.3. Орисферическое преобразование.

Определение. Назовем орисферическим преобразованием в С3 инте
гральное преобразование относящее гладкой финитной функции 
/  на С3 ее интегралы по орисферам:

/  Л 'Ф Ф  (6.10)
т

где Н(^) — орисфера, заданная уравнением (6.4), а &<у — (неевклидов), 
элемент площади на Л(^).

Выражение для л ! 1 может быть записано также в следующей форме:

я А ДО = У (6-и)
г3

где р(щ%) — расстояние то точки и) — х + уг + X] до орисферы /г(^), 
см. формулу (6.9).

Из определения следует, что оператор Л н перестановочен с дей
ствием группы 8Ь(2,С).

6.4. Формула обращения. Перейдем к построению формулы обра
щения для интегрального преобразования Л/1, повторив те же рассу
ждения, что и в случае плоскости Лобачевского. Пусть сначала /  — 
радиальная функция, зависящая только от расстояния точки уо до 
точки ]

/ И  =  П * - 1/21 ™ -Л )-

Тогда 7?/' /(^) зависит только от расстояния точки ] до орисферы Н{^),

= Р{г), где г = 1п(|6|2 + |612)-

Значит, Р(г) равно интегралу функции /  по орисфере /г(ег/2,0): % — ег, 
т. е.

Р(т) =  I \ /  х 2 + у2 + (ег — 1)2\
ег/ 2 Р2г

О 4 У 2|зЬ§|
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Отсюда следует, что, во-первых, ег Р (г) — четная функция от г,

ег Р (г) — е~г Р (—г)

и, во-вторых,

(егР(г))' = -2тг(сЬг,Р(2зЬ^) + з Ь г с Ь ^ '^ з Ь - ) ) .  (6.13)
2 2 2

Из (6.13) при г = 0 следует:

/{3) = ПО) =  - ^ ( е гИг))'|г=о (6.14)

(ср. с формулой (2.5) этой главы и формулой (2.4) из § 2 главы I). Пусть 
теперь /  — произвольная гладкая финитная функция на С3 и

7 и  =  п *"1/21«>-;1)
— ее среднее по неевклидовым сферам с центром в точке ]. Так как 
эти сферы — орбиты подгруппы унитарных матриц

9 =
а р 

—р а а |2 + Щ2 — 1, то

/(ад) = Р{~ 1/2|гу -  Л) -  ! /  +  а) 1(икх Р))йц{<*,Р),

где б{1 (а, Р) — инвариантная мера на группе унитарных матриц, т. е. 
на трехмерной единичной сфере |а |2 + |/3|2 = 1, нормированная условием 
/  9р,(а,р) = 1. Нетрудно проверить, что выражение для Р  можно 
представить в следующей удобной форме:

р(з) = -  [г1/2| гп-  ; Г 1/(«0<У(г-1|ю “  3 ? _ «2) з • (6.15)■к)  %
С3

Пусть Р(г) = П Н7(С),где г = р{у,{) = 1п(|&|2 +  |б |2)- Из перестановоч- 
ности с действием группы 8Ь(2, С) следует, что

/ ('•) ^  / (е г/2а ,ег/2/3)с1р(а,/3)=

Н 2 + 1/?12 = 1

= ^2 ( - )  1 п н р е ^ 2С1,ег'%)8{р(ЛО) (̂б’16)
С2
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где — расстояние от у до орисферы /г(^). В силу (6.14) имеем:

т = 7 и )  = - ^ ( е гг(г)У\г=о.

Подставив сюда выражение (6.16) для Р(г)у получим:

я л  = - -  I  ь 2и к т м о  =
Ы 2+1Ы2 = 1

= - ^ з /  (б-17)
с2

где

(6.18)

Итак, получено выражение /(У) через орисферическое преобразо
вание 7с / .  Отсюда, применив сдвиг, переводящий у в произвольную 
фиксированную точку гс, получаем:
Теорема 6.1. Функция /  на С3 выражается через свое орисферическое 
преобразование И*1 /  по следующей формуле обращения:

/ Н = - - ( е 7 ( » , г ) Г и ° ,  (6.19)

где

Р{го,г) = тг-2^  ̂ А/(ег/26 ,е г/26 )^ (М ® .0 )^ ; (6-20)
€2

отсюда

/ И  = (6-21)
с 2

где оператор Ь задается равенством (6.18).

Замечание. Так как 7\^ /(е г̂ 1, ег̂ 2) = 7с/г' /(^1,^2)? то / ,
где ^  = а 4  + 6 4  + 1, г? = 6 4  + 6 4  + 1. Поэтому Ь2П Щ  =
= 4Ь| П н $ = 4 ь \ п н ? = 4ЬЩПн / .

Отметим, что в отличие от случая плоскости Лобачевского, эта 
формула обращения локальна: для восстановления функции в точке иц 
нужно знать интегралы функции /  только по орисферам, бесконечно 
близким К IV.
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6.5. Соотношение симметрии. Попутно, применив к равенству (6.12) 
групповой сдвиг, мы получаем следующий результат.

Теорема 6.2. Имеет место следующее соотношение Асгейрссона для 
пространства Лобачевского:

” Р{ гг; г)
оо

/2тг I И (и); з)з дз.
2|вЬ§|

(6.22)

Здесь Р(и),з) — среднее функции /  по сферам с центром в точке гг,

дх'ду'дР
Г  (IV,  в )  =  т -  и / | - 1/ ( и / ) ф - 6 ' “ 1 |™

съ

/о >-1 Г I, </("'•"') -1 Л  . 2 </(«•. «•') Л , ,
= (27Г) ]  йЬ----- -̂---  <Ч48Ь  -̂------- 5 ) /(« ’ )---- ^3---- » (6-

с 3

где с/( </\ гг') — неевклидово расстояние между из и гг', а Р{ш,г) — 
среднее функции /  по орисферам, равноотстоящим от точки гг, 
формула (6.20),

Следствие. егР(ю,г) — четная функция от г,

ег Р(ш7г) = е~г Р(ш,—г).

Подставив сюда выражение (6.20) для Р, получаем, что /  удов
летворяет следующему соотношению симметрии:

ег ^  ТгЛ/(ег/26  ,ег/26 )  <*(/>(«;; О) -

= е~Г ^  Ц е - г/2в(6-24)

6.6. Формула обращения для орисферического преобразования в 
другой модели пространства Лобачевского. Реализуем пространство 
Лобачевского С3 в виде верхней полы двуполостного гиперболоида в
Ж4

[х,х] — х\  — х\  — х\  — х\  — 1, х \ >  0.
В этой модели орисферами являются сечения гиперболоида гиперплос
костями

К, ж] = 6*1 ~6*2 - 6*3 - 6*4 = 1,
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где  ̂— точка верхней полы конуса

К :  К,Я = 0, 6 > 0 .

Орисферическое преобразование задается следующей формулой:

где 6"(-) — вторая производная дельта-функции на М.

Формулы (6.25) и (6.26) аналогичны соответствующим формулам 
для преобразования Радона из главы I, и, подобно случаю преобра
зования Радона, формулу обращения (6.26) достаточно доказать для 
функций на С3, зависящих только от расстояния до точки х° = (1,0,0,0). 
Легко убедиться в том, что для таких функций /  формула обращения 
(6.26) совпадает с уже доказанной ранее.

6.7. Интегральное преобразование, связанное с вполне геодезиче
скими поверхностями в С3. Здесь мы рассмотрим еще одно интеграль
ное преобразование на С3] оно относит функциям на С3 их интегралы 
по вполне геодезическим поверхностям в С3. Обозначим его через 77.

Реализуем пространство Лобачевского С3 как верхнюю полу ги
перболоида (6.7) в М4. В этой модели вполне геодезические являются 
сечениями этого гиперболоида плоскостями

где  ̂ пробегает однополостный гиперболоид [ ,̂^] = — 1. Интегральное 
преобразование И 9 задается следующей формулой:

(6.25)

где дх — х 1 1 дх2^хздх4 — инвариантная мера на С3.

Теорема 6.3. Гладкая финитная функция /  на Г 3 выражается через 
свое орисферическое преобразование 71н /  по следующей формуле обра
щения:

к

(С, Я) = &Я1 + 6^2 + 6^3 + = 0,

(6.27)
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где (?(•) — дельта-функция на М; ср. определение для плоскости Лоба
чевского в § 5.

Подобно случаю плоскости Лобачевского, формула обращения для 
этого интегрального преобразования может быть получена как след
ствие из формулы обращения для преобразования Радона % на проек
тивном пространстве, см. § 8 главы I. Именно, поставим в соответствие 
функции /  Е С3 С°° функцию Р  на М4\  0, удовлетворяющую условию 
однородности Р(Хх) — |А|“37Д;г) и такую, что Р  /, Р — 0 при
[х,х\ < 0.

Из определения оператора 71 следует, что 71Р(%) = И 9 /  (О ПРИ 
[%,€] — —1 и 7Ч,Р(%) — 0 при [СЛ\ > 0. Поэтому из формулы обра
щения (8.6) главы I для интегрального преобразования 71 (см. с. 58) 
непосредственно следует:

Теорема 6.4. Гладкая финитная функция /  на С3 выражается через 
свое преобразование 'Р9 связанное с вполне геодезическими поверх- 
ностями, по следующей формуле обращения:

/ (х)  = -(2тг)-2 [Я"/(*)*"(«> *>М0> (б-28)
К . Й = - 1

где $"(-) — вторая производная дельта-функции на М.
О смысле, который придается этому интегралу, см. § 8 главы I. 
Подчеркнем, что в отличие от случая плоскости Лобачевского, 

формула обращения (6.28) локальна.

Добавление. Орисферическое преобразование для пространства 
Лобачевского произвольной размерности. Пространство Лобачевского 
Сп произвольной размерности п — это верхняя пола гиперболоида в
Мп+1

[ж,ж] = х\ -х\ -  ... -  х 2п+1 = 1, > 0, (6.29)

в котором движения задаются линейными преобразованиями прос
транства Мп+1, сохраняющими эту гиперповерхность. Орисферами 
называются сечения гиперболоида гиперплоскостями

К , ж] =  Д  хх - ... -6 г+1 Жп + 1 -  1, (6 .30)

где  ̂— точка верхней полы конуса К  : [ ,̂^] =: 0, Д > 0. Орисфери-
ческое преобразование задается следующей формулой:

к 11 / ( О  =  ^  Д ж Ц ( К ,ж ]  -  $ € к,
Сп

(6.31)
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где И х  —  х ^ 1 И х 2 * • - Н х п + 1 — инвариантная мера на С п .
Структура формулы обращения зависит от четности п . Приведем 

ее без доказательства. Если п — 2т + 1, то

/о о  = /  п Н 5 0 * {2т)( ы  -  т ,  (6.32)
к

где И ^  — ̂ 1 * * -<^п+ 1  — инвариантная мера на конусе К, Если п — 2т ,
то

т  =  1)! /  -  1)-2го̂ .  (б.зз)
к

Таким образом, как и в случае преобразования Радона, формула 
обращения локальна при нечетном п и нелокальна при четном п.

§ 7. Аналог преобразования Фурье в пространстве 
Лобачевского и его связь с орисферическим 
преобразованием

7.1.Определение преобразования Фурье. Определим интеграл Фу
рье для пространства Лобачевского подобно тому, как это было уже 
сделано для плоскости Лобачевского. Рассмотрим оператор Лапласа — 
Бельтрами А на С3; он имеет следующий вид:

. 2 /  д2 д дА  = г \-1------ 1-----I — — .
\дх2 ду2 2)  д%

Известно, что оператор А имеет на Ь2(С3) непрерывный лебеговский 
спектр, совпадающий с интервалом (—оо, —1). Пусть И — унипотентная

подгруппа комплексных матриц вида  ̂  ̂  ̂̂ . Под интегралом Фурье

на С3 будем понимать расположение функций /  Е Ь2{С3) по некото
рым специальным функциям оператора А, а именно, по собственным 
функциям, инвариантным относительно подгруппы и их сдвигам. 
В каждом собственном подпространстве оператора А, отвечающем 
собственному значению — - ($ Е М ) ,  имеются две функции, инва
риантные относительно подгруппы а именно, . Берем одну из 
них с ; при всевозможных сдвигах она переходит в функции вида

= ( г - 6 1  ) ехр -
2 + 18

р{щО2 Се  С2, (7.1)
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где — расстояние от точки и) — х + уг + 23 до орисферы
, V 2̂ 1 15/г(^). Будем называть функции 2: 2 зональными орисферическими 

функциями, а их сдвиги (7.1) — просто орисферическими функци
ями. Если пропорциональны, то соответствующие функции Ф5
различаются только множителями и при 5 > 0 других соотношений 
между функциями Ф5 не существует. Эти функции, когда 5 > 0, а 
 ̂ пробегает по одному представителю на каждой комплексной прямой 

в С2 \  0, проходящей через точку 0, образуют полный набор функций, 
по которым разлагается любая функция из Ь2(С3).

Определение. Преобразование Фурье гладкой финитной функции /  на 
пространстве Лобачевского С3 определяется равенством

* / № • > = / / ( » > • - . ( » ! «  ̂  (7.2)
Г3

(ср. определение Т $ для С2 — формула (3.6)).

Из однородности Ф5 по  ̂ следует, что — также однородная 
функция от

? № - , * )  = \ \ Г ~ 2т №;8)-(7-з)
7.2. Формула обращения. Полнота семейства орисферических фун

кций Ф5 означает, что должна существовать формула обращения для 
преобразования Фурье Т . Построим ее, повторив рассуждения для 
случая плоскости Лобачевского.

Прежде всего, как и в случае плоскости Лобачевского, между 
преобразованием Фурье Т  /  и орисферическим преобразованием 77 ̂  /  
имеется следующая простая связь:

+оо
Т р ^ в )  = I  П н ! { е - х1 ^ ) е ^ х <1\. (7.4)

— оо

Отсюда по формуле обращения для одномерного преобразования Фурье 
следует:

+оо
77ЛЖ ) = (2тг)-1 I  Т Л е * )  Л*-

— ОО

(7.5)

Формула обращения для преобразования Фурье Т  получается из 
формулы обращения (6.21) для орисферического преобразования 77 ,̂
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если в последнюю подставить выражение (7.5) 71н /  через Г / ,  Имеем:
-\-оо

/ М  = /  /  Ь2Т1(7.6)
€ 2 -сю

где

Ь г д д — д — д
(1щ ; + ( 2 щ + ( ' ш + ь ш +

Упростим это выражение. Заметим, прежде всего, что из условия 
однородности (7.3) для Т /  следует

Ь2Т / ( е , 8 ) = - 8 2Т № 8 ) .

Далее, перейдем в (7.6) от  ̂к новым координатам  ̂= Л '̂, где Л Е С \  О, 
а ^  пробегает поверхность Г С С2 \  0, пересекающую по одному разу 
почти каждую комплексную прямую, проходящую через точку 0. Мы 
получим:

, , 2 т̂ ю
/ И  = т̂ 4 ( У  /  *2(/ 1 \Ц и ?№ °Щ 2Ъ \\ \

-с ю  Г С

+ р{щ О) <Ц,\) (6  -  6  СО) (18.

Интегрируя по Л, получаем окончательно:

Теорема 7.1. Гладкая финитная функция /  на С3 выражается через 
свое преобразование Фурье Т  /  по следующей формуле обращения:

+оо

/ И  = У У «2^ /(^ ;« )е х р (-^ — - /> К о )  х
-'ЭО Г

X (6 ^2 -  6  ) (ГЫ- 6  С7) = (7.7)
+оо

= У У *2.Г/(6*)Ф ,(и;;0(й#2 -  2 < /6 )(С ^ 6 -Ы С И * .
— оо Г

7.3. Соотношение симметрии и формула Планшереля. Подобно слу
чаю плоскости Лобачевского, сдвиги зональных орисферических фун-

„ 2-\-гз 2—гзкции 2-2 и 2 2 выражаются друг через друга:

2 ^  -ф ) |  ! {г\™ -6 Г 2) ^ ^ 1 ^ 1 ,
с
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где с(з) — Отсюда вытекает следующее соотношение симметрии для
Т р

I -  6 ^ 1  ) ( ^ / 6  -  Ы Щ
г

Интеграл является четной функцией от з. В силу этого соотношения 
функция /  на С3 может быть выражена только через Т /(^; з) при 5 > 0:

оо

/ Ы  ~  -6<*&)(&<*&- б ^ г И 8-
О г

(7.8)

Примечание. Как и в случае плоскости Лобачевского, соотношение 
симметрии для Т /  можно получить из соотношения симметрии (6.24) 
для пн /.

Из определения преобразования Фурье Т  /  и из формулы обращения 
(7.5) получаем:

Теорема 7.2. Для любой гладкой финитной функции /  на С3 справед
лива следующая формула Планшереля:

/  | / И | ^  =  (7.9)

ОО

О
|^ / ( ^ « ) |2(^1^2 -  -  6 ^ 1 ) дз

(ср. формулу Планшереля (3.14) для С2). На основании формулы План
шереля преобразование Фурье Т  ф по классической схеме переносится 
на все функции /  Е Ь2{С2).

§ 8. Связь с теорией представлений группы 8 Ь ( 2 ,С)
Установим по аналогии со случаем плоскости Лобачевского, связь 

полученного в § 7 результата с теорией представлений группы 5Ь(2, С).
Мы имеем гильбертово пространство Ь2(С3), в котором действует 

унитарное представление Т  группы 5Ь(2, С) :

Тд/ Н  = Г{у>од), д е 5 Ь (  2, С),

где го и) од  — движение плоскости Лобачевского, отвечающее д. 
Задача теории представлений (гармонический анализ для пространства
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Лобачевского) состоит в том, чтобы разложить Ь2(С2) на неприводи
мые инвариантные подпространства.

Вначале надо описать сами неприводимые инвариантные подпро
странства, на которые разлагается Ь2(С2). Рассмотрим собственное 
подпространство оператора Лапласа — Бельтрами А на С37 отвеча
ющее собственному значению — . Оно порождается обобщенными 
функциями ФДи?;^), см. (4.1), и его элементы можно представить в 
виде:

Л И  =  ~ 1  М О М М Н И  - 6  И И  И  - 6  И ) ,  (8.1)
г

где и8 удовлетворяет условию однородности

МАО = |А||,' - 2М 0> А<е С\ 0 ,  (8.2)

интеграл берется по произвольной поверхности Г С С2 \0, пересекающей 
по одному разу почти каждую комплексную прямую, проходящую через 
точку 0. Введем в пространстве функций / 5 норму

11Л112 =  У  Ы е ) 1 2( 6 И - Ы Ы ( 6 Й - 6 Й )  (8.3)
г

и рассмотрим пространство Ь2 по этой норме, которое обозначим 
через Н8. Сдвиги на С3 индуцируют в Н8 унитарное представление 
Т8 группы ЗЬ{2,С). В функциях и8(%) это представление имеет вид:

{Тв{д)щ)(%ь б )  = М И  + 7 6 ,И  + И ) ,  = (  “  ^

Известно, что это представление неприводимо. Мы строим оператор
Р8 : Ь2{С3) -5 Н8

Рв! = Л,
где / 8 задается равенством (8.1), в котором и8( )̂ = Т }($). Этот 
оператор перестановочен с действием группы 5Ь(2, С) в простран
ствах I / ( С 3) и Н8. В результате на основании (7.8), (7.2) получаем 
разложение функций /  Е Ь2(С3) по неприводимым подпространствам:

оо

/  = /  §2Л И  Л = Л /
0

(8.4)
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и формулу Планшереля

+оо

/  | / М 1 ^  = ̂ р | № . ,  (8.5)
с3 о

где ||/5|| задается равенством (8.3).

§ 9. Волновое уравнение для плоскости и пространства 
Лобачевского и принцип Гюйгенса

9.1. Двумерный случай. Напомним, что оператор Лапласа—Бельт- 
рами на плоскости Лобачевского С2 имеет вид А 2 — у2 (̂ -̂ 2 + и
его спектр в Ь2(С2) есть интервал (—сю,— -). Рассмотрим следующее 
волновое уравнение на С2:

д2и 2 ( д2и д2и \  1
д ё  = У [ д ё  + д ^ )  + 4й (9.1)

Член \и  добавлен для того, чтобы спектр стоящего справа оператора 
совпадал с полупрямой (—оо,0).

Покажем, как с помощью орициклического преобразования можно 
решить следующую задачу Коши для уравнения (9.1):

Ц0,*) = 0, «{(О,*) = /(*); (9.2)

для простоты будем предполагать, что /  Е Т>(С2). Приведенный ниже 
вывод параллелен решению задачи Коши для волнового уравнения на 
евклидовой плоскости (см. §3 главы I). Он основан на методе орици- 
клических волн, опирающемся на следующий замечательный факт:

Предложение 9.1. Если (р(з) — любая гладкая функция одного перемен- 
ного7 то для любого % Е М2 функция

Ф?(М) = е±^ 2<р(р(г;е±*/20 )  = ± 0> (9-3)
где р(г;%) = \и(у~1\^2̂  — 6 .|2) — расстояние от х до орицикла /г(^), 
является решением волнового уравнения (9.1).

Доказательство — непосредственная проверка.
Функции (9.3) назовем орициклическими волнами. Метод орицикли- 

ческих волн состоит в представлении любого решения уравнения (9.1) 
в виде суперпозиции орициклических волн.
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Перейдем к построению решения задачи Коши (9.2). Пусть 'Я!1 /  — 
орициклическое преобразование функции / ,  И(г;г) — среднее функции 
'1\ Н /  по орициклам, равноотстоящим от точки г Е С2, см. формулу 
(2.11). Рассмотрим следующую функцию

и(1,%) — —
+оо Г+1 л

1 Г е 2 Г(,:\ г + / ) 
47Г . /  8Й  |

с?г. (9.4)

Из (2.11) следует, что

е ^ Р ( г , г  + 1) -  I  К н /{{  - г  -  0 ^ 6 ,
Ж 2

значит, и.(/, с) как суперпозиция орициклических волн является реше
нием уравнения (9.1). Убедимся, что и — искомое решение задачи
Коши (9.2). В силу соотношения симметрии (2.16) ег^2Р (г}г) — четная 
функция от г; следовательно,

— сю

Далее, на основании формулы обращения (2.10) для орициклического 
преобразования имеем:

+оо

= - - к  /
( г / 2Р(,,г)уг

(1г -  /(г) .

Мы хотим вернуться в (9.4) к исходной функции / .  Для этого 
воспользуемся соотношением Асгейрссона (2.15) для плоскости Лоба
чевского. На основании (2.15) получаем при I > 0:

-(-оо сю
Р(г,8)8д,8д,г

>2|вЬ^|^1 8Ь2 \/з2 — 4эЬ2 г-К

= _ Е [  [
2?г-/ I

з)зс1г с1з

чЪ /«2 — 4чЪ2 ж
0 2|3Ь§|<5  ̂ 2 V 4 Ь 2

, (9.5)
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где Р(г,з) — среднее функции /  по неевклидовым окружностям в С2 с 
центром в точке г, см. (2.14); интеграл по % нужно понимать в смысле 
главного значения.

Выполним в (9.5) интегрирование по г, воспользовавшись следую
щим равенством1̂ :

в,х [0 если а < Ь,

8Ь(х — а) у/ зЬ2 Ь — зЬ2 х

Здесь а, Ъ > 0.
В результате получаем:

2зЬ!

«(*>*) =
О

Подставив сюда выражение (2.14) функции Р{г,з) через функцию / ,  
получаем окончательно:

Теорема 9.1. Решение задачи Коши (9.2) для волнового уравнения (9.1) 
имеет вид:

. у / зЬ2 а - з Ь 2 Ь
если а > о.

в) дз

бЬ2 Ь з2/ 4
(9.6)

/(* ') йхЧг/ (9.7)

^ Вычисление интеграла 7. О чевидно, что  7  — нечетная ф ункция от  а. Следова
тельно,

7  =

Ь _. Ь
1 Г (зЬ 1(аг — а) — вЬ 1(яг +  а))с1х

у / зЬ2 Ь — вЬ2 х I
зЪасЪх с1х

(вЬ2 х  — зЬ2 а ) у / вЬ2 Ь — вЬ2 х

О тсю да элем ентарны м и преобразованиям и получаем:

зп о

-!
вЬ а (И ьЪагМ

(Р  -  вЬ2 а ) \ 4 й 2 Ь -  Р  _7 (*2 »Ь2 Ь -  вЬ2 а)у/1 ~  Р

тг/2

= зЬа /-7г/2

(И
7Г/2

зЬ2 Ь в т 2 I — вЬ2 а - /
(В

-7Т-/2 вЬбвпП + вЬа

Последний и н теграл  вы числяется непосредственно: гл .зн . 7  =  0, если а <  6; 
7  = -----, ^ ^ = , если а >  6 (см.: Градш тейн  И.С., Р ы ж и к  И.М. Таблицы  интегралов,

у  з1г2 а —з1г2 Ь
сумм, рядов и п р ои зведени й .— М.: Ф и зм атги з , 1962, ф орм ула 3.613.1.
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где д(х,хг) — неевклидово расстояние между точками х и х{ (см. фор
мулу (1.2)).

Полученная формула аналогична формуле Пуассона для волнового 
уравнения на евклидовой плоскости, см. § 3 главы I. Как и там, решение 
уравнения в точке г в момент времени  ̂ зависит только от начальных 
данных в неевклидовом круге радиуса 1 с центром в точке % (эффект 
существования переднего фронта волны).

9.2. Трехмерный случай. Перейдем теперь к пространству Лоба
чевского С3. Напомним, что оператор Лапласса — Бельтрами на С3
имеет вид: А — х2 т + + -§̂  — х — и его спектр на Ь2(С3) есть
(—сю,—1). Рассмотрим на С3 следующее волновое уравнение:

д2и 2 / д2и д2и д2и \  ди 
д12 % \<9а?2 ду2 дх2 )  Х д х ~ ^ П (9.8)

Как и в случае С2, член и добавлен для того, чтобы спектр стоящего 
справа оператора совпадал с полупрямой (—оо,0). Решим методом 
орисферических волн следующую задачу Коши для уравнения (9.8):

и(0,ги) = 0, и[(0,1г) = ф(ио) (ио — х + иг + я?'). (9.9)

Этот метод опирается на следующий факт:

Предложение 9.2. Если <р(з) — любая гладкая функция одного перемен
ного, то для любого  ̂ Е С2 функция

ф?(г,№) = е±г<р{р(щО ±  I), (9.10)

где р(ге;^) = 1п(^-1 |гт̂ 2 — <Ы2) — расстояние от точки ш до орисферы 
/г( )̂ является решением волнового уравнения (9.8).

Доказательство — непосредственная проверка.
Решения (9.10) назовем орисферическими волнами.
Перейдем к решению задачи Коши (9.9). Пусть Ц/1 /  — орисфери- 

ческое преобразование функции / ,  Е (щ г)  — среднее функции ф 
по орисферам, равноотстоящим от точки и) Е С3, см. формулу (6.20). 
Рассмотрим следующую функцию:

(9.11)
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Из (6.20) следует, что

егР{ю,Р)-  к~2е~1 I К.11 /(%)6(р(щ%))<1у.
с2

Значит, Ц^,гг) как суперпозиция орисферических волн является реше
нием волнового уравнения (9.8). Убедимся, что и — искомое решение 
задачи Коши (9.9). В силу соотношения симметрии (6.23) е^У(ггД) — 
четная функция от 1; следовательно,

и(0,№) — |4=0 = 0.

Далее, на основании формулы обращения (6.19) для орисферического 
преобразования имеем:

и'Л0,т) = = / И -

Мы хотим вернуться в (9.11) к исходной функции / .  Для этого 
воспользуемся соотношением Асгейрссона (6.22) для пространства 
Лобачевского. На основании (6.22) получаем при 2 > 0:

и(1, го) — 8Ъ.1 К (го, 2 8Й —),

где У(гг,$) — среднее функции / ,  по сферам в С3 с центром в точке гг, 
см. (6.23). В результате, на основании (6.23) получаем окончательно:

Теорема 9.2. Решение задачи Коши (9.9) для волнового уравнения (9.8) 
имеет вид:

/(2, гг)
1 , Г , 1 д(ш,и)1) „ /  , 9  (Дгг.гг') , 9 ,_ зЬ( у  - 4 ^ - у / К )

С3

, дх'ду'дР
./3

тЬ | //(«■')» (л
г:3

(Дгт̂ гг/) 1 \ д х (ду(дР 
8Ь̂ 1 у/3 •

Полученная формула аналогична формуле Кирхгофа из § 3 главы I 
для волнового уравнения в евклидовом пространстве. Как и там, 
решение волнового уравнения в точке гг в момент  ̂ зависит только 
от начальных данных в точках гг', находящихся от точки гг на 
неевклидовом расстоянии  ̂ (принцип Гюйгенса).



ГЛАВА IV

Интегральная геометрия и гармонический анализ на 
группе О = 8Ь(2, С)

В главе III были построены интегральная геометрия и гармонический 
анализ в пространстве Лобачевского, на котором действует группа

делителем аб — /З7  = 1. В этой главе аналогичные построения будут 
проведены на самой группе С. Полученная здесь теория естественно 
включает в себя и построенную в главе III теорию для пространства 
Лобачевского. Мы будет рассматривать группу О как однородное прос
транство группы С х С } ив  этом плане ее можно воспринимать просто 
как гиперболоид аб — /З7  = 1 в С4, на котором действует подгруппа 
линейных преобразований С4, сохраняющих этот гиперболоид.

§ 1. Геометрия на группе С
1.1. Группа О  как однородное пространство.. Мы рассматриваем О 

как однородное пространство группы С х С } действующей на О левыми 
и правыми сдвигами:

Поскольку стационарной подгруппой единичного элемента е Е С 
является подгруппа сИа§((? х С) = С, то это однородное пространство 
изоморфно О х С /С } где О С С х С реализовано как подгруппа 
элементов (д,д).

Примечание. Однородное пространство С является симметриче
ским, поскольку его стационарная подгруппа сИа§((? х С) выделяется 
как подгруппа элементов, инвариантных относительно инволюции

С — 8Ь(2, С), т. е. группа комплексных матриц д — а
1

9 ^ 9 г  1992, {9е х
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9 • {$1,9 2) (92,91)• Пространство О не является римановым, но оно
является псевдоримановым, т. е. метрика на нем невырождена, но не 
является положительно определенной. Этот факт важен, поскольку 
для симметрических пространств интегральную геометрию и гар
монический анализ можно строить в более полном объеме, чем для 
произвольных однородных пространств.

Отметим, что С х С действует на О неэффективно, причем ядро 
неэффективности, т. е. подгруппа, оставляющая на месте все элементы 
из (5, состоит из двух элементов {Е}Е) и — {Е,Е). Поэтому на С 
эффективно действует фактор-группа О х С /{± (Е ,Е )} .

Как уже говорилось, мы будем рассматривать С, отвлекаясь от 
групповой структуры, как гиперболоид в пространстве С4 с коорди
натами (а,/?, 7 , (У):

аб —  /З7 =  1 .

На О эффективно и транзитивно действует группа линейных пре
образований в С3, сохраняющих квадратичную форму аб — /5у, т.е. 
группа 5 0 (4 ,С4). Рассмотренные выше преобразования, отвечающие 
элементам из 0 x 0 , сохраняют, очевидно, форму аб — /5у, и мы 
получаем вложение О х С /{± (Е ,Е )}  в 5 0 (4 ,С). Из соображений раз
мерности (размерности этих групп совпадают) следует, что на самом 
деле мы имеем изоморфизм:

55(2,С) х 8Ь(2 ,С )/{±(Е ,Е)}  -  5 0 (4 ,С).

При указанном действии 50(4, С) на О стационарная подгруппа совпа
дает с 50(3, С) и возникает еще один классический изоморфизм:

50(3, С) ^  55(2, С)/{±Е}.

1.2. Плоские сечения гиперболоида О . Мы хотим связать действие 
группы О х О на гиперболоиде О с его геометрией, а именно, мы 
исследуем сечения О гиперплоскостями в С4 как орбиты тех или иных 
подгрупп группы 0 x 0 .

Гиперплоскости в С4 удобно задавать уравнениями вида

( 9 о , д )  =  с ,  д0 -(а0,А),7оЛ), (1-1)

где ( , ) — поляризация квадратической формы ад — /5/.
В подобной записи

^{д0а -  7ор -  /?о7 + а од) = с.

Таким образом, каждая гиперплоскость задается парой до Е С4 \  0 и 
с 6 С, определенной с точностью до общего множителя. На множе
стве гиперплоскостей естественно действует группа 0 x 0 :  элемент
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(<7ъ <7г) Е О х С переводит гиперплоскость {до,д) — с в гиперплоскость
{ 9 1 19 0 9 2 , 9 )  -  С.

Опишем сначала орбиты группы С х С в множестве гиперплос
костей. В общем положении, когда {до,до) ф 0, можно нормировать 
до условием {до,до) = 1. Очевидно, что при любом фиксированном с 
гиперплоскости (1.1), где {до,9о) — 1? образуют орбиту группы О х С, 
изоморфную исходному однородному пространству О . Оставшееся 
подмножество гиперплоскостей (случай, когда {до,до) — 0) распадается 
на две орбиты группы С х С — семейство гиперплоскостей

(. 9 о , 9 ) -0, { д о ,д о )  -  0, (1.2)

касательных к асимптотическому конусу К: а8 — /Зу = 0, и семейство 
гиперплоскостей

{ д о ,д )  = 1, {д о ,д о )  -  О, (1.3)

им параллельных. Очевидно, что вторая орбита изоморфна как од
нородное пространство группы С х С асимптотическому конусу К  
с выколотой вершиной; ее стационарная подгруппа состоит из пар

(821, где — матрицы вида  ̂  ̂  ̂  ̂ и 8 — диагональная

матрица. Первая же орбита изоморфна множеству прямолинейных 
образующих асимптотического конуса К  и имеет в качестве стацио
нарной подгруппу всех пар (^121,^2^2)-

Итак, множество плоских сечений гиперболоида С распадается на 
следующие орбиты группы С х С: однопараметрическое семейство 
орбит, изоморфных однородному пространству С , орбиту, изоморф
ную асимптотическому конусу К  с выколотой вершиной, и орбиту, 
изоморфную множеству прямолинейных образующих конуса К.

Исследуем теперь структуру плоских сечений гиперболоида С. 
Из соображений инвариантности достаточно рассмотреть по одному 
представителю на каждой орбите группы С х О в множестве плоских 
сечений. В качестве представителей на орбитах общего положения 
возьмем сечения С гиперплоскостям вида:

а + 6 — с. (1.4)

Если с ф ±2, то гиперплоскость (1.4) пересекает С по двумерному 
гиперболоиду. В особом случае, когда с — ±2, гиперплоскость (1.4) 
касается С и ее пересечение с С есть конус с вершиной в точке касания. 

Сечения С гиперплоскостями (1.4) имеют простой групповой смысл.
а р
7 8

стью а + 8 — с есть класс сопряженных элементов; в случае с /  ±2

Именно, так как а 8 — Тг (/, д —  ̂ а ^  ^ ?то сечение С гиперплоско-
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это  класс сопряженных элементов общего положения, а  при с — ± 2  

— класс сопряженных элементов ж орданова типа (вершина конуса 
предполагается отброш енной).

В качестве представителей на двух особых орбитах группы  О х О 
можно взять  сечения С гиперплоскостями 7  =  0 и 7  =  1 соответственно. 
Очевидно, что  первое из этих сечений есть цилиндр, а  второе — пара
болоид. И так, есть четы ре типа сечений О гиперплоскостями в С4 — 
гиперболоиды, конусы, параболоиды и цилиндры. Разумеется, сечения 
параболического и цилиндрического типов получаются предельным 
переходом из сечений гиперболического и конического типов.

На каж дом плоском сечении гиперболоида О можно ввести струк
туру однородного пространства. Рассмотрим сначала сечения плоско
стями а +  8  =  с. В каж дом из них транзитивно действует подгруппа 
сйа§(С х С) = С (в случае конического сечения его вершина пред
полагается отброшенной); таким  образом, все эти сечения, а значит, 
и все их сдвиги, являю тся однородными пространствами группы О . 
Л егко убедиться, что  для сечений гиперболического типа стационарной 
подгруппой является группа В  диагональны х матриц, а для сечений 
конического типа — группа ± 2 , где 2  — подгруппа унипотентны х

Теперь рассмотрим сечения О гиперплоскостями 7  =  1 и 7  =  0. На 
первом из них транзитивно и свободно действует подгруппа 2 x 2 ]  
таким  образом, это сечение наделено структурой  однородного прост
ранства 2  х 2 / { Е } .  Группа 2 x 2  действует, но уже не транзитивно, 
и на втором  сечении. Н етрудно убедиться, что транзитивно действует 
на этом  сечении подгруппа II Э 2  х 2  всех пар ( 6 2 1 , где 6  Е В,

, %2 Е 2 , а  стационарной подгруппой является подгруппа сйа$ (± 2 , ±.2 ) 
пар ( ± 2 , ± 2 ), г ^ 2 , изоморфная ± 2 .

И так, сечения С  гиперболического, конического, параболического 
и цилиндрического типа наделены соответственно структурам и одно
родных пространств С /В , С /  ±  2, 2  х 2 / { Е }  и II/ <Хт§(±2, ± 2 ).

1.3. М ногообразие орисфер. Рассмотрим множество прямолиней
ных образующ их гиперболоида С . Э ти прямые будут и грать  в нашей 
теории ту  же роль, что  и орисферы в пространстве Лобачевского, 
и по аналогии с пространством  Л обачевского мы будем назы вать 
их орисферами. О тметим , что  орисферы являю тся прямолинейными 
образующими всех плоских сечений гиперболоида С.

На множестве орисфер Н  естественно действует группа О х О ,  
причем это действие транзитивно (для доказательства достаточно 
рассм отреть множество орисфер, проходящих через произвольную 
фиксированную точку д Е О, и убедиться, что  на этом  множестве 
транзитивно действует стационарная подгруппа этой то чк и ).

м атриц
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Орисферы на С имеют простую групповую интерпретацию . Именно,

одной из орисфер является подгруппа И С С м атриц вида ^ ^ ^

Поскольку все орисферы получаются ее сдвигами, то  множество ори
сфер Н  совпадает с множеством двусторонних классов смежности 
д ^ 12  д2 . О тсю да следует, что

Я = ( С х  С)/У,

где V  — подгруппа, сохраняющая орисферу Л егко убедиться, что  
элементами V  являю тся всевозможные пары (8 2 1 , 8 2 2 ), где 2 1 , 2 2  Е 2, 
6  Е О- Так как  очевидно, еНтУ =  3, то  с И т Н — 3, т .е . пространство 
орисфер имеет ту  же размерность, что  и С.

Введем на Н  систему координат. Для этого  сначала рассмотрим 
множество Но прямолинейных образующих асимптотического конуса 
К: аб — Д7  =  0. На К  есть два однопараметрических семейства 
двумерных плоскостей — семейство плоскостей

+ 6 7
^1Р +  & 8  — 0

и семейство плоскостей

г] 16 -  г}21 -  0,
-г] гР +  г]2 ® =  0 .

В матричной записи, семейство плоскостей — 0 и семейство плоско-

стей -0, где ^  -( _ ^  ) .

Любая прямолинейная образующ ая конуса К  получается как  пе
ресечение пары плоскостей (1.5), (1 .6 ) и задается  тем  самым парой 
векторов : 2 \ 0 , определенных каж ды й с точностью  до множителя;
обозначим ее через /(^ ,77).

М ногообразие орисфер Н  образует естественное расслоение над Но, 
где слой над /(^ ,77) — множество всех орисфер, параллельных /(<^,77). 
Покажем, что  любая орисфера, параллельная /(<^,77), задается  в С4 

системой уравнений:

(1.5)

й “  +  &7 = Г}1!, 
№  + &=■>72- 

-  »727=^1, 
+  П

(1.7)



§ 1. Геометрия на группе С 167

где ^/ ,?7/ Е С2 \  0 — векторы , пропорциональные соответственно.
В самом деле, рассмотрим первые два и последние два уравнения 

системы (1.7). На С их можно представить в виде д — г/ , г/д~г =  зна
чит, на С эти две системы уравнений эквивалентны. О тсю да следует, 
что  система (1.7) зад ает  прямую в С4 и эта  прямая принадлеж ит С. 
Очевидно далее, что  эта  прямая параллельна /(^ ,77).

Замечание. Орисферы, параллельные прямой 7(6 ц), являю тся прямоли
нейными образующими цилиндра, которы й получается в сечении О ги
перплоскостью, касающейся асимптотического конуса К  вдоль прямой 
/(^ ,ц ). Уравнение этой гиперплоскости:

Г]2^1а + 6 т) -  т + -  0, (1.8)

или, в матричной записи, ^дг]1 — 0 .
И так, любая орисфера на С мож ет бы ть задан а системой уравнений 
=  ?7, т .е .

<>1» + 6 т т,
41^ +  — Щ,

где Е С2 \  0 , или эквивалентной ей системой г]д~1 — т .е .

т 6 -  Т]21 = 6 ,
- Ц Р  +  >72а -  42 ♦

Обозначим эту орисферу через и примем 6  >7 в качестве параме
тров на многообразии орисфер Н. Так как, очевидно, 1г(\^\г}) = Д(6 >?) 
для любого Л ф 0 , то  естественно назы вать однородными коорди
натам и на Н.

В однородных координатах 6  >7 действие элементов (#1 ,772) Е С х С 
на Н  задается так:

О тметим , что  орисфера ^  имеет однородные координаты  6) — 
=  770 =  (0,1); следовательно, любая орисфера д ^ 12 д2 имеет однородные 
координаты  ^ =  6 )0 1 , Г] =  6 )0 2 -

Исключительно важно для дальнейшего, что  на многообразии ори
сфер Н , кроме действия группы О х С , определено действие группы С х ; 
каж дому Л Е С х отвечает преобразование

которое переводит каж дую  орисферу в орисферу, ей параллельную. 
Назовем эти преобразования преобразованиями левого сдвига на Н. 
Очевидно, что  они перестановочны с действием группы С х С.
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Опишем теперь в однородных координатах у семейства прямоли
нейных образующих (орисфер) на плоских сечениях Г гиперболоида С .

В силу сказанного выше, любое цилиндрическое сечение Г является 
пересечением С с гиперплоскостями вида (1.8) и орисферы на Г суть 
й(С Л//), где Л пробегает Сх .

Рассмотрим теперь плоские сечения Г других типов. Для каж дого 
из них уравнение секущей гиперплоскости можно привести к виду

2(00, 0 > =  1 +  (0 о, (1.9)

Следовательно, т ак  как  (д,д) — 1 на С?, само сечение Г задается  на С 
уравнением

(0 - 0 0 , 0  -0О> =  о,
т. е.

(а -  а 0)(<* -  6 ) -  (Д ~До)(7 -  7о) = 0. (1 -Ю)

Э то сечение является конусом, параболоидом или гиперболоидом, если 
соответственно с1е1 #о =  1 , с1е1 #о =  0 , или АеЬдо ф 0 , 1 .

Из (1.10) непосредственно получаем уравнения прямолинейных 
образующих (орисфер) на Г: орисферы одного семейства задаю тся 
уравнениями:

6  (а ~  а о) + 6 ( 7  -  7о) =  0,
6 (Д  -  До) +  6(<^ — 6 )  =  0,

т. е. — Сдо; орисферы другого семейства —  уравнениями

т{& -  во) -  -  7о) =  о,
01 (Д -  До) +  0 2 (« -  п п) =  О,

т. е. 0 0 “ 1 =  0 0 о, где до — ( *п V И так, доказано
V — 7о по /

Предложение 1.1. Семейства орисфер} лежащих на сечении гипербо
лоида С гиперплоскостью (1.10), суть семейство орисфер /г(С?&7о) и

семейство орисфер Н(г]до,у), где до — ( \  а С?7] пробегаютV 7о По /
С2 \  0.
Следствие. 1 При любых фиксированных до Е С и А ф 0 семейства 
орисфер, лежащих на сечении С гиперплоскостью

2А((/о,#) — 1 +  А2,
суть орисферы Л(^,А^0) и Н(С Х~ ’ где % пробегает С2 \  0.
Следствие. 2 Семейство орисфер} проходящих через произвольную 
фиксированную точку до Е С суть орисферы Л(^,&7о)? где ^ пробегает 
С 2 \  0.
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1.4. Вложение многообразия орисфер Н  в проективное пространс
тво. Сопоставив каждой орисфере Н(^г]) точку проективного прост
ранства ОР3 с однородными координатами мы получаем
вложение

Я ^  О '3.
Образ Я  при этом вложении есть все пространство ОР3, из которого 
удалена пара непересекающихся прямых — прямая  ̂ = 0 и прямая 
г] = 0. Таким образом, ОР3 является естественной компактификацией 
многообразия орисфер Н.

Бесконечно удаленные точки на Н  имеют следующий простой 
смысл. Множество бесконечно удаленных точек на С есть двумерный 
гиперболоид, обладающий двумя семействами прямолинейных образу
ющих. Этим прямолинейным образующим отвечают соответственно 
точки прямых  ̂ = 0и?7 = 0 в  ОР3, т.е. бесконечно удаленные точки 
на Н.
Замечание. Укажем, как изменится эта конструкция, если от группы 
С  —  8Ь(2, С) перейти к ее фактор-группе по центру Р8Ь(2, С) = 
= С / { ± Е }, т.е. считать отождествленными диаметрально противопо
ложные точки гиперболоида аб — /З'у = 1. Многообразие С = С /{Е Е }  
можно вложить в проективное пространство ОР3, поставив в соот

ветствие каждой матрице  ̂ ^ ^  ̂ точку из ОР3 с однородными

координатами (а ,/?,7 ,6), Образом С при этом вложении является 
все проективное пространство ОР3, за исключением квадрики Г: 
аб—/Ру = 0, точки которой можно трактовать как бесконечно удаленные 
точки на С. Легко убедиться, что орисферы на С переходят при этом 
вложении во всевозможные прямые в ОР3, касающиеся квадрики Г. 
Уравнения этих прямых можно представить в следующей форме:

+ 6 .Р + -  т !  _  - т Р  + т а
т ~  т ~  41 ~~ 6

( 1. 11)

где  ̂ ф 0, г] ф 0 (ранг этой системы равен 2).
Компактификация этого многообразия прямых получается присо

единением всех прямолинейных образующих квадрики Г; последние 
задаются уравнениями (1.11), где либо  ̂ = 0, либо 77 = 0 (два семей
ства образующих). Полученное в результате многообразие изоморфно 
проективному пространству ОР3: каждой прямой (1.11) сопоставляется 
точка в ОР3 с однородными координатами (^1,^2,771,7/2)*

1.5. Комплекс прямых в О3, ассоциированный с многообразием 
орисфер. Удобно перейти от многообразия прямых (орисфер) на ги
перболоиде С к многообразию прямых в С3. Для этого спроектируем
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гиперболоид аб — р7 = 1 на координатное подпространство С3 с коор
динатами (а ,/3,(3). Образом гиперболоида будет все пространство С6 , 
за исключением точек (а, 0,(3), где аб ф 1.

При проектировании гиперболоида С на С? его прямолинейные 
образующие, не параллельные гиперплоскости /3 = 0, переходят в 
прямые, пересекающие гиперболу /3 = 0, аб — 1 и не лежащие в 
плоскости /3 = 0. Таким образом, мы ассоциировали с многообразием 
орисфер на гиперболоиде С трехмерное многообразие К  прямых в С3. 
В дифференциальной геометрии трехмерные многообразия прямых 
в С3 обычно называют комплексами прямых.
Замечание. Над точкой (а ,/3,(3) Е С3 при р ф 0 лежит в точности одна 
точка гиперболоида, а при /3 = 0, аб = 1 — целая прямая. Таким образом, 
гиперболоид получается вклеиванием с помощью (Т-процесса прямых 
вместо точек гиперболы /3 = 0, аб = 1. Прямые нашего комплекса это 
те прямые, которые поднимаются на гиперболоид в результате этого 
(7-процесса.

1.6. Многообразие параболоидов. Рассмотрим теперь параболоиды 
в Су т.е. двумерные поверхности, высекаемые в С изотропными гипер
плоскостями в С4 , не проходящими через 0:

( д о , д ) = р , д е С ,
где до — ненулевая точка асимптотического конуса

(до, до) = <1е*(#о) = 0,

а р ф 0 — любое ненулевое число.
Введем в пространстве Нр всех параболоидов координаты, ана

логичные однородным координатам в пространстве орисфер Н. По-

— —1СС1 — С1С2 — С2С1 — антисимметричная билинейная форма на 
С2 . Очевидно, эта форма инвариантна относительно группы С, т. е.

= {.Vдля любого 6

Поставим в соответствие каждой паре векторов ( , (  Е С2 \  0 и числу 
р ф 0 изотропную гиперплоскость в 4-мерном пространстве матриц 
заданную уравнением

&С1 -Р,РФ®, (1-12)

или, в подробной записи, уравнением

(&<* +  б7)<2 -  (&/? +  Ы )<1 = (1.13)
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где  ̂= (^1,^2)? С— (С1,С2)- Легко убедиться, что к виду (1.12) приводятся 
уравнения изотропных гиперплоскостей, не проходящих через 0, и 
только они.

Обозначим параболоид в С, заданный уравнением (1.12), через 
Щ Х ,р)-  Очевидно,

Д(А ,̂ , А//.р) =  Щ,С,Р), для любых чисел А, д 0. (1.14)

Замечание. В уравнении (1.13) можно было бы предполагать р — 1 и
писать /г( ,̂С) вместо /г(^,СД)* Тогда /г(А ,̂А- 1С) = Л( ,̂С) Для любого 
А ф 0. Однако нам удобнее этого не делать.

В координатах ^Х>Р действие элементов (#1,^2) Е С х С на Нр 
задается так:

ь{$,(,р) ^ К Ы ,С и 2 ,р ) -

Например, параболоид 2е2 ,  где 5 = (  ̂ ^ ) ,  имеет координаты

— Со — (ОД)? Ро =  1. Следовательно, параболоид д1 12 а 2 д2 имеет 
координаты (Со 91 , Со92 , 1) •

Исключительно важно, что в пространстве параболоидов # р, как 
и в пространстве орисфер Н , определено действие группы Сх , пере
становочное с действием группы С х С: каждому А Е Сх отвечает 
преобразование

ц и , р )  ^ Ч а х л р ) ,
которое переводит каждое плоское параболическое сечение в сечение 
ему параллельное.

На каждом параболоиде к^Х^Р)  имеются два однопараметриче
ских семейства орисфер — орисферы, параллельные соответственно 
плоскостям = 0 и дС"1 — 0, лежащим на асимптотическом конусе 
в С4.

Опишем эти семейства плоскостей в однородных координатах на 
многообразии орисфер Н . Первое семейство состоит из орисфер к (^,77), 
где г] удовлетворяет соотношению = р . Второе состоит из орисфер
к(г]Х)> гДе V удовлетворяет соотношению т̂у1 = р.

В самом деле, орисфера к (^р )  есть множество матриц д Е О, 
удовлетворяющих соотношению %д = ?у, и условие, что она принадлежит 
параболоиду к (^  С,р), эквивалентно равенству =р. Орисфера к(г)Х) 
есть множество матриц д Е С, удовлетворяющих соотношению г\д — С, 
или, что эквивалентно, соотношению ту1 = д С1 . Поэтому условие, 
что она принадлежит параболоиду /г(^,С,р), эквивалентно равенству 

= р-
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Отметим, что через каждую точку параболоида проходит в точно
сти одна орисфера каждого из этих семейств.

Обратно, через каждую орисферу к (^,77) проходят два однопараме
трических семейства параболоидов — семейство параболоидов 1),
где 77С1 = 1? и семейство параболоидов /г(С,г7, 1), где =  1.

Обсудим теперь аналогию между параболоидами и орисферами. 
Подобно орисферам, каждый параболоид является орбитой подгруппы 
2 x 2  группы С х С или подгруппы ей сопряженной. Обратно, любая 
орбита в С подгруппы 2 x 2  или подгруппы ей сопряженной есть либо 
орисфера, либо параболоид. В самом деле, пусть Ь С С — произвольная 
орбита подгруппы 2 x 2 , т. е. множество матриц вида 2гд° 22, где
д° =  ̂ ) — произвольный фиксированный элемент группы С,

а ^  и ^  пробегают подгруппу Я. Очевидно, если 79 = 0, то Ь является 
орисферой. Если же 70 ф 0, то Ь есть сечение С гиперплоскостью 7 = у0, 
т. е. параболоид.

Итак, многообразие орбит подгруппы 2 x 2  ъ С х С ж  подгрупп 
ей сопряженных является объединением двух однородных пространств 
группы С х С — пространства орисфер Н  и пространства параболои
дов Нр.

Сравним между собой многообразие орисфер Н  и многообразие 
параболоидов Нр. Оба они наделены структурами расслоений

Я НЛ Нр Я с

со слоем Сх над многообразием Я с цилиндрических сечений. Именно, 
отображение Я —х Я с относит каждой орисфере проходящую через 
нее цилиндрическую поверхность; каждый слой расслоения состоит из 
параллельных между собой орисфер. Отображение Нр -л Н с относит 
каждому параболическому сечению параллельное ему цилиндрическое 
сечение; каждый слой расслоения состоит из параллельных между собой 
параболических сечений. В координатной форме: каждой орисфере 
/1(^,7) и каждому параболоиду к(^,г],р) ставится в соответствие ци
линдр, заданный уравнением д̂ту1- — 0.

Группа С х С переставляет слои каждого из этих расслоений, а 
группа Сх действует в слоях.

Отметим, что Я и Я р, рассматриваемые как однородные простран
ства группы С х С у неизоморфны. Действительно, их стационарными 
подгруппами в С х  С являются соответственно группа V  пар (8x1,822) 
и группа II пар , 822)4 где 8 (Е О и 27,22 (Е 2. Эти подгруппы не
сопряжены в С х С и даже не изоморфны.
Замечание. Пространство Я с цилиндрических сечений естественно 
изоморфно произведению ОР1 х ОР1 двух комплексных проективных
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прямых, а расслоения Н  и Н р над Н с со слоем С \  0 совпадают, со
ответственно, с известными из алгебраической геометрии линейными 
расслоениями 0 ( —1,+ 1) и 0 ( —1, - 1).

§2. Интегральная геометрия на группе О — 2 ,С)
2.1. Интегральные преобразования, связанные с пространством Н  

орисфер и комплексом прямых К ,  Свяжем с многообразием ори- 
сфер Н  интегральное преобразование, относящее финитным С°°- 
функциям на С их интегралы по орисферам.

Каждая орисфера /г (<̂ ,77) есть двусторонний класс смежности

д ^ 12  д2, где 2  — подгруппа матриц ( *  ̂ ) ,  а дид -2 Е С —  произ-
вольные матрицы, удовлетворяющие условию

6)01 = 6  $092 = V, где & =  (о, 1). (2.1)

Определение. Определим интеграл по орисфере /1( ^ 77) следующим ра
венством:

Я/(6»7) = ^ У  р д р г д 2)<И(И,* = (   ̂ 1 )  ’ (2‘2)

где дг,д2 Е С — любые матрицы, удовлетворяющие соотношению (2.1). 
Назовем орисферическим преобразованием функции / .

Формулу (2.2) можно переписать так:

- ! !{д)Щд - 0И М 0 ), (2 .3 )

где 6( . ) — дельта-функция на С2, а бр(д) — инвариантная мера на 
группе С; эта мера имеет в координатах а,/?, А на С следующий вид:

бр(д) = Щ~2 бабаб/Зб/Збббб.

Равенство интегралов (2.2) и (2.3) устанавливается простой проверкой.
Из определения следует, что функция удовлетворяет усло

вию однородности:

Иф(Х^\г]) = |А|“4Тъ/(<?;,77) для любого А ф 0. (2.4)

Таким образом, зависит не только от орисферы /1( ^ 77), но и
от однородных координат ^ ,77, которыми эта орисфера задается; мы
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можем трактовать Я /  как сечение одномерного векторного расслоения 
над многообразием орисфер Н .

Из (2.2) следует также, что оператор V, перестановочен с действием
группы С х С ,  т.е. если Д  (д) = / ( я Г ^ г ) ,  то -

Можно, введя на Н  аффинные координаты, определить орисфери- 
ческое преобразование не как сечение векторного расслоения над Я, 
а как функцию на Н  с числовыми значениями. Удобно ввести на Н  
следующие аффинные координаты:

„ _  т л _  т  Х2 — , А — .
т  6

(2.5)

В этих координатах любая орисфера ?/), где ф 0, 772 ф 0, задается 
уравнениями

а  — Х2Р  + А-1 ,  ̂ + А.
Замечание. Условие <̂2 ф 0, г\2 ф 0 эквивалентно тому, что орисфера 
к (^,77) не параллельна гиперплоскости (3 — 0 в С4.

Приняв а , /3,6 в качестве локальных координат на С, можно опреде
лить для любой функции /(#) = / ( а , /7,^) ее орисферическое преобра
зование следующим равенством:

7го/(ж1,ж2,Л) = 1 { х 2/3 +  \ ~  + А) с//?. (2.6)

Геометрически переход от ^  к Яо означает, что вместо инте
грального преобразования, связанного с многообразием орисфер Я, 
мы рассматриваем интегральное преобразование, связанное с ассоци
ированным с Н  комплексом прямых в С3, т.е. преобразование, отно
сящее функциям на С3 их интегралы по прямым в С3, пересекающим 
гиперболу /3 — 0, аб — 1.

Установим соотношение между функциями Я /  и Яо /• В равенстве

(2.2) можно принять 91 1'  Л  
 ̂ & 0 11, #2 =  ( Ъ

VI 0 ) ; тогда из

-1 _ (  а / 1 1 \равенства д — дх гд2, где д -
V 7 ’  ̂~  V 0 1 / ’, следует:

а -  гцЫ  + — ,р = Ьт= ~6»?2* + У
72 42

В результате выражение (2.2) для Я /  приводится к следующему 
виду:

^ /(€ ,7 )  = |6»?2Г2|  ^  ?{х2р + + \)д,р<1р, (2.7)
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где Х1,Х2, А связаны с у соотношением (2.5). Сравнивая это выражение 
с выражением (2.6) для Ко /? получаем искомые соотношения между К /  
и Ко /:

Я / М )  = | ^ 2| - 27г0/ ( | , | , | ) ,  (2.8)

П о /{х и х 2,Х) = |Л|27г/(а?1, 1,Ла72,Л). (2.9)

2.2. Соотношения симметрии для орисферического преобразования.
Функции р — К  ̂  удовлетворяют дополнительным соотношениям сим
метрии, структура которых такова. Пусть Г — произвольное сечение 
гиперболоида С гиперплоскостью в С4. Так как Г — квадратичная 
поверхность, то в общем положении на Г имеется два семейства 
прямолинейных образующих (орисфер). Соотношение симметрии со
стоит в том, что интегралы функции р — К /  по этим семействам 
орисфер (взятые по подходящей мере) совпадают, поскольку оба они 
равны интегралу исходной функции /  по поверхности Г. Запишем эти 
соотношения в явной форме.

Фиксируем произвольные # о Е С г и А ( Е С \ О и  рассмотрим два 
семейства орисфер Х^до) и Н(Худ^ 1,у). В и. 1.3 было показано, что 
эти орисферы являются прямолинейными образующими поверхности 
Г С <7, которая получается в сечении С гиперплоскостью

2А(#съ #} = 1 + А2.
Эта поверхность есть гиперболоид при А ф ±1 и конус при А = ± 1.

Предложение 2.1. Для любых до Е О и А Е С \  0 функция р — К /  
удовлетворяет следующему соотношению симметрии:

У  ^  (2.10)
7с 1ч

Здесь и(%) = ^  с̂ 2 — а 70  7?? — произвольные поверхности в
С2 \  0, пересекающие по одному разу почти каждую прямую, проходя
щую через точку 0; ввиду условия однородности (2.4) для р  от выбора 
7с, 1г) интегралы не зависят.

Для доказательства достаточно подставить в каждый из интегралов 
(2.10) выражение (2.3) функции К  /  через функцию / .  Элементарными 
преобразованиями оба этих интеграла приводятся к одному и тому же 
интегралу

^ /{д)5(-2Х{д0,д} + 1 + Х2)йд.(д) = ^  1{дЩ{д -  -
ао
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Отметим, что соотношение (2.10) существенно только при Л ф ± 1, 
т. е. когда сечение Г не является конусом.

Примечание. Соотношение симметрии (2.10) можно также предста
вить в следующей форме:

^  ^  <р(ч<Го,ч)и(ч)ы{ч),
74 7 и

9о = ( осо
V 7о

0̂ ~Ро
-7о Оо

Р о
$0 ) любая невырожденная матрица и до —

^ . В таком виде оно остается справедливым и для

вырожденных матриц до ф 0. Заметим, что для любой вырожденной 
матрицы до орисферы к(^,^до) и к(ддо^д) являются прямолинейными 
образующими параболоида, который получается в сечении О гипер
плоскостью 2(до,д) = 1.

2.3. Формула обращения для интегрального преобразования 
связанного с комплексом прямых в С?. Рассмотрим интегральное 
преобразование 7̂ о> заданное равенством (2.6); оно относит каждой 
финитной функции /(а ,/? ,# ) на С3 ее интегралы по прямым в С3, 
пересекающим гиперболу Р — 0, аб = 1. Мы хотим восстановить /  по 
функции (р = 72-о/• Напомним, что в главе II решалась более общая 
задача: восстановить функцию на С6 через ее интегралы по прямым, 
пересекающим произвольную фиксированную алгебраическую кривую 
в Л С С3. Поэтому можно было бы воспользоваться результатами 
главы II. Мы приведем здесь, однако, другое, независимое от главы II, 
решение этой задачи. Изложим решение задачи при дополнительном 
предположении, что /  = 0, когда р достаточно мало. При этом пред
положении все последующие преобразования будут корректными. В 
дальнейшем мы освободимся от этого несущественного допущения.

Сначала перейдем от функции < р ( х \ , аг2 , Л) к ее преобразованию 
Фурье по #1, Х2:

• \  2 г

О
^(4ъ6,А) = (2тг)

2
(1х1 1X2.
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Найдем выражение <р через исходную функцию Д Имеем:

р (6 ,6 ,А ) =  (2тг) х (2.11)

х  У  / ( а г 2* +  \ - 1, г , - х 1г +  \ у ^ ' Х1+ ь х*иыг<1х1<т<1хъ<^

—(2 7 г ) - 2  ( —)  ^  / (а , /3 ,6)еКе( ’ ^1 +   ̂ ^2)  | /? |“ 4 с?ас/ао?/?с?/Зс/^с?^ . 

Перейдем теперь от координат а, ^  <5 на С6 к новым координатам

а
Р1 /?’ Р2 /Г Рз

и  ПОЛОЖИМ

/ { а , (3,6) = |рз|4Л(РьР2,Рз). 
Тогда равенство (2.3) примет следующий вид:

^ ь б ,  А) =  (2тг) 2 I х

X У /1(рьР2,Рз)ег'Ке(р1?1+Р2?2+рз(А?1" Л”1ь))Ф 1 Ф Г ф 2 ^ Ф з ^ -

В результате получено простое соотношение между (р и преобразова
нием Фурье Р  функции Д,

^ ( 6 ,6 ,6 )  =  (2тг)-“ | -  I х

У К Р 1  ,Р2 , Рз) е Ж е (Р1?1 +|>2?2+Рз?з) Ф г  6-Р1 йр2 Лр2 Лрз,

9 Ц 1 Л 2 , А) =  27Г.Р(&,6г,А&. ~  А х6 ) . (2. 12)

Искомая формула обращения легко следует из (2.12). Для этого 
нужно воспользоваться формулой обращения для преобразования Фу
рье функции Д:

Н 4/К /М )  = Д(рЬр2,Рз)

(2тг)- У /•(чс1.^2^з)--'- Ж е  (е х Р ^ Ь Р г + Ь Р з )  ^  ^  ^  ̂ 3 .
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Сделав здесь замену переменной — Л получаем в силу (2.12):

1 { а , р , 8 )  =  ^(2тг)-4 ( 3 )  Щ -4 х

> < 1 ^ 1 , 1+ л " 6 | ^ ^ - ?11+?^ +(а?1- а- 1̂ ) ? ) ^ ^ ы ы л ^ л =

= 1(2п)-'^\13\-41  ̂ ( — ,? - — ,а )  Д А  (2.13) 

г д е Ь ^  + А - ^ Д ^ + Г 2^ .
Осталось упростить полученное выражение. Так как /3-1Т + ^  и 

/3 1Ь + ~̂= суть полные производные функции <р по ^

и Л, то в равенстве (2.13) можно заменить (3~1Ь и (3 1Ь соответственно 
на и ~Лх' ® результате получим:

?{а,р,8) = 1( —-^—, ~р ,л )

Искомая формула обращения получается отсюда заменой переменной 
х = Сформулируем окончательный результат.

Теорема 2.1. Пусть /(а,/?,у) — финитная С°° функция на С3; равная 
нулю при достаточно малых значениях /3, и р  = Т̂ о /  — ее интеграль
ное преобразование, заданное равенством (2.6). Тогда имеет место 
следующая формула обращения:

/К /^ )  = 8^31 / <А + <**<**• (2л4)

Заметим, что в этой формуле дифференцирование по А есть диф
ференцирование по множеству параллельных прямых, пересекающих 
гиперболу /3 — 0, аб — 1, а интеграл берется по множеству прямых, 
пересекающих эту гиперболу и проходящих через точку (а ,/3,6).

Подобно случаю пространства Лобачевского, полученная формула 
обращения локальна: для восстановления функции /  в точке {а,/3,8) 
нужно знать ее интегралы только по прямым, пересекающим гиперболу 
/3 — 0, аб — 1 и сколь угодно близким к этой точке.

2.4. Формула обращения для орисферического преобразования.

Пусть /(</), д —  ̂ ^ ^  ̂ — финитная С°° функция на группе С. Тре

буется выразить /  через ее орисферическое преобразование Пф(^,г}),
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определенное равенством (2.3). Предположим на время, что /  = О при 
достаточно малых значениях /3. Тогда / ,  рассматриваемая как функция 
от а, /3, (5, продолжается до финитной С°° функции на всем С3, 
равной нулю при достаточно малых значениях /3. Следовательно, она 
выражается через функцию <р — 7^о /  по формуле обращения (2.14). 
Чтобы получить отсюда нужный результат, достаточно воспользо
ваться соотношением (2.9), выражающим 7̂ о /  через 71 / .  Мы получаем:

/(  д)-  — ^^^ '1 ^ /(x ,^ ,а !X  + ^,|З (2.15)

где Ь — (ах  + 7)^—- + (/Зх + + 1. Используя условие однородности
(2.4) для 7^/, можно придать полученной формуле обращения более 
симметричный вид:

т  = - 1  Ь п Ь п к т ч )  (зле)
7

где Ьг, -  тц ^ 7  + »?2д^ + 1, Ц О  = 7  (1& -  а интеграл берется
по произвольной поверхности 7  С С \  0, пересекающей по одному разу 
почти каждую прямую, проходящую через точку 0.

Так как орисферическое преобразование 71 инвариантно относи
тельно действия группы С х О, первоначальное предположение о /  
является несущественным: из того, что формула обращения (2.16) 
верна для функций, равных нулю при достаточно малых значениях /3, 
следует, что она верна и для любой финитной С°° функции на С . Таким 
образом, доказана

Теорема 2.2. Пусть /  — произвольная финитная С°° функция на С . 
Тогда, если 7^/ — орисферическое преобразование функции / ,  опреде
ленное равенством (2.3), то  имеет место формула обращения (2.16), 
выражающая /  через 71/ .

В этой формуле интеграл берется по множеству орисфер ^(^С#), 
т. е. по множеству орисфер, проходящих через точку у Е С. Входящий 
в нее оператор = тух — ■ + г]2 + 1 можно представить в следующем
виде:

= ^ ( а^(с м )) л=1.

Напомним, что преобразование Н(^,77) Л(&ь̂ 77) есть введенное в
п. 1.3 преобразование левого сдвига, переводящее каждую орисферу в 
орисферу, ей параллельную. Таким образом, Ьц есть оператор инфини
тезимального левого сдвига.
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Замечание. Из условия однородности (2.4) для Я /  следует, что (Ь^ + 
+ Ц )7 г /= Щ + Ц )7 7 /  = 0, где ^ = 6 ^ 7+ 6 ^  +  !- Поэтому в формуле 
обращения (2.16) операторы ЬГ} и ЬГ} молено заменить соответственно

н а Ь =  5 (& з |г + 6  А -̂ 4 7  и ^-

2.5. Формула обращения для орисферического преобразования в 
пространстве Лобачевского С3. Из формулы обращения для орисфе
рического преобразования И  на С молено как следствие получить 
формулу обращения для орисферического преобразования Я н в прос
транстве Лобачевского С3 (определение 7с см. в главе III). Именно, 
так как С3 — К  \  С, где К  — 817 (2), то любую функцию /  на С3 
можно поднять на С, т.е. рассматривать ее как функцию /  на С, 
удовлетворяющую условию

/(кд) = / ( д) для любого к (Е К .

Ввиду компактности К  образ /  финитной функции /  на С3 является 
финитной функцией на С ; таким образом, пространство финитных 
функций на С3 вкладывается в пространство финитных функций на С . 
Далее, нетрудно убедиться, что при отображении С -Л К  \ С  — С3 
орисферы на С переходят в орисферы на С3 и интегралы 71/ функции 
/  по орисферам на С равны (при подходящем согласовании мер на 
орисферах) интегралам 'Ян /  функции /  по образам этих орисфер. В 
результате, чтобы получить формулу обращения для Я н, нужно только 
найти явное выражение 71 /  через Я н /  и подставить это выражение в 
формулу обращения (2.16) для 71.

Сформулируем несколько утверждений, которые легко следуют из 
определения орисфер и орисферических преобразований на С и /!3.

1. При отображении С -Л К  \ 0  — С3 любая орисфера на С
переходит в орисферу /1(77) на С3.

2. Я/(^,г]) как функция от  ̂зависит только от | |̂ = (\/г\2 + |<Ы2)1//2-
3. Функции Я, /  и 71/ связаны соотношением

7г/(-1,0;?71,?72) =

Из 2), 3) и из условия однородности для Я /  получаем искомое 
выражение Я  /  через Я н /:

) = КГ4я А ( | | )  • (2.17)
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Подставив это выражение в формулу обращения (2.16) для орисфери- 
ческого преобразования 77. на С при д — е, мы получим после элементар
ных упрощений следующую формулу обращения для орисферического 
преобразования 7с на С3:

А^о) -  /  Ь ф Ц К к /(»?) (ч) ( Ф ) , (2.18)
'Уп

где то Е С3 — точка, отвечающая единичному классу смежности в 
К  \  С . Выражение для /  в произвольной точке т Е С3 получается из 
(2.18) групповым сдвигом. Полученная формула обращения совпадает 
с формулой обращения (6.17) из главы III.

2.6. Интегральное преобразование, связанное с параболоидами на О.
Напомним (см. и. 1.6), что каждый параболоид на С получается как 
сечение О гиперплоскостью в М4 следующего вида:

(Аа + б7)С2 -  А1/З +  6 АС1 О

или, в матричной записи,

=Р, 0, (2.19)

где ^ =  (&,6 ), С = (СьСг) — ненулевые векторы в С2 и СХ = ( ) •
Таким образом, любой параболоид на С задается парой векторов 

С ^ С2 \  0 и числом р ф 0 и определяется как множество матриц д Е С, 
удовлетворяющих условию (2.19). Мы обозначили этот параболоид 
через /г(С,0р)- Очевидно, что /г(Ах ,̂Л2С, А1Л2р) = Л(€,С>Р) Для любых
Аь А2 ф 0.

Определение. Определим интеграл финитной С°° функции /  на С по 
параболоиду равенством

к р р) = I  - р ) М з ) ,  (2.20)
а

где <̂ (-) — дельта функция на С.

Очевидно, что функция 77р /  удовлетворяет следующему условию 
однородности:

^ р Д а а ,а2С,а 1а2р ) = |А1А2|- 27гр /(с,С,р)- (2.21)
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Таким образом, Яр /(<^,Ся) зависит не только от самого параболоида
М^?Ся)> но и от параметров С? которыми этот параболоид 
задается.

Существует простая связь между интегральным преобразованием 
Яр и орисферическим преобразованием 71. Именно, переход от функ
ции ф(д) к 7/(<!;, Ся) можно осуществить в два этапа. Сначала мы 
интегрируем /  по орисферам /г (^,77), где  ̂ фиксировано; в результате 
получаем Я /(^ ,77). Затем мы интегрируем Я /(<$;, 77) по множеству ори- 
сфер, на которые расслаивается параболоид /г(^,Ся)? т -е* множеству 
орисфер к (^,77), где  ̂ фиксировано, а 77 удовлетворяет соотношению 
77̂-*- = р. Запишем результат в виде явной формулы.
Теорема 2.3. Преобразование Яр /  следующим образом выражается 
через орисферическое преобразование Я  /:

П Ч Ы , Р ) =  ( - )  I  П/(е(2.22)
€2

Из (2.22) следует, что при любом фиксированном  ̂ Яр /  является 
двумерным преобразованием Радона функции Я/(<^,?7) рассматрива
емой как функция от 77. Таким образом, оператор Яр является ком
позицией оператора Я орисферического преобразования и двумерного 
преобразования Радона на С2.

Поясним связь Яр с преобразованием Радона. Мы рассматриваем 
семейство Я^ орисфер к(^г]) с фиксированным оно состоит из 
всех орисфер, параллельных фиксированному двумерному пространс
тву (1.5) на поверхности асимптотического конуса К . Отображение 

^  Р задает изоморфизм Я^ С2 \  0. На любом параболоиде 
к (^ Х н )  одно из семейств прямолинейных образующих принадлежит Я^ 
и при изоморфизме Я^ -> С2 \  0 оно переходит в прямую на С2 . Таким 
образом, в силу этого изоморфизма интегрирование функции Я /(<!;, 77) 
по множеству прямолинейных образующих параболоида й(С,Ся) можно 
интерпретировать как интегрирование функции на С2 по прямой в С2.

Из (2.22) на основании формулы обращения для двумерного пре
образования Радона в С2 (см. § 9 главы I) получаем следующее выра
жение Я /  через Яр /:

п т ,т ,)  = - п - 2у ± ^ я ч ы ,р)
7<

= -7Г2 ( ^ )  -р )Ф Ф Ч С М С ), (2.23)
7< €

х ЧСМС) =
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где <̂ 1Д)(5) = в?5у^(в).
Замечание. В формуле (2.22) функция И /  усредняется по одному из 
семейств орисфер на параболоиде Л(̂ ,С>р)> Усредняя ее по другому 
семейству орисфер, получаем соотношение, аналогичное (2.22):

Яр /(^,С,р) = ( 0  У т - р ) с М ? 7 -  (2.24)
с2

Отсюда по формуле обращения для преобразования Радона в С2 
следует:

Я / ( ^ )  = -7Г- 2 У
7С

Э2
Т̂ р /{С, 1,р) ДС)«СС).

Найдем теперь формулу обращения для интегрального преобразо
вания Нр. Так как Ир есть композиция орисферического преобразова
ния И  и двумерного преобразования Радона, то формула обращения 
для ИР получается как композиция формул обращения для этих двух 
преобразований. Подставив (2.23) в формулу обращения (2.16) для И 7 
получаем:

т=-У(Ух
х I I I п’ /((1 с ,р) Ур г'"'" ̂ 1

7с7*€
Ф Ф Ц С М С М С М О -9-У.9

Отсюда после элементарных упрощений получаем:

Теорема 2.4. Функция /  на С выражается через интегральное пре
образование ИР /  по следующей формуле обращения:

Ня)= -<Ь (У 1 1 ш № щ , ' к,,(и’р))
7С 7С

"(^ М ^ М С М О -

р = &С1
(2.25)

Примечание. Интегральное преобразование Ир функций на С 
индуцирует интегральное преобразование функций на пространстве 
Лобачевского ТЗ3, Именно, при проектировании С на пространство 
Лобачевского С3 — 811 (2) \  С каждый параболоид С Л) (являющийся
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многообразием вещественной размерности 4) отображается на область 
Сс с сг, внешнюю к орисфере пространства Лобачевского, заданной
уравнением = 1. Интегральное преобразование Нр на С
переходит в интегральное преобразование функций на С37 заданное 
следующим равенством:

Г / К ь С ,) = /

где хю — х + уг + г у (см. главу III). Формула обращения для И  легко 
следует из формулы обращения для Нр.

Добавление. Замечание об орисферическом преобразовании на 
группе 5Х (2 ,М). Определенные в этом параграфе интегральные пре
образования И  и Но без изменений переносятся на вещественный 
случай. Однако здесь, в отличие от комплексного случая, отображения 
/  ̂ Н /  и /  имеют ненулевое ядро, а потому функция /  не может
быть восстановлена по своему образу. В этом достаточно убедиться для 
случая преобразования Но-

В вещественном случае оператор Но относит функциям /(а , /3,6) 
на М3 их интегралы по прямым в М3, пересекающим гиперболу р — О, 
а б  —  1:

+  оо

ио /{х1 ,Х 2\ )  — !  ^(X2^ + \ ~ г + \)<а.
—  оо

Повторим для вещественного случая те рассуждения, которыми в и. 2.3 
была получена формула обращения. Перейдем на М3 к новым коорди- 
натам рх -- д ,  р2 = д, рз = д и положим /(а , = |рз|2Л(РьР2,Рз)-
Обозначим через ^(СъС2>Сз) преобразование Фурье функции Д и через 
<?(Съ^2, А) преобразование Фурье функции <р(х1,Х2, \ )  — Но /(а?ь#2,А) 
по переменным а?1, Х2. Тогда, так же как и в комплексном случае, 
устанавливается следующее соотношение:

^ 1,6 ,А) = -  А-Чг). (2.26)

Спрашивается, можно ли восстановить функцию Р  по функции <р. Ясно, 
что это невозможно: из условия ^3 = АД — А- 1Д, где А вещественно, 
следует, что + 4ДД > 0, и, значит, равенством (2.26) функция Р 
определена только в области + 4ДД > 0.

Заметим, что если /  — финитная функция, равная нулю при малых 
значениях /3, то она может быть восстановлена по функции Но / .  В
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самом деле, в этом случае определенная выше функция Л (ръ Р2 > Рз) 
также финитна, и, значит, ее преобразование Фурье Г  есть целая 
аналитическая функция. Поэтому функция Г7, будучи определена в 
области + 4̂ 1̂ 2 > 0 на М3, определена тем самым и на всем М3.

§3. Гармонический анализ на группе О — 2 ,С)
В этом параграфе по той же схеме, что и в случае пространства 

Лобачевского (см. главу III), строится аналог преобразования Фурье 
на группе С. В основе конструкции лежат собственные функции опе
раторов Лапласа на С , постоянные на орбитах подгруппы ^  х 2  с С х С ,

где % -  подгруппа матриц ( 1
О ^ . Имеется (см. § 1) два типа таких

орбит — одномерные орбиты (орисферы) и двумерные (параболоиды). 
Соответственно можно рассматривать собственные функции операто
ров Лапласа, постоянные на орбитах первого или второго типа. В 
результате возникают две версии преобразования Фурье на С .

В этом параграфе мы подробно изложим первую версию пре
образования Фурье, связанную с орисферами. Основной результат — 
разложение функции на С" в аналог интеграла Фурье будет получен как 
следствие формулы обращения для орисферического преобразования из 
§ 2. Второй вариант преобразования Фурье на С будет рассмотрен в 
более краткой форме в следующем параграфе.

3.1. Операторы Лапласа — Бельтрами на группе О. Начнем с того, 
что предъявим два дифференциальных оператора 2-го порядка А и А 
на О, перестановочных между собой и с действием группы С х С.

В пространстве всех матриц д —  ̂ ^ ^ ^ , т. е. в С4, мы имеем
такие операторы, а именно:

д2 д2 — д2 д2
дадб ~ дрд7 ’ ”  дадб ~ дрд7 *

(3.1)

Чтобы определить их на гиперболоиде С: аб — /Зу = 1, мы вводим 
на С обобщенные сферические координаты х — ру, где р Е С, у Е С \  
и рассматриваем наши операторы только на функциях, которые не 
зависят от р. Определенные так операторы А, А назовем операторами 
Лапласа — Бельтрами на С . Приведем, опустив вычисления, выражения 
для операторов А, А в координатах 5, Л на О, которые определяются 
из разложения Гаусса

( ; » - ( :  :)С *'■)(! О
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Из этого разложения следует, что А = а, з — I — Имеем:

Л=4 (4 +1) ~х2ш+\ (з,2)

и аналогично для А.

3.2. Орисферические функции на О. Следуя схеме, изложенной в 
главе III для пространства Лобачевского, мы должны, прежде всего,

ввести для С х С аналог подгруппы И С С матриц вида  ̂  ̂  ̂) .  В

качестве такой подгруппы естественно рассматривать группу 2 x 2 .
Найдем на С собственные функции операторов А, А, инвариантные 

относительно подгруппы 2  х 2  с С х С .  Для этого заметим, что орбиты

группы 2  х 2  в С это двумерные подмножества матриц ( а х  ̂ с

фиксированным 7 ^ 0  (параболоиды) и одномерные подмножества ма

триц  ̂  ̂ а " 1 ) с фиксированным а (орисферы). Отсюда следует, что
обобщенные функции Ф на С, инвариантные относительно подгруппы 
2 x 2 , имеют вид:

= " ( ')  + % М “ )> = (  “ ^ )  ,

где и, V — произвольные функции, а (̂*) — дельта-функция. Нам нужно 
выяснить, какие из функций и (у) и <Ду)г(а) являются собственными 
функциями операторов Лапласа — Бельтрами. Проделав несложные 
вычисления, получаем
Предложение 3.1. Следующие обобщенные функции на С являются 
собственными функциями операторов Лапласа — Бельтрами А, А, 
инвариантными относительно подгруппы 2  х 2  С С х С:

®х(9) = % )*(«)> (3-3)

* хЫ = Х - 1(7 )|7 |-2, 0 = ( “ ? ) ,  (3-4)

где <Д-) — дельта-функция на V а х  — произвольный мультиплика
тивный характер на С, т. е. функция вида

х (1) =  1пНП2 =  Щ 2пч п'~ пС щ - п 2 Е 2.  (3.5)

При этом функции Фх, Фх- 1, Фх-1 принадлежат одному и тому 
же собственному подпространству операторов А, А, отвечающему 
собственным значениям —\{п \  — 1) и — \{п \  — 1).
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Итак, мы имеем два типа функций — функции Фх, сосредоточенные 
на двумерном подмногообразии в С, и функции Фх. Соответственно, 
существует две версии гармонического анализа на С: в одной мы 
исходим из функций Фх, а в другой — из функций Фх. Здесь будет 
подробно изложена первая версия. Вторая версия будет рассмотрена в 
следующем параграфе.
Определение. Назовем обобщенные функции Фх(#), где \  — произволь
ный характер (3.5), зональными орисферическими функциями на С, а 
их сдвиги Фх(дгдд2-1), дг,#2 с О — просто орисферическими функциями 
на О.

Позже мы увидим, что орисферические функции Фх(^1̂ ^ 1), где 
X пробегает унитарные характеры (х(^)х(^) = 1) , образуют полное 
семейство в 1 2(С), т.е. по ним можно разложить любую функцию из 
Ь2{С).

В силу (3.3) зональные орисферические функции сосредоточены на 
цилиндрической поверхности 7 = 0 в С, образованной орисферами вида 
52, 5 ^ 0 ,  и постоянны на каждой из этих орисфер. Отсюда следует, что 
любая орисферическая функция д Фх {91992 1) сосредоточена на одной 
из цилиндрических поверхностей в О и постоянна на прямолинейных 
образующих этой поверхности.

Определение. Определим орисферические функции Фх (д,^,г}) на мно
гообразии троек д Е С и у Е С2 \  0 следующим равенством:

фх(я>̂ >»?) = ФХ(919921), (3.6)

где д \ , #2 6 О — любые матрицы, удовлетворяющие условиям

 ̂ = $о91, V = $092,где = (0,1). (3.7)

От выбора таких матриц дг,д2 правая часть не зависит.

В частности, $ х {9,$о,$о) -  ®х (у)-
Обобщенная функция (д,$,г)) и. Ф ПРИ любых фиксирован-

ных 7] сосредоточена на единственной цилиндрической поверхности в 
С , проходящей через орисферу и постоянна на всех орисферах
Н(^,Хг]), А Е С \  О, образующих эту поверхность. При фиксированном 
д ЕС  и |<!л |2 + |<̂2|2 = 1 она сводится к функции на многообразии орисфер 
Н , как показывает следующая формула (3.9).

Предложение 3.2. Орисферические функции Фх (д,^,г]) удовлетворяют 
соотношениям:

§х(919921 ,$,С) (3.8)
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для любых Е С ;
<Мя;А^,А2??) = хСАг'Аг) |А1Л2|- 2Фх(5,^7?) (3.9)

любых Лх, Л2 Е С \  0.
Напишем явное выражение для орисферических функций. 

Предложение 3.3. Орисферические функции выражаются формулой

$х(9,Сч)  = ^ ( ^ ( ^ а  + б т )  -  »?1(6/3 + 6<^)) X (  П1/3̂  )  ' (Зл0)

где <У(-) — дельта-функция на С.

В самом деле, в (3.6) и (3.7) молено положить д\ —  ̂ ^ ) ,

52 = ( ^  ^  )• Тогда имеем: дхдд1̂ = (  “ , ^  ) ,  где а ' = ( -

~У\Р + У — + &т) -  + &<?)• Отсюда на основании
(3.6) и (3.3) получаем

ФХ(9>€>Ч) = % ')х Ю >
т.е. равенство (3.10).
Замечание. На цилиндрической поверхности У = 772(̂ 1 а +<̂ 27)— ̂ 1 (&/?+ 
+ ̂ 2<̂) = 0 имеем:

+ б 7  _  + Ь у  _  6  _  6
?71 7/2 ^  -  ?727 - т Р  + ^2» ’

Поэтому в (3.10) можно заменить под знаком характера х -1 отношение * *
„ „ любым из этих отношений.-Г)1{3+Г)2ОС

Предложение 3.4. Обобщенная функция Фх (дУ,у) выражается инте
гралом

* х Ы , ч )  =  - / л е д  -  А ^х-ДА  ) а\ а\ , (з .и )
€

где д(-) — дельта-функция на С2.
В самом деле, достаточно доказать это равенство для зональной 

орисферической функции, т.е. при ^ — у — (0,1). Но при этих значениях 
 ̂ и у правая часть равна

8(у, 6 -  \ - 1(А) А Х А Х  = ^(7)X-1 ( )̂ -  % ) х И  =
€
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3.3. Преобразование Фурье на С .
Определение. Определим преобразование Фурье Т }  финитной С°° 
функции /  на О следующим равенством:

•^ /(С ^ х ) -  ($*(-,^,»?),/> = I  ФХ(.9^Л )Я .9 )М 9),  (3-12)
О

где Фх (д,^г]) — орисферические функции на О.

Используя явное выражение (3.10), (3.11) для орисферических фун
кций, мы можем представить Т  /  в следующей форме:

= ^ <%2(6« + 6 т )  ~ *?1 (&/? + &<?)) х (  7?1̂ 7?2а)

(3.13)

гДе 9 = ( “  ^ ) , или

г т , ? ! , х )  = <*(& -  М )х -1 (А)/( )̂с?Лс?Ас?//(5г). (3.14)
а €

Подчеркнем, что интеграл (3.12) фактически двумерный: он бе
рется по цилиндрической поверхности в С, на которой сосредоточена 
функция фх(-;^,»?).

Из определения следует:
1. Функция Т  /  удовлетворяет следующему условию однородности:

П Ы А ы х )  = Х - 1(А1)|А1|- 2х (Л2)|Л2|- 21Г/ ( ^ ??;Х). (3.15)

2. Оператор Т  перестановочен с действием группы О х С на О и на 
пространстве пар (^,77); именно,

если Д(^) = !{91 1992),то Т /1 {$,!];х) ? / & 1, » ; х ) .  (3.16)

Установим еще одно важное свойство оператора Т,  Фиксируем произ
вольный унитарный характер у (т. е. у у  = 1) и рассмотрим пространс
тво функций < ^ ,77; у ) ,  удовлетворяющих условию однородности (3.15). 
Введем в этом пространстве структуру С*-алгебры, положив:

‘р Ч ^ ъ х )  =

(у?! * Р2)Ц,тх) - р̂ (^ ,С ;х М С ,» ? ;х М С М С ),
7<
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где и?(С) = С1 ^ 2  — С2 с?Съ а интеграл берется по произвольной поверхно
сти 7  ̂ в С2 \  0, пересекающей по одному разу почти каждую прямую, 
проходящую через точку 0.

Предложение 3.5. Отображение /  ^ /(* ;х )  является гоморфиз-
мом С*-алгебр, т.е. * / 2) = Т ?  П, (З7/)* — ?/*?  где
(Л * / 2 ) (я) =  / / 1 (5 0 / 2 (д ~ 1д ) ^ { д )  « /Ж )  =  / ( 5 -1 )-

Доказательство. Равенство (^ /)*  — Т ^  следует непосредственно 
из определения преобразования Фурье. Докажем первое равенство. В 
силу (3.16) имеем:

•ЧЛ * к ) ( С г ,х )  = I  к(д) =
С

= ( | )  /  ! к (д )  гЬ(С ,т х)${& ) -
О  €2

= ( 0 / /  /к (Ю ^ М С т ,х )т -Ю х ~ Ч ^ )^ с 1 А и
о 7< €

(3.17)

где с?С = 1/(1 (/(2; последнее равенство получается переходом к “поляр
ным” координатам по О С = АС', где Л 6 С, С' е 7с- Так как

^ У  У  Л Ы Ж #  -  АС) 1 (А) о?А <1Ас1^ =
О  €

то из (3.17) следует, что

^ (Л  * / 2X^*7; х) =

“  2 ^ / 2(С,ч;хМСМС) = С^Л * ^ /г Н ^ ^ х ) -
7<

Следствие.

Ж / * ГШ,тпх) = ~1 т /(СС; х) -^/(Ж, хМО ЦС) •
7<

(3.18)
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3.4. Связь преобразования Фурье на С? с орисферическим преобра
зованием.

Теорема 3.1. Преобразование Фурье Т /  функции /  связано с ее ори
сферическим преобразованием 77/ соотношением

(3.19)
с

В самом деле, используя явное выражение (2.3)) для 77/ (см. с. 173), 
мы можем представить равенство (3.14) в виде (3.19).

Итак, чтобы перейти от функции /  на С к ее преобразованию Фурье 
Т  / ,  мы интегрируем сначала /  по орисферам на С?, т. е. переходим 
от /  к ее орисферическому преобразованию 77 / ,  а затем интегрируем 
функцию 7^/(^, Ац)х-1 Ц) по А.

Замечание. Воспользовавшись условием однородности 77/(Л^,Лг/) = 
= |А|“4Т7/(<!;, 37), где А ф 0 — любое число, равенство (3.19) можно 
преобразовать к виду:

? № , т х )  = .̂/(А^,?7)х(А)с?Ас?А. (3.20)
с

Мы видим, что .Т7/  получается из 77/ при помощи комплексного 
преобразования Меллина. Так как х(А) = е*(?5+т ^)? где 5 = 1п|А|, 
9? = аг^А, это преобразование сводится к композиции преобразований 
Фурье на вещественной прямой и на окружности, а потому, применяя 
классические формулы обращения для преобразования Фурье на М и на 
окружности 5, мы можем, обратно, выразить 77 /  через Т  / .  Именно, 
из (3.19) вытекает

Следствие. Орисферическое преобразование 77 /  функции /  выража
ется через преобразование Фурье Т /  равенством

к / ( С  ч) = (27ГГ 2/  г /& т х )< 1 х ,  (3.21)

где интеграл берется по множеству X  унитарных характеров —
гр +  т - ' Р - ™  _  _  „— I 2 I 2 ? р (= М, т интегрирование по X нужно понимать как

интегрирование по р и суммирование по т .
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3.5. Соотношение симметрии для преобразования Фурье. В § 2 было 
установлено соотношение симметрии для орисферического преобразо
вания 72./, см. формулу (2.10). Подставив в это соотношение выражение 
(3.21) 72. /  через Т мы получим следующее соотношение для функции

У У -  У У^/(Лад“\?7;х)и)(?7)Ц?7)с/х
X 'и х  1г,

для любых д Е С и А Е С \  0.
Приведем это равенство к более простому виду. Заменив в правой 

части д на у на х -1 и воспользовавшись условием однородности 
(3.15) для Т  ф, мы получим:

! 2{д,х)х{*)\М ~2(1х = ^
х  х

где

2 ( д , х ) =  1 ? / { М 9 ; х  (3-22)

Так как это равенство справедливо для любого Л ф 0, то из него 
следует.
Предложение 3.6. Функция 2(д,х)? заданная равенством (3.22), удо
влетворяет функциональному уравнению

%{д,х) = 2 (д ,х ~ г) (3.23)

для любых д Е С и х  Е X .

3.6. Формула обращения для преобразования Фурье. Полнота се
мейства орисферических функций Фх (д;{;,7]), где % пробегает унитар
ные характеры, означает, что должна существовать формула обра
щения для преобразования Фурье. Такая формула действительно су
ществует, и она получается непосредственно из формулы обращения 
для орисферического преобразования 72./, см. формулу (2.16). Именно, 
подставив в эту формулу выражение 72./ через Т  / ,  получаем:

/ ( д) = (2?гГ 5^ У У =
X

=  - 2 “ 7я-“ 5^ У  !  с(х (3.24)
х  И
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гр-\-т гР~ —
где с(х) — р2 + т 2 для х(0 = 1 2 ; последнее равенство следует
из условия однородности (3.15) для Т  ф, так как в силу этого условия
1г,Ьг] ? т , т х )  = - \ ( р 2 + «г2) ? т , т х ) -

В силу соотношения симметрии (3.23) для Т  ф интеграл по X  можно 
заменить удвоенным интегралом по произвольному фиксированному 
подмножеству Хо СХ, содержащему из почти каждой пары характеров 
X и х -1 в точности по одному представителю. В результате получаем

Теорема 3.2. Любая финитная С°° функция ф на С выражается через 
свое преобразование Фурье Тф по следующей формуле обращения:

/(^г) = - 2 “ 6тг“ 5^ у  У  с(х) ^ / ( ^ ,& ;х М ^ М О йХ> (3-25)
Хо 7«

гр + т гР — т
где с(х) —р2 + т 2 при х(^) —1 ^ ~  I 2 — любое фиксированное
подмножество, содержащее из почти каждой пары характеров \  
и х -1 в точности по одному представителю.

Напомним, что как и всюду в § 2 и 3, 7  ̂ — поверхность в С \  О, 
пересекающая по одному разу почти каждую прямую, проходящую 
через точку 0; в силу условий однородности для Т  ф от ее выбора 
интеграл не зависит.

Формуле обращения (3.25) можно придать вид, аналогичный фор
муле (3.12), выражающей Т  ф через / .  Именно,

/С9) = -2  67Г 5 ( ^ )  х

X У У !  Л х )^х ~ й9 \С г] )^  =
Хо 1п 7*

= -2“6тг“5 ( |)  У У У%2(&а + б7) - 41(6/3+ 6<*)) X
ЛГо 7̂7 7*

х х ( е1ау б 7 ) ^ / ( е ^ ;х ) с ( е ) с ( ^ ы с ы ^ ,  (з.2б)

/ а  /34
где5, = 1 7 «у ]•
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Для этого достаточно убедиться, что

и

= !  У Фх - 1(9',€,'п) Г"( >?)•(3-27)
7*7 7*

Имеем:

 ̂У -^/(^^хМ ^М О  =
7*

= ( | )  У У ?  1И,тх)Щ9 -
а  с2

= (У) У У !  ̂  Р^,тх)Щ9 -  Хг])х{Х)с1Х
7€ 7̂7 С

последнее равенство получается переходом к “полярным” координатам 
у = Ат/, где А Е С, ту7 Е 7^. Интегрируя по А, получаем в силу (3.11) 
равенство (3.27).

3.7. Аналог формулы Планшереля. Как следствие из формулы обра
щения для преобразования Фурье получаем

Теорема 3.3. Для любой финитной С°° функции /  на С имеет место 
равенство:

У \1{д)\2^{д)  =
(7

= - 2 “67Г“ 5 ( ^ )  У  У  У с(х) |^ 7/(^,»7;х) |2«(0"(0"(»7)"(?7)с?Х (3-28)
7̂7 7$

(обозначения те же, что в п, 3.6).

Для доказательства подставим в интеграл /  /(</)/(</) <ДД#) вместо
а

множителя ф(д) его выражение через Т /  согласно формуле обращения
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(3.26). Так как Фх-1 (<75̂ ,77) = мы получим:

^  \ / Ш 2<*Н з )  =  —2 “ 6 7г“ 5 ( ^  х

С

х / / /  ! с{х)р9)Ф х {9 ^ ,1 )Р  =
О Х 0 1п Ц

-  - 2“ ':,тг“ 5 ( - )  ^  I! с{х) 1{$,4
Х 0 1 п 7$

Обозначим через Я х0 гильбертово пространство функций ^(С ^х)? 
где ^, г/ Е С2 \  0, у Е Х0, удовлетворяющих тем же условиям однородности 
(3.15), что и X  с нормой

1М12 = - 2 “ 67Г“5 ( ^  ^ ! ! с{х) И ^ ;х ) |М О Ц О Ц ^ М » ? И х -
Хо 7̂ 7 7*

В силу формулы Планшереля оператор Т ', определенный первоначально 
только на финитных С°° функциях, продолжается на все пространство 
Ь2{С) и задает изометрическое отображение

Г : Ь2( С ) ^ Н Хо

Можно доказать, что это отображение на самом деле является 
изоморфизмом пространств.
Замечание. Можно определить Н х 0 — Н  и не фиксируя Хо С X, как 
пространство функций на всем множестве X  унитарных характеров с 
нормой

НИ12 = -2 7?г 5( ^  ^ ^  ! с(х)
X 7̂7 7$

удовлетворяющих дополнительно условию симметрии (3.23).

3.8. Связь преобразования Фурье на О  с представлениями группы 
О х О . .  Рассмотрим гильбертово пространство Ь2{С). В нем естест
венно определено унитарное представление группы С х С операторами 
сдвига: {Т(ди9 2)/)(д) = Я л  Я л )-
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Задача гармонического анализа на О состоит в том, чтобы разложить 
это представление на неприводимые. Сначала построим неприводимые 
представления группы О х С. Возьмем собственное подпространство 
операторов Лапласа — Бельтрами А, А, порожденное орисфериче-

гр +  т  гР ~ т
скими функциями Фх-1 (• 77), где у(/) = 1 ^ ~ 1  2 . Элементы этого
пространства можно представить в виде:

Ш  = ( ^ )  / / М ^ ) фх - 7 я ; ^ М М 0 “ (»?М»?)> (3-29)
1п Ц

где их (^7]) удовлетворяет условию однородности:

их (\1$,\2Г)) = Х- 1(Л1) |А1Г 2х(А2) |А2|“ 2их( ,̂?7)

для любых Ах ф О, Л2 ф 0. Интегрирование ведется по произвольным 
поверхностям 7 ,̂ 7  ̂ в С \  0, пересекающим по одному разу почти 
каждую прямую, проходящую через точку 0; от их выбора интеграл 
не зависит.

Введем в пространстве функций / х норму

11/х112 = ( ^ )  У У  Ы ^ ) 1 М 0 ^ М » 7 М » ? )  (3-30)
1п Ц

и рассмотрим пространство Ь2 по этой норме, которое обозначим 
через %х. Сдвиги на С индуцируют в %х унитарное представление 
Тх группы О х О ,  имеющее в функциях %(<!;,?7) следующий вид:

{Тх {д1,д2)их ){%,г)) =

Очевидно, что Тх является тензорным произведением унитарных 
представлений отдельных сомножителей в О х О. Именно, имеем:

нх — Нх-1 0  нх,
Тх {дид2) = тх -Цдх) ® тх {д2),

где Нх — гильбертово пространство функций на С2 \  0, удовле
творяющих условию однородности

ХАОх(А) |А|~7(0> Л ^ 0,
с нормой

\ Н 2 = У  Ш Ы О Щ ;
7̂
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тх~1'> тх — операторы представлений группы С в пространствах Нх- 1, 
Нх соответственно:

Э х Ш ) Х )  = ч>Ы- (3-31)

Из теории представлений группы С — 5Ь(2, С) известно1), что 
представления тх неприводимы и два представления гХ1, гХ2, XI Ф Х2? 
эквивалентны тогда и только тогда, когда \2  = хГ1* Отсюда следует, 
что представления Тх группы С х С  неприводимы и представления ТХ1, 
ГХ2, ух /  Х2? эквивалентны тогда и только тогда, когда %2 = хГ1*

Мы хотим разложить функции /  е Ь2{С) по функциям / х Е %х. Для 
этого строим оператор Рх : ^ 2(С) -э П х

?хГ — Гх,

где / х задается равенством (3.29), в котором

их ( ^ г1) = Г № ,т х )

Очевидно, что этот оператор перестановочен с действием С х С в 
пространствах Ь2(С) и Нх- Нетрудно далее убедиться, что Рх ф 0 для 
любого х* Из формулы обращения (3.26) и формулы Планшереля (3.28) 
для преобразования Фурье Т  непосредственно следует

Теорема 3.4. Функции /  Е ^ 2(Сг) разлагаются по функциям / х = -Рх/ ; 
а именно, имеют место следующие равенства:

/  = - 2 “ 6тГ5 [  /х (3.32)
Х0

1 1/6)12 <66) = —2“ й7г“ 5 ^с(х)||/х ||2с/х, (3.33)
о х 0

гр -\ -т  гР — 171
где с(х) = р2 + т 2 для I 2 ; интегрирование ведется по
произвольному фиксированному подмножеству характеров Хо С X , 
которое содержит из почти каждой пары характеров х? X-1 шочно 
по одному представителю.

Следствие. Представление Т  группы О х С в пространстве Ь2(0) 
имеет однократный спектр, т . е. оно разлагается на попарно неэкви
валентные неприводимые представления.

1) См., например: Гельф анд И.М ., Граев М .И., Виленкин Н.Н. И н тегральная
геом етрия  и связанны е с ней вопросы  теории  представлений: Обобщенные функции. 
— М.: Ф и зм атги з , 1962. — Вып. 5.
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Отметим, что однократность спектра представления Т  (т. е. то, 
что в (3.32), (3.33) интегрирование ведется только по Хо, а не по 
всему множеству характеров X ) является следствием соотношения 
симметрии для преобразования Фурье Т .
Замечание. Однократность спектра — обычный факт, наблюдаемый 
при разложении представлений, связанных с симметрическими прост
ранствами (см. главу III, где рассмотрены представления, связанные с 
плоскостью и пространством Лобачевского).

3.9. Связь с представлениями группы О. Обсудим полученные ре
зультаты с точки зрения теории представлений группы С . Рассмотрим 
унитарное представление группы О в пространстве Ь2{С) операторами 
правого сдвига:

Мяо )Л(я) =
(так называемое регулярное представление). Его проекция тх на прос
транство 'Нх — Н%- 1 0  Нх есть тензорное произведение

ТХ =  I ®

где I  — единичное представление в Ях- 1, а тх — неприводимое 
унитарное представление в Ях, заданное равенством (3.31). Отсюда 
следует, что тх кратно неприводимому унитарному представлению тх 
группы С . Таким образом, равенства (3.32) и (3.33) задают разложе
ние регулярного представления группы С на попарно дизъюнктные 
представления, кратные неприводимым представлениям.

В терминах представлений группы С преобразование Фурье X /  
имеет следующий простой смысл. Рассмотрим для каждого X € X 
неприводимое представление тх группы С в пространстве Нх . Отне
сем каждой финитной С°° функции /  на С следующий оператор в 
пространстве Нх :

М Л  = !  1{з)тх {д)ААз)-(3-34)
с

Этот оператор действует на функции (р Е Нх так:

М (Л Л (ч) = ^ / ( ,  (3.35)
а

Предложение 3.7. Ядром оператора ту (/) является ( е однородных ко
ординатах функция Х/(^,?7;х-1)? т.е.

М (Л Л (0  = - Л / ( ч - \ - 1) Л '/ЛЛ/'-Л '/)-
1ч

(3.36)
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В самом деле, разобьем интегрирование по С в (3.35) на два 
этапа: сначала по орисферам — ц — это дает орисферическое 
преобразование 7 1 ) (р{т})у а затем по ц. Мы получим:

О'хСОт’ХО = (^ )
€2

Перейдем здесь к “полярным” координатам р — Ат/, где А Е С, г/ Е 7??* 
Так как р(\д ) — х(Л)|Л|“ 2^(?7), йр — \д\со(р), то после интегрирования 
по Л получаем (3.36).

Следствие. Оператор т \(/)  имеет след\ равный

ъ ш  = у  г т & х - ' м о Щ -  (з-з7)
а

Опираясь на полученный результат, мы можем сосчитать след 
унитарного оператора тх (д). Разумеется, этот оператор не имеет 
следа в обычном смысле. Однако естественно определить Тг тх (д) как 
обобщенную функцию в пространстве основных функций на С:

(Тгтх ( .) ,/ )= Т г т х (/).

Предложение 3.8.

ъ  тх
х(А^) + х(42))

|А ^ - Л ( 2)|

где Х^д\ — собственные значения матрицы д. 

Доказательство. Согласно определению Т  имеем:

(3.38)

\  I  ? / { С С х  =

=  ̂Л  <хы&<*+б7)-& {вР+ья)) х/Ы ̂ /ХяМ^МО •
1(0

Отсюда следует, если принять в качестве 7  ̂ прямую ^  = 1:

Тг Тх(д) — \! 8{1а + 7 -  ЩР  + +

= /̂<̂ ((« - - А?))) х в ) (18(18. (3.39)
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(последнее равенство получается заменой переменной 1/3 + 6 — з). 
Формула (3.38) следует непосредственно из (3.39).

Опираясь на то, что Т /(^ ,77;х -1) есть ядро оператора т^(/), мы 
можем придать другой вид формуле Планшереля. Именно, рассмотрим 
оператор 7̂ (/)т^*(/) = 7^(/ * /*), где г*(/) — оператор, сопряженный 
гх(/). Его ядро есть, см. (3.18),

^(Л»7;х) = ^/(€ ,С ;х) ^ / ( ^ С х М С М О

Следовательно,

-  ( ^ )  У ^  1 ^ /(Я С ;х )1 М 0 Ц 0 Ц С М 0 -
7̂  7С

В результате формула Планшереля (3.28) может быть представлена в 
виде

У  |/Ы |2<*МяО -  2 -6тг-5У  с(х)Тг(гх(/)г*(/))с?х- (3.40)
А'о

Примечание. Разложение (3.25) имеет смысл не только для основ
ных, но и для обобщенных функций на С. Заметим, что дельта
функцию <̂ (#) на С естественно рассматривать как характер регуляр
ного представления. Поэтому формулу обращения (3.25) для 6(д) можно 
представить в виде:

% )  =  2“ ь 7Г“ 5 У с{х) Тг тх (д) йх- (3-41)
АГо

§4. Другая версия преобразования Фурье на 2 ,С)
В § 3 построены проекции функций на С на собственные подпро

странства операторов Лапласа — Бельтрами А. А. Проектирование 
осуществлялось там, исходя из зональных орисферических функций 
Фх (д) = <̂(7) х(а). Но можно осуществить проектирование иначе, исходя 
из зональных функций Фх,

фх(Л  = Х~гЬ )  1тГ2, где = ^  “  ^  )  (4.1)

(см. и. 3.2). При этом возникает другая версия преобразования Фурье 
на С , краткому изложению которой посвящен данный параграф.
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4.1. Функции ФХ(0;6С )" Определим аналоги функций Фх(<7;^, 77) 
из § 3 равенством:

^ х (91992 *) = фх(0;^С), (4-2)

где С, С С2 \  0 определяются из соотношений

С = 6)01, С = Со0 2 , где Со = Со = (о, 1); (4.3)

легко убедиться, что левая часть в (4.2) не зависит от выбора матриц 
<71, #2 Е С, удовлетворяющих условиям (4.3). В частности,

фх(я) = фх(^о,Со).

Из (4.1), (4.2) получаем явное выражение для этих функций:

фх (^ ,С )  = х-Ч & С Щ & С Ч "2. (4.4)

Отметим два свойства функций Фх (они непосредственно следуют 
из определения):

^ ( а д ^ . О  = *х(9 ’,€91, ( 92) (4.5)

для любых </1,02 Е С;

фх(^;М ,А 2С) = х - 1(А1А2)|Л1Л2| - 2Фх(^;е,С) (4.6)

для любых Ах, Лг Е С \  0.

Теорема 4.1. Функции Фх связаны с орисферическими функциями Фх 
из § 3 соотношениями:

*х(9-,(Х)- 1) !  Фх (9Х,ц)х~\г1^)(4.7)
1п

фх {д;€,ч)-  (2тг)"4с(х)^У  фх(з,;^>С)х(»7С1) ^ Г М С М О ,  (4.8)

грщ\~т гР —т
где с[х) — р2 + т2 пРи х {0  = / 2  ̂ 2 . Интегрирование ведется по
произвольным поверхностям 7  ̂ и 7  ̂ в С2 \  0, пересекающим по одному 
разу почти каждую прямую, проходящую через точку 0.
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Оба интеграла нужно понимать как интегралы от обобщенных фун
кций. Мы не будем приводить их строгого определения и ограничимся 
формальным доказательством соотношений (4.7) и (4.8)

Заметим прежде всего, что эти равенства достаточно доказать для 
каких-либо фиксированных д и  ̂= &)• Приняв д — е, = (1, 0), имеем:

= );
Фх(е’6 ъ 0  = Х-1 (С2) |СгГ2.

Если в (4.7), где д — е и^  =  ^о?в качестве у,? взять прямую щ — 1, то 
интеграл принимает вид:

^ ^  $ { т ) х ~ 1{(2 -  тСг) 1Сг -
с

Очевидно, этот интеграл равен у -1 ((2) |С2|~2, т.е. равен (е^о.О- 
Аналогично, если в (4.8) , где д — е и  ̂ в качестве 7  ̂ взять

прямую (̂ 2 — 1? то интеграл принимает вид:

^ !  х(гц -  »72<1) \т -  Г12С\\~2 =
с

= \  У*х(1 -  '/2С1) |1 -  т<1 \~2 (4.9)
с

Очевидно, что обобщенная функция

<р(т) = Х(1 - Ы 1) |1 - Ы 1Г 2< 1<*С1
€

удовлетворяет условию однородности: (р(Хг^) — \\\~2 (р(г)2)- Отсюда 
следует, что >̂(772) = с6(г]2).

Вычисление множителя с мы оставляем читателю как полезное 
упражнение в интегрировании обобщенных функций.

4.2. Преобразование Фурье на О.

Определение. Определим преобразование Фурье Т /  финитной С°° 
функции /  на С равенством:

1 т , С , х )  = <*х(-^С ),/>  = /  М х - Ч ы ^ Ы  (4.ю)
О
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Существует простое соотношение между преобразованием Фурье 
X /  и интегральным преобразованием 71р /  из § 2, связанным с парабо
лоидами на С. Именно, сравнивая определение Т $ с определением 71р /  
(формула (2.20)), мы получаем:

Теорема 4.2. Операторы Т  и И? связаны соотношением:

г № ,С ;х )  = ~ !  п р / ( и ;  р) (4.11)

Таким образом, Т $  получается из 7̂ р /  преобразованием Меллина 
по р ; ср. соотношение между Т /  и 7?./ из и. 3.4. Отсюда, применяя 
формулу обращения для преобразования Меллина, получаем

Следствие. Функция 7̂ р /  выражается через X /  равенством:

К р и х , р )  =  (2?г)" 2/  (4.12)

где интеграл берется по множеству X  унитарных характеров.

4.3. Связь между двумя вариантами преобразования Фурье. Из
соотношений между орисферическими функциями и Фх, установлен
ными в п. 4.1, следует, что теми же соотношениями связаны функции 
X /  и Т } ,  где Т  — оператор Фурье, введенный в § 3.

Теорема 4.3. Операторы Фурье Т  и Т  связаны соотношениями:

? Л С С ,х )  = згЛ С т х )х ~ 1{р̂)К ^ Г М ^ М » ? ); (4.13)
7ч

= (2тг)“4с (х )-^ ^ Л и ; х ) х ^ Ф  1’?С± Г 2^(С)ЦС), (4.14)
7<

гр_[_т  _  гр  — т

где с(х) = р2 + т 2 при х{$) = I 2 I 2 .

Замечание. Эти соотношения можно установить и непосредственно, 
используя уже полученные соотношения между интегральными пре
образованиями 71 и Т , 71 и 7̂ р, 7̂ р и
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4.4. Соотношение симметрии. Из (4.13) и соотношения симметрии 
для Т  ф получаем:
Теорема 4.4. Функции Л /  удовлетворяют соотношению симметрии: 

2(д',х) =  2(д,Х~1) для любых д ЕС , \  6 X , (4.15)

где

2 (9,х ) =  ( 0 2/  /  т , с , х м ^ )
7с 7С

4.5. Формула обращения и формула Планшереля для преобразова
ния Фурье Л .

Теорема 4.5. Любая финитная С°° функция ф на С выражается через 
свое преобразование Фурье Тф по формуле обращения:

!(д) = - 2 - 8тг-7 ( ^ )  х

х / / / с2 х̂ ) ^ ^ ( е с ' , х ) ^ х- 1( ^ е 0 и,( 0 ш( 0 ш( 0 ш( 0 (1х, (4.16)
Х 0 7С 7С

где Хо — любое подмножество множества X  унитарных характеров
гр -\~ т  _  гР — т

\(1) — { 2~ [ 2 ? р е М, т е содержащее ровно по одному
представителю из почти каждой пары характеров х? X-1 -

В самом деле, из формулы обращения для интегрального пре
образования Ир7 связанного с параболоидами на О, см. (2.25), и из 
установленного здесь соотношения между %р ф и Тф непосредственно 
следует:

/Ы  = - 2 “ 9тг-7 ( - )  X

Х/ /  !  с2(х)Г !(ее,х)х(^9^)\^д^\~2и(0ш(0 ш(0
X  7С 7 С

х / / /  с2(х)^кес',х)^х-1(9',е смсм^мсмси*-(4.17)
А' 7С 7С
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В силу соотношения симметрии (4.15) для Т  ф интеграл по X  в формуле 
(4.17) можно заменить удвоенным интегралом по подмножеству Хо С Х .

Отметим аналогию между формулой обращения (4.16) и исходной 
формулой (4.10), выражающей X /  через / .

Так же, как и в случае преобразования Фурье Т ’, из формулы 
обращения (4.16) получаем

Следствие. Для функций на С выполняется формула Планшереля:

У  \ /{д)\2 М 9 )  =  - 2 " 8тг-7 ( ^ )  х
а

х 111 с2{х)\?РС(,х)\2и{0'(С М С И х -  (4.18)
7С 7С

Согласно следствию преобразование Фурье Т ', первоначально опре
деленное только для финитных <7°° функций на С, продолжается на все 
функции из Ь2(С).

4.6. Связь с теорией представлений. Все рассуждения из § 3 о связи 
преобразования Фурье Т  с теорией представлений могут быть повто
рены без существенных изменений и в применении к преобразованию 
Фурье Т . Именно, чтобы разложить представление Т  группы С х С 
в пространстве Ь2(С) на неприводимые представления, мы рассма
триваем собственное пространство операторов Лапласа — Бельтрами 
А, А, порожденное орисферическими функциями Фх-1 (• ;^,С), гДе

ц> + т _4>->п
Х{$) — $ 2 2 2 .Его элементы можно представить в виде

/х Ы  = ( 0  ^  (4.19)
7с 7с

где их (^Х) удовлетворяет условию однородности:

%(А1С,а2С) = х- 1(А1А2)|а1а2|- 2«х(с,С)

для любых Ах, А2 Е С \  0. Введем в пространстве функций / х норму

н/х||2 =  ( 0 2/ / М Ш Ч С ) ^ Ц С ) Ц С )
7С 7С
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и рассмотрим пространство ь 2 по этой норме, которое обозначим 
через Нх. Сдвиги на С индицируют в Нх неприводимое унитарное 
представление Тх группы С х С, имеющее в функциях %(^>С) вид:

{Тх {д1,д2)их )ЦХ)  = «хС&ъСя'г )•

Мы строим далее операторы Рх : Ь2(С) —г Пх ,

Рх* = /х>

где / х задается равенством (4.19), в котором

« х (^ 0  =

Искомое разложение представления Т  задается равенствами:

/  =  - 2 “8ТГ ~7 с̂ 2 { х ) 1 х А х ,  1 х  - Ы  (4-20)

/ | / Ы 1 2^ Ы  = 2 -8л - 7|  С2(х)||/х1|2^ .  (4.21)
а х0

Они следуют непосредственно из формулы (4.16) и формулы Планше-
реля (4.18) для преобразования Фурье Т ’.

Так как разложение представления Т  группы С х С на неприво
димые представления единственно ввиду однократности спектра, то 
полученное разложение совпадает с разложением, полученным в и. 3.8. 
Именно, мы имеем:

/х = с_1(х) /х> 11/х11 = с“ 1/2(х)11/х11-

Отметим, что равенство / х = с~1{х)$х эквивалентно полученным 
выше соотношениям между Т  /  и
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