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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Конечные автоматы и та 1кие  тесно связанные с ними  конструк­
ции , как, н апример , линейные грамматики и регулярные выраже­
ния, относятся к важнейшим основным понятиям информатики. 
Различные варианты конечных автоматов и близкие и м  м атема­
тические объекты служат для описания и анализа технических уст­
ройств, различных систем и процессов, 1Программ  и алгоритмов. 
Многие сложные концепции теоретической информатики - и при­
том относящиеся не TOJlЬKO к более общим моделям автоматов , 
таким как автоматы с м агазинной памятью и машины Тьюрин­
га , - были выработаны на  базе теории конечных автоматов. Тео­
рия автоматов порождает ряд легко формулируемых, но далеко 
не тривиальных проблем.  Они приводят к весьма  сложным алго­
ритмам и отчасти проясняют причины, по которым необходимо 
систем атическое р азвитие м атематического программирования и 
теории алгоритмов, сопровождаемое подробным анализом коррект­
ности и сложности . Теория конечных автоматов имеет многочис­
ленные приложения в технической и практической информатике и 
составляет существенную часть теоретИ'ческой информатики. Это 
дел ает знание основ теории автоматов необходимым каждому спе· 
циалисту по информатике .  

Данная книга дает начальные представJН�ния о важнейших 
классических основных моделях, концепциях, методах и резуль­
татах теории конечных автоматов. 

Поскольку теория автоматов является одним из старейших раз­
делов теоретической информатики, широко р азвитым во многих 
направ.'lениях, возможны целый ряд подходов и изложение разных 
аспектов этой теории различцыми м етодам и и с различными  целя­
ми. В данной книге избран «средний путь» между чисто м атема­
тическим и направленным только н а  .приложения 1подходами .  

ivlы будем рассм атривать конечные автоматы как абстрактные 
модели простейших у·стройств ,  обрабатывающих данные, обращая 
в основном внимание  на  входно-выходное поведение, т. е. на  оп­
ределя емое автом атом отображение или соответствие м ежду вход­
ным и выходны м  множествами слов . При этом особое значение 
будет придаваться констру.ктивным и алгоритмическим аспе•ктам 
пробл емы . 

С1Пособ изложения ориентирован прежде всего н а  теорию фор­
ма.'lьных языков, однако не  предпол агается ,  что у читателя име­
ются какие-либо специальные познания в этой области. Кроме 
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того, от читателя не  требуются особые познания в математике или 
в других разделах информатики, выходящие за пределы материа­
ла, который изучается н а  первом курсе студентами, специализиру­
ющимися в области информатики 1• 

Используемые в книге м атематические понятия , обозначения и 
методы кратко описаны в гл. 1. Некоторые простые и обычные по­
нятия, кроме того, поясняются в том месте текста ,  где они упот­
ребляются впервые, так что после  введения к гл . 1 можно пере­
ходить к чтению гл . 2 и только при  необхо�Цимости использовать 
rл. 1 для справок. 

Каждая  из гл. 2-8 относительно независима :  в гл . 2-5 и 8 
рассматриваются основные модели автоматов, в гл . 6 изучается 
пекоторая специальная конструкция и в гл . 7 nредставлен и ной 
подход � проблеме. Все этп главы начинаются одним или несколь­
кими вводными примерами  и завершаются наборами упражнений 
и разделами, содержащими  обзор .питературы к данной главе. 
Список литературы дан в конце книги. Вводные и ряд других при ­
меров в тексте взяты из  р азличных разделов информатики . Они  
должны, с одной стороны, мотивировать введение абстрактных по­
нятий и конструкций и , с другой стороны, демонстрировать воз­
можности их применения. 

Все теQJ>емы, леммы и следствия (за исключением теорем о 
соответствиях Поста и о полноте системы аксиом для рациональ­
ных равенств) сопровождаются полными доказательствами . Эти 
доказательства по мере возможности конструктивны и неформ аль­
ны (скажем , в доказательствах не используются методы формаль­
ной логики). 

В книге принята простая система терминов, которую автор пы­
тался составить так, чтобы разумно сочетать как ставшие уже 
историей, так  и современные точки зрения. Данная терминология 
возникл а  в результате р ассмотрения различных и, отметим,  часто 
противоречивых систем понятий,  встречающихся в литературе. В 
некоторых случаях в обзорах литературы после соответствующих 
глав содержатся комментарии по этому поводу. Эти обзоры вклю­
чены в книгу прежде всего для указания авторов излагаемых идей 
н результатов и , кроме того, в них цитируются некоторые дополни­
тельные работы и многие учебники .  В тексте книги специальных 
ссылок на литературу нет.  

Многочисленные задания предназначены для упражнений и 
более глубокого изучения  м атериала , а также и для дополнения 
основного содержания книги (особенно трудные задания помечены 
звездочкой) . Они являются важнейшей составной частью книги и 
должны быть внимательно прочтены и обдуманы читателем, даже 
если их и не удается выполнить полностью.  

1 Все же для nонимания некоторых конструкций желательно знакомство 
читателя с nроблематикай вычислимости, см. ,  например, книги Роджерс Х. Тео­
рия рекурсивных функций и эффективная вычислимость: Пер. с англ. - М.: Мир, 
1972.-624 с. и Катленд Н. Вычислимость. Введение в теорию рекурсивных 
функций: Пер. с англ.- М. :  Мир, 1983.- 256 с. - Прим. перев. 
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В соответствии  с принятой в книге точкой зрения, в ней не 
представлены многие разделы теории автом атов. В частности, не 
рассматриваются вопросы, связанные с технической реализацией 
конечных автоматов (та.кие, как теория 1контактных схем и пере· 
ключательных схем с памятью, теория разложения автоматов , 
теория линейных автоматов и т. д . ) . Также не  изучается широкий 
круг сложных проблем , относящихся к теории форм альных языков 
и теории сложности (например, не р ассматриваются более общие 
модели автоматов такие, как  машины Тьюринга, автоматы с м ага­
зинной памятью, пакетные автоматы, древовидные автоматы ) . 
Наконец, в книге не представлены сложные, преимущественно 
чисто математические теории (такие, как алгебраическая теория 
решеток, теории  стохастических и топологических автоматов, тео­
рия рациональных степенных рядов, алгебраи ческая теория коди­
рования и т. д . ) . 

Я выражаю глубокую благодарность cr:Ipoф . Г. Хольцу и д-ру 
П. Шпулеру за  их предJюжение написать эту книгу и за прояв­
ленное ими при этом терпение. Доктор К. й. Ланге основательно 
проработал многие варианты рукоnиси, сделав при этом ряд цен­
ных предложений и внеся ряд поправок. Опециалист по информа­
тике К. Буттлер крайне тщательно прочитал окончательную ре­
дакцию текста и сделал при этом несколько предложений для 
дальнейшего его улучшения. !<роме того, он составил списки тер­
минов и обозначений. Двум последним я особенно признателен . 
Я также благодарен всем,  с кем работал, в том числе и ряду сту­
дентов, за стимулирующие обсуждения и критику .  З а выдержку н 
аккуратность, проявленные при  подготовке рукописи, я крайне 
признателен моей секретарше А. Цильц. Но более всего я благода­
рен моей жене за ее сотрудничество и помощь. То, что она дала 
мне целый ряд советов в отношении дидактики, методики и сти­
листики, выполнила  рисунки, отпечатала многие варианты руко­
писи и прочитала корректуру, является лишь малой частью ее 
вклада. Я смог работать над этой книгой, не ог.р аничивая препо­
давательской и научной деятельности, только благодаря  тому, что 
моя жена взял а  н а  себя многие из моих р азнообразных обязанно­
стей и освободила меня от многих нагрузок. И 1При этом она с nо­
ниманием относилась к тому, что я и без того небольшое свобод­
нос время посвящал в основном этой рукописи . Без дружеской по­
мощи эта книга не была бы написана .  

В. Брауэр 



Г Л А В А l .  

О С НО В Н Ы Е МАТЕМАТ И ЧЕС К ИЕ П О НЯТИЯ 

В В ЕДЕНИЕ 

Рассматриваемые в книге модели автом атов явля­
lutся: абстрактными описаниями технических устройств, социально­
экономических, биологических и других динамических систем или 
описаниями программ ,  алгоритмов и вычислительных процессов . 
В основе таких моделей лежит предположение о том ,  что эти «ав­
томаты» работают дискретным образом: н аходятся nеред и после 
каждого шага в совершенно определенном состоянии и за каждый 
шаг воспринимают некий «вход» или порождают некий «выход». 
Предполагается также, что каждый автомат может иметь только 
одно из конечного множества состояний и что его входы и выходы 
могут быть описаны символами из пекоторога конечного алфавита. 
То, что происходит с автоматом за отдельный шаr, будет описы-
ваться с помощью отобр ажений или соответствий . ' 

Таким образом , нам  •понадобятся сведения с множества_?С1 отоб­
ражениях , соответствиях (многозначных отображениях ) , отноше­
ниях и графах .  Эти сведения не  выходят за пределы материала ,  
изучаемого н а  первом курсе и даже в средней школе. Они содер­
жатся в разд. 1.1-1.3. 

При изучении конечного автомата интересны ие только его по­
ведение з а  отдельный шаг , обработка конкретного входа и порож­
дение конкретного выхода, но и поведение на протяжении длитель­
ных промежутков времени .  Для формального описания та-кого по­
ведения нам будут нужны сведения о конечных последовательно­
стях отображений конечного множества в себя . Это означает, что 
нам понадобятся понятия полугруппы и моноида, приведеиные в 
разд . 1 .4 (определения этих понятий не будут повторяться в пос­
ледующих главах) . 

Поскольку у ч итателя не rпредполагается наличие особых ма ­
тематических знаний и навыков, в разд. 1 .5 дается обзор основных 
необходимых для дальнейшего изложения методов доказательств .  

Утверждения , приведеиные в разд. 1 . 1 -1.5 без  доказательств, 
могут быть проверены читателем на базе вводимых определений 
nосредством простых выкладок. Во многих же с.11учаях даются наб­
рсски доказательств или указания .  

Формальная логика в книге непоQредственно использоваться 
не будет, логические связки и кванторы будут записываться сло-
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вами.  В то же время предполагается, что читатель и меет· пред­
ставление об алгоритмах и проблематике выч исли мости и р азре­
шимости . Поэтому такие понятия ,  как эффективная конструкции, 
эффективная вычислимость и т. 1п . ,  будут иопо.1ьзоваться без даль­

нейших пояснений .  Скажем только, что м ы  сч итаем некоторую 
проблему разрешимой (неразрешимой) , если существует (не су­
ществует ) решающий ее алгоритм .  Пример неразрешимой пробле­
мы в первый раз появится в гл . 8, а неэффективная конструкция: 
будет описана в гл . 5 (теорема 5 .5 .7) . 

Для понимания некоторых примеров и соответствующих мето­
дов желательно , чтобы читатель имел оп ределен ные познания: в 
обл асти практического прш р а м мирования и в теории языков прог­
рам мирования. Следует также иметь в виду, что для некоторых 
сложных алгоритмов необходим ы  доказательств а корректности и 
оценки времени работы и объема памяти. 

1.1. МНОЖЕСТВА 

Далее понадобятся только представления наив­
ной теории множеств в смысле Г. Кантора : «Под м ножеством мы 
понимаем собрание определенных отличных друг от друга объектов 
(реальных или воображаемых) , н азываемых элементами множест­
ва, в их общности». Поскольку м ы  начинаем с конечных множеств 
и формируем бесконечные множества на  базе конечных с исполь­
зованием вполне определенных операций, нам  не  �приходится опа­
саться появления возможных в наивной теории множеств Щiтино­
мий . При желании можно считать, что все р ассматриваемые мно­
жества являются подмножествами векоторого универсума,  за пре· 
делы которого не выводят все используемые опер ации .  

Т Е О Р Е Т ИI(О-М Н ОЖЕСТВ Е Н Н Ы Е  ОБОЗ НАЧ Е НИЯ. 

Будем обознач ать .множества прописными латинскими буквами 
типа М, М', М1, .множества .множеств- прописными рукописными 
буквами типа ..ll, !ll, а элементы множеств - строчными латински­
ми буквами типа m, m' m1. 

mEM означ ает высказывание «m является элементом .множе· 
е1ва М»; в этом случае м ы  также говорим «m принадлежит мно• 
жеству М »или« из М» и т . п .  

тфМ означает отрицание высказывания mEM, т .  е. высказьt• 
вание «m не принадлежит М». 

М1 =М2 озн ачает высказывание «каждый элемент множества 
М1 является также элементом м ножества М2», в этом случае мы 
также пишем «М1 является подмножеством J"•ножества М2» или 
«имеет м есто включение М1 =М2». 

М1=М2 означает высказывание «М1=М2 и M2s;;;M1»,  в этом 
случае мы та кже говорим «.множества М1 и 1\12 равны». 

М1 =РМ2 является отрицанием высказыв ан ия М1 =М2• 
М1сМ.� эквив алентно высказыванию «М1сМ2 и -М19!=М2», в 

этом случае м ы  та кже говор ИIМ «М1 является собственнЬt.м подмно­
жеством .множества М2». 

. . 9 •' 



/М/ для конечного множества М есть число элементов этого 
МftDЖества. 

0 означает единственное множество, не содержащее элемен­
тов . Отсюда вытекает, что для  любого множества М выполняется 
включение .0=М и, если для векоторого множества М верно, что 
Ms;0, то М=0. 

С П Е Ц И АЛ Ь Н Ы Е  М Н О Ж ЕСТВА 

Мы считаем, что определены следующие множества :  множество 
натуральных чисел 1 ,  2, 3, . . .  , обозначаемое N; множество неот­
рицательных целых чисел О, 1 ,  2, .. . , обозначаемое N0 ; множество 
целых чцсел ... , -2, -1, О, 1, 2, . . . ; обозначаемое Z. Считаем 
также, что н а  этих множествах определены арифметические опе­
рации и отношения < (меньше или  равно) и < (строго меньше). 
Кроме того, полагаем известными понятия простого числа,  четного 
числа,  нечетнога числа и т. д. 

ПОСТРО Е НИЕ Н О В ЫХ М НОЖЕСТВ 

Множества могут быть построены следующими способами. 
1. Перечислением всех элементов. 
Примеры. Х= {а, Ь}; У= {1}; Z= {1, 2, . .. , 8}; Мп= {m1, 

m2, . .. , mn}, где nEN ( поэтому при n= O имеем Мо =0). 
Из определения равенства множеств вытекает, например, что 

{х, у}={у, х}. 
2. З аданием характеристического свойства, выделяющего эле­

менты данного множества среди элементов указанного или ука­
занных других м ножеств. 

Примеры. N= {n/nEZ, n>O}; {m\m=Fm}=0; 
{m l существует nEN такое, что m= n2}- множество всех квад­

р атов н атуральных чисел. 
3. Описанием порождающей процедуры с указанием мно,жест­

. ва (или м ножеств ) , которое пробегает nараметр (или пара метры) 
этой процедуры .  

Примеры. 
Множество всех квадратов натуральных чисел может быть так-

же задано как {n2/nE N}; 
{{m, n}/mEN и nЕN} - множество всех двухэлементных под-

множеств множества натуральных чисел; 
{8х1 + 14x2+32x3/xJ, Х2, ХзЕZ} - множество четных чисел. 

БУЛ Е В Ы О П ЕРАЦ ИИ 

С помощью задания характеристических свойств можно опрt· 
делить специальные операции  над множествами, позволяющие 
строить новые множества ,  - так называемые булевы операции. 
Пусть М и М'- множества .  

Объединением множеств М и М' называется множество 

MUM'={m/mEM или mEM'}. 
Пересечением множеств М и М' называется множество 

MПM'={mlmEM и mEM'}. 
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М и М' называются дизъюнктны.ми, если МПМ' · eJ. 
Разностью множеств М и М' называется множеств\) 
M-M' ={mlmEM и шфМ'} . 
Симметрической разностью множеств М и М' называется мно-

жество 
МЕJЭМ'= (M-M') U (M'-M) .  

Если М'=М, то разность М-М' называется дополнением мно• 
жества М' в множестве М. 

Пример. МЕ9М' = (МUМ' ) - (МПМ'). 
Такого рода равенства доказываются просто: нужно лишь nо­

казать, что каждый элемент множества ,  стоящего в одной ч асти 
равенства, является также и элементом множества , стоящего в 
другой его части . 

Д о к аз а т е л ь  с т в о. Первая ч асть утверждения, т. е. выска­
зывание МЕ9М' s (MUM')- (МПМ') верно, поскольку очевидно, что 
MEJЭM'=MUM' и каждый элемент, входящий и в М, и в М', не 
входит ни в М-М', ни в М'-М. В то же время каждый элемент. 
принадлежащий множеству, стоящему в пр авой части доказыва­
емого равенства, входит в М или в М', но не входит в МПМ', т. е. 
принадлежит М, но не М' ИJlИ, наоборот , М', но не М, т. е .  входит 
в МЕ9М'. 

Если М и М'- кон ечные множества ,  то выполняются следу-
ющие равенства : 

1 MUM' I = 1 М 1 + 1 М'\- i МПМ' 1, 
\М-М '\ = I M\-IMПM'\, 
\ME9M'I = I M-M' 1 + I M '--M I = l M  1 +\М' j-2\МПМ' 1-

БУЛ ЕА Н, БУЛ Е В Ы  АЛ Г Е Б Р Ы  П О Д М Н О Ж Е СТВ 

ДА Н Н О ГО М Н О Ж Е СТВА 

Для каждого множества М определен булеан .9' (М) __, мно­
жество всех подмножеств множества М, т .  е . fJJ (M)  = {M' \ M'sM}. 

В частности fJJ(M) содержит в качестве элементов eJ и М, так 
что любое множество может рассматриваться как элемент веко­
торого (другого) множества . 

Если множество М конечно, 11Iричем IMI =n, то выполняетсSJ 
равенство j.9'(M) 1 =2n ( см. разд. 1 .5). 

Для каждого множества М булеан fJJ (М) замкнут относитеЛь­
но булевых операций, т. е. для  всяких двух элементов М1 и М2 
булеана fJJ(M) множества M 1UM2, М1ПМ2 и Л11-М2 (а потому и 
М1ЕВМ2) являются элементами fJJ (M ) . 

Для булевых операций на fJJ (M ) справедливы, в ч астности, 
следующие законы ,  которые легко проверить указанным выше 
способом: 

мu0=м.м- 0=м.мn0=-0. 0-M=0.-MU<M­
- М') �-М; 

MUM=M, МПМ = М  ( закон идемпотентностн ) ; 
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MUN=NUM, MnN=NnM (закон коммутативности) ;  

М U (N nР) =(М U N) n (М U Р) } 
М n (N U Р) =(М n N) U (М n PJ 

(закон дистрибутивностlf); 

(MUN) UP=MU (NUP), (MnN) nP=Mn (NnP) (закон ассоци
а-

Mn (MUN) =М, MU (MnN) =М (закон поглощения) ; 

М- (N U Р) -=(М- N) n (М- Р) } (законы Моргана) 
M-(N nР)= (М- N) U (М-Р) 

тивности); 

Булеан 91'(М) вместе с булевыми операциями на нем образуют 
так н азываемую булеву алгебру. Каждое подмножество fГ бу­
леана 91' (М) , замкнутое относительно булевых операций, содержит 
как множество (например,  0), являющееся подмножеством каж­
дого множества из fГ, так и м ножество (например ,  М) ,  содер ­
жащее в качестве подмножества каждое множество из fГ. Таким 
образом, fГ также оказывается булевой алгеброй. 

О БЪЕД И Н Е Н И Я И П Е Р ЕСЕЧ Е Н И Я  П Р О И З В ОЛЬ Н ЫХ 
С Е М Е йСТВ М Н ОЖЕСТ В 

Благодаря свойству ассоциативности объединения и пересечения 
произвольных семейств м ножеств могут быть описаны без исполь­
зования скобок. 

Пусть ПЕ N и пусть м,, м2 • . . .  , Mn- м ножества .  Положим 
M,UM2U ... UMn=U{M,\1:�;;;;;i=:::;;n}={m\ существует i , rде 

l�i�n. такое, что me:M;} . 
. MtnM2n ... nMn=n{MI\1 �i�n}={m \ для каждого i, rде 1 =:::;; 

���n. выполнено me:M1}. 
,- Эти определения могут быть обобщены на случай, когда м но­
жества М1 заданы  как элементы некоторого семейства множеств 
.J( и требуется выполнение некоторого дополнительного условия В: 

U{М\М�.К и М удовлетворяет условию B}={m\ существует 
Ме:.К такое, что для М выполнено условие В и meM}. 

Определение для пересечений аналогично вышеприведенному. 
Пример. U{M\Me:91'(Z) и: MnNo=0} - множество всех отри­

цательных целых чисел . 
(Х) 

Вместо U{M1\ie:N} используется также запись U М1 

и 

ана-
1=1 

логичная запись для пересечений. 

ПАРЫ,  П ·КИ, ПОСJI ЕДОВАТЕJIЬ Н О СТИ, Д ЕКАРТО В Ы  

П Р О И З В ЕД Е НИЯ 

Дальнейшие возможности построения новых м ножеств из за­
данных основаны на понятии (упорядоченных) пар и, более обще, 
(упорядоченных) n-ок. 
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Пусть х,, х2, ... , Xn (при некотором nEN) - n не  обязательно 
различных объектов (т. е . элементов некоторого м ножества или 
множеств ) . Тогда определен объект (х,, х2, ... , Xn), называемый 
n-кой ;  Х1 называется i-й компонентой этой n-ки.  

Если х, (при 1 �i�n) попарно различны, то объект 
(х1,. х1 •• • • •  , хiп ) ' где l �i1�n, i1:;tik для j:;tk и l�i , k�n, от­
личен от объекта (х,, х2, . . . , хн) , ecJiи только существует q ( где 
l �q�n) такое, что iq:;C=q. Итак, n-ки упорядочены .  

При n=2 n-ка называется парой, при n=З - тройкой, при 
П=4- четверкой, при n=5 - пятеркой, при n=6 - шестеркой 
и т. д. 

Из сказанного, в частности, следует, что при x:;ty пары ( х, у ) 
и (у, х ) различны. 

Можно рассм атривать n -ки и как ( конечные) последователь­
ности. При этом n называется длиной последовательности. 

Пусть М,, М2, ... , Mn (при  n�2) - не обязательно различные 
множества .  Декартовым произведением м ножеств М1 является 
множество М,ХМ2Х ... XMn={(m,, m2, ... , mn) 1 m1EMr при i= 
= l, . . .  , n}. 

Если одно из множеств м, (при  некотором i, где l�i�n) пус­
то, то пусто и декартово произведение М,ХМ2Х ... XMn. 

Если М, =М2= ... =Mn=M, то М"=М,Х ... XMn называется 
n-й декартовой степенью множества М. При n = O  и n= 1 по опре­
делению полагаем М0={0} и М1=М. 

Пример. Z2- множество всех пар  целых чисел , т. е .  всех ко-
ординат целочисленных точек на евклидавой плоскости. 

Существуют следующие правила : 
(M,UM2) ХМз=М1ХМзUМ2ХМз; 
(М,ПМ2) ХМз=М,ХМзПМ2ХМз; 
(М,-М2) ХМз=М,ХМз-М2ХМз; 
Т,ХМ2ПМ,ХТ2=Т,ХТ2, если Т,=М� при i= l, 2. 
В ажным подмножеством декартова произведен и я М ХМ явля ­

ется множество Llм={ (m, m) 1 mEM}, называемое диагональю. 

В ЕI(Т О Р Ы, МАТ Р И Ц Ы  

Часто n-ку называют ( n-мерным или л -компонент н ым ) векто­
ром ( или  вектор-строкой). Если же компоненты n-ки �аписыва ­
ются одна под другой по вертикали, то  это образование называют 
вектор-столбцом. 

n-ка т-мерных вектор-столбцов (при m, nE N) называется 
тХп-матрицей. Итак, тХп-матрица является прямоугольной схе­
мой ( или таблицей) содержащей m строк и n столбцов : 

А = 11 ark 1! = (::: ::: ·• · . ·�_:") · 
aml 2m2 . . . 2mn 
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a1k называется элементом м атрицы, n-ка i=x компонент вектор­
столбцов (l::::;;;i::::;;;m) в той же последоватеJiьности называется 
строкой матрицы. Мы будем р ассматривать м атрицы и как век­
тор-столбцы их строк. 

В случае, когда m=n, n-ка (а 1 1 , а22, . . .  , ann ) называется глав­
ной диагональю матрицы А. 

У П РОЩ Е Н Н Ы Е  ОБО З НА Ч Е Н И Я  

В случаях, когда не  могут возникнуть разночтения, будем 
опускать скобки, т. е. писать m вместо {m} и, в частности,  MUa 
вместо MU{a}, М-а вместо М-{а}, МХа вместо МХ {а} и т .  д. 

Далее, мы часто будем писать сокращенно : {mEMI m удовлет­
воряет условию В} вместо {m 1 mE.A и m удовлетворяет усло­
вию В}.  

При записи декартовых произведений и n-ок будем в большин­
стве случаев опускать внутренние скобки , т. е . ,  замечая ,  что де­
картово произведение (соответственно операция образования n-ок) 
ассоциативно, записывать, например ,  (М1ХМ2) ХМз и М 1Х (М2Х 
ХМз) как  М1ХМ2ХМз. 

1.2 СООТВЕТСТВИЯ: И ОТОБРАЖЕНИЯ: 

СООТВЕ1СТВИ.Я 

Пусть Х и У - множества .  
Сс:ответствием k из Х в У (или на У) называется тройка k = (Х, 

У, К), где К=ХХУ. При этом К называется графиком соответст­
вия k, что з аписывается следующим образом : gr k=К. 

Множество D (k ) ={xEXI существует уЕУ такое, что (х, у)Е 
Egr k} называется областью определения соответствия k. Часто 
вместо D (k )  пишут более коротко Dk . 

Для каждого х из Х положим:  k (x ) ={yEYI (х, y) Egr k} .  Таким 
образом, имеем Dk={xEXIk (x ):;i=.eJ}. 

Кроме того, для каждого подмножества Х' множества Х поло­
жим k (X' ) =U{k (x )  l xE X'} .  

Пример. Пусть Р - м ножество всех nростых чисел . Сопоставим 
каждому ПЕN все его простые делители (простые числа,  на ко­
торые делится n ) . Таким образом мы получаем соответствие t= 
= (N, Р, gr t), определяемое равенством t (n) ={рЕР 1 р делит n} . 

Если Х =Х1 Х . . .  XXn, то, опуская скобки, мы вместо k (  (х1 , .. . 
. . .  , Xn) ) пишем k (x 1 , . . . , xn ) , и если X!'=Xt при  i=l, . . . ,n, то по­
лагаем k (Xt ' , Х2' , . . .  , Xn' ) =k (Xt 'X . . .  XXn') . 

ПОСТРО Е Н И Е  Н О В ЫХ СООТВ ЕТСТВ И й ИЗ ЗАДА Н НЫХ 

Обратным соответствием для k является соответствие k-1 = 
= (У, Х ,  К-1 ) ,  где К-1={ (у, x ) EYXXI (х , у )Е К}. Отметим , что, 
вообще говоря ,  k-1 (k (х ) )  :;i={x} и k ( k-1 (у) ) :;i={y}.  

Пример. Х={а, Ь} = У, k= (X, У, { ( а , Ь) , (Ь, Ь) } ) , k- 1 (k ( a ) ) = 
=k-1 (b ) ={a ,  Ь} , k (k-1 ( a ) ) =0.  
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Если Ts;X, то соответствие k'=kiГ= (T, У, grkПTXY) назы­
вается ограничением или сужением k на Т, а k называется расши­
рением или продолжением k'. 

Пусть для i= 1,  2 заданы соответствия k1 из Х1 в У1. 
Включение k1s;k2 по определению выполняется тогда и только 

тогда, когда Х1=Х2, У1=У2 и gr k1s;gr k2. 
Объединением соответствий k1 и k2 называется соответствие 
k1Uk2= (X1UX2, Y1UY2, gr k1Ugr k2). 
Равенство k1=k2 по определению выполняется тогда и только 

тогда, когда Х1=Х2, У1=У2 и gr k1=gr k2, т. е .  когда выполняются 
оба включения k1s;k2 и k2s;k1 . 

Декартовым произведением соответствий k1 и k2 называется 
соответствие 

k1Xk2= (Х1ХХ2, У 1ХУ 2, {( (х1 , х2) (у1 ,  У2 ) ) 1 (xt, Yt) Е 1<1 

для i=1, 2}). 
Если Х2=У1 ,  то композицией соответствий k1 и k2 называется 

соответствие k2k1 = (Х1 , У 2. 1<1 ·I<2), где 
К1·�={ (х, y) EX1XY2I существует z такое, что (х, z ) E K1 и 

(z, у)Е�}. 
Для каждого х1 из Х1 справедливо равенство k2k1 (х1 ) = 

=k2(k1 (х1)). 

ОТО БРАЖ Е Н И Я  

Пусть f= (Х, У, gr f) - соответствие . 
Соответствие f называется отображением из Х в У, если для 

каждого х из Х выполнено равенство 1 f (х) 1 = 1, т. е. если каждое 
х из Х встречается в ровно одной паре (х, у) в графике соответ­
ствия f. При этом также пишут f: Х.-У. 

Легко видеть, что соответствие f является отображением тогда 
и только тогда , когда выполнены включения L\xs;gr (f-1f) и 
gr ( f f-1) c::L\y. 

f называется частичным отображением из Х в У, если 1 f (х) 1 � 
� 1 для каждого хЕХ, т. е. если имеет место включение 
gr(ff-1 ) с::!\у. В этом случае мы  также пишем f: (Х).-У. 

Частичное отображение является также и отображением, если 
D1=X, т. е .  если оно всюду определено или, что то же, если L\x= 
c::gr(f-1f). 

Иногда отображения называют также тотальными или всюду 
определенныАtи, чтобы отличать их от частичных отображений .  

f (х) назыв ается образом элемента х множества Х прИ отобр а ­
жении f. Соответственно f (Х') называется образом подмножества 
Х' при отображении f. Вместо f (х) ={у} часто используется запись 
f (х) =у. 

f-1 (у) [соответственно f-1 (У') ] называется прообразом элемен­
та у множества У [соответственно подм ножества У' множества У] 
при отображении f. 
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CBOFICTBA ОТОБРАЖ Е Н И й 

Отображение f называется сюръективным ( или отображением 
на, или сюръекцией ) , если f (X) =У. f называется инъективны.м 
(или однозначным, или обратимым, или инъекцией) , если f-1 яв­
ляется частичным отображением. f-1 в этом случае называется 
обратным к f (частичным ) отображением. Отображение f назы­
вается биективным (или биекцией), если оно одновременно явля­
ется и сюръективным,  и инъективным . 

Легко видеть, что f тогда и только тогда является инъективным 
(соответственно сюръективным, биективным), когда f-1 (у) для 
каждого уЕУ содержит не более (соответственно не  менее, ровно) 
одного элемента . 

Если отображение f сюръективно ( инъективно) ,  то выпоштет­
ся р авенство f (f-1 (у)) =у [соответственно равенство f- 1 ( f (х ) ) = 
=Х]. 

Все введенные для соответствий понятия естественным образом 
переносятся и н а  случай (частичных) отображений. В частности, 
два (возможно, частичных) отображения f1= (Х1, У1, gr f1) и f2= 
= (Х2, У2, gr f2) р авны тогда и только тогда, когда они равны как 
соответствия.  Поэтому данные отображения не р авны даже в том 
-.случае, когда gr f1=gr f2, но X1=FX2 или Y1=FY2. 

Декартово произведение двух отображений является , очевидно, 
также отображением .  

Композиция двух (частичных, инъективных, сюръективных, би­
ективных) отображений также является (частичным, инъективным, 
сюръективным , биективным соответственно) отображением. 

В место термина «отображение» часто используется термин 
«функция». 

Отображение f конечного множества {m1, . . .  , mn} в себя часто 
подставляют 2Хп-матрицей ( Ш1 Ш2 .. . Шп ) 

f (щ) f (m2) . . .  f (mп) 
.Композиция отображений такого вида легко может быть опреде­
лена по этим матрицам . 

Если множество М конечно, то инъекция ( или сюръекция ) М 
в себя является также биекцией (см. разд. 1.5) и называется под­
становкой множества М. 

Пусть k- соответствие.  На основе определения множества 
k(X') для Х'с:::Х соответствию k может быть сопоставлено отобра­
жение из fJ> (Х) в fJ> (У). Аналогичным образом отображение из 
fJJ(Y) в fJJ(X) может быть сопоставлено соответствию k-1. 

Пусть f= (Х, У, gr f)- отображение, и пусть Х', Х"с:::Х и У', 
У"с:::У. Тогда выполняются следующие сооп:ошения :  

f (X'UX") =f (Х') Uf (Х") ; 

16 



f (Х'ПХ") =f (Х') Пf (Х") (равенство имеем при инъективном 
отображении f); 
f-1 (Y'UY") =f-1 (У') Uf-1 (У"); 
r-1 (У'ПУ") =f-1 (У') nr-1 (У" ) . 

Кроме того, эквивалентны следующие три высказывания : 
1 )  f : Х-+ У инъективно ( сюръективно) ; 
2) f: ,qJ(X)-+9'(Y) инъективно (с -юръективно) ; 
3 )  f-1 :9'(У)-+9'(Х) сюръективно (инъективно) .  

С П Е ЦИАЛ Ь Н Ы Е  ОТОБРАЖ Е Н И Я  

ЕсJш М' является подмножеством м ножества М, то характери­
стической функцией М' в М называется отображение С�,: 

м м { 1 , ecJlи mE М', См,: м� {О 1 }  См, (m) = ' ' О в противном случа е .  

Пусть М=М1Х . . .  XMn- декартово произведение. Тогда дJlя 
каждого i из множества { 1 , ... , n} оnределены отображения pr1 и 
pr1 (н аз ы в аемые проекция.ми): 

pr1: М-+М1, pr1 (m1, . . . , Шn) =m1; 
pr1: М-+М1 Х ... ХМнХМI+1 Х ... XMn, 

pr1 (m1 , . . .  , Шn) = (m1, ... , Ш1-1 , Шi+l• ... , Шn). 

Пусть, далее, 1 =:::;;k=:::;;n и l =:::;;i 1<i2< . . .  <ik=:::;;n .  
Тогда прое1щия pr1,, 1,, . . . 1k: М� М1, Х . . .  Х M1k определяется ра-

венством pr. 1• 1• (щ, . . . , mn) = (m1• , m1., . . .  , m1• ). lJ, 2, • •• k 1 2 k 

Д ИА ГРАММЫ 

ДJlя облегчения работы с отображениями применяются диа­
граммы. Пусть, например, даны функции f1= (Х1, Х1н , gr f1 ) при 
i=1 ,  2 и f{=(XJ, Хн1, gr f{) при j= l ,  3. Эта ситуация описыва­
ется диаграммой (прямоугольной ) на  рис. 1 .2 . 1 .  

Эта диаграмм а  называется ко.м.мутатив_ной тогда и только тог­
да , когда fз'f1(x)=f2ft'(x) дJlЯ всех х из Х1. 

Аналогичным образом определяется коммутативность треугоJlь­
ных диаграмм и т. д. 

f' x1�xz 
pri. 

Х;. 1 ;..- xz х, 
,,.,, 1 

1·
, f1! t f.z 

x3 - f' х4 y1xYz pri yi. 
3 

Рис 12.1 Рис. 1.2.2 

2-5260 
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Пример. Пусть определены отображения f1= (Х1, У1, gr f1) при 
i= 1 , 2 .  Тогда при i= 1 и при i = 2  коммутативна диаграмма , при­
ведеиная на рис. 1.2.2. 

1.3. ОТНОШЕНИЯ И ГРАФЫ 

О Т Н О Ш Е Н И Я  

Пусть М- множество. Отношением на  М на ­
зывается подмножество R множества М ХМ 1. 

Если ( х, у) eR, то говорят, что х и у находятся в отношении R. 
Пример. Пусть M= N и R..;;отношение :::=;;;. Тогда R".;={ ( i , j)E 

eN21 i:::=;;j} . 
Для отношений часто используется способ записи, при котором 

знак  отношения ставится между элементами множества, т. е. 
вместо (х, y)eR пишется xRy. 

Множество всех отношений н а  множестве М в точности равно 
9'(М2). Оно образует булеву алгебру относительно булевых опе­
раций с выделенными элементами 0 (нулевое отношение) и М2 

(тождественно истинное отношение) .  
Отношения могут р ассматриваться и как графики соответст­

вий ,  что позволяет прямо перенести на них ряд понятий, в част­
ности ввести понятия обратного отношения R-1 для данного R и 
.композиции отношений R · R' для R и R'. 

О Р И Е НТ И Р О ВА Н Н Ы Е  ГРАФЫ, П Р ЕДСТА ВЛ Е Н И Е  
О Р И Е Н Т И Р О ВА Н Н ЫХ ГРАФО В Д И А ГРАММАМ И И МАТРИ ЦАМИ 

Отношение R на М может быть представлено так н азываемым 
ориентированным графом : ориентированный граф (или орграф) 
есть п ара G= ( Е , К) , где Е - м ножество вершин графа G, и К с:: 
s;;EXE- множество ориентированных ребер графа G. Ориенти­
рованный граф G может быть представлен диаграммой, причем 
вершины изображаются кружками,  а ориентированные ребра­
стрелками .  

Диаграммы, представляющие орграфы, часто также называют 
графам и. 

Пример. Соответствующий отношению :s:;;; на  N граф - это 
граф ( N , R".; ) . Часть этого гр афа показана на рис .  1.3. 1 .  

Рис. 1.3.1 

1 Автор понимает под отношениями только •бинарные отношения, не огова­
ривая это дополнительно. - Прим. перев. 
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Так же как и для  отношений,  ориентированными гр афами  и 
диаграммами могут быть представлены и графики соответствий 
(или отображений ) . Конечный ориентированный граф G (а пото­
му и отношение на  конечном множестве или соответствие между 
двумя конечными множествами )  может быть задан м атрицей сле­
дующим образом. 

Пусть G= (Е, К ) , где E={ei, . . .  , en} . Матрицей смежности для 
графа G называется nХn-матрица М= (mik) , где 

m __ { 1, если (е1 , ek) Е К, ik- О в пготивном случае . 

В ориентированном графе G= ( Е , К )  (направленным) путем 
длины k+1 из е в е' называется последовательность (е , е 1 ) ,  
(е 1 , е2), ... , (ek, е' ) ориентированных ребер из К. 

В З В Е Ш Е Н Н Ы Е  О Р И Е Н Т И Р О ВА Н Н Ы Е  ГРА Ф Ы  

Если н а  векотором множестве М определены несколько отно­
шений  (или соответстви й )  и эта ситуация должна быть представ­
лена в графической форме, то относящиеся к р азличным отноше­
ниям ориентированные ребра должны быть по-разному помечены.  
Это приводит нас к следующему понятию. 

Ориентированный граф со взвешенными ребрами (или просто 
взвешенный орграф ) есть тройка G= (Е, Х, К) , где Е - множест­
во вершин ,  Х- множество весов ребер и KsEXXXE- множест­
во взвешенных ориентиреванных ребер графа G. 

Если (е ,  х, е' ) ЕК, то говорят, что р ебро (е .  е' ) имеет вес (.мет­
ку) х. В этом случае на  диаграмме  ребро И'з е в е' помечается 
символом х. В отличие от ранее определенных графов, в данном 
случае две вершины могут быть соединены нескольки м и  ребрами, 
помеченными , разумеется, р азличным образом . 

Пример. М={3, 4, 6} . Для t =  1 ,  2, 3 и v = 6, 1 2  положим :  
Rt= { (i, j) ЕМ 2 1 н а ибольший общий делитель i и j р авен t 
и i < j } , 
Rv= { ( i , j ) EM2 1 наименьшее общее кратное i и j равно v 

п i<j}. Тогда взвешенным ориентированным графом , соответствующим 
пя тн отношения м R1, R2, Rз, Rб, R12, является граф G (M{1 ,  2 ,  3, 
6, 12}, {(i, t, j) 1 (i, j)ERt}U{(i, v, j) 1 (i, j)ERv}) ( р ис .  1 . 3 .2 ) . 

Аналогично вводится и еще 
одно обобщение понятия ориен­
тированного графа :  ориентиро­
Б-анный граф со взвешенными 
вершинами есть упорядоченная 
четверка G = (E, К, У, Ь) , где 
(Е ,  К) - ориентиров анный гр аф, 
У- множество весов вершин, Ь: 
Е-+ У- отображение, сопостав­
ляющее вершинам их веса. 
2' 

z 

Рис. 1.3.2 
19 



С В О И СТ В А  О Т Н О Ш Е Н И И  

Отношение R на  множестве М называется : 
рефлексивным, если Llм=R, т. е .  если для всех х из М выпол­

няется включение (х, х )  eR; 
симметричным, есл и  R=R-1, т. е. если из (х, у ) eR вытекает, 

что (у, х) eR; 
транзитивным, если R·R=R, т. е. если из (х ,  y )eR и (у, z)E 

eR вытекает, что (х,  z) eR; 
отношением эквивалентности (эквивалентностью) , если оно 

является одновременно рефлексивным ,  симметричным и транзи­
-гивным; 

антисимметричным, если  RПR-1=Llм, т. е . если из (х, у)  ER и 
{у, х ) eR вытекает, что х=у;  

отношением частичного порядка ( частичным порядком ) ,  eCJIИ 
оно является рефлексным, антисимметричным  и транзитивным; 

отношением линейного порядка или просто отношением поряд­
ка (или линейным порядком), если  оно является отношением ча ­
стичного порядка и выполнено равенство RUR1-=M2, т. е .  если 
для  любых х и у из м ножества М выполняется либо (х, у) ER, 
.либо (у, х )  eR. 

В ориентированных графах (диаграммах) , представляющих 
-гранзитивные отношения , любые две вершины е и е' , соединенные 
некоторым путем, соединены также и ребром, т. е. для таких вер· 
ши н  (е ,  е' ) eR. 

ЗАМЫI(А Н И Я  О Т Н О Ш Е Н И И 

Транзитивным ( соответственно рефлексивным и транзитив­
t-tn'М ) замыканием R+ (соответственно R* ) отношения R называ­
ется пересечение всех тр анзитивных ( соответственно транзитив­
ных и рефлексивных) отношений ,  содержащих R в качестве под· 
множества .  

В ыполнены равенства R* =LlмUR+ и 
R+= { (x, у )еМ2 1 в графе R существует путь из х в у} . 
Отметим,  что R+ является транзитивным отношением, а R* -

рефлексивным и транзитивным . 
Если множество М конечно, то рефлексивное и транзитивное 

замыкание отношения R может быть получено с помощью так на­
зываемого метода Варшалла следующим образом.  

Пусть IMI =n. 
1.  Полагаем Ro=Llм. 
2. Для i=O, ... , n-1 определяем 
Ri+I=RI·R={(x, у) 1 существует zeM такое, что (х, z)ER1 
и (z, y)eR}. 
3 .  Полагаем R*=RoURIU ... URn· 
Доказательство корректности этого метода будет дано 

в разд. 1.5. 
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ЗАМ К Н УТОСТЬ О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  О П Е Р А Ц ИЯ: 

Пусть Р - множество, n E N и k= (Pn, Р,  К) - соответствие. 
Подмножество А множества Р называется замкнутым относи­

тельно соответствия k, если k (А, А, ... , А) s;;A. Если, кроме того, 
Р может быть задано эффективно и k эффективно вычислимо, то 
А называется эффективно замкнутым относительно k. 

Пример. Пусть Р =.9' (М) и kь - соответствие из Р2 в Р,  кото­
рое каждым двум подмножествам U и V множества М сопостав­
ляет три множества UUV, UПV и U-V. Семейство Ае, содержа­
щее 0 и все конечные подмножества множества М, замкнуто от­
носительно kь. 

Для каждого подмножества В множества Р существует единст­
венное наименьшее объемлющее В подмножество А множества Р, 
замкнутое относительно соответствия k. Это подмножество назы­
вается k-замыкапием В ( или  замыканием В относительно k ) . От­
метим, что справедливо равенство 

А=П{А'\В=А' и А' замкнуто относительно k} , 

так как если В=А"=Р и А" замкнуто относительно k, то А=А". 
Пример. Пусть Р = М2 и k= (Р2, Р ,  {((х, у ) , (у,  z), (х ,  z ) ) l x, у ,  

zEM}) . Для любого отношения R на  М в этом случае R+ являет­
ся замыканием R относительно k. 

Однозначность k-замыканий используется при так называемых 
индуктивных определениях: чтобы задать некоторое множество М, 
элементы которого удовлетворяют данным условиям , полностью 
описывают некоторое подмножество Т этого множества и опреде­
ляют все множество М как замыкание Т относительно некоторых 
операций. 

Пример. Пусть Fц={(1 1), (1, 2)} и kr-отображение из N2X 
XN2 в N2, сопоставляющее парам  (m, m') и (m-}-1, ш") пару 
(m+2, m'+m"). Если F есть k1-замыкание F1,2 и f=(N, N, f'), то 
f (n ) есть п-е число Фибоначчи. 

У П ОРЯ ДО Ч Е Н Н Ы Е  М Н О Ж Е СТ ВА, Р Е Ш ЕТК И 

Упорядоченным м ножеством называется пара  (М, � ) ,  где 
�-отношение частичного порядка на М (если х и у- элементы 
множества М, то вместо (х, у )  Е � используется запись х � у ) . 

Пусть Т=М, t, t' ЕТ , mEM. 
t называется минимальным элементом в Т, если для любого 

хЕТ из x�t вытекает, что x=t. 
т называется нижней гранью для Т, если для любого хЕТ вы­

полнено m � х. 
t' называется паименьшим элементом в Т,  если для всех х из 

Т выполнено t' � х. 
Аналогично определяются понятия максимального и наиболь­

шего элементов в Т и понятие верхней грани для Т. 
Каждое подмножество множества М [например, м ножество 

всех верхних (или нижних) граней пекоторога подмножества Т 
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множества М] имеет не более одного наименьшего (соответствен­
но наибольшего) элемента , но может иметь много минимальных 
(или максим альных)  элементов. 

Упорядоченное множество называется решеткой, если каждое 
его конечное подмножество обладает наименьшей верхней и наи­
большей нижней гранями .  

Примеры. 1 . (.9' (М) , s ) - vешетка : UUV является н аи мень­
шей верхней ,  а UПV - наибольшей нижней гранью для {U ,  V} = 
=.9' (М) .  

2. N с отношением делимости 1 ( где i l j ,  если i является дели­
телем j )  - решетка.  Наибольшей нижней гр анью для { i ,  j } оказы­
вается н аибольший общий делитель i и j ,  наименьшей верхней 
гранью для { i , j } - наименьшее общее кратное i и j .  

ОТ Н О Ш Е Н И Я  И КЛАССЫ Э К В И ВАЛ Е Н ТН ОСТИ 

Пусть R - отношение эквивалентности на М. 
Для mEM множество [m] = {m'EM I (m, m') ER}  н азывается 

классом эквивалентности m по модулю (относительно ) R. 
Любые два класса эквивалентности либо не пересекаются , ли­

бо совпадают. Действительно, если ХЕ [ m] n [ m'] ' то (m, х )  ER и 
(х, m') E R, а отсюда вследствие транзитивности отношения R 
вытекает, что (m, m') ER .  

Верно и обратное :  каждое разбиение М на  непустые дизъюнкт­
ные подмножества , объединение которых совпадает с М, опреде­
ляет отношение эквивалентности R на  М. Классы эквивалентности 
по этому отношению в точности совпадают с подмножествами,  
обр азующими  исходное р азбиение .  Чтобы показать это, достаточ­
но просто определить R следующим образом : (т, m') ER тогда 

и только тогда , когда m и m' принадлежат 
"I Ч jx �f <; v :::lf���;;;.:;;::;.;;��:;;;��o;��;;; 

множеством М по R и обозначается M/R.  
Отображение v R :  M-+-M /R ,  определяе-Х/рf мое соотношением 'VR (m) = ' [m] для каж­

Рис. 1.3 .3 
дого m из М, называется естественньt!vt или 
каноническим отображением . Канониче­
ское отображение сюръективно. 

Важную связь между отображениями и отношениям и эiшива­
лентности устанавливает следующая теорема о разложении ото­
бражений:  отображение f : Х-+-У индуцирует на множестве Х от­
ношение эквивалентности p r= { (х, х' ) 1 f (х )  =f ( х' )  } .  Для pr су­
ществует единственное инъективное отображение i 1 : X/p r-+-Y та­
кое , что диаграмма  н а  рис .  1 .3 .3  оказывается коммутативной ,  т.  е.  
такое,  что i fv  = f . 

Pf  

Если  f сюръективно, то i 1 - б� :екция . 
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Пример . Определим н а  ZX N отношение ,_ следующим обра ­
зом : (z ,  n ) ,...., (z ' , n ' ) тогда и только тогда ,  когда zn' =z'n . Отно­
шение ,...., является отношением эквивалентности. Пусть, далее , 
q - отображение из ZX N на м ножество Q р ациональных чисел, 
определяемое равенством q (z, n) =zjn. Тогда pq= ,...., и iq  является 
{)иекцией ZX N J -- на Q. 

1 .4. МОНОИДЫ И ГОМОМОРФИЗМЬI 

ПОЛУГРУ П П Ы  И М О Н О И Д Ы  

Пусть М- множество и о - отобр ажение из М Х М  
в М (для него используется способ записи,  при  котором знак 
отображения ставится между аргументами )  такое, что для всех 
m 1 , m2, m3 из М выполняется р авенство (m 1 om2) omз= ml o (m2omз) 
(з акон ассоциативности) .  Тогда пара  (М, о ) н азывается полугруп­
пой, а о - полугрупповой операцией ( ил �  умножением ) н а М.  
Если ясно, о какой именно операции идет речь, то  говорят просто 
о полугруппе М. При работе с полугруппами чаще всего исполь­
зуется «мультипликативная терминология», т .  е .  полугрупповая  
операция называется умножением и т .  д .  

Если  в М содержится элемент е такой, что eom = moe = m  
для всех m из М, то (М, о ) называется моноидом, а е - ней­
тральным ( или  единичным )  элементом этого моноида.  Моноид об­
.'lадает единственным единичным элементом.  Действительно, если 
е'ЕМ и для всех m из М выполнено e'om= moe'= m, то, в част­
ности, е' = е'о е = е. 

Единичный элемент моноида М обозначается ем.  
Если множество М конечно , например M= {m1 , . . .  , mn} , то мо­

ноид М может быть определен n Хn-матрицей V= I IVik l l , где Vik= 
=mi omk, называемой таблицей умножения. 

Примеры. 1 .  Множество всех соответствий  (или всех отобра ­
жений ) пекотарого множества в себя образует моноид относи­
тельно операции композиции отображений.  Единичным элементом 
этого моноида является тождественное отображение .  

2. ( N ,  +) - полугруппа ,  ( No, + ) - моноид. 
Для подмножеств U и V полугруппы М произведением U и V 

н азывается множество UoV = {uov l ue:: U, ve:: V}. Введение такой 
операции умножения превращает ;1J (М, о ) в полугруппу ( а  если 
М -- моноид, то и в моноид с единичным  элементом {ем} ) . 

Далее будем считать, что Ui+1 = U1 oU' nри  iE N и U 1 = U, а если 
М - моноид, то U0 = {ем}. 

ПОД П О Л У ГРУ П П Ы  И ПОДМО Н ОИДЫ 

Подмножество U полугруппы М называется подполугруппой 
полугруппы М, если UoUs;;U . Если М - моноид, то подполугруп­
па моноида U такая, что емЕU, называется подмоноидом монои­
да М. 

У моноидов могут быть подполугруппы,  которые хотя и будут 
моноидами сами по себе, но не будут подмоноидами .  В качестве 
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примера рассмотрим некоторое множество М, моноид А отобра­
жений М в себя , подмножество Т множества М такое, что l M­
-Т 1 ;;:::: 2 ,  фиксированный элемент m0 из М-Т и подполугруппу 

Aт= {f EA j f (T ) =T, f (m) =mo для mEM-T} . 
Тогда отображение f , определенное равенствами f (t) =t для всех. 

tET и f (m ) =mo для m EM-T, хотя и будет единичным элемен­
том для Ат , но не будет совпадать с �м. 

Для Х=М множество 

00 • 
Х+ = U Х'  = {х1 о Х2 о . . .  о Xn J n Е N, x i Е Х для i = 1 , . . . , n} 

i= l  

является подполугруппой М .  Если М - моноид, то Х* =Х0UХ+ ­
подмоноид моиаида М. 

Х+ ( соответственно Х * )  называется подполугруппой (под.мо­
ноидо.м ) , порожденной (порожденным ) множеством Х. Она (он ) 
является пересечением всех подполугрупп (подмоноидов) моно­
ида М, содержащих Х в качестве подмножества (т. е .  Х+ оказыва­
ется замыканием множества Х относительно операции произве­
дения ) .  

Если М=Х + ( или  М=Х* в случае. если М - моноид) , то Х 
называется порождающей системой для М. Например,  если м...:... 
= ( N , + ) , то множество { 1 } я вляется по рождающей системой. 
Полугрупп а  ( или  моноид) М называется конечно-порожденной, 
если она имеет конечную порождающую систему. 

ГРУ П П Ы  И П ОЛУКОЛ ЬЦА 

Моноид (М, о) называется группой , если для каждо го принадле ­

жащего множеству М элемента m в М существует элемент m-1 
такой, что m о m...::1 = m-1 о m = ем . При этом элемент m-1 называ-

ется обратным для элемента m. Каждый элемент m из М и меет 
не более одного обратного элемента , как как из равенства 
m 'o m = ем вытекает , что m' = m' о ем = m'o(mom-1) = (m'om) om-1= 
= ем о m-1 = ш-1 • 

Пример.  Множество всех биекций векоторого множества на се-
бя является группой. , 

Подмоиаид группы называется подгруппой, если он вместе 
с каждым своим элементом содержит и его обратный элемент. 

Пусть Н - множество, на  котором определены две операции 
(два отображения из Н Х Н  в Н )  причем + (сложение )  и а (ум но­
жение ) заданы  таким образом, что 

(Н, +) и (Н , о) - моноиды; 

умножение дистрибутивно по отношению к сложению, т. е. вы-

полнены равенства h о (h1 + h2) = h о h1 + h о h2 и (h1 + h 2) о h = 
= h1 o h -t- h2 o h  (для  любых h, h1  и h2 из Н ) ; 
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для нейтрального элемента (нулевого элемента) О моиаида 
(Н, +) и для любого h из Н выполнены равенства h о О = О о h = О; 

(Н, +) коммутативен, т. е .  h 1+h2=h2+h1 для всех h1 и h2 из Н. 
Тогда (Н, + . о) Itазывается полукольцом . 

Приме р ы .  l. (N0 ,  + .  о) - полукольцо .  
2. (.91 (М) ,  U. П) - полукольцо, в котором 5О является нулевым 

элементом .  
3. (.91 (М) , U. П) - полукольцо,  в котором нулевым элементом 

является М. 

4. Если (М, о) - моноид,  то (Р (М) ,  n '  0 ) - полукольцо , в КОТО· 
ром 0 - нулевой элемент . 

МАТРИЦЫ И В Е КТО Р Ы  НАД П О Л У КОЛЬ ЦАМИ 

Пусть (Н, +. о) - полукольцо и n Е N. Тогда мl-!ожество n Х n­
матриц с компонентами из Н образует полукольцо, если опреде­
лить сложение «+» и умножение « о» матриц A= ll aik l l и A'=l l a' Ik l i  
следующим образом :  

A+A'=I I a ik+a'Ik i l  ( т .  е. сложение покомпонентное) и 

А · А '  = 11 bik !1 , b1k = ан о a ;k + а12 о a;k + . . .  + a1n о a�k . 
Нулевым элементом полукольца матриц является так называе­

мая нулевая матрица, все элементы которой р авны нулевому эле­
менту О из Н.  Единичным элементом этого полукольца называется 
единичная матрица E= l l ei k i l , где е 1 1 при i= l ,  . . . , n - единичный 
элемент моноида (Н,  о ) и e ; j=O при i:;f: j ,  l�i , j�n. 

Множество n-компонентных векторов над некоторым моиаидом 
(Н, +) (при использоваН11И аддитивных обозначений )  образует 
моноид с нулевым вектором (0, О, . . . , О )  в качестве нулевого эле­
мента , если определить сложение покомпонентно (как  в случае  
матриц) . 

Пусть z - вектор-строка с компонентами z 1 , . . . , Zn и s -век ­
тор -столбец с компонента ми S J , . . .  , Sn , а A=ll a i k l l  - n хn-матрица . 
Тогда по определению b=z · А - вектор-строка с компонентами 

Ь = z о а .+ z2 о <'  . + . . . + z о а . и с= А · s - вектор-столбец с ком-J 1 1; 2J n П J  

понентами с;· = а 1 о s + а .2 о s2 + . . . + а . os n . Кроме того ,  счита ется ,  " j 1 J J П  
ч т о  z .  s = Z  1 о s1 + z 2  о s 2  + . . . + Z 11  о S11 • Отсюда , например,  полу· 

чаем z .  (A · s ) = z · c=b · s= (z · A) · SE H.  

ГОМОМО Р Ф И ЗМЬI 

Пусть  (Н1 • oJ и (Н2 , о2 ) - полугруппы. Отображеitие h : Н1 -.. Н2 
называется полугрупповым гомоморфизмом из Н1 в Н2, если для 
любых х и у из Н 1 выполняется р авенство h (x o ly) = h (x)o 2h (y) ,  
т. е .  если отобр ажение h сохраняет произведение (образ произве­
дения равен произведению образов ) . 
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Если ,  кроме того, Hl  и н2 являются МОНОИда ми с единичными 
элементами  е 1 и е2 соответственно и h ( е 1 ) =е2, то h называется 
м.оноидным гомоморфизмом, h (Н 1 ) - гомоморфным образом Н 1 •  

П ример. Отображение h и з  N в N ,  определенное равенством 
h (n ) = 2n, является nолугрупповым гомоморфизмом из ( N ,  -t-) в. 
( N , о ) и моноидным  гомоморфизмом из ( N0 , +) в ( N , о ) . 

Гамаморфный образ подполугруппы (подмоноида ) ямяется 
подполугруппой (соответственно - подмоноидом ,  если речь идет 
о моноидиом гомоморфизме) . 

Если (Н1 ,  о1 ) - группа , (Н 2 , о 2) - моно : I  1. и h - сюръективный мо­
ноидный гомоморфизм из Н 1 на  Н2, то ( Н2, 0 2 )  является группой 
[ где h (x ) -1 = h (x-1 ) ]  и h называется групповым го.номорфизмом. 

В случаях,  когда не может возникнуть недоразумений, говорят 
просто о гомоморфизмах. 

Гомоморфизм h называется эпиморфизмом, ес.'Iи отображение 
h сюръективно, и изоморфизмом, если h биективно. 

Суперпозиция гомоморфизмов является гомоморфизмом,  а ото­
бражение, обр атное для биективного гомоморфизма  (изоморфиз­
м а ) , - изоморфизмом. 

О Т Н О Ш Е Н И Я  КО Н ГРУЭ Н Т Н ОСТИ 

Отношение эквивалентности р на полугруппе  (Н, о ) называет­
ся отношением конгруэнтности (конгруэнtfией) , если он'о стабиль­
но относительно операции о , т.  е .  если для любых m1 и m'1 из М 
при  i= l ,2 выполнено условие : из m1 pm'1 и m2pm'2 вытекает, что 
(m1 о m2) р (rn/ о rn/). 

Классы эквивалентности относительно р называются при этом 
классами конгруэнции. 

Фактор множество Н/р может быть обращено в полугруппу 
(а если Н - моноид, то и в моноид) таким образом, что канони­
ческое отображение vp будет эпиморфизмом.  Для этого достаточно 
определить операцию о на Н/р равенством [х] о [у] = [х о у] для 
л юбых х и у из Н .  Нетрудно показать независимость этого опре­
деления от выбора представителей х и у в классах эквивалентно­
сти, т .  е .  показать, что для любых х'Е [х] и у'Е [у] выполнено 
[ х о у] = [ х' о у'] . Ес.'lи Н - моноид, то [ ен] - единичный элемент 
в Н/р ) . 

Из теоремы о р азложении отображений (см .  конец разд.  1 . 3)  
в ытекает метод, позволяющий множество М, которое является об­
разом полугруппы ( моноида ) (Н ,  о )  при отображении f , обратить 
в полугруппу (в моноид) 1 • Для этого достаточно определить опе-
рацию · на  М равенством m · rn' = i1 (i 1- 1 (rn) о i 1-1 (rn' )) . 

Теореме о разложении отображений соответствует теорема о го­
моморфизмах: если h :  Н-+ Н' - эпиморфизм, то in - изоморфизм 
из Н/рь на  Н'. 

1 Данный метод корректен только в случае, когда Pt оказывается конrру9н­
цией на  (Н ,  о ) . - Прим. перев. 
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Пусть р - некоторое отношение на  полугруппе (Н ,  о ) . По рож­
денным отношением р отношение� конгруэнтности называется реф ­
лексивное и транзитивное замыкание следующего сим метричного 
отношения р: rnpm' тогда и только тогда, когда существуют х, у, 
у' и z такие , что m = x o y o z  и m' = x o y' o z , причем уру' или у'ру . 

Если множество Х является порождающей системой для полу­
группы ( моноида ) (Н, о ) , то каждый гомоморфизм h из Н в Н' 
однозначно определяется уже совокупностью обр азов h ( х ) эле­
ментов х из Х. Действительно, каждый элемент rn из Н может 
быть записан как произведение m = Х1 о Х 2  о . . . о х ш  где Х1ЕХ 
при  i = 1 ,  . . . , n , и любое отображение f : х-Н' 1 может быть одно­
значно продолжено до гомоморфизм а из Н в Н' та к, что f (m) = 
= f (х1 ) о f (х2) о . . . о f (хш) для произвольнога rn из Н ,  р азложенно-
го в произведение элементов из Х. 

С В О БОД Н Ы Е  П О Л У Г Р У П П Ы  И М О Н О ИД Ы  

Пусть Х - порождающая система для полугруппы (Н ,  о ) . 
Х называется свободным порождающим множеством для Н и Н ­
свободной (точнее - свободно порожденной множеством Х) полу-
группой, если из ра венства Х1 о Х2 о . . .  о xk = у1 о Уа о . . .  о Yn, где х, ,  
У 1 ЕХ при l :::;; i:::;;k, l :::;;j:::;;n ,  вытекает, что k=n и x,=yi при 1� 
:::;;; i:::;;n . Если Х и Х' - свободные порождающие множества для Н ,  
т о  Х=Х', т а к  как каждый элемент х из Х может быть представлен 
в виде х=х

'
1 о • • • o x'n с мн.ожителями из Х, а каждый множитель 

х' , при l :::;;i:::;;;n может быть, в свою очередь, представлен как про­
!IЗВедение элементов из Х, откуда вытекает , что n= 1 и ,  следова ­
тельно , х Е Х' .  - ·  

Итак,  каждый элемент свободной полугрупnы имеет в точности 
одно представление в виде произведения элементов свободного 
порожда ющего множеств а .  

Если (М, о )  - моноид, такой что (М-ем , о ) - свободно по­
рожденная множеством Х полугруппа,  то (М, о ) называется сво­
бодно порожденным лтожеством Х моноидом. 

Пример. (N,  +) - свободно порожденный множеством {1} 
МОНО ИД. 

СВОБОД Н Ы й МО Н О ИД СЛ О В  НАД М НОЖЕСТВОМ 

Для любого множества Х описанным ниже способом может 
быть построен свободно порожденный множеством Х моноид 
F (X) . 

Пусть nE N0.  Отображение w :  {1, . . .  , n}-X называется словом 
длины n над Х. При этом w ( i )  записывается как  w, , w - как 
w1w2 • • •  wn и для длины  слова w используется обозначение l w l 

1 Автор, очевидно, имеет в виду отображение f такое, что для всех х и у иэ 
Х выполнено f ( x o y) = f (x ) o f (y ) . - Пpuм. перев. 
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(т .  е . считается ,  что l w l =n ) .  При n = O выполняется равенство­
{ ! ,  . . . , n} =0, так  что слово длины О, есть отображение \V= (0, 
Х, W) ,  где W=0X X=0, и потому W = 0. Итак, существует един­
ственное слово длины О, обозначаемое Л и называемое пустым 
словом. 

Пусть W+ (Х) - множество всех слов конечной иенулевой дли­
�ы над множеством Х, т .  е . W+ (X) = {x 1x2 • • •  xп l nEN I , Х1ЕХ при 
t= l ,  . . .  , n} , и W (X )  - множество всех слов конечной длины над 
Х, т .  е. W (X ) = {Л} UW+ (X) . 

На  множестве W (Х )  вводится операция · . Для u и v из W (Х)  
отображение U · V : { 1 ,  . . .  , l u l + l v i }-+X определяется равенствами 
U · v ( i ) = u ( i ) при i= l ,  . . . , l u l и U · V (j ) =v ( l u l +j ) при j= l , . . . 
. . . , 1 v 1 . Тогда (W (Х ) , · ) - моноид и (W+ (Х ) , · ) - свободно по­
рожденная  множеством Х полугруппа .  Поскольку каждая свобод­
но по рожденная множеством Х полугруппа изоморфна (W.._ (Х) , · ) ,  
то (W+ (Х ) , · )  называется по рожденной Х свободной полугруппой 
и обозначается F+ (X) . При этом опускается знак операции ,  состоя­
щей просто в приписывании слов друг к другу ( конкатенации ) . Со­
ответственно, (W (Х) , · ) называется порожденным Х свободным 
моноидом и обозначается F (Х) . 

Пусть Н - полугруппа и Х=Н.  Тогда Н является свободно 
nорожденной Х полугруппой в том и только в том случае, когда 
каждое отображение f из Х в некоторую полугруппу Н' может 
быть единственным образом продолжено до гомоморфизм а  Н 
в Н'.  Для доказательства заметим ,  что Н изоморфна F (Х) . 

Отмети м ,  в частности , что каждый моноид, свободно порожден­
ный множеством Х, является образом F (Х) при каноническом изо­
морфизме,  который совпадает на  Х с тождественным отображе­
нием.  

Слово над Х часто называют также последовательностью сим­
волов из Х .  Множество Х, рассматриваемое как порождающая си­
стема  для F (Х ) , называется алфавитом. 

При предста в.'Iении слова w над Х в виде \V=X t X 2  . . .  Xn пред­
полагается ,  что все х; определены однозначно .  Если , например, 
У - подмножество свободного моноида F (Х) , то моноид F (У) не 
изоморфен,  вообще говоря, подмоноиду У* моноида F (Х ) (скажем. 
при У= {а ,  а а } ) .  Действительно, в F (У ) элементы множества У 
рассматриваются как неразложимые объекты, так что представле­
ние  векоторого слова w как последовательности элементов множе­
ства У может отличаться от представления w как последователь­
ности элементов из  Х.  Как это может быть осуществлено на прак­
тике, известно всем ,  знакомым с языками программирования вы­
сокого уровня ( вспомните об использовании служебных слов ) . 

ГОМОМО Р Ф ИЗМЫ,  П РА В ИЛА СОКРАЩ Е Н И Я  

Если h : F (X ) -+F (Х' ) - моноидный гомоморфизм, такой что 
h (Х )  =Х'UЛ, то h называется алфавитным; если при этом Лф 
Eji:h (Х) , т о  h называется Л-свободным. 
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Если гомоморфизм  h алфавитный,  то h (F  (Х)) - свободный 
моноид и h-1 : 9" (F (X') ) -+9" (F (X) ) - полугрупповой гомомор­
физм ,  т. е .  h- 1 (UV) =h-1 (U ) h-1 (V) и h-1 (U+) = (h-1 (U ) ) +  для всех U, V=F (X') . Если же, кром е  того, гомоморфизм h является Л-ево· 
бодным или если ЛЕU, то выполняется равенство h-1 (U* ) = 

= (h-1 (U) ) * .  
Примеры. 1 . Отображение h :  X-+F (X) , определенное для каж­

дого хЕХ равенством h (х) =ХХ, является неалфавитным гомомор­
физмом, отображающим F (Х) изоморфно на свободный  подмоноид 
моноИда F (Х ) . 

2. Определенное равенством h (\v) = l w l отображение из F (X)  
в (N0, +) есть Л-свободный алфавитный моноидный гомоморфизм_ 

Для F (Х )  существуют следующие правила сокращения [для 
u, v, wEF (X ) ] :  и з  uv=uw следует, что v = w, и из uv=wv - что 
U =\V. 

Верно следующее более общее утверждение (теорема  Леви ) : 
если u , v ,  u' и v' - элементы из  F (Х) такие, что uv=u'v', то : 

при 1 u 1 > 1 u' 1 существует единственное слово w в f+ (Х) такое. 
что u=u'w и v' = wv;  

при 1 u 1 = 1 u' 1 выполнены равенства u=u' и v=v'; 
при 1 u 1 < 1 u' 1 существует единственное слово \V1 в F+ (Х) та­

кое, что u '= uw и v=\v'v'. 
Доказательство вытекает из рис.  1.4. 1. 

� � � � � �1 
Рис. 1 .4. 1 

От.метим ,  в частности , что из равенства uv=;\ следует, что u= 
=v=Л. 

1 .5  МЕТОДЫ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ 

Представленные ниже три важных ( и  простых) 
метода доказательств, хотя и не  будут опис аны полностью,  будут 
объяснены на примерах. 

КОСВ Е Н Н О Е  Д О КАЗАТЕЛ ЬСТ В О  

Основная идея. Если должно быть доказано высказывание вида 
«ИЗ предположения V вытекает утверждение В », то в место него для 
некоторого выводи м ого из V утверждения V а ( может быть, что 
Уа = V) доказывается высказывание «из отрицания В вытекает 
отрицание Va» . 

Чтобы обосновать этот метод, заметим ,  что если верно V, т<> 
верно и Va, так что по закону исключенного третьего (tert ium поn 
datur )  отрицание Va не может быть верным .  Для высказывания В 
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по тому же закону искл юченного третьего также и меет место либо 
утверждение «В верно»,  либо «В ложно».  Если доказано, что из 
отрицания В вытекает отрицание Va , то предположение о том, что 
высказывание J? ложно, приводит к противоречию с предположе­
нием о истинности Va, а потому и V. В силу этого, если справедли­
во утверждение о истинности V, то должно быть верно и В. Дока­
зательства такого рода называют также доказательствами от про­
тивного ( reduct io ad absurduт 1 ) . 

Чтобы описанным -способом доказать утверждение вида «В ис­
тинно», нужно найти верное высказывание V, отрицание которого · 
может быть выведено из отрицания В .  

П римеры. 1 .  Классическим примерам является доказательство 
Евклида для высказывания В= «существует бесконечно много про­
стых чисел» . В качестве истинного утверждения, достаточного для 
истинности В, при этом используется высказывание V= «если 
n e:: N и n:;i: 1 ,  то либо n само nростое число, либо существует про­
стое число ,  н а  которое n делится». Допустим ,  что верно отрицание 
высказывания В, т .  е .  предположим, что существует лишь конечное 
число простых чисел, скажем ,  P l • . . .  , Pk· Число т=р1 , р2, . . .  , Pk+ 1 
не делится ни на  одно из чисел Р 1  ( при i =  1 ,  . . .  , k) . Поскольку 
по предположению никаких простых чисел, отличных от р 1 , • • • 
. . . , pk, не  существует и т=;i= 1, то отсюда вытекает, что V не может 
быть верным. Итак, наше предположение ложно и В истинно. 

2 .  Утверждение: пусть М - конечное множество;  отображение 
f из М в себя сюръективно тогда и только тогда ,  когда оно инъ­
ективно.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. а )  Пусть f инъективно. Тогда j f (M) I =  
= 1 М 1 . Если бы f не было сюръективным,  то существовал бы эле­
мент т в М такой, что f (М)  s;;M-m, а отсюда следует, что 
J f (М) 1 � 1 М l - 1 , что противоречит полученному выше равенству. 

б) Пусть f сюръективно. Тогда l f (M) I = I M I .  Если бы f не 
было инъективным,  то существовали бы элементы т и т' в М та ­
кие, что т =;l= т' и f (т) =f (т') . Тогда выполнялось бы равенство 
f (M ) =f (M-т) , а из него вытекает, что j f (M) I � I M I - 1 ,  что про­
тиворечит предположению. 

с П Р И Н Ц И П  Я ЩИ КО В • Д ЕД Е К И НДА 

«Принцип ящиков» Дедекинда - это один из важнейших мето­
дов доказательств , имеющий особенно широкое применение в тео­
рии  конечных а втом атов.  Он состоит в следующем : если m объек­
-тов распределяются по п ящикам и т > n, то по меньшей мере один 
ящик содержит более одного объекта . Формально этот принцип 
выражается следующим образом :  если G и S - конечные множе­
·Ства и 1 G 1 > 1 S 1 , то не  существует биекции из G на S .  

Д о к а з а т е л ь с т в о (от противного) . Если бы существовала 
·биекция  f из G на S ,  то выполнялись бы р авенства \ S \ = 1 f (G) 1 = 
= 1 G 1 , что противоречит предположению. 

1 Доведение до  абсурда (лат.)  - Поим. персв. 
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Пример. В качестве части доказательства корректности метода 
Варшалла (из разд. 1 .3 )  должно быть доказано следующее ут­
верждение :  пусть R - отношение на конечном множестве М; тогда 
(х, у ) ER+ в том и только в том случае, когда в графе отношения 
R существует путь длины не более I M I  из х в у, т. е .  когда суще­
ствуют m� I M I  и пары (x i ,  Yi ) при i= 1 ,  . . .  , m такие , что х1 = х, 
Ym=Y и Xi+ l=Yi при i= 1 ,  . . .  , m- 1 .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (х ,  y ) E R+ и ( xJ , YJ ) , j = 1 ,  . . .  , n , 
где Х 1=х , Уп=У и х 1+ 1=у1 - путь минимальной длины из х в у. 
Если бы было выполнено неравенство n >  I M I , то не все х1 при 
j= 1 , . . .  , n были бы различны, поскольку отображение f : { 1 , . . . 
. . . , п}�М по «принциТJу ящиков» Дедекинда не  может быть би­
екцией.  Пусть, скажем, Xi = Xk при некоторых l �i < k�n. Тогда 
существует путь (х 1 , YI ) ,  (х2, У2 ) , . . .  , (хн, Ун ) ,  (xk, Yk), . . . 
. . . , (xn, Уп ) из х в у длины , меньшей n , что противоречит предпо­
ложению о миним альности n .  Итак, должно выполняться неравен­
ство п� I M I . 8 

ДОКАЗАТЕЛ ЬСТВО М ЕТОДОМ ПОЛ Н О й ИНДУКЦИИ 

В рассмотренных выше примерах использовался тот факт, что 
в каждом непустом множестве натуральных чисел содержится наи­
меньший элемент. Это свойство множества натуральных чисел мо­
жет быть сформулировано следующим образом .  

Принцип полной индукции:  если T�N0, kEN0 и выполнены 
условия : 

1 )  kET; 
2 )  для каждого n из  N0 при n�k из {k,  k+ 1 ,  . . .  , n} �T выте­

кает, что (n+ 1 ) ET, 
то No- { 1 ,  . . .  , k- 1 } c::T. 

Отметим ,  в частности, что если k=O, то T=N0 •  
Действительно, если бы существовало число mE ( N0-{ 1 ,  . . •  

. . . , k- 1 }  ) -Т, то существовало бы и наи меньшее число m0 с та­
ким свойством . Из условия 1 )  следует, что должно быть выполне­
но неравенство m0> k. Но тогда {k, k+ l , . . .  , m0- l } c::T, а отсюда 
и из условия 2) вытекает, что m0ET. 

Доказательство методом полной индукции проводится следую­
шим образом . Пусть требуется доказать,  что некоторое высказы­
ва н и е  Р (п)  верно при всех n�k. В этом случае  выполняются сле­
дующие построения.  

1 .  Посылка индукции. Доказывается справедливость Р (k ) . 
2. Заклюцение по индукции : 
а )  Предположение индукции. Предпол агается ,  что для векото­

рого произвольного, но фиксированного n�k, высказывание Р ( i ) 
верно при всех i из множества {k, k+ 1 ,  . . .  , n} [ можно предпола­
гать лишь истинность Р (n ) ] .  

б) Индуктивный шаг. Доказывается , что если верно предполо­
жение индукции ,  то верно и P (n+ l ) .  

По принципу полной индукции в этом случае  P (n )  выполнено 
при всех n�k. 
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Примеры. 1 .  Пусть М и К - непустые конечные множества ,  
1 М 1 =m и 1 К 1 =k. Тогда существует ровно km различных отобра­
жений из М в К. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Проведем доказательство методом пол­
ной индукции по m. Пусть К - произвольное фиксированное мно­
жество и 1 К 1 = k. Для любого множества М, г де 1 М 1 =m, пусть 
а (т,  k) - число различных отображений из М в К. 

П о с ы л к а и н д у к ц и и. Пусть m= 1 (k произвольно) .  Тогда 
множество М - одноэлементное, например М={х} . Но в этом слу­
чае для каждого у из К существует в точности одно отображение 
f из М в К. определяемое равенством f (x ) =y. Поэтому а ( 1 , k ) = 
= k-km. 

П р е д п о л о ж е н и е и н д у к ц и и. Пусть m - некоторое про­
извольное, но фиксированное натуральное число .  Предположим, 
что утверждение а (m, k )  =km справедливо для любого множества 
М, где 1 М 1 =m;::::: 1 при произвольнам k. 

И н д у к т и в н ы й  ш а г. Пусть теперь М - множество такое, 
что I M I =m+ 1 .  Так как m;::::: 1 , то в М содержится по меньшей 
мере два элемента . Пусть Ах для некоторого фиксированного эле­
мента х из М есть множество всех отображений из М-х в К. Из 
11редположения индукции имеем I Ax l  = km. Множество А всех ото­
бражений из М в К получаем,  сопоставляя каждому отображению 
i' из Ах совокупность из k отображений f , совпадающих на М-х 
с f' .  Таким образом,  для множества графиков AG отображений из 
М в К имеем AG= {qrf'U ( х, у) 1 f'EAx, уе К} ,  а отсюда следует, что 
a (m, k ) = / AG / = I Ax l · k=km · k=km+l . Утверждение доказано.  

В качестве частного случая при k = 2  получаем равенство 
J gJ (M) / =2m, так как множество отображений из М в {0, 1 }  есть 
множество характеристических функций подмножеств множества 
М, а это м ножество может быть биективно отобр:зжено на ,qJ (M) . 

2 .  Утверждение: метод В аршалла корректен . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть М, R и Ro определены, ка�<: при 

.описании метода, и R 1н=R 1 • R для произвольнаго j из No. Нам не­
обходимо показать, что при любом j из N выполнено равенство · R1= {  ( х, у )  1 в графе отношения R существует путь длины j из 
х в у} . 

П о с ы л к а и н д у к ц и и . Пусть j = 1 . Тогда R1=R и утвержде­
ние выполнено. 

П р е д п о  л о ж е н и е и н д у к ц и и .  Пусть утверждение о RJ 
истинно при пекотором j;::::: 1 .  

И н д у к т и в н ы й ш а  г.  По построению Rн1=RJ · R .  Поэтому 
включение ( х , у) ЕRн1 выполняется тогда и только тогда , когда 
.существует zEM такое, что в графе отношения R содержат�я путь 
.длины j из х в z и ребро (z ,  у ) , составляющие путь длины J + 1  из 
.Х В у. 8 
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Г Л А В А  2. 
АВТОМАТЫ М ИЛ И  

2. 1 .  ВВОДНЫй ПРИМЕР 

В качестве вводного примера будет р ассмотрена 
практическая задача .  Ниже мы увидим ,  каким образом приведеи­
ное здесь решение этой задачи может быть упрощено. 

Пример 2. 1 . 1 .  В силовой установке требуется постоянно контро­
лировать направление вращения цилиндрического вала с помощью 
автономно работающего прибора .  Этот прибор должен в опреде­
ленные моменты времени выдавать соответствующий направлению 
вращения вала сигнал, который далее может использоваться в дру­
гих звеньях системы управления. 

Допустим,  что в качестве датчика на конце вала закреплена 
изолированная от него шайба ,  разделенная на  четыре сектора ,  из 
которых одна пара противоположных секторов сделана проводя­
щей,  а другая - непроводящей.  Пусть также у свободной стороны 
шайбы расположен скользящий контакт (щетка ) ,  который держит 
шайбу под постоянным напряжением.  Два  других скользящих кон ­
такта В1 и В2 размещены так, что они касаются края  шайбы и про­
бегают при ее вращении выделенные секторы один за другим,  и ,  
кроме того, могут одновременно находиться в пределах наимень­
·шего из секторов. Напряжения на  контактах В 1 и В2 рассматри­
ваются как входы конструируемого автомата А, и считается, что 
эти входы (при соответствующем нормировании)  принимают зна ­
чения О и 1 .  В качестве выхода автомата А можно использовать 
напряжение 1 , если шайба вращается по часовой стрелке, и на­
пряжение О, если она вращается в противоположном направлении 
(рис. 2. 1 . 1 . ) .  

Техническая реализация прибора далее обсуждаться не  будет. 
Скажем только, что в системе предполагается наличие датчика 
тактов, устанавливающего моменты времени, в которые автомат 
А воспринимает входы и вырабатывает соответствующий выход. 
Следует отметить, что промежутки времени,  в течение которых из­
меряются напряжения на контактах, должны быть очень коротки­
м и  по сравнению с периодом вращения. 

А 

Рис. 2.1.1. Индикатор 
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Итак, в данном случае и ме .отся четыре варианта входных ком­
бинаций (входов)  а втом ата А. а= (О , 0 ) , b= ( l ,  0 ) , c= ( l , 1 ) ,  d= 
= (0, 1 ) ,  где пара ( i , j ) означает, что к контакту В 1 приложено 
напряжение i , а к контакту В2 - напряжение j . 

Поскольку очевидно, что no отдельному входу автомата на­
правление вращения определено быть не может, то ясно, что авто­
мат  должен в векотором смысле суммировать входы в предшест­
вующие моменты времени и запоминать каким-либо способом 
состояние системы в данный момент для использования этой инфор ­
м ации в дальнейшем. В качестве состояний системы будем р ассма ­
тривать восемь пар , первая компонента которых - последний  по 
времени вход, а вторая - выход (О или 1 ) :  

Z 1 = (a , 1 ) , 

Z4= (d ,  1 ) ,  

Z7= (Ь ,  0) , 

Z2= (b, 1 ) ,  

zs= (d ,  0) , 

Zв= (а , 0) . 

L:з= (с ,  1 ) ,  

:tБ= (с, О ) ,  

П о  состоянию и ( новому) входу (например ,  по z 1  и а ,  или по 
z 1 и Ь, или Z1 и d и так далее) непосредственно может быть опре­
делено направление вращения (выход при z 1  и а равен 1 ,  при z 1 и 
Ь равен 1 ,  при z 1  и d равен О и так далее ) . 

Некоторые ком бинации состояний и входов недопустимы :  z 1  или 
Zв и с ,  Z2 или Z7 и d ,  zз или zб и а ,  Z4 или z5 и Ь . В таких случаях 
следует предполагать, что произошла ошибка , а автомат должен 
пораждать выход ( 1 ) ,  сигнализирующий об этом .  Мы будем счи­
тать, что ошибочны й  вход прекращается в тот момент, когда в 
автомат А поступает сигнал, отличный от ошибочного. 

Итак, а втомат А имеет два рода выходов (выходных информа­
ций ) : один - для уi<;азания направления вращения вала и вто­
рой - для сигнализации об  ошибках ( О  в случае, если ошибки не 
было) . Итак, А имеет четыре выходных комбинации (четыре вы­
хода ) : р= (О,  0) , q= ( 1, 0) , r= ( 1, 1 ) ,  s= (O, 1 ) ,  где первая компо­
нента каждой пары определяет направление вращения . 

Теперь можно опи�.;ать способ функционирования автомата А 
та блицей, в которой новое состояние и соответствующий выход 
ставятся в соответствие старому состоянию и полученному входу 
(при  этом вместо Zi м ы  пишем просто i ) ( рис. 2. 1 . 2 ) . 

Отметим, что мы  rie делали никаких предположени й  о том ,  в 
каком именно состоянии н аходится автомат в начале своей рабо­
ты, так что первые ero выходы могут оказаться неверными - так 
же, как и при нали •ши ошибки во входе. Однако не позже того, 
как  ось совершит один оборот, выход станет верным ( конечно, если 
не будет ошибок во входе ) . 

Автомат А может быть очень удобно . описан графом, изобра­
женным на  рис .  2 . 1 .3 .  

Направления с rрелок от 1 к 2 и соответственно от 5 к 6 и т. д. 
соответствуют направлению вращения шайбы .  

Рассмотренный датчик может быть описан также как автом ат 
с множеством входов Х = {а , Ь,  с , d}, множеством выходов У = {р , 
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а ь с d 

1 /q. 2 /q. 1 / r S / r 
2 8/ р 2 /q. 3 / q, 2 / r 
3 3 / r  7 / р 3 / q. 4 / q. 
4 1 /q, 4 / r  6 / р 4 / q.  
5 1 / q, 5 / s 6 /р 5 /р 
6 6 / s 7 /р 6 / р 4 / q. 
7 8 / р 7 / р 3 /q 7 / s  
8 8/ р 2 /q. 8 / s 5 / р  

Рис. 2. 1 .2. Та блица автомата А 

Рис. 2. 1.3. Граф автомата А 
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q ,  r, s} и множеством состояний Z= {z 1 , • • • , z8} . Функционирование 
этого автомата (зависимость изменения состояний и выходов от 
входов в данных состояниях) будет при этом задаваться вышепри­
веденной таблицей, т. е. двумя функциями f :  Z X X-+Z и g :  Z X X-+ 
-+У. 

Дальнейшие примеры можно найти в упражнениях 2. 1-2.4. 

2.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ, ПРИМЕР И КОНТРПРИМЕР 

Автоматы рассмотренного выше типа будут теперь 
формально определены и исследованы.  

О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е  А ВТОМАТА МИЛИ 

Определение 2.2. 1 .  (Конечный ) автом.ат Мили есть пятерка А= 
= (Z, Х, У, f , g) . Здесь Z, Х и У - конечные множества ( множест­
ва состояний, входов и выходов соответственно) , а f и g - отобра­
жения (функции переходов и выходов соответственно) , причем 
f :  Z X X-+Z и g :  Z X X-+Y, g - сюръекция. 

Равенство f (z , х )  ==z' означает, конечно, что при входе х авто­
мат, находящийся в состоянии z ,  переходит в состояние z' ,  а ра ­
венство g (z , х )  =у означает, что при этом на выходе появляется у .  

Требование сюръективности для отобра-жения g не является 
существенным ограничением.  Действительно, в У не имеет смысла 
включать элементы, которые заведомо не могут появиться на вы­
ходе. Часто, однако, множество выходов определяют «с запасом:., 
т. е .  большим ,  чем это необходимо в действительности . 

3 а м е ч а н и е. Из приведеиного примера легко видеть, каким 
образом автоматы Мили могут быть представлены взвешенными 
ориентированными графам.и. 

Представлению векоторого автомата Мили графом отвечает 
конструкция так н азываемой переходно-выходной м.атрицы : пусть 
A= (Z, Х, У, f, g) , где Z= {z 1 , • • •  , Zn} , тогда переходно-выходной 
матрицей для А называется пХп-м атри�а М= l lm 1k l l  с illtk = { (х, у) Е 
EX X Y I  f (z 1 , х )  = Zk, g (z1 , х ) =у} . 

У к а з а н и е . В дальнейшем, если не оговорено противное, мы 
будем считать, что любой р ассматриваемый автомат Мили задан 
в виде, соответствующем определению 2.2. 1 .  Кроме того, будем 
считать, что ни  одно из множеств Х, У и Z не пусто. 

Попробуем теперь построить автомат, выполняющий арифме­
тические операции над целыми неотрицательными двоичными чис­
лами . Двоичные чисЛа должны при этом обрабатываться последо­
вательно, т .  е .  за  i-й такт ( i= l ,  2, . . .  ) должны вводиться i-e раз­
ряды всех операндов (аргументов операции, рассматриваемой как 
отображение ) , начиная с самых младших разрядов, и должен по­
являться на  выходе i -й разряд результата . При этом подразумева­
ется, что вслед за  старшим  разрядом любого числа идет необхо­
димое число нулей .  
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ПОСJI ЕДОВАТЕJI Ь Н О С Т Н Ы й  СУММАТОР 

Пример 2.2.2. Автомат для последовательного сложения ( по­
следовательностный сумматор ) определяется графом, изображен­
ным на рис. 2.2. 1 .  Состояние z1 этого автомата соответствует «Пе· 
реносу i в следующий разряд». Автомат должен начинать рабоtу в 
состоянии Zo. 

0 0/0 1 1 / 0  � 
0 1/0 

� ri�� ( ___ ·-l,�,..t,.,...._ __ ...,:0;..=.0.:..../ 1'--------l,
· �,_) ·--.J) � �/� . 

Рис. 2.2. 1. Граф nоследовательностиого сумматора 

В то же время имеет место следующее утверждение. 

КОНТР П Р И М Е Р  

Теорема 2.2.3. Не существует конечного автомата Мили ,  способ­
ного перемнежать сколь угодно длинные ( большие)  двоичные 
числа .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предположение : пусть существует ко­
нечный автомат Мили, способный перемножать произвольвые дво­
ичные числа ,  и пусть этот автомат А имеет n состояний, n < p .  

Утверждение: автомат А не  может вычислить произведение 
2Р . 2Р. 

Доказательство. Автомат А начинает работу в векотором со­
стоянии. В течение первых 2р тактов А должен выдавать в каче­
стве выхода О независимо от того, в каком состоянии он находится 
и получает ли он в качестве входа 00 или 1 1 . В (2р+ 1 ) -м такте 
(т. е. тогда,  когда должен быть определен старший разряд резуль­
тата ) автомат А будет находиться в векотором состоянии, в кото­
ром он уже был по меньшей мере один раз после того, как полу­
чил на вход 1 1 . Это вытекает из того, что вследствие  неравенства 
р > n не все состояния, в которых А находился после получения на  
входе 1 1 , различны, и из того, что после входа 1 1  автомат А еще р 
раз получил на входе 00. Поэтому вход 00 на  (2р+ 1 )  ·М такте 
дОJ1Жен, как и раньше, приводить к выходу 00, чего быть не 
должно . •  

Теорема и ее доказательство демонстрируют ограниченность 
возможностей автоматов Мили ,  выражающуюся в векоторой «за­
бывчивости» - при длинных входных последовательностях Послед­
ние выходы зависят только от последних входов. 

2 .3 .  РЕАКЦИЯ, ЭКВИВАЛ ЕНТНОСТЬ, СОКРАЩЕНИЕ 

Чтобы достаточно подробно изучить возможности 
автоматов Мили,  нужно описывать формальным образом поведе­
ние таких автоматов на протяжении длительных отрезков времени 
(т. е. в течение достаточно длинных последовательностей тактов) . 
Иначе говоря, нужно определять, как некоторый автомат Мили 
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реагирует н а конечные последовательности входов.  Для этого бу­
дем рассматривать конечные последовательности входов из Х как 
элементы по рожденного множеством Х свободного моноида F (Х) 
(см . . гл. 1 ) : 

входную последовательность длины n запишем как слово х1 , 
. . . , Xn из F (Х ) ( где XiEX) ; 

последовательность длины О (что означает «отсутствие входа») 
есть единичный элемент Л из F (X )  (термин :  пустое слово ) ; 

полугрупповая  операция в F (X)  -- конкатенация :  u · v==uv; 
1 \\' 1 означает длину входной последовательности w ( слова w из 

F (Х ) ) ; 
Хн -- м ножество всех слов w из F (Х) , имеющих длину n :  

Xn = {wEF (X) l l w J = n}. так что Х0== {Л} и xn+'==Xn · X. 

Точно так  же м ы  будем рассматривать выходные последова­
тельности как элементы моноида F (У) . 

Р ЕАК Ц И Я  И Э К В И ВАЛ Е Н Т НОСТЬ СОСТОЯ Н И РI 

И А ВТОМАТО В М И Л И  

Определение 2 .3. 1 .  Пусть A= (Z, Х, У, f , g) -- автомат Мили, 
а F (Х) и F (У ) -- порожденные множествами Х и У соответственно 
свободные моноиды с единичным элементом Л. 

1. Отображения f* : Z Х F (X) -+Z и g* : ZXF (X )-+F (У) задают­
ся равенствами :  

f * (z ,  Л) ==z и g* (z ,  Л) == Л  для всех z из Z;  
f * ( z , wx) ==f ( f * (z , w) ,  х )  и g* (z , wx) ==g* (z ,  w) g ( f* (z ,  w) , х)  

для всех  z из Z, х из Х и w из F (X) . 
2 .  Реакцией состояния z (для любого z из Z )  называется по­

рожденное этим состоянием входно-выходное отображение, т. е .  
отображение gz :  F (X)-+F (Y) , где gz (w) ==g* (z , w) . Реакцией авто­
мата А называется множество реакций всех его состояний :  LA== 
== {gz 1 ZEZ} . 

3. Состояния z и z ' из Z называются эквивалентными, если они 
имеют одинаковые реакции ,  т .  е .  если gz==gz' ·  Автоматы Мили А 
и А' называются эквивалентными, если они имеют одинаковые ре­
а кции, т .  е .  если L (А) ==L (А') . Автомат Мили А называется сокра­
щенным,  если два любых различных состояния этого автомата не 
эквивалентны .  

По поводу последней части определения 2.3 . 1 заметим,  что для 
равенства двух отображений необходимо совпадение их областей 
определения, так что эквивалентные автоматы Мили с непустыми 
множествами состояний должны иметь одинаковые множества вхо­
дов и выходов. 

3 а м е ч  а н и е . Нетрудно заметить, что эквивалентность состоя­
ний (соответственно а втоматов Мили)  является рефлексивным, 
симметричным и транзитивным отношением на  множестве всех со­
стояний данного автомата ( на множестве всех автоматов Мили ) .  
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1 
Таким образом, она оказывается также отношением эквивалентно-
сти в чисто математическом смысле. 

Как нетру дно видеть, автоматы из примеров 2 . 1 . 1  и 2.2 .2 - со­
кращенные (достаточно рассмотреть входные последовательности 
длины 1 ) .  

Ясно
· 
также, что реакция автом ата Мили н а  последовательное 

введение входных слов v и w должна быть равна  его реакции на 
входн ое слово vw, - это непосредственно вытекает из  п. 1 опреде­
ления 2.3 . 1 ,  что показывает разумность этого определения. 

Теорема 2.3.2. Пусть A= (Z,  Х, У, f, g) - автомат  Мили .  Тогда 
для произвольных слов v и \V из F (Х)  и произвольнаго z из  Z вы­
полняются равенства :  

f* ( z , v, w) =f* (f* (z , v ) ,  w) ; 
g* (z , vw) =g* (z , v ) g* ( f* (z ,  v) , w) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Оба утверждения будут доказаны мето-

дом полной индукции по длине слова w .  
Пусть \ w\=0, т. е .  w=A. Тогда из определения 2 .3 . 1 имеем : 

f * (z , vA) =f* (z , v ) =f* ( f* ( z , v ) ,  А) ; 
g* ( z ,  vA ) =g* (z , v ) =g* ( z , v ) g* ( f* ( z , v ) ,  А) . 
Доnустим теперь, что утверждение выполнено для всех w и з  

F (X) таких , что l w l =k�O, и что w = w'x - слово из F (X) , при ­
чем хЕХ и \ w' l =k. Из определения 2 .3 . 1 и предположения индук­
ции (примененного к w' ) вытекают равенства : 

f* ( z , vw) =f* (z , vw'x) =f ( f * (z ,  vw' ) , x ) = f ( f* ( f * (z , v ) ,  w') , х ) = 

=f* (P (z , v ) , w'x ) = f* ( f * ( z , v ) ,  w) ; 
g* (z , vw) = g* (z ,  vw'x ) = g* ( z , V\v') g (f * ( z , vw') , х) = 
=g* (z , v )  g* (f* ( z , v ) ,  w') g ( f* ( z , vw' ) ,  х ) = 

=g·� ( z , v ) g+ ( f * ( z , v ) ,  w'x ) =g* (z , v ) g * (f* ( z , v ) ,  w) . 8 
Теперь мы можем доказать наиболее важную для автоматов 

Мили теорему. 
Теорема 2.3.3 . (теорема Хаффмана  - Мили ) . Для эквивалент­

ности двух состояний автомата Мили с n состояниями  (n> O) до ­
статочно,  чтобы совпадали реакции этих состояний н а  входные по­
СJiедовательности длины, н е превы ша ющей n- 1 .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А - автомат Мили ( как  в опре­
дел е н и и  2.2. 1 ) .  При любом натуральном числе k два  состояния z 
и z' автомата А будем называть k-эквиtюлентными, если для всех 
w из Xk выполнено равенство g* (z, w) = g* ( z' ,  w) . Здесь k-экви­
в а л е н т н о с ть состояний является , очевидно, рефлексивным ,  симмет­
ричным  и транзитивным отношением на Z . Пусть Kk - множество 
классов k-эквивалентных состояний  из Z . Поскольку ( k+ 1 ) -экви­
валентные состояния являются также и k-эквивалентными ,  то каж­
дый класс (k+ 1 ) -эквивалентности целиком содержится в векото­
ром классе k-эквивалентности . Поэтому для любого натурального 
числа k выполняется неравенство 1 Kk 1 ::::;;; 1 K�<+I I ·  
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Промежуточное утверждение 1 .  Если выполняется равенство l<t=Kt+t , то при всех . j '> i справедливо также равенство Ki=K1, т. е. в таком случа е  ! -эквивалентные состояния просто эквива­лент н ы .  
д о к а з  а т е л ь с т в о .  Нужно показать, что из К1=К1+1 выте­

кает K1+1=Kt+2 · Пусть z и z' - два состояния автомата А. Легко 
видеть ,  что в приведеиной ниже последовательности высказываний 
каждое предыдущее влечет за собой последующее и наоборот: 

z и z' являются ( i+2) -эквивалентными ;  
для всех х, х '  из Х и w из Xl выполнено равенство 

g (z, х) g* ( f (z ,  х ) , wx' ) = g (z', х) g* (f (z', х) , wx') ;  
g (z, x ) =g (z', х) , а f (z , х )  и f ( z', х)  являются ( i+ l ) -эквива­

пеитными состояниями при всех х из Х;  
g (z , x) =g (z', х ) , а f (z , х )  и f ( z', х )  являются i -эквивалентньiми 

состояниями при всех х из Х;  
для всех х из Х и w из Xl выполнены равенства g (z, х) = 

==.g (z', х) и g_* ( f (z , х ) , w) = g* (f (z', х ) , w) ;  
для всех х из Х и w из Xl выполнено равенство g* (z , xw) = 

=g* ( z', xw) ; 
z и z' являются ( i+ 1 )  -эквивалентными.  
Промежуточное утверждение 1 доказано.  
Промежуточное утверждение 2.  Если Kt:;C Kt+I • то 1 Kt 1 �i+ 1 

Д.llЯ i =  1 ,  2, . . .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Справедливость утверждения будет до­

казана методом полной индукции по i. 
Итак, пусть i= 1 и KJ:;C Kt+l · Если бы выполнялось равенство 

1 К1 1 =1 ,  то любые два состояния z и z', а также и состояния 
f (z , х) и f (z', х )  при произвольнам входе х были бы 1 -эквивалент­
ны.  Поэтому z и z' были бы и 2-эквивалентны, т. е . было бы К1= 
= К2, что противоречит предположению. Итак, должно выпол­
няться неравенство 1 K1 l  �2. Для i= 1 утверждение доказано. 

Предположим,  что утверждение выполнено при i=k и что Kk:;C 
:;С Kk+I · Если бы было выполнено неравенство 1 Kk+l l <k+2, то мы 
бы имели k+ I� I Kk i � I Kk+I I <k+2, а отсюда вытекает, что Kk= 
=Kk+ I •  что противоречит предположению. 

Промежуточное утверждение 2 доказано. 
Поскольку автомат А имеет только n состояний, то из вспо· 

мог а тельного утверждения 2 следует, что 1 Kn-1 l =1 Kn 1 ·  Из вспо· 
могательного утверждения 1 вытекает, что в этом случае (n- 1 ) ·  
эквивалентность является эквивалентностью н а  множестве состоя· 
ний а втомата А. 8 

Неулучшаемость границы n- 1 в только что доказанной теоре­
ме показава в п .  1 упражнения 2 .5 .  

Следствие 2.3.4. Проблема эквивалентности состояний автома­
тов Мили разрешима .  

Метод определения классов эквивалентности состояний описан  
в разд. 2 .4 и 2 .5 .  

Следствие 2.3.5. Для автомата Мили А и А'  с rn и п состояния ­
ми соответственно эквивалентны, если их реакции на все входные 
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последовательности длины,  не большей m+n- 1 ,  совnадают. 
Вследствие этого проблем а  эквивалентности автоматов Мили раЗ· 
решим а .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Если бы автоматы А и А' и мели различ­
ные множества входов или выходов, то они по определению не 
могли бы быть эквивалентны. Поэтому мы можем предположить, 
что A= (Z, Х, У, f, g) и A'= (Z', Х, У, f', g') , где Z и Z'-дизъюнкт• 
ные (непересека ющиеся ) множества .  Автоматы А и А' можно 
объединить в один новый автомат В = (Z, Х, У, Т, g) , где Z=ZUZ'. 
grf grfUgrf' и grg grgUgrg' .  Вместо того чтобы доказывать, что 
автоматы А и А' эквивалентны, достаточно показать, что для каж­
дого состояния z автомата В, принадлежащего множеству Z, най­
дется эквивалентное состояние z' автомата В ,  принадлежащее Z' 
и наоборот. Из предыдущей теоремы вытекает, что для этого мо­
гут попадобиться входные последовательности , не большей, чем 
m+n- 1 , длины.  8 

В п. 2 упражнения 2.5 показано, что число m+n- 1 в следст­
вии 2.3 .5 не может быть выбрано меньшим .  

�;-- П ОСТРО Е Н И Е СОКРАЩЕ Н НО ГО АВТОМАТА М И Л И 

Теорема 2.3.6 (теорема о сокращении ) .  Для каждого автом ата 
Мили может быть эффективно построен эквивалентный сокращен­
ный автомат Мили .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Эквивалентный автомату А сокращенный 
автомат Ar получаем,  объединяя все экаивалентные пекоторому 
состоянию автомата А состояния этого автомата в одно отдельное 
состояние автомата Ar и определяя соответствующим образом 
фущщии переходов и выходов. Итак, положим,  что [z] - класс 
всех состояний автомата А, эквивалентных состоянию z этого авто­
мата. Тогда Аг задается следующим образом : Ar = ( { [z] \ zeZ} , 
Х, У, fr, gr) , где fr ( [z] , x) = [f (z, x ) ] и gr ( [z] , x) = g (z ,  х) . Легко 
видеть, что отображения fr и gr определены корректно ( независимо 
от выбора представителей в классе [z] ) и что автоматы Ar и А 
эквивалентны . 

Из теоремы 2 .3 .3 вытекает, что классы [z] могут быть построе. 
ны эффективно. 8 . ! 

Для того чтобы лучше усвоить nонятие сокращенного автомата 
Мили , читателю рекоменду�тся попытаться выполнить уnражне· 
ние 2.6 .  

Дальнейшие возможности представления входно-выходного по­
ведения автоматов Мили даются в упражнениях 2.7-2. 10. 

2.4. О СПОСОБЕ ОПРЕДЕЛ ЕНИЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
СОСТОЯНИй 

Из доказательства теоремы 2 .3 .3. можно nолучить 
простой и (для автом атов с небольшим числом состояний )  более 
менее быстрый метод определения эквивалентности состояниii. 
Основная идея этого метода выражается следующим правилам. 
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(Rk) . Состояния z и z' k-эквивалентны (k�2) тогда и только 
тогда ,  когда они ! -эквивалентны и когда при любом входе х со­
стояния f (z, х) и f (z', х) ( k- 1 )  -эквивалентны .  

, Итак, прежде всего должно быть определе«о отношение } -экви­
валентности.  Далее последовательно [на основе прави.Тi а (Rk ) ] 
должны определяться отношения k-эквивалентности для k�2 до 
тех пор , по�а отношения (k- 1 ) - и k-эквивалентности не совпадут, 
что произоидет в худшем случае при k=n (см .  проведеиное выше 
доказательство) .  

Поскольку k-эквивалентность является рефлексивным, симмет­
ричным и транзитивным отношением,  нет необходимости в пере­
числении всех пар k-эквивалентных состояний .  Достаточно опи­
сать р азбиение множества состояний на классы k-эквивалентности 
Для этой цели з анумеруем состояния, т . е. положим,  что Z= {z 1 ,  . .  
. . . , Zn} , и будем описывать отношения  k-эквивалентности 11-ками 

Введем еще одно обозначение : для 11-ки Т j -ю компоненту будем 
обозначать Т ( j ) . 

Итак, пусть k-эквивалентность представлена 11-кой Ak, где 
Ak (j ) - наименьший из всех индексов i>O, для которого Z; и z1 
k-эквивалентны .  При этом считается, что i может быть равно j, так 
что, в частности, Ak ( 1 )  = 1 .  В этом случае два состояния Zp и Zq 
являются k-эквивалентными тогда и только тогда , когда Ak (p) = 
=Ak (q).  

Для того чтобы вычислить А1,  занумеруем прежде всего входы,  
Т.  е .  положим ,  что Х= {xt , . . .  , xm} . 

Далее будем действовать следующим обр азом.  Прежде всего, 
вычислим n -ку А\, где для каждого j=l , . . .  , n компонента А\ {j ') 
есть наименьший индекс i > O, для которого g (zt ,  x1 ) =g (z J ,  х 1 )  
(допускается ,  что i =  j ! ) . Итак,  А \  задает классы состояний с оди­
наковым выходом при  входе Х1 . 

Определим теперь последовательно для r=2, . . . , т по А{-1 со­
ответствующие n -ки Ar1 : для j= l ,  . . . , n ком..!._юнента Arl ( j ') есть 
наименьши й  индекс i > O, для которого A1r-l ( i ) =A1 1·- I (j ) и 
g (z 1 , xr) =g (z 1 , Xr ) . В результате получим n-ку Arl i  задающую клас­
сы состояний ,  которые при каждом входе Xs,  где s= 1 , . . .  , !• по-

рождают соответствующие равные выходы. Очевидно, что 
Am1=A1 .  

Для построения  A k  п о  А1 и Ak-l действуем аналогично : опреде-

ляем последовательно n-ки A.rk для r= l ,  . . . , т так, чтобы выпол­

нялось равенство .i\mk Ak. Прf! этом A.rk задает классы состояний.: 
которые,  с одной стороны, являются ! -эквивалентными и ,  с другои 
стороны, имеют (k- 1 )  -эквивалентные последующие состояния при 
входах  Xs для s= 1 ,  . . . , r . 

При j = l ,  . . . , n компонента А\ (j ) является, таким образом, 
наименьшим из  индексов i > O, для которого состояния Z 1 и ZJ ! -эк­
вивалентны и состояния f ( z 1 ,  X t ) и f (ZJ ,  хl ) - (k- 1 ) -эквивалентны. 
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При r=2, . . .  , т компонента А'гk ( j ) - это наименьший из ин­
дексов i > O, для которого Akr- l ( i )  = Akr-l (j ) и состояния  f ( z , , Xr) и 
f ( z J , хг ) - (k- 1 ) -эквивалентны .  

Во  многих случаях может применяться ускоренный вариант 
описанного метода , в котором при  k> 1 для  определения  A'k вме­
сто f1ч используется Ak-l , т. е. A1 k з адается правила м :  A.tk (j )  -
минимальный индекс i > O, для которого Z i  и Z J  ( k- 1 ) -эквивалент• 
ны и f ( z 1 , х 1 ) и f ( z J ,  X t ) тоже (k- 1 ) -эквивалентны .  Аналогично 
для определения Ark при r>  1 вместо Ak-l используется Akr-J . ,_..1 

П РОСТЕй Ш И й  ТАБЛ И Ч Н Ы й  М ЕТОД 

Пример 2.4. 1 (определение классов эквивалентных состояний) 
З·адади м автомат Мили At графом ,  изображенным на  рис.  2 .4 . 1 . 
Представим этот автомат его таблицей ( см .  за мечание к опреде­
лению 2 .2 . 1 )  и продолжим  эту таблицу по описанному выше спосо� 

бу четверками  A1 t ,  A2 t=A t ,  At2 ,  f:22 = A2 и так далее, записыва я их 

как столбцы (рис .  2 .4 . 2 ) . Поскольку А23 А22, то А3 А2• Итак, эк­
вивалентны только состояния z 1 и zз , а состояния z2 и z4 не экви .. 
валентны ни между собой, ни  другим состояниям .  

Легко видеть, что описанный метод может быть усовершенство .. 
в ан :  

если определена n -ка An- I ,  то процесс закончен, поскольку, 
An-t=An ; 

Рис. 2.4. 1 .  Несакращенный автомат Мили А1 

1 1 - 1 - 7  - 1 - 2  - 1 - 2  х 1 = о  
х 2 = 1 А 1 д - А 2  А 2  А 3  А 3  1 

z 1 z 2 1 1  z 3 / o  1 1 1 1 1 1 
2 2 z 4 / 0  z 3 / 0 2 2 2 2 2 2 

2 .3  z 2 / 1 z 1 / 0 1 1 1 1 1 1 

2 4  z 3 / 1  z 1 / 0  1 ,1 4 ft 4 4 

Рис. 2.4.2. Таблица автомата А1 с дополнительными столбцами 
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вход, который во всех состояниях порождает одинаковые выхо­
ды, при � = 1 может не р ассм атриваться; 

при k> 1 можно также не р ассматривать вход х, сохра няющий 
все состояlfия автомата (т. е .  та кой вход, что для всех состояний l выполнено р авенство f (z, x ) =z ) , так же как и вход, переводящий 
все состояния в некоторое единственное состояние; 

при вычислениях к та блице нужно приписывать только два 
столбца , а и менно сначала сто�бцы с n-ка ми A1r-1 и A.r 1 ( где r�2) ,  
потом (при  k >  1 ) - с n-ками  Akr-1 и Ark и т. д. ;  

как т�лько при некоторых j ,  k и r .окажется выполненным ра­
венство Ark (j ) =j , j -ю компоненту больше вычислять не нужно, 
а следует положить A.kr+1 (j ) =j при r <m, A1k+1 (j ) -j при r= m и 
далее оставлять j -ю компоненту неизменной; в частности , первая 
компонента каждого столбца равна 1 ;  

для того чтобы при вычислении .Ark не проверять для каждого 
j все i <j ,  можно рядом со столбцом .Akr-1 (или Ak_1 ) добавлять 
еще один столбец Rrk (соответственно K1k) , где Rrk (j ) A.kr-1 ( i ) 
[соответственно - K1k (j ) =Ak-1 ( i ) ] ,  а i определяется равенством 

f (ZJ, Xr) = z , .  Столбец f\.rk (или A1k) может быть после этого опре­

делен следующим образом : проходим оба столбца -Akr-1 и Rrk (или 
Ak-1 и К\) одновременно сверху вниз; встречая в строке i в пер­

Rый раз пару (а ,  b) = (Akr-1 ( i ) , Rrk ( i ) ) [или ( а, b) = (Ak-1 ( i ) , 
K1k ( i ) ) ] , полагаем f\.rk (j ) = i (или A\ (j ) =i) для всех j таких, что 
(Akr-1 ( j ) , кrk (j ) ) = (a , Ь) [или (Ak-1 (j ) ,  K1k (j ) ) = (a , Ь) соответ­

ственно] . Использование Rrk оправдано только тогда,  когда число 
классов k-Э:квивалентности невелика ( в частности, при малых k)  
или если связь между парами (а ,  Ь)  и соответствующими номера­
ми строк i фиксируется в (n  Х n)  -таблицах ТГk .  Причем при пер­
вом появлении пары ( а ,  Ь) номер строки i за писывается на место 
( а ,  Ь) в таблице тrk, а при каждом следующем появлении пары 
(а,  Ь)  считывается значение, стоящее в ТГk на месте (а, Ь) . Можно 
использовать и единственную таблицу Т, если ·записывать в нее 
вместе с i и соответствующие значения k и r. 

Метод может применяться «вручную» только для автом атов 
с небольшим числом состояний , поскольку в худшем случае он 

требует вычисления mn2 величин, заполняющих столбцы Лkr (по . 
n для каждого из самое большое mn столбцов) . Кроме того, 
для вычисления каждой величины может понадобиться до n- 1 
сопоставлений с р анее вычисленными значениями. Если допол-

нительно используются столбцы Ifkr и таблица Т, то все же для 
постоянных k и r нужно вычислить Зn величин (компонент Лkг, 
:Кkr и Т) , а для вычисления каждой из них сопоставить два зна­
чения, так что в этом случае число шагов в вычислениях имеет 
порядок mn2 • 
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2.5. МЕТОД ХОПКРОФТА - ГРИСА 

БЫСТР Ы й  М ЕТОД О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Я ЭК В И ВАЛ Е Н Т НОСТИ 
СОСТОЯ Н И й  

Ниже описан вариант Д. Гриса  метода й.  Хоп­
крафта,  предназначенного для вычисления классов эквивалентных 
состояний автоматов Мили. Этот метод для автоматов с большим 
числом состояний n оказывается существенно более быстрым,  чем 
вышеоппсанный,  поскольку он в худшем случае требует для ре­
шения задачи порядка cnlog ( n )  ( с - константа, log (n )  - лога­
рифм n по основанию 2)  условных единиц времени.  Этот метод, 
конечно, сложнее, чем описанный в разд. 2 .4 ,  так что он 
подходит в основном только для реализации на вычислительной 
машине. 

Важнейшие отличия описываемого ниже метода от метода из 
разд. 2.4 состоят в следующем.  

1 . Процесс определения Jikr разбивается на  подшаги, причем 
проверяется не просто то , являются ли состояния f (z 1 ,  Xr) и 
f (z J ,  Xr) (k- 1 ) -эквивалентными, но на  каждом подшаге выби­
рается целый класс (k- 1 )  -эквивалентности и производится про­
верка : лежат ли все состояния, в которые автомат переходит из 
состояний выбранного класса при входе Xr, в одном классе 
(k- 1 ) -эквивалентности или нет. 

2 .  Выигрыш во времени (в  числе элементарных операций ) по­
лучается при этом за  счет того, что можно избежать полного 
перебора таких классов. 

" 

3. Классы k-эквивалентных состояний рассм атриваются как 
множества. Расщепление классов (разбиение их на  подклассы) 
производится путем удаления из них некоторых состояний .  Число 
таких актов расщепления может быть сделано небольшим,  если 
классы , о которых идет речь, выбраны небольшими .  · 

Прежде всего нам понадобятся одно определение и лемма. На  
их  основе будет · построен алгоритм последовательного прибли­
жения к решению. В заключение будет исследована сложность 
метода . 

В ·дальнейшем символы Z, Х, У, f, g, n ,  m, А и т .  п .  без лиш­
н и х  оговорок будут использоваться, как в р аэд. 2 .4 .  

Определение 2.5. 1 .  1 .  Подмножества Bt , В2 , . . .  , Вр  множества 
Z образуют разбиение Z,  а В 1 называются при этом блоками раз ­
биения, если они не пусты, попарно дизъюнктны и покрывают 
в сумме все множество Z, т. е .  если U {B i  1 i= l , . . .  , p} =Z , причем 
Bi =F .ef  и B tПBJ=.ef для i-# j при l �i , j�p. 

2. Разбиение Bt , . . . , Вр множества состояний Z называется 
допустимым, если все состояния из каждого блока являются 
! -эквивалентными и если любые два эквивалентных состояния 
лежат в одном блоке разбиения B t , . . .  , Вр ,  т .  е .  если из экви­
валентности некоторых состояний z и z' вытекает, что существует 
индекс i такой, что z и z' лежат в блоке В 1 .  
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Лемма 2.5.2. Разбиение множества Z, блоками которого яв­
ляются классы ! -эквивалентности ( разбиение на  классы ! -экви­
валентности) , допустимо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Классы эквивалентности относительно 
произвольнога рефлексивного симметричного и транзитивного от­
ношения на множестве Z образуют, очевидно, разбиение Z.  Это же 
верно и для отношени я  ! -эквивалентности. Во всех классах соот­
ветствующего разбиеJ:Iия (во всех блоках ) лежат только ! -эквива­
лентные состояния . Любые два эквивалентных состояния являются 
также и ! -эквивалентными (см .  доказательство теоремы 2.3 .3) , 
так что они лежат в одном блоке. 8 

Лемма 2.5.3. Разбиение В 1 , . . . , Вр  тогда и только тогда яв­
ляется р азбиением Z на  классы эквивалентных состояний ,  когда 
выполнены следующие условия :  

1 )  разбиение допустимо ;  
2) для любых двух блоков В 1  и BJ  и любого входа х и з  Х 

при любых z ,  z' E B1 из f (z , x) E BJ вытекает , что f (z ' , х ) Е 
EBJ. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. а )  Если р азбиение В 1 ,  . . .  , В р  является 
разбиением множества Z на классы эквивалентных состояний ,  то 
оно допустимо, поскольку эквивалентные состояния ! -эквивалент­
ны и поскольку (см .  доказатеJiьство теоремы 2.3 .3 )  состояния, 
в которые переходят эквивалентные состояния при любом входе 
х, снова эквивалентны.  

б )  Пусть выполнены условия 1 )  и 2)  и пусть z и z' - два 
про:v.звольных состояния из произвольнога блока В 1 . Полной ин­
дукцией по k получаем , что состояния z и z' являются k-экви­
валентными при  любом натуральном числе k, а потому и просто 
эквивалентными. Действительно, при k= l утверждение выте­
кает из п. , 1 ) . Пусть оно верно при k = q. Из п. 2) следует, что 
при любом входе х из Х состояния f (z ,  х) и f (z ' ,  х) - ! -эквива­
лентны .  Из доказательства теоремы 2.3.3 в этом случае получаем , 
что z и z' являются ( q+ 1 )  -эквивалентными .  8 

Переформулировав только что доказанную лемму, получим 
описание важнейшего шага метода Хопкрафта - Гриса .  

Следствие 2 .5.4. Пусть В1 ,  . . . , Вр - допустимое разбиение, не 
совпадающее с разбиением н а  классы эквивалентных состояний. 
Тогда существуют два блока В 1 и BJ и вход х ,  для которых вы­
полнено условие:  

Существуют z и z' в В 1  такие, что f (z ,  x) E BJ ,  но f (z' ,  х) ф  
ф ВJ .  ( 1 )  

Если в данном разбиении заменить блок В1 следующими диз ь­
юнктным и множествами :  

�� = {zE B 1 I f (z ,  x) E BJ}  и ffi={zEBt l f (z ,  х) фВJ} , 
то получившееся разбиение снова будет допустимым. Разбиение 

блока В1. на  В1 и В 1 описанным способом называется расщепле­

нием В1 относительно (BJ , х) . 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Выполнение условия ( 1 ) вытекает непо­
средственно из леммы 2.5.3 .  Поскольку такж:е выполнены условия 
в � -!3МВ� и �ПВ1=Z, то В1 , . . . , Вн , ��. В1, В!+! , . . .  , Вр - разбие­

ние множества Z. Все состояния в блоках В1 и В1 являются ! -эк­
вивалентными,  так как они принадлежат одному блоку В 1 из до­
пустимого разбиения .  

Рассмотрим теперь два эквивалентных состояния z 1 и z 2 из 
В1 .  Если бы состоянп�  z 1 поп ало в блок В1, а состояние z 2 -- -
в блок В 1 ,  то состояние f ( z 1 , х ) должно было бы принадлежать 
BJ ,  а состояние f (z 2 , х) - нет, но этого не может быть. Итак,  
оба состояния должны попасть в один блок, т .  е .  новое разбиение 
является допустимым .  8 

Из сказанного м ы  немедленно получаем первый вариант опи­
сываемого метода .  

Метод 2.5.5 (вариант 1 вычисления классов эквивалент­
нnсти ) .  

1 .  Начать с р азбиения Z на  классы ! -эквивалентности. 
2 .  До тех пор, пока будут иметься блоки В 1  и В1 и вход х та­

кие, что для них будет выполнено условие ( 1 ) ,  выполнять р ас­
щепление В1 о1 носительно (В 1 , х) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о к о р р е к т н о с т и .  Следует показать, 
во-первых, что метод сходится (дает результат за конечное число 
шагов) , т. е. что цикл «до тех пор ,  пока» выполняется только 
конечное число раз ,  и, во-вторых,  что получающееся разбиение 
является искомым разбиением на  классы эквивалентных со­
стояний . 

Каждое расщепление любого блока В 1  относительно любой 
пары (В1 ,  х) увеличивает число блоков на 1 .  Максимально воз­
можное число блоков в любом разбиении множества Z есть n =  
= 1 Z 1 , так что н е  более чем через n - 1  расщепление условие ( 1 ) 
не будет выполнено ни  для одной тройки вида ( В 1 , B J ,  х) . Это и 
означает, что метод сходится. 

Как в начале каждого цикла «до тех пор ,  пока» , так и после 
него рассматриваемое р азбиение будет по построению допусти­
мым.  В момент , когда выполнение цикла станет невозможным , 
т. е. когда условие «до тех пор , пока» окажется невыполненным , 
будет выполнено условие 2) из леммы  2 .5 .3 .  Отсюда вытекает, 
что получившееся в результате разбиение будет в точности раз­
биением множества Z на  классы эквивалентных состояний .  8 

Аналогично тому, как из разбиения множества состояний на  
классы ! -эквивалентности последовательным расщеплением бло­
ков может быть получено разбиение на  классы эквивалентности,  
само разбиение на  классы } -эквивалентности также может быть 
получено путем соответствующих расщеплений ,  причем начинать 
можно с тривиального разбиения множества состояний Z , состо­
ящего из одного блока Z, и использовать расщепления ,  описывае­
мые в приведеином ниже определении .  

4 7  



Определение 2.5.6. Пусть В 1 , • • •  , Вр - разбиение множе­
ства Z. 

1 .  Пусть х - вход из Х и у - выход из У, а В1 - блок из 
разбиения .  Расщеплением блока В1 относительно пары (у, х) на­
зываетсSI замена В1 двумя множествами ��= {zE B1 1  g (z , х) = у} 

и Bi = {z EB i l g (z , x ) =F y} .  
2. Разбиение н азывается 1-допустимым, если ! -эквивалентные 

состояния  лежат в одном блоке . 
Теперь м ы  немедленно получаем аналоги леммы 2.5 .3 и след­

ствия 2.5 .4 .  
Л е м м а  2.5.7 .  1 .  Разбиение В1 , . . .  , Вр  является разбиением м но­

жества состояний Z на классы ! -эквивалентности тогда и только 
тогда,  когда оно ! -допустимо и когда  для любого блока В 1 ,  .1 ю ­
бого входа х и любого выхода у выполнено условие: 

Из z ,  z'E B1  и g (z , х)  =у следует g (z', х) =у. 
2. Пусть В 1 ,  . . .  , В р - ! -допустимое р азбиение, не являющееся 

р азбиением на классы ! -эквивалентности. Тогда существуют блок 
В1, вход х и выход у такие, что выполнено условие : 
Существуют z и z' в В1 такие, что g (z , х )  = у, но g (z' ,  х)  =#= у. (2 )  

Если блок В1 р асщепить относительно (у, х) , то получающее­
ся разбиение снова будет допустимым .  

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Поскольку состояния z и z' являются 
1 -эквивалентными тогда и только тогда, когда выполняется ра­
венство g (z , х)  = g (z ' ,  х )  (для всех х из Х ) , то ч .  1 утверждения 
очевидна ,  так же как  и первое высказывание ч. 2 .  

Р асщепление блока В1 относительно (у, х) порождает, как 
легко видеть, снова некоторое разбиение множества состояний Z. 
Поскольку для каждого z из �� любое 1 1 -эквивалентное состоя-

ние не может лежать в Вt, но лежит в В1, то оно должно лежать 
и в ��. Итак, получающееся разбиение является ! -допусти­
мым. 

Данная лемма  порождает аналогичный методу 2.5 .5 метод 
определения ( вычисления) классов ! -эквивалентности. 

Метод 2.5.8 (вариант 1 вычисления классов 1 -эквивалент­
ности ) .  

1 .  Начать с тривиального, состоящего то.11ько и з  блока Z ,  раз­
биения. 

2 . До тех пор,  пока будут иметься блок В1 ,  вход х и выход } 
такие,  что для них будет выполнено условие (2 ) , выполнить рас­
щепление В1 относительно (у, х) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о к о р р е к т н о с т и . Состоящее только и з  
блока Z разбиение очевидным образом ! -допустимо. Каждое вы­
полнение цикла «до тех пор, пока» н а  основ� нии п .  2 леммы 2 .5 .7 
приводит к замене ! -допустимого разбиения снова ! -допустимым 
разбиением . 

Поскольку каждое р азбиение множества Z состоит из не более 
чем п р азличных блоков, а каждое выполнение операции рас­
щепления увеличивает число блоков на 1 ,  то после конечного 
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числа  ц и к .п о в  «до тех пор ,  пока» ус.повие {2) окажется невыпол­
ненным , а это означает, что метод дает результат з а  конечное 
число шагов , т .  е .  сходится. В силу _ же п .  1 леммы 2.5.7 резуль­
татом работы -будет разбиение м ножества состояний Z на классы 
} -эквивалентных состояний. 8 

Описанный метод кажется на  первый взгляд менее эффектив­
ным, чем он есть на  самом деле. Действительно, блок В1, возник­

ший в результате расщепления блока В1  относительно (у, х) . 
а вместе с ним и все блоки В, возникающие  в результате его 
дальнейшего р асщепления, относительно пар вида (у' , х )  больше 
расщепляться не будут. Это вытекает из того, что для тройки 
( В , , у' , х)  (или ( В, у', х ) ) не будет выполнено условие (2) , так 

как для любого z
-

из Bt уже выпо.llнено р авенство g (z ,  х )  = у. 

а потому при y'=l= y - и соотношени.е g (z ,  х )  =l= y'. 
В дальнейшем , конечно, н и  один блок, возникший при  рас­

щеплении относительно пары (у, х) , расщепляться относительно 
этой пары не  будет. 

Поскольку порядок выбора  в методе 2.5.8 тройки (В 1 , у, х )  
н е  влияет н а  корректность этого метода,  можно установить спе­
циальный порядок, позволяющий избежать лишней работы по 
поиску действительно расщепляемых блоков. С этой целью будем 
просматривать все входы х из Х и для каждого х - все выходы у 
из У и вносить в сшrсок L только ф актически расщепляемые бло­
ки. При этом будем вести дополнительные списки, в которые бу­
дем заносить получаемые при расщеплении блоки : 

в L' записываются при постоянном х блоки В1 , полученные 
при расщеплении относительно (у, х ) ; 

-
в L" записываются при постоянной паре (у, х)  блоки В1 , по­

лученные при расщеплениях относительно этой пары;  
в L1 записываются все получающиеся одноэлементные блоки, 

которые далее расщепляться не могут. 
Расщепление блока В1 производится путем последовательной 

Проверки выполнения условия g (z , х) =l= y  для всех состояний z 
из В1. 

Метод 2.5.9 ( вариант 2 вычисления классов ! -э квивалент-
ности ) . 

1 1 . Начальный шаг: L :  = {Z} , L' : = 0, L" : =0, L1 : =0. 
2. Д.ТJя каждого х из Х выполнить шаги 1 )  и 6) . 
1 1 )  Для каждого у из У выполнить шаги 2 )  и 5 ) . 
2) До тех пор , пока не будет выполнено условие L=0, вы­

бирать один блок В1 из L, L :  =L- {B1} и выполнять шаги 3) 
и 4) . 

3) Если I B I I =l , 
В противном случае 

4)  Для каждого 
следующее : 

то занести В1  в список L1 ,  L 1 : = L1 U {Bi} . 
занести В1 в список L', L' : =L'U {B1} . 
z из  В1 такого, что g (z , х) =/= у, выполнить 

проверить, содержится ли  в списке L" сопровождающий В1  
блок Bk ,  в который должны заноситься эJrементы из В 1 ;  
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если блока B k в L" нет, организовать его : Bk : = 0, L" : = L"U 
U {Bk} ;  

перенести z из В,  в Bk :  В 1 : = B1- {z} , Bk :  =B�<U {z} ;  
если блок В1 оказался пустым,  вычеркнуть его из списке� 

L' : L' : =L'- {B1} . 
5) Переименовать L" в L и L в L". 
6) Переименовать L' в L и L в L'. 
3 .  Объединить L и L1  в список L, L : =LUL 1 .  Этот список со­

держит теперь классы } -эквивалентности .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о к о р р е к т н о с т и .  Метод сходится,  т .  е .  

дает результат за конечное чис.'Iо шагов , так как должны быть 
последовательно обработаны пары (у, х )  из конечного множества 
и так как цикл «до тех пор, пока» сходится (при каждом вы­
полнении шага 2 )  число блоков в L уменьшается на 1 ) . 

Чтобы показать , что метод дает правильный результат, отме­
тим сначала ,  что при фиксированной паре (у , х)  списки L , L',  L" 
и L1  перед выполнением: цикла «до тех пор , пока» [ шаг 2 ) ] об­
ладают СJlедующими свойствами : 

L содержит только те блоки , которые еще не расщеплялись 
относительно пары (у, х ) ; 

L' содержит только те блоки, которые не могут расщепляться 
относительно пар вида (у' , х) , где y':i= y;  

L" содержит только те блоки, для которых следует проводить 
расщепление относительно следующих пар вида (у' , х) ; 

L1 содержит только одноэлементные блоки. 
Ясно, что посде завершения «до тех пор,  пока» цикла список 

L" будет содержать все блоки, расщепление которых относитель­
но последующих пар  (у', х)  должно еще быть исследовано, а спи­
сок L будет пуст. Этим оправдывается переименование списков 
L и L" на шаге 5) , после которого перед выполнением шага 2) 
для следующей пары (у ,  х) приведеиные выше условия для спи­
сков снова будут выполнены.  

Поскольку при постоянном х при  выполнении шага 2) для по­
следнего у из У больше никакие сопровождающие блоки Bk  в L" 
возникать не  будут, после выполнения этого шага окажется вы­
полненным  равенство L"=0, а после шага 5) - равенство L= 
= 0. Список L' будет содержать в этот момент все блоки. Этим 
оправдывается переименование списков на шаге 6) ,  после кото­
рого перед выполнением шага 2 ) для следующего х для рассмат­
риваемь.х списков опять-таки будут выполнены приведеиные выше 
условия. 

Итак, начиная с первого прохождения циклического шага 2)  
и до конца работы, списки при  каждом начале выполнения шага 
2) будут удовлетворять указанным условиям .  Поэтому ясно , что 
в конце концов окажутся выполненными равенства L'= L" = 0 , 
а потому в LUL1 будут содержаться все блоки,  причем ни один 
из них не будет р асщепляться относительно любой пары (у, х) . 8 

Используя данный метод, м ы  получаем новый вариант метода 
2 .5.5, замечая, что порядок выбора троек (В , ,  BJ ,  х) не имеет зна -
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ч�ния дJiя его корректности . Это позволяет использовать специ­
альный nорядок такого выбора .  

Метод 2.5. 1 0  ( вариант 2 вычисления кл ассов эквивалент­
ности ) . 

1 . Использовать м етод 2 .5 .9 .  
2 .  До тех пор , пока имеются В1, BJ  и х, для которых выпол­

нено условие ( 1 ) ,  проводить расщепление всех имеющихся бло­
ков отн оситеJiьно (B J , х) . 

Ясно , что этот м етод не  слишком эффективен,  так как  он тре­
бует проверки всех возможных троек (В1, BJ ,  х)  с целью поиска 
состояний z и z ' ,  у доnлетворяющих условию ( 1 ) .  Поэтому м ы  
должны , как и для метода 2 .5 .8 ,  найти способ уменьшения числ а 
рассм атриваемых блоков.  Этот · способ вытекает из следующих 
двух ЛеМ М .  

Лемма 2.5. 1 1 .  ПocJie выполнения в методе 2.5 . 1 0  цикла «до 
тех пор, пока » для пекоторой тройки (В 1 , BJ ,  х) , т .  е .  после того , 
как блок Bt расщеплен относительно пары (B J , х )  н а  блоки � и 

В1 при JIIoбoм дальнейшем выполнении этого цикла ни  один из 

блоков, возникающих при расщеплениях В1 и :81 , не  должен боль­
ше расщепляться относительно пары ( B J ,  х) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть В - блок, возникший. при р ас­
щеплении векоторого блока относительно пары (В 1 , х ) . Тогда для 
всех z из В выполнено либо условие f (z , х) E B J ,  либо условие 
f (z ,  х) фВ1 .  То же самое верно и для любого блока В' , получен­
ного из В в результате расщепления относительно произвольной 
пары «бJiок - вход» и являющегося потому подмножеством бло­
ка В .  Расщепление такого блока относительно пары (В 1 ,  х )  не 
дает, таким образом, ничего нового. 8 

Лемма 2.5. 1 2. Пусть дано разбиение В 1 ,  . . .  , В р  м ножества со­
стояний Z и разбиение векоторого (произвольного) блока В1 н а  

В 1  и Bt (здесь ВМВ1=В1 и в�n�= 0 ) .  Пусть также х - произ­
вольный ВХОД. Вместо того чтобы исследовать расщепление всех 
блоков относительно пар ( В1 , х ) , (�?!, х)  и (:В1, х) , достаточно ис­
с.'!едовать такие расщепления относительно Jiюбых двух пар из 
этих трех. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Допустим , что уже проведено расщеп­
лен ие всех блоков относительно (В 1 ,  х) и (В1 , х ) . Тогда ,  как сле­
дует и з  доказательства леммы  2 .5 . 1 1 ,  для каждого ( нового) бло­
ка В справедливо в точности одно из следующих четырех утверж­
дений :  

1 )  Из.. zE B следует, что f (z , х) ЕВ1 и f (z ,  х) E�I· 
2) Из zE B следует, что f ( z ,  х) ЕВ1 и f (z , х) Ф��. 
3) Из zEB следует, что f {z , х) Е;ЕВ 1  и f (z , х) Е!У·  

1 Данное утверждение обретает нетривиальный смысл после замены В1 н а  
Б; (см .  далее) . - П ри.м. перев. 
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4 )  Из z eB следует, что f (z ,  х) ф В1 и f (z , х )  ФВ_!_. 
Так как ��UB�= B1 и ��nB�= .0', то, учитывая вышесказанное, 

nолучаем , что для В справедливо одно из двух следующих ут­
верждений :  

5) zEB влечет за собой f (z", х) ЕВ1. 
6) zEB влечет за собой f (z , х) ф В1 . 
Следовательно, р асщепление блока В относительно (В1, х) не 

дает ничего нового и может поэтому не проводиться. 
Из соображений симметрии вытекает, что и расщепление от­

носительно (В 1 ,  х) может не проводиться, если уже проведено - - 1 
расщепление относительно ( В1, х) и (В 1 ,  х) . 

Предположим теперь, что проведено расщепление всех блоков 
относительно (В1, х) и ( В1 , х) . Тогда для любого блока В вы­
lюлняется в точности одно из приведеиных выше утверждений 
1 )  - 4) с заменой Bt на  Br. Отсюда же, как и раньше, следует, 
что для В выполнено одно из утверждений 5) или 6) (с заменой 
В1 на Bt) .  • 

Как и в описании метода 2.5.9, будем далее расс�атривать 
иекоторый список, а именно- список Р пар (В 1, х) , относительно 
которых вообще должно проводиться расщепление . Когда со­
гласно лемме 2.5. 12 можно удалить из списка одну из несколь­
ких пар ,  будем удалять пару, содержащую блок с наибольшим 
числом элементов .  Поскольку нас не интересует точная структура 
сnиска Р,  будем описывать его просто как м ножество и исполь­
зовать соответствующие теоретико-множествеиные операции. 

Метод 2.5. 1 3  ( вариант 3 вычисления классов эквивалент-
ности ) . 

1 1 . Применить метод 2.5 .9 . 
2.  Положить Р : ={ (В1, х) 1 B1EL, хЕХ} . 
3 . До тех пор , пока не будет выполнено условие Р = .0', вы­

nолнять последовательно шаги 1) -5) . 
1) Выбрать из Р пару (В1 ,  х) с минимальным значением 

1 Bj l · u 
2) Провести расщепление множества сотаянии Z (цеЛиком ) 

относительно пары (В1 , х) . 
3 )  Удалить (В1 , х) из Р :  Р :  =Р- { (BJ, х) } .  
4 )  Произвести р асщепление блоков из L относительно пары 

( В 1 , х) ,  используя результаты шага 2) . 
5) Для каждого блока В1 из L, расщепленного на шаге 4)' 

на блоки �� и В1 (при 'J2t=F .0' и B1=F .0') , и для каждого входа х' 

из Х выполнить следующее : 
если пара ( В1 ,  х' ) содержится в списке Р, удалить ее из это-

го списка и ввести в него пары (Bt, х') и (В1 . х' ) : Р :  = (Р-
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--{ (В 1 , х') } )  U { (В 1 , х') }U { (В 1 , х') } . В противном случае 
если 1 �� 1 мёНьше, чем 1 Bt l , то ввести в Р пару @1. х') ; 

если же это условие не выполнено, ввести в Р пару ( В 1 , х' ) . 
4. После выполнения этих действий в списке L будут содер-

жаться все блоки разбиения на  классы эквивалентности. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о к о р р е к т н о с т и . а) Сходимость. Цикл 

«до тех пор , пока» может быть пройден только конечное число 
раз, потому что его выполнение прекращается, как только мно­
жество Р становится пустым, а это происходит после конечного 
числ а прохождений цикл а .  Действительно:  

каждый раз  пара ,  выбранная на шаге 1 ) ,  удаляется из списка 
Р на шаге 3) ; 

число пар на  шаге 5) (в списке Р) возрастает только тогда,  
когда некоторый блок действительно расщепляется, причем для  
каждого такого блока в список Р вводится дополнительно не  бо­
лее m пар;  

всего возможно не более n р асщеплений блоков . 
б) Правильность результата. Покажем , что перед началом и 

после каждого прохождения цикла «до тех пор , пока» верны вы­
сказывания Ц l ,  Ц2 и ЦЗ, составляющие так называемый инва­
риант цикла :  

ЦI .  Блоки из  списка L образуют допустимое р азбиение мно ­
жества состояний Z. 

Ц2. Список Р содержит только пары (В , х) , относительно ко­
торых должно проводиться расщепление блоков из L. 

ЦЗ. Если В - блок из L, х - вход из Х и пара  ( В ,  х)  не вхо­
дит в список Р, то для любого блока Bk из L и для любых двух 
состояний z и z' из Bk выполнено условие : из f (z ,  х) ЕВ выте­
кает, что f (z ', х) ЕВ. 

Если сказанное действительно верно, то результат, к которому 
nриводи т применение метода , правилен, так как из выполнения  
условий Ц l -ЦЗ в момент, когда перестает выполняться условие 
«до тех пор , пока» , следует, что в списке L содержатся только 
нерасщепляемые блоки (см. Ц2 и Ц3) , образующие допустимое 
разбиение (Цl ) .  Поэтому по лемме 2.5 .3 полученное р азбиение 
действительно является разбиением на классы эквивалентных со­
стояний .  

Истинность инварианта цикла перед началом первого его вы­
полнения вытекает из леммы 2.5 .2 и из способа исходного за­
полнения списка L. 

Истинность высказываний Цl и Ц2 после каждого прохож­
дения цикла очевидна .  Истинность высказывания Ц3 на шагах 1 )  
и 2) цикла не меняется. 

Допустим теперь, что высказывание Ц3 справедливо перед 
выполнением шага 3) . После однократного выполнения шагов 3 ) , 
4) и 5) для произвольных BEL и хЕХ таких, что ( В , х) фР ,  
возможны тогда следующие три случая :  

а )  Блок В уже перед выполнением шага 4)  содержался 
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в сп иске L .  В этом случае истинность ЦЗ для В и х вытекает из 
предположения .  

б )  (В , х) явл я ется п арой ( B J , х ) , выброшенной из списка р·  
н а шаге 3 ) . Тогда истинность ЦЗ для этой пары вытекает из лем­
м ы  2 .5 .1 1 1 ,  поскол ь ку на шаге 4 )  все блоки из L будут расщепле­
ны  относительно этой пары .  

в )  (В , х ) явл яется парой ,  которой не было в списке L перед 
началом цикл з [с-м . последний вариант шага 5) ] . Тогда истин ­
ность Ц З  для этой п а р ы  вытекает из леммы 2 .5 . 1 2 , посколь ку по 
предпоJюжен ию перед выполнением цикла ЦЗ было справедливо 
для п а�ы ( В , , х') такой ,  что ( В , х )  = ( В1 ,  х' ) или (В , х)  = 
- ( В1 ,  х ) . 

Йтак,  высказывание ЦЗ, а вместе с ним и инвариант цикJi а 
в целом верны после каждого выпоJ1нения цикла . 8 

Опишем теперь более подроuно шаги 2 )  и 4) . На шаге 2 )  
должны быть определены все состояния ,  которые удаляются из  
блоков при их расщеплении относител ьно ( B J ,  х) . Для этого вы­
бираются состояния z ,  для которых выполняется включение 
f (z, х)  E BJ , и заносятся в соответствующий список D .  Итак, шаг 
2) имеет вид: 

2') D :  = 0;  
для каждого z' из BJ  занести все z и з  Z такие,  что 

f (z ,  х )  =z' ,  в список D .  
4' ) Д.11я каждого блока В из L выполнить следующее: 

образовать новый блок В , называемый сопряженным бло-
ком для В, и заменить бЛок В на разность В - В : В :  =ВП' 
ПD ; В :  = В - В . 

- -
Для быстрого выnолнения шага 2'' )  полезно заполнить таб­

лицу, в которую для каждого z' и для каждого х з а н ести все z 
такие, что f (z ,  x ) =z' , т. е .  построить таблицу отображения 
f' : ZXX-+.9' (Z ) ,  где f' ( z , x ) = {z' l f (z' , x) =z} . Тогда шаг 2 )  мож­
но записать так : 

2") D :  =0; 
для каждого z из BJ положить D :  =DUf' (z ,  х) . 

Шаr 4') все еще недостаточно эффективен , так как н а  нем 
каждый раз должны обрабатываться все блоки из списка L. 
Из-за этого следует прежде всего выделить блоки, которые во­
обще могут расщепляться ,  т. е .  блоки , содержащие состояния 
из D. Среди этих блоков нужно еще выделить такие, которые 
все же не  будут на  самом деле расщепляться , а именно блоки В ,  
для которых выполнено условие:  для всех z' из В верно f (z' ,  х )  Е 
E B J . Чтобы оставшиеся ,  т. е . действительно расщепляемые бло­
ки, легко находить в списке L,  полезно каждому блоку присвоить 
номер ,  т .  е .  с самого начала рассматривать L как упорядоченное 
множество; при этом блок с номером i обозначается в , , как это 
уже делалось выше.  Единичные шаги м ы  далее упорядочим та­
ким образом , чтобь1 проходить D то.1ько один раз. Итак, полу­
чаем : 
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4") Для каждого z из D выполнить следующее :  
nусть i - номер блока из L, в котором лежит z .  
Если д•1Я  всех z' из В1 выполнено условие f ( z' , x ) :::::: B j ,  
оставить все без изменений ,  ин аче - сделать следующее : 
если у блока В 1 еще нет сопряженного блока B k = B 1 , то 
организовать такой блок, положив B k : = 0 ;  
в любом случае перенести состояние z из В1  в В1< ·  

В1 : =B1- {z} ; Bk :  = BkU {z} . 

Из сказанного следует, что шаги 2" ) и 4") корректны,  при­
чем метод описан так,  что он легко может быть реализован ,  т .  е .  
может быть напИсана программ а  на  языке программирования вы­
сокого уровня. Для этого остается только выбрать подходятую 
структуру данных - прежде всего таким образом , чтобы обеспе­
чить возможность быстрого выполнения шагов 2") , 4") и 5) :  

вместе с L должна быть сформирована еще одна таблица Т L ,  
задающая для каждого состояния z номер блока из L ,  содержа­
щего это состояние ; 

для каждого блока В 1  из L должно храниться в памяти число 
Ь1 его элементов ;  

для каждого выполнения  шага 4") нужна таблица номеров 
блоков, сопряженных с фактически р асщепляемыми ; эту таблицу 
лучше всего формировать на  шаге 2") ; 

далее, на  шаге 4") нужна таблица TJ , определяющая для 
каждого блока В1 из L число состояний z ' из  В1  со свойством 
f (z' , х) E B J ;  изначально [на  шаге 2") ] эта таблица должна  
заполняться нулями, а при каждом добавлении f ' (z,  х) к D 
чИсла в таблице должны соответственно возрастать ; при  исполь­
зовании этих таблиц (массивов данных)  первый разбор случаев 
на  шаге  (4") осуществим за  постоянное время ( независимо от т 
и n или 1 У 1 ) ; 

конкретная реализация списков, таблиц и м ножеств (блоков) 
в виде структур данныл существенно зависит от используемого 
языка программирования .  Отметим только , что врем я,  необходи­
мое для поиска конкретного эдемента , а также для записи эле­
мента, не зависит от размера списка , таблицы иди множества и 
может быть оценено сверху некоторой постоянной величиной .  

Описа нные структуры данных используются,  конечно,  и при 
реализации метода 2 .5 .9 ,  в частности, там тоже нужна таблица 
номеров сопровождающих (сопряженных) блоков .  При  програм­
мировании следует иметь в виду, что переименование списков 
должно производиться за  постоянное время .  

Теперь остается провести анализ сложности метода .  Л егко ви­
деть, что при его использовании необходим объем памяти c 1mn + 
+c2n+cзm+c4 ячеек для натуральных чисел (с 1 , . . . , С4 - м алые 
константы ) ,  если представ.лять состояния z1, входы X j  и выходы 
Yk их индексами i, j и k. Поскодьку нам нужны четыре таблицы 
( или списка) размера mn (для g, f, f' и Р) , если записывать в Р 
не пары (В1 , х) , а пары (j , х) , то С1 =4.  Для L, L', L", L 1 ,  TL, 
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чисел элементов в блоках, D ,  номеров сопряженных блоков, Т} 
нужно по n м ест в памяти (если в L , L', L", L, записывать толь­
ко номера блоков) .  Во сколько раз конст анта с2 отличается от 9, 
зависит от того , используется JIИ повторно место,  которое зани­
мают списки L'. L" и L, , после окончания р аботы метода 2.5 .9 
и от способов хранения блоков (все блоки векоторого разбиения 
содержат в совокупности n элементов) .  Значения констант Сз и 
С4 зависят в основном от конкретной реализации. 

Теорема 2.5. 1 4 .  Для реализации метода 2 .5 . 1 3  необходимо не 
более c,mn +c2n+cзm+c4 ячеек памяти (с, , . . .  , С4 - константы) .  

Определим теперь временную сложность метода. Будем,  как 
обычно,  исходить из того, что для выполнения каждой из основ­
ных операций,  из которых построены все операции м етода , тре­
буется одно и то же время, не большее, чем пекоторая  постоян­
ная величина , зависящая от конкретной вычислительной м ашины 
и от конкретного языка программирования . Таким образом, нам 
нужно только оценить сверху число необходимых операций.  

Лемма 2.5. 1 5. Пусть I Y I  = р . Тогда время выполнения м е­
тода 2 .5 .9  не  превышает c,'mnp+c2'n+cз' ,  причем с! ' , с2 ' и сз' ­
константы . · 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При постоянных у и х шаг 4 )  в цикле 
«до тех пор, пока » 2)  выполняется не более n раз и сам цикл 
поэтому также выполняется не  более n р аз .  Так как можно счи­
тать, что каждое выполнение шагов 5 )  и 6)  требует постоянного 
времени, а объединение L : = LUL, осуществимо за  время , не 
большее, чем c2'n ,  то утверждение доказано.  8 

Теорема 2.5. 1 6. Время выполнения метода 2 .5 . 1 3  для автома­
та Мили с т входами ,  n состояниями и р выхода ми не больше, 
чем k1mn log (n)  +k2mnp+kзmn +k4n+ks , где k , ,  . . . , k s - кон­
етанты. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Время, необходимое для первоначаль­
ного заполнения списка Р, не превышает kзmn +k. 

Однократное выполнение шагов 1 )  и 3) требует постоянного 
времени ,  скажем t ,  и t з .  

Промежуточное утверждение 1 .  В течение всех прохождений 
цикла «до тех пор , пока» порождается не более 2n различных 
блоков. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть число классов t -эквивалентности 
равно q o .  Будем считать, что при первом прохождении цикла 
р асщепляется q , блоков, при втором - q2 блоков, . . . , при послед­
нем r -м прохождении - qr блоков. Тогда число блоков в конце 
работы составит q o+q ,  + . . . +qr . Сумм арное же число порожден­
ных блоков есть q o+2q , +2q2 + . . .  +2qr�2 (qo+q , + . . .  +qr) � 
�2n .  

Промежу1 0чное утверждение 1 доказано .  
Из только что доказанного утверждения немедленно выте-

кает:  
цикл «до тех пор , пока» выполняется не более 2mn раз, так 

как каждый порожденный в процессе работы блок BJ с некоqо-
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рым х из Х в виде пары (BJ ,  х) вносится в список Р не более 
одного р аза ;  

шаг 5) выполняется всего (при всех прохождениях цикла )  не  
более 2n раз ,  так что суммарные з атраты времени н а  выпоJIНе­
ние этого шага могут быть оценены сверху величиной tsmn (ts -
константа) ; 

суммарное время выполнения шагов 1 )  и 3) оценивается сверху 
величинами t 1mn и t3mn. 

Теперь нам остается только оценить время,  необходимое для 
выполнения шагов 2") и 4") . 

Промежуточное утверждение 2. Для любого состояния z из 
множества Z и любого входа х из Х в процессе реализации ме­
тода 2.5 .1 1 3 не более log (n)  + 1 раз  возможна ситуация,  когда на 
ша ге 1 )  из списка Р выбирается пара ( BJ, х) такая ,  что zE BJ .  

Д о к а з  а т е л. ь  с т в о . Предположим сначала , что z лежит 
в блоке В , причем ( В ,  х) Е Р, и что пара (В, х) выбрана  из 
списка Р на  шаге 1 ) . Предположим далее, что н а  пекотором сле­
дующем шаге блок В р асщепляется относительно пекоторой п ары 

(В1, х') на  блоки _!\ и В.  Пусть � содержит меньше элементов ,  

чем В. Тогда н а  шаге 5 )  в список Р вводится только пара  
(� . х) . -С>чевидно, что 1 � 1 � 1 В 1 /2 .  

Пусть теперь В1 , В2 ,  . . .  , B r - все такие блоки, что zE BJ nри 
1 �j�1· и при выполнении цик.'! а  «до тех пор , пока» они встре­
чаются в выбираем ых н а шаге 1 ) парах  ( В1 , х) ,  причем именно 
в данном порядке. Тогда верна следующая цепочка нера­
венств : 

n� j B 1 / �2 / B2 / �  . . . �2r-1 / Br / �2r-l . 

Отсюда вытекает , что r- 1 �log (n ) , т. е .  число блоков не пре­
вышает log (n)  + 1 .  

Промежуточное утверждение 2 доказано. 
Из промежуточного утверждения 2 получаем : 
1 .  Общее число выполнений операции объединения D : =DU 

Uf' (z ,  х) н а  шаге 2") ограничено сверху величиной mn log (n) + 
+mn.  Ш аг 2")  выполняется не более 2mn р аз (всякий раз,  когда 
выполняется цикл «до тех пор, пока» ) . Итак, сум!\{а.рное время ,  
затр ачиваемое н а  выполнение шага 2) , ограничено сверху вели­
чиной t2m n log (n ) +t2 'mn (t 2 и t' 2 - константы) . 

2. Общее ч исло состояний z ,  вводимых при всех выполнениях 
шага 2") в D и испо.'!ьзуемых далее на шаге 4") ,  не превышает 
mn ( l og (n) + 1 ) , поскольку на шаге 2") при постоянном х в D 
вводится не более n ( loq (n)  + 1 )  состояний. Если t4 - время вы­
полнения шага 4") при постоянном z (при использовании таб­
лиц Т1  описанным  выше способом это время можно считать по­
стоянным ) , то полное время, нужное для выполнения шага 4") , 
не превышает 14mn ( log n )  +t4mn. 

Суммируя сказанное, для времени выполнения метода 2.5 . 1 3  
nолучаем верхнюю границу : 
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C t 'mn p +c2 'n + cз'  
+ kзmn+k 
+t t i 11П 
+ t2 mn log (n ) +t2'mn 
+ t зm n  
+ t4mп lo g ( n ) + t4mn 
+tsmn 
+ t  

для 2 .5 . 9  по лемме  2 .5 .  1 5 , 
для нача.пьного з аполнения Р,  
для 1 ) '  
для 2") ' 
для 3) ' 
для 4") '  
для 5 ) ,  
для организ ации и окончания 
цикл а «до тех пор, пока» 

= (t2 +t 4 ) mn l og (n ) +ct 'mnp+ (k з +tt +t2'+tз +t4 +ts ) mn+ 

+c2'n +cз'+t+k. • 
Следствие 2.5. 1 7. При постоянных т и р и возрастающем п 

время выполнения метода 2.5 . 1 3  ограничено саерху величиной 
сп Jog (n ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  При постоянных т и р верхняя грани­
ца  из 2.5 . 1 6  приобретает вид cn log (n ) + c'n+c" = n (c log (n} + 
+с')  +с''. Поскольку с' и с" - константы, то ими можно nрене­
бречь как сл а гаемыми при больших n. • 

2 6. РАЗЛИЧИМОСТЬ ВХОДНЫХ 
ПОСЛ ЕДОВАТЕЛЬНОСТЕй 

Допустим,  что м ы  хотим использовать автоматы для того, 
чтобы некоторые сигнальные последовательности ,  недоступные 
непосредственному наблюдению,  перерабатывать в понятные для 
нас выходные последовате.'IЬности .  При этом мы  должны, в част­
ности, р ассмотреть вопрос:  в какой степени некоторый конкрет­
ный автом ат может помочь н ам  различать входные последова­
тельности с помощью выходных последовательностей? В теореме 
2 .3 .3 показано,  что это возможно не всегда. 

Далее  будем считать, что А - автом ат Мили ,  описанный как 
и р аньше, обычным образом : А== (Z,  Х,  У ,  f ,  g} . 

Сначала :vrы зададимся вопросом : при каких условиях две 
входные последовательности (совершенно} неразличимы? 

Определение 2.6 . 1 . Две входные последовательности v и w 
из  F (X} называются неразличимыми автомато:rt А I J , есл и для 
любого z из  Z и любого и из F (X)  выполняется р авенство 
g* (z , vu)  =g * (z ,  wu ) .  В противном случа е  последовательности 
v и '"' называются различимыми автоматом А. Автомат А назы­
в ается различающим входы 2 , если любые две входные последо­
в а тельнести р азличимы автом атом А. 

Отметим , что любые две входные последовательности различ­
ных длин всегда различимы автом атом А. 
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1 )  Или неразличимыми для автомата А. - Прим. перев. 
J )  Или неразличимыми для автом ата А. - Прим. перев. 



Нетрудпо показать, что автоматы Мили из  примеров 2 . 1 . 1  и 
2.2 .2 не являются автоматами ,  различающими  входы , - для ав ­
том ата из примера 2 . 1 . 1  можно рассмотреть, скажем , входные 
-слова cdd и bcd в состоянии 6. 

РАЗЛ И ЧА ЮЩ И И  В Х О Д Ы  А В ТОМАТ М И Л И  

Пример 2.6.2. Различающий входы автомат Мили задается 
графом , изображенным на  рис. 2.6 . 1 .  

Лемма 2.6.3. Входные последовательности v и w тогда и 
только тогда неразличимы автоматом А, когда для любого со­
стояния z автом ата А состояния f* ( z ,  v ) и f .. (z ,  w) эквивалентны 
и выполнено равенство g* (z , v) = g* (z ,  w) . 

О/а 
0/Ь 

1 /с 
Рис 2.6. 1 .  Различающий входы а втомат Мили 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть v и w неразличимы автоматом 
А и z - Произвольное состояние этого автомата .  Тогда для всех 
u из F (X) выполнены равенства g* (z , v ) g* (f * (z , v ) , u ) =g* (z ,  
vu) =g� ( z , wu) =g* ( z ,  w) g* ( f* ( z , w) ,  u) . Отсюда вытекает, что 
реакции состояний Р ( z ,  v)  и f *  ( z , w) равны .  

Обратнос высказывание доказывается аналогично. • 
Следствие 2.6.4. Если последовательности v1 и w1 при  i = 

= 1 ,2 неразличимы авто:иатом А, то и посл-едовательности V 1V2 и 
w1w2 негазличимы этим автоматом .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  а )  Из леммы 2.6 .3 непосредственно сле­
дует, что если v и w неразличимы и z 1 и Z 2 эквивалентны ,  то и 
состояния f * (z 1 ,  v) и r �  (z 2 , w) также эквивалентны .  

б )  Пусть z - произвольное состояние автомата А. Тогда по  
лемме 2 .6 .3 из предположения вытекает, что 'выполнены равен­
ства g .. (z , v 1 v2 ) = g* ( z , V1 )  g* ( f * ( z, v1 ) , v 2 ) = g* ( z , w1 )  g* ( f  .. (z ,  
W1 ) , V2) = g* (z , V.' I ) = g* ( f * ( z ,  Wt ) ,  W2) = g* (z , W 1W2 ) . 

Поскольку состояния f* ( z ,  v 1 ) и f* (z ,  w1 ) эквивалентны , то 
и1 а )  следует, что f* ( z , V IV2 ) = f* ( f * ( z , v i ) , v2 ) и f* ( z , w 1w2) тоже 
эквивалентны .  Итак, на  основании леммы 2 .6 .3 последовательности 
VrV2 и V.' r 'V?  неразличимы автоматом А. 8 

Дальнейшие аналогичные высказывания можно найти в упраж­
нении 2. 1 2 . 

3 а м е ч а н и е .  Из следствия 2.6.4 вытекает, что отношение не­
различимости автоматом А является отношением конгруэнтности 
на входном моноиде F (Х ) . Отсюда следует, что класс конгруэнт­
ности ["'] для слова w = x1x2  . . . Xk (где Xi - элементы Х) являет­
ся произведением [ х 1 ]  • [ х2] · . . .  · [xk] классов конгруэнтности 
[ х1 ]  элементов х1• Классы [ х] для х из Х образуют р азбиение 
м ножества Х. По рожденный классами [ х] свободный моноид 
F (X) - это, очевидно, фактормоиаид моноида F (X) по отноше-
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нию неразличимости автоматом А. Таким образом , для каждого• 
автомата Мили А можно задать различающий входы автомат 
Мили А', функционирующий, в принципе, так же, как и А, за-
менив в А входной а.1фавит Х на множество Х классов нераз­
личимых входов из Х. Технические детали этого построения мы 
опускаем . 

ДЛ И НА РАЗЛ И Ч И МЫХ ВХОД Н ЫХ П ОСЛ ЕДО ВАТЕЛ ЬН ОСТЕ й 

Покажем теперь, что вопрос о том , является ли  некоторый 
автомат Мили р азличающим входы, р азрешим .  Точнее говоря , мы  
найдем для каждого автомата Мили А число k = k (А) такое ,  что 
А является р азличающим входы, если любые две входные  после­
довательности длины, не большей k, оказываются р азличимыми 
автоматом А. Мы получим только верхнюю границу для числа k. 
Вопрос о различимости двух входных последовательностей оче­
видным образом р азрешим на основании .1еммы 2.6 .3 и теоремы 
Хаффм ана - Ми.пи .  

Теорема 2.6.5. ( Чен ) .  Пусть А - автомат Мили с n состоя­
ниями .  Ес.пи .пюбые две последовате.пьности входов длины n211 - 1  
р азличимы автом атом А, то А - автомат, р азличающий входы . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k=n2n- J .  
а )  Если все входные последовательности длины k различимы 

автоматом А, то и вес более короткие входные последовательно­
сти р азличимы этим автоматом . Действительно, если бы слова v 
и w из F (X) такие, что l v l = l w l  =j <k, были неразличимы ав­
томатом А, то для всех z из Z и всех u ' из F (Х)  выполнялось бы 
р авенство g* (z ,  vu') =g* (z ,  wu' ) . Если теперь u - некоторое 
слово длины k-j из F (Х) , то из сказанного следует, что слова 
v u  и wu длины k были бы неразличимы автоматом А. 

б )  Пусть Z = {z 1 ,  z 2 ,  . . .  , Zn} . Пусть также T = Z2n - множество 
всех 2n-ок t состояний автомата А. Симво.1ом t ( i )  будем обозна­
чать i -ю компоненту t : t= (t ( I ) ,  t (2 ) ,  . . . , t (2n) ) .  Положим t o= 
= (Z I , Z2,  . . .  , Zn, Z 1 , Z2 , . . .  , Zn) . 

Определим теперь рекурсивно отображение 
- CXJ  

f :  ТХ ( U Xi XX!) -+T, 
1=1 

полагая для всех t из Т, всех х и х' из Х и всех w и w' из Xl, 
где j = l , 2 ,  . . . : 

i (t, х, x' ) = (f ( t (! l ) ,  х) , . . . , f (t (n) , х) , f (t (n+ I ) ,  х' ) ,  . . . 
. . .  , f ( t (2n) , х' ) ) ,  

i (t, WX, w'x' ) = i ( l (t, W, \V1) , Х, х' ) . 

П р  е д п о  л о ж е н и е . Пусть существуют два р азличных слова 
w=x 1 . • .  Xm и \V ' = х 1 '  • • •  хш', неразличимых автоматом А и таких, 
что вес слова меньшей длины попаоно различимы этим а втn­
м атом . 
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Из исходных допущений теоремы и из  п .  а )  вытекает, что 
m > k. Поэтому в последовательности t0, t 1 = I ( to ,  х 1 , х 1 ' ) ,  tz =  
= l ( to , X tXz, x 1 'xz') , . . . , tm = I (to , w ,  w') хотя б ы  один  элемент t 
из Т должен встретиться дважды ( в  Т содержится только k+ 1 
элемен т ) . Итак, сущест1:1уют индексы i и j ,  где i <j�m. такие� 
что ti=tj .  

Пусть Wo = X1X2 . . .  Xi-IXiXJ+I . . .  Xm И w'o = X' 1 x'2 . . .  x't-IX'tX'J+t . . •  
. . .  x'm· 

1 )  Пусть Wo =l= wo' , а также пусть g* (zp, w ) = YP IYP2 . . . YPm и 
g • (z p , \v' ) =y'p tY1P2 . . .  y'pm для p= l ,  . . . , n (где ypq и у'рч - под­
ходящие элементы множества У) . 

Поскольку w и w,' неразличимы,  то при p= l ,  . . . , n и q = 
= 1 ,  . . . , т выполняется равенство ypq=y'pq , а при p = l ,  . . .  , n и 
всех u из F (X) - равенство g* (f* (zp, w) ,  u ) = g* ( f* ( zp, w' ) , u ) . 

Итак, при р =  1 ,  , . .  , n имеем 
g* (Zp , \Vo ) = ypi · · ·  YPI-IYPIYPJ+l . . . ypm= y'pt · · ·  Y1PIY1PJ+I · · ·  у ' pm= 
= g* ( Zp, \V'o ) 

и, вследствие того, что tt= t1 , получаем также 
f* ( zp, wo) =f • (zp, w ) и f* (zp, wo') =f* (zp , w' ) . 
В общем , д.'I Я  всех u из F (Х) и всех р= 1 ,  . . .  , n справедливо 

равенство g •  (zp , \VoU ) =g* (z p , wo'u ) . Таким образом , в данном 
случае wo и \Vo ' неразличимы, но они короче, чем w, что противо­
речит предпо.1ожению. 

2)  Если \\' o = wo', то должно быть выполнено условие Xt+ t  . . •  
. . .  XJ=F x'нt . . . х{ (так как w=F w') . Поэтому также 

Wt = Xi . . . "  Xj=I= Wt'=Xt 1 • • •  Х{. 
Как и в случае 1 ) ,  имеем 
g .. (zp ,  \\'1 ) = g* (zp, WI') И f*  (Zp, Wt) = f* (Zp, Xt . . .  Xt) = 

= f* (Zp, Xt ' . . . Xt') =f* (Zp, Wt ' ) ДЛЯ p==il , . . . , П ,  
а отсюда вытекает нераэличимость слов w1 и Wt' , что снова про­
тиворечит предположению 1 • 

Итак ,  предположение ложно, т. е. любые две входные после­
довательности разJ1ичимы автоматом А. • 

Утверждения о влиянии величины множества входов приве­
дены в упражнениях 2 . 1 3  и 2 . 1 4 . 

При изучении длинных входных последовательностей часто· 
приходится сравнивать не все выходы, но только k последних из 
них, и выяснять , являются ли состояния , в которые автомат пере­
ходит в конце р аботы, эквивалентными .  

Определение 2.6.6. Пусть k- натуральное число. 

1 Противоречие возникает, конечно, лишь при j <m, но это строгое неравен­
ство можно считать выполненным, так как последовательность to, t , ,  . . . , tm  
удовлетворяет условию :  из tk (r) =tk (s) следует tk+ 1 (r) = tk + 1 (s)  при k = l , . . . 
. . .  , m- 1 и l :s;;; r < s :s;;; n или n + l :s;;; r < s :s;;; 2n, откуда вытекает, что она не может 
содержать все 2n-ки из множества Т. Отметим, что, используя данное соображе­
ние, петрудно улучшить оценку n2n- 1 .  Читатель может сделать это в качестве­
дополнительного упражнения. - Прим. перев. 
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1 )  Для каждого слова u из F (Y) определим k-окончанис ( или 
kсуффикс)  Yj k ( u ) CJloвa u следующим образом : 

а )  если 1 u l � k, то Yjk ( u )  = u ; 
б )  если U=Y1 . . . Yn, где n > k , то Yj k (u ) = Yn-k+I . . .  Yn· 
2) Две входные последовательности v и \V называются 'k-фи­

нально неразличимыми автоматом А, если для всех состояний z 
из Z и всех слов u и� F (Х) имеет место р авенство 

'll k ( g' ( z , vu ) )  =ч k ( g* ( z , wu ) ) . 
В противном случае v и \V называются k-финал ьпо различимьtJrm 
.автоматом А. Автомат А называется k-финально различающим 
входы, если л юбые две входные последовательности являются 
k-финально р азличимыми автоматом А. 

Конечно, ecmi v и w нер азличимы  автоматом А, то они и 
'k-финально перазличимы (при произвольнам k) . Обращение это­
го высказывания неверно, так как даже слова р азличной длины 
могут быть k-финально неразличимыми .  Из k-финальной неразли­
чимости вытекает j -финальная неразличимость для всех j �k. 

Теорема 2.6.7 . Пусть k - Произвольное натуральное число . 
1 .  Если две входные последовательности равной длины ,  не 

·большей k ,  являются k-финально неразличимыми автоматом А, 
то они неразличимы этим автоматом . 

2 .  Утверждения леммы  2 .6 .3 и следствия 2 .6 .4 остаются вер­
·ными ,  если заменить термин «различимость» на  «k-финальная 
ра зличимость» и р ассматриваемые выходные последовательно­
сти - на их k-окончания .  

3 .  Если автомат А имеет n состояний и является (n 2n- 1 )  -фи­
нально разJшчающим входы, то он является автоматом , разли­
чающим входы .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пункт 1 провернется непосредственно; 
пункт 2 доказывается простой переформулировкой доказательств 
лем мы  и следствия ;  пункт 3 с помощью п. 1 немедленно получает­
ся из теорем ы 2 .6 .5 . 8 

Т Е О Р ЕМА О П Е Р И ОД И Ч НОСТИ 

Поставим , наконец, следующий вопрос. Пусть а втомат Мили 
А ,  находящийся в состоянии z ,  получает на  вход смешанную пе­
риодическую последовательность v_.·'P · т .  е .  слово Wj=Xt . . .  Xj , где 
Хш+Р=хn, при  m;;::r ;  можно ли р азличить в этом случае последо­
вательнос\И Wj и w1 р азличной длины ,  если сравнивать только k 
последних выходов? 

Теорема 2.6.8 ( теорема о периодичности ) . Пусть z - произ-
вольное состояние автомата А и пусть число состояний , достижи­
м ы х из состояния z , р авно n , т . е .  пусть 

n =  1 { z 'E Z i z'= f* ( z , w) ,  wE F (X) } 1 ·  
Пусть также xr , X z ,  . . .  - произвольпая смешанная  периодиче­

ская  последовательность входов Xi из Х, т .  е .  такая ,  что сущест­
вуют натуральные числа r и р, для . которых при всех m;;::r вы­
полнено равенство Xm+P = Xm. Пусть, наконец, Wj = X r Xz . . .  Xj для 
каждого натурального числа j . 
.g2 



Тогда существуют натуральные числа s и q такие что 
i l )  r�s� r + ( n - l ) p , 

' 

2 )  q�pll ,  
3) s+q�r+pn ,  

и такие, что для любого i , где i�s , и любого k, где k�i-s+ I ,  
последние k выходов автомата А, начавшего р аботу в состоянии 
z и получившего н а  вход WJ и w1+q , попарно р авны, т .  е .  
'Y)k (g* (z ,  w1 ) ) = Y)k (g*  (z ,  wl+q ) ) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Пусть Z 1=Z и Zm=f (Zm-I , Xm-1 ) при 
m > l .  Рассмотрим последовательность из  pn+ l пары (zm , Xm) 
при m = r, . . . , r+pn .  Поскольку только п из  состояний Zm могут 
быть различными , то по «принципу ящиков» Дедекинда должно 
иметься по меньшей мере p+ l индексов m1, . . .  , mt, где t�p + 1  
и r�mJ�r+pn , таких , что z = z = . . .  = z ( поскольку m 1 m 2  mt 
pn+ l индекс разделяется на n групn , то в каждой группе н е  
может быть меньше, чем п о  p + l индексу ) . 

Далее , так как существует только р различных остатков при 
делении натуральных чисел на  р ,  то  среди индексов mJ найдут­
ся по меньшей мере два , скажем ma и mь,  которые при делении 
на р будут давать одинаковый остаток. Это означает, что для 
них будет существовать натуральное число с такое, что mь = ma +  
+ ер . Но тогда из периодичности последовательности х 1 , х2 , . . . 

получаем,  что xm = xm . 
а в 

Пусть s = m a  и q = cp .  Тогда (z 5 , Х5 ) = (z s+q , Xs+q ) ,  а отсюда 
вытекает, что z н1 =Zs+q+J , а вследствие  равенства Xs+J =Xs+q+t 
имеем Zsн=Zs+q+2 ·  В общем случае при j � s получаем ( z J , XJ ) = 
= (Z J+q , XJ+q) . 

Если k =:::;; i-s+ l ,  т. е. i-k+ l � s ,  то из периодичности после­
довательности вытекает, что 

Т)k (g* (z , Wi) ) =g* ( Z I-k+l •  X !-k+l , . · · Xi ) =  

= g* (Z I-k+J+q, X !-k+ ! +q . . .  XI+q ) = Т) k  ( g* ( z ,  Wi+q ) )  · 

Наконец, из r � ma = s � ma+ p =:::;; mь=s + q =:::;; r+ pn и q � p  сра­
зу лолучаем пп .  1 ) , 2 )  и 3 ) . 8 

Следствие 2.6.9 Пусть А - автомат Мили, в котором из  каж­
дого состояния достижимы не  более n различных состояний .  

1 . В обозначениях теоремы 2 .6 .8  верно следующее утвержде­
ние : любые два входных слова w1 и WJ+q являются k-финально не ­
различимыми автоматом А. 

2. Автомат А порождает для входной последовательности пе­
риода р выходную последовательность периода q � pn.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пункт 1 )  получаем,  применяя теорему 
2.6 .8 к каждому состоянию автомата А;  эквивалентность состоя­
ний Р (z ,  w1 )  и f*  (z ,  w1+q ) вытекает из доказательства теоремы .  
Пункт 2 получаем , полагая в теореме 2 .6 . 8  k= 1 . • 



Теорема о периодИчности и ее следствие являются важным 
вспомогательным средством для доказательства того, что некото­
рые задачи не  могут быть решен'>! автоматами Мил и.  Иначе го­
воря , они используются для доказательства того, что некоторые 
отображения из F (Х ) в F (У) не могут быть представлены как ре-
2-кции состояний автомата Мили. Например,  теорема 2.2 .3 очевид­
ным образом вытекает из п. 2 следствия 2.6.9. 

Из п .  1 следствия 2.6 .9 в противовес примеру 2 .6.2 получаем :  
Следствие 2.6. 1 0. Для каждого автомата Мили А существует 

-бесконечно много натуральных чисел k таких, что А не являе гся 
k-финально различающим входы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя обозначения теоремы 2 .6 .8 ,  
выберем k=i-s+ l для i=s,  s+ l ,  . . . и применим п .  1 следствия 
2 .6 .9 . •  

2.7. АВТОМАТЫ МИЛИ С КОНЕЧНОй ПАМЯТЬЮ 

По теореме 2.3.3 каждое состояние автомата Мили 
-однозначно1 определяется конечным набором входных слов вме­
.сте с соответствующими выходными словами .  Это означает, что 
2-втомат Мили  может «содержать» только конечное множество 
входно-выходных связей. Поэтому выход зависит только от неко­
торого ограниченного числа предыдущих входов. Мы увидим, од­
нако, что здесь не существует функциональной зависимости , даже 
при использовании выходов в предыдущие моменты времени в ка­
очестве дополнительных аргументов. 

О П РЕДЕЛ Е Н И Е, К О Н ТР П Р И М Е Р  

Определение 2.7. 1 .  Автомат Мили А= (Z ,  Х, У, f , g) назы­
яается автоматом Мили с конечной памятью, есл и для него суще­
ствуют натуральные числа р,  q и отображение h :  Xp+1 XYq.-y та­
кие,  что для всех z из Z и всех слов w=Xt . . .  Xk из F (Х ) , где k >  
> max (p ,  q ) , выполнено равенство 

Yk=h ( Xk, Xk-1 , . . .  , Xk-p, Yk-1 , Yk-21 . . .  , Yk-q) 
1 при этом считается , что у, . . .  Yk=g* (z , х, . . . Xk) ] . 

Наименьшее число m , для которого существуют не_ превышаю­
щие его числа р и q [т .  е .  m=max (р ,  q ) ] , удовлетворяющие прп­
.веденному выше условию, н азывается памятью автомата Мили А. 

Итак, автомат Мили имеет конечную память m, если сущест­
вует функция h, с помощью которой выход автомата в любой на­
nеред заданный момент времени k может быть определен только 
по входу Xk в этот момент и по входам и выходам Xk-1 ,  . . . , Xk-m и 
Yk-I , . . . , Yk-m в предыдущие m моментов времени, без учета состоя ­
ний самого автомата .  

Теорема 2.7.2. ( Гилл ) .  1 .  Существуют (конечные) автоматы 
Мили,  не обладающие конечной памятью. 

1 С точностью до эквивалентности. -Прим. перев. 
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2. Пусть А - сокра­
щенный автомат Мили с 
конечной памятью m и n 
состояниями .  Тогда m �  
� n (n- 1 ) /2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

z , �----------------� 
1 /О ,  0/0 1/1 

о /о 
Рис. 2. 7. 1 .  Автомат Мили, не обладающий 

кон ечной памятью 

1 .  Определяемый графом, 
изображенным на рис .  2 .7 . 1 ,  автомат Мили не имеет конечной па­
мяти . Для доказательства этого факта рассмотрим входные  слова 
Qk 1 ,  где k = 1 ,  2, . . .  , и соответствующие выходные  слова .  Легко 
видеть, что при  произвольных р и q и k >iffiax ( р ,  q) нельзя уста­
новить только на основании последних р + 1 входов и q выходов,  
будет ли следующим выходом 1 или О (даже в том случае, когда 
известно, в каком состоянии  автомат н ачал ра боту) . 

2. Для доказательства нам  пон адобится следующая лемма .  
Лемма 2.7.3. Пусть А - сокращеный а втомат Мили с конеч ­

ной памятью m (см.  определение 2. 7. 1 ) .  Тогда существует отобра­
жение h' ,  которое позволяет определить соответствующее состоя ­
ние автомата А по последним m входам и т выходам , т. е. ото­
бр ажение h' :  xmxy�z такое , ЧТО ДЛЯ ВСеХ Z ИЗ Z И ВСеХ Х! . . . Xk 
из F (Х ) при k;;;::: m выполнено р авенство 

h' (xk, Xk-1 , . . .  , Xk-m+1 ,  Yk , Yk-1 , . . .  , Yk-m+1 ) =f* (z , Х 1 ,  . . .  , Xk ) , 

где считается ,  что У 1 . . .  yk=g* ( z , Х1 . . .  xk ) .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о л е м м ы. Предположение : пусть дока­

зываемое утверждение неверно, т. е .  пусть существуют по мень­
шей мере одно входное слово х 1 . . .  Xm и два различных состояния 
z и z' такие, что g* (z , Х1  . . .  Xm) =g* ( z ' , Х 1 . . .  Xm ) ,  но Zm=f* ( z ,  х1 . . . 
. . .  Xm ) =F f* (z' ,  Х 1 . . .  Xm) = z'm· 

Поскольку автомат А - сокращенный , то состояния Zm и z ' m 
не эквивалентны.  Поэтому существует кратчайшее слово Xm+1 . . .  
. . .  Xm+n,  где 1 � n  � 1 Z l - 1 (по теореме Хаффмана - Мили ) ,  такое , 
что 

g* (Zm, Xm+1 . . .  Xm+n ) =Fg* (z' m, Xm+1 . . .  Xm+n ) . 

Из сказанного вытекает, что 

g* (z , X J  . . . Xm+n ) =Fg* (z' , Х1 . . .  Xm+n ) , НО 
g* (z , Х 1  . . .  Xm+n-1 ) =g* (z ' ,  Х1 . . . Xm+n-1 ) .  

Из предположения об автомате А (см .  определение 2 .7. 1 )  сле­
дует, однако, что должны выполняться равенства 
g* (z , Х! . . . Xm+n) =g* (z , Х1 . . .  Xm+n-1 ) h (Xm+n . . . Xn, Ym+n- 1  . . . Yn ) = 
=g"�< ( z ' , XJ . . .  Xm+n ) . 

Получено противоречие. 8 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о п .  2 т е о р е м  ы 2 .7 .2 .  Пусть А - сокра ­

щенный автомат Мили с конечной п амятью m и n состояниями .  
Из минимальности числа  m вытекает, что существуют входное 

слово w=x1 . . .  Xm-1 из F (Х) и два различных состояния zo и zo' из 
Z такие, что g* (z0, х1 . . . Xm-1 ) =g* (zo', Х1  . . .  Xm-1 ) .  Действительно, 
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если бы для всех z=Fz' из Z и всех и из хш-1 было выполнено ус­
ловие g* (z ,  и ) ;:Fg* (z' ,  и) ,  то каждое отображение gu : z-+Ym-1 , 
определенное р авенством gu (z ) = g* (z ,  и) , было бы инъективным.  
В этом случае при любых z из Z, х из Х и v из Xi , где j �т.  мож­
но было бы однозначно определить g (f * (z , v) ,x)  по х и по послед­
ним  m - 1 входам  и выходам,  т. е . по и = ТJm-I (v) и и' = 
= ТJm-I ( g* (z ,  v) ) ,  следующим образом : g (f* ( z, v) ,x) = 
= g ( f * ( gu-1 (и' ) ,u ) ,x) .  Так что автомат А имел бы в данном слу­
чае п амять m- 1 .  

Можно, далее, считать, что при  i = 1 , . . .  , m- 1 выполнено усло­
вие Z 1=f*  (zo, Х1 . . . х1 ) =l=f* (zo' , Х1 . . . х1 ) =z/. Действительно, если 
бы для z=l=z' и произвольных и из xm-1 из р авенства g* (z ,  u ) = 
=g* (z' , и ) всегда следовало бы равенство f * (z ,  и ) =f* (z ' , u ) , то 
можно было бы определить частичное отображение t : xm-- I X 
XYm-1-+Z, где t (u ,  и' )  = f* (z ,  u ) при g* (z , u ) = и'. Тогда для каж­
дого z из Z и каждого v из Xi при j �т выполнялось бы равенст­
во f* ( z , v) = t (ТJm-1 (v) , ТJm-1 ( g* ( z , v) ) ) ,  откуда бы следовало, что 
автомат А имеет память m- 1 .  

Если м ы  теперь покажем , что для любой пары натуральных 
чисел i и j таких, что O � i <j < m, множества {z 1 ,  z ! '} и 
{z J ,  z{} различны, то п. 2 )  теоремы будет доказан,  поскольку чис­
ло таких множеств {z1 , z/} не может быть больше числа всех 
двухэлементных подмножеств множества состояний Z, т. е .  боль­
ше n (n- 1 ) j2. 

Чтобы показать , что упомянутые двухэлементные множества 
действительно различны, предположим , что существуют i и j та­
кие, что {z 1 ,  z ! '} = {z1 , z{} . Поскольку всегда Z i=I=Z/ , нужно рас­
смотреть только следующие два случая .  

С л у ч а й  1 .  Z 1=Z J , z i '=z{ 
Тогда f * ( z , X t . . .  X i  . . .  XjXi+I . . .  Xj . . . Xm-I ) =Zm-1 =1=-z' m-1 =f* (z ' , Х1 . . .  

. . .  Xi . . . XjXi+! . . .  Xj . . . Xm-1 ) ,  НО g* (z , X t . . . Xi . . .  Xj XI+t . . . X j  . . . Xm-t ) = 
=g* (z ' , X t . . . х1 . . .  х1хн1 . . . XJ . . .  Xm-1 ) , что противоречит лемме .  

С Л у Ч а Й  2. z 1=z{,  Z 1 1=Zj ·  
Тогда ( аналогично тому, что было сделано в случае 1 ) ,  вклю­

чая во входную последовательность слово хн1 . . . XJXI+t . . . XJ , мож­
но заставить автомат перейти из состояния Zt ( или z t' ) через со­
стояние z 1=z/ ( соответственно через z{=z1 снова в состояние 
Z 1 = z{ ( соответственно в z/ = z1 ) ,  что опять-таки противоречит 
лемме . •  

3 а м е ч  а н и е .  Отметим ,  что лемма 2.7 .3 обратима ,  т. е . 
утверждение о существовании отображения h' (вместо h) может 
служить определением автомата Мили с конечной памятью. 

Вопрос о том ,  имеет ли данный автомат Мили конечную па­
мять,  р азрешим (см .  упражнение 2. 1 5 ) . Оценка в теореме 2.7 .2 -
точная (см .  упражнение 2. 1 6) .  Достаточное, но не необходимое 
условие конечности памяти приводится в упражнении 2. 1 7. 
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УПРАЖНЕНИЯ 

2 . 1 .  Постройте автомат Мили A= (Z, Х, У, f, g) с Х = {О, l }=Y, порождаю­
щий выход 1 тогда и только тогда, когда последние четыре входных символа 
равны 0 1 0 1 . 

2.2. Постройте «генератор четности», т. е. автомат Мили с Х = У = {О, 1 } , 

получающий на вход пос.�едовательность кодовых слов длины 3 [слов длliHU 3 
из F (Х) ] ,  разделенных символом О, и порождающий на выходе эти же кодовые 

слова , сопровождаемые так называемым битом четности (т. е .  после трех з н а ­
ков кодового слова должна идти единица или ноль в зависимости от того, чет­

ное ли число символов 1 содержит данное слово) .  
2.3. Постройте автомат Мили, вычисляющий максимум (минимум) двух по­

ложительных целых двоичных чисел. [У к а з а н и е .  Добавляя при необходимо­

сти нужное число нулей перед меньшим числом,  подавайте н а  вход автомата 

последовательно, начиная со старшего разряда, пары знаков сравниваемых чи­

сел ; выходом должно быть двоичное представление максимума (минимума ) .] 
2.4. Постройте автомат, вычисляющий дополнения, т. е. автомат Мили Х = 

=У= {0, 1 } ,  который должен выполнять следующее : 
а) для вводимого, начиная с младшего разряда в двоичной записи, нату­

рального числа d (допускается введение дополнительных нулей после старшего 
разряда )  автомат А в качестве выхода должен пораждать двоичную запись 
числа 2°-d, где п - число всех введенных цифр (включая дополнительные 
нули) ; 

б) целое число (со знаком + или -) считается заданным следующим обра­
зом : неотрицательное число z - в виде Od (z) , где d (z)  - двоичная запись z (до­
пускаются дополнительные нули ) ,  отрицательное число -z (где z>O) - в виде 
l d (2°-z) , nричем n больше, чем число значащих цифр в d (z ) ; тогда автомат А 
должен пораждать аналогичную заnись для числа -z. 

2.5.  (Мили) 1 .  Для каждого натурального числа n постройте автомат 
Мили А, показывающий, что в теореме 2.3.3 нельзя ограничиться более корот­
кими входными последовательностями, т. е . автомат Мили, обладающий двумя 
(n-2) -эквивалентными состояниями, не являющимися ( n-1 ) -эквивалентными. 

2. Для каждой пары натуральных чисел m, n nостройте два автомата 
Мили А и А' с т и n состояниями соответственно и с выделенными состояниями 
z и z '  так, что будет верно следующее: z и z' являются ( n+m-2) -эквивалент­
ными, но и не эквивалентными. Отсюда следует, что и в следствии 2.3.5 нельзя 
ограничиться более короткими входными последовательностями .  

2.6. * Сокращенный автомат Мили является «наименьшим» nредставителем 
класса всех ему эквивалентных автоматов. Можно ли определить nонятие «наи­
меньший автомат Мили» иным сnособом? [У к а з а н и е . Назовите автомат Мили 
минимальным, если для него не существует эквивалентного автомата Мили 
с меньшим числом состояний. Покажите, что каждый минимальный автомат 
Мили является сокращенным и каждый сокращенный автомат Мили минимален. 
Покажите далее, что два эквивалентных минимальных автомата Мили равны 
с точностью до обозначения состояний.] 

2.7."' (Рейни . )  Пусть Х и У - конечные множества. Отображение h :  F (X)­
-+F (Y) называется автоматным (или конечной nоследовательноетной словарной 
функцией) , если существуют автомат Мили А и состояние z этого автомата 
такие, что h равно реакции g. состояния z. 
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Покажите, что отображение h : F (X) -+F (Y) является автоматным тогда и 
только тогда, когда выполнены следующие три условия : 

1 )  1 !1 ( \v ) l = i \\· 1 - дл я  любого w из F ( X) («сохр анение длины») ; 
2) для любого u из F (X) существует отображение hu : F (X)-+F (Y) такое, 

что для всех v из F (X) выполнено условие h (uv) = h (u) hu (v) («секвенциаль­
ность» ) ; 

3 ) множество определенных в п. 2) функций hu (так называемых состоя­
ний h) конечно. 

[У к а з  а н и е . Для доказательства достаточности условий 1 ) -3) выберите 
состояния h в качестве состояний формируемого автомата .] Условия 1 ) -3) дают 
дополнительные возможности для доказательства того, что некоторые отобра­
жения не могут быть реакциями состояний автоматов Мили. 

2 .8. * (Грей, Харрисон . )  Входно-выходное поведение автомата Мили может 
быть описано не только с помощью реакций его состояний, но и, например, сле­
дующим образом. 

Преобразование, определенное автоматом Мили А (называемое также по­
следовательностным отношением) , есть множество 

T (A) = { (v, w) e::F (X) XF (Y) I существует ze::Z такое, что g* (z, v) = w} . 

Подмножество Т множества Х* Х У* называется (Мили-) автоматным преоб­
разованием, если существует автомат А Мили такой, что Т = Т (А) . 

Покажите, что подмножество Т множества F (X) X F (Y) являе rся (Мили- )  
автоматным иреобразованием тогда и только тогда, когда существует конечный 
набор автоматных отображений h1, • • • , hn (см . упражнение 2.7) такой, что :  

1 )  T= U {gr hi i i= 1 ,  . . . , п} ;  
2 )  для каждого х из Х и каждого h1 существует hJ такое, что для каждого 

w из F (X) выполнено равенство hi (xw) = hi (x) hJ (W) . 
Покажите далее, что если (Мили-) автоматное иреобразование является гра­

фиком пекотарого отображения, то последнее является автоматным, и что в то 
же время не каждый график автоматного отображения является (Мили-) авто­
матным преобразованием. 

2.9. Два автомата Мили А= (Z, Х, У, f, g) и А' = (Z', Х, У, f', g') можно 
назвать слабо эквивалентными, если для каждого состояния z из Z и каждого 
слова w из F (Х) существует z' из Z' такое, что выполнено равенство g, (w) = 
= g' z ' (w) , и наоборот. 

Верны ли тогда следующие утверждения? Если нет - постройте контр­
примеры. 

1 . Из эквивалентности автоматов Мили А и А' вытекает их слабая эквива-
лентность. 

2 . Если автоматы Мили А и А' слабо эквивалентны, то они эквивалентны. 
3.  Если А и А' слабо эквивалентны, то Т (А) =Т (А') . 
4. Если Т (А) =Т (А') , то А и А' слабо эквивалентны. 
2 . 1 0. * При анализе упражнений 2 . 1  и 2.2 возникает мысль, что при описа­

нии автомата следует рассматривать только последний выход, порождаемый им 
для данной входной последовательности. Это приводит к следующему варианту 
определения 2.3 . 1 ,  п. 1 ) :  Пусть А - автомат Мили. Характером состояния z 
автомата А называется отображение 

g. :  F (X)-+YUA; 
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iz (A) =A, iz (x ) = g (z , х) для всех х из Х; 

g. (wx) = g (f* (z, w) , х) для всех х из Х и w из F (X) . 
Определите понятия «характер автомата А», «характерная эквивалентность» 

и «характерно сокращенный» по аналогии с определением 2 .3. 1 . Затем покажите, 
что теоремы 2 3 3 и 2.3 .6, следствия 2.3.4 и 2 .3.5 и результат упражнения 2 .5 
остаются справедливыми, если везде заменить термин «реакция» на термин «ПО­
ведение», «эквивалентность» - на «характерная эквивалентность» и «сокращен­
ный» - на «характерно сокращенный». Докажите далее, что два состояния и со­
ответственно два автомата Мили эквивалентны тогда и только тогда, когда они 
характерно эквивалентны. 

2 . 1 1 .  Напишите программы, реализующие методы, описанные в разд. 2.4 и 
2 5, и сравните время их работы для следующих двух серий автоматов Мили 
A4n и В4п ,  П = 1, 2, 3, . . . , при больших n : 

A,n= ( { l ,  2, . . .  , 4n} , {0, 1 } ,  {О, 1 } , f, g) , 
где f ( l , О) = f ( l , 1 ) = 1 и f ( i , О) = i- 1  и f ( i , 1 )  = i  при 2�i�4n; 
g ( l ,  O) = g ( 1 , l ) =g (2, 0) = 1 и g (2, 1 ) = g ( i, 1 ) = g (i,  0) =0 при 3�i�4n; 
B�n= ( { 1 , 2, . . .  , 4n} , {О, 1 } ,  {0, 1 } , f, g) ,  
где f ( i , О) = f ( i ,  1 )  = 2n+2i-1 и f (n + i, О) = f (n+ i , 1 ) =2i- l при 1 �i�n; 
f (2n + i , О) = f (2n + i , 1 )  = 2 i- 1  при 1 � i � 2n; 

g (n + i , O) = g (n+i, 1 ) = g (2n+ 1 ,  O) = g (2п+i, 1 ) = 1 при 1 � i�n ; 
g ( i , О) = g (i , 1 )  = g (3n + i, О) = g (3n + i, 1 )  = 0  при 1 � i � n. 

Убедитесь далее, что автоматы А1 для метода, описанного в разд. 2 .4, и Bt 
для метода 2 .5. 1 3 представляют «наихудшие случаи». 

2 . 12 . (Гинзбург.) Пусть А - автомат Мили, описанный обычным образом, 
и Vt , v2, Wt и w2 - входные слова автомата А.  

Покажите следующее. 
1. Если v2 и w2, а также v 1 v2 и w1w2 неразличимы автоматом А, то также 

VtW2 и w1v2 неразличимы этим автоматом, но v1 и w1 не обязательно нераз-
личимы. 

2. Если Vt и Wt , а также v1v2 и w1w2 неразличимы автоматом А, то va и w2 
не обязательно неразличимы. Однако если дополнительно выполнено условие :  
для каждого состояния z автомата А существует z '  такое, что f *  (z', v1 ) = z 
либо f* (z' , \V 1 )  = z, то v2 и w2 неразличимы автоматом А. 

2.13. * (Гинзбург.) Пусть А - автомат Мили с n состояниями и т различ­
ным и  выходами ( J Y J =m) . 

Покажите следующее. 
1 . Если А имеет более чем mn различных входов (mn < I X J ) ,  то А не являет· 

ся автоматом, различающим входы. 
2 Среди каждых (mn) 0+ 1 входов (из Х) есть по меньшей мере два не­

различимых автоматом А. [У к а з  а н и е. Сначала докажите : если k из N и Ts;;X 
таковы, что (mkn) n < 1 Т 1 k, то существуют два различных входных слова 
Х1 . . . Xk и х'1 . . .  x'k,  где х;, х'1ЕТ при i = 1 , . . .  , k, неразличимых автома· 
том А.] 

2 . 1 4. ( Гинзбург.) Покажите, что при каждом m;;;;.2 и каждом n число вхо· 
дов в утверждениях упражнения 2 . 1 3  не может быть уменьшено. 

2. 1 5. (Гилл. )  Придумайте метод, с помощью которого для каждого автома·  
та Мили можно установить, имеет ли  он конечную память, и если имеет, 
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то найдите величину памяти. [У к а з  а н и е. Исследуйте, какие пары состояний 

и при каких входах снова переходят в пары состояний.] 
2. 1 6. (Гилл. )  Постройте автомат Мили с четырьмя состояниями, показываю· 

щий, что оценка в п . 2)  теоремы 2 .7 .2 точна . 
2 . 1 7. (Штуцки, В альтер . )  Говорят, что автомат Мили А обладает фунда· 

ментальны м свойством, если для любых двух слов u и u' из F (Х) и любых 
двух состояний z и z' выполнены условия :  

1 ) если g* (z , u) =g* (z', u) , то g* (z ,  w) = g* (z', w) для всех слов w из 
F (X)  с длиной i u i ;  

2) если g* (z,  u ) = g* (z ,  u') , то g* (z", u ) = g* (z", u')  для всех состояний z" 

автомата А .  
Покажите, что автомат Мили, обладающий фундаментальным свойством, 

имеет конечную память, но что не каждый автомат Мили, и меющий конечную 
память, обладает фундаментальным свойством. 

ОБЗОР Л ИТЕРАТУРЫ 

Описанная в этой главе модель конечных автоматов была первоначально 
описана в [20] , см.  также [ 1 ] . Пример 2. 1 . 1  в основном соответствует работе 
[ 1 9 ] . К вопросу о реализации автоматов Мили в виде переключательных схем 
относятся прежде всего работы [ 1 2, 1 4, 3 1 ] . 

Теорема 2 .2 .3 и дальнейшие замечания о возможностях автоматов Мили взя­
ты из [2 1 ,  1 8] . Идея, лежащая в основе доказательства теоремы 2.3.3, и соот­
ветствующий метод сокращения восходят к работам [ 1 5, 20]. См. в связи с этим 
также работы [7, 8] . Метод 2.5. 1 3  был изначально описан в [ 1 3] .  

В разд. 2 5 представлеи приспособленный для случая автоматов Мили метод 
из [ 1 1 ] с использованием содержащейся в той же работе идеи доказательства,  
принадлежащей С .  Эвену. 

Основные результаты разд. 2.6 и упражнения 2. 1 2-2 14 заимствованы иэ 
[6] , см также [7, 22] . 

Teope\la 2 .7 .2 .  и дальнейшие результаты из теории автоматов Мили с ко­
нечной памятью взяты из книги [5] , см. также [ 1 8] .  

Рассмотрение последовательпостных словарных функций (упражнение 2 .7) 
восходит к работе [23] , см. , например, также [26, 3, 4 ,  30 и 28] . По поводу 
упражнения 2 8 см .  [ 1 0, 26 и 24] . 

Иные понятия эквивалентности (отличные от введенных определением 2.3. 1 
и в упражнениях 2.8-2. 1 О) можно найти в [25, 1 6, 1 7, 29 и 9] . 

По поводу упражнения 2 . 1 7  см.  работы [29, 27] . Автоматы Мили с фунда· 
ментальным свойством (определение см. в упражнении 2 . 1 7) играют важную 
роль в теории линейных автоматов. 

Наконец, указание на возможности использования автоматов Мили в теории 
передачи сообщений содержится в [2] . 
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Г Л  А В А  3. 

АВТОМАТЫ МУРА 

3. 1 .  ВВОДНЫй ПРИМЕР 

В качестве вводного пример а  рассмотрим простей­
шую задачу по теории  языков программирования .  Для понимания 
этого примера от  читателя требуется знакомство с использовани­
ем металингвистических «формул»  в форме Бэкуса - Наура  1 • 

П РОСТЕFI Ш И И А НАЛ И ЗАТО Р С И НТАКС И СА 

Пример 3. 1 . 1 . Пусть XD= {0, 1 ,  . } . Ниже следующие восемь 
металингвистических формул,  обозначенных последовательно бук­
вами m, п ,  . . .  , t, определяют подмножество множества F (Xn ) , эле­
менты которого могут рассматриваться как записи двоичных чи­
сел без знака. 

т : (двоичное число без знака) : : = (целое двоичное число) 
п : (двоичное число без знака) : : =(двоичная дробь) 
о :  (двоичное число без знака) : : =(целое двоичное число) 

р : (двоичная дробь) 

q :  (целое двоичное число) 

r :  (целое двоичное число) 
s :  (точка) 
t : (двоичная цифра) 

(двоичная дробь) 
: : =(точка) 

(целое двоичное число) 
: : =(целое двоичное число) 

(двоичная цифра)  
: : =(двоичная цифра)  

: : = 1 1 0 

Процесс, состоящий в замене металингвистических перемен­
ных, стоящих в левых частях, на  соответствующие металингвисти­
ческие переменвые из правых частей выписанных формул, будем 
называть расшифровкой. Двоичное число без знака . 1  получает­
ся , например ,  в результате расшифровки из формулы n следую­
щим образом : 

(двоичное число без знака) : : =(двоичная дробь) 
: : =(точка)(целое двоичное 

число) 
: : =(точка)(двоичная цифра) 
: :  =(точка) 1 
: : =. 1  

Для описания этого процесса достаточно указать используемые 
формулы в порядке их применения , т. е. указать так н азываемую 

1 Naur Р. (ed ) .  Revised report on the algorithmic language ALGOL 60. ­
Comm. АСМ, 1 962, 6 :  1 ,  р. 1 - 1 7. Перевод на русскиl язык: Алгоритмический 
язык Алгол 60. - М.: Мир,  1 965. - П ри.м. пере в . 
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последовательность р асшифровки. Для . 1 эта последовательно�ть 
такова :  п р  r t s .  Для, скажем, 1 0.0 1 1 последовательность расшиф­
ровки следующая : о р q t q t r t s q t r t .  

Н ашей целью будет построение «анализатора двоичных чисел 
без знака» ,  т. е. автомата , р аботающего следующим образом. 

Пусть X=XDU { &} , где & - символ, отличный от всех элемен­
тов множества XD и используемый в качестве ограничителя.  Ког­
да автомату предлагается некоторое слово w из F (Х) , он должен 
прочитывать это слово посимвольно слева направо и при  прочте­
нии каждого символа пораждать на  выходе символ из множества 
Y= {m, s, tr , tq, ро, рп, p iep ,  ?} так, чтобы было выполнено следу­
ющее условие:  если w=u&& и и - двоичное число без знака 
в указанном выше смысле, то последовательность выходов ( ис­
ключая последний )  должна быть последовательностью расшиф­
ровки для u ,  записанной «справа  н алево» ; после прочтения сло­
ва w автомат должен пораждать выход «piep» до тех пор, пока 
на  его вход не будет подано новое двоичное число без знака. 

Ради полноты потребуем ,  чтобы автомат мог сигнализировать 
об ошибках (выходом « ?» ) .  Такой выход должен появляться по 
меньшей мере один р аз , если анализируемое слово имеет вид, от­
личный от u&&1 • В остальном нас не будет интересовать, как авто­
мат  реагирует на слова ,  не имеющие нужного вида. 

Будем теперь исходить из представления о способе функциони­
рования автом атов, несколько отличного от принятого в гл . 2. 
В частности ,  будем считать, что автомат в каждом состоянии по­
рождает определенный выход, не  зависящий от того , что автомат 
получает н а  вход. 

В качестве состояний автомата будем рассматривать следую­
щие ситуации (одновременно определяя соответствующие выхо­
ды ) : 

z0 :  начало работы (ожидание появления на  входе двоичного 
числ а ) : p iep 

z 1 : прочитана  только одf!а двоичная цифра :  t r  
z2 : прочитаны только двоичные цифры (по меньшей мере 

две ) : tq 
z3  : прочитаны только двоичные цифры и один знак &:  т 
z4 : после по меньшей мере одной двоичной цифры прочитана 

точка : s 
z5  : в состоянии z4 прочитана  двоичная цифр а :  tr 
z6 : после того, как автомат побывал в состоянии Z4 ,  прочита­

ны по меньшей мере две двоичные цифры :  tq 
z7 : после того, как автом ат побывал в состоянии Z 4 ,  прочита­

ны по меньшей мере одна двоичная цифра и знак & :  ро 
z8 : первый прочитанный знак - точка : s 

1 Следует отметить, что предложенный автором в качестве решения авто­
м ат не удовлетворяет в точности этому требованию (рассмотрите, например, 
слово & 1 && 1 &&) . - Прим. перев. 
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Рис. 3.1 .1 .  Анализатор двоичных чисел без знака 

Z g  : в состоянии z8 прочитана  по меньшей мере одна двоичная 
цифра :  tr 

Z 1 o : после того , как автомат побывал в состоянии z8, прочита ­
ны по меньшей мере две двоичные цифры :  tq 

z 1 1  : в состоянии Z g или z 1 0 прочитан знак &:  pn 
z 12 : состояние , в которое автомат переходит во всех остальных 

случаях; автом ат покидает это состояние только при  появ­
лении на входе знака &:  ? 

Теперь ясно, как работает данный автомат. Мы опишем его 
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ориентированным графом, вершины которого соответствуют состо­
яниям .  Под обозначением состояний в вершинах указаны выходы, 
которые порождаются автоматом , находящимся в этих состояни­
ях. Ребра графа определяют переходы автом ата из одного состоя­
ния в другое под воздействием указанных входов. Этот граф изо­
бражен на р ис. 3. 1 . 1 .  

3.2.  ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ПЕРВОЕ СРАВНЕНИЕ 
С АВТОМАТАМИ МИЛИ 

Автоматы описанного выше тип а  теперь будут 
формально определены, исследованы и сравнены с автоматами 
Мили из гл .  2.  

Определение 3.2. 1 .  ( Конечный)  автомат Мура есть пятерка 
А= (Z ,  Х ,  У, f , h ) . Здесь Z,  Х, У и f означают то же, что и в опре­
делении 2.2 . 1 ,  а h - сюръективное отображение из Z в У, назьшае­
мое функцией выходов. 

3 а м е ч  а н и е. Как и в случае автоматов Мили ,  предполагает­
ся , что множества Z,  Х и У не пусты. 

Ясно, что автом аты Мура  (как  и автоматы Мили )  могут быть 
описаны не только ориентированными графами, но и таблицей 
для функций f и h или м атрицей переходов и таблицей для h. 

0 0  

о 1 
1 0  

Рис. 3.2.1. Граф nоследовательностиого сумматора 

0 1  
1 о 

1 1 · 

Для того чтобы сравнить определения 2 .2 . 1  и 3.2 . 1 ,  рассмотрим 
следующий пример . 

Пример 3.2.2. Построим автомат Мура ,  работающий так же, 
как последовательностный  сум матор из примера 2.2.2. Автомат 
имеет четыре состояния :  по два для каждого из выходов О и 1 , 
причем одно из таких состояний «запоминает» перенос 1 в следу-
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ющий разряд, а другое - нет. Первыi'i выход, порождаемый авто­
матом при начале работы, не должен, конечно, приним аться во 
внимание. На рис. 3.2 . 1 приведен гр аф данного автомата Мура .  

В ХОД Н О- Н ЕЗА В И С ИМ Ы Е  А ВТОМАТЫ М И Л И  

При формальном сравнении определений  2.2 . 1 и 3.2 . 1 может 
показаться , что автоматы Мура могут быть заданы как автоматы 
Мили, у которых выход не  зависит от входа ,  т. е .  как автоматы 
Мили, выходная функция которых удовлетворяет условию:  для 
всех х и х' из Х и всех z из Z выполняется р авенство g (z, х )  = 
=g (z ,  х' ) .  Автоматы Мили с этим свойством будем н азывать 
входно-независимыми. 

Представление об автоматах Мура как о входно-независимых 
автоматах Мили не соответствует, однако,  представлению о спо­
собе функционирования а втоматов Мура,  использованному в при­
мерах 3. 1 .3 и 3.2 .2 :  в автоматах Мура  реализуется временная 
связь между переходами из одного состояния в другое и выхода­
ми иная, нежели в автоматах Мили. У последних выход, соответ­
ствующий векоторому входу и определенному состоянию, пораж­
дается во время перехода автомата в следующее состояние .  У ав ­
томатов же Мура сначала порождается выход, а потом происхо­
дит переход в следующее состояние,  причем выход определяется 
только состоянием автомата .  В частности , а втомат Мура пораж­
дает некоторый выход еще перед тем , как получит первый вход ­
это выход, соответствующий начальному состоянию автомата (см .  
пример 3. 1 . 1 ,  состояние z0 ) .  Конечно, этот первый выход не пред­
ставляет особого интереса .  

Кроме того , ветрудно заметить, что вообще не существует 
входно-независимого автомата Мили ,  р аботающего как последо­
вательнаствый сумматор .  Действительно , для автомата Мили, ра ­
ботающего в качестве последовательностиого сумматора , из ра ­
венства g (z ,  00 )  =0 при пекотором состоянии  z должно вытекать 
равенство g (z ,  0 1 )  = 1 ( поскольку в состоянии z «запоминается» 
факт отсутствия переноса 1 в следующий р азряд) . 

АВТОМАТЫ М И Л И , П Р ЕДСТА В И М Ы Е  I(AI( А ВТОМАТЫ МУРА 

Нашему представлению о способе функционирования автома­
тов Мура в большей степени отвечает следующее представление 
о них как о частных случаях автоматов Мили :  пусть А - авто­
мат Мура (см . определение 3 .2 . 1 ) .  Положим g (z ,  x) =h ( f (z ,  х ) ) 
для каждого z из Z и каждого х из Х. Тогда В = (Z ,  Х , У, f ,  g ) ­
автомат Мили ,  который для всех непустых входных последова­
тельностей порождает такие же выходные последовательности,  
как и автомат А, если ,  конечно, не учитывать самый первый вы­
ход автомата А.  

Сказанное становится ясным при анализе примеров 3. 1 . 1  и 
3.2.2 .  Следует отметить, что при переходе от автоматов одного ви-
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да к автоматам другого вида необходимо изменение содержа ­
тельных  представлений ,  используемых при определении  состояний 
автоматов. Так,  в примере 3.2 .2 состоян ие z 1 , скажем , должно по­
ниматься как состоян ие,  которое автомат принимает в том слу­
чае, когда на выходе должен появиться символ 1 и отсутствует 
перенос в следующий разряд. 

И наоборот, можно сказ ать, что автомат Мили В = (Z , Х, 
У,  f ,  g) представим как автомат Мура ,  если существует отобра­
жение h такое, что диагр амма  на  рис. 3 .2 .2 является коммутатив­
ной .  

g 
Z >- .� / у  

, , /< 
z /  

Рис. 3.2.2 

� ,.. х '  

Рис. 3.2. 3 

Де_йствительно, в этом случае из р авенства f (z ,  х )  =f (z' , х' ) при  
произвольных z и z'  из Z и произвольных х и х' из Х вытекает 
р авенство g (z ,  x ) =g (z' , х' ) .  Поэтому на всех ребрах, входящих 
н а  графе автомата В в одну вершину (состояние ) , должен быть 
указан один и тот же выход. Присоединяя этот выход к данному 
состоянию ( р ис .  3 .2 .3) , получаем автомат Мура А (Z, Х, У,  f , h ) , 
который  ( если не  учитывать его первый выход) имеет такое же 
входно-выходное поведение, как и автомат В .  

Рис. 3.2.4 Рис. 3.2.5 

Нам  будет полезна следующая легко доказываемая лемма .  
Лемма 3.2.3 . Для отображений f : P-+Q и g : P-+R отображе­

ние  h такое, что диаграмма  на  рис. 3 .2 .4 коммутативна, существу­
ет тогда и только тогда, когда выполняется включение 

{ (р , р ' )  l f (p ) =f (p' ) } s; { (p , р ' )  l g (p ) =g (p' ) } . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Если  диаграмма ком мутативна ,  т. е. 

если существует отображение h ,  то из f ( р )  =f (р ' ) вытекает цепоч­
ка  равенств g ( р )  =h ( f  ( р ) ) =h ( f (р ' ) ) =g ( р ' ) .  
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Если, наоборот, выполняется указанное в формулировке вклю­
чение, то отображение h может быть задано следующим образом :  

h ( ) _ { g (p ) , если q = f (p ) , q - произвольно в противном случае. 

Отображение h определено, таким образом , корректно, так как 
из q=f ( p )  и q=f (p ' )  следует, что g (p ) =g (p ' ) . • 

На базе леммы 3 .2 .3 можно охарактеризовать входно-незави­
симые автоматы Мили с помощью коммутативных треугольных 
диаграмм .  

Следствие 3.2.4 . Автомат Мили А = (Z ,  Х, У,  t ,  g) является 
входно·независимым тогда и только тогда , когда существует ото­
бражение h такое , что коммутативна диаграмма  на рис. 3.2.5, где 
pr 1 - проекция декартова произведения на его первую компо­
ненту. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  По лемме 3.2 .3 коммутативность диа­
граммы эквивалентна условию :  из z=z'  следует g (z , х )  =g (z' , х' )  
для всех х и х' и з  Х .  • 

3.3 .  РЕАКЦИЯ,  ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ, СОКРАЩЕНИ Е  

Р ЕА К Ц И Я  СОСТОЯ Н И И, Э К В И ВА Л Е НТН ОСТЬ И ТЕОР ЕМА 
О СОКРАЩЕ Н И И  ДЛ Я А В ТОМАТО В МУРА 

Чтобы иметь возможность достаточно  подробно 
изучать соотношение  между автоматами  Мили: и Мура , нужно 
описывать поведение автоматов Мура на  протяжении длительных 
промежутков времени .  

Определение 3.3. 1 .  Пусть А - автомат Мура в обычных обо­
значениях и f * :  ZXF (X )--+Z- функция , заданная, как в определе­
нии 2.3. 1 .  

Реакцией h z  состояния z называется отображение hz : F (Х ) --+  
--+F (У) , задаваемое следующим образом : 

hz (A) =h (z ) ; 
hz (х) =hz (А) h ( f (z , х) ) =h (z ) h ( f (z , х) ) - для всех х из Х;  

hz (wx) =hz (w) h (f ( f * (z , w ) ,x ) ) =hz (w) h (f * ( z , wx) ) - для всех 
w=I=A из F (Х) и всех х из Х. 

Остальные понятия из определения 2.3 . 1 переносятся на слу­
чай автоматов Мура без изменений .  

3 а м е ч а н и е .  Отметим , что пустой вход порождает непустой 
выход, поскольку отображение hz определено здесь несколько ина­
че, чем в 2.3. 1 .  

Интересный класс автоматов Мура  описан в упражнении 3. 1 .  
Теоремы и следствия из гл . 2 могут быть без труда доказаны 

для случая автоматов Мура .  Например, может быть доказана 
следующая теорема .  

Теорема 3.3.2 (теорема о сокращении) . Два состояния авто­
мата Мура с n состояниями  и т выходами  эквивалентны, есл и  их 
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реакции на  все входные последовательности длины, не большей 
п-m, одинаковы. Таким образом , для каждого автомата Мура 
может быть эффективным образом построен эквивалентный со­
кращенный автомат Мура.  

Доказательство первой части теоремы проводится так же, как 
доказательство теоремы 2.3 .3 .  Следует только отметить, что уже 
последовательности длины О порождают разбиение множества со­
стояний на т классов О-эквивалентных состояний ( напомним , что 
h сюръективно) .  Вторая часть теоремы доказывается так же, как 
теорема о сокращении для автоматов Мили .  Приведеиная гра­
ница для необходимой длины входных последовательностей точна 
(см . упражнение 3.2) . 

Т ЕОР ЕМА МУРА О Н ЕО П Р ЕД ЕЛ Е Н НОСТИ 

Естественным образом возникает вопрос: существует ли  для 
каждого сокращенного автомата Мура А входная последователь­
ность w, порождающая для всех состояний попарно различные 
выходные последовательности, то есть такая последовательность, 
что, наблюдая соответствующую выходную последовательность, 
можно однозначно определить состояние, в котором автомат на­
ходился перед началом работы? Ответ на  этот вопрос отрица­
тельный.  

Теорема 3.3 .3 ( теорема Мура о неопределенности ) . Сущест­
вует сокращенный автомат Мура A (Z,  Х, У, f , h) такой , что ни 
для одного слова w из F (X) не выполнено условие: hz (w ) =1= 
=Fhz' (w) для всех z и z' из Z таких, что z+ z'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Авто­
мат Мура U, граф которого 
приведен на рис. 3 .3 . 1 ,  функ­
ционирует требуемым образом. 

Действительно, любое на­
чинающееся с символа  О слово 
не позволяет различить состоя­
ния Z t  и z з (оба эти состояния 
при входе О переходят в Z 4  и 
порождают выход О ) . Любое 
же н ачинающееся с символа 1 
слово не позволяет различить 
состояния Z t и z2 .  Наконец, 

Рис. 3.3. 1 . Автомат Мура u пустое входное слово не по-
зволяет различить состоя-

ния z 1 , z2 и z3 .  В то же время, автомат U - сокр ащенный .  8 
В качестве дополнения читателю рекомендуется выполнить 

упражнение 3 .3 .  
П р е д о с т е р е ж е н и е .  Доказательство теоремы 3.3 .2 не до­

пускает представления автоматов Мура как частных случаев ав­
том атов Мили .  Это становится ясным при сравнении примеров 
3 .2 .2  и 2 .2 .2 .  Если представить автомат Мура А из примера 3 .2 .2 
как автомат Мили В , то для В получится переходно-выходная 
м атрица , изображенная на  рис .  3 .3 .2 .  
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Из этой матрицы сразу видно, что состояния zo и z1 и состоя­
ния z 2  и zз  эквивалентны в смысле определения 2 .3 . 1 и что со­
ответствующий сокращенный автомат Br, получающийся в ре­
зуJiьтате применения конструкции из доказательства теоре­
мы 2.3 .6, имеет граф, изобр аженный на рис.  2 .2 . 1 ,  т. е .  совпадает 
с последовательпостным сумматором из примера 2 .2 .2 . Этот сокра­
щенный автом ат Мили не представим, очевидно, как автомат 
Мура (см . полученное выше условие) .  Автомат же Мура из при­
мера 3.2 .2 является в то же время сокращенным . 

((о о , о ) 

( 0 0 1 0 ) 
� 
р 

( 0 1 , 1 ) , ( 1 0 , 1 )  
( 0 1 , 1 ) , ( 1 0 , 1 )  
( О  О ,  1 )  
( 0 0 , 1 )  

( 1 1  ' о )  
( 1 1  ' о ) 
( 0 1 , О ) 1 ( 1 0 , 0 ) 
( 0 1 , 0 ) , ( 1 0 , 0 )  

Рис. 3.3.2. Переходно-выходная матрица последовательностиого сумматора 

Из вышесказанного вытекает следствие. 
Следствие 3.3.4. Класс автоматов Мили, представимых как ав­

томаты Мура , не замкнут относительно операции сокращения. 
Сокращенный автомат Мура , представленный как автомат 

Мили, не обязательно является сокращенным.  

3 .4 .  РАВНОСИЛЬНОСТЬ АВТОМАТОВ МИЛИ И МУРА 

ПОСТРО Е Н И Е  А ВТОМАТА М И Л И  П О  А ВТОМАТУ МУРА 
И А ВТОМАТА МУРА П О  А ВТОМАТУ М И Л И  

Мы видели, что не  каждый автомат Мили может 
быть представлен как автомат Мура . Однако оба эти понятия 
в определенном смысле все же равносильны . 

Определение 3.4. 1 .  Пусть F+ (X) = F (X ) -A, т. е. пусть 
F+ (X) - свободно нарожденная множеством Х полугрупп а  (см .  
гл . 1 ) . Пусть также A= (Z, Х, У, f, g) - автомат Мили и А' = 
= (Z' , Х, У, f' , h ) - автомат Мура. Пусть, далее 

соответственно ограничения (сужения) реакций gz и hz, на  
F+ (Х) для каждого состояния z автомата А и соответственно для 
каждого состояния z' автомата А' [т. е . пусть gz (w) = gz (w) и 
hz , (А) hz , (w) = hz , (w) для всех слов w из F+ (X) ] .  Тогда автоматы 
А и А' называются равносильны.ми, если множества их реакций, 
ограниченных на F+ (X) , совпадают, т. е. если 

[ (А) = {gz 1 z Е Z} = {hz , 1 z' Е Z'} = [ (А'). 
Теорема 3.4.2. Для каждого автомата Мура  А может быть 

построен равносильный автомат Мили В так, что В будет сокра­
щенным, если А сокращенный. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A= (Z, Х, У, f, h ) .  На содержа­
тельном уровне искомый метод таков : граф равносильного авто­
м ату А автомата Мили получаем,  сопоставляя каждому ребру 
в графе автомата А (рис. 3 .4 . 1 )  ребро, изображенное на рис. 3 .4 .2 .  
После этого производится соответствующее сокращение. 

Опр
,
еделим на  Z отношение R следующим образом : 

zRz тогда и только тогда , когда f (z ,  х) = f  (z' ,  х) для всех 
х из Х. 

zjy г----...:.х.;__ ___ --'z '/ у' z 
xjy' z ' 

Рис. 3.4.1 Рис. 3.4.2 

R является , очевидно, отношением эквивалентности. Пусть :Z ­
множество классов эквивалентности [z ] для z из Z. Тогда В =  
= (z , Х, У ,  f ,  g) , где f{ [z] , x) = [f (z , х) ] и g ( [z] , x) =h (f (z , х) ) 
для всех z из Z и всех х из Х, - автомат Мили. Действительно , 

отображения f и g определены корректно, поскольку для всех z' 
из Jz] выполнены р авенства [ f (z ' ,  х) ] = [f (z , х) ] и h (f (z' , х) ) = 
= hz (X J , . . .  , Xn ) , 

Автоматы В и А р авносильны, так как для любого z из Z 
И Z= [zj  ПрИ ВСеХ Xz , . . .  , Xn ИЗ Х ВЫПОЛНЯЮТСЯ равеНСТВа 

gz(XI . . . Xn ) = 

=h {! (z ,  х1Пh {f ( f (z , x1 J ,  х2П . . .  h {f* Iz, Х1 . .. ХnП == 

= h г (Х! . . . Xn) , 
т. e .gz=hz . 

Допустим , что автомат В - не сокращенный. Это означает, 
что существуют состояния z и z '  из Z такие, что [z] =1= [z'] , но 

g\zJ = giz ' J ·  Очевидно, что в таком случае состояния f (z , х) и 

f (z' ,  х) автомата А р азличны, но эквивалентны (как состояния 
автомата Мура ) , т. е .  автомат А не  сокращенный . • 

Читателю рекомендуется выполнить упражнения 3.4 .  

Теорема  3.4.3. Два автомата Мили, равносильных одному ав­
том ату Мура , эквивалентны . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Достаточно заметить , что у автомата 
Мили реакция gz , полностью определяется ограничением gz, по­
скольку всегда gz (Л ) = Л . 8 

Читателю рекомендуется выполнить также первую часть упраж­
нения 3 .5 .  

Теорема 3.4.4. Для каждого автомата Мили А = (Z ,  Х, У, f , g) 
можно задать р авносильный автомат Мура В с не более чем 
1 Z 1 · 1 У 1 состояниями ,  причем сокращенный, если А - сокращен­
ный .  Автомат В будет иметь столько же состояний , сколько их 
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у автомата А, тогда и только тогда,  когда А представИм как ав­
томат Мура ,  т. е .  когда для всех z и z' из Z и всех х и х' из Х 
из равенства f (z ,  х)  = f (z' ,  х' ) вытекает р авенство g (z , х) = 
= g (z ' , х') . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Основная  идея состоит в следующем. 
Если автомат А не представИм как автомат Мура , то следует 
искать способ адекватного р асширения множества состояний .  Это 
становится особенно попятным при р ассмотрении ситуации в об­
щем виде (как в лемме 3 .2 .3 ) . 

Р g R 

f '·f/1--//:.:: 

Q X R / СТ:(р�= (f (р) ,  g (p) ) ,  
h ( f  (р)) = �  (р) 

Рис. 8.4.8 Рис. 3.4.4 

Пусть заданы отобр ажения f : P-+Q и g :  P-+R. Если не суще­
ствует отображения h (см . лемму) , то переходим к следующей 
диаграмме (рис. 3 .4 .3) ,  в которой заведомо существует соответ­
ствующее отображению h отображение h', делающее диаграмму 
коммутативной . 

Нетрудно заметить, что отобра ­
жение h существует в том и только 
в том случае, когда f' (Р )  является 
графиком некоторого частичного 
отобр ажения . 

В н ашем частном случае имеем 
диаграмму, приведеиную на  рис .  
3.4.4 , т. е .  новым множеством со­
стояний оказывается множество 
Z X Y. Эквив алентный автомату А 
автомат Мили А'= (Z X Y, Х, У, 
f", g') и равносильный автомату А' 

Рис. 3.4.5 

автомат Мура В '= (Z X Y, Х, У, f", h') получаем,  определяя функ­
ции f" и g' так,  чтобы диаграмма на  рис.  3 .4 .5 была коммутатив­
ной. 

Итак, имеем 
f" (z , у, x) =f' (z ,  x) = (f· (z , х) , g (z , х) ) и g' (z , у, х) = g (z, х) . 
Очевидно, что для каждого z из Z все состояния ( z ,  у) авто-

мата Мили А' эквивалентны между собой и эквивалентны со­
стоянию z автомата А. Далее, каждое состояние (z ,  у) автомата 
В' равносильно состоянию (z , у) автомата А' [однако состояния 
(z, у) и (z ,  у')  автомата В' при у=!= у' не  эквивалентны ! ] . Итак ,  
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автомат В' равносилен автомату А и является сокращенным, если 
таковы� является А. 

Несмотря на сказанное, автомат В'  может иметь все же слиш­
ком много состояний : нам нужны только элементы из f' (Z , Х) и 
для каждого z из Z-f (Z, Х) - только одна пара (z , у0 ) .  Итак, 
пусть У о - фиксированный элемент множества У и 

Z= f' , (Z,  Х) U {  (z ,  уо ) l zeZ-f (Z, Х) } .  

Тогда В = (Z, Х ,  У, I, ii) (где 1 и J:i - соответственно ограничения 
f" и h' на  Z - искомый  автомат Мура .  Остальные утверждения из 
формулировки теоремы вытекают из вышесказанного. • 

3 а м е ч  а н и е. Примеры 2.2 .2 .  и 3 .2 .2 показывают, что в кон­
струкции теоремы 3 .4 .4 нельзя обойтись менее чем 1 Z 1 · 1  У 1 со­
стояниями для автомата Мура .  

В качестве дополнения читателю рекомендуется выполнить 
упражнения 3.5 ,  3.6 и 3.7 п. 1 )  -3) . 

3.5. ДАЛЬН ЕйШИЕ ПРИМЕРЫ 

Пример 3.5. 1 .  Пусть G - конечная группа .  Ее эле­
менты g и g' называются сопряженными,  если в G существует 
такой элемент h , что g' = hgh-1 • Нетрудно проверить, что отноше­
ние «быть сопряженными элементами» является отношением эк­
вивалеН1 ности на  G .  Пусть Ко - множество классов сопряжен­
ных элементов G и g - (однозначно определенный) класс, содер­
жащий элемент g (для любого g из G ) . Легко видеть, что g= 
= {hgh-1 / hE G} .  

Для группы G опреде.'IИМ автомат Мура К (G) следующим об­
разом : K (G , G ,  Ко, · ,  ,_,о) , где · - умножение в G,  т. е . · (g , g' ) =  
=g · g '  и ,_,о - отображение, сопоставляющее элементу g соот­
ветствующий ему класс g. 

Автоматы К (G )  используются в теории конечного быстрого 
преобразования Фурье. 

Для наглядности рассмотрим группу Sз всех подстановак 
множества { 1 ,  2 , 3} с элементами 

е _  ( 1 2 3) а _  ( 1 2 3
)' Ь _ ( 1 2 3) с =  ( 1 2 3 \ d = - 1 2 3 ' - \\ 2  3 1 ' - 3 1 2 · 2 1 3 )  · 

=( 1 2 3 \ f = ( 1 2 3) . 
\ 3 2 1 ) '  1 3 2 
Как петрудно вычислить, выполняются равенства е =  {е} , 
а = {а ,  Ь} , :б =  {Ь , а} , ё= {с , d, f} ,  а =  {d,  с, f} ,  I = {f , с, d}. 

Итак, в данном случае имеются три класса сопряженных эле­
ментов :  
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Автомат I< (S з )  может быть описан таблицей для функций пе ­
реходов и выходов, представленной на  рис .  3 .5 . 1 (таблица для 
функции переходов является не чем иным , как таблицей умно­
жения для группы S з) . 

� е е а ь с d f Выход 
е е а ь с d f k 1 
а а ь е f с d k 2 
ь ь е а d f с k z 
с с d f е а ь k 3  
d d f с ь е а k 3 
f f с d а ь е k 3  

Рис. 8.5.1. Функции nереходов и выходов автомата К: (S3)  

В дальнейшем мы будем сравнивать между собой структуры 
различных автоматов, причем также структуры автоматов,  не яв­
ляющихся эквивалентными, а лишь функционирующих «сходным 
образом».  С этой целью рассмотрим прежде всего некоторые при ­
меры. 

1(0 НТР0Л Ь П Е Р Е ПОЛ П Е Н И Я  П Р И  СЛОЖЕ Н И И 

Пример 3.5.2 ( контроль переполпения при сложении ) .  Требует­
ся построить автомат Мура ,  который ,  просматривая последова­
тельно два вводимых в него неотрицательных целых двоичных 
числа, решает вопрос: меньше ли  сумм а  этих чисел , чем 2n ,  где 
n - максимальная длина (число значащих цифр )  рассматривае­
мых чисел . Выход автомата после введения в него последней 
значащей цифры должен быть р авен О, если данное условие вы-

0 1  
1 0  
0 0  

1 1 

00  

01  
1 0  
1 1  

Рис. 3.5.2. Автомат Мура для контроля nереполпения nри сложении 

полнено. Очевидно , данный автомат должен быть похож на по­
следов ательностный сумматор из примера 3 .2 .2. Он  и может быть 
получен из последовательностиого сумматора ,  если объединить 
состояния z o  и z 1  в одно новое состояние zo' , состояния Z 2 и Z з ­
в состояние z ! ' и соответствующим образом изменить функции 
переходов и выходов. Граф искомого автом ата Мура изображен 
на  рис. 3 .5 .2 .  
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У П РО ЩЕ Н И Е  П Р И М Е РА 3. 1 . 1  

Пример 3.5.3 (тест для двоичных чисел без знака ) .  Требуется 
построить автомат Мура ,  который для данной последовательности 
символов устанавливает , является ли она двоичным числом без 
знака 13 смысле примера 3 . 1 . 1  или нет. Этот автомат Мура по­
лучаем из авто м а та , построенного в примере 3 . 1 .  1 ,  следующим 
образом.  

а )  Заменяем выход p iep ,  m ,  s ,  tr , tg, ро, pn на выход 1 и вы­
ход ? на  выход О. 

& 
& 

& о '  1 

& , -
Рис. 3.5.3. Автомат Мура для проверки двоичных чисел без знака 

б) Объединяем состояния z 1  и Z 2  в z 1 ', состояния Z з , Z 7 и Z t t  
В Z 2 ' ,  СОСТОЯНИЯ Z 4 И Zs В Z з1 И СОСТОЯН ИЯ Z s ,  Z б ,  Zg  И Z t o  В Z/. 

в )  Переименовываем остальные состояния : zo  в z o' и Z1 2 
в z s' . 

г) Изменяем соответствующим образом функции переходов и 
выходов. 

Искомый автом ат Мура  задается графом, изображенным на 
рис .  3 .5 .3 .  

Пример 3.5.4. Пусть (G ,  · ) и (0' ,  0 ) - две группы, причем 
G'  является гамаморфным образом G,  т .  е .  существует сюръектив­
ное отобр ажение <р :  G-+G' такое, что для всех g и ', f из G выпол ­
няется р авенство ep ( g · f ) = ep (g) 0ep (f) . Пусть, далее, K (G ) и 
К (G') - автом аты, сопоставленные группам G и G' (см . при­
мер 3 .5 . 1 ) .  Тогда ,  очевидно, автомат К (�G') можно получить из 
автом ата K (G) ,  если в графе последнего : 

1 ) заменить входы g на  ер (g) ; 
2) заменить выходы k из Ка на  соответствующие классы 

; (k) = {ер ( g) j gEk} ; 
3)  все состояния , имеющие один и тот же образ при отобра­

жении ер,  объединить в соответствующее состояние К (G') ;  
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4 ) соответствующим образом изменить функции переходов и 
ВЫ ХОДОВ . 

Итак, автомат K (G') может быть получен из автомата K (G ) 
только с помощью функции <р, причем требуется совместимость 
этой функции с функциями переходов и выходов .  

3.6. ГОМОМОРФИЗМЫ И ИЗОМОРФИЗМЫ 

РАЗЛ И Ч Н Ы Е  П О Н Я Т И Я  ГОМОМО Р Ф И ЗМА 

Последние три пример а оправдывают введение 
следующего определения.  

Определение 3.6. 1 .  Пусть А= (Z,  Х, У, f , h) и А' =  (Z', Х', У', 
f' , h ' )  - два автом ата Мура .  Тройка отображений <p= (<pz , <рх, <ру) ,  
где <pz :  Z-+Z', <рх :  Х-+Х' и <ру:  У-+У',  называется гомоморфизмом 
(или, точнее, ZХУ-гомоморфизмом ) из А в А', если выполнены 
следующие условия :  

t z х x ---- z 

! ·· 1·· f '  1·· 
z r x x ' z t  

Рис. 3 6. 1  

z __ h;,;._-� у 

\·· h '  1 ' . 
z '  у ' 

1 )  q>z ( f (z , x) ) =f' (<pz (z) , <рх (х) ) - для всех z из Z и всех х 
ИЗ Х; 

2) q;y (h ( z) ) =h' (<pz (z) ) - для всех z из Z ,  т. е. если комму­
тативны обе диаграммы на рис .  3 . 6. . 1 .  

<р называется гомоморфизмом из А на А' (или эпиморфиз­
мом ) , сели отображения <pz ,  <рх и <ру сюръективны.  А' н азывает­
ся при этом гамаморфным образом А. 

<р называется изоморфизмом из А на А' , если <р - гомомор­
физм из А на  А' и отображения '<pz ,  <рх и <ру биективны.  Если 
существует изоморфизм из А на  А' , то А и А' называются изо­
мофнымtt. 

Если одно из отображений ,  входящих в тройку <р , является 
тождественным , то оно исключается из <р . При этом гомомор­
физм <р приобретает название UV-гомоморфизм , где U и V - те из 
множеств Z ,  Х.  У, на которых соответствующие отображения не  
тождественны.  То же имеем и в случае,  когда тождественны два 
из трех отображений,  входящих в <р.  Так, говорят о Z-гомомор­
физлtе,  если <px = idx и <py=idy, и о ZУ-гомоморфизме, если 
<px = idx. 

Гамаморфный образ автомата Мура имеет в пекотором смыс­
ле сходную, но, вообще говоря, более простую структуру. Изо­
морфные автоматы Мура совпадают с точностью до обозначений :  
говорят, что они равны с точностью до изоморфизма .  

Нетрудно проверить следующие утверждения. 
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1 .  Автомат Мура 1( (G' ) из примера 3.5.4 является гамаморф­
ным образом автомата I( (G )  при ZХУ-гомоморфизме ер' = 

= (ер,  ер ,  i> .  
2 .  Автомат Мура из примера 3.5 .3 является гамаморфным об­

р азом автомата Мура из примера 3. 1 . 1  при ZУ-гомоморфизме 
ep = ( epz, idx , еру) , причем : 

epz (z o ) =zo ' ; 

epz (zi) = z t ' для i = 1 ,  2, epz (z1) =z2' для i = 3, 7, 1 1 ; 
epz ( z i ) = zз' для i=4, 8, epz (zi) = z/ для i=5, 6, 9, 1 0; 
epz (Zt 2 )  =zs' ; 

( 
) { О  при у = ?  

epz у = 
1 в противном случае. 

3. Автомат Мура из примера 3.5.2 не является гамаморфным 
образом последовательностиого сумматора из примера 3 .2 .2 ,  по­
скольку не  существует отображения еру, удовлетворяющего усло­
вию 2) определения 3.6. 1 , хотя отображения epx=idx и epz, где 
epz (zo ) = cpz (Z t ) =zo' и epz (z 2 ) =q>z (zз ) = zt ' , и удовлетворяют усло­
вию 1 ) этого определения.  

4.  Если А - автомат Мура и А- эквивалентный автомату А 
сокращенный автомат Мура ,  то А является гамаморфным обра­
зом А при Z-гомоморфизме ,; = epz, сопоставляющем каждому со­
стоянию автомата А эквивалентное (однозначно определенное) 
состояние автомата А. 

Утверждение 4 наводит на мысль о возможности установления 
дальнейших связей между понятием Z-гомоморфизма и понятиями 
сокращения и эквивалентности . 

Теорема  3.6.2. 1 . Если А' есть Z-гомоморфный образ А, то А' 
эквивалентен А. Обращение этого высказывания неверно : если 
два автомата Мура эквивалентны ,  то не обязательно один из них 
является гамаморфным образом другого . 

2 . Два сокращенных автомата Мура эквивалентны тогда и 
только тогда,  когда они Z-изоморфны. 

3 а м е ч а н и я 1 . Эквивалентные сокращенные автом аты Му­
ра практически одинаковы. 

2. Для каждого автомата Мура существует единственный 
с точностыо до изоморфизм а эквивалентный сокращенный авто­
м ат Мура .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы. 1 .  Пусть А и А' - автоматы 
Мура ,  заданные как в определении 3.6 . 1 ,  и ер =,ерz-Z-гомомор­
физм из  А на  А' .  Тогда Х'=Х и У' = У. 

Покажем , что для каждого состояния z автомата А состоя­
ние ер (z ) является эквивалентным . Вследствие сюръективности ер 

' А' это будет означать, что и для каждого состояния z автомата 
существует эквивалентное z' состояние z автомата А, т. е. что 
автоматы А и А' эквивалентны .  Эквивалентность состояний z и 
ер (z )  докажем полной индукцией по длине входных слов w. 
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Ес.1и / w / =0, т. е. w=A, то из определений  3.3. 1 и 3.6 . 1 имеем 
qJ (f * (z , w) ) =qJ (z) = f'* (qJ (z ) , w) и hz (w) = h (z)  = h' (qJ (z ) ) = 
= h'rp(z) (w) . 

Если / w / = 1 , т. е. w = x для некоторого х из Х, то из ска-
занного и из определений 3.3 . 1 и 3.6 . 1 получаем 

qJ ( f * (z , w) ) = qJ (f (z ,  х) ) = f' (qJ (z ) , х) = f'* (qJ  (z ) , w) ; 
hz (w) =hz (x) =h (z) ll (f ( z , x) ) =h' (qJ (z ) ) h' (qJ (f (z , х) ) ) =  

=h' (cp (z) ) h ' ( f' (cp (z ) ,  x) ) = h'rp(z) (x ) = h'rp(z) (w) . 

П р е д п о  л о ж е н и е и н д у к ц и и :  для каждого слова v дли­
ны п ( пЕ N) выполняются равенства cp ( f* (z , v) ) = f' * (qJ (z ) , v) и 
hz (v) =h '  rp(z) (v) . 

Пусть теперь w - слово из F+ (X) длины п + I ,  т. е. w = vx,  
где / v j ;=11 и хЕХ.  Тогда из определений 3.3 . 1 и 3.6 . 1 и предпо­
ложения индукции имеем 

cp (f ' ( z , w) ) = cp ( f ( f * (z , v) , x) ) = f' (qJ ( f* (z , v) ) ,  х) = 
=f' ( f ' ' (cp (z ) , v ) , x) =f'* (cp (z) , w) ; 
ilz ('.v) =hz (v) h (f * (z , vx) ) =h'  <p(z) (v) h' ( qJ ( f * (z ,  vx) ) ) = 

= h' rp(z) (v) h' ( f ' * (ер (z ) , vx) ) =h' rp(z) (vx) =h' rp(z) (w) . 

Тем самым первая часть утверждения 1 теоремы дока­
зана. 

Вторая часть утверждения 1 1 будет доказана построением двух 
автоматов А и А'. Эти автоматы эквивалентны, имеют по три 
состояния. При этом реакции двух состояний автомата А и од­
ного состояния автомата А' р авны отображению L1 , а реакции 
остальных состояний - отобр ажению L2• Отсюда вытекает, что 
любое отображение множеств состояний автоматов А и А' друг н а  
друга должно переводить по  меньшей мере одно состояние в не­
эквивалентное, но из только что проведеиного доказательства 
вытекае г, что этого не  должно быть, если отображение являет­
ся Z-гомоморфизмом. Два таких автомата определяются графа­
ми, изображенными на рис .  3.6.2. 

о '  1 о 

Рис. 3.6.2. Эквивалентные автоматы Мура ,  которые не могут быть гомоморфно 
отображены друг на друга 
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2. Пусть А =  (Z ,  Х, У, f ,  h )  и А'= (Z' , Х', У' , f', h') - два со­
кращенных автомата Мура .  

Если автоматы А и А '  Z-изоморфны , то, как  следует из  п .  1 , 
они эквивалентны .  

Если же А и А '  эквивалентны , т о  множество { (z, z ' ) / ze: 
EZ, z'e:Z', hz = ь: ,} оказывается графиком биекции 1:р :  Z-+Z'. 
Легко видеть, что !:р = !:рz-Z-изоморфизм. • 

М И Н И МАЛ Ь Н Ы Е  А В ТОМАТЫ МУРА, ТЕОР ЕМА 
ОБ ОД Н О З Н А Ч Н ОСТИ 

Очевидно, что сокращенный автомат Мура имеет минималь­
ное число состояний среди всех эквивалентных ему автоматов. 
Дадим соответствующее определение. 

Определение 3.6.3. Автомат Мура А называется минимальным, 
если каждый эквивалентный ему автомат Мура имеет по мень­
шей мере столько же состояний, что и А. 

Теорема 3.6.4 (теорема об однозначности минимального ав­
томата Мура ) . Для каждого автомата Мура А существует един­
ственный с точностью до изоморфизма эквивалентный минималь­
ный автомат Мура  Am. Он может быть эффективно построен, 
является сокращенным , и каждый эквивалентный  автомату А ав­
томат Мура может быть (эффективно) Z-гомоморфно отображен 
на Am. Каждый эквивалентный  автомату А сокращенный автомат 
Мура  Z-изоморфен автомату Am. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Каждый м инимальный автомат Мура  
является сокращенным ,  так как  в противном случае  для него по 
теореме 3 .3 .2 мог бы быть построен эквивалентный автомат 
с меньшим числом состояний .  Вследствие этого и п .  2 теоре-

мы 3.6.2 эквивалентные минимальные авто­
маты Мура Z-изоморфны. д д '  Далее, каждый сокращенный автом ат 

е 1 J e r  Мура является минимальным. Поэтому все 
� эквивалентные векоторому автомату Мура 

А =А - , А сокращенные или минимальные автоматы 
m ------- " являются Z-изоморфными .  Итак, чтобы по-о 

Рис. 3 6.3 
лучить Am, достаточно (см. доказательство 
теоремы о сокращении ) построить эквива­
лентный автомату А сокращенный автомат.  

Пусть А' - эквивалентный автомату А автомат Мура .  По тео­
реме о сокращении (теорема 3 .3 .2 ) для А' можно построить экви­
валентный сокращенный автомат Мура  А'. По утверждению 4 
( см .  с .  86) автом ат А' является Z-гомоморфным образом автома ­
та А' .  Отсюда следует, что  и Z-изоморфный автомату А'  ав­
томат Мура  Am оказывается Z-гомоморфным образом автомата 
А', поскольку суперпозиция Z-гомоморфизмов является, очевид­
но, тоже Z-гомоморфизмом . 

Рассм атриваемая ситуация изображена на  рис .  3 .6 .3 ,  где е 
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и 8' - определен�ые алгоритмом сокращения Z-гомоморфизмы. 
о - существующим в силу п .2  теоремы 3.6 .2 Z-изоморфизм и о8' ­
искомый Z-гомоморфизм А' на  Am. • 

Дальнейшие определения и теоремы можно найти в упражне­
ниях 3 .7-3. 1 0 . 

3.7. АППРОКСИМАЦЩI ОТОБРАЖЕНИй 

Не каждое сохраняющее длины слов отображение 
из F+ (X) в F+ (Y ) может быть представлено как  ограничение реак­
ции векоторого состояния автомата Мур а  (это вытекает, например ,  
из теоремы 2.2 .3 ) . Для отображения g из XUX2U . . . uxn в F+ (Y ) 
( при nE N ) такое представление, очевидно, возможно, если g 
является не только сохраняющим длину слов , но и последова­
тельностным , т .  е .  если слова с одинаковым начальным отрезком 
u 1 > отображаются в слова с одинаковым начальным отрезком 
g (u ) (см . упражнение 2 .7) . Итак, для каждого сохраняющего 
длину слов последовательностиого отображения g из F+ (Х )  
в F+ (Y) и каждого натурального числа n существует а втом ат 
Мура A ( g, n )  с выделенным состоянием , реакция которого со­
впадает на  XUX2U . . . uxn с g, т. е .  является аппроксимацией n -го 
порядка для отображения g. Возникает вопрос :  сколько состоя­
ний (как минимум ) должен иметь автом ат А ( g , n ) ? Иначе :  как 
растет сложность автоматов А (g ,  n )  с увеличением качества ап­
проксимации? 

Определение 3.7 . 1 .  Пусть Х и У - конечные множества . 
1 .  Отображение g :  F+ (X)-+F+ (Y) называется полным, если 

каждый элемент у множества У встречается по меньшей мере 
в одном образе при отображении g, т. е .  выполняется р авен­
ство 

Y = {yEY I 
'
существуют wEF+ (X) и u, vE F (Y) такие , что 

g (w)  = uyv} . 
Отображение g называется сохраняющим длину слов, если 

l g (w)  l = l w l  для всех слов w из F+ (X) . 
Отображение g называется последовательностным, если для 

.'lюбого u из F+ (Х)  выполнено условие :  для каждого v из F+ (Х )  
существует v '  из F+ (Y )  такое, что g (uv ) =g ( u ) v' . 

Множество всех сохраняющих длину слов последовательност­
ных подных отображений из F+ (Х) в F+ (У) будет записываться 
как LSV (Х,  У) . 

2. Отображение g из LSV (Х, У) называется Мр-представи­
м ьщ если существует увтомат Мур а  А= (Z , Х, У, f ,  h ) , имеющий 
состояние z такое, что hz=g. 

3. Пусть для каждого н атурального числа n определено от-
о n 

ношение == на  LSV (Х , У) : g,== g' тогда и только тогда , когда 
для всех слов w из F+ (X) длины,  не  большей n , выполнено ра -

1 > Т. е .  слова вида uv, где veF (X) . - Пpuм.. перев. 
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n 
венство g (w) =g' (w) . Если g = g' , то отображение g' называет­
ся аппроксимацией п-го порядка для отображения g. 

4 .  Для каждого g из LSV (X, У) отображение ЧJg : N-+N опре· 
деляется следующим образом : q:>g (n )  есть минимум числа со­
стояний по всем автоматам Мура А, удовлетворяющих условию: 
у А существует состояние z такое, что h является аппроксима­
цией n -го порядка для g. 

n 
Легко видеть, что отношение , = при любом n является отно­

шением эквивалентности на LSV (Х, У) . 
Очевидно также, что q:>g - монотонно возрастающее отобра­

жение и что q:>g (n )  с ростом n стремится к бесконечности тогда и 
только тогда , когда отображение g не Мр-представимо. 

Нас будет интересовать скорость возрастания функций q:>g (n)  
для не  1\\р-представимых отображений g из LSV (Х ,  У) . 

Теорема 3.7.2 ( теорема l(арпа об аппроксимации ) .  
1 .  Пусть g - не Мр-представимое отображение и з  LSV (Х ,  У) . 

Тогда для бесконечно многих n из N выполняется неравенство 
q:>g (n ) > ( 1 /2 )  (n- 1 + I Y I ) .  

2 .  Множитель 1 /2 в п . l не может быть заменен на больший. 
Константа 1 У l - 1 может быть увеличена не более чем на  2. 
Утверждение п .  1 становится ложным, если слова «для беско ­
нечно многих» заменить на  слова «для всех, кроме конечного 
числа» .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 .  Следует показать, что для каждого 
достаточно большого r из N существует ne:: N такое , что n > r  и 
выполнено неравенство q:>g (n )  > ( 1 /2) (n- 1 + 1 У 1 ) .  

Поскольку отображение q:>g монотонно возрастает и не огра­
ничено, для каждого r существует (причем единственное) n та­
кое, что n > r  и q:>g (r )  = q:>g ( n- 1 )  < q:>g (n) . 

Пусть А и А' - автоматы Мура соответственно с q:>g (n- 1 )  и 
q:>g ( n )  состояниями и с выделенными состояниями z и z' такими, 

_ n- 1 _ ,  n 

ЧТО ll z =  g И hz ' = g. 
_ n- 1 _ ,  _ n _1 

Так как q:>g ( n- 1 ) < q:>g (n ) , то hz = hz ' •  но hz Ф hz ' ·  

Допустим , что r настолько велико, что hz является полным 
отображением из F+ (X) в F+ (Y) , и положим m=q:>g (n- 1 ) + 

- m _ ,  

+q:>g (n ) - I Y I  + 1 .  Тогда m > O  и h z Ф hz ' ,  так как в противном слу-
чае для каждого х из Х состояния f (z , х) и f' ( z' , х) были бы 
(m- 1 ) -эквивалентны , а отсюда (см . теорему о сокращении 3.3.2 
и следствие 2.3 .5 для случая автоматов Мура) вытекало бы,  что 
состояния f (z , х) и f' (z', х) эквивалентны и потому hz и ь; , 
равны.  

Итак, имеем q:>g (n- 1 )  +q:>g (n) - I Y I + 1 > n- 1 , т.  е .  q:>g (n- 1 ) + 
+q:>g (n) > n- 1 + \ Y \ - 1 . 
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Так как c:pg (n- 1 ) �c:pg (n ) - 1 ,  из предыдущего неравенства nо­
лучаем c:pg (n ) -11 +c:p (n) > n-2+ I Y I , т .  е .  c:pg (n ) > ( 1 /2) (n- 1 + 
+ I Y I ) .  

2. Доказательство разбивается н а  две части,  соответствующие 
двум частям утверждения п .  2 .  

Часть 1 . Рассмотрим известный алгоритм проверки правиль­
иости расстановки скобок в так называемых скобочных выраже­
ниях . Ограничимся р ассмотрением случая ,  когда используется 
только одна пара  скобок: Х = { [ , ] } . Скобочное выражение w, 
т .  е. слово w из F (Х) ,  называется, как известно , правильным ,  
если последовательным удалением пар  вида [ , ] (состоящих из  
открывающей и стоящей справа от нее закрывающей скобки) 
это выражение может быть преобразовано в пустое слово. Соот­
ветствующий алгоритм вычисляет следующее отобр ажение: 

g: F+ (X) -+Y, где У= {0, 1 } ;  g (x1x2 . . .  Xn) = 1  при х, ,  . . . , XnE 
ЕХ тогда и только тогда ,  когда 

k n 
� r (x t) ;;;;.: О для k = 1 , 2 , . . . , n и z r (х 1) = О, 
i= l  i= l 

где отображение r : Х-+{- 1 ,  1 }  определено следующим об­
разом : 

r (х) = {- 1 , если х -=] . 
1 , если х -= [ .  

Легко видеть , что скобочное выражение W=X 1 X2 . . .  Xn являет­
ся правильным тогда и только тогда , когда g (w) = 1 .  

Пусть g - отображение и з  F+ (X)  в F+ (Y) , определенное для 
всех Xt . . . Xn из F+ (X) равенством g (x, . . . Xn) g (x,)g (Xii X2 )  . . .  
. .  .i(xt X2 . . .  Xn) . 

Покажем , что 
а) g не является Мр-представимым отображением ; 

1 б) 'Pg (m) .;;;; 2 т +  2 для всех m.  
Рассмотрим утверждение а ) . Если бы g было Мр-представи­

мым , то для пекотарого автом ата Мура и пекоторога состояния z 
этого автомата А было бы выполнено равенство hz = g . Пусть А' 
(существующий по теореме 3 .4 .2 ) равносильный автомату А ав­
том ат Ми.1и .  Из теоремы о периодичности 2 .6 .8 вытекает, что 
для  А' существуют натуральные числа s и t такие, что слова U= 
= РР и v= [t] t+s приводят к появлению одинаковых последних 
выходов, т. е. такие, что 'I'JI  (hz (u ) )  = 1'] 1  (hz (v) ) .  Отсюда на  осно­
вании равенства hz=g получаем g(u )  g (v) , что неверно, по­
скольку g (u) =1 и g (v) =O. 
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Рассмотрим теперь утверждение б) . Покажем сначала , что 
<pg (2s+ 1 ) �s+2 для каждого s�O. С этой целью построим для 
каждого s автомат Мура As = (Z, Х, У, f, h )  такой, что 

Z= {zo , Z 1 , . . .  , Zs+I } 
и f (z 1 , [) = Z1+1 при i=O, 1 ,  . . .  , s ;  
f ( zs+I , [ ) = Zs+I ; 
f ( z 1 ,  ] ) = zн при i = 1 ,  2, . . .  , s ;  
f ( zo , ] ) =f  (Zs+I , ] ) = Zs+I ; 
h (z o ) = 1 ; h ( zi ) =O при i= 1 ,  2, . . .  , s+l1 . 

[ [ '<-----r 

] 1 [  
Рис. 3.7.1 .  Автомат Мура А5 

Граф автомата As при s=5 изображен на рис. 3.7.1. 
- n 

Ср азу видно, что при n = 2s + 1 выполнено условие hzo = g. 
Итак, существует автомат Мура с s+2 состояниями,  обеспечива­
ющий аппроксимацию (2s+ 1 ) - го порядка для отображения g1 > ,  

1 т . е .  rpg (n) с;; 2 (n + 3) . 
1 Из rpg (n - 1 ) .;;;;;; rpg (n) вытекает теперь , что rpg (n - 1 ) .;;;;;; 2 (n + 

1 + 3) = 2 (n - 1 + 4) , так что при произвольнам m имеем rpg (m) .е;;;; 
1 

< 2 (m + 4) ,  т .  е. утверждение б) доказано . 

Итак, для бесконечно многих т может быть выполнено лишь 
1 неравенство rpg (m) >2(m+ 1 У 1 + 1 ) ,  так что константа I Y I - 1 

в п .  1 )  может быть увеличена не более чем на  2. 

_ 2s + l  1 > Т .  е.  а втомат Мура, имеющий состояние z o  такое, что h, 0 == g. - Прим. 

пере в. 
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Предположим теперь , что существует Ь > 1 /2 такое, что 
ЧJg (n ) > b (n- 1 + I Y I ) =b (n+ 1 )  для бесконечно многих n. В этом 
случае существует и n0 такое, что для всех n ;;;::::: n0 выполнено (Ь­
- 1 /2) п � 2-Ь. Но тогда для бесконечно многих n > по выполнено 

1 1 и неравенство rp (n) > Ь (n + 1 ) ;;;;;. - n + 2 = - (n + 4) , что проти-
2 2 

воречит полученной выше границе. 
Часть 2. Для доказательства рассмотрим следующее отобра-

жение g из F+ ( {а} ) в У= {О, 1 } : 

g (ar) = { 1 , если r =- 221 для векоторого t из N0 , 
О в противном случае. 

Пусть g (a ) =g ( a )  и g (wa ) =g (w) g(wa ) для w из F+ ( {a} ) .  
Отображение g : F+ ( {а} ) -+F+ (Y) не является Мр-представи­

мым. Действительно, если бы существовал автомат Мура , пред­
ставляющий g, то , как следует из теоремы о периодичности , су­
ществовали бы натуральные числа i и j такие, что ak и ak+J при 
каждом k� i  пораждали бы одинаковые последние выходы, отсю-

да вытекало бы равенство g(ak )  = g(ak+J ) , противоречащее опре­
делению g. 

Нетрудно проверить, что при каждом натуральном числе t сле­
дующий автомат Мура В1 обеспечивает аппроксимацию порядка 

t ( 22 - 1 )  для отображения g: 
В1 = ({Z0 ,  Z1 , . . . , z5} , {а} , У ,  f, h) где s = 221 -1 + 1 ;  

f (z1 , а) =  z 1 + 1 при i = О , 1 ,  . . .  , s - 1 ; 

f ( z5, а) =  Z5 , 

h (zr) = 1 при r = 22k для подходяще г о  k из N0 и 

h (zr) = О в остальных случаях.  

Итак, !fg (221 - 1 ) ..;;;;; 22t-l + 2 п ри t = О , 1 , 2, . . .  
1 

Если предположить , что существует m такое , чт о !fg (n) > 2 x-
X (n +  1 ) для все1t n � m, то получим также , что rpg (221 - 1) > 
> .J.. (221- 1 + 1 )  = 221-1 для всех t;;;a. m. 

2 

При t ;;;а. 2 , очевидно , выполненз неравенство 221-1 > 221-1 + 2. 
Из сказанного полуG аем п ри t ;;;;;. m ;;;;;. 2 прот ивор ечие: 

22t-l + 2 < 2зt-1 < !fg (22t - 1 ) � 22t-l + 2 . •  



Дополнение к п .2 )  теоремы 3.7 .2 содержится в упражне­
нии 3. 1 1 . 

Из частей 1 и 2 доказательства утверждения 2 теоремы 3. 7.2 
немедленно получаем следствие. 

Следствие 3.7.3. 1 .  Не существует ( конечного) автомата Мура 
( или автомата Мили)  с входным алфавитом { [ , ] } , с помощью 
которого можно установить для произвольнаго конечного скобоч­
ного выражения w, является ли оно правильным скобочным вы­
ражением ,  т .  е .  не  существует автомата , порождающего после 
введения слова w выход 1 тогда и только тогда,  когда w - пра­
вильное скобочное выражение. 2. Не существует автомата Мура (или автомата Мили) с вход­
ным  алфавитом {а} , с помощью которого можно установить, со-

стоит ли входное слово из 22k символов . 
В общем  случае вычисление значений функции <pg для задан­

ного отображения g является весьм а  сложной задачей .  Следую­
щая теорем а  дает точные верхнюю и нижнюю границы для <р. 
При этом используется обозначение '11 1 (w) для последнего симво­
ла  слова w (см .  определение 2 .6 .6) . 

Теорема 3.7.4. Пусть g - отображение из LSV (X, У) и п ­
натуральное число. 

1 .  Пусть подмножество Т множества F+ (X) таково, что для 
любых двух р азличных слов х и у из Т существует (вообще гово­
ря , зависящее от х и у) слово w в F+ (Х ) такое , что : 

а )  '1'] 1 (g (xw) ) =F'Il , ( g (yw) ) ; 
б )  max ( \ x \ , \ y \ ) + \ w \ �n.  

тогда <pg (n ) ;;:::= \ Т \ . 
Данная нижняя граница точна , т. е. существуют g, n и Т такие, 

что <pg (n )  = \ Т \ . 

2. ер (n) < { (  1 Х \" + 1 - 1 )/( \ Х \ - 1 ) , если \ Х \ =1= 1 , 
g n + 1 .  если \ Х \ = 1 .  

Данная верхняя граница точна .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 .  1 )  Пусть g, n ,  Т, х,  у и w удовлетво­

ряют условиям а )  и б) и пусть А - автомат Мура , имеющий со-
стояние z такое, что iiz является аппроксимацией n-го порядка 
для g. 

Если  бы выполнялось равенство f *  (z ,  xw) = f*  (z ,  yw) =z' , то 
no vсловию б )  мы бы имели 

'1'] 1 (g (xw) )  = '1'] 1 (iiz (xw) )  = h ( z' ) = '1'] 1 (iiz (yw) )  = '1'] 1 ( g  (yw) ) ,  
что противоречит условию а ) . 

Итак, f *  ( z , х )  =F f* (z ,  у )  для всех р азличных х и у из Т,  так 
что \ Z \ ;;;:::: \ {f *  ( z , х )  \ хЕТ} \  = \ Т \  и потому <pg ( n ) ;;:::: \ Т \ . 2 )  Пусть Х = { [ , ] } ,  У= {О, 1 } ,  g - отображение , определенное 
в ч .  1 доказательства п. 2 теоремы 3.7.2 , n - нечетное натураль­
ное число, n=2t- 1 .  

Положим T = { r ] ,  [ ,  ( ( , . . .  , ( t} ,  так что \ T I =t+ 1 .  
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Пусть х и у - слова из Т, причем х=/=у. Если х= [ )  или у =  
= [ ] , то положим w = A. Если ж е  х = ( i и у = [ ! ,  то положим w = 
= ] m , где m = m in ( i ,  j ) .  В любом случае условия а )  и б )  будут 

1 1 
выполнены. Итак, !fig (n) ;:;:;.  Т = t + 1 = 2 (n + 1 )  + 1 = 2 (n + 3) . 

В то же время в доказательстве п.2 теоремы 3.7.2 получена  
граница <pg (n )  � ( 1/2 )  (n-t-3) , так что <pg (n ) = 1 Т \ . 

2. Для каждого отображения g из LSV (Х , У)  может быть по­
строен автомат Мура  А, обеспечивающий аппроксимацию п-го по­
рядка для g:  

А = ( {zo , z 1 ,  . . .  , Z t} , Х, У, f ,  h ) ,  где Х = {х1 , . . . , xk} ;  1 n + 1 , если \Х \ = 1 ,  

t = 1 + \Х \ + \Х 2 \ + · · • + \Xn \ = ( \X\n + l ­
- 1 )/ ( IXI - 1 ) - в противном случае ; 

j z1k+ l '  если jk + i ...-;; t ,  
f (z1 , х1) = для O � j .;:;;; t , 1 .;:;;; i .o;;; k ; 

z1 - в противном случае , 

h (zo) =g (x i ) ,  h (zJ ) = r н (g (w) ) для слова w длины, не  боль­
шей n ,  и такого , что f*  (zo, w) =z1  при  1 �j  � t .  

Чтобы показать, что автомат А определен правильно , мы 
должны доказать, что  правильно определено отображение h . Для 
этого нужно показать существование для каждого j, где 1 � j � t. 
слова w длины, не большей n , такого, что f * (z0 , w)  = z1 •  Посколь­
ку t в точности совпадает с числом слов длины,  не большей n, 
над алфавитом Х, то любые такие различные слова должны пере­
водить автомат из состояния z0 также в р азличные состояния .  

Итак, пусть задано j ( 1 �j � t ) . Представим его  в виде j = 
= j pkP-t-j p-lkP-1 -t- . . .  -t-j 1k-t-jo, где 1 � jq � k при  O � q� p,  и обозна­
чим р через p (j ) .  Тогда , в частности ,  p (t ) = n- 1 .  Теперь полной 
индукцией по р ( j ) докажем следующее , более сильное утвержде­
ние: существует слово w в F+ (X) такое , что l w \  = p ( j ) -t- 1 ,. 
f* (z 0 , w) = z1 и �. (w) = g (w) . При p (j ) = O в силу j = j o�t из опре-

деления имеем : f(z 0, х1. )  = z1• и Ь:. (х1. ) = h (z1.) = g (x1J 
Допустим, теперь ,  что утверждени е  верно для каждого j такого , 

что p (j J  = m - 1 , m ;:;;. 1 .  Для j с р (j) = m тогда справедливо ра-
вевство I= qk + j0 , где q = jmkm-l + . . . + j 2k + j 1 , так что p(q) = 
= m - 1 . По предположению имеется w с 1 w l = p (q)  + 1 = m такое, 

что f* (z 0, w) = zq и i\. (w) = g (w) . Из определения f в этом случае­
получаем f* (z0 , wx1.) = f (zq , х1.) = z1 • Далее , \ wx1• 1 = m + 1 = 
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= Р Ш +  1 . Из предполо··ке н!fя индукции теперь получаем hz o (wx1.) = 

= �. (w) �q (х1.) = hz. (w) h (zi ) = g (w) '1}1 (g (wx1.)) = g (wx1) .  
Ит ак , мы  показали , ч то  h является аппроксимацией n-го по-zо 

рядка для отображения g, так что <pg (п ) ::;:,;;; t. 
Из утверждения 1 данной теоремы следует, далее, что <pg (п )  = 

= t, если 1'] 1 ( g  ( u ) ) * 1'] 1 ( g (v ) ) для всех U:#= V  из XUX2U . . .  uxn . •  
Пункт 1 теоремы 3 .  7 .4 позволяет во многих случаях доказы­

вать, что некоторое определенное отображение не является Мр­
представимым .  

Следствие 3.7.5.  Не существует автомата Мура с входным ал­
фавитом Х, где I X I ;;::: 2, и выходным алфавитом У =  {0, 1 } ,  спо­
собного устанавливать, имеет ли входное слово вид vv, т. е .  авто­
м ата Мура , представляющего отображение 

g : F+ (X) -+F+ (Y) . 

711 (g (w)) = { 1 , если существует v такое , что w = v v ;  
О в противном случае .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть k - произвольное натуральное 
ч и с л о  и n = 2k.  Для любых слов u и v из Xk, где u :#= v, тогда име­
ем 'YJ 1 (g {uv ) = 0 и 1J 1 ( g (vv) ) = 1 . Из п . l теоремы 3 .7 .4 получаем 
в этом случае <pg {n ) ;;;::: 1 Х 1 k . 

Предпо.1ожим , что существует автомат Мура А, представляю­
щий g и имеющий t состояний .  Тогда <pg (n) ::;:,;;; t для всех натураль­
ных чисел n. 

Пусть из N выбрано k такое, что t <  1 Х 1 k . Тогда из сказанного 
выше получаем противоречие : 

t < 1 х 1 k ::;:_;;; <pg (2k ) ::;:,;;; t . •  
Другие приложения теорем 3 .7 .2 и 3 .7 .4 содерж атся в упраж­

нениях 3 . 1 2  и 3 . 1 3 . 

3 8. ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

И Г РА «М ЫСЛ И ТЕЛЬ• КА К Д И А Г НОСТ И Ч ЕС К И й  Э К С П Е Р И М Е НТ 

Настольная  игра «Мыслитель» может быть описа­
на  на языке автоматов Мура как диагностический эксперимент для 
соответствующего автомата S . В этом эксперименте должно быть 
определено состоян ие, в котором S н аходится перед его началом, 
причем известны правила функционирования автомата,  т .  е . его 
форм альное описание в виде S = (Z , Х, У, f , h ) или эквив алентное 
представление S гр афом или таблицей, и можно задавать авто­
м ату S входы и наблюдать соответствующие выходы. 

Описание автом ата-«мыслителя» S начинается с задания мно­
жества цветов F= {зеленый,  желтый,  красный, оранжевый , голу-
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бой , синий} . Входами для S являются четверки х =  ( f 1 , f2 , f3 , f4 ) , 
где f 1 - цвета из F при i = l , . . .  , 4 ,  причем допускается , что f 1 = fJ 
при i =#= j .  Состояниями  автомата S я вляются четверки пар  z = 
= ( (rp l ,  !pi ' ) ,  (rp2 , rp2' ) , (rрз , rрз' ) , (rp4, <р{ ) ) ,  где <1>1 и rр{ - цвета 
из F при i= 1 , . . .  , 4. Выходом в любом таком состоянии z являет­
ся пара целых чисел (s ,  w) ,  где s - число пар (<р1 , <р1 ' ) с <p1 = <J>i' 
в z ,  а w - число индексов j из множества { 1 ,  . . .  , 4} таких, что 
<pJ =#= rp{, но существует индекс k из { 1 , . . .  , 4} такой, что <pk=#= <J>k' и 
qJJ = qJk' · При входе ( f 1 , f:.1, fз ,  f4) автомат S переходит из состоя­
нии z в состояние ( (<р 1 , f 1 ) ,  (<р2, f2 ) ,  (<рз, fз) , (<р4, f1 ) ) .  

В начале игры один из игроков выбирает н�которое н ачальное 
состояние автомата,  оставляя свой выбор в тайне от другого иг­
JЮI{а .  При этом в качестве начального разрешается выбирать 
только состояния с <pi = !p1' при i =  1 , . . . , 4 ,  т. е .  состояния с выхо­
д о м  (4 , 0 ) .  

Другой игрок задает один за  другим входы, пытаясь получить 
на  выходе (4 ,  О ) , а первый игрок производит изменения состояний  
а втомата (в  уме )  и сообщает второму выходы . 

Ситуации, подобные ситуациям в «Мыслителе» , ч асто встреча­
ются на  практике. Скажем , на  экзаменах ( в  школе, институте ) , 
в медицинской диагностике, при  экспериментировании в естествен­
н ы х  науках, при проверке технических устройств ( н апример,  
компьютерная диагностика технического состояния автомобилей ) , 
при отладке программ .  

�ЛАСС И Ф И �А Ц И Я  Э � С П Е Р И М Е Н Т О В  

Будем исходить из того , что имеется некий реальный автомат, 
для которого известно его формальное описание. Этот автомат 
может воспринимать входы и пораждать соответствующие выхо­
д ьr .  Автомат  должен быть исследован экспериментатором ,  кото­
рый может наблюдать только его входно-выходное поведение.  

Можно рассматривать следующие различные типы экспери­
ментов. 

l a )  Многократные эксперименты, где используется набор иден­
тичных копий одного автомата ( прибора ) , с которыми можно од­
новременно проводить ряд экспериментов. 

l б )  Однократные эксперименты, в которых данный автомат ис­
пользуется только один раз .  

2а )  Адаптивные эксперименты, в которых экспери ментатор мо­
ж е т  выбирать следующий вход в зависимости от предыстории,  т. е. 
от ранее полученных в процессе р аботы результатов. 

2б) Автономные эксперименты, в которых входная  последова­
тельность должна быть определена перед началом эксперимента,  
и только пос.1е окончания работы автомата может быть проана­
лизирована вся полученная  выходная  последовательност� 

За ) Диагностические эксперименты по определению начально­
го состояния ,  целью которых является определение состояния авто­
мата перед началом эксперимента .  
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3б)  Диагностические эксперименты по определению финально­го состояния,  целью которых является определение состояния ав­
том ата после  окончания эксперимента.  

4а )  Синхронизирующие эксперименты, целью которых являет­
ся перевод автомата в некоторое определенное состояние незави­
симо от (неизвестного) начального состояния. 

4б) Эксперименты по проверке состояний, в ходе которых ав­
томат независимо от начального состояния должен побывать по 
меньшей мере по одному разу в каждом из состояний .  

4в )  Эксперименты по проверке переходов, в ходе которых ав­
том ат независимо от начального состояния должен по меньшей 
мере по одному разу совершить каждый возможный переход из 
состояния в состояние (пройти каждую стрелку на графе) . 

5) Эксперименты с дополнительной информацией - в частно­
сти, часто вместе с формальным  описанием автом ата задается, 
что р ассматриваемый автомат Мура в н ачале эксперимента нахо­
дится в одном (неизвестном )  состоянии из фиксированного (из­
вестного) подмножества всех состояний .  

Следующим классом экспериментов является класс так назы­
ваемых экспериментов по идентификации  автоматов. В этом слу­
чае задается некоторое множество формальных описаний (пяте­
рок, графов или таблиц) автоматов Мура и множество реальных 
устройств, о которых известно, что их описания принадлежат за­
данному множеству. Экспериментатор должен идентифицировать 
данные реальные устройства («черные ящики» ) , т. е. найти их 
формальные описания.  Здесь также встречаются эксперименты 
типов 1 )  и 2 ) . 

Пример 3 .8. 1 . 1 )  Игра «Мыслитель» состоит в однократном 
диагностическом адаптивном эксперименте по определению на­
чального состояния .  

2 )  Из теоремы Мура о неопределенности (теорем а  3 .3 .3 )  сле­
дует, что не существует автономного диагностического экспери­
мента по определению начального состояния для произвольнога 
сокращенного автомата Мура .  В упражнении  3.3 утверждается, 
что такой эксперимент существует для любого автомата Мура , 
имеющегося не более трех состояний .  Из доказательства теоремы 
3.3.3 следует, что для автомата Мура,  граф которого изобр ажен 
на рис. 3.3 . 1 , не существует даже адаптивного диагностического 
эксперимента по определению начального состояния .  

В то же время финальное состояние автомата Мура из  доказа­
тельства теоремы 3.3 .3 может быть легко определено с помощью 
адаптивного диагностического эксперимента. Действительно, ес­
ли  первый выход автомата (при пустом входе ) равен 1 ,  то уже из­
вестно,  что финальное состояние  есть Z4. В противном случае по­
даем на вход О. Если после этого получен выход О, то фин альное 
состояние - z 1 ,  если выход равен 1 ,  то финальное состояние - Z4.  
Из сказанного следует, что р ассматриваемый автомат может быть 
адаптивно синхронизирован,  поскольку каждое его состояние до­
стижимо из любого другого. 
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3 )  Для последовательностиого сумматор а  из примера 3.2 .2 
каждый вход (каждая пара  цифр О и 1 )  порождает автономный 
диагностический эксперимент по определению начального со­
стояния. 

4)  Для автоматов Мура справедливо утверждение , аналогич­
ное лемме 2.7 .3 . Отсюда вытекает, что для сокращенного автома­
та  Мура с конечной памятью всегда существует автономный 
диагностический экспер имент по определению финального состоя­
ния - из п .2)  теоремы 2.7.2 следует, что уже слово длины 

-1 1 Z 1 ( 1 Z 1 - 1 ) порождает такой эксперимент. В то же вре-
2 
мя получающийся из автомата Мили,  не обладающего конечной 
памятью (см. рис .  2. 7. 1 ) ,  автомат Мура А= ( { 1 , 2 ,  3} , {0, 1 } , 
{0 , 1 } , f, h ) , где f ( 1 ,  O) = f ( 1 , 1 ) = 2, f (2, O) = f (3, 0 ) = 1 и f (2, 1 ) =  
=f (3, 1 ) = 3, а h ( 1 ) = h (2 ) = 0 и h (3 ) = 1 ,  является автоматом , 
для которого существует не только автономный диагностический 
эксперимент по определению финального состояния ,  но даже и ав­
тономный синхронизирующий эксперимент :  вход 1 1  переводит 
каждое состояние в состояние 3. 

П РОБЛ ЕМ Ы  С УЩЕСТВОВА Н И Я , СЛОЖ Н О С Т И  
И ПОСТРО Е Н И Я  

В связи  со сказанным возникают по меньшей мере три про­
блемы .  

Проблема существования : существуют ли  для автоматов из 
некоторого класса эксперименты определенного типа? 

Проблема сложности : если эксперимент существует, то какой 
м а ксимальной длины входные последовательности могут потребо­
ваться и какую миним альную длину должны они иметь? 

Проблема построения : как можно регулярным образом прово­
дить требуемые эксперименты? 

Для большинства возможных постановок задач только что 
сформулированные проблемы неразрешимы. В р азд. 3.9 и следу­
ющих главах будут рассм атриваться только некоторые из таких 
постановок и б у дут решены только некоторые из проблем. 

Приведе м теперь некоторые простые утверждения , сокращаю­
щ и е  многообр азие возможных постановок. 

Утверждение 3.8.2. 1 .  Каждый автономный эксперимент являет­
ся также и адаптивным экспериментом , так что для проведения 
адаптивных экспериментов не могут требоваться входные после­
довательности, более длинные, чем для проведения автономных 
экспериментов. 

2. Каждый диагностический эксперимент по определению на ­
чального состояния является также и диагностическим экспери­
ментом по определению финального состояния. Действительно, 
если известны начальное состояние z и входное слово w, исполь­
зован ное для эксперимента , то нужно лишь вычислить состояние 
f * ( z ,  w ) . 
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3. Для автомата Мура ,  у которого ни один вход не объединяет 
состояния ,  т. е .  у которого f (z, х )  =F f (z ' , х) при z =F z' и любом х 
из Х,  каждый диагностический эксперимент по определению фи­
нального состояния является также и диагностическим экспери­
ментом по определению начального состояния. Действительно, 
в данном случае для каждого состояния z и любого входного сло­
ва w существует не более одного состояния z' такого , что 
f* (z', w) = z. 

4. Пр и  синхронизирующем эксперименте определяется и фи­
нальное состояние. 

5. Каждый сокращенный автомат Мура обладает (как следу­
ет из теоремы о сокращении 3 .3 .2 )  адаптивным диагностическим 
многоkратным экспериментом по определению начального состоя ­
ния .  Опишем его. 

Есл и  р ассматриваемый автомат А имеет n состояний , то для 
эксперимента понадобится не более n-- 1 коnии А (все копии 
должны иметь, конечно , одно начальное состояние ) . 

В ыберем два состояния z и z' автомата А. По теореме 3.3.2 
существует входное слово w длины не большей, чем n- \ У \ ,  р аз­
личающее состояния z и z' ,  т. е .  такое , что g* (z ,  w) =F g* (z ' ,  w ) . 
В ведем это слово в одну из имеющихся копий автомата А. При 
этом реализуется одна из трех возможностей .  

1 )  Выход равен g* ( z ,  w ) . Вывод : исходным состоянием было 
не z ' . 

2 )  Выход р авен g* (z' , w ) . Вывод: исходным состоянием было 
не  z .  

3 )  Выход не  равен ни  g* (z ,  w ) , ни  g* ( z ' ,  w) .  Вывод: ни  z ,  ни 
z '  не были начальным состоянием А. 

После проведения описанной части эксперимента известно, что 
начальное состояния А принадлежит (n- 1 ) -элементному (в худ­
шем случае )  подмножеству множества состояний .  Теперь можно 
выбрать следующие два состояния ( из множества потенциально 
возможных начальных состояний ) , соответствующее ( р азличаю­
щее эти слова )  входное слово и повторить описанный шаг. После 
не более чем n- 1 шага останется только одно потенциально воз­
можное н ачальное состояние ,  которое и является искомым .  

В качестве дополнения читателю рекомендуется выполнить 
упражнение 3 . 1 4 , п. 1 ) .  

6. Из предыдущего вытекает, что каждый сокращенный авто­
мат Мура А с n состояниями  имеет диагностический автономный 
многократный эксперимент по определению начального состояния,  
для которого требуется Cn2 1 J копий р ассм атриваемого автомата : 
для каждого двухэлементного подмножества {z ,  z' } множества 
состояний автом ата А выбираем различающее эти состояния 
входное слово,  используем одну копию данного автомата и дей­
ствуем далее, как и выше.  

1 J  Cn2 - число сочетаний и з  n п о  2. - П ршч. пере в .  
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Для лучшего понимания рекомендуется выполнить упражне­
н ие 3. 1 4, п .  2 ) . 

7. Для автомата Мура , не являющегося сокращенным , не су­
ществует диагностического эксперимента по определению н ачаль­
ного состояния. 

8. Сильно связный автомат Мура (см .  упражнение 3 .9 ) , обла­
дающий диагностическим экспериментом по определению финаль­
ного состояния ,  всегда обладает адаптивным синхронизирующим 
экспериментом,  адаптивным экспериментом по проверке состоя­
ний и адаптивным экспериментом по проверке переходов .  Дейст­
вительно, если автомат требуется перевести в н екоторое состоя­
ние z ,  то при известном финальном состоянии z', полученном. 
в результате исходного эксперимента , для этого достаточно ис­
пользовать существующее вследствие сильной связности входное 
слово w такое, что f * (z ' , w) = z .  Остальное очевидно. 

9. Для того чтобы автомат Мура  имел адаптивный  экспери­
мент по проверке состояний  (или адаптивный эксперимент по 
проверке переходов ) , необходимо, чтобы он был сильно связ­
ным, так как в процессе такого эксперимента автомат должен 
быть последовательно переведев из произвольнаго н ачального со­
стояния во все состояния. 

3.9.  ОДНОКРАТНЫЕ АВТОНОМНЫЕ 
ДИАГНОСТИЧ ЕСКИЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
С ДОПОЛНИТЕЛЬНОй ИНФОРМАЦИЕй 

П РОБЛЕМЫ СУЩЕСТВОВА Н ИЯ ,  С Л О Ж Н О С Т И  И П О СТРО Е Н И Я  
ДЛЯ Э К С П Е Р И М Е НТОВ П О  О П РЕДЕЛ Е Н И Ю НАЧАЛ Ь Н ОГО 
И Л И  КО Н Е Ч Н О ГО СОСТОЯ Н И Я  

Мы будем р ассматривать только однократные 
диагностические эксперименты с дополнительной информацией 
о состояниях.  Везде в данном р азделе А - автомат Мура с n со­
стояниями и т выходами .  

Определение 3.9. 1 .  Пусть Z' - некоторое по меньшей мере  двух ­
элементное подмножество множества состояний ав1 омата А. Сло­
во w из F (Х) называется автономным диагностическим экспери ­
ментом для А по определению н ачального состояния из Z' 
( экспери.ментом. по определению начального состояния для (А, Z' ) ) ,  
если  отображение h,v : Z'-+F (Y) , где hw ( z ) = hz (w) для z из  Z' 
является инъективным т. е .  если из  z =l= z' всегда  вытекает, что 
hw (z) =/= h,v ( z ' ) . Длина  слова w н азывается длиной экспери ­
мента . 

Теорема 3.9.2. Для каждого сокращенного автомата Мура А и 
любого подмножества Z' ( где р =  I Z' I �2)  м ножества состояний 
автом ата А с помощью описываемого н иже метода можно уста­
новить, существует ли  эксперимент по определению состояний  для 
(А, Z' ) . В случае,  если эксперимент существует, такой экспери­

мент может быть построен с миной, не превышающей ( р-т' + 
+ 1 )  nP , при р > т' , где т' = 1 {h ( z )  1 zEZ'} 1 ( если p = m', то , оче­
видно, пустое слово А оказывается требуемым экспериментом ) . 
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Метод состоит из следующих шагов. 
1 .  Построить для каждого у из У множество 

N (Z' ,  Л, y) = {z EZ' I h (z ) = y} . 

2. Положить N (Z' , Л) = {N (Z' , Л, у) l yEY} и k = - 1 .  
3. До тех пор, пока н е  будет · найдено k такое, что : 
либо существует w в Xk, при котором все множества , входящие 

в :N ( z', w) , являются одноэлементными, 
либо для любого w из Xk множество N (Z' ,  w)  пусто, 
выполнять следующие шаги . 
4. Увеличить k на  1 .  
5. Для каждого w из Xk и каждого х из Х сделать следующее: 
Если выполнены условия а) -в) ,  то положить N (Z', wx) = 

={N (Z', wx, vy) l yEY, N (Z', w, v) E N (Z' ,  w) } . 
В противном случае положить N (Z', wx ) = SO. 
а )  N (Z', w) =F SO ;  
б )  для каждого N (Z' ,  w ,  v)  EN (Z' ,  w )  и любых z и z'E 

eN (Z' ,  w, v) из z =F z' вытекает, что f (z ,  х) =F f (z', х) ; 
в ) не существует слова w' длины,  меньшей 1 w 1 + 1 ,  такого, что 

для любого у из У и каждого N (Z' , w, v) соответствующее мно­
жество 

N (Z' ,  wx, vy ) = {f (z ,  x) l zEN (Z', w, v) , h ( f (z , х ) ) = у} лежит 
в N (Z' , w') . 
3 а м е ч  а н и е. Если N (Z', w) =F SO, то N (Z', w, v) ={f*  ( z , 

w) \ z EZ', hz (w) = v} , т. е. если, скажем, hw (z ) = hw (z' ) =v для 
z и z' из Z', то состояния f* (z, w) и f* (z' , w) различны и принад­
лежат оба множеству N (Z' ,  w, v) . 

Любое слово w, для которого в результате применения метода 
получается м ножество N (Z', w) , содержащее в качестве элемен­
тов только одноэлементные множества , является экспериментом 
по определению начального состояния для (А, Z' ) . Если же та · 
кого слова не существует, то не существует и эксперимента по 
определению начального состояния для (А, Z' ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . а ) Метод дает результат (сходится ) 
при р ассмотрении слов длины, не превышающей ( p-m' + 1 )  nP. 

Действительно , при  m > p верно следующее . Пусть при фикси­
рованном w выполнены равенства N (Z', w) ={NI ,  Nz, . . . , Nq} и 
n1= 1 NJ \ для j = 1 ,  . . . , q. Упорядоченный набор (n 1 ,  . . .  , nq ) назовем 
типом множества N (Z', w) . Тогда для любого х из Х либо 
LN (Z', wx) 1 � 1 N (Z', \v) 1 + 1 ,  либо множества N (Z' ,  w) и 
N (Z', wx) имеют одинаковый тип. Максимальное число множеств 
N (Z', w) типа ( n 1 , . . . , nq) при произвольнам слове w из F (Х) есть 

n"'n" • . . .  n"q = nP, поскольку n 1 + nz+ . . . +nq=p, а n" J является 
числом всех подмножеств множества состояний Z, имеющих по 
nJ элементов [т. е. числом всех возможных nгэлементных мно­
жеств N ( Z', w, v) ] .  Поскольку I N (Z' , Л) l = m' и при q = p  все 
элементы множества N (Z', w) типа (n 1 , . . .  , nq)  должны быть од­
поэлементными  множествами ,  то q может принимать лишь значе-
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ния m' , m ' + 1 , . . .  , р .  Итак, при  использовании р ассматриваемого 
метода может встретиться не более (p-m' + 1 )  nP  не пустых м но· 
жеств N (Z', w) . 

При m' = р уже множество N (Z' , А) состоит только из одно­
элементных множеств. 

б) Метод корректен ,  т. е .  приводит к правильному результату. 
Если применение метода привело к построению множества 

N (Z', w) , содержащего в качестве элементов только одноэлемент­
ные множества,  то для любых двух различных сотояний z и z' 
из Z' выполнено условие hw (z) "=hw (z') ,  т. е. отображение hw яв­
ляется в этом случае инъективным на  Z' . 

Далее, при  выполнении цикла «до тех пор ,  пока» остается 
справедливым следующее высказывание :  если существует экспе­
римент по определению начального состояния для (А, Z') ,  то 
существует и слово w с N (Z', w) "=z,  которое может быть про· 
должена до такого эксперимента . Это высказывание истинно пе· 
ред началом цикла «до тех пор, пока» , и его истинность сохра· 
няется при выпо.1нении цикла .  

Действительно , если существует слово w' такое, что 1 w' l � 
:::::;;; 1 w 1 ,  и такое, что при  векотором х из Х все множества N (Z', wx, 
vy )  (где у<=: У и N (Z' , w, v) EN (Z' , w ) ) являются уже элемента· 
ми множества N (Z', w') ,  то слово w' может быть продолжено до 
эксперимента по определению начального состояния тогда и толь­
ко тогда ,  когда до такого эксперимента может быть продолжено 
слово \VX .  Если в то же время для векоторой пары различных 
состояний z и z' из векоторого N (Z', w,  v)  и для какого-то х из 
Х выполнено р авенство f (z ,  х) =f (z' , х) , то слово wx не  может 
быть продолжено до эксперимента по определению начального 
состояния для (А, Z') .  Итак, в обоих случаях можно положить 
N (Z' , wx) = Z, сохраняя истинность р ассм атриваемого высказы­
вания. 

Так как высказывание остается справедливым в момент окон­
чания работы , д.1я  (А, Z') не  может существовать эксперимента 
по определению начального состояния,  если не получено множе­
ство N (Z, w) , содержащее в качестве элементов только одноэле­
м е н т н ы е  множества .  • 

В ка честве дополнения читателю р�комендуется выполнить 
упр а вление 3. 1 5 . 

3 а м е ч  а н и е. Для наглядного представления описанного 
в теореме метода и для работы с простыми з адачами полезно ис­
пользовать так называемое А -диагностическое дерево, являющееся 
ориентнрованным графом , вершины которого - м ножества N (Z', 
w ) , а ребра ,  помеченные входом х, ведут из N (Z', w )  в N (Z' , 
\VX ) . 

Пример 3.9.3.  Рассматривая А-диагностическое дерево для ав­
томата Мура ,  граф которого изображен н а  рис .  3 .7 . 1 , находим, 
что слово ] ] ] ] ] является автономным диагностическим экспе­
риментом по определению начального состояния этого автомата 
(рис .  3.9 . 1 ) .  Для того чтобы найти это слово, достаточно построить 
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дерево только до пятого уровня (показаннuго штриховой ли­
нией ) .  Отметим ,  что начальным является состояние z1 , если вход­
ная пос.11едовательность ] ] ] ] ] приводит к появлению выхода OI J os-i. 

Для исследования проблемы определения финального состоя­
ния очень полезно приведеиное ни2Ке уточнение первой части тео­
рем ы о сокращении  (теорема 3.3 .2) . Для доказательства н ам по­
надобятся утвер2Кдения и понятия из доказательства теоремы 
Хаффм ана - Мили (теорема 2.3 .3) , в частности , понятие k-экви­
валентности.  

Теорема 3.9.4 .  Пусть Zt ,  . . .  , Zq - попарно дизъюнктные (непе­
рес.е.кающиеся) подмно2Кества мно2Кества состояний автомата А, 

{О} , { 1  , 2 , 3 , 4 , 5 , 6} 

� j {6} ,{0},{1 , 2 , 3 , 4 , 6} 

� {6;}/\Z"· ' . 6) {6),{0 ) ,{ 1 i\{ 

J1 � {6 },{1 } ,{2 , 3 , 4 , 6} {6} ,{0},{1 , 2 , 6} 

;/\\ ;/\{ f6).A'· '! � {6 ) ,{� ) {6),{0 ) ,� 

� ,f'f {6} ,{ 2 },{3 , 4 , 6} � {6},{1 } ,{2 , 6} {6 }, {0 }  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Рис. 3.9. 1. А-диагности-
ч е с к о е  дерево для авто­
мата Nl.yp a ,  граф которо­

го изображен на  рис . 
3.7. 1 
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причем такие, что по меньшей мере одно из множеств содержит 
по крайней мере два неэквивалентных состояния.  

Пусть далее р = 1 Z1 l  + 1 Z2 l + . . . + 1 Zц 1 - q+ 1 (поэтому при 
q = l имеем p = I Z J I ) и p = max (0, n-m-p + 2) . 

Тогда по �еньшей мере одно из множеств Z1 содержит мини­
мум два не р -эквивалентных состояния,  т .  е .  существуют индекс 
j ( где 1 �j�q) ,  два состояния z и z' из ZJ и входное слово w 

длины, не большей р ,  такие, что h, (w) =F h2 ,  (w) . 
Граница р для длин ы слова w точна .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. а )  Пусть k - наименьшее из натураль· 

ных чисел k со следующим свойством : классы k-эквивалентных 
состояний автомата А являются также кл ассами ( k+  1 )  -эквива­
лентных состояний ,  т. е. просто класс ами эквивалентных состоя­
ний .  Будем различать следующие три случая .  

1 .  Если р �к, то неэквивалентные состояния оказываются 11 
не р-эквивалентными , так что по предположению хотя бы однQ 
из множеств Z1 содержит два не р -эквивалентных состояния . 

2. Если р = О, то p;?:n -m-f-2. 
В этом случае не может быть выполнено неравенство q�m. 

так как иначе мы бы имели n�p-f-q- 1 �p +m- 1 �n-f- 1 .  Итак. 
q < m .  Предположим , что при каждом i ,  где 1 �i�q, для любых 
двух состояний z и z'  из Z1 выполнено р авенство h (z) =h (z') . Тог­
да m-q > O  выходов «остаются свобдными», что из-за сюръек­
тивности отображения l i  означает, .что по меньшей мере m-q 
состояний из Z не лежат в объединении множеств Zt ( l �i�q) . 
Отсюда получаем противоречие : n� (p-f-q- 1 ) -f- (m-q) =p+m­
- 1 �n-t- 1 .  Итак, должно существовать м ножество Z1 (ll�i�q) , 
содержащее два состояния ,  порождающие р азличные выходы , т. е. 
не являющиеся  {) -эквивалентными .  

3 .  Пусть теперь O < p <k. Тогда _p=n-m-p-t-2 и выполнено 
неравенство q < p -f-m, поскольку иначе м ы  имел и  бы p-f-q- 1 �  
�p-f-p -f-m-:1 =n-f- 1 .  Из доказательства теоремы 2.3.3 и на­
броска доказательства теоремы 3 .3 .2 вытекает , что автомат А име­
ет не менее p -f- m  различных классов р -эквивалентности . Если бы 
ка ждое множество Zt при  i=1 , . . .  , q целиком входило в некото­
рый класс р -эквивалентности , то имелось бы (р + m) -q > O  клас­
сов р -эквивалентности , не содержащих состояний из множеств 21• 
Это снов а приводит к противоречию n� (p +q - 1 )  + (p + m) -q= 
=n-f- 1 , так  что  по меньшей мере  одно из м ножеств Zt  должно 
содержать п ару не р -эквивалентных состояний . 

б ) Описываем ая  ниже серия автоматов Мур а  показывает, что 
граница р точн а .  

Пусть n ,  m�2. Тогда 
Ап,m = (Zп ,  Х, Ym, fн ,m, hн,m) , 

где Zп = {z 1 ,  . . .  , Z n} , Ym = { 1 ,  . . .  , m} , м ножество Х -· произвольно, 
fп ,m (Z J , x ) = z i+ I  при  i = 1 , . . .  , n- 1 и любом х из Х ; 

fn ,m (zп , х ) = Zn при произвольнам х из Х;  
hn ,m ( z i )  = max ( 1 , i-n+m) п р и  i = 1 ,  . . . , n .  
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Легко проверить, что все автом аты An,m сокращенные .  Пусть теперь р и q - н атуральные числа такие, что p�n -m+· + I  
_
и P +q- 1 :::;;;n . Тогда положим Z1= {z i , . . . , zp} и Z1= {zP+1-1}  

для 1 = 2, 3, . . . , q . 

.. 
Множества Zi , l�i�q, удовлетворяют условию теоремы. Крат­

чаишее 
.. 

слово , р азличающее состояния z и z' из Z1, является 
кратчаишим словом , переводящим Zp в Zn-m+2 •  Такое слово имеет 
длину n -ш+2-р=р ,  так что приведеиная в теореме граница 
точна.  8 

АДАПТ И В Н Ы й  М ЕТОД 

Следствие 3.9.5. Пусть А - сокращенный автомат Мура и Z' ­
некоторое р -элементное множество состояний автомата А, где р� 
�2. Тогда описанным ниже способом можно с помощью адап­
тивного диагностического эксперимента определить, в каком со­
стоянии находится А в момент окончания эксперимента ,  если  из­
вестно, что в момент начала эксперимента А находился в одном 
из состояний из множества Z'. При этом длина эксперимента, 
т .  е. число последовательно выбираемых входов х из Х, не пре-

вышает (р - 1)  ( n- m - + (р.- 2) ) , где p=min ( р ,  n-m + 1 ): .  
Эта граница точна при  условии, что величина (число элементов); 
множества  Х не огр аничена сверху. 

М е т о д п р о в е д е н и я э к с п  е р и м е н т а.  1 .  Множество Z'' 
разбивается на подмножества Zy' = {zeZ' I h {z ) = y} при у из У, 
и на основе первого выхода определяется ,  в каком множестве 
.Zy' содержится состояние,  в котором А находится в момент на­
чала эксперимента .  Это множество обозначается ZE'· 

2. До тех пор , пока не будет выполнено условие 1 ZE' I = 1 , 
выполняется следующее : выбирается слово w из F (Х)  дл ины , не 
большей, чем n-ш- I ZE' I +2, р азличающее по меньшей мере дв . ·  
состояния из ZE'· Пусть v - выходная последовательность без 
первого символа ,  полученная при слове w. Тогда строятся множе­
ства Zv' = {zEZE' 1 hz (w) = v} и ZE' = {f* ( z , w) 1 zeZv'}. 

3. Если ZE' = {z'} ,  то z' - искомое финальное состояние .  
Д о к а з а т е .'1 ь с т в о .  а )  Из теоремы 3 .9 .4  при q=1 вытекает 

существование слова w, необходимого для выполнения цикла 
«до тех пор , пока».  Действительно, никакие два состояния авто· 

м ата А не  эквивалентны, а получающееся на первом ш аге 

множество ZE' имеет не более p=min (р ,н-m+ 1 ) элементов . Все 

же получающиеся на  следующих шагах м ножества Zв' содержат 

меньшее число элементов .  
б )  Цикл «до тех пор,  пока» выполняется конечное число раз ,  

так как при каждом его выполнении число элементов в множест­

ве ZE' уменьшается по меньшей мере на  1 .  · в )  Рассмотрим момент начала любого цикла «до тех пор,  

пока».  Если w - введенная к этому моменту входная последо­

вательность, а v - соответствующая полученная выходная после­

довательность, то в этот момент 
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ZE'=- {f *  {z ,  w)  1 zEZ' ,  hz (w) = v} . 
Отсюда следует , что если  ZE'= {z'} , то z' - искомое финаль• 

ное состояние .  
г )  Общая длина эксперимента не  превышает 

(n - m - р + 2) + (n - m - (р -- 1 )  + 2) + . . .  + (n - m) = 

= ((n - m) - (р - 2)) + ( (n - m) - (р - 2) + 1 ) + . . .  + ((n - m) ­- (р - 2) + (р -- 2)) = (р - 1 ) ((n - m) - (р-2)) + 1 + 2 + . . .  
- - - 1 - -

. . .  + (р - 2) = (р - 1 ) (n - m - (р - 2)) + 2 (р - 1 ) (р - 2) = 

- ( 1 - ) = (р - 1 )  n - т - 2 (р - 2) . 

(2 ' х  3 ,  х 4 

Рис. 3.9.2. Автомат Мура А5,з,4 

д) Описываемая ниже серия автоматов Мура показывает, что 
полученная граница является точной .  Для l < m�n и n-m + l �  
� r  пус1 ь :  

t = (n, m ,  г ) , 
At = ( {z 1 , . . . ,zп} , {х1 , . . .  , Xr} , { 1 ,  2 , . . .  , m} , ft , ht) ; 
ht (Z I ) =max ( 1 ,  i-n+m) для i = 1 , . . .  , n ; 

ft ( Z J ,  XJ ) =Zj+! , ft ( Z J+ l , XJ )=ZJ ДЛ Я j = } , . . .  , n-m + l ;  
ft (Z i ,  Xk) =Z1 для i=l ,  . . . , n и всех k из множества {n-m-f 
+2, . . . , r )  и всех k из { 1 , . . . , n-m + I } таких,  что k# i и 
k* i - 1 .  

Легко проверяется , что автоматы At - сокращенные. Граф ав� 
том ата А( s , з , 4 )  изображен на  рис. 3 .9 .2. 

Пусть , далее, Zt'= {ZIEZt l ht (Zi ) = 1 } , так что p = n-m+t.  
Покажем , что не существует входной последовательности длины, 

меньшей l = (p - t) (n- m -+ (p - 2) ) = (р - 1) ( р - 1 - + р+ 

+ 1 )  = + р (р- 1 ) ,  которая  могла бы использоваться в качестве 

( адаптивного) эксперимента по определению финального состоя-
ния при н аличии информ ации о том ,  что начальное состояние при­
н адлежит множеству Zt'. 

Очевидно , каждая входная последовательность, в которую не­
входит Хр, приводит для автомата,  находящегося в состоянии из 
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Zt', к выходной последовательности вида 1 1 . . . 1 и переводит ав­
.томат в некоторое состояние из Z1' .  При этом р азные состояния из 
Zt' переходят в р азные состояния, так как каждый вход x1 =tf= xv 
либо сохраняет все состояния из Zt', либо переводит два состоя­
ния из Zt' одно в другое и сохраняет остальные. 

Итак, финальное состо
u
яние можно определить только тогда ,  

когда на  вход по меньшеи мере  один раз  будет подано Х р .  Дру­
гие входы перед первым Хр бесполезны .  Если вход хр порождает 
выход 2, то все ясно .  В противном случае ясно, что авто м ат на­
ходится в одном из состояний из м ножества Zt'- {z p} . 

Аналогичные рассуждения приводят к выводу, что входное 
слово Xp-t Xp, порождающее отличный от 1 последний выход, так 
же позволяет определить финальное состояние. Если же после 
использования входной последовательности XpXp-t Xp финальное 
состояние не определилось, то ясно, что а втомат находится в од­
ном из состояний из множества Zt'- {zp- t , zv} . 

Методом полной индукции теперь  нетрудно получить, ч:то 
только при  использовании (самой короткой) входной последова­
тельности XpXp-tXpXp-2Xp-tXp . . . Хр во всех случаях может бы:ть 
определено финальное состояние, если выход 2 появился после 
i -го входа Хр, то начальным состоянием было состояние Zp-I+ l ,  е<:ли 
же все выходы равны 1 ,  то начальным было состояние z , . 

Длина р ассматриваемой входной последовательности {J'авна 
1 +2+ . . .  + ( р -'1 ) = ( 1 /2) р (р - 1 ) . . 

' 

3 а м е ч э. н и е . Если в следствии 3.9.5 предположить, чте> 
1 Х 1 �n-т, то пр иведенная в нем граница не может быть до­
стигнута с помощью автоматов An,m. Упражнение 3 . 1 6  показы­
вает, однако, что в таком случае эта граница оказывается з авы­
шенной только на  постоянный множитель. 

Автоматы Мура At позволяет также установить нижнюю rра­
ницу дл я длины экспериментов по определению начального со­
стояния.  Из теоремы 3.9 .2 получается следствие. 

Следствие 3.9.6. Пусть а (п, т, r ) - максимум длин всех экс­
периментов по определению начального состояния для автом а­
тов Мур а с n�2 состояниями, т выходам и  и г входами. Тогда 

_I (n-m) (n-m+ l ) �a (n, m, r) � (n-m+ l )  · nn. 
2 

3 а м е ч а н и е .  Верхняя граница для а очень велика. До сих 
пор остается неизвестным , насколько а может быть велико в дей­
ствительности (см. также упражнение 3. 1 5) .  

Определение 3.9.7. Пусть Z' - некоторое м ножество состояний 
автомата А. Слово w из F (Х)' называется автономным диагности­
ческим экспериментом для А по определению финального состоя­
ния при старте в Z' [коротко : экспериментом по определению 

финального состояния для (А, Z') ] , если существует отобр аже­
ние t: F (Y)_.z такое, что t (hz (w) ) = f* (z, w) для всех z из Z', т. е. 
если для всех z и z' из Z' выполнено условие: из h, (w) = h,. (w) 

вытекает, что f *  (z ,  w) = f* (z', w) . 
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3 а м е ч  а н и е. Данное определение соответствует интуитивно­
му представлению об экспериментах по определению фина.'IЬного 
состояния .  Покажем это. Если с помощью автоном ного экспери ­
мента,  т .  е. путем задания входного слова w ,  можно Оfl ределить 
финальное состояние при  старте в состоянии из м ножества Z' на  
основе а нализа полученного выходного слова , то  определено и 
отображение t, которое каждому возможному выходному слову 
hz (w )  сопоставляет финальное состояние f * ( z ,  w) . 

Имен же, с другой стороны ,  описанное в определении отобра­
жение t и выходное слово v, полученное при обработке автома­
том входного слова w, получаем искомое финальное состояние: 
t (v ) . 

Для того чтобы из теоремы 3.9 .4 вывести утверждение о су­
ществовании и длине автономного диагностического эксперимен­
та по определению финального состояния,  нам понадобится до­
вольно сложная лемма .  

Лемма 3 .9.8. Пусть Q = {MI \ iE I} - конечная система конечных 
непустых множеств. Будем говорить, что м ножества М и М' из Q 
взаимно сцеплены, если в Q существуют м ножества М1 , . . .  , Mn 
такие, что М = М 1 , M' = Mn и МЛМн1 =F !О  при j= 1 , . . .  , n- 1 .  

Определим далее для каждого М из Q м ножество [М] ра ­
венством 

[М] = U{M'eQ \ M  и М' взаимно сцеплены} 
и положим Q { [М] \ MEQ} . 

Тогда 
1 .  Q является разбиением множества VQ = U{M \ MEQ}, т. е. 

U { [M] \ MEQ} VQ и [М] П [М' ] = 0  при [M] =F [M] ' ; 

2. � \ М1 1 - 1 V Q 1 ;а. 1 1 1 - 1 Q 1 • 
iEI 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Так как каждое множество М из Q 
сцеплено с самим собой, то всегда М= [М] . Далее , конечно , всег­
да [MJ = VQ. Поэтому U { [M] I ME Q} = VQ. 

Предположим , что [М] П [М'] '* 0 для пекоторой пары ·  'м но­
жеств М и М' из Q.  Тогда должны существовать в Q множества :  
М1, сцепленное с М, и MJ ,  сцепленное с М', такие,  что М1ПМ1* 
'*JZ5 . Но тогда и м ножества М и М' оказываются взаимно сцеп -
ленными, т. е. [М] = [М'] .  . 

Пусть М - произвольное м ножество из Q и lм = {i E I \ Mi = 
= [М] } . . 

ПоскоJ1ьку элементы м ножества Q попарно дизъюнктны ,  то 
утверждение 2 немедленно вытекает из  следующего промежуточ­
ного утверждения :  2' .  � 1 М1 ! - 1 [М] 1 ;;;;. 1 Iм  1 - 1 для любого М из  Q.  

iE iм 
Пусть теперь М - произвольное, но фиксированное м ножест­

во из Q. Чтобы иметь возможность провести доказательство по 
индукции, занумеруем множество индексов lм ,  т. е. положим  
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lм = {i t , i 2 , . . .  , im} , причем выберем нумерацию так, чтобы при 
k = 1 ,  . . .  , m-11 выполнялось соотношение М1 n (М1 U . . . U М.  )=,i= k+l  1 lk 
=i= eJ. Это всегда возможно, так как все множества М1 при iE  
Еlм взаимно сцеплены. 

Докажем теперь полной индукцией по k, что 1 м!, 1 + . . . + 
+ 1 M1k 1 - 1 М1, U . . . U M1k 1 ;;;;. k - 1  при k=1 ,  . . .  , m .  Отсюда 
при k = m получим утверждение 2'. 

При k= 1 утверждение очевидно. 
Нам понадобится теперь следующий очевидный факт : для про­

извольных конечных пересекающихся множеств U и V вы пол­
няется неравенство 1 U 1 + 1 V 1 - 1  UUV 1 ;;:о:1 , так что, в частности, 

1 Ml U · · · U Ml 1 + 1 1'·1� 1 - 1 Ml U · · · UM1 1 ::.;;.. 1 . 1 k k+ l  1 k+ l  
Из сказанного и из предположения индукции (предпол агает­

ся истинность утверждения для k) получаем 

1 м! 1 + . . + 1 м ! 1 + ( 1 м! 1 - 1 м! u . . .  u м. 1 > ;;::. 1 k k+ l  1 lk+ l  

;;;;. 1 М1 , 1 + . . .  + 1 M 1k 1 + 1 - 1 M11 U . . . U M1k 1 ;;;;. (k- 1 ) + 1 = k  . • 

Теорема 3.9.9 ( Хиббард) .  Пусть А - сокращенный автомат Му­
ра и Zt , . . .  , Zq - попарно дизъюнктные и не все одноэлем ентные 
подмножества состояний автом ата А, а m1 - число различных 
выходов, порождаемых состояниями из Z1 : т.= l h  (Z1 ) 1 при i= 
= l , . . . , q. Пусть также r = \ Zt l +  . . .  + I Zч l . d=r-q, q' =mt+ . . . 
. . . +mq и d'=r- q'. 

Если d' :F O , то существует входное слово w длины,  не боль­
шей (n-m-d'+ 1 ) + (n-m-d'+2) + . . . + (n-m ) , которое для 
каждого i = 1 , . . .  , q является экспериментом по определению фи­
нального состояния для (А, Z1 ) (при d'=O уже Л оказывается 
таким экспериментом ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала разложим Z1 на  m1 дизъюнкт­
ных множеств Z1,y так, чтобы в каждом таком множестве содер­
жались все состояния из Z1 , порождающие выход у: 

Zt;y = {zEZ1 I h (z i )  =у} . 
Таким образом получаем q' дизъюнктных множеств Z 1 ' , . . . 

. . .  , Z� · · Если все эти м ножества одноэлементны, то Л являет­
ся экспериментом по определению финального состояния для лю­
бой пары (А, Z1 ) . Это в точности тот случай, когда r = q', так что 
d' = O.  

Предположим теперь ,  что d';;:o: l . Для этого случая мы дока­
жем теорему полной индукцией по d' ( используя Zi' вместо Z1 ) . 
Легко видеть, что входное слово w , являющееся экспериментом 
по определению финального состояния для каждой  п ары (А , ZO 
при i = 1 ,  . . .  , q', оказывается таковым и для каждой пары (А, Z 1 ) 
п ри i= 1 ,  . . . , q. Это следует из того , что первый элемент полv-
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чающейся при вводе слова w выходной последовательности од­
нозначно определяет, в каком из подмножеств Z1 ,y множества 
Z1 находится состояние автомата перед началом работы. 

Пусть d'= 1 . Тогда в точности одно из множеств Z{, напри­
мер множество Zk', является двухэлементным , а все остальные 
множества одноэлементны .  Поскольку автом а t· А сокращенный ,  
то  по теореме 3.3.2 существует слово длины,  не  превышающей 
n-m, различающее оба состояния из Zk'· Это слово оказывается ,  
очевидно , экспериментом по определению финального состояния 
для всех пар (А,  Z/) при i=1 , . . .  , q ' .  

Пусть теперь d '> 1 . Тогда вследствие сокр ащенности автома­
та А и теоремы 3 .9 .4 существуют слово w длины, не  большей 
n-m-p + 2 = n-m- ( d' + 1 )  + 2 = n-m-d'+ 1 , и множество Zk' 
с двумя ,  по меньшей мере,  состояниями z и z' такими, что 
hz (w) =1= hz , (w) . . Положим тогда 

P ={ ( i ,  v) l 1 :::::;;; i :::::;;; q ', v = hz (w) для подходящего zE Z{}. 
Из неравенства d' > 1  имеем I P I �q'+ 1 .  Для каждой  пары 

( i ,  v)  из Р положим далее 
Z'I .v= {f*  (z, w) 1 zE Z1' , hz (w) = v} . 

Теперь возможны два случая .  
1 .  1 Z\v l =1  для каждой пары ( i ,  v) из Р.  
В этом случае слово w оказывается экспериментом по опре­

делению финального состояния для любой пары ( А ,  Z{) при i= 
= 1 ,  . . .  , q'. Действительно, из равенств hz (w) = hz , (w) = v выте­
кает, что для любых z и z' из Z{ пара  ( i , v )  содержится в Р, 
а состояния f* ( z , w) и f * ( z' , w) - в  Z'I ,v, так что f * ( z ,  w) = 
= f* ( z', \\') .  

2 . Существует пара  ( i ,  v) в Р такая ,  что 1 Z'1 ,v 1 �2. 
Множество Q =  {Z\v 1 (i , v) ЕР} удовлетворяет предположе­

нию леммы 3.9 .8 ,  поскольку множества Z\v непусты и конечны,  
Р - тоже конечно, так как для каждого i число слов v,  удовле­
творяющих условию hz (w) =v для подходящих z из Z i ' , конечно 
(слово ,\. фиксировано ! ) . Пусть Q - существующее по лемме  3.9 .8 
разбиение м ножества V Q ,  q= 1 Q 1 и r = 1 V Q 1 .  По предположению 
тогда q-< г:- так что d -r-q > O. Чтобы использов ать предполо­
жение индукции для множеств из Q (вместо Z {) , следует сна­
чала показать, что d> d 1 •  

Из леммы вытекает, что � 1 z;, v 1 - r-> 1 Р 1 - q. И з 
(! , v )EP 

того, что множества Zi' поп арно дизъюнктны , следует далее 

� 1 z;, v 1 � � 1 z; 1 = r . 
( i , v)EP lEO;; i ..;;;q '  

Из сказанного вытекает, что r-r� 1 Р 1 -Q:�q' + 1 -q, отк у да 
получаем r-q' - 1  �r-q, что и требовал ось. 
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По предположению индукции существует слово \v ' длины,  не 
большей s =  (n-m-ii + I ) + (n-m-d+2) +  . . .  + ( n-m) , явля-

ющееся для каждой пары (А, Z) , где Z - множество из Q, экс­
периментом по определению финального состояния: Нам остает­
ся покаsать, что слово ww' оказывается экспериментом по опре­
делению финального состояния для пар (А, Zi') при 1 �i�q', по­
скольку тогда мы получаем такой эксперимент длины 

(n-m-d' + 1 )  + s� (n-m-d' +' 1 )  + (n-m-d' +2) + 
. . . + (n -m) . 

Итак, р ассмотрим Произвольное i ,  где 1 �i�q', и два  произ­
вольных состояния z и z' из Z{, для которых выполнено равен-

ство hz (ww') = hz , (ww') . Следует показать, что в этом случае  

f * (z , ww' ) = f*  (z', ww') .  Пусть hz (w) =V. Тогда hz ·  (w) = v, а со­
стояния s = f* (z , w) и s'= f* (z', w) принадлежат множеству Z1 ,v . 
По построению множества Q в нем существует множество Z та­
кое, что Z'! ,vc:=Z,  а слово w' является экспериментом по определе­
нию финального состояния для (А, Z) . Поскольку из предполо­
жения о z и z' следует, что hs (w') = hs· (w') , то из сказанного 
имеем 

f* ( z ,  W\v' ) = f• ( s , \v' ) = f* (s ' ,  w') = f� (z' ,  ww') . • 
С.'1едствие 3.9. 1 0 . Каждый сокращенный автомат Мура с n со­

стоя:шями и т выходами обладает при каждом подмножестве 
Z' (р = 1 Z' l  �2) множества состояний экспериментом по определе­
лению финального состояния для (А, Z') длины, не большей 
(р- 1 ) (n-m- ( 1/2)  ( р -2) ) ,  где p = min (р ,  n-m+ 1 ) .  Грающа 
для длины точна ,  если величина  множества входов Х не огр ани­
чена .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Утверждение непосредственно вытекае1 
из теоремы 3.9 .9 (случай q::::::i l )  и доказательства следствия 3.9 .5 ,  
поскольку при q = 1 выполнены равенства d = p- 1 и d'= p . 

3 а м е ч а н и я .  1 .  Отметим , что адаптивные эксперименты по 
определению финального состояния не  являются ,  вообще говоря ,  
более короткими ,  чем автономные (см .  следствия 3 .9 .5  и 3.9. 1 О) . 

2 .  При рассмотрении простых примеров очень удобно, как и 
в случае экспериментов по определению начального состояния 
(см . пример 3.9 .3) , строить так называемые Е-диагностические 
деревья - см . упражнение 3 . 1 7 . 

Некоторые высказывания об экспериментах  по идентификации 
автоматов содержатся в упражнении 3. 1 8. 

УПРАЖНЕНИ5l 

3.1 . (Мур . )  Пусть Х - конечное множество. Задайте для каждого rлова w 
из F (X)  автомат Мура K (w) со следующим свойством :  K (w) имеет два выхода 
О и 1 и выделенное (начальное) состояние zo; если автомату К (w) на вход по­
дается слово v, не содержащее w в качестве nодслова (v * swt nри всех s и t 
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из F (Х) ) ,  а K (w)  находится в состоянии zo,  то выход должен состоять нз одних 
нулей ,  если v содержит w в качестве подслова, то последний выход должен 
быть равен 1 .  

3.2. (Мур )  Покажите ,  что приведеиная в теореме о сокращении (теорема 
3 3 .2)  граница п - т точна,  т .  е .  постройте для любых т н n автомат Мура 
Dn ,  m с n состояниями н т выходами такой, что Dn , m имеет два (по меньшей 
мере) различных не эквивалентных состояния с реакциями, совпадающими на 
всех входных последовательностях длины, меньшей n-т. 

3.3. Докажите, что не существует автомата Мура с менее чем четырьмя 
состояниями , удовлетворяющего условию теоремы Мура о неопределенности 
(теорема 3 3 .3) . Покажите далее, что можно использовать автоматы с тремя 
(но не с меньшим числом ) состояниями, если условие теоремы ослабить до тре-

бования hz (w ) .fhz , (w )  для всех z .f z ' . 

3.4. 1 .  Для всех рассмотренных в разд. 3. 1 -3.3 н в упражнениях 3. 1 -3.3 
автоматов Мура постройте равносильные автоматы Мили. 

2. Докажите аналог теоремы 2.3 .2 для автоматов Мура как непосредствен­
но (т.  е. используя только определение 3.3 . 1 ) ,  так и применяя теорему 3 .4 .2 
к теореме 2.3.2. [У к а з а н и е. Заметьте, что для z' = f* ( z ,  w) выполнено уеловне 

hz (w )hz , ( v ) .f hz ( wv )  = hz (W)�, (v ) . ] 
3.5. (Ибарра . )  Покажите, что в формулировке теоремы 3.4.3 нельзя по­

менять местами понятия «автомат Мили» и «автомат Мура», т.  е .  что два равно­
сильных векоторому автомату Мили автомата Мура не обязательно эквивалент­
ны. Какое дополнительное условие должно быть выполнено, чтобы обращение 
в указанном смысле теоремы 3.4.3 было истинно? Покажите далее, что методом. 
использованным в доказате.пьстве теоремы 3.4 .4, для данного автомата Мили 
могут быть построены два не эквивалентных между собой равносильных авто­
мата Мура .  Как должно быть изменено доказательство теоремы 3 .4.4, чтобы 
такое не было возможным? 

3.6. (Блох, Глушков. )  Пусть A=1 (Z, Х, У, f, g) - автомат Мили. Покажите. 
что следующий автомат Мура А' равносилен автомату А :  

А'= (Z', Х ,  У ,  f', h ) ,  где Z'=ZUZXX, 
f' (z, х )= (z, х ) , f' ( (z, х) , х') = (f (z, х) , z') , 

h (z) = у о, h ( (z, х) ) = g (z, х) для всех z нз Z и всех х из Х, где у о - неко­
торый nроизвольный, но фиксированный элемент множества У. 

Сравните этот автомат Мура с построенным в теореме 3.4.4 . Когда А' имеет 
меньше состояний? 

3.7. * (Спивак . )  По аналогии с определением 3.4. 1 назовем два состояния 
векоторого автомата Мура равносильными, если совпадают ограничения их реак­
ций на входные слова из соответствующей свободной полугруппы. Назовем, да­
лее, два автомата Мура с одинаковыми множествами входов Х и выходов рав­
носильными, если совпадают ограничения их реакций на  F+ (X) . Будем называть 
автомат Мура g·сокращенным, если у него нет двух различных равносильных 
состояний.  Состояние z автомата Мура А называется достижимым, если сущест­
вуют состояние z' и вход х из Х такие, ,  что f (z', х) = z .  Пусть Е (А) - множе­
ство всех достижимых состояний автомата А. 

Автомат Мура называется сокращенным по Мили, если любые два его раз­
личных состояния из Е (А) неэквивалентны, а .'!юбое его недостижимое состояние 
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(т. е . состояние из Z-E (А) ]  не равносильно никакому другому состоянию из Z. 

Теперь докажите следующее. 
1 . Каждый g-сокращенный автомат Мура является сокращенным по Мили, 

но ие наоборот. В то же время сокращенный по Мили автомат Мура, получен­

ный (методом из теоремы 3.4.4) из некоторого «представимого как автомат 

Мура», автомата Мили, является также g-сокращенным. 
2. Каждый сокращенный по Мили автомат Мура является сокращенным, но 

не наоборот (так что и каждый g-сокращенный автомат Мура оказывается со­

кращенным, но не наоборот) . Для автомата Мура, у которого все состояния 

достижимы, понятия «сокращенный по Мили» и «сокращенный» равносильны 

3.  Для произвольнога автомата Мура не существует, вообще говоря, рав­

носильного g-сокращенноrо автомата .  Если, как в доказа-rельствах теорем о со­

кращении (теоремы 2.3.5 и 3.3.2) , используя классы равносильных состояний 
пекоторога автомата Мура А, строить равносильный автомат, то нужно строить 

автомат Мили; при этом ни  один равносильный автомату А автомат Мили не 
будет иметь меньше состояний, чем подученный в результате такого построения .  

4 .  Для каждого автомата Мура А существует равносильный сокращенный 

по Миди автомат Мура А. Такой автомат, если абстрагироваться от выходов не­
достижимых состояний, определен однозначно с точностью до изоморфизма. Ни 
QДИН равносильный автомату А автомат Мура не может иметь меньше состоя-

-
ний, чем автомат А. 

5. Если А' - автомат Мили и А - равносильный автомату А' автомат Мура, 

1'0 А имеет минимальное число состояний среди всех равносильных автомату А' 
:автоматов Мура. 

3.8. Автомат Мура А называется Z-гомоморфно сокращенным (коротко 
ZН-сокращенным) , если каждый Z-гомоморфизм А на некоторый автомат Мура 
А' является изоморфизмом.  Докажите, что для каждого автомата Мура сущест­
вует однозначно с точностью до изоморфизма определенный эквивалентный 
ZН-сокращенный автомат Мура, причем сокращенный и минимальный. 

3.9. * (Мур. )  Автомат Мура А= (Z, Х, У, f, g) называется сидьно свЯзным, 
-если для любых его двух состояний z и z' существует входное слово w из 
F (Х) такое, что f* ( z, w) =z'. 

1 . Постройте сокращенный автомат Мура, все состояния которого достижи­
мы (т.  е .  д.ля которого f (Z, Х) = Z, см. упражнение 3.7) , не являющийся сильно 
связным. 

2. Пусть А - сильно связный автомат Мура и А' - эквивалентный автома-
1'У А сокращенный автомат Мура.  Докажите, что тогда и автомат А' сильно 
связный. Покажите дадее, что этого может и не быть, если автомат А' не 
является сокращенным.  

3 . Докажите, что два сильно связных автомата Мура А и А' эквивалентны 
уже тогда, когда существуют состояния z автомата А и z' автомата А', являю­
щиеся эквивалентными.  

4. Как можно в п . 3 ослабить требование сильной связности для автоматов 
А и А', чтобы все же эквивалентность двух состояний влекла за собой эквива­
лентность автоматов? 

3 . 1 0. * ( Фальк. )  Инициальным автоматом Мура называется шестерка А= 
= (Z, Х, У, f, h, I )  такая, что А' = (Z, Х, У, f, h) - автомат Мура и Is;Z;  эле­
менты множества I называются инициальными состояниями. Реакцией инициаль-
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н ого автомата Мура А называется множество Lr (А)  = {hz 1 z E I} ;  последователь­
ностным отношением, определенным автоматом А (см.  упражнение 2.8) , - мно­

жество Tr (A) =U {gr hz j zE I} . 
А называется неизбыточным, если не существует такого состояния z в I .  

что для I ' = I- {z} выполняется равенство Tr (A) = T l ' ( A ) , т. е. если ни одно 

состояние не может быть исключено из I без изменения последовательностиого 
отношения. А называется сокращенным, если таковым является А'. А называет­
ся инициально связным, если для каждого состояния z' из Z существуют ини­
циальное состояние z в I и входное слово w такие, что f* (z, w) = z'. А назы­
вается сильно связным, если таковым является А' (см.  упражнение. 3 .9) . Два 
инициальных автомата Мура А1 и А2 изоморфны, если изоморфны соответствую­
щие автоматы Мура А'1 и А'2 и если множества инициальных состояний при 
изоморфизме отображаются друг на друга. 

Покажите следующее. 
1 . Пусть А1 и А2 - сокращенные инициально связные инициальные автома­

ты Мура с одинаковыми реакциями. Тогда А1 и А2 изоморфны. 
2 . Существует бесконечно много неизоморфных неизбыточных инициально 

связных сокращенных иниu.иальных автоматов Мура с одинаковым nоследова­
тельностным отношением. 

3. Пусть А1 и А2 - неиабыточные сильно связные сокращенные иниnиальные 
автоматы Мура с одинаковым nоследовательностным отношением. Тогда А1 и 
А2 изоморфны. 
[У к а з  а н и е к n .  2 .  Постройте бесконечную nоследовательность иниnиальных 
автоматов Мура Am = (Z, Х, У, fm, hm, 1 ) с ! Zm /=4m+2, Х=У= {О, 1 } ,  1 = 
= {z , z'} и с двумя выделенными состояниями t н t', так что 

hptt = { (w,  lw ) 1 w Е F (Х) } ,  где w nолучается и з w заменой О на 1 и 

наоборот ( т .  е . , наnример , w = 01 1 , w = 1 00) ; hmt '  = { (w , 10 1 w 1 )  1 w E F (Х)} ; 

ьmz = {(01 l w , 021 + 1 1 w) 1 1 ;;;;.. 2m - 1 , w Е Е ( Х ) } U { ( 021 I w , 021 + 1 1w) 1 о ..;; 
���m- 1 , wEF(X )} U {(021 + 1 1 w, 02i + 2 1 0 1 w 1 ) j О <; i .;;;; m - 2, w Е F ( Х) } ;  

hmz ' = { (01 l w , О 1 + 1 ю l  w 1 )  1 1;;;.. 2m- l ,  wE F ( X) } U {(021 ! w , 021 + 1 Jolw i ) ! OEO; 

� i � m - 1 ,  wE F (Х)} U { (021 + 1 1w , o2' +2 1w ) 1 О .s;;;; 1 � т - 2 ,  w Е F (Х)} . ]  

3 . 1 1 .  (Карп .) Покажите, что н е  существует натурального числа k такого, 
чтобы высказывание 1 )  теоремы 3.7.2 могло быть заменено на следующее: су-

1 
шествует натуральное число т такое, что 'Pg ( n )  > k ( n - 1 + 1 У 1 ) для всех 

n ;;;;. m . 
3.1 2.*. (Эвен . )  Пусть г - вещественное число ( O <r < l )  и d (r ) = O. r1 r2 • • •  -

nредставление r в виде бесконечной двоичной дроби (riE {О, ! }  ) , которая тогда 
и только тогда является nериодической, когда число r раnионально. 

Пусть gr - отображение из F+ ( {O, 1 } )  в F ( {O, 1 } ) ,  оnределенное условием 
'll t (gr (x tx2 • • •  Xn) )  = 1 тогда и только тогда, когда двоичная дробь О .  х 1х2 • • •  Xn 
не nревышает r. Докажите, что gr является Мр-nредставимым тогда и только 
тогда, когда число r рационально. 

3. 1 3. Пусть Х - конечный алфавит и У = {О, 1 }. Пусть, далее, для каждого 

с.1ова w из F (Х) зеркальное слово -;, оnределяется следующим образом:  х= х 
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для х из Х, �;=�� для всех u и v из F (X) . Пусть, наконец, отображение g из 
F+ (X) в F+ (Y) определяется условием : g (w) = 1  тогда и только тогда, когда 

существует слово v такое, что w = vv. Докажите, что g не является Мр-пред­
ставимым . 

3 . 1 4. 1 .  Докажите (методом полной индукции) , что каждый сокращенный 
.автомат Мура обладает адаптивным многократным диагностическим эксперимен­
•ом по определению начального состоSiния, для которого нужно меньше копий 
.автомата,  чем число его состояний [см .  утверждение 3.8 .2, п .  5 ] . 

2 .  Докажите с использованием п . 1 ,  что д 1я сокращенного автомата Мура 
с п состояниями всегда существует диагностический многократный автономный 
эксперимент по определению начального состояния, для которого требуется 

1 2 n ( n - 1) копий автомата ( используйте п. 6 утверждения 3.8 .2 ) .  

3.15.  1 . Напишите программу, реализующую метод из теоремы 3.9 2, и про­
верьте для «не слишком больших» автоматов Мура, является ли полученная для 
длины эксперимента граница точной. 

2 .  Покажите, что в случае Z' = Z могут потребоваться входные последова­
•ельности длины самое большее n! 

3.1 6.  (Мур . ) Определите длины кратчайших экспериментов по определению 
конечного состояния для (An, Zn ) при ne:N,  где 

An= (Zn, {0, 1 } , {0, 1} , fn , hn ) ,  Zn= {Zt ,  . . .  , Z2n+ t} ; 
fn (Zt , О) =Zn+2, fn (Z t ,  1 )  = Zn+ i , 
fn (Zt, O) = Zt+ t для i = 2 , . . .  , 2n, 

fn (Z2n+ t ,  О) =Z2, fn (Z2n+I , 1) =Zt , 
fn (Zt, 1 )  = zt для i = 2, . . .  , n + 1 ,  
fn (Zn+J, 1 )  = ZJ ДЛЯ j =2, . . .  , П, 
hn (zt ) = 1, hn (Zt) = 0  для i = 2, . . . , 2n + 1 .  
3.17.  Из доказательства теоремы 3.9.9 выведите определение Е -диагности· 

ческого дерева (по аналогии с А-диагностическим деревом из замечания после 
1еоремы 3.9.2 и из nримера 3 .9 .3) и nостройте Е -диагностические деревья д-'1:.1 
.автоматов, графы которых изображены на рис. 3 .2 . 1 , 3 .3 . 1  и 3 .5 .2,  nолаган 
(в обозначениях теоремы 3.9.9 ) , что q= 1 и Z1=Z. 

3.18.* (Мур, Штарке. ) Пусть А и А' - автоматы Мура с общим входным 
множеством Х. Положим для w из F (X) , что hA (W) = {hz ( \v) l ze:Z} .  Автоматы 
А и А' называются различимыми, если в F (X) существует слово w такое, что 
Ьл(W )  .:f= hл ,  (w) . Они на зы�аются сильно различимыми, если в F (Х )  существует 
слово w такое ,  что hл (w)  n hл,  ( w )  = g .  

1 .  Постройте два автомата Мура, являющихся неразличимыми, но не экви­
валентными.  

2. Постройте два автомата Мура,  являющихся различимыми, но не сильно 
различимыми. 

3. Докажите, что два сильно связных автомата Мура эквивалентны, если 
они неразличимы. [У к а з  а н и е. Исnользуйте уnражнение 3.9.] 

4. Пусть М= {At , . . .  , An} - конечное семейство автоматов Мура с общим 
входным множеством Х.  Слово w из F (Х) называется идентифицирующим 
эксnериментом для М, если существует отображение cxw из hл, (w)  U . . .  U hлn(w) 
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в { 1 , . . .  , n} такое, что a w  (\' )  = i для каждого i из { 1 , . . , n} и каждого v 
из hл1 (w) . 

Докажите, что идентифицирующий эксперимент для М существует тогда и 
"Только тогда, когда все автоматы Ai из М попарно сильно различимы. 

3 . 1 9. 1 .  Перенесите как можно больше теорем и упражнений об автоматах 
Мили из гл. 2 на случай автоматов Мура, как это было сделано с теоремой 
-о сокрашении. В частности, перенесите теорему 2.2.3 и упражнения 2 . 1 -2.4 и 
:2.6-2 1 0. 

2. Перенесите как можно больше теорем и упражнений об автоматах Мура 
из гл. 3 на случай автоматов Мили, в частности теоремы 3.3.3 и 3.6.4 (упраж­
нение 2.6) и упражнения 3 . 1 ,  3 .3 ,  3.8-3. 10. 

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Описанная в данной главе модель конечных автоматов была первоначально 
описана Муром в работе [ 1 2] .  В этой работе (впрочем,  чрезвычайно трудной 
для чтения) получены в основном теоремы 3.3.2, 3 .3.3 и 3.6.4 и результаты, во­
шедшие в упражнения 3 . 1 ,  3 .2 и 3.9. Из этой же работы Мура берет начало 
теория экспериментов с автоматами;  там получены частный случай (p = n, m = 2) 
следствия 3.9.5, результат из упражнения 3. 1 6  и пп.  1 и 3 из упражнения 3 . 1 8 .  

Пример 3 . 1 . 1 взят из  области синтаксического анализа языков программи­
рования, см. по этому поводу [ 1 3] .  

Равносильность автоматов Мили и Мура исследовалась первоначально в [3, 
2, 7] .  См. по этому поводу также важную работу [8] из списка литературы 
к гл. 2 (и  ее же по поводу упражнения 3.6) работы [ 1 1 ]  ( и  ее же по поводу 
уnражнения 3.5 )  и [ 14] и (ее же по nоводу упражнения 3.7) . 

Входно-независимые автоматы Мили нееледовались в основном до 1962 г, 
(например в [9, 1 0], там же даны дальнейшие ссылки н а  литературу) . Однако 
в этих работах еще считалось, что входно-независимые автоматы Мили соответ­
ствуют автоматам Мура (см .  по этому поводу цитированную в гл . 2 книгу Гинз­
бурга [7, с. 42] ) .  В [9] рассматривались частичные автоматы Мили (см. гл. 4 ) ,  
в связи с этим см. также [ 1 ] .  

П о  воводу примера 3.5. 1 см.  работу [5] . 
Понятие гомоморфизма автоматов было введено в работах [6, 8] из списка 

литературы к гл. 2 .  В обеих этих работах доказана теорема 3.6.4. 
Содержание разд. 3. 7 и упражнения 3 . 1 1  в основном соответствует работе 

Карпа ( 1967 г. ) . 
По поводу уnражнения 3 . 1 2 см.  [6] . 
Понятия из разд. 3.8 близки к рассмотренным в [ 1 2] . См .  также литературу 

к разд. 3.9, nрежде всего цитированную в гл. 2 книгу [25] , из которой взяты 
определения 3.9. 1 и 3.9 .7 . Отметим, однако, что везде� кроме работы Мура, рас­
сматривались автоматы Мили.  

Теорема 3.9.2 взята из [8] , см. также [5]  из списка литературы к гл .  2 .  
Теоремы 3.9.4 и 3.9.8, лемма 3.9.7 и следствия 3.9.5 и 3.9. 1 0 в основном 

соответствуют работе [ 1 0] ,  см. также [4, 7] из списка литературы к гл. 2. 
Упражнение 3. 1 8, n. 4 основано на работе [ 1 5] , см. также [25] из списка 

литературы к гл. 2. 
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Г Л А В А 4. 

ЧАСТ И Ч Н Ы Е АВТОМАТЫ М ИЛ И  

4. 1 .  ВВОДНЫЕ ПРИМЕРЫ 

На практике, особенно часто в тех случаях, когда 
входы для автомата поступают от пекоторой технической системы 
(от другого автомата) ,  определенные комбинации входов вообще 
не  встречаютоя ,  т .  е .  автомат, находящийся в пекотором состоя­
нии , н икогда не  получает определенные входы. Часто также и не 
все выходы автом ата представляют интерес, например могут ис­
пользоваться только выходы, получаемые в определенные момен­
ты времени, или только выходы, порождаемые автоматом ,  нахо­
дящимся в определенном состоянии .  Поэтому полезно рассматри­
вать модели автом атов, в которых допускается , что определен­
ные переходы из состояния в состояние или определенные выходы 
остаются незаданными .  

Поскольку по результатам разд. 3.4 автоматы Мили и Мура 
равносильны ,  то мы  ограничимся в этой главе рассмотрением ав­
томатов Мили. 

СУММАТОР С Л И Н Е И Н ЫМ ВХОДОМ 

Пример 4. 1 . 1 .  Требуется построить а втомат для сложения дво­
ичных чисел , который получает н а  вход не параллельна записи 
слагаемых, как двоичные сумматоры из предыдущих глав ,  а одну 
входную последовательность, в которой цифры слагаемых записа­
ны попеременно ( см .  ниже ) .  

Итак, требуется построить автомат Мили А= (Z,  Х, У, f , g )  со 
следующими свойствами:  

1 )  Х = У= {О, 1 } ;  
2 )  А имеет выделенное состояние s (начальное состояние ) ;  
3 )  пусть w = a1b 1 a2b2 . . .  akbk - входная последовательность 

длины 2k (k из N, а , и Ь, при i= 1 , . . . , k - элементы множества Х )  
и пусть gs (w) = d,c ,d2C2 . . .  dkck. Тогда двоичное число c = CkCk-I . . . 
. . .  с 1 должно быть сум мой по модулю 2k двоичных чисел а =  
= akak-1 . . . а ,  и b = bkbk-1 . . .  Ь, ,  т .  е .  C t  должно быть i · й  цифрой 
( справа )  суммы а и Ь; 

4) А и меет минимальное число состояний ,  т. е .  не  существует 
автомата Мили со свойствами  1 )  -3) , имеющего меньше состоя­
ний ,  чем А. 

Очевидно , что только каждый второй знак в выходной после­
довательности имеет значение, т. е .  знаки d,  при построении авто­
м ата могут не приниматься во внимание.  

Построим сначала автомат Мили ,  удовлетворяющий только 
требованиям 1 )  -3) . Выберем для него следующие пять состоя­
ний :  

zo=s. Это состояние  автомат может принимать после введения 
четного числа знаков ,  скажем , после входа Ь, и выхода с, , если 
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при вычислении с1 не произошел перенос 1 в следующий разряд. 
z 1 •  Это состояние автомат может принимать после введения не­

четного числа знаков,  скажем, после входа а 1 , если из предыду­
щих вычислений вытекает, что с 1 = Ь 1 . 

z2• Это состояние автомат принимает после входа Ь 1 , если п ри 
вычислении с1 произошел перенос 1 в следующий р азряд. 

z3 .  Это состояние автомат прин имает после входа а 1 , если при  
вычислении с1 произошел перенос 1 в следующий р азряд и если 
��=bj .  

z4 •  Это состояние автомат принимает после входа а 1 ,  если с1 = 

= hi ,  где 0= 1 и r = 0. 

Рис. 4. 1 . 1 .  Не полностью определенный последовательностный сумматор А с по­
переменным вводом цифр слагаемых 

Автомат А имеет граф , изображенный н а  рис .  4 . 1 . 1 ,  где не 
имеющие значения выходы обозначены тире. Таким образом , ав­
томат А определен не полностью, только после замены всех тире 
на знаки О или 1 получается граф полностью определенного авто­
мата Мили [причем так можно получить графы многих автома· 
тов, удовлетворяющих, очевидно, условиям 1 ) -3)  ] .  

По состоянию, в которое автомат переходит после введения 
последовательности длины  2k, можно установить , я вляется ли  
выходная последовательность в точности суммой а +Ь (в  выше­
описанном смысле ) или нет: если последним оказывается состоя­
ние zo , то с1 являются цифрами  суммы а +Ь, если же финальное 
состояние - z2, то выходная последовательность представляет 
число a+b-2k. 

Легко видеть, что А становится сокращенным автоматом Мили 
при любой р асстановке цифр О или 1 вместо тире. Например , 
входн ая последовательность 0 1 0  показывает, что состояния z0 и z 1 
не могут быть эквивалентны ( независимо от того, какой выход 
выбран для перехода из z0 в Z4) . Далее, н апример, входная после­
довательность 00 переводит пары состояний zo, Z4 и z2, Z4, а вход­
ная последовательность 000 - пары zo, zз и Z2 , zз в пару zo, z 1 ; от­
сюда вытекает, что все эти пары состоят из неэквивалентных со­
стояний (так как состояния z0 и Z 1 неэквивалентны) . Остальное 
доказывается аналогично. 

Между тем существует автомат Мили А' (его граф изображен 
на рис. 4. 1 .2) , который функционирует так же, как  А, т. е .  удов­
летворяет требованиям 1 ) -3) и, однако, имеет меньше состоя­
ний, чем автомат А. 

Автомат А' имеет два состояния , которые могут служить на ­
чальными в смысле требования 2) : zo' и z{ .  
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Используя автоVIат А' , также можно по состоянию , в которое 
этот автомат персходит после введения входной последовательно­
сти длины 2k, определить, соответствует ли  выходная последова­
тельность сумме а+Ь или a +b-2k : если финальным является со­
стояние zo' или z 1 ' ,  то вычислено выражение а+Ь , если же нет. 
то а+Ь-2k . 

Отметим ,  что А' не эквивалентен никакому доопредслению ав­
томата А ( получающемуся при замене тире на символы О или 1 )  
в смысле определения 2.3 . 1 ,  поскольку иначе такое доопределение 
не могло бы быть сокращенным автоматом (на основании анало­
га теоремы 3.6.4 для автоматов Мили, см. упражнение 3. 1 9 ) . 

0/0 1 /1 

Рис. 4. 1.2. Минимальный послсдовательностный сумматор А' с попеременным 
вво.з.ом цифр слагаемых 

Минимальность автомата А' , т. е .  выполнение требования 4) , 
мы  докажем,  показав ,  что любой автомат, удовлетворяющий тре­
бованиям 1 )  -3) , должен иметь не  менее четырех состояний. 
Пусть zo - н ачальное состояние автомата Мили В = (Z , Х , У, f, g) , 
удовлетворяющего условиям 1 ) -3 ) . Рассмотрим входные после­
довательности 1 1 1 1 , 0 1 1 1  и 0 1 1 0. Нам известны реакции автома­
та В, находящегося изначально в состоянии z0 ,  н а  эти последова­
тельности: -0- 1 , - 1 -0 и - 1 - 1  соответственно , где знак «-» 
означает ,  что на его месте может стоять и О, и 1 .  

Пусть теперь Zi+l =f (z l ,  1 )  при  i=O, 1 ,  2. Тогда g (z 1 ,  1 ) =0 и 
g (zз ,  1 )  = 1 ,  т. е. z 1  :#= zз. Если бы выполнялось равенство z0=z2, то 
мы бы имели z 1  =f ( zo, 1 )  =f ( z2 , 1 )  =zз, а из z 1  =z2 следовало бы 
Z 1 = Z2=f ( z 1 ,  1 ) =f ( z2 , 1 ) =zз. Итак,  zo=#= Z2 и z ! =#= Z2. Аналогично 
получаем Zo=#=Z ! .  Таким образом , В имеет по меньшей мере три 
различных состояния : zo, Z1 и z2 . 

Пусть Z4=f (zo, 0) . Тогда g (z4,  1 ) = 1 , т. е. z4=#=Z 1 .  Предполо­
жим,  что Z4 = Z2 , так что g (z2 , 1 )  = 1 .  Если бы также z3 было рав­
но z2 , то должно бы было выполняться равенство z3 = f  ( z2 ,  1 ) = 
= f (zз ,  1 ) ,  так что входная последовательность 0 1 1 1  пораждала 
бы последовательность состояний z0 , z4 = z2 ,  z3, z3 и выполнялось бы 
равенство g ( z3, 1 )  = 0, что противоречит сказанному. Итак, ра­
венство Zз = Z2 невозможно. Равным образом невозможно и равен­
ство z3=z0, поскольку иначе входная последовательность 0 1 1 0, 
порождающая последовательность состояний z0, z2 ,  zo ,  z2, приво­
дила бы к р авенству g (z2 ,  О ) =  1 ,  а в то же время входная после­
довательность 00 - к  g (z2 ,  0) = g (z4, 0) = 0. Итак, если Z4=Z2, то 
состояния z0, z 1 ,  Z2, z3 попарао различны. 

Допустим ,  теперь,  что Z4= Zo. Входные последовательности 00 
и 0 1 1 1  показывают,  что тогда должно быть g (zo, О ) = 0 = g (z2, 1 ) ,  
т а к  что состояние z 3  должно отличаться не только от z 1 ,  но и от z2. 
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ДaJiee, доJiжно быть и zз::Fzo, так как иначе входная последова­
тельность 1 1 1 00 1  приводила бы к неверной выходной последова­
тельности 1 0000 1 .  Итак, снова состояния z 0 ,  z 1 ,  z2 ,  z3 должны быть 
попарно различны. 

Если, наконец, состояние Z4 отлично от всех состояний z0,  z1  и 
Z2 , то В снова имеет четыре различных состояния .  

А НАЛ И ЗАТОР С И НТАК С И СА 

Пример 4 . 1 .2.  Требуется построить автомат, с помощью кото­
рого для слова w из F ( {а ,  Ь} ) можно установить, имеет ли это 
слово вид a ib i , где j > i � O. 

С этой целью будем считать, что множество слов М= 
= {a 1b i  / i, j E No, j > i � O} описано с помощью металингвистиче­
ских фор мул в форме Бэкуса - На ура (у читателя предполагает­
ся умение обращаться с этой конструкцией - см. введение 
к разд. 3. 1 ) :  

1 .  {слово) : : = {левое слово){пр авое слово) 
2. {левое слово) : : = Л 
3. {левое слово) : : = а{левое слово)Ь 
4. {пр авое слово) : : = Ь 
5. {правое слово) : : = {правое слово)Ь .  
Например ,  слова Ь и ааЬЬЬЬ получаются следующим образом : 
{слово) : :  = {левое слово){правое слово) : :  = {левое сло-

во) Ь : :  = Ь 
(слово) : : = {левое слово){пр авое слово) : :  = {левое сло-

во){пр авое слово) Ь : :  = {левое слово) ЬЬ : :  = а{левое сло-
во) ЬЬЬ : :  = аа{левое слово)ЬЬЬЬ : : = ааЬЬЬЬ. 

Легко видеть, что каждое слово из М получается однозначным 
образом,  если расп исывать формулу 1 , заменяя самую правую ме­
талингвистическую переменную в соответствии с формулами 2-5. 
Та ким образом, каждому слову w из М отвечает в точности одна 
правосторонняя расшифровка формулы 1 (в смысле п римера 
3 . 1 . 1 ) .  Очевидно, что и каждая правосторонняя расшифровка фор­
мулы 1 порождает некоторое слово из М. Чтобы определить , ·  яв­
ляется некоторое слово w над {а , Ь} словом из М, можно,  таким 
образом , пытаться построить порождающую слово w правосторон­
нюю расшифровку формулы 1 ( в  обр атном порядке ) . 

Ради простоты введем следующие сокращенные обозначения 
металингвистических переменных :  W - для {слово) ,  L - для 
{левое слово) ,  R - для {правое слово) .  

Теперь  задача может быть  поставлена таким образом : требу­
ется построить автомат А, который п ри введении в него слова v 
из F ( {а ,  Ь ,  W, L ,  R} ) , причем правый конец слова отмечается осо­
бым зна ком  &, т. е .  п ри  введении  v&, прочитывает это слово сле­
ва направо и устанавливает, получено ли оно в результате право­
сторонней расшифровки из некоторого другого слова v' ; если это 
действительно так, то автомат А должен выдавать номер форму­
лы, применение которой порождает из v' слово v ;  в противном 
случае на  выходе должен появляться сигнал ошибки ( f ) ; если на 
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вход подается слово W (односимвольное) , то А должен пораж­
дать выход О. Итак, автом ат А должен , просматривая входную по­
следовательность слева направо, находить первое вхождение 
в нее следующих «ключевых подслов» : Ь ,  Lb , аЬ ,  aLb , RЬ, 
LR&, W. 

Процесс анализа с использованием автомата А протекает сле­
дующим образом.  В А вводится исследуемое слово w&. Если ав­
томат А выдает число i ,  1 � i � 5,  то в слове w производится из­
менение, соответствующее применению i-й формулы,  и получивше­
еся слово w' снова вводится в А. Процесс продолжается до тех 
пор ,  пока не появится выход f (тогда w не является словом из М) 
или выход О (тогда wEM) . 

Если, скажем ,  w = aabbbb, то автомат А должен прочитать на­
чальный отрезок ааЬ этого слова  и установить, что может быть 
«в  обратном направлении» (слева от первого Ь )  применена фор­
мула 2 ,  так что w' = ааLЬЬЬЬ. 

Чтобы учесть, что после выдачи номера пекоторой формулы 
в автомат всегда должно быть введено новое ( измененное ) слово, 
используется «состоян ие покоя» r , в которое автомат может пе­
рейти из любого другого состояния и из которого он переходит 
в начальное состояние только при  появлении специального входа 
(знака «+» ) .  

Остальные состояния автомата А опишем следующим обра­
зом ( здесь v& - подходящее входное слово ) . 

z0 : Начальное состояние. Если  v =  W, то порождается выход О. 
Если слово v н ачинается с символа Ь , то это слово должно быть 
с использованием формулы 2 иреобразовано в слово Lv, т. е. по­
рождается выход 2 .  Если v = A, то анализируемое слово не при­
надлежит М,  т .  е .  порождается выход f .  

z 1 : Слово v н ачинается с по  меньшей мере одного символа  а. 
Во  входной последовательности должно быть найдено первое 
вхождение символ а Ь или символа L.  Если v= a1bu, то это слово 
может получиться из  слова v'= a1Lbu и на выходе должно поя­
виться 2 .  Если v = a1 , то анализируемое слово не принадлежит М, 
выход р авен f . 

z2 : Известно ,  что v = a 1Lu . Тогда должно быть выполнено ра ­
венство v = a1Lbu' ,  а слово v может быть получено из  v' = a1- 1 Lu' 
с помощью формулы 3 .  

zз : Должно быть v = Lbu, при этом v может быть получено из 
v' = LRu с помощью формулы 4. 

Z4 : v = L Ru . Есл и  и н ачинается с символа Ь ,  то v получается 
с помощью формулы 5, если u = A, т. е. v& = LR&, то выход ра­
вен 1 . 

Очевидно, н ам  не нужно для каждого состояния и каждого 
входного символа задавать, каким образом должен реагировать 
автомат А,  так как определенные комбинации при  правильном 
использовании А встретиться не могут. Если в пекотором состоя­
нии автом ат получает н а  вход не р ассмотренный выше символ , то 
можно считать, что п роизошла ошибка ; чтобы доопределить А, 
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можно заставить его подавать на  выход f и переходить в таких 
случаях в состояние r .  

Заметим,  однако, что при определенных входах (например,  
при входе R)  не может быть порожден никакой выход - он дол­
жен быть тогда некоторым новым символом .  Так что автомат не 
может быть доопределен так же, как автомат из примера  4. 1 . 1 .  

Граф автомата А изображен н а  рис. 4 . 1 .3,  н а  котором показа­
ны только представляющие интерес входы и выходы .  

a/f , Ь/5 , &/1 a/f •..:.b.:.../3.;..:1:....&..:../_f ------, 
a/f , Ь/4 ,  &/f 

Ь/2 
т W/0 

&/f  ;1 

Рис. 4.1 .3. Граф автомата А 

Д ЕI(ОД ЕР 

Пример 4. 1 .3. Требуется построить декодер для следующего 
кодирования : h ( a )  = 0, h (b )  = 1 1 , h (c) = 2, h (d ) = 1 0, h (e ) = 1 2 1 . 

Если В и С - два алфавита , то, как известно, кодирование h 
есть инъективный гомоморфизм h :  F+ ( B ) -+F+ ( C )  [т. е. отображе­
ние со свойствами h (u) = h (v)  тогда и только тогда , когда u = v  
и h (uv) = h (u ) h (v )  для всех и и v и з  F+ ( B ) ; и з  последнего свой­
ства вытекает, что всегда достаточно определять h только на ал­
фавите В] . 

Итак, искомый автомат должен для каждого слова w из 
F+ ( {O, 1 ,  2} ) вычислять его прообраз h-1 (w) . 

Для того чтобы построить А, рассмотрим сначала так называе­
мое кодовое дерево для h ( рис. 4. 1 .4) . 

Этот граф преобразовывается в граф автомата А, п ричем иду­
щие к листьям (т. е .  к обозначенным символами  а, Ь, с, d , е вер­
шинам )  стрелки направляются в корень, метки на  листьях исполь­
зуются как выходные символы .  Таким образом получается гр аф 
автомата А, изображенный на  рис. 4. 1 .5 .  

Отметим,  что доопределение автомата А не может быть прове­
дено таким же образом,  как в примерах 4. 1 . 1  или 4. 1 .2 ,  так как, 
с одной стороны, при переходах из zo в Z 1 и из z1 в z2 ничего не 
должно появляться на  выходе ( или же некоторый новый сим­
вол n ) и, с другой стороны,  вход О или 2 для автомата ,  находяще­
гося в состоянии z2, не может приводить к переходу в z0• ( Если 
же мы хотим определить, что должно происходить в такой ситуа­
дии, нам следует ввести новое состояние zз ,  в которое автомат  пе-
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реходит из z2 при  входах О и 2 и в котором остается , выдавая сиг­
н ал ошибки f . )  Только так можно получить доопределение авто­
мата  А, граф которого изображен на рис. 4. 1 .6. 

Рис. 4. 1 .4. Кодовое дерево для h 

0/a , Z/c 

0/d, 1 /Ь 

2/n 

Oja , 2/c 

1 /b , O/d 

2 
е 

Рис. 4. 1 .5. Граф декодера 

Рис. 4. 1 .6. Доопределение декодера 

0/f , Z/f D/f 
1 /f 
2/f 

3 а м е ч  а н и е. При технической реализации автоматов Мили 
или Мура используются обычно входы и выходы О и 1 и память 
с двумя р азличными  состояниями .  В таком случае приходится 
представлять входы,  выходы и состояния упорядоченными набо­
рами  из k, m и соответственно п нулей и единиц, причем в луч­
шем случае 2k-I < I X I ::::;; 2k , 2m-I < I Y I  ::::;2m и 2n-I < I Z I  ::::;; 2n .  По­
скольку при  этом потенциально возможны все входы , представ­
ленные последовательностя ми  из нулей и единиц длины k, все вы­
ходы , представленные последовательностями длины m, и могут 
использоваться п ячеек памяти с двумя состояниями , то такая 
реализация оказывается , вообще говоря , частичным автоматом. 
Действительно ,  здесь не встречаются определенные входные и 
выходные комбинации и определенные состояния (если 1 Х 1 , 1 У 1 
и 1 Z 1 не  я вляются степенями  двойки ) .  

Для более глубокого поним ания и в качестве дополнения чи­
тателю рекомендуется выполнить связанньiе с примерами 4. 1 . 1 -
4. 1 3 упражнения 4. 1 -4.3 и упражнение 4.4 .  В ажным дополнени ­
ем уп ражненv.я 4.3 я вляется упражнение 4.5 .  
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4.2 . ОПРЕДЕЛ ЕНИЕ, РАЗЛИЧНЫЕ ПОН ЯТИЯ 
РЕАКЦИИ И ЭКВИВАЛЕ НТНОСТИ, СОНМЕСТНОСТЬ 

Чтобы иметь возможность р ассматривать упомя­
нутые в разд. 4 . 1 проблемы, нужно формализовать понятие не 
полностью определенного автомата (часто коротко н азываемого 
частичным автоматом)  и определить, что понимается под его по­
ведением .  

О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е ЧАСТ И Ч Н О ГО А ВТОМАТА М И Л И  
И ПОДА ВТОМАТО В 

Пусть h - частичное (т .  е . не всюду определенное) отображе­
ние множества U в множество V;  тогда используется запись h :  
( U )  - - _,. V. 

D ( h )  или ,  короче, Dh обозначает область определенности ото­
бражения h . 

Определение 4.2. 1 .  Частичным. автоматом. Мили н азывается 
пятерка А= (Z, Х, У, f ,  g) , где Z, Х и У - конечные множества 
(как в определении 2.2. 1 ) ,  н азываемые множествами состояний, 
входов и выходов соответственно, а f и g - частичные отображе­
ния из ZXX в Z и У соответственно. При этом должны выполнять­
ся равенства 

pr, (gr f ) Uprз ( gr f ) Upr ,  ( gr g) = Z; 

pr2 ( gr f )  Upr2 ( gr g) =Х и рrз (gr g) =У. 

Как и в случае автоматов Мили ,  f н азывается функцией пере­
ходов, а g - функцией выходов. 

Ограничения на графики функций f и g должны гарантиро­
вать, что у автомата нет заведомо избыточных состояний ,  входов 
и выходов. 

Следствие 4.2.2.  Каждый автомат Мили (в  смысле определения 
2 .2 . 1 )  является также частичным автоматом Мили ( в  смысле оп­
ределения 4.2 . 1 ) ,  а каждый частичный автомат Мили ,  имеющий 
всюду определенные функции переходов и выходов ,  я вляется ав­
томатом Мили.  

Автоматы Мили при необходимости отличать их от частичных 
автоматов Мили  будут именоваться иногда полностью определен­
н ы м и  автоматами Мили. 

3 а м е ч  а н и е .  Множества Dr и Dg для векоторого частичного 
автомата Мили могут быть, вообще говоря , р азличны.  Если пара  
( z , х )  принадлежит D r ,  но не Dg ,  то  это означает, что, хотя вход х 
вызывает переход автомата из состояния z в некоторое ( иное)  со­
стояние ,  при этом не возникает никакой выход или выход может 
быть произвольным .  Если ,  напротив , пара (z ,  х)  принадлежит  Dg, 
но не Dr ,  то вход х для автомата,  н аходящегося в состоянии  z .  

приводит к появлению определенного выхода ,  но  не  определяет 
перехода в СJi едующее состояние .  
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П ример 4.2.3. Автомат А из примера 4 . 1 . 1  описывается с ис-
nользованием определения 4.2 . 1 следующим образом : 

А= ( {zo, Z t , z2 , zз , Z4} , {0 , 1 } , {0, 1 } , f, g) , 
где Df = {zo, . . .  , z4} X {O,  1 } , Dg= {z t ,  zз , z4} X {O, 1 } , 
а отображения f и g задаются таблицей (рис. 4.2. 1 ) , в которой 

не определенные выходы обозначены ,  как и ранее, тире. 
З а м е ч а н и е. Из примеров 4. 1 . 1 -4. 1 .3 легко понять, как ча­

-стичные автоматы Мили могут быть описаны графами и таблица­
м и. Как и в случае автом атов Мили, для частичных автоматов 
Мил и также можно использовать переходно-выходные матрицы. 

z o  z ,  z z z 3  % 4  

о % ! - z 0 / o  z 4 / - Z z l D  z 0 / 1  1 1 
1 z 4 / - z 0 / 1  Z r,/ - z 2 / 1  z 2 / o  

Рис. 4.2. 1 .  Таблица посJiедовательностноrо сумматора А из разд. 4 . 1 

Анализ примеров приводит к следующей конструкции. 
Лемма 4.2.4. Для каждого частичного автом ата Мили 

А= {Z , Х,  У, f, g) существует частичный  автомат Мили А' = 
= (Z' ,  Х, У, f', g' ) такой, что : 

1 )  Dg = Dg, = D � , ; 
2 ) Z' = ZUz', z ' f/=Z, f' /Z=f. g' /Z =g. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пол агаем f' (z,  х) = z' для всех ( z , х) из 

Dg-D f . 8 
3 а м е ч  а н и е. 1 .  Условие 1 )  леммы может быть усилено до 

Df' = Z'XX - достаточно просто положить f ' (z , х) = z' для всех 
(z , х)  из Z'XX-D 1.  

2 .  В то же время не всегда целесообразно расширять Dg, ска­
жем ,  используя новый дополнительный выход (см.  пример 4. 1 . 1 ) .  

Конструкция , использованная в лемме, приводит к следующе­
му определению. 

Определение 4.2.5. Пусть автомат А задан, как в определении 
4.2. 1 .  Частичный автомат Мили А' = (Z' , Х, У', f ' ,  g') называется 
подавтоматом автомата А, если Z' =Z, У' sY, gr f' = gr fП (Z'X 
XXXZ') и gr g' = gr gП (Z'XXXY' ) .  

Лемма 4.2.6. Каждое подмножество 1 Z' множества состояний 
Z частичного автомата Мили А однозначно определяет подавто­
мат  автомата А, имеющий множество Z' в качестве множества 
состояний .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть А= (Z ,  Х, У, f , g) , Z' =Z. Поло­
жим gr f' = gr fП (Z'XXXZ' ) , gr g' = gr gП (Z'XXXY) и У'= 
=рrз (gr g' ) .  8 

1 Не пустое. - П рим. пере в . 
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РАЗЛ И Ч Н Ы Е  П О Н Я Т И Я  Р ЕА К Ц И И  

В отличие от  случаев автом атов Мили и Мура , формальное 
описание реакции частичного автом ата Мили на  последователь­
ность входов не лишено сложностей :  здесь возможны многие су­
щественно различные определения ( каждое из которых полезно 
при соответствующем подходе) ,  причем эти определения оказы­
ваются равносильными для случая полностью определенных авто­
матов (см. упражнение 2. 1 0 ) . 

3 а м е ч  а н и е. В дальнейшем всегда будем считать,  что А ­
частичный автомат Мили в смысле определения 4.2. 1 .  

Определение 4.2.7. 1 . Частичное отображение f * :  (Z X F (X) ) · - � 
-- __. Z - это отображение, определяемое условиями :  

f *  (Z ,  А )  = z для всех z и з  Z; 
f* (z , wx) = f ( f* (z ,  w) , х) тогда и только тогда , когда определе­

ны f * (z ,  w ) = z' и f (z ' ,  х) ,- для всех z из Z, всех х из Х и всех w 
из F (Х ) . 

2. Для определения расширения функции выходов существуют 
три возможности. 

1 )  g* : (ZXF (Х ) )  -- ·+F (Y) определяется условиями :  
g* (z ,  А) = А для всех z из  Z ; 
g* (z ,  wx) = g* (z , w) g (f* (z ,  w ) , х ) тогда и только, когда опре­

делены g* (z ,  w ) , f * (z ,  w ) и g ( f * (z ,  w ) , х ) ,- для всех z из Z,  всех 
х из Х и всех w из F (X ) . 

Реакцией состояния z (для любого z из Z )  называется частич­
ное отображение gz : (F (X) ) - ·+F (Y) , где gz (w) = g* (z , w ) . 

2)  Пусть Y = YU {-} , где -ф.У. Тогда g * : (ZXF (X) )- - --
- - -+F ( У) - это отображение, определяемое условиями :  

g* (z , А )  =А для всех z из  Z ;  
g* (z , х) = g ( z ,  х )  для всех (z , х) и з  Dg;  
g* (z ,  х) = - для всех (z ,  х )  из ZXX-Dg ; 
g* (z ,  \VX) = g * (z , w ) g* (f* (z , w ) , х )  тогда и только тогда,  ког­

да определено состояние f *  (z , w) I > ,- для всех z из Z,  всех х из Х 
и всех w из F (X) . 

Частичной реакцией ( коротко : U-реакцией ) состояния z назы­
вается частичное отображение gz : (F  (Х ) )  - - -+F (У) , где gz (w ) = 
=g* (z ,  w ) . 

3 )  Поведением состояния z называется следующее частичное 
отобр ажение gz : (F (Х) ) - - -+F (У) : 

� (А) = А; 
iz (x) = g (z ,  х) тогда и только тогда, когда определено g (z,х) , ­

для всех х из Х, 
iz (w ) =g (f*  ( z ,  w) , х) тогда и только тогда , когда определены 

f * ( z , w) =z'  и g (z ' ,  х) , - для всех х из Х и w из F (Х) .  

1 >  Отметим,  что тогда определено и слово g* (z, w) . - При.м. перев. 
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З а м е ч а н и е .  Очевидно, что D ( f * ) c:D (g* ) и D (g* ) c: D (g* ) .  
Равенство в обоих случаях 1 выполняется только тогда ,  когда ав­
томат А полностью определен. Далее D ( g* ) ={z , w) l g* (z , w) E 
EF (У ) } . Если  D t <=Dg,  то для любого z из Z имеем D ( gz )  = D  (liz )  
и выполняется включение D ( f* ) c:D ( g* ) .  Ясно, что утверждение 
теоремы 2.3 .2 остается справедливым для частичных отображений ....... 
f * ,  g* , g*  И gz. 

Понятие реакции не имеет смысла использовать при рассмот­
рении пр имеров из разд. 4 . 1 .  Его следует применять, если функ­
ции переходов и выходов обл адают одинаковыми областями опре­
деленности ( т. е .  если  D t = Dg ) . Это условие выполняется всегда 
в тех случаях, когда «частичность» автомата вытекает из того , 
что определенные входы не могут встретиться при  определенных 
состояниях  автомата (см . ,  например ,  упражнение 4.5 ) . 

Для примера 4. 1 . 1  в наибольшей степени подходит понятие 
И-реакции, поскольку знак «-» , введенный в определении И-ре­
акции, может интерпретироваться так же, как и в примере 4. 1 . 1 :  
как знак  резервирования места для произвольнога выхода .  

При  р ассмотрении примеров 4. 1 .2 и 4. 1 .3 наиболее разумно 
использовать понятие поведения. 

Читателю рекомендуется еще раз рассмотреть упражнения 
4. 1 -4.4 и выполнить упр ажнение 4.6,  в котором вводится специ­
альный тип частичных автоматов Мили. 

L-, U- и У-Э К В И ВАЛ Е Н Т Н ОСТЬ 

Для обобщения понятий эквивалентности состояний и автома ­
тов  существует несколько возможностей. Исходя из  частичных 
отображений  gz , gz и gz , получаем по аналогии с определением 
2.3 . 1 три понятия эквивалентности, замечая,  что два частичных 
отображения р авны тогда и только тогда ,  когда совпадают их об­
ласти определенности и совпадают значения , которые они прини ­
мают на  этих обл астях. 

Определение 4.2.8. Два состояния z и z' автом ата А называют-
ся L-эквивалентными ,  если gz = gz, ,  И-эквивалентными ,  есл и  

gz = gz ' '  и У-эквивалентными ,  если gz = gz ' •  
3 а м е ч  а н и е .  Легко видеть, что отношения L - ,  И- и У-экви­

валентности являются отношения ми  эквивалентности н а  множе­
стве Z. 

Теорема 4.2.9. 1 .  Два состояния частичного автом ата Мили 
являются У-эквивалентными тогда и только тогда ,  когда они И­
эквивалентны. 

2. Из И-эквивалентности состояний частичного автомата Мили 
вытекает их L-эквивалентность. Обратное верно тогда и только 

1 Но не в каждом в отдельности . - Прим. перев. 
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тогда, когда область определенности функции переходов содер ­
жится в области определенности функции выходов. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть z и z ' - состояния автомата А и 
W = X1X2 . . . Xn - слово из F (Х ) , n ;:::: 1 .  

1 . 1 )  Пусть состояния z и z' - V-эквивалентны.  Для i = 1 , . . . 
. . .  , n пусть w, = x1 . . . х, . Тогда при  i =  1 , . . . , n значения gz (w1) И 

gz, (w1 )  либо оба определены и равны , либо оба не определены.  

Пусть индексы i 1 , i2 ,  . . . , i k  выбраны так ,  что значение gz (wJ ) опре­
делено в точности тогда,  когда j = im для некоторого т при 1 :::;:; 
:::;:; m :::;:; k .  

Тогда gz (w) = у1 • • •  Yn· причем y1m = iz (w1m) для т =  1 , . . .  , k и 

у1 =- в остальных случаях. То же имеем и · для g2 , (w) .  Итак, fz(w)= 
= g, , (w) .  

2 )  Пусть состояния z и z '- И-эквивалентны . Если 1j 1 (g2 (w)) Е 
Е У (7J 1 - окончание длины 1 , см. определение 2. 6 . 6) , то gz (w) = 
= '1/1 (gz (w)) = '1/1 (g2 , (w))  = g, , (w) .  В противном случае gz и g:,  н е 
опr еделены. 

· 2. 1 )  Если  состояния z и z' И-эквивалентны и определено зна­
чение g 1• ( z ,  w ) , то 

g* ( z , w) = g* (z , w)  = g* (z ' , w ) = g* (z ' , w) . 
2) Пуст ь Dr с Dg и g, = g, , . Из замечания к опред еле ни ю 4. 2. 7 в 

т а ком случ а е следуе т D {gJ =· D (g,) =-= D (g2 ,)=D (g, , ) .  Далее i:(\\')= 
= '1/ 1 (gz (w)) = '1/1 (g, , (w)) = g2 , (w) ,  откуда с учетом п. l получа ем 
нужное утве iJждение . 

3 )  Рассмотрим частичный  автомат Мили 
B = ( {z l ,  z2 , zз} ,  {0, 1 } ,  {0 ,  1 } ,  f ,  g) с f (z 1 , 1 ) = z2 ,  f ( z i ,  0 ) = 

=f (z2 ,  1 ) = z3 при i = 1 , 2 , g (z , , 0 ) = 0  при i= 1 , 2, 3 .  У этого а вто­
м а та состоян ия z 1 и z2 L-эквивалентны ,  но не U-эквивалентн ы 1 • ., 

Следствие 4.2. 1 0. Два состояния полностью определен ного 
а в то м а та Мили L -эквивалентны (т .  е. эквивалентны в см ысле оп­
ределения 2 .3 . 1 ) тогда и только тогда ,  когда они V-эквивалентны . 

С О В М Е С Т И МОСТЬ С О СТОЯ Н И й  

Из а н ал и з а  примера 4. 1 . 1  вытекает р азумность обобщения по­
нятия И-эквивалентности ,  при котором допускается , чтобы выде­
ленному знаку « - »  сопоставлялись р азличные выходы. 

1 Доказано на самом деле следующее утверждение: если область определен­
ности функции переходов некоторого частичного автомата Мили не содержится 
в области определенности функции выходов, то из L-эквивалентности состояний 
не вытекает, вообще говоря, их И-эквивалентность . - Прим. перев. 
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Определение 4.2 . 1 1 .  1 .  Пусть множество У задано как в 4 .2 . 7, 
п .2, 2 ) . Отношение ,.....,_ (совместность ) определяется на  F (У) сле­
дующим образом : 

1 )  л ,....,_ л, у ,...._ - и _ ,...._ у для всех у из У. 
2 )  Для всех w и w' из F (Y) соотношение w ,...., w' в ыполняется 

тогда и только тогда ,  когда существуют и и u' в F (Y) , а также у 
и у' в У такие, что w = uy, w' = u'y', u ,....,_ u' и у � у'. 

2. Пусть А - частичный автомат Мили в обычных обозначен и­
ях. Два состояния z и z' этого автом ата называются совместными. 
если для всех w ИЗ D (gz) n D (gz,) имеет место соотношен ие 

gz (w) "' gz, (w) .  
3 а м е ч  а н и е .  Отметим , что отношение совместности (как н а  

F (У) , так и н а  Z )  не является отношением эквивалентности, по­
скольку, например , а-Ь � ааЬ и а-Ь � аЬЬ, но при a =F b  не в ы ­

полнено ааЬ � аЬЬ.  
Следствие 4.2. 1 2. 1 .  Если состояния z и z' совместны и пары 

(z, х) и (z' ,  х) принадлежат D1 ,  то и состояния f (z ,  х) и f (z' , х)  
совместны . 

2 .  Состояния z и z' совместны тогда и только тогда, когда 

gz (\v ) = gz , (w)  для всех w из D (gz) n D (gz , ) ·  
3. U- или L-эквивалентные  состояния совместны .  Поэтому для 

полностью определенных частичных автоматов Мили понятия эк­
вивалентности и совместности совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т во .  1 .  Пусть z1 = f (z , x) , Z2 = f (z ' , x) и w -
слово ИЗ D (gz .> n D (gzJ По предположению x w E D (gz)П D (gz ,) и 
существуют у и у' в У таки е , что у "'. У, и ygz , (w) = gz (xw) "-' 
"'-' gz, (xw) = y'gt• (w) . 

2. Утверждение 2 вытекает из доказательства теоремы 4.2 .9. 
3. Утверждение 3 очевидно . • 
Пример 4.2. 1 3. В автомате А из  примера 4. 1 . 1 состояния zo и 

z 1 совместны , поскольку для всех х из {0, 1 } и всех w из F ( {0, 1 } ) 
выполняется равенство g* (z 1 , xw) = xg* (z0 ,  w) , а знак «-» стоит 
в g* ( z 1 ,  xw ) в точности н а  (2 i ) -x местах , а в g* (zo, w) - на (2i-
1 ) -x ( i =  1 , 2, . . .  ) .  

В то же время состояния z0 и z1 не являются ни L-, ни U-экви­
валентными ,  что сразу видно из р ассмотрения , проведеиного 
в разд. 4. 1 .  

В р азд. 4 .3  будет показано , что вопрос о том ,  можно л и  з а  ко­
нечное число шагов установить, являются ли  два с остоя ния веко­
торого частичного автомата Мили L- либо U-эквивалентными, мо­
жет быть решен простым сведением к соответствующем у  вопросу 
для автоматов Мили (см .  теорему 2.3 .3 ) . 

Ка ким образом может быть решен вопрос о совместн ости со­
стояний (за  конечное число шагов) ,  видно из доказательства сле-
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дующей теоремы. Полученная при этом граница точна ( см.  уп­
ражнение 4.8) . Другие методы содержатся в упр ажнениях 4.9 
и 4 . 1 0. 

Теорема 4.2. 14  (Гинзбург) . Два состояния z и z' частичного 
автомата Мили с n состояниями совместны уже тогда,  когда для 

всех слов w из F (X)  длины, не превыш ающей-1- n (n- 1 ) ,  выпол-
2 

нено : gz (w) ,_,gz, (w) . Таким образом , проблема совместности со­
стояний разрешима. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Будем вести доказательство данной 
теоремы так же, как и теоремы 2.3 .3 .  Вместо отношения k-эквива­
лентности введем отношение k-совместности. Поскольку отноше­
ние совместности не является .отноrш:нием эквивалентности, мы 
можем рассматривать не «классы совместных состояний»,  но толь­
ко лишь множество всех неупорядоченных пар k-совместных со­
стоян ий. Пусть А - частичный автомат Мили и k - неотрица­
тельное целое число. Два состояния z и z'  автомата А будем на -
зывать k-совместными (обозначение:  Z "-' z ' ) , <'СЛИ gz (w) "'g2, (w) 

- k -
для всех слов w из пересечения D (gz) П D (gz , ) таких, что 1 w 1 :::;;; 
:s::;; k.  

Пусть V k - множество всех неупорядоченных пар k-совмест­
ных состояний автом ата А. Тогда Vo является множеством всех 
двухэлементных подмножеств множества Z, так что 1 V о 1 = =f n (n - 1) . 

Из определения вытекает, что Vk+1 sVk при любом k. 
Множество {z 1 ' , z2'} из Vo будем называть последующим дшt 

{z 1 , z2} , если {z 1 ,  z2} =F {z 1 ' , z2 '} и существует х в Х такое, что 
f (z1 , х) = z1 '  при  i =  1 ,  2. 

Промежуточное утверждение 1 . При k� 1 множество Vk+I я в ­
ляется множеством элементов из Vk таких, что их последующие 
множества также принадлежат Vk. 

Д о� к а з:а т е л ь  с:т�в о. :а ) Пусть {z1 , z 2} - пара из V k ' nричем 

'Такая , ' что все ее последующие множества также лежат в V k '  Пусть, 
.... _ k + l  - -далее ,  ·�х - вход ИЗ х и w = xu - слово из х n D (gz , ) n D (gzJ 

Так к ак ... z1"'z2 , выполнено g (z1 , Х) "-' g (z 2 , Х) . Если f (z1 , X) = f (z 2 , x)• 
k 

то, конечно , g* (z 1 , w )  .-. �* (z2, w) . В противном случае по предпо-
ложению f (z 1 ,  х)  .-. f (z2, х ) , так что , в частности, g* (f (z 1 ,  х) , u )  .-. 

k 
.- g* ( f (z2, х) ,  u )  и g* ( z 1 , w) .-. g* (z2, w ) . Итак, пара  {z 1 , z2} при­
надлежит Vk+I ·  

б ) Пусть {z 1 ,  z2} - пара  из Vk+t · Тогда , очевидно, при каж­
дом х из Х таком, что состояния f (z t ,  х) и f (z2 , х) оба определены 
И раЗЛИЧНЫ, пара {f (z 1 , Х) ,  f (z2 ,  Х) } ПринадлеЖИТ Vk. 
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П ромежуточноее утверждение 2. Если при  пекотором k имеем 
Vk = Vн1 ,  то при  всех i также Vн1 = Vk. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Доказательство получается из проме­
жуточного утверждения 1 применением полной индукции по i ,  по­
скольку в этом случае V k+I+J оказывается множеством элементов 
из Vн1 ( = Vk ) таких, что их последующие множества принадле­
жат Vнi ( = Vk ) . 

Промежуточное утверждение 3. Если для всех i из N выпол­
няется равенство Vk = Vk+l ,  то любые два состояния z и z

' из Vk 
совместны .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Если  z и z ' - состояния из Vk ,  то  при  
всех i из N0 имеет место z,_,z'. Отсюда вытекает, что z,_,z

' при 

всех n из N.  
k+ l n 

Поскольку, как следует из промежуточного утверждения 1 , 
имеется цеnочка включений Vo=V1 =V2� . . . , то при  ko= i Vo l ,  оче­
видно, Vko = Vko+ i для всех i из N. Чтобы установить, являются 
ли  два состояния совместными ,  нужно, таким образом,  только 
проверить, лежат ли эти состояния в одном элементе множест­
ва Vko8 

3 а м е ч а н и е .  Понятие совместности состояний без  труда мо­
жет быть перенесено на  состояния различных частичных автома­
тов Мили,  если только оба таких автом ата имеют одинаковые 
м ножества входов и выходов. А именно,  пусть А= (Z , Х, У, f ,  g) 
и А' = (Z' ,  Х, У, f', g' )  - два ч астичных автомата Мили ,  причем 
ZПZ' =0. Состояние z автом ата А совместно с состоянием z' ав­
том ата А' тогда и только тогда,  когда эти состояния оказываются 
совместными ,  если р ассм атривать их как состояния «объединен ­
ного» частичного автомата А" = (ZUZ', Х, У, f", g") такого, что 
i"/ZXX = f, f"/Z'XX = f' ,  g"/ZXX = g  и g"/Z'XX =g' . 

4.3. ДООПРЕДЕЛ ЕНИЕ И СОКРАЩЕНИЕ 

В этом разделе переносятся н а  случай частичных 
автоматов Мили понятия эквивалентности и сокращенности авто­
матов Мили (см .  разд. 2.3 ) , понятия гомоморфизма ,  изоморфизма  
и м иним альности автом атов Мура  (см .  р азд. 3 . 6 )  и соответствую­
щие теоремы.  

U·Р ЕА К Ц И Я ,  U·ГОМОМО Р Ф И З М  

Поскольку понятие реакции уже,  чем понятие U-реакции и по­
ведения,  м ы  ограничимся при рассмотрении частичных автоматов 
Мили  только изучением их U-реакций. Аналогичные результаты 
для реакции (и  поведения ) легко получить с помощью неслож­
ных модификаций приведеиных ниже построений (см .  упражне­
ние 4. 1 1 ) . 

Для входно-выходного поведения частичных автом атов Мили 
оказываются существенны м и  (релевантными) только такие состо­
яния ,  которые по меньшей мере при одной входной последова­
тельности приводят к появлению выхода из м ножества У . 
•• 



Определение 4.3. 1 .  Пусть А - частичный автомат Мили в 
обычных обозн ачениях .  Состояние z автомата А называется ре-

левантным, если в F (Х) существует слово w такое, что gz (w ) ЕУ.  
Множество всех релевантн ых состояний автомата А будем 

обозначать zr. 
Однозначно определенный множеством zr (по лемме 4.2.6) 

подавтомат Ar = (Zr, Х ,  У, f r ,  gr ) автомата А называется реле­
вантным подавтоматом автомата А .  

3 а м е ч  а н и е . Если выполняется включение p r 1 ( gr f) U 
Uprз ( gr f ) =pr l  ( gr g ) , т о  A= Ar. 

При  перенесении  этих понятий н а  случай  автоматов Мили бу­
д е �! учитывать только релевантные состояния и релевантные под­
� втоматы. 

Определение 4.3.2. 1 .  И-реакцией частичного автом ата Мили А 
1 : а 2 ы в а етс я м ножество U-реакций его релевантных состояний .  

2. Два частичных автом ата Мили А и А' называются И-эк и­
ва-zентными (обозначение :  А== А' ) ,  если их U-реакции равны .  

3. Частичный  автомат Мили называется И-сокращенным , се­
ли все его состояния релевантны и попарно не U-эквивалеН1 н ы .  

4 .  Частичный автомат Мили А называется U-мин.имальн.ым, 
есл и не существует U-эквивалентного А частичного автомата Мили 
с меньшим числом состояний .  

3 а м е ч  а н и я . 1 .  Частичный автомат Мили А и его релевант­
ный пода втомат Ar всегда имеют равные U-реакции , т. е .  всегда 
A=Ar. 

2. U-сокращенный (соответственно U-мини мальный)  частичный  
автомат Мили совпадает со  своим релевантным подавтоматом .  

При перенесении на  случай частичных автом атов Мили поняти я 
гомоморфизм а также будем исходить из того, что интерес пред­
ставляет только множество U-реакций релевантных состояний.  

Определение 4.3.3 . Пусть A= (Z, Х, У, f, g) и A'= (Z', Х, У, f' , 
g' )  - частичные автоматы Мили. 

1 .  Отображение h из zr в Z'r называется И-гомоморфизмом из 
А в А',  если для всех z из zr  и всех х из Х выполнены следующие 
условия .  

1 )  Состояние f (z ,  х)  определено тогда и только тогда,  когда 
определено состояние f' (h (z ) , х) . Если определено состояние 
f ( z ,  х ) , то h ( f (z ,  x ) ) =f' (h (z ) , х) . 

2)  Выход g (z ,  х ) определен тогда и только тогда , когда опре­
делен выход g' (h ( z ) , х) . Если определен выход g (z ,  х) , то g (z , 
x ) =g' (h (z ) , х ) . 

Если отображение h является ,  кроме того, сюръективным,  то h 
называется И-эпиморфизмом А на  А' , а А' - И-гомоморфн.ым об­
разом А (обозначение :  А ::.. А' ) . 

2. Инъективный U-эпиморфизм А на  А' называется И-изомор­
физмом А на  А' . Если существует U -изоморфизм А на А', то авто­
маты А и А' называются И-изоморфн.ыми (обозначение :  А � А') .  

3. А называется И-го.мюморфн.о сокращен.н.ым, если каждый 
U -эпиморфизм из А оказывается U-изоморфизмом и A = Ar.  
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3 а м е ч а н и е. Для полностью определенных частичных авто­
м атов Мили понятия U-эпиморфизма  ( U-изоморфизма )  н Z-эпи­
морфизма (Z -изоморфиз ма )  совпадают (см. р азд. 3.6 ) .  

Л емма 4.3.4. 1 .  Если h есть U-изоморфизм А на А',  то h-1 есть 
U -изоморфизм А' на А. 

2. Если А =+ А', то для любого релевантного состояния z авто-
мата А выполняется равенство g: g�(z), так что, в частности , А= ===

А'. 
3. Любой И-минимальный частичный автомат Мили является 

U -гомоморфно сокращенным.  
4 .  Любой И-сокращенный частичный автомат Мили является 

U - минимальным .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Утверждения 1 и 2 вытекают н� посред­

ственно из определений .  
3 .  Пусть А есть И-минимальный, но не U-гомоморфно сокра­

щенный автомат. Тогда должен существовать автомат А' такой, 
что А' f А и А � А'. При этом автомат А' должен иметь меньше 
состояний, чем А, а по утверждению 2 должно выполняться соот­
ношение А = А'.  Это противоречит предположению о И-минималь­
ности автомата А. 

4 .  Пусть А есть И-сокращенный, но не И-минимальный автомат. 
Тогда должен существовать автомат А' с меньшим, чем у А, числом 
состояний,  такой что А= А'. Поэтому по меньшей мере два состоя­
ния автомата А должны иметь равные U-реакции ( совпадающие 
с реакцией одного из состояний автомата А') . Противоречие ! 8 

П РОБЛ ЕМА U-М И Н И М И ЗА Ц И И , ДОО П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е  

Будем р ассматривать следующую проблему. Пусть задан неко­
торый частичный автомат Мили А. Спрашивается : 

1 .  Существует ли  а )  И-сокр ащенный частичный  автомат Милн 
Ar та кой, что Ar= A; б ) U -гомоморфно сокращенный частичный 
автомат Мили Ah такой, что Ah=== A;  в ) U-минимальный частичный 
автомат Мили Am такой,  что Am=== A? 

2 .  Определены ли в случае их существования автом аты Ar , Ah 
и Am однозначно и какие между ними существуют связи? 

3 .  Существует ли алгоритм построения Аг, Ah и Am? 
Ответ на  вопросы 1 , б )  и 1 ,в ) , очевидно ,  положителен.  Действи­

-тельно, множество всех И-эквивалентных автомату А не И-изо­
морфных частичных автоматов Мили с меньшим, чем у А, числом 
состояний конечно (поскольку конечно Z и фиксировано Х) . 

Мы получим ниже положительные ответы на  все вопросы. При 
этом мы ( приблизительно так же,  как в примере 4 . 1 .3) частичному 
автомату Мили А будем однозначным образом сопоставлять пол­
ностью определенный частичный автомат Мили А0 (т. е. просто 
автомат Мили ) , причем так, что будут сохраняться свойства U-со­
кращенности, U-гомоморфной сокращенности или И-минимально­
сти . После этого будут использованы теорема об однозначности 
минимального автомата Мура и равносильность автоматов Мура и 
Мили. 
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Лемма 4.3.5. Для каждого частичного а втом ата Мили А= (Z ,  
Х,  У, f ,  g) существует единственный полностью определенный ча ­
стичный автомат .Мили А0 = (Z0, Х, У, f0, g0) со следующи ми 
свойствам и :  

1 )  Z0= Zr, если zr x XsDr и f (z r, Х) c::Zr ; в противном случае  
Z0=ZrUO, где ОфZ; 

2) g0* (z , w) = g* (z , w) для всех (z , w) из D (g • ) ; 
3) g0 (z , х )  является элементом м ножества У тогда и только 

тогда, когда пара (z ,  х )  принадлежит Dg; 
4) f0* (z ,  w) EZr тогда и только тогда, когда (z , w) E D ( f* ) и 

f* (z ,  w) EZr. 
Автомат А0 называется при этом 0-доопределением автомата А. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Для задания автомата А0 должны быть 

определены лишь функции f0 и g<' : 

fo (z , х) = { f  (z , х) , если (z , х) Е Dr и f (z , х) Е zr, 
О в противном случае; 

g'J ( z , х) = {g (z , х),  если (z , х) Е D (g) , 
- в  противном случа� .  

Легко видеть, что автомат А0 полностью определен, условия 
1 )  -4) выполнены и функции f0 и g0 не могут быть определены 
иначе, если требуется, чтобы автомат А0 был определен полно­
стью . • 

Пример 4.3.6 . На рис .  4. 1 .6 изображен граф изоморфного обра-
за  0-доопределения частичного автомата Мили, гр аф которого 
приведен на рис. 4 . 1 .5 (нужно только заменить z3 на О и f и n 
на -) . 

Следствие 4.3.7.  1 .  Каждый частичный автомат Мили U-изо-
морфен своему 0-доопределению. 

2 .  Пусть А и В - частичные автоматы Мили и А0 и В0 - их 
0-доопределения.  В этом случае :  

1 )  А �  В тогда и только тогда , когда А0 � во; 
2)  А �  В тогда и только тогда,  когда А0 � во; 
3 )  А= В тогда и только тогда , когда АО=: ВО; 
4 )  автомат А является U -сокращенным тогда и только тогда, 

когда таковым является автомат А0• 
Лемма 4.3.8. Если А - частичный автом ат Мили, (A0) m (опре­

деленный однозначно с точностью до Z-изоморфизма )  - эквива­
лентный автом ату А0 минимальный автомат Мили и Am - некото­
рый U-минимальный U-эквивалентный автомату А частичный 
автомат Мили, то для 0-доопределения автомата Am справедливо 
соотношение (Am ) O �  (A0) m . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Из п . 3  следствия 4.3 .7 вытекают соот­
ношения (A0) m== A0= (Am) 0• Поэтому из теоремы об однозн ачно­
сти м инимального автомата (теорема 3 .6.4 ) следует существова­
ние Z-гомоморфизма  h (Am) 0 на  (A0) m. Пусть Zm - множество 
состояний автомата Am, В-определенный множеством ! 1  (Zm) под­
автом ат автомата (A0) m. Тогда (A0) m � B0 и Am :::. В, так что  Аш а: В. 
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Из-за И-минимальности автом ата Am отсюда вытекает, что Am� 
� в .  Из п . 2 )  следствия 4 .7 .3  теперь получаем (ЛО) m� В0� (Am ) 0 . 8 

Р Е Ш Е Н И Е  П РО БЛ ЕМ Ы  l:- М И Н И М И ЗА Ц И И  

Теперь м ы  можем получить ответы на  поставленные выше воп ­
росы. 

Теорема 4.3 .9 ( теорема об U-сокращении ) .  Для каждого час­
тичного автомата Мили А существует единственный с точнос1 ью 
до И -изоморфизм а И-эквив алентный И-минимальный частич ; ·ы fi  
автом ат Мили Am .  Этот автомат является О -сокр ащенным и U -го­
моморфно сокр ащенным .  

Каждый И-эквивалентный автом ату А частичный аь1 омат Ми­
л и ,  являющийся И-сокращенным или U -гомоморфно сокращенн ым ,  
оказывается и И-миним альным.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Уже отмечал ось, что для частичv.ого 
автом ата Мили А всегда существует И-эквивалентный автома ту А 
И-миним альный частичный автом ат Мили Am . По лемме  4 .3 .8  
(Am) 0� (A0) m,  так что по теореме 3 .6 .4 (Am ) 0 с точностью до 
И -изоморфизм а определен однозн ачно.  Отсюда (см . п .  2 следствия 
4 .3 .7 ) вытекает, что и Am определен с точностью до И-изоморфизма 
единственным образом.  Из  п .3  леммы 4 .3 .4 получаем,  что Am яв­
ляется также U -гомоморфно сокращенным .  Поскольку по теореме 
3 .6 .4 автом ат (ЛО) m ,  а потому и U-изоморфный ему автомат (Am ) 0 
является И-сокр ащенным , то Am в силу п .  4 следствия 4 .7 .3 тоже 
И-сокр ащенный автом ат. 

Пусть, далее , В есть И -сокр ащенный ( или lJ-гомоморфно со­
кращенный ) И-эквивалентный автомату А частичный автомат Ми­
ли .  Тогда из п .  4 ) [ или  1 ) ]  следствия 4 .3 .7  получаем , что автом ат 
В0 == А0 является U-сокращещш м (U-гомоморфно сокращенным ) . 
По теореме 3.6 .4 и н а  основе вышесказанного B0� (A0) m� (Am ) u  
и потому из п .  2 следствия 4 .7 . 3  вытекает, что в � Аm . 8 

Следствие 4.3 . 1 0. Пусть А - частичный автомат Мили, Am ­
соответствующий И-минимальный автомат и В-И-эквив алентный 
автом ату А частичный автомат Мили .  Тогда существует U-эпи­
морфизм В н а  Am . 

Для доказательства следует заметить, что И-м иним альный 
U-гомоморфный образ  автом ата В изоморфен Am, а суперпозицич 
U-эпиморфизма  и И-изоморфизм а является U-эпиморфизмом. 

Следствие 4.3 . 1 1 . Следующий набор инструкций определяет 
алгоритм для н ахождения И-миним ального автом ата,  соответству­
ющего автомату А (для любого частичного автом ата Мили А) .  

1 .  Найти релевантные состояния автом ата А. 
2 .  Построить 0-доопределение А0 автом ата А .  
3 .  Построить сокращенный автом ат Мили (A0) m из А0 ,  исполь­

зуя доказательство теоремы о сокр ащении  ( теорем а 2 .3 .6 ) . 
4 .  Построить определенный м ножеством состояний Zm автом а ­

та Am подавтом ат автом ата (Am) 0� (А0 )  m · Этот автомат - иско­
м ы й .  
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4 4 ПОКРЫТИ Е  И М И Н ИМ ИЗАЦИ51 

Как показывает пример 4 . 1 . 1 ,  когда ставится зада­
ча нuиска частичного автом ата Мили с н аименьшим возможным 
числом состояний ,  решающего определенную задачу, построение 
U-минимального частичного автомата Мили может оказаться н едо­
статоч н ы м .  Действительно, ч астичный автомат Мили А ( см .  рис .  
4 . 1 . 1 )  является U -минимальным ,  а автомат А' ( см .  р ис .  4 . 1 .2 ) имеет 
меньше состояний , чем А, и потому не U-эквивалентен А. В при­
мере 4 . 1 . 1  было, далее, показано, что не существует частичного 
автомата Мили, решающего рассмотренную в этом примере задачу 
и обладающего меньшим , чем автомат А', числом состояний .  

Ниже будет исследован вопрос о том , как могут быть охарак­
теризованы  подобного рода минимальные автоматы, «решающие 
ту же задачу» , при каких условиях они существуют, однозначно 
ли они определены, как они могут быть построены и так далее . 

П О Н .Я Т И Е П О К Р Ы Т И .Я ,  П Р О БЛ ЕМА М И Н И М И ЗА Ц И И 

Для последующих р ассуждений полезно отсутствие некоторого 
последующего состояния или выхода в описании конкретного ав­
томата интерпретировать как «пропуск» соответствующих входов, 
поскольку они  несущественны для задания способа функциониро­
вания данного автом ата .  Будем ,  кроме того, считать, что вместо 
отсутствующих состояний или выходов могут использоваться 
только имеющиеся в исходном описании состояния или выходы . 

Рассматривая вопрос о соотношении между автоматами А и А' 
из примера 4 . 1 . 1 ,  ветрудно з&метить, что для каждого состояния 
z i  автом ата А су ществует I!'J меньшей мере одно совместное с ним 
состояние z{ автомата А', поведение которого определено всюду, 
где определено поведение состояния Z j . Так, например, состояния 
z o  и z 1  совместны с состоянием zo' (см. также пример 4.2 . 1 3 ) . 

Сказанное оправдывает введение следующего определения. 
Оп редел ение 4.4 . 1 .  Пусть А= (Z ,  Х, У, f ,  g) и A'= (Z', Х, У, f', 

g' )  - частичные автоматы Мили .  
1 . Состояние z ' автомата А' пок:рывает состояние z автомата А 

(обозначение :  z' � z ) , если состояния z
' и z совместны (ер .  з аме-

• . а н ие в конце разд. 4 .2 )  и Гi (g ) С D(g� , J ·  
2 Автомат  Л '  пок:рывает автомат А (обозначение :  А' �А) , если 

дJI Я каждого состояния z автом ата А существует покрывающее его 
состояние  z' автомата А' . 

3. Автом ат А' н азывается минимальным для А, если А' �А и 
Jiюбой покрывающий автомат А частичный автомат А" имеет не 
меньше состояний , чем А'. 

4 .  Автом ат А' н азывается доопределен и еJvL автом ата А, если он 
явJiяется автом атом Мили, Z=Z', gr f = gr f' и gr g=gr g' . 

Итак ,  в примере 4 . 1 . 1  а втом ат А' явJiяется м иним альным для 
автом ата А .  

Разрешимость вопроса о том ,  покрывает ли одно состояние 
другое, требуется доказать в упражнении 4 . 1 2 .  
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Отметим, что покрывающий автомат А частичный автомат Ми­
ли «в большей степени ,  чем А» реаг�j:рует на  входы, т. е. пораж­
дает выходы, отличные от выходов автомата А (вообще говоря ) , 
в то время как И-эквивалентный частичный автомат Мили обла­
дает в точности такой же реакцией, как и А. 

Следствие 4.4.2. Пусть А и А' полностью определенные частич­
ные автоматы Мили .  Тогда автом ат А покрывает А' в том и толь­
ко в том случае, когда А и А' эквивалентны .  

Соответствующая проблеме минимиз ации числа состояний d B ·  
том атов Мили ( или  Мура )  проблема для частичных автом атов 
Мили ( н азываемая просто проблемой мини.мизации) формулиру­
ется следующим образом . 

1 .  Существует ли  для каждого частичного автомата Мили ми ­
нимальный?  

2 .  Является ли м иним альный автом ат ( если он существует) 
единственным ? 

3 .  Если вопрос 2 и меет отрицательный ответ, то как можно 
описать м ножество всех автоматов, миыим альных для некоторого 
частичного автомата Мили ( аналогично тому, как это было сде­
лано в случае полностью определенных автом атов при помощи 
понятий гомоморфизм а и изоморфизм а ) ? 

4 .  Существует ли  алгоритм построения всех миним альных для 
некоторго частичного автом ата Мили автом атов? 

Следствие 4 .4 .3 .  Если существует частичный автомат Мили А', 
минимальный для автомата А, то существует и полностью опреде­
ленный частичный  автомат Мили, минималыrый для А. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если, скажем , в А' не  определено состоя­
ние f ' ( z

'
, х ) и состояние z

' покрывает состояние z автомата А, то 
не определено и f (z ,  х ) . Поэтому и любое доопределение автомата 
А' будет покрывать автом ат А. Поскольку такое доопределение 
имеет столько же состояний ,  сколько их у автомата А', то оно рав­
ным образом будет автом атом ,  м иним альным для А. • 

3 а м е ч а н и е. При ответе н а  первый вопрос проблемы мини­
м изации достаточно, таким образом, ограничиться рассмотрением 
только полностью определенных автом атов.  

В противоположность результатам ,  полученным в р азд. 4 .3  и 
для полностью определенных автоматов, верна  следующая теорема .  

Теорема 4.4.4.  Существуют частичные автоматы Мили А ,  кото­
рые обладают м ногими не И-эквивалентными минимальными авто­
м а тами, имеющими м еньше состояний, чем соответствующие И-ми­
ним альные  автоматы.  Эти минимальные автом аты не могут быть 
найдены путем доопределения А и последующего сокр ащения на 
основе теорем ы о сокращении. 

В качестве доказательства р ассмотрим следующий пример .  
П ример 4 .4 .5 .  Пусть частичные автоматы Мили А, А' и А" 

определены таблицами, приведеиным и на  рис .  4.4 . 1 .  
Автомат А является И-сокращенным,  а п о  теореме о б  И-сокра­

щении - и И-минимальным . Каждое доопредеJiение этого автом а­
та (выходы О или 1 при входе 1 в состоянии z2 ) оказывается 
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сокращенным автоматом . Имеют место соотношения A';;;:t:A и А" ";::;::; 
�А. Автоматы А' и А" не эквивалентны .  Теорема тем самым ;;;_ 
казана. 

О rметим, что состояния Z 1  и z2, а также z2 и z3 совместны,  но 
состояния z1 и z3 - нет. 8 

Простым , но требующим большого перебора способом построе­
ния минимального автомата для данного частичного автомата 
Мили является так называемый метод расщепления состояний. 
Объясним его на примере автомата А из последнего доказатель-

д z 1 z z z 3  А '  z '  � '  
1 � 2  А "  z " z "  1 2 

о z /O z /O z /0 о z ' /о z ' / o  1 1 о z "/O z 2/0  1 
1 z 3/o z zf - z , 1 1 1 z �/o z 1 / 1 1 z "/o z 'j/ ' z 1 

Рис. 4.4.1. Частичный автомат Мили с двумя различными U-эквивалентными 
минимальными автоматами 

ства .  Идея метода состоит в замене состояния z2 двумя состояния­
ми z2' и z2",  различающимвся выходами при входе 1 ,  причем ка:ж� 
дое из них эквивалентно одному из двух оставшихся состояний. 
При этом должна быть обеспечена возможность перехода из со­
стояния z{ в состояние z2" и из z.J' в z2' ; для этого есть много 
возможностей. 

Пусть в результате применения метода получены автом аты 
Мили А' и А", описанные таблицами,  приведеиными на р ис .  4.4 .2 .  
Производя сокр ащение этих автоматов в духе теоремы о сокра ­
щении (теорема 2 .3 .5) ,  получаем из А' автомат А' и из А" - авто­
мат А" (из примера 4 .4 .5) . 

д '  z , z '  z "  1 z 3  2 2 д "  z 1 z '  z " z 3  2 2. 

о z , lo z �/ О z 2_/ 0 z 2_/ 0 о z 1 /o z i / O z 2/ 0  z � / 0  

1 z 3/o z 2;o z 2 1 1  z 1 / 1 1 z 3 /o Z z/0 z i/1 z 1 / 1 

Рис. 4.4.2. Доопределения автомата А, полученные расщеплением состояний 

3 а м е ч а н  и е .  Теорем а  4 .4.4 и пример 4.4.5 показывают, что 
проблем а м инимизации для частичных автом атов Мили сущест� 
венно с.'lожнее, чем аналогичная  проблема для по.Jiностью опреде­
ленных автом атов Мили .  

Об щее предположение.  С настоящего момента будет считаться� 
что у всех рассм атриваем ых частичных автом атов Мили все со­
сто я н и я  релевантны . 
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Данное предположение не является по сути ограничением , так 
как  не  релев антные состояния ничего не вносят во входно-выход­
ное поведение рассматриваемых автоматов .  

Теперь будем в основном рассматривать третий из поставлен­
ных выше четырех вопросов . Будут получены и ответы на вопро­
сы первый и третий ,  хотя первый вопрос будет подробнее изучать­
ся в разд. 4 .5 .  Ответ на второй вопрос уже получен . 

П Р ЕО Б РАЗ О В А Н И Я  И П О К Р ЫТ И Я  

Очень полезным яв.пяется следующее обобщение понятия го­
моморфизма . 

Определение 4.4.6. Пусть А = (Z ,  Х, У, f, g) и A'= (Z' ,  Х, У, f', 
g') - частичные автоматы Мили .  Назовем t преобразование.м из 
А в А', если t - соответствие ( т. е .  многозначное отображение) из 
Z в Z' со следующими свойствами :  

1 )  при каждом z из Z, каждом z '  из  t ( z )  и каждом х из Х 
значение g' ( z', х )  определено, если определено g (z , х) ; 

2)  для всех (z ,  х ) из Dg и всех z ' из t (z )  выполняется равен­
ство g (z ,  х )  =g' ( z' ,  х ) ; 

3) для каждой пары (z ,  х )  из D t  выполнено условие : t ( z )  =#= .0' ,  
для каждого z' из t ( z )  пара  (z ', х ) принадлежит Df l  и выполня­
ется включение t ( f (z ,  x ) => f' ( t (z ) ,  х ) . 

Преобразование t называется однозначным, если при любом z 
из Z выполнено 1 t ( z )  1 = 1 .  

3 а м е ч  а н и е .  Если h является U -эпиморфизмом А на  А', то 
h - однозначное преобразование из А в А', а h-1 - преобразова­
ние из А' в А. 

Теорема 4.4.7 ( теорема Мюнтеферинrа о преобразованиях ) .  
Частичный автомат Мили А'  покрывает частичный автомат Мили 
А тогда и только тогда , когда существует преобразование t из А 
в А'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1 .  Пусть t - преобразование из А в А'.  
Полной индукцией по длине слова w из п .З  ) определения 4.4 .6 
немедленно получаем,  что f '* ( t ( z ) , w) =t ( f * ( z ,  w) ) для всех пар 
(z ,  w )  из Df*.  

Отсюда вытекает, что для каждого состояния z автомата А и 
каждого z' из t ( z )  выполнено соотношение z'�z.  Действительно, 
используя п . 1 )  определения 4 .4 .6 , получаем ,  что o rfz ) c D (�, ) .  
а из п .  2 ) определения 4.4.6, испо.'lьзуя полную индукцию п о  длине 
входного слова ,  н аходим g'* ( z', v)  "' g* ( z, v) для всех слов v из 

. ( Dgz * ) ,  это означает совместимость состояний z и z ' . 
2 .  Пусть А' покрывает А. Определим преобразование t мз А 

в А', сопоставив каждому состоянию z автомата А множество всех 
покрывающих его состояний автомата А': t ( z ) ={z'EZ' I z'�z} .  

Свойства 1 )  и 2 )  определения 4 .4 .6 оказываются при этом оче­
видным образом выполненными .  

Пусть теперь (z ,  x ) E D t  и z t 'Ef' ( t ( z) ,  х ) .  Тогда в t ( z )  сущест-
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вует состояние z2' такое, что z покрывается состоянием z 1 '  =f' ( z2', 
-, -.. ' 

х) . Из п . l  следствия 4.2 . 1 2  и того факта , что из D (gz ) C D ( gz;) 

немедленно вытекает D (gr ( z , х ) С D {g:;) . получаем z 1 ';;;:::= f ( z ,  х ) .  

Итак, z 1 '  принадлежит t ( f  ( z, х ) ) .  
Чтобы показатель справедливость свойства 3 )  определения 

4.4 .6, нужно еще доказать, что в t (z ) , существует z', для которого 
определено состояние f' (z', х ) . 

По предположению в t ( z )  существует z' такое, что z';;;:::= z .  По­
скольку по общему предположению состояние f ( z ,  х )  релевантно, 
то в F (Х) существует слово w, для которого определено значение 
� (xw) . Но тогда определено и значениеg; , (х ,  w) = 7J1 (g1* ( z ,  xw))= 
= 7J1 (g' ·* (f ' ( z ' , х) , w)) (см . п . 1 в 4.4 . 1 ) , и потому должно быть 
определено f' (z' ,  х ) . • 

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Определенное в п. 2 доказательства преоб­
разование из А в А' будем называть каноническим преобразова­
ниелt .  

2. Читателю рекомендуется выполнить упражнение 4 . 1 3 . 
Сл едствие 4.4.8. Для каждого частичного автомата Мили су­

ществует минимальный, который может быть построен эффективно. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если задан частичный автомат Мили, то 

по следствию 4.4 .3 нужно лишь проверить, существует ли для не­
которого полностью определенного частичного автомата Мили А 

. .  числом состояний не большим , чем у А, иреобразование t из А 
.; А'. Поскольку (при постоянном А) число подлежащих проверке 
автом атов А' и соответствий конечно, а при данном соответствии t 
из Z в множество состояний провернемого автомата вопрос о том , 
>шляется ли это соответствие преобразованием, может быть решен 
за конечное число шагов , то таким образом з а  конечное число ша ­
гов будет найден автомат,  минимальный для А. (Данный метод, 
конечно, крайне трудоемок ! )  • 

ОД Н О З Н А Ч Н О СТЬ П Р ЕО БРАЗО ВА Н И й 

Возникает вопрос : действительно ли нельзя избежать исполь ­
зов а н ия соответствий, т .  е .  нет ли  возможности строить хотя бы 
один минимальный автомат для данного частичного автомата Ми­
л и  как образ при некотором отображении со свойствами  гомомор­
физма ,  используя однозначное преобразование? Мы сейчас пока ­
жем , что это возможно только при выполнении некоторых опре ­
де.Тi енных условий. 

П ример 4.4 .9 .  Пусть частичные автоматы Мили А и А' заданы  
таблицами, приведеиными на  рис .  4 .4 .3 .  

Нетрудно проверить, что А' является минимальным для А, что 
каждый минимальный для А автомат изоморфен а втом ату А' и 
что в то же время не существует однозначного преобразования из 
л в А'. 

1 4 1  



То, что частичный автомат Мили с одним состоянием не может 
покрывать автомат А, становится ясным при рассмотрении входа 
1 для А, находящегося в состояниях z2 и z3• Поскольку сnответст­
вие t, определяемое р авенствами t (z 1 ) ={z1 ', z2'}, t (z�)  ={z! '} и 
t (zз) ={z2'}, является преобразованием из А в А', то из теоремы 
о преобразованиях вытекает, что А' покрывает А. Итак, А' явля­
ется миним альным для А и каждый миним альный для А автомат 
должен иметь два состояния .  

А z 1 z z z 3  А '  Z r 1 z ' z 

о z 3 / D z 1 / 0 z , ; о о z � / 0  z ' / 0 2 

1 z 1 -2 z , I O z , f t 1 z ' / o 1 z 1 / 1 1 
Рис. 4.4.3. Частичный автомат Мили с однозначно определенным минимальным 

автоматом 

Предположим , что существует м инимальный для А автомат А" 
такой,  что существует и однозначное преобразование t' из А в А". 
Так как g" (t' ( zз ) , 1 ) =g (z3, 1 )  = 1 и g" (t' (z2) , 1 ) =g (z2, 1 )  =0, то 
должно быть t' (z2) ::;6t' (z3) . Кроме того, тогда f" (t' (z 1 ) , 0 ) = 
=t' ( f  ( z 1 , О) ) =t' (zз) . 

Если бы было выполнено р авенство t' ( z 1 ) = t' (z2) (А" имеет 
ровно два состояния ! ) , то тогда бы м ы  имели t' (z3) =f" (t' (z 1 ) , О) = 
=f" (t' (z2) , О) =t' (f (z2, О ) ) =t' (z 1 ) , откуда бы следовало противо­
речие t' (z3) =t' (z2) . Если бы выполнялось равенство t' (z3) =t' (z 1 ) ,  
то возникало б ы  противоречие t' (z2) = t' ( f * (z3, 1 1 ) ) = f"* (t' (z3) , 
1 l ) = f"* (t' (z i ) , 1 1 ) = t' ( f * (z l , 1 1 ) ) = t' (z l ) . 

Пусть А" - автомат, м инимальный для А, и t' - построенное 
в доказательстве теоремы 4.4.7 преобразование из А в А" . По­
скольку два состояния автом ата А" должны пораждать при входе 
1 два р азличных выхода, то должно быть t' (z2) =#=Z"=#=t' (zз) . Так 
как преобразование t' не может быть однозначным, должно вы­
полняться t' ( z 1 )  =Z". Итак, с точностью до обозначений t' равно 
описанному выше преобразованию t из А в А', откуда вытекает 
изоморфность А' и А". 

Теорема 4.4 . 1 0  (теорема об однозначности преобразований ) .  
1 .  Пусть А - частичный автом ат Мили и А' - автомат, м иним аль­
ный для А. Пусть также существует однозначное преобразование 
из А в А'. Тогда существует доопределение А+ автомата А такое, 
что (с точностью до изоморфизма)  однозначно определенный авто­
м атом А+ эквивалентный ему сокращенный автом ат Мили являет­
ся миним альным для А;  этот автомат совпадает с доопределеннем 
автом ата А'. 

2 .  Если частичный автом ат Мили А обладает доопределеннем 
А+ таким , что эквивалентный А+ сокращенный автомат Мили А' 
оказывается м иним альным для А, то существует однозначное пре­
образование из А в А'. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. l. Пусть t - однозначное преобразование 
из А в А' и А 1 ' - некоторое Произвольное доопределение автомата 
А'. Тогда t является также и однозначным преобразованием из А 
в А1' . .lоскольку А1 ' минимален, то по  теореме 4 .4 .7 всегда 
t-1 ( f{ ( t (z) , х ) ) ::Р$0. Определим теперь доопределение A+= (Z, Х, 
У, f+, g+) автомата А следующим образом : 

.. 

f f (z , х) , если (z ,  х)Е D1 , 
f+ (z , х) = ·lпрыtзвольному z1 такому , 

в противном случае , 
что 

g+ (z ,  x ) =gl' ( t (z ) , х) для всех z из Z и всех х из Х.  
При этом t оказывается гомоморфизмом из А+ на  А{. Итак, 

А1' эквивалентен А+. Далее, автомат А 1 ' является минимальным 
для А и сокращенным ( как автомат Мили ) . 

2 .  Из теоремы об однозначности минимального автомата ( тео­
рема 3.6.4 ) вытекает, что А' - гамаморфный образ автомата А+. 
Соответствующий гомоморфизм является, очевидно, однозначным 
преобразованием из А в Ar, так как А+ - доопределение автома ­
т а  А. 8 

3 а м е ч  а н и е. Читателю рекомендуется р ассмотреть упражне­
ние 4 . 14 .  

Следствие 4.4. 1 1 .  Пусть функция переходов ч астичного автома ­
та Мили А определена всюду и А' - автомат, минимальный для А.  
Тогда следующие два условия эквивалентны :  1 ) существует одно­
значное преобразование из А в А' ; 2 ) существует доопределение 
А+ автомата А такое, что эквивалентный автом ату А+ сокр ащенный 
автомат Мили оказывается минимал�;>ным для А.  

3 а м е ч  а н и я .  1 . Частичный автомат Мили А из примера 4 .4 .5  
обладает всюду определенной функцией переходов ,  но для него не 
выполнено условие 2) следствия.  

2 .  Из замечания к определению 4 .4 .6  и следствия 4 .3 . 1 0 выте­
кает, что условие 1 ) данного следствия выполнено, если автом ат, 
И-минимальный для А, оказывается м инимальным для А (см. так­
же упражнение 4 . 1 5 ) . 

3 .  Предположение о функции переходов в следствии 4.4 . 1 1  не­
обходимо ( см .  упражнение 4 . 1 6 ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о с л е д с т в и я .  Используя предыдущие 
теоремы, следует лишь показать, что из 2) вытекает 1 ) . 

Пусть выполнено условие 2 ) . По теореме о преобразованиях 
(теорема 4 .4.7 ) существует преобразование t из А в А'. Автомат 
А' можно доопределить до автомата А{, полагая g1 ' ( z' , х ) = 
= g+ (z , х) , - для всех z из Z и всех z' из t (z ) . Этого достаточно, 
так как А и А+ имеют одно и то же множество состояний и так 
к а к  по предположению функции переходов автом атов А' и А всю­
ду определены. 

Из сказанного вытекает, что t является преобразованием из А+ 
в А1' .  Если бы t не было однозначным,  то имелись бы состояния 
z в Z и z{ и z2' в t ( z )  такие ,  что z 1 '=Pz2' и z ; '�z  при i = 1 ,  2 (это 
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вытекает  из доказательства теоремы о преобразованиях) . Посколь­
ку автом аты А+ и А1 '  определены полностью, то в этом случае 
состояние  z было бы эквивалентно и z /, и z2' ( см .  п . l  определе­
ния 4 .4 . 1 ) .  Но тогда состояния z ! '  и z2' были бы эквивалентны 
между собой, что противоречит сокращенности автом ата А!' . •  

Н Е И З Б ЫТОТО Ч Н О СТ Ь  П О К Р ЫТ И й 

У миним ального полностью определенного частичного автом ата 
Мили не может быть, как следует из теоремы об однозначности 
минимального автомата , двух р азличных состояний с одинаковы­
ми реакциями .  Обобщим это свойство. 

Определ ение 4.4. 1 2  Пусть А и А' - два частичных автомата 
Мили . А' называется неизбыточны.м. покрытием. для А, если А' ;;:;А 
и не существует двух р азличных состояний z '  и z"  у автом ата А', 
для которых выполнено условие :  z' покрывает каждое состояние 
автом ата А, покрываемое состоянием z". 

Теорема 4.4 . 1 3 . Пусть А - частичный автомат Мили.  Каждый 
минимальный для А автомат является неиабыточным покрытием 
для А, но не каждый автомат, являющийся неиабыточным покры­
тием для А, оказывается минимальным для А. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 .  Пусть А - частичный автомат Мили 
из примера  4 .4 .5.  В этом случае каждое доопределение автом ата А 
является неиабыточным покрытием для А, так как каждое такое 
доопределение представляет собой сокращенный автомат .  Ни одно 
доопределение, однако, не является автоматом , минимальным 
для А. 

2 .  Пусть А' - автомат, минимальный для А. Предположим ,  что 
А' - избыточное покрытие для А, т. е .  что существуют состояния 
z' и z" автомата А' такие, что z'=l=z" и z';;:;z для всех состояний z 
автом ата  А таких,  что z";;:;z. 

В таком случае м ы  можем определить новый частичный авто-
м ат Мили А', отбрасывая состояние z": 

А1 '= (Z ! '=Z'-z", Х, У, f !' , g1' ) , fl ' (z , х) -- ( f ' (z , х),  ecлli f ' ( z .  '{ )=;i= z" } ( ) D для всех z , х из 1 ' ;  1 z ' в псотивном случае 
g1

' 
= g' /Z !'XX. 
Если м ы  покажем, что А1 ';;:;А, то теорема будет доказана , так 

как А1' имеет меньше состояний ,  чем А, что противоречит пред­
положению о м иним альности последнего. 

Чтобы доказ ать, что А1 ' ;;:; А, достаточно , используя теорему 
о преобразованиях , задать преобразование t' из А в А!'. 

Пусть t - каноническое преобразование из А в А'. Определим 
t' следующим образом : 

t ' (z) = { t (z ) - z" ,  если z" Ь: t (z ) ,  t (z) 13 П DОТИВНОМ случае . 

По предположен ию если z"Et (z ) , то z'Et (z ) . 
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Очевидно , что t' у довJiетворяет условиям 1 ) и 2 )  определе ­
ния 4 .4 .6. Чтобы проверить выполнение условия 3) , п редположим ,  
что ( z , х ) - пара и з  D 1 .  И з  сказанного вытекает, что t '  ( z )  =1=0 и 
что ( z t ,  x ) E D ( f 1 ' )  для всех Z t  из t' ( z ) . Если, далее, z"E t ( f (z ,  х ) ) , 
то и z'E t ( f ( z , х ) . 

Положим 

R = J {z ' } , с сл . t  z"  F f' ( t ( z ) ,  х ; ,  
\ 0 в противнrм случ а е .  

Тогда при  всех ( z , х )  и з  Dr имеем t ' ( f ( z , x ) ) = t ( f ( z , x ) ) -z"=> 
�2 ( f' ( t ( z ) ,x ) -z" ) UR=f 1 ' ( t' ( z ) , х ) , т. е .  условие 3 ) выполнено . • 

4 5. АЛ ГЕБРАИЧЕСКА/1 ПОСТАНОВКА П РОБЛ ЕМЫ 
МИ Н ИМИЗАЦИИ 

Приведенный в доказательстве следствия 4.4 .8 ме ­
тод минимизации с практической точки зрения бесполезен .  Про ­
блема поиска пригодного для практичес\{ого применения , т .  е .  
просто реализуемого и быстrо выполнимого, метода до настояще­
го времени не имеет удовлетворительного решения. Ниже пробле­
ма минимизации будет сведена к алгебраической задаче и для ее 
решения будет приведен метод, который допускает п ростое описа ­
ние. Однако он в качестве существенной составной ч асти включает 
в себя процедуру поиска переборного характера , так что пр акти­
чески применим только для а втом атов со сраli!нительно небольшим 
числом состояний .  

Основной идеей ,  лежащей в основе приведеиных ниже построе­
ний, является обобщение метода сокращения для полностью опре­
деленных автоматов Мили .  В этом методе (см .  теорему 2 .3 .6 )  со ­
кращенный автом ат Мили формировался н а  основе систем ы под· 
множеств множества состояний исходного автом ата  ( системы клас­
сов эквивалентных состояний ) . В случае  частичных а втом атов 
Мили аналогичную роль играют классы совместных состояний . 

Р Е Ш ЕТКА С И СТЕМ М Н О Ж ЕСТВ 

Для дальнейшего нам  понадобятся новые понятия . 
Определ ение 4.5. 1 .  Пусть S - конечное множество .  
1 .  Множество M = {Tt ,  Т2 , . • . , Tn}  непустых подмножеств Т1 

(называемых блока.11tu)  м ножества S н азывается системой .llll :o­
жecтв над S ,  если выполнены условия : 

1 )  S=T1UT2U . . .  UTn (т .  е. М является покрытие.м м ножества S ) ; 
2) из  T1cTj вытекает, что i = j  для всех i и j из { 1 ,  . . . , n }  . 
...К (S )  обозначает ( конечное) множество всех систем м нтке:тв 

над S .  
2 .  Пусть U - некоторое м ножество подмножеств множества S . 

Тогда под U· будем поним ать систему м ножеств , которая воз чи ­
кает при  удалении и з  U всех подмножеств , содержащихся в дру­
гих подмножествах из U ,  и при присоединении  к U блоков {s1 .  где 
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s пробегает разность между S и объединением всех подмножеств 
из u. 

3. Если М и L - системы м ножеств над S, то : 
1 )  M::::;;;; L означает, что каждый блок из М содержится в неко-

тором блоке из L. 
2)  M+L= (MUL) o ,  
M · L ={TПT' I TEM, T'E L} o . 
3 а м е ч а н и я . 1 . Каждое р азбиение м ножества S, т. е . каждое 

nокрытие множества S дизъюнктными м ножествами, - это систе­
ма множеств н ад S. В частности, множество классов эквивалент­
ности при  произвольнам отношении эквивалентности на S являет­
ся системой м ножеств н ад S .  

2 .  По определению 4.5. 1 ,  п . 2  каждое множество Т множест­
ва S определяет систему м ножеств над S ,  которая кратко будет 
обозначаться Т о: Т о ={Т} о ={T}U{{s} 1 sE S-Т} при T:;f:.eJ и 0 о= 
={{s} 1 SES}. 

Очевидно, что для подмножеств Т1 и Т2 множества S соотноше­
ние  Т1 о ::::;;;; Т2 о выполняется тогда и только тогда , когда T 1 sT2 . 

3 .  Отношение �< » является частичным порядком (рефлек­
сивным , антисимметричным и транзитивным отношением ) на 
Jt ( S ) . М+ L - это наименьшая (относительно :::::;;;; ) система мно­
жеств, которая  больше и М и L ;  М ·  L - это н аибольшая система  
мы:ожеств , которая меньше и М и L.  Таким образом, ..К ( S )  с от­
ношением :::::;;;; и операциями + и · является решеткой, а для :::::;;;; , 
+ и · справедливы законы, выполняющиеся, например, в решетке 
всех подмножеств векоторого множества с отношением = и опе­
рациями u и n. 

КЛА С С Ы  С О В М Е С Т Н Ы Х  СОСТОЯ Н И И  

Для нашей з адачи в ажную роль играют две системы м ножеств. 
Определение 4о5.2о  Пусть А - частичный автомат Мили в обыч­

ных обозначениях . 
1 . Подмножество Т м ножества Z называется классом совмест­

яых состояний, если любые два состояния из Т совместны.  Класс 
совместных состояний автомата А называется .максимал ьным, ес­
ли он не  содержится ни в каком другом таком классе . 

Символом V л будем обозначать множество всех, по меньшей 
мере двухэлементных, кл ассов совместных состояний автомата А. 

Символом Мл будем обозн ачать м ножество всех максимальных 
классов совместных состояний автомата А. 

2 .  Пусть А' - неизбыточное покрытие для А и t - канониче­
·Ское преобразование из  А в А', тогда 

Sл (А')  ={t-1 (z ' )  1 z' EZ'} . 
3 а м е ч а н и е .  При предположениях из п .2  определения 4 .5 .2  

выполняется равенство t-1 ( z') ={zEZ 1 z::::;;;; z'} и любые два состоя­
ния из t-1 ( z' )  совместны .  

Следствие 4 .5.3.  Пусть А' - неизбыточное покрытие для А. 
Тогда:  
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1 .  Если автомат А определен полностью, то Мл=Sл (А') = 
={ [z] 1 zEZ}, где [z] - множество всех состояний автом ата А, 
эквивалентных состоянию z .  

2. Мл является системой множеств над м ножеством состояний 
автомата А, причем Мл= (Vл) · . 

3. Sл (А') является системой множеств над множеством состоя­
ний автомата А, причем Sл (А' ) �Мл. 

3 а м е ч а н и е. Как Мл, так и Sл (А') могут состоять из блоков 
с непустыми пересечениям и, в отличие от случая полностью опре­
деленных автоматов Мили. 

2/О 

3 

3/1 4 

2/1 Z/1 о/о 

1 /1 2/0 

ojo 1 /1 

0/0 3/1 

А '  

о 

1 

2 

3 

1 '  2 '  3 '  

3 ' /о 3 ' /о 2 ' /о 
2 1 / 1 3 ' / 1 3 ' /о 
3 ' / 1 1 ' / 1  1 ' /о 
1 ' / 1  - 2 ' / 1 

Рис. 4.5. 1 .  Частичный автомат Мили А и минимальный для А автомат А' с 
Мл 'i= S л (А') 

Пример 4.5.4. 1 . В ситуации из примера 4 .4 .9  справедливы ра -
венства Мл=Sл (А' ) =Hz t , zz} ,  {z t , zз}} и V л=Мл. 

2. В ситуации из примера 4 .4 .5 выполняются равенства 

Mл={{Z t , z2} ,  {z2, zз}}=Sл (А') = Sл (А" )  =V А · 

3. Пусть А - частичный автомат Мили,  граф которого изобра ­
жен на  рис .  4 .5 . 1 ,  а А' - автом ат, заданный приведеиной на  
рис. 4 .5 . 1 таблицей .  

Используя метод из доказательства теоремы 4 .2 . 1 2  ( или  из  
упражнений 4 .9 и 4 . 1 0 )  можно установить ,  ч т о  

Мл={{ l ,  2,  3, 4} ,  {5 ,  6} , {2 ,  5} ,  {3 , 6} } .  

Этот результат можно получить также, проводя следующие не ­
сложные р ассуждения.  То ,  что  состояния 1 и 5, а также 3 и 5 не ­
совместны,  легко установить, р ассм атривая вход 1 .  Вход 2 демон-
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стрирует несовместность состояний 1 и 6, 4 и 5, а также 4 и 6. Ес­
ли  бы состояния 2 и 6 были совместны ,  то совместными должны 
бы были быть и состояния 3 и 5 ( в соответствии с н . l следствия 
4 .2 . 1 2 ) . В то же время состояния 2 и 5 совместны, так как состоя­
ние f (2, х ) определено тогда и только тогда, когда не определено 
f ( 5 , х ) ( f - функция переходов , х - произвольный вход) . Точно 
так же показывается совместность состояний 2 и 1 ,  2 и 4 ,  а также 
3 и 4. Из совместности состояний 1 и 2 и состояний 3 и 4 немед­
ленно вытекает совместность состояний 5 и 6 ( поскольку при вхо­
дах 2 и 3 оба эти состояния порождают одинаковые выходы и пе­
реходят в совместные состояния 1 и 2 или 3 и 4 ) . Аналогичным 
образом отсюда следует совместность состояний 2 и 3, а из сов­
местности состояний 2 и 5 - совместность состояний 1 и 4. Легко 
видеть, что совместны состояния 3 и 6, а следовательно , совместны 
состояния 1 и 3 .  

Итак,  Vл = {{ l , 2} , { 1 ,  3}, { 1 ,  4}, {2, 3} ,  {2 , 4}, {2 ,  5} , {3 ,  4} ,  {3 ,  6} , 
{5, 6} , { 1 ,  2, 3} ,  { 1 , 2, 4}, { 1 ,  3, 4}, {2, 3, 4} , { 1 , 2 , 3, 4}} . 

Н аконец, можно показать, что автомат А' является минималь· 
ным для А. Действительно, если бы существовал автомат А", яв­
ляющийся неизбыточным покрытием для А и имеющий только два 
состояния z' и z", то по п . 3  следствия 4 .5 .3 выполнялось бы соот­
ношение Sл (А" )  � Мл и для канонического преобразования t из А 
s А" должно бы было выполняться равенство { 1 , 2, . . .  , 6}= 
=t-1  ( z' ) ut-1 (z") . Это возможно только в том случае, когда 
t- 1 ( z ' ) ={ l ,  2 ,  3 , 4} и t-1 (z") ={5, 6} (с точностью до замены z ' на 
z" и обратно ) . Пусть теперь х - вход, для которого в А" опреде­
лен переход f" (z", х ) , и z - состояние из t- 1 ( z" ) , т .  е . такое со­
стояние, что z"et (z ) . По определению преобразования в этом 
случае f" ( z", х ) et ( f ( z , х ) ) ,  так что f (z , х ) et-1 ( f" ( z" ,  х ) ) .  

Отсюда f ( t- 1 ( z" ) , x ) s:;;;; t- 1 ( f" (z", х ) ) ,  т. е . f ( t-1 (z") , х ) Е Sл (А") 
при всех (z", х)  E D ! " ·  Из предположения об автомате А" и из 
sы шесказанного при х = 1 и х=2 следовало бы, что {3, 6} и соот­
ветственно {2, 5} должны содержаться в t-1 (z") или в t-1 ( z ' ) ,  чего 
быть не  может. Итак, А' имеет м инимальное число состояний .  

Соотношение А' -;;;:::А вытекает ( по теореме о преобразованиях)  
из того, что равенствами t ( 1 ) =t (2 ) = 1 ', t (3 ) =t (4 ) =2' и t ( 5) =  
=t ( 6 )  =3' определяется преобразование (причем каноническое ) 
из А в А'. ' 

Отсюда немедленно получаем, что Sл (А' ) ={{ 1 , 2}, {3, 4} ,  {5, 6}}. 
Отметим,  что t является однозначным преобразованием , так 

что по теореме 4 .4 . 1 0  доопределение автомата А' оказывается с не­
обходимостью сокращенным автоматом Мили, эквивалентным не­
которому доопределению автомата А. 

В то же время автомат А' оказывается не  единственным м ини­
м альным для А, поскольку посредством иного доопределения авто· 
мата А (по сравнению с тем , которое приводит к получению А' ) 
можно получить минимальный для А автомат А" с Sл (А") =  
={{ 1 ,  4} ,  {2 , 5}, {3, 6}} . 

При работе с последним примерам мы видели , что множества 
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f ( t- 1 ( z ' , х )  должны принадлежать Sл (А' ) , если требуется, чтобы 
.автомат А' был минимальным для А. Чтобы формализовать этот � 
·Факт, нам потребуется одно понятие из алгебры. 

О П Е РАТО Р Ы  ЗАМЫКА Н И Я  НА С И СТ ЕМАХ М Н ОЖЕСТВ 

Определ ение 4.5.5. Пусть S - конечное множество. 
1 .  Оператором ( или операцией )  замыкания на решетке .Jl' ( S )  

.н азывается отображение (произвольное) h и з  .К ( S )  в себя , если 
·ОНО обладает следующими  свойствами :  

1 )  M�L влечет за собой h (М)  � h  ( L ) ; 
2) M � h (M) ; 
3)  h (h (M) ) = h (M) - для всех М и L из .Jt (S ) . 
Если для всех М и L из .К ( S )  выполняется также р авенство 
4 )  h (M+L )  = h (М) +h (-L ) , 

то оператор h называется аддитивным. 
2. Пусть h - оператор замыкания на  .К ( S ) . Если система  мно­

жеств М из .,К ( S )  такова ,  что М= h (М) , то система  М называется 
h-замкнутой. 

Каждый частичный автомат Мили определяет некоторый ад­
дитивный оператор замыкания . 

Лемма 4.5.6. Пусть А - частичный автомат Мили в обычных 
-обозначениях. Пусть также hл - отображение из .К ( Z )  в себя , 
определенное условиями :  

1 .  hл (T· ) = {f* (T, w) l wEF (X) }· для каждого T�Z ; 
2. hл ({Т 1 , . . . , Tn} ) = hл (T· 1 ) + . . .  hл ( Т·n ) - для  каждой систе­

мы множеств {T 1 , . . .  , Tn} из .,Н (Z) , не имеющей вида Т · , где Т =  
=Z. 

Тогда h .\ является эффективно вычислимым аддитивным опе� 
ратаром замыкания н а  .К (Z ) . 

3 а м е ч а н и е. Отметим ,  что 
f* (Т , \V) = {f * ( z ,  w) 1 zET,  (z , w) ED ( f* ) }  

и что U принадлежит hл (Т · ) тогда и только тогда ,  когда либо U 
одноэлементно , либо существует слово w такое,  что U= f *  (Т ,  w) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что для всех Т, U=Z :  
1 ' )  Т · � U · влечет hл ( Т · ) � hл (U • ) ;  
2 'У  Т • � hA (T " ) ; 
3 ' )  tl ,\ ( 11 \ (Т · ) ) = hл (Т • ) . 
Вс:н:'дствие п .2  определения оператора hл выполнено усло­

вие 4 )  аддитивности, а условия 1 ) , 2 )  и 3 )  непосредственно выте­
кают из 1 ' ) , 2' ) ,  3' ) .  

Для кажJ.ого T=Z значение hл (Т · )  эффективно вычислимо ,  
nоскольку 

hл (Т • ) = {f* (T, w) i wEF (X) , i w i < 2 1 Z I } • . 
Действительно, если w = x 1x2 . . .  Xk и k;;;::: 2 I Z I , где Xi EX при 

i = 1 ,  . . .  k и T=Z,  то  существует и j < 2 1 Z 1  такое, что f *  (Т ,  w)  = 
= f * (T , x 1 x2 . . . xj ) ,  поскольку не все nодмножества f * (T ,  x1 . . .  x j ) 
множества Z при i = (), 1 ,  . . . , k могут быть различны (их k+ 1 ) .  • 
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Легко решается вопрос :  я вляется ли данная система  множеств 
замкнутой относительно данного аддитивного оператора замы­
кания? 

Лемма 4.5.7. Пусть S - конечное множество, h - аддитивный 
оператор замыкания н а  Jt ( S )  и М - система  множеств из 
Jt ( S ) .  

Система  М является h-замкнутой тогда и только тогда ,  когда 
для всех Т из М выполнено не равенство h (Т · ) �М. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть М - h-замкнутая система и Т -
множество из М. Тогда т ·  �М, и потому h (T ·  ) � h (M) =M, что 
вытекает из пп. 1 )  и 2) определения 4.5.5 . Пусть теперь М =  
={TJ , . . .  , Tn} = T·l + . . .  + T·n и h (T·i ) �M при i = 1 ,  . . . , n . Тогда из 
свойства аддитивности и п .  2 определения 4.5.5 имеем M � h (М) = 
= h (T·l ) +  . . .  + h (T·n ) � М, так что M= h (M) . 

АЛ ГЕ Б РА И Ч ЕСКАЯ ПОСТА Н О В КА ПРОБЛ ЕМЫ М И Н ИМ И ЗАЦИ И 

Теперь м ы  имеем возможность привести алгебраическую по­
становку проблемы минимизации, которая одновременно оказы­
вается основой для соответствующего метода минимизации.  

Теорем а  4.5.8 ( П ол л ,  Унrер ) .  Пусть А - частичный автомат 
Мили .  

1 .  Для каждого неизбыточного покрытия А' автомата А: 
1 )  SA (А' ) является hл-замкнутой ;  
2 )  SA (А' ) �Мл. 
2. Если М - система  множеств с n блоками над множес1 во м 

состояний автомата А такая , что : 
1 )  М является hл-замкнутой ; 
2 )  М � Мл, 

то существует по меньшей мере один автомат А' с 11 состоя н ия м и ,  
являющийся покрытием для автомата А.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 .  Пусть А' - неиабыточное покрытие 
для а втом ата А. Из п .З  следствия 4 .5.3 вытекает выполнение усло­
вия 2 ) . 

Чтобы доказать в�полнение условия 1 ) ,  н ам  н а  основе лем м ы  
4.5.7 нужно лишь показать, что M' = hл ( ( t-1 ( z ' ) ) •  ) � SA (A') для 
любого состояния z'  автомата А', где t- каноническое ареобразо­
вание из А в А' .  

Любой блок из М' либо одноэлементен, и тогда он содержит­
ся в некотором блоке из SA (А' ) , либо имеет вид В =  {f* (z , w) 1 (z , 
w) Е Dt* . z Е t-1 ( z ')} при  фиксированном слове w из F (Х ) . Рас­
суждения,  аналогичные проведеиным при  рассмотрении п . З  при­
мер а 4 .5 .4  вместе со случаем 1 доказательства теоремы 4 .4 .7 ,  при­
nодят к выводу, что В содержится в t-1 (f '* (z ' ,  w ) ) , т. е. в некото­
ром блоке из М'. Так  что условие 1 )  выполнено. 

2 .  Пусть М - система  множеств над Z со свойствами 1 )  и 2 ) . 
Мы построим искомое покрытие А' следующим образом.  Пусть 
А'= (М, Х, У, f ' ,  g' ) .  
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Для каждого блока В и М и каждого х из Х положим : 
а )  f' (В ,  х)  определено тогда и только тогда,  когда в В сущест­

вует Z такое, что (Z,  х)  E D t, и в таком случае f' (В,  х ) =В ' , где 
В' - блок из М такой ,  что f (В ,  х) = В ' ;  поскольку система  М яв­
ляется hл-замкнутой, то всегда существует ровно один такой блок 
В' .  

б)  g' (В ,  х )  определено тогда и только тогда, когда в В сущест­
вует Z такое, что (Z, х) E Dg, и в этом случае g' (В ,  х) = g (z ,  х) . 

М�Мл и любые два состояния z и z' из В совместны, по­
этому g (z , х)  =g (z ' , х ) , если z' - состояние из В такое, что 
(z

'
, х ) EDg. Так что g' определено корректно. 
Чтобы доказать , что А' ;;;;:::=А , достаточно н а  основе теоремы 

-о  преобразованиях показать ,  что определяемое ниже соответствие 
t из Z в М является преобразованием из А в А' : t (z ) = {ВЕМ 1 zE 
Е В} . 

Условия 1 )  и 2 )  определения 4.4 .6 ,  как следует из п .б ) , оче­
видным образом выполнены .  Условие 3) выполнено на основе 
n .a) , поскольку если f' (B , х)  = В', то B'Et ( f (z , х) ) для  каждого 
z из в и потому 

t ( f (z ,  x ) ) = {B' I B '=f' (B , x ) ,z EB} =f' ( t (z ) ,x) ::;60. • 
Следствие 4.5.9 ( Пратер ) .  Проблема поиска автомата, мини­

мального для данного частичного автомата Мили А, эквивалент­
на  задаче поиска системы множеств М н ад множеством состояний 
Z автомата А, обладающей следующими свойствами :  

1 )  М является hл-замкнутой ;  
2 ) М�Мл.;  
3 )  если L - система  множеств над Z ,  удовлетворяющая усло­

виям 1 )  и 2 ) , то I M I � I L I . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 .  Если М - система  множеств над Z, 

удовлетворяющая условиям 1 ) -3) , то по условиям 1 )  и 2) п .2 
теоремы 4.5 .8 существует покрытие А' автомата А с 1 М 1 состоя­
ниями .  Если бы существовал автомат  А", являющийся покрытием 
для А и имеющий меньшее число состояний ,  чем автомат А', то 
систем а множеств L = Sл (A" ) (по теореме 4 .5 .8 ,  п . l )  удовлетво­
ряла бы условиям 1 )  и 2 ) ,  но условие 3 )  выполнено бы  не  было. 
Итак, А' - а втомат , минимальный для А. 

2. Пусть А' - автомат, минимальный для А. В этом случае 
в силу теоремы 4.4 . 1 3  из теоремы 4.5 .8 вытекает, что М=Sл (А' ) 
удовлетворяет условиям 1 )  -3) . • 

3 а м е ч а н и я .  1 .  И так, чтобы найти минимальный для А ав­
томат, нужно перебрать все системы множеств н ад множеством 
состояний автомата А, блоки которых состоят из совместных со­
стояний. При этом следует отбирать hд-замкнутые системы и 
искать среди них систему с минимальным  числом  блоков. Следуя 
доказательству п.2 теоремы 4.5 .8, можно на базе н айденной си­
стемы множеств построить искомый автомат. 

В качестве дополнения читателю рекомендуется выполнить уп­
ражнение 4. 1 7. 
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2 .  П рим еры 4 .4 .5  и 4 .5 .4 ,  п .2  показыва ют,  что , вообще говоря, 
на  оазе одной системы множеств можно строить р азличные м И н и ­
мальные автом аты для данного автомата.  

3 .  Как видно из примера  4 .5 .4 ,  п .  3 ,  число множеств, на  базе Jю ­
торых строятся исследуемые системы множеств, даже при  «не ­
большой» систем е  множеств Мл может оказаться весьма  большим .  

Чтобы убедиться в сказанном , читателю рекомендуется приме ­
н ить обрисованный в п . l способ к автом ату из примера 4 . 1 . 1 .  

4 .  Пример 4 .5 .4 ,  п .3  показыв ает также, что для построения 
миним ального автом ата недостаточно использовать систе му мно­
жеств, состоящую только из м а ксим альных классов совместных 
состоя н и й  (см.  по  этому  поводу также упражнение 4. 1 8 ) . 

М ОД Е Р Н И ЗА Ц И Я М ЕТОДА М И Н И М И ЗА Ц И И 

Для того чтобы и меть возможность уменьшить ч исло исследуе ­
мых систем м ножеств при  поиске миним ального для А автом а J а ,  
н а м  пон адобятся новые понятия . 

Определение 4.5. 1 0. Пусть S - конечное множество,  М - си­
сте :.I а множеств над S и h - аддитивный опер атор замы кания на  
.Н (S ) .  

1 .  Непустое подмножество Т множества S н азывается М-мно­
жествонt , если Т·�М. 

2. Если Т и U -М- множества ,  то l J  называется h-дел имы.лt н а  
Т , есл и выполнены условия : 

1 )  U = T ;  
2) h (T· ) � T· + h (U·) . 
3. М- м ножество, которое я вляется h -делим ы м  только н а  себя ,  

н азывается h-npocтыJ<t .  
Лемма 4.5. 1 1 .  Пусть М и h заданы как в определении 4 .5 . 1 0 . 

Каждое М-м ножес1 во h-дел имо на  некоторое h -простое М-м ноже­
ство 
, Д о к а з  а т е л ь  с т в о . По определению все м н ожества ,  н а  ко­
торые h -дел ится дан ное М- м ножество U, я вляются надм ножест­
вами  множества U, т. е. множествами ,  содержащим и U в качест­
ве п одм но жества .  Вследствие конечности м ножества S число под­
м ножеств мР.ожества S конечно.  Поэтому для до каз атель:тва 
лем м ы  достаточно показать ,  что если U ,  Т и R - п ронз :::.ольные 
М-м ножества ,  причем U h -делимо н а  Т и Т h-делимо н а R, то и 
U h-дел и м о  н а  R .  Итак, имеем : 

U c T, h (T· ) ..;;;;; T· т h (U ·) .  
Т е  R .  h ( R· ) ..";;;; R ·  + h (T· ) .  

Тогда U = R и h ( R · ) � R ·+ T· +h (U · ) � R · + h ( U · ) , откуда по оп­
ределению 4 .5 . 1 0  и вытекает нужн ы й  факт. • 

Теоре м а  4.5. 1 2  ( Грасселли,  Л ючио ) .  Для каждого частичного 
г. вто м а га Мил и А существует удовлетворя ющая услопия м 1 ) -3 )  
следствия 4 . 5 .9 систе м а  м ножеств н а д  множестВСJ '\1 состояний  ав ­
то V� а та А, бJюки  которой  я вля ются h \ -простыми М.\ -множества м и .  
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3 а м е ч  а н и е .  Итак ,  п р и  поиске м и н и м ального авто м ата для 
частичного автом ата Мили А достаточно  огр а н ичивать поиск си ­
стем а м и  множеств, состоящи м и  из hд-простых Мл- множеств. 

То, что при этом число исследуем ы х  систем множеств не  всег­
да сокращается , показывает пример  4 . 1 . 1 ,  в котором все классы 
совместн ых состояний  я вляются hл-простыми .  

д о к а з  а т е л ь  с т во т е о р е м Ы. Пусть M= {B t , в2,  . . . , Вп}­
удовлетворяющая условия м 1 ) -3 )  следствия 4 .5.9  систе м а  м но ­
жеств , содержащая k блоков ,  не являющихся hл-простым и  М \­
м ножеств а м н ,  пр ичем k ?;:: 1 ( иначе нечего доказывать ) . 

Нам  достаточно показать ,  что в этом случае может быть по ­
строена система  множеств М' ,  удовлетворяющая условиям 1 )  и 2)  
следствия 4 .5 .9 ,  содержащая столько же блоков, что и М, причем 
така я ,  что  только k- 1 ее блок не будет hл-просты м Мл-м ножест­
вом. 

Предположим ,  что блок B t - не hл-простое Мл- множество.  По 
лемме  4 .5 . 1 1 блок В ; я вляется hл-дели м ы м  н а  некоторое hл-про­
стое Мл-множество С; . Положим тогда M'= {B t ,  В2, . . . , B t- t , С ; ,  
B ;+t • . . . , В п}" .  

Из B ; = CI следует М :::;; М' .  
Так как С ;  я вляется М.\ ·м ножеством ,  то М' :::;; Мл. 
Чтобы показать что М' я вляется hл-за мкнутой системой мно­

жеств, используем лемму 4. 5 .7 .  Та к  как  система  М hл-з а м кнута , 
то для  всех j :#= i , где 1 �j :::;; п ,  имеем hл (B · J ) :::;; М:::;; М', а из  опре­
де.'I ения 11л·делимости получаем hл (C" i )  :::;; С · ;+ hл (В• ! ) �М'+М= 
=М' . И т а к .  систе м а  М' также hл- замкнута , так  что из условия 3 )  
rле ·tствия 4 . 5 .9 вытекает р авенство I M' I = I M I .  Таким образом 
М' �  {B t . . . . , В н ,  С1 ,  Внt , . . .  , Bn} я вляется искомой  системой  м но-
Ж (' ' Т В .  8 

В принцппе можно еще больше ограничить поиск среди си ­
стс :.t м ножеств,  форм ируя н а  базе hл  новые аддитивные операто­
ры и доказывая дл я  н их результаты,  аналогичн ые теореме  4.5 . 1 2 . 

УПРАЖНЕНИЯ 

4. 1 .  По аналогии с примерам 4 . 1 . 1  постройте частичный автомат Мипи 
с в х о:щ ы м  апфа витом {О, 1 }, вычисляющий максимум (или минимум) двух по · 
лож ; r тсльн ых  ue"'lыx двоичных чисел т и n .  Вход автомата формируется сле · 
дующим образом:  числа приводятся к виду, когда они имеют одинаковое ч ис.'о 
разрядов (добавлени<>м перед числом нужного числа нулей ) , и после этого, 
начиная со ста ршего разряда,  «вперемешку» (как в примере 4 . 1 . 1 )  вводятся 
в а втомат Последовательность выходов в четные моменты времени должна  
прсдставлять максимум (или минимум) данных чисел. 

Попытайтссь, далее, уменьшить до минимума число состояний (ер . упраж­
нение 2.3)  

4.2 .  По образuу примера 4 . 1  2 постройте анализатор «арифметических выра­
жений» ,  определяемых приведеиными ниже металингвистическими формулами 
в форме Бэкуса - Наур а :  
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<арифметическое 
гаемое> 

< арифметическое 
<слагаемое> 
< слагаемое> 
< множитель > 
<множитель > 

выражение> : := < арифметическое выражение > + < сла-

выражение > : : = <слагаемое> 
: : = <слагаемое > *  <множитель> 
: : = < множитель> 
: : = < арифметическое выражение> 
: :=а 

[У к а з  а н и е . Автомат должен всегда «смотреть на один символ вперед» ] 
4.3. По методу из примера 4 . 1 .3 постройте декодер для следующего коди­

рования : 

а - 0, Ь - 1 1 , с - 100, d - 1 0 1 0, е - 1 0 1 1 . 

4.4. Сконструируйте автомат управления железнодорожным шлагбаумом для· 
переезда через железную дорогу с двумя колеями, причем движение по каждой 
колее идет только в одном направлении. Пусть на достаточно большом расстоя­
нии от шлагбаума на каждом из путей помещены детекторы, посылающие сиг· 
нал при прохождении поезда . Итак, автомат получает входы по четырем кана­
лам (по одному на детектор, причем вход от детектора равен 1 тогда, когда 
он посылает сигнал о прохождении поезда ) .  Он должен пораждать выход 1 
в том и только в том случае, когда шлагбаум должен быть закрыт. [У к а з  а­
н и е. Предположите, что расстояние от детекторов до шлагбаума больше, чем 
любая возможная длина поезда, и что расстояние между двумя поездами, иду-­
щими в одном направлении, всегда больше расстояния между детекторами .. 
Считайте далее, что входы от всех детекторов поступают одновременно.] 

4.5. * (Шютценбергер, Перро.) Докажите, что кодирование h :  F+ (B) -+F+ (С} 
допускает декодирование с помощью частичного автомата Мили в смысле при­
мера 4. 1 .3 тогда и только тогда, когда : 

1 )  h (B ) конечно ; 
2) h (B ) Пh (B) - F+ (C) = 0 .  
Условие 2) означает, что ни один префикс кодового слова (т. е .  н и  одно Ь,. 

из h (В ) )  не является кодовым словом. 
Покажите далее, что условие 2) выполняется для кодирования h в точно­

сти тогда, когда для любого u из h (F+ (B) ) и любого w из F+ (C)  выполненt> 
условие: если UWEh (F+ (B) ) ,  то WEh (F+ (B ) ) . 

4.6. * (Курмит.) Частичный автомат Мили А с Dr = Dg называется автома­
том без потери информации конечного порядка типа I ,  если существует П Е N  
такое, что для всех z и z' и з  Z ,  всех х=/=х' из  Х и всех слов u и v и з  xn вы­
полняется соотношение g* (z, xu) =#=g* (z', x'v) . Наименьшее число n с данным 
свойством называется порядком А. 

1. Докажите, что вопрос о том, является ли данный частичный автомат 
Мили автоматом без потери информации конечного порядка типа I ,  разрешим; 
для автомата без потери информации конечного порядка типа 1 порядок эффек­
тивно вычислим. 

[У к а з  а н и е. Рассмотрите множество пар состояний z, z' для которых 
существуют состояние Zo и слова xw и x'w' одинаковой длины такие, что х*х'. 
g* (zo, w) = g* (zo, w') , z = f* (zo, w) и z'=f* (z,  w') .) 

2. Частичный автомат Мили А с теми же множествами входов и выходов, 

что и у автомата А, и с D; = D
g- называется инверсным к А тиnа 1 с запаз-
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дыванием n (neN) , если для каждого состояния z автомата А существует со­

стояние z автомата А такое, что для любого слова uv с l v l = n  такого, что 

определено слово g* (z, uv) , выполняется равенство g* (;, g* (z , uv) ) = v'u, где 
у' - подходящее слово длины n .  

Докажите, что частичный автомат Мили А с Dr = Dg тогда и только тогда 
является автоматом без потери информации конечного порядка типа 1 и имеет 

порядок не меньше n, когда он обладает инверсным автоматом А типа 1 с за­

паздыванием n;;;;,:п. Предложите метод построения инверсного автомата для дан­
ного автомата без потери информации конечного порядка типа 1. [У к а з а  н и е. 

В качестве множества состояний автомата А выберите { (z, w) l zeZ, weF (X) , 

1 \\' 1 � ;,  g* ( z, u) = w для некотороrо UF.:F (X) }.] 
3. Покажите, что 11астичный автсмат Мили с п состояниями не может быть 

автоматом без потери информации конечного порядка типа 1 и иметь порядок, 
1 

больший чем 2 n ( п - 1 ) . Для каждого n;;;a.2 сушествует сильно связный 

1 
(см .  упражнение 3 .9) частичный автомат Мили А с I X  1 = n ,  I Y I  = -2n ( n-l )  

( или 1 У 1 =+ n ( n - 1 )  + [ ( n -; 1 ) ] , 
если автомат 

А 
определен полностью 

) 
, 

являющийся автоматом без потери информации конечного порядка типа 1 и 
1 

имеющий порядок 2 n(n- 1 ) . [У к а з  а н и е. Искомый автомат определяет-

ся с помощью выбора пекоторога произвольнаго состояния zo, из которого, 
используя входные слова одинаковой длины, можно получать пары состояний z, 
z '  и действовать далее, как в указании к п. 1 .] 

4.7. Исследуйте, какие из состояний автоматов в примерах 4. 1 . 1 -4. 1 .3 
являются L-эквивалентными, U-эквивалентными, V-эквивалентными или сов­
местными.  

4.8 .  (Гинзбург.) Покажите, что граница в теореме 4.2 . 1 4 точна, т. е. по­
стройте для каждого n частичный автомат Мили с двумя несовместными состоя­

! 
ниями Z1 и z2, для которых при всех словах w из F ( X) с 1 w 1 ..;;;; 2 n(n - 1) - 1 
выполнено g* (z 1 , w) - g* (z2, w) . 

4.9. (Томеску.) Докажите, что корректен следующий алгоритм для опреде­
ления всех пар совместных состояний частичного автомата Мили А. 

Пусть А = (Z, Х, У, f, g) , где Z= {z1 ,  . . . , Zm} и Х = {х 1 ,  . . . , Xn} . 

Определим булевы матрицы (т. е. матрицы из нулей и единиц) А1<0)= 
= ll aiJ ! I m x m  и Ck = IIC!J I Iш x m  при k= l ,  . . .  , n следующим образом :  

a1J=O тогда и только тогда, когда существует х в Х такое, что  (z1, х) eDg, 
(Z J ,  x ) eDg и g (z1 , x) * g (z1, х) ; 

CiJ=O тогда и только тогда, когда (z1, Xk) EDr и f (z1, Xk) *ZJ. 
Для произвольных квадратных булевых матриц B = llb!J I I m x m  и В'= 

= П b' I J I I mxm введем произведения B X B' = IIb; Ib' J J+bi2b'21+ . . .  + bimb'mJ II m x m ,  
где + означает логическое ИЛИ (а+Ь=О тогда и только тогда, когда а =Ь=О) ; 

В ·  В' = l lb i j  · b';J I I m  Х m, 

где · означает логическое И (a · b = l тогда и только тогда, когда a = b= l ) . 
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Пусть, далее, В ::;;;В '  тогда и только тогда, когда biJ::;;;b'iJ при 1 ::;;;i, j ::;;;; rn . . 
В т обозначает транспонированную матрицу l l bJi 1 1 т х m · 

Построи м дл я р = 1 .  2 . . .  и g = О , 1 .  2, . . . , n - 1 матрИцы A�qt i J  = A�qJX_ 
Х (Cq + l  Х A�q) Х CJ+ 1 ) ,  А�� � = A�n) . Тогда Af0> ;:;;?.:- д�О) � • • • ;:? д�О) = А�� 1 ,. 

1 где r ..;;;; 2 rn ( rn - 1 ) ,  А�0) = 11 a�jl 11 mxm - матрv.ца с овместимости для А, т. е . 

a[j) = 1 тогда и тол ько тогда ,  когда состояния zi и z1 совместны . 
4.10. (Келла.) Докажите корректность следующего алгоритма определения 

всех состояний, не совместных с некоторым состоянием частичного автома­
та Мили. 

Пусть А = ( {z 1 , • • •  , Zm} ,  {х1 , • • • , Xn} ,  У; f, g) определен переходно­
выходной таблицей (как в nримере 4 .2 .3) . Отметим, что такая таблица и ll!erт­
n строк (no одной для каждого входа Xi) и rn столбцов (по одному для каж­
дого состояния z1) . Пр именение алгоритма nриводит к nрисоединению к исход­
ной таблице доnолнительной строки - так называемой строки несовместности. 

Алгоритм задается следующими шагами. 
1 .  Начиная с i= 1 и k = 2, проверять для каждой пары z,,  Zk с k>i ,  выпол­

нено ли nри j = 1 , . . .  , n включение { (z1, XJ) , (zk, XJ) } s;;;Dg и, если это так, вы­
полняется ли равенство g (z 1 ,  х1) = g (Zk, х1) . Каждый раз, когда данное условие 
не выполнено, Zk заносится в i -й столбец строки несовместности. 

2. Положить i= 1 ,  j = 1 .  
3. Проверить, находится ли Zi в j -й  строке. Если да, то перейти к шагу 4. 

иначе к шагу 5. 
4. Просмотреть строку j и nроверить, содержатся ли в ней состояния,  на­

ходящиеся в i -м столбце в строке несовместности (т. е .  состояния, про которые­
уже известно, что они несовместны с Zi) - Если такое состояние Zk обнаружено­
в столбце s строки j и Zi встречается в столбце t строки j, то занести Zt 
в строку несовместности, nричем если t>s, то в столбец s ,  а если s > t, то­
в столбец t .  

5. Увеличить j на  1 .  Если j > n, то nерейти к шагу 6, иначе к шагу 3 .  
6. Увеличить i на 1 .  Если i >m, то nерейти 1{ шагу 7, иначе положить j = !  

11 перейти к шагу 3 .  

7 .  Проверить, было ли на шаге 4 введено ново.; состояние в строку несов ­
местности . Если да , то перейти к шагу 2, если нет, то к шагу 8.  

8 . Для i= 1 ,  . . . , rn- 1 занести Zi в строку несовместности во все столбцы. 
для номеров k которых выполнено условие k > i  и Zk содержится в i-м столбце 
строки несовместности. 

4. 1 1 .  * Повторите рассуждения из разд. 4.3 для nонятия L-эквивалентности 
вместо nонятия U-эквивалентности. 

4. 1 2. ( Гинзбург. ) Докажите, что для любых двух состояний частичного авто­
мата Мили разрешим воnрос: nокрывает ли одно из них другое? Существуст ли 
алгоритм, решающий этот вопрос и использующий только входные слова длины. 

1 
меньшей чем 2n2 (n - число состояний автомата ) ?  [У к а з  а н и е. Используйте 

теорему 4 .2 . 1 4 . ]  
4. 1 3. Пусть А - частичный автомат Мили и А' - автом ат, У f1 1-' И \1 адьный для 
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А. Существует ли в точности одно ( или м ного) иреобразование из А в А'? Как 
формулируется соответствующий вопрос и каков ответ на  него для полностью 
определенных автоматов �или? 

4 . 14 .  (�юнтеферинг. ) Существует ли частичный автомат �или А с Dr�Ug , 
обладающий минимальным автоматом А', полностью определенным и единствен­
ным с точностью до изоморфизма, если не  существует однозначного преобразо· 
вания из А в А'? 

4 . 1 5. Выполняется ли условие из п.2 замечания к следствию 4.4 . 1 1 ,  если 
выполнены предположение и условие 2) следствия 4.4 . 1 1 ? Иначе говоря,  сущест­
вует ли И-минимальный частичный автомат �или А с всюду определенной функ­
цией переходов, обладающий несакращенным доопределеннем А+ таким, что 
некоторый эквивалентный автомату А+ сокращенный автомат �или является 
минимальным для А? 

4. 1 6. Покажите, что предположение в следствии 4.4. 1 1  является необходи­
мым, т. е.  приведите пример частичного автомата �или А с не всюду опреде­
ленпой функцией переходов, имеющего два доопределения А1 и А2 таких, что 
при i= 1 , 2 эквивалентные автоматам А1 сокращенные автоматы �или A't я вля­
ются минимальными для А, но А'1 не изоморфен А'2• 

4.17 .  * Рассмотрите, как метод расщепления состояний из примера 4.4 5 свя­
зан с методом из слrдствия 4.5.9 . 

4 . 1 8. (Эрих. )  Пусть А - частичный автомат �или и для каждого состояния 
z автомата А пусть U, - пересечение всех максимальных классов со.вместных 
состояний автомата А, содержащих z .  Докажите, что каждая система множес rв 
М над множество"' состояний автомата А, составленная из максимальных клас­
сов совместных состояний (���л) , является hл-замкнутой тогда и только тог­
да, когда для каждого максимального класса совместных состояний В (из Мл ) 
и каждого входа х ( из Х) выполнено по меньшей мере одно из следующих 
условий: 

1 )  f (B, х ) �В.  если l f (B ,  х )  1 ;;:;: 2 ;  
2)  существует состояние z автомата А такое, что z $.  В и f (B ,  x) �Uz .  

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Не полностью определенные автоматы рассматривались уже в [20] и ( более 
подробно) в [ 1 5] (обе работы из списка литературы к гл. 2) . Как уже отмеча­
лось в замечании к разд. 4 . 1 ,  такие автоматы играют важную роль (кроме ука­
занных в примерах случаев ) при реализации автоматов. См. по этому поводу 
дитературу из списка к гл. 2. 

Пример 4. 1 . 1  взят из работы [3] . 
Автомат из примера 4. 1 .2 (и автомат, который требуется построить в упраж­

нении 4.2)  - это в значительной степени LR ( 1 )  -анализатор . По поводу теории 
LR (k) -грамматик и LR (k) -анализаторов см . ,  например, [9] , по поводу распозна­
вания КJiючевых слов в некотором слове - [ 1 ]  . 

Пример 4. 1 .3 и упражнения 4.3 и 4.5 относятся к теории кодов ( точнее ­
префиксных кодов) , см. [ 1 6 , 1 7,  2 1 ] . Обобщение автоматов для декодирования 
префиксных кодов представляют собой автоматы без потери информации - см. 
[ 1 2] (там можно найти аналог упражнения 4 6) и [ 1 8] (из  списка литера ту­
ры к гл. 2) . 

Понятие L-эквивалентности, содержание разд. 4 .3 и упражнение 4 . 1 1 взяты 
из работы [2] . Понятие совместности введено в 1 958 г. Ауфенкампом Теорема 
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4.2. 1 4  и упражнение 4.8 взяты из [7] (см. также [7] из списка литературы 
к гл . 2 ) . По поводу упражнения 4 .9 см. [22] , упражнения 4. 1 0 - [ 1 1 ] .  

Содержание разд. 4 .4 взято в основном из [ 1 3] ,  так же как и упражне­
ние 4.4 .  Понятие покрытия ( в  несколько иной форме) было введено в [7] (см. 
также [7] из списка литературы к гл. 2) . 

Пример 4 .4 .5 заимствован из [ 1 8] (из списка литературы к гл. 2) . Опреде­
дение 4.4 . 1 2  и теорема 4 .4 . 1 3  восходят к работе [ 1 9] , где, впрочем, рассматри­
валась иная модель автоматов. 

Рассмотрение в разд. 4.5 базируется на  работах [ 1 8] и [ 1 9] , хотя там и 
рассматривалась иная проблема. О теории решеток см.  [7] . 

Системы множеств в рамках теории автоматов использованы, в частности, 
в [ 1 0]. Пример 4 .5.4, п . 3  взят из [ 1 8] в списке литературы к гл. 2. Теорема 
4 .5 .8 получена в основном в [ 1 5] ,  теорема 4.5 . 1 2 - в  [8] . Другие методы по­
строения минимального автомата описаны в [ 1 8, 1 1 и 3] . Очень простой метод, 
описанный в виде программы на языке Фортран-4, можно найти в [ 1 4} .  Иной 
еравинтельна быстрый метод описан в [20] .  По вопросу о методах поиска систем 
множеств см , например, [5] . Упражнение 4. 1 8  взято из [4] . 

Г Л А В А  5. 

АВТОМАТЫ РАБ И НА - СКОТТА 

5. 1 . В ВОДНЫЕ ПРИМЕРЫ 

При многих исследованиях функционирования ма­
шин ,  процессов и алгоритмов бывает важен только вопрос о том , 
nри каких обстоятельствах из некоторого определенного (началь­
ного ) состояния может быть достигнуто определенное (конечное 
или финальное ) состояние исследуемого объекта. В таких случа­
ях оказывается избыточным использование модели автомата 
с выходами .  Кроме того , не  обязательно должны однозначно опре­
деляться результаты всех воздействий на объект, поскольку ис­
·Следуется только возможность достижения определенного состоя ­
ния . Ниже будет рассмотрен пример такого рода, связанный с за­
дачей о р аспределении ресурсов в вычислительной системе , и 
nример из области программирования. 

Два других примера должны продемонстрировать, что часто 
·бывает проще и удобнее описывать метод решения в виде неде­
тер м инированного алгоритма - он может быть далее либо (впол­
не регулярным образом ) обращен в обычный детерминированный 
алгоритм,  либо непосредственно реализован на вычислительном 
устройстве , способном рабо1'ать в параллельном режиме. 

ТУ П И КО В Ы Е  С И ТУА Ц И И  В ПАРАЛЛ ЕЛ Ь Н ЫХ ПРОЦЕССАХ 

Пример 5. 1 . 1 .  Некоторая институтская библиотека имеет сле­
дующие «либеральные» правила выдачи литературы. 

1 )  Каждый абонент может брать выбранные книги домой. 
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2 )  Не существует точных сроков возврата , т. е. абонент воз­
вращает книгу в библиотеку только тогда ,  когда этого хочет. 

3) Каждый читатель может брать одновременно несколько 
книг; он может, кроме того, оставлять заказ на книги и получать 
их, как только они будут возвращены в библиотеку . 

. Мы рассмотрим двух обычных студентов А и В ,  которым для 
их дипломных работ рекомендованы статьи из двух сборников. 
Студенты не знают друг друга и работают дома. Статьи, которые 
они начинают читать, они читают до тех пор ,  пока не поймут пол­
ностью их содержание.  

Рис. 5.1 .1 .  Граф состояний студента 

Будем считать, что статьи в сборниках «не замкнуты» ,  т. е. что 
для понимания пекоторой статьи из одного сборника может ока ­
заться необходимой статья из другого. Студент, столкнувшийся 
с такой «Незамкнутой» статьей , должен,  таким образом ,  сохранять 
у себя сборник с этой статьей до тех пор , пока у него не  окажет­
ся второго сборника и он не  прочитает нужную статью. 

Для того чтобы исследовать вопрос, я вляются ли пр авила ра ­
боты библиотеки и поведение студентов р азумными,  т. е .  не мо­
жет ли возникнуть ситуация , когда ни один из студентов не смо­
жет больше работать, полезно рассмотреть следующую модель.  

Каждому студенту сопоставим « автомат» , который может на-
ходиться в следующих четырех состояниях.  

0 :  Ни один из сборников не получен и не заказан.  
1 :  Получен один из сборников,  второй не заказан .  
2 :  Получен один из сборников, второй заказан .  
3 :  Получены оба сборника .  
Поведение каждого студента может быть тогда оп исано пред­

ставленным на рис. 5. 1 . 1  графом состояний. В этом гр афе идущие 
налево стрелки соответствуют возврату книги в библиотеку, а иду­
щие направо - заказу или получению книги. 

Для получения ответа на поставленный выше вопрос нужно 
рассмотреть различные возможные комбинации состояний « авто­
матов»,  соответствующих нашим студентам .  С этой целью постро­
им прямое произведение графов состояний ,  причем на ребрах бу­
дем указывать, действиям которого из студентов они отвечают. 
Отбрасывая невозможные сочетания состояний (скажем, состоя­
ние 3 для А и состояние 2 для В ) ,  получаем граф, изображенный 
на рис. 5. 1 .2. 

Из рассмотрения графа состояний системы из двух «автом а­
тов» .  соответствующих нашим студентам ,  сразу видно ,  что может 
возникнуть так называемая тупиковая ситуация - из ситуации 22 
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Рис. 5.1 .2 .  Граф состояний системы 

(оба студента получили по  сборнику и каждый заказал сборник, 
находящийся у другого ) п р и  описанных условиях нет выхода. 
Граф  дает возможность определить последовательность действий ,  
пр иводящу ю  из  ситуации 00 в ситуацию 22. Множество всех таких 
nоследовательностей ( конечной длины ) бесконечно, в связи с чем 
возникает воп рос :  может ли  это м ножество быть описано с по­
мощью конечного выр ажения,  копии  которого записываются одна  
за  другой?  

Отметим , что  н а ш  граф «недетерминирован» :  последователь­
ность АВАВ может из 00 привести в 00, или в 02, или в 20,  или 
в 22 .  Это обстоятельство порождает вопрос: существует ли  детер­
минированный  алгоритм ( а втомат  с однозначной последователь­
ностью р а боты ) , которы й :  

1 )  устан а вливает,  что возн икла  тупиковая ситуация,  или 
2 )  своевременно предотвращает н аступление тупиковой ситуа­

ции (т .  е .  з апрещает некоторые действия в определенных ситуаци­
ях ) . К этому вопросу мы вернемся в примере 5 .5 . 1 1 . 

По поводу других « б и бл иотечных проблем» см .  упр ажне­
ние 5. 1 .  
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Я З Ы К И  З Н А Ч Е Н И й С Х Е М П Р О Г РАММ 

П ример 5. 1 .2. Р ассм атривается следующая программа  Р в обо­
зна чениях алгольного типа (при этом считается , что f и g - функ­
ции одного переменного, а р и q - одном естные предикаты 1 > .  

begin ( х ) ; Комментарий :  в момент н ачала р аботы значение х 
должно уже быть определено. 

(у 1 , у2 ) : = (х ,  х ) ; Комментарий : присвоение значений перемен-
ным У 1 и У2 производится одновременно. 

М1 : if р (YI ) then go to М2 ; 
Мз : if q (У2 ) then go to М4;  
z : =y1 ; 
end ( z ) ; Комментарий :  в этот момент выводится значение z .  
м2 : У1 : =f (YI ) ; 
go to М1 ; 
М4 : (y i , У2 ) : = (g (y i ) ,  f (y2 ) ) ; 
go to Мз; 

Здесь опущены описания переменных, так как нас  не  будут инте­
ресовать ни значения х, ни  значения функций и предикатов. 
В действительности нас будет интересовать только вопрос:  какие 
вообще вычисления может проводить эта программа, т .  е .  какие 
в принциле результаты могут быть получены при произвольнам 
х? При этом основное внимание будем уделять р ассмотрению по­
следовательностей из f и g, которые соответствуют функциям от 
подходящего х при подходящей интерпрет�щии f и g, вычисляе­
мым данной программой .  

Определим с этой целью язык значений WS (Р)  программы Р 
как мно'жество всех таких последовательностей (последователь­
ность длины О означает тождество ) :  

WS ( P ) = {w из F ( {f , g} ) 1 существует х такое, что (при  некото· 
рой интерпретации р, q, f и g) программа  Р при з адании х пре­
кращает р аботу через конечное число шагов и w оказывается 
возникшей при  этом последовательностью из f и g, которой от· 
вечает выход z=w (х ) } .  
Отметим , что Р представляет целый класс программ , а именно 

все програм мы ,  которые получаются при  фиксации области значе­
ний переменной х и при фиксации f и g ( коротко : при интерпрета­
ции Р ) . Таким образом, Р оказывается «схемой программ» .  При 
некоторых интерпретациях не всем слова м  w из WS (Р) могут со­
ответствовать выходы. 

Как и в предыдущем примере,  для определения языка значений 
полезно по схеме программ строить ( возможно, не  детерминиро­
ванный ) гр аф,  представляющий этот язык. Для этого з анумеруем 
опер ации присвоения в схеме программ  в порядке их появления.  

1 Т .  е.  отображения из области значений переменных в м ножество {исти­
на, ложь} . - При.м. перев. 
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Граф вычислений BG.(P ) схемы Р будет иметь при этом следую­
щие вершины :  

z 0 :  соответствует команде begin ;  
Z 1 J : i - текущий номер пр исвоения , j - индекс переменной у, 

стоящей в i -м  присвоении слева , либо О, если в i -м  
присвоении слева стоит z ;  

zь:  соответствует команде end. 
Ориентированный гр аф для BG (Р )  и веса ребер этого графа 

определяются следующим способом.  
Из каждой вершины Z ! J помеченное символом А ребро ведет 

в zo. 

9 f 

Рис. 5. 1.3. Граф вычислений схемы программ Р 

Из вершины Zkm ребро, помеченное символом и ( где и - ли­
бо f ,  либо g, либо А) , ведет в вершину Z! J  в случае, если при соот­
ветствующем выборе входа х и соответствующей интерпретации 
встречающихся в программах предикатов и функций программа 
после присвоения с номером i в качестве следующего выполнит 
присвоеitие  с номером k (проверив, возможно, между ними выпол­
нение некоторых логических условий) , при  этом Ym или z получат 
значение и (у1 ) .  

Из вершины Z! J помеченное символом и ребро ведет в z0, если 
в i -м  присвоении YJ или z получает значение и (х) (и понимается, 
как и выше) . 

Из  вершины zь помеченные символом А ребра ведут в каждую 
вершину Z !o -
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Данный метод позволяет построить для Р граф BG (Р ) , изобра­
женный на  рис .  5. 1 .3. 

Язык значений WS (Р )  схемы програ.м.м Р оказывается теперь 
множеством всех слов из F ( {f , g} ) ,  которые ведут в графе вычис­
лений схемы из zь в z o  [слово w ведет из Zh в zo, если в BG (Р )  
существует путь и з  Zh в z0 такой, что последовательность меток 
на проходимых ребрах совпадает с w] . Для Р таким образом по­
лучаем 

WS ( P ) = {gшfn \ m , nE No} . 
Легко заметить, что вершины z42 и z 1 2 в BG (Р ) оказываются 

лишними и что даже вершины z0, Zh и z20 могут быть удалены из 
графа (вместе с соответствующими ребрами ) , если получать 
WS ( Р )  как множество слов , ведущих из Z4 1 , из Zз 1 или  из Z 1 1  в z 1 1 . 

3 а м е ч  а н и е. Если изменить схему программ  Р ,  заменив во 
втором условном переходе q на р, то получится схема  Р', для ко­
торой указанное выше сокращение не будет возможным. Цикл из 
М3 через М4 в М3 в данном случае уже можно будет проходить 
не Произвольное ч исло раз ,  но  ровно столько же р аз ,  что и цикл 
из М1 через М2 в М1 . Язык значений схемы Р' будет, таким обра ­
зом ,  подмножеством языка  значений схемы Р :  

WS (P' ) = {gmfm j mE No} .  
В разд. 5.4 будет показано,  что данное множество н е  являет­

ся языком значений какой-либо схемы программ , к которой при­
менИм описанный метод построения гр а фа вычвслений - см. сле-
дующее замечание .  ' 

3 а м е ч  а н и е .  Описанный выше метод применИм к схемам 
программ,  удовлетворяющим следующим условиям :  

используется только одна входная переменп ая х и одна выход­
ная переменпая z ;  

все встречающиеся функции одноместны ; пусть Х - множест­
во всех встречающихся в схеме функций;  

кроме х и z есть еще д в а  множеств а переменных : {у1 , . . .  , Yk} и 
{Ь 1 ,  . . . , bn} , где Ь1 - булевы переменные ; 

используется только одна команда типа begin (х) , непосредст­
венно вслед за которой идет присвоение ( у1 , У2 ,  . . . , Yk , Ь 1 , Ь2, . . .  
. . . , bn ) : = (u l (x ) , u2 (x) , . . .  , uk (x) , � � .  �2· · · · · �n) , где U1EF (X) при 
i= l ,  . . .  , k и каждое �� - булева константа («Истина:. или «ЛОЖЬ» ) ;  

каждое присвоение имеет вид (YI · · · · · Yk ,  b l , · · · · Ьn )  : = (ui (ai ) , . . . 
. . .  , uk (ak ) ,  t i ( � I ) , . . .  , tn ('�n) ) ,  где UrE F (X) , каждое t1 является бу­
левым выражением, каждое ar - это либо х, либо у1 , и каждое 
f}r - либо Ь1 ,  либо булева константа ; 

существует только одна команда типа end (z ) , а непосредствен­
но перед ней стоит присвоевне вида z � =u (a) , где uEF (X) и а 
равно либо х, либо векоторому YJ ;  

кроме присвоений используются только условные переходы 
вида 

if t ( � )  then go to М1 else go to М2 
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или 
if t (� )  then go to М1 , 

где t - булево выражение, � может быть равно булевой констан­
те либо векоторому ь, , М1 и М2 - метки ; 

все операторы (кроме begin (х)  и end (х ) ) могут иметь метки; 
каждому пути в блок-схеме схемы программ  из begin (х) 

в end (х) соответствует некоторое возможное вычисJiение (при 
подходящей интерпретации ) ; два пути считаются при этом раз­
личными, если в них некоторое ребро проходится различное число 
раз .  

Как и в схеме Р, в общем случае допускается исключение три­
ви альных присвоений (у, :  =у, или Ь1 : =Ь1 ) .  

Н ЕД ЕТЕРМ И Н И Р О ВА Н Н Ый А Л ГО Р И ТМ КЛА С С И Ф И КА Ц И И  СЛОВ 

Пример 5. 1 .3. Пусть дан алфавит, т. е . конечное множество Х, 
например X= { l , 2 , 3} . 

Требуется построить алгоритм, который для слова w над Х 
устанавливает, входят ли  в w по меньшей мере два различных 
символа , причем хотя бы один - дважды. При этом предполага­
ется , что алгоритм может считывать слово w посимвольно слева 
направо.  

Мы хотим построить ведетерминированный алгоритм. Он мо­
жет иметь несколько выходных каналов.  Задача считается решен­
ной, когда решение появилось на одном из таких каналов. 

Алгоритм состоит из одного (недетерминированного ) управля­
ющего алгоритма ST и (недетерминированных) распозн ающих 
алгоритмов Ц (при i из Х ) . Пусть U, - алгоритм, который опре­
деляет, встречается ли в еще не исследованной части слова w ли­
бо еще по меньшей мере один символ i и по меньшей мере один 
символ ,  отличный от i, либо по меньшей мере дважды встречается 
некоторый отличный от i символ j . 

Алгоритм ST считывает символы слова w один за другим и,  
встречая символ i ,  включает в р аботу алгоритм u, .  Алгоритмы u, 
могут р аботать параллельно. Если  один из алгоритмов U, устано· 
вил требуемый ф акт, он должен сообщить об этом управляющему 
алгоритму ST, и весь алгоритм должен перейти в финальное со­
стояние.  

Каждый алгоритм U1 состоит из недетерминированно р аботаю­
щей ч асти (управляющей ) ST, и трех параллельна работающих 
детерм инированных р аспознающих алгоритмов uij ( j = l ,  2, 3) . 
Каждый алгоритм UIJ  (при j ::F i )  р аспознает, встречается ли 
в оставшейся части слова w по меньшей мере дважды символ j .  
Алгоритм U1 1  р аспознает, встречается ли далее по меньшей мере 
один символ i и по меньшей мере один иной символ. При  сообще­
нии  от одного из алгоритмов об установлении требуемого факта 
алгоритм u, прекращает работу. 

Алгоритмы U1J могут быть, очевидно, описаны графами ,  приве­
деиными на рис. 5. 1 .4 ,  где {i , j , k} =Х. Заштрихованные слева  
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Рис. 5. 1 .4 .  Графы UI! при j 'i: d и Uн 

Рис. 5. 1.5. Управляющие алгоритмы ST и ST1 

вершины указывают начальные состоян ия подалгоритмов, а за­
штрихованные справа - финальные. 

Управляющие алгоритмы ST1 имеют одинаковый вид : не п ро­
веряя ,  какой знак поступил на  вход, они вызывают алгоритмы 
Utj· Итак,  ST и STt имеют графы, показанные н а  рис .  5. 1 .5 .  

Полные графы алгоритмов U1 можно получить, заменяя в гра ­
фе  S TI прямоугольники ,  обозначенные U l l ,  ul 2 и Ц з , графами  со­
ответствующих подалгоритмов. Граф всего алгоритма также мож­
но получить, заменяя прямоугольники,  помеченные символами  
U1 , U2 и U3 ,  графами  соответствующих алгоритмов. При подста­
новке графов должна быть убрана штриховка , указывающая н а  
начальные состояния,  поскольку начальным состоянием алгорит­
ма всегда будет ST. Конечные вершины графов ЦJ  будут конеч­
ными вершинами общего алгоритма .  
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Чтобы установить, что некоторое слово w из F (Х) обладает 
требуемым свойством , нужно, таким образом,  найти некоторый 
путь из  начальной в одну из  конечных вершин графа алгоритма 
такой ,  чтобы последовательность меток н а  ребрах совпадала со 
словом w . 

Н ЕД ЕТ Е РМ И Н И РО ВА Н Н Ы й  АЛГОР ИТМ 
Д Л Я  С И НТА � С И Ч ЕС�О ГО А НАЛ И ЗА 

Пример 5. 1 .4. Синтаксис языка программирования высокого 
уровня з адается с помощью формы Бэкуса - Н аура или анало­
гичных конструкций (см .  р азд. 3. 1 и 4. 1 ) .  Для определенных фраг­
ментов программ  непосредственно из йх определения можно по­
лучить (недетерминированные) алгоритмы, способные устанавли­
вать,  соответствует ли данный фрагмент программы данному оп­
ределению. Это будет показано н а  примере одного определения 
заголовка процедуры из языка программирования Паскаль. 

Это определение выглядит так : 

<PROCEDURE HEADING> : :  = PROCEDURE<IDENTIFIER> ; ! 
PROCEDURE < IDENTIFIER> 
(<FORMAL PARAMETER 
SECTION>{; <FORMAL PARAME· 
TER SECTION>}) ;  

<FORMAL PARAMETER SECTION> : : = <PARAMETER GROUP> 1 
VAR <PARAMETER GRO 
UP> 1 [FUNCTION <РА· 
RAMETER GROUP> 1 
PROCEDURi:: <IDENTIFI· 
ER> {, <IDENТIFIER>} 

<PARAMETER GROUP> : :  = <IDENTIFIER>{ .<IDENTIFIER>}:  
<ТУРЕ IDENTIFIER> 

< ТУРЕ IDENTIFIER> : : = <IDENTIFIER> 
<IDENTIFIER> : : = <LETTER> <LETTER OR DIGIТ>* 
<LETTER OR DIGIT> : : = <LETTER > 1 <DIGIТ> 

При этом фигурные скобки { , } означают, что заключенная 
между ними  последов ательность символов может повторяться 
сколько угодно раз  ( в  том числе н и  одного р аза ) , а звездочка * 
означает, что помеченная ею металингвистическая переменная 
также может повторяться произвольно много раз ( и  тоже в том 
числе ни одного раза ) . 

Искомый  алгоритм Р К  состоит из подалгоритмов , которые вы­
зываются одновременно и могут р аботать параллельно. Когда ал­
горитму предлагается фрагмент программы, он прочитывает этот 
фрагмент последовательно слева направо. Если фрагмент н ачина-
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P R O CE D U R E  

) j  

) ; 
Рис. 5.1.6. Граф РК 

ется с PROCEDURE, то вызываются два подалгоритма U1 и U2 : 
U1 устанавливает, имеет ли  последующий текст вид ( IDENТI­

FIER) ; 
U2 устанавливает, имеет ли последующий текст вид, соответ­

ствующий второму варианту из определения. 
U2 прежде всего вызывает подалгоритм Id,  который устан авли­

вает, следует JIИ за (IDENТIFIER) какая -либо последователь­
ность символов. Если такая последовательность н ачинается со 
знака ( , то вызывается пор,алгор�тм FPS , который  устанавливает, 
следует ли  дальше последовательность символов (FORMAL PARA­
METER SECТION). 

Аналогично может быть детально описана р абота подалгорит­
ма U1 • Подалгоритм FPS функционирует также недетер м иниро­
ванным образом. Перед проверкой следующего символа он вызы-

1-------{ "P I  v 

Рис. 5.1.7. Граф FPS 

Рис. 5.1 .8. Граф PG 

F U N CПuN 

v 
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вает подалгоритм PG,  который  реагирует н а  последовательность 
символов, отвечающую металингвистической переменной (PARA­
METER GROUP) , и работает параллельна с другими вызванными  
FPS подалгоритм ами .  После того как  ашоритм FPS вызвал ал­
горитм PG, он проверяет, имеет ли начальная часть последова­
тельности знаков в ид VAR, FUNCТION или PROCEDURE.  Если 
да , то он вызывает соответствующий подалгоритм, и так  далее. 

Ради н аглядности граф алгоритма РК приведен на  р ис. 5. 1 . 6 
не детально, а только до уровня вызова подалгоритмов .  Общий 

ь 

{)-ь -1 
z 

Рис. 5. 1.9. Граф I d  

граф можно получить, «вставляя» 
в приведенный граф алгоритма РК 
графы алгоритмов I d  и FPS .  

Аналогичным образом изобр ажен 
на рис .  5 . 1 . 7 граф алгоритма FPS .  

Заштрихованные слева вершины 
являются начальными,  з аштрихо­
ванные справа - конечными.  

Последовательность символов 
) ; на ребрах,  ведущих в конеч­

ную вершину гр афа алгоритма РК, означает, что оба знака долж­
н ы  встретиться в заданной последовательности. 

Граф алгоритма FPS «вставляется» в граф алгоритма РК сле­
дующим образом.  Каждая помеченная символами  FPS вершина 
гр афа алгоритма РК заменяется графом с рис .  5. 1 . 7, причем веду­
щие в заменяемую вершину ребра присоединя ются к начальной 
вершине графа с рис. 5. 1 .7 ,  а исходящие из заменяемой вершины 
nрисоединя ются к конечной вершине. Штриховка вершин «встав­
ляемого» графа при этом убирается . 

На  рис. 5. 1 .8 и 5. 1 .9 приведены графы алгоритмов PG и l d .  
Поясним  только, что здесь Ь - произвольная (допустимая в язы­
ке Паскаль) буква , а z - произвольная цифра .  

5.2. НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ АВТОМАТЫ 
РАБИНА - СКОТТА ( НРС-АВТОМАТЫ ) 

Из р ассмотренных выше примеров мы прежде все­
го получим определение в общем виде автоматов Рабина - Скот­
та , а потом более детально р ассмотрим вопрос об их функциони­
ровании .  

О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е  Н Р С-А ВТОМАТО В 

Как показывают примеры 5 . 1 . 1 -5. 1 .4 , с практической точки 
зрения процессы в системах,  управляющие элементы (например, 
программы)  или алгоритмы часто полезно описывать «недетерми­
нированными» графами .  Эти графы мы можем по аналогии с тео­
рией ,  изложенной в предыдущих главах, р ассматривать как пред­
ставления автоматов , а именно как представления автоматов без 
выходов и со специальными н ачальными и финальными состоя­
н иями .  Такие автоматы функционируют недерминированным об-
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разом ,  т. е .  при  данном состоянии и данном входе ( который мо­
жет быть и последовательностью отдельных входов )  состояние, 
которое должен принять автомат, может быть определено неодно­
значно, так что автомат может «выбирать» между возможными 
переходами в следующее состояние. Такие автоматы м огут 
изменять свое состояние спонтанно,  т. е. не  получая никакого 
входа. 

Определение 5.2 . 1 .  (Конечный ) недетермшнированный авто.мат 
Рабина - Скотта (НРС-автомат)  есть пятерка А= (Z, Х ,  t ,  S ,  F) . 
Здесь Z и Х - конечные множества (состояний и входов соответ­
ственно ; Х называют также входным алфавитом автомата А) ; S 
и F - подмножества множества Z (множества начальных и фи-
1-tалыtых состояний соответственно) ; t= (ZXF (X ) , Z,  ,;) , где ,; ­
конечное подмножество множества ZXF (Х) XZ, т. е. t - соответ­
ствие из Z Х F (Х) в Z ( иначе говоря, t - многозн ачное отображе­
ние из Z Х F (Х) в Z с конечной областью определения) , называе­
мое соответствием переходов. 

Элементы множества ,; н азываются переходами. Множество 
'ts= (,;ПZX {Л} XZ) - { (z , Л, z) j zEZ} = 
= { (z ,  Л, z') 1 (;z, Л, z ' ) E't, z =#: z'}  

называется множеством спонтанных переходов. 
Автомат А называется алфавитным, если  ,;�ZX (ХUЛ) XZ. 

Для алфавитных НРС-автоматов всегда предполагается , что все 
входы существенны,  т. е .  что X=pr21:. 

Автомат А будем н азывать побуквенным, если он алфавитный 
и не имеет спонтанных переходов .  

Переход (z ,  w, z') из ,; означает, что А при поступлении н а 
вход слова w может перейти из состо я н ия z в состояние z ' , но при 
этом допускается , что в ,; содержатся и другие переходы вида 
(z ,  w, z") с z"=#; z'. З адание переходов вида ( z ,  Л, z ) , очевидно , 
бесполезно - такие переходы могут быть удалены из ,;. Множест­
во всех состояний ,  в которые автомат  может перейти из некоторо­
го состояния z при поступлении н а  вход слов а w, есть t (z, w) . 

З а  м е ч  а н и е .  НРС-автом ат А может быть представлен ори­
ентированным взвешенным графом.  При этом в качестве вершин 
выбирают состоян ия автом ата А, ребро с меткой w проводят из z 
в z ' ,  если (z ,  \V, z ' ) - переход автомата А. Метку Л можно опу­
сти1ъ. Такие  графы мы  будем иногда называть переходными  си ­
стем а м и  . 

.Ясно, что графы из примеров 5. 1 . 1 -5. 1 .4 можно р ассматри­
вать как графы НРС-автом атов ,  причем (за исключением графа 
из примера  5. 1 .4 )  как графы алфавитных НРС- автоматов. Авто­
мат с графом из примера 5. 1 . 1  оказывается даже побуквенным .  

З а м е ч а н и е.  Пусть t - соответствие  переходов не  которого 
НРС-автомата А и ,; - его график. Каждое входное слово w из 
pr2 ,; определяет тогда соответствие tw= (Z , Z ,  р r 1 , з (,;ПZХ {w} Х 
XZ ) ) из Z в себя (рr 1 , з обозначает проекцию н а  первую и третью 
компоненту ) . График tw соответствует множеству всех ребер гра-
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ф а  А с меткой w и описывает все во;;можные изменения состоя­
ний при поступлении на вход слова w. Таким образом , НРС-авто­
ма-г можно определить, задав множество состояний (вместе с под­
множествами  н ач альных и финальных состояний)  и конечное мно­
жество соответствий tw из Z в Z, где tw описывают все возможные 
реакции автомата А на соответствующие входные слова w. 

П О В ЕД Е Н И Е  Н РС-А ВТОМАТО В 

Нашей целью будет описание поведения НРС-автоматов при 
обработке пекоторой последовательности входов. 

Определение 5.2.2. Пусть А - НРС-автомат в обозначениях 
определения 5.2 . 1 .  Положим 

,;l=т;  

,;n+1 = { (z ,  wv, z ' )  1 существует z"EZ такое, что (z ,  w, z") Eтn 
и (z", v,  z ' ) Ет} - для всех nE N;  

т0 = { (z ,  Л, z )  l zEZ} ;  
-r* =U {тi 1 i E  Na} . 
Определим t * как соответствие с графиком т* , т. е .  

t* = (Z X F (X) , Z,  т* ) . 
Это соответствие будем называть последовательпостным соот­

ветствием автом ата А. 
3 а м е ч  а н и е 1 .  Состояние z' принадлежит t* (z ,  w ) , если ав­

томат  А при пошаговой обработке слова w может перейти из со­
стояния z в состояние z' (причем некоторые переходы могут, во· 
обще говоря ,  быть спонтанными) . Иначе говоря , это происходит 
в том случае,  когда в графе автомата А существует путь из z в z'  
такой ,  что последовательность м еток н а  проходимых ребрах со­
ставляет слово w. Действительно, очевидно, что переход (z, w, z' )  
принадлежит тn, если в графе автомата А существует путь из z 
в z' длины n такой ,  что последовательность меток н а  ребрах, со­
ставляющих этот путь, совпадает с w. Таким образом, если у А 
н ет спонтанных переходов и нет тривиальных переходов вида 
(z , л, z ) , то -rnnz xxmxz=.e5 при  n > m ;;:a::: o. Если же автомат А 
является еще и алфавитным ,  т. е. в данном случае - побуквен­
ным ,  то тnnzxxmxz не пусто тогда и только тогда ,  когда m= 
=n:;i=O. 

2.  Для алфавитных НРС-автоматов можно доказать , что при 
произвольных v и w из F (Х) и произвольнам z из Z выполняется 
равенство 

t* ( z ,  vw) = t* (t* (z ,  v) ,w ) = {z"EZ 1 существует z'Et* (z , v) 

такое, что z"Et* (z' ,  w) } 
(см .  теорему 2.3 .2 ) . Этот факт будет также получен в доказатель­
стве п.2 теоремы 5 .2 .3 .  Если рассматриваемый НРС-автомат не  
является алфавитным ,  то, конечно, данное равенство может не  
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выполняться , так как множество t (z ,  vw) может вообще не  содер­
жаться в t* ( t* (z ,  v) ,w) . 

t* содержит всю существенную информацию о способе функ­
ционирования соответствующего автомата А. Хотя множество ,;* 
бесконечно, нам  достаточно, однако,  знать только некоторое ко­
нечное его подмножество (этот факт будет вскоре получен ) , и ни­
же мы увидим ,  что все множество ,;* может быть описано с ис­
пользованием «конечных» средств. 

3 а м е ч  а н и е .  В дальнейшем ,  если не оговорено противное, 
всегда А - НРС-автомат в смысле определения 5.2. 1 и Х - неко­
торое конечное множество. 

М О Н О И Д  П Е Р ЕХОД О В  АЛ ФА В И Т Н О ГО Н Р С·А В ТОМАТА 

Каждая входная последовательность определяет (как это уже 
было установлено выше для отдельных входов )  соответствие из 
множества состояний в себя .  Совокупность таких соответствий 
описывает целиком поведение автомата А. 

3 а м е ч  а н и е. Соответствия могут применяться последова­
тельно ,  как обычные отображения (т .  е .  можно образовывать су­
перпозиции соответствий) ; правда ,  может оказаться , что суперпо­
зиция двух непустых соответствий является пустым соответстви­
ем. Множество с ассоциативной (бинарной ) операцией , н азывае­
мой по большей части умножением ,  обладающее относительно 
этой операции единичным (нейтральным )  элементом , называется, 
как известно , моноидом.  Сюръективное отображение одного мо­
ноида н а  другой н азывается моноидным эпиморфизмом,  если оно 
является гомоморфизмом , т .  е .  сохраняет операцию ( произведе­
ние образов равно образу произведения ) (см .  гл . 1 ) . 

Теорема 5.2.3 ( теорема о моноиде переходов ) .  Пусть А - ал­
фавитный НРС-автомат с n состояниями .  Для каждого w из F (Х) 
пусть t*  w= (Z ,  Z ,  ,;* w ) - соответствие из Z в Z с графиком ,;* w =  
= pri , з (-r*ПZX {w} XZ) = { (z , z ' ) 1 ( z , w, z' ) E-r* } .  Пусть, далее ,  
Q=2n ' . Тогда : 

1 .  Для каждого w из F (X) воздействие спонтанных переходов 
огр аничено числом Q, т. е . 

-r*w = U{pr 1 . 3 ('t1ПZ X {w} X Z ) l i =  l w l ,  l w l + 1 ,  . . . , Q l w l  + Q'- 1 }. 

2. С суперпозицией соответствий  в качестве моиаидной опера­
ции множество T (A) = {tw* l weF (X) } = {tv* l l v i < Q} я вляется 
конечным моноидом,  так н азываемым моноидом переходов авто­
мата А. 

3. Отображение h : F (X ) -+T (A) , где h (w) = tw* (т .  е .  h (w) =  

= t: и w-зеркальное слово для  w (т . е .  при l w l ::::;;; 1 W= W и при 
w 

w=ux w=xii ; см. упражнение 3 . 1 3 ) ,  является моноидным эпимор­
физмом. 

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Соответствие tw* определяет, в какие состоя­
ния может перейти состояние данного автомата п ри  поступлении 
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на  вход слова w; tw * оказывается гомоморфным образом w, а не 
w, поскольку суперпозиции соответствий записываются так, что 
tu *t,. * =tvu * .  

2 .  Из утверждений 1 и 2 теоремы вытекает, что для любого А 
м ножество Т (А) может быть построено з а  конечное число шагов 
( см .  упр ажнение 5.2 и относящуюся к нему литературу ) .  Отметим , 
что Q при  детальном анализе А может быть заменено на  мень­
шую границу . .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м ы .  Пусть для каждого w из 
F (Х )  и каждого i из No соответствие t,v, l из Z в Z задается гра­
фиком 'tw, i=PГ t , з (т1ПZXwXZ ) . Очевидно, что 'tw, 1 =JO при i < 1 \V 1 . 

Докажем теперь полной индукцией по 1 w 1 , что 

't" * =U {тw, I I I w 1 � i < Q l w l +Q} . 

Пусть w=A. Тогда для каждого i из No имеем t л . 1  = t� . По­
скольку только Q, соответствий из Z в Z могут быть поп арно раз -
личны ,  то  не могут быть попарно различными соответствия t � 
nр и  i =O,  1 ,  . . .  , Q ;  т. е. существуют р и q такие, что O � p < q � Q и 

t� = ti . Отсюда полной индукцией по j из N получаем, что 
tp+j( q-p ) - tP А - А •  

Пусть k - произвольное число из N и r - остаток при делении 
k на q-p ,  т. е .  k=m (q-p ) +r. Тогда t�-rk = t�+ r и p + r < q. Так 
ч т rJ  т� =U {т.л . 1 \ 0 � i < Q} . 

Допустим теперь, что утверждение справедливо для всех слов 
w длины j:;?:O. Для w'= wxEF (X) , где хЕХ и l w l = j ,  в этом слу­
чае имеем (напомним , что автомат А - алфавитный по предполо­
жению) 

'twx* = { ( z, z') 1 существуют Z t ,  Z2E Z  и i ,  j E No такие,  что 

(z ,  W, z 1 ) Ет1, ( z 1 , Х, z2 ) E't, (z2, Л, z') E'tj} = 
= {z, z ' ) 1 существуют z 1 ,  z2EZ и i ,  j E N0 такие, что (z ,  z 1 )  Е 

E'tw, i , ( z l , Z2 ) E'tx, l , (z2 , z ' ) E't A , j И 
l w l  � i < Q i w l + Q', O � j <Q} = 

=U {'t,vx,k 1 1  WX 1 � k< Q  1 WX 1 + Q} . 

Итак, утверждение 1 доказано .  
Из  предыдущих утверждений ,  кроме того , вытекает равенство 

'twx* = {  (z , z' ) 1 существуют z"EZ и r ,  s E N  такие, что ( z ,  z")  Е 
E'tw,r и (z", z ' )  E'tx,s, причем l w l  � r < Q I  w ! + Q и 1 � s < 2Q} . 

Отсюда с учетом 1 следует, если применить операцию объеди­
нения множеств к соответствиям ( а  не только к их графика м ;  см .  
гл. 1 ) ,  что 

t"·x* =U {tx , s tw , r \ 1 � s < 2Q,  l w ! � r < Q i w i + Q} =tx*tw* .  

Аналогичным образом ( заменяя: х н а  А ) получаем tл * t ,, * = 
=t\\. * ·  

Докажем теперь утверждение 3 теоремы. 
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Поскольку h, очевидно, я вляется сюръекцией ,  н ам  остается 
только показать, что для произвольных u и v из F (Х) выполнено 

'tuv* = tv*tu* ,  так как отсюда следует, что h (uv) = tuv* = tv*tu* = 
= h (v) h (ii ) , а это вследствие р авенства vii=vu и означает, что 
h - гомоморфизм ( поскольку вместе с u и v также и ii и v про­
бегают весь моноид F (Х) ) .  Мы докажем наше утверждение полной 
индукцией по длине слова v при постоянном , но произвольнам 
слове u. 

При 1 v 1 =0, т. е. при v=A, утверждение уже доказано выше. 
Допустим ,  что утверждение верно для всех v длины k� O. 

Пусть, далее, v' = vxE F (X) , где l v l =k и хЕХ. Тогда из  выска­
зывания, доказанного после доказательства утверждения 1 ( и  ис­
nользуемого сначала при w = v и потом при w = uv) , следует 

t� vJ* u = t* xt* vt* u = t* xi*uv = t* uvx· 
Поскольку гамаморфный образ моноида снова я вляется моно­

идом, то Т (А) как образ F (Х) при гомоморфизме h оказывается 
моноидом.  

Для того чтобы доказать конечность множества Т (А) , поло­
жим, ЧТО m > Q  И W = X1 . . .  Xm, где XiEX, И ЧТО Wo = A И W1 = X1 X2 . . . 
. . .  х1 при i = 1 ,  . . .  , m. Соответствия t*w1 не могут быть все попарно 
различны, т. е. существуют по меньшей мере два неотрицательных 
целых числа i и j ,  i < j ,  такие, что t:t = t:, . Поэтому существу­

ет по меньшей мере одно слово v с l v l  < l w l такое, что t*v= t*w 
(а именно v = WtXHI . . . Xm) . Для кратчайшего слова v с этим свой­
ством выполнено неравенство l v l  <Q, так как иначе слово v мог­
ло бы быть укорочено так же, как и слово w. Тем самым доказа­
но и утверждение 2 .  • 

3 а м е ч  а н и е. t � есть единичный элемент в Т (А) ,  хотя t � и 
не является , вообще говоря, тождественным отображением (это 
верно только в том случае, ко г да у А нет спонтанных переходов) . 

Отметим далее, что соответствие tx при  хЕХ может отличать­
ся от t* х , если у А есть спонтанные переходы. Если, скажем , tx -
тождественное отображение Z н а  себя, то t*x = t:· 

Пример 5.2.4. Пусть 
А= ({zo , z 1 \ ,  Z 1 2 ,  Z2o , Zз t , Z4 1 , Z42, zь} , {f ,  g}, t ,  zь,  zо ) ­

НРС - а втом ат из примера 5 . 1 .2 .  Тогда 

Т (А) = {t� , t * t , t*g , t* tg ,  t *gt } . 
Умножение в Т (А) с учетом выполнения для всех u и v из 

F (  { f , g} ) условия t*ut* v = t*vu полностью определяется следующи­
:м и  равенствами :  t* t t* t = t* t , t*gt*g = t*g и t* tgt*g=t* t g=t* tt * tg .  
Действител ьно, первые два равенства позволяют каждое tw 
с l w l ;:;;:::: 3 свести к t*u ,  где u имеет один из видов ( fg) 1 , g ( fg) 1 , 
( fg) 1 f  или g ( fg ) 1f при i ;;;:::: 1 .  Такие t*u сводятся с помощью треть­
его равенства к t* tg. 

Элементы Т (А) описываются таблицей ,  пр иведенной на 
рис. 5.2 . 1 .  
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Рис. 5.2. 1 • .Моноид переходов НРС-автомата иэ nримера 5 . 1 .2 

Н Р С-А В ТОМАТЫ КАК П О Р О ЖДАЮЩ И Е  С И СТ Е М Ы ;  
ПРАВОЛ И Н ЕИ Н Ы Е  ГРАММАТ И К И  

Как показывают примеры 5. 1 .2 и 5. 1 .4 ,  НРС-автомат (с znX= 
= 0 ) можно р ассматривать как систему для порождения после· 
довательностей символов .  Переходы (z , w ,  z' ) можно при этоМ' 
считать порождающими правилами  вида «заменить z на wz'-. 
( символическая з апись: z-+wz' ) . Каждое финальное состояние 
МОЖеТ быть удалено С ПОМОЩЬЮ правила ВИда «ЗаМеНИТЬ Z на Л-.. 
( ина:че :  z-+A ) . Любое порождаемое такой системой слово получа­
ется,  если ,  начав с пекотарого состояния z из множества началь­
ных состояний S, применять одно за  другим имеющиеся правишь 
(в любом порядке) до тех пор,  пока не получится слово , не со­
держащее символ а  состояния.  

Соответствующая НРС-автомату А порождающая система· 
( называемая  праволинейной грамматикой) является, таким обра­
зом,  четверкой G= (Z,  Х, R, S) , где Z и Х - дизъюнктные конеч­
ные множества , SsZ и R - конечное множество так называемых 
правил (или продукций) вида z-+wz' или z-+Л при z и z' из Z w 
w из F (X) . 

Пусть zEZ, uEF (Х) и vEF (XUZ) . Слово v называется непо­
средственно выводимым из uz в G (символическая запись:. 
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uz=>Gv) , если выполнено следующее условие: при veF (Х) спра­
ведливо равенство v = u, а в R имеется правило z-+A; в против­
ном случае v= uwz' , а в R имеется правило z-+wz'.  

Пусть u, v, z имеют тот же смысл, что и в предыдущем абза­
це.  Слово v называется выводимым из uz в G (символическая 
запись: uz =>G*v) , если uz = v или существует конечная последо­
вательность слов w,,  i = l , . . .  , n, такая, что w 1 = uz ,  Wn = V  и 
w1 =>GWн1 при j = l , . . . , n-1 . 

Языком, порождаемым грамматикой G, называется множество 
слов 

L (G) = {weF (X) 1 существует z в S такое, что z =>G*w} . 
Праволинейные гр амматики часто определяют, требуя, чтобы 

выполнялось равенство 1 S 1 = 1 ,  и допуская правила вида z-+w, 
где wEF (Х) . Эквивалентность такого определения приведеиному 
выше будет установлена в р азд. 5.5.  

П ример 5.2.5. НРС-автомат А, определенный графом на рис. 
5. 1 .3 порождает следующую праволинейную грамматику G :  
G = ( {zo, z 1 1 , Z 1 2 . Z2o. Zз 1 .  IZ4 1 , Z42, zь} , {f, g}, R. zь ) , где R состоит 
из следующих правил ( ради краткости мы,  как при использова ­
нии  формы Бэкуса-Наура ,  объединяем два правила z-+u и 
Z-+V В ОДНО Z-+U 1 V) : 

Zь-+Z2o ;  Z2o-+zн l  Zз1 l Z4 1 ;  Z 1 1-+Zo; 
Zз J-+fzз! l fz 1 1 ; Z4 1-+gz41 l gzз 1 l gz 1 1 ;  
Z4�fz42 l fz 1 2 ; z ,�zo; zo-+A. 
Слово g3f2 выводится,  например, из zь следующим образом :  

zь=>z2o=>Z4 1 => gz41 => ggz4 1  =>gggzз l  => 
=> g3fzз 1 => g'3f2z 1 1  =>g3f2zo=>g3f2. 
Приведеиные порождающие правила могут быть записаны и 

как формулы в форме Бэкуса-Наура (см .  пример 5. 1 .4 ) . Вместо 
z-+wz' можно писать (z) : : = w(z') и вместо z-+A - (z) : : = A. 

5 3. РЕАКЦИЯ, ДОПУСТИМЫЕ МНОЖЕСТВА 

Определим теперь понятие реакции НРС-автомата 
и получим его оnисание алгебраическими средствами.  

НРС-автомат не реализует никакого отображения, но класси­
фицирует входные слова н а  допустимые и недопустимые. Входное 
.слово w допускается данным НРС-автоматом А, если А может 
перейти из одного из начальных в одно из финальных своих со­
стояний при введении слова w, иными словами,  если в графе ав­
томата А существует путь из одной из начальных вершин в одну 
из конечных вершин  такой , что последовательность меток на про-· 
ходимых ребрах совпадает с данным входным словом . 

I' ЕАК Ц И Я , Д О П У С Т И М Ы Е  М НО ЖЕСТВА 

Для задания реакции векоторого НРС-автом ата достаточно. 
как следует из вышесказанного, определить множество всех до­
nустимых входных слов. 
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Определение 5.3. 1 .  1 . Реаrщией автомата А (или множеством,  
допустимым автоматом А) называется множество L (А) = 
= {wEF (X)  j t * (S , w) ПF=#= 0} . 

2 .  Пусть Х - конечное множество. Подмножество L множест­
ва F (Х)  называется Н-допустимым 1 множеством , если существует 
НРС-автомат А с L = L (A) . Символом NAkz (X) будет обозна­
чаться м ножество всех Н-допустимых подмножеств множества F (X) . 

3 а м е ч а н и е .  Условие t* (S , w) П F =#= 0  означает: су-
ществуют последовательность z0 ,  z 1 ,  . . . , Zn состояний и 
последовательность u 1 ,  u2 , • • • , Un слов из  F (X) такие, что 
ZoE S ,  Zn-+-F, (Z i-1 •  U 1 , Z 1 )  E't при i = 1 ,  n 
и W = U 1 U2 • • •  Un.  Пустое слово А допустимо,  если SПf'=#= 0. Для 
графа  автомата А р ассматриваемое условие означает, что сущест­
вует путь из некоторого начального в некоторое финальное состо­
яние такой, что последовательность меток на ребрах вдоль этого 
пути составляет w. 

Пример 5.3.2. 1 . Пусть А - НРС-автомат из примера 5. 1 . 1 .  
Тогда L (А) - множество всех последовательностей действий сту­
дентов, которые могут привести из начальной ситуации (ни один 
не заказал и не получил ни одного сборника) в тупиковую ситу­
ацию.  

2 .  Пусть А- НРС-автомат из  примера 5. 1 .2 (см .  также при­
мер 5.2.4 ) . Тогда L (A) = {gmfn j m, nE No} = WS (P) . 

3. Пусть А-НРС-автомат из примера 5. 1 . 3 . Тогда L (А) явля­
ется множеством слов над { 1 , 2,  3} , в которых встречаются по 
меньшей мере две различные цифры и при этом по меньшей мере 
одна цифра встречается более одного раза . 

4. Пусть А - НРС-автомат из примера 5. 1 .4 .  Тогда L (A ) явля­
ется множеством всех допустимых заголовков процедур в языке 
Паскаль .  

5. Если G - сопоставленная автомату А соответственно заме­
чанию в конце разд. 5.2 праволинейная грамматика,  то L (G)  = 
= L (A) . 

Дальнейшие примеры содержатся в упражнении 5.3. 

РА Ц И О НАЛ Ь Н Ы Е  М Н ОЖ ЕСТВА' 

Н-допустимые множества могут быть построены из конечны'!�: 
множеств. С этой целью мы дадим конструктивное определениt� 
одного класса множеств. Более строгое определение содержится 
в п. 3 упражнения 5.7 .  

Определение 5.3.3 . Множество Rat (Х)  рациональных подмно­
жеств F (Х)  есть наименьшее подмножество f1l булеана .9-' (F' (Х) ) 
[т .  е .  м ножества всех подмножеств м ножества F (Х) ] со следую­
щими  свойствами .  

1 Сокращение от  «допустимым недетерминиров анным автоматом Ра бина ­
Скотта » . - Прим.. перев. 2 Часто используется также тер мин «регулярные множества». - Прим.. перев.. 
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1 .  Пустое множество и каждое одноэлементное подмножество · 
множества Х содержатся в f!l. 

2 .  Вместе с любыми множествами  U и V в f1l лежат также их 
объединение UUV и их произведение UV= {uv l u EU,  vEV} . 

3. Вместе с любым множеством U в f1l содержится также по­
рожденный множеством U в F (Х) подмоиаид 

U* = UOUU 1 UU2U . . . = {U1U2 . . .  un l n E No, u, EU} ,  
где U0=Л, U1+1 = U1U. 

3 а м е ч а н и е. Таким образом,  неnустое р ациональное мно­
жество может быть построено из  одноэлементных множеств за 
конечное число операций произведения ,  объединения и образова­
ния подмоноида 1 - эти операции будем называть рациональными 
операциями. В результате оказывается возможным описать данное­
рациональное множество некоторой конечной последователь­
ностью символов. При этом фигурные скобки в случае одноэле­
ментных множеств опускают. Отметим ,  наконец, что 0* = Л  (см. 
также разд. 5 .7) . 

П ример 5.3.4 .  1 . Язык значений схемы программ Р из  примера 
5. 1 .2 может быть представлен как рациональное множество :  
WS (Р )  = g*f* . 

2. Множество U распознаваемых алгоритмов из  примера 5. 1 .3. 
последовательностей знаков может быть получено как р ациональ­
ное множество следующим способом.  

Пусть W1 - множество всех (под) слов, р аспознаваемых под­
алгоритмом u,  (см .  рис. 5. 1 .4 ) . Тогда для {i , j ,  k} = { 1 ,  2 ,  3} и ме­
ем 

W, = {i , k} *j {i , k} *j { 1 ,  2, 3} * U {i ,  j } *k {i , j } * k{ 1 ,  2, 3} *U 
U ( i i * {j , k} U {j , k} {j , k} * i ) { l , 2, 3} * . 

Отсюда получаем (см .  рис .  5. 1 .5) 

U= { 1 ,  2, 3} * ( 1 WI U 2W2U3Wз) . 

3. Если металингвистические переменные в определении из. 
примера 5. 1 .4 рассматривать как имена  множеств и з аменить 
« : : = » на « = »  и « 1 » на  « U » , то полученные равенства будут пред­
с т а вл ять встречающиеся в них множества как рациональные. Пу­
те:-.1 пос.1едовательных замен отсюда получается представление­
множества допустимых заголовков процедур .  

3 а м е ч  а н и е. Из пп .  1 и 2 определения 5 .3 .3 следует ( заме­
тим , что )25 · = Л) , что Rat (Х)  содержит все конечные подмножест­
ва  множества F (Х ) . С учетом п . 3  отсюда н аходим , что каждый ко­
нечно-порожденный подмоиаид Е * (Е-конечное множество)  монои­
да F (Х) , в частности Х* = Р (Х) , содержится в Rat (X) . Так как 
F+ (X) = ХХ* , то F+ (X) является р ациональным  множеством.  
Обычно вместо LL * пишут L + для LsF (Х) . Очевидно,  что если 
множество L рационально, то рационально и L +. 

1 И л и  итерации. - Пpu1r1. перев. 
1 2-5260 1 17 



Для более глубокого понимания изложенного и в качестве до­
,полнен ия читателю рекомендуется выпол нить упражнения 5.4 и 
:5.5 .  

ЗАМ К Н УТОСТЬ П О  О Т Н О Ш Е Н И Ю  К РАЦИО НАЛ Ь Н ЫМ 
О П ЕРАЦ И Я М  

То, что некоторое множество м ножеств, замкнутое относитель­
но пекоторой операции ,  з амкнуто относительно нее эффективно, 
означает, что существует метод ( алгоритм) ,  реализующий эту 

. операцию (см .  гл . 1 ) .  
Теорема 5.3.5 ( Клини ) .  1 .  Множество NAkz (Х) эффективно 

. замкнуто относительно р ациональных операций (объединения, 
,произведения и образования подмоноида ) и Rat (Х) sNAkz (Х) . 

2 .  Множество NAkz (Х)  эффективно з амкнуто относительно опе­
·рации образования зеркального слова ,  т. е. вместе с U также и 
. его зеркальное м ножество (множество U = {ii l uE U}) оказывается 
'Н-допустимым .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. а )  Пустое м ножество является допусти­
мым НРС-автом атом А= (Z ,  Х, t, S ,  F) с -r = !O  и SПF = !O. Одно­
элементное множество {х} допустимо  автоматом А= ( {z , z '} , Х, 

·t ,  z, z ' )  с -r =  { (z ,  х ,  z ' )  } .  
С помощью аналогичных построений можно показать, что и 

каждое конечное подмножество моноида Р (Х) является допусти­
мым соответствующим НРС-автоматом с двумя состояниями .  

б ) Пусть U и V - множества из NAkz (Х) , а А1 = (Z1 , Х, t1 , S 1 , 
'F1 ) ,  i =  1 ,  2 , - НР С-автоматы такие, что L (A 1 ) ,= U  и L (A2) = V. 
Будем считать, что Z 1 ПZ2 = 0  ( выполнение этого условия всегда 
:может быть обеспечено переименованием состояний) . 

Пусть 

Aз = (Z 1 UZ2, Х, t 1 Ut2 ,  S 1US2, F1 UP2) ;  
А4= (Z 1 UZ2, Х, t 1 Ut2UF1 Х {А} Х S2, S 1 , F2) ; 
А5 = ( Z 1 ,  Х, t 1UF 1  Х{А} Х S 1 ,  S 1 , F 1 ) ;  

А 1 = (Z 1 ,  Х, t1 , F 1 , S 1 ) с _;l = { (z' , ii,  z ) 1 (z , u ,  z' ) Et1} . 

�Автомат А 1 будем н азывать зеркальным для  автомата А1 .  
Тогда , как  петрудно проверить, UUV= L (Aз) , UV= L (A4) и 

U+ = L (A5) , так что U* = L (As) UA. Кроме того, 0= L (A 1 ) .  
Автомат А3 - это результат параллельного соединения авто­

·матов А1 и А2 . Автомат  А4 - результат последовательного соеди­
нения автоматов А1 и А2 . Автомат  As получается в результате 

· Соединения спонтанными переходами всех финальных состояний 
исходного автомата А1 с его начальными состояниями. Граф авто­
м ата  А 1 получается из  графа  автом ата А1 изменением напр авле­
ния всех ребер н а  противоположное и з аменой слов, стоящих на 
ребрах ,  на зеркальные.  

в ) Построением зеркального автомата доказано утверждение 2 .  
Поскольку из пустого м ножества Х с помощью рациональных 
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операций может быть построено произвольное рациональное м но­
жество, то из пп. а )  и б )  вытекает, что каждое р ациона.1ьное под­
множество моноида F (X) является Н-допустимым . Утверждение t: 
доказано . 111 

Читателю рекомендуется сравнить конструкцию из данного, 
доказательства с построением алгоритмов в примерах 5. 1 .3 и 
5. 1 .4, а также выполнить упражнени.е 5.6. 

о 

Рис. 5.3. 1 . НРС-автомат с реакцией Ln 

Пример 5.3.6. Покажем, что множество LD двоичных представ­
лений чисел вида (2k- 1 ) 2m+ 1  при четной сумме k+m и m �2 
( где k и т - натуральные числа )  является Н-допустимым . Пусть. 

L 1 u={ l k / k  нечетное, kE N} ;  

L l g={ 1 k / k четное, kE N};  

Lou={011 / n нечетное, nE N};  
L0g={011 / n четное, nE N}. 

Н а основании теоремы 5.3.5 заключаем , что L lg=L1gUA= 
={ ( 1 1 ) 1 \  iENo}={ l 1 }* - Н-допуст_имое множест�о .  Из этой же тео­
ремы далее следует, что L 1 u =  1 L 1 g и L 1 g= 1 1 L 1 g являются Н-до­
пустимыми. Аналогично можно показать, что Н -допустим ы  Lou 
и Log. 

Поскольку LD=LJuLog 1 UL !gLou 1 ,  то по теореме 5 .3 .5 и само 
множество LD Н-допустимо .  

НРС- автом ат с реакцией LD задается графом , изображенным 
на рис.  5 .3 . 1 .  (Читателю рекомендуется обдумать вопрос о том,  
как этот граф может быть получен из НРС-автомата с реакцией 
LD, построен ного с помощью конструкции ,  приведеиной в доказа­
тепLстве теоремы 5.3 .5 . - см . упражнения 5.4 , 5 .6  и гл . 6 . )  

РА Ц И О НА Л Ь Н О СТЬ Н -Д О П УСТ И М ЫХ М Н ОЖЕСТВ 

С помощью простого ( но не  слишком быстрого) м етода можно 
получить для реакции (допустимого м ножества )  п роизвольного· 
НРС-автомата представление в виде р ационального множества,  
т. е .  конечное «линейное» представление для ,  вообще говоря ,  бес­
конечного множества .  Вместе с утверждением 1 теоремы 5.3 .5 это­
дает ( несмотря на  простоту доказательств ) один из  в ажнейших 
результатов теории автоматов .  

Иной,  но родственный  описываемому ниже метод приведен 
в упражнении 5.7. 
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Теорема 5.3.7 ( Клини ) . Для каждого конечного множества Х 
выполняется равенство Rat (Х) =NAkz (Х) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . На  основании теоремы 5.3 .5 следует 
только показать, что NAkz (Х)  sRat (Х) . Для этого мы использу­
.ем м етод, с помощью которого граф данного НРС-автомата А мо­
жет быть преобразован в граф,  представленный на рис .  5.3.2 , так 
что R (А) будет рациональным множеством, равным реакции (до­
пустимому м ножеству )  автомата А .  

Введем следующее понятие :  обобщенным графом переходов 
,яад Х называется взвешенный орграф с начальной вершиной а: и 

R ( А ) 
ct 

Рис. 5.3.2 

конечной вершиной ffi , метками на 
ребрах которого являются р ацио­
нальные множества .  Таким образом, 
обобщенный граф  переходов явля-
ется пятеркой V = (С,  Х, т, а·, ffi) , 
где С - конечное множество (мно­
жество вершин ) , а:Е С, ffi E C  и т­
конечное подмножество произведе­
ния C X Rat (X) Х С. 

Как и в случае НРС-автоматов, реакцией L (V) обобщенного 
.графа  переходов V назовем множество всех слов w, ведущих из 
,(L в ffi , где высказывание «W ведет из а в ffi» означает, что сущест­
вуют конечная последовательность ( а·, R 1 , с 1 ) ,  (с 1 , R2, с2 ) ,  . . .  
. . . , (ck-1 , Rk , ffi ) помеченных ребер гр афа V и разложение w= 
= W1W2 . . .  Wk такие, что W1ER1 при i =  1 ,  . . .  , k .  

Метод может теперь быть описаiJ. в общих чертах следующим 
'Образом .  

Г р а ф  автомата А расширяется путем добавления вершин а и 
(!) и соответствующих ребер до некоторого обобщенного графа пе­
реходов с той же реакцией ,  что и у А.  После этого полученный 
обобщенный граф переходов преобразовывается путем исключения 
ребер и вершин до тех пор , пока он не приобретает указанный 
выше вид.  

При исключении ребер и вершин применяются следующие три 
·правил а :  К,  S и Е .  

К (правило исключения ребер ) . Два  ребра  с одинаковым на ­
чалом ( скажем, с ) , одинаковым концом (скажем, с') и с метками 
R и R' соответственно заменяются единственным ребром ( из с в с' ) 
с м еткой RUR' .  При  этом допускается , что с=с' ( т. е . что каждое 
из ребер является петлей)  и что с=а или c'=ffi. Итак, ребра (с ,  
R ,  с' ) и (с ,  R', с')  заменяются ребром (с ,  RUR', с' ) ,  как показано 
'На  рис. 5.3.3 .  

S (правило исключения петель) . Если существует отличная от 
а и ffi вершина (скажем , с) такая, что некоторое ребро ( п етля ) 
с меткой R имеет вершину с своим н ачалом и концом,  то эта пет­
ля исключается , а м етки всех исходящих из вершины с ребер 
умножаются слева на R* .  Если же ни одно ребро (после исключе­
ния петли )  не выходит из вершины с ,  то вершина с исключается 
вместе со всеми входящими  в нее ребрами .  Н аконец, вершина с 
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искл юч ается и в том случае, если в нее н е  входит ни  одно ребро (исключается вместе со всеми исходящими из нее ребрами ) . 
Итак,  если 

a*c*w, 'tЛ{c}XRat (X) X{c}={ (c, R. с ) } и 

Wc=-rП{c}XRat (X) Х (С-с) , 
то т заменяется на  

R 

R � R' � Rv R 1 
Рис 3 . 3.3. Прави.1о исключения ребер К 

Рис. 5.3.4. Правило исключения петель S 

(-r- (WcU (c, R, c) ) ) U{ (c, R* , R', с') 1 (с, R', c' ) EWc}, а если 
W r пусто, то, кроме того, и С заменяется на С-с ( р ис .  5.3 .4) . 

Е (правило исключения вершин ) . Произвольная отл ичная от 
а и w вершина (скажем, с) , у которой нет петли, исключается. 
При этом каждая пара ребер, состоящая из ребра ,  ведущего в с 
из некоторой иной вершины (скажем , из с') и помеченного R,  и 
ребра ,  ведущего из с в некоторую другую вершину (скажем, в с") 
и помеченного R', з аменяется одним ребром,  ведущим из  с' в с" и 
помеченным RR'. При этом допускается, что с' = с" и что уже мо­
жет иметься ребро, прямо ведущее из  с' в с". Есл и  же в с не 
ведет ни  одно ребро ( ил и  ни одно ребро н е  исходит из с ) , то с 
просто исключается вместе со всеми исходящими (входящими)  
ребрами .  
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Итак, если 
a:#=c:#=ro, ,;П{c}XRat (X) X{c}=0, Hc=,;ПCXRat (X) X{c} и Wc= 

='tП{c}XR at (Х) ХС, то С заменяется на С-с, а ,; - на 

(,;- ( HcU Wc) ) U{ (c', RR', c") l (c', R, с ) еНс, (с ,  R', c" ) eWc} 
( см . рис.  5 .3 .5) .  

Рис. 5.3 . .5. Правило исключения вершин Е 

Рис. 5.3.6. Частный случай применения правила Е 

Утверждение. Каждая новая метка н а  ребрах ,  возникающая 
при применении одного из правил, снова является р ациональным 
множеством .  Возникающий при применении любого из правил 
граф является поэтому снова обобщенным графом переходов, 
имеющим ту же реакцию, что и исходный, поскольку новые метки 
н а  ребрах в точности совпадают с м ножествами всех слов, веду­
щих в старом ( исходном ) графе из соответствующей начальной 
вершины в соответствующую конечную вершину. 

Отметим ,  что при  применении правила Е могут возникать 
кратные ребра и петли ( рис.  5 .3 .6) . 
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М ЕТОД ПОСТРО Е Н И Я РА Ц И О НАЛ Ь Н О ГО П Р ЕДСТАВЛ Е Н И Я"  
ДЛ Я  L( A ) 

Начальный этап. Добавить к графу автомата А две новые (т. е .  
не содержащиеся в Z )  вершины а и ro, провести ребра с меткой Л 
из а. во все начальные вершины исходного графа и из всех конеч­
ных вершин исходного графа в вершину ro ;  убрать обозначения 
(штриховку) старых н ачальных и конечных вершин .  

Да Прuменumь К 

Да Прuменumь S 

Да Прuменumь Е 

Рис. 5.3.7. Блок-схема этапа исключения 

Этап исключения. Применять алгоритм , блок-схема которого 
nриведена на  рис .  5 .3 .7 .  Иначе говоря:, применять сначала во всех 
возможных случаях правило К, исключив все кратные ребра  и 
кратные петли ; применять далее правило S ко всем вершинам,  н а  
которых «висят» петли ; применить, наконец, правило Е , исключив 
некоторую вершину, после этого перейти к началу алгоритма .  Есл и  
же правило Е неприменимо, т о  закончить р аботу. 

Заключительный этап. Есл и  в полученном графе не  оказалось 
ребер , ведущих из  а. в ro, то ввести такое ребро, пометив его сим­
волом !0. 

Результат. После применения метода получается граф с двумя 
вершинами а. и ro, соединенными единственным ребром, м еткой на  
котором является рациональное м ножество R , т .  е . ребром (а. ,  R, 
(!)) . При этом R= L (A) .  

ДО КАЗАТЕЛЬСТВО К О Р Р Е К Т Н О С Т И  М ЕТОДА 

Сходимость этапа исключения. Поскольку применение правил 
К и S уменьшает число ребер в графе,  то через конечное число 
шагов возникает вопрос о применимости правила  Е . Поскольку, 
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далее, применевне правила Е уменьшает число вершин в графе, то 
это правило может применяться только конечное число раз .  

Правильиость результата. После выполнения этаn а исключения 
возможны два случая .  

1 .  Остались только вершины а и ro без соединяющего их ребра .  
Это тот случай ,  когда в графе автомата А нет ни  одного состоя­
ния,  входящего в какой-либо путь из одной из н ачальных вершин 
в одну из конечных. Отметим при этом,  что при применени и  пра ­
вила S исключаются вершины, на  которых «висят» петли, но из  
которых не выходят никакие иные ребра .  Отметим также, что пра ­
вило Е применимо до  тех пор ,  пока  в графе  имеется хотя бы одна: 
вершина ,  отличная от а и ro, поскольку в момент постановки воп­
роса о применимости правила Е n графе не может быть петель. 

Итак, в данном случае L (А) =0, так что введение н а  заклю­
чительном этапе ребра (а, 0, ro) приводит к получению привиль­
ного результата.  

2 .  Остались только вершины а и ro и соединяющее их ребро 
(а, R, ro) .  В этом случае в графе автом ата А должен существо­
вать путь из векоторого начального в некоторое финальное со­
стояние, т .  е. А должен иметь непустое допустимое множество .  

Выполнение в таком случае р авенства R=L (А) непосредствен­
но вытекает из приведеиного выше утверждения о том , что при­
менение всех трех правил сохраняет м ножество слов, ведущих 
в соответствующем обобщенном графе переходов из а в ro . 

.Ясно, что других случаев быть не может, поскольку у вершин 
а и ro не могут возникнуть петли,  так как ни одно ребро не может 
вести в а и не может исходить из w .  

Оценка времени работы. Пусть автом ат А имеет (n-2) состоя­
ния и в графе автомата А встречается ( р- 1 )  различных меток 
(т. е .  j pr2 ( •) / =р- 1 ) .  Сейчас мы получим грубую верхнюю оцен­
ку для времени р аботы метода как функцию от n и р .  При  этом 
время работы будет оцениваться числом отдельных операций н ад 
ребрами  и вершинами (удаление, введение, изменение метки ) .  

Поскольку ориентированный граф с n вершинами может иметь 
не более n2 ориентированных ребер, то граф,  построенный  для 
а втомата А, может иметь не более pn2 различных взвешенных 
ребер . 

Перед каждой проверкой применимости правила Е правило К 
может быть применено не более ( р- 1 ) n2 раз , а правило S - не 
более n раз .  При каждом применении  правила  К производятся 
операции н ад двумя объектами,  а при каждом применении прави­
ла  S - н ад не более чем n объектами . Итак, всего производится 
не более (2р- 1 )  n2 отдельных операций .  

Каждое применение правила Е требует не более n2 отдельных 
операций,  а всего таких применений  может быть не более n .  

Итак, в качестве верхней границы для числа отдельных опера­
ций получаем границу 2рnз . • 

Пример 5.3.8.  Применяя описанный метод к Н РС-автом ату, 
граф  которого приведен н а  рис .  5 .3 . 1 (см .  пример 5 .3 .6) , можно 
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использовать правила в следующем порядке : 

К., S , S , E , E, E , E , E 

и получить в качестве выхода представление для LD :  

LD = { 1 1 } *  1 {0 , 1 }0{00} * 1 .  

Поскольку, очевидно, { 1 1 } * 1 = 1 { 1 1 } * , то это представление сов­
nадает с приведеиным в примере . 

Дополнительная информация о преобразованиях р ациональных 
представлений содержится в раз д. 5 .6 и 5 .7 .  

Из доказательства корректности метода вытекает следствие.  
Следствие 5.3 .9 .  Для произвольнога НРС-автомата А р азрешим 

вопрос о непустоте множества L (А) . 
Теперь можно также увидеть, что Последовательнастное соот­

ветствие t* может быть описано «конечными средствами» . 
Следствие 5.3. 1 0 . График последовательностиого соответствия 

НРС- автомата может быть представлен с помощью конечного чис­
ла  рациональных м ножеств следующим образом : 

-r*={z t }XRt X{z t '}U{z2}X R2X{z2'}U . . . U{zk} Х Rk х {zk'}. 

Здесь k= I Z / 2 и R;={w l  ( z ; ,  w, z;') E-r*} при i = l , . . .  , k. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ес.11и A= (Z, Х, t, S ,  F)  - заданный 

НРС-автом ат, то R;=L (A; ) , где A;= ( Z, Х, t,  z ; ,  z ; ' ) . 

5 4 .  ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ АВТОМАТЫ 
И РАЗЛИЧИМЫЕ МНОЖЕСТВА 

Если нужно реализовать ( абстрактный)  автомат 
как последовательную программу или прибор,  то  для такой реали­
зации нужен детерминированный автомат  с единственным началь­
ным состоянием, в графе которого при  каждом входном слове 
существует не более одного пути из начального состояния в неко­
торое финальное состояние, определяемого этим словом . Возмож­
ность использовать несколько финальных состояний демонстрирует 
упражнение 5.3, п. 1 .  

Ниже будет дана алгебраическая характеризация множеств , 
допускаемых детерминированными НРС-автоматами 1 , весьма от­
личная от представления таких м ножеств с помощью рациональ ­
ных операций .  

О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е  Д ЕТ Е РМ И Н И РО ВА Н Н ЫХ Н Р С-А ВТОМАТОВ 

Определение 5.4. 1 .  1 . НРС-автомат А= (Z ,  Х, t, S, F) называ­
ется детер.минированны.м автоиато.м Рабина - Скотта (ДРС-ав­
том атом ) ,  если он имеет только одно начальное состояние s ,  яв-

1 Детерминированные НРС-автоматы - это частный случай НРС-автоматов 
(см. ниже) , так что кажущееся на первый взгляд нелеnым nонятие «детермини­
рованный недетерминироваиный автомат» отнюдь не бессмысленно. - Прим. 
перев. 
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ляется по буквенным ,  и если t - отображение ( быть может, частич­
ное) , т. е .  если S ={s}, -r= ZXXXZ и \ t ( z ,  х ) \ � 1  для всех ( z ,  х). 
из zxx. 

Автомат  А н азывается полностью определенным детерминиро­
ванным автоматом Рабина - Скотта ( короче : автоматом Раби­
н а - Скотта или РС-автоматом ) ,  если А детерминирован и t ­
всюду определенное отображение (т .  е .  pr 1 2 -r=ZXX) .  

Для РС-автом атов и ДРС- автоматов вместо обозначения t 
часто используется обозначение f .  

Но.nро.Вление считыВания 

�]:...__,_l __ j..___.____,l Вхо11но я лен m сt 

Чumающая голоВка 

Ксжmрольный 6лок 

е 
Рис. 5.4. 1 .  Модель РС-автомата 

2. Подмножество моноида F (X) называется Д-допустимым 
(допустимым ) ,  если оно является реакцией векоторого ДРС-авто­
м ата (РС -автомата ) . 

Множество всех Д-допустимых подмножеств м оноида F (Х) 
обозначается DAkz (Х) , а м ножество всех допустимых подмно­
жеств - Akz (Х ) .  

3 а м е ч а н  и �  Ясно, что у ДРС-автомата и последовательно­
ствое соответствие является отображением . 

Если у автомата Мили или автомата Мура выделить некоторое 
состояние в качестве начального и определенные состояния в ка­
честве финальных и отбросить функцию выходов ,  то будет получен 
РС-автомат. Более точно связь с автоматами Мили и Мура будет 
рассмотрен а  несколько позже. 

3 а м е ч а н и е .  РС-автом аты обычно представляют себе как 
«читающие м ашины», состоящие из контрольногiJ блока , который 
в зависимости от входа может приним ать одно из конечного м но­
жества р азличных состояний,  и читающей головки, которая считы­
вает символы ,  записанные на р азделенной на отдельные ячейки 
входной ленте. Читающая головка передает с читанные символы 
контрольному блоку и может передвигаться вдоль входной ленты 
слева н аправо (после прочтения каждого символа - на одну 
ячейку) . Когда читающая головка доходит до конца ленты , «чи­
тающая м а шина»  останавливает ее движение и показывает (ска­
жем , с помощью двух лампочек) , н аходится ли  контрольный блок 
в этот м омент в финальном состоянии ( з ажигается .Тiампочка, 
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помеченная символом + ) или нет ( зажигается лампочка ,  поме­
ченная символом - ) ( рис. 5 .4 . 1 ) . 

Аналогично можно и НРС-автоматы р ассматривать как «ЧИ­
тающие м ашины».  Такие машины работают недетерминированным 
образом и их читающая головка  м ожет - в случае неалфавитного 
НРС-автомата - за один такт прочитать несколько символов . 

Очевидно, что «читающая м а шина» ,  изображенная на рис. 5 .4 . 1 ,  
может быть обращена в «пишущую машину» , если заменить чи ­
тающую головку пишущей и контрольный блок управляющим 
блоком,  который н е  обрабатывает входы, а порождает выходы. 
Поэтому РС-автомат (и ,  равным образом, НРС-автомат) может 
рассматриваться и как м ашина,  порождающая последовательно­
сти символов . 

РАЗЛ И Ч И М Ы Е  М Н ОЖЕСТВА 

Идеи, аналогичные лежащим в основе теоремы 5.2 .3, оправды­
вают определение еще одного класса множеств, для  которого в ско­
ре будет показано, что он совпадает с классом допустим ых 
множеств. 

Определение 5.4.2.  Подмножество Е моиаида F (X )  н азывается 
различимым, если существуют конечный моноид М и гомомор­
физм h из F (X) на  М такие, что E = h-1 (h (E ) ) .  

Множество всех различимых подмножеств моноида F (Х )  будем 
обозначать Erk (Х ) .  

Примеры различимых множеств даны в упражнениях 5 .8  и 5 .9 .  
Лемма 5.4.3 . Следующие высказывания эквивалентны .  
1 .  EE Erk (X) . 
2. Существуют конечный моноид М, подмнож2ство М' этого 

моноида и гомоморфизм h из F (Х) на М такие, что E =h-1 (М') . 
3. Существует конгруэнция R конечного индекса на F (Х )  та­

кая , что Е стабильно относительно R, т. е .  Е является объединени­
ем некоторых классов эквивалентности относительно R ( т. е .  R ­
отношение эквивалентности с конечным числом классов эквива­
лентности такое, что при  произвольных эквивалентных относи­
тельно R и и v из F (Х)  слова wиw' и wvw' при всех w и w' из 
F (Х) также эквивалентны относительно R) . 

4 .  Определяемое ниже отношение Rв  н а  F (Х) , так н азываемая 
синтакси ческая конгруэнция по Е ,  является конгруэнцией конеч­
ного индекса :  

п ри  произвольных и и v из  F (X) соотношение иRвv выполняет­
ся тогда и только тогда , когда при любых w и w' из F (X) утверж­
дения wиw'EE и wvw'E E  эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из. п . 1 вытекает п.2 ,  если положить 
(в  обозначениях определения 5.4.2 ) М' =h ( Е ) . 

Из п .2 следует п .3 ,  так  как h индуцирует н а  F, (X )  конгруэн­
цию Rь, классами которой являются м ножества h-1 (m) при mEM. 

Покажем теперь, что из п .З вытекает п .4 .  Пусть Е и R удов­
летворяют условию 3 .  То,  что отношение Rв является конгруэнци­
ей на  F (Х) ,  проверяется непосредственно. Если иRv, то wиw' 
принадлежит Е в том и только в том случае ,  когда wvw' тоже 
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принадлежит Е ,  так как н а  основании п .З  вместе с каждым словом 
содержит все эквивалентные ему относительно R слова .  

Таким образом,  каждый класс эквивалентности по  R содер­
жится целиком в пекотором классе эквивалентности по RE ,  и по­
тому вместе с R отношение RE  также оказывается конгруэнцией 
конечного индекса .  

Из п . 4  вытекает п . l ,  если выбр ать в качестве h определенный 
конгруэнцией RE  гомоморфизм, а в качестве М - моноид классов 
конгруэнтности относительно RE с умножением подмножеств F (Х )  
в качестве моноидиого умножения . Поскольку для каждого и из  Е 
в этом случае множество h-1 (h (и ) ) оказывается содерж ащим и 
классом конгруэнтности относительно R E, он, очевидно, ,J.олжен 
целиком лежать в Е (положить w=w'=A в определении RE) . 
МЕ=М будем называть синтаксически.м .моноидо.и. по Е .  

Интересный пример конгруэнции на  F (Х )  бесконечного индекса 
дает упражнение 5 . 1 О. 

Теорема 5.4.4. ( Майхилл ) .  Akz (Х)  = Erk (Х) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 .  Пусть L - множество из Akz (Х)  

и А-РС-автомат с L (А) = r.,  где r. - множество, зеркальное для 
L, т .  е. множество всех слов w, зеркальных для слов w из L (см , 
теоремы 5 .3 .5 и 5 .2 .3 ) . Пусть также М= Т (А) - моноид пере­
ходов автом ата А, h - определенный в теореме 5 .2 .3 гомомор­
физм из F (X )  на Т (А)  и M'={gE T (A)  j g ( s ) ПF=FSO}. 

Тогда ,  очевидно, wE L [т. е. wEL (A) ] в том и тол ько в том 
случае, когда h (w) ЕМ'. Из п .2  леммы 5.4 .3 следует, что в этом 
слуттае I . E Erk (X) . 

2 .  Пусть LEErk (X ) . На  основании п .2  леммы  5 .4 .3 в этом 
случае  существуют М, М' и h такие, что L=h-1 (М') .  Построим на  
этой базе РС-автомат А :  А= (М , Х, f , е,  М') , где е - единичный 
элемент М, f (m ,  х) = mh (х) , - при всех m из  М и всех х из Х. 

Поскольку h - гомоморфизм , то для любого слова w из F (Х)  
выполнено равенство f * (e, w) =h (w) , т. е .  w принадлежит L (A )  
тогда и только тогда ,  когда h (w)  принадлежит М' . Итак, L (A) = 
=h-1 (М' )  =L. 8 

3 а м е ч  а н и е. В первой ч асти доказательства использовалось 
только то, что автом ат А - алфавитный,  так что множество 
Erk (Х) , а потому и множество Akz (Х)  равны м ножеству всех до­
пустимых для алфавитных НРС-автоматов множеств. 

Для каждого конечного моиаида М существует РС-автомат, 
имеющий М своим моиаидом переходов (см. упражнение 5 . 1 1 ) .  
однако не каждый конечный моноид является синтаксическим мо­
ноидом векоторого р азличимого множества (см . упражнение 5 . 1 2 ) . 
По поводу дальнейших свойств синтаксических моноидов см .  
упражнение 5. 1 3  и 6.7. 

СООТ Н О Ш Е Н И Я  Р Е А К Ц И й Р С-АВТОМАТО В,  А ВТОМАТО В М И Л И 
И МУРА 

По РС- автом ату можно построить автомат Мура , который вы­
числяет характеристическую функцию допустимого множества 
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с.1ов данного РС-автомата.  В то же время д.11я данного автом ата· 
Мура или автомата Мили А можно построить РС-автом ат А' та­
кой , что L (А' ) будет м ножеством всех входных слов , при которых 
А, н ачиная работу в некотором фиксированном состоянии, пораж­
дает выходную последовательность, заканчивающуюся некоторым· 
определенным символом . Далее, для данного частичного автома­
та Мили множество входных последовательностей ,  которые пере­
водят автомат,  н аходящийся в пекотором определенном состоянии ,  
в заданное последующее состоян ие, можно рассматривать как  
Н-допустимое м ножество (равно как и множество входных слов,. 
которым отвечают полностью определенные выхо;щые слова •. 
а также и множество выходных слов, которые можно получить. 
с помощью частичного автомата Мили, н аходящегося в н ачале 
работы всегда в пекотором определенном состоянии ) . 

Теорем а  5.4.5. 1 . Пусть А = (Z ,  Х, f, s ,  F) - РС-автомат. Тогда: 
А'= (Z , Х, {О, 1 } , f, h ) , где h ( z )  = 1 тогда и только тогда ,  когда. 
ze F, - автом ат Мура такой , что 

L (A) ={weF (X) \ h ( f * ( s , w) ) = 1 }. 

2.  Пусть А= (Z, Х, У, f ,  g) - ч астичный автомат Мили .  Тогда : 
1 )  при каждом z из Z и каждом у из У м ножество W ( А, z, у ) = 

= {weF (Х) \gz (w) =y}UA является Н-допустимым ; 
2 )  при каждом z из Z Н-допустимы множества 

pr2 (gr f *П{z}XF (Х) XZ) ={we F  (Х)  1 определено состояние-
f * (z ,  w) } , pr i ( gr gz) , i = 1 , 2 . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 . Из опредеJiения автомата А' непо­
средственно вытекает, что h (f* (s ,  w) ) = 1 тогда и только тогда ;.. 
когда состояние f * ( s ,  w) принадJiежит множеству F;  з аметим , ЧТ{)о 
РС-автомат полностью определен и детерминирован . 

2 .  1 )  Пусть зафиксированы z и у, причем z - релевантное со­
стояние (см . определение 4 .3 . 1 ) автомата А. Обозначим символом: 
до автомат, являющийся 0-доопределением автомата А (см .  лем­
му 4.3 .5) . Пусть A'= (Z', Х, У', f', h )  - построенный методом из 
доказатеJiьства теоремы 3.4 .4 р авносильный автомату А0 автомат 
.Мура , причем будем считать, что используемый в таком построе­
нии выход Уо отличен от у. 

Пусть, дaJiee, s - некоторое полученное из z состояние автома­
та А' (см .  конструкцию из доказатеJiьства теоремы 3 .4 .4)  и F ­
множество всех z' из Z' таких , что h ( z' ) =у .  

Тогда А" =  (Z' ,  Х, f ' ,  s , F) -РС-автом ат такой, что L (A") U{A} = 
=W (A, z, у ) , поскольку по построению при  всех w из F+ (X) со­
стояние f'* (s, w) принадлежит F в том и только в том случае,  

когда h ( f '* ( s , w) ) =y, т. е .  fz (w) =y. 
По теореме 5.3 .5 вместе с множеством L (А")  и множество, 

L (А") U{A} оказывается Н-допустимым.  
Если z - не релевантное состояние автом ата А,  то  W (А, z ,  у ) = 

={А}, а это множество по теореме 5 .3 .5 Н-допустимо .  
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2)  Пусть А'= (Z, Х, f, z, Z ) . Тогда А' - ДРС-автомат с реак-
-цией 

L (A') ={wEF (Х) 1 определено состояние f *  (z ,  w) } .  
При  i = l ,  2 пусть А1= (Z, Х1 ,  f 1 ,  z, Z) ,  где Х1=Х и Х2=У, 
gr f , = gr fП ( pr 1 2  (gr g)  Х Z) , 
gr f2={ (z , у, z' ) 1 существует xEF (X) с f ( z, х )  =z' и g (z , х) = 

-=у}. 
Тогда А, - НРС-автоматы с L (A1) = pr1 ( gr gz ) при i= l , 2. 
Конструкция автоматов А1 становится ясна при рассмотрении 

·графа автомата А. В графе автомата А прежде всего убираются 
все м етки вида xf- или -/у (при  х из Х и у из У) . После этого 
-исключаются все непомеченные ребра .  Пусть в результате полу­
·чен граф G. Граф автомата А1 (А2 )  получается из графа G исклю­
чением из всех мет-ок выходов (соответственно входов ) и косых 
черт. 8 

Следствие 5.4.6. Подмножество L моноида F (Х) допустимо тог­
--да и только тогда ,  когда существует автомат Мура A={Z, Х, {0, 1} ,  
-f, h}, вычисляющий хар.актеристическую функцию множества L, 
т. е .  автомат, для которого выполнено условие:  в Z существует со­

-стояние z такое, что 

L={weF (X) l h ( f* { z ,  w) ) = l} . 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. На  основании п . 1 теоремы 5.4 .5  следует 

1'олько показать, что nри заданном автомате Мура А множество L 
.является допустимым для векоторого РС-автомата. Но  это следует 
из доказательства п . l ) утверждения 2 теоремы 5 .4 .5, если там 

·Вместо частичного автомата Мили выбрать автомат Мура.  • 
Другие определяемые частичными автоматами Мили допусти­

·мые м ножества рассматриваются в упражнении 5. 1 4 .  
Из сказанного следует, что м ножество Akz (Х) может рассм ат­

..риваться как м ножество всех подмножеств моноида F (Х) , харак­
теристические функции которых вычислимы некоторым автоматом 
Мура .  Поэтому результаты, полученные для автоматов Мура (и  
автоматов Мили) , могут быть перенесены на  Akz (Х) . В частности, 
-следствия 3 .7 .3 и 3 .7 .5 иревращаются в утверждения о существо­
,,вании не допустимых множеств. 

СJiедствие 5.4.7. Следующие множества не допустимы: 
1 )  DYCK,'= {wEF ( {a , b} ) l  в каждом начальном отрезке сло­

ва  w символов а встречается не меньше, чем символов Ь ;  во всем 
.слове w символов а и Ь поровну} ; 

2) {a�k 
1 k Е N0} ; 

3 )  COPY (X) = {vv l vEF{X) } при  I X \ � 2. 
3 а м е ч  а н и е. DYC.I(, ' - это так называемый скобочный 

·язык Дика над одной парой скобок. Действительно , если рассмат­
ривать а как открывающую ( [ ) , а Ь - как закрывающую ( ] ) 
скобку, то DYCK, ' ока3Ыв.ается в точности множеством правиль-
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ных скобочных выражений (см .  следствие 3.7 .3 ) над одной п арой · 
скобок. Множества DYCK!' и СОРУ (Х) играют важную роль ­
в теории формальных языков. 

К Р И Т Е Р И И  ДО ПУСТ И М О С Т И  

Утверждение, аналогичное теореме о периодичности для авто­
матов Мили,  определяет важное свойство допустимых м ножеств , . 
с его помощью часто удается легко показать,  что некоторое м но­
жество не является допустимым . 

Теорема 5.4.8 ( теорема об итеративном подслове ) .  Для каждо­
го допустимого множества L существует натуральное число n (L ) ·  
такое , что для всех слов w из L длины, большей или р авной n ( L )  , .  
выполнено следующее условие. 

Если выбрать m � n (L )  индексов i 1 < i2 < . . .  < im из множества 
{ 1 , 2, . . . , l w l } ,  то в F (X )  н айдутся слова u ,  v и u' с w = uvu' ( если 
W = X1X2 . . .  Xt , то U = X1X2 . . .  Xr и V=Xr+I . . .  Xs ) такие, что при некото­
рых p < q � L (n )  выполняются равенства r=ip и s = iq , и такие, 
что при всех неотрицательных целых k выполняется включение· 
uvku' EL.  

Слово v называется итеративным. подсловом слова w .  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A = (Z,  Х, f, s , F ) - РС-автомат. 

для которого L является допустимым множеством.  Положим· 
п (L )  = 1 Z j .  Пусть, далее, зафиксированы слово w = x1x2 . . .  Xt и ин­
дексы i 1 , i2 , . . .  , im (см. формулировку теоремы) .  

В этом случае не все состояния f* ( s ,  Х1 . . . х,1  ) при  j = О, 1 ,  . . .. 
. . .  , m1> могут быть, очевидно, попарно р азличны , поскольку их 
больше чем 1 Z j .  Пусть р - наименьшее целое число такое, что­
существует j =F p  со свойством f* (s , � . . . x1P ) = f* (s ,  х1, . . . х11 ) . Я:сно,... 
что p < n (L ) . 

Пусть, далее, q - наименьшее отличное от р н а:гуральное чис-
ло,  для которого 

f* (s, Х1 . . .  х,Р) = f* (s ,  Х1 . . . х,ч) · 
Тогда q> p и q � n (L) . 
Пусть u = Х1 . . . х,Р , v = x1p+l . . . Xtq и u' = Xiq+ l  . . . Xt. 
Тогда uvu' = w  и f* ( s , u ) = f* .(s, uvk ) при любом kE N0, так что· 

и f* (s ,  uu' ) = f* (s,  uvu' ) = f* (s, uvku' ) . Остальное очевидно. • 
3 а м е ч а н и е. Если допустимое множество задано посредст­

вом описания допускающего его РС-автомата, то р ассматривае­
мая в теореме величина n (L) может быть определена эффектив­
ным образом. 

Чтобы показать, как теорема 5.4.8 применяется для доказа­
тельства того, что некоторое множество не я-вляется допустимым,. 
рассмотрим широко используемое в теории формальных языков 

1 Здесь, очевидно, ло определению считается, ч rо  х 1  • • •  х 1., = А, так чтО<· 

f"' (s, х 1 0 • • •  XJ0 ) = s . - Прим. перев. 
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множество PAL так  называемых палиндромов ( персвертеней ) ,  
т .  е .  слов, совпадающих со своими зеркальными ( примеры :  ОТТО, 
РАДАР , РОТАТОР) . Аналогичным способом ( без использования 
результатов ,  полученных для автоматов Мура )  можно передока­
з ать следствие 5 .4 .7  ( см .  упражнение 5 . 1 5, в котором можно по­
знакомиться и с иными примерами  не допустимых множеств ) .  

Следствие 5.4.9. Пусть 1 Х 1 >2. Тогда множество PAL (Х) = 
= {wEF (Х )  1 w = w} не является допустимым подмножеством мо­
ноида F (X) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Мы можем предположить, что в Х со­
держатся два р азличных  символа а и Ь. Предположим также, что 
множество PAL (Х )  допустимо. Тогда к нему применима теорема 
5 .4 .8 .  Пусть n = n  (L ) - имеющаяся по этой теореме нижняя гра-

·ница существования итеративного подслова . 
Рассмотрим слово anban  из PAL (X) и выберем индексы i j = j 

nри j = 1 ,  . . .  , n .  Из теоремы вытекает, что слово anьan имеет разло­
жение anban = uvu', где v =I= A  и 1 uv 1 ::;;:;; n , такое, что слово uu' 
,принадлежит PAL (X) .  Так как l uv l �n, слово uv должно быть 
н ачальным отрезком слова an , а слово ban - конечным отрезком 
слова  u', т. е .  должны существовать числа р ,  q и r такие, что 
q=/=0, u = aP, v = aq и uvar=an. Тогда uu'=aParьan , где p+r=l=n, 

-qто противоречит принадлежности слова uu' множеству PAL (Х) . 
· Итак, предположение ложно. • 

В только что проведеином доказательстве использовался упро­
щенный вар иант теоремы об итер ативном подслове. Поскольку 
этот вариант  часто оказывается достаточным , сформулируем его 
в виде отдельного утверждения .  

Следствие 5.4. 1 О ( uvw-тeopeмa) . Для каждого допустимого мно-
жества L существует натуральное число n (L ) такое, что для всех 

.,слов w0 из L длины,  большей или равной n (L ) , существует разло­
жение w0 = uvw с v =/= A  и 1 uv 1 ::;;:;; n такое, что при всех kE No сло­
во uvkw принадлежит L.  Если L - допустимое множество для не­
которого РС- автом ата с n состояниями ,  то в качестве n ( L ) мож­
но выбрать n. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Как и в доказательстве следствия 5.4.9 , 
· выберем в слове w0 первые n (L ) позиций (т .  е .  выберем соответ­
ствующие индексы ) .  Теперь нужное утверждение непосредствен­
.но вытекает из теоремы 5 .4 .8 .  • 

ДРУГ И Е  П Р ИМ Е Р Ы  Н Е  ДО П УСТИМЫХ М Н ОЖЕСТВ 

Из доказательства следствия 5.4.9 вытекает, что и множества 
{ amьam l mE N} и {ambm l mE N} при а=/=Ь  не являются допустимы­
м и. Это доказывает утверждение, высказанное в конце приме­
,ра 5. 1 .2 .  

Чтобы иметь возможность аналогичным образом nоказывать 
ведопустимость некоторых подобных множеств, нам понадобится 
.следующая лемма .  

Лемма  5.4. 1 1 . Пусть и и v - слова из F (X) . 
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1 .  Равенство иv = vи выполняется тогда и только тогда , когда 
u и v являются «степеня ми» одного и того же слова , т. е. когда 
существует слово w в F (X)  такое, что и = w1 и v = 'vJ при  неко­
торых i и j из No. 

2 .  Если иv::т=vи, то при всех i и j из No выполнено и 1 ::r= vJ .  
3 .  Если иv::т= vи,  то  равенство иmvn = иkvk при k, т и п из N0 

выполняется тогда и только тогда, когда k = т = п. 
Д о к а з  а т е JI ь с т в о. 1 .  Достаточно доказать следующее вы ­

сказывание :  из иv = vи вытекает существование w, i и j таких,  
что и = ,v1  и v = wJ .  Обращение этого высказывания тривиально.  

Проведем доказательство полной индукцией по т (и,  v )  = 
=max ( 1 и 1 , 1 v 1 ) . 

При т (и ,  v )  = 0  имеем и = v = А. Тогда утверждение выполне­
но при w=A и произвольных i и j . 

Пусть заданы слова и и v с т ( и ,  v )  = k > O. 
Предположим ,  что высказывание верно для всех и' и v' 

с т (и' ,  v' ) < k. Будем считать также , что l k l = l u l � l v l .  
При v = A  имеем w = и, i = 1 ,  j =O. 
Из l v l = l и l и иv = vи следует, что и = v, так что в этом слу­

чае w = и  и i=j = 1 .  
Остается случай 1 и 1 > 1 v 1 > О. И з  равенства и v  = vи вытекает 

существование в этой ситуации слова u' такого, что u = u'v и 
\ и' l < l и l . Тогда т (и' , v ) < k  и vu'v = vи = иv = и'vv, так что 
vu' = и'v. По предположению индукции в этом случае существуют 
w, i и j такие, что и' = w' и v = wJ .  Но тогда и = w1+J и v=wJ ,  что 
и требовалось доказать. 

2. Предположение : существуют i и j в N такие, что и1 = vJ .  Из 
условия лемм ы  немедленно вытекает, что i =т= 1 и j =т= 1 .  Далее до­
статочно рассмотреть случай 1 u 1 =:::;;; 1 v 1 -

При 1 и 1 = 1 v 1 из предположения следует _и = v, что противоре­
чит условию леммы .  Поэтому можно считать, что 1 u 1 < 1 v 1 . Тог­
да из предположения вытекают равенства иkvJ = ukи 1 = и1uk = 
=vJиk=vvJ- Iиk  при всех k из N , так что существуют т и v' та­
кие ,  что O< l v' l < l и \ , О <т < i и v = umv'. 

Используя последнее равенство вместе с предположением ,  по­
лучаем uH 1 = иvJ = иvJ-I umv', т. е .  имеем для и р азложение и = 

=U1V1 •  
Поэтому и 1-1и 1v' = u1 = vJ = vJ- !umv', так что u1.- 1u 1 =vJ-Ium-Iи. 
Отсюда получается разложение и = и2и 1 с l и2 \ = l v' l  и u 1-2u = 

=vJ-Ium-Iи2 , так что и = изи2. 
Поскольку 1 из 1 = 1 и 1 l ,  то н а  основании и3и2=и=и1v '  имеем 

Uз =U 1  и и2=v'. Отсюда получаем u 1v '=u=u2u l = v'и l .  
Используя теперь утверждение 1 лемм ы ,  н аходим ,  что в дан­

ном случае должны существовать w, р и q такие ,  что и 1 =wР и 
v' =wq.  

Из сказанного следует, что u = wP+ц и v = w<P+ц>m+ц , а это в си­
лу утверждения 1 лемм ы  противоречит предположению о том ,  что 
слова иv и vи р азличны .  

3 .  Пусть umvn = иkvk, где т =::;;; n (случай n =::;;; т р ассматривается 
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аналогично) .  Если k � m (k ;;;:::: n ) ,  то иm-kvn-k = A (иk-mvk-n =A) , 
так что k = m = n. Если m � k � n, то vn-k = иk-m, что по утверж­
ден ию 2 лем м ы  возможно только п ри  n-k= k-m = O, т. е. при 
k= m=n.  • 

Теорема 5.4. 1 2. При про из вольных и и v из F (Х) таких, что 
иv =F vи ,  множество L (и , v ) = {иmvm l m e:: N}  не допустимо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположение :  L = L (и ,  v ) e::Akz (X ) . 
Пусть n = n  ( L ) - число из теоремы об итеративном подслове 

и w = и"v" - слово из L ( и , v) . 
В ыберем ,  чтобы применить теорему 5.4 .8, индексы i1 = j · 1 и 1 

при j = 1 ,  . . .  , n .  Тогда должно существовать разложение иnvn =  
= и iv i и i ' такое,  ЧТО и 1 =иР, V 1 =иq (где q =F O  И p+ q � n )  И u 1 u 1 '­
CЛOBO ИЗ L (u , v ) . 

В то же время ,  поскольку и 1и 1 '=иn-чvn и п-q =F n, слово u 1 и 1 '  
не может иметь вида иmvm на  основании п .З  леммы  5.4 . 1 1 ,  т .  � ­
не может принадлежать L (и , v ) . Итак, предположение ложно.  • 

5.5 .  ЭКВ ИВАЛЕНТНОСТЬ РАЗЛ ИЧНЫХ ГЮНЯТИй 

Хотя р азличные введенные в данной главе поня­
тия,  используемые для описания классов множеств , кажутся весь­
ма  далекими  друг от друга ,  м ы установим ,  что н а  самом деле они 
эквивалентны .  Это обеспечивается, с одной стороны, особенностью 
структуры свободно порожденного конечны м  м ножеством мо­
ноида F (Х) и ,  с другой стороны,  конечностью множеств состоя­
ний автоматов р азличных типов. 

РА В Е Н СТВО М Н ОЖЕСТВ NAkz ( X )  и Akz ( X )  

Как уже говорилось во вводных примерах ,  важно знать,  мож­
но ли по данному НРС-автомату построить РС-автомат, реагиру­
ющий ( на  входные последовательности ) точно таким же образом.  
В таком случае соответствующий РС-автомат может иметь, вооб· 
ще говоря ,  существенно больше состояний ,  чем «эквивалентный» 
НРС-автомат (см .  также гл . 6 ) . Эквивалентность НРС-автоматов 
будет, как и в случае автоматов Мили или Мура ,  определяться 
с помощью понятия реакции.  

Определение 5.5. 1 .  Два НРС-автомата называются эквивалент­
ными,  если их реакции р авны.  

Следствие 5.5 .2 .  Пусть Ai при  i= 1 ,  2 - РС-автом аты с началь­
ными состояниями s 1 и пусть А{ - сопоставленные им в п . l тео­
ремы 5 .4 .5 автоматы Мура .  Тогда автоматы А1 и А2 эквивалентны 
в том и только в том случае ,  когда s 1 и s2 как состояния автома­
тов А1 ' и А2' соответственно имеют одинаковые реакции. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство L (A1 ) = L (A2 ) по теоре­
ме  5.4 .5 .  п . l эквивалентно выполнению равенств а h l ( f l * ( s ! , w) ) =  
=h2 ( f2* ( s2 ,  w) ) п ри всех w из F (X ) . 

Это возможно тогда и только тогда ,  когда при любой последо­
вательности Х 1 , . . .  , Xn входов из Х выполнено равенство 

h i ( S i ) h l ( f i ( S ! ,  X I ) ) h l ( f i * ( s ! ,  Х 1 Х2 ) ) . . .  h l ( f i * ( S I ,  X j . . . Xn ) ) = 
= h2 ( s2) h2 ( f2 ( s2, X I ) ) h2 ( f2* ( s2 ,  Х 1 Х2 ) ) . . .  h2 ( f2 * (s2 , Xj . . .  Xn ) ) ,  
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которое эквивалентно, очевидно, равенству � � .  = h2s. (см .  так-
же доказательство теоремы 4.2.9 ) . • 

3 а м е ч а н и е. Итак, вопрос об эквивалентности РС-автом атов  
разрешим ,  поскольку он разрешим для автоматов Мура .  Прямой 
метод исследования проблемы эквивалентности будет приведен 
в гл . 6. 

Часть метода построения РС-автомата,  эквивалентного данно­
му НРС-автомату, содержится уже в теореме Майхилла (см .  за­
мечание после доказательства теоремы 5.4 .4 ) .  Остальное вытека­
ет из теоремы 5.3 .7. Другое доказательство (и даже более «обыч­
ное» ) будет дано в гл .  6 ,  где будет также показано,  на сколько · 
больше состояний может иметь РС- автомат ,  чем эквивалентный 
НРС-автомат. 

Теорема 5.5.3 ( Рабин, Скотт ) .  Для каждого НРС- автомата мо­
жет быть эффективно построен эквивалентный  РС-автомат. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Для каждого НРС-автом ата методом из 
доказательства теоремы 5.3 .7 можно построить рациональное 
представление его реакции. По этому представлению можно ме­
тодом из доказательства п . l теоремы 5.3.5 построить НРС-авто­
мат, причем алфавитный ,  поскольку рациональное множество 
всегда может быть построено на базе одноэлементных множеств. 
Для этого алфавитного НРС-автомата методом из доказательст­
ва теоремы 5.4.4 может быть построено представление его допу­
стимого множества (реакции )  как различимого множества и по 
нему (методом из доказательства той же теоремы )  - РС-автомат  
с той же самой реакцией. Все построения могут быть выполнены 
эффективным образом (см.  также замечание к теореме 5.2.3 ) . 
В гл . 6 будет изучен прямой метод, при котором используются 
только преобразования автоматов. • 

Из теорем Майхилла ,  Рабина и Скотта ,  а также Клини немед­
ленно вытекает центральная теорема теории автом атов Рабина­
Скотта . 

Следствие 5.5.4 ( теорема Клини, Майхилла ) .  Erk (X) = 
= Akz (X ) =DAkz (Х)  = NAkz (X) =Rat (X ) . 

3 а м е ч  а н и е. Поскольку допустимые множества ,  таким обра­
зом , имеют регулярное с р азличных точек зрения строение (см. 
та кже следующий подраздел ) ,  они также часто называются регу­
лярнылш множествами. 

ЗАМ К Н УТОСТЬ О Т Н О С И Т ЕЛ Ь Н О  О П ЕРА Ц И И  
П Е Р ЕС ЕЧ Е Н И Я ,  Д О П ОЛ Н Е Н И Я  И О БРАЗОВА Н И Я  ЧА СТ Н ЫХ 

Из следствия 5.5 .4 сразу получаем дальнейшие важные выска­
зывания о множестве Akz (Х) , позволяющие строить допустимые 
множества без помощи автоматов или доказывать,  что некоторые 
определенные множества не являются допустимыми .  

Теорема 5.5.5. Множество Akz (Х )  с теоретика-множественны­
ми операциями объединения , пересечения и дополнения образует 
булеву ашебру. Более _ того, множество Akz (Х) эффективно замк-
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ну;:о относительно образован ия конечных объединений ,  пересече­
нии и операции дополнения в моноиде F (Х) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Из первой теоремы Клини (теорема 
5.3 . 5 )  и того факта , что дополнение пересечения двух множеств 
р авно объединению их дополнений ( закон Моргана ) , вытекает, 
что нужно доказать только замкнутость множества Akz (Х) отно­
сительно операции дополнения. 

И так,  пусть L - м ножество из Akz (Х ) , т. е .  существует РС- ав­
том ат А= (Z, Х, f ,  s , F) с L = L (A) . Поскольку f , а потому и f * ­
всюду определенные отображения ,  то А' = (Z ,  Х, f , s , Z-F) есть 
РС- автомат с L (A' ) = F (X ) -L (A) = F (X ) -L. 8 

Иное доказательство того , что Akz (Х )  является булевой алгеб­
рой, требуется построить в упражнении 5. 1 6. 

3 а м е ч  а н и е .  Множество Akz (Х )  замкнуто и относительно 
операции вычитания множеств, так как для произвольных подмно­
жеств U и V моноида F (X)  выполнено U-V = F (X) - (VU (F (X) ­
-U ) ) .  

Определение 5.5.6. Пусть U и V - подмножества моноида 
F (X ) . 

Правым частным 
E F  (Х )  1 существует 
E F (X )  \ wVПU =#= 0} .  

U п о  V назовем множество U/V= {wE 
слово vEV такое , что wvE U} = {wE 

Левым частным U по V назовем множество V \ U = {wEF (Х)  \ 
существует слово vEV такое, что vwEU} = {wE F (X ) \ V\vПU:t= 
:#= 0} . 

Правое (левое )  ч астное U по V получается , таким образом ,  пу­
тем «отрезания» от слов из U конечных (начальных)  отрезков, 
являющихся словам и  из V.  

3 а м е ч  а н и е .  Следует иметь в виду, что образование част­
ных не я вляется обратной операцией для умножения .  Например ,  
для U= {аЬа}  и V = {аЬ ,  Ьа}  имее м :  

U/V= V \ U = {a} , н о  (U/V) · V = (V \ U) · V= {aab ,  ab a} =#=U 

и V · (U/V) = V · (V \ U ) = {aba , baa} :t=U. 
Другие свойства операции образования частных р ассматрива­

ются в упражнении 5. 1 7. 
Теперь м ы  получим  один чрезвычайно общий результат о за ­

мыканиях .  
Теорема 5.5.7. Пусть U - допустимое, V - произвольное под­

множество моноида F (X ) . Тогда множества U/V и V \ U оба до­
пустимы ,  однако допускающие их автоматы не всегда могут быть 
построены эффективным  образом .  Если же и м ножество V допу­
стимо , то по заданным  автом атам ,  допускающим U и V, может 
быть эффективно построен РС -автом ат,  имеющий реакцию U/V 
( или  V \  U ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 .  По кажем сначала ,  что м ножество 
U/V допустимо .  Пусть А - РС- автомат  с реакцией U. Тогда Ре­
автоматом с реакцией U/V является автомат  А' = (Z ,  Х,  f ,  s , F' ) 
с м ножеством финальных состояний 
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F' = {z EZ I существует слово vEV такое , что f * ( z ,  v ) E F} . 
Действительно, для wEL (А' ) выполнено условие : существует v 
в V такое , что \\'VEU.  В то  же время ,  поскольку для w из U/V 
существует v в V та rше, что wvEL (A) , то f * ( f * ( s , w ) , v ) E F , т ак  
что WE L (A' ) . 

.я � н о ,  что автомат  А' определен неэффективно, если м ножест­
во V не задано эффективным образом.  Поскольку множество всех 
подмножеств множества F (Х)  несчетно, а множество всех эффек­
тивно ( т .  е .  с помощью «конечных средств» ) задаваемых подмно­
жеств этого множества может быть всего лишь счетным ,  то такие 
не определимые эффективно множества существуют. 

Предположим ,  теперь , что множество V допустимо .  Поскольку 
при  каждом z из Z множество {wE F (Х )  1 f *  ( z ,  w)  E F} является 
реакцией автом ата Az'' = (Z ,  Х ,  f ,  z , F ) , то по теореме 5.5.5 допу­
стимо и множество {vEV 1 f * ( z ,  v) E F} = VПL (Az'' )  и на основании  
следствия 5 .3 .9  разрешим вопрос ,  является ли  это множество пу­
стым,  а z E F' тогда и только тогда ,  когда VПL (Az'' )  =F eJ. Итак, 
в данном случае А' может быть задан эффективно. 

2 . Поскольку VWE U  тогда и только тогда ,  когда  wvEU, то при 
Q = V ""'- U, очевидно, Q = U \ "V. Поскольку по теореме 5.3 .5 множе­
ство Akz (Х)  эффективно з амкнуто относительно перехода к зер­
кальным словам ,  из п . l данного доказательства в ытекает, что 

вместе с U также Q = U \ V и Q = Q являются допустимыми  и что 
допускающий Q РС-автомат  может быть построен эффективным  
образом ,  если множество V допустимо . • 

Н ЕДО П УСТИМОСТЬ М Н О Ж ЕСТВА К ВАД РАТО В Ц ЕЛ ЫХ Ч И С ЕЛ 

Теперь нетрудно привести хороший пример доказательства 
того, что данное м ножество не является допустимым .  При  этом 
будет показано , что с помощью конечного автомата нельзя ре ·  
шить вопрос ,  является ли данное число квадратом некоторого 
натура.1ьного числа .  

Приводимое ниже доказательство демонстрирует общий ме ­
тод, цель которого состоит в том , чтобы на  базе  свойства замкну­
тости некоторого класса множеств показать, что данное м ноже­
ство н е  принадлежит этому классу. Для применеимя метода до­
�тато ч н о  знать хотя бы одно заведомо не  принадлежащее классу 
множество и получить его из данного м ножества и множеств, при­
н адле lк а щих классу, с помощью допустим ых опер аций .  

Слеll.ствие 5 .5 .8  ( Ритчи ) .  Множество двоичных представлений  
квадр атов натур альных ч:исел н е  является допустимым .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Из теоремы 5 .5 .5 вытекает, что  доста ­
точно рассматривать м ножество Q двоичных представлений без 
дополнительных нулей (т .  е .  без нулей,  стоящих слева от самой 
левой единицы ) ,  поскольку множество всех  двоичных представ­
лений Q (с  дополнительными  нулями )  квадр атов н атур альных 
чисел удовлетворяет соотношению 1 {0, l } *ПQ = Q. 

Пусть М - м ножество двоичных представлений ( без дополни ­
тельных нулей)  квадратов вида  (2n+1- 1 ) 2  при  nEN .  
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Так как (2н+1 -11 ) 2 = (2n- 1 ) 2n+2 + i , то множество М явдяет­
ся подмножеством допустимого множества LD из примера 5 .3 .6 .  

Нетрудно проверить, что М/ {0, l } = { I nOn l пEN} . 
Из теоремы 5.4 . 1 2  при  U =  1 и v=O сдедует, что множество 

М/ {0, 1 }  не допустимо,  так что по теореме 5 .5 .7 не допустимо и 
множество М.  

Покажем теперь , что LDПQ = M. Отсюда подучим утвержде­
ние  сдедствия ,  так как по теореме 5 .5 .5 вместе с Q доджно бы 
бьто быть допустимым и М. 

Итак,  ддя чисед а ,  n и т из N таких,  что m+n - четное чис­
ло и m�2. едедует доказать : есди a 2= (2n- 1 ) 2m+ 1 , то m=n+ 
+2 и a = 2n+1 - 1 .  

Пусть a2= (2n- 1 ) 2m + I , где n� l .  m � 2  и m + n - чстное 
ЧИСдО . 

Тогда а�2 и ( a+ I )  · ( a- 1 ) = (2n- 1 ) · 2m. Отсюда вытекает, 
что чисда a + I  и а- 1 - четные,  причем,  очевидно, не могут оба 
дедиться на  4 , так что одно из них обязатедьно должно дедиться 
на 2m-1 • 

Пусть, скажем , a+ I = 2m-lb при  нечетнам Ь .  Тогда (2n- 1 ) 2m = 
= (а + 1 )  ( a- 1 ) = (2m-lb ) ( 2Ш-1Ь-2) ,  так ЧТО 2D- 1 = b (2m-2b - 1 )  
и потому n�m-2. 

Такая оценка для n подучается и в сдучае,  если а- 1 = 
=2m-l b . 

Есди  а - цедое ПОдожительное решение rравнени� Х2 = 
= 2m+n-2m + 1  при  постоянных т и n с четнон суммои таких,  
что n�m-2, то доджно существовать натурадьное число с та­
кое,  что 
(m;n ) 

2 - с = а .  
При  с �  2 было бы справеддиво не равенство 

(m + n) 2 (m+ n) 
а2 = (2

_
2
_ 

- с) < 2m + n _ 4 · 2
-

2
-

+ 4 = d . 

Отсюда , так как т + n ;;;;. 2т - 2 , следовало бы 2m+ n _ 2m+ 1 - d= 
(m + n) 

= - 2111 + 1 + 4 . 2 2 - 4 ;;;;;. - 2m - 3 +  4 .  2m-l = 2m - 3 > о ' т .  е 

2m
+n - 2m + 1 > d ;;;;;. а2 , так что обязательно доджно быть с =  1 . 
Из равенства 

( { m + n) )2 {m+ n ) 
2 2 - 1 = 2m+n _ 2 · 2 2 + 1 

\ 
(m + n) 

подучаем далее , что а может быть решением, только есди 2 - 2
-

2
- = 

= 2m , т .  е .  т = n + 2 . Тем самым высказанное выше утверждение 
дока зано . • 
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РАЗ Р ЕШ И МОСТЬ Н ЕКОТО РЫХ В О П РО С О В  
О Н Р С·А ВТОМАТАХ 

В информатике возникают вопросы не только о том ,  являют­
ся ли данные утверждения о существовании или м етоды построе­
ния эффективными ,  но и о том ,  можно ли эффективным образом 
установить наличие у объектов некоторых свойств. С такого рода 
проблемами разрешимости мы уже знакомились - см . следст­
вие 5 .3 .9  и замечание к следствию 5.5 .2. Из того, что рассмот­
ренные там вопросы оказались р азрешимыми (эффективно ) , и 
из теоремы об итер ативном подслове вытекает ряд дальнейших 
высказываний о разрешимости. 

Теорема 5.5.9. Для произвольных НРС-автоматов А и В раз-
решимы следующие вопросы : 

1 .  Являются ли  А и В эквивалентными? 
2. Пусто ли множество L (А) ? 
3 .  Бесконечно ли множество L (А) ? 
4. Выполнено ли включение L (А) = L  ( В ) ? 
5 .  Верно ли ,  что L (A) = L , где L - рациональное м ножество, 

описанное (конечной) конструкцией в соответствии с определе­
нием 5 .3 .3?  

6. Верно ли ,  что L (А= L ) , где L задано как р азличимое м но­
жество, т. е. определен конечный моноид М и гомоморфизм h 
из F (Х)  на М? (Заметим ,  что h однозначно определяется уже 
значениями h (х) для х из Х . )  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Утверждение о р азрешимости вопроса 1 
вытекает из теоремы 5 .5 .3 ,  следствия 5 .5 .2  и теоремы 3 .3 .2 .  Его 
можно и непосредственно вывести из утверждения о разрешимости 
вопроса 4 .  

Утверждение о разрешимости вопроса 2 вытекает из следст· 
вия 5 .3 .9  или из утверждения о разрешимости вопроса 1 , если 
в качестве В выбрать НРС-автом ат, д.т1 я  которого допустимым 
является пустое множество. Простейший м етод решения вопро­
са 2 состоит в проверке,  существует ли  в графе автомата А «пря­
мой» ( без петель)  путь из одной из начальных вершин в какую­
либо из конечных вершин .  

Теорема об итеративном подслове порождает м етод решения: 
вопроса 3 .  Мы можем предположить, что А - РС-автомат с n со­
стояниями  ( н а  основании теорем ы 5 .5 .3 ) .  

Множество L=L (А ) бесконечно тогда и только тогда ,  когда 
в L существует слово Wo длины,  большей или р авной n. Дейст­
вительно, такое слово Wo может быть (см . следствие 5 .4 . 1 0 ) раз­
ложено так, что wo = uv·w, где v=F A  и все слова uvkw при k= 
=0, 1 ,  2 ,  . . .  принадлежат L .  Если же все слова из L короче n ,  то 
L конечно. 

Пусть L бесконечно и пусть Wo - слово из L , имеющее м ини­
мальную длину среди всех слов м ножества L длины ,  большей 
или равной n .  По следствию 5 .4 . 1 0  в этом случае  существуют 
слова u, v и \V такие, что Wo=uvw, v =F A, l uv l  < n  и uwE L .  От­
сюда вытекает, что 1 uw 1 < wo , а из м инимальности Wo следует, 
что l u \v l < n  ,и потому l wo l  < 2п .  
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Итак, чтобы решить вопрос о том , является ли множество L 
бесконечным ,  достаточно проверить , допускает ли  автомат А ка­
кое-либо из конечного множества слов wo с n� l wo l  < 2n . 

Р ассмотрим теперь вопрос 4 .  По автомату В можно построить 
( см .  доказательство теоремы 5 .5 .5) РС-автом ат С с L (С) = 
=F (X) -L ( B ) . Далее можно построить РС-автомат D с L (D ) = 
=L (А ) ПL (С ) (см . доказательство той же теорем ы ) . Очевидно, 
что L (A ) � L ( B ) тогда и только тогда,  когда L (D )  пусто, а этот 
вопрос р азрешим - см . утверждение  о р азрешимости вопроса 2. 

Рассматривая вопрос 5, допустим , что L задано как рацио­
н альное множество. В этом случае методом из доказательства 
теоремы К.лини ( теорема 5.3 .5 ) можно построить Н РС- автомат В 
с L (В )  = L ,  после чего использовать утверждение о разрешимости 
вопроса 1 .  

Рассмотрим , н аконец, вопрос 6 .  Если L задано как различи­
мое  подмножество, то построим методом из доказательства тео­
ремы Майхилла (теорема 5.4 .4) РС-автома г  В с L ( B ) = L и при­
меним утверждение  о р азрешимости вопроса 1 .  8 

Следствие 5.5 . 1 0. Для любых двух подмножеств моноида 
F_ (X) , з аданных как рациональные , р азличимые или допустимые 
множества ,  р азрешимы вопросы, являются ли эти множества 
совпадающими , как дизъюнктными , или  одно из них содержит 
другое .  

Пример 5 .5 . 1 1 .  1 .  Рассмотрим  систему совместно протекающих 
последовательностных процессов, каждый из которых может при­
ним ать конечное число состояний .  Эти процессы могут быть пред­
ставлены ,  как в примере 5 . 1 . 1 ,  единственным конечным графом . 
Тупиковые ситуации соответствуют вершинам графа ,  из которых 
не исходят ребра .  

Теперь петрудно предложить алгоритм , устанавливающий, мо­
жет ли  сист ема  из определенных начальных состояний прийтй 
в тупиковую ситуацию. Действительно,  р ассмотрим граф системы 
как граф некоторого НРС-автом ата,  финальными состояниями ко­
торого являю1 ся тупиковые ситуации ,  и применим доказательство 
п. 2 теорем ы 5 .5 .9 .  

Таким же образом можно легко ответить н а  поставленные 
в конце примера 5 . 1 . 1  вопросы о существовании алгоритмов, ко­
торые,  во-первых,  устанавливают, имеется ли тупиковая ситуация , 
и во-вторых,  вообще не  допускают ее возникновения . 

Чтобы получить ответ на  первый вопрос было бы ,  однако ,  не­
правильным использовать теорему Рабина - Скотта .  Действи­
тельно,  полученный в результате применеимя этой теоремы РС-ав­
том ат А' должен допускать вес последовательности действий ,  ко­
торые м огут (но ,  вообще говоря ,  не должны )  привести к одной 
из тупиковых ситуаций .  Рассмотрим , скажем , в условиях приме­

ра 5 . 1 . 1  последовательность АВАВ : она может привести не толь­

ко в состояние 22, но и в состояния 00 , 02 и 20. Если бы автомат, 

эквивалентный РС-автом ату А', использовался как индикатор 

тупиковых ситуаций ,  то он должен был бы во всех случаях, на-
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пример ,  когда система снова пришла в н ачальное состояние 00, 
сигнал�зировать о возникновении тупиковой ситуации. 

Чтобы в данном случае построить детерминированный алго­
ритм , необходимо более точно описать саму систему процессов . 
В условиях примера 5. 1 . 1  следует делать различие между дей­
ствиями студентов: пусть а 1 (соответственно- Ь1) ,  i=1 ,  2, 3, озна ­
чает по.11учение, возврат и заказ книги студентом А ( В ) . Тогда , 
например , последовательность а1ЬJазЬз ведет в тупиковую си­
туацию, а последовательность а1Ь1а 2Ь2 - нет. Полученный таким 
образом ДРС-автом ат Ао представляет собой детерминированный 
алгоритм для сигнализации о возникновении тупиковой си­
туации. 

Используя автомат Ао можно сразу построить и ДРС-автомат , 
представJ1яющий алгоритм , с помощью которого можно избежать 
тупиковой ситуации. В качестве финальных состояний такого ав­
томата следует выбрать все состояния , не являющиеся ни тупи­
ковыми, ни такими , из которых система с необходимостью пере­
ходит в тупиковое состояние (т . е . такими , что все исходящие из 
них пути ведут в тупиковые состояния ) . Используя этот автомат, 
можно избежать тупиковой ситуации, если выбирать только до­
пустимые этим автоматом последовательности действий . 

2 . Две схемы программ (см. пример 5. 1 .2) можно н азвать 
слабо эквиваJ1ентными, если языки значений этих схем совпада­
ют. По теореме 5.5.9, п . 1 вопрос о слабой эквивалентности схем 
программ , удовлетворяющих условиям из замечания в приме­
ре 5 . 1 .2, разрешим, поскольку языки значений таких схем про­
грамм являются рациональными множествами (см . также при­
мер 5.3.4). 

5 6  РАВЕНСТВА И СИСТЕМЫ РАВЕНСТВ 

На основе примеров 5.3.6 и 5.3.8 можно заклю­
чить, что одно и то же множество может иметь два различных 
представления в виде рациона.1!Ьного множества .  В связи с этим 
возникает проблем а тождества двух рациональных представлений 
множеств (т. е . проблема определения того , являются ли два 
данных рациональных представлени й Представлениями одного и 
того ж� множества ) .  Из следствия 5.5. 1 О вытекает , что эта проб­
лем а всегда имеет эффективное решение, хотя оно и получается 
окольным путем -построением соответствующих НРС- авто­
матов. 

В данном и в следующих разделах будет разработан м атема ­
тически.! аппарат, позволяющий устанавливать тождественность 
рациональных представлений множеств , используя только преоб­
разования таких представлений . Вообще говоря , необходимое при 
этом число операций все же не уменьшается, поскольку в худшем 
случае оно также оказывается экспоненциальным по отношению 
к длине выражений ( см . также разд. 6 .2 ) . 

Из того факта , что рациональная опер ация «объединения» 
совпадает с операцией теоретика-множественного объединения , 
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рациональная операция «произведеюiЯ»- с операцией произве­
дения подмножеств моиаида F (Х), а операция образования под­
моиаида может рассм атриваться как бесконечное объединение 
всех конечных степеней данного множества, непосредственно вы­
текает ряд равенств между рациональными Представлениями мно­
жеств . Эти равенства очень удобно использовать для преобразо­
вания таких представлений. 

Читателю рекомендуется также обратить внимание на приве­
деиные в упражнении 5.18 п. 1 отрицания равенств. 

Теорема  5.6. 1 .  Пусть R, S и Т- произвольные рациональные 
подмножества моноида F (Х). Тогда спр аведливы следующие ра­
венств а :  

(О) .е5*={Л}, 
(1) RU(SUT)=(l�US)UT, 
(2) R(ST)=(RS)T, 
( 3) RUS=SUR. 
(4)  R(SUT)=RSURT, 

(5) (RUS)T=RTUST, 
(6) RUR= R, 
(7 )  .e5*R=R, 
(7') Rf25·· = R, 
.(8) .e5R=.e5, 
( 8') R.e5 = .е5, 
(9) RU.e5=R, 
( 1 О) R*=.e5*UR*R, 
(10') R'"=.e5*URR*, 
(11) R'"= (.e5*UR)*, 
( 1 2) (R*)*=R·, 
(1 1 3) R�R'"=R*, 
(14) (RUS)�= (R*S*)*, 

(15) (RUS)�=(R'"S)*R*, 
(16) (RUS)*= S* (RS*)*, 
(17) (RUS)�=R*UR*S(RUS)*, 
(18) (RUS)*=(R*S)*U(S'R)*, 
(19) (RS)*R=R(SR)'. 
(20) (R�S) * =.e5*U (RUS) *S, 
(21) (RS�T) *=.e5*UR (SUTR) *Т, 
(22) Rm (Rn) *=(Rn) *Rm, 
(23) R'"=(.e5*URU ... URn-l)(Rn) *. 

д 0 к а з  а т е л ь  с т в о. Справедливость равенств (О)- ( 1 3), (1 9) , 
'(22) и (23) н епосредственно вытекает из сказанного выше (см . 
упражнение 5.5).. 
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3 а м е ч а н и е .  В дальнейшем данные р авенства будут исполь­
зоваться без указания их номеров в данной теореме .  

Мы докажем сначала р авенства ( 1 7) и ( 2 1 ) непосредственно, 
а потом с помощью преобразований вывЕ-дем из н их остальные 
р авенства [(14)-(16), (18) и ( 20) ] .  

Равенство (17). Включение (RUS)*=>R*l.JR*S(RUS)* вытекает 
из R*c: (I�US)"" и из того, что RmS (RUS)n= (RUS)m+l (RUS)n при 
всех т и п из N о. 

Чтобы доказать, что 
(RUS) *c:R""UI�*S (RUS) *, 

полной индукцией по n докажем , что при всех натуральных n 

(RU<;)Вc:RwUR*S (RUS) *. 

При n=l утверждение очевидно. Допустим ,  что оно верно и 
при n=k. Тогда получаем 

(RUS) k+l = (RUS) (RUS) kc: (RUS) (R""UR*S (RUS) *) = 
=RR*URR*S (RUS)*US (R*UR*S (RUS) *) = 
sR*URR*S (RUS) *US (RUS) '= 
=R*UR*S (RUS)*. 

Равенство (21) . Из равенства ( 1 7 ) ,  заменяя ·R на S и S на TR, 
получаем 

R(SUTR) ""T=RS*TURS*TR (SUTR) *Т ,  

а отсюда методом полной индукции для каждого n из N полу-
чаем 

R (SUTR) *T=RS*TU (RS*T)2U ... U (RS*T)nU (RS*T)nR (SUTR) *Т. 

Отсюда вытекает, что (RS*T)nc:.ef*UR(SUTR)*T при  любом n из 
No, так что 

(RS .. T) .. =.ef*UR (SUTR) *Т .  

Чтобы доказать включение (RS*T) *=>.ef*UR (SUTR) *Т, пока­
жем сначала, используя полную индукцию, что при всех n из No 
выполняется включение 

( 1 ) 

При n=O включение ( 1 )  очевидно. Допустим ,  что оно выпол-
нено при n=k. Тогда 

RS* (SUTR) (SUTR) kS*T=RS .. S (SUTR) kS*TU 
URS' TR ( SUTIO kS *Те: RS * (SUT R) kS *TURS *ТХ 
Х (RS* (SUTR) kS*T) с: (RS*T) *URS*T (RS*T) *= (RS*T) *. 

Из включения ( 1 ) для любого n из No вытекает включение 
R (SUTR) "Т= (RS*T) *, откуда немедленно СJ1едует доказываемое 
утверждение. 
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Равенство (20). Положив в (2 1 )  R= .0'*, S = R  и Т= S, полу­
чаем (20). 

Равенство (16). Применяя сначалн равенство (2 1 )  при Т= 
=525*, потом равенство (17'), меняя ролями R и S ,  получаем ра­
венство (16) : 

S *  (RS�) *=S* ((Zf *UR (SUR) *) = 
=S*US�R(SUR) ' = (SUR) *= (RUS ) *. 
Равенство (15). Применяем равенство (19 ) , используя R* 

вместо R, и р авенство (. 1 6 ) ,  меняя ролями R и S :  
(R * S )  *R* = R* (SR* )  «= (SUR) * . 
Равенство (14). Применяем р авенство (20) , используя S* 

вм:::сто S ,  ( 1 5 ) , используя S *  вместо R и R вместо S ;  ( 1 2 ) , (13) и 
(15 ) , м еняя ролями R и S :  

( R*S*) ·= f25�U (RUS*) *S*=0*U ( (S*) *R) ·х 
Х (S*) *S*= f25�U (S*R) *S*= 0*U (SUR) *. 

Равенство (18). Из включения (R*S ) *= (R*S ) *R и равенства 
(15) вытекает цепочка равенств 

(R* S ) �R*== (R�S) *U(R*S ) *R�= 
= (R*S) *U (S�R) *S* = (R*S) �u (S*R )  *U ( S*R) *S *S .  

Поскольку из (20 ) и (15 )  следует, что 
( R * S )  * = 0* U  (RUS ) * S = 0*U  ( S *R )  *S * S ,  

то из  полученной выше цепочки равенств немедленно вытекает 
равенство (18) ·• 

СИ СТЕМА РА В Е Н СТВ Н Р С-А В ТО МАТА 

Каждому НРС-автом ату может быть сопоставлена векоторая 
систем а р авенств над рациональными множествами , из которой 
может быть определена реакция этого автомата .  

Пример 5.6.2. Рассмотрим определенный графом , изображен­
ным на рис .  5 .6 . 1 ,  Н РС-автом ат Ао. 

Пусть Li - м ножество входных слов , переводящих автомат 
А0 из состояния Z1 в одно из финальных состояний .  В частности, 
Lt = L (Ao). 

Тогда 
L t=0Lt U 11 L2UЛL2 U 1 1 Lз = OLt U {Л, 11} L2U11 Lз, 
L2= ALt UOL2UЛLзUA, 
Lз=OL2UA. 
Если м ы  введем «неизвестные» Yt. У2 и Уз и будем вместо зна­

ка  «U» использовать знак « + » ,  то получим систему ра­
венств 
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Yt = 0Yt +  {Л, 1 1 } у2 +Шуз, 
У2=ЛУt +Оу2 +Луз+Л, 
Уз= .0yt +Оу2 +0уз+А. 



Вектор (у,, у2, Уз) =  (L,, L2, 
Lз) оказывается тогда решением 
системы .  Это решение можно по­
лучить, если сначала  преобразо- 0 
вать данную систему, как  обыч­
ную систему уравнений в л иней­
ной алгебре, используя метод 
исключения неизвестных (метод 
Гаусса ) ,  а потом попытаться по­
добрать решение получившейся 
системы . 

Рис. 5.6.1. НРС-автомат Рч-, 

З ам�няя уз в уравнениях для у, и 2, получаем 
у,=Оу,+{А, 1 1}у2+1 10у2+1 1=0у,+ {А, 11, НО} у2+1 1, 

Y2=Yt+Oy2+0y2+A+A=y,+Oy2+A=Oy2+ (у,+А) .  
При постоянном у, решение уравнения для У2 можно искать 

с помощью последовательных приближений :  

у2<0> =А, У2щ=О+у,+А, у2<2>=ОО+О (у,+А) + (у,+А) , 

У2<3>=ООО+ОО(у, +А) +О(у, +А) + (у, +А) , . .. 
Отсюда (методом полной индукции)  определяем , что при  всех 

натуральных i выполняется включение y2=>y2i1J. Действительно, 
у2=>А и из y2=>y2<iJ следует, что y2 = 0y2+Yt+A=>Oy2(i>+y'+A = 
=Y2<i+t>. Итак, y2=>U{y2<i>l iENo}, т. е. У2=>О*+О* (у,+А) = 
= О* (у , +А ) .  

Подставляя последнее включение  в равенство для у,, нахо-
дим 

у1=>0у,+ {А, 11, 1110}0* (у,+А) +11 = 

= (OUO*U1 10*U1 100* ) у, + (O*U1 10* U1 100*Ul 1) = 
= (O*UllO * ) yl + (O*Ul 10* ) .  

Используя последовательные приближения (как и в случае 
у2) ,  из последнего включения получаем y,=> (O*U110* ) * (0*Ul 10*) .  

Подстапавка правой части этого включения вместо у, в «не­
р авенство» для У2 и в равенство для Уз дает у2=>О* (O *U  1 1 0*) * и 
Уз=>ОО* (O*U 1 10* )  *UA. 

Покажем теперь, что наименьшие (онтосительно включения)  
значения, которые могут приним ать у, ,  У2 и уз, в точности совпа­
дают с реакциями L,, L2 и Lз. Для этого нам  понадобятся три 
правила исключения, приведеиные в доказательстве 5 .3 .7 .  

Ясно, что правила исключения не  обязательно должны при­
меняться в порядке, определяемом блок-схемой, изображенной н а  
рис .  5.3.6. 

Как и в доказательстве теоремы 5 .3 .7, присоединим прежде 
всего к графу автомата Ао новое н ачальное состояние а и новое 
финальное состояние w. 

Применение правила 
следующее применение 

Е к состоянию Zз (см . рис. 5 .6 . 1 ) и по­
правила К соответствует подстановке 
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правой части уравнения для Уз вместо Уз в уравнения для у 1 и 
У2· Пос.!Jе этого получаем граф,  в котором из Zt в ш ведет ребро 
с м еткой 11, из Zt в z2 - ребро с м еткой {Л}U {11}U {110}, осталь­
ные же метки и ребра не изменяются . 

Исключение с помощью правила S петли у вершины z2 при­
водит к появлению на ребрах ,  ведущих из z2 в Zt и в <о, меток 
0* - это полученное при  последовательных приближениях наи­
меньшее значение для У2· 

Теперь ИСКJ1Ючение с помощью правила Е вершины z2 (и по­
следующее применение правила К) приводит к появлению петли 
у вершины Zt , а у ребра, ведущего из Zt в w,- метки (O*U 
U110*) . 

Пос.11еднсе исключение петли у вершины Zt показывает,  что 
полученное выше наименьшее значение для Zt совпадает с L1, 
откуда следует, что наименьшими значениями для У2 и уз явля­
ются L2 и Lз соответственно.  

Реакции L1, L2 и Lз не являются, однако, единственным реше­
нием системы уравнений .  Возьмем,  например ,  

Lt' = (O*U 11 О* ) * (O*U 11 O*U{111} ) = LtU (O*U 11 О* ) * 111, 

т. е. L{# Lt. Используя теперь  соотношения для У2 и уз,  вы­
берем 

L2'  = O*Lt'UO* = L2UO* (O*U110* )  *111 =FL2, 

Lз' = OL2'UA= LзUO (O*U 110*) * 111=1= Lз. 

Чтобы показать, что Lt ' ,  L2' и Lз' составляют решение нашей 
системы уравнений ,  нужно только доказать,  что O*Lt'=LJ' и 
111L2'=Lt'. Действительно , включения L1'=L2' и OL2'=Lз'=L2' 
вытекают непосредственно из определения L2' и Lз' и вместе 
с 11L2'=L1' приводят к 11Lз'=L1'. Далее, из O*Lt'=Lt' немед­
ленно следует, что OL1'�Lt' ,  а так как O*=L1', то и L2'=L1' (так 
что даже L2'=L1' ) . 

Используя р авенство ( 17 ) из теоремы 5.6 . 1 , получаем 

O*UO* 11 0* (O*U 110*) *= (O*U Ш 0*) *. 

Отсюда сразу н аходим , что O*Lt'=L,' и 11L2'=11Lt '= 
=L/. 

Из сказанного вытекает также равенство L2 =L1, что можно, 
впрочем ,  усмотреть и непосредственно из самой системы уравне­
ний ,  так как для любого решения U1, U2, Uз этой системы из пер­
вого уравнения вытекает включение U1=U2, а из второго­
U2=U1. 

Теперь мы  займемся более подробным исследованием наме­
ченной в примере 5 .6 .2 связи между реакцией НРС-автомата и 
решением соответствующей системы уравнений. 

Определение 5.6.3 . Пусть состояния НРС-автомата А зануме­
рованы таким образом,  что Z = {zt. z2, ... , Zn} и S= {zt, z2, ... 
. . . , Zm}. 
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1 .  Реакцией состояния z1 будем называть множество L 1= 
={wEF'(X) lt* ( z1, w)ПF=F0}, т. е. L 1 - это реакция НРС- авто­
мата А1 , получающегося из А в результате замены S н а  {z1} .  

Пусть, далее, L 1 1 при i ,  j E{ l , . . .  , л} - множество всех меток 
в графе автомата А на  ребрах,  ведущих из Z1 в ZJ, т. е .  LiJ= 
= {wEF(X) 1 (z 1 , w, ZJ ) E't'} .  

Пусть , наконец, при каждом i =  1 ,  . . , л 

-:, {Л, еслиz1ЕF, 
Ui- 0 в противном случае , 

т. е. 61 определяет, содержится ли  в соответствующем автомату 
А обобщенном графе переходов (см .  доказательство теоремы 
5 .3 .7)  ребро с меткой А, ведущее из Z1 в ro. 

2. Пусть У= {у1 , • • •  , Yn} - непересекающееся с множеством 
входов Х м ножество переменных ( неизвестных) , которые могут 
принимать значения из булеана .9' (F (Х)). Соответствующей ав­
томату А системой уравнений Gl (А)  называется систем а  

YI = L I IY I +L1 2Y2+ . . .  + L 1 nYn+61 , 

Y2= L21Y1 +L22Y2+ . . .  + L2nYn+62 . 

Если вектор -столбец переменных У1 обозначи?:ь символом у ,  
вектор -столб�ц значений 61 - символом 6 и л Х л-м атрицу с ком ­
понентами m11 = LiJ - символом М, т о  можно, вводя умножение и 
сложение векторов и м атриц форм ально так же, как  в линейной 
алгебре, записать приведеиную выше систему уравнений в виде 

у=Му + б. 

Здесь умножение - обычное произведение множеств слов из 
fJJ (F (Х) ) и сложение - теоретика-множественное объединение.  

Далее определим  М0 как единичную матрицу Е,  в которой на 
главной диагонали стоят сИмволы А (т .  е. ен= А) , а все остальные 
компоненты равны 0 (т. е. eij=0 при i=Fj ) .  Кроме того, поло­
жим М1= ММ1- 1 при i= 1 ,  2, ... 

Поскольку в .9'(F(X)) существуют бесконечные суммы  (т. е .  
бесконечные теоретико-множествеиные объединения) , то можно 

00 

построить М*= �М1. 
1=0 

Определим,  н аконец, для л-компонентных векторов над 
.9' (F (X)) отношение включения : если U и V- векторы  над 
.9'(F(X)) (л-компонентные) , то Us:;;V тогда и только тогда ,  когда 
U1=V1 при всех i= 1 , . . . , л. 
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Хотя мы будем использовать только векторы-столбцы, но, за ­
давая такие векторы покомпонентно, будем записывать их как 
векторы -строки. 

Вектор V= (V1 , . . .  , Vn ) с v,sF(X) является решением опи­
санной выше системы уравнений,  если 

V = MV + б. 
3 а м е ч а н и е. Пункт 3 упражнения 5.18 показывает, что 

НРС-автом ату можно сопоставить систему р авенств отличным от 
описанного выше способом .  

Теорема 5.6.4.  ( Арден) .  Пусть А- НРС-автомат из  определе­
ния  5.6.3, L= (L 1 , . . .  , Ln ) - вектор реакций состояний этого ав­
томата и Gl(A) - соответствующая автомату А система уравне­
ний. Тогда :  

1 .  L удовлетворяет Gl(A), т. е. справедливо равенство L = 
= МL + б. 

2. Вектор L может быть получен из б путем последовательных 
приближений,  т. е. если положить L<0>= б  и L<k>=ML<k-1 > при 
k� 1, то L = L<0>+ L(I >+ . . .  , т . е. L =М*б. 

3. Для любого решения V системы Gl (А) выполнено условие 
L=V, т. е .  L = М*б является наименьшим (по включению) реше­
нием системы Gl (А) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. 1. Как и в примере 5.6.2, нетрудно убе­
диться в том, что L1= LнL 1 + L12L2+ . . .  + L,nLn+б, при л юбом 
i = 1 , . .. , n. 
Отсюда немедленно вытекает, что L=ML+б. Таким образом, ус­
ловие 1 выпол нено. 

2. Пусть V - Произвольное решение системы G1 (А). Тогда 
L<0>= б=V и MV=V, откуда методом полной индукции получаем, 
что при всех k из N0 выполнено включение L<k>=V. Итак, М*б=V. 

3. Н а  основании пп .  1 и 2 выполняется включение М*б= L. 
Если м ы  п окажем, что М*б=L, то теорема будет полностью до­
казана .  

Чтобы доказать, что М* ,б=L, полной индукцией по k покажем ,  
что  для i -й  компоненты L,<k> вектора L(k> (при i =  1, . . .  , n ) вы­
полнено условие L,<k> = {wEF (Х )  1 существует состояние zEFI та­
кое, что (z1, w, z ) Етk} = {wEF (Х)  1 существуют s0 , s 1 , . . .  , S kEZ 
И u,, U2, . . .  , UkE F  (Х)  такие,  ЧТО Z1 =s0, SkEFI, (SJ-1, UJ, s1) E't 
при j = 1, . . . , k и u 1u2 . . .  uk=w}. 

При k = O  и k = 1 выполнение данного условия очевИдно. До­
пустим ,  что оно выполнено при  фиксированном k� 1. 

По определению 

L, <k+ 1 >= LilL,<k>+ L ,2L2<k>+ . . .  + LinLn<k>+ б, , 

причем L,1 = pr2 (тП {z,} Х F (Х)  Х {z1 } ) .  
По предположению индукции л юбое слово w из L11 LJ <k> имеет 
вид w=uw', где uEpr2(т) и w'Epr2(тk) , так что wEpr2(тk+1) . 

Поскольку для каждого слова w существуют начальное со­
стояние z, и натуральное число k такие, что w из z1 через k не-
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спонтанных переходов приводит автомат в некоторое финальное 
состояние, то для каждого w из L существует множество L1<kJ та ­
кое, что wEL1<k>, а это и означает выполнение включения L с:: М*б . • 

ОБЩ И Е  Л И Н Е И Н Ы Е  С И С1Е М Ы  Р А В Е Н СТВ 

Чтобы решить вопрос об условиях, обеспечивающих единствен ­
ность решения системы р авенств,  и получить формулу для реше­
ния, рассмотрим случай общей линейной системы над [jJ (F  (Х)), 
т. е. системы равенств вида y=My+R. где элементы м атрицы М 
и компоненты вектор а R являются произвольными подмн оже­
ствами моноида F ( X) .  

Для того чтобы сформулировать условие, обеспечивающее 
единственность решения, н ам  понадобится следующее определе­
ние. 

Определение 5.6.5. n Х n-матрица M=\lmi1ll. где m11c::F(X) при 
1 � i . j �n ,  обладает свойством пустого слова, если существует 
последовательность i 1 , i 2 , . . .  , i k (k;;:::: 1 )  индексов из { 1 ,  . . .  , n }  
такая,  что Л Е m1 1 при  1 < р < k- 1 и Л Е m1ki,. Каждая такая - р p'l-1 
последовательность индексов называется L W-последовательнос­
тью матрицы М. 

3 а м е ч  а н и е . Каждая матрица,  на  главной диагонали кото­
рой встречается множество, содержащее А, обладает свойством 
пустого слова.  В случае k= 2 определение требует существования 
р и q таких, что AEmpqПmqp, этот случай  рассматривался в при ­
мере 5.6.2. 

Теорема 5.6.6. (Арден, Боднарчук ) .  1 .  Систем а  равенств у =  
=Му+Р над [JJ (F ( X) )  имеет единственное решение,  если  М не 
обладает свойством пустого слова .  

Решение в этом случае имеет вид y=M*R. 
Если при этом все компоненты R и все элементы М- рацио­

нальные множества , то и все компоненты решения M*R- рацио­
нальные множества ,  причем решение может быть построено эф­
фективно.  

2 . Если М обладает свойством пустого слова ,  то каждый век­
тор V =М* (R+ Т), где Т1=0 при всех i , не входящих ни в одну 
LW-последовательность матрицы М, является решением системы 
y=My+R, в частности вектор M*R является решением .  

Вектор M*R содержится в каждом решении рассм атриваемой 
системы р авенств , и векторы вида М* (R+ U) с Uc::M*R+MM*U 
также являются решениями .  

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Если  М обладает свойством пустого слова,  
то каждое решение системы р авенств y=My+R и меет вид 
М* (R+ Т), где Т- вектор такой,  что Т1=0 при  всех i , не вхо­
дящих ни в одну LW-последовательность м атрицы М ( см .  п .2 
упражнения 5 . 1 9 ) . 

2. Для системы равенств y=yM+R справедливы совершенно 
аналогичные утверждения ( см .  п. 1 упражнения 5 . 1 9 ) . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т еор е м ы . llусть м- nхn-матрица 
и R - n-компонентный вектор над [jJ (F (Х ) ) .  

Р ассмотрим  систему р авенств y=My+l<. 
1 .  Так  как M (M*R)+R= (MM*+E)R=M*R, то вектор M*R 

является решением данной системы равенств. 
Если V- произвольвое решение рассматриваемой системы ра ­

венств,  то V=MV+R, V=M (MV+R)+R и так далее, т. е. при 
всех k из N 

(2 ) 
Отсюда вытекает, что  M*R=V. 
2 . Любой элемент ШiJ(p+I) матрицы М(Р+1> при  р ;;:=О имеет вид 

illiJШI/P>+mi2Ш2J(P)+ ... +m1nШnJ(P). Если Л содержится в одном 
из «слагаемых» ,  то должен существовать индекс k такой , что 
AEШikПmk/P), поскольку пустое слово А принадлежит произведе­
нию двух м ножеств слов тогда и только тогда ,  когда оно принад­
лежит каждому из этих множеств (см. упражнение 5.5) . 

Итак,  если некоторый элемент м атрицы Mq при  каком-то q;;:=n 
�одержит пустое слово, то должна существовать последователь-
ность j0, j1, • • • , j q индексов из {1 , . . .  , n} такая ,  что AEmJ1J1+1 
при i = O, 1 ,  . . .  , q- 1 .  Из неравенства q;;:=n следует, что не все 
индексы в данной последовательности могут быть р азличны, т. е. 
существуют r и s (O:::;;;r.<s:::;;;q )  такие,  что jr= js. В этом случае 
последовательность jr, jr+I· . . . , j s-1 оказывается LМ-последова ­
тельностью м атрицы М, т. е .  М обладает свойством пустого слова. 

3 .  Если  М не обладает свойством пустого слова ,  то, как следу­
ет из п. 2, ни один элемент м атриц МР при р ;;:= n не содержит пус­
того слова .  Пусть тогда V- произвольвое решение рассм атрива­
емой системы р авенств, i E { 1 , . . .  , n } , w - слово из V1 и r= lwl. 
Пусть, далее, k+ 1 = (r+ 1 )  n .  Тогда каждый непустой элемент 
м атрицы Mk+I содержит только слова длины,  не меньшей r+ 1. 
Поэтому слово w не может содержаться ни в одной компоненте 
вектора  Mk+1V. Из формулы (2 )  ( см . п . 1 доказательства )  выте­
кает, что слово w должно содержаться в векоторой компоненте 
одного из векторов М 1Н при 1 :::;;; i::=;;k и потому также в векоторой 
компоненте вектор а М*Н. Отсюда следует, что V=M*R, что вмес­
те с п .  1 доказательства дает V =M*R. 

Итак,  первая  часть утверждения 1 теоремы доказана .  
4. Допустим теперь, что м атрица М обладает свойством пусто­

го слова и пусть V - некоторое произвольвое решение р ассматри­
ваемой систем ы  р авен ств . Из результатов п . l доказательства 
следует, что V =M*R+U. 
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Подставля я  это выражение в систему, имеем 

M*R + U =M (M*R+U)  + R = MM*R + MU+R. 

Отсюда вытекает, что MU=M*R+U и, далее, 

M2U=M (M*R + U)  =M* R+U. 



Таким образом,  для всех натуральных чисел k получаем 
MkUc:::M*R-1-U=V и поэтому M*Uc:::V. 

Итак, V=V-f-M*U=M*(R-1-U) . 
Снова подставляя полученное выражение для V в исходную сис-

тему, получаем 
м�(R+U) =MM*(R-1-U)-f-R, т. е .  
M*R-1-M*U =M*R +MM*U. 

Отсюда 
Uc:::M*R +MM*U. (3} 

В то же время из формулы (3) снова вытекает включение 
M*Uc:::M*R+MM*U, а отсюда следует, что M*(R-1-U) является 
решением.  Итак, условие (3) -необходимое и достаточное условие 
для того, чтобы вектор М* (R-1-U) был решением р ассматривае­
мой системы р авенств. 

5. Пусть снова М- м атрица,  обладающая свойством пустого 
слова , и V=M*(R-1-T) , где Т1= Ф  для всех i ,  не входящих ни в 
одну LW-последовательность м атрицы М. Для таких i оче'Видным 
образом выполнено включение 

Т1с::: (M*R-1-MM*T) 1· 

Пусть теперь j - индекс из векоторой L W -последовательности. 
Тогда должно существовать натуральное число k такое, что 
AE(Mk)JJ 1 ). Отсюда следует, что T1s(MkT)1, так  что при  U=T 
выполнено условие (3) и поэтому V является решением .  

Утверждение 2 теоремы доказано. 
6. Допустим теперь, что все элементы матрицы М и все компо­

ненты вектора R- рациональные множества и что матрица М не 
обладает свойством пустого слова .  Полной индукцией по числу 
строк n матрицы М докажем, что в этом случае  все компоненты 
вектора M*R- рациональные множества ,  причем доказательство 
будет одновременно определять способ построения этих множеств. 

При n = 1  утверждение очевидно. 
Допустим, что утверждение верно при n = k- 1 .  Рассмотрим си­

стему равенств с n = k неизвестными .  В последнем равенстве этой 
системы, записанном в виде 
Yk=(rnkiYI-1- . . . +rnk<k-I)Yk-J+Rk)+rnkkYk, заключенное в скоб­
ки выражение будем считать известным,  т. е. определенным м но­
жеством слов.  Таким образом ,  мы получаем случай  системы из 
одного равенства с одним неизвестным ,  и поскольку выпол нено 
условие Aфrnkk, это уравнение имеет единственное решение 

Yk=rn*kk (rnk1 Y1 + ... +rnk(k-OYk-J-1-Rk). 

Подставляя это решение в первые k- 1 уравнения системы,  по­
лучаем систему из k- 1 уравнения вида 

У1= (rnн+rnlkrn*kkrnkJ)Yl + ... + (rnцk-1 )+ 

1> Т. е. если Mk = llmi1(k)/l, то ЛEmJJ(kJ.- Прим. перев. 
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+mikm*kkmk(k-I)) Yk-1 + R1 +mikm*kkRk. 
Элементы (k- 1 ) Х (k-1 ) -матрицы М' этой системы имеют, та­

ким обр азом, вид m'IJ=ШiJ+mikm*kkmkJ· 
Если бы теперь было выполнено включение AEm'11, то выпол­

нялось бы и включение AEM1j или AEШikПmkJ· Иначе говоря,  
если бы м атрица М' обладала свойством пустого слова,  то и мат­
рица М обладала бы им .  Поэтому матрица М' не может обладать 
свойством пустого слова .  

Множества m'11, очевидно, рациональны, если рациональны 
множества ШiJ· 

По предположению индукции система равенств 

у' = М'у' +R' с Ri' =Ri+mikШ*kkRk 

и меет единственное решение,  компоненты которого являются ра­
циональными м ножествами ,  так  как если р ациональны R1, то и 
Ri' рациональны. 

Итак, получено решение с рациональными компонентами для 
системы из n = k  р авенств. 

Утверждение 1 теоремы полностью доказано.  8 
Следствие 5.6.7. Система  равенств, соответствующая побуквен­

ному НРС-автомату, имеет только одно решение. 
Следствие 5.6.8. Если L и R- рациональные множества и 

АфL, то уравнение y=Ly+R имеет единственное решение у= 
=L*R. 

О решении уравнения вида у = Uy+yV + R см .  п . З упр ажнения 
5 . 1 9 . 

5.7. РАЦИОНАЛЬНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ: 

Представление допустимых множеств в виде ра ­
циональных является одним из важнейших средств теории авто­
матов. Поскольку, как мы видели ,  возможны различные представ­
ления одного и того же множества с помощью р ациональных 
опер аций и так как эквивалентность различных представлений 
может быть показава  с помощью большого числа различных пра ­
вил ,  полезно иметь в своем распоряжении форм альное исчисле­
ние, облегчающее корректную и систематическую обработку ра ­
циональных представлений.  Чтобы получить такое исчисление, 
можно действовать так ,  как это принято в математической логи ­
ке : сначала определить синтаксис формального языка для описа ­
ния рациональных м ножеств и равенств, потом задать формаль­
ное определение семантики языковых конструкций .  После этого 
можно ставить вопрос :  когда различные (языковые) конструк­
ции являются эквивалентными ,  т. е .  и меют одинаковое значение, 
и каким образом может быть установлена такая эквивалентность? 
Наконец, возникает проблема аксиоматизации для исчисления с 
р авенством. 
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СИНТА К С И С  

Пусть , как обычно, Х - произвольное фиксированное непустое 
конечное множество с т элементами х 1 , • • •  , Xm. Алфавит фор ­
мального языка рациональных выражений [для описания р ацио­
нальных подмножеств моноида F (Х)] содержит знаки : 

индивидных констант, т. е. обозначения фиксированных индиви­
дов (объектов) , из которых строятся остальные индивиды 
(здесь-элементы множества Rat (Х) ) :  

0 - для пустого множества  и х1 , • • • , Xm- для множеств {х1} 
при i=l, .. . , т; 

функциональных констант, т. е. в данном случае обозначения 
рациональных операций :  

+ -для объединения, 
· -для произведения (множеств слов) , 
* -для операции образования подмоноида ;  
предикатной константы, с помощью которой будет обозначать­

ся совпадение множеств, описанных, вообще говоря ,  различными 
выражениями : 

вспомогательных символов - пр авой и левой скобки : 
) . ( .  
При  этом предполагается , что знаки х 1 отличаются друг от 

друга и от всех остальных используемых знаков. 
В качестве метаязыковых символов будут использоваться : 
строчные греческие буквы , в частности а, В. у, как  обозначения 

для выражений (при этом мы всегда вместо «выражение, обозна­
ченное символом а» будем говорить «выражение а» ) . 

знак =, используемый для записи того факта ,  что р азличные 
(вообще говоря ) символы для выражений относятся к одному и 
тому же выражению, т. е. а= В означает,  что а и :в являются одной 
и той же последовательностью символов. 

Определение 5.7. 1 .  Пусть Х= {х 1 , • • •  , Xm} и I<=XU0, +. ·, 
*, ) • (}. 

1. Множество RA (Х) рациональных выражений над Х - это 
наименьшее подмножество моиаида F (К.), для которого выпол­
нены условия :  

1) множество содержит константы 0, х 1 , • • •  , Xm; 
2) множество вместе с ta и 13 содержит (·а+В), (а· /3) и (а)*. 
2. Множество RG (Х) рациональных равенств над Х - это мно­

жество всех последовательностей символов вида а= j3, где а и 13-
рациональные выражения из множества RA (Х). 

3 а м е ч  а н и е. С позиций м атематической логики р ациональ­
ные выражения суть термы, а р ациональные равенства - форму­
лы. 

Утверждение. 1 . RA (X) является (рекурсивным) подмножест· 
во м моноида F (К.). Действительно,  для любого слова w над I(, 
т. е. для любой последовательности символов из К, за конечное 
число шагов можно установить, является ли  это слово р ациональ-
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ным выражением .  Это можно показать, как и в случае других 
определений данного типа ,  например ,  следующим образом.  

Сначала проверяется , правильна ли  скобочная структура вы­
р ажения ( предъявленного слова ) , т .  е .  проверяется ,  возникает ли 
после удаления из слова всех отличных от скобок символов слово 
из языка DYCK,' (см. по  этому поводу доказ ательство п.2 тео­
р емы 3.7.2 и п. 1 следствия  5.4.7) . После этого,  начиная с самых 
внутренних пар  скобок, проверяется,  стоит ли внутри данной пары 
скобок правильно построенное выражение (см .  также нижеследу­
ющую лемму) . 

2. Множество RG (Х) является ,  конечно, вычислимым подмно­
жеством моноида F (KU{=} )  (см. п . 1 ) . 

3. Если  Х'=Х, то RA(X') =RA(X) и RG (Х') =RG (Х). 
Чтобы иметь возможность определить семантику векоторого 

р ационального выражения,  т. е. найти представляемое этим вы­
р ажением р ациональное множество, мы должны действовать по 
аналогии с индуктивным определением понятия «рациональное 
выражение».  Для этого нам  нужно убедиться в том , что любое 
р ациональное выражение не может быть построено различными 
способами и что таким образом не может возникнуть неоднознач­
ность. 

Лемма 5.7.2. Для каждого р ационального выражения '\' из 
RA (Х) имеет место в точности одна из следующих альтернатив: 

1) у=.0'; 
2) у== х , при  однозначно определенном i из { 1 ,  . .. , m}; 

3) у== (a + l �) при  однозначно определенных а и � из RA(X); 
4) у== (а·�) при  однозначно определенных •а и � из RA(X); 
5) у= ( а)* при  однозначно определенном а из RA(X). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . По определению соотношение а=� для 

выражений а и ·� из RA(X) выполнено тогда и только тогда,  когда 
они являются по сути дела одной и той же последовательностью 
символов .  

Итак ,  если а- выражение длины 1 ,  то оно должно быть равно 
либо 50, либо х,. Если же а имеет длину, не меньшую 3, то либо 
последни м  символом в •а  является *, и тогда а = ( �)* при  неко­
тором однозначно определенном �. либо а имеет вид 3) или 4) .  

Допустим ,  что а== ( 1�+v) и ,  кроме того, существуют �' и у' в 
RA (Х) такие,  что а==(�' +у'). Поскольку последовательности сим­
волов (�+"У) и (�'+у') должны совпадать, то отсюда следует, что 
�==·�' и у=у'. 

Дальнейшие р ассуждения проводятся совершенно аналогично.  8 
3 а м е ч а н и е .  Из леммы 5.7.2 вытекает также, что RA (Х) 

может р ассм атриваться как  свободная алгебра с двуместными 
операциями  + и · и одноместной операцией *. 

Встретившиеся в лемме 5.7.2 подвыр ажения при преобразова­
ниях р авенств будут ниже заменяться на  другие выражения (ер .  
р азд. 5 .6) . С этой целью введем одно соотношение между выра­
жениями. 

Определение 5.7.3 . Пусть а и �-выр ажения из множества 
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RA (Х) . а называется правильным подвыражением �' есл и выпол ­
нено одно и з  следующих условий :  

1) �=�а или�= (а)*; 
2 )  существует 'V в RA (Х) такое, что либо �= (,a+v), либо 

�= (у+а), либо�== (a·-v), либо�== (у·а); 
3) существует у в RA(X) такое, что а является правильным 

подвыражением у, а 'V является правильным подвыражением j:l. 
Лемма 5.7.4. Вопрос о том , является л и  одно р ациональное 

выражение правильным подвыражением другого р ационального 
выражения, р азрешим .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Лемма 5.7.2 обосновывает рекурсивный 
метод р азложения данного р ационального выражения на подвы­
ражения. Заметим ,  что для выражения у из RA (Х)  можно эф­
фективным образом установить, какую из форм 1 ) -5) оно имеет, 
и что каждое 'V из RA (Х) имеет конечную длину (состоит из ко­
нечного числа символов) ,  так что может иметь только конечное 
число правильных подвыражений .  8 

С ЕМА Н ТИ КА 

Значение р ационального выражения будет определено рекур ­
сивным сопоставлением рациональным выражениям р ациональных 
множеств. Поэтому сначала следует установить, что такое сопо­
ставление может быть однозначным .  

Поскольку рациональные выражения должны описывать все 
рациональные множества (для  чего и введена эта конструкция) , 
то понадобится и доказательство сюръективности соответствую­
щего отображения. 

Теорема 5.7.5 .  Приведенный набор р авенств определяет ото-
бражение r из RA (Х)  на Rat (Х) : 

r(0)=SZ5; 
r(xi)={xJ} при  i = 1 ,  . . .  , m; 

r(a+�)=r (a)Ur(�) при  а, �ERA(X); 

r(a·�) =r(a}r(�) при а, �ERA(X); 

r((a)*)=(r(a))* при  aERA (Х) 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. 1 .  Нужно доказать , что рекурсивно оп­

ределеное отображение r определено корректно и является ото­
бражением на Rat (Х). Мы покажем это, используя лемму 5.7.2, 
индукцией «по пр авильным подвыражениям» .  

Пусть 'V- выражение из RA (Х). Тогда у имеет один из при ­
ведеиных в лемме  5.7.2 видов с однозначно определенными ком­
понентами .  

Если -v ==0 или -v=x1, то ,  очевидно, r(y) - однозначно опре­
деленное рациональное множество. 

Если -v= (,а)* с однозначно определенным а и r (а) - одно­
значно определенное рациональное множество,  то и r (у) оказы­
вается однозначно определенным р ациональным м ножеством. 
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Если.  наконец, v= (а+�) или v= (а·�) с однозначно опреде­
ленными а и � и r (а) и r (�) - однозначно определенные рацио­
нальные множества ,  то и r (v) - однозначно определенное рацио­
нальное множество. 

2 .  Множества 0= r (0) и {xi}= r (xi ) принадлежат r (RA (X) ) , 
а каждое рациональное множество по определению 5.3.3 может 
быть построено из этих м ножеств с помощью операции U , . и *. 
Отсюда следует, что r является сюръективным отображением. • 

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Отображение r оказывается гомоморфизмом 
из свободной алгебры ( RA (X) ; +, ·, *) на  алгебру (Rat (X) ; U. 
·, *) , ч асто называемую алгеброй Клини. 

2.  Могут р ассматриваться ,  конечно, и гомоморфизмы алгебры 
( RA (Х) ; +, ·, *) в другие алгебры ,  например в множество под­
множеств произвольнаго моноида ( или  группы ) с операциями 
объединения ,  произведения и образования подмоноида (см . по это­
му поводу разд. 8 .8 ) . 

Определение 5.7.6. 1 .  Определенное в теореме 5.7.5 отображе­
ние r: RA (X) -+Rat (Х)  называется стандартной семантикой раци­
ональных выражений. Для ,а из RA (X) множество r(a) называет­
ся представленным (определенным) а рациональным множеством. 

2 . Рациональное равенство а=� называется верным (выпол­
ненным ) , если r(a)=r(�). В таком случае говорят, что выраже­
н ия а и � эквивалентны. 

Из теоремы 5.5. 1 1 немедленно выт�кает теорема .  
Теорема 5.7.7. 1. Для произвольнога НРС-автом ата А и любо­

го рационального выражения а разрешим вопрос о выполнении 
равенства L (A) = r (а). 

2. Для произвольных рациональных выражений а и � разре­
шим вопрос о выполнении равенства а=�. 

Поскольку рациональные выр ажения и равенства имеют очень 
простую структуру и простую семантику, можно, не  опасаясь не­
правильного поним ания,  использовать следующие обычные упро­
щения обозначений .  

С о г л а ш е н  и е о б о б о з н а ч е н  и я х . В рациональных выр а­
жениях опускаются : 

внешние скобки,  т .  е .  вместо (а+�) или (а·�) пишется просто 
а+� и соответственно а·�; 

скобки, оказывающиеся излишними при  следующих соглаше­
ниях: знак · связывает сильнее, чем знак + ;  знак * связывает 
сильнее, чем · ,  так что, например,  вместо (а)* можно писать а* 
и вместо (a·�)+{v·�)-a·�+v·�; 

знак ·, т .  е .  вместо а·� пишется а�. 
В сложных терм ах, например в a(�+'V) или в (а�)*, скобки, 

конечно, могут быть необходимы. 
Из сказанного вытекает, что эквивалентность рациональных 

выражений может быть определена с помощью их семантики, т. е .  
с помощью построения автом атов, обладающих соответствующими 
реакциям и. В р азд. 5.6 мы ,  однако, уже установили, что из  ра ­
венств над Rat (Х)  можно получать новые равенства и что , таким 

216 



образом , вопрос о выполнении равенств м ожет быть сведен к воп­
росу о выполнении простей ших р авенств . При этом было в ажным 
то обстоятельство, что уравнения в ида y=Ly+R м огут быть ре­
шены и имеют единственные решения, если  А не принадлежит 
L. Сейчас мы убедимся в том ,  что выполнение соответствующего 
ус.ТJ.овия для рациональных выражений может быть проверено чис­
то синтаксическим образом ( без использования сем антики ) . 

Лемма 5.7.8. Пусть а- выражение из RA (X) . Определим 
рекурсивно, что а обладает свойством пустого слова тогда и толь­
ко тогда, когда выполнено одно из следующих условий:  

1)  существует В в RA (X) такое, что а==В*; 
2) существуют В и у в RA (X)  такие, что а=В+У и В или у 

обладает свойством пустого слова ;  
3) существуют В и у в RA (Х) такие, что а=Ву и В и у обла­

дают (оба!) свойством пустого слова . 
Тогда для каждого рационального выражения  однозн ачно 

определено ,  обл адает ли  оно свойством пустого слов а , причем воп ­
рос о наличии у данного р ационального выражения этого свойст­
ва может быть решен за конечное число шагов .  

Далее, а обладает свойством пустого слова тогда и только 
тогда,  когда AEr(a) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 . Из доказательств а лем мы 5 .7.2 выте­
кает, что для каждого рационального выр ажения эффективно мо ­
жет быть установлено, какой из видов 1) -5) оно  имеет.  Кроме 
того, возможен только один из случаев и соответствующие р азло­
жения определены однозн ачно. Таким образом,  определение одно­
зн ачно . 

Наличие свойства пустого слова может быть проверено эффек­
тивно, поскольку каждое рацион альное выражение за конечное 
число шагов может быть разложено на выр ажения вида Xi или eJ. 

2. То , что а обладает свойством пустого слова  тогда и только 
тогда , когда AEr( a) доказывается индукцией «по правильным 
подвыражениям» с использованием лем м ы  5.7.2: 

если a=eJ или а=х1, то Афr(а) и а не обладает свойством 
пустого слова; 

если а= (В)* , то AEr(B*)= (r (B))*; 
если а=: В+У. то AEr (а) тогда и только тогда ,  когда AE r (В) 

или ЛЕr (у); 
если а==Ву, то AE r(a) тогда и только тогда ,  когда AEr ( p) и 

AEr(y) . 

С И СТЕМА А КС И ОМ ДЛ Я  РАЦИ О НАЛ Ь Н ЫХ РА В Е Н СТВ 

Для м ножества всех ( истинных) р ациона .ТJ.ьных р авенств над  
Х будут приведены множество аксиом и два правила в ывода, 
позволяющие получить из аксиом все истинные р ацион альные р а­
венства ,  т. е. все утверждения об  эквивалентности рациональных 
выражений .  

Говоря об  аксиом ах, мы  говорим на  самом деле о схемах акси­
ом , порождающих бесконечные сем ейства равенств . Эти р авенства 
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м огут быть получены при  замене символов а, р и у произвольны­
м и  конкретными р ациональными выражениями. 

Определение 5.7.9. (Саломаа, Урпонен ) .  Система аксиом Ах (Х) 
для рациональных равенств над Х состоит из: 

1) следующих девяти аксиом ,  в которых а, В и у обозначают 
произвольные р ациональные выр ажения над Х: 

( at) (а+Р) +у=а+ (Р+У); 
( а2) (ар)у=а(ру); 
( аз) а+1Р=Р+а; 
( а4) а (/3+у) =аР+ау; 
( as ) (а+(3)у=ау+(3у; 
( аб) а0*=а; 
( а1) а0=0; 
( а  в ) а*=аа*+0*; 

( ag ) а*=(а+0*)*; 

2) следующих двух правил вывода: 
П р  а в и л о з а  м е н ы ( Е ) .  Пусть Pt- правильное подвыраже­

ние р ацион ального выражения а1 и пусть а2- результат замены 
какого-либо вхождения /31 в at выр ажением р2 из RA(X). Тогда из 
истинности р авенств а1 =у и Р1 =(32 вытекает истинность равенств 
а2=у и а2=а1. 

П р а в и л о  р е ш е н и я у р а в н е н и й  (G). Пусть а, (3 и у­
р ациональные выражения из RA (X), причем р не обладает свой­
ством пустого слова . Тогда из истинности р авенства а=Ра+у вы­
текает истинность равенства а=(3*у. 

3 а м е ч а н и е. Лем м ы  5.7.4 и 5.7.8 обеспечивают эффективность 
применения правил Е и G, поскольку условия их применимости 
м огут быть эффективно проверены в каждом случае, причем чис­
то синтаксическими м етодами .  

Теорема 5.7 .10. Система а ксиом Ах ( Х) совместна ,  т .  е. аксиомы 
( а1) - ( ag ) явля ются истинными рациональными равенствами и 
с помощью правил Е и G из истинных рациональных равенств 
могут быть получены только истинные р ациональные равенства.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1 .  Истинность аксиом вытекает непо­
средственно из теорем ы  5.6. 1. 

2. Правило Е .  
а )  Пусть (31- правильное подвыр ажение выражения а1 в смыс­

ле условия  1) или 2) определения 5.7.3, скажем, а1==Р1*, а1=Р1б 
ил и а1==Р1+б'. 

Тогда а2==Р2*, а2==Р2б или а2=Р2+б'. 
Из r(a1)=r(y) и r((31)=r((32) в этом случае в ытекает, что 

r(a2) = (r((32))* = (r(p1))* = r(a1), или r(a2) = r(p2)r(б) -
-=r ((31) r (б) =r ( а1), или r (а2) =r ((32) Ur (б') =r ((31) Ur (б') =r (at). 

Остальные  случа и  могут быть р азобраны аналогично. 
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б)  Пусть теперь �1- правильное подвыражение выражения а1 
в смысле условия 3) определения 5.7.3, т . е. пусть существует 
правильное подвыражение '111 выражения а1 такое, что �1 является 
правильным подвыражением выражения '111 в смысле условия 1) 
или 2) определения 5.7.3. Тогда ,  как и в случае а ) , для выраже­
ния '112, получаемого в результате замены �1 на  �2, выполняется 
равенство r ( '111) =Г ( '112), т .  е. равенство '111 ='112· 

Итак, утверждение может быть доказано м етодом полной ин­
дукции, поскольку если �1- пр авильное подвыражение выраже­
ния а1, то существует последовательность �1 =бо, 61, . . . , ·бk=а1 ра ­
цион альных выражений такая,  что бi- правильное подвыражение 
бн1 в смысле условия 1 )  или 2) определения 5.7.3 при i=O, 1, . . .  
. . .  ,k- 1 .  

3. Правило G. Если � н е  обладает свойством пустого слова , то 
уравнение y=r(�)y+r(y) по следствию 5.6.8 и лемме  5.7.8 имеет 
единственное решение у= ( r ( �)) *r (у). 

Итак, если r(a) =r(�)r(a) +r(y), то выполнено и равенство 
r (а)= ( r ( �)) *r (у), так что вместе с а=�а+у истинно и равенство 
а=�*у. • 

Системой аксиом определяется формальное исчисление, в р а м ­
ках которого чисто синтаксическим и преобр азованиями ( т. е. при­
менением правил Е и G) на базе аксиом может быть доказана 
истиннность всех ( истинных) рациональных равенств . 

Определение 5.7. 1 1 . Доказательством р ационального равенства 
а=� в системе  аксиом Ах ( Х) называется конечная оканчиваю­
щаяся равенством а=� последовательность р ациональных ра ­
венств такая, что каждое из входящих в нее равенств либо явля­
ется результатом зам ены в одной  из аксиом символов а, � и у на  
определенные рациональные выражения ( или символы,  обознача­
ющие такие выражения ) ,  либо возникает в резу.11ьтате применения 
одного из правил вывода Е или G к предыдущим равенствам по­
следовательности. 

Если для равенства а=� существует доказательство в систем е  
аксиом Ах ( Х) ,  т о  о н о  называется выводимым в Ах ( Х) ,  что обоз­
начается так: 1- а=� . 

Говорят, далее, что равенство а=� выводимо в системе аксиом 
Ах (Х) из множества равенств М, если оно выводимо из систем ы  
аксиом, возникающей п р и  присоединении к Ах ( Х) в качестве до­
полнительных аксиом равенств из М. 

Из теоремы 5.7. 10 немедленно вытекает следствие. 
Следствие 5.7. 1 2 . Каждое выводимое в Ах (Х)  равенство ис­

тинно. 
Теорема 5.7. 1 3 . ( Саломаа, Урпонен ) . Система аксиом Ах ( Х) 

полна , т . е. каждое истинное р ациональное равенство выводимо 
в Ах ( Х) . Далее, множество всех истинных рациональных равенств 
перечислимо, т . е. может быть предложен эффективный м етод, 
с помощью которого можно получить все истинные р ациональные 
равенства и только их. 

Аксиомы ( а1) - (ag) и правила вывода Е и G взаимно неза -
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висим ы,  т. е . если из системы аксиом удалить одну из аксиом или 
одно из п р авил вывода ,  то в рамках оставшейся системы аксиом 
уже не каждое выводимое в Ах ( Х) равенство будет выводим ым .  

Доказательство этой  теорем ы, занимающее очень много места, 
мы не п риводим ( см .  по этому поводу упражнение 5.20 и литер а­
туру к этой главе). 

Д ОI(АЗАТЕЛ ЬСТВА В С И СТ Е М Е  АI<С И ОМ. 

В качестве примеров доказательств в Ах ( Х) докажем теперь 
некоторые простые ,  но очень нужные для дальнейшего равенст­
в а- прежде всего, без использования правил а  G. 

Лемма  5.7. 1 4. Пусть а ,  �. б и '11- рациональные выражения .  
Тогда: 

1) 1- а.=а.; 
2 )  из 1- а.=� следует 1- �=а.; 
3) из 1- а.=� и 1- �=б следует f-а.=б; 
4) из f- а.=б и 1- �='I'J следует 1- a.+�=б+'I'J, 1- а.�=б'l'} и 

1- а.*=б*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 .  Из аксиомы ( аб) имеем 1- а0*=а. 

В правиле в ывода Е положим а�=��=а0* и �2=у==а. Тогда 

а2=а, а на основании аксиомы ( ав) и меем 1- а1='\' и - ��=�2-
Используя Е , теперь получаем 1- а2=у , т .  е . 1- а.=а. 

2. В правиле Е положим а.1=��=а и �2=�- Тогда а.2=�- Если 
�- а.=�, то 1- �1 = �2, и из Е следует, что 1- а2=а.1, т. е . 1- �=а. 

3. Из 1- а. =� в силу п .  2 следует 1- �=а. Пусть 1- �=б. 
В правиле  Е положим а.�=�1==�, �2==а. и у=б. Тогда а.2=а , 
1- ��=�2 и 1- а1=у, и из Е следует, �по 1- а.2=у, т. е. 1- а=б. 

4. Из 1- а.=б и 1- ·�='I'J н а  основании п .2  следует, что 1- б= 
=а и 1- 11=�-

В п равиле Е положим сначала a.I=б+'I'J, ��=б и Р2=а. Тогда 
a.2==a.+'l1 и 1- �1=Р2, и можно заключить, что 1- а2=а1, т. е . 

1- a.+'l'}=б+'I'J· 
Выберем теперь в Е a.I=a+'I'J, ��=='I'J, �2=Р и v=·<'>+f]. Тогда 

а2=а+�. Г- ��=�2 и 1- а1=у. Применяя правило Е, имеем 
f- а2=у, т. е. 1- a.+�=б+'I'J· 

Доказательство 1- а.�=б'l'} проводится аналогично . 
Выбирая ,  наконец, в Е а1=б*, ��=б и �2=а, так что а2==а.* и 

1- ��=�2. из Е получаем 1- а.2=а1, т. е . f- а*=б*. 8 
3 а м е ч  а н и е . Лем м а  5 .7.14 утверждает, что для знака «=» 

в случае р ациональных р авенств в Ах ( Х) выводимы все обычные 
свойства знака р авенства . Иначе говоря,  в лемме 5.7.14 доказано, 

·что отношение эквивалентности р ациональных выражений пред­
ставляют собой конгруэнцию в алгебре ( RA (X) ; +. · ,  *), в точ-
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ности совпадающую с конгруэнцией , индуцированной гомоморфиз­
мом г. 

Теперь м ы  докажем выводимость рациональных равенств, со­
ответствующих равенствам (6)-(9) теоремы 5.6. 1. При этом бу­
дем использовать результаты леммы 5.7. 14 без ссылок и запись 
«f- а.=�=у» вместо « f- а.=� и f- �=у». Кроме того ,  из-за  ас­
социативности операций + и · [аксиомы ( а1) и ( а 2) ]  будем 
опускать лишние скобки .  

Теорема 5.7. 1 5 (Урпонен ) . Пусть а.- рациональное выражение 
из RA (X) . Тогда: 

1) f- а.+0=а.; 
2 )  f- а.+а.=а.; 

3) f- 0а.=0; 

4) f- 0*а.=а.. 
Док а з а т е л ь с т в о . Полагая в (as) и (as) а.=0, получаем 

1- 0*=00*+0*=0+0*. 
Используя теперь (ag) при  а.=0, имеем 

f- 0*=(0+0*)*=(0*)*. 

С помощью (as) при a.==ef* отсюда находим 

f- (0*) *=0* (0*) *+0*. 

Последние равенства вместе с (as) при а.=0* дают 

f- 0*=0*+0*. 

Первое и последнее р авенства и аксиом а (as) порожда ют 

f- а.=а.0*=а.(0+0*) и f- а.=а.0*=а.(0"'+0*). 

Из сказ анного с помощью аксиом ( а4) ,  (as), ( а1) и ( аз) теперь 
получаем 

f- а.=а.0+а.0*=0+а.=а.+0 и 

f- а=а.0*+а.0*=а.+а.. 

Итак, пп.  1) и 2) доказаны.  
Из ( а1) и ( а2) следует, что 

f- 0=00, так что f- 0а.=(00)а.=0(0а.). 
Заменяя в 1) а. на efa., получаем 

f- 0а.=0 (0а.) +0. 

Поскольку 0 не обладает свойством пустого слова ,  то приме­
нение правила G дает 

г 0а.=0*0. 
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Из аксиомы (а 7 )  и последнего ра венства следует п .3 ) . Из 
пп . 3) , 1 )  и аксиомы ( а з) следует 

1- а = 0а + а, так что, используя G, получаем п .4 ) .  8 

3 а м е ч  а н и е. В систем ах ак�иом , приводимых обычно в учеб­
никах, р авенства 1) и 2 )  теоремы 5.7. 15 рассматривают как акси­
омы и вместо ( а б )  и ( а 1 ) используют в качестве аксиом равенст­
ва 3) и 4) этой же теоремы .  Кроме того, в ( а в )  и в пр авиле выво­
да G меняют м естами  сомножитеди в произведениях (см . по этому 
поводу п .  4 упражнения 5 .20) . При использовании системы аксиом 
для определения реакции НРС-автом ата необходима ,  однако, фор­
ма аксиом , приведеиная в опредедении 5.7.9 .  

Для того чтобы иметь возможность применять, хотя бы в веко­
тором измененном виде , пр авидо решения уравнений ( G) также и 
в случаях, когда н аличествует свойство пустого сдова , н ам  пона ­
добится следующая демма .  

Л е м м а  5.7. 1 6. Ддя каждого а из RA (X) ,  обладающего свойст­
вом пустого слова, существует в RA (X)  выр ажение а1 , не облада­
ющее свойством пустого слова и такое, что f- а=а1+0 * . 

Д о к а з  а т е д ь с т в о .  Проведем доказатедьство полной индук­
цией по длине вы ражения а. Если а == 0 *, то выберем а1==0. 
Тогда по ·r еореме 5 .7. 15, п . 1) 1- а=а1+0 * .  

Есди же  неверно, что а = 0 * , то  по демме 5 .7.8  а доджно иметь 
один из следующих видов : а = � *. а = у+у' или а = бч . 

Р ассмотрим сначада третий сдучай .  Поскольку б и '11 короче, 
чем ·а , то можно предположить ,  что существуют 6 1 и '\1 1 в RA (X) 
такие,  что 1- 15=151+0 * , 1- '11 ='11 1+.0" * , но б 1  и '11 1 не обладают 
свойством пустого сдова .  Тогда 1- a=бrt = (б 1+0 * ) ('11 1+0*)  = 

=бl'll l+б l+rt 1+0 * . При а 1 = б1'11 1+б1+11 1 получаем требуемое 
утверждение.  

Сдуча й  а = у+у' р азбирается аналогично. 
Пусть теперь а=� * . Если � не обладает свойством пустого 

слова ,  то при  а 1 = ��*  из аксиомы ( а в )  вытекает утверждение 
1- а 1+0* , поскольку, в этом случае и ��* не обладает свойством 
пустого слова . 

Если же � обладает свойством пустого слова ,  то по предполо­
жению индукции можно считать, что существует не обладающее 
свойством пустого слова выражение �1 такое, что 1- �=� 1  +0 * . 

Из аксиом (ag) и ( а в )  в этом случае получаем 1- а=�*= 
= ( � 1+0 * )  * =� 1 * = � 1 � 1 *+0 * , так  что при  а1 = � 1 � 1 *  доказывае­
-мое утверждение выполнено. 8 

Докажем , наконец, чтобы продемонстрировать возможность 
применения леммы 5.7.16, р ациональные равенства , соответствую­
щие равенствам ( 1 2 ) , ( 1 3 )  и ( 16) теоремы 5.6. 1 .  При этом резуль­
таты теоремы 5.7.15 и аксиомы ( а 1 ) - (а 1 )  будут использоваться 
·без дальнейших ссылок. 
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Лемма 5.7. 1 7. Пусть а и � - выражения из RA (X) .  Тогда : 

l J  1- ( а+�) * = �* (а� * ) * ; 

2)' 1- а*а* =а* ; 

3} 1- (а* )  * =а* . 8 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 ) Предположим сначала ,  что ни  а, ни  [3. 

не обладают свойством пустого слова .  Пусть тогда i'= � * (а�* ) * .  
Из аксиомы (as) вытекает, что 

1- i'= (ap* ) * 1- ��* (aP* ) * =aP* (ap * ) * 1- PP* (ap * ) * 1- � * =  

= (a1-P) i' 1-�* .  

Используя правило G,  получаем f- i' =  (а1- �)  * . 
Если же а и р обладают (оба)  свойством пустого слова ,  то по 

лемме 5 .7. 16 существуют не обладающие свойством пустого слова 
выражения а1 и Р 1 такие, что 

f- a=ai 1- e5 *  и f- Р= Р 1 1- � * .  

Для определенного выше выражения i' , используя аксиомы 
(ag) и (as), имеем 

f- i'=P1 * ( (a i 1-�* )  � � * )  * = Р 1 *  ( a i p i * 1- P I PI * ) * =  

=Р 1 *  ( ( а 1 1- Р 1 )  � 1 * )  * . 

При Р 1  вместо р и (а 1 1- Р 1 )  вместо а из сказ анного и из аксио­
м ы  (ag ) получаем 

f- i'= (ai 1-P I 1- PI )  * = (а1- Р) * .  

Случаи,  когда либо только а, либо только р не обладают свой--
ством пустого слова , разбираются аналогично . 

2) Из аксиомы (as) следует 

f-· а*=�1-аа* 1-аа* =а* 1-аа* . 

Если а не обладает свойством пустого слова , то применение 
правила G дает 

f- а* =а*а* .  

Если же а обладает свойством пустого слова , то по  лем ­
ме 5.7 . 16 существует не обл адающее свойством пустого слова вы-
ражение а1 такое, что f- а=а1 1- � * . Используя ( ag), в этом слу­
чае имеем 

f- а* = (а1 1- � * )  * =a1 * =a1 * 1- a1a i * · 

Применение правила G теперь дает 

� а* =а1 * =а1 *а1 * =а*а* . 
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3) Из п .  1) и а кси о м  ( a s ) и ( a g ) следует 

f- а*=аа*+0*+0.!<=0*+а*=0*+ (0* + а) *= 

=0*+а* (0*а*) *=а* (а*) *+0*= (а*) * · • 

Аналогичным образом м огут быть доказаны все рациональные 
равенства ,  соответствующие равенствам теоремы 5.6. 1 (см .  упраж­
нение 5 .20, п . 1 ] .  

УПРАЖНЕНИЯ: 

5. 1 .  Порядок выдачи книг в пекоторой библиотеке, содержащей N томов, 
допускает выдачу одному абоненту не более n книг (где n<N ) . Некий пользо­
ватель библиотеки (скажем, снова студент, готовящий дипломную работу) , ко­
торому в течение короткого времени нужно иметь много книг, будет пытаться 
уменьшить затраты труда на сдачу и получение книг и время на размышления 
о том, какую именно книгу сдать, если он уже взял из библиотеки n книг и ему 
нужна новая книга.  Если этот пользователь немного знаком с теорией опера­
ционных систем,  то он будет использовать исследуемый в этой теории  алгоритм. 
по которому сдается книга, которая не была нужна в течение наиболее длитею.­
ного срока. 

Представьте данный алгоритм в виде автомата, выбрав в качестве входного 
алфавита множество номеров томов { 1 ,  2 ,  . . . , N} , в качестве множества со­
стоян ий - множество упорядоченных последовательностей номеров имеющихся 
у пользаватедя томов (упорядоченных по времени последнего использования ) .  
Решите вопрос о том, каким образом nри постоянном N автомат для n = k + 1 
может быть получен из автомата для n = k. 

5.2 .  * Предложите по возможности быстрый метод определения моноида пе­
реходов алфавитного НРС-автомата . Какова максимальная длина входных слов, 
используемых в этом методе? 

5.3. Задайте НРС-автоматы, допускающие следующие множества. 
1 . {Л, 1 } . Покажите, что НРС-автомат без спонтанных персходов, допускаю­

щий это множество, должен иметь либо больше начальных, либо больше фи­
нальных состояний.  

2 .  Множество всех слов над {0, 1 } ,  в которых единицы встречаются только 
блоками четной длины, а число таких блоков единиц нечетно (например, 
1 1 0 1 1 1 1 00 1 1 - слово из этого множества,  а 0 1 1 0 1 1 и 1 0 1 0 1 - нет) . 

3. Множество всех слов нечетной длины над {0, 1 }, в которых встречаются 
и си�1 вол О, и символ 1 ,  но не встречается подслово 0 1 .  

4 .  Множество всех кратных числу 3 натуральных чисел в десятичной запи­
си ( без дополнительных нулей, читаемых слева направо) . 

5.4. 1 .  Представьте в в иде рациональных множеств множества из упраж­
нения 5.3 и следующие множества из .9' ( F ( {О, 1 } ) ) :  

1 )  множество всех слов , содержащих как четное число единиц, так и четное 
число нулей; 

2 )  множество всех слов, не содержащих в качестве подслова слово 0 1 0, т. е 
не имеющих вида uO I Ov ;  

3 )  множество всех слов из  множества,  указанного в п .  1 )  [или в п. 2 ) ] , 
не принадлежащих данному конечному множеству Е, например множеству Е= 
= {00 1 1 ,  о ,  1 ,  1 1 , 1 0} ;  
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4) множество всех слов из множества, указанного в п . l ) ,  не принадлежа­
щих множеству из п .2 ) . 

2. Обозначим символом Rat множество всех рациональных подмножеств 
всех конечно порожденных свободных моноидов, так что UE Rat тогда и только 
тогда, когда существует конечное множество Х такое, что UERat (Х) . Докажите, 
что множество Rat эффективно замкнуто относитеJiьно рациональных операций. 

5.5.  Докажите (для U, Vs;;:F (Х) ) следующее : 

1 )  !О * = {Л} ; 
2 ) AEUV тогда и только тогда, когда ЛЕUПV; 
3) ЛEU+ ( = UU*)  тогда и только тогда, когда AEU; 
4 )  UU* = U* U; 
5 ) U*= ( !O * U U) * ; 
6) (U* )  * =  U* ;  
7) U*U*=U*;  
8) (UV) *U = U (VU) * ; 
9) um ( U0) * = ( U0 ) *Um при т, ПЕ N ; 
1 0) U* = ( !O * UUU . . .  uun - l ) (Un ) *  при ПЕ N. 

5.6. 1 . Методом из доказательства теоремы 5.3.5 постройте НРС-автомат, ре­
акция которого - множество LD из примера 5.3.6. Преобразуйте этот автомат 
с помощью сохраняющих реакцию преобразований в НРС-автомат, граф которо­
го изображен на рис. 5.3 . 1 .  Постройте, далее, НРС-автоматы, допускающие мно­
жества 1 ) -4)  из примера 5.4, п. l .  

2 .  Преобразуйте конструкцию в п .  б )  доказательства теоремы 5.3.5 таким 
образом, чтобы не были нужны спонтанные переходы, т е . вместо введенных _ 
при построении автомата А4 спонтанных переходов (z ,  Л, z' )  для каждого сло­
ва w, для которого t2 (z', w) =f::0', добавьте все переходы ( z, w, z") ,  где z"E 
Et2 (z', w) и zEF1 •  Аналогично преобразуйте и автомат А5. 

3. (Бар - Хиллел, Псрлес, Шамир. )  Отображение cr из F (X) в 9' {F (X) ) 
называется рациональной подстановкой, если оно обладает следующими свой· 
ствами :  

1 )  а (Л) = {Л} ; 
2 )  a ( uv) =a (u) a (v) для всех u, vEF (X) ;  
3) а (х)  E Rat (X) для всех хЕХ . 

Очевидно, каждый гомоморфизм h из F (X) в Fi (X )  можно рассматривать 
как рациональную подстановку h': полагаем h' (u) = {v} , если h (u) =v.  

Докажите, что  для каждой рациональной подстановки cr : F (X)-+.1' (F (X) ) ;  
а )  каждое м ножество a (w) при w из F (X) является рациональным м но­

жеством ; 
б ) если определить для U s;;: F (X)  образ при отображении а как a (U )  = 

=U {o (w) l wEU} ,  то O' ( U) - рациональное множество при каждом рациональ­
ном множестве U, причем НРС-автомат с реакцией O' (U) может быть построен 
непосредственно из автомата, имеющего реакцию U.  [У к а з  а н и е .  Выберите 
алфавитный НРС-автомат с реакцией U и замените в его графе каждое ребро 
с меткой хЕХ на граф допускающего а (х ) НРС-автомата.]  Таким образом, 
множество Rat (X)  эффективно замкнуто относительно рациональных подстано­
вок (а также относительно гомоморфизмов) .  

5.7. 1 * .  (Макнотон, Ямада . )  Предложите метод, с помощью которого для 
любого НРС-автомата А можно получить представление L (А) в виде рациональ-
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ного множества, не используя при этом доказательство теоремы 5.3.7. [У к а з  а­
н и е. Пусть Z = {z 1 ,  z2 ,  • • •  , zn} и W11k - множество слов из F (X ) ,  переводящих 
автомат А нз состояния Zi в состояние z1, причем так, что автомат не принимает 
спо пути» ни одно из состояний Z k + l ,  Z k + 2, . . .  , Zn ( конечно, i н j - произволь­
вые числа нз { 1 ,  . . .  , п} ) .  Докажите рекуррентную формулу 

Wk _ wk-1 u w·k-1  ( wk-1 ) * wk-1 
ij - ij ik kk kj 

н выведите отсюда, что каждое из множеств W11k рационально.] 
2.  Применяте методы из  п. l и из доказательства теоремы 5.3.7 к Н РС-авто­

матам из примеров 5. 1 .2-5. 1 .4 н 5.3.6. 
3 .  (Эйленберг, Шютценбергер . )  Множество ERat (X) однозначных рациональ­

ных подмножеств моиаида F (X)  есть наименьшее nодмножество !11. булеана 
91' (F  (Х) ) со следующими свойствами :  

а )  eJe!fl. н {x} e!fl. для любого хеХ; 
б) если U, Ve!ll н unV= 0 ,  то UUVe!ll; 
в )  если U, Ve!fl. н nроизведение UV однозначно (т. е. нз uv = u'v' при 

u, u'eU н v, v'eV вытекает, что u---u' и v = v') , то UVe!ll ; 
г) если Ue!fl. н U* = F (U) (т. е . если каждое nроизведение U1U однозначно 

nри i= 1 , 2, . . . , иначе говоря, если каждое слово weu* обладает единственным 
разложением на множители нз U) , то U* e!fl. . 

Докажите, что Е Rat (X) =Rat (X) . [У к а з  а н н е. Проанализируйте приме­
неиве метода из n . l )  к РС-автоматам.] 

5.8. Пусть Х= {О, 1 } .  
1 . Пусть М1 = {е, а ,  Ь }  - моиаид с единичным элементом е ,  умножение 

в котором оnределяется равенствами а=а2=Ьа н Ь = Ь2=аЬ. Пусть, далее, h ­
гомоморфизм из F (Х) на  М1 ,  оnределяемый равенствами h (О) = а н h ( 1 )  = Ь. 
Покажите, что h- 1 (a ) - (различимое) множество всех слов из F (X) , оканчн­
вающихся символом О Покажите далее, что М1 я вляется даже синтаксическим 
моиаидом данного множества. 

2. Пусть М2= {е, а, Ь, с} - моиаид с единичным элементом е и умножением, 
оnределяемым равенствами а2 = а, аЬ = Ь, Ьа=Ь2 = с2= са=ас= сЬ = Ьс = с. Оnреде­
лите гомоморфизм h из F (X)  на М2, для которого h- 1 (b) =0* 1 , и докажите, что 
М2 - синтаксический моиаид множества 0* 1 .  Найдите, далее, h- 1 (a )  и h- 1 (c)  
и синтаксический моиаид для множества h- 1  (Ь) Uh- 1 (с) . 

3. (Шютценбергер. )  Пусть Z аддитивная груnпа целых чисел и h - гомо­
морфизм нз F (X ) , на Z, определяемый равенствами h (0) = - 1  и h ( 1 ) = 1 . До­
кажите, что : 

1 )  h-1 (0) = {weF (X) ! w  содержит столько же единиц, сколько нулей} ; 
2) отношение R на F (X) , определяемое условием «uRv тогда и только тог­

да, когда h (u)  = h (v) », является синтаксической конгруэнцией по h- 1  (О) в смыс­
ле n.4 леммы 5.4 .3 ;  

3)  h-1  (О) не является допустимым множеством. 
Задайте, далее, моиаид М1 и гомоморфизм h 1 из F( {а, Ь} ) на М1 такие, что 

h 1- 1 (e) =DYCK'1 (см. следствие 5.4.7) . 
[3 а м е ч  а н и е. h-1  (О) называется языком Дика над одной парой скобок .] 
5.9. Покажнте, что следующие множества различимы. 
1 .  Локально тестируемые множества ( lokal testbare Mengen) [34] . Для того 

чтобы определить эти множества,  нам понадобится следующие обозначения.  
Для keN и weF (X) таких, что w = w'v и l w' l = k, пусть ak (w ) = w' (термин : 
k-префикс слова w) и Ik (w) = {ueXk 1 существуют u', v'eF (X) такие, что w =  
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= u'uv'} (термин : множество Rcex внутренних сегментов длины k) . Пусть. да­
л�е, 'llk (w) - k-суффикс слова w (см. определение 2.6.6) . Два слова w и w' 
называются k-локально эквивалентными (обозначение : w � kw' ) только и только 
тогда, когда выполнены условия : 

если J w l < k  или J w' l  <k, то w = w'; 

если J w j ;;;..k и J w' J ;;;;.:k, то at (w) =at (w') , Ik (W) = Ik (w') и 'IJk (w) = ТJ k (W' ) . 

Подмножество L моноида F (X) называется локально тестируемым, если сущест­
вует на туральное число k такое, что L оказывается объединением некоторых 
классов k-локальной эквивалентности. [У к а з а н и е .  Покажите, что отношение 
� k является конгруэнцией конечного индекса.] 

2 . Кусочно тестируемые множества (stuckweise testbare Mengen) (Симон) . 
Для того чтобы определить эти множества,  нам понадобятся следующие обо­
значения . Слово u называется кусочным подсловом слова w (обозначение : u� 
�w) , если существуют слова U1, . . . , Un , Wo, W1,  . . .  , Wn такие, что u = u1u2 . . . Un 
и w=wou1 w 1  . . . UnWn . Пусть ke N. Два слова  w и w' из F (X)  называются 
k-кусочно-эквивалентными (обозначение: W "" kW') ,  если и только если выполнено 
условие : для любого u из F (Х) , при 1 u 1 �k соотношение u:s;;;w выполняется 
тогда и только тогда , когда u:s;;;w'. 

Подмножество L моноида F (Х) называется кусочно-тестируемым, если су­
ществует натуральное число k такое, что L оказывается объединением некоторых 
классов эквивалентности по отношению .., k· [У к а з а н и е .  Покажите, что отно­
шение "" k является конгруэнцией конечного индекса.] 

5.10. (Дитрих, Дешамп.)  Пусть Х - конечное множество;  r : F (X)-+F (X) ­
отображение, определенное следующим образом:  r (A) = А, r (x) =x при хеХ и 

{ r(u) , если 'IJ1 (u) = х , 
r (ux ) = r(u) x в противном случае 

для всех u из F+ (Х) и х из Х. 
Здесь '11 • (u) - последний символ слова u (см. определение 2.6.6) . Пусть .R ­

отношение на F (X) : 
uRv тогда и только тогда, когда r (u) = r (v) . 
Покажите, что R - конгруэнция на F (Х) . ( Почему R не является конгруэн · 

цней конечного индекса?) 
Подмножество L моноида F (X) называется асинхронным языком, если оно 

стабильно относительно R (т. е. является объединением классов конгруэнтных 
относительно R слов ) . Приведите пример асинхронного языка, не являющегося 
допустимым множеством. 

Для произвольного множества Ls;;; F (X)  nусть J (L) - пересечение всех со­
держащих L асинхронных языков из fjJ (F  (Х) ) .  

Пока жите, что если LeRat (Х) , то и J (L) eRat (X) . [У к а з  а н и е .  Найдите 
J ( 0 ) , J (A) и J (x) для хеХ и покажите, что отображение J совместно с ра ­
циональными операциями.] 

РС-автомат А называется асинхронным, если для любого его состояния z 
выполнено условие: если при пекотором z' из Z и пекотором х из Х выnол­
няется равенство f (z', х) = z, то f (z , х) = z .  

Покажите, что L допускается некоторым асинхронным РС-автоматом тогда 
и только тогда, когда L = J (L) . 
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5. 1 1 . П�жажите, что для каждого конечного моиаида М существует РС-авто­
мат А, моиаид переходов которого изоморфен М. [У к а з а  н и е. Просмотрите 
доказательство теоремы 5 4 .4 .]  

5. 1 2 . Покажит е,  что не каждый конечный моноид является синтаксическим 
моиаидом пекоторога различимого множества , т. е .  что не каждая конгруэнция 
конечного индекса на F (X )  является синтаксической конгруэнцией некоторого 
различимого подмножества F (X ) . [У к а з  а н и е. Используйте часть доказатель­
ства леммы 5.4 .3, в которой показано, что из п.3 вытекает п.4, и рассмотрите 
моиаид Мз= { 1 ,  m1, m2, m3} с m; · ffiJ = ffiJ при 1 ::::;;; i ,  j ::::;;;3 и единичным элемен­
том 1 .  Проверьте, может ли подмоиаид М2 = { 1 ,  m. ,  m2} моиаида Мз быть син­
таксическим моиаидом - см. упражнение 5 .8 .] 

5 . 1 3 .  Пусть UeErk (X) и M u - синтаксический моноид U (моноид классов 
эквивалентности относительно синтаксической конгруэнции по U - см. доказа­
тельство леммы 5.4.3) . Покажите, что : 

1 )  если h - гомоморфизм из F (Х) на конечный моиаид М такой, что 
h-1 (h (U) )  = U, то существует гомоморфизм из М на М u ;  

2 )  если А - алфавитный НРС-автомат с ЦА) = U, то существует гомомор­
физм из  Т (А) на Mu ; 

3) если У - конечное множество и h - гомоморфизм из F (Y) на F (X) , то 
h- 1 (U) eErk (У) . 

5 . 1 4. ( Гинзбург. ) Пусть А - частичный автомат Мили в обычных обозначе­
ниях . Покажите, что для всех z и z' из Z и всех у из У допустимы множества 

W (A, z ,  у, z' ) = {weF (X) l iz (w) = у, f* (z, w) =z'} , 
W (A, z, z', у) = {we F (X )  1 существуют ueF (X) и хеХ, такие ,  что w=ux, 

f* (z, u) = z' и g (z', х ) =у} . [У к а з  а н и е . Доопределите автомат А и постройте 
равносильный автомат Мура .] 

5.15. 1 .  С помощью uvw-теоремы или теоремы об итеративном подслове до-
кажите следствие 5 .4 .7 .  

2.  Покажите, что следующие множества не принадлежат Rat (X ) : 

{ww l weF (X) }  при I X I ;;;a.2 ; 

{ucv j  u, veF (X' ) , u "<= v} при X = X'U{c}, I X' j :;;:. 1 ; 
{an • 1  n;;;a.O} при Х =  {а} (это множество квадратов целых чисел в унарном 

представлении) ; 

{anьm l m�n�O} nри Х = {а, Ь} . 

3. * (Аллеи, Хартманис, Шенк .) Покажите, что множество простых чисел 
как в унарном представлении (т. е. числу р соответствует слово хР, хеХ) , так 
и в любом k-ичном представлении не является допустимым. [У к а з а н и е. Для 
унарного представления используйте теорему об итеративном подслове. В осталь­
ных случаях используйте следующую теорему Дирихле:  если натуральные числа 
а и Ь взаимно просты, то в арифметической прогреесии {a + Ь i l i E No} содержит­
ся бесконечно много простых чисел. Выведете отсюда , что для множества Pk 
k-представлений простых чисел ( без дополнительных нулей) синтаксическая кон­
груэнция является отношением тождества. 

Иное доказательство получается таким образом :  по малой теореме Ферма 
kP- I == 1 (mod р) при любом простом р > k. Пусть uv•w - k-ичное представление 

nростого числа p > k, причем k 1 v l ф 1 (mod р ) .  Покажите, что число, имеющее 
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представление uv•vP-1w, делится на р. Применяте теперь теорему об итератив­
ном подслове.] 

4 .  * (Берстел . )  Покажнте, что ни одно k-ичное представление множества 
( No- {0, 1 } ) 2= {m · n l m. n e N, m=F 1 ,  n=;l=1}  не является различимым.  [У к а з а­
н и е. Используйте п .3.] 

5 . 1 6. 1. Дайте, прямое доказательство следующих высказываний. 
1 )  Akz (X) является булевой алгеброй. Используйте только построения 

РС-автоматов, в частности образуйте из двух РС-автоматов А и В РС-автомат, 
допускающий множество L (А) ПL (В ) . [У к а з  а н и е .  В качестве множества со­
стояний выберите декартово произведение множеств состояний автоматов 
А и В.] 

2) Erk (Х) является булевой алгеброй. [У к а з а  н и е .  Используйте только 
определение множества Erk (X) и лемму 5.4 .3 . ]  

2.  Пусть Воо (Х) - наименьшая булева подалгебра булеана 91' (F (X )  ) ,  со­
держащая все конечные множества, т. е .  все конечные множества принадлежат 
Воо (Х)  и вместе с любыми множествами U и V алгебре Воо (Х) принадлежат 
и множества uuv. unv и F (X) -U. Докажите, ЧТО Воо (Х) является собствен · 
ным подмножеством множества Rat (X) . [У к а з  а н и е. Покажите, что из Ue 
еВоо (Х ) всегда следует, что  либо U, либо F (X ) -U - конечное множество.]  

5 . 1 7 .  1 . ( Гинзбург, Спаниер . ) Для U, V, W s;;;F (X )  докажите: 

Uj (VUW) = U/VUU/W; 
( UUV) /W = U/WUV/W; 
Uj (VW) = (U/W) /V; 
UW /V= U (W /V) UU / (V /W) . 

2. Докажите, что множество всех префиксов (начальных отрезков) слов из 
рационального множества снова рационально. [У к а з а н и е. Запишите это мно­
жество как частное. ]  

3. Докажите, что множество всех подслов слов из некоторого рационально­
го множества рационально. [У к а з а н и е . Запишите это множество как 
частное . ]  

4. ( [50] )  Докажите, что множество всех слов,  возникающих при отбрасыва­
нии у слов некоторого рационального множества начальной десятой части и ко­
нечной (суффиксной) части длины, составляющей 3/7 от длины слова, рацио­
нально, т. е .  докажите, что при любом U из Rat (Х) рационально множество :  

{weF (X) 1 существуют u, v e F (X) такие, что uwv e U, l u l / l uwv l = 1 / 10  и 
l v  1 1  l нwv 1 =3/7} . 

5. (,Янтцен. )  Докажите, что PAL/PAL = PAL · PAL и ( PALjPAL ) PAL = 
= ( PAL) 3.j:PAL. 

5. 1 8. 1 .  Приведите примеры множеств U, V, Ws;;;F (X) таких, что: 

1 )  ( UUV) *=FU* UV* ; 
2) ( UUV) *.j:U*V* ; 
3) UVПUW=FU (VПW) ; 
4) ( UПV) *=FU* ПV* ;  
5 )  из U* e Rat (X) н е  следует, что UeRat (X) . 

2. Получите системы равенств для НРС-автоматов из примеров 5 . 1 .2, 5 . 1  3 
и 5. 1 .6, найдите их решения и сравните эти решения с ранее полученными пред­
ставлениими реакций данных автоматов . 
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3. (Арден.) Пусть А - РС-автомат с множеством состояний Z= {z • . . . . , Zn} .  
При i=  1 , • • .  , n nусть, далее, А'1 - РС-автомат, возникающий при замене в авто­
мате А множества финальных состояний F на {zi} , так что 

L (A'!) = {weF (X) l zi=f* (s, w) } .  

Получите систему равенств вида y = yM + R. имеющую решением вектор 
(L (A'. ) , L (A'2) , . . . , L (A'n ) ) .  

5 . 19 .  (Арден, Боднарчук.) Докажите для системы равенств y = yM+R 
-rеорему, аналогичную теореме 5 .6.6 . 

2. (Боднарчук. )  Покажите, что все решения системы y = My+R имеют вид, 
определенный в первом высказывании п.2 теоремы 5.6.6 [т. е .  M* ( R + T) ,  где 
TJ!""'fZJ при i, не входящих ни в одну LW-последовательность матрицы М] .  
1 Покажите, что а налогичное утверждение верно для решений уравнения у =  
= yM + R. 

З. * (Урпонен . )  Покажите, что при U, V�F+ (X) и R�F (X) равенство у= 
=U:r+yV+R имеет решение y= U*RV* и что {U* (R+T) V* I T�F (X) } - мно­
ж.ес1во всех решений в случае, когда U или V содержат пустое слово. 

5.20. • (Саломаа . )  1. Пусть при neN 6 (а1 , . . . , an) - рациональное выра-
жение, nостроенное из р ациональных выражений а ., . . . , an . Докажите 
а Ах (Х) : 

j-(a•+a2-i: . . .  + an ) *= (a. + a2+ . . .  + 'an+6 (a1 ,  . . . , «n ) ) * ; 

J-- (a.+ar!-- . . . +an) * =  (а 1+ . . . +an) *+s (a . ,  . . .  , an ) (а •+ . . .  +an) *. 

2. Пусть ne N  и а1, ��. б1, '\'IJ nри i, j = 1 ,  . . . , n - рациональные выражения 
такие, что ни одно из i'iJ не обладает свойством пустого слова и при i= 1 ,  . . .  , n 

l-a•=vнa•+i'i2a� . . . +vinGn+бl; 

1-�•= vн �•+Yi2�� . · . +'\'in�n+бi· 
= 1 ,  . . .  , n.  

Докажите в Ах (Х) : 1- а. = �� при i =  
3. Рациональное выражение а и з  RA (X) с Х = {х . , х2, . . .  , xn} называется 

эквационально определимым (gleichungharakterisiert ) ,  если существует конечное 
число n рациональных выражений а1 таких, что a := 1ctt  и 1- а1 =XtGн + х2а12 + 
+ . . . + xmaim+б lai ) при i = l ,  . . . . n, nричем для любой пары i, j существует 
k ( l  < k < n) такое, что ai J == ·ak, и б (а1) == 0'  или 6 (а1) - 0•. 

Докажите, что каждое рациональное выражение над Х эквационально опре­
делимо. [У к а з  а н и е. Используйте индукцию «по правильным подвыраже­
ииям».] 

4. На базе полученных выше результатов и лемм из разд. 5.7 докажите 
r1олноту системы аксиом Ах ( Х) . 

5. Определим длину доказательства в Ах (Х) как число встречающихся 
в этом доказательстве рациональных равенств. Выведите из доказательства п .4 
верхнюю границу для длины кратчайшего доказательства произвольнога равен­
ства а = �  и получите в качестве следствия, что множество выводимых в Ах (Х) 
равенств перечнслимо. 

6. Аналогичным образом докажите полноту системы аксиом, получающейся 
из системы Ах (Х) при изменении порядка сомножителей в произведениях 
в аксиомах ( ав) - ( а8) и правиле G. 
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ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Идея рассмотрения вопросов, связанных с возникновением тупиковых ситуа­
ций в параллельных конкурирующих процессах, с помощью взвешенных ориен ­
тированных графов высказана в [25] . Поставленные в конце примера 5 . 1 . 1 ( и  
решенные в примере 5.5. 1 1 )  проблемы разрабатывались средствами теории авто­
матов в [38] . Дополнительные сведения из  этой области можно н айти, напри-

мер, в [42] . 
Идея примера  5. 1 .2 заимствована из [8] , см. также [30] . 
Простой вариант примера 5. 1 .3 и•меется в [4] , там же можно найти и дру­

гие хорошие примеры. См. далее указанную в гл. 4 литературу к примеру 4. 1 .2. 
Определение из языка Паскаль (пример 5. 1 .4 ) содержится в [26] . 

Понятие НРС-автомата было введено в [4 1 ]  (получено в 1 957 г. ) . В этой 
uчень трудной для чтения работе были доказаны (по большей части несколько 
иначе, чем в данной книге) теоремы 5.3.5, 5.3.7, 5.4.4, 5.5.3, 5 .5 .5, 5.5.9 и след· 
ствие 5.4. 1 О. Приведеиное здесь доказательство теоремы 5.3 .5 взято из [39] ; 
идея доказательства теоремы 5.3.7 заимствована из [30] ; пункты 2 и 3 теорем ." 
5.5.9 и приведеиное здесь доказательство получены в книге [ 1 ,  ч. 1] из списка 
литературы к гл. 2. 

По поводу иной интерпретации ведетерминированных автоматов см . [24] . 
В качестве абстрактных моделей нейрапных сетей автоматы, допускаюшве 

множества слов, были введены уже в [ 3 1 ] .  Они были подробно исследованы 
прежде всего в [27] ( результаты получены в 1 95 1  г. ) . Клин и в этой работе 
определил рациональные множества и показал в основном, что выполняется 
равенство Akz (Х) = Rat (X) . Он использовал при этом несколько иные операции 
и термин «регулярные события» (см. также [ 1 1 ] ) ;  введение термина «рацио­
нальные множества» и определения понятия «различимые множества:. (см. опре­
деление 5.4.2) восходит к работе [ 1 5] ; по этому поводу и по поводу упражнения 
5.7, п .3 см. [ 1 6] и книгу [3] из списка литературы к гл. 2. 

Полностью определенные детерминированные автоматы без выхода, т. е. 
РС-автоматы, были описаны уже в [37] . В этой работе были введены ставшиР. 
сегодня обычными определения регулярных (т. е. рацион альных) множеств и 
доказано равенство Akz (Х) = Rat (Х) . Там же определено понятие моиаида пе­
реходов (для РС-автоматов) и приведены теоремы 5.4.4 и 5.5 .5 и их доказа ­
тельства. 

РС-автоматы были также определены в [35] , причем как в том виде, 11 ко­
тором они заданы определением 5.4 . 1 ,  т. е. как «читающие машины Тьюринга> ( см .  описание , приведеиное в начале разд. 5.4) , так и в виде машин, множеством 
состояний которых является моиаид (см . доказательство теоремы 5.4.4 ) . Там 
же было введено понятие моиаида переходов и доказаны утверждения, близкие 
теоремам 5.4.5, п . 1 и 5.4 .4 .  

В несколько иных (но эквивалентных) терминах равенства NAkz (X) = = Akz (X)  = Rat (X) и теорема 5.5.5 были получены в [9] (вместо допускающих 
автоматов использовались праволинейные грамматики) . 

Теорема 5.4.5, п.2 была в основном доказана Гинзбургом [ 1 8] и Глушко­
вым [2 1 ] - важнейшая часть работы Глушкова в качестве приложения к гл. 2 
включена в книгу [8] из списка литературы к гл . 2 .  Дополнительную информацию о моноядах переходов РС-автоматов, особен­
но о вычислении таких моноидов, можно найти в [ 40, 12 н 7] . 

Понятия синтаксического моиаида и синтетической конгру:тции были вве-
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дены в [48] , см. также [47 и 1 0] . Первое rтrщробное рассмотрение синтаксиче­
ских моноидов рациональных множеств дано в [33] . 

Понятие я зыков Дика (см.  следствие 5 .4 .7 и п 3 упражнения 5.8 ) было вве­
дено в инфор:v!атике Шютценбергером. Эти множества с алгебраической точки 
зрениЯ нееледовались уже В. ван Диком, см.  [49 и 1 0] .  Лемма 5.4. 1 1  восходит 
к р а боте [29] . По этому поводу и по поводу теории равенств над свободными 
м о н е  ида м и  см. [28] и учебник [9] из списка литературы к гл. 4 .  

Операции образования частных и вторая часть теорем ы 5.5 .7 содержатся 
в [ 1 7] ,  см.  также [52] . Обобщение высказывания теоремы доказано в [ 1 9] .  

Следствие 5 .5 .8 и его доказательство получены в [ 44] . Дополнительная 
информ ация о теории допустимых и не допустимых числовых множеств содер­
ЖИТРI В [5] . 

1 !дея сопоставления РС-автоматам равенств восходит к [2 и 6] . В первой 
из ра бот дано решение равенства y = yL+R при A $ L, во  второй - р асrмот!Jен 
общий случай. См. по этому поводу, а также по поводу тео{Jемы 5.6. 1 книгу 
[24] из описка литературы к гл. 2. 

Содержание разд. 5 .7 взято в основном из [46] . То, что равенства a+ eJ = а 
н а + а = а  можно не включать в число аксиом, и то, что система аксиом Ах (Х) 
независима, показано в [54] . 

Относительно простой метод установления эквивалентности рациональных 
ныр а ,кений можно найти в [20] . Оценка сложности таких методов содержится 
в [36] и [5] из списка литературы к гл. 4. 

По поводу упражнения 5 . 1 см. ,  н апример, [ 43, 53 и 55] , по поводу упраж­
нения  5.2 - [33 ,  34 и 40] . 

Методы из п.2 упражнения 5.6 использовались в [4 1 }. Утверждение из п,З 
упражнения 5.6 доказано в [3] . 

По поводу упражнения 5.7 см . [32] , где был предложен первый алгоритм 
такого рода , а также [2 1  и 8] из описка литературы к гл. 2. 

�·тверждение из  упражнения 5. 1 2  установлено в [34] . 
По поводу упражнения 5. 1 3  см.  [33] . Пункт 3 упражнения 5. 1 5  взят из [ 1 ]  

( первый способ доказательства )  и и з  [22] (второй способ доказательства ) , см . 
также [5] , и эту же работу - по поводу п .4 упражнения 5 . 1 5 . 

Упражнение 5 . 1 7, п .4  основано н а  частном случае общей теоремы из [50]. 
По поводу упражнения 5.20 см . [45, 46 и 24] из  списжа литературы к гл. 2. 
Обзор состояния теор ии рациональных множеств и РС-автоматов на 1 968 г. 

дан в [23] . 

Г Л А В А 6. 

П Р ЕО Б РАЗО ВА Н ИЯ АВТОМАТО В 

В предыдущей главе с помощью р ациональных вы­ражений и моноидов переходов было показано, как для произволь­
нога НРС- автомата может быть построен эквивалентный РС-авто­
м ат .  В этой главе будет дан прямой метод такого построения, со­
стоящий в преобразованиях самих соответствующих автоматов. 
Кроме того, н а этой основе будет исследована проблем а миними­
зации числа состояний .  
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6. 1 .  ВВОДНЫЕ ПРИМЕРЫ 

Как указывалось в гл . 5 при  проектировании авто­
м атов бывает очень удобно на первом этапе построить НРС-авто­
мат, допускающий определенное ( скажем , з аданное рациональным 
выражением ) множество, а потом преобразовать его в ДРС-авто­
м ат. Приведеиные ниже примеры показывают, что при этом могут 
получиться удивительно большие (по числу состояний ) ДРС-авто­
м аты, хотя, с другой стороны, соответствующие зеркальные мно­
жества будут допустимыми для очень небольших (в том же смыс­
ле) ДРС-автом атов.  

ь 

Рцс. 6.1.1. Допускающий множество Ек НРС-автомат 

Пример 6. 1 . 1 .  Пусть kE N, Х= {а , Ь} и Ek- конечное множест­
во всех слов из F (X ) , имеющих длину, не превышающую 2k- 1 ,  и 
таких, что в них на  k-м месте справа стоит символ Ь ,  т .  е .  

Ek={ubvE{a, b}* \ l u \ � k- 1 , \ v \ =k-· 1 } .  

Утверждение 1 .  Ek допускается НРС-автом атом с 2k состоя­
ниями .  

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Граф решающего з адачу автомата изо· 
бражен на рис .  6. 1 . 1 .  

Утверждение 2. Каждый ДРС-автомат,  допускающий множест .. 
во Ek, должен иметь не менее 2k состояний .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть A= (Z,  Х, f ,  s, F )  - допускаюший 
множество Ek ДРС-автомат. 

Покажем прежде всего, что для 2k- 1  р азличных слов w из 
F (Х)  длины, не большей k- 1 , состояния f *  (s ,  w) должны быть 
попарно различны [поскольку каждое такое слово может быть 
продолжено до слова из Ek, функция f *  должна быть определена 
во всех точках (s, w) ] .  

Итак, пусть W 1 и w2 - р азличные слова длины, не большеИ 
k-- 1 ,  из F (X )  с \ w 1 \  = r  и \ w2 \  = s . 

Если r=Fs ,  то без ограничения общности можно считать, что 
r < s .  Положим w'=ak-r-1 bak-1 . Тогда w1w'E Ek, так что должно 
выполняться включение f* ( s, w 1 w') EF, но J w2w' J > 2k- 1 ,  т. е .  
w2w' фЕk, и поэтому должно быть f* ( s, w2w') фF. Поскольку авто­
м ат А детерминирован , из сказанного вытекает, что f * { s ,  w 1 )  =F 
:i=f* ( S, \V2 ) . 

Пусть теперь Г=s=FO, W 1  =XrXr-1 . . .  Х2Х1  и W2=YrYr-1 . . .  у2у 1 .  
Так как  w1 =Fw2,  существует наименьший индекс j ( l �j � k- 1 ) 

такой ,  что Xj =Fyj . Для этого j мы можем (не огр аничив ая обцщо-
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сти) считать, что XJ =b и у1 =а .  Пусть w'=ak-J . Тогда w1w'EEk  и 
w2w'фEk,  так что должны выполняться соотношения f* ( s ,  w1w') E 
e F  и f * ( s , \V 1w') ф F, а потому и должно быть f * ( s , w 1 ) =#=f* ( s ,  w2) . 

Поскольку ни  одно из слов w, длины, меньшей k, не принадле­
жит Ek, то автом ат А должен иметь по меньшей мере еще одно 
состояние (финальное) , т. е .  всего он должен иметь не менее 2k 
состояний .  

Утверждение 3.  Зеркальное множество Ek= {vbu { J v J =k- 1 ,  

J u l  � k- 1} для множества Ek допускается ДРС-автом атом с 2k 
состояниями.  

АffГ:\ -а , � � а, ь  � a, � f::\ ь�ь a , ь r::lrJ\ a , ь_� 
��· · · �.::; �· · ·� 

Рис. 6. 1 .2. Допускающий множество Ek ДРС-автомат 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Гр аф решающего эту задачу автомата 
изображен на рис.  6 . 1 .2 .  

В результате обобщения вышесказанного легко получить сле­
дующий пример .  

П ример 6. 1 .2. Пусть k ;;;;;:= 2. Множество Uk= {a, Ь}*Ь{а , b}k- l 
всех слов из F (Х) , в которых н а  k -м месте справа стоит Ь, допус­
кается НРС-автом атом с k+ 1 состояниями (рис.  6. 1 .3 ) . Каждый 
же ДРС-автом ат, допускающий Uk, должен иметь по меньшей 
мере 2k состояний (см . ниже) . Зеркальное множество Uk, т.  е .  м но· 
жество всех слов из F (Х ) , в которых на k-м месте слева стоит 
символ Ь, допускается ДРС-автом атом с k+ 1 состояниями 
( рис. 6 . 1 .4 ) . 

Итак, пусть А = (Z ,  Х, f , s, F)  - допускающий м ножество U 1<  
ДРС-автом а т .  

а , ь . . .  � 
Рис. 6.1.3. Допускающий множество Uk НРС-автомат 

�:� . . .  �-�-� 
Рис. 6.(4. Допускающий множество Uk ДРС-автомат 

Пусть, далее, V k - м ножество всех слов из F (Х ) , начинающих­
ся с символа Ь и имеющих длину, не большую k. Тогда J V�< J  = 
=2k- l и каждое слово w из V k может быть продолжено до не­
которого слова из Uk, так что всегда должно быть определено 
состояние f*  ( s ,  w ) . 

Для каждого w из Vk верно соотношение f * ( s , w ) =#=s. Действи­
тельно, если бы имелось слово w длины р в Vk такое, что f* ( s , 
w) =s, то м ы  бы имели f * ( s , ak-P ) = f* ( s, wak-P) EF, т. е. ak-PEUk, 
что неверно.  
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Пусть теперь Wt и w2 - произвольные р азличные слова ИЗ vk .. 
Если l wi i < I w2 1 =p �k, то w2ak-PEUk, и так как l w1 ak-P I < k. 

то выполнено Wtak-PфUk, так что f * (s ,  w1 ) =Ff* (s ,  w2) . 
Пусть, наконец , 1 Wt l  = 1 w2 l , Wt =XrXr-I . . . X t  и w2=YrYr-t . . .  Yt· 

Тогда существует н аибольший индекс j такой, что x 1::Fy1 .  Будем 
считать, что XJ=b и �J =a, причем из Xr=Yr=b следует j < r � k. 
В этом случае Wtak-1 E Uk, но w2ak-J фUk,  т. е. снова  f* (s ,  w1) =F 
=Ff* (s, w2) . 

Итак, автом ат А имеет по меньшей мере I +2k- I =2k р азл ич· 
ных состояний.  

а а а а 

Рис. 6.1 .5. НРС-автомат Ан' 

3 а м е ч а н и е .  Отметим , что НРС-автомат,  гр аф которого изо· 
бражен на рис. 6. 1 . 1 ,  «допуская» слово длины i+k из Ek, прини· 
м ает «по пути» не более i+ 1 недетерминированных решен ий 
(о выборе одной из двух возможностей ) . Автом ат же, граф кото­
рого изображен на рис.  6. 1 .3, обладает м еньшей степенью недетер­
миниров анности , так как недетерм инированное решение встречает­
ся в этом случае только в одном  состоянии при  одном входе и вы­
бирается одна из двух альтернатив . 

Для каждого n ? З  в п . l упражнения 6. 1 р а ссм атриваете• 
множество, допускаемое НРС - автоматом с n состояниями,  который 
только в одном состоянии и только при одном входе выбирает 
одну из двух альтернатив,  причем м ножество ,  зеркальное для 
данного, допускается ДРС- автоматом с n состояниями .  В то же 
врем я ни одни РС-автом ат менее чем с 2n состояниями не допус­
кает это множество.  Правда , при этом необходимы три входных 
символа .  

НРС-антом аты только с двумя входными символ ами и с пав .. 
меньшей возможной степенью недетерминированности р ассматри­
ва ют ся в п .З  упражнения 6 . 1  и в доказательстве теоремы 6.3.7. 

П ример 6. 1 .3 .  Если у НРС-автомата An из п . 1 упражнении 
6. 1 отбросить вход с , то при n ? З  получится НРС-автомат An' 
(рис . 6 . 1. 5 ) , дл я которого зеркальный автомат  An' оказывается 
РС-автом атом . 

Утверждение. Каждый ДРС-автом ат,  допускающий L (An') . 
имеет не менее (n- 1 )  n+ 1 состояний .  

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о . Пусть А - допускаюший  м ножество Ln=' 
= L  (An ' )  ДРС-автом ат .  Покажем , что для всех р азличных слов w 
вида ( ba) n- I  или ( Ьа ) Ъ j  с O� i � n-2 и O �j � n- 1 состояния 
f* ( s, w) [их имеется ( n- 1 ) n+ I J  различны . Поскол ьку каждое 
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такое слово w может быть продолжено до слова из Ln,  то состоя­
ния f * (s, w) определены . 

Пусть О::::;; р ,  r =:::;; n- 1 и O =:::;; q, s =:::;; n- 1 ,  nричем q=O ( s=O} , если 
:· p = n- 1 (r = n- 1 ) .  Пусть также w1 = (ba) Pbq, w2 = (ba ) rь s и w1 =F 

=l=wz, т. е. ( р , q) =1= (r , s ) . Предположим еще, что p+q ::::;;; r+s . 
Как и выше, для каждой такой пары слов мы  определим слово 

u такое, что WtU E Ln и WJUE;i:Ln при i =Fj .  Для этого придется раз ­
личать следующие случаи.  

1 . p + q = r+s . Тогда p =/= r, q =/= s, так что ,  например,  p < r  и 
q > s. При этом w2b0-5ELn . Так как p+q+n-s=r+n < 2n и q+ 
+ n-s > n, то имеем w1b"-1 E;i:Ln. 

2 .  p+ q < r+ s < n. При k=n-r-s выполнено неравенство р+ 
+ q+k < n, так что Wt bkE;i:Ln,  но w2bkeLn. 

3. p + q < n =:::;; r+ s . Тогда WzE Ln, но W t E;i: Ln .  
4. n ::::;; p + q < r + s�2n-3. Тогда р =/= 0, r =/= 0. 
1 )  r+ s-q < n. Тогда n < 2n-r-s+q < 2n-r-s+p+ q < 2n,  

так что при  k=2n-r-s выполнено w2bkE Ln, но w1bkE;ELn. 
2 )  n =:::;; r+ s-q, r=/=n- 1 .  Пусть i выбрано так, что r+s-q= 

= n+ i . При k=n-q-i- 1 в этом случае r+s+k=2n- 1 и s+k> 
> n, так  что w2bkE;E Ln. Так как n+i-p =r+s- ( p + q )  < n, т .  е .  
p > i ,  то  выполнено неравенство p+ q+k=p +n-i- 1 ;;:: n. Так  как 
q+k < n,  то отсюда следует, что w1 bkE L0• 

3)  n =:::;; r+ s-q, r=n- 1 .  Тогда s=O, так что n < n- 1 + 0-q, 
т.  е .  этот случа й  встретиться не может. 8 

3 а м е ч а н и е .  Автомат An' можно изменить так, что получится 
Н Р С- автом ат, р ассм атриваемый в п .2  упражнения 6. 1 .  Для этого 
достаточно провести ребро с меткой а из состояния 1 в состоя­
ние  3 (в графе,  изображенном н а  рис. 6. 1 .5) , ребро с меткой Ь ­
из состояния n в состояние 2', исключить все петли с меткой а и 
вместо них провести из каждого состояния i при i=З, 4, . . . , n- 1 
ребро с меткой  а в состояние i + 1 .  

Если же изменить а втомат An, проводя в графе, изображен­
ном на р ис .  6. 1 .5, ребра с меткой а из каждого состояния i при 
i=З, 4, . . . , n в состояние 1 ,  то получится автомат,  рассм атривае­
м ый в п. 3 упражнения 6. 1 (с точностью до обозначения состоя ­
ний) . 
. Если в графе последнего НРС-автомата исключить петли 
с меткой а у вершин 2, 3, . . .  , n- 1  и дополнительно пометить 
вместо них при  i ;;:: 1 ведущие из вершин i в вершины i+ 1 ребра 
меткой а , добавить у вершины 1 петлю с меткой а ,  убрать метку Ь 
на  ребре ,  ведущем из n в 1 , и сделать начальным и финальным 
состояние n вместо состояния 1, то будет получен граф рассмат­
риваемого в п.4 упражнения 6. 1 НРС-автом ата , допускающего 
множество 

Wn=aWn'a{a ,  b}"-1 Ua{a , Ь}"-1U{Л} ,  

где Wn'={wE F ({a , Ь} ) l w  не содержит подслова Ь"} . 
Во  всех трех случаях (как требуется показать в упражне­

нии 6 . 1 ) эквивалентные РС-автоматы имеют не менее 2" состояний. 
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6.2 ПРЕОБРАЗОВАН ИЕ Н РС-АВТОМАТА В РС-АВТОМАТ 

Метод исключения лишних состояний и спонтанных 
переходов основан на  представлении НРС- автоматов в виде взве­
шенных ориентированных графов и соответствующем известном 
в теории графов алгоритме.  

Приводимый в этом разделе способ преобразования в алфавит­
ный полностью определенный детерминированный автомат (дан­
ного НРС- автом ата)  в большей степени ориентирован на теорию 
автоматов, в соответствии с чем особое вниман ие уделяется уве­
личению числа состояний .  

Как и раньше, пусть далее, если не оговорено противное, А ­
НРС-автомат в обычных обозначениях . 

И С КЛ ЮЧ Е Н И Е Л И Ш Н И Х СО СТОЯ Н И И 

Состояние НРС-автом ата является лишним,  если оно не вносит 
вклада в реакцию этого автомата, т .  е . если в графе автомата А 
не существует пути, ведущего хотя бы из одного н ачального со­
стояния в это состояние, или если в нем не существует пути,  ве ­
дущего из этого состояния в какое-либо финальное.  

Определение 6.2. 1 . 1 .  Состояние z автомата А называется до­
стижимым, если существуют слово weF (X) и начальное состо"­
ние s автомата А такие, что zet*  ( s ,  w) ; в противном случае со­
стояние z называется недостижимым. 

Автомат А называется инициально связным, если все его со­
стояния достижимы .  

2 .  Состояние z автомата А называется избыточным, есл-и его 
реакцией является пустое м ножество ; в противном случае  состоя­
ние z называется неизбыточным. 

Автомат А называется неизбыточным, если каждое его состоя ­
ние неизбыточно ; в противном случае автом ат А называется из­
быточным. 

3.  Состояние z автомата А называется поглощающим, если 
в графе автом ата А из вершины z не исходит ни одно ребро,  т .  е .  
если из ( z ,  w, z') E't' всегда вытекает, что z '=z.  

3 а м е ч а н и е . Отметим, что не  каждое избыточное состояние 
является поглощающим - см . по этому поводу упражнение 6 .2 и 
следующую .'!емму. 

Лемма 6.2.2. Состояние z автомата А является избыточным 
тогда и только тогда, когда оно  является недостижимым в авто­
м ате А ,  зеркальном для А (см . доказательство теоремы 5.3 .5) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Реакцией состояния z оказывается пус­
тое множество тогда и только тогда , когда в графе автом ата А из 
вершины z ни  один путь не ведет ни  в одно финальное состояние ,  
т. е .  когда не существует слова w в F (X )  такого что f * ( z ,  w ) ПF=#= 
=#=JZ5 . Это эквивалентно тому, что в зеркальном для А автомате 
состояние z не достижимо ни ИJз одного состояния из F.  8 

На основе этой леммы можно, таким образом, любой метод 
определения достижимых состояний ( или  метод построения экви-
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валентного инициально связного НРС.-автомата)  использовать для 
определения неизбыточных состояний ( или  для построения экви­
валентного неизбыточного НРС-автом ата ) . Для этого достаточно 
применить данный метод к автомату, зеркальному для рассм атри­
ваемого. 

Метод 6.2.3 (н ахождение всех достижимых состояний автома­
та А. 

Положить Ео=0, E 1 = S  и i = 1 .  
До тех пор ,  пока н е  будет выполнено равенство Et=Et-1 , уве­

личивать i на 1 ( i : = i+ 1 )  и строить по Е н множество Е1 , при­
соединяя к Et-1 все состояния z , для которых в графе автом ата А 
существует ребро,  ведущее в z из какого-либо состояния из Е н :  

Et=EнU{zeZ I существует переход (z', w, z ) E-r такой, что 
z'Е Ен}. 

В момент остановки множество Et будет содержать все дости ­
жимые состояния и только их. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о к о р р е  к т н о с т и . Так как Et_1 s E � �  7. 
при i ;;:::: 1 ,  метод сходится (дает результат з а  конечное число ша ­
гов ) . 

Очевидно,  что Et+1 = pr3 (-r1ПS X F (X)  X Z) при i�O и что Е =  
= pr3 (-r*ПSXF (Х)  XZ) - множество всех достижимых состояний 
автом ата А. До тех пор,  пока Ен =FЕ, выполнено Eн=FEt .  • 

Теорема 6.2.4. НРС- автом ат А'= ( Е', Х, t' , SПЕ', FПЕ' ) с -r' = 
='tПE'XF ( Х) Х Е', полученный из автомата А в результате суже­
ния 't, S и F на  множество Е' всех достижимых и неизбыточных 
состояний автомата А,  является эквивалентным автом ату А ини­
циально связным неизбыточным НРС-автоматом . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Очевидно, что автомат А' - инициально 
связный и что L (А') s L (А) . 

Пусть we L (А ) . Тогда существует последовательность (zo , w1 ,  
z 1) , ( z 1 ,  W2, z2) , . . . , (Zn-1 , Wn, Zn )  переходов автомата А такая , что 
ZoES,  ZnE F и w 1 w2 . . . Wn=W. Поскольку все состояния Z t при i= 
=0, 1 ,  . . . , n достижимы и неизбыточны, то (z1- 1 ,  w 1 , Z 1 )  Ei't' nри 
i= 1 , . . .  , n,  z0e SПE' и ZnEFПE'. Поэтому wEL (А') . 8 

И С КJI Ю Ч Е Н И Е  С П О Н ТА Н Н ЫХ П ЕР ЕХОДО В  

Теорема 6.2.5.  Пусть A= (Z, Х, t, S,  F) - НРС-автомат. Тогда 
автомат A'= (Z,  Х, t', S, F') с множеством финальных состояний 
F'= FU{zE S I  существует состояние z'E F такое, что ( z ,  А, z') E 

e-r*}, и с -r'={ (z , w, z') eZXF+ (X) XZ 1 существует переход (zo , 
w, z0' ) E't такой, что w=FA, (z,  А, z0) e''t* ,  ( z o', А, z') E-r*} являет­
ся эквивалентным автом ату А НРС- автоматом без спонтанных пе­
реходов . Автомат А' может быть построен эффективно ; пары (z t , 
Z J )  со свойством ( z 1 ,  А, Z J) E-r* могут быть определены с помощью 
метода 6.2 .6. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Автомат А' может быть построен эффек­
тивно так как для каждой пары состояний z , z' за конечное число 
шага� можно определить, выполняется ли  включение (z , А, z' ) Е 
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E/'r* .  Действительно, для этого достаточно р ассмотреть конечное 
множество последовательностей состояний z o = z , z 1 ,  z 2 ,  . . .  , Zk, где 
k < I Z I , таких, что ( z н , А, z 1 ) E't при i= l , . . .  , k. Очевидно, что 
( z , Л, z

' ) Ет* тогда и только тогда, когда z' входит в одну из та­
ких последовательностей . Более детально этот процесс представ­
лен в методе 6.2 .6. 

Ясно, что L (A') s;; L (A ) , поскольку из ( z ,  \V, z') E't'*ПSXL (А') Х 
XF' следует, что z'EF или что существует состояние z"E F  такое, 

( 1 Л " ) Е * ( ") Е * что z , , z 't , т. е .  z, w, z 't . 
Нам осталось показать, что выполняется включение L (А) s; 

c=:L (A' ) . 
Если ЛЕL (А) , то существуют состояния z E S и z'eF такие, 

что ( z ,  Л, z
' ) Е т* , так что в этом случае z E F' и потому ЛЕL (А') .  

Пусть теперь WEL (А)  и w=I=Л. Тогда в графе автомата А су­
ществует путь из некоторого начального состояния z 0  в некоторое 
финальное состояние z p' такой ,  что последовательность меток на 
проходимых ребрах составляет слово w . При этом отдельные реб­
ра или группы последоватеJ1ьно проходимых ребер могут иметь 
метки Л, т. е . соответствовать спонтанным переходам. Пусть су­
ществуют состояния Z1 и z i

' при i=O, . . . , р и непустые слова 
w 1 ,  . . . , wp такие, что zoES, Zp' EF, ( z 1 ,  Л, z !

') E't* при i=O, . . . , р ,  
( Z i- \ 1 , Wi ,  Z i ) E't при i = 1 ,  . . . , р И W 1 W2 . . . Wp = W. 

В таком случае  (z i-I , w1 ,  z1 ) E't'*  при i= 1 , . . .  , р - 1 и (zp- 1 , \Vp,  
Zp' ) ет'* . Поэтому wE L (A' ) . 8 

Если в графе автомата А исключить все ребр а ,  имеющие отличные 
от Л метки , то будет получен граф соответствия t А .  Его можно рас­
сматривать уже как просто ориентированный граф ( не взвешен­
ный} . Определение пары состояний (zi,  ZJ) такой ,  что (z 1 ,  Л, 
z1 ) ет*,  означает тогда не что иное , как решение вопроса ,  сущест­
вует ли в графе соответствия t A  п уть из Z 1 в z 1 ?  Таким образом , 
можно пользоваться известным алгоритмом Варшалла для по­
иск а всех путей в ориентированном гр афе (см. также п. l упраж· 
нения 5 .7) . 

Метод 6.2.6 (определение связанных последовательностями 
спонтанных переходов состояний ) . 

Пусть Z = {z 1 ,  z2 , . . . , Zn} - множество состояний исследуемого 
НРС-автомата .  Введем при l �i , j�n и O�k�n булевы пере· 
менные Bki J, т. е. nеременные, которые могут приним ать значения О 
и 1 . П усть, далее, Л и V - обычные булевы операции, т. е. пусть 
ОЛО = ОЛ 1 = 1 Л О = ОV0 = 0  и 1 /\ l = OV l = l V O = ' l V l =l . Значе­
ния Bk1 1 определяются следующим образом. 

1 .  При i , пробегающем значения от 1 до n , выполнить следу· 
ющее:  

при j , пробегающем значения от 1 до n , положить 
в?J = { 1 ' если i = j или (z , ,  Л, ZJ) Е 't ,  

О в противном случае . 

2. При k, пробегающем значения от 1 по n, выполнить следу· 
ющее : 



при i ,  пробегающем значения от 1 до n, выполнить следую-
щее :  

при  j ,  пробегающем значения от до n , положить 
в�. - в�:-1 V (Bk-1 Л вk-1) I J - I J ik kj • 
Включение (z 1 , А, Z J ) Е,;* выполняется тогда и только тогда,  

когда внiJ = l .  
Д о к а з а т е л ь  с т в о к о р р е к т н о с т и .  То, что метод дает 

результат за конечное число шагов, очевидно. Справедливость 
утверждения о значениях вniJ немедленно вытекает из следующе­
го промежуточного утверждения . 

Промежуточное утверждение. Bki J = 1 тогда и только тогда ,  
когда в графе соответствия  t * А существует ( возможно , тривиаль­
ный ) путь из Z 1 в Z J через состояния из {z1 , . . .  , Zk} , т .  е. когда 
существует пасдедовательность спонтанных переходов автом ата А,  
переводящая его 1 . З  ... ос 1 ояния z 1 в состояние Z J через состояния 
из {z 1 ,  . . . , zk} ( ер .  п . l упр ажнения 5 .7) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р о м е ж у т о ч н о г о у т в е р ж д е н и я .  
Пр и  k = O  утверждение очевидно , так  как B01 J= l  тогда и только 
тогда ,  когда ( z 1 , Л, Z J ) E-r0U-r. 

Допустим , что утверждение выполнено при k = p .  
а )  Если щj+ l = 1 , то в� = 1 или BP I ,tp+I /\ BPP+J , j= l . По 

предположению индукции в этом случае в графе соответствия 

t: существует путь из z1 в Z J или существуют два пути - один 
из z 1 в ZP+t и второ й из Zp+1 в ZJ , причем все эти пути могут 
проходить только через вершины, соответствующие состояниям 
из  м ножества {z t , . . .  , Zp} ,  так что в любом случае существует 
путь из z1 в Z J ,  проходящий через вершины, соответствующие со­
стояниям из м ножества {z 1 ,  • • •  , Zp+1}. 

б) Пусть теперь существует путь из z1 в ZJ , проходящий толь­
ко через состояния из мцожества {z t , . . . , Zp+t } . Тогда возможны 
два случая .  

· Если путь не проходит через вершину zP+I , то  по предположе­
нию индукции BPi j = l .  

Допустим , что р ассматриваемый путь проходит через верши­
ну ZP+I · В этом случае он может вклюttать в себя циклы (под­
пути, им�ющие одну вершину в качестве начальной и конечной ) ,  
ведущи(' из Ztp+t в zP+ t ·  Если исключить из рассм атриваемого пути 
все такие циклы ,  то останется путь, допускающий разбиение на  
два пути , один из которых ведет из z1 в Zop+t и второй - из  ZP+I 
в Z J , причем оба эти пути проходят только через состояния из 
{z 1 ,  • • •  , Zp} ,  так что по предположению индукции BPI , p+I 1\ BPp+ t , J = 
= 1  . • 

АЛ ФА В И ТИ ЗАЦИ Я  И Д О О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е 

Не являюши йся алфавитным НРС-автом �1 т - это по сути дела 
сокращенное преДставление векоторого алфавитного НРС- авто­
м ата ,  в котором исключены состояния ,  лежащие н а некоторо:м 
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единственном пути из одного состояния в другое. Доопределение 
НРС-автомата целесообразно только в том случае , когда этот 
автомат алфавитный . Оно проводится совершенно так же, как 
в случае частичных автоматов Мили (см . лемму 4 .3.5 ) , т. е .  до­
бавлением некоторого поглощающего состояния . 

Теорема 6.2.7. 1 .  ДJlЯ каждого НРС-автом ата А может быть 
эффективно построен эквивалентный алфавитный НРС-автомат 
А', причем так , что все ребра из графа автомата А, имеющие 
метки А или х (где хЕХ) , будут входить в граф авто­
мата А' . 

2 .  Для каждого не полностью определенного алфавитного 
НРС-автомата А .может быть эффективно построен эквивалент­
ный НРС-автомат А= (Z, Х,  t ,  S , F) ( н азываемый доопредеJi е­
нием автомата А) , обJ1адающий следующими свойствами :  

А является полностью определенным, т .  е .  t ( z , х ) =1= 0  для лю­
бой пары (z , х) EZXX) ;  

граф автомата А содержит граф автомата А в качестве под­
графа ; 

А имеет ровно на одно состояние больше, чем автомат А, при ­
чем это состояние является поглощающим . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 .  Если ( z , w, z ' ) E-r при W=XIX2 ··· Xk ,  
х 1ЕХ, k�2, Т О  ДОП ОЛ Н И М  М Н ОЖеСТВО Z НОВЫМИ СОСТОЯ НИЯ М И  

z 1 , z2 , . . .  , Zk-1 и заменим переход ( z , w, z' ) на совокупность пере­
ходов (z , х 1 , z 1 ) , ( z 1 , х2, z2 ) , . . .  , ( zk-1 , Xk ,  z ' ) . Остальное ясно. 

2 .  Доопределеннем А является НРС-автомат А= (Z, Х, t ,  S , F ) 

с Z= ZUz , где zф.Z, и ; -rU { (z , х ,  z )  l xEX} U { (z , х, z )  l t (z ,  х) = 
= 0} . 

Очевидно, что для каждой п ары (z , х ) из .Z, x X  в :t" содер­
жится переход ( z , х, z') , т. е. автомат А является полностью опре­
деленным . 

Далее, состояние z - поглощающее, а потому и избыточное , 
так как оно не является финальным . Из леммы 6.2 .2 и теоре­
мы 6.2 .4 вытекает поэтому, что А имеет ту же реакцию, что 
и А. 8 

ПОСТРО Е Н И Е Э КС П О Н Е Н Ц ИАЛ Ь Н О ГО А В ТОМАТА 

Как можно увидеть в примерах из разд. 6 . 1 и из упражне­
ния 6. 1 , эквивалентный данному НРС-автом ату РС- автомат может 
нуждаться в числе состояний , не меньшем , чем число подмножеств 
множества состояний Z исходного автомата А, т . е . для построе-
ния такого РС- автом ата может попадобиться не менее 2 I Z I со­
стояний . 

Теорема 6.2.8 ( Рабин, Скотт ) .  Пусть А - алфавитный НРС-ав ­
томат. Тогда для него может быть построен эквивалентный так 
называемый экспоненциальный автомат Ар, являющийся РС-ав ­
томатом : Ap= (.9' (Z ) , Х,  fp , {S } . F., ) , rдe f (M, x) =t* (M, x ) = {zEZ I 
существует состояние z 'EM такое , что (z' х, z )  E-r*} для всех х 
из х и F'p= {ME9' (Z) I MП F =1= 0} . 
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Методом 6.2 .9  можно непосредственно построить эквивалент­
ный автомату А подавтомат Ар' экспоненциального автомата 
имеющий только достижимые состояния, т. е . для этого можн� 
н е применять метод 6.2 .3 .  

3 а м е ч а н и я .  1 .  Если автомат А побуквенный , то t*  (М,  х) = 
=t (M, х) . · 

2 . Состояние J25 автомата Ар - поглощающее. Если автомат А 
определен полностью, то это состояние недостижимо. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о . Автомат Ар - это , очевидно, РС-авто­
м ат, который с использованием метода 6.2 .6 может быть по­
строен эффективно, поскольку t * (М, х) = t* ( t ( t* (М, А) ,  х) , Л) . 

П ромежуточное утверждение 1 . L (  А )  s L (Ар) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть wE L (A) . Тогда существуют 

Zo ,  Z 1 , . . .  , Zk ИЗ Z И Х 1 ,  . . . , Xk ИЗ Х такие, ЧТО z0E S , ZkE F , \V = 
= Х1 Х2 . . . Xk И (z i-1 ,  X i ,  Z1) ЕТ* ПрИ i =  1, . . .  , k .  

Пусть тогда Mo = S, M1 = t *  (Мн , х1 ) при i= 1 ,  . . .  , k .  В этом 
случае Z kEMkПF, так что \\'E L  (Ар) . 

П ромежуточное утверждение 2. L (Ар)  =L (А ) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Пусть wE L (Ар) . Тогда существуют 

Mo=S, М1 , . . .  , Mk из 9' (Z) и х1 , . . .  , Xk из Х такие, что MkП F =F 0  
и fp (MI-I , х) =М1 при i = 1 ,  . . .  , k . Но в этом случае существует 
и последоватедьность состояний z o ,  z 1 ,  . . . , Zk такая , что z 1EM1 
nри i=O, 1 ,  . . . , k- 1 и zkEMkПF.  так что ( zн , х1 ,  z )  Ет*  при i= 
='1 ,  . . . , k ,  ZoE S  и ZkEI; , т . е .  \VE L  (А) . 8 

3 а м е ч а н и е. В бесконечно многих случаях конструкция экс­
поненциадьного автомата оказывается оптимадьной , что вытекает 
из упр ажнения 6 . 1 и будет показано в теореме 6.3 .7 .  

Метод 6.2.9 ( построение «достижимой части» экспоненциаль· 
ного автомата) .  

1 )  Положить .Jl= {S} и ,4(' = 0 .  
2) До тех пор, пока не будет выполнено равенство .Jl=J{', 

полагать .Jl_.Jl' и строить 
.Jl = { ME9' (Z)  1 существуют M'E.Jl' и хЕХ такие, что 

t * (М', х) = M}U.Jl'. 
3) В момент окончания р аботы .Jl явдяется множеством всех 

достижимых состояний автомата Ар. 
4) Подожить Ар' =  (.Jl, Х, fp' , {S} , FpП.Jl) с fp'= fpj.Jl. 

Д о к а з  а т е .1 ь с т в о к о р р е  к т н о с т и . Метод дает резудь­
тат за конечное чисдо шагов , так как всегда .Jl'=,JI(=9' (Z) . 

Остадьная часть доказательства аналогична доказательству 
корректности метода 6.2 .3 .  

3 а :vr е ч а н и я.  1 .  Для того чтобы построить эквивалентный 
данному НРС-автомату РС-автомат, достаточно, таким образом , 
построить по автомату А алфавитный НРС-автомат (по теоре­
ме 6.2. 7, п. l ) и применить потом метод 6.2 .9 . 

2 . С практической точки зрения не всегда целесообразно при 
построении РС-автомата , который должен допускать определен­
ное множество, сначала просто строить НРС-автомат, а потом 
применять метод из данного раздела . Этот метод очень трудо-
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емок и может привести к построению слишком больших (по 
числу состояний)  автоматов. Часто бывает возможно прямо при 
построении НРС-автомата использовать некоторые специальные 
свойства рассматриваемого множества , чтобы уже на первом 
шаге получить небольшой и «почти детерминированный »  НРС- ав­
том ат. На это рекомендуется обратить внимание при выполнении 
упражнения 6.3 .  

6.3. МИНИМИЗАЦИЯ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 
АВТОМАТОВ 

Как и в случаях р ассмотренных выше типов а�­
томатов, может встретиться ситуация , когда два состояния  НРС­
автом ата имеют одинаковые реакции (см . , скажем , пример 5 .6 .2 ) . 
Поэтому, как и раньше, необходимо ответить н а  вопросы :  что 
собой представляет «наименьший» автом ат с заданной реакцией? 
Как его построить? Однозначно л и  он определен?  

Для РС- и ДРС-автоматов ответы н а  эти  вопросы легко мож­
но получить по аналогии или на  базе полученных выше резуль­
татов.  В случае же НРС-автом атов возникают сложные проб­
лем ы .  

Поскольку НРС-автоматы с пустой реакцией неинтересны 
с точки  зрения минимизации , неалфавитные НРС- автом аты явля­
ются просто сокращенными Представлениями алфавитных и спон­
танные переходы могут быть исключены без изменения числа со­
стояний ,  то с настоящего момента мы будем считать выполненным 
общее предположение: все рассматриваемые ниже НРС-автом аты 
побукненные и имеют непустую реакцию. 

Н ЕКОТО Р Ы Е П О Н Я ТИ Я И Р ЕЗУ Л ЬТАТЫ, КАСАЮ Щ И ЕСЯ 
РАЗ Р Е Ш И МО СТ И  

Определение 6.3. 1 .  1 .  Пусть z - состояние и Z'-некоторое под­
множество множества состояний НРС-автом ата А. 

Символом L (A, z )  будем обозначать реакцию состояния z (см.  
п . l определения 5.6.3) . 

Реакцией .множества состояний Z' н азывается совокупность 
реакци i.i состояний , входящих в Z' , т. е. 

L (A, Z' ) =U {L (A, z) l zEZ ' } .  
Два  состояния или два  множества состояний автом ата А н а ­

зываются эквивалентными, если их реакции равны.  
НРС-автом ат называется сокращенным, если он инициально 

связен и никакие его два р азличных состояния не  эквива­
лентны .  

2.  Пусть А' - еще один НРС-автом ат в обычных обозначе­
ниях .  

Автоматы А и А' называются локал ьно эквивалентными, если 
множества реакций их состояний равны , т. е .  если 

{L(A, z )  1 zEZ} = {L (А', z ' )  1 z 'EZ'} . 
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Автом аты А и А' называются изоморфными, если они совпа­
дают с точностью до обозначения состояний , т. е .  если существует 
биекция Ь из Z на Z' со свойствами b (S ) =S' , b (F) =F' , (z ,  w, 
z 1 ) E't тогда и только тогда, когда (Ь ( z ) , w, Ь (z 1 ) )  Ет' , - для всех 
z и Z1 из Z и всех w из F (Х) . Такая биекция Ь называется изо.мор­
физмом А на  д.' .  

3.  Автомат А называется N-минимальным (D-минимальным,  
.минимал ьным ) ,  если не существует эквивалентного автомату А 
НРС- автомата (ДРС-автомата , РС- автом ата соответственно) 
с меньшим , чем у А, числом состояний .  

3 а м е ч а н и я .  1 .  Реакцией НРС-автомата является ,  таким об­
р азом , реакция множества его н ачальных состояний .  

2 .  Сокращенный НРС-автом ат может иметь не более одного 
избыточного состояния .  

3 .  Локально эквивалентные НРС-автом аты эквивалентны.  
Поскольку вопрос об эквивалентности НРС-автоматов разре­

шим (см .  теорему 5.5.9, п . l ) ,  немедленно получаем с.педующую 
теорему. 

Теорема 6.3.2. Р азрешимы следующие вопросы. 
1 .  Являются ли  два состояния или два множества состояний 

векоторого НРС-автом ата эквивалентными? 
2 .  Является ли  данный НРС- автомат сокращенным или нет? 
3.  Являются ли два данных НРС-автомата локально эквива­

лентными? 
4.  Является ли  данный НРС-автом ат N-минимальным ( или 

О-минимальным,  или минимальным ) ?  
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 . Пусть А - НРС-автомат, а ·Z 1 и Z2-

подмножества м ножества Z. Z 1  и Z2 эквивалентны тогда и толь­
ко тогда, когда НРС- автоматы At= (Z , Х, t ,  Zt, F) , i = 'l , 2 ,  экви­
валентны. Поэтому можно использовать п . l теоремы 5.5.9 ( см .  
также упDажнения 6 .4 и 6 .5 ) . 

Пункты 2 и 3 вытекают непосредственно из п . 1 .  
4. Пусть А - НРС-автом ат с n состояниями .  Чтобы выяснить, 

является ли  А N-минимальным , возьмем множество {z 1 , . . .  , Zn-1} 
и для каждого множества Z1 = {zt , . . .  , z1} при i= 1, 2 , . . .  , n- 1 по­
строим все возможные НРС- автоматы,  имеющие Zt  множеством 
состояний и Х множеством входов .  Эта процедура порождает 
конечное м ножество НРС-автоматов ,  для каждого из которых на 
основе п . l теоремы 5.5 .9 может быть решен вопрос об эквива­
лентности автом ату А. Если один из этих автоматов эквивален­
тен А, то А не N-минимален .  Аналогично можно поступить и в слу­
чае  ДРС или РС-автоматов. Очевидно, каждый НРС-автом ат с не 
более чем n- 1 состояниями эквивалентен одному из построенных 
выше НРС-автом атов с n- 1 состоянием .  • 

П О СТР О Е Н И Е  М И Н ИМАЛ Ь Н О ГО Р С-АВТОМАТА 

Существенной частью способа  построения м инимального РС-ав­
томата , как и в случае  автом атов Мили и Мура , является метод 
определения классов эквивалентных состояний (впрочем , прежде 
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всего должны быть исключены все н едостижимые состояния ) . 
Минимальный РС-автомат при  известных классах эквивалентных 
состояний строится с помощью выбора  в качестве состояний кл ас­
сов эквивалентных состояний и переноса функции переходов н а  
эти классы,  как и в случае построения экспоненциального авто­
мата (см.  упражнение 6.4 , п . l ) . 

Используя следствия 5.4 .6 и р авносильность автоматов Мили 
и Мура ,  можно перенести методы, р ассмотренные в р азд. 2 .4  и 2 .5  
на  случай РС-автоматов (см . упражнение 6.4 , пп .  2 и 3) . Ниже 
будет представлен метод, являющийся компромиссом между эти­
ми двумя методами :  он, вообще говоря ,  менее трудоемок, чем 
первый ,  но более трудоемок, чем второй ;  в то же время при  
реализации этого метода нужна память большая ,  чем в обоих 
предыдущих случаях. 

Пусть рассматриваемый РС-автомат А имеет п состояний ,  
причем все эти состояния достижимы .  Метод состоит в построе­
нии ориентированного гр афа ,  вершинами которого являются все 
двухэлементные подмножества множества состояний автомата А 

1 
[UX -n (n- 1 ) ] ,  ребра которого соответствуют парам переходов ,  

2 
а каждая вершина окрашена в белый или черный цвет. После 
применения метода в черный цвет оказываются окрашенными 
в точности те вершины, которые отвечают парам неэквивалентных 
состояний.  

Метод 6 .3.3 (определение всех пар эквивалентных состояний 
инициально связного Р С-автомата с m входами и n состоя­
ниями) . 

Н а ч а л ь  н ы й э т а п . Образовать вершины {z ,  z '} с z=/= z' 
при  z ,  z'E Z и окрасить все вершины {z ,  z'} с zE F и z'Ф·F в чер ­
ный  цвет.  

П о  с т р о е  н и е о к р а ш е н  н о г о г р а ф  а . До тех пор,  пока 
существует хотя бы одна неокрашенная  вершина , делать следу­
юще е .  

1 .  Выбрать произвольную неокр ашенную вершину и окрасить 
ее в белый цвет. 

2. Для каждого хЕХ проверить, если f ( z ,  x) =l= f ( z' ,  х) , окра ­
шен а л и  вершина {f (z ,  х) , f ( z ' ,  х ) } в черный цвет. 

1 )  Если эта вершина не  окрашена в черный цвет, то провести 
в графе направленное ребро из {f ( z , х ) , f (z' , х) } в {z, z'} . 

2 )  Если эта вершина окрашена в черный цвет, то окрасить 
вершину {z , z'} и все достижимые из нее вершины (т .  е .  те, в ко­
торые  ведут направленные пути) также в черный цвет. При этом 
удалить все ребра , начал а  и концы которых окрашены в черный 
цвет. 

После выполнения метода все пары эквивалентных состояний 
автомата А соответствуют всем вершинам , окрашенным в белый 
цвет. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о к о р р е к т н о с т и . Цикл «до тех пор ,  
пока» выполняется конечное число раз ,  так как каждая вершина 
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не более одного раза  может быть окрашена в белый и не более 
одного раза в черный цвет. 

Необходимо  теперь доказать следующие два утверждения. 
1 .  Если вершина {z , z'} окрашена (в результате выполнения 

метода )  в черный цвет, то состояния z и z' не эквивалентны. 
2 .  Если  состояния z и z' не эквивалентны, то в результате вы­

полнения метода вершина {z ,  z'} будет окрашена в черный 
цвет. 

Чтобы доказать это, убедимся , что при начале и после выпол­
нения каждого цикла «до тех пор, пока» (следовательно , и после 
всех выполнений  цикла )  истинны утверждения 1, 2' и 3 (см . 
ниже) . 

2' . Если состояния р и q не эквивалентны и вершина {р , q} 
не окрашена в черный цвет, то существуют хЕХ, wE F (Х) и не 
окрашенная вершина {z , z'} такие, что f* ( p ,  w) =z, f� (q , \V ) = 
= z', а также существует вершина {f (z ,  х ) , f ( z' , х) } ,  причем она 
окрашена в черный цвет. 

3.  Если существует (направленный )  путь из вершины {z, z'} 
в вершину {р ,  q} , то существует и u EF (Х) такое , что {z ,  z'} = 
={f* (p , u ) ,  f * ( q , u ) } . 

1 )  Рассмотрим прежде всего ситуацию, возникающую после 
начального этапа ,  т . е .  при  входе в цикл . 

Если pE F  и q�F, то AE L (A,  р ) , но A� L (A, q ) , так что со­
стояния р и q в таком случае не эквивалентны.  Утверждение 1 
выполнено.  

Если ,  с другой стороны,  р и q не эквивалентны и вершина 
{р ,  q} не окрашена в черный цвет, то существует слово \V ' =!=Л 
такое. что w'EL (A, p) UL (A, q ) , но w'�L (A, р ) ПL (А, q ) . 

Пусть wo' - одно из таких слов минимальной длины.  Тогда 
существует wEF (Х) и хЕХ такие, что Vv o '=wx, и для z = 

= f * ( p ,  w) и z'=f* (q ,  w) выполнены условия :  z=l= z' и {z ,  z ' } = 
=F или {z, z'}=Z-F и ,  скажем ,  z = f (f* (p , w) , x) =f* ( p ,  wo' ) E 
E F и z' = f (f * ( q, w) ,  x) = f* (q ,  wo') �F. 

Тогда на  начальном этапе вершина { z , z ' }  будет окрашена 
в черный цвет, а вершина {z , z'} ( существующая ) не будет окра­
шена .  Так что при входе в цикл будет выполнено и утвержде­
ние 2' . 

Истинность утверждения 3 после выполнения начального эта­
па очевидна .  

2) Р ассмотрим теперь ситуацию, возникающую после очеред­
ного выполнения цикла ,  считая ,  что перед началом его выполне­
ния утверждения 1 ,  2 ' и 3 были истинны.  

Рассмотрим утверждение 1 .  Некоторая вершина {р ,  q} при 
выпол нении цикл а окрашивается в черный цвет ,  если существует 
вершина  {z ,  z '} такая ,  что вершина {f (z , х ) , f (z ', х) } уже окра­
шена в черный цвет , и если ,  кроме того ,  существует путь и з  {z ,  
z ' }  в {р ,  q } ,  т .  е .  если по утверждению 3 существует слово uE 
E F ( X )  т акое , что {z ,  z'} = {f* ( r .  u ) ,  f * (q ,  u) } .  При этом допу­
скается , что и = Л ,  т . е .  что {z , z'} = {р, q} . 
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Если бы состояни я z и z ' были эквивалентны ,  то и состояния 
f (z , х) и f (z ' , х) должны были бы быть эквивалентны .  

Если бы р и q были эквивалентны,  то и состояния f *  ( р ,  u )  и 
f* (q ,  u )  тоже должны были бы быть эквивалентны .  

Из сказанного вытекает истинность утверждения 1 .  
Рассмотрим утверждение 2' .  Пусть состояния р и q н е  экви­

валентны ,  а вершина {р , q} после рассматриваемого выполнения 
цикла осталась не окрашенной в черный  цвет .  Тогда существует 
непустое слово w такое, что существует окрашенная в черный  
цвет вершина E = {f*  ( р , \v' ) , f*  (q ,  w') } .  Действительно , в п . 1 )  
доказательства было показано,  что имеется по м еньшей мере 
одно слово \\''E F (X) , при котором I EПF I = 1 ,  так что Е оказы­
вается окрашенной в черной цвет уже н а  начальном этапе .  

Пусть \V' - одно из слов с описанным выше свойством , при­
чем минимальной длины.  Тогда существуют wEF ( Х) и хЕ Х та ­
кие, что w'= v./x, вершина {z , z'} = {f* ( p , w) , f * ( q ,  w) } существует 
и не окрашена в черный цвет, а вершина Е = {f  (z, х ) , f ( z ' , х ) }  -
окрашена в черный цвет. 

Если бы вершина {z ,  z'} была окрашена в белый цвет, то это 
означаJю бы, что она была выбрана при  р ассматриваемом или 
при одном из предыдущих выполнений цикла ,  но тог да она  
должна бы была  быть окрашена в черffый цвет , поскольку Е 
окр ашена в черный цвет. Итак, вершина {z ,  z '} не окрашена и 
утверждение 2' выполнено. 

Рассмотрим утверждение 3 .  Пусть {р, q} и {р ' , q'} - верши­
ны графа  такие,  что существует путь из {р , q} в {р', q'} . Нам сле­
дует р ассмотреть только случай ,  когда этот путь возник в ре­
зультате того , что на  шаге 2 при некотором х из Х было до­
бавлено ребро, ведущее из {f ( z ,  х) , f ( z', х) }  в {z ,  z '} . В этом 
случае можно предположить, что существуют слова u ,  vEF (X) 
та кие , что u соответствует пути из {р ,  q} в {f ( z , х) , f (z' , х) } , 

а v - пути из {z ,  z'} в {р' ,  q'}, т. е . что {f* ( f ( z , х) , u ) , f * ( f (z', х) ,  
u ) } = {p , q} и {f * ( p' , v) , f * ( q', v ) } = {z, z'}. 

Отсюда вытекает равенст во {f* (р ', vxu ) , f* (q', vxu ) }  = 

= {р ,  Q } , т. е. утверждение 3 остается верным .  
3) В момент выхода из цикла больше не остается неокрашенных 

вершин, так что из 2' тогда вытекает 2 ) . Итак, доказано ,  что 
в момент окончания р аботы утверждения 1 и 2 исти н н ы .  • 

Теорема 6.3.4. При применении метода 6 .3 .3  необходимы 
c 1 m n 2  ячеек памяти ,  а число актов выбора  вершин графа (обра ­
щений к памяти) ограничено величиной c 2mn2 . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Место в памяти необходимо для записи 
вершин графа и для записи не более чем по m ребер для каж­
дой вершины. 

1 
На начальном этапе порождаются - n (n- 1 ) вершин.  

2 

Суммируя по всем выпошrениям цикла «до тех пор,  пока» ,  
получаем следующие оценки максимального числа актов вы­
бора :  
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1 на  шаге l -- n2 актов выбора ; 
2 

1 н а  шаге 2 - - шn2 актов выбора при проверке, окрашена ли 2 
вершина {f ( z, х) . f (z', х) } в черный цвет; 

� шn2 обращений к памяти при  построении ребер , проходящих 

из  { f ( z ,  х) , f (z ' , х) } в {z , z '} , или при окрашивании вершин 
{z , z '} и достижимых из  них вершин , а также при удалении ве­
дущих в них ребер , поскольку каждая вершина может быть лишь 
однажды окрашена в черный цвет и в графе всегда имеются лишь 
ребра , ведущие в неокрашенные в черный цвет вершины. 8 

Другие применения данного метода содержатся в упражне­
ниях 6.4 , пп .  4 , 5 и 6 .5 ;  читателю рекомендуется также выполнить 
упр ажнение 6 .4 ,  п .6 .  

М И Н И МАЛ Ь Н Ы Е Р С-А В ТОМАТЫ И D-М И Н И МАЛ Ь Н ЬI Е 
Д Р С-А В ТОМАТЫ 

Для РС- автом атов из теоремы 6.2 .4 и теорем ы  об однозначно­
сти миним ального автомата Мура (теорема 3 .6 .4) н а  основании 
следствия 5.4 .6 непосредственно вытекает следующая теорема ( см.  
также упр ажнения 6 .4 ,  6 .6 и G.7) . 

Теорема 6.3 .5 ( теорема об однозначности минимального Р е­
автомата ) . РС-автомат является минимальным тогда и только 
тогда , когда он сокращенный .  Любые два эквивалентных мини­
м альных РС -автом ата  изоморфны и лакальна эквивалентны. Та­
ким образом,  для к аждого РС- автомата А существует единствен­
ный  с точностью до изоморфизма эквивалентный РС-автомат, 
называемый  минимальным для А;  этот автомат может быть по­
строен эффективным образом . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать , что изоморфные 
НРС- автоматы А и А' лакальна эквивалентны .  

Итак, пусть Ь - изоморфизм ,  заданный в п .2  определе­
ния 6 .3 . 1 .  Нам необходимо показать, что состояния z и Ь (z ) име­
ют одинаковые реакции. Поскольку обратное отображение Ь-1  
А' на  А является изоморфизмом , то достаточно доказать , что 
L' (A , z ) = L (A' ,  b (z ) ) . 

Допустим , что wEL (А, z ) , где W = X1X2 , . . .  , Xn , n;;::::o ,  Х1Е 
ЕХUЛ. 

Тогда существуют состояния z o ,  Zt ,  . . .  , Zn из Z такие, что zo =  
=Z , ZnE F  и ( z 1- 1 ,  Х ; ,  ZJ) E't при  i = l ,  . . .  , n .  Поэтому b (zn) E F' и 

(Ь ( zн ) .  х1, b (z 1 ) ) E't'  при  i= l ,  . . .  , n , так что wEL ( A',  b (z ) ) .  8 
3 а м е ч  а н и я .  Мы показали , что изоморфные НРС- автоматы 

лакальна эквивалентны , а потому и просто эквивалентны .  С по­
мощью аналогичных рассуждений можно показать, что неизбы­
точные  сокр ащенные  локальные эквивалентные ДРС- автом аты 
изоморфны - в качестве подходящей биекции достаточно вы­
бр ать отображение , при котором образом состояния одного авто-
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мата оказывается состояние другого автом ата , имеющее ту же 
реакцию. 

Результат для случая ДРС-автоматов может быть получен из 
результата для полностью определенных автом атов еще проще, 
чем при рассмотрении частичных автоматов Мили, - достаточ­
но ввести дополнительное поглощающее состояние (ер. п.2 тео­
ремы 6.2 .  7) . 

Следствие 6.3.6 (однозначностh минимального Д Р С-автомата) .  
ДРС-автомат является О -минимальным тогда и только тогда ,  
когда он является сокращенным и неизбыточным .  Л юбые два  
эквива.1ентных О-минимальных ДРС-автомата изоморфны и ло­
кально эквивалентны .  Таким образом , для каждого ДРС- автом а ­
т а  А существует единственный с точностью до  изоморфизма эк­
вивалентный О-минимальный ДРС-автомат, называемый D-мини­
м ал ь н ы м  для А;  этот автомат может быть построен эффективным 
образом. 0 -,минимальный для А автомат имеет на  одно состояние 
меньше,  чем минимальный эквивалентный  А РС-автомат А' тог­
да и только тогда ,  когда он не является полностью определен­
ным, т. е. когда автомат А' избыточный. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть А представляет собой О -мини­
мальный ДРС-автомат, не являющийся полностью определенным . 
Тогда А неизбыточен, так как в противном случае могли бы  быть 
исключены состояния с пустой реакцией.  

Пусть теперь А - доопределение автомата А в смысле п .2  
доказательства теоремы 6 .2 .7 , т . е .  A= (ZUz, Х, f ,  S ,  F) , где zф 
фZ, f ( z ,  x) =z и 

f(z . х) = { �(z , х), если это состояние определено , 

z в противном случае 

при всех х из Х и z из Z. 
Так как L (А, z ) = 0, то z не эквивалентно ни одному состоя­

нию z из Z. Далее , любые два состояния z и z'  из Z как состоя­
ния автомата Л не эквивалентны ,  поскольку в противном случае 
по теореме 6.3 .5 имелся бы  локально эквивалентный  автомату А 
сокращенный РС-автомат Ао с меньшим , чем у А, числом состоя­
ний ;  некоторое состояние автомата Ао должно было бы  иметь 
такую же реакцию, как и состояние z, его можно было бы ис­
ключ ить и получить эквивалентный автом ату А ДРС-автом ат 
с меньшим , чем у А, числом состояний,  чего быть не может. 

Итак, автом ат А - сокращенный,  а вместе с ним - и авто­
мат А.  

Пусть, далее, А1 - некоторый О-минимальный эквивалентный  
автомату А ДРС-автомат. Если бы автомат А, был  определен 
полностью,  то по теореме 6 .3 .5 он был бы эквивалентен автома­
ту А. Поэтому и автом ат А должен был бы быть определен пол­
ностью, так как иначе А,  имел бы  на  одно состояние (с пустой 
реакцией)  больше, чем автомат А. Итак, автом ат At определен не 
полностью .  
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Построим теперь доопределение А1 автомата А1 .  По теоре­
ме 6 .3 .5  автом аты А1 и А изоморфны. Поскольку, как показ.ано 
в доказательстве теоремы 6.3 .5 ,  любые два состояния, отобража­
ющиеся одно н а  другое при изоморфизме А на  А1 , имеют оди­
наковые реакции, то и автоматы А и А1 изоморфны - сужение 
р ассматриваемого изо�орфизм а на множество Z является изомор­
физ�мом А на  А1 . 

Ясно, что в данном случае А и А1  локально эквива­
лентны .  

Если ,  наконец, А2 - не полностью определенный неиабыточ­
ный сокращенный и эквивалентный автом ату А ДРС- автомат, то 
автом ат А2 тоже сокращенный, так что А2 изоморфен и локально 
эквивалентен автом ату А. 

Далее , мы уже видели , что если О-миним альный ДРС-авто­
м ат А' определен полностью, то и все эквивалентные ему О-ми­
нимальные автоматы тоже определены полностью. Аналогичное 
высказывание верно и для неиабыточных сокращенных ДРС- ав­
том атов. Таким образом , в этих случаях может быть использова­
на  теорема  6 .3 .5 .  

Оставшаясн часть утверждения теоремы вытекает из того, что 
О -миним альные РС-автоматы являются неиабыточным и . 8 

3 а м е ч  а н и е .  Из теорем 5 .5 .3  и 6 .2 .8 вытекает, что для каж­
дого НРС- автом ата существуют единственные с точностью до изо­
морфизма  м инимальный РС-автомат и О-миним альны й ДРС-ав­
том ат. 

О П Т И МАЛ Ь Н О СТЬ КО Н СТРУКЦ И И  ЭКС П О Н Е Н Ц ИАЛ Ь Н ЫХ 
А ВТОМАТО В 

Теперь будет показано , что для каждого n�2 существует по 
меньшей мере один НРС-автомат An с п состояниями такой , что 
м иним а.r�ьный эквивалентный автом ату An РС-автомат имеет 2n 
состояний {об этом уже говори.r�ось в р азд. 6 .2) . 

Метод, используемый в доказательстве этой теоремы,  реко­
мендуется применить при выполнении пп. 2-4 упражнения 6 . 1 . 

Теорема 6.3.7 . При каждом n � 2 применение метода построе­
ния экспоненциа.1ьного автомата к описанному ниже автомату 
An приводит к построению минимального РС-автом ата : 

An= ( { 1 ,  2 , . . .  , n} , { а ,  Ь} , t, { 1 } , {n} ) ,  где 

t ( i ,  а ) = {i + I } при i= 1 , 2 , . . .  , n-'1 , 
t ( n ,  a ) = { l , 2} ,  t ( l ,  b ) = { l } ,  t ( i ,  b ) = {i+ l }  при i = 2, 3, . . . 
. . .  , n- 1 , t (п ,  Ь ) = .е5. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Покажем , что экспоненциальный авто­
м ат Anp для An является сокращенным . 

П ромежуточное утверждение 1 .  Состояния Р и Q авто·мата AnP 
эквивалентны тогда и только тогда, когда они равны как под­
множества множества { 1 , . . . , n} . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из P = Q  вытекает, конечно, эквива ­
лентность Р и Q. Пусть P� Q. Тогда существует i такое, что iE 
E PUQ и iфРПQ. Пусть, скажем , iEQ .  Если i�2. то {n} = 
= t* ( i ,  an-i )  и nфt* (j , an-l ) при любом j� i . так что nEt*  (Q,  
а11-1) и nфi� ( P, а11-1 ) .  Если же i = l , то nEt* (Q, Ь11а11-1 ) и n ф  
фt* (Р , ьnan-1 ) = 525. Итак, в обоих случаях состояния Р и 'Q не 
эквивалентны. 

Промежуточное утверждение 2. Anp инициально связен .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Q = { i i ,  . . .  , ir} при  I :::;;;; i t =:;:;; i2 =:;:;; 

. . . �ir =:;:;; n - Произвольное состояние автомата Аnр-
Построим состояние Р = {j з ,  j 4 ,  . . .  , j r ,  n} , которое имеет (как 

м ножество) на  один элемент меньше, чем Q,  и из которого при  
определенном входном слове w автомат Anp переходит в состоя­
ние Q : пусть j k = ik-i2 + l  при k= З, 4 , . . . , r , d = i2 -i 1 и w = 
= abd-\a 1 ·- 1 ; тогда t"> (j k ,  w) = {j k+'l +d- l +i� - l } = {ik} при k= 
=3, ... , r и t* (n, w) =t " ( { l , 2} , bd-1 a 1 ·-1) = t* ({ l ,  d + l }, а1 . -1 ) = 
= { i t ,  i2} , так что Q = t* ( Р , w ) . 

Посi<"ольку каждое одноэлементное состояние { i} автомата Anp 
на  основании равенства {i} = t* ( 1 ,  аН) достижимо, то из сказан­
ного полной индукцией по числу элементов состояний автомата 
Arllf) по.'Iучаем , что Anp - инициа.'Iьно связный автомат. 8 

6 .4. ПРОБЛЕМА МИНИМИЗАЦИИ ДЛЯ НРС-АВТОМАТОВ 

Теперь до.'Iжна быть решена проблема мин.имиза­
ц и и  для Н РС-автолtатов, т. е. до.'Iжны быть по.'Iучены ответы на  
следующие вопросы . 

1 .  Существует ли д.'Iя каждого НРС-автом ата эквива.tiентный 
N-минима.'Iьный НРС-автомат? 

2 .  ОпредеJ1ены .'IИ N-минима.'Iьные НРС-автоматы однозначно 
(с  точностью до изоморфизма ) , т. е .  изоморфны .'IИ  эквивалент­
ные N- 1\rинима.'Iьные НРС-автом аты? 

3. Существуют .'IИ  свойства НРС-автом атов ,  характеризующие 
N-минима.'Iьные НРС-автоматы ( ана.tiогично тому, как свойство 
сокращенности характеризует м инима.'Iьные РС-автоматы ) ? 

4 . Существуют .'IИ ре r улярные методы построения эквива.'Iент­
ного произво.'Iьно заданному НРС- автомату N-минима.'Iьного НРС­
а втомата?  

Мы Н <'  можем действовать так же ,  как в случае частичных ав ­
том атов Мили, поскольку в данной ситуации м ы  не имеем в своем 
распоряжении понятия покрытия .  Только некоторые результаты 
(прежде всего - отрицателньые) аналогичны результатам , полу­
ченным для частичных автоматов Мили .  

Важную роль в построении НРС-автом атов с насколько воз­
можно м алым числом состояний и в рассматриваемых ниже при ­
мерах играют зеркальные автоматы, определенные в доказатель­
стве теоремы Клини (теорема 5 .3 .5 ) . 

Ответы на  вопросы 1 и 2 могут быть получены довольно лег­
ко, полные ответы на вопросы 3 и 4 ниже получены не бу­
дут. 
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С О ОТН О Ш Е Н И Я М ЕЖД У  РАЗЛ И Ч Н ЫМ И П О Н Я ТИ Я М И  

Теорема 6.4 . 1 .  1 .  Для  каждого НРС-автомата эффективным 
образом может быть построен эквивалентный N -миним альный  
НРС-автом ат. Каждый N-миним альный НРС-автом ат является 
неизбыточным и сокращенным.  НРС-автом ат, зеркальный для N ­
минимального НРС-автомата , также является N-минимальным . 

2. Пусть А - НРС-автом ат, А1 - эквивалентный автомату А 
О-минимальный ДРС-автом ат и А2 - эквивалентный автомату А 
НРС-автомат,  для которого зеркальный автом ат является О-ми­
ним альным ДРС-автом атом . Тогда числа состояний  автоматов А1 
и А2 не обязательно равны между собой и эти автоматы не обя­
зательно  являются N-минимальными .  

3. Существуют О -минимальные Д РС-автоматы , которые хотя 
и эквивалентны своим зеркальным автом атам , но не изоморфны 
или не  локально эквивалентны им .  

4 .  Автом ат, зеркальный для неизбыточного сокращенного 
НРС-автомата , может не  быть сокращенным .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1 . а )  Способ (очень трудоемкий и тре­
бующий чрезвычайно большого времени) построения N-минималь­
ного НРС-автомата ,  эквивалентного данному НРС-автом ату А, 
состоит в применении метода из доказательства п .4 теоре­
мы 6 .3 . 2 .  Если Z - м ножество состояний и Х - множество входов 
автомата А, то следует построить для каждого собственного под­
м ножества Z' множества Z все НРС-автоматы , имеющие Z' мно­
жеством состояний и Х м ножеством входов,  и проверить, экви­
валентны ли  они  (каждый в отдельности ) автом ату А. Число 
таких автом атов А' по сделанному ранее общему предположению, 
конечно, а каждый НРС-автом ат с входным множеством Х и ме­
нее чем с n= 1 Z 1 состояниями изоморфен какому-либо из этих 
а втом атов А'. Итак,  либо сам автомат А является N-миним аль­
ным ,  либо один из построенных автом атов А' эквивалентен ав ­
томату А и N-минимален .  

б )  Пусть теперь А представляет собой N-минимальный НРС­
автома г. Тогда А по теореме 6 .2 .4 неизбыточен и инициально 
связен .  

I )  Допустим , что автом ат А не  является сокращенным.  Тогда 
должны иметься по меньшей мере два р азличных эквивалентных 
состояния z' и z" автомата А. Если бы  это действительно было 
так ,  то автомат А мог бы  быть сокращен. Для доказательства  
этого построим новый НРС- автомат А' = (Z' ,  Х , t ' , S' , F' ) , от-
б " " ' р асывая состояние z и заменяя во всех переходах z на z 
(т .  е .  объединяя  z' и z" в одно состояние) . При этом можно счи­
тать, что z" не  принадлежит множеству начальных состояний S ,  
если  S одноэлементно. Итак, положим Z' = Z-z", S'= S-z", F' = 
=F-z'' , -r'= { ( z l , w, z2 ) 1 (z 1 , w, z 2 ) E-r} , где 

- { Zi , если Zi =/= z" , Z i =  z ' ,  если Zi = z" 
при  i= l , 2. 
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Промежуточное утверждение. Автомат А' эквивалентен ав ­
томату А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку при объединении состояний  
z' и z"  возникает, вообще говоря, больше возможностей для пе­
рехода из векоторого н ачального в некоторое финальное состоя­
ние ,  то L (А) c:: L (A') . 

Пусть uE L (А') .  Тогда существуют н атуральное число n , со­
стояния z o , Z 1 , . . . , Zn из Z' и слова w 1 , . . .  , \Vn из XUA такие, что 
Z o ES ' , ZnE F' , W1W2  . . .  Wn=U И (Z !-1 , WI, Z 1 ) E't1 ПрИ  i = 1 , . . .  , n .  

Пусть, далее , U J = WнiWJ+2 . . .  Wn nри j = O, 1 ,  . . . , n (так что 
иn = А ) . 

Если бы слово и не принадлежало L (A) ,  то включения и J Е  
EL ( А ,  Z J ) н е  могли б ы  выполняться при  всех j = 0, 1 ,  . . .  , n . Пусть 
k - минимальное число такое , что иkEL (А, Zk ) . Тогда переход 
(zk-1 , w, Zk) не может принадлежать 't, так как иначе слово иk-1 = 
= wkuk принадлежало бы L (А ,  Z k-1 ) , что противоречит минималь­
ности числа k. Это означает, что не могут одновременно выпол­
няться соотношения Zk-1 =/= z'  и Zk =l= z'. 

Пусть, например ,  Z k- 1  = Zk = z' и (z ' ,  Wk ,  z ' )  E't. Тогда по по­
строению ( z' ,  Wk, z" ) E't,  или (z", Wk ,  z")  E't, или (z" , Wk ,  z' )  E't, 
и вследствие эквивалентности z '  и z" слово иk принадлежит L (А, 
z" ) . Поэтому Uk-1  = \VkUk принадлежит L (А,  z" )  = L (А, z' )  = 

=L (А, Zk-1 ) ,  что противоречит минимальности числа  k. 
Аналогичным образом и предположения Zk-1 = z' и Z k =/= z'  или 

Zk-1 =/= z' и Z k = z'  приводят к противоречию, так что гипотеза 
о том,  что и не принадлежит L (А) , ложна .  

Итак, А и А' эквивалентны.  
То ,  что автомат А' имеет меньше состояний ,  чем А, противоре­

чит предположению о N -минимальности А. Итак, автомат А дол­
жен быть сокращенным .  

2 )  Предположение : автомат А не  N-минимален .  Тогда сущест­
вует эквивалентный автомату А НРС-автомат  А' с меньшим ,  чем 

у А,  числом состояний .  Поэтому автомат, зеркальный  для А' ,  эк­
вивалентен автомату А и имеет меньшее , чем у А, число состоя­
ний. Это противоречит предположению о N-миним альности авто­
мата А. 

2. Для доказательства р ассмотрим НРС-автоматы А, А1 и А2, 
заданные гр афами ,  изображенными н а  р ис. 6 .4 . 1 -6.4.3. 

Очевидно, что А1  и А2 - ДРС-автоматы. На основании следст­
вия 6.3 .6 нам  необходимо только показать, что автоматы А1 и 

А2 - неизбыточные и сокращенные и что автомат А1 эквивалентен 
автомату А, а А2 - автомату А. 

В качестве доказательства приведем реакции отдельных со­
стояний :  

L (A1 ,  1 ) = а* ,  L (A1 ,  2 ) = Ьа* ,  
L (A1 , 3 ) = А, L (A1 , 4) = а*Ь ,  
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L (A 1 ,  5 ) = AUЬUaa*b = AUa*b ,  
L (A1 , 6 )  = bU aL (А1 , 5 )  = bUaUaa*b= aUa*b ,  
L (A 1 ,  7 ) =aL (A! ,  6 ) UЬL (A1 ,  2 ) = a2Uaa*bUb2a * = L (A) , 

- -
L (A2, l ) = a* , L (A2 , 2 ) = aa*Ub ,  

- -
L (А2,  3 )  =А, L (A2, 4 )  = Ь , 

L (A2 , 5 ) = а*Ь2 , L (А2, 6 )  = AUaa*b 2Ub2 =AUa*b2 , 
- -

I. (A2 ,  7 ) = aL (A2, 6 ) Ub2 = aUaa*b2Ub 2 = aUa*b2 , 

I. (A2 ,  8 ) = ЬI. (А2,  2 ) U aL (A2 , 7 ) = baa*Ub2Ua2Uaa*b2 = 
.._., -

=baa*Ua 2Ua*b 2 = L (A) = L (A ) .  
3 .  Для доказательства р ассмотрим автоматы Аз и Аз ,  задан­

ные графами ,  изображенными на  рис. 6 .4 .4 .  
Нетрудно получить, что L (Аз) = {аЬ ,  ЬЬ, Ьа} = L (Аз ) .  
Автомат Аз, очевидно, неиабыточный и сокращенный , а потому 

{см .  следствие 6 .3 .6)  и О-минимальный.  
Автоматы Аз и Аз не изоморфны, так как Аз не ДРС- автомат. 
Автоматы Аз и Аз также и не локально эквивалентны, посколь­

ку, в частности, ни одно из состояний автомата Аз не имеет реак-
ции {а} ,  которой обладает одно из состояний автомата Аз. 

4. Для доказательства р ассмотрим автоматы А4 и А4, задан­
ные графами ,  изображенными на  рис. 6 .4 .5 .  

Легко видеть, что автомат 
)ц - неиабыточный и сокр а-
щенный, но автомат L - не 
сокращенный .  8 

а. 
Рис. 6.4. 1. НРС-автомат А с L (A) = b2a*Ua2Uaa*b 
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а 

Рис. 6.4.2. Эквивалентный автомату А D-мин имальный ДРС-автомат А 1  

Рис. 6.4.3. Эквивалентный автомату А НРС-автомат А2, зеркальный для которо­
го автомат я вля ется D-минимальным 

3 а м е ч а н и е. Используя рис. 6.4.4, можно получить, что ло­
кально эквивалентные НРС-автоматы не  обязательно изоморф­
ны : если изменить граф автомата Аз на  рис. 6.4.4, заменив мет­
ку а на  ребре , исходящем из н ачального состояния ,  н а  метку а ,  Ь,_ 
то будет получен граф автомата,  локально эквивалентного авто­
мату Аз, но не изоморфного ему. 
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Рис. 6.4.4. О-минимальный ДРС-автомат Аз эквивалентный, но не лакальна эк­
вивалентный своему зеркальному автомату 

Рис. 6.4.5. Нензбыточный сокращенный НРС-автомат А4 с несакращенным зер­
кальным автоматом 

СУЩ ЕСТВОВА Н И Е  Н Е ИЗОМОР Ф Н ЫХ Э КВ И ВАЛ Е Н Т Н ЫХ 
N-М И Н И МАЛ Ь Н ЫХ Н РС·А ВТОМАТОВ 

Следствие 6.4.2. 1 . Минимальный РС-автом ат или D-минималь­
ный ДРС-автомат не обязательно является и N-минимальным 
НРС- автоматом .  

2.  Если А - неизбыточный сокращенный 
может не  быть N -минимальным автоматом.  
случае может существовать и эквивалентный 
томат с меньшим ,  чем у А, числом состояний.  

НРС- автомат, то А 
Более того , в этом 
автомату А ДРС-ав-

3 .  Эквивалентные N-минимальные ( или неизбыточные, сокра-
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щенные) НРС-автоматы могут не быть н и  изоморфными, ни  ло­
кально эквивалентными.  

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о .  1 .  Автомат At , граф которого изобра­
жен на  рис. 6.4.2, является не полностью определенным О-мини­
мальным ДРС-автоматом ,  не  N-минимальным .  Его доопределение 
А1 в смысле доказательства следствия 6.3.6 также не  является 
N-минимальным автоматом.  

2. Автомат А4 ,  граф которого изображен н а  рис. 6.4.5, является 
неизбыточным и сокращенным,  но не N-минимальным ,  поскольку 
автомат, граф которого изображен на  рис. 6.4.6, эквивалентен ав­
томату А4. Этот автомат, более того, оказывается О -минимальным 
ДРС-автоматом.  Его можно получить, производя сокращение ав-

томата А4 и переходя к зеркальному автомату. 

3.  Автоматы Аз и Аз, графы 
которых изобр ажены на  рис.  
6.4.4, эквивалентны, но не ло· 
кально эквивалентны и не изо­
морфны. На  основании п. 1 тео- Рис. 6.4.6. Эквивалентный автомату 
ремы 6.4. 1 нам остается только А4 D-минимальный ДРС-автомат 
показать, что Аз является N-ми- .  
ним альным автоматом . 

Допустим ,  что А - эквивалентный автомату А3 N- м инималь­
ный НРС- автом ат. Поскольку множество L (А) конечно, то граф 
автомата А не может содержать замкнутых путей. Пусть z0 - не­
которое начальное состояние автомата А. Так как abEL (А) , то А 
должен иметь состояние Z t  :;i= zo такое, что (z0, а , Z t )  E't, и финаль­
ное состояние z2 такое, что (z t , Ь ,  z2) E't, причем z0:;i= z2 и z 1 :;i=z2. 
Поскольку и b aEL (A) , то у А должны быть состояния z3 ,  z4 и z5 
такие, что zз - начальное состояние, z5 - финальное состоян ие 
(zз , Ь, z4) Е т  и (z4 , а ,  zs )  E't. · 

Если бы выполнялось р авенство zo=Z4 ( или Z t =Z4 ,  или  z2= 
= Z4) , то было верно и включение aEL (A) [или a 2EL (A) , или 
bEL (A) соответственно] . Так что автомат А должен иметь по 
меньшей мере четыре р азличных состоян ия :  zo, z2 ,  zз и Z4 .  По­
ско.тiьку Аз имеет только четыре состояния,  то он является N -ми­
нимальным. • 

6.5. МЕТОДЫ УМЕНЬШЕНИЯ ЧИСЛА СОСТОЯНИй 

Теорема 6.4 . 1 и ее доказательство демонстрируют 
различные возможности, используя которые часто можно для дан­
ного НРС-автомата А получить эквивалентный НРС-автомат 
с меньшим числом состояний.  

Метод 6.5. 1 .  1 .  Построить эквивалентный автомату А (или 
А)  D-миним альный автомат Act (или соответственно ctA) . По тео­
реме 6.4 . 1 , п.2 ctA может иметь м еньше состояний,  чем Act,  а этот 
автомат может иметь меньше состояний ,  чем А (этого , конечно, 
может и не быть ) . Автомат ctA ЭI(Вивалентен автомату А. 
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2. Если автомат А избыточен или не является сокращенным, 
то построить в соответствии с теоремой 6.4.2 эквивалентный авто­
мату А неизбыточный инициально связный НРС-автомат и про­
вести его сокращение ( как описано в подпункте 1 )  доказательства 
теоремы 6.4. 1 ,  п . l )  путем объединения эквивалентных состояний, 
получив в результате неизбыточный сокращен ный НРС-автом ат 
А1• Автомат, зеркальный для А1 может по теореме 6.4. 1 ,  п. 4 ока­
заться несокращенным ,  так что к нему можно применить ту же 
процедуру и так далее до тех пор,  пока не  будет получен НРС-ав­
томат А1 такой, что и А1 и А1 будут неизбыточными сокращенны-

а 

Рис. 6.5. 1. Эквивалентный автомату А1 НРС-автомат 

ми НРС-автоматами.  Отметим , однако, что А1 все еще может не 
быть N-минимальным .  

Дальнейшие возможности уменьшения числа  состояний пока­
завы в следующем примере. 

Пример 6.5.2. Доказательство п.2 теоремы 6.4. 1 показывает, 
что число состояний НРС-автомата может быть уменьшено и 
иным способом. 

1 .  Для автомата А1 , граф которого изображен на  рис. 6.4.2, 
выполняется равенство L (A, , 5 ) = L (A, , 3 ) UL (A, , 4 ) . Поэтому со­
стояние 5 может быть исключено ( элимипировапо) ,  если  все ве­
дущие в это состояние переходы (ребра)  «Переключить» на со­
стояния 3 и 4. В результате получается эквивалентный автомату 
А, НРС-автомат, граф которого изображен н а  рис. 6.5. 1 .  

2 .  Как и у А, , у автомата А2 может быть элиминировано одно 
состояние ,  поскольку L (А2, 6)  = L (А2, 3)  UL (А2, 5) . Таким обра­
зом возникает НРС-автомат А5, граф которого изображен на 
рис .  6.5.2. 

Поскольку (как можно усмотреть из доказательства п.2 теоре­
мы 6.4. 1 )  н и  одно состояние z автомата А5 не  эквивалентно ни 
одному не  содержащему z подмножеству множества состояний ав­
томата А5, то А5 н е  может быть более сокращен при использова­
нии описанных выше средств (заметим, что автомат А5 - пемз­
быточный и сокращенный ) .  

В данной ситуации можно использовать новый прием :  м ы  до­
полним р ассматриваемый автомат (здесь - А5) , добавляя новые 
переходы и изменяя множества н ачальных или финальных состоя· 
ний ,  таким образом, чтобы реакция автомата осталась неизмен-
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Рис. 6.5.2. Эквивалентный автомату А2 НРС-автомат As 

а. 

Рис. 6.5.3. Эквивалентный автомату А1 НРС-автомат А6 

ной, и попытаемен после этого элиминировать какое-нибудь из 
состояний. Добавим , например , в случае автомата А5 переходы 
( 1 ,  а , 3) и ( 2, а, 3 ) и исключим состояние 1 из множества фи­
нальных состояний (так что единственным ф инальным состояни­
ем останется состояние 3 ) . В результате будет получен НРС-авто­
мат As' с L (As', 2 ) = aUbUaa* a = bUaa* = L (As',  4 ) UL (As', 1 ) .  На 
основании этого р авенства состояние 2 может быть элиминирова­
но и возникнет НРС- автомат А6, у которого зеркальный  автомат  
эквивалентен автомату А1 . Граф автомата А6 изображен н а  
рис. 6.5 .3 .  

Нетрудно проверить, что автомат А6, так же, как и автомат, 
граф которого изображен на  р ис. 6 .5 . 1 ,  является N-минимальным. 
Итак, в данном случае мы  с помощью дополнения и элиминации 
из D-минимальных автоматов А1 и А2 получили N-минимальные 
НРС-автоматы (эквивалентные НРС-автомату А, граф которого 
изображен на р ис. 6.4. 1 ) .  
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Рис. 6.5.4. Эквивалентные НРС-автоматы А7 и Ав 

Отметим , однако , что таким способом N-минимальный НРС­
автомат можно построить не всегда. 

3 .  НРС-автомат А7, граф которого изображен на рис. 6 .5.4, не 
допускает дополнения в описанном выше смысле и ни одно его 
состояние не эквивалентно никакому не содержащему это состоя­
ние подмножеству множества состояний автом ата А7 (т. е. ни од­
но состояние не может быть элиминировано ) . В то же время ав­
томат А7 не я вляется N-минимальным , поскольку НРС-автомат 
As. граф которого также изображен на  рис. 6.5.4, эквивалентен 
автомату Ат. 

В этой ситуации оказывается полезным, как и при минимиза­
ции частичных автоматов Мили, расширение, т. е. введение ново­
го состояния , реакция которого оказывается подмножеством реак-

ций по меньшей мере двух имею­
щихся состояний .  Это введение 
осуществляется таким образом, 
чтобы реакция автомата осталась 
неизменной . В случае  автомата 
А7 имеется пересечение {Ь ,  с} ре­
акций состояний 4 и 5. Это по­
зволяет построить НРС-автомат 
Ag, граф которого приведен н а  

i l� р ис. 6 .5 .5 .  Данный автомат после 
• элиминации состояний 4 и 5 со­

кращается до автомата Ав. 
4.  Для того чтобы перейти от 

автомата А1 к автомату Ав, мож­
но использовать и иной способ. 
У автомата А1 без изменения ре­
акции могут быть исключены 

Рис. 6.5.5. Расширение А9 автома- переходы (4, а, 6) и (5, d,  6) .  
та А7 В результате возникает несокра-
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щенный Н РС-автомат, в котором имеющие одинаковые реакции 
состояния 4 и 5 могут быть объединены в одно состояние, что при ­
водит к построению автомата Ав. 

Для более точного и формального ознакомления с построени ­
ем N -минимальных НРС-автоматов и с используемыми для этого 
операциями,  а именно : 

построением эквивалентных (или эквивалентных для зеркаль­
ных автоматов ) D -минимальных автом атов, 

сокращением [способом из доказательства подпункта 1 теоре -
мы 6.4. 1 , п . l ] , 

элиминацией (как в примере 6.5 .2 ,  пп .  1 и 2 ) , 
дополнением (как в примере 6.5.2, п .  2 ) , 
р асширением (как в примере 6 .5 .2 ,  п .  3 ) , 
исключением переходов (как  в примере 6 .5 .2 ,  п .  4 )  

читателю рекомендуется обратиться к упр ажнению 6 . 8  и к ука­
занной в списке литературе. 

6.6 .  ЧАСТНЫЕ И ПРОИЗВОДНЫЕ 

Прежде всего мы  докажем важную, лежащую � 
основе всех известных методов минимизации НРС-автоматов , 
теорему Индермарка ,  Камеды и Вайнера .  При  этом существен ­
ную роль будет играть понятие левого ча стного множества по од­
ноэлементному множеству {w} (см. определение 5 .5. 6 ) . В место 
{w} \ L  будем ниже использовать упрощенную запись w \ L . Для 
того чтобы сформулировать теорему, н ам  понадобятся два опре­
деления. 

Определение 6.6. 1 . 1 .  Пусть M= {M I , М2, . . . , Mm} и М'= 
= {М1 ' , М2' , . . . , Mn'} - конечные множества множеств. М пораж­
дает М' тогда и только тогда ,  когда каждое множество М1 ' при  
i = 1 ,  . . . , n является объединением некоторых множеств из  М :  

м; = M1. U MJ. U · · · U M1k · {jl , . . . • jk} с { 1 , . . . . m} , i = 1 , . . . , n. 

2.  Пусть А - НРС-автомат. Множество LL (A) = {L (A, z) l z e:: 
e::Z} , где Z - множество состояний автомата А, называется ло­
�альпой реакцией автомата А. 

На основании n .2  оnределения 6 .3 . 1 два НРС-автомата ока­
зываются , таким образом,  эквивалентными тогда и только тогда , 
когда их локальные реакции р авны. 

Теорема 6.6.2 ( Индермарк, l(амеда, Вайнер ) .  1 . Пусть А ­
НРС-автомат и Ad ( или dA) - эквивалентный автомату А ( соот­
ветственно автомату А) D-минимальный ДРС-автомат. Тогда ло­
кальная реакция автомата А ( или  А )  порождает локальную реак­
цию автомата Ad (или dA) . 

2. Множество {L 1 , L2, . . .  , Ln} nодмножеств моноида F (Х) я вля­
ется локальной реакцией векоторого НРС-автомата тогда и толь­
ко тогда ,  когда оно порождает множество {x \ LI I xe::X, l ::::;;;; i ::::;;;; п} , 
т. е. когда каждое левое частное любого множества L 1  по любому 
входу х является объединением подходящих множеств L1 •  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 . Пусть A= (Z, Х, t, S ,  F) , Ad = (Z', Х, 
f, s' , F') , L = L (A) = L (Ad) и z' - некоторое состояние автома­
та Ad. По.скольку автомат Ad инициально связен, то в F (X) суще­
ствует слово w такое, что f* {s' ,  w) = z'. 

Так как автомат Ad D-минимален и на  основании общего пред­
положения из разд. 6.3 реакция L не пуста, то и реакция L' со­
стояния z' не пуста. При любом слове v из L' слово wv принадле­
жит L. Это означает, что выполнено включение L' =w \ L. 

Если, с другой стороны, uEw \ L, то wuEL, а поскольку авто­
мат Ad - побуквенный и детерминированный , то и uEL'. 

Итак, L (Ad, z' )  =w \ L. 
Так как на основании общего предположения из разд. 6.3 ав­

томат А - алфавитный,  то для каждого слова v из L' существуют 
состояние z в Z и начальное состояние s в S такие, что z Et* (s , w) 
и vEL (A, z ) . Отсюда, с одной стороны, вытекает включение 
wL (A, z ) =L, т. е. L (A, z ) =w \ L = L', и,  с другой стороны, выте­
кает, что каждое слово v из L' принадлежит одному из множеств 
L (A, z ) ,  так что L'= U{L (A, z ) l zEt* (s , w) , sES}, т. е. L' являет­
ся объединением определенных множеств L (А, z ) . 

Утверждение об автоматах А и dA доказывается аналогично. 
2.  а) Пусть {L 1 ,  • • •  , Ln} - локальная реакция НРС-автомата А, 

причем нумерация такова,  что L1 = L (А, z 1 )  при i = 1 ,  . . .  , п . При 
хЕХ в этом случае х \ L1 оказывается объединением реакций всех 
состояний z автомата А, в которые он переходит из состояния ZI 
при входе х: 

x \ L1 = x \ L (A, ZI ) = U {L (A, z ) l (z i , х, z) Ет} . 
б )  Если М= {L , , . . . , Ln} - множество,  обладающее свойством, 

определенным в формулировке утверждения 2,  то НРС-автомат А, 
имеющий локальную реакцию М, может быть построен следую­
щим образом : пусть z =  {z 1 , . • •  , Zn} , S - произвольное подмножест­
во множества Z, скажем,  

S = Z, F= {ZIEZ I AELI} ,  
т= { (z i , х, ZJ ) I LJ =x \ LI , хЕХ} , t = (ZXX , Z, т)  

и А= (Z, Х, t ,  S ,  F) . 

Промежуточное утверждение 1 .  F+ SZ5  тогда и только тогда, 
когда существует k такое, что Lk::FSZ5.  

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о.  Если F=;60,  то по определению F су­
ществует Lk, содержащее Л. 

Пусть в то же время хотя бы одно из множеств L1 не пусто. 
Пусть тогда w кратчайшее слово, содержащееся в каком-либо из 
множеств L1 (скажем,  в Lk) . 

П р е д п о л о ж е н и е :  w=FA, т. е. w= xw', где хЕХ. 
Тогда w' ЕХ \ Lk, так что w' должно содержаться в одном из 

множеств LJ . Это противоречит предположению, поскольку w' ко­
роче слова w. Итак, w=A и потому в данном случае F =F ef. 

Промежуточное утверждение 2. L (А, Z I )  = L1 .  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть i E { 1 , . . .  , n} и w = xl ,  . . . , Xm, где 
mE No и х 1 , . . .  , XmEX. Нам нужно показать, что равносильны сле­
дующие высказывания : 

1 )  wEL (A, z , ) ; 
2) существуют z1• = z l '  z1 , • . . .  , z1m в Z т акие , что z1m Е F 

и (Z . , xk , z1 ) Е ,;  при k = 1 , . . . , m;  lk-1 k 
3) существуют j 0, j1 ,  . . . , jш в { 1 , . . . , n} т акие , что j 0 = i ,  Л Е  

Е L1. и L1 С xk" L1 при k = 1 ,  • . .  , m ;  m k- k-1 

4) существуют j0 , jl '  • . .  , jm в { 1 , . . . , n} такие , что j 0 = i , ЛЕ 
EL1m и при k = 1 , . . . , m 

(xk+ l . . .  xm)"LJk С (xk+ l ' ' '  xm)"-(xk "Llk-1 ) = (xkxk+ l · · ·  "!:m)" Llk-1 ; 

5) существуют j 0 ,  j1 , • • •  , jm в { 1 , . . . , n} такие , что j 0 = i и 

ЛЕL1Ч1 С Xm " LJm-I .S: (xmxm-l )"L1ш_2 С . . .  С (Х1 • • • xm)"-L1• = w"L1; 
6) WEL1. 
Равносильность высказываний 1 ) и 2 )  и высказываний 2 )  и 3 ) 

вытекает непосредственно из способа построения автомата А. 
Высказывания 4) и 5) означают, очевидно, одно и то же. 
По определению левого частного множества высказывание 6)  

является следствием высказывания 5 ) . 
Из предположения о множестве М и высказывания 6 )  полной 

индукцией по k доказывается существование последовательности 
j 0, j 1 , • • • , jт из { 1 ,  . . . , n} такой,  что j o=i и xk+ l . . .  �EL1k С xk " Lik-r 
при k = 1 , . . . , m - 1 . Отсюда сразу вытекает высказывание 3 ) . 

Остается показать, что из высказывания 3 )  вытекает 4 ) . Для 
этого мы используем следующее легко проверяемое утверждение 
(см . п .  1 упражнения 5 . 1 7) ; для произвольных слов и и v из F (Х) 
и произвольнога множества LsF (Х)  выполнены равенства 
и \ (v \ L ) = {w l иwEv \ L} = {w l vиwEL} = vи \ L. 

Полагая и = xk+l . . . Xm , V = Xk и L = L1 и образовывая ле-k-1 
вые частные по и, из 3)  получаем 4) . • 

3 а м е ч  а н и е. Проблема  поиска для данного НРС-автомата 
эквивалентного N-минимального автомата равносильна,  таким об­
разом, задаче поиска минимальной порождающей системы для 
локальной реакции D-минимального автомата,  эквивалентного ав­
томату А (или D-минимального автомата , эквивалентного автома-
ту А ) , удовлетворяющей условию из утверждения 2 теоремы 6.6.2. 
При этом вместо D-минимального можно выбирать эквивалент­
ный инициально связный неизбыточный ДРС-автомат, поскольку 
такой автомат на  основании следствия 6.3 .6 и упражнения 6.6 ло­
кально эквивалентен эквивалентному D-минимальному автомату. 
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Из доказательства теоремы вытекают еще два важных резуль­
тата : характеризация локальных реакций минимальных РС-авто­
матов и новая характеризация допустимых множеств (см. также 
упражнение 6.9) . 

Следствие 6.6.3. Пусть Ls;;F (Х) .  
1 .  L допустимо тогда и только тогда , когда множество LQ (L )  

всех левых частных w \ L  множества L по w из F (X) [ или множе­
ство RQ (L )  всех правых частных L/w множества L по w из F (Х) ] 
конечно. 

2 .  Если множество L допустимо, то LQ (L ) [или RQ (L) ] явля­
ется локальной реакцией пекоторога минимального РС-автомата 
с реакцией L (или с реакцией r. соответственно) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть LEAkz (Х) и А - минимальный 
РС-автомат с реакцией ,L. Выполнение при этом равенства 
LQ (L) = LL (A) [а потому конечность LQ (L) ] вытекает из п . l 
доказательства теоремы 6.6 .2 .  Действительно, заметим , что дюбое 
слово w из F (Х) , не являющееся начальным отрезком (префик­
сом ) какого-либо слова из L, т. е .  слово w, для которого w \ L = 
= 0, приводит к переходу автомата из начального состояния 
в некоторое состояние с пустой реакцией .  Любое же иное слово 
w приводит к переходу в состояние z' , реакция которого в точно­
сти равна w \ L. 

Если, напротив, множество LQ (L ) при пекотором Lc::F (Х) ко­
нечно, т. е., скажем ,  LO (L) = {L1 , • • •  , Ln} , то LQ (L)  удовлетворяет 
условию 2 теоремы 6.6 .2 ,  так как для каждого х из Х и каждого 
L, существует в точности одно LJ такое, что x \ Lt = LJ .  Конструк­
ция из подпункта б )  доказательства теоремы 6.6 .2 ,  п. 2 при этом 
показывает, что LQ (L )  является локальной реакцией некоторого 
РС- автомата, если в качестве н ачального состояния этого авто­
мата выбрать состояние с реакцией L [отметим,  что L принадле­
жит LQ (L) ] .  Этот РС-автомат, как следует из первой части до­
каз ательства п.2 теоремы 6.6.2, оказывается минимальным, по­
скольку РС- автомат с меньшим числом состояний не может иметь 
множество LQ (L)  своей локальной реакцией. 

Утверждения о RQ (L) вытекает из соответсгвующих утверж-
дений о LQ (L) , поскольку по теореме Клини: L допустимо в точ·· 
ности тогда,  когда допустимо L. 8 

Из этого следствия и из теоремы 5.6.4 вытекает, что при допу­
стимом множестве L множество LQ (L)  всех левых частных вида 
w \ L  удовлетворяет системе равенств вида У = МУ+б, а именно 
системе,  соответствующей минимальному РС-автомату с реакци­
ей L. 

Чтобы показать,  каким образом можно по рациональному вы­
ражению для L непосредственно (минуя стадию построения Ре­
автомата ) получить систему равенств , которой удовлетворяет 
LQ (L ) ,  распространим сначала понятие левого частного по пеко­
торому слову на  рациональные выражения. Аналогичным обра­
зом это может быть сделано и в случае правых частных (см.  уп­
р ажнение 6 . 1  О) . 
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Определение 6.6.4. Пусть Х - конечное множество и RA (Х) -
множество всех рациональных выражений над Х. 

1 .  Отображение б : RA (X) -+RA (X) задается р авенством {0 '"' , если а обладает свойст вом пустого слова (см. лем-
8 (а) = му 5.7.8), 0 в противном случае . 

2. Для любого слова w из F .(X) пусть Dw - отображение из 
RA (X) в себя , удовлетворяющее следующим условиям :  

а )  если w = A, то Dw - тождественное отображение ; 
б )  если WEX, то Dw (0)  = 0, 

Dw (х) = { 0 *, если w = хЕХ. 0 в противном случае , 

Dw (a:+M = Dw (a) +Dw (�)  И Dw (a · � ) =Dw (a) · �+б (а) · Dw (�)  

для всех а и � из RA (Х) , а Dw (a*} =Dw (a) · а* 
для всех а из RA (Х) ;  
в )  если w = uv, то Dw = Dv · Du , т. е. для любого а из RA (X) вы­

полняется равенство Duv (а) = Dv (Du (а) ) . 
3. Для любого а из RA (X) рациональное выражение Dw (a )  

называется левым производным а п о  \V. 
Лемма 6.6.5. Отображение Dw при любом w из F (Х) определе­

но корректно, для любого а из RA (X) значение Dw (a)  может 
быть определено эффективным образом, и диаграмм а  на рис. 6.6. 1 
коммутативна .  
Здесь r - заданная в п . l определения 5.7 .6 стандартная сем ан­
тика рациональных выражений,  
а w \- отображение, соответст- D w  
вующее опер ации образования R д ( х )  -------- R д ( Х } 
левых частных по w, т. е .  при лю- J 1 бом L из Rat (Х) считается вы- r r 
полненным равенство w \ ( L ) = 
= {W}\ I.;, R at ( Х )  ------ R at ( Х )  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полной w \  
индукцией по длине слова w 
покажем . что значение Dw (-у) при 
любом '\' из RA (X) может быть 

Рис. 6.6. 1 

определено эффективным образом и что r (Dw ( '\' ) ) = w  \ r ( '\' ) . 
При 1 w 1 =0 утверждение вытекает из условия а ) . 
При l w 1 = 1 мы докажем требуемое утверждение н а  базе лем­

мы 5.7 .2 полной индукцией « П О  подвыражениям»  выражения '\'· 
В случаях 1 )  и 2) из леммы 5. 7 .2 ,  т. е. при '\' = 0 и '\'ЕХ, 

утверждение немедленно вытекает из первых двух равенств усло­
вия б ) . 

Для случая 'V = a · �  или '\' = а* мы используем тот факт,  что по 
лемме 5.7 . 1 6  и п . l определения 6.6.4 для каждого а из RА (Х ) суще­
ствует в RA (X)  выражение щ такое, что а = а 1 + б  ( а) и б ( а 1 ) = 0. 
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Таким образом при  любом х из Х и любом � из RA (X) выполне­
ны равенства 

x \ r (a) = x \ r (ai )  и (x \ r {lai ) ) r (� ) = x \ r (a1 · � ) . 

Допустим , что доказываемое высказывание верно для а и �­
Для любого х из Х из р авенств в условии б) и легко доказы-

ваемых свойств операции образования левых частных (см. упраж­
нение 5. 1 7) получаем:  

r (Dx (a+ M ) = r (Dx (a) ) +r (Dx (� ) )  = x \ r (a) +x \ r (�) = 
= x \ r (a+ �) ; 

r {Dx (а · (3 ) )  =r (Dx (а) )  r (� )  +r (б (а) )  r (Dx (� ) ) = 
= (x \ r (a) ) r (M +r (б (a) )  ( x\ r (f3 ) ) = 
= (x \ r (a1 ) ) r (� ) +x \  (r (б (a) ) r (f3 ) ) =  
= x \ r (a1 - � ) f:x \ r (б (a) · (3 ) = 
= х \ r ( (а, +б' (,а) ) · M = x \ r (a · f3 ) ; 

r (Dx (a* ) ) = r (Dx (�a) ) r (a* )  = (x \ r (a) ) r (a* )  = 

= (х \ r (а1 )  ) r _(а1 * )  = 

= x \ r (1a1 - a 1 * )  =x \ r {a 1* )  =x \ r (a*) .  

Если w - произвольвое слово и доказываемое утверждение 
истинно для всех слов u и v из F (Х ) , более коротких, чем w, то 
истинность этого утверждения для слова w вытекает из усло­
вия в) и из высказывания , приведеиного в конце доказательства 
теоремы 6.6.2. • 

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Для weF {X) и aeRA (X) включение we 
er (,a) выполняется тогда и только тогда, когда Dw {a) обладае1 
свойством пустого слова (поскольку это выпо.rrняется в точности 
тогда,  когда r (a) = r (a) U {w} ) . 

2. Левые производвые эквивалентных рациональных выраже­
ний по одному и тому же слову w эквивалентны. 

3. На основании п . 1 следствия 6 .6 .3 множество всех левых 
производных векоторого рационального выражения а (по всем 
словам w) состоит из конечного числа классов к, эквивалентных 
рациональных выражений .  Для каждого такого класса к, сущест­
вует кратчайшее слово w, такое, что этот класс состоит из всех 
левых производных а, выражения а, для которых выполнено ра­
венство r {a 1 ) =wt \ r (a) . 

4. Система представителей всех классов эквивалентности левых 
производных векоторого рационального выражения а - так на­
зываемая система характеристических левых производных - мо­
жет быть найдена следующим образом.  Необходимо последова­
тельно при  i = O , 1 ,  2, . . .  строить левые производвые выражения а 
по словам длины i до тех пор,  пока не будет обнаружено io, при 
котором все левые производвые по словам длины io окажутся эк­
в ивалентными ранее построенным (при меньших i )  производным. 
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Ясно, что io+ 1 не должно быть больше числа состояний мини­
мального РС-автомата с реакцией r (а ) , так что на  основании п. 2 
следствия 6.6 .3 io+ 1 не превышает числа различных классов эк­
вивалентных левых производных выражения а. 

Теорема 6.6.6 ( Бжозовски, Спивак) .  Пусть Х = {х1 , • • •  , Xn} и 
aERA (X) . Тогда 

1 .  a = o (a) + x1Dx , (a) + - · · + xnDx0 (a) , 

причем представляемые слагаемыми рациональные множества по­
парно дизъюнктны (не пересекаются ) .  

2 . Пусть C (a) = {Dw, (a) ,  . . . , Dwk (<Х) (а)} - система характеристи­
ческих  левых производных а. Тогда k (а ) есть число состояний ми­
нимального РС-автомата А (а) с реакцией r (a)  и выполнены сле­
дующие, н азываемые характеристическими, равенства (при  i= 
= 1 ,  . . . , k (a) ) ,  которые образуют соответствующую автомату А (а) 
систему равенств (в смысле п .2 определения 5 .6 .3) : 

Dw1 (а) = 8 (Dw1 (а)) + Х1 • Du1 , (а) + . . . + XnDu10 (а) ,  

где Dщ1 (a) = Dw1 x1 (a) и Du11 (a) E C (a)  при j = 1 ,  . . . , n.  

Множество С (а ) может быть, в частности, выбрано таким обра­
зом, что при i = 1 , . . .  , k (a)  будут выполняться перавеяства l w1 l �  
:::::;;;; k (a) - 1 ,  т. е . в качестве w1 могут быть выбраны кратчайшие 
слова ,  переводящие А (а) из начального состояния в различные 
другие. 

Далее, всегда LQ (r (a) ) = {r (D}  1 DEC (a) } . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 . Для любого Xt из Х множество r (a) 
может быть следующим образом разложено на  дизъюнктные под­
множества :  

r (a) = r (cS (a) ) U{wEr (a) lw  начинается символом xt}U 
U{uEr (a) l u  начинается символом х1 , j =#= i}. 

Отсюда с помощью леммы 6 .6 .5 немедленно получаем нужное 
утверждение. 

2. Равенства для Dw1 (а )  получаются из п . l при посл едова­
тельной замене а на все элементы множества С (а ) с учетом того. 
что Dx1 (Dw1 (а)) = Dw1 х1 (а) .  Остальное вытекает из пп .  3 и 4 
предыдущего замечания и следствия 6.6 .3. • 

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Теорема 6 .6 .6 вместе со сделанным выше за­
мечанием и с п .  2,б) доказательства теоремы 6.6 .2 является осно­
вой новых методов построения минимального РС-автомата А (а) . 
допускающего представлепное рациональным выражением а мно­
жество : 

1 )  Построить С (а ) и по нему А (а ) методом из доказательст­
в а  теорем ы 6.6 .2 .  
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2 )  Построить С (а )  и по нему систему характеристических ра­
венств (по теореме 6.6 .6 ) ; после этого построить НРС- автомат та­
кой , что соответствующая ему система равенств совпадает с этой 
системой (см .  упражнение 6. 1 1 ) .  

2. Проверка эквивалентности рациональных выражений явля­
ется весьма  трудоемким процессом.  Поэтому описанный в общих 
чертах в предыдущем замечании метод построения системы ха­
р а ктеристических левых производных для данного рационального 
выражения а и составление системы характеристических равенств 
оказываются мало полезными с практической точки зрения. Если 
не ставится задача поиска непременно минимального РС-автома­
та с реакцией r (а) , то можно отказаться от требования попарной 
неэквивалентности элементов множества С (а) , т. е. можно ис­
пользовать ослабленное понятие эквивалентности, допускающее 
более легкую проверку, например понятие сходства (см.  упраж­
нение 6. 1 2 ) , и получать таким образом ,  вообще говоря, больше 
равенств для а. 

3. Из теоремы 5.4 .5 следствия 5.4.6 и упражнения 5. 1 4  вытека­
ет, что автомат Мура (или  автомат Мили)  с т выходами может 
быть описан совокупностью из т рациональных выражений ­
каждому выходу у сопоставляется рациональное выражение а1, 
которое определяет входные последовательности, приводящие 
к появлению выхода у. 

Если же заданы т рациональных выражений ,  то возн икает во­
прос о построении автомата Мура ( иJш автомата Мили ) ,  описы­
ваемого в указанном выше смысле данными выражениями. Этот 
вопрос р ассматривается в упражнении 6. 1 3. Для случая т= 1 
метод из упражнения 6. 1 3  позволяет строить минимальный РС-ав­
томат, реакция которого представляется данным рациональным 
выражением.  

4 . При построении (кратчайших) рациональных выражений 
часто используются и дополнительные знаки операций ,  соответст­
вующие булевым операциям пересечения , дополнения и разности 
(а иногда и симметрической разности ) и операции образования 
лодполугруппы. Порожденные таким образом выражения называ­
·ются обобщеняыми рациональными выражениями. Понятия лево­
то (правого ) производиого выражения и описанные выше методы 
мс гут быть очевидным образом распространены на случай обоб­
щенных рациональных выражений - см.  упражнение 6. 1 4. 

УПРАЖНЕНИЯ 

6.1 . 1 . (Лупанов . )  Пусть Х= {а, Ь, с} , n;;;;;.3 и An = ( { 1 , . . .  , n} , Х, f, 1 , 1 ) ,  
где f ( 1 ,  а) =2, f ( l ,  b) =n, f ( l , с) = 2, f ( i, a) = i, f (i, b) = i- 1 при i=2, . · r• n, 
f (2, с) = 1 , f (j ,  c) =j при j = 3, . . .  , n. � ·  -

Для автомата An =An, зеркального для An, докажите, что РС-автомат 
с реакцией L (An) должен иметь не менее 2n состояний. 

2. (Лупанов .) Пусть Х= {а, Ь} . Докажите, что для каждого n;;;;;.3 минималь-
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ный РС-автомат, эквивалентный описанному ниже автомату An, обладает 2n 
состояниями: 

An = ( { 1 , . . . , п} , Х, t, 1 ,  1 ) ,  t ( i, а )=Цi, b) = {i + 1} при i = З, 4, . . . , п- 1 , 
t ( 1 ,  а) = {3} ,  t (2, а) = { 1 } ,  t (j, Ь) =Н 1  при j= 1 ,  2, t (п, Ь) = { 1 ,  2} .  

3 .  (Мейер, Фишер.) Пусть при n> 1 
Bn = ({O, 1, . . . , n- 1 } ,  {а, Ь} ,  t, О, 0) - НРС-автомат с t (i, b) = (i + 1 ) mod n 

при i=O, 1 , . . . , n- 1 и t (j ,  а) = {0, j} при j= 1 ,  . . . , n- 1 .  
Докажите, что РС-автомат, допускающий множество L (Bn) , должен иметь 

по меньшей мере 2n состояний, и что множество слов, зеркальное для L (Bn ) ,  
может допускаться РС-автоматом с 2n состояниями. 

4 .  (Янтцен.)  Пусть nри n;;;:a: 1 Cn = ( { 1 ,  . . .  , n} , {а, Ь} , t, n, n) - НРС-авто­
мат с t ( i , а) = { 1 , i + 1 } ,  t ( i, Ь)  = {i+ 1}  при i= 1 , . . .  , n- 1  и t (n, а) =  { 1 } .  

Докажите, что допускающий множество L (Cn) РС-автомат должен иметь 
по меньшей мере 2n состояний. [У к а з  а н и е. Покажите сначала, что L (Cn) 
совпадает с определенным в замечании к примеру 6. 1 .3 множеством Wn, и вы­
ведите отсюда, что при всех wea{a, b}n-l  состояния f* (s, w) отличны друг от 
друга и от начального состояния s.] 

6.2. 1. Некоторое состояние автомата А называется определенно недости­
жимым, если оно не является начальным и если в графе автомата А нет ребер, 
входящих в соответствующую этому состоянию вершину и исходящих из какой­
либо другой вершины. 

Обладает ли каждое недостижимое состояние автомата А этим свойством? 
[У к а з  а н и е. См. пример .5 . 1 .2.] 

2. Какими свойствами обладает граф, получаемый из графа автомата А при 
применении описываемого ниже метода? 

Метод: до тех пор, пока в графе имеется хотя бы одна вершина ( состоя­
ние) z �  S, для которой не существует ни одного перехода (z', w, z) e-r с z'=Fz, 
исключать такую вершину z и все исходящие из нее ребра .  

3 Предложите метод, с помощью которого можно установить для произ­
вольного НРС-автомата А и произволького слова w из F (Х) , выполняется ли 
включение weL (A) ,  причем не более чем за I Z I · I w l · max l t (z, х) 1 шагов, где 
максимум берется по всем zeZ и xeXUA. 

6.3. Применяте метод из разд. 6.2 к автоматам из прим.еров в разд. 5 . 1  и 
6 . 1  и из уnражнений 5.3 и 6. 1 .  

6.4. Пусть А - инициально связный РС-автомат. Покажите, что применевне 
описываемого ниже метода приводит к построению минимального эквивалент­
ного автомату А автомата. 

1 )  Положить k= 1 и построить следующее отношение No на Z: 
zNoz' тогда и только тогда, когда как z, так и z' принадлежат F или 

когда как z, так и z' не принадлежат F. 
2) Построить следующее отношение Nt на Z: 
zNkz' тогда и только тогда, когда zNk-tZ' и nри каждом х из Х выполнено 

f (z ,  х )  Nk-tf (z', х) . 

3) Если Nk=i'Nk-t , то увеличить k на 1 и перейти к шагу 2) ; в противном 
случае - перейти к шагу 4 ) . 

4) Пусть N = Nk и Z' - множество всех классов эквивалентных состояний по 
N (nоказать, что Nk nри всех k отношение эквивалентности, т. е. рефлексивное, 
симметричное и транзитивное отношение) . Пусть, далее, s' - класс эквивалент­
ности, содержащий s, и F' - множество всех классов эквивалентности, содер-
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жащихся в F. Пусть, наконец, для любого z' из Z' и любого х из Х функция f' 
оnределяется условием : f' (z', х) есть класс, содержащий f (z', х) . Доказать, что 
А' = (Z', Х, f', s', F') -автомат, минимальный для А. 

Покажите, кроме того, что значение, которого достигает nараметр k, не nре­
вышает 1 Z 1 , но что nри этом время работы алгоритма растет, вообще говоря, 
как третья стеnень числа состояний автомата А. Исследуйте, далее, что nро­
исходит, если метод nрименяется к РС-автоматам с недостижимыми состояния­
ми. [У к а з а н и е. Модифицируйте доказательство теоремы 2.3.3.] 

2. Модифицируйте метод из разд. 2.4 так, чтобы nолучить улучшенный ва­
риант метода из n. l .  

3 .  Перенесите метод Хоnкрафта - Г риса из разд. 2.5 н а  случай РС-авто­
матов. 

4. Выведите из nn. 1-3 и из метода 6.3.3 метод для оnределения эквива­
лентности состояний nобуквенного НРС-автомата. [У к а з  а н и е. Примите во 
внимание, что у НРС-автомата из некоторого состояния могут исходить два 
nути, отвечающие одному и тому же входному слову. такие, что один из этих 
nутей ведет в финальное состояние, а второй - нет.] 

5. Докажите, что методы из nn. 1-3 и метод 6.3.3 можно nрименять для 
решения воnроса об эквивалентности двух заданных РС-автоматов. [У к а з  а­
н и е. Заметьте, что начальные состояния не играют роли в рассматриваемых ме­
тодах, так что можно исnользовать объединение автоматов.] 

6. Применяте методы из nn. 1-3 и метод 6.3.3 к одному из оnисанных 
в nримерах или уnражнениях автоматов и сравните затраты времени и необхо­
димую nамять. 

6.5. * (Брандт.)  1 .  Исnользуя теорему 6.2.8 и уnражнение 6.4, nостройте 
алгоритм, с nомощью которого можно оnределить, являются ли эквивалентными 
два подмножества состояний некоторого НРС-автомата. 

2. Из n. 1 выведите, что два nодмножества множества состояний пекоторо­
га НРС-автомата с n состояниями эквивалентны уже тогда, когда их реакции 
на входные nоследовательности длиныi' не большей 2n-3, совпадают, и что эта 
граница не может быть улучшена. 

6.6.  * (Бючи) .  Распространите nонятия гомоморфизма, введенные для авто­
матов Мура (см. оnределение 3.6. 1 ) ,  на случай РС-автоматов и nокажите, что: 

а) каждый инициально связный РС-автомат может быть гомоморфно ото­
бражен на эквивалентный минимальный РС-автомат. [У к а з а н и е. Покажите, 
что определенное в n.l упражнения 6.4 отношение N задает нужный гомомор­
физм : h (z) = h (z') тогда и только тогда, когда zNz'.] ; 

б) инициально связный РС-автомат А является сокращенным в точности 
тогда, когда он гомоморфно сокращен, т. е. когда каждый Z-гомоморфный образ 
А оказывается изоморфным А. 

6.7. Пусть А - инициально связный РС-автомат и А' - эквивалентный ему 
минимальный РС-автомат. Покажите, что моиаид nереходов автомата А' являет­
ся гамаморфным образом моиаида nереходов автомата А и изоморфен синтак­
сическому моноиду по L (A) . [У к а з  а н и е. Используйте упражнения 5 . 1 3  и 6.6.] 

Соnоставьте, далее, это утверждение с утверждением из уnражнения 5 . 1 2. 

6.8. 1 .  (Индермарк, Брандт. ) Пусть А - сокращенный НРС-автомат, z ­
состояние автомата А и Т - nодмножество множества состояний автомата А 
такое, что z f!= Т и L (A, z) =L (A, Т) . Тогда состояние z называется элимини­
руемым. 
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Докажите, что определенный ниже НРС-автомат А' эквивалентен автомату 
А: A' = (Z-z, Х, t', S', F-z) , где S' = TUS-z, если z ES,  и S'=S в противном 
слуqае, 

f Т, 
t ' (z ' , х ) = t (z' , х )  - z  U \ 0 

если z Е t (z' , х) , 

в противном слу<Iае . 

2 . Постройте не N-минимальный .!'!:РС-автомат А, для которого будет выпол­

нено условие: автоматы А и А- сокращенные, неизбыточные и изоморфные ; ни 

одно состояние автомата А (или А) не является элиминируемым (в  смысле п. 1 ) . 
[У к а з  а н и е. Пусть, например, L (А) =  bb*bUa2UabUba.] 

3. Докажите, что эквивалентные неизбыточные сокращенные НРС-автоматы 
не обязательно должны иметь одинаковое число состояний. 

4. Докажите, что существует N-минимальный НРС-автомат, множество со­
стояний которого обладает двумя различными, но эквивалентными подмноже­
ствами; при этом одно из подмножеств может быть одноэлементным или пере­
сечение этих подмножеств может быть пусто. 

6.9. * (Рейни, Нерод, Бючи, Индермарк. ) Отношение sквивалентности R на 
F (Х) называется правой конгруэнцией (соответственно - левой конгруэнцией) ,  
если для всех слов u и v из F (X)  и всех х из Х выполнено условие: из uRv 
следует uxRvx (соответственно - xuRxv) . 

Пусть LsF (X) . Определяемое ниже отношение RrL (соответственно R1L ) 
называется синтаксической правой (левой) конгруэнцией по L ;  для произволь­
ных u и v из F (X) соотношение uRrLv (uRILv)  справедливо тогда и только 
тогда, когда выполнено условие: 

для каждого слова w из F (X) слово uw ( соответственно - wu) принадле­
жит L в том и только в том случае, когда vw (соответственно wv) принад­
лежит L. 

Докажите следующее. 
1 .  Синтаксическая правая (левая) конгруэнция по LsF (X) является правой 

(левой) конгруэнцией в описанном выше смысле. 
2. Отношение R на F (X) является конгруэнцией тогда и только тогда, когда 

оно является левой и правой конгруэнцией (ер . лемму 5.4.3) . 
3. Для каждого LsF (Х) и произвольных u и v из Х выполнены условия; 
а) uRrL V  тогда и только тогда, когда u"- L = v ""- L; 

б ) uR1LV тогда и только тогда, когда L/u=L/v. 

4. Пусть А - РС-автомат (или А - зеркальный для А РС-автомат с началь­

ным состоянием· s ) .  Тогда определяемое ниже отношение Rr А (соответственно 
R 1 A )  является правой (левой) конгруэнцией над F (X) : для u и v из F (X) соот­
ноше н ие uRr А v (соответственно uR1 А v) выполняется тогда и только тогда, когда 

f* (s, u) =f* (s, v) [f* (;, � = f* (;, ;) ] .  
5 .  Подмножество L моиаида F (X) допустимо тогда и только тогда, когда 

оно является объединением классов эквивалентности относительно некоторой 
правой (левой) конгруэнции конечного индекса (т. е. имеющей только конечное 
число таких классов) над F (X) ; это верно в том и только в том случае, когда 
RrL (R1 L )  имеет конечный индекс. 

6. Пусть А - РС-автомат (или А - РС-автомат) . Тогда автомат А (А) 
является минимальным в том и только в том случае, если Rr А =  RrL(A )  ( Rl А = 
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= R1L(AJ) . [У к а з а н и е. Используйте следствие б.б.З или доказательство теоре­
мы Майхилла (теорема 5.4.4) , см. также упражнение 2.7.] 

6. 1 0. По аналогии с определением 6.6 .4 определите понятие правого произ­
водного (выражения) ,  докажите для этого случая лемму 6.6.5 и теорему 6.6.6 
и перенесите на этот случай соответствующие замечания, заменяя везде «Ле­
вое» на «правое» и полностью проводя все рассуждения. 

6.1 1 .  Точно определите второй описанный в общих чертах в замечании к тео­
реме 6.6.6 метод построения А (а) по а и докажите его корректность. 

6.1 2 .  (Бжозовски.)  Два рациональных выражения а и � из RA (X) назы­
ваются сходными, если равенство а = � может быть доказано в описываемой 

ниже системе аксиом Ах (Х) (термин «доказательство:. понимается так же, как 
в определении 5. 7. 1 1 ) . 

Ах (Х) содержит в качестве аксиом аксиомы (a t ) ,  ( а3) , ( а&) и (а7) из onpe· 
деления 5.7.9 и равенства 1 ) -4) из теоремы 5.7. 1 5, а в качестве единственного 
правила вывода - правНJiо замены из n.2 оnределения 5.7.9. 

1. Предложите (по возможности быстрый) метод, с помощью которого мож­
но определять, являются ли два данных рациональных выражения сходными. 

2. Докажите, что отношение сходства на алгебре (Ra (X) ; +• · , *) являетси 
отношением конгруэнтности (т. е. рефлексивным, симметричным и транзитивным 
отношением, с которым совместимы все три оnерации) . 

3. Докажите, что число k' (а) различных классов сходных левых проиэвод­
ных данного рационального выражения 'а конечно, nричем k' (а) ,  вообще говоря, 
больше, чем k (a) ; см. n.2 теоремы 6.6.6 . ) .  [ У  к а э а н и е .  Используйте индукцию 
«по подвыражениям» и, в частности, докажите, что 

k ' ( a. + �)o;;;;; k ' (a.) · k ' ( �) ;  
k '  (а. · �) � k'  (а. ) · 2k ' ( � ) ' 

k' (a.* )� 2k ' (�) + 1 . ]  

Обратите внимание на то, что это доказательство является также прямым до­
казательством того, что число k (a) классов эквивалентных левых пронаводных 
рационального выражения а конечно. 

4. Пусть С' (а) - максимальная система поnарно несходных левых 111роизвод• 
ных рационального выражения а (т. е. система nредставителей классов сходных 
левых nроизводных а.) . Покажите, что n.2 теоремы 6.6.6 остается сnраведли­
вым - за исключением утверждения о LQ (r (а) ) - при замене С (а.) на С' (а) 
и k (a) на k' (a.) , если опустить указание на свойство «минимальности». 

6.13.  Пусть заданы m;;;a. 1 рациональных выражений а1 ,  • • •  , аш таких, что 
nредставляемые ими множества образуют разбиение моноида F (X) , т. е. таких, 
что r (a•) Пr (,aJ) = .0 при i=Fj и r (a1 ) Ur (a.2) U . . . Ur (am ) =F (X) . 

Докажите, что методы, оnределяемые описываемыми ниже конструкциями 
(см. nn. 1 и 2 ) , nозволяют строить автомат Мура А= (Z, Х, У, f, h} с У= 
= {у1 , . . . , Ym} , удовлетворяющий следующему условию:  А имеет выделенное 
состояние s такое, что nри любом z из Z равенство h (z) =Yi выnолняется тогда 
и только тогда, когда существует слово W1 в r (a1} такое, что f* (s, WI) = z .  

1 .  (Бжозовски. )  Вместо алгебры (RA (X) ; +. · , * )  рассмотрите алгебру 
(RA (X) m ;  + . · , * ) = (RA (X) Х . . . X RA (X) ,  +. · ,  * ) ,  носителем которой является 
т-кратное декартово произведение RA (X) на себя, т. е. множество всех m-ок 
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рациональных выражений над Х, а операции - покомпонентны .  Распространите 
семантическое отображение r и отображение D w ,  определяющее левые производ­
вые по w, на m-ки из множества RA (X) m и покажите, что на этот случай могут 
быть перенесены высказывания леммы 6.6.5, теоремы 6.6.6 и соответствующих 
замечаний. При этом место минимального РС-автомата с реакцией r (a) занимает 
обобщенный РС-автомат А =  (Z, Х, f, s, S1 ,  • • •  , Sm ) с m различными множества­
ми финальных состояний, обладающий следующим свойством: реакцией РС-авто­
мата А1 = (Z, Х, f, s, S1) является r (a1) [где (а1 , . . .  , am) - задаиная m-ка 
рациональных выражений] , и А - минимальный автомат с этим свойством. Если 
заданная m-ка рациональных выражений удовлетворяет приведеиному в начале 
упражнения условию, то обобщенный РС-автомат А может рассматриваться 
как искомый автомат Мура. 

2. ( Глушков.)  По данным m рациональным выражениям а1 ,  • • • , am по-
стройте описанным ниже способом обобщенный в смысле п . l  РС-автомат А. 

1 ) Для каждого х из Х занумеруйте вхождения х во все а; при i= l ,  . . .  , m 
[скажем, индексами 1 ,  . . . , р (х) , если х встречается всего р (х) раз] и замените 
i -e слева вхождение х в рассматриваемые выражения на х; [при i = l ,  . . .  , р (х) ] .  
Получите таким образом m рациональных выражений а'1 , • • •  , а' m над Х'= 
= {xi l xeX, l �i�p (x) } ,  содержащих только различные буквы из Х'. 

2) В качестве состояний автомата А возьмите начальное состояние s и не­
которые подмножества множества Х', так что А будет иметь не более 2Р + 1 
состояния, где р - сумма р (х) по всем х из Х. 

3) Функцию переходов f и состояния z определите по индукции следующим 
образом: 

при х из Х полагаем 

f (s, x) = {xtEX' I существует а'1 такое, что Dx1 (a'J) .:J: g } ;  
если zs;;:X' - уже определенное в виде значения функции переходов состоя­

ние ( причем может быть, что z = 0 ) ,  то f (z , x ) = {XtEX' I существуют а', ,  YkEZ, 
u и v из F (X') такие, что uykXtVEr (a'J) } . 

4) Множество финальных состояний St, которое должно «допускать» r (a1 ) . 
получите из множества 

S'1 = {zeZ' I существуют x1ez и ueF (X') такие, что uxзer (a'1) } ,  полагая 

{ S 1 ' U {s}, если Л Е  r(a1) , 
s . = 

1 St ' в противном случае. 

Покажите, что полученный автомат обладает минимальным числом со­

стояний. 
3. Исnользуйте метод из п.2 для доказательства того, что множество 

Akz (X) замкнуто относительно булевых операций. Выведите, далее, из этого 
метода алгоритм определения эквивалентности двух рациональных выражений. 

6.14. Определите так называемые обобщенные рациональные выражения, 
присоединяя к к функциональные константы n (для пересечения) , с (для до­
полнения) ,  - (для разности) , ЕВ (для симметричной разности) и + (для опе­
рации образования подполугруппы) и дополняя соответствующим образом п.l  
определения 5.7 . 1 . Задайте семантику таких выражений соответственно опреде­
лению 5.7.6, доопределяя отображение r (см . также теорему 5.7.5 ) . Предложите 
метод, с помощью которого из обобщенного рационального выражения можно 
получить эквивалентное рациональное выражение обычного вида. Распространи-
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те определение левого производиого (выражения) на случай обобщенных рацио· 
нальных выражений. Дополните соответствующим образом лемму 6.6.5 и обоб­
щите теорему 6.6.6. 

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Первые примеры НРС-автоматов с п состояниями, для которых не сущест­
вует эквивалентных РС-автоматов с менее чем 2n состояниями (см. пп. 1 и 2 
упражнения 6 . 1 ) ,  были построены в [ 15] , см. также [ 17] . Независимо такие 
примеры были построены в [2 1 ,  1 8, 19 ] . Пример из [ 1 8, 1 9] приведен в теореме 
6.3 .7, пример из [2 1 ]  (в  упрощенном виде из [ 1 6] )  - в  п .  3 упражнения 6 . 1 ,  при 
n=4 этот пример в качестве задания дан в [8] . Почти оптимальный пример 6. 1 .2 
заимствован из [ 1 6] , пример 6 . 1 . 1 - из [ 14] . 

Конструкция экспоненциального автомата 6.2.9 (и теорема 6.2.8) , а также 
теорема 6.3.5 получены уже в [4 1 ]  из списка литературы к гл. 5 .  

Метод 6.3.3 описан в [9] . 
По поводу следствия 6.3.6 см. [3] . 
Первый метод решения проблемы минимизации для НРС-автоматов был дан 

в [ 1 2] и усовершенствован в [ 1 1 ] . Следствие 6.4.2, примеры автоматов, графы 
которых изображены на рис. 6.4.4 и 6.4.5, и теорема 6.6.2 заимствованы из [ 1 0] .  
Иное усовершенствование метода из [ 1 2] получено в [ 1 3] , там же доказано, что 
автомат, зеркальный для N-минимального, является N-минимальным. 

Класс НРС-автоматов, для которых зеркальные автоматы являются ДРС­
автоматами, рассматривался уже в [2] из списка литературы к гл. 5 .  Тот факт, 

что D ·минимальный для А и D-минимальный для А автоматы не обязательно 
имеют одинаковое число состояний, упомниалея уже в [5] . 

Методы элиминации и дополнения (см. пп. 1-3 в примере 6 .5.2) заимство­
ваны из [ 10] . 

По поводу следствия 6.6.3 см. [4 1 ,  52] из списка литературы к гл. 5 и [4] . 
Понятие левого производнаго (выражения) ,  лемма 6.6.5, теорема 6.6.6 и за­

мечания к ним, а также упражнения 6 . 1 2  и 6 . 1 3, п. l основаны на работе (4]. 
Родственные идеи и результаты содержатся в [22-24] (см. также [ 1 7, 24] из 
списка литературы к гл. 2) . 

По поводу п.3 упражнения 6.2 см. [ 1 ]. 
Упражнение 6.9 в основном базируется на [23] из списка литературы к гл. 2 

и на [20] ; см. также [5, 1 О, 1 7] .  
Упражнения 6 . 1 3, пп. 2 и 3 заимствованы из [7] ; см. также [8, 24] из 

списка литературы к гл. 2.  

Г Л А В А 7. 

ДАЛ Ь Н Ей Ш И Е  ХАРАКТЕР ИЗАЦИ И  
ДО П УСТИМЫХ М НОЖЕСТВ 

Программы для вычислительных машин, работа 
автоматов и процессы применения алгоритмов во многих случаях 
очень просто могут быть представлены ориентированными графа· 
м и  со взвешенными (помеченными ) вершинами.  По таким графам 
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сразу можно видеть множество всех последовательностей команд 
в программах, всех последовательностей состояний автоматов или 
всех элементарных шагов алгоритмов, приводящих к получению 
искомого результата. 

Большая часть утверждений о допустимых или рациональных 
множествах может быть получена только лишь с помощью таких 
ориентированных графов со взвешенными вершинами .  Это будет 
показано в некоторых проводимых ниже построениях. При  этом, 
прежде всего с помощью этого нового представления, будет полу­
чено новое описание и будут выведены новые свойства допустимых 
или рациональных множеств. 

7. 1 . ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИй 
ПРОГРАММ, СХЕМЫ .ЯНОВА 

П ример 7. 1 . 1 .  Функционирование любой последо­
вательноетной дискретной системы, задачей которой является пе­
реработка определенных данных за конечное число ш агов в же­
лаемый результат, может быть упрощенно описано следующим 
образом. 

Пусть набор данных в начале работы (т. е .  вход) задается 
константой а .  Состояние данных в текущий момент работы пусть 
описывается переменной у, а состояние данных в конце работы 
(результат) - переменной z .  

Допустим также, что над совокупностью данных могут произво­
диться операции из векоторого конечного множества (естественно, 
любое число раз) . Пусть эти операции представлены совокуп­
ностью одноместных функциональных констант f 1 , • • •  , fm. 

В зависимости от конечного числа логических условий (тестов) ,  
представленных набором одноместных предикатных констант 
р 1 , • • •  , Pn, могут возникать разветвления вычислительного про­
цесса. 

Тогда функционирование рассматриваемых систем может быть 
описанию с помощью блок-схем,  составленных из представленных 
на рис. 7. 1 . 1  элементов (такие блок-схемы называют обычно схе­
мами Янова) . 

Элементы соединяются между собой как в обычных блок-схе­
мах. При этом, конечно, допускается только один элемент «Нача­
ло», но, вообще говоря, несколько элементов «Стоп» .  В элементе 
«Стоп» допускается также присвоевне z : = у. Далее, требуется, 
чтобы применевне логических условий было обоснованным, т. е. 
чтобы в блок-схеме не существовало путей, в которых встречается 
два р аза  одно и то же логическое условие р 1 ,  а между вхождени­
ями Р1  нет ни одного присвоения вида у :  = fk (у) . 

В качестве примера рассмотрим схему Янова , изображенную 
на рис. 7. 1 .2 .  

При подходящей интерпретации, т .  е .  при задании обл астей зна­
чений для а и у и фиксации функций f 1 ,  • • •  , fs и предикатов 
P t . . . р4 , схема GGT порождает программу для вычисления наи-
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Рис. 7. 1 .1 .  Э.1ементы схемы Янова 

Рис. 7. 1 .2. Схема Янова GGT 
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большего общего делителя (х1 , х2 ) двух натуральных чисел Xt 
И Х2. 

Выберем в качестве множества данных множество zз всех троек 
целых чисел , так что у =  (y t , У2. Уз ) и z = (z t , z2, zз) .  Пусть далее, 
а = (Xt , Х2, 1 ) .  

Допустим , что функции и предикаты определены следующим 
образом :  

f t  ( (у1 , У2. Уз) ) = (Y t . У2/2 ,2уз) , f2 ( (y t , У2. Уз) ) = (y t /2, У2• Уз) , 
fз ( (Yt . У2• Уз) ) = (yt , У2/2 , Уз) , f4 ( (у1 , У2• Уз) ) = (yt , У2 , У tУз) • 
fs ( (y t , У2 , Уз) ) = (у2, 1 Y2-Y t l , Уз) , 

где 1 х 1 - абсолютная величина числа х ; 
P t  ( (yt , У2 . Уз) ) = 1 тогда и только тогда , когда Yt > O  и У2> О. 
Р2 ( (Y t .  У2 . Уз ) ) = 1 тогда и только тогда,  когда Yt - четное 

число; 

ло ;  
Рз ( (Yt , У2 . Уз) )  = 1 тогда и только тогда, когда У2 - четное чис-

Р4 ( (Y t .  У2 . Уз ) )  = 1 тогда и только тогда , когда Yt  = У2 · 
Выход получается в виде zз, т. е. zз = (X t , х2) . 
Для доказательства заметим , что перед применением логичес­

кого условия р2 (у) выполняются соотношения Xt · X2 > 0, Y t · Y2 > 0 
и Уз · (Yt . У2) = (х 1 , х2) .  
Перед применением логического условия Рз (у) ,  стоящего в схеме 
.справа ,  т. е. логического условия, которое проверяется в случае, 
когда логическое условие Р2 (У) не выполнено, всегда Yt · Y2 > 0, Уt­
нечетное число и выполнено равенство Уз · (у1 , у2 ) = (х 1 , х2) .  Ос­
тальное вытекает из известного равенства (у1 , У2)  = (у2 , 1 Y2-Yt l ) .  

Для двух программ, которые должны делать одно и то же, 
бывает желательно регулярным образом решить вопрос ,  действи­
тельно ли это так. Нетрудное обобщение приводит к постановке 
.следующей проблемы : если даны две различные схемы Янова, то 
требуется установить, порождают ли они одинаковый результат 
при одинаковой интерпретации и одном входе, т. е . являются ли 
они «эквивалентными» . При этом , конечно, должно предполагать­
ся , что обе схемы имеют одинаковые функциональные и предикат­
ные константы. Две такие схемы Янова Р и Р ', очевидно, экви­
валентны, ес.тш для каждого пути от вершины «Начало» к вершине 
«Стоп» в Р существует путь от вершины «Начало» к вершине 
«Стоп» в Р' такой, что на обоих путях производятся одинаковые 
присвоения и проверяются одинаковые логические условия, при­
чем в одинаковой последовательности , и наоборот. 

Множество таких «nоследовательностей вычислений», т. е. по­
следовательностей присвоений и логических условий, может быть 
представлено ориентированным графом с взвешенными вершина­
ми ( «графом вычислений») . При этом элементы схемы Янова за­
меняются на приводимые на рис .  7. 1 .3 подграфы. 

Если элемент «Стоп» содержит только присвоение вида z : = y, то он заменяется на заштрихованную справа вершину с меткой S .  
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Из схемы на рис.  7. 1 .2 получается при этом граф вычислений, при­
веденный на рис. 7 . 1 .4 .  -

Следует отметить, что различные вершины графа вычислений 
могут иметь одинаковые метки. Все последовательности вычисле­
ний заданной схемы .Янова можно, очевидно, получить, если для 
каждого пути в графе вычислений этой схемы ,  ведущего из на­
чальной (заштрихованной слева ) вершины в конечную (заштри­
хованную справа) , выписать последовательность меток на прохо­
димых вершинах. 

Рис. 7. 1.3. Элементы графов вычислений 

Легко видеть, что из графа вычислений можно получить граф 
векоторого НРС-автомата, если присоединить к нему· одну непо­
меченную з аштрихованную справа вершину S, убрать штриховку 
(правую) из всех помеченных вершин и провести из таких вершин 
ребра в вершину S.  К:роме этого, следует каждое ребро, исходя­
щее из вершины с меткой х , пометить символом х и убрать метку 
вершины. Наконец, следует отбросить все вершины, из которых 
никакой путь не ведет в конечную вершину. 

Рис. 7.1.4. Граф вычислений схемы GGT 
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Итак, для каждой схемы Янова можно построить пекоторыв 
НРС-автомат, допускающий в точности множество последова­
тельностей вычислений этой С?Семы.  Проблема эквивалентности 
.для схем Янова сводится , таким образом , к проблеме эквивалент­
ности НРС-автоматов и является потому разрешимой (см .  теоре­
му 5.5.9) . Читателю рекомендуется также просмотреть упражне­
'Ние 5. 1 .2 и выполнить упражнения 7. 1 и 7.2. 

Вопрос об эквиваJiентности программ - это вопрос о резуль­
татах работы программ, а не о способе и пути получения резуль­
татов. Поэтому в схеме GGT не делалось различия между двумя 
вхождениями логического условия р3 •  При более точном исследо­

.вании функционирования программ может потребоваться разли­
·чение отдельных вхождений функциональных и предикатных кон­
.стант в некоторую схему Янова (скажем, с помощью верхних ин­
.дексов ) . Получаемый таким образом граф  вычислений содержит 
вершины, имеющие попарно различные метки (за  исключением 
вершин, имеющих метки F и S) . Очевидно, что все вершины с 
меткой F (и  все вершины с меткой S) могут быть заменены един­
·Ственной вершиной с той же меткой. Полученный в результате 
·«дифференциальный граф вычислений» можно рассматривать как 
невзвешенный ориентированный граф ,  считая метки на  вершинах 
просто обозначениями самих вершин. поскольку все эти метки по­
парно различны. Допустимое множество, сопоставляемое описан­
ным способом векоторому такому гр афу, является так называе­
мым стандартным множеством (см .  определение 7.3. 1 ) .  

7.2. ГРАФЫ МАйХИЛЛА 

В данном разделе будут подробно исследованы 
ориентированные графы и о�иентированные графы со взвешенны­
ми вершинами ,  соответствующие им НРС-автоматы (см. пример , 
7. 1 . 1 )  и допускаемые такими автоматами множества .  

Определение 7.2. 1 .  Пусть Х - конечное множество .  
1 .  Граф Майхилла над Х - это ориентированный граф G, для 

которого Х - множество вершин. и который имеет выделенные 
множества S и F начальных и соответственно конечных вершин., 
а также, множество ребер К, т. е.  граф Майхилла - это упорядо­
ченная четверка G =  (Х, К, S, F) , где К<=Х Х Х,  S c:X и Fs:X. 

Маршрутным множеством W (G)  графа Майхилла G называ­
ется множество слов из F (Х) , которое возникает при выписывании 
для каждого пути из какой-либо начальной в какую-либо конеч­
ную вершину последовательности проходимых в графе G вершин 
W (G) = {XI , . . .  , Xn l n e N, X 1ES ,  XnEF и (х1 ,  Xi+t ) EK при i = 
= 1 , . . . , n- 1 } . 

2. Взвешенный (помеченный) граф Майхилла над Х - это 
граф Майхилла над некоторым конечным множеством Е, вершины 
которого помечены элементами из множества XUA, т. е .  это шес­
терка G = (Е, К. Х, Ь ,  S,  F) такая, что G' = (Е, К, S ,  F) - граф 
Майхилла и Ь :  E-+XUA - отобр ажение (оовешивающая фун.к-
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ция) такое, что Xsb (Е) (так что Х не содержит «лишних» эле­
ментов ) . 

Взвешенный граф Майхилла G называется А-свободным, если 
Ь ( Е)  = Х. 

Взвешенным .марштрутны.м .множеством WB (G) графа G назы­
вается множество слов из F (Х) , которое возникает при выписыва­
нии последовательностей весов вершин для каждого элемента 
маршрутного множества графа G' : 

WB (G)  = {Ь (е 1 ) Ь (е2) . . .  b (en) j e 1  . . .  enEW (G ' ) } . 

3 а м е ч а н и я .  1 . Любой граф Майхилла над Х можно рас­
сматривать и как взвешенный граф Майхилла над Х,  множеством 
вершин которого является само множество Х,  а взвешивающей 
функцией - тождественное отображение Х на себя. В то же время 
любой взвешенный граф Майхилла,  взвешивающая функция кото­
рого А-свободна и инъективна, т. е .  граф, в котором все вершины 
имеют разные и отличные от А метки, может рассматриваться как 
граф Майхилла .  

2. Поскольку в случае взвешенных графов Майхилла вершины 
сами по  себе, вообще го-воря , не представляют интереса,  мы бу­
дем представлять такие графы, как на  рис. 7. 1 .4, приводя только 
метки, но не обозначения вершин. 

3. Если G - взвешенный граф Майхилла в смысле определения 
7.2. 1 и hь - задаваемый отображением Ь гомоморфизм из F (E) 
в F (Х) , то выполняется р авенство 

WB (G )  = {hь (w) j weW (G' ) } = hь (W (G') ) . 

П ример 7.2.2. 1 .  Граф вычислений векоторой схемы .Янова 
представляет собой взвешенный граф Майхилла ,  а дифференци­
альный граф вычислений - граф Майхилла. 

2. Если А - автомат Мили ,  автомат Мура, частичный автомат 
Мили или НРС-автомат, то из графа автомата А можно получить 
граф Майхилла над Z,  опуская все входные и выходные символы 
(и вводя имена состояний, а в случаях автоматов Мили, Мура или 
частичных автоматов Мили - выделяя определенные вершины в 
качестве начальных и конечных) . В частности, при этом для 
НРС-автомата А множеетво всех последовательностей состояний, 
которые автом ат А проходит при поступлении на вход всех допус­
тимых слов, оказывается маршрутным множеством. 

3. Если О-А-свободный взвешенный граф Майхилла в смыс­
ле определения 7.2. 1 ,  то AG = (Е ,  Е ,  Х, f, Ь)  [где f (е, е' )  = е' тогда 
и только тогда, когда (е ,  е') еК] - частично определенный авто­
мат Мура , для которого выполнено условие 

WB (G ) = {vБF (X) 1 существуют eE S , e'EF и ueF (E )  такие, 
что f* (e, u) = e' и be (u ) = v} , где f* и Ье понимаются также, как в 
случае частичных автоматов Мили (см.  пп.  1 ,  2 определения 4.2.7) . 
Если граф G не является А-свободным, то аналогичным образом 
по нему может быть построен обобщенный автомат Мура,  пораж­
дающий в некоторых состояниях пустой выход А. 
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Пример 7.2.3. Известный пример взвешенных графов Майхил­
ла представляют собой так называемые синтаксические диаграм­
мы, используемые для наглядного изображения синтаксиса язы­
ков программирования. 

Синтаксической диаграммой для некоторой синтаксической 
конструкции (например, для заголовка процедуры в языке Пас­
каль-см. пример 5 . 1 .4 ) является блок-схема,  описывающая про­
цедуру порождения корректных относительно данной синтаксичес­
кой конструкции последовательностей символов (например,  пра­
вильно построенных заголовков процедур в языке Паскаль) . Точ­
нее говоря,  синтаксическая диаграмма  для некоторой синтаксичес­
кой конструкции SK - это взвешенный граф Майхилла ,  взвешен­
ным маршрутным множеством которого является множество всех 
корректных относительно SK последовательностей символов. 

Чтобы избежать использования слишком больших синтаксичес­
ких диаграмм и сделать возможным рекурсивное описание, при­
меняется несложная конструкция, в которой допускаются два р аз­
личных типа меток на вершинах. Для наглядности вершины с 
метками разных типов изображаются в различной форме : 

округлая форма :  меткой является основной символ языка или 
сл0во LETTER или D IGIТ (или аналогичные обозначения для букв 
или цифр ) ; метка этого типа означает, что если в процессе при­
менения процедуры встречается данная вершина,  то следует вы­
писывать соответствующий основной символ или же знак требуе­
мого вида;  

. прямоугольная форма :  меткой является имя некоторой синтак­
сической диаграммы;  эта метка означает, что прохождение данной 
вершины требует перехода к синтаксической диаграмме и после 
ее прохождения - возврата «на выход» из данной вершины. 

Каждая синтаксическая диаграмма  имеет единственную на­
чальную и единственную конечную вершины. Обе эти вершины 
имеют метку Л. Их обычно опускают, т. е. показывают только ис­
ходящее из начальной вершины и входящее в конечную вершину 
ребр а. 

С И Н ТА КС И Ч ЕС КАЯ Д И А Г РАММА 

Для пояснения сказанного, используя пример 5. 1 .4 ,  мы приве­
дем синтаксическую диаграмму для заголовка процедуры в нзыке 
Паскаль. 

Синтаксическая диагр амм а для заго:::овка прое сд) ры может 
быть составлена из синтаксических диаграмм для ндентификато­
ра  ( IDENТIFI ER) и для списка параметров (PARAMETER 
LIST) (рис. 7.2. 1-7.2.3) . 

Полный взвешенный граф Майхилла для заголовка процеду­
ры получается при последовательной замене «прямоугольных:. 
вершин соответствующими диагр аммами .  

Отметим,  однако, что для произвольных синтаксических диаг­
рамм описанный выше процесс замены может не привести к по-
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строению диаграммы, обладающей только «округлыми» верши-­
нами,  поскольку возможен случай ,  когда в диаграмме содержится 
прямоугольник с именем самой этой диаграммы. Описываемые 
такими диаrраммами последовательности основных символов яв­
ляются, вообще говоря,  элементами множества ,  для которого не· 
существует допускающего его НРС-автомата. 

Рис. 7.2.1. Синтаксическая диаграмма для идентификатора 

Рис. 7.2.2. Синтаксическая диаграмма для списка параметров 

IDENПFIER PARA M EТER L. I ST 

Рис. 7.2.3. Синтаксическая диаграмма для заголовка процедуры 
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ХАРАКТЕР ИЗА Ц И Я  Д О П УСТ И М ЫХ М Н О ЖЕСТ В 
С ПОМО ЩЬЮ МАР Ш РУТН ЫХ М Н ОЖЕСТ В 

С помощью рассуждений, аналогичных приведеиным в приме­
ре 7. 1 . 1 , ветрудно показать, что взвешенные м аршрутные мно­
жества взвешенных графов Майхилла допустимы и что все допу­
стимые множества являются взвешенными маршрутными множе­
ствами для взвешенных графов Майхилла. Таким образом, 
взвешенные гр афы Майхилла являются дополнительным способом 
представления допустимых множеств. 

Теорема 7.2.4 (теорема о графах Майхилла) .  Пусть Х - ко­
нечное множество. 

1 .  Если G - взвешенный граф Майхилла над Х, то множество 
WB (G) допустимо. В частности, допустимо любое маршрутное 
множество векоторого графа Майхилла.  

2. Для каждого допустимого подмножества L моноида F (Х) 
существует взвешенный граф Майхилла G, для которого L - взве­
шенное м аршрутное множество, т. е .  такой граф G, что L = WB (G) . 
Если АфL, то граф G может быть выбран А-свободным . 

3. Не каждое конечное подмножество моноида F (Х) является 
маршрутным  множеством для векоторого гр афа Майхилла, так 
что не каждое допустимое множество является м аршрутным мно­
жеством для векоторого гр аф а  Майхилла.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 .  Пусть G = (E,  К, Х, Ь , S, F) - взве­
шенный граф Майхилла.  Тогда, как в примере 7. 1 . 1 ,  м ожет быть 
построен НРС-автомат, допускающий множество WB (G) . 

Мы используем здесь несколько иной подход. Идея этого под­
хода может быть представлена двумя способами.  

а )  Пусть AG - построенный по G в соответствии с предписа ­
нием из  п .З  примера 7.2.2 автомат Мур а. Тогда дополним AG на ­
чальным состоянием ,  из которого будут достижимы все состояния 
из S,  иреобразуем его в автом ат Мили и отбросим входы. 

б) Представим себе машину М, р аботающую следующим обра­
зом .  

Машина М имеет «указатель», который может указывать н а  
некоторую вершину графа G или на  некоторую точку Р вне гра ­
ф а  G .  Машина М обрабатывает входы и з  множества XUA. 

В начальном состоянии z0 указатель не укызывает ни на ка­
кую-либо вершину графа  G,  ни  на  точку Р.  

Если М в начальном состоянии z0 получает вход х, то указа ­
тель переходит на  одну из помеченных символом х н ачальных вер­
шин графа G, если таковая существует, в противном случае ука­
затель переходит на точку Р . 

Если машина М указывает на точку Р ,  то положение указа ­
теля более не меняется ни при  каких входах. 

Если машина М указывает на вершину е графа  G и получает 
вход х, то указатель переходит из е по какому-либо ориентирован­
ному ребру на  вершину с меткой х,  если это возможно, в против­
ном случае - на точку Р. 

Если указатель переходит на  одну из конечных вершин, то 
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поступившая на  вход последовательность считается допустимой. 
Итак, пусть А - следующий НРС-автомат: 
А = (EUzo , Х,  t, zo , F) , где zофЕ,  
(zo, х' , e) E't' тогда и только тогда ,  когда eES и Ь (е) = х'Е 

EXUA. 
( е, х', e') E-r тогда и только тогда, когда (е, е') Е К  и Ь (е') =  

= x'EXUA. 
Отметим,  что А - ДРС-автомат (или побуквенный автомат) , 

если G - граф Майхилла (соответственно А -свободный граф) . 
Легко проверяется, что L (А) = WB (G) . 

2. Пусть L - допустимое подмножество моноида F (Х) . Тогда,. 
очевидно, существует алфавитный НРС-автомат 

А= (Z, Х, t , S ,  fl) с L = L (A) и SПF =.ef. 
Если А не принадлежит L, то в качестве А может быть выбран 
даже побуквенный НРС-автомат. 

Допустим теперь, что G = (Z X (XUA) , К, Х, Ь, S X  (X UA) , F") ­
взвешенный граф Майхилла ,  в котором ( (z ,  х) , (z' ,  х') ) ЕК тогда 
и только тогда ,  когда  (z ,  х ,  z') E't и Ь (z ,  х) = х  (для всех z и z' 
из Z,  всех х и х' из  XUA) , и 

F' = { (z ,  x) EZ X X I  существует z 'Efl такое, что (z , х, z') E't} . 
Если АфL, т. е. А - побуквенный НРС-автомат, то О-А-сво­

бодный граф.  
Легко проверяется , что выполнено р авенство WB (G)  = L  (А) . 
Если методом из примера 7. 1 . 1 построить для G НРС-автомат. 

то этот автомат будет эквивалентен автомату А. 
3. Множество L ={ab ,  ас, Ьс} не является маршрутным мно­

жеством какого-либо графа Майхилла ,  поскольку в графе Май­
хилл а G с W (G)  = L элемент а должен был бы быть начальной,  а 
элемент с - конечной вершиной и должны были бы иметься ребра 
(а ,  Ь) и (Ь ,  с ) , так что и слово аЬс должно было бы принадле­
жать W (G) . • 

С помощью теоремы о графах Майхилла очень легко можно 
выполнить п.3 упр ажнения 5.6. Сейчас мы рассмотрим  частный 
случай этой теоремы, которой нам понадобится ниже. 

Следствие 7.2.5. Пусть Х и У- конечные множества и f :F (X ) -+ 
-+F (У) - алфавитный гомоморфизм, т. е. гомоморфизм со свой­
ством f (Х) sYUA. 

Тогда f (Rat (Х) ) sRat (У) , т. е. для любого LERat (Х) выпол­
няется включение f (L )  ERat (У) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть LERat (Х) . Тогда по теореме 
7.4 .2 , п .  2 существует взвешенный граф Майхилла G с L= WB (G) . 
Заменяя в G множество весов Х на  множество У и взвешивающее 
отображение Ь - на fb , т. е . ,  заменяя у каждой вершины е метку 
Ь (е)  на  f (Ь (е) ) ,  получаем,  очевидно, взвешенный граф Майхилла 
G' с WB (G' ) = f (L) . 8 

В упражнении 7 .3 р ассмотрено обобщение понятия взвешен­
ного графа Майхилла ,  в котором в качестве весов вершин допус­
каются слова .  С помощью этого понятия легко показать, что след­
ствие 7.2 .5 сохраняет силу и для неалфавитного гомоморфизма f. 
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7.3. СТАНДАРТНЫЕ МНОЖЕСТВА 

Одним из особенно важных классов допустимых 
множеств являются стандартные множества ( называемые также 
локальными множествами ) . Они встречаются во многих Прило­
жениях и служат основой для новой характеристики и описания 
допустимых множеств. 

Определение 7.3. 1 .  Подмножество L моноида F (Х) называется 
стандартным множеством над Х, если существуют подмножества 
В и Е множества Х и подмножество Р м ножества Х2 такие,  что L 
является множеством всех слов из F (Х) , начинающихся симво­
лом из В , оканчивающихся символом из  Е и не содержащих ни 
одной пары соседних букв из Р,  т.  е .  такие ,  что L = ВХ* П Х*Е­
-Х* РХ*,  где В,  ЕЕХ и Р =Х2• 

3 а м е ч  а н и е. Стандартные множества н азывают также и 
локальными множествами, поскольку принадлежиость векоторого 
слова w из F (X) стандартному множеетву L может быть уста ­
новлена проверкой принадлежности первого и последнего симво­
лов множествам В и Е соответственно и принадлежности всех пар 
соседних символов множеству Х2-Р (см.  также п . l упражнения 
5.9) . 

ХАРА I(Т ЕР И ЗА Ц И .Я Д О П У СТ И М ЫХ М Н ОЖЕ СТ В  
С ПОМОЩЬЮ СТА НДАРТ Н ЫХ М Н ОЖ Е СТ В  

Лемма 7.3.2.  Подмножество L моноида F (Х) является стан­
дартным множеством тогда и только тогда ,  когда оно является 
маршрутным множеством векоторого графа Майхилла над м но­
жест вом Х. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. а) Пусть В ,  Es;X и Ps;X2, а W (В, Е,  
Р) = ВХ* ПХ*Е-Х*РХ* .  

Тогда ,  очевидно, W (B,  Е, Р ) = {х 1 . . . XnБF (X) l nEN, х 1 Е В, 
XnEE И XiXi+l фP при i = l ,  . . .  , n- 1 } .  

б )  Пусть L =W (G)  для векоторого графа Майхилла G =  (Х, 
К, S , F) . Положим в этом случае Р = {хх' ЕХ2 1 (х ,  х') фК} .  Из оп­
ределения множества iW (G)  и п . а )  вытекает равенство L =  W (S ,  
Р ,  Р ) . 

в )  Пусть L = W (B ,  Е ,  Р ) .  Положим К= { (х ,  x') E X X X I  
хх'фР} .  Тогда по определению графов Майхилла и и з  п . а )  полу­
чаем , что G= (Х, К, В , Е) - граф Майхилла с W (G)  = L . • 

Другие свойства стандартных множеств приведены в упраж­
нении 7.4 .  

Из теоремы о графах Майхилла и только что доказанной лем­
мы получается новая характеризация для Akz (Х) .  

Теорема 7.3.3. ( Хомский,  Ш ютценберrер ) . Подмножество U мо­
ноида F (Х ) допустимо тогда и только тогда ,  когда существуют 
конечное множество У, алф авитный гомоморфизм f из F (У) 
на F (X) [т. е . гомоморфизм такой , что Xs;f (Y) =XUЛ] и стан­
дартное множество L над У такие,  что U = f (L) . Если АфU, то 
может быть использован Л-свободный гомоморфизм f [т .  е . такой, 
что f (У) =Х] . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 .  Если м ножество U допустимо, то из 
п.2 теоремы 7.2 .4 следует, что существует взвешенный граф Май­
хилла G = (Е, К. Х ,  Ь ,  S ,  F!) такой, что WB (G) = U, являющийся 
А-свободным,  если АфU. Из замечания 3 к определению 7.2. 1 
следует, что G' = (Е, К. S ,  Р) - граф Майхилла с WB (G) = 
= hь (W (G' ) ) ,  где hь - определенный функцией Ь гомоморфизм 
из Р (Е )  на  F (X) . hь является алфавитным,  поскольку hь (Е) = 
= Ь (Е )  = XUA, и даже Л -свободным, если Аф U.  По лемме 7.3.2 
L = W (G')  - стандартное м ножество. 

2 .  Пусть U = f (L) , причем L - стандартное м ножество и f ­
некоторый алфавитный гомоморфизм из 'F (Y) на F (X) . Тогда по 
Jiемме  7.3 .2 существует граф Майхилла G' = (У, К. S ,  F) , где 
L= W (G') . Далее, G = (У, К. Х, Ь, S ,  F) , где Ь - сужение f /Y  ото­
бражения f на множество У, представляет собой взвешенный граф 
Майхилла с WB (G) = f (L) , так что множество U на основании 
теоремы п .  2 теоремы 7.2.4 допустимо.  

3 а м е ч  а н и е. Иногда к стандартным множествам  причисля­
ют и м ножества вида LUA, где L - стандартное множество. В та­
ком случае в теореме 7.3.3 всегда используются А-свободные го­
моморфизмы .  

РА Ц И О НАЛ Ь Н ОСТЬ СТА НДАРТНЫХ М Н ОЖЕСТ В 

Мы дадим прямое доказательство того, что стандартные мно­
жества рациональны ( аналогично п . 1 упражнения 5. 7) . Оно вмес­
те с теоремой 7.3 .3 и прямым доказательством следствия 7.2 .5 
(индукцией п о  подвыражениям р ационального выражения) со­
ставляет новое доказательство р ациональности допустимых мно­
жеств .  

Теорема 7.3 .4 ( Майхилл ) .  Каждое стандартное множество ра­
ционально. 

Д о к а з  а т е л  ь с т  в о .  Пусть G = (Х, К. S ,  F) - граф Май­
хилла .  Для каждой пары (х,  х')  из SXP положим G (х ,  х' )  = (Х, 
К. х , х' ) . Тогда выполняется равенство W (G)  = U {W (G (х, х') ) 1 
(х , x' ) ES XF} . 

Отсюда следует, что достаточно при  фиксированной паре х, х' 
полной индукцией по числу k= 1 К 1 ребер графа G показать раци­
ональность множества W = W (G (х ,  х') ) .  При этом следует рас­
смотреть только случай ,  когда W =1= eJ. 

При k = O  должно быть х = х' ,  так что W= {х} , т. е .  множест­
во W р ационально. 

Если k= 1 ,  то К = { (х, х') } и W рационально, так как 

W = {хх' , есля х =f= x' .  
у* , если х = х' . 

П р  е д п  о .1 о ж е  н и е и н д у к ц и  и :  пусть при k = n � 1 мно­
жество W р ационально. 

Итак, пусть k = n + 1 .  Тогда в К должно содержаться ребро 
{а ,  Ь) =1= (х, х') такое, что в G должно существовать по одному 
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пути из х в а и из Ь в х' (при этом может быть, что х = а или 
Ь = х' ) . 

Пусть для произвольных вершин  е и е' графа О W1 (е ,  е' ) -
множество всех слов из W (G  (е ,  е ' ) ) ,  соответствующих путям из е 
в е', в которые ребро ( а ,  Ь )  входит ровно i р аз .  Тогда 

W= U {W1 (x, x' ) l i = O, 1 ,  2 ,  . . .  } ,  W1 (x, x' ) = Wa (x, a ) Wa (b , x') , 

W2 (x, x' ) = W0 (x, a ) Wa (b ,  a ) Wa (b ,  х' ) и в общем случае 

W1+1 (x, x) = W0 (x, а ) (Wa (b ,  a ) ) 1Wa (b, х') 

при i = O, 1 , 2 ,  . . .  
Это означает, что выполняется равенство 

W= W0 (x, x' ) UWa (x, а) (Wo (b ,  a ) ) *Wo (b ,  х ' ) . 
Чтобы показать р ациональность множества W, нужно, таким 

образом, только показать, что при любых вершинах е и е' р а ­
ционально множество W0 ( е ,  е') . Но это следует и з  предполо­
жения индукции, поскольку W0 (e, е ' )  является м аршрутным мно­
жеством графа Майхилл а , получающегося из графа G (е ,  е ' )  при 
удалении ребра (а ,  Ь ) . • 

М Н ОЖ ЕСТ ВА М ЕД В ЕД Е ВА - КО СТ И ЧА 

Из теоремы Хомского-Шютценбергера вытекает еще одна 
аналогичная характеризация допустимых м ножеств, в которой 
роль стандартных множеств принимают на  себя м ножества,  вво­
димые следующим определением. 

Определение 7.3.5. Пусть Х - конечное м ножество. Множество 
МС (Х) множеств Медведева - Костича над Х есть наименьшее 
подмножество М булеана Р (Х) , обладающее следующими свой­
ствами :  

1 .  Х принадлежит М и при л юбом а из Х м ножества Х*а и 
Х*аХ принадлежат М.  

2. Вместе с U и V множества U UV и UПV также принадле­
жат М. 

3. Если U принадлежит М, то и следующее м ножество Pk (U)  
принадлежит М:  

Pk (U) = {wEU / при всех u, vEFl+ (X) таких, что uv = w, вы­
поднено uEU} .  

Множество Pk (U) называется префиксным ядром м ножест­
ва U.  

3 а м е ч а н и е. Префиксное ядро множества слов U - это на­
ибольшее подмножество множества U ,  которое вместе с каждым 
словом содержит все непустые префиксы этого слова .  Выполня­
ется равенство Pk (U UA) = Pk (U) UA и из U = U' следует Pk (U) = 
=Pk (U' ) . 

Теорема 7.3.6 (Медведев, Костич ) .  Подмножество L моноида 
Р (Х) является допустимым тогда и только тогда ,  когда  сущест­
вуют конечное множество У, множество Медведева-Костича М 
над У и алфавитный гомоморфизм f из F (У) в Р (Х)  такие, что 
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L = f (М) . Если  АфL, то гомоморфизм f может быть выбран А­
свободным .  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  1 . Что бы показать, что образ любого 
множества Медведева-Костича при алфавитном гомоморфизме 
является допустимым  м ножеством,  нам на основании следствия 
7.2 .5  достаточно лишь показать, что любое множество Медведе­
ва-Костича р ационально. 

Поскольку м ножества Х,  Х* а  и Х* аХ рациональны и объеди­
нение и пересечение р ациональных множеств тоже рациональны 
(по теореме 5 .5 .5) , то должно быть лишь показано, что префиксное 
ядро р ационального м ножества р ационально. 

Итак, пусть UeRat (X) . Тогда существует РС-автомат А 
с L (А) =  UUA. Так как выполняется включение AeL (А) , началь­
ное состояние автомата А оказывается и финальным состоянием. 
Положим  теперь А' = (Z, Х, f' ,  s ,  F) , где 

f' (z ,  х) = { f (z ,  х) , есля z E F. 
не определено в противном случае . 

П ромежуточное утверждение. L (А' ) = Pk (U )  UA. 
Д о  к а з  а т е л  ь с т в о . Очевидно, что L (A' ) �L (A ) . 
Так  как s eF, то выполнено включение AEL (А' ) .  Если wx 

принадлежит L (А' )  при векотором х из Х, то состояние f' ( f '*  (s ,  
\V ) ,  х)  принадлежит F и потому определено. Из определения авто­
м ата А' следует, что в этом случае f'* ( s , w ) EF и потому wE 
E L (A' ) . Отсюда вытекает, что L (A') = Pk (L (A' ) ) �Pk (L (A) ) . 

Пусть теперь W = Х1Х2 · · · хn - слово из Pk (L (A) ) , где Х! , . . . , Хn­
символы из Х. Тогда каждое слово w, = x 1 x2 . . .  х ,  при i =  1 ,  . . .  , n 
принадлежит L (A) . Поэтому состояния zo=s и z , = f* (s , w, )  nри­
надлежат F и выполнены р авенства Z 1+1 = f (z , , Xi+I ) = f' (z , , Xi+I ) 
при  i = O, 1 ,  . . .  , n- 1 .  

Отсюда сЛедует, что w принадлежит L (А' ) и Pk ( L  (А) ) �  
s=L (А' ) .  В целом получаем 

Pk (U) UA = Pk (UUA) = Pk (L (A) ) = L  (А') . 

Итак, множество Pk (U ) UA допустимо.  Если AфPk (U) , то 
Pk (U)  = (Pk (U)  UA) ПF+ (Х) .  

В любом случае множество Pk (U)  допустимо. 
2 .  Для доказательства обратного высказывания по теореме 

7.3 .3 достаточно показать, что каждое стандартное множество 
является множеством Медведева - Костича .  

Пусть S = ВХ*ПХ*Е-Х*РХ* - стандартное множество такое, 
что В, Е с:=Х и Р с:=Х2 • 

Из пп.  1 и 2 опреде-11ения 7 .3 .5 вытекает, что следующие три 
множества nринадлежат МС (Х) : 

.X*E = U {X*e l eeE} , 

В = U {Х*Ь \ Ь еВ} ПХ и С = U {Х*рХПХ*р' \ рр 'еХ2-Р} . 
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Если нам  теперь удастся доказать следующее утверждение , то 
теорема  будет доказана ,  так как тогда S = X*EПPk ( B U C )  принад-
лежит МС (Х) .  

Х* Х*РХ* Промежуточное утверждение. Pk (BUC)  = В  - . 
д 0 к а з  а т е л ь  с т в о .  Выполняется р авенство 
C = U {X*pp ' \ pp ' EX2-P} = X* (X2-P ) ,  так что 

Pk (BUC)  = Pk (BUX* (Х2-Р) ) . 

Пусть L 1 = XIПPk (BUC)  при iEN .  Тогда L 1 = B , L2=ВХПХ2-
-Р = ВХ-Р и вообще при i E N  

L1н = L1X-Xi-I P = BX1- (PXHUXPXI-2U . . .  UXI-IP ) .  
Отсюда следует, что U {L 1 \ iE N} =BX*-X*PX* , и потому  

утверждение верно. • 
Следствие 7.3.7.  Каждое стандартное множество является м но-

жеством Медведева - Костича .  
Дальнейшие формы представления допустимых множеств, 

в которых особую роль играют стандартные м ножества ,  описаны 
в упражнении 7 .5 .  

7 .4 .  ДВУСТОРОННИЕ АВТОМАТЫ 

О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е  Д В УСТО РО Н Н Е ГО А ВТОМАТА 

Ниже будет приведен пример , в котором стандартные множест­ва встретятся как  «последовательности вычислений» м ашин.  С по­мощью теоремы Майхилла ,  Хамского и Шютценбергера мы смо­жем при этом очень быстро установить , что автом аты описывае­мого ниже вида, обладающие н а  первый взгляд существенно большими возможностями ,  чем РС-автоматы, на  самом деле име­ют ту же самую «мощность». Мы будем исходить из описанного в разд. 5.4 представления о РС-автом атах как о читающих м аши· нах. При этом для того, чтобы определить так называемые дву­сторонние автоматы , мы будем допускать, что читающая головка может передвигаться не только слева направо, но и справа  нале­во. Точнее говоря , двусторонний автомат - это машина ,  состоя­
щая и з :  

конечного контрольного блока, который дов может принимать одно из конечного 
(и  среди них одно начальное состояние и 
ные состояния ) ; 

в зависимости от вхо­
множества состояний 
определенные финаль-

входной ленты, разделенной на  ячейки,  которые занумерованы слева направо натуральными числами ,  начиная с 1 ,  и могут со­держать либо один из входных символов , либо быть пустым и  (со­держать «пустой символ» ) ;  весь ( конечной длины ) вход (входное слово) всегда записывается начиная слева без промежутков (пу­стых ячеек) на  входной ленте ;  справа от входного слова имеются , таким образом, только пустые ячейки ; 
читающей головки, которая считывает символы ,  находящиеся в ячейках входной ленты , и передает соответствующую информа-

1 9-5260 
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цию контрольному блоку; он а ,  кроме того , по команде от конт­
рольного блока после считывания символа  перемещается н а  одну 
ячейку вправо или влево или остается на месте. 

Когда автомату предлагается некоторое входное слово, то он 
н ачинает его считывание с ячейки с номером 1 . Слово допускает­
ся автоматом ,  если он переходит в одно из финальных состояний 
в момент,  когда читающая головка достигает правого конца этого 
слова .  

Входное слово не допускается автоматом в следующих трех 
случаях :  

в момент,  когда читающая головка «Покидает» слово справа ,  
автомат находится в состоянии ,  не являющемся финальным ;  

читающая головка «покидает» слово слева ; 
читающая головка бесконечно долго читает слово (зациклива­

ние ) . 
Определение 7.4 . 1 . Двусторонний автомат - это пятерка А= 

= (Z,  Х , f ,  s ,  F) , где Z ,  Х ,  s и F имеют то же значение , что и в слу­
чае РС- автомата , а f :  ZX (XUA) -+ZX {- 1 , О , 1 } - функция пере­
ходов и передвижений (читающей головки ) .  

Равенство f ( z ,  х )  = ( z ' ,  i )  означает, что автомат А после счи­
тывания х в состоянии z переходит в состояние z', а его читающая 
головка передвигается н а  i ячеек, а именно,  влево, если i = - 1 ,  
и вправо,  если i = 1 . 

Всегда выполняется равенство f ( z ,  А) =  ( z ,  О ) .  
Тройка (z ,  х, р )  из ZX (XUA) X N н азывается конфигурацией 

автомата А, при этом р задает положение читающей головки ав­
том ата ,  находящегося в состоянии z, и х - знак ,  записанный в р-й 
ячейке входной ленты (т. е .  в ячейке, обозреваемой читающей 
головкой ) .  

Слово w = x1x2 . . . Xn , где n E N  и Х 1 , х2, . . . , Xn - символы из Х, 
допускается автоматом А тогда и только тогда,  когда существует 
последовательность конфигураций (zk, yk , Pk ) ,  k= 1 ,  2, . . . , т, mE 
E N, автомата А такая, что выполнены следующие условия : 

где yk = Xpk при  k= 1 , 2, . . .  , m- 1 ,  а также z 1 = s, P 1 = l ,  ZmEF, 
Ym=A И Рm=п+ 1 .  

Пустое слово А допускается тогда и только тогда ,  когда sEF. 
Реакцией L (А) автомата А называется множество всех допу­

скаемых автоматом А слов из моиаида F (Х) . 
3 а м е ч  а н и я .  1 .  Если ограничить определение двустороннего 

автомата ,  з адав область значений отображения f как множество 
ZX {+ 1 } , то будет получено определение одностороннего автома­
та ,  который ,  очевидно ,  соответствует приведеиной в разд. 5.4 ин­
терпретации РС-автомата. Для таких автоматов введенное в оп­
ределении 7.4 . 1 понятие конфигурации не требуется , поскольку 
всегда выполняется р авенство Pk = k. По этой причине все отно­
сящиеся к Pk  условия из определения 7.4. 1 могут быть опущены. 
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Легко понять, что в таком случае  множество М всех конечных 
последовательностей «сокращенных» конфигураций [т. е .  пар ви­
да (z ,  х) ] , возникающих при обработке допустимых слов, явля­
ется стандартным множеством .  А именно М является маршрут­
ным множеством,  определяемым графом Майхилла G'= (ZX (XU 
UA) , К, S Х (XUA) , F') из доказательства п.2 теоремы 7.2.4 (см. 
также до·казательство теоремы 7.3.3 ) .  

2 .  Любой РС- автомат работает в реальном времени,  т .  е .  з а  
каждый такт он обрабатывает один входной символ и после по­
ступления н а  вход последнего символа слова немедленно дает от­
вет на вопрос о его �опустимости. Напротив, для двустороннего 
автом ата нужен буферный регистр ( а  именно - входная лента ) 
для входа , причем регистр , емкость которого может по мере на­
добности произвольно увеличиваться , чтобы хранить входные сло­
ва произвольной длины. Кроме того , двустороннему автомату мо­
жет, вообще говоря ,  понадобится более n тактов (шагов )  для ре­
шения вопроса о допустимости входного слова длины n . 

В арианты данного определения содержатся в упр ажнении  7.6. 

Д ВУСТОРО Н Н И й  А ВТОМАТ И Э К В И ВАЛ Е Н Т Н Ы й  
Е М У  Р С-А ВТОМАТ 

Пример 7.4.2. (См .  также п . l упр ажнения 7 .7) . Пусть Х =  
= {х0 , х 1 , х2, х3} . М ы  построим двусторонний автомат, допускаю­
щий множество U всех слов w из моноида F (Х) , которые н ачина­
ются символом хо и не содержат других вхождений Хо, но  содер­
жат по меньшей мере по одному вхождению символов Xi при i = 
= 1 , 2, 3 :  

U = хоХо*ПХо*хrХо*ПХо*х2Хо*ПХо*хзХо* ,  где Xo = {x r ,  х2 ,  Хз}. 

Способ функционирования искомого автомата очень прост. 
Вначале он проверяет, является ли х0 первым символом входного 
слова .  Если это условие выполнено, то он передвигает читающую 
головку вправо до тех пор ,  пока не будет найден символ xr . Если 
этот символ найден ,  то автомат передвигает читающую головку 
на начало слова и н ачинает поиск символа Х2. Найдя Х2 , он снова 
передвигает читающую головку на начало слова и н ачинает по­
иск символа х3. Если он нашел и этот символ, то слово п рочитыва­
ется до конца и допускается , если справа  от первого вхождения 
символа хо ,  в данном слове таких вхождений больше нет.  

Итак, пусть двусторонний автомат Au определяется следую­
щим образом : 

Au = ({zo, Z r , z2, zз ,  zo' , z r ' , z2' , zз'} ,  Х, f, Zo ,  zз' ) , 

где 
если i = О 
в противном случае ;  

при i = O , 1 ,  2 ,  3;  
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\
(Z 01 , + 1 ) (Z 1j , - 1 ) 

f (zJ . xr) = (zз ' , + 1 )  (Z j , + 1 ) 

I
(Zj + ! , + 1 ) 

f (  1 ) 
(Z' J • - 1 ) z J • х, = (zз ' ,  + 1 ) 

( z 0' , + 1 ) 

при i = О , j = 1 , 2 ,  3 ,  
при i = j , j = 1 , 2 ,  
i = j = 3 ,  
при i ::;Ь j , j = 1 , 2 ,  3; 
при i = O , j -= 1 , 2 , 
при i = 1 , 2 ,  3 , j = 1 , 2 ,  
при i = 1 , 2 , 3 ,  j = 3 ,  
при i = О ,  j = 3.  

Граф автомата Au изображен на  рис .  7.4. 1 .  
Любой двусторонний автомат может быть представлен гра­

фом (ориентированным ) .  На  ребрах этого графа указываются 
входы и н аправление, в котором передвигается читающая голов­
ка после прочтения указанного входа.  

Для того чтобы решить вопрос о допустимости слова x0x3nx2x 1 
при n E N ,  автомату Au нужно совершить ровно ( 1 +n+ l ) + (2+ 
+n) + ( l +n) + l +n+2= 5n+9 = 2 (  I X I -2 )  (n +2) +n+З-2 ша­
гов (передвижений читающей головки ) .  

Нетрудно построить РС-автомат A'u, допускающий множество 
U. Для решения вопроса о допус'Гимости указанного выше слова 
такому автомату придется совершить только n+З шагов, однако 
при этом он должен иметь большее число состояний .  Действи­
тельно , с помощью состояний автомат должен запоминать инфор­
мацию о том , какие символы он уже н ашел , для чего необходимо 
по меньшейй мере по одному состоянию для каждого подмножест­
ва Х- {х0} , и о том ,  встретился ли символ х0 в прочитанной части 
слова один  раз  или более (рис. 7.4 .2 ) . 

Рис. 7.4.1.  Граф двустороннего автомата Au 
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Рис. 7.4.2. Граф РС-автомата A u '  
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Как показывает п .2  упр ажнения 7.7, различие между числом 
�остояний двуленточного автомата и эквивалентного минимально­
го РС- автомата может бы11: и существенно большим .  

3 а м е ч  а н и е .  Множество последовательностей конфигураций, 
которые возникают при обработке некоторым двусторонним авто­
м атом допустимых слов, не является стандартным множеством,  
так как оно не является подмножеством никакого конечно-порож­
денного свободного моноида ( множество конфигураций ZXX X N  
'бесконечно ) . Даже и при  постоянном n и з  N множество последо­
вательностей конфигураций , возникающих при  обработке слов 
длины n, не является стандартным множеством , поскольку для 
выполнения условия yk = xPk требуется , чтобы всегда имелась 

возможность проверки всего префикса слова ( или  последователь­
ности конфигураций ) .  Это легко понять, рассматривая пример 
7.4.2 :  слово х0х1 х2х3 порождает последовательность конфигура-

ций  (zo , Хо, 1 )  ( z 1 , Х 1 , 2 )  (z 1 ' , Хо, 1 )  
( z2 , х 1 , 2 )  (z2, х2 , 3) ( z2' ,  х 1 , 2 )  (z2', Хо , 1 )  
( zз ,  Х 1 ,  2 )  ( zз ,  Х2 , 3 )  (zз, Хз , 4 )  ( zз' , Л, 5 ) . 

Если же пренебречь условием yk = xPk '  то префикс (zo, Хо , 

1 ) ,  ( z 1 , Х1 ,  2 )  ( z 1 ' ,  ха, 1 )  этой последовательности можно продол­
жить и другим способом,  скажем так :  ( zo , Хо, 1 )  ( z 1 , Х 1 , 2 )  (z 1 ' ,  ха, 
1 )  ( z2 , Х2 , 2 )  ( z2' ,  Хо, 1 )  (zз , Хз ,  2 )  ( zз' , Л, 3 ) . 
Данная последовательность удовлетворяет всем остальным усло­
виям  из определения , но не соответствует никакому слову из U, 
поскольку все слова из U имеют длину, большую чем 4.  

Несмотря на  сказанное, с помощью стандартных множеств (и 
теоремы Хамского - Шютценбергера )  может· быть доказана рав­
носильность двусторонних автоматов и РС-автоматов.  

РА В Н О С И Л Ь Н ОСТЬ Д ВУСТО РО Н Н И Х И РС-А ВТОМАТО В 

Теорем а  7.4 .3.  Для каждого двустороннего автомата существу· 
€Т РС-автомат  с той же реакцией. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Мы будем действовать так же, как в за­
мечании к определению 7.4 . 1 в частном случае одностороннего 
автомата .  Используя замечание к примеру 7.4.2, мы можем при 
этом не  использовать конфигурации из определения 7 .4. 1 .  Эти 
конфигурации имеют еще один недостаток, от которого следует 
избавиться : в последовательностях конфигураций, соответствую­
щих определению 7.4 . 1 ,  символы из допускаемого слова могут 
встречаться многократно, так что такие последовательности кон­
фигураций, вообще говоря , оказываются более длинными , чем са­
мо ·слово. 

Итак, будем искать модификацию понятия конфигурации. По­
пробуем исходить из троек вида (z ,  х, r ) , где (z ,  х )  EZXX, а r 
должно быть определено так, чтобы в последовательности конфи-
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гураций ,  соответствующей обработке слова w, последователь­
ность вторых компонент (символов х )  представляла собой слово· 
w и чтобы только по тройке (z ,  х, r) можно было определить, ка­
кая тройка может следовать непосредственно вслед з а  ней .  С этой 
целью проведем следующее рассуждение.  

Пусть А - двусторонний автомат в смысле определения 7.4. 1 � 
Каждое слово w из F (Х)  задает в этом случае ч астичное отобра­
жение rw : (ZXX)-+Z такое , что равенство rw (z ,  х )  = z'  выполня­
ется тогда и только тогда , когда выполнено условие:  пусть k =  
= 1 w 1 + 1 ;  если слово wxv содержится н а  входной ленте автома ­
та А [причем v - Произвольное слово из F (Х) ] ,  читающая голов­
ка обозревает k-ю ячейку и А находится в состоянии z ,  то читаю­
Iцая головка через конечное число тактов достигает (k+ 1 ) -к 
11чейки и z'  оказывается состоянием , в котором автомат  А нахо­
дится в момент, когда (k+ 1 )  -я ячейка обозревается читающей. 
головкой в первый раз (перед этим обозреваются только символы 
слова w) .  Формально это условие может быть выражено так: если 
W = X1X2 . . .  Xk-1 , где XJEX, при j = 1 , . , . , k- 1 ,  то существует един ­
ственная последовательность конфигураций (z J , YJ , P J ) ,  j = 1 ,  . . .  , ш 
такая, что Z t=Z ,  P t = k, Y t = X, Zm= z', Pm=k+ 1 ,  f (z J ,  YJ ) =  
= (ZJ+l , i ) ,  PJ+l = PJ+I, 1 � PJ � k и YJ = XPJ при  j = 1 ,  . . .  , m- 1 .  

Значение rw (z ,  х )  н е  определено тогда и только тогда , когда А 
«Покидает» входную ленту слева или попадает в бесконечно по ­
вторяющийся цикл , начав р аботу в состоянии  z со словом wxv на  
входной ленте и с читающей головкой, обозревающей k -ю  ячейку_ 

Число всех частичных отображений  конечного м ножества Z X  

ХХ в конечное множество Z равно ( I Z I + 1 ) 1 zxx l , поскольку пу­
тем присоединения нового элемента uфZ можно, как известно. 
каждое частичное отображение g из ZXX в Z превратить в пол­
ностью определенное (тотальное ) отображение g' из ZXX в ZUu 
[полагая g' (z ,  х )  = U тогда и только тогда, когда значение g (z ,  х )  
не определено] . Каждое такое отображение соответствует в точ­
ности одному частичному отображению из ZXX в Z. 

Итак, поэтому множество R = rw \ wE F (X) } всех определен­
ных выше отображений  rw конечно. 

Отсюда вытекает, что существует конечное подмножество W 
моноида F (X )  такое, что R = {rw l wEW} , причем AEW и w =l= w' 
тогда и только тогда,  когда rw =l= r w ' ·  

Кроме того , существует отображение g :  WXX-+W такое, что 
g (w,  х) = w' ,  если и только если fwx = r  w ' ·  

� 

Теперь оставшаяся часть доказательства не  представ\Jlяет 
сложности. 

Пусть M = ZX (XUA) XW - множество всех модифицирован­
ных конфигураций автомата А. Здесь (z ,  х ,  w )  ЕМ означает, что 
автомат «Прочитал» слово w' такое , что r w ,  = r w , в первый раз до-
стиг ( 1 w' l  + 1 )  -й ячейки и принял при  этом состояние z, а читаю­
щая головка «видит» символ х .  
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Пусть S - следующее стандартное множество над М: 

S = (sX (XUA) ХА) М*ПМ* (FXAXW) -M*PM* , 

где ( z ,  х, w )  (z ' ,  х' ,  w' )  ЕМ2-Р тогда и только тогда , когда хЕ 
еХ, гw (z , x) = z ' и g (w, x) = w'. 

Пусть, далее, h - следующий моноидный гомоморфизм : 
h :  F (M) -+F (X ) , h (z , х, w )  = х  для каждой конфигурации (z ,  х, w) 
из м. 

Тогда выполняется включение L (А)  = h  ( S ) . Действительно , ес­
ли u · принадлежит L (А) , то существует последовательность мо­
дифицированных конфигураций из F (М) ,  воспроизводящая после­
довательность ситуаций, в которых автомат А впервые прочиты­
вает k-й символ слова u (k= 1 ,  2 ,  . . .  ) .  Эта последовательность при­
надлежит, очевидно, множеству S. 

Чтобы показать , что L (A) =h ( S ) , предположим, что t= t 1t2 . . .  
. . .  t k - последовательность конфигураций из S .  Тог да h ( t )  = 
= h (t J  . . .  tk-1 ) ,  поскольку tkEFXAXW. Покажем теперь полной 
индукцией по q ,  что для каждого префикса t '  q = t 1  . . .  tq последова­
тельности t (при 1 :::;;;; q:::;;;; k- 1 ,  tq = {z ,  х, w)  и гw {z , х)  = z')  может 
быть построена последовательность v конфигураций из Z X X X N, 
которая в смысле определения 7.4. 1 в точности является опис ани­
ем того, что слово h ( t'q ) допускается двусторонним автоматом 
А' = (Z, Х, f ,  s ,  z ' ) ,  т. е .  того, что автомат А за конечное число 
шагов целиком п рочитывает слово h (tq') и переходит после этого 
в состояние z ' .  

При k =  1 имеем t =lt 1 = {s ,  А, А) , так что sEF и потому h (t )  = 
=AE L (A ) . 

Пусть теперь k�2 .  Тогда t 1  = { s ,  х, А)  при  векотором х из Х. 
Пусть q= 1 .  Тогда tq' = t 1 =  {s ,  х, А)  и t 1 '  соответствует после­

довательность конфигураций v = {s ,  х, l } v 1v2 . . . vm (z' ,  А, 2} ,  где 
V1 . . . Vm - последовательность конфигураций, которая по определе­
нию отображения г л отвечает соотношению г {s, х)  = z' .  Очевид­
но , что вторая компонента во всех v1 есть х, а третья - 1 .  Поэто­
му х допускается автоматом А'. 

П р е д п о  л о ж е н и е и н д у к ц и и .  Утверждение выполнено 
при q � 1 .  Пусть тогда k> q + 1 и t 'qн = tq' ( z' ,  х', w') ; пусть, далеЕ', 
v (z ' ,  А, q+ 1 )  - последовательность конфигураций, которая по 
предположению индукции может быть построена для tq ' . Как и в 
случае q = 1 ,  пусть тогда v' (z",  А, q+2 ) - последовательность 
конфигураций ,  отвечающая соотношению r w' (z ' ,  х' )  = z" . Тогда, 
очевидно, vv' (z",  А, q+.2 )  - соответствующая t' q+I последова­
тельность конфигураций. 

По предположению индукции h (tq') допускается автоматом А' .  
Третьи компоненты конфигураций из v' по построению все лежат 
между 1 и q+ 1 .  Если положить, что А" = (Z, Х, f ,  s ,  z" } , то А" до­
пускает слово h (tq') х' = h (t' q+i ) . 

Итак, выполняется равенство L (A) = h (S ) , так что по теореме 
7.3.3 мнощ:ество (L  (А)  допустимо. • 
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3 а м е ч а н и е. Чтобы показать, что конструкции доказатель­
ства эффективны, следует убедиться в том ,  что множество R мо­
жет быть определено за конечное число шагов - отсюда вытека­
ет, что W и g также могут быть построены эффективны м  образом. 
См.  по этому поводу упр ажнение 7.8. 

7.5. АВТОМАТЫ С ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫМ 
ПРОСМОТРОМ1 

В предыдущем разделе мы видели, что (детер м и­
нированные) дву�торонние автоматы могут иметь существенно 
меньше состоянии, чем эквивалентные им РС-автом аты (см . •  
в частности, упр ажнение  7.7, п.2) . Теперь мы  р ассмотрим  иную 
модель детерминированных автоматов, которые, вообще говоря, 
также могут иметь меньше состояний , чем РС-автоматы. Основ­
ная идея восходит к области синтаксического анализа контекст­
но-свободных языков (и соответствует рекурсивному спуску 
с предварительным просмотром k символов ) .  

Мы изучим следующий вопрос : пусть задан НРС-автомат  А. 
который будет трактоваться как читающая м а шина  (см .  з амеча­
ние к определению 5.4 . 1 ) ;  можно ли сделать процесс р аботы это­
го автомата детерминированным , р азрешив автом ату А (в каче­
стве ослабленного варианта идеи двусторонних автом атов) 
в каждом состоянии просматривать входную ленту на  k символов 
вперед и в зависимости от этих символов решать, какой  из воз­
можных переходов должен быть реализован? Это можно предста­
вить себе, предположив, что А обладает читающей головкой, спо­
собной одновременно считывать содержимое k соседних ячеек· 
входной ленты и передвигающейся за такт всегда только на одну 
ячейку вправо. При этом следует еще предположить , что входная 
лента на  (k- 1 )  ячеек длиннее, чем входное слово, и что все «до­
полнительные» ячейки пусты, так что читающая го.rювка, дости­
гая конца входного слова ,  видит только пустые ячейки. 

Пример 7.5. 1 .  Рассмотрим НРС-автоматы, гр афы которых изо­
бражены на  рис. 7 .5 . 1 .  

Автомату А4 для детерминированного считывания слова аЬЬа 
необходим предварительный  просмотр четырех ячеек. Действи­
те.IIЬно ,  если читающая головка обозревает первое а и автомат 
находится в состоянии 1 ,  то возможны как переход в состояние 2 ,  
так и переход в состояние 3 .  Какой из переходов должен быть 
реализован ,  нельзя решить на  основе ра ссмотрения первых трех 
символов слова ,  поскольку для того , чтобы допустить слово аЬЬЬ, 
автомат должен перейти в состояние 2 (из состояния 1 ) .  

Д.1я  автом ата А4 предварительный просмотр четырех симво­
лов является и достаточным,  поскольку : 

в состоянии 1 вход а а  должен приводить к переходу в состоя­
ние 3 ,  а вход аЬа - к переходу в состояние 2 ;  

1 В оригинале - Automaten mit Vorausschau. - Прим. перев. 
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в состоянии  2 входы ЬЬ и Ьаа  должны приводить к переходу 
'В состояние 3, а вход ЬаЬ - к переходу в состояние 4. 

Автомат Am « многозначен», т. е. существуют слова , которые 
могут допускаться этим автом атом при р азличных последователь­
ностях принимаемых состояний (так что предварительный про­
смотр не может избавить от недетерминированности ) - примера­
ми являются слова аЬ и аЬЬ. 

Автомат  Au не является « Многозначным» ,  поскольку любое до­
пускаемое этим автоматом  слово заканчивается либо символами  
аЬ - тогда предпоследнее состояние 2 ,  либо символами  ЬЬ - тогда 
предпоследнее состояние 5. 

Рис. 7.5. 1 .  НРС-автоматы А4, Am и Au 

Для автомата Au необходим , однако , неограниченно большой 
nредварительный просмотр. Действительно, при любом k пред­
варительный просмотр 2k+2 ячеек не может помочь решить во­
nрос о выборе перехода из состояния 1 в 2 или из 1 в 3 при обра­
ботке допустимых слов а (Ьа ) kb и а (Ьа)  kbb.  

Итак, для того чтобы получить детерминированные автоматы, 
допускающие множества L (Au ) , L (Am) и L (Au ) , автоматы Am и 
Au следует преобразовать в эквивалентные ДРС-автом аты или 
в двусторонние автоматы. Автомат же А4 достаточно снабдить 
«механизмом предварительного просмотра» ,  который в простей­
шем случае представляет собой читающую головку, способную 
одновременно обозревать содержимое четырех ячеек, и таблица­
ми для состояний 1 и 2 ,  задающими при  различных результатах 
предварительного просмотра ( например , для состояния 2 - при  
словах ЬЬ ,  Ь а а  и ЬаЬ )  состояние ,  в которое должен быть совершен 
следующий переход (т. е .  3 ,  3 и 4 для состояния 2 ) . 

Пример 7.5 .2 .  Существенное уменьшение числа необходимых 
состояний при  использовании предварительного просмотра демон ­
стрируют примеры 6. 1 . 1  и 6. 1 .2 .  Определяемые графами ,  изобра­
женными  н а  рис.  6. 1 . 1  и 6. 1 .3 ,  НРС-автом аты могут допускать 
множества Ek и Uk детерминированным  образом при предвари­
тельном просмотре (k+ 1 ) ячеек. Действительно, до тех пор пока 
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справа при  предварительном просмотре не  найден конец слова ,  
автомат, граф которого изображен н а  рис .  6. 1 . 1 ,  должен перехо­
дить из состояния i в состояние i+ 1 ,  а автомат, граф которого 
изо9ражен на  рис. 6. 1 .3 ,  должен оставаться в состоянии О. Когда 
же читающая головка при  предварительном просмотре впервые 
обнаружит пустую ячейку,  то при входе Ь первый из автоматов 
должен совершить переход в состояние k+ 1 ,  а второй - в состоя­
ние 1 .  

Чтобы разумным образом рассматривать поставленный выше 
вопрос , целесообразно несколько ограничить класс изучаемых 
НРС-автом атов .  

1 .  Поскольку анализируется вопрос о детерминированном спо­
собе работы , можно рассматривать только случай ,  когда автомат 
имеет только одно начальное состояние и когда нет переходов из 
финальных состояний.  Иными словами ,  когда автомат, «Приняв. 
решение» о допустимости некоторого слова,  т. е .  перейдя в фи­
нальное состояние, больше не может его покинуть. В частности, 
начальное состояние в таком случае не  может быть и финальным 
состоянием , так как иначе автомат не будет допускать ни  одного. 
слова .  

2 .  Поскольку считывание входного слова посимвольное, изу­
чаемые автоматы должны быть побуквенными .  

3 .  Автоматы, конечно , должны быть неизбыточными.  
Ясно, что «С точностью до пустого слова» приведеиные усло­

вия не являются существенным ограничением .  Действительно, ес­
ли А - произвольный НРС-автомат с ЛфL (А) и А' - эквивалент­
ный автомату А D-минимальный ДРС-автомат, то можно полу­
чить эквивалентный автомату А НРС-автомат А", удовлетворяю­
щий приведеиным выше условиям , если добавить к А' новое со­
стояние е, добавить для каждого перехода в финальное состояние 
автомата А' по соответствующему переходу в состояние е и объ­
явить е единственным финальным состоянием автомата А". 

Если НРС-автомату А из описанного класса сопоставить пра ­
волинейную грамматику (в  смысле р азд. 5 . 2 )  и отбросить в пра ­
вилах этой грамматики знак финального состояния е ,  то  будет 
получена гр амматика с пр авилами  вида z-+xz' и z-+x при  z, z '  Е 
EZ и хЕХ и единственным начальным символом s . Таким обра­
зом ,  для порождаемого грамматикой G языка будет выполняться 
равенство 

L (G) = {wEF (X) l s * *Gw} = L (A) . 

Определение 7.5 .3 .  1 .  Неиабыточный побуквенный НРС-авто­
мат А= (Z,  Х,  t , s ,  е )  с s=Fe и t (е , Х ) =.0 н азывается автоматом. 
с предварительным просмотром. 

2. Автомат с предварительным просмотром А н азывается мно­
гозначным, если существуют слова и и v из F+ (X)  и состояния z 
и z' из Z такие, что z =F z' , {z, z'} s:;t* (s,  u) и eEt* (z , v ) Пt* (z' , v ) . 
Автомат с предварительным просмотром , не являющийся много­
значным ,  называется однозначным. 
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3. Для каждого k из N k-префикс ak (w)  слова w из F (Х)  оп­
IРеделяется отображением ak : F (X) -+F (Х ) : 

( ) 
{w, если l w l � k . 

ak w = 
u ,  если w = uv при 1 u 1 = k 

<см .  п . l упражнения 5 .9) . 
4. Однозначный автомат с предварительным просмотром А на­

зывается k-детерминированным, если существует натуральное чис­
JIО k такое, что при произвольных u ,  v и v' из F (Х) , произвольнам 
.х из Х и произвольных zo, z и z'  из Z выполнено условие: из z0E 
·Et* ( s ,  u ) , ( zo , х, z ) E-r и eEt* (z, v) , ( z0, х, z ' ) E-r и eEt* (z ' , v') 
и из равенства ak ( xv)  = ak (xv')  следует, что z = z'.  

5 . k-детерминированный автомат с предварительным просмот­
ром называется автоматом с предварительным  k-просмотром,  есл и 
он не  является (k- 1 ) -детерминированным .  

3 а м е ч  а н и я .  1 .  ! -детерминированный автомат с предвари­
·тельным просмотром является ДРС-автоматом .  

2 .  Построенный выше для произвольнога НРС-автомата А эк­
вивалентный автомат с предварительным просмотром А" являет­
'СЯ однозначным и даже автоматом с предварительным 1 - про ­
·смотром .  

3 .  Если автомат с предварительным просмотром многозн ачен ,  
'ГО должны существовать z ,  z ' и z" в Z такие, что z'  =1= z",  и дол ­
жен сущеСТВОВаТЬ ВХОД Х В Х ТаКОЙ,  ЧТО Z E t (z' ,  Х)  nt (z" , Х ) . 

4. Если автомат А является k-детерминированным ,  то он явля­
ется и (k+ l ) -детерминированным .  

5 .  Если А - автомат с предварительным k-просмотром ,  k�2, 
то при  произвольных z0, z и z' из Z,  х из Х и v из F (Х)  таких, что 
z =l= z' и l v l  �k- 1 ,  выполнено условие :  из {z, z'} =t (zo, х) следу­
€Т, что t* (z ,  v) = 0  либо t * (z' ,  v) = 0. Действительно, вследствие 
неизбыточности автомата А в противном случае должны бы были 
существовать слова w и w' в F (Х )  такие, что eE t* (zo, xvw) n 
Пt* (z0 ,  xvw' ) .  Но это противоречит соотношению z =l= z', так как 
a k  (xvw)  = ak (xvw') . 

Теорема 7.5.4. 1 .  Вопрос о м ногозначности автоматов с пред­
варительным просмотром разрешим .  

2 .  Р азрешим вопрос :  существует ли для данного автомата 
с предварительны м  просмотром А число k такое, что А является 
k-детерминированным автоматом?  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть А- автомат с предварительным 
nросмотром и с ( n+ 1 )  состоянием и Р - множество всех неупо­
рядоченных пар  (двухэлементных множеств ) нефинальных состо­
яний автомата А:  P = { {z ,  z '} =Z-e l z =l= z'} . Тогда I P I � n (n­
- 1 ) /2 .  Пусть, далее, Pa = {p EP I существуют zEZ,  хЕХ такие, что 
p = t ( z , х ) } ;  Pe' = { {z ,  z '} E P i t (z ,  Х ) = 0 или t (z', Х ) = 0} ; Ре= 
= { {z ,  z'} E P I существует хЕХ такое, что t (z ,  x ) Пt (z' ,  х) =/=0} . 

Если Р а =0, то автомат А - однозначный и ! -детерминирован­
ный .  
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Итак, м ы  можем в дальнейшем предполагать, что P a =F .e5. 
Построим следующий НРС-автомат:  

А= (Р, Х, t ,  Ра, Ре ) , 

где t ( {z 1 ,  z2} ,  x) = { {z 1 ' , z{} e:P i z!'e:t (zJ , х)  при i = l , 2} . 
Переходом в автомате А является пара  «параллельных» пере­

ходов в А ;  путь в графе автомата А - это пара  «параллельных» 
путей в графе автомата А (они не имеют общей части и не  пере­
крещиваются ) . Эти пути заканчиваются в элементах из Ре и Ре' 
(в Ре  за  счет слияния путей,  а в Ре' - з а  счет того, что один из 
nутей ,заканчивается ) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о у т в е р  ж д е н и я 1 .  Очевидно,  что эк-
вивалентны следующие высказывания : 

Ре содержит некоторое достижимое в А состояние; 
существуют рЕРа, р'Е Ре и we:F (X) такие, что p'e:t* (p , w) ; 
существуют и, v, we:F (X) , р Е Ра и р 'е:Ре  такие , что ps; 

c:t* (s , u) , p 'e:t * (p , w) и ee:t* (p ' , v) ; 
существует слово uwv, допускаемое автоматом А двумя спосо-

бами ,  т. е .  А многозначен.  
-

Поскольку разрешим вопрос о выполнении р авенства Р а = .е5, 
то утверждение 1 вытекает из вышесказанного (см .  метод 6.2.3 ) .  

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о у т в е р ж д е н и я 2. Поскольку, оче­
видно, разрешим вопрос о том ,  является ли  данный автомат  
с предварительным просмотром ! -детерминированным,  н а  основа ­
нии утверждения 1 можно предположить, что р ассматриваемый 
автомат А однозначен и не ! -детерминирован .  

Пусть теперь А'-НРС-автомат, полученный из автомата А из­
менением множества финальных состояний :  

А'= (Р, Х, t, Ра ,  Р-Ре') . 

Если А - автомат с предварительным  k-просмотром при k�2. 
то из п .5  замечаний к определению 7 .5 .3  следует, что н и  одно сло­
во v из моноида F (X)  длины,  большей либо р авной (k- 1 ) ,  не 
прин адлежит L (А') , т . е .  множество L (А') конечно. 

Если , с другой стороны,  А ни при одном k�2  не является ав­
томатом с предварительным k-просмотром ,  то для каждого k�2  
существуют слово v с l v l  � k- 1 , состояния zo, z и z' из Z ,  вход х 
из Х и сJюва  w и w' из F (X )  такие, что z =F z' ,  {z, z'} s;t (z0, х) , е Е  
Et* (z0 , xvw ) Пt* (zo ,  xvw' ) ,  т .  е .  такие, что (Р-Ре' ) Пt * (Р а , v ) =F .e5 .  
Итак. в этом случае множество L (А') бесконечно. Таким образом,  
автомат  А является автоматом с предварительным k-просмотром 
при  некотором k�2 тогда и только тогда ,  когда мно?Кество 
L (А' )  конечно, а вопрос о конечности этого множества р азрешим 
(с м .  п .  3 теоремы 5.5 .9) . 8  

Для более глубокого ознакомления с вопросом читателю реко­
мендуется выполнить пп. 1 и 2 упражнения 7.9. 

Следствие 7.5.5 .  Пусть А - однозначный автомат с предвари­
тельным просмотром,  имеющий ( n+ l )  состояние n � l . Если А яв-
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ляется k-детерминированным при  пекотором k �  1 ,  то А является 
также и ( (n (n- 1 )  /2)  + 1 )  -детерминированным .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть А-k-детерминированный авто­
м ат. Из доказательства п .2  теоремы 7.5 .4 следует, что множество 
L (А') конечно, откуда н а  базе доказательства п . 3  теоремы 5.5 .9 
получаем ,  что наибольшая длина  слов из L (А' ) не  превышает 
h =  (n (n- 1 ) /2 ) - 1 .  Отсюда вытекает, что А является (h+2) -де­
терм инированным .  8 

Тот факт, что полученная в следствии 7 .5 .5 граница точна ,  по­
казан в п. 3 упражнения 7 .9 .  8 

В ысказывания теоремы и следствия могут быть сформулиро­
ваны и для п раволинейных грамматик, соответствующих автома­
там с предварительны м  просмотром.  Отметим ,  однако, что д.11я 
грамматик более общего вида ( например ,  для контекстно-свобод­
ных грамматик, соответствующих нормальной форме Бэкуса ­
Н аура )  оба высказывания теоремы теряют силу. 

7.6. МАТРИЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

Пусть А - побуквенный НРС-автомат с п  состояния­
ми .  Каждый элемент tw моноида переходов автомата А (см .  теоре­
му 5 .2 .3 )  является соответствием из  множества состояний Z в себя. 
Его график может быть описан n Х n-матрицей (матрицей смеж­
ности) . Отсюда получается новая характеризация рациональных 
м ножеств с помощью м атричных представлений .  

Определение 7.6. 1 .  Пусть n - произвольпае натуральное число 
и Х - произвольвое конечное м ножество. 

1 .  Пусть .;{{n - моноид всех n Х n-матриц с элементами из No 
и обычным умножением м атриц в качестве моиаидной операции 
(и с единичной м атрицей в качестве единичного элемента ) .  

Маrричным гомоморфизмом порядка п над Х называется го­
моморфизм !-" из F (Х) в .;{{n, для которого выполнено условие: 
для каждого х из  Х каждый элемент м атрицы J.t (x) равен либо О , 
либо i1 . 

2 .  Подмножество L моиаида F (Х) обладает матричным пред­
ставлением порядка п, если существует м атричный гомоморфизм 
!-" порядка n н ад Х и существуют n -компонентная вектор-строка � 
и n -компонентный вектор-столбец а такие, что их компоненты 
р авны О ,  либо 1 ,  и L = {wE F (X)  I �J.t (w) a=F O} .  

3 а м е ч а н  и е .  Пусть !-" - матричный гомоморфизм порядка n 
над Х. Пусть, далее, Z =  {z 1 , . . .  , zn} . Каждому х из Х может быть 
тогда сопоставлено соответствие tx  из Z в себя следующим обра­
зом [так,  что !-" (х)  окажется м атрицей смежности для tx] : Z JE 
E tx (z r )  тогда и только тогда ,  когда J.t (X) i , J= 1 . 

Сразу видно, что м атрица смежности для суперпозиции tytx 
двух таких соответствий является м атрицей, которая получается 
из м атрицы J.t (X) J.t (Y) при  замене всех отличных от нуля эле­
ментов на 1 .  
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Теорема 7.6.2 ( Шютценбергер ) .  Подмножество L моиаида F (X )  
рационально тогда и только тогда , когда L обладает матричным 
представлением . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Если L обладает м атричным представ­
леннем М= (�, J..t , о) порядка n и если Z и tx (nри каждом х 
из Х) определены как в вышеприведенном замечании, то положим , 
что А - следующий НРС-автомат: Ам= (Z , Х, t , S , F) , где t (z , 
x) =tx (z) при каждом zEZ и каждом хЕХ, а S (соответственно 
F) - множество всех Z t , для которых i = e  компоненты tt (Ot )  век­
тора � (о) отличны от ну.1я . 

Если , наоборот, А - допускающий множество L побуквенный 
НРС-автомат с n состояниями, то сопоставим ему матричное 
nредстамение МА= (�, J..t , о) порядка n следующим образом . 

Пусть Z= {z t , . . .  , zn} . Тогда положим, что i- я компонента век­
тора � (о) при i= 1 ,  . . .  , n равна 1 тогда и только тогда , когда 
ZtES ( z tEF) .  Положим , далее, что при каждом х из Х J..t (x) ­
матрица смежности для tx , т. е .  что J..t (X) t, J= 1  тогда и только тог­
д а ,  когда ZjEtx (z t ) =t (z t , х) , т. е .  когда в графе автомата А суще­
ствует ребро с меткой х, ведущее из z 1 в Zj. 

Сразу видно, что описанные конструкции «взаимно обратны» :  
если применить второй метод к Ам, то  будет получена тройка 
М= (�. J..t , о) ,  по которой строился автомат Ам ; если применить 
к тройке МА= (� , J..t , о) , построенной для автомата А, первый ме­
тод, то снова будет получен А. 

Итак, остается показать , что L (А) имеет матричное представ­
ление МА. 

Пусть wEF (Х) . Тогда , очевидно, J..t (w) i, J - число различных 
nутей в графе автомата А, ведущих из Z t в z1 , таких, что после­
довательности меток на ребрах составляют слово w, так что из 
J..t ( \v)  можно получить матрицу смежности для t*w, если все от· 
личные от нуля элементы заменить на 1 . Пр и  этом j -я компонента 
tJ..t (w )  отлична от нуля тогда и только тогда , когда ZJEt* ( S ,  w ) . 
Так что tJ..t (W) =#= O  тогда и только тогда,  когда t* ( S ,  w) ПF=#= 
=1= 0, т. е . L (A) обладает матричным представленнем МА. • 

3 а м е ч а н и я. 1 . Для хЕ Х  м атрицу J..t (х )  можно получить из 
матрицы сопоставленной автомату А ( в  смысле п .2  определе­
ния 5 .6 .3)  системы равенств, если положить, что J..t (х )  t , J = 1 тогда 
и только тогда , когда XELi i ·  

2. Если предположить , что А - автомат с предварительным 
просмотром (см. определение 7 .5 . 3 ) , то для L (А) получится м ат­
ричное представление , в котором � и о будут иметь по единст­
венному отличному от нуля элементу. Соответствующим выбором 
нумерации состояний (s= Zt , e=zn) можно тогда добиться того, 
что v.rEL (А) в точности тогда , когда элемент J..t ( w ) t ,n в верхнем 
правом углу м атрицы J..t (w) отличен от нуля .  Автомат А оказы­
вается м ногозначным тогда и только тогда , когда существует 
слово w такое, что J..t (w) I ,n > 1 .  Поскольку для каждого рацио­
нального м ножества L с ЛфL существует автомат с предвари ­
тельным 1 -просмотром и реакцией L ,  то каждое рациональное 
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подмножество полугруппы F* (Х)  обладает м атричным представ­
лением , в котором элементами матрицы 1-t (w) являются только О 
и 11 и для которого WE L (А) тог да и только тог да, ко г да 1-t ( w) 1 ,n= 
= 1 . 

3. Если А - ДРС-автомат, то � имеет только один отличный 
от нуJIЯ элемент и все 1-t (w) состоят только из нулей и единиц. 

4.  Вместо м атриц над No достаточно рассм атривать булевы 
м атрицы (с элементом О и 1 ) и определить м атричное умноже­
ние, заменив в обычном определении операции 1- и · на булевы 
операции V и Л. 

5.  Поскольку, вообще говоря, элементами 1-t (w)  могут быть 
произвольвые натуральные числа , можно допустить, чтобы и эле­
ментами �-t (w) при х из Х также могли быть произвольные нату­
р альные числа . В графе (см . замечания к определению 7.6 . 1 ) ,  
соответствующем такому «кратному» матричному гомоморфизму, 
могут в том случае появиться кратные ребра : ecJIИ 1-t (х) I , J = 
= k, то в графе имеется k ребер с меткой х, ведущих из z 1 в ZJ  
( или одно ребро с меткой k · x) . 

Для более глубокого знакомства с вопросом читателю реко­
мендуется выполнить упражнение 7 . 1 0 . 

7.7. НРС-АВТОМАТЫ С ОДНОЭЛ ЕМЕНТНЫМ 
ВХОДНЫМ АЛ ФАВИТОМ 

В данном разделе рассм атриваются НРС-автом аты 
с входным алфавитом {а} . 

Отображение унарного представления , которое натуральному 
числу n сопоставляет слово an, является изоморфизмом аддитив­
ного моноида ( N o ,  1-) ( с обычным сложением в качестве моноид­
ной операции и единичным элементом О) н а F· ( {а} ) .  Таким обра­
зом , рациональные подмножества моноида F (  {а} ) могут быть 
охарактеризованы с помощью подмножеств множества N0• 

Теорема 7.7. 1 .  L является рациональным подмножеством мо­
ноида F ( {а} ) тогда и только тогда, когда существуют конечные 
подмножества F 1 и F 2 моноида F ( {а} ) и число р такие , что L= 
= F1 UF2{aP}* .  

Д о к а з  а т е л ъ с т в о . Пусть А - минимальный РС-автомат 
с реакцией L.  Тогда граф автомата А имеет вид, показанный на 
рис . 7 .7 . 1 . 

Пусть Z = {z1 , . . . , Zn} . s = zl '  f (z 1 , a ) = Zi + I при i = 1 ,  . . .  , n-1 . 
f (zn . a ) = Z q , p = n 1- l - q и F = {Zi . ,  Z t , ,  . . .  , Z im } ,  где i J < ik при 
j < k . 
Тогда 

L (А) = {а 1 1 существует j такое, что i = i J < q}U{ а 1 1 существует 
j такое, что i = i J � q} {aP}* • 

Определение 7 .7.2 . 1 .  Подмножество Р множества N0 вида Р = 
= {q + ip 1 iE No} при q E No, pE No называется арифметической про­
грессией периода р .  
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2. Подмножество L множества No называется конечно-перио­
дическим, если оно является объединением конечного множества 
и конечного числа арифметических прогрессий одинакового пе­
риода . 

3 а м е ч а н и е . В п .  1 и 2 упражнения 7. 1 1 и в следствии 7 .7 .5  
содержатся равносильные определения понятия конечно-периоди­
ческого числового множества . 

Следствие 7 .7.3. Подмножество L моноида F ( {а} ) рациональ­
но тогда и только тогда , когда множество L' = {i 1 a1EL} длин 
элементов из L является конечно-периодическим . 

а 

� · · ·�·· ·=о=ёЪ· 
Рис. 7.7. 1.  Граф РС-автомата с входом а 

Теперь мы имеем возможность очень легко доказать п .2 след­
ствия 5.4.7 и аналогичные высказывания . В качестве примера 
в дополнение к следствию 5 .5 .8  покажем , что множество всех 
унарных представлениИ квадратов натуральных чисел не являет­
ся рациональным (см . упражнение 5. 1 5 , п . 2 ) . 

Следствие 7.7.4. {a n ' 1 nENo} не рационально. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы множество Q= {n2 l nENo} бы­

ло конечно-периодическим , то должно бы было существовать рЕ 
EN такое, что при достаточно больших n вместе с n2 и n 2+p· 
принадлежало бы Q. Но при n>p  имеем (n+ I )  2= n2+2n+ I > 
>'n2+p>n2 , так что число n 2+p не может быть квадратом це­
лого числа , следовательно, предположение ложно. • 

Из следствия 7 .7 .3 немедленно вытекает, что в п .2 определе­
ния 7 .7 .2  можно отказаться от требования равенства периодов . 

Следствие 7.7 .5 . Подмножество Q множества N0 является ко­
нечно-периодическим тогда и только тогда , когда оно является 
объединением конечного множества и конечного числа (произ­
вольных ) арифметических прогрессий .  

Д о «  а з  а т с л ь  с т в о . Для каждой арифметической прогреесии 
Р множество {aP j p E P} по с.тiедствию 7.7 .3 является рациональ­
ным множеством . Если Q - объединение конечного множества и 
конечного числа арифметических прогрессий , то и множество 
{а 1 1 1 пЕQ} рациона.ТJьно . Отсюда по следствию 7 .7 .3  получаем , что· 
множес1 Во Q - конечно-периодическое. • 

Пусть Х - произвольвое конечное множество. Тогда сущест­
вует естественный алфавитный гомоморфизм h 1 из F (Х ) н а 
F ({a} ) ,  определенный равенством h 1 (w) = a l ,v J . С его помощью· 
из сказанного выше получаем следующую теорему. 

Теорема 7.7.6 . Пусть Х - произвольвое конечное множество . 
Если LERat (X) , то { l w i J wЕL} - конечно-периодическое мно­
жество. 
20-5260 зоs. 



Д о к а з  а т е л ь с т в о . Пусть h 1 - определенное выше отобра­
жение, которое в силу ht (Л) =0 и ht (х )  = а  при любом х из Х и 
1 uv 1 = 1 и 1 + 1 v 1 является алфавитным гомоморфизмом . 

Тогда вместе с L по следствию 7 .2 .5 оказывается рациональ-
ным и ht (L ) , и потому множество { l w l \ wEL}= {i / a 1Eh t (L) }­
кoнeчнo-периодическое. • 

УПРАЖНЕНИЯ 

7 . 1 .  1 .  (Манна . )  Докажите, что описанные н иже в обозначениях алгольного 
-типа схемы Янова S1 и S2 эквивалентны : 

(S1 ) BEGIN(x ) ; у : = х ;  
i f  р1 ( y ) then go to М1 ; 

lf p2 (y) then FALSE; 

if р1 (y) then go to М2 ;  

у :  = f5 ( y) ; z : =y; END ; 

М2: у : = f4 (y ) ; z :  = у; END ; 

М1:  if p2 (y ) then go to M3;  

y : = f2 ( y ) ; 

if р1 ( y ) then go to М4 ;  

у : = fз ( У ) ; 
М5: if p2(y) then go to M8; 

z :  = у; END ; 

М8: у : = f3 (y ) ; go to М5 ; 

М4: у : = f3 (y) ; 

if p2(y) then go to М4; 

z :  = у; END ; 

М3 : if PJ ( y) tnen go to М3 ; 

у : = f1 (y ) ; z :  = у; END . 

•{ S2) BEG IN ( x ) ; у : = х ;  
i f  p2 ( y ) then FALSE; 

if р1 (y) then go to М1;  

y : = f5 ( y ) ; z : = y; END ;  

Ml : у : = f2 ( y) ; 

Ms:  у : = fз ( у ) ;  
if p2 (y) then go to М2 ;  

z :  = у ;  END . 

2. (Гарленд, Лакем . )  Рассмотрите следующую описанную в обозначениях 

алгольного типа рекурсивную схему:  
BEG I N  (х) ; 

F (x) : = i f p (x) then x else G (x) ; 

G (x) : = if q (x) then f (F (f (x) ) )  else g (F ( g (x) ) ) , 
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где р и q - заданные предикатные, f и g - заданные функциональные кон� 
станты. 

По аналогии с примерам 7. 1 . 1  определите для этой схемы множество nосле­
довательностей вычислений и докажите после· этого, что не может быть опреде­
лена схема Янова, обладающая таким множеством последовательностей вычис­
лений . 

7.2. 1 . Исследуйте связь между схемами Янова и схемами программ,  удов­
летворяющими приведеиным в примере 5. 1 .2 условиям. В частности, определите 
понятие языка значений схем Янова, постройте гомоморфизм, отображающий 
множество последовательностей вычислений на язык значений и докажите, что 
множество всех языков значений схем Янова равно множеству Rat всех рацио­
нальных множеств. 

2. ( Гарленд, Лакем . ) Покажите, что ни  одна  схема  Янова не эквивалентна­
следующей схеме программ ( в  частности, не обладает таким же языком зна­
чений) : 

BEGIN ( x ) ; ( w ,  у ,  z ) : = ( х ,  х ,  х ) ; 

M1 : x : = f ( x ) ; 

if p ( w ) then go to М2 ; 

w : = f ( w ) ; 

go lo М1 ; 

М2 : Н p ( y ) then END ( x ) ; 

y : = f(y) ; 

w : = z ; 

go to M1 •  

7.3. Обобщите понятие взвешенного графа Майхилла следующим образом:. 
обобщенным взвешенным графом Майхилла называется шестерка G= (Е, К, Х,. 
h, S, F) такая, что О' = (Е, К, S, F) - граф Майхилла и h : F ( Е ) -+F (Х) - про­
извольный сюръективный гомоморфизм .  Взвешенное маршрутное множество­
определи м  как h (W (G') ) . 

1 .  Распространите теорему о графах Майхилла на случай обобщенных взве­
шенных графов Майхилла. 

2 .  Докажите следствие 7 2 5 для неалфавитного f. 
7.4. (Майхилл, Боднарчук . )  Для стандартных множеств Si над Xi ( i =  1 , 2) 

покажите следующее. 
1 .  S 1 US2 и S 1 S2 - стандартные множества над X1 UX2 при предположениа 

о дизъюнктности Х 1 и Х2 ; предположение о дизъюнктности необходимо. 
2 .  S 1 П S2 - стандартное множество над X 1 UX2 в любом случае. 
3. S 1+=SI*-Л - стандартное множество над Х 1 . 
7.5 . * (Миркин . )  Пусть Х - конечное множество. Определим над F (X)  но­

вую частичную операцию о следующим образом : Л о Л =Л и 

20* 

f u'xv ' , если u = u'x и v = xv' nри х Е  Х ,  
u о v = \ 

\ не оnределено в противном случае . 
Пусть, далее, для подмножеств U и V моиаида F (X) 

U о V = {u о v l ueU, veV, u о v определено}, 

U00 = {Л}UXUUUU о UUU о U о UU 
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Пусть, наконец, PRat (X)  ( множество так называемых псевдорациональных 
�ножеств) - наименьшее подмножество булеана .9 (F (X) ) ,  содержащее множе­
.ства !25, {А} , {х} и хХ при каждом х из Х и содержащее вместе с любыми 
.двумя м ножествами U и V также и множества lТ о V, UUV и l О:) 

Покажите теперь, что: 

1 )  PRat (X) = Rat (X) ; 

2 )  каждое стандартное множество над Х может быть записано как псзвдо­
. рациональное множество вида В о uoo о Е, где Us:X2, 

7.6.  1 .  Покажите, что двусторониий автомат, у которого качало и коиец 
. любого входного слова маркируются специальными знаками (а и о)  (т. е .  его 
читающая головка без труда может установить, находится ли она в нача.'lе или 
в конце слова ) , также может допускать только рациональные множества сдов 
(без начальной и конечной маркировки) . Это означает, что если А = (Z ,  Х, f, 
s, F) с Х = {а, о} UX', где а, о $.  Х' - двусторонний автомат, то множество 
L' (А) = {wEF (Х) 1 awoEL (А) } рационадьно . 

Покажите, далее, что при исподьзовании начальной и конечной маркировки 
можно не применять остановку читающей головки. 

2. (Патерсон . )  Покажите, что при каждом k;;;;, 2 множество Uk из приме-
; ра  6 . 1 .2 может допускаться двусторонним автоматом описанного в п . l вида, 
имеющим k + 5  состояний, причем для обработки слова ддины n ему понадобятся 
n +2k+2 тактов . [У к а з  а н и е. Используйте рис. 6 . 1 .4.] l(акое чисдо состояний 

.понадобится д.'!я «нормадьного» двустороннего автомата без начадьной и конеч­
ной маркировки? 

7.7. 1 .  (Барнес. ) В качестве обобщения примера 7.4 2 задайте для Х =  
= {хо, Х 1 ,  • • •  , Xn} ,  nEN,  двусторонний автомат с 2n + 2  состояниями, допускаю­

.щий множество U. всех слов из Р (Х) , начинающихся символом хо и не содер­
жащих других вхождений этого симвода, в которых каждое Xi, i= 1 , . . . . п, 

свстречается по меньшей мере один раз .  
Покажите, далее, что РС-автомат с реакцией U должен иметь не менее 

·2n +2 состояний . [У к а з  а н и е .  Используйте следствие 6.6.3.] 
2 .  (Мейер, Фишер . )  Покажите, что при каждом n из N следующее конеч­

ное множество Fn может допускаться некоторым двусторонним автоматом 
с 5n + 6 состояниями, и докажите, что минимальный РС-автомат, допускающий 
Fn, доджен иметь по меньшей мере nn состояний:  

Fn = {Oi • 1 o i • 1 . . .  1 o
i
n 2

k
0

ik 
1 1 � k < n  

oи 1 ..;; i j ..;; n пpи j = l , . . . .  n} . 

Сколько состояний должен иметь ( по меньшей мере) допускающий Fn 

Н РС-автомат? 
7.8. Докажите, что конструкции доказатедьства теоремы 7.4 .3 эффективны. 

В частности, докажите, что множества R и W и отображение g могут быть 
построены эффективным образом. 

7.9. (Острэнд, Пол.'!, Уэйкер . )  1 .  Предложите ашоритм, устанавливающий 
· для данного автомата с предварительным просмотром, является ли этот авто­
мат однозначным, и если это так, то является ли он k-детсрминированным при 
некотором k из N. 

2. Преддожите метод, управляющий процессом обработки входных слов 
автоматом с предварительным k-просмотром, не используя при этом таблицы 
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соответствия результатов предварительного просмотра и «следуюuцих» состояний 

(поскольку они могут занимать слишком много места ) . Этот метод работает, 

.конечно, медленнее, чем приведенный в примере 7.5 .2. 
3 . Докажите, что следуюuций НРС-автомат является автоматом с предвари-

-тельным ( (n (п-1 ) /2 )  + 1 ) -просмотром :  

А =  ({z 1 , . . •  , Zn ,  е} ,  {хо, Х 1 ,  • • • , Xm} ,  t ,  Z1 ,  е ) , n = 2m или n = 2m- l ,  

t (z 1 ,  xo) = {Z I , z2} ,  t (z2, х2) = t (Zn-1 , х 1 ) = {е} ,  
t (zi ,  x • ) = {zнt} при i = 1 ,  2 ,  . . .  , n- 1 ,  t (zn, XJ ) = {z .} при j = 2, 3 ,  . . . , т, 

t ( Zn - 1 , X I + i )  = {Z2+ t} ,  

t ( zнi, Xl+i) = {zn+ t -i} при i= l ,  2, . . .  , m- 1 .  

7. 1 0. 1 .  Постройте матричное nредставление множества, допускаемого 
IНРС-автоматом из примера 5 . 1 .2 (см. также пример 5 .2 .4) . 

2. Докажите, не используя ранее доказанных теорем (т. е. только с по­
мощью рассуждений о матричных гомоморфизмах и т. п . ) ,  что Rat (X)  содержит­
-ся в множестве всех подмножеств моноида F (X) , обладаюuцих матричными 
.представ.1ения ми конечного порядка . Иными словами, покажите,  что множества 
!25 и {х} обладают таким представлением, что вместе с U и V также и UUV, 
UV и u� обладают теми же представлениями. 

3. (Берстел . )  Пусть Х= {О, 1 } ,  Z= {z. , z2} � =  ( 1 , 0) , О" = (�) · 

� (О ) = /1 � � 1 1 · � ( I) = I I � � 1 1 ·  
Докажите, что для uEF (X) равенство �J.t ( U ) O" = k выполняется тогда и толь­

IКО тогда, когда u является двоичным представленнем (возможно, с дополнитель­
tiЫми нулями) числа k . 

Для наглядности представьте J.t (как упоминалось в п .5 замечаний к тео­
реме 7.6.2) как граф с кратными одинаково помеченными ребрами между двумя 
.вершинами.  

7.1 1 .  1 . (Майхилл . )  Докажите, что подмножество Q множества N0 в точ­
ности тогда является конечно-периодическим, когда Q конечно или когда су­
uцествуют р и q такие, что при каждом п;;;а.q выполнено условие: nEQ тогда и 
только тогда, когда n + p EQ. 

2. (Майхилл.) Бесконечная последовательность У• · у2, . . .  , Yn • . . . натураль­
ных ч исел называется конечно-периодической, если существуют r;;;a.O и s;;;a. 1 та­

'К И е ,  что при всех п;;;а.r выполнено равенство Yn +s=Yп· 
Пусть Q - бесконечное подмножество множества No. Пусть тогда S Q ­

-бесконечная последовательность k 1 , k2, . . . элементов множества Q в nорядке 
возрастания ( k t<kн • )  и пусть DQ - бесконечная последовательность разностей 

k · ,  k2-k1 ,  kз-k2 • . . .  , kн t-kl , . . . 
Докажите, что подмножество Q множества No является конечно-периодиче­

ским тогда и только тогда , когда либо множество Q конечно, либо последова­
тельность DQ является конечно-периодической.  

3 Докажите, что следуюuцие множества не рациональны :  

{a2k 1 k E N} ,  {anl  1 n E N } , 

упражнения 5 . 1 5) .  

{aP i p - простое число} (см . п.3 
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ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Схема Янова, изображенная на  рис. 7 . 1 . 1 ,  основана на одной программе 
Кнута ; по этому поводу, а также по поводу теории схем Янова и упражнений 
7. 1 и 7.2 см. [30] из списка литературы к гл. 5. Схемы Янова были введены и 
подробно исследованы в [8] . 

Графы Майхилла (см. определение 7.2. 1 )  и стандартные множества (см .  
определение 7.3. 1 )  р ассматривались уже в [37]  из списка литературы к rл. 5. 
Там же были в основном доказаны теоремы 7 .2.4, 7.3.3, 7.3.4, 7.7. 1 и 7.7.6, 
лемма 7.3.2, следствия 7.2.5 и 7.7.3 и высказывания из упражнений 7.4 и 7 1 1 , 
пп. 1 ,  2 .  

Понятие стандартного множества было независимо введено в [ 1 0] из списка 
литературы к гл . 5 .  Там же была снова доказана теорема 7.3.3. Эта же теорема 
была почти одновременно доказана в [3] (см. также [ 1 1 ]  из списка литературы 
к гл . 5 ) . Поскольку Хамский и Шютценбергер сделали теорему 7.3.3 цешральной 
теоремой теории рациональных множеств, то она обычно и называется теоре:о.юй 
Хамского - Шютценбергера .  

Понятие локального множества было введено в [3]  из списка литературы 
к гл. 2 .  

Синтаксические диаграммы для языка Паскаль (пример 7.2 .3) можно найти 
в любом описании этого языка, например в [26] из списка литературы к гл. 5 .  

Теорема 7.3.6 - это доказанная в [4] модификация (с использованием мень­
шего числа исходных множеств и основных операций) результата Медведева 
(см. гл. 5 ) .  По поводу теоремы 7.3 .6 см. также [5]. 

Определение 7.4 . 1  и теорема 7.4 .3 взяты из [4 1 ]  из списка литературы 
к гл . 5. Там же и в [ 1 2] можно найти иное доказательство этой теоре�1ы .  При­
мер 7.4.2 взят из [ 1 ] . 

Содержан ие раэд . 7 .5 восходит к работе [ 1 0] .  
Матричные представления для рациональных множеств были введены 

в [ 1 1 ] . Там же приведены пп. 2-5 замечаний к теореме 7.6.2. Представление из 
определения 7 .6 . 1 в обобщенной форме, указанной в п.5 замечаний к теоре­
ме 7 .6 .2, взято из [6] . По поводу раздела 7.6 см.  также [2] . 

Упражнения 7.6, п .7  и 7.7, п 2 основаны на ( 1 6] из списка литературы 
к гл. 6. 

Г Л А В А  8.  

П Р ЕО БРАЗО ВАТЕЛ И 
И Д В УЛ Е НТОЧ Н Ы Е АВТОМАТЫ 

8 . 1 .  РЕТРОСПЕКЦИЯ 

До сих пор мы р ассм атривали два типа авто­
м атов : 

автоматы, перерабатывающие входные последовательности 
в выходные; реакции таких автоматов описывались конечными 
м ножествами отображений ;  

автоматы, классифицирующие входные последовательности на  
допустимые и недопустимые; их реакции описывались с помощью 
подмножеств множества всех входных последовательностей. 
3 10 



Для обоих типов автоматов выполiiялись следующие общие 
предПО.'IОЖСНИЯ : 

каждый автомат мог принимать только состояния из пекота­
рого конечного множества ;  

входами были дискретные полностью р азличимые между со­
бой неделимые объекты , независимые друг от друга и вводимые 
в автоыат один за другим ( в произвольнам порядке) ; то же от­
носилось и к выходам . 

Автоматы первого типа (автоматы Мили и Мура и частичные 
автоматы Мили) были введены как модели детерминированных 
последовательпостных машин, процессов или алгоритмов, причем 
допускалось, что их функционирование определено не полностью. 
Такие автоматы при получении допустимого входа (состоящего 
из одного объекта ) сразу (до получения следующего входа ) по­
рождают определенную реакцию - переход в новое состояние и 
(возможно, неопределенный ) выход. 

Автоматы второго типа (РС-автоматы, ДРС-автом аты, НРС­
автоматы) были введены как средство представления (не обяза­
тельно детерминированных) методов анализа и классификации 
nоследовательностей символов. Для таких автоматов допускалось, 
что их реакции (переходы из одного состояния в другое) спон­
танны (не обусловлены получением входа ) или соответствуют по­
лучению на вход сразу нескольких символов. Здесь также допу­
<Скалась частичная определенность. Полностью определенные и 
детерминированные автом аты этого типа (РС автоматы) интер­
·претировались очевидным образом как автоматы Мура .  В то же 
время поведение автоматов Мура и Мили очень точно может быть 
-описано с помощью РС-автоматов. 

Очень важен тот факт, что НРС-автоматы, ДРС-автом аты и 
РС-автоматы обладают одинаковыми возможностями как авто­
маты, допускающие входные последовательности. Поэтому имеет­
ся большое число возможностей простого построения таких авто­
м атов , преобразования их в эквивалентные и простого описания 
множеств , допускаемых РС-автоматами . 

Аналогичные факты не будут верны для рассматриваемых ни­
же автоматов . Однако с некоторыми предосторожностями боль­
шое число полученных выше высказываний может быть распрост­
р анено и на рассматриваемый ниже случай . Мы проанализируем 
с этой точки зрения неrшторые важные результаты. 

Автоматы всех упомянутых выше типов могут быть представ­
лены взвешенными ориентированными графами . Такие графы 
представляют собой ( статические) описания структур автом атов . 
Для того чтобы представить себе функционирование (динамиче­
ское поведение) пекоторога РС- автомата , мы интерпретировали 
его как «читающую» ( «допускающую») м ашину или же как «пи­
шущую» («порождающую») машину (см . р азд. 5 .4) . Такая ин­
терпретация может быть распространена и на случай автоматов 
Мили, т . е .  автомат Мили можно представлять себе как м ашину 
.(рис. 8 . 1 . 1 ) , обладающую: 
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конечным контрольным блоком (который может принимать ко­
нечное число состояний) ; 

входной лентой (разделенной н а  конечное число ячеек и бес­конечно продолжаемой вправо ; в каждой ячейке этой ленты мо­
жет н аходиться один входной символ ; входные слова записывают­
ся на этой ленте слева направо без пропусков ) ; 

читающей головкой (обозревающей содержимое ячеек и «ин­
формирующей» контрольный блок; после считывания очередного 
символа она передвигается на одну ячейку вправо; это продол­
жается до тех пор , пока она не выходит за пределы входного 
слова ) ;  � " " " "'""' '""m""'"" 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 { 
Входн

а
я лент� 

� Читающ
а

я голоВка 
КоnироВальный. 

�лак 

1 Пишущая голоВка 

1 � 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 } Выходная лента 

НаnраВление записц 
Рис. 8. 1 .1 .  Автомат Мили как читающая и пишущая машина 

пишущей головкой (которая может записывать передаваемые 
контрольным блоком символы на выходной ленте; после записn 
каждого символа она сдвигается на одну ячейку вправо) . 

Машина начинает работу с входной лентой , на которой запи­
сано рассм атриваемое входное слово, и пустой выходной лентой . 
При этом обе головки м ашины находятся над самыми левыми 
ячейками соответствующих лент. 

Находясь в любом состоянии , контрольный блок «приказы­
вает» читающей головке считать содержимое очередной ячейки и , 
в зависимости от результата считывания , «приказывает» пишущей 
головке записать на выходной ленте тот или иной символ , после 
чего переходит в новое состояние . 

Эта новая интерпретация автоматов Мили показывает, что 
«читающая часть» этих автоматов может рассматриваться как 
читающий РС-автомат, а «пишущая часть» - как пишущий НРС­
автомат. Автомат Мили в целом может рассматриваться , таким 
образом , как совокупность двух НРС-автоматов очень сходной 
структуры (если , скажем ,  каждое состояние считать и начальным, 
и финальным одновременно) . Из графа автомата Мили можно 
получить граф «читающей части», если опустить все выходные 
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символы, и граф «пишущей части», если опустить все входные 
символы . 

Эта интерпретация приводит к мысли о возможности обобще­
ния понятия автомата Мили . 

В данной главе мы будем использовать следующее общее 
предположение: Х,  Х',  У, У' , Z и Z' будут считаться произволь­
ными непустыми конечными множествами ( если специально не 
оговорено противное ) . 

8 2. а-ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ 

ПОСJJ ЕДО ВАТЕJJ Ь Н О СТ Н Ы Е  МА Ш И Н Ы Г И Н З БУ Р ГА 

Автоматы Мили могут вычислять только «сохр а­
няющие длину» отображения (см . упражнение 2 .7) , т. е. в ходное 
и соответствующее выходное слова имеют одинаковую длину. 
Первое обобщение состоит в допущении того , что пищушая го­
ловка между поступлением двух последовательных входов либо 
записывает на выходной ленте несколько знаков , либо вообще ни­
чего не записывает. Как и в случае РС-автоматов , одно из со­
стояний выбирается в качестве начального. Реакцией полученно­
го таким образом автомата оказывается реакция его начального 
состояния, причем она не должна , вообще говоря , быть сохраня­
ющим длину отображением . 

Автоматы только что описанного вида называются конечными 
преобразователями или последовательностны.ми машинами Гинз­
бурга. 

Легко видеть, что любой гомоморфизм h из F (Х) в F (У) по­
рождается некоторым конечным преобразователем , т . е . может 
быть представ.1ен как реакция последовательноетной машины 
Гинзбурга. Такому конечному преобразователю достаточно иметь 
только одно состояние - при поступлении на его вход х на вы­
ход подается h (х ) . 

Итак, такой конечный преобразователь может быть опреде­
лен как M= (Z ,  Х, У, f , g, s ) ,  где Z= {s} , f (s ,  x ) =s и g ( s ,  х) = 
= h (х )  при каждом х из Х. Соответствующий граф изображен на 
рис . 8 . 2 . 1 .  

По поводу дальне iiших свойств конечных преобразователей 
см . упражнение 8. 1 .  

Второй шаг обобщения состоит в выделении множества фи ­
нальных состояний . При этом входное слово р ассматривается как 
допустимое, если оно приводит к переходу из н ачального состоя­
ния в одно из финальных состояний , т . е . если оно допускается 
«читающей частью» автомата . Такой автомат называется конеч­
ным прсобразователе.м (последовательностной .машиной Гинз­
.бурга) с допускающими состояниями. 

Итак, конечный преобразователь с допускающими состояния­
ми реализует , вообще говоря, частичное отображение, областью 
определения которого является рациональное множество . Очевид­
но, и область значений такого отображения оказывается рацио-
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нальным множеством , поскольку «пишущая часть» конечного пре­
образователя с допускающими состояниями может рассм атри­
ваться как пишущий НРС-автом ат. 

Пример 8.2. 1 .  На рис. 8.2 .2 изображен граф конечного пре­
образователя с допускающими состояниями , реализующего отоб­
ражение множества 0* ( 1 0* 1 0* ) * на ,множество F ( {0, 1 } ) : 

Мо = ( {s ,  z} , {0, 1 } ,  {0 , 1 } ,  f ,  g, s , s ) , 
gr f= { (s , О ,  s ) , ( s , 1 , z ) , (z , О, z ) , (z , 1 , s ) } , 
gr g= { (s ,  О, 0) , (s , 1 , 1 ) , (z , О, А) , (z , 1 , А) } . 

По поводу дальнейших свойств конечных преобразователей 
с допускающими состояниями см . упражнения 8.2 и 8.3. 

(p x/h(x) 

Рис. 8.2. 1 .  Конечный пре­
образователь Мь ,  пора­
ждающий гомоморфизм h 

ojo 

1/1 
1/А 

Рис. 8.2.2. Конечный преобразователь 
с допускающими состояниями  Мо 

По аналогии со с.аучаем НРС- автоматов можно допустить и 
недетерминированность и частичную определенность функциони­
рования конечных преобразователей , которые будут реализовы­
вать в результате не только отображения , но и соответствия. 
Первый шаг в этом направлении можно сделать, если определить 
«читающую часть» р ассматриваемых м ашин как алфавитный 

· НРС-автомат с единственным начальным состоянием . Это при­
водит к понятию недетерминированного конечного преобразователя 
с допускающими состояниями. Недетерминированный конечный 
преобразователь с допускающими состояниями , все состояния ко­
торого являются финальными , называется недетерминированны.��,t 
конечным преобразователем (недетерминированяой последова­
тельноетной машиной Гинзбурга) . 

О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Е а- П Р ЕО Б РАЗО ВАТЕЛЯ 

Если в дополнение к сказанному отказаться от требования по­
символьного считывания, то мы придем к понятию а-преобр азо­
в ателя, играющему очень важную роль в теории форм альных 
языков. 

Определение 8.2.2. а-преобразователем М называется шестер­
ка М = (Z, Х , У, t ,  s ,  F) , где Z , Х и У - множество состояний, 
входной алфавит и выходной алфавит соответственно, sEZ - на­
чальное состояние, Fc:Z - множество допускающих (финал ьных) 
состояний и t =  (ZXF (Х ) , F (Х) XZ, 't) - соответствие с конеч­
ным графиком 't - соответ'ствие функционирования. 
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М называется алфавитным, если тsZX (XUA) Х (YUA) X Z. 
М называется А-свободным, если т<=ZX F (Х) X F+ (У) XZ. 
Соответствие t (как и в случае НРС- автоматов) может быть 

продолжено до последовательностного соответствия t * = (ZX 
X F (X) , F (Y)  XZ, т*) следующим образом : 

-r0= { (z ,  А , А, z ) l zEZ} , 't 1='t и при каждом n из N 

тn+ I  = {  (z ,  uu', vv', z') 1 существует состояние z"EZ такое, что 
(z ,  u ,  v, z") E't'n и (z", u', v', z') E't} ; 

т"' = U {'t1 1 iE No} . 
а -прсобразователь М порождает соответствие Т м из F (Х ) 

в F (У) , называемое по рожденным М преобразованием: 

Tм (\v) = {vEF (Y) I существует zEF такое, что (v, z) Et* (s ,  

w) } - для каждого w из F (X) .  
Соответствие Т м обычным образом может рассматриваться 

как отображение булеана моиаида F (X)  в булеан моноида F (Y) . 
Это отображение часто также обозначается символом М и на­
зывается порожденным М а-преобразовательным отображением: 
M ( L) = U {Tм (w) l wE L} для любого подмножества L моиаида 
F (X) . 

Порожденным М обратным (или инверсным) а-преобразова­
тельны.м отображением М-1 называется отображение, определяе­
мое равенством 

M-1 (L') =U {Tм-• (v) l vEL'} = {wEF (X) 1 существует VE L' та ­
кое, что vETм (w) } для каждого подмножества L' моноида F (Y) . 

Соответствие из F (Х) в F (У) называется рациональным пре­
образованием, если существует порождающий это соответствие 
а-преобразователь . 

3 а м е ч а н и я . 1 .  Очевидно, что каждый конечный преобразо­
ватель, каждый недетерминированный конечный преобразователь, 
каждый конечный преобразователь с допускающими состояниями 

и каждый недетерминированный конечный преобразователь с допу­
скающими состояниями являются частными случаями а-преобра ­
зователей . 

2 .  Не только каждый гомоморфизм h из F (Х) в F (У) , но и 
каждое обратное к гомоморфизму отображение h-1 являются 
а-преобразовательными отображениями (см .  рис . 8.2 . 1 ) .  

3 .  Вследствие равенства М (  {w} ) =Тм (w) [при каждом w из 
F (X) ] при любом подмножестве L' моноида F (Y)  выполнено р а­
венство М-1 (L') = {wE F (X) l M ( {w} ) ПL'::F 0} . 

Отметим , в частности, что , вообще говоря, М-1 (М ( {w} ) )  =F 
=F {w} ::FM (M-1 ( {w} ) ) . Примером , приводящим к этому выводу, 
является определяемое равенствами h ( a ) =h (b ) ==b рациональное 
иреобразование \1 моноида F ( {а ,  Ь} ) в себя. Действительно, в этом 
.случае h-1 (h (а ) ) =  {а , Ь} =F {а} и h (h-1 ( а ) )  = 0  =F {а} . 
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4. Дл}! рационального преобразования г из F (Х) на F (У) со­
ответствующее а-преобразовательное отображение :из [JJ (F (Х) ) на 
[JJ (F (У) )  будет часто также обозначаться символом г .  

5 .  Как и в случае НРС-автоматов, для каждого а-преобразо­
вателя М может быть построен алфавитный а-преобразователь 
М' , порождающий то же преобразование : если в т содержится 
переход (z , их, vy, z' ) с и=;i: Л, v=;i:Л, хЕХ и уЕУ, то введем в Z 
новое состояние z" и заменим рассматриваемый переход на пару 
переходов : (z , и , v , z '' ) и (z", х, у , z' ) . Аналогичным образом 
можно поступать и в случае, когда вместо их или vy встречается 
Л ( см . п . 1 упр ажнения 8.4) . 

0 /А ,  1 /А 

0/О  
1 / 1 

0 /О , 1 / 1 

0 /Л 
1 /А 

Рис. 8.2.3. а-преобразователь Mt 

О /Л 1 /А 
,-

Пример 8.2.3. а -преобразователь, порождающий для данного 
слова все его подслова . 

Пусть Х=У== {О ,  1 } ,  М1-= ( {s , z , z'} , Х, У, t , s ,  {s , z , z '} ) ; 
t ( s , х ) = { (А , s ) , (х , z ) } - для всех х из Х;  

t (z ,  х ) = { (х , z ) , (Л , z' ) } - для всех х из Х; 

t (z' , х) = { (Л , z' ) } - для всех х из Х.  
Тогда М1 имеет граф , изображенный на рис. 8 .2 .3 .  

Лег.tш показать , что для каждого слова w из F (Х) выполнено 
равенство 

Тм, (w) = {w'EF (X) 1 существуют слова и и v в F (X) такие, 
что W=U\v'v} . 

а -преобразователь М1 является , очевидно , ведетерминирован­
ным конечным преобразователем с допускающими состояниями. 

Далее , если L= {On 1 n 1 nEN} , то М1 ( L ) =0* 1 * . Последнее ра­
венство показывает, что образом не рационального множества 
(см . теорему 5.4 . 1 2) при а -преобр азовательном отображении мо­
жет быть р ациональное множество . Мы скоро увидим , однако, 
что а-преобразователи переводят рациональные множества всегда 
в рациональные же. 

ХАРАКТЕ Р И ЗА Ц И Я а- П Р Е О БРАЗО ВАТ !;'Л Ь Н ЫХ ОТОБРАЖЕ Н И й 

Прежде всего мы на основе тесной связи между а-преобразо­
вателями и НРС -автоматами получим некоторую характеризацию 
для а-преобразовательных отображений . Дальнейшие их свойства 
можно найти в упражнении 8.4. 
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Теорема 8.2.4. ( Ниват) . 1 . Пусть М - а -преобр азо.ватель . Тог­
да эффективным образом можно задать конечное множество Р , 
рациональное подмножество R моноида F (Р ) и гомоморфизмы h 1  
из F• ( P )  в F (Х) и h2 из F (P)  в F (Y) так, что для любого под­
множества L моноида F (Х)  будет выполняться р авенство М (L)  = 
= h 2 <ь � - 1 (L) nю . 

2. Пусть Р' - конечное множество, R' - р ациональное подмно­
жество моноида F ( Р') , h 1 ' - гомоморфизм из F (Р' ) в F (Х) и 
h 2 ' - гомоморфизм из F (Р') в F (У) .  Тогда эффективным образом· 
можно определить а-преобразователь М' такой, что при любом 
подмножестве L моноида F (Х) будет выполняться р авенство• 
М' (L) =:h' 2 (h ' 1-1  (L ) ПR' ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. 1 . Пусть Р=РГ2 , з't'. Тогда М можно рас­
сматривать как НРС-автомат А с входным алфавитом Р: А =  
= (Z, Р, t , s, F) с ":f= { ( z , р ,  z' ) I P =  (u , v) и (z , и ,  v, z') E't'} . 

Итак,  мы рассматриваем каждую пару, состоящую из вход­
ного слова и выходного слова а -преобразователя М, как отдель-­
ный вход автомата А. В терминах приведеиной выше интерпрета­
ции это означает, что мы объединяем входную и выходную ленты, 
пишущую и читающую головки и считаем , что выходная лента уже· 
перед нач алом работы заполнена соответствующам образом , т. е. 
может рассматриваться как входная лента . Пара слов (w, w') , 
записанных на обеих лентах, допускается автоматом А тогда и• 
только тогда, когда существуют конечная последовательность Р 1  = 
= (u 1 , v1 ) ,  . . .  , Pn= (Un , Vn) элементов множества Р и последова­
тельность состояний Z o=s , z 1 , . . .  , Zn с Zn из F такие, что U 1U2 . . .. 
. . . Un = W, V1V2 . . .  Vn = W' И (Z t-1 , (Ut ,  V t ) , Z i) E't' ПрИ i = 1 ,  . . . , П .  

Последнее условие равнозначно тому, что НРС-автомат А до­
пускает входную последовательность р1 , Р2 . . . Pn= (u 1 , v 1 ) (u2 ,  v2 ) . . .  
. . . (un , Vn) , рассматриваемую как элемент моноида F ( Р) .  В то же­
время оно же равнозначно тому , что (z 1-1 , u1 , v1, z1) E't' при i = 
= 1 , . . . , n, так что М при входе w = u 1 u2 . . . Un порождает выход 
w' = v1v2 . . . Vn , т . е . w' принадлежит Tм (w) = M ({w}) . 

Пусть теперь h1 - гомоморфизмы ( i = 1 , 2 ) , определяемые огра ­
ничением на множество Р проекций pr1 произведения F (Х ) Х 
XF (Y) , т. е . пусть h 1 : F ( P ) -+F (X) , где h 1 ( P I P 2  . . .  Pn) =h ! ( ( u ! ,. 
V 1 ) (u 2 , У 2 )  . . .  (un ,  Vn ) ) = U1U 2  . . .  Un и h 2 : F ( P ) -+F (Y) ,  где h 2 ( p 1 , 
Р 2  . . . Pn)  =h 2 ( (u 1 , V 1 ) ( u 2 ,  V2 )  . . .  (un, Vn ) ) = V1V2  . . .  Vn.  

Пусть, далее, :R=L (А) - допускаемое автоматом А подмноже­
ство моноида F ( Р ) . Мы показали, что для пары слов (w, w' ) из­
F (Х) F (У } слово w' принадлежит Тм (w) = M ({w}} тогда и только• 
тогда , когда существует элемент q множества F (Р ) , принадлежа­
щий :R , такой, что h 1 ( q} =w и h2 (q)  = w'. 

Множество всех слов w' из F (У} , принадлежащих М ( {\v} } ,  
получаем , т аким образом , как множество всех h 2  ( q )  таких, что 
QE :R И h 1 (q ) =W.  

2. Теперь мы поступаем наоборот. Пусть А - ДРС-автом ат 
над Р', допускающий множество :R'. Мы можем рассм атривать 
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· его как а -преобр азователь М', считая , что входная лента и чи­
тающая головка р азделены н а  две ч асти каждая и что каждый 
входной символ р преобразован в п ару ht ' ( р )  и h 2 ' ( р ) , причем 
ht '  ( р )  р ассматривается как вход, а h2 ' ( р )  - как выход . Граф ав­
том ата А становится , таким обр азом , графом преобразователя М' 
при з амене р на h t '  (р ) /h2' ( р ) . Остальные рассуждения проводят­
ся так же, как в доказательстве п. l .  • 

3 а м е ч а н и я .  1 . Легко видеть, что в п . 1 теоремы 8.2 .4 h2 
оказывается Л-свободным [т. е. h2 ( p ) =F Л при всех р из Р] тогда 
и только тогда,  когда преобразователь М Л-свободен . 

2 . Поскольку суперпозиция гомоморфизмов снова является го­
моморфизмом , то , используя теорему 7 .3 .3  ( теорему Хамского ­
Шютценбергера ) , в п . l теоремы 8.2 .4 можно требовать, чтобы R 
-было стандартным множеством ( или по теореме 7 .3 .6 - множе­
.ством Медведева - Костича ) . 

3. Поскольку для дизъюнктных множеств Х и У соотноше­
ниями х-+ (х, Л) для всех х из Х и y--+j(y, Л) для всех у из У 
определяется гомоморфизм из F (XUY ) на  Q=F (ХХЛUЛХУ) и 
поскольку для м ножества Р из доказ ательства  п. l теоремы 8.2 .4 
моноид F (Р ) может р ассм атриваться и как рациональное под­
множество моноида Q', то, используя теорему 7.3 .3, в п . l  теоре­
мы 8 .2 .4 м ножество Р можно заменить н а XUY, если Х и У дизъ­
юнктны .  

4 .  С учетом п . 5  замечаний к определению 8 .2 .2 в п . 1 теоре­
мы 8.2 .4 можно требовать, чтобы h t и h2 были алфавитными (см .  
п . l упр ажнения 8 .4 ) . 

Пример 8.2.5. Применим к а -преобразователю М из приме­
·р а 8.2 .3 теорему 8.2 .4 , п . l .  Из доказательства этой теоремы по­
лучаем : 

Р=рг2 , зт= { (О , Л) ,  ( 1 , Л) , (0 ,  0) , ( 1 ,  1 ) } ;  

h t : F ( P ) -+F (X) , h t ( (O, Л) ) = ht ( (O, 0 ) ) =0;  h t ( ( l ,  Л) ) = 
-hl ( ( 1 ,  1 ) ) = 1 ,  

h2 : F (P ) -+F (Y) ; h 2 ( (0, Л) ) = h2 ( ( 1 , Л) ) = Л, h 2 ( (0, 0) ) = 

= 0, h 2 ( ( 1 ,  '1 ) ) = 1 ; 

R = { (O, Л) ,  ( 1 , Л) }* · { (О, 0) , ( 1 ,  1 ) }* · { (0, А) , ( 1 ,  А) }* .  

Отметим , что здесь слово (0, А )  ( 1 ,  1 ) ( 1 , А) как элемент мо-
·ноида F (P )  отл ично от (0 ,  Л) ( 1 , Л) ( 1 ,  1 ) .  

Поскольку у М1 м ножества входов и выходов равны, то нель­
-з я выбрать P = XUY. Заменим поэтому У на  множество {2, 3}, 
Т. е. ПQ.!JОЖИМ 
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Р'= {О, 1 , 2, 3} ; 

h 1 ' : F (P')-+F (X ) , h t ' (O) =O, h t ' ( 1 ) = 1 ; ht ' (2 ) =ht' (3) =Л, 
h2' : F ( P' ) -+F (Y) , l1 2' (0) = h2' ( 1 ) -A; h2' (2) -0, h 2 ' (3 ) = 1 . 



Тогда, например, имеем 
h/ (0 1 3 1 )  =h1 ' (0 1 1 3) =O I I=h1 ( (0 , А) ( 1 , 11 )  ( 1 ,  А) ) =  
=h1 ( (0, А) ( il , А) ( 1 ,  1 ) ) ;  
h2' (0 1 3 1 ) =h2' ( 0 1 1 3) = 1=h2 ( (0, А) ( 1 , 1 )  ( 1 ,  А) ) =  
=h2 ( (0, А) ( 1 ,  А) - ( 1 , 1 ) ) .  
В качестве R' выберем множество, которое при гомоморфизме 

из F ( Р') в F ( {0, 1 1 , А} Х {0, 1 , А} ) ,  определяемом соотношенияма 
<h-(0, А) , 1-+ ( 1 ,  А) ,  2-+ (А, О) и 3-+ (А, 1 ) , отображается на  мно­
жество R, причем в R пара (0, О) заменяется на (0 , А) (А, О) и 
пара ( 1 , 1 ) - на ( 1 , А) (А, 1 ) : 

R'= {О, 1 } * · {02, 1 3} * ·  {О, 1 } * . 
Тогда для каждого слова w из F (Х) выполняются равенства:. 

М1 ( {w} )  =h2 (h 1 -1 (w) ПR) =h2' (h /-1 (w) ПR' ) . 
Например , для w=011 1 11 при n из N имеем : 
h 1-1 ( 011i1 11)= { (0, А) ,  (0 , 0) } 11 · { ( 1 ,  А) , ( 1 , 1 ) } 11 ; 
h 1-l (011 1 11) ПR= { (0, А) 11 ( l , А) 11} U 
U { (O, А) 11 ( 1 ,  А) 1 ( 1 , 1 ) 1 ( 1 , A) k j i+j+k=n , i�O, j� 1 , 
k�O} U { (O , А) 1 (0, 0 ) 1 ( 1 , l ) k ( l , A) m l i+j =n , i�O, j�1 ,  
k+m=п, k�1 , m�O} U { (O , А) 1 (0, 0) 1 (0 , A) k ( 1 ,  A) 11 1 i+ 
+j+k=n, i�O, j� 1 , k�O} ; 
h2 (h 1-1 (011 111) ПR) AU { 1 1  1 1�j�n} U 
U {O i 1 k i i�j�п . 1�k�n} U {01 1 1�j�п} =  
= {01 1 1  1 O�i , j�n} . 
Аналогично проверяется и равенство 
h2' ( h i '- 1 (011 1 11) ПR') = {01 1 1 1 O�i , j�n} . 

П Р ИМ Е Н Е Н И .Я  ХАРАКТ Е Р И ЗА Ц И О Н Н О й ТЕО Р ЕМ Ы  

Следствие 8.2.6 . Пусть М- а-преобразователь. Тогда : 
i l . Обратное а-преобразовательное отображение М-1 снова яв­

ляется а-преобразовательным отображением , т. е .  может быть. 
построен а-преобразователь М' такой , что для любого подмно­
жества 1/ моноида F (У ) будут справедливы равенства М' (L' ) = 
=М-1 (L') = {wEF (Х) 1 М ( {w} )  ПL'=0} . 

2. Для любого рационального подмножества L моноида F (Х) 
множество М (L ) рационально. По представлению L в виде ра­
ционального или различимого множества может быть эффективным· 
образом построено соответствующее представление для множест­
ва M (L) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Пусть h 1 , h 2 и R построены для М так­
же, как в п . 1 теоремы 8.2 .4 . 



1 . Очевидно, что для w из F (Х) и v из F (У) следующие три 
·.высказывания равносильн ы :  

а )  vE ll z  ( 11 1-1 (w )  ПR ) ;  
б )  н R существует r такое,  что h 1  ( r )  =w и h2  (r )  = v ;  
в )  wEl1 1 (h z-1  ( v )  ПR ) . 
Если теперь wEM-1 ( L') , то из п . l теоремы 8.2 .4 и из п .З  

замечаний к определению 8 .2 .2  следует, что в L' существует сло­
во v, удовлетворяющее условию а ) , так что из условия в )  в этом 
,{;лучае вытекает wEh1 (h 2- 1 ( L') ПR) . 

В то же время из  последнего включения вытекает существова­
ние в L' слова  v,  удовлетвор я ющего условию в) , а пото:.1у и 

_условию а ) . Отсюда следует, что М ( {\\'} ) ПL '  * 0, так что \V E 
Е М-1 ( L ' ) . 

Поэтому для любого подмножества L' моноида F (У )  выпол­
няется равенство М-1 ( L' )  = h1 (h z-1 (L')  ПR) . Итак, полагая в п .  2 
теоремы 8 .2 .4 Р' = Р ,  h 1 ' = hz , h 2 '=h 1 и R' = R, по.Тiучаем искомый 
а -преобразова1 ель М'.  

2 . Если множество L р ационально (различимо) , то  по лемме 
5 .4 .3 и м ножество h 1 ·- 1 ( L ) р азличимо.  По теореме 5 .5 .7  в этом 

· случае множество h 1-1 (L )  ПR рационально, а из следствия 7 .2 .5 
и п .4 з а мечаний к теореме 8 .2 .4 следует, что и множество M ( L )  
р ационально.  Поскольку гомоморфизмы h 1  и h 2  и м ножество R 
могут быть з адан ы  эффективным образом,  а построения из до­
казательств теоремы 5.5.7, J1ем м ы  5.4 .3 и следствия 7 .2 . 5  могут 

· быть проведены эффективно, то представление м ножества M (L) 
может быть получено из соответствующего представления множе­
ства L эффективным образо:.1 .  8 

Несмотря  на  то, что нетрудно привести примеры множеств, 
· отобр ажаемых друг на друга а -преобразователями (см. упражне­
ние 8 .5 ) , оказывается ,  вообще говоря ,  довольно затруднительно 
привести обратные примеры .  Такой пример содержится в след­
ствии 8 .7 .2  ( в  качестве дополнения см .  также упражнение 8 .6)  . 

. Доказа rельство этого следствия , довольно простое само по себе, 
.призвано дать исходное представление о доказательствах подоб­
ных  утверждений .  Кроме того, с помощью данного примера мож­
но на йти простое отображение,  не являющееся а -преобразова­
·тельным ,  хотя п ри нем рациональные м ножества и отображают-
ся на рациональные же . 

Слt:дствие 8 .2.7 ( Берстел ) .  Не существует а-преобразователя , 
· переводящеrо одно из двух множеств U= {anЬm i O�m�n} и V= 
= { аnьш 1 O�n�m} н а  другое ( сюръективно) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  а )  Вследствие симметрии достаточно 
·показать,  что не  существует а -преобр азователя М такого, что 
М (U) = V. Пусть м ножество У= {с, d} не пересекается с м ноже­
ством Х= {а ,  Ь} и Т =  {cndm i O�n�m} . Ясно,  что любой а-преоб­
р азователь М такой,  что М (U) =Т, при  замене с на  а и d на Ь 

·превр ащается в а -преобразователь М' такой ,  что М' (U)  = V. По-

этому мы предположим , что существует а-преобразователь М та-
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кой , что M (U) = Т, и докажем , что это предположение nриводит 

к противоречию. 
Из п . l  теоремы 8 .2 .4 и . замечаний к ней следует, что при вы­

полнении нашего предположения существуют гомоморфизмы h1 
из F (XUY) в F (Х) и h2 из F (XUY) в F (У) и р ацион альное под­
множество R моноида F (XUY) такие, что Т =М (U)  =h2 (h1-1 (U)  n 
ПR) . 

б) Теперь мы докажем следующее. 
Промежуточное утверждение. Для каждого натурального чис­

ла  i существует натуральное число k, k�i такое, что для любого 
слова w из h1- 1  (U) ПRПh2-1 (ckdk) выполнено равенство h 1 (w) = 
=anьm, где i�m�n. 

Это означает, что в Т существуют «длинные» слова, которые 
могут быть образами только «длинных» слов из U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если бы промежуточное утверждение 
было ложно, то существовало бы натуральное число i такое, что 
для любого k�i в hг1 ( U) ПRПh2-1 (ckdk) можно было бы найти 
слово \V, для которого выполнялось бы равенство h1 (w) = 
= aJb1 при O :s:;; l�i и l :s:;; j .  

Пусть L =  {aJbl j lQ ,  O�l < i} .  

Тогда Ls;;U и L= a* · {a 1b 1 \ 0 :s:;; I < i}. 

Итак, в этом случае м ножество L рационально, а потому ра­
ционально и множество M (L ) п.2 следствия 8.2.6. 

Таким образом , при нашем предположении должны были бы 
выполняться соотношения {ckdk 1 k�i} s;;M (L)  s;; (U)  =Т. 

По uvw-тeopeмe • ( см . следствие 5.4 . 1 0)  в этом случае [M (L) ­
рационально! ] существовало бы k � i такое, что ckdk = uvu' при 
v=/=A и 1 uv l :s:;; k, так что выполнялось бы равенство v = cP при р =/=  
=/= 0, а поэтому слово ckcPdk принадлежало бы M (L) и Т ,  что 
противоречит определению Т. Итак, промежуточное утверждение 
ист и н н о .  

в )  Пусть г - число состояний минимального ДРС- автом ата , 
допуска ющего множество R. Положим в промежуточном утверж­
дении i-= r и выберем некоторое постоянное � 1 . Пусть, далее , 
w -- слово минимальной длины из непустого , как следует из ра ­
венства M ( U) = T, множества h1-1 (U) ПRПh2-1 (ckdk) .  Для h 1 (w ) = 
=aJb1 из промежуточного утверждения имеем r�IQ . 

Слово w можно разложить на  подслова двумя способами:  

\V=WtV.' 2 =w1'w2', где h t  (wt ) =aJ , h t  (w2 ) = bl, h2  (w1 ' )  = ck ,  

h2  (w2') = dk. 

Пусть v - кратчайшее из слов W2 и w/, и v' - слово, опреде­
ляемое условием w=v'v. Тогда l v l �r.  

Так как Rew, то v допускается ДРС-автоматом А', получа­
ющимся из автом ата А заменой начального состояния s состоя­
нием f* (s , v') . Автомат А' также имеет r состояний. По uvw-тeope-
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м е  !3 этом сJiучэ.е v можеt быть р азложено следующйм об­
разом : 

v=xuy, 0 <  j u j �r и v'xyER.  

Из условия выбора слова v следует, что h1  (v) , а потому и 
h1 (u )  принадлежат Ь * .  Поэтому выполняется включение h 1  (v'xy) Е 
EU.  Далее, h2  (v'xy) = ckdk-q nри q = / h2 (u) / -

Так как v'xyEhJ- 1 ( U ) ПR ,  то по теореме 8.2.4 п . 1 h2 (v'xy) 
принадлежит Т. Отсюда следует, что q=O. Из этого равенства 
вытекает, что v'xyEhJ-1 (U) П RПh2-1 ( ckdk) , что вследствие l v'xy j < 
< / w / противоречит минимальности w. Итак, а-преобразователя 
М не существует. • 

Следствие 8.2.8. Отображение F ( {а , Ь} ) в себя, переводящее 
каждое слово в зеркальное для него, не является рациональным 
преобразованием . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Если бы зеркальное отображение s бы­
ло р ациональным преобразованием , то и отображение s', которое 
сначала переводит слово в зеркальное для него , а потом меняет 
а н а  Ь и обратно , было бы рациональным преобразованием . 

Действительно, а-преобр азователь, реализующий s ,  можно 
было бы получить из а-преобразователя, реализующего s' , заме­
нив выход а на Ь и обратно. Для множеств U и V из следст­
вия 8.2.7 в этом случае вытекало бы равенство s ' (U) = V. Но это 
противоречит следствию 8.2.7 .  • 

8.3. Н ЕРАЗРЕШИМОСТЬ ПРОБЛ ЕМЫ 
ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ а-ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕй 

Определение 8 .3. 1 .  Два а -преобразователя М и 
М' с одинаковыми входными и выходными алфавитами называ­
ются эквивалентными, если Т м = Т м , .  

Хотя р азрешимость проблемы эквивалентности для конечных 
преобразователей может быть показана так же просто , как в слу­
чае автоматов Мили (см. упражнение 8.3) , проблема эквива­
лентности для А-свободных недетерминированных конечных пре­
образователей оказывается неразрешимой - уточнение этого вы­
сказывания содержится в упражнении 8 .7 .  

Теорема 8.3.2. 1 . Проблема эквивалентности конечных преоб­
разователей разрешима .  

2 .  ( Гриффитс. ) Не существует алгоритма ,  позволяющего ре­
шить, являются ли два данных А-свободных ведетерминирован­
ных конечных преобразов ателя эквивалентными . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1 .  Пусть M = (Z,  Х, У, f ,  g ,  s )  и М'= 
= (Z', Х', У', f' , g', s') - два конечных преобразователя (как 
обычно, считается , что У и У' не содержат «лишних» элементов) . 
Они могут быть эквиваJrентны только в том случае , когда Х= 
=Х' и У =  У', так что будем считать, что эти равенства выпол­
нены. Мы будем предполагать далее , что каждое состояние пре­
образователя М (М') достижимо из начального состояния s ' ( из 
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s') , nоскольку для любого состояния конечного преобр азователя 
вопрос о том ,  достижимо ли оно из н ачального состояния, р азре­
шим (как и в случае РС-автоматов) . 

Чтобы М и М' были эквивалентны, должно, в частности, при  
любом слове w из  F (X) и любом входе х из  Х выполняться р а­
венство 

g* (s, w) g ( f * (s , w) , x) = g'* ( s', w) g' ( f'* (s' ,  w) , х) . 
(Здесь f* и g* понимаются как в определении 2 .3 . 1 . )  
Отсюда следует, что g ( f* (s , w) , x) =g' ( f'* (s' , w) ,  х) , т .  е. для 

каждого z из Z в Z' существует z' такое, что g ( z, х) = g' (z', х) , 
и наоборот, так что множеств а W и ,W' «элементарных» выходных 
слов преобразователей М и М' должны совпадать : 

W= {g (z, х) l zEZ , xEX} =W'= {g' (z' ,  х) l z'E 

EZ', хЕ Х} . 
Поскольку вопрос о р авенстве множеств W и W' разрешим , 

мы будем в дальнейшем предполагать, что W = W'. 
Преобразователи М и М' можно теперь р ассм атривать как 

автоматы Мили М и М '  соответственно с общим входным алф ави­
том W, считая элементы множества W «буквами» . Очевидно ,  что 
М и М' эквивалентны тогда и только тогда , когда состояния s и s''. 
автоматов М и М '  соответственно имеют равные реакции .  Но этот" 

вопрос по следствию 2.3 .4 разрешим. 
2. Любой А-свободный недетерминированный конечный преоб­

разователь М является а-преобразователем M= (Z, Х, У, t ,  s , Z) , 
где 'tc:::ZXXXF+ (У) XZ. В случае недетерминированных конечных 
преобразователей мы опускаем описание м ножества финальных 
(допускающих) состояний. 

Для доказательства мы используем следующую теорему о не­
разрешимости (см .  лемму 8.3 .5) : «Не существует алгоритм а , поз­
воляющего решить вопрос , существует ли  для данных двух гомо­
морфизмов g и ! 1  из F (Х) в F (У) таких,  что h (Х) Ug (Х) с:::У2У* , 
слово \V в r+ (Х)  такое, что g (\\· ) =h (w ) ». 

Пус1 Ь теперь заданы два указанных гомоморфизм а g и h .  По-
ложим m = m ax{ l g (x )  1 .  l h (x )  1 \ хЕХ}. 

Пусть, далее, М - следующий А-свободный недетерминирован­
ный конечный преобразователь 

M=( {sm} , Х, У, tm, Sm ) , 

где tm (sm, х) = { (u , sm )  / u EF+ (У) , 1 u 1 :::;; т} /­
для всех х из Х. 

Тог да для всех w из F+ (Х) выполнено равенство 
Tм (w) = {vEf'+ (Y) j l w l � l v l �m l w ! } . 
Построим , н аконец ( в  лемме 8.3 .3) , два А-свободных недетер­

минированных конечных преобразователя 

G= (Zg , Х, У, tg; Sg) и Н= (Zh, Х, У, th , Sh) 
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так, что для каждого w из F+ (X) будут верны равенства 

Ta (�r ) = Tм {w) -g (w)  и Tн {w) =Tм {w) -h {w) . 

Мы можем предполагать, что Zg и Zh дизъюнктны .  Построим 
тогда следующий А-свободный ведетерминированный конечный 
преобр азователь :  

N = {ZgUZhUS ,  Х,  У, t ,  s ) ,  где sфZgUZh и !tg { Sg , x) U th (sh ,  х) ,  ecлli z = s ,  
t (z , х) = tg (Z ,  х) , ecлli z E Zg , 

th (z , х) , е сли z Е Zh ,-

для всех z из ZgUZhUs и всех х из Х .  
Очевидно, что для  всякого w из F+ {Х) 

TN (w) =Ta {w) UTн {w) = {Tм {w) -g {w) ) U  {Tм (w) -h (w) ) . 

Отсюда следует, что для любого w из F+ {Х) соотношение 
TN (w) =FTм (w) выполняется тогда и только тогда, когда g (w) =  
=h (w ) . 

Итак, вопрос, об эквивалентности А-свободных ведетерминиро­
ванных конечных преобразователей М и N разрешим в том и толь­
ко в том случае, если р азрешим вопрос о существовании слова 
w=FA такого, что g (w) =h {w) , а это, как следует из приведеиной 
выше теоремы о неразрешимости, неверно. 

Для доказательства утверждения 2 нам осталось только дока­
зать леммы 8.3.3 и 8.3 .5. • 

Лемма 8.3.3. Использованные в доказательстве п .2. теоре­
мы  8.3 .2 А-свободные ведетерминированные конечные преобразо­
ватели G и Н могут быть заданы эффективным образом . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Мы построим только G, поскольку Н за ­
дается аналогично. 

Будем считать, что множество {sg, - , О, +} не пересекается 
с У. Положим тогда Zg=YU{sg , -, О, +}. 

Пусть х - произвольвый элемент множества Х и g {х) =YtY2 . . . 
. . .  уп , где У1ЕУ. Так как g {x ) EY2Y*, то n �2. Пусть, далее, z ­
произвольный элемент из У. 
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Положим 

tg (sg, x) ={ (YtY2 · . .  Yn-t . Yn) }U{ (u, -) \ uEF+ (Y) , 
\ и \ < n}U{ (v, О) \ vEF+ (Y) ,  v =F g {x) , \ v \  = n}U 

U { {w , +> \ wEF+ (Y) ,  n <  \ w \ �m} ;  
tg (y, x) ={yv, z') \ {v, z') E tg ( Sg, х ) } - для каждого у из У; 
tg (-, х) ={ (у, -) \ уЕУ}; 
tg (O, x ) ={ (u , -) \ uEF* {Y) , \ u \ < n}U{ (v, О) \ vEiF+ (Y) , 
\ v \ = n}U{ (w , + )  \ wEF+ (Y) , n < \ w \ �m} ; 
tg {+ , x)= { {v , +) I F+ (Y) , \ v \ =m}. 



G является в этом случае Л-свободным ведетерминированным ко­
нечным преобразователем , и нам остается только доказать следу­
ющее промежуточное утверждение. 

Промежуточное утверждение. Пусть w - произвольвое слово 
из F+ (X)  и g (w) =у{у{ . . . Yk' при у{ЕУ. 
(Так как g (X) sY2Y* , то k�2 l w l . ) Тогда 

fg* (sg ,  w) ={ (y!'y2' · · · Yk-i ', Yk') }U{ (и ,  -) l иE F+ (Y) , l w i E:;;; 

� 1 и 1 < k}U{ (и ,  О) 1 иЕ F+ (У) , и::;C:g (w) , 1 и 1 =k}U{ (и , +) 1 и Е 

EF+ (Y) ,  k <  l и l E:;;;m l w l } .  

Действительно, из промежуточного утверждения следует, что 
каждое слово v из F+ (Y) при l w i E:;;; I v i E:;;;m l w l и v::;C: g (w) 

принадлежит Ta (w) , т. е. Tм (w) -g (w) c::Ta (w) ;  
Ta (w) не содержит иных элементов , так как l w l �2 l w i - 1 E:;;; 

� I Y I 'Y2' . . . Yk-!' 1 < m l w l  и Y i 'Y2' . . .  Yk-t'+g (w) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о п р  о м е ж у т о ч н о г о  у т в е р ж д е н и я . 

Промежуточное утверждение мы докажем полной индукцией по 
длине слова w .  

При l w l  = 1 утверждение вытекает из определения tg . 
Предположим теперь, что утверждение выполнено для всех 

слов w таких, что l w l = r >  1 .  
Пусть, далее, х - произвольвый вход и з  Х и g (x) =У1У2 . . . Yn 

с У1ЕУ. Тогда по предположению о g имеем n � 2  и g (wx) = 
=yi'y2' . · · Yk'YtY2 · . .  Yn· 

-

Из определений tg и tg* получаем 
fg* ( sg, wx) ={ (иv, z') l существует zEZg такое, что ( и , z ) E 

Efg* (sg , w) и (v, z') E tg (Z , х) } .  
В зависимости от того, каким именно элементом множества Zg 

оказывается «промежуточное» состояние z , приходится использо­
вать один из четырех случаев определения tg (так как w::;С:Л, вы­
полнено неравенство z ::;C: sg) . 

1 ) z=-. Пусть тогда 

К:-={ (иv, z') 1 (и ,  -) Etg* (sg, w)' ,  (v, z ) 'Etg (-, х) }= 

={ (и, v, z' )  1 \ w l � l и l < k, vEY, z'=-}= 
= { (w', -) l w'E F+ (Y) ,  l wx l � l w' l <k + 1 } . 

2) z=O. Пусть тогда 

К:о={ (иv, z') 1 (и ,  O) Etg* (sg, w) ,  (v, z') Etg (O, х ) }= 
={ (uv, z' ) l u+g (w) ,  l и l =k, 1 � l v l < n , z'=-}U 
U{ (uv, z') l u::;C:g (w) , l и l =k, l v l =n, z'=O}U 
U { ( uv, z ' ) 1 ::;C: g (w) ,  l u l  = k, n <  l v l �m, z'= + } ;  
I<o'= { (w', -) l w'EF+ (Y) ,  k+ l � l w' l < k+n}U 
U{ (w', О) l w'E F+ (Y)' , w'::;C:g (wx) , l w' l =k+n}U 
U{ (w', +) l w'EF+ (Y)' , k+n< l w' l  �k+m}. 
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3) z= + .  Пусть тогда 

К+={ (иv, z' ) l k < l и l  �m l w l , l v l =m. z'= +}= 
= { (w', +) l w'E F+ (Y) ,  k+m < l w' l  � m l wx l } . 
4 )  zEY. Пусть тогда 

КУ={ (иv, z') 1 (и ,  y) Et* ( sg, w) , уЕУ, (v, z' ) E' 
Etg (у, х) }={ (иv, z')  1 (у! ' . . .  Yk-1' . Yk' ) Е 
Et* ( sg, w) , v = yk'v', (v', z') Etg (Sg, х ) }= 
={ (у,'  . . .  Yk'Yt . . .  Yn-t , Yn) }U{ (y, ' . . . Yk'v', - ) 1 v'E F+ (X) , 
l v' l < n}U{ (y,'  . . . yk'v', О) l v'EF+ (X ) , v'=Fg (x) , 
l v' l =n}U{ (y{ . . .  yk'v', + ) l v'EF+ (X) ,  n < l v' l � m}. 

При I(y'={ (y!' . . .  Yk'Yt . . .  Yn-t , Yn ) } имеем I(y= I(y'U ( Ко'-Ко) · 
Отсюда сразу видно, что tg*  ( sg, wx) = Ky'UK-U Ko'U K+ и что 

утверждение остается верным при замене w на \VX ( и  соответст­
венно k на k+n) . • 

П Р О БЛ ЕМА СООТВ ЕТСТВ И И П О СТА 

Использованная в доказательстве п .2  теоремы 8.3 .2 теоре­
ма о неразрешимости является модификацией часто используемой 
теоремы о неразрешимости так называемой проб.пемы соответст­
вий Поста .  

Определение 8.3.4. Пусть n - натур альное число, а и= (и 1 , 
и2, . . . , иn) и V= (v , , V2, . • • , Vn ) -n-ки слов и , , v 1 из F+ (X) .  Четверка 
Q= (Х,  n, и, v ) называется тогда случаем проблемы соответствий 
Поста над Х. Решением Q называется конечная непустая после­
довательность i , , i 2, • • •  , i k натуральных чисел i J  ( l � i J � n) такая,  
Ч Т О  и 1 ,и1 • . . .  и1k = Vi ,V / 0  . . . Vik . 

Общей проблемой соответствий Поста над Х называется зада­
ча построения алгоритма , определяющего для каждого случая 
проблемы соответствий Поста над Х, имеет ли  он решение или нет.  

Частной проблемой соответствий Поста над Х ранга r (при r 
из N)  называется задача построения алгоритм а , определяющего 
для каждого случая Q = (Х,  r, и, v) проблемы соответствий Поста 
над Х,  имеет ли Q решение или нет. 

Лемма 8.3.5. ( Пост) .  1 .  Общая проблема соответствий Поста 
над любым по меньшей мере двухэлементным множеством Х не­
разрешим а, т .  е .  не существует алгоритма , который для любого 
случая проблемы соответствий Поста над Х определяет, имеет ли 
он решение или нет. 

2 . Для любого r�9  и любого Х с по меньшей мере двумя эле­
ментами частная проблема соответствий Поста ранга r над Х 
неразрешима .  

3. Общая проблема соответствий Поста над  одноэлементным 
множеством Х р азрешима . 

4 . Общая проблем а соответствий Поста над Х разрешим а если 
и только если существует алгоритм , который для каждого конеч-
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н ого множества У и любых двух гомоморфизмов g и h из F+ (У) 
в f-1 (Х) таких, что h (Y) Ug (Y) =Х2Х* ,  может решить, существует 
ли в F+ (Y) слово w такое, что g (w) =h (w) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . 1 . Неразрешимость общей проблемы со­
ответствий Поста над Х выводится, среди прочего, из неразреши­
мости проблемы остановки для м ашин Тьюринга . Поэтому мы 
ограничимся ссылкой на учебники по теории м ашин Тьюринга, 
теории вычислимости , теории алгоритмов или теории формальных 
языков (на последние - в первую очередь) . 

2 .  Данное утверждение вытекает из стандартного доказатель­
ства п . l с учетом того факта, что существуют универсальные ма­
шины Тьюринга . 

3. Пусть Q= ({x}, п, u , v) - случай проблемы соответствий 
Поста над {х}, где p ,= l u, l ,  q ,= l v, l и p ,:#:q, ( иначе всегда суще­
ствует решение i ) при i = 1 ,  . . .  , n .  Q имеет решение тогда и ·голько 
тогда , когда существуют k, в No 1 > такие, что k t  ( P t-q, ) + 
+k2 (P2-q2) + • · · +kn (Pn-qn) =O. 

Если все разности p ,-q, имеют один знак, то решения не су­
ществует. В противном случае имеется решение 

k, = · · · = k, = (qs - Ps ) + · · ·  + (qs - Ps ) И t а t t с с 

ks = · · ·  = ks = (Pr - qr ) + · · · + (Pr - qr ) ,  J с t t а а 

где Г1 , • • •  , Г8 (соответственно s1 , • • •  , sc) - все индексы r (s) из 
{ 1 ,  . . .  , n} такие, что Pr-qr> O  ( соответственно Ps-qs < O) . 

4. Прежде всего мы определим для каждого случая Q пробле­
мы соответствий Поста над Х конечное множество У и гомомор­
физмы g и h из F+ (Y) в F+ (X) так , что Q будет иметь решение 
в том и только в том случае, когда F+ (Y) будет содержать сло­
во w такое, что g (w) =h (w) . 

Пусть Q= (Х, n, u, v) . Пусть тогда У ={Yt ,  У2 • . . .  , Yn} , g (у, ) =u, 
и h (y, ) =v, при i= 1 , . . .  , n . 

Если, наоборот, заданы конечное м ножество Y={yt , . . . , Yn} li 
два гомоморфизма g и h из F+ (У) в F+ (Х) , то Q= (Х, n ,  u, v) , 
где u,=g (y, ) и v,=h (y, ) при i = l , . . . , n - случай проблемы соот­
ветствий Поста над Х, имеющий решение в точности тогда, когда 
в F+ (У) существует слово w такое, что g (w) =h (w) . 

Зададим , наконец, для каждого множества У и для любых 
двух гомоморфизмов g и h из F+ (Y) в F+ (X) два гомоморфизма g' 
и h' из F+ (У) в F+ (Х) со свойством h' (У) Ug' (У) = Х2Х* так, что 
при каждом слове w из F+ (У) равенство g (w) =h (w) будет вы­
полняться тогда и только тогда , когда g'  (w) =h' (w) . 

Пусть при этом d - гомоморфизм из F+ (Х)  в себя, определен­
ный условием : d (х) =хх при любом х из Х.  

Очевидно, что равенство d (u ) =d! (v) при u и v из F+ (X) вьх­
полняется тогда и только тогда , когда U=V. 

1 >  Не  все равные нулю. - Прим. перев. 
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Поэтому g'=dg и h'=dh обладают требуемыми свойствами,  и 
утверждение 4 доказано . • 

Дальнейшие сведения о проблеме соответствий Поста можно 
найти в упр ажнении 8 .8 .  

8 .4 .  ДНУЛ ЕНТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ ЭЛ ГО-МЕЗЕ.Я 

Не изменяя формального описания а -преобразова­
теля,  мы  можем ( аналогично тому, как было сделано в дока­
зательстве теоремы Нивата ) при содержательной интерпретации 
рассматривать обе ленты преобразователя как входные .  При этом 
мы получаем автом ат, синхронно считывающий символы с двух 
лент и допускающий пары слов [элементы произведения F (X) X 
XF (Y) ] .  Реакцией такого автомата оказывается, таким образом,  
не соответствие, а подмножество декартова произведения двух 
конечно-порожденных моноидов .  Такой автомат функционирует 
вполне аналогично НРС-автомату :  если в него введена векоторая 
пара слов , то он ищет какую-либо последовательность шагов , ко­
торые состоят в считывании или в изменении состояния , приводя­
щую при обработке р ассматриваемых слов к переходу из началь­
ного в какое-либо финальное состояние.  Если такая последова ­
тельность существует, то  пара  слов допускается, в противном 
случае - нет. В данном случае по аналогии с НРС-автоматами мы 
будем допускать, что рассматриваемый автом ат имеет более одно­
го начального состояния . 

Оnределение 8.4. 1 .  (Недетерминированным) двуленточным ав­
томатом Элго - Мезея над (Х, У) (сокращенно :  2-ЭМ- автом атом ) 
н азывается шестерка А= (Z, Х, У, t , S , F) , г де Z - множество 
состояний, Х и У - входные алфавиты, S = Z ( соответственно F= 
= Z ) - множество начальный (финальных) состояний автомата А 
и t =  (Z X P (X) X F (Y) , Z, 't) - конечное соответствие ( соответствие 
переходов автомата А) . 

Соответствие t может быть продолжено до последовательност­
нога соответствия t *= (ZXF (Х) XF (У) , Z, 't* ) автом ата А, где 't* 
понимается так же, как в определении 8 .2 .2 .  

Реакцией автомата А (или допускаемым автоматом А множе­
ством) называется множество 

L (A) ={ (w, v) eF (X) XF (Y) l t* (S , (w, v) ) ПF=Fe5}. 
Два 2-ЭМ-автом ата называются эквивалентными, если они 

имеют одинаковые реакции. 
3 а м е ч а н и я .  1 .  2-ЭМ-автомат может быть представлен , как 

и НРС- автом ат, взвешенным ориентированным графом , только 
в случае  2 -ЭМ-автомата метками на ребрах будут пары слов.  

2 .  Пусть А - 2-ЭМ-автомат.  Каждая пара  слов (w, v) из pr2,з't 
порождает, как и в случае НРС-автоматов, соответствие tw, v= 
= (Z, Z, pr 1 , 4 ('tПZX{w, v ) }XZ) )  из Z в себя .  График этого соот­
ветствия отвечает множеству всех ребер (и принадлежащих им 
вер шин)  с меткой (w, v) в графе автомата А. 
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3. Пусть А - 2-ЭМ-автом ат. Пара слов (w, v) допускается 
автом атом А, т .  е .  t * ( S , (w, v) ) ПF=#=0 тогда и только тогда ,  
когда существуют последовательность z0, z , , . . .  , Zn состояний авто­
мата А и последовательность ( u , ,  u !' ) , (u2, u2' ) , . . .  , (un , Un') эле­
ментов произведения F (X) XF (Y)  такие, что ZoE S,  ZnE F и (z ,_, , 
u, , ш', z 1 )  E't при i= 1 ,  . . . , n, а w=u,u2 • • •  Un и v=u, 'u2' . . .  un' · Па­
ра (Л, Л) допускается, если SПF=#=0 . 

4 . В дальнейшем мы везде вместо t * (z , (w,  v) ) будем , избегая 
употребления лишних скобок, писать t*  (z ,  w, v) . 

Пример 8.4.2. Граф,  изображенный н а  рис .  � .2 .3, можно рас­
сматривать как граф векоторого 2-ЭМ-автомата А, - достаточно 
везде заменить метки w /v на (w, v) . Реакцию автом ата А1 полу­
чаем из приведеиного в примере 8 .2 .5 м ножества R,  производя по­
компонентное перемножение. 

Пусть Х={О , 1 } .  Тогда 
L (A1 ) = { (w, v ) EF (X ) X F (X) 1 существуют u, u', vEF (X)  та­

кие, что w=uvu'} . 

РА В Н О С И Л Ь Н О СТЬ 2-Э М-АВТОМАТО В И а- П Р ЕО Б РАЗ О ВАТЕЛ Е А 

Очевидно, что график каждого преобразования ,  порождаемого 
некоторым а-преобразователем, допускается этим а -преобразова ­
телем, р ассматриваемым как 2 -ЭМ-автом ат. Верно даже и обрат­
ное, т .  е .  2-ЭМ-автоматы и а -преобразователи в определенном 
смысле р авносильны.  

Теоремы 8.4.3. Для любого подмножества L произведения 
F (X} XF (Y) следующие высказывания эквивалентны :  

1 ) L является реакцией векоторого 2-ЭМ- автомата над  (Х, У) ;  
2 )  L является графиком рационального преобразования из 

F (X) в F (Y) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Нам нужно только показать, что из 

утверждения 1 ) следует 2)' .  Поскольку каждый 2 -ЭМ-автомат А 
с единственным начальным состоянием может рассматриваться 
как а-преобразователь, у которого отвечающее ему преобразова ­
н и е  имеет график, в точности совпадающий с реакцией автома­
т а  А, то теорема будет доказана , если нам удастся показать , что 
для любого 2-ЭМ-автомата А может быть построен 2-ЭМ-автомат 
А' с единственным начальным состоянием и такой же реакцией .  
Но это сделать просто : пусть А - 2-ЭМ-автомат .  Присоединим 
к множеству состояний автомата А новое состояние s ,  соединенное 
спонтанными переходами [вход (Л,  Л) ]  со всеми начальными 
состояниями автомата А, и сделаем s единственным начальным со­
стоянием автом ата А': 

А' = (ZUs , Х, У, t', s, F) , где sфZ и т'=тU{ (s ,  Л, Л, z) l ze S},  

t'= ( (ZUs) XF (X) XF (Y) , ZUs,  т' ) . 

Очевидно, что в этом случае L (A') = L (A) . • 
Теперь мы можем все полученные для а-преобразователей 
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результаты перенести непосредственно на  2-ЭМ-автоматы (см . 
также упражнения 8 . 1-8.6) . Таким образом мы получаем , в част­
ности , характеризационную теорему для реакций 2-ЭМ-автоматов , 
два в сравнении с теоремой 5.5.9 удивительных (надо надеяться ) 
результата о неразрешимости и необходимый критерий допусти­
мости множества 2-ЭМ-автоматом . 

Следствие 8.4.4. 1 .  Подмножество L произведения F (Х)  X F (У) 
является реакцией некоторого 2-ЭМ-автомата над (Х, У) тогда и 
только тогда,  когда существуют конечное множество Р ,  рацио­
нальное подмножество R моноида F ( Р )  и гомоморфизмы h 1 и h2 
из F ( Р )  соответственно в F (Х) и в F (У) , такие, что 

L={ (h ! (w ) , h2 (w) )  l wER} . 

В качестве Р может быть выбрано подмножество произведения 
F (Х )  XF (У) , а в качестве h 1 и h2 - определяемые ниже rомомор­
физмы лх из F ( Р ) в F (Х)  и Л у из F (Р ) в F (У)  (они н азываются 
проектированиями) : nx (u ,  v) =u и л;у (U ,  v) =v для всех (u, v) 
из Р .  

2 .  Для 2-ЭМ-автоматов А и А' неразрешимы следующие про-
блемы :  

Являются л и  А и А' эквивалентными? 
Являются ли  множества L (A)  и L (A')  дизъюнктными? 
Является ли  пересечение L (А) П L (А' ) бесконечным множест-

вом? 
3. Пусть Lc:F (X) XF (Y) . Если L - реакция некоторого 2-ЭМ­

автомата А [т .  е .  L=L (A) ] ,  то множества pr 1 (L )  и pr2 (L )  р аци­
ональны . Из р ациональности множеств pr, (L ) , где i= 1 ,  2, не сле­
дует, однако , с необходимостью, что L является реакцией некото· 
рога 2 -ЭМ-автомата .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 . Утверждение вытекает из  теоремы 
Нивата и ее доказательства . 

2. Неразрешимость проблемы эквивалентности вытекает из 
теоремы Гриффитса .  

Пусть I X I � 2 и Q= (Х , n , u ,  v) - случай проблемы соответ­
ствий Поста н ад Х ( см .  определение 8 .3 .4 ) .  Пусть, далее , А -
2-ЭМ-автомат, допускающий м ножество { (w, w) 1 wEF+ (X) } :  

А= ({z 1 , z2} , Х, Х, t , z 1 , z2) , где 

't= { (z l , х ,  х, z2 ) l xEX} U { (z2 , х, х, z2 ) l xEX} . 

Пусть , наконец,  Л' - 2-ЭМ-автом ат, допускающий множество 
всех пар слов (u1 u . . . . u .  , v. v 1 • • •  v .• ) : 1 I t •n 1 1  s n 

A' = (z' ,  Х, Х, t', z ' , z' ) , где 't'= { ( z' , u , ,  v1 ,  z') l i = 1 , . . .  , n} .  
Очевидно что при этом пересечение L (А)  П L  (А' )  пусто в том 

и только в ;ом случае, когда Q не  имеет решения, а L (А)  ПL (А' )  
бесконечно тогда и только тогда,  когда оно не пусто ( см .  п. l уп­
ражнения 8 .8) , поскольку вместе с парой (w, w )  данному пересе­
чению принадлежат и все пары вида (wk , wk ) .  Остальные выска­
зывания п.2 следствия вытекают теперь из п . l леммы 8 .3 .5 .  
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3. Пусть L = L (A) , i =  1 или i = 2. Изменим граф автомата А, 
оставив в качестве меток на  ребрах только i - e  компоненты исход­
ных пар .  Таким образом , будет получен гр аф 1-IРС-автом ата с ре­
акцией pr 1  (L (А) ) .  

Контрпримером , необходимым для доказательства последнего 
утверждения п.3 теоремы,  является множеством М = { (w, w) 1 WE 
EF (Х) } , обе проекции которого р авны F (Х) и потому р аuиональ­
ны. Действительно, если бы это м ножество было реакцией пеко­
торого 2-ЭМ-автомата , то по теореме 8.4.3 отображение , перево­
дящее каждое слово в зеркальное для него, было бы р ациональ­
ным преобразованием , чего не может быть по следствию 8.2 .8 .  

Иной контрпример дается в п . l упр ажнения 8 .9 .  Другие дока ­
зательства того , что множество М не является реакцией никако­
го 2-ЭМ-автомата , получаются с помощью упражнения 8.9,  
пп .  3 и 4 . • 

3 а м е ч а н и е .  Из п . 1  следствия  8 .4 .4 вытекает, однако,  что 
вопрос о пустоте реакции L (А) или о бесконечности этого мно­
жества разреши м - см .  упражнение 8.9, п.4 .  

2-ЭМ-А В ТОМАТЫ И Н РС-А В ТОМАТЫ, П Р ЕД СТАВ JI Е Н И Е  
Р ЕАК U И И  2-ЭМ-А В ТОМ I\ТО В 

Если Р - множество встречающихся в переходах некоторого 
2-ЭМ-автомата А пар слов ,  то А можно р ассматривать как 1-IРС­
автомат с входным алфавитом Р ,  допускающий некоторое под­
множество моноида F (Р ) . В то же время любой 1-IРС-автом ат 
с конечным nодмножеством Р произведения F (Х )  XF (У)  в каче­
стве входного алфавита можно рассматривать как 2-ЭМ-автомат 
над (Х, У) . Допускаемые НРС- автоматами множества удобно 
описывать рациональными выражениями .  Это обстоятельство по­
рождает вопрос: можно ли  допускаемые 2-ЭМ-автоматами мно­
жества представлять с помощью множеств, допускаемых соответ­
ствующими  НРС-автом атами? Для получения ответа мы должньr 
исследовать связи между F ( Р )  и F (Х ) X F  (У)  в случае , когда Р 
яв.11яется конечным подмножеством произведения F (Х ) XF (У) . 

Над множеством F (X )  XF (У)  можно очень п ростым образом 
определить операцию (умножение ) , превращающую это множест­
во в моноид: умножение производим покомпонентно, т. е. полага­
ем (u ,  v)  · (и ' ,  v )  = (uu' ,  vv' ) . При этом пара (А,  А)  оказывается 
единичным элементом .  

Полученный указанным способом моноид называется прямым 
произведением моноидов F (Х) и F (У) . Этот моноид обозначают 
просто F (Х ) XF (У) и часто опускают полное указание операции  
произведения. Мы, однако , так делать не будем , чтобы не смеши­
вать эту операцию с операцией в F ( Р ) , состоящей в непосредст­
венно м приписывании слов друг к другу. Мы зафиксируем эту 
конструкцию в несколько обобщенном виде в форме  леммы .  

Лемма 8.4 .5. Пусть (М1 , о  1 ) ,  i = 1 ,  . . . , n , - моноиды, е 1 - единич­
ный элемент моноида М1. Пусть, далее, М = М1 ХМ2Х . . .  XMn ­
декартово произведение множеств М1. Пусть н а  множестве М оп-
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ределена следующая операция о :  
(u ! ,  U2, . . . , Un) o( v l , V2 . . .  , Vn ) = (u ! o lv ! ,  u2 o 2v2, . . . , Un O nVп ) .  

Тогда (М, о ) оказывается моноидом с единичным элементом 
(е 1 , е2 , . . .  , en ) .  Он н азывается прямым произведением моноидов М1 
и обозначается М1Х . . .  ХМп . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о тривиально , так как нужно только про­
верить ,  что « о » является отображением из М Х М  в М, удовлетво­
ряющим закону ассоциативности. То, что (е 1 , . . .  , en) - единичный  
элемент, очевидно. • 

Теперь легко установить искомую связь ( и  даже в общем слу­
чае из лемм ы )  между F ( Р )  и (F (Х )  X F  (У) , · ) . 

Следствие 8.4.6. Пусть (М1 , о 1 ) при i= 1 , . . .  , n - моноиды и Р-­
конечное подмножество произведения М = М1Х . . .  XMn. Тогда су­
ществует однозначно определенный гомоморфизм Vp из Р (Р )  n М 
(так н азываемый естественный гомоморфизм) , который совпада­
ет на Р с тождественным отображением , т. е. такой, что Vp (р ) = 
= р  при  всех р Е Р .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Любой гомоморфизм и з  F (Р )  в любой 
моноид однозначно определяется образами порождающих эле­
ментов моноида F ( Р ) , т. е .  образами элементов множества Р .  • 

3 а м е ч  а н и е. Образ при Vp произведения двух элементов из 
Р получаем ,  производя покомпонентное перемножение : 

Vp ( (u l ,  . . . , Un ) (VI , . . .  , Vn) ) = (U ! o !V ! ,  . . .  , Un O пVn ) . 
Из сказанного выше получаем теорему о представлении реак­

ции 2-ЭМ-автоматов, в основном эквивалентную теореме Нивата .  
Теорема 8.4.7. Множество L в точности тогда является реакци­

ей векоторого 2-ЭМ-автомата н ад (Х,  У) , когда существуют ко­
нечное подмножество Р произведения F (Х)  XF (У)  и рациональ­
ное подмножество R моноида F ( Р )  такие, что для естественного 
гомоморфизма Vp выполнено равенство L = vp (R ) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. 1 .  Пусть А -2-ЭМ-автомат  и ,  как  в до­
казательстве п . 1 теоремы 8 . 2 .4 , P = pr2,з't'. Тогда А' = (Z ,  Р ,  t', S, 
F) , где t'= (Z X P, Z, ,;') и -t' = 't' - НРС-автомат, выполняется 
равенство L (А) = vp (•L (А' ) ) и L (А' ) - р ациональное подмножест­
во моноида F ( Р ) . 

2. Если Р - конечное подмножество произведения F (Х)  Х 
XF (У) и R - рациональное подмножество моноида F (Р ) , то по 
теореме Клини существует РС- автомат А' = (Z, Р, t', s , F) , где 
L (A' ) = R. Тогда A = (Z,  Х, У, t , s , F) , где t = (ZXF (X) XF (Y) ,  
Z , -r) и 't'=-r' - 2-ЭМ-автомат и L (А) = vp (L (А') ) . • 

3 а м е ч  а н и е. НРС-автом ат А', построенный в п. 1 доказа­
тельства для данного 2-ЭМ-автомата,  мы будем называть фунда­
ментальным для А НРС-автоматом .  

Пример 8.4.8. Мы р ассмотрим конечный преобразователь с до­
пускающими состояниями  М0 из примера 8.2 . 1 как 2-ЭМ-автомат 
и с помощью теоремы 8.4 .7, п . 1 получим для допускаемого этим 
автоматом множества представление через р ациональное мно­
жество. 
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С этой целью введем новое представление для элементов пря­
мого произведения (F (Х)  XF (У ) , · ) в виде столбцов : элемент 

( u ,  v ) будем записывать как ( � ) . 
Элементы , представленные в виде столбцов , перемножаются 

путем их «построчного» приписывания друг к другу. 
Пусть теперь А'= ({s , z} ,  Р, t ,  s ,  s ) ,  

где Р = { (  � ) •  ( � ) •  ( � ) ·  ( � ) } и � = { (s . ( �  ) .  s) . ( s , 
( � ) , z ) . ( z ,  ( � ) , z ) , ( z ,  ( � )  s) }-НРС-автомат , возникающий 

при рассмотрении представленного на рис . 8.2.2 конечного преоб­
разователя с допускающими состояниями М0 как НРС-автомата .  

Допускаемое автоматом А' подмножество моноида F (Р) име­
ет вид 

L�(A') = (  � ) *l (  � ) (  � )*( � ) (  � ) *] *. 

Если р ассмотреть Мо или А' как 2-ЭМ-автомат, то получим 
L (A) =vp (L (A' ) ) .  Итак, получены все элементы из L (A) ,  причем 
в каждом элементе из L (А' ) произведено покомпонентное пере­
множение:  

bj Cj 
а , k_E;N0, U1 = 10 1 0  , 

Vi = 1 0
с1 , Ь 1 ,  Ci E No, 

i = 1 ,  . . . ' k. ) · 
РА Ц И О НАЛ Ь Н Ы Е  П ОДМ Н ОЖ ЕСТВА П РО И З В ЕД Е Н И Я 
F(X)X F(Y)  

Теорем а  8.4 .7 приводит к мысли о том , что можно перенести 
понятие рационального подмножества конечно-порожденного 
свободного моиаида н а  прямые произведения таких моноидов и 
соответственно обобщить теорему Клин и (теорему 5.3. 7) . 

Определение 8.4.9. Множество Rat (Х, У) рациональных под­
множеств произведения F (Х) X F  (У) есть н аименьшее подмноже­
ство � булеана � (F (X) XF (Y) ) , обладающее следующими свой­
ствами :  

1 )  0Е�, { (х, А ) } Е� и { (А, у) }Е� для всех хЕХ и уЕУ ; 
2 )  Если U и V - множества из �. то множества UUV и U · V = 

= {u · v \ uEU, vEV} ( произведение) также принадлежат 9l; 
3 )  Если UE�, то � содержит также и порожденный множест­

вом U подмоноид U* моноида (Р (Х) XF .(У) , • ) , т. е. множество 
U'* = U0UU1 UU2U =  . . . ={Ut • U2 ·  ... • Un l nENo, UiEU}, где U0= 
= { (А, А} и Ui+1 = U1 · U. 
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Теорема 8.4. 1 0. ( Элго, МезеА, Розенберг) . Подмножество nро­
изведения F (Х) XF (У) рационально тогда и только тогда , когда 
оно я вляется реакцией векоторого 2-ЭМ-автомата над (Х ,  У) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть Р = (XUA) Х (YUA) и Vp - естест­
венный гомоморфизм из F (Р )  на F (Х) XF (У)  (см . следствие 
8 .4 .6 ) .  Тогда , как петрудно проверить, выполняется равенство 
Vp ( Rat ( Р ) ) = Rat (X, У) . Отсюда и из теоремы 8.4 . 7  немедленно 
вытекает доказываемое утверждение. 8 · 3 а м е ч  а н и я . 1 .  Рациональные преобразования оказываются , 
таким образом , в точности тем и  соответствиями , графики кото­
рых являются рациональными множествами . Поскольку графики 
соответствий часто рассматриваются как отношения , то рацио­
н альные подмножества произведения F (Х) XF (У )  называют часто 
ра ционал ьными отношениями. 

2 . Рациональные подмножества произведения F (Х) XF (У ) 
можно ( как в примере 8.4. 8 )  описывать рациональными выраже­
ниями при записи элементов в виде столбцов. 

Очевидно, что теперь можно перенести на случа й 2-ЭМ-авто­
матов и р ациональных преобразований ряд результатов из гл. 5-
7. (см . также упражнение 8.9 , пп . 3 , 4 и 6 ) . Поскольку, однако , 
(F  (Х)  XF (У) , · ) не  является свободным моноидом, т. е. посколь­
ку некоторые пары слов (u , v) могут быть различным образом 
представлены в в иде произведения множителей вида (х, А) и 
(А, у ) , то на данный случай могут быть распространены не все 
высказывания (см. также п. 2 следствия 8.4.4 ) . 

Теорема 8.4. 1 1 .  Множество Rat (X, У) при \ X I + \ Y \ � 3  не 
замкнуто относительно опер аций пересечения и дополнения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что множества 
U = { (Om1 n , om+2") 1 n,ш Е N0} = Vp ( ( � ) ·}f ( � 0) *) с Р = 

={ ( � ) .  (� о) } и 

V = {(Om 1 " ,  02m+n) \ n,шENo} = Vp ( (� 0)* ( � ) *) с Р = 

={ (� о) ' ( � ) } 
я вляются реакциями 2-ЭМ-автоматов над ( {0, 1 } ,  {О} ) .  Однако 
выполняется р авенство UnV= { (()m 1m, Q3m \ mE No} , так что по 
теореме 5.4. 1 2  pr1  (UnV) не является рациональным множеством , 
а потому unv по следствию 8.4.4, п .2  не  может быть реакцией 
никакого 2-ЭМ-автомата. Поэтому пересечение реакций двух 
2-ЭМ-автоматов не обязательно оказывается реакцией некоторо ­
го 2-ЭМ- автомата. 

Из замкнутости относительно операции объединения и закона 
Моргана вытекает также незамкнутость относительно операции 
дополнения. 8 
334 



2-ЗМ-А ЬТОМАТЫ И СЛО ВА Р Н Ы Е  М Н ОЖЕСТВА 

2-ЭМ-автомат А н ад (Х, Х) можно использовать для обработ­
ки слов из F (Х ) многими способами : 

1 .  Слово w допускается , если (w, w ) допускается автоматом А 
в обычном смысле. 

2 . Слово w допускается , если оно может быть р азложено на 
два подслова u , v (uv = w ) так, что пара (u , v ) допускается авто­
матом А. 

3 . Слово w = uv допускается , если пара (u ,  v) допускается ав ­
томатом А. 

В первом случае 2-ЭМ-автомат можно интерпретировать как 
автомат с единственной входной лентой и двумя читающими го­
ловками , которые в начале работы р асполагаются в начале лен­
ты и синхронно передвигаются слева направо, считывая содержri ­
мое одной и той же ячейки в каждый момент. 

Во втором случае можно считать, что входные ленты 2-ЭМ-ав­
томата считываются последовательно, одна з а другой , причем 
специальный символ отмечает конец первой (и н ачало второй) 
ленты. 

В третьем случае можно считать , что обе ленты объединены 
в одну, на которой записано одно слово, и что одна головка на ­
чинает р аботу, находясь на левом конце этой ленты, а вторая ­
на пр авом. Кроме того, головки двигаются навстречу друг другу 
до встречи в середине ленты. 

Если рассматривать 2-ЭМ-автомат в третьей интерпретации 
как порождающую систему, то ему можно ( как и в случае НРС­
автом атов - см. разд. 5 .2 ) сопоставить так называемую линейную 
грамматику G = (Z , Х, R ,  S )  с правилами вида z--+uz'v или z--+w 
при z и z' из Z и u ,  v и w из F (Х) . 

Принятие вывода определяется так же, как в разд. 5 .2: 
w1zw2=>Gw3 (для WiEF (Х) ) тогда и только тогда , когда в G су­
ществует правило z--+w' такое , что Wз= w1w'w2. 

Очевидно, что такими грамматиками могут порождаться и не 
рациональные подмножества моноида F (X ) , скажем множество 
{0° 1 ° \ n E N }  ( соответственно такие подмножества могут до­
пускаться 2-ЭМ-автоматами при каждой из трех nриведеиных 
выше интерпретаций ) .  При первой интерпретации возьмем 2-ЭМ­
автомат, допускающий множество { ( Qk l m, Qn l k l k, m ,  nE N} , во 
втором и в третьем случаях - 2-ЭМ-автомат с реакцией { (Оп, 
1 ° \  n E N } .  

8.5. ДВУЛЕНТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ 
ЭЛГО - ЭйЛЕНБЕРГ А - ШЕФ ЕР Д СО НА 

2-ЭМ-автоматы ледетерминированы в двух отно­
шениях: недетерминированными , вообще говоря , являются фун­
даментальные НРС-автоматы и, кроме того , ледетерминирован­
ным образом выбирается лента , с которой nроизводится считыва­
ние, причем даже в том случае, когда фундаментальный НРС-ав-
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томат оказывается ДРС-автоматом . Так, например , для 2-ЭМ-ав­
томата , который соответствует изображенному на рис. 8 .2 .3 а-пре­
образователю (см. пример 8.4.2 ) , в состоянии s при подаче на 
вход пары слов ( 00, О ) нельзя установить, должен ли быть счи­
тан на ленте 1 вход (0, А) или же на обеих лентах должен быть 
считан вход (0, О ) .  Это приводит к мысли о введении дополни­
тельного правила выбора лент при считывании . 

В этом разделе мы введем ограничение , состоящее в том , что 
автомат (пока это возможно) считывает посимвольно обе ленты, 
достигнув же конца слова н а одной из лент, он продолжает счи­
тывание слова , записанного на другой ленте. Другой способ фик­
сации правил а выбора лент при считывании будет исследован 
в разд. 8.7 . 

Определение 8.5. 1 .  2-ЭМ-автомат А= (Z,  Х, У, t S ,  F) , 
где Z = ZoUZ1 UZ2, ZoП (Z 1 UZ2) = 0, Z1 ПZ2 ={zE Z 1ПZ2 1 t (z ,  XUA, 
YUA) =0} и ,;sZoXXXYXZU (Z 1UZo) XXXAXZ 1 U (Z2UZo) ХАХ 
XYXZ2, н азывается двуленточным автоматом Элго - Эйленбер­
га - Шефердсона (коротко : 2-ЭЭШ-автоматом ) . 

Пример 8.5.2 . 1. Множество { (OЧ m 1 k)  l k, m E N} является ре-
акцией 2-ЭЭШ-автомата 

А1 = (  {s , z , z'} , {0, 1 } , {0 ,  1 } , t ,  s , z' ) , где 
,;= { (s, О, 1 ,  z ) , (z ,  О, 1 ,  z ) , (z , 1 ,  А, z' ) (z', 1 , А, z' ) } . 

2. Множество { (w, w)  1 wEF+ ( {0 ,  1 } ) }  является реакцией 
2-ЭЭШ автомата А2 = ({s , z}, {0, 1 }, {0, 1 } , t, s , z ) , где 't' = { (s , О, 
О, z ) , ( s , 1 ,  1 , z ) , (z ,  О, О , z ) , (z, 1 ,  1 ,  z ) } .  

Описываемая теоремой 8.4 .7 и ее доказательством связь между 
2-ЭМ-автоматами и НРС-автоматами может быть более подроб­
но проанализирована в случае 2-ЭЭШ-автоматов. Она приводит 
к очень полезной характеризации реакций 2-ЭЭШ-автоматов. Ос­
новная идея возникает при этом из наблюдения, что пара слов (и, v ) 
из F (Х) XF (У) допускает единственное р азложение в произведе­
ние следующим образом (соответствующим способу считывания 
2-ЭЭШ-автоматов ) :  

(и ,  v)  = (х 1 ,  Yl ) · (х2 , У2 )  · . . .  · (xk , Yk) · (и', v' ) 
при k из No, (х 1 , Yl ) , .. . , (xk, Yk ) из ХХУ, (и' ,  v' ) из F (X) XF (Y) 
и и' = А тогда и только тогда , когда l и l � l v l ,  и v'=A тогда и 
только тогда , когда 1 и 1 � 1 v 1 -

Теорема 8.5.3 ( Эйленберг, Элго, Шефердсон) .  Пусть 
Ро=ХХУ, Р 1 =ХХА, Р2 =АХУ и P = PoUP1UP2. 
Для рационального подмножества V=Po* (P 1 *UP2* ) моноида 

F ( Р )  и естественного гомоморфизма Vp из F (Р )  на F (Х) XF (У )  
в этом случае : 

1 .  vp (V) =F (X ) XF (Y) . 
Ограничение vp/V гомоморфизма Vp на V является инъектив­

ным и сюръективным отображением, так что обратное для него 
отображение � оказывается биекцией из F _(X) XF (Y) на V. 
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�- Ec,л.lti�A - 2-ЭЭШ-автом ат над (Х, У)  и А' - НРС-автомат, 
полу�а!бlцirйtя при интерпретации А как НРС-автомата н ад Р , то 
L (А' ) ==.� ( L (А) ) s V. 

3. Если А' - О-минимальный ДРС-автомат над Р такой , что 
L (А' ) �V. и А - 2-ЭМ-автомат, получающийся при интерпрета­
ции А' как 2- ЭМ-автомата над (Х, У ) , то А я вляется 2-ЭЭШ-авто­
матом с L (А)  = vp (L (А' ) ) .  

4 .  Подмножество L произведения F (Х)  X F (У )  является реак­
цией векоторого 2-ЭЭШ-автомата над (Х, У) тогда и только тог­
да, когда � (L )  я вляется рациональным подмножеством моноида 
Г (Р ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. 1 .  Утверждение 1 непосредственно вы­
текает из приведеи ного выше разложения элементов из F (Х)  Х 
X F (У )  в произведение элементов из Ро, сопровождаемых элемен ­
тами только из Р 1 или только из Р2 в зависимости от того, кото­
рая из компонент (слов ) длиннее. Отметим , что � не является го­
моморфизмом, поскольку V - не моноид, и что отображение � не 
«мультипликативно» : например � (0, А) � (А, О)  ф.V. 

2. Утверждение 2 вытекает непосредственно из доказательства 
теоремы 8 .4 . 7 и определения 8.5. 1 .  

3 .  О-минимальный ДРС-автомат А'= (Z ,  Р, t ,  s ,  F )  над Р не 
имеет «лишних» состоя ний : каждое состояние А достижимо и из 
каждого состояния возможен переход в некоторое финальное со­
стояние. 

Пусть Zo'=t* (s , Ро� ) ,  Z 1 =t* (Zo' , Р 1+) , Z2=t* (Zo' , Р2+) и Zo= 
=lo'- (Z 1UZ2 ) .  (Отметим ,  что если Аф.Е, то Е+=Е+-А=ЕЕ* . ) 

Чтобы показать, что А' , рассматриваемый как 2-ЭМ-автомат, 
оказывается 2-ЭЭШ-автоматом , нам нужно доказать следующее : 

а )  -rПZ , X P X Z =Z, X PI X Zi при i = 1 , 2 ; 
б )  Z = ZoUZ 1UZ2 и Z 1ПZ2 = {zEZ 1ПZ2 i t ( z ,  Р ) =0} .  
Докажем п . а ) . Пусть zEZ1 , z 'EZ, рЕР , причем (z ,  р ,  z') E 

l!iE;r. и i =  1 или i= 2. Тогда по предположению существуют u , v и 
111в F (P )  такие, что uEPo* , vEP1+, t* ( s ,  uv) = z  и uvpwEL (A' ) . 
ИЗ включения L (А' ) =V при этом вытекает, что uvpw E P0*P1+, 
�к что рЕР1 . Так как z '= t* (s ,  uvp ) = t* (t* (s ,  u ) , vp )  и t* (s , u ) E 
EEZo', то выполняется включение z'EZ 1 , чем и доказывается п . а) . 
, Докажем п .б ) . Пусть zEZ .  Тогда в F (Х) существуют слова и 
и v такие, что uvEL (A') sV и z = t* (s ,  u) . Если UEP0*,  то zE 
eZo' или zEZ1 UZ2, т. е . Z = ZoUZ 1UZ2. 

Если бы для векоторого z из z 1ПZ2 существовало р ЕР такое, 
Что t (z , р ) =t= 0, то из п .а) следовало бы включение рЕР 1ПР2, че­
го не может быть. Так что ДОЛЖНО выполняться равенство z l n  
ПZ2= {zEZ1ПZ2 I t (z, P) =t= 0} , чем и доказывается п.б) . 
' 4. Если L - реакция векоторого 2-ЭЭШ-автомата А над 
(Х, У ) , т. е L = L (A) , то из п.2 вытекает также � ( L) = � (L (A) ) = 
= L (A') ,  т. е. � (L ) оказывается рациональным подмножеством 
моноида F (P ) . 

Если же для LsF (X) X F (Y) множество � (L) рационально, то 
существует О -минимальный ДРС-автомат А' над Р, допускающий 
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� (L) . Из п.З в этом случае поJiучаем L = vp (� ( L) ) = vp (L (A') ) =  
= L (A) . 

Итак, L является реакцией 2-ЭЭШ-автомата А над (Х, У) . • 
3 а м е ч  а н и я .  1 . Из высказываним 3 и 4 теоремы 8 .5.3 выте­

кает, что для каждого 2-ЭЭШ-автомата существует эквивалент­
ный 2-ЭЭШ-автомат, функционирующий вполне детерминирован­
ным образом , т. е. такой , что фундаментальный для него НРС- ав­
том ат оказывается ДРС- автом атом . 

2. Легко видеть, что высказывания 2-4 теоремы 8 .5 .3  могут 
быть обобщены на произвольные множества Р,  для которых Vp 
удовлетворяет высказыванию 1 теоремы , и на соответствующие 
типы автоматов. В частности , множество Р0 в теореме можно за­
менить на множество 

Ро'= { (х, Л) (Л, у) \ (х, у) еР0} (см. упражнение 8 . 1 0) .  
Следствие 8.5.4. Множество реакций 2-ЭЭШ-автоматов над 

(Х, У) : 
замкнуто относительно булевых оп�аций (объединения , пере­

сечения, дополнения) ; 
содержит все множества вида R 1XR2, где R 1eRat (Х) и R2E 

eRat (Y) ; 
содержит все конечные подмножества произведения F (Х) Х 

XF (Y) ; 
не замкнуто относительно операции образования произведения. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . 1 . Пусть L и L' - реакции 2-ЭЭШ-ав­

томатов над F (Х ) XF (У) .  По теореме 8.5 .3, п . 4 в этом случае мно­
жества � (L) и � (L' ) оказываются рациональными подмножества­
ми моноида F (P ) .  Поскольку по теореме 5 .5 .5 множество Rat (P )  
замкнуто относительно булевых операций, поскольку V принадле­
жит Rat (P ) и � по теореме 8.5 .3, п . 1 инъективно, то и множества 
� (LUL') =� (L) U� ( L') , � (LПL' ) = � (L) П� (L' ) и � (F (X) XF (Y) ­
-L) =V-� (L ) рациональны. По теореме 8.5 .3 ,  п . 4 поэтому и 
множества LUL', LПL' , F (X) XF (Y)-L являются реакциями не­
которых 2-ЭЭШ-автоматов. 

2. Пусть ReRat (Х) и А- D-минимальный ДРС-автомат, до­
пускающий множество R. Тогда множество RXF (У) допускается 
следуюЩим 2-ЭЭШ-автоматом А' : 

A' =
.(
ZXz 1UZUz2, Р,  t ' , (s , z 1 ) , FXz1UFUz2) , где 

't'1 = {  ( (z , z 1 ) , х, у, (z', z 1 ) ) 1 f (z , х) = z', y�Y}U 

U { ( (z, z 1 ) ,  х, Л, z' )  \ f (z ,  x ) = z'} U 

U { (z, х, Л, z' )  \ f (z , x) = z'} U { ( (z , z 1 ) , Л , у, z2) \ zEF , уе 
EY} U { (z2 , Л, у, z2) \ уЕУ} . 

В состояниях из FXz1 «допускаются» пары (w, v )  с \ w \ = \ v \  
и we R, в состояниях из F - пары (w, v) с \ w l  > \ v \  и weR, в со­
стоянии z2 - пары (w, v) с \ w \  < \ v \  и weR. 

Аналогично показывается , что F (Х)  XR' при R' ERat (У)  явля­
ется реакцией векоторого 2-ЭЭШ-автомата. Из п . 1 поэтому сле-
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дуст, что и множество RXR'  = R XF (У) ПF (Х ) XR'  оказывается 
рса i<Ц! ! еЙ  некоторого 2-ЭЭШ-автом ата . 

3. Так как { (u ,  v) } ={u} X {v}, из пп. 1 и 2 вытекает, что все 
кон е ч н ы е  множества являются реакциям и  соответствующих 
2-ЭЭШ-автоматов. 

4 . Пусть W= (ЛXO+) · { (Ok 1 m , 1 k ) l k ,  m E N} = { (Ok 1 m, On 1 k ) l k ,  
ш ,  nE N}. Из п . 1 примера  8 .5 .2 и из п .2  данного доказательства 
вытс i<ает, что оба сомножителя в W являются реакциям и  2-ЭЭШ­
автом атов. Далее, из п .2  примера 8 .5 .2  следует, что множество 
D= { (w, w) 1 wEF+ ( {0 , 1 ) }  также является реакцией некоторого 
2-ЭЭШ-а втомата .  Если бы теперь W было реакцией векоторого 
2 - Э Э Ш - а вто м а та , то на основании 1 и м ножество WПD = {Ok J l< , 
Ok 1 k )  1 k E N} должно было бы быть реакцией соответствующего 
2-ЭЭUI - автомата ,  чего не может быть, как вытекает из п .З  след­
ствия 8.4.4 и теоремы 5.4. 1 2 . И так, произведение W реакций двух 
2-ЭЭШ-автоматов не является реакцией никакого 2-ЭЭШ-ав­
томата. 8 

3 а м с ч а н и с .  Из данного следствия получаем , что не для 
каждого 2-ЭМ-автомата существует эквивалентный 2-ЭЭШ-ав­
томат. 

8.6. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ДВУЛЕНТОЧНЫЕ 
АВТОМАТЫ 

Д ЕТЕРМ И Н И Р О ВА Н Н Ы Е  2-ЭМ-А ВТОМАТЫ 

Пусть А1 - представленный на рис .  8 .2 .3 2-ЭМ-автомат  ( см . 
п . 1 примера 8 .4 .2) . Этот 2-ЭМ-автомат обладает свойством ,  ко­
торое не встречается у НРС-автоматов :  соответствие переходов 
t 1 автомата А1 является частичным отображением,  однако после­
довательностное соответствие t 1 * автомата А1 не  является отобра­
жением ,  поскольку, например t 1 * (s ,  00, О) =  {z , z '} , так как 
(0, Л) · (0, О ) = ( 0, О ) ·  (0 , Л) . 

Итак, для того чтобы определить общее понятие детерминиро­
ванного 2-ЭМ-автом ата,  мы должны требовать большего, чем 
в случае НРС-автоматов. 

Определение 8.6. 1 .  Пусть А - 2-ЭМ-автомат в обозначениях оп­
ределения 8.4. 1 . 

Автомат А называется локально детерминированным, есл_и t 
яЕляется частичным отображением .  

Автомат А называется детерминированным, если 1 S 1 = 1 и t *  
является частичным отображением .  

3 а м е ч  а н и я .  1 .  2-ЭМ-автомат А является , очевидно , лакаль­
но д<:'терминированным,  если его фундаментальный  НРС-автомат  
А' детерминирован .  Из доказательства теоремы 8.4 .7 и утверж­
дения теоремы 6.2.8 следует, что для каждого 2-ЭМ-автомата мо­
жет быть построен эквивалентный лакальна детерминированный 
2-ЭМ-автом ат. 

2. По теореме 8.5.3 (сМ. замечание к ней)  для каждого 2-ЭЭШ­
автомата может быть построен эквивалентный детерминирован-
• � 



ный 2-ЭМ-автомат, являющийся одновременно и 2-ЭЭШ-автома­
том . Обратное, однако , неверно. Действительно, множество W из 
п.4 доказ ательства следствия 8.&.4, хотя и допускается некото· 
рым детерминированным 2-ЭМ-автоматом , но не допускается ни­
каким 2-ЭЭШ-автоматом .  

П ример 8.6.2 . 1 . 2-ЭМ-автомат из примера 8.4 .2 , хотя и лакаль­
но детерминирован , но не детерминирован ( как показано выше) . 

2. Построенные в доказательстве п .2 сл.едствия 8.4 .4 2-ЭМ-ав­
томаты А и А', очевидно, детерминированы. Таким образом , во­
прос о непустоте пересечения реакций неразрешим даже для де ­
терминированных 2-ЭМ-автом атов. 

с Е)� f) ��� ( 0 1 , 1>  1 )  ( 0 1  ' ll 1 )  
( D f  , v 1 )  (0 0 1  , v 2) (0 0 1 1 u2)  ( 0 1 1 u 1 )  

( 0 0 1  '" 2.) • 
( 0 0 1  1 u:г.)  

• . 
(ОТ1 1 ,vn) (On f , l> n )  (On 1 , un )  ( On 1 1 un)  

Рис. 8.6. 1. 2-ЭМ-автомат AQ 

3. Каждый конечный преобразователь с допускающими состоя­
ниями, рассматриваемый как 2-ЭМ-автомат, оказывается детер­
минированным 2-ЭМ-автоматом , поскольку его «читающая часть» 
функционирует детерминированным образом (таковы и конечные 
преобразователи , приведеиные на рис. 8.2 . 1 и в примере 8.2. 1 ) .  

4. Множество U и V из доказательства следствия 8.4. 1 1  допу­
скаются , очевидно , некоторыми детерминированными 2-ЭМ- аnто­
матами. Поэтому пересечение реакций детерминированных 2-ЭМ­
автоматов не допускается , вообще говоря , детерминированным 
2-ЭМ-автоматом . 

ПоскоJiьку для 2-ЭМ-автомата локальной проверкой, т. е . изу­
чением значений соответствия переходов на отдельных состояни­
ях, нельзя установить, является ли этот 2-ЭМ-автомат детерми­
нированным , то проверка детерминированности оказывается в об­
щем случае очень сложной. 

Теорема 8.6.3. Для 2-ЭМ-автоматов ( с  по меньшей мере двух­
элементным входным алфавитом ) неразрешим вопрос о том , яв­
ляются ли они детерминированными. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Используем для доказательства нераз­
решимость общей проблемы соответствий Поста ( см . лемму 
8.3 . 5 ) . С этой целью мы сопоставим каждому случаю Q п робле­
мы соответствий Поста н ад Х= {0 , 1 }  ( заданному, как в опреде­
лении 8 .3 .4)  2-ЭМ-автомат AQ, определяемый графо м ,  изобр ажен­
ным на рис. 8.6 . 1 .  

Итак, пусть AQ= ( {s , z , z'} , Х , Х, t , s , {z, z'} ) , где 't= { (z" , 0 1 1 , 
u ; , z ) 1 i= 1 , 2 , . . . , n ,  z"=s или z" =z} U {  (z", 01 1 ,  v1, z' ) l i= 1 ,  2 , . . . , n , 
z"=s или z"= z'} . 
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Сразу видно следующее. 
1 . Если автомат AQ не локально детерминирован , то по мень­

шей мере для одного ie { 1 ,  . . . , n} должно выполняться равенство 
U i = Vf .  Тогда Q имеет решение i .  

2. Если автомат AQ локально детерминирован, то А не являет­
ся детерминированным 2-ЭМ-автоматом тогда и только тогда , ког­
да существуют натуральные числа i 1 , i2 ,  . . . , i k  такие , что 
U1,u1 . . . .  U1k = Vi ,  V i a " '  V ik • 

Действительно, именно в этом случае выполняется равенство 
t;r. (s, 01 ' 1 01• 1 . . .  01k 1 ,  Ui ,Uf . !  . . .  ufk) = t* (s, 01 ' 1 01 1 1 . . . 01k 1 , 

Vi1 Vt1 . . .  Vtk) = {z , z '} .  
Итак, если автомат AQ локально детерминирован, то AQ явля­

ется детерминированным 2-ЭМ-автоматом тогда и только тогда , 
когда случай Q проблемы соответствий Поста над Х не имеет 
решения. 

3. Из пп . 1 и 2 следует, что с помощью метода , определяющего, 
является ли данный 2-ЭМ-автомат над (Х, Х ) детерминирован­
ным , можно также определить, разрешима ли общая проблема со­
ответствий Поста над Х, что по лемме 8.3.5 невозможно. • 

3 а м е ч  а н и я . 1 . Отметим , что для а-преобразователя можно 
очень просто установить, я вляется л и  он детерминированным, т. е. 
является ли он конечным преобразователем с допускаютими 
состояниями, поскольку для этого достаточно лишь проверить, 
является ли его «читающая часть» ДРС-автоматом. 

2. Детерминированный 2-ЭМ-автомат, рассматриваемый как 
а-преобразователь , не обязательно должен быть конечным пре­
образователем с допускающими состояниями. I(онтрпримером яв­
ляется детерминированный 2-ЭМ-автомат А= ( { 1 , 2, 3} ,  {0} ,  {0, 
1 } , t, 1 ,  {2 , 3} ) , где т = { ( 1 , О, О , 2 ) , i ( 1 , 1 ,  1 , 2) , ( 1 ,  О, 1 , 3) ,  (2, О, 
О, 2 ) , (2 , 1 , 1 , 2 ) , (3 , О, 1 ,  3 ) , (3, 1 , О, 2 ) } .  

АЛ ФА В И Т Н Ы Е  Д ЕТЕРМ И Н И Р О ВА Н Н Ы Е  2-ЭМ-А ВТОМАТЬI 

Путем добавления состояний (как и в случае НРС-автоматов 
в доказательстве п. 1 теоремы 6.2.7) для любого 2-ЭМ-автомата 
можно построить эквивалентный алфавитный 2-ЭМ-автомат, т. е.  
автомат, считывающий по одному символу за такт, причем толь­
ко с одной ленты. В отличие от случая НРС-автоматов , в данном 
случае такой переход не детерминирован. 

Определение 8.6.4 . 2-ЭМ-автомат называется алфавитным, если 
тsZX (XUA) XAXZUZXAX (YUA) XZ. 

Пример 8.6.5. Детерминированный 2-ЭМ-автомат, граф которо­
го изображен на рис. 8.6.2 , является алфавитным и допускает 
множество W из п.4 доказ ательства еледетдня 8:5.4. 
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Из доказательств а тмремы 8.6.3 вытекает, что и для алфавит­
ных 2-ЭМ-автоматов неразрешим вопрос о том , являются ли они 
детерминированными ( см . п . 1 упражнения 8. 1 1 ) .  

Теорема 8.6.6. Множество M = { (Ok, om t n )  j k , т, ПЕ N, k = m  
или k = n} , хотя и доnускается некоторым алфавитным 2-ЭМ-ав­
томатом, но не допускается никаким алфавитным детерминиро­
ванным 2-ЭМ-автоматом . В то же время М является объединени­
ем реакций двух алфавитных детерминированных 2-ЭМ-автома­
тов. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. 1 . Граф алфавитного 2-ЭМ-автомата , 
допускающего множество М, изображен н а рис . 8.6.3 .  

Обе части рис. 8.6.3 представляют собой графы детерминиро­
ванных 2-ЭМ-автоматов. Объединением их реакций является мно· 
жество М. 

Рис. 8.6.2. Детерминированный 2-ЭМ-автомат с реакцией W 

Рис. 8.6.3. Алфавитный 2-ЭМ-автомат с реакцией М 
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Используя nостроения из nризеденноrо ниже доказательства ,  
можно без особого труда получить неалфавитный детерминиро­
ванный 2-ЭМ-автомат, допускающий множество М (см . п .2 уп­
ражнения 8. 1 1 ) .  

2. Пусть Х= {0, 1 } . Предположим , что существует детермини­
рованный 2-ЭМ-автомат А= (Z, Х, Х, t, s , F) , где -rs::::;ZXXXAX 
XZUZXAXXXZ и L (А) =М. 

Пусть pEN ,  причем P> I Z I и Lo,p= { (Ok, Ok l n ) l k , nEN, n , 
k> p} ,  L1 ,p= { (Ok , Qm J k )  l k, mEN, m, k�p} , (u , v) ELo,pULl ,P· 1 .  Поскольку пара  слов (u , v)  должна допускаться автома­
том А, то  должны существовать состояние z в Z , число i� 1 и сло­
во w в F (X ) такие, что t* (z, 01 , w) = z. 

Для этой тройки z , i ,  w имеем : 
1 ) wEO* или wE l * .  Действительно, если бы выполнялось р а­

венство w= aO lb ,  то при подходящих qEN и с, dEF (X ) пара 
(Oq+2 1 , caO l baO l bd) допускалась бы автом атом А,  чего быть не 
может. 

2) 1 w 1 =i. Действительно, если бы, скажем, выполнялось ра­
венство w=Oq при q=Fi ,  то вместе с п арой (u,  v) = (Ok , om t n ) при 
каждом j из N допускалась бы автоматом А и пара (Ok+J · 1 ,  
om+J q J n ) , чего быть не должно .  в случае w= l q  рассуждения ана­
логичны. 

3) Существует по меньшей мере одна тройка zo, i , wo с wo= 
=01 , т. е. t * (z0, 01 , 01 ) =Zo, и по меньшей мере одна тройка z 1 , j , w1 
с w1= l J , т. е. t *  (z 1 ,  OJ , I J )  =Z1 . Действительно, если бы, например, 
всегда выпоJшялось включение wEO"' , то должны бы были суще­
ствовать состояние z" и �tисло r такие, что t* (z", А, t r ) = z" [па­
ра (ОР, QP-1 ,  l P ) допустима ] . Отсюда бы вытекало, что автомат А 
допускает пару (ОР, QP-1 , J P+r ) . Аналогичным образом предполо­
жение, что всегда выполняется включен ие w E l * , приводит к про­
тиворечию. 

Состояния типа z0 и z 1 из п .З, будем в дальнейшем называть 
(0, 0 ) - и соответственно (0, 1 ) -цикловыми состояниями. 

1 1 .  На допускающем пути ,  т. е .  на пути из начального в неко­
торое финальное состояние , в графе автомата А не могут одно­
временно  встречаться (0 , О ) - и (0 , 1 ) -цикловые состояния,  по­
скольку в противном случае автоматом А допускались бы при 
произвоJiьных q и r из N пары (OP+ql+rJ , QP+qi J P+rJ ) . 

Чтобы автомат мог допускать пары вида (ОР, QP 1 2P ) ,  он должен 
иметь еще (Л, 1 ) -цикловое состояние, т. е.  состояние z2 такое, что 
t * ( z2 , Л, l k ) = z2 при подходящем k из N . Такое состояние мо­
жет, конечно, встречаться в одном допускающем пути с (0, О) -цик­
ловым состоянием , но не с (0 , 1 ) -цикловым состоянием. 

Аналогичным образом показывается , что должно иметься и 
(Л, О)  - цикловое состояние. 

У автомата А не может быть иных цикловых состояний , по­
скольку вследствие 1 из равенства t* (z ,  w, w' ) =z вытекает, что z 
является (0, 0 ) - , (0, 1 ) - , (А, 0) - или (А, ! ) -цикловым состоянием. 
Кроме того , из вышесказанного следует, что любое цикловое со-
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стоя ние я:вля:етсst ци кловым состоя нием е точности одного из этих 
типов. 

Итак, имеются три вида допускающих путей :  
1 ' )  О -пути. На  таких путях сначала встречаются (0 ,  0 ) -цикло­

вые состояния и только после последнего из них встречаются 
(А, 1 )  -цикловые состояния , причем имеется по меньшей мере по 
одному состоянию каждого типа .  С помощью таких путей допу­
скается бесконечно много слов из Lo ,p. 

( .'\ ; Oj )  (O i , 1 i ) r---�--�---� 
AfiГ\ 1 1 - путь 

�--� о- nуть 
� - - -�- - -�- - - � 

v v 
( o i '  , o i ' )  (A , 1 j ' )  

Рис. 8.6.4. В озможные допускающие пути 

2') ! -пути . На таких путях сначала встречаются (А, 0) - цикло­
вые состояния и после них - (0, 1 )  -цикловые состояния , причем 
имеется по меньшей мере по одному состоянию каждого вида. 
С помощью таких путей допускается бесконечно много слов 
из LI ,P· 

3 ' )  Пути, н а  которых нет цикловых состояний либо есть цик­
ловые состояния только одного вида. 

1 1 1 . Р ассмотрим теперь вопрос о том ,  как происходит обработ­
ка элементов пересечения Lo,pПL I ,P· Эта обработка осуществляет­
ся только с помощью 0- или ! -путей.  

Предположим , что пара (03Р ,  03 P l 3 P ) допускается с помощью 
некоторого ! -пути из s в финальное состояние ze. Пусть z 1 - пер­
вое (0, 1 )  -цикловое состояние на этом пути. Из z 1 в Ze ведет неко­
торый путь, на котором со второй ленты считываются только 
единицы. 

Пара  (03Р ,  03P l 4 P )  может допускаться только с помощью О-пу­
ти с некоторым финальным состоянием ze' . Пусть z 1 ' - первое 
(А, ! ) -цикловое состояние на этом пути. Из z 1 ' в ze' ведет тогда 
некоторый путь, н а  котором со второй ленты считываются только 
единицы. Итак, имеется ситуация, показанная на рис. 8.6 .4 . 

Поскольку р > l z l , то должен существовать путь из s в z 1 ' , на 
котором считывается пара  слов ( Ok , 03P l q ) ,  где 2р < k�Зр и 
O� q < p. 

Так как автомат А алфавитный ,  то в цикле у вершины z 1 или 
на пути из z1 в Ze существует состояние z такое, что t* ( s ,  Ok, 
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QЗР 1 " ) = z и n�p. Отсюда же (так как q<'n) следует, что в цик­
ле у вершины z 1

' существует состояние z' такое, что t*  (s ,  Qk , 
озР 1 " ) = z

'
. 

Поскольку автомат А детермrинированный, то должно выnол­
няться равенство z

' = z .  Поэтому либо состояние z должно одно­
временно быть и (О, 1 ) - и (Л, 1 )  -цикловым состоянием , либо 
(Л, 1 )  -цикловое состояние z

' должно лежать на  1 -пути из Z t в Z e ,  

чего не может быть. 
Итак, п а ра  слов (03Р ,  03Р 1 3Р ) не может допускаться с помощью 

1 -пути. 
Предположим теперь , что пара  слов (03Р , 03Р } ЗР )  допускается 

с помощью некоторого О-пути , имеющего вид, изображенный на  
рис. 8.6 .4 ,  т .  е .  будем считать , что первое (Л ,  1 )  -цикловое состоя­
ние на  этом пути есть Z t

'
· 

Пара слов (04Р, QЗР 1 4Р )  допускается с помощью некоторого 
1 -пути , имеющего вид, представленный на рис .  8.6.4.  Итак, будем 
считать, что первое (0, 1 )  -цикловое состояние на этом пути есть z , .  

Теперь будем действовать совершенно аналогично тому, как 
это делалось выше. 

На некотором пути из s в z 1
' может быть считана пара  слов 

(Ok , QЗP 1m} ,  где 2р<k::;:;Зр и m ::;:; p. Поскольку автомат А алфа ­
витный, то  в цикле у состояния z 1 или  после него существует со­
стояние z та кое, что t*  (s , Qk , 03Р 1 " ) = z и n � p. По той же причине ,  
а также вследствие неравенства m ::;:; n в этом случае в цикле у 
z t

' существует состояние z
' таr<ое , что t* (s ,  Qk , QЗР 1 " )  = z

'
. 

Так как автомат А детерминирован,  то должно быть z = z
'

, но 
это невозможно. 

Итак, пара  слов (03Р, 03Р 1 Зр )  вообще не допускается, т. е. не 
существует допускающего множества М алфавитного детерминиро­
ванного 2-ЭМ-автомата. 8 

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Из п .2  замечаний к теореме 8.5 .3 ,  п .2  и 
замечаний к определению 8.6 . 1 вытекает, что для каждого 2-
ЭЭШ-автомата существует эквивалентный алфавитный детерми­
нированный 2-ЭМ-автом ат. Из примера 8.6 .5 и из сказанного вы­
ше следует, что мноЖество реакций 2-ЭЭIII-автоматов оказывает­
ся собственным подмножеством множества реакций алфавитных 
детерминированных 2-ЭМ-автоматов. 

2 .  Существует ли  для каждого 2-ЭМ-автомата эквивалентный 
детерминированный 2 -ЭМ-автомат, неизвестно. Можно, однако, 
предполагать, что множество 
D = { (uc, vuw) l u , v , wEF+ (Y) } ,  где сфУ и I Y I = 2, являющееся ,  
очевидно, реакцией соответствующего 2-ЭМ-автомата ,  не может 
допускаться никаким детерминированным 2-ЭМ-автоматом. 

П ОЛ Н О СТЬЮ О П Р ЕД ЕЛ Е Н Н Ы Е Д ЕТЕРМ И Н И Р О ВА Н Н Ы Е 
2-ЭМ-А RТОМАТЫ 

Из ДРС-автомата мы смогли путем добавления единственного 
состояния построить полностыо определенный детерминированный 
эквивалентный автомат (РС-автомат) . Ниже мы увидим ,  что в 
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случае детерминированных 2-ЭМ-автоматов соответствующее по­
строение невозможно. 

Определение 8.6.7. Детерминированный 2-ЭМ-автомат называ­
ется полностью определенным детерминированным 2-ЭМ-автома­
том , если t* является всюду определенным отображением,  т. е. ес ­
ли  выполняется равенство рr 1 ,2,з (т* ) = Z X F (X) X F (Y) . 

(А , О )  
)--.;._:_--� z 1 ( О , А )  

(А , О ) 
(0 1Л)  

(.А., О )  
(О ,Л)  

Рис. 8.6.5. Полностью определенный детерминированный 2 -ЭМ- а втомат с реак­
цией { (0, А) , (А, О) } 

(О , Л )  ( 1  ,А )  
(Л , О) 

Рис. 8.6.6. Полиостью определенный детерминированный 2-ЭМ-автомат с реак­
цией { (0, 1 ) }  

П ример 8.6.8. 1 .  На рис .  8 .6 .5 изображен граф полностью опре-
деленного детерминированного 2 -ЭМ-автомата над ( {О} ,  {О} ) ,  
допускающего множество { (0 ,  А) , (А, О) } . 

2. Н а  рис .  8 .6 .6 изображен граф полностью определенного де­
терминированного 2 -ЭМ-автомат над ( {0,  1 } ,  {0, 1 } ) ,  допускаю­
щего множество { (0 ,  1 ) } .  

3 .  Пусть А - полностью определенный детер минированный 
2-ЭМ-автомат в обычных обозначениях. Тогда А= (Z ,  Х, У, t ,  s ,  
Z-F) - полностью определенный детерминированный 2-ЭМ-авто­
мат, допускающий дополнение � (Х) XF (Y) -L (A) реакции авто­
мата А. Читателю рекомендуется сравнить этот факт с доказа-
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тельством теоремы 5 .5 .5 и обратить внимание на  то, что автомат 
А полностью определен и детерминирован. 

4. Пусть А1 и А2 - алфавитные полностью определенные де­
терминированные 2-ЭМ-автоматы над (Х, У) . 
Тогда 

А= (Z 1 XZ2 , Х, У? t , ( s 1 , s2) , ,f\ X F2) , 
где -r= { ( ( z 1 ,  z2) , х, у, (z 1 ' ,  z2') ) 1 (z 1 , х ,  у, z 1 ' )  E't'1 , (z2 , х ,  у ,  z2' ) Е 
Ет2} - полностью определенный детерминированный 2-ЭМ-авто­
мат, допускающий пересечение реакций L (А 1 ) ПL (А2)  автоматов 
А1 и А2 (см .  упражнение 5. 1 6) .  Действительно, автомат А пол­
ностью определен И ПрИ прОИЗВОЛЬНЫХ Z 1 ИЗ Z1 ( при  i= 1 ,2 ) , ПрО· 
извольной паре слов (и ,  v) из F (Х) ХР (У) , произвольной паре  
входов (х ,  у) из  (ХUЛ ) Х (УUЛ) и при t* ( (z 1 , z2 ) , и , v) = (z 1 ' , z2' ) 
выполннется равенство 

t (t * ( (z 1 , z2 ) , и , v) , х,  у ) = (t 1 ( z 1 ' ,  х ,  у) , t2 (z2', х , у) ) .  Отсюда 
полной индукцией по l и l � l v l получаем, что всегда выполнено 
равенство 

t *  ( (z 1 , z2) , и , v) = (t 1 * (z 1 , и , v) , t2* (z2, и ,  v) ) .  
Итак, автомат А также является детерминированным и пара  

(и , v) допускается этим автоматом тогда и только тогда ,  когда 
она допускается и автоматом А1 , и автоматом А2. 

Обобщение этой конструкции приведено в пп .  3 и 4 упражне­
ния 8 . 1 1 .  

5 .  Пусть А1 и А2 � РС-автом аты над Х и У соответственно. 
Пусть тогда А - следующий 2-ЭМ-автомат:  

А = (Z 1 XZ2 , Х, У, t , (s 1 , s2) , Н X F2) , где 

't = { ( (z l , Z2 ) , Х, Л, (z 1 ' ,  Z2) ) 1 (z l ,  Х, Z i 1 ) E't'i } U 
U { ( (z 1 , z2 ) , Л, у, (z 1 , z2' ) ) 1 (z2, у ,  z2' )  E't'2} . 
Для любой пары слов (и,  v) из F (X) X FI (Y) выполняется ра ·  

венство t* ( (z 1 , z2) , и,  v) = (t 1 * (z 1 , и ) , t2" (z2, v ) ) . Поскольку t 1 *  и 
t2* - полностью определенные отображения ,  то и t* оказывается 
полностью определенным отображением .  Итак, А - полностью оп­
ределенный детерминированный 2-ЭМ-автомат с реакцией L (A1 ) Х 
X L (A2) .  

3 а м е ч  а н и я .  1 .  Алфавитный детерминированный 2-ЭМ-авто­
м а т  является полностью определенным детерминированным 2-ЭМ­
автоматом, если рr 1 ,2 ,з (т) = ZXX X ЛUZ X Л X Y . 

2. Для каждого полностью определенного детерминированного 
2-ЭМ-автомата А можно построить эквивалентный алфавитный 
полностью определенный детерминированный 2-ЭМ-автомат 

А' = (Z , Х, У, t' , s ,  F) , полагая 
т' = (ZXX X Л X ZUZ X Л X Y X Z) Пт* . 

Таким образом,  в дальнейшем мы может ограничиться р ас ­
смотрением алфавитных детерминированных 2-ЭМ-автоматов, 
удовлетворяющих условию из п . 1 данных замечаний. 
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3. Пусть А - алф авитный полностью определенный детермини­
рованный 2 -ЭМ-автомат. Тогда для любого состояния z и произ­
вольной пары слов (и , v ) из Р (Х)  XF (Y) справедливы равенства 

t* (z ,  и,  v)  = t* (t* (z ,  и,  А) , Л, v)  = 

= t* (t* (z , А, v) , и, А) . 
Итак, читающие головки автомата А могут передвигаться в про­
извольном порядке. Поэтому мы  можем заменить ( «эквивалент­
но» ) а втомат А на последовательное соединение двух НРС-авто­
м атов At и А2 , каждый из которых считывает только одну ленту : 

At = (Z ,  Х,  t t , s , Z) , "t't = PГ t ,2,4 ('t) , 

А2 = (Z , У, t2 , Z ,  F) , 't2 = РГt ,3 ,4 (т) . 

Пара  входных слов (и , v) считывается при этом таки м обра­
зом,  что сначала А1 прочитывает слово и , а после этого автом ат 
А2 начинает работу в состоянии,  в котором А1 ее закончил , и про­
читывает слово v. (См .  по этому поводу также упражнение 8. 1 0 , 
п . 2 . )  

Из  данного замечания и примера 8 .6 .8 вытекают факты, де­
монстрирующие очень тесную связь между РС-автом атами и пол­
ностью определенными детерминированными 2-ЭМ- автоматами .  

Теорема 8.6.9. 1 .  Множество реакций полностью определенных 
детерминированных 2 -ЭМ-автоматов над (Х,  У) образует булеву 
алгебру (с теоретико-множествеиными операциями) . 

2. Подмножество L произведения моноидов F (X) X F1 (Y) явля­
ется реакцией некоторого полностью определенного детерминиро­
ванного 2-ЭМ-автомата над (Х, У) тогда и только тогда, когда 
оно является объединением конечного числа декартовых произ­
ведений R Х R' р ациональных подмножеств R и R' моноидов F (Х) 
и F (У) соответственно. 

3. Пусть отображение k :F (X) X F (Y) --+F (XUY)  определено ус­
ловием : k (и ,  v)  =\иv для всех (и ,  v)  из F (X) X F (Y) . Отображение 
k называется конкатенацией. 

Для каждого полностью определенного детерминированного 
2-ЭМ-автомата А над (Х, У) м ножество k (L (А) ) является рацио­
нальным подмножеством м оноида F (XUY) . 

4 .  Если ХПУ= 0, то для L=·F! (X) X F (Y) из включения k (L) E 
ERat (XUY) следует, что L - реакция пекоторога полностью опре­
деленного детерминированного 2-ЭМ-автомата.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  1 .  Из пп .  3 и 4 примера 8 .6 .8 немедленно 
вытекает замкнутость относительно операций пересечения и до­
полнения , поскольку на основе п.2 замечаний к примеру 8.6.8 мы 
можем ограничиться рассмотрением только алфавитных полно­
стью определенных детерминированных 2-ЭМ-автоматов. Замк­
нутость относительно операции объединения вытекает из закона 
Моргана .  

2 .  Пусть А - полностью определенный детерм инированный 2-
ЭМ-автомат над (Х, У) .  На основе упомянутого замечания мы 
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можем предполагать, что А - алфавитный автомат. Пункт 3 з а ­
мечания может быть уточнен : автомат А можно з аменить объеди­
нением конечного числа последовательных соединений пар  НРС­
автоматов. А именно,  для каждого состояния z автомата А можно 
определить следующие два НРС-автомата : 

A1 (z ) = (Z, Х, t 1 ,  s , z) , где т1 = РГ I .2 ,4 ('t) ; 

A2 (z) = (Z,  У, t2 , z , Fl) , где 't'2 = РГ1 .з,4 (т) . 

Автом ат А1 работает с i -й  входной лентой. Пусть (u , v ) - паря  
слов и з  F (X) X F (Y) и z' = t* (s , u ,  Л) .  Слово u будет допускаться 
автом атом А1 (z') и v - автом атом А2 (z') тогда и только тогда ,  
когда пара  (u, v) будет допускаться автом атом А. Итак ,  выпол­
няется равенство 

L (А) = U {L (А 1 (z ' ) ) Х L (А2 (z') ) 1 z' EZ} . 

Таким образом, реакция каждого полностыо определенного де­
терминированного 2-ЭМ-автомата оказывается конечным объеди­
нением декартовых произведений соответствующих пар р ациональ­
ных множеств. 

Поскольку из п.5 примера 8.6.8 следует, что декартово произ­
ведение двух рациональных множеств допускается соответствую­
щим полностью определенным детерминированным 2-ЭМ-автома ­
том ,  и поскольку каждое конечное объединение таких декартовых 
произведений оказывается снова реакцией векоторого полностью 
определенного детерминированного 2-ЭМ-автомата (утвержде­
ние 1 ) ,  то утверждение 2 теоремы доказано.  

3. Пусть RERat (X) и R'ERat (Y) . Тогда k (R Х R ' ) = RR ' - ра­
циональное подмножество моноида F (XUY) . 

Далее очевидно, что k (MUM' )  = k (M) U k (M') и что если мно­
жества k (М) и k (М') оба р ациональны, то р ационально и мно­
жество k (MUM') .  Поэтому из утверждения 2 немедленно вытека­
ет и утверждение 3 теоремы. 

4. Если k (L) ERat (XUY) ,  то k (L) cX*Y* и существует РС-ав ­
томат А, допуска ющий множество k (L ) . В доказательстве п .2  
было показано, что автомат А можно заменить конечным числом 
последовательных соединений пар ,  состоящих из НРС-автомата 
над Х и НРС- автом ата над У каждая .  Поэтому k (L ) оказывается 
конечным объединением произведений вида R R' таких, что 
RER at (X) и R'E Rat (Y) . Поскольку k (R X ·R') = RR' и для Мс: 
c: R  Х R' всегда выполнено k (М) c:RR ' , то утверждение 4 теперь 
немедленно вытекает из п . 2 .  • 

Следствие 8.6. 1 0. 1 .  Каждое конечное подмножество произве­
дения F (Х) Х F (У) является реакцией векоторого полностью опре­
деленного детерминированного 2-ЭМ-автомата над (Х, У) .  

2. Произведение реакций двух полностью определенных детер­
минированных 2 -ЭМ-автоматов над (Х,  У) снова является реак­
цией векоторого полностью определенного детерминированного 
2-ЭМ-автомата над (Х, У) . 
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3. Н азовем подмножество Е произведения F (X)  X F (Y) разли­
чимым, если существуют конечный моноид (М, о ) и гомоморфизм 
h из (F (X) X F (Y) , • ) на (М, о ) такие, что E = h-· 1 (h (E ) ) . Тог­
да для L s F  (Х) X'F (У) верно следующее высказывание:  множест­
во L р азличимо тогда и только тогда ,  когда L является реакцией 
пекоторога полностью определенного детерминированного 2-ЭМ­
автомата над (Х, У) . 

4. Порожденный реакцией пекоторога полностью определенно­
го детерминированного 2 -ЭМ-автомата над (Х, У) подмоиаид 
произведения F (Х) XIF (У) не обязательно снова оказывается ре­
акцией пекотарого полностью определенного детерминированного 
2-ЭМ-автомата .  

5. Существуют алфавитные детерминированные 2-ЭМ-автома ­
ты  такие,  что для них н е  существует эквивалентных полностью 
определенных детерминированных 2-ЭМ-автоматов. 

6. Для каждого полностью определенного детерминированного 
2-ЭМ-автом ата можно построить эквивалентный 2-ЭЭШ-автомат. 
Обратное неверно. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пункт 1 вследствие равенства { (u , 
v) } = {u} Х {v} вытекает из п. 2 теоремы 8.6 .9 .  

Пункт 2 р а вным обр азом вытекает из п.2 теоремы 8.6 .9 ,  по-
скольку выполняются равенства (R t  X 'R2 ) · (R t ' X R2' ) = R 1 R 1 'X 
X R2R2' и (MUM')  · M"= M · M"UM' · М". 

Пункт 3. 1 )  Так как для любого отображения f выполняются 
р авенства f (U 1 UU2 ) = f (U 1 ) Uf (U2) и f-1 (VI UV2) = f-1 (VI ) Uf-1 (V2) . 
то по теореме 8.6 .9 ,  п .2  нам  достаточно лишь показ ать, что все 
декартовы произведения R t XR2 при R t ERat (X) и R2ERat (Y) яв­
ляются р азличимыми множествами .  По теореме Клини-Майхилла 
(см.  следствие 5.5.4) существуют конечные монояды ( М 1 , о ) и 
(М2, о ) и гомоморфизмы h2 из F (Х) на  М1 и h7 из F (У) на  lМ2 
такие,  что при i = 1 ,2 выполнены равенства R I = h i-1 (h i (R I ) ) .  Тог­
да ,  как нетрудно убедиться ,  отобр ажение 

h : F (X) XF (Y) -+Mt X M2 такое, что h (u ,  v) = (h , (u ) , h2 (v) )  
оказывается гомоморфизмом из (F (Х) Х F (У) ,  о ) на  прямое про­
изведение  моноядов (Mt , о ) И (М2 , о ) И ВЫПО·ЛНяется равенство 
Rt XR? = h- 1 (h (R t X 'R2) ) , т. е .  множество R t X R2 р азличимо. 

2) Пусть h- гомоморфизм из (F (X) X F (Y) ,  о ) на моноид 
(М, о ) . Тогда M1 = h (F (X) X Л) и М2 = h (Л Х F (У) ) - подмонои­
ды МОНОИда (М, о ) такие , что Mt оМ2=М.  Далее, сужение h на  
F (Х) ХА [ или h на A'X ;f (У) 1 можно рассматривать как гомомор­
физм h ,  (как h2) из F (X) на {М1 , о ) [соответственно из F (Y) н а  
(М2, о ) ] .  

EcJJИ  теперь Е - различимое подмножество произведения 
F (Х) XF (У) , то существует гомоморфизм h из F (Х) Х F (У) на не­
который конечный моноид (М, о ) такой, что Е =  h-1 (h (Е ) ) .  Посколь­
ку в этом случае множество h (Е )  конечно, то Е оказывается объ­
единением конечного числа множеств вида h-1 (m) при m EM. 

Из сказанного следует, что каждое m из М может быть заnи-
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сано ( возможно, многими способами ,  но конечным их числом)  в 
виде m = m1 o m2, где mrEMr при i =  1 ,2. Итак, имеем  

h-1 (m)  = {h-1 (m 1 ) . h- 1 (m2) 1 m = m1 om2} = 

= {h r-1 (m r ) X h2-1 (m2) l m = m, om2}. 
Очевидно что каждое множество hc1 ( mt) при i = 1 ,2 является 

р ациональным , так что Е по теореме 8.6.9, п.2 оказывается реак­
цией пекоторога полностью определенного детерминированного 
2-ЭМ-автомата . 

Пункт 4. Из п . 1  доказательства следует, что множество 
{ (0 ,  1 ) }  является реакцией соответствующего полностью опреде­
ленного детерминированного 2-ЭМ-автомата над ( {0} , { 1 } )  (см .  
также п .2  примера 8 .6 .8) . 

Порожденным м ножеством { (0 ,  1 ) } подмоноидом произведения 
F ( {O} ) XF ( { l } )  оказывается подмоиаид Uo = { (O", 1 " ) l n E No} . 

По теореме 8 .6 .9 ,  п . З  множество U0 недопустимо никаким пол ­
ностью определенным детерминированным 2-ЭМ- автом атом ,  по­
скольку множество k (U0) = {0" 1 " l n E N0} по теореме 5 .4 . 1 2  не яв­
ляется р'ациональным подмножеством моноида F ( {0 ,  1 } ) . 

Пункт 5 вытекает ив доказательства п .4 ,  так как множество 
U0 допускается соответствующим алфавитным детерминированным 
2-ЭМ-автом атом. Иным примерам является множество из  п .2  
примера 8 .5 .2 .  

Пункт 6 вытекает непосредственно из следствия  8 .5 .4 ,  п .  2 тео­
ремы 8 .6 .9 и из только что проведеиного доказ ательства п .5  тео­
ремы . •  

3 а м е ч  а н и е .  Если мы обозначим символом Erk (Х, У) мно­
жество всех различимых подмножеств произведения F (Х) Х F (У) , 
то в отличие от случая F (X)  получим следующую иерархию : 
Erk (X, У) с: {реакции 2-ЭЭШ-автоматов над (Х, У) } с: {реакции 
алфавитных детерминированных 2 -ЭМ-автоматов над (Х, У) } с:  
c:Rat (Х, У) . 

8.7.  ДВУЛЕНТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ РАБИНА - СКОТТА 
Поскольку вопрос о том ,  является ли данный 2-ЭМ­

автомат детерминированным ,  неразрешим ,  представляется осо­
бенно интересным изучение специальных классов детерминирован­
ных 2-ЭМ-автоматов, для которых легко может быть решен вопрос 
о принадлежности им данных 2-ЭМ-автоматов. Один из них ­
класс функционирующих детерминированным образом 2-ЭЭШ-ав ­
томатов из р азд. 8 .5 .  Как и в этом случае, для определяемого ниже 
класса автоматов важную роль играет выбор лент при считыва­
нии ,  но только тогда, когда встречающиеся 2-ЭМ-автом аты ока­
зываются лакальна детерминированными (в противном случае ав­
томаты данного типа эквивалентны общим 2-ЭМ-автоматам ) .  

Мы будем рассматривать алфавитные 2-ЭМ-автоматы ,  которые 
в каждом состоянии могут считывать символы только с одной из 
входных лечт. При этом, однако (в отличие от случая 2-ЭЭШ-ав -
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том атов) , допускается произвольный порядок использования лент. 
Как и в случае 2-ЭЭШ-автоматов, м ы  разобьем множество состо­
яний на  два м ножества Z 1 и Z2 и будем считать, что автомат, на ­
ходящийся в любом состоянии из множества Z1 , может считывать 
информацию только с i -й  ленты. При этом переходы таких авто­
м атов можно записывать в виде троек (z, х,  z' ) , которые в зави ­
симости от того, принадлежит ли  z множеству Z 1  или Z2 ,  понима ­
ются как переходы (z ,  х, А, z' ) или ' (z ,  А, х ,  z' ) 2-ЭМ-автомата. 
Удобно также считать , что Х = У. 

ОпредеJiение 8.7. 1 .  Двуленточный автомат Рабина-Скотта 
( коротко : 2 -РС-автомат) над Х есть шестерка 

А = (Z t , Z2, Х, t ,  s , F) , где Z tПZ2 = SO, такая,  что А' = (Z t UZ2, 
Х, t, s, F) - РС-автомат. 

Способ функционирования автомата А определяется тем, что А 
работает как 2-ЭМ-автом ат А"= (Z t UZ2, Х, Х, t", s, F) , 
где т"= { (z t ,  х, А, z') 1 (z t ,  х, z') E't, Z t EZ t}U 

U { (z2 , А, х,  z") 1 (z2 ,  х, z") E't, Z2EZ2} . 
Реакция автомата А, обозначаемая L (А) , равна реакции авто­

м ата А" : L (А) = L (А") . Если А оказывается ДР С-автоматом , то 
А называется частично определенным 2-РС-автоматом. Заменяя А' 
на НРС-автомат, получаем определение недетерминированного 
2-РС-автомата. 

П ример 8.7.2. 1 .  Автом ат A= (Z1 , Z2, Х, t ,  s ,  z ) , где Z t = {s ,  z} , 
Z2 = {zx l xE X} и 't = U { { (s ,  х, Zx) , (zx , х, z ) , (z ,  х, Zx} l xEX} , есть 
2 -РС-автомат с реакцией L (A ) = { (w, w) l wEF+ (X) } . 

2 .  Множества U и V из доказ ательства теоремы 8 .4 . 1 1  явля­
ются реакциями  2 -РС-автоматов над {0, 1 } ; на рис.  8 .7. 1 изобра­
жен граф 2 -РС-автомата А, допускающего множество U.  Совер­
шенно аналогично строится 2 -РС-автомат с реакцией V. 

На базе определения возникают две возможности для пред­
ставления автом ата А с помощью графа :  

а )  строится  граф РС-автомата А'  из определения 8.7 . 1 , и для 
каждой вершины (состояния ) с помощью метки i E { 1 ,2} указы­
вается ,  принадлежит ли  это состояние множеству Z1 (при i = 1 ) 
или м ножеству Z2 (при i = 2) ; 

б )  строится граф 2 -ЭМ-автомата А" из определения 8.7. 1 . 
Н а  рис.  8 .7 . 1 приведен граф, полученный по способу а) .  
3. Как и в случае ДРС-автоматов , когда с помощью добавле­

ния единственного нового состояния удавалось провести доопре­
деление,  для частично определенного 2 -РС-автомата можно по­
строить эквивалентный 2 -РС-автомат: пусть А - частично опре­
деленный 2 -РС-автомат и OфZt U Z2 ;  тогда Ао = (Z, UO, Z2, Х, to , s, 
F) , где 'to = тU { (z , х ,  О) 1 t (z , х )  = SO} UO X XXO, есть 2 -РС-автомат 
такой, что L (A0) = L (A.)  

Итак, в дальнейших примерах нам нужно задавать только час­
тично определенные 2 -РС-автоматы с требуемыми реакциями . 

На рис .  8 .6 .2 изобр ажен, например ,  граф (полученный по спо­
собу б) из п . 2) частично определенного 2 -РС-автомата,  допуска-
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ющего м н ожество W из доказ ательства следствия 8 .5 .4 ,  так что 
это множество W оказывается реакцией пекоторога 2 -РС-автом а­
та .  

Если из графа, изображенного на  рис .  8 .6 .2 ,  искл ючить началь­
ное состояние и цикл с меткой (А, О) у состояния z 1 и сделать 
состояние z 1 начальным ,  то получитсн гр аф частично определен­
ного 2-РС-автомата с реакцией { (Ok lm, l k )  \ k, mE N} . 

Если теперь исключить и финальное состояние и сделать сос­
тояние z3 финальны м , то получится граф частично определенного 
2-РС-автомата с реакцией { (Ok ,  1 k) 1 kE N} . 

0 , 1 

Рис. 8. 7. 1.  2-РС-автомат с реакцией U 

4 .  Пусть Е - префиксный код над Х, т. е. подмножество полу­
группы F+ (X) со свойством ЕПЕF+ (Х) =f2J (т. е .  ни один собст­
венный префикс ни одного слова из Е не принадлежит Е) - см.  
упражнение 4.5 .  Пусть, кроме того, допускается, что Е = {А} . 

Пусть , далее, АЕ-D-минимальный ДРС-автомат с реакцией Е 
и z - финальное состояние этого автомата. Тогда, находясь в со­
стоянии z, автомат АЕ не может больше считывать никакие знаки 
с входной ленты. Действительно, в противном случае вследствие 
О-минимальности автомат АЕ должен был бы при считывании пеко­
торой непустой последовательности знаков переходить из состоя­
ния z в некоторое финальное же состояние z' , так что в состоянии 
z допускалея бы некоторый префикс слова ,  допускаемого в со­
стоянии z' , что противоречит предположению о множестве Е .  

Допустим теперь, что R. - Произвольное рациональное подмно­
жество моноида F (Х) и AR - допускающий это множество РС-ав­
томат. Тогда можно построить 2-РС-автомат А с реакцией L (А) = 
= E X R.: АЕ считывает первую ленту; к каждому финальному со­
стоянию z автомата АЕ присоединяется автомат AR,  причем его 
начальным состоянием считается z ;  автомат Ав считывает вторую 
ленту. Итак, пусть А= (ZE-'FE, (ZR-sR) UF:E, Х, t , SE, FR ) с 't= 
='t'EU (твП (Zв-sR) XXX (Zв-sв) ) U { (z, х, z') 1 (sв, х, z' ) E-rв, ZE 
EFE} U { (z , х, zo) 1 (z, х, sв) Е'tв} , где zo - произвольным образом 
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выбранное финальное состояние автомата АЕ (здесь считается , 
что ZнПZЕ = е>' ) . 

Если в описанной конструкции поменять местами ленты, т. е .  
з аставить АЕ считывать вторую,  а Ан - первую ленту, то будет 
получен 2 -РС-автомат с реакцией RXE. 

Кроме того, ясно, что Ан можно рассматривать и как 2-РС-ав­
том ат с реакцией RХЛ, и как 2 -РС- автомат с реакцией Л Х R. 

5 .  Для каждого алфавитного 2-ЭМ-автомата А над (Х, Х) опи­
сываемым ниже способом можно построить недетерминированный 
2 -РС-автомат А' , с той же реакцией. Пусть z 1 - некоторое состо­
яние автомата А, в котором он может считывать входы с обеих 
лент. Если у А таких состояний нет, то он уже ЯВJiяется недетерми­
нированным 2 -РС-автоматом .  В противном случае добавим к со­
стоянию z 1 состояние z2 так ,  чтобы возник 2-ЭМ-автомат А1 , ко­
торый  в состоянии z 1 при i = 1 ,2 считывает вход только с i-й ленты. 
Для этого все исходящие из вершины z 1 ребра в гр афе автомата 
А, помеченные парами вида (Л, у)  при уЕУ, проведем из z2 и все 
ведущие в Z 1  ребра проведем также в Z2 . Итак, пусть А1 = (ZUz2, 
Х, Х, t 1 ,  S 1 , Р) ,  где 

S _ { SU z2, если Z1 Е S, 1 - S в противном случае ;  
'ti ='t- (·tЛz iXЛ: X X X Z) U { (z2, Л, у ,  z ') 1 (z 1 ,  Л,  у ,  z') Eт} U 

U{ (z' ,  х, у, z2) 1 ( z' , х ,  у, z 1 ) E't}. 
Очевидно, что L (А1 )  = L  (А) и что число состояний,  в которых 
возможно считывание с обеих лент, у А1 на одно меньше, чем у А. 

Теперь снова применим описанную конструкцию к А1 вместо А. 
Поскольку множество Z конечно, то после конечного числа шагов 
будет получен искомый 2 -РС-автомат. 

3 а м е ч  а н и е. Из определения 8.7. 1 вытекает, что 2-РС-авто­
маты можно рассматривать как алфавитные 2-ЭМ-авто­
м аты, так что для их реакций выполняются необходимые условия 
из пп. 1 и 3 следствия 8.4.4 и из теоремы 8.4.7. В отличие от слу­
чая детерминированных 2-ЭМ-автоматов (см. теорему 8.6.3) три­
виальным образом разрешим вопрос о том, является ли данный 
2-ЭМ-автом ат 2 -РС-автоматом .  В то же время вопрос о том ,  суще­
ствует л и  для данного 2-ЭМ-автомата эквивалентный 2-РС-авто­
мат, неразрешим - см.  упражнение 8. 1 1 , п. 5. 

Приведе11ная ниже теорема дает очень полезный критерий то­
го, что данное множество не является реакцией никакого 2-РС­
автомата .  Она показывает, что 2 -РС-автоматы обладают свойст­
вами ,  весьм а отличными от свойств 2-ЭМ-автоматов. 

Теорема 8.7.3. 1 . 2-ЭМ-автомат А", соответствующий по опре­
делению 8 .7. 1 векоторому 2 -РС-автомату А, является алфавитным 
детерминированным 2-ЭМ-автоматом,  однако не для каждого ал­
ф авитного 2-ЭМ-автомата существует эквивалентный 2-РС-автомат. 

2. Пусть А - 2-РС-автомат над Х и u, v, u' и v' - слова из 
F (X) . Из включения { (u , vv') , (uu', v) }sL (A) вытекает тогда, что 
u'= Л или v' =Л:. 
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3. Множество всех реакций 2 -РС-автом атов над Х не замкнуто 
ни относительно булевых операций,  ни относительно операций 
произведения и образования подмоноида . Оно содержит не все 
конечные подмножества множества F (Х) 2 и не содержит множеств 
вида F (Х) 2-Е , где Е - конечное подмножество множества 
F (X) � 

. 
4. Множества реакций 2 -РС-автоматов над Х и полностью оп­

ределенных детерминированных 2-ЭМ-автоматов ( или  2-ЭЭШ-ав ­
томатов над (Х,  Х)  не сравнимы,  т .  е .  ни одно из этих множеств 
не содержит другое и их пересечение не пусто. 

5. Вопрос о дизъюнктности реакций двух 2 -РС-автоматов не­
разрешим.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 .  При и = v = А и и'= v'= О из п .2  
немедленно вытекает, что  множество { (А, О) , (0 ,  А) } не является 
реакцией никакого 2-РС-автомата . Это же множество, конечно , ­
реакция пекотарого алфавитного детерминированного 2-ЭМ-авто­
мата . 

Пусть теперь А - 2-РС-автомат и А" - соответствующий ему 
2-ЭМ-автомат. Необходимо для каждого состояния z автомата А 
и каждой пары (и ,  v) из F (X) 2 таких, что t"* (z ,  и, v) =F fO, пока­
зать, что 1 t"* (z ,  и,  v) 1 = 1.  Мы сделаем это для произвольного, но 
фиксированного z полной индукцией по 1 иv 1 .  

Если l иv l = 0, т. е. и =v= А, то из определения 2 -РС-автомата 
следует, что t"* (z, и, v) = t" (z ,  А, А) =z.  

Если l иv l = 1 ,  то  либо ие::Х и v = A, либо и = А и v e::X . В обо­
их случаях по определению 2-РС-автомата l t"* (z , и , v ) 1 = 
= l t" (z ,  и, v)  1 � 1 . 

Предположим теперь, что утверждение выполнено для всех 
пар (u ,  v)  из F (Х) 2 таких, что 1 иv 1 � r, и что (и' ,  v' ) - пара  из 
F (X) 2 такая,  что l и'v' l = r + 1 и t"* (z , и', v') =F fO. 

Мы рассмотрим только случай,  когда (и', v') = (их , v') при 
хе::Х и l иv' 1 = r. Случай (и', v' )  = (и', vx) ,  хЕХ разбирается 
аналогично. 

Поскольку автомат А алфавитный, то из соотношения 
t"* (z, и', v' ) =FfO вытекает существование такого состояния ,  что 
автомат находится в нем после считывания слова и с первой лен­
ты. Иначе говоря, отсюда вытекает существование ирефикса w 
слова v' такого, что t"* (z ,  и, w)  =F fO. 

Пусть w' - префикс максимальной длины слова v' такой,  что 
t"* (z ,  и, w' )  =F fO. По предположению индукции в этом случае 
имеем 1 t"* (z, и, w') 1 = 1 .  

Пусть z ' = t"* (z ,  и ,  w') .  
Если бы выполнялось включение z' EZ2, то по определению 

2-РС-автомата должно бы было существовать х в Х такое, что 
слово w'x было бы ирефиксом слова v' и были бы верны соотно­
шения fO =F t" (z' , А, x) =t"* (z ,  u, w'x) , так как по предположению 
индукции 1 t"*  (z ,  u, w'x) 1 = 1 . Это противоречит, однако, макси­
мальности слова w'. Итак, z'eZ1 •  
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Для любого префикса w слова w' такого, что w=l=w' и 
t"* (z , u, w) =1= !25, по предположению индукции выполнены равен­
ство t"* (z ,  u, w) 1 = 1 и включение z = t"* (z ,  u ,  w) EZ2, поскольку 
в противном случае состояние z ' не могло бы быть достигнуто из 
состояния z при  считывании остающейся части слова w'. 

Пусть теперь v' = w'w" и z"=t" (z' , х, Л) . Тогда t"* (z , u' v') = 
=t"* (z ux v' )  =t"* (t" (t"* (z u w') х Л) Л w") = t"* (z" Л w") . ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
а это множество по определению 2 -РС-автомата одноэлементно, 
поскольку оно возникает при считывании автоматом,  находящим­
сп в состоянии  z", только символов со второй ленты. Таким обра­
зом,  в данном случае  2-ЭМ:автомат А" работает как РС- автомат 
А' из определения 8 .7 . 1 ,  т. е. t"* (z", Л, w") = t* (z", w) . 

Тем самым п . l теоремы доказан . 
2. Пусть А и А" з аданы, как в определении 8.7. 1 , и u, v, u ' и 

v' - слова из F .(X) такие, что 

{ (u,  vv' ) , (uu', v) } s;:L .(A) . 

Предположим,  что u'=I=A, т. е . , что u'= xu" при хЕХ. По со­
ображениям,  приведеиным во второй части доказательства 
утверждения 1 ,  из включения (uu' ,  v )  aL (А) вытекает существо­
вание слов w и w' в F (X)  и состояния z в Z1 таких, что t"* (s, u ,  
w) = z, t" (z ,  х, Л) = t"* (s ,  ux, w) и ww'=v. 

Из включения (u, vv') aL (А) должно на основе второй части 
доказательства утверждения 1 следовать , что t"* (s, u, vv') = 
=t"* (t"* (s ,  u, w ) , Л, w', v' ) = t"* (z , Л, w', v' ) ,  но это невозмож­
но , так как zEZ1 • Отсюда вытекает, что w'v'=A, так что v'=Л. 

Аналогичным образом доказывается , что из v'=I=A вытекает 
u' = A. 

3 .  То , что не каждое конечное подмножество множества F (Х) 1 
является реакцией векоторого 2-РС-автомата , мы уже показали 
в п . 1 доказательства .  

Из п .2  примера  8 .7 .2 и доказательства теоремы 8.4 . 1 1  вытека­
ет незамкнутость относительно операции пересечения . 

Реакции обоих подавтоматов н а  рис. 8.6.3 являются реакция­
ми 2 -РС-автоматов. Объединение же этих реакций, как следует 
из теоремы 8.6 .6 и п . 1 данной теоремы, таковым не является. 

Пусть Е - конечное ( или пустое) подмножество множества 
F (X) 2 , k= max {max ( \ w \ , \ w' \ )  \ (w, w') EE} и (u, v) EF (X) 2 ,  при­
чем 1 u 1 > k и 1 v 1 > k. 

Тогда { (u , vv' ) , (uu', v ) } s;:F (X) 2-E при u'= v'= x, где хЕХ. 
Из утверждения 2 поэтому получаем , что множество F (Х)  2-Е 

не может быть реакцией никакого 2 -РС-автом ата.  
Поскольку, очевидно, имеются конечные множества ,  являю­

щиеся реакциями  2-РС-автоматов, то из сказанного сразу выте­
кает незамкнутость относительно операции дополнения. 

Из п .4 примера 8.7.2 следует, что A X F (X) и F (X) Х А - реак­
ции соответствующих 2-РС-автоматов. Из доказанного выше, од­
нако, получаем , что их произведение F.(X) 2 =AXF_(X) ) · .(F _(X) X  
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ХА) не является реnкцией никакого 2 -РС-автом ата : 

А =  ( s ,  {z2 ,  z2'} , Х, t, s , {s , z2 ,- �'} ) ,  

где 't=sXXXz2Uz2XXXz2' , - ч�ично определенный  2 -РС-'i.Вто­
мат н ад Х с реакцией L (A) = (XUA) 2. Как следует из п .З пpiwe­
pa 8.7 .2 ,  тогда существует также и 2 -РС-автомат с той же ре��, 
цией. Порожденный же множеством (XUA)  2 подмоиаид моиаида · 
F (X) 2 не является допустимым для какого-либо 2 -РС-автом ата 
множеством F (Х) 2 (см .  выше ) . 

)-._.:....___,.,.. . . . 

Рис. 8.7.2. 2-РС- автомат A (Wn) 

Утверждение 4 с учетом следствия 8.6 . 1 0  (соответственно 
следствия 8 .5 .4 )  непосредственно получаем из п .З .  

5 )  Для доказательства мы используем неразрешимость общей 
проблемы соответствий Поста (см. лемму 8 .3 .5 ) . 

Пусть Wn = {w1 , w2, . . . , Wn} sF (X) с Х =  {0 , 1 } . Мы опишем 
ниже способ построения 2-РС-автомата A (Wn )  с реакцией :  

А ' •ot '•o 'Ро · 1 L ( (W,,)) = {(wi ,Wi . . . .  w f ,  1 . . . 1 ) / рЕN, 1 � 1 j'.;;;; П при ..;;; 
р 

� j � p} .  
Пусть А1 - очевидным  образом легко задамаемый РС- автомат 

с единственным финальным состоянием и реакцией {w1} . 
2-РС- автомат A (Wn )  считывает сначала символы с второй лен­

ты. Прочитав на  ней слово 1 10 при  1 � i � п, он переходит к счи­
тыванию первой ленты, используя для этого автомат А1 .  Если ав ­
томат А1 переходит в финальное состояние , то A (Wn )  снова пере­
ходит к считыванию второй ленты. Если он обнаруживает н а  этой 
ленте символ 1 ,  то он переходит в состоян ие ,  в которое он перехо­
дил из пачалi>ного состояния при прочтении первого символа 1 . 
Автомат A (Wn )  имеет вид, показанный на  рис.  8 .7 .2 .  

Итак,  пусть А1 = (Zн U z2 1 ,  Х, t 1 , s 1 ,  Z21 ) - РС-автомат, где Z21� 
�Z 1 1  и L (A1 ) = W• при i= 1 ,  . . .  , n . Пусть , далее , Za= {ZoJ / j =O, 1 ,  . . . 
. . .  , n} , где ZоП (Z 1 1Uz21 )  = .е5 1;1 (Z 1 1Uz2I ) П (Z I JUZ2J )  = .е5 при 1 �j < 
< i � n. 

Тогда 
A (Wn) = (Z I I U  . . .  UZi n ,  ZaU {z2 ! ,  Z22, . . . , Z2n} , Х, t , Zoo, {z2 1 ,  . . .  , Z2 н} ) , 
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где т = { (ZoJ , 1 , Zo , J+ I ) l j = O, . . . , n- 1 }Uт 1Uт2U . . . UтnU{ ( zo t ,  О, S t ) l i = 
= 1 , . . .  , n} U {z2 1 , 1 , zo l ) 1 i =  1 , . . .  , n} , 
есть частично определенный 2 -РG.автомат с искомой реакцией .  

l(ак следует из п .З  пример а 8 .7 .2  существует и требуемый 2-РС­
автомат A (Wn) . 

Пусть теперь Q - случай проблемы соответствий Поста над Х 
( как  в определении 8.3 .4 ) . Положим Un = {u 1 , u2 ,  . . .  , uп}  и Vn = 
= {v1 ,  V2, . • •  , Vn} . 

Тогда можно, как только что было показано, построить 2-РС­
автоматы A (Un )  и A (Vn ) . Очевидно , что соотношение L (A (Un) ) П 
П L (A (Vn ) ) = 0  верно тогда и только тогда , когда Q не имеет ре­
шения . 8 

Другие варианты 2-ЭМ-автоматов описаны в упражнен ии 8. 1 2 . 

8.8 .  ОБОБЩЕНИЯ: 

Содержание предыдущих разделов может быть 
обобщено двумя способами :  вместо двух можно рассматривать 
n ;?: 2  входных  лент и вместо моноида ( F  ( Х )  X F (У ) , · ) можно 
р ассм атривать п роизвольвые моноиды. 

М Н О ГОЛ Е Н ТОЧ Н Ы Е  А В ТОМАТЫ 

Легко видеть, что определения из р азд. 8. 5-8.7 допускают н-е­
посредствешюr обобщение на случай ,  когда рассм атриваются ав­
том аты с n входными  лентами ( nEN) . Тогда имеется n входных 
алфавитов Х 1 , . . .  , Xn и исследуются подмножества пря мого произ­
ведения (F (Х 1 ) Х . . . XF (Xn ) , • ) . На этот моноид легко перенести 
и понятия рационального и р азличимого подмножества .  В оп ре ­
делении n -ЭЭШ-автоматов нужно требовать, чтобы автомат одно­
временно считывал по одному символу с каждой из лент, на  ко­
торой он еще не дошел до конца слова .  В случае n-РС-автоматов 
множество состояний  должно р азделяться на n дизъюн ктн ы х  под­
множеств. 

Сразу видно, что все результаты из р азд. 8. 5-8.7 можно без 
сложностей р аспространить на случай  n-ЭМ-аnтом атов соответст­
вующих типов. l(роме того , имеется , например , следующий факт. 

Пусть pr1 обозначае-т операцию проектирования произведения 
F (X 1 ) X . . .  Х F (Хп )  н а  F (X1 ) X  . . .  X F (Xн ) XF (Xi+I ) X  . . .  
. . . X F (X11 ) (l:::::;; i � n ) , соответствующую отбрасыванию i -й:  компо­
ненты. Если L-р еа кция векоторого n -ЭМ- автомата (или n-ЭЭШ-
автомата ) над (Х 1 ,  . . .  , Xn ) , то pr 1 ( L ) является реакцией искотаро­
го (n- 1 )  -ЭМ- автомата (соответственно - n-ЭЭШ-автомата ) ш1 д  

(Х 1 ,  . . .  , Хн , Хн 1 ,  • • •  , Х11 ) и рГ1 11 u ( L ) = L Х F (Хn+1 ) -- ре а кцис й  не­
которого ( n+ 1 ) -ЭВМ-автом ата (соответственно - (n+ 1 ) -ЭЭШ­
автомата ) н ад (Х 1 , . . . , Xn+t ) .  

Отмстим ,  далее, что каждый алфавитный n-ЭМ-автомат над 
(Х 1 ,  . . . , Х11 )  может также р ассматриваться как n-ЭМ-автомат над 
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(Х, , ,  . . . , Х111 ) ,  где i 1 ,  . . .  , in - пекоторая перестановка индексов 1 , . . . 

. . .  , n , и как 2-ЭМ-автомат над (У, Xn) , где У =  (X1 UA) Х . . .  Х (Xn-tU 
UA) . 

Некоторый n-ЭМ- автомат А при n � З  можно еще большим 
чисJюм способов , чем  2-ЭМ-автоматы , использовать для определе­
н ия допустимых слов. Кроме обработки слова w в виде (w, w , . . .  
. . .  , w)  здесь возникают следующие возможности. Слово w р а�ла­
гается на n подслов w = W1W2 . . .  Wn . Пусть для каждого i = 1 ,  . . .  , n 
f 1 либо тождественное,  либо зеркальное отображение. Тогда сло­
во w считается допустимым ,  если набор ( f 1  (w1 ) , . . . , fn (wn) )  до­
пускается автоматом А. 

Поскольку описанный процесс разложения слова на подслова 
порождает дополнительную недетерминированность, то можно,  
например,  требовать, чтобы все подслова имели одинаковую дли­
ну ( или  чтобы соотносились определенным образом ) .  

А ВТОМАТ Ы НАД МО Н О ИДАМ И 

Пусть (М, о ) - произвольвый моноид. Тогда можно ввести 
понятия р ационального и р азличимого множеств точно так же,  
как в случае моноидов F (Х)  и (F (Х ) XF (У) , • ) .  

В дальнейшем мы вместо (М, о ) будем писать М, так как  ясно, 
о какой опер ации идет речь.  

Определение 8.8. 1 .  1 .  Множество Rat (M ) рациональных под­
множеств моноида М есть наименьшее подмножество tJl булеана 
9 (М) , удовлетворяющее следующим условиям :  

1 )  0 Etll и {m} Etll п р и  любом т и з  М ;  
2)  если U и V - элементы tll, то  tJl содержит также и UUV и 

U oV= {uov / uEU, VEV};  
3 )  вместе с U множество tJl содержит и порожденный множест­

вом u подмоноид U *  МОНОИДа м :  U* = U0UU 1U . . . UU 1U  . . .  , где U0 =  
= {е}, е - единичный элемент моноида М, и UH· 1 = U1 oU при  
всех i из  N .  

2. Подмножество Е моноида М н азывается различимым, если 
существует гомоморфизм h из М н а  некоторый конечный моноид 
такой , что E = h- 1 (h (E) ) . 

Символом Erk (М) обозначается множество всех р азличимых 
подмножеств моноида М. 

Из р азд. 8 .4 и 8.6 мы уже знаем,  что , вообще говоря , Rat (М) =1= 
=!= Erk (M) , что Rat (M) не замкнуто относительно операций пере­
сечения и дополнения и что Erk (M)  не  замкнуто относительно 
операции образования подмоноида. То , что множество Erk (М) 
также, вообще говоря,  не замкнуто относительно операции произ­
ведения , показывает следующий пример.  

Пример 8.8.2. Пусть М - коммутативный аддитивный моноид, 
возникающий из коммутативного аддитивного моноида Z целых 
чисел при  присоединении к нему элементов е и а со  следующими  
законами  сложения :  а+ а = О, е+т=т+е= т для всех т из  М, 
a+z =z + a = z  для всех z из Z. 
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Пусть,_ далее, М - гамаморфный образ моноида М при отоб­
ражени� h, определенном соотношениями Ji (e) = ё, Ji (a) = а и 
h ( z ) = 0  для всех z из Z.  

Тогда {а} оказывается р азличимым подмножеством моноида М 
и выполняется р авенство {а} + {а} = {О} .  

Допустим , что {О} - различимое подмножество моноида М. 
Тогда должны существовать конечный моноид М' и гомомор­
физм h из М на М' такие, что {O} =h-1 (h ( О) ) .  В этом cJiyчae 
должно существовать и число z� 1 М' 1 такое, что h (z) =h (О ) , по­
скольку не  все элементы h (i 1 ) ,  h (2) ,  . . .  могут быть р азличны , а из 
I I ( i ) =h (j )  (при i >j )  следует, что II ( i-j ) =h (O) .  Следовательно , 
в этом случае и z принадлежит h-1 (h (О) ) ,  так что наше пред­
положение ложно. 

Теперь, естественно , возникает вопрос, могут ли  быть обобщены 
на случай произвольных моноидов понятия 2-ЭМ-автоматов ,  де­
терминированных 2-ЭМ-автоматов, полностью определенных де­
терминированных 2-ЭМ-автоматов и высказывания из разд. 8.4 
и 8.6. 

Определение 8.8.3. Автомато.м Уоляспера ( коротко : У-автома­
том) называется пятерка А = (Z , Х, t , S ,  F) , где Х- конечное 
подмножество моноида М и (Z , Х, t , S, F) может рассматриваться 
как побуквснный НРС-автомат AF над F (Х) в смысле опреде­
ления 5 .2 . 1 , причем операция в М не принимается во внимание, 
т. е .  где Z - конечное множество, S , FsZ и t= (Z XX, Z, -r) - со­
ответствие с графиком 't=Z X X X Z. 

Автомат А н азывается лакальна детерминированным (или 
слабо определенным), если автомат AF детерминирован (соответ· 
ственно - полностью определен ) в смысле определения 5.4 . 1 ,  т. е. 
если t является частичным отображением и 1 S 1 = 1 ( соответствен­
но - если t является всюду определенным отображением ) .  

Автомат AF называется фундаментальным для А НРС-авто­
м атом .  

Последовательноетное соответствие t *  определяется в два этапа .  
1 .  Пусть tF * - последовательпостное соответствие автом ата AF,  

т. е .  пусть 't'F0={  (z ,  А, z )  l zEZ} , 't'F 1='t' и при iEN 
't'F1+1 = { ( z , wx, z') 1 существует z"EZ такое, что (z , w, z") Е 

E-r1 и (z",  х, z') e-r} ; 1 

тогда 'tF* = U {-r, 1 l iENo} и tF* = (ZXF (X) ,  Z, 't'F* ) .  
2 .  t *  ( z ,  m) = U{tF* ( z, х , , . . . , Xn ) 1 Х 1 °Х2° . • .  0Х11 = Ш, ПЕ N,  XiE 

ЕХ при i= l ,  . . . , n}  для всех z из Z и всех т из М. 
Реакцией автомата А называется множество 
L (A) = {mEM i t * (S , m) ПF=#: J25} .  
Автомат А называется детерминированны.м У-автоматом , если 

1 S 1 = 1  и t * является частичньiм отображением . 
Автомат А называется сильно детерминированным У-автома­

том, если А является детерминированным У-автоматом и Х - ба­
зис подмоноида Х* моноида М, т.  е . если для У=Х из У* = Х* 
следует, что У =  Х. 
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Автомат А называется полностью определенны.�rJ детермини­
рованным У-автоматом, если А - слабо определенный детермини­
рованный У-автом ат и Х - порождающая система для М,  т. е. 
если х� = Л1. 

Автомат  А называется мультипликативным У-автом атом , если 
для всех zЕZ и всех m, m'EM выполнено условие t* ( t * ( z , m) , m') = 
=t� (z ,  rnOm') .  

Множество всех реакций У-автоматов будем обозначать 
W А (М) , всех реакций детерминированных У -автоматов ­
DW А (М) , всех реакций полностью определенных детерминирован­
ных У-автом атов - VDWA (M) и всех реакций мулыипликатив­
ных У- автом атов - MWA (М) . 

3 а м е ч  а н и я .  1 . Сильно детерминированный  У-автомат  н ад 
F (X) [н ад F (X) XF (Y) ) является ДРС-автом атом (алфавитным 
детерминированным 2-ЭМ-автоматом ) .  

2 .  Не являющийся алфавитным НРС-автом ат может не быть 
мулыипликативным - см. п .2 )  з амечаний к определению 5 .2 .2 .  

Многие результаты из предыдущих разделов могут быть в ос­
новном перенесены на �·- автоматы и на определенные выше спе­
циальные классы таких автом атов. Мы ограничимся здесь следу­
ющей теоремой .  

Теорема 8.8.4 ( Уоляспер ) .  Пусть М - конечно-порожденный 
моноид. Тогда Erk (M) = VDWA (M) = MWA (M) с: WA (M) -
=Rat (M ) .  

Если, кроме того, М имеет базис,  то 
Erk (M) s; SDWA (M) c: Rat (M) 1 . 

Существует моноид М, для которого включения строгие. 
Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а .  Очевидно, что каждый 

полностью определенный детерминированный У- автомат является 
му.1ыипликативным.  Для мулыипликативного У- автом ата соот­
ветствия tm .. из Z в себя (определенные равенством tm"' (z) = 
= tm* (z ,  rn) ) образуют моноид ' (моноид переходов) . Как и в JJ.О­
казательстве теоремы 5.4.4, можно показать, что подмножество 
моноида М различимо тогда и только тогда , когда оно является 
реакцией векоторого мулыипликативного У-автомата над М. 

Равенство Rat (M) =WA (M) , как и в теореме 8.4. 1 0 , немедлен­
но вытекает из того, что для естественного гомоморфизма vх,м из 
F (Х) в М. определенного вложением Х в М, выполняется сле­
дующее. 

1 )  vx,м (L (Ap) ) = L (A) - для любого У-автом ата А с вход­
ным множеством Х;  

2)  Rat (Х* ) ='Vх,м ( Rat (Х) ) ,  где Х* р ассматривается как (под) ­
моноид (моноида М) . 

Если у М имеется конечная порождающая систем а Х, то 
Rat (Х'' ) = Rat (М) ,  так что Rat (М) оказывается множеством всех 

1 SDWA (M) - множество реакций сильно детерминированных У- автоматов.
­

П рим. перев. 
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реакций У-автоматов с входным множеством Х и покрывает по­
этому множество Erk (Х) . 

Если Х оказывается даже базисом моноида М, то любой пол­
ностью определенный детерминированный У-автом ат с входным 
множеством Х оказывается и сильно детерм инированным У-авто­
м атом . 

Приведеиные в усJlовии включения оказываются, в частности, 
строгими ,  если рассматривается случай M = F  (Х) XF (У) . • 

3 а м е ч а н и е. Если моноид М не является конечно-порожден­
ным ,  то . хотя и выполняется включение ME Erk (M) , но не су­
ществует полностью определенных детерминированных У-автома­
тов над М и неверно, что ME R.at (М) . 

Опишем,  наконец, метод, с помощью которого можно получить 
отличную от конкатенации операцию над множеством слов в не­
котором алфавите Х, т. е .  можно построить моноид, отличный от 
свободного моноида F ( Х) . 

Пример 8.8.5. Пусть Х - конечное м ножество. Символом 
W (Х) обозначим множество всех слов над Х, т .  е .  множество 
всех элементов моноида F (Х) . 

i l . У-отображением относительно Х называется отображение f 
из W (Х) в себя со следующим и свойствами .  

1 )  Для каждого v..тEW (Х) слово f (w) является кусочным 
подсловом слова \V и f (\v ) - остатком от слова w, получающим­
си при  исключении входящих в f (w) поделав. При этом f ( f  ( \v ) )  = 

= Л. Иначе говоря, для любого слова w из W (Х)  существует 
разложение w = и1v1 и 2v2 • • •  иnVn с и1, V1EW (X) такое, что f (\v ) = 
= и 1 и2 . . .  иn , f (w ) = VtV2 . . .  Vn И f (VtV2 . . . Vn) = Л. 

2) Для каждой пары слов и, v из W (Х) -Л такой,  что f (v) = 
= Л , существует единственное слово w в W (Х )  такое, что f (w )  = 

=и И f (\v ) =V. 
Из 1 ) и 2)  для всех w и w' из \v (x) следует , что если w #  

=l= w' и f (w) = f (w') ,  то f (w) =l= f (w') . 
Примерам У-отображения является отображение fm ,  опреде­

ляемое равенствами f m (x 1 . . .  X2n-t ) =fm (Xt . . .  Х2п) = Хн, где все 
Х1 принадлежат Х.  

В этом случае fm (х )  =Л и fm (ху )  =у для х , уЕ Х. 
2 .  УШ-операция 1 о t над W (Х) определяется следующим обра­

зом . Пусть для и и v из W (Х)  

Нетрудно 

и ,  если f ( v) = v ;  
w, где w - слово из W (X) ,  для которого 
f (w ) = и и f(w ) = v, если f ( v ) = Л; 

(�off ( v))o;f ( v) ,  е сли Л "*= f ( v )  и f ( v) :#: v. 
видеть, что операция о r определена корректно. 

1 УШ - начальные буквы фамилий Уоляспера и Шнорра ,  см. обзор лите­
ратуры. - ПриАt перев. 
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Действительно, для случая f (v) = v  или f (v) = А  значение uo tv  
определено однозначно , а поскольку из не{>авенств f (v) =# A и 
f (v) ::;= v следует, что 1 f (v)  1 < 1 v 1 и 1 f (v) 1 < 1 v 1 , то утверждение 
о корректности возникает при использовании полной индукции по 
длине второго операнда. 

Так как f (А ) =А, то А оказывается единичным элементом от­
носительно 0 f .  

Ассоциативность операции 0 f может быть  доказана полной 
индукцией по длине самого правого операнда .  

Пусть u ,  v и v' - слова из W (Х)  -А. 
Если f (v') =v', то (u o tv)  0 tV' = uorv=uor  (vorv') . 
Если f (v') = А, то vorv'= w', где f (w') = v  и f (w' )  = v'. Если 

бы выполнялось равенство f (w') = w', то было бы выполнено и 
A=f(w') =v'. Поэтому имеем f (w') ::;=A, f (w') =# w' и u o 1w' = 
= (u o r f  (w') )  0 f f (w') = (U 0 tV ) 0 tV1• 

Если A=# f (v') ::;=v', то слова f (v')  и f (v') короче, чем v, так 
что по предположению индукции 

(U o tV )  0tV1 = ( (U0 tV )  0 ff (v') ] 0ff (v') = 

= (uo r [v orf (v') ] 0 f f  (v' )  = 
= U 0 f  ( ( V0t f  (v' ) ] 0tf(v' ) ) = U 0f (vorv' ) . 
3. Ес"1и  обозначить определенную описанным выше отображени­

ем fm УШ-операцию символом 0 m ,  то , например,  для Х = {О, 1} и 
nE N будет справедливо р авенство Qn } n = ( l omO) om ( l omO) om  . . .  
. . . om ( l omO) . 

Действительно, для и и u' из W (Х)  таких, что 1 и 1 = 1 u' l ,  име­
ем uu'om0 1 =  (uu'om l )  0m0 = u l u'om0= u0 l u'. 

У -автомат над (W (Х) , om ) , допускающий множество 
{On t n l ne::: N} , можно, таким образом , представить себе как авто­
мат с nдной входной лентой и с двумя читающими головками, 
которые в начале работы находятся в середине ленты и передви­
гаются поочередно (одна налево , другая - направо) . 

Нетрудно убедиться в том ,  что W (Х, 0m )  - свободный мо­
ноид. Действительно, для u EW (X) и хЕХ всегда \ u omx l = l u l +  
+ 1 и из U 0 mX = V 0 m X1 при vEW (X ) и х'ЕХ следует, что U =  
=V И Х=Х'. 

4 .  Пусть d = ( s 1 , . . .  , Sn ;  d 1 , . . . , dn) E NП {- 1 ,  +II } n  и S=S J + 
+s 2 + . . . +sn. Пусть тогда отображение fd из W (Х)  в себя опре­
делено следующим образом : 

24* 

w из W (Х) заnисывается в виде 
W = W o W J \VJ 1\V2\V 21 . . .  WnWn' с l wo l  < s  и, если \ w l ;;;=:s ,  то 

l w1 l = 
{ ks1 , если d1 = + 1 ,  

s1 в nротивном случае ; 

\ w' i  l = ( s1 ,  если d1 = + 1 , 

· ks1 в противном случае , 
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где k определяется условием (k+ 1 ) s + l wo l = l w l ; тогда 
fct (W) = WoVtV2 . . . Vn, Где 

{Wt , если d1 = + 1 ,  
V t = 

w't в противном случае .  

Поскольку приведеиное р азложение слова v: всегда существует 
и определено однозначно (так как k и 1 wo 1 могут быть единст­
венным образом найдены путем деления с остатком 1 w 1 на s ) , то 
fct является корректно определенным отображением и fct (w ) ока­
зывается кусочным подсловом слова w. Очевидно, что f ct  (w) = 
= v, 'v2 ' . . .  Vn', где 

, {w' t , если d1 = + 1 , 
V t = 

Wt в противном случае. 

Так как 1 fct (w) 1 = s, то fct < fct (w) )  = Л. 
Поскольку слово f ct (w) может быть в точности одним спосо­

бом выделено из слова w, то и условие 2)  выполнено, т . е .  fct яв­
ляется �·-отображением . 

Пусть символ 0 ct  обозначает УШ-опер ацию, полученную ме­
тодом из п. 2) на базе fct . 

Тогда 0 d  при d =  ( 1 ;  + 1 )  в точности совпадает с конкатен а­
цией, т. е. моиаид (W (Х) , oct ) изоморфен моноиду F (Х) . 

Пусть d = ( 1 ,  1 ;  + 1 ,  - 1 ) .  Для wEW (Х) -Л и х, уЕХ в этом 
случае  fct (X ) = x и fct (X, у ) = Л, так что W0ctX = W и Woct (xy) = 
= wow,xyw2 ,  где w = wow1w2 с l w, l = l w2 1  и l wo l � 1 . У-автомат 
над ( W  (Х) , ocr) мы можем представить себе как автомат с дву­
мя головками , которые в начале работы располагаются на сере­
дине ленты и в процессе работы синхронно передвигаются друг 
от друга на  одну ячейку за такт . Такой автом ат можно, конечно,  
заменить на  2 -ЭЭШ-автомат, в который слово w вводится в виде 
пары слов (u ,  v) такой, что l v l � l u l � l v l + 1 и w = uv. 

Рассматривая оба частных случая  выбора d ,  петрудно понять, 
что описанные в конце предыдущего раздела детерминированные 
методы обработки входных слов с помощью разложения их на 
подслова с фиксированным соотношением между их длинами 
оказываются ч астным и  случаями таких методов , представимых 
с помощью У- автоматов н ад (W (X) , o ct )  при произвольных d. 

В этом разделе были обрисованы в общих чертах разнообраз­
ные возможности обобщения теории конечных автоматов на слу­
чай  произвольных моноидов .  Следует указать также, что описан­
ными здесь методам и  можно исследовать и иреобразования про­
извольных моноидов (см . разд. 8 .2 ) . 

УПРАЖНЕНИЯ 

8. 1 .  ( Гинзбург, Роуз . ) 1 .  Пусть М - конечный преобразователь. Не исполь­
зуя следствие 8.6 .2, покажите, что для любого :R из :Rat (У) множество М -t (:R) = 
= {weF (X) J Тм (w) s;;;:R} рационально. 
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2. Докажите, что отображение h из F (Х) в F (У) является порождаемым 
некоторым конечным преобрr. зов:jнием тогда и только тогда, когда выполнены 
следующие условия :  

а )  для  любого w из F (X)  и любого префикса и слова  w (т .  е.  иv = w  при 
подходящем v) h (u) являе, ся префиксом h (w) [т. е .  h (и) v'=h (w) при подхо­
дящем v'] ; 

б) существует натурал1>ное число k такое, что для всех w из F (X) и всех х 
из Х выполнено неравенство l h (wx) 1 - l h (w) 1 4; 

в) h (Л) = Л; 
г) h- 1  (R)  - рациональное множество при любом R из Rat (У) . 
3. Пусть Х =  У =  {а,  Ь} и h :  F (X) �F (Y) определено условием 

{ �?. i + 1 ь ' ' ' ·  если w = а;Ьиv nри l u l = i ;;;;o;. O ,  h (w )  = a l w l в про1 ивном случа е . 

Покажите, ч то 11 удовлетворяет условиям а) -в) и что при  рациональном R 
рационально l1 ( R ) , но что nри этом h не является преобразованием, порождае­
мым каким-либо коисчным преобразователем .  

4. Пусть Х= {а, Ь ,  с} и L= {а ,  Ь} *с .  
Покажитс, что для каждого R4=0 из Rat (X) существует конечный преобра­

зователь М такой, что M ( L) = R, но не существует конечных преобразователей 
М таких, что М ( {а, b} * ) = L  или М ( {а, Ь} *-Л) = L. 

8.2."' (Саломон. )  Подмножество L моноида F (Х) н азывается ограничен­
ным, если в F (X) существуют слова w1 , w2, . . .  , Wn такие, что Ls=w1*w2* . . . Wn *.  

1 .  Пусть М - конечный преобразователь с допускающими состояниями . До­
кажите, что при любом ограниченном рациональном множестве R и множество 
M ( R)  ограничено (и рацпонально) и что отсюда, например , следует, что рацио­
нальное множее1 во R не ограничено, если существует конечный преобразователь 
с допускающими состояниями М такой, что M ( R) = {0, 1 }"" .  

2 .  Пусть RE Rat ( Х )  и А - сокращенный ДРС-автомат, допускающий  мно­
жество R . С использованием п . l  докажите, что множество R не ограничено 
тогда и только тогда , когда А имеет перекрывающиеся циклы, т. е. когда су­
ществуют состояния z 1 ,  z2 и z3 автомата А, слова и и v из F (Х) и различные 
буквы х и х' из Х такие, что 

f* (z2, и) = z 1 , f* (Z t , х) =z2, 

f* (z2, v) = Zз, f* (zз, х') = Z2. 

[У  к а з а н и е Обратите внимание на пример 8 .2 . 1 .] 
3. Пусть R - Произвольное не ограниченное рациональное множество. 

Используя п.2, докажите, что для любого рационального множества R' сущест• 
вует конечный преобразователь с допускающими состояния м и  М такой, что 
M (R) = R'. 

4. Докажите, что существует алгоритм, решающий для любых двух ограни­
ченных рациональных множеств R и R' вопрос о существовании конечного пре­
образователя с допускающими состояниями М такого, что M (R)  = R'. 

5 .  Используя полученные выше результаты, докажите, что существует алго­
ритм, решающий для любых двух рациональных множеств R и R' вопрос о су­
ществовании конечного преобразователя с допускающим и  состояниями  М тако­
го, что M ( R) = R' .  
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8.3. 1 . Дока�ите, что вопрос об эквивалентности конечных преобразовате­
лей с допускающими состояниями разрешим ( используйте п .  1 теоремы 5.5.9 
и п. 1 теоремы 8.3.2 ) . 

2. Покажите, что для произвольных а-преобразователей М и М' с входным 
алфавитом Х � выходным алфавитом У и для произвольных множеств R и R', 
где RE Rat (X) и R'E Rat (Y) , разрешимы следующие вопросы : 

а )  Пусто ли множество М (R) ? 
б) Бесконечно ли множество М (R) ? 
в )  Выполняется ли включение M ( R) s;;M' (R) ? 
г) В ыполняется ли равенство M (R) - M' (R) ? 
д) Выполняется ли включение М (R)  s;; R'? 
е) Выполняется л и  р авенство M ( R)  = R'? 

[У к а з а  н и е. Используйте теоремы 8.2.4 и 5.5.9 и следствие 8.2 .6 ] 
3. Пусть Х и У - произвольные конечные множества и h1 при i =  1 ,  2 - I·омо­

морфизмы из F ( (Х) UЛ) Х (УUЛ) ) в F (Х) и в F (У) соответственно, определен­
ные условием : h1 (х, у )  = pr1 (х, у )  для (х, у) Е (ХUЛ) Х (УUЛ) . 

П риведите пример двух различных рациональных множеств R и R' из 
SI' ( F ( (XUЛ) X (YUЛ) ) )  таких, что при любом подмножестве L моноида F (X )  
выполнено равенство 

h2 (h 1- 1 (L) ПR)  = h2 (h 1- 1  (L) ПR') .  
8.4. 1 . (Элrо, Мезей . )  Докажите, что для каждого а-преобразователя М су­

ществует эквивалентный алфавитный а-преобразователь М' (см. замечание 
к определен ию 8.2.2 и п. l теоремы 6.2.7) , 

2. (Элго, Мезей. )  Докажите, что суперпозиция двух а-преобразовательных 
отображений снова является а -преобразовательным отображением. [У к а з  а­
н и е См . упражнение 5 . 1 6, п . l .] Для двух данных алфавитных а-преобразовате­
лей постройте а -преобразователь, имеющий множеством состояний декартово 
произведение множеств состояний исходных преобразователей .  Покажите, что 
nостроенный а-преоЕразователь оказывается Л-свободным, если таковы исход­
ные а -преобразователи.] 

3. (Ниват . )  Используя п .  1 ,  nокажите, что в п . 1 теоремы 8.2 .4 можно так­
же предполагать, что h 1  и h2 являются алфавитными rомоморфизмами и что 
R - стандартное множество (см.  значение к теореме 8.2.4) . 

4. (Элrо, Мезей . )  Докажите, что класс всех рациональных преобразований 
я вляется наименьшим классом соответствий между конечно-порожденными сво­
бодными моноидами, содержащим rомоморфизмы свободных моноидов и сохра­
няющие длину слов соответствия (при которых каждый элемент образа данного 
слова имеет длину, равную длине этого слова)  и замкнутым относительно супер­
позиций и операции перехода к обратному соответствию (k- 1 для k) . 

5. (Боассон, Ниват) . Покажите, что для любого а -преобразователя М сле­
дующие высказывания эквивалентны :  

а )  для  любого v из F (У )  множество м-1 ( {v} ) конечно и для всякого u из  
F+ (Х )  выполнено включение М(  {u} ) s;;F+ (У) ; 

б) существуют конечное множество Р, множество R в Rat (P) ,  гомоморфизм 
gl из F (P)  в F (X)  и Л-свободный алфавитный гомоморфизм g2 из F (P) в F (Y) 
такие, что графиком Т м оказывается множество { (g1 (w) , g2 (w) ) J wER}, т . е. 
такие, что при любом Ls;; F (X)  выполнено равенство M (L)  = g2 (g 1 - 1 (L ) П R ) .  

8.5. Докажите, что следующие отображения являются а-преобразова­
тельными.  
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1 .  Рациональные подстановки. 
2. При RE Rat (X) v н ,  dн  и р н - следующие отображения из .'l' (F (X) ) 

в себя : для L�I; (X) по опред�лению Vн ( L) = LUR. dн (L ) = LП R. Pн (L ) = R L. 
3. При RERat (Х) qн ( соответственно q'н ) - отображение, сопоставляющее 

каждому L�F (X) его левое частное множество ( соответственно - правое част­
ное) по R (см. определение 5.5.6) . 

4. При R E Rat (X) fн - отображение, отвечающее/_соответствию с графиком 
{ (u ,  v ) Ef (X) X f (X) \ uv E R} .  

5 . f : F (X ) -+F (X ) , где f определено соотношениям и  f (A) = A и f (x 1x2 . . .  
. . . x n )  = х 1х3 • • •  X m  при п Е N ,  Х1ЕХ при i = 1 ,  . . .  , n и n = m, если n - нечетное 
число, и m=п- 1 в противном случае . 

8.6. (Берстел. )  Пусть r - произвольное рациональное ч исло, O ..;: r::;;; 1 ,  Wr= 
= {a0bk l nE N o  и nr..;:k::;;;n} и L = {a0b" l nE No} . 
Пусть, далее U и V определены,  как в следствии 8.2.7. Докажите следующее. 

1 )  Существует а -преобразователь Mr такой, что Mr (Wr) = U. [У к а з а н и е. 
См .  упражнение 3 . 1 2 .] 

2. Не существует а-преобразователя М такого, что M (V)  = L.  [У к а з  а н и е. 
Подробно просмотрите доказательство следствия .  8 .2.7] 

3 . Не существует а -преобразователя М такого, что M (V) =Wr . [У к а з  а­
н н е . Результат можно получить несложным изменением доказательства след­
ствия 8.2.7 или вывести из следствия 8.2.7 с помощью утверждения 1 .] 

8.7. (Ибарра ) Рассматриваются А-свободные недетерминированные конеч­
ные преобразователи с допускающим и  состояниями и А-свободные недетерми­
нированные конечные преобразователи над Х Х У, т .  е .  с входны м  алфавитом Х 
и выходным - у о 

1 . Докажите, что следующие высказывания эквивалентны :  
а )  при \ Х \ ;;;:.2 вопрос об эквивалентности А-свободных недетер минирован ­

ных конечных преобразователей с допускающими состояниями над ХХ { 1 } раз­
решим ;  

б)  вопрос об эквивалентности А-свободных недетерминированных конечных 
преобразователей над {0, 1}  Х { 1 }  разрешим. 

2 . ,  Докажит�. что не существует алгоритма , решающего при произвольнам 
Х ,  является ли  некоторый А-свободный недетерминированный конечный преобра ­
зователь с допускающими состояниями над Х Х { 1 }  эквивалентным следующему 
А-свободному недетерминированному конечному преобразователю с допускаю­
щиv.и  состояниями  

Mx= (z, Х, 1 ,  t ,  z , z} , где t (z , x ) = { ( 1 k , z ) l k = 1 , 2, 3} - для всех хЕХ. 

3 Из п .2 выведите утверждение о том, что не существует алгоритма no· 
строения А-свободного недетерминированного конечного nреобразователя с до· 
пускающими состояниями с минимальным числом состояний, эквивалентного 
данно:- rу А-свободному недетерминированному конечному преобразователю с до­
пускающими состояниями  над Х Х { 1 } .  

4 .  И з  пп. 1 и 2 выведите утверждение о неразрешимости вопроса о б  эквива­
лентности А-свободных недетерминированных конечных преобразователей с до­
пускающими состояниями вида М =  (Z, {0, 1 } , 1 ,  t, s) , обладающих свойством : 
из ( J k , z' ) Et (z, х) следует, что k= 1 , 2, 3 для zE Z  и хЕ {О, 1 } . 

5 ·· Докажите утверждения, возникающие из утверждений 1 -3 при замене 
входных алфавитов на  выходные и обратно. В ыведите отсюда утверждение 
о неразрешимости вопроса об эквивалентности А-свободных недетерминирован· 
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ных конечных преобразователей с допускающими состояниями вида М= 
= (Z ,  1 ,  {0, 1 } , t, s) таких, что l w l e{2, 3, 6} при ( ·JJ, z' ) et (z , 1 ) .  

8.8. 1 . Докажите, что каждый случай  проблемы соответствий Поста либо 
не имеет решения, либо имеет бесконечно много решений. 

2 . Докажите, что следующая ослабленная проблема соответствий Поста раз­
решима . 

Случай ослабленной проблемы соответствий Поста над Х есть четверка Q= 
= (Х, n, u , v) , где ne N, u= (u1 , . . .  , Un ) , v = (V I ,  . . .  , Vп ) и Ui и Vi - ЭЛементы 
моноида F (X) . Случай Q имеет решение, если существуют последовательности 
чисел i 1 ,  . . . , ip и j 1 ,  • . .  , jq такие, что u1 U1• . . .  u1 = v1 vJ. . . . v1 1 • р 1 • q . 

Общая ослаб.ленная проблема соответствий Поста над Х состоит в том, что­
бы для каждого случая этой проблемы над Х установить, имеет ли он решение. 

3. Докажите, что существует алгоритм, который для любых двух конечных 
множеств Х и У, любых двух частичных автоматов Мили А и А' с Х и У в ка­
честве входного и выходного алфавитов и для любых двух состояний z (автома­
та А) и z' (автомата А') определяет, имеется ли в F+ (Х)  слово w такое, что 
g* (z, w) = g'* (z', w) . 

4 . Докажите, что не существует алгоритма, который для любых двух конеч­
ных множеств Х и У и для любых двух конечных преобразователей М и М' 
с Х и У в качестве входного и выходного алфавитов определяет, имеется ли 
в F+ (Х) слово такое, что М ( {w} ) = М' ( {w} ) .  

5 .  Пусть Х и У - конечные множества и h 1 - определенный для всех х из 
Х и всех у из У равенством h1 (х, у) =х гомоморфизм из  F ( (XUA) Х (YUA) ) 
ь F (X) . Докажите, что не существует алгоритма, определяющего для любых 
двух рациональных подмножеств R и R' моиаида F ( (XUA) Х (YUA) ) ,  выполняет­
сr. ли для всех слов w из F (X )  равенство h 1- 1 (w) ПR = h1- 1 (w) ПR' . 

8.9. 1 .  Докажите, что множество { (0m 1п ,  1 поm) I m. ne N} не допускается 
никаким 2-ЭМ-автоматом. [У к а з  а н и е. Действуйте так же, как в доказатель­
стве следствия 8.7.2, или используйте утверждение  из п.2 данного упражнения 
и следствие 8.2.8, или используйте утверждение из  п.3 данного упражнения.] 

2. Докажите, что если ReRat (Х)  и А - 2-ЭМ-автомат над (Х, У) , то мно· 
жества R X  F (У) ПL (А) и F (Х) XRПL (A) также являются реакциями 2-ЭМ-авто­
матов над (Х, У) (см . также п .  3 упражнения 8. 1 1 ) .  

3. С помощью п . 1 следствия 8.4 .4 или теоремы 8.4 7 перенесите на случай 
2-ЭМ-автоматов теорему об  итеративном подслове (см. теорему 5.4 .8) и uvw-тeo­
peмy (см .  следствие 5.4. 1 О) . 

4 . По аналогии с доказательством пп. 2 и 3 теоремы 5.5 .9 докажите с по­
мощью п.3 данного упражнения, что для 2-ЭМ-автоматов разрешим вопрос 
о пустоте или о бесконечности реакции. 

5. Докажите следствие 8.2.7 с помощью п.3 и сравните это доказательстао 
с приведеиным в тексте. 

6. (Элго, Мезей, Миркин. )  Докажите приведеиное ниже утверждение и вы· 
ведите из  него, что график W отображения, переводящего каждое слово в зер­
кальное для него (см. доказательство следствий 8.2.8 и 8.4.4 ) , не может быть 
реакцией никакого 2-ЭМ-автомата. 

Для U�F (X) X F (X)  следующие высказывания эквивалентны: 
а) Ue Rat (X, У) и i u l  = J u' J для всех (u, u' ) eU; 
б) Пусть Р=ХХУ; тогда для естественного гомоморфизма V p  (см. след­

ствие 8.4.6) выполняется включение Uevp (Rat (Р) ) .  [У к а з  а н и е. При иссле-
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донании W учтите, что в п .б )  гомоморфизм Vp инъективен, и р ассмотрите 

в F ( P) множества U'= (O, 0) * ( 1 ,  l )  (0,  О) * и V' = vp - 1 (vp (U') UW) .] 

8. 1 0. 1 .  Модифицируйте определение 2-ЭЭШ-автоматов, требуя , чтобы авто­

мат до тех лор, пока это возможно, попеременно считывал по одному символу 

с каждой ленты ( вместо одновременного считывания ) .  Докажите, что теоре· 

ма 8.5 3 остается справедливой для таких модифицированных 2-ЭЭ-автоматов 

при за'l!ене Р0 на Р'о = { (х, А) (Л, у)  1 (х, у ) е: Ро} .  
2. Обобщите высказывания из разд .  8 .5  следующим образом. Пусть Р -

конечное подмножество произведения F (X) XF (Y) и V - рациональное подмно· 
жество монояда F ( P) такое, что Vp (V) = F (X) + F (Y) и что сужение ({JP, v =  
= Vp/V гомоморфизма Vp на  V инъективно. 

2-ЭМ-автомат А называется 2-ЭМ-автоматом с программой чтения V, если 
реакция фунда ментального для него НРС-автомата принадлежит V, т .  е .  если 
rюследовательность меток на ребрах любого пути из начального в некоторое 
финальное состояние в графе автомата А принадлежит V. 

( Примеры:. Пусть Р определено, как в теореме 8 .5.3. Если V задано, как 
в теореме 8 5 .3, то 2-ЭМ-автомат с программой чтения V оказывается 2-ЭЭШ­
автоматом. Если V' = (P tP2) * (Р1 *UP2* ) , то 2-ЭМ-автомат с программой чтения 
V' оказывается модифицированным 2-ЭЭШ-автоматом из п . l .  Если V" = Р 1* Р2*, 
то 2-ЭМ-автомат с програм мой чтения V" оказывается 2-ЭМ-автоматом, кото­
рый сначала целиком считывает слово с первой ленты и затем считывает слово 
со второй ленты ) 

Тогда высказывания 2-4 теоремы 8.5.3 и первые три высказывания след­
ствия 8 5 .4 остаются верными, если везде заменить термин «2-ЭЭШ-автомат» н а  
термин «2-ЭМ-автомат с программой чтения V '1>  и 13 - на ср- 1 Р ,  v .  [У к а з  а н и е .  
Действуйте, как в разд. 8.5, и докажите, что для Re: Rat (X) верны соптношения 

ср- 1 Р ,  v ( RXF (Y) )  = vp-1  (R X F (Y) ) ПА и V p- t (RXF (Y) )  e:Rat ( P) .] 

8.1 1 .  l .  Докажите, что вопрос о том, является ли  данный алфавитный 
2-ЭМ-автомат детерминированным 2-ЭМ-автоматом, неразрешим.  

2. Постройте детерминированный 2-ЭМ-автомат, допускающий множество М 
из теоремы 8.6.6. 

3. Два 2-ЭМ-автомата А1 и А2 над (Х ,  У) можно назвать совместными, если 
для всех (u, v) из F (X) XF (Y) и всех Zt из Zi при i = l , 2 выполнено условие :  

t t * (z 1 , u, v)=f=eJ тогда и только тогда, когда t2* (z2, u, v) =f=eJ . 
Докажите, что если А1 и А2 - совместные 2-ЭМ-автоматы и А1 детермини­

рован, то L (A t )  ПL (А2) e:Rat (X, У) . 
4. (Уоляспер . )  Выведите из п.3,  что пересечение любого рационального и 

любого различимого подмножества произведения F (Х)  X F  (У) является рацио­
нальным множеством .  

5 . (Штарк . )  Докажите, что вопрос о существовании для данного 2-ЭМ-авто­
мата эквивалентного 2-РС-автомата неразрешим. 

8 . 1 2.* В литературе часто рассматр иваются 2-ЭМ-автоматы с маркировкой 
входных лент. При этом предполагается, что имеется особый символ * , не вхо­
дящий во входные алфавиты рассматриваемого 2-ЭМ-автомата ( * $. XUY) . Этот 
знак помещается в конце каждого из входных слов, так что рассматриваемые 
пары входных слов имеют вид (u * ,  v * ) , где ue:F (Х) и v e:F (У) . Наконец, спо­
соб функционирования таких 2-ЭМ-автоматов имеет следующие особенности: до­
пускается использование символа * как входного символа ;  если автомат на  
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одной из лент считывает символ * · то считывание этой ленты прекращается ; 
пара слов допускается, если автомат nосле считывания обоих маркеров ( симво­
лов * )  nереходит в некоторое выделенное состояние а ( множество финальных 
состояний состоит, таким образом, только из а ) . Далее, часто вводится также 
«отказывающее» состояние r, в котором автомат остается в том случае, когда 
на вход подается не являющаяся доnустимой пара слов . В состояние r автомат 
может nерейти (как и в состояние а )  только nосле считывания обоих маркеров . 

1 . Дайте формальное оnисание 2-ЭМ-автоматов с маркерами и дока жите, 
что для каждого 2-ЭМ-автомата с маркерами существует эквивалентный «обыч­
ный» 2 -ЭМ-автомат, и наоборот. 

2 . Перенесите оnределение детерминированного 2-ЭМ-автомата на 2-ЭМ­
автоматы с маркерами и nокажите, что множество М из теоремы 8.6 6 доnу с­
кается некоторым алфавитным детерминированным 2-ЭМ-автоматом с маркером . 

3. Перенесите nонятие nолностью оnределенного детерминированного 
2-ЭМ-автомата на  случай 2-ЭМ-автоматов с маркерами и докажите, что неко­
торое множество L в точности тогда является реакцией полностью определен­
ного детерминированного 2-ЭМ-автомата с маркерами,  когда оно допускается 
некоторым nолностью оnределенным детерминированным 2-ЭМ-автоматом. 

[У к а з а н и е .  При nостроении nолностью оnределенного детерминированно­
то 2-ЭМ-автомата с маркерами,  эквивалентного данному алфавитному nолностью 
оnределенному детерминированному 2-ЭМ-автомату, действуйте, как в доказа­
тельстве n.2 теоремы 8.6 .9 .  Обратное nостроение осуществЛяйте в два этаnа : 

а ) для каждого алфавитного nолностью оnределенного детерминированного 
2-ЭМ-автомата с маркерами  А' над (Х, У) nостройте алфавитный полностью 
оnределенный детерминированный 2-ЭМ-автомат А" над (XU * ,  YU * ) .  Здесь * 
рассматривается как обычный входной символ (не как маркер ) , для которого 
выnолняется включение L (A") = L (A') · ( * , * ) s;;F (X ) * XF (Y) * ,  т .  е L (A' ) = 
= { (u , v) 1 (u * ,  v* ) EL (A") } ; 

б) для каждого nолностью оnределенного детерминированного 2-ЭМ-авто­
мата А над (XU * ,  YU * )  с реакцией L (A") s;;F (X) * X F (Y) * nостройте nолностью 
оnределенный детерминированный 2-ЭМ-автомат А"' над (Х, У) с реакцией 
L (A")  = L (A'" ) · ( * ,  * ) .] 

4. (Розенберг.)  Перенесите оnределение 2-РС-автомата на  случай 2 -ЭМ-авто­
матов с маркерами и докажите, что класс реакций таких автоматов , называемых 
днуленточными автоматами Розенберга (коротко : 2-Р-автоматами) , замкнут 
относительно оnерации дополнения,  но не замкнут относительно оnераций nере­
сечения, объединения,  nроизведения и образования nодмоиаида и строго вклю­
чает в себя класс реакций 2-РС-автоматов. [У к а з  а н и е. Покажите, что множе­
ство { (0, А) , (А, О ) }  является реакцией пекотарого 2-Р-автомата и что ка ждый 
2-РС-автомат может быть иреобразован в эквивалентный 2-Р-автомат ( I<ак 
в n 1 . ) Чтобы доказать замкнутость относительно оnер ации доnолнения, сначала 
дооnределите рассматриваемый 2-Р-автомат и nотом действуйте так же, как 
в доказательстве теоремы 5 .5 .5  (см. [32] ) .  Доказывая незамкнутость, рассмот­
рите 2-Р-автоматы над Х= {О, 1 ,  2} и докажите nри Е= { (О, 0) , ( 1 ,  1 ) } ,  G =  
= { (2, 2) } и Н = { (О, А) , ( 1 ,  А ) } , что множество J = E*GH* является реакцией 
некоторого 2 -Р-автомата , а множества J2 и J* таковыми не являются ; рассматри­
вая nересечения, действуйте так же, как в случае 2-РС-автоматов ] 

5 . ( Рабин, Скотт.) Преобразуйте оnределение 2-РС-автоматов с маркерами 
так, чтобы пара слов допускалась уже тогда, когда автомат считывает nервый 
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маркер (если при этом он переходит в некоторое финальное состояние) , неза­

висимо от того, что еще записано на второй ленте. Исследуйте класс реакций 

таких автоматов, в частности для таких автоматов проблема эквивалентности 

разрешима [3] . 

ОБЗОР Л ИТЕРАТУРЫ 

Последовательностные м ашины Гинзбурга (конечные преобразователи) 
являются частным случаем рассмотренных в [30] конечных преобразователей. 
Независимо они были определены в [ 1 3] и в основном в рамках теории кон­
текстно-свободных языков исследованы в [ 1 7  и 1 8] .  По этому поводу и по по­
воду упражнения 8. 1 см. также [ 1 4] .  Связь с автоматами Мили пока за на 
в упражнении 2.8. 

Конечные преобразователи с допускающим и  состояниями были введены 
в [27] . На этой работе основано упражнение 8.2. 

Теорема 8 .3.2, n.2 и ее доказательство взяты из [ 1 9] .  Приведеиное 
в упражнении 8.7 уточнение этого результата доказано в [20] .  О проблеме со­
ответствий Поста см . в списке литературы к гл. 4 и 6 соответственно учебни­
ки [9 и 1 ] .  

Понятие иреобразования введено в [30] .  В современном виде это понятие 
и соответствующие автоматы (в  виде 2-ЭМ-автоматов) были определены и по­
дробно исследоЬ!аны в [ 1 1 ) . Теоремы 8.4. 1 0, 8.4. 1 1 , следствие 8.2 .8 и пп .  1 ,  2, 4 
упражнения 8.4 взяты из этой ра боты. Термин «а-преобразователь» введен в ра ­
боте [ 1 6] ,  авторы которой выяснили значение а -преобразователей для теории 
формальных языков и провели исчерпывающее исследование этого понятия и 
его приложений в дальнейших работах (см . по этому поводу [ 1 5] ) .  

После появления работ [30 и П ]  дальнейшее р азвитие теории рациональных 
иреобразований проводилось параллельна авторами работы [ 1 6] и французской 
школой - см. упоминавшийся в гл. 2 учебник [3] и работу [2] . 

Теорема 8.2 .4 была независимо доказана в [22] и [ 1 6] и в виде теоремы 
8.4.7, в [5] . Приведеиное в книге доказательство ближе к доказательству в [5) . 
В [22] содержится приведенный в п .3 упражнения 8.4 вариант. Следствие 8.2 .7, 
его доказательство и упражнение 8.6 заимствованы из неопубликованной рабо­
ты Беретела (Страсбург, 1 97 1 ) .  

Идея разбиения слов н а  подслова и одновременной обработки этих под­
слов с помощью нескольких читающих головок появилась в [8] и [28] , см . так­
же [9] . Независимо в [ 1 ]  для частного случая разбиения на две равновеликие 
части, а также в [24] и [26] для общего случая была установлена связь между 
2-ЭМ-автоматами и линейными грамматиками. Эти результаты были обобщены 
в [7] , из этой ра боты взята идея представления, использованного в приме­
ре 8.4.8. Частично перекрывающееся с результатами из [7] независимое обоб­
щение было проведено в [29) . 

Понятие автомата с несколькими читающими головками и соответствующие 
методы обработки слова w в виде n-ки (w, w, . . .  , w) с помощью л-ленточного 
автомата были рассмотрены в [24 и 25] . 

Понятие ЭЭШ-автомата, теорема 8.5.3 и первое утверждение следствия 8 5.4 
основаны на работе [ 1 0] .  

Днуленточные автомнты с состояниями, определяющими, с которой из ленr 
ведется считывание, были введены в использованной в гл. 5 работе [4 1 ) ,  при­
чем в форме, приведеиной в п.5 упражнения 8. 1 2. Авторы этой работы показа-
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ли, что проекции реакций таких автом атов являются рациональными множест­
вами (см .  n 3 следствия 8 .4 .4)  и, как сJiедствие из этого факта, что множества 
реакций не замкнуты относительно операции пересечения.  

Двуленточные автоматы в смысле определения 8.7 . 1 быJiи исследованы 
впервые в [2 1 ] . В этой работе было показано, что недетер минированные 
2-РС-автом аты доnускают в точности рациональные подмножества произведения 
F (Х) Х F (У) и что на этот сJiучай могут быть распространены результаты из 
[4 1 ] (см .  список литературы к гJI. 5 ) , а также было доказано, что высказыва· 
ния а )  и б )  из n .6  упражнения 8.9 эквиваJiентны.  Утверждение 2)  теоре·  
мы  8 .7 .3  является частным случаем одного общего резуJiьтата из [3 1 и 32] . 
Высказывания 3 и 5 теоремы 8.7 .3 были (несколько иным путем)  также дока· 
заны в [32] , приведеиное в книге доказатеJiьство высказывания 5 в основном 
соответствует работе [4 1 ]  (из  спискd литературы к гл. 5 ) . В [3] доказана р аз­
решимость проблемы эквивалентности для 2-РС-автоматов. 

Независимо от работы [ 1 1 ]  в [23, 24 и 26] (см . также [ 1 2] )  быJiи введены 
и иссJiедованы 2-РС-автоматы с м аркерами (см . п .4  уnражнения (8 . 1 2 )  и было, 
в частности, доказано высказывание, соответствующее теореме 8.4 . 1 0 (поскольку 
в недетерминистском cJiyчae все такие модели автоматов эквивалентны) . 

Во всех упомянутых работах ( за исключением работы [4 1 ]  из списка ли· 
тературы к гл. 5 )  рассматривались не  тоJiько двуленточные, но и многоленточ­
ные автоматы. 

Понятия различимого и рационального подмножества произвольнаго мо­
ноида были введены Эйленбергом (см . учебник, упомянутый в гл. 2 ) . При· 
мер 8.8.2 принадлежит Винограду (см .  учебник Эй.ченберга ) . 

Оnределение 8.8.3 и теорема 8.8.4 (кроме высказывания о сильно детермини·  
рованных У-автоматах) 

'
получены (в несколько иной терминологии) в [33] . По­

нятия детерминированного 2 -ЭМ- автомата и полностью опредtоленного детермини­
рованного 2-ЭМ-автомата являются частными сJiучаями общно понятия из этой 
же ра боты. Высказывания 1 и 2 тeope�lbl 8.6.9 и высказывания 3 и 4 следствия 
8.6. 1 0, а также n.3 уnражнения 8. 1 1 тоже в основном заимствованы из [33]. 

Способы определения У -операций с помощью У -отображений являются 
обобщениями  способов, предложенных в [34] . Эти способы обобщают также и 
конструкции из [29] . У-отображение fm и УШ-операция О т  описаны в [29] . 
Соответствующая отображению fd УШ-операция является nредставленнем опе ­
рации из [29] , см . по этому поводу [6] . 
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E l e c t r on i c  Coapu t e r a  Е С -!1 ( 1 9 6 4 ) 7 4 0 - 7 4 1 .  

7 .  !.:.!:.i!.!. • Coap a r i s on o f  f i n i t e - в t a t e  Mo d e l a , I RE Tr a n a . o n  C i r ­
c u i t  т ь е о rу ст-r ( 1 9 6 0 )  1 7 8- 1 7 9 .  

8. �: S t a t e  i d e n t i f i c a t i o n  e x p e r i a e n t в  i n  f i n i t e  a u t oaa t a ,  

I n f . and C o n t r o l  � ( 1 9 6 1 )  1 3 2 - 1 5 4 ,  

9.  S . G i n в b u r a : C oap a t i b i l i t y  o f  a t a t e в  i n  i n p u t - i n d e p e n d e n t  aa ­

c h i n e s ,  J . A в a o c , Coap u t . Ma c h . ! ( 1 9 6 1 )  4 00 - 4 0 3 . 

1 0 .  T . N . H i b b a r d : L e a s t  u p p e r • ь o u n d a  o n  a i n i a a l t e r a i n a l  s t a t e  e x ­

p e r iaen t s  f o r  t v o  c l a s в e a  o f  s e q u e n t i a l  a a c h i n e в , J . A в s o c . 

C oapu t . Ma c h . ! ( 1 9 6 1 )  6 0 1 - 6 1 2 ,  

1 1 .  O . H . I b a r r a :  O n  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  f i n i t e - s t a t e  s e q u en t i a l  
m a c h i n e  ao d e l s ,  I E E E  T r a n s . o n  E l e c t r o n i c  C oap u t e r s Е С-!! 
( 1 9 6 7 )  8 8 - 9 0 .  

1 2. E . F . Mo o r e : G e d a nk e n - E xp e r i aen t s  o n  s e qu e n t i a l  aa c h i o e s ; 

in C . E . S h a n n o n , J . Mc C a r t h y , A u t oaa t a  S t ud i e s ,  An n . Ma t h . 
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� t u d i e �  li• P r i n c e t o n U n i v e r s i t y  P r e s a ,  P r i n c e t o n  1 9 5 6 , 

1 2 9- 1 5 3 ,  D e u t в c h e  Ub e r в e t z u n g  i n : C . E . S h anno n , J . H c C a r t h y ,  

S t ud i e n  z u r  T h e o r i e  d e r  Au t o ma t e n , Ro g n e r  u n d  B e r n h a r d , 

ИU n c h e n  1 9 7 4 , 1 5 1 - 1 7 9 .  

1 3. H . - J . S c h n e i d e r : C o mp i l e r - Au f b au und Ar b e i t s w e i s e ,  

W .  d e  G r u y t e r , B e r l i n  1 9 7 5 . 

1 4  H . A . S p i v a k : H i n i m i z a t i o n  o f  а Ho o r e  a u t oma t o n , Cyb e r n e t i c s  

l ( 1 9 6 7 )  4 - 5 . 

1 5. P . S t a r k e : Ub e r  E x p e r i m e n t e  an Au t oma t e n , Z e i t s c h r i f t  f . Ha t h e m .  

L o g i k  u . G r u n d l a g e n  d e r  H a t h e m . l_! ( 1 9 6 7 ) 6 7 - 8 0 . 

1 6. �' H i n i m a l  m a c h i n e s  w i t h  s e v e r a l  i n i t i a l  s t a t e s  a r e  n o t  

un i q u e , I n f . a n d  Co n t r o l  3 1  ( 1 _9 7 6 )  1 9 3 - 1 9 6 ,  

К rпвве 4 

1 .  A . V . Ah o ,  H . J . C o r a s i c k ,  E f f i c i e n t  s t r i n g  m a t c h i n g : A n  a i d  t o  

b i Ь l i o g r a p h i c  s e a r c h , C o mm . A s s o c . C o mp u t . H a c h . !! ( 1 9 7 5 ) , 

3 3 3 - 3 4 0 . 

2. W .  B r a u e r ,  E i n e  B em e r k u n g  z u r  Z u s t a nd s r e d u k t i on unvo l ls t a n d i g e r  

A u t oma t e n , C o mp u t i n g  1 ( 1 9 7 0 ) , 1 7 8 - 1 8 4 .  

3. H . - D . E h r i c h , Z u r  T h e o r i e  und Anw e n d u n g  e nd l i c h e r  H i n i m a l il b e r ­

d e c k u n g e n , A rb e i t e n d e s  I n s t i t u t s  f U r  I n s t rumen t e l l e  H a t h e ma t i k 

d e r  T e c h n i s c h e n  U n i v e r s i t l t  H a n n ov e r , N r . 2 ,  H a n n ov e r , 1 9 7 0 .  

� H . - D . Eh r i c h , А n o t e  on s t a t e  m i n i m i z a t j o n  o f  а s p e c i a l  c l a s s  o f  
i n c omp l e t e  s e q u e n t i a l  m a ch i n e s , I E E E  T r a n s . o n Compu t e r s  С - 2 1 

( 1 9 7 2 ) , 5 0 0- 5 0 2 . 

5 . 1 H . R . G a r e y , D . S . J o h n s o n , C o m p u t e r s  a n d  I n t r a c t a b i l i t y ,  А G u i d e  

t o  t h e  t h e o r y  o f  N P - C o mp l e t e n e s s , F r e eman , S a n  F r a n c i s c o ,  1 9 7 9  

6 .  H . G e r i c k e , T h e o r i e  d e r  V e r b l nd e ,  B i Ь l i o g r ap h i s c h e s  l n s t i t u t , 

H a n n h e i m ,  1 9 6 7 .  

7.  S . G i n s b u r g ,  O n  t h e  r e d u c t i o n o f  s u p e r f l u o n s  s t a t e s  i.n а s e q u e n.• 

t i a l  m a c h i n e , J . A s s o c . C ompu t . Ka c h . ! ( 1 9 5 9 ) ,  2 5 9 - 2 8 2 .  

8. A . G r a s s e l l i ,  F . L u c c i o , А me t h o d  f o r  m i n i m i z i n g t h e  numb e r  o f  

i n t e r n a l  s t a t e s  i n  i n c omp l e t e l y s p e c i f i e d  s e q u e n t i a l  n e t w o r k s , 

I E E E  T r a n s . o n E l e c t r o n i c  C o mp u t e r s  E C -li ( 1 9 6 5 ) , 3 5 0 - 3 5 9 .  

9. H . A . H a r r i s o n ,  I n t r o d u c -.: i o n  t o  F o r m a l L a n g u a g e  T h e o r y , A d d i s o n ­

W e s l e y ,  R e a d i n g , K a s s . ,  1 9 7 8 . 

1 0. J . H a r t m an i s , R . E . S t e a r n s , A l g e b r a i c  S t r u c t u r e  T h e o r y  o f  S e q u e n �  

t i a l  Ka c h i n e s , P r e n t i c e - H a l l ,  E n g l � w o o d  C l i f f s , N . J . , 1 9 6 6 . 

1 1 . J . K e l l a ,  S t a t e  m in i m i z a t i o n  o f  i n c o mp l e t e l y  s p e c i f i e d  s e q uen• 
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t i a l  m a c h i n e s , I E E E  T r a n s . o n C o m p u t e r s  С-!! ( 1 9 7 0 ) , 3 4 2 - 3 4 8 . 

1 2, A . A . Ku r m i t ,  I n f o rm a t i o n- L o s s l e s s  Au t o ma t a  o f  F i n i t e  O r d e r ,  

J .  W i l e y & S o n s , N e w  Y o r k , 1 9 7 4 . 

1 3. P . KUn t e f e r i ng , T r an s f o rm a t i o n e n  v o n  p ar t i e l l e n  A u t ,m a t e n ,  

E I K ! ( 1 9 7 2 ) , 2 6 9 - 2 7 4 . 

1 4. W . J . O o m s , K i n i m i z i n g  i n c omp l e t e 1 y s p e c i f i e d  s e q u e n t i a l  m a ­

c h i n e s , T h e s i s , U n i v e r s i t y o f  I l l i no i s ,  Re p o r t  N o  U I L U - E N G 

7 3 - 2 2 1 6 ,  U r b a n a , I l l i no i s ,  1 9 7 1 , 

1 5. K . C . P a u l l ,  S . H . U n g e r ,  K i n i m i z i ns �� е number o f  s t a t e s  i n  i n c om­

p l e t e l y  s p e c i f i e d s e q u e n t i a l  s w i t c h i n g  f un c t i o n s , I RE T r a n s . o n 

E l e c t r on i c  C o mp u t e r s  Е С -! ( 1 9 5 9 ) , 3 5 6 - 3 6 7 .  

1 6. J . - F . P e r r o t ,  E n d l i c h e  A u t o ma t e n  u n d  P r e f i x c o d e s ;  i n  J . D o r r , 

G , H o t z  ( H r s gb . ) , A u t oma t e n t h e o r i e  u n d  f o rm a l e  S p r a c h e n  ( T a g u n g s ­

b e r i c h t , M a t h . F o r s c h u n g s i n s t i t u t  O b e rw o l f a c h  1 9 6 9 ) B i Ь l i o g r a ­

p h i s c h e s  I n s t i t u t , K a n nh e i m ,  1 9 7 0 , 3 9 - 5 3 .  

1 7 . J . - F . P e r r o t , G r o u p s  a n d  A u t o ma t a ;  i n  Z . Ko h av i , A . P a z  ( H r s gb . ) , 

T h e o r y  o f  K a c h i n e s  a n d  C omp u t a t i o n s , A c a d e m i c P r e s s ,  N e w  Y o r k , 
1 9 7 1 ,  2 8 7 - 2 9 3 . 

1 8. R . E . P r a t h e r , H i n i m a l  s o l u t i o n s  o f  P au l l - U n g e r p r o Ь l e m � , 
Ma t h . S y s t e m s  T h e o r y  l ( 1 9 6 9 ) , 7 6 - 8 5 . 

19, R . E . P r a t h e r , An a l ge b r a i c  p r o o f  о {  t h e  P a u l l - U n g e r  t h e o r e m a ' 

, I E E E T r an s . o n C o mp u t e r s  С - 2 0  ( 1 9 7 1 ) ,  5 7 8 - 5 8 0 . 

2Q, C . V . S . Ra o , N . N . B i s w a s , K i n i m i z a t i o n  o f  i n c omp l e t e l y s p e c i f i e d 
s e q u e n t i a l  m a c h i n e s , I E E E  T r an s . o n C o m p u t e r s  С - 2 4  ( 1 9 7 5 )  

1 8 8 9 - 1 1 00 .  

2 1 , A . S a l o m a a , J ew e l s  o f  F o rm a l  L a n g u a g e  T h e o r y , C o mp u t e r  S c i e n c e  
P r e s s , R o c kv i l l e  Kd . ,  S p r i n g e r- V e r l ag ,  B e r l i n ,  1 9 8 1  

22, I . T o me s c u , А m a t r i x  me t h o d  f o r  d e t e rm i n i n g a l l  p a i r s  o f  c o m p a ­
t i Ь l e  s t a t e s  o f  а s e qu e n t i a l  m a c h i n e , I E E E  T r an s . o n C o mp u t e r s  
C-!l (�9 7 2 ) , 5 0 2 - 5 0 3 . 

1 .  D .  A l l e n ,  J r . 1 On а c h a r a c t e r � z a t i o n  o f  t h e  no n r e g u l a r  s e t  o f  
p r i me s , J .  C o mp u t e r  a n d  S y s t em S c i e nc e s  ! •  ( 1 9 6 8 ) , 4 6 4 - 4 6 7 .  

2 D . N ,  A rd e n 1  D � l ay e d - l o g i c  a n d  f i n i t e - s t a t e  m в c h i n e s , i n  T h e o r y  
o f  Comp u t i n g  K a c h i n e  D e s i gn ,  U n i v e r s , o f H i c h i g a n  f r e s s ,  

Ann A r b o r , H i c h . , 1 9 60 , 1 - 3 5  u n d  i n :  

P r o c . 2 n d  Ann . S ymp . on S w i t c h i ng C i r c u i t  T h e o r y  a n d  L o g i c a l  
D e s i g n ,  D e t r o i t , 1 9 6 1 , 1 3 3 - 1 5 1 , 
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З . У .  B a r - H i l l e l ,  М ,  P e r l e s ,  Е .  S h a ш i r 1  O n  f o rш a l  p r o p e r t i e � o f  

s i шp l e  p h r a s e  s t r u c t u r e  g r aшш a r s ,  Z e i t s c h r . f . P h o n e t i k ,  S p r a c h ­

w i s s e n s c h a f t  u o d  Kommun i k a t i o n s f o r s c h u n g  li ( 1 9 6 1 )  1 4 3 - 1 7 2 .  

4. В . Н ,  B a r ne s 1 А p r o g r aшшe r ' s  v i ew o f  a u t om a t a , C oшp u t i n g  S u r v e y s  

i ·  ( 1 9 7 2 ) , 2 2 1 - 2 3 9 .  

5 .  J ,  B e r s t e l , E n s eшb l e s r e c on n a i s s a b l e s  d e s  nomb r e s ,  I n s t i t u t  d e  

P r o g r aшшa t i o n , U n i v e r s i t e  P a r i s  V I , P r e p ub l . N o . I . P . 7 3 . 1 9 ,  

P a r i s  1 9 7 3  u n d  i n : 

J . - P .  C r e s t i n ,  Н .  N i v a t  ( H r s g b ) : L a n g a g e s  A l g e b r i q u e s , A c t e s  

d e s  p r e m i e r e s  j o u r n e e s  d ' i n f o rma t i q u e  t h e o r i q u e , B o n a s c r e  1 9 7 3 ,  

E c o l e  N a t . S u p . d e T e c h o i q u e s  Av a n c e e s ,  P a r i s ,  1 9 7 3 ,  

6 V , G ,  B o d n a r c hu k , G l e i c hu n g s s y s t e me i n  d e r  A l g e b r a  d e r  E r e i gn i s s e , 

J , f , Nume r . H a t h e . u . H a t h e ш . P hy s i k  l• ( 1 9 6 3 ) , 1 0 7 7 - 1 0 8 8  ( i n r u s ­

s i s c h e r  S p r a c h e - v g l . H a t h e m . R e v i e w s  �. N r . l 5 )  

7 W ,  B r a u e r , Z u r  B e s t i шm u n g  d e r  m a x i m a l e n  U n t e r g r u p p e n  d e s  T r ao ­

s i t i o n s m o n o i d s  e i n e s  A u t o m a t e n , E I K l •  ( 1 9 7 1 ) ,  2 5 1 - 2 6 0 . 

8 . А . К .  C h a nd r a ,  O n  t h e  p r o p e r t i e s  a n d  A pp l i c a t i o n s  o f  P r o g r am 

S ch e ma s , P h , D . T h e s i s ,  C o m p u t e r  S c i e n c e  D e p t . ,  S t a n f o r d  U n i v e r s , , 

R e p o r t  N o . S T A N - C S . 7 3 - 3 3 6 , 1 9 7 3 ,  

9 .  N .  C h o m s k y , G . A .  H i l l e r , F i n i t e  s t a t e  l a n g u a g e s ,  I n f o rm ,  a n d  

C o n t r o l  l •  ( 1 9 5 8 ) , 9 1 - 1 1 2 . 

1 0  N ,  C h o m s ky , М . Р .  S c hU t z e nb e r g e r , T h e  a l g e b r a i c  t h e o r y  o f  c o n ­

t e x t - f r e e  l a n g u a g e s ,  i n  Р .  B r a f f o r d , D .  H i r s c hb e r g  ( e d s , ) ,  

C o mp u t e r  P r o g r amm i n g  a n d  F o rma l S y s t em s , N o r t h - Ho l l a nd , 

Am s t e r d am ,  1 9 6 3 ,  1 1 8 - 1 6 1 . 

1 1 . I . H . C o p i ,  С . С .  E l g o t ,  J . B .  Wr i gh t , R e a l i z a t i o n  o f  e v e n t s  Ь у  
l o g i c a l  n e t s ,  J . A s s o c . C o m p u t , Ha c h , 1 •  ( 1 9 5 8 ) , 1 8 1 - 1 9 6 .  

1 2  F . G .  C o u s i n e a u , J . - F .  P e r r o t ,  J , M ,  R i f f l e t , APL  P r o g r am s  f o r  

d i r e c t  c omp u t a t i o n o f  а f i n i t e  s emi g r o u p , i n  Р .  Gj e r l - f , 

H , J .  H e l ш s , J ,  N i e l s e n ( e d s ) ,  A P L  C o n g r e s s  7 3 , N o r t h - Ho l l a nd , 

Am s t e r d a ш ,  1 9 7 3 ,  6 7 - 7 4 . 

1 3  J . P .  D e s c h amp s ,  A s y n c h r o n o u s a u t oш a t a  a n d  a s y n c h r o o o u s  l a n g u a g e s ,  

l n f . a n d  C o n t r o l  !i • ( 1 9 7 4 ) , 1 2 2 - 1 4 3 .  

1 4  G .  D i t t r i c h 1 An a l o g o n  z u m  K l e e n e s c h e n  S a t z  f U r  a s y n c h r o o e  Au t o ­

m a t e n ,  S em i n a r b e r . I n s t . f . T h e o r i e  d . A u t o ш . u . S c h a l t n e t z v e r k e  !! •  
G e s e l l s c h . f . M a t h e ш a t i k  u , D a t e n v e r a r b e i t un g , B o n n  1 9 6 9 . 

1 5  S .  E i l e nb e r g ,  A l g e b r e  c a t e g o r i q u e  e t  t h ё o r i e  d e a  a u t omat e a , 

C o u r s  d o n n e  а l ' I n s t i t u t  H . P o i n c a r e , r e d i g e  p a r  R . R o u s a a r i e ,  
? a r i s , 1 9 6 7 .  

1 6 .  S ,  E i l e nb e r g ,  Н . Р .  S c h U t z e nb e r g e r , R a t i o n a l S e t s  i n  Coaau t a t i Y I  
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�oц o i d s , J , A l g e b r a  ll •  ( 1 9 6 9 ) , 1 7 3 - 1 9 1 . 

1 �  с . с .  E l g o t , J . D .  Ru t l e d g e , O p e r a t i o n s  on f i n i t e  a u t o шa t a , i n :  

P r o c . S e c ond �nn . S yшp . Sv i t c h i n g  C i r c u i t  T h e o r y  a n a  L o g i� a l  D e s i gn ,  

D e t r o i t , 1 9 6 1 ,  1 2 9 - 1 3 2 .  

18 .  S ,  G i n в b u r g , S e t s  o f  t a p e s  a c c e p t e d  Ь у  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  a u t o ­

ш a t a ,  J . A s s o c , Coшpu t . Ma c h . !•  ( 1 9 6 1 ) ,  8 1 - 8 6 . 

19 .  s .  G i n s b u r g ,  Е .  Н .  S p a n i e r 1  Quo t i en t s  o f  C o n t e x t - F r e e  L a n g u a g e s ,  

J . A s s o c . C oшpu t . Ma c h . � ·  ( 1 9 6 3 ) , 4 8 7 - 4 9 2 , 

20. А .  G i n z b u r g 1 А p r o c e d u r e  f o r  c h e c k i n g  e q u a l i t y o f  r e g u l a r  e x ­

p r e s s i o n s , J . A s s o c . Coшp u t . Ma c h . li• ( 1 9 6 7 ) , 3 5 5 - 3 6 2 ,  

2 1 . W . M .  G l u s c hkov 1 G ev i s s e  Р r о Ы еше d e r  S y n t h e s e  v o n  D i g i t a l r e c h ­

n e r n , J . f . Nuш e r , Ma t h eш . u . Ma t h em . P h y s i k  l• ( 1 9 6 1 ) ,  3 7 1 - 4 1 1 ( i n  

r u s s i s c h e r  S p r a c h e - v g l . Ma t h e m . R e v i ev s  ll• N r . 6 7 3 6 ) , 

22. J . H a r tшan i s , н .  S h ank 1 On t h e  r e c o gn i t i o n  o f  р r i ше в Ь у  a u t o ­

шa t a ,  J . A s s o c , Coшpu t . Ma c h . !1• ( 1 9 6 8 ) , 3 8 2 - 3 8 9 . 

23. I . M . Have l ,  T h e  t h e o r y  o f  r e gu l a r e v e n t s  1 , 1 1 ,  Kyb e r n e t i c a  

P r ah a  l •  ( 1 9 6 9 ) , 400-4 1 9 ,  5 2 0 - 5 4 4 . 

24. I . M .  Have l ,  Nond e t e rш i n i $ t i c a l l y  r e c o g n i z aЫ e  s e t s  o f  l a n g u a ­

g e s , i P.  J .  B e tv a r ( e d , ) ,  M a t h e шa t i c a l  F o u n d a t i o n s  o f C o m p u t e r  

S c i e n c e  1 9 7 5 ,  L e c t u r e  N o t e в  i n  C o ш p u t e r  S c i e n c e  V o l ,  � .  
S p r i nge r , B e r l i n  1 9 7 5 ,  2 5 2 - 2 5 7 ,  

25. R . C .  Ho l t ,  S оше  d e a d l o c k  p r o p e r t i e s  o f  C o ш p u t e r s y s t em s , 

Coшp u t i n g S u rv e y s  i• ( 1 9 7 2 ) , 1 7 9 - 1 9 6 .  

26. К .  J e n s e n ,  N .  W i r t h , P A S CAL 0 U s e r  Manu a l  and  R e p o r t ,  2 n d  E d i t i o n , 

L e c t u r e  No t e s  i n  Coшpu t e r  S c i en c e  l!• S p r i ng e r ,  B e r l i n ,  1 9 7 5 .  

27 .  S , C ,  K l e e n e , R e p r e s en t a t i o n o f  e v e n t s  i n  n e r v e  s e t s  a n d  f i n i t e  

a u t oma t a , i n  С . Е .  S h annon , J .  M c C a r t h y  ( e d s . ) ,  Au t o шa t a  S t ud i e s , 

Ann . Ma t h . S t ud i e s  li •  P r i n c e t o n Un i v e r s . P r e s s , P r i n c e t o n  1 9 5 6 , 

3 - 4 1 ; d e u t s c h e  U b e r s e t z u ng i n : C , E . Shann o n , J . Mc C a r t h y , S t u d i e n  

z u r  T h e o r i e  d e r  A u t o ш a t en , R o g n e r  u n d  B e r n h a r d , M ti n c h e n , 1 9 7 4 , 

3 - 5 5 . 

28. А .  L e n t i n ,  E q u a t i o n s  d a n s  l e s mono i d e s  l i b r e s , G au t h i e r - V i l l a r s , 

P a r i s ,  1 9 7 2 .  

29. к·. с .  Lyn d o n , М . Р .  S c hti t z e n b e r g e r 1 T h e  e qu a t i o n a
m • Ъ 0 с р i n  а 

f r e e  g r o u p , M i c h i g a n  M a t h , J ,  �. ( 1 9 6 2 ) , 2 8 9 - 2 9 8 . 

30. z .  Mann a ,  M a t h e шa t i c a l  T h e o r y o f  C o ш p u t a t i o n , M c G r aw - H i l l ,  

N e v  Y o r k , 1 9 7 4 .  

31 . W . S .  M c C u l l o c h , W .  P i t t s 1 А l o g i c a l  c a l c u l u s  o f  t h e  i d e a s  imma• 
nent  i n  nervouв  a c t i v i t y , B u l l e t i n  of  M a t h e шa t i c a l  B i o p h y s i c s  la 
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( 1 9 4 3 ) , I I S- 1 3 3 .  

32. R ,  K c N a u a h t o n , Н .  Y a a a d a ,  R e gu l a r  e x p r e s s i o n a  and  в t a t e g r ap h 8 

f o r  a u t om a t a ,  I R E  T r a n s , o n E l e c t r o n i c  C ompu t e r a Е С -!, ( 1 9 6 0 ) , 
3 9 - 4 7 .  

33 .  R .  M c N a u g h t o n , S ,  P a p e r t ,  T h e  s y n t a c t i c  mono i d  o f  а r e g u l a r 

e v e n t , i n  M . A . A r b i b  ( r d . ) ,  A l g e b r a i c  T h e o r y  o f  M a c h i n e в ,  L a
'
na u a w  

g e s ,  a n d  S e m i g r o u p s ,  A c a d em i c  P r e s s , N e w  Y o r k , 1 9 6 8 ,  2 9 7 - 3 1 2 . 

34. R .  M c N augh t o n ,  S .  P a pe r t , C o u n t e r - F r e e  Au t o ma t a , R e s e a r c h  K o a o ­

g r a p h  N o  6 5 ,  T h e  M . I . T .  P r e s s ,  C a mb r i d g e , Ma s s , 1 9 7 1 .  

35. J . T .  Me dv e d e v , O n  а c l a a s  o f even t s  r e p r e a e n t a Ь l e  i n  а f i n i t e 

a u t oa a t o n , A n h a n g  z u r r u в a i a c h e n  U b e r s e t z u n g  v o n : C . E . S h annon , 

J . Mc C a r t h y  ( e d s . ) ,  Au t oma t a  S t ud i e s , P u Ь l . Ag e n c y  f o r  Fore i gn 
L i t e r a t u r e , M o s k a u  1 9 5 6 ; ti b e r s e t z t  v o n  J . J . S c h o r r - Kon  f U r  
L i n c o l n  L a b . Re p . , 3 4 - 7 3 ,  1 9 5 8 , a b g e d r u c k t i n : E . F . Mo o r e  ( e d . ) ,  
S e q u e n t i a l  Ma c h i n e s , S e l e c t e d  P a p e r s , A d d i s o n - W e • l e y ,  

R e a d i n g . Ma s s . , 1 9 6 4 . 

36. A . R .  M e y e r ,  L . J .  S t o c k m ey e r , Wo r d p r o Ь l ems  r e q u i r i n g  e x p o n e n ­

t i a l  t i me ,  in  P r o c . 5 t h  Ann . S ymp . o n T h e o r y  of  C o mp u t i n g ,  1 9 7 3 ,  

1 - 9 .  

37 J . My h i l l ,  F i n i t e  a u t oma t a  and  t h e  r e p r e s e n t a t i o n o f  e v e n t s , 

W r i gh t  A i r  D e v e l . C omm a n d  T e c h n . Re p . 5 7 - 6 2 4 , ( 1 9 5 7 ) , 1 1 2 - 1 3 7 .  

38 G . J .  N u t t ,  S o m e  a p p l i c a t i o n s  o f  f i n i t e  s t a t e  a u t oma t a  t h e o r y  

t o  t h e  d e a d l o ck p r oЬ l em ,  C o l o r ad o  Un i v e r s i t y , B o u l d e r ,  

T e c h n . R e p o r t  C U - C S - 0 1 7 - 7 3 , 1 9 7 3 .  

39. G .  O t t ,  N . H .  F e i n s t e i n ,  D e s i gn o f  s e q u e n t i a l  ma c h i n e s  f r om t h e i r  

r e g u l a r  e x p r e s s i o n s , J . As в o c . C omp u t . Ma c h .  � .  ( 1 9 6 1 ) ,  5 8 5 - 6 0 0 . 

40. J . - F •  P e r r o t ,  S u r  l e  c a l c u l  e f f e c t i f  d u  mo no i d e  d e  t r a n s i t i on 

d ' un a u t om a t a  f i n i , i n  W . D . l t z f e l d  ( H r s gb . )  l n t e r n a t i on a l  Com­

p u t i n g  S y mp o s i um 1 9 7 0 ,  P r o c e e d i n g s , Ge s e l l в c h . f . Ma t h e ma t i k  uod 

D a t e nv e r a r b e i t un g ,  B o n n  1 9 7 3 ,  6 6 4 - 6 7 2 .  

4 1 . м .  О .  R a Ь i n ,  D .  S c o t t ,  F i n i t e  a u t om a t a  and  t h e i r  de c i s i on p r o ­

Ь l e m s , I BM J . R e s e a r c h  a n d  D e v e l o p me n t  3 ,  ( 1 9 5 9 ) , 1 1 4 - 1 2 5 ;  a b g e ­

d r u c k t  i n  E . F . Mo o r e  ( e d . ) ,  S e q u e n t i a l  M a c h i n e s , A d d i s o n - W e s l ey ,  

R e a d i n g , M a s s . , 1 9 6 4 , 6 3 - 9 1 ;  d e u t s c h e  U b e r s e t z u n g  i n : 

C . E . S h an n o n ,  J . мc C a r t hy 1 S t ud i e n  z u r  T h e o r i e  d e r  A u t oma t e n ,  

R o g n e r  u n d  B e r n h a r d , M ti n c h e n , 1 9 7 4 , 3 2 7 - 3 6 1 .  

42 W .  R e i s i g , P e t r i ne t z e  - E i ne E i n f ti h r un g , S p r i n g e r , Be r l i n 1 9 8 2 . 

43 L .  R i c h t e r , B e t r i o b s s y s t eme , T e u b n e r ,  S t u t t g a r t , 1 9 7 7 .  

44 R . W .  R i t c h i e , F i n i t e  a u t o ma t �  a n d  t h e  s e t  c f  s q u a r e s , 

J . A s a o c . C oapu t . Ma c h . " i o ,  ( 1 9 6 3 ) ,  5 2 8 - 5 3 1 . 
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45. А . S a l o•a a , Ax i oa S y a t eaa f o r  R e gu l ar E x p r e s s i o n s  o f  F i n i t e  

( 1 Au t o•a t a ,  Ann . U n i ve r a . Turku , S e r . AI ,  ll • Turku  1 9 6 4 , 

46. А .  S a l o•aa , Tvo c o mp l e t e  a x i om s y s t ems  f o r  t h e  a l g e b r a  o f  r e gu­

l a r  e v e n t s , J . A s s o c . Comp u t , Ma c h . !l• ( 1 9 6 6 )  1 5 8 - 1 6 9 .  

47. Н . Р .  S c Ы i t z e nb e r g e r ,  On a n  a pp l i c a t i on o f  s em i - g r o u p  m e th o d s t o  

s ome p r o Ь l em s  i n  c o d i n g , I R E  T r a n s . o n I n f o rm a t i o n  T h e o r y  I T -! , 

( 1 9 5 6 ) , 4 7 - 6 0 .  

48 Н . Р .  S c h u t z e n b e r g e r , U n e  t h e o r i e  a l g eb r i q u e  d u  c o d a g e , S em i n a ir e  

D u b r e i l - P i s o t , F a c u l t e  d e s  S c i e n c e s  P a r i s , Ann e e  1 9 5 5 / 5 6 , E x p o s 6  

N o . l 5 ;  s ow i e C . R . A c a d . S c i . P a r i s  �. ( 1 9 5 6 ) , 8 6 2 - 8 6 4 . 

49 Н . Р .  S c h U t z enb e rg e r ,  On c on t e x t - f r e e  l an g u a g e s  a n d  p u s h - d own 

a u t omat a ,  I n f . a n d  C o n t r o l ! ( 1 9 6 3 )  2 4 6 - 2 6 4 . 

50 J . I . S e i f e r a s , R .  M c N a u gh t o n ,  R e gu l ar i t y - p r e � e r v i n g  r e l a t i o n s , 

T h e o r . C o m p . S c i e n c e ! ( 1 9 7 6 )  1 4 7 - 1 5 4 .  

5 1 . 1 .  S i mon , P i e c e w i s e  t e s t a Ь l e  e v e n t s , i n  H . B r a k h a g e , Au t o m a t a  

T h e o r y and  F o rma l L a n g u a g e s ,  2 n d  G I  C o n f e r enc e ,  L e c t u r e  N o t e s  i n  
C o mp u t e r  S c i n e c e  ll • S p r i n g e r - V e r l a� , B e r l i n ,  1 9 7 5 ,  2 1 4 - 2 2 2 . 

52. R . E .  S t e a r n s , J .  H a r tm an i s ;  R e gu l a r i t y  p r e s e r v i n g  mo d i f i c a t i o n  

o f  r e g u l a r  e x p r e s s i o n s , I n f . a n d  C o n t r o l  ! • ( 1 9 6 3 ) , 5� - 6 9 .  

53. H . - G .  S t o r k , E i n  a u � om� t e n.t h e o r e t i s c h e s  M o d e l l  e i n e r S p e i c he r­

h i e r 4 r c h i e ,  i n  L e c t u r e  No t e s  in  Comp . S c i e n c e  !• S p r i n g e r , 

B e r l i n 1 9 7 3 ,  9 8 - 1 0 3 .  

54 т .  U r p o n e n ,
'

on  A x i o m  S y s t e m s  f o r  R e gu l a r  E x p r e s s i o n s  a n d  on 

E q u a t i o n s  I nv o l v i n g L a n g u a g e s ,  A n n . Un i v e r s . T u r k u , S e r . A I , lil• 
T u r k u  1 9 7 1  

55 С . С . Y a n g , O n  t h e  m o d e l i n g o f  d em a n d  p a g i n g a l g o � i t b m e s  Ь у  

f i n i t e  a u t o m a t a , I E E E  T r an s . o n C omp u t e r s  С -!2, ( 1 9 7 4 ) 8 7 0- 8 7 4 .  
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J .  A l b e r t , Th . O t tmann , Au t om a t e n ,  S p r a c h e n  u n d  Ma s c h i n e n  f U r  
A n w e n d e r ,  B i b l i o g r a p h . I n s t i t u t , Mann h e i m , 1 9 8 3  

2 М .  B r a n d t , H i n i m i s i e r u n g  n i c h t d e t e rm i n i s t i s c h e r Ak z e p t o r e n , 
E I K  ! • ( 1 9 7 2 )  8 7 - 9 8  

3 W .  B r a u e r ,  Z u r  Z u s t a n d s r e d u k t i o n unvo l l s t a n d i g e r  Au t oma t e n ,  
S em i n a r b e r i c h t  I n s t . f . T h e o r i e  d . Au t oш . u . S c h a l t n e t zw e r k e  ! •  
Ge s e l l s c h a f t f . H a t hema t i k  u . D a t e nv e r a r b e i t u n g , Bonn , 1 9 6 8  

4. J . A .  B r z o z o w s k i ,  D e r i v a t i v e s  o f r e g u l ar  e x p r e s s i o n s , 
J . A s s o c . Comp u t . H a c h . !! • ( 1 9 6 4 )  4 8 1 - 4 9 4  

5 J . R . BU c h i , H a t h e m a t i s c h e  T h e o r i e  d e s  V e rh a l t e n s  e n d l i ch e r 
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ku t o m a t e n ,  Z e i t s c h r i f t  A n g e w . Ma t h . Me c h . �. ( 1 9 6 2 )  T 9 - T i f
( 

6. J!• R .  B ii c h i ,  A l g e b r a i c  t h e o r y  o f  f e e d b a c k  in d i s c r e t e  s y s t ems , 

P a r t  I ,  i n  E . R . C a i a n i e l l o  ( e d . )  Au t oma t a  Th e o r y , Ac a d e m i c _ 
P r e s s , N e w  Y o r k , 1 9 6 6 , 7 0 - 1 0 1  

7 . W . M .  G l u s c h k o w , E i n  w e i t e r e r  A l g o r i t hmus z u r  S y n t h e s e  a b s t rak­

t e r  A u t oma t e n , U k r a i n . Ma t h . J o u r n a l ll• ( 1 9 6 0 )  1 4 7 - 1 5 6 ( i n 

r u s s i s c h e r  S p r a ch e )  

8. F .  H e nn i e , F i n i t e - S t a t e  Mo d e l s  f o r  L o g i c a l  M a c h i n e s , 

J .  W i l e y ,  N e w  Y o r k , 1 9 6 8  

9 .  J .  H o p c r o f t ,  J .  U l l m a n , I n t r o d u c t i o n  t o  Au t oma t a  T h �or y , 

L a n g u a g e s  a n d  Comp u t a t i o n , Add i s o n - We s l ey ,  R e ad i n g ,  1 9 7 9  

1 О. К . I n d e rm a r k , Z um M i ri im i s i e r u n g s p ro Ы e m  b e i  n i c h t d e t e rm i n i s t i ­

s c h e n  Au t oma t e n , S e m i n a r b e r i c h t  I n s t i t u t  f . T h e o r i e  d . Au t om . u .  

S c h a l t n e t zw e r k e  � .  G e s e l l s c·)!a f t  f . M a t h em a t i k  u . D a t e n v e r a r ­

b e i t u n g , B o n n , 1 9 6 9  

1 1  К .  I n d e rma r k , Z u r  Z u s t a n d s m i n i m i s i e r u n g  n i c h t d e t e rш i n i s t i s c h e r 

e r k e n n e nd e r  Au t o m a t e n ,  B e r i c h t e  d . G e s e l l s c h a f t  f . M a t h e m a t i k  

u . D a t e nv e ra r b e i t u n g , B o n n , N r .  ll •  ( 1 9 7 0 )  

1 2 . Т .  Каше d а , Р .  W e i n e r , O n  t h e  s t a t e  m i n i m i z a t i o n  o f  non d e t e r �  
m i n i s t i c  f i n i t e  a u t om a t a ,  I E E E  T r a n s . o n C oшpu t e r s  С -� ,  
( 1 9 7 0 )  6 1 7 - 6 2 7  
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1 3. J .  K i m ,  S t a t e  M i n i m i z a t i o n o f  N o n d e t e rm i n i s t i c  M a c h i n e s , I BM 

T . J .  W a t s o n  R e s e a r c h  C e n t e r  Y o r k t own H e i g h t s RC 4 8 9 6 , 1 9 7 4  

1 4 C . M . R . K i n t a l a ,  D .  Wo t s c h k e , Amo u n t s  o f  n o n d e t e rm i n i s m  i n  

f i n i t e a u t oma t a ,  A c t a  I n f o r m a t i c a  ll ( 1 9 8 0 )  1 9 9 - 2 0 4 

1 5 . О . В . L up a n o w , U b e r  d e n  V e r g l e i c h z w e i e r  T y p e n  e n d l i c h e r  Q u e l ­

l e n ,  P r o b l e me d e r  K y b e r n e t i k B d . 6 ,  1 9 6 6 , 3 2 9 - 3 3 5  ( Ru s s i s c h e s  

O r i g i n a l  1 9 6 3 )  

1 6 . A . R .  M e y e r ,  M . J .  F i s c h e r , E c o n omy o f  d e s c r i p t i o n  Ь у a u t o m a t a ,  

g r amm a r s ,  a n d  f o rm a l  s y s t em s , C o n f e r e n c e  Re c o r d  o f  1 2 t h  Annu a l  

Sympo s i u m  o n  S w i t c h i n g  a n d  A u t oma t a  T h e o r y  ( S WAT ) I E E E  Comp . 

> о с . , 1 9 7 1 ,  1 8 8 - 1 9 1  

1 7  B . G .  M i r k i n ,  O n  d u a l  au t o ma t a ,  C y b e r n e t i c s  � . 1  ( 1 9 6 6 )  6 - 9  

F . R . Mo o r e . D e t e rm i n i s t i c  r e a l i z a t i o n  a n d  s i mu l a t i o n o f  n o n ­

d e t e r m i n i s t i c  a u t o ш a t a , P h . D . d i s s e r t a t i o n , D e p t . o f E l e c t r i c a l  

E n g i n e e r i n g , S y r a c u s e U n i v e r s i t y ,  1 9 6 9  

1 8 .  F . R . M o o r e ,  O n  t h e b o u n d s  f o r  s t a t e - s e t
"

s i z e  i n  t h e  p r o o f s  o f  
e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  d e t e rm i n i s t i c ,  n o nd e t e rm i n i s t i c ,  a n d  

t w o - w a y  f i n i t e  a u t o ma t a , I E EE  T r a n s . o n  C omp u t e r s , Т С -�1 
( 1 9 7 1 )  1 2 1 1 - 1 2 1 4  



1 9  А .  N e r o d e , L i n e a r  a u t o m a t o n  t r a n s f o rm a t i o n s , 

P r o c . Am e r . Ma t h em . S o c . ! • ( 1 9 5 8 )  5 4 1 - 5 4 4  

20. �, On  mu l t i p a t h  a u t o m a t a  I ,  S p e r r y R a n d  R e s . Re p . 

S R R C - R R- 6 4 - 6 9 , 1 9 6 9  

2 1 . М . А .  S p ivak , E i n  A l g o r i t h m u s  z u r  a b s t r ak t e n  S y n t h e s e  v o n  

A u t o ma t e n  f U r  e i ne e r w e i t e r t e  S p r a c h e  d e r  r e g u l a r e n  E r e i g ­

n i s s e , I s w e s t . Ak a d . N auk  S S S R , T e c h n . Ky b e r n e t i k  ( 1 9 6 5 )  N o . 1 , 

5 1 - 5 7  ( i n r u s s i s c h e r  S p r a c h e  - v g l . M a t h em a t i c a l  R e v i e w s  3 2 ,  

N r . 5 4 6 7 )  

22 М . А .  S p i v ak , D i e  E n t w i c k l u ng  e i n e s  r e g u l a r e n  Au s d r u c k s  n a c h  

e i n e r  Ba s i s  u n d  i h r e  Anw e n d u ng e n ,  D o k l . Ak a d . N a u k  S S S R  �. 
( 1 9 6 5 )  5 2 0- 5 2 2  ( i n  r u s s i s c h.e r  S p r a c h e ) 

23. М . А .  S p i v a k , A  me t h o d  o f  an a l y s i s  o f  a b s t r a c t  a u t o ma t a  u s i n g  

e q u a t i o n s  i n  t h e  a l g e b r a  o f  ev e n t s , C y b e r n e t i c s  l• ( 1 9 6 5 )  2 5 - 2 6  

К главе 7 

�. B . H . B a r n e s ,  А t w o - w a y  au t om a t o n  w i t h  f e we r s t a t e s  t h a n  a n y  e q u i ­

v a l e n t  o n e - w a y  a u t oma t o n , I E E E  T r a n s . o n  C omp u t e r s , те-�, 
( 1 9 7 1 )  4 7 4 - 4 7 5  

2 .  J . B e r s t e l , S e r i e s  r a t i o n e l l e s , i n :  J . B e r s t e l  ( H r s g b . ) ,  

S e r i e s  F o rm e l l e s  e n  V a r i aЫ e s  N o n  C omm u t a t i v e s  e t  Ap p l i c a t i o n s , 

Ас t е в  d e  l a  c i n q u i em e  E c o l e  d e  P r i n t e mp s d ' i n f o rm a t i q u e  

t h e o r i q u e , ma i 1 9 7 7 , L I T P , E N S T A , P a r i i 1 9 7 8 , 5 - 2 2  

З. V . G . B o d n a r c h u k , Au t oma t e n  u n d  E r e i gn i s s e , Uk r a i n i s c h e  Ma t h e m .  

Z e i t s c h r i f t  �. ( 1 9 6 2 )  3 5 1 - 3 6 1 ( i n  r u s s i s c h e r  S p r a c h e  - v g l . 

M a t h em . R e v i e w s  �. N r . 3 5 5 7 )  

4 O . L . C o s t i c h ,  А M e d v e d e v  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  s e t s  r e c o g n i z e d  Ь у  
g e n e r a l i z e d  f i n i t e  a u t om a t a , Ma t h . S y s t em s  Th e o r y  � .  ( 1 9 7 2 )  

2 6 3 - 2 6 7  

5 C . C . E l g o t , D e c i s i o n  p r o Ы em s  o f  f i n i t e  a u t oma t a  d e s i g n  a n d  r e ­

l a t e d  a r i t hm e t i c s , T r a n s . Am e r . Ma t h . S o c . 9 8 ,  ( 1 9 6 1 )  2 1 - 5 1  

6 M . F l i e s s , S u r  c e r t a i n e s  f am i l l e s  d e  s e r i e s  f o rme l l e s , T h e s e  

S c i . Ma t h . ( d o c t o r a t  d ' e t a t ) , U n i v . P a r i s  V I I ,  1 9 7 3  

7 .  S t . J . G a r l a nd , D . C . L u c k h am , P r o g r am s c h e me s ,  r e c u r s i o n  s c h e me s ,  

and  f o rm a l  l a n g u a g e s ,  J . C o mp . S y s t , S c i .  l • ( 1 9 7 3 )  1 1 9 - 1 6 0 

В J . I . J a now , U b e r  l o g i s c h e  S c h em a t a  v o n  A l g o r i t hm e n , P r o Ы e m e  d e r 

K y b e r n e t i k  l • ( 1 9 6 2 )  8 7 - 1 4 4 ( U b e r s e t z u n g  a u s  d e m  Ru s s i s c h e n , 

O r i g i n a l  1 9 5 8 )  

9 . B . G . M i r k i n , T h e  l an g u a g e  o f  p s e p d o r e g u l a r  e x p r e s s i o n s , 

C y b e r n e t i c s  !• 6 ( 1 9 6 6 )  6 - 8  
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1 0. T . J , O s t r a n d , M . C . P a u l l ,  E . J . We y uk e r , P a r s i n g r e g u 1 a r  g r aшm a r v  
v i t h  f i n i t e  l o o k a h e a d , A c t a  I n f , �. ( 1 9 8 1 )  1 2 5 - 1 3 8  

1 1 . H . P , S c hfi t z e nb e r g e r ,  O n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  а f aш i l y  o f  a u t o ш a t �, 
I n f o r ш . & C o n t r o l  i•  ( 1 9 6 1 )  2 4 5 - 2 7 0  

1 2 . J . C . S h e p h e r d s o n , T h e  r e d u c t i o n  o f  t v o -vay a u t oшa t a  t o  o � e -v a y  
a u t o ш a t a ,  I BM J . Re s e a r c h  a n d  D ev e l o p ш e n t  !• ( 1 9 5 9 )  1 9 8 - 2 0 0 , 

К rnaвe 8 

1 .  V . Aш a r , G . P u t z o l u , O n  а f aш 1 l y  o f l i n e a r  g r amm a r s , 
I n f . & C o n t r o l  l ( 1 9 6 4 )  2 8 3 - 2 9 1  

2.  J . B e r s t e l ,  T r a n s d u c t i o n s  a n d  C o n t e x t - F r e e  L a n g u a g e s , 

T e u b n e r - V e "t: l a g , S t u t t g a r t , 1 9 7 9  

3. �, T h e  e q u i v a l e n c e  р r о Ь l е ш f o r  d e t e rш i n i s t i c  t wo - t ap e  
a u t o шa t a ,  J . C o шp . S y s t . S c i . l ( 1 9 7 3 )  2 1 8 - 2 3 6  

4 .  L . B o a s s o n ,  H . N i v a t , S u r  d i ve r s e s  f aш i l l e s  d e  l an g a g e s  f e rшe e s  

p a r  t r a n s d u c t i o n  r a t i o nn e l l e, Ac t a  I n f o rшa t i c a ! ( 1 9 7 3 )  1 8 0 - 1 8 8, 

5. K . H . B B h l i n g , K . I n d e rш a r k , E n d l i c h e  Au t oш a t e n  I ,  
B i Ь l i o g r ap h . I n s t i t u t , H a n nh e i ш , 1 9 6 9  

6 .  W . B r a u e r ,  W - a u t o шa t a  a n d  t h e i r  l an g u a g e , i n : A . H a z u r k i e w i c z  
( e d . )  P r o c e e d i n g s  HF C S  1 7 6 ,  L N C S  il• S p r i n g e r -V e r l a g , Be r l i n  

( 1 9 7 6 )  1 2 - 2 2  

7 .  J . A . B r z o z o v s k i , R e g u l a r - l i k e  e x p r e s s i o n s  f o r  s о ше i r r e g u l a r  
l an g u a g e s ,  I E E E  C o n f . Re c o r d  1 9 6 8 , N i n t h  Ann . S yшp . o n S w i t c h i ng 
a n d  Au t oш a t e  T h e o r y , _  S c h e n e c t a d y , N , Y ,  ( 1 9 6 8 )  2 7 8 - 2 8 6  

8. к . l!u l i k , S оше a x i o шa t i c  s y s t eш s  f o r  f o rшa l g r aшшa r s  and  l an g u ­

a g e s , i n :  P r o c e e d i n g s  I F I P  C o ng r e s s  6 2 ,  Mil n c h e n  1 9 6 2 ,  

N o r t h - H o l l a n d , Aш s t e r d aш ,  1 9 6 3 ,  1 3 4 - 1 3 7 

9 . K . �u l i k ,  I . H a v e l , On ш u l t i p l e  f i n i t e  a u t o шa t a ,  i n : W . H i n d l e r , 
E . P e s c h l , H . U n g e r , З .  C o l l o q u i uш U b e r  Au t o шa t e n t h e o r i e , 

H a nn o v e r  1 9 6 5 ,  B i r k h i u s e r , B a s e l , 1 9 6 7 , 1 5 8 - 1 6 9 

1 0. S . E i l e n b e r g , C . C . E l go t ,  J . C . S h e p h e r d s o n , S e t s  r e c o g n i z e d  Ь у  

n - t a p e  a u t oш a t a ,  J .  A l g e b r a  l! ( 1 9 6 9 )  4 4 7 - 4 6 4  

1 1 . C . C . E l g o t ,  J . E . Me z e i , O n  r e l a t i o n s  d e f i n e d  Ь у  g e n e r a l i z e d 

f i n i t e  a u t o ш a t a , I B H J .  D e v e l o p . ! ( 1 9 6 5 )  4 7 - 6 8  

1 2 . P . C . F i s c h e r ,  A . L . Ro s e n b e r g , H u l t i t � p e  o n e -v a y  n o n  wr i t i n g 
a u t o ш a t a ,  J . C o шp . S y s t . S c i . !. ( 1 9 6 8 )  8,8- 1 0 1  

1 3. S , G i n s b u r g , E x a шp l e s  o f  a b s t r ac t шa c h i n e в , I R E  T r a n s . ! l e c t r on . 
C o ш p •J t e r s , ЕС.!..!. ( 1 9 6 2 )  1 3 2 - 1 3 5 

1 « . s� G i n a b u r g , T h e  M a t h e ma t i c a l  T h e o r y  a f  C o n t e x t - F r e e - L a n g u a g e в ,  



M c G r av- H i l l ,  Nev Y o r k , 1 9 6 6  

1 5. S , G i n a b u r g , A l g e b r a i c  and A u t omat a - T h e o r e t i c  P r o p e r t i e в  о !  

1 6 
Fo rma l L a n g u a g e s ,  N o r t h -H o l l a n d , Amв t e r d a m ,  1 9 7 5  

S . G i n в b u r g , S . A . G r e i b a c h , Ab в t r a c t f am i l i e в  o f  l a n g u a g e в ,  

S . G i n s b u r g , S . A . G r e i b a c h , J . E . H o p c r o f t  ( e d s . )  S t u d i e s  i n  

s t r a c t  F a m i l i e s  o f  L a n g u a g e s ,  Memo i r s  Ame r . Ma t h . � o c . � 
( 1 9 6 9 )  1 - 3 2  

i n :  
л ь -

1 7 . S . G i n s b u r g , G . F . R o s e , O p e r a t i o n s  vh i c h  p r e s e rv e  d e f i n a b i l i t y 

i n  l a n g u a g e s ,  J . A s s o c . C omp u t . Ma c h . � ( 1 9 6 3 )  1 7 5 - 1 9 5 

1 8. S . G i n в b u r g , G . F . R o s e , А c h a r a c t e r i a a t i o n  o f  m a c h i n e  m a p p i n g s , 

C a n . J . H a t h , 1 8  ( 1 9 6 6 )  3 8 1 - 3 8 8  

1 9 . T . V . G r i f f i t h в , T h e  un � o l v ab i l i t y o f  t h e  e q u i v a l e n c e  p r o Ь l e m 

f o r  Л - f r e e  n o n d e t e r m i n i в t i c  g e n e r a l i z e d  ma c h i n e s , 

J . A в a o c . Comp u t . M a c h , � ( 1 9 6 8 )  4 0 9 - 4 1 3  

20. 0 . H . I b a r r a , T h e  un s o l v ab i l i t y o f  t h e  e q u i v a l e n c e  p r o Ь l e m  f o r  

� - f r e e  N G S M ' s  w i t h  u n a r y  i n p u t  ( o u t p u t )  a l p h ab e t  'nd a p p l i c a ­

t i o n a , i n : P r o c . 1 8 t h  Ann . S ymp . o n F o u nd a t i o n a  o f  C o mp u t e r  
S c i e n c e  ( F OC S ) , I E E E , N e v  Y o r k , 1 9 7 7 ,  7 4 - 8 \ 

2 1 . B . G . K i r k i n , On t h e  t h e o ry o f  mu l t i t ap e  a u t o m a t a ,  

C y b a rna t i c a  ! • 5  ( 1 9 6 6 )  9 - 1 4  

22. K . N i v a t , T r a n a d u c t i o n s  d e s  l an g a g e s d e  C h o m s k y , T h � s e  d ' E t a t ,  

U n i v . d e P a r i a ,  1 9 6 7 ,  u n d  i n : Ann . d e  l ' I n a t . F o u r i e r , 
G r e n o Ь l e  !! ( 1 9 6 8 )  3 3 9 - 4 5 6  

�3. A , L , Ro a e nb e r g , On n - t a p e  f i n i t e  s t a t e - a c c e p t o r s , i n : 

P r o c . o f  F i f t h  Ann . S ymp . o n  S v i t c h i n g  C i r c u i t  T h e o ry a n d  

L o g i c a l  D e s i g n , I E E E  P u Ь l . S - 1 6 4 ,  1 9 6 4 , 7 6 - 8 \ 

24. A . L . Ro s e nb e r g , Nonvr i t i ng E x t e n s i o n s  o f  F i n i t e  A u t o m a t a ,  

Unp uЬ l i a h e d  D o � t o r a l  D i a s e r t a t i o n , H a r v a r d  Un i v , R e p o r t  B L - 3 9 0  
1 9 6 5  

25. A . L . Ro в e nb e r g , On mu l t i -h e a d  f i n i t e  a u t om a t a ,  I B K  J , R e s , 
D e v e l o p . � ( 1 9 6 6 )  3 8 8 - 3 9 4  

26 . A . L . Ro s e n b e r g , А ma c h i n e  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  l i n e a r  c o n t e x t ­
f r e e  l an g u a g e a ,  I n f , &  C o n t r o l  1 0  ( 1 9 6 7 )  1 7 5 - 1 8 8 

27.  K . B . S a l omo n , T h e  d e c i d ab i l i t y o f  а ma p p i n g  p r o Ь l e m f o r g e n e ­
r a l i z e d  в e q u e n t i a l  m a c h i n e s  v i t h  f i n a l  s t a t e s , J . Comp . S y s t ,  

S c i , 1 0  ( 1 9 7 5 )  2 0 0 - 2 1 8  

28. H . S c h n e l l e , C C- Au t om a t a a n d  C F - G r amma r s , unv e r o f f e n t l i ch t e a  
Manu a k r i p t ,  V o r t r a g  a u f  d e m  C o l l o q u i um o n  A l g e b r a i c  L i n g u i s t i c s  
and Au t oma t a  T h e o r y , J e r u s a l em ,  1 9 6 4  
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29. C . - P . S c h no r r , F r e i e  a s в o z i a t i v e  S y s t eme , E I K  1 ( 1 9 6 7 ) , 3 1 9 - 3 4 0  

30. H . P . S c h U t z e nb e r g e r ,  А r e m a r k  o n  f i n i t e  t r a n s d u c e r s , 

I n f . &  C o n t r o l  � ( 1 9 6 1 )  1 8 5 - 1 9 6  

3 1 . P . H . S t a r k e , On t h e  r e p r e s e n t a b i l i t y  o f  r e l a t i o n s  b y � e t e r ­

m i n i s t i c  a n d  n o nd e t e rm i n i s t i c  mu l t i - t a p e  a u t oma t a , i n :  

J . B e �v a r  ( e d . ) P r o c e e d i n g H F C S  ' 7 5 L N C S  .!! • S p r i n g e r - V e r l a g ,  

B e r l i n  1 9 7 5 ,  1 1 4 - 1 2 4 

32 P . H . S t a r k e , C l o s e d ne s в  p r o p e r t i e a  a n d  d e c i в i o n p ro Ь l em s  f o r  

f i n i t e  mu l t i - t a p e  a u t o ma t a ,  K y b e r ne t i k a , P r a h a !! ( 1 9 7 6 )  6 1 - 7 5  

33. S . J . W a l l j a в p e r ,  N o n - D e t e rm i n i в t i c  Au t o m a t a  a n d  E f f e c t i v e  

L a n g u a g e в ,  P h . D . Th e s i в ,  U n i v . o f I ova , AD-6 9 2 4 2 1 ,  1 9 6 9  

34. G . We c h s u n g , I в om o r p h e  D a r в t e l l u n g e n  d e r  K l e e n e s c h e n  A l g e b r a  

d e r  r e g u l i r e n  H e ng e n , H i t t . H a t h . G e s . DDR , 1 9 7 3 , Nr . 2 / 3 ,  1 6 1 - 1 7 1 

CПI ICOI( РАБОТ СОВ ЕТСКИХ АВТОРОВ И РАБОТ. 
ПЕРЕВ ЕДЕННЫХ НА РУССКИй ЯЗЫК 

1 .  Блох А. Ш. О задачах, решаемых последовательпостными м ашинами// 
Проблемы кибернетики : Сб. статей/ Под ред. А. А. Ляпунова.-М , 1 960.­
Вып 3.-С. 8 1 -88. 

2 .  Боднарчук В. Г. Автоматы и события// Украинский математический жур­
нал. - 1 962.-Т. 1 4, .N'2 4 -С. 35 1 -36 1 .  

3 .  Боднарчук В .  Г. Системы уравнений в алгебре событий// Жури вычисл, 
м атем и м атем. физ . - 1 963.-Т. 3 ,  .N'2 6.-С. 1 077- 1 088 . 

4. Гилл А. Введение в теорию конечных автоматов : Пер. с англ.-М. : Наука, 
1 966.-272 с.  

5. Ги нзбург С. Математическая теория контекстно-свободных языкuв : Пер. 
с англ . - М ·  Мир, 1 970 -326 с 

6 Г лушков В. М. Абстрактная теория автом атов// Успехи матем наук -
1 96 1 .-Т. 1 6, .N'2 5.-С. 3-62. 

7 .  Глушков В. М. Некоторые проблемы синтеза цифровы х а втоматов// 
Жури .  вычисл. матем .  и матем .  физ.- 196 1  -Т. 1 ,  .N'2 3.-С. 37 1 -4 1 1 .  

8. Глушков В. М. Об одном алгоритме синтеза абстрактных автоматов/7 
Украинский м атематический журнал - 1 960 -Т. 1 2 , .N'2 2.-С. 1 47- 1 56. 

9 Клини С. К. Представдение событий в нервных сетях и конечных автома­
тах// Автоматы:  Пер с англ -М , 1 956.-С 1 5-67. 

1 0. Курмит А. А. Автом аты без потери информации конечного порядка -
Рига . : Зинатне,  1 972.-266 с 

1 1 . Л упанов О. Б. О срав�ении двух типов конечных автоматов// Проблемы 
ки бернетики :  Сб. статей/ Под ред. А.  А.  Ляпунова. - М ,  1 963 -Вып. 9.­
С 32 1 -326. 

1 2 .  Мак- Нотон Р., Пейперт С .  Синтаксический моноид и регулярное собы­
тие// Алгебраическая теория автом атов, языков и полугрупп : Пер с англ - М ,  
1 975.-С. 284-297. 

1 3. Медведев Ю. Т. О классе событий,  доп ускающих представление в конеч­
ном автомате// Автоматы .  Пер. с англ. - М ,  1 956 -С. 385-40 1 .  

1 4  Минский М. Вычисления и автоматы : Пер. с англ -М. : Мир, 1 97 1 -
364 с 

1 5. Миркии Б. Г. О двойственных автом атах// Кибернетика - 1 966.-.N'2 1 -
С. 7- 1 0. 

1 6. Миркии Б. Г. О языке псевдорегулярных выражений// Кибернетика. -
1 966.-.N'2 6.-С. 8- 1 1 .  
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1 7. Мур Э. Ф. Умозрительные эксперименты с последовательностными ма­
шинами// Автоматы : Пер. с англ.-М.,  1 956.-С. 1 79-2 1 2. 

1 8. Спивак М. А. Алгоритм абстрактного сиитеза автоматов для расширен­
ного языка регулярных выражений// Изв. АН СССР. Сер. техн. кибериетика.-
1 965.-.N'2 1 .-С. 5 1 -57. 

1 9. Спивак М. А. К методу анализа а бстрактных автоматов с помощью 
уравнений в алгебре событий// Кибернетика. - 1 965.-.N'e 1 .-С. 28. 

20. Спивак М. А. К минимизации автомата Мура// Кибернетика. - 1 967.­
N2 1 .-С. 5, 6. 

2 1 .  Спивак М. А. Разложение регулярного выражения по базису и его nри­
менения// Докл. АН СССР.- 1 965.-Т. 1 62, .N'e 3.-С. 520-522. 

22. Хиббард Т. Н.  Точные верхние границы длин минимальных эксnеримен­
тов, оnределяющих заключительное состояние, для двух классов nоследователь­
ностных машин// Кибернетический сборник (новая серия ) :  Сб. nереводов/ Под 
ред. О. Б .  Лупанова и А. А Ляпунова. - М., 1 966.-Выn. 2 .-С. 7-23. 

23. Янов Ю. И. О логических схем ах алгоритмов// Проблемы кибернетики : 
Сб. статей/ Под ред. А. А. Ляnунова. - М.,  1 958.-Выn. 1 .- С. 75- 1 27. 

ПРЕДМЕТНЫй УКАЗАТЕЛЬ 

Автомат днуленточный Рабина -
Скотта (2-РС-автомат) 352 
- - Эйленберга - Элго - Ше­
фердсона (2-ЭЭШ-автомат) 336 
- - Элго-Мезея (2-ЭМ-автомат) 
328 
- двусторонний 290 
- зеркальный 1 78 
- Мили 36 
- - без nотери информации 58 
- - входно-независимый 75 
- - различающий входы 58 
- - с конечной nамятью 64 
- - сокращенный 38 
- - частичный 1 25 
- - - U-мииимальный 1 33 
- - - U-сокращенный 1 33 
- - k-финально различающий вхо-
ды 62 
- многоленточный 358 
-- Мура 74 
- - инициальный 1 1 5 
- - �!ИНИМаЛЬНЫЙ 88 
- - сильно связный 1 1 4 
- - сокращенный 77 
- - сокращенный по Мили 1 1 3 
- Рабина - Скотта (РС-автомат) 
1 86 
- - детер минированный (ДРС-авто­
мат) 1 85 
- недетеры инированный (НРС-ав-
томат) 1 69 
- с nредварительным nросмотром 
299 

- - - - многозначный 299 
- - - - однозначный 299 
- - - - k-детер минированный 300 
- Уолясnера (У-автомат) 360 
Аксиом система (для рациональных 
равенств )  2 1 8  
Алгебра булева 1 2  
- Клини 2 1 6  
Алфавит 28 
Аnnроксимация 89 

Биекция 1 6  
Булеан 1 1  

Вершина 1 8  
Вход 36 
Выражение рациональное 2 1 3  
- -, левое Производное 265 
- - обобщенное 268, 273 
- - эквационально оnределимое 230 
Выход 36 

Гомоморфизм 25 
- автоматов 85 
- алфавитный 28 
- Л·свободный 28 
Грамматика линейная 335 
- nраволинейная 1 74 
Грань 2 1  
Граф 1 8  
- Майхилла 279 
- - взвешенный 279 
- - Л-свободный 279 
График 1 4  
Груnпа 24 
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�иагональ (декартова произведения) 
1 3  
Диаграмма 1 7  
Доопределение ( автомата) 1 35 
ДРС-автомат 1 85 

Закон ассоциативности 1 2 
- дистрибутивности 1 2  
- идемпатентмости 1 1  
- коммутативности 22 
- Моргана 1 2  
-- поглощения 1 2  
Замкнутость (относительно булевых 
операций)  1 1  
Замыкание относительно операций 
2 1  
- - отношений 2 1  

Изоморфизм 26 
- автоматов Мур а  85 
- НРС-автоматов 244 
Инъекция 1 6  

Класс эквивалентности 22 
Композиция (суперпозиция ) 1 5 
Конгруэнция (отношение конгруэнт­
ности)  26 
- порожденная отношением 27 
-- синтаксическая 1 87 
Конкатенация 28 
Конфигурация 290 

Маркировка 369 
Маршрут (путь) 1 9  
Матрица переходно-выходная 36 
-- смежности 1 9  
Множество Д-допустимое 1 86 
-- допустимое 1 86 
- конечно-пер иодическое 305 
- кусочио-тестируемое 227 
-- локальное 285 
- локально тестируемое 226 
-- маршрутное 279 
-- - взвешенное 279 
-- Медведева - Костича 287 
- Н-допустимое 1 76 
- однозначное рацион альное 226 
- порождающее 27 
-- - свободное 27 
- псевдорациональное 308 
- различимое 1 87 
- рациональное 1 76 
- регулярное 1 76 
- стандартное 285 
- упорядоченное 2 1  
Моноид 23 
- переходов 1 7 1  
- свободно порожденный 27 
- синтаксический 1 88 
- слов 28 
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Н РС-автомат 1 69 
- алфавитный 1 69 
- инициально связный 237 
- избыточный 237 
- побуквенный 1 69 
- сокращенный 243 
- экспоненциальный 24 1 

О -минимальный 244 
-- N-минимальный 244 

Образ множества 1 5  
- элемента 1 5  
Объединение множеств 1 2  
- соответствий 1 5  
Ограничение (сужение) отображения 
1 5  
Оператор замыкания 1 49 
- - ад,'\ИТИВНЫЙ 1 49 
Операция булева 1 0  
-- образования подмоиаида 1 77 
- рациональная 1 77 
Ор граф 1 9  
- взвешенный 1 9  
Отношение 1 8  
- антисим метричное 20 
- конгруэнтности (конгруэнция ) 26 
-- линейного порядка 20 
- нулевое 1 8  
- последовательпостное 68 
- рациональное 334 
- рефлексивное 20 
- симметр ичное 20 
- тождественно истинное 1 8  
- ·  транзитивное 20 
- ч�стичного порядка 20 
- эквивалентности 20 
Отображение (функция)  1 5  
- автом атное 67 
- бнективное (биекция ) 1 6  
-- всюду определенное (тотальное) 

1 5  
- инъективное ( инъекция) 1 6  
- Мр-представимое 89 
- полное 89 
- последовательпостное 89 
- сохраняющее длину слов 89 
- сюръективное (сюръекция) 1 6  
- тотальное (всюду определенное) 
1 5 

частичное 1 5 
- а-преобразовательное 3 1 5  

Память автомата Мили 64 
Поведение состояния автомата 127 
Подавтомат 1 26 
- релевантный 1 33 
Подвыражение правильное 2 1 5  
Подмоиаид 23 
- порожденный 1 77 
Подполугруппа 23 



- nорожденная 27 
Полугруппа 23 
- свободно nорожденная 27 
- свободная 27 
Полукольцо 25 
Последовательность конечно-перио-
дическая 309 
- символов (слово) 27 
Правило замены 2 1 8  
- решения уравнений 2 1 8  
Преобразование, определенное авто­
матом Мили 68 
- порожденное а -nреобразователем 
3 1 5  
- рациональное 3 1 5  
- частичных автоматов Мили 1 40 
- - - - однозначное 1 40 
- - - - каноническое 1 4 1  
Преобразователь конечный  3 1 3  
«Принцип ящиков» Дедекинда 30 
Проблема соответствий Поста 326 
- - - ослабленная 368 
Продолжение (расширение) отобра­
жения 1 5  
Проекция 1 7  
Произведение декартово множеств 
1 3  
- - соответствий 1 5  
- прямое моноидов 332 
Прообраз множества 1 5  
- элемента 1 5  
Путь ( маршрут) 1 9  

Равенство соответствий 1 5  
- - рациональное 2 1 3  
Равносильность автоматов Мили и 
Мура 79 
- автоматов Мура 79 
- двусторонних и РС-автоматов 294 
- состояний автоматов Мура 1 1 3 
- 2-ЭМ-автоматов и а -преобразова-
телей 329 
Различимость входных nоследова­
тельностей 58 
- автоматов �1ура 1 1 6 
- - - сильная 1 1 6 
Разность множеств 1 1  
-- - симметр ическая 1 1  
Расширение (продолжение) отобра­
жен ия 15  
Реакция автомата двустороннего 290 
- - Мили 38 
- - Мура 77 
Реакция множества состояний НРС­
автомата 243 
- НРС-автомата 1 76 
- - локальная 26 1 
- состояния автомата Мили 38 
- - - Мура 77 
- - частичного автомата Мили 127  
- У-автомата 360 

- 2-РС-автомата 352 
- 2-ЭМ-автомата 328 
Ребро 1 8  
Релевантнасть состояния 1 33 
Решетка 22 
РС-автомат 1 86 

Свойство nустого слова для матриц 
209 
- - - - рациональных выражений 
2 1 7  
Следствие Беретела 320 
- Пратера 1 5 1  
- Ритчи 1 97 
Слово (nоследовательность симво­
лов) 27 
- зеркальное 1 1 5 ,  1 7 1  
- nустое 38 
Совместность состояний 1 30 
Соответствие 1 4  
- обратное 1 4  
- переходов НРС-автомата 1 69 
- - 2-ЭМ-автомата 328 
-- nоследовательпостное 1 70,  3 1 5  
- функционирования 3 1 4  
- -- nоследовательпостное 3 1 5  
Состояние достижимое 237 
- избыточное 237 
- поглощающее 237 
- релевантное 1 33 
Суперnозиция (комnозиция ) 1 5  
Сужение (ограничение) 1 5  
Сходство рациональных выражений 
272 

Теорема Ардена 208 
- Ардена - Боднарчука 209 

Бжозовского - Сnивака 267 
Гилла 64 

- Гинзбурга 1 3 1  
- Грасселли - Лючио 152 
- Гр иффитса 322 
- Индер марка - Камеды - Ва йне-
ра 26 1 
- Карпа (об аппроксимации) 90 
- Клини 1 78 ,  1 80 
- Клини - Майхилла 1 95 
- Леви 29 
- Майхилла (о  допустимых и раз-
личимых множествах) 1 88 
- - (о стандартных множествах) 
286 
- Медведева - Костича 287 
- Мура ( о  неопределенности) 78 
-- Мюнтеферинга (о  nреобразовани-
ях )  1 40 

· 
- Нивата 3 1 7  
- о гомоморфизмах 26 
- - графах Майхилла 283 
- - итеративном подслове 1 9 1 
- - моноиде nереходов 1 7 1  
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- - однозначности 
РС-автомата 248 

минимального 

- - nериодичности 62 
- - разложении отображений 
- - сокращении автоматов 
4 1  

22 
Мили 

- - сокращении автоматов Мура 
77 
- - - частичных автоматов Мили 
1 36 
- Полла, Унгера 150 
- Рабина - Скотта (о НРС- и Ре-
автоматах) 1 95 
- - - (об экспоненциальном авто­
мате) 24 1 
- Саломаа - Урпонена 2 1 9  
- Уолясnера 36 1 
- Урnонена 22 1 
- Хаффмана - Мили 39 
- Хиббарда 1 1 0 
- Хомского - Шютценбергера 285 
- Чена 60 
- Шютценбергера 303 
- Эйленберга - Элго - Шефердсо-
на 336 
- Элго - Мезея - Розенберга 333 

У-автомат 360 
У-отображение 362 

Фактормножество 22 
Фундаментальное свойство автома-
тов Мили 70 
Функция (отображение) 15 
-- nоследовательпостн ая словарная 
67 
- характеристическая 1 7  

Характер состояния автомата Мили 
68 

Частичная реакция (U-реакция ) 1 27 
Частное (nравое, левое) множество 
1 96 

Эквивалентность (отношение эквива­
лентности)  20 
- автоматов Мили 38 
-- локальная 243 
- множеств состояний 243 
- НРС-автоматов 1 94 
- рациональных выражений 2 1 6  
-- состояний автоматов Мили 38 
- 2-ЭМ-автоматов 328 
- а-nреобразователей 322 
Эксnерименты с автоматами 97 
Элемент минимальный 2 1  
-- наимен�оший 2 1  
Элиморфизм 26, 85 

Ядро nрефиксное 287 
Язык асинхронный 227 
0-дооnределение 1 35 
2-РС-автомат 352 
2-ЭМ-автомат 328 
- алфавитный 34 1 
- детерминированный 339 
- - nолностью оnределенный 346 
- локально детерминированный 339 
- с маркерами 369 
- с nрограммой чтения 369 
2-ЭЭШ-автомат 336 
а-nреобразователь 3 1 4  
- алфавитный 3 1 5  
- Л-свободный 3 1 5  
k-nрефикс 300 
k-суффикс 62 
L-эквивалентность 1 28 
LVV-nоследовательность 209 
U-изоморфизм' 1 33 
U-реакция состояния частичного ав· 
то:-.шта Мили 1 27 
-- частичного автомата Мили 1 33 
U-эквивалентность 1 28 
U-эnиморфизм 1 33 
и v w-теорема 1 92 
V-эквивалентность 1 28 
Z -гомоморфизм 85 
ZХУ-гомоморфизм 85 
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