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Tzasa IIL

" ' Pascwotphpt cpoficTea nper5ABHHXE TOYEES HTEpanmim, 00-
patEMca BB mecibrosamio ypasmemi#t Schroder’a m Abel’s.
HUscxbrosanie 9T0 OCHOBHBAETCH BA HEEECABIyOmMUX? -ZeM-
MaXD H 'reopemau‘nann'ux's Koenigs’ous V.
§ 1. Nemma 1. Ecau f(2) ecmv Pynsyin 2, 1040M0pPHas..
6 Mmouxn T U OOPOUAIVUAACA 65 HYId 65 IMOW MOUKND, MO
HoNcHO Hatmu wucao B nacmoassxo Gosvuoe, ¥mo cmpoxa

2 flp:(2)}

6ydems umMmmd KOMEUHYIO 6eAuwURy U Oydems paano.unpuo czo-
daweroca 6o ecems xpyn C,.

Mu Mo®eMD HOIOEHTH

1(2) = (e—2)™6(2),

raB m wmcrzo nwbroe >1; acr 6(2) dymEmis, ro.uoxopdman BHY-
tpr Epyra Cp Cb LDEHTPOMT B Z.

ByreMT HASHBATL 6iCOMOK0 TOYEE 2 OTHOCHTEISHO EDYra
Cs, zemamaro BEyTpE C,, THCIO MOACTAHOBOES, HEOGXOXHMOE
H XOCTATOYHOE, 9YTOOH mepe#TA OTH> TOYER # Kb TOYRB, Iexma-
met BEyTpE Rpyra Co. A ' '

- Tyers h ects HAWGOILMAS BHCOTA TOYEKS Kpyra'C, OTHO-
carexsio Cy . Mu Gyzems curtath h=0 ecam Cp He HAXOAHTCA

sEyTpE C,.

1) Recherches sur les intégrales des certaines equatxons fonctionnelles
Ann. de I’Be. Norm,, 1. 1884. :
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HasoseMs © EoxmvecTBO, yXOBIETBOpAIOmEe HEDPABEHCTBY
modf(2)<<O
XId TOYEED 2z, JAeEANHXT Baj"rpn .xpyr'a' Cy . 'for,m XOCTATOYHO

ycrosia ¢=h, 4ToOm QyHRgid O[p,(2)] Ouza rozomopdmEa BH
Kpyrd C, m 9T06H YAOBAETBOPE.IOCH HEPABEHCTBO

modd[p,(2)]<6.
Hycrs H ects EoIRYecTBO, $aEKiwiIenEoe Mexiy 0 & 1.
Br npexsaymeft raasbh mm smxbam, uro

) 8)—x : (2,)—2x 2;)—%
modzi—: <H, mod Q)TI—'T<H’ ceey m°d¢(z—i-x—<H’

a neTomy
mod(e,—z)<<H'r,
rxb r ects payiycs kpyra C..
CabzoBaTesbHO, TAED EAEKD JId q=h

S modfpi(2)]<0 Smod(si—ay,
q q

70
0 erm
DImodf(p )< {—gm - H™ .
q

Ecam »s srout mepasemctsb mozommms g=h, To aco-
ZOTHAH CXOZHMOCTH CTPORH

Slwie)
h

6yZeTs JOEa3aHA; €CIH e OCTAHOBEMCE BB 910#f crport na
w1edd Ccv HBEERCOMB ¢ W HasOBeND OCTATOED Bg, T0 NpeiHAy-
mee HEPABEHCTBO MOEASHBAECTH, ITO

o™ .
modRq<l__H,,,.H 7,

OTEyAa DPaBEOMEBDHAZ CXOAEMOCTh OYEBHXHA
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Nemma Il. Ecau F(z) coms gyriyia, 10a0Mo0p@inas 63 mouxn
T U PAGHAR eOUNUUN 65 IMOU MOUKH, MO MONCHO 6CEL0a HAUMU
HACMOABKO 00adULEE YUCAO g, ¥MO nPOuU3sedenie

i}mxz)]

Cyoems UMRMD KOHEUHYIO BEAUNUNY U MONCEME Otumd npedcmas-
_AEKO 63 GUON

“f[%(Z)]
G(z) eh

wn G(z) ecms Pynxyia, r0a0mopgduas 6s xpymm C, u cmpoxa

Z’ DAGHOMDPRO CTOOUMCA 82 MOME Hce Kpyun.

b
ToxzoxaMs

F(2)=1+ (2—x)™(2),

rab m ecrs nbaoe wmcio =>1, a y(2) q)ynnms, ronoxopq)aax
8p Epyrd Cy. IlyeTs g ecTs HARGOZbmAZd BRCOTA TOUEED EPYra
C, orBocETexsHO Kpyrd Cy . Iycrs W ecTs RoamuecTso, yioBIe-
TBOpAIOMee HEPABEHCTBY
mody(z2) < ¥
AId BHYTPDEHHHXTH TOYeEs Epyra Cy ..
Mu Oyrens mwkbrs
mod(z—x)"y ()<<l .

XId BHYTPEHHHXB TOYeEs Epyra I’ ¢b IHEeHTPOMB BbL Z H CB

paziycoxs ;l,f Cakzosarexsao Bch brE Qymenis

VY |

log[1 + (2—z)™w(2)]
rozonoppan B EpyrB I'. Ilycrs f(2) ecTh Ta H3D HEXBH, EOTO-
pag o6pamaerca BE Hyxb b5 TouEB 2. Kcim A ecrs manbozsmasa
BHCOTa ToYeEs Epyra C, OTHOCHTEe15HO Epyra I, TO JOCTATOYHO
B3aTh ©>h, 9TO6H f[@,(2)] 6naa roromoppsa BB xpyr'h C, u
4qT06H CTPOEa
1*
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Siigi@]
h

6uaa 6x pasEoMpmO cXozgmeloca BB 5TOMB Epyrk.

Mozro Bsste ¥ AocTatouEO 661smENE, IT96H Epyrs [
Baxojmica BHYTPE Epyra Cy , T. e. BCeria MOXHO LpeAmOIO-
ZHTh h=>g; B ecau i>h, TO MORHO HUIOEHATH

f [¢.(z)]
Flg;(2)]=e

a cabzosareasHO

?
HF[%(z)]_e 2 f[%(z)]

IIponssezenie

-1
HF [pi(2)]=G(2)

rozosopdro 55 Epyrs C,, TaEE 9TO

-fm(z)]
ﬁf[qo.(z)] G() . |

H TeopeMa JOKasaHa.
BosbMens mpomsBererie

.f[sv.(z)]
I[F[sz z)]_e »

A

q>p>h.

f(2)=(e—2)"6(2).
Toma 00 ImpexHIymeMy

1B -

Iycrs

2 mod/[q:, (2)]<B[mod(z, — z)™ +mod( 2o — )"+ .

+mod(z,—x)™]
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# TEME Goxbe

q . L. ' . . - o .
S modflp )] <O HPr)™ + (BP+ )™ +. . .+ (Hiry™]
P . . L, £ R
a c.u'kxonare.nno

(o)
2‘ modf[¢‘(z)]<1_ T B <iogm.

Tax'b EaRb BCeria
mode® <emodu
“TO '
-
.. 1—H™
mod I1F[gp;(2)]<e
p . .
CabrosaTe1sno, EAEOBH 6N EW GHIE p H q, ammb OH
g>p>h, MoEHO BCeria HANTH EOIHUECTBO, HesaBHCAMEE OTH
g
P B g B EoHevHOe, TaEoe, uT0 Mmod[I F[p,(2)] G6yiers wmembme
: . T 4 .
ero.
Jdro samBuamie mocay®HTH HaMB LOpH A0EasareabctBh crk-
XyomeRt xeMMH.
Nemma lIl. Cmpoxa

(2 .
da
» _
pasrommpro crodumcs 6s xpyin C,.
Mozgo mpeacraBaTs QyHEMi0 9o(z) crh):ymmnn oGpaaon's
P(2)=2+ (2—2)@ (z)[1 + (2—2) ".n(s—2)),
rak (ne—zx) ects PymEmia, ro.xonopdmaa Bs kpyrd C,, a m
nbioe wmacxo >1. L .
-OBHSYAMS A EPATROCTH
2—z={, 75,—x={,;, @'(r)=a;
TOTAS

L e=al {1+ 2,77(Z)]
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dymenis 1+:™7({) mubers Bch cofticrea ¢ymBRim F(s)
zeunu II. BBty es xorapmema, ofpamaiomagca Bb Hydb BB
rougd x rozomopdma BEyTpm Epyra I, xag i>h, 2B B ecms
HARGOILIIAE BHCOTA TOYEED gpyra C, otHOcETe:sHO Epyra [,
MOZHO HANHCATDH

M)

1+ r@)=e
rxb A({,) ecrs dymEniz, roxomopdmas emytpm Epyra C,; cab-
XOBATEALHO ' '

&)

Lu=ale

dflizf" -—--a_e)\(z")[1 +LN(E)]

9T0 JXaeTh

dymenig 1+;A'({;) Tarme mubers csoficrsa pymenia F(z)
xeuuu II, TAED Yro MOZHO HmOIOZEHTH
: u(l;)
1+zi?"(_zz’)=e ’
rad u(S;), ects ¢ymEmis, roxomoppmas BB EpyrB C,, ecim
i>h'2h. Toria

i, di; diy
AT Ay Tl
sabch
ar, di, di, dlnt 41
dlw —df,_, ‘' dl;2y """ Rw

H H& OCHOBAHIH Hmpermiymaro
Lt O t—1
a7, i—h SME)  Su@y)
wEt=a eV eV’
diw _ )
Ha ocmosamim sambuamia &3 xemwd II moxmo gallra xms
EOIHYECTBA, ROHEYHNXD H HESABUCANEXD OTH §, TAREXBH, UT0

MOAYAH _
i—1 t—1

I Zuly)
‘?"-' k " e’!,# k




O6yAVTH MeHbIE STHXD KOIHYCTB, BAKP 6N Bei#R0 HE OHIO
+. Ilycrs A4 ecTs mpomsselemie aTHXFH EOIHYECTBD; MH MOXEMH

HAUOHCATH .
‘E;\ 4 i 4

Ju
en ( k) eV ( k)—__ Az, ,

:

raB £; ects EoImuecTBo, 8aBECAmMEe OTH %, MOAYAb ROTQPAro
MeHbIIe €JWHHNOH; IOBTOMY

al;, A4 dw

12

Tl

ic

oA, A4 dw & .
L
Iy ‘ [

0
2 a‘e;
hl

Gyaers cxopameioca pasaoMBpro BT Epyrd C, ecam moda<l,
a cxbroBaTesbHO H CTpOES

(-] i)
Site

n

Ctpora

6yzers cxofdmeiocs Bb TOMD ®e Epyrdb, ecim
- modg(z)<1.
§ 2. Joramens cabryomid TeopeMu:

Teopema 1. Ecau f(z) ecms fPynnyia, 100Mo0pPhras 63 mou-
X% T U OCPAUBOUAACS 6F IMOU MONKT 65 HYAd, MO MONCHO
wadmu «ucao h wacmoavko Goavwoe, ¥mo cmpoxa

;:’ flp )]

bydems gywntictl, 1040MOpPrO% 60 6CEMB KPYrte C;.
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Ha ocmoBamim zemMu I cTpora

S g
h

ectb QyHENid EOReunad ® HempepuBead BB Epyrs C,. Ocraercs,
cabrosaTersBO, J10Ea3aTh, 4TO OHA €CTh (YHENiZ MOHOTEHHAS,
T. €. '9T0 CTPOE& ‘ ’

2 af’ [<p.( 2)]

pasEoMBpRO cxoxmrca BB Epyrk C,.

®yaEnia f'(¢) rozomoppra BB ToMB XKe Epyrk C, ct nenr-
POMB BB Z, BB EOTOpoMB roxoMopdma f(z). Cabrosarespmo, ecam
¢=h, 10 QymEmia f[p,(2)] rozomopdEa Bo Bcemd EpPYrE C,.
Iyers

modf () <A
Bb Epyrh roxomopdmsma f(z); Torza Aag i=h
modf [p,(2)] <A,

2 mod ¢ﬂ(%(z_).]<42 mod%?.
h

h
Ilo zexu® III -cTpoka.

5‘ do,(2)
mod “de

h _ » ‘
paBEOMBpHO CX0pHETCAE BB xpyr'h C,; cxbioBateabHO. B CTDPOEA

2 mod df[?;(z)]

h

TaRb YTO

Gyzers Tagme cxXoxutca BH Epyrk C,, B TeopeMa Z0EasaHa.

Teopema ll. Ecau gynxuia F(z) rso0mopPua w obpawa-
eMCA 63 COUNUYY 63 MOUKD T, MO MONCHO HAMu OOCTAMOYNO
Goavuioe YucAo g, ¥mobw npouseedenie
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S

Gvi10 gfyuxuiéd; 1040Mopgoii 60 acems xpyn C, .
Ilo aemms II mmbens

3 [%(z)]
: ntho,(z)]— ONTS

10 mpeiuxyme#t TeopemB crTpora

S ipen
2

roxouopd)na 8s Bpyrk C,; dymenia F(z) rozomoppsa BH TOMB
xe EpyrE, a c.n'hzxosawexbno TeopeMa JI0EA3AHA.
Teopema _IIl. IIpedmz OMHOULERIA
P (z)—-x
[sv @)
waomopgiens 6o ecems xpywe C,.
Corzaceo o6o3Baveniams Jeumu III 810 oTHOmEHie MOZEEHO
npéicTaBATh BH BHAL

L

S-S

S B N Y §
@ al, ' al,y el at
BT .
=g H[1+I7n())
Ecar i>h, 10 '
'A(Z)

~LRER(E)=e -,

2B ')\(Z ) ecTh ¢yHEmis, - ro.mwp@naa 8s Bpyrk O,; cabaosa-
TeABHO ‘ .

. P p—1 .
IR 2'7\(3',) NG

o _a b _Pue)—z »

il A
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p—1
Korza p crpemmrca kb Gesmomeumocrm, ' A({;) crpe-

h
METca Kb HlRoTOpolt pyEENIR @(2), rosomopdmoRt B3 Epyrd C,

H03TOMY
. qa,,(z)—x__ gé(z)—x @(2)
[F@P (@@
Ity dyEEDi0 MH 6yZeMD 0603HAYATH Upeas B(2), TAED UTO

Bloy=ZEO=2 )
[ (2)]

§ 3. 3atimerca Temepr mscabrosamieMt cBoficTBE PyHENiE
B(2).

Ouesmzro B(z) o6pamaerca BH HyXs 114 sckxs ROpHeR
ypaBHeHiE @;(2)—r=0, Iemampxsp .nny'rp_q spyra C,, c5 ToB
me cremensio BpatHocTH. IIperbisEad TouRa # ecTh 0ZHOEDATHERE
BopeEs arolt QyHENim.

Honumenxts ToEecTno

97,,_,,((2)—17 _ 1 ¢p¢(z)_x_

af+t T a aP

nepefiza B mpexbay, moxyuEMs
1
B(s)=_ Blp(2))

Cabrosareavno pynruis B(z) npexacrasigers pbmenie ypa-
 smemid '
Elp(2)]=C=(2),
EOTOPOE ecTh HEYTO HHOE, EAES ypasHemie Schrider’a (La. 1),
raB 5(z) ecrs memspBerHaz QymEmia, a G—mocTogHHEAS.
Urags, phmesrie sToro, ypasmenia Gyxers
5(2)=B(z), C=a.

Mu Gyzeus oGosEauats 810 phmemie CEMBOIOMB

{ B(z), a }
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Ecau n—nbjo¢ mojomuTeasHoe JECI0 B & NPOA3BOILERS
110CTO4HHAH, TO OQQBKIHQ, 9T0 CHCTEMH

{B”,a"}n{dB,a}

6yAyT® TaEXe yA0BIETBOPATH ypasHemi® Schroder'a. Cakzosa-
Teabgq o0mgns phimenieMs 8T0ro ypaBHeRig (yIETE CHCTeMa

{ alB@)", o }

coxepsamas oo’ vACTEHXB plmeniit.

Ecxm # noxomurersHo, ate pbmenia rozomopdmm B3 KpYy-
s C,; ecin n orpnnarénﬂo, OHE MEPOMOPEN BT DTOMB np”yr.'h
B B3 TOYES 2. # ecTb Bceria IOKasaTelb CTEmEHH EPATHOCTH
TOYERD Z.

Cakbponarexrno mMBers MBcro ragas

Teopema: Beaxoe pnuenic ypaguenis Schrider’a, 0m0mop-
Proe uru Mepomopgroe 6 mouxn z, OMAUNAEMCA MOIVKO 70-
CMOANNYING MHONCUANEAENS 0T UNAOT, NOONCUMEISHO UMY OM-
puyameassiod cmenexu Pynxyiu B (z).

Hss ypasmemia Schréder’a moxyugems -

E(pi2)]=CE(2),
ar0 A28 z;w ofpamaerca B
(1—C)=(z) =0.
3akes 1—C*==0, w60 b5 Tagoms cayiah C=1 =
Epi(2)]=E(2),
9710 ixa i=co 1aers ‘ ‘
| . E()=E(@)=Const.
Cxbxoearessno

E(a:)=0,.
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T. e. Beagoe phmenie ypasmemiz Schroder’a, rozomopdmoe B3
Toykl z, o6pamaerca B HyIrs B 9Toff TOuES. '
Toura T4 MOEeTH GHTH H % EDATHOH.
JomycramMs, uTO
E(e)=(s—2)"¢(2),
it @(2) ¢ymenia roromoppsag ® <=0 B TOuEB z; Torsa

=[p(2))=lpE)—o)"Flp()}=Cd(s) (—o)",
s mlﬂ Hlo(2)]=Og(2);

EOTIa 2 CTpeMHTCE KB «, Bb mpeabrh no.ny'mm

C=[¢'(x)]n =a,
T&EBD 4TO
[p(2) ==]"Plp(2)]=a"E(2)
[pie) = 2l Flpi=a"=(),

[M—} A ie=2C)

Bb mpexbad, Rorxa ¢ crpemsrcs KB 6eaxone\mocrn

[B(2)1"g(x)=E(#),
9T0 H Tpe6oBaiOCH X0KasaTh. Bb cayual mepomopdmaro pBmenis
HOAYIEMD TOTH Xe Pe3YAbTATH IId OTPHOATEILHATO #.
CabroBaTelrno cmcreMa

{ alB@, o}

npejcrasigers Bch oo’ phmeriit ypaseemia Schroder’a.

B3 raseb I wu sEabam, uTO ecam BosbMEMD AOTAPHOMS OTH
o6buxs vacrelt ypasmemia Shrider’s, To moayumms ypaBHemie
Abel’s. Paspbimes 065 vacTE mozyuemmaro ypasmemis Ha lgC
npusefents ypasgenie Abel’s k® Buay

Elp(2)]=1+E(2).

.
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Phmeniens sroro ypasmenia 6yzers

19B(2)

blz)= lga

Ha#tzews rmemeps Bpamemie o6maro EETerpala ypaBHeRik
Schroder’a Abel’s Bs kpyrd C, mo mspbermoit B(2).

YpaBreriio

Elp(2)}=E(s) -

JX0BIETBOpEETH JACTHOE ABYXD pBmenilt ypasmenig -Schroder’a
B pasBOCTh XBYX® pBmeni#t ypasmemis Abel’as. Cabzosarersso,
ecIH 03HAYHMB upesd X(z) o6mi¥ HHTErpars 9TOr0 ypAaBHEHId,
10 00mEMB MHTErpaloMd ypasEeHia Schroder’a 6yrers

B(2). X(2),
a 00mEMB HHTErpaloMT ypaBRemia Abel’s
b(z) + X(2).

Cabxosarexsgo mea6xozmyo maditm X(2). Ipexmoxomaxs,

4To -
X(2)=0[bie)]

B onpexbamnt Q2. Umtens

X(p(e)]=2 {blp ()]} =9fb(2)+1];
HO TARD ERARbB )
X[p(@)]=X),

Q[b(z)+1]=Q[b(2)]

Cxbgosatexsro 8a €2 MO®HO B3ATH BCARYIO IEPiOXHIECKYIO
$ymkmip, ¢ mepioroM® paBENMT eimEHELE,

Tagums 06pasoms o6mi#t EATerpais HalZeHS.

§ 4. Mu pascMaTpHBAIE X0 CHXB NOPD ypasaeHie Schro-
der’a BB mpeAmOIORERiN, UTO HTEpPANid (YHRNIA @(2) NPABHILHO
cxornred. IlpexmozoxmmtT Temepn, uTo HTepanmis (yHENiE @(2)
CX0pHTCE NEPiOJHYECKH Ch IepivoMB .

TO
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Ha ocmosamim cgasammiro Bt raash II o mepiozaveckoit
CXOXEMOCTH HTEPANiE H Ha ocHoBaHiE TeopeMm III § 2 aroit
riaBH e TpyxHo BEABTH, 110 mpexbis oTHomemis

' ¢l‘p(‘e ) —Z;
[P'x(2)]

roxoMoppens ss Epyrs O, Hazosems srors mperbas B,(z) m
HOXOEAND @'z(%;)=a K44 EPATEOCTH, TARB 9TO

B,(2)=lim Z’.*L(_‘_)_.”_

Toura z; ects mpocro#t Kopems aToit PymEmin.
&ymEnis B; yroBIeTBOPAETH YpaBHEHIN

%i[¢‘k(z)]=a%i(z):

H0 MH He MOmeMT Teleps HAUETO CEASATH O TOME, EAKOBAR Gy-
zers ata ¢ymenia Bak kpyra C; u Gyzers am B,[p(z)] roxo-
smoppBa x3a 3HAYEHi# 2, B3ATHXD BHYTPH HTOr0 Epyra, HAH
BBTS.

IloaTomy BOSHMeMT TOURy 2 BHYTpPE HBEOTOparo Epyra C'j;
TOYER @ j(z), rab j<<k, Gymers remats sEyrpE Epyra C. - ;
pymenia B, {p(z)] Oyrers rozomopdaa Bo Becems EPyrl C'

Nubenr cabrosareasno

. PaplP H(2)]—2sa ;
B, p (&) =lim L= p; <.

BostMeMt orHOmeRie

¢lp[¢ 7 (z)]—z,~+]
3+J[¢(Z)] =lim af ¢lp[¢)(‘e)] -,

’SB (Z) ¢lp(z)—xi - ¢h,(2)-—x .’
af :
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coriacao ofosmaveniam® raasm IT
¢lp[¢j(z)]—¢i+ J(zlp)ﬂj( )
¢kp(‘z ) —%; ¢lp(z )—x

BD npen'k a8, morza p cTpeMETCE EB GesEOHETHOCTH Zp="; B
MH DOXyYEM

13 4 [q> ( )] 4
—%(?J)—‘—¢(x)¢(x¢+l) ¢(xt+1—l)’ _

’

#38, moxaras a,=¢'(x;)
B;.,;l® j(z)]l'—'-‘“ i+ Biy jy - By(2).
J10 ypasHenie nien wBero mpr j<<k x1a schkd TOYEED
z sEyTpE Epyra C;
{Ipr j=1 omo o6pamaercd BB

By [¢(z).]=ai33£(z),
a mpE j=k BB '
B,[p(2)]=aB;(2).

Bs ciysal pascuarpmsaembit maum mepioxEueckot cxoze-
MOCTH CBH mepioxoMs %k MH HMBeM® EpyroBylo rpynnmy Hsh k Eop-
geit. IIyers f (¢) ecTs Pymenis, cosnazapmai cb B () B EpY-
rb C,, coorsbrcrBylomens mepBoMy xopino rpyoos, ¢3 B, (2).
spEpYrE C,,..., ¢3 B;_ (¢) s xpyrd C,;_,. Coriacro Toxs-
E0 YTO H3X0KEHHOMY OTHOmeRie

flo(2)]
1(2)

s Bpyrs C', Gyzers mmbrs TOCTOSHHO® sHavenie a,, BH Epyrb
C',—sHavemie @,, W T. 1., T. e. Ch LEPEXOIOMB OTH OFHOLO
Epyra Eb ADyrOMy 9TO SEayemie Gyxers ubmaerca.

dymenia f(2) eme me ects pbmenie ypasmemia Schrdder’a
55 cayual mepiogmueckolt cXoimmoCTH, a IMOTOMY HOCTApAeMcd
Eafite  ofmiee BHpazenie QymELNiE =(Z), roxoMopdmoé mam Me-
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poxopdmoe xxa BcBX® ToueR® Epyrosoff rpymmm, EoTOpOE, CO-
XpaBdd HOCTOSHHOE SHAUEHIe OTHOMERid
Elp@)]
E(2)

Bh EAZOMD OTIBIBHOMD gpyrd C; rpymon, mBrszo 6u aT0
SHAUERie Ch IEPeX0fOM OTH OXHOrO EPyra Kb ADYrOMy.

Hycrs C"; ects Epyrs, EBoHUeHTpHUeCkift ¢ C'; H Iexa-
miff BHYTDH ero, TaEo#f, ITO ecim BO3bMEMT TOURY # BHYTDH
ero, T0 TOYRE Z,, Z,, ..., Z;_, OyAyTS HARXOXATHCH COOTBBY-
creesHo B5 Epyraxs C, ., Cy,, ..., C;y; NOXOREMS

Elp(2)] . =, (2)] A E[gk(z)] -
Z(2) 8 Elpz)] T e T E @ (0] k1)

a cxbrosaTexnHO

Z[pe(a)] - .
_[_':%_]=th‘. . ’)‘k—‘ )
TOYHO TAEXE o
Elpaa)] . - .
TARH 9UTO ‘
| E[@ar@)]=(Ad,. . - N 'E()
B Boolime

E[wlp(z)] ="'()‘0}‘1' .. >‘1—1 )PE(Z).

CaBrosarersBo BB caydas mepioamdecroit CXOLEMOCTH =(2)
ectb phmenie ypasmemig

=lpi(2)]=C=(2)
B ofmad CHCTEMA p'lameuiﬁ' 6yzeTs

{ 8,17 o}

rik a mpomssorsEads WocTOsHHAE H 7 Nbace MOAORETEIBHOE
HIH OTPHOATEIbHOE THCIO, :
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Hrars, »5 xpyrd C'; pymemiz E(¢) mubers ofmee sups-

Xenie : e :
o[ B (2)]7%.

Tak® Eag® neonbmuo, 971061

MA o or M, =a"0=g"1=. . .,

n,==n =, .=n,
T0 BcH TOUEW rpymOE CyTh EOPEW, HIH IOJIOCH OXEOA B Tolf
xze EpaTHOCTE QYHENIE E(2).
Tags EaE®
5 i1 { B,..[9(2)] } .
T B(9)”

E Bb TORe BpeMs

B, [P(2)]=0B,(2),

T0 A; BHpamaercd upesd a CIBAyomEME 06pasoMs

§ 5. Camoe obmee phmeaie ypasmemia Schroder’a moxy-
9EMD, onperbids NOCTOSHHNS &; TAKB, 9TOGH A, cxbiarmch pas-
BuMe. yers A #xb ofmee smaveHie, TAED 9TO

al a’ al‘-‘ an
-t =—"0"=... = ——a"%_, = ', =—A:
a, (] a, 1 Az, k=3 - e komy )
| A \? Ne=1
e =A, T, =0, "R ceg =
1m0 g2 T3 0 g g ) TR 0 g Ba L aty_,

M=g™a™. .. a"_ =a

TloxomeMs oO6mi#k MBOmETEZs @,==1; 9T0 PABHOCHIABRO
YMHOZeH{l0 =(2) Ha MOCTO4REYH; EpoME Toro noloxEMs n=1,
2
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OYeBEXHO, ITOGH BOSBDATHTHCA KB CIAYYAI0 IPOHSBOXBHATO #
HyZHO BOSBHCHTh o H B,(2) BB cTemeBh n.
BosbMeNs Jis A EODeHb ABYYACHHATO ypaBHEHif

)f:a

m osHataMt B(z) dymenilo, xoropas Gyiers mmMBTh 3HavUeHie
A

ayl,. .. G,

B,(2)

85 Bpyrd C;. I1a PyEEmia rozomoppua BB Eamgolt ToarB Epy-
roBoff rpyunH ® YAOBAETBOPSETH YPABHEHIN

B[p(2)]=4B(?)

a cxbposarexsno ects pbmenie ypassemia Schroder’a

dynenia B(z) momers mubTh k 3maveniit, orHOmeHie EoTO-
PHXD Aid Eamjaaro kpyra C'; mocrogEmo.

O0mi#t BEA® rozoMoppEHXD H MepoMopdEHXH pBmenii
ypaBreria Schroder’a Gyzers cabrosarexsmo,

2(2)=a,[B(2)]", C=M",

rab a, mpomsBoabHA MOCTOSHEAS H % YHCAO IBIoe mozoZmHTEIs-
HOe HIH OTPHOATEIbHOE.

PBmeriens ypasmemia Abel’s 6yzers
logB(2)

b= "1o5%

§ 6. Ecam xaa xammoit ¢(’z) dyaenia B(z) Momers ONTH
BHPaXEHA, TO 33aua HTEpANiH MOEeTH cuATaThcd pBmennod.
Mz Bazbar B® raasB I, uro

i . F(p, 2)==_,[CP=(2)]

€cTh BHpameHie p—EpPATHOR HTepamin; J0STOMY Temeps MH MO-

© ZEeMD HAIIACATH

F(p, 2)=B_,[WB(2)|=pp(s). -
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Ho Koenigs ') xaxs eme Apyrylo ¢ymEmil, Aalomyo Hemo-
<percreennoe pBbmenie ypasmemis mTepanim
-'-‘-9(!)=9D(2)
I10 ypaBHeHie MR Gynen HA3HBATD YPAGHENIEMS Koemys a.
Onperbanunt (yHENi0, eMy YIOBAETBOPAIOMYIO.
Byaews mcears ¢pymenilo, nubiomyo npexBasmyio Toury 2,
rozoMoppryio BB aTo#f Tourd ® xas EoTopo#t mMBerca dymEmiz

B(z). Hasosexs Taryo dymenito Z(z). Ouesmzno 1xs mee mMbB-
13 uBcTo cooTHOmeRie

B[Z(2)]=Z'zB(2).
Bosbxen ypasgeitie
B(Z)._cB(z),

1B ¢ mpomsBoabHad mocrosERas, u Haliem’s 8 PymENil, ompe-
1BigeMHXP STHMT ypaBHEHiEMB, Ty, KOTOpAS IpeAcrasisers ph-
merie Bame#t sazavm.

Ecam mozomems B mocibimeMs ypaBaeHiE 2=z, TO HO-

IyTEMD
B(Z)=0;

310 ypaBHeHie oueBEAHO mMBeTs mpocToft KOpeEb 7=z, WOTOMY
aro B(x)==0 ® B'(z)==1.

Cabrosatensso ypasaenie B(Z)=cB(z) onpexbasers ¢ya-
Enifo, roxomMoppEYyio B £ B o6pamaomyio¢s B z—-% BB 3Tolt
Touk; masosems ee Z(z, c).

Hponn(b(bepennuponasi BHINEHANHCAHHOE VDABHEHie, mOXy-
YHMD

iz
B(Z)—, =cB(?)

Oycrs Z=x B 2=x; TOrIA

') Nouvelles recherces sur les éqaations fonctionnelles. Ann. de I'Ec. Norm.
{3) II, 1885, p. 385.

2%
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' Z
c‘-’—-—{z—z] =Z'(x, c).

Ecim z ects npeibissas Toura ymeniz Z(z, ¢), TO
modZ (x; c)=modc<<l. Cabjosareanno & o6patso: T mss dys-
gnit Z(z, c¢) aubors % npexBavEoil Toukol, XiE EKOTOPHXE

mode<<1. i .

- TaEs E8ED :
B[Z(z, cJ]=2 (%, ¢)B(s) -

T0 acmo, 4T0 B(z) ects mpexbarmas ¢veEmia xas Z(z, c); E
obparno: ¢ymEniz Z(z, c), 3A8 EOTOPHXD modc<<l, H TOIGKO
oti, uMbiors mpexbaveolt Qymenik B(2).
dymenia @(2) ectb oxHa msh QymEmim Z(z, ¢), & HMERHO
®(2)=2[z, ().
Ecan BB ypaBmemim
B[Z(2, ¢)]=cB(2)

nmoacrasEMs BMBero 2 Z(z, ¢'), T0 mosyyuMB

B{Z[Z(z, ¢), ¢]}=cB[Z(z, ¢)]
=cc' B(2).
dymenia Z[Z(z, ¢'), c] roroxopdeaa BB ofiacTE z E, mo

npexsAymeny,
Z(Z(2, c), c)J=Z(s, cc).

Ecar swkcro 2 6yieMs moacrasiate Z(z, ¢) p pass, 10
Zp(z, ¢) 6yzers roxoMopdma B 00IACTH TOYRW Z H MH GyJreM

BMBTH . .
Z,(s, O=Z(s; o).

Iloaaraa sxbcy p=—1, moayaums

Z_(2, 0)=2Z (z, %) ,
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T. e. PpyBEnin SR
1
Z(z, ¢) ®. Z(z, E)

cvn $yBruin esawMBo O6pATHHA.
§ 7. KpmBag paBENX® Moxyielt (bymumr B(2), roxomoptb-
Ho#l BB 001aCTH, ORpyZamell ea KopeHb

N

modB(z)= u_—;const.

TIPeACTABASETS SAMEHYTHE EOHTYP® 0'1. BOEDYI'S npocroro EOpES
z ¢ynenin B(s) 118 BeceMa YANNLT BHAYEHiH u.

Hattzens wnczo M raroe, urobut tis u<<M EpuBag mpes-
cTaBisia SAMEHYTHH# RORTYPH G6esh EKDaTHNXS TOYekH, - BHYTDH
goroparo Bz) ocrasazacs GH roxomopdmo¥, es OPOB3BOTHAL
B'(z) ‘Be ofpamaiack 6H B3 BYIb @ CBMA (I)ynnma B(z) Be
exbia 6u Eopme#t Epomd 2.

Komrypu On 63ayTs Je®aTh BEJTPE KOHTYDA O, u xas
BcBxt Tovers, remamuxs BB O, n sayrpa Oy Gyreus mubs

modB(2)> Uy

a 213 BCBXB TOYeRs, Jemamuxsb BEHYTPE OM 6ynem
modB(2) u.

KprBud paBHHXD APryMeaTOBH, OPTOTOHAILHK - TDAIRTODIH
EDPHBHX'h DABHHXD Moxyaeft, Boch mpoxoxars uepess TouRy 2.
Ecar Ba BBTBE A% (3epr. 1) oxHO# HSD S9THXD EDHBHXE &pry-
wenrs B(s) pasens &, To Ra Bb¥BE B on: Symers paBen:
a+r. Jph sbreE 24 m zA' nepecBRaNTCE BH-2 ROXD YTA0MD
a—/p, ecid apryMests, coorshrersyomik zA .ects a, a coor-
shrereyomit zA4' ects 5. JApa aprymenta, pasimualomiecs Ha
2 @, onpepBaaiors oxgy v ryxe sbres. Bryrpu Ox Bearilt ap-
FyMeHTH oupeabasers efWHCTBEHHHMD 00pasoMd BETB, _npoxoj(ar,
My 4pesd 7. L

,Zloxaxen's cz’ﬁx.yxomla 'neopenm
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Teopema 1. Ypasnenie
B(Z)=cB(z)

0aa z 63amaro enympu OM u 0as modc<<l wuMrems noxpadnn¥
Mrepn 00K0 prwenie exympu O XN,
Ilyers
c=0¢e%, modB(z)=u, argB(s)=a.

Jaa Bcbx® ToveRs Z yA0BAETBOPSIOTCA ypaBHEHid

mod B(2)=0u
argB(z)=a+6

Opu 1ex8T5 BEYTPE O, TaEH EaEs O<<l.
Kpusaa argB(z)=a+60 uepechraers Op, BD TOuRE Z,
EO TOpas JexmTh BEYTPE OM H YXOBIETBOPSETH YPABEEHif0

B(Z)=cB(z).

Teopema |l. Dynxuia Z(z), xomopas u3o0pajicaemcs moas-
%0 wmo nasdennod mouwxod Z, waoMopgua 63 xoumypn OM.

Eciem 6u Z Guia rpETmYecEOR TOYEOM, TO 6O GH OXHO-
BPEMeHo

B(Z)-_"OB(‘Z)’
B'(Z)=0,

9T0 HeBO3MOaHO mo cabaammoMy oTHOcETeIsHO B'(2) mpeimoxo-
Eemii. ' :
Teopema Hll. Pynxuia Z cOunemsenna 4 €CMb HUYMO UNOC,
xaxs Pywxuia Z(2, c), Onpeonsennas esme.
:Ecam 6 ypasmenie
B(Z)=cB(z)

uubio 5 Oy, mBcEObEO EopHE#, TO EamXHi HSH HEXD OHIAT
61 roxoMoppers b Op, uro mpotmeEO TeopemB II.

Jaxbe, 128 2=z B (Z)=0. Tars EaEs = €CTb €ARHCTBEH-
Buft ®opeEs B(z) B» Opm, T0 BcB 3TH rozoMoppBHE yHRLiW
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ExBir Ou BB — OfHO @ TORe 3HAUEHie . DTO HEBOSMOZEHO, &
cxbx0BaTeabHO Z OIHHCTBEHHA H €CTh HAYTO HHOE, E&E® Z(2, C).
§ 8. @ynnnia Z raers HemocpexcTBeHHOe phmenie ypas-
menis Koenigs'a ,
) =p(0)=9(2),
EOTOpOe . BB CBOIO 0depers ZaeTh oTBETT BA OCHOBHOR BOIPOCH
HTepamin.
Iozomuns, 9r0 @(2) ects oxEa HsH PymEnmit Z (cM. § 6)
B OyCTH
9’(’)=Z(z7 Co)s
rib ¢, mpomssoibHAS NOCTOSHEAS, HEPABHAH HYIO B GesEOHEU-
_ BOCTH.
CootHOmeERie

P__
Z,(2, V ¢)=Z(e, ¢,)=9(2)

NOKaSHBAaeTH, 4TO ypasHeHie Koenigs’a mmbers p rosomopdamxs
phmeni#t B® o6aacrm ToyEE 2z, npeabasmo# TouRE QyHRAil
Z(z, c), aubiomuxs modc<<l.

Joramens cxbiyiomyio TeopeMy.

Dynnyia @(z) ecmv 00na uss Pyuxyid Z, ecau ypassenie

7=g(2)
UNDEME MAKOU KOPEHDd :t, w“mo
modg'(z)=*1 u ==0,
TloxoxmME cHaYaIa, 9TO
mode'(z)<1.
Touga = 85 9TOMB cayiat ecrs mperBabmas Toura ¢yHE-

nie @(2). Cakbzosarersro Mu Momemt Halitw QyEEniE B(2) ®
Z(z, ¢) m

p(2)=Z[z, ¢'(@)]..
Ecau

modgp'(z)>1,
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To -

modyp'_, (a;) <1

modw (@)

«

npEIEMD P_, TOIOMOPPHA BB 'ro'm'h =z ® mmbers z mpexbis-
HOE Toukofl.
Cakropareapno

1
P =21e, P2 | 5, 5

1 .
a TaEb B8ED Z(z, ¢) H Z(z, 3 ) Oy ¢yREOiE BSAHMHO O6pAT-
HHd, T0 ¥ BD 9TOND Cayyal _
P()=2[z, ¢'(2)]
Orciona Takoe
Cabrcreie: Ecau = ecms xopens Ypasxexin
e=@(2)
w ecau modp'(x) Hepasews wu edunuym, Hu WY, MO YpasKe-
nie Koenigs'a c
| Ep(2)=9p()

UMPEMS D 1040MOPPHULS PowLenitl 65 00AACTMU MOUKY T, €CAU

P 1 (2)ecmy 00no uzs maxuxs pruenil, mo
P

P___
@1(2)=2Z[z, VP(@)].
p .

Tak® EaRD SHAUEHid WHAERCOBH HTeDANiH MOryTH OHTH
EaRig JrOAHO BemeCTReHBHS (r.u I), To noone

Q,I(Z)—Z [2’ [¢ (x)]-"]

—BHpaxenie n—gpaTHolt Hrepanim QyEENiE @(2), mpercTasis-
" omee, BooGme rosops, Gesmomeumoe yEcI0 QyHENiE, roxoxopd-
HHXD B 00JaCTH TOYRH Z.
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IIpunnps. Ilycrs
p(2)=y az’+ 8.
Mpexbaraas Touga onperbamrca m3® ypaBHeHis

A TTF - g B
z._}/az+,3.,a;_1

a b
cxbpoBaTessHO oo b oo
_ gp(z)=V:c’+a(z’——x’)
HAA

[p(e)]'—a* =a(e’~—a?)

Tousn =2 6yayrs upeabivEsmm, ecam moda<<l. Bs
sroMs cayial B(¢)=z’—z? ®yEruia Z omperbrserca msm
ypaBHeHid

Z'—gl=c(s*—2%) .
B WETerpaloMs ypaBHeHid Koenigs'a '
Ep(z)z-_-]/ az’+f

Oyxers

-

'Y
L

E(z)zl/ af 2 A (1'--a7), :

1—a

TAERD 9TO

. 5.
go,,(z):]/a”z’+ 1—g (1—a”).



I'maBa [V.

§ 1. K3 H3XoEeBHHMT BHImE CHOCO6AMT HAXOZJXeHIE ¢ ,(2)
no jaHEOR @(2) HEO6X0ZUMO HPHCOEIRWHHTb eme Cmocofh, XaH-
Buit npod. Kopxumems *).

Ilycrs @(2) ecrs pymrnia, roxoMoppaas BH 06IACTE TOYER
a. Ecaa a ecrb EopeHEb ypaBHEHid

7=p(2)
B ecam modg'(a)<<l, T0 B @y (2) 6yrers roioMopdEa B 'roﬁ
Ze ofiacTa.

3aMBTHEBD 9T0, DASIOEREMD (2) BB CTPOEYy HO CTENEHIMD

£—Q; TMOXYIEMB
p(a)=a+ A ,(2—a)+ A (e—a)’+ A;(z—a)*+

Paszoxumt Temeps BB é'rpony @y (2); TAE® EAED @y (2)=a,
TO 3T0 pasiomemie Gyrers BMBTH BHAD :

@y (2)=a+a,(z—a) +a,(2—a)’+ a,(z—a)* +.
rit roapdunienTn

ay, a, gy .
cyTh BemsEcrENd mora ¢yHRmiw y. Jig y=0 morysems
ay=1, a,=a,=. ..=0,
s y=1
a,=4, a,=A, a,=A4,,..

') Korkine. 8ur un probléme d’interpolation. Bull. des S8¢. Math., (2)
T. VI, 1882, p. 228.
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Hama sazaua cocroErs BB onpexbienim a, a,,... BB
$ymEniz y ® xosddumientors pasiomemix g(z).
Mu supbam sume (T'x. I) uro ormomemie wacTHREXB® mpo-
#8BOXHHXD
opy (£) Oy (2)
dy ° 0z
He 3aBHCHTH OTH ¥ H eCTh (yHENiZ oxsoro 2. (O3HAYAMB 3BTy
dymEnio0 3pess A(z), TAEB TTO
Opy (2) 0 (z)
Paszomenie A(2) Bb cTpoRy Oyxers HMETh BEIB

W2)=p,(z—0a) +p,(2—a)’ + B;(2—a)’+

TAED YTO OpejHAymee YpABHEHie 1aeTh TORECTBEHHO

da, da,
(z —a)+ == oy L (5—a)?+ 3y (z-—a) +.
_[a +2a (z—a)+3a,(z— a)?+.. J[B,(2—a)+
+p8,(6—a)?+ B (2—a)*+.. .].
Ecir cpaBEEMT R09()PHIieETH IPH OXHEAKOBHXB CTEMEHAXD
z—qa BB 9TOMB ToZecTBB, TO mOXyIEMB

da d
o—ﬂo o’ —Qﬁoal"'ﬁl 0y *

UnrerpEpya mepsoe ypaBHeBie, HAXOZEMS
a,=Ceyeb
raB C mocrosmeas. Tars xags 138 y=0 o,=1 7 xa3 y=1
a,=A4,, 10
C=1, p,=lgd,, aj=Ay .’
ToumO TAEEe H3b mf:oro ypaimeaia mafizens. -

_Ar—1
a,=4, 47" 41 3
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a T. L
§ 2. Momno "aave, 6oxbe HemocpeicTBENEO MOAYYETH SHA-

uemis Boa{EmienToss pasiomenia QyEEMiM @ ,.(2).
HanegmeMs® TOZECTBO

P, P(:)—a=pp,(z)—a
B BO36MEMT DPa3N0EeRid o
P, P(e)—a=a,(p(z) —a) + & (p2) —a)*+ oy (p(s)—a)’ +. ..
PP, (2)—a=A,(p,(2)—a) + A,(P,(2)—a)’ +4,(P,(2)-a)* +
HO, €CIH HOIOBEMD XIS KPATEOCTH Z—a=(
p)—a=A43I+43"+ 4,30+
9>f(z)—a=a,,:. +o, P rat .,
TaEb 9TO
' P, ple)y—a=a,(4,3+ 4,7+ 4, +...)
+a(45+4,00+4,0+.. )
+a, (Al + A0+ 4,3+ )+,
PP (2)—a=A(a i +a '+, 80+ . )
+4,(a,d+a’+a, Pt
+ Ay (a8 +a, P +a, P+ ) ..
B3 cmay HanmcaHRaro HaMH TOEECTBA S9TH AB& DPasIOEeRid
paBHH MexZy cobolf. Cpapamsas Eo9(PEIieETH HPE OXWBAEO-
BHXB CTEEHAXD { MH IOIyYEMS yDaBHEHid, H3H EOTOPHX®H OIpe-

xbaans @), a4, @,y ..., sHAZ 9TO A,=—A )
ITE ypaBHemis GyXyT®:

Aa,+ A e, =4a, +4,a,°,

A,o0+24,4,a, + 4, *a;=A4,a, + 24,24, +A,ao y
Ao, +(24,4,+ 4,")a, +34,°4,a, + 4" a,
=A,a, + 4,(2a,0, +0,") +34,a,%, + 4,a,’,
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Ao, +2(4,4,+ A4, 4,0, +3(4° 4, + A4 A >)a,+ 44 ° 4 a,+
+ 4%,
=A4,a,+24,(aga, +a,0,) + 34,(a, a2, + a,a,’) + 44,0, %, +
+ A’
BT X _
[loxcrarmes BH 9TH ypasHeHis &,=d4, HallzeNs |
Ar—1
4—1
(47 —1)(47™'—1)
‘.Ao,—l)(Ao—l)
g 14 E o D(AT (4, +5) 47 —54,*-1]
H=4 (4,—1)(4,"=1)(4,*—1)

(A7 —1) (A" '=1)[(34, + 5) A +54,+2]
(Aoﬁ—l)(Ao 3_1)

—_— 1
a=A 47"

Ay —1
+ 4, 47" S
0

a,=24,°47"

+A4,4,47"
A v—1
+ 4,477 S5
ET A
BumeBaNACAHENA YpaBHeEid HO3B0AAIOTH Tag®e ompeld-
I8t S, S,y -.,—E03DdHENieATH paszomenia ¢ymrgim A(2)
IIporsBoznas

0p,.(2) Oa da,

-%!’l—(— = —53-; (2—a)+ 3y (z—a)*+. ..
118 y=0 o6pamaercd BL A(Z), & crbI0BATEAbHO NPOH3BOABHA
da, da,

—0; ’ W’ ... xa3 y=0 cyrs coorsbrcTeenno B, B,. ..

IlosToMy mpoaEddepeRnEpPOBABT BHINEYNOMAHYTHA YPAB-
Hemig mo y u caibiass y=0 moayumMD

A8, +A4,’8,=A4,5, +245, .
A,8,+24,4 8, +A4,°8,=A4,8,+24,5, +34,8,
A+ (24,4, + A")B, +34,°4,8,+ A,'6, .
=48, +24,8,+34,8, +44,5,,

HT. I
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Hss staxs ypasmeniit oupexBaams B,, B, ..., sambuas,
uro B,=lgA,; 188D

A
A= Al__l) 94,

_ 2(A0.A,—A ’)
5= 44, —E,+)

34,'(4, +1)A,—(8A +7)4,4,4,+54, +4)4,°
8= A4 —1)4,+1)

lg4,

" T. 10

Hss pasroxenis mpod. Boprema moayualorcd, EaRb 9acT-
sxe ciyiam, pasiozmenia Collins’a ", Schroder'a® u Cayley »
€CIH TOXOEHMD

a=0 n A,=1

1) Nouvelles recherches sur la théorie des puissanges fonctionnelles, 1827
%) Uber iterirte Punctiopen. Math. Anun. B. I[I, 1871, p. 310.
3) Quarterlv Journal. B. 1II, p. 366.



I'masa V.

§ 1. Saituedca Temepr reoMeTPHYECEUMT ompexBiemieNs
npexbIFHENXD TOYERD HTEPALiH '), .
Hsplerno, 9ro ecim MH mMBens ypasmemie
F(z)=0,

T0 TeOMETPAYECER KODEHE ero Moryrs OuTs ompexBiemm cabxyio-
maExs o6pasoMs. IlpeicTaBMMT AaBHOE ypaBHEHie IOAT BHIOMB

f(x)=y(), .
gepegecd HBEOTOpOe YHCIO YIEHOBH €ro, COXEPRAMEXD Z BB
spasyo 4acTe. Ilyers

| y=/) & y=9(@)
—zpasug AB u A'B' (uepr. 2). Tourm mx® mepecBuenia F,,
P, ... nycrs mubiors a6emmcen 0Q,=a,, 0Q,=a,,...; «a,,
a,,... Oyayrs KopEaMm ypaBEeHia F(z)=0.
Yt06u npaMBanTs 9TOTH CHOCO6H BB HAXOEAEHi mpexBias-
HHXD TOYEED HTepaNin, EoTOpHA GYAyTh KODHAMH YDABHERHif

r=0(z),
MH CTpOKH'B RplByk) )
y=o()

') Lémeray. Sur les conditions de conmvergence de certains développements
ver les racines des équations. Ass. Fr. 1894.

— Sur les fonctions iteratives. Ass. Fr. 1895.

= Sur la convergence des Subsitutions uniformes: Nouv. Ann. 1897.

Isenkrahe, Das Verfahren der Punctionswiederheluag., Lp. 1897.
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A OpAMYI0
y=ux
a6comcc  ToueEd mepechuemia sTEX® ABBIE ARAYyTH HAMB SHA-
geHia EopHe# ypasmemid z=g(z). Kopess a; Gyzers mpexbas-
HO#t TouROH# mTepanmim QymENIE @(z), ecim
' ()| <1.

Ho ¢'(a;) ects tang. yrim RacaTeisHOd € OCBI0 Z BB
rour$ (a;, @;); cabrosareisno mrepania Oyzers cxozdmencs BE
ToM® cayuaB, Eorza rpusaf Iexuars, 61Esh T0uRE nepecBuenia
cp npaMot y—==zx Bb yraaxs MPN n QPO (zepr. 3), obpaso-
BABHHX® NpaMolt y=2 . ¥ WepHeHAWBYAPOMT Kb Hel, mpose-
JeEHNMB 9pess TOURy (o, a;).

§ 2. Ipowssoxa mrepanmiio ¢yERNia y=¢(Z) MH mocTyna-
eMd crbayompds oGpasoms: xaems ¥ oupexbiesmoe sEauemie
x,; AAg aTOr0 3Havemis y=y,; 1biaems y =:2,; TOrza @(z,)=y,,
n 1. . He TpyxEo BEABTL. uTO TARAA MOACTAHOBEA HS00DAHTCH
aouanolt BQ P,Q,... (sepr. 4 a, b);, »s camows xbrh, zasas
x 8HaYeHie x, W HAX0Ad Y, MH ompexbiseMt ma RpEBOl TOYKY
E; noxcrasiaa y, BMBcro z,, T. e. mosaras y,=2, MH mepe-
XOAEMB OTH TOYEH Epusodl Xb Toukh mpawol y=x; mycrs oTa
T03Ka 6yzers ¢,; Ba EpEsoit el coorbrerByers Tousa F, c¢b Eo-
OPIHBATAMEA (Z;, Y, =®(Z,)); ® T. i.

Myers ') @ oimat w3t Bopselt ypasHeris r==@(x) H HyCTH

lp'(a}<1.
JazeMp = BaualpHOE SHAYEHie x, TaKoe, YTOOH

o' (= )<L

a=z, +0,=z,+d,,

TOT 1S

r1k J, ® 0, Bemmumem rocraroumo waius m |d,|<|0,l, & cab-
R0BaTENbHO T, Oiame Eb a, vinb z,. Iubeus

1 Netto. Yerlesungen diber Algebra. B. 1, 1896, p. 302.
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a—(,z:?)(a—d\l )=¢(a)—d'1 ¢'(d—0(9,)
o 62= 1¢’(a_o&x )s

rib §—npaBEIsEAd IpO6b.

Ecaz ¢'(a) noxomaresssa, 10 d, m J, umbors oimRago- -
BH4 BHARA ¥ MK 6yXeMT IDH HTepaNiH NpASIAEATLCE EB & CB
oxgot IMmMb CTOPOHH, Tak® uT0 BCh 7, OyAyrs Goabme, mim
MeHbIe Q.

Ecan ®e ¢'(z) orpunarersna, 1o &, # J, mubiors pasaue
SHAEM H MK 0yJeMD Cb ABYXD CTOPOHS HDHOIAEATHCE &, TaEB
910 Z,, %, ... OyAyTh nmomepembBEHO TO GoXBIIe, TO MEHBINE A&.

I'eomerprueckn, 85 caysad ¢'(a) mozommrexsmolf, Mu Oy-
Zes npabammarsca Toukt mepeckuemizs R (uepr. B) xpmsoi
y=¢ () ¥ upaxoit y =2z no xomanoit P,Q P,Q,... ecin HaIaIsB0e
sEavenie 6aeke Kb O, vbM® a. mim no xomamoit, F Q' P,Q, ..
ecid a Gagme E» O, vbM1 HauaabHOE BHAUEHie.

Br caysal ¢'(a) orpmnarersmoit. aomamaz P,Q F,Q,...
(sepr. 6) Gyzers 06X0AHTH EPYTroMB TOYRy R; BB 5TOMB ciyuaB
BO3bMeMB JH MH HauaibHOoe 3sHaveHie 6iame Eb O, wBup ¢
HIH JaXblle, JOMAHAA BB OJHOMT H TOM &Ee HAIDABICHIA GyXeTs
ore6ats T098y R; B® mepsons cayual sro 6yzers PQ FQ,...,
& Bo Bropoys KLP Q PQ,...,

$opuyia

8,=4,¢'(a—64d")

morasuBaers, 9ro YbMb memsme |@'(a)|, Thus Gucrpke 6yzers
cxoxuThed Hrepanid. Ha gepr. 7 epwsag A'B' umbers Goabmiik
{g yria HagIOHeHid EacatexsHol B T0ush k Kb ocA z, abum
EpEBag 4 B; npE 0ZWHAKOBOMD HAYAILHOMD SHAYEHIH %, JOMAHAA
Me®Ay #, B k 111 kpusokt A'B' cocTomTh ®SH mecTH 01pB3E0BT,
Mexxy TBut RARD ZoMamad 1ag xpuBot AB Mempy THMm me
TOYEAMH COCTOHTH TOIBEO H3D ABYX.

Camyio GuCTpYI0 cX0ZEMOCTh GyAeMs mMBTh, 0ueBEIRO, ecIH

@'(2)=0. Ecarm Boo6me
3
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@(@)=0, P'(@)=0,... A= (a)=0, p(a)==0,
TO .

-

d,= —J,’\—,A- F®(a—0d,).

. BosMomane sxBch ciysam ZOCTATOUHO ACHH HSD uepremes
8, 9, 10, 11,
§ 3. Bs § 2 raaen 11 Mu ocTasmIE Gess pascuorpbris
cayuait
lp'()l=1
aBagomidcd COMEATEISBHNMS 114 CXOAHMOCTH HTOpanin. 3afimemca
Teneps ero EscibioBamien®.

yers
2

d
a—0,=gp(a—d)=p(@)—di¢'(¢) + 3~ P"(a—68))

d.}
e Gy=dip'(a)— 5 ¢"(a—80)).

Iycts cuavaza
P(@)=+1;
TOTAR

d,? )
&:=d‘1_ ~é @"(a—6d,)=d, (1 - 5‘ ¢”(a—0&l)>
Hrepania 6yzers cxoiameiocd, eCId KOJHIECTBO
d
1—3 ¢"(a—64,)

MeHbIIe eIHEANH. JTO MO®ETH GHTh, eCIE OJHOBDEMEHHO
J, nosoxcumensso u @"'(a) nosoNumesRa
uig d, ompuuamesswo u @' (a) ompuyamesna

Bz obomx® cxywasxs OyzeNs NpEGANEATECE BT EOPH €5
OXHO# CTOPOHH,
Ecam

QD'(a):_l:
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TO
4’
‘5\2:-6‘1_" R4 (a_od‘l);

Bb 9TOMD cayJa mpengymia pascymienid mempuMBEmMu, GO
MOEEeTH ORTH

|d\1|>|69|9 HO ld\s|<|ds'-

IosToMy Gepens

1 1
6\2=_61_ 2 61 ’¢"(a)+ 6 d’, 399”'(‘1)"" ey

1 2 uj 1 n
dy=—8— b) d,%p" () + 3 &' (@)—. ..
B HCBIDYAEMH OTC0Aa J,; DOIYIEMB

1
d\s=Jl—'6' d'n [3(¢" (@) + 29" ()] + - ..

1
=t{ 14 B @ 2 @

oTCI0A8 cabryers, TI0 umepain 63 cayvan @'(@)=1 Oydems
CTOORWELICH, ECAU KOAUNECTOD

[3(p"(@)*+29"(@)]
10402CUMEIBHO

Yeprexn 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 m=306paza-
0T CIyYaH, BO3MOEHHe mpE |p'(a)l=1.

Ecaa, upa ¢'(a)=—1, =roamvecrso 3[¢"(x)]’+ 29" (a)
paBHO HyXi0, To HTepamida me 6yfers HH cxojdmelica, HE pac-
xo1ameitcd, HO MH OyfZeM’d NMOXyYaTh INOCTOSEHO 4Yepexylomidcs
sHavenio x, ® @(z,). JbitcreHTeasnO, H8H (GOPMyNH

1 : "
d;:(yl—- 3 dl "[3(93"((1))2 +2¢"(a)]+. ..
npu

3(p" (@) + 20" (2)=0
3*
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cibzyers
63=61’
3 TAED EAEb
a=2, +d,=x,+8,=z,+d0,=...,
TO

xl =’$3='175 =, ..

T, =T, =T,=...

OpPE BCAKOM BAYAIHHOMB SHAUEBIH Z,.

Bs atoME cayuaB, BaE® He 1pyARo BEABTH, EpHBAL Yy=¢(Z)
CHMMETDHYES OTHOCHTeIbHO NMpaMofl y=2 EaRD ocm (depr. 21).

Iloxo6en#t xe cayuait, 0 Jums 214 oxHOro HIE HECEOAL-
EAXB OnpeonseHunxs HAYaIbHHXD SHAYEHIE 2 MomeTs mMETH
wBero ® axa Bearo#t pymenim ¢(z). JbicrsETeasHO, XocTATOYHO
ounpexbarTs ¢ ® n E3H ypaBHeHilt

P(§)=n

p(n)=¢
¥ HaYATh ATEpamiio, AaBad  sHAYEHie ¢ HIM 7, YTOGH IMOAydaTh
genpexbaro ThEe BeamumEN v mim ¢. Komeuno orn BHAA PyHE-
Iid ¢ 3aBHCHTH, GYyIyTH AH £ H 7 BeMECTBEHHK, KOBEYHH, KOM-
IIERCEH HIH GEe3K0HEYHO BEIHEH.

Xoas mrepanim BB pascMorpbEEOMB ciyual moERa3aET Ha
uepre®axd 22 m 23.



I'maBa VL

§ 1. Hss Teopim npexbisRHXT TOYEES HTEpANiH HemOCpeX-
cTBeEHO ciBAyeTs BoSMOMBOCTH mpuMBmemia HTepamia BB BR-
g@caeBil0 EopBeit ypaBBeHil.

Bearoe ypaBBemie ¢b oxmolt HemssBcTHOH, aire6pamieckoe
H1A TPAHCIEHAEHTHOE, MOMETH ONTh HPHBEJCHO EB BEXY

2=0(2). (1)
Bs camoms 1bak, mycrs ’
F(z)+D(z) + ¥(z)+...=0 (2)

ecTh ypaBHeHie BB RoTopoMs F, @, W,... cyTh SHAEH BAKHXB
YrOXHO CIOEBHXT (QYHENil.
Tozoxuns
F(x)==2." . z=F_ (2);
rorza (2) o6paTETCA BB
2+@F_(2)+ ¥F_ (2)+...=0:
noxarad
OF_ (2)+ ¥YF_ (2)+...=—p(2)
HOIYIEMD
2=0(2),
1. e. ypasEerie (1): 3mad mopEm (1), MoZeMs HaltTH EOpHE (2).
R3 Temy ypasmeri#t (1) e npHEAZIEEATH YpaBHEHiA BHA&
- YE . x(@)=6
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HO XJd HHXD HENOCPEACTBEHHO

r=x_y. . .E_¥_,(c).
§ 2. Teopema. Ecsu ypasuenie

r=o(z),
100 @(r) ecmv Pynxyia ros0xopPras 6z xpyin Ca xomeunaro
PAOYCA €T UECHMPOMT 6% O, UMPEMT KOPEHd A, MO IMOMS KO-
PEHD MOKCEMS ObiMd GWHUCACHD €6 KGXOU YL00K0 mMousocmsio 1)
nocpedcmeons umepayiv Hyuxuiu p(z), ecau modp'(a)<l, u 2)
nocpedomeons umepauiu P_,(2), ecas modg'(a)>1.
1) caBayers nstp ofparmoit reopews: rxaswm II § 2, a 2)

Mu BerphrEAE mpHE fokasaTeanctsd meopemu § 8 raasm III, rad
a0 Hafixeso, 910 ecrd

modg'(a)>1,
0

modg'_,(2)<1,

a cabroBarexrsBO wuTepania QymEmiE @_,(T) CXOXETCA ED Ipe-
xbavBo#t ToURE a.

T'eomerprueckoe ToxEOBaHiE MOEeTrs OHTh mpmMEBEERO KD
cxysao |@'(a)>1 cxbayiomuMs 06pasoMs.

IIycts AB (uepr. 24) ecTv EpHBaf, YypaBHeHie EoTOpOR
y=@(z); Torxa EpEBat A'B' cmmmerpmumas rpusot AB orso-
cHTexpH0 mpavo#t y=2x EaEb ocH, Oyxers =mBTs ypasmemie
z=g(y), nam y=0o_,(z). Epusaa A'B' nepechbraers ocs cmmue-
Tpin BB TBX® ®e TOUYRAXB, BH KOTOpHXE ee mepechraers A'B.

Ecar racatesrnas kb kpusot AB 81 Tourl R, o6pasyers
yroxs # Ch OCbI0 Z, TO EacaTeibBas Kb Epmsol A'B’ B3 rod
®e ToukB k, o6pasyers yroam 6 cb ockio y, a caBrosareasao

T
yroas -;—r—ﬂ csocsl0 z. Ecan tgh>1, 10 tg(.2——0)=dg{9<l
B Ha060poTH

CabroBarearno, ecas pars orphswoss 11s xpasolt AB 6y-
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XeTH PACXOASimHMCY, TO Zid BpEBok A'B' om® GyXers cxopamum-
cd, § HA0H0POTH.

Mozno rarkxe W noxssyscs Epusofi AB mpEGImmaThCE BB
rougd B,; x14 970r0 HYENO IWAMb BHAYATh PIAS OTPBsKkosH 0TBH
TOUEN, JeEamed HA OCH y, & He H3 OCH Z. ABAIETEUCCEE XEe
o0'esuiHO Oespasigymo, OyleMB XM MH HPOESBOIHTL HTEPALifo
¢_ (), mAE BD ypaBHeHIE y=@(r) I8NEMD Y SBAUYEHie ¥y, H
BHYECIEMD T=@_,(y,), # T. 1.

§ 3. Hycrs muBens ypapuenie

r=9();
IafEMB - ]B& 3HAYeHid @ ®H b.
Ecau

a>p(a), b<gp(®),
uaU

a>p(a), b>p(b),
mo ypaemenie T=p(T) ummems Mexcdy a u b odums, wuru 6o-
00uLe HENEMMOE YUCAO KOPHEYW, MEPONOAAIAR, MO MENCOY SMUMY
KOPHAMU HMB MAK0W KOPHA ¥, ymo @'(y)=1.

B® camoms xBiB, myers AB (gepr. 25) ecTh EpHBAL;
ypasgeRie Eotopot y=¢(z). Ha mamems wepremb s1a Epmsasz
TPE pasa mepechraeTs mpaMyl0 y=z, T. €. IBPEXOXHTS XB& Dass
835 yry3a MOY, Bn Roropons <<y, 8% yroas MOX, B RoTO
pous 2>y, ® o1MED past uss yraa MOX Bs yroaz MOVY. Oue-
BEIHO, UTOECYH X0 IEPBATO mepexoxe a<<g(a), T0 mocid Tpers-
aro b>gp(b) & Ba060pOTE.

Ecam oxmospemesnro a>@(a) # b>q>(b), g a<<p(a) @
b<p(b), To MM He MOEEMD CEA3ATH, 3AEIYAETCA MeBAY G R
b xBa RopHEA (W1W BoOGmE YETHOE YHCIO HXB) WJE HH o.lmt'o.

Br aroms cayuad momso mpambmarte cabxaywmi#t cmoco6s.
Iyers a<<gp(a), b<gp(b), a<<b (sepr. 26). Ecau ypasaemie
z=@(z) eMBers Me®1y ¢ @ b xBa ABHCTBETEIBHNXB EOpEA,
T. €. eciu npamas r—y nepeckraers Epusylo y=¢(x) BB ABYXB
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TovEaxs R, ® R,, To Bceria mpamMas y=>b Gyzers mnepechrats
EpuByl0 AB, a nmpaMag y—a MOEeTH H He mepecBEaTs BTV FJH
syio. Ecim ®e (uepr. 27) ypaBremie v=¢(z) Be mmbers abii-
CTBHTEILHHX' KODHelt Me&XY a ¥ b, r. e. RpuBag ADB mHe nepe-
cBeaers npamylo OM, T0, IPE X0CTATOYHO GIMWSEHXS ¢ M b, HE
npsMas y=>b, HE npaMas y=a Re BcTpBraTs Memiy a@ W b
kpuBoit AB.

Tome camoe 6yzers mubrs wmbcro mmpm a>g(a), b>p(b).

CabrosatrersBo ecxm nnbews yparmemie z—q@(r) H ec i
FelaeMDb y3HATh, OMBeT: JH OHO KODEE MeEIY ¢ H b, MpAIeNMs
a=p(a), b==p(b), 10 1baaews ¢(z,)=a . . z,=@_,(a), p(2,)=),
.. wy=q_,(b); ecxm z, migm z, umbors abicTBETEALANE 3HA-
YemHid, TO ypaBHEHie x—=@(r) Moxmcems BMETH IBA EODHE MeEIy
a n b; ecim &e BaEb z,, Takp ® 7, He mMBioTs 1bHcrBETEdN-
BarO0 3HaYeHid, To EKopHe# Me&jiy a m b EETE.

Ecia Me®zy a u b uerHoe umCIO KopHe#, TO MN COIEEaA-
exs a ¥ b xo TBx® mops, moEa He 6yaers

a>p(a), b<gp(b)

B a<p(a), b>p(),
cibrosaressHo mORA He OyieTh Me&Iy @ ®H b HeyerBAaro gmcia
popreit. Torxa, ecam ¢'(x) Be Mbaders 3mara Me®Jy a & b, T0,
raks m3BbcrHO (Teopema Poxxs) mexmzy sremm mperbramm ze-
xurs oanEd pbiicreETearnm#t xopems. Ecim xme ¢'(z) wBmsers
808E5, TO COIMEAaeMb a ®H b o TBx® mOps, mOEa 8HAED ¢'(Z)
Mexay BEME MBRaTecd me 6yzers. Toraa mmbemt mpaso yTeep-
XEJaTh, 9r0 OFHED KODeHb ypaBHeHi§ x=q(z) orxblers H Ha-
XOIHTCA MeXXYy @ ® b, TAKD YTO MOKEHO NPHCTYHNHTH KB BHYIHC-
JAeHil0 3TOr0 KOpHS.

§ 4. Ha ocroBaBiE BHIIPH3I0OZEEHBATO pASCMOTPEMT CaB-
xyomie cayJam

1) 0<p'(a)<1; 0<p'(b)<<1; a<h.
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Hrepania Oyzers cXoigmeiocd EARb XId HAYRILHATO SHA-
9emid @, TAEh ® JAd Havalsmaro 3HadeHia b. CuMBoamuecroe
BHpaEenie 118 ROpH3I o 6yZeTs

a=limp,( a)——lzm73 (b)

p—oo
2) 0>9'(a)>—1; 0>¢'(0)>1; a<d
f Bb 9TOMB cayuab

a_lzmq)},(a) szqvp(b)

p=x
3) P'(@)>1, 0<p'(h)<1; a<db
Hrepania 6yxers cxopdmerocs TONBRO AAf HAYAILHATO SHA-

senia b, cabpoBaTeisHO
a=limp,,(b)

P=m=co
4) 0<gp'(a)<l, ¢'(B)>1; a<db
Br sToME cayuab
a=limp (a).
p=s ©

5) 0>¢'(a)>—1, ¢'(b)<—1, 3[p"(a)]*+29"(a)>0
a=limep,(a)= hmyjp(b)

p==

6) ¢'(@)<<1, 0>'(d)>1, 3[p"(5)]*+2¢"(b)>0.

Tome, uto m BB (5).

Ecma |¢'(a)[>1 = [9'(D)|>1, T0 MH JOXEHH OPOH3BO-
. XuTh mrepanio ¢ymEnia ¢@_, (%), 9TOOH BHYHCIATH KODeHD <,
| saR;ovenmEft Me®Ay o H b.

O puM BpHI.

1. Hyers Tpedyerca HA#TE BOpHE ypasHEWix

Z=C(0sZ;



sakben
p(r)=cosz, @'(r)=—sinz

IycTs, COrIacEO, IPeAHIYMEMT 0G0SHAUEHIAMT

T g 4
=g b= 40
TOr'Za _ _
3 2
pa=L2, pr=L2

B® sroM® cayuak

a<p(a), b>p(d)

. T T
B TaRh E2EB @' (¢)=—6inw Be WhH4eTs BHARR ME®AY -~ H 1,

TO MeXAy OSTHMH TDAHHNAMM 3aEIiuaerca oxmas 1bfEcreETeis-
BEuit KopeBs. Tak® EaRD ¢'(Z) OTpHNATEIbHA, TO HPHOGIREKATHCE
ED HeMy OyzeMs cb o6buxs cTopoEs®; crbioBaTearEO mcBOMEE
EOpeHb
. T
a==lzmcos},( =limcos ( >
p==c0 Pu=co

HoaoxmaMs

T V2
T=7 ; TOTI3 COST,= "5~ =0,70711;

1axbe BaxXOAEMB

z ,=0,70711 .. cosz ,==¢0s40°30'50"=0,76025
z ,=0,76025 .. cosz ;=—c0s43°33'32"'=0,72465
z ,=0,72465 .. cosz ,=c0s41°31'10"=0,74873
z ;=0,74873 .. cosx ,=—=c0842°53'56"=0,73257
z ,=0,73257 .*. cosx ;==c0s41°58'23"=0,74344
z ,==0,74344 . " cosx ,=c0842°35'456"=0,73614
z ,=0,73614 .°. cosz ;=c0s42°10'41"=0,74106
z ,=0,74106 .*. cosx ,—c0842°27'32"==0,7377¥
%,,=0,73777 . . cosz,,—c0s42°16'16"=0,73996
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z,,=0,73996 .-. cosz,,=c0s42°23'4%"=0,73850
x,,=0,73850 .. cosz ,=—c0s42°18'47"=0,73947
z,,=0,73947 .. ¢psz,,=c0s42°22'5" =0,73884
z,,=0,73884 .. cosp, ,—c0s42°19'69"=0,73928
2,,=0,73923 .-. cosx,,=c0s42°21'14"=0,73901
z,,=0,73901 .-. cosz,,=c0s42°20'31"=0,73911
2,,=0,73911 .-. eosx,,=c0842'20'62"=0,73907
,,=0,73907 .*. cosz, ,==c0842°20'46"=0,73909
2,,=0,73909 .-. cosz,,==c0342°20'48"=0,73908.

Wrars, Mo®BEO mpEEATH
0,73909>a>0,73908.

2. Ypasmenie
| z=a"
6uxo pascxorpbuo Oitzepons » m Lémeray ?.
Rpusas
y=a’
aubers BE1B, m3oOpamenand Ha weprexd 28. IIpm mbmoroprx®
36a9€HiIX® 4 OHA MomerTh nepecbrars mpINyo Y=z, IpPHA Ipy-
rexs 8BTS, ?. e. mpm aBRoTopEX® SEAYEHiIX® @ ypa.nneﬁie
z=a* mubers pBitcrsETessEMe xopEm, npE HBXoropHXH Be
anBers.
Hafizews BamGoipmee sHademie, EOTOpoe Moxers HMBTH @
npu xBfcTBUTENBHMXT ROPHSXD Vpaseemis z—a”. Jas aroro
O6yAeMD HCEATh maximum QyBERU:E

T
y=z".

Bsas® mpomsBoxEyi, HOIYIEMB
1

T
=2 (1—lgz);

) Euler. De formulis exponentialibus. Acta Ac. Pet. 1777. 1, p. 39,
2) Nouv. Ann. 1896 et 1897.
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IJra ¢ymEnia obpamaercda BH ByIb Xid
=0, r=e, £==20
. -
Cxbzosarexro BamGoxbmee 3HadeHiE a GyleTh

L
a=¢°

Ji1g a=0 moaysaeMs y=0=o—CaMHi OCH KOODIWHATE;
npE a=+=0 ypaBEeHi0 y=a" yJI0BIETBODAOTH 1i3 BCBxX® 8Haue-
Hilt a xooprusaTth Touem (0, 1); caBrosarexsro BcB EpEBHA mpo-
XO0A4TH 4pess 3Ty TouEy. IIpm a=c—BecbMa MaJo#t BesEyEEE—
EpEBAS WJ1eTH BechMa Gimsko Kb oc z BB yraB XOY, mozmm-
MaeTcd Bb TOMSB &e yraB mo ocm y ao mouem (0, 1), mepecBra-
eTh BB 3TOR TOURB oCh ¥y W YXOIHTH Bb (e8EOHEYHOCTh BB Yrab
OTPHIATEIBHHXTS Z-0Bb.

IIps a=1—¢ rpEBag BecbMa 6aW3Ea HmpaMO# y=1, mepe-
xonda Bp Toukd (0, 1) ¢v mEmEel cropoH 3To#f mpamo# ma
BEPXHIOI0.

Ilpe a=1 =rpusaz obpamaerca BB mpamyi y=1. IIpm
a=1-+¢ aMBeMt EpHByl, CEMMeTpRYHYI0 EpEBO# y=(1—0"8)"
oTHOCHTeXbHO npaMo# y—=1 raws oca. Ilpu a>1 EpuBag Bce
Goxte m Goxbe yzaxgerca ors mpamo#t y=1 uo mbpB Bospacra-
Hif ¢ B OpAGIEEAEeTC EB 0CAMB KOODIHHATH, IIPOXOAd BCe BpeMs
gepess Toury (0, 1).

IIpamags x—1 nepectraers Bchk sr@ KPZBHA BB TOYEAX,
ODAHHATH EOTOPHXB §=a.

Jlza orpAUaTeXbHHXE ¢ (ymEENiE a® mepecraeTh OHTL He-
NpepHBHOX B MH HE DA3CMATPEBAEMT JTOTH CAYIall.

RpuBas

y=a*
npe
0<a<l

nepecheaers mpaMylo y—=2z BB OofHO# Tourb.
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Bz sTomm cayuad
yl= 3‘1 ga

AMBers OTpPENATEJBHYIO BeXRYHHY H BHe MBHAETE SHARA 0TB 7=0
10 z=1. Ilpr a GrmskoMs &1 exmmunb |y <1, npm a4 Sims-
EOMD BB Hyao |y |>1. ComBmrersHHit cay1all CXOXEMOCTH HTe-
panim OyreMs BMBTH mpm

1

a= ; 3

Bh 9TOMB ca1yuah
r= z
.
! !
y=9 (a)=—1.
CabroBaTeabEO MH IOIEHH COCTABHTH
3y”2+2y”';

HAXOXAND

3y"?+2y"=e*>0,

ciBbroBaTessHO eciE OW ME TpPOESBOJHIH HTepamilo, oHA GHIa
6l cxoxgmeroca.
IIpr

1
a<~cf;
#Tepanis QyEENiAm a® OyzerTs pacxoldmeiocd H MH JONRHH X132

BHYHCJEHIS EODHA ypaBHeHid Z—a” NPORSBOAETD HTEpamilo ¢yH-
snin Log,(x).
Bs cayvab

I
l<a<le®

IpOE3BOXHAL
y'=a"lga

NOXOEHTEIbHA;, Jid SHAYCHIE 2 MeHbmMEXB ¢ Bceria ¥ <<l. Bs

ToRe BpeMs
1<<a® ® e>a°
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crBroBaTeasE0 MeEIy 1 @ e 3aKI0IaeTca OXHHE EODEHb, Kb KO-
TOpOMY MOZEHO mpnGimsaThcE HTepamielt ymenim a®. Tlpabrmme-
gie 6yiers cb OFHO# CTODOBH.
He rpyzso BmxBrs, 310 BCeria MOEEO BallTm Takoe YBCIO
k, 90 GyzeTs
k<<a*,
a Takb EaEb e>>af, To 4CHO, YTO Me®Ay € H Kk sagioyaerca
Ipyro# EopeHb ypaBEeHia z=a". Jaa storo EopEa y>1, a
TOTOMY €ro MOZEHO BHUECIETH HTepaniet ¢ymenim Log .
3. Ypasmenie
r=a+ bsinz,
TAB b<<1, mssBcTHO nmox® BassaHieM’ ypaBHeHia Kemiepa.
3xkcen
@'(z)=bcosz
BCerJa MeHbIle €1WHENH, cibxoBaTessHO HTepamia QyEBuis
@(z)=a+ bsinz

-GyZeTs CXojdmelocs BCA BCAKOMD BAYAJIbHOMD SHAYEHIEH T H
.CEOIb YTOAHO GOJBIIOND @.

¢'(T) NOXOEHTEIBEA, €CIH ()<:4:<2E A OTpPANATEIbHA, €CIH
m
2
CX0M4mECA B CH 0186# B b 1BYXD> CTOPOHB.
ITocTporMs EBpRBYIO
y=a+ bsinz

37 .
<2< 5, 8 T. &. CabjosarersEo HTepanmia Momers GHTH

~ mpexmoxarad, yro a>0 (gepr. 29)

Ecam a<<:t, To mpamas z=y nepecbuers EpUBY® BHme
apaMott y—a. Kopems maxogurca Mex&xy 0 m 1. Ecau a=:,
TO EOPeBb =@==1IT.

Ecan g<a<:r, TO @'(Z) oTpENATeAsEA H NH GyxeMs®
.IPEGIRZATHC Kb EODHI CB AByXb cTopoms. Kopess B® 8TOMB
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T T
ciysad zemar: MemAy - B . Ecam a=3 , TO EOpeHb 3a-

T T T T
B10YeHD MeZEIy 5 H 5 +b. Ecan 2——b<a<-2-, TO EOpPeHb
T T T T
IeRUTH MEEAY 5 H 5 +b. Ecam a= 2——b, TO EOpeHb= 5 .
T
Ecam <y —b, T0 ¢'(x) A1 smavenim x GIWSH KOPHA

T
IIOX0BHETEIbHA H EODEHb SAEJI0YEHD MEEAY 0=r ? .

|

B1 sarivenie crBiaems sambuamie ymcTO mpaETHYERArO
csoficrBa. IHorxa HTepanmia cxolETCA JpesRNYaliBO MejXeHHO,
9T0 3aTPYAHHTENbHO AJId BHHCY¥eHid. Bt oxHOME ciysaB MomEo
yCcBOpHTH BHUYHCIeBie, & EMEHHO Koria ¢'(a), rxb o Eopemb,
OTpHIATEAbHA.

Hyers umu pare z BB QyBEDiE @(z) HavalbHOe SHAdeHie
z,, TaED TT0 @(Z,)=2%,. €CJA MH MOACTABEMT xarxbe BL (yHE-

. z, + 2,
nio @(a) B¢ Z,, & —5—, B OyIeMs NOCTyNaTs TaR:Ee H 1axbe,

T0 HTEpaNis SHAYHTEAPHO YCRODATCA.

IBaecoo(pasmocTs TAEOTO Ipiema 04eBHXNS TeOMETPHIE-
cee (Uepr. 30) 4

B3 npexiph 1. mans mpamaock cosepmmys 18 moxcramo-
PoRB, ITO0H X0 1" NpEGIASHYECS BH KODHI YPaBHeHIS £==¢03p.
Opan$nas me 510 yopomeHie, MH HOIyHND

$l=“’—;x’ =4202I11H

¥’= 42°17'45"
§= 42°2016"
- 42°20'42"
&= 42°20'47"

—TOTH X€ PESYIbTATH NP UCTHPEXh IOACTAHOBEAXB.
H. Apuorons.



Quelques lois ultérieures de la théorie
des égalités logiques.

(Supplément aun traité «Sept lois fondamentales de 1a théorie des égalités
. logiques»).

Chapitre XLIV.

La sizicme méthode pour recevoir toutes les causes prin-
cipales de Uégalitc—les combinations alternatives de ses élé-
- ments de volume. Les causes des prémisses du syllogisme
Barbara.

Ce qui est exposé dans le chapitre précédent nous per-
met de proposer la méthode suivante pour construmire, en forme
de déterminations de la classe arbitraire U, toutes les causes
principales de chaque probléme donnée 1=M: décomposer
I’égalité 1=M dans ses éléments de volume, convertir tou-
ces éléments en forme de déterminations de U, composer les
combinaisons alternatives tout —possibles de ces éléments et
transformer chacune de ces alternatives dans une seule égalité.

Ezxemple. Trouver, en forme de déterminations de a tou-
tes les causes principales des prémisses du syllogisme Barbara,
c’est & dire du systéme:

a=b, b=be.
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L’ égalité séparée équivalente & ce probléme (1) est:
0 =ab, +bc,=(b+a)(e,+¢,)=
=(a+b+c)(a+b—f-c(',)(a+b0 +c,)a,+b,+c¢,).
Donc les quatre éléments d’extension de ce probléme sont:
0=a+b+c, 0=a+b+c,, 0=a+b,+c,, 0=a,+b,+c¢,,
ou sous forme des déterminations de a:
a=ay(b+c), a=a,(b+c,), a=a,b,+c,), a=a, +bc (2)

Le nombre total de causes principales doit s’égaler en
ce cas au nombre 2¢=16. Nous devons trouver toutes les 16
déterminations excessives de a & 1’aide de combinaisons alter-
natives des éléments (2). :

La détermination sans éléments d’extension est évidem-
ment a=a,.

Les quatre déterminations avee un seul élément d’ exten-
sion la chacune sont les éléments mémes (2).

Les six déterminations aves deux éléments la chacune
sont:
[a=a,(b+c); a=a,(b+c,)]=[a=a,(b+c)(b+c,)]=(a=a,b),
[azao(b +¢); a=ao(bo + co)]=[a=ao(bco + boc)]r
[a=a,(b+c); a=a,+ abc]=[a=abc+a,(b+c)]=

=[a=bc+a,(bc, + b,C)],

[a=ao(b + co); a= ao(bo + co)]=(a=a'oco)’
[a=a,(b+c,); a=a,+bc]= [a=abc + a,(b+c,)]=(a=bc+a,c,),
[a=a, (b, +c¢,); a=a,+ bc]=[a=abc+ a,(], + c,)]=(], + ¢,=0).

Ici les formules 1° 2° et 4° sont les déterminations de
supériorité excessive de a. Les formules 3° et 5° sont les dé-
terminations coéquivalentes de a. La détermination 1° est le
résultat d’élimination de c; la détermination 4°est le résultat

4
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de I’élimination de b; la détermination 6° est la détermina-
tion fictive de a, ou le résultat masqué d’élimination de a.

" Les quatre déterminations de @ avec trois éléments la
chacune, les déterminations qui présentent les causes le plus
compliquées du probléme. sont:

[a=a,b+c); a=a,(b+c,); a=a,(b, +¢,)]=(a=a,bc,),
[e=a,(b+¢); a=a,(b+c,); a=a,+bc]=(a=abc+ab)=
=(a=bc+a,bc,),
[a=ay(b+c, ;a=a,(b, + ¢,); a=a, +bc]=[a= abc+ a,(bc, -+ b,c)],
[a=a,(b+c,); a=a,(b,+¢,); a=a,+bc]=(a=abc+a,c,).

Ici les formules 3° et 4° sont les déterminations bipar-
tibles, la formule 2° est la détermination coéquivalente, la
formule 1" est la détermination excessive détaillée. Quant 2
la détermination excessive compacte de a, elle cvincide dans
ce cas avec I’élément seul a=a, +bc.

Enfin la combinaison alternative de tous les quatre élé-
ments (4) est la détermination complete de a, nommément;

[a=a,(b+c); a=a,(b+c,); a=a,(b,+c,); a=a,+bc]=
=[a=abc+a,(b+c)(b+c,)(b, +c,)]=(a=abc+a,bc,).

Les 16 déterminations précédentes de @ nous donnent
autant des classes qui sont logiquement égales & a, grice
& I'égalité 1=ab,+bc, opposée au probleéme donnée (1).

Dans le chapitre XVII nous avons construit les 16 dé-
terminations principales de a qui se déduisent de prémisses du
syllogisme Barbara en qualité de leurs ses.conséquences. Ici nous
avons encore 16 déterminations principales de @ qui se dédui-
sent de mémes prémisses en qua‘ité de leurs causes.
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Chapitre XLV.

La septiéme méthode pour recevoir toutes les causes prin-
cipales de Uégalité donmée—lés éliminations des éléments &’
extension. Les causes du probléme de Venn.

Nous savons que parmi toutes les 22:"' causes principa-
les de chaque égalité donnée 1=M nous n’avons qu’une seule
cause qui embrasse tous les 2”—m éléments d’ extension de cette
égalité; c'est la cause U=UM+ UM, qui est équivalente
A cette égalité et présente l'une de ses formes. Toutes les
restantes causes principales de la méme égalité donnée 1=M 4
sont les égalités ayant le nombre des éléments d° extension qui
st plus petit que 2”—m. B’il en est ainsi, toutes les causes
principales de I'égalité 1=M peuvent étre déduites do cette
égalité & I'aide des éliminations consécutives de 'un, de deux,
de trois etc. éléments d’ extension. Cela nous donne encore uen
méthode pour obtenir toutes les causes principales de chaque
égalité donnée 1=M. L’idée de cette méthode étant ¢vidente
il ne nous reste qu’a la revétir dans la forme praticable.

Supposons que tous les 2”—m éléments de volume de
I'égalité donnée 1=M présentés sous forme de déterminations,
de la classe U prise arbitrairement sont:

U=U,+p", U=U,+p®, . . ..., U=U0+p(i+s—m)} a
U= L’oq(‘) , U= qu‘?’ g o e e e , U= U’oq(‘f—i—a) )

La décomposition complete de Iégalité donnée 1=M sera
e ce cas:

U=UpW+p®~+...+p¢+=m™) 4+ U qgg™, . .. '.q".’—i—s). (2)

11 est clair que: 1° pour éliminer dans le probléme don-
né Pélément de la sorte U=U,+p™*), il suflit de changer

dans le schéme (2) la classe p® en 0 et 2° pour y éliminer
4* .
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Iélément du type U=Ug® il suffit de remplacer dans la
formule (2) la classe ) par 'unité.

Exemple. Trouver, sous forme de déterminations de a,
toutes les causes principales du probléme de Venn, c’est &
dire du systéme:

a=a(bc, +b,c), b=ab.

L’égalité seule équivalente & ce systéme est:

1=(a, + be, +b,c)(a+b,)=a(be, +b,e) +a,b,=
=abc, +ab,c +a,b,c + a,b,c,.

Les quatre éléments d’ extension de cette égalité évidem-
ment sont:
1=abc,, 1=ab,c, 1=a,b,c, 1=ab,c,,

ou sous forme de déterminations de a:
a=a,+bc,, a=a,+b,c, a=a,(b+c,), a=a,(b+e). 3)
La détermination complete de a est en ce cas:

a=a(bc, +b,c) +a,(b+c)(d+c,). @

Nous devons recevoir toutes les 16 déterminations prin-
cipales excessives de a & 1'aide des éliminations des éléments
(3) dans la décomposition complete de a (4).

Le résultat de non-élimination des éléments est I’égalité
méme (4) qui est équivalente au probléme donné et présente
I'une de ses causes extrémes ou formelles.

En éliminant dans la formule (4) consécutivement chacurr
des quatre éléments (3), nous recevrons les quatre détermina~
tions de a:

a=ab,c+a b,
=abe, +a,b=bc, +a,bc,
a=a(be, +b,c) +a,(b+c)=be, +b,c+a,be,
a=a(bc, +b,c) + a,(b+c,)=bc, + ab,c +a, (be + b,c, -
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Ici la premiére et la quatridme formules sont les déter-
minations bipartibles, la seconde et la troisidme formules sont
les déterminations coéquivalentes.

En éliminant dans la formule (4) consécutivement les
deux éléments (3) & la fois, nous aurons les six détermina-
tions de a:

a=a(0+0)+a,(b+c)(b+c,)=a,b,

[a=a(0+b,c) +a,.1(b+c,)=ab,c +a,(b+c,)]= (b+c,=0),

a=a(0 +b,c) + a,(b+c).1=ab,c+ a,(b+c)=b,c +a,d,

a=a(bc, +0) +a,.1(b+c,)=abc, +a,(b+c,)=

=bc, +a,(bc+b,c,),
a=a(bc, +0) + a,(b+c).1=abc, + a,(b + c)=bc, +a,c,
a=a(bc, +b,c) +a,.1.1=a,+bc, +byc.

Ici la premidre formule est la détermination détailleé
excessive de a et le résultat d’élimination de c. La seconde
formule est la détermination fictive de a ou le résultat mas-
. qué d’élimination de a. La sixitme formule est le détermina-
! tion compacte excessive de a. Les trois formules restantes sont
les déterminations coéquivalentes.

Les éliminations dans la formule (4) de trois éléments.
(3) & la fois nous donneront les quatre déterminations de a:

a=a(0+0)+a,.1.(b+c,)=a,(b+c,),
a=a(0+0)+a,(b+c).1=a,(b+c¢),
a=3(0+b,¢) +a,1.1=a, +b,¢,
a=a(bc, +0)+a, 1.1=a,+bc,,

qui somt les déterminations élémentaires excessives.
Enfin, en éliminant dans le schéme (4) tous les quatre
ééments (3), NOUS recevrons encore ume déterminations de a:

a=a(0+0)+a,.1.1=a,

qui est la détermination absurde de a:
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Rien ne nous empéche de convertir toutes ces 16 déter-
minations de & en forme de déterminations de la classe bc
par exemple. Alors, outre les 16 déterminations principales de
be qui sont données dans le chapitre XIX et qui sont les con-
séquences principales du probléme de Venn, nous aurons enco-
re 16 déterminations principales de bc qui présentent les cau-
ses du méme probleéme. Voila combien de déterminations de bc
nous pouvons tirer du probléme de Venn au lieu d’une seule
détermination bc=0 que savait d’y tirer 'auteur méme de ce
probléme.

11 est encore & observer que quoique, en proposant ce
probléme, Venn attendait de ses disciples la réponse bc=0,
mais il a suivi I'exposition de ses prémisses par la question
indéterminée: qu’est ce que nous concluons d’ici? Dans le cha-
pitre XIX j'ai indiqué, grice A cette indéterminité de la que-
stion, le nombre 4096 des réponses qui expriment toutes les
conséquences principales da probléme dans toutes leurs formes
principales. A présent je puis y ajouter encore une fois le
nombre 4096 des réponses qui expriment toutes les causes prin-
cipales du probl®me en toutes leurs formes principales. Et
cependant ce ne seront que les réponses composées avec de
trois lettres a, b, ¢ du probléme, sans 'aide de lettres étran-
geres au discours.

Il ne sera pas superflu de dire & propos. ce qui suit. En
formulant son probléme, Venn a employé le terme ,conclusion“
en qualité, comme cela se fait ordinairement, de synonyme du
terme ,conséquence“. Pour nous, cela s’entend, la conse-
quence nest que I'une de sortes de conclusion, car nous sa-
vons déja tirer de chaque égalité, en qualité des’ conclusions,
toutes ses comséquences, toutes ses causes, toutes ses formes
et toutes les racines de ses simples classes.

A A s
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Chapitre XLVI.

La siziéme méthode pour recevoir toutes les comséquences
principales de Uégalité donnée—les combinaisons aves les cau-
ses manquantes. Les comséquences des prémisses du syllogisme
Cesare.

Nous savons que si 1'égalité donnée 1=M a le nombre
2"—m des éléments d’ extension, alors I’égalité opposée V=MW
doit avoir le nombre m des éléments de la méme sorte. Evi-
demment tous les éléments de l'une de ces deux égalités sont
différents des éléments de ’autre.

Nous savons aussi que pour déduire de 1'égalité donnée
1=M ses conséquences il faut diminuer sa compréhension ou, ce
qui est la méme chose, augmenter son extension. S'il en se
ainsi, les combinaisons consécutives deux 1’égalité donnée avee
tous les 2™ combinaisons de m élémentsd’ extension de I'éga-
lité oppossée 0=M doivent fournir A nous toutes les 2™ con-
séquences principales de 1'égalité donnée 1=M. Sans doute,
toutes ces combinaisons doivent consister dans Ia formation
des alternatives, mais non pas des syst®mes, car nous savons
que le systtme (4=0, B=0) est 'une de causes de chacune
des égalités 4=0, B=0, tandis que lalternative (4=0;
B=0) est 'une des conséquences de la chacune de mémes
égalités 4=0, B=0.

Voild nous avons re¢u la méthode suivante pour trouver
toutes les conséquences principales de chaque égalité donnée
1=M: construire toutes les alternatives composées de 1’égalité
donnée et de toutes les combinaisons alternatives des ¢léments
d’ extension de 1'égalité opposée 0=M et convertir toutes ces
alternatives dans les égalités isolées. Ainsi, si nous suppusons
que tous les m éléments d’ extension de I'égalité opposée 0=M
sont:
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U=U,+p", U=U,+p", . ... U=U,+p",
U=Uq", U=Ug™, ..... U=U,q¢,

alors la combinaison alternative de 1'égalité donnée 1=M
présentée sous forme U=UM+ U, M, avec I’élément de la soret

U=U,+p“ sera:
U=U(M+p“)+U,M,

et la combinaison alternative de la méme égalité donnée avec
I'élément du type U=U,¢'® nous donnera sa consequence:

U=UM+U,M g,

Exemple. Trouver sous forme de déterminations de a ton-
tes les conséquences principales des prémisses du syllogisme
Cesare dont le schme est: '

(ca=ab, c=cb,) ... (a=ac,).

L’égalité unique équivalente au systéme de deux prémisses
données est 0=ab,+bc ou sous forme de détermination de a:

a=aM+a M ,=a(ab, +bc,) +a,(ab, +bc)=abc, +a,bc. (1)

Nous devons combiner alternativement cette égalité (1)
gvec toutes les combinaisons alternatives des éléments d’ exten-
sion de I'égalité opposée qui est en ce cas:

a=ab,+c)+a,(b,+¢,)
ou encore:
a=a(bc+b,c+b,c,)+a,(a+b, +c,).
Evidemment, tous les quatre éléments d’ extension de cette éga-
lité opposée sont:
a=a,+bc, a=a,+b,c, a=a,+b,c,, a=a,(b,+c¢c,) (2)
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Le résultat de non-combinaison de I'égalité donnée (1)
avec les éléments (2) est la méme égalité (1) qui est I'une
des formes du probleme donné ou encore la détermination
complete de a.

En combinant alternativement la méme égalité (1) avec
chacune des éléments (2) d’aprés les régles données plus haut,
nous recevrons les quatre conséquences suivantes:

a=a(bc, + bc) + a,bc=bc+ abc,,

[a=a(bc, + b,c) + a,bel=[a=a(bc, +b,c), be=0],
[a=a(be, +b,c,) + a,bc]=(a=ac,, bc)=0),
a=abc, + a,bc(b, + c,)=abe,.

Ici les déterminations de a sont: la premidre—intermé-
disire, la quatridme—compacte (partielle), la seconde et la
troisitme—bipartibles.

Les combinaisons de I'égalité (1) avec deux éléments (2)
4 la fois nous donneront les six conséquences du probleme,
nommément:

a=a(bc, + bc+ b,c) + a,bc=bec + a(be, +b,c),

a=a(bc, +bc+b,c,) +a,bc=bc+ac,,

a=a(bc, + bc) + a,be(b, +c,) =ab,

[a=a(bc, +b,c+b,c,) + abc=a(b, + c,) + a,bc]=(bc=0),

a=a(bc, +b,c) + a,be(d, + c,)=a(bc, + b,c),

a=a(bc, +b,¢,) +a,bc(d, +c,)=ac,.

Ici les déterminations 1° et 2° sont les intermédiaires.
La troisitme formule est la premidre prémisse du syllogisme
et le résultat d’élimination dans le probleme de la lettre c.
La quatridme formule est la seconde prémisse du syllogisme
¢t la détermination fictive de a, c’est & dive le résultat mas-
qué d’élimination dans le probléme de a. La cinquidme for-
mule est la détermination de subordination (partielle) de a.
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Enfin, la sixiéme formule est la conclusion du syllogisme et
le résultat d’élimination de b.
Les combinaisons .de 1’égalité (1) avec les trois éléments

(2) & la fois nous donneront les quatre déterminations sui-
vantes:

a=a(bc, +bc+b,c+byc,) + abc=a+be,

a=a(bc, + be+b,c) + a,be(b, +¢,)=a(b+c),

a=a(bc, + bc+b,c,) + a,be(b, +¢,)=a(b+c,),

a=a(bc,+b,c+b,c,) +abed, +c,)=a(b,+c,),

qui sont les conséquences élémentaires du probléme ou encore
ses éléments de compréhension.

Enfin, la combinaison alternative de 1’égalité donnée (1)
avec tous les quatre éléments (2) & la fois nous donnera une
conséquence ' ‘

a=a(bc, +bc+b,c+b,c,) +abe(d, +c,)=a

qui est la determination identique de a.

Chapitre XLVII.

La septiéme méthode pour recevoir toutes les conséquen-
ces de Végalité donmée — utilisation des causes de Uégalité
opposce. Les conséquences des prémisses du syllogisme Came-
stres. '

Nous savons que: 1° toutes les conséquences de chaque
égalité donnée 1=M présentées sous forme de. déterminations
de la classe prise arbitrairement U sont renfermées dans le
scheme:

U= U(-M+ H+ Uo'Mo7.’

et, 2° toutes les causes de I'égalité opposée 0=M présentées
sous forme de déterminations de la négation de U sont ren-
fermeées dans le scheme:
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Uo= UM+ U(M+n).

Mais les membres droits de ces deux schémes sont les-
mémes, car, les classes ¢ et » étant tout a fait arbitraires,
nous pouvons les placer 'une au lieu de lautre.

Cela nous donne la méthode suivante pour trouver toutes
les conséquences principales de I’égalité donnée 1=M: con-
struire sous forme de déterminations de U, toutes les causes
principales de 1’égalité oppcsée 0=M et changer Uo en U
dans les membres gauches de toutes les égalités qui présen-
tent ces causes.

Exemple. Trouver sous forme de déterminations de & tou-

tes les conséquences principales des prémisses du syllogisme
Camestres dont le schéme est:

(a=ab,, c=bc) .". (a=ac,).

L’égalité unique équivalente au systtme des prémisses don-
nées est 0=ab+b,c. Donc le probleme opposé au probleme:
donné doit s’exprimer par I'égalité:

0=:a,b+b,c,=(b+c,)(b,+a,)=
=(a+bd+c)(a,+b+c,)(a,+b,+c)(a,+b,+c,).

Par conséquent les quatre éléments d’ extension de ce pro-
bléme opposé seront.

0=a+b+c, 0=a,+b+c, 0=a,+b,+c, 0=a,+b,+c,
ou sous forme de déterminations de a:
a,=a+byc, ao=a(b4jco), a;,=a(bo+c), a,=a(b,+c,). (1)

La déiermination complete de @, tirée du méme probleéme-
opposé évidemment est:

a,= a.b,c+ad+c,)(b, +)(b,+c,) 2y
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En remplagant dans le membre gauche de cette éga-
lité (2) le symbole a, par le symbole a nous recevrons I'éga-
lité:

a=a(b+c,)(b, +c)(b, +c,) +a,b,c (3)

~qui présente évidemment la détermination compléte de a tirée
de prémisses données.

I1 est clair & présent que mous recevrons toutes les con-
-séquences principales du probléme donné A l'aide d’élimina-
tions des €léments (1) dans le membre droit de l'égalité (3)
-snivant les régles données dans le chapitre XLV.

Le résultat de non-élimination des éléments (1) nous
donne la conséquence:

a=ab,c,+a,b,c

qui est la détermination compléte de a.
En éliminant dans P'égalité (3) chacun des éléments (1)
.nous recevrons les quatre conséquences suivantes:

a=a(b-+¢,)(b, +c)(b, +c,) +a,.0=ab,c,,
a=a.l.(b, +c)(b, + ¢,) +a,b,c=ab, +a,b,c=b,c+ab,c,,
[a=a(b+c,).1.(b, +¢c,) +ab,c=ac, +ayb,c]=
=(a=aco7 boc=0),
[a=ad+c,) (b, +¢).1 +a,b,c=a(bc+b,c,) +ab,cl=
=([a=a(bc+b,c,), b,c=0].

Ici la premidre détermination est compacte '(partielle), Ia
-seconde—intermédiaire, les restantes sont bipartibles.

Les éliminations dans Végalité (3) de deux éléments (1)
.3 la fois nous donneront les six conséquences qui sont:

a=a.l.(b, +¢)(d, +¢,) + a,.0=ab,,
a=a(b+c¢,).1.(b, +¢,) + a,.0==ac,,
a=a(b+c,) (b, +c).1+a,.0=a(bc+b,c,),
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a=a.1.1.(b, +¢,) +n,b,c=b c+ac,,
a=a.l.(b, +¢).1+ab,c=b,c+a(bc+b,c,),
[a=a(b+c,).1.1+ab,c]=(b,c=0).

Ici les trois premitres déterminations de a sont les dé-
terminations de subordination (partielle), les deux suivantes:
sont intermédiaires. La premitre formule est la premitre pré-
misse du syllogisme et le résultat d’élimination de c¢. La se-
conde formule est la conclusion du syllogisme et le résultat
d’élimination de b. La sixiéme formule est la seconde prémisse
du syllogisme, la déterminstion fictive de @ et le résultat mas-
qué d’élimination de a.

Les éliminations dans 1'égalité (3) de trois éléments (1)
A la fois nous donneront les quatre conséquences élémentaires-
du probléme:

a=a(b, +c,), a=a(b,+c), a=a(b+c,), a=a+b,c.

Enfin, 'élimination dans I'égalité (3) de tous les quatre
éléments (1) nous conduit & 'identité a=a.

Chapitre XLVIII.

Démontrer que chaque égalité logique est équivalente
aw systéme de toutes ses comséquences principales et & lalter-
native de toules ses causes principales.

Nous savons que chaque égalité logique composée de n
lettres et ayant m éléments de compréhension est équivalente 1°,.
au systéme de toutes ses m conséquences élémentaires et 2%
a l'alternative de toutes ses 2”—m causes élémentaires. En
généralisant ces deux vérites, nous démontrerons ici que cha-
que égalité est équaivalente aussi: 1°, au systtme de toutes:
ses 27 conséquences principales et 2°, & l'alternative de tou-

”
tes ses 22—m causes principales.
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Mais préalablement il faut démontrer les deux théorémes
‘suivants:

Théoréme 1: le systéme composé d’une cause et d’une
-de ses conséquences est équivalent & la cause.
Prenons les trois schemes connus: ‘

U=UM+¢)+UM,r, 1
U=UM+U,M, @
U=UM¢+ U, M, +7'), (3

ol évidemment I'égalité (1) est la conséquence de I'égalité
(2), l'égalité (2) est la conséquence de I'égalité (3) et I'éga-
lité (1) est la conséquence de I'égalité (3). Nous devons dé-
montrer que: 1° le systeme des égalités (1) et (2) est dqui-
valent & I’égalité (2); 2° le systeme (2) et (3) est équivalent
A (3) et 3% le systtme (1) et (3) est équivalent & (3). Mais
cela est ainsi, comme nous le montrent les calculs:

[U=UM+)+ UMy, U=UM+U M=
=[U=UMM~+¢)+ U (M,+ M) |=(U=UM~+ U,M,),
(U=UM+UM, U=UM+ U, (M,+7')]=
=[U=UMM'+U(M,+M,+7)]=[ U=UMs + U,(M,+7)),
(U=UM+8)+ UMy, U= UM+ Uy(M, i)
=[U=UM~+)Ms' + U (M,7+M,+7)]=
=[U=UM{+ U, (M, +7)].

Le théoréme est démontré. En particulier ce théoréme nous
-donne: A
(A=B, A=B)=(A=B),
(A=DB, 0=0)=(A#B).

Il est clair & présent que le systéme composé de toutes
les 2™ conséquences principales de chaque égalité 1=M doit
étre équivalent A cette égalité, car cette ¢galité se trouve
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elle-méme parmi ses 2™ conséquences et doit les engloutir
toutes en vertu du théordme démontré.

Théoréme 2: lalternative composée d’une cause et d’une
de ses conséquences est équivalente & la conséquence.

Evidemment nous devons démontrer que: 1° Ialternative
composée des égalités (1) et (2) est équivalemte & ‘1'égalité
(1); 2° Talternative de (2) et de (3) est équivalente & (2)
et 3° Talternative de (1) et de (3) est équivalente & (1).
Mais cela est ainsi, car nous avons:

. [(U=UM+)+ UMz, U=UM+UM,]=
=[U=UM+s+M)+ UM M,])=[U=UM+¢)+U,Mx],
[U=UM+TU,M,, U=UM: +U,(M,+7')]=
=(U=UM+M"\+ UM (M, +7)}=(U=UM+UM,),
(U=U(M+&)+ UMy, U=UM+ Uy (M,+7)]=
=[U=UM+s+ M)+ U Mxr(M, +7)]=
=[U=UM~+¢)+ U,M,r].

Le théoréme est démontré. En particulier ce théoréme
nous donne:

(A=B; A=B)=(A=B),
(A=B; 1=0)=(4=B).

11 n’y apas de doute & présent que l’alternative composée

n
de toutes les 22-m causes principales de chaque ¢galité don-
née 1=M doit étre équivalente & cette égalité, car cette éga-

lité se trouvant elle—méme parmi ses 2'2"-"; causes doit les

engloutir toutes en vertu du théordme démontré tout récem-
‘nent.
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Il n’est pas superflu de dire encore ce qui suit. Quoique
le second de deux théordmes précédents est démontré totale-
ment, il peut sembler néanmoins un peu paradoxal. En effet,
n’est—il pas étrange que Dalternative ,ou la cause ou sa
conséquence“ n’exprime rien de plus que ,sa conséquence“?
Pour dissiper & cet égard toutes les doutes, il ne faut pas
oublier que D'alternative de deux égalités quelconques A=B"
et C=D n’exprime rien de plus que l’existence de la troisidme
égalité, nommément:

U= U(AB-*-AOBO +CD+ CoDu) +
+ U,(4B,+ A,B)(CD,+C,D) 4)

qui est équivalente & cette alternative et qui est juste ow
quand A=B ou quand C=D. Donc, si 'une de ces égalités,
par exemple A=DB, est 'une de causes de l'autre, c’est &
dire de I'égalité C=.D, alors pour la justesse de I'égalité (4)
il suffit de vérifier la condition C=D, car si I'égalité C=Dr
est 'une de causes ou de conditions de quelque égalité, alors
Pégalité A—DB doit étre d’autant plus I'une de causes de la
méme égalité. Par conséquent, si 1’égalité 4=DB est 'une de
causes de I’égalité C=.D, alors I'alternative de deux conditions
A=DB et G= D doit étre équivalente & la condition seule C=D.

Chapitre XLIX.

La loi de remplacement des systémes des égalités par
les alternatives. Exemple: probléme de Venn.

Soit donné, pour étre remplacé par les alternatives tout-
possibles, le systdme exprimé & l’aide de » lettres et composé-
du nombre m des éléments de compréhension qui sont:

V=0, e¥=0, ¢V=0,...., ¢™=0,.... (1)
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ol &M, ¢ ..., ¢ gsont les minimals du discours de ces
lettres. Le nombre des égalités qui composent ce systéme cst
sans importance.

Il est clair que le systtme donné est équivalent & 1'éga-

lité seule:
€+ e ey, +e™=0 ..., (2)

Supposons que les minimals restants du discours, en
n
nombre 2%—m, sont: ™Y, ™+ ¢2) Leurs négations qui

sont: ¢ (™tV e (m+d eo‘?") appartiennent évidemment au
nombre des maximals du discours. Or nous savons que la
somme de m minimals du discours est égale au produit du
nombre 2”—m de ses maximals qui sont les négations de
tcus les 2”—m minimals restants du discours. S’il en est
ainsi, D'égalité (2) doit se transformer identiquement dans
I’égalité:

n
e, e ¥, 6,2 =0, .... (3
qui est, comme nous le savons, équivalente & lalternative
composée des éléments d’extension suivants:
m<+1 m+2 y
e,m=0, ¢, "*N=0,..., ¢2)=0 ..... (4)

Tout cela nous montre que le systéme des éléments (1)
est toujours équivalent & Dalternative des éléments (4) et
nous reeevons la formule: :

(e"=0, eM=0,..., e™ )—0)—(e PEN=(); ¢,™+D=0;...;
(2 )—0) ) (5)

qui exprime la loi de remplacement d’un systtme composé du
nombre m des élément de compréhension par les alternatives tout—

5
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possibles composées du nombre 2”—m des éléments d’extension
respectifs. .
Evidemment la plus générale forme de la loi mentionnée
(5) est:
(U=Ue, M+ UM, U=Ue,+ Uye?,...
con, U=Ue™ + U e™)=(V=Ve™* M+ V e,m*";
V=Ve™*)+ Vo, mth, . .; V= Ve )4 Voe”‘; ... (6)

ot U et V sont les fonctions arbitraires.
Exemple. Remplacer le systéme
a=abc, +b,c), b=ab

qui exprime le probléme de Venn par une alternative qucl-
conque composée des égalités avant la forme de détermina-
tions de b.

Le systtme donné est equivalent au systéme des éléments
de compréhension:

0=abc, 0=ab,c,, 0=abc, 0=a,bc,.
Les minimals manquants sont: abc,, ab,c, ab,c, a,b,c,.
En posant V=b, la formule (6) nous donnera:

[a=a(bc, +b,c), b=ab]=[b=b, +th; b=b,(a,+c,);
b=b,(a+c): b=b,(a+c)]..
Vu que
{b=b, +ac,: b=b,(a, +c¢,)] = [b=bac, +b,(a, +¢,)],
[b=b,(a+c,): b=by(a+c)] = (b=b,a),

nous pouvons dire que l'une des alternatives qui expriment
tout le contenu logique du probléme de Venn est par exemple:

[b=buc, +b,(a,+c,); b=Db,a].
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Chapitre L.

La loi de remplacement des alternatives des égalités logi-
ques pay les systemes. Exemple: probléme de Venn.

Soit donnée, pour étre remplacée par les systémes tout—
possibles, une alternative exprimée & l'aide de » lettrés et

composée du nombre % des éléments d’extension du discours
qui sont:

0=EM, 0=E% 0=EO, ..., 0=E®*,
o BY, E™ ... E® gppartiennent au nombre des maximals

du discours.

Les jugements analogues & ceux du chapitre précédent
nous donneront la formule:

(BV=0; E"=0;...; E®==0) = (E,** =0, E,**7=0,

ceecy

Eo(2",=0);

qui exprime la loi de remplacement de chacune des alternati-
ves ayant les k éléments donnés d’extension par chacun des

systémes composés du nombre 2”—Fk des éléments de compréhen-
sion correspondants.

La forme la plus générale de cette loi évidemment sera:
(U=UE"+UE";, U=UE®+UE®,...;
U=UE,%+ U EY] = [V=VE*V+ V E,**,

V=VE*D V,Ed, . ., V=VES+V,E®),

ol U et V sont les fonctions arbitraires.

Exemple. Remplacer par un quelconque systéme lalter-
native:
(a=a, +bc,+b,c; b=b,a).
H*
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En ce cas nous avons: ‘
(a=ao +bey +b,c)=(0=a, +bec+ boco)=[02a0+(b+co)(bo +¢)]=

=[0=(a,+b+c,)(a,+ b, tc)]=(0=a,+b+c,; 0=a,+b,+c),
(b=b,a)=(0=b,a+b)=(0=a+b)=(0=a+b+c; 0=a+b+c,).

Les maximals qui manquent 2 TFalternative donnée
étant:
a+b,+¢, a+by+c,, a,+b+c, ay+b,+c,,

leurs négations sont: abc, ab,c,, a,bc, a,bc,.. Donc, d’apres la
Joi formulée dams ce chapitre, nous aurons:

(a=a, +bc, + b,c; b=>ba)=(abc=0, ab,c,=0, a,bc=0,
a,bc,=0).

Par comséquent 'un des systémes équivalents & D'alter-
native donnée sera:

[a=albc, +b,c), b=ab],

c’est & dire coincide avec le probléme de Venn.

Chapitre LI.

Les cas le plus simples des alternatives l:)giqu.es.

Les jugements spéculatifs sur les alternatives sont assez
difficiles et peuvent facilement mous conduire aux conclusions
erronées. Voild pourquei il faut toujours dans les cas des
alternatives, en se méfiant de la force de 1’ésprit non—armé,
joindre les égalités de chaque alternative dans une seule
égalité d’aprds les régles données plus haut.

Nous considérerons ici les cas le plus simples des alter-

natives.
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1% L’alternative (4=0; 4=1) ou, ce qui est la méme
chose, (4=0; 4,==0), étant équivalente & Pidentité 44 =0,
est un schéme qui n’a point de contenu logique.

2°, L’alternative (A=B; A=B,) est aussi équivalente
- & l'identité: 0—=(4B,+4,B)(4B+ 4,B,)=0. Donc, la propo-
sition ,A est équivalente ou &4 B ou & B,“ n’exprime aucu-
nes connaissances logiques.

3° L’alternative (4=AB; A=AB,) est aussi un sehdme
sans valeur logique, car elle est équivalente a Iidentité
0=A4B,. AB=0. Par conséquent la condition ,sera—t—elle
la classe 4 contenue dans B ou dans B, est équivalente a
'absence de comdition quelconque.

4°, La proposition ,4 est égale ou &4 B ou a C* s'ex-
prime par l’alternative (A=DB; A=C) qui est équivalente 3
Tégalité

0=(4B,+A4,B)(4C,+ 4,C)=A4B,C,+ A4,BC.

5° La prémisse.,4 est eontenue dans B ou dans C®
qui s’exprime par lalternative (4—=AB; A=AC) est équiva-
lente 3 I'égalité 0=AB, AC,=AB,C, ou encore & l'égalité
A=4 (B+0C). Jci il n'est par superflu de dire que le juge-
ment ,4 est contenue dans B et dans C“ s’exprime par
l'égalité A=ABC.

6° Le jugement ,A4 ou B est contenue dans C“ qui
correspond 3 D'alternative (4=AC, B=BC) est équivalent a
l'égalité 0=AC,. BC,=ABC, ou encore & l’égalité C=C+ AB.
Mais le jugement ,4 et B sont contenues dans C* g’exprime
par Pégalité C=C+ A+ B.

7°, La prémisse ,ou A est contenue dans B, ou C est
- tontenue dans B,“ n'exprime rien, car l'alternative (4=AB;
(=CB,) est équivalente & Tidentité 0=4B,. CB=0.
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8° Mais la proposition ,ou A4 est équivalente & B, ou
C est équivalente &4 B “ n’est pas un scheme privé de valeur
logique, car cette proposition correspond a l’alternative (4=B,
C=B,) qui est équivalente & I'égalité:

0=:(4B, + 4,B)(BC+B,C,)=AB,C, + 4,BC.

9° La proposition ,ou B est contenue dans C, ou B
contient A“ n’exprime rien, car lalternative (B=BC,
B=B+ 4) est équivalente & l'identité 0=BC,. 4B,=0.

10° Le jugemeut ,A4 contient B ou C* qui correspond
3 lalternative (A=A+ B; A=A +C) est équivalent & I'éga-
litt 0=A4,B. A,C=A4,BC ou encore A=A+ BC.

11° Les quatre alternatives:
(4=0; B=0), (4=0; A=B,), (B=0; A=B,),
(4=0; B=0; A=B,)
sont équivalentes, car nous avons:
(4=0; B=0) = (0=4B),
(A=0; A=B,)=(0=4; 0=A4AB+ A4,B,)=(0=A4B),
(B=0; A=B,) = (0=B; 0=4B+ 4,B,)=(0=A4B),

(4=0; B=0; A=B,)=(0=A4B; 0=AB+A4,B )=
=(0=A4B).

Cela nous montre immédiatement que la vérité évidente:
(A4B=0) .*. (4=0; B=0; A=B,)
coincide totalement avec la formule:
(4B=0) .*. (4=0; B=0),
c'est & dire avec le théoreme (8) du chapitre XXXVIIL.




— 155 —

Chapitre LII.

Encore une fois sur le nombre des prol;lémes exprimées
a Vaide des égalités et sur toutes les setze problemes d« deux
lettres.

J’ai montré dans le chapitre ¥ que le nombre total des
problemes différents que I'on peut construire avec n lettres &

I'aide du signe = est 02, Cette conclusion a été fa'te en sup-
position que le signe = ne peut nous fournir que les égalitds
solées et les systémes des égalités. Jci je veux montrer que
I’emploi des alternatives des égalités ne peut changer aucune-
ment la conclusion mentionnée. En effet, chaque probléme,
sera—t—il exprimé par un systtme des égalités, ou par une
alternative des égalités, ou par un systtme des alternatives
des égalités, ou enfin par une alternative des systemes des éga-
lités, peut étre toujours présenté par une seule égalité qui a
son tour peut étre convertie dans la forme de détermination
de chaque classe du discours A4 prise arbitrairement. S’il en
est ainsi, tous les probldmes de % lettres seront épuisés quand

n
nous égalerons consécutivement la classe A & toutes les 22
classes du discours. Donc le nombre total des problemes de

n lettres exprimés A l'aide du signe = est 22n, y comptant
aussi les deux problémes extrémes qui sont: l'identité A=A
et Vabsurdité A=4,.

Dans le méme chapitre ¥ sont donnés tous les seize
problémes de deux lettres a et b avec l'indication de leur
décomposition dans les éléments de compréhension. Ici nous les
reproduisons encore une fois avec l'indication de leur décompo-
sition dans les éléments de toutes les deux sortes.

Ces seize problémes présentés sous forme de déterminations
de a se divisent dans les cinq groupes, nommément:
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1% un probléme identique qui n’a point des éléments de
compréhension, mais posséde les quatre ¢léments d’extension,
et qui est:

(a=a)=(a=ab: a=abd,; a=a, +b; a=a, +b,)=(a=b; a=b,);

2% les quatre problémes avec un élément de compréhen-
sion et les trois éléments d’extension:

(a=ab) = (a=a,b; a=a.d,; a=a, +b) = (a=0; db=1),
(a=ab,)) = (a=ab, a=ad,; a=a,+b,) = (a=0; b=0),
(a=a+b)=(a=a,b; q==a,+b; a=a,+b,))=(a=1;b=0),
(a=a+b)=(a=ab,; a=a,+b;a=a,+b,)=(a=1;b=1);

3% les six problemes gvec deux éléments de toutes les
deux sortes:

(a=1)=(a=a+b, a=a+b))=(a=a,+b; a=a,+b,),
(a=0)=(a=ab, a=ab))=(a=a,b; a=a,),
(a==b)=(a=:ab, u=a+b)=(a=ab; a=a,+Db),
(a=b,)=(a=ab,, a=a+b,)=(a=ab; a=a,+d,),

(a=ab+a.b,)=(a=ab, a=a +b,)=(a=a,b,; a=a, + b)=
' =(b=1),

(a=ab, +a,b)=(a==ab,, a=a+b)=(a=ab; a=a,+b)=
=(b=0);
4° les quatre problemes avec trois éléments de compré-
hension et J'un élément d’extension:

(a=a,b) = (a=ab, a=ab,, a=a+b)=(a=0, b=0),
(a=ab,)=(a=ab, a=ab,, a=a+b,)=(a=0, b=1),
(a=a, +b)=(a=ab, a==a+b, a=a+d)=(a=1, b=1),
(a=a,+b,)=(a=ab,, a=a+b, a==a+b,))==(a=1, b=0);
et enfin 5° un probléme absurde qui a quatre éléments de

compréhension et n’a point des éléments d’extension et qui est:

(a=a,)=(a=ab, a=ab,, a=a+b, a=a+b) = (a=bd, a=b,).
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Il est intéressant d’observer que chacun de six proble-
mes du troisitme gronpe peut étre présenté dans la forme
d'un systeme des alternatives et dans la forme d'une alterna-
tive des systémes de la maniére suivante:

(a=1)=[(=1; b=0), (a=1; b=1)] =[(a=1, b=1);

(e=1, b=0)],
(a=0)=[(a=0; db=1), (a—O b=0)] ={[(a=0, b=0);
(a=0, b=1)),

(a=b)=[(a=0; b=1), (a=1; b=0)] = [(a=0, b=0);
(a=1, b=1)]1

(a=b,)=[(a=0; b=0), (a=1; b=1)]=[(a=0, b=1);

(a=1, b=0)]v
{a=ab+ayb,) =[(a=0; b=1), (a=1; b=1)]=[(a=0, b=1);
(a=1, b=1)],
(a=ab, +a,b) = [(a_O b=0), (a=1; b=0)] = [(a=0, b—-O),
(a=1, b=

Ainsi par exemple nous pouvons traiter la prémisse ,a
est équivalente & b“: 1° comme le ysttme de deux alterna-
tives qui sont: ,ou a est égale au zéro, ou b est égale &
P'unité“ et ,ou a est égale & l'unité, au b est égale an zero*
et 2° comme lalternative de deux systdmes, nommément: ,a
et b sont égales simultanément ou aw zéro ou & Vunité.

Chapitre LIII.

Encaore une fois sur la méthode de construire les problé-.
mes logiques o l'aide d’égalités.

Dans le chapitre VI est exposé dgns ce but la méthode
basée sur I'emploi des systémes des égalités. A présent, quand
nous avons appris d’employer les alternatives, il m’est pas
difficile de modifier la méthode mentionnée tellement que
les problémes comstruits saient composés non seulement de sy-
stomes, mais aussj d’alternatives. Ainsi, si nous avons % con-
strairg un problkme ayant x lettres, ¢ prémisses et m éléments.
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de compréhension, alors nous devons: égaler & zéro m quelcon-
ques minimals du discours, diviser les égalités élémentaires ainsi
recues dans ¢ groupes, joindre toutes les égalités du chaque
groupe dans une seule égalité, laisser quelques de ces égali-
tés invariables, convertir les autres dans les formes nouvelles
et transformer toutes les restantes dans les alternatives.

Ezemple. Construire & 'aide de quatre éléments de com-
préhension et de trois lettres a, b, c un de problémes contenants
deux prémisses 'une desquelles est une égalité et I’autre—
une alternative.

Prenons par exemple les quatre éléments de compréhen-
sion du probléme de Venn qui sont:

0=abc, 0=ab,c,, 0=a,bc, 0=a,bc,.
Divisons les dans les deux groupes suivants:
(0=abc, 0=a,bc), (0=ab,c,, 0=a,bc,),
ce qui nous donnera consécutivement:
0=bc, 0=ab,c,+ abc,==(a+bc,)(a, +b,c,),

0=bc, [0=a+bc,; 0=a,+b,c,],
0=be, [a=abc,; a=a,+b+c].

Voila la forme confuse dans laquelle peut étre transfor-
mé le probléme équivalent & un simple égalité db=ac,.

Chapitre LIV.

La seconde loi d’élimination de lettres dans les égalités
logiques.

Dans le chapitre XI j'ai exposé en détail les régles pour
déduire de chaque égalité donnée tous les résultats d’élimi-
nation (de lettres) qui appartiennent an nombre de consé-
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quences de cette égalité. Ici je parlerai de résultats d’élimi-
nation qui présentent les causes de la méme égalité donnée.
Soit donnée une égalité logique N=0 contenante # let-
tres a, b, ¢, d,... Il faut y éliminer la lettre a tellement que
le résultat de cette opération soit I'une de causes de cette
égalité.
L’égalité donnée’p'eut étre présenté.e dans la forme:
0=N(a, b, ¢, d,...)=aN(1, b, ¢, d,..)+a,N(0, b, ¢, d,..),
ou, ce qui est la méme chose, dans la forme:
' 0=Ga+Ha, .... (1)

ol G et H ne dépendent point de la lettre & éliminer a.
Nous pouvons réduire le membre droit de cette égalité (1)
aux deux formes suivantes:

Ga+ Ha,=(Ga+ Ha,)) + GH,

Ga+ Ha,—(Ga+ Ha ))(G + H),
qui nous montrent que la fonction Ga+ Ha, posséde la sub-
classe latente G'H indépendante de la lettre a et la superclasse
latente G+ H qui est aussi indépendante de la méme lettre a.

Afin de tirer dehors cette subclasse et cette superclasse,
il suffit de donner & la fonction Ga+ Ha, les deux formes
suivantes:
Ga+ Ha,=GH+aGH,+a,G,H,
Ga+ Hay=(G + H)[a(G+ H,) +a,(G, + H)],
ol les membres droits sont la somme disjonctive et le produit

disjonctif respectivement. Grice a cela, 1'égalité donnée (1)
se transforme: 1°, dans le systeme:

_ (0=GH, 0=aGH,+a,GH).... )
et 2°) dans Dalternative:
[0=G+ H; 0=a(G+H,)+a,(G,+H)].... 3y
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D’ol nous concluons que: 1° parmi les conséquences de 1'éga-
' lité donnée (1) doit se trouver I'égalité GH=0 indépendante
de la lettre a et 2° parmi les causes de la méme égalité
(1) doit se trouver I'égalité 0=G + H indépendante aussi de
la lettre a.

Voila nous avons recu pour chaque égalité donnée (1)
les deux résultats oppesés d’élimination de la lettre a, savoir:
‘GH=0 et G+ H=0. Montrons & présent que ces deux résul-
tats sont complets. Pour cela il suffit de dévoiler quela lettre
a ne peut plus étre éliminée’ ni dans la seconde de deux
égalités (2), ni daps la seconde de deux 'égalités (3). Mais
cela est ainsi, car les transformations de la premitre de ceux
deux égalités dans un systtme et de la seconde dans une
alternative, les transformations faites parfaitement ainsi
comme nous avons transformée plus haut I’égalité donnée (1),
nous donneront: 1°, le systéme

(0=GH,.G,H=0, 0=aGH,+a,G H)

qui ne différt en rien de la seconde de deux égalités (2) et
2°, Talternative

[0=(G+H,)+(G,+ H)=1; 0=a(G+ H,) +a,(G,+ H)]

.qui ne différt en rien de la seconde de deux égalités (3).
Evidemment, cela signifie que les deux égalités GH=0 et
G+ H=0 sont les résultats complets d’élimination de a dans
Pégalité donnée (1). Quant aux résultats incomplets, nous pou-
vons les épuiser en égalant au zéro- chaque subclasse de la
fonction GH et chaque superclasse de la fonction G+ H.

Revenons aux résultats complets qui sont GH=0 et G+
+ H=0. Lepremier d’eux est discité par moi en détail dans
le chapitre XI Mais le second, c'est & dire 1’égalité G+ H=0,
est un fait nouvel & I'exploration duquel est consacré le
chapitre présent.
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De ce qui précéde nous voyons que pour éliminer dans
une égalité de la forme N==0 'une de ses lettres a afin de
recevoir I'une de causes de cette égalité il faut: réduire 1’éga-
lité donnée a la forme Ga-+ Ha,=0, od G et H ne dépen-
dent point de a, et changer les symboles a et a, en 1. Donc,
pour I’égalité générale

N(a, b, ¢, d,....)=0,.... 4)
que nous pouvons réduire & I’aide de développements & la forme:
aN(1, b, ¢, d,...)+a,N(0, b, ¢, d,...)=0. ... )

et aussi & la forme
[a+N(0, b, ¢, d,...)][a,+N(1, b, ¢, d,...)]=0,... (6)
le résultat complet d’élimination *) de & est évidemment:
N1, b,¢,d,..)+N(0, b, ¢, d,...)=0.... (7.

D’ou cette régle générale: pour éliminer complétenient
la lettre quelconque a dans l'égalité de la forme (4), il faut:
1°, développer la fonction N relativement X% a ou dans les
minimals de cette lettre ou dans ses maximals, aprés quoi
I’égalité donnée prend ou la forme (5) ou la forme (6), et
a° ou substituer P'unité au lieu de symboles a et a, dans la
forme (5) ou égaler au zéro la somme des coopérants des
maximals de la forme (6).

Supposons & présent que I'égalité donnée cst de la forme:

Ma, b, ¢, d,...)=1.... (4%

Les deux développements de la fonction M relativement & la
lettre a donnent & cette égalité la forme

aM(1, b, ¢, d,...)+a,M0, b, ¢, d,...)=1.... (5*y

*) Ici, comme partout plus loin dans cc chapitre, neus devons sousen-
tendre que le mot «élimination» désigne 1’élimination qui nous conduit & I'une
de canses de 1'égalité donnée.
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et la forme
[a+M(0,b, ¢, d,...)][a, +M(l bcd,...)]=l.... (6%
De I'autre coté, Iégahté (4*) est éqmvalente a légahté.
M(a, b, ¢ d,...)=0.

Donc le résultat complet d'¢limination de a dans I’égalité
{(4*) est:

M1, ¢ d,..)+M(0,0Dd c d,..)=0,
ou, ce qui est la méme chose:
M1,0b ¢ d,...)M0O, 0, ¢ d,..)=1.... (7*)

De Ia cette seconde régle générale: pour éliminer complétement
la lettre quelconque a dans l'égalité de la forme (4%*), il faut:
1°, développer la fonction M relativement & a ou dans les
minimals de cette lettre ou dans ses maximals, aprés quoi
I'égalité (4*) prend ou la forme (5*) .ou la forme (6*) et
puis, 2° ou égaler & l'unité le produit des coefficients des
‘minimals de la forme (5*) ou substitter le zéro au lieu de
a et de a, dans la forme (6*).

Ces deux regles admettent la généralisation. En effet:
1°, Pélimination de b dans 1’égalité (7) mnous donne d’apres
I'une de ces reégles:

N1, 1, ¢ d,...)+N(L, 0,¢,d,..)+NO, 1, ¢, d,...)+
+N\O, 0, C, ,...)=0,.... (S)
et 2° D'élimination de b dans l'égalité (7*) nous dopne d'ap-
rés l'autre de mémes regles:

M1, 1, ¢ d,..)M(1, 0, ¢, d,..)MO, 1, ¢, d,...).
. M0, 0, ¢, .A..)=1.. . (8*)

Les deux regles exprimées par les formules (8) et (8%)
sont:
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1°, Pour éliminer dans l'égalité dela forme (4) les deux
lettres a et b & la fois, il faut d’abord développer la fonction
N relativement & a et & b ou dans les minimals de ces deux
lettres ou dans leurs maximals, ce qui nous donne ou I’égalité
de la forme:

aN(1,1,¢d,...)+ab,N(1,0,¢,d,...)+adN(0,1,cd,...)+
+ab,N(0, 0,¢,d,...)=0,... 9)

ou l'égalité de la forme:

[a+b+N(0, 0, c,...)[a+b,+N(0, 1, c,...)][a,+b+
+N(1, 0, ¢,...)][a,+b,+N(1, 1, ¢,...)]=0,... (10)

et puis ou changer en 1 dans la formule (9) tous les quatre
symboles a, a,, b, b,, ou égaler au zéro la somme des coopé-
rants des maximals de la formule (10).

2° Pour é€liminer completement dans 1'égalité de la
forme (4*) les deux lettres quelconques @ et b & la fois, il
faut d’abord développer la fonction A relativement & a et &
b ou dans les minimals de ces deux lettres ou dans leurs
maximals, ce qui nous denne ou P’égalité de la forme

abM(1, 1, ¢,..)+abM(1, 0, ¢,..)+adMO, 1, c,..)+
+a,b,M(0, 0, ¢,..)=1,.... (9%)

ou I'égalité de la forme:

[a+b+ M(0, 0, ¢c,..))[a+b,+M(0, 1, c,..)][a,+D+
+M(1, 0, c,..)][a,+b,+M(1, 1, ¢,. )]=1,.... (10%)

et puis ou égaler a l'unité le produit des coeﬁiéients des
minimals de la formule (9*) ou substituer le zéro au lieu de
chacun des quatre symboles a, ay, b et b, dans la formule
(10%),
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Il n’y a pas des doute que ces deux régles présentent
le premier degré de généralisation des rdgles d’élimination
d'une seule lettre et qu’elles peuvent étre étendues plus loin
aux cas d’élimination de trois lettres, de quatre lettres et
ainsi de suite.

Dans la pratique les classes N et M sont presque tou-
jours les polynémes (et non pas les polyfacteurs) et leurs
développements se font dans les minimals (et non pas dans
les maximals). A ces causes pour la pratique nous n’avons
que ces deux regles:

1°, Pour é€liminer complétement dans 1'égalité de la
forme N=0 quelques de ses lettres p, ¢, r,..., il faut
développer la fonction N dans les minimals de ces lettres et
changer en 1 tous les symboles simples p, »,, ¢, ¢,)----

2°, Pour éliminer compldtement dans I'égalité de la
forme M=1 quelques de ses lettres, il faut développer la
fonction M dans les minimals de ces lettres et égaler a
Yunité le produit de tous les coefficients de ce développement.

Regardons & présent: est—il nécessaire de développer
préalablement les fonctions N et M dans les minimals?

Prenons d’abord I’égalité du type M=1 et supposons
que la fonction M n’est pas développée dans les minimals de
la lettre & éliminer a. En ce cas I'égalité M=1 doit étre
de la forme:

1=Fa+Qa,+ R,

ot P, @, R sont les fonctions qui ne dépendent point de la
lettre a. En y éliminant d’aprés la rdgle générale la lettre
a, pour le résultat complet d’élimination nous aurons finalement:

1=(P+ R)(Q+ R)=R+ PQ.
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D’o cette régle spéciale pour le cas considéré: égaler &
I'mité la somme composce: 1°, du terme indépendant de sym-
boles a et a, et 2°, du produit des coefficents de a et de a,.
En particulier, pour I'égalité de la forme 1=PFs+R ou de
la forme 1=:Qa,+ R le résultat complet d’élimination de a
est R=1; pour I’égalité de la forme 1=PFPaz ou de la forme
1=Qa, le résultat complet d’élimination de a est I'absurdité
1=0. Dans ces deux derniers cas 1’égalité donnée n’a point
de cause indépendante de a, outre la cause extréme 1=0.

Ce qui précéde nous moutre que pour D'égalité du type
M=1 la regle générale donnée plus haut exige nécessairement
que la fonction M soit préalablement développée en les mini-
mals, car si cette condition est violée, la régle générale doit
ttre remplacée par les regles spéciales.

Une autre chose se présente pour Pautre reégle générale
construite pour I'égalité du type 0=N. Nous pouvons montrer
quen ce cas le développement préalable de N dans les mini-
mals n’est point nécessaire. En effet, pour I'égalité

0=4da+Ba,+C,.... (11)

ou la fonction N n’est pas développée relativement & a, la
régle générale nous donnera d’abord

=a(A+C)+a,(B+0)
et puis finalement _
0=(4+C)+(B+C)=A+B+C..... (12)

Ce résultat complet d’élimination (12) se déduit de I'égalité
donnée (11) & laide du simple changement de a et de a, en
1, c’est & dire conformément & la régle générale, mais sans
le développement préalable de la fonction N.
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11 n’y a pas de doute que I'élimination d’une autre lettre
b dans légalité (12) s’effectuera & l'aide de simple changement
de b et de b, en 1 et que nous pouvons déduire ce résultat
de P’égalité (11) par le changement de quatres symboles a,
a,, b, b, en 1. Et ainsi de suite. Donc, finalement la régle
d’élimination des lettres pour 1'égalité du type N=0 prendra
cette forme simple: pour €liminer dans 1'égalité N=0 quel-
ques ¢ lettres p, ¢, r...., il suffit de changer en 1 tous les
2% symboles p, p,, 9, 9.

Il est facile & voir que les regles d’élimination ci—don-
nées pour recevoir quelques causes des égalités sont totalement
jnverses aux régles d’élimination construites dans le chapitre
XI afin de recevoir quelques conséquences des égalités.

Ezxemples:

1°, Pour légalité 0==ac+bc, les résultats d’élimination
qui servent de causes de cette égalité sont:

0=c+b, 0=c,+a, V=a+Db,
tandis que les résultats qui servent de ses conséquences sont:

0=:bc,, O=ac, 0=ab.

2°, Au contraire, pour 1’égalité opposée & la précédente,
c’est & dire pour l'égalité 1=ac+bc, nous avons:

les résultats qui servent de ses causes:
1=bc,, 1=ac, 1=ab,
et les résultats qui servent de ses conséquenses:

l1=c+b, 1=c,+a, 1=a+b.



— 167 —

3° Pour l'égalité 0=bd-+c,d,+ab,cd tous les deux

résultats complets d’élimination de lettres aetd a la fois sont:
le résultat qui est la cause: 0=d-+c,d,+cd=c,+d,
le résultat qui est la conséquence: 0=c,d,.

4°, Enfin, pour l'égalité 1=bd+c,d,+ab,cd opposée a
la précédente les deux résultats correspondants sont: l1=c.d,
et 1=c,+d.

Revenons de nouveau spécialement aux résultats complets
d’élimination qui servent de causes. Pour atteindre notre byt
qui est la construction de la loi générale correspondante, il
ne nous reste qu’d trouver les regles d’élimination des lettres
pour l'égalité du type le plus général qui est U=UA4+ U, B.

Il est & observer qu'ici, semblablement & ce que nous
avons eu dans le chapitre XI, le seul cas praticable est le
cas ol nous ne devons éliminer dans cette égalité générale
U=UA+ U,B que les lettres qui entrent en 4 et en B et
n'entrent point en U, c’est & dire les lettres 1’élimination
desquelles ne peut pas violer la structure de la fonction
donnée U.

Vu que I'égalité U=UA+ U, B est équivalente au sys-
ttme U=UA4, U=U+B et aussi au systtme 1=U,+ 4,
0=U,B, supposons que les deux résultats d’élimination de
quelques des lettres qui entrent en 4 et en B et n’entrent
voint en U respectivement sont (d’aprés les deux reégles don-
nées plus haut):

1=.A' pour l'égalité 1=4
et 0=DB' pour I'égalité 0=B.

Mais, par condition, les lettres a éliminer n’entrent point
ni en U, ni en U,. Donc les résultats des éliminations de
ces lettres seront:

1=A4'+ U, pour l'égalité 1=A4+ U,
et 0=B'U, pour l'égalité 0=BU,.
4*
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Par conséquent pour le systtme U=UA, U=U+B le
complet résultat d’élimination considérée s’exprimera par le
systtme U=UA, U=U+B', ce qui signifie que pour I'éga-
lité du type général U=UA+U,B le complet résultat
d’élimination mentionnée sera présenté par 1'égalité U=UA'+
+ U,B', oa A' et B' se déduisent de A et de B conformément
a ce qui est dit plus haut.

Finalement nous pouvons formuler ainsi la seconde lot
d’élimination des lettres dans les égalités logiques: pour éli-
miner dans I'égalité générale U=UA + U B, afin de recevoir
I'une de ses causes, quelques lettres p, g, 7,... qui n’entrent
point en U, il faut: 1°) remplacer la fonction A par le pro-
duit de tous les coefficents du développement de A dans les
minimals de toutes les lettres & éliminer p, ¢, r,... et 2°,
remplacer en B par lanité chacun des symboles simples

p’ po) q’ qo”"'
Cette loi est totalement inverse a la premiére loi d’elimi-
nation exposée dans le chapitre XI.

Exemple 1. Eliminer complétement b dans 1’égalité
a=ab,c+a,(b+d).

Le résultat qui est la cause de cette égalité évidemment

est: _
a=a.0+a,(1 +d)=aq,,

tandis que le résultat qui est la conséquence de la méme
égalité sera: :
a=a.l.c+a,d=ac+a,d.

Exemple 2. En éliminant o dans Pégalité be=a-+b ou,
ce qui est la méme chose, dans I'égalité

be=bc(a+b)+ (b, +c¢,)(a+D),
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nous aurons pour le résultat qui est sa cause:
be=bc.b+ (b, +¢,).1=1
et pour le résultat qui est sa conséquence:

bom=be(1+8) -+ (B, +¢,)b=be +be, =b.

Egzemple 3. En éliminant ¢ dans la méme égalité que
nous pouvons présenter ainsi:

a+b=(a+b)bc+ayb,.be,
nous aurons pour le résultat qui est sa cause:

a+b=(a+"b).0+ab,b=0
et pour le résultat qui est sa conséquence:

a+b=(a+b)b+a,b,.0=b.

Semblablement & ce que nous avons vu dans le chapitre
X1, le nombre total des complets résultats d’élimination de la
sorte ici considérée dans une égalité ayant n lettres doit
s’égaler & 2”. A ce nombre nous insérons aussi: 1° le résul-
tat de non-élimination qui n’est autre chose q!ie Iégalité
donnée et 2° le résultat d’élimination de toutes ses # lettres
qui est toujours ume absurdité 1=0. Quelques de ces 2”
resultats coincident les uns avec les autres; beaucoup d’eux
sont les absurdités.

Ezemple. Trouver tous les seize complets résultats
d’élimination de la seconde sorte pour I’égalité

0=bd +c,d, +ab,cd

dont tous les seize complets résultats d’élimination de la
premiere sorte sont donnés dans le chapitre XI.
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Les dix résultats des éliminations sont en ce cas les
absurdités 0=1. Les six résultats restants évidemment sont:
1°, le résultat de non-élimination—I'égalité donnée; 2°, le
résultat d’élimination de a: 0=bd+c,d,+b,cd; 3°% de b:
0=c,+d; 4°, de ¢: 0=a+b+d,; 5° de d: 0=a+b+c,;
enfin, 6°, de a et de b: 0=c,+d. Ici le résultat 3° coincide
avec le résultat 8°.

Sur la fin de ce chapitre il est & observer que, semb-
lablement aux résultats masqués d’elimination de la premiére
sorte, ils doivent aussi exister les r¢sultats masqués d’élimi-
nation de la seconde sorte ici considérée. Nous rencontrons
souvent cette sorte des résultats d’élimination en construisant
toutes les causes des égalités données. Si toutes les causes
d’une égalité contenante n lettres doivent avoir la forme des
détermination d’une fonction de quelques n—: de ces lettres,
alors chaque résultat d’élimination de la seconde sorte dans
I’égalité donnée de quelques de ces n—i lettres, étant aussi
I'une de ses causes, doit étre nécessairement masqué. Chaque
résultat masqué doit avoir la forme de la détermination fictive
P=PQ+PQ, dont la vraie valeur est ¢ ,—0. Par exemple,
pour l'égalité 0—ux+bx, 'une de ses causes principales est
I'égalité z=wab,+x,(a+b) qui présente la détermination
fictive de z et le résultat masqué d’élimination de z dans
I’égalité donnée, car la vraie valeur de cette cause est évidem-
ment 0=a+b. Un autre exemple: pour les prémisses du syl-
logisme Barbara, c’est & dire pour le systtme a=ab, b=bc,
nous avons trouvée dans le chapitre XLIV la cause a=abc+
+a,(b,+c,) qui présente le résultat masqué d’élimination de
a dans les prémisses données, car la vraie valeur de cette
cause est 0=b, +c,.
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Chapitre LV.

La loi des causes principales. Seconde forme de la lot
des conséquences principales. Exemple.

Dans le chapitre XX j'ai proposée la formule simple:
=U0s+ Uy ..... (1)

qui exprime la loi des conséquences principales pour chaque
probleme 1=M et qui est soumise & la condition que les
valeurs des classes arbitraires ¢ et » soient renfermées dans
les deux séries suivantes:

]; p(l), p(’)’ .. )p(m"'"); p(l)p(z)’ p(l!p(:‘))) L ’p“!p(z)_ .. p(m_a)_ . (2)
0 K0, KD, K0 B D, RO, LK 4+ KO (3)

en supposition que les 7 éléments de compréhension du prob-
léme donné 1=M, divisés dans les deux groupes différents, sont:

U=Up", U=Up?,..., U=Up™™,.... 4)
U=U+Kk", U=U+k,..., U=U+k".. ... (5)
Ici je veux construire une autre formule. analogue &

la formule (1) et exprimant toutes les causes principales de
la méme égalité générale 1=M.

Dans le chapitre XXIX j’ai montré que toutes les causes
principales de I'égalité 1=M se déduisent de I'égalité:

U=UM:+U(M,+7),.... (6)
ou, ce qui est la méme chose, du systdme:

U=UM:, U=U+M, +..... (7)
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pour les valeurs de £ et de »n données. par les séries:

. 1 ] o . 2
1; KO, KO, ..., K¢ KOK® KEOK®, .
3 —
KEMOK®, .. K67 (9)

n
. 1 2 23—;—S8). 1 2 1 3
0; PO, PO . P POLPO POLPOA

n‘
_P()(1)+I)‘)(2)+. . '+_R)(H—’), e » (9)

construites en supposition que les 2”—m éléments de compré-
hension de 'égalité 0= 3/ opposée a I'égalité donnée 1=M sont:

U=UK,", U=UEK,™,..., U=UK,“™", ... (10)
U=U+P®, U=U+P®, ..., U=U+Pe—i=s) .. (11)

ol nous supposons que 7 est le nombre des lettres de 1’égalité
donné, ¢ est le nombre des minimals de la fonction U.

La formule (6) ne peut pas nous satisfaire en ce moment,
parce qu'elle exprime non sculement toutes les causes princi-
pales de l'égalité 1=M, mais aussi toutes ses causes généra-
lement. Voilda pourquoi nous devons chercher une autre formule
n’exprimant que les causes principales spécialement.

Il est clair que si les 2”—m éléments de compréhension
de 1égalité opposée 0=M sont (10) et (11), alors les 2”—m
éléments d’extension de 1’égalité donnée 1=M doivent étre:

U=U,+KY, U=U,+K",..., U=U,+EKé-™  __ (12)

=U,PO, U=UPWY,..., U=U Pe—i-s,. ... (13)

S’il en est ainsi, il n’est pas difficile de se convaincre
que, pour tirer de la méme formule (6) ou du systéme (7)

toutes les 221»: causes principales de I'égalité donnée 1=M,
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nous pouvons aussi prendre pour £ et pour %, au lieu des
valeurs données par les séries (8) et (9), les valeurs renfer-
mées dans les séries suivantes:

0; KW, KO, ..., Ré-m+9 K KO KO+ KO . .
KO KO 4. 4+ Km0 (14)

1, PO, PO, .. Pe—i-s; POPO, POP®
POPO, | Pe—i-s. (15)

Pour cela i! suffit de montrer que les 2°** classes
(14), étant prises consécutivement pour &, nous donnent les

n
valeurs différentes de la fonction UMe et que les 22—i—s
classes (15), étant prises consécutivement pour », nous donnent
les valeurs différentes de la fonction U+ M, +.

Dans ce but nous démontrerons que si les valeurs de &
sont renfermées dans la série (14) et les valeurs de » dans
la série (15), alors le produit UMz est égal & & et la somme
U+M,+n est égale & 7. Mais cela est ainsi, car tous les
i—m+s minimals précédents KO, K®,..., K¢~ gont
les minimals de la fonction UM et tous les 2% —¢—s maxi-

mals précédents P, P® .. . P2—i—s) sont les maximals
de la somme U+ M,. S'il en est ainsi, la loi générale des
causes (6) doit se transformer dans la formule simple:

U=:+0pr,. ... (16)
qui doit fournir pour les valeurs (14) et (15) de & et de =

n . n .
le nombre 22—i—s 9¢+s—7m—92—m des valeurs différentes de
U, cest & dire toutes les causes principales de I'égalité
donnée 1=M.
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Nous recevrons la méme formule (16) par une autre voie,
de la manitre suivante. Les conditions UMt=—¢ et U+ M +
+7n=n transforment le systtme (7) dans le systeme: U=¢,
U=~ ou, ce qui est la méme chose, dans I'égalité seule
U= Ugrﬂ- U,(¢+7) qui coincide avec la formule (16), car
en ce cas &n=¢, Us=¢, S+r=nmn.

La formule (16) exprime évidemment la lo¢ des causes
principales avec la condition que ¢ et v aient les valeurs
(14) et (15).

Yu qu'en ce cas Ug=¢, la formule (16) peut aussi étre
présentée tellement:

U=U:+U,r,

aprés quoi elle prend la méme forme que la loi des consé-
quences principales (1).

D’olt nous concluons que: 1° la méme formule (1) ex-
prime les deux lois considérées, c’est & dire la loi des causes
principales et la loi des conséquences principales, et 2°, la
premitre de ces deux lois s’exprime aussi par la formule
spéciale (16).

Afin de trouver la formule spéciale exprimant la seconde
de deux lois mentionnées, il suffit d’observer que pour les
valeurs de » données par la série (3) nous avons toujours
identiquement U,n=r, aprés quoi la formule générale (1) se
transforme dans la formule spéciale:

U=r+Ue..... (17)

Finalement nous pouvons dire que: 1°, la loi des causes
principales s’exprime par chacune des formules (1) et (16)
en supposition que les valeurs de ¢ et de 7 sont renfermées
dans les séries (14) et (15) et 2°, la loi des conséquences
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prineipales s’exprime par chacunc des formules (1) et (17)
en supposition que les valeurs de # et de » sont renfermées
dans les séries (2) et (3).

Exemple. Trouver par la méthode de ce chapitre sous

forme de déterminations de b toutes les causes principales et
toutes les conséquences principales pour l’égalité a=bc.

Cette égalité a les éléments:
1°, de compréhension: 0==ab,c, 0=abc,, 0=ab,c,, 0=a,bc,

et 2° d’extension: 0=a+b+c, 0=a+b+c, 0=a+b,+c,

0=a, +b, +c¢,,

ou sous forme de déterminations de b:

1, b=b+ab,c, b=b(a, +b,+c), b=b+ab,c,,
b=b(a+b,+c,),
2% b=b,(a+b+c), b=b,(a+b+c,), b=b, +a,bc,,

b=b, +abc.
Les séries (2), (3), (14) et (15) seront en ce cas:
1; a,+b,+c, a+b,+c,; by+ac+apc,.... (2%)
0; ab,c, abyc,; ab,,. ... (3%)
0; a,bc,, abc; b(a,c,+ac).. ... (14%)
1; a+b+c, a+b+c; a+b..... (15*)

En multipliant toutes les classes de la premidre de ces

quatre séries par b et toutes les classes de la quatriéme par
b, nous aurons:

b, b(a,+c), bla+c,), blac+ayc,),.... (2**)
0, ab,c, abyc,, ab,, . ... (3*%*)
0, a,bc,, abec, b(a,c,+ac),.... (14**)
by, by(a+c), b(a+c,), ba..... (15**)

En ajoutant consécutivement toutes les classes de la série

(2**) aux toutes les classes de la série (3**) et en égalant
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chaeune de ces sommes & b, nous recevrons toutes les seize
conséquences principales de 1'égalité donnée a=bc. De méme,
en ajoutant consécutivement toutes les classes de la série
(14**) aux toutes les classes de la série (15**) et en égalant
chacune de ces sommes & b, nous recevrons toutes les seize
causes principales de la méme égalité donnée. Nous aurons:

I, les conséquences principales:

1° b=b+0=b,
2% b=b+ab,c=b+ac,
3°, b=>b+ab,c,=b+ ac,,
4% b=b+ab,=b+a,
5% b=0(a,+c¢) +0=>b(a, +c),
6°, b=>b(a, +¢) +ab,c=ac+ba,,
7°, [b=b(a,+ ) +ab,c,]=(ac,=0),
8% b=0(a, + ¢) + ab,—ac+ ba, + byac,,
9°, b=b(a+c,) +0=b(a+c,),
10°, b=b(a+c,) +ab,c=ac+bc,,
11°, b=b(a+c,)+ ab,c,== ac, +b(ac+a,c,),
12° b==b(a+c,)+ab,—=a+ba,c,,
13°% b=b(ac+ a,c,) +0=>b(ac+a,c,),
14°, b=b(ac+a,c,) +ab,c=ac+bac,,
15° b=b(ac+a,c,)+ab,c,,
16° b=b(ac+ a,c,)+ab,=ac+ba,c, + b,ac,;

I1, les causes principales:

1° b=0+b,=b,,

2% b=0+b,(a+c)=b,(a+c),
3% b=0+b,(a+c,)=b,(a+c,),
4°, b=0+b,a=b,a,

5% b=ba,c,+b,=b, +a,c,,
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6° [b=ba,c,+ b,,(a+c)]=(a+ c=0),
7°, b=ba,c,+b,(a+c,)=a,c,+b,a,
8° b=ba,c,+b,a,
9°, b=bac+b,=b,+ac,
10°, b=bac+b,(a+c)=ac +b,(ac, + a,c),
11°, b=bac+b,(a+c,)=ac+b,c,,
12°, b=bac+ ba=ac+b,ac,,
13° b=b(a,c, + ac) +b,=b, +ac +a,c,,
14°, b=>b(a,c, +ac) +b,(a+ c)=ac+ba,c,+ b,(ac, + a,c),
15°, b=b(a,c,+ ac) +b,(a+c,)=ac+ a,c, +b,ac,,
16°, b=b(a,c, + ac) +b,a=ac+ba,c, +b,ac,.

Chapitre LVI.

Les résultats d’élimination de la seconde sorte traités
comme les causes principales.

Dans le chapitre XXI jai exposé l'une de méthodes
possibles pour recevoir tous les complets résultats d’élimination
de la premidre sorte d’apres la loi des conséquences principa-
les, Iei je veux indiquer l'une de méthodes possibles pour
recevoir tous les complets résultats d’élimination de la seconde
sorte d’aprés la loi des causes principales.

Prenons la formule spéciale des causes principales:

U=:+Uyp,.... (1)

ot ¢ et »n ont les valeurs renfermées dans les séries (14) et
(15) du chapitre précédent.

En laissant la série (14) invariable et en multipliant
toutes les classes de la série (15) par U,, nous aurons les
deux séries:

0; KO, K ... K¢-m+o. g Ko K0 KO, ..
KO+ KAy, 4 Ké—m), . 2
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U, UPY, UP®,. .., UPC —s; UPOP®, UPOPO,. .
U POP®, | Pli—i-s, ... 3)

Donc la formule des causes principales (1) peut é&tre
remplacée par la formule:

U=V+W,.... (4)

o V est I'une de classes de la série (2), W est l'une des
classes de la série (3).

Nous appliquerons la formule (4) a la recherche relative-
ment a l’égalité 1—=M, e¢n forme de déterminations de U, de
tous les résultats complets d’élimination (de la seconde sorte)
des lettres qui n’entrent point dans I'expression de U.

En constatant, & l'aide des jugements analogues aux
ceux du chapitre XXI, le fait de Dexistence possible pour
chaque probléme des quelques résultats d’elimination de chaque
Jettre, nous ne considérerons ici que les résultats complets.

Supposons que les séries (2) et (3) sont composées regu-
lierement et successivement, c’est & dire: les combinaisons
binaires sont donnécs 1a plut t6t que les combinaisons triples,
ces dernieres plus tot que les combinaisons quadruples et ainsi
de suite. Supposons encore que les dernieres classes indépen-
dantes des lettres & éliminer qui n’entrent point dans 'expres-
sion de U sont: dans la scérie (2) la classe G et dans la seérie
(3) la classe U,H. Alors le résultat complet d’élimination
demandée sera évidemment U=G+ U,H. En particulier, si
la fonction U est l'une de classes simples, par exemple a,
alors pour construire le résultat masqué d’élimination de a
il suffit de prendre dans les séries (2) et (3) pour V et W
les classes ou les coéfficients de a ¢t de @, sont les négations
mutuelles.
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Exemple. Trouver en forme de déterminations de b tous
les résultats complets d’élimination de la seconde sorte pour
I'égalité a=bc, pour laquelle tous les résultats complets d’éli

_ mination de la premitre sorte sont trouvés dans le chapitre

XXI.

De ce qui est donné dans le chapitre précédent (LV)
nous vovons qu’en -ce cas les séries (2) et (3) sont respecti-
vement:

0, abec, aybc,, blac+ayc,),.. ... (2%)
b,, b(a+c), b(a+c,), ba..... . (3%)

Toutes les causes principales de 1’égalité donnée a=bc
seront épuisées en égalant b 4 la somme de chacune des clas-
ses de la série (2*) avec chacune des classes de la série (3*).
Mais ici nous ne devons construire que celles des causes qui
sont les résultats complets d'élimination de la seconde sorte
dans I'égalité donnée. Vu que cette égalité n’a que trois
lettres, on doit avoir les 2 résultats complets d’élimination
des lettres de la seconde sorte (aussi bien que de la premidre
sorte). Nous les trouverons tous, en forme demandée des
déterminations de b, consécutivement. Quelques de ces résultats
doivent coincider les uns avec les autres.

1°. Le résultat de non—élimination des lettres doit,
comme toujours, coincider avec la détermination compléte de
la fonction prise pour U. Dans notre cas ce résultat est
évidemment:

b=b(ac+a,c,)+b,a.

2° Pour éliminer complétement la lettre a, il faut prendre
dans les séries (2*) et (3*) les dernitres des classes indépen-
dantes de a. Telles classes sont 0 et b, respectivement. Par
conséquent le résultat complet d’élimination de a dans le
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probléme donné est l'absurdité b-=0+b,=b,. Cela désigne
que la lettre a ne pout point étre €liminée du probleme.

3° 4° ét 5°. S'il en est ainsi, les trois résultats des
éliminations: de a etde b, de a etde ¢, etde a, de b etde ¢
doivent aussi coincider avec I'absurdité b=b,.

6°. Pour ¢liminer completement la lettre ¢, il faut prendre
dans les séries (2*) et (3*) les dernitres des classes indépen-
dantes de c. Donc, il faut poser: V=0, W=b,a, et nous
aurons: b=b,a.

7°. Pour éliminer complétement la lettre b, il faut const-
ruire la détermination fictive de . Dans ce but il faut prend-
re dans les séries (2*) et (3*) pour V et W les classes, ou
les coefficients de b et de b, sont les négations mutuelles.
Telles classes évidemment sont: abc, et b (a+c). Donc le
résultat masqué d’élimination de b sera: b=ba,,+b,(a+ c).
La vraie valeur de cette égalité est: a+c=0.

Enfin, 8° le résultat d'élimination de b et de ¢ & la
fois s’obtient en prenant V=0, W=b, et nous aurons de
nouveau l'absurdité b=b,.

(A. suivre).

P. Poreisky. .
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Yy Ipuvmwuanie. 3ura4s 578 ne npocs6d r. Cexmmroabmoss, GHaa npeiro-
XeHa mpod. A BacuasesHNT 11 MapTa TeRymaro roga B5 sachBiamix mBermaro
dms. Mar. 06mecTni. Toria e MHORM OHWAN YRA3aHO sEadeHie D') pymEmim 6.
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Orciona cabayers, uro Boo6me ¢(0) HE pPABHO HYIO,
MoayuenHOMy ypaBHEHil0 YXOBIETBOpACTH, KAET B3BECTHO, Immb
oxaa QymEmis

C) p(z)= Ae*,

rik A m a—nporssoinENS WOCTOSHENA. BHeca 8To sHagemie
Bb A), Baftzems: _

D) 6(y—z)=o0
tomecTeBBo. [losToMy ypasHeBie A) Zoaxno ORTbL BBAA:

A') 9*(y)=p(y+2)p(y—=2)

II Cayvau:
B') gp(o)=o.
Bw sroM® ciyiab us® 1) BEBeeMs:
C) 6(0)=l.

[osaras 85 A cEHAYaIa y=—7, & 8ATEMD y=—0, HOAYYRND
85 caay B') v C)

(=) _

P(—=2) _ 0 oo
= 0(—2x); )

P*()

Orcioza

—0(=—2x).

6(—21)=8%(—1)
uap, sawbnas « upess (—z),
0(22)=0%(x).

Ioayzernoe cootsomenie b5 caay C') TOEECTBEHEO CO 2).

CabaosaTeasHO,
D') O(x)=e™",

ral b—nporsBoAbHOE IOCTOAHHOP.
Tostony ypasmesie A) xoammo RMbTb BEAE:

A") @*(y)—e?r g (z) =% (y +¥)p(y—2)-
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[oxcvapasd. ciofs -

E) p(#)y=¢""n(z),
NOXyYEMT YpaBHeBie
F) n'(y)—n'(@)=n(y + 2)0(y—2),
OTEyA& JXerso oupexBamte »:

i

[loaaras B® HEME:

T6,
pafizens:
r(0)=o0.
[loxaraa. sarbum; .
. =0

¥ m0JALS)ICh nonyqeﬁnn PesyAbTATOMT, NPHACMS KT PABEHCTBY:
o n(@)=—n(—2) o
T. e., v—nevemnas Qysenis. Jaddepeanaposanie o Y. ypasHe-
sia F) xacrs: '
Y7 (9)="'() +2)Ny—2) + 7(y ho)n (y—12), .
Hladdepennapya moaydennoe ypaBseHie mO Z, mOAYYBMD:
 o=xly+&)n(y—a)—n(y+2)n(y—a), -
OTEYAR

7(y+2) n'(y—=)
n(y+2z) ~ nly—2) °

4
CabrosaTeasHo, OTHOMEHie %— nocrosusoe 9ucio a. Urtaks

d™n
d_x—"= a')'] .

Orcmoxa

a —xzVa
Ve o V,

z
7(x)=Be +
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rek B © C—nponssoasEng mocrossEud.. Ho, rax® um sugbas,
. n(0)=o.
Mosrouy B+C=o0; cxbaosarcisHo,

n.(‘:c)=B (e wve —.e._z l/E.) '

Orcioza 35 cray E)

ba:( ew}/;

@(z)=Be —e

—zVa )
Mu OpAmAE TARKAMT 00PasOMT K% CxBxyomeMy BEBOZY.

Ypasmenie 4) momers uMbTe aump XABA BEEA:
D P’)=p(y+2)p(y—a) 8 1) 99’(3/)-6"""’90’@)—
—9°(y+w)9o(y-4),

u'l; b—EaEOe YrOXHO MOCTOZHROE \mc.no P'kmemsun 9TaX%
ypaaaemn 6yZyTH coorshTCTBERHO ‘

be( =z —_
I) ¢(w)=Ae"‘" II) gv(a:)—-Be ( }/a ? ]/a)

o A. H. 3e114mepz.‘
12 mapra 1900 . ' !

aanell v o Loaae T T e





