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В первой части (сииги кратко, но систематично изложена

геометрия Лобачевского, освещены основные идеи этой гео
метрии и их огромное влияние на развитие науки.

Во второй части изложены основные положения .Начал·

Евклида и элементы оснований геометрии.

Книга будет служить полезным пособием для учителей
математики средней школы, а также для учащихся старших

классов.

ПРЕДИСЛОВИЕ

23 февраля 1951 года исполняется 125 лет с того знаменатель

ного дня, когда гениальный русский учёный Николай Иванович

Лобачевский доложил физико-математическому отделению Казанского

университета результаты своих исследований, создавших новую

науку, названную впоследствии неевклидовой геометрией Лобачевского.

Преподавател~ математики в средней школе обязан полностью

овладеть основными понятиями и фактами геометрии Лобачевского,

так как только в свете геометрии неевклидовоА выясняется логи

ческая структура евклидовой геометрии, изучаемой в средней школе.

Ученик старших классов средней школы также может с интересом

и с пользой овладеть основным содержанием геометрии Лобачевского.

Справедливо сказал П. С. Александров: "Алгебраическое мыш

ление начинается с теории групп, и без знания элементов этой тео

рии нельзя быть математиком не только образованным, нои просто

грамотным. [91.

Геометрическое мышление начинается с неевклидовых геометрий.

Пользуюсь случаем поблагодарить свою слушательницу Н. Е. Гор

батенко за предоставленные записи моих лекций, читанных в Абакан

ском учительском институте в 1942-1943 гг. Эти записи значительно

облегчили труд написания настоящей книги.

Глубокую благодарность считаю долгом выразить А. П. Нордену

и Г. Б. Гуревичу, прочитавших рукопись и давших ряд ценных

советов. С. И. Новосёлову Я признателен за отдельные редакцион

ные замечания.

Б. КутУЗО8.

Москва. июнь 1949 г.



ВВЕДЕНИЕ

Как знание одного только родного языка не даёт возможности

усмотреть его особенности, выяснить и отчётливо понять его струк

туру без сравнения с языками другими, так знание одной только

геометрии Евклида не позволяет полностью уяснить особенности

строения геометрической науки. До современных воззрений на гео

метрию можно возвыситься лишь после изучения геометрии неевкли

довой, созданной Н. И. Лобачевским. Знакомство с этой геометриеЙ

есть первая ступень при изучении оснований геометрии.

"Основания геометрии"-это та часть математики, в которой уста

навливаются и исследуются основные понятия и аксиомы геометрии,

роль и место каждой аксиомы в построении )"еометрической науки,

а также возможность замены одних аксиом другими и следствия

такой замены.

Основное значение в постановке вопросов, которые составляют

предмет оснований геометрии и оснований математики вообще, имеет

создание в 1826 г. гениальным русским математиком Николаем

Ивановичем Лобачевским (1792-1856) новой геометрии, названной

впоследствии неевклидовой геометрией Лобач.евскоzо.

Отсюда вытекает чрезвычайная важность изучения учителем гео

метрии Лобачевского и оснований геометрии.

Знание этих дисциплин даст возможностьлучше понять структуру

геометрической науки в целом, позволит хорошо ориентироваться

в многообразном геометрическом материале и предохранит от опас

ности излагать геометрию в школе как простое собрание теорем,

нанизываемых в определ~нном, раз установленном порядке.

Первым систематическим изложением геометрии, дошедшим до

нашего времени, являются «Начала» [10) - сочинение александрий

ского математика Евклида (около 300 л. до н. э.). Подробный

обзор евклидовых «Начал» дается в V главе настоящего пособия,

там же рассмотрены достоинства, недостатки и историческое значе

ние этой знаменитой книги *). Желательно, чтобы каждый преподаю

щий геометрию ознакомился с этим трудом Евклида, выдержавшим

более чем 2000-летнее испытание временем. Евклидом написаны и

*) См. также .Труды семинара МГУ по истории математики», Историко

математические исследования, выи. 1. Гостехиздат,1948.
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другие сочинения по геометр"". но большинство его трудов безвоз

вратно потеряно.

НеОбходимо подчеркнуть, что к эпохе Лобачевского геометри

ческая наука была продвинута достаточно далеко. Но тот материал,

с которым геометрия имела дело, как бы он сложен ни "был, те

основные положения и аксиомы, на которых воздвигалось здание

геометрии, - оставались евклидовыми. До Лобачевского имели дело

с далеко развитой, но евклидовой геометрией. Например, "начерта

тельная геометрия" является лишь методом, а не новой геометрией.

"Аналитическая геометрия" есть лишь координатный метод. Созда

телем совершенно новой геометрии, коренным образом отличающейся

от гrометрии старой, евклидовой, и был Николай Иванович Лоба

чевский. Лобачевский построил свою неевклидову геометрию, один

пройдя весь тот путь, который к его времени прошла геометрия

Евклида. В настоящей книге изложена лишь элементарная часть неевкли

довой геометрии Лобачевского, включая элементы его тригонометрии.

Лобачевский созданием своей геометрии совершил громадный рево

люционный скачок первостепенной важности в развитии геометри

ческой науки и математики вообще. Разъяснению идей Лобачевского,

а также идей, возникших под влиянием работ Лобачевского, и по

священа эта книга.

Великое создание Лобачевского основано на его исследованиях

по теории nараллельных линий. Эти исследования начинаются

с выяснения значения аксиомы Евклида о параллельных. Коммента

торы евклидовых "Начал" много внимания уделяли именно теории

параллельных и пятому постулату Евклида, гласящему: если две пря

мые пересекаются с третьей так, что сумма углов, лежащих по

одну сторону от секущей, меньше двух прямых, то эти прямые

при достаточном продолжении встретятся по ту сторону от

Се/сущей, с которой сумма внутренних углов меньше двух прямых".

В некоторых списках этот постулат предл"ожен под именем

"одиннадцатой аксиомы".

В то время как другие аксиомы считались совершенно очевид

ными, очевидность пятого постулата оспаривалась. Его стр~мились

доказать на основании других аксиом. На пути подобных попыток

перевести пятый постулат в разряд теорем геометры встретйли непре~

одолимые трудности. Пытались обойти постулат, заменяя его другим,

почему-либо казавшимся более очевидным. На этом пути было

сформулировано много положений, могущих заменить постулат Евклида.

Обычно при каком-либо ложном доказательстве постулата скрытым

образом опирались на предложение, равносильное самому посту

лату. В главе 1 настоящей книги подробно изучается целый

ряд" таких предложений, принадлежащих разным геометрам. Следует

с особым вниманием отнестись к этим предложениям, так как их

роль !<'райне существенна при дальнейшем изложении геометрии

Лобачевского, принятом в ЭТОй книге. Эти предложения интересны

сами по себе, и изучение их может служить прекрасной темой

для кружковой работы с учащимися. Некоторые простеЙшие. пред-
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ложения могут быть изучены и в классе, при условии тщательного

разъяснения постановки вопроса.

Ос060е положение в истории попыток доказательства пятого

постулата занимают исследования математика Саккери (1667-1733),
изложенные им в сочинении: "ЕВ1Слид,.ОllищенныЙ от всех пятен;

опыт установления самых первых начал всей геометрии" (Милан,

17ii3). Саккери рассматривает четырёхугольник с прямыми углами

при основании и равными боковыми сторонами. Два другие уг.nа,

между собой равные, могут быть прямыми, тупыми или острыми.

Не предрешая заранее, какой из этих трёх случаев имеет место,

Саккери последовате,nьно, после далеко идущих следствий, приво

дит к противоречию "гипотезу тупого угла", а затем, как думал

Саккери, и "гипотезу острого угла" Остаётся, по мнению Саккери,

справед,nивой .nишь "гипотеза nрямого угла". Из гипотезы же пря

мого уг.nа .nогически с.nедует пятый постулат.

В r.naBe.I настоящего пособия излагаются, между прочим, и ос

новные результаты, полученные Саккери. В частности, выясняется и

ошибочность заключений Саккери .
•Спо{;об рассуждений от противного, которым пользуетсяСаккери,

он характеризует с.nедующими словами: "Даже допуская предполо

жительно ложность предложения, которое мы желали бы доказать,

мы всё же можем прийти к выводу, что оно верно".

Последовате.nем Саккери в попытках доказательства пятого по

стулата был Ламберт (1728-1777). В своей"Теории nараллельных

линий" Ламберт исходит из четырёхугольника с тремя прямыми

уг.nами. О четвёртом угле он делает гипотезы, аналогичные гипоте

зам Саккери. Как и его предшественник, Ламберт правильно сводит

к противоречию "гипотезу тупого угла". Относительно "гипотезы

острого уг.nа" Ламберт, не впадая в ошибку Саккери, после ещё

более далеко идущих следствий,не мог прийти к какому-либо опре

делённому выводу. Однако на работы Саккери и Ламберта было

обращено внимание лишь после признания работ Лобачевского; до

этого же они были почти неизвестны.

Широкой популярностью в начале прошлого века пользовались

сочинения Лежандра (1752-1833). Исследования Лежандра по тео

рии параллельных и её связи с суммой углов треугольникапублико~

вались в его учебнике "Элементы геометрии", начиная с 1794 года.

Лобачевский в своём рукописном труде 1823 г. "Геометрия"

также занимается теоремами о сумме углов треугольника (151. Содер

жание этого труда изложено в 1 главе настоящего пособия. При

жизни Лобачевского это его сочинение. напечатано не было. Теоремы

Лежандра-Саккери о сумме углов треугольника вполне могут быть

отнесены к школьной геометрии.

Все более чем 2000-летние попытки доказательства постулата

Евклида о параллельных оказались несостоятельными. Многие мате

матики, среди них такие, как Лаплас, Лагранж и Гаусс, из рус

ских математиков Остроградский, Буняковский и другие, занимались

теорией параллельных, но отступили перед трудностями этой теории.
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Так} напр"мер, Лагранж, начав свой доклад о теории параллеnьных

линий в Парижской академии, прервал чтение доклада и со словами:

"мне ещ~ нужно подумать" покинул заседание.

Лобачевский созданием своей геометрии разрешил эту трудней

шую проблему, и тем самым перед геометрией и всей математической

наукой открылись новые пути [151. (16).

Создатель нОВОй геометрии, наша слава и гордость, Н и к о л а It
И в а н о в и ч Л о б а ч е в с к и й родился 20 ноября СТ. СТ. 1792 Г. *)
в Нижнем Новгороде, ныне rороде Горьком.

Отец Лобачевского - Иван Максимович -умер рано, и одна мать

Прасковья Александровна - заботилась о воспитании своих трёХ

сыновей. Прасковья Александровна привозит детей в Казань для опре

деления ИХ в гимназию. Сохранился протокол заседания совета

Казанской rимназии от 5 ноября 1802 Г. о приёме братьев Лобачев

ских на казённое содержание.

Кончив "ученической" и "университетской" курсы, Лобачевский

становится преподавателем, а затем и профессором Казанского уни

верситета, с которым связана вся его жизнь. 14 июля 1817 года

"Относительно членов Университетц,последовали следующие перемены.

В звании профессоров утверждены по физико-математическому отде·

лению Иван Симонов и Николай Лобачевский". Профессор Лобачев

ский читает в университете начала ЧИСТОй математики, высшей

математики, механику, физику, астрономию и др.

6 февраля 1826 Г. Лобачевский представил в физико-математиче

ское отделение Казанского университета работу на французском языке:

"Сжатое изложение начал геометрии со строгим доказатель

ством теоремы о nараллельных линиях". Этот день считается датой

рождения НUВОй геометрии. 5 июля 1828 г. Лобачевский утверждается

ректором Казанского университета и на этот пост он избирается

каждое тр!!хлетие, до 1846 года. В 1829 г. появляется первое пе

чатное изложение новой геометрии - "О началах геОМ,етрии" Лоба

чевского в "Казанском вестнике". С тех пор Лобачевский публикует

большое количество работ по развитию своей геометрии, по матема

тическому анализу и по высшей алгебре. Перед самой смертью,

ослепший, Лобачевский публикует свою последнюю работу "Пан

геометрия". 12 февраля ст. СТ. 1856 г. великий геометр скончался.

Геометрические идеи Лобачевского при его жизни не были поняты

и оценены.

Элементы геометрии Лобачевского излагаются в главах П, III и

IV настоящей книги. Эти главы книги могут быть использованы

в школе, наряду с теоремами Лежандра-Саккери, при кружковой ра

боте. В главе IV излагается учение о площадях в геометрии Лоба

чевского. Сопоставление с учением О площадях в геометрии Евклида

поможет лучше уяснить сущность теории измерения площадей. Гла-

*) Материалы для бнографии Н. И. Лобачевского собрал и редактировал
Л. Б. МодзалевскиЙ. Труды Комиссии по истории Академии наук СССР.
Под общей редакцией академика С. И. Вавилова. Издательство АН СССР, 1948.
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вы VI, УII и VIII книги относятся к элементам оснований геометрии,

идее интерпретацИIJ геометрической системы и дальнейшему изложе

нию геометрии Лобачевского, но уже на моделях. В главе VI осве

щается один из основных вопросов геометрии, вопрос о неопред~nимых

понятиях и аксиомах. На двух простых примерах поясняется ос

новная идея аксиоматического метода. Преподающий геометрию

доnжен отч~тnиво уяснить основные положения аксиоматического м,е

тода. Идея этого метода, поясн~нная лишь на примере аксиом первой

группы, вполне доступна для наиболее сиnьных учащихся. При на

личии достаточного времени для кружковой р~боты сущность аксиома

тического метода можно довести до сознания почти всех учащихся.

Благодарным материалом дnя теории геометрических построений

сnужат интерпретации геометрии Лобачевского, особенно интерпре

тация Пуанкаре геометрии Лобачевского на плоскости. Здесь все по·

строения можно вести в терминах евклидовой геометрии, разъяснить

на образах этой интерпретации значение и смысn основных понятий

и основных отношений между ними, а затем сразу перейти к содер

жанию геометрии Лобачевского, пользуясь модепью. Но прежде всего,

конечно, сам учитель должен безукоризненно овладеть предметом.

§ 1. Обзор основных теорем до введения параnлеnьных.

Предпожения, относящиеся к разделу "до теории параллельных" ,
в обычных учебниках геометрии идут в следующем плане: после

разъяснения того, что такое геометрическая фигура, nиния, точка,

плоскость, отрезок, луч, окружность, дуга окружности, хорда и т. д.,

рассматривается сложение отрезков и дуг. Затем, в главе о прямой

линии, вводится понятие угла, рассматривается сnожение и вычитание

углов, ВВОДИТСII понятие о биссектрисе, смежных угnах, вертикаnь

ных угnах. доказывается важная теорема, что uз всякой точтcu,

Аежащей вне прямой, можно onycтuтnь на прямую nерnендикvляр

и притом только один, что вертикальные углы равны между

собой. Вводится понятие ломаной, многоугоnьника, треугоnьника,

выпуклого многоугоnьника. Изучаются основы симметрии относи

тельно оси, свойства равнобедренного треугольника и признаки

равенства треугольников. Доказывается имеющая для наших целей

особое значение теорема о том, что всякий внешний угол треуwль

ника более каждого внутреннего с ним не смежного. Нужно

обратить особое внимание на то, что эта TeOpe14a доказывается без

теории параллельных.

далее следует довольно подробное изучение соотношений между

сторонами треугольника: во всяком треугольнике против равных

сторон лежат равные углы; против большей стороны лежит

больший угол, и обратные теоремы.

доказывается утверждение, что длина отрезка прямой, соеди

няющего две какие-нибудь точки, меньше ВСЯКОй ломаной, соединяю

щей эти же точки. Сюда же входит теорема о двух треугольниках

с двумя неравными углами между равными соответственно сторонами.



Именно: 8 том треугольнике третья сторона больше, 8 котором

v"аэаН1IЫЙ У'l,ол больше, и обратная теорема.
Далее идут преДЛОжения о сравнении длины перпендикуляра и

наклонных и вводятся признаки равенства прямоугольных треуголь

ников, . вводится понятие геометрического места и разбираются

простейшие из них: перпендикуляр к отрезку в его середине как

геометрическое место точек, равноудал~нных от концов этого

отрезка; биссектриса как геометрическое место точек, равноудал~н.

ных от сторон угла. Заканчивается отдел .до параллельных линий"

основными задачами на построение: деление отрезка и угла пополам,

опускание перпендикуляра и некоторые другие задачи. Вот весь тот

материал, который обычно помещается в учебнике до теории

параллельных линий.

На этот материал мы и будем опираться при изложении начал

'l,ео.меmрuиЛоба"евс"о'l,О, исследования которого лежат в основе

геометрии нового времени. Предмет • Оснований 'l,еомеmрuи" стал

возможен только после работ Л о б а ч е в с к о г о.

Заметим, что глубокое различие геометрии Евклида и геометрии

Лобачевского состоит в том, что "теория параллелей " у них разная.

Чтобы дать представление о богатстве геометрических фактов,

установление которых возможно без использования, прямого или

косвенного, аксиомы о параллельных линиях, рассмотрим сочине

ние Лобачевского "Геометрия". Это сочинение не было напечатано

при жизни великого геометра. Рукопись, написанная рукой Лоба

чевского и датированная 1823 г., найдена в архивах в 1898 г., а

напечатана в 1909 г. 1141. Рукопись являе'гся собственно конспектом

лекций, читанных Лобачевским начинающим студентам, знакомым

с геометрией, и в ней нет того, что мы именуем геометрией Лобачев

ского. Это сво!! великое открытие Лобачевский сообщил в 1826 г.

и опубликовал в 1829 г. Тем более замечательно, что в рассматриваемом

сочинении 1823 г. Лобачевский собрал материал, независимый от

теории параллелей, а аксиому l1араллелей ввёл лишь в шестом раз

деле "Геометрии·.

Лобачевский в этом сочинении делит геометрию" ... на три части:

о измерении линий (лонгиметрия), о измерении поверхностей (плани

метрия) и о измерении тел (штереометрия)".

В первом разделе- "Измерение линий" - говорится о прямой,

об окружности и дугах и указывается на предельный переход от

длины вписанной ломаной при нахождении длины кривой.

Во втором разделе - "Об углах" - Лобачевский рассматривает

линейный угол, угол между плоскостями, угол прямой с плоскостью,

говорит О сфере, классифицирует треугольники и многоугольники и

упоминает о многогранниках.

В третьем разделе- "О перпендикулах" -изучаются не только

перпендикулярные прямые, но и перпендикулярные плоскости, а также

прямые, перпендикулярные к плоскости.

Четвёртый раздел - "Измерение телесных углов. Оправильных

многоугоnьниках и телах· - заканчивается установлением существова-
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ния И классификацией правильных многогранников. Лобачевский при

водит здесь доказаrельства очень своеобразные, часто сложнее обще·

ПРИНЯТЫХ,что, без сомнения, связано со стремлением обойтись без

теории параллелей.

В пятом разделе- nОб одинаковости треугольников" -иссле

дуются случаи равенства треугольников.

Шестой раздел- по измерении прямоугольников" - начинается

словами: nИзмерение плоскостей *) основывается на том, что две

линии сходятся, когда они стоят на третьей по одну сторону и когда

одна - перпендикул, а другая наклонена под острым углом, обра

щl!ННЫМ ·к перпендикулу •..
. • .Строгого доказательства сей истины до сих пор не могли сы

скать. Какие были даны, могут назваться только пояснениями, но не

заслуживают быть почтены в ПОЛНОм смысле Математическими доказа

тельствами".

В этой книге Лобачевский дал богатый материал, независимый

от теории параллельных. Изложение и порядок известного материала

были настолько необычны, что рукопись получила резко отрицательный

отзыв академика Фусса и напечатана не была. Только теперь мы видим,

что это, по существу, было гениальной подготовкой к открытию неев

r<лидовой геометрии, получившей имя Лобачевского.

Дальнейшие разделы КНИги n Геометрия" используют теорию па

раллельных.

Нам потребуются ещё некоторые предложения. доказательство

которых также возможно провести без теории параллельных.

§ 2. Теоремы Лежаидра-Саккери о сумме углов

треугольника.

Первая теорема Лежандра-Саккери. СУ'мма умов любого

треугольнuка не ,Может быть больше 2d.
Д о к а з а т е л ь с т во. Возьмём треугольник АВА. и продолжим

его сторону АА. (черт. 1). Отложим на полученном продолжении

/Q\Zt------1Ii
11 д, А2 дз дn-, дn

Черт. 1.

Отрезок АА. n раз так, что АА. = A.A~ = А~з = ... = AT~_1An, и

построим на каждом из этих отрезков по треугольнику, равному

треугольнику АВА.1 , и по ту же сторону от прямой AA,~, что и

данный. Эти треугольники обозначим А 1В1А2, A\lB2As,.• •, An-1Вn-lАn.

*) Т. е. площадей плоских фигур.
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Соединим вершины В,81 ,82"'" Вn - 1 ' Полученные отрезки 881:
8',.82; •.. ; 8 n - 2; 8 n _ 1 равны между собою, так как в треугольни

ках А 1В81 и Аа81В2 сторона А 1В = А2В1 и А 1В1 = АаВ2 по по

строенИlО и углы, заКлюч!!нные между ними, также равны между собою.

Именно: LB1A 1B=2d-а.-i и LB2A2B1 =2d-а.-i. Следоgа

тельно, треугольник А1ВВ1 равен треугольнику А2В18а по одному

из признаков равенства треугольников, а так как в равных треуголь

никах против равных углов лежат равные стороны, то ВВ1 = В1Ва .

Точно так же устанавливается, что любой отрезок 8'_IВ' номера i
равен отрезку 81В. Таким образом, мы получили, ЧТО ВВ1 = В182 =
0= В2Ва = ... = Bn _t,ABn _ 1 *). Равенство этих последних отрезков

установлено совершенно независимо от того, какой бы могла ока·

заться сумма углов треугольника АВА1 •

Докажем, что сумма углов а., ~, i треугольника АВА1 не может

быть больше двух прямых. Доказательство повед!!м от противного.

Пусть ot+~+.> 2d (это и привед!!т к противоречию). Но

~+а+"( = 2d, откуда следует ~ > о. Таким образом, в треуголь
никах А8А1 и ВА1В1 имеется по две соответственно равные стороны

АВ = А1В1 И ВА1 = ВА 1 • ибо последняя сторона общая, углы ~ и 13
между этими сторонами неравны, а против большего угла в таких

треугольниках лежит б6льшая сторона. Следовательно, АА 1 > 8В1 •

Далее, в силу того, что отрезок прямой между двумя точками ко

роче ломаной, соединяющёй те же точки, имеем:

ААn <АВ+881 +В1Ва +··· +8n_аВn_l+Вn_1Аn,
или

n.AA1 <AB+{n-l)8В1 +ВА1 (так как 8n_ 1Аn =ВА1 ).

Из этого неравенства выводим:

n (АА1 - 8В1 ) < АВ+ВА 1 - ВВ1

И так как АА1 > ВВ1 , и, кроме того, АВ+ ВА 1 > АА1 > В8!
(сумма двух сторон треугольника больше третьей стороны), то, по

ложив: АА1 - 8В1 = а и отрезок АВ+ 8А 1 - 881 = Ь, полученное

неравенство запишем в виде: n· а < Ь. Но число n (целое поло

жительное) мы можем взять как угодно большим и, следовательно,

повторив отрезок а слагаемым n раз, превзойд!!м данный отрезок Ь.

Между тем неравенство n . а < Ь, выведенное при любом n, говорит,

что сколько ни повторять отрезок а слагаемым, никогда нельзя по

лучить отрезок n· а, превосходящий или даже равный отрезку Ь.

Полученноепротиворечие показывает, что наше предположениео том,

что сумма углов треугольника больше двух прямых, неверно. Тео.

рема доказана.

При м еч а н и е. Предложение о том, что как бы ни был мал

отрезок а, всегда его можно повторить слагаемым подходящее число 11

раз, так что сумма па будет отрезком, большим другого напер!!д

"') Следует остерегаться считать ВВ1В2 ••• Вn-1 прямолинейным отрез
КОМ, см. § 10, 17.
10
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Черт. 3.
д

откуда:

х+у = а+ ~'+0' + о" +~"+ "( =
= [cx+(~' +~")+"(] + (о' + о") = 2d +2d =4d.

х как сумма углов треугольника по первой теореме Лежандра

Саккери не может быть больше 2d, но х не может быть меньше 2d,
так как тогда У, равный сумме углов треугольника BDC, был бы

больше двух прямых, а этого быть не может в силу ТОЙ же теоремы.

Следовательно, х = у = 2d, ч. т. д.

В частности, если И3 вершины большего угла треугольника Аве

опустить высоту, то она пересечёт основание между двумя другими

вершинами, и треугольник Аве разобьётся на два прямоугольных

треугольника, в каждом из которых сумма

углов равна 2d.
20. Если в треугольнике Аве, в КО

тороя СУ'м'ма углов равна 2d, взять

на авух сторонах по точке Р и Q
.между вершинами и соединить их между

собой, то от треугольнuка Аве отсе-

С чUтся новый треугольник APQ, СУМ'ма

углов которого равна 2d.
Доказательство. Соединим точ-

ку В с Q (черт. 3). Так как сумма углов

треугольника Аве равна 2d, то по п. 10 сумма углов треуголь

ника ABQ также равна 2d. Но t:.. ABQ отрезком PQ разбит на два

треугольника APQ и PQB, в каждом из которых сумма углов

11

заданного отрезка Ь (т. е. па> Ь), носит название аксиоМы ,Архи

.меда-Эвдокса.

Таким образом, предложение о том, что сумма углов треуголь

ника больше двух прямых, ведёТ к противоречию с аКСИОМОЙ Архи

меда -Эвдокса.

Втора. теорема Лежандра-Саккери. Если в данноМ треуимь

ни"е су.м.ма умов равна 2d, то и во всяко,М треугольникеСУ'м'ма

углов равна 2d.
Доказательство ЭТОЙ теоремы расчленим

на четыре части.

10. Если в треугольнике Аве, в кото

ром СУ'м'ма умов ра,вна 2d, любую из вершин

соединить с какой-либо точкой D основа

ния, лежащей 'между двумя други,Ми вер- А и~~~--~~,c

шина,Ми, то f:::. Аве разобьётся на два

треуzольни"а ABD и BDe с СУМ'мОЙ углов

каждого равной 2d.
Д о к а з а т е л ь С Т В о. сх + ~ +"( = 2d в силу условия теоремы.

Обозначим сумму углов треугольника ABD через х, а треугольника

DBe через у (черт. 2); имеем:

~' + ~" = ~, 8' + о" = 2d;
cx+~'+o'=x, o"+~"+"(=y,



о

Черт. 5.

СС'

Черт. 6.

в

д

D

равна 2d (так как разбиение удовлетворяет теореме п. Р). Следо

вательно, треугольник APQ имеет сумму углов, равную 2d, ч. т. д.

30. ДО 8СЯКОМ nРЯJlОУZОЛЬНОМ треУ'l-ольнuке сумма углО8 равна

2d, еС.llи 8 каком-лuбо одном треугольнuке сумма умов равна 2d.
Д о к а з а т е л ь С т в о. Пусть в треугольнике А8С (черт. 4) сумма

углов равна 2d. Требуется доказать, что в любом прямоугольном

треугольнике LMN (черт. 5) сумма углов

также равна 2d. Из вершины большего

угла В треугольника АВС опустим лер

пендикуляр на основание АС. В полу

ченном прямоугольном треугольнике BDC,
по предыдущему, сумма углов равна 2d.
Обозначим BD = р, DC = q и подберi!М

С целые положительные числа т и n так,

чтобы было: рт> ML и nq > MN. Такие

числа т и n подобрать можно на осно

вании аксиомы Архимеда-Эвдокса. Построим, далее, прямоуголь

ный треугольник MQP, катеты которого МР= mр, а MQ = nq
(черт. 5), и докажем, что сумма углов р

треугольника MPQ равна 2d.
Для доказательства к треуголь- L

нику BDC пристроим равный ему тре

угольник CD'В так, чтобы их гипоте

нузы ВСи СВ совпали, а вершины D и D'
находились по разные стороны от ВС

(черт. 6). Так как сумма углов тре·

угольника BDC равна 2d, то получен

ный четырi!хугольник BDCD' будет

иметь четыре прямых угла. Повторяя

отрезок BD, равный р, т раз, построим отрезок D8', равный mр, и

на каждой его части, равной р, строим прямоугольник, конгру

ентный прямоугольнику CDBD'. Легко видеть, что вершины С,

D', D" лежат на одной прямой. Точно так же поступаем со СТО-

. роной DC, равной q, повторяя её n
;:.,....._--!~--r---.,....---;P' раз и строя прямоугольники, кон

груентные CDBD'. Точки В, D',
D 1, D2 • ••• , Dn _ 1 будут лежать

на одной прямой. В этом слу

'!ае мы построим четырl!хуголь

ник DQD,t _ 18 с четырьмя пря

мыми углами, стороны которого

суть: 8D = Р и DQ = nq. Строим
далее прямоугольник BB'P'Dn _ 1,

перенеся основание DQ в положе

ние 8DI1 _ J и Т. д., получим

четыр~хуголъник 8'DQP' с четырьмя прямыми углами, стороны которого

DB' = тр и DQ = nq (на чертеже р = 2; q = 4). Разбивая этот че·

тырёхугольник диагональю В'Q на два прямоугольных треугольника,
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видим, ч'rо сумма yrJIOb каждого из треугольников QDB' и QB'P' равна

2d, так как, например, 6 QDB' не может иметь сумму меньшей2d, ибо
тогда 6 QB'P' имел бы сумму углов,большую2d, а это невозможно по

первой теореме Лежандра-Саккери. Таким образом, оказалось, что тре

угольникQDВ', конгруентный треугольнику QMP, имеет сумму углов2d,
а следовательно, и треугольник LМNтакже обладает суммой углов 2d
на основании п. 20 настоящего доказательства. Сформулируем ещl! раз

установленный в этом пункте результат. Если в одном из треуzоль

ников сумма умов равна 2d, то в лю-

бом nря.моугольном треугольнике сум- 8
ма углов также равна 2d.

4". Теперь мы можем доказать

вторую теорему Лежандра-Саккери во

нсей еl! общности.

Пус,!:ь в треугольнике Аве (черт. 7)
сумма углов равна 2d. Требуется дока- ~

зать, что тогда она и в любом тре- С

угольнике PQR равна 2d. Из вершины Р

большего угла треугольника PQR опу- Черт. 7.
стим перпендикуляр PS на основание.

Полученные прямоугольные треугольники PSQ и PSR имеют

(согласно п. 3") каждый сумму углов 2d.
Если теперь сложить углы каждого из прямоугольных треуголь

ников и отнять 2d (углы при точке S), то получим сумму углов

треугольника PQR, равную 2d, ч. т. д.

доказанные теоремы .Лежандра-Саккери являются фундаменталь

ными в учении о сумме углов треугольника. Факты, которые ими

установлены, получены без помощи теории параллельных линий. Мы

теперь TBI!PAO знаем, что сумма углов треугольника не может быть

больше 2d, и хотя ещ!! не можем без помощи тео'рии параллельных

линий найти, чему именно равна сумма углов любого треугольника,

но вторая теорема Лежандра-Саккери нам говорит, что если бы

сумма углов одного треугольника оказалась равной 2d, то таковой

же она была бы и в любом треугольнике. Если бы, далее, сумма

углов в каком-либо треугольнике оказалась меньше 2d, то она была.

бы меньше 2d и во всяком другом. Последний факт непосредственно

вытекает из второй теоремы Лежандра-Саккери и часто именуется

третьей теоремой тех же учl!ных.

Третья теорема лежандра-Саккери. Если сумма умов в каком

лuбо одном треугольнике меньше двух прямых, то она меньше

двух прямых в любом mрсугОЛЬНU1(е.

Теорема легко доказывается от противного. Пусть в треуголь

нике Аве (черт. 7) сумма углов меньше 2d. Допустим, что в каком

либо треугольнике PQR сумма углов оказалась равной 2d. Отсюда

следовало бы (по второй теореме Лежандра-Саккери), что и в тре

угольнике Аве сумма углов была бы равна 2d. Но этого нет, и

теорема доказана, таК как больше двух прямых сумма углов тре

угольника быть не может по первой теореме ЛежандрЙ·Саккери.
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§ 3. Постулат Паша.

В учебниках элементарной геометрии обычно об этом посtулаtе

не уПОминают, хотя и пользуются им неявно, как предложением чисто

ИНТУИТИВНЫМ. Содержание его состоит в следующем:

Если дан треугольни" АВС и nря,мая а. не проходящая ч-ерез

его верuшны и nересе"ающая одну из сторон треугольни"а ,между

дву,мя вершина,ми, то прямая а не-

В nре,менно nересеЧ-i!т одну из двух

~
a других сторон треугольни"а также

. ,между вершина,ми (черт. 8). Этой необ
ходимой аксиомой мы будем часто поль-

Д С зоваться. На важность еЕ! указал Паш

в конце XIX столетия. Слово посту

лат для нас будет означать то же,

Черт. 8. что и а"сuо,ма.

§ 4. Четырёхугольник с двумя прямыми углами

и его свойства.

Для дальнейших исследований нам понадобятся свойства четыр!:!х

угольников специального вида с двумя прямыми углами. Такие четы

рЕ!хугольники часто называют дsуnря,моугОЛЬНЫ'ми. Таков четырЕ!х

угольник ABDC, где углы А и В-прямые (черт. 9). Установим сле

дующие свойства таких четырЕ!хугольников.

10. Если в двуnря,моуzольно,м четырёх

угольнu"е BD > АС, то l' > О. Мы часто

будем говорить, имея в виду эту теорему,

что "против большей стороны лежит

больший угол".

Д о к а з а т е л ь с т в о. На стороне BD
возьмЕ!м точку Е так, чтобы ВЕ = АС. Д ---------
Точка Е упад!:!т между D и В. Соединив С

с Е, получим четырЕ!хугольник АВЕС, у ко- Черт. 9.
торого углы А и В прямые, а боковые сто-

роны АС и ВЕ равны. Такой четырЕ!хугольник (А ВЕС) называется

четырёхугольни"о'м Са""ерu. Как увидим далее, в четырёхугольнике

Саккери углы при верхнем основании равны. Опираясь на это пред

ложение, найдем: "( > L А СЕ= L ВЕС> о (угол АСЕ меньше угла l'
потому, что СЕ ид!!т внутри угла j; угол ВЕС больше 13 по теореме

о внешнем угле для треугольника CED).
Четырёхугольни" Са""ерu. При доказательстве предыдущей

теоремы мы опирались на одно свойство четырl:!хугольника Саккери.

Сейчас мы это свойство докажем, выведя попутно ещё несколько

важных свойств четыр!:!хугольника Саккери.

Пусть имеем четыр!:!хугольник ABDC Саккери, т. е. такой четы

рёхугольник, у которого углы А и В при основании прямые, а бо

ковые стороны АС и BD равны. Докажем, что углы С и D при

верхнем основании равны (черт. 1О).
14
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д о к а з а 'г е л ь с Т о о. l-'азделим АВ пополам точкой }J и восста

вИМ в точке Р перпендикуляр к АВ. Этот перпендикуляр пересечёт

сторону CD между точками С и D. Как ни очевиден этот ПОследний

факт, его необходимо доказать. Это легко сделать, пользуясьпосту

латом Паша. Провед~м диагональ AD и применим постулат Паша

к треугольнику ABD и перпендикулярур. Прямая р пересекает сто

рону АВ .между А и В в точке Р. Следовательно, она должна пере

сечь либо сторону AD, либо сторону BD.
Но BD она пересечь не может, так как два

перпендикуляра к одной прямой не пере-

секаются. Таким образом, р не пересе- Ci- ---1)F- ~

кает ВО и, конечно, не проходит через

вершину D. Следовательно, согласно

постулату Паша, р пересекает AD в точ

ке Е .между А и D. Точно так же р,

не пересекая сторону АС треугольни

ка ACD, пересечёт сторону CD в точке Q
между С и D. Соединим Q r. А и В;

Черт. 10.
треугольник APQ конгруентен треуголь-

нику BPQ, так как они имеют по два равных катета (черт. 11).
Следовательно, AQ = BQ, откуда следует, что треугольники CAQ
и DBQ конгруентны по двум соответственно равным сторо

нам и углу между ними, и, следовательно, угол С равен углу D,
т. е. в четырёхугольникеСаккери углы

при веfJхием основании равны, ч. т. д.

Попутно мы установили следующее:

20. Перnендuкуляр PQ пересекает

и верхнее OCHo8tJHue под nря.мым

углом, а mo'l-ка Q nересе'l-ения делит

верхнее основание пополам.

р При м е ч а н и е. При выводе свойств
четырехугольника Саккери мы опнрались

на тот факт, что два перпендикуляра к

Черт. 11. одной и той же прямой не пересекаются.
Этот факт легко установить, пользуясь тео

ремой о внешнем угле треугольника,.так как если быперпендикуляры пере

секаШIСЬ, то внешний угол треугольника был бы равен внутреннему с ним

не смежному, что невозможно. Таким образом, не пользуясь аксиомой о па

раллелях, мы установили, что углы при верхнем основании четырехуголь

ника Саккери равны. Однако будут ли они оба прямые или' оба острые,

мы без помощи аксиомы о параллелях установить не можем; 9ТО нам

станет ясно впоследствии. ЧТО 9ТИ углы не могут быть тупыми, можно дока

зать без теории параллелей. В самом деле, если углы С и D тупые, то в

одном из треугольников ACD или BAD сумма углов будет больше 2d, так

как сумма всех углов 9ТИХ треугольников больше 4d. Но в треугольннке

сумма углов не может быть больше 2d, следовательно, равные углы С и D
не могут быть тупыми.

На этом мы заканчиваем обзор нужных нам предложений, ко

торые устанавливаются без постулата о параллельных линиях.
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Черт. 12.

ГЛАВА ПЕРВАЯ

ПРЕДЛОЖЕНИЯ, ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ

ПОСТУЛАТУ ЕВКЛИДА

После упомянутых во введении предложений, которые мы

дополнили теоремами Лежандра-Саккери и свойствами двупрямо

угольных четырl!хугольников, в учебниках геометрии вводится глава,

посвящl!нная теории параллельных линий. Обычно даl!Тся определе

ние nараАлелъных Аиний ка/С та/Сих nря.мых, которые, находясь

8 одной nлос/Состu, не nересе/Саются, т. е. не имеют ни одной общей

точ/Сu. Что такие пря

мые существуют, доказать

S_-------------::niL----Ь очень просто и притом
,~ не,зависuмо от аксиомы

........ о параллелях. В самом

--- Q деле, если прямую а пере-

сечь произвольной пря

мой АВ, проходящей

через точку А (черт. 12),
то, проведя через точку В

прямой АВ прямую Ь так, чтобы накрестлежащие углы были равны,

мы и получим такие прямые, которые не пересекаются, т. е. парал

лельные. В самом деле, если бы прямые а и Ь пересекалисьв точке S,
то в треугольнике ABS внешний угол при вершине А был бы равен

внутреннему углу В, с ним не смежному, что невозможно. Следова

тельно, а и Ь пересекаться не могут. Точно так же мы знаем, что.

два перпендикуляра к одной и той же прямой не могут иметь общей

точки. Этот последний факт является частным случаем предыдущего,

когда накрестлежащие углы прямые.

Таким образом, установлено, что через каждую точку А, вне пря

мой а, в данной п,'юскости можно провести по крайней .мере одну

такую прямую Ь, которая не пересечl!т прямую а. ПрИЧI!М этот по

следний фактустанавливается без введения какой-либо новой аксиомы.

Возникает вопрос: проходит ли через точку А одна такая прямая Ь,

котораяне встречаетпрямую а, или таких прямых существует больше

одной? Решить этот вопрос без введения новой aKc!f0MbI, Kal{ мы уви

дим из дальнейшего, нельзя. Мы 8ынуждены ввести новую аксиому

и здесь мы стоим перед двумя возможностями:1) такую прямую можно
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Черт. 13.

Ilровеети толЬ/со OdHY; :.!) таких npSlMblx можнО nРОfJести БОЛЬЩIJ

одной. Евклид выбрал первую возможность.

Аксиома Евклида о паралnелях. Через mo't!Cy А вне данной nрЯ

.иоЙ а, в nлос/сосmи, определяемой 1nОЧICОй А и прямой а, неЛI>ЗЯ

провести двух прямых, nараллельных а';').

Отсюда вытекает, что можно провести толь/со одну прямую,

параллельную а, так как мы знаем, что по крайней мере одна такая

прямая существует.

После введ'ения аксиомы о параллелях в геометрии изучаются

свойства параллелей, например, такие: если прямая а параллельна

прямой Ь, а Ь параллельна прямоЙ с, то прямые а и с паралл~льны,

и т. п.

далее изучаются углы, образованные дву~я параллельными пря

:\IЫМИ и секущей, и, наконец, как следствие, ПОJIучают, что су,Мма

углов 1nреугольн.иlCа равна двум пря

мым. доказывают этот последний факт

обычно так: через вершину е треуголь

ника Аве проводят прямую, параллель

ную основанию АВ (черт. 13), и, поль

зуясь равенством внутренних накрестле

жащих углов, легко устанавливают, что

сумма углов А,В,е равна 2d. Нужно

хорошо понять, что это предложение

о сумме углов треугольника основано на

а1ссиоме о nараллельных. Это станет

более ясным, если ПОСJIеднее предложение сформулировать так:

если через 1no'tICY А, вне данной прямой а, нельзя провести д,ух

nараллелеii, то cYJltMa умов треугОЛЬНUlCа равна двум прямым.

Оказывается, что справедлива и обратная теорема.

§ 5. Сумма углов треУГОJIьника равна 2d - преможение,

эквивалентное постулату Евклида.

Можно дОlCазаmь alCcuoMY о параллелях, если толЬ1СО принять

без дОlCазаmельсmва, что сумма углов "а"ого-лuбо треугольнu"а

равна двум прямым.

Для доказательства этого предложения рассмотрим предварительно

одну лемму, которую можно было отнести в список предложений,

находящихся во введении, так как её доказательство не опирается на

аксиому опараллелях.

Лемма. Если даны прямая а и nрямаll АМ (где А - точ."а 'не

а, а М - точ.ка на прямой а), то, оставляя точlCV А неnодвuж

ной, можно точ.ICУ М передвинуть та" далеlCО по nря'мОЙ а. ч.mо

угол се (черт. 14) будет меньше HanepiJa заданного ума е> О; или,

что то же, при удалении точки М неограниченно, например, вправо,

угол С& - О.

*) Эта аксиома (или постулат) Евклидом сформулирована иначе, но мы

будем именовать это утверждение так, как указано в тексте.

2 З.ак. 5572. Геометрия Лобачевекоrо. 17



Черт.

д о к а з а т е л ь с Т В о. Из А опустим r1ерnеНДИkУЛЯр АВ на "РJI
мую а и отложим ММ. = АМ. Рассмотрим треугольник АММ1 • Сумма

его углов не может быть больше двух прямых, т. е. 21%1 + "t < 2d. При
этом знак равенства будет в том случае, если сумма углов треуголь

ника pa~Ha 2d, а знак неравенства,- если сумма углов меньше 2d.
А так как мы желаем обойтись без теории параллельных, то выбрать

один какой-либо из этих знаков мы не можем. Итак, 2(%1 + "( < 2d.

д

•
в м М, M

1
а

Черт. 14.

Но iJ +. = 2d; откуда вытекает: 2iJ1< iJ, или IX1 < ; . Откладывая

далее М1М9 = АМ1I найд~м аналогично, что IX2 < i < ;2' Если

М
(12 (1

отложить· 2МЗ = АМ2, то точно так же будет IXз <2"" ~ 28' и т. д.

Наконец, после n-го шага, откладывая Мn- 1 М,. = AMn_ 1, получим

(1

IX,.< 2" 1 И при достаточно большом n угол осп может быть сделан меньше

напер~д заданного угла Е> о. Другими словами, при n .... со (%,. .... О,

а это мы.и хотеJlИ доказать. Ещ@ раз отмеrим, что при доказательстве

мы не пользовались даже понитием о параллелях, а опирались только

на материал, изложенный во введении. Мы использовали предложе-

ния: 1) сумма углов треуголь

f7I ника не может быть больше 2d;
----~----.-___==_""""д"------b 2) углы равнобедренного тре

угольника при основании равны;

3) внешний угол треугольника

больше каждого внутреннего

с ним не смежного; 4) отрезок

---~"";;;'''--_--<~-~---а прямой может быть продоnжен

неограниченно.

Теорема. Еслu суммауглов

какого-либо одного треуголь

ниleа равна двум nрнмы.м, то через точку А вне данной пря

мой а к а нельзя провести двух параллелей.

Д о к а з а те л ь с т в о. Опустим перпендикуляр из А на а (черт. 15)
и проведi!М Ь перпендикулярно АВ. Прямые а и Ь не пересекаются

как два перпендикуляра к одной и той же прамой АВ. Покажем,

что всякая прямая т, проходящая через А и отличная от прамой Ь,
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nересеч~т ПР~МУIО а, kакой бы УГО/l е она ни с(ktавJiяJiа t Ь. На

прямой а возьм~м точку М С той стороны от АВ, с ((оторой пря

мая т ВХОДИТ В полосу между а и Ь, и соединим А с М. Имеем:

сх + ~ = d, так как (по второй теореме Лежандра-Саккери) СУ\lМЗ

углов треугольника АВМ равна 2d. Но Т+ ~ = d, ибо угол ЬАВ = d,
поэтому а = l' При достаточном удалении точки М ОТ точки В (на

чертеже-влево)угол а, а значит и равный ему угол l' будет меньше

любого напер~д заданного угла, 3 следовательно, и меньше в, и

прямая Ат, войдя внутрь треугольника АВМn через его вер

шину А, пересеч~т основание BMn треугольника, т. е. прямую а,

ч. т. д.

При м е ч а н и е. Что прямая т, входящая внутрь треугольника

через его вершину, непременно пересеч~т основание треугольника,

можно установить при помощи постулата Паша. Ограничимся этим

замечанием, не проводя самого доказательства.

Обратим внимание ещ~ раз на то, что мы доказали. Если спра·

ведлива аксиома Евклида о параллельных, то сумма углов треуголь

ника paBHa2d, и обратно: если принять за аксиому, что сумма углов

какого-либо треугольника равна 2d, то можно доказать, что через

точку вне данной прямой нельзя провести к этой прямой двух парал

лелей. Это положение выражают словами: предложение о том, что

сум.ма углов одноzо треугольника равна 2d, и аксиома nараллелеli

эквивалентны. Всё равно, какой из этих фактов принять за аксиому,

т. е. без доказательства. Можно было бы излагать геометрию так:

весь материал до аксиомы о параллелях оставить неприкосновенным.

а вместо аксиомы параллелей формулировать такую: сумма углов

по крайней мере в одном треугольнике равна 2d. Отсюда, как мы

видели, будет BЫTeK~.TЬ теорема, ранее сформулированная как аксиома

о naраллелях. В дальнейшем построение геометрии ид~т обычным

путём.

Предложения, которые могут заменить аксиому о параллельных

без разрушении всей совокупности фактов геометрии *), будем на

зывать предложениями, эквивалентными постулату Евклида. Мы

видим, что предложение: сумма углов треугольника равна 2d
эк.ивалентно '1Юстулаmу Е.клида. Если из геометрии выкинуть

аксиому Евклида о параллелих, то вместе с ней придёТся отбросить

И предложение о том, что сумма углов треугольника равна 2d.

§ 6. Су••• углов в каждо. треУГОJlьнике одна и та же - пред

ложение. 9квивалентвое постулату Евклида.

Аксиому о параллелях Евклида может заменить такое JI1редложе

ние: во всех треугольниках сумма углов одна и та же. Если при

нять этот факт за аксиому, то отсюда будет вытекать постулат

*) .Имеются в виду геометрические факты. изложенные в евклидовых
•Нача..ах·.
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Евклида как теорема. докажем это. Обозначим сумму углов тре·

угольника через х, тогда (ч~рт. 16):

1. a+~+1=X,

2. а+,'+ 8' =х,

3. ['+1" + 8" =х,
4. 8' +8" =2d.

Складывая равенства 2 и 3, получим:

а+ l' +0' + ~ +1" + О" = 2х, или

x+2d=2x; x=2d.

Таким образом, в треугольнике АВС сумма углов равна двум

прнмым. а отсюда по предыдущему вытекает постулат ЕВКЛИда.

Но так как, обратно, из постулата следует, что сумма угло" треуголь-

С ника равна 2d, то предложение о nо

сmoянстве сум,мы умов во всех тре

угольни"ах э"вивалентно постулату

Ев"лида.

При м е ч а н и е. Можно было бы не

требовать одной и той же суммы во всех

~_--ч::----~--8 треугольниках. достаточно предположить,
что какой-либо треугольник АВС можно

разбить прям! й CD tчерт. 16) на два таких

Черт. 16. треугольника ACD и DCB, сумма углов

которых та же, что и в треугольнике АВС.

Уже отсюда, как мы видим, следует, что в этом треугольнике сумма

углов равна 2d, а следовательно (по второй теореме Лежандра

Саккери), она будет равна двум прямым во всяком треугuльнике.

А отсюда, как это сделано в § 5, легко вывести постулат Евклида.

Подобно предыдущему можно аксиому о параллелях заменить сле

дующей: сумма умов треугольни"о одна и та же для всех тре

угольни"ов. А предложение, что через точку вне прямой нельзя

к 'этой прямой провести двух параллелей, можно доказать как

теорему, и построение системы геометрии в дальнейшем пойдёт

обhlЧНЫМ путем.

Многовековые попытки геометров доказать постулат Евклида

ыявили множество предложений, 9квивалентных постулату Евклида.

Каждое из них мuжет заменить аксиому о параллелях, а сама аКСИ(Jма

займ~т тогда место теоремы. Сам Евклид применил свой постулат,

только начиная с доказательства 29-го предложения своих nНачал".

Первые 2~ теорем, составляющих приблизительно тот материал,

который мы изложили во введении, он доказал, не лользуясь теQрией

параллельнык. Многим геометрам казалось это странным, да и сама

аксиома о параллелях им представлялась недостаточн\) очевидной.

Возникли попытки перевести эту аксиому в разряд теорем, т. е.

доказать.

20



Некоторые математики, доказывая предложение о паралnелях,

молчааиво, нигде этого явно не оговаривая, считали. что сумма

углов всякого треугольника одна и та же, а после этого легко

"доказывали" постулат. Иногда одним из молчаливо допуtкаемых

авторами предложений (эквивалентных евклидову постулату) служило

какuе-либо глубоко скрытое предложение, которое не мог заметить

ни сам автор доказательства, ни многие из его критиков. Одним из

таких глубоко скрытых предложений, не заметив этого сам, вОСполь

зовался Лежандр. Именно он .доказал", что сумма углов треуголь

ника не может быть меньше 2d. Если бы это "доказательство" не

содержало ошибки, то отсюда бы следовало, что сумма углов тре

угольника равнялась 2d, так как больше 2d она, по первой теореме

того же Лежандра. быть не может. Меньше 2d она также быть не

может, как предполагалдоказаннымЛежандр, а отсюда уже непосред

ственно вытекало бы доказательство постулата Евклида. Впослед

ствии сам же Лежандр наш@л ошибку в этом своём "доказательстве".

Изложим это ошибочное доказательство Лежандра.

§ 7. Ощибочвое доказательство Лежандра теоремы: .Сумма

углов треугольника не может быть меньше 2d".

д о к а з а т е л ь с Т В О поведl:!м от противного. Предположим, что

сумма углов треугольника АВС (черт. 17) меньше двух прямых,

т. е. (I+~+"(=2d-o, где 0>0. Построим точку А', симметрич

ную А относительно ВС (взяв

6,. Аве ОСТРОУГО.'1ьным, най

дём, что А' лежит внутри

угла ВАС; этого можно достиг

нуть и для любого треуголь

ника АВС, обозначив через А

его наибольший угол). Тре

угольник А'ВС, как симмет

ричный треугольнику Аве,

равен ему, следовательно, он Д у'

имеет те же самые углы и тот в'

же дефект о (о - разность

между 2d и суммой углов Черт. 17.
треугольника). Продолжим сто-

роны АВ и АС (черт. 17) и через точку А' проведl:!м секущую,

пересекающую стороны угла в точках В' и С'. Покажем, что де

фект 81 треугольника АВ'С' превосходит удвоенный дефект тре

угольника АВС, т. е. имеет место неравенство 01 >20.
Обозначим углы треугольников ВВ'А' и сс'А', как указано на

чертеже. Тогда их дефекты будут соответственно равны:

о' = 2d- (а' +~'+ 1'),
8" = 2d - (а"+ ~"+ "(").
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Кроме того, имеем следующие равенства:

а.+а.' + а· = 2d,

2~+~'=2d,

21+1" = 2d.

Пользуясь этими равенствами, найд!!и дефект треугольника АВ'С'.
Углы этого треугольника у нас обозначены а, ~", 1" Следовательно,

01 = 2d - (а +~"+ '0, или:

01 = (2d- (a+~ +1)] +[2d- (а. +~+ 1)] +
+ (2d - (а' +~'+1')) + (2d - (а" +~"+1")], (А)

что легко проверить с помощью установленных нами равенств. В са

мом деле, обозначив для краткости правую часть равенства (А) через а,

найд!!м:

а = 8d - 2 (а + ~ +1) - (а.'+ ~' +1') - (а"+ ~" +1") =
== 8d - (а + а.' + а.") ---,.(213 + ~') - (21 +1") - (а. +( + ~") =

= 2d-(а+l'+ ~").

Но в равенстве (А) каждая квадратная скобка есть дефект со

ответствующего треугольника, так что мы получаем:

01=0+8+0'+8", или 81=28+8'+o".

Tal' как 8' и О" - числа положительные, то 01> 28, Ч. т. д.

Словами полученный результат можно высказать так: если сумма

углов треугольника АВС меньше 2d и его дефект равен О, то всегда

можно построить такой треугольник АВ'С', дефект которого 01
больше удвоенного дефекта О. (Не забудем, что доказательство ока

залось ошибочным и эту ошибку мы вскроем позднее.) Теперь закон

чим "доказательствоМ того, что сумма углов треугольника не может

быть меньше 2d. Именно: если в треугольнике АВСдефект равен 8,
то мы по предыдущему строим треугольник, дефект которого 01 >28;
для этого последнего треугольника, опять по предыдущему, строим

такой треугольник, дефект которого 89 >281 >2110. В свою очередь,

для этого треугольника аналогично построим треугольник, дефект ко

торого 88 >28\1 >268. Продолжая так же далее, построим, наконец,

такой треугольник,дефекткоторого81\ >2n8. Выбирая число n таких по

строений достаточно большим, находим, что существует треуголь

ник, дефект которого как угодно велик. НО этого быть не мо

жет, так как разность между суммой углов любого треугольника и

2d, 2d -(а+~ +1) = о (т. е. дефект) не превосходит 2d. Полу

ченное противоречие, как думал Лежандр, и доказывает, что сумма

углов треугольника не может 'быть меньше двух прямых. Но aO"ll3a
meлыmво Лежандра содержит ошиб"у. Эта ошибка скрыта очень

глубоко и не является груБыM промахом . Пусть читатель сам попро

бует вскрыть ЗТОТ промах, и он убедится, что сделать это нелегко,
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Дело в том, что при проведении это"о рассуждения неявно было

принято, без доказательства, одно очень тонкое предложение, экви

валентное постулату Евклида. Вспомним построение треуг:ольника

АВ'С' (черт. 17). Через точку А', взятую внутри угла ВАС, мы

провели секущую В'А' и приняли без доказательства, что эта секу

щая пересечt!т обе CtnOPOllbl, АВ и АС, угла ВАС. Другими словами,

без доказательства принято такое предложение: какую бы точку

А' Bllympu угла ВАС IlU взять, всегда через 1lеё МОЖ1l0 провести

прямую так, чтобы olla пересекала обе CtnOPOllbl угла. Это пред

ложение, как мы докажем в параграфе 8, эквивалентно постулату

Евклида. А ОпиРатьСя на предложение, эквивалентное постулату,

значит опираться и на самый постулат. Дело обстоит, следовательно,

так, что, доказывая аксиому о параллелях, мы, сами того не заме

чая, уже пользуемся ею в ходе наших рассуждений как верной, но

пользуемся в оболочке эквивалентного предложения. Выходит, что

мы доказывали "то же самое при помощи того же самого". Такие

ошибки в доказательстве носят название "порочного круга".

§ 8. Через любую точку внутри угла можно провести секущую,

пересекающую обе стороны уг..а, - предложениР., 9квивзлеитиое

постулату Евклида.

Предположим, что справедлив постулат Евклида, lI.оторыЙ можно

сформулировать ещt! и так: nерnеllдакуляр а и llаКЛОllllая Ь к nря

,мой АВ всегда nересе1СQются (черт. 18), в противном случае через

точку В, помимо перпендикуляра к АВ,

можно было БJ>l провести вторую прямую, а

параллельную прямой а, а зто невозможно,

если предположить справедливым постулат д'

Евклида. После зтого становится ясным, что

через любую точку А' можно провести секу

щую а, пересекающую обе стороны угла В,

стоит только через А' провести прямую, В 11
перпендикулярную АВ. Покажем, что и

обратно, если .,ерез любllЮ точ1С" А' BIl Umpu Ч 18-' -'" ерт. •
угла А МОЖ1l0 провести секущую, /Сото-

рая пересекает обе CtnOPOllbl угла, то отсюда вытекает постулат

Евклида. Доказательство этого положения мы, в сущности, уже

имеем, надо только строго установить, что при указанном условии,

сумма углов треугольника не может быть меньше 2d, а зто легко

сделать, если дать предложению такую формулировку: если через

любую точку А' ума А МОЖ1l0 всегда nровити секущую, пере.

секающую обе cmopollbl угла, то сумма умов треуголыl1саa lle
может быть меllьше двух прямых. При доказательстве зтого услов.

нога предложения можно повторить дословно рассуждения Лежандра

(см. § 7); в такой форме никакой ошибки оно содержать не будет.

Следовательно, доказана эквивалентность постулату Евклида пред

ложения, ускользнувшего первоначально от вtlИМjЩИЯ Лежандра. При
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построении системы геометрии, как легко понять, можно вместо

аКСИОМIIiI о параллелях принять предложение, о котором идi!т речь.

Тогда сам постулат опараллелях займёт место теоремы.

§ 9. Существует два подобных, но не равных треугольника

предложение, эквивалентное постулату Евклида.

Черт. 19.

с

Это предложение было высказано и доказано английским мате·

матиком Валлисом. В отличие от многих авторов, занимающихся тео

рией параллелей, Валлис вполне сознательно утверждал, что допу

щение о существовании подобных фигур вполне может заменить

Евклидов постулат. Докажем это предложение, но в более узкой

формулировке, данной в заголовке этого параграфа. Необходимо

доказать теоремы.

1. Пр я м а я т е о р е м а. Если принять постулат Евклида, то от·

сюда вытекает, что существует два не равных и подобных треугольника.

Как мы знаем из курса элементарной геометрии, в котором при

нята аксиома о параллелях, такие треугольники существуют.

11. О б Р а т н а я т е о р е м а (теорема Валлиса). Если существуют

два неравных треугольнu"а, имеющих соответственно равные

УМЫ, то через точ"у вне

данной nрямоu нельзя

провести двух прямых,

nараллельных данной~

Доказательство.

Пусть треугольники АВС

и А'В'С' не равны, но

имеют соответственно рав

ные углы (черт. 19).
Сторона АС не может

быть равна стороне А'С',

так как если бы АС=
= А'С', то треугольники оказались бы равными, ибо имели бы по

равной стороне и соответственно равным углам, прилежащим к этой

стороне. Предположим для определённости, что АС> А'С'. Воэьмём

на стороне СА точку С" так, что СС" = С'А' и через С" проведём пря

мую С"D так, что L СС" D = L с'А'В', а следовательно, и L СС"D=
= LA. Прямая C"D пересечt!т сторону ВС между точками В и С.

В самом деле, C"D не может пересекать прямую АВ, так как эти

прямые с секущеЙ АС" образуют равные соответственные УГ.'lы, а

следовательно, и равные накрестлежащие углы, а такие прямые, как

мы знаем, не пересекаются.

Итак, прямая, не проходящая ни через одну из вершин треугольника

и пересекающая сторону ~A в точ"е С", не пересекая стороны АВ,

должна согласно постулату Паша, пересечь сторону ВС в точке В"

между В и С. Полученный треуголькик СС"В" равен треуголь

нику ~'A'В', так как СС" = С'А', и прилежащие к этим сторонам

углы соответственно равны. НО в таком случае 13 четырёхуголь-
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Черт. 20.

нике .4ВВ"С'/ сумма всех углов равна 4d, так как ос +.( ~- 2d и

~+ р' = 2d (см. чертёж). Разбивая четырёхугольник АВВ"С" диаго

налью АВ" на два 'треугольника АВВ" и АС"В", найдё~, что СУЮlа

углов каждого треугольника равна 2d, так как если бы сумма одного

из них была меньше 2d, то сумма углов второго была бы БОльше 2d,
ибо эти суммы, вместе взятые, должны составлять сумму углов четырёх

угольника АВВ"С", которая равна 4d. Но сумма углов треУГОЛЬНика

больше 2d быть не может по первой теореме Лежандра-Саккери.

Таким образом, мы установили, что из предположения существова

ния двух HepaвHыx подобных треугольниковследует существование

треугольников с суммой углов, равной 2d, а отсюда вытекает посту

лат Евклида.

Итак, установлена эквивалентность указанного в заголовке пара

графа предложения аксиоме Евклида о параллельных. Можно, следо

вательно. аксиому о параллельных заменить такой: существуют два

Hepa8Hыx треугольника с соответственно paвHыиu углами. Сама

аксиома о параллельных займёт место теоремы. Вся система геомет

рии останется прежнеЙ. Если вспомнить, какую громадную роль

в геометрии Евклида играет учение о подобии фигур (а, как мы

только что доказали, это учение о подобии целиком опирается на

учение о параллелях), то становится ясной колоссальная роль посту

лата Евклида для построения всей системы геометрии. Без постулата

о параллелях не могло бы существовать учения о подобии фигур

вместе со всеми вытекающими из него следствиями.

§ 10. Одно мнимое доказательство постулата Евклида,

принадлежащее Клавию.

Изложим сначала это доказательство, а затем укажем на пред

ложение, которое, будучи эквивалентным аксиоме о параллелях, ос

талось в этом доказательстве

незамеченным.

Имеем прямую а. В трёх точ

ках А, В,С этой прямой восста

вим перпендикуляры равной дли

ны: АА1 • ВВ1 • СС1 (l/epT. 20).
Обозначим прямую А1В1С! через Ь

и рассмотрим четырёхугольники

ABB1A j , ВСС1В1 , АСС1А 1 • Эти

четыр~хугольники будут сакке

риевыми. Следовательно, угол А 1 равен углу В ! n первом четырёх

угольнике. Обозначим их ос. Точно так же в третьем четырёхуголь

нике угол А1 равен углу С1 , а во втором четырёхугольнике угол В1
равен углу С1 • При точке В1 прямой Ь мы получили два равных смеж

ных угла, следовательно, каждый из них равен прямому, т. е. ос = d.
а это значит, что любой из рассматриваемых четырёхугольников

имеет четыре прямых угла. Разбивая эти четырёхугольники диагона

лями на два треугольника, найдём, что сумма углов каждого из
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§ 11. Теорема В. Болиаи.

ь
о

этих треугольников равна 2d, а отсюда, как нам известно, следует

постулат Евклида.

При проведении этого рассуждения, как уже указывалось, мы

ВОСПОЛЬзовалиСЬ неявно предложением, эквивалентным самому посту

лату. Взяв три точки А1 , В.' С1 ПО одну сторону от а и на одина

ковом от Hel! расстоянии, мы считали лежащими ИХ на одной пря

моЯ Ь, а это допущение эквивалентно аксиоме о параллельных. Эта

эКВивалентность следует из наших рассуждений, так как если принять

постулат Евклида, то, как это указывается в учебниках элементар

ной геометрии, построенные три точки лежат на одной прямой. Мы

доказали обратное, что если такие три точки лежат на одной пря

мой, то справедлив постулат Евклида.

Предположение, что три точ"u А, В, С, лежащие ПО одну сто·

рону прямой а и на одина"овом расстоянии от неё, лежат на

одной прямой, может заменить собой аксиому о параллелях при по

строении системы геометрии Евклида. Система геометрии лишь слегка

будет изменена в структуре el! первых глав. Все предложения системы

останутс!! незыблемыми, только аксиома опараллелях перейдl!Т в раз

ряд теорем, а место аксиомы займl!т рассматриваемое предложение.

Мы несколько ослабили требования Клавия. Самим Клавием выска

зано предложение более сильное. Именно: zеометричеС1&ое место

точе1&, находящихся ПО одну cmopoHy
прямой и на данном расстоянии от

11 этой прямой, есть прямая линия.

Черт. 21.

R

Т е о р е м а В. Б о л и а и. Если

через любые три точ"u, не лежащие

--~f---------O на одной прямой, можно провести
В о"ружность, то отсюда выте"ает

постулат Ев"лид(j о nараллельных.

Доказательство. Условие тео

ремы утверждает существование такой

точки О (центр описанной окружности),

которая находится на одинаковом рас

стоянии от Tpl!X данных точек А, В, С,

не лежащих на одной прямой. Для доказательства постулата Евклида

достаточно показать, что перпендикуляр и наклонная к одной и той же

прямой всегда пересекутся. Пусть а перпендикулярна к прямой ВА,

а Ь - наклонная к той же прямой (черт. 21). На отрезке АВ берl!м

произвольнуюточку Q и строим точки R и S, симметричные точке Q
по отношению к прямым а и Ь соответственно. Точки Q, R, S не

лежат на одной прямой, так как QS перпендикулярна к прямой Ь,

а QR наклонна к Ь. Но по условию существует такая точка О, ко

торая равноудалена от точек Q, R, S. Прямая а как геометрическое

место точек, равноудаЛl!ННЫХот точек Q и R, проходит через точку О.

Прямая Ь как геомеТрИ'lеCf(О~ место точек, равноудалl!IЩЫХ от точек Q
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и S, также проходит через точку о. Итак, прямые а и Ь пересекаются

в точке О-центре окружности, описанной около треугольника QRS.
НаКJlонная Ь и перпендикуляр а к прямой ВА всегда пересекаются.

Отсюда следует, что через точку А к прямой а нельзя провести двух

параллелей.

Отметим в заключение этого параграфа, что В. Болиаи вполне

сознательно утверждал, что если предположить существование О"руж

ности, описанной о"оло любого треугольнu"а, тогда нетрудно до"а

зать постулат Ев"лида.

§ 12. Ещё ОДНО предложение, эквивалентное постулату

опараллелях.

На плоскости существуют непересекающиеся прямые. Доказа

тельство существования прямых без общей точки не требует посту

лата о параллельных. Предложение, которое мы сейчас докажем,

гласит: если при nересеченuи двух прямых, не имеющих общей

точ"u, .любой прямой внут

ренние на"рестлежащие уг-

лы о"ажутся равными, то Ь

отсюда выте"ает постулат

Ев"лида оnараллелях.

Доказательство. Пусть

а и Ь - J1рямые без общей а

точки, с - секущая, ~lРОХОДЯ

щая через точки А и В, лежа-

щие соответственно на прямых Черт. 22.
а и Ь (черт. 22).

Взяв точку С на прямой а и точку D на прямой Ь по разные

стороны от прямой АВ и так, что АС"* ВО, провед~м прямую DC,
которая пересеч!!т АВ в точке Е между А и В. Но тогда треуголь

ники АЕС и ВЕО будут иметь углы соответственно равные, т. е.

будут треугольниками подобными. Углы. отмеченные на чертеже,

равны по условию как накрестпежащие при секущих. Углы же при

вершине Е равны как вертикальные. Рассматриваемые треУГОJlЬНИКИ

в то же время не будут равными, так как по построению АС"* ВО,

а отсюда, по теореме Валлиса, следут постулат Евклида.

О б Р а т н а я т е о р е м а. Если принять постулат Ев"лида, то

при пересечении двух прямых без общей точ"и третьей прямой

внутренние на"l'естлежащие углы равны, - встречается в любом

учебнике геометрии. Вместе со справедливостью прямой и обратной

теорем и устанавливается эквивалентность предложения этого пара

графа постулату Евклида о параллельных.

§ 13. Сторона правильного вписанного шестиугоnьника равиа

раднусу - предложеиие, эквивалентное поступату Евкnида.

Отметим ещ!! одно, и последнее в нашем списке, предложение,

эквивалентное постулату Евклида. Из элементарной геометрии изве·

стно, что сторо"а вnщ::анного в круг правиJП>"ОГО шестиугольника равна
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радиусу этогО круга. Эта теорема доказывается со ссылкой на то,

что СУмма углов треугольника равна 2d. Но такая ссылка, как мы

уже знаем, есть ИСПОЛьзование аксиомы о параллельных. И этО не

случайно, так как предложение о том, что сторона правильного впи-

caHHol'o шестиугольника равна радиусу,-

Д эквивалентно постулату Евклида о парал

пельных,

т е о р е м а. Если сторона nравильноzо

вписанного в круг шестиугольника равна

радиусу круга, то отсю~а следует по

стулат Евклида о nараллельных.

В ~aMOM деле, центральный угол, опи

1
рающийся на дугу АВ, равную 6" части

окружности, равен 600, но по предположению

АВ = ОВ, и, следовательно, углы при

Черт. 23. основании ОА треугольника ОАВ равны

(черт. 23~.

Угол А равен углу В на том же основании, так как ОА = ОВ.

Следовательно, сумма углов треугольника равна 2d; отсюда вытекает

постулат Евклида *).
~

Пользуясь этой теоремой, мы можем, казалось бы, экспериментально

проверить справедливость постулата Евклида о параллельных. Начертив на

хорошо выверенной материал~ной плоскости окружность и .путешествуя"

измерителемпо окружности,после шести шагов должны вернуться в исходное

положение. Но как ни убедительно это экспериментальное .доказательство",

всё же подобного рода эксперименты выходят за рамки геометрии.

Физика, в лице теории относительности, утверждает, что поведение твёр

ды1t тел и масштабов не следует законам евклидовой геометрии. для описа

ния этих законов поведения твёрдых тел нужна геометрия, отличная от евкли

довой.

Вопросами, относящимися к экспериментам. устанавливающим природу

пространства, интересовались ещё Лобачевский и Гаусс. Так. Гаусс, руководя

геодезнческимиработами в Ганновере, с особой тщательностью измерял сумму

углов треугольника, стороны которого были свыше 10 /(AI, но расхождения

с двумя примыми, В пределах точности ИНСТруМtНТОВ,'не получил. Лобачев

ский измерил сумму углов космического треугольника, одна из сторон кото

рого была в несколько световы;;: лет, и, в пределах точности инструмента,

получил сумму, равную 2d.

Мы закончили перечень предложений, эквивалентных постулату

Евклида. Его можно было бы ПРОДОГlжить и далее. Все многовеко

вые попытки доказать постулат Евклида содержали порочныlI круг.

Доказывая постулат, т. е. стараясь п~ревести аксиому в разряд теорем,

*) В книге академика Б у н я к о в с к о г о !;;] собран большой материал о

предложе1!ИИХ, эквивалентных постулату Евклида. Буняковский даёт излишне

громоздкие доказательства многих предложений, ввиду отсутствия поии

мания неевклиJJ,ОВОЙ геометрии. Книга Буняковского может служить начальной

главой геометрии Лобачевского, если только предложении, эквивалентные

постулату Евклида. прочитать в "утвердительном - ДJlЯ геометрии Лобачев

ского - смысле", как это сделано 11 главе Il IliJстоящей КНИПI.
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нее авторы пользовалисl. l,акИМ-ЛИбо предложением, ЭIШИlJ,iJ(еВТIIЫМ

самому ПОС1улату.

flостепенно среди наиболее крупных геометров хvш и начала XIX
столетий начало создаваться убеждение, что постулат Евклида о 113

раллельных вообще доказать невозможно. Наиболее революционно

поступил наш великий соотечественник Николай Иванович Лобачевский.

Он построил новую геометрию, откинув постулат Евклида и заменив

его другим, прямо противоположным по смыслу. Эта новая геометрия

носит название неевклидовой геометрии Лобачевского. Геометрия

Лобачевского получила большое применение как в самой математике,

так и в смежных дисциплинах. Теuрия относительности, например,

не могла бы появиться без развития геометрических идей Лобачевского.



ГЛАВА ВТОРАЯ

О НЕКОТОРЫХ ФАКТАХ ГЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО

Рассмотрим вместе с Лобачевским все те возможности, которые

могут встретиться при изучении расположения двух прямых на пло

скости. При этом изучении мы будем опираться на весь геометриче

ский материал ~ до теории параллельных 11. Имеются три возможности

в расположении двух прямых на плоскости: 1) Всякие д" прямые

n'ресекаю~я. Эта возможность отпадает, так как два перпенди

куляра к одной прямой общей точки не имеют. 2) Через точку А

вне данной nря.ftоЙ а плоскости (Аа) проходит moЛЬ1&О одна nря

JUJя, не и.fteющая общей точки с а. Эта возможность осуществляется,

если только будет принят постулат Евклида. 3) Через точку А вне

данной прямой а плоскости (Аа) проходит больше одной nря.моЙ,

не и.fteющеЙ общей тачки с а. Эта возможность будет иметь место

в том случае, если постулат Евклида о параллельных места не имеет.

усnовимся в дальнейшем плоскость, на которой принят постулат

Евклида, называть плоскостью Евклида. Плоскость, на которой пря

мые не подчиняются постулату Евклида, назов~м плоскостью Лоба

чевского. В ней имеет место постулат Лобачевского. Предложения,

эквивалентные поступату Евкnида, рассмотренные нами в главе 1, уже
сейчас позволят нам установить некоторые свойства геометрических

фигур на пnоскости Лобачевского. Более подробно со свойствами

фигур этой ПnО'скости мы познакомимся в даnьнеЙшем.

§ 14. Постулат Лобачевского.

Через точку А вне прямой а 8 плоскости, определяемой точкой А

и прямой а, проходят по крайней мере две прямые с и Ь, не имеющие

общей точки с nря.ftоЙ а.

Отсюда следует, что через точку А проходит бесконечное мно

жество прямых плоскости (Аа), не пересекающих прямую а. Такими

прямыми будут, например, все прямые пучка с центром А и лежащие

в углу ЬАс и вертикальном к нему (черт. 24).
Докажем это. Возьм~м на прямой Ь точку В так, чтобы точка В

и прямая а лежали по разные стороны от прямой с. Соединим В

с какой-либо точкой D прямой а. Отрезок BD пересечt!т прямую с

в некоторой точке е. Пусть N- произвольнаи точки отрезка ве.
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Прям,ая AN Не nересекаеЖпрямую а. В саМом деJlе, если бы AN
/lересекала а в точке S, лежащей в направлении от А к N, то, I1рИ

меняя постулат Паша к треугольнику NDS и прямой С, мы нашли

бы, что прямая с пересекает DS между D и S, НО это противоречит

свойству прямой с не пересекать прямую а. Предположение, что

прямая NA пересеч~т прямую а в точке S', лежащей в направлении

от N к А, также ведl!т к противоречию; стоит лишь применить по

стулат Паша к прямой Ь и треугольнику NDS'.
Постулат Лобачевского можно сформулировать значительно уже.

Именно: можно утверждение постулата считать выполненным для

одной фиксированной прямой а и OaHO/J фиксированной точки А.

После этого легко доказать

справедливость утверждения

для любой точки А 1 и любой

прямоЯ аl' не проходящей

через точку А 1 • }
В самом деле, пусть для

точки А и прямой а имеет S
место постулат Лобачев- а

ского. Предположив, что

для какой-либо точки А1 и

прямой а 1 постулат Лоба- Черт. 24.
чевского не выполнен, мы

необходимо имеем для А 1 и а1 постулат Евклида. Справедливость же

постулата Евклида для одной точки А1 И одной прямой а1 влечёт за

собой его справедливость для всякой прямой Ь и всякой точки В,

не принадлежащей прямой Ь. А это противоречит принятому нами

постулату Лобачевского для фиксированных точки А и прямой а.

§ 15. Сумма услов треугольника на плоскости

Лобачевского.

Рассмотрим теперь, какова сумма углов треугольника, располо

женного в плоскости Лобачевского. Легко понять, что эта сумма

меньше двух nрям,ых. В самом деле, если бы эта сумма равнялась

2d, то отсюда вытекал бы постулат Евклида о параллельных, но

мы Plмеем дело с плоскостью Лобачевского, и предложение, что

сумма углов треугольника равна 2d, ведёт к противоречию. А так

как на плоскости ЛобачеВСКОFО, так же как и на плоскости Евклида,

сумма углов треугольника больше двух прямых быть не может, то,

следовательно, она меньше 2d. Кроме того, из предыдущего (§ 6)
легко вывести, что сум,м,а углов треугольника на плоскости

Лобачевского в разных треугольниках, вообще говоря, разная. Дру

гими словами, эта сумма при переходе от треугольника к треуголь

нику меняется, так как, если бы эта сумма была одинаковой во всех

треугольниках, то отсюда вытекало бы наличие постулата Евкпида.

Из предыдущего следует далее, что на ппоскости Лобачевского имеет

место такав т е о р е м а : если три угла одного треугольника равны
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Черт. 25.

l'oollisemOJ1III'fIHO mрёМ угЛ(/.fl дl'УгоlO. то lItатще 1IIJ!I'УгОЛЬНlUIll

рПIJНЫ.

ЕСJlИ бы такие треугольники не были равными, то они были бы

подоБЦt>JМи, но по теореме Валлиса отсюда следовал бы постулат

ЕВI{лида, а на плоскости Лобаченского постулат Евклида несправед

лив. Полученное противоречиеи доказывает теорему. Мы видим, что

в геометрии Jlобачевского появляется ещё один признак равенства

треугольников, которого нет на плоскости Евклида. Из теоремы

Ваnлиса также следует, что на плоскости ЛобачеВСI(ого нет подоб

ных фигур. Отметим ещё одно интересное предложение геометрии

Лобачевского. Оно относится к связи между отрезком и углом.

Каждый отрезок в гео.'4етрии Лобачевского однозначно опреде

ляет угол.

В этом легко убедиться, построив равносторонний треуголь

ник, стороны которого равны данному отрезку; такой треуголь

ник будет также и равноугольным. угол TaKOl'O треугольника

и будет вполне опредеЛёННЫМ и единственным углом, КОТОРЫй

определяет данный отрезок. Если взять другоА отрезок, не равный

первому, и точно так же построить равносторонний треугольник,

то угол этого последнего треугольника не может равняться углу

первого треугольника, так как это противоречило бы только что

установленному новому признаку равенства треугольников. }(аждый

равносторонний треугольник имеет свою собственную величину

угла. Два неравных равносторонних треугольника имеют неравные

углы. В геометрии Лобачевского нет учения о подобии, но взамен

получаем интересную зависимость между отрезками и углами. Этой

зависимости геометрия Евклида не имеет.

§ 16. Теорема о перпендикуляре к одной стороне угла,

не пересекающем другую.

Используя ложное доказательство постулата Евклида, принадnежа

щее Лежандру, получим следующее предложение геометрии Лобачевско

го: каждый угол 80С содержит внутри себя такце точкu А. через

которые нельзя провести пря

.~CЫX, пересеТtaющих обе сто

роны 08 u ос угла (черт .. 25).
Другими словами, если прямая,

ПРQходящая через такую точку А,

пересеЧёт одну сторону угла,

например ОС, то эта прямая

нигде не пересекает другую сто

рону 08 угла 80С. В самом

деле, если допустить, что какова

бы ни была точка А внутри угла ВАС, всегда можно провести

прямую через А, пересекающую о б е с т о р о н ы угла, то отсюда

следует, по Лежандру, постулат Евклида, а на плоскости Лобачев

ского постулат Евклида справедлив быть не может. Это предложе-
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ине можно изменить, ПрИДс1ваst ему более интересную форму.

В геометрии ЛобачеВСI'ОГО имеет силу такая важная теорема· каков

бы острый угол ООС ни был,- всегда существует mmсой nерnен

дuкуляр к одной стороне этого угла, который не пересекает

другую сторону_ Этот факт установить нетрудно (черт. 25).
Пусть А - точка внутри острого угла DOC такая, что через неё

нельзя провести ни одной прямой так, чтобы последняя пересекала

обе стороны угла. 'Опустив из точки А перпендикулярАВ на сто

рону OD, получим перпендикуляр, о KO~OPOM идёт речь в теореме.

Нужно ТВёрдо помнить, что если мы приняли постулат Лобачев

ского, то должны принять и все вытекающие изо него следствия,

какими бы странными они на первый взгляд ни казались. ПриведёМ

слова Лобачевского:"На первый взгляд может покаЭ2ТЬСЯ, что теоремы

геометрии, названной мною вооб

ражаемой геометрией, вообще

противоречивы, однако, замечу,

что хотя они и противоречат

нашему представлению и при

вычке, но, однако, совершенно

безупречны со стороны логиче

с({ой" .
Отметим также, что за всю

свою жизнь Лобачевский не встре

тил понимания своих идей и умер.

не добившись признания своей системы геометрии. В те времена даже

выдающиеся математики это противоречие наглядному представлению

считали решающим для того, чтобы утверждать _ "нелепость", как

они говорили, геометрии Лобачевского. Работы Лобачевского так и

остались непонятыми почти всеми математиками того времени. Чита

тель должен быть готов, подчиняясь лишь логической необходимо

сти, принять все выводы из постулата Лобачевского, как бы они

ни противоречили наглядному представлению. Чертежи при изучении

геометрии играют очень условную роль; решающего значения при

изучении геометрии, всё равно Лобачевского или Евклида, чертежи

не имеют.

Возвратимся к перпендикулярам к стороне OD угла BOD. Мы
установили, что на OD есть такие точки, например Аn• перпендику

ляр в которых к стороне OD не пересекает- ОВ, и это установлено

для любого острого угла BOD (черт. 26). С другой стороны, на OD
безусловно существуют и такие точки. перпендикуляр в которых

пересекает сторону ОВ. Эти пересекающие ОВ перпендикуляры

легко получить так: возьмt!м любую точку М на прямой ОВ и опу

стим из He~ перпендикуляр на OD. Подошва N этого перпендикуляра

принадлежит к тем точкам. через которые проходят перпендикуляры

к OD. пересекающие сторону ОВ. Влево от точки N, т. е. между

точками О и N. все точки принадлежат к такому классу, перпенди

куляры к OD из которых пересекают сторону ОВ. В самом деле,

перпендикуляр в точке Р к прямой OD пересекает сторону ON
3 Зак. 5572. Геометр"и Лобачеоекоrо. 33
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треУГОЛЫlика ONM между Ьершинами О и N, и в то же время э'tot

перпенцикуляр не пересекает сторону NM, так как два перпендику

ляра к одной и той же прямой не встречаются. Следовательно, по

постулату Паша, этот перпендикуляр пересеч!!т сторону ОМ .между

вершинами О и М, а это и нужно было установить. Итак, все точки Q,
перпендикуляр в которых к прямой OD не пересекает 08, лежат

по одну сторону ОТ всякой точки N, перпендикуляр из которой

пересекает 08, и именно по ту сторону от tv, которая не содержит

точки О. Таким образом, все точки луча OD разбиты на два класса.

К первому классу отнес!!м такие точки Р этого луча, перпендикуляр

в которых К OD пересекает сторону 08. Ко второму же классу

отнес!!м все такие точки Q, перпендикуляр в которых к стороне OD
не пересекает сторону 08. Мы

доказали, что, во-первых, суще

ствуют точки как первого, так

и второго класса, и каждая из

Черт. 27. Черт. ?8.

точек луча OD принадлежит к одному из этих классов, и, во-вторых,

что каждая точка первого класса лежит по одну сторону от всех

точек второго класса. Такое разбиение точек луча OD на два класса

производит единственная точка R этого луча, и все точки Р l-го

класса лежат по одну сторону точки R (на чертеже по левую).

а все точки Q 2-го класса - по другую сторону от точки R (на

чертеже по правую). Сама точка R может принадлежать как первому

классу, так и второму. Какому классу принадлежит точка R, устана

вливается дополнительным исследованием *).
Покажем, что точка R принадлежит ко 2-му классу, т. е., что пер

пендикуляр в R к OD не пересекает стороны 08. В самом деле, если

бы этот перпендикуляр пересекал 08 в точке S, то, взяв точку Т

по ту сторону оТ S, по которую не лежит точка О, и опустив из

точки Т перпендикуляр на OD, мы получили бы такую точку и,

которая, принадлежа первому классу, была бы справа от точки R.
но все точки первого класса лежат по левую сторону от ТОIJКИ R
(черт. 27). Следовательно, предположение, что перпендикуляр в R

*) Существование и единственность точки R, разбивающей луч на два

куска. состаВJlяет содержание аксиомы Дедекинда, о которой будет идти

речь ниже.
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Черт. 29.

пересеЧi!Т 08, ведёт к противоречию. Итак, тОЧ/tа R nрukадлежuт

второму /tлассу. Другими словами, перпендикуляр в R (в точке,

разбивающей луч на два класса) к прямой OD не пересекает Сторону

угла ОВ. Среди всех nерnендu/tуляров в точ/tах nepBOZO "ласса

нет nоследнеzо. а среди nерnенди"уляров Bmopozo /tласса есть

первый, который проходит через точ/tу R.
Доказанная т е о р е м а о пер в о м пер n е н д и к у л я р е к ОДJfОЙ

стороне любого острого угла, не пересекающем вторую сторону

угла, есть одна из важнейших теорем геометрии Лобачевского.

Наглядно такое поведение пр я мы х представить себе затрудни

тельно. Аналогичный факт имеет место в евклидовой плоскости,

есЛИ рассмотреть гиперболу и е!! асимптоту (черт. 28). Если 08
гипербола; OD - пересекающая е!! прямая, а перпендикуляр к OD
в точке R - асимптота гиперболы, то все точки Р слева от R
принадлежат к l-MY классу, а все точки Q справа от R - ко 2-му

(лассу.

§ 17. Эквидисrаита.

в § 6 мы установили, что если геометричес/tое место точе/t, нахо

дящихся на данном расстоянии от прямой а и лежащих по одну

сторону этой прямой, есть прямая линия, то справедлив постулат

ЕВ/tлида. В системе же геометрии'Лобачевского этот постулат несправёд

лив, следовательно, неверны

все предложения, эквива

,1ентные постулату Евклида.

BeJ?Ha будет такая

т е о р е м а : zeометричес/tое

.место точе/t, находящихся

на данном расстояiши

от данной прямой и ле

жащuх по одну сторону

этой прямой, есть /tривая

линия, никакие три точ/tи

которой не лежат на одной прямой. В самом деле, если бы три точки

А. В, С этого геометрического места Jlежали на одной прямой, то,

как мы знаем, четыр!!хугольник Саккери АСС'А' имел ·Оы четыре

прямых угла, а на плоскости Лобачевского этого быть не мож·ет

(черт. 29). Полученная кривая названа Л05ачевским э/tвиди

стантой.

Эквидистанта обладает некоторыми свойствами, общими с прямой

и окружностью. Так, прямую линию можно ~двигать по самой

себе", т. е. если прямую передвинуть так, что какие-либо две е!!

точки А и В совпали с двумя точками А' и В' той же прямой, то

прямая во втором положении совпад!!т с первоначальной прямой.

Так же обстоит дело и с окружностью, которую можно вращать

вокруг е!! центра, и она будет "скользить сама по себе". Кривые,

обладающие таким свойством, называются кривыми постоянной
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1(рU8UЗНЫ. Н геометрии Евклида к таким кривым относятся только

пр я м ы е и о к р у ж н о с т и. В гео-метрии Лобачевского, помимо

nря-мых и окружностей, к кривы-м постоянной кривизны принад.

лежат и эквидистанты. Если основание А' перпендикуляра АА'

вместе с этим перrrендикуляром передвигать по прямой а, то конец А

перпендикуляра опишет эквидuстанту, и если вообразить, что экви'

Дистанта АВС жёстко связана с перпендикуляром АА', то при упомя

нутом движении она будет скользить сама по себе, а это и значит,

что эквидистанта имеет постоянную кривизну. Любой участок АВ этой

кривой может быть "положен"' своими концами на эту же кривую,

и тогда все точки этого куска совместятся с эквидистантоЙ. Рассто

яние h точек эквидистанты от её основания а называется высотой

этсвuдuсmаiUn;Ы. Можно показа,ть, что эквидистанты с различной высо

той h совмещены быть не могут ни одним своим куском, так же

,как окружности "различного радиуса.

§ 18. Ещё некоторые теоремы геометрии

Лобачевского.

Остановимся на некоторых предложениях геометрии Лобачевского,

использовав результаты первой' главы. Так, если пересечь две

непересекающиеся прямые секущей, то внутренние накрестлежащие

углы, вообще говоря, не будут равными, так как из равенства этих

углов для всякой секущей, как мы знаем (§ 12), вытекает постулат

Евклида, а в геометрии Лоба-

С D чевского он силы не имеет. Част-

ный случай неравенства внут

ренних накрестлежащих углов

можно получить, рассматривая

четырёхугольник Саккери, углы

при верхнем основании кото

рого в геометрии Лобачевского

острые. И, следовательно, две

непересекающиеся прямые' АВ

Черт. 30. и CD (как перпендикулиры к оси

симметрии PQ) в пересечении

с прямой BD не образуют равных накрестлежащихуглов. Рассматри

вая этот же четырёхугольник Саккери, видим, что расстояние DB
точки D прямой CD от прямой АВ больше раССТОIIНИЯ PQ, так как

в четырёхугольнике PQBD "против большего угла Р (угол Р пря

мой, D-острый) лежит и большая сторона". Следовательно,общий

nерnендикуляр PQ двух прямых АВ и CD ссть кратчайшее рас

стояние -между этими nря-мы-ми (черт. 30). Кроме того, верхнее

основание CD четырёхугольника Саккери больше нижнего АВ, что

видно из того же трипрямоугольного четырёхугольника PQBD.
Если PQ принять за основание этого четырёхугольника, то против

угла В, как прямого, лежит и большая сторона PD. Но АВ= 2QB.
а CD = 2PD. Следовательно, CD>AB. '
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§ 19. О треугольниках, около которых нельзя описать

окружность.

Из теоремы "в. Б о л и а и мы можем заключить, что б геомеmРllИ
Лобач:евского существуют треугольники,о/tоло /COI1l0PblX нельзя

описать окружность, так как если около каждого треУГОЛЬника

можно было бы описать окружность, то, по теореме в. Болиаи,

был бы справедлив постулат Евклида. Очень легко получить конкрет

ные примеры таких треугольниКОВ.

Рассмотрим прямую а и три точки А, В, е, лежащие по одну

сторону прямой аи на одинаковом расстоянии от неЁ! (черт. 29).
Точки А, В, е не могут лежать на одной прямой, так как они при

надлежат эквидистанте. Треугольник Аве оказывается вписанным

в эквидистанту. Покажем, что ОКОЛО вся/сого треугольника, вnисан-
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Черт. 31.

ного в эквидистанту, окружности описать нельзя. В самом деле,

чеТЫРЁ!ХУГОЛЬНИК АВВ'А' есть чеТЫРЁ!ХУГОЛЬНИК Саккери, и его ось

симметрии PQ перпендикулярна как верхнему основанию АВ, кото

рое является хордой эквидистанты,так и прямой а, основанию эквиди

станты (черт. 31). Итак, мы показали, что nерnенди/tуляр /t хорде

Э/tвидистанты, nроведёННЫЙ через её середину и являющийся гео

.метрцческим местом точек, равноудаЛёННЫХ от двух точе/t А и

В эквидистанты, есть прямая линия, nерnенди/tулярная к осно

ванию а этой э/(видистанты.

Центр описанной около треугольника Аве окружности, если бы

таковой существовал, служил бы точкой пересечения ТРЁ!Х геометри

ческих мест: 1) геометрического места точек, равноудаЛЁ!ННЫХ от

точек А и В; 2) геометрического места точек, раВllоудалённых от

точек В и е; 3) геометрического места точек, равноудаЛЁ!ННЫХ от А

и е. Но по только что доказанному все эти геометрические места

суть перпендикуляры к одной и той же прямой а, основанию эквиди

станты, а такие перпендикуляры общей точки не имеют. Следова

тельно, отсутствует и точка, равноудаЛЁ!нная от вершин треугольника

Аве. Околи этого треугольника нельзя описать окружность. Отме

тим без доказательства~ что треугольни/(и, вписанные в э/(видистанты,

не исчерпывают всех треугольни/tов, О/(ОЛО ~oтopыx нельзя опи

сать о/(ружность. В геометрии Евклида эквидистанты вырождаются

В прямые, а рассматриваеМЫе rреУГОIlЬЩ'КН"""'" J;I ртрезки.
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§ 20. Сторона правнльного вписанного в круг

шестиугольника больше радиуса этого круга.

Что сторона вписанного в круг шестиугольника не равна радиусу

этого круга, мы уже знаем, так как если бы эта сторона равнялась

радиусу, то отсюда следовал бы постулат Евклида. Что сторона

этого шестиугольника больше радиуса, устанавливае~, построив

чертl!ж, аналогичный чертежу 23, и рассматривая треугольник АВО.

Угол АОВ равен 600. Каждый из равных углов А и В в равнобедрен

ном треугольнике АОВ меньше 600, так как сумма углов треуголь

ника меньше 2d. Таким образом, угол О этого треугольника

наиБОЛЫIJИИ. Следовательно, АВ > ОА = R.



ГЛАВА ТРЕТЬЯ

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ НА ПЛОСКОСТИ

ЛОБАЧЕВСКОГО

Рассмотрим подробно и систематически вопрос о взаимном рас

положении прямых на плоскости Лобачевского. Теорема о первом

nерnен.дU1СУЛllре к одной стороне острого угла, не пересекающем

вторую сторону этого угла, показывает, какое глубокое различие

существует во взаимном расположении прямых в геометриях Евклида

и Лобачевского.

В геометрии Лобачевского прямые или пересекаются или не пере

секаются, но непересекающиеся прямые не обладают такими простыми

свойствами, как в евклидов Ой геометрии. Здесь дело обстоит значи

тельно сложнее.

§ 21. Параллельные и еверхпараллельные прямые.

D

Черт. 32.

------""'3IJ~-----m

----.:.т--.8
В
!:-------а

Остановимся на постулате ЛобачевCI<ОГО. Через точку А вне пря

мой а плоскости (а, А) можно провести по крайней мере две пря

мые Ь и с, которые не

пересекают ПРЯМОй а, а

следовательно, и беско

нечное множество таких

прямых (черт. 32). К та

ким прямым, не пере

секающим а, принадлежат

и все прямые угла ЬАс.

Следовательно, все пря

мые пучка с центром А

разбиваются на два клас

са. К l-му классу отне·

Сём все пря'мые пучка,

пересекающие прямую а,

ко 2-му классу - все остальные прямые пучка. Каждый из классов

содержит бесконечное множество прямых. Например, соединяя ТОчки

М ПРЯМОй а с тОЧКОй А, получим прямые l-го класса, прямые же

Ь и с, а также все прямые угла ЬАс принадлежат ко 2-му классу.

среди которых I'Н:I"ОДИТС!! ff прямая Аm. Ilерпендикулярнаа к АВ,
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Черт. 34.

а

_ir--------:N;,:..::::---m

Черт. 33.

где АВ перпендикулярна к а. Все прямые прямого угла ВАт разби

ваются также на два класса (черт. 33). К l-му классу отнесём все

IJрямые, которые пересекают а, ко 2-му классу - все прямые, кото

рые не пересекают прямой а. Взяв точку N на луче Ат и построив

отрезок BN, видим, что все прямые угла ВАт этот отрезок пересекают.

Это следует из рассмотрения треугольникаABN. Будем считать, что

прямые l-го ·класса, например AL, пересекают BN в точках Р l-го
класса, а прямые 2-го

класса, например Ь. пере

секают отрезок BN в точ·

ках Q 2·го класса. Таким

образом, все точки от

резка BN разбиты на два

класса. Каждый класс со

держит бесконечное мно

жество точек, и все точ

ки Р l-ro класса лежат по

одну сторону от точки Q
2-го класса. Применяя аксиому непрерыIностии Д е Д е к и н Д а, нахо

дим, ~что на отрезке BN существует единственная точка' R, которая

разбивает этот отрезок на два куска. Один кусок состоит из точек Р

l-го класса, другой кусок из точек Q 2-го класса. Граница R между

этими кусками принадлежит 2-му классу. Первый класс последней

точки не имеет. Это значит, что луч AR не пересекает прямую а.

В самом деле, допустим, что луч AR пересекает прямую а в точке S
(черт. 34) и возьмём точку Т на прямой а за точкою S в на

правлении BS и соединим А с Т. Луч А Т пересечёт отрезок BN
в точкеР1"Таким образом,точкаРl

есть точка 1·го класса, но этого

быть не может, так ка" в{;е точки

отрезкаRN суть точки 2-го класса.

Допущение, что луч AR пересе

кает прямую а, привело нас к про

тиворечию, следовательно, луч AR
не пересекает прямой а. Наглядно

это положение можно пояснить

так: если луч AL l-ro класса

вращать вокруг точки А (для нашегО чертежа против часовой стрелки),

то этот переменный луч пересекает прямую а в точке L, которая по

мере вращения луча удаляется по прямой а всё дальше и дальше, и,

наконец, наступает такой момент, когда вращающийся луч nоторвётся"

от прямой а. Этот момент наступит тогда, когда вращающиRся луч

заЙмёт положение AR, т. е. перейдёТ из лучей 1·-го класса в лучи

2-го класса. Дальнейшее вращение, вплоть до луча Ат, пересечения

с прямоЙ а не даёт.Вот эту-то n граничную" прямую AR = 1
(черт. 33) Лобачевский и назвал линией, nараллельной а дЛll

точкu А по направлению BL. Если взять прямую n, симмет

ричную 1 r'Q 9ТНОШ~НI1К) К ОС!"! CI1r.rI'>JeTpl1l1 АIЗ, то IIОЛУ'l1111t !JTQ'
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Черт. 35.

---7~----Q

------....IIi!!в~---I,г--------о

Черт. 36.

рую параллельнуюк а в смысле Лобачевского, но в направпенЮI

LB, противоположном предыдущему. Итак, для каждой прямой а

u каждой точки А существуют две прямые, i u n, nараллель

ные в смысле Лобачевского прямой а; одна в одном направлении,

другая-в противоположном. .Все прямые р угла [Аn, как мы выяс

нили, пересекают прямую а. Все прямые q угла n'А! не пересекцют

прямой а. Прямые q назовём сверхnараллельными к прямоя а

(черт. 35). Ксверхпараллельным к а прямым принадлежит и IIрямаи т,

перпендикулярная к ВА

(черт. 32). Если на пря

мой а выбрать определён

ное направление, УJ<азан

ное стрелкой, то через

каждую точку А, вне

nРЯJtoйа, проходит

единственная прямая Ь,

nараллельная прямой а

в данноЯ направлении.

Можно определить па·

раллельную к прямой а, проходящую через данную точку А по дан

ному направлению, так: любую точку В прямой а соединяем сА

(черт. 36). Прямая АВраэби

вает плоскость на две полу

плоскости. двигаясь в задан

ном на прямой а направлении,

__~ Ь мы переходим с одной полу

плоскостина другую. Угол ЬАВ

--=~-,...-----------o принадлежит второй полу-

плоскости; Прямую Ь назы

вают nараллельной а в ука-

занном наnравлении,еслuона

удовлетворяет дву.!! условиям: J) Ь не пересекает прямой а;

2) любая прямая ругла ЬАВ пересекает прямую а. Очевидно,

что это определение эквивалентно определению параллельных, дан

ному Лобачевским.

§ 22. Свойства параллельных прямых.

В определении параллельных прямых, в смысле Лобачевского,

особую роль играм ТОЧlса А. Сам параллелизм устанавливался, во

первых, в данном направлении и, во-вторых, для данной точки А.

Оказывается, точка А прямой Ь,параллельной по данному направле

Нию прямой а, не играет исключительной роли.

Те о р е м а. Если nрямаяЬ nараллеЛЬНfl прямой а. по данному

наnравлеНllЮ и для точкu А, то прямая Ь параллельна прямой а

б том же направлении для любой cBoeli точки В (черт. 37).
Прежде чем доказывать теорему, остановимся на самой постз

HOBlce вопроса. Если ПРЯМ<Щ Ь паРцллелЬНЦ ПРЯl\fQn 4 дll!l точки А
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Черт. 38.

-~o:::::::----?>.~---~b

Черт. 37.

по данному на а направлению, то это значит, что прямая Ь не пе

ресекает прямоЯ а и является гранu'f,НОЙ для всех прямых, не пере·

секающих прямой а. Второй границей не пересекающих а прямых

слу жит прямая Ь', параллельная а в противоположном направлении.

Всякая прямая р угла ЬАЬ' и ему вертикального пересекает прямую а.

Всякая же прямая q дру

гой пары вертикальных

углов прямой а не пере

секает.

Если взять точку В

на прямой Ь, то среди

пучка прямых, проходя

_________________...:--0 щих через точку В, также

существуют прямые как

пересекающие прямую а,

так и не пересекающиеe~.

Среди прямых, не пересекающих а. находится и прямая Ь. Но является

ли прямая Ь границей между прямыми пересекающими и не пересе

кающими прямую а, мы еще не знаем. Не может ли прямая Ь

оказаться сверхпараллельнойпрямой а для точки В? Теорема утвер
ждает, что этого последнего случая быть не может. Для доказатель

ства того, что прямая Ь параллеiiьна а и для точки В по данному

направлению, необходимо установить два факта: во-первых, что пря

мая Ь не пересекает прямой а (но это уже установлено, так как

прямая Ь является параллельноR прямой а для точки А), во-вторых,

что всякая прямая r угла ЬВО (черт. 38) пересекает прямую а.

Разобь~м доказательство

на две части.

1) Точка В nря,м,ой Ь

находится от точки А

в сторону nараллельно

сти (черт. 38). Нужно

доказать, что любая пря

мая r угла ЬВО пересе

кает прямую а. На пря

мой r между прямыми Ь

И а возьм!!м точку Р И

соединим А с Р прямою р. Так как прямая р входит внутрь

угла ЬАО и так как Ь параллельна прямой а для точки А, то р

пересекает а в точке S. Применим постулат Паша к треугольнику

ADS и прямой г. Прямая r пересекает сторону AS треугольника

в точке Р между вершинами А и S и не пересекает сторону АО,

так как r принадлежит углу ЬВО, }{оторый не содержит точек

отрезка AD. Откуда и следует, что r не может пересечь сторону АО

между точками А и О. Следовательно, прямая г, не проходя

ни через одну из вершин треугольника ADS, nересечёт сто

рону DS этого mреугольника ,м,ежду mОЧ1Са,м,и D u S. т. е.

nря,м,ую а.
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2) Точuа В прямой Ь находится от точuи А г сторону. про

тивоположную направлению nараллеЛllэма. Нужно доказат.., что

любая прямая r угла ЬВС пересечёт прямую а. для доказательства

возьмём точку Т на прямо" г, принадлежащую углу, вертикальному

для угла ЬВС, и соединим Т с А прямою Р (черт. 39). Прямая р,

входя внутрь угла ЬАС, пересекает прямую а в точке S, так как

прямая Ь параллельна прямо" а для точки А. Рассмотрим треугольник

ACS и прямую Г. Пря

мая r пересекает сто

рону АС между точ

ками А и С, так как r
принадлежит углу Аве ь

и не пересекает сто

роны AS между точ-

ками А и S, так как r }s
с прямой р ==AS уже а

имеет общую точку Т

вне отрезка AS. При- Черт. 39.
меняя постулат Паша

к треугольнику ACS и прямо" г, которая не проходит через вер

шины треугольника, найдём, что r пересекает сторону CS между вер

шинами С и S, т. е. прямая r пересеuает прямую а. Теорема дока

зана полностью. Отныне мы имеем право говорить о прямой Ь, парал

лельной прямой а, не выделяя на Ь специальной точки, так как Ь

параллельна а по данному направлению для всех своих точеu.

Т е о р е м а. Если ПрЯ.uая Ь параллельна пря.моЙ а по данному

наnравлеnию, то и nрЯJtaЯ а, в свою очередь, параллельна nря-

С мой Ь по тому же на

правлению (черт. 40).
Чтобы это доказать,

необходимо установить:

Ь 1) что прямая а не пере

секает прямо" Ь; 2) что

всякая прямаяр угла аАС,

__~"":;''''''_--J, ----=~-__ a составляющая с а про-

нзвольный угол ~, пере

секает прямую Ь (С -
Черт. 40. произвольная точка на Ь).

Первое имеет меС10, так

как Ь параллельна а, и, следовательно, а не им"еет обще" точки с Ь.

Остаётся доказать второе. Опустим перпендикуляр АВ на прямую Ь

и возьмём на прямо" Ь точки М и !v по разные стороны от точки В

так, чтобы L NAB = L ВАМ = ~ < ; . Обозначим LAMB через 1;

1 меньше L bNA, так KaKL hNA -внешний угол треугольника ANM.
Построим прямую r под углом а к прямо" AN; 0= L АМВ = l'

Так как LbNA > 1 = О, то r будет принадлежать углу Ь,уА и, сле

дователыlO, пересеЧёТ прямую а в точке S. Это следует из того,
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что Ь параллельна прямой а. Отложим, далее, от точки М на прямой h
в сторону параллельности отрезок MR = NS и рассмотрим t:::,. AMR.
Этот треугольник равен треугольнику NAS, так как АМ = AN
в силу построения, AtlR = NS также в силу построения,и углы, за

ключ!!нные между ниии, 8и 1, равны. Если t:::,. ANS повернуть про

тив часовой стрелки на угол 2~ вокруг точки А, то он совпад!!т

с треугольником AMR. Сторона AS, в частности, после поворота

совпад!!т с AR, следовательно, L RAS = 2~, а так как ~ ~ ; ,или

2~ < (1, то прямая р войд!!т внутрь угла А треугольника MAR и,

следовательно, пересеч!!т сторону MR этого треугольника. Таким

образом, прямая р пересечi:!т Ь. Но р - произвольная прямая

угла БАа. Итак, доказано, что прямая а параллельна прямой Ь для

точки А, а значит и для любой своей точки, как это следует из

предыдущей теоремы. Сцраведли.

вость только что доказанной тео

ремы позволяет нам говорить, что

прямые а и Ь взаимно nарал

Ь лельны в данном направлении.

-~----~~---__a Установим теперь транзuтuв.
с ность nараллеЛllзма.

т е о р е м а. Две прямые Ь и С,

nараллельные третьей прямой а

в одном и том же направлении,

параллельны между собой 8 том

Черт. 41. же направлении.

Доказательство разобьём на

два пункта.

1) Прямые Ь и с лежат по разные стороны от прямой а

(черт. 41). Возьм!!м точку В на прямой Ь и точку С на прямой с.

Отрезок ВС, имея концы по разные стороны от прямой а, пересекает

эту последнюю в точке А. Так как по условию Ь параллельна а,

то любая прямая r угла ЬВС пересекает прямую а в точке S и,

входя внутрь угла aSC, пересечёт и прямую с. Кроме того, сами

прямые Ь ис не пересекаются, ибо лежат по разные стороны пря

мой а. Итак, прямая Ь параллельна прямой с. И в силу Toro, что

полупрямая r проводилась в полуплоскости SBC, Ь параллельна с

в том же направлении, в котором были параллельны Ь и с к прямой а.

2) Прямые Ь и с параллельны а 8 одном и том же направле

нии и лежат по одну сторону от прямой а (черт. 42). Возьмём

три точки: А на прямой а, В на прямой Ь и С на прямой с. Точки

В ,И С соединим с А, и пусть для определ!!нности прямаяЬ лежит

между а и с. Установим, что с не пересекает прямую Ь. В самом

деле, если бы с пересекала Ь, то с входила бы в полосу между

параллельными Ь и а в направлении параллельности И, следовательно,

пересекала бы прямую а. Но так как с параллельна а в этом напра

влении, то этого быть не может. Возьмём, далее, любую прямую р,

принадлежащ)-ю общей части УГllОВ ВАа и САа (см, 'Iерт~ж), р пере.
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Черт. 42.

Черт. 43.

сечёт «ак прямую с в точке /<., тзk и прямую Ь в точке S. так каи

а параллельна Ь и а nаралпельна с. Проведём любую ПРlUrlую r
угла cRA. r пересекает прямую а в точкеQ, так как с параллельна а.

Следовательно, прямая r пересекает и прямую Ь, в чём можно убе

диться, применяя постулат Паша к треугольнику ARQ и прямой Ь.

Таким образом, доказана и

вторая часть теоремы. С R
Исслелуем теперь, ка"

изменяется расстояние

точ"и А одной nараллель

ной до другой, если точ

ка А nеремещается по пер

вой прямой ка" в сторону

nараллелизма, так и в про

тивоположном направле

нии. Легко установить, что

при перемещении точки А

R сторону параллелизмаэто расстояние АВ -М,онотонно убывает.

При пер"емещении же А в противоположном направлении АВ монотонно

возрастает (черт. 43). В ,(амом деле, А'В' меньше АВ потому, что

угол (1 - острый, а ~ - тупой, а "против большего угла четырёх

угольника лежит и большая сторона". Точно так же покажем, что

А"В" < А'В'. Итак, мы установили, что при движении точки А в сторону

параллелизма расстояние АВ -М,онотонно уБЫ8ает~ Точно так же

убеждаемся, что в противоположном направлении оно -М,онотонно

возрастает. Но величина может монотонно возрастать и всё же

оставаться меньше некотороА по

стоянной величины (например,

периметр вписанного правильного

многоугольника при неограничен

ном удвоении числа сторон возра

стает, но остаётся меньше пери

метра описанного многоуголь

ника). И точно так же, если

расстояние АВ в сторону парал

лелизма монотонно убывает, то

отсюда ещё нельзя заключить, что это расстояние не будет больше

некоторой определённой длины (например, периметр описанного пра

вильного многоуголышка монотонно убывает при неограниченном

удвоении числа сторон, а межлу тем он никогда не сделается меньше

периметра любого вписанного многоугольника). В рассматриваемом

же случае имеет место такая т е о р е м а: расстояния точек одной

nараллельной до другой nараллельной при nере-м'ещении точки в сто

рону nараллелиЗ-м'а неограншеенно убывают, а при nере-м'ещении

точки 8 противоположную сторону неоzрониченно возрастают.

Покажем, во-первых, что какой бы произвольный отрезок е ни

взять, всегда можно указать такое положение точки D' на прямой Ь

в направлении параллелизма, что её расстояние от прямой а будет
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меJtьше в. дЛR доказаТельства отложим отрезо!< ~ = ас (черт. 44) на

перпендикуляре АВ так, чтобы С упала в полосу между параллель

ными, и через С провед~м прямую с, параллельную а в направлении,

противоположном данному. Докажем, что с nересечёт nря.мую Ь.

Для доказательства проведt!М через С прямую d, параллельную а

в прежнем направлении. d будет параллельна также и Ь. Прямая с при

надлежит углу dCA и, слеДОl:lательно, пересекает прямую Ь в точке S

а f f

Черт. 44.

г----D

Черт. 45.

с

(вспомним, что d параллельна Ь). На прямой Ь-в сторону парал

лелизма-от точки S возьмt!м точку D так, что SD = CS. Длина

перпендикуляра DE на прямую а равна Е, что следует из того, что точки

С и D, так же как и В и Е, симметричны относительно перпендикуляра

I{ а через точку S и СВ = DE = Е. Если точку D сдвинуть дальше

в сторону параллелизма, например, в точку D', то е!! расстояние до

прямой а будет меньше Е; D'Е' < DE = Е. Короче этот факт выражают

словами: nараллельные ЛUНUll 8 сторону llараллелuз.ма аси.мnтоти

чес"и приближаются

друг" другу. Некото

рые авторы вместо

термина nпараллельные

прямые" употребляют

термин acuMnmomu'te
с"ие nря.мые. Сам Ло-

_~,-:-~ .-.. ~ а бачевский назвал такие

прямые сводны.ми.

Покажем теперь,

что 8 сторону, про-

тивоположную напра

влению nараллелиз.ма, расстояние .между mO't"aMll nараллелЬНblХ

nря.мых HeozpaHu'teHHO возрастает. Это значит, что каким бы отрезок

n большим ни взять, можно указать такое положение точки D' на Ь, что

е!! расстояние от прямой а будет больше n. На перпендикуляре ВА

возьм!!м ВС = n и через точку С провед!!м прямую с, параллель

ную прямой Q В направлении, противоположном данному (черт. 45). Эта
прямая с пересечёт прямую Ь в точке S, так как точки прямой Ь,

принадлежащие лучу АЬ', отстоят от прямой а дальше, чем точка А

от точки В, а точки прямой с, в направлении е!! параллелизма к а,

неограниченно приближаются к а. Отложим, далее, SD = SC и

опустим из D перпендикуляр DE на а. Точно так же, как и в пре-
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ДЫJ1ущем сnучйе, убедимся, что DE= СВ = /t, И, вЗsiЬ 1'04J(y й',

отстоящую от S далее, чем точка D, найдём, что D'Е' > n. Теорема

доказана полностью~ 8 сторону, противоположную nараллелизму,

асимптотические прямые неограниченно расходятся. Часть пло

скости, расположенную между параллельными прямыми, назовём поло

сой между параллельными.

Ь--.· ::-iв : а В' :~,
Черт. 46.

Т е о р е м а. Все полосы между nараллельными конгруентны

между собой, т. е. могут быть наложены друг на друга всеми своими

точками.

Рассмотрим две произвольные полосы а, Ь и а', ь' (черт. 46).
Возьмём на прямой Ь точку А и опустим перпендикуляр А8 на а.

Так как расстояния точек А' дО прямой а' принимают все значения

между нул!!м и бесконечностью, то найдётся такая точка А', что

А'8' = А8 и, наложив А'В' на АВ, мы и осуществим наложение полос.

Возвратимся в заКJlючение к первому nерnендикуляру р к сто

роне ОА угла АОВ, который не пересекает сторону 08 (черт. 47).
Т е о р е м а. Первый nерnен-

дикуляр р к стороне ОА. В
не nересекающий сторону 08
nроизвольного ocnzpozo угла

А08, параллелен сторо

не ОВ.

Доказательство.l)ОВ О
и р не пересекаются. 2) любая ~--------O...L.-_"""",:!~--:'A

прямая r угла ОРР пересечёт 08.
В самом деле, взяв на луче r Черт. 47.
точку S и проведя SQ перпен-

дикулярно ОА, найдём, по предыдущему, что этот перпендикуляр пере

сеч!!т 08 в точке R. Применяя к треугольнику OQR и прямой r посту

лат Паша, найдем, что r пересечёт сторону OR между вершинами О и R.
После выяснения этого факта теорема о первом перпендикуляре

может быть сформулирована так: каков бы острый угол ни был,

всегда существует nерnендикуляр к одной стороне его, nараллель

ный другой стороне.

§ 23. Угол параллельности.

докажем одно вспомогательное предложение, относящееся к сверх

параллельным прямым.

Если две прямые т и n в пересечении с третьей прямой 1
образуют внутренние накрестлежащие углы равные, то прямые т
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с

-------Ь
---':!8---;..-.-------!/

р'

Черт. 48.

__:::::"-~:--------n
р

Il h ~.сверхtiараллельны. Пусть С - середина оtрезкз АВ секущеtl

(черт, 48). Опустим из С перпендикуляр СР на прямую n и перпен

дикутrр СР' на прямую m. Эти два перпендикуляра. составляют

Ilродо"женuе один дpy~oгo. В самом деле, треугольник СРВ равен

треУГОillЬНИКУ ер'А, ибо в этих прямоугольных треугольниках гипоте

нузы и острые углы В и А равны, а, следовательно, углы С также

равны (которые в этом случае

т будут вертикальными), И ли

ния РСР' оказывается nря.моЙ.

Прямые т и n как перпенди

кулярные к прямой РР'-сверх

nар::zллельны. Вспомогательное

предложение доказано.

Если к прямой а через

точку А, взятую вне а, про

вести параллельную Ь, то

угол а; = L ЬАВ (черт. 49)
называется угло.м nараллсльносmuдлл тОЧ1&U А U nРIl.моЙ а. Легко
ПЩIЯТЬ, что каждому расстоянию х точки А до прямой а отвечает

СВОй вполне определённый угол параллельности а, так как через

точку А f{3 расс'l'ОЯНИИ х от прямой а можно провести единственную

riараллельную Ь в данном направлении ({ прямой а и, следовательно,

под опредеЛёННЫМ углом а к перпендикуляру АВ. Параллель через

точку А в противоположном направлении симметрична прямо!! Ь отно

сительно перпендикуляра АВ

и образует с АВ тот же

угол а. Итак, 1&аждо.му

отреЗ1&У х соответствует

свой вполне оnредеЛёННЫЙ

угол а. Следовательно, 1%

есть функция Х. Лобачев

Ский ввёл обозначение

1% = П (х). За!!мёмся каче

CTBeHHt>IM изучением ЭТОй

функции.

1) П(Х)-фУЮЩUЯ .мо

нотонно убывающая. Это

значит, что с возрастанием

аргумента х П(х) убывает.

В этом убедиться нетрудно. Черт. 49.
Возьмём на перпендику- .
ляре АВ точку А' так, что А'В = х' > х, и провеДём через А'

параллель с к а, в данном направлении. Тогда угол параллельно

сти 1%' = П (х'). А если через А' провести прямую 1 под углом с(

к А'В, то 1 будет сверхпараллельной для прямой Ь, так как 1 и Ь

с секущей А'А образуют соответственные углы, равные а, следо-·

вательно, б у д у т р а в н ы у г л ы н а к р е с т л е ж а Щ и е, а такие

прямые, K:tK ~lbI знаем, сверхпараJlлеш,ны. Отсюда следует, что· пря..
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Мая 1 не принадлежит углу сА'А, а это и 03ltачает, что а' < а, Т. е.

n (х') < П (х) при х' > х.
2) При неогранUченно.м возрастании х угод (J = П (х) уб61,аеm

неограниченно, т. е. сделается меньше любого сколь угодно Малого

произвольно заданного угла Е> о. в самом деле, построив угол Е,

найд~м такую точку Р на одной из его сторон (черт. 50), что перпен

дикуляр р в Р к этой стороне будет паралле.IIен другой СТороне,

что по "теореме о первом перпендикуляре" возможно. Совместим

теперь прямую р с прямой а так, чтобы точка Р упала на точку В

(черт. 49). Перпендикуляр PQ пойдёт по напра-

влению БА, и вершина Q угла Е упадёт на О
точку Q'. Параллель в Q' к прямой а имеет угол
параллельности Е. дальнейшее удаление точки Q'
по перпендикуляруРА даст углы параллельности,

меньшие Е. Доказанное положение можно записать

так: 11т П (х) = О. Легко также понять, что при
a:~oo

1t
Х -+ О угол П (х) -+- '2 *). Лобачевский нашёл

явное выражение для функции П (х).

Приведём, пока без доказательства, эту формулу

Лобаrщгского:

Черт. 50.

Здесь е - неперово число, а k - со~ершенно произвольная положительная

постоянная. Наличие во всех формулах Лобачевского произвольной положи

тельной постоянной k есть особенность геометриИ Лобачевского. Постоян
ную k можно связать с другой постоянной с, имеющей наглядный характер.

Постоянная с есть не что иное, как расстояние, которому соответствует

1t 7t
угол параллельвости 4" • т. е. П (с) = 4" . Подставив в формулу Лобачевского

с

вместо х звачение с, найдём: tg; П (с) = е- ". или, приняв во внимание
с

7t -- С 7t
значение П (с), получим: tg"8 = е k, откуда: - k = In tg 8' т. е. k про-

порционально с. Именно:

с
k = - --- **). из последней формулы видно, что задать постоянную с

1t '
1ntgs

произвольно вс! равно, что задать постоянную Лобачевского ПРО!;lЗВОЛЬНО.

для углов выбрана так, чтобы прямому углу

определено вне всякой связи с геометрией,

*) ПриЧёМ единица меры

7t
Соответствовалочисло 2"' и 7t

например, рядом Лейбница:

7t 1 1 I
4" =1-3+5-7+'"

ТI: 7t
**) tg "8 < 1; In tg "8 < О.

4 Зак. 5572. Геометрия ЛоClаqеаскоrо. 49



При с -+ со Ii k -+ 00. Чему равна величина с, т. е. рассtояние, сооtвеtсtllуtoщ~е
11:

углу "4 jI Геометрия Лобачевского утверждает, что постоянная с может

быть вы()рана совершенно произвольно. Этот отрезок с часто принимают

за еДИRицу масштаба. Любопытно, что в геометрии Лобачевского суще

ствует вполне определённый отрезок, который может быть принят за

единицу масштаба. В геометрии Лобачевского, так же как и у Евклида,

существует .естественная мера углов·. Именно: прямой угол может быть
принят за единицу. В геометрии Лобачевского существует также .есте

ственная· мера отрезков. Отрезок с может быть принят за единицу. Интересно

отметить: чем больше по величине отрезок с, тем ближе геометрия Лобачев

ского с таким с подходит к геометрии Евклида. При с -+ 00 и, значит, при

k -+ 00 мы получаем геометрию Евклида как предельный случай геометрии

Лобачевского. Так, перейдя к пределу при k -+ 00 в формуле Лобачевского,

найдём: П (х) = ; при любом х, а это характеризует геометрию Евклида.

Из формулы Лобачевского можно сделать такой вывод: при каждом

данном k можно рассматривать столь малый кусок плоскости, что все .самые

(ю

-т
большие расстояния" х будут столь малы, что е будет "очень близко·

к единице, а следовательно, П (х) .очень близко к 1- .. Отсюда такой вывод:

в достаточно малых кусках плоскости Лобачевского без ощутительной
nогрешности можно пользоваться геометрией Евклида.

§ 24. Свойства сверхпараллелей Лобачевского.

в

Черт. 51.

Мы знаем, что два перпендикуляра к одной и той же прямой

сверхпараллельны. Из рассмотрения четырёхугольника Саккери мы

также знаем, что перпендикуляр к двум сверхпараллельным прямым

есть кратчайшее расстояние

между точками этих пря

мых. Мы видели также, что,

передвигаясь по одной из

сверхпараллельных в ту или

другую сторону от их

общего перпендикуляра, по

лучаем всё б6льшие и б6ль

шие рас~тояния точек этой

сверхпараллельной до дру

гой. Оказывается, что рас

стояния мР точек М одНОIi из сверхnараллельных до другой

неограниченно возрастают по .мере удаления точки М от осно

вания их общеzо nерnендикуляра АВ. В этом можно убедиться,

например, так: через точку В проведём прямую с, параллельную пря

мой Ь в одном из направлений (черт. 51). Эта прямая принадлежит

углу аВА. Перпендикуляр PQ в точке Р к прямой а при возрастании

расстояния вр возрастает; QP ~ 00. Точка Р может занять такое

положение Р', при котором этот перпендикуляр будет параллелен

прямой с, а следовательно, и прямой Ь (две прямые, параллельные

третьей, параллельны между собой в одном и том же направлении),
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ь

8
Черт. 52.

но рйсстояние МР тоЧки М прямой Ь ОТ прямо/t а БОJlьwе QP
(МР> QP), так как М и Р лежат по разные стороны прямой~. Рас

стояние же PQ, а следовательно, и МР можно сделать больше

всякого сколь угодно большого произвольно заданного отрезка. В са-

мом деле, пусть точка Q на прямой с выбрана так, что перпендику

ляр QP больше любого, наперед заданного отрезка N. Прямая PQ
пересеЧёТ Ь в точке М, так

как с параллельна Ь в напра

BлeHии АМ. Следовательно,

РМ > Р" > N. В силу сим
метрии прямые а и Ь неогра

ниченно расходятся и по дру

гую сторону их общего перпен

дикуляра АВ. Из приведенных

рассуждений вытекает еще одна

интересная теорема.

т е о р е м а. Если две сверхnараллельные прямые а и Ь имеют

общий nерnендикуляр АВ, то на каждой из них, например а, суще

ствуют точхu Р'Р" (сuмметричныеотносительно общего nерnен

дикуляра АВ), такие, что nерnендикуляры р' и р" в этих точках

к прямой а параллельны-каждыйв своём направлении - прямой Ь.

Всё доказанное относится к сверхпараллельным прямым, имеющим

общий nерnендuкуляр. Но всякие ли две сверхпараллельные прямые

имеют общий перпендикуляр? Например, а и 1 сверхпараллельны, но

1 не перпендикулярна к АВ (черт. 52). Существует ли у прямых а

и 1 общий перпендикуляр?

т е о р е м а. Всякuе две сверхnараллельные прямые т и n имеют
общий nерnендuкуляр и притом только один.

р

Черт. 53.

Пусть т и n-сверхпараллельные прямые (черт. 53). Взяв про

извольную точку А на прямой n, проведём .через неё прямые а и Ь,

параллельные прямой т в каждом из направлений. Прямая а при

надлежит углу пАВ, а прямая h углу n'АВ, где В - некоторая точка

на т. По крайней мере один из углов; LaAn = ~ и LbAn' = (1,-
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Черт. 54.

6СТрЫЙ. Пусть С1- острыЙ. ПО теореме о первом перпеi:lщtКУJlЯР~
Р"' " ,существует такав точка на стороне n , что перпендикуляр р к n

параллелен стороне Ь и , следовательно, прямой т'. Из точки Р"
проведlSМ прямую 1, паралле.льную т в указанном направлении. На

стороне n угла nP"l отме;rим точку р' такую, что перпендикуляр

р'Р' К n будет параллел-ен прямой l (на чертеже р' лежит далее

точки А от точки р", чего могло и не быть, если угол ~ - тупой).

р' параллельна 1, а l параллельна т в том же направлении. Следо

вательно, р' параллельна т. Разделив расстояние р'р" точкою С

пополам и проведя прямую р, перпендикулярную к n в 9ТОЙ сере

дине С, получим общий перпендикуляр р

сверхпараллельных прямых т и n. В самом

деле, 8 силу симметрии, прямые h' и h",
проведённые из точки С параллельно пря

мым р' и р" соответственно, а следова

тельно, параллельные т и т'. образуют

равные углы <р с прямой р. Откуда сле

дует, что р перпендикулярна к тт' *).
Двух общих nерnен.дикуляров сверх

nараллельн.ые прямые иметь н.е могут.

Так как если бы существовалидва перпен

дикуляра CD и C'D' (черт. 54), то мы имели бы четыр!!хуголь

ник CDD' С' с четырьмя прямыми углами, а 9ТОГО в геометрии Лоба

чевского быть не может. Теорема доказана полностью.

Таким образом, всякие две сверхпараллельные прямые т и n не

ограниченно расходятся от их общего перпендикуляра. Лобачевский

назвал сверхпараллельные прямые "разводн.ьutu
U

•

§ 25. Некоторые частные случан взаимного расположения прямых

иа плоскости Лобачевского.

В заключение 9ТОЙ главы рассмотрим некоторые частные случаи

расположения прямых на плоскости Лобачевского. Воспользовавшись

известным нам материалам, изучим некоторые фигуры, составленные

из прямых, существование которых в еВклидов ой геометрии не имеет

места. Рассмотрим биссектрису Ь прямого угла хОу (черт. 55).

Отложим на ней отрезок r = ОМ такой, что П (г) = : ,и восста

вим к Ь перпендикуляр а в конце М отрезка ОМ. Этот перпенди

куляр будет параллелен как прямой O~ в одном сво!!м направлении,

так и прямой аУ - в другом. Мы получим "треугольник U , стороны

которого Ох, аУ и а. Угол между сторонами Ох и аУ - прямой,

а остальные углы- равны нулю. Если взять биссектрису смежного

угла хОу и выполнить то же построение, то получим прямую а',

параллельную у в прежнем направлении и параллельную х- в про-

*) Это доказательство было доложено автором кафедре математики пед

института им. Либкнехта в 1942 г.
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х

Черт. 56.

куляр ау, который параллелен

тивоположном направлении.

тивоположном. Получим .треуголыIИК", составленный из тр!!х прямых

х, а и а', стороны которого - полные nря.м.ые и углы равны нулю.

Назов~м его треУ20л"нико.м. с нулевы.м.и угла.м.и. Что УГЛbI между

параллельными прямыми естественно считать равными нулю, следует

из предельного перехода от секущей к параллели. При удалении

точки М по прямой а в сторону

параллельности неограниченно

(черт. 56) угол IX стремится

к нулю (§ 1); в то же время

из определения параллелеА сле·

дует, что при ВМ~ 00 пре

дельное положение секущей

АМ есть прямая Ь, паралпель

ная а.

Таким образом, естествен

но считат" У20Л .м.ежду nа

раллел"ны.м.и равны.м. нулю.

Заметим здесь же, что дву.м.

сверхnараллельны.м. nря.м.ы.м. нельзя приписать никакого действи

mеЛЬНО20значекuя угла. Попутно отметим такой интересный факт.

К дву.м. nараллельны.м. nря.м.ы.м. а и х в одно.м. направлении суще-

ствует nря.м.ая а', nараллель

ная и.м. в противоположныхна

правлениях. Это прямо следует

из рассмотрения треугольника

Ь с нулевыми углами (черт. 55).
Из рассмотрения прямого угла

-~-----_-:~~--,J~tI хОу и прямой а, параллельной
обеим сторонам этого угла, сле

дует, что к одной из двух nа

раллельных nря.м.ых х и а

существует такой nерnенди-

дРУ20Й nараллельной, нов про-

Остановимся в заключение на установлении системы координат на пло

скости Лобачевского. Вполне аналогично случаю евклидовой геометрии
можно определить систему декартовых координат в форме, указанной на

чертеже 57. Именно: на прямой Ох от

точки О ОТКJlадывают положительные и М

отрицательные абсциссы ОР=х, а орди· J
наты РМ =У откладывают по перпендику-
ляру к оси Ох в точке Р. Ординаты - по- )
ложительны по одну сторону оси Ох,

отрицательны - по другую. На самой О
оси Ох ординаты равны нулю. При этом ..-""O'J----:Jr:----p~----x·
несущеетвенно, проводится ли ось ординат

в точке О или нет. Из этого опредеJlения Черт. 57.
координат следует, что каждой упорядо-

ченной паре чисел х, У отвечает единственная точка М плоскости и, обратно,

каждой точке М плоскости Qт~ечает упорядоченная пара чисел, так как
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из каждой точки М в плоскости можно провести перпенднкуляр к Ох н
притом ·только один. Совсем другая картина получится, если абсциссы от

КJlадывать, как мы только что делали. а ординаты откладываТ!> на оси Оу
В этом случае каждой точке М отвечает упорядоченная пара чнсел, которые

будут координатами этой точкн, так как через каждую точку М можно про

вести перпендикуляры МР и MQ ){ осям коордннат (черт. 58). За координаты

точки М можно принять ОР= х и OQ = у. Если же за ординату взять РМ,
а за абсциссу MQ = е, то получим систему координат, отличную от первой.

так как e:f: х. Именно, легко видеть, что е> х, так как перпендикуляр ОР
есть кратчайшее расстояние между двумя сверхпараллельными прямыми РМ

и OQ. В этих трёх различных системах координат точке М соответствуют

различные пары чисел (х,у); (х,у); (~, 1). Декартовойсистемойкоординатназы
вается первая (черт. 57), и если в декартовой системе координат соответ-

1.

Черт. 58.

м

х

Черт. 59.

q

ствие между точками плоскости и упорядоченными парами чнсел взаимно

однозначно, то в последних двух случаях этого не будет. Напри~р~если

каждой точке М плоскости отвечает единственная пара чисел (х, у), 70

обратное неверно. Можно указать такие чнсла Х, у, которым не соответ
ствует ни одна. точка плоскости. В этом можно убедиться, например. так:

проведём че.рез начало координат любую прямую с и прямые р и q, пер

пендикулярные к осям координат и параллельные прямой с (черт. 59). Чи

сла х = ОР, у = OQ не определяют положения точки. Также х и у нельзя
взять соответственно и одновременно больше ОР и OQ. Соответствие

между точками и парами чисел не взаимо однозначно. Лобачевский в своей

аналитической геометрии пользовался всеми указанными системами координат.



ГЛАВА ЧЕТВЁРТАЯ

УЧЕНИЕ О ПЛОЩАДЯХ В ГЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО

Установить понятие площади простого плоского многоугольника *),
в частности треугольника, это значит найти способ поставить

в соответствие каждому такому многоугольнику положительное число

так, чтобы удовлетворялись требования:

10. Конгруентным или равным многоугольниl(ам были поста

влены в соответствие равные числа.

20. Число, поставленное в соответствие многоугОЛЬНUIlУ, соста

вленному из двух смежных многоугольниl(ОВ, равно сумме чисел,

поставленных в соответствие llаждому из этих смежных много

угОЛЬНUI(ОВ (свойство аддитивности).

Два простых многоугольника называются смежными, если они

имеют одну или несколько общих сторон или частей сторон, но не

имеют ни одной общей внутренней точки.

При выполнении указанных требований числа, поставленные в соот

ветствие каждому простому многоугольнику. называются площадями

соответствующих многоугольников.

Изложенное в этой главе имеет целью показать, что в геометрии

Лобачевского достаточно l(аждому треугОЛЬНИI(У поставить в соот

ветствие чисдо, nроnорциональное дефеl(ту этого треугольниl(а,

чтобы установить систему измерения площаде". [Дефект о треуголь

ника есть разность между 'It и суммой углов треугольника, т. е.

8= 'It - (А+В+ С).] Площадь любого простого многоугольника будет

определена в соответствии со свойством аддитивности как сумма

площадей треугольников, на которые можно разбить многоугольник;

причём имеет место независимость площади от способа разбиения

многоугольника на треугольники **).

§ 26. Конгруентность четырёхугольников Саккерн.

В геометрии Лобачевского, так же как и в геометрии Евклида,

площади криволинейных фигур определяются как пределы площадей

вписанных и описанных многоугольников, так что всё дело СВОдится

*) Определение простого многоугольника дано в § 37. стр. 78.
**) ер. с нзложением у Адамара 111. Прибавление д. О понятии площади.

Приведёввая здесь теория площадей принадлежит Лобачевскому [17]. Обра
ботку доказательств Лобачевского см. (181.
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к вычислению площадей многоугольников. Разбивая последние диаго

налями, если многоугольник выпуклый, на треугольники, мы приходим

к задаче определения площади треугольника, решением которой мы

и будем заниматься на протяжении эtой главы. Докажем сначала

одно вспомогательное предложение.

Четырёхугольники Саккери с равными верхними основаниями

и равными соответственно острыми углами при них конгруентны.

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть в четыр~хугольниках Саккери ABDC
и A'B'D'C': CD = C'D' и острые углы при CD и C'D' равны (черт. 60).
Эти углы мы обозначим через а. Наложим четыр~хугольник А'В'D'C'
на четыр~хугольник ABDC так, что С'D' совпад~т с CD; прямая

С'А' пойд~т по СА, вследствие равенства углов. По той же причине

с D с' D'r J
д' В'

Черт. 60.

прямая D'В' пойдёт по DB, и вопрос заключается 8 том, упад~т ли

точка А' в точку А, а точка В' в точку В? Допустим, что А' зай

M~T положение А", а В' - положение В" и точки А", В" будут ле

жать по одну сторону от прямой АВ (на нашем чертеже выше АВ).

Та1С как два перпендикуляра АВ и А"В" к одной и той же прямой АС

сверхпараллельны, то в таком случае две сверхпараллельные прямые

АВ и А"В" будут иметь два общих перпендикуляра АС и CD, но этого

быть не может. Следовательно, при указанном наложеНИIi должны

совпасть и нижние основаН'Ия А'В' и АВ четырёхугольников Саккери.

Итак, четыр~хугольники конгруентны. Предложение доказано.

§ 27. Дефект треугольника и площадь треугольника.

Т е о р е м а. Два треугольника, имеющие равные дефекты и /lO

равной стороне, равновелики.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть треугольникиАВС и А'В'С' (черт. 61)
имеют равные стороны АВ и А'В' и одинаковые дефекты о =
='It-(A+B+C), o'='It-(А'+В'+С'),0=0'.

Для каждого треугольника выполним следующие построения.

Середины Р и Q сторон АС и СВ треугольника АВС соединим прямой

и из точек А и В опустим перпендикуляры АЕ и BF на эту прямую.

Из точки С также опустим перпендикуляр са на эту прямую.

Такое же построение выполним для треугольника А'В'С' Прямо

угольные треугольники рас и АЕР равны, T~K как имеют равные

гипотенузы и равные острые углы при Р как вертикальные. Анало-
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гично заключаем о равенстве треугольников COQ и QFB. Отсюда

легко понять, что четырёхугольник АЕРВ равновелик треуголь

нику АВС. Точно так же четырёхугольник А'Е'F'В' равновелм)( тре

угольнику А'В'С'. Но четырёхугольники ЕРВА и Е'Р'В'А' суть

четырёхугольникиСаккери, так как ЕА=СО=РВ, А'Е'=С'О'=8'Р'
и углы Е, Р, Е' и Р' -прямые. Сумма углов А и В при "верхнем"

основании АВ первого четырёхугольникаравна сумме углов треуголь

ника АВС; это следует из того, что угол С построениемразбит на два

Черт. 61.

угла Ч' и ~ и каждый из них прибавлен к углам А и В. Точно так же

видим, что четырёхугольник Е'Р'В'А' имеет сумму углов при

»верхнем" основании, равную сумме углов треугольника А'В'С'. Но

так как по условию дефекты треугольников равны, а следовательно,

равны и суммы их углов, то отсюда заключаем, что четырёхуголь

ники ЕР'БА и Е'Р'В'А' - конгруентны, как имеющие равные" верхние"

основания АВ= А'В' и равные умы при верхних основаниях, ибо на

долю каждого угла падает полусумма углов

треугольника. Следовательно, треуголь- С
ники АВС и А'В'С' равновелики, и теорема

доказана.

Установим ещё одно вспомогательное

предложение.

Если треугольник АВС разбить транс

версалью CD на два треуголlt1tuка ADC
и DBC, то сумма дефектов о' и О" этих

последних треугольников равна дефекту о Черт. 62.
треугольника АВС (черт. 62).

В самом деле, имеем о' = '!t-(a +л+ "('), о" = '!t- (1" + ~+"("),
складывая, получим: О' +0"=2'!t - (а+~ + "(' + "(") - (л + 1"). Но так
как "('+"("=1; л+tJ-='!t, то o'+o"='!t-(a+~+"()=o.

Кроме того, если точка D будет перемещаться по АВ от А до В,

то дефект о' будет изменяться от О до О, принимая любое значение

между О и О. Если точка D стремится совпасть с точкой А, то

"(' -+ О, tJ. -+ а, а следовательно,

л -+ те - а и о' = '!t - (а + "(' + л) -+ 'It - '!t = О.

Если теперь точка D начинает своё перемещение от точки А, то

дефект о' треугольника ADC начинает своё изменение со значения О.
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и если 1'0чка D займ!!т положение D', то дефеl<Т треугольника AD'С
будет БОЛЫlIе дефекта треугольника ADC на величину дефекта тре

УГОЛЬНИkа DD'C. Отсюда мы видим, что при nеремещении точки D
от А до В дефект о' треугольника ADC возрастает от О до о,

где о -дефект треугольникаАВс. ПрИЧёМ возрастаниепроисходит

непрерывно, а это означает, что какое бы число 01 между О и о мы

ни взяли (О < 01 < о), всегда существует такое положение точки D
на отрезке АВ, что дефект треугольника ADC равен 01' Это

важное предложение нам и понадобится в дальнейшем.

Т е о р е м а. Площади двух треугольнuков, имеющих по равной

стороне, относятся, как их дефекты.

в

в'

~
1/' D' с'

Черт. 63.

Пусть в треугольниках Аве и А'В'С' (черт. 63) АВ= А'В',
о и о' - дефекты этих треугольников, а fj, и fj,' - их площади .

.1 о
Требуется установить, что у=у .

10. Пусть дефекты о и о' -соизмеримы. Это значит, что они

имеют общую меру 01' которая в дефекте о укладывается т раз,

а в дефекте о' n раз, т. е. о ==:1 то!' а о' = nо 1 , где т и n нату

ральные числа, и 0< 01 -< О Jt 0< 01 -< о.'. Тогда, по предыдущему,

как на АС, так и на А' С' существуют такие точки D и Ь', что де

фекты треугольников ADB и A'D'B' равны 01' Но в таком случае

треугольники ADB и A'D'B' равновелики, так как они иr.i"еют рав

ные дефекты и по равной стороне (АВ = А'В'). Далее, от треуголь

ника DBC трансверсалью BD1 "отрежем" 6.. DD1B, дефект которого

также 01; затем от треугольника D 1BC "отрежем" 6.. D1D2B,
дефект которого также равен 01' и т. д. В результате 6.. АВС
трансверсалями из В рззобьётся на т треугольников с дефек

тами, равными 01' Точно так же 6.. А'В'С' трансверсалями из В'

разобьётся на n треугольников с дефектами 01' Но 6.. DBD1 равно

велик треугольнику АВО, так как сторона BD у них общая, а

дефекты равны. По той же причине 6.. D 1D2B равновелик треуголь

нику DD1B и т. д. СледоватеiТIьно, все т треугольников, на которые

разбился 6.. АВС, равновелики. По той же причине n треугольни

ков, на которые разбился треугольник А'В'е', также равновелики

как между собой, так и с каждой частью треугольника АВС, так

как равновелики треугольники ADB и А'D'В'. Значит, одна и та же
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Черт. 64.

площадь в первом треугольнике укладывается т раз, а во отором

II раз. Отсюда следует, что:

IJ. т m~1 ~

'"F = 11 = по, = о' , Ч. т. д.

20. Случай, когда дефекты 8 и 8' несоизмеримы, рассматри

вается обычным в этом вопросе методом. Именно: использовав пер

вую часть доказательства для случая соизмеримых дефектов, показы

вают, что площади треугольников относятся как их дефекты с· точ

ностью до одной N, где N-любое целое число .. При переходе

к пределу при N --+ со и устанавливается справедливость теоремы

в несоизмеримом случае. Теперь докажем теорему в общем слу.чае.

т е о р е м а. П,IJощадu любы.х

треугольников относяm,:я ка"

llХ дефекты..

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

Аве и А'В' С' - два произволь

ных треугольника, дефекты кото

рых соответственно равны 8 и 8'
Построим третий треугольник так,

что А"В"=Ае и А"С"=А'С'

(черт. 64). Дефект последнего

треугольникапусть будет с". Таким

образом, треугольники АВС и А"В"С" имеют по равной стороне.

Следовательно, по предыдущей теореме их плошади относятся как

IJ. о
их дефекты: 1) IJ." = о'" в свою очередь А"В"С" и А'в'С' также

IJ." о"
имеют по равной стороне и, следовательно: 2) 7 = V, гдe~, ~'

и ~" - площади рассматриваемых треугольников. Перемножая почленно

равенства 1) и 2), найдём окончательно: :' = 'O~ , что доказывает
теорему.

Отсюда вытекает, что отношение площади треугольника к его

дефекту есть величина постоянная, от треугольнu"а не завися

щая (одна и та же для всех треугольников). В самом деле, перепишем
IJ. 'о IJ. ~

равенство --кт = ат в виде т = ат' И если считать треугольник

АВС данным, а А'В'С' - произвольным, то полученное равенство

показывает, что отношение площади nроизвольного треугольника

к его дефекту равно отношению тех же величин для данного тре

угольника. Как обозначить это постоянное отношение, зависит от еди

ницы меры площади. Обычно выбирают эту постоянную' равной k 2,

где k - та самая постоянная Лобачевского, которая входит в фор

мулу Лобачевского для угла параллельности. При таком выборе ве

личины постоянного отношения площади к дефекту получаем

IJ.
7"" = k'J, откуда ~ = k'J8, или, приняв во внимание, что
о
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формулу для площади треугольника можно написать так:

tJ.=k'J[1t - (A+B+C)J.

при м е ч а н и е. Если формально алгебраически положить k = iR,
где l::=у=-1, и это значение подставить в формулу площади тре

угольника, то получим:

tJ.=-R [7t-(A+B+C)J =R [(А+В+С)-1'],

а это есть формула для площади треугольника на сфере, стороны

которого суть дуги больших кругов, а углы-А, В, С ['J). Оказы

Вается, что и все формулы геометрии Лобачевского при замене k зна

чением lR переходят в формулы геометрии на сфере.

Лобачевский подробно обосновал этот факт связи между своей

геометрией и сферической геометрией.

§ 28. Предельные случаи треугольников.

Остановимся теперь на некоторых следствиях, вытекающих из

формулы tJ.=k'J[1t-(А+В+С)]. Ясно, что чем меньше сумма

А+В+ Суглов треугольника, тем больше его площадь. Наоборот,

че.u меньше треугольник по своим размерам, т. е. чем меньше его

площадь, тем ближе сумма его vглов к 1t. Рассмотрим такой nре-

/)

------......:=-=~=--~:--_o

Черт. 65.

в

~Р_ь
С а

Черт. 66.

дельный случай треугольника. Взяв .6 АВС (черт. (J.5) и оставив

неподвижными вершины В и С, будем вершину А перем~щать вдоль

основания неограниченно, например, вправо, тогда, как известно, угол

IJ =:t L А будет стремиться к нулю, а сторона ВА займt!т предель

ное положение Ь, причt!м Ь параллельна а, и треугольник Аве

в пределе превратится в полосу между nараллельными а и Ь, огра

ниченную прямой ве.

Естественно считать ограниченную полосу "треугольником" с од

ним углом, равным О, и такому треугольнику приписать площадь

tJ. =k9 [1t - (В+ СН. В качестве примера найдt!м площадь треуголь

ника, у которого один угол равен нулю и один прямой, тогда третий

угол будет равен П (р) (черт. 66), где р - длина стороны ве. Пло

щадь такого "треугольника":



n качестве второго примера рассмотрим "mреуiольниlC t нуЛ/!
8ыми углами", условное изображение которого имеем на чер

теже 67. Все три угла этого треугольника

равны нулю. Сумма А+ В+С его углов

равна О. Следовательно, этому треугольнику

можно приписать площадь: А = k2-rt. Ни один

треугольник не может иметь площадь, боль

шую или равную площади k27t н у Л е в О г о

"треугольника". " Треуzольни1С" с нуле

выми. углами имеет самую малую сумму

углов и, следовательно, самую большую

площадь. Черт. 67.

§ 29. Предложение о существованни треугольника, площадь

которого как угодно велика, эквивалентно постулату Евклида.

Если допустить, что существуют треугольни1Си, площади ко

торых как угодно велu"и, то из этого допущения следует справед

ливость постулата Евклида.

Это значит, что предложение о том, ч,то площадь треуголь

ника, может неогранuченно возрастать, эквивалентно постулату

Евклuда, так как при указанном предположении неограниченности

площади треугольника мы приходим к противоречию со следствиями

из постулата Лобачевского, а следовательно, и с самим постулатом.

Этим мы и закончим начала теории площадей в геометрии Лобачев

ского. Лобачевский подробно развивает BC~ учение о площадях; на

ходит площадь треугольника по TP~M его сторонам; разыскивает

площади многоугольников; разыскивает площадь круга и его частей

и, при помощи интегрального исчисления, может записать площадь

любой фигуры, для которой имеет смысл говорить о площади.

§ 30. Обзор вклада, сделанного Лобачевским в математику.

В заключение заметим, что Лобачевский с исчерпывающей пол

нотой развил почти все разделы своей неевклидовой геометрии:

планиметрию, стереометрию и тригонометрию. Помимо этой элемен

тарной части неевклидовой геометрии, Лобачевский построил не

евклидову аналитuчес"ую геометрию на плоскости и в простран

стве и дифференциальную геометрию. Заметим, что полная пере

стройка оснований геометрической науки, связанная с величайшим

открытием Лобачевского, отодвинула несколько в сторону другие

открытия гениального русского геометра.

Перечислим лишь некоторые из его достижений. Лобачевский от

ч~тливо различал классы функций непрерывных и функций дифферен

цируемых; дал способ (носящий имя Лобачевского) численного нахо

ждения корней уравнений; пользовался понятием непрерывности,

в точной формулировке предложений, сюда относящихся, задолго до

появления аI{СИОМЫ Дедекинда.

61



В связИ с последним фактом необходимо отметить, что содержа·

ние аксиомы Дедекинда совпадает с употребляемым Лобачевским

положением о существовании единственной параллельной к данной

прямой. проходящей через данную точку в заданном направлении.

Прич~м Лобачевский говорит .0 разбиении лучей на два классаи

И О существовании единственного луча, производящего. как теперь

говорят, •сечение и •

Таким образом, во многих трудных и тонких вопросах матема

тики Лобачевский опередил свое время на десятилетия, а созданием

своей геометрии утвердил за собой славу величайшего геометра .
• ...создание геометрии Лобачевского явилось поворотным пунктом,

определившим в значительной мере весь стиль математического

мышления девятнадцатого века, столь противоположный стилю мышле

ния математиков предыдущего восемнадцатого века". пишет выдаю

щийся советский математик академик А. Н. Колмогоров (4).

Создание неевклидовой геометрии поставило в частности вопрос

о непротиворечивостигеометрической системы. Где уверенностьв том,

что. развивая достаточно далеко геометрическую систему. мы не

придёМ к противоречию. Но если вопрос о непротиворечивостистоит

перед системой геометрии Лобачевского, то уместно поставить его

и по отношению к геометрии Евклида. Если пос,rlедняя при том ко

личестве теорем. которые она содержит, не привела к противо

речию, то где доказательствотого, что она никогда не придётк противо

речию, как бы мы ни шли далеко по цепи её предложений. Вопрос

о непротиворечивости одина/Сово стоит /Са/С для геометрии Ло

бачевс/Сого, та/С и для геометрии Ев/Слида. Что геометрия Евклида

оправдывается на практике. всем хорошо известно. Но, как мы вы

яснили. геометрия Евклида есть предельный случай геометрии Ло

бачевского. и при достаточно большой постоянной k, которая вхо

дит в формулы геометрии Лобачевского, эксперимент может не за

метить разницы между выводами из обеих систем.

В настоящее время показано, что если встречается формаль

ное противоречие в геометрии Евклида, то сейчас же можно ука

зать противоречие в арифметике. Более того, показано, что вся/Сое

формальное противоречие в геометрии Лобачевс/Сою непременно

ведёт /с противоречию в геометрии Ев/Слида и /с формальной про

тиворечивости в арифмети/Се.

Геометрией Лобачевского открывается новая эра не только в гео

метрической науке, но и во всей математике. С появлением неевкли·

довой геометрии Лобачевского связана глубокая перестройка матема

тики, начиная с её основ. Возникает учение об основаниях геометрии

и математических наук вообще - а/(сио.мати/Са. В частности, ста

вятся вопросы о полном списке аксиом и их непротиворечивости.

Чтобы дать понятие о доказательстве такой непротиворечивости и

о самой постановке вопроса в учении об основаниях геометрии, мы

познакомимся, во-первых, с сочинением Евклида "Н а ч а л а и, ", во

вторых, С аксиомами геометрии и аl{I'иоматическим методом.
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r ЛАВА ПЯТАЯ

ОБЗОР ЕВКЛИДОВЫХ "НАЧАЛ"

Об Е в к л и Д е мы знаем очень мало. Известно только, что рас

цвет его деятельности происходил в Александрии около 300 лет

до нашей эры. Евклид написал много сочинений по математике

и по геометрической оптике. Однако от большинства его сочинений

сохранились лишь наэвания. До нас дошло полностью его великое

творение "Начала", где он собрал воедино многое иэ того, что было

известно грекам его времени, добавил много своего, а главное прИВl!Л

вс!;! в такую систему, которая долго считалась образцом ясности

и строгости. Книга Евклида "Начала" выдержала больше изданий,

чем какое-либо другое сочинение. По этой книге учили геометрию

Коперник, Галилей, Декарт, Паскаль, Ньютон, Ломоносов, Лейбниц,

Лобачевский и, можно сказать, все великие деятели точного естество

знания. Школьники всего мира изучают евклидовы "Начала", но только

в изложении других авторов. С содержанием этого труда мы и озна

комимся [10J.

§ 31. Содержание "" а ч а л" ЕВКJlида.

"Начала" Евклида состоят из 13 книг (глав). Книги 7,8, 9-япо

священы арифметике в геометрическом изложении. 10-я книга содер

жит теорию иррациональных величин. Эти книги (7-10-я) мало

известны. В них Евклид ставит и разрешает очень тонкие вопросы

и мастерски справляется с поставленными задачами большого теоре

тического значения. Достаточно сказать, что возникшая в XIX в.

теория иррациональных величин, воспринятая математическим миром

K~K новость, оказалась уже разработанной в трудах Э в Д о к с ?
и Е в к л и Д а. Это ещl! раз подЧl!ркивает большое значение этих

тонких в теоретическом отношении книг Евклида. Мы останавли

ваться на этих книгах также не будем, а обратимся к книгам гео

метрического содержания.

К н и г а l-я содержит условия равенства треугольников, соотно

щение между углами и сторонами треугольника, теорию параллельных,

СВойства параллелограмов, условия равновеликости треугольников

и МНОгоугольников и заканчивается задачей превращения многоуголь

ника в равновеликий ему треугольник.
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1{ н и t а 2-11 доводит toT Же вопрос до nревращения всякого много

угольника в равновеликий ему квадрат. Попутно в геометрической

форме доказываются некоторые тождества. В нашей записи:

аЬ+ (а - Ь) а = а2 (теорема 2).

аЬ = Ь (а- Ь) +Ь2 (теорема 3).

Черт. 68.

ь.
Ь а-Ь

Евклид эти тождества выводит, рассматривая прямоугольники, изо

бражi:!нные на чертеже 68. Конечно, Евклид не обозначает отрезки

одной буквой, а площадь в виде произведения. Вс!:! это сделано

в громоздкой манере, какую мы нередко встречаем в школьных

учебниках.

К н и г а З·я посвящена окружности.

свойства окружности. Относительное

Зд~сь рассматриваются главные

расположение двух окружно

стей, а также окружности

и прямой, соотношение

между центральными и

вписанными углами.

К н и г а 4-я трактует

о вписанных и описанных

многоугольниках.

К н и г а б-я содержит

теорию пропорциЙ. Эта

книга интересна и с со-

временной точки зрения.

Она содержит, по существу, теорию иррациональных величин, почти

в точности совпадающую с теорией сечений ДеДекинда. Теория ирра':

циональности Jlужна была Евклиду потому, что греки не знали ирра

циональных чисел и резко ОТl'раничивали арифметику от учения

о величинах. В этой же книге содержится постулат Архимеда

Эвдокса. Некоторые историки математики приписывают эту книгу

Эвдо~су,

К'н И Г а б·я содержит учение о подобии многоугольников и, в связи

с этим, теорию площадей прямолинейных фигур. Евклид не даё'Г

"формул" для площадей в нашем смы�ле,' а устанавливает обычно
равновеликость одних фиzур с apyzUMu или устанавливает равенство

отношений площадей фигур.

О книгах 7-10 мы уже говорили.

11-12-я к н и г и содержат начала стереометрии, теорию оБЪi:!мов,

многогранников и основных тел вращения. В них Евклид пользуется

.методом исчерnывания, заменяющим ему теорию пределов.

К н и г а lЗ-я содержит учение о правильных многогранниках.

Необходимо отметить, что "Начала" не содержат всего геометри·

ческого материала, которым греки в то время владели. Грекам,

например, в то время была известна теория конических сечений,

довед~нная А п п о л о н и е м до высокой степени совершенства. Греки

также зна".и многие высшие кривые.
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§ 32. Способ изпожения "Начал".

Каждая книга начинается определением всех тех понятий, которые

в ней встречаются. Первая книга начинается 23 определениями.

За ними следуют постулаты и аксиомы. Далее следуют одно за другим,

без всяких связующих рассуждений, предложения. Каждое предложение

формулируется, затем указывается, что дано и что требуется доказать.

Далее следует доказательство со всеми ссылками на предыдущие

предложения, постулаты, аксиомы. Каждое доказательство заканчи

вается словами "что и требовалось доказать". Для Евклида нет мело

чей, все детали доказательств, необходимость которых он может

усмотреть, даже наиболее л~гкие, он излагает с тем же спокойствием,

с которым он относится к наиболее трудным вопросам. С невозмутимым

терпением он всякий раз разбирает все случаи, которые могут встре

титься при доказательстве ТОй или иной теоремы. Он старается пре

дупредить каждый вопрос, каждое сомнение, которое может возникнуть

у читателя. Тот идеал строгости, который поставил перед собой

Евклид, им достигнут не был, как мы увидим в дальнейшем. Тем

не менее изложение Евклида многие столетия служило недосягаемым

образцом точности, безукоризненности, строгости. Например, в ХУН в.

философ С п и н о з а пишет книгу "Философия Декарта, иэnоженная

геометрическим методом". Слова "геометрическим .методом- озна

чали, что начинают изложение с определений, постулатов и аксиом

и из них выводят предложения.

§ 33. Основные положения "Н а ч а n •.

Первые восемь определений формулированы следующим образом:

Определение /. Точка есть то, что не имеет частей.

Определение 11. Линия есть длина без ширины.

Определение //1. Границы линий называются точками.

Определение /V. Прямой называется такая линия, которая одина-

Ково расположена ко всем своим точкам.

Определение V. Поверхностьесть то, что имеет длину и ширину.

Определение V/. Границы же поверхности суть линии.

Определение VI/. Плоскостью называется поверхность, которая

одинаково расположена ко' всем прямым, на ней лежащим.

Определение V/II. Плоским же углом называется наклонение друг

/{ другу двух встречающихся линий, расположенных в одной плоскости,

но не лежащих на одной прямой.

Далее следуют постулаты и а1Ссиомы.

Посту ла ты.

1. Нужно потребовать, чтобы из каждой точки ко всякой другой

Точке можно было провести прямую,

11. и чтобы каждую ограниченную прямую можно было продол

жить неопредел~нно,
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Ш. и чтобы из любого центра можно было описатl, ОI<РУЖНОС1'Ь
любым радиусом,

IV. и чтобы все прямые углы были равны,

У. и чтобы всякий раз, как прямая при пересечении с двумя дру

гими прямыми образует с ними внутренние односторонние углы.

сумма которых меньше 2d, эти прямые пересекались с той стороны,

в которой эта сумма меньше 2d.
Этот последний постулат и есть знаменитый Б-й постулат о па

раллелях. Пользуясь им, можно установить, ч,то и делает Евклид,

существование только одной nараллельной к какой-либо прямой,

проходящей через точку вне этой последней. В некоторых списках

"Начал" Евклида этот постулат фигурирует под именем 11-1J. аксиомы.

Таким образом, мы видим, что постулаты у Евклида носят чисто

геометрический характер. Совсем другое содержание имеют аксиомы.

А кси омы.

1. Равные порознь третьему равны между собой,

П. и если к равным прибавить равные, то получим равные,

Ш. и если от равных отнимем равные, то получим равные,

IV. и если к неравным прибавим равные, то получим неравные,

V. и если удвоим равные, то получим равные,

VI. и половины равных равны между собою,

VII. и совмещающиеся (величины, образы) равны,

VIII. и целое больше части,

IX. и две прямые не могут заключать пространства.

Как мы видим, аксиомы у Евклида носят более широкий харак

тер, чем I'Iостулаты. Аксиомы формулируют общие свойства величин

и только в частности геометрических величин.

В кратких чертах мы ознакомились с содержанием, способом

изложения и основными положениями "Н а ч а л'" Евклида. ПерейдёМ

теперь к столь же краткому обсуждению этого сочинения.

§ 34. О некоторых недостатках, достоинствах и историческом

значении "Начал".

Составляя "Начала", Евклид. без сомнения, хотел осуществить

идеал строго логической системы, в которой всё вытекало бы из

определений, постулатов и аксиом. Каждое предложение, не являю·

щееся аксиомой или постулатом, должно быть доказано, какиМ

бы очевидным оно ни казалось. Каждый вновь встречающийся тер

мин, nонятие должно быть определено с помощью основных опре

делений. Такова, несомненно, цель, которую ставил перед собой

Евклид, но. как мы увидим, он этой цели не достиг. Одно из глав·

ных исторических значений "Начал" в том и состоит, что они до

Несли до нас эту идею строгого логического построения геометрии.

НО только в самое последнее время (на пороге ХХ столетия) был

осуществлi!н тот идеал строгости, последовательности и безупреч

ности, который имел в виду Евклид.
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13 ч!м же главные недостатки евклидовых nНачал" i
Основные определения, данные Евклидом и выписанные в § 33,

представляют самое слабое место книги. Некоторые из них ничего

не определяют, и поэтому Евклид нигде не мuжеl ими вОСпользо

ваться. Например, Евклид нигде не пользуется в своих ЛОгических

выводах тем фактом, что nточка есть то, что не имеет частей", или,

ЧТО nлиния есть длина без шир ины" .
Определяя линию как nдлину без ширины", Евклид уже предпо

лагает известным, что такое nДлина" И что такое nширина".

Определения должны обладать по крайней мере одним "хоро

шим· свойством, т. е. чтобы ими ,м,ожно было пользоваться при

логuческuх выводах. Этим свойством многие определения Евклида

не обладают. Да и нельзя решительно всё определять, надо с чего

нибудь и начинать. "Мы не в состоянии дать опрецеления некото

рых вещей: каковы точки, прямые, плоскости, - а должны допу

стить их как знакомые всякому человеку. Основные понятия и

должны только высказать те основные их свойства, которые мы

желаем использовать" (Клейн). Например, считая понятия: точка,

прямая - знакомыми, мы чётко высказываем свойства прямой опре

деляться однозначно двумя различны,м,и точка,м,и и этим свойством

прямой постоянно пользуемся. Геометрия, как и всякая наука, необ

ходимо должна начинаться с так называемых основных неоnределяе

,м,ых nоняmиt1. В противном случае мы будем "определять" до

бесконечности.

В своей книге Евклид широко пользуется понятиями, которых

в его списке определений нет. Например: nточка лежит на прямой";

понятие "лежит на· Евклид считает хорошо известным и нигде

не определяет. Пользуясь предложением: "точки А и Б лежат по

одну сторону прltмоЙ·, он не определяет, что значит "nо одну сто

рону", считая это известным. Ставя себе задачу развития логической

системы геометрии, т. е. доказать всякое предложение, которое не

является аксиомой (как бы очевидным оно ни было) и определить

всякое понятие через основные, Евклид, как мы видим, этой задачи

не выполнил.

Евклид даёт много лишних определений, которые у него nлоги

чески не работают". Далее, он пользуется чисто геометрическими

понятиями, нигде их не определяя и не выписывая в качестве основных.

Укажем на такой существенный недостаток Евклида, как на

отсутствие aKCllO.uьe непрерывности, хотя непрерывностью, напри

мер линий, Евклид всюду пользуется. В каче,стве примера приме

нения нигде не высказанной Евклидом аксиомы непрерывности рас

смотрим l-е предложение "Начал".

Построить равно"тороннuй треуzольни" на отрез"е АВ.

у Евклида это построение описывается так: nИз точки А радиусом АВ

опишем окружность" (черт. 69), и тут же дается ссылка на посту

лат Ш, гласящий, что из nлюбого центра любым радиусом можно

описать окружность". nДалее, ИЗ точки Б радиусом БА пишем

круг", что также возможно по постулату Ш, как указывает Евклид.
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Точку пересечения двух ОКРУЖllOстеА ЕВКJlItД обозначает t1ерез С

и затем на основании определения окружности Доказыв-ает, что дАве

будет равносторонним. Здесь допущенный пробел состоит в следую

щем: Евклид, nользуясь наглядностью, предполагает, что описанные

Окружности с центрами в А и В пересекаются в точке е. Спраши

Rается: предложение о пересечении этих окружностей есть тео-

il--------I'>8

Черт. 69.

( ,J

(2) /

~
Черт. 70.

рема или аксиома? Теоремой это предложение быть не может, так

как построение равностороннего треугольника есть первое предложе

ние .Начал
М

• Это предложение не содержится также и среди аксиом.

Налицо явный логический пробел. Законно предположить, что первая

окружность как раз в точке е имеет pa~pЫB непрерывности' и вторая

окружность, пройдя эту •щель М, не будет иметь общей точки с пер

вой (черт. 70). Для правильного описания факта пересечения гео-

метрия нуждается в aKcuo;te не-

Д nрерывности. Только имея el!,
можно действительно доказать,

что указанные окружности пере

секаются. Все вопросы, касаю

щиеся непрерывности, прини

маются Евклидом как очевидные,

и он ими пользуется, нигде явно

не сформулировав.

в с у Евклида совершенно нет

аксиом, связанных с такими поня-

Черт. 71. тиями, как "меЖдуМ, "no одну

сторону", "внутри", "вне" ит. Д.

Все эти понятия играют большую роль при логическом построенИII

геометрии, что можно показать, рассмотрев геометрический софизм:

вся"ий треугольни" - равнобедреННblЙ. В самом деле, в треуголь

нике Аве (черт. 71) провед~м биссектрису угла А и из середины D
стороны ве провед~м к ней перпендикуляр. Если бы биссектриса и

этот перпендикуляр были параллельны, то биссектриса была бы высо

той треугольника и Д Аве был бы равнобедренным, т. е. в это'"

случае теорема справедлива. Если упомянутый перпендикуляр пересе-,

кается с биссектрисой угла в точке D, то так как D - середина ВС,
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то биссектриса была бы медианой и, следовательно, треугольник

в этом случае был бы равнобедренным.

Остается рассмотреть случай, когда биссектриса и перпендикуляр

пересекаются в точке О и точка О отлична от точки D. Но ТQчка О

может находиться или внутри треугольника или вне. Пусть ТОчка О

будет внутри треугольника. Опустим из нее перпендикуляры на

стороны АВ и АС. Тогда треугольники, заштрихованные не верти

кально, равны, так как они прямоугольные,имеют общую гипотен)'зу

и по равному острому углу, следовательно, АЕ=АР (1). Треуголь

ники, заштрихованные вертикально, также равны, так как они прямо

угольные, имеют общий катет OD и ВО = DC. Незаштрихованные

треугольники также равны как имеющие равные катеты и равные

гипотенузы. Следовательно, ВЕ =
= РС (2). Складывая почленно ра- Д

венства (1) и (2), найдем:АЕ+ВЕ=

=АР+РС, или АВ = АС, т. е.

6. АВС - равнобедренный.

Пусть точка ·0 будет вне тре

угольника. Опустим из нее перпен

дикуляры на АВ и АС (черт. 72);
треугольники ОЕА и ОРА равны

между собою как прямоугольные,

имеющие общую гипотенузу и по

равному острому углу. Точно так

же треугольники ODB и ODC О

равны как прямоугольные при D ~

имеющие равные катеты. Следова- Черт. 72.
тельно, из двух треугольников выво-

дим: АЕ = АР (1); ОВ= ОС; ОЕ= ОР. Таким образом, заштрихо

ванные треугольники оказываются равными как прямоугольные

при Е и Р, У которых равны гипотеНУЗhI, ОВ = ОС, и катеты

ОЕ = ОР. Следовательно, ВЕ= РС (2). Вычитая из равенства (1)
равенство (2), найдем: АЕ-ЕВ=АР-РС, но АЕ-ЕВ= АВ и

РА-РС=АС, т. е. АВ=АС, и мы »доказали", что любой тре

угольник - равнобедренный.

Где же допущена ошибка? Оказывается, что все проведённые

рассуждения - безукоризненны, неверно только заключение. В ко

нечном счете, неверен лишь чеРТЁ!Ж. Чертёж должен быть таким, из

которого было бы видно, что, во-первых, точка О не может лежать

внутри треугольника АВС и, во-вторых, точки F и Е не могут

одновременно ни лежать между А, В и А, С, ни находиться вне отрез

ков АВ и АС (одна находится .между, а другая вне, черт. 73). Все

эти рассуждения мы вели, глядя на чертёж, минуя логику рассужде

ний. Евклид при своих доказательствах часто опирается не на ак

сиомы и предыдущие теоремы, а лишь на наглядность, так что его

некоторые теоремы остаются лоzuчес"u не д;жазанны..мu. К чему мо

жет повести такая апелляция к чертежу, показывает рассмотренный

пример.
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Чтобы довести все рассуждения до логического конца. необхо~

дима строго доказать, во-первых, что если, например, точка F
лежит .между точками А и С, то точка Е непременно лежит вНI

отрезка АВ. И" во-вторых, что точка О не может лежать внутри

треуго'льника А qC.
Из вышеизложеlJНОГО видно, что перечисленных аксиом и посту

латов Евклиду недостаточно для строгого развития геометрии. Кроме

того, многие из его определений, как, например, »точка есть то, что

не имеет частей К , и др., явно бессодержательны.

Рассматривая эту критику »Начал К , необходимо иметь в виду,

что большинСтво недостатков этого сочинения было замечено лишь

в XIX столетии. В начале XIX столе

тия даже наиболее передовые умы счи

тали как основные положения •Начал К,

так и остальные их книги окончаТt!ЛЬНО

завершt!нными. Например, Г е г е ль

в своих »Лекциях по истории филосо

фии К пишет: »Что касается содержания

такой науки, как математика, то тут

на долю истории выпало преимуще

ственно приятное занятие рассказы

вать о завоеваниях, служащих к обога

щению прежнего содержания, а элемен~

Черт. 73. тарную геометрию, например, в том

объёме, в котором её оставил нам·

Евклид, можно уже рассматривать, как нечто законченное и неспо

собное иметь больше историю К *).
Последние слова надо понимать так: элементарная геометрия

в своих основаниях есть наука законченная в своём J'азвитии. Однако

уже само ПОЯRление неев1елuдовой гео.мет,!JUU ЛобачевС1еого из недр

геометрии Евклида показывает неиерность суждений Гегеля о мате

матике вообще и о геометрии в частности.

Наконец, геометрия Лобачевского заставила пересмотреть »те тём

ные понятия, с которых, повторяя Евклида, начинаем мы геометрию К

(Лобачевский) •
Ф. к л е й н высказал такие суждения о »Началах fI Евклида:

»1) Великое значение »Начал11 Евклида состоит в том, ЧТО они пе

редали последующим временам идеал вполне (без пробелов) логиче

ской обработки геометрии. 2) Что касается выполнения, то проде

лано многое очень тонко, но многое другое оказывается принци

пиально отсталым с точки зрения современных взглядов.

3) Многочисленные важные детали - в том числе в начале первой

книги -'- вследствие ненадёжности текста остаются сомнительными.

4) все изложение кажется излишне тяжеловесным, так как

Евклид не имел в своём распоряжении готовой арифметики.

*) г е г е л ь, Сочинення, т. IX, стр. 17. Партиэдат, 1932.
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5) Вообще одностороннее подчёркивание логического затрудняет

всё понимание в целом и его внутренних связей".

с этим заключением нельзя не согласиться. Необходимо только

добавить, что великое историческое значение "Начал" не исчерпы

вается тем, что они "передали идеал вполне логической обработки

геометрии", а значительно шире. Евклидовы "Начала" являются осно

ВОй системы мира Коперника, механики, электродинамики, а вместе

со всем этим являются частью фундамен.та современной техники.

Очень важно, чтобы каждый учитель, преподающий геометрию, по

знакомился с "Началами" Евклида [10).

В заключение заметим, что и Лобачевский при развитии своей

геометрии широко пользуется интуицией и невысказанными постула
тами, аксиомами и предложениями. Задача безукоризненного фОР''''у

nирования всех аксиом, а также основных понятий очень сложна,

всегда есть риск что-нибудь пропустить. К решению этой задачи

одним из первых приступил Паш, который в своих "Л е к ц и я х по

н о в о й г е о м е т р и и" (1882) ввёл так называ.емые аксиомы рас

положения, относящие!=я к понятиям "между ", "внутри ", "вне".

С одной из его аксиом - постулатом Паша - мы уже знакомы.

В 1899 г. вышла первым изданием работа Д. Г и л ь б е р т а ,,0 с н о

в а н и я г е о м е тер и и". В 1903 г. второе издание этого сочине

ния, - вместе с многочисленными приложениями, относящимися к ос

нованиям математики, - было представлено Казанскому физико-мате

матич.ескому обществу на соискание премии имени Н и к о л а я И в а

н о в и ч а Л о б а ч е в с к о г о. Рецензентом работы был французский

математик А. П у а н к а р е, закончивший свой "Отчёт о работах

Д. Гильберта, представленных в 1903 г. Казанскому физико-матема

тическому обществу для соискания международной премии имени

Н. И. Лобачевского" словами: "Его (Гильберта) работы знаменуют

эпоху, и он кажется вполне достоин премии имени Лобачевского" [61.

В том же 1903 г. премия имени Н. И. Лобачевского была при

суждена Гильберту.

В 1905 г. вышел в свет первый том обширного сочинения рус.

ского уч!!ного В. Ф. К а г а н а, посвящённый обоснованию геометрии

на весьма оригинальных началах (1111.

Наибольшее распространение получили, ставшие классическими,

n Основания геометрии" Д. Г и л ь б е рта.

В следующей главе мы и· перейдёМ к основным понятиям и акси

омам Гильберта (7). n Гильберту удалось сконструировать, - пишет

П. ко Рашевский, - аксиоматику геометрии, расчленённую настолько

естественным образом, что логическая структура геометрии становится

совершенно прозрачной. Это расчленение аксиоматики позволяет,

во-первых, формулировать аксиомы наиболее простым и кратким

образом и, ВО-.вторых, исследовать, как далеко можно развивать гео

метрию, если класть в её основу не всю аксиоматику, а те или

иные группы аксиом, на которые естественным образом расчле

няется аксиоматика" •
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ГЛАВА ШЕСТАЯ

ОСНОВНЫЕ ОБЪЕКТЫ, ОСНОВНЫЕ ОТНОШЕНИЯ МЕЖДУ

ЭТИМИ ОБЪЕКТАМИ И АКСИОМЫ ГЕОМЕТРИИ

§ 35. Аксиоматическое построение rеометрии. Основные понятия.

Аксиоматическое построение геометрии (как и всякой математиче·

ской теории) должно начинаться с перечисления, во-первых, "атего

рай основных объе"тов, во-вторых, основных отношений .между

эти.ми объе"та.ми, в-третьих, а"сао.м. Все дальнейшие рассматривае·

M~e объекты в геометрии и отношения между объектами должны

определяться через основные, а все теоремы должны доказываться на

основании аксиом.

Основные объекты, основные вещи, с которыми имеет дело гео

метрия, суть: nточ"и", nnря.мые", nnлос/Сости". Эти понятия не

определяются~ не поясняются, не описываются.

Основные соотношения между основными объектами: n принадле

жать" , n.между", nбыть "онгруентны.ми". Эти основные отношения

не определяются, не поясняются, не описываются. Необходимо тв!!рдо

уяснить себе, что нельзя BC~ без конца определять через другое, а

другое через третье и т. д. Необходимо и.меть начало в этой цепи.

Геометрия и начинает с основных объе"тов и основных отношений

между ними.

В начале освоения аксиоматики можно считать, что неопределяемые

основные понятия и неопределяемые основные отношения известны,

знакомы. Сущность же дела состоит в том, что от основных объе"тО8

и основных отношений требуется лишь, чтобы они nодчинялись а"сио

.ма.м, а в остальном оставались совершенно nроизвольны.ми.

Необходимо иметь в виду, что существуют раЭАИчные системы

аксиом с различными категориями основных объектов и отношений,

но эквивалентные между собою в том смысле, что основанная на них

геометрия одна и та же.

§ 36. Первая rруппа аксиом: аксиомы соединения

(принадлежности).

Основное ОТНОшение nпринадлежать ".
11' Для любых двух точе" А, В существует nРЯ'м'ая а, принад

лежащая "аждой uз этих двух точе/С А, В.
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15\' Для двух точе/С А, В существует не более одной nряJtой,
принадлежащей /Саждой из точе/С А, В.

Под двумя, трем'я и т. д. точками (прямыми, плоскостями) всегда

подразумеваются различные точки (прямые, плоскости).

Здесь Гильберт делает чрезвычайно существенное для правиль

ного понимания дальнейшего замечание:

"Вместо термина "принадлежать" мы будем 110льзоваться также

и другими формулировками. Например, вместо прямая а принад

лежит /Саждой из точе/С А и В мы будем говорить: прямая а про

ходит через moч/Си А и В или прямая а соединяет точ/Су А с точ

кой В. Вместо: А принадлежит а мы будем говорить: А лежит на а

или А является точкой а. и т. п. Если точка А лежит на прямой

а и, кроме того, на прямой Ь, то мы будем также говорить: nРЯ'мые

а и Ь пересекаются в nlOч/Се А, имеют общую точ/Су А и т. П."

Не следует думать, что здесь поясняется термин "принадлежат".
Просто вместо этого неопределяемого термина будут произносимы

лишь другие слова: "лежат на", "проходит через" и т. п. Прич!!м

С этими словами, - и в этом существо дела, - не следует связывать

никаких наглядных представлений, равно как и с равносильным тер

мином принадлежит.

Можно было бы обойтись совсем без этих слов, обозначая ука

занные термины просто буквами. Например, для любых двух то

чек А, В всегда существует прямая а, находящаяся с /Саждой из

этих двух точе/С А, В в отношении :Е.

Или ещ!! лучше: для любых двух об."е/Стов А, В первой /Сате

гории всегда существует об."е/Ст а второй /Саinегории, находящиЙСIl

/с ним в отношении :Е.

Или, наконец: для любых двух А, В всегда существует та/Сое а,

что (А, В):Е а.

Чтобы выявить. возможно отч!!тливее чисто логическую структуру

какого-либо математического рассуждения, часто пользуются при!!мами

математичес/Сой логики, где нс!! рассуждение проводится лишь в зна

/Сах - без использования слов, исключительно на языке логичес/Сих

форJtул [8).

Как в алгебре буквы и знаки действий могут иметь различный

конкретный смысл, так обстоит дело и в отвлеч!!нной геометрии

с OCHOBHblJtu об."е/СтаJtи и основными отношениями между ними.
Единственное требование, nред",являемое здесь, - подчинение из

вестным правилам или удовлетворение аксиомам.

Is. На nря.моЙ существуют по крайней .мере две точки. Суще

ствуют по /Срайней мере три точ/Си, не Аежащие на одной прямой.

1,. Для любых трёх точе" А, В, С, не лежащих на одной и той

Же nРIl.моЙ, существует плоскость а, nринадлежащаll "аждой из

mрёх точе" А, В, С. ДЛIl любой nлос"ости всегда существует

принадлежащая еа точка.

Iб• Для любых трёх точе" А, В, С, не лежащих на одной и той
Же nря'м'ой, существует не более одной nлос/Сости, принадлежащей

этu.м тОЧ"fJJt.
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Черт. 74.

16' Если две точки А, В прямой а лежат в плоскости сх, то

всякая точ"а прямой а лежит в плоскости сх.

17' Если две ПЛоскости а. и ~ имеют общую точку А, то они

имеют по крайней мере ещё одну общую то",ку В.

18'С)1ществуют по крайней мере четыре то",ки, не лежащие

6 одной плоскости.

Этим заканчивается список аксиом первой группы. Аксиомы 11_9

наЗЫRаются плоскостными аксиомами группы 1; 1'-8 - nростран

ственными аксиомами группы 1.
Чтобы частично пояснить точку зрения Гильберта и понять сущ

ность постановки воп()оса об основных nонятиях, обратимся к при

меру. Так как "точки", "прямые" и "плоскости" могут озна-

чать предметы любой приро

ды, лишь бы удовлетворялись

аксиомы, то пусть четыре

"точки· А, В, С, D будут

обычные точки евклидовой пло

скости и пусть никакие три из

них не лежат на одной ПРЯМОй.

Прич~м смысл слов "не лежат

на одноА прямой", а равно как

и объект "прямая" будет такой,

к какому мы привыкли со

школьной скамьи.

Провед~м шесть прямых,

соединяющих точки А, В, С, D
(черт. 74), прич~м эти прямые

принимаем в обычном смысле

слова. Назов~м их а. Ь, с, d, е, f.
Подготовив такую модель, мы, во-первых, под основныди об"ек

тами первой категории - "точками is - будем разуметь только

4 точки А, В, С, D и никакие другие вещи "точками· считать не бу

дем. Другими словами, А, В, С, D-вещu l-a категории. Шесть

прямых а, Ь, с, d, е,! будем считать основными об"ектами 2-й ка

тегории (вещи 2-й категории), " прямыми ". Никакие другие вещи

"nрямымu" не считаем. Ограничимся только плоскостными аксиома

ми первой группы - 11-3- И поэтому основные объекты 3-й кате

гории - "плоскости· - вводить не будем. Итак, имеем 4 объекта

'первой категории- 4 "точки" и 6 объектов второй категории

6 "прямых".

Далее, так как основное отношение "лежит на" в аксиоматике

Гильберта может означать BC~ что угодно, лишь бы удовлетворялись

аксиомы, то мы этим словам прида~м такой смысл: пусть "прямым"

А и В соответствует "прямая" а, что запишем так: А, В -+ а; и

далее: В, С-+ Ь; D, С-+ с; D, А -+ d; А, С-+ j; В, D -+ е. УсJiовимся

теперь. что каждые две "точки" "определяют" ту прямую, к-ото

рая им поставлена в соответствие. Тогда аксиома 11 при наших со

глашениях будет справедnивоЙ.: "две различные точки всегда оnре-
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деляюm nрll.муЮ
II

• Так, например, точки В и D определяют прямую е.

Согласно разъяснениям Гильберта, вместо того чтобы говорить, что

В, D "определяют lI "прямую ll е, будем говорит., что точки В и D
"лежат Ha~ "прЯМой

ll
е. Обратно. если скажем, что две различные

точки В и С "лежат Ha ll "прямойlI Ь, то это означает, что и "пря
мая

ll
Ь о"ределяется "точками11 В и С. и это вс!!, что требуется

от основного отношения "лежит на". Наглядное представление этого

отношения может и не совпадать с общепринятым. Будем ГОворить

также, что "прямая ll Ь "проходит через 11 "точки" В и С. Словам

"проходит через
ll
нужно придавать смысл, равносильный содержа

нию l-й аксиомы, и т. д.

Легко видеть, что на нашей модели имеет силу аксиома 1\1' Пря

мая вообще "содержит 11 лишь две. точки 11. Так, прямая а "со

держит" "ТОчкиll А и В. Согласно разъяснению Гильберта, если А

есть точка, которая вместе с другой точкой определяет прямую а,

то будем гnворить: А "лежит на" а, А "есть точкаll а. Так, в на

шей модели А "есть точ"а11 "прямой 11 а, потому что А вместе с В

"оnределяют ll а. Точно так же А "есть точ"а ll "прямой" d. далее

Гильберт Гf)ВОРИТ: "Если А "лежит на" прямой а и сверх того на дру

гой прямой Ь, то мы говорим: "прямые ll а и Ь I/имеют общую точ"у" А 11.

Так, в нашей модели "прямыеll а и d "имеют общую точку" А.

Можно также говорить, что прямые а и d "nересе"аются
ll
в точке А.

На нашей модели выполнена также аксиома Is: "на прямой no
меньшей мере существуют две точ"и; в "аждой nлос"ости суще

ствуют по меньшей Mt'pe три точ"и, не лежащие 'на одной nря

MOa ll
• Так, срР.ди объеКТ08 нашей модели "на каждой прямой суще

ствует по крайней мере две точки 11. Например, на прямой f суще

ствуют точки А и С. Все "тОЧ1Си ll и "nрямые
ll
нашей мuдели можно

считать принадлежашими одной "nЛОС1Сости
ll

а. Тогда вторая часть

аксиомы Is выполняется: точки А, В, С не "лежат Ha ll
одной прямой.

Покончив С нашей моделью, на которой спр~ведпивы все пло

скостные аксиомы группы 1, обратимся для уяснения существа дела

к следующей аналогии из алгебры. Если в алгебре написана фор

мула а'+ ~ = ь+ а, то вместо букв можно подставлять любые числа,

и формула оста!!тся справедпивой. Также и в аксиоматике Гильберта;

вместо основных понятнй "тОЧ1Са 11, "прямая11, • nЛОС1Сость 11 можно

подставнть объе1Сты любой природы, лишь бы а1Ссиомы оставались

справедливыми. Если в указанном равенстве а+ь = ь + а под отно

шениями ,,+ 11, ,,=" понимать то, что принято в векторной алгебре,

а под а и Ь - векторы, то формула оста!!тся справедливой. Точно

ТЩ< же в аксиоматике Гильберта не только под основными объе,,

тами, но и под основными отношениями между ними можно по

нимать вещи и от.ношення любой природы, лишь бы удовлетворялись

аксиомы. Так, в нашей модели мы имеем 4 обычные точки и 6 обыч

ных прямых, но отношение "лежат Ha ll имело совсем необычный

СМысл.

Рассмотрим ещ!! одну модель, в которой основные объе1Сты. и

Основные отношения между ними будут иметь несколько необычный
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характер (черт. 75). Начертим 4 прямые, попарно пересекающиеся,

и отметим 6 обычных точек их обычного пересечения. Четыре пря

мые обозначим А, В, С, D, а 6 точек обозначим а, Ь, с, d, е, /. Теперь

условимся в наЗflаниях: А, В, С, D будем считать основными объек

тами J.fl категории и называть "точками"; а, Ь, с, d, е, / будем

считать основными объектами 2-й категории и называть "прямыми" .
Всю фигуру будем считать объектом 3-й категории и называть

"nлос"остью". Поставим теперь в соответствие каждой паре "точек"

(в только что введ!!нном смысле слова) "прямую" (опять в новом

смысле слова). Именно А, В ~ f (т. е., оставаясь при обычном сло

воупотреблении, двум прямым А, В ставится в соответствие та

точка /, которая им не при

надлежит в обычном смысле

слова).

В, С ~ с; С, D -+ а;

D,A~e;A,C~d;D,B~b.

Установив это соответствие,

будем считать, что в пло

скостных аксиомах l-й груп

пы термин "определяют"

равносилен термин}' "соот

ветствуют" в только что

указанном смысле. Таким

образом, "точки" А и В оп

ределяют "прямую" /; А, D
Черт. 75. определяют "прямую" е.

В согласии с Гильбертом

мы должны сказать: "точ"и" А, В "лежат на" "прямой" /; "nря

.мая" / "проходит через точ"и" А, В; А и В "суть точ"и"

.nрямоЙ· / и т. д.

Так как "прямые" а и с нашей модели обе "содержат" "точку" С,

т. е. "точка" С "лежит на" "прямых" а и С, то можно сказать, что

.прямые" а и с .nересе"аются" в "точке" С. На этой модели удо

влетворяются все плоскостные аксиомы первой группы.

Заметим, что рассмотренные модели подчиняются лишь аксио

мам 11-8' остальные аксиомы 1'_8 для этих моделей силы не имеют.

Также не будут выполняться аксиомы и остальных групп, быть может

за некоторым исключением.

§ 37. Вторая группа аксиом: аксиома порядка.

Осно вное поняти е "между".

Гильберт начинает со следующегозамечания: •Аксиомы этой группы

определяют понятие ".между· и делают возможным на основании

этого понятия установить порядок точек на прямой, плоскости и

в.пространстве·.
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111" Если nwч"а 8 tчерт. 76) лежит .между тl>ч"ами А u С, 1М
А, В, С суть три различные точки прямой, и В лежит та"же
.между е и А.

119· Для любых двух точе1& А и С (черт. 77) на nря.моll АС су

ществует по "райней .мере одна тОЧ1&а В та1&ая, что точ"а С

лежит между А и В.

II В• Среди любы'С трёх точе1& nря.моЙ существует не более од
ной тО.,1&и, лежащей между двумя другими.

д
о

8 С
а с

Черт. 76.

д
а

с
;

Черт. 77.

в,

Черт. 78.

О п' Р е Д е л е н и е. Рассматриваем на прямой а две точки А и В.

Называем систему двух точек А и В отрез"ом АВ или ВА; точки,

лежащие между А и В. -точками отрезка АВ или точками, лежа

щими внутри отрезка АВ; точки А и В-"онцами отрезка АВ.

Все прочие точки прямой а называем лежащими вне отрезка АВ.

Аксиомы 111-9 называются линейными аксиомами группы п. Сле

дующая аксиома, П,. относится к аксиомам nоряд1&а на nЛОС1&ости.

IJ, (Постулат Па ша). Пусть А, В, С-три тОЧ1&", не ле

жащие на одной прямой, и а - прямая в nлос"ости Аве, не nро

ходящая ни через одну из то

че" А. В, е (черт. 78); если при

этом прямая а проходит через

одну из точе" отреЗ1&а АВ, то

она должна пройти через одну из

moче1& отреЗ1&а АС или через одну

из точе" отреЗ1&а ВС.

Выражаясь наглядно, говорят:

если прямая входит во внутрь

треугОЛЫtи1&а,то она та1&же выхо

дит из треуzольни1&а. Тот факт,

что прямая а не может при этом пересечь о б а отрезка АС и ВС,

может быть доказан *).
Перед форчулировкой аксиомы 11, Гильберту необходимо поясне

ние, в KOTQPOM он определяет понятия: "отрезок", "лежать внутри

отрезка·, "лежать вне отрезка". Необходимо помнить, что все по

нятия должны быть определены через основные. В самой формули

ровке постулата Паша уже содержатся понятия "отрезок", "внутри

отрезка". Относительно основного понятия. лежать между" остаются

в силе все те замечания, которые мы сделали относительно отноше

ния .лежать на", т. е. основное отношение "лежать между" может
иметь любую природу, лишь бы удовлетворялись а1&сиомы. Гильберт

*) доказательство содержится в примечаниях П. К. Рашевского к новому
переводу "Оснований" ГИJIъберта (см. [7]).
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ЛМее рассматривает некоторые следствия из аксиом порядка. Мы поibl.
остановимся только на его определениях некоторых понятий, следст

виями же займёмся позднее.

О" р е д е n е н и я. Система отрезков АВ, ВС, CD, .• " KL назы

вается ломаноll, соединяющей точки А и L. Эта ломаная обозначается

короче так: ABCD... KL. Внутренние точки отрезков АВ, ВС,

CD, ••• , KL равно, как и точки А, В, С, D, •.. , К, L, называются

то"ка.ми ломаной. Если при этом точка L совпадает с точкой А и

все точки находятся в одной плоскости, то ломаная называется .мно

zоуzольнuком. Отрезки АВ, ве, CD, "', KL называются сторонами

мноzоуzольника, а точки А, В, С, .. " К-вершинами. Многоуголь

ники с тремя, четырьмя, ..• , n вершинами называются соответственно

треуzольниками, четы.рёхугольнuками, n-уzольника.ми. Если все вер

шины многоугольника различны, ни одна из вершин не лежит на его

стороне и никакая пара его сторон не имеет общей внутренней точки,

то многоугольник называется простым.

Чтобы познакомиться с доказательствами теорем, основанными

лишь на аксиомах, - без использования наглядности в ходе самого

доказательства, - приведёМ несколько теорем из сочинения Гильберта.

Предварительно отдадим себе отчёт в том, что как бы "оче

видноМ - в системе обычных представлений основных понятий - пред

ложение ни было, его всегда необходимо доказать (если, конечно, оно

не содержится в списке аксиом).

Нелегко бывает уяснить, что одно "очевидное М предложение яв

ляется далеко не очевидным логическим следствием других "очевид

ных М предложений. Об этом могут свидетельствовать различные из

дания гильбертовых "Оснований геометрии М . В первых изданиях Гиль

берт считал аксиомами некоторые утверждения, которые в последую

щих изданиях пришлось перевести в разряд теорем, так как они

были доказаны (различными учёными) на основании остальных аксиом.

т е о р е м а. для любых двух точек А и С на прямой АС су

ществует по крайней .мере одна точка D, лежащая между А и С.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Согласно аксиоме 18 вне прямо!! АС суще

ствует некоторая точка Е, а в силу аксиомы IIg существует такая

точка Р, что Е есть точка отрезка АР. В силу той же аксиомы и

аксиомы НЗ, на прямой Ре существует точка а, не лежащая на от

резке РС. Таким образом, на основании аксиомы II, прямая Еа

допжна пересечь отрезок АС в некоторой точке D.
Доказательство, конечно, не требует никакого чертежа, но Гиль

берт для пояснения вс!! же его приводит (черт. 79). ПриведёМ ещ!:!

одну интересную теорему.

Тео р е м а. Среди трёх точек А, В, С на одной и той же пря

мой 8се2да существует одна, лежащая между двумя apyzUMU.
Д о к а за те 11 ь с Т в О. Пусть А не лежит между В и С, и С не

лежит между А и В. ПроведёМ через точку D, не лежащую на пря

мой АС, и точку В прямую и выберем (что можно сделать в силу

аксиомы IIg) на этой прямой точку а так, чтобы точка D лежала

между В и а. Применив аксиому Н4 к треугольнику веа и пря-

78



моЙ АД поJiучим, что прямые АЬ и са пересеJ<.аются в ИеJ<.О1'ОРОИ
точке Е, лежа~й между С и а. Таким же образом получается, что

прямые CD и Аа iIересекаются в точке F, лежащей между А и а.

Если применить теперь аксиому 114 к треугольнику АЕа и прямоЯ CF,
то окажется, что D лежит между А и Е, а применив ту же аксиому

к треугольнику АЕС и прямой во, мы убедимся в том, что точка В

лежит между А и С (черт. 80).

F

/J "- ~.......-~I

Черт. 79.
G

G

Черт. 80.

Черт. 81.

д д' о в__';'0;""""";0.0__-00-.00---0

ПриведёМ содержание такой т е о р е мы: любые четыре тОЧlCи

на nря.моЙ .можно обозначить БУlC8а.мu А, В, С, D malC, чтобы

тОЧlCа, обозначенная БУIC80Й В, лежала lCalC .между тОЧlCа.мu А и С,

malC и .между А и D, а точ/Са, обозначенная БУ/С80Й С, лежала

,са/С .между тОЧfса.ми А u D, та/С и .между В и D.
Это предложение Гильберт отнёс к аксиомам в первом изда

нии своего сочинения, но затем ему было указано, что это - тео

рема.

далее Гильберт точно определяет понятия n8нутри· И n8неи

многоугольника и указывает на теорему о том, что всякий простой

многоугольник разбивает точки

плоскости, не принадлежащие

многоугольнику, на две области

внутреннюю и 8нешнюю. Факти

ческое проведение строгого до

казательства не может считаться л~гким. В примечании пятнадцатом

к книге Гильберта П. К. Рашевский привёл доказательство, занимаю

щее десять страниц убористого шрифта [11.

В этой же главе Гильберт вводит понятие nлучаU.

Пусть А, А', О, В - четыре точки одной прямой а такие, что О

лежит между А и в, но не между А и А'. Мы говорим тогда, что

точки А и А' лежат на прямой а от точки О с одной и той же

стороны, а точки А, В лежат на прямой а по разные сто

роны от точки О. Множество всех точек прямой а, лежащих по

одну и ту же сторону от точки О, называется лучо.м, исходящим

нз точки О. Таким образом, точка делит прямую а на два луча

(черт. 81).



Черт. 82.

§ 88. Треtья rpYllda аксиом: аксиомы KOHrpyeHTHocTIf
и движения.

О с н о в н о е п о н я т и е nконzруентный м ИJ!И .равныЙ".

1lI1• Если А, В суть две точкu на прямой а, ц А' - точка на

той же прямой или на другой прямой а', то всегда можно найти

точку В', лежащую по данную о-т точкu А' сторону прямой а'
и притом такую, что отрезок АВ конгруентен, иначе говоря,

равен отрезку А'В'.
Эта аксиома дa~T возможность откладывать отрезки. Обозначается

конгруентность отрез[{ов так: АВ == А'В'.
III\I' Если отрезок А'В' и отрезок А"В" конгруентны одному и

тому же отрезку АВ, то отрезок А'В' конгруентен также и

отрезку А"В"; короче zоворя, если два отрезкаконгруентны треть

ему, то они конzруеюnнытакже

Д В С друг другу.
---_ooс---_ос--""". о Что любой отрезок конгруен-

Д' В' С' тен самому себе, вытекает как----0.----0-0--~c---o' теорема из первых двух аксиом

Ш1 и Ш\1'
II1в • Пусть АВ и ас суть

два отрезка прямой а, не uмею

щие ни о.дноЙ общей точки, и пусть, далее, А'В' и В'С' суть два

отрезка той же прямой или другой nРЯJUОЙ а', также не имею

щие общей точки (черт. 82); если при этом АВ == А'В' и ВС =В'С',

то и АС==А'С'.

Эта аксиома выражает требование возможности складывать

отрезки.

далее Гильберт формулирует аксиому, относящуюся к конгруент

ности углов, но для этого ему нужно определить предварительно

термин угол.

Оп р е Д е л е н и е. Пусть а - произвольная плоскость, а h, k 
какие-либо два различных луч:!, исходящих из одной точки в пло

скости ct и принадлежащих различным прямым. Систему таких двух

лучей h, k мы называем уzлом и обозначаем L (h, k) или L (k, h),
Лучи h, k называются сторонами угла, а точка О - его вершиной.

Развl!рнутые и сверхтупые углы этим определением исключаются.

Из аксиом 111_4 вытекает, что лучи h, k, взятые вместе с точкою О,

делят все прочие точки плоскости на две области. Одна из этих

областей отличается тем, что каждый отрезок, соединяющий какие

либо две точки этой области, лежит в этой области целиком. Эту

область мы назовl!м внутренней областью угла hOk, другую область
внешней (черт. 83).

Ш,. Пусть даны L (h, k) в плоскости (z и прямая а' в плоскости

а', а также оnредеЛённая относительно а' сторона плоскости а'.
Пусть h' обозначает луч прямой а', исходящей из точки о'.
Тогда в плоскости а' существует один и только один лучk' та

кой, что уzол (h, k) конгруентен или равенуzлу (h', k') и вместе

80



h

Черт. 83.

с тем все внутренние mo't/cu угла (h', k') лежат по данную

сторону от а'. Это отношение между углами обозна'lается так:

L (h, k) = L (h', k').
Каждый угол /Сонгруеюnен самому себе, т. е. всегда

L (h, k):= L (h, k); L (h, k):= L (k, h). Мы говорим то же короче:

каждый угол может быть однозначно определ@нным образом о т л О ж е н

в данной плоскости, по данную сто

рону, при данном луче.

I1I Б • Если для двух треугольнu

/Сов АВС и А'В'С' (черт. 84) имеют
место 1Сонгруентности АВ == А/В';

АС:=А'С'; 'ВАС:= 'В'А'С', то
имеет место та1Сже и конгруенm

ность L АВС= L А'В'С'. Пере- O~---------K

менив обозначения, найдём, что и

L АСВ= L А'С'В'.
Аксиомы конгруентности позволяют строго доказать теоремы о

равенстве треугольников, теоремы о смежных углах, теоремы о равно

бедренных треугольниках и т. п.

Существенно, что при доказательстве указанных теорем совсем

неиспользовано понятие .движения-.

Школьный курс геометрии пользуется, вместе с Евклидом, дви

жением как первоначальным и ясным понятием и притом без вся

кого a1CcuoMamu'tec1COZo обоснования; с о в м е Щ а ю щи е с я фигуры

считаются равными или конгруентными. В системе Гильберта, напро

тив, понятие геометрического .движения· определяется через кон

груентность.

дL-...L..--_-~8

Черт. 84.

Поясним, как это делается для плоскости.

Пусть между точками плоскости а установлено взаимно одно~нач

ное соответствие. Это значит, что. всякой точке .А, по какому-либо

правилу или закону, поставлена в соответствие единственная точка А'

(образ точки А) и, обратно, эта точка А' есть образ едuнст6енной

точки А. Например, если повернём всю плоскость а вокруг какой

либо её точки О на какоЯ-либо угол !р, то каждая точка А плоскости

IX перейдёТ в точку А'; точка О перейдёТ сама в себя. Можно ука

зать на r о м о т е т и ю с центром в какой-либо точке, как на второй

пример .отображения" 'плоскости а на себя и притом .отображе-

6 Эак. 5572. Геометрии Лобачевского. 81



н/т взаиМfiО однозна'lноtо". После Уl{аззнных пояснитеЛЫIЫХ tфиме·

РОII перейдёМ !( определению движения.

ОП Р е Д е л е н и е. Движение'м называется lCClждое взаимно одно

.тачное отображение ,Множества всех точе/С nЛОСlсости на себя,

при /Соторо.и образом вся/Соzо оmреЗ1Ш А8 является отрезо" А'8',
,,;онгруен.mныЙ оmрез/Су АВ.

Таким образом, nдвижение" определено через конгруентность и

в системе Гильбер'rа nдвижение" является понятием ПРОИЗВОДНЬdм.

После этого нетрудно доказать, пользуясь аксиомами конгруентности,

целый ряд теорем, раскрывающих свойства nдвижениЙ". Привед!!м

некоторые из этих теорем.

]0. Движение переводит всЯ1СУЮ nРЯ'мую в прямую.

20. Пересе/Сающиеся nРЯ'мые движение переводит в nересе/Саю·

щиеся; nараллельные - в nараллельные.

30. Полупрямые при движении переходят вnолуnрямые.

40. Внутренность угла-во внутренность.

Далее можно определить различные виды движений. Движение

называется вращением 80/Сруг mоч,/Си О, если точка О совпадает со

своим образом О'; т. е. оста!!тся на месте. Движение, при котором

в с е точки остаются на месте, есть также вращение.

Движение называется nараллельны'м перенесением, nерен.осо'м

или сдвигом, если: 1) I.:аждая точка А некоторой прямой а переходит в

точку А' той же прямой а;' 2) каждая точка плоскости сх оста!!тся по

прежнюю сторону от прямой а. Движение, при котором все точки

остаются на месте, причисляют к СДl:lигам по любой прямой, равно

как и к вращениям вокруг любой точки.

Движение называется си'мметрией, или зер/Сальным отражением,

если: 1) каждая точка А некоторой прямой а оста!!тся на месте; 2) каж

дая точка плоскости <Z переходит на другую сторону ОТ прямой а.

Если произвести два движения, одно вслед за другим, то тот

же результат, та/Сого двойного nреобразования nЛОС1О0сти в себя,

может быть получен одним движением. Если М-произвольная точка

плоскости сх, то первое движение переводит точку М в М'; второе

движение перевед!!т точку М' в точку М". В результате возникает пре

образование всех точек плоскости сх, при котором произвольная точка М

переходит в точку М". Это последнее преобразование есть, очевидно,

движение. Полученное движение называется nроuзведенuем двух пер

вых движений.

Таким образом, имеем важную т е о р е м у: произведение двух

движений есть движение.

Пор я Д о к, в котором идут nреобразования - сомножители,

играет существенную роль .
.!1егко показать, что всякое движение может быть получено пере

множением не более чем одного сдвига и двух симметрий. На дока

зательстве этого предложения мы не останаВllиваемся.

Как мы уже знаем, отображение, которое оставляет все ТОЧКИ

ПЛОскости <z на месте, есть движение. Такое движение называется

тождественным; оно играет роль nеДИНИЦI>l" при умножении движений.
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Если ДвижеНие ftереlЮдит ПРОИЗВОЛЪН:УIО точку М в точку М/,
'to возникает отображение, I<оторое все точки М' возвращает обрашо

на свои места,М. Очевидно, это последнее отображение есть д.,/щженuе,

так как оно взаимно однозначно и любой отрезок переводит в кон

груентный ему отрезок. Последнее движение называется обратным

по отношению к первоначальному. Произведение первоначзльного

и обратного ему движений равно тождествеННОtdУ движению и не

зависит от порядка сомножителей; такие движения взаимно обратны.

Подвед/!м итог найденным свойствам движений плоскости по себе.

Р. Множество всех движений замкнуто в том смысле, что

произведение двух двuжений есть снова движение.

20. Среди .множества всех движений существует тождествен

ное движенuе.

3". Для каждОl-О двuжения существует обратное движение.

Всякое множество взаимно однозначных отображений какой-либо

совокупности элементов. (в нашем случае точек плоскости а) на себя,

удовлетворяющее указанным тр/!м свойствам, образует l-pynny *). На

пример, множество всех гомотетичных преобразований плоскости а

с данным центром О образует группу, так как:

10. Множество всех гомотетий с данным центром О замкнуто

в том смысле, что произведение двух гомотетий с центром О есть

снова гомотетия с тем же центром.

2". Тождественное отображение плоскости а на себя есть гоМо·

тетия (с коэфициентом подобия, равным единице) с центром О.

3". Для всякой гомотетии с центром О существует обратная гомо·

тетия с тем же центром.

Множество всех гомотетий с данным центром хотя и есть группа

отображений, но эти отображения не суть движения.

Движение мы определили через KOHl-руеНInносmь, но можно посту

пить иначе, KOHl-руеНInносmь определить чероз движение. Последний

путь и принят Евклидом, а за ним и средней Шlсолоltj без какой

либо аксиоматической обработки. Пользуясь уже изученными свой

ствами движений, покажем, как можно вместо гильбертовых аксиом

конгруентности ввести аксиомы движения.

Треrья группа аксиом: аксиомы� движения.

О с н о в н о е п о н я т и е: двuжение.

III~. Движения образуют группу отображений nЛОСfCос11tи на

себя.

I1I~. При всяком движении образом отреЗltа является отрезок_

III~. Пусть даны произвольно: две точки О и О', два луча ОА и

*) Каждый учитель средней школы обязан овладеть понятием группы.

Общие определения и основные свОйства группы можно найти в книге
П. С. Александрова [31. Необходимо отметить, что на стр. 67-68 ef: содержится
lIеверное утверждение о числе собственных подгрупп группы вращений

т.етраздра.
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с/А 1 и по одноЙ nОЛУnЛОс"ости ~ и ~; из "аждоii пары полу·
nлос"остей, на "oтopьte прямые ОА и О'А' разбивают соответ

С'1?веюю плоскость 11. Существует единственное движение, n, рево
дящее однивременно точ"у О в точку О', ПОЛУпРЯМУЮ ОА в по

ЛУЩ1ЯМУЮ О'А' и полуплоскость ~ в полуплоскость ~'.
Эти аксиомы позволяют доказать что: 1) всякое движение прямую

переводит в прямую, 2) угол в угол, З) треугольник в треугольник

и т. п. Далее мuжно оп р е д е л и т ь кон:груентность.

О п р е Д е л е н и е. Два отрезка, два угла, два треугольнuка,

вообще две какие-либо фигуры на nлосн,ости а. называются "он

"руенmны.ми, если существует движение, переводящее одну из этих

фигУ!1 в другую.

После этого о п р е Д е л е н и я конгруентности с помощью аксиом

11';-з могут быть доказаны аксиомы 1I1 группы Гильберта, которые

в ~той новой аксиоматике будут, следовательно, являться теоремами [41.

Мы здесь имеем ещё один пример взаимозаменяемости аксиом и

теорем; вместе с тем этот пример указывает на эквивалентные системы

аксиом, с различными основными понятиями.

§ 39. Четвёр~я rруппа аксиом: аксиома о параллельвых.

На основании предыдущих аксиом доказывается теорема о внеш

нем угле треугольника, а вместе С тем и существование на плоскости

непер~секающихсн прямых. Вопрос о числе прямых, не пересекающих

данную прямую и принадлежащих пучку, решает аксиома о параллельных.

IV ~3 к С И О М а Е 8 К Л И Д а). Пусть а- nроuзвольная прямая

и А - точн,а, лежащая вне её; тогда в плоскости, оnределяе.моЙ

mОЧI'ОЙ А и прямой а, существует не более одной nря.моЙ, nро

ходящей через tnO'lKY А и не nересекающей прямую а.

Оп р е д е л е н и е. Согласно предыдущему и на основании аксиомы

Евклида мы узнаем, что в плоскости, опредеЛёННuй прямой а и точкой

А, существует одна и только одна прямая, которая проходит через

А и не пересекает а. Мы назовём её прямой, nараллельной а и про

ХОДЯLЦей через точку А.

§ 40. Пятая rруппа аксиом: аксиомы непрерывности.

У1 (аксиома измерения, или аксиома Архимеда). Пусть АВ и

CD - два nроизвольных отрез"а,' то,да на прямой АВ существует

"онечное 'tuсло точе" А 1 , Ag, Ав,··., Аn таких, что отрезки АА1 ,

A 1A2, AgAS' ••• , Аn_ 1 Аnконгруенmны отрезку CDu тo'tKaВ лежит

между А и Аn (черт. 85).
Это аксиома Ар х и м е Д а-Э в д о к с а, которой мы пользовались

при доказательстве первой теоремы Лежандра.

Сделаем такое .наглядное" пояснение: если огрезок CD, конгруент
ный отрезку ААl' .уложится" целое число раз на АВ, то можно

сдепать ещё один, два и бuлее .шагов" для удовлетворения аксиомы.

V2 (аксиuма линейной полноты). Точ"и прямой образуют си

стему, "оторая при сохранении линейного nоряд"а (теорема б).
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первой aKCUO.Atbl о конгруентностu и aKCUO.Atbl Архu.Atеда (т. t.
aKCUa.At '1-2' /1, 1111' V1), не допускает ни.какого расшuрения, т. е.
к э т о А с и с т е'м е т, о ч е к н е в о з м о ж н о при б а в и т ь е Щ ё

т О ч к и т а к, ч т о б ы в с и с те м е, о б раз о в а н н о А пер в о н а

чальными и добавленными точками, выпопнЯЛиеь все

при в е д l! н н ы е а к с и о м Ы.

д
о

д, д,
~ о

Черт. 85.

A~., A~
с о =
в

Это очень хороший пример аксиомы, в которой, по первоначалv, очень
мало понятного, даже если все понятия связать с вещами, знакомыми со

школьной. скамьи, т. е.•точки·, wпрямые· И т. д. считать обычными. Акси

ома У! чрезмерно сложна и обширна. В фОРМУЛИРОRке 9ТОЙ аксиомы уча

ствуют почти все предыдущие аксиомы, но и не только аксиомы. а и .т е 0
р е м а 6·, гласящая: Как бы ни было расnоложеllО конечное число точек

на nряvой, их можно обозначить БУКВ'lми А, В, С, D, Е, ... , к так,
чтобы точка, обозначенная буквой В, леЖIlЛrt м"жду точкой А с одllо!l

стороны и точками С, D, Е' ••• ' к с другой, далее, С междv А и В с од"ОЙ
стороны и D, Е' .... к с другоа, D .IIежду А. В, r: с од"оlJ сторо"ы u
Е, •.• , к с другоа. и т. д. Кроме этого оБОЗН'lчРни~, СVЩl'rтвvет ещl!

только обратный сnuсоб обозначения К' ... ' Е, D, С, В:А, об!lадающиfJ
trUlM же своаством. .

Эта теорема, входящав в состав аксиомы У2, проста по сравнению с
самой аксиомой.

Остановимся вкратце на происхождении аксиомы У2 • В списке перВОГf)

нздавия .ОснованиЙ геометрии· Гильберта 9ТОЙ аксиомы не было. Пятая

группа аксиом была представлена лишь аксиомой Архимеда У1•

А. П у а н к а р е в рецензии на первое издание гильбертовых .Основа

ниЙ· указывает на пробел в аксиоматике Гильберта, которая оказыв~ется

в некотором смысле .не полной·. Чтобы уяснить себе. в чём именно заклю

чается 9та .неnолнота· аксиом групп 1, 11, IП, IV и аксиомы У1, выполним

наглядным образом следующую конструкцию.

Предположим, что мы прямую постепенно заполняем точками. Выбраэ

единицу масштаба, .положим· на прямую точку 1. На прямой существует

для нас только 9та точка wединица·; никаких других точек пока нет. Исходя

из 9ТОЙ точки ,единицы·, мы помещаем на прямую все такие точки абсциссы

которых получаются из 1 путём применения конечного числа четырёх ариф

метических действий: сложения, вычитания, умножения и деления. Короче
говоря, помещаем на прямую лишь .рациональные точкu·, т. е. точки

с рациональными абсциссами. Пока для нас других точек не существует.

Например, если отложить от точки О отрезок ОА. равный диагонали квад

рата со стороной, равной 1, то его конец укажет на .пустое место·, так как

абсцисса точки А равна иррациональному числу V2.
Таких .пустот·, "пробелов· окажется бесконечное множество. В самом

деле, если мысленно всей нашей прямо!! дать перемещение 6А вправо, то

каждая рациональная точка а попадет на "пустое место· а + У"2.
и 9ТО несмотря на то, что все рациОllальные точки заполняют прямую

всюду nлотllО, т. е. между каждыми двумя, хотя бы и как угодно близ

кими, рациональными точками Хl, Х2 существует бесконечное мн6жество

Хl + Х!
рациональных точеlf, например середина хотрезка хl Х2' Х = --2--

и т. п.
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Tl:nepb, помимо четыр!!х арифмеТJlчееких действнй, допустим вместе

с Гильбертом пятую операцию:

IVl+(J)~I.

,о) обозначгет число, ранее полученное при помощи пяти УI{азанных операций.

Например:, при (J) = 1 получим у2; прибавляя к У2 любое рациональное

ЧJlСЛО а, получим то чки вида а + У2. Если положить (J) = 1+ У2, то при

помощи пятой операции получимV4 + 2У2, и т. Д. "Положив" все таким
образом полученные числа, образующие поле Q. на числовую пряtd)'ю и считая

нес}'ществующимИ остальные, мы не заполним прямой полностью. Прямая
-3

с .точкаМll поля Q" ещё очень .пориста·. Например У2" укажет на

•пустое место', Произведя сдвиг на У2 вправо, мы все •т о ч к и п о л я Q'
уложим на .пустые места', т. е. на точки, полю Q не принадлежащие. Даже
ecml мы добавим к полю Q все осталыlее действительные алгебраические
числа, то сдвиг, например, н а r. или е. всё это множество алгебраических чисел

уложит на "пустые места'. Таким образом. при наличии на прямой только
точек поля !2, прямая ещё "достаточно пориста' .

Предположим далее, что три оси Ох, Оу, Oz декартовой системы коорди

нат - именно такие .пористые" прямые, т. е. что на них существуют точки

только поля Q. Назовём ,пористое" пространство, состоящее лишь из точек,

координаты которых принадлежат полю Q, .омега скелетом".

После выполнения конструкции "омега скелета" можно разъяснить,

в чl:!м срстояла ,неполнота" системы аксиом Гильберта с одной лишь

аксиомой непрерывностиV!.
Если разуметь под объектами первой категорни, .точкамu·, точки Q

скелета; под объектами второй категории, ,nрямымu",-обычиые прямые,

но лишь заполненные точками Q-скелета, под ,плоскостями' - пористые

плоскости из Q-точек; и ,принадлежать', ,между', •быть равным" понимать

в обычном смысле, то все аксиомы Гильберта, кроме аксиомы V2, будут
удовлетворены. Это и показывает Гильберт во втором и последующих

изданиях своей книги.

nв пространстве Гильберта, - замечает Пуанкаре. - нет всех точек .).
которые имеются в нашем, но есть только те, которые можно, исходя из

двух данных точек **), построить с помощью цнркуля И линейки'.

,Омега скелет" можно известным способом пополнять точками, в част
ности, за основу можно ВЗЯТЬ поле действительных алгебраических чисел, и

все аксиомы, кроме V2, будут удовлетворены. Пространство осталось бы

разрывным всюду.

Можно, наконец, пополнить "омега скелет' до нашего непрерывного

пространства и опять будут удовлетворены те же аксиомы. Мы имеем, та.

ким образом, цеnое бесконечное множество геометрий с аксиомами групп 1.11,
Ш, IV и аксиомою Архимеда V!.

Чтобы выйти из затрудн'ительного положения, Гиnьберт и формулировал

свою искусственную аксиому полноты.

Аксиома попноты V2 ранних изданий не быnа аксиомо'й лuнеiiноfi пол

ноты; она была сформvлирована для всего пространства в целом.

Действительно, аксиома ПОПноты запрещала пространства в виде ,омега

скелета8 и подобные образования (К этому ,скелету' можно ещё добавить
СКОЛЬ угодно много н о в ы х точек).

Аксиома полноты .заполняла пустоты', если таковые МJГnИ оказаться

в построенном пространстве. Впоследствl'И было указано, что такое .запол

иенне пустот' достаточно произвести лишь на прямых; так ВОЗНИКJ1а ёlKCI1

ома линеllной попноты.

*) Лучше сказать: может!'! Htr бып всех T0'l\~1
**) О 11 1.
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Мы ПОJJагасм, что ВЫПОJJнения аксиомы полноты IIIОЖIIО потребовап,
лишь для тpi!x прямых, не принадлежащих одной плоскости.

Чтоб~ ещl! раз подчеркнуть трудность создания системы аксиом JI по
степенныи переход, усилиями многих, о т ~x о р о ш е г о к л у чш е м у.,

замечу, что П. к. Рашевский в своих примечаниях к новому переводу ГИJН,
берта указал на неточность фОРМУJlИРОВКИ аксиомы У2 и притом ~.СТОЛl)ко

существенную, что вся система аксиом Гильберта может привести к ПРотиво

речию. П. IC Рашевский уточияет формулировку аксиомы У2.
Укажем, наконец, что так как центр тяжести JlССJlедованнй ГИllьберта

лежит в том, чтобы изучить ту часть геометрии, которая не требует аксиом

непрерывиости У1-2, то аксиома полноты остается во всём сочинении .не
работающим придатком·.

С помощью аксиом непрерывности Гильберта и остальных, но

без аксиомы IV Евклида, доказывается аксиома непрерывности Деде·

1<инда, которой мы уже пользовались ранее, и, обратно, с помощью

аксиомы Дедекинда и остальных, но не пользуясь .аксиомоi'l IV, можно
доказать аксиомы V1 _ 2•

Точный текст а к с и о м ы Д е Д е к и н д а таков;

Если все тОЧ1Си прямой распределены на два класса так, 'еlnО

при этом:

1) каждая точка относится к OaHO.fty и lnолы,о ТС одному

тслассу, и каждый класс содержит точки;

2) каждая точка первого класса предшествует каждой точке

втОр020,

то либо в первом классе существует точка. которой пред

шествуют все остальные точкц nерВ020 класса, ли~о во вто

ро," tUacce существуеm точка, которая предшествует всем осталь

ным точкам вmoрО20 класса.

Точка, о существовании которой говорится в аксиоме, опреде

ляет дедекин.дово сеченце прямой. Термин "nредшесmвоваmь
U

опре

деляется с помощью аксиом порядка П.

- Одна аксиома Дедекинда вполне эаменяет обе аксиомы непрерыв

ности У1 - 2 Гильберта. Покажем, KaI( из аксиомы Дедекинда следует

аксиома Архимеда. Предположим противное, т. е., что при наличии

аксиомы Дедекинда аксиома Архимеда неверна для некоторого от

резка АВ. Это означает, что существует бесконечная последователь

ность конгруентных отреэков АА1 = А 1А2 = ... = АnАn+ 1 == .• ' I

расположенных внутри отрезка АВ; прич!!м точка Аn предшествует

точке Аn+ 1 при любом значении номера n и что А предшествует В

и всем А" что может быть достигнуто выбором направления на пря

МОй от А к В. Разобь!!м точки всей прямой АВ на два класса. К пер

вому классу отнес!!м такие точки прямой АВ, которые предшествуют
хотя бы одной из точек A i ; к этому классу будет принадлежать,

например, точка А, все точки, которые предшествуют точке А, и все

точки А{. Ко второму классу отнесём точки прямой АВ, не попавшие

в первый класс. Второй класс будет содержать, например, точку В

и все точки, которым В предшествует. Условия аксиомы Дедекинда

выполнены: 1) каждая точка относится к одному и только к одному

кnассу, и каждый класс содержит точки; 2) каждая точка первого

KJ(acca преДlllествует каждой точке второго. Следовательно, суще-
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ствует точка С, производящая сечение. В первом классе нет последней

точки, так как любая точка первого класса предшествует какой-либо

точке А.. которая сама есть точка первого класса. Таким образом,

С - первая точка второго класса, предшествующая всем остальным

точкам этого класса. По аксиоме Ш1 существует такая точка D,
предшествующая С, что CD == АА1 , а значит CD == АnАn+1 при лю

бом n. Точка D предшествует первой точке С второго класса И,

следовательно, D принадлежит первому классу. А это значит, что D
предшествует некоторой точке А". Следовательно, точка Аn и все

точки А, при i > n суть внутренние точки отрезка DC. Таким обра

зом, отрезок А"А"+1= DC и одновременно АnА"н лежит внутри
отрезка DC. Последнее заКJlючение противоречит аксиомам конгру

ентности. Полученное противоречие доказывает аксиому Архимеда.

Если группа аксиом непрерывности состоит из одной аксиомы

Дедекинда, то не только V1, НО И V2 будут теоремами. Это заклю

чение мы оставим без доказательства. На этом закончим обзор аксиом

Гиnьберта. С иной системой аксиОМ непрерывности, а также с теорией

измерения, основанной на аксиомах непрерывности, можно познако

миться по превосходной книге Н. В. Ефимова (11).



ГЛАВА СЕДЬМАЯ

ИДЕЯ ИНТЕРПРЕТАЦИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Согласно пониманию Гильберта I'amezopuu ОСНОВНЫХ об-ъеl'ЛlОВ

(ТОЧКИ, прямые и плоскости), а также основные отношения между

ними могут быть самой различной природы лишь бы удовлетворя

лись аl'сиомы. Отсюда вытекает возможность и с т о л к о в 3 Н И Н

(интерпретации) одной и той же геометрической системы, исходи

из различных КОНl'ретных значений категорий основных объектов и

отношений между ними.

"",0,,,1(0"

Е

D

с

в

а

§ 41. Пример интерпретации ПJlОСКОЙ геометрии ЕВКJlида.

Предполагая известной геометрию Евкnида в e~ обычном ТОnкО

вании, подготовим такую модель.

Рассмотрим множество всех прямых в пространстве, параnлель

ных между собою (СВЯ3I'У nараллельных), и множество всех пло

скостей, параллельных хотя бы од

ной прямой связки. Теперь дадим

такой конкретный смысл I'amezo-
д

а

IlKCU01'1bl: I,. ~,Iз

@

Черт. 86. Черт. 87. Черт. 88.

риям основных об'6еl'тов: 1) прямые связки назов~м "точками к ;

2) упомянутые плоскости - "nрямыми К ; 3) всё множество указанных

прямых и плоскостей назовём .nЛОСl'остью" (черт. 86). Основным
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отношениям между объектами придадим такой смысл: .лежать на"

пусть означает принадnежность объекта первой категории объекту

второА- в обычном смысле (т. е. прямая всеми своими точками при

надnежИ'Т плоскости). .Лежать .между" пусть dзначает, что три

прямые связки лежат в одной плоскости (в обычном смысnе сnова)

и две из этих прямых лежат по разные стороны третьей ПРЯМОИ,

которую будем считать .лежащеЙ .между" двумя первыми.

Значение основного отношения .быть конгруентным" есть совпа

дение при наложении в обычном смысле. Легко проверить, что все

в

ПОС"'VЛQm ПQwО

Черт. 89.

4ксuсмаШ,

Черт. 90.

плоскостные аксиомы системы ГИJlьберта удовлетворяются в этой модели .
•Быть конгруентным отрезкам" значит, что полоса между парал

лельными может быть совмещена с другой полосой.

На чертежах 87 - 90 усматривается справедливость некоторых

аксиом.

§ 42. Интерпретация Фёдорова.

Рассмотрим ещё одну интерпретацию геометрической системы

Евклида, принадлежащую знаменитому русскому кристаллографу и

геометру академику Евграфу Степановичу Фёдорову (1853-1919).
Подготовим такую модель. Возьмi!м любую точку А пространства и

из неё опустим перпендикуляр на данную плоскость 7:. Опишем

окружность в плоскости 'It, приняв основание этого перпендикуляра за

центр; радиус окружности пусть равеи расстоянию точки А до пло..
скости 'It. Ориентацию окружности выберем так, что если смотреть'

из точки А, то вращение, указанное стрелкой, будет против часовой·

стрелки. Точка А', симметричная А относительно плоскости 71:', будет

изображаться окружностью того же радиуса, но обратной ориен

тации. Таким образом, по выражению Е. С. Фёдорова, ориентирован

иая - векториальная - окружность на плоскости 'It будет изображать

точку пространства, находящуюся на расстоянии радиуса (последний

равен нулю для точек самой плоскости 71:') и по сответствующую сто·

рану от плоскости. Прямой, перпендик),лярной к штоско"ти, соответ·
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ствует система концентрических окружностей на плоскости '- (черт. 91).
Прямая, пересекающая нашу ПЛОСКОСТЬ, изобразится пересекающимися

окружностями различной ориентации,у которых центр подобия- ТОЧJ{Э

пересечения прямой с плоскостью (черт. 92). Прямая, параЛ1Je'льная

П.l0СКОСТИ '-, изобразится равными ОКРУЖНОСТЯМи (черт. 93). ПРJiмая,

!
Черт. 91.

лежащая в плоскости '11', изобразится обычной прямой. ПЛОСКОСТЬ, пер

пендикулярная нашей плоскости, изобразится окружностями, центры

которых лежат на линии пересечения плоскости 'It с перriендикулярной

ПЛОСКОСТЬЮ. ЭТИ окружности любого радиуса и различной ориентации.

ПЛОСКОСТЬ, параллельная 'It, изобразится равными окружностями одной

Черт. 92.

ориентации. ПЛОСКОСТЬ, пересекающая нашу ПЛОСКОСТЬ под углом

в 450, изобразится в виде окружностей, которые касаются линии

пересечения, и т. п.

Построив это отображение Tp~XMepHOГO пространства на плоскость

при помощи ориентированных о"ружносrnей, условимся пони мать

~атегории основных об~ектоu TqK;
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"Точ«u" - ориентированные окружности в основной плоскост!(

"Прямая" - множество гомотетичных окружностей с раЗЛИЧНЫми

ориентациями по разные стороны от центра гомотетии - окружно-

сти нулевого радиуса

G
· D "Плос«ости" -сиСте_

мы окружностей, ука

занные в предыдущих

построениях.

Черт. 93. Основное Отноше.

ние "лежать на"

означает быть эле,Ментом этого образа. "Лежать 'между" озна.

чает, что при обратном отображении этой системы окружносте't

получим точки пространства такие, что образ "лежит 'между".

Также устанавливаем понятие "быть «онгруентны'м".

(} (}

Черт. 94.

Теперь займ!!мся проверкой некоторых аксиом. ИХ выполнимость

наглядно усматривается на чертежах 94, 95 и им аналогичных. Оказы

ваются справедливыми аксиомы всех

пяти групп, для проверки необходимо

только провести обратное отображение

образов Ф!!дорова на пространство.

Эта интерпретация позволяет изобра

зить вс!! тр!!хмерное пространство на

плоскость. liачертательная геометрия

позволяет изобразить тр!!хмерное про

странство на плоскости, но полной

интерпретацией геометрии это изобра- дКСU о,.,.' о..л1д,
жение служить не может ввиду на-

.1ИЧИЯ исключений и отсутствия взаим- Черт. 95.
ной однозначности.

Интерпретация Фёдорова в этом отношении безупречна и позво'

ЛЮlа ему с большим успехом примеяить е!! для изучения кристалnов.
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Применяя идею интерпретации, Ф@доров ГОВОрИJI: "Даumе нам HU~

вую теорему, и мы выведем из неё безzраниЧliое .Jtножество дру

гих". Поясним эту мысль на следующем примере. Из аксиом соеди

нения следует, что три, не лежашие на одной прямой, точки А, В, С

определяют единственную плоскость 1%, nринадлежашуЮ этим

ntочкам. На чертеже 96 этот факт переведёН на язык интерпретации

Фёдорова. "Прямая" а есть след плоскости 1%, определяемой "точ

ками" А,В,С. "Точки" R,S, Т будут "точками" пересечения "пря

мых" АВ, ВС, СА с "прямой" а. Все "прямые АВ, ВС, СА и а

"принадлежат" одной "плоскости" 1%,

Отсюда, при обратном переводе на обычный язык, следует .но

вая" т е о р е м а: внешние центры R. S, Т подобия трёх окружно-

R

Черт. 96.

стей лежат на одной прямой (черт. 96а); два 8нутренних цен

тра S, Т и один внешний R лежат на одной прямой (черт. 96 Ь).

. Помимо указанного приёма получения "новых" теорем, можно

использовать различные интерпретации.

§ 43. Аналитическая интерпретации геометрии Евклида.

"Точками" пусть будут упорядоченные пары действительных чисел

(х, у). "Прямыми" - отношения трёх упорядоченных действительных

чисел (и: v: w), из которых все три одновременно нулю не равны.

Все эти объекты считаем принадлежащими одной "плоскости"•
Основное отношение "лежать на" пусть имеет такой смысл: точка

(х,у) лежит на прямой (u:v:w), если ux+vy+w=O. Легко про

верить, что все аксиомы группы 1 удовлетворяются в этой системе

объектов, связанных отношением принадлежности. Легко понять, как

нужно интерпретировать понятия "между", "конzруентный" и как

проверить выполнимость всех плоскостных аксиом этой аналити

ческой модели.
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Здесь мЫ имеем 06ЫIшовенную ана,lИtичеСltую ]'еометриt<'J 11,1 IIJJ(~.
СI<ОСТИ, 1т 1(оторую необходu_uо смотреть, тет,; на одну из ооз•
.,JeDжныx интерпретаций планиметрии.

Введи упорядоченные тройки чисел (х, У, z) как "точки· и Т. д.

,IerKO получить аналитическую моде.'Ib пространственной геометрии.

Упомянутая ранее глубокая связь геометрии с арифметикой и осуще.

ствляется через указанные аналитические модели.

§ 44. Интерпретация Бельтрами-Клейна

геометрии Лобачевского.

Если все двадцать аксиом Гильберта оставить неизменными, за

исключением группы IV, а заменить аксиому группы IV постулатом

ЛобачевС1Сого, то получится пять групп аксиом геометрии Лобачев

С1Сого. Оказывается, можно найти системы основных об1Jе1Стов и ос·

новные отношения между ними, в которых будут выполнены все

аксиомы нового списка И, следовательно, будут справедливы и все

теоремы, из них вытекающие. Рассмотрим одну из таких интерпре

таций, предложенную Б е л ь т р а м и и К л е й н о м. Подготовим мо,

дель. Будем строить её из вещей обычной евклидовой геометрии"

предполагая при этом, что все теоремы, методы и приёмы геометрии

Евклида находятся в нашем распоряжении. Начертим окружность

любого радиуса с любым центром и введёМ следующие категорим

основных объектов ПЛОС1Сой геометрии

Лобачевсuого.

" ТОЧ1Си"-обычные евклидовы ТОЧКiI

внутри круга. Точки на основной

окружности и вне этой ОКРУЖНОСТИ

мы не причисляем к вещам первой кате"

гории. "Прямые" -хорды нашей окруж·

ности. Термины "принадлежать" и

"между· понимаем в их обычном смысле,

Находясь внутри основного 1Cpyza.,
мы, следовательно, находимся в тех )l(e
УСJlOВИЯХ, что и В евклидовой геомеТ·

рии. Это означает, что ПЛОС1Сосmн,.е

Черт. 97. аксиомы групп 1 и Il, т. е. аксиомы

11-8' Il1-4., и все следствия из них-,
верны. Если вместо окружности взять за основу сферу с внутрен

ними тОЧ1Сами, то будут верными аксиомы групп 1 и II целитео,,",

Чтобы подготовить для конструируемой модели значение термиН~

n1Сонгруенmн.ьtЙ" t поступаем так: смотря на нашу конструкцию 1f'
имея в виду еl:! евклидов смысл, отметим концы и и V хорды uV
(черт. 97). Находим отношения, в которых 1Сонец В и начало А о'Г"

ИВ ИА.
резка АВ делят хорду UV: BV - первое отношение; АУ - вТО'

рое отношение.
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( ИВ ИА)
8.о1в = k . lп BV : А V .

Черт. 98.

Составим отношение этих ОТlюшевий: ~~ ~~ • которое всеiJЩ
llOJlOжительно, так как точки А и В делят отрезок UУ анутренн;.о'

образом. Логарифм этого отношения при любом, но ФИl{сированном

основании мы будем считать nрасстоянием" между точками А и В.

Чтобы сохранить произвольность nединицы масштаба", вводим ещ~

множитель k. Часто называют это nрасстояние" nнеевклидО8ЫМ рас

стоянием":

Знак его определяет направление потрезка" АВ на n прямой" и У.

Модуль этого nрасстояния" будем называть nдлиной" отрезка или

его nнеевклидовой длиной" *).
Условимся считать два отрезка АВ и CD n1Сонгруеюnными", если

их nдлины" равны:

АВ == CD, если j 6АВ1= I0CD 1.
Удачно ли выбран к о н к р е т н ы й с м ы с л термина nбыть 1СОН

груенmными" отрезкам в нашей модели, покажет проверка аксиом

конгруентности.

Проверяем аксиому Ш1 : необходимо найти

в указанном направлении (от U к V, черт. 98)
на прямой и' У' такую "точку" В', чтобы было

AB~A.'B'; BAb-дано.

Из уравнения

(
И'В' !!'A~)

8Ав = k· In B'V' A'V'

И'В'
найдЕ!м неизвестноеотношение В'V" а следо-

вательно, и искомое положение точки В' на

прямой и' У'. Возможность от1Сладывать отрезки установлена.

Справедливость аксиомы Ш\I очевидна, так как если в нашей

модели А'В' == АВ и А"В" = АВ, то это значит 18,4'В' I= 18АВ I и
IОА"в"l = IВАВ 1, а следовательно, 10A'B' I=18A"B" 1, т. е. А'В' == А"В".

Чтобы установить выполнимость аксиомы lIlа , докажем, что nрас

стояние" двух точек обладает свойством •аддитивности", т. е если

АВ+ВС=АС (черт. 97), то ВАВ+ 01lа= 0.11.0'

( иВ ИА ) ( ИС ИВ )
OAB=k ·)п BV: AV ; oBo=k ·1п cv: BV

и, следовательно,

ОАВ+ Ово = k • lп (~~ : ~~)+k . 10 ( ~~ : ~~-) =
=k.ln[(~e: ~~).(~~: ~~)]=k'ln(~~: ~~)-
=°.11.0'

*) Следует заметить, что аксиомы конгруентности не предполагают из.ме·

рения отрезков и углов.
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Черт. 100.

Черт. 99.

Доказанное свойсТво справедливо для любых направленных отрез

ков.

Из свойства ОАВ+ОВС = ОАС немедленно следует выполнимость

аксиомы II1з .

Обратим внимание на то, что "шагая" из точки А в направлении А V
nнеевклидово равными" шагами, мы Юlкогда не дойдём до точки V,
так как n нее81Слuдово расстояние" AV - бесконечно велико. В самом

деле, для точки В, стремящейся к V, отноше-
ив иА

ние ВV стремится к 00, а отношеuие А V не-

изменно, следовательно, ОВА _ 00.

Отмеченноеобстоятельствопозволяетудо

влетворить и а1Ссиоме V1 Архимеда. При

удалении от А к V "неевклидово равны€;"

шаги будут nевклидово уменьшаться", подобно

тому, как удаляющийся к горизонту поезд

кажется уменьшающимся. Истинная длина по

езда неизменна, а 1Саж.Ущаяся - уменьшается.

установить на нашей модели ,,1Сонгруент

ность углов" значительно сложнее; на этом

понятии мы вкратце остановимся впослед

ствии. Отметим только правило для проведе-

ния перпендикуляров. Чтобы из "точ1СU" А

провести "неев1Слuдов nерnенди1СУЛЯР" к "прямой" а, употребляют

следующее евклидово построение (черт. 99): точку S пересечения каса

тельных к окружности в концах И и V хорды соединяют с А. Все хорды

nУЧ1Са S и будут "неев1Слuдовымu nерnенди1Сулярамu" к nрямоil UV.
Плоская геометрия Лобачевского, изображённая на рассматривае

мой модели, называется картою Бельтрами.

На карте Бельтрами длины и углы искажаются, если иметь

в виду евклидов смысл чертежа. При этом надо отметить следующие

исключения. Очевидно, что, в силу центральной сим

метрии карты Белътрами,равные на картеуглы между

лучами, исходящими из центра, изображают рав

ные углы в натуре, а углы в натуре равны углам

изображения. Равные на карте отрезки с началами

8 центре изображают равные отрезки в натуре.

Прямые на карте углы между диаметром и хордой

изображают прямые же углы в натуре. что следует

из осевой симметрии карты относительно диаметра

(черт. 100). Этим частичным сохранением углов при

изображении плоскости Лобачевского на карте Бельтрами мы восполь

зуемся ниже при выводе формулы Лобачевскоzо для угла парал

лельности.

Обратимся к аксиоме nараллельностu. На карте Бельтрами из

"точки" М к "прямой" и' V' (черт. 97) можно провести: 1) "прямые".
(например. MN), которые пересекают И' V';2) "прямые" (МИ' и MV'),
изображающие параллели Лобачевского, и 3) "прямые" заштрихован
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s

Черт. 102.

s

s
Черт. 101.

ных углов - сверхnараллели ЛобачеВСКОl-О. Как ~ параллели ., так и

"сверхпараллели" не имеюr ни одной общей "точки" (неевклидовой!)

с данной .прямой" и' v' На рассматриваемой модели осуществляется

постулат ЛобачеIJСКОl-О. В бельтрамиевом круге, или в 6еяьrрамие

вой сфере (для ПРОСТР\lН-

ственной геометрии),осу

ществлена l-еометрия

ЛобачевСКОl-О.

АJ{СИОМЫ непрерывно

сти V1 и V2 или эквива

лентная им аксиома де

декинда здесь выполня

ются; на доказательстве

останавливаться не будем.

l-'ассмотрим вкратце

некоторые факты геоме

трии Лобачевского. На

чертеже 1О 1 мы имеем

общий перпендикуляр АВ

/{ двум сверхпараллель

ным прямым а и Ь. На

чертеже 102 показано,что

две nараллельные пря-

мые общего nерnендикуляра не имеют. На чертеже 99. мы видим,

что nерnендикулярык одной и той же nрЯМОЙ,J-сверхnараллельны.

Легко понять в силу симметрии, что евклидовы равные отрезки,

имеющие начало в центре бельтрамиева круга, равны между собою

и в смысле ЛобачевСКОl-О, о чЕ!м уже упоминалось. На чертеже 103

о
Черт. 103. Черт. 104. Черт. 105.

изображена "окружность". В другом месте карты Бельтрами образ

"окружности" будет искажЕ!н. Чертежи 104 и 105 показывают, что

8 геометрии Лобачевского существуют "окружности" , около кото

рых нельзя описать треугольника. На чертеже 105 изображЕ!н "тре

угольник с нулевыми углами" Нетрудно рассмотреть на карте ранее

указанные случаи взаимного расположения прямых.

В качестве примера "ориеюnировки по карте" дадим вывод фор

мулы Лобачевского.

7 Зак. 5572. Геометрия Лобачевского. 97



Пусть отрезку ОА длины х отвечает угол параЛЛeJIЬНОСТИ сх = П (х)

(черт. 106). На карте Бельтрами (черт. 107) параллельные а и Ь

изобразятся хордами а и Ь; прямой угол А (черт. 106) изобразится

прямым углом А (черт. 107). угол сх = П (х) (черт. 106) изобразится

в натуральную величину (черт. 107). Пусть, далее, R и у- е81tлuдО8bt

~--b

_------.А:--------- О

а Х

ln tg 2" = --7i '
откуда

или

v
Черт. 107.

Черт. 106.

длины радиуса карты и отрезка ОА на карте. НееВ1tлuдова длина х

отрезка ОА будет:

(
ИА . ио) .R+y

x=OAB=k.ln AV' OV =k·ln R-y ,

так как ~~ = : = 1 и UА = R+у; АV = R -у.
Кроме того, между е81tЛuдовымu длинами и углами на карте имеет

место соотношение у = R cos IZ и, следовательно,

и R+y - R+Rcosa - ct ~
R-y - R-Rcosa - g 2 •

Таким образом,

х = k • lп ctg ; ,

Это и есть знаменитаll формула Лобаче8с1tо'lО *).
Существуют сочинения, в которых геометрия Лобачевского рас

сматривается средствами геометрии Евклида на основе интерпретации

Бельтрами-КлеЯна•

• ) Прн пользовании тригонометрическими функцнями следует помнить,

что оии могут быть введены чисто аналитически, без ВСЯКОЙ связи с еВКJlИ

ДОВОЙ (или какой-либо другой) геометрией. Например, при помощи рядо&

• Х х8 х5 х7

SJПх= 1/-31+51-71+'"
х2 х' х6

cos х = 1 - 21 + 4! - 6г + ... ,



§ 45. Интерпретация Пуаикаре геометрии Лобачевского

на плоскости.

Интерпретация Пуаикаре геометрии Лобачевского осущеСТВ.IIяется на
евклИДОВОЙ П.llоскостн средствами евклидовой геометрии. Подготовим модель.
Проводим прямую Ох на обыкновенной ПЛОСКости. Категории OCHOBHЬix объ-

у а

В
с

Д Д• да •
а ,

8)-, 8,,,
х

О

Черт. 108. Черт. 109.

ектов пусть будут: •точки· - обыкновенные точки в верхней полуплоско

сти; точки самой прямой Ох и точки в нижней полуплоскости в состав кате

гории основных объектов не входят; .nрямые" - полуокружности с центрами

на прямой Ох и обыкновенные полупрямые. перпендикулярные основной

прямой Ох (черт. 108). .Плоскость· - верхняя полуплоскость. .Прuнад
л~жать" и •.между" понимаем в обычном смысле.

Чертежи 109, 110 иллюстрируют верность плоскостных аксиом первой

группы 11-3' Чертежи111, 112,113 - выполнимость аксиом второй группы 111-4'

D•

~c с

д

в

с

Черт. 110. Черт. 111.

ДЛII введения понятия .конгруентвости" отрезков введём сначала .рас

стояние" между АВУМЯ точками А и В. Именно, каждой паре .точек" А, В

ставим в соответствие число

(

tg ~2 )
'6AB =k.)n - ,

tg Cf;

d2y
или как решения дифференциального уравнения dx2 +У = О. удовлетворяю-

щие .начальным условиям· при х = хо - О; У = Уо = О; у' = y~ = 1- для си

нуса и при х о::=хо =0; У=J'о=l;у'=У~=О-ДЛЯкосинуса.
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если точки лежат на .nрямоЙ·, изобраЖёИНой на карте Пуанкаре полу

окружностью. и чис.'1O

8AB =k.1n у, ,
Уl

если ТОЧКи лежат на .nря~оЙ·, изображёиной на карте полупрямой (черт. 114).
Здесь углы 91. 92 И ординаты У1 и)" имеют обычный евклuдов смысл, ЯСНЫй

из чертежа: (О < 'f < Тt) и (у> О).
3на!! .расстояиия· связан с направлением .отрезка· на .прямой·. Мно

житель k позволяет выбирать произвольр:о .единицу· масштаба.

а

в с D
Д й

Черт. 112.

D
С

8

Д

8

dfiffLJ~)(
о

Черт. 113.

Объявляем теперь .отрезки· .конгруентными·. если модули их .расстоя

вий· равны:

Поверяем аксиому IlI1: необходимо найти в указанном направлении

(от и' к V') (черт. 115) на .прямой· U'V' такую "точку· В', чтобы было

А'в'= АВ; 8АВ - дано.

Ig ~
Из уравнения оАВ = k ·1п --- (или оАВ = k ·1п У2) найдём неизвеет-

tg ~1 у!

вое tg ~' (или y~, а следовательно, и .точку· В', определяемую углом 'Р'

(или Ор.:J.инатоЙ У2)' Аксиома III1 - удовлетворена.

__.o.....J.L-_~~--'-.!--_L- Х

Черт. 114.

ва
д

д~
_....L.._-o-......::::O- .L.-_--'~L..._"<,....:...--,:"._~
и о v и' v'

Черт. 115.

Из ТОГО, что при А'В' = АВ и А"В" == АВ, следует I оА' В' I= I оАВ I 11

I~A"B"I=loABI. т. е. IOAfB,:=loA"B" а это значит, что А'В'=А"В".

Этим установлена справедливость в модели Пуанкаре аксио~ ы 1112' Покажем
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далее, что из АВ+ЬС=АС следует ОАВ+ОВС=ОАС'

Имеем:

tg .!t
а =k.1n __2_.
АВ 'f' '

tg -d-
tg ,!з_

2
аве = k . In-- и, следовательно,

. tg .12.
2

tg.h tg J's_
2 2

0AB+aBC =k.1n --+ k·ln -- = k.1n
tg~ tg 'f'2

2 2

tg .!1.
2 •--.- = ОАС

Ig -.!!.
2

(черт. 116). Полученное своАство аддитивности справедливо для .отрезков·
любого направления. Аналогичное доказательство проводится и для .отрез
ков·, изобраЖёНRЫХ на карте от-

резками nолуnря-моЙ.

Из свойства аддитивности сле

дует выполнимость аксиомы 111з.

Если.точка· А стремится к ТОЧ ке с:

u ('f'1 ~ О), то "расстояние"
АВ ~ со; '!'очно так же при В ~ V 8'
('f'2~'It) имеем OAB~CO. Вся

"прямая· UV имеет неограничен- д'
ную "длину". Кроме того, как и

для карты Бельтрами, устано-

влена аксиома У1 Архимеда. 1f
Дадим конкретный смысл по-

нятию "конгруентный' для углов. Ч 116
Здесь дело обстоит чрезвычайно ерт. •
просто. Углы неевклидово КОН-

груентны, если они конгруентны в обычно-м евклидово-м смысле. Карта
Пуанкаре даёт конформ ое отображение плоскости Лобачевского на еВКJlН

Дову полуплоскость (у> О). (Конформное - значит с сохранением углов.)

Проверим выполнимость аксиом конгруентности Д.lя углов.

Каждый угол может быть О't.1Qжен одним единственным способом, при

заданном луче по заданную его сторону. это следует из евклидового смысла

yr.lOB на карте. Пример

построения суммы углов

на карте. дан на чер-

"", теже 117.
Аксиома III~ выпол

нена. Труднее про верит!>

спрзведливость аксиомы

1II57 в которой необхо
димо согласовать .кои

груентность" отрезков с

•конгруентностью" уг

лов. Однако на дuвольно

Черт. 117. длинном пути проверкн

аксиомы 1115 мы познако

мимся с "работой при помощи карты· и с целым рядом новых фактов

геометрии Лобачевского, в частности с эле-мента-ми тригоно-метрии

Лобачевскоzо.

Покажем, что две .стороны· .треуzольника" и .угол", заключённый

-между ни-ми, вполне определяют остальные эле-менты треугольника.

Сделаем это сначаnа для прямоугольного треугольника, который 'изобра

зим на карте Пуанкаре в виде треугольника А, В. С с прямым углом А

(черт. 118). Причём пусть катет АВ изобразится отрезком прямой ливии, а
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ГИJ10тевуза СВ и катет АС-дугами окружностей с центрами 01 и О и ев

"лидовыми радиусами R и.. r соответственно.

L В = tfa; L С = '1 - tf2'

7t
tg'4

b=k·!n--=
tg tf1

2

= -k .!ntg 'P~ (~)

ера = '- В01О; '1 = хОС; tf2 = L СОl0; tf1 - tf2 = L ОС01•

Для неевк.lИДОВЫХ длнв АВ = с,

АС= Ь, ВС=а имеем:

c_k.!n ОВ (<1)
r

где

~~..I.-..J-...J....__+""",,__L...-.......J..__x tg ~

a=k·!n--. (т)
tg tf

2
t

Черт. 118.

Найдi!м зависимость между а; Ь и с, т. е. между катетами Ь и с и гипо

тенузой а (.неевкnидова теорема Пифагора").

Из (~) вытекает

ь

tg ~1 = е -,,;

ь l'

е
"
+е- Т !!.... -~

Комбинация показательных функций e k и е k иазывается
2

Ь
zиnерболическим косинусом аргумента т и обозначается так:

ь ь

еТ +е- Т ь
2 =сЬ Т·

Из разложения покаэательной функции в ряд имеем в частности:

ь ( : у (:)' (: )6
сЬт = 1+~+-4!-+-6-!-+''''

()кончательно для катета Ь получаем

Ь 1
сЬ 7i = sin tf1 • (~/)
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Обратимся к катету с. Из (Iж) имеем:

с с

ОВ k r --
---е' ---е"·r - • ОВ - •

с ОВ2+ г2

или сЬ k = 2. 08. r • Но из треугольника 0108 на карте имеем по е.8КАи-

дово' теореме Пифагора:

ОВ2 = R2 - oo~ = R2 - [R2 + г2 - 2Rr cos ('111 - 92)].

где oo~ вычислено по евклидовой теореме косинусов из треугольника 01СО
(черт. 118).

ОВ2 = _г2+ 2Rrcos ('111-112); откуда 0!J2 + г2 = 2Rr cos (111 - 'Р2),
Таким образом: "

СЬ...Е = 2Rrc05 ('111 - '112) cos (ЧI1- 'Р2)

R 2. ОВ. r ( ~B)

но так как из треугольника 0108 находим о: = siп 'Рз. то окончательно Аля
катета неевклндовой длины с имеем:

(cz')

длины а гипоте-

сЬ !- = СО5 (ЧI1 - 'h) •
k 51п 'fз

наконец, выражевие для вееВКЛИДОDОЙПреобразуем,

вузы ВС.

Из ("() имеем последовательно:

или

tg!!. а
2 k

--=е

tg.!!
2

tg.!!. а
2 -"---=е

tg ..!!.
2

tg2..h+tg2~
2 2

а

ch7i =2·

Умножая числитель и знаменатель правой части на произведение

cos2 J1 . cos2..!!. получим
2 2 '

cos2..!!- + cos2..h - 2cos2 ..h . cos2..!!
cb~=2' 2 .2 2 2

k SII1 'Р2' slп:рз

1 + ~os Ч'з + 1 + ~os 'Р2 _ 2 1+ ~os 112 • 1 + ~os 'fз

sln 'Р2 • sln 'fз

Или

и после упрощения окончательно найдl!м для гипотенузы

а 1 - cos 'Р2 • cos l1з
сЬ -k = -=-----,-:.-:.=----'-"

sln 'Р2 • sin 'fз
("(')
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Неевклидовы длины а, Ь, с прямоугольного треугольника ВАС мы выра

зили в виде ФУНКЦИЙ от углов '1'1. '1'2' T~ на карте. Найдём теперь зависи
мость между этими углами и, посредством последней, -заIlИСНМОСТЬ между

нееВКЛИДQВЫМИ длинами а, Ь, с.

Из треугольника 01СО (черт. 118) по евклидовой теореме синусов имеем:

sln ('91- '92) 010 010
51Пlfl = 01С =-r

НО из треугольника 010В след)'ет °kO = С05 ер3. так что

5in ('Рl - '1'2) (')
СО5 '1'з = .. 1\

51П Ifl

Подставляя найденное значение СО5 '1'9 в (j'),найдём:

1 5In(lfl-'f~)

а -сов ер2 • 51п '1'1 sln 'Р! - С05 т2' (51п ерl С05 '1'2 - С05 'Рl 51п 'Р!)
,Ь 7i = 5in ер2 • 51п 'P1I 5in ерl • sln Ф2 • sln 'fз

h а _ 51п ерl - 51п ерl С052 ер2 4- cos 'Рl С05 ер. 51п 'Р.

с k - 51п ерl • 51п т2 • sln 1f9 •

h !!... _ 5in 1ft • 51п2 ер2 + С05 Ifl С05 ер2 5in Т2

с k - 51п !fl 5iп ер2 51п т3 '

что после сокращения на 51п ер2 примет вид:

сЬ !!... = _1_. С05 (lfl '- ер,)
k 51п !fl 51п 1f9

Приняв во внимание выражения (~') и (а'), находим окончательно не

евклидову .теорему ПUC!Ja'zора":

а Ь с
сЬ k = сЬ Т' сЬ k . (1)

Часто полагают k = 1, чем фиксируют определённую единицу длины, и
выражают теорему словесно:

Гиnерболич.ескиЙ косинус umотенузы равен произведению гunербо
лич.еских косинусов катетов.

Покажем здесь же, что евклидова теорема Пuфаzора nолуч.итс я из

неевклидовой как предельный случ.аЙ при k -+ со.

Разложи'м гиперболические косинусы в ряд по формуле (е); тогда фор
мула (1) примет вид:

Раскрывая скобки и умножая на 2k2, получим:

а4 Ь'+ с4. + 2Ь2с'
a2+12k2+'" =Ь2 +с

2
+ 12k! + ...,

где невыписанные члены содержат делителем степени k2• При k -+ 00 полу

чим в пределе обычную теорему Пифагора:

а2 = Ь2+ с2•
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Можно с тем же результатом, фиксируя k, уменьшать стороны треуголь

ника, что приводит к предложению: для бес"оне<tНО малою прямоуголь
ного треугольни"а на nлос"ости Лобачевс"ого nрименима теорема Пи

фагора (в смысле преиебрежения бесконечно малыми высших порядков).

Теорема Пи 'Рагора (а2 = Ь2 + с2" кАк теперь дегко ПОНять э"ви-
валентна постулату Ев"лида. . •

Приняв во внимание формулу (А) и заметив, что tfз= L В; '1 - ер2= L С, а

_._1_ = ch k~ по формvле (~'). найдём:
S1П ffl .

cos В = ch ~. sln С,

и по аиалогии

cos С = ch FO sln В.

Зависимости межJtу двумя углами и катетом прямоугольного треуголь

ника на плоскости Лобачевского показывают, что прямоугольный треуголь-

ни" В'10лне определяется двумя острыми углами (В+С< ;); это гово

рит об отсутствии подобия, что нам известно из теоремы Валлиса.

Отсутствие подобия показывает, что мы имеем дело с моделью гео-.
метрии Лоба<tевс"ого и что в интерпретации Пуанкаре имеет силупоступат

Лобачевского.

Покажем теперь, что гипотенуза а и острый угол В прямоугольного
треугольни"а вполне определяют треугольни" в модели Пуанкаре.

Находим последовательно, как и ранее,

/)

tg 1.1 = е-Т
2 '

/). /) m
- -- 1-tg2 "!'!"

ek-e k 2-----
2 2 tg ~1

или

sh.!!.... _ cos '1
k - sin'l '

" /)
e'~ _е-Т

где комбинация 2 называется гиnерболи<tес"им C-uНУСом:

/) ь

еТ _е-Т . Ь
2 = sh/i'

Точно так же из (т) имеем:

а tg tf; а tg '2
е k = -tg-q;-2; е- k = t-g-:-

3
;

2 2

е: -е- : ][tg~ tg~]
2 = 'т tg ff2 - tg.!3 •

2 2

Проводя выкладки по аиалогии с предыдущим, найдi!м:

5h!!....= С05 '2- ~os ЧlR.
k 51п '2 • S1П ffs
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Приняв во внимание ().). находим:

sln (~. -'PI)
а со! " sln ер,

sh -k = ---:-----:-..:..:..- 
sln 'Рэ • sln 'Ра

sln '1 • cos 'Р! - sio '1 • cos '2 + cos ерl . sln Т!

sln '1 .sln '2 .sin 'а

sh !!- = cos ~, =~ . _._1_ .
k sin ~, . sln 'fs sin ерl slП 'Рэ

А так как '3 = L В и имеет место (11). то

а Ь 1
sh k = sh k . slnВ •

()кончательнО получаем:

Ь а
sh k = sh k . sln В • (II)

Эта зависимость позво

ляет по гипотенузе а и

острому углу В опреде
лить противолежащий

катет Ь.
Формула (1) затем поз

волит определить другой

катет, а применяя снова

(11). можно найти и другой

острый угол С.

Теперь всё подготовлено

для проверки аксиомы III6:

.Если для двух тре

угольников АВС и А'В/С'

имеют место конгруент-

Черт. 119. ности АВ= А'В'; АС=

=А'С'; L BAC=L В'А'С.
то имеет место также и конгруентность:

L АВС= L А'В'С·.

В самом деле, пусть на модели Пуанкаре для двух треугольников АВС

и А'В'С (черт. 119) имеет место конгруентность АВ=А'В'; АС=А/С';

LBAC= LB'А'С'. В снлу наших соглашенийо .конгруентности·"отрезков·
и .углов·, это значит, что

РАВ = РА'В'; РАС=РА'С"

где

РАВ=С' РА'В'=С'; РАС=Ь; РА'С' =Ь'

В указанном выше смысле, и L ВАС = L В'А'С в обычном смысле равенства

углов.

Проводя высоты треугольников СО и С'О'. из прямоугольных треуголь

ников ACD и A'C'D' найдём:

h Ь h' Ь'
sh - = sh - • sin А и sh - = sh - • sin А'

k k k k •

но так как Ь = Ь'; (РАС= РА'С' ) и L А = L А', то и h = h'. Это означает,

что PCD = PC'D'. т. е . •KOHzpyeHfflHQcmb· CD =C'D'.
ПО формуле (1) находим из треугольников ADC и A'D'C':

Ь Ь

PAD СЬ Т PA'D' сЬт
сЬ -k- = -h-; ch--k- = --h-'

сЬ- ch-
k k
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что, в сипу равенства правых частей, даёт:

PAD h PA'D'
сЬ -k-=C -k-'

Отсюда PAD = PA'D', или AD=A'D"

Далее, в сипу аддитивиости для .длии· имеем:

РА8 = PAD+ PDB и РА'В' = PA'D' + PD'8"

и, так как РАВ=РА'8" PAD=PA'D" то PDB = PD'B" что означает .кон

груентность· DB =D'B'. Таким образом, в прямоугольных треугольниках

спв и C'D'B' .ДJlИНЫ· катетов равны, откуда по (1) следует, что и .длины·

а и а' гипотенуз СВ и С'В' равны, а следовательно, имеет место .конгруент

ность· СВ=С'В'. Вместе с тем из (Il) следует для треугольниковCDB
и C'D'B'

h а h' а'
аЬ 7i = sh 7i -siпВ и shТ = sh T -siпВ',

а так как h = h', а = а', то отсюда следует, что В = В', или .конгруентность·
L АВС= L А'В'С'.

Аксиома IlIБ проверена.
Попутно мы получили .тригонометрию прямоугольного треугольника·

на плоскости Лобачевского и косвенное доказательство выполнимости
на модели Пуанкаре постулата Лобачевского.

Последний факт усматривается и непосредственно (черт. 120), "Прямые"
Ь и с будут "параллельны· .прямой· а в смысле Лобачевского. Все .прямые·,
попадающие внутрь заштри-

хованного угла, будут сверх

параллельны к .прямой· а.

Здесь справедлива аксиома

IV Лобачевского:

IVл. В плоскости, опре

деляемой nря.моЙ а и

точкой А, через точку А

проходит более одной nря

.мой, не neресекающей пря

мую а.

Аксиомы пятой группы Черт. 120.
также остаются справедли-

выми, так как здесь непрерывность можно понимать в обычном евкnидо

вом смыслеj аксиома Архимеда нами уже проверена непосредственно. u

На 9ТОМ мы и закончим поверку аксиом, в модели Пуанкаре плоскои.

геометрии Лобачевского.
Рассмотрим теперь интерпретацию некоторых теорем планиметрии Лоба

чевского, не вдаваясь в подробности.

Начнём с простейших теорем, справедливых и до введения nараллель
ных, т. е. равно верных в геометрии Евклида и в геометрии Лобачевского.

1. Из .точки· А к .nрямоЙ· а можно провести только один nерnен
дикуляр р.

Если посмотреть на модель .глазами обычными·, а не глазами моде.

лируемой геометрии, то мы увидим, что:

1'. Через точку А в верхне4 полуплоскости (У> О) к верхней полу
Окружности с центром на прямой Ох или к верхней полупрямой,
nерnендикулярной 1( Ох, можно провести только одну полуокружность

с центром на Ох (или прямую, nерnендикулярнуюОх).
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Получилась .новая· теорема евклидоврй геометрии. справедлив,?сть кото

рой следует из того, что все аксиомы, с помощью которых доказывается

теорема 1, в этой модели имеют место. Отдельного доказательства теорема l'
не требует, хотя его можно и провести обычным путём. Дадим построе

вия на карте. Строим, имея в виду общий случай,радикальнуюось окруж

ности а и точки А как геометрическое место центров окружностей. ,про

ходящих через точку А и секущих ортогональноокружность а. Пересечение

этой радикальной оси с прямой Ох и даст центр И искомой окружности

(черт. 121).
Для построения радикальной оси' поступаем. например. так: из А прово

дим К окружности а касательную АВ; из середины С отрезка АВ проводим

д

р

8 С

~
--~--""д

).; р

,,' \
" \,," \

/
С /
?-- ------и

/.

о

Черт. 122.

перпендикуляр СUк .линии центров" АО. Окружность с центром И и радиу
сом UА - искомая (черт. 121). На чертеже 122 показан частный случай. Рас
смотреть остальные частные случаи полезно в виде упражнения. '

На ~ертеже 123. иллюстрирующем постулат Лобачевского. АВ - перпен
ДИКУЛЯр к а.

2. Чтобы разделить отрезок АВ .nоnолам". можно поступить так: вос
ставить в концах отрезка перпендикуляры АР и BQ. взять на них точки Р

Черт. 121.

v

8

Черт. 124.

и Q по разные стороны от АВ так, чтобы АР= BQ. Прямая PQ пере
секает АВ в искомой средине С.

На чертеже 124 показано построение на карте для специального случая.
Для доказательства конгруентности АР= BQ заметим, во-первых. что

BQ=AP', так как
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)(

G

Черт. 127.

Черт. 12В.

Черт. 125.

ь

rt::EQu
о о'

~
Д,' С! 2

! ~
- ......-9------'--.......Q-!--......----......---J(.

О О'

Черт. 126.

что равно, очевидно, &АР" Далее, АР= Р'А в силу симметрии; в этом можно

убедиться и расчётом длин.

Рассмотрим несколько предложений собственно геометрии .Лобачев
ского.

З. Сумма углов треугольника меньше двух прямых. Этот фа"т иллю
стрируется чертежом 125 и ~aёT .новую· теорему, относящуюся к окруж
ностям с центрами на однои

прямой.

4. Две с.ерхnараллельные

прямые а и Ь имеют общий

nерnендикуляр и притом

только один.

Это значит, что существует

лишь одна окружность, пере

секающая ортогоиально две

данные окружности без общих

точек и имеющая центр на их

линии центров (черт. 126)..
Построение ведём,

например, так: проводим

общую касательную АВ

к окружностям а и Ь, де

лим её пополам в точке

С и опускаем перпенди

КуЛЯр на Ох, т. е. строим

радикальную ось двух

данных окружностей.

Проводим окружность с

центром О' радиусом г, равным

длине касательной из О' к двум
данным окружностям. Окруж

ность с центром О' и есть изо

бражение на карте общего

перпендикуляра к двум сверх

параллельным прямым.

5. Каков бы остр ь/й угол

а ни был, всегда сущест"ует

nерnендuкуляр р к одной его
стороне а, nараллельный

другой стороне Ь.

П о с т р о е н и е н а к а р-

т е: проводим окружность р

С центром О' и радиусом О' и,
где О' точка радикальной оси

СО' окружности а и точки U
(черт. 127).

6. Никакие три точки

эквидистанты не лежат на

одной прямой (черт. 128).
На карте эквидистанта с

основанием OABCD.. .. изобра

жается прямой OA'B'C'D' ... ,
так как имеют место конгруент

ности, .прямолинеЙных· отрез

ков:

AA'=BB'=CC'=DD'= •••

Вообще все наклонные полупрямые 010 изображают эквидистанты, для
I'оторых прямые OlS иэо:Sражают[основания. Никакие три точки А', В'. С
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не лежат ни на окружности с центром на Ох, ни иа прямой. перпендикупяр

ной Ох.
7. Эквu.дuстанта пересекает ортогонаАЬНО все nерnендuкуляры (А А' ,

ВВ', СС', ... ) к el! основанuю (черт. 128).

---o-...L *-_~~I....L..-;fl..-.:...L----J--Jt

О,

Черт. 129.

Воспользуемся 9ТОЙ теоремой для построения эквидuстанты с любым
основанием. Строим пучок окружностей. секущих ортогонально окруж

ность а. Все центры окружностей лежат
М на прямой Ох (черт. 129). Все окружно

сти пучка имеют общую радикальную ось

ОМ, которая сама есть выродившаяся

окружность пучка. для построения 9КВИ

дистанты с основанием а необходимо найти

линию, которая пересекала бы все окруж

ности пучка ортоzонально. Из теории пуч

ков и связок окружностей известно. что

Х такой линией будет окружность с центром
на радикальной оси ОМ пучка, проходя

щая через точки и и V, так называемые

предельные точки пучка.
Из любой точки С (или С') (черт. 130)

радикальной оси ОМ проводим верхнюю

Черт. 130. дугу окружности радиусом R = си = cv.
Получаем изображенне 9квидиставты с осно

ванием а. Легко строить обе ветви 9квидистанты по одну и по другую сто

рону от освования а. Итак, окружности и прямые, nересеКQющuеnря.мую

ОХ не под прямым умом, uзображают на карте Пуанкаре эквU
дистанты••Отрезкu· АА', ВВ'. DD' и т. д. •конгруентны· (черт. 129).
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Интересно увидеть на карте образы окружностей. для этого восполь-
зуемся следующим хараJ(теристическим свойством окружности:

8. ~кружность пересекает ортогонально все прямые, nРо%одящuе
через ее центр.

Для карты это свойство формулируется так: образ .окрУЖНОсти· пе
ресекает окружности пучка с центрами на Ох, .nроходящие через С.

Черт. 132.

ортогонально. Как известно, такой линией будет окружность пучка, .орто
гонального к исходиому пучку". На чертеже 131 изображены .концентри

ческие окружностu" с .центром" С.

о

Черт. 133.

Итак, окружности верхней полуплоскости, не nересекающuе Ох,

изображают .окружностu" Лобачевского. Вместе с построением .окруж-

ности" мы получаем возможность откладывать .конгруентные отрезки' И3-

м N

-~
1/ "( р 0\

Jl
о

Черт. 134.

любой .точки· по любому направлению. Следует заметить, что образ
.центра" не есть центр образа.

В заключение заметим, что линия, пересекающая ортогонал.но все па

раллели одного направления, - пучка параллелей 8 смысле Лобачев
ского, - названа Лобачевским предельной лuнuеil. На чертеже 132 изобра--
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жена предельная линия в виде окружности, касающейся ОХ в точке и. Пе
ресекающиеся в О полуокружности изображают пучок параллелей. Название

-предельная станет понятным, если проследить за образом .окружности·

(черт. 131) при перемещенни .центра" к прямой Ох, т. е. при .перемеще
нии· в бесконечность. .Прямые·, изображаемые перпендикулярами к Ох,
также прннадлежат параллельному пучку как имеющие между собой угол,
равный нулю. То же самое можно усмотреть и нз того, что .расстояние·

.точек. .прямой· Ь от .прямой· а неограииченно убывает. так как
АА'=ВВ'::СС'= ... , и т. д. tчерт. 133). Прямые MN, перпендикуляриые

Черт. 135. Черт. 136.

t< .прямым· а. Ь, изображают также предельные линии (черт. 134). Напри
мер PSQ изображает .хорду" предельнойлинии, вогнутой кверху. Чертежи 135
и 136 изображают .треуго~ьники с нулевыми углами·.

§ 46. Интерпретации "уанкаре геометрии Лобачевского в пространстве.

С т р о и м м о д е л ь. Рассмотрим обыкновенное евклидово пространство

и плоскость, которую мы назовём основной плоскостью. Все обыкновенные

евклидовы точки над плоскостью нззовём •точками·. Полуокружности, имею

щие центр на основной плоскости, плоскости которых перпендикулярны

основной плоскости, назовём .прямыми·.•Прямыми· тоже будут служить

обыкновенныепрямые,перпендикулярныеосновнойплоскости.• Плоскостями·

Черт. 137.

пусть будут верхние полусферы с центрами на осноаной плоскости, а также
пелуплоскости, перпендикулярные основной плоскости (черт. 137).

Основные отношения между объектами пусть имеют обычный нагляд

ный смысл. Конгруентность углов в этой интерпретации совпадает

ос евклuдовой конгруентностью. 3аймёмся про в е р к о й ак с и о м. Акси

-омы Гильберта будут все удовлетворяться, кроме одной - постулата Евклида;

-он эаменитсяпостулатом Лобачевского.
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Через А. В прово,цим перпендикулярную плоскость к нашей ПЛОскости 71:,

соединяем А, В прямой. nелим АВ ПОПОJlам" проводим перпеиднкуляр до
основной плоскости 71: И из точки пересечения его с плоскостью ~ как из

Черт. 138. Черт. 139.

центра проводим полуокружность. Это и будет .прямая", которая опреде·

ляется двумя .точками· А и В. 311Е:СЬ видно, что Уllовлет.воряется и аксиома 12
(черт. 138). Аксиома Iз - удовлетворена (черт. 139). .

Черт. 140. Черт. 141.

Три .точки·, не лежащие на одной .прямой·, всегда определяют .пло

скость· -сферу, проходящую через три точки А, В, С и с центром на основ

ной плоскости. Следовательно, УДОJ;)летворяется и аксиома 1,; аксиомы li и

с

8

Черт. 142. Черт. 143.

16 - очевидны (черт. 140, 141); 17 - если две плоскости имеют общую точку,

то ОIlИ имеют по крайией мере ещё одну общую точку (черт. 142). 18 - оче
видна (черт. 137). 1I1 - З удовлеtворяются, - всё это мы видим наrлядно

(черт. 143).
8 З.к. 5572. Геометрия Лобачевекоrо. 113



Рассмотрим постулат Паша. Если плоскость такова, что она изо·

бражается плоскостью, перпендикулярной осиовной плоскости 7t, то В неА

имеет место интерпретация Пуанкаре на плоскости, рассмотреннаянами ра.нее

Черт. 144. Черт. 145.

(черт. 144). Чертёж 145 показывает случай изображения .плоскости· полу

сферой.

Группа аксиом 1111-5 также остаётся справедливой, но мы на ней оста·
навливаться не будем, так же как не останаВо1ивались на конкретном смысле

Черт. 146. Черт. 147.

понятия .быть конгруентным отрезкам·. На основании предыдущего читатель.

9ТО выполнит сам. Группа аксиом V1-~ непрерывности здесь также выпол

нена.

Аксиома nараллельносmu /VЛ• Здесь имеет место постулат Лобачевского.

Если наша .п,;юскость· перпендику,~ярна основной плоскости 7t, то имее1

Черт. 14В.

место постулат Лобачевского,что подробно рассмотрено в § 45 (черт. 146).
В случае изображения .плоскости· по.~усфероЙ (черт. 147) через точки А
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и С проводим плоскость, перпендикулярную к основной плоскости; ова высе

чет .прямую· С. Так же проводим плоскость через точки А, D; она высечет

.прямую· d. Таким образом, на указанной модели осуществляется nростран
ственная zeометрuя Лобачевского.

3 а u е ч а н и е. В последнем случае на .Плоскости· а (по.1усфере а) осу
ществляется полностью геометрия Лобачевского, если за .точки· считать

точки по.lусферы, а за .прямые· - полуокружности, принадлежащие полу

сфере, плоскости которых перпендикулярны плоскости экватора. Мы имеем

Черт. 149.

новую интерпретацию плоской геометрии Лобачевского, осуществлённую На

полусфере. .
Рассмотрим. как выглядят некоторые теоремы Лобачевского в простран

ственной интерпрР.тации Пуанкаре, и, в частности, пользуясь ею, найдём но

вые теоремы.

две .п.1Оскости· имеют следующее расположение относительно друг

друга: .П.l0СКОСТИ· пересекаются (черт. 142).•Плоскости· .nараллельны·

(черт. 148); на этих двух .плоскостях· имеется по одному пучку таких .па

ра.lлельных· .прямых", что два пучка будут паралле.1ЬНЫ друг Jl.ругу.

Через каждую .точку· А "плоскости· а можно провести одну .прямую·,

Черт. 150. Черт. 151.

которая будет vпараллельна" ,плоскости" ~. Наконец, .плоскости· -сверх··

параллельны (черт. 149).
Существуют скрещивающиеся "прямые· (черт. 150) и .параллельные·

связки "прямых" (черт. 148). Особо важный для нас случай nараллельноii

связки .nрямых· изображён на чертеже 151. Этот с.lучаЙ вполне ·аналогичеНl
случаю чертежей 133 и 134 предыдущего параграфа.

§ 47. Эквидистантные поверхности, предеJlьные поверхности

и сферы.

Эквидuстантная поверхность есть zeометрич.еское .место точ.ек,.
равноудаленных от данной плоскости.

Легко понять, пользуясь исследованиями § 45, что полу плоскости "(, се

кущие основную плоскость 1t не ортогонально,будут изображать зквидистант-
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lНыe поверхности (черт. 152). Этот факт устанавливается так же, как и

JI аналогичном случае на плоскости для эквидliстаит (черт. 128). Отсюда, как

н на пл()скости. зак"ючаем, что эквuдuстантные nоверхности пересекают

ортогОнально все nерnендuкуляры к основанuю О. Таким же путём, как

в § 45. оолучаем изображения эквидистантных поверхностей в виде сфери
ческих сегментов над ос~овной плоскостью с центрами вне последней (черт.

153). ,Плоскости·, перпенднкулярные к '1'1:, пересекают 9квидистантные поверх-

Черт. 152.

ности по эквuдасmантам АВ, по предельным лuниям PbQ и по "ОКРУЖ
ностям' RS. Они могут так же касаться или совсем не пересекать экви

дистантную поверхность.

Изображения .сфер· мы получим, вращая чертёж 131 вокруг СО. "Сферы·

будут изображаться обычными сферами, пересекающими ортогонально все

"прямые· связки, проходящие через ,центр· .сферы· (черт. 154). •Предель
НЫе nоверхности· изображаются сферами. касающимися основной плоско
сти '1'1:, С вынутой точкой касания О (черт. 155), а также плоскостями, парал

лельными основной плоскости '1'1: (черт. 156).
Всё это вполне аналогично с.1учаям в планиметрии. Вращая чертежи 132 и

134 BOl(pyr оси. ОМ, ПОЛУЧИМ' изображения на чертежах 155 11 156. Здесь

Черт. 153.

вращение произвед,ено оБЫЧНЫМj и притом наГ.1ЯДНЫМ приёмом. После полу

чения чертежа. например 156. неурудно убеДIIТЬСЯ, что предельная поверх

ность ce'li!m орmоz.онально связку .nараллелеti" в смысле Лобачевского.

Это свойство преде.1ЬНОЙ поверхности может С.1УЖИТЬ её определеНllем.

Теперь всё готово для того. чтобы уяснить смысл одной весьма важной

и ,интересной теоремы, положенной Лобачевским в основу его исс"едований
по геометрtщ, носящей его имя [10J, [16].
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Т е о р е м а. Предельная поверхность несет на себе геометрию Ев,
клида. .

. для доказательства, а также и для уяснения смысла теоремы введём,
С.1едуя Лобачевскому, такую тер'МИНОJlОГИЮ:

u ОСЬЮ пр:дельной поверхности назовём всякую прямую пучка паралле
.~еи, которыи ортогона,1[ЬНО пересекает предеJlьная поверхносТЬ. На модели

Черт. 15<1.

(черт. 156) .прямые" изображены лучами а, Ь. с и т. д., перпенднкулярными

основной плоскости 1f. Стрелки укаэываю.т .направ.1Jение параллеJ1Изма. Пре

дельная поверхность Е вогнута кверху (ср. черт. 134).
Главной nлос·костью наэовём каждую плоскость, проведённую через ось

предельной поверхности. На чертеже 156 главные плоскости иэображают,ся

полуплоскостями а, перпендикулярными к плоскости 1f. Главная плоскость.

Черт. 155.

сеЧl!т предельную поверхность по nредеЛbllоfJ ЛIIНUU, между тем как при
друг о}" положении секущей плоскости это пересечение есть. окружность.

Jia чертеже 156 это сечение главной .плоскостью· а есть .предельная

линия" MN. а сечение не главной "плоскостью" ~ (черт. 157) есть .окруж

ность· PQR. ЧТО PQR - "окружность·, следует из ТОГО,.что эту линию можно
получить как пересечение .сферы· (с) с .плоскостью·, ~.

Три главные плоскости, nересекающие друг друга, образуют друг

с друго.", углы, сумма которых равна '1:. Эти .плоскости· изображаются на
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модели ПJlОСКОСТЯМИ а, ~ И "(. перпеидикулярными к основной плоскости r.
(черт. 158). Сумма внутренних двугранных углов между этими плоскостями

равна 2d, как это следует нз со

хранения величины УГ.10В на мо

дели Пуавкаре. Необходимо только

заметить, что линии АВ, ВС и СА

пересечения ,Г,1авных плоско

стей' а, ~ и "( с предельной по

верхностью ~ суть предельные

линии. Следовательно. t. АВС 
"криволинейный', и для построе

ния .1инеЙного угла двугранного

нужно провести прямолинейные

касательные к ,кривым' АС, АВ
и т. д .• во зто не меняет углов.

Этиу2ЛЫ мы будем рассматри

вать как углы в предельном

треугОILьнике, сторонами кото

рых служат дуги предельных
линий, образуемых nересечение),l

Черт. 155. предельной .поверхности тремя
zлаllнымиnлоскостЯ),lи [161.

Таким образом, если, как пред

лагает Лобачевский, под ,точ

ками' понимать точки предельной

поверхности ~, под ,прямыми" 
предельные линии .на той же пре

дельной поверхности, то - в си,'у

равенства суммы углов •треугель
ника" АВС (черт. 158) двум пря

мым - мы имеем дело с евклидо
вой геометрией. ЭтИМ и закон

чено доказательство и разъясне

ние смысла теоремы: Предельная

поверхность несёт на себе гео

метрию Евклида.
Черт. 157. Приведём заключительные сло·

ва Лобачевского: ,В предель

ных треугольниках стороны и

углы связаны поэтому теми же

зависи),lосmямu. которые уста

навливаются в обыкновенной

геометрии для прямолинейных

треугольников".

Таким образом, Лобачевскиtt

вновь получает геометрию Евкли

да. но на nредельноlJ поверхно

сти, хотя евклидова геометрия

и была изгнана им со своей плос

кости, которую мы называем те-

Черт. 158. перь плоскостью Лоба'lевскоzо.
Лобачевский с большим мас

терством использует весь аппарат евклидовой геометрии на предельной

поверхности для ИСС,1едования своего пространства - пространства Лоба

'teBCKozo.
Заметим в заключение, что симметричные относительно оси фигуры на

предельной поверхности будут конгруеНТНЫМII в cMblc,le Гильберта, хотя

предельную поверхность и нельзя положить на себя другбй стороной, но

можно заставить скользить по себе.
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ГЛАВА ВОСЬМАЯ

СОВМЕСТНОСТЬ И НЕЗАВИСИМОСТЬ АКСИОМ. ИЗОМОРФИЗМ

§ 48. Совместность системы аксиом.

ОДНИМ из основных вопросов, которые ставят по отношению

к аксиоматике, служит такой: не nриведёm ли эта систе'ма аксио'м

« nротивореч.ивому выводу .всвоих следствuях, хотя, быть .может,

u весь,Ма оrnдалённых?

Под противоречием мы понимаем такой 'ВЫВОд, такое следствие,

8ытекающее 'из системы аксиом, что и его отрицание также является

следствием той же системы аксиом. Например, если бы оказалась

справедливой теорема Пифагора (а2 + Ь9= с9) И одновременно из

аксиом следовало бы её отрицание (например, в такой форме:

а2+Ь9 > с2), то наличие таких двух "теорем" указывало бы на про

тиворечивост" системы аксиом.

В настоящее время систе'мУ аксио'м сч.итают неnроmиворечи

вой, если существует интерпретация, .модель, в которой выпол

нены все aKCUO.ftbl. и если эту .модель считают верной. Обычно

33 такую правильную модель принимают модель числовую - аналити

ческую. Например, аналитическая геометрия является не чем иным,

как одной из интерпретаций геометрии. В .аналитическоЙ геометрии

(на плоскости) под n точкой· разумеют упорядоченную пару чисел

(х, у), под nnря.жоЙ
U

- отношение тройки чисел (и: v: W), из коих

все три одновременно не могут быть нулями. Точка "лежит на"

nnря.ftоЙ", если верно равенство их +--vy +w = о, и т. д. Здесь,

как мы знаем, удовлетворяются все аксиомы :плоскости евклидовой

геометрии. Аналитическая геометрия в пространстве .является интер

претацией пространственной геометрии. Таким образом, найдена

аналитическая интерпретация системы аксиом. И, следовательно,

если где-нибудь окажется противоречие в геометрии Евклида, постро

енной аксиоматически, то это противоречие тотчас же обнаружится

через аналитическую интерпретацию и в арифметике. Если арифме

тику считать верной, никогда не ведущей к противоречию, то в той

же самой мере надо признать непротиворечиво!\ систему пяти групп

аксиом 11-8' 111-4' II11- u' IV, У1 -9 ·
Таким же приёМом доказывается непротиворечивость всей рас

сматриваемой нами системы аксиом, за исключением группы IV,
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в которой аксиома Евклида заменена аксиомой Лобачевского. Но

здесь в~прос свелся к построению модели (интерпретации) геометрии

Лобачевского на образах геометрии Евклида. Такой моделью может

СЛУЖИТЬt например. интерпретация Пуанкаре плоской или простран

ственной геометрии Лобачевского. Если бы где-либо обнаружилось

ПРОтиворечие в геометрической системе Лобачевского, то это противо

речие через указанную интерпретацию Пуанкаре немедленно обна

ружилось бы и в геометрии Евклида. а тем самым и в арифметике.

Таким образом, существование интерпретации какой-либо системы

геометрии в системе, непротиворечивость которой или доказана, или

nрuнята, доказывает непротиворечивость исходной системы. Геомет

рия Евклида, как и геометрия Лобачевского, одинаково непротивqре

чивы, каждая в себе. Указанные соображения о непротиворечивости

системы имеют силу и ДАЯ аксиоматики любой математической теории,

а не только геометрии. Вместо того, чтобы говорить: система неnро

mUBope'tUBa. - говорят, что она совместна.

§ 49. Независимость аксиом.

Имея двадцать аксиом (11-8' 111-4' 1II 1 _ Б , IV, Vl_~)' можно спро

сить себя: не является ли "акая-либо аксиома следствием осталь

ных девятнадцати, т. е. нельзя ли e~ доказать при помощи этих.

остальных? -Если бы такое доказательство было возможно, то рас

сматриваемая аксиома попала бы в разряд теорем. СЛе'"Довательно,

Не была бы независимой от остальных девятнадцати аксиом. Незави-

симость какой-либо аксиомы от других аксиом системы� устанавливается

приёмом, который мы поясним на примере, рассмоТорев независимость

аксиомы Евклида от остальных девятнадцати аксиом. Сохранив э:ги

девятнадцать аксиом неизменными, заменим аксиому Евклида е-й противо

речивой, а именно: вместо неё BBeД~M аксиому Лобачевского. Таким

образом, вместо системы аксиом 1) девятнадцаl1iь плюс аксмома

Евuлида мы рассмотрим такую:' 2) девятнадцать плюс а"сиома

Лобачевского. Если окажется, что обе эти системы будут совмест

ными, - каждая в себеt - то этим будет доказана независимость

аксиомы IV от отстальных, так как если бы аксиома IV Евклида

вытекала из остальных аксиом, то e~ противоречие (аксиома Лоба

чевского) не было бы совместно с остальными аксиомами. Но нами

уже доказаНi! совместность как системы аксиом геометрии Евклида.

так и системы аксиом геометрии Лоба-чевского.- Говоря образно,

с аксиомами групп 1, 11, IIl, V одинаково хорошо "уживается" и

аксиома Евкшiда, и аксиома Лобачевского, но так как обе вместе

справедливы быть не могут (в одной и той же Гt:ометрической системе),

то отсюда и вытекает независимость IV грУППы от остальных. Другими

словами, а"сиома Ев"лида недо"азуема при помощи остальных

девятнадцати aKcaOJJt.

Переходя от примера к общему определению понятия о независи

мости аксиом, мы скажем, что если дана система А, состоящая

из n аксиом а1 , а2 • O(g, •••• а" •.• ,а:n [что мы будем обозначать
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символом А (а1 , (12' " " а;, ... , аn)] и а"сио.ма а, независи.ма от осталь

ных n - 1 аuсио"и, то это означает, что систе.ма а"сиом

А1 (арlX!!, •.•:-(1" ••• ' аn), где -а, есть п"сио.ма, отрицающая утвержде
ние а"сио.мы а,. будет совместной, та" :JICе "а" и система а"сио.м А.

В нашем Пj3имере система аксиом А (а 1 , а!!, •.• , ai, ., .• схn) была

гильбертовойсистемой геометрическихаксиом. так что n = 20, czi-·была,

аксиомой Евклида. В системе же аксиом А 1 (:t1, ••• ,;;, •• , ,аn > вместо'

аксиомы Евклида ai была принята аксиома Лобачевского ai'
Это определение независимости аксиомы ai от всех остальных

аксиом системы распространяется не только на аксиоматикугеометрии,

но и вообще на аксиоматикулюбой дисциплины. Если бы аксиома а'Е

вытекала как следствие из остальных n - 1 аксиом, то тогда система А 1
была бы противоречивой (несовместной), так как в этой системе

имелись бы два ПРОТИВОПО,'lожных утверждения ai и ai, совместное
существование которых невозможно.

Указанным приt!мqм доказывается независимость некоторыхаксиом

от всех остальных или от части остальных. Однако ставить вопрос

о независимости uаждой аксиомы от ,всех или части остальных не

имеет смысла по той причине, что в формулировке аксиомы могут

встретиться положения, не имеющие смысла без выполн'имости каких

либо из предыдущих, аксиом.

§ 50. Эквивалентность двух систем аксиом.

д.'1я выяснения понятия э"вивалентности, или равносильности,.

двух систем аксиом предварительно остановимся на примере. Мы

знаем, что из системы' двадцати аксиом евклидовой геометрии выте

кает предilожение: сумма умов mреуzольни"а равна 2d·. Обратно,

если аксиому IV Евклида заменить предложением, что сумма углов

треугольника равна 2d, то при наличии всех остальных аксиом, кроме IV,
вытекает аксиома о параллельных. Следовательно, если заменить ак

сиому IV указанным предложением о сумме углов треугольника, то полу

чим новую систему аксиом, в которой аксиома IV будет выглядеть,

так: существует по uрайней .мере один треуzольниu, су.м.ма умов

"оторого равна двум nрЯМblJl. Все остальные аксиомы остаются преж··

ними. Эта новая система аксиом будет равносильна первоначаЛ~Н0J:!

потому, что все предложения' первой системы будут верными и во'

второй системе, и обратно. В нашем примере основные отношения:

"принадлежать~, "лежать между~, "быть конгруентным" - не пре

терпевают никаких изменений; но возможен случай, когда вместо одних·

основных понятий: "точек и, "прямых ~, "плоскостей" и одних основ

ных отношений: "принадnежать ", "лежать между~, "быть конгруент

ным" - вводят другие основные понятия, или основные объекты, и

другие отношения .между НИ.Аtи, и тем не менее системы аксиом

могут быть эквивалентными в том смысле, что все предложения, ОТ,НО

сящиеся как к первой системе аксиом, так и ко второй, будут одними

и теми же в своей совоuуnн.ости в каждой сис:геме. Только быть
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'может некоторые теоремы первой системы станут аксиомами во вто

iPой. некоторые определяемые понятия второй будут основными в первой.

Дадим более общий пример эквивалентности двух сисгем аксиом.

Пусть из системы аксиом А (а1 • а9' •••• а" •• '. I1 n ) следует предло

.жение т, что мы запишем кратко так: А (111' а9' •••• а,• ••• , аn) -+- m •

.Возьм1!м ту же систему аксиом и подставим вместо 11, предложение т.

Получим новую систему аксиом А1 (ар 11\1' •••• т• .•. , аn). Если (а1 •

Q\I• •••• т, ... , аn) -+- а,. то говорят. что две системы А и А1 -Э.l&ви
JJалентны. Здесь подразумевается, что основные категории объектов

н основные отношения между ними остаются теми же самыми как по

'числу, так и по названию. Эквивалентность в более широком смысле

,рассматривать не будем.

§ 51. О понятии изоморфизма.

Выяснение этого понятия начн1!м также С ·примера. Вспомним

,интерnpет~цию геометрии Евклида по Фi:!дорову. Легко установить,

что между двумя интерпретациями отвлеq1!ННОЯ геометрическоЯ

системы: а) на обычных образах, с обычными отношениями

и б) интерпретациеЯ Фl!дорова-'МОЖНО установить такое соответ

.ствие. что, в о-п е рвы х. каждоЯ обычной точке поставить в соответ

.ствие "точку" Фl!дорова 8, обратно, .каждоЯ "точке" Фl!дорова поста

.вить в соответствие обычную точку или, точнее:установить взаимно

Черт. 159.

~,
I

ls,

однозначное соответствие между .элементами первой категории

основных nонятий (черт. 159). В о-в т о р ы х, каждой обычноЯ прямоlt

можно поставить в соответствие "прямую" Фi;!дорова и. обратно, т. е.

установить взаимно однозначное соответствие между элементами

8торой категории основных объектов (черт. 160). В-т р е т ь и х•
.между элементами третьей категории ОСНОВНЫХ объектов "nЛОСКО
,стями" также устанавливается взаи.UНО однозначное соответ

ствие. в последующем пункты эти будем объединять в один. говоря,

что между основными объектами первой и второй интерnретацшl

установле1Ю взаимно однозначное соответствие. Далее. в-ч е т в ё р-

ты х, установлено взаимно однозначное соответствие между отно

шениями "лежать на", "лежать между". "быть конгруептны.ми"

.8 первой интерпретации, - С теми же nонятURми во второй
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,интерпретации. Это соответствие усmаШlвливается простой одина

,!Совостью наи.менованиЙ. Короче, мы будем пункты первый - четвёр

тый выражать так: две интерnретации поставлены во взаu.мно одно

значное соответствие.

После такого установления соответствия шжду "ате-горuямu

"основных объе"тов и .между основны.ми отношениями рассматри

l8аемых двух интерпретаций мы отмечаеи с.'IедующиЙ важный пункт

r-_(
~~y -~--

--~--..;:::......

1

Черт. 160.

этого СООТJ\етствия. Если обыкновенная точк~ первой 'интерпретации

.«лежит на" nпрямой" этой же интерпретации и если точке А поста

rвлена в соответствие nточка" А' Фёдорова, прямой а-nпрямая"

.(L' Ф1!дорова, то и А' nлежит на" а'. Этот факт мы коротко будем

<>тмечать словами: соответствие сохраняет отношение nnрuнадле
жать". Аналогично, если из тр!!х обыкновенных точек А, В, С точка В

.лежит между А и С, то среди соответствующих nточек" А', В', С'

Фёдорова точка В' nлежит между" А', С'. Этот второй факт мы

:короче будем выражать словами: соответствие сохраняет основное

,отношение nлежать между". Точно так же, если, например, обыкно

венные треугольники АВС и PQR-конгруеНТНbI, то соответствующие

,им nтреугольни"u" Фёдорова также будут nконгруентными В смысле

-интерпретации Ф1!дорова", и этот факт мы коротко будем выражать

,словами: соответствие сохраняет основное отношенuе nбыть "он

zpyeHtnHblMU". И вообще по поводу всякого взаимно однозначного

.соответствия между элементами категорий двух основных объектов,

()бладающего указанными свойствами nсохраняемС'сти"-.двух каких

либо интерпретаций,-мы будем коротко говорить, что соответствие

сохраняет основные отношения между основными объе"тамu.

Вся"ие две интерnретации одной U той же системы а"сиом

н.азываются изоморфными, если между элементами "атегорий

.основных объе"тов .можно установить взаимно однозначное сооm·

lJетствие с сохранением основных отношеRий, а само соответствие

,в этом случае называется изоморфизмом.

После введения этого нового понятия мы можем уже совсем коротко

сказать, что рассматриваемые нами в качестве примера две интерпре

тации .евклидовоЙ геометрии изоморфRЫ.
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в качестве BTOPO~O примера рассмотрим две интерпретации гeo~

метрии Лоба'l~ВСКОГО. Именно, интерпретацию плоской геометрии

К л е й н а - Б е л ь Т р а м и (черт. 97) и интеРПРетаЦИlq П у а н к а р е

(черт. 161) и покажем, что эти интерпретации изоморфны.

дли этого рассмотрим ПрОСТрЗf!ственную интерпретацию Пуанкаре

геометрии Лобачевского. Возьм1!м в этой интерпретации "плоскость" сх

(черт. 162). Эта "плоскость" представлена полусферой с центром на

Черт. 161. Черт. 162.

основной полуплоскости 7t (точки этой полуплоскости не входят в:

интерпретацию Пуанкаре). "Прямыми" "плоскости" сх будут служитf>.

окружности, высекаемые плоскостями, перпендикулярными плоскости ~,

из нашей П(~лусферы сх. "Точками" А "плоскости" i% буду'г служить

обыкновенные точки "плоскости" а. Если теперь всю полусферу

спроектировать ортогонально на плоскость 7t, ТО "точки" А перейдут 8'

"точки" А', а полуокружностиа "плоскости сх" перейдут в "прямые" а'

(хорды круга r на плоскости 7t) *). При' помощи проектированuямы

получили и н т е р пр е т а Ц и ю К л е й н а. Легко видеть, что интер

претация геометрии Лобачевского на полусфере ct изоморфна интер

претации той же геометрии в, круге Г. На сохранении отношения

"быть конгруентным" мы не останавливаемся, но оно имеет место.

Прежде чем установить изоморфизм между интерпретацией Клейна

геометрии .lIОбачевского и интерпретацией Пуанкаре на плоскости, мы

остановимся на свойствах так называемой стереографичесlCОЙ nроеlCции.

Если из какой-либо точки Р сферы спроектировать точки А TO~

же сферы на плоскость 13, перпендикулярную радиусу ОР, т. е. лю

бую точку А сферы перенести по лучу РА в точку А' плоскости ~,

то такое прое.ктирование точек сферы на плоскость называетсSl

стереографической nроекцией (черт. 163). В частности, плоскость (З:

может пересекать сферу и по экватору Ь. Стереографическ<!япроек

ция имеет важное применение в математике и играет большую роль при

черчении карт. Отметим с.'1едующие важные свойства этой проекции.

1. Если из сферы 8ынуть точку Р, то оставшаяся часть сферы

отображается 8заимно. однозначно на плоскость р при помощи

стереографической проекuии, т. е. каждой точке А сферы (кроме

точки Р) отвечает единственная точка А' плоскости Р и обратно.

*) Все ТОЧКИ по.1усферы .уnадут" на П,10СI.:QСТ" Vt.
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2: ,'Углы .между линия.ми на сфере и .между дву.А!Я изображе
ниями их на nлос"ости ~ равны .между собой. Этот факт выражают

-словами: стереоzрафiJческая nрое"ЦUЯ сохраняет углы, т. е.

стереографическая проекция есть преобразование конфОРМное. Эти
.свойства мы отмечаем без доказательства[91.

3. Каждая о"ружность на сфере nрое"inируетсяна nлос"ость~,
/lЛ.U 8 (жружность же, или 8 nря.мую. При этом в прямые проек:"

тируются окружности, проходящие через точку Р. Это третье свойство

мы оставляем также без Доказательства[II]. Опираясь на свойства стерео

rрафической проекции, мы без труда установим изоморфизм интер

претации Клейна с интерпретацией Пуанкаре плоской геометрии Лоба

чевского. Возвратиме" 'К чертежу 162.

Черт. 163.

При помощи ортогонального проектирования плоскости 7t на "пло

оСкоеть" CI мы изоморфно отобразим "точки" А' и "прямые" а' :-- интер
претации в круге-на "точки" А и "прямые" а "плоскости" а. Затем

полусферу ct отобразим стереографически на плоскость 1, перпенди

кулярную плоскости 7t, взяв центр Р проекции на окружности Г

(черт. 164). Окружностьr отобразится в прямую р. Каждая"точка" В

полусферы ct - в точку в" "плоскости" '(, а каждая "прямая" !J "пло

.скости" ct в полуокружность Ь" плоскости '(. которая служит "прямой"

в интерпретации Пуанкаре. Что окружность перейд!!т в окружность,

основано на третьем свойстве стереографической проекции. "Прямые"

"плоскости" а, проходящие через точку Р J спроектируются в пер

пендикуляры к р на плоскости 1, т. е. в "прямые" "ПЛОСJ<ОСТИ" '(.

Установленное соответствие как •точек", так и "прямых" будет

'взаимно однозначным. Итак, отобразив внутренность круга r на полу

сферу а, а эту последнюю на плоскость '(, мы и получаем взаимно

однозначное соответствие между элементами категорий основных

объектов интерпретаций Клейна и Пуанкаре.

"KoHzpyeHmHocmb" углов на карте Бельтрами необходимо ПОНЮlать

"в согласии с установленным соответствием карт". Именно: уzлы ."он

2руентны" на карте в круге Г, если им соответствующие углы ,,"ОН

zpyeHmHbl" на карте плоскости '( (черт. 164). "Конгруентность" углов
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Черт. 164.

на карте "t совпадает с обычной конгруентностью. На проверке сохра

няемости отношения "быть "oHzpyeHnlHblM отрез"ам" останавли

ваться не будем. Рассматриваемое соответствие двух интерпретациlJ

будет "соответствием с сохранением основных отношений".
Интерпретация Клейна геометрии Лобачевского изоморфна интер

претации Пуаtiкаре той же геометрии. Пользуясь этим изоморфизмом~

можно перевести с ОlIНОЙ карты на другую образы любых геометри

ческих фигур. Легко перевести, например, с карты "( на карту Г
известные нам образы о"ружностеd, 8"видисmант и предельных

линий.

Укажем ещ~ на изоморфизм двух интерпретаций евклидовой гео-

метрии. Если рассмотреть, с одной стороны, обычную интерпретацию

евклидовой геометрии, хотя бы на плоскости, и аналитическую гео
метрию на плоскости - с

другой, то, как легко

понять, эти интерпрета

ции изоморфны. Напри

мер, два отрезка ""он

zруеюnны", если их "дли

ны", вычисляемые по

обычным правилам анали

тической геометрии, рав

ны. На обычную анали-'

тичес"ую zеометрию'

нужно смотреть "ак

на одну из возможных

интерпретаций ев/(лидо

вой гей.иетрии. Здесь

разумеем геометрию, связанную спод аналитической геометрией

системой Ев/(лида.

Каждая геометрия, в том числе и Лобачевского, имеет свою анЗ)

литическую интерпретацию. Изучение той или иной геометрии с по

мощью этой интерпретации и называется "оординатным методом

в zeoMempuu. Изучение аналитической геометрии имеет целью при.

учить быстро перехолить с языка аналитической интерпретации нз!

язык другой интерпретаuии. Мы знаем также, что аналитическая гео..
метрия есть одна из наиболее удачных интерпретаuий геометрич,ескоl;t

сис.темы, являющейся могущественным методом изучения геометри

ческих образов, и именно в силу указанного изоморфизма, изуча~

аналитическую геометрию, МJII тем самым изучаем и "общеупотреби

тельную" геометрию. Наличие различных интерпретаций делает прак

тические применения геометрий более гибкими.

§ 52. Заключение.

Введя систему аксиом, предъявляют к ней следующие требования.

1. Система должна быть совместной, или неnроmиворечивоЙ.

2. Система аксиОМ дО.'Jжна быть такой, чтобы каждая отдельная
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аксиома, каждая отдельная группа аксиом была, по вОзможности..
независи.моЙ от остальных аксиом и групп.

3. Относительно системы аксиом должен быть реШЁ!Н вопрос:

обладает ли она свойством полноты или нет. Система alссио.м об

ладает свойством полноты, если любые её две интерпретации

изо.морфны. Если она свойством полноты не обладает, то это значит,

что существуют по крайней мере такие две интерпретации, которые

не будут изоморфными. Рассмотренные нами аксиоматика геометрии

Евклида и аксиоматика геометрии Лобачевского свойством полноты

обладают. Аксиоматика, например, теории групп свойством полноты.

не обладает (8).
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