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Ïðåäèñëîâèå
Îäíàæäû Èçðàèëü Ìîèñååâè÷ �åëü�àíä îáðîíèë òàêóþ �ðàçó: ¾Ìà-òåìàòèêà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé: àíàëèçà, ãåîìåòðèè è êîìáèíàòîðèêè¿.¾À ÷òî òàêîå êîìáèíàòîðèêà?¿� ñïðîñèëè åãî.�¾À ýòî åùå íå ñîçäàí-íàÿ íàóêà¿,� òàêîâ áûë îòâåò...Åñòåñòâåííî ïîëþáîïûòñòâîâàòü: ¾À ÷òî æå òàêîå ãåîìåòðèÿ?¿...Â îäíîì èç ñâîèõ èíòåðâüþ (îïóáëèêîâàííîì â æóðíàëå ¾Êâàíò¿)È.Ì.�åëü�àíä äåëèëñÿ ñâîèìè âîñïîìèíàíèÿìè. Îí ïðîâåë äåòñòâî âíåáîëüøîì ïîñåëêå íåäàëåêî îò Îäåññû. Î÷åíü ðàíî îí ñòàë çàäóìû-âàòüñÿ íàä ïðîáëåìàìè ìàòåìàòèêè�â îäèíî÷êó, ïîòîìó ÷òî ñïðîñèòüáûëî íå ó êîãî: â ïîñåëêå íå áûëî íè çíàþùèõ ëþäåé, íè êíèã. Åìóïðèõîäèëîñü âñå èçîáðåòàòü è âûäóìûâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Îí ïðèøåëê óáåæäåíèþ, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ìàòåìàòèêè, ìåæäó êîòîðûìè ëåæèòïðîïàñòü: àëãåáðà (à íà ñàìîì äåëå�àëãåáðà è àíàëèç, ïðîñòî â òó ïîðóâòîðîå ñëîâî åùå íå áûëî èçâåñòíî ìàëü÷èêó) è ãåîìåòðèÿ. Ïîëèíîìû�ýòî àëãåáðà, à ñèíóñû� ýòî ñîâåðøåííî äðóãîå, ýòî ãåîìåòðèÿ.Èçðàèëü Ìîèñååâè÷ ãîâîðèë â èíòåðâüþ, ÷òî ìíîãî ðàç â æèçíè åìóî÷åíü âåçëî. Íàïðèìåð, îí ïðîñèë ñâîèõ ðîäèòåëåé êóïèòü åìó êíèãó ïîìàòåìàòèêå è ïîëó÷àë îòêàç � íå áûëî äåíåã. Íî (î, âåçåíèå!) ó ìàëü-÷èêà ñëó÷èëñÿ ïðèñòóï àïïåíäèöèòà, íåîáõîäèìî áûëî åõàòü â ãîðîäíà îïåðàöèþ. È òîãäà îí ñêàçàë, ÷òî íèêóäà íå ïîåäåò, åñëè íå êóïÿòêíèãè. È êíèãà áûëà êóïëåíà.Ýòî áûë çàóðÿäíûé, ïðîâèíöèàëüíûé ó÷åáíèê ïî àíàëèçó, ãäå, ñêà-æåì, �óíêöèè ïîäðàçäåëÿëèñü íà íåïðåðûâíûå, äè��åðåíöèðóåìûå èýìïèðè÷åñêèå. Íî ñðåäè ïðî÷åãî òàì ïðèâîäèëàñü �îðìóëà Ìàêëîðåíàè áûë âûïèñàí ðÿä
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− . . .È â ñîçíàíèè ìàëü÷èêà ïðîèçîøåë ïåðåâîðîò: îí ïîíÿë, ÷òî ìàòåìàòèêàåäèíà!Êàêîå æå ìåñòî çàíèìàåò ãåîìåòðèÿ â ýòîé åäèíîé ìàòåìàòèêå?Ïðèìåðíî äâàäöàòü ïÿòü ëåò òîìó íàçàä áûëî ñäåëàíî èíòåðåñíîåîòêðûòèå â îáëàñòè �èçèîëîãèè: ïðî�åññîð Êàëè�îðíèéñêîãî òåõíîëî-ãè÷åñêîãî èíñòèòóòà �îäæåð Ñïåððè, èññëåäóÿ áîëüíûõ ñ ïåðåðåçàííûì¾ìîçîëèñòûì òåëîì¿, ñîåäèíÿþùèì äâà ïîëóøàðèÿ ìîçãà, äîêàçàë, ÷òî�óíêöèè ýòèõ ïîëóøàðèé îáëàäàþò îïðåäåëåííîé íåñèììåòðè÷íîñòüþ.(Çà ýòî îòêðûòèå �.Ñïåððè áûë óäîñòîåí Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî áèî-ëîãèè è ìåäèöèíå çà 1981 ãîä.)



6 ÏðåäèñëîâèåÍûíå ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì, ÷òî äâà ïîëóøàðèÿ íàøåãî ìîçãà èìå-þò ðàçëè÷íûå �óíêöèè: ëåâîå ïîëóøàðèå (ó îáû÷íûõ ëþäåé � ¾ïðàâ-øåé¿) îòâå÷àåò çà ëîãè÷åñêèé àíàëèç. Îíî æå óïðàâëÿåò ðå÷üþ, ïèñü-ìîì è äðóãèìè ¾àëãîðèòìè÷åñêèìè¿ ïðîöåäóðàìè. Ýòî, òàê ñêàçàòü,¾àëãåáðî-àíàëèòè÷åñêîå¿ ïîëóøàðèå. Ïðàâîå æå ïîëóøàðèå� ñèíòåòè-÷åñêîå, îíî ¾çàâåäóåò¿ âñåì ¾âîîáðàçèòåëüíûì¿�çðåíèåì, êàðòèííûìâîñïðèÿòèåì, îáðàçíîñòüþ... Òàê ÷òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Ìèð, êîòîðûéçàëîæåí â ïðàâîå ïîëóøàðèå� ýòî ìèð �åîìåòðèè!Íåëüçÿ ëè ñ÷èòàòü, ÷òî �åîìåòðèÿ�ýòî ¾õóäîæåñòâåííàÿ ìàòåìàòè-êà¿, ýòî òà ÷àñòü ìàòåìàòèêè, ãäå ìîæíî, çàêðûâ ãëàçà, ÷òî-òî âîîáðà-çèòü, ïðåäñòàâèòü ñåáå � èçãèáàþùóþñÿ ïîâåðõíîñòü, ïëîñêîå ñå÷åíèåìíîãîãðàííèêà, ñåòü ëèíèé, óõîäÿùóþ â áåñêîíå÷íîñòü öåïî÷êó çàöåï-ëåííûõ ìíîãîîáðàçèé...È ëþäè âåäü äåëÿòñÿ ïî ñâîèì ñêëîííîñòÿì íà äâà òèïà � îäíèìáîëüøå íðàâÿòñÿ âûêëàäêè, äðóãèì � íàãëÿäíîñòü. È ïîòîìó ãåîìåò-ðèÿ ñòîëü íåçàìåíèìà â ïðåïîäàâàíèè, â ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ. Îíà äàåòóíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü è äëÿ ðàçâèòèÿ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, è äëÿîáó÷åíèÿ èíòóèòèâíîìó ïîñòèæåíèþ èñòèíû, îñíîâàííîìó íà íàãëÿä-íîì óñìîòðåíèè. È â ïîñëåäíåé ñâîåé èïîñòàñè åå íå ñ ÷åì ñðàâíèòü.Ýòà êíèãà íàïèñàíà äâóìÿ àâòîðàìè. Îäèí èç íèõ�Â.Â.Ïðàñîëîâ�ÿâëÿåòñÿ ïî ïðåèìóùåñòâó ãåîìåòðîì, äðóãîé�Â.Ì.Òèõîìèðîâ�àíà-ëèòèêîì. Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå ðàâíîâåñèå âîîáðàçèòåëüíîé èëîãè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòåé êíèãè. Â íåé ìíîãî ðèñóíêîâ, ÷åðòåæåé,ïîñòðîåíèé, ñå÷åíèé è ïðî÷åãî íàãëÿäíîãî ìàòåðèàëà, íî áîëüøîå âíè-ìàíèå óäåëÿåòñÿ è ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ãåîìåòðèè, ìîäåëÿì è àëãå-áðî-àíàëèòè÷åñêèì ïîäõîäàì.Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà øêîëüíèêîâ, ó÷èòåëåé, ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷å-ñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, à òàêæå íà ëþáèòåëåé ãåîìåòðèè�âíå çàâèñèìî-ñòè îò îáðàçîâàíèÿ è ðîäà çàíÿòèé. Ýòîìó ïîä÷èíåíà ñòðóêòóðà êíèãè.Îíà äåëèòñÿ íà ãëàâû, à â êîíöå êíèãè èìååòñÿ äîïîëíåíèå. �ëàâû ïî-ñâÿùåíû ðàçëè÷íûì ãåîìåòðèÿì: åâêëèäîâîé, à��èííîé, ïðîåêòèâíîé,íååâêëèäîâûì, áåñêîíå÷íîìåðíûì îáîáùåíèÿì à��èííîé è åâêëèäîâîéãåîìåòðèé. Òàì ðå÷ü èäåò ïðåèìóùåñòâåííî î ëèíåéíûõ è âûïóêëûõîáúåêòàõ. Îòäåëüíàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà êðèâûì è ïîâåðõíîñòÿì âòîðîãîïîðÿäêà.Êàæäàÿ ãëàâà, êðîìå ïîñëåäíåé, ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâîé÷àñòè ðå÷ü èäåò î ïðîñòåéøèõ, îäíîìåðíûõ è ïëîñêèõ ãåîìåòðèÿõ. Ýòè�ðàãìåíòû ðàññ÷èòàíû íà ñàìóþ øèðîêóþ àóäèòîðèþ, âêëþ÷àÿ øêîëü-íèêîâ.Îñòàëüíîé ìàòåðèàë âñåõ ýòèõ ãëàâ ïîñâÿùåí êîíå÷íîìåðíûì ãåî-ìåòðèÿì. Ýòè ðàçäåëû êíèãè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íà÷àëüíûé



Ïðåäèñëîâèå 7êóðñ ãåîìåòðèè â óíèâåðñèòåòàõ è ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòàõ1. Â øå-ñòîé ãëàâå âñêðûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå êîðíè áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíà-ëèçà.Îáùàÿ íàïðàâëåííîñòü ýòîãî êóðñà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè ìàòå-ìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé åãî ðàçóìíî ñòðîèòü â ñî-îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñòàäèéíîñòè: îíî äîëæíî íàïîìèíàòü âîñõî-æäåíèå íà ãîðó, ïðè êîòîðîì îäíè è òå æå ïåéçàæè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñðàçíûõ ïîçèöèé è ðàçíîé âûñîòû. Ïðè ýòîì âíà÷àëå ñòóäåíòó äîëæíàáûòü ïðåäîñòàâëåíà âîçìîæíîñòü îâëàäåòü îñíîâàìè ìàòåìàòè÷åñêèõçíàíèé, íàó÷èòüñÿ ïîíèìàòü â îáùèõ ÷åðòàõ ñòðóêòóðó ìàòåìàòèêè âöåëîì, îñâîèòü �óíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ, èäåè, ìåòîäû. Íà ýòîé ïåð-âîé ñòàäèè åìó äîëæíû áûòü ïðèâèòû âàæíåéøèå íàâûêè â îñíîâîïî-ëàãàþùèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè� àíàëèçå, ãåîìåòðèè è øèðîêî ïîíè-ìàåìîé êîìáèíàòîðèêå � íàóêå î �èíèòèçàöèè è ïðàêòè÷åñêîé ðåàëè-çóåìîñòè òåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíöåïöèé, â êîòîðûõ çàëîæåíî ïîíÿòèåáåñêîíå÷íîñòè (åñëè âûñêàçûâàíèå È.Ì.�åëü�àíäà, ñ êîòîðîãî ìû íà-÷èíàëè, ïðèíÿòü çà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê èñòèíå). Òàê âîò, âòîðûå÷àñòè îñíîâíûõ ãëàâ ýòîé êíèãè ìûñëèëèñü êàê ïîïûòêà ñ�îðìèðîâàòüíå÷òî âðîäå óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà ¾�åîìåòðèÿ I¿. (Ïðè ýòîì â íàøåìâàðèàíòå îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê áû ¾íåïðåðûâíîñòü¿ îáðàçîâàíèÿ; ìû ñòà-ðàåìñÿ îáúÿñíèòü è ìåñòî øêîëüíîé ãåîìåòðèè â èñòîðèè íàøåé íàóêè.)Îñòàëüíûå �ðàãìåíòû êíèãè, ñîñðåäîòî÷åííûå â äîïîëíåíèè, àäðå-ñîâàíû ñïåöèàëèñòàì è ëþáèòåëÿì ãåîìåòðèè. Òàì ðàññêàçûâàåòñÿ îáîòäåëüíûõ ñþæåòàõ, î êðàñèâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ �àêòàõ, êîòîðûå ñâÿ-çàíû ñ òâîð÷åñòâîì âåëèêèõ ãåîìåòðîâ è ñîõðàíèëè êðàñîòó è ñâåæåñòüâïëîòü äî íàøåãî âðåìåíè. Òàì æå äàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ãåî-ìåòðèè ê åñòåñòâåííûì íàóêàì.Ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü êíèãè ñîñòàâëÿåò åå çàäà÷íèê. Çàäà÷è ðàñïî-ëîæåíû â îñíîâíîì â êîíöå ãëàâ, íî èíîãäà îíè âñòðå÷àþòñÿ è ïî õîäóèçëîæåíèÿ. Ìû ñòàðàëèñü îòîáðàòü íåòðèâèàëüíûå è âûðàçèòåëüíûåçàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâèòü èíòåðåñ ïðè ïðîðàáîòêå êóðñà è èñ-ïîëüçîâàòüñÿ êàê óïðàæíåíèÿìè.�ðàíèöû ìàòåðèàëà, âêëþ÷åííîãî íàìè â ýòó êíèãó, ïðîñòèðàþòñÿîò ñàìûõ èñòîêîâ� îò Ôàëåñà, Ïè�àãîðà, Åâêëèäà, Àðõèìåäà è Àïîë-ëîíèÿ�äî ñåðåäèíû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ.È åùå îá îäíîì ñòèìóëå ê íàïèñàíèþ ýòîé êíèãè. Îí ñâÿçàí ñ èìåíåìÀíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à Êîëìîãîðîâà, ñûãðàâøåãî áîëüøóþ ðîëü â æèçíèîáîèõ àâòîðîâ.1Îíè ñîîòâåòñòâóþò (â íåñêîëüêî ðàñøèðåííîì îáúåìå) ñîäåðæàíèþ êóðñà ãåî-ìåòðèè, ÷èòàâøåãîñÿ Â.Ì.Òèõîìèðîâûì è Â.Â.Ïðàñîëîâûì â Íåçàâèñèìîì ìîñêîâ-ñêîì óíèâåðñèòåòå â 1992�96 ãã.



8 ÏðåäèñëîâèåÀ. Í. Êîëìîãîðîâà â ïîñëåäíèå ãîäû åãî æèçíè óâëåêàëà èäåÿ ñî-çäàòü òàêóþ ïðîãðàììó ïî ãåîìåòðèè äëÿ øêîëû, â êîòîðîé áû ¾ïîñòå-ïåííî ïîäãîòàâëèâàëñÿ ìàòåðèàë äëÿ ïîíèìàíèÿ âîçìîæíîñòè ðàçíûõ½ãåîìåòðèé“ (êàê ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî)¿, åìó âèäåëàñü êîíöåïöèÿãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ¾îõâàòûâàþùåãî åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ âêà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (êàê êîíöåïöèþ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà)¿.Ñõîäíûå ìûñëè çàëîæåíû â îñíîâàíèå ýòîé êíèãè.Âìåñòå ñ íàìè êóðñ ãåîìåòðèè â Íåçàâèñèìîì ìîñêîâñêîì óíèâåðñè-òåòå âåëè Â.Î. Áóãàåíêî, Ì.Í.Âÿëûé, È.Â. �ðèáêîâ è �.À.Ñàðêèñÿí.Ìû áëàãîäàðíû èì çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòåéýòîé êíèãè.



ÂâåäåíèåÂ XIX âåêå ðàçâèòèå ãåîìåòðèè ïðîèñõîäèëî ïî ìíîãèì, íà ïåðâûéâçãëÿä íè÷åì íå ñâÿçàííûì ìåæäó ñîáîé, íàïðàâëåíèÿì. Ýðëàíãåíñêàÿïðîãðàììà îòêðûëà â ïîíÿòèè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé òå óçëû, êîòîðûåñêðåïëÿþò âñå ðàçíîâèäíîñòè ãåîìåòðèè è âìåñòå ñ òåì îïðåäåëÿþò îò-ëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè êàæäîé èç íèõ; â ýòîé ïðîãðàììå âîïðîñ ¾÷òîòàêîå ãåîìåòðèÿ¿ ñòàâèòñÿ è ïîëó÷àåò îñíîâîïîëàãàþùèé îòâåò.�åðìàí Âåéëü. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå.Â ñâîåì çíàìåíèòîì òðàêòàòå ¾Àðõèòåêòóðà ìàòåìàòèêè¿ ÍèêîëÿÁóðáàêè çàäàåòñÿ âîïðîñîì: ¾La Math�ematique ou les Math�ematiques?¿Ïî-ðóññêè ýòî çâó÷èò òàê: ¾Ìàòåìàòèêà�ýòî åäèíàÿ íàóêà èëè èõ ìíî-ãî?¿ Â òî÷íîñòè òîò æå âîïðîñ ìîæíî àäðåñîâàòü ê íàøåìó ðàçäåëó ìà-òåìàòèêè� ãåîìåòðèè: ãåîìåòðèÿ�åäèíàÿ íàóêà èëè èõ� ãåîìåòðèé�ìíîãî? Äåéñòâèòåëüíî, áûâàþò ïðîåêòèâíàÿ, à��èííàÿ, âûñøàÿ, ýëå-ìåíòàðíàÿ, ñ�åðè÷åñêàÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, âûïóêëàÿ, åâêëèäîâà, äè�-�åðåíöèàëüíàÿ, èíòåãðàëüíàÿ, êîí�îðìíàÿ, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ, àíàëè-òè÷åñêàÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ, áàíàõîâà, êîìïüþòåðíàÿ è åùå ìíîæåñòâîãåîìåòðèé, à åñòü ëè ó íèõ ÷òî-íèáóäü îáùåå?Â ïðåäèñëîâèè ìû íàçâàëè îäíî�âíåøíåå�îáúåäèíÿþùåå èõ ñâîé-ñòâî: ¾âîîáðàçèìîñòü¿ åå îáúåêòîâ è ñâÿçàííóþ ñ íåé íàãëÿäíîñòü.À åù¼�åñòü ÷òî-íèáóäü îáùåå ó ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé�åâêëèäîâîé,à��èííîé, ïðîåêòèâíîé, ðèìàíîâîé, ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî?Îêàçûâàåòñÿ, ýòè ãåîìåòðèè ñêðåïëåíû óçàìè, îòêðûòûìè â ¾Ýð-ëàíãåíñêîé ïðîãðàììå¿, î êîòîðûõ ãîâîðèò �. Âåéëü â ñëîâàõ, ïðèâå-äåííûõ íàìè â êà÷åñòâå ýïèãðà�à. È âîîáùå, ÷òî ýòî òàêîå� ¾Ýðëàí-ãåíñêàÿ ïðîãðàììà¿?Ýðëàíãåíñêàÿ ïðîãðàììà � ýòî ðå÷ü, ïðîèçíåñåííàÿ âûäàþùèìñÿíåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ôåëèêñîì Êëåéíîì (1849�1924) ïðè âñòóïëå-íèè åãî íà äîëæíîñòü ïðî�åññîðà (è îïóáëèêîâàííàÿ â òîì æå ãîäóâ âèäå áðîøþðû ïîä çàãëàâèåì ¾Ñðàâíèòåëüíîå îáîçðåíèå íîâåéøèõãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé¿).¾�èòóàë âñòóïëåíèÿ â ðÿäû ïðåïîäàâàòåëåé � ñòàðàÿ òðàäèöèÿíåìåöêèõ óíèâåðñèòåòîâ,�ïèøåò îäèí èç êðóïíåéøèõ ñîâðåìåííûõ ìà-òåìàòèêîâ, ïðî�åññîð Áîííñêîãî óíèâåðñèòåòà Ô.Õèðöåáðóõ. � Ïîñëåïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà áóäóùèé ïðåïîäàâàòåëü ïðîäîë-æàåò íàó÷íóþ ðàáîòó è ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò ïðåäñòàâëÿåò �àêóëüòåòóáîëåå îáøèðíûé òåêñò � äèññåðòàöèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ venia legendi �ïðàâà ñàìîñòîÿòåëüíî îáó÷àòü ñòóäåíòîâ è ÷èòàòü ëåêöèè. Äèññåðòà-öèÿ äîêëàäûâàåòñÿ íà çàñåäàíèè ñîâåòà �àêóëüòåòà, ãäå è ïðîèñõîäèòåå íàó÷íîå îáñóæäåíèå. ×åðåç íåñêîëüêî íåäåëü ðèòóàë çàâåðøàåòñÿñâîåé êóëüìèíàöèåé�îòêðûòîé âñòóïèòåëüíîé ëåêöèåé. [...℄



10 ÂâåäåíèåÍà ýòèõ ëåêöèÿõ ñåðüåçíàÿ è çíà÷èòåëüíàÿ òåìà äîëæíà áûòü èç-ëîæåíà òàê, ÷òîáû íå òîëüêî ìàòåìàòèêè, íî è ïðåäñòàâèòåëè äðóãèõåñòåñòâåííûõ íàóê, à òàêæå è ñòóäåíòû ìîãëè ñëåäèòü çà õîäîì ðàñ-ñóæäåíèé. Â ëåêöèè íàäî îñâåòèòü èñòîðèþ âîïðîñà, ñâÿçü ðàçäåëîâìàòåìàòèêè ìåæäó ñîáîé è ñ äðóãèìè íàóêàìè. Êðîìå òîãî, íóæíî,÷òîáû ñëóøàòåëè õîòÿ áû â íåáîëüøîé ñòåïåíè ïî÷óâñòâîâàëè î÷àðîâà-íèå ìàòåìàòèêè è ÿñíåå ïîíÿëè åå ðîëü â äóõîâíîé æèçíè îáùåñòâà¿.(Ïðåêðàñíîå íàïóòñòâèå è äëÿ ïèøóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå êíèãè.)Êëåéí âûñòóïèë ñî ñâîåé ðå÷üþ â 1872 ãîäó, áûëî åìó â òó ïîðó 23ãîäà. Â ñâîåé ëåêöèè Êëåéí ïîñòàðàëñÿ îòâåòèòü íà âñå òîò æå ñàêðà-ìåíòàëüíûé âîïðîñ: ÷òî òàêîå ãåîìåòðèÿ?Ñîãëàñíî êîíöåïöèè Êëåéíà ãåîìåòðèÿ èññëåäóåò èíâàðèàíòû ãðóï-ïû ïðåîáðàçîâàíèé îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-ñòâî � ýòî ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, íà êîòîðîé òðàíçèòèâíî (ò. å. òàê, ÷òîèç ëþáîé òî÷êè ìîæíî ïîïàñòü â ëþáóþ) äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ãðóïïàïðåîáðàçîâàíèé.Åâêëèäîâó ïëîñêîñòü ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ïëîñêîñòüøêîëüíîé äîñêè, ïðîñòèðàþùóþñÿ íåîãðàíè÷åííî. Òàì ââîäèòñÿ ðàñ-ñòîÿíèå, è ïîëó÷àåòñÿ äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå òî÷åê. Íà íåì òîæåìîæíî ââåñòè ãðóïïó èçîìåòðèé� âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèéïëîñêîñòè íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèå. Îíà ñîñòîèò èç ïàðàë-ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè è ñêîëüçÿùèõñèììåòðèé (òàê íàçûâàþò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé è ïîñëåäó-þùèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü ýòîé ïðÿìîé).Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò �èãóðû ¾ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèé¿.Â íåé èìååòñÿ, íàïðèìåð, äîâîëüíî áîãàòîå ñåìåéñòâî òðåóãîëüíèêîâ(çàâèñÿùåå, êàê ìû âñå çíàåì, îò òðåõ ïàðàìåòðîâ), èìååòñÿ äâóõïàðà-ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ è ò. ï.Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü (èìåííî ïëîñêîñòü � ýòî ÿâëåíèå íå îáîáùà-åòñÿ íà ïðîñòðàíñòâà áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé) äîïóñêàåò åùå îä-íî çàìå÷àòåëüíîå îïèñàíèå: åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåêñíóþïëîñêîñòü, êàê ñîâîêóïíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíàÿ èíòåð-ïðåòàöèÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè äàåò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè âýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.À��èííàÿ ïëîñêîñòü ñîñòîèò èç òåõ æå òî÷åê, ÷òî è åâêëèäîâà, íîòàì äîïóñêàåòñÿ áîëåå øèðîêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé � ãðóïïà à�-�èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îíà, ïîìèìî èçîìåòðèé, ñîäåðæèò âñåâîçìîæ-íûå ðàñòÿæåíèÿ âäîëü ëþáûõ íàïðàâëåíèé. À��èííóþ ãðóïïó ìîæíîîïðåäåëèòü è ïî-äðóãîìó: ýòî òàêèå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ïðåîáðàçî-âàíèÿ ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïðÿìûå ïåðåâîäÿò â ïðÿìûå. Ñ à��èííîéòî÷êè çðåíèÿ âñå òðåóãîëüíèêè ðàâíîïðàâíû, ¾à��èííàÿ ãåîìåòðèÿ



Ââåäåíèå 11òðåóãîëüíèêà¿ ãîðàçäî áåäíåå åâêëèäîâîé, íî è â íåé åñòü ñâîè çà-ìå÷àòåëüíûå òåîðåìû (×åâû è Ìåíåëàÿ, íàïðèìåð). Âñå ýëëèïñû íàà��èííîé ïëîñêîñòè òàêæå ýêâèâàëåíòíû. Íî íà à��èííîé ïëîñêîñòèñóùåñòâóåò âåñüìà è âåñüìà ñîäåðæàòåëüíàÿ ¾âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ¿.Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ñîäåðæèò íå òîëüêî òå òî÷êè, ÷òî è à�-�èííàÿ. À��èííàÿ ïëîñêîñòü ïîïîëíÿåòñÿ ¾áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿ-ìîé¿. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ýòî ñóïåðïîçèöèè ïðîåêòèðîâà-íèé èç òî÷êè îäíîé ïëîñêîñòè íà äðóãóþ. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðå-íèÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ� ýòî îêðóæíîñòü, à ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü�ýòî ¾íåîðèåíòèðóåìàÿ¿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àåìàÿ èç êðóãàïðèêëåèâàíèåì ïî åãî ãðàíèöå ëèñòà Ì¼áèóñà.Ñ à��èííîé òî÷êè çðåíèÿ ýëëèïñ íå ýêâèâàëåíòåí ïàðàáîëå èëèãèïåðáîëå, à ñ ïðîåêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ âñå îíè ðàâíîïðàâíû. Âû-ÿñíÿåòñÿ, ÷òî â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè èñ÷èñëåíèåðàññòîÿíèé. Ýòîò �àêò ïðèâåë êî ìíîãèì çàìå÷àòåëüíûì îòêðûòèÿì.Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí äàë Êýëè è Êëåéíó ïóòü ê èíòåðïðåòàöèè íååâ-êëèäîâîé ãåîìåòðèè (ýòî ìû ðàçúÿñíèì ÷óòü ïîçæå), à ñ äðóãîé�ïîç-âîëèë ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè îïèñàòü ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ. Îêàçû-âàåòñÿ, ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå òåëî (ò. å. àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñîñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, ãäå, îäíàêî, óìíîæåíèå ìîæåò áûòü íåêîììó-òàòèâíûì) ïîðîæäàåò åäèíñòâåííîå ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðîåêòèâíîåïðîñòðàíñòâî, à ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ íåïðåðûâíûõ òåë âñåãî òðè�âå-ùåñòâåííûå ÷èñëà, êîìïëåêñíûå ÷èñëà è êâàòåðíèîíû (ýòîò ðåçóëüòàòïðèíàäëåæèò Êîëìîãîðîâó è Ïîíòðÿãèíó).Ïåðåõîäèì ê íååâêëèäîâûì ãåîìåòðèÿì. XIX âåê ïðîøåë êàê áûïîä çíàêîì îñâîåíèÿ íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé. Äðàìàòè÷åñêàÿ èñòî-ðèÿ îòêðûòèÿ è äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ãåîìåòðèè Ëîáà-÷åâñêîãî (â êîòîðîé ïðèíèìàëè ó÷àñòèå òàêèå âåëèêèå ìàòåìàòèêè, êàê�àóññ, Ëîáà÷åâñêèé, Áîéÿè, �èìàí, Áåëüòðàìè, Êýëè, Êëåéí, Ïóàíêàðå,�èëüáåðò è äðóãèå) ïðèâåëà ê ïåðåâîðîòó â îñìûñëåíèè âñåé ìàòåìà-òèêè.Íàì îñòàëîñü ñêàçàòü ëèøü íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, ÷òî òàêîå ïëîñ-êîñòü �èìàíà è ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî. Ïëîñêîñòü �èìàíà ìîæíîïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê îáû÷íóþ ñ�åðó â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-ñòðàíñòâå, ó êîòîðîé äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè èäåíòè-�èöèðîâàíû. �àññòîÿíèå íà ýòîé ïëîñêîñòè�ýòî äëèíà êðàò÷àéøåé èçäâóõ äóã áîëüøèõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå ñîåäèíÿþò òî÷êè íà ñ�åðå.Äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïîâîðîòû ïðîñòðàíñòâà âîêðóãöåíòðà ñ�åðû, îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé è èõ êîìïîçè-öèè. Ïðÿìûìè íà ýòîé ïëîñêîñòè íàçûâàþò äóãè áîëüøèõ îêðóæ-íîñòåé.



12 ÂâåäåíèåÍà ïëîñêîñòè �èìàíà ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïðè-÷¼ì òîëüêî îäíó, íî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ òàì íåò� âñå ïðÿìûå ïåðå-ñåêàþòñÿ.Ïëîñêîñòü æå Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê âåðõíþþïîëó ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé
x2

3 − x2
1 − x2

2 = 1, x3 > 0.Äâèæåíèÿ�ýòî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ R3, ïðåîáðàçóþùèå â ñåáÿêîíóñ x3 >
√

x2
1 + x2

2. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñûãðàëè âûäàþùóþñÿ ðîëü âèñòîðèè íàóêè, èáî îêàçàëèñü ñâÿçàííûìè ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåí-öà� îñíîâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Íà íàøåìãèïåðáîëîèäå ìîæíî çàäàòü èíâàðèàíòíîå ðàññòîÿíèå, ïðåâðàùàþùååïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äâèæåíèÿìè íàïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿþòñÿ åå èçîìåòðèè.Â ãåîìåòðèè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ïëîñêîñòè �èìàíà è ïëîñêîñòèËîáà÷åâñêîãî ìíîãî îáùåãî. Íàïðèìåð, ó ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëü-íèêîâ óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ ðàâíû. Íî ìíîãî è îòëè÷èé; ñêàæåì, íèâ ãåîìåòðèè �èìàíà, íè â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íåò ïîäîáèÿ, òðå-óãîëüíèêè îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè óãëàìè, â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íåòïàðàëëåëüíîñòè, âñå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, à â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-ãî ÷åðåç îäíó òî÷êó âíå íåêîòîðîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ìíîæåñòâîïàðàëëåëüíûõ. Íî òåì íå ìåíåå, âñå íàçâàííûå ãåîìåòðèè ìîãóò áûòüðàññìîòðåíû ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ.Îñîçíàâ ýòî, Êëåéí è âûäâèíóë ñâîþ Ýðëàíãåíñêóþ ïðîãðàììó. Åþ(âî ìíîãîì) ìû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè ýòîé êíèãè.



�ëàâà 1
Åâêëèäîâ ìèð

Åâêëèäîâ ìèð íàèáîëåå ïðèâû÷åí äëÿ êàæäîãî èç íàñ. Îáðàç áåñ-êîíå÷íî ïðîñòèðàþùåéñÿ âî âñå ñòîðîíû øêîëüíîé äîñêè, íà êîòîðîéòîí÷àéøèìè îñòðèÿìè ìîæíî îáîçíà÷àòü òî÷êè, ÷åðåç íèõ�ïî ëèíåé-êàì îñòðî îòòî÷åííûìè êàðàíäàøàìè�÷åðòèòü ïðÿìûå; ãäå öèðêóëåììîæíî ïðîâîäèòü îêðóæíîñòè ëþáîãî ðàäèóñà, � ýòîò îáðàç âîçíèêàåòó êàæäîãî èç íàñ ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ çàðîæäåíèåì ñàìîãî ñîçíàíèÿ èòàê è îñòàåòñÿ â íàøåì âîîáðàæåíèè íàâñåãäà. Ïîýòîìó ìû è íà÷èíàåìèìåííî ñ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.�1.1. Åâêëèäîâû ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòüÕîòÿ èäåè, íà êîòîðûõ îñíîâàí ìåòîä àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, äåò-ñêè ïðîñòû, òåì íå ìåíåå ýòîò ìåòîä íàñòîëüêî ìîùåí, ÷òî, ïðèìåíÿÿ åãî,ðÿäîâûå 17-ëåòíèå ìîëîäûå ëþäè ìîãóò ðåøàòü çàäà÷è, êîòîðûå ïîñòàâè-ëè áû â òóïèê âåëè÷àéøèõ ãåîìåòðîâ. Ý.Ò.ÁåëëÂ øêîëå èçó÷àþò åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ íà ïëîñêîñòè. Â îñíîâå ýòîãîèçó÷åíèÿ ëåæèò (èíîãäà òùàòåëüíî ñêðûâàåìûé) äåäóêòèâíûé ìåòîä .Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè íå îïðåäåëÿ-þòñÿ, à îïèñûâàþòñÿ. Îñíîâîïîëàãàþùèå ñâîéñòâà îñíîâíûõ ýëåìåíòîâòåîðèè �îðìóëèðóþòñÿ â âèäå àêñèîì, ïðèíèìàåìûõ áåç äîêàçàòåëüñòâ.Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðèè ëîãè÷åñêè âûâîäÿòñÿ èç àêñèîì.Ïåðâàÿ äîøåäøàÿ äî íàñ ïîïûòêà äåäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ãåî-ìåòðèè áûëà îñóùåñòâëåíà Åâêëèäîì â òðåòüåì âåêå äî í. ý. Ïîýòîìóçíàêîìñòâî ñ âåëè÷àéøèìè ãåîìåòðàìè åñòåñòâåííî íà÷èíàòü èìåííîñ íåãî.Åâêëèä (îê. 356�îê. 300 äî í. ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê. Æèë â Àëåê-ñàíäðèè âî âðåìåíà Ïòîëåìåÿ I (îäíîãî èç ïîëêîâîäöåâ Àëåêñàíäðà Ìàêåäîíñêîãî,ñòàâøåãî ïîñëå ñìåðòè Àëåêñàíäðà öàðåì Åãèïòà). Ïî ëåãåíäå Ïòîëåìåé çàèíòåðå-ñîâàëñÿ ãåîìåòðèåé, è Åâêëèä ñòàë åìó ðàññêàçûâàòü íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î íåé.Âñêîðå öàðü âûêàçàë ïðèçíàêè íåòåðïåíèÿ: ¾À íåëüçÿ ëè êàê-íèáóäü ïîïðîùå?¿ Íà÷òî Åâêëèä ãîðäî îòâåòèë, ÷òî ê ãåîìåòðèè íåò öàðñêîé äîðîãè.Îñíîâíîå ïðîèçâåäåíèå Åâêëèäà� ¾Íà÷àëà¿� îäíî èç âåëè÷àéøèõ äîñòèæåíèéíàó÷íîé ìûñëè è áàçà ãåîìåòðè÷åñêîãî øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåéïîñëåäóþùåé èñòîðèè êóëüòóðíîãî ÷åëîâå÷åñòâà. Íè îäíà èç êíèã íàó÷íîé ëèòåðà-òóðû íå ïîëüçîâàëàñü òàêèì óñïåõîì, êàê ¾Íà÷àëà¿: ñ ìîìåíòà ïåðâîãî ïå÷àòíîãîèçäàíèÿ â 1482 ã. îíà âûäåðæàëà ñâûøå 500 èçäàíèé íà áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ìèðà.



14 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèð¾Íà÷àëà¿ Åâêëèäà îòêðûâàþòñÿ îïèñàíèåì îñíîâíûõ ïîíÿòèé: òî÷-êà åñòü òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé, [...℄ ïðÿìàÿ ëèíèÿ åñòü òà, êîòîðàÿðàâíîðàñïîëîæåíà ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì íà íåé, ïëîñêàÿ ïîâåðõ-íîñòü åñòü òà, êîòîðàÿ ðàâíîðàñïîëîæåíà êî âñåì ïðÿìûì â íåé èò. ä. Çàòåì ñëåäóþò àêñèîìû (âïðî÷åì, Åâêëèä íàçûâàåò èõ ïîñòóëà-òàìè). Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà òðè èç íèõ.A.1. Îò âñÿêîé òî÷êè äî âñÿêîé òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ.Â ñîâðåìåííîì âàðèàíòå: ÷åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîõîäèòïðÿìàÿ, è ïðèòîì òîëüêî îäíà.A.2. Èç âñÿêîãî öåíòðà è âñÿêèì ðàñòâîðîì ìîæåò áûòü îïèñàíêðóã (ñåé÷àñ ìû ñêàæåì�îêðóæíîñòü).A.3. Ïÿòóþ àêñèîìó (ïîñòóëàò) Åâêëèäà ïðèâåäåì â ñîâðåìåííîé�îðìóëèðîâêå: ÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíå ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòèïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.Ñ�îðìóëèðîâàâ ãåîìåòðè÷åñêèå àêñèîìû è íåñêîëüêî îáùèõ óòâåð-æäåíèé î ñâîéñòâàõ âåëè÷èí (òèïà: ðàâíûå îäíîìó è òîìó æå ðàâ-íû ìåæäó ñîáîé � èìåííî îíè â ¾Íà÷àëàõ¿ íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè),Åâêëèä ïðèñòóïàåò ê äîêàçàòåëüñòâàì. Åãî ïåðâàÿ òåîðåìà �îðìóëè-ðóåòñÿ òàê: ñóùåñòâóåò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê (â åâêëèäîâîé�îðìóëèðîâêå: íà äàííîé îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé1 ìîæíî ïîñòðîèòüðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê). Íî åñëè âíèìàòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòüðàññóæäåíèÿ Åâêëèäà (äàæå ñàìûå èçíà÷àëüíûå), òî îáíàðóæèâàþòñÿïðîáåëû â íèõ�àêñèîìàòèêà Åâêëèäà íå îáëàäàåò ïîëíîòîé, íåîáõîäè-ìîé äëÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ òåîðèè â íûíåøíåì ïîíèìàíèèýòîãî ñëîâà. Íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-íèêà ABC Åâêëèä ïîëüçóåòñÿ òåì, ÷òî îêðóæíîñòè ðàäèóñà |AB| 
öåíòðàìèA è B èìåþò îáùóþ òî÷êó, õîòÿ ýòî è íå ñëåäóåò èç åãî àêñèîì.Çàâåðøåííàÿ àêñèîìàòèêà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè áûëà äàíà �èëü-áåðòîì â 1899 ã. â åãî çíàìåíèòîé êíèãå ¾Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè¿.Äàâèä �èëüáåðò (1862�1943) � îäèí èç êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ XX ñòîëå-òèÿ. Åãî ðàáîòû îõâàòûâàëè �àêòè÷åñêè âñþ ñîâðåìåííóþ åìó ìàòåìàòèêó. Îíâíåñ �óíäàìåíòàëüíûé âêëàä â àëãåáðó, ãåîìåòðèþ, òåîðèþ ÷èñåë, êëàññè÷åñêèé èáåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ìàòåìàòè÷åñêóþ�èçèêó, ëîãèêó è îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè.Ïðè ïîñòðîåíèè àêñèîìàòèêè �èëüáåðò øåë ïî ïóòè Åâêëèäà. Åãîàêñèîìàòèêà ñîäåðæèò ïÿòü ãðóïï àêñèîì. Îíà îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿ-òèÿõ òî÷êè, ïðÿìîé, ïëîñêîñòè; ñâîéñòâàõ òî÷åê ëåæàòü íà ïðÿìîé èëåæàòü ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ñâîéñòâàõ �èãóð áûòü êîíãðóýíòíûìè,ò. å. ñîâïàäàþùèìè ïðè íàëîæåíèè. Ýòè ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà íå îïðåäå-ëÿþòñÿ, íî ñâÿçûâàþòñÿ àêñèîìàìè.1Òàê ó Åâêëèäà ãîâîðèòñÿ îá îòðåçêàõ.



� 1.1. Åâêëèäîâû ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 15Ïîñëå �èëüáåðòà áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî äðóãèõ àêñèîìàòèêåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ñïóñòÿ äåñÿòü ëåò ïîñëå ðàáîòû �èëüáåðòàÈ.Øóð ïðåäëîæèë ñèñòåìó àêñèîì ãåîìåòðèè, îñíîâàííóþ íà ïîíÿòèèäâèæåíèÿ (ãäå îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè áûëè òî÷êè, ïðÿìûå, ïëîñêîñòüè äâèæåíèå). Ïðè ýòîì îí ñëåäîâàë èäåÿì Êëåéíà. À ñïóñòÿ åùå îäíîäåñÿòèëåòèå �.Âåéëü ñîçäàë âåêòîðíóþ àêñèîìàòèêó åâêëèäîâîé ïëîñ-êîñòè è åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, êîòîðóþ ìû îïèøåì â ñëåäóþùåìïàðàãðà�å. Ìû ðàññêàæåì è åùå îá îäíîé àêñèîìàòèêå, ïðèíàäëåæà-ùåé À.Í.Êîëìîãîðîâó, â êîòîðîé èìåþòñÿ ÷åòûðå èñõîäíûõ ïîíÿòèÿ:òî÷êà, ïðÿìàÿ, ïëîñêîñòü è ðàññòîÿíèå.Íî ìû â ýòîé êíèãå áóäåì êàñàòüñÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿãåîìåòðèé âî âòîðóþ î÷åðåäü, èçëàãàÿ ãåîìåòðèè íà ÿçûêå îäíîé èëèíåñêîëüêèõ åå ìîäåëåé. È ñåé÷àñ ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ìîäåëè åâêëè-äîâîé ïëîñêîñòè, âîñõîäÿùåé ê Äåêàðòó è Ôåðìà.Äåêàðòîâà ìîäåëü åâêëèäîâîé ïðÿìîé è ïëîñêîñòèÌîäåëüþ åâêëèäîâîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåí-íûõ ÷èñåë R. �åîìåòðè÷åñêè ïðÿìóþ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàêæåñòêèé áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûé ñòåðæåíü, ¾íå èìåþùèé òîëùè-íû¿. Åãî íåëüçÿ ãíóòü, ðàñòÿãèâàòü èëè ñæèìàòü. Åãî ìîæíî òîëüêîñäâèãàòü ïî ñåáå êàê òâåðäîå òåëî è îòðàæàòü (¾ïåðåâîðà÷èâàòü¿) îòíî-ñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè. Âûáðàâ íà òàêîì ñòåðæíå íà÷àëüíóþ òî÷êó O,ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå è ìàñøòàá, ìû ìîæåì ðåàëèçîâàòü íàøãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç åãî àðè�ìåòè÷åñêîé ìîäåëüþ, ñîïîñòàâèâ êàæ-äîé òî÷êå X ñòåðæíÿ ÷èñëî x� åå êîîðäèíàòó, ðàâíóþ ðàññòîÿíèþ äîíà÷àëà ñî çíàêîì +, åñëè òî÷êà ðàñïîëîæåíà íà ïîëîæèòåëüíîì ëó-÷å, è ñî çíàêîì −, åñëè îíà íàõîäèòñÿ íà îòðèöàòåëüíîì ëó÷å. Ïîñëåýòîãî ìû ìîæåì íå îáðàùàòüñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó îáðàçó, à èìåòüäåëî ëèøü ñ ÷èñëàìè. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìîæíî ââåñòè ðàññòîÿíèå
d(x, y) = |x− y| è ãðóïïó äâèæåíèé, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âçàèìíî îäíî-çíà÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèÿ.Ê òàêèì äâèæåíèÿì îòíîñÿòñÿ ñäâèãè x 7→ x + a, îòðàæåíèÿ x 7→ −x èèõ ñóïåðïîçèöèè. ×èòàòåëü áåç òðóäà äîêàæåò, ÷òî òàê îïèñûâàþòñÿâñå äâèæåíèÿ.Äåêàðòîâîé ìîäåëüþ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñëóæèò ñîâîêóïíîñòüâñåõ ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. �åîìåòðè÷åñêè åå ìîæíî ìûñëèòü ñåáåêàê íåîãðàíè÷åííî ïðîñòèðàþùóþñÿ ïëîñêîñòü øêîëüíîé äîñêè (òî-æå ¾áåç òîëùèíû¿). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèèèìåþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå ëèíåéêè, ïîçâîëÿþùèå ïðîâîäèòü ïðÿìûå, èöèðêóëü, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü îêðóæíîñòè ñ ëþáûì öåíòðîì ëþáî-ãî ðàäèóñà.



16 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðÏëîñêîñòü íåëüçÿ íè èçãèáàòü, íè ðàñòÿãèâàòü. Åå ìîæíî òîëüêîïåðåìåùàòü êàê òâåðäîå òåëî (ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå èëè ïîâîðà÷è-âàÿ âîêðóã êàêîé-íèáóäü òî÷êè) èëè îòðàæàòü îòíîñèòåëüíî íåêîòî-ðîé ïðÿìîé; ìîæíî òàêæå ñîâåðøàòü êîìïîçèöèè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé.Ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêà-þùèåñÿ â òî÷êå O (ñ÷èòàåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî îäíà èç íèõ �îñü Ox1 � ãîðèçîíòàëüíà, à äðóãàÿ � îñü Ox2 � âåðòèêàëüíà). Òî÷êóïåðåñå÷åíèÿ îñåé îáîçíà÷èì áóêâîé O è íàçîâåì íà÷àëîì êîîðäèíàò.Âûáåðåì îïðåäåëåííûé ìàñøòàá. Åñëè òåïåðü óêàçàòü êàêóþ-òî òî÷-êó Z íà ïëîñêîñòè, òî åå ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü íà îñü Ox1, ïðîâåäÿïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Ox2, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ Ox1. �àññòîÿíèå îò
x1

x2

z1

z2
Z=(z1, z2)

O �èñ. 1.1

ýòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàòîáîçíà÷èì z1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ÷èñëî z2.×èñëà z1 è z2 íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷-êè Z (ñì. ðèñ. 1.1).Òàêèì îáðàçîì, â îïèñàííîé ìîäåëè òî÷êà�ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, àïëîñêîñòü�ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ óïîðÿäî÷åí-íûõ ïàð X =(x1, x2), ãäå xi�âåùåñòâåííûå ÷èñ-ëà. Òî÷êè óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëà-òèíñêèìè áóêâàìè X, Y, Z, . . . , èõ êîîðäèíàòû�ñîîòâåòñòâåííûìè ìà-ëûìè áóêâàìè: X =(x1, x2), Y =(y1, y2), Z =(z1, z2) è ò.ï. Ñîâîêóïíîñòüâñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò R, ñîâîêóïíîñòü ïàð ÷èñåë �R2.Âîò ìû è îïðåäåëèëè, ÷òî òàêîå òî÷êà è ÷òî òàêîå ïëîñêîñòü. Îñòàëîñüîïðåäåëèòü åùå äâà îñíîâíûõ ïîíÿòèÿ�ïðÿìóþ è ðàññòîÿíèå. Ïðÿìàÿîïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíîìó óðàâ-íåíèþ a1x1 + a2x2 = b, ãäå ÷èñëà a1 è a2 íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.Ïðè ýòîì òðîéêè (a1, a2, b) è (la1, la2, lb), l 6= 0, îïðåäåëÿþò îäíó èòó æå ïðÿìóþ. Ïðÿìûå áóäåì îáîçíà÷àòü ìàëûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìèñåðåäèíû àë�àâèòà (l, m, n, . . . ).Â ýòîé êíèãå ìû âñòðåòèìñÿ ñî ìíîæåñòâîì ãåîìåòðèé� ñ à��èí-íîé, ïðîåêòèâíîé, ñ�åðè÷åñêîé, ãåîìåòðèÿìè �èìàíà è Ëîáà÷åâñêîãî.Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü (â îòëè÷èå îò à��èííîé è ïîäîáíî ïëîñêî-ñòÿì �èìàíà è Ëîáà÷åâñêîãî) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì:âàæíåéøèì åå ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâó-ìÿ òî÷êàìè. Â íàøåé àðè�ìåòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññòîÿíèå d(X, Y )ìåæäó òî÷êàìè X = (x1, x2) è Y = (y1, y2) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðå-ìîé Ïè�àãîðà ðàâíî √(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (ðèñ. 1.2). Äâèæåíèåìåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàçûâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèåïëîñêîñòè íà ñåáÿ, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþ-áûìè äâóìÿ òî÷êàìè. Äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû



� 1.1. Åâêëèäîâû ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 17(x′
1 = x1 + a1, x′

2 = x2 + a2), ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë f(x′
1 =x1 cosf+x2 sinf, x′

2 =−x1 sinf+x2 cosf), îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
X=(x1, x2)

Y =(y1, y2)

|y1−x1|

|y2−x2|

�èñ. 1.2

îñè Ox1 (x′
1 = x1, x′

2 =−x2) è èõ âñåâîçìîæíûåêîìáèíàöèè. (Äðóãèõ äâèæåíèé íåò, è ýòî ìû äî-êàæåì âïîñëåäñòâèè.)Ìû ïîëó÷èëè îáúåêò, �èãóðèðóþùèé â ýð-ëàíãåíñêîé ïðîãðàììå Êëåéíà: ñîâîêóïíîñòü òî-÷åê X = (x1, x2), íà êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåé-ñòâóåò îïèñàííàÿ ãðóïïà äâèæåíèé.Òàêîâà àðè�ìåòè÷åñêàÿ (èëè äåêàðòîâà) ìî-äåëü åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ýòó ðåàëèçàöèþ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè áó-äåì îáîçíà÷àòü E2.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ïðÿìîëèíåéíûå êîîðäèíàòû è âûâîä óðàâíå-íèé ïðÿìîé è êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîÿâèëèñü â òðàêòàòå Ïüåðà Ôåðìà ¾Ad lo
usplanos et solidos isagoge¿ (¾Ââåäåíèå â òåîðèþ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ �èãóð¿),íàïèñàííîì â 1636 ã., íî îïóáëèêîâàííîì ëèøü ïîñëå ñìåðòè Ôåðìà � â 1679 ã.Â 1637 ã. âûøëà â ñâåò çíàìåíèòàÿ êíèãà �åíå Äåêàðòà ¾�åîìåòðèÿ¿, â êîòîðîéòàêæå �àêòè÷åñêè áûëà ïîñòðîåíà îïèñàííàÿ âûøå ìîäåëü åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.
O

d1

d′1

d2

d′2

p1

p2

p′1

p′2

�èñ. 1.3.

Òåïåðü ýòó ìîäåëü íàçûâàþò ¾äåêàðòîâîé¿.Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî ê ñîçäàíèþ àíàëèòè÷åñêîéãåîìåòðèè Ôåðìà è Äåêàðò ïðèøëè íåçàâèñèìî, íî ïðè ýòîìçàíèìàëèñü îíè ðåøåíèåì îäíîé è òîé æå çàäà÷è èç ¾Ìàòå-ìàòè÷åñêîãî ñîáðàíèÿ¿ Ïàïïà Àëåêñàíäðèéñêîãî (IIIâ. í. ý.).Âîò �îðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è. Ïóñòü íàì äàíû n ïðÿìûõ(íà ðèñ. 1.3 n = 4). �àçîáüåì èõ íà äâà ìíîæåñòâà: ïðè n = 2kðàññìîòðèì ïðÿìûå p1, . . . , pk è p′1, . . . , p′k, à ïðè n=2k+1�ïðÿìûå p1, . . . , pk è p′1, . . . , p′k+1. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Oìîæíî ïðîâåñòè ê äàííûì ïðÿìûì îòðåçêè ïîä äàííûìèóãëàìè. Ïóñòü di è d′i �äëèíû îòðåçêîâ, ïðîâåäåííûõ ê ïðÿ-ìûì pi è p′i. Òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî òî÷åê O, äëÿêîòîðûõ îòíîøåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äëèí di ê ïðîèçâåäåíèþäëèí d′i áûëî áû ïîñòîÿííî. Ïàïï ñîîáùàåò, ÷òî Àïîëëîíèéðåøèë çàäà÷ó ïðè n = 3 è 4. Îòâåòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëóæàò êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ.�åíå Äåêàðò (1596�1650) � �èëîñî�, ìàòåìàòèê, �èçèê, îäèí èç âåëè÷àéøèõó÷åíûõ Ôðàíöèè âñåõ âðåìåí. Ñîïåðíèê Ôåðìà âî ìíîãèõ âîïðîñàõ ìàòåìàòèêè èíàòóð�èëîñî�èè. Åãî êíèãà ¾�åîìåòðèÿ¿ � âåëèêîå ïðîèçâåäåíèå íàó÷íîé ëèòåðà-òóðû. Â íåì ââåäåíî ïîíÿòèå ïåðåìåííîé âåëè÷èíû è äàíî àëãåáðàè÷åñêîå îïèñà-íèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Èìåíåì Äåêàðòà, ïîìèìî êîîðäèíàò, íàçâàíû ¾ëèñò¿,¾îâàë¿ è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå �èãóðû.Èìÿ Ïüåðà Ôåðìà (1601�1665) èçâåñòíî, íàâåðíîå, âñåì. È ¾âèíîé¿ òîìó �Âå-ëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Íà ïðîòÿæåíèè ñòîëåòèé Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà âûçûâàëàíåñëûõàííûé àæèîòàæ. Îíà ñîâñåì íåäàâíî áûëà äîêàçàíà Ý. Óàéëñîì.Îäíàêî òåì, êòî èíòåðåñóåòñÿ ìàòåìàòèêîé, èìÿ Ôåðìà ãîâîðèò î÷åíü ìíîãîåè íåçàâèñèìî îò åãî âåëèêîé ãèïîòåçû. Îí áûë, áåçî âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, îäíèì èçñàìûõ ïðîíèöàòåëüíûõ óìîâ ñâîåãî âðåìåíè, âðåìåíè ãèãàíòîâ. Åìó ñóæäåíî áûëîñòàòü ðîäîíà÷àëüíèêîì òåîðèè ÷èñåë è ðàñêðûòü â íåé ìíîæåñòâî ïîðàçèòåëüíûõòàéí; îäíîâðåìåííî ñ Äåêàðòîì îí çàëîæèë îñíîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè;îí âíåñ �óíäàìåíòàëüíûé âêëàä è â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, è â êîìáèíàòîðèêó.



18 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðÍåçàäîëãî äî ñìåðòè Ôåðìà íàïèñàë: ¾Áûòü ìîæåò, ïîòîìñòâî áóäåò ïðèçíà-òåëüíî ìíå çà òî, ÷òî ÿ ïîêàçàë åìó, ÷òî äðåâíèå çíàëè íå âñå¿. �àëèëåé, Êåïëåð,Äåêàðò è Ôåðìà çàëîæèëè áàçó äëÿ íàóêè Íîâîãî âðåìåíè.Òåïåðü ìû ìîæåì, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, íå îáðàùàòüñÿ ê ãåî-ìåòðè÷åñêîìó îáðàçó, à èìåòü äåëî òîëüêî ñ åå ìîäåëüþ (íî ìû áóäåìïîñòóïàòü è òàê è ýòàê). Îäíàêî ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü âîò ÷òî: âñåóòâåðæäåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè âñå óòâåðæäåíèÿ,ñîñòàâëÿþùèå àêñèîìû, ñòàíîâÿòñÿ â äåêàðòîâîé ìîäåëè òåîðåìàìèàëãåáðû è àðè�ìåòèêè.Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïåðâîé òåîðåìû ñîâîêóïíîñòü óòâåðæäåíèé, ñî-ñòàâëÿþùèõ óïîìèíàâøèåñÿ âûøå åâêëèäîâû ïîñòóëàòû î ïðîñòåéøèõñâîéñòâàõ ïðÿìûõ è ðàññòîÿíèé.Â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû ó÷àñòâóþò äâà íîâûõ ïîíÿòèÿ. Íåñìîò-ðÿ íà òî ÷òî îíè, êîíå÷íî, èçâåñòíû ÷èòàòåëþ, äàäèì èõ �îðìàëüíûåîïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå. Îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíî-óäàëåííûõ îò íåêîòîðîé òî÷êè. Ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé, íàçûâà-åòñÿ ëèáî ñàìà ýòà ïðÿìàÿ, ëèáî ïðÿìàÿ, íå èìåþùàÿ ñ äàííîé îáùèõòî÷åê.Òåîðåìà 1 (î ñâîéñòâàõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé). Â äåêàðòîâîé ìî-äåëè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè1) ÷åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, è ïðèòîìòîëüêî îäíà;2) èç âñÿêîãî öåíòðà ëþáûì ðàñòâîðîì ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-íîñòü;3) ÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíå ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïàðàëëåëü-íóþ ïðÿìóþ, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïóñòü Y = (y1, y2) è Z = (z1, z2)�äâå ðàç-ëè÷íûå òî÷êè. Åñëè y1 = z1, èñêîìîé ïðÿìîé áóäåò ïðÿìàÿ, çàäàííàÿóðàâíåíèåì x1 = y1. À åñëè ïåðâûå êîîðäèíàòû òî÷åê íå ñîâïàäàþò, èñ-êîìîé ïðÿìîé áóäåò ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê (x1, x2), ÷òî
x2 −

z2 − y2

z1 − y1
(x1 − y1) = y2.2) Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Z = (z1, z2) ðàäèóñà r > 0 åñòü ìíîæåñòâîòàêèõ òî÷åê (x1, x2), ÷òî (x1 − z1)

2 + (x2 − z2)
2 = r2.3) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Z = (z1, z2) ïàðàëëåëüíî ïðÿ-ìîé l, çàäàííîé óðàâíåíèåì a1x1 + a2x2 = b, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

a1x1 + a2x2 = a1z1 + a2z2.Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå èñêîìûõ îáúåêòîâ. ×èòàòåëþ ïðåäî-ñòàâëÿåòñÿ äîêàçàòü èõ åäèíñòâåííîñòü.



� 1.1. Åâêëèäîâû ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 19Àëãåáðàè÷åñêè�ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå�ìîæåòáûòü îïðåäåëåíî ëþáîå ïîíÿòèå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïîíÿòèå èí-öèäåíòíîñòè òî÷êè è ïðÿìîé (â ãèëüáåðòîâîé àêñèîìàòèêå) îçíà÷àåòíå ÷òî èíîå, êàê òî, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþïðÿìîé; òî÷êà X ëåæèò ìåæäó A è B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî j,
0 6 j6 1, ÷òî j(a1, a2) + (1− j)(b1, b2) = (x1, x2); äâå �èãóðû íàçûâàþò-ñÿ êîíãðóýíòíûìè, åñëè îäíà èç íèõ ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ äâèæåíèåì.Äàâàéòå îáñóäèì äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ óòâåðæäåíèé ñðåäèïåðâûõ ïðåäëîæåíèé ¾Íà÷àë¿ Åâêëèäà (ìû ïðèâîäèì èõ â ñîâðåìåí-íîé ðåäàêöèè).Ïðåäëîæåíèå 1. Ñóùåñòâóåò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñîñòîðîíîé ëþáîé äëèíû.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè òðè òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íàðàññòîÿíèè a äðóã îò äðóãà, ñêàæåì, (0, 0), (0, a) è (a/2, a

√
3/2). (Ìûîòìå÷àëè, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî Åâêëèäà íåïîëíî.)Ïðåäëîæåíèå 5. Ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà óãëû ïðè îñíî-âàíèè ðàâíû ìåæäó ñîáîé.Ó Åâêëèäà íåò ñêîëüêî-íèáóäü òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíûóãëà ìåæäó ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà, è ïðè äîêàçàòåëüñòâå îí èñ-ïîëüçóåò íåñêîëüêî íåìîòèâèðîâàííûõ èìïëèêàöèé. Ìû æå ìîæåìîïðåäåëèòü âåëè÷èíó óãëà ìåæäó ñòîðîíàìè BA è CA �îðìóëîé

arccos
(b1 − a1)(c1 − a1) + (b2 − a2)(c2 − a2)

d(A, B) · d(A, C)
, èç êîòîðîé ïðåäëîæåíèå 5ñëåäóåò î÷åâèäíûì îáðàçîì.Ïðåäëîæåíèå 5 âåðíî, êàê ìû óâèäèì, è â ãåîìåòðèè �èìàíà, è âãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò Ôàëåñó.Ôàëåñ Ìèëåòñêèé (îê. 625�547 äî í. ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê. Åãî íà-çûâàþò ïåðâûì ìàòåìàòèêîì â èñòîðèè íàóêè. Åìó ïðèïèñûâàþò ïåðâûå äîêàçà-òåëüñòâà â ãåîìåòðèè: ðàâåíñòâà âåðòèêàëüíûõ óãëîâ, ðàâåíñòâà óãëîâ ïðè îñíîâàíèèâ ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå, ðàâåíñòâà óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà äèàìåòð, ïðÿìîìóóãëó è äð. Ïðè ýòîì îí èñïîëüçîâàë èäåþ äâèæåíèÿ è ñâÿçàííîãî ñ íèì íàëîæåíèÿ.Ôàëåñ ñòàë ïåðâûì ¾ïðèêëàäíûì ìàòåìàòèêîì¿, âû÷èñëèâ âûñîòó ïèðàìèäû è ðàñ-ñòîÿíèå äî êîðàáëÿ â ìîðå. Îí ïðåäñêàçàë ñîëíå÷íîå çàòìåíèå 28 ìàÿ 585 ã. äî í. ý.Îòìåòèì çäåñü æå îäíó ïðîñòóþ �îðìóëó, îïèñûâàþùóþ ñèòóàöèþ,êîãäà òðè òî÷êè X = (x1, x2), Y = (y1, y2) è Z = (z1, z2) ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç det{A, B} äëÿ A = (a1, a2), B = (b1, b2) âû-ðàæåíèå a1b2 − a2b1 (åãî íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû (

a1 a2

b1 b2

)).Òî÷êè X, Y è Z ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
det{X, Y }+ det{Y, Z}+ det{Z, X}= 0. (1.1)Äåéñòâèòåëüíî, det{A, B} � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê (îðèåíòèðîâàííàÿ)



20 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû A è B. (×èòàòåëüìîæåò äîêàçàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ïðî÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâî íà
X

Y

Z

O �èñ. 1.4.

ñ. 36.) Ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî çàìå÷àíèÿ î ïëîùàäÿõ �îð-ìóëà (1.1) ïðèîáðåòàåò åñòåñòâåííûé ãåîìåòðè÷åñêèéñìûñë (ñì. ðèñ. 1.4): ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OXY +
+ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OY Z +ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
OZX ðàâíà íóëþ.Ïîäîáíûì îáðàçîì � àëãåáðàè÷åñêè, êàê ýòî áûëîñäåëàíî â òåîðåìå î ñâîéñòâàõ ïðÿìûõ è îêðóæíî-ñòåé, � ìîæåò áûòü äîêàçàíî ëþáîå óòâåðæäåíèå åâ-êëèäîâîé ãåîìåòðèè, ðåøåíà ëþáàÿ çàäà÷à è âûâåäåíàëþáàÿ �îðìóëà. ×òî æå êàñàåòñÿ çàäà÷, òî ìíîãèå èíòå-ðåñíûå çàäà÷è ïëàíèìåòðèè áóäóò ðåøåíû óæå â ýòîì ïàðàãðà�å, à äëÿòîãî ÷òîáû äîáèòüñÿ â ýòîì áîëüøåãî óñïåõà, íàì ïðèäåòñÿ ñîâåðøèòüåùå îäèí êðàòêèé ýêñêóðñ â àëãåáðó è îïèñàòü åùå îäíó (¾êîìïëåêñ-íóþ¿) ìîäåëü åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü è êîìïëåêñíûå ÷èñëàÊîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàþò âûðàæåíèå âèäà a + bi, ãäå a è

b�âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à i� ñèìâîë, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ
i2 =−1. ×èñëà a è b íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + bi; îáîçíà÷åíèÿ: a = Re z, b = Im z.Ïåðåìíîæàþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì ðàñêðûòèÿñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, çàìåíÿÿ êàæäûé ðàç i2 íà −1,ò. å. (a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîæíîäåëèòü (êðîìå, ðàçóìååòñÿ, äåëåíèÿ íà íóëü):

(a + bi) : (c + di) =
(ac + bd) + (bc − ad)i

c2 + d2
.×èñëî z̄ = a− bi íàçûâàþò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê z = a + bi.

r

z=a+ib=reif
O

f
�èñ. 1.5

Åñëè âûáðàòü äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò,òî óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-ñòâèå ìåæäó êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è òî÷êàìèïëîñêîñòè: (a, b)←→ (a + bi). Ïðè ýòîì óìíîæå-íèå íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ïðèîáðåòàåò òàêóþãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü r�ðàññòî-ÿíèå îò z äî íóëÿ, à f� óãîë, íà êîòîðûé íàäîïîâåðíóòü ëó÷, ñîäåðæàùèé ïîëîæèòåëüíóþ âå-ùåñòâåííóþ ïîëóîñü {z | z = a + 0i, a > 0}, ÷òîáûïîâåðíóòûé ëó÷ ïðîøåë ÷åðåç z (ñì. ðèñ. 1.5). ×èñëà r è f íàçûâàþò-ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëåì è àðãóìåíòîì ÷èñëà z (îáîçíà÷åíèÿ: r = |z|,



� 1.1. Åâêëèäîâû ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 21f=arg z). �åîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë ìîæíî òåïåðü ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ. Ïðèýòîì ÷èñëó z ìîæíî ïðèäàòü òàêóþ �îðìó: z = reif.Ïîëó÷èëàñü åùå îäíà ìîäåëü åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ãäå òî÷êè�ýòîêîìïëåêñíûå ÷èñëà z, ñàìà ïëîñêîñòü�ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïëåêñ-íûõ ÷èñåë (îáîçíà÷àåìàÿ C), ïðÿìûå � ìíîæåñòâà òî÷åê, çàäàâàåìûåóðàâíåíèÿìè
āz + az̄ = b, b = b̄, a 6= 0 (1.2)(òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ ïàðîé (a, b), ãäå a�êîìïëåêñíîå, à b�âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è ïàðû (a, b) è (la, lb) äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî îòíóëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà l îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ), íàêîíåö,ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè z è z îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé d(z, z)= |z−z|.Äâèæåíèÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè â êîìïëåêñíîé ìîäåëè îïèñûâà-þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ: z′ = z + a, ïîâîðîòîòíîñèòåëüíî íà÷àëà: z′ =bz, |b|=1, îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåí-íîé îñè: z′ = z̄.Èìååò ìåñòî ïîëíûé àíàëîã òåîðåìû 1 â ýòîé êîìïëåêñíîé ìîäåëè.Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè z è z′ (ýòó ïðÿìóþ îáîçíà-÷àåì zz′), ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì z(z̄′ − z̄)− z′(z̄− z̄) + z(z̄− z̄′) = 0(åãî íåòðóäíî ïðèâåñòè ê âèäó (1.2), äîìíîæèâ íà i); óðàâíåíèå îêðóæ-íîñòè ñ öåíòðîì â z è ðàäèóñîì r èìååò âèä (z− z)(z̄− z̄)= r2; óðàâíåíèåïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé āz + az̄ = b è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó z,èìååò âèä āz + az̄ = āz + az̄.Åñëè âû çàáûëè êàêóþ-íèáóäü òåîðåìó èëè �îðìóëó ýëåìåíòàðíîéãåîìåòðèè, íå îáÿçàòåëüíî ñòàðàòüñÿ íàéòè åå â ó÷åáíèêå � åå îáû÷-íî ëåãêî âûâåñòè, èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà (íàäî ëèøü âîñïîëü-çîâàòüñÿ îñíîâíûìè �îðìóëàìè òðèãîíîìåòðèè è �îðìóëîé Ýéëåðà:

eif = cosf+ i sinf). Âîò ïðèìåðû äâóõ âàæíûõ �îðìóë åâêëèäîâîé ãåî-ìåòðèè, êîòîðûå ìû âûâåäåì òàêèì ñïîñîáîì.Íà÷íåì ñ òåîðåìû êîñèíóñîâ, êîòîðàÿ âûðàæàåò äëèíó ñòîðîíû òðå-óãîëüíèêà ÷åðåç äëèíû äâóõ äðóãèõ ñòîðîí è óãîë ìåæäó íèìè.Äëÿ âûâîäà ñîîòâåòñòâóþùåé �îðìóëû ðàçìåñòèì òðåóãîëüíèê
ABC ñî ñòîðîíàìè a, b è óãëîì f ìåæäó íèìè òàê, ÷òî C = 0, A = beif,à B = a. Ïóñòü |AB|�äëèíà ñòîðîíû AB. Òîãäà
|AB|2 = c2 = |a− beif|2 = (a− beif)(a− be−if) =

= a2 + b2 − 2ab cosf = |AC|2 + |BC|2 − 2|AC||BC| cosf.Ïîëó÷èëè òåîðåìó êîñèíóñîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = p/2, ïîëó÷àåìòåîðåìó Ïè�àãîðà: c2 = a2 + b2.



22 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðÄîêàæåì òåïåðü òåîðåìó ñèíóñîâ, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü âû-÷èñëèòü äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, çíàÿ òðåòüþ ñòîðîíó è äâà óãëàïðè ýòîé ñòîðîíå.Äëÿ âûâîäà �îðìóëû îïèøåì âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæ-íîñòü (ïóñòü åå ðàäèóñ R) è ïîìåñòèì íóëü â öåíòð îêðóæíîñòè. Òîãäà
A = Reif1 , B = Reif2 , C = Reif3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
|BC|2 = R2|eif2 − eif3 |2 = R2(eif2 − eif3)(e−if2 − e−if3) =

= 2R2(1− cos(f2 − f3)) = 4R2 sin2 f2 − f3

2
= 4R2 sin2 A(âïèñàííûé óãîë ðàâåí ïîëîâèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî).Èòàê, |BC|= 2R sin A, àíàëîãè÷íî |AC|= 2R sin B, |AB|= 2R sin C, îò-êóäà è ñëåäóåò òåîðåìà ñèíóñîâ: sin A

a
=

sinB

b
=

sinC

c
.Ê îáîáùåíèþ ýòèõ òåîðåì â ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ãåîìåòðèè �è-ìàíà è ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ìû åùå âåðíåìñÿ â ïÿòîé ãëàâå, ïîñâÿ-ùåííîé ýòèì çàìå÷àòåëüíûì ãåîìåòðèÿì.Èç òåîðåìû ñèíóñîâ ïðè a = b ïîëó÷àåì òåîðåìó Ôàëåñà: â ðàâíî-áåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû.Ìû ïðèîáðåëè åùå îäèí ¾êîìïëåêñíûé¿ êëþ÷ ðåøåíèÿ ëþáîéãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è. Íî ïðåæäå ÷åì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê ïîëü-çîâàòüñÿ ýòèìè êëþ÷àìè � äåêàðòîâûì è êîìïëåêñíûì, � âûïèøåìíåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî èõ ñîâåðøåííî ýëåìåíòàð-íî è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. Íî ñíà÷àëà äâà îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

z1, z2, z3 �òðè êîìïëåêñíûõ ÷èñëà. Âûðàæåíèå
(z1, z2, z3) =

z1 − z3

z2 − z3íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì îòíîøåíèåì ýòèõ ÷èñåë. Åñëè æå z1, z2, z3, z4 �÷åòâåðêà ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî âûðàæåíèå
(z1, z2, z3, z4) =

z1 − z3

z2 − z3
:

z1 − z4

z2 − z4(ò. å. îòíîøåíèå ïðîñòûõ îòíîøåíèé (z1, z2, z3) è (z1, z2, z4)) íàçûâàåòñÿäâîéíûì îòíîøåíèåì ýòèõ ÷èñåë.Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ è �îðìóëû.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êè z1, z2 è z3 ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîñòîå îòíîøåíèå (z1, z2, z3) áû-ëî âåùåñòâåííûì.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷åòûðå òî÷êè {z1, z2, z3, z4} ëåæàëè íà îäíîéïðÿìîé èëè îêðóæíîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äâîéíîåîòíîøåíèå (z1, z2, z3, z4) áûëî âåùåñòâåííûì.



� 1.1. Åâêëèäîâû ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 233. Åñëè z�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ z è z′ ê åäè-íè÷íîé îêðóæíîñòè, òî
z =

2

1/z + 1/z′ =
2z̄ + z̄′(èíà÷å: z åñòü ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå z è z′, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòüg(z, z′)) (ðèñ. 1.6).4. Åñëè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z|=1 ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå òî÷-êè a, b, c, d, òî òî÷êó e ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ab è cd ìîæíî íàéòè ïî�îðìóëå

e =
(ā + b̄) − (c̄ + d̄)

āb̄ − c̄d̄(ðèñ. 1.7).
z

z
z′

a b

c

d

e

�èñ. 1.6 �èñ. 1.7
�åøåíèå çàäà÷Òåïåðü ðåøèì íåñêîëüêî çàäà÷, à çàîäíî ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîòîðû-ìè èç âåëè÷àéøèõ ãåîìåòðîâ âñåõ âðåìåí.Çàäà÷à Íüþòîíà. Â îïèñàííîì îêîëî îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëü-íèêå ñåðåäèíû äèàãîíàëåé êîëëèíåàðíû (ò.å. ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé)

�èñ. 1.8

ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè (ðèñ. 1.8).Èñààê Íüþòîí (1643�1727) � îäèí èç âåëè÷àéøèõãåíèåâ â èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà. Â ñâîåé êíèãå ¾Ìàòåìàòè-÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé �èëîñî�èè¿ (1687) îí çàëî-æèë îñíîâû ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ, ñîçäàë Ñèñòå-ìó Ìèðà. Ëàãðàíæ íàçâàë ýòî ñî÷èíåíèå ¾âåëè÷àéøèìèç ïðîèçâåäåíèé ÷åëîâå÷åñêîãî óìà¿. Íàðÿäó ñ Ëåéáíè-öåì Íüþòîí ÿâëÿåòñÿ ðîäîíà÷àëüíèêîì ìàòåìàòè÷åñêîãîàíàëèçà. Îí âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä è â ãåîìåòðèþ, â÷àñòíîñòè, èì áûëè ðàñêëàññè�èöèðîâàíû êðèâûå òðå-òüåãî ïîðÿäêà.Ïðÿìàÿ Ýéëåðà. Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå öåíòð òÿæåñòè òðå-óãîëüíèêà, åãî îðòîöåíòð è öåíòð îïèñàííîãî êðóãà ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé (ðèñ. 1.9).



24 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðËåîíàðä Ýéëåð (1707�1783) � ìàòåìàòèê, �èçèê, ìåõàíèê, àñòðîíîì � îäèí èçâåëè÷àéøèõ è áëàãîðîäíåéøèõ òðóæåíèêîâ â èñòîðèè íàóêè. Àâòîð ñâûøå 800 òðàê-òàòîâ è íàó÷íûõ ñòàòåé, çàíèìàþùèõ ñâûøå 90 (!) òîìîâ. Åãî ïåðåïèñêà ñîäåðæèòîêîëî 4000 ïèñåì ñîòíÿì àäðåñàòîâ� òàêîå äîñòóïíî ëèøü ëþäÿì èñêëþ÷èòåëüíûõëè÷íûõ äîñòîèíñòâ. Âíåñ îãðîìíûé âêëàä âî âñå îáëàñòè ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå

�èñ. 1.9

M

N

F

E

O

A

B

C

D�èñ. 1.10
A

B

C

D

E
F

�èñ. 1.11

è â ãåîìåòðèþ. Âûçûâàë âîñõèùåíèå ñîâðå-ìåííèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, ÷åìó ìîæíî ïðè-âåñòè ìíîæåñòâî ñâèäåòåëüñòâ. Âîò îäíî èçíèõ: ¾×èòàéòå Ýéëåðà � îí íàø îáùèé ó÷è-òåëü¿ (Ëàïëàñ).Ïðÿìàÿ �àóññà. Ïóñòü ABCD�âåðøèíû ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõ-óãîëüíèêà, E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿïðÿìûõ AB è CD, F �òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è AD, M �ñåðåäèíà
AC, N � ñåðåäèíà BD, O � ñåðåäèíà
EF . Òîãäà òî÷êè M , N , O ëåæàò íàîäíîé ïðÿìîé (ðèñ. 1.10).Êàðë Ôðèäðèõ �àóññ (1777�1855) âíåñîãðîìíûé âêëàä è â àëãåáðó, è â àíàëèç, è âãåîìåòðèþ, à òàêæå â �èçèêó, àñòðîíîìèþ èãåîäåçèþ. Åãî ìíîãèå íàçûâàëè ¾êîðîëåì ìà-òåìàòèêîâ¿ (Prin
eps Mathemati
orum). Íà-ðÿäó ñ Áîéÿè è Ëîáà÷åâñêèì (íî ðàíüøå èõ,õîòÿ ñâîè èññëåäîâàíèÿ îí òàê è íå îïóáëèêî-âàë) îí îòêðûë îñíîâû íååâêëèäîâîé ãåîìåò-ðèè. Îäíèì èç ïåðâûõ äàë ãåîìåòðè÷åñêóþèíòåðïðåòàöèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàëîæèëíà÷àëà äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.Òåîðåìà Ïàñêàëÿ. Òî÷êè ïåðå-ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîòè-âîïîëîæíûå ñòîðîíû âïèñàííîãî øå-ñòèóãîëüíèêà, ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-ìîé (ðèñ. 1.11).Áëåç Ïàñêàëü (1623�1662) � ìàòåìàòèê,�èçèê è �èëîñî�. Ïàñêàëü (íàðÿäó ñ Ôåðìà)çàëîæèë îñíîâû êîìáèíàòîðèêè (âñïîìíèì¾òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ¿) è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Áûë ñðåäè òåõ, êòî ðàçðàáàòûâàëîñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ïàñêàëÿ (ñ�îðìóëèðîâàííàÿíàìè) � îäèí èç êðàåóãîëüíûõ êàìíåé, íà êîòîðûõ çèæäåòñÿ çäàíèå ïðîåêòèâíîéãåîìåòðèè. Îíà áûëà äîêàçàíà Ïàñêàëåì â âîçðàñòå 16 ëåò. Ïàñêàëþ ïðèíàäëåæàòñëîâà (ñ êîòîðûìè, âïðî÷åì, ìîæíî è íå ñîãëàøàòüñÿ): ¾Íå îãðîìíîñòü Ìèðà âû-çûâàåò âîñõèùåíèå, à ÷åëîâåê, êîòîðûé èçìåðèë åãî¿.Êàêîå áëèñòàòåëüíîå ñîçâåçäèå èìåí, êàêîå âåëèêîëåïíîå ñîáðàíèåãåîìåòðè÷åñêèõ øåäåâðîâ! Ïîïðîáóéòå ðåøèòü ýòè çàäà÷è ãåîìåòðè÷å-



� 1.1. Åâêëèäîâû ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 25ñêè, íå ïðèáåãàÿ ê àëãåáðå. Åñëè âàì ýòî óäàñòñÿ, âû ïîëó÷èòå èñòèííîåíàñëàæäåíèå.Íî òåõ çíàíèé, êîòîðûìè ìû îâëàäåëè â òå÷åíèå ñòîëü êîðîòêîãîâðåìåíè, òåõ �îðìóë, êîòîðûå óìåùàþòñÿ íà îäíîé ñòðàíèöå, îêàçû-âàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñðàçó ïîíÿòü, êàê ðåøàòü âñå ýòè çàäà÷è, àäîâåäåíèå äåëà äî êîíöà ñòàíîâèòñÿ ïðåäìåòîì íåñëîæíîé òåõíèêè.Íå âåðèòå? Ñìîòðèòå!Â çàäà÷å Íüþòîíà åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìèz1 = g(z1, z4), z2 = g(z1, z2), z3 = g(z2, z3), z4 = g(z3, z4)(ñì. óòâåðæäåíèå 3 íà ñ. 23), à äàëåå äëÿ òî÷åê (z1 + z3)

2
, 0, (z2 + z4)

2ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 1 íà ñ. 22.Â çàäà÷å Ýéëåðà ðàçìåñòèì òðåóãîëüíèê ABC òàê, ÷òîáû åãî âåð-øèíû çàíÿëè ïîëîæåíèå C = (0, 0), B = (a, 0), A = (b cosf, b sinf). Áåçîñîáûõ óñèëèé âû íàéäåòå êîîðäèíàòû è öåíòðà òÿæåñòè, è öåíòðà îïè-ñàííîé îêðóæíîñòè, è îðòîöåíòðà (à èìåííî: öåíòð òÿæåñòè èìååò êîîð-äèíàòû ( b cosf + a

3
,

b sinf
3

), öåíòð îïèñàííîãî êðóãà � (a

2
,

b − a cosf
2 sinf ),îðòîöåíòð� (b cosf, (a− b cosf) ctgf)). È îñòàíåòñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü,÷òî âñå îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î ñâîé-ñòâàõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé èëè �îðìóëîé (1.1) íà ñ. 19).Â çàäà÷å �àóññà íàäî òðèæäû � äëÿ òî÷åê M , N , O � âîñïîëüçî-âàòüñÿ �îðìóëîé (1.1) íà ñ. 19, à ïîòîì ïðèìåíèòü òó æå �îðìóëó äëÿ÷åòûðåõ òðîåê òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé.Îáúÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå. Çàïèñàâ âûðàæåíèå (1.1) äëÿ òî÷åê M , Nè O, ïîëó÷èì

det
{

(A + C)

2
,

(B + D)

2

}
+ det

{
(B + D)

2
,

(E + F )

2

}
+

+ det
{

(E + F )

2
,

(A + C)

2

}
=

1

4
(det{A, B}+ det{C, D}+ det{A, D}+

+ det{C, B}+ det{B, E}+ det{D, E}+ det{B, F}+ det{D, F}+

+ det{E, A}+ det{F, A}+ det{E, C}+ det{F, C}),à äàëåå íóæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó (1.1) äëÿ òðîåê
{A, B, E}, {C, B, F}, {A, D, F}, {C, D, E},êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îäíîé ïðÿìîé.Íàêîíåö, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïàñêàëÿ âîñïîëüçóåìñÿ óò-âåðæäåíèåì 4 íà ñ. 23. Ñîãëàñíî ýòîìó óòâåðæäåíèþ

h̄ =
a + b − (d + e)

ab − de
, k̄ =

b + c − (e + f)

bc − ef
, ḡ =

c + d − (f + a)

cd − fa
.



26 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðÑëåäîâàòåëüíî,
h̄ − k̄

k̄ − ḡ
∈ R,òàê êàê ā=

1

a
è ò.ä. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðèìåíèòüóòâåðæäåíèå 1 íà ñ. 22.È âåäü âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ àáñîëþòíî åñòåñòâåííû, íå òàê ëè?Âîò îíî� ïîäòâåðæäåíèå ìûñëè, âûñêàçàííîé â ýïèãðà�å ê ýòîìó ïà-ðàãðà�ó.Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ðåøåíèÿ åùå äâóõ çàäà÷.Ñíà÷àëà ðàññêàæåì îá îäíîé ¾èñòîðè÷åñêîé¿ çàäà÷å.Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ ìå-òîäà êîîðäèíàò êîíêóðèðóåò ñ çàìå÷àòåëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè äîêà-çàòåëüñòâàìè, êîòîðûå ïðåäøåñòâîâàëè àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. À âíèæåñëåäóþùåé çàäà÷å ðåøåíèå áûëî äàíî ñðàçó â àíàëèòè÷åñêîé �îð-ìå. �å÷ü èäåò î òåîðåìå, ïðèíàäëåæàùåé ïðèíöåññå Åëèçàâåòå (1618�1680), ó÷åíèöå Äåêàðòà.Òåîðåìà ïðèíöåññû Åëèçàâåòû. Âñå òî÷êè, êàñàòåëüíûå èç êî-òîðûõ ê äâóì äàííûì íå êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì ðàâíû, ëå-æàò íà îäíîé ïðÿìîé. (Ýòó ïðÿìóþ íàçûâàþò ðàäèêàëüíîé îñüþ äâóõîêðóæíîñòåé.)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî çà-ìåòèòü, ÷òî êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè (x, y) êîêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â (x, h), ðàâåí

(x− x)2 + (y − h)2 −R2,à ïîòîìó êîîðäèíàòû âñåõ èñêîìûõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
(x− x1)

2 + (y − y1)
2 −R2

1 = (x− x2)
2 + (y − y2)

2 −R2
2,ò. å.

2(x2 − x1)x + 2(y2 − y1)y = R2
1 −R2

2 + x2
2 − x2

1 + y2
2 − y2

1 .Ýòîò ðåçóëüòàò âîñõèòèë Äåêàðòà. Îí óòâåðæäàë, ÷òî íå âçÿëñÿ áûäîêàçàòü ýòó òåîðåìó äàæå çà ìåñÿö! Âïðî÷åì, íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ýòîáûë èçûñêàííûé îáðàçåö �ðàíöóçñêîé ãàëàíòíîñòè.È, íàêîíåö,� íåáîëüøàÿ íîâåëëà î áàáî÷êå.Ïóñòü AC � õîðäà, B � åå ñåðåäèíà, à òî÷êè P è Q ëåæàò íàîêðóæíîñòè ïî îäíó ñòîðîíó îò AC. Ïóñòü S è R�òî÷êè ïåðåñå-÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ ïðÿìûõ PB è QB ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåäåìîòðåçêè QS è PR, è ïóñòü N è M �òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ AC. Äî-êàçàòü, ÷òî |MB|= |NB| (ðèñ. 1.12).



� 1.2. Åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî 27Ôèãóðà RPBSQ íàïîìèíàåò áàáî÷êó, íå òàê ëè? È ïîòîìó ýòó çà-äà÷ó íàçûâàþò butter�y problem �çàäà÷åé î áàáî÷êå.Áàáî÷êà�äàìà âåñüìà ñîëèäíîãî âîçðàñòà. Òî÷íàÿ äàòà è ìåñòî ååðîæäåíèÿ íåèçâåñòíû (îíà, êàê è ïîëîæåíî, ñêðûâàåò ñâîé âîçðàñò),
A

B C

P
Q

R

S

N
M

�èñ. 1.12

íî, òàê èëè èíà÷å, ïåðâîå ¾ìåòðè÷åñêîå ñâèäåòåëü-ñòâî¿ î åå ðîæäåíèè ïîÿâèëîñü â 1815 ã. â àí-ãëèéñêîì æóðíàëå Gentlmen's Diary (íà ñ. 39�40ïîä � 1029). Íà ïðîòÿæåíèè âñåõ ïîñëåäóþùèõëåò Áàáî÷êà äîñòàâëÿëà èñòèííîå óäîâîëüñòâèåïî÷òè êàæäîìó, êîìó äîâîäèëîñü ñ íåé ïîçíàêî-ìèòüñÿ. Ëþáèòåëè Áàáî÷êè ïîñâÿòèëè åé ìíîãèåýññå è ðàçíîãî ðîäà ïîñëàíèÿ, ïðè÷åì ïîòîê èõíå èññÿêàåò. À êîãäà ïðîõîäèò îïðåäåëåííîå âðå-ìÿ, ïèøóòñÿ äàæå öåëûå îáçîðû. ×èòàòåëü ìîæåòóäîñòîâåðèòüñÿ â ýòîì ïðî÷èòàâ, íàïðèìåð, ñòà-òüþ [B3℄.Ñóùåñòâóåò íåñìåòíîå ÷èñëî ðåøåíèé ýòîé çàìå÷àòåëüíîé çàäà÷è.Âîò îäíî èç ¾ïðîñòåéøèõ¿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé butter�y problem.Ïðîâåäåì õîðäó PT ïàðàëëåëüíî AC. Òîãäà: |BP |= |BT | (1), èóãîë PBA ðàâåí óãëó TBC ðàâåí óãëó BPT ðàâåí óãëó PTB (2).Óãëû TPS è TQS � ðàâíûå èëè äîïîëíèòåëüíûå, ïîýòîìó âîêðóã ÷å-òûðåõóãîëüíèêà BTQN ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, è, ñëåäîâàòåëüíî,óãîë BTN ðàâåí óãëó BQN ðàâåí óãëó MPB (3).Èç óòâåðæäåíèé (1)�(3) âûòåêàåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè MPB è BTNðàâíû, à çíà÷èò, |MB|= |BN |, ÷òî è òðåáîâàëîñü!Ïîïðîáóéòå òåïåðü ðåøèòü ýòó çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêè! Ìû åùå âåð-íåìñÿ ê ýòîìó ñþæåòó (ñì. ñ. 90).
�1.2. Åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâîÂåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî RnÀðè�ìåòè÷åñêóþ ìîäåëü åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, î êîòîðîé ðå÷ü øëàâ ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, îáîáùèì íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn íàçûâàþò ìíîæå-ñòâî âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn), ãäå xi � âåùåñòâåííûå ÷èñëà (xi ∈ R).×èñëà xi íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x. (Âåêòîðû, â îòëè÷èå îòòî÷åê, áóäåì îáîçíà÷àòü ìàëûìè áóêâàìè.) Äâà âåêòîðà x=(x1, . . . , xn)è y =(y1, . . . , yn) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi =yi,
1 6 i 6 n.



28 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðÂ ïðîñòðàíñòâå Rn èìåþòñÿ äâå åñòåñòâåííûå îïåðàöèè: ñëîæå-íèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî. Ñóììîé âåêòîðîâ x =
= (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) íàçûâàþò âåêòîð x + y = (x1 + y1, . . .
. . . , xn + yn). Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà l ∈ R íà âåêòîð x = (x1, . . . , xn)íàçûâàþò âåêòîð lx = (lx1, . . . , lxn).Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-íèÿ:1) x + y = y + x;2) (x + y) + z = x + (y + z);3) èìååòñÿ íóëåâîé âåêòîð 0 òàêîé, ÷òî x + 0 = x äëÿ ëþáîãî âåêòî-ðà x;4) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x èìååòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð yòàêîé, ÷òî x + y = 0;5) 1x = x;6) a(bx) = (ab)x;7) a(x + y) = ax + ay;8) (a + b)x = ax + bx.Ìíîæåñòâî X, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåí-òîâ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèåñâîéñòâàì 1)�8), íàçûâàþò âåêòîðíûì èëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.Âåêòîð 0 = (0, . . . , 0) èãðàåò â Rn ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà.Ïðèìåðîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî ñàìà âå-ùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ R, à òàêæå Rn.Äðóãèìè ïðèìåðàìè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâîïîëèíîìîâ Pn−1 ñòåïåíè íå âûøå n− 1 (ïî÷åìó èìåííî n− 1, à íå n, �îá ýòîì ÷óòü ïîçæå) è ïðîñòðàíñòâî C([a, b]) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íàîòðåçêå [a, b].Ïóñòü X è Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y � îòîáðàæåíèåèç X â Y . Îíî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè A(l1x1 + l2x2) = l1A(x1) +
+ l2A(x2) äëÿ ëþáûõ l1, l2 ∈ R è x1, x2 ∈X.Ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ íà Rn (ò. å. ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rn â R)îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

f(x) = a1x1 + . . . + anxn.Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþò èçîìîð�-íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Λ : X→ Y .Ñàìî îòîáðàæåíèå Λ íàçûâàþò ïðè ýòîì èçîìîð�èçìîì X íà Y .Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî L⊂ Rn íàçûâàþò ëèíåéíûì ïîäïðî-ñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈L è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ÷èñåë l, m ∈ R âåêòîð lx + my ëåæèò â L.



� 1.2. Åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî 29Èíà÷å ìîæíî ñêàçàòü òàê: ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ L⊂X, êîòîðîåñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé, îïðå-äåëåííûõ íà X, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Âàæíåéøèìèïðèìåðàìè ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn ÿâëÿþòñÿ ïðÿìàÿ è ãèïåð-ïëîñêîñòü (ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò). Ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ âåê-òîðîì x̄ 6=0 è ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà lx̄, l∈R. �èïåðïëîñêîñòü ñîñòî-èò èç âåêòîðîâ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó ëèíåéíîìóóðàâíåíèþ a1x1 + . . . + anxn = 0, ãäå íå âñå ai ðàâíû íóëþ.Ïóñòü a1, . . . , an � âåêòîðû â Rn. Âåêòîð l1a
1 + . . . + lnan, li ∈ R,íàçûâàþò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , an.Âåêòîðû a1, . . . , an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç ðà-âåíñòâà l1a

1 + . . . + lnan = 0 ñëåäóåò, ÷òî l1 = . . . = ln = 0. Ñåìåéñòâîëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â ïîäïðîñòðàíñòâå L⊂Rn íàçûâàåòñÿ áà-çèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà L, åñëè ëþáîé âåêòîð ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ñåìåéñòâà. ×èñëî âåêòîðîâ â ëþáîì áà-çèñå îäíî è òî æå; îíî íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà L.Ïðèìåðîì áàçèñà â Rn ìîæåò ñëóæèòü êàíîíè÷åñêèé áàçèñ, ñîñòîÿùèéèç n âåêòîðîâ e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).�àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Pn−1 ðàâíà n (ýòèì è âûçâàíî òî, ÷òîñòåïåíü ïîëèíîìîâ ìû îãðàíè÷èëè ÷èñëîì n− 1), è áàçèñîì â ýòîì ïðî-ñòðàíñòâå ñëóæàò îäíî÷ëåíû {tk}n−1
k=0 . Ïðîñòðàíñòâî C([a, b]) áåñêîíå÷-íîìåðíî, â íåì ìîæíî íàéòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõýëåìåíòîâ, íàïðèìåð xn = tn, n = 0, 1, . . .Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a=(a1, . . . , an)è b = (b1, . . . , bn) íàçûâàþò ÷èñëî

(a, b) = a1b1 + . . . + anbn.Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàþòåâêëèäîâûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò ðàññòîÿíèå
d(x, y) =

√
(x− y, x− y) = ((x1 − y1)

2 + . . . + (xn − yn)2)1/2.Ïî îïðåäåëåíèþ d(x, y) = d(x− y, 0).Ââåäåííîå ðàññòîÿíèå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:1) d(x, y) > 0 äëÿ ëþáûõ x, y ∈Rn, è d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà x = y;2) d(x, y) = d(y, x);3) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà òðå-óãîëüíèêà ïðîâåäåì ñíà÷àëà äëÿ y =0. Îíî îñíîâàíî íà èçâåñòíîì íåðà-



30 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðâåíñòâå Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.
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i = (d(x, 0) + d(z, 0))2.À òåïåðü ïîëó÷àåì d(x, z) = d(x− y, z − y) 6 d(x− y, 0) + d(z − y, 0) =

= d(x, y) + d(z, y), ÷òî è òðåáîâàëîñü.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåâðàòèëè Rn â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.×èñëî |x|= d(x, 0) =
( n∑

i=1

x2
i

)1/2 íàçûâàþò äëèíîé âåêòîðà x.Âåêòîðû a è b íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (a, b) = 0. Óãëîììåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a è b íàçûâàþò ÷èñëî arccos
(a, b)

|a||b| .Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b ðàâíî ïðîèç-âåäåíèþ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè (ñì.ðèñ.1.13).
|a|

|b|

a

bf
O �èñ. 1.13

Âåêòîðû f1, . . . , fk â Rn íàçûâàþò îðòîíîðìèðî-âàííûìè, åñëè
(fi, fi) = 1, (fi, fj) = 0 ïðè i 6= j.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî n îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòî-ðîâ îáðàçóþò áàçèñ â Rn. Â ñàìîì äåëå, ïóñòül1f1 + . . .+lnfn =0. Òîãäà l1(f1, fi)+ . . .+ln(fn, fi)=

= 0, ò. å. li = 0.Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿêàíîíè÷åñêèé áàçèñ, ââåäåííûé íàìè ðàíåå.Çäåñü íàì ïðèäåòñÿ ñäåëàòü îäíî îòñòóïëåíèå.À��èííîå ïðîñòðàíñòâî An è åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî EnÅâêëèäîâî (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî Rn ïðè n = 2 íå ÿâëÿåòñÿ åùå îáîáùåíèåìòîãî îáúåêòà, ñ êîòîðûì èìååò äåëî øêîëüíàÿ ïëàíèìåòðèÿ. Èñòèííîå îáîáùåíèåñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì âîçíèêàþò òî÷êè è âåêòîðû. Îáîáùå-íèåì òàêîé ñòðóêòóðû è ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà. À��èííûåïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç âåêòîðíûõ, êîãäà ìû êàê áû çàáûâàåì ïðî íà÷àëîêîîðäèíàò è âîîáùå ïðî êîîðäèíàòû. Çàòåì â ýòó ñòðóêòóðó âíîñèòñÿ ìåòðèêà, èïîëó÷àåòñÿ n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, îáîáùàþùåå åâêëèäîâó ïëîñêîñòü,èçó÷àåìóþ â øêîëå.



� 1.2. Åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî 31Îïðåäåëåíèå. À��èííîå ïðîñòðàíñòâî íàä Rn ñîñòîèò èç òî-÷åê A = (a1, . . . , an), ãäå ai ∈ R. Ïðè ýòîì êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðåòî÷åê A = (a1, . . . , an) è B = (b1, . . . , bn) ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð −→AB =
= (b1 − a1, . . . , bn − an) ñ íà÷àëîì A è êîíöîì B. Òî÷êà O = (0, . . . , 0)ÿâëÿåòñÿ çäåñü íà÷àëîì êîîðäèíàò.Òàêèì îáðàçîì, à��èííîå ïðîñòðàíñòâî íàä Rn (ìû åãî îáîçíà-÷èì An)� ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðè÷åì êàæäîé òî÷êå A∈An ñîïîñòàâ-ëåíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, à èìåííî ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ −→AB,ãäå A, B�òî÷êè èç An.Àêñèîìàòè÷åñêè à��èííîå ïðîñòðàíñòâî An îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé
(An, X, +), ãäå An � ìíîæåñòâî òî÷åê, X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à¾+¿� îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ê òî÷êå âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäó-þùèì òðåì àêñèîìàì:1) äëÿ âñÿêîé òî÷êè A∈An è ëþáûõ x, x′ ∈X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(A + x) + x′ = A + (x + x′);2) äëÿ âñåõ A ∈ An âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A + 0 = A;3) äëÿ ëþáûõ A, B ∈ An ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òàêîé âåêòîð
x ∈X, ÷òî A + x = B.¾Ñòàíäàðòíîå¿ n-ìåðíîå à��èííîå ïðîñòðàíñòâî An íàä Rn ñîñòîèòèç òðîéêè (Rn, Rn, +), îáðàçîâàííîé òî÷êàìèA=(a1, . . . , an), âåêòîðàìè
x = (x1, . . . , xn) ∈Rn è îïåðàöèåé + äîáàâëåíèÿ ê òî÷êå âåêòîðà. Â íåììîæíî, �èêñèðîâàâ íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êå O = (0, . . . , 0), îòîæäå-ñòâëÿòü òî÷êè à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âåêòîðàìè Rn, à èìåííî òî÷êó
A = (a1, . . . , an) îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðîì a = (a1, . . . , an) =

−→
OA. Ïîýòî-ìó èíîãäà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðûîäíèìè è òåìè æå áóêâàìè (õîòÿ ¾ïðàâèëüíîå¿ îáîçíà÷åíèå òàêîâî: òî÷-êè� áîëüøèå ëàòèíñêèå áóêâû, âåêòîðû�ìàëûå).Çäåñü óìåñòíî ñêàçàòü, êàê â à��èííîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåò-ñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè, è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâåòî÷êè.Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ÷åðåç äâå òî÷êè A è B ñ êîîðäèíàòàìè

a = (a1, . . . , an) è b = (b1, . . . , bn), � ýòî ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ñ êîîðäè-íàòàìè l1a + l2b, l1 + l2 = 1; îòðåçîê [A, B]� ýòî ñîâîêóïíîñòü òî÷åêl1a + l2b, li > 0, l1 + l2 = 1.Ñåé÷àñ ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïðèâåäåííûìè ñâåäåíèÿìè è ïåðåéäåìê n-ìåðíîìó îáîáùåíèþ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. (Ïîäðîáíåå îá à��èí-íûõ ïðîñòðàíñòâàõ áóäåò ãîâîðèòüñÿ â ãëàâå 2.)Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâûì n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì En íàä Rnñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, x′) =
n∑

i=1

xix
′
i íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíî-æåñòâî òî÷åê An, êàê â îïðåäåëåíèè à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè-



32 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèð
÷åì ìåæäó òî÷êàìè îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå d(A, A′) =

( n∑
i=1

(a′
i − ai)

2
)1/2(çäåñü A = (a1, . . . , an), A′ = (a′

1, . . . , a′
n)).Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìû îáîçíà÷èì En.Òàêèì îáðàçîì, åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En � ýòî òðîéêà

(An, (Rn, (·, ·)), +), ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà An,åâêëèäîâà n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è îïåðàöèè äîáàâëåíèÿê òî÷êå âåêòîðà. Ïðîñòðàíñòâî En ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-ñòâîì.Ìû îïèñàëè òî÷êè è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Ïðèøëî âðåìÿñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î äâèæåíèÿõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Äâèæå-íèÿìè, êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, íàçûâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîá-ðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ðàññòîÿíèÿ.Ïóñòü X 7→f(X)�äâèæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En, O�íà÷àëîêîîðäèíàò è A = f(O). Òîãäà f(X) = A + g(
−−→
OX), ãäå g �òàêîå ïðåîáðà-çîâàíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî g(0) = 0. Ïðè ýòîì

|g(
−−→
OX)− g(

−→
OY )|= d(f(X), f(Y )) = d(X, Y ) = |−−→XY |.Òàêèì îáðàçîì, |g(x)− g(y)|2 = |x− y|2, à çíà÷èò, (g(x), g(y)) = (x, y).Ïîëîæèì ei = g

−1(ei) = ai1e1 + . . . + ainen, ãäå e1, . . . , en �êàíîíè÷å-ñêèé áàçèñ. Òîãäà g(ei) = ei, ïîýòîìó
(g(x), ei) = (x, ei) = x1ai1 + . . . + xnain,ò. å. g(x) = x′

1e1 + . . . + x′
nen, ãäå x′

i = x1ai1 + . . . + xnain. Â ÷àñòíîñòè, g �ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ âåêòîðîâ e1, . . . , en âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-øåíèå (ei, ej) = (ei, ej), ò. å. n∑
k=1

a2
ik = 1 è n∑

k=1

aikajk = 0 ïðè i 6= j. Ìàòðèöó
(aij), ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò òàêèì ñîîòíîøåíèÿì, íàçûâàþòîðòîãîíàëüíîé, à ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå g ñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé
(aij) íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûì.Èòàê, ëþáîå äâèæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöè-åé ñäâèãà x 7→ a+x è îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî âåðíî è îáðàòíîå, ò. å. êàê ñäâèã, òàê è îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâà-íèå ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ôåðìà è Äåêàðò, ñîçäàòåëè àíàëèòè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè íà ïëîñêîñòè, ââåëè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè è ïàðàìè ÷èñåë âñå æå âíåñêîëüêî çàâóàëèðîâàííîé �îðìå�èíà÷å äëÿ ïåðåõîäà îò ïëîñêîñòè ê òðåõìåðíîìóïðîñòðàíñòâó ïîòðåáîâàëîñü áû ìåíüøå âåêà, à âåäü îñíîâû òðåõìåðíîé àíàëèòè÷å-ñêîé ãåîìåòðèè áûëè çàëîæåíû Êëåðî ëèøü â 1731 ã.Àëåêñèñ Êëîä Êëåðî (1713�1765)��ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è àñòðîíîì. Íà÷àëíàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü â âîçðàñòå 12 ëåò. Â 18 ëåò îïóáëèêîâàë ðàáîòó ïî àíàëèòè-÷åñêîé è äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.



� 1.3. Ââåäåíèå â ìíîãîìåðíûé ìèð åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 33Àðè�ìåòè÷åñêàÿ ìîäåëü n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîÿâèëàñü åùå ÷åðåç 100 ëåò.Îñíîâíàÿ çàñëóãà â åå ñîçäàíèè ïðèíàäëåæèò Óèëüÿìó �àìèëüòîíó (1805�1865).�àìèëüòîí âíåñ áîëüøîé âêëàä â ãåîìåòðèþ. Îí ïåðâûì ââåë ïîíÿòèå ¾âåêòîð¿ èîïðåäåëèë ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèë íîâóþ ÷èñëîâóþ ñèñòåìó�êâàòåðíèîíû.
�1.3. Ââåäåíèå â ìíîãîìåðíûé ìèð åâêëèäîâîéãåîìåòðèèÂ øêîëå ìû èçó÷àåì ñíà÷àëà åâêëèäîâó ïëàíèìåòðèþ, çàòåì� ñòå-ðåîìåòðèþ.Â ïëàíèìåòðèè îñíîâíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðÿìîé, â ñòå-ðåîìåòðèè � ïëîñêîñòè. Çàòåì óæå ãåîìåòðè÷åñêèé ìèð íàïîëíÿåòñÿòðåóãîëüíèêàìè, êðóãàìè, êâàäðàòàìè, øàðàìè, ïèðàìèäàìè è äðóãèìè�èãóðàìè. Ñíà÷àëà ìû ðàññêàæåì îá îáîáùåíèè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â
n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòèõ ïîäìíîæå-ñòâàõ An ðàññêàçûâàåòñÿ â êóðñàõ ëèíåéíîé àëãåáðû.À��èííûå ìíîãîîáðàçèÿÑàìî ïîñòðîåíèå n-ìåðíîãî åâêëèäîâà è n-ìåðíîãî à��èííîãî ïðî-ñòðàíñòâ áûëî îñóùåñòâëåíî ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì. Íî äëÿòîãî ÷òîáû îáæèòüñÿ â ìíîãîìåðíîì ìèðå, íóæíî îâëàäåòü íåêîòîðûìèñâåäåíèÿìè èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ ðÿä òàêèõ ñâåäåíèéè (ãäå ýòî âîçìîæíî) äàåòñÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.Íà÷íåì ñ îáîáùåíèÿ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé. Ïðÿìóþ â àðè�ìåòè÷å-ñêîé ìîäåëè ìîæíî îïðåäåëèòü äâîÿêî. Âî-ïåðâûõ, êàê ñîâîêóïíîñòüòî÷åê X = (x1, x2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ a1x1 + a2x2 = b, à âî-âòîðûõ, êàê ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà X + le, ãäå e��èêñèðîâàííûé âåê-òîð èç R2, à X ��èêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè.Âòîðîå îïðåäåëåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ: ñîâîêóï-íîñòü òî÷åê âèäà X + le, ãäå X �òî÷êà n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-ñòâà è e�íåêîòîðûé âåêòîð èç Rn, åñòü ïðÿìàÿ â En. Ïåðâîå îïðåäåëå-íèå ïðèâîäèò ê äðóãîìó âàæíîìó ïîíÿòèþ�ïîíÿòèþ ãèïåðïëîñêîñòè.�èïåðïëîñêîñòü â äåêàðòîâîé ìîäåëè åâêëèäîâà n-ìåðíîãî ïðîñòðàí-ñòâà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b, (1.4)ò. å. îíà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ëèíåéíîé �óíêöèè. Â íàøåì¾îáû÷íîì¿ òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òàê çàäàþòñÿ îáû÷íûå ïëîñêîñòèè òîëüêî îíè.



34 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðÏðÿìàÿ�îäíîìåðíûé îáúåêò, ãèïåðïëîñêîñòü� (n−1)-ìåðíûé. ×òîýòî çíà÷èò? È ÷òî ëåæèò ìåæäó 1 è n− 1? Ìû õîòèì çäåñü îïðåäåëèòü
k-ìåðíûå àíàëîãè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàçû-âàåìûå k-ìåðíûìè à��èííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòüîáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìèîíè ñîäåðæàò âñþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Ìíîæåñòâà â
n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òàêèì ñâîéñòâîì è íàçûâàþòñÿ à��èííûìèìíîãîîáðàçèÿìè.Îäíîìåðíûå à��èííûå ìíîãîîáðàçèÿ (ïðÿìûå)� ýòî ñîâîêóïíîñòèòî÷åê X + le, ãäå e��èêñèðîâàííûé n-ìåðíûé âåêòîð, l ∈ R. Äâóìåð-íûå à��èííûå ìíîãîîáðàçèÿ�äâóìåðíûå à��èííûå ïëîñêîñòè�åñòå-ñòâåííî îïðåäåëèòü ïî àíàëîãèè êàê ñîâîêóïíîñòè òî÷åê X +l1e1 +l2e2,ãäå e1 è e2 �äâà �èêñèðîâàííûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà èç Rn,à l1 è l2 �ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.À��èííîå k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî ñîâîêóïíîñòü òî÷åê X +

+
k∑

i=1

liei, ãäå {ei}k
i=1 ��èêñèðîâàííûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðûèç Rn, à {li}k

i=1 �ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. ßñíî, ÷òî k-ìåð-íûå à��èííûå ìíîãîîáðàçèÿ � ñäâèãè k-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ. Â ëèíåéíîé àëãåáðå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî k-ìåðíûå à��èííûåìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ïî-äðóãîìó (¾äâîéñòâåííûì¿ îáðà-çîì) êàê ïåðåñå÷åíèÿ n− k ãèïåðïëîñêîñòåé. �èïåðïëîñêîñòü èìååòðàçìåðíîñòü n− 1. Íàïðèìåð, ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì
xn = 0, åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê O +

n−1∑
i=1

liei, ãäå e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 =

= (0, 1, . . . , 0), . . . , en−1 = (0, . . . , 1, 0).Ëèíåéíàÿ àëãåáðà èçó÷àåò òåîðèþ ëèíåéíûõ (à çàòåì êâàäðàòè÷-íûõ) �óíêöèé è ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Rn.Ëèíåéíûå �óíêöèè� ýòî �óíêöèè âèäà
f(x) = a1x1 + . . . + anxn.Ñèñòåìà m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè çàäàåòñÿ m ëèíåéíûìèóðàâíåíèÿìè f1(x) = b1, . . . , fm(x) = bm, èëè, â ðàçâåðíóòîì âèäå,
a11x1 + . . . + a1nxn = b1,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = bm.Òàêèì îáðàçîì, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé� ýòî îïèñàíèå ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn.Êàê âûÿñíèëîñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, áîëüøóþ ðîëü â ïðàêòè÷å-ñêîé æèçíè èãðàþò çàäà÷è ñ ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè ñëåäóþùåãî



� 1.3. Ââåäåíèå â ìíîãîìåðíûé ìèð åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 35âèäà: íàéòè ìèíèìóì ëèíåéíîé �óíêöèè
f0(x) = c1x1 + . . . + cnxnïðè óñëîâèÿõ

fi(x) = ai1x1 + . . . + ainxn 6 bi, 1 6 i 6 m.Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Òàáëèöà A =

(
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

)
= (aij)16i6m

16j6n
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàç-ìåðà m íà n (èëè m× n).Ìàòðèöû ìîæíî ïåðåìíîæàòü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè A =

= (aij)16i6m
16j6n

, B = (bjk)16j6n
16k6s

, òî AB = (cik)16i6m
16k6s

, cik =
n∑

j=1

aijbjk.Ìàòðèöà ñîñòîèò èç m ñòðîê, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî èíòåð-ïðåòèðîâàòü êàê n-ìåðíûé âåêòîð-ñòðîêó, è n ñòîëáöîâ, êàæäûé èçêîòîðûõ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê m-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö.Îñîáóþ ðîëü ñðåäè ìàòðèö èãðàþò êâàäðàòíûå ìàòðèöû�ìàòðèöûðàçìåðà n× n.Âûïèñàííóþ âûøå ñèñòåìó m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ìîæíîçàïèñàòü ñîêðàùåííî â âèäå Ax = b, åñëè âåêòîðû x è b èçîáðàçèòü ââèäå âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, èëè ìàòðèö ðàçìåðà m× 1.Ñ ìàòðèöàìè ñâÿçàíû äâà âàæíåéøèõ ïîíÿòèÿ: îïðåäåëèòåëü è ðàíã.Îáà îíè èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå òîëêîâàíèå. Íà÷íåì ñ îïðåäåëèòåëÿ.Îïðåäåëèòåëè è îáúåìûÏðåäñòàâèì ïàðàëëåëîãðàìì A0A1A2A3 íà ïëîñêîñòè â âåêòîðíîìâèäå. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó A0 è îáîçíà÷èì a1 =
−−→
A0A1,

a2 =
−−→
A0A2. Òîãäà âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà ÿâëÿþòñÿ íà÷àëî êîîð-äèíàò è òðè òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì a1, a2 è a1 + a2, à ñàìïàðàëëåëîãðàìì ñîñòîèò èç òî÷åê x = l1a

1 + l2a
2, 0 6 li 6 1. Àíàëîãè÷-íî, ïàðàëëåëåïèïåä â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (åñëè íà÷àëî êîîðäèíàòïîìåñòèòü â îäíó èç åãî âåðøèí) ñîñòîèò èç òî÷åê 3∑

i=1

lia
i, 0 6 li 6 1. Âñåýòî î÷åíü ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà k-ìåðíûé ñëó÷àé. Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèìñíîâà íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó A0 è ðàññìîòðèì âåêòîðû ai =

−−→
A0Ai.Ìíîæåñòâî ¾êîíöîâ¿ âåêòîðîâ k∑

i=1

tia
i, 0 6 ti 6 1, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûìïàðàëëåëåïèïåäîì â Rn.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû {ai}n

i=1 âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, ïàðàëëå-ëåïèïåä íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì. Äëèíû âåêòîðîâ a1, . . . , an íàçû-âàþò äëèíàìè ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä



36 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðñ ðàâíûìè ðåáðàìè íàçûâàþò êóáîì. Îáúåì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî êó-áà ïðèíèìàåòñÿ îáû÷íî çà åäèíèöó, è èñõîäÿ èç ýòîãî ñòðîèòñÿ òåîðèÿìåðû â ïðîñòðàíñòâå Rn.Äàäèì îïðåäåëåíèå k-ìåðíîé ãðàíè n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäàâ Rn. Íà÷íåì ñ (n− 1)-ìåðíîé ãðàíè. �èïåðïëîñêîñòü Πn−1 íàçûâàþò
Πn−1

�èñ. 1.14

ãèïåðïëîñêîñòüþ ãðàíè n-ìåðíîãî ïàðàëëå-ëåïèïåäà Mn⊂Rn, åñëè Mn ëåæèò ¾ïî îäíóñòîðîíó¿ îò Πn−1 è ïåðåñå÷åíèå Mn ñ Πn−1ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì(ñì. ðèñ. 1.14).Ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòè ãðàíè ñ
n-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì Mn íàçûâà-þò (n− 1)-ìåðíîé ãðàíüþ ïàðàëëåëåïèïå-äà Mn. Äëÿ n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

X +
n∑

i=1

tia
i ãðàíü ðàçìåðíîñòè n−1 ñîñòîèò èç âåêòîðîâX +eak +

∑
i6=k

tia
i,ãäå e = 0 èëè 1, 0 6 ti 6 1.Òàêèì îáðàçîì, (n− 1)-ìåðíàÿ ãðàíü n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäàÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Ïîýòîìó (n− 2)-ìåðíóþãðàíü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê (n− 2)-ìåðíóþ ãðàíü åãî (n− 1)-ìåðíîéãðàíè, è ò.ä. Íóëüìåðíûå ãðàíè íàçûâàþò âåðøèíàìè, à îäíîìåðíûå�ðåáðàìè.Äëÿ n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà (n− k)-ìåðíàÿ ãðàíü ñîñòîèò èçêîíöîâ âåêòîðîâ

X =

k∑

j=1

eja
mj +

∑

i6=m1,...,mk

tia
i,

ïîýòîìó êîëè÷åñòâî (n− k)-ìåðíûõ ãðàíåé n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäàðàâíî 2k
(

n

n − k

).Òåïåðü îïðåäåëèì îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.Âåðíåìñÿ íà êîðîòêîå âðåìÿ íà íàøó çíàêîìóþ åâêëèäîâó ïëîñ-êîñòü. Âûáåðåì îðòîãîíàëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è ðàññìîò-ðèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCO (ñì. ðèñ. 1.15), ïîðîæäåííûé âåêòîðàìè
a1 = (a11, a21) è a2 = (a12, a22). Âû÷èñëèâ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OAC èóäâîèâ ðåçóëüòàò, ïîëó÷èì, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà

a12a22 + (a11 − a12)(a21 + a22)− a11a21 = a11a22 − a12a21.Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ýòîìó ÷èñëó ïðè òà-êîì ðàñïîëîæåíèè âåêòîðîâ a1 è a2, êàê íà ðèñ. 1.15. Â îáùåì ñëó÷àåïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà |a11a22 − a21a12|.



� 1.3. Ââåäåíèå â ìíîãîìåðíûé ìèð åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 37Ñîñòàâèì èç ñòîëáöîâ êîîðäèíàò âåêòîðîâ a1 è a2 ìàòðèöó A =

=
(

a11 a12

a21 a22

)
.

A=(a11, a21)

B

C=(a12, a22)

a12

a21

a11−a12

a22

O �èñ. 1.15.Îïðåäåëèòåëåì èëè äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû A =
(
a11 a12

a21 a22

) íàçû-âàþò ÷èñëî a11a22 − a12a21. Ýòî ÷èñëî ìîæíî íàçâàòü îðèåíòèðîâàí-íîé ïëîùàäüþ ïàðàëëåëîãðàììà. Îðèåíòàöèÿ ïàðàëëåëîãðàììà çàäàåò-ñÿ óêàçàíèåì íàïðàâëåíèÿ îáõîäà åãî âåðøèí. Èçìåíåíèå îðèåíòàöèèïàðàëëåëîãðàììà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà îðèåíòèðîâàííîé ïëî-ùàäè (ñì. ðèñ. 1.16). Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A îáîçíà÷àþò detA èëè∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣. Ìàòðèöó A íàçûâàþò íåâûðîæäåííîé, åñëè detA 6= 0. Íåâû-ðîæäåííûå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó GL(2, R).Îïðåäåëèì òåïåðü îáúåì òðåõìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîðîæäåí-íîãî âåêòîðàìè {a1, a2, a3} (ñì.ðèñ.1.17). Íà÷íåì ñ íåîðèåíòèðîâàííîãî
A

BC

O

+

AB

C O

−

a1

a2

a3�èñ. 1.16 �èñ. 1.17îáúåìà. Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü �îðìóëîé V = hS, ãäå S � ïëîùàäüãðàíè {a1, a2}, a h � äëèíà ïðîåêöèè âåêòîðà a3 íà íîðìàëü ê ïëîñ-êîñòè ýòîé ãðàíè. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ îðèåíòèðîâàííî-ãî îáúåìà V (a1, a2, a3) ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè
a1, a2, a3. Ýòî îïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ �îðìóëîé
|V (a1, a2, a3)|= h|S(a1, a2)|. Îïðåäåëèì ÷èñëî V (a1, a2, a3) ñëåäóþùèìè÷åòûðüìÿ ñâîéñòâàìè:1) V (. . . ai, ai+1 . . . ) =−V (. . . ai+1, ai . . . );2) V (. . . lai . . . ) = lV (. . . ai . . . );



38 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèð3) V (. . . ai + bi . . . ) = V (. . . ai . . . ) + V (. . . bi . . . );4) V (e1, e2, e3) = 1, ãäå e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1).Ñâîéñòâî 1) ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì íåîðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà,òàê êàê
h1S23 = h2S13 = h3S12.Ñâîéñòâà 2) è 4) îñîáûõ êîììåíòàðèåâ íå òðåáóþò, à ñâîéñòâî 3) ñëåäóåòèç òîãî, ÷òî ïðîåêöèÿ ñóììû äâóõ âåêòîðîâ íà íåêîòîðûé åäèíè÷íûéâåêòîð ðàâíà ñóììå èõ ïðîåêöèé (ïðè ýòîì ïðîåêöèè áåðóòñÿ ñ ó÷åòîìçíàêà).Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî ñâîéñòâà 1)�4) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò�óíêöèþ V (a1, a2, a3). Ñâîéñòâà 2) è 3) ïîêàçûâàþò, ÷òî

V

(∑

i

ai1ei,
∑

j

aj2ej ,
∑

k

ak3ek

)
=
∑

i,j,k

ai1aj2ak3V (ei, ej , ek).Ñâîéñòâî 1) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà V (ei, ej , ek) ðàâíà ±V (e1, e2, e3),åñëè ÷èñëà i, j, k ðàçëè÷íû, è ðàâíà íóëþ, åñëè ñðåäè ÷èñåë i, j, k åñòüîäèíàêîâûå. Ïðè ýòîì çíàê + áåðåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ïðå-îáðàçîâàíèÿ íàáîðà (i, j, k) â íàáîð (1, 2, 3) òðåáóåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëîòðàíñïîçèöèé (ïåðåñòàíîâîê ïàð ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ), à çíàê ìèíóñ áå-ðåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé.Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâà 4) çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå �óíêöèè V (a1, a2, a3).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
V (a1, a2, a3) =

∑
(−1)sai1aj2ak3,ãäå (−1)s � çíàê ïîäñòàíîâêè s =
(
1 2 3
i j k

). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî�óíêöèÿ V (a1, a2, a3), îïðåäåëåííàÿ ýòîé �îðìóëîé, äåéñòâèòåëüíî óäî-âëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1)�4), ò. å. ýòè ñâîéñòâà íåïðîòèâîðå÷èâû è îä-íîçíà÷íî îïðåäåëÿþò �óíêöèþ V (a1, a2, a3). Ñîãëàñîâàííîñòü ñâîéñòâ1)�4) ñ �îðìóëîé V = hS ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî |V (a1, a2, a3)| ñîâïàäàåòñ íåîðèåíòèðîâàííûì îáúåìîì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîðîæäåííîãî âåêòî-ðàìè a1, a2, a3.Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûì îáúåìîì V (a1, . . . , an) ïàðàëëå-ëåïèïåäà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè a1, . . . , an â ïðîñòðàíñòâå Rn, íàçû-âàåòñÿ ÷èñëî
V (a1, . . . , an) =

∑
(−1)sai11 . . . ainn,ãäå (−1)s � çíàê ïîäñòàíîâêè s =

(
1 . . . n
i1 . . . in

), aij � êîîðäèíàòû âåêòî-ðà aj .



� 1.3. Ââåäåíèå â ìíîãîìåðíûé ìèð åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 39×èñëî V (a1, . . . , an), çàäàííîå ýòîé �îðìóëîé, íàçûâàþò îïðåäå-ëèòåëåì ìàòðèöû A = (aij)16i,j6n è îáîçíà÷àþò detA. Ñîâîêóïíîñòüíåâûðîæäåííûõ ìàòðèö îáðàçóåò ãðóïïó GL(n, R).Ïóñòü bij = aji è AT = (bij)16i,j6n � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû AT A ñëóæàò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòî-ðîâ ai = (a1i, . . . , ani) è aj = (a1j, . . . , anj). Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöûíàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì �ðàìà. Îí ðàâåí êâàäðàòó îïðåäåëèòåëÿ ìàò-ðèöû A, ò. å. êâàäðàòó îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû
a1, . . . , an.Ìû ðàññêàçàëè îá îïðåäåëèòåëÿõ. Òåïåðü ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îðàíãå ìàòðèöû. Ñíà÷àëà äàäèì àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå.Ïóñòü A = (aij)16i6m

16j6n
�ìàòðèöà ðàçìåðà m× n. Îïðåäåëèòåëü ìàò-ðèöû, ýëåìåíòû êîòîðîé ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè p ñòðîê è p ñòîëáöîâìàòðèöû A, íàçûâàþò ìèíîðîì p-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A. Ìàêñèìàëü-íûé ïîðÿäîê íåíóëåâîãî ìèíîðà íàçûâàþò ðàíãîì ìàòðèöû. Â ëèíåéíîéàëãåáðå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ è ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ëèíåé-íî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû.Òåïåðü � ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ñîîòâåòñòâèå x 7→Ax, ãäå

x�n-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö, à A�ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, èíòåðïðå-òèðóåòñÿ êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rn â Rm. �àíã ìàòðèöû� ýòîðàçìåðíîñòü îáðàçà ïðîñòðàíñòâà Rn ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè.È åùå îäíî äîïîëíèòåëüíîå çàìå÷àíèå. Ìû ðàññêàçûâàëè ïðî âå-ùåñòâåííûé åâêëèäîâ ìèð. Íî ìîæíî áûëî áû àíàëîãè÷íî ïîñòðîèòüêîìïëåêñíûé ìèð, áàçèðóþùèéñÿ íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-ñòâå Cn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (z, x) = z1x̄1 + . . . + znx̄n. (Áîëååòîãî, òåîðèÿ ñòðîèòñÿ íàä ëþáûì ïîëåì, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ãåî-ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàòðóäíèòåëüíà).Ñèìïëåêñû è øàðûÌíîæåñòâî C â à��èííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò âûïóêëûì, åñëèâìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè X, Y ∈ C îíî ñîäåðæèò è âåñü îòðå-çîê XY .Âûïóêëîé îáîëî÷êîé òî÷åê A1, . . . , AN â à��èííîì ïðîñòðàíñòâåíàçûâàþò íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýòè òî÷êè (ò.å.ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè A1, . . . , AN).Ïî-äðóãîìó âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C,ñîñòîÿùåå èç êîíöîâ âåêòîðîâ l1

−→
OA1 + . . .+lN

−→
OAN , ãäå li >0 è∑li =1.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî C íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O, à â



40 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðñëó÷àå äâóõ òî÷åê A1 è A2 îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê A1A2. Òåïåðüóæå íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå C�âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî-÷åê A1, . . . , AN .Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê Xi, 0 6 i 6 k, â n-ìåðíîì à��èííîì ïðîñòðàí-ñòâå íàçûâàþò à��èííî íåçàâèñèìîé, åñëè âåêòîðû −−→X0X i, 1 6 i 6 k,ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âûïóêëóþ îáîëî÷êó n + 1 à��èííî íåçàâèñè-ìîé òî÷êè â n-ìåðíîì à��èííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò n-ìåðíûìñèìïëåêñîì. Îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ � ýòî îòðåçîê, äâóìåðíûé � òðå-óãîëüíèê, òðåõìåðíûé � òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Ñðåäè ñèìïëåêñîâ â
n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îñîáî çàìå÷àòåëüíû ïðàâèëüíûåñèìïëåêñû, ó êîòîðûõ äëèíû âñåõ ðåáåð XiXj ðàâíû.Øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå O â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåíàçûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê, óäàëåííûõ îò O íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøå r,à ìíîæåñòâî òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷íîñòè íà ðàññòîÿíèè r, íàçûâàþòñ�åðîé ðàäèóñà r ñ öåíòðîì O.Çàäà÷è ê ãëàâå 1Ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà1.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èìåþò ðàöèîíàëü-íûå êîîðäèíàòû, òî öåíòð åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè èìååò ðàöèîíàëü-íûå êîîðäèíàòû.1.2. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4 = 0, b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4 = 0â ïðîñòðàíñòâå R3.1.3. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà â R3, ïàðàëëåëüíîãî ëèíèè ïåðå-ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé
a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4 = 0, b1x1 + b2x2 + b3x3 = 0.1.4. Óêàæèòå äâå äâóìåðíûå ïëîñêîñòè â R4, ïåðåñåêàþùèåñÿ â îä-íîé òî÷êå.1.5. Óêàæèòå äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ (ò. å. íå ïàðàëëåëüíûå è íå ïåðå-ñåêàþùèåñÿ) äâóìåðíûå ïëîñêîñòè â R4.1.6. Òî÷êà A ðàñïîëîæåíà âíóòðè ñ�åðû â ïðîñòðàíñòâå R3, à ñàìîïðîñòðàíñòâî R3 ïîìåùåíî â R4. Ìîæíî ëè äâèãàòü òî÷êó A â R4 òàê,÷òîáû îíà íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè íå ïåðåñåêàëà ñ�åðó, à â êîíöåïóòè îêàçàëàñü áû ñíîâà â R3, íî óæå âíå ðàññìàòðèâàåìîé ñ�åðû?1.7. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàñïîëîæåíû äâå çàöåïëåííûå îêðóæíîñòè(ñì. ðèñ. 1.18 (à)). Ïðîñòðàíñòâî R3 ïîìåùåíî â R4. Ìîæíî ëè îäíó èç



Çàäà÷è 41îêðóæíîñòåé ïåðåìåùàòü â R4 òàê, ÷òîáû îíà íè â êàêîé ìîìåíò íå ïå-ðåñåêàëà áû âòîðóþ îêðóæíîñòü, à â êîíöå êîíöîâ îáå îêðóæíîñòè îêà-çàëèñü áû ñíîâà â R3, íî óæå áûëè áû íå çàöåïëåíû (ñì. ðèñ. 1.18 (á))?

�èñ. 1.18
1.8. Ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ïðîåêöèé âåêòîðîâ a1, . . . , an ∈ Rn íàëþáóþ ïðÿìóþ ïîñòîÿííà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì l∈R âåêòîðûla1, . . . , lan îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.1.9. à) Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü â êóáå 9 òî÷åê òàê, ÷òîáû ïîïàðíûåðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè áûëè íå ìåíüøå d, ãäå d�äëèíà ðåáðà êóáà?á) Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü â ÷åòûðåõìåðíîì êóáå 17 òî÷åê òàê, ÷òî-áû ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè áûëè íå ìåíüøå d, ãäå d�äëèíàðåáðà êóáà?1.10. Ïóñòü e1, . . . , en�îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, a1, . . . , an�íåêî-òîðûé íàáîð âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ei è ai ÷å-ðåç ai. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

cos a1 + . . . + cos an >
√

n(n− 1),

òî âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû.1.11.Øàðû ðàäèóñîâ R1, . . . , Rm ñ öåíòðàìè A1, . . . , Am â ïðîñòðàí-ñòâå Rn èìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè B1, . . . , Bmòàêîâû, ÷òî |BiBj |6 |AiAj |, òî øàðû ðàäèóñîâ R1, . . . , Rm ñ öåíòðàìè
B1, . . . , Bm òîæå èìåþò îáùóþ òî÷êó.1.12. à) Â ïðîñòðàíñòâå R3 äàíû âåêòîðû a1, a2, a3, ïîïàðíûå óãëûìåæäó êîòîðûìè íå òóïûå. Äîêàæèòå, ÷òî îñè ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìûêîîðäèíàò ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâ áóäóòíåîòðèöàòåëüíû.á) Â ïðîñòðàíñòâå Rn, n > 5, óêàæèòå âåêòîðû a1, . . . , a5, ïîïàðíûåóãëû ìåæäó êîòîðûìè íå òóïûå, íî ïðè ýòîì íåëüçÿ âûáðàòü îñè ïðÿìî-óãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâáûëè íåîòðèöàòåëüíû.



42 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèðÎïðåäåëèòåëè1.13. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè (x1, y1), (x2, y2) è (x3, y3) ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣= 0.1.14. Äîêàæèòå, ÷òî
∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣
2

6 (x2
1 + x2

2 + x2
3)(y

2
1 + y2

2 + y2
3)(z

2
1 + z2

2 + z2
3).1.15. Ïóñòü a, b è c� äëèíû âåêòîðîâ a1, a2 è a3; a, b è g� óãëûìåæäó âåêòîðàìè a2 è a3, a1 è a3, a1 è a2; V �îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà,ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè a1, a2 è a3. Äîêàæèòå, ÷òî

V 2 = a2b2c2(1 + 2 cos a cos b cos g− cos2 a− cos2 b− cos2 g).1.16. Ïóñòü fij �äâóãðàííûé óãîë ìåæäó i-é è j-é ãðàíÿìè òåòðà-ýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî
∣∣∣∣∣∣∣

−1 cosf12 cosf13 cosf14

cosf21 −1 cosf23 cosf24

cosf31 cosf32 −1 cosf34

cosf41 cosf42 cosf43 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

1.17. à) Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì Vn ñèìïëåêñà A1 . . .An+1, ðàñïîëîæåí-íîãî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En, ðàâåí hVn−1/n, ãäå Vn−1 � îáúåìñèìïëåêñà A1 . . .An, h�äëèíà âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû An+1 íàãðàíü A1 . . . An.á) Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì Vn ñèìïëåêñà A1 . . . An+1 ðàâåí
1

n!
|V (a1, . . . , an)|,ãäå ai =

−−−−→
An+1Ai.1.18. Ïóñòü Vn �îáúåì ñèìïëåêñà ñ âåðøèíàìè A1, . . . , An+1, dij =

= |AiAj|. Äîêàæèòå, ÷òî
V 2

n =
(−1)n+1

(n!)22n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 d2
12 . . . d2

1,n+1 1
d2
21 0 . . . d2

2,n+1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d2

n+1,1 d2
n+1,2 . . . 0 1

1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.



Çàäà÷è 431.19. Äàí ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè A1, . . . , An+1. Ïóñòü dij = |AiAj|,
R�ðàäèóñ îïèñàííîé ñ�åðû ñèìïëåêñà, D�îïðåäåëèòåëü èç ïðåäûäó-ùåé çàäà÷è. Äîêàæèòå, ÷òî

R2 =− ∆

2D
, ãäå ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

0 d2
12 . . . d2

1,n+1

d2
21 0 . . . d2

2,n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d2

n+1,1 d2
n+1,2 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣
.

1.20. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1, . . . , An+2 ïðîñòðàíñòâà Rn ëåæàò íàîäíîé (n− 1)-ìåðíîé ñ�åðå èëè â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ∣∣∣∣∣∣∣

0 d2
12 . . . d2

1,n+2

d2
21 0 . . . d2

2,n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d2

n+2,1 d2
n+2,2 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

ãäå dij = |AiAj |.1.21. à) Ñ�åðû ðàäèóñîâ r1, . . . , rn+1 â Rn−1 ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóãäðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Äîêàæèòå, ÷òî
(

1

r1
+ . . . +

1

rn+1

)2

= (n− 1)
(

1

r2
1

+ . . . +
1

r2
n+1

)
.á) Ñ�åðû ðàäèóñîâ r1, . . . , rn+1 â Rn−1 îáðàçóþò äðóã ñ äðóãîì îäèíè òîò æå óãîë f. Äîêàæèòå, ÷òî

(
1

r1
+ . . . +

1

rn+1

)2

=
(
n +

1

cosf)( 1

r2
1

+ . . . +
1

r2
n+1

)
.(Óãëîì ìåæäó ñ�åðàìè ñ öåíòðàìè O1 è O2, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷-êå A, íàçûâàþò óãîë ìåæäó âåêòîðàìè −→AO1 è −→AO2.)1.22. Äàíû ÷èñëà dij > 0, ãäå 1 6 i < j 6 n + 1. Äîêàæèòå, ÷òî â Rnñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ A1 . . . An+1 ñ äëèíàìè ðåáåð dij òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ïðè âñåõ k = 2, . . . , n + 1 äëÿ ëþáîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõòî÷åê Ai1 , . . . , Aik

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(−1)k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 d2
i1i2 . . . d2

i1ik
1

d2
i2i1 0 . . . d2

i2ik
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d2

iki1 d2
iki2 . . . 0 1

1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0.

(Èíûìè ñëîâàìè, ïðè âû÷èñëåíèè îáúåìà ñèìïëåêñà Ai1 . . .Aik
ïî �îð-ìóëå èç çàäà÷è 1.18 ïîëó÷àåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.)



44 �ëàâà 1. Åâêëèäîâ ìèð�åîìåòðèÿ ñèìïëåêñà è êóáà1.23. Íàéäèòå óãîë ìåæäó äâóìÿ (n−1)-ìåðíûìè ãðàíÿìè ïðàâèëü-íîãî n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.1.24. Â ïðîñòðàíñòâå R2n+1 ðàñïîëîæåí (2n+1)-ìåðíûé êóá òàê, ÷òîêîîðäèíàòû âñåõ åãî âåðøèí�öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ðåáðàêóáà�öåëîå ÷èñëî.1.25. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþ-ùàÿ ÷åòûðåõìåðíûé ñèìïëåêñ, íî íå ïåðåñåêàþùàÿ íè îäíîãî èç åãî ðå-áåð.1.26. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå n-ìåðíîãî êóáà äâóìåðíîéïëîñêîñòüþ, ÿâëÿþùååñÿ ïðàâèëüíûì 2n-óãîëüíèêîì.1.27. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó òðåõìåðíîãîêóáà ìîæíî ïðîâåñòè äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùóþ âñå ðåáðàêóáà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ (ò. å. íå â âåðøèíàõ).á) Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó n-ìåðíîãî êó-áà ìîæíî ïðîâåñòè òðåõìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùóþ âñå (n− 1)-ìåðíûå ãðàíè êóáà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ.1.28. Ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè A1, . . . , An+1 íàçûâàþò îðòîöåíòðè-÷åñêèì, åñëè åãî âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òîñèìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-ïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé.à) Ïðè i 6= j, i, j 6= 1 âåëè÷èíà (
−−→
A1Ai,

−−→
A1Aj) íå çàâèñèò îò i è j.á) Ïðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ i, j, k, l ðåáðà AiAj è AkAl îðòîãîíàëüíû.â) Îäíà èç (n− 1)-ìåðíûõ ãðàíåé ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðè÷åñêèì ñèì-ïëåêñîì, ïðè÷åì âûñîòà, îïóùåííàÿ íà íåå, ïîïàäàåò â îðòîöåíòð.ã) Ïðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ i, j, k, l âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

AiA
2
j + AkA

2
l = AiA

2
k + AjA

2
l = AiA

2
l + AjA

2
k. (1.1)ä) Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a1, . . . , an+1 ∈ R, ÷òî AiA

2
j = ai + aj .å) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà A0 (îðòîöåíòð), ÷òî ïðè ïîïàðíî ðàç-ëè÷íûõ i, j, k, l âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.1). Ïðîâåðüòå, ÷òî â ýòîìñëó÷àå ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a0, . . . , an+1 ∈R, ÷òî AiA
2
j = ai + aj ; ýòè÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

a−1
0 + . . . + a−1

n+1 = 0.1.29. Ïóñòü A1 . . . An+1 � îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ ñ îðòîöåí-òðîì H è öåíòðîì îïèñàííîé ñ�åðû Î. Äîêàæèòå, ÷òî
−→
OA1 + . . . +

−→
OAn+1 = (n− 1)

−−→
OH.



�ëàâà 2
À��èííûé ìèð

À��èííîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç òåõ æå òî÷åê, ÷òî è åâêëèäî-âî, íî â íåì îáøèðíåå ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé. �åîìåòðèÿ à��èííîãîìèðà áåäíåå, ÷åì ãåîìåòðèÿ åâêëèäîâà ìèðà, íî è â íåì èìåþòñÿ âàæ-íåéøèå îáúåêòû: ýòî ìèð ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èâûïóêëîñòè. Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå (ðàâíî êàê è âî âñåõ ïîñëåäóþ-ùèõ), ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøèõ à��èííûõ ïðîñòðàíñòâ� îäíîìåðíîãîè äâóìåðíîãî, ò. å. à��èííîé ïðÿìîé è à��èííîé ïëîñêîñòè.�2.1. À��èííàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòüÀðè�ìåòè÷åñêàÿ ìîäåëü à��èííîé ïðÿìîéÌîäåëüþ à��èííîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ, êàê è â åâêëèäîâîì ñëó÷àå,ïðÿìàÿ R. �åîìåòðè÷åñêè à��èííóþ ïðÿìóþ ìîæíî ìûñëèòü êàê íåèç-ãèáàåìûé ñòåðæåíü, êîòîðûé, îäíàêî, ìîæíî ðàñòÿãèâàòü.Âûáåðåì íà ýòîì ñòåðæíå òî÷êó, îáîçíà÷èì åå O, âûáåðåì ïîëîæè-òåëüíîå íàïðàâëåíèå, ìàñøòàá è ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü êàæäîé òî÷êåïðÿìîé X ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åå êîîðäèíàòó x. Ïîêà âñå êàê âåâêëèäîâîì ñëó÷àå. Íî â à��èííîì ñëó÷àå ìàñøòàá íå �èêñèðîâàí,ðàññòîÿíèÿ íå ââîäÿòñÿ, äîïóñêàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ãîìîòåòèè (ðàñòÿ-æåíèÿ èëè ñæàòèÿ â ëþáîå ÷èñëî ðàç) ñ öåíòðîì â ëþáîé òî÷êå. Ýòîçíà÷èò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ à��èííîé ïðÿìîé èìåþò âèä x′ = ax + b,a 6=0, a, b∈R. Òàê îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü à��èííîé ïðÿìîé. Íà à��èííîéïðÿìîé, êàê ìû ñêàçàëè, ðàññòîÿíèå íå ââîäèòñÿ, íî îïðåäåëåíî ïîíÿ-òèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà: lim
n→∞

Xn = X, åñëè â íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîéñèñòåìå xn→ x (xn è x�êîîðäèíàòû òî÷åê Xn è X); ðåçóëüòàò íå çà-âèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, à��èííàÿ ïðÿìàÿíå èìååò ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, íî èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.Àðè�ìåòè÷åñêàÿ ìîäåëü à��èííîé ïëîñêîñòèÌîäåëüþ à��èííîé ïëîñêîñòè ñëóæèò, êàê è â åâêëèäîâîì ñëó÷àå,ïðîñòðàíñòâî R2 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x1, x2) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ýòîòî÷êè. À èõ ñîâîêóïíîñòü � ñàìà à��èííàÿ ïëîñêîñòü. Íàðÿäó ñ òî÷-êàìè èìååòñÿ âòîðîé âàæíåéøèé îáúåêò � ïðÿìûå. Ýòî (êàê è ðàíåå)ëèíèè óðîâíÿ ëèíåéíûõ �óíêöèé èëè ìíîæåñòâà òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþ-ùèõ óðàâíåíèÿì a1x1 + a2x2 = b, ãäå a2
1 + a2

2 6=0. Äâèæåíèÿìè à��èííîé



46 �ëàâà 2. À��èííûé ìèðïëîñêîñòè íàçûâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ R2 íà ñåáÿ, èìå-þùèå âèä f(x1, x2) = (a11x1 + a12x2 + a1, a21x1 + a22x2 + a2).Òå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ �èãóð, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè à�-�èííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, íàçûâàþòñÿ à��èííûìè ñâîéñòâàìè. Ê ÷èñ-ëó à��èííûõ ñâîéñòâ îòíîñÿòñÿ: ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ; âûïóêëîñòü�èãóð; îòíîøåíèå, â êîòîðîì òî÷êà äåëèò îòðåçîê; ñâîéñòâî áûòü ìåäèà-íîé òðåóãîëüíèêà; îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà ïàðàëëåëüíûõïðÿìûõ, è ò. ï.Ëþáîé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêàïðè íåêîòîðîì à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ïîýòîìó åñëè íóæíî äî-êàçàòü êàêîå-òî à��èííîå ñâîéñòâî òðåóãîëüíèêà, òî åãî äîñòàòî÷íîäîêàçàòü äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî òðåóãîëüíèêà. Íàïðèìåð, î÷åâèäíî,÷òî ìåäèàíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-êå è äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé â îòíîøåíèè 1 : 2. Çíà÷èò, ìåäèàíû ëþáîãîòðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé âîòíîøåíèè 1 : 2.Àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå à��èííîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà áûëîäàíî â ïåðâîé ãëàâå. Åñëè ñïåöèàëèçèðîâàòü ýòî îïðåäåëåíèå íà äâó-ìåðíûé ñëó÷àé, òî êàê ðàç è ïîëó÷èòñÿ òðîéêà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê,âåêòîðîâ èç R2 è îïåðàöèè ïðèëîæåíèÿ âåêòîðà ê òî÷êå.Òàê îïèñûâàåòñÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ìîäåëü à��èííîé ãåîìåòðèè. Ñà-ìî æå ýòî ïîíÿòèå âîçíèêëî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììûÊëåéíà.Â à��èííîé ãåîìåòðèè êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò à��èííûå ìíîãîîá-ðàçèÿ. Íà ïëîñêîñòè ýòî òî÷êè, ïðÿìûå è âñÿ ïëîñêîñòü. Â �èêñèðî-âàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êè� ýòî ïàðû (x1, x2), ïðÿìûå çàäàþòñÿóðàâíåíèåì a1x1 + a2x2 = b, a2
1 + a2

2 6= 0, è ïðè ýòîì ïðÿìûå, çàäàííûåýòèì óðàâíåíèåì è óðàâíåíèåì la1x1 + la2x2 = lb2, l 6= 0, � ñîâïàäàþò.Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ äåëèò à��èííóþ ïëîñêîñòü A2 íà òðè ÷à-ñòè�äâå îòêðûòûå ïîëóïëîñêîñòè è ñàìó ïðÿìóþ. Â êîîðäèíàòàõ îíèçàäàþòñÿ òàê: a1x1 + a2x2 > b, a1x1 + a2x2 < b è a1x1 + a2x2 = b. Ëþáàÿòî÷êà ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ýòèõ òðåõ ìíîæåñòâ, è åñëè X1 ïðèíàäëå-æèò ïåðâîé ïîëóïëîñêîñòè, à X2�âòîðîé, òî îòðåçîê X1X2 îáÿçàòåëüíîïåðåñå÷åò ïðÿìóþ, ðàçäåëÿþùóþ îáå ïîëóïëîñêîñòè.Ïåðåõîäèì ê äâóì îñíîâíûì òåîðèÿì� ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è âû-ïóêëûõ ìíîæåñòâ.Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòèÍàøà öåëü� îïèñàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ai1x1 + ai2x2 = bi, 1 6 i 6 N.



� 2.1. À��èííàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 47Îäíî òàêîå óðàâíåíèå çàäàåò ïðÿìóþ. Ñëåäóþùàÿ è âàæíåéøàÿ ñòó-ïåíü�äâà óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.
(2.1)Îòáðîñèì ñëó÷àé, êîãäà âñå aij , bi ðàâíû íóëþ (òîãäà ëþáàÿ ïàðà

(x1, x2) � ðåøåíèå). Êàæäîå èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé çàäàåò ïðÿìóþ.Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà: ëèáî ýòè ïðÿìûå ñîâïàäàþò, ëèáî íå èìåþòîáùèõ òî÷åê, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.Òåîðåìà 1 (î ðåøåíèè ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñò-íûìè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (2.1) èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëèáî òðîéêè (a11, a12, −b1) è (a21, a22, −b2) áû-ëè ïðîïîðöèîíàëüíû, ëèáî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû detA=det(aij)16i,j62áûë îòëè÷åí îò íóëÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) åäèí-ñòâåííî è çàäàåòñÿ �îðìóëàìè
x1 =

det A1

det A
, x2 =

det A2

det A
, ãäå A1 =

(
b1 a12

b2 a22

)
, A2 =

(
a11 b1

a21 b2

)

(�îðìóëû Êðàìåðà).Òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà(2.1) áûëà ðàçðåøèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû
A =

(
a11 a12

a21 a22

) ñîâïàäàë ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
A′ =

(
a11 a12 −b1

a21 a22 −b2

)
.Åñëè ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì, ðåøåíèå åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ �îð-ìóëàìè Êðàìåðà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàäèì äâà ðåøåíèÿ � àëãåáðàè÷åñêîå è ãåî-ìåòðè÷åñêîå.Àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå. Äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (2.1) íà a22,âòîðîå�íà a12 è âû÷òåì èç ïåðâîãî âòîðîå. Ïîëó÷èì

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − b1a12.Àíàëîãè÷íî
(a11a22 − a12a21)x2 = b2a11 − b2a21.Çíà÷èò, åñëè detA = a11a22 − a12a21 6= 0, òî ðåøåíèÿ âûðàæàþòñÿ �îð-ìóëàìè Êðàìåðà. Åñëè æå detA = 0, òî a11

a21
=

a12

a22
, è äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî îòíîøåíèå ðàâ-íÿëîñü îòíîøåíèþ b1

b2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.



48 �ëàâà 2. À��èííûé ìèð�åîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìíîãèå êðàñèâûå è âàæíûå ãåîìåòðè÷å-ñêèå �àêòû âèäíû êàê áû ñðàçó, íàäî òîëüêî íàðèñîâàòü ÷åðòåæ èïðîèçíåñòè ñîêðîâåííîå ñëîâî: ¾ñìîòðè!¿. Òàê è çäåñü. Âñïîìíèì: îïðå-äåëèòåëü ìàòðèöû åñòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íàâåêòîðàõ, çàäàâàåìûõ åå ñòîëáöàìè. Òåïåðü �îðìóëà Êðàìåðà íåïî-ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðèñ. 2.1, íàäî òîëüêî âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòüíà íåãî è ïðîäóìàòü ïðèâåäåííûå ïîä íèì �îðìóëû. Èòàê � ñìîòðè!

O

a1

a2

c1=x1a1

c1+a2

b

a1+a2

x2a2

b+a2

�èñ. 2.1Çàïèøåì ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå x1a
1 +x2a

2 =b.Òîãäà
x1 =

S0c1(c1+a2)a2

S0a1(a1+a2)a2

,

S0c1(c1+a2)a2 = S0b(b+a2)a2 = det
(
b1 a12

b2 a22

)
= detA1,

S0a1(a1+a2)a2 = detA =⇒ x1 =
det A1

det A
.Ñëåäñòâèå 1. Äâå ðàçëè÷íûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ïåðåñåêàþò-ñÿ â îäíîé òî÷êå.Ñëåäñòâèå 2. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ,ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé ïðÿìîé.Ñëåäñòâèå 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. Äîêàæåìñëåäñòâèå 2. Ïóñòü a1x1 + a2x2 = b � ïðÿìàÿ è (x1, x2) � òî÷êà. Òî-ãäà a1x1 + a2x2 = a1x1 + a2x2 � ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé, è åñëè

a′
1x1 + a′

2x2 = b′ � íåêîòîðàÿ äðóãàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé, òîïî òåîðåìå 1 ìû ïîëó÷àåì a′
1 = la1, a′

2 = la2, ò. å. b′ = la1x1 + la2x2,ïîýòîìó îáå ïðÿìûå ñîâïàäàþò.Äëÿ çàâåðøåíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îñòàëîñü ðàññìîòðåòüñëó÷àé ñåìåéñòâà {ai1x1 +ai2x2 = bi, i∈J}, ñîñòîÿùåãî èç áîëåå ÷åì äâóõóðàâíåíèé.



� 2.1. À��èííàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 49Âîçìîæíî, âñå ïðÿìûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè ñåìåéñòâà, ñîâïà-äàþò. Ýòî ïðîèçîéäåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà (ai1, ai2, −bi) =
= li(a11, a12, −b1). Âîçìîæíî, âñå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.Ýòî áóäåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû biaj2 − bjai2

ai1aj2 − aj1ai2
,

bjai1 − biaj1

ai1aj2 − aj1ai2
íå çàâèñÿò îò âûáîðà i è j. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ¾ðåøå-íèåì¿ áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.Îòìåòèì, ÷òî ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ðåøåíèåì ñèñòåìûëèíåéíûõ ðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ à��èííîå ìíîæåñòâî (ïóñòîå ìíîæåñòâî,òî÷êà, ïðÿìàÿ èëè âñÿ ïëîñêîñòü).Âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòèè òåîðèÿ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâÏîíÿòèå âûïóêëîñòè ïîÿâèëîñü â àíòè÷íûå âðåìåíà�Àðõèìåä âëàäåë ïîíÿòèåìâûïóêëîé ïîâåðõíîñòè. Íî òåîðèÿ âûïóêëûõ �èãóð ðîäèëàñü ëèøü â XIX â. Òåîðèþâûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçâèëè Êîøè, Áëÿøêå, �. Âåéëü è äðóãèå. Íà÷àëà òåîðèèâûïóêëûõ �èãóð áûëè ðàçðàáîòàíû â êîíöå XIX�íà÷àëå XX â. Ìèíêîâñêèì. Ïðè-ìåðíî òîãäà æå âûÿñíèëàñü ñâÿçü ãåîìåòðèè âûïóêëûõ �èãóð ñ òåîðèåé ëèíåéíûõíåðàâåíñòâ. Íî òî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ òàêèõ íåðàâåíñòâ áûëà ïîñòðîåíàëèøü â êîíöå òðèäöàòûõ�íà÷àëå ñîðîêîâûõ ãîäîâ XX â.Íàïîìíèì: ìíîæåñòâî C â à��èííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò âû-ïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ äâóìÿ òî÷êàìè X è Y , åìó ïðèíàäëåæàùèìè,âåñü îòðåçîê XY ïðèíàäëåæèò C.Íà à��èííîé ïëîñêîñòè îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà:

Xn→X, åñëè â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xn1→ x1, xn2→ x2, ãäå
xn1, xn2�êîîðäèíàòû òî÷êèXn, x1, x2�êîîðäèíàòû òî÷êèX. ßñíî, ÷òîîò ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåäåë íå çàâèñèò. Ýòî ïðåâðàùàåò à��èííóþïëîñêîñòü â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è, çíà÷èò, â íåì îïðåäåëåíûïîíÿòèÿ ¾íåïðåðûâíîñòè¿, ¾îòêðûòûõ¿ è ¾çàìêíóòûõ¿ ìíîæåñòâ.Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò ñâîè ïðå-äåëüíûå òî÷êè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Xi ∈Cñõîäèòñÿ ê òî÷êå X, òî X ∈ C.Ìíîæåñòâà, äîïîëíèòåëüíûå ê çàìêíóòûì, íàçûâàþòñÿ îòêðûòû-ìè. Âîò äðóãîå îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè(â íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå) âìåñòå ñ òî÷êîé A = (a1, a2) îíîïðè íåêîòîðîì r > 0 ñîäåðæèò âåñü îòêðûòûé êðóã {X | (x1 − a1)

2 +
+ (x2 − a2)

2 < r2}.Âûïóêëûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà C íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõâûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ C.Ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàþòñÿ íåðà-âåíñòâà âèäà a1x1 + a2x2 6 b (èëè > b, èëè < b, èëè > b). Çàìåíîé çíàêà



50 �ëàâà 2. À��èííûé ìèðâñå ìîæíî ñâåñòè ê 6 è <. Â ýòîì ïóíêòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàêïðàâèëî, íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà 6.Îäíà èç íàøèõ öåëåé�îïèñàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåé-íûõ íåðàâåíñòâ a1ax1+a2ax26ba, a∈A, ãäå A�íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èí-äåêñîâ. Ìíîæåñòâî a1x1+a2x26b�ýòî çàìêíóòàÿ ïîëóïëîñêîñòü. Òàêèìîáðàçîì, ìû õîòèì îïèñàòü ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ïîëóïëîñêîñòåé.Òåîðèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ è òåîðèÿ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ îïèðà-þòñÿ íà ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû îòäåëèìîñòè.Òåîðåìà 2 (ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè íà ïëîñêîñòè). Íåïóñòîåâûïóêëîå (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîå) ìíîæåñòâî C â à��èííîé ïëîñ-êîñòè ìîæíî îòäåëèòü îò òî÷êè A, åìó íå ïðèíàäëåæàùåé (ò. å.ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òî C ëåæèò öåëèêîì â îäíîé çàìêíóòîé ïî-ëóïëîñêîñòè, à A�ëèáî â äðóãîé îòêðûòîé, ëèáî íà ñàìîé ïðÿìîé).Òåîðåìà 3 (âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè íà ïëîñêîñòè). Âûïóêëîåçàìêíóòîå (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî C â à��èííîé ïëîñêîñòè ìîæíîñòðîãî îòäåëèòü îò òî÷êè A, åìó íå ïðèíàäëåæàùåé (ò. å. ìîæ-íî ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òî C áóäåò ëåæàòü â îäíîé çàìêíóòîéïîëóïëîñêîñòè, à A�â äðóãîé îòêðûòîé).Äàäèì àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 è íàáðîñîê ãåîìåò-ðè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíóþ òåîðåìó Âåéåð-øòðàññà: íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà R2 äîñòèãàåò íà îãðàíè÷åííîì çà-ìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå R2 ñâîåé íèæíåé ãðàíè. Â íàøåì ñëó÷àå âêà÷åñòâå íåïðåðûâíîé �óíêöèè âîçüìåì ðàññòîÿíèå äî �èêñèðîâàííîéòî÷êè.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 3. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî C íåïó-ñòî, ïîýòîìó â íåì ìîæíî âûáðàòü íåêîòîðóþ òî÷êó Y . Ïóñòü C1�ïåðå-ñå÷åíèå ìíîæåñòâà C è çàìêíóòîãî øàðà B ðàäèóñà |AY | ñ öåíòðîì A.Ìíîæåñòâî C1 çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàñ-ñà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî òî÷åê ìíîæåñòâà C1 äîñòèãàåò ìèíèìóìà âíåêîòîðîé òî÷êå O ∈C1. Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Aäî òî÷åê ìíîæåñòâà C òîæå ðàâíî |AO|. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Z ∈ C è
Z /∈ C1, òî Z ëåæèò âíå øàðà B, ïîýòîìó |AZ|> |AY |> |AO|.Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü
(a1, a2) � êîîðäèíàòû òî÷êè A. Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ x1a1 + x2a2 = 0ñòðîãî îòäåëÿåò òî÷êó A îò ìíîæåñòâà C, ò. å. z1a1 + z2a2 6 0 äëÿ ëþáîéòî÷êè Z = (z1, z2) ∈C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z ∈C è z1a1 + z2a2 > 0. Ìíî-æåñòâî C âûïóêëî è ñîäåðæèò òî÷êè Z = (z1, z2) è O = (0, 0), ïîýòîìóîíî ñîäåðæèò òî÷êè Zt = (tz1, tz2) ïðè 0 6 t 6 1. Êðîìå òîãî,
|AZt|2=(a1−tz1)

2+(a2−tz2)
2=a2

1+a2
2−2t(a1z1+a2z2)+t2(z2

1 +z2
2)<a2

1+a2
2



� 2.1. À��èííàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 51ïðè 0 < t < 2
a1z1 + a2z2

z2
1 + z2

2

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ t > 0 òî÷êà Zt ∈ Cëåæèò áëèæå ê òî÷êå A, ÷åì òî÷êà O. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.Í à á ð î ñ î ê ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò å î ð å ì û 2. Åñëè ìíîæåñò-âî C ëåæèò íà ïðÿìîé, òî âñå ïðîñòî: ñàìà ïðÿìàÿ� èñêîìàÿ. Åñëè Cíå ëåæèò íà ïðÿìîé, îíî îáëàäàåò ¾âíóòðåííèìè¿ òî÷êàìè (òî÷êàX∈Cíàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-ùåå ýòó òî÷êó è ñîäåðæàùååñÿ â C). Ýòî ïåðâîå, ÷òî íàäî äîêàçàòü.Çàòåì âîçüìåì âíóòðåííþþ òî÷êó X ìíîæåñòâà C, ðàññìîòðèì ïðÿ-ìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A è X, è íà÷íåì ¾âðàùàòü¿ ýòó ïðÿìóþ âî-êðóã A, äî òåõ ïîð ïîêà íà ïîâåðíóòîì ëó÷å íå áóäåò ¾â ïåðâûé ðàç¿âíóòðåííèõ òî÷åê èç C. (Íàäî îïðåäåëèòü, ÷òî ýòî çíà÷èò�¾âðàùàòü¿è ÷òî ýòî çíà÷èò� ¾â ïåðâûé ðàç¿.) Íàéäåííàÿ ïðÿìàÿ áóäåò èñêîìîé(è ýòî íóæíî îáîñíîâàòü).Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü �îðìàëèçîâàíî, íî òîãäà ïðèäåòñÿââîäèòü êîîðäèíàòû è ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-ëèçà. Íî îíî âåäü äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî è óáåäèòåëüíî�íå òàê ëè?À òåïåðü îïèøåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.Òåîðåìà 4 (îïèñàíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íà ïëîñêîñòè).�åøåíèÿìè ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì íåñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ÿâ-ëÿþòñÿ âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è òîëüêî îíè.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áûëî îáúÿñíåíî, ÷òî äîñòàòî÷íî áðàòü ëèøüíåðàâåíñòâà 6. Ïóñòü
a1ax1 + a2ax2 6 ba, a ∈A, (2.2)� íåêîòîðàÿ ñèñòåìà íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Ïóñòü òî÷êè (x1, x2) è

(x′
1, x′

2) óäîâëåòâîðÿþò âñåì íåðàâåíñòâàì. Òîãäà òî÷êà (tx1 + (1− t)x′
1,

tx2 +(1− t)x′
2) óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåðàâåíñòâàì èç ñèñòåìû (2.2). Êàæ-äîå íåðàâåíñòâî îïèñûâàåò çàìêíóòóþ ïîëóïëîñêîñòü, à ïåðåñå÷åíèåçàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî, çíà÷èò, ñèñòåìà (2.2) îïèñûâàåò íåêî-òîðîå çàìêíóòîå âûïóêëîå (ìîæåò áûòü, ïóñòîå) ìíîæåñòâî.Ïóñòü òåïåðü C � íåêîòîðîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Åñ-ëè C ñîâïàäàåò ñî âñåé ïëîñêîñòüþ, òî C åñòü ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

0x1 + 0x2 6 0. Ïóñòü C íå ñîâïàäàåò ñî âñåé ïëîñêîñòüþ. Òîãäà íàéäåò-ñÿ òî÷êà X̂ /∈C. Ïî âòîðîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿïîëóïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ C.�àññìîòðèì òåïåðü ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ïîëóïëîñêîñòåé, ñî-äåðæàùèõ C. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå çàìêíóòîå âûïóêëîåìíîæåñòâî C ′, ñîäåðæàùåå C. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà
Z ∈ C ′\C (ò. å. Z ∈ C ′ è Z /∈ C), ìû ñðàçó æå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå-÷èþ, ïðèìåíèâ ñíîâà âòîðóþ òåîðåìó îòäåëèìîñòè è ïîñòðîèâ ïîëóïëîñ-



52 �ëàâà 2. À��èííûé ìèðêîñòü, ñîäåðæàùóþ C è íå ñîäåðæàùóþ Z. Èòàê, C åñòü ïåðåñå÷åíèåçàìêíóòûõ ïîëóïëîñêîñòåé, à çíà÷èò (â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)�ðåøåíèå ñèñòåìû íåñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.Â ýòîì ñîñòîèò äâîéñòâåííîå îïèñàíèå âûïóêëîñòè: âûïóêëîå ìíî-æåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå ñâîèõ òî÷åê è ïåðåñå÷åíèå ñîäåðæàùèõ åãîïîëóïëîñêîñòåé.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Òåîðåìà î òîì, ÷òî êàæäîå âûïóêëîå ìíîæå-ñòâî åñòü ïåðåñå÷åíèå ïîëóïëîñêîñòåé, è åå îáîáùåíèå íà n-ìåðíûé ñëó÷àé ïðèíàä-ëåæàò �.Ìèíêîâñêîìó.�åðìàí Ìèíêîâñêèé (1864�1909) � çàìå÷àòåëüíûé íåìåöêèé ìàòåìàòèê è �è-çèê, îäèí èç áëèæàéøèõ äðóçåé Äàâèäà �èëüáåðòà. Ïîñòðîèë íà÷àëà òåîðèè âûïóê-ëûõ ìíîæåñòâ (â êíèãå ¾�åîìåòðèÿ ÷èñåë¿, 1896). Èäåè ãåîìåòðèçàöèè ðåàëèçîâàë â�èçèêå, äàâ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èââåäÿ ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêîé (îá ýòîì ðå÷ü âïå-ðåäè). Ïðåïîäàâàë â óíèâåðñèòåòàõ Ê¼íèãñáåðãà, Áåðëèíà, Öþðèõà è �åòòèíãåíà.Îäíèì èç åãî ñòóäåíòîâ â Öþðèõå áûë Ýéíøòåéí. Òîò íå ïðîèçâåë íà Ìèíêîâñêîãîáîëüøîãî âïå÷àòëåíèÿ, ïîêàçàëñÿ åìó ìåäëèòåëüíûì òóãîäóìîì. (Ïîëåçíî èìåòü ââèäó, ÷òî íå âñå ëþäè, êîòîðûì ñóæäåíî ÷òî-òî ñäåëàòü â íàóêå, áëèñòàþò íà ñåìè-íàðàõ è îëèìïèàäàõ.)Íà÷àëà òåîðèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ áûëè çàëîæåíû òàêæå â XIX â. (Ôóðüå),çàòåì ìíîãîå áûëî ñäåëàíî â íà÷àëå XX â. (Âàëëå-Ïóññåí, Âîðîíîé, �. Âåéëü è äðó-ãèå). Íî îñîáåííîãî ðàçâèòèÿ ýòà òåîðèÿ äîñòèãëà â ñîðîêîâûå ãîäû XX â. ïîñëåòîãî êàê Êàíòîðîâè÷åì ó íàñ (â 1939 ã.) è Êóïìàíñîì â ÑØÀ (â íà÷àëå ñîðîêîâûõãîäîâ) áûëà óñòàíîâëåíà ïðèëîæèìîñòü òåîðèè ê ýêîíîìè÷åñêèì ïðîáëåìàì. Çà ýòîèì â 1975 ã. áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ýêîíîìè÷åñêèì íàóêàì.È åùå îäèí âàæíûé �àêò ïëîñêîé âûïóêëîé ãåîìåòðèè õîòåëîñü áûíàçâàòü: òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî î êðàéíèõ òî÷êàõ.Òî÷êà X, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó C, íàçûâàåòñÿ êðàéíåé, åñëèîíà íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà ñ êîíöàìè, ïðè-íàäëåæàùèìè ìíîæåñòâó C.Òåîðåìà 5 (Ìèíêîâñêèé). Âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ïëîñ-êîå ìíîæåñòâî åñòü âûïóêëîå çàìûêàíèå ñâîèõ êðàéíèõ òî÷åê.Íàïîìíèì: âûïóêëîå çàìûêàíèå � ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ çàìêíó-òûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ äàííîå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàäèì ñíà÷àëà ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëü-ñòâî ýòîé òåîðåìû, à ïîòîì �îðìàëèçóåì åãî. Äëÿ ìíîæåñòâ íà ïðÿ-ìîé òåîðåìà î÷åâèäíà: âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâîíà ïðÿìîé � ýòî îòðåçîê, êðàéíèå òî÷êè� åãî êîíöû, à ñàì îòðåçîê�èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà (ñîâïàäàþùàÿ ñ âûïóêëûì çàìûêàíèåì).Ïóñòü ìíîæåñòâî ïëîñêîå. Âîçüìåì åãî âíóòðåííþþ òî÷êó, ïðîâåäåì÷åðåç íåå ïðÿìóþ è íà÷íåì åå äâèãàòü ïàðàëëåëüíî (â îäíó ñòîðîíó)âïëîòü äî òîãî ¾ïîñëåäíåãî¿ ìîìåíòà, êîãäà ïðÿìàÿ íà÷íåò ¾ñúåçæàòüñî ìíîæåñòâà¿. Â ýòîò ¾ïîñëåäíèé¿ ìîìåíò ïðÿìàÿ åùå áóäåò ïåðå-ñåêàòüñÿ ñ C ïî îòðåçêó, à ñàìî ìíîæåñòâî C áóäåò ëåæàòü ïî îäíó



� 2.1. À��èííàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 53ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî êîíöû ýòîãî îòðåçêà áó-äóò êðàéíèìè äëÿ C, ò. å. ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê íåïóñòî. Ïóñòü C ′�âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà êðàéíèõ òî÷åê. Åñëè C ′ íå ñîâïàäàåò ñ C,âîçüìåì òî÷êó X ∈C\C ′, îòäåëèì åå îò C ′ è áóäåì äâèãàòü ýòó ïðÿìóþ¾â ñòîðîíó X¿ ñíîâà äî ¾ïîñëåäíåãî¿ ìîìåíòà, â êîòîðûé îáíàðóæèòñÿåùå îäíà êðàéíÿÿ òî÷êà C \C ′, õîòÿ âñå îíè ñîäåðæàòñÿ ïî ïîñòðîåíèþâ C ′. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.Ïðîâåäåì �îðìàëèçàöèþ ýòîãî ðàññóæäåíèÿ. Ôèêñèðóåì (l1, l2) 6=
6= (0, 0) è âûáåðåì òî÷êó A = (a1, a2)∈C, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà f(X) =
= l1x1 + l2x2 ìèíèìàëüíà (òàêàÿ òî÷êà A ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå Âåé-åðøòðàññà). Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé l1x1 + l2x2 = f(A) ñ ìíîæåñòâîì Câûïóêëî, çàìêíóòî è íåïóñòî: îíî ñîäåðæèò òî÷êó A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïåðåñå÷åíèå� íåêîòîðûé îòðåçîê ST (èëè îäíà òî÷êà, ò. å. S = T = A).Äîêàæåì, ÷òî T �êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T �ñåðåäèíà îòðåçêà Y Z, ãäå Y, Z ∈C. Òîãäà 2f(T ) = f(Y ) + f(Z), ïðè÷åì
f(Y ), f(Z)> f(A)= f(T ). Ïîýòîìó f(Y )= f(Z)= f(A), ò. å. Y, Z ∈ [S, T ].Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åêíåïóñòî.Ïóñòü C ′ � âûïóêëîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà êðàéíèõ òî÷åê. ßñíî,÷òî C ′ ⊂ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà B = (b1, b2) ∈ C\C ′.Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ m1x1 +
+ m2x2 = b, ÷òî m1b1 +m2b2 >b è m1x1 +m2x2 6 b äëÿ ëþáîé òî÷êè (x1, x2)∈
∈ C ′. Âûáåðåì òî÷êó A ∈ C, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà g(X) = m1x1 + m2x2ìàêñèìàëüíà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, g(A) > g(B) > b, ïîýòîìó íà ïðÿìîém1x1 + m2x2 = g(A) íåò òî÷åê ìíîæåñòâà C ′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ýòîéïðÿìîé åñòü êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà C. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.Îñíîâíàÿ òåîðåìà à��èííîé ãåîìåòðèèÑëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ñâÿçè ñ åãî âàæíîñòüþ (è íåòðèâèàëüíî-ñòüþ) ÷àñòî íàçûâàþò îñíîâíîé òåîðåìîé à��èííîé ãåîìåòðèè.Òåîðåìà. Ïóñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : R2→R2 òà-êîâî, ÷òî åñëè òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî èõ îáðàçûòîæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà f � à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå fâçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ëþáóþ ïðÿìóþ íà íåêîòîðóþ ïðÿìóþ.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A1 è B1 �îáðàçû äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A è B.Òîãäà îáðàç ëþáîé òî÷êè ïðÿìîé AB ëåæèò íà ïðÿìîé A1B1. Îñòàåòñÿäîêàçàòü, ÷òî åñëè C1 �òî÷êà ïðÿìîé A1B1, òî åå ïðîîáðàç C ëåæèò íàïðÿìîé AB. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà C íå ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Òîãäàïðÿìûå AC è BC ðàçëè÷íû, à èõ îáðàçû ëåæàò íà ïðÿìîé A1B1. Ïóñòü
X �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåì ÷åðåç X ïðÿìóþ, ïåðåñå-



54 �ëàâà 2. À��èííûé ìèðêàþùóþ ïðÿìûå AC è BC â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A′ è B′. Îáðàçû òî÷åê
A′ è B′ ëåæàò íà ïðÿìîé A1B1, ïîýòîìó îáðàç òî÷êè X òîæå ëåæèòíà ïðÿìîé A1B1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ fñëóæèò âñÿ ïëîñêîñòü.Èòàê, ïóñòü f : R2→ R2 � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïåðå-âîäÿùåå ëþáóþ ïðÿìóþ â íåêîòîðóþ ïðÿìóþ. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíîäîêàçûâàòü ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, èñïîëüçóÿ êàæäûé ðàç òî, ÷òîáûëî äîêàçàíî íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.Ø à ã 1. Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïàðàë-ëåëüíûå ïðÿìûå.Â ñàìîì äåëå, îáðàçû äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ íå ìîãóò ïå-ðåñåêàòüñÿ âñëåäñòâèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ f .Ø à ã 2. Êîððåêòíî îïðåäåëåíî äåéñòâèå f íà âåêòîðàõ, ò. å. åñëè−→
AB =

−→
CD, òî −−→A1B1 =

−−→
C1D1, ãäå A1, B1, C1, D1�îáðàçû òî÷åê A, B, C, D.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà C íå ëåæèò íà ïðÿìîé AB, ïîëó÷àåì ïà-ðàëëåëîãðàìì ABDC, òî÷íåå ãîâîðÿ, äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.Ñîãëàñíî øàãó 1 ýòè äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïåðåõîäÿò â äâåïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Åñëè æå òî÷êà C ëåæèò íà ïðÿìîé AB, òîâûáåðåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïàðó òî÷åê X è Y òàê, ÷òî −−→XY =

−→
AB, ïðè÷åìòî÷êà X íå ëåæèò íà ïðÿìîé AB.Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü f êàê îòîáðàæåíèå âåêòîðîâ.Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî f �ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.Ø à ã 3. Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò íóëåâîé âåêòîð â íóëåâîé âåê-òîð.Ýòî ñëåäóåò èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ f .Ø à ã 4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(a + b) = f(a) + f(b).Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a =

−→
AB è b =

−→
BC. Â òàêîì ñëó÷àå f(a + b) =

= f(
−→
AC) =

−−→
A1C1 =

−−→
A1B1 +

−−→
B1C1 = f(a) + f(b).Ø à ã 5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(ka) = kf(a) ïðè k ∈Q.Ïðè íàòóðàëüíîì n ñîãëàñíî øàãó 4 ïîëó÷èì f(na)= f(a+ . . .+a)=

= f(a) + . . . + f(a) = nf(a). Êðîìå òîãî, f(na) + f(−na) = f(na− na) =

= f(0) = 0. Äëÿ k =
m

n
, ãäå m è n�öåëûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì
nf
(

m

n
a
)

= f(ma) = mf(a),ò. å. f(ka) =
m

n
f(a) = kf(a).Äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåð-øåíî, ïîñêîëüêó ëþáîå ÷èñëî k ∈R ìîæíî ïðèáëèçèòü ðàöèîíàëüíûìè÷èñëàìè. Íî åñëè íå òðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f , òî ñàìàÿòðóäíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òîëüêî íà÷èíàåòñÿ.



� 2.1. À��èííàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 55Ïóñòü a=
−→
OA è b =

−→
OB�áàçèñíûå âåêòîðû. Ïðè îòîáðàæåíèè f îíèïåðåõîäÿò â âåêòîðû a1 =

−−→
O1A1 è b1 =

−−→
O1B1. Âîçüìåì íà ïðÿìûõ OAè OB òî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Îíè ïåðåõîäÿò â òî÷êè X1 è Y1,ëåæàùèå íà ïðÿìûõ O1A1 è O1B1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

f(xa)=f(x)a1 è f(yb)=y(y)b1, ãäå f è y�íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ R.Ø à ã 6. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(t) = y(t).Â ñàìîì äåëå, åñëè −−→OX = t
−→
OA è −→OY = t

−→
OB, òî ïðÿìûå XY è ABïàðàëëåëüíû, à çíà÷èò, ïðÿìûå X1Y1 è A1B1 òîæå ïàðàëëåëüíû, ò. å.f(t) = y(t).Ìû äîêàçàëè, ÷òî f(xa + yb) = f(x)a1 + f(y)b1. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü,÷òî f(x) = x äëÿ âñåõ x∈R. Íàïîìíèì, ÷òî f(x) = x ïðè x∈Q ñîãëàñíîøàãó 5. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè x < y, òî f(x) < f(y).Ø à ã 7. Ïðè âñåõ x, y ∈R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(xy) = f(x)f(y).�àññìîòðèì ïðîïîðöèîíàëüíûå âåêòîðû xa + yb è x

y
a + b. Èõ îá-ðàçû f(x)a1 + f(y)b1 è f(x

y

)
a1 + b1 òîæå ïðîïîðöèîíàëüíû, ïîýòîìóf(x

y

)
=

f(x)f(y)
. Â ÷àñòíîñòè,

f(1

y

)
=

f(1)f(y)
=

1f(y)
è f( x

1/y

)
=

f(x)f(1/y)
= f(x)f(y).Øà ã 8. Åñëè x < y, òî f(x) < f(y).Ñîãëàñíî øàãó 4 ïîëó÷àåì f(y) = f(y − x + x) = f(y − x) + f(x). Ïî-ýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè t = y − x > 0, òî f(t) > 0. Ïîëî-æèòåëüíîå ÷èñëî t ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå t = s2, ãäå s ∈ R, ïîýòîìóf(t) = (f(s))2 > 0.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : R2→ R2ïåðåâîäèò ëþáóþ îêðóæíîñòü â íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü. Òîãäà f �à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåîáðàçîâàíèå f−1 ïåðåâîäèò ëþáûå òðèòî÷êè f(A), f(B), f(C), ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, â òðè òî÷êè A, B, C,ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êè A, B, C íå ëåæàòíà îäíîé ïðÿìîé, òî îíè ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ÷åðåç íèõ ìîæíî ïðî-âåñòè îêðóæíîñòü. Ïîýòîìó òî÷êè f(A), f(B), f(C) ïîïàðíî ðàçëè÷íûè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òî÷êè íå ëåæàò íàîäíîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå f−1 à��èííîå, à çíà÷èò,ïðåîáðàçîâàíèå f òîæå à��èííîå.Îñíîâíàÿ òåîðåìà à��èííîé ãåîìåòðèè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîëíîãîîïèñàíèÿ à��èííîé ïëîñêîñòè äîñòàòî÷íî óêàçàòü ìíîæåñòâî òî÷åê,



56 �ëàâà 2. À��èííûé ìèðìíîæåñòâî ïðÿìûõ è äëÿ êàæäîé ïàðû ïðÿìûõ óêàçàòü òî÷êó èõ ïåðå-ñå÷åíèÿ (åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ). Êîíå÷íî, òàêîé ñïèñîê íåîáîçðèì èâî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ ìåíåå óäîáåí, ÷åì àðè�ìåòè÷åñêàÿ ìîäåëü à�-�èííîé ïëîñêîñòè. Íî ýòîò ñïèñîê äàåò âîçìîæíîñòü äðóãîãî ïîäõîäàê ãåîìåòðèè � àêñèîìàòè÷åñêîãî. À èìåííî, íóæíî óêàçàòü íàáîð àê-ñèîì, êîòîðûé îäíîçíà÷íî çàäàåò ìíîæåñòâî òî÷åê è ïðÿìûõ, à çàòåìèç ýòèõ àêñèîì (â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò òîëüêî òî÷êè, ïðÿìûå è òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ) ìîæíî âûâîäèòü òåîðåìû.À��èííóþ ïëîñêîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî íàä ïîëåì R,íî è íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì (è äàæå íàä íåêîììóòàòèâíûì òåëîì�ïî ýòîìó ïîâîäó ñì., íàïðèìåð, [À3℄). Â ýòîì ñëó÷àå âñå äîêàçàòåëü-ñòâî îñíîâíîé òåîðåìû à��èííîé ãåîìåòðèè, çà èñêëþ÷åíèåì øàãà 8(è øàãà 5 äëÿ ïîëåé íåíóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè), îñòàåòñÿ áåç èçìåíå-íèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñ-íûõ ÷èñåë C àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðèéòè ê ïðåîáðàçîâàíèþf : C→ C, îáëàäàþùåìó ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: f(xy) = f(x)f(y) èf(x+y)=f(x)+f(y). Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþò àâòîìîð�èçìàìèïîëÿ C. Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ó ïîëÿ R åñòü òîëüêî òîæäåñòâåííûé àâ-òîìîð�èçì. Íî ó ïîëÿ C àâòîìîð�èçìîâ ìíîãî. Ïðàâäà, íåïðåðûâíûõàâòîìîð�èçìîâ òîëüêî äâà (òîæäåñòâåííûé àâòîìîð�èçì è ñîïðÿæåíèå
z 7→ z̄). Íî åñëè íå òðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè, òî ìîæíî ïîñòðîèòü àâòî-ìîð�èçì f: C→C, ïåðåâîäÿùèé ëþáîå äàííîå òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî âëþáîå äðóãîå òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî; ìîæíî òàêæå ïîñòðîèòü àâòîìîð-�èçì, ïåðåâîäÿùèé äàííûé êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà íàä Q âëþáîé äðóãîé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. (Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â êíèãå:Í. Á ó ð á à ê è. Àëãåáðà. Ìíîãî÷ëåíû, ïîëÿ è óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû,ãë. IV, � 6, ïðåäëîæåíèå 3.)�2.2. À��èííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåîðèÿ ëèíåéíûõóðàâíåíèé è ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâÎïðåäåëåíèå n-ìåðíîãî à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà áûëî äàíî â ãë. 1.Êàê ýòî íè óäèâèòåëüíî, ïåðåõîä îò äâóìåðíîãî ê n-ìåðíîìó ñëó÷àþíå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ íèêàêèõ íîâûõ èäåé è òðåáóåò ëèøü íåñêîëü-êèõ ñëîâ êîììåíòàðèÿ. Ñ�îðìóëèðóåì n-ìåðíûå àíàëîãè òåîðåì 1�5ïðåäøåñòâóþùèõ ïóíêòîâ.Òåîðåìà 1′. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

a11x1 + . . . + a1nxn = b1,. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + . . . + annxn = bn

(2.3)



� 2.2. À��èííîå ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà 57áûëà ðàçðåøèìà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû A =

=

(
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

) ñîâïàäàë ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
A′ =

(
a11 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann bn

)
.Åñëè ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí n, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3) åäèíñòâåííîè çàäàåòñÿ �îðìóëàìè Êðàìåðà

xi =
det Ai

det A
, (2.4)ãäå Ai ïîëó÷àåòñÿ èç A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ÷ëåíîâ.Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà è äîêàçûâàåò-ñÿ â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû. Âòîðàÿ, êîòîðàÿ òàêæå ñòðîãî äîêàçûâàåò-ñÿ â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû, èìååò ïî ñóòè äåëà òó æå ãåîìåòðè÷åñêóþèíòåðïðåòàöèþ, ÷òî è òåîðåìà 1.Âìåñòî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè â n-ìåðíîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ãèïåð-ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé â êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì

a1x1 + . . . + anxn = b.Îíà âûäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå äâà îòêðûòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâà
a1x1 + . . . + anxn < b è a1x1 + . . . + anxn > b.(Ýòî� îòêðûòûå ìíîæåñòâà â An.)Ïîëóïðîñòðàíñòâà a1x1 + . . . + anxn 6 b è a1x1 + . . . + anxn > b íàçû-âàþò çàìêíóòûìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè.Òåîðåìà 2′ (ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè â n-ìåðíîì à��èííîìïðîñòðàíñòâå). Íåïóñòîå âûïóêëîå (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîå) ìíî-æåñòâî C â à��èííîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îòäåëèòü îòòî÷êè A, åìó íå ïðèíàäëåæàùåé (ò.å. ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü òàê,÷òî C öåëèêîì ëåæèò â îäíîì çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, à A ëè-áî â äðóãîì îòêðûòîì, ëèáî íà ñàìîé ãèïåðïëîñêîñòè).�åîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò ïî èíäóêöèè: â òðåõìåð-íîì ñëó÷àå íàäî ¾âðàùàòü¿ ïëîñêîñòü âîêðóã ïðÿìîé, îòäåëÿþùåéïëîñêîå ñå÷åíèå C, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç A è âíóòðåííþþ òî÷êó ìíîæå-ñòâà C, è ò. ï.Òåîðåìà 3′ (âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè â n-ìåðíîì à��èí-íîì ïðîñòðàíñòâå). Âûïóêëîå çàìêíóòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî C â
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n-ìåðíîì à��èííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñòðîãî îòäåëèòü îò òî÷-êè A, åìó íå ïðèíàäëåæàùåé (ò. å. ìîæíî ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòüòàê, ÷òî C áóäåò ëåæàòü â îäíîì çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, à
A�â äðóãîì îòêðûòîì).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3′ ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëü-ñòâîì òåîðåìû 3.Íóæíî âûáðàòü â C ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Y è ðàññìîòðåòü çàìêíó-òûé øàðB ðàäèóñà |AY | ñ öåíòðîìA. Çàòåì íóæíî âûáðàòü â C1 =C∩Bòî÷êó O, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèè f(X) = d(X, A)íà ìíîæåñòâå C1. �èïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O ïåð-ïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé AO, ñòðîãî îòäåëÿåò òî÷êó A îò ìíîæåñò-âà C.Òåîðåìà 4′ (îïèñàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ èíåðàâåíñòâ). à) �åøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ðàâåíñòâ
n∑

i=1

aiaxi = 0, a ∈A, ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k, 0 6 k 6

6 n− 1, èëè âñå Rn.á) �åøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ n∑
i=1

aiaxi 60,a ∈ A, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ â Rn.â) �åøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ðàâåíñòâ n∑
i=1

aiaxi =

= ba, a ∈ A, ÿâëÿåòñÿ à��èííîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè k, 0 6 k 6

6 n− 1, âñå Rn èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî.ã) �åøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ n∑
i=1

aiaxi 6

6 ba, a ∈A ñëóæèò ïóñòîå ìíîæåñòâî, âñå Rn èëè âûïóêëîå çàìêíó-òîå ïîäìíîæåñòâî â Rn.Çäåñü èìååòñÿ ëèøü îäíî îòëè÷èå îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ � îïèñàíèåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ. Íàïîìíèì: êîíóñîì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâåíàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå ñî âñÿêîé òî÷êîé X ñîäåðæèòâåñü ëó÷ {tX | t > 0}. Âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ � ýòî êîíóñ, ÿâëÿþ-ùèéñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Íà ïëîñêîñòè óòâåðæäå-íèå á) âûðîæäàåòñÿ: òàì âûïóêëûå çàìêíóòûå êîíóñû � ýòî ïðîñòîóãëû.Òåîðåìà 5′ (Ìèíêîâñêèé). Âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíî-æåñòâî â n-ìåðíîì à��èííîì ïðîñòðàíñòâå åñòü âûïóêëîå çàìûêà-íèå ñâîèõ êðàéíèõ òî÷åê.Òåîðåìû 4′ è 5′ äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê òåîðåìû 4 è 5. Ìû åùåðàç âåðíåìñÿ ê ýòèì òåîðåìàì â ãë. 6.



� 2.3. Ââåäåíèå â êîíå÷íîìåðíóþ âûïóêëóþ ãåîìåòðèþ 59�2.3. Ââåäåíèå â êîíå÷íîìåðíóþ âûïóêëóþãåîìåòðèþËåììû Êàðàòåîäîðè è �àäîíàÏóñòü A1, . . . , Am �òî÷êè â à��èííîì ïðîñòðàíñòâå. Âûáåðåì ïðî-èçâîëüíóþ òî÷êó O è ðàññìîòðèì âåêòîð −→OA =
∑ li

−−→
OAi. Òî÷êà A íåçàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∑li = 1. Òàêèìîáðàçîì, åñëè ∑ li = 1, òî êîððåêòíî îïðåäåëåíà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿòî÷åê ∑ liAi. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ÷èñëà li íåîòðèöàòåëüíû, òî÷êó

A =
∑liAi íàçûâàþò âûïóêëîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òî÷åê Ai. Òî÷êà

A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òî÷åê A1, . . . , Am òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå ýòèõ òî÷åê.Ëåììà 1 (Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü X⊂Rn�íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî.Òîãäà ëþáóþ òî÷êó A, ïðèíàäëåæàùóþ âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæå-ñòâà X, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âûïóêëîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèèíå áîëåå ÷åì n + 1 òî÷åê ìíîæåñòâà X.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ A =
s∑

i=1

liAi, ãäå ∑ li = 1, li > 0,

Ai ∈X. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ÷èñëà li ïîëîæèòåëüíû.Åñëè s 6 n + 1, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
s > n + 2. Â òàêîì ñëó÷àå âåêòîðû −−→A1A2, . . . ,

−−→
A1As ëèíåéíî çàâèñèìû,ò. å. s∑

i=2

mi

−−→
A1Ai = 0, ãäå íå âñå ÷èñëà mi ðàâíû íóëþ. Åñëè O�ïðîèçâîëü-íàÿ òî÷êà, òî s∑

i=1

ni

−→
OAi = 0, ãäå n1 =−(m2 + . . . + ms) è ni = mi ïðè i > 2.Ïîýòîìó ïðè ëþáîì t ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A =

s∑
i=1

(li + tni)Ai,ïðè÷åì ∑(li + tni) =
∑ li = 1, òàê êàê ∑ ni = 0.Ïðè t = 0 âñå ÷èñëà li + tni ïîëîæèòåëüíû, à ïðè t→+∞ ñðåäè ýòèõ÷èñåë ïîÿâèòñÿ õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå, ïîñêîëüêó íå âñå ÷èñëà niðàâíû íóëþ. Âûáåðåì ìèíèìàëüíîå t > 0, äëÿ êîòîðîãî õîòÿ áû îäíî èç÷èñåë li + tni ðàâíî íóëþ. Òîãäà â ïðåäñòàâëåíèè A =

s∑
i=1

(li + tni)Ai âñå÷èñëà li + tni íåîòðèöàòåëüíû, íî îäíó èç òî÷åê Ai ìîæíî èñêëþ÷èòü,òàê êàê îíà âõîäèò â ñóììó ñ íóëåâûì êîý��èöèåíòîì.Ïîâòîðèâ òàêóþ îïåðàöèþ íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèåòî÷êè A â òðåáóåìîì âèäå.Ëåììà 2 (�àäîí). Ïóñòü â Rn çàäàíû òî÷êè A1, . . . , As, ãäå
s > n + 2. Òîãäà ýòè òî÷êè ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâà òàê, ÷òî âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ áóäóòèìåòü íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.



60 �ëàâà 2. À��èííûé ìèðÄ î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Êàðàòåîäîðè áû-ëî ïîêàçàíî, ÷òî s∑
i=1

ni

−→
OAi = 0, ãäå s∑

i=1

ni = 0 è íå âñå ÷èñëà ni ðàâ-íû íóëþ. Îòíåñåì ê ïåðâîìó ìíîæåñòâó òå òî÷êè Ai, äëÿ êîòîðûõni > 0. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåðâîå ìíîæåñòâîâõîäÿò òî÷êè A1, . . . , At, à âî âòîðîå � òî÷êè At+1, . . . , As. Ïîëîæèì
a = (n1 + . . . + nt)

−1 > 0. Ó âûïóêëûõ îáîëî÷åê ìíîæåñòâ {A1, . . . , At} è
{At+1, . . . , As} åñòü îáùàÿ òî÷êà

an1A1 + . . . + antAt = (−ant+1)At+1 + . . . + (−ans)As.Òåîðåìà Õåëëè. Ïóñòü A� ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî èíäåêñîâ è
{Xa}a∈A�ñåìåéñòâî çàìêíóòûx âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, èç êîòîðûõ îä-íî êîìïàêòíî.Òîãäà åñëèëþáîå ïîäñåìåéñòâîèçn + 1ìíîæåñòâèìååòíåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî è âñå ñåìåéñòâî èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî s, ÷òî ëþáîå ñåìåé-ñòâî èç s ìíîæåñòâ ïðè s > n + 1 èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ïóñòü
s > n + 2 è ëþáîå ñåìåéñòâî èç s− 1 ìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå-÷åíèå. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà X1, . . . , Xs. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ åñëè èçýòîãî íàáîðà ìíîæåñòâ èñêëþ÷èòü Xj , òî îñòàâøèåñÿ ìíîæåñòâà áóäóòèìåòü íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ïóñòü Aj � òî÷êà èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ.Ïî ëåììå �àäîíà òî÷êè A1, . . . , As ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâàòàê, ÷òî âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ìíîæåñòâ áóäóò èìåòü îáùóþ òî÷êóA.Ïóñòü j1, . . . , jk � íîìåðà òî÷åê ïåðâîãî ìíîæåñòâà, jk+1, . . . , js �íîìåðà òî÷åê âòîðîãî ìíîæåñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ Aj ∈Xi ïðè âñåõ
i 6= j. Ïîýòîìó åñëè òî÷êà A ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå òî÷åê
Aj1 , . . . , Ajk

, òî A∈Xi ïðè i 6= j1, . . . , jk, ò. å. A∈Xjk+1
∩ . . .∩Xjs

. Àíà-ëîãè÷íî A ∈Xj1 ∩ . . . ∩Xjk
, à çíà÷èò, A ∈X1 ∩ . . . ∩Xs.Äëÿ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ òåîðåìà Õåëëè äîêà-çàíà. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîéî öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìå, ñîãëàñíî êîòîðîé ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîä-ìíîæåñòâ êîìïàêòà, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà êîòîðûõ èìååò íåïóñòîåïåðåñå÷åíèå, ñîäåðæèò îáùóþ òî÷êó.Çàäà÷è ê ãëàâå 22.1. Îïèøèòå ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâà) ìíîæåñòâî x2 > x2

1 (¾íàäãðà�èê¿ ïàðàáîëû);á) ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñ öåíòðîì â íóëå è âåðøèíîé â òî÷êå
(1, 0);â) ìíîæåñòâî {(x1, x2) | x1x2 > 1, x1 > 0, x2 > 0}.2.2. �åøèòå ñ ïîìîùüþ à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèå çà-äà÷è.



Çàäà÷è 61à) ×åðåç êàæäóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, äå-ëÿùèå ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òîäèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà,îáðàçîâàííîãî ýòèìè ïðÿìûìè, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.á) Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòû òî÷-êè K, L è M ñîîòâåòñòâåííî, äåëÿùèå ýòè ñòîðîíû â îäèíàêîâûõ îò-íîøåíèÿõ. Ïóñòü b, c, d� ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû B, C,
D ïàðàëëåëüíî ïðÿìûì KL, KM , ML ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òîïðÿìûå b, c, d ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.â) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü O�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí,à M , N è P � òî÷êè ñòîðîí AB, BC è CA, äåëÿùèå ýòè ñòîðîíû âîäèíàêîâûõ îòíîøåíèÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî O�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàíòðåóãîëüíèêà MNP .ã) Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè M ,
N è P ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè M1, N1 è P1 ñèììåò-ðè÷íû ýòèì òî÷êàì îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí, òîïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ MNP è M1N1P1 ðàâíû.2.3. Ñòîðîíû âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE ïàðàëëåëüíû äèà-ãîíàëÿì (AB‖CE, BC‖DA, è ò. ä.). Äîêàæèòå, ÷òî à��èííûì ïðåîá-ðàçîâàíèåì ýòîò ïÿòèóãîëüíèê ìîæíî ïåðåâåñòè â ïðàâèëüíûé ïÿòè-óãîëüíèê.2.4. Ñòîðîíû âûïóêëîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF ïàðàëëåëüíûïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì. Äîêàæèòå, ÷òî à��èííûì ïðåîáðàçîâà-íèåì ýòîò øåñòèóãîëüíèê ìîæíî ïåðåâåñòè â øåñòèóãîëüíèê ñ ðàâíûìèäèàãîíàëÿìè AD, BC è CF .2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, êðîìå òðàïå-öèè, à��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè â ÷åòûðåõóãîëüíèê,ó êîòîðîãî ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ïðÿìûå.2.6. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè âåêòîðà ~a, ~b, ~c, ïðè÷åì a~a + b~b + g~c =~0.Äîêàæèòå, ÷òî ýòè âåêòîðû à��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïåðå-âåñòè â âåêòîðû ðàâíîé äëèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç îòðåçêîâñ äëèíàìè |a|, |b|, |g| ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.2.7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè n-ìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà ñîõðàíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ îáúåìîâ �èãóð.2.8. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïåðåñå-êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì.2.9. Öåíòðîì ìàññ n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà A1 . . .An+1 íàçûâàþò òàêóþòî÷êó M , ÷òî

−−→
MA1 + . . . +

−−→
MAn+1 =~0.à) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ìàññ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí.



62 �ëàâà 2. À��èííûé ìèðá) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè öåíòð ìàññ ïåðå-õîäèò â öåíòð ìàññ.2.10. Ïóñòü (aij)
n
1 �ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì ∆ 6= 0. �àññìîòðèì â

n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �èãóðó, çàäàííóþ íåðàâåíñòâàìè
|ai1x1 + . . . + ainxn|6 bi,ãäå b1, . . . , bn �ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì ýòîé �èãó-ðû ðàâåí 2nb1 . . . bn/|∆|.2.11. Ïóñòü M1 è M2 � âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè, l1 è l2 � ïîëî-æèòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1. Ïîëîæèìl1M1 + l2M2 = {l1x1 + l2x2 |x1 ∈M1, x2 ∈M2}.à) Äîêàæèòå, ÷òî l1M1 + l2M2 � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ÷èñëîñòîðîí êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ÷èñåë ñòîðîí ìíîãîóãîëüíè-êîâ M1 è M2.á) Ïóñòü P1 è P2�ïåðèìåòðû ìíîãîóãîëüíèêîâ M1 è M2. Äîêàæèòå,÷òî ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà l1M1 + l2M2 ðàâåí l1P1 + l2P2.â) Ïóñòü S1 è S2 �ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ M1 è M2. Äîêàæèòå,÷òî ïëîùàäü S(l1, l2) ìíîãîóãîëüíèêà l1M1 + l2M2 ðàâíàl2

1S1 + 2l1l2S12 + l2
2S2,ãäå S12 çàâèñèò òîëüêî îò M1 è M2.ã) Äîêàæèòå, ÷òî S12 >

√
S1S2, ò. å.√S(l1, l2) > l1

√
S1 + l2

√
S2, ïðè-÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãîóãîëüíè-êè M1 è M2 ãîìîòåòè÷íû.



�ëàâà 3
Ïðîåêòèâíûé ìèð
Ïðèíöèï Êýëè: ¾Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ�ýòî âñÿ ãåîìåòðèÿ¿.Ô.ÊëåéíÑäåëàåì åùå îäèí øàã. Âñïîìíèì, ÷òî ìû íà÷èíàëè ñ ëèíåéíûõïðîñòðàíñòâ, ãäå îñíîâíûì ïðèìåðîì áûëî ïðîñòðàíñòâî Rn, çàòåì áû-ëî ïîñòðîåíî à��èííîå ïðîñòðàíñòâî íàä Rn �ïðîñòðàíñòâî òî÷åê áåç�èêñèðîâàííîãî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò ïîïîëíèòüà��èííîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè òî÷êàìè è òåì ñàìûìïîñòðîèòü ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP

n.
�3.1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòüÌîäåëü è íåêîòîðûå �àêòû ãåîìåòðèè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîéÏðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ ìîæíî ìûñëèòü ñåáå êàê îáû÷íóþ ïðÿìóþ,ïîïîëíåííóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé, òàê ÷òî ìîäåëüþ ïðîåê-òèâíîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ R, ïîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîéòî÷êîé x∞. Äâèæåíèÿìè ýòîé ïîïîëíåííîé ïðÿìîé ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.Ê òîìó æå ñàìîìó ìîæíî ïðèéòè ïî-äðóãîìó. �àññìîòðèì ïëîñ-êîñòü R2 ñ îñÿìè Ox1 è Ox2 è ðåàëèçóåì ïðÿìóþ R êàê ñîâîêóïíîñòüòî÷åê (x, 1), ò. å. ¾ïîäíèìåì¿ îñü Ox1 íà åäèíèöó ââåðõ � ñì. ðèñ. 3.1.

x x1

x2

1

l(x)

�èñ. 3.1

Òîãäà êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êî-îðäèíàò, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé îñè Ox1, ñîîòâåò-ñòâóåò åå ¾ñëåä¿ íà íàøåé ïðÿìîé (x, 1). À îñè Ox1ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ¾áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷-êó¿ x∞. Ïðÿìàÿ R, ïîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåí-íîé òî÷êîé, êàê áûëî óæå ñêàçàíî, è åñòü ïðîåê-òèâíàÿ ïðÿìàÿ RP1. Â êà÷åñòâå äâèæåíèé ïðîåêòèâ-íîé ïðÿìîé âîçüìåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíäóöèðîâàí-íûå íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ l(x) ïðîèçâîëüíûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-íèåì R2. Òî÷íåå, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó(
a b
c d

) (òàêèå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó GL(2, R) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-âàíèé ïëîñêîñòè R2). Òî÷êè ïðÿìîé l(x), ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå (x, 1)ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, èìåþò êîîðäèíàòû (lx, l). Ïîä äåéñòâèåì ðàñ-



64 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèðñìàòðèâàåìîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îíè ïåðåéäóò â òî÷êè âèäà(
a b
c d

)(lxl )= l(ax+b
cx+d

) à çíà÷èò, åñëè cx + d 6= 0, òî÷êà (x, 1) ïåðåéäåòâ òî÷êó (ax + b

cx + d
, 1
)
. Òî÷êà (−d

c
, 1
) ïåðåéäåò â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþòî÷êó. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ â R2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, îïðå-äåëÿåòñÿ ïàðîé ÷èñåë (x1, x2), xi ∈ R, i = 1, 2, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííîíóëþ, ïðè÷åì ïàðû (x1, x2) è (lx1, lx2), l ∈ R, l 6= 0, îïðåäåëÿþò îä-íó è òó æå ïðÿìóþ. Èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ìîæåòñëóæèòü îòíîøåíèå (x1 : x2). Ýòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿ-ìîé íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè. Äâèæåíèÿ æå â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõîïèñûâàþòñÿ òàê:

(x1 : x2) 7→ ((a11x1 + a12x2) : (a21x1 + a22x2)), aij ∈ R, det(aij) 6= 0.Òàêèì îáðàçîì, è ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ âõîäèò â êîìïàíèþ ãåîìåò-ðèé, îïèñûâàåìûõ ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììîé.Íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿ-òèå ñõîäèìîñòè, è îíà ïðåâðàùàåòñÿ â êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî, ãîìåîìîð�íîå îêðóæíîñòè (â íåì äàæå ââîäèòñÿ ìåòðèêà�åå ìû îïðåäåëèì ÷óòü äàëüøå: ñì. ñ. 107). Íî òàêîå ïîíÿòèå à��èí-íîé ãåîìåòðèè êàê ïîíÿòèå ¾ëåæàòü ìåæäó¿ â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèèîòñóòñòâóåò.Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: à îòêóäà â íàçâàíèè âîçíèêëî ñëîâî ¾ïðî-åêòèâíàÿ¿ (çäåñü�ïðÿìàÿ)? Äåëî â òîì, ÷òî ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé êîìïîçèöèé ïðîåöèðîâàíèé
A1

A2

B1

B2

C1

C2

D1

D2

O

l1

l2

�èñ. 3.2

îäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ èç íåêîòîðîé òî÷-êè. Îïèøåì, ÷òî òàêîå ïðîåöèðîâàíèå.Âîçüìåì äâå ïðÿìûå l1 è l2 íà (åâêëèäî-âîé) ïëîñêîñòè è òî÷êó O âíå ïðÿìûõ. Ïðî-åêöèÿ ïðÿìîé l1 íà l2 èç òî÷êèO èçîáðàæåíàíà ðèñ. 3.2. Ñðàçó æå îòìåòèì îäíî âàæíîåñâîéñòâî ïðîåöèðîâàíèÿ.Ëåììà 1. Ïóñòü òî÷êè A2, B2, C2 è D2ïðÿìîé l2 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì A1, B1,
C1 è D1 ïðÿìîé l1 ïðè ïðîåöèðîâàíèè èçíåêîòîðîé òî÷êè O. Òîãäà

|C1A1|
|C1B1|

:
|D1A1|
|D1B1|

=
|C2A2|
|C2B2|

:
|D2A2|
|D2B2|

.Äîêà ç àò åëü ñ ò â î. Áóäåì îáîçíà÷àòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC÷åðåç SABC . Òîãäà
|C1A1|
|C1B1|

=
SOC1A1

SOC1B1

=
|OC1| |OA1| sinA1OC1

|OC1| |OB1| sinB1OC1
=

|OA1| sinA1OC1

|OB1| sinB1OC1
.



� 3.1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 65Ïîýòîìó
|C1A1|
|C1B1|

:
|D1A1|
|D1B1|

=
( |OA1| sinA1OC1

|OB1| sinB1OC1

)
:
( |OA1| sinA1OD1

|OB1| sinB1OD1

)
.Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ýòà âåëè÷èíà îêàæåòñÿ âûðàæåííîé ÷åðåç óãëû,ïðè÷åì sin A1OC1 = sin A2OC2, è ò. ä.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ïðÿìîé l ÷èñëà a, b, c, d ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-íàòàìè òî÷åê A, B, C, D ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíó

[A, B, C, D] :=
c − a

c − b
:

d − a

d − bíàçûâàþò äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê.Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì îòîæäåñòâëÿòü òî÷êó A íà ïðÿìîé lñ åå êîîðäèíàòîé a.Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ïðÿìûõ íà ïëîñêî-ñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, íàçûâàþò äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòû-ðåõ òî÷åê, â êîòîðûõ ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþò ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ l.(Ëåììà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äâîéíîå îòíîøåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðàïðÿìîé l.)Èç ëåììû 1 âûòåêàþò òðè ñëåäñòâèÿ.Ñëåäñòâèå 1. Ïðè ïðîåöèðîâàíèè îäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ äâîéíîåîòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê ñîõðàíÿåòñÿ.Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû.Ñëåäñòâèå 2. Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé çàäàåòñÿ äðîá-íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a1, b1, c1 � îáðàçû òî÷åê a, b è c ïðèïðîåêòèâíîì îòîáðàæåíèè, è ïóñòü x1�îáðàç òî÷êè x ïðè ýòîì îòîáðà-æåíèè. Òîãäà ñîîòíîøåíèå [a, b, c, x]= [a1, b1, c1, x1] (ñëåäñòâèå 1) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå
c − a

c − b
:

x − a

x − b
=

c1 − a1

c1 − b1
:

x1 − a1

x1 − b1
=⇒ x1 =

ax + bgx + d .À îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé èìååòòðè íåïîäâèæíûå òî÷êè, òî îíî òîæäåñòâåííî.Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ âîçíèêëà â XVII â., è ñðåäè åå ïåðâûõ òâîðöîâ áûëèëþäè èñêóññòâà �æèâîïèñöû, àðõèòåêòîðû, èíòåðåñîâàâøèåñÿ ïðîáëåìàìè èçîáðà-æåíèÿ, ïåðñïåêòèâîé è ò. ï. Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëà êàêãåîìåòðèÿ ¾ïðîåöèðîâàíèé¿, îòñþäà è íàçâàíèå. Ïîäõîäû, ñâÿçàííûå ñ äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, âîçíèêëè â XIX â.À òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ãäå âîññîåäè-íÿþòñÿ ñòàðûå è íîâûå ïîäõîäû.



66 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèðÒåîðåìà 1. a) Ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðà-çîâàíèÿ ïðÿìîé ýêâèâàëåíòíû: (1) ïðåîáðàçîâàíèå åñòü êîìïîçèöèÿïðîåöèðîâàíèé; (2) ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì.á) Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé çàäàåòñÿ îáðàçàìè òðåõòî÷åê.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñëåäñòâèÿ 2 ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî êîìïî-çèöèÿ ïðîåöèðîâàíèé äðîáíî-ëèíåéíà. Äàëåå, äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðà-æåíèå ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå. Â ñàìîì äåëå, åñëè
yi =

axi + bgxi + d , òî yi − yj =
(ag− bd)(xi − xj)

(gxi + d)(gxj + d) .Ñëåäîâàòåëüíî, äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìèòðåõ òî÷åê. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò çàâåðøåíî, åñëè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òîñóùåñòâóåò êîìïîçèöèÿ ïðîåöèðîâàíèé, ïåðåâîäÿùàÿ òðè òî÷êè A, B

A B C

A′′=A′

B′
C′

B′′
C′′

O

P

l

l′

l′′

�èñ. 3.3
O

O1

X

X1

x

x1

l

�èñ. 3.4

è C â çàäàííûå òî÷êè A′, B′ è C ′.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåð-æäåíèÿ ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó A′ ïðÿ-ìóþ l′′, îòëè÷íóþ îò ïðÿìîé AA′. Íà ïðÿ-ìîé AA′ âîçüìåì òî÷êó O è ñïðîåöèðóåìèç íåå ïðÿìóþ l íà l′′ (ñì. ðèñ. 3.3). Ïóñòü
P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ B′′B′ è
C ′′C ′. Ñïðîåöèðîâàâ èç òî÷êè P ïðÿìóþ l′′íà l′, ïîëó÷èì òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå.(Åñëè B′B′′ ‖C ′C ′′, íóæíî ðàññìîòðåòü ïà-ðàëëåëüíîå ïðîåöèðîâàíèå; åñëè òî÷êà Aëåæèò íà l′, íî íå ñîâïàäàåò ñ A′, íàäîñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíî åùå îäíî ïðîåöè-ðîâàíèå.)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîé ïðÿìîé x,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O, ñîïîñòàâëåíàíåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ x1, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçòî÷êó O1. Ñîîòâåòñòâèå x 7→ x1 íàçûâàþòïðîåêòèâíûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò äâîéíîåîòíîøåíèå ëþáîé ÷åòâåðêè ïðÿìûõ. Èíû-ìè ñëîâàìè, åñëè l � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿ-ìàÿ, òî îòîáðàæåíèå X 7→X1, ãäå X =x∩ l,
X1 = x1 ∩ l (ðèñ. 3.4), äîëæíî áûòü ïðîåê-òèâíûì.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðîåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå x 7→x1 òàêîâî, ÷òîïðÿìîé x = OO1 ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ x1 = O1O. Òîãäà òî÷êè ïåðå-ñå÷åíèÿ âñåõ ñîîòâåòñòâåííûõ ïðÿìûõ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.



� 3.1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 67Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a è a1, b è b1 �ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõïðÿìûõ, A è B�òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ (ðèñ. 3.5). Ïðÿìàÿ l = AB ïåðå-ñåêàåò ïðÿìóþ OO1 â òî÷êå C. Åñëè ïðÿìîé OX ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ
O1X1, ãäå X è X1 � òî÷êè ïðÿìîé l, òî [A, B, C, X] = [A, B, C, X1], àçíà÷èò, X =X1. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ

C

O O1

A
B

ab

a1

b1

l

�èñ. 3.5

ïðÿìûõ ëåæàò íà ïðÿìîé l.Â óñëîâèè òåîðåìû 2 òî÷êè ìîæíî çàìå-íèòü ïðÿìûìè, à ïðÿìûå�òî÷êàìè. Òî÷íååãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-íèå.Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðîåêòèâíîå îòîá-ðàæåíèå X 7→X1 ïðÿìîé o â ïðÿìóþ o1òàêîâî, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿ-ìûõ ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ. Òîãäà âñå ïðÿ-ìûå, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâåííûå òî÷-êè, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A è A1, B è B1�ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõòî÷åê, a è b�ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íèõ ïðÿìûå, L�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-ìûõ a è b, c�ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó L è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿïðÿìûõ o è o1. Åñëè òî÷êà X ïðÿìîé o ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå X1 ïðÿìîé
o1, òî [a, b, c, x] = [a1, b1, c1, x1], ãäå x = XL è x1 = LX1. Ïîýòîìó x = x1,ò. å. ïðÿìàÿ XX1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó L.Äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê çàâèñèò îò ïîðÿäêà òî÷åê. Ïðèïåðåñòàíîâêå òî÷åê îíî ìåíÿåòñÿ ïî äîñòàòî÷íî ïðîñòûì ïðàâèëàì.Î÷åâèäíî, ÷òî [A, B, C, D] = [B, A, C, D]−1 = [A, B, D, C]−1. Ëåãêî ïðî-âåðèòü òàêæå, ÷òî [A, B, C, D] = 1− [A, C, B, D] (ýòî ýêâèâàëåíòíîðàâåíñòâó (c− a)(d− b) = (c− b)(d− a) + (b− a)(d− c)). �àññìîòðåííûåòðè ïåðåñòàíîâêè òî÷åê ïîðîæäàþò âñå îñòàëüíûå ïåðåñòàíîâêè. Ïî-ýòîìó åñëè äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê ðàâíî l, òî, âçÿâ èõ âäðóãîì ïîðÿäêå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äâîéíîãî îòíî-øåíèÿ: l−1, 1− l, (1− l)−1, 1− l−1 è (1− l−1)−1. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõñðåäè ýòèõ øåñòè çíà÷åíèé ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå. Ïðèðàâíèâàÿ lïÿòè äðóãèì çíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðîæäåííûå íàáîðûçíà÷åíèé l: {−1, 2, −1/2}, {1, 0, ∞} è {−e, −e2}, ãäå e2 + e + 1 = 0.Åñëè ðàññìàòðèâàòü íåóïîðÿäî÷åííûå íàáîðû èç ÷åòûðåõ òî÷åê, òîâìåñòî èõ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ óäîáíî áðàòü �óíêöèþ J(l), èíâàðèàíò-íóþ îòíîñèòåëüíî çàìåí l íà 1− l è íà l−1. Â êà÷åñòâå òàêîé �óíêöèèìîæíî èñïîëüçîâàòü �óíêöèþ

J1(l) = l2 +
1l2

+ (1− l)2 +
1

(1 − l)2 +
( l

1 − l)2

+
(l− 1l )2

,



68 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèðëèáî �óíêöèè, ïîëó÷åííûå èç J1 ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, íàïðè-ìåð,
J2(l) =

J1(l) + 3

2
=

(l2 − l + 1)3l2(1 − l)2 ,

J3(l) = J2(l)− 27

4
=
(

(l + 1)(l− 2)(l− 1/2)l(1 − l) )2

.Êàæäàÿ èç ýòèõ �óíêöèé îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî J(l)=J(l1) òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî l1 ïîëó÷åíî èç l êîìïîçèöèåé ïðåîáðàçî-âàíèé âèäà l 7→ 1− l è l 7→ l−1.Äëÿ ÷åòûðåõ ïëîñêîñòåé â R3, èìåþùèõ îáùóþ ïðÿìóþ, äâîéíîå îò-íîøåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ ïðÿìûõ,ïîëó÷åííûõ ïðè ïåðåñå÷åíèè äàííûõ ïëîñêîñòåé ïðîèçâîëüíîé ïëîñêî-ñòüþ. Äëÿ ëþáîé äðóãîé ñåêóùåé ïëîñêîñòè äâîéíîå îòíîøåíèå áóäåòòåì æå ñàìûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äâå ñåêóùèå ïëîñêîñòè ïåðåñå-êàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé l. Òîãäà äëÿ îáåèõ ñåêóùèõ ïëîñêîñòåéäâîéíîå îòíîøåíèå áóäåò ðàâíî äâîéíîìó îòíîøåíèþ òî÷åê, â êîòîðûõïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò äàííûå ïëîñêîñòè.Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòüÌîæíî áûëî áû ñðàçó ñäåëàòü ïåðåõîä îò RP
1 ê RP

n è îïðåäåëèòü n-ìåðíîåïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Íî ìû, ñëåäóÿ, âî-ïåðâûõ, îáùåìó çàìûñëó, à âî-âòîðûõ,ó÷èòûâàÿ èñòîðè÷åñêóþ ðîëü èìåííî ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïîñâÿùàåì îòäåëüíûéïóíêò äâóìåðíîìó ñëó÷àþ.Ïîñòðîåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP
2 îñóùåñòâèì âåñüìà ñõîäíûìîáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê RP1�ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, ïîñòðîåííîé â ïðå-äûäóùåì ïóíêòå.Ìîäåëüþ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ìîæåò ñëóæèòü ñîâîêóïíîñòü âñåõïðÿìûõ â R3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ãäå äâèæåíèÿìè ÿâ-ëÿþòñÿ âñå íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ R3 â ñåáÿ.Òîãäà êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (êðîìåïðÿìûõ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè Ox1x2), ñîîòâåòñòâóåò åå ñëåä íà ïëîñ-êîñòè x3 = 1. Ïðÿìûì æå, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè Ox1x2, ñîïîñòàâèì ïîáåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, è ñîâîêóïíîñòü ýòèõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõòî÷åê íàçîâåì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé.Êàæäàÿ ïðÿìàÿ â R3, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, îïðåäåëÿ-åòñÿ òðîéêîé ÷èñåë (x1, x2, x3), xi ∈R, i=1, 2, 3, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííîíóëþ, ïðè÷åì òðîéêè (x1, x2, x3) è (lx1, lx2, lx3), l ∈ R, l 6= 0, îïðåäå-ëÿþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ. Èíà÷å ãîâîðÿ, òàêîé ïðÿìîé îäíîçíà÷íîñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèå (x1 : x2 : x3). Ýòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïðîåêòèâ-íîé ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè. Äâèæåíèÿ æå â îäíîðîäíûõ



� 3.1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 69êîîðäèíàòàõ îïèñûâàþòñÿ òàê:
(x1 : x2 : x3) 7→
7→ ((a11x1 +a12x2 +a13x3) : (a21x1 +a22x2 +a23x3) : (a31x1 +a32x2 +a33x3)),ãäå aij ∈ R, det(aij) 6= 0.Ìû âêëþ÷èëè ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü â ýðëàíãåíñêóþ èäåîëîãèþ.Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ RP

2 � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðÿìûõ â R3, ïðî-õîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó O. Ýòî � íåîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå. Ïî-äðóãîìó RP
2 çà-äàåòñÿ ñëåäóþùèìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:ñ�åðà S2, ó êîòîðîé äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè èäåíòè�èöèðîâàíû;êðóã, îãðàíè÷åííûé îêðóæíîñòüþ, ó êîòîðîé äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûåòî÷êè èäåíòè�èöèðîâàíû;ëèñò Ì¼áèóñà, ê êîòîðîìó ïî ãðàíèöå ïðèêëååí êðóã.Êàêèå æå îáúåêòû èçó÷àþòñÿ â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè? Ïîìèìîòî-÷åê (ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò),ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêîñòÿì, ïðîõîäÿùèì÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0, (3.1)ãäå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a1, a2, a3 îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïëîñêîñòè x3 = 0ñîîòâåòñòâóåò ¾áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ¿ ïðÿìàÿ. Åñëè a3 6= 0, òî ïðÿìóþ(3.1) ìîæíî ¾óâèäåòü¿: ýòî ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè x3 = 1, çàäàâàåìàÿóðàâíåíèåì
a1

a3
x1 +

a2

a3
x2 =−1.Íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò åäèíñòâåí-íàÿ ïðÿìàÿ, à ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ (â ïðîåêòèâ-íîì ìèðå íåò ïàðàëëåëüíîñòè).Ñîîòíîøåíèå (3.1) îïðåäåëÿåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðÿìûìè èòî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè: ïðÿìîé (3.3) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà, ïî-ðîæäåííàÿ ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (a1, a2, a3). (Îá ýòîé èäðóãèõ äâîéñòâåííîñòÿõ ìû ìíîãî áóäåì ãîâîðèòü â äàëüíåéøåì.)Êðîìå òî÷åê è ïðÿìûõ â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè èçó÷àþò êîíèêè,ò. å. êðèâûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè âèäà

3∑

i,j=1

aijxixj = 0. (3.2)Íàïðèìåð, ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ x2
3 =x2

1 +x2
2 ¾âûñåêàåò¿ íà ïëîñêîñòè

x3 = 1 îêðóæíîñòü x2
1 + x2

2 = 1, êîíóñ x2
3 + x2

2 = x2
1 âûñåêàåò ãèïåðáîëó

x2
1 − x2

2 = 1, à êîíóñ x2
1 − x2x3 = 0 âûñåêàåò ïàðàáîëó x2 = x2

1.



70 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèðÍàì îñòàëîñü ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-åêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ïðÿìîé,ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ RP2, èíäóöèðîâàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿìèîáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(3, R). Äâå �èãóðû íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-êîñòè îáúÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ïåðåâîäÿòñÿ îäíà â äðóãóþñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç GL(3, R). Â ÷àñòíîñòè, êàêëåãêî ïîíÿòü, îêðóæíîñòü, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà, îïèñàííûå íàìè ÷óòüâûøå, ñ ïðîåêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ îäèíàêîâû.Òåîðåìû Ïàïïà è ÄåçàðãàÓæå íåñêîëüêî ðàç ãîâîðèëîñü, ÷òî íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñó-ùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíîå ÿâëåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïðÿìûìè èòî÷êàìè. Âî âñåõ ãåîìåòðèÿõ, ñ êîòîðûìè ìû óæå èìåëè äåëî è áóäåìèìåòü äåëî â äàëüíåéøåì, äâîéñòâåííîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëååñóùåñòâåííûõ ÿâëåíèé; äâîéñòâåííîñòü â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè èñòî-ðè÷åñêè áûëà ïåðâîé. Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ðàññêàçàíî î äâóõ íàèáîëååèçâåñòíûõ òåîðåìàõ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè è îáñóæäåíà èõ äâîéñòâåí-íàÿ ïðèðîäà.Ïåðâûì ñ�îðìóëèðîâàë ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè Ïîíñåëå.Æàí Âèêòîð Ïîíñåëå (1788�1867)��ðàíöóçñêèé èíæåíåð è ìàòåìàòèê. Â ñâî-åì ¾Òðàêòàòå î ïðîåêòèâíûõ ñâîéñòâàõ �èãóð¿ (1822) çàëîæèë íà÷àëà ïðîåêòèâíîéãåîìåòðèè.Åùå ðàç âçãëÿíåì íà ñîîòíîøåíèå (3.1) ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Èç íåãîñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðîì a = (a1, a2, a3), ò. å. ìíîæå-ñòâî òî÷åê â R3, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå l(a1,a2,a3), l∈R, îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåò â R3 (ïåðïåíäèêóëÿðíóþ) ïëîñêîñòü a⊥ = Πa = {x = (x1, x2, x3) |
a1x1 + a2x2 + a3x3 =0}. Ýòà ïëîñêîñòü Πa åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïðÿìàÿâ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP

2. Îáîçíà÷èì åå òîé æå áóêâîé a.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìàÿ, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðîì a, çàäàåò â RP
2òî÷êó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì áóêâîé A. Ïîëó÷èëîñü ñîîòâåòñòâèå A↔ a.Áóäåì ýòî çàïèñûâàòü â âèäå a = DA (ïðÿìàÿ a äâîéñòâåííà òî÷êå A)èëè A = Da (òî÷êà A äâîéñòâåííà ïðÿìîé a); ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâè-âàëåíòíû, èáî D2 = Id. Óñëîâèìñÿ äàëåå ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåçòî÷êè A è B, îáîçíà÷àòü (AB) (èëè ïðîñòî AB), à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿïðÿìûõ a è b îáîçíà÷àòü (ab). Ïðè ýòîì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìàÿ ABèíöèäåíòíà òî÷êàì A è B è ÷òî òî÷êà (ab) èíöèäåíòíà ïðÿìûì a è b.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðÿìàÿ AB èíöèäåíòíà òî÷êå C òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà òî÷êà (ab) èíöèäåíòíà ïðÿìîé c.Ñîïîñòàâëåíèå A↔ a äåëàåò î÷åâèäíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 4 (î äâîéñòâåííîì ñîîòâåòñòâèè). Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåêî-òîðîå óòâåðæäåíèå, â �îðìóëèðîâêå êîòîðîãî ó÷àñòâóåò êîí�èãóðà-



� 3.1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 71öèÿ òî÷åê è ïðÿìûõ, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì èíöèäåíòíîñòè. Òîãäàåñëè â ýòîì óòâåðæäåíèè ïîìåíÿòü ñëîâà ¾ïðÿìàÿ¿ è ¾òî÷êà¿, òîíîâîå óòâåðæäåíèå òàêæå áóäåò âåðíûì.Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îñíîâíûì òåîðåìàì, ñ�îðìóëèðóåì ñëå-äóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 2. Ïóñòü A1, A2, A3, A4 è B1, B2, B3, B4 �äâà íàáîðà òî-÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP2. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òàêîåïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå f : RP
2→ RP

2, ÷òî f(Ai) = Bi, 1 6 i 6 4.
A1 A2 A3

B1

B2

B3

P1
P2

P3

a

b �èñ. 3.6

Òî÷êè {Ci}4i=1 íàçûâàþò òî÷êàìè îá-ùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèåèì âåêòîðû {ci}4i=1 îáëàäàþò òåì ñâîé-ñòâîì, ÷òî ëþáûå òðè èç íèõ îáðàçóþòáàçèñ. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 îñíîâûâà-åòñÿ íà ïðîñòåéøèõ �àêòàõ ëèíåéíîé àë-ãåáðû è ïðèâîäèòñÿ â îáùåì âèäå äëÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñëåäóþùåì ïàðà-ãðà�å (òåîðåìà 2 íà ñ. 77).Òåîðåìà Ïàïïà. Ïóñòü äàíû äâå ïðÿ-ìûå a è b è ïî òðè òî÷êè íà êàæäîé èçíèõ : A1, A2, A3 íà a è B1, B2, B3 íà b.Ïóñòü P1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
B1A2 è A1B2, P2�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ B2A3 è A2B3, P3�òî÷-êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ B1A3 è A1B3 (ðèñ.3.6). Òîãäà òî÷êè P1, P2 è P3ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Ïàïï Àëåêñàíäðèéñêèé � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê III âåêà í. ý.Êàê è âñÿêèé ñîäåðæàòåëüíûé ðåçóëüòàò, òåîðåìà Ïàïïà ìîæåò áûòüäîêàçàíà ìíîãèìè ñïîñîáàìè, è â ýòîé êíèãå áóäóò ïðèâåäåíû ðàçëè÷-íûå åå äîêàçàòåëüñòâà. Âîò äîêàçàòåëüñòâî â äóõå òåõ, ÷òî ìû äåìîí-ñòðèðîâàëè â ïåðâîé ãëàâå, êîãäà ðåêëàìèðîâàëè ìåòîä êîîðäèíàò.Ï å ð â î å ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, îòîáðàçèì òî÷-êè A1, A2, B1, B2 â âåðøèíû êâàäðàòà: A′

1 =(0, 0), A′
2 =(1, 0), B′

1 =(0, 1),
B′

2 = (1, 1). Ïóñòü ïðè ýòîì A′
3 = (a, 0), à B′

3 = (1, b). Êîîðäèíàòû òî÷åê
P ′

i , i = 1, 2, 3, òðèâèàëüíî ñ÷èòàþòñÿ, è òàê æå òðèâèàëüíî îáíàðóæè-âàåòñÿ, ÷òî âñå òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïàïïà ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëü-çîâàâøèñü òåì, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé, èìåþùåå òðèíåïîäâèæíûå òî÷êè, òîæäåñòâåííî.Â ò î ð î å ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïðÿìûå P1P2 è A1B2 ïåðåñå-êàþò ïðÿìóþ B1A3 â òî÷êàõ P ′
3 è C ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,÷òî P3 = P ′

3.



72 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèð�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ ïðîåêöèé
B1A3

A1−→ b
A2−→B2A3

P1−→B1A3,ãäå áóêâà íàä ñòðåëêîé óêàçûâàåò òî÷êó, èç êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ïðî-åêöèÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé
B1A3 îñòàâëÿåò òî÷êè B1, C è A3 íåïîäâèæíûìè, à òî÷êó P3 ïåðåâîäèòâ P ′

3. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òîæäåñòâåííîå è P3 = P ′
3.À âîò óòâåðæäåíèå, äâîéñòâåííîå òåîðåìå Ïàïïà.Ïóñòü ïðÿìûå a1, a2, a3 èìåþò îáùóþ òî÷êó A, à ïðÿìûå b1, b2,

b3�îáùóþ òî÷êó B. Ïóñòü ïðÿìàÿ p1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷å-íèÿ ïðÿìûõ (b1a2) è (a1b2), p2 �÷åðåç òî÷êè (b1a3) è (b3a1), p3 �÷åðåçòî÷êè (b2a3) è (b3a2). Òîãäà ïðÿìûå p1, p2 è p3 èìåþò îáùóþ òî÷êó.�ëÿäÿ íà ðèñ.3.7, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òåîðåìà Ïàïïà è äâîéñòâåí-íàÿ åé òåîðåìà ýêâèâàëåíòíû. Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî òåîðåìà Ïàï-ïà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ïàñêàëÿ, î êîòîðîé ðå÷ü ïîéäåòäàëüøå (ñì. ñ. 91).Òåîðåìà Äåçàðãà. Åñëè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñîîòâåòñòâåí-íûå âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ A1, B1, C1 è A2, B2, C2, ïåðåñåêàþòñÿ âîäíîé òî÷êå S, òî ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ïå-ðåñåêàþòñÿ â òðåõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé (ðèñ. 3.8).
a1

a2

a3

b1
b2

b3

p1

p2

p3

A

B S

B2

C2A2

A1

B1

C1

P1
P2

P3 s

B2�èñ. 3.7 �èñ. 3.8Æèðàð Äåçàðã (1591�1661) � �ðàíöóçñêèé àðõèòåêòîð, èíæåíåð è ìàòåìàòèê,çàëîæèâøèé îñíîâû ïðîåêòèâíîé è íà÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè. Ââåë ïîíÿòèå áåñêî-íå÷íî óäàëåííûõ ýëåìåíòîâ è ïîëÿðíîñòè. Èäåè Äåçàðãà áûëè âîñïðèíÿòû íå ñðàçó;ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ âîçðîäèëàñü ëèøü â XIX â. â òðóäàõ Ïîíñåëå,Øòåéíåðà è äð.Òåîðåìà Äåçàðãà, êàê è òåîðåìà Ïàïïà, ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñàìû-ìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì äîêàçàòåëüñòâå ìû (êàê è â òåîðåìåÏàïïà) îòîáðàçèì äàííûå òî÷êè òàê, ÷òîáû îíè çàíÿëè íàèáîëåå ïðî-ñòîå ïîëîæåíèå.



� 3.1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü 73Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòîáðàçèì ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåìòî÷êè A1, A2, B1, B2 â âåðøèíû êâàäðàòà
A′

1 = (0, 0), A′
2 = (1, 0), B′

1 = (0, 1), B′
2 = (1, 1).Òîãäà ïðÿìûå A′

1B
′
1 è A′

2B
′
2 ïåðåñåêàþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé (â íà-ïðàâëåíèè îñè Ox2) òî÷êå P ′

3, à òî÷êè C ′
1 è C ′

2 (îáðàçû òî÷åê C1 è C2)ëåæàò íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè Ox1; òî÷êà S′ � áåñêîíå÷íî óäà-ëåííàÿ òî÷êà ýòîé ïðÿìîé. Ïóñòü P ′
1, P ′

2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
C ′

1A
′
1 è C ′

2A
′
2, C ′

1B
′
1 è C ′

2B
′
2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè P ′

1 è P ′
2 ëåæàòíà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó òî÷êà P ′

3 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êîé ïðÿìîé P ′
1P

′
2, à çíà÷èò, ïðîîáðàçû òî÷åê P ′

1, P ′
2 è P ′

3ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåçàðãà ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëü-çîâàâøèñü ñâîéñòâàìè ïðîåêòèâíûõ ñîîòâåòñòâèé (òåîðåìà 2 íà ñ. 66).�àññìîòðèì ïðîåêöèþ ïðÿìîé A1B1 íà ïðÿìóþ A2B2 èç òî÷êè S.Ïóñòü ïðè ýòîé ïðîåêöèè òî÷êà X1 ïåðåõîäèò â X2. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå
C1X1 7→ C2X2 ïðîåêòèâíîå, ïðè÷åì ïðÿìàÿ C1C2 ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé
C2C1. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ C1A1 è C2A2, C1B1 è
C2B2, C1P3 è C2P3 (çäåñü P3�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B1 è A2B2)ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåçàðãà ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñ-ïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ïëîñêîñòü R2 ðàñïîëîæåíà â ïðîñòðàíñòâå R3.Äåëî â òîì, ÷òî â R3 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå: ïóñòü ïëîñêîñòè Π1 è Π2 ïåðåñåêàþò ðåáðà òðåõãðàííîãî óãëàñ âåðøèíîé S â òî÷êàõ A1, B1, C1 è A2, B2, C2. Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿïðÿìûõ A1B1 è A2B2, B1C1 è B2C2, A1C1 è A2C2 ëåæàò íà ïðÿìîé sïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé Π1 è Π2. Ñïðîåöèðîâàâ âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîìêîí�èãóðàöèþ íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, ïîëó÷èì òåîðåìó Äåçàðãà.Êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû Ïàïïà, òåîðåìà Äåçàðãà è äâîéñòâåííàÿåé òåîðåìà ýêâèâàëåíòíû. Êîí�èãóðàöèÿ Ïàïïà ñîñòîèò èç 9 òî÷åêè 9 ïðÿìûõ, ïðè÷åì êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òðè òî÷êè, à ÷åðåç êàæ-äóþ òî÷êó ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå. Êîí�èãóðàöèÿ Äåçàðãà ñîñòîèò èç10 òî÷åê è 10 ïðÿìûõ, ïðè÷åì êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òðè òî÷êè è÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå.Íà ïðÿìîé, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü àëãåáðàè÷å-ñêóþ ñòðóêòóðó òåëà èëè ïîëÿ, áàçèðóÿñü ëèøü íà ãåîìåòðè÷åñêèõ êîí-ñòðóêöèÿõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè êîíñòðóêöèè òåñíî ñâÿ-çàíû ñ òåîðåìàìè Äåçàðãà è Ïàïïà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, òåîðåìà Äåçàðãàîáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òåî-ðåìà Ïàïïà ïðèâîäèò ê êîììóòàòèâíîñòè ýòèõ îïåðàöèé.



74 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèð×òîáû îïðåäåëèòü ñëîæåíèå è óìíîæåíèå òî÷åê ïðÿìîé, �èêñèðóåìíà ïðÿìîé òî÷êó O (íóëåâîé ýëåìåíò) è òî÷êó E (åäèíè÷íûé ýëåìåíò).Òîãäà òî÷êó C = A+ B ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ, èçîá-ðàæåííîãî íà ðèñ. 3.9. Ïðè ýòîì P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, PPA ‖OA,
APA ‖OP è CPA ‖BP . Íåçàâèñèìîñòü òî÷êè C îò âûáîðà òî÷êè Pýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: íà òðåõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-ìûõ âçÿòû òî÷êè {O, A, B, C}, {P, PA} è {Q, QA}, ïðè÷åì OP ‖APA,
OQ ‖AQA è PB ‖ PAC (ðèñ. 3.10). Òîãäà QB ‖QAC. Äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íóæíî äâàæäû ïðèìåíèòü òåîðåìó Äåçàðãà.Ñíà÷àëà ïðèìåíèì òåîðåìó Äåçàðãà ê òðåóãîëüíèêàì OPQ è APAQA.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì PQ ‖ PAQA. Çàòåì ïðèìåíèì òåîðåìó Äåçàðãà êòðåóãîëüíèêàì PQB è PAQAC è ïîëó÷èì QB ‖QAC.Äëÿ óìíîæåíèÿ òî÷åê ïðÿìîé íóæíà íå òîëüêî òî÷êà O, íî è òî÷-êà E. Ïðîèçâåäåíèå C òî÷åê A è B îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòðî-åíèÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3.11. Ïðè ýòîì P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà,
BPB ‖ EP è CPB ‖AP . Íåçàâèñèìîñòü òî÷êè C îò âûáîðà òî÷êè Pñíîâà ñâÿçàíà ñ òåîðåìîé Äåçàðãà. Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Äåçàðãà
QP ‖QBPB (ðèñ. 3.12). Ïîýòîìó, ïðèìåíèâ åùå ðàç òåîðåìó Äåçàðãà,ïîëó÷èì QA ‖QBC, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

A B C=A+B

P PA

O A B CO

PAP

QAQ

�èñ. 3.9 �èñ. 3.10

A B CEO

P

PB

O

Q

QB

CB

PB

P

AE

�èñ. 3.11 �èñ. 3.12×òî æå êàñàåòñÿ êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ è êîììóòàòèâíîñòèóìíîæåíèÿ, òî îíè ñâÿçàíû ñ òåîðåìîé Ïàïïà. Äåéñòâèòåëüíî, ãåîìåò-



� 3.2. Ïðîåêòèâíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî 75ðè÷åñêè òî÷êè A + B è B + A îïðåäåëÿþòñÿ ïî-ðàçíîìó; òî÷êè A ·Bè B ·A òîæå îïðåäåëÿþòñÿ ïî-ðàçíîìó (ðèñ. 3.1). Íî â îáîèõ ñëó÷àÿõïî òåîðåìå Ïàïïà èç òîãî, ÷òî APA ‖BPB è BP ‖ CPA, ñëåäóåò, ÷òî
AP ‖ PBC.

ABC O

PPAPB

O
EAB

C

P
PA

PB

�èñ. 3.13
�3.2. Ïðîåêòèâíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâîÍåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-ñòðàíñòâà RPn.Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP

n èìååò íåñêîëüêî âûðàçèòåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé.Åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ 0, â ïðîñòðàí-ñòâå Rn+1, êàê ñ�åðó Sn =
n

x∈Rn+1
˛

˛

˛

n+1
P

i=1
x2

i =1
o ñ èäåíòè�èöèðîâàííûìè äèàìåò-ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè, êàê ïðîñòðàíñòâî Rn, ïîïîëíåííîå áåñêîíå÷íîóäàëåííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òó æåêàðòèíó, ÷òî è â îäíîìåðíîì è äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ. À èìåííî, ìîæíî ðàññìîòðåòüãèïåðïëîñêîñòü â Rn+1, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì xn+1 =1, è ¾ñëåäû¿, îñòàâëÿåìûå íàýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðÿìûå, ëå-æàùèå â ïàðàëëåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, áóäóòîáðàçîâûâàòü ¾áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ¿ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü ðàçìåðíîñòè n − 1.Äàäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ (èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñòðîèì ìîäåëü n-ìåð-íîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà).Òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà RPn íàçûâàþò òàêèå íàáîðû (x1, . . . , xn+1)äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî íå âñå ÷èñëà x1, . . . , xn+1 ðàâíû íóëþ. Ïðèýòîì ïðîïîðöèîíàëüíûå íàáîðû ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. (Èíûìèñëîâàìè, òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà RP

n ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå â Rn+1, ïðîõîäÿ-ùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.) ×èñëà x1, . . . , xn+1 íàçûâàþò îäíîðîäíû-ìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì òî÷êèïðîñòðàíñòâà RP
n îáîçíà÷àþò (x1 : x2 : . . . : xn+1).�àññìîòðèì â Rn+1 ïëîñêîñòü ðàçìåðíîñòè k + 1, ïðîõîäÿùóþ ÷å-ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà RPn, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿ-ìûì, ëåæàùèì â ýòîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþò k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâîâ RP

n. Ïðè ýòîì îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â RP
n íàçûâàþò ïðÿìû-ìè, (n− 1)-ìåðíûå� ãèïåðïëîñêîñòÿìè.



76 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèðÂ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ k-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà n-ìåðíîãîïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàþòñÿ ñèñòåìîé îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõóðàâíåíèé
n+1∑

j=1

aijxj = 0, 1 6 i 6 n− k, rank(aij) = n− k. (3.3)Óæå îòìå÷àëîñü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-êîñòè: íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP
2 ëþáûå äâå íåñîâïàäàþùèå ïðÿ-ìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå. (Äåéñòâèòåëüíî, äâóì ïðÿìûìïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 ñîîòâåòñòâóþò äâå ïëîñêîñòè â R3, ïðî-õîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ýòè äâå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïîíåêîòîðîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÷òî è òðåáî-âàëîñü.) Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ýòîãî �àêòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé:ëþáûå n ãèïåðïëîñêîñòåé â n-ìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïå-ðåñåêàþòñÿ, à åñëè ýòè ãèïåðïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ ¾â îáùåì ïîëîæå-íèè¿, ò. å. åñëè ðàíã ñèñòåìû (3.3) ðàâåí n, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ âîäíîé òî÷êå.Îñíîâíûå îáúåêòû n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà� ýòî åãîïîäïðîñòðàíñòâà ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè è êâàäðèêè, ò. å. ãèïåðïîâåðõ-íîñòè, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè (â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ)

n+1∑

i,j=1

aijxixj = 0. (3.4)Òåïåðü ïðèøëî âðåìÿ ñêàçàòü î ãðóïïå ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé. Ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè, ïðåîáðà-çîâàíèÿìè n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçî-âàíèÿ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïûGL(n+1, R), èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîåêòèâíûìïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà RP
n íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå, èíäóöè-ðîâàííîå ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn+1.Òåîðåìà 1. Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ëþáóþ ïðÿìóþâ íåêîòîðóþ ïðÿìóþ è ïðè ýòîì ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå ëþáûõ÷åòûðåõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò äâóìåð-íîå ïîäïðîñòðàíñòâî â íåêîòîðîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìóèíäóöèðîâàííîå èì ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåâî-äèò ïðÿìóþ â ïðÿìóþ.�àññìîòðèì ÷åòûðå òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, ëåæàùèå íàîäíîé ïðÿìîé. Â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 èì ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû e1, e2,

e1 + le2, e1 + me2 (ðèñ. 3.14). Ïðè ýòîì äâîéíîå îòíîøåíèå ðàññìàòðè-âàåìûõ òî÷åê ðàâíî [0, ∞, l, m]. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò



Çàäà÷è 77ðàññìàòðèâàåìûå âåêòîðû â âåêòîðû e1, e2, e1 + le2, e1 + me2. Ïîýòîìóäâîéíîå îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òî÷åê òîæå ðàâíî [0,∞, l, m].
e1

e2

e1+me2 e1+le2

�èñ. 3.14

Ïåðåíåñåì òåïåðü íà RPn òåîðåìó î òîì, ÷òîïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿ-ìîé RP
1 îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçàìè òðåõ ïî-ïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Íàçîâåì òî÷êè A1, . . .

. . . , An+2 ∈RPn òî÷êàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñ-ëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû a1, . . . , an+2 ∈
∈ Rn+1 îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ëþ-áûå n + 1 èç ýòèõ âåêòîðîâ îáðàçóþò áàçèñ. Èíû-ìè ñëîâàìè, âåêòîðû a1, . . . , an+1 îáðàçóþò áàçèñè an+2 = l1a1 + . . . + ln+1an+1, ãäå l1 . . . ln+1 6= 0.Òåîðåìà 2. Ïóñòü A1, . . . , An+2 è B1, . . . , Bn+2 � äâà íàáîðà òî-÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RPn. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðî-åêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå f : RPn→ RPn, äëÿ êîòîðîãî f(Ai) = Bi,
i = 1, . . . , n + 2.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü òî÷êàì A1, . . . , An+2 ñîîòâåòñòâóþòâåêòîðû a1, . . . , an+1, an+2 = l1a1 + . . .+ ln+1an+1, à òî÷êàì B1, . . . , Bn+2ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû b1, . . . , bn+1, bn+2 = m1b1 + . . . + mn+1bn+1. Òðå-áóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A, äëÿêîòîðîãî Aai = xibi, i = 1, . . . , n + 2, ïðè÷åì ïðåîáðàçîâàíèå A îïðå-äåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðè i 6= n + 2ïîëîæèì Aai = xibi, ãäå xi � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.×èñëà x1, . . . , xn+1 îäíîçíà÷íî çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèå A. �àâåíñòâî
Aan+2 = xn+2bn+2 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi =

mili
xn+2,

i = 1, . . . , n + 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåìûé íàáîð ÷èñåë x1, . . . , xn+1ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì îí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîð-öèîíàëüíîñòè.
Çàäà÷è ê ãëàâå 3 Äâîéíîå îòíîøåíèå3.1. Íà ïðÿìîé âçÿòû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè A, B, C, D è E.Äîêàæèòå, ÷òî

[A, B, C, D] · [A, B, D, E] · [A, B, E, C] = 1.3.2. Ïóñòü l(t) � ïðÿìàÿ a1x + b1y = t(a2x + b2y). Äîêàæèòå, ÷òî
[l(a), l(b), l(c), l(d)] = [a, b, c, d].



78 �ëàâà 3. Ïðîåêòèâíûé ìèð3.3. Ïóñòü êàæäàÿ èç ÷åòûðåõ ïðÿìûõ a, b, c è d â R3 ïåðåñåêàåòïðÿìûå l1, l2 è l3. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíûå îòíîøåíèÿ ÷åòâåðîê òî÷åêïåðåñå÷åíèÿ, ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ l1, l2 è l3, ðàâíû.3.4. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêî-ñòåé ãðàíåé òåòðàýäðà ABCD ñ íåêîòîðîé ïðÿìîé l ðàâíî äâîéíîìóîòíîøåíèþ ÷åòûðåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïðÿìóþ l è âåðøè-íû òåòðàýäðà.3.5. Ïóñòü ÷åòûðå ãèïåðïëîñêîñòè â Rn èìåþò îáùåå ïîäïðîñòðàí-ñòâî ðàçìåðíîñòè n− 2. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê, â êî-òîðûõ ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ýòè ãèïåðïëîñêîñòè, íå çàâèñèò îò âûáîðàïðÿìîé l.Äðîáíî-ëèíåéíûå è ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ3.6. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò íåòîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ x 7→
7→ ax + b

cx + d
òîæäåñòâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a + d = 0. (Ïîä êâàä-ðàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ f(x) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå f(f(x)).)3.7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåòîæäåñòâåííîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîá-ðàçîâàíèå ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè a è b èìååò âèä

x 7→ lx − ab

x + l− a − b
.3.8. Ïóñòü äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f òàêîâî, ÷òî f(a) 6= a è

f(f(a)) = a äëÿ íåêîòîðîãî a. Äîêàæèòå, ÷òî f(f(x)) = x äëÿ âñåõ x.3.9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå òðåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé, êâàäðàò êàæäîãî èç êîòîðûõ òîæäåñòâåí.3.10. Â R3 äàíû ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå l, l1 è l2. Ñîïîñòà-âèì òî÷êå A1 ∈ l1 òî÷êó A2, â êîòîðîé ïðÿìàÿ l2 ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü,ñîäåðæàùóþ òî÷êó A1 è ïðÿìóþ l. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå A1 7→A2ïðÿìîé l1 â ïðÿìóþ l2 ïðîåêòèâíî.3.11. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè A1, A2, A3, O è O′. Äëÿ êàæäîéïàðû ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i è j ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåçòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ AiO è AjO
′, AiO

′ è AjO. Äîêàæèòå, ÷òîïîëó÷åííûå òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.3.12. Íà ïëîñêîñòè äàíû ïðÿìûå l1, . . . , ln−1 è l. Íà ïðÿìîé l âçÿòûòî÷êè O1, . . . , On. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí n-óãîëüíèêà A1 . . .An ïðîõîäÿò÷åðåç òî÷êè O1, . . . , On, à âåðøèíû A1, . . . , An−1 äâèæóòñÿ ïî ïðÿìûì
l1, . . . , ln−1. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíà An äâèæåòñÿ ïðè ýòîì ïî íåêîòîðîéïðÿìîé.



�ëàâà 4
Êîíèêè è êâàäðèêè

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû èìåëè äåëî ïî ïðåèìóùåñòâó ñ ëèíåéíû-ìè îáúåêòàìè� ëèíèÿìè è ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ ëèíåéíûõ �óíêöèé.Çäåñü, â ýòîé ãëàâå, áóäóò ðàññìîòðåíû ëèíèè è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿêâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé. Ëèíèè óðîâíÿ òàêèõ �óíêöèé íà ïëîñêîñòèíàçûâàþòñÿ êîíèêàìè, ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåãî÷èñëà ïåðåìåííûõ� êâàäðèêàìè.Òåîðèÿ ïëîñêèõ êîíèê (êîòîðûå, êàê áóäåò ïîêàçàíî, ÿâëÿþòñÿ ñå-÷åíèÿìè ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà, îòêóäà è íàçâàíèå) áûëà ïîñòðîåíàÀïîëëîíèåì (æèâøèì ïðèìåðíî ñ 260 äî 190 ã. äî í. ý.). Ñî÷èíåíèåÀïîëëîíèÿ ¾Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ¿ÿâèëîñü îäíîé èç âåðøèí ìàòåìàòè-êè Äðåâíåãî ìèðà. Äëÿ ó÷åíûõ Íîâîãî âðåìåíè, ïèîíåðîâ ñîâðåìåííîãîåñòåñòâîçíàíèÿ (�àëèëåÿ, Êåïëåðà, �þéãåíñà, Íüþòîíà è äð.), òðóäûÀïîëëîíèÿ è èçó÷åííûå èì êðèâûå � ïàðàáîëà, ãèïåðáîëà è ýëëèïñ �ÿâèëèñü îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàêîíîâ Ïðèðîäû.È ïîòîìó ìû ïåðâûé ïàðàãðà� ýòîé ãëàâû ïîñâÿùàåì ýòèì çàìå÷à-òåëüíûì êðèâûì.
�4.1. Ïëîñêèå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêàÌåòðè÷åñêàÿ, à��èííàÿ è ïðîåêòèâíàÿ êëàññè�èêàöèÿêðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêàÌåòðè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ. Ïóñòü Ox1x2 � íåêîòîðàÿ îðòî-ãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäóòèññëåäîâàíû (â îñíîâíîì ìåòðè÷åñêèå) ñâîéñòâà êðèâûõ âèäà

Q(x1, x2) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 + 2b1x1 + 2b2x2 = c (4.1)(ò. å. ëèíèè óðîâíÿ êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé). Íå îãðàíè÷èâ ñåáÿ â îáù-íîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî a11 > 0.Òåîðåìà 1 (ìåòðè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ êîíèê). a) Åñëè a11a22 −

− a2
12 6= 0, òî êðèâàÿ (4.1) èçîìåòðè÷íà ëèáî êðèâîé x2

1

a2
1

+
x2

2

a2
2

= 1 (íàçû-âàåìîé ýëëèïñîì), ëèáî êðèâîé x2
1

a2
1

− x2
2

a2
2

= 1 (íàçûâàåìîé ãèïåðáîëîé),
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ëèáî ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ x2

1

a2
1

=
x2

2

a2
2

, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéîäíó òî÷êó èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî.á) Åñëè a11a22 − a2
12 = 0, òî êðèâàÿ (4.1) èçîìåòðè÷íà ëèáî êðè-âîé x2

1 = 2px2 (íàçûâàåìîé ïàðàáîëîé), ëèáî ïàðå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
x2

2 = c2, ëèáî ïàðå ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ x2
2 = 0, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïóñòîå ìíîæåñòâî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. à) Ñîâåðøàÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ x′

1 = x1 +
+ a1, x′

2 = x2 + a2, ïîëó÷àåì
c = Q(x1, x2) = a11(x

′
1 − a1)

2 + 2a12(x
′
1 − a1)(x

′
2 − a2) + a22(x

′
2 − a2)

2 +

+ 2b1(x
′
1 − a1) + 2b2(x

′
2 − a2) =

= a11x
′2
1 + 2a12x

′
1x

′
2 + a22x

′2
2 + 2(−a11a1 − a12a2 + b1)x

′
1 +

+ 2(−a12a1 − a22a2 + b2)x
′
2 + Q(a1, a2)− 2(b1a1 + b2a2).�åøèâ ñèñòåìó a11a1 + a12a2 = b1, a12a1 + a22a2 = b2 è ïîëîæèâ c′ = c−

−Q(a1, a2) + 2(b1a1 + b2a2), ïðèâîäèì ïðÿìóþ (4.1) ê âèäó
Q(x′

1, x′
2) = a11x

′2
1 + 2a12x

′
1x

′
2 + a22x

′2
2 = c′. (4.2)Åñëè a12 = 0, âñå óæå äîêàçàíî. Åñëè æå ýòî ÷èñëî íå ðàâíî íóëþ,òî ñîâåðøèì ïîâîðîò è íîâûå ïåðåìåííûå îïÿòü îáîçíà÷èì x1, x2(à íå x′′

1 , x′′
2 ). Èìååì
x′

1 = x1 cosf + x2 sinf, x′
2 =−x1 sinf + x2 cosf. (4.3)Îòñþäà ïîëó÷àåì

c′ = Q(x′
1, x′

2) = Q(x1 cosf + x2 sinf, −x1 sinf + x2 cosf)
Id
=

= x2
1(a11 cos2 f− 2a12 cosf sinf + a22 sin2 f) +

+ 2x1x2(a11 sinf cosf + a12(cos2 f− sin2 f)− a22 cosf sinf) +

+ x2
2(a11 sin2 f + 2a12 sinf cosf + a22 cos2 f) (4.4)�åøèâ óðàâíåíèå a11 − a22

2a12
=− ctg 2f è ïðîèçâåäÿ åñòåñòâåííûå ïðåîá-ðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäà

x2
1

a2
1

± x2
2

a2
2

= j,ãäå j = 0 èëè 1, ÷òî è äîêàçûâàåò ï. à).á) Ïî óñëîâèþ a11a22 = a2
12. Äîïóñòèì, ÷òî a12 6= 0. Òîãäà è a11, è a22ïîëîæèòåëüíû. Ñîâåðøèâ ïîâîðîò

x1 = x′
1 cosf− x′

2 sinf, x2 = x′
1 sinf + x′

2 cosf
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 tgf =
√

a11

a22
, ëèêâèäèðóåì êîý��èöèåíò ïðè x′

1 è ïîñëå ïðîñòûõ ïðå-îáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî òðåáîâàëîñü. Åñëè æå äîïóñòèòü, ÷òî a12 = 0,òî, íå îãðàíè÷èâ ñåáÿ â îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a11 = 0, çíà÷èò,êîý��èöèåíò ïðè x1 ðàâåí íóëþ, ò. å. ìû ñðàçó ïðèõîäèì ê öåëè.Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî êîíèêè äåëÿòñÿ íà äâà êëàñ-ñà: íåâûðîæäåííûå (ýòî ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà) è âûðîæäåí-íûå, ðàñïàäàþùèåñÿ íà ïàðó ïðÿìûõ (èíîãäà, âïðî÷åì, ñëèâàþùèõñÿ).Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âûðîæäåííîñòè êîíèêè (4.1) íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû îñíîâíîé îïðåäåëèòåëü
detQ =

∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

b1 b2 −c

∣∣∣∣áûë ðàâåí íóëþ. Â ñëó÷àå à), êàê ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç íàøèõ âûêëàäîê,ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ïîëó÷àåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñèñòåìà
a11a1 + a12a2 = b1,

a21a1 + a22a2 = b2,

a1b1 + a2b2 = cèìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (÷òî âîçìîæíî åñëè è òîëüêî åñëè det Q = 0).Â ñëó÷àå á) ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ïîëó÷àåòñÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà b1/
√

a11 = b2/
√

a22, à ýòî è åñòü óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþîñíîâíîãî îïðåäåëèòåëÿ â ñëó÷àå, êîãäà a21 =
√

a11a22.À��èííàÿ è ïðîåêòèâíàÿ êëàññè�èêàöèèÏóñòü ñíîâà
Q(x1, x2) = a11x

2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 + 2b1x1 + 2b2x2 = c (4.5)�êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà à��èííîé ïëîñêîñòè, ãäå, êàê ìû ïîìíèì(ñì. ãë. 2), äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå à��èííûå ïðåîáðàçî-âàíèÿ (x1, x2) 7→ (a11x1 + a12x2 + b1, a21x1 + a22x2 + b2).Òåîðåìà 2 (à��èííàÿ êëàññè�èêàöèÿ ïëîñêèõ êîíèê). a) Åñëè âóðàâíåíèè (4.5) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a11a22−a2

12 6=0, òî êðèâàÿ (4.5)à��èííî ýêâèâàëåíòíà ëèáî îêðóæíîñòè x2
1 +x2

2 =1, ëèáî ðàâíîáî÷íîéãèïåðáîëå x2
1 − x2

2 = 1, ëèáî ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ x2
1 − x2

2 = 0,ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó òî÷êó èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî;á) Åñëè a11a22 − a2
12 = 0, òî êðèâàÿ (4.5) èçîìåòðè÷íà ëèáî êðèâîé

x2
1 = x2 (íàçûâàåìîé êàíîíè÷åñêîé ïàðàáîëîé), ëèáî ïàðå ïàðàëëåëüíûõïðÿìûõ x2

2 =1, ëèáî ïàðå ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ x2
2 =0, ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïóñòîå ìíîæåñòâî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ýëëèïñà x2

1/a2
1 + x2

2/a2
2 = 1 îêðóæíîñòü

x2
1 +x2

2 =1 ïîëó÷àåòñÿ ñæàòèÿìè âäîëü îñåé Ox1 è Ox2, è àíàëîãè÷íûìè



82 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèõîäèì ê îñòàëüíûì êðèâûì òåîðåìû. Íî íàäîäîêàçàòü åùå, ÷òî âñå îíè íåýêâèâàëåíòíû. Ýòî ñëåäóåò èç òîïîëîãè÷å-ñêèõ ñîîáðàæåíèé. Îêðóæíîñòü êîìïàêòíà, à à��èííûå îòîáðàæåíèÿíåïðåðûâíû, çíà÷èò, îíà íå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíà íè÷åìó äðóãîìó.�èïåðáîëà ñîñòîèò èç äâóõ êóñêîâ, à îñòàëüíûå êðèâûå, êðîìå ïà-ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êîòîðûå ïðè à��èííûõ îòîáðàæåíèÿõ îñòàþòñÿïàðàëëåëüíûìè, ñâÿçíû; òàêèì îáðàçîì, è ãèïåðáîëà íå ýêâèâàëåíòíàäðóãèì êðèâûì. Ñëèâøèåñÿ ïðÿìûå è ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå îñòàþò-ñÿ ïðè à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òàêèìè æå, ò. å. íå ìîãóò ïåðåéòèäðóã â äðóãà èëè ñòàòü ïàðàáîëîé.Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ ââèäå
Q(x1, x2, x3) = a11x

2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 = 0.(4.6)Òàêèå êâàäðàòè÷íûå �îðìû ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0, x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0, x2
1 − x2

2 = 0, x2
1 + x2

2 = 0, x2
1 = 0. Îòñþäàñëåäóåò òàêîé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 3 (ïðîåêòèâíàÿ êëàññè�èêàöèÿ ïëîñêèõ êîíèê). Êðèâàÿâòîðîãî ïîðÿäêà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíò-íà ëèáî îêðóæíîñòè x2

1 + x2
2 = 1, ëèáî ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2
1− x2

2 = 0, ëèáî ïàðå ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îä-íó òî÷êó èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî.Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðàáîëàÊðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, èçîìåòðè÷íàÿ êðèâîé x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

= 1, íàçû-âàåòñÿ, êàê áûëî óæå ñêàçàíî, ýëëèïñîì (ñ÷èòàåì, ÷òî a1 > a2 > 0),èçîìåòðè÷íàÿ êðèâîé x2
1

a2
1

− x2
2

a2
2

= 1� ãèïåðáîëîé, èçîìåòðè÷íàÿ êðèâîé
x2

2 = 2px1 � ïàðàáîëîé.Íàïèñàííûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ýë-ëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû. Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (±c, 0) =
=(±

√
a2

1− a2
2, 0) íàçûâàþò �îêóñàìè ýëëèïñà, (±c, 0)=(±

√
a2

1 + a2
2, 0)��îêóñàìè ãèïåðáîëû, òî÷êó (p

2
, 0
) � �îêóñîì ïàðàáîëû; ÷èñëà e =

=

√
1− a2

2

a2
1

, √1 +
a2
2

a2
1

, 1 íàçûâàþò ýêñöåíòðèñèòåòàìè ýëëèïñà, ãè-ïåðáîëû è ïàðàáîëû ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìóþ x1 =±a1

e
íàçûâàþòäèðåêòðèñîé ýëëèïñà èëè ãèïåðáîëû, ïðÿìóþ x1 =−p

2
� äèðåêòðèñîéïàðàáîëû. Ïðÿìóþ x2 = 0 íàçûâàþò îñüþ ïàðàáîëû.



� 4.1. Ïëîñêèå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà 83Òåîðåìà 4. à) Îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé îò òî÷êè ýëëèïñà, ãèïåðáî-ëû è ïàðàáîëû äî (ñîîòâåòñòâóþùåãî) �îêóñà è (ñîîòâåòñòâóþùåé)äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ è ðàâíàÿ e.á) Ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè ýëëèïñà äî åãî �îêóñîâ åñòü âåëè-÷èíà ïîñòîÿííàÿ; ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò òî÷êè ãèïåðáîëûäî åå �îêóñîâ åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.â) Ìíîæåñòâî {X} òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, îáëàäàþùèõ òåìñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ äàííûõ òî÷êè F è ïðÿìîé l îòíîøåíèå ðàññòîÿ-íèÿ îò X äî F ê ðàññòîÿíèþ îò X äî l åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ,ðàâíàÿ ÷èñëó e, åñòü ýëëèïñ, åñëè e < 1, ãèïåðáîëà, åñëè e > 1, ïàðàáîëà,åñëè e = 1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. à) Íà÷íåì ñ ýëëèïñà. Ïóñòü d =
a1

e
. Òîãäà

de2 =
a2
1

p

a2
1 − a2

2

· a
2
1 − a2

2

a2
1

= c, ïðè ýòîì âåëè÷èíà d�ðàññòîÿíèå îò íà÷àëàêîîðäèíàò äî äèðåêòðèñû. Ïðîâåðèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê X =(x1, x2),äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî �îêóñà (c, 0) ê ðàññòîÿíèþ äîäèðåêòðèñû x1 = d ðàâíî e, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàâàåìûõ óðàâíå-íèåì
(x1 − c)2 + x2

2

(x1 − d)2
= e2, (4.7)åñòü ýëëèïñ, çàäàííûé êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì. �àâåíñòâî (4.7) ïðèóñëîâèè, ÷òî c = de2, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

x2
1

d2e2
+

x2
2

d2e2(1 − e2)
= 1,ñîâïàäàþùåìó ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïñà, òàê êàê d2e2 = a2

1,
d2e2(1− e2) = a2

2.Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèå à) äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ãèïåðáîëû è ïàðàáî-ëû.Äîêàæåì óòâåðæäåíèå á) ñíîâà äëÿ ýëëèïñà. Ïóñòü F1 è F2 ��îêó-ñû ýëëèïñà, à H1 è H2 � ïðîåêöèè òî÷êè X, ëåæàùåé íà ýëëèïñå, íàäèðåêòðèñû. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ à) ïîëó÷àåì
|F1X|+ |F2X|= e(|XH1|+ |XH2|) = e|H1H2|= const .Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèå á) äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ãèïåðáîëû.Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â) äëÿ ýëëèïñà. Ïóñòü ïðÿìàÿ l çàäàíà óðàâ-íåíèåì x1 = d, à òî÷êà F èìååò êîîðäèíàòû (c, 0). Òîãäà ðàññìàòðèâàå-ìîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæàò äâå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x, 0), óäîâëå-òâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ x − c

x − d
=±e. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò ïîñå-ðåäèíå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Òîãäà

de + c

1 + e
+

−de + c

1 − e
= 0,



84 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèò.å. c=de2. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.7) ýêâèâàëåíòíî êàíîíè÷åñêîìóóðàâíåíèþ ýëëèïñà.Òåîðåìà 5. Óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû â ïîëÿðíûõêîîðäèíàòàõ èìåþò âèä
r =

pe

1 + e cosf , (4.8)ãäå e� ýêñöåíòðèñèòåò, à p� ðàññòîÿíèå îò �îêóñà äî äèðåêòðèñû.

O

d

H1
X

H2

F

x1

x2

fr

�èñ. 4.1.

Äîêà ç àò åëü ñ ò â î. Èç îïðå-äåëåíèé è òåîðåìû 4 èìååì(ñì. ðèñ. 4.1):
r

p − r cosf = e,îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ðàâåí-ñòâî (4.8). Ñëó÷àè ãèïåðáîëû è ïà-ðàáîëû àíàëîãè÷íû.Òåîðåìà 6. Ìíîæåñòâî òî÷åê,ñóììà (ðàçíîñòü) ðàññòîÿíèé îòêîòîðûõ äî äâóõ çàäàííûõ òî÷åê F1è F2 � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, åñòüýëëèïñ (ãèïåðáîëà).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (Äëÿ ýëëèïñà.) Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàòïîñåðåäèíå ìåæäó òî÷êàìè F1 è F2, îñü Ox1 íàïðàâèì ïî îòðåçêó F1F2,à îñü Ox2 �ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox1. Ïóñòü òî÷êè F1 è F2 èìåþò êî-îðäèíàòû (c, 0) è (−c, 0) ñîîòâåòñòâåííî, à ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè
X = (x1, x2) íà ýëëèïñå äî F1 è F2 ðàâíà 2a1. Èìååì
√

(x1 − c)2 + x2
2 = 2a1 −

√
(x1 + c)2 + x2

2 =⇒
=⇒ (x1 − c)2 + x2

2 = 4a2
1 − 4a1

√
(x1 + c)2 + x2

2 + (x1 + c)2 + x2
2 =⇒

=⇒ a1

√
(x1 + c)2 + x2

2 = a2
1 + x1c =⇒

=⇒ a2
1(x

2
1 + 2x1c + c2) + a2

1x
2
2 = a4

1 + 2a2
1x1c + x2

1c
2 =⇒

=⇒ (a2
1 − c2)x2

1 + a2
1x

2
2 = a2

1(a
2
1 − c2) =⇒

=⇒ (îáîçíà÷àÿ a2
2 = a2

1 − c2) =⇒ x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

= 1,÷òî è òðåáîâàëîñü. Äëÿ ãèïåðáîëû äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.Òåîðåìà 7. Ñåðåäèíû ïàðàëëåëüíûõ õîðä ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïà-ðàáîëû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (â ñëó÷àå ïàðàáîëû�ïàðàëëåëüíîé îñèïàðàáîëû).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíîâà ïðîâåäåì åãî äëÿ ýëëèïñà. Òî÷êè
(x′

1, x′
2) è (x′′

1 , x′′
2 ) ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà (â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ)



� 4.1. Ïëîñêèå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà 85è ïðÿìîé x2 = px1 + q íàéäåì, ðåøèâ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
x2

1

a2
1

+
(px1 + q)2

a2
2

= 1.

Ïî òåîðåìå Âèåòà x′
1 + x′′

1

2
=

−a2
1pq

a2
2 + a2

1p
2
è, çíà÷èò,

x′
2 + x′′

2

2
= p

x′
1 + x′′

1

2
+ q =

a2
2q

a2
2 + a2

1p
2
.Òàêèì îáðàçîì, ñåðåäèíû õîðä ýëëèïñà, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé x2 = px1,ëåæàò íà ïðÿìîé x2 =− a2

2

pa2
1

x1.Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì äëÿ ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû.Óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó, ãèïåðáîëå è ïàðàáîëå (â êàíîíè-÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ), ïðîâåäåííûõ â òî÷êå X = (x1, x2), èìåþò (êàê ýòîèçâåñòíî èç àíàëèçà) âèäx1x1

a2
1

+
x2x2

a2
2

= 1 (äëÿ ýëëèïñà);x1x1

a2
1

− x2x2

a2
2

= 1 (äëÿ ãèïåðáîëû)
p(x1 − x1) = x2(x2 − x2) (äëÿ ïàðàáîëû).Äëÿ ýëëèïñà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ìîæíî ïîëó÷èòü è áåç ïðèìå-íåíèÿ àíàëèçà, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó �ýòî ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ åãî ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèx2

1

a2
1

+
x2
2

a2
2

= 1, x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

= 1 è x1x1

a2
1

+
x2x2

a2
2

= 1, òî (x1 − x1)
2

a2
1

+
(x2 − x2)

2

a2
2

= 0,ïîýòîìó (x1, x2) = (x1, x2).Èç âèäà óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíàïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AB, ãäå A�ïðîåêöèÿ òî÷êè Xíà îñü, à B�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè è êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå â òî÷êå X.Òåîðåìà 8. à) Ýëëèïòè÷åñêîå çåðêàëî îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,÷òî ïó÷îê ëó÷åé ñâåòà, èñõîäÿùèé èç îäíîãî �îêóñà, ñõîäèòñÿ â äðó-ãîì.á) Ïó÷îê ëó÷åé ñâåòà, ïàðàëëåëüíûõ îñè ïàðàáîëû, ïîñëå îòðàæå-íèÿ îò ïàðàáîëû ñõîäèòñÿ â åå �îêóñå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ â òî÷êå X, ëåæàùåéíà ýëëèïñå, è áèññåêòðèñó êî âíåøíåìó óãëó ïðè âåðøèíåX òðåóãîëüíè-êà F1XF2. Åñëè áû áèññåêòðèñà íå ñîâïàëà ñ êàñàòåëüíîé, îíà ïåðåñåêëàáû ýëëèïñ â äðóãîé òî÷êå M 6= X. Îòðàçèì F2 îòíîñèòåëüíî áèññåêòðè-ñû. Ïîëó÷èì òî÷êó F ′
2. Èìååì

|F1M |+ |F2M |= |F1M |+ |F ′
2M |> |F1F

′
2|= |F1X|+ |F2X|,



86 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèò. å. M ëåæèò âíå ýëëèïñà� ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, áèññåêòðèñà ñîâïà-äàåò ñ êàñàòåëüíîé, è ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ïàäåíèÿ (ò. å. óãîë ìåæäóïðÿìîé F1X è êàñàòåëüíîé) ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ (ò. å. óãëó ìåæäóïðÿìîé F2X è êàñàòåëüíîé). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ëó÷è, èñõî-äÿùèå èç òî÷êè F1, ñîáåðóòñÿ â F2.á) Ïóñòü òî÷êà X ëåæèò íà ïàðàáîëå è H�åå ïðîåêöèÿ íà äèðåêòðè-ñó. Òîãäà |FX|= |XH| (òåîðåìà 4). Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó óãëà FXH.Åñëè îíà íå ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé, òî îíà ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â òî÷-êå M 6= X. Íî òîãäà |FM |= |MH| 6= |MH ′|, ãäå H ′ � ïðîåêöèÿ M íàäèðåêòðèñó. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî óãîë ïàäåíèÿëó÷à, ïàðàëëåëüíîãî îñè, ðàâåí óãëó ìåæäó êàñàòåëüíîé è FX, ò. å. âñåëó÷è ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà ñîáèðàþòñÿ â �îêóñå, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Îáñóäèì òåïåðü îäíî ñòðàííîå ñâîéñòâî ñåìåéñòâà âñåõ ýëëèïñîâ.Ýëëèïñû íà ïëîñêîñòè îáðàçóþò 5-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, ïîñêîëü-êó äëÿ çàäàíèÿ ýëëèïñà íóæíî çàäàòü äëèíû ãëàâíûõ ïîëóîñåé a è b,êîîðäèíàòû öåíòðà ýëëèïñà x0 è y0, à òàêæå óãîë f ìåæäó îäíîé èç ãëàâ-íûõ îñåé è �èêñèðîâàííîé ïðÿìîé. Íàëîæèâ íà ýòè 5 ïàðàìåòðîâ îäíîîãðàíè÷åíèå a = b, ìû, êàçàëîñü áû, äîëæíû ïîëó÷èòü 4-ïàðàìåòðè÷å-ñêîå ñâîéñòâî. Íî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû ïîëó÷àåì 3-ïàðàìåòðè÷åñêîåñâîéñòâî (îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè öåíòðà è ðàäèóñîì). Êàêîáúÿñíèòü ýòîò ïàðàäîêñ?Ñàìîå ïîâåðõíîñòíîå îáúÿñíåíèå òàêîâî: ïðè äàííîì îãðàíè÷åíèèäâà èç òðåõ ïàðàìåòðîâ a, b è f ñòàíîâÿòñÿ ëèøíèìè. ×òîáû ïîëó÷èòüáîëåå ãëóáîêîå îáúÿñíåíèå, çàïèøåì óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ ïàðàìåòðàìè
a, b, x0, y0, f:

(
x cosf + y sinf− x0

a

)2

+
(−x sinf + y cosf− y0

b

)2

= 1.Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä px2 + 2qxy + ry2, ãäå
p = b2 cos2 f+ a2 sin2 f, r = b2 sin2 f+ a2 cos2 f è q = 2cosf sinf(a2 − b2) =
= (a2 − b2) sin 2f. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî p− r = (b2 − a2) cos 2f, ïîýòîìó
(p− r)2 + q2 = (a2− b2)2. Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ a = b ñëåäóþò ñðàçóäâà óñëîâèÿ: p = r è q = 0.Îäíî èç âàæíûõ îòëè÷èé ãèïåðáîëû îò ýëëèïñà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî ó ãèïåðáîëû x2

a2
− y2

b2
= 1 åñòü àñèìïòîòû y =± b

a
x (àñèìïòîòû íåèìåþò îáùèõ òî÷åê ñ ãèïåðáîëîé, íî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áëèçêèåäðóã ê äðóãó òî÷êè ãèïåðáîëû è àñèìïòîò).Îáñóäèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãèïåðáîë, ñâÿçàííûå ñ àñèìïòî-òàìè.Òåîðåìà 9. Ïóñòü ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó â òî÷êàõ A è B,à åå àñèìïòîòû�â òî÷êàõ A1 è B1. Òîãäà |AA1|= |BB1| (ðèñ. 4.2).



� 4.1. Ïëîñêèå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà 87Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî ãèïåðáîë
x2

a2
− y2

b2
= l, 0 < l 6 1.Ñåðåäèíû õîðä ýòèõ ãèïåðáîë, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé y = kx, ëåæàòíà ïðÿìîé y =

b2k

a2
x (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7). Ïîýòîìó äëÿ âñåõðàññìàòðèâàåìûõ ãèïåðáîë ñåðåäèíû õîðä, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé,ñîâïàäàþò. Èç ýòîãî ñâîéñòâà ïðè l→ 0 ïîëó÷àåì, ÷òî ñåðåäèíû îòðåç-êîâ AB è A1B1 ñîâïàäàþò, à çíà÷èò, |AA1|= |BB1|.

A

A1

B

B1�èñ. 4.2.Ñëåäñòâèå. Åñëè îòðåçîê A1B1 ñ êîíöàìè íà àñèìïòîòàõ êàñàåò-ñÿ ãèïåðáîëû â òî÷êå X, òî X �ñåðåäèíà îòðåçêà A1B1.Òåîðåìà 10. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî àñèìïòîòàìèè êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå, îäíà è òà æå äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàñàòåëüíàÿ x0x

a2
− y0y

b2
= 1 ïåðåñåêàåò àñèì-ïòîòû y =± b

a
x â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè x1,2 = a

(
x0

a
± y0

b

)−1. Ïîýòîìó
x1x2 = a2. ßñíî òàêæå, ÷òî ïëîùàäü ðàññìàòðèâàåìîãî òðåóãîëüíèêàïðîïîðöèîíàëüíà x1x2.Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà êàê êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿÒåîðåìà 11. Ïóñòü ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ x2

3 = x2
1 + x2

2 â R3 ïå-ðåñå÷åí ïëîñêîñòüþ. Òîãäà åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò âñå îáðàçóþùèåîäíîé ïîëû êîíóñà, òî ïîëó÷àåìàÿ êðèâàÿ�ýëëèïñ, åñëè âñå, êðîìå îä-íîé, òî êðèâàÿ� ïàðàáîëà, à åñëè îíà ïåðåñåêàåò îáå ïîëû êîíóñà, òîêðèâàÿ� ãèïåðáîëà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü P �ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü, Q�ïëîñêîñòü,ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îêðóæíîñòü êàñàíèÿ êîíóñà è ñ�åðû, êàñàþùåéñÿ îá-ðàçóþùèõ êîíóñà è ïëîñêîñòè P, F �òî÷êà êàñàíèÿ ñ�åðû è P. Ïåðåñå-÷åíèå P è Q îáîçíà÷èì d. Âîçüìåì òî÷êó X íà ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè



88 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèêîíóñà è ïëîñêîñòè P, ñïðîåêòèðóåì åå íà Q, ïðîåêöèþ îáîçíà÷èì Y ,çàòåì Y ñïðîåêòèðóåì íà d è ïðîåêöèþ îáîçíà÷èì Z (ðèñ. 4.3).Óãîë Y ZX (îáîçíà÷èì åãî b)�ýòî óãîë ìåæäóQ è P. Ïóñòü O�âåð-øèíà êîíóñà. Òîãäà XO�îáðàçóþùàÿ êîíóñà è óãîë Y XO ðàâåí óãëóa ìåæäó îáðàçóþùåé è îñüþ êîíóñà. Ïóñòü W �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ OXè Q.Èç òðåóãîëüíèêîâ XY W è XY Z ïîëó÷àåì: |XY |/|XW |= cos a è
|XY |/|XZ|=sinb=cos

(p
2
−b). ßñíî, ÷òî |XW |= |XF |, òàê êàê ýòî�êà-ñàòåëüíûå ê ñ�åðå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òîîòíîøåíèå ðàññòîÿíèé îò òî÷êèX íà êðèâîé äî �èêñèðîâàííîé òî÷êè Fè äî �èêñèðîâàííîé ïðÿìîé d åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâà-òåëüíî, ýòà êðèâàÿ � ýëëèïñ, ãèïåðáîëà èëè ïàðàáîëà (ñì. òåîðåìó 4).Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò âñå îáðàçóþùèå îä-íîé ïîëû êîíóñà, òî ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ êðèâàÿ, åñëè âñå, êðîìåîäíîé, òî êðèâàÿ ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû, à åñëè îíà ïåðåñåêàåòîáå ïîëû êîíóñà, òî êðèâàÿ ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò.
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a
b

a
W

X

Y Z
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Q

P �èñ. 4.3Òåîðåìà 12. Ïóñòü ïëîñêîñòü P ïåðåñåêàåò âñå îáðàçóþùèå îäíîéïîëû ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà K è F1 è F2 �òî÷êè, â êîòîðûõ âïè-ñàííûå â êîíóñ ñ�åðû êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè P. Òîãäà ñóììà ðàññòîÿíèéîò òî÷êè X ïåðåñå÷åíèÿ P è K äî F1 è F2 åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.



� 4.2. Íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ 89Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîåäèíèì X ñ âåðøèíîé êîíóñà O. Ïóñòü W1è W2�òî÷êè íà ïðÿìîé XO, ïðèíàäëåæàùèå ïåðâîé è âòîðîé ñ�åðå ñî-îòâåòñòâåííî. Òîãäà |XF1|= |XW1| (òàê êàê ýòî äâå êàñàòåëüíûå èç X êïåðâîé ñ�åðå) è |XF2|= |XW2|. Òàêèì îáðàçîì, |XF1|+ |XF2|= |W1W2|,à ýòî�âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Âàæíåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëëèïñà, ãè-ïåðáîëû è ïàðàáîëû, âûðàæåííûå òåîðåìàìè 4, 6 è 9, áûëè èçâåñòíû Àïîëëîíèþ (èäàæå äî íåãî). Òåîðåìà 12 è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 ïðèíàäëåæàò áåëüãèéñêèììàòåìàòèêàì Êåòëå è Äàíäåëåíó.�4.2. Íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿÍà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ñëåäñòâèé èç òåîðåìû î ìåòðè÷åñêîé êëàññè-�èêàöèè êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà 1 íà ñ. 79).Îá óðàâíåíèè ÷åòâåðòîé ñòåïåíèÅñëè âû íàó÷èëèñü ðåøàòü óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè, òî ñ ïîìîùüþçàìå÷àíèÿ íà ñ. 81 ëåãêî ðåøèòå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå x4 + ax3 + bx2 +
+ cx + d = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êîíèê
f = y − x2 = 0 è g = y2 + axy + by + cx + d = 0. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íå èç-ìåíÿòñÿ, åñëè çàìåíèòü êðèâóþ g = 0 êðèâîé lf + g = 0. Â òîì ñëó÷àå,êîãäà êðèâàÿ âûðîæäåííàÿ, ò.å. åå óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ëèíåé-íûõ ìíîæèòåëÿ, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåãêî íàõîäÿòñÿ. À âûðîæäåííîñòüêîíèêè

g + lf = y2 − lx2 + axy + cx + (b + l)y + d = 0ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ îñíîâíîãî îïðåäåëèòåëÿ∣∣∣∣∣∣∣

−l q

2
c

q

2
1 b+l

c b+l −d

∣∣∣∣∣∣∣
,êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì ïî l ëèøü òðåòüåé ñòåïåíè!Òåîðåìà î êîíèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïÿòü òî÷åêÄîêàæåì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷åðåç äàííûå ïÿòü òî÷åê íà ïëîñ-êîñòè ìîæíî áûëî ïðîâåñòè êîíèêó è ïðèòîì òîëüêî îäíó, íåîáõîäè-ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íèêàêèå ÷åòûðå òî÷êè íå ëåæàëè íà îäíîéïðÿìîé.Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå, ÷òî êîíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç ïÿòü òî÷åê, çà-ïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû èç ïÿòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèéñ øåñòüþ íåèçâåñòíûìè. Ýòà ñèñòåìà âñåãäà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.



90 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèÅñëè êàêèå-òî ÷åòûðå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî âçÿâ ïðîèç-âåäåíèå ëèíåéíîé �óíêöèè, ðàâíîé íóëþ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, íà ëþáóþëèíåéíóþ �óíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ â ïÿòîé, ïîëó÷èì öåëîå ñåìåéñòâîêîíèê, ðàâíûõ íóëþ â íàøèõ ïÿòè òî÷êàõ.Ïóñòü íèêàêèå ÷åòûðå òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæåìåäèíñòâåííîñòü êîíèêè. Åñëè êàêèå-òî òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-ìîé, òî êîíèêà îáÿçàíà áûòü âûðîæäåííîé, èáî íèêàêàÿ íåâûðîæäåííàÿêîíèêà íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïðÿìîé â òðåõ òî÷êàõ. Íî òîãäà ñóùå-ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè äâå ïðÿìûå ÷åðåç äàííóþñèñòåìó òî÷åê: îäíó ïðîâåñòè ÷åðåç òðè òî÷êè, à äðóãóþ � ÷åðåç äâåîñòàâøèåñÿ.Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñëó÷àé: íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå (ðàçóìååòñÿ, íåâû-ðîæäåííûå) êîíèêè f = 0 è g = 0, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íàøè ïÿòü òî÷åê, èðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êîíèê f + lg = 0. Îñíîâíîé îïðåäåëèòåëü çäåñüáóäåò ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè ïî l, ò.å. îí îáÿçàí èìåòü âåùåñòâåí-íûé êîðåíü, ïðè êîòîðîì êîíèêà îêàæåòñÿ âûðîæäåííîé, ÷òî íåâîçìîæ-íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà î ïó÷êå êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ÷åòûðå òî÷êèÏóñòü íèêàêèå òðè èç òî÷åê A1, A2, A3, A4 íå ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé. Òîãäà åñëè f = 0� óðàâíåíèå êîíèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòèòî÷êè, òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà l è m, ÷òî f =lg +mh :=llA1A2
lA3A4

+
+ mlA2A3

lA1A4
, ãäå lAiAj

�ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, îáðàùàþùèéñÿ âíóëü â òî÷êàõ Ai è Aj .Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó A5, îòëè÷íóþ îò Ai, i=1, 2, 3,
4, äëÿ êîòîðîé f(A5) = 0, è ïîäáåðåì l1 è m1 òàê, ÷òî f(A5)− l1g(A5)−
− m1h(A5) = 0. Â ñèëó òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè êîíèêè �óíêöèÿ fïðîïîðöèîíàëüíà l1g + m1h.
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M�èñ. 4.4

Çàäà÷à î áàáî÷êåÏóñòü õîðäû KL è MN ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðå-äèíó O õîðäû AB íåêîòîðîé îêðóæíîñòè. Òîãäàïðÿìûå KN è ML ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AB è âòî÷êàõ, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷êè O (ðèñ. 4.4).Ñ ýòîé çàäà÷åé ìû óæå âñòðå÷àëèñü íà ñ. 27.Äàäèì åùå îäíî åå ðåøåíèå.×åðåç òî÷êè K, L, M è N ïðîõîäÿò ñëåäóþùèåòðè êîíèêè (âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ïðåäû-äóùåé òåîðåìû): îêðóæíîñòü f = 0, g = lKLlMN = 0 è h = lKN lML = 0, àïîòîìó ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå h = lf + mg . Ýòî ðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ



� 4.2. Íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ 91îãðàíè÷åíèé óêàçàííûõ �óíêöèé íà ïðÿìóþ AB. Ââåäåì íà AB êî-îðäèíàòó x, ïðèíÿâ O çà íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
f =x2−a è g =x2 è ïîòîìó h= bx2− c. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíè óðàâíåíèÿ
h = 0 ðàâíîóäàëåíû îò òî÷êè O.�èïåðáîëû ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìèÄîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó: Ëþáàÿ ãèïåðáîëà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçâåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî âûñîò, ÿâëÿåòñÿãèïåðáîëîé ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìè (ðèñ. 4.5).Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êîíèêà (4.1) ÿâëÿåò-ñÿ ãèïåðáîëîé ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà a11 + a22 = 0, ïîýòîìó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìè òîæå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé ñ ïåð-ïåíäèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìè. Â ïó÷êå æå êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåçòî÷êè A, B, C è H, åñòü äâå âûðîæäåííûå êîíèêè ñ ïåðïåíäèêóëÿðíû-ìè àñèìïòîòàìè: lABlCH è lBC lAH . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïó÷êåêîíèê âñå êîíèêè ýòîãî ïó÷êà áóäóò ãèïåðáîëàìè ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìèàñèìïòîòàìè.
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�èñ. 4.5
Òåîðåìà Ïàñêàëÿ�àññìîòðèì øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íàêîíèêå f = 0. ×åòûðåõóãîëüíèêè ABCD, AFED, BEFC âïèñàíû â ýòóêîíèêó, ïîýòîìó f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ëþáîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

f = l1lAB · lCD + m1lAD · lBC , (4.9)
f = l2lAF · lED + m2lAD · lEF , (4.10)
f = l3lBE · lCF + m3lBC · lEF . (4.11)



92 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèÏðèðàâíÿâ âûðàæåíèÿ (4.9) è (4.10), ïîëó÷àåìl1lAB · lCD − l2lAF · lED = (m1lBC − m2lEF )lAD.Ïóñòü X �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è ED. Òîãäà â òî÷êå X îáðà-ùàåòñÿ â íóëü �óíêöèÿ m1lBC−m2lEF , à �óíêöèÿ lAD â ýòîé òî÷êå â íóëüíå îáðàùàåòñÿ, ò. å. òî÷êà X ëåæèò íà ïðÿìîé m1lBC = m2lEF . Àíàëîãè÷-íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ïðÿìîé m1lBC = m2lEF ëåæèò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿïðÿìûõ CD è AF . Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
BC è EF ëåæèò íà ïðÿìîé m1lBC = m2lEF . Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå1.Òåîðåìà Ïàñêàëÿ. Åñëè òî÷êè A, B, C, D, E è F ëåæàò íà îäíîéêîíèêå, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è DE, BC è EF , CD è FAëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Íî ïðîäîëæèì ðàññóæäåíèÿ äàëüøå. Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ(4.10) è (4.11), ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AF è BE,
ED è CF , AD è BC ëåæàò íà ïðÿìîé m2lAD = m3lBC . À ïðèðàâíÿâ (4.9)è (4.11), ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CF , CD è BE,
AD è EF ëåæàò íà ïðÿìîé m1lAD = m3lEF . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿ-ìûå m1lBC = m2lEF , m2lAD = m3lBC è m1lAD = m3lEF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîéòî÷êå. Â ñàìîì äåëå, åñëè X �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ ïðÿìûõ,òî m1m2lBC(X)lAD(X) = m2m3lEF (X)lBC(X). Ñîêðàòèâ íà m2lBC(X), ïîëó-÷èì m1lAD(X) = m3lEF (X) (ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îáñóæäåíèèâûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà m2lBC(X) = 0).Áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé Ïàñêàëÿ øåñòèóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â êî-íèêó, ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð åãî ïðîòèâîïî-ëîæíûõ ñòîðîí. Ïðè ýòîì øåñòèóãîëüíèêîì ìîæíî ñ÷èòàòü è çàìêíó-òóþ ñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ ëîìàíóþ. Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíîñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà Øòåéíåðà. Ïóñòü òî÷êè A, B, C, D, E, F ëåæàò íàîäíîé êîíèêå. Òîãäà ïðÿìûå Ïàñêàëÿ øåñòèóãîëüíèêîâ ABCDEF ,
ADCFEB è ADEBCF (ðèñ. 4.6) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.Íàïîìíèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñõîäíûìè ÷åòû-ðåõóãîëüíèêàìè áûëè ABCD, AFED è BEFC. Ìîæíî èñõîäèòü òàêæåèç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ABFE, ABDC è CDFE. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäó-þùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà Êèðêìàíà. Ïðÿìûå Ïàñêàëÿ øåñòèóãîëüíèêîâ
ABFDCE, AEFBDC è ABDFEC (ðèñ. 4.7) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîéòî÷êå.1Ñ ïðÿìîé Ïàñêàëÿ ìû óæå âñòðå÷àëèñü íà ñ. 24.
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�èñ. 4.6
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�èñ. 4.7.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûì øåñòè òî÷êàì íà êîíèêå ñîîòâåò-ñòâóþò 60 ïðÿìûõ Ïàñêàëÿ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ïðÿìàÿ Ïàñêàëÿ âõîäèòðîâíî â îäíó òðîéêó Øòåéíåðà è òðè òðîéêè Êèðêìàíà.Îáùèå õîðäû äâóõ êîíèê, âïèñàííûõ â îäíó è òó æå êîíèêóÒåîðåìó î ïó÷êå êîíèê ìîæíî ïðèìåíÿòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåêî-òîðûå ïàðû òî÷åê ñëèâàþòñÿ, ò. å. êîíèêè íå òîëüêî ïðîõîäÿò ÷åðåçäàííóþ òî÷êó, íî è êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â ýòîé òî÷êå. Ýòî çàìå÷àíèåïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà îá îáùèõ õîðäàõ êîíèê. Ïóñòü êîíèêè Γ è Γ1 êàñàþòñÿâ òî÷êàõ A è B, a êîíèêè Γ è Γ2 êàñàþòñÿ â òî÷êàõ C è D, ïðè÷åì Γ1

A

B

C

D

Γ

Γ1

Γ2

�èñ. 4.8

è Γ2 èìåþò ÷åòûðå îáùèå òî÷êè. Òîãäà ó êî-íèê Γ1 è Γ2 åñòü ïàðà îáùèõ õîðä, ïðîõîäÿ-ùèõ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD(ðèñ. 4.8).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü p1 = 0 è p2 = 0�óðàâíåíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê êîíèêàì Γ è Γ1â òî÷êàõ A è B, q=0�óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Òî-ãäà óðàâíåíèÿ êîíèê Γ è Γ1 ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå f = lp1p2 + mq2 = 0 è f1 = l1p1p2 + m1q
2 = 0.Äîìíîæèâ f1 íà l/l1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l= l1, à çíà÷èò, f1 = f + aq2.Àíàëîãè÷íî f2 = f + br2, ãäå r = 0�óðàâíåíèå ïðÿìîé CD. �àññìîòðèìóðàâíåíèå f1 − f2 = 0, ò. å. aq2 − br2 = 0. Åìó óäîâëåòâîðÿþò ÷åòûðå îá-



94 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèùèå òî÷êè êîíèê Γ1 è Γ2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî óðàâíåíèå ðàçëàãàåòñÿâ ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé √aq +
√br = 0 è √aq −√br = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå √aq±√br = 0 ñîäåðæàò îáùèå õîðäû êîíèê Γ1è Γ2.ßñíî òàêæå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîéïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ q = 0 è r = 0.�4.3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êâàäðèêÊâàäðèêîé íàçûâàþò ïîâåðõíîñòü â Rn, çàäàííóþ óðàâíåíèåì∑

aijxixj +
∑

bixi + c = 0. Ìû íå ïðèâîäèì ìåòðè÷åñêîé, à��èííîéè ïðîåêòèâíîé êëàññè�èêàöèé êâàäðèê (ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â êóðñàõëèíåéíîé àëãåáðû) è ðàññêàçûâàåì çäåñü î íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõñâîéñòâàõ êâàäðèê.Êâàäðèêó â R3 íàçûâàþò êîíóñîì, åñëè â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîéñèñòåìå êîîðäèíàò îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ax2 + by2 = z2, ãäå a, b > 0.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà a = b, êîíóñ íàçûâàþò êîíóñîì âðàùåíèÿ èëè ïðÿ-ìûì êðóãîâûì êîíóñîì. Òî÷êó (0, 0, 0) íàçûâàþò âåðøèíîé êîíóñà, àîñü Oz íàçûâàþò îñüþ êîíóñà.Êâàäðèêó â Rn íàçûâàþò ýëëèïñîèäîì, åñëè â íåêîòîðîé ïðÿ-ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (
x1

a1

)2

+ . . .

. . . +
(

xn

an

)2

= 1. �èïåðïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùóþ ýëëèïñîèä ðîâíî âîäíîé òî÷êå, íàçûâàþò êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ (ðàçóìååòñÿ, ýòîîïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì êàñàòåëüíîãî à��èííîãî ìíîãîîá-ðàçèÿ ê ýëëèïñîèäó â ñìûñëå êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà).Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, êàñàþùåéñÿ ýëëèïñîèäà
∑(xi

ai

)2

= 1 â òî÷êå (x1, . . . , xn), èìååò âèäx1x1

a2
1

+ . . . +
xnxn

a2
n

= 1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü òî÷êà (x1, . . . , xn) ïðèíàäëåæèò ýëëèï-ñîèäó è ãèïåðïëîñêîñòè, ò. å. ∑(xi

ai

)2

= 1 è ∑(xixi

a2
i

)
= 1. Òîãäà

∑(
xi − xi

ai

)2

=
∑(

xi

ai

)2

− 2
∑ xixi

a2
i

+
∑( xi

ai

)2

= 0,à çíà÷èò, xi = xi.Äëÿ êâàäðèêè ∑ aijxixj = 0 êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â òî÷êå (x1, . . .
. . . , xn) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ∑ aijxixj = 0.
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Ñ ýëëèïñîèäîì∑(xi

ai

)2

=1 è îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì e1, . . . , enìîæíî ñâÿçàòü ñèñòåìó ãèïåðïëîñêîñòåé Πi è ñèñòåìó îòðåçêîâ [OAi],ãäå O�íà÷àëî êîîðäèíàò. À èìåííî, ãèïåðïëîñêîñòü Πi êàñàåòñÿ ýëëèï-ñîèäà è îðòîãîíàëüíà âåêòîðó ei, à îòðåçîê [OAi] ïàðàëëåëåí âåêòîðó ei,ïðè÷åì òî÷êà Ai ëåæèò íà ýëëèïñîèäå.Òåîðåìà 2. à) Ïóñòü di �ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ãè-ïåðïëîñêîñòè Πi. Òîãäà
d2

1 + . . . + d2
n = a2

1 + . . . + a2
n.á) Ïóñòü ri �äëèíà îòðåçêà [OAi]. Òîãäà

1

r2
1

+ . . . +
1

r2
n

=
1

a2
1

+ . . . +
1

a2
n
.Äîêà ç àò åëü ñ ò â î. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà èìååò âèä ∑(xi

ai

)2

= 1.Òîãäà ej =
∑

i
aijei, ãäå A = (aij)�îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.à) Ïóñòü x� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé Π1, . . . , Πn. Òîãäà

d2
1 + . . . + d2

n = (x, x), ïîýòîìó íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ∑ x2
i =

∑
a2

i .Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Πj èìååò âèä (ej , x) = (ej , x), ò. å.
∑

i

aijxi

(ej , x) = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Πj èìååò âèä ∑
i

(h(j)
i xi

a2
i

)
= 1.Ñëåäîâàòåëüíî, h(j)

i =
a2

i aij

(ej , x) ,ïðè÷åì ∑
i

(h(j)
i

ai

)2

= 1, ò. å. ∑
i

a2
i a

2
ij = (ej , x)2. Ñëåäîâàòåëüíî, ∑ a2

i =

=
∑
i

(
a2

i

∑
j

a2
ij

)
=
∑

(ej , x)2 =
∑ x2

i .á) Êîíåö âåêòîðà rjej =
∑
i

aijrjei ëåæèò íà ýëëèïñîèäå ∑(xi

ai

)2

= 1,ïîýòîìó ∑
i
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aijrj
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= 1, ò. å.
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j
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∑
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a2
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=
∑
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96 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêè
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 2 à) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ �îðìóëèðîâêó:Äëèíà äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, îïèñàííîãî âîêðóãäàííîãî ýëëèïñîèäà, íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà, ò. å.âåðøèíû âñåõ òàêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ëåæàò íà îäíîé ñ�åðå.Òåîðåìà 3. Âñå ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà â R3 ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêî-ñòÿìè ïîäîáíû äðóã äðóãó.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ñåêóùèõ ïëîñ-êîñòåé èìåþò âèä z = l. Òîãäà ñå÷åíèå êâàäðèêè

ax2 + bxy + cy2 + d + (a1x + b1y + c1)z + a2z
2 = 0ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíèêó

ax2 + bxy + cy2 + la1x + lb1y + a2l2 + c1l + d = 0.Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà ýòà êîíèêà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì (åñëè îíà íå ïóñòàè íå âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó). Íàïðàâëåíèå îñåé ýëëèïñà è îòíîøåíèå èõäëèí ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ ax2 + bxy + cy2.Òåîðåìà 4. Ïóñòü 0 < a < b < c. Ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñåêóùàÿïëîñêîñòü èìååò óðàâíåíèå x

√a± z
√b= l, ãäå a=

1

a2
− 1

b2
, b=

1

b2
− 1

c2
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüñëó÷àé, êîãäà ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ñå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðà-äèóñà r. Òîãäà òî÷êè ýòîé îêðóæíîñòè ëåæàò íà ñ�åðå x2 + y2 + z2 = r2.À òàê êàê ýòè òî÷êè ëåæàò íà ýëëèïñîèäå, îíè ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè

x2
(

1

a2
− 1

r2

)
+ y2

(
1

b2
− 1

r2

)
+ z2

(
1

c2
− 1

r2

)
= 0. (4.12)Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû ïðè x2, y2 è z2 íåíóëåâûå, ïî-âåðõíîñòü (4.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíóñ (èëè îäíó òî÷êó). Ïîýòîìóîêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ìîæåò ëåæàòü íà ïîâåðõíî-ñòè (4.12) ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç êîý��èöèåíòîâ 1

a2
− 1

r2
,

1

b2
− 1

r2
è 1

c2
− 1

r2
ðàâåí íóëþ, à äâà äðóãèõ èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 < a < b < c, íàõîäèì r = b.Äâà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íà êâàäðèêåÓðàâíåíèå êâàäðèêè â CP3 ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó x2

1 + x2
2 = x2

3 + x2
4.Ïîñëå çàìåíû y1,2 = x1 ± ix2, y3,4 = x3 ± ix4 ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

y1y2 = y3y4.



� 4.3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êâàäðèê 97Ïîâåðõíîñòü y1y2 = y3y4 ñîäåðæèò äâà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ, à èìåííî,ïðÿìûå y1 = ly3, ly2 = y4 è ïðÿìûå y1 = my4, my2 = y3 (ïðè ýòîì ìû íåèñêëþ÷àåì çíà÷åíèÿ l, m =∞, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìûå y3 = 0,
y2 =0 è y4 =0, y2 =0). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ïðÿìûõ ýòàïîâåðõíîñòü íå ñîäåðæèò. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿ-ùóþ ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (ai) è (bi). Îíà ñîñòîèò èç òî÷åê âèäà
sai + tbi. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b4 = 0. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿïðÿìàÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè y1y2 = y3y4, òî äëÿ âñåõ s è t âûïîëíÿåò-ñÿ ðàâåíñòâî

(sa1 + tb1)(sa2 + tb2) = (sa3 + tb3)sa4.Ñëåäîâàòåëüíî, b1b2 = 0, ò. å. b1 = 0 èëè b2 = 0. Â ñëó÷àå b1 = 0 ïîëó÷àåì
y1 = my4, à â ñëó÷àå b2 = 0 ïîëó÷àåì ly2 = y4.×åðåç êàæäóþ òî÷êó (a1, a2, a3, a4) ïîâåðõíîñòè y1y2 = y3y4 ïðîõî-äèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà, ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû l è mîïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî: l = a1/a3 = a4/a2 è m = a1/a4 = a3/a2. Äëÿ ïî-âåðõíîñòè â R3 ýòè ïðÿìûå íå îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííû. Íàïðèìåð,ýëëèïñîèä íå ìîæåò ñîäåðæàòü âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ.Ïðÿìàÿ y1 = my4, my2 = y3 ïåðåñåêàåò ïðÿìûå y1 = ly3, ly2 = y4 è
y1 = l′y3, l′y2 = y4 â òî÷êàõ A = (lm, 1, m, l) è A′ = (l′m, 1, m, l′), ñîîò-âåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå A 7→A′ ïðÿìîé ñ ïàðàìåòðîì l â ïðÿìóþñ ïàðàìåòðîì l′ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, òàê êàê ïàðà-ìåòð m ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòîé íà îáåèõ ïðÿìûõ.×åðåç äâå ïðÿìûå y1 = 0, y4 = 0 è y2 = 0, y3 = 0 ïðîõîäèò öåëîå ñå-ìåéñòâî êâàäðèê, à èìåííî êâàäðèêè y1y2 = ay3y4. Íî åñëè �èêñèðîâàòüåùå îäíó ïðÿìóþ y1 = ly3, ly2 = y4 (l 6= 0, ∞), òî ÷åðåç ýòè òðè ïðÿìûåïðîõîäèò óæå åäèíñòâåííàÿ êâàäðèêà y1y2 = y3y4. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè
a, b è c�ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå â R3, òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó
A ïðÿìîé a ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ (âîçìîæíî, âáåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå) ïðÿìûå b è c. ×òîáû íàéòè ýòó ïðÿìóþ,íóæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó A è ïðÿìóþ b, è âçÿòüòî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé c.Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ÷åðåç òðè ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå ïðî-õîäèò íå áîëåå îäíîé êâàäðèêè. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå òðè ïðÿìûå â R3ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîé êâàäðèêå (âîçìîæíî, âûðîæäåííîé). Êâàäðèêàâ R3 çàäàåòñÿ êîý��èöèåíòàìè ïðè x2, y2, z2, xy, yz, xz, x, y, z è ñâîáîä-íûì ÷ëåíîì. Ïîýòîìó óñëîâèå, ÷òî êâàäðèêà ïðîõîäèò ÷åðåç N äàííûõòî÷åê, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå N ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 10 íåèçâåñòíûìè.Ïðè N 6 9 ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, à çíà÷èò, ÷åðåç ëþáûå9 òî÷åê â R3 ïðîõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êâàäðèêà. Âîçüìåì íà êàæ-äîé èç òðåõ äàííûõ ïðÿìûõ ïî 3 òî÷êè. ×åðåç âûáðàííûå 9 òî÷åê ïðî-



98 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèõîäèò íåêîòîðàÿ êâàäðèêà. À òàê êàê ýòà êâàäðèêà ïåðåñåêàåò êàæäóþèç äàííûõ ïðÿìûõ â òðåõ òî÷êàõ, îíà ñîäåðæèò ýòè ïðÿìûå öåëèêîì.×åðåç òî÷êó (a1, a2, a3, a4) êâàäðèêè x1x2 = x3x4 ïðîõîäÿò ïðÿìûå
a2x1 = a4x3, a1x2 = a3x4 è a1x2 = a4x3, a2x1 = a3x4, ïðèíàäëåæàùèå ýòîéêâàäðèêå. Ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòè ïðÿìûå, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
a2x1 +a1x2 =a4x3 +a3x4. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü êêâàäðèêå â òî÷êå (a1, a2, a3, a4) òîæå çàäàåòñÿ ýòèì óðàâíåíèåì. Ïîýòî-ìó êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê êâàäðèêå â äàííîé òî÷êå� ýòî ïëîñêîñòü,ñîäåðæàùàÿ äâå ïðÿìûå, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïðè-íàäëåæàò êâàäðèêå.Åñëè â R3 çàäàíî áîëåå òðåõ ïðÿìûõ, òî ýòè ïðÿìûå íå îáÿçàòåëüíîëåæàò íà îäíîé êâàäðèêå. Èçâåñòíî íåñêîëüêî òåîðåì î òîì, ÷òî ïîëó-÷åííûå îïðåäåëåííûì îáðàçîì êîí�èãóðàöèè ïðÿìûõ ëåæàò íà îäíîéêâàäðèêå. Ê òåîðåìàì òàêîãî âèäà îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, îáîáùåíèÿ òå-îðåì Ïàñêàëÿ è Áðèàíøîíà.Îïðåäåëåíèå. Øåñòèóãîëüíèê ABCDEF â R3 íàçûâàþò øåñòè-óãîëüíèêîì Áðèàíøîíà, åñëè åãî äèàãîíàëè AD, BE è CF ïåðåñåêàþòñÿâ îäíîé òî÷êå (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íî óäàëåííîé).Òåîðåìà 5. Íåïëîñêèé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF â R3 ÿâëÿåòñÿøåñòèóãîëüíèêîì Áðèàíøîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî ñòî-ðîíû ëåæàò íà îäíîé êâàäðèêå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèàãîíàëè íåïëîñêîãî øå-ñòèóãîëüíèêà ABCDEF â R3 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïîêàæåì,÷òî òîãäà ïðÿìàÿ AB ïðèíàäëåæèò êâàäðèêå, ñîäåðæàùåé BC, DE è
AF . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ AB ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ
DE (ïðÿìûå BC è AF îíà ïåðåñåêàåò â òî÷êàõ B è A ñîîòâåòñòâåííî).Ïî óñëîâèþ ïðÿìûå AD è BE ïåðåñåêàþòñÿ, à çíà÷èò, òî÷êè A, B, Dè E ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå AB è DE ïåðåñå-êàþòñÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìûå CD è EF ïðèíàäëåæàòðàññìàòðèâàåìîé êâàäðèêå.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðÿìûå AB, CD è EF ïðèíàäëåæàò êâàä-ðèêå, ñîäåðæàùåé ïðÿìûå BC, DE è AF . Òîãäà ïðÿìàÿ AB ïåðåñåêàåòïðÿìóþ DE, ïîýòîìó ïðÿìûå AD è BE ïåðåñåêàþòñÿ. Àíàëîãè÷íî äî-êàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìûå AD, BE è CF ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ. Íî ïîóñëîâèþ ýòè ïðÿìûå íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, à çíà÷èò, âñå îíèäîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå.Òåîðåìó Ïàñêàëÿ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àñ-ñìîòðèì òî÷êè, â êîòîðûõ êîíèêà ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíè-êà ABC (ðèñ. 4.9). Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AbAc è BC, BaBcè AC, CaCb è AB ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå òåîðåìû Ïàñêàëÿ.
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�èñ. 4.9Òåîðåìà 6. �àññìîòðèì òî÷êè, â êîòîðûõ êâàäðèêà ïåðåñåêàåòðåáðà òåòðàýäðà ABCD (ðèñ. 4.10). Òîãäà ïðÿìûå a, b, c è d, ïî êîòî-ðûì ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè AbAcAd è BCD, BaBcBd è ACD, CaCbCdè ABD, DaDbDc è ABC, ïðèíàäëåæàò îäíîé êâàäðèêå.Äîêà ç àò åëü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü BCD. Ñîãëàñíî òåîðåìåÏàñêàëÿ òî÷êè Xb =BcBd ∩CdDc, Xc =CbCd ∩BdDb è Xd =DbDc ∩CbBcëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé la (ðèñ. 4.11). Ïðÿìàÿ la ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ a,òàê êàê îáå ýòè ïðÿìûå ëåæàò â ïëîñêîñòè BCD. Êðîìå òîãî, ïðÿìàÿ laïåðåñåêàåò ïðÿìûå b, c è d â òî÷êàõ Xb, Xc è Xd ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëî-ãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìûå lb, lc è ld, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåòïðÿìûå a, b, c è d.
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�èñ. 4.10 �èñ. 4.11Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå a, b, c è d ëåæàò íà îäíîé êâàä-ðèêå. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì êâàäðèêó, ñîäåðæàùóþ ïðÿìûå a, b è c.Ýòà êâàäðèêà ñîäåðæèò ïðÿìûå la, lb, lc è ld. ßñíî òàêæå, ÷òî êâàäðèêà,ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûå la, lb, lc, ñîäåðæèò ïðÿìóþ d.Òåîðåìà 7. Âûñîòû òåòðàýäðà ABCD ïðèíàäëåæàò îäíîé êâàä-ðèêå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ðåáðà DA, DBè DC ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíÿì DBC, DAC è DAB ñîîòâåòñòâåííî,



100 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêèèìåþò îáùóþ ïðÿìóþ ld. (Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîâûñîòû ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå; äî-êàçàòåëüñòâî ñì. â ðåøåíèè çàäà÷è 5.12 á).) Ïðÿìàÿ ld ïåðåñåêàåò âû-ñîòû, ïðîâåäåííûå èç âåðøèí A, B è C. Êðîìå òîãî, îíà ïåðåñåêàåò(â òî÷êå D) âûñîòó, ïðîâåäåííóþ èç âåðøèíû D. Àíàëîãè÷íî ìîæíîïîñòðîèòü ïðÿìûå la, lb è lc, êîòîðûå ïåðåñåêàþò âñå âûñîòû òåòðàýä-ðà. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äîêàçàòåëüñòâîïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Çàäà÷è ê ãëàâå 4Ïó÷îê êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 4 òî÷êè4.1. Ýëëèïñ êàñàåòñÿ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD â òî÷êàõ
A1, B1, C1, D1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AC, BD, A1C1 è B1D1 ïåðåñåêà-þòñÿ â îäíîé òî÷êå.4.2. Äâå êîíèêè èìåþò 4 îáùèõ òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òî÷êèëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñè êîíèê ïåð-ïåíäèêóëÿðíû.4.3. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïó÷êå êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 4 òî÷êè,íå áîëåå äâóõ ïàðàáîë.4.4. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè A, B, Cè D, îáðàçóþò êîíèêó Γ.4.5. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîíèêè Γ èç ïðåäûäóùåé çà-äà÷è:à) Γ ïðîõîäèò ÷åðåç 6 ñåðåäèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû äàííûõòî÷åê, è ÷åðåç 3 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû äàííûõòî÷åê;á) öåíòð êîíèêè Γ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ òî÷åê A, B, C è D;â) åñëè D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC, òî Γ �îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê ýòîãî òðåóãîëüíèêà;ä) åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé, òî Γ�ãèïåðáîëà ñ ïåð-ïåíäèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìè; â ýòîì ñëó÷àå îñè âñåõ êîíèê ïó÷êà ïà-ðàëëåëüíû àñèìïòîòàì Γ. Ïàðàáîëà4.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì (0, 0) ïàðàáîëó
4ay = x2 ìîæíî ïåðåâåñòè â ïàðàáîëó y = x2.4.7. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â ÷åòûðåõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå,÷òî öåíòð ìàññ ýòèõ òî÷åê ëåæèò íà îñè ïàðàáîëû.



Çàäà÷è 1014.8. Äâå ïàðàáîëû, îñè êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíû, ïåðåñåêàþòñÿâ ÷åòûðåõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-íîñòè.4.9. Õîðäà P1P2 ïàðàáîëû ïðîõîäèò ÷åðåç �îêóñ F . Äîêàæèòå, ÷òîâåëè÷èíà 1/|P1F |+ 1/|P2F | íå çàâèñèò îò âûáîðà õîðäû.4.10. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå 4y=x2 â òî÷êàõ (2t1, t21)è (2t2, t22) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (t1 + t2, t1t2).4.11. Èç òî÷êè O ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå OA è OB ê ïàðàáîëå ñ�îêóñîì F . Äîêàæèòå, ÷òî ∠AFB = 2∠AOB, ïðè÷åì ëó÷ OF �áèññåê-òðèñà óãëà AFB.4.12. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå OA è OB ê ïàðàáîëå ïåðïåíäè-êóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:à) îòðåçîê AB ïðîõîäèò ÷åðåç �îêóñ ïàðàáîëû;á) òî÷êà O ëåæèò íà äèðåêòðèñå ïàðàáîëû.4.13. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå z 7→ 2(1− z)−2 ïåðåâîäèò åäè-íè÷íóþ îêðóæíîñòü |z|= 1 â ïàðàáîëó.4.14. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ñåìåé-ñòâî ïàðàáîë x = a + by + y2 â ñåìåéñòâî ïðÿìûõ?4.15. Êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå â òî÷êàõ a, b, g îáðàçóþò òðåóãîëüíèê
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�èñ. 4.12

ABC (ðèñ. 4.12). Äîêàæèòå, ÷òîà) îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ïðî-õîäèò ÷åðåç �îêóñ ïàðàáîëû;á) âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-êå, ëåæàùåé íà äèðåêòðèñå ïàðàáîëû;â) Sabg = 2SABC ;ã) 3
√

SabC + 3
√

SbgA = 3
√

SagB.4.16. Ïðÿìàÿ l ïîëó÷åíà èç äèðåêòðèñû ïàðàáîëûãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â �îêóñå ïàðàáîëû è êîý��èöè-åíòîì 2. Èç òî÷êè O ïðÿìîé l ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå
OA è OB ê ïàðàáîëå. Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòðîì òðå-óãîëüíèêà AOB ñëóæèò âåðøèíà ïàðàáîëû.4.17. Ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé ñâåòà, îòðàçèâøèñü îò êðèâîé C,ñõîäèòñÿ â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî C �ïàðàáîëà ñ �îêóñîì F è îñüþ,ïàðàëëåëüíîé ëó÷àì ñâåòà. Ýëëèïñ4.18. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïàðàëëåëîãðàììà ñóùåñòâóåòýëëèïñ, êàñàþùèéñÿ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà â èõ ñåðåäèíàõ.á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò ýëëèïñ, êà-ñàþùèéñÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà â èõ ñåðåäèíàõ.



102 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêè4.19. Ïóñòü AA′ è BB′ � ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû ýëëèïñà ñ öåí-òðîì O. Äîêàæèòå, ÷òîà) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AOB íå çàâèñèò îò âûáîðà ñîïðÿæåííûõäèàìåòðîâ;á) âåëè÷èíà |OA|2 + |OB|2 íå çàâèñèò îò âûáîðà ñîïðÿæåííûõ äèà-ìåòðîâ.4.20. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè �îêóñîâ ýëëèïñà íà âñå êàñàòåëü-íûå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.á) Ïóñòü d1 è d2 �ðàññòîÿíèÿ îò �îêóñîâ ýëëèïñà äî êàñàòåëüíîé.Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà d1d2 íå çàâèñèò îò âûáîðà êàñàòåëüíîé.4.21. Èç òî÷êè O ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå OA è OB ê ýëëèïñó ñ�îêóñàìè F1 è F2. Äîêàæèòå, ÷òî ∠AOF1 = ∠BOF2 è ∠AF1O = ∠BF1O.4.22. Ïàðàëëåëîãðàìì îïèñàí îêîëî ýëëèïñà. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãî-íàëè ïàðàëëåëîãðàììà ñîäåðæàò ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû ýëëèïñà.4.23. Ïóñòü a è b��èêñèðîâàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå,÷òî ïðè èçìåíåíèè f îò 0 äî 2p òî÷êè âèäà aeif + be−if çàìåòàþò ýëëèïñèëè îòðåçîê.4.24. Âîêðóã ýëëèïñà îïèñàí ïðÿìîóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíàåãî äèàãîíàëè íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà.4.25. Õîðäà PQ îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2 + b2 ñ öåíòðîì O êàñàåòñÿýëëèïñà x2

a2
+

y2

b2
= 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå PO è QO ñîäåðæàò ñîïðÿ-æåííûå äèàìåòðû ýëëèïñà.4.26. à) Ïóñòü AA′ è BB′ �ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû ýëëèïñà ñ öåí-òðîì O. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó B ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé OA è îòëî-æèì íà íåì îòðåçêè BP è BQ, ðàâíûå OA. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàâíûå îñèýëëèïñà ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè OP è OQ.á) Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíà ïàðà ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðîâ ýëëèïñà.Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå åãî ãëàâíûå îñè.4.27. Íîðìàëü ê ýëëèïñó â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ìàëóþ ïîëóîñü âòî÷êå Q, P � ïðîåêöèÿ öåíòðà ýëëèïñà íà íîðìàëü. Äîêàæèòå, ÷òî

AP ·AQ = a2, ãäå a�áîëüøàÿ ïîëóîñü.4.28. Äîêàæèòå, ÷òî âñå âïèñàííûå â ýëëèïñ ðîìáû îïèñàíû âîêðóãîäíîé îêðóæíîñòè.4.29. Îêðóæíîñòü, öåíòð êîòîðîé ëåæèò íà ýëëèïñå, êàñàåòñÿ äâóõñîïðÿæåííûõ äèàìåòðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè íå çàâèñèòîò âûáîðà ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðîâ.4.30. à) Èç òî÷êè O ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå OP è OQ ê ýëëèïñóñ �îêóñàìè F1 è F2. Äîêàæèòå, ÷òî
∠POQ = p− 1

2
(∠PF1Q + ∠PF2Q).



Çàäà÷è 103á) Îòðåçîê AB âèäåí èç �îêóñîâ F1 è F2 ïîä óãëàìè f1 è f2 ñîîò-âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî f1 + f2 = a + b (ñì. ðèñ. 4.13).4.31. Ê ýëëèïñó ñ öåíòðîì O ïðîâåäåíû äâå ïàðàëëåëüíûå êàñà-òåëüíûå l1 è l2. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O1 êàñàåòñÿ (âíåøíèì îáðàçîì)
A Ba b

F1F2

�èñ. 4.13

ýëëèïñà è ïðÿìûõ l1 è l2. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíàîòðåçêà OO1 ðàâíà ñóììå ïîëóîñåé ýëëèïñà.4.32. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì C,ëåæàùèì íà áîëüøåé ïîëóîñè ýëëèïñà, êàñà-åòñÿ ýëëèïñà â äâóõ òî÷êàõ; O�öåíòð ýëëèï-ñà, a è b�åãî ïîëóîñè. Äîêàæèòå, ÷òî
|OC|2 =

(a2 − b2)(b2 − r2)

b2
.4.33. Òðè îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõëåæàò íà áîëüøîé îñè ýëëèïñà, êàñàþòñÿ ýëëèïñà. Ïðè ýòîì îêðóæ-íîñòü ðàäèóñà r2 êàñàåòñÿ (âíåøíèì îáðàçîì) îêðóæíîñòåé ðàäèóñà r1è r3. Äîêàæèòå, ÷òî

r1 + r3 =
2a2(a2 − 2b2)

a4
r2.4.34. Ïóñòü N îêðóæíîñòåé, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà áîëüøîéîñè ýëëèïñà, êàñàþòñÿ ýëëèïñà è ïðè ýòîì îêðóæíîñòü ðàäèóñà ri(2 6 i 6 N − 1) êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé ðàäèóñà ri−1 è ri+1. Äîêàæèòå,÷òî åñëè 3n− 2 6 N , òî

r2n−1(r1 + r2n−1) = rn(rn + r3n−2).4.35. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü F1 è
F2��îêóñû ýëëèïñà, êàñàþùåãîñÿ ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà â èõ ñåðå-äèíàõ. Äîêàæèòå, ÷òî F1 è F2�êîðíè ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà òðåòüåéñòåïåíè ñ êîðíÿìè A, B è C. �èïåðáîëà4.36. Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ëåæàò íà àñèìïòîòàõ, à äâóìÿ åãîïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè ñëóæàò òî÷êà ãèïåðáîëû è òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ àñèìïòîò. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òàêîãî ïàðàëëåëîãðàììàîäíà è òà æå äëÿ âñåõ òî÷åê ãèïåðáîëû.4.37. Äîêàæèòå, ÷òî àñèìïòîòû ãèïåðáîëû

ax2 + 2bxy + cy2 + dx + cy + f = 0îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a + c = 0.4.38. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà ãèïåðáîëå xy = 1. Äîêàæèòå,÷òî åãî îðòîöåíòð òîæå ëåæèò íà ýòîé ãèïåðáîëå.



104 �ëàâà 4. Êîíèêè è êâàäðèêè4.39. Íàéäèòå ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ïàð ïåðïåíäèêó-ëÿðíûõ êàñàòåëüíûõ ê ãèïåðáîëå.4.40. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2
√

x2
0 + x−2

0 ñ öåíòðîì (x0, x−1
0 ) ïåðåñåêà-åò ãèïåðáîëó xy = 1 â òî÷êå (−x0, −x−1

0 ) è â òî÷êàõ A, B, C. Äîêàæèòå,÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîñòîðîííèé.Êîíèêè êàê ìíîæåñòâà òî÷åê4.41. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîéòî÷êè è äàííîé îêðóæíîñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ, ãèïåðáîëó èëèëó÷.4.42. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, ïðî-õîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è êàñàþùèõñÿ äàííîé îêðóæíîñòè (èëèïðÿìîé), íå ñîäåðæàùåé äàííóþ òî÷êó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ èëèãèïåðáîëó (èëè ïàðàáîëó).4.43. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè At =(1+ t, 1+ t) è Bt =(−1+ t, 1− t).Îïèøèòå ìíîæåñòâî, çàìåòàåìîå âñåìè ïðÿìûìè AtBt, t ∈ R.4.44. Äàíû òî÷êà O è ïðÿìàÿ l. Òî÷êà X äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé l.Îïèøèòå ìíîæåñòâî, êîòîðîå çàìåòàþò ïåðïåíäèêóëÿðû ê ïðÿìîé XO,âîññòàâëåííûå èç òî÷êè X.4.45. Ïî ïðÿìûì l è l′ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè v 6= v′ äâèæóòñÿòî÷êè X è X ′. Êàêîå ìíîæåñòâî çàìåòàþò ïðÿìûå XX ′?4.46. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó X, ëåæàùóþ âíóòðè äàííîé îêðóæíî-ñòè S, ïðîâîäèòñÿ ïðÿìàÿ l, îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìîé XO, ãäå O�äàííàÿòî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà îêðóæíîñòè S. Îïèøèòå ìíîæåñòâî, çàìåòàåìîåâñåìè ïðÿìûìè l.4.47. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âñåõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âïè-ñàííûõ â äàííóþ êîíèêó, ëåæàò íà íåêîòîðîé êîíèêå.Îñíîâíûå ñâîéñòâà êâàäðèê4.48. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ êâàäðèêè z = x2 + y2íà ïëîñêîñòü z = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ.4.49. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî êîíóñà â R3 åñòü ñå÷åíèå, ÿâëÿþùååñÿîêðóæíîñòüþ.4.50. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå êâàäðèêè â R3 èìåþò îáùåå ïëîñêîåñå÷åíèå, òî ó íèõ åñòü åùå îäíî îáùåå ïëîñêîå ñå÷åíèå.á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðè êâàäðèêè â R3 èìåþò îáùåå ïëîñêîå ñå÷å-íèå, òî òðè ïëîñêîñòè èõ äðóãèõ ïîïàðíî îáùèõ ñå÷åíèé èìåþò îáùóþïðÿìóþ.4.51. à) Äëèíû ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà â R3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
O�öåíòð ýëëèïñîèäà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êà A ýëëèïñîèäà íå ëå-



Çàäà÷è 105æèò íà ãëàâíûõ îñÿõ, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ïëîñêîå ñå÷åíèå, äëÿêîòîðîãî OA�ãëàâíàÿ ïîëóîñü.á) Ïëîñêîñòü xcosa+y cosb+ z cosg=0, ãäå cos2 a+cos2 b+cos2 g=1,ïåðåñåêàåò ýëëèïñîèä x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 ïî ýëëèïñó ñ äëèíàìè ãëàâíûõïîëóîñåé r1 è r2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà r1 è r2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

a2 cos2 a
a2 − r2

+
b2 cos2 b
b2 − r2

+
c2 cos2 g
c2 − r2

= 0.4.52. �àññìîòðèì ýëëèïñîèä â R3, ïîëó÷åííûé ïðè âðàùåíèè ýëëèï-ñà ñ �îêóñàìè F1 è F2 âîêðóã ïðÿìîé F1F2.à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñå÷åíèÿ ýòîãî ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòüþ, ïðîõî-äÿùåé ÷åðåç òî÷êó F1, ýòà òî÷êà ñëóæèò �îêóñîì.á) Ïóñòü C � ïëîñêîå ñå÷åíèå äàííîãî ýëëèïñîèäà. Äîêàæèòå, ÷òîïðÿìûå F1X, X ∈ C, îáðàçóþò ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ.



�ëàâà 5
Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ðàññêàçàíî î äâóõ íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèÿõ �ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî (íàçûâàåìîé åùå ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðè-åé) è ãåîìåòðèè �èìàíà (íàçûâàåìîé ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé)1. Ìûíà÷íåì ñ ïîñëåäíåé; îíà ïðîùå äëÿ ïîíèìàíèÿ, èáî ëîêàëüíî (â ìàëîì)îíà ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðèåé ñ�åðû, à ñ�åðà ðàñïîëîæåíà â îáû÷íîìòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è òåîðåìû ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíîòðàêòîâàòü êàê îáû÷íûå ñòåðåîìåòðè÷åñêèå.Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ÷åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà ïðÿìîé, ìîæ-íî ïðîâåñòè ìíîãî ïðÿìûõ, íå ïåðåñåêàþùèõ ýòó ïðÿìóþ. Â òå÷åíèåìíîãèõ âåêîâ ëþäè íå ìîãëè ñâûêíóòüñÿ ñ òåì, ÷òî òàêîå âîçìîæíî. Èì÷óäèëîñü, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíîñòè (ñ�îðìóëè-ðîâàííûé ê òîìó æå Åâêëèäîì ãðîìîçäêî è íåóêëþæå2) ÿâëÿåòñÿ íàñàìîì äåëå òåîðåìîé, ÷òî îí ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ àêñèîì. Ýòî îêàçà-ëîñü íåâåðíûì. Îñíîâíûå òåîðåìû ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè áûëèäîêàçàíû �àóññîì, Ëîáà÷åâñêèì è Áîéÿè, à çàòåì Áåëüòðàìè, Êýëè,Êëåéí è Ïóàíêàðå ïîñòðîèëè åå ìîäåëè, è òîãäà ñàìà ðåàëüíîñòü ýòîéíååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, çà êîòîðîé çàêðåïèëîñü èìÿ ãåîìåòðèè Ëîáà-÷åâñêîãî, ñòàëà î÷åâèäíîé. Îáî âñåì ýòîì è ðàññêàçûâàåòñÿ â íàñòîÿùåéãëàâå.
�5.1. Îêðóæíîñòü è äâóìåðíàÿ ñ�åðà. Îäíîìåðíàÿè äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèè �èìàíàÎêðóæíîñòü è ñ�åðàÎêðóæíîñòü, íàðÿäó ñ ïðÿìîé, � ñàìûé ïðèâû÷íûé îáúåêò åâêëè-äîâîé ãåîìåòðèè. Ìû ïðåäñòàâëÿåì åå êàê îáîä êîëåñà, íå èìåþùèéòîëùèíû, êîòîðûé ìîæåò ñêîëüçèòü ñàì ïî ñåáå èëè îòîáðàæàòüñÿ ñàìâ ñåáÿ ¾ïåðåâîðîòîì¿, åñëè çàêðåïèòü äâå òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà êîíöàõäèàìåòðà.1Ýòè íàçâàíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû Êëåéíîì â ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììå.2Åñëè äâå ïðÿìûå îáðàçóþò ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ òðåòüåé ïðÿìîé âíóòðåííèå îä-íîñòîðîííèå óãëû, ñóììà âåëè÷èí êîòîðûõ ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ, òî ýòè ïðÿìûåïåðåñåêóòñÿ, ïðè÷åì ñ òîé ñòîðîíû îò òðåòüåé ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ýòèâíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû.



� 5.1. Îêðóæíîñòü è äâóìåðíàÿ ñ�åðà 107Â äåêàðòîâîé ìîäåëè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2, ñîñòîÿùåé èç òî-÷åê X, ïðåäñòàâëåííûõ ïàðàìè (x1, x2) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îêðóæ-íîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò åñòü ñîâî-êóïíîñòü òî÷åê X, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
x2

1 + x2
2 = 1. Òàêîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷àþò S1. Ýòî ìíîæåñòâî ñòàíîâèòñÿìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ d(X, Y ) ìåæ-äó òî÷êàìè X è Y âûáðàòü äëèíó êðàò÷àéøåé äóãè, ñîåäèíÿþùåé ýòèòî÷êè. Ìîæíî îïðåäåëèòü äâèæåíèÿ îêðóæíîñòè êàê òàêèå âçàèìíî îä-íîçíà÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè â ñåáÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿìåæäó òî÷êàìè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ê òàêèì äâèæåíèÿì îòíîñÿòñÿïîâîðîòû

(x1, x2) 7→ (x1 cosf + x2 sinf, −x1 sinf + x2 cosf),îòðàæåíèÿ (x1, x2) 7→ (x1, −x2) è èõ ñóïåðïîçèöèè. Íåòðóäíî äîêàçàòü,÷òî òàê îïèñûâàþòñÿ âñå äâèæåíèÿ îêðóæíîñòè.Ïåðåõîäèì ê îïèñàíèþ äâóìåðíîé ñ�åðû êàê ãåîìåòðè÷åñêîãî îáú-åêòà. Ìû ïðåäñòàâëÿåì ñåáå ñ�åðó êàê ïîâåðõíîñòü ãëîáóñà èëè ìÿ÷à,íå èìåþùóþ òîëùèíû. Îíà ìîæåò ñêîëüçèòü ñàìà ïî ñåáå. Ýòà ïî-âåðõíîñòü ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè è ñèììåòðèèîòíîñèòåëüíî ëþáîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñ�åðû.Â äåêàðòîâîé ìîäåëè åâêëèäîâà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3, ñî-ñòîÿùåé èç òî÷åê X, ïðåäñòàâëåííûõ òðîéêàìè (x1, x2, x3) âåùåñòâåí-íûõ ÷èñåë, ñ�åðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàòåñòü ñîâîêóïíîñòü òî÷åê X, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-íîøåíèþ x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1. Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àþò S2.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, èçó÷àþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû,íàõîäÿùèåñÿ íà ñ�åðå, íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé.Îêðóæíîñòü, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàåò ñ�åðó ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ÷åðåç öåíòð ñ�åðû, íàçûâàþò îêðóæíîñòüþ áîëüøîãî êðóãà (èëè áîëü-øîé îêðóæíîñòüþ). Ñ�åðà S2 ñòàíîâèòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì,åñëè îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè íå äèàìåòðàëüíî ïðî-òèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè X è Y íà ñ�åðå êàê äëèíó íàèìåíüøåé äóãè,âûñåêàåìîé òî÷êàìè X è Y íà åäèíñòâåííîé îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðó-ãà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè X è Y . �àññòîÿíèå ìåæäó äèàìåòðàëüíîïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè ñ�åðû S2 ðàâíî p.Äâèæåíèÿ ñ�åðû S2 �ýòî òàêèå åå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ïðåîáðàçî-âàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.Äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòû íà íåêîòîðûé óãîë âîêðóã ïðÿìîé,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñ�åðû, è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð ñ�åðû. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå äâè-



108 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéæåíèå ñ�åðû ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-ñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð ñ�åðû.Ñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ âî ìíîãîì ñõîäíà ñ ïëàíèìåòðèåé, íî è âîìíîãîì îòëè÷íà îò íåå. Ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìû óäåëèì ñïåöèàëü-íûé ïàðàãðà�.Ñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ âîçíèêëà åùå â àíòè÷íûå âðåìåíà. Ñâîéñòâà ïðÿìî-óãîëüíûõ ñ�åðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ áûëè èçâåñòíû Ïòîëåìåþ. Äî Ïòîëåìåÿ ñ�å-ðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé (òîæå äëÿ öåëåé àñòðîíîìèè) çàíèìàëñÿ Ìåíåëàé. Ñîõðàíèëñÿåãî òðàêòàò ¾Ñ�åðèêà¿, â ïåðâûõ äâóõ êíèãàõ êîòîðîãî äîêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå òå-îðåìû î ñ�åðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêàõ (â òîì ÷èñëå è òåîðåìû î ïðèçíàêàõ ðàâåíñòâàñ�åðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ).Ïòîëåìåé Êëàâäèé (îê. 100 ã.�îê. 178 ã.) � äðåâíåãðå÷åñêèé ó÷åíûé, àâòîðâåëèêîé êíèãè ¾Áîëüøîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå àñòðîíîìèè â XIII êíèãàõ¿,èçâåñòíîé ïîä àðàáñêèì íàçâàíèåì ¾Àëüìàãåñò¿. Â íåé áûëè îïèñàíû äâèæåíèÿïëàíåò. Ïòîëåìåþ ïðèíàäëåæàò ìíîãèå ðåçóëüòàòû ïî ãåîìåòðèè, íàïðèìåð, çíàìå-íèòàÿ òåîðåìà Ïòîëåìåÿ î âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå.Îäíà èç õàðàêòåðèçàöèé ïðÿìîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáîé åå îòðåçîê ñ êîíöàìè A è B �êðàò÷àéøàÿ èçâñåõ êðèâûõ ñ êîíöàìè A è B. Èìåííî íà ýòîé õàðàêòåðèçàöèè ïðÿìîéîñíîâàíî îïðåäåëåíèå ïðÿìîé (ãåîäåçè÷åñêîé) â íååâêëèäîâûõ ãåîìåò-ðèÿõ. Êðèâóþ ñ êîíöàìè A è B íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè åå äëèíàìåíüøå äëèíû ëþáîé äðóãîé êðèâîé ñ òåìè æå êîíöàìè. Íà íåçàìêíó-òîé êðèâîé äâå òî÷êè îïðåäåëÿþò îäèí îòðåçîê êðèâîé, à íà çàìêíó-òîé êðèâîé äâå òî÷êè îïðåäåëÿþò äâà îòðåçêà êðèâîé. Â ñâÿçè ñ ýòèìíåçàìêíóòóþ êðèâóþ íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè ëþáîé åå îòðåçîêÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, à çàìêíóòóþ êðèâóþ íàçûâàþò ãåîäåçè÷åñêîéâ òîì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ êðèâîé, íà êîòîðûå ååäåëÿò äâå òî÷êè, îäèí îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíû ãåîäåçè÷åñêèå íà äâóìåðíîé ñ�åðå S2. Ïðåæ-äå âñåãî íóæíî ñêàçàòü, ÷òî òàêîå äëèíà êðèâîé íà ñ�åðå S2. Ñ�åðà S2ðàñïîëîæåíà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3, ïîýòîìó êðèâàÿ íà ñ�å-ðå S2 ÿâëÿåòñÿ òàêæå êðèâîé â R3. Íàçîâåì äëèíîé êðèâîé íà ñ�åðå S2äëèíó ýòîé êðèâîé â R3 (äëèíîé êðèâîé â R3 íàçûâàþò òî÷íóþ âåðõíþþãðàíü äëèí ëîìàíûõ, âïèñàííûõ â ýòó êðèâóþ).Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëü-íèêà |AC|6 |AB|+ |BC|; åñëè òî÷êà B íå ëåæèò íà îòðåçêå AC, òîíåðàâåíñòâî ñòðîãîå. Â ñàìîì äåëå, åñëè AA1A2 . . .AnB�ïðîèçâîëüíàÿëîìàíàÿ ñ êîíöàìè A è B, òî èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî
|AB|6 |AA1|+ |A1B|6 |AA1|+ |A1A2|+ |A2B|6 . . . 6 |AA1|+ |A1A2|+ . . .
. . . + |An−1An|+ |AnB|, ïðè÷åì åñëè ëîìàíàÿ íå ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì
AB, òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñòðîãîå. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà



� 5.1. Îêðóæíîñòü è äâóìåðíàÿ ñ�åðà 109ëþáîé ëîìàíîé ñ êîíöàìè A è B áîëüøå äëèíû îòðåçêà AB. Êðèâóþìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèçèòü ëîìàíîé, ïîýòîìó äëèíà êðèâîéñ êîíöàìè A è B áîëüøå äëèíû îòðåçêà AB. Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, íàñ�åðå S2 ãåîäåçè÷åñêèìè áóäóò áîëüøèå îêðóæíîñòè. ×åðåç ëþáûå äâåíå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñ�åðû ïðîõîäèò ðîâíî îä-íà áîëüøàÿ îêðóæíîñòü, à ÷åðåç äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûåòî÷êè ñ�åðû ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî áîëüøèõ îêðóæíîñòåé. ×òî-áû áîëüøèå îêðóæíîñòè äåéñòâèòåëüíî áûëè ãåîäåçè÷åñêèìè, íåðàâåí-ñòâî òðåóãîëüíèêà äîëæíî âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèìêðàò÷àéøèå äóãè áîëüøèõ îêðóæíîñòåé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè A è B, Bè C, C è A; òîãäà ñóììà äëèí ïåðâûõ äâóõ äóã íå ìåíüøå äëèíû òðåòüåé
RR

O

A Bg

�èñ. 5.1

äóãè. À òàê êàê äëèíà äóãè AB ðàâíà Rg (ðèñ.5.1),ïðèõîäèì ê íîâîé ýêâèâàëåíòíîé �îðìóëèðîâ-êå: ñóììà äâóõ ïëîñêèõ óãëîâ òðåõãðàííîãî óãëàíå ìåíüøå òðåòüåãî ïëîñêîãî óãëà. Äîêàæåì ýòîóòâåðæäåíèå äëÿ íåâûðîæäåííîãî òðåõãðàííîãîóãëà.Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî òðåõãðàííîãî óãëà
OABC ñ âåðøèíîé O âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∠AOC < ∠AOB + ∠BOC.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüñëó÷àé, êîãäà óãîë AOC íàèáîëüøèé. Â ýòîì ñëó-÷àå âíóòðè óãëà AOC ìîæíî âûáðàòü òî÷êó B1òàê, ÷òî ∠AOB1 = ∠AOB è |OB1|= |OB|. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó B1îòðåçîê ñ êîíöàìè íà ëó÷àõ OA è OC; ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A è C �êîíöû ýòîãî îòðåçêà. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ AOB è AOB1 ñëå-äóåò, ÷òî |AB|= |AB1|. Êðîìå òîãî, |AB1|+ |B1C|= |AC|< |AB|+ |BC|,ïîýòîìó |B1C|< |BC|. Èç òåîðåìû êîñèíóñîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîñòî-ÿííûõ äëèíàõ ñòîðîí BO è OC äëèíà ñòîðîíû BC ìîíîòîííî âîç-ðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì óãëà BOC. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠B1OC < ∠BOC,à çíà÷èò,

∠AOC = ∠AOB1 + ∠B1OC < ∠AOB + ∠BOC.Ñ�åðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òîáîëüøèå îêðóæíîñòè � ãåîäåçè÷åñêèå íà ñ�åðå. (Ýòî äîêàçàòåëüñòâîäîñëîâíî ïîâòîðÿåò ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðÿ-ìàÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå � ãåîäåçè÷åñêàÿ.) Ïîýòîìó áîëüøèåîêðóæíîñòè ìû èíîãäà íàçûâàåì ñ�åðè÷åñêèìè ïðÿìûìè.�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ñ�åðû S2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëè-íà êðàò÷àéøåé äóãè áîëüøîé îêðóæíîñòè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A è B.Îòìåòèì, ÷òî ñ�åðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ÿâëÿåòñÿ



110 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé îò åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íè-ìè. Â ÷àñòíîñòè, ñ�åðè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ðàâíû åâêëèäîâû ðàññòîÿíèÿ.Ñ�åðè÷åñêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿÄëÿ ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëÿðíîå ñîîòâåò-ñòâèå, ïðè êîòîðîì êàæäîé áîëüøîé îêðóæíîñòè S ñîïîñòàâëÿåòñÿïàðà êîíöîâ äèàìåòðà ñ�åðû, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî S, à êàæäîé ïàðåäèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê A è B ñîïîñòàâëÿåòñÿ áîëüøàÿîêðóæíîñòü, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé AB. Áóäåì ãî-âîðèòü, ÷òî áîëüøîé îêðóæíîñòè ñîïîñòàâëÿþòñÿ åå ïîëþñû, à ïàðåäèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê ñîïîñòàâëÿåòñÿ èõ ïîëÿðà. Ëåã-êî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè áîëüøàÿ îêðóæíîñòü S ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A,òî ïîëÿðà òî÷êè A ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëþñ áîëüøîé îêðóæíîñòè S. Òàêèìîáðàçîì, ïîëÿðíîå ñîîòâåòñòâèå ïåðåâîäèò òî÷êè â ïðÿìûå, à ïðÿìûå âòî÷êè, ïðè÷åì óòâåðæäåíèå ¾ïðÿìàÿ l ñîäåðæèò òî÷êó A¿ ïåðåõîäèò âóòâåðæäåíèå ¾òî÷êà l⊥ ëåæèò íà ïðÿìîé A⊥¿.Ñ�åðè÷åñêîìó òðåóãîëüíèêó ABC ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîëÿðíûéåìó òðåóãîëüíèê A′B′C ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì: A′ � òîò èç ïîëþñîâñ�åðè÷åñêîé ïðÿìîé BC, êîòîðûé ëåæèò âìåñòå ñ òî÷êîé A ïî îäíóñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé; òî÷êè B′ è C ′ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåãêîïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîëÿðíîãî òðåóãîëüíèêà:1) åñëè òðåóãîëüíèê A′B′C ′ ïîëÿðåí òðåóãîëüíèêó ABC, òî òðå-óãîëüíèê ABC ïîëÿðåí òðåóãîëüíèêó A′B′C ′;2) åñëè a, b è g� óãëû òðåóãîëüíèêà ABC, aR, bR è cR � äëèíûåãî ñòîðîí (R � ðàäèóñ ñ�åðû), òî p− a, p− b è p− c� óãëû ïîëÿð-íîãî òðåóãîëüíèêà A′B′C ′; (p− a)R, (p− b)R è (p− g)R � äëèíû åãîñòîðîí.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 1) ðàññìîòðèì öåíòð O ñ�åðû. Òàê êàê
OA′ ⊥OC è OB′ ⊥OC, ïîëó÷àåì OC ⊥OA′B′.Ñâîéñòâî 2) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âíóòðåííèå íîðìàëè ê äâóãðàííîìóóãëó âåëè÷èíîé a îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé óãîë p− a.Â ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîé, òðåóãîëüíèêèñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè óãëàìè îáÿçàòåëüíî ðàâíû. Â ñàìîì äåëå,èç ðàâåíñòâà óãëîâ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñòîðîí èõïîëÿðíûõ òðåóãîëüíèêîâ, à ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ïî òðåì ñòîðîíàìäîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â åâêëèäîâîì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, âñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî âû÷èñëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, çíàÿåãî óãëû.Òåîðåìà 2. Ïëîùàäü ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ óãëàìè a, bè g ðàâíà (a + b + g− p)R2, ãäå R�ðàäèóñ ñ�åðû.



� 5.1. Îêðóæíîñòü è äâóìåðíàÿ ñ�åðà 111Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñ�åðè÷åñêèé äâóóãîëü-íèê , ò. å. îäíó èç ÷åòûðåõ �èãóð, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ñ�åðó äâåñ�åðè÷åñêèå ïðÿìûå.Ïóñòü S(a)�ïëîùàäü ñ�åðè÷åñêîãî äâóóãîëüíèêà ñ óãëîì a. ßñíî,âåëè÷èíà ÷òî S(a) ïðîïîðöèîíàëüíà a è S(p)=2pR2 (ïëîùàäü ïîëóñ�å-ðû). Ïîýòîìó S(a) = 2aR2.Ïàðû ñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ AB, BC è CA îáðàçóþò 12 ñ�åðè÷åñêèõäâóóãîëüíèêîâ. Âûáåðåì èç íèõ 6 ñ�åðè÷åñêèõ äâóóãîëüíèêîâ, ñîäåð-æàùèõ ëèáî òðåóãîëüíèê ABC, ëèáî ñèììåòðè÷íûé åìó (îòíîñèòåëüíîöåíòðà ñ�åðû) òðåóãîëüíèê A1B1C1. Êàæäàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà ABCè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ïîêðûòà ðîâíî òðåìÿ òàêèìè äâóóãîëüíèêàìè,à ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà ñ�åðû ïîêðûòà ðîâíî îäíèì äâóóãîëüíèêîì (òî÷-êè ñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ AB, BC è CA ìû íå ðàññìàòðèâàåì). Ïîýòîìó
4(a + b + g)R2 = 4pR2 + 2SABC + 2SA1B1C1

.À òàê êàê SABC = SA1B1C1
, ìû ïîëó÷àåì SABC = (a + b + g− p)R2.Ñëåäñòâèå. Ñóììà óãëîâ ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå p.Äëèíû a, b è c ñòîðîí ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñâÿçàíûñîîòíîøåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåîðåìàì ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ äëÿ òðå-óãîëüíèêîâ â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîðàäèóñ ñ�åðû ðàâåí 1. Ïóñòü a, b è g� óãëû ïðè âåðøèíàõ A, B è Cñîîòâåòñòâåííî.Òåîðåìà ñèíóñîâ. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî sin a

sin a =
sin b

sin b =
sin c

sing .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü O�öåíòð ñ�åðû, H �ïðîåêöèÿ òî÷êè
A íà ïëîñêîñòü OBC, Ab è Ac �ïðîåêöèè òî÷êè A íà ïðÿìûå OB è OC.Ïðè ýòîì òî÷êè Ab è Ac ñîâïàäàþò ñ ïðîåêöèÿìè òî÷êè H íà ïðÿìûå
OB è OC. Ñëåäîâàòåëüíî,

|AH|= |AbA| sin b = sin c sin b, |AH|= |AcA| sin g = sin b sin g.Ïîýòîìó sin b : sin b= sin c : sing. Àíàëîãè÷íî sin b : sin b= sina : sin a.Åñëè a ìàëî, òî sina≈ a. Ïîýòîìó ñ�åðè÷åñêàÿ òåîðåìà ñèíóñîâ ïðè
a, b, c→ 0 ïåðåõîäèò â åâêëèäîâó òåîðåìó ñèíóñîâ (ñì. ñ. 22).Èç ñ�åðè÷åñêîé òåîðåìû ñèíóñîâ ñëåäóåò ñ�åðè÷åñêàÿ òåîðåìà Ôà-ëåñà: â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû.Ïåðâàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos a.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü O � öåíòð ñ�åðû, ea =
−→
OA, eb =

−→
OB è

ec =
−→
OC. Ïðîåêöèè âåêòîðîâ eb è ec íà ea ðàâíû ea cos c è ea cos b ñîîòâåò-ñòâåííî. Ïîýòîìó âåêòîðû u=eb−ea cosc è v =ec−ea cosb îðòîãîíàëüíû



112 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéâåêòîðó ea, èõ äëèíû ðàâíû sin c è sin b, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí a.Ñëåäîâàòåëüíî,
cos a = (eb, ec) = (u + ea cos c, v + ea cos b) = (u, v) + cos c cos b =

= sin b sin c cos a + cos b cos c.Åñëè a ìàëî, òî cos a≈ 1− a2

2
. Ïîýòîìó ïðè a, b, c→ 0 ñ�åðè÷åñêàÿïåðâàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ ïåðåõîäèò â åâêëèäîâó òåîðåìó êîñèíóñîâ(ñì. ñ. 21).Âòîðàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

cos a =− cos b cosg + sin b sin g cos a.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âòîðàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà
ABC ýêâèâàëåíòíà ïåðâîé òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ ïîëÿðíîãî åìó òðå-óãîëüíèêà A′B′C ′.Ïðè c→ 0 âòîðàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî cos a =
=− cos(b + g), ò. å. a + b + g = p.�åîìåòðèÿ n-ìåðíîé ñ�åðûÄëÿ n-ìåðíîé ñ�åðû Sn â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 áîëüøèå îêðóæíîñòèîïðåäåëÿþòñÿ êàê ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòð ñ�å-ðû. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî áîëüøèå îêðóæíîñòè�ãåîäåçè÷åñêèå. �àñ-ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ñ�åðû îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëèíà êðàò÷àé-øåé äóãè áîëüøîãî êðóãà, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè. Äëÿ n-ìåðíîé ñ�å-ðû, òàê æå êàê è äëÿ äâóìåðíîé ñ�åðû, ðàâåíñòâî ñ�åðè÷åñêèõ ðàññòî-ÿíèé ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó åâêëèäîâûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè.Â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
n+2 òî÷êàìè A1, . . . , An+2 ñâÿçàíû îïðåäåëåííûì ñîîòíîøåíèåì. Äåëîâ òîì, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè An+2 äî òî÷åê A1, . . . , An îïðåäåëÿþò ïî-ëîæåíèå òî÷êè An+2 ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
A1 . . . An. Ïîýòîìó äëèíà îòðåçêà An+1An+2 ïðè çàäàííûõ äëèíàõ âñåõîñòàëüíûõ îòðåçêîâ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷åíèÿ. Äëÿ n + 2òî÷åê n-ìåðíîé ñ�åðû Sn òîæå âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå.Òåîðåìà 3. Ïóñòü òî÷êè A1, . . . , An+2 ëåæàò íà n-ìåðíîé ñ�åðåðàäèóñà 1 è dij � ðàññòîÿíèå (ñ�åðè÷åñêîå) ìåæäó òî÷êàìè Ai è Aj.Òîãäà det(cos dij) = 0.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü O � öåíòð çàäàííîé ñ�åðû, ei =

−→
OAi.�àññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä ðàçìåðíîñòè n + 2, íàòÿíóòûé íà âåêòîðû

e1, . . . , en+2. Êâàäðàò îáúåìà ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí det((ei, ej))=
= det(cos dij).



� 5.1. Îêðóæíîñòü è äâóìåðíàÿ ñ�åðà 113Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîðû e1, . . . , en+2 ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå ðàç-ìåðíîñòè n+1, ïîýòîìó îáúåì íàòÿíóòîãî íà íèõ ïàðàëëåëåïèïåäà ðàç-ìåðíîñòè n + 2 ðàâåí 0.�åîìåòðèÿ �èìàíà, èëè ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ�èìàí, îòïðàâëÿÿñü îò ñ�åðû, ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ÷óòü èçìå-íåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, â êîòîðîì ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïðÿ-ìîé, îáëàäàþùåé îñíîâíûì ñâîéñòâîì: ÷åðåç êàæäûå äâå òî÷êè ïðî-õîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Îí ïðåäëîæèë ¾ñêëåèòü¿ äèàìåòðàëüíîïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè îêðóæíîñòè S1 è ñ�åðû S2. Ìîæíî ïðåäñòà-âèòü ýòî òàê: â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (â R2 è â R3 ñîîòâåòñòâåí-íî). Ýòî� òî÷êè. �àññòîÿíèå ìåæäó íèìè� ýòî âåëè÷èíà óãëà ìåæäóïðÿìûìè. Äâèæåíèÿ � ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìûõ ïîä âîçäåéñòâèåìîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â R2 è â R3. Â ñëó÷àå R3 ïðÿìîé â íîâîéãåîìåòðèè íàçûâàþò âñå ïðÿìûå â R3, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè, ïðî-õîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûåòî÷êè ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ. Íî â îòëè÷èå îò îáû÷íîéïëàíèìåòðèè â ãåîìåòðèè �èìàíà íåò ïàðàëëåëüíîñòè�ëþáûå äâå ðàç-ëè÷íûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ.Âñå ýòî íàïîìèíàåò ïðîåêòèâíûå ïðÿìóþ è ïëîñêîñòü � òàì òîæåðàññìàòðèâàëèñü ñîâîêóïíîñòè ïðÿìûõ â R2 è â R3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåçíà÷àëî êîîðäèíàò. Íî òàì ýòè ïðÿìûå îñòàâëÿëè ñëåäû íà åâêëèäîâîé êî-îðäèíàòíîé ïðÿìîé è ïëîñêîñòè, à çäåñü�íà îêðóæíîñòè S1 è ñ�åðå S2.Ëîêàëüíî ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èçîìåòðè÷íà ñ�åðè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè. Íî ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñóùåñòâåííîîòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ âñåõ äðóãèõ ãåîìåòðèé. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñâÿçà-íî ñ òåì, ÷òî íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 åñòü íåñòÿãèâàåìûå êðèâûåè, â ÷àñòíîñòè, íåñòÿãèâàåìûå òðåóãîëüíèêè.Îäíî èç íàèáîëåå ÿðêèõ îòëè÷èé ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè îòîñòàëüíûõ ãåîìåòðèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ýëëèïòè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè òðåóãîëüíèêè ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè ñòîðîíàìè íå âñåãäàðàâíû. Ïî-äðóãîìó ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì: èçîìåòðèþ, çàäàííóþ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê, íå âñåãäàìîæíî ïðîäîëæèòü äî èçîìåòðèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà.×òîáû ïîñòðîèòü ïðèìåð äâóõ íåðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìèñòîðîíàìè, ðàññìîòðèì íà ñ�åðå ðàäèóñà 1 ñ�åðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñîñòîðîíàìè p/3, p/3 è a. Òàêîé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò ïðè 0 < a< 2p/3.Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè (p/3, p/3, a) è (p/3, p/3, p− a) ñó-ùåñòâóþò ïðè p/3 < a < 2p/3. Åñëè a < p/2, òî ýòèì òðåóãîëüíèêàì ñî-îòâåòñòâóþò ýëëèïòè÷åñêèå òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè (p/3, p/3, a).



114 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÂ òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå òðåóãîëüíèêè íå ðàâíû (ò.å. íå ðàâíû èõ ñîîòâåò-ñòâåííûå óãëû), ïðîùå âñåãî óáåäèòüñÿ â âûðîæäåííîì ñëó÷àå a = p/3(ðèñ. 5.2). ßñíî òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óãëû òðåóãîëüíèêîâ ðàçëè-÷àþòñÿ ñëèøêîì ñèëüíî è ïðè ìàëîì èçìåíåíèè óãëà a îíè íå ñòàíóòðàâíûìè.�èñ. 5.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå òðåóãîëüíèêè áûâàþò äâóõòèïîâ. Îíè ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ëèáî èç ñ�åðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ, ñèì-ìåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñ�åðû (ðèñ. 5.2 (à)), ëèáî èç îäíîé çà-ìêíóòîé 6-çâåííîé ëîìàíîé, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñ�åðû(ðèñ. 5.2 (á)). Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñòÿãèâàåìîé êðèâîé íà ïðî-åêòèâíîé ïëîñêîñòè, à âòîðîé�íåñòÿãèâàåìîé.Äðóãîå îòëè÷èå ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ íåñîâïàäàþùèõ òî-÷åê, ñîñòîèò íå èç îäíîé, à èç äâóõ ïðÿìûõ (ãèïåðïëîñêîñòåé â ñëó÷àåìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ). Äåëî â òîì, ÷òî ìíîæåñòâó òî÷åê, ðàâíî-óäàëåííûõ îò òî÷åê {A, A′} è {B, B′} (íà ýëëèïòè÷åñêîé ïëîñêîñòè),íà ñ�åðå ñîîòâåòñòâóåò îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõîò òî÷åê A è B, è ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷åê A è B′(ðèñ. 5.3).
A

B

C

O

A B

C

AB

C(à) (á)

A

A′

B

B′�èñ. 5.2 �èñ. 5.3
�5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî�àâíîïðàâíîñòü ãåîìåòðèé Ëîáà÷åâñêîãî è Åâêëèäà ñòàëà îò÷åòëèâîÿñíîé ïîñëå èññëåäîâàíèé Êýëè è Êëåéíà 1870-õ ã. Â 1871 ã. Êëåéíïîñòðîèë ïðîåêòèâíóþ ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.Ìîäåëü Êëåéíà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãîÂ ìîäåëè Êëåéíà ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ðåàëèçóåòñÿ êàê âíóòðåí-íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ãäå òî÷êàìè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿþòñÿòî÷êè ýòîãî êðóãà, ïðÿìûìè� õîðäû, à ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X
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d(X, Y ) =

c

2

∣∣∣ln |AX|
|BX| :

|AY |
|BY |

∣∣∣,ãäå A è B�êîíöû õîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè X è Y . Äâèæåíèÿìèïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðå-âîäÿùèå êðóã â ñåáÿ (îíè æå�ãðóïïà èçîìåòðèé).Òî÷íîå îïèñàíèå ìîäåëè äîëæíî ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäå-íèÿ: ââåäåííàÿ �óíêöèÿ d êîððåêòíî îïðåäåëåíà, óäîâëåòâîðÿåò àêñèî-ìàì ðàññòîÿíèÿ, è ãðóïïà äâèæåíèé òðàíçèòèâíà.Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ, è çàîäíî ïîñòðîèìïðÿìóþ Ëîáà÷åâñêîãî.Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå d(a, b) ìåæäó òî÷êàìè a è b èíòåðâàëà (x, y)�îðìóëîé
d(a, b) = | ln[a, b, x, y]|=

∣∣∣ln
(

x − a

x − b
:

y − a

y − b

)∣∣∣.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë, ò. å.
x − a

x − b
:

y − a

y − b
> 0.Â ñàìîì äåëå, x− a < 0, x− b < 0, y − a > 0, y − b > 0. ßñíî òàêæå, ÷òî

d(a, a)=0 è d(a, b)→∞ ïðè b→x è ïðè b→y. Êðîìå òîãî, d(a, b)=d(b, a),òàê êàê
x − a

x − b
:

y − a

y − b
=
(

x − b

x − a
:

y − b

y − a

)−1

.Îòìåòèì, ÷òî ln[a, b, x, y]=− ln[a, b, y, x], ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòèðàçëè÷àòü òî÷êè x è y, ò. å. çàäàâàòü îðèåíòàöèþ èíòåðâàëà (x, y).Èç òîæäåñòâà
(

x − a

x − b
· y − b

y − a

)(
x − b

x − c
· y − c

y − b

)(
x − c

x − a
· y − a

y − c

)
= 1ñëåäóåò, ÷òî ±d(a, b)± d(b, c)± d(c, a) = 0. Áîëåå òùàòåëüíàÿ ïðîâåðêàïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè òî÷êà c ëåæèò ìåæäó a è b, òî d(a, c) + d(c, b) =

= d(a, b).�àññòîÿíèå d(a, b) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõïðÿìîé, ñîõðàíÿþùèõ èíòåðâàë (x, y).Èíòåðâàë (x, y) ñ îïðåäåëåííûì òàêèì îáðàçîì ðàññòîÿíèåì d(a, b)íàçûâàþò ïðÿìîé Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Êëåéíà. Ïðÿìàÿ Ëîáà÷åâñêî-ãî ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîé Åâêëèäà, òàê êàê îáå ýòè ïðÿìûåèçîìåòðè÷íû. Íî íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ âñå æå åñòü. Ïðèâåäåì ïðèìåð,ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ãðóïïû äâèæåíèé ïðÿìîé Ëîáà÷åâñêîãî è ïðÿìîéÅâêëèäà óñòðîåíû ïî-ðàçíîìó, õîòÿ è èçîìîð�íû.
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xv + 1
ñîõðàíÿåò èíòåðâàë (−1, 1) è ïåðåâîäèò òî÷-êó O â òî÷êó v. Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî íàçâàòü ñäâèãîì ïðÿìîé Ëî-áà÷åâñêîãî íà âåêòîð v. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ñäâèãîâíà âåêòîðû v1 è v2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñäâèã íà âåêòîð

v =
v1 + v2

1 + v1v2
. (5.1)Ôîðìóëà (5.1) ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé â ñïåöè-àëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (â ñèñòåìå åäèíèö, äëÿ êîòîðîé ñêî-ðîñòü ñâåòà c ðàâíà 1); áîëåå ïîäðîáíî ýòî îáñóæäàåòñÿ íà ñ. 174�177.Êàê ìû óæå ñêàçàëè, ïðÿìàÿ Ëîáà÷åâñêîãî èçîìåòðè÷íà ïðÿìîéÅâêëèäà. Íî ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî íå èçîìåòðè÷íà åâêëèäîâîéïëîñêîñòè. Ñåé÷àñ ìû óæå ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîñòè Ëî-áà÷åâñêîãî, òî÷íåå ãîâîðÿ, ìîäåëè Êëåéíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.Òî÷êàìè ìîäåëè Êëåéíà ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèå òî÷êè íåêîòîðîãî êðóãà;ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü ýòîãî êðóãà íàçûâàþò àáñîëþòîì. �àññòîÿíèåìåæäó òî÷êàìè a è b îïðåäåëÿåòñÿ êàê d(a, b) äëÿ èíòåðâàëà (x, y),ãäå x è y�òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ab ñ àáñîëþòîì. Çäåñü íåîáõîäè-ìî ñäåëàòü îãîâîðêó, ñìûñë êîòîðîé ïðîÿñíèòñÿ ïîçæå. Ìû ïîëîæèëè

d(a, b) = | ln[a, b, x, y]|. Íî íà ñàìîì äåëå íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
d(a, b) =

c

2
| ln[a, b, x, y]|.Äåëî â òîì, ÷òî â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ïàðàìåòð c èãðàåò òàêóþ æåðîëü, êàê è ðàäèóñ R ñ�åðû. Ìíîãèå �îðìóëû ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè

a b
xy �èñ. 5.4

ïðèîáðåòàþò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ïðè R = 1. Òî÷íî òàêæå, ìíîãèå �îðìóëû ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ïðèîáðå-òàþò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ïðè c = 1. Â äàëüíåéøåì ìû÷àñòî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c = 1.Åñëè òî÷êè a è b ðàñïîëîæåíû â òàêîì ïîðÿäêå,êàê íà ðèñ. 5.4, òî ln[a, b, x, y] > 0, ïîýòîìó çíàê ìîäó-ëÿ â îïðåäåëåíèè ðàññòîÿíèÿ ìîæíî óáðàòü: d(a, b) =

=
1

2
ln[a, b, x, y] (çäåñü c = 1).Òåîðåìà 1. Â ìîäåëè Êëåéíà �óíêöèÿ d óäîâëåòâî-ðÿåò àêñèîìàì ðàññòîÿíèÿ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîòðèöàòåëüíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü îáñó-æäàëèñü âûøå. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî d(a, c) + d(c, b) > d(a, b), ïðè÷åìåñëè òî÷êà c íå ëåæèò íà îòðåçêå [a, b], òî d(a, c)+d(c, b)>d(a, b). Ïóñòüëó÷è ab è ba ïåðåñåêàþò àáñîëþò â òî÷êàõ x è y ñîîòâåòñòâåííî, ëó÷è

ac è ca� â òî÷êàõ x1 è y1, ëó÷è cb è bc� â òî÷êàõ x2 è y2 (ðèñ. 5.5).Òîãäà òî÷êà x′ ïåðåñå÷åíèÿ õîðä x1x2 è xy ëåæèò íà îòðåçêå xb, à òî÷-



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 117êà y′ ïåðåñå÷åíèÿ õîðä y1y2 è xy ëåæèò íà îòðåçêå ay. Ïóñòü p�òî÷êàïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ x1x2 è y1y2, c′�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ pc è xy.

a b

c

xy

x1

y1

x2

y2

x′y′

c′

p

�èñ. 5.5

Òî÷êà c′ ëåæèò íà îòðåçêå [a, b].Äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåêöèèîäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ. Ïîýòîìó [a, c, x1, y1] =
= [a, c′, x′, y′] è [c, b, x2, y2] = [c′, b, x′, y′] (ìû ðàñ-ñìàòðèâàåì ïðîåêöèè èç òî÷êè p íà ïðÿìóþ xy).Ïîêàæåì, ÷òî [a, c′, x′, y′] > [a, c′, x, y] è
[c′, b, x′, y′] > [c′, b, x, y]. Èíûìè ñëîâàìè, íóæíîäîêàçàòü, ÷òî åñëè òî÷êè a, b, x, y ðàñïîëîæåíû âòàêîì ïîðÿäêå, êàê íà ðèñ.5.4, òî óâåëè÷åíèå îòðåç-êà xy ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ
[a, b, x, y]. Áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâ-ëåíèå ëó÷à yx. Òîãäà äëÿ óâåëè÷åíèÿ îòðåçêà xy êêîîðäèíàòå òî÷êè x íóæíî äîáàâèòü ïîëîæèòåëü-íîå ÷èñëî e. Âòîðîé êîíåö îòðåçêà îñòàâèì ïîêà íàìåñòå. Äâîéíîå îòíîøåíèå ïðè ýòîì óìåíüøèòñÿ,òàê êàê

x − a

x − b
− x + e− a

x + e− b
=

e(b − a)

(x − b)(x + e− b)
> 0.Äëÿ âòîðîãî êîíöà îòðåçêà äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà [a, c, x1, y1] > [a, c′, x, y] è

[c, b, x2, y2] > [c′, b, x, y].Ñëåäîâàòåëüíî,
[a, c, x1, y1][c, b, x2, y2] > [a, c′, x, y][c′, b, x, y] = [a, b, x, y],ò. å. d(a, c) + d(c, b) > d(a, b).�åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî, êàê è ñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿïëîñêîñòè, èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ãðóïïó èçîìåòðèé, à èìåííî ëþ-áóþ òî÷êó A ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó B è ïðè ýòîìïåðåâåñòè ëþáóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êóA, â ëþáóþ ïðÿìóþ,ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó B. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,÷òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ñîõðàíÿåò äâîéíîåîòíîøåíèå, ïåðåâîäèò äàííûé êðóã â ñåáÿ è ïåðåâîäèò öåíòð êðóãà âëþáóþ äðóãóþ âíóòðåííþþ òî÷êó B. Â ñàìîì äåëå, òàêîå ïðåîáðàçîâà-íèå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. À äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåâåñòè ëþáóþ ïðÿìóþâ ëþáóþ äðóãóþ ïðÿìóþ, ìîæíî òî÷êó A ïåðåâåñòè â öåíòð O êðóãà,à çàòåì òî÷êó O ïåðåâåñòè â òî÷êó B. Ïðè ýòîì ëþáóþ ïðÿìóþ, ïðî-õîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O, ìîæíî ïîâîðîòîì ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O.



118 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÒåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ñî-õðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå, ïåðåâîäèò äàííûé êðóã â ñåáÿ è ïåðåâî-äèò åãî öåíòð â ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó, ò. å. ãðóïïà äâè-æåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî òðàíçèòèâíà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ ñ âåðøè-íîé S. Ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî îñè, ÿâëÿåòñÿ
S

P

P ′

O

R

Q

Q′

�èñ. 5.6

îêðóæíîñòüþ ñ äèàìåòðîì PQ è öåíòðîì O. �àñ-ñìîòðèì òàêæå ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç òî÷êó O è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè
SPQ (êîíóñ ìû ñ÷èòàåì áåñêîíå÷íûì â îäíó ñòî-ðîíó). Åñëè òî÷êà Q′ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó QR(ðèñ. 5.6), òî ðàññìàòðèâàåìîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ýë-ëèïñîì.Íà ïëîñêîñòè Π′, ñîäåðæàùåé ýòîò ýëëèïñ, è íàïëîñêîñòè Π, ñîäåðæàùåé îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì
PQ, ìîæíî ââåñòè à��èííûå êîîðäèíàòû òàê, ÷òîîêðóæíîñòü è ýëëèïñ ñîâïàäóò ïðè îòîæäåñòâëåíèèòî÷åê ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðè ýòîì â êà-÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò ìû âûáåðåì ñîîòâåòñòâåííî öåíòð ýëëèïñà èöåíòð îêðóæíîñòè, à â êà÷åñòâå îñè Ox âûáåðåì ïðÿìûå P ′Q′ è PQ. Òî-ãäà òî÷êà O, ëåæàùàÿ âíóòðè ýëëèïñà, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òàêîé òî÷êîé

O1 êðóãà, ÷òî |P ′O| : |OQ′|= |PO1| : |O1Q|.Ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè Q′ ïî îòðåçêó QR îòíîøåíèå |P ′O| : |OQ′|èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî ∞. Ïîýòîìó òî÷êà O1 ìîæåò áûòü ëþáîé òî÷êîé,ëåæàùåé âíóòðè îòðåçêà OQ.Èñêîìûì ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f :
Π→Π1 è g : Π→Π1, ãäå f �ïðîåêöèÿ èç òî÷êè S, à g �îòîæäåñòâëåíèåòî÷åê ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè.Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèå äàííûé êðóã,ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Êëåéíà. Ýòî

O

A

B�èñ. 5.7

çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü, êàê óñòðîåíû â ìî-äåëè Êëåéíà ïåðïåíäèêóëÿðû ê äàííîé ïðÿìîé, áèñ-ñåêòðèñû óãëà ìåæäó ïðÿìûìè è ò. ä. Äàäèì ñíà-÷àëà îïðåäåëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Äâåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå äåëÿò ïëîñêîñòü íà 4 óãëà.Åñëè ñóùåñòâóþò äâèæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå îäèí èçýòèõ óãëîâ âî âñå îñòàëüíûå, òî ïðÿìûå íàçûâàþòïåðïåíäèêóëÿðíûìè. Ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, ïåðïåíäè-êóëÿðíûõ ïðÿìîé AB, óñòðîåíî òàê, êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 5.7. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìå-íèòü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó O â áåñêîíå÷íî



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 119óäàëåííóþ òî÷êó. Íà ðèñ.5.8 èçîáðàæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áèññåêòðèñûóãëà ìåæäó ïðÿìûìè AB è CD; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïåðåâåñòèòî÷êó O â öåíòð êðóãà. Íà ðèñ. 5.9 èçîáðàæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåðå-äèíû M îòðåçêà AB; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïåðåâåñòè òî÷êó M âöåíòð êðóãà.

A

C

B

D

O

A

B

M

�èñ. 5.8 �èñ. 5.9
Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿè ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿÏðåæäå ÷åì îáñóäèòü åùå äâå âàæíûå ìîäåëè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâ-ñêîãî, íàì íóæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñî ñâîéñòâàìè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé è ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè.Îòîáðàæåíèå f : C→C, çàäàííîå �îðìóëîé f(z) =

az + b

cz + d
, ãäå a, b, c,

d ∈C, ad− bc 6= 0, íàçûâàþò äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òî÷íååãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò íå î ïðåîáðàçîâàíèè ìíîæåñòâà C, à î ïðåîáðàçîâàíèèìíîæåñòâà C ∪ {∞}, íî ìû îáû÷íî íå áóäåì îáðàùàòü âíèìàíèÿ íàòî÷êó ∞ è åå ïðîîáðàç.Ôîðìóëà
az + b

cz + d
=

a

c
+

bc − ad

c(cz + d)ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé z 7→az+b è z 7→z−1. Ïåðâîå ïðå-îáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ ïîâîðîòà, ðàñòÿæåíèÿ (ãî-ìîòåòèè) è ñäâèãà. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãîñîïðÿæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíî-ñòè. Íàïîìíèì, ÷òî èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñöåíòðîì O íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó Aâ òî÷êó A∗, ëåæàùóþ íà ëó÷å OA è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ
|OA| · |OA∗|= R2. Èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè çàäà-åòñÿ �îðìóëîé z 7→ (z̄)−1. (Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì
|z|= 1, z ∈ C.)



120 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÒî÷íî òàê æå, êàê äëÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåùå-ñòâåííîé ïðÿìîé, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèåñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê
[z1, z2, z3, z4] =

z3 − z1

z3 − z2
:

z4 − z1

z4 − z2
.Òåîðåìà 3. Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:à) ïåðåâîäèò ëþáóþ îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ â îêðóæíîñòü èëèïðÿìóþ;á) ñîõðàíÿåò óãëû.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. à) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè z1, z2, z3 ∈ Cëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z1 − z2

z1 − z3
∈ R. Êðî-ìå òîãî, äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ëþáûå òðè òî÷êè ìîæíîïåðåâåñòè â òðè òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Âîñïîëüçîâàâøèñüýòèìè äâóìÿ �àêòàìè, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè z1, z2, z3, z4 ∈ C ëå-æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè èëè íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà [z1, z2, z3, z4]∈R. Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõïðåîáðàçîâàíèÿõ.á) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî óãëû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè èíâåðñèè. Ïðèèíâåðñèè ñ öåíòðîì O ïðÿìàÿ l ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ÷åðåç òî÷êó O. Ïðè ýòîì êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè â òî÷êå O ïà-ðàëëåëüíà ïðÿìîé l. Ïîýòîìó ïðè èíâåðñèè ñ öåíòðîì O äâå ïðÿìûå,ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A, ïåðåõîäÿò â äâå îêðóæíîñòè, óãîë ìåæäó êî-òîðûìè â òî÷êå O ðàâåí óãëó ìåæäó äàííûìè ïðÿìûìè. Íî óãîë ìåæäóîêðóæíîñòÿìè â îäíîé òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ O ðàâåí óãëó ìåæäó íèìèâ äðóãîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ A∗ (îáðàçå òî÷êè A ïðè èíâåðñèè).Èòàê, ïðè èíâåðñèè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ñîõðàíÿåòñÿ. À âìåñòîóãëà ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óãîë ìåæäó êàñàòåëü-íûìè ê íèì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ, ïîýòîìó óãîë ìåæäó îêðóæíîñòÿìèïðè èíâåðñèè òîæå ñîõðàíÿåòñÿ.Ïî àíàëîãèè ñ èíâåðñèåé íà ïëîñêîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü èíâåð-ñèþ â ïðîñòðàíñòâå. Èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî ñ�åðû ðàäèóñà R ñ öåí-òðîì O íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó Aâ òî÷êó A∗, ëåæàùóþ íà ëó÷å OA è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

|OA| · |OA∗|= R2. Ñâîéñòâà èíâåðñèè â ïðîñòðàíñòâå âî ìíîãîì àíàëî-ãè÷íû ñâîéñòâàì èíâåðñèè íà ïëîñêîñòè.1. Ïðè èíâåðñèè ñ�åðà èëè ïëîñêîñòü ïåðåõîäèò â ñ�åðó èëè ïëîñ-êîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñå-ìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè è öåíòð ðàññìàò-



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 121ðèâàåìîé ñ�åðû (â ñëó÷àå ïëîñêîñòè íóæíî âçÿòü ïðîåêöèþ öåíòðàèíâåðñèè íà ýòó ïëîñêîñòü).2. Ïðÿìàÿ èëè îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ èëè îêðóæíîñòü.Â ñàìîì äåëå, ïðÿìóþ èëè îêðóæíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïå-ðåñå÷åíèÿ äâóõ ñ�åð èëè ïëîñêîñòåé, à ñ�åðà èëè ïëîñêîñòü ïåðåõîäèòâ ñ�åðó èëè ïëîñêîñòü.3. Èíâåðñèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó îêðóæíîñòÿ-ìè. Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, ñíà÷àëà äîêàçûâàåì ñîõðàíåíèå óãëîâìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, à çàòåì äîêàçûâàåì ñîõðàíåíèå óã-ëîâ ìåæäó îêðóæíîñòÿìè.4. Èíâåðñèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòû-ðåõ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ìû îïðåäåëÿåì êàê îòíîøåíèå
|CA|
|CB| :

|DA|
|DB| . Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ïðè èíâåðñèè ñ öåíòðîì O òî÷-êè A è B ïåðåõîäÿò â òî÷êè A∗ è B∗, òî òðåóãîëüíèêè OAB è OB∗A∗ïîäîáíû, à çíà÷èò,

|AB|
|A∗B∗| =

|OB|
|OA∗| =

|OB| · |OA|
|OA∗| · |OA| =

|OA| · |OB|
R2

.Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé �îðìóëîé, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî èíâåðñèÿ ñîõðà-íÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå.Ñ èíâåðñèåé â ïðîñòðàíñòâå òåñíî ñâÿçàíî îòîáðàæåíèå ñ�åðû ñâûêîëîòîé òî÷êîé íà ïëîñêîñòü, íàçûâàåìîå ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåê-öèåé. Ýòî îòîáðàæåíèå óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì ñ�å-ðó S ñ öåíòðîì O. Ïóñòü N �íåêîòîðàÿ òî÷êà ñ�åðû S, Π�ïëîñêîñòü,ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé ON (ðèñ. 5.10).Òîãäà òî÷êó N ìîæíî íàçâàòü ñåâåðíûì ïîëþñîì, à ïëîñêîñòü Π�ýê-âàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèåé èç òî÷êè Níà ïëîñêîñòü Π íàçûâàþò îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó A, ëåæà-ùóþ íà ñ�åðå, â òî÷êó A′, â êîòîðîé ëó÷ NA ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü Π.
A

A′

N

O

Π

�èñ. 5.10



122 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé�àññìîòðèì ñ�åðó S1 ñ öåíòðîì N è ðàäèóñîì |NO|. Íåñëîæíî ïðî-âåðèòü, ÷òî èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ñ�åðû S1 ïåðåâîäèò ñ�åðó S â ïëîñ-êîñòü Π, ïðè÷åì ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåìýòîé èíâåðñèè íà ñ�åðó S. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâà 2�4 âûïîëíÿþòñÿè äëÿ ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè.Äðóãèå ìîäåëè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãîÎò ìîäåëè Êëåéíà ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîé âàæíîé ìîäåëè ãåî-ìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Íîâàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
A

A1

A′

N

�èñ. 5.11

�àññìîòðèì ñ�åðó, ýêâàòîðîì êîòîðîé ñëóæèò àá-ñîëþò. Ïóñòü A�òî÷êà ìîäåëè Êëåéíà, A1 �òî÷-êà þæíîé ïîëóñ�åðû, ïðîåöèðóþùàÿñÿ â òî÷êó A,
A′�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòèñ ïðÿìîé A1N , ãäå N �ñåâåðíûé ïîëþñ (ðèñ.5.11).Ñîïîñòàâèâ êàæäîé òî÷êå A òî÷êó A′, ïîëó÷èìïðåîáðàçîâàíèå ýêâàòîðèàëüíîãî êðóãà. ×òîáû ýòîïðåîáðàçîâàíèå áûëî èçîìåòðèåé, íóæíî îïðåäå-ëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A′ è B′ â íîâîéìîäåëè êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B âñòàðîé ìîäåëè. Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâ-ñêîãî íàçûâàþò ìîäåëüþ Ïóàíêàðå â êðóãå.Àíðè Ïóàíêàðå (1859�1912) � îäèí èç âåëè÷àéøèõ ó÷åíûõ â èñòîðèè íàóêè.Âíåñ îãðîìíûé âêëàä â áîëüøèíñòâî îáëàñòåé ìàòåìàòèêè.Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíû ïðÿìûå â ìîäåëè Ïóàíêàðå. Õîðäå AB ñî-îòâåòñòâóåò ñå÷åíèå þæíîé ïîëóñ�åðû ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîéýêâàòîðó. Ýòî ñå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóîêðóæíîñòü, ïåðïåíäè-êóëÿðíóþ àáñîëþòó (ðèñ. 5.12). Ïðè ïðîåêöèè èç ïîëþñà íà ýêâàòîðè-àëüíóþ ïëîñêîñòü ýòà ïîëóîêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â äóãó îêðóæíîñòè,

A

C
B

N

Z′
Z

�èñ. 5.12

ïåðïåíäèêóëÿðíîé àáñîëþòó. Òàêèì îáðàçîì, äëÿìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ïðÿìûìè ÿâëÿþòñÿ äóãèîêðóæíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ àáñîëþòó.Äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå äàííûé êðóã óäîáíî ñ÷è-òàòü åäèíè÷íûì êðóãîì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-ñòè.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè òî÷êè Z è W ëå-æàò íà õîðäå AB, à Z ′ è W ′ � ñîîòâåòñòâóþùèåòî÷êè ìîäåëè Ïóàíêàðå, òî
|[A, B, Z, W ]|= |[A, B, Z ′, W ′]|2.Â ñàìîì äåëå, ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ïðî-ñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè, ïîýòîìó îíà ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå.



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 123Êðîìå òîãî, â îáîçíà÷åíèÿõ ðèñ. 5.12 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
|AZ| : |ZB|= |AC2|

|AB| :
|BC2|
|AB| = |AC2| : |BC2|.Òàêèì îáðàçîì, | ln[A, B, Z, W ]|= 2| ln |[A, B, Z ′, W ′]||.Íàïîìíèì, ÷òî d(Z, W ) = | ln[A, B, Z, W ]|. Ïîýòîìó

d(Z ′, W ′) = 2| ln |[A, B, Z ′, W ′]||.Ïî àíàëîãèè ñ áåñêîíå÷íûì ñåìåéñòâîì ðàçëè÷íûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãåî-ìåòðèé (äëÿ ðàçíûõ ðàäèóñîâ R ìû ïîëó÷àåì ðàçíûå ãåîìåòðèè) ìîæ-íî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ãåîìåòðèé Ëîáà÷åâñêîãî, ïîëîæèâ
d(Z, W ) =

c

2
| ln[A, B, Z, W ]|= c| ln[A, B, Z ′, W ′]|.Åùå îäíó ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ïîëó÷èòü, îòîáðà-çèâ åäèíè÷íûé êðóã íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü H = {x + iy ∈C | y > 0}ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîé öåëè ãîäèòñÿ, íà-ïðèìåð, îòîáðàæåíèå z 7→ w = i

1 + z

1 − z
. Â ñàìîì äåëå,

Im w = Re
(

1 + z

1 − z

)
=

1

2

(
1 + z

1 − z
+

1 + z̄

1 − z̄

)
=

1 − |z|2
|1 − z|2Ïîýòîìó Im w > 0⇔ |z|< 1.Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íàçû-âàþò ìîäåëüþ Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.�åîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî ÷àñòî íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåò-ðèåé. Ïîýòîìó ïðÿìûå, îêðóæíîñòè è äðóãèå îáúåêòû ãåîìåòðèè Ëî-áà÷åâñêîãî áóäåì íàçûâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèìè, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îòåâêëèäîâûõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé.Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåâîäÿò ïðÿìûå è îêðóæíîñòèâ ïðÿìûå è îêðóæíîñòè. Êðîìå òîãî, îíè ñîõðàíÿþò óãëû. Ïîýòîìó ââåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïðÿìûìè ÿâëÿþòñÿ âåðòè-êàëüíûå ëó÷è è ïîëóîêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà àáñîëþòå.

A
B

XY �èñ. 5.13
Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþò äâîé-íîå îòíîøåíèå, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìèâ ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îïðå-äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ãèïåðáîëè÷å-ñêàÿ ïðÿìàÿ AB ïîäõîäèò ê àáñîëþòó â òî÷êàõ Xè Y (ðèñ.5.13). Òîãäà d(A, B)= c| ln[A, B, X, Y ]|. (Äëÿêðàòêîñòè ìû îïóñòèëè âòîðîé çíàê ìîäóëÿ. Äåëî âòîì, ÷òî ïðè óêàçàííîì íà ðèñ.5.13 ðàñïîëîæåíèè òî-÷åê îí íå íóæåí.) Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿåâêëèäîâûì ëó÷îì, ïîëîæèì Y =∞, ò.å. y − a

y − b
=1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî



124 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéëó÷à ìíèìîé îñè �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàññòîÿ-íèÿ ïðèíèìàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä: d(ia, ib) = c|ln(a/b)|.Âûÿñíèì òåïåðü, êàê óñòðîåíû äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.Ëþáîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå âåðõíþþ ïîëó-ïëîñêîñòü H, ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ïóñòü a, b,
c, d∈R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ z 7→ az + b

cz + d
, ãäå ad− bc > 0, è

z 7→ az̄ + b

cz̄ + d
, ãäå ad− bc < 0, ñîõðàíÿþò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Â ñàìîìäåëå,

Im
az + b

cz + d
= Im

(cz̄ + d)(az + b)

|cz + d|2 = Im
bcz̄ + adz

|cz + d|2 = (ad− bc)
Im z

|cz + d|2 ,

Im
az̄ + b

cz̄ + d
= (bc− ad)

Im z

|cz + d|2 .Òåîðåìà 4. Ëþáîå (ãèïåðáîëè÷åñêîå) äâèæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñ-êîñòè H èìååò âèä
z 7→ az + b

cz + d
(ñîáñòâåííîå äâèæåíèå) èëè

z 7→ a(−z̄) + b

c(−z̄) + d
(íåñîáñòâåííîå äâèæåíèå),ãäå a, b, c, d ∈ R è ad− bc > 0.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî îáëàäàåò òåì ñâîé-ñòâîì, ÷òî òî÷êà C ëåæèò íà îòðåçêå AB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà d(A, C) + d(C, B) = d(A, B). Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî ëþ-áàÿ èçîìåòðèÿ ïåðåâîäèò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ â ãèïåðáîëè÷åñêóþïðÿìóþ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîìåòðèÿ f ïåðåâîäèò ïîëîæèòåëüíûé ëó÷ Lìíèìîé îñè â ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ f(L), ïîäõîäÿùóþ ê àáñîëþòóâ òî÷êàõ x è y. Òîãäà îäíî èç äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé z 7→ ±z − x

z − y
ÿâëÿ-åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì äâèæåíèåì g

−1, ïðè÷åì ýòî äâèæåíèå ïåðåâîäèòãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ f(L) â L (åñëè y =∞, òî g(z) = z − x.) Òà-êèì îáðàçîì, èçîìåòðèÿ g
−1f ïåðåâîäèò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ Lâ ñåáÿ. Ïðèìåíèâ, åñëè íóæíî, èçîìåòðèþ z 7→ kz (k > 0), ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî èçîìåòðèÿ g

−1f îñòàâëÿåò òî÷êó i íà ìåñòå. Ñëåäîâàòåëüíî,òî÷êà ia (a ∈ R) ïåðåõîäèò â òàêóþ òî÷êó ib, ÷òî d(i, ia) = d(i, ib), ò. å.
|ln a|= |ln b|. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçîìåòðèÿ g

−1f ïåðåñòàâëÿåò ãèïåð-áîëè÷åñêèå ëó÷è (i, ∞) è (i, 0), ïðèìåíèì äîïîëíèòåëüíî èçîìåòðèþ
z 7→ −z−1. Äëÿ ïîëó÷åííîé èçîìåòðèè g

−1f âàðèàíò b = a−1 îòïàäàåò,ïîýòîìó îíà îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè âñå òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿ-ìîé L.



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 125Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ d ìåæäó òî÷êàìè
z, w ∈H ìîæíî è
ïîëüçîâàòü �îðìóëó

ch
(

d

c

)
= 1 +

|z − w|2
2 Im(z) Im(w)

,ãäå ch t =
1

2
(et + e−t)� ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ. Ýòó �îðìóëó ìîæíîïîëó÷èòü, âû÷èñëèâ êîîðäèíàòû òî÷åê, â êîòîðûõ ãèïåðáîëè÷åñêàÿïðÿìàÿ zw ïîäõîäèò ê àáñîëþòó, à çàòåì âû÷èñëèâ ñîîòâåòñòâóþùååäâîéíîå îòíîøåíèå. Íî òàêîé ñïîñîá òðåáóåò ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé.Ïðîâåðèòü ýòó �îðìóëó ìîæíî ïðîùå. Îáå åå ÷àñòè èíâàðèàíòíûîòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííûõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïîëî-æèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì (äëÿ ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû äîñòàòî÷íîïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé z 7→ z + a,

a ∈ R, è z 7→ −1/z). Ïðåîáðàçîâàíèåì òàêîãî âèäà ïðÿìóþ zw ìîæíîïåðåâåñòè â ïîëîæèòåëüíûé ëó÷ L ìíèìîé îñè, à äëÿ òî÷åê ix, iy ∈ Lëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå ÷àñòè �îðìóëû äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò,à èìåííî 1

2

(
x

y
+

y

x

).Äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë t èçîìåòðèÿ g
−1f îñòàâëÿåò òî÷-êó it íåïîäâèæíîé, ïîýòîìó äëÿ âñåõ z ∈H âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d(it, z) = d(it, g
−1f(z)). Ïóñòü z = x + iy, g

−1f(z) = u + iv. Èç �îðìóëûäëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
|it − z|2
t Im(z)

=
|it − g

−1f(z)|2
t Im(g−1f(z))

,ò.å. [x2 +(t− y)2]v =[u2 +(t− v)2]y. Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõïîëîæèòåëüíûõ t, ïîýòîìó y = v è x2 =u2, ò. å. g−1f(z)= z èëè −z̄. À òàêêàê èçîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, îäíî èõ ýòèõ ðà-âåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó f(z) = g(z)èëè f(z) = g(−z̄).Çàìå÷àíèå. Â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ad−
− bc = 1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ad− bc = t > 0. Ïîäåëèì ÷èñëà a, b, c è
d íà √t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òî æå ñàìîå ïðåîáðàçîâàíèå, íî äëÿíîâûõ êîý��èöèåíòîâ a, b, c è d òðåáóåìîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.Ñ�åðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ è ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ïîñòðî-èòü åäèíûì îáðàçîì. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðå÷ü áóäåò èäòè íå î ñ�åðè÷åñêîéãåîìåòðèè, à îá ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñ�å-ðè÷åñêîé ãåîìåòðèè îòîæäåñòâëåíèåì äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõòî÷åê.Äëÿ åäèíîîáðàçíîãî ïîñòðîåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîéãåîìåòðèè íàì ïîòðåáóåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü CP2.



126 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÍàïîìíèì, ÷òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâ-íîé ïëîñêîñòè RP2, íî âìåñòî òðîåê âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áåðóòñÿ òðîéêèêîìïëåêñíûõ ÷èñåë; òðîéêè ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïîëó-÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà óìíîæåíèåì íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî.Âàæíîå çíà÷åíèå áóäåò äëÿ íàñ èìåòü òàêæå êðèâàÿ x2 + y2 + z2 = 0â CP2.�àññìîòðèì òî÷êè P1 = (x1, y1, z1) è P2 = (x2, y2, z2), ëåæàùèå íàñ�åðå x2 + y2 + z2 = R2. Ýòè òî÷êè ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü òî÷êàìè ïðî-ñòðàíñòâà CP
2. Ïðÿìàÿ P1P2 â CP

2 ïåðåñåêàåò êðèâóþ x2 + y2 + z2 = 0â òî÷êàõ J1 è J2. Ïîêàæåì, ÷òî
e±2if = [P1, P2, J1, J2],ãäå f�óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè OP1 è OP2. Â ñàìîì äåëå, ïðÿìàÿ P1P2â CP

2 ñîñòîèò èç òî÷åê âèäà (x1 + lx2, y1 + ly2, z1 + lz2), ãäå l ∈ C ∪∞(òî÷êå P1 ñîîòâåòñòâóåò l = 0, à òî÷êå P2 ñîîòâåòñòâóåò l =∞). Çíà÷å-íèÿ l, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì J1 è J2, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
(x1 + lx2)

2 + (y1 + ly2)
2 + (z1 + lz2)

2 = 0,ò.å. 1+ (2cosf)l+ l2 =0 (ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî x2
1 + y2

1 + z2
1 =R2,

x2
2 + y2

2 + z2
2 = R2 è x1x2 + y1y2 + z1z2 = R2 cosf). Ñëåäîâàòåëüíî,l1l2

=
cosf±

p

cos2 f− 1

cosf∓
p

cos2 f− 1
=

cosf± i sinf
cosf∓ i sinf = e±2if.Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

[P1, P2, J1, J2] =
l1 − 0l2 − 0

:
l1 −∞l2 −∞ =

l1l2
.Òàêèì îáðàçîì, [P1, P2, J1, J2]= e±2if. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷-êàìè ñ�åðû ðàäèóñà R ìîæíî îïðåäåëèòü ïî �îðìóëå

d = Rf =±R

2i
ln[P1, P2, J1, J2], (5.2)ãäå ln��óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ýêñïîíåíòå. Ýòî îïðåäåëåíèå òðåáóåò íåêî-òîðûõ ïîÿñíåíèé, òàê êàê â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå �óíêöèÿ ln ìíîãîçíà÷-íàÿ. Íî ìû íèêàêèõ ïîÿñíåíèé äàâàòü íå áóäåì, ïîòîìó ÷òî â íàèáîëååèíòåðåñíîì äëÿ íàñ ñëó÷àå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî àíàëîãè÷íàÿ �îð-ìóëà ñîäåðæèò ëèøü �óíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.Íàïîìíèì, êàê áûëà ïîëó÷åíà �îðìóëà (5.2). Ìû ðàññìîòðåëè òî÷-êè P1, P2∈R3 êàê òî÷êè ïðîñòðàíñòâà C3, çàòåì ñîïîñòàâèëè èì ïðÿìûå

OP1 è OP2, à ýòè ïðÿìûå ðàññìîòðåëè êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà CP
2.Òî÷êè P1 è P2 ëåæàò â R3 è C3 íà ïîâåðõíîñòè x2 + y2 + z2 = R2. Â C3



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 127ìîæíî ðàññìîòðåòü íå òîëüêî ñ�åðó äåéñòâèòåëüíîãî ðàäèóñà, íî è ñ�å-ðó ìíèìîãî ðàäèóñà x2 + y2 + z2 =−c2, c ∈ R. Ïî ñóòè äåëà, ðàäèóñ Rìû çàìåíÿåì íà ic.Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîé ñ�åðû, äëÿ ñ�åðû ìíèìîãî ðàäèóñàóäîáíî îãðàíè÷èòüñÿ âåùåñòâåííûìè òî÷êàìè. Ïîëîæèì z1 = iz. Òî-ãäà ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü x2 + y2 − z2
1 =−c2. Ïðè âåùåñòâåííûõ x, yè z1 ýòà ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä(ðèñ. 5.14). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè óêàçàííîì ïðåîáðàçîâàíèè ïî-âåðõíîñòü x2 + y2 + z2 = 0 ïðåâðàùàåòñÿ â ïîâåðõíîñòü x2 + y2 − z2

1 = 0,êîòîðàÿ ïðè âåùåñòâåííûõ x, y è z1 ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. Ïóñòü P1 è P2 �òî÷êè âåðõíåé ïîëîñòè äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà x2 + y2 − z2
1 =−c2.

x

y

z

�èñ. 5.14

�àññìîòðèì èõ êàê òî÷êè CP
2. Ïðÿìàÿ P1P2 â CP

2ïåðåñåêàåò êðèâóþ x2 + y2 − z2
1 = 0 â òî÷êàõ J1 è J2.Ïî àíàëîãèè ñ ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé îïðåäåëèìðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P1 è P2 ïî �îðìóëå

d =± ic

2i
ln[P1, P2, J1, J2] =± c

2
ln[P1, P2, J1, J2].Îêàçûâàåòñÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ãåîìåò-ðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî! Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñå-÷åíèå D2 êîíóñà x2 + y2 − z2

1 6 0 íåêîòîðîé ïëîñ-êîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè êîíóñà. Ëó÷è OPiè OJi ïåðåñåêàþò D2 â òî÷êàõ P ′
i è J ′

i , ïðè÷åì
[P1, P2, J1, J2] = [P ′

1, P ′
2, J ′

1, J ′
2]. Òàêèì îáðàçîì, ñïðîåöèðîâàâ âåðõíþþïîëîñòü äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà íà D2 èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîëó-÷èì ìîäåëü Êëåéíà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.Îòìåòèì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ �îðìóëîé

cos2
(

d

R

)
=

(u, v)2

(u, u)(v, v)
,ãäå u =

−→
OP 1, v =

−→
OP 2, ìîæíî çàïèñàòü �îðìóëó

cos2
(

id

c

)
=

[u, v]2

[u, u][v, v]
,ãäå [u, v] = u1v1 + u2v2 + (iu3)(iv3) = u1v1 + u2v2 − u3v3. Èç ðàâåíñòâà

cos t =
eit + e−it

2
, ñëåäóåò, ÷òî cos(it) =

e−t + et

2
= ch t. Ïîýòîìó cos

(
id

c

)
=

= ch
(

d

c

). Ôîðìóëà
ch2
(

d

c

)
=

[u, v]2

[u, u][v, v]äåéñòâèòåëüíî âåðíà; åå ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñ-ëåíèÿìè.



128 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé�èïåðáîëè÷åñêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿÂ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîíÿòèå âåëè÷èíû óãëà ìîæíî îïðå-äåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíà óãëà ðàâíà
2p

n
, åñëè n óãëîâ ñ îáùåé âåðøèíîé, êîíãðóýíòíûõ äàííîìó óãëó, ïîêðû-âàþò âñþ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî áåç íàëîæåíèé. Òåïåðü ëåãêî îïðåäå-ëèòü óãîë âåëè÷èíîé 2pm

n
, à çàòåì ïî íåïðåðûâíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòüâåëè÷èíó ëþáîãî óãëà.Äëÿ ìîäåëè Êëåéíà è äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ïîâîðîòû âîêðóãöåíòðà êðóãà ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè. Ïîýòîìó â öåíòðå êðóãà â îáåèõìîäåëÿõ âåëè÷èíû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óãëîâ ñîâïàäàþò ñ âåëè÷èíàìè åâ-êëèäîâûõ óãëîâ. Öåíòð êðóãà ãèïåðáîëè÷åñêèì äâèæåíèåì ìîæíî ïåðå-âåñòè â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó. Äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå äâèæåíèÿ ñîõðàíÿ-þò åâêëèäîâû óãëû, ïîýòîìó äëÿ íåå ïîíÿòèå âåëè÷èíû åâêëèäîâà óãëàñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì âåëè÷èíû ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà. (Óãîë ìåæäóäâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäóêàñàòåëüíûìè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.) Äëÿ ìîäåëè Êëåéíà äâèæåíèÿ íåîáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿþò åâêëèäîâû óãëû, ïîýòîìó äëÿ íåå âåëè÷èíà ãè-ïåðáîëè÷åñêîãî óãëà íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé åâêëèäîâàóãëà.Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ÷åðåç òî÷êó A ìîæíî ïðîâåñòè ëèøü îä-íó ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé ïðÿìîé. Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî÷åðåç òî÷êó A ìîæíî ïðîâåñòè öåëîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, íå ïåðåñåêà-þùèõ äàííóþ ïðÿìóþ l. Òàêèå ïðÿìûå çàïîëíÿþò ïàðó âåðòèêàëüíûõ

A

�èñ. 5.15

óãëîâ (íà ðèñ. 5.15 èçîáðàæåíû ýòè óãëû â ìîäåëèÊëåéíà). Ñðåäè îáðàçîâàâøèõñÿ ÷åòûðåõ óãëîâ ñâåðøèíîé A âûäåëèì òîò, êîòîðûé ñîäåðæèò ïðÿ-ìóþ l. Ñòîðîíû ýòîãî óãëà íàçîâåì ëó÷àìè, ïà-ðàëëåëüíûìè ïðÿìîé l. Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ýòèëó÷è, íàçîâåì ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé l.Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñëåäóåò ãîâîðèòü èìåí-íî î ïàðàëëåëüíûõ ëó÷àõ, à íå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-ìûõ, ïîòîìó ÷òî äâà ëó÷à, íà êîòîðûå òî÷êà Aðàçáèâàåò ïðÿìóþ, âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó ïî îòíî-øåíèþ ê ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿìîé: îäèí ëó÷ ïðè-áëèæàåòñÿ, à äðóãîé óäàëÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, òîëüêî äëÿ ëó÷åé âûïîëíÿ-åòñÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè: a‖b, b‖c⇒a‖c; äëÿ ïðÿìûõ ýòî ñâîéñòâîíå âûïîëíÿåòñÿ.Óãëîì ïàðàëëåëüíîñòè äëÿ òî÷êè A è ïðÿìîé l íàçûâàþò ïîëîâèíóâåëè÷èíû óãëà, îáðàçîâàííîãî ëó÷àìè ñ âåðøèíîé A, ïàðàëëåëüíûìèïðÿìîé l. Óãîë ïàðàëëåëüíîñòè a îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Îïó-



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 129ñòèì èç òî÷êè A ïåðïåíäèêóëÿð AH íà ïðÿìóþ l. Ïðîâåäåì èç òî÷êè Aëó÷ AB, îáðàçóþùèé óãîë b ñ ëó÷îì AH. Ëó÷ AB ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ lòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b < a. Ýòî ñâîéñòâî òîæå ìîæíî âçÿòü âêà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ óãëà ïàðàëëåëüíîñòè.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óãîë ïàðàëëåëüíîñòè a çàâèñèò ëèøü îò ðàñ-ñòîÿíèÿ a îò òî÷êè äî ïðÿìîé. Âûÿñíèì, êàê èìåííî ñâÿçàíû a è a. Ýòîíåñëîæíî ñäåëàòü â ëþáîé èç ìîäåëåé. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ìîäåëüÊëåéíà, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êðóãà(ðèñ. 5.16). Ïî îïðåäåëåíèþ
a =

c

2

∣∣∣ln
( |XH|
|XA| ·

|Y A|
|Y H|

)∣∣∣= c

2
ln
(

1 + cos a
1 − cos a)= c ln(ctg a

2
).Ñëåäîâàòåëüíî, e−a/c = tg(a/2). Ïðè a/c→ 0 ïîëó÷àåì a→ p/2, ò. å.ïðè óìåíüøåíèè ðàññòîÿíèÿ a (èëè óâåëè÷åíèè ¾ìíèìîãî ðàäèóñà¿ c)
A H

a l

X Y

�èñ. 5.16
A

B

C�èñ. 5.17

ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ïðèáëèæàåòñÿ ê åâêëèäî-âîé ãåîìåòðèè.Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ �îðìóë áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî c = 1.Â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñóììà óãëîâòðåóãîëüíèêà ìåíüøå p. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåã-êî äîêàçàòü â ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå, ïîìå-ñòèâ îäíó èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà â öåíòð êðóãà(ðèñ.5.17). Â ñàìîì äåëå, óãîë A ãèïåðáîëè÷åñêîãîòðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí óãëó A åâêëèäîâà òðå-óãîëüíèêà, à óãëû ïðè âåðøèíàõ B è C ó ãèïåð-áîëè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå.Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñòîðîíû è óãëû òðå-óãîëüíèêà ñâÿçàíû íåêîòîðûìè ñîîòíîøåíèÿìè.Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî òîæå âûïîëíÿþòñÿîïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìèòðåóãîëüíèêà. Ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü ñîîòíîøå-íèÿ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó ñ íåãî ìû è íà÷íåì.Âåëè÷èíû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC áóäåì îáîçíà÷àòü a, b è g, àäëèíû ïðîòèâîëåæàùèõ èì ñòîðîí áóäåì îáîçíà÷àòü a, b è c.Òåîðåìà 5. Â òðåóãîëüíèêå ñ ïðÿìûì óãëîì g âûïîëíÿþòñÿ ñëå-äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:à) ch c = ch a ch b; á) th a = sh b tg a.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A = ki (k > 1), B =

= cosf + i sinf è C = i. Òîãäà ch a =
1

sinf , ch b =
1 + k2

2k
è ch c =

1 + k2

2k sinf .Ïîýòîìó ch a ch b = ch c.



130 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÏðè ìàëûõ a, b è c ñîîòíîøåíèå cha ch b = ch c ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîò-íîøåíèå a2 + b2 = c2. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå cha ch b = ch c ìîæíîíàçâàòü ãèïåðáîëè÷åñêîé òåîðåìîé Ïè�àãîðà.á) Ñíîâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A = ki (k > 1), B = cosf + i sinf è
C = i. Ïóñòü x0 � öåíòð åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé ãèïåð-áîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ AB. Òîãäà x2

0 + k2 = (cosf− x0)
2 + sin2 f, ò. å.

k2 = 1− 2x0 cosf. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∠Ax0O = a. Ïîýòîìó
tg a =

k

|x0|
=

2k cosf
k2 − 1

.Òàê êàê sh2 t = ch2 t− 1, ìû ïîëó÷àåì
sh2 a =

1

sin2 f − 1 =
(

cosf
sinf)2è

sh2 b =
(

1 + k2

2k

)2

− 1 =
(

k2 − 1

2k

)2

.Ñëåäîâàòåëüíî, cosf = th a è k2 − 1

2k
= sh b, à çíà÷èò, tg a =

th a

sh b
.Ïðè ìàëûõ a è b ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â tg a = a/b.Èç ñîîòíîøåíèé ch c = ch a ch b è th a = sh b tg a ñ ïîìîùüþ òîæ-äåñòâ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ìîæíîïîëó÷èòü äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ, íàïðèìåð sh a = sh c sin a, th b = th c cos a,

ctg a ctg b = ch c, cos a = ch a sin b. Ïðè ìàëûõ a, b è c ýòè ñîîòíîøåíèÿïðèíèìàþò âèä a = c sin a, b = c cos a, ctg a ctg b = 1, cos a = sin b.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèèñïðàâåäëèâû òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ âåâêëèäîâîé è ñ�åðè÷åñêîé ïëàíèìåòðèè.Òåîðåìà 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-þùèå ñîîòíîøåíèÿ:à) sh a

sin a =
sh b

sin b =
sh c

sing (òåîðåìà ñèíóñîâ);á) ch a = ch b ch c− sh b sh c cos a (òåîðåìà êîñèíóñîâ).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïóñòèì èç âåðøèíû C ïåðïåíäèêóëÿð CHíà ïðÿìóþ AB. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà H ëåæèòíà îòðåçêå AB (ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà H ëåæèò âíå îòðåçêà AB, ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Îáîçíà÷èì äëèíû îòðåçêîâ CH, AH è BH÷åðåç h, x è c− x ñîîòâåòñòâåííî.à) Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ âèäà sh a = sh c sin a äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõòðåóãîëüíèêîâ ACH è CBH. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì sh b sin a = sh h =
= sh a sin b. Ñëåäîâàòåëüíî,

sh a

sin a =
sh b

sin b .



� 5.2. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî 131á) Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ âèäà ch a ch b = ch c äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõòðåóãîëüíèêîâ ACH è CBH. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ch b = ch x ch hè ch a = ch(c− x) chh. Ñëåäîâàòåëüíî, ch a = (ch c chx− sh c shx) ch h =
= ch b ch c− ch b sh c thx. Êðîìå òîãî, th x = th b cos a.Èç óòâåðæäåíèÿ à) ñëåäóåò ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òåîðåìà Ôàëåñà: â ðàâ-íîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû.Âûÿñíèì òåïåðü, êàê âûãëÿäèò â ìîäåëè Ïóàíêàðå îêðóæíîñòü, ò.å.ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé òî÷êè. Äëÿ ìîäåëè Ïóàí-êàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà rñ öåíòðîì (a, b) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ch r = 1 +
(a − x)2 + (b − y)2

2by
,ò. å. (x− a)2 + (y − b ch r)2 = b2(ch2 r − 1). Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Ïó-àíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ðàäèó-ñà r ñ öåíòðîì (a, b) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åâêëèäîâó îêðóæíîñòü ðàäèóñà

b
√

ch2 r − 1 ñ öåíòðîì (a, b ch r).Äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ∆ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü òîæåïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åâêëèäîâó îêðóæíîñòü, òàê êàê äðîáíî-ëèíåéíîåïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ. Åñëèöåíòð ãèïåðáîëè÷åñêîé îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êðóãà ∆, òîåâêëèäîâ öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè òîæå ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êðóãà ∆.Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè åâêëèäîâ ðàäèóñ R è ãèïåðáîëè÷åñêèéðàäèóñ r ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
er =

1 + R

1 − R
, ò. å. R =

er − 1

er + 1
= th(r/2).Â ñàìîì äåëå, ïóñòü O � öåíòð êðóãà ∆, X � òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîéîêðóæíîñòè, A è B�òî÷êè, â êîòîðûõ ïðÿìàÿ OX ïåðåñåêàåò àáñîëþò.Òîãäà

r =
∣∣∣ln
(

AX

AO
· BO

BX

)∣∣∣= ln
(

1 + R

1 − R

)
.Îáñóäèì òåïåðü, êàê èçìåðÿòü äëèíû êðèâûõ â ãèïåðáîëè÷åñêîéãåîìåòðèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû êðèâîé ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà òðå-áóåòñÿ ýëåìåíò äëèíû, ò. å. ðàññòîÿíèå ìåæäó áåñêîíå÷íî áëèçêèìèòî÷êàìè. Åñëè ∆s � ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè z è

z + ∆z âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî
ch(∆s)≈ 1 +

|∆z|2
2(Im z)2

è ch(∆s)≈ 1 +
(∆s)2

2
.Ïîýòîìó ∆s≈ |∆z|

Im z
, ò. å. ds =

|dz|
Im z

=

p

dx2 + dy2

y
.



132 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÄëÿ ïåðåõîäà îò ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H êìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ∆ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îòîáðàæåíèåì
z 7→w =

z − i

z + i
. Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü H âåäèíè÷íûé êðóã ∆. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

|dz|
Im z

=
2|dw|

1 − |w|2 .Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ∆ ýëåìåíò ãèïåðáîëè÷å-ñêîé äëèíû ïîëó÷àåòñÿ èç ýëåìåíòà åâêëèäîâîé äëèíû óìíîæåíèåì íà
2

1 − |w|2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ äëèíà åâêëèäîâîé îêðóæíî-ñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â öåíòðå êðóãà ∆ ðàâíà 2pR( 2

1 − R2

). Íà-ïîìíèì, ÷òî ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ ðà-äèóñà r, ãäå r è R ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì R = th(r/2). Ïîýòîìó äëèíàãèïåðáîëè÷åñêîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ðàâíà
4p th(r/2)

1 − th2(r/2)
= 2p sh r.Çàìå÷àíèå 1. Äëèíà ãèïåðáîëè÷åñêîé îêðóæíîñòè áîëüøå äëèíûåâêëèäîâîé îêðóæíîñòè òîãî æå ðàäèóñà, à äëèíà ñ�åðè÷åñêîé îêðóæ-íîñòè ìåíüøå.Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìó ñèíóñîâ âî âñåõ òðåõ ãåîìåòðèÿõ ìîæíîñ�îðìóëèðîâàòü îäèíàêîâî, à èìåííî

l(a)

sin a =
l(b)

sin b =
l(c)

sing ,ãäå l(r)�äëèíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r.Ïëîùàäü ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå
S =R2(a+b+g−p). Ïðè çàìåíå R íà ic ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ ïëîùàäèòðåóãîëüíèêà â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè: S = c2(p− a− b− g). Ýòèðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðåâðàòèòü â íàñòîÿùåå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî,ïðèìåíèâ òåîðåìó î òîì, ÷òî äâå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè, ñîâïàäàþ-ùèå ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, äîëæíû ñîâïàäàòü è ïðè âñåõ÷èñòî ìíèìûõ çíà÷åíèÿõ.Äðóãîé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ïëîùàäè â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèèñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìûì äå�åêòîì d = p− (a+ b+ g) ãèïåðáîëè÷åñêî-ãî òðåóãîëüíèêà. Âûïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü äèàãîíàëÿ-ìè íà n− 2 òðåóãîëüíèêà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà èõ äå�åêòîâðàâíà (n− 2)p−∑ ai, ãäå a1, . . . , an � óãëû n-óãîëüíèêà. Íàçîâåì äå-�åêòîì ãèïåðáîëè÷åñêîãî n-óãîëüíèêà ñ óãëàìè a1, . . . , an âåëè÷èíód=(n−2)p−∑ai; ïðè ýòîì n-óãîëüíèê íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé. Âìå-ñòî âíóòðåííèõ óãëîâ ai óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü âíåøíèå óãëû a′i =p−ai.



� 5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõ 133Äåëî â òîì, ÷òî äå�åêò ìíîãîóãîëüíèêà ñ âíåøíèìè óãëàìè a′i ðàâåí
(
∑ a′i)− 2p.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äå�åêò îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) äå�åêò ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïîëîæèòåëåí;2) åñëè ìíîãîóãîëüíèêè M1 è M2 ðàâíû, òî d(M1) = d(M2);3) åñëè ìíîãîóãîëüíèê M ðàçðåçàí íà ìíîãîóãîëüíèêè M1 è M2, òîd(M) = d(M1) + d(M2).Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êàê �óíêöèþ íàìíîæåñòâå ìíîãîóãîëüíèêîâ, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè 1)�3). Ìîæíîäîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâà 1)�3) îïðåäåëÿþò �óíêöèþ íà ìíîãîóãîëüíèêàõîäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ìû ýòî äîêàçûâàòüíå áóäåì). Ïîýòîìó äå�åêò ìíîãîóãîëüíèêà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöè-îíàëüíîñòè ðàâåí åãî ïëîùàäè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà ïðî-ïîðöèîíàëüíîñòè k ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïðè ìàëûõ a è bïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a è b äîëæíà áûòüïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ab/2. Äëÿ òàêîãî òðåóãîëüíèêà
sin d = cos(a + b) =

th a th b

th2 c
− sh a sh b

sh2 c
=

=
sh a sh b

sh2 c
(ch a ch b− 1)≈ ab

c2
· a

2 + b2

2
=

ab

2
.Ïîýòîìó k = 1. Íàïîìíèì, ÷òî ìû óñëîâèëèñü ñ÷èòàòü ïàðàìåòð c ðàâ-íûì 1. ×òîáû íå ïóòàòü ýòîò ïàðàìåòð ñ äëèíîé ãèïîòåíóçû, âðåìåííîîáîçíà÷èì åãî r. Òîãäà sin d =

ab

2r2
. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå k = r2.Åùå îäèí ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïëîùàäè �èãóðû â ãèïåðáîëè÷å-ñêîé ãåîìåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè �èãóðû íà áåñêîíå÷íî ìàëûå¾ïðÿìîóãîëüíèêè¿ (ñì. çàäà÷ó 5.40).�5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõÑ òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâ ìåòðèêè åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, ñ�å-ðó Sn è ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî Hn îáúåäèíÿåò òî, ÷òî ó íèõ î÷åíüáîëüøàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé (äâèæåíèé). À èìåííî, ëþáóþ ñèñòåìó èç nïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå, ìîæíîïåðåâåñòè èçîìåòðèåé â ëþáóþ äðóãóþ ñèñòåìó èç n ïîïàðíî îðòîãî-íàëüíûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîðàçìåðíîñòü ãðóïïû äâèæåíèé ðàâíà n(n + 1)

2
. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òà-êèå áîëüøèå ãðóïïû äâèæåíèé èìåþò òîëüêî Rn, Sn, Sn/± I è Hn; çäåñü

Sn/± I�ñ�åðà ñ îòîæäåñòâëåííûìè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìèòî÷êàìè, ò. å. RPn.



134 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÑ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû ãðóïïà èçîìåò-ðèé áûëà ìàêñèìàëüíî áîëüøîé, âïîëíå åñòåñòâåííî. Îíî ñîîòâåòñòâóåò

�èñ. 5.18.

òîìó, ÷òî âñå òî÷êè è âñå íàïðàâëåíèÿ îäèíàêîâû. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî, �îðìóëèðóÿ òåîðåìó, ìîæíî íå ãîâîðèòü,î êàêîé èìåííî òî÷êå è êàêîì èìåííî íàïðàâëåíèè èäåòðå÷ü. À åñëè áû òî÷êè è íàïðàâëåíèÿ áûëè íåîäèíàêî-âû, òî äëÿ êàæäîé òî÷êè è äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿïðèõîäèëîñü áû �îðìóëèðîâàòü îòäåëüíóþ òåîðåìó.Íåñëîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, âñå òî÷êèêîòîðîãî îäèíàêîâû (ò. å. ëþáóþ òî÷êó ìîæíî ïåðåâå-ñòè â ëþáóþ äðóãóþ èçîìåòðèåé), íî íàïðàâëåíèÿ íåîäè-íàêîâû. Ïðèìåðîì òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæèò áåñêîíå÷íûé öèëèíäð(ðèñ. 5.18). Èçîìåòðèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâàÂàæíåéøèì ïðèìåðîì èçîìåòðèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåò-ñÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîùåâñåãî îïðåäåëèòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà êîîðäèíàò âûáðàíà òàê,÷òî ãèïåðïëîñêîñòü Π çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0. Â òàêîì ñëó÷àå ñèì-ìåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè Π ïåðåâîäèò òî÷êó (x1, . . . , xn) âòî÷êó (−x1, x2, . . . , xn). Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü è ñèììåòðèþ
A

X

Y

Πk

�èñ. 5.19

îòíîñèòåëüíî (n−k)-ìåðíîé ïëîñêîñòè x1 =0, . . . , xk =
= 0. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò òî÷êó (x1, . . . , xn)â òî÷êó (−x1, . . . , −xk, xk+1, . . . , xn).Ìîæíî äàòü èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå ñèììåòðèèîòíîñèòåëüíî k-ìåðíîé ïëîñêîñòè Πk. Îïóñòèì èç òî÷-êè X ïåðïåíäèêóëÿð XA íà Πk è ðàññìîòðèì òàêóþòî÷êó Y , ÷òî |XY |= 2|XA| (ðèñ. 5.19). Òîãäà Y �îáðàçòî÷êè X ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî k-ìåðíîé ïëîñ-êîñòè Πk.Ïëîñêîñòü Πk ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ òî÷åê, êî-òîðûå îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè ïðè ñèììåòðèè îòíî-ñèòåëüíî íåå. Êðîìå òîãî, åñëè òî÷êè X è Y ñèììåòðè÷íû îòíîñè-òåëüíî Πk, òî âñå òî÷êè Πk ðàâíîóäàëåíû îò òî÷åê X è Y . Ïîñëåäíååñâîéñòâî ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò Πk ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà X 6= Y è
Πk �ãèïåðïëîñêîñòü.Âûÿñíèì òåïåðü, êàê ìîæåò áûòü óñòðîåíî ìíîæåñòâî âñåõ íåïî-äâèæíûõ òî÷åê èçîìåòðèè. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè A è B �íåñîâïàäàþùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè èçîìåòðèè, òî âñÿ ïðÿìàÿ AB ñî-ñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýòîé èçîìåòðèè. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
X � òî÷êà ïðÿìîé AB. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òðåõ ðàâåíñòâ
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|AB|= |AX|+ |BX|, |AB|= |AX| − |BX|, |AB|= |BX| − |AX|. Â êàæäîìèç ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ ñ�åðû ðàäèóñîâ |AX| è |BX| ñ öåíòðàìè A è Bèìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó X. ßñíî òàêæå, ÷òî îáðàç òî÷êè X ïðèèçîìåòðèè äîëæåí ëåæàòü íà îáåèõ ýòèõ ñ�åðàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, X �íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èçîìåòðèè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî òî÷åê ïðÿìîé AB åñòü åùå îäíà íåïî-äâèæíàÿ òî÷êà C. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà ïðÿìîé CX, ãäå X � òî÷êàïðÿìîé AB, íåïîäâèæíà. Ïîýòîìó âñå òî÷êè ïëîñêîñòè ABC íåïîäâèæ-íû. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæ-íûõ òî÷åê èçîìåòðèè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèòèç îäíîé òî÷êè, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü, ãäå 1 6

6 k 6 n. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ó èçîìåòðèè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü
n + 1 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî âñåòî÷êè ïðîñòðàíñòâà íåïîäâèæíû, ò. å. èçîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéòîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.Òåîðåìà 1. Ëþáóþ èçîìåòðèþ à��èííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-ñòâà Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå n + 1 ñèì-ìåòðèè îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè èçîìåòðèÿ îñòàâëÿåò âñå òî÷êè íåïî-äâèæíûìè, òî îíà òîæäåñòâåííà, à òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæ-íî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèé äâóõ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî îäíîéè òîé æå ãèïåðïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èçîìåòðèÿ f ïåðå-âîäèò íåêîòîðóþ òî÷êó A â òî÷êó B 6= A. Ïóñòü s� ñèììåòðèÿ îòíî-ñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè Π, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò Aè B. Èçîìåòðèÿ sf , ïåðåâîäÿùàÿ òî÷êó X â òî÷êó s(f(X)), îáëàäàåòñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) sf(A) = A;2) åñëè f(X) = X, òî sf(X) = X.Ñâîéñòâî 1) î÷åâèäíî, à ñâîéñòâî 2) ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì. Åñëè f(X) = X, òî f ïåðåâîäèò îòðåçîê AX â îòðåçîê BX.Ïîýòîìó òî÷êà X ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A è B, à çíà÷èò, s(X) = X.Äëÿ èçîìåòðèè f â Rn âûáåðåì òî÷êè A1, . . . , An+1, íå ëåæàùèå âîäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, è ïîñòðîèì çà n + 1 øàã èçîìåòðèþ sk . . . s1f ,äëÿ êîòîðîé âñå âûáðàííûå òî÷êè íåïîäâèæíû. Çäåñü k 6 n + 1, òàêêàê óìíîæåíèå íà ñèììåòðèþ s íå íóæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà
Ai+1 íåïîäâèæíà äëÿ èçîìåòðèè, ïîñòðîåííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå.Èç òîãî, ÷òî sk . . . s1f = id (òîæäåñòâåííàÿ èçîìåòðèÿ), ñëåäóåò, ÷òî
f = s1 . . . sk, òàê êàê s2

i = id.Îáñóäèì òåïåðü îäíî äîñòàòî÷íî ýêçîòè÷åñêîå ñâîéñòâî, îòíîñÿùå-åñÿ ê îïðåäåëåíèþ èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà Rn. Äåëî â òîì, ÷òî íåòíåîáõîäèìîñòè òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿëî âñå ðàññòî-



136 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíî ñîõðàíÿëîëèøü îäíî êàêîå-òî ðàññòîÿíèå a (ò. å. òî÷êè íà ðàññòîÿíèè a ïåðåâîäè-ëî áû â òî÷êè íà ðàññòîÿíèè a). À èç ýòîãî óæå áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òîîíî ñîõðàíÿåò âñå ðàññòîÿíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîâåäåì ñíà÷àëà âíàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå n = 2.Òåîðåìà 2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R2→ R2 (íå îáÿçàòåëüíî âçà-èìíî îäíîçíà÷íîå) ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå a > 0, ò.å. åñëè |XY |= a, òî
|X1Y1|= a, ãäå X1 = f(X) è Y1 = f(Y ). Òîãäà f �èçîìåòðèÿ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ([B5℄). Ñäåëàâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ãîìîòåòèþ,ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â íåñêîëüêî øàãîâ.Îáðàç òî÷êè X ïðè îòîáðàæåíèè f áóäåì îáîçíà÷àòü X1.Ø à ã 1. Åñëè √3− 1 < |XY |<

√
3 + 1, òî X1 6= Y1.�àññìîòðèì ðîìá XACB ñî ñòîðîíîé 1 è äèàãîíàëÿìè |AB|= 1 è

|XC|=
√

3 (ðèñ. 5.20). Ïóñòü S � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì C.
A

B

CX

Y

S

�èñ. 5.20
A

B

X Y

�èñ. 5.21

�àññòîÿíèå îò òî÷êè X äî òî÷åê îêðóæíîñòè S èç-ìåíÿåòñÿ îò √3− 1 äî √3 + 1, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî òî÷êà Y ëåæèò íà îêðóæíîñòè S. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî X1 = Y1. Òîãäà òî÷êè A1, B1, C1 ëå-æàò íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì X1 = Y1,ïðè÷åì ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êà-ìè ðàâíû 1. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.Ø à ã 2. Îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿ-íèå √3.Ïóñòü |XY |=
√

3. �àññìîòðèì ðîìá XAY B, ñî-ñòàâëåííûé èç äâóõ ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâñî ñòîðîíîé 1 (ðèñ.5.21). Òî÷êè X1, A1, Y1 è B1 ëèáîîáðàçóþò òàêîé æå ðîìá, ëèáî X1 = Y1. Ïîñëåäíèéñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê √3− 1< |XY |<
√

3+1.Ø à ã 3. Îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿ-íèå n, ãäå n�ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.�àññìîòðèì ðîìáû XACB è ACY B, ñîñòàâëåí-íûå èç ïàð ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé 1 (ðèñ. 5.22 (à)).Òî÷êè X1 è Y1 íå ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó |A1Y1|=
√

3 6= |A1X1|. Ïîýòî-
A

BX Y

C

(à) (á)�èñ. 5.22



� 5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõ 137ìó âåðøèíû ðàññìàòðèâàåìûõ ðîìáîâ ïåðåõîäÿò â âåðøèíû òàêèõ æåðîìáîâ, à çíà÷èò, |X1Y1|= 2.�àññìîòðåâ öåïî÷êó ðîìáîâ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.5.22(á), ïîëó÷èì,÷òî ðàññòîÿíèå 3 ñîõðàíÿåòñÿ, è ò. ä.Ø à ã 4. Îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå n2−m, ãäå m è n�íàòóðàëüíûå ÷èñëà.�àññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè 2n, 2n,
n è ïîñòðîèì îêðóæíîñòè, äèàìåòðàìè êîòîðûõ ñëóæàò åãî áîêîâûå

A

B CM�èñ. 5.23

ñòîðîíû (ðèñ. 5.23). Ñåðåäèíà M ìåíüøåé ñòî-ðîíû BC ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõîêðóæíîñòåé, ïîýòîìó òî÷êà M1 ñîâïàäàåò ëèáîñ òî÷êîé A1, ëèáî ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà B1C1.Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê è íà øàãå 1, ïî-êàçûâàþò, ÷òî åñëè
n(
√

3− 1) 6 |AM |6 n(
√

3 + 1),òî M1 6= A1. Â íàøåì ñëó÷àå |AM |= n
√

15

2
, ïî-ýòîìó M1 6= A1. Ñëåäîâàòåëüíî, M1 � ñåðåäèíàîòðåçêà B1C1. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå n/2 ñî-õðàíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå n/2m ñîõðàíÿåòñÿ.Ø à ã 5. �àññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè X, Y ∈ R2 ñî-õðàíÿåòñÿ.Äëÿ òî÷êè Y ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüòî÷åê Y i, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè X èìåþò âèä n/2m. Òîãäà

|X1Y
i
1 |= |XY i|, à òî÷êè Y i

1 ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå Y1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâàïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè |Y Y i|6 2−k, òîòî÷êè Y è Y i ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà íåêîòîðîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà
2−k−1, à çíà÷èò, |Y1Y

i
1 |6 2−k. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

|X1Y1|= lim
i→∞
|X1Y

i
1 |= lim

i→∞
|XY i|= |XY |.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 çàâåðøåíî.Îïèøåì âêðàòöå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé òåîðåìû ïðè n > 2.Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ðîìáà, ñîñòàâëåííîãî èç äâóõ ïðàâèëüíûõ òðå-óãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé 1, ðàññìàòðèâàåì �èãóðó, ñîñòàâëåííóþ èç äâóõïðàâèëüíûõ n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ñ ðåáðîì 1. Êàê è â ñëó÷àå n = 2, ïî-ëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Ø à ã 1. Åñëè √2(n + 1)

n
− 1 < |XY |<

√
2(n + 1)

n
+ 1, òî X1 6= X2.Ø à ã 2. Îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå √2(n + 1)

n
.



138 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÄàëüøå óæå òðåáóþòñÿ íîâûå ðàññóæäåíèÿ.Ø à ã 3. Îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â åäè-íè÷íóþ îêðóæíîñòü, ïðè÷åì öåíòð îêðóæíîñòè ïåðåõîäèò â öåíòðîêðóæíîñòè.Ïðè n = 3 åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåñå-÷åíèå äâóõ ñ�åð ðàäèóñà 2
√

6/3, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êîòîðûõðàâíî 2
√

15/3. Ñîãëàñíî øàãó 2 ýòè ñ�åðû ïåðåõîäÿò â ñ�åðû (òîãîæå ðàäèóñà), à ñîãëàñíî øàãó 3 îáðàçû öåíòðîâ ýòèõ ñ�åð íå ñîâïà-äàþò. Ïîýòîìó åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â íåêîòîðóþ îêðóæ-íîñòü. Òåïåðü, ðàññìàòðèâàÿ ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê, âïèñàííûé âîêðóæíîñòü, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåõî-äèò â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ïðè÷åì öåíòð îêðóæíîñòè ïåðåõîäèò âöåíòð îêðóæíîñòè.Ïðè n > 3 âîçüìåì ïðàâèëüíûé (n− 3)-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ ðåáðîì sè ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå (n− 1)-ìåðíûõ ñ�åð ðàäèóñà s ñ öåíòðàìèâ âåðøèíàõ ýòîãî ñèìïëåêñà. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèåïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ ñ�åðó ðàäèóñà r = s

√
n − 1

2(n − 2)
. Òàêèìîáðàçîì, åñëè îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå s, òî îíî ïåðåâîäèòäâóìåðíóþ ñ�åðó ðàäèóñà r â äâóìåðíóþ ñ�åðó ðàäèóñà r. Íî åäèíè÷-íóþ îêðóæíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ äâóìåðíûõñ�åð ðàäèóñà r = s

√
n − 1

2(n − 2)
, ãäå s =

√
2(n + 1)

n
.Ø à ã 4. Ïëîñêîñòü ïåðåõîäèò â ïëîñêîñòü.Âîçüìåì â äàííîé ïëîñêîñòè åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1 ñ öåíòðîì O.�àññìîòðèì â ýòîé ïëîñêîñòè åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1

A ñ öåíòðîì
A∈S1. ßñíî, ÷òî ýòè äâå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â äâå åäèíè÷íûå îêðóæ-íîñòè, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè. Îêðóæíîñòü S1

A ïðè ïåðåìåùåíèèòî÷êè A ïî S1 çàìåòàåò êðóã ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì O. Îáðàçû âñåõ òî-÷åê ýòîãî êðóãà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïðîâåäÿ òàêîå æå ïîñòðîåíèåäëÿ âñåõ îêðóæíîñòåé, ëåæàùèõ â ýòîì êðóãå, ïîëó÷èì êðóã ðàäèóñà 3,îáðàç êîòîðîãî ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè, è ò. ä.Èçâåñòíû è äðóãèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå ÿâ-ëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. Íàïðèìåð, äëÿ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà ðàçìåð-íîñòè íå ìåíåå 3 äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñîõðàíåíèÿ ïëîùàäè òðåóãîëü-íèêà.Òåîðåìà 3. à) Åñëè îòîáðàæåíèå f : R2→R2 ïåðåâîäèò ëþáîé òðå-óãîëüíèê ïëîùàäè 1 â òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1, òî f �à��èííîå ïðåîá-ðàçîâàíèå.á) Åñëè îòîáðàæåíèå f : Rn→Rn, ãäå n > 3, ïåðåâîäèò ëþáîé òðå-óãîëüíèê ïëîùàäè 1 â òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1, òî f �èçîìåòðèÿ.



� 5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõ 139Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. à) (ñì. [L2℄) Äëÿ �èêñèðîâàííûõ òî÷åê A è
B ìíîæåñòâî òî÷åê X, äëÿ êîòîðûõ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABX ðàâ-íà 1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ýòà ïàðà ïàðàë-ëåëüíûõ ïðÿìûõ ïðè îòîáðàæåíèè f ïåðåõîäèò â ïàðó ïàðàëëåëüíûõïðÿìûõ. ßñíî òàêæå, ÷òî ëþáóþ ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABX ðàâíà 1 (ïðè íåêîòîðûõ �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ A è B).Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ. �àññìîò-ðèì ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è âûáåðåì íà íèõ îòðåçêè P1P2 è Q1Q2ðàâíîé äëèíû a. Ïóñòü P è Q�ñåðåäèíû ýòèõ îòðåçêîâ. Òîãäà íàéäåòñÿ12 òðåóãîëüíèêîâ ðàâíîé ïëîùàäè ñ âåðøèíàìè â âûáðàííûõ 6 òî÷êàõ.Ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàâ äëèíó a, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ýòè12 òðåóãîëüíèêîâ èìåëè ïëîùàäü 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàçû òî÷åê Pè Q ëåæàò íå íà ðàçíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Òîãäà íà ýòèõ ïàðàë-ëåëüíûõ ïðÿìûõ íåëüçÿ âûáðàòü îáðàçû òî÷åê P1, P2, Q1, Q2 òàê, ÷òîáûóêàçàííûå âûøå 12 òðåóãîëüíèêîâ èìåëè ïëîùàäü 1. Â ñàìîì äåëå, âñåýòè òî÷êè äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé, è âñå 4 îòðåçêà P ′

i Q
′
j äîëæ-íû èìåòü ðàâíûå äëèíû.Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F ïåðåâîäèò ëþáóþ ïðÿìóþ â ïðÿìóþ,à çíà÷èò, f �à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñì. ñ. 53).á) (ñì. [L3℄) Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî f ïåðåâîäèò ðàçíûå òî÷êè âðàçíûå.Êâàäðàò ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíàìè êîòîðîãî ñëóæàò âåêòî-ðû a è b, ðàâåí 1

4
(|a|2|b|2−(a, b)2), ïîýòîìó ïëîùàäü òàêîãî òðåóãîëüíèêàðàâíà 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|a|2|b|2 − (a, b)2 = 4. (5.3)Âîçüìåì â Rn òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è â íåì ðàññìîòðèì òî÷-êè
O = (0, 0, 0), A = (1, 1, 0), B(1, −1, 0),
P = (0, 1, l), Q = (1, 0, l), R(0, −1, l).Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (5.3) ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíè-êîâ OAP, OAQ, OAR, OBP, OBQ, OBR ðàâíû 1, åñëè 2(1+l2)−1=4, àïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ OPQ, ORQ, APQ, ARQ, BPQ, BRQ ðàâíû 1,åñëè (1 + l2)2 − l2 = 4. Îáà ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè l =

√
3/2.Â òàêîì ñëó÷àå êîí�èãóðàöèÿ òî÷åê O, A, B, P, Q, R ïðè îòîáðàæå-íèè f äîëæíà ïåðåõîäèòü â êîí�èãóðàöèþ òî÷åê, â êîòîðîé ïëîùàäèóêàçàííûõ 12 òðåóãîëüíèêîâ è îáðàçà òðåóãîëüíèêà ABO ðàâíû 1.Ëåììà. Ïóñòü òî÷êè A, B, C, D òàêîâû, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëü-íèêîâ ABC, ABD, ACD è BCD ðàâíû 1. Òîãäà ëèáî ABCD �òåò-



140 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéðàýäð, ïðîòèâîïîëîæíûå ðåáðà êîòîðîãî ðàâíû, ëèáî A, B, C è D �âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äàííûå òî÷êè ëå-æàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü, íàïðèìåð, A� âåðøèíà âûïóêëîé îáî-ëî÷êè ýòèõ òî÷åê, ïðè÷åì èç A âûõîäÿò ðåáðà AB è AD. Òîãäà ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì, òàê êàê DC ‖AB è BC ‖AD.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òî÷êè A, B, C è D íå ëåæàò â îäíîé ïëîñ-êîñòè, ò. å. ABCD � íåâûðîæäåííûé òåòðàýäð. Ïðîâåäÿ ÷åðåç êàæäîåðåáðî òåòðàýäðà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïðîòèâîïîëîæíîìó ðåáðó,ïîëó÷èì ïàðàëëåëåïèïåä. Ïîýòîìó, èçìåíèâ îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî âåðøèíû äàííîãî òåòðàýäðà ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè A, B1, Cè D ïàðàëëåëåïèïåäà ABCDA1B1C1D1. �àññìîòðèì ïðîåêöèþ ýòîãîïàðàëëåëåïèïåäà íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé AC. Èç ðà-âåíñòâà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ACB1 è ACD1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî âû-ñîò ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, îïóùåííûõ íà ñòîðîíó AC. Ïîýòîìó ïðîåê-öèÿ òåòðàýäðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ïðè-÷åì òî÷êà A1 ïðîåöèðóåòñÿ â ñåðåäèíó åãî îñíîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
AA1 ⊥B1D1. Àíàëîãè÷íî DD1 ⊥A1C1. Òàêèì îáðàçîì, ðåáðî AA1 ïåð-ïåíäèêóëÿðíî ãðàíè ABCD, ò. å. AA1 ⊥AB è AA1 ⊥AD. Àíàëîãè÷íîïîëó÷àåì, ÷òî AB ⊥AD.Èòàê, òåòðàýäðó ñ ðàâíîâåëèêèìè ãðàíÿìè ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìî-óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä. �àâåíñòâî ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé òåòðà-ýäðà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêà.Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè êîí�èãóðàöèè óñëîâèå ëåììû ïðèìåíèìîê òåòðàýäðàì OAPQ è OBPQ ñ îáùåé ãðàíüþ OPQ è ê òåòðàýäðàì
OARQ è OBRQ ñ îáùåé ãðàíüþ ORQ. Åñëè îáðàçû îäíîé èç ýòèõïàð òåòðàýäðîâ íåâûðîæäåííû, òî ëèáî |O′A′|= |P ′Q′|= |O′B′|, ëèáî
|O′A′|= |R′Q′|= |O′B′| (çäåñü O′ = f(O) è ò. ä.).
X Y

Z

O′

P ′

Q′

�èñ. 5.24

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî |O′A′|= |O′B′| âû-ïîëíÿåòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè òåò-ðàýäðîâ åñòü âûðîæäåííûå. Äîñòàòî÷íî ðàñ-ñìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà â êàæäîé ïàðå òåòðàýä-ðîâ O′A′P ′Q′ è O′B′P ′Q′, O′A′R′Q′ è O′B′R′Q′åñòü âûðîæäåííûé òåòðàýäð. Ïðåäïîëîæèì ÷òîîáà òåòðàýäðà O′A′P ′Q′ è O′B′P ′Q′ âûðîæäåí-íûå. Ñîãëàñíî ëåììå òî÷êè A′ è B′ äîëæíûáûòü ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà XY Z, ñòîðîíû êîòîðî-ãî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà O′P ′Q′ (ðèñ. 5.24). Íî òîãäàïëîùàäü òðåóãîëüíèêà O′A′B′ ðàâíà 0 èëè 2, à îíà äîëæíà áûòüðàâíà 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî â êàæäîé ïàðå
O′A′P ′Q′ è O′B′P ′Q′,O′A′R′Q è O′B′R′Q′ îäèí òåòðàýäð âûðîæäåííûé,



� 5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõ 141à äðóãîé íåâûðîæäåííûé. Åñëè òåòðàýäð O′A′P ′Q′ íåâûðîæäåííûé, àòåòðàýäð O′B′P ′R′ âûðîæäåííûé, òî êîí�èãóðàöèÿ òî÷åê O′, A′, B′, P ′,

X

B′

Y

A

Z

�èñ. 5.25
P ′ M

O′′ Q′

�èñ. 5.26

Q′ óñòðîåíà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.5.25. Ïðè ýòîì
{X, Y, Z}= {O′, P ′, Q′}. Åñëè X = O′ èëè Y = O′,òî |O′A′|= |O′B′|. Ïîýòîìó íóæíî ðàññìîòðåòü ëèøüòîò ñëó÷àé, êîãäà Z = O′. Ïóñòü Π�ïëîñêîñòü, ïåð-ïåíäèêóëÿðíàÿ îòðåçêó A′B′ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçåãî ñåðåäèíó M , O′′ � ïðîåêöèÿ òî÷êè O′ íà ïëîñ-êîñòü Π (ðèñ. 5.26). �àññìàòðèâàÿ ïàðó òåòðàýäðîâ
O′A′R′Q′ è O′B′R′Q′, ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ êîí�è-ãóðàöèþ èç òî÷åê M, Q′, O′′, R′. Íî â òàêîì ñëó-÷àå R′ = P ′, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Â èòîãå ïîëó÷àåì,
O′A′ = O′B′.Èòàê, åñëè |OA|= |OB|=

√
2 è |AB|=2, òî |O′A′|=

= |O′B′|. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè |OA1|= |OA2|=
=
√

2, òî |O′A′
1|= |O′A′

2|. Â ñàìîì äåëå, ïîñòðîèìîáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìûì OA1 è OA2 è îòëî-æèì íà íåì îòðåçîê OB äëèíîé √2. Òîãäà |O′A′
1|=

= |O′B′|= |O′A′
2|. Ïóñòü òåïåðü AB è CD � ïðîèç-âîëüíûå îòðåçêè äëèíîé √2. Òî÷êè B è C ìîæíîñîåäèíèòü ëîìàíîé, âñå çâåíüÿ êîòîðîé èìåþò äëè-íó √2, ïîýòîìó |A′B′|= |C ′D′|.Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò ëþáîéîòðåçîê äëèíîé √2 â îòðåçîê äëèíîé l√2, ãäå l�ïî-ñòîÿííîå ÷èñëî. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå l−1f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå √2,à çíà÷èò, l−1f � èçîìåòðèÿ. Íî f ñîõðàíÿåò åäèíè÷íóþ ïëîùàäü òðå-óãîëüíèêà, ïîýòîìó l = 1, ò. å. f �èçîìåòðèÿ.Èçîìåòðèè ñ�åðûÍàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ñ�åðû S2 îïðåäå-ëÿåòñÿ êàê äëèíà êðàò÷àéøåé äóãè áîëüøîé îêðóæíîñòè, ñîåäèíÿþùåéòî÷êè A è B. Îòìåòèì, ÷òî ñ�åðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Aè B ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé îò åâêëèäîâà ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó íèìè. Â ÷àñòíîñòè, ñ�åðè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû åâêëèäîâû ðàññòîÿíèÿ.Äëÿ n-ìåðíîé ñ�åðû, òàê æå êàê è äëÿ äâóìåðíîé ñ�åðû, ðàâåíñòâîñ�åðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó åâêëèäîâûõ ðàññòîÿ-íèé ìåæäó òî÷êàìè.Òåîðåìà 4. Èçîìåòðèè ñ�åðû Sn íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷-íîì ñîîòâåòñòâèè ñ èçîìåòðèÿìè ïðîñòðàíñòâà Rn+1, îñòàâëÿþùè-ìè öåíòð ñ�åðû íåïîäâèæíûì.



142 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéÄ î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ èçîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà
Rn+1, îñòàâëÿþùàÿ öåíòð ñ�åðû Sn íåïîäâèæíûì, ïåðåâîäèò Sn â ñåáÿè ñîõðàíÿåò ñ�åðè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ. Ïîýòîìó íóæíî ëèøü ïîêàçàòü,÷òî ëþáóþ èçîìåòðèþ g ñ�åðû Sn ìîæíî ïðîäîëæèòü äî èçîìåò-ðèè g̃ ïðîñòðàíñòâà Rn+1. Áóäåì äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòðñ�åðû ðàñïîëîæåí â íà÷àëå êîîðäèíàò, à åå ðàäèóñ ðàâåí 1. Ëþáîéâåêòîð ïðîñòðàíñòâà Rn+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå tv, ãäå t > 0 è
|v|= 1. Ïîëîæèì g̃(tv) = tg(v). Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî g̃ � èçîìåòðèÿ,ò. å. |g̃(su)− g̃(tv)|= |su− tv|. ßñíî, ÷òî
|sg(u)− tg(v)|2 − |su− tv|2 = s2 + t2 − 2st(g(u), g(v))−

− s2 − t2 + 2st(u, v) = 2st((u, v)− (g(u), g(v))) = 0,òàê êàê (u, v) = cosf, ãäå f�óãîë ìåæäó âåêòîðàìè u è v.Òåîðåìà 5. Ëþáóþ èçîìåòðèþ ñ�åðû Sn ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå ÷åì n + 1 ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ñå÷åíèéñ�åðû ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòð ñ�åðû.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçîìåòðèè ñ�åðû Sn ñîîòâåòñòâóåò èçîìåò-ðèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn+1 ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O, ãäå O�öåíòð ñ�åðû.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá èçîìåòðèÿõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (ñì.òåîðåìó 1 íà ñ. 135) ñëåäóåò, ÷òî ÷òî ýòó èçîìåòðèþ ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå ÷åì n + 1 ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíîãèïåðïëîñêîñòåé, ïðè÷åì âñå ýòè ãèïåðïëîñêîñòè áóäóò ïðîõîäèòü ÷å-ðåç òî÷êó O. (Òàê êàê îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óæå åñòü, íåîáõîäèìîåêîëè÷åñòâî ñèììåòðèé óìåíüøàåòñÿ íà 1.)Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ó ñ�åðû Sn áîëü-øàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé, ò.å. ëþáóþ ñèñòåìó èç n ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, ìîæíî ïåðåâåñòèèçîìåòðèåé â ëþáóþ äðóãóþ òàêóþ ñèñòåìó ïðÿìûõ.Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ�åðà S2 íå èçîìåòðè÷íà ïëîñêîñòè R2, ò. å.ñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ � ýòî íå åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Â ñàìîì äåëå,ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêîñòè ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëü-øèìè, à ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñ�åðû íå ìîãóò áûòü áîëüøå 2pR,ãäå R�ðàäèóñ ñ�åðû.Áîëåå ñîäåðæàòåëåí âîïðîñ î ëîêàëüíîé èçîìåòðè÷íîñòè ñ�åðû èïëîñêîñòè, ò. å. ìîæåò ëè îáëàñòü ñ�åðû áûòü èçîìåòðè÷íà íåêîòîðîéîáëàñòè ïëîñêîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòèêàðòó íåêîòîðîé îáëàñòè íà ñ�åðå áåç èñêàæåíèé, ò. å. òàê, ÷òîáû ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó ëþáîé ïàðîé òî÷åê ñ�åðû ðàâíÿëîñü ðàññòîÿíèþ ìåæäóñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ïëîñêîñòè?Òåîðåìà 6. Îáëàñòü ñ�åðû íå èçîìåòðè÷íà îáëàñòè ïëîñêîñòè.



� 5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõ 143Äîêà ç à ò åëü ñ ò â î. Íàçîâåì ñ�åðè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ ìíîæåñò-âî òî÷åê ñ�åðû, óäàëåííûõ îò íåêîòîðîé òî÷êè ñ�åðû (öåíòðà îêðóæ-íîñòè) íà äàííîå ðàññòîÿíèå r (ðàäèóñ îêðóæíîñòè). Åñëè îòðåçîê OXâèäåí èç öåíòðà ñ�åðû ïîä óãëîì a, òî ñ�åðè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ñ öåí-òðîì O, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó X, èìååò ñ�åðè÷åñêèé ðàäèóñ Ra, àåâêëèäîâ ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí R sin a. Òàêèì îáðàçîì, ñ�åðè-÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà r = Ra èìååò äëèíó
2pR sin a = 2pR sin(r/R) < 2pR(r/R) = 2pr.Ëþáàÿ îáëàñòü íà ñ�åðå ñîäåðæèò ñ�åðè÷åñêóþ îêðóæíîñòü äîñòà-òî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà r. Äëèíà ýòîé ñ�åðè÷åñêîé îêðóæíîñòè ìåíüøåäëèíû åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r. Íî ïðè èçîìåòðèè îêðóæ-íîñòü ðàäèóñà r äîëæíà ïåðåéòè â îêðóæíîñòü òîãî æå ðàäèóñà, ïðè÷åìåå äëèíà îñòàíåòñÿ ïðåæíåé.Çàìå÷àíèå. ×òîáû íå ðàññìàòðèâàòü äëèíó îêðóæíîñòè, ìîæíîðàññìîòðåòü äëèíó ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî âîêðóæíîñòü ðàäèóñà r.Èçîìåòðèÿ ñ�åðû f : Sn→ Sn íàçûâàåòñÿ ïåðåíîñîì Êëè��îðäà,åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è f(x) ïîñòîÿííî. (Â åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ïàðàëëåëüíûå ïåðåíî-ñû.) Äëÿ ñ�åðû ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ f(x)=x è f(x)=−xÿâëÿþòñÿ ïåðåíîñàìè Êëè��îðäà. ×òî æå êàñàåòñÿ äðóãèõ, íå ñòîëüòðèâèàëüíûõ ïåðåíîñîâ Êëè��îðäà, òî îíè åñòü òîëüêî íà ñ�åðàõíå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî íàä ïîëåì C çàìåíîé áàçè-ñà ìàòðèöó îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(l1, l̄1, . . . , lk, l̄k, ±1, . . . , ±1), ãäå |li|= 1 è li 6=±1. Íàä ïîëåì R âìå-ñòî ïàðû l, l̄ íóæíî âçÿòü ìàòðèöó ( cos a sin a
− sin a cos a), ãäå l= cos a+ i sin a.Òåîðåìà 7. Èçîìåòðèÿ f : Sn→ Sn ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïåðå-íîñîì Êëè��îðäà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åéèçîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn+1 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (l, l̄, l, l̄, . . . , l, l̄),ãäå |l|= 1 è l 6=±1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 îðòîãîíàëüíóþñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, y1, . . . , xk, yk, z1, . . . , zs) òàê, ÷òî f(x, y, z) =

= (x′, y′, z′), ãäå x′
i = xi cosai + yi sinai, y′

i =−xi sinai + yi cosai è z′
i =±zi.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êâàäðàò åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè

(x, y, z) è f(x, y, z) ðàâåí
2

( k∑

i=1

(x2
i + y2

i )(1− cos ai) +

s∑

j=1

ejz
2
j

)
,



144 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéãäå ej = 0 èëè 1. Êâàäðàò åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ äîëæåí áûòü ïîñòîÿíåíïðè k∑
i=1

(x2
i + y2

i ) +
s∑

j=1

z2
j = 1. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:1) k = 0, e1 = . . . = es =±1;2) s = 0, cos a1 = . . . = cos ak.Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíûì ïåðåíîñàì Êëè��îðäà,à âî âòîðîì ñëó÷àå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò óêàçàííûé â óñëîâèèòåîðåìû âèä.Ñ�åðà S3 ëîêàëüíî íå èçîìåòðè÷íà åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó R3. Íîñ�åðà S3 ñîäåðæèò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íóþåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2. Ïðèìåðîì òàêîé ïîâåðõíîñòè â ñ�åðå

S3 = {(z, w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 2}ñëóæèò ïîâåðõíîñòü T 2, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì |z|= |w|. Ýòà ïîâåðõíîñòüñîñòîèò èç òî÷åê (eif, eiy). Ïîêàæåì, ÷òî ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (f, y)íà ïîâåðõíîñòè T 2 ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè, ò.å. íà ïîâåðõíîñòè T 2 äëèíàêðàò÷àéøåé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (eif, eiy) è (ei(f+∆f), ei(y+∆y)),ðàâíà √(∆f)2 + (∆y)2; äëèíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè T 2 ⊂ S3 ⊂C2 ∼= R4îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ýòîì êàê äëèíà êðèâîé â R4. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,÷òî åñëè z = eif è w = eiy, òî |dz|2 + |dw|2 = (df)2 + (dy)2. ßñíî, ÷òî
dz = ieifdf è dw = ieiy dy. Ïîýòîìó |dz|2 + |dw|2 = (df)2 + (dy)2.Òðè òèïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãîÄëÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó,àíàëîãè êîòîðîé äëÿ åâêëèäîâîé è ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìû óæå äî-êàçûâàëè.Òåîðåìà 8. Ëþáîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ñèììåòðèé îòíîñè-òåëüíî ïðÿìûõ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâàýòîé òåîðåìû â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü g � íåêîòîðàÿèçîìåòðèÿ, ïðè÷åì g(A)= B 6= A. �àññìîòðèì ñèììåòðèþ s îòíîñèòåëü-íî ïðÿìîé l = {X | |AX|= |BX|}. Òîãäà sg(A) = A. Êðîìå òîãî, åñëè
g(Y ) = Y , òî Y ∈ l, à çíà÷èò, sg(Y ) = Y . Ïîýòîìó èçîìåòðèÿ sg èìååò ïîêðàéíåé ìåðå îäíó äîïîëíèòåëüíóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ïî ñðàâíåíèþñ g . Ïðèìåíèâ òàêóþ êîíñòðóêöèþ íå áîëåå òðåõ ðàç, ìîæíî ïîñòðîèòüèçîìåòðèþ, èìåþùóþ òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîéïðÿìîé.Ýòó ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïðèìåíèòü è â ñëó÷àå ãåîìåòðèèËîáà÷åâñêîãî. Íî äëÿ ýòîãî íóæíî îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû.



� 5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõ 1451. Ïî÷åìó ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ òî÷åê,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ?2. ×òî òàêîå ¾ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé¿ â ñëó÷àå ãèïåðáî-ëè÷åñêîé ãåîìåòðèè?3. Ïî÷åìó äâèæåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, èìåþùåå òðè íåïî-äâèæíûå òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, òîæäåñòâåííî?Îòâåòèì íà ýòè âîïðîñû ïîñëåäîâàòåëüíî.1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûå òî÷êè èìåþò âèä ia, ib (a, b∈R). Òîãäàìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) ∈H, ðàâíîóäàëåííûõ îò íèõ, çàäàåòñÿ óðàâíå-íèåì
x2 + (a − y)2

ay
=

x2 + (b − y)2

by
,ò. å. x2 + y2 = ab.2. Íàçîâåì òî÷êè A è A∗ ñèììåòðè÷íûìè (èëè èíâåðñíûìè) îò-íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè S, åñëè ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçòî÷êè A è A∗, îðòîãîíàëüíà îêðóæíîñòè S. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà S �ïðÿìàÿ, ýòî îïðåäåëåíèå òîæå èìååò ñìûñë; îíî ýêâèâàëåíòíî îáû÷íî-ìó îïðåäåëåíèþ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé.Ïîíÿòèå ñèììåòðè÷íîñòè äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñî-õðàíÿåòñÿ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè A è A∗ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíîîêðóæíîñòè S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëó÷è OA è OA∗ ñîâïàäàþòè |OA| · |OA∗|= R2, ãäå R�ðàäèóñ îêðóæíîñòè S.Íàçîâåì òî÷êè A è A∗ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ãèïåðáîëè÷å-ñêîé ïðÿìîé â ìîäåëè Ïóàíêàðå, åñëè îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíîåâêëèäîâîé îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé ýòó ïðÿìóþ. Â òîì ñëó÷àå, êî-ãäà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ åâêëèäîâîé ïðÿìîé, ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ðàâíîóäàëå-íû îò íåå. Êðîìå òîãî, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿ-ìîé ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.3. Íà òðåòèé âîïðîñ ìû äàäèì áîëåå ïîäðîáíûé îòâåò, ÷åì ýòî òðåáó-åòñÿ äëÿ íàøèõ öåëåé. À èìåííî, ìû îïèøåì âñå âîçìîæíûå ìíîæåñòâàíåïîäâèæíûõ òî÷åê äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. �àññìîòðèì ïîîòäåëüíîñòè íåñîáñòâåííûå è ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ.à) Óðàâíåíèå z =

a(−z̄) + b

c(−z̄) + d
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó −czz̄ + dz + az̄− b = 0,ò. å.

−c(x2 + y2) + dx + ax− b = 0, dy − ay = 0.Ïðè a 6= d ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = 0. Â òà-êîì ñëó÷àå z 6∈H. Åñëè æå a = d, òî ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åêÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ.
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á) Óðàâíåíèå z =

az + b

cz + d
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì. Îíî èìååò êîðíè

z1,2 =
a − d ±

p

(d − a)2 + 4bc

2c
.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ad− bc = 1. Â òàêîì ñëó÷àå D = (d− a)2 + 4bc =

= (a + d)2 − 4. Ïîýòîìó
D = 0 ⇐⇒ |a + d|= 2 (ïàðàáîëè÷åñêîå äâèæåíèå),
D > 0 ⇐⇒ |a + d|> 2 (ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå),
D < 0 ⇐⇒ |a + d|< 2 (ýëëèïòè÷åñêîå äâèæåíèå).Íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàíèÿ z 7→ az + b

cz + d
â çàâèñèìîñòè îòçíàêà D âûãëÿäÿò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.27. Îòìåòèì, ÷òî ëèøü âñëó÷àå D <0 îäíà èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîéäâèæåíèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Âñå îñòàëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êèëåæàò âíå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H.

D=0 D>0

D<0�èñ. 5.27Ìû îòâåòèëè íà âñå òðè âîïðîñà. Òåì ñàìûì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-ìû çàâåðøåíî.Îáñóäèì áîëåå ïîäðîáíî ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-ñêîãî. Ñîáñòâåííîå äâèæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèèäâóõ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïàðûïðÿìûõ áûâàþò òðåõ òèïîâ: ïàðàëëåëüíûå, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ (è íå ïà-ðàëëåëüíûå) è ïåðåñåêàþùèåñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî êîìïîçèöèè ñèììåòðèéîòíîñèòåëüíî òàêèõ ïàð ïðÿìûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî ïà-ðàáîëè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýëëèïòè÷åñêèå äâèæåíèÿ.Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, ê êàêîìó ïðîñòåéøåìó âèäó ìîæíî ïðèâåñòèïàðó ïðÿìûõ ñ ïîìîùüþ äâèæåíèÿ.1. Äëÿ ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîäå-ëüþ Ïóàíêàðå â êðóãå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð êðóãà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîéïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ïðÿìûå áóäóò äèàìåòðà-ìè êðóãà. Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî íèõ � ïîâîðîò âîêðóãöåíòðà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä z 7→ eifz.2. Äëÿ ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîäå-ëüþ Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî



� 5.3. Èçîìåòðèè â òðåõ ãåîìåòðèÿõ 147ïðÿìûå ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå∞, ò. å. îíè ÿâëÿþòñÿ ëó÷àìè, ïàðàëëåëüíûìèîñè Oy. Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðÿìûõ èìååò âèä
z 7→ z + h.3. Íå ïåðåñåêàþùèåñÿ è íå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå áóäåì íàçûâàòüðàñõîäÿùèìèñÿ èëè ñâåðõïàðàëëåëüíûìè. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ðàñ-õîäÿùèåñÿ ïðÿìûå l1 è l2 èìåþò îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð m. Îáðàòèìñÿäëÿ ýòîãî ê ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ïðÿìàÿ l1 ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì Oy (ðèñ.5.28). Ïðîâåäåì èç òî÷êè O êàñà-òåëüíóþ OA ê åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé ãèïåðáîëè÷åñêóþïðÿìóþ l2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ m, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà |OA| ñ öåíòðîì O, ïåðïåí-äèêóëÿðíà ïðÿìûì l1 è l2.Ïðÿìóþ m ìîæíî ïåðåâåñòè â ëó÷ Oy. Òîãäà ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåé-äóò â ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O (ðèñ. 5.29). Êîìïîçèöèÿ èíâåðñèéîòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòåé, ñîäåðæàùèõ èõ, èìååò âèä z 7→ kz, k > 0.

A

O

l1

l2
m

O

m

l1

l2

�èñ. 5.28 �èñ. 5.29Ñîáñòâåííîå äâèæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè ñèì-ìåòðèé îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ l1 è l2 ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Äëÿ�èêñèðîâàííîãî ñîáñòâåííîãî äâèæåíèÿ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ñî-îòâåòñòâóþùèõ åìó ïðÿìûõ li. Íàçîâåì ýòî ìíîæåñòâî ïó÷êîì ïðÿìûõ .Â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì äâèæåíèÿ ïó÷îê ïðÿìûõ íàçîâåì ýëëèïòè-÷åñêèì, ïàðàáîëè÷åñêèì èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îêñîñòîèò èç ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó; ïàðàáî-ëè÷åñêèé ïó÷îê ñîñòîèò èç ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ò. å. èç ïðÿ-ìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó);ãèïåðáîëè÷åñêèé ïó÷îê ñîñòîèò èç ïðÿìûõ, îðòîãîíàëüíûõ �èêñèðî-âàííîé ïðÿìîé.Ñ êàæäûì ïó÷êîì ïðÿìûõ ìîæíî ñâÿçàòü ñåìåéñòâî êðèâûõ, îð-òîãîíàëüíûõ âñåì ïðÿìûì ïó÷êà. Ýòî ñåìåéñòâî êðèâûõ ïîëó÷àåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì âñå äâèæåíèÿ g , êîòîðûå ÿâëÿþò-ñÿ êîìïîçèöèÿìè ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïàð ïðÿìûõ äàííîãî ïó÷êà.Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è ðàññìîòðèììíîæåñòâî âñåõ òî÷åê âèäà g(A). Íà ðèñ. 5.30 èçîáðàæåíû ïîëó÷åííûåêðèâûå äëÿ âñåõ òðåõ òèïîâ ïó÷êîâ ïðÿìûõ (ïðè ýòîì íà ñàìèõ ïðÿìûõïó÷êà íàðèñîâàíû ñòðåëêè). Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà èñïîëüçîâàíà
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(à) (á) (â)�èñ. 5.30
ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå, äëÿ äâóõ äðóãèõ ïó÷êîâ �ìîäåëü Ïóàíêàðåâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà êðèâûìè, îðòîãîíàëüíûìè ïðÿìûìïó÷êà, ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè. Îðòîãîíàëüíûå êðèâûå äëÿ ïàðàáîëè÷å-ñêîãî ïó÷êà íàçûâàþò îðèöèêëàìè èëè ïðåäåëüíûìè îêðóæíîñòÿìè.Âòîðîå èç ýòèõ íàçâàíèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòè êðèâûå ïîëó÷àþòñÿïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè ðàäèóñà îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ äàííîéïðÿìîé â äàííîé òî÷êå. Îðòîãîíàëüíûå êðèâûå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãîïó÷êà íàçûâàþò ãèïåðöèêëàìè èëè ýêâèäèñòàíòàìè. Âòîðîå íàçâàíèåñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âñå òî÷êè ýêâèäèñòàíòû íàõîäÿòñÿ íà îäíîì è òîì æåðàññòîÿíèè îò ïðÿìîé, êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà ïðÿìûì äàííîãî ãèïåðáî-ëè÷åñêîãî ïó÷êà ïðÿìûõ. Îáû÷íî ýêâèäèñòàíòîé (ãèïåðöèêëîì) íàçû-âàþò ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé ïðÿìîé; ýòà êðèâàÿñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðÿìîé.Âûÿñíèì òåïåðü, êàê óñòðîåíû ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ äëÿ ìîäåëèãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íà âåðõíåé ïîëîñòè äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëî-èäà [x, x]=−c2, ãäå [x, x]=x2

1 +x2
2−x2

3. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ëþáîåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
[x, y] è íå ìåíÿþùåå ìåñòàìè âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëîñòè ãèïåðáîëîè-äà, èíäóöèðóåò äâèæåíèå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.Ëþáóþ ïëîñêîñòü ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì [x, a] = p, ãäå a ��èêñèðîâàííûé âåêòîð, p��èêñèðîâàííîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ñèììåò-ðèþ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè [x, a] = 0 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì
x 7→ x′ = x + la, ãäå ÷èñëî l òàêîâî, ÷òî âåêòîð x + x′ ëåæèò â ïëîñêî-ñòè ñèììåòðèè, ò. å. [x + x′, a] = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå
x 7→ x− 2

[x, a]

[a, a]
a. Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë ïðè [a, a] 6= 0.Ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíûå ê êîíóñó [x, x] = 0, çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìèâèäà [x, a] = 0, ãäå [a, a] = 0. Èìåííî îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïëîñêîñòåéñèììåòðèÿ íå îïðåäåëåíà. Âñå îñòàëüíûå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷å-ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ëèáî ïåðåñåêàþò äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
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[x, x] =−c2, ëèáî íå ïåðåñåêàþò åãî è ïðè ýòîì íå êàñàþòñÿ êîíó-ñà [x, x] = 0. Ïðÿìûì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñîîòâåòñòâóþò ëèøüïëîñêîñòè ïåðâîãî òèïà. Ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïëîñêîñòåé íåïåðåñòàâëÿþò ïîëîñòè ãèïåðáîëîèäà, òàê êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñ-êîñòè è ãèïåðáîëîèäà îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè.Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè [a, a] 6= 0 ñèììåòðèÿîòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè [x, a] = 0 ñîõðàíÿåò ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå, ò.å. åñëè x 7→x′ è y 7→y′, òî [x, y]= [x′, y′]. Òàêèì îáðàçîì, ñèììåò-ðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàþùåé ãèïåðáîëîèä, ñîîòâåòñòâóåòñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ñîáñòâåí-íîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïîçèöèèñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïàðû ïëîñêîñòåé, áóäåò ýëëèïòè÷åñêèì, ïà-ðàáîëè÷åñêèì èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé (ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ãè-ïåðáîëîèä, ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò êîíóñó, ïðÿìàÿ ëåæèò âíå êîíóñà).Ïóñòü ïëîñêîñòè [x, a1] = 0 è [x, a2] = 0 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé,ñîäåðæàùåé âåêòîð b, ò.å. [b, a1]= [b, a2]=0. Òîãäà ïëîñêîñòü [x, b]=p ïå-ðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ñèììåòðèÿõ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïëîñêîñòåé. Â ñàìîìäåëå, ïðè òàêèõ ñèììåòðèÿõ âåêòîð x ïåðåõîäèò â âåêòîð x′ = x + lai,à çíà÷èò, [x′, b] = [x, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñè-òåëüíî ïëîñêîñòåé [x, a1] = 0 è [x, a2] = 0 ïåðåâîäèò ïëîñêîñòü [x, b] = p âñåáÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòü, îðèöèêë è ãèïåðöèêë ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ñå÷åíèå ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòüþ [x, b] = p, ãäå âåêòîð b ñîîòâåò-ñòâåííî ëåæèò âíóòðè êîíóñà, ïðèíàäëåæèò êîíóñó, ëåæèò âíå êîíóñà.Çàäà÷è ê ãëàâå 55.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè (x, a)=
= 0 çàäàåòñÿ �îðìóëîé

x 7→ x− 2
(x, a)

(a, a)
a.5.2. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A ïåðåâîäèò ëþáóþ ïàðó îðòîãîíàëü-íûõ ïðÿìûõ â ïàðó îðòîãîíàëüíûõ ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî A�êîìïî-çèöèÿ ãîìîòåòèè x 7→ kx è èçîìåòðèè.5.3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñîáñòâåííîå äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà R3,èìåþùåå íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèèäâóõ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ.5.4. Ïóñòü èçîìåòðèÿ f ïðîñòðàíñòâà Rn îñòàâëÿåò íà÷àëî êîîðäè-íàò íà ìåñòå. Â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îáðàçó-åò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè s. Äîêàæèòå, ÷òî



150 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèéèçîìåòðèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè n−s ñèììåòðèè îò-íîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé, íî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèèìåíüøåãî ÷èñëà ñèììåòðèé.5.5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R2→R2 ìíîãîçíà÷íîå, ò. å. îíî ñîïîñòàâ-ëÿåò òî÷êå îäíó èëè íåñêîëüêî òî÷åê è èçâåñòíî, ÷òî åñëè X1 ∈ f(X) è
Y1 ∈ f(Y ), ãäå |XY |= 1, òî |X1Y1|= 1 (ò. å. f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå 1).Äîêàæèòå, ÷òî f �îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.5.6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èçîìåòðèè f : R2→R2 è îãðàíè÷åííîãî ìíî-æåñòâà A⊂ R2, äëÿ êîòîðûõ f(A)⊂A, íî f(A) 6= A.5.7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A, êîòîðîå ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, èçî-ìåòðè÷íûõ A. Ñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ�àäèóñ ñ�åðû R ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1; a, b, c� äëèíû ñòîðîíñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, a, b, g�óãëû ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.5.8. Äîêàæèòå, ÷òî a + b + c < 2p.5.9. Íàéäèòå óãëû àâòîïîëÿðíîãî òðåóãîëüíèêà, ò. å. ñ�åðè÷åñêîãîòðåóãîëüíèêà, ñîâïàäàþùåãî ñ ïîëÿðíûì ê íåìó òðåóãîëüíèêîì.5.10. Ñóùåñòâóåò ëè îòîáðàæåíèå îáëàñòè ñ�åðû íà îáëàñòü ïëîñêî-ñòè, ïåðåâîäÿùåå îòðåçêè ñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ â îòðåçêè åâêëèäîâûõïðÿìûõ?5.11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñóùå-ñòâóþò âïèñàííàÿ è îïèñàííàÿ îêðóæíîñòè.5.12. Äîêàæèòå, ÷òî à) ìåäèàíû, á) âûñîòû ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëü-íèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.5.13. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ñ�åðè÷åñêîãî êðóãà ðàäèóñà r ðàâíà
4p sin2(r/2).5.14. Äîêàæèòå, ÷òî

sin
a
2

=

√
sin(p − b) sin(p − c)

sin b sin c
, cos

a
2

=

√
sin p sin(p − a)

sin b sin c
,ãäå p = (a + b + c)/2.5.15. Äîêàæèòå, ÷òî

cos
a + b

2
=

a + b

2

cos
c

2

sin
g
2
, sin

a + b
2

=
cos

a − b

2

cos
c

2

cos
g
2
.

5.16. Ïóñòü S = a + b + g− p. Äîêàæèòå, ÷òî
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à) 2 sin

S

2
=

p

sin p sin(p − a) sin(p − b) sin(p − c)

cos
a

2
cos

b

2
cos

c

2

;
á) tg2 S

4
= tg

p

2
tg

p − a

2
tg

p − b

2
tg

p − c

2
.5.17. Äîêàæèòå, ÷òî â ñ�åðè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå ñ ïðÿìûì óãëîìg âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ tg a = tg a sin b è tg a = tg c cos b.5.18. Ïóñòü r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ�åðè÷åñêîãî òðå-óãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

tg r =

√
sin(p − a) sin(p − b) sin(p − c)

sin p
.5.19. Ïóñòü R̄ � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ�åðè÷åñêîãî òðå-óãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

ctg R̄ =

√
sin(a− s) sin(b− s) sin(g− s)

sin s
,ãäå s = (a + b + g− p)/2.5.20. à) Âîçüìåì îòðåçîê ñ�åðè÷åñêîé ïðÿìîé äëèíû a è ðàññìîòðèìïîëÿðû âñåõ ñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ äàííûé îòðåçîê. Äî-êàæèòå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè çàìåòàþò ìíîæåñòâî ïëîùàäè 4a.á) Äàíî íåñêîëüêî îòðåçêîâ ñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ, ñóììà äëèí êî-òîðûõ ìåíüøå p. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñ�åðè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, íåïåðåñåêàþùàÿ íè îäíîãî èç äàííûõ îòðåçêîâ.Ìîäåëè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî5.21. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êå z â ìîäåëè Ïóàíêàðå â åäèíè÷íîì êðóãåñîîòâåòñòâóåò òî÷êà 2z

|z|2 + 1
â ìîäåëè Êëåéíà.5.22. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â ìîäåëè Ïóàíêàðå ââåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.5.23. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

(x, y) âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äî ëó÷à Oy.5.24. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè åâêëèäîâîé ïðÿìîé y =kx, ëåæàùèå ââåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåíû îò ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé Oy.5.25. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå âåäèíè÷íîì êðóãå èìåþò âèä z 7→ az + b

b̄z + ā
, ãäå a, b� òàêèå êîìïëåêñíûå÷èñëà, ÷òî |a|2 − |b|2 = 1.5.26. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå óãëû ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíè-êà ìåíüøå p, òî îí âûïóêëûé.
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(

a

c

)
sin a = 1, sh

(
a

c

)
tg a = 1 è th

(
a

c

)
= cos a.5.28. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå e−a/c = tg(a/2), èñïîëüçóÿ îäíó èç ìî-äåëåé Ïóàíêàðå.5.29. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû è óãëû òðåóãîëüíèêà ñ ïðÿìûì óãëîì gñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: sh a = sh c sin a, th b = th c cos a,

ctg a ctg b = ch c, cos a = ch a sin b.5.30. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû è óãëû òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû ñëåäó-þùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:à) ch a sin b = ch b sin a cos g + cos a sin g;á) ch a =
cos a + cos b cosg

sin b sing .5.31. Â ìîäåëè Êëåéíà ñòîðîíà ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà ïðîõîäèò ÷å-ðåç öåíòð êðóãà ∆. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýòîò óãîë îñòðûé, òî åãî âåëè-÷èíà ìåíüøå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùåãî åâêëèäîâà óãëà.5.32. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê è êðóã� âûïóêëûå �èãóðû.5.33. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñîîòâåòñòâåííûå óãëû äâóõ òðåóãîëüíèêîâðàâíû, òî ðàâíû è ñàìè òðåóãîëüíèêè.5.34. Äîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ îäíîé èç ñòîðîí îñòðî-ãî óãëà íà äðóãóþ ñòîðîíó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.5.35. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a < (n− 2)p/n ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíûé
n-óãîëüíèê, âñå óãëû êîòîðîãî ðàâíû a è âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû.á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è r� ñòîðîíà è ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæ-íîñòè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ óãëîì a, òî

ch r =
cos(a/2)

sin(p/n)
, ch

a

2
=

cos(p/n)

sin(a/2)
.â) Ïðè êàêèõ n ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ñ óãëîì a= 2p/n(ò. å. ñ ñóììîé óãëîâ 2p)?5.36. Òðè óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû p/2, à ÷åòâåðòûé óãîë ðà-âåí g. Íàéäèòå g, åñëè èçâåñòíû äëèíû a è b ñòîðîí, ñîåäèíÿþùèõïðÿìûå óãëû.5.37. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè 1, −1, ∞ âìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, çàïèñàâ åå â âèäå äâîéíîãîèíòåãðàëà.5.38. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè w =

z − i

z + i
, òî

|dz|
Im z

=
2|dw|

1 − |w|2 .



Çàäà÷è 1535.39. Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè Êëåéíà ýëåìåíò äëèíû èìååò âèä
ds2 =

dx2 + dy2 − (x dy − y dx)2

(1 − x2 − y2)25.40. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëÿõ Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñ-êîñòè è â åäèíè÷íîì êðóãå ïëîùàäü áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðÿìîóãîëü-íèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ðàâíà dxdy

y2
è

4dx dy

(1 − (x2 + y2))2
ñîîòâåòñòâåííî.á) �àññìîòðèì â ìîäåëè Êëåéíà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðÿìîóãîëüíèê,îáðàçîâàííûé ëèíèÿìè r= const, f= const, ãäå r, f�ïîëÿðíûå êîîðäè-íàòû. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû åãî ñòîðîí ðàâíû dr

1 − r2
è rdf

p

1 − r2
.5.41. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà r ðàâíà 4p sh2
(

r

2

).5.42. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ñðåäíåé ëèíèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðå-óãîëüíèêà ìåíüøå ïîëîâèíû äëèíû ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû.5.43. �àññìîòðèì âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ñ ïðÿìûìèóãëàìè A, B, C è âûáåðåì íà îòðåçêå CD òî÷êó P òàê, ÷òî |BP |= |AD|.Äîêàæèòå, ÷òî ëó÷è BP è AD ïàðàëëåëüíû.5.44. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííûé èç ñåðåäèíûñòîðîíû AB òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé, ñîåäèíÿþ-ùåé ñåðåäèíû ñòîðîí AC è BC.á) Ïóñòü X 7→X ′�èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå îäíîé ïðÿìîé íà äðó-ãóþ. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ XX ′ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ëå-æàò íà îäíîé ïðÿìîé.5.45. Äîêàæèòå, ÷òî â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ à) áèññåêòðèñûòðåóãîëüíèêà; á) ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà; â) âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðå-óãîëüíèêà.5.46 (�èïåðáîëè÷åñêàÿ òåîðåìà Ìåíåëàÿ). Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ñòî-ðîíû BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A1, B1 è C1. Äîêàæèòå,÷òî
sh |AC1|
sh |C1B| ·

sh |BA1|
sh |A1C| ·

sh |CB1|
sh |B1A| = 1.5.47 (�èïåðáîëè÷åñêàÿ òåîðåìà ×åâû). Íà ñòîðîíàõ BC, CA è ABòðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1, B1 è C1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè

AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:à) sin ACC1

sinC1CB
· sinBAA1

sinA1AC
· sinCBB1

sinB1BA
= 1;



154 �ëàâà 5. Ìèð íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé
á) sh |AC1|

sh |C1B| ·
sh |BA1|
sh |A1C| ·

sh |CB1|
sh |B1A| = 1.5.48. Ïóñòü ÷èñëà f1, . . . , fn ∈ [0, p) òàêîâû, ÷òî èõ ñóììà ìåíüøå

(n−2)p. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêèé n-óãîëüíèê ñ óãëà-ìè f1, . . . , fn.Â çàäà÷àõ 5.49�5.51 p =
a + b + c

2
.5.49. Äîêàæèòå, ÷òî

sin2 a
2

=
sh(p − b) sh(p − c)

sh b sh c
, cos2

a
2

=
sh p sh(p − a)

sh b sh c
.5.50. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü S = p− (a + b + g) ãèïåðáîëè÷åñêîãîòðåóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:à) 2 sin

S

2
=

p

sh p sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c)

ch
a

2
ch

b

2
ch

c

2

;
á) tg2 S

4
= th

p

2
th

p − a

2
th

p − b

2
th

p − c

2
.5.51. Ïóñòü r�ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Äîêà-æèòå, ÷òî

r =

√
sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c)

sh p
.5.52. Ïóñòü R�ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà (åñëèîíà ñóùåñòâóåò). Äîêàæèòå, ÷òî

thR =

√
sin(S/2)

sin(a + S/2) sin(b + S/2) sin(g + S/2)
,ãäå S = p− (a + b + g).5.53. Â âûïóêëîì ãèïåðáîëè÷åñêîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû

A è B ïðÿìûå, à ëó÷è AB è DC ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî e|CD| =

=
sh |AD|
sh |BC| .5.54. Âûïóêëûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîâ,÷òî ëó÷è AB è DC ïàðàëëåëüíû è ëó÷è AD è BC òîæå ïàðàëëåëüíû.Äîêàæèòå, ÷òî |AB|+ |BC|= |AD|+ |DC|.5.55. Ïóñòü ABCD�âûïóêëûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê,äëÿ êîòîðîãî |BA|+ |AD|= |BC|+ |CD|. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñûâíåøíèõ óãëîâ A è C è áèññåêòðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ B è D ïðèíàä-ëåæàò îäíîìó ïó÷êó ïðÿìûõ.Òðè òèïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî5.56. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ìîæíî äâè-æåíèåì ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.



Çàäà÷è 1555.57. Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè Êëåéíà ëþáîé ïó÷îê ïðÿìûõ ñîîò-âåòñòâóåò ñåìåéñòâó åâêëèäîâûõ ïðÿìûõ, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó (ëå-æàùóþ âíóòðè, íà ãðàíèöå èëè âíå êðóãà).5.58. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îðèöèêëû ïîïàðíî êîíãðóýíòíû.5.59. Íàéäèòå äëèíó äóãè AB îðèöèêëà, åñëè èçâåñòíî ðàññòîÿíèå
d ìåæäó òî÷êàìè A è B.5.60. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì òðå-óãîëüíèêà ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó ïðÿìûõ.5.61. Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæàò îäíîìóïó÷êó.5.62. Òî÷êà C ïåðåìåùàåòñÿ ïî äóãå AB îêðóæíîñòè, îðèöèêëà èëèãèïåðöèêëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì âåëè÷èíà a + b− g íå èçìåíÿåòñÿ(a, b è g�óãëû òðåóãîëüíèêà ABC).5.63. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-ðîíû ïîïàðíî ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ýòîãî÷åòûðåõóãîëüíèêà ëåæàò íà ðàñõîäÿùèõñÿ ïðÿìûõ.5.64. Èçîìåòðèÿ f ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî òàêîâà, ÷òî ðàññòîÿíèåìåæäó òî÷êàìè X è f(X) îäíî è òî æå äëÿ âñåõ X. Äîêàæèòå, ÷òî f �òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.5.65. Ïðåîáðàçîâàíèå f ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî òàêîâî, ÷òî îíî óâå-ëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè òî÷êàìè X è Y â îäíî è òîæå ÷èñëî ðàç k, ò. å. d(f(X), f(Y )) = kd(X, Y ). Äîêàæèòå, ÷òî k = 1, ò. å.
f �èçîìåòðèÿ.



�ëàâà 6
Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèð

Çäåñü áóäåò êðàòêî ðàññêàçàíî î áåñêîíå÷íîìåðíîé ãåîìåòðèè è ååïðèëîæåíèÿõ ê òåîðèÿì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èêâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé.
�6.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÏðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé ãëàâå, íàäåëåíû äâóìÿñòðóêòóðàìè�ëèíåéíîñòüþ è òîïîëîãèåé; ðàçìåðíîñòü èõ ìîæåò áûòüè áåñêîíå÷íîé.Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî X ñ âûäåëåííîé ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ tíàçûâàåòñÿòîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ (X, t), åñëèñèñòåìà t óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì: 1) ∅ èX ïðèíàäëåæàò t;2) îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ èç t ïðèíàäëåæèò t; 3) ïå-ðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç t ïðèíàäëåæèò t.Ñàìà ñèñòåìà t ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé, ìíîæåñòâà èç t�îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, à åñëè ìíîæåñòâî èç t ñîäåðæèò íåêîòî-ðóþ òî÷êó x, îíî íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x. Òîïîëîãè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî (X, t) íàçûâàåòñÿ õàóñäîð�îâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈X íàéäóòñÿ òàêèå èõ îêðåñòíîñòè V1 è V2, ÷òî
V1 ∩ V2 = ∅.Âàæíåéøèå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, ñ êîòîðûìè íàì ïðèäåòñÿèìåòü äåëî, � çàìêíóòîñòü, íåïðåðûâíîñòü, êîìïàêòíîñòü. Íàïîìíèìîïðåäåëåíèÿ.Ïóñòü (X, t)�òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîäìíîæåñòâî C ïðî-ñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè äîïîëíåíèå ê íåìó îòêðûòî.Çàìûêàíèåì Cl(A, X) (èëè Cl A, åñëè ÿñíî, î êàêîì ìíîæåñòâå X èäåòðå÷ü), íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A.Ìíîæåñòâî X1 ⊂X íàçûâàþò âñþäó ïëîòíûì, åñëè ClX1 = X. Ïóñòü
(Y, j)� äðóãîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå f : X→ Yíàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæå-ñòâà èç Y îòêðûò â X. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿêîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ (ò. å. ïîêðûòèÿïðîñòðàíñòâà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè) ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîä-ïîêðûòèå.



� 6.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 157Îïðåäåëåíèå. à) Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî1 X íàçûâà-åòñÿ âåêòîðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â íåì ââåäåíàòîïîëîãèÿ, ïðè êîòîðîé ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî ÿâëÿþò-ñÿ íåïðåðûâíûìè îïåðàöèÿìè. Âåêòîðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-ñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì, åñëè îíî õàóñäîð�îâî è ëþ-áàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè ñîäåðæèò âûïóêëóþ îêðåñòíîñòü ýòîéòî÷êè.Ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ íà X íàçû-âàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ X∗. Òîïîëîãèÿíà X∗ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî-ðàçíîìó, ñëàáåéøàÿ òîïîëîãèÿ çàäà-åòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè V (x, a)= {x∗ | 〈x∗, x〉<a} (çäåñü 〈x∗, x〉�çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà x∗ íà ýëåìåíòå x), èõ ïåðåñå÷åíèÿìè â êîíå÷íîì÷èñëå è îáúåäèíåíèÿìè â ëþáîì ÷èñëå.á) Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì (è îáîçíà÷àåòñÿ
(X, ‖ · ‖)), åñëè îïðåäåëåíà �óíêöèÿ ‖ · ‖ : X→R (íàçûâàåìàÿ íîðìîé),óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì:1) ‖x‖> 0 ∀x ∈X, ‖x‖= 0⇔ x = 0;2) ‖ax‖= |a|‖x‖ ∀x ∈X, a ∈ R;3) ‖x + y‖6 ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈X.â) Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðåäãèëüáåðòîâûì (è îáîçíà÷àåòñÿ
(X, (·, ·)), åñëè íà X ×X îïðåäåëåíà �óíêöèÿ (·, ·): X ×X→R, óäîâëå-òâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì:1) (x, x) > 0 ∀x ∈X, (x, x) = 0⇔ x = 0;2) (x, y) = (y, x) ∀x, y ∈X;3) (ax, y) = a(x, y) ∀x, y ∈X, a ∈ R;4) (x + y, z) = (x, z) + (y, z) ∀x, y, z ∈X.Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ ìåòðè÷åñêèì, åñëè îïðå-äåëèòü ðàññòîÿíèå d �îðìóëîé d(x, y) = ‖x− y‖. Ââåäåííîå ðàññòîÿíèåäàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìóþ íîðìèðîâàííóþ òîïîëî-ãèþ t‖·‖. �îâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî U îòêðûòî â íîðìèðîâàííîé òîïîëî-ãèè, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ U íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî e > 0, ÷òî åñëè y ∈Xè ‖x− y‖< e, òî y ïðèíàäëåæèò U . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàþòïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî e > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íî-ìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n, m > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d(xn, xm) < e.Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (X, ‖ · ‖) íàçûâàþò ïîëíûì, åñëè â íåìëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-ñòâî, ïîëíîå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè d, íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì. Íîðìèðî-âàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåòñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.1Âñå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.



158 �ëàâà 6. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèðÏðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (X, (·, ·)) ñòàíîâèòñÿ íîðìèðîâàí-íûì, åñëè ïîëîæèòü ‖x‖= (x, x)1/2. Ïîëíîå (îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû)ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.Íàì îñòàëîñü ïðèâåñòè åùå îäíî âàæíîå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà X è Y íàõî-äÿòñÿ â äâîéñòâåííîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò áèëèíåéíàÿ �îðìà 〈·, ·〉: X ×
×Y →R, îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé 〈x, y〉=0 ∀y∈
∈ Y ñëåäóåò, ÷òî x = 0, à èç ñîîòíîøåíèé 〈x, y〉= 0 ∀x ∈X ñëåäóåò, ÷òî
y = 0.Äâîéñòâåííîñòü ïðîñòðàíñòâ X è Y çàäàåò òîïîëîãèè s(X, Y ) ès(Y, X) â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâX è Y ñîîòâåòñòâåííî. À èìåííî, òîïî-ëîãèÿ s(X, Y ) ïîðîæäåíà îêðåñòíîñòÿìè U(y, e) := {x | 〈x, y〉< e}y∈Y,e>0,èõ êîíå÷íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè è îáúåäèíåíèÿìè â ëþáîì ÷èñëå; òîïîëî-ãèÿ s(Y, X) ïîðîæäåíà îêðåñòíîñòÿìè V (x, e) := {y | 〈x, y〉< e}x∈X,e>0,èõ êîíå÷íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè è îáúåäèíåíèÿìè â ëþáîì ÷èñëå.Òîïîëîãèè s(X, Y ) è s(Y, X) ïðåâðàùàþò X è Y â ëîêàëüíî âûïóê-ëûå ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (ñîïðÿæåííûå äðóã ñ äðó-ãîì). Åñëè X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è X∗ � åãî ñîïðÿæåííîå,òî òîïîëîãèþ s(X, X∗) íàçûâàþò ñëàáîé, à s(X∗, X)� ñëàáîé ∗ òîïî-ëîãèåé.Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (X, (·, ·)) äâîéñòâåí-íî ñ ñàìèì ñîáîé îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî òàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-íèÿ.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, â÷àñòíîñòè íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X, íàõîäèòñÿ â äâîéñòâåí-íîñòè ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì X∗ îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé �îðìû
(x, x∗)→ 〈x∗, x〉, ãäå x ∈X, x∗ ∈X∗, à 〈x∗, x〉 � çíà÷åíèå �óíêöèîíà-ëà x∗ íà ýëåìåíòå x.Òåïåðü ðàçóìíî ïåðåéòè ê ïðèìåðàì. Íà÷íåì ñ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó-÷àÿ. Âçãëÿíåì íà íåãî ñ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïîçèöèé.Ïðèìåðû. 1. Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòå-ñòâåííûì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Rn íå â îäèíî÷êó, à â ïàðå ñèçîìîð�íûì åìó (íî òåì íå ìåíåå � äðóãèì) ïðîñòðàíñòâîì Rn∗ ëè-íåéíûõ �óíêöèîíàëîâ íà Rn. Ïðîñòðàíñòâà Rn è Rn∗ îáðàçóþò äâîé-ñòâåííóþ ïàðó. Âåêòîðû x∈Rn óäîáíî ñ÷èòàòü âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè, à
y ∈Rn∗�âåêòîðàìè-ñòðîêàìè. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, ñàìà áèëèíåéíàÿ�îðìà çàïèñûâàåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö: 〈x, y〉= y · x. Òîïîëîãèÿäâîéñòâåííîñòè çäåñü�ýòî îáû÷íàÿ òîïîëîãèÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ìîãóò îáðàçîâûâàòü îòêðû-òûå ïàðàëëåëåïèïåäû, êîòîðûå çàäàþò òîïîëîãèþ ïðèâû÷íûì îáðà-çîì (ìíîæåñòâî U ∈ Rn îáúÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè



� 6.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 159x = (x1, . . . , xn) ∈ U íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî åñëè |xi − xi|< d,
1 6 i 6 n, òî x = (x1, . . . , xn)∈U). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ äâîé-ñòâåííîñòè� åäèíñòâåííàÿ ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ â Rn.Ìû íå èìååì âîçìîæíîñòè óäåëèòü çäåñü äîñòàòî÷íîå âíèìàíèåáàíàõîâîé ãåîìåòðèè. Ñêàæåì ëèøü íåñêîëüêî ñëîâ. Áàíàõîâà ãåîìåò-ðèÿ âîçíèêàåò ïðè îïðåäåëåíèè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ìåòðèêè,èíâàðèàíòíîé ëèøü îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñäâèãîâ. Åäèíè÷íûé øàðëþáîãî íîðìèðîâàíèÿ â Rn åñòü âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîåöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå òåëî B, è íàîáîðîò, âñÿêîå òàêîå òåëî ïî-ðîæäàåò íîðìèðîâàíèå: ‖x‖B = inf{t > 0 | x/t ∈B}. (Òàê îïðåäåëåííàÿ�óíêöèÿ ìíîæåñòâà B íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ìèíêîâñêîãî ìíîæå-ñòâà B. Òàêèì îáðàçîì, íîðìû â Rn � ýòî �óíêöèè Ìèíêîâñêîãîöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ êîìïàêòîâ, ó êîòîðûõ íóëü åñòü âíóòðåí-íÿÿ òî÷êà.) Âñå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàä Rn áàíàõîâû. Âîòèíòåðåñíàÿ øêàëà íîðìèðîâàíèé â Rn:

‖x‖p :=

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

, 1 6 p <∞, ‖x‖∞ = max
16i6n

|xi|.Áàíàõîâà ãåîìåòðèÿ� ýòî îñîáûé ãåîìåòðè÷åñêèé ìèð. Â íåì èìå-åòñÿ ìíîãî ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ, íî îíè äîñòàòî÷íî äàëåêè îò îñíîâíûõñþæåòîâ íàøåé êíèãè.Ïðîñòðàíñòâî Rn ïðåâðàùàåòñÿ â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî â òîì èòîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû:
(x, y) =

n∑

i,j=1

aijxiyj , aij = aji,
n∑

i,j=1

aijxixj > 0 ∀x 6= 0.Åäèíñòâåííîå íîðìèðîâàíèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âñåé ãðóï-ïû èçîìåòðèé âåêòîðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, � ýòî ïðèâû÷íîåíîðìèðîâàíèå ‖x‖=

(
n∑

k=1

|xk|2)
)1/22. Ñóùåñòâóþò äâà ñåïàðàáåëüíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ áàíàõîâûõïðîñòðàíñòâà, èãðàþùèõ îñîáóþ ðîëü: ïðîñòðàíñòâî

l2 =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) | ‖x‖ :=

(∑

k∈N

x2
k

)1/2

<∞
}

è ïðîñòðàíñòâî C([0, 1]), ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1]�óíêöèé ñ íîðìîé ‖x(·)‖= maxt∈[0,1] |x(t)|.Ïåðâîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ óíèâåðñàëüíî äëÿ âñåõ ñåïàðàáåëü-íûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ëþáîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî



160 �ëàâà 6. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèðïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó l2). Âòîðîåïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíî âîîáùå äëÿ âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ áàíàõîâûõïðîñòðàíñòâ� ëþáîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿâ ïðîñòðàíñòâî C([0, 1]).Ïðèâåäåì åùå âàæíûé ïðèìåð ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-ñòâà.3. Ñîâîêóïíîñòü C∞(T) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ 2p-ïåðèî-äè÷åñêèõ �óíêöèé x(·) ñî ñõîäèìîñòüþ: xn(·)→ x(·), åñëè x(k)
n (·) äëÿëþáîãî k > 0 ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê x(k)(·), äîñòàâëÿåò ïðèìåð ëèíåéíî-ãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (¾îñíîâíûõ �óíêöèé¿). Ñîïðÿæåííîåïðîñòðàíñòâî åñòü ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ �óíêöèé, èãðàþùèõ ñòîëüçíà÷èòåëüíóþ ðîëü â àíàëèçå.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Òåîðèþ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ òîïîëî-ãè÷åñêèõ, áàíàõîâûõ, ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðà-òîðîâ â íèõ íàçûâàþò (ëèíåéíûì) �óíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì. Ñðåäè îñíîâàòåëåé�óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà � çàìå÷àòåëüíûå ìàòåìàòèêè, ïðåäñòàâèòåëè âñåõ êðóï-íåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë ïåðâîé ïîëîâèíû íàøåãî ñòîëåòèÿ: Âîëüòåððà, Ïå-àíî (Èòàëèÿ), �èëüáåðò, Øìèäò (�åðìàíèÿ), Àäàìàð, Ôðåøå (Ôðàíöèÿ), Ô. �èññ,�îí Íåéìàí (Âåíãðèÿ), Õåëëè, Õàí (Àâñòðèÿ), Êîëìîãîðîâ, �åëü�àíä (ÑÑÑ�), Âè-íåð (ÑØÀ), Áàíàõ, Øòåéíãàóç (Ïîëüøà). (Íàø ñïèñîê, ðàçóìååòñÿ, íå ïîëîí, íîïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðåäûñòîðèè �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà óâåëî áû íàñ ñëèø-êîì äàëåêî, è ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ýòèì ïåðå÷íåì.)Îñíîâíûìè ñòèìóëàìè ê ðàçâèòèþ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÿâèâ-øåãîñÿ ñèíòåçîì êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè, áûëè êâàí-òîâàÿ ìåõàíèêà, òåîðèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèÿ ñàìîñîïðÿæåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.Ïîíÿòèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è êîìïàêòíîñòè ñ�îðìèðîâàëèñü ïîäâîçäåéñòâèåì èññëåäîâàíèé Êàíòîðà, Õàóñäîð�à, Àëåêñàíäðîâà, Óðûñîíà è äð.;ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî áûëî ââåäåíî �èëüáåðòîì êàê ïðîñòðàíñòâî l2, à çàòåìØìèäòîì, �îí Íåéìàíîì è äðóãèìè� àêñèîìàòè÷åñêè; áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà áû-ëè îïðåäåëåíû Õåëëè (â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), à çàòåìÁàíàõîì è Âèíåðîì; ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ïîÿâèëèñü âïåðâûåó Êîëìîãîðîâà, ëîêàëüíî âûïóêëûå ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ââåë�îí Íåéìàí. Äâîéñòâåííîñòü ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿþùàÿñÿ èñõîäíûì ïóíê-òîì òåîðèè äâîéñòâåííîñòè â âûïóêëîì àíàëèçå, ïîäðîáíî èçëîæåíà â ìåìóàðàõÁóðáàêè.Ïåðåõîäèì òåïåðü ê âûïóêëîìó àíàëèçó, êîòîðûé ñ îïðåäåëåííîé òî÷êè çðåíèÿìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ãëàâó à��èííîé ãåîìåòðèè.Âûïóêëûé àíàëèç � òåðìèí, ïîÿâèâøèéñÿ ñîâñåì íåäàâíî, ãäå-òî â íà÷àëå øå-ñòèäåñÿòûõ ãîäîâ XX â. Òàê ñòàëè íàçûâàòü ðàçäåë ìàòåìàòèêè, çàíèìàþùèé ïðî-ìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó àíàëèçîì è ãåîìåòðèåé, â êîòîðîì èññëåäóþòñÿ âû-ïóêëûå îáúåêòû: âûïóêëûå ìíîæåñòâà, �óíêöèè è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è. (Ñàìà æåâûïóêëîñòü âîøëà â ìàòåìàòèêó ñ íåçàïàìÿòíûõ âðåìåí. Ñ ïîíÿòèåì âûïóêëîñòèîïåðèðîâàë åùå Àðõèìåä.)Òåîðèÿ âûïóêëûõ òåë èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü â XIX â. Çàìå÷àòåëüíûå ðåçóëü-òàòû î âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêàõ áûëè ïîëó÷åíû Êîøè, íî ëèøü Ìèíêîâñêèé âêîíöå ïîçàïðîøëîãî âåêà îáîçíà÷èë îñíîâíûå êîíòóðû íîâîãî ðàçäåëà � âûïóêëîéãåîìåòðèè. Â òðèäöàòûå ãîäû XX â. âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ ñòàëà ìîäíîé. Ó íàñ,



� 6.2. Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 161â ÷àñòíîñòè, îíà ñòàëà ëþáèìûì ïðåäìåòîì çàíÿòèé øêîëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõêðóæêîâ (áëàãîäàðÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, Øíèðåëüìàíó è Ëþñòåðíèêó). Âûïóêëîéãåîìåòðèè â òðèäöàòûå�ñîðîêîâûå ãîäû áûëî ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî áðîøþð è êíèã.Ïîòîì èíòåðåñ ñòàë íåñêîëüêî ñïàäàòü, íî â øåñòèäåñÿòûå ãîäû âíîâü âîçîáíîâèëñÿ.Êàê ðàç â òå ãîäû (íà÷èíàÿ ñ êîíöà ñîðîêîâûõ ãîäîâ), áûëà ïîíÿòà îãðîì-íàÿ ðîëü âûïóêëîñòè â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì. �îäèëèñü ëèíåéíîå è âûïóêëîå ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ, ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà, â çíà÷èòåëüíîé ìåðåîñíîâàííàÿ íà èäåÿõ âûïóêëîñòè, è ýòî ïðèâåëî ê ðîæäåíèþ íîâîãî íàïðàâëåíèÿ,íàçâàííîãî âûïóêëûì àíàëèçîì. ¾Ìåñòî äåéñòâèÿ¿ îáúåêòîâ âûïóêëîãî àíàëèçà �ëîêàëüíî âûïóêëûå (à��èííûå) ïðîñòðàíñòâà, ïîñòðîåííûå íà áàçå äâîéñòâåííîñòè.Îäèí èç âàæíåéøèõ òåçèñîâ âûïóêëîãî àíàëèçà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: îñíîâíûåîáúåêòû âûïóêëîãî àíàëèçà (âûïóêëûå ìíîæåñòâà, âûïóêëûå �óíêöèè, à òàêæåâûïóêëûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è) äîïóñêàþò äâîéíîå îïèñàíèå � ãåîìåòðè÷åñêîåè àíàëèòè÷åñêîå, îäíî � â îñíîâíîì, äðóãîå � â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå.
�6.2. Ôîðìóëèðîâêè òåîðåìÏîñëå ýòîãî êðàòêîãî âñòóïëåíèÿ ñ�îðìóëèðóåì áåñêîíå÷íîìåðíûåàíàëîãè òåõ òåîðåì, êîòîðûå îáñóæäàëèñü â ãë. 2 (è áûëè äîêàçàíû âäâóìåðíîì ñëó÷àå� ñì. òåîðåìû 1�5).Â òåîðåìå 1 îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Ïóñòü X�(ñåïàðàáåëüíîå) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíûé íåïðå-ðûâíûé îïåðàòîð A : X→X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè çàìûêàíèåîáðàçà åäèíè÷íîãî øàðà (ïðè äåéñòâèè ýòîãî îïåðàòîðà) êîìïàêòíîâ X. Îïåðàòîð I −A îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ. Ïî îïåðàòîðó A ñîîòíîøåíèåì
(A∗x, y) = (x, Ay) îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé îïåðàòîð.Òåîðåìà 1. à) Ïóñòü X�ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è A: X→X�êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Òîãäà ëèáî óðàâíåíèå Λx = x ðàçðåøèìî äëÿëþáîãî x, ëèáî Ker Λ 6= {0}, ò. å. îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Λx = 0 èìååòíåíóëåâîå ðåøåíèå, (àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà).á) Óðàâíåíèå Λx = x ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x îð-òîãîíàëüíî ÿäðó I −A∗, ãäå A∗�ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.Îáñóäèì ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Èç óòâåð-æäåíèÿ ¾à¿ âûòåêàåò õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò: ëèáî ñèñòåìà n ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ðàçðåøèìà ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷à-ñòè, ëèáî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Óòâåðæäå-íèå á)� ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïîäïðî-ñòðàíñòâ â Rn: îíè îïèñûâàþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê îáðàç ëèíåéíîãîîïåðàòîðà, à ñ äðóãîé � êàê îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ÿäðó ñîïðÿ-æåííîãî îïåðàòîðà.Ïåðåõîäèì ê òåîðåìàì îòäåëèìîñòè. Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâàâ äâîéñòâåííîñòè. (Åñëè X ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, îíî ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ íàìè â äâîéñòâåííîñòè ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì.) Ìíîæå-



162 �ëàâà 6. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèðñòâî Γy,b ⊂X, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì Γy,b := {x | 〈x, y〉= b}, íàçûâàåòñÿãèïåðïëîñêîñòüþ. Ìíîæåñòâà Π−
y,b = {x | 〈x, y〉6 b} è Π+

y,b = {x | 〈x, y〉>
> b} íàçûâàþòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè (îãðàíè÷åííûìè ãèïåðïëîñ-êîñòüþ Γy,b). �îâîðÿò, ÷òî òî÷êà x̄ ñòðîãî îòäåëåíà îò íåïóñòîãî âû-ïóêëîãî ìíîæåñòâà A⊂X, åñëè (íà ÿçûêå ãåîìåòðèè) ñóùåñòâóåò òàêàÿãèïåðïëîñêîñòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ëåæèò â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå,îãðàíè÷åííîì ýòîé ïîëóïëîñêîñòüþ, à òî÷êà x̄�â äðóãîì (ïðè÷åì ñà-ìîé ãèïåðïëîñêîñòè îíà íå ïðèíàäëåæèò). À íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêåòî æå ñàìîå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ Y , ÷òî

〈x̄, y〉> sup{〈x, y〉 | x ∈A}.Åñëè æå ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ Y , y 6= 0, òàêîé, ÷òî âûïèñàííîåíåðàâåíñòâî íåñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x̄ îòäåëåíà îò ìíîæå-ñòâà A.Òåîðåìà 2 (ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü X�ëîêàëüíî âû-ïóêëîå ïðîñòðàíñòâî è îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî U ⊂X íå ñî-äåðæèò íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ïðî-õîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ U (ò. å. íóëüìîæåò áûòü îòäåëåí îò U).Òåîðåìà 3 (âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Â ëîêàëüíî âûïóêëîìïðîñòðàíñòâå òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íåïóñòîìó çàìêíóòîìó âû-ïóêëîìó ìíîæåñòâó, ìîæåò áûòü ñòðîãî îòäåëåíà îò ýòîãî ìíî-æåñòâà.Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà â äâîéñòâåííîñòè, {(ya, ba) | a ∈ A}�ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ èç Y ×R. Ñèñòåìó 〈x, ya〉= 0 (6 0) íàçîâåì ñèñòå-ìîé îäíîðîäíûõ ðàâåíñòâ (íåðàâåíñòâ); à ñèñòåìó 〈x, ya〉= ba (6 ba) �ñèñòåìîé íåîäíîðîäíûõ ðàâåíñòâ (íåðàâåíñòâ).Ñîâîêóïíîñòü K ⊂X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì, åñëè äëÿ ëþ-áûõ x1 è x2 èç K èõ êîíè÷åñêàÿ êîìáèíàöèÿ a1x1 + a2x2, ai ∈ R+, ïðè-íàäëåæèò K.Òåîðåìà 4 (îïèñàíèå ñèñòåì ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ). �åøåíèåìïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûåïîäïðîñòðàíñòâà è òîëüêî îíè; ðåøåíèåì ñèñòåìû îäíîðîäíûõ íåðà-âåíñòâ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå çàìêíóòûå êîíóñû è òîëüêî îíè; ðåøå-íèåì ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ðàâåíñòâ� çàìêíóòûå ëèíåéíûå ìíîãî-îáðàçèÿ è òîëüêî îíè; ðåøåíèåì ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ�âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è òîëüêî îíè.Â ýòîé òåîðåìå âñêðûòû òå ÿâëåíèÿ äâîéñòâåííîñòè, î êîòîðûõ ãî-âîðèëîñü âî ââîäíîé ÷àñòè (ñì. � 6.1). Ñêàæåì, ïîíÿòèå (çàìêíóòîãî)à��èííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî îïðåäåëÿòü äâîÿêèì îáðàçîì: ãåîìåò-ðè÷åñêè, êàê îáúåäèíåíèå òî÷åê â à��èííîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå



� 6.3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 163âìåñòå ñ äâóìÿ òî÷êàìè ñîäåðæèò âñþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòèäâå òî÷êè (è ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì), èëè àíàëèòè÷åñêè, êàêðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ðàâåíñòâ (ò. å., ÷òî ðàâíîñèëüíî, êàêïåðåñå÷åíèå ñèñòåìû ãèïåðïëîñêîñòåé). Àíàëîãè÷íî ëþáîå âûïóêëîå çà-ìêíóòîå ìíîæåñòâî åñòü (ãåîìåòðè÷åñêè) òàêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî(îáúåäèíåíèå òî÷åê), êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ñîäåð-æèò âåñü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, èëè (àíàëèòè÷åñêè) ðåøåíèåñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ (ò. å. ïåðåñå÷åíèå ñèñòåìûïîëóïðîñòðàíñòâ).Âñå ýòè îáúåêòû (ïîäïðîñòðàíñòâà, à��èííûå ìíîãîîáðàçèÿ, âû-ïóêëûå ìíîæåñòâà) ðàíüøå èçó÷àëèñü íàìè êàê áû ñàìè ïî ñåáå, àòåïåðü îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâìåñòíî ñ èõ ¾äâîéíèêàìè¿ â äâîéñòâåí-íîì ïðîñòðàíñòâå.Òåîðåìà 5 (Êðåéí�Ìèëüìàí). Âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâîâ ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå åñòü âûïóêëîå çàìûêàíèå ñâîèõêðàéíèõ òî÷åê.Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî âìåñòî ñëîâ ¾âûïóêëîå çàìûêàíèå¿óïîòðåáèòü ñëîâà ¾âûïóêëàÿ îáîëî÷êà¿.È â çàêëþ÷åíèå ñ�îðìóëèðóåì åùå îäíó òåîðåìó, êîíå÷íîìåðíûéâàðèàíò êîòîðîé ðàññìàòðèâàëñÿ â ãë. 4.Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : X→X, ïåðåâîäÿùèé ãèëüáåð-òîâî ïðîñòðàíñòâî (X, (·, ·)) â ñåáÿ, íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè
(Ax, y) = (x, Ay) äëÿ ëþáûõ x è y èç X. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ei(êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) íàçûâàåòñÿ áàçèñîì â X, åñëè äëÿ ëþáîãî
x ∈X ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå x =

∑
i

(x, ei)ei. Âåêòîð z ∈X, z 6= 0, íà-çûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå÷èñëî l, ÷òî Az = lz.Òåîðåìà 6 (�èëüáåðò). Ïóñòü X �ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-ñòðàíñòâî è A : X→X � êîìïàêòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ â X, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâîïåðàòîðà A.
�6.3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìÌû ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó 2, çàòåì èçâëå÷åì èç íåå ðÿä ñëåäñòâèé(â ÷àñòíîñòè, òåîðåìû 3 è 4), ïîòîì äîêàæåì òåîðåìó 1 è, íàêîíåö,òåîðåìû Êðåéíà�Ìèëüìàíà è �èëüáåðòà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2. Íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå (ò.å. íåñîäåðæàùååñÿ íè â êàêîì ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå) ïîäïðîñòðàí-



164 �ëàâà 6. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèðñòâî, îòëè÷íîå îò X, ãèïåðïëîñêîñòüþ. Îñíîâíîé øàã äîêàçàòåëüñòâàòîò æå, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ñ�îðìóëèðóåì åãî â âèäå ëåììû.Ëåììà. Ïóñòü X �ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, U �îòêðû-òîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî è L� âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íå ïå-ðåñåêàþùååñÿ ñ U . Òîãäà ëèáî L� ãèïåðïëîñêîñòü, ëèáî ñóùåñòâóåòòàêàÿ òî÷êà h∈X, ÷òî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà Lè h, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ U .Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâà L èëþáîé òî÷êè x èç U . Îáîçíà÷èì åå L0. Âîçìîæíî îäíî èç äâóõ: ëèáîïîëó÷èòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî (è òîãäà L � ãèïåðïëîñêîñòü), ëèáî íàé-äåòñÿ òî÷êà h, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå. Íàòÿíåì íàâåêòîðû x è h äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ââåäåì â íåé åâêëèäîâó ñòðóêòóðóè ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S â ýòîé ïëîñêîñòè. Íå îãðàíè÷èâ ñåáÿ â îáù-íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû x è h ëåæàò íà ýòîé îêðóæíîñòè èîðòîãîíàëüíû. Ïîëóïðîñòðàíñòâî L− ={x= tx+z | t<0, z∈L}, î÷åâèäíî,íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ U (èíà÷å è ïîäïðîñòðàíñòâî L ïåðåñåêàëîñü áû ñ U), àïîëóïðîñòðàíñòâî L+ = {x = tx+ z | t > 0, z ∈L} ïåðåñåêàåòñÿ, èáî x∈U .Íà÷íåì ¾ïîâîðà÷èâàòü¿ L0 âîêðóã L, ò.å. ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îáîëî÷-êó L è âåêòîðà (cosf, sinf). Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî îáîçíà-÷èì Lf. Ïóñòü f̂�âåðõíÿÿ ãðàíü òåõ çíà÷åíèé f, 0 6f6 p, ïðè êîòîðûõ
Lf ïåðåñåêàåòñÿ ñ U . Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî Lf̂ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ U .À äàëüøå ïðèìåíèì òàê íàçûâàåìóþ ¾òðàíñ�èíèòíóþ èíäóêöèþ¿.(Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå� îáû÷íóþ èíäóêöèþ).Ïóñòü L�ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ X, íå ïåðåñåêàþùèõñÿñ U . Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû èç L ïî âêëþ÷åíèþ. Ïðèìåíèâ ëåììó Öîðíà,ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Èç ëåììû ñëåäóåò,÷òî ýòîò ýëåìåíò�ãèïåðïëîñêîñòü. Â ñèëó òîãî ÷òî çàìûêàíèåì ïîäïðî-ñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî, ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò íå ìîæåòáûòü âñþäó ïëîòíûì (èíà÷å îí ïåðåñåêàëñÿ áû ñ U), à çíà÷èò, îí çà-ìêíóò. Èòàê, ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò� çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íåñîâïàäàþùåå ñ X. Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâîè åñòü ãèïåðïëîñêîñòü. (Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ ýëåìåíò z, íå ïðèíàäëå-æàùèé çàìêíóòîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïîñòðîèì ëèíåéíûé �óíêöèîíàë,îáðàùàþùèéñÿ íà ãèïåðïëîñêîñòè â íóëü è ðàâíûé åäèíèöå íà z. Òîãäàîáúåäèíåíèå åäèíè÷íîãî è ìèíóñ åäèíè÷íîãî ìíîæåñòâ óðîâíÿ �óíê-öèîíàëà � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íóëü, çíà÷èò, èìååòñÿîêðåñòíîñòü íóëÿ, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ýòèì ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëü-íî, �óíêöèîíàë îãðàíè÷åí, ò. å. íåïðåðûâåí.) Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿâûïóêëûõ ìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ îòêðûòî, ìîæíî ðàçäåëèòüãèïåðïëîñêîñòüþ.



� 6.3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 165Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî U âûïóêëî è îòêðûòî, à V âûïóêëîè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ìíîæåñòâà U \ V := {x = u− v | u ∈ U, v ∈ V }îòêðûòî è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 3ñðàçó ïðèâîäèò ê öåëè: ñäâèã ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé U \ V èíóëü, ðàçäåëÿåò U è V .Èç ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 3. Ïî óñëîâèþ íåêîòîðàÿ òî÷-êà íå ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó âûïóêëîìó ìíîæåñòâó. Íî òîãäà (ïîîïðåäåëåíèþ ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà) ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿîêðåñòíîñòü òî÷êè, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñî ìíîæåñòâîì. Ïî äîêàçàííîìóâûøå èõ ìîæíî ðàçäåëèòü ãèïåðïëîñêîñòüþ. Îíà ñòðîãî îòäåëÿåò òî÷êóîò ìíîæåñòâà, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.Â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò íà-÷àëà êîîðäèíàò. Ôàêòè÷åñêè áåçî âñÿêîãî èçìåíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâàìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü ãèïåðïëîñêîñòü (ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò), ñîäåðæàùóþ ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñîòêðûòûì ìíîæåñòâîì. À îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà â íîðìèðîâàííîì ïðî-ñòðàíñòâå (è äàæå â ëîêàëüíî âûïóêëîì) è, ñëåäîâàòåëüíî, íåòðèâèàëü-íîñòü ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííîãî ê íîðìèðîâàííîìó. (Îáùåèçâåñòíîåäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà, âîñõîäÿùåå ê Õåëëè, ÿâëÿåòñÿàíàëèòè÷åñêèì, íî â íåì ñîäåðæèòñÿ òîò æå ñàìûé ãåîìåòðè÷åñêèé ýëå-ìåíò, ÷òî áûë èñïîëüçîâàí íàìè: ¾âðàùåíèå¿ ïîäïðîñòðàíñòâà âîêðóãïîäïðîñòðàíñòâà ¾íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè¿.)Îòìåòèì åùå îäíî ñëåäñòâèå. Àííóëÿòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâà L⊂Xíàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
L⊥ := {y ∈ Y | 〈x, y〉= 0 ∀x ∈ L}.Â ãèëüáåðòîâîì ñëó÷àå ýëåìåíò àííóëÿòîðà � ýòî òàêîé âåêòîð y ∈X,÷òî (x, y)=0 äëÿ ëþáîãî x∈L, ò.å. ýëåìåíò îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.Îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó L åãî îð-òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥, åñòü îäíà èç �îðì äâîéñòâåííîñòè â åâêëè-äîâûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Ëåììà î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà. Ïóñòü X � ëîêàëüíîâûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî è L � çàìêíóòîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-ñòâî X. Òîãäà àííóëÿòîð L íåòðèâèàëåí (L⊥ 6= {0}).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî âçÿòü ýëåìåíò, íå ïðèíàäëåæàùèé ïîäïðî-ñòðàíñòâó, è ñòðîãî îòäåëèòü åãî îò ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.Äîêà ç à ò åëü ñ ò â î ò å îð åìû 4. Çäåñü óæ ñîâñåì íè÷åãî íå îòëè-÷àåòñÿ îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ìíîæåñòâà 〈x, ya〉= ba (6 ba) çàìêíóòû èÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè, êîíóñàìè, à��èííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè,



166 �ëàâà 6. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèðâûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè, à çíà÷èò, è èõ ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòû è ÿâëÿ-þòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè, êîíóñàìè è ò.ä. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó äîêàæåìòåîðåìó äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Åñëè âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâîñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X, òî åãî ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþòíåðàâåíñòâó 〈x, 0〉6 0. Ïóñòü îíî íå ñîâïàäàåò ñ X. Òîãäà ïî ïåðâîéòåîðåìå îòäåëèìîñòè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîëóïðîñòðàíñòâå(íàäî îòäåëèòü òî÷êó, íå ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó, îò ñàìîãî ìíî-æåñòâà). Äàëåå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ,ñîäåðæàùèõ íàøå ìíîæåñòâî. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ñåìåé-ñòâà, ðàçóìååòñÿ, ñîäåðæèò íàøå ìíîæåñòâî. Áîëåå òîãî, îíî ñîâïàäàåòñ íèì, èáî åñëè áû íàøëàñü òî÷êà, ñîäåðæàùàÿñÿ â ïåðåñå÷åíèè è íåïðèíàäëåæàùàÿ èçíà÷àëüíîìó ìíîæåñòâó, òî, ñòðîãî îòäåëèâ ýòó òî÷êóîò ìíîæåñòâà, ìû ïðèøëè áû ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Óïîìèíàëîñü, ÷òî âñå ñåïàðà-áåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íû l2 èëè êîíå÷íîìåðíî-ìó åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó. Ââèäó òîãî ÷òî â ïðîñòðàíñòâå l2 èìååòñÿîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ñîñòîÿùèé, íàïðèìåð, èç âåêòîðîâ {ei}i∈N,ãäå èìååò âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà ei, êðîìå i-é, ðàâíû íóëþ, à i-ÿ êîîð-äèíàòà ðàâíà åäèíèöå), òàêîé æå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñóùåñòâóåòè ó ëþáîãî çàìêíóòîãî (áåñêîíå÷íîìåðíîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà ãèëüáåð-òîâà ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì òàêîé áàçèñ ñíîâà áóêâàìè ei. Òîãäàâåêòîð ∑
i

(x, ei)ei áóäåò îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà x íà äàííîåïîäïðîñòðàíñòâî. Îòìåòèì åùå, ÷òî îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê êîìïàêò-íîìó, êîìïàêòåí.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñêëàäûâàåòñÿ èç íåñêîëüêèõ øàãîâ.Ø à ã 1. Îáðàç ïðîñòðàíñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè Λ çàìêíóò â X.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y ïðèíàäëåæèò ImΛ. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü
yn = Λxn, n ∈ N, yn→ y. (6.1)Âñåãäà ìîæíî âû÷åñòü èç âåêòîðà xn åãî ïðîåêöèþ íà Ker Λ, è ïîòîìóìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû xn îðòîãîíàëüíû KerΛ. Ïðè ýòîì îíè îãðà-íè÷åíû ïî íîðìå (èíà÷å, ïîäåëèâ íà ‖xn‖, ìû èç îãðàíè÷åííîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè xn/‖xn‖ âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ êâåêòîðó h, ïî íîðìå ðàâíîìó åäèíèöå, îðòîãîíàëüíîìó KerΛ è ïðè ýòîìïðèíàäëåæàùåìó Ker Λ, ÷òî, ðàçóìååòñÿ, íåâîçìîæíî). Íî òîãäà ìûâûáåðåì òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

òàêóþ, ÷òî Axnk
ñõîäèòñÿ,çíà÷èò, xnk

ñõîäèòñÿ, è ïîýòîìó y ïðèíàäëåæèò îáðàçó ïðîñòðàíñòâà X.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Ø à ã 2. Î÷åâèäíà àëüòåðíàòèâà: îáðàç ΛX åñòü âñå ïðîñòðàíñòâîXèëè ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â X. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå â ñèëó äîêà-



� 6.3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 167çàííîãî íà øàãå 1 ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî. Íî òîãäà ïî ëåììå îíåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò y ∈X, y 6= 0, ÷òî
(x−Ax, y) = 0 ∀x ∈X, ò. å. y = A∗y, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Ø à ã 3. Ïóñòü ΛX = X. Äîêàæåì, ÷òî KerΛ = 0.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x1 6=0, ÷òî Λx1 =0, òîïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ýëåìåíòîâ {xk}k∈N, ÷òî Λxk+1 = xk,
k ∈N. Îáîçíà÷èì Lk = KerΛk. Ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ðàñøè-ðÿþùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâ (òî, ÷òî Lk 6= Lk+1, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî xk+1ïðèíàäëåæèò Lk+1 \ Lk). Âûáåðåì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷-íûõ âåêòîðîâ yk ∈ Lk, îðòîãîíàëüíûõ Lk−1. Ïîëàãàÿ l > k, ïîëó÷èì

‖Ayl −Ayk‖ id
= ‖yl − (yk + Λyl − Λyk)‖> 1,ïîñêîëüêó âåêòîð yk + Λyl − Λyk ïðèíàäëåæèò (ïî îïðåäåëåíèþ) Ll−1.Íî òîãäà èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè A). Èòàê,

ImΛ = X =⇒ Ker Λ = {0}.Ø à ã 4. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà.Ïóñòü ΛX åñòü ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X. Òîãäà (øàã 2) ÿäðîîïåðàòîðà Λ∗ íåòðèâèàëüíî. Çíà÷èò (øàã 3), îáðàç Λ∗X íå åñòü âñå ïðî-ñòðàíñòâî X, à òîãäà (øàã 2) ÿäðî îïåðàòîðà Λ íåòðèâèàëüíî. Òåîðåìàäîêàçàíà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ìû 5. Íàçîâåì îïîðíûì ìíîæåñòâîìê C ∈X òàêîå çàìêíóòîå à��èííîå ìíîæåñòâî S, êîòîðîå ïåðåñåêàåòñÿñ C è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êàîòðåçêà [x, y] èç C ëåæèò â S, òî âåñü îòðåçîê ëåæèò â S. Äîêàæåì, ÷òîñðåäè îïîðíûõ ìíîæåñòâ èìåþòñÿ îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà (îïîðíûåòî÷êè), à îïîðíûå òî÷êè� ýòî ïî îïðåäåëåíèþ êðàéíèå òî÷êè.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ êðàéíåé òî÷êè ïðîâîäèòñÿ â äâàøàãà.Ø à ã 1. Ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.Äåéñòâèòåëüíî, òàêîâîé áóäåò, êàê ëåãêî ïîíÿòü, ãèïåðïëîñêîñòü
H = H(x∗) = {x | 〈x∗, x〉= max

x∈C
〈x∗, x〉} (x∗ ∈X∗ �ëþáîé âåêòîð).Ø à ã 2. Ïðèìåíèì òðàíñ�èíèòíóþ èíäóêöèþ. �àññìîòðèì âñåîïîðíûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèåñÿ â H. Îáîçíà÷èì ýòó ñîâîêóïíîñòü S.Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S ïî âêëþ÷åíèþ. Òîãäà ïî ëåììåÖîðíà íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ öåïü M. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ îïîðíûõìíîæåñòâ èç M (â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè) ïðèíàäëåæèò M. Îñòàåò-ñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå (îáîçíà÷èì åãî Ŝ) ñîñòîèò èç îäíîéòî÷êè. Åñëè ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà x è h, òî ìû ðàç-äåëèì èõ �óíêöèîíàëîì x̂∗ (〈x̂∗, x〉< 〈x̂∗, h〉) è ïîëîæèì S̄ := Ŝ ∪ Γ,



168 �ëàâà 6. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèðãäå Γ = {x | 〈x̂∗, x〉= sup
x∈Ŝ∪C

〈x̂∗, x〉}. Ýòî, î÷åâèäíî, çàìêíóòîå ìíîæå-ñòâî, ïåðåñåêàþùååñÿ ñ C è, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, îïîðíîå. Ïðèøëè êïðîòèâîðå÷èþ ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ ìíîæåñòâà Ŝ.Îñòàëüíîå ïðîñòî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç extrC ñîâîêóïíîñòü âñåõ êðàé-íèõ òî÷åê ìíîæåñòâà C. Åñëè çàìûêàíèå ìíîæåñòâà extrC (îáîçíà÷èìåãî C ′) íå ñîâïàäàåò ñ C (ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîìâ C), ñòðîãî îòäåëèì òî÷êó èç C \ C ′ îò C ′ �óíêöèîíàëîì x̄∗ è, ðàñ-ñìîòðåâ îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü H(x̄), íàéäåì íà íåé êðàéíþþ òî÷êóìíîæåñòâà C, íå ïðèíàäëåæàùóþ C ′. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìàäîêàçàíà.Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü åùå òåîðåìó �èëüáåðòà. Ïî ñêàçàííîìó âûøåìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ðåàëèçîâàíî êàê l2. �àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþçàäà÷ó
|(Ax, x)| →max, (x, x) 6 1. (6.2)Ïóñòü {xn}n∈N, xn = (xn

k)k∈N ∈ l2. Ïðè ýòîì
∑

k

(xn
k)2 6 1 ∀n. (6.3)Äèàãîíàëüíûì ïðîöåññîì ïîñòðîèì òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü nl, ÷òî xnl

k → x̄k. Èç íåðàâåíñòâà (6.3) âûâîäèòñÿ, ÷òî x̄ = (x̄k)ëåæèò â åäèíè÷íîì øàðå. Èç êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà A ñëåäóåò, ÷òî
x̄�ðåøåíèå çàäà÷è (6.2). �àçóìååòñÿ, ‖x̄‖= 1.À òåïåðü�ìàëåíüêèé ãåîìåòðè÷åñêèé �ðàãìåíò. Äîêàæåì, ÷òî x̄�ñîáñòâåííûé âåêòîð. Åñëè ýòî íå òàê, òî ÷åðåç âåêòîðû x̄ è Ax̄ ïðî-âåäåì äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü. Ñå÷åíèåì åäèíè÷íîé ñ�åðû ãèëüáåðòîâàïðîñòðàíñòâà ýòîé ïëîñêîñòüþ áóäåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçâåêòîð x̄. Ïðîâåäÿ â íàøåé ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿð ê x̄ è âçÿâ âåêòîð x̄åäèíè÷íîé äëèíû íà ýòîì ïåðïåíäèêóëÿðå, ÷óòü âîçìóòèì âåêòîð x̄,ðàññìîòðåâ âåêòîðû ea = x̄cosa+ x̄ sina. Âñå ýòè âåêòîðû åäèíè÷íîé äëè-íû, â òî âðåìÿ êàê �óíêöèÿ f(a) :=(Aea, ea) íå èìååò ëîêàëüíîãî ýêñòðå-ìóìà â íóëå (èáî åñëè âåêòîð x̄ íå ñîáñòâåííûé, òî f ′(0) = 2(Ax̄, x̄) 6= 0),à ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ x̄.Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ïðîñò. Áûë ïîñòðîåí ïåðâûé ñîáñòâåííûé âåê-òîð. Îáîçíà÷èì åãî z1, Az1 = l1z

1. Ïðè ýòîì |l1|� ìàêñèìóì â çàäà-÷å (6.2). �àññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå X1 = {x | (x, z1) = 0}.Îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A: åñëè x ∈X1, òî (Ax, z1) =
= (x, Az1) = (x, l1z

1) = 0, ò. å. Ax∈X1. Ïðîñòðàíñòâî X1 ñíîâà ãèëüáåð-òîâî. Ìîæíî äëÿ íåãî ñíîâà ïîñòàâèòü çàäà÷ó (6.2) è íàéòè ñîáñòâåííûéâåêòîð, åñëè (Ax, x) íå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ è ò. ä. Äàëåå âîç-ìîæíî îäíî èç äâóõ: ëèáî â êàêîé-òî ìîìåíò íà k-ì øàãå îêàæåòñÿ,



� 6.4. Çàêëþ÷èòåëüíûé êîììåíòàðèé 169÷òî (x, x) = 0 ∀x ∈Xk, ëèáî ïðîöåññ áóäåò èäòè áåñêîíå÷íî. Â ïåðâîìñëó÷àå èç íàøåãî ¾ãåîìåòðè÷åñêîãî¿ ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Ax =
= 0 ∀x ∈Xk, è, âûáðàâ áàçèñ â Xk, ïîëó÷èì ñîâìåñòíî ñ ïîñòðîåííûìèñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè áàçèñ â X. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñ÷åòíóþñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {zn}n∈N ñ íåíóëåâûìè (è óáûâàþùèìèïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Çàìêíóâ ëèíåéíóþîáîëî÷êó âñåõ ýòèõ âåêòîðîâ, ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå êýòîé îáîëî÷êå. Íà ýòîì îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè Ξ ïî ïîñòðîåíèþ
(Ax, x) = 0 ∀x ∈ Ξ, ò. å. A�íóëåâîé îïåðàòîð. Ïðèñîåäèíèâ áàçèñ â Ξ ê
{zk}, ïîëó÷èì òðåáóåìûé áàçèñ â X. Òåîðåìà äîêàçàíà.
�6.4. Çàêëþ÷èòåëüíûé êîììåíòàðèé�åîìåòðèÿ êàê íàóêà ðîäèëàñü ãäå-òî íà ðóáåæå VIII�VII â. äî í. ý.Ñîãëàñíî ëåãåíäå ðîäîíà÷àëüíèêîì ãåîìåòðèè, ïåðâûì ÷åëîâåêîì, êî-òîðûé ïûòàëñÿ îñîçíàòü, ÷òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî, áûë èîíèéñêèé êó-ïåö Ôàëåñ. Åìó ïðèïèñûâàþò ïåðâûå òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìó îðàâåíñòâå óãëîâ ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Èç âåëè-êèõ ãåîìåòðîâ äðåâíîñòè íåîáõîäèìî íàçâàòü åùå Ïè�àãîðà, Åâêëèäà,Àðõèìåäà è Àïîëëîíèÿ. Ïè�àãîð áûë îðãàíèçàòîðîì ïåðâîé íàó÷íîéøêîëû (â êîòîðîé�ïî ïðåäàíèþ�äîêàçàíà òåîðåìà, íîñÿùàÿ åãî èìÿ).Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå áûëà âïåðâûåèçëîæåíà â ¾Íà÷àëàõ¿ Åâêëèäà, òåîðèÿ èçìåðåíèÿ ïëîùàäåé è îáúåìîâñîçäàíà Åâäîêñîì (à âñëåä çà òåì Àðõèìåä ðàçðàáîòàë ñïîñîáû âû÷èñ-ëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñ�åðû è îáúåìà øàðà), òåîðèÿ êîíè÷åñêèõñå÷åíèé�Àïîëëîíèåì è åãî ïðåäøåñòâåííèêàìè.Ñ íà÷àëîì ýïîõè Âîçðîæäåíèÿ íàóêà óñòðåìèëàñü ê íîâûì ðóáåæàì.Â XVII â. Ôåðìà è Äåêàðò ïîñòðîèëè àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ãåîìåòðèèíà ïëîñêîñòè, Äåçàðã è Ïàñêàëü ñòàëè ðàçðàáàòûâàòü íà÷àëà ïðîåêòèâ-íîé ãåîìåòðèè. �àëèëåé, Êåïëåð è Íüþòîí íà÷àëè ñîçäàâàòü íàóêó îïðèðîäå. (Ñ òîé ïîðû ãåîìåòðèÿ ñòàëà ÿçûêîì åñòåñòâîçíàíèÿ. Îáíàðó-æèëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî òðàåêòîðèè ïëàíåò è áðîøåííûõ ïîä óãëîì êãîðèçîíòó òåë îïèñûâàþòñÿ êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè.)Âîññîåäèíåíèå àëãåáðû è ãåîìåòðèè ïðèâåëî (ñðåäè ïðî÷åãî) ê ðî-æäåíèþ (â òðóäàõ Ýéëåðà) à��èííîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðèçàöèè òå-îðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà âñå ýòî îçíàìåíî-âàëîñü �óíäàìåíòàëüíîé òåîðèåé Ôðåäãîëüìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âáåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Êîíöåïöèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðåòåðïåâ ñî âðåìåí Åâêëèäàáîëåå ÷åì äâóõòûñÿ÷åëåòíþþ ýâîëþöèþ, ïðèâåëà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê



170 �ëàâà 6. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìèðïîíÿòèþ áåñêîíå÷íîìåðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, à ñ äðóãîé� êïîíÿòèþ ãëàäêîãî (ðèìàíîâà) ìíîãîîáðàçèÿ.Òåîðåìà �èëüáåðòà î êîìïàêòíûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðìàõ â ãèëüáåð-òîâîì ïðîñòðàíñòâå � îäíà èç êðàéíèõ òî÷åê òåîðèè, èñõîäíûé ïóíêòêîòîðîé�¾Êîíèêè¿ Àïîëëîíèÿ.Ìíîãîâåêîâûå ðàçìûøëåíèÿ íàä ïÿòûì ïîñòóëàòîì Åâêëèäà ñ îä-íîé ñòîðîíû, ðàçâèòèå ïðîåêòèâíîé è äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ñäðóãîé è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ñ òðåòüåé ïðèâåëè �àóññà, Ëîáà÷åâñêî-ãî, Áîéÿè, Áåëüòðàìè, Êýëè, Êëåéíà, Ïóàíêàðå è äðóãèõ ê îñîçíàíèþ, àïîòîì è ê äîêàçàòåëüñòâó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.Îáùàÿ êîíöåïöèÿ �èìàíà ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íûíåíàçûâàåìûõ ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, áûëà äîïîëíåíà ýðëàíãåí-ñêîé ïðîãðàììîé Êëåéíà. Â èòîãå áûë âûäåëåí êëàññ ìíîãîîáðàçèé ïî-ñòîÿííîé êðèâèçíû, îáúåäèíÿþùèé ãåîìåòðèè Åâêëèäà, Ëîáà÷åâñêîãîè �èìàíà. �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî îêàçàëàñü âàæíåéøåé êîìïîíåíòîéñîâðåìåííîãî âîççðåíèÿ íà îêðóæàþùèé íàñ ìèð: íà íåé áàçèðóåòñÿòåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.�îæäåíèå â òðóäàõ Ìèíêîâñêîãî âûïóêëîé ãåîìåòðèè ïðèâåëî, ñ îä-íîé ñòîðîíû, ê âîçíèêíîâåíèþ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, àñ äðóãîé� âûïóêëîãî àíàëèçà, ÿâëÿþùåãîñÿ áàçîé òåîðèè ýêñòðåìàëü-íûõ çàäà÷.Îáî âñåì ýòîì ìû ñòàðàëèñü ðàññêàçàòü â íàøåé êíèãå.Ìíîãèõ âàæíûõ àñïåêòîâ ãåîìåòðèè ìû íå çàòðîíóëè. Â ÷àñòíîñòè,ó íàñ íè÷åãî íå ñêàçàíî î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèëî â ãåîìåòðèè çà ïî-ñëåäíèå ïÿòüäåñÿò ëåò. À ñäâèãè, ïðîèçîøåäøèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ âãåîìåòðè÷åñêîé íàóêå, îãðîìíû. Îáîçðåâàÿ ýâîëþöèþ íàøåé íàóêè âïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ, Â.È. Àðíîëüä ïèøåò: ¾Íà âûñøåì óðîâíå ñî-âðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà âíîâü ñëèâàþòñÿ â îäíóíàóêó. �åîìåòðèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è ñâÿçíîñòåé, ñèìïëåêòè÷åñêàÿòîïîëîãèÿ è êëàññè�èêàöèÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, òåîðèÿ óç-ëîâ è êîñ, ñóïåðñèììåòðèÿ è òåîðèÿ àëãåáð Ëè, êâàíòîâûå ãðóïïû èáîëåå îáùèå àëãåáðû Õîï�à, îñîáåííîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòåé è ãèïåð-êýëåðîâû ñòðóêòóðû, àñèìïòîòèêà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ èïîäñ÷åò ÷èñëà ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ,íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ñïåêòðàëüíàÿ òåî-ðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ�âñå ýòè îáëàñòè ÷èñòåéøåé ìàòå-ìàòèêè (ïî÷òè âñå ïðèíàäëåæàùèå ãåîìåòðèè!�Ïðèì. àâò.) îêàçûâà-þòñÿ ðàçíûìè àñïåêòàìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ¿.Ìíîãèå èç ýòèõ äîñòèæåíèé ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè äîëæíû ñòàòüïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â äàëüíåéøèõ êóðñàõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîäåðæà-íèÿ.



Äîïîëíåíèå
�1. �åîìåòðèÿ è �èçèêàÁðîøåííûå òåëà äâèæóòñÿ ïî ïàðàáîëàì(�àëèëåé è Íüþòîí)Âåëèêàÿ êíèãà Ïðèðîäû íàïèñàíà ÿçûêîì ãåîìåòðèè.�àëèëåé�îäîíà÷àëüíèêîì ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ�àëèëåî �àëèëåé. Îí ïåðâûé ñòàë çàäàâàòü Ïðèðîäå âîïðîñû âñåðüåç�âïåðâûå â èñòîðèè íàóêè îí íà÷àë ñòàâèòü �èçè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû.Ïóñêàÿ òåëà ñêîëüçèòü ïî îòïîëèðîâàííîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè è çà-ìåðÿÿ âðåìÿ ïî áèåíèþ ïóëüñà, îí îòêðûë íà÷àëüíûå çàêîíû ìåõàíèêè.�àëèëåé ñîâìåùàë íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ ñ ïðåïîäàâàíèåì�îí îáó-÷àë ìàòåìàòèêå ñòóäåíòîâ Ïèçàíñêîãî, à çàòåì Ïàäóàíñêîãî óíèâåðñè-òåòà. Îí âîñõèùàëñÿ Åâêëèäîì è Àðõèìåäîì. Çíàë î òåîðèè êîíè÷åñêèõñå÷åíèé Àïîëëîíèÿ. Ñîåäèíèâ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà è ìàòåìàòèêó,�àëèëåé ñóìåë îïèñàòü òðàåêòîðèè áðîøåííûõ òåë.Çàâåðøåííóþ òåîðèþ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë äàë Íüþòîí, ïå-ðåâåäÿ çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè (è, â ÷àñòíîñòè, çàêîíû �àëèëåÿ)

O

f
x

y

mg

�èñ. Ä.1
íà ÿçûê ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.Ñîãëàñíî çàêîíàì ìåõàíèêè Íüþòîíà íàáðîøåííîå òåëî ìàññû m äåéñòâóåò ñèëà F =
=−mg â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ê îñè Oy, íà-ïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî ââåðõ (ïî îòíîøåíèþê ïîâåðõíîñòè Çåìëè, êîòîðóþ çäåñü ñ÷èòàåìïëîñêîé: ñì.ðèñ.Ä.1). Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòî-ðèÿ (x(t), y(t), z(t)) òåëà, áðîøåííîãî èç íà÷à-ëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì (óãëîì áðîñàíèÿ) f ê îñè Ox â ïëîñêîñòè Oxyè èìåþùåãî íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v, ñîãëàñíî çàêîíàì Íüþòîíà óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèÿì

mx′′ = 0, my′′ =−g , mz′′ = 0è íà÷àëüíûì äàííûì x(0) = y(0) = z(0) = 0, x′(0) = v cosf, y′(0) = v sinf,
z′(0) = 0.Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì

x(t) = vt cosf, y(t) = vt sinf− gt2

2
, z(t) = 0,



172 Äîïîëíåíèåîòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ òðàåêòîðèè áðîøåííîãî òåëà:
y = x tgf− x2

2v2 cos2 f .Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïàðàáîëû� îäíîé èç âàæíåéøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ�èãóð, ñîñòàâëÿþùèõ ÿçûê, íà êîòîðîì ïèøóòñÿ çàêîíû Ïðèðîäû.Ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì, àñòåðîèäû�ïî êðèâûìâòîðîãî ïîðÿäêà (Êåïëåð è Íüþòîí)ß ïèøó ñâîþ êíèãó. Ïðî÷òåòñÿ ëè îíà ìîèìè ñîâðåìåííèêàìè èëèïîòîìêàìè, îíà âñå ðàâíî íàéäåò ñâîåãî ÷èòàòåëÿ. �àçâå �îñïîäü Áîã íåæäàë øåñòü òûñÿ÷ ëåò ñîçåðöàòåëÿ ñâîåãî òâîðåíèÿ?1 ÊåïëåðÂ èòîãå ìíîãîëåòíåé êðîïîòëèâåéøåé îáðàáîòêè âåñüìà òîíêèõ íà-áëþäåíèé äâèæåíèÿ ïëàíåò (ïðîèçâåäåííûõ Òèõî Áðàãå) Êåïëåð ïðè-øåë ñíà÷àëà ê íåñêîëüêî íåîæèäàííîìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïëàíåòû Ñîë-íå÷íîé ñèñòåìû äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì (è ýòî áûëî çàìå÷àòåëüíî,èáî îêðóæíîñòü�îñíîâíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ àíòè÷íîé ìàòåìàòè-êè. C÷èòàëîñü, ÷òî âñå ðàçóìíîå äîëæíî ñîâåðøàòü êðóãîâîå äâèæåíèåèëè â êðàéíåì ñëó÷àå íåêîòîðóþ êîìáèíàöèþ êðóãîâûõ), íî�î, óæàñ!�ñàìî Ñîëíöå íå áûëî ðàñïîëîæåíî â öåíòðå!Ýòî ïîêàçàëîñü Êåïëåðó î÷åíü ñòðàííûì, è îí ñòàë ïåðåñ÷èòûâàòüâñå çàíîâî è åùå áîëåå òùàòåëüíî. È òîãäà ó íåãî ïîëó÷èëîñü, ÷òî ïëà-íåòû íà ñàìîì äåëå äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì, íî ñ î÷åíü ìàëûì ýêñöåí-òðèñèòåòîì è ïîòîìó îí ïåðâîíà÷àëüíî èõ ïðèíÿë çà îêðóæíîñòè. Ñàìîæå Ñîëíöå ðàñïîëîæåíî â îäíîì èç �îêóñîâ ýëëèïñà. Ýòî óòâåðæäåíèåíûíå èçâåñòíî êàæäîìó èç íàñ êàê ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà.Ïåðâûé çàêîí (âìåñòå ñî âòîðûì, òàê íàçûâàåìûì çàêîíîì ïëîùà-äåé) áûë îïóáëèêîâàí Êåïëåðîì â 1609 ã.Ïîëíóþ òåîðèþ ïëàíåòíûõ äâèæåíèé ïîñòðîèë Íüþòîí. Îí âûâåëçàêîíû Êåïëåðà èç ñâîèõ çàêîíîâ ìåõàíèêè è çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãî-òåíèÿ. Ïðîâåäåì ýòîò âûâîä è ìû.Åñëè çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà è çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿâ âèäå �îðìóë (äëÿ ïëîñêîãî äâèæåíèÿ ïëàíåòû èëè êîìåòû ìàññû m,äâèæóùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñîëíå÷íîãî òÿãîòåíèÿ, ïðåíåáðåãàÿ ïðè ýòîìâîçäåéñòâèåì äðóãèõ êîñìè÷åñêèõ òåë), òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ êàð-òèíà.1Ñëîâà ýïèãðà�à âçÿòû èç êíèãè Êåïëåðà ¾�àðìîíèÿ Ìèðà¿, â êîòîðîé Êåïëåðïîäâîäèë èòîãè ñâîèõ òðóäîâ ïî èññëåäîâàíèþ äâèæåíèÿ ïëàíåò.



� 1. �åîìåòðèÿ è �èçèêà 173Ñèëà F âîçäåéñòâèÿ íà ïëàíåòó èëè êîìåòó ñî ñòîðîíû Ñîëí-öà ðàâíà ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ −k
(x(t), y(t))

r3(t)
, ãäå r(t) =

= (x2(t) + y2(t))1/2. Îòñþäà, çàïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ïîëó÷èì
mx′′ =− kx

(x2 + y2)3/2
, my′′ =− ky

(x2 + y2)3/2
. (Ä.1)Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cosf, y = r sinf, ïîëó÷àåì

x′ = r′ cosf− r sinff′, y′ = r′ sinf + r cosff′. (Ä.2)Ïîýòîìó
x′ sinf− y′ cosf =−rf′, x′2 + y′2 = r′2 + r2f′2, (Ä.3)à èç óðàâíåíèé (Ä.1) ïîëó÷àåì

x′′ sinf− y′′ cosf = 0. (Ä.4)Èç ñîîòíîøåíèé (Ä.1)�(Ä.4) ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðèõîäèì êäâóì çíàìåíèòûì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ:
m
(

x′2 + y′2

2

)
+

k

r
= H, (Ä.5)

r2f′ =
L

m
. (Ä.6)�àâåíñòâî (Ä.5) âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, à (Ä.6) � çàêîíïëîùàäåé Êåïëåðà, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå (êîíñòàíòà L èìååò �è-çè÷åñêèé ñìûñë, íî ìû íà ýòîì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ).Èç ñîîòíîøåíèé (Ä.5), (Ä.6) è (Ä.3) á) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðà-âåíñòâó:

m

2

(
r′2 +

(
L

mr

)2)
+

k

r
= H,ðàâíîñèëüíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dr

dt
=

√
2

m

(
H − k

r

)
− L2

m2r2
. (Ä.7)Èç çàêîíà ïëîùàäåé (Ä.6) èìååì

df
dt

=
L

mr2
. (Ä.8)À èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé (Ä.7) è (Ä.8) ïðèõîäèì ê èíòåãðèðó-åìîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

df
dr

=
L/(mr2)

p

2/m(H − k/r) − L2/m2r2
.



174 ÄîïîëíåíèåÏðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî
r =

p

1 + e cosf , p =
L2

m|k| , e =

√
2HL2

mk2
+ 1, L =

√
m|k|p.Çíà÷èò, åñëè H <0, îðáèòà ýëëèïòè÷åñêàÿ, åñëè H =0�ïàðàáîëè÷åñêàÿ,à ïðè H > 0�ãèïåðáîëè÷åñêàÿ (âñïîìíèì òî, î ÷åì ãîâîðèëîñü â ãëàâåî êîíèêàõ è êâàäðèêàõ). Ýòî ëè íå àïî�åîç òåîðèè êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé!�åîìåòðèÿ è ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè(Ýéíøòåéí è Ìèíêîâñêèé)Ìèð óñòðîåí ïðîñòî. Î÷åíü ïðîñòî. Íî íå áîëåå òîãî!Àëüáåðò ÝéíøòåéíÏîïðîáóåì ïîíÿòü îñíîâíûå �îðìóëû ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñè-òåëüíîñòè íà (îòíîñèòåëüíî) ïðîñòîì ïðèìåðå.Ïðåäñòàâèì ñåáå òàêóþ ñèòóàöèþ. Ïî ïðÿìîëèíåéíîìó ó÷àñòêó æå-ëåçíîé äîðîãè ñî ñêîðîñòüþ v èäåò ïîåçä. Â òàìáóðå òðåòüåãî âàãîíàñòîèò êóðèëüùèê (äàëåå Ê). Â òîò ñàìûé ìîìåíò, êîãäà òàìáóð òðåòüåãîâàãîíà ïðîíîñèòñÿ ìèìî äåæóðíîãî ïî ñòàíöèè (äàëåå Ä), òàì ïîÿâëÿåò-ñÿ ïàññàæèð (äàëåå Ï), èäóùèé âäîëü ïîåçäà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v′.Äîïóñòèì, ÷òî è ó äåæóðíîãî, è ó êóðèëüùèêà, è ó ïàññàæèðà èìåþòñÿõðîíîìåòðû.Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîâà ñêîðîñòü V ïàññàæèðà Ï îòíîñèòåëüíî äå-æóðíîãî Ä?Íî ïîçâîëüòå, ñêàæåò ëþáîé íîðìàëüíûé ÷åëîâåê, ïðè ÷åì òóò Ê,ïðè ÷åì òóò õðîíîìåòðû? Î÷åâèäíî æå, ÷òî V = v + v′!È Íüþòîí îòâåòèë áû òî÷íî òàê æå. À âîò ó Ýéíøòåéíà ïîëó÷èëàñüñîâñåì äðóãàÿ �îðìóëà: V =

v + v′

1 + vv′/c2
, ãäå c�ñêîðîñòü ñâåòà. Êàæåòñÿ,èìåííî ïî ýòîìó ïîâîäó áûëà ñî÷èíåíà ñëåäóþùàÿ ñàòèðà:Áûë ñóùèé Ìèð ãëóáîêîé òüìîé îêóòàí,¾Äà áóäåò Ñâåò¿,� ñêàçàë �îñïîäü,È òóò ÿâèëñÿ Íüþòîí.Íî Ñàòàíà íåäîëãî æäàë ðåâàíøà.Ýéíøòåéíà îí ÿâèë,È ìðàê íàñòàë. Êàê ðàíüøå.(Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñòèõîòâîðåíèÿ ïðèíàäëåæèò àíãëèéñêîìó ïîýòóÀëåêñàíäðó Ïîïó (1685�1744). Îí ïèñàë:Nature and Nature's laws lag hid in night.God said: ¾Let Newton be!¿ And all was light.)



� 1. �åîìåòðèÿ è �èçèêà 175Äàâàéòå æå � âî âñåîðóæèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çíàíèé � ïîïðîáóåìðàçîáðàòüñÿ â òîì, òàê ëè óæ ìðà÷íî îáñòîèò äåëî ñ òåîðèåé îòíîñè-òåëüíîñòè, êàê ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðó ñàòèðû.Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ñêàçàòü, ÷òî Íüþòîí íå çíàë îäíîãî âàæ-íîãî �àêòà, êîòîðûé áûë ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåí ëèøü â íà÷àëåíàøåãî âåêà. Îáíàðóæèëîñü, ÷òî ñâåò èìååò ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü âëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, (ò. å. ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâè-æóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ) è ñêîðîñòü ñâåòà íè÷òî ïðåâçîéòè íåìîæåò.Òàê ÷òî åñëè â òîò ñàìûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âñå òðîå� îäèí íåïî-äâèæíûé (Ä), äðóãîé åäóùèé ñî ñêîðîñòüþ ïîåçäà (Ê) è òðåòèé, èìå-þùèé åùå äîïîëíèòåëüíóþ ñâîþ ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü (Ï), âûïóñòèëèáû òðè ñîëíå÷íûõ çàé÷èêà âäîëü äîðîãè, òî ýòè çàé÷èêè (êàê ýòî íè ïî-êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì) áåæàëè áû âðîâåíü, íå îòñòàâàÿ è íå îáãîíÿÿäðóã äðóãà.Îòñþäà ñ íåèçáåæíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî õðîíîìåòðû Ä, Ê è Ï âåäóòñåáÿ ïî-ðàçíîìó! È áîëåå òîãî, êîîðäèíàòû è âðåìÿ íå ìîãóò ðàññìàò-ðèâàòüñÿ íåçàâèñèìî.Ó íàñ, ñêàæåì, èìåþòñÿ òðè ðàâíîïðàâíûõ ñèñòåìû êîîðäèíàò: îäíàñâÿçàííàÿ ñ Ä (íåïîäâèæíàÿ), äðóãàÿ � ñ Ê� ïîäâèæíàÿ è òðåòüÿ� ñÏ� ¾åùå áîëåå ïîäâèæíàÿ¿. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èìåþòñÿ òðèïîêàçàíèÿ õðîíîìåòðîâ: t, t′ è t′′ äëÿ Ä, Ê è Ï ñîîòâåòñòâåííî, è êàæäûéèç íèõ èìååò (â êàæäîé èç ñèñòåì êîîðäèíàò) ñâîè êîîðäèíàòû.Ïóñòü, íàïðèìåð, â íåêèé ìîìåíò t ïî õðîíîìåòðó Ä è t′ ïî õðîíî-ìåòðó Ê ïàññàæèð Ï èìååò êîîðäèíàòû x â ñèñòåìå Ä è x′ â ñèñòåìå Êñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàÿ ñïðàâåäëèâûì çàêîí èíåðöèè �àëèëåÿ, ñîãëàñ-íî êîòîðîìó âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàâíîïðàâíû (ò. å.åñëè çàíàâåñèòü îêíà â òàìáóðå, òî Ê íå ñìîæåò óñòàíîâèòü, åäåò îíèëè ñòîèò), åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ïàðàìè (x, t)è (x′, t′) çàäàåòñÿ ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ýòî � âàæíåéøèé ïî-ñòóëàò òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. (À åñëè áû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòáûëè íåëèíåéíûìè, òîãäà äåéñòâèòåëüíî âñå áûëî áû äîâîëüíî ìðà÷íî.)Óñëîâèìñÿ åùå, ÷òî ìû âûáðàëè ìàñøòàá âðåìåíè òàê, ÷òîáû ñêîðîñòüñâåòà c ðàâíÿëàñü åäèíèöå.Òåïåðü âñå äîïóùåíèÿ ñäåëàíû è ìîæíî ïðèñòóïàòü ê âûâîäó �îð-ìóëû äëÿ ñóììû ñêîðîñòåé.Äîïóñòèì, ÷òî Ê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûïóñêàåò ñîëíå÷íûé çàé÷èê è÷åðåç âðåìÿ T (ïî õðîíîìåòðó Ä) ïîëîæåíèå ýòîãî çàé÷èêà â íåïîäâèæ-íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè (X, T ), à â ñèñòåìå,ñâÿçàííîé ñ ïîåçäîì, êîîðäèíàòàìè (X ′, T ′). Íî òîãäà èç ãèïîòåçû î ïî-ñòîÿíñòâå ñêîðîñòè ñâåòà âûòåêàåò, ÷òî X/T = X ′/T ′ = 1, ò. å. ëèíåéíîå



176 Äîïîëíåíèåïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî ñîõðàíÿòü �îðìó x2 − t2. À òàêèå ïðåîáðàçîâà-íèÿ ìû èçó÷àëè � ýòî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîâîðîòû (óñòðîåííûå íè÷óòüíå ñëîæíåå, ÷åì îáû÷íûå ïîâîðîòû):
t′ = t ch a− x sh a, (Ä.9a)

x′ =−t sh a + x ch a. (Ä.9b)Ïóñòü òåïåðü õðîíîìåòð Ä ïîêàçûâàåò âðåìÿ t. Ïîëîæåíèå êóðèëüùèêàÊ â ýòîò ìîìåíò ïóñòü áóäåò (â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïîåçäîì)
(0, t′), èáî êóðèëüùèê âñå êóðèò è êóðèò â òàìáóðå, åãî êîîðäèíàòà x′êàê áûëà íóëåì, òàê íóëåì è îñòàëàñü, à åãî õðîíîìåòð ïîêàçàë t′. Òîãäàèç (Ä.9b) ñëåäóåò, ÷òî

v =
x

t
= th a. (Ä.10)À òåïåðü äî �îðìóëû äëÿ ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé îñòàëîñü äâà øàãà.Â ìîìåíò t (ïî õðîíîìåòðó Ä) ïàññàæèð áóäåò èìåòü â íåïîäâèæíîéñèñòåìå êîîðäèíàòû (V t, t), à â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ ïîåçäîì,� (v′t′, t′).Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (Ä.9a) è (Ä.9b) ïîëó÷àåì

t = t′ ch a + v′t′ sh a,

V t = t′ sh a + v′t′ ch a.è, çíà÷èò,
V =

sh a + v′ ch a

ch a + v′ sh a

Id
=

v + v′

1 + vv′
.Âîò è âñå, �îðìóëà Ýéíøòåéíà äîêàçàíà. È íèêàêîãî îñîáåííîãî ìðàêà.Âñå äîâîëüíî-òàêè ïðîñòî. Äàæå î÷åíü ïðîñòî. Íî íå áîëåå òîãî!Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ìîæíî ëè âûðàçèòü ñóòü ñïåöèàëüíîé òåîðèèîòíîñèòåëüíîñòè îäíîé �ðàçîé? (�àçóìååòñÿ, îáðàùåííîé ê Çíàòîêó�åîìåòðèè).Îêàçûâàåòñÿ, ýòî âïîëíå âîçìîæíî. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå x 7→

7→ x + v

1 + xv
, Îíî âñòðå÷àëîñü íàì íåîäíîêðàòíî. Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâî-äèò îòðåçîê [−1, 1] â ñåáÿ, òî÷êó 0�â òî÷êó v, à òî÷êó v′, ò.å. â v + v′

1 + vv′
�â ñóììó ñêîðîñòåé v è V ′.Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷èëñÿ ñäâèã ïðÿìîé Ëîáà-÷åâñêîãî, ïðîìîäåëèðîâàííîé èíòåðâàëîì (−1, 1), à ñ äðóãîé � òî æåîòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò �îðìóëó äëÿ ñóììû ñêîðîñòåé â ñïåöèàëüíîéòåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. �àññìîòðèì òåïåðü ¾ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé¿ïðè îäíîìåðíîì äâèæåíèè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, âûáåðåì êàêóþ-òî ñèñòåìóêîîðäèíàò êàê íåïîäâèæíóþ. Òîãäà îñòàëüíûå ñèñòåìû, äâèæóùèåñÿâäîëü îäíîé ïðÿìîé, ïîëó÷àò êàæäàÿ ïî ñâîåé òî÷êå â èíòåðâàëå (−1, 1).



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 177È ïðè ýòîì ñóììèðîâàíèå ñêîðîñòåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñäâèãîì ïðÿìîéËîáà÷åâñêîãî. Òî æå ñàìîå âåðíî è â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ïëîñêèõ äâè-æåíèé), è â îáùåì�òðåõìåðíîì�ñëó÷àå.Òàêèì îáðàçîì, îäíîé èç òðàêòîâîê ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-íîñòè ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ �ðàçà.Ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòèåñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïðÿìàÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ïëîñêîñòü â ïëîñ-êîì ñëó÷àå, à â òðåõìåðíîì�ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî.Òàêîìó âçãëÿäó íà ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ïîñâÿùåíà êíèãà ¾�å-ëÿòèâèñòñêèé ìèð¿1, ãäå ÷èòàòåëü ìîæåò óçíàòü ìíîãî èíòåðåñíîãî îãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé íà ÿçûêåãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.
�2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêèÂûïóêëûå ìíîãîãðàííèêèÒåîðèÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ�êîëûáåëü âûïóêëîé ãåîìåòðèè.Çäåñü, â Äîïîëíåíèè, ìû óäåëÿåì åé ìíîãî ìåñòà.Âûïóêëóþ îáîëî÷êó N òî÷åê â n-ìåðíîì à��èííîì ïðîñòðàíñòâå,ñðåäè êîòîðûõ åñòü n+1 à��èííî íåçàâèñèìàÿ òî÷êà, íàçûâàþò n-ìåð-íûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.�èïåðïëîñêîñòü Πn−1 íàçûâàþò ãèïåðïëîñêîñòüþ ãðàíè n-ìåðíîãîìíîãîãðàííèêà Mn ⊂ Rn, åñëè Mn ëåæèò ¾ïî îäíó ñòîðîíó¿ îò Πn−1 èïåðåñå÷åíèå Mn ñ Πn−1 ÿâëÿåòñÿ (n−1)-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì. Ïåðå-ñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòè ãðàíè ñ n-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì Mn íàçûâà-þò (n− 1)-ìåðíîé ãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà Mn. Ïî èíäóêöèè (n− 2)-ìåð-íóþ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê (n− 2)-ìåðíóþ ãðàíüåãî (n− 1)-ìåðíîé ãðàíè, è ò. ä. Íóëüìåðíûå ãðàíè íàçûâàþò âåðøèíà-ìè, à îäíîìåðíûå� ðåáðàìè.Ìíîãîãðàííèêè â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íåðåäêî îáëàäàþòíåîæèäàííûìè ñâîéñòâàìè. Âîò îäèí èç íàèáîëåå ÿðêèõ ïðèìåðîâ:ìíîãîãðàííèê ñ ëþáûì ÷èñëîì âåðøèí, íî áåç äèàãîíàëåé!Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî N > 5 â R4 ñóùåñòâóåò âûïóêëûé ìíî-ãîãðàííèê ñ N âåðøèíàìè, ó êîòîðîãî ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíûðåáðîì.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì â R4 êðèâóþ g(t) = (t, t2, t3, t4) èâûáåðåì íà íåé N ðàçëè÷íûõ òî÷åê Ai = (ti, t2i , t3i , t4i ). Ïîêàæåì, ÷òîâûïóêëàÿ îáîëî÷êà ýòèõ òî÷åê îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ1Ñì.: Ä ó á ð î â ñ ê è é Â . Í . , Ñ ì î ð î ä è í ñ ê è é ß . À . , Ñ ó ð ê î â Å . Ë .�åëÿòèâèñòñêèé ìèð. Ì.: Íàóêà, 1984. (Áèáëèîòå÷êà ¾Êâàíò¿ 34).



178 Äîïîëíåíèåòî÷åê Ai è Aj ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí
(t− ti)

2(t− tj)
2 = a0 + a1t + a2t

2 + a3t
3 + a4t

4.Ïîêàæåì, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü
a0 + a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 = 0ïåðåñåêàåò êðèâóþ g ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ Ai è Aj, à âñå îñòàëüíûå òî÷êèêðèâîé g ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëü-íî,

a0 + a1t + a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 = (t− ti)

2(t− tj)
2
> 0.Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè A1, . . . , AN ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ðàñ-ñìàòðèâàåìîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïðè÷åì íà ñàìîé ãèïåðïëîñêîñòè ëåæàòëèøü òî÷êè Ai è Aj . Ñëåäîâàòåëüíî, AiAj �ðåáðî ìíîãîãðàííèêà, ÿâ-ëÿþùåãîñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé òî÷åê A1, . . . , AN .Ôîðìóëà Ýéëåðà�Ïóàíêàðå äëÿ àëüòåðíèðîâàííîé ñóììûêîëè÷åñòâ ãðàíåé (ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé)âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêàÂ 1758 ã. Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â R3÷èñëî âåðøèí v, ÷èñëî ðåáåð e è ÷èñëî ãðàíåé f ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

v − e + f = 2. Ýòà �îðìóëà áûëà èçâåñòíà Äåêàðòó (1620 ã.), íî îí íåîïóáëèêîâàë åå. Âïîñëåäñòâèè �îðìóëà Ýéëåðà áûëà îáîáùåíà Ïóàí-êàðå äëÿ n-ìåðíûõ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿ n-ìåðíûõâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Âîò êàê îíà âûãëÿäèò.Òåîðåìà 2. Ïóñòü Nk �÷èñëî k-ìåðíûõ ãðàíåé âûïóêëîãî n-ìåð-íîãî ìíîãîãðàííèêà Mn. Òîãäà
n−1∑

k=0

(−1)kNk = (−1)n−1 + 1. (Ä.11)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 2 óòâåð-æäåíèå î÷åâèäíî: ÷èñëî âåðøèí âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíî ÷èñ-ëó åãî ñòîðîí. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî �îðìóëà (Ä.11) âåðíà äëÿëþáîãî âûïóêëîãî (n−1)-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà, ãäå n>3. Äëÿ äàííî-ãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Mn ìîæíî âûáðàòü ïðÿìóþ l òàê, ÷òîáûïðîåêöèè âåðøèí ìíîãîãðàííèêà íà íåå áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äåé-ñòâèòåëüíî, èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ïàðûâåðøèí ìíîãîãðàííèêà; ïðÿìàÿ l äîëæíà áûòü íå îðòîãîíàëüíà íè îä-íîé èç ýòèõ ïðÿìûõ. Ïðîâåäåì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò âñå ãèïåðïëîñêî-ñòè, îðòîãîíàëüíûå ðàññìàòðèâàåìûì ïðÿìûì, à çàòåì ïðîâåäåì ÷åðåç



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 179íà÷àëî êîîðäèíàò ïðÿìóþ l òàê, ÷òîáû îíà íå ëåæàëà íè â îäíîé èçýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé.Ïóñòü a1 < a2 < . . . < av � ïðîåêöèè âåðøèí ìíîãîãðàííèêà íà ïðÿ-ìóþ l, à bi �òî÷êà ïðÿìîé l, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó ai è ai+1. Ïðîâåäåì÷åðåç òî÷êè a1, b1, a2, b2, . . . , bv−1, av ãèïåðïëîñêîñòè H1, . . . , H2v−1, îð-òîãîíàëüíûå ïðÿìîé l. Ïðè i = 2, 3, . . . , 2v− 2 ìíîæåñòâî Mi = Mn ∩Hiÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì (n− 1)-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì. (Òî÷êà ai ïðèíàä-ëåæèò H2i−1, òî÷êà bi ïðèíàäëåæèò H2i.)Ïóñòü F k �íåêîòîðàÿ k-ìåðíàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà Mn. Ïîëîæèìy(F k, Mi) = 1, åñëè ìíîãîãðàííèêó Mi ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíà âíó-òðåííÿÿ òî÷êà ãðàíè F k; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå y(F k, Mi) = 0. Ïðîåêöèÿãðàíè F k íà ïðÿìóþ l ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê [as, at]. Ïðè ýòîìy(F k, Mi) = 1 ïðè i = 2s, 2s + 1, . . . , 2t− 2, à çíà÷èò,
2v−2∑

i=2

(−1)iy(F k, Mi) = 1.Ïðîñóììèðîâàâ òàêèå ðàâåíñòâà ïî âñåì k-ìåðíûì ãðàíÿì F k, ïîëó÷èì
∑

k-ãðàíè 2v−2∑

i=2

(−1)iy(F k, Mi) = Nk.Çàòåì ðàññìîòðèì àëüòåðíèðîâàííóþ ñóììó ïî k ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ:
n−1∑

k=1

(−1)k
∑

k-ãðàíè 2v−2∑

i=2

(−1)iy(F k, Mi) =
n−1∑

k=1

(−1)kNk. (Ä.12)Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû Ýéëåðà�Ïóàí-êàðå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû, èçìåíèâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ Mi, à òàê-æå òåì, ÷òî v = N0.Ïóñòü Nk(Mi)�÷èñëî k-ìåðíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Mi. Òîãäà
∑

1-ãðàíèy(F 1, Mi) = N0(Mi)− e1(i), (Ä.13)ãäå e1(i) = 1 ïðè íå÷åòíîì i è e1(i)= 0 ïðè ÷åòíîì i. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè÷åòíîì i âñå âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà Mi ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè òî÷-êàìè ðåáåð ìíîãîãðàííèêà Mn, à ïðè íå÷åòíîì i = 2s− 1�âñå, êðîìåîäíîé âåðøèíû as, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãî-ãðàííèêà Mn. Åñëè æå k > 1, òî
∑

k-ãðàíèy(F k, Mi) = Nk−1(Mi), (Ä.14)



180 ÄîïîëíåíèåÒàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèé (Ä.13) è (Ä.14) ïîëó÷àåì
n−1∑

k=1

(−1)k
∑

k-ãðàíèy(F k, Mi) =

n−1∑

k=1

(−1)kNk−1(Mi) + e1(i).Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
n−1∑

k=1

(−1)kNk−1(Mi) =−((−1)n−2 + 1) =−1 + (−1)n−1,ïîýòîìó
n−1∑

k=1

(−1)k
∑

k-ãðàíèy(F k, Mi) = (−1)n−1 + e2(i),ãäå e2(i) = e1(i)− 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
2v−2∑

i=2

(−1)i

n−1∑

k=1

(−1)k
∑

k-ãðàíèy(F k, Mi) =

= (−1)n−1

2v−2∑

i=2

(−1)i +
2v−2∑

i=2

(−1)ie2(i) = (−1)n−1 +
2v−2∑

i=2

(−1)ie2(i).Çäåñü e2(i) = 0 ïðè íå÷åòíîì i è e2(i) =−1 ïðè ÷åòíîì i. Ïîýòîìó
2v−2∑

i=2

(−1)i

n−1∑

k=1

(−1)k
∑

k-ãðàíèy(F k, Mi) = (−1)n−1 − v + 1.Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ñîîòíîøåíèåì (Ä.12), ïîëó÷àåì
n−1∑

k=1

(−1)kNk = (−1)n−1 −N0 + 1, ò. å. n−1∑

k=0

(−1)kNk = (−1)n−1 + 1.Äâîéñòâåííûå ìíîãîãðàííèêèÏóñòüA1, . . . , AN �âåðøèíû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà M â Rn, ïðè-÷åì íà÷àëî êîîðäèíàò O�âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîãîãðàííèêà M , ò. å. Mñîäåðæèò øàð ðàäèóñà e ñ öåíòðîì O. Ïîëîæèì ai =
−−→
OAi è ðàññìîòðèììíîæåñòâî M∗, çàäàííîå ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (x, ai) 6 1, i = 1, . . . , N .Ýòà êîíå÷íàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíà áåñêîíå÷íîé ñèñòåìåíåðàâåíñòâ (x, a) 6 1, ãäå a�ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-íàöèÿ âåêòîðîâ ai, ò. å. a=

∑liai,∑li =1 è li > 0. Ïî-äðóãîìó a ìîæíîîïðåäåëèòü êàê âåêòîð −→OA, ãäå A ∈M .Ìíîãîãðàííèê M ñîäåðæèò ñ�åðó ðàäèóñà e ñ öåíòðîì O. Ïîýòîìóåñëè x∈M∗, òî (x, a) 6 1 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ a äëèíû e. Òàêèì îáðàçîì,
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|x|6 e−1, ò. å. ìíîæåñòâî M∗ îãðàíè÷åíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãîãðàí-íèê M ñîäåðæèòñÿ â ñ�åðå íåêîòîðîãî ðàäèóñà R ñ öåíòðîì O. Ïîýòîìóåñëè |x|6 R−1, òî (x, ai) 6 1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî M∗ ñîäåðæèòøàð ðàäèóñà R−1 ñ öåíòðîì O. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî M∗ çàäàíî êî-íå÷íîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì, ÷òî M∗ �âûïóêëûéìíîãîãðàííèê.Åñëè a ∈M è b ∈M∗, òî (b, a) 6 1. Áîëåå òîãî,

M∗ = {b | (b, a) 6 1 ∀a ∈M}, M = {a | (b, a) 6 1 ∀b ∈M∗}. (Ä.15)Äîêàçûâàòü çäåñü íóæíî ëèøü âêëþ÷åíèå {a|(b, a) 6 1 ∀b ∈M∗} ⊂M .Ïóñòü a′ /∈M . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü (x, h) = 1, îòäåëÿþùàÿ
a′ îò M , ò. å. (a′, h) > 1 è (a, h) 6 1 äëÿ âñåõ A ∈M . Òàêèì îáðàçîì,
h ∈M∗ è (a′, h) > 1.Ñèììåòðè÷íîñòü ðàâåíñòâ (Ä.15) îçíà÷àåò, ÷òî M = (M∗)∗. Ïî ýòîéïðè÷èíå ìíîãîãðàííèêè M è M∗ íàçûâàþò äâîéñòâåííûìè (îòíîñè-òåëüíî òî÷êè O).Äâå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþò èíöèäåíòíûìè, åñëè îäíà èçíèõ ïðèíàäëåæèò äðóãîé.Òåîðåìà 3. Ìåæäó k-ìåðíûìè ãðàíÿìè n-ìåðíîãî âûïóêëîãî ìíî-ãîãðàííèêà M è (n−k−1)-ìåðíûìè ãðàíÿìè äâîéñòâåííîãî ìíîãîãðàí-íèêà M∗ èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùååèíöèäåíòíîñòü (åñëè F1 ⊂ F2, òî F ∗

1 ⊃ F ∗
2 ).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ãðàíè F ìíîãîãðàííèêà M ðàññìîòðèìâñå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîãðàííèêà M , ïåðåñåêàþùèå M â òî÷-íîñòè ïî F , ò.å. âñå ãèïåðïëîñêîñòè âèäà (x, b)=1, äëÿ êîòîðûõ (a, b)61ïðè âñåõ a∈M , íî ðàâåíñòâî (a, b) = 1 äîñòèãàåòñÿ ëèøü äëÿ òåõ a∈M ,êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ãðàíè F . Êîíöû âåêòîðîâ b, ñîîòâåòñòâóþùèõýòèì îïîðíûì ãèïåðïëîñêîñòÿì, îáðàçóþò äâîéñòâåííóþ ãðàíü F ∗.Ïóñòü V è V ∗ �à��èííûå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ãðàíÿìè Fè F ∗. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè dimV = k, òî dimV ∗ = n− k − 1. Äåé-ñòâèòåëüíî,

V ∗ = {x | (x, a) = 1 ∀a ∈ V }.Ôèêñèðîâàâ a0 ∈ V , äëÿ V ∗ ïîëó÷èì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõóðàâíåíèé (x, a− a0) = 0 ∀a ∈ V è íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (x, a0) = 1.�åøåíèåì ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñëóæèò ïðîñòðàíñòâî ðàç-ìåðíîñòè n− k, â êîòîðîì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå âûñåêàåò ãèïåðïëîñ-êîñòü ðàçìåðíîñòè n− k − 1.Ñîõðàíåíèå èíöèäåíòíîñòè ãðàíåé ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè U ⊂ V ,òî U∗ ⊃ V ∗.



182 ÄîïîëíåíèåÔîðìóëà �ðàìà�Ñîììåðâèëÿ äëÿ àëüòåðíèðîâàííîé ñóììûòåëåñíûõ óãëîâ ãðàíåé âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêàÏóñòü Mn � âûïóêëûé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, F k
i � îäíà èç åãî

k-ìåðíûõ ãðàíåé (0 6 k 6 n− 1). Òåëåñíûé óãîë ïðè ãðàíè F k
i ìîæíîîïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü A�âíóòðåííÿÿ òî÷êà ãðàíè F k

i(åñëè k = 0, òî A = F k
i ), S(A, e)�ñ�åðà ðàäèóñà e ñ öåíòðîì A. Ïðè äî-ñòàòî÷íî ìàëîì e îòíîøåíèå (n−1)-ìåðíûõ îáúåìîâ �èãóðMn∩S(A, e)è S(A, e) íå çàâèñèò îò e. Íàçîâåì ýòî îòíîøåíèå óãëîì â àáñîëþòíîéìåðå ïðè ãðàíè F k

i èëè òåëåñíûì óãëîì â àáñîëþòíîé ìåðå1. Óãîë âàáñîëþòíîé ìåðå ïðè ãðàíè ðàçìåðíîñòè n− 1 ðàâåí 1/2.Ïóñòü sk �ñóììà òåëåñíûõ óãëîâ â àáñîëþòíîé ìåðå ïðè âñåõ k-ìåð-íûõ ãðàíÿõ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Mn. Åñëè n=2, ò. å. Mn�âûïóê-ëûé m-óãîëüíèê, òî òåëåñíûé óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí ïîëîâèíå óãëà âðàäèàíàõ ïðè ýòîé âåðøèíå, à òåëåñíûé óãîë ïðè ðåáðå (ñòîðîíå ìíî-ãîóãîëüíèêà) ðàâåí 1/2, ïîýòîìó s0 = (m− 2)/2 è s1 = m/2, à çíà÷èò,s1 − s0 = 1. Â 1874 ã. �ðàì äîêàçàë, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîââ R3 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå s2−s1 +s0 =1. Äëÿ n-ìåðíûõ âûïóêëûõìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó äîêàçàë Ñîììåðâèëü (1927 ã.),íî â åãî äîêàçàòåëüñòâå áûëà íåòî÷íîñòü, êîòîðóþ óñòðàíèë �ðþíáàóì(1967 ã.).Òåîðåìà 4 (�îðìóëà �ðàìà). Ïóñòü sk �ñóììà òåëåñíûõ óãëîâ âàáñîëþòíîé ìåðå ïðè âñåõ k-ìåðíûõ ãðàíÿõ n-ìåðíîãî âûïóêëîãî ìíî-ãîãðàííèêà Mn. Òîãäà
sn−1 − sn−2 + . . . + (−1)n−1s0 = 1, ò. å. n−1∑

k=0

(−1)ksk = (−1)n−1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (Øåïàðä). Íà êàæäîé ãðàíè F k
i âûáåðåì âíó-òðåííþþ òî÷êó Ak

i è ðàññìîòðèì êîíóñ, îáðàçîâàííûé ëó÷àìè, èñõî-äÿùèìè èç òî÷êè Ak
i è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè ìíîãîãðàííèêà Mn.Ïóñòü O�íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïåðåíåñåì ïàðàëëåëüíî êàæäûé êîíóñ íàâåêòîð −−→Ak

i O; ïðè ýòîì ïîëó÷èì êîíóñû ñ îáùåé âåðøèíîé O. Òðåáó-åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìû ïðèïèøåì êàæäîìó êîíóñó âåñ (−1)k, ãäå
k�ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè, òî êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà(çà èñêëþ÷åíèåì ãðàíè÷íûõ òî÷åê êîíóñîâ) áóäåò ïîêðûòà êîíóñàìè ñêðàòíîñòüþ (−1)n−1, ò.å. ñóììà âåñîâ âñåõ êîíóñîâ, ñîäåðæàùèõ äàííóþòî÷êó, ðàâíà (−1)n−1.1Îáû÷íûé òåëåñíûé óãîë îòëè÷àåòñÿ îò òåëåñíîãî óãëà â àáñîëþòíîé ìåðå íîðìè-ðîâêîé: ïîëíûé òåëåñíûé óãîë ðàâåí (n− 1)-ìåðíîìó îáúåìó åäèíè÷íîé (n− 1)-ìåð-íîé ñ�åðû, à ïîëíûé òåëåñíûé óãîë â àáñîëþòíîé ìåðå ðàâåí 1.



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 183Ïóñòü x � âåêòîð, íå ïðèíàäëåæàùèé ãðàíèöàì ðàññìàòðèâàåìûõêîíóñîâ, ò. å. âåêòîð x íå ïàðàëëåëåí íè îäíîé èç k-ìåðíûõ ãðàíåéìíîãîãðàííèêà Mn (1 6 k 6 n− 1). Êîíóñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíè F k
i ,ñîäåðæèò âåêòîð x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõe > 0 òî÷êà Ak

i + ex ïðèíàäëåæèò ìíîãîãðàííèêó Mn. Ïî-äðóãîìó ýòîñâîéñòâî ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü px(Mn)� îðòîãî-íàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîãîãðàííèêà Mn íà ãèïåðïëîñêîñòü, îðòîãîíàëü-íóþ âåêòîðó x. Ìíîãîãðàííèê px(Mn) ïîêðûò â äâà ñëîÿ ïðîåêöèÿìèãðàíåé ìíîãîãðàííèêàMn. Ïåðâûé ñëîé îáðàçóþò ïðîåêöèè ãðàíåé, äëÿêîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîíóñû ñîäåðæàò âåêòîð x, à âòîðîé ñëîéîáðàçóþò ïðîåêöèè ãðàíåé, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîíóñû

�èñ. Ä.2

ñîäåðæàò âåêòîð −x. Íî ïðè ýòîì ãðàíÿì,ïðîåöèðóþùèìñÿ íà ãðàíèöó ìíîãîãðàííèêàpx(Mn), ñîîòâåòñòâóþò êîíóñû, êîòîðûå íå ñî-äåðæàò íè âåêòîðà x, íè âåêòîðà −x (ðèñ. Ä.2).Ïóñòü N ′
k �÷èñëî k-ìåðíûõ ãðàíåé (n− 1)-ìåðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà px(Mn), N ′′

k � ÷èñëî
k-ìåðíûõ ãðàíåé ïåðâîãî ñëîÿ, ïîêðûâàþùåãîpx(Mn), ò. å. êîëè÷åñòâî k-ìåðíûõ ãðàíåé ìíî-ãîãðàííèêà Mn, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò êîíó-ñû, ñîäåðæàùèå âåêòîð x. Ïîëîæèì Nk = N ′

k +
+N ′′

k . Òî÷íî òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå �îðìóëûÝéëåðà�Ïóàíêàðå (òåîðåìà 2 íà ñ. 178) ïîêàçûâàþò, ÷òî n−1∑
k=0

(−1)kNk =1,ò. å.
n−1∑

k=0

(−1)kN ′′
k = 1−

n−1∑

k=0

(−1)kN ′
k.Ïðè ýòîì N ′

n−1 = 0 è ñîãëàñíî �îðìóëå Ýéëåðà�Ïóàíêàðå
n−2∑
k=0

(−1)kN ′
k = (−1)n−2 + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, n−1∑

k=0

(−1)kN ′′
k = (−1)n−1, ÷òîè òðåáîâàëîñü. Òåîðåìà �àóññà�ÁîííåÏóñòü A� âåðøèíà âûïóêëîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà. Îïðå-äåëèì êðèâèçíó k(A) êàê ðàçíîñòü ìåæäó 2p è ñóììîé óãëîâ ïðè âåð-øèíå A âñåõ ãðàíåé, ñõîäÿùèõñÿ â âåðøèíå A. Ýòî îïðåäåëåíèå èìååòñìûñë íå òîëüêî äëÿ âåðøèí, íî è äëÿ âñåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè ìíîãî-ãðàííèêà. Íî êàê äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ãðàíåé, òàê è äëÿ âíóòðåííèõòî÷åê ðåáåð êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìàëóþ îêðåñò-íîñòü òî÷êè A, ëåæàùåé íà ðåáðå, ìîæíî ¾ðàçâåðíóòü¿ è îíà ñòàíåòïëîñêîé (ïîä ìàëîé îêðåñòíîñòüþ ìû çäåñü ïîäðàçóìåâàåì ìíîæåñòâî



184 Äîïîëíåíèåòî÷åê ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, óäàëåííûõ îò òî÷êè A íà ðàññòîÿíèåíå áîëüøå e). Ìàëóþ îêðåñòíîñòü âåðøèíû òîæå ìîæíî ¾ðàçâåðíóòü¿,ñäåëàâ ðàçðåç. Íî ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ ¾ùåëü¿ � îíà êàê ðàç è ðàâíàêðèâèçíå.Òåîðåìà 5. Ïîëíàÿ êðèâèçíà ìíîãîãðàííèêà (ò. å. ñóììà êðèâèçíâñåõ åãî âåðøèí) ðàâíà
2p(N0 −N1 + N2),ãäå N0 �÷èñëî âåðøèí, N1 �÷èñëî ðåáåð, N2 �÷èñëî ãðàíåé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóììà êðèâèçí âñåõ âåðøèí ðàâíà 2pN0 − s,ãäå s�ñóììà âñåõ óãëîâ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà. Ñóììà óãëîâ i-é ãðàíèðàâíà (ni − 2)p, ãäå ni �÷èñëî ñòîðîí i-é ãðàíè. Ïîýòîìó

s =

N2∑

i=1

(ni − 2)p =
∑

ni − 2pN2.ßñíî òàêæå, ÷òî∑ni = 2N1, òàê êàê êàæäîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò ðîâíîäâóì ãðàíÿì, à ïîòîìó êàæäîå ðåáðî âõîäèò â ∑ni äâàæäû.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 ìû íå ïîëüçîâàëèñü âûïóêëîñòüþ;îíà âåðíà è äëÿ íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Íî â ñëó÷àå âûïóêëûõìíîãîãðàííèêîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé Ýéëåðà: N0 −N1 +
+ N2 = 2.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Äåêàðòó áûëî èçâåñòíî, ÷òî ïîëíàÿ êðèâèçíàâûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ðàâíà 4p, íî åãî äîêàçàòåëüñòâî íå ñîõðàíèëîñü. Äðóãîåâûðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû (êðèâèçíà ðàâíà 2p(N0 − N1 + N2)) Äåêàðòó òàêæå áûëîèçâåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà N0 −N1 + N2 =2 áûëà èçâåñòíà Äåêàðòó çàäîëãîäî Ýéëåðà, íî äî 1860 ã. ýòè çàìåòêè Äåêàðòà íå ïóáëèêîâàëèñü. Ïîýòîìó �îðìóëó
N0 − N1 + N2 = 2 ÷àñòî íàçûâàþò íå �îðìóëîé Äåêàðòà, à �îðìóëîé Ýéëåðà.Òåîðåìó î òîì, ÷òî ïîëíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà ðàâíà
2p(N0 − N1 + N2), èíîãäà íàçûâàþò òåîðåìîé �àóññà�Áîííå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíèäîêàçàëè òàêóþ æå òåîðåìó äëÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé. (Òåîðåìà äëÿ ìíîãîãðàííè-êîâ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû äëÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.)Äëÿ n-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ òîæå èçâåñòíà òåîðåìà, îáîáùàþùàÿòåîðåìó 5. Äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ �îðìóëà �ðàìà (òå-îðåìà 4 íà ñ. 182), ïîýòîìó óãëû ìû áóäåì èçìåðÿòü â àáñîëþòíîé ìåðå,ò. å. ñ÷èòàòü ïîëíûé óãîë ðàâíûì 1.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ÷åòûðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê M . Ïóñòü Vi �âåðøèíà, Ej �ðåáðî (1-ãðàíü) ýòîãî ìíîãîãðàííèêà. Ïîëîæèì k0(Vi) =
=1− s3(Vi), ãäå s3(Vi)�ñóììà òåëåñíûõ óãëîâ ñ âåðøèíîé Vi âñåõ 3-ãðà-íåé, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó Vi; k1(Ej) = 1− s2(Ej), ãäå s2(Ej) � ñóììàäâóãðàííûõ óãëîâ ñ ðåáðîì Ej âñåõ 3-ãðàíåé, ñîäåðæàùèõ ðåáðî Ej.



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 185Òåîðåìà 6 (�ðþíáàóì�Øåïàðä [G4℄). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∑

i

k0(Vi)−
∑

j

k1(Ej) = N0 −N1 + N2 −N3 = 0.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîé 3-ãðàíè Fk ìíîãîãðàííèêà M çà-ïèøåì �îðìóëó �ðàìà.s0(Fk)− s1(Fk) + s2(Fk) = 1,ãäå s0(Fk) � ñóììà òåëåñíûõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ ìíîãîãðàííèêà Fk,s1(Fk) � ñóììà äâóãðàííûõ óãëîâ ïðè ðåáðàõ ìíîãîãðàííèêà Fk,s2(Fk) � ïîëîâèíà ÷èñëà 2-ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Fk. Ñëîæèâ òàêèåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ 3-ãðàíåé, ïîëó÷èì
∑s0(Fk)−

∑s1(Fk) +
∑s2(Fk) = N3,ò.å. s3−s2 +N2 =N3, ãäå s3�ñóììà âñåõ òåëåñíûõ óãëîâ (äëÿ âñåõ 3-ãðà-íåé ìíîãîãðàííèêà M), s2�ñóììà âñåõ äâóãðàííûõ óãëîâ. Èç îïðåäåëå-íèÿ ñëåäóåò, ÷òî∑k0(Vi)=N0−s3(Vi) è∑k1(Ej)=N1−s2(Ej). Ïîýòîìó

∑
k0(Vi) = N0 − s3(Vi)−

∑
k1(Ej) = N1 − s2(Ej) =

= N0 −N1 + s2 − s3 = N0 −N1 + N2 −N3.Äëÿ n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà M àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-ùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 7. Ïóñòü ki(F
n−i) = 1− sn−1−i(F

n−i), ãäå sn−1−i(F
n−i)�ñóììà âñåõ òåëåñíûõ óãëîâ ïðè (n− i)-ãðàíè F n−i äëÿ âñåõ (n− 1)-ãðà-íåé ìíîãîãðàííèêà M , ñîäåðæàùèõ F n−i; ki(M)� ñóììà ki(F

n−i) ïîâñåì (n− i)-ãðàíÿì ìíîãîãðàííèêà M . Òîãäà
n−3∑

i=0

ki(M) =

n−1∑

i=0

(−1)iNi.Òåîðåìà ÌèíêîâñêîãîÏóñòü M � âûïóêëûé m-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, n1, . . . , nk � åäè-íè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé ê åãî (m− 1)-ãðàíÿì, F1, . . . , Fk �
(m− 1)-ìåðíûå îáúåìû ýòèõ ãðàíåé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∑Fini = 0.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Π�ïðîèçâîëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, n�åäèíè÷íàÿíîðìàëü ê íåé. Òîãäà (n, ni)�êîñèíóñ óãëà ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòüþ Πè ãèïåðïëîñêîñòüþ ãðàíè Fi, ïîýòîìó (n, ni)Fi � (m− 1)-ìåðíûé îáúåìïðîåêöèè ãðàíè Fi íà Π, âçÿòûé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíàêîì. Ïðîåêöèèãðàíåé ìíîãîãðàííèêàM äâàæäû ïîêðûâàþò åãî ïðîåêöèþ, ïðè÷åì äëÿ



186 Äîïîëíåíèåîäíîé èç äâóõ ãðàíåé, ïîêðûâàþùèõ îäíó è òó æå òî÷êó, âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî (n, ni) > 0, à äëÿ äðóãîé ãðàíè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(n, ni) < 0. Ïîýòîìó∑(n, ni)Fi = 0, ò. å. (n,

∑
Fini) = 0 äëÿ ëþáîãî åäè-íè÷íîãî âåêòîðà n. Ñëåäîâàòåëüíî, ∑Fini = 0.Äëÿ âûïóêëîãî m-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà âåêòîðû n1, . . . , nk äîëæ-íû ïîðîæäàòü âñå m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû âåê-òîðû n1, . . . , nk ëåæàëè â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè Π, òî â íàïðàâëåíèèíîðìàëè ê Π ìíîãîãðàííèê áûë áû íåîãðàíè÷åí.Ìèíêîâñêèé äîêàçàë, ÷òî ýòè äâà óñëîâèÿ íà âåêòîðû ni è ÷èñëà Fiíå òîëüêî íåîáõîäèìû, íî è äîñòàòî÷íû.Òåîðåìà 8 (Ìèíêîâñêèé). Ïóñòü n1, . . . , nk � åäèíè÷íûå âåêòîðûâ Rm, ïîðîæäàþùèå âñå ïðîñòðàíñòâî Rm; F1, . . . , Fk�òàêèå ïîëîæè-òåëüíûå ÷èñëà, ÷òî ∑Fini = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûïóêëûé m-ìåð-íûé ìíîãîãðàííèê, ó êîòîðîãî îáúåìû (m− 1)-ãðàíåé ðàâíû F1, . . . , Fk,à âåêòîðû n1, . . . , nk ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè åäèíè÷íûõ âíåøíèõ íîðìà-ëåé ê ýòèì ãðàíÿì.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû n1, . . . , nkíå íàïðàâëåíû â îäíî ïîëóïðîñòðàíñòâî, ò. å. íå ñóùåñòâóåò òàêîãî âåê-òîðà n, ÷òî (n, ni) > 0 ïðè âñåõ i. Â ñàìîì äåëå, åñëè (n, ni) > 0 ïðèâñåõ i, òî (n,

∑
Fini) =

∑
Fi(n, ni) > 0, òàê êàê Fi > 0. Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, (n,

∑
Fini) = 0, òàê êàê ∑niFi = 0.Ïóñòü h1, . . . , hk �ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî
M(h1, . . . , hk) = {x ∈ Rm | (x, ni) 6 hi, i = 1, . . . , k}ÿâëÿåòñÿ m-ìåðíûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðî-âåðèòü åãî m-ìåðíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü. �àçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàå-ìîãî ìíîæåñòâà ðàâíà m, ïîòîìó ÷òî îíî ñîäåðæèò øàð |x|6 min hi.Îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà e 6= 0 íàéäåò-ñÿ òàêîé âåêòîð ni, ÷òî (e, ni) > 0, ïîýòîìó òî÷êè ëó÷à te ïðèíàäëåæàò

M(h1, . . . , hk) ëèøü ïðè t 6 hi/(e, ni).Ïóñòü V (h1, . . . , hk) � îáúåì ìíîãîãðàííèêà M(h1, . . . , hk);
Fi(h1, . . . , hk) � (m− 1)-ìåðíûé îáúåì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêà
M(h1, . . . , hk) ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ (x, ni) = hi (ýòîò îáúåì îòëè÷åí îòíóëÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó ìíîãîãðàííèêà M(h1, . . . , hk) åñòü
(m− 1)-ãðàíü ñ âåêòîðîì âíåøíåé íîðìàëè ni). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂V (h1, . . . , hk)

∂hi
= Fi(h1, . . . , hk).Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Fi(h1, . . . , hk)>0, òî ïðè çàìåíå hi íà hi +e ê ìíîãî-ãðàííèêó M(h1, . . . , hk) äîáàâëÿåòñÿ �èãóðà, îáúåì êîòîðîé ïðè ìàëûõe>0 ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí eFi(h1, . . . , hk). Åñëè æå Fi(h1, . . . , hk)=0, òî



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 187â ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðïëîñêîñòü (x, ni) = hi íå ïåðåñåêàåò ìíîãîãðàííèê,îáúåì íå èçìåíÿåòñÿ, à â ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðïëîñêîñòü (x, ni) = hi ïåðå-ñåêàåò ìíîãîãðàííèê ïî ãðàíè ðàçìåðíîñòè ìåíüøå m− 1, äîáàâëÿåòñÿ�èãóðà, îáúåì êîòîðîé � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà áîëåå âûñîêîãîïîðÿäêà.�àññìîòðèì âñå ìíîãîãðàííèêè M(h1, . . . , hk), äëÿ êîòîðûõ ïîëîæè-òåëüíûå ÷èñëà h1, . . . , hk ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ∑Fihi = 1. Ïîêàæåì,÷òî ñðåäè ýòèõ ìíîãîãðàííèêîâ åñòü ìíîãîãðàííèê íàèáîëüøåãî îáúåìà.Èç òîãî, ÷òî ÷èñëà F1, . . . , Fk ïîëîæèòåëüíû, ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèåãèïåðïëîñêîñòè∑Fihi =1 ñ ïîëîæèòåëüíûì îðòàíòîì x1 >0, . . . , xk >0ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (k− 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ. Íà ýòîì ñèìïëåêñå íåïðå-ðûâíàÿ �óíêöèÿ V (h1, . . . , hk) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, íî íàì íóæíîäîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ñèìïëåêñà.Ïóñòü ìàêñèìóì íà ñèìïëåêñå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå h0
1, . . . , h0

k. Ìàê-ñèìóì ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó ìíîæåñòâî M(h0
1, . . . , h0

k) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé âûïóêëûé (m− 1)-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê (îá ýòîì ñëåäóåò óïîìÿ-íóòü, ïîòîìó ÷òî ïðåæíåå çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèòøàð |x|6 min hi, â ñëó÷àå íóëåâûõ hi íåâåðíî). Ïóñòü a ∈ Rm � ïðîèç-âîëüíûé âåêòîð. Íåðàâåíñòâà (x, ni) 6 h0
i (i = 1, . . . , k) è íåðàâåíñòâà

(x + a, ni) 6 h0
i (i = 1, . . . , k) çàäàþò ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå ïîëó÷àþò-ñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãîì íà ±a. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (x + a, ni) 6 h0

iýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (x, ni) 6 h′
i, ãäå h′

i = h0
i − (a, ni). Âûáðàâ ïîä-õîäÿùèì îáðàçîì âåêòîð a, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàòîêàçàëîñü ñòðîãî âíóòðè ìíîãîãðàííèêà, ò. å. h′

i > 0 (i = 1, . . . , k). Ïðèýòîì îáúåì ìíîãîãðàííèêà íå èçìåíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî,
∑

Fih
′
i =
∑

Fih
0
i −

∑
Fi(a, ni) =

∑
Fih

0
i − (a,

∑
Fini) =

∑
Fih

0
i ,òàê êàê ∑Fini = 0.Èòàê, ó íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè V (h1, . . . , hk)ïðè óñëîâèè ∑Fihi = 1 èìååòñÿ òî÷êà ìàêñèìóìà h0

1, . . . , h0
k ñ ïîëî-æèòåëüíûìè h0

i . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü V (h1, . . . , hk) =
= V (h0

1, . . . , h0
k) êàñàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòè ∑Fihi = 1 â òî÷êå h0

1, . . . , h0
k,ò. å. âåêòîðû íîðìàëåé ê ãèïåðïëîñêîñòè è ê ãèïåðïîâåðõíîñòè â òî÷êå

h0
1, . . . , h0

k ïðîïîðöèîíàëüíû:
∂V (h0

1, . . . , h0
k)

∂hi
= lFi, i = 1, . . . , k.Íî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå,

∂V (h0
1, . . . , h0

k)

∂hi
= Fi(h

0
1, . . . , h0

k),



188 Äîïîëíåíèåãäå Fi(h
0
1, . . . , h0

k)� (m− 1)-ìåðíûé îáúåì ãðàíè ñ âåêòîðîì âíåøíåéíîðìàëè ni. Òàêèì îáðàçîì, îáúåìû ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà
M(h0

1, . . . , h0
k) ïðîïîðöèîíàëüíû òðåáóåìûì îáúåìàì F1, . . . , Fk. Ïî-ýòîìó òðåáóåìûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî ïîëó÷èòü èç M(h0

1, . . . , h0
k)ãîìîòåòèåé ñ êîý��èöèåíòîì l−1/(m−1).Òåîðåìà Êîøè î æåñòêîñòè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâÄâà ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó èõãðàíÿìè óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùååðàçìåðíîñòü ãðàíè è îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè, ò. å. ãðàíè ðàçìåðíî-ñòè k ñîîòâåòñòâóåò ãðàíü òîé æå ñàìîé ðàçìåðíîñòè k è åñëè ãðàíü F1ñîäåðæèòñÿ â ãðàíè F2, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãðàíü F ′

1 ñîäåðæèòñÿ âãðàíè F ′
2.Òåîðåìà 9 (Êîøè). Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè äâóõ ýêâèâà-ëåíòíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ M è M ′ â R3 èçîìåòðè÷íû (ïðèèçîìåòðèè âåðøèíû ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû), òî èñàìè ìíîãîãðàííèêè èçîìåòðè÷íû.Çàìå÷àíèå. Äëÿ íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íîå óòâåð-æäåíèå íåâåðíî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü êóá è ïîñòðîèòü íàîäíîé èç åãî ãðàíåé äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè (âíåøíèì è âíóòðåííèì)ïèðàìèäó, îñíîâàíèåì êîòîðîé ñëóæèò ýòà ãðàíü.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü O è O′ � ñîîòâåòñòâåííûå âåðøèíûìíîãîãðàííèêîâ M è M ′. �àññìîòðèì äâå ñ�åðû ìàëîãî ðàäèóñà e ñöåíòðàìè O è O′. Ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ñ�åð ñ ìíîãîãðàííèêàìè M è M ′ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ñ�åðè÷åñêèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè A1 . . . An è

A′
1 . . . A′

n, ó êîòîðûõ ïî óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ðàâíû. Äëÿäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êîøè íàì ïîòðåáóþòñÿ äâå ëåììû î ñâîéñòâàõñ�åðè÷åñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.Ëåììà 1. Ïóñòü A1 . . . An è A′
1 . . . A′

n � âûïóêëûå ñ�åðè÷åñêèåìíîãîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ äëèíû âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí,êðîìå |A1An| è A′
1A

′
n, ðàâíû, è ∠A2 6 ∠A′

2, . . . , ∠An−1 6 ∠A′
n−1. Òîãäà

|A1An|6 |A′
1A

′
n|.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 3 òðåáó-åìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñ�åðè÷åñêîé ïåðâîé òåîðåìû êîñèíóñîâ(ñì. ñ. 112):

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos a,ïîýòîìó ïðè âîçðàñòàíèè óãëà a âîçðàñòàåò äëèíà ñòîðîíû a.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿâûïóêëûõ (n− 1)-óãîëüíèêîâ. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äîêàæåì òðåáó-åìîå óòâåðæäåíèå äëÿ âûïóêëûõ n-óãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ ðàâíû
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i, 1 < i < n. Äåéñòâèòåëüíî, òðåóãîëüíè-êè Ai−1AiAi+1 è A′

i−1A
′
iA

′
i+1 ðàâíû, ïîñêîëüêó ó íèõ ðàâíû äâå ñòîðîíûè óãîë ìåæäó íèìè. Ïîýòîìó ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñòîðîíû Ai−1Ai+1

A1

A2

An−1An

B

Ān

�èñ. Ä.3

è A′
i−1A

′
i+1 è óãëû ïðè ýòèõ ñòîðî-íàõ ðàâíû, à çíà÷èò, ê ìíîãîóãîëüíèêàì

A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An è A′
1 . . . A′

i−1A
′
i+1 . . . A′

nìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóê-öèè.×òîáû äîêàçàòü øàã èíäóêöèè, ìîæ-íî ïîïûòàòüñÿ ñäåëàòü ðàâíûìè óãëû ïðèêàêèõ-íèáóäü äâóõ âåðøèíàõ, íàïðèìåð ïðèâåðøèíàõ An−1 è A′
n−1. Ïîâåðíåì äëÿ ýòî-ãî ñòîðîíó An−1An òàê, ÷òîáû óãîë ïðèâåðøèíå An−1 óâåëè÷èëñÿ è ñòàë áû ðà-âåí óãëó ïðè âåðøèíå A′

n−1. Åñëè â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷èòñÿ âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê
A1 . . . An−1Ān, òî äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó-÷àé, êîãäà ïîëó÷àåòñÿ íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê (ðèñ. Ä.3). Â ýòîìñëó÷àå ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû A1A2 ïåðåñåêàåò îòðåçîê AnĀn â íåêî-òîðîé òî÷êå B. ßñíî, ÷òî |A1B|= |A2B| − |A1A2| è |A′

1A
′
n|> |A′

2A
′
n| −

− |A′
1A

′
2|= |A′

2A
′
n| − |A1A2|. Ê âûïóêëûì (n− 1)-óãîëüíèêàì A2A3 . . .

. . . An−1B è A′
2A

′
3 . . . A′

n−1A
′
n ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïî-ýòîìó |A2B|6 |A′

2A
′
n|, à çíà÷èò, |A1B|6 |A′

1A
′
n|. Êðîìå òîãî, â òðåóãîëü-íèêàõ A1An−1An è A1An−1B ñòîðîíû, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû An−1,ðàâíû, è ∠A1An−1An < ∠A1An−1B. Ñëåäîâàòåëüíî, |A1An|< |A1B|6

6 |A′
1A

′
n|Ëåììà 2. Ïóñòü A1 . . .An è A′

1 . . .A′
n�âûïóêëûå ñ�åðè÷åñêèå ìíî-ãîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ äëèíû âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí ðàâíû,íî ñàìè ìíîãîóãîëüíèêè íå ðàâíû. Ïîìåòèì óãîë Ai çíàêîì +, åñëè

∠Ai > ∠A′
i, è çíàêîì −, åñëè ∠Ai < ∠A′

i. Òîãäà ïðè îáõîäå ìíîãîóãîëü-íèêà A1 . . . An êîëè÷åñòâî ñòðîãèõ ïåðåìåí çíàêà íå ìåíüøå 4.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìå÷åí òîëüêî îäèí óãîë,íàïðèìåð A2. Òîãäà èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî |A1An|> |A′
1A

′
n|, ëèáî

|A1An|< |A′
1A

′
n|, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ïîêà-çûâàþò, ÷òî âñå ïîìåòêè íå ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè, ñðåäè íèõ äîëæ-íû áûòü êàê ïëþñû, òàê è ìèíóñû. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ëèøü èñêëþ÷èòüñèòóàöèþ, êîãäà ìîæíî ïðîâåñòè îòðåçîê PQ, ðàçäåëÿþùèé ïëþñû èìèíóñû (ðèñ. Ä.4).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé îòðåçîê ìîæíî ïðîâåñòè. Ïóñòü P ′ è Q′ �ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íà ñòîðîíàõ ìíîãîóãîëüíèêà A′

1 . . . A′
n. Ïðèìå-íèâ ëåììó 1 ê ìíîãîóãîëüíèêàì M1 è M ′

1, ïîëó÷èì |PQ|> |P ′Q′|, à



190 Äîïîëíåíèåïðèìåíèâ òó æå ñàìóþ ëåììó ê ìíîãîóãîëüíèêàì M2 è M ′
2, ïîëó÷èì

|PQ|< |P ′Q′|.Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìûÊîøè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ M è M ′

+

+
+

+ +

−
−

QP

M1

M2

�èñ. Ä.4

íå âñå ñîîòâåòñòâóþùèå äâóãðàííûå óãëû ðàâ-íû. Ïîìåòèì ðåáðà ìíîãîãðàííèêà M çíàêàìè
+ è − â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áîëüøå èëè ìåíüøåäâóãðàííûå óãëû ïðè ýòèõ ðåáðàõ, ÷åì ñîîòâåò-ñòâóþùèå äâóãðàííûå óãëû ìíîãîãðàííèêà M ′.Åñëè èç êàêîé-òî âåðøèíû âûõîäèò ïîìå÷åííîåðåáðî, òî ñîãëàñíî ëåììå 2 èç ýòîé âåðøèíû âû-õîäèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïîìå÷åííûõ ðåáåð, ïðè-÷åì ïðè îáõîäå âîêðóã ýòîé âåðøèíû ïðîèñõîäèòïî êðàéíåé ìåðå 4 ïåðåìåíû çíàêà.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ïîìå÷åíûâñå ðåáðà ìíîãîãðàííèêà. Îáùåå ÷èñëî ïåðåìåíçíàêà ïðè îáõîäàõ âîêðóã âåðøèí ðàâíî îáùåìó ÷èñëó ïåðåìåí çíàêàïðè îáõîäàõ ãðàíåé; îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî N . Ïóñòü ak �÷èñëî k-ñòîðîí-íèõ ãðàíåé. ×èñëî ïåðåìåí çíàêà ïðè îáõîäå k-ñòîðîííåé ãðàíè ÷åòíîè íå ïðåâîñõîäèò k, ïîýòîìó

N 6 2a3 + 4a4 + 4a5 + 6a6 + . . .ßñíî òàêæå, ÷òî a3 + a4 + a5 + . . . = N2 è 3a3 + 4a4 + 5a5 + . . . = 2N1, ãäå
N1 �÷èñëî ðåáåð, N2 �÷èñëî ãðàíåé. Ñëåäîâàòåëüíî,

4N1 − 4N2 = 2a3 + 4a4 + 6a5 + 8a6 + . . . > N.Ñîãëàñíî �îðìóëå Ýéëåðà 4N1 − 4N2 = 4N0 − 8. Òàêèì îáðàçîì,
N 6 4N0 − 8 < 4N0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè îáõîäå âîêðóã êàæäîé âåð-øèíû ïðîèñõîäèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïåðåìåí çíàêà, ïîýòîìó N > 4N0.Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.Â ñëó÷àå, êîãäà ïîìå÷åíû íå âñå ðåáðà, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîéæå ñàìîé ñõåìîé ðàññóæäåíèé. Ïóñòü N ′

1 � ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ðåáåð,
N ′

0 �÷èñëî âåðøèí, èç êîòîðûõ âûõîäÿò ïîìå÷åííûå ðåáðà, N ′
2 �÷èñëîîáëàñòåé, íà êîòîðûå ïîìå÷åííûå ðåáðà ðàçáèâàþò ïîâåðõíîñòü ìíî-ãîãðàííèêà, a′

k � ÷èñëî ýòèõ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ k ïîìå÷åííûìèðåáðàìè. Ñåòü ïîìå÷åííûõ ðåáåð íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíà: îíà ìîæåòñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò, íå ñîåäèíåííûõ äðóã ñ äðóãîì ïîìå-÷åííûìè ðåáðàìè. Íî äâà âàæíåéøèõ ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ: ñïðàâåä-ëèâî ðàâåíñòâî a′
2 =0 è ÷åðåç ëþáóþ âåðøèíó ñåòè ïðîõîäèò ïî êðàéíåéìåðå äâà ïîìå÷åííûõ ðåáðà, ò.å. íåò ¾ñâîáîäíûõ¿ ïîìå÷åííûõ ðåáåð, èçêîíöîâ êîòîðûõ íå âûõîäÿò äðóãèå ïîìå÷åííûå ðåáðà (ïåðâîå ñâîéñòâî



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 191î÷åâèäíî, à âòîðîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 2). Ïîýòîìó òà æå ñà-ìàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ, åñëè òîëüêî óäàñòñÿäîêàçàòü, ÷òî 4N ′
1 − 4N ′

2 6 4N ′
0 − 8, ò. å. N ′

0 −N ′
1 + N ′

2 > 2.Áóäåì ïîî÷åðåäíî äîáàâëÿòü ê ïîìå÷åííûì ðåáðàì îñòàëüíûå ðåáðà,äîáàâëÿÿ íà êàæäîì øàãå îäíî ðåáðî, ó êîòîðîãî ïî êðàéíåé ìåðå îäíàâåðøèíà ïðèíàäëåæèò ëèáî ïîìå÷åííîìó ðåáðó, ëèáî óæå äîáàâëåííî-ìó ðåáðó. Ïðè êàæäîì òàêîì äîáàâëåíèè ÷èñëî ðåáåð óâåëè÷èâàåòñÿíà 1, à ÷èñëî âåðøèí ïëþñ ÷èñëî îáëàñòåé ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1,ëèáî íå èçìåíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà,òî ÷èñëî îáëàñòåé íå èçìåíÿåòñÿ, à åñëè äîáàâëåííîå ðåáðî ñîåäèíÿåòäâå ñòàðûå âåðøèíû, òî ëèáî ýòî ðåáðî ðàçáèâàåò îäíó îáëàñòü íà äâåîáëàñòè, ëèáî ýòî ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû äâóõ ðàçíûõ êîìïîíåíò èíå ðàçáèâàåò íà ÷àñòè íè îäíó èç îáëàñòåé. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà
Ñ0 − Ñ1 + Ñ2 íà êàæäîì øàãå ëèáî íå èçìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿíà 1, à â ñàìîì êîíöå, êîãäà äîáàâëåíû âñå ðåáðà, ýòà âåëè÷èíà ðàâíà 2.Ñëåäîâàòåëüíî, N ′

0 −N ′
1 + N ′

2 > 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêèÏðàâèëüíûì n-óãîëüíèêîì íàçûâàþò âûïóêëûé n-óãîëüíèê, ó êî-òîðîãî âñå ñòîðîíû è âñå óãëû ðàâíû. Óãîë ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêàðàâåí (n− 2)p/n. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê åäèí-ñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêàäîñòàòî÷íî î÷åâèäíî. Ïî-äðóãîìó ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî îïðå-äåëèòü êàê âûïóêëûé n-óãîëüíèê, êîòîðûé ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâî-ðîòå íà óãîë 2p/n âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè.Îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà â R3 òðåáóåò óæå íåêîòî-ðîé îñòîðîæíîñòè: ðàâåíñòâî âñåõ ãðàíåé è âñåõ ìíîãîãðàííûõ óãëîâ�ÿâíî íå òî óñëîâèå, êîòîðîå íóæíî. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ïðîèçâîëü-íûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä è ðàññìîòðèì îäèí èç äâóõ òåò-ðàýäðîâ, ðåáðàìè êîòîðûõ ñëóæàò äèàãîíàëè ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ãðàíè è âñå òðåõãðàííûå óãëû ýòîãî òåòðàýäðàðàâíû.Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè â R3 ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçíûìè ñïîñî-áàìè. Îäíî èç îïðåäåëåíèé òàêîâî: âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â R3 íàçû-âàþò ïðàâèëüíûì, åñëè âñå åãî äâóãðàííûå óãëû ðàâíû, à âñå ãðàíè�ðàâíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Âìåñòî ðàâåíñòâà äâóãðàííûõ óã-ëîâ ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ âñåõ âåðøèí êîíöû âûõîäÿùèõ èçíèõ ðåáåð îáðàçîâûâàëè ðàâíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Äåéñòâè-òåëüíî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñå ãðàíè�ðàâíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëü-íèêè, òî îáà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî âñå ìíîãîãðàííûå óãëûðàâíû è ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. (Âûïóêëûé n-ãðàííûé óãîë íàçûâà-



192 Äîïîëíåíèåþò ïðàâèëüíûì, åñëè îí ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 2p/nâîêðóã íåêîòîðîé îñè.)Ïîêàæåì, ÷òî âíóòðè ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà åñòü òî÷êà, ðàâ-íîóäàëåííàÿ îò âñåõ åãî âåðøèí. Ïðîâåäåì ÷åðåç öåíòðû äâóõ ñìåæíûõãðàíåé ïåðïåíäèêóëÿðû ê ýòèì ãðàíÿì. Îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, óäà-ëåííîé îò öåíòðîâ ãðàíåé íà ðàññòîÿíèå a tgf, ãäå a� ðàññòîÿíèå îòöåíòðà ãðàíè äî åå ñòîðîíû, à f� ïîëîâèíà äâóãðàííîãî óãëà ìåæäóãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà. Ïðîâåäåì òåïåðü ïåðïåíäèêóëÿðû ê ãðàíÿì÷åðåç öåíòðû âñåõ ãðàíåé è íà êàæäîì ïåðïåíäèêóëÿðå îòìåòèì òî÷êó,óäàëåííóþ îò öåíòðà ãðàíè íà ðàññòîÿíèå a tgf (âíóòðü ìíîãîãðàííè-êà). Äëÿ êàæäîé ïàðû ñìåæíûõ ãðàíåé ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîìòî÷êè ñîâïàäàþò, ïîýòîìó âñå ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò. Â èòîãå ïîëó÷à-åì òî÷êó, ðàâíîóäàëåííóþ îò âñåõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Ýòó òî÷êóíàçûâàþò öåíòðîì ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà.Çàéìåìñÿ êëàññè�èêàöèåé ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â R3. Íà-çîâåì ñèìâîëîì Øëå�ëè ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà óïîðÿäî÷åííóþïàðó ÷èñåë {r1, r2}, ãäå r1 � ÷èñëî ñòîðîí ãðàíè ìíîãîãðàííèêà, r2 �÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî êîíöàìè ðåáåð, âûõîäÿ-ùèõ èç îäíîé âåðøèíû.Òåîðåìà 10. à) Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè â R3 ìîãóò èìåòüëèøü ñëåäóþùèå ñèìâîëû Øëå�ëè: {3, 3} (òåòðàýäð), {3, 4} (îêòà-ýäð), {4, 3} (êóá ), {5, 3} (äîäåêàýäð), {3, 5} (èêîñàýäð).á) Äëÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñèìâîëîâ Øëå�ëè ïðàâèëü-íûé ìíîãîãðàííèê ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. à) Ïóñòü a3 �äëèíà ðåáðà ïðàâèëüíîãî ìíî-ãîãðàííèêà ñ ñèìâîëîì Øëå�ëè {r1, r2}, R3 � ðàäèóñ åãî îïèñàííîéñ�åðû; a2�äëèíà ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãîêîíöàìè ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû, R2�ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-íîñòè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíû r3 = (a3/2R3)
2 èr2 = (a2/2R2)

2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìr3 = 1− cos2(p/r1)r2
. (Ä.16)Ïóñòü O � öåíòð ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, A � åãî âåðøèíà,

B1 . . .Br2
�ïðàâèëüíûé r2-óãîëüíèê, îáðàçîâàííûé êîíöàìè ðåáåð, âû-õîäÿùèõ èç âåðøèíû A. Òîãäà åñëè ∠B1OA = 2f, òî a3 = 2R3 sinf è

R2 = a3 cosf. �ðàíü ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ïðà-âèëüíûì r1-óãîëüíèêîì ñî ñòîðîíîé a3, ïðè÷åì äëèíà åãî íàèìåíü-øåé äèàãîíàëè ðàâíà a2, ïîýòîìó a2 = 2a3 cos(p/r1). Ñëåäîâàòåëüíî,r3 = (a3/2R3)
2 = sin2 f è r2 = (a2/2R2)

2 = cos2(p/r1)/ cos2 f. Èç ýòèõ �îð-ìóë ðàâåíñòâî (Ä.16) âûòåêàåò î÷åâèäíûì îáðàçîì.



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 193Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî r2 = sin2(p/r2), ò. å. r2 çàâèñèò òîëüêî îò r2.Ôîðìóëà (Ä.16) ïîêàçûâàåò, ÷òî r3 çàâèñèò òîëüêî îò {r1, r2}. Ïîýòîìóóäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ r{r2}= r2 è r{r1, r2}= r3, êîòîðûå óæå íåçàâèñÿò îò ìíîãîãðàííèêà, à çàâèñÿò òîëüêî îò ñèìâîëà Øëå�ëè ìíî-ãîãðàííèêà.Èç �îðìóëû (Ä.16) è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà r3 > 0 ñëåäóåò, ÷òîr2 > cos2(p/r1) > cos2(p/3) = 1/4, ò. å. sin(p/r2) > 1/2, à çíà÷èò, r2 6 5.Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òîr{3}= 3/4 è íåðàâåíñòâî r{3}> cos2(p/r1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè
r1 6 5;r{4}= 1/2 è íåðàâåíñòâî r{4}> cos2(p/r1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè
r1 6 3;r{5}= (5−

√
5)/8 è íåðàâåíñòâî r{5}> cos2(p/r1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøüïðè r1 6 3.á) Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ) ïðà-âèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ñ äàííûì ñèìâîëîì Øëå�ëè. Ïðåîáðàçîâà-íèåì ïîäîáèÿ ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè ñ îäíèì è òåì æå ñèìâîëîìØëå�ëè ìîæíî ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû îäíà ãðàíü îäíîãî ìíîãîãðàí-íèêà ñîâïàäàëà ñ ãðàíüþ äðóãîãî ìíîãîãðàííèêà, ïðè÷åì ìíîãîãðàííè-êè áóäóò íàõîäèòüñÿ ïî îäíó è òó æå ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåéýòó îáùóþ ãðàíü. ×èñëî (a3/2R3)

2 = r{r1, r2} ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿñèìâîëîì Øëå�ëè, ïîýòîìó ó ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñîâ-ïàäàþò ðàäèóñû îïèñàííûõ ñ�åð, à çíà÷èò, ñîâïàäàþò è öåíòðû ýòèõìíîãîãðàííèêîâ. Ïîýòîìó ñîâïàäàþò è ñàìè ìíîãîãðàííèêè.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàí-íèêîâ. Ñóùåñòâîâàíèå ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà è êóáà î÷åâèäíî. Âûïóê-

�èñ. Ä.5

ëàÿ îáîëî÷êà öåíòðîâ ãðàíåé êóáà ÿâëÿåòñÿ îêòàýäðîì.Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà öåíòðîâ ãðàíåé èêîñàýäðà ÿâ-ëÿåòñÿ äîäåêàýäðîì (è íàîáîðîò). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íîäîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå èêîñàýäðà. Îðèåíòèðóåì ðå-áðà îêòàýäðà òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ãðàíè ïîëó÷èëîñüêàêîå-òî îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå îáõîäà åå ãðàíèöû(ðèñ. Ä.5). Çàòåì ïîäåëèì ðåáðà â îòíîøåíèè l : (1− l)â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ îðèåíòàöèåé. Ïîêàæåì, ÷òî l ìîæ-íî âûáðàòü òàê, ÷òî îòìå÷åííûå òî÷êè áóäóò âåðøèíà-ìè èêîñàýäðà. Ïðè ëþáîì l ó ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàí-íèêà åñòü äâà òèïà ðåáåð�ïðèíàäëåæàùèå ãðàíÿì îêòàýäðà è íå ïðè-íàäëåæàùèå èì. Åñëè äëèíà ðåáðà îêòàýäðà ðàâíà 1, òî êâàäðàò äëèíûðåáðà ïåðâîãî òèïà ðàâåí l2 + (1− l)2 − 2l(1− l) cos 60◦ = 3l2 − 3l + 1,à êâàäðàò äëèíû ðåáðà âòîðîãî òèïà ðàâåí 2(1− l)2 = 2− 4l + 2l2 (ýòîðåáðî ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåíóçîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè



194 Äîïîëíåíèåäëèíîé 1−l). Òàêèì îáðàçîì, åñëè l=(
√

5−1)/2, òî âñå ãðàíè ÿâëÿþòñÿïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè. �àâåíñòâî äâóãðàííûõ óãëîâ ïîëó÷åííî-ãî ìíîãîãðàííèêà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî (äëÿ ëþáîãî l) âñå îòìå÷åííûåòî÷êè ðàâíîóäàëåíû îò öåíòðà îêòàýäðà.Ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê â Rn ìîæíî îïðåäåëèòü ïî èíäóêöèè:âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rn íàçûâàþò ïðàâèëüíûì, åñëè âñå åãî
(n− 1)-ãðàíè � ðàâíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè è äëÿ âñåõ âåð-øèí êîíöû âûõîäÿùèõ èç íèõ ðåáåð îáðàçóþò ðàâíûå ïðàâèëüíûå
(n− 1)-ìåðíûå ìíîãîãðàííèêè. Ñèìâîë Øëå�ëè òîæå îïðåäåëÿåò-ñÿ ïî èíäóêöèè: åñëè 2-ãðàíü ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ
r1-óãîëüíèêîì, à ñèìâîë Øëå�ëè ìíîãîãðàííèêà, îáðàçîâàííîãî êîí-öàìè ðåáåð, ðàâåí {r2, . . . , rn}, òî ñèìâîë Øëå�ëè ìíîãîãðàííèêà ðàâåí
{r1, r2, . . . , rn}.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ öåíòðà ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêàïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.Ïîëîæèì r{r1, r2, . . . , rn}= rn = (an/2Rn)2, ãäå an � äëèíà ðåáðà,
Rn �ðàäèóñ îïèñàííîé ñ�åðû. Ôîðìóëà (Ä.16) ïðèíèìàåò âèä

r{r1, r2, . . . , rn}= 1− cos2(p/r1)r{r2, . . . , rn}
. (Ä.17)Äîêàçûâàåòñÿ ýòà �îðìóëà òî÷íî òàê æå, íóæíî ëèøü âìåñòî ãðàíåéðàññìàòðèâàòü 2-ãðàíè.Òåîðåìà 11. à) Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè â R4 ìîãóò èìåòüëèøü ñëåäóþùèå ñèìâîëû Øëå�ëè: {3, 3, 3}, {3, 3, 4}, {4, 3, 3}, {3, 4, 3},

{5, 3, 3}, {3, 3, 5}.á) Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè â Rn, n > 4, ìîãóò èìåòü ëèøü ñëå-äóþùèå ñèìâîëû Øëå�ëè: {3, . . . , 3}, {3, . . . , 3, 4}, {4, 3, . . . , 3}.â) Äëÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñèìâîëîâ Øëå�ëè ïðàâèëü-íûé ìíîãîãðàííèê ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. à) Èç �îðìóëû (Ä.17) ñëåäóåò, ÷òî r{r2, r3}>
> cos2(p/r1) > 1/4. Ïî �îðìóëå (Ä.16) ìîæíî âû÷èñëèòü r{r2, r3} äëÿâñåõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òîr{3, 3}= 2/3, ïîýòîìó r1 6 5;r{4, 3}= 1/3, ïîýòîìó r1 6 3;r{5, 3}= (3−

√
5)/6 < 1/4;r{3, 4}= 1/2, ïîýòîìó r1 6 3;r{3, 5}= (5−
√

5)/10, ïîýòîìó r1 6 3.á) �àññìîòðèì ñíà÷àëà ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè â R5. Ëåãêî ïðî-âåðèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî r{r1, r2, r3}>1/4 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ ñèìâî-ëîâ Øëå�ëè {3, 3, 3} è {3, 3, 4}. Ïðè ýòîì r{3, 3, 3}=5/8 è íåðàâåíñòâî
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5/8> cos2(p/r1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè r1 6 4; r{3, 3, 4}=1/2 è íåðàâåí-ñòâî 1/2 > cos2(p/r1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè r1 6 3.Ïðè n > 5 äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ â Rn ïîëó÷àåì, ÷òîr{3, . . . , 3}=

n + 1

2n
è íåðàâåíñòâî n + 1

2n
> cos2(p/r1) âûïîëíÿåòñÿëèøü ïðè r1 6 4;r{4, 3, . . . , 3}= 1/n < 1/4;r{3, . . . , 3, 4}=1/2 è íåðàâåíñòâî 1/2> cos2(p/r1) âûïîëíÿåòñÿ ëèøüïðè r1 6 3.â) Åäèíñòâåííîñòü ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â Rn ñ çàäàííûìñèìâîëîì Øëå�ëè äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â R3.Ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ â Rn ìîæíî ïîñòðîèòü êàê ïåðåñå÷åíèå ãè-ïåðïëîñêîñòè x1 + . . . + xn+1 = 1 ñ ïîëîæèòåëüíûì îðòàíòîì x1 > 0, . . .

. . . , xn+1 > 0. Êóá ñòðîèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì, à ñ ïîìîùüþ êóáàñòðîèòñÿ äâîéñòâåííûé åìó ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ
(n− 1)-ìåðíûõ ãðàíåé êóáà. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ëèøü äîêàçàòü ñóùå-ñòâîâàíèå ìíîãîãðàííèêîâ â R4 ñ ñèìâîëàìè Øëå�ëè {3, 4, 3}, {5, 3, 3}è {3, 3, 5}.Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè (±2, 0, 0, 0),
(0, ±2, 0, 0), (0, 0, ±2, 0), (0, 0, 0, ±2), (±1, ±1, ±1, ±1) ÿâëÿåòñÿ ïðà-âèëüíûì è èìååò ñèìâîë Øëå�ëè {3, 4, 3}. Åñëè ê âåðøèíàì ýòîãîìíîãîãðàííèêà äîáàâèòü òî÷êè (±t, ±1, ±t−1, 0), ãäå t=

√
5 + 1

2
, à òàêæåâñå òî÷êè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ òî÷åê ÷åòíûìè ïåðåñòàíîâêàìèêîîðäèíàò, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê ñ ñèìâî-ëîì Øëå�ëè {5, 3, 3}. Äâîéñòâåííûé åìó ìíîãîãðàííèê èìååò ñèìâîëØëå�ëè {3, 3, 5}. Ôîðìóëà ÊîøèÏóñòü Sn−1 � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn, f : Sn−1→ R � íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ íà ñ�åðå. Âîçüìåì ìíîãîãðàííèê, âïèñàííûé â ñ�åðó Sn−1,è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó ∑ f(xk)Vk, ãäå Vk � (n− 1)-ìåðíûéîáúåì k-é ãðàíè, xk � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîé ãðàíè. Åñëè ìíîãî-ãðàííèê ïðèáëèæàåòñÿ ê ñ�åðå, ò. å. ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäóòî÷êàìè ãðàíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî èíòåãðàëüíûå ñóììû ñòðåìÿòñÿ êîïðåäåëåííîìó ïðåäåëó. Ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò èíòåãðàëîì �óíêöèè fïî ñ�åðå Sn−1 è îáîçíà÷àþò Z

Sn−1
f(x)dm.Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì èíòåãðàëà ïî ñ�åðå ÿâëÿåòñÿ åãî èíâàðèàíò-íîñòü îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé: åñëè g : Rn→Rn �îðòîãîíàëüíîå ïðåîá-ðàçîâàíèå, òî ∫

Sn−1

f(gx)dm =

∫

Sn−1

f(x)dm.



196 ÄîïîëíåíèåÈíâàðèàíòíîñòü î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëü-íûõ ñóìì.Òåîðåìà 12 (�îðìóëà Êîøè). Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëûé ìíîãî-ãðàííèê, x∈ Sn−1 è f(x)� (n− 1)-ìåðíûé îáúåì ïðîåêöèè ìíîãîãðàííè-êà M íà ãèïåðïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ åäèíè÷íîìó âåêòîðó x. Òîãäà
∫

Sn−1

f(x)dm = bn−1P,ãäå bn−1�îáúåì (n−1)-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî øàðà, P �¾ïëîùàäü ïîâåðõ-íîñòè¿ ìíîãîãðàííèêà M , ò. å. ñóììà (n− 1)-ìåðíûõ îáúåìîâ âñåõ åãîãðàíåé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì îòäåëüíî îäíó èç (n− 1)-ìåðíûõãðàíåé M . Ïóñòü fi(x)�îáúåì ïðîåêöèè ýòîé ãðàíè íà ãèïåðïëîñêîñòü,îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó x. ßñíî, ÷òî fi(x) = |(x, ni)|Vi, ãäå Vi � îáúåìãðàíè, ni �åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíè. Èç èíâàðèàíòíîñòè èí-òåãðàëà ïî ñ�åðå âûòåêàåò, ÷òî
∫

Sn−1

|(x, ni)|dm = cn�êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè n. Ïîýòîìó
∫

Sn−1

fi(x)dm = cnVi.Êàæäàÿ òî÷êà ïðîåêöèè ìíîãîãðàííèêà M (çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæå-ñòâà ìåðû íóëü) ïîêðûòà ðîâíî äâóìÿ ïðîåêöèÿìè ãðàíåé. Ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî
∫

Sn−1

f(x)dm =

∫

Sn−1

1

2

∑
fi(x)dm =

cn

2

∑
Vi =

cn

2
P.×òîáû âû÷èñëèòü êîíñòàíòó, óäîáíî â êà÷åñòâå M âçÿòü íå ìíî-ãîãðàííèê, à åäèíè÷íûé øàð (ýòî ìîæíî ñäåëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñüïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì). Â ýòîì ñëó÷àå f(x) = bn−1, à çíà÷èò,

∫

Sn−1

f(x)dm = bn−1P,ãäå P � (n− 1)-ìåðíûé îáúåì ñ�åðû Sn−1; â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåîí ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà M .Ñëåäñòâèå. Åñëè âíóòðè îäíîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ëåæèòäðóãîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåãîìíîãîãðàííèêà ìåíüøå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè âíåøíåãî ìíîãîãðàííèêà.



� 2. Ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîóãîëüíèêè 197Ôîðìóëà Øòåéíåðà�ÌèíêîâñêîãîÏóñòüM⊂Rn�âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, r�íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëîè Mr �ìíîæåñòâî òî÷åê, óäàëåííûõ îò M íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøå r,ò. å. îáúåäèíåíèå âñåõ øàðîâ ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ìíîæå-ñòâà M . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Mr âûïóêëîå. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè a, b∈M è |u|, |v|6 r, òî ïðè 0 6 l6 1 òî÷êà l(a + u) + (1− l)(b + v)óäàëåíà îò òî÷êè la + (1− l)b ∈M íà ðàññòîÿíèå |lu + (1− l)v|6 r.Òåîðåìà 13 (�îðìóëà Øòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî). Îáúåì Vr ìíîæå-ñòâà Mr ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò r, à èìåííî
Vr = V0 + Pr + . . . + bnrn,ãäå V0�îáúåì ìíîãîãðàííèêà M , P �ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàí-íèêà M , bn �îáúåì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî øàðà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n ñïîìîùüþ �îðìóëû Êîøè (ýòó �îðìóëó ìû ñ�îðìóëèðîâàëè è äîêàçà-ëè äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäàåå ìîæíî ïåðåíåñòè íà âûïóêëûå �èãóðû). Ïðè n=1 �îðìóëà Øòåéíå-ðà�Ìèíêîâñêîãî î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �îðìóëà äîêàçàíà äëÿ

(n− 1)-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, è ðàññìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîãðàí-íèê M â Rn. Ïóñòü px(M)�ïðîåêöèÿ ìíîãîãðàííèêà M íà ãèïåðïëîñ-êîñòü, îðòîãîíàëüíóþ åäèíè÷íîìó âåêòîðó x. ßñíî, ÷òî px(M)r =px(Mr).Ïóñòü Vr(x)� (n− 1)-ìåðíûé îáúåì ìíîæåñòâà px(Mr). Ïî ïðåäïîëîæå-íèþ èíäóêöèè
Vr(x) = V0(x) + . . . + bn−1r

n−1.Ïóñòü Pr �ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà Mr. Ïî �îðìóëå Êîøèb−1
n−1Pr =

∫

Sn−1

Vr(x)dm =

∫

Sn−1

V0(x)dm + . . . +

∫

Sn−1

bn−1r
n−1dm =

= b−1
n−1P0 + a1r + . . . + an−1r

n−1,ãäå a1, . . . , an−1 �êîíñòàíòû.Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî dVr

dr
= Pr, ïîýòîìó

Vr = V0 +

∫ r

0

Psds = V0 +

∫ r

0

(P0 + a′
1s + . . . + a′

n−1s
n−1)ds =

= V0 + P0r + b1r
2 . . . + bn−1r

n.Çäåñü P0 = P �ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà M , êîý��èöèåíòû
b1, . . . , bn−2 çàâèñÿò òîëüêî îò ìíîãîãðàííèêà, à ïîñëåäíèé êîý��èöèåíò
bn−1 íå çàâèñèò äàæå è îò ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ âûðîæäåííîãî ìíîãî-ãðàííèêà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé òî÷êè, Vr = bnrn, ïîýòîìó bn−1 = bn.



198 ÄîïîëíåíèåØòåéíåð äîêàçàë �îðìóëó äëÿ Vr â ñëó÷àå n = 2 è 3; â îáùåì ñëó-÷àå ýòó �îðìóëó äîêàçàë Ìèíêîâñêèé. Ïðè n = 2 äîêàçàòåëüñòâî ÿñíîèç ðèñ. Ä.6. Ïðè n = 3 àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, âî-ïåðâûõ, ÷àñòè, èç êî-òîðûõ ñêëàäûâàåòñÿ øàð, à âî-âòîðûõ, ïðèçìû, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõñëóæàò ãðàíè ìíîãîãðàííèêà. Äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷àåì öèëèíäðè÷å-ñêèå ñåêòîðû, îäèí èç êîòîðûõ èçîáðàæåí íà ðèñ.Ä.7. �åáðó äëèíîé ai,äâóãðàííûé óãîë ïðè êîòîðîì ðàâåí fi, ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðè÷åñêèéñåêòîð îáúåìîì ai(p− fi)r
2/2.

fi

p−fi

ai

�èñ.Ä.6 �èñ. Ä.7
Ìíîãîóãîëüíèêè â RmÎáñóäèì çäåñü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîãîóãîëüíèêîâ â Rm. Ïðåäâà-ðèòåëüíî îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî íàáîðîâ òî÷åê â Rm.Òåîðåìà 14. Ïóñòü {A1, . . . , An} è {B1, . . . , Bn}�äâà íàáîðà òî-÷åê â m-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì |AiAj|= |BiBj | äëÿëþáûõ i è j. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ êàæäóþ òî÷-êó Ai â ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó Bi.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òî÷êó A1 ìîæíî ïåðåâåñòè â B1 ñ ïîìîùüþëèáî òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ (åñëè A1 = B1), ëèáî ñèììåòðèè îò-íîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè (åñëè A1 6= B1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðî-åíà èçîìåòðèÿ f , ïåðåâîäÿùàÿ òî÷êè A1, . . . , Ak â B1, . . . , Bk. Â òîìñëó÷àå, êîãäà f(Ak+1) 6= Bk+1, ïðèìåíèì ñèììåòðèþ g îòíîñèòåëüíî ãè-ïåðïëîñêîñòè, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò f(Ak+1) è Bk+1.Ïðè i=1, . . . , k òî÷êà f(Ai)=Bi ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê f(Ak+1) è Bk+1.Ïîýòîìó èçîìåòðèÿ g ◦ f ïåðåâîäèò òî÷êè A1, . . . , Ak+1 â B1, . . . , Bk+1ñîîòâåòñòâåííî.Ïóñòü A1, . . . , An � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè â m-ìåðíîì åâ-êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çàìêíóòóþ ëîìàíóþ ñî çâåíüÿìè A1A2, . . .

. . . , An−1An, AnA1 íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâåííûì ìíîãîóãîëüíèêîì
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A1 . . . An. Ïðîñòðàíñòâåííûé ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàþò k-ðàâíîñòîðîí-íèì, åñëè äëèíà îòðåçêà [Ai, Ai+j ] íå çàâèñèò îò i ïðè j = 1, . . . , k.Äëÿ âûïóêëîãî ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà èç 2-ðàâíîñòîðîííîñòèñëåäóåò k-ðàâíîñòîðîííîñòü ïðè ëþáîì k. Íî, êàê âèäíî èç ðèñ. Ä.8,

�èñ. Ä.8.

èçîáðàæåííûé òàì øåñòèóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ 2-ðàâíî-ñòîðîííèì, íî íå 3-ðàâíîñòîðîííèì.Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé 2-ðàâíîñòîðîííèé ïÿòèóãîëü-íèê â R3 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Ýòî óòâåðæäåíèå äîïóñ-êàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.Òåîðåìà 15. �àçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî à��èí-íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî k-ðàâíîñòîðîí-íèé (2k + 1)-óãîëüíèê, ÷åòíà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A1, . . . , A2k+1 � äàí-íûé k-ðàâíîñòîðîííèé ìíîãîóãîëüíèê. Îí ÿâëÿåòñÿ
d-ðàâíîñòîðîííèì ïðè âñåõ d > 1, òàê êàê ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñî-åäèíåíû ëîìàíîé, ñîäåðæàùåé íå áîëåå k çâåíüåâ. Ïîëîæèì Bi = Ai+1.Òîãäà |BiBj|= |AiAj| ïðè âñåõ i, j. Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò èçîìåò-ðèÿ f , ïåðåâîäÿùàÿ òî÷êè Ai â Bi ïðè âñåõ i = 1, . . . , 2k + 1. Òî÷êà
(2k + 1)−1(A1 + . . . + A2k+1) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, íåïîäâèæíîé òî÷êîéýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó áóêâîé O. Âûáðàâ åå â êà-÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì, ÷òî èçîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûìîòîáðàæåíèåì. Ëèíåéíóþ îáîëî÷êó òî÷åê A1, . . . , A2k+1 îáîçíà÷èì áóê-âîé Π. ßñíî, ÷òî f ïåðåâîäèò Π â ñåáÿ è ìîæíî ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åíèåèçîìåòðèè f íà Π.Äîïóñòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Π íå÷åòíà. Ëèíåéíàÿ èçî-ìåòðèÿ â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåò íåïîäâèæíîé íåêîòî-ðóþ ïðÿìóþ (õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöûèìååò êîðåíü ±1), è ïðè ýòîì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ýòîé ïðÿìîéòàêæå èíâàðèàíòíî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè õîòÿ áû îäíà òî÷êà Ai ïðèïðîåêöèè íà èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ íå ïîïàäåò â íóëü, òî âñå òî÷êèñïðîåêòèðóþòñÿ òóäà æå, è, çíà÷èò, ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå âñåõ òî-÷åê íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé O. À åñëè âñå îíè ïîïàäóò â íóëü, òîëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íàøèõ òî÷åê áóäåò ëåæàòü â îðòîãîíàëüíîì äîïîë-íåíèè, ò. å.â ÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òîèõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàåò ñ Π. Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî 2-ðàâíîñòîðîííèé ïÿòèóãîëü-íèê â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, èáî ðàç-ìåðíîñòü à��èííîé îáîëî÷êè âñåõ åãî òî÷åê ÷åòíà è íå áîëüøå òðåõ.Áûâàþò è íåïëîñêèå 2-ðàâíîñòîðîííèå ïÿòèóãîëüíèêè, íàïðèìåð, ìîæ-íî âçÿòü âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà è ñîåäèíèòüèõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå çàìêíóòîé ëîìàíîé.
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x(t) = (cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, . . . , cos kt, sin kt),âçÿâ â êà÷åñòâå âåðøèí k-ðàâíîñòîðîííåãî n-óãîëüíèêà òî÷êè

Aj = x
(

2pj
n

)
, 1 6 j 6 n.�3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîéãåîìåòðèèÊîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP

nÊîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëî-ãèè ñ âåùåñòâåííûì. Òî÷êàìè êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-ñòâà CPn ñëóæàò íàáîðû ÷èñåë (z1, . . . , zn+1), ãäå zi ∈C è íå âñå ÷èñëà
z1, . . . , zn+1 ðàâíû íóëþ; íàáîðû (z1, . . . , zn+1) è (lz1, . . . , lzn+1), ãäål ∈ C, ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà CPn âèäà (x1, . . . , xn+1), ãäå xi ∈ R, îáðàçóþòïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
RP

n. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî CP
n ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê RP

n, ïîïîë-íåííîå êîìïëåêñíûìè òî÷êàìè.Áåç ðàññìîòðåíèÿ êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íåëüçÿ, íà-ïðèìåð, îñìûñëèòü íåñêîëüêî çàãàäî÷íóþ ñèòóàöèþ ñ îêðóæíîñòÿìè.Äâà ýëëèïñà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, íî äâå îêðóæíî-ñòè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Êàê ýòî îáúÿñíèòü?À äåëî â òîì, ÷òî ëþáûå äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ �èêñèðî-âàííûõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé, íå ïðèíàä-ëåæàùèõ âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, èìååòìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëþáàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (1, i, 0) è (1, −i, 0).Äåéñòâèòåëüíî, â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå îêðóæíîñòèèìååò âèä
(x− az)2 + (y − bz)2 = R2z2. (Ä.18)Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ áåñêîíå÷íî óäàëåí-íîé ïðÿìîé z =0 ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (Ä.18) çíà÷åíèå z =0. Â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷èì x2 +y2 =0, ò.å. y=±ix. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ îêðóæíîñòüïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (1, ±i, 0), ëåæàùèå íà áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿ-ìîé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Ïî àíàëîãèè ñ k-ìåðíûìè ïëîñêîñòÿìè â RP

n ìîæíî îïðåäåëèòü
k-ìåðíûå ïëîñêîñòè â CPn. �åîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà CPn äî íåêîòîðîé
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n. Íàïðèìåð, ëþáûå äâåïðÿìûå â CP2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñèñòå-ìà óðàâíåíèé a1x + b1y + c1z = 0, a2x + b2y + c2z = 0 èìååò åäèíñòâåííîåñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðåøåíèå êàê íàä ïîëåì R, òàê èíàä ïîëåì C. Íî ñâîéñòâà êîí�èãóðàöèé òî÷åê è ïðÿìûõ íà êîìïëåêñ-íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòèìîãóò è ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ. Îäíî èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ÿâëå-íèé òàêîãî ðîäà�êîíòðïðèìåð â CP

2 ê ñëåäóþùåé òåîðåìå Ñèëüâåñòðà,îòíîñÿùåéñÿ ê RP
2.Òåîðåìà 1 (Ñèëüâåñòð). Ïóñòü òî÷êè X1, . . . , Xn âåùåñòâåííîéïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òàêîâû, ÷òî íà ëþáîé ïðÿìîé XiXj ëåæèòåùå õîòÿ áû îäíà òî÷êà Xk, îòëè÷íàÿ îò Xi è Xj. Òîãäà âñå òî÷êè

X1, . . . , Xn ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òåîðåìà Ñèëüâåñòðà ïðîåêòèâíàÿ, íî íàèáî-ëåå ïðîñòîå åå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ìåòðèêó. Ïåðåõîä îò ïðîåê-òèâíîé ïëîñêîñòè ê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì ïðÿìóþ l, íå ïðîõîäÿùóþ íè ÷åðåç îäíó èçòî÷åê Xi. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ. Åñëèèç ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èñêëþ÷èòü ïðÿìóþ l, òî íà îñòàâøåìñÿ ìíî-æåñòâå ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñåòî÷êè Xi ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðîâåäåì âñå ïðÿìûå XiXj è íàé-äåì ÷èñëî d� íàèìåíüøåå èç íåíóëåâûõ ðàññòîÿíèé îò äàííûõ òî÷åêäî ýòèõ ïðÿìûõ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè X1 äîïðÿìîé X2X3 ðàâíî d. Íà ïðÿìîé X2X3 ïî óñëîâèþ ëåæèò åùå íåêî-òîðàÿ òî÷êà X4. Îïóñòèì èç òî÷êè X1 ïåðïåíäèêóëÿð X1A íà ïðÿìóþ
X2X3. Äâå èç òî÷åê X2, X3, X4 ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé ïî îäíó ñòîðîíóîò òî÷êè A. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè òî÷êè X2 è X3 ëåæàò ïî îäíóñòîðîíó îò òî÷êè A, ïðè÷åì |AX3|< |AX2| (ðèñ.Ä.9). Òîãäà ðàññòîÿíèåîò òî÷êè X3 äî ïðÿìîé X1X2 ìåíüøå d. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.Íà êîìïëåêñíîé æå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ìîæíî óêàçàòü êîí�è-ãóðàöèþ èç äåâÿòè òî÷åê, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà Ñèëüâåñòðà íå âûïîë-íÿåòñÿ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ïóñòü e3 = 1, íî e 6= 1. �àññìîòðèì íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîéïëîñêîñòè ñëåäóþùèå äåâÿòü òî÷åê :

(0, 1, −1), (0, e2, −e), (0, e, −e),
(−1, 0, 1), (−e2, 0, 1), (−e, 0, 1),
(1, −1, 0), (−e, 1, 0), (−e2, 1, 0).Ýòè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, íî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ÷åðåç äâå èç íèõ, ñîäåðæèò åùå îäíó èç ýòèõ òî÷åê.



202 ÄîïîëíåíèåÄîêàæåì ýòî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâåíàäöàòè ïðÿìûõ
x = 0, y = 0, z = 0,

x + y + z = 0, x + y + ez = 0, x + y + e2z = 0,

x + ey + z = 0, x + e2y + z = 0, ex + y + z = 0,e2x + y + z = 0, x + ey + e2z = 0, x + e2y + ez = 0ñîäåðæèò ðîâíî òðè èç äàííûõ òî÷åê. Ñõåìàòè÷åñêè êîí�èãóðàöèÿ ýòèõïðÿìûõ èçîáðàæåíà íà ðèñ.Ä.10. ×åðåç ëþáóþ ïàðó äàííûõ òî÷åê ïðî-õîäèò ðîâíî îäíà èç óêàçàííûõ äâåíàäöàòè ïðÿìûõ, ïðè÷åì ýòà ïðÿìàÿñîäåðæèò åùå îäíó èç äàííûõ òî÷åê. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
X1

X2 X3 X4A

d

�èñ.Ä.9 �èñ. Ä.10Ñ ïîìîùüþ òî÷åê I, J = (1, ±i, 0) ∈ CP2 ìîæíî âûðàæàòü ìåòðè÷å-ñêèå âåëè÷èíû ÷åðåç äâîéíîå îòíîøåíèå, ò. å. ïðîåêòèâíî-èíâàðèàíò-

O

I JA1 A2

l1
l2

z=0

�èñ. Ä.11.

íûì îáðàçîì.�àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðÿìûå l1 è l2íà ïëîñêîñòè R2, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè
x = y tg f1 + r1 è x = y tg f2 + r2 ñîîòâåò-ñòâåííî. Óãîë ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðà-âåí ±(f1−f2). Ïðÿìûì l1 è l2 ñîîòâåòñòâó-þò ïðÿìûå x=y tgf1 +r1z è x=y tgf2 +r2zâ CP2. Îíè ïåðåñåêàþò áåñêîíå÷íî óäàëåí-íóþ ïðÿìóþ z =0 â òî÷êàõ A1 =(1, tgf1, 0)è A2 = (1, tg f2, 0), ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

O�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è l2 (ðèñ.Ä.11). Òîãäà
[l1, l2, OI, OJ ] = [A1, A2, I, J ] =

tg f1 − i

tg f1 + i
:

tg f2 − i

tg f2 + i
.ßñíî òàêæå, ÷òî

tg f− i

tg f + i
=

sinf− i cosf
sinf + i cosf =−e−2if.Ïîýòîìó

[l1, l2, OI, OJ ] = e±2ia, (Ä.19)ãäå a�óãîë ìåæäó ïðÿìûìè l1 è l2.



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 203Ôîðìóëó (Ä.19) íàçûâàþò �îðìóëîé Ëàãåððà. Åñëè çàäàíû òî÷êè
I è J , òî îíà ïîçâîëÿåò âûðàçèòü óãîë (ìåòðè÷åñêóþ âåëè÷èíó) ÷åðåçäâîéíîå îòíîøåíèå (ïðîåêòèâíóþ âåëè÷èíó).Ïîëÿðà òî÷êè îòíîñèòåëüíî êðèâîé â CP2Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå îò-ëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî òåì,÷òî îíî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðÿìîé. Íàïî-ìíèì, ÷òî ÷èñëî x0 íàçûâàþò ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì âåùåñòâåííûõ÷èñåë x1, . . . , xn, åñëè

n

x0
=

1

x1
+ . . . +

1

xn
.Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íå âèäíà ïðîåêòèâíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñðåäíåãîãàðìîíè÷åñêîãî. ×òîáû ïîëó÷èòü èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå, ê íàáîðóòî÷åê x0, x1, . . . , xn íóæíî äîáàâèòü íà÷àëî êîîðäèíàò a, ïîòîìó ÷òî ïðèèçìåíåíèè íà÷àëà êîîðäèíàò ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå òîæå èçìåíÿåòñÿ.Íàçîâåì òî÷êó x0 ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì òî÷åê x1, . . . , xn íà ïðÿìîéñ íà÷àëîì êîîðäèíàò a, åñëè

n

x0 − a
=

1

x1 − a
+ . . . +

1

xn − a
. (Ä.20)�àññìîòðèì íà äàííîé ïðÿìîé òî÷êó t, îòëè÷íóþ îò òî÷åê a, x0, x1, . . .

. . . , xn. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (Ä.20) íà t− a, à çàòåì âû÷òåì nèç îáåèõ ÷àñòåé. Òàê êàê t − a

w − a
=

t − w

w − a
+ 1, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

n(t − x0)

x0 − a
=

t − x1

x1 − a
+ . . . +

t − xn

xn − a
,ò. å.

n∑

i=1

t − xi

xi − a
:

t − x0

x0 − a
= n.Èòàê, òî÷êà x0 � ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå òî÷åê x1, . . . , xn íà ïðÿìîé ñíà÷àëîì êîîðäèíàò a, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t ýòîé ïðÿìîé âû-ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[x1, x0, t, a] + . . . + [xn, x0, t, a] = n.Ýòî îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé ïðÿìîé.Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî îáíàðóæèë ó÷å-íèê Íüþòîíà Êîòåñ (èìåííî åìó Íüþòîí ïîðó÷èë ïîäãîòîâêó âòîðîãîèçäàíèÿ êíèãè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé �èëîñî�èè¿).



204 ÄîïîëíåíèåÒåîðåìà 2 (Êîòåñ). Ïðÿìàÿ, âðàùàþùàÿñÿ âîêðóã òî÷êè A, ïåðå-ñåêàåò êðèâóþ ñòåïåíè n â n òî÷êàõ X1, . . . , Xn. Òîãäà ñðåäíåå ãàðìî-íè÷åñêîå òî÷åê X1, . . . , Xn äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé. (Òî÷êà Añ÷èòàåòñÿ ïðè ýòîì íà÷àëîì êîîðäèíàò; îíà äîëæíà áûòü ðàñïîëîæåíàâíå ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé.)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A èìååò êîîðäè-íàòû (0, 0). Êðèâàÿ ñòåïåíè n çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ∑ aijx
iyj = 0, ãäå

i, j > 0 è i + j 6 n. Êðèâàÿ ∑ aijx
iyj = 0 íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A,ïîýòîìó a00 6= 0. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A, çàäàåòñÿ óðàâíå-íèåì y = kx (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ïðÿìàÿ x = 0). Ïîäñòàâèâ ýòîñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå êðèâîé, ïîëó÷èì

0 =
∑

aijk
jxi+j = a00 + (a10 + ka01)x + . . . ,ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû a2x

2, . . . , anxn; â äàëüíåéøåì ðàñ-ñóæäåíèè îíè äëÿ íàñ áóäóò íåñóùåñòâåííû. Åñëè x1, . . . , xn � êîðíèïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà, òî (x1, kx1), . . . , (xn, kxn)� òî÷êè ïåðåñå÷å-íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé ñ ïðÿìîé y = kx. Ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîåýòèõ òî÷åê èìååò êîîðäèíàòû (x0, kx0), ãäå
n

x0
=

1

x1
+ . . . +

1

xn
=

x2x3 . . . xn + . . . + x1x2 . . . xn−1

x1 . . . xn
=−a10 + ka01

a00
;ïðè çàïèñè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé Âèåòà.Âñå òî÷êè (

− na00

a10 + ka01
, − kna00

a10 + ka01

)

ëåæàò íà ïðÿìîé a10x + a01y + na00 = 0. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äåé-ñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ, ïîòîìó ÷òî a00 6= 0; åñëè
a10 = a01 = 0, òî ýòà ïðÿìàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ. (Áåñêîíå÷íî óäàëåí-íàÿ ïðÿìàÿ ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììà 1

x1
+ . . . +

1

xn
òîæäå-ñòâåííî ðàâíà íóëþ. Äëÿ êîíèêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A�öåíòð êîíèêè.)Êðèâîé ñòåïåíè n íà ïëîñêîñòè R2, çàäàííîé óðàâíåíèåì∑aijx

iyj =
= 0, ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñîïîñòàâèòü ìíîæåñòâî òî÷åê â C2, êîòîðîåçàäàåòñÿ òåì æå ñàìûì óðàâíåíèåì. Êðîìå òîãî, ýòîé êðèâîé ìîæíîñîïîñòàâèòü ìíîæåñòâà òî÷åê â RP2 è â CP2, êîòîðûå çàäàþòñÿ óðàâíå-íèåì ∑ aijx

iyjzn−i−j = 0. Âñå ýòè ìíîæåñòâà òî÷åê íàçûâàþò àëãåáðàè-÷åñêèìè êðèâûìè.Ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë ñ ïîìîùüþ òîé æå ñàìîé �îðìóëû, ÷òî è äëÿ âåùåñòâåííûõ. Ïîñëåýòîãî ìîæíî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå n òî÷åê íà êîì-ïëåêñíîé ïðÿìîé C1 ñ çàäàííûì íà÷àëîì êîîðäèíàò, à çàòåì îïðåäåëèòü



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 205ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñòåïåíè n â C2 ñ ïðÿ-ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó A.Íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðÿìàÿ íå âñåãäà ïåðåñåêà-åò êðèâóþ ñòåïåíè n ðîâíî â n òî÷êàõ; òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò áûòüìíèìûìè. Íî íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðÿìàÿ âñåãäàïåðåñåêàåò êðèâóþ ñòåïåíè n ðîâíî â n òî÷êàõ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).Ïîýòîìó íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè äëÿ ëþáîé ïðÿìîé,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A, îïðåäåëåíî ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå òî÷åêïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ êðèâîé ñòåïåíè n. Âñå ñðåäíèå ãàðìîíè÷å-ñêèå ëåæàò íà ïðÿìîé a10x + a01y + na00z = 0. Ýòó ïðÿìóþ íàçûâàþòïîëÿðîé òî÷êè A îòíîñèòåëüíî äàííîé êðèâîé.Äëÿ êðèâîé íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè (ñîîòâåòñòâåííî íà âåùå-ñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè) ïîëÿðó òî÷êè A îòíîñèòåëüíî äàí-
A

P

Q�èñ. Ä.12

íîé êðèâîé òîæå îïðåäåëÿþò êàê ïðÿìóþ,çàäàííóþ óðàâíåíèåì a10x+a01y +na00 =0(ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèåì a10x + a01y +
+ na00z = 0).Ïîëÿðà òî÷êè A îòíîñèòåëüíî êîíèêè(íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè) èìååò âåñü-ìà ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë â òîìñëó÷àå, êîãäà èç òî÷êè A ìîæíî ïðîâåñòèäâå êàñàòåëüíûå AP è AQ ê äàííîé êîíè-êå (ðèñ.Ä.12). Êàñàòåëüíàÿ AP ïåðåñåêàåò êîíèêó â äâóõ ñîâïàäàþùèõòî÷êàõ. Ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì äâóõ ðàâíûõ ÷èñåë x è x áóäåò ÷èñëî x.Ñëåäîâàòåëüíî, P � ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
AP ñ êîíèêîé. Òàêèì îáðàçîì, PQ�ïîëÿðà òî÷êè A îòíîñèòåëüíî äàí-íîé êîíèêè.Åñòü è áîëåå îáùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîëÿðû òî÷-êè îòíîñèòåëüíî êîíèêè. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âûðîæäåííîéêðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿ-ìûõ.Òåîðåìà 3. Ïóñòü äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A, ïåðåñå-êàþò ïðÿìûå l1 è l2 â òî÷êàõ P1, Q1 è P2, Q2 (ðèñ.Ä.13); X �òî÷êàïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ P1Q2 è P2Q1. Òîãäà òî÷êà X ëåæèò íà ïîëÿðåòî÷êè A îòíîñèòåëüíî êðèâîé l1 · l2 = 0.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A è òî÷êà, â êîòî-ðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå l1 è l2, áåñêîíå÷íî óäàëåííûå, ò.å. P1P2 ‖Q1Q2è l1 ‖ l2 (ðèñ.Ä.14). Ïóñòü ïðÿìàÿ AX ïåðåñåêàåò ïðÿìûå l1 è l2 â òî÷-êàõ X1 è X2. Òîãäà X � ñåðåäèíà îòðåçêà X1X2. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü,÷òî åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïðÿìîé�áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà, òîñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì òî÷åê X1 è X2 áóäåò ñåðåäèíà îòðåçêà X1X2.
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t − x1

x1 − a
:

t − x0

x0 − a
+

t − x2

x2 − a
:

t − x0

x0 − a
= 2ïðè a =∞ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

t − x1

t − x0
+

t − x2

t − x0
= 2,ò. å. x0 = (x1 + x2)/2.

A

X

P1

P2

Q1

Q2

l1

l2

X1

X2

P1

P2

Q1

Q2

l1

l2�èñ.Ä.13 �èñ. Ä.14Çàìå÷àíèå. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è l2 òîæå ëåæèò íà ïîëÿðåòî÷êè A îòíîñèòåëüíî êðèâîé l1 · l2 = 0.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ íåâûðîæäåííîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.Ïðè ýòîì íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà 3.Òåîðåìà 4. Ïóñòü äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A, ïåðåñå-êàþò êîíèêó â òî÷êàõ P1, P2 è Q1, Q2 (ðèñ.Ä.15); X �òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ ïðÿìûõ P1Q2 è P2Q1. Òîãäà òî÷êà X ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè Aîòíîñèòåëüíî äàííîé êîíèêè.
X

A

P1

P2

Q1

Q2

P QP

�èñ. Ä.15Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëÿðà òî÷êè A îòíîñèòåëüíî ëþáîé êîíèêè,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè P1, P2, Q1 è Q2, îäíà è òà æå. Â ñàìîì äåëå,



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 207åñëè P èQ�ñðåäíèå ãàðìîíè÷åñêèå òî÷åê P1, P2 èQ1,Q2 (ñì.ðèñ.Ä.15),òî PQ�ïîëÿðà ëþáîé êîíèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè P1, P2, Q1 è Q2.Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 òî÷êà X ïðèíàäëåæèò ïîëÿðå òî÷êè A îòíîñèòåëüíîêðèâîé |P1Q1| · |P2Q2|= 0, ïîýòîìó îíà ïðèíàäëåæèò è ïîëÿðå òî÷êè Aîòíîñèòåëüíî èñõîäíîé êîíèêè.Òåîðåìà 5. Åñëè ïîëÿðà òî÷êè A îòíîñèòåëüíî äàííîé êîíèêèïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B, òî ïîëÿðà òî÷êè B ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A.
P1

P2

Q1

Q2

A

B

�èñ. Ä.16

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó Bïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ êîíèêó â òî÷êàõ P1 è P2.Ïðÿìûå AP1 è AP2 ïåðåñåêàþò êîíèêó â òî÷êàõ
Q1 è Q2; ïðÿìàÿ BQ2 ïåðåñåêàåò êîíèêó â òî÷êå
Q′

1 (ðèñ. Ä.16). Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ïðÿìàÿ Q1Q2ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ P1P2 â òî÷êå, ëåæàùåé íà ïî-ëÿðå òî÷êè A. Ïîýòîìó åñëè ïðÿìàÿ P1P2 îòëè÷íàîò ïîëÿðû òî÷êè A, òî ïðÿìàÿ Q1Q2 ïåðåñåêàåò ååâ òî÷êå B, à çíà÷èò, Q′
1 = Q1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîïðÿìàÿ P1P2 îòëè÷íà îò ïîëÿðû òî÷êè A. Òîãäà ñî-ãëàñíî òåîðåìå 4 ïðÿìûå P1Q2 è P2Q1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåéíà ïîëÿðå òî÷êè B, à ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ èìåííî â òî÷êå A.Ïðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòüÇäåñü ïîéäåò ðå÷ü î äâîéñòâåííîñòè ¾òî÷êè�ïðÿìûå¿ â RP2 è CP2.Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäàíà êîíèêà è òî÷êà B ëåæèò íàïîëÿðå òî÷êè A, òî òî÷êà A ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè B. Ýòî ñâîéñòâîïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèøü ëèíåéêè äëÿ ëþáîé ïðÿìîé a ïîñòðî-èòü òî÷êó A, ïîëÿðîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ïðÿìàÿ. Âûáåðåì äëÿýòîãî íà ïðÿìîé a òî÷êè B1 è B2; ïóñòü b1 è b2 � ïîëÿðû ýòèõ òî÷åê,

A�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ b1 è b2. Òîãäà ïîëÿðà òî÷êè A ïðîõîäèò÷åðåç òî÷êè B1 è B2, à çíà÷èò, îíà ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé a.Ïîëÿðó ìû îïðåäåëÿëè ëèøü äëÿ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà êîíèêå. Íîñîîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî â êà÷åñòâå ïîëÿðû òî÷-êè, ëåæàùåé íà êîíèêå, íóæíî âçÿòü êàñàòåëüíóþ â ýòîé òî÷êå. Òàêèìîáðàçîì, åñëè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè çàäàíà êîíèêà, òî êàæäîé òî÷-êå A ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïðÿìóþ� åå ïîëÿðó A⊥, à êàæäîé ïðÿìîé aìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó a⊥, ïîëÿðîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ a. Åñ-ëè ïðè ýòîì ïðÿìûå a1 è a2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B, òî òî÷êè a⊥
1 è a⊥

2ëåæàò íà ïðÿìîé B⊥. Åñëè äëÿ êîí�èãóðàöèè òî÷åê è ïðÿìûõ êàæäîéòî÷êå A ñîïîñòàâèòü ïðÿìóþ A⊥, à êàæäîé ïðÿìîé a ñîïîñòàâèòü òî÷êó
a⊥, òî ïîëó÷åííóþ êîí�èãóðàöèþ íàçûâàþò äâîéñòâåííîé.Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè òî÷êè è óðàâíåíèåìåå ïîëÿðû ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå êîíèêè x2 + y2 + z2 = 0. Îòìåòèì, ÷òî,



208 Äîïîëíåíèåõîòÿ è ýòà êîíèêà íå èìååò âåùåñòâåííûõ òî÷åê, ïîëÿðà îòíîñèòåëüíîíåå îïðåäåëåíà íå òîëüêî äëÿ êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, íîè äëÿ âåùåñòâåííîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîéêîíèêè âåùåñòâåííî.Òåîðåìà 6. Ïîëÿðà òî÷êè (x0 : y0 : z0) îòíîñèòåëüíî êîíèêè x2 +
+ y2 + z2 = 0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x0x + y0y + z0z = 0.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê êîíèêå x2 +
+ y2 + z2 = 0 èç òî÷êè (x0 : y0 : z0), êàñàþòñÿ êîíèêè â òî÷êàõ (x1 : y1 : z1)è (x2 : y2 : z2). Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (xi : yi : zi) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
xix + yiy + ziz = 0. Êàñàòåëüíûå x1x + y1y + z1z = 0 è x2x + y2y + z2z = 0ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó (x0 : y0 : z0), ïîýòîìó xix0 + yiy0 + ziz0 = 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, ïðÿìàÿ x0x + y0y + z0z = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (x1 : y1 : z1)è (x2 : y2 : z2), à çíà÷èò, ýòà ïðÿìàÿ�ïîëÿðà òî÷êè (x0 : y0 : z0).�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû 6 âåñüìà ïðîñò: åñëè òî÷êå A ∈ RP2ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ a â R3, òî ïîëÿðå òî÷êè A ñîîòâåòñòâóåò ïëîñ-êîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìîé a.Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C⊂CP

2 ìîæíî îïðåäåëèòü êðèâóþ C∗⊂
⊂ CP2, äâîéñòâåííóþ êðèâîé C îòíîñèòåëüíî êîíèêè Γ. Äåëàåòñÿ ýòîñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîé òî÷êå x∈C ñîïîñòàâèì êàñàòåëüíóþ l(x) êêðèâîé C â òî÷êå x, à ïðÿìîé l(x) ñîïîñòàâèì òî÷êó x∗, ïîëÿðà êîòîðîéîòíîñèòåëüíî êîíèêè Γ ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé l(x). Êðèâàÿ C∗, ñîñòîÿùàÿèç òî÷åê x∗, íàçûâàåòñÿ êðèâîé, äâîéñòâåííîé îòíîñèòåëüíî êîíèêè Γ.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ è äëÿ êðèâîé â R2.Òåîðåìà 7. Åñëè C �ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî (C∗)∗ = C.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü êàñàòåëüíûå l(x1)=(x∗

1)
⊥ è l(x2)=(x∗

2)
⊥ê êðèâîé C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå x (ðèñ. Ä.17 (à)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x1

x2

x

C

x∗
1

x∗
2

x⊥

C∗

à) á)�èñ. Ä.17.
òî÷êè x∗

1 è x∗
2 êðèâîé C∗ ëåæàò íà ïðÿìîé x⊥ (ðèñ.Ä.17 (á)). Óñòðåìèìòî÷êó x1 ê x2. Â ïðåäåëå òî÷êè x1 è x2 ñîâïàäóò ñ òî÷êîé x, à ïðÿìàÿ x⊥ñîâïàäåò ñ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé C∗ â òî÷êå x∗. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà

(x∗)∗ êðèâîé (C∗)∗ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé x, à çíà÷èò, (C∗)∗ = C.



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 209�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êðèâóþ, äâîéñòâåííóþ êðèâîé y=x3îòíîñèòåëüíî êîíèêè x2 +y2 +z2 =0 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïëîñêîñòü R2 âëî-æåíà â CP2 ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ (x, y) 7→ (x, y, 1)). Êàñàòåëüíàÿ êêðèâîé y = x3 â òî÷êå (x0, y0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y − y0 = 3x2
0(x− x0),ò. å. −3x2

0x+ y +2x3
0 =1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êå (x0, x3

0, 1)∈CP
2 ñîïîñòàâ-ëÿåòñÿ òî÷êà (−3x0, 1, 2x3

0)∈CP2. Ïîñëåäíÿÿ òî÷êà ýêâèâàëåíòíà òî÷êå(
−3x−1

0

2
,

x−3
0

2
, 1
)

= (x1,y1, 1). Äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïî÷òè òàæå ñàìàÿ, îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (−2

3
x1

)3

= 2y1. Íî åñòü è âåñüìàñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå. Äåëî â òîì, ÷òî òî÷êå (0, 0, 1) ñîîòâåòñòâó-åò òî÷êà (0, 1, 0). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 1, 0) óäîáíî èñïîëüçîâàòüêîîðäèíàòû (x1, 1, z1). Ïðè ýòîì x1 =−3x0 è z1 = 2x3
0, ò. å. äâîéñòâåí-íàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 27z2

1 + x3
1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êåïåðåãèáà (ðèñ.Ä.18 (à)) äâîéñòâåííà òî÷êà âîçâðàòà (ðèñ.Ä.18 (á)). ßñ-íî òàêæå, ÷òî òî÷êå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äâîéñòâåííà äâîéíàÿ êàñàòåëüíàÿ(ðèñ.Ä.19); òî÷íåå ãîâîðÿ, òî÷êå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ x ñîîòâåòñòâóþò òî÷-

x0

y0

x1

z1

à) á)�èñ. Ä.18.
C

C∗�èñ. Ä.19.êè x∗
1 è x∗

2, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðûõ îäíà è òà æå. Ïðè ïåðåõîäå ê äâîé-ñòâåííîé êðèâîé ïðÿìàÿ l, ïåðåñåêàþùàÿ êðèâóþ C â òî÷êàõ x1, . . . , xn,ïåðåõîäèò â òî÷êó l⊥, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò êàñàòåëüíûå ê êðèâîé C∗â òî÷êàõ x∗
1, . . . , x∗

n(ðèñ.Ä.20). Ñîãëàñíî òåîðåìå 7 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòå-ïåíü êðèâîé C∗ ðàâíà êîëè÷åñòâó êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé C, êîòîðûåìîæíî ïðîâåñòè èç òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.Èç êàæäîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà êîíèêå, ê ýòîé êîíèêå ìîæíî ïðî-âåñòè ðîâíî äâå êàñàòåëüíûå (îíè ìîãóò áûòü ìíèìûìè). Ïîýòîìó ñëå-äóåò îæèäàòü, ÷òî ëþáîé êîíèêå äâîéñòâåííà íåêîòîðàÿ êîíèêà. Ýòîäåéñòâèòåëüíî òàê. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ



210 Äîïîëíåíèåçàïèñè óðàâíåíèÿ êîíèêè. Ïóñòü x = (x1, x2, x3). Òîãäà ëþáóþ êîíèêóâ CP2 ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì âèäà xAxT = 0, ãäå A� ñèììåòðè÷å-ñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3× 3. Êîíèêà x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0 çàäàåòñÿ â òàêèõîáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèåì xxT = 0.

l

x1

x2

x3 x∗
1 x∗

2

x∗
3

l⊥

�èñ. Ä.20.Òåîðåìà 8. Êîíèêà xBxT = 0, ãäå B = A−1, äâîéñòâåííà êîíèêå
xAxT = 0 îòíîñèòåëüíî êîíèêè xxT = 0.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü òî÷êà p ïðèíàäëåæèò êîíèêå xAxT = 0,ò. å. pApT = 0. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå p ê ýòîé êîíèêå çàäàåòñÿ óðàâíåíè-åì pAxT = 0, ò. å. qxT = 0, ãäå q = pA. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êå p ñîîòâåò-ñòâóåò òî÷êà p∗ = pA äâîéñòâåííîé êðèâîé. Ïîýòîìó åñëè B = A−1, òî
p∗B(p∗)T = pABApT = pApT = 0. (Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A ñèììåòðè-÷åñêàÿ, ò. å. AT = A.)Äëÿ ýëëèïñà x2

a2
+

y2

b2
=1 ìàòðèöà A èìååò âèä(a−2 0 0

0 b−2 0
0 0 −1

). Ïîýòî-
ìó B =

(
a2 0 0
0 b2 0
0 0 −1

), ò.å. ýòîìó ýëëèïñó äâîéñòâåí ýëëèïñ a2x2 +b2y2 =1.Â ÷àñòíîñòè, ïðè ab = 1 ïîëó÷àåì ïàðó ýëëèïñîâ f1 =
x2

a2
+ a2y2 − 1 = 0è f2 = a2x2 +

y2

a2
− 1 = 0, äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó (ðèñ.Ä.21). �àññìîò-ðèì êðèâóþ f1f2 = e, ãäå e�äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Â çàâèñèìîñòè îòçíàêà ÷èñëà e ýòà êðèâàÿ èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ, èçîáðàæåííûõ íàðèñ. Ä.22. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì äâîéñòâåííûå êðèâûå èçîáðàæåíû íàðèñ.Ä.23.Â òåîðåìå Ïàïïà è òåîðåìå Äåçàðãà ðå÷ü èäåò òîëüêî î ïðèíàä-ëåæíîñòè òî÷åê ïðÿìûì. Äëÿ óòâåðæäåíèé òàêîãî ðîäà ïåðåõîäîì êäâîéñòâåííîé êîí�èãóðàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü äâîéñòâåííûå óòâåðæäå-íèÿ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà óòâåðæäåíèå ñâÿçàíî ñ êîíèêàìè, ïðè÷åìðå÷ü èäåò ëèøü î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê êîíèêàì è ïðÿìûì, ìîæíîðàññìîòðåòü äâîéñòâåííóþ êîíèêó è ïîëó÷èòü äâîéñòâåííîå óòâåðæäå-



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 211íèå. Òàêèì îáðàçîì, èç äâóõ äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó óòâåðæäåíèéäîñòàòî÷íî äîêàçàòü îäíî. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñëåäóþùèå äâà óòâåð-æäåíèÿ äâîéñòâåííû äðóã äðóãó.

�èñ. Ä.21 �èñ. Ä.22

�èñ. Ä.23.Òåîðåìà Ïàñêàëÿ. Ïóñòü òî÷êè A, B, C, D, E è F ëåæàò íàêîíèêå; P, Q, R�òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è DE, BC è EF , CDè FA. Òîãäà òî÷êè P, Q è R ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Òåîðåìà Áðèàíøîíà. Ïóñòü ïðÿìûå a, b, c, d, e è f êàñàþòñÿ êî-íèêè; p, q, r�ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a, b è
d, e; b, c è e, f ; c, d è f, a. Òîãäà ïðÿìûå p, q è r ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîéòî÷êå.(Èíûìè ñëîâàìè, äèàãîíàëè îïèñàííîãî âîêðóã êîíèêè øåñòèóãîëü-íèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.)Íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîéè ïîñòðîåíèå ØòåéíåðàÏðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îá-ðàçàìè òðåõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, åñëè çàäàíû îáðàçû òðåõ òî÷åê, òîìîæíî íàéòè íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. ßêîáØòåéíåð (1796�1863) óêàçàë ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åêïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîé ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèøü ëèíåéêè



212 Äîïîëíåíèåâ òîì ñëó÷àå, êîãäà íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíà íåêîòîðàÿ êîíèêà, íàïðè-ìåð îêðóæíîñòü.Âûáåðåì äëÿ ýòîãî íà êîíèêå íåêîòîðóþ òî÷êó M . Òî÷êå X äàííîéïðÿìîé l ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó X ′ êîíèêè, â êîòîðîé åå ïåðåñå-êàåò ïðÿìàÿ MX (ðèñ.Ä.24). Ïóñòü ïðè ïðîåêòèâíîì ïðåîáðàçîâàíèèòî÷êà X ïåðåõîäèò â X1. Ñîïîñòàâëÿÿ ïðÿìîé O′X ′
1 ïðÿìóþ O′

1X
′
1,ïîëó÷èì ïðîåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå (òî÷êà O �èêñèðîâàíà, à òî÷êà Xïåðåìåííàÿ). Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâèå MX 7→MX ′ ïðîåêòèâíîå, à

∠X ′O′Y ′ = ∠XMY è ∠X ′
1O

′
1Y

′
1 = ∠X1MY1. Ïðÿìîé O′O′

1 ñîîòâåòñòâó-åò ïðÿìàÿ O′
1O

′, ïîýòîìó âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O′X ′
1 è O′

1X
′ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ∆ (òåîðåìà 2 íà ñ. 66). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿïðÿìîé ∆ ñ êîíèêîé ñîîòâåòñòâóþò íåïîäâèæíûì òî÷êàì ïðîåêòèâíî-ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ ∆ çàâèñèò ëèøü îò ñàìîãîïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O (â òîìñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ ∆ íå ïåðåñåêàåò êîíèêó, íóæíî ðàññìîòðåòü êîì-ïëåêñè�èêàöèþ).

M

X OY X1O1 Y1

X′
O′

Y ′

X′
1

Y ′
1

O′
1

A′

B′

∆

�èñ. Ä.24.Ïîñòðîåíèå ïðÿìîé ∆ â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàäàíû îáðàçû O1, X1 è Y1òî÷åê O, X è Y , ïîêàçàíî íà ðèñ.Ä.24. Òî÷êè A′ è B′ ñîîòâåòñòâóþò ïðèýòîì íåïîäâèæíûì òî÷êàì A è B ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîåêòèâíîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ. Ïîñòðîåíèå Øòåéíåðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿìíîãèõ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà òàêèõ çàäà÷.1. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè òî÷êè è òðè ïðÿìûå. Ïîñòðîèòü òðåóãîëü-íèê, âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà äàííûõ ïðÿìûõ, à ñòîðîíû ïðîõîäÿò÷åðåç äàííûå òî÷êè.



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 213�àññìîòðèì ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé, ïðåäñòàâëÿþùååñîáîé êîìïîçèöèþ ïðîåêöèé
a

C−→ b
A−→ c

B−→(ðèñ. Ä.25). Âåðøèíîé èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà ñëóæèò ëþáàÿ èç íåïî-äâèæíûõ òî÷åê ýòîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.2. Âïèñàòü â äàííûé òðåóãîëüíèê ABC ïàðàëëåëîãðàìì AKLMäàííîé1 ïëîùàäè (ðèñ.Ä.26 (à)).

A

B

C

X

X′

a

b

c

A

B

C

K L

M A M C

K L

L′

B

�èñ.Ä.25 �èñ. Ä.26
Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó L, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà |AK| · |AM | ïðè-íèìàåò äàííîå çíà÷åíèå, ò. å. âåëè÷èíà |BL| · |LC| ïðèíèìàåò äàííîåçíà÷åíèå k.�àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå L 7→L′ ïðÿìîé BC, äëÿ êîòîðîãî |BL′|×

× |LC|=k, ò. å. b− l′ =k/(l− c) (ðèñ.Ä.26(á)). Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðî-åíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè ýòîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîé èçâåñòåí óäîáíûé êðèòå-ðèé, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíÿòü, åñòü ëè ó íèõ íåïîäâèæíûå òî÷êè.Òåîðåìà 9. Ïóñòü f � ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé, O �ñåðåäèíà îòðåçêà IJ , ãäå I = f(∞) è f(J)=∞. Ó ïðåîáðàçîâàíèÿ f íåòíåïîäâèæíûõ òî÷åê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè f(O) è J ëå-æàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè O.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì íà ïðÿìîé ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà-÷àëîì â òî÷êå O. Òîãäà f(∞) = p è f(−p) =∞. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,1Ïëîùàäü ìîæåò áûòü çàäàíà, íàïðèìåð, íåêîòîðûì êâàäðàòîì. ×òîáû íå óñëîæ-íÿòü çàäà÷ó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîùàäü çàäàíà ïàðàëëåëîãðàììîì ñî ñòîðîíàìè,ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûì AB è AC.



214 Äîïîëíåíèå÷òî óðàâíåíèå f(x) = x íå èìååò ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
pq < 0, ãäå q = f(0). Èç óñëîâèé f(∞) = p, f(−p) =∞ è f(0) = q ñëåäóåò,÷òî f(x)=

px + pq

x + p
. Ïîýòîìó óðàâíåíèå f(x)=x ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

x2 = pq. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà pq < 0.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9 ìîæíî èçâëå÷ü åùå îäèí ñïîñîá ïî-ñòðîåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîé. Àèìåííî, ñíà÷àëà ñòðîèì òî÷êè I = f(∞) è J = f−1(∞). Çàòåì ñòðîèì ñå-ðåäèíó O îòðåçêà IJ è íàõîäèì òî÷êó O′ = f(O). Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Xóäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ |OX|2 = |OI| · |OO′|.Ïóñòü P �òî÷êà âíå ïðÿìîé l. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé,íå èìåþùèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê, äîïóñêàþò ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîåîïèñàíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå X 7→X ′ ïðÿìîé l èí-äóöèðîâàíî ïîâîðîòîì íà óãîë f âîêðóã òî÷êè P , åñëè îíî óñòðîåíîòàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.Ä.27.Òåîðåìà 10. Íåòîæäåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿ-ìîé íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíîèíäóöèðîâàíî ïîâîðîòîì.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî íåòîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâà-íèå ïðÿìîé l, èíäóöèðîâàííîå ïîâîðîòîì, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì è íåèìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. �àññìîòðèì òåïåðü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçî-âàíèå f ïðÿìîé l, íå èìåþùåå íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïóñòü I = f(∞),
J = f−1(∞), O � ñåðåäèíà îòðåçêà IJ , O′ = f(O). Ñîãëàñíî òåîðåìå 9íà ñ. 213 òî÷êè O′ è J ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè O. Âîññòàíî-âèì èç òî÷êè O ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé l è îòëîæèì íà íåì îòðåçîê
|OP |=

√
|OI| · |OO′| (ðèñ.Ä.28). Òðåóãîëüíèêè O′PO è PIO ïîäîáíû,ïîýòîìó ∠O′PO =∠PIO =∠PJO =f. Ïðåîáðàçîâàíèå, èíäóöèðîâàííîåïîâîðîòîì íà óãîë f âîêðóã òî÷êè P , ïåðåâîäèò òî÷êè ∞, O, J â òî÷êè

I, O′, ∞ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîâïàäà-åò ñ f .
P

XX′

f
l

fff P

J OO′ I�èñ.Ä.27 �èñ. Ä.28



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 215Ïðîåêòèâíûå èíâîëþöèè.�àðìîíè÷åñêèå ÷åòâåðêè òî÷åê è ïðÿìûõÏóñòü G� ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïðåîáðàçîâàíèå f : G→G íà-çûâàþò èíâîëþöèåé, åñëè f(f(x)) = x äëÿ âñåõ x ∈G; ïðè ýòîì ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî f �íå òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.Èíâîëþòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé äîïóñêàþò ðàç-ëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ, äâà èç êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ îáñóäèì.Êîíèêó C ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ñ ïîìîùüþñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè èç òî÷êè M ∈ C (ðèñ. Ä.29). Ïîñëå ýòîãîìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå X 7→X1 ïðîåêòèâíîé ïðÿìîéèíäóöèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå X ′ 7→X ′
1 êîíèêè.Òåîðåìà 11. Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå X 7→X1 ïðîåêòèâíîéïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïðÿìûå

X ′X ′
1 ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó A.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìîé ∆, ââåäåííîé ïðèîïèñàíèè ïîñòðîåíèÿØòåéíåðà. Ïðè ýòîì ìû äîêàæåì, ÷òî ∆�ïîëÿðàòî÷êè A.Âîçüìåì äâå òî÷êè O′ è X ′ êîíèêè C è ðàññìîòðèì èõ îáðàçû O′

1 è
X ′

1 ïðè ïðîåêòèâíîé èíâîëþöèè. Â ñèëó èíâîëþòèâíîñòè îáðàçîì òî÷-êè Y ′ = X ′
1 ñëóæèò òî÷êà Y ′

1 = X ′. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ ∆ ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ O′X ′
1 è O′

1X, O′X ′ è O′
1X

′
1 (ðèñ.Ä.30).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ∆ ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè A, â êîòîðîé ïåðå-ñåêàþòñÿ ïðÿìûå O′O′

1 è X ′X ′
1. Åñëè Z ′ �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîíèêè

C, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå îáðàçà Z ′
1 ïðè äàííîé ïðîåêòèâíîé èíâîëþöèèíóæíî ñîåäèíèòü òî÷êó O′ ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ∆ è O′

1Z
′. Òàêêàê ∆�ïîëÿðà òî÷êè A, ïðÿìàÿ Z ′Z ′

1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A.
M

X

X′

C
A

Y ′
1=X′

X′
1=Y ′

O′

O′
1

Z′
Z′

1

∆

�èñ.Ä.29 �èñ. Ä.30Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå X ′ 7→X ′
1 êîíèêè C, ïðè êî-òîðîì âñå ïðÿìûå X ′X ′

1 ïðîõîäÿò ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó A, ïðî-åêòèâíî (èíâîëþòèâíîñòü ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ î÷åâèäíà). Äëÿ ýòîãî



216 Äîïîëíåíèåäîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñå ïàðû ïðÿìûõ O′X ′
1 è O′

1X
′ ïåðåñåêàþò-ñÿ íà îäíîé ïðÿìîé� ïîëÿðå òî÷êè A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå

X ′ 7→X ′
1 ïðîåêòèâíîå.Ïî óñëîâèþ òî÷êà A íå ïðèíàäëåæèò êîíèêå C. Â òîì ñëó÷àå, êîãäàòî÷êà A ëåæèò âíóòðè êîíèêè C (ðèñ. Ä.31 (à)), èíâîëþöèÿ íå èìååòíåïîäâèæíûõ òî÷åê, à â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà A ëåæèò âíå êîíèêè C(ðèñ.Ä.31 (á)), èíâîëþöèÿ èìååò 2 íåïîäâèæíûå òî÷êè.Äðóãîå îïèñàíèå èíâîëþòèâíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿ-ìîé l èñïîëüçóåò ïó÷îê êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 4 �èêñèðîâàííûå òî÷-êè (ñì. ñ. 490). Ïðè ýòîì �èêñèðîâàííûå òî÷êè íå äîëæíû ëåæàòü íàïðÿìîé l. Ïóñòü êîíèêà èç òàêîãî ïó÷êà ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l â òî÷êàõX1è X2. Ñîïîñòàâèì òîãäà òî÷êå X1 òî÷êó X2, à òî÷êå X2 �òî÷êó X1.

A

A

à) á)�èñ. Ä.31.Òåîðåìà 12. Ñîîòâåòñòâèå X1↔X2, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ïó÷êàêîíèê, ïðîåêòèâíî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü óðàâíåíèÿ îãðàíè÷åíèé äâóõ êîíèêïó÷êà íà ïðÿìóþ l èìåþò âèä x2 + a1x + b1 = 0 è x2 + a2x + b2 = 0. Òîãäàîãðàíè÷åíèå ëþáîé êîíèêè ïó÷êà íà ïðÿìóþ l çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x2 + a1x + b1 + k(x2 + a2x + b2) = 0.Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1 è x2, ïðè÷åì x1 + x2 =−a1 + ka2

1 + k
, x1x2 =

=
b1 + kb2

1 + k
. Ïóñòü p, q, r�íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

{
pb1 − qa1 + r = 0,

pb2 − qa2 + r = 0.Òîãäà px1x2 + q(x1 + x2) + r = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x1 è x2 ïîëó÷àþòñÿäðóã èç äðóãà äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå, î÷åâèäíî,èíâîëþòèâíî.Èç òåîðåìû 12 ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ ïó÷êà êîíèê ñ ïðÿìîé lçàäàþò ïðîåêòèâíóþ èíâîëþöèþ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáóþ ïðî-åêòèâíóþ èíâîëþöèþ ïðÿìîé ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì. Â ñàìîì



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 217äåëå, ïóñòü ïðè ïðîåêòèâíîé èíâîëþöèè òî÷êà A1 ïåðåõîäèò â òî÷êó A2,à òî÷êà B1 ïåðåõîäèò â òî÷êó B2. Òîãäà òî÷êà A2 ïåðåõîäèò â òî÷êó A1,
A

B

C

D

A1 B1A2 B2�èñ. Ä.32.

ïîýòîìó ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå óæå îäíî-çíà÷íî îïðåäåëåíî îáðàçàìè òðåõ òî÷åê. Ñëåäî-âàòåëüíî, ïó÷îê êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷-êè A, B, C, D (ðèñ. Ä.32), çàäàåò èìåííî ýòóèíâîëþöèþ.Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû íå âîñïîëüçîâà-ëèñü òåì, ÷òî òî÷êà B2 ïåðåõîäèò â òî÷êó B1.Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 13. Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-íèå, ìåíÿþùåå ìåñòàìè äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A1 è A2, èíâîëþòèâíî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f � êîìïëåêñè�èêàöèÿ äàííîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ. Òîãäà f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó B. Ïðåîáðàçîâàíèå
f2(X) = f(f(X)) èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè A1, A2 è B, ïðè÷åì âñå îíèðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå f2 òîæäåñòâåííî.Èç òåîðåìû 13 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð òî÷åê ïðîåêòèâ-íîé ïðÿìîé A è A′, B è B′ ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ èíâîëþöèÿ, ïåðå-ñòàâëÿþùàÿ òî÷êè êàæäîé ïàðû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðè ïàðû òî÷åêïðîåêòèâíîé ïðÿìîé A è A′, B è B′, C è C ′ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþ-öèè, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ èíâîëþöèÿ, ïåðåñòàâëÿþùàÿ òî÷êèêàæäîé ïàðû. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü è ïó÷îê ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êóïëîñêîñòè.Îäèí èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ òî÷åê â èíâîëþöèè ìîæíîïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 12. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàññìîòðåòü ïàðûòî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l ñ íåêîòîðûìè òðåìÿ êîíèêàìè èç ïó÷êà êî-íèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííûå 4 òî÷êè. Ïîëó÷åííûå ïðè ýòîìòðè ïàðû òî÷åê áóäóò íàõîäèòüñÿ â èíâîëþöèè. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà äâåèëè òðè èç ðàññìàòðèâàåìûõ êîíèê âûðîæäåííûå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ.1. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l ñ ïðÿìûìè AB è CD, AC è BD, ADè BC íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.2. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l ñ êîíèêîé, îïèñàííîé âîêðóã ÷åòû-ðåõóãîëüíèêà ABCD, è ñ ïðÿìûìè AB è CD, AD è BC íàõîäÿòñÿ âèíâîëþöèè.Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà b ïðÿìîé ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò a íàçûâàåòñÿñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì òî÷åê x1 è x2, åñëè

2

b − a
=

1

x1 − a
+

1

x2 − a
.



218 ÄîïîëíåíèåÑðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0 è b =∞. Òîãäà x1 =−x2,à çíà÷èò, [a, b, x1, x2] =−1. Íàçîâåì ÷åòâåðêó òî÷åê {a, b, c, d} ãàðìî-íè÷åñêîé, åñëè [a, b, c, d] =−1.Òåîðåìà 14. Ïóñòü a è b�íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé èí-âîëþöèè f . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ÷åòâåðêà òî÷åê {a, b, x, f(x)}áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0 è b =∞. Òîãäà
f(x) = lx, à òàê êàê f �èíâîëþöèÿ, l =−1. ßñíî, ÷òî

[0, ∞, x, f(x)] =
x

f(x)
=−1.Òåîðåìà 15 (Äàðáó). Ïóñòü f � íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå âåùå-ñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé RP1, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ ãàðìîíè÷å-ñêóþ ÷åòâåðêó òî÷åê â ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó òî÷åê. Òîãäà f �ïðî-åêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ g(f(x)), ãäå g �ïðî-åêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè f(0), f(1) è f(∞) â òî÷êè

0, 1 è∞ ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå f, îñòàâ-ëÿþùåå òî÷êè 0, 1 è ∞ íåïîäâèæíûìè è ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ ãàðìîíè-÷åñêóþ ÷åòâåðêó òî÷åê â ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó òî÷åê. Òðåáóåòñÿ äî-êàçàòü, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òîæäåñòâåííî. ×åòâåðêà {∞,
l + m

2
, l, m}ãàðìîíè÷åñêàÿ, ïîýòîìóf(l + m

2

)
=

f(l) + f(m)
2

.Ñëåäîâàòåëüíî, 2f(l) = f(2l) è f(l + m) = f(l) + f(m). Òåïåðü ëåã-êî ïðîâåðèòü, ÷òî f(m/n) = m/n ïðè íàòóðàëüíûõ m è n, f(0) = 0 èf(−l)=−f(l) ïðè âñåõ l∈R. Òàêèì îáðàçîì, f(l)=l ïðè l∈Q. Íåñëîæ-íî ïðîâåðèòü, ÷òî l2 − ll2 + l :
1 − l
1 + l =−1,ò. å. ÷åòâåðêà {l, −l, l2, 1} ãàðìîíè÷åñêàÿ. Ïîýòîìóf(l2) − f(l)f(l2) + f(l) :

1 − f(l)
1 + f(l) =−1,ò. å. f(l2) = (f(l))2. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèÿ x > 0 èf(x) > 0 ýêâèâàëåíòíû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(l) = l ïðè l ∈Q è f(l + m) =

= f(l) + f(m) ïðè l, m ∈ R , ïîëó÷èì f(l) = l ïðè l ∈ R.



� 3. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 219Çàäà÷èÏðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü è ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâàÄ.1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ â CP2 ïåðåñåêàåò RP2.Ä.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ñ�åðà â Rn ⊂ RPn ⊂ CPn ïåðåñåêàåòáåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ãèïåðïëîñêîñòü zn+1 = 0 ïî êâàäðèêå z2
1 + . . .

. . . + z2
n = 0.Ä.3. Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè

A1, B1 è C1 òàê, ÷òî îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-êå M . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè A1, B1, C1 è M èìåþò îäíîðîäíûåêîîðäèíàòû (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) è (1, 1, 1) ñîîòâåòñòâåííî, òîòî÷êè A, B è C èìåþò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (−1, 1, 1), (1, −1, 1)è (1, 1, −1).Ä.4. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó x2

a2
+

y2

b2
=1, ïðîâåäåííàÿèç òî÷êè (1, ±i, 0), ïðîõîäèò ÷åðåç åãî �îêóñ.Ä.5. �èïåðáîëà ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìè ïåðåñåêàåò áåñ-êîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ â òî÷êàõ (x1, y1, 0) è (x2, y2, 0). Äîêàæèòå,÷òî x1x2 + y1y2 = 0.Ä.6. a) Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàëüíûå îñè êàæäîé ïàðû èç òðåõîêðóæíîñòåé ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.á) Òðè êîíèêè èìåþò îáùèå òî÷êè A è B. Äîêàæèòå, ÷òî îáùèåõîðäû ýòèõ êîíèê èìåþò îáùóþ òî÷êó.Ïîëÿðà òî÷êè îòíîñèòåëüíî êîíèêèÄ.7. Íà ïëîñêîñòè äàíà êîíèêà. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè ïîñòðîé-òå: à) òî÷êó, ëåæàùóþ íà ïîëÿðå äàííîé òî÷êè A îòíîñèòåëüíî äàííîéêîíèêè;á) ïîëÿðó äàííîé òî÷êè A îòíîñèòåëüíî äàííîé êîíèêè;â) êàñàòåëüíóþ, ïðîâåäåííóþ èç äàííîé òî÷êè A ê äàííîé êîíèêå;ã) êàñàòåëüíóþ ê äàííîé êîíèêå â äàííîé òî÷êå A, ëåæàùåé íà êî-íèêå.Ä.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëÿðà �îêóñà êîíèêè ñîâïàäàåò ñ äèðåê-òðèñîé.Ä.9. Ïðÿìûå a, b, c è d ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðàìè îòíîñèòåëüíî êîíè-êè òî÷åê A, B, C è D, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî

[a, b, c, d] = [A, B, C, D].Ä.10. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðàìè âåðøèíòðåóãîëüíèêà ABC îòíîñèòåëüíî êîíèêè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1,
BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.



220 ÄîïîëíåíèåÏðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòüÄ.11. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòîðîíû AC, CE è EA òðåóãîëüíèêà
ACE êàñàþòñÿ íåêîòîðîé êîíèêè â òî÷êàõ B, D è F ñîîòâåòñòâåííî, òîïðÿìûå AD, CF è EB ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.á) Ñ�îðìóëèðóéòå äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå.Ä.12. Òðåóãîëüíèê PQR íàçûâàþò àâòîïîëÿðíûì îòíîñèòåëüíî êî-íèêè C, åñëè êàæäàÿ åãî ñòîðîíà ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé (îòíîñèòåëüíî C)ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíû.à) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê PQR àâòîïîëÿðåí îòíîñèòåëüíî êî-íèêè C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âåðøèíû ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìèïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé è äâóõ ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí íåêîòî-ðîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îïèñàííîãî âîêðóã êîíèêè C.á) Êîíóñ z2 =

x2

a2
+

y2

b2
ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü Π ïî êîíèêå C, à îñè

Ox, Oy è Oz ïåðåñåêàþò ýòó ïëîñêîñòü â òî÷êàõ X, Y è Z. Äîêàæèòå,÷òî òðåóãîëüíèê XY Z àâòîïîëÿðåí îòíîñèòåëüíî êîíèêè C.Ä.13. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëÿðà òî÷êè a îòíîñèòåëüíî êîíèêè xAxT =
= 0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì aAxT = 0.á) Äîêàæèòå, ÷òî êîíèêà, äâîéñòâåííàÿ êîíèêå xBxT =0 îòíîñèòåëü-íî êîíèêè xAxT = 0, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì xCxT = 0, ãäå C = AB−1A.Ä.14. �àññìîòðèì îêðóæíîñòü C ñ öåíòðîì (a, 0) è ðàäèóñîì R.Ïóñòü C∗ � êîíèêà, äâîéñòâåííàÿ êîíèêå C îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîéîêðóæíîñòè x2 + y2 = 1.à) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå êîíèêè C∗ èìååò âèä

x2 + y2 = e2
(
x− 1

a

)2

,ãäå e2 =
a2

R2
.á) Äîêàæèòå, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåò êîíèêè C∗ ðàâåí e, à åå �îêóñîì èäèðåêòðèñîé ñëóæàò íà÷àëî êîîðäèíàò è ïîëÿðà öåíòðà îêðóæíîñòè Cîòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.Ä.15. Äâå êîíèêè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A, B, C è D. Ïðÿìûå AB è

CD, BC è AD, AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P, Q, R ñîîòâåòñòâåííî.Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê êîíèêàì ëåæàòíà ïðÿìûõ PQ, QR è PR.Ïðîåêòèâíûå èíâîëþöèè è ãàðìîíè÷åñêèå ÷åòâåðêè òî÷åêÄ.16. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïðîåêòèâíàÿ èíâîëþöèÿ ïðÿìîé l ïî-ëó÷àåòñÿ êàê ñå÷åíèå ïðÿìîé l ïó÷êîì îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåçäâå �èêñèðîâàííûå òî÷êè.



� 4. Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà êîíèê è êâàäðèê 221Ä.17. Äàíî ïðîåêòèâíîå èíâîëþòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïó÷êà ïðÿ-ìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-ñòâóþò äâå îðòîãîíàëüíûå ïðÿìûå ýòîãî ïó÷êà, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãäðóãó ïðè èíâîëþöèè.Ä.18. Òî÷êè A′, B′ è C ′ ëåæàò íà ïðÿìûõ BC, AC è AB ñîîòâåò-ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê A è A′, B è B′,
C è C ′ íà ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.Ä.19. Ïðÿìûå AB è CD, AD è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ E è F ;
O�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå OA è OC, OB è OD,
OE è OF íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.Ä.20. Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O,à ïðîäîëæåíèÿ åãî ñòîðîí ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ E è F .à) Äîêàæèòå, ÷òî {AO, BO, EO, FO}�ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà ïðÿ-ìûõ.á) Ïðÿìàÿ AC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ EF â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî
{A, C, O, P}�ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà òî÷åê.Ä.21. Ïîñòðîéòå n-óãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç näàííûõ òî÷åê, à âåðøèíû ëåæàò íà äàííîé îêðóæíîñòè.Ä.22. �àññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå ïðîåêòèâíûå èíâîëþöèè f è gêîíèêè C, äëÿ êîòîðûõ âñå ïðÿìûå XX ′, ãäå X ′ = f(X) èëè g(X), ïðî-õîäÿò ÷åðåç òî÷êè F è G ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî fg = gf òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà F ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè G îòíîñèòåëüíîêîíèêè C.Ä.23. Íà êîíèêå C �èêñèðîâàíà òî÷êà A. �àññìîòðèì âñåâîçìîæ-íûå õîðäû X1X2 êîíèêè C, êîòîðûå âèäíû èç òî÷êè A ïîä ïðÿìûìóãëîì. Äîêàæèòå, ÷òîà) îòîáðàæåíèå X1 7→X2 ïðîåêòèâíîå;á) âñå õîðäû X1X2 ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó.Ä.24. Îêðóæíîñòè Sa è Sb ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ l, íà êîòîðîé ëåæàòöåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé, â òî÷êàõ A1 è A2, B1 è B2. Îáùèå êàñàòåëü-íûå ê îêðóæíîñòÿì Sa è Sb ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ l â òî÷êàõ C1 è C2.Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè A1 è A2, B1 è B2, C1 è C2 íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.
�4. Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà êîíèê è êâàäðèêÊîí�îêàëüíûå (ñî�îêóñíûå) êîíèêè è êâàäðèêèÏóñòü a è b�÷èñëà, ïðè÷åì a > b. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî êîíèê

x2

a − l +
y2

b − l = 1, (Ä.21)



222 Äîïîëíåíèåçàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà l. Òîãäà è äëÿ ýëëèïñîâ (b > l), è äëÿ ãèïåðáîë(a > l > b) �îêóñû ëåæàò íà îñè Ox è óäàëåíû îò íà÷àëà êîîðäèíàò íàðàññòîÿíèå √(a− l)− (b− l) =
√

(a− l− l− b) =
√

a− b. Òàêèì îáðà-çîì, �îêóñû âñåõ êîíèê ñîâïàäàþò, è ïîòîìó òàêèå êîíèêè íàçûâàþòêîí�îêàëüíûìè (ñî�îêóñíûìè).�îìîòåòèåé äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî �îêóñû îêàæóòñÿ â òî÷êàõ ±1. Ñå-ìåéñòâî (Ä.21) êîí�îêàëüíûõ êîíèê ñ �îêóñàìè â òî÷êàõ ±1 ñâÿçàíîñ èíòåðåñíîé �óíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî � òàê íàçûâàåìîé�óíêöèåé Æóêîâñêîãî
w =

1

2

(
z +

1

z

)
. (Ä.22)Ïîñìîòðèì, êóäà îòîáðàæàþòñÿ ëó÷è z = teif, t > 1, ïðè �èêñèðîâàí-íîì f è îðòîãîíàëüíûå èì îêðóæíîñòè z = teif ïðè �èêñèðîâàííîì t>1(ðèñ.Ä.33). Èìååì

z = teif⇒ w =
1

2

(
t +

1

t

)
cosf +

i

2

(
t− 1

t

)
sinf.Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòè (ïðè t > 1) ïåðåõîäÿò â ýëëèïñû (åñëè îáî-çíà÷èòü t ÷åðåç ea)

x2

ch2 a +
y2

sh2 a = 1,à ëó÷è�â ãèïåðáîëû, èìåþùèå óðàâíåíèÿ
x2

cos2 f − y2

sin2 f = 1.Ïîëó÷èëîñü ñåìåéñòâî ñî�îêóñíûõ êîíèê. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîí-�îðìíî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà íà âíåøíîñòü îòðåçêà

�èñ. Ä.33

[−1, 1]. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÷åðåç ëþáóþòî÷êó (x, y), x 6=0, y 6=0, ïðîõîäèò ðîâíî îäèí ýëëèïñè ðîâíî îäíà ãèïåðáîëà ñåìåéñòâà è îíè îðòîãîíàëü-íû äðóã äðóãó.�àçóìååòñÿ, ýòîò �àêò ëåãêî ïîëó÷èòü è íåïî-ñðåäñòâåííî, áåç àïåëëÿöèè ê êîìïëåêñíîìó àíàëèçó,÷òî ìû è ñäåëàåì, êîãäà áóäåì îáñóæäàòü n-ìåðíûéñëó÷àé.Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ ñî�îêóñíûõ ýë-ëèïñîâ ìîæíî èçâëå÷ü íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ñëåä-ñòâèé.1. Ïóñòü Γ1 è Γ2 �äâà ñî�îêóñíûõ ýëëèïñà. Òîãäà îòîáðàæåíèå ýë-ëèïñà Γ1 íà Γ2 âäîëü òðàåêòîðèè ñî�îêóñíûõ èì ãèïåðáîë ïðåäñòàâëÿåòñîáîé îãðàíè÷åíèå íà Γ1 à��èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.



� 4. Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà êîíèê è êâàäðèê 223Äåéñòâèòåëüíî, ðå÷ü èäåò î ïðåîáðàçîâàíèè, êîòîðîå òî÷êó
(ch a1 cosf, sh a1 sinf) îòîáðàæàåò â (ch a2 cosf, sh a2 sinf). Åãî à��èí-íîñòü î÷åâèäíà.2. Äèàãîíàëè êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà w1w2w3w4, îáðàçî-âàííîãî êîí�îêàëüíûìè êîíèêàìè, ðàâíû.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü w1,2 ñóòü îáðàçû òî÷åê z1,2 = t1,2e

if1 , à w3,4ñóòü îáðàçû òî÷åê z3,4 = t2,1e
if2 . Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

|w1 − w3|= |w2 − w4|.À âîò åùå îäèí èíòåðåñíûé �àêò.Ïóñòü XA è XB�êàñàòåëüíûå ê ýëëèïñó ñ �îêóñàìè F1 è F2. Òîãäàîòðåçêè AX è BX îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ êàñàòåëüíîé â òî÷êå X êýëëèïñó ñ òåìè æå �îêóñàìè (ðèñ.Ä.34).Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî çàäà÷å 4.21 óãîë AXF1 ðàâåí óãëó BXF2.Êðîìå òîãî, îòðåçêè F1X è F2X, êàê áûëî äîêàçàíî íà ñ. 85, îáðàçóþòðàâíûå óãëû ñ êàñàòåëüíîé â òî÷êå X.Èç ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà ìîæíî èçâëå÷ü èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå. Íà-äåíåì íà íåïîäâèæíûé ýëëèïñ ðåìåíü, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå äëèíûýëëèïñà, è íàòÿíåì ýòîò ðåìåíü, äåðæà åãî çà íåêîòîðóþ òî÷êó X. Òî-ãäà âñåâîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ òî÷êè X ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèïñ,ñî�îêóñíûé ñ èñõîäíûì ýëëèïñîì (ðèñ.Ä.35).
A

B
F1 F2

X X

�èñ.Ä.34 �èñ. Ä.35Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íóæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå óòâåðæäå-íèå.Ëåììà. Ïóñòü C�íåïîäâèæíàÿ âûïóêëàÿ êðèâàÿ, l = |xz|+ |yz|+
+ arc(xy)�äëèíà êðèâîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.Ä.36. Òîãäà

dl

dt
=
∣∣∣dz

dt

∣∣∣(cosf− cosy).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî
d

dt
(arc(xy)) =

∣∣∣dx

dt

∣∣∣−
∣∣∣dy

dt

∣∣∣.



224 ÄîïîëíåíèåÊðîìå òîãî,
d

dt
(|xz|) =

d

dt

√
(x− z, x− z) =

= |x− z|−1
(

dx

dt
− dz

dt
, x− z

)
=−

∣∣∣dx

dt

∣∣∣+
∣∣∣dz

dt

∣∣∣ cosf.

C

z(t)

x(t) y(t)

f y
�èñ. Ä.36Àíàëîãè÷íî

d

dt
(|yz|) =

∣∣∣dy

dt

∣∣∣−
∣∣∣dz

dt

∣∣∣ cosy,è ìû ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé �îðìóëå.Òàêèì îáðàçîì, ïðè äâèæåíèè òî÷êè X ïî ýëëèïñó, ñî�îêóñíîìó ñèñõîäíûì ýëëèïñîì, âåëè÷èíà l (äëèíà ðåìíÿ) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, òàêêàê â ýòîé ñèòóàöèè f = y.Êðîìå îïèñàííûõ âûøå êîí�îêàëüíûõ ãèïåðáîë è ýëëèïñîâ èìååò-ñÿ âàæíîå ñåìåéñòâî êîí�îêàëüíûõ ïàðàáîë. �àññìîòðèì ïðîñòåéøóþîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ïðÿìûõ�âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿ-ìûå. �àññìîòðèì, äàëåå, îòîáðàæåíèå z 7→ w = z2. Âåðòèêàëüíûå ïðÿ-ìûå a + it ïåðåõîäÿò â ñåìåéñòâî ïàðàáîë x = a2− y2

4a2
, �îêóñû êîòîðûõñîâïàäàþò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. �îðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ïåðåõîäÿò âïàðàáîëû, îðòîãîíàëüíûå ïîëó÷åííûì ïàðàáîëàì, ïðè÷åì èõ �îêóñûòîæå ñîâïàäàþò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.Íà ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì î÷åíü ìíîãî: åñëè âçÿòü âíåø-íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñ ðàññìîòðåííîé íàìè ÷óòü ðàíüøå îðòîãî-íàëüíîé ñèñòåìîé îêðóæíîñòåé è ëó÷åé è ñîâåðøèòü îäíîëèñòíîå êîí-�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ïîëó÷èòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êðèâûõ.Â ïðîñòðàíñòâå æå áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìûâñòðå÷àþòñÿ î÷åíü ðåäêî.



� 4. Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà êîíèê è êâàäðèê 225Ïî àíàëîãèè ñ ñåìåéñòâîì êîí�îêàëüíûõ êîíèê ìîæíî ðàññìîòðåòüñåìåéñòâî êîí�îêàëüíûõ (ñî�îêóñíûõ ) êâàäðèê
x2

1

a1 − l + . . . +
x2

n

an − l = 1. (Ä.23)Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1 > a2 > . . . > an > 0.Ïîêàæåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x1, . . . , xn),ãäå x1 . . . xn 6= 0, ïðîõîäèò ðîâíî n êâàäðèê ñåìåéñòâà (Ä.23), ïðè÷åìêâàäðèêè ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îäíó òî÷êó, îðòîãîíàëü-íû (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè ê íèì â ýòîé òî÷êåïîïàðíî îðòîãîíàëüíû).Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Äëÿ äàííîé òî÷êè (x1, . . . , xn) ðàññìîò-ðèì �óíêöèþ
z(l) =

x2
1

a1 − l + . . . +
x2

n

an − l .�ðà�èê ýòîé �óíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñ.Ä.37. Ïðÿìàÿ z = 1 ïåðåñåêàåòýòîò ãðà�èê ðîâíî â n òî÷êàõ.

. . .

lz=1

z

�èñ. Ä.37.Äàëåå, êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê êâàäðèêå (Ä.23) â òî÷êå
(x1, . . . , xn) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

n∑

i=1

xixi

ai − l = 1.ßñíî, ÷òî âåêòîð ( x1

a1 − l , . . . ,
xn

an − l)îðòîãîíàëåí ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè.



226 ÄîïîëíåíèåÏóñòü êâàäðèêè ñ ïàðàìåòðàìè l è m ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó (x1, . . .
. . . , xn), ò. å.

n∑

i=1

xixi

ai − l = 1 è n∑

i=1

xixi

ai − m = 1.Òîãäà
0 =

n∑

i=1

x2
i

(
1

ai − l − 1

ai − m)= (l− m) n∑

i=1

x2
i

(ai − l)(ai − m) .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû
( x1

a1 − l , . . . ,
xn

an − l) è ( x1

a1 − m , . . . ,
xn

an − m)îðòîãîíàëüíû, à çíà÷èò, îðòîãîíàëüíû è ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëü-íûå ýòèì âåêòîðàì.Òî÷êå (x1, . . . , xn), ãäå x1 . . . xn 6= 0, ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ÷èñåë
(l1, . . . , ln), äëÿ êîòîðûõ

x2
1

a1 − li
+ . . . +

x2
n

an − li
= 1.Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò ýëëèïñîèäàëüíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè (x1, . . .

. . . , xn).�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé n = 3. Â ýòîì ñëó÷àå
x2

1 =
(a1 − l1)(a1 − l2)(a1 − l3)

(a1 − a2)(a1 − a3)
;÷èñëà x2

2 è x2
3 âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.Ôèêñèðóåì äâà ýëëèïñîèäà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðàì l3 è l′3.×èñëà l1 è l2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû íà ýòèõ ýëëèïñî-èäàõ. Îòîáðàçèì òî÷êó îäíîãî ýëëèïñîèäà â òî÷êó äðóãîãî ýëëèïñîèäàñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè l1 è l2. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèþ òî÷-êè ñ îäíîãî ýëëèïñîèäà íà äðóãîé ïî òðàåêòîðèè, îðòîãîíàëüíîé âñåìýëëèïñîèäàì ñåìåéñòâà (Ä.23). Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ýòî ïðåîáðà-çîâàíèå èìååò âèä x 7→ x′, ãäå

x′
1 =

√
a1 − l′3
a1 − l3

x1,è ò. ä. Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ýëëèïñî-èäîâ, êàê âèäíî èç �îðìóëû, îêàçàëîñü îãðàíè÷åíèåì íà ýëëèïñîèäà��èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íîåïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ðàññìîòðåòü íå òîëüêî äëÿ ýëëèïñîèäîâ, íî èäëÿ äðóãèõ êâàäðèê òîãî æå ñåìåéñòâà, ò. å. äëÿ îäíîïîëîñòíûõ è äâó-ïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ. Îñîáåííî èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ



� 4. Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà êîíèê è êâàäðèê 227äëÿ îäíîïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ: ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîãîãèïåðáîëîèäà ïåðåõîäÿò â ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå äðóãîãî ãèïåð-áîëîèäà. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ÿâëÿ-
x y

�èñ. Ä.38.

åòñÿ èçîìåòðèåé. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè êîíöû îòðåç-êà xy ïåðåìåùàþòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì, îðòîãîíàëüíûìýòîìó îòðåçêó (ðèñ.Ä.38), òî äëèíà îòðåçêà xy íå èç-ìåíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ
(

dx

dt
, x− y

)
=
(

dy

dt
, x− y

)
= 0.Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt
(x− y, x− y) = 2

(
dx

dt
− dy

dt
, x− y

)
= 0.Ïîýòîìó äëèíà îòðåçêà xy ïîñòîÿííà.�àöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êîíèêèÔèêñèðóåì íà êîíèêå íåêîòîðóþ òî÷êó (x0, y0) è ïðîâåäåì ÷åðåç íååïðÿìóþ y = y0 + t(x− x0). Îíà ïåðåñåêàåò êîíèêó åùå â îäíîé òî÷êå.Âû÷èñëèì êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè. Äëÿ ýòîãî íóæíî â óðàâíåíèå êîíè-êè âìåñòî y ïîäñòàâèòü y0 + t(x− x0); â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèåâèäà A(t)x2 + B(t)x + C(t) = 0, ãäå A, B è C �ìíîãî÷ëåíû îò t. Ó ýòîãîóðàâíåíèÿ èçâåñòåí îäèí êîðåíü x0. Ïî òåîðåìå Âèåòà âòîðîé êîðåíü x1ðàâåí −x0 −

B(t)

A(t)
=

P (t)

A(t)
. Êðîìå òîãî,

y1 = y0 + t(x1 − x0) = y0 + t
(
−2x0 −

B(t)

A(t)

)
=

Q(t)

A(t)
.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò òàêèå ìíî-ãî÷ëåíû A(t), P (t) è Q(t), ÷òî ïðè èçìåíåíèè t îò −∞ äî +∞ òî÷êàñ êîîðäèíàòàìè (P (t)

A(t)
,

Q(t)

A(t)

) äâèæåòñÿ ïî äàííîé êðèâîé; åñëè ïðèýòîì äîáàâèòü òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ áåñêîíå÷íîìó çíà÷åíèþ t, òîâ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âñå òî÷êè êðèâîé. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé ñïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ A, P è Q íàçûâàþò ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçà-öèåé.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì â ÿâíîì âèäå ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðè-çàöèþ îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1, �èêñèðîâàâ íà íåé òî÷êó (1, 0). Óðàâíå-íèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1, 0), èìååò âèä y = t(x− 1); ïðèýòîì çíà÷åíèþ t=∞ ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ x=1. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå
y = t(x− 1) â óðàâíåíèå x2 + y2 = 1, ïîëó÷èì x2 + t2(x2− 2x + 1) = 1, ò. å.
(1 + t2)x2 + (−2t2)x + (t2− 1) = 0. Ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ
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ðàâíî t2 − 1

t2 + 1
, ïðè÷åì îäèí èç êîðíåé ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòå-ðåñóþùèé íàñ êîðåíü x1 ðàâåí t2 − 1

t2 + 1
. Ïîýòîìó y1 = t(x1 − 1) =

−2t

t2 + 1
.Èòàê, åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçà-öèþ ( t2 − 1

t2 + 1
,

−2t

t2 + 1

).Ïîëó÷åííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îêðóæíîñòè ïîçâîëÿåòíàéòè âñå åå òî÷êè, îáå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàöèîíàëüíû. Òàêèìèòî÷êàìè áóäóò òå è òîëüêî òå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð t ðà-öèîíàëåí. Â ñàìîì äåëå, åñëè ÷èñëà x1 è y1 ðàöèîíàëüíû, òî ÷èñëî
t = y1/(x1 − 1) ðàöèîíàëüíî. À åñëè ÷èñëî t ðàöèîíàëüíî, òî ÷èñëà
x1 =

t2 − 1

t2 + 1
è y1 =

−2t

t2 + 1
òîæå ðàöèîíàëüíû. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîììîæíî íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðà-öèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, åñëè íà íåé èçâåñòíà õîòÿ áû îäíàðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (x0, y0).Äðóãîå ïðèìåíåíèå ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ñâÿçàíî ñ âû÷èñ-ëåíèåì èíòåãðàëîâ âèäà

∫
R(
√

ax2 + bx + c, x)dx,ãäå R � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Äåëî â òîì, ÷òîêðèâàÿ y2 = ax2 + bx + c äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
(x(t), y(t)). Ïîýòîìó

∫
R(
√

ax2 + bx + c, x)dx =

∫
R(y(t), x(t))dx(t) =

∫
Q(t)dt,ãäå Q�íåêîòîðàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ. Âû÷èñëèâ èíòåãðàë îò ýòîé�óíêöèè, íóæíî ïîäñòàâèòü âìåñòî t âûðàæåíèå t ÷åðåç x è y, ïðåä-ñòàâëÿþùåå ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ.Òåîðåìà Ïîíñåëå è òåîðåìà î çèãçàãå�àññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò âíóòðè äðó-ãîé. Âîçüìåì íà âíåøíåé îêðóæíîñòè òî÷êó A1 è ïðîâåäåì èç íåå õîðäó

A1A2, êàñàþùóþñÿ âíóòðåííåé îêðóæíîñòè. Çàòåì èç òî÷êè A2 ïðîâå-äåì (îòëè÷íóþ îò A1A2) õîðäó A2A3, êàñàþùóþñÿ âíóòðåííåé îêðóæ-íîñòè, è ò. ä. (ðèñ.Ä.39).Òåîðåìà 1 (Ïîíñåëå). Åñëè An = A1, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè B1 âíåø-íåé îêðóæíîñòè â ðåçóëüòàòå àíàëîãè÷íûõ ïîñòðîåíèé ïîëó÷èì
Bn = B1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè âíåøíåé îêðóæ-íîñòè èìåþò âèä A(f) = (cosf, sinf). Ïóñòü A1 = A(f), A2 = A(y), A′

1 =
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=A(f+∆f) è A′

2 =A(y+∆y), P �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õîðä A1A2 è A′
1A

′
2(ðèñ.Ä.40). Òîãäà |A1A

′
1| : |A1P |= |A2A

′
2| : |A′

2P |. Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì
∆f = df ïîëó÷àåì

df
l(f)

=
dy
l(y)

, (Ä.24)ãäå l(a)�äëèíà êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè A(a) ê âíóòðåííåéîêðóæíîñòè (òàêèõ êàñàòåëüíûõ äâå, íî èõ äëèíû ðàâíû).

A1

A2

A3

A4

A5

A1=A(f)

A′
2=A(y+∆y)

A(y)=A2

A(f+∆f)=A′
1�èñ.Ä.39 �èñ. Ä.40�àññìîòðèì �óíêöèþ y(f), ñîîòâåòñòâóþùóþ îòîáðàæåíèþ A1 7→

7→A2. Èç ñîîòíîøåíèÿ (Ä.24) ñëåäóåò, ÷òî
d

df(∫ y(f)f da
l(a))=

dy
df 1

l(y)
− 1

l(f)
= 0,

ò. å. Z y(f)f da
l(a) = c � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ïîëîæèì y2(f) = y(y(f)),yn(f) = y(yn−1(f)). Òîãäà

nc =

∫ y(f)f da
l(a) +

∫ y2(f)y(f)

da
l(a) + . . . +

∫ yn(f)yn−1(f)

da
l(a) =

∫ yn(f)f da
l(a) .Ëîìàíàÿ A1A2A3 . . . çàìûêàåòñÿ ïîñëå n øàãîâ, ñäåëàâ ïðè ýòîì

m îáîðîòîâ, åñëè yn(f)− f= 2pm. À òàê êàê �óíêöèÿ Z t

0

da
l(a) ìîíîòîí-íî âîçðàñòàåò ïðè âîçðàñòàíèè t, óñëîâèå yn(f)− f= 2pm ýêâèâàëåíòíîòîìó, ÷òî ∫ f+2pmf da

l(a) =

∫ 2pm

0

da
l(a) = nc.Ýòî óñëîâèå ëèáî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ f, ëèáî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿâñåõ f îäíîâðåìåííî.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ïîíñåëå ìû ïîëüçîâàëèñü êàê òåì, ÷òîâíåøíÿÿ êðèâàÿ�îêðóæíîñòü (èíà÷å òðåóãîëüíèêè A1PA′

1 è A′
2PA2 íå



230 Äîïîëíåíèåáóäóò ïîäîáíû), òàê è òåì, ÷òî âíóòðåííÿÿ êðèâàÿ�îêðóæíîñòü (èíà÷å�óíêöèÿ l(f) áóäåò äâóçíà÷íîé, à íå îäíîçíà÷íîé).Äðóãèìè ìåòîäàìè ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìûÏîíñåëå.Òåîðåìà 2. Ïóñòü C è C ′ � êîíèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ò. å. îíèíå âûðîæäåííûå è íå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà). Âîçüìåì íà C òî÷êó A1è ðàññìîòðèì òî÷êó A2 ∈ C, äëÿ êîòîðîé ïðÿìàÿ A1A2 êàñàåòñÿ C ′.Çàòåì ðàññìîòðèì òî÷êó A3 ∈C, äëÿ êîòîðîé ïðÿìàÿ A2A3 êàñàåòñÿ
C ′, è ò. ä. Òîãäà åñëè An = A1, òî Bn = B1 äëÿ ëþáîé òî÷êè B1 ∈ C.Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó, ïîòîìó ÷òî âñå èçâåñòíûå äî-êàçàòåëüñòâà âåñüìà ñëîæíûå.Íà òåîðåìó Ïîíñåëå äî íåêîòîðîé ñòåïåíè âíåøíå ïîõîæà ñëåäóþ-ùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3 (î çèãçàãå). Ïóñòü C è C ′ � äâå îêðóæíîñòè â R3,ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî r êàæäàÿ òî÷êà ëþáîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåéóäàëåíà íà ðàññòîÿíèå r ðîâíî îò äâóõ òî÷åê äðóãîé îêðóæíîñòè. Ïî-ñòðîèì ëîìàíóþ A1A

′
1A2A

′
2 . . . ñî ñòîðîíîé r (ðèñ. Ä.41). Òîãäà åñëè

An+1 = A1 äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè A1 ∈C, òî Bn+1 = B1 äëÿ ëþáîé òî÷-êè B1 ∈ C.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ( [B4℄ ). Ïóñòü O è O′ � öåíòðû îêðóæíî-ñòåé C è C ′. Ïîëîæèì yi =
−→
OAi, y′

i =
−−→
A′

iO
′ è ∆=

−−→
O′O (ðèñ.Ä.42). �àññìîò-ðèì òàêæå âåêòîðû n è n′ åäèíè÷íîé äëèíû, îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòÿìîêðóæíîñòåé C è C ′ ñîîòâåòñòâåííî.

A5=A1

A2

A3

A4

A′
1

A′
2

A′
3

A′
4

C

C′

A′
1

A′
i

Ai

O′

O

∆

y′
i

yi

y′
i

�èñ.Ä.41 �èñ. Ä.42Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå dy1 òî÷êè A1ïðèâîäèò ê òàêîìó ñìåùåíèþ dyn+1 òî÷êè An+1, ÷òî |dy1|
|dyn+1|

= 1. ×òî-áû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, íàì ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü òàêæå ñìåùå-íèå dy′
1.
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Òàê êàê âåêòîð dy1 îðòîãîíàëåí âåêòîðàì y1 è n, dy1 =±(n×y1)

|dy1|
|y1|

.Çàìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè âåêòîð n íà âåêòîð −n, ïîëó÷èì
dy1 = (n× y1)

|dy1|
|y1|

.Àíàëîãè÷íî
dy′

1 = (n′ × y′
1)

|dy′
1|

|y′
1|

.Âåêòîð y′
1 + ∆ + y1 èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó r, ïîýòîìó

(y′
1 + ∆ + y1, dy′

1 + dy1) = 0,ò. å.
(y′

1 + ∆ + y1, n′ × y′
1)

|dy′
1|

|y′
1|

+ (y′
1 + ∆ + y1, n× y1)

|dy1|
|y1|

= 0.Òàêèì îáðàçîì,
|dy′

1|
|dy1|

=− (∆ + y′
1, n × y1)

(∆ + y1, n′ × y′
1)

|y′
1|

|y1|
.Ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå A′

1 òî÷êè A1 è A2 èãðàþò àíàëîãè÷íûå ðîëè,ïîýòîìó
|dy2|
|dy′

1|
=− (∆ + y2, n′ × y′

1)

(∆ + y′
1, n × y2)

|y2|
|y′

1|
.Ïåðåìíîæèì ýòè äâà ðàâåíñòâà. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî |y1|= |y2|, òî â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷èì

|dy2|
|dy1|

=
(∆ + y′

1, n × y1)(∆ + y2, n′ × y′
1)

(∆ + y1, n′ × y′
1)(∆ + y′

1, n × y2)
. (Ä.25)�àâåíñòâî (Ä.25) ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþ-ùèì âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèåì.Ëåììà. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(∆ + y′
1, n× y1) =−(∆ + y′

1, n× y2),

(∆ + y2, n′ × y′
1) =−(∆ + y2, n′ × y′

2).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî |y1|= |y2|, |∆+y′
1 +y1|= |∆+y′

1 +y2|è (n, y1) = (n, y2). Ïîýòîìó
(y1 − y2, y1 + y2) = 0,

(y1 − y2, ∆ + y′
1) = 0,

(y1 − y2, n) = 0.



232 ÄîïîëíåíèåÒàêèì îáðàçîì, âåêòîðû y1 + y2, ∆ + y′
1 è n ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè Π,îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó y1 − y2. Âåêòîð n× (y1 + y2) îðòîãîíàëåí ïëîñ-êîñòè Π, ïîýòîìó

(∆ + y′
1, n× (y1 + y2)) = 0.�àâåíñòâî (∆ + y2, n′ × (y′
1 + y′

2)) = 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ñ ó÷åòîì äîêàçàííîé ëåììû ðàâåíñòâî (Ä.25) ïðèíèìàåò âèä
|dy2|
|dy1|

=
(∆ + y2, n′ × y′

2)

(∆ + y1, n′ × y′
1)

.�àâåíñòâî ñòîëü ñèììåòðè÷íîãî âèäà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
|dyn+1|
|dy1|

=
|dy2|
|dy1|

· |dy3|
|dy2|

· . . . · |dyn+1|
|dyn|

=
(∆ + yn+1, n′ × y′

n+1)

(∆ + y1, n′ × y′
1)

.À òàê êàê yn+1 = y1 è y′
n+1 = y′

1, ìû ïîëó÷àåì
|dyn+1|
|dy1|

= 1,÷òî è òðåáîâàëîñü.Äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê íà êîíèêåÄëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê X1, X2, X3, X4, ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè C, ìîæ-íî îïðåäåëèòü äâîéíîå îòíîøåíèå [X1, X2, X3, X4] ñëåäóþùèì îáðàçîì.
O

O′

X1

X2
X3

X4

�èñ. Ä.43

Âîçüìåì íà îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Oè ïîëîæèì
[X1, X2, X3, X4] = [OX1, OX2, OX3, OX4].Åñëè âìåñòî òî÷êè O âçÿòü äðóãóþ òî÷êó O′,òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè OXi è OXj îêàæåò-ñÿ ðàâíûì óãëó ìåæäó ïðÿìûìè OX ′

i è O′Xj(ðèñ.Ä.43), ïîýòîìó
[O′X1, O

′X2, O
′X3, O

′X4]= [OX1, OX2, OX3, OX4].Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòüäâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé êîíèêå. Ïðè ïðî-åêöèè äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ ïðÿìûõ ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó
[O′X ′

1, O′X ′
2, O′X ′

3, O′X ′
4] = [OX1, OX2, OX3, OX4](ñì. ðèñ.Ä.44). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê X ′

1, X ′
2, X ′

3,
X ′

4, ëåæàùèõ íà êîíèêå C ′, íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O′ ýòîé êîíèêè.
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X1
X2 X3

X4

X′
1

X′
2

X′
3

X′
4

O

O′

S

�èñ. Ä.44.
Íåçàâèñèìîñòü äâîéíîãî îòíîøåíèÿ òî÷åê íà êîíèêå îò âûáîðà òî÷-êè O ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ åùå îäíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïà-ñêàëÿ î øåñòèóãîëüíèêå, âïèñàííîì â êîíèêó. (Äðóãèå äîêàçàòåëüñòâàñì. íà ñ. 24 è 92.)Òåîðåìà 4 (Ïàñêàëü). Ïóñòü òî÷êè A, B, C, D, E è F ëåæàò íàîäíîé êîíèêå. Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è DE, BC è EF ,

CD è FA ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðîåöèðóåì òî÷êè A, C, D è E èç òî÷åê Bè F íà ïðÿìûå l1 = DE è l2 = CD, ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.Ä.45). Äâîéíûå

A1

A

A2

C1

C2

E2

E1 D1=D2

BF
l1

l2

�èñ. Ä.45.îòíîøåíèÿ [A1, C1, D1, E1] è [A2, C2, D2, E2] ðàâíû äâîéíîìó îòíîøå-



234 Äîïîëíåíèåíèþ [A, C, D, E] òî÷åê íà êîíèêå. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàñ-ñìàòðèâàåìûìè òî÷êàìè ïðÿìûõ l1 è l2 ïðîåêòèâíîå, ïðè÷åì D1 = D2.À çíà÷èò, ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè, ïåðåñåêàþòñÿâ îäíîé òî÷êå (ñì. ñ. 66), ò. å. ïðÿìûå A1A2, C1C2 è E1E2 ïåðåñåêàþòñÿâ îäíîé òî÷êå. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà C1C2 ∩ E1E2 = BC ∩EF ëåæèòíà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A1 = AB ∩DE è A2 = CD ∩ FA.Íåçàâèñèìîñòü äâîéíîãî îòíîøåíèÿ òî÷åê íà êîíèêå îò âûáîðà òî÷-êè O ãåîìåòðè÷åñêè ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü l è l′ � íåêîòîðûå ïðÿìûå, C � êîíèêà. Âûáåðåì íà C òî÷êè O

X

YY ′

O
O′

ll′

�èñ. Ä.46

è O′ è ñ èõ ïîìîùüþ ïîñòðîèì îòîáðàæå-íèå l→ l′. Äëÿ ýòîãî òî÷êå Y ñîïîñòàâèìòî÷êó X, â êîòîðîé ïðÿìàÿ Y O ïåðåñåêà-åò êîíèêó, à òî÷êå X ñîïîñòàâèì òî÷êó Y ′,â êîòîðîé ïðÿìàÿ Y O ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l′(ðèñ. Ä.46). Òîãäà ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòåîòîáðàæåíèå ïðîåêòèâíî.Ìîæíî ïîñòóïèòü è íàîáîðîò. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî çàäàíî ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
l→ l′. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå òî÷êè O è O′è áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êè X, â êîòîðûõïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå OY è O′Y ′, ãäå Y è Y ′ � ñîîòâåòñòâåííûå òî÷-êè. Âïîëíå åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî òî÷êè X áóäóò ðàñïîëîæåíû íàêîíèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè O è O′. Åñëè òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî â âû-ðîæäåííîì ñëó÷àå âìåñòî êîíèêè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïðÿìàÿ (ñì. ñ. 66),òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.�àññìîòðèì òðè òî÷êè X1, X2 è X3, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïàðûñîîòâåòñòâåííûõ ïðÿìûõ OYi è O′Y ′

i . Âìåñòå ñ òî÷êàìè O è O′ îíèñîñòàâëÿþò ïÿòü òî÷åê. Â íåâûðîæäåííîé ñèòóàöèè ÷åðåç íèõ ìîæ-íî ïðîâåñòè ðîâíî îäíó êîíèêó C. Ïóñòü ïðÿìûå OY è O′Y ′, ãäå Yè Y ′ � ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè, ïåðåñåêàþò C â òî÷êàõ X è X ′. Òî-ãäà [X1, X2, X3, X] = [X1, X2, X3, X ′], ò. å. òî÷êè X è X ′ ñîâïàäàþò.Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ OY è O′Y ′ ëåæèò íà êî-íèêå C.Èòàê, â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïó÷êîâ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿ-ùèõ ÷åðåç òî÷êè O è O′, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ïðÿìûõëåæàò íà êîíèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè O è O′. Ýòî ñâîéñòâî äàåòìíîãî÷èñëåííûå ñïîñîáû ïîëó÷àòü êîíèêè èñõîäÿ èç ïðÿìûõ è êîíèê.Ïðèìåð 1. Ïðÿìûå l è l′, à òàêæå òî÷êè A, O è O′ �èêñèðîâàíû.Ïðÿìàÿ Y Y ′, ãäå òî÷êè Y è Y ′ ëåæàò íà ïðÿìûõ l è l′, âðàùàåòñÿ âîêðóãòî÷êè A. Ïðÿìûå OY è O′Y ′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X (ðèñ.Ä.47). Òîãäàòî÷êà X äâèæåòñÿ ïî êîíèêå.



� 4. Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà êîíèê è êâàäðèê 235Ïðèìåð 2. Ïðÿìàÿ l è òî÷êè O è O′ �èêñèðîâàíû. Òî÷êà Y äâèæåò-ñÿ ïî ïðÿìîé l. Ïðÿìûå, ïîëó÷åííûå èç ïðÿìûõ OY è O′Y ïîâîðîòîìâîêðóã O è O′ íà �èêñèðîâàííûå óãëû f è y ñîîòâåòñòâåííî, ïåðå-ñåêàþòñÿ â òî÷êå X (ðèñ. Ä.48). Òîãäà òî÷êà X äâèæåòñÿ ïî êîíèêå,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè O è O′.
Y

Y ′

X

A

O

O′

l

l′ yf
O

O′

X
Y

l

�èñ.Ä.47 �èñ. Ä.48Ïðèìåð 3. Â ïðèìåðå 2 òî÷êà Y ìîæåò äâèãàòüñÿ íå òîëüêî ïîïðÿìîé l, íî è ïî êîíèêå C.Äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê íà êîíèêå ìîæíî îïðåäåëèòü è ïî-äðó-ãîìó. Ïðîâåäåì äëÿ ýòîãî â òî÷êå Xi êàñàòåëüíóþ xi; çàòåì ïðîâå-äåì ê êîíèêå ïðîèçâîëüíóþ êàñàòåëüíóþ l. Ïóñòü ïðÿìàÿ xi ïåðåñåêà-åò l â òî÷êå Yi. Òîãäà [X1, X2, X3, X4] = [Y1, Y2, Y3, Y4]. Äîêàçàòåëüñòâîýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ îêðóæíîñòè. Ïóñòü O �öåíòð îêðóæíîñòè, L� òî÷êà êàñàíèÿ ïðÿìîé l ñ îêðóæíîñòüþ, O1 �òî÷êà, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ L (ðèñ. Ä.49). Ïðÿìûå O1Xi è
OYi ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìîé LXi, ïîýòîìó îíè ïàðàëëåëüíû, à çíà-÷èò, ∠LOYi = ∠LO1Xi. Ñëåäîâàòåëüíî, sin XiO1Xj = sin YiOYj, ïîýòîìó
[O1X1, O1X2, O1X3, O1X4] = [OY1, OY2, OY3, OY4].Íåçàâèñèìîñòü äâîéíîãî îòíîøåíèÿ [Y1, Y2, Y3, Y4] îò âûáîðà êàñà-òåëüíîé l òîæå èìååò èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ. �àçáåðåì îäèí ïðèìåð.Òåîðåìà 5. Òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′ îïèñàíû âîêðóã êîíèêè Γ(ò.å. èõ ñòîðîíû èëè ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí êàñàþòñÿ Γ). Òîãäà òî÷êè
A, B, C, A′, B′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì â êà÷åñòâå êàñàòåëüíûõ l è l′ ïî îä-íîé ñòîðîíå êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ABC è A′B′C ′, íàïðèìåð ñòî-ðîíû BC è B′C ′. Ïóñòü X1, X2, X3 è X4 � òî÷êè êàñàíèÿ îñòàëüíûõñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ êîíèêîé (ðèñ. Ä.50). Åñëè êàñàòåëüíàÿ â òî÷-êå Xi ïåðåñåêàåò ïðÿìûå l è l′ â òî÷êàõ Yi è Y ′

i , òî ñîîòâåòñòâèå Yi 7→ Y ′
iïðîåêòèâíîå. Ïîýòîìó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AY ′

i è A′Yi ëåæàò íà



236 Äîïîëíåíèåêîíèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è A′. ßñíî òàêæå, ÷òî AY ′
1 ∩A′Y1 =B,

AY ′
2 ∩A′Y2 = C, AY ′

3 ∩A′Y3 = B′ è AY ′
4 ∩A′Y4 = C ′.

Ll

Xi

Yi

O

O1

�èñ. Ä.49.

A

Y1=B C=Y2

A′

Y ′
3=B′

C′=Y ′
4

X1 X2

X3 X4

Y3 Y4

Y ′
2

Y ′
1

�èñ. Ä.50.
Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ òðåóãîëüíèêà). Åñëè êîíèêè Γ1è Γ2 òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê, âïèñàííûé â Γ1 è îïè-ñàííûé âîêðóã Γ2, òî òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî: ëþáàÿòî÷êà êîíèêè Γ1 ìîæåò ñëóæèòü âåðøèíîé òàêîãî òðåóãîëüíèêà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â Γ1 è îïèñàíâîêðóã Γ2. Ïðîâåäåì õîðäó A′B′ êîíèêè Γ1, êàñàþùóþñÿ Γ2. Èç òî÷åê A′è B′ ïðîâåäåì êàñàòåëüíûå ê Γ2; îíè ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå C.Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 òî÷êè A, B, C, A′, B′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷åðåç ïÿòü òî÷åê A, B, C, A′ è B′ ìîæíî ïðîâåñòèåäèíñòâåííóþ êîíèêó: ýòà êîíèêà�Γ1. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà C ′ ëåæèòíà Γ1.



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 237Çàäà÷èÄ.25. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîíèêè, äâîéñòâåííûå (îòíîñèòåëüíî êî-íèêè x2 + y2 + z2 = 0) êîíèêàì x2

a − l +
y2

b − l = z2, ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè
(±1, ±i,

√
a− b).Ä.26. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîí�îêàëüíûå êîíèêè èìåþò 4 îáùèõ êà-ñàòåëüíûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè (1, ±i, 0).Ä.27. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ïðÿìóþ l â CP3, íå ñîäåðæàùóþñÿ âíåâûðîæäåííîé êâàäðèêå Q, ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî äâå êàñàòåëüíûåïëîñêîñòè ê ýòîé êâàäðèêå.

�5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõãåîìåòðèéÇàìîùåíèå òðåóãîëüíèêàìè ñ�åðû, ïëîñêîñòèè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî�àññìîòðèì íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê,îáðàçîâàííûé òðåìÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé èëè îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Äëÿòàêîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ îòðàæå-íèÿìè (ñèììåòðèÿìè) îòíîñèòåëüíî åãî ñòîðîí. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòüòðåóãîëüíèêè, ïðè îòðàæåíèÿõ êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ñòîðîí ïîëó÷àåò-ñÿ çàìîùåíèå, ò. å. èõ îáðàçû ïðè îòðàæåíèÿõ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íåèìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ïðè ýòîì ñîâïàäåíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿïîòî÷å÷íîå, ò.å. ñîâïàäàþò íå òîëüêî ñàìè òðåóãîëüíèêè, íî è âñå èõ ñî-îòâåòñòâåííûå òî÷êè. Íàïðèìåð, ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê è åãî îáðàçïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âûñîòû ïîòî÷å÷íî íå ñîâïàäàþò.Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äâå ñòîðîíû êðèâîëèíåéíî-ãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ,ñäåëàâ èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â îäíîé èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé,ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà). Îáðàçû òðåóãîëüíèêà ïðè îòðàæå-íèÿõ îòíîñèòåëüíî äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí ñîñòàâëÿþò çàìîùåíèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè ðàâåí p/n,ãäå n�íàòóðàëüíîå ÷èñëî. (Åñëè íå òðåáîâàòü ïîòî÷å÷íîãî ñîâïàäåíèÿîáðàçîâ, òî óãîë ìîæåò áûòü ðàâåí è 2p/n.) Ïîýòîìó èñêîìûé òðåóãîëü-íèê äîëæåí èìåòü óãëû (p/p, p/q, p/r); äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü,÷òî òàêîé òðåóãîëüíèê èìååò òèï (p, q, r).Çàäà÷à îá îòðàæåíèÿõ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ñ óãëàìè a, b, gâ çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà a + b + g− p �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ çàäà-÷åé ñ�åðè÷åñêîé, åâêëèäîâîé èëè ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òî÷íåå



238 Äîïîëíåíèåãîâîðÿ, â ñëó÷àå a + b + g− p > 0 äîëæíû äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿòüñÿòðè íåðàâåíñòâà âèäà a + b < g + p, íî äëÿ òðåóãîëüíèêà òèïà (p, q, r)òàêèå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.Ïîÿñíèì áîëåå ïîäðîáíî, ÷òî ìû èìååì â âèäó. Íàïîìíèì, ÷òî ñòîðî-íû AB è AC êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ìîæíî ñ÷èòàòü îòðåç-êàìè ïðÿìûõ. Ïóñòü O�öåíòð îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé äóãó BC. Åñëèòî÷êè O è A ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé BC, òî a+b+g>p, à åñëèòî÷êè O è A ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé BC, òî a + b + g < p.
A B

C

P

Q

S

S1

�èñ. Ä.51

Ïîýòîìó a+ b+ g= p ëèøü â òîì ñëó÷àå, êî-ãäà BC � îòðåçîê ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì,åñëè a+ b+ g= p, òî ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó îáîòðàæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî òðåõ åâêëèäîâûõïðÿìûõ.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäàa+ b+ g< p, ò. å. öåíòð îêðóæíîñòè S, îäåð-æàùåé äóãó BC, è âåðøèíà A ëåæàò ïîðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé BC. Ïðîâåäåìèç òî÷êè A êàñàòåëüíûå AP è AQ ê îêðóæ-íîñòè S (ðèñ.Ä.51). Ïóñòü S1 �îêðóæíîñòüðàäèóñà |AP | ñ öåíòðîì A. Òîãäà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿãèïåðáîëè÷åñêèìè ïðÿìûìè äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå S1. ßñíî òàê-æå, ÷òî ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñòîðîí êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðÿìûõ.Ýòî ïðîñòîå ðàññóæäåíèå èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå: â ñëó÷àå a + b +
+ g< p âñå îáðàçû êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïðè îòðàæåíèÿõîòíîñèòåëüíî ñòîðîí ëåæàò ëèáî âíóòðè íåêîòîðîãî êðóãà, ëèáî â íåêî-òîðîé ïîëóïëîñêîñòè.Íàì îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àé a + b + g > p. Òàêîå íåðàâåíñòâîåùå íå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèÿ ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñ óãëà-ìè a, b, g. Äîïîëíèòåëüíî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òðè íåðàâåíñòâà âè-äà a + b < p + g, äâîéñòâåííûõ íåðàâåíñòâàì âèäà a + b > c. Íî åñëèa, b, g < p/2, òî íåðàâåíñòâî a + b < p + g âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-ñêè. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñ�åðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê
ABC ñ óãëàìè a, b è g. Ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ýòîãî òðåóãîëü-íèêà íà ïëîñêîñòü, êàñàþùóþñÿ ñ�åðû â âåðøèíå A, ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê AB′C ′ ñ óãëàìè a, b è g, ïðè÷åìóãîë A ïðÿìîëèíåéíûé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè êðèâîëèíåéíûå òðå-óãîëüíèêè AB′C ′ è AB1C1 ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè óãëàìè èìåþòîáùèé ïðÿìîëèíåéíûé óãîë A, òî ýòè òðåóãîëüíèêè ãîìîòåòè÷íû ñöåíòðîì ãîìîòåòèè A. Â ñàìîì äåëå, åñëè O′ è O1 �öåíòðû îêðóæíî-ñòåé, ñîäåðæàùèõ äóãè B′C ′ è B1C1, òî òðåóãîëüíèêè O′B′C ′ è O1B1C1



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 239ÿâëÿþòñÿ ðàâíîáåäðåííûìè òðåóãîëüíèêàìè ñ ïàðàëëåëüíûìè áîêîâû-ìè ñòîðîíàìè, à çíà÷èò, èõ îñíîâàíèÿ B′C ′ è B1C1 òîæå ïàðàëëåëüíû.Ïîýòîìó, èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ðàäèóñ ñ�åðû, ìîæíî äîáèòüñÿòîãî, ÷òîáû îáðàç ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ïðè ñòåðåîãðà�è÷åñêîéïðîåêöèè ñîâïàäàë ñ ðàññìàòðèâàåìûì êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîìíà ïëîñêîñòè. ßñíî òàêæå, ÷òî ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñòîðîí êðè-âîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþò ñèììåòðèÿì îòíîñèòåëüíîñòîðîí ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà. Â ñàìîì äåëå, òî÷êè A è B ñèì-ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñ�åðè÷åñêîé ïðÿìîé l òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ëþáàÿ ñ�åðè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñ�åðè÷åñêóþ ïðÿìóþ
l ïîä ïðÿìûì óãëîì. Ïîýòîìó ïðè ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè òî÷êè,ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ñ�åðè÷åñêîé ïðÿìîé l, ïåðåõîäÿò â òî÷êè,ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îáðàçà l.×òîáû íàéòè âñå âîçìîæíûå ñ�åðè÷åñêèå è åâêëèäîâû òðåóãîëüíèêèñ óãëàìè (p/p, p/q, p/r), íóæíî ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñîîòâåò-ñòâåííî íåðàâåíñòâî 1

p
+

1

q
+

1

r
> 1 è óðàâíåíèå 1

p
+

1

q
+

1

r
= 1. Ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî p 6 q 6 r. Òîãäà â îáîèõ ñëó÷àÿõ p 6 3. Íåñëîæíûé ïåðåáîðïðèâîäèò ê ñ�åðè÷åñêèì òðåóãîëüíèêàì òèïà (2, 2, n), (2, 3, 3), (2, 3, 4),

(2, 3, 5) è åâêëèäîâûì òðåóãîëüíèêàì òèïà (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6).Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáðàçû âñåõ óêàçàííûõòðåóãîëüíèêîâ ïðè îòðàæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî èõ ñòîðîí ñîñòàâëÿþòçàìîùåíèå ñ�åðû èëè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Äëÿ åâêëèäîâûõ òðå-óãîëüíèêîâ ñì. ðèñ.Ä.52. Äëÿ îáðàçîâ ñ�åðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ ïðè

�èñ. Ä.52.ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè ìîæíî íàðèñîâàòü àíàëîãè÷íûå êàðòèí-êè. Â ïåðâûõ äâóõ íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ñì. ðèñ. Ä.53. Îòìåòèì,÷òî òðåáóåìûå çàìîùåíèÿ ñ�åðû (êðîìå ïåðâîé ñåðèè òðåóãîëüíèêîâ)ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîåäèíèì öåíòð êàæäîé ãðà-íè ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ñ âåðøèíàìè è ñåðåäèíàìè ñòîðîí ýòîéãðàíè. Çàòåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îòðåçêîâ (âìåñòå ñ ðåáðàìè) ñïðîåöè-ðóåì íà îïèñàííóþ ñ�åðó èç åå öåíòðà. Òîãäà äëÿ òåòðàýäðà ïîëó÷èìñèñòåìó òðåóãîëüíèêîâ òèïà (2, 3, 3), äëÿ êóáà è îêòàýäðà ïîëó÷èì
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�èñ. Ä.53.
ñèñòåìó òðåóãîëüíèêîâ òèïà (2, 3, 4), à äëÿ äîäåêàýäðà è èêîñàýäðàïîëó÷èì ñèñòåìó òðåóãîëüíèêîâ òèïà (2, 3, 5).×òîáû íàéòè âñå âîçìîæíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå òðåóãîëüíèêè ñ óãëà-ìè (p/p, p/q, p/r), íóæíî ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ íåðàâåíñòâî
1

p
+

1

q
+

1

r
< 1. Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-øèõ ÷èñåë p, q, r, ïîýòîìó îíî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ìîæíîäîêàçàòü, ÷òî åñëè 1

p
+

1

q
+

1

r
< 1, òî îáðàçû ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåóãîëü-íèêà òèïà (p, q, r) ïðè îòðàæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñòîðîí çàïîëíÿþò áåçïåðåêðûòèé âñþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìûÏóàíêàðå î çàìîùåíèÿõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêàìè(ñì. ñ. 245).Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ìîäóëÿðíîé ãðóïïûÏóñòü G�ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ñòîðîíòðåóãîëüíèêà T ñ óãëàìè (p/p, p/q, p/r). Òîãäà ñ�åðó, ïëîñêîñòü èëèïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðå-óãîëüíèêîâ gT (g ∈G), ïðè÷åì òðåóãîëüíèêè g1T è g2T ïðè g1 6= g2íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿòðåáîâàíèåì ïîòî÷å÷íîãî ñîâïàäåíèÿ îáðàçîâ òðåóãîëüíèêîâ. Â ñàìîìäåëå, åñëè òðåóãîëüíèêè g1T è g2T èìåþò îáùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó, òî

g1(x) = g2(x) äëÿ âñåõ x ∈ T , à çíà÷èò, g1 = g2.Íàçîâåì òðåóãîëüíèê T �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ãðóïïû G.Ýòî îïðåäåëåíèå äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå. Ïóñòü G�ïîäãðóï-ïà ãðóïïû äâèæåíèé ñ�åðû, ïëîñêîñòè èëè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.Íàçîâåì D �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ãðóïïû G, åñëè âûïîëíÿþòñÿñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) D�âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê (â ñëó÷àå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãîó íåãî ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî óäàëåííûå âåðøèíû è ñòîðîíû);



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 2412) ìíîãîóãîëüíèêè gD (g ∈G) ïîêðûâàþò âñþ ñ�åðó, ïëîñêîñòü èëèïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî;3) ìíîãîóãîëüíèêè g1D è g2D ïðè g1 6=g2 íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõòî÷åê.Îòìåòèì, ÷òî íå ó ëþáîé ïîäãðóïïû ãðóïïû äâèæåíèé åñòü �óí-äàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü. Íàïðèìåð, ó âñåé ãðóïïû äâèæåíèé íåò �óíäà-ìåíòàëüíîé îáëàñòè.Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà íàéäåì �óíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü äëÿïîäãðóïïû ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé â ãðóïïå, ïîðîæäåííîé îòðàæåíèÿìèîòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà T òèïà (p, q, r). Ïóñòü s�ñèììåòðèÿîòíîñèòåëüíî îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà T . Òîãäà îáúåäèíåíèå Tñ sT ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìóþ �óíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü. ×òîáûäîêàçàòü ýòî, ðàçîáüåì òðåóãîëüíèêè âèäà gT íà ïàðû {gT, gsT}. Ýòîìîæíî ñäåëàòü, ïîòîìó ÷òî òðåóãîëüíèê gsT îïðåäåëÿåò òó æå ñàìóþïàðó, òàê êàê (gs)sT = gT .Ïåðåéäåì òåïåðü ê áîëåå èíòåðåñíîìó ïðèìåðó �óíäàìåíòàëüíîé îá-ëàñòè. Íàïîìíèì, ÷òî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñîá-ñòâåííûå äâèæåíèÿ èìåþò âèä z 7→ az + b

cz + d
, ãäå a, b, c, d∈R è ad− bc = 1.�ðóïïó ìàòðèö ðàçìåðîì 2× 2 ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè è îïðåäå-ëèòåëåì 1 îáîçíà÷àþò SL(2, R). Ëþáûì äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàò-ðèöàì (è òîëüêî èì) ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðå-îáðàçîâàíèå. Ïîýòîìó ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà-÷åâñêîãî èçîìîð�íà �àêòîðãðóïïå SL(2, R)/±I = PSL(2, R); çäåñü I �

0 11
2

−1 − 1
2

D

�èñ. Ä.54

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Â SL(2, R) åñòü âàæíàÿ ïîä-ãðóïïà SL(2, Z), ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ öåëî÷èñ-ëåííûìè ýëåìåíòàìè. Åé ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóï-ïà PSL(2, Z) â PSL(2, R). �ðóïïó PSL(2, Z) íàçû-âàþò ìîäóëÿðíîé ãðóïïîé.Òåîðåìà 1. Òðåóãîëüíèê D ñ óãëàìè(
0,

p
3
,
p
3

), èçîáðàæåííûé íà ðèñ.Ä.54, ÿâëÿåòñÿ�óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ìîäóëÿðíîé ãðóïïû.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì â ãðóïïå
G=PSL(2, Z) ýëåìåíòû S(z)=−1/z è T (z)=z +1.Îíè ïîðîæäàþò íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó G′. Ìû äî-êàæåì ñíà÷àëà, ÷òî D��óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ãðóïïû G′, à çàòåìäîêàæåì, ÷òî G′ = G, ò. å. ýëåìåíòû S è T ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó G.Ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè g

′D (g ′ ∈G′) ïîêðûâàþòâñþ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî, ò. å. åñëè Im(z) > 0, òî g
′z ∈D äëÿ íåêîòî-ðîãî g

′ ∈G′.



242 ÄîïîëíåíèåËåììà 1. Åñëè Im(z)>0, òî ïðè g ∈G âåëè÷èíà Im(gz) ïðèíèìàåòëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, ïðåâîñõîäÿùèõ Im(z).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî
Im(gz) = Im

(
az + b

cz + d

)
= Im

adz + bcz̄

|cz + d|2 =
Im(z)

|cz + d|2 .Ïîýòîìó Im(gz)> Im(z) ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà |cz +d|61. Ïîñëåäíååíåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïàð öåëûõ ÷è-ñåë (c, d), ïðè÷åì äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû âåëè÷èíà Im(gz) îïðåäåëåíàîäíîçíà÷íî.�ðóïïà G′ ñîäåðæèòñÿ â G, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè z â âåðõíåéïîëóïëîñêîñòè ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíò g
′ ∈G′, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà

Im(g ′z) ìàêñèìàëüíà. Ïðåîáðàçîâàíèå T (z) = z + 1 íå èçìåíÿåò ìíèìóþ÷àñòü ÷èñëà z, ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà w = T k
g
′z, k ∈ Z, âû-ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Re(w)|6 1/2, à âåëè÷èíà Im(w) ïî-ïðåæíåìóìàêñèìàëüíà. Â ÷àñòíîñòè,

Im(w) > Im
(
− 1

w

)
=

Im(w)

|w|2 .Ïîýòîìó |w|> 1, à çíà÷èò, w ∈D.Ëåììà 2. Åñëè z � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè D è gz ∈D äëÿ
g ∈G, òî g �òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü g(z) =

az + b

cz + d
. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó-÷àé c = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ad = 1, ò. å. g(z) = z ± b. Åñëè b 6= 0, òî ëèøüäëÿ ïðåîáðàçîâàíèé g(z)= z± 1 îáðàç ìíîæåñòâà D ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíî-æåñòâîì D. Íî èõ ïåðåñå÷åíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó |Re(z)|= 1/2,êîòîðîå íå ñîäåðæèò âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà D.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî c 6= 0. Òîãäà

g(z) =
a

c
− 1

c(cz + d)
,ïîýòîìó ∣∣∣g(z)− a

c

∣∣∣ ·
∣∣∣z +

d

c

∣∣∣= 1

c2
. (Ä.26)×èñëà a/c è d/c âåùåñòâåííû, ïîýòîìó ìíèìûå ÷àñòè ÷èñåë g(z)− a/c è

z + d/c ðàâíû ìíèìûì ÷àñòÿì ÷èñåë g(z) è z. À òàê êàê ìíèìàÿ ÷àñòüëþáîé òî÷êè îáëàñòè D íå ìåíüøå √3/2, ìîäóëè ÷èñåë g(z)− a/c è
z + d/c òîæå íå ìåíüøå √3/2. Ñëåäîâàòåëüíî, |c|6 2/

√
3, ïðè÷åì c�íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, c =±1, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå(Ä.26) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

|g(z)∓ a| · |z ± d|= 1.



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 243Íî åñëè g(z)∈D è z�âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè D, òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ÷èñåë a è d âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |g(z)∓ a|> 1, |z ± d|> 1.Èç ëåììû 2, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ
g
′
1 è g

′
2 ãðóïïû G′ ìíîæåñòâà g

′
1D è g

′
2D íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõòî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, D��óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ãðóïïû G′.Òåïåðü ìîæíî áåç òðóäà äîêàçàòü, ÷òî G = G′. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

g �ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåí-íþþ òî÷êó z îáëàñòè D. Òî÷êà gz ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g
′ ∈G′, äëÿ êîòîðîãî g

′(gz)∈D. Äâèæåíèå
A

B
C

D

�èñ. Ä.55

g
′
g ∈G ïåðåâîäèò âíóòðåííþþ òî÷êó z îáëàñòè

D â íåêîòîðóþ òî÷êó îáëàñòè D. Ïîýòîìó ñîãëàñ-íî ëåììå 2 ïðåîáðàçîâàíèå g
′
g òîæäåñòâåííî, ò. å.

g = (g ′)−1 ∈G′.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ãðóïïû PSL(2, Z)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè
(0, p/3, p/3). Íî åå óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü êàê÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ñ óãëàìè 0, p/3, p, p/3(ðèñ. Ä.55). Äåëî â òîì, ÷òî ñòîðîíû ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàç-áèâàþòñÿ íà ïàðû; ñòîðîíû êàæäîé ïàðû ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãàíåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû PSL(2, Z).Òåîðåìà Ïóàíêàðå î �óíäàìåíòàëüíîì ìíîãîóãîëüíèêå�àññìîòðåííûå íàìè ïðèìåðû çàìîùåíèé ñ�åðû, ïëîñêîñòè è ïëîñ-êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî òðåóãîëüíèêàìè ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëåå ñëîæ-íóþ ñòðóêòóðó èìåþò çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Òåì íå ìå-íåå, ìîæíî îïèñàòü âñå âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè Ëîáà-÷åâñêîãî, êîòîðûå ñëóæàò �óíäàìåíòàëüíûìè îáëàñòÿìè ãðóïï, ñîñòî-ÿùèõ èç ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò çàìî-ùåíèé òðåóãîëüíèêàìè ðå÷ü òåïåðü áóäåò èäòè òîëüêî î ñîáñòâåííûõäâèæåíèÿõ. Íî ýòî íå ìåøàåò îäíîâðåìåííî ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû î çà-ìîùåíèÿõ òðåóãîëüíèêàìè. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ñêëåèòü òðåóãîëüíèêè
T è sT , ãäå s� ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíè-êà T , òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü D ãðóïïû,ñîñòîÿùåé ëèøü èç ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé. À èç çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòèËîáà÷åâñêîãî îáðàçàìè �èãóðû D ëåãêî ïîëó÷èòü çàìîùåíèå îáðàçàìèòðåóãîëüíèêà T .Ïóñòü M � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêî-ãî. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ìíîãîóãîëüíèê M êîìïàêòåí,ò. å. ó íåãî íåò âåðøèí, ëåæàùèõ íà àáñîëþòå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
M ��óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü íåêîòîðîé ãðóïïû G, ñîñòîÿùåé ëèøü



244 Äîïîëíåíèåèç ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé. Äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè M ìîæíîðàññìîòðåòü ìíîãîóãîëüíèêè âèäà gM (g ∈G), ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ

M

gM
hM

�èñ. Ä.56

ñ M íåïóñòûå; òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ êîíå÷-íîå ÷èñëî. Ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
M è gM íå èìååò âíóòðåííèõ òî÷åê, ïîýòî-ìó îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êîé, ëèáî îòðåçêîì.Âñå îòðåçêè âèäà M ∩ gM íàçîâåì ñòîðîíà-ìè �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè M , à âñå òî÷êèòðîéíûõ ïåðåñå÷åíèé M ∩ gM ∩ hM íàçîâåìâåðøèíàìè �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè. Êîí-öàìè êàæäîé ñòîðîíû �óíäàìåíòàëüíîé îá-ëàñòè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû �óíäàìåíòàëüíîéîáëàñòè. Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíà �óíäàìåí-òàëüíîé îáëàñòè M íå îáÿçàíà áûòü âåðøèíîé ìíîãîóãîëüíèêà M(ðèñ.Ä.56).Ê êàæäîé ñòîðîíå a �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè M ïðèêëåèâàåòñÿíåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê g(M), ïîýòîìó a=g(b), ãäå b�íåêîòîðàÿ ñòî-ðîíà �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè M . ßñíî, ÷òî ê ñòîðîíå b ïðèêëåèâàåòñÿñòîðîíà g

−1(a) �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè g
−1(M). Ïîýòîìó ñòîðîíû�óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè M ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñòîðîí, ïåðåâîäÿ-ùèõñÿ äðóã â äðóãà äâèæåíèÿìè g ∈G. Ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèÿ gíàçûâàþò äâèæåíèÿìè, ñïàðèâàþùèìè ñòîðîíû.Ñëó÷àé a=g(a) íå èñêëþ÷åí. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîáñòâåííîå äâè-æåíèå g 6= id ïåðåâîäèò îòðåçîê â ñåáÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà g �ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà. Ïîýòîìó îò ñèòóàöèè, êîãäà

a=g(a), ìîæíî èçáàâèòüñÿ, äîáàâèâ ê ÷èñëó âåðøèí ñåðåäèíó îòðåçêà a.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âåðøèíû òàêîãî òèïà äîáàâëÿþòñÿ ëèøü äëÿ òîãî, ÷òî-áû ñòîðîíû â ïàðàõ áûëè ðàçëè÷íû. Åñëè ýòè âåðøèíû íå äîáàâëÿòü,òî íèêàêèõ äðóãèõ îñëîæíåíèé íå âîçíèêàåò.Êàæäîå äâèæåíèå g , ñïàðèâàþùåå ñòîðîíû, ïåðåâîäèò ïàðó âåðøèí
A1, A2 â äðóãóþ ïàðó âåðøèí g(A1), g(A2). Ñîåäèíèì âåðøèíû Ai è
g(Ai) îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì; äâèæåíèþ g

−1 ñîîòâåòñòâóåò òî æå ñà-ìîå ðåáðî, íî ñ äðóãîé îðèåíòàöèåé. Ïðîâåäåì òàêèå ðåáðà äëÿ âñåõñïàðèâàþùèõ äâèæåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðûé ãðà�. Êàæ-äîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóþò ðîâíî äâà ñïàðèâàþùèõ äâèæåíèÿ, ïîýòîìóèç êàæäîé âåðøèíû ãðà�à âûõîäÿò ðîâíî äâà ðåáðà. Òàêèì îáðàçîì,ïîëó÷åííûé ãðà� ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ öèêëîâ. Âåðøèíû, âõîäÿùèå âîäèí öèêë, íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè.�àññìîòðèì öèêë A1 . . .An. Åãî ðåáðà ìîæíî îðèåíòèðîâàòü òàê, ÷òî
gi(Ai) = Ai+1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå g = gngn−1 . . . g1 ÿâëÿåòñÿïîâîðîòîì ñ öåíòðîì A1 íà óãîë a1 + . . . + an, ãäå ai � óãîë ïðè âåð-



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 245øèíå Ai. ßñíî, ÷òî
g(A1) = gngn−1 . . . g2(A2) = . . . = A1.Ïóñòü a�òà ñòîðîíà �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè, êîòîðóþ äâèæåíèå g1ïåðåâîäèò â äðóãóþ ñòîðîíó. Ñîáñòâåííîå äâèæåíèå

f = Ra1
A1

gn . . . Ra3
A3

g2R
a2
A2

g1ïåðåâîäèò â ñåáÿ òî÷êó A1 è ïðÿìóþ a, ïîýòîìó f =id. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ h ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
hRa

A = Rea
h(A)h, (Ä.27)ãäå e = 1 äëÿ ñîáñòâåííîãî äâèæåíèÿ h è e =−1 äëÿ íåñîáñòâåííîãîäâèæåíèÿ h. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ðàâåíñòâîì (äëÿ ñîáñòâåííûõ äâè-æåíèé), ïîëó÷èì

f = Ra1
A1

gn . . . Ra3
A3

g2g1R
a2
A1

= . . . = gRa1+...+an

A1
.Ñëåäîâàòåëüíî, g = R−(a1+...+an)

A1
.Ìíîãîóãîëüíèêè gn(M), gngn−1(M), . . . , gngn−1 . . . g1(M) èìåþò îá-ùóþ âåðøèíó A1, ïðè÷åì èõ óãëû ïðè ýòîé âåðøèíå ðàâíû an, an−1, . . .

. . . , a1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíèì ê ýòèì ìíîãîóãîëüíèêàì ñòåïåíè ïðå-îáðàçîâàíèÿ g = gngn−1 . . . g1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåìòîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ çàìîùåíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè A, ÿâ-ëÿåòñÿ ðàâåíñòâî a1 + . . . + an = 2p/k, k ∈ N.Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî âûïóêëûéìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîéîáëàñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòè óñëîâèÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìû, íî è äîñòà-òî÷íû.Òåîðåìà Ïóàíêàðå. Ïóñòü âûïóêëûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ìíîãî-óãîëüíèê M îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà ðàçáèòû íà ïàðû {a, b}, ïðè÷åì äëÿêàæäîé òàêîé ïàðû ñòîðîí ñóùåñòâóåò ñïàðèâàþùåå èõ ñîáñòâåííîåäâèæåíèå g, ò. å. b = g(a) = M ∩ g(M);2) ñóììà óãëîâ ïðè ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèíàõ, íå ëåæàùèõ íà àá-ñîëþòå, ðàâíà 2p/k, k ∈ N.Òîãäà M ��óíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ãðóïïû G, ïîðîæäåííîé äâè-æåíèÿìè, ñïàðèâàþùèìè ñòîðîíû.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî åñëè ìíîãîóãîëü-íèêè h1M è h2M (h1, h2 ∈G) èìåþò îáùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó, òî
h1 = h2. Ïðèìåíèì ê îáîèì ìíîãîóãîëüíèêàì ïðåîáðàçîâàíèå h−1

1 . Ïî-ñëå ýòîãî ìîæíî áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî h1 = id. Ïðåîáðàçîâàíèå g = h2



246 Äîïîëíåíèåïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé, ñïàðèâàþùèõ ñòîðîíû:
g = gkgk−1 . . . g1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g 6= id. Ïðè ýòîì ìîæíî âûáðàòüïðåîáðàçîâàíèå g ñ íàèìåíüøåé äëèíîé ðàçëîæåíèÿ k. Ïóñòü A �îáùàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîãîóãîëüíèêîâ M è g(M). �àçëîæåíèþ
g =gk . . .g1 ìîæíî ñîïîñòàâèòü çàìêíóòóþ ëîìàíóþ A1 . . .Ak, ãäå A1 =A,
As+1 =gs(As) ïðè s>1. Òî÷êè As è As+1 íå ìîãóò ñîâïàäàòü, ïîòîìó ÷òîîíè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,ëåæàùèõ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îäíîé ïðÿìîé (ïðîäîëæåíèÿ îáùåéñòîðîíû). Èç ìèíèìàëüíîñòè äëèíû ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëîìàíàÿ
A1 . . . An íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿëîìàíîé ñîîòâåòñòâóåò ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî-óãîëüíèêîâ, èç êîòîðîé ìîæíî âûäåëèòü ìåíüøóþ çàìêíóòóþ öåïî÷êó.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëîìàíàÿ A1 . . .Ak ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáõîä âî-êðóã îäíîé èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà M , ïðåîáðàçîâàíèå g ïî óñëîâèþ

A1

b b1a a1g�èñ. Ä.57.
ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 2p âîêðóã ýòîé âåðøè-íû, ïîýòîìó g = id. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëî-ìàíàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ äâóõëîìàíûõ, ïðè÷åì èõ îáùèå ñòîðîíû ïðîõîäÿòñÿâ ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ (ðèñ. Ä.57). Èç ðàâåíñòâabg = 1, b1a1 = 1 è b1 = b−1 ñëåäóåò, ÷òî aa1g = 1.Ïîýòîìó äëÿ çàìêíóòîé ëîìàíîé, ïîëó÷åííîé â ðå-çóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ îáõîäîâ âîêðóãâåðøèí ìíîãîóãîëüíèêîâ, òîæå âûïîëíÿåòñÿ ðà-âåíñòâî g = id. ßñíî òàêæå, ÷òî ëþáóþ çàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùó-þñÿ ëîìàíóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçëîæåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ g , ìîæíîïðåäñòàâèòü òðåáóåìûì îáðàçîì, ïîýòîìó g = id.Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îáðàçû ìíîãîóãîëüíèêà M çàïîëíÿþò âñþïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî. Ïóñòü X�ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Âåðøèíû ìíî-ãîóãîëüíèêîâ gM(g ∈G) îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó âíóòðèìíîãîóãîëüíèêà M ìîæíî âûáðàòü òî÷êó A òàê, ÷òî îòðåçîê XA íåñîäåðæèò íè îäíîé èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêîâ gM . Äîñòàòî÷íî äîêà-çàòü, ÷òî îòðåçîê XA ïåðåñåêàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãîóãîëüíè-êîâ gM .�àññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñòîðîíàìè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêàðàâíî íóëþ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòè ñòîðîíû ñîñåäíèå. Ïîýòîìóðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íåñîñåäíèõ ñòîðîí ìíî-ãîóãîëüíèêà M áîëüøå íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îòðåçêå XA ðàñïîëîæåíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-ëî îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ íåñîñåäíèå ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêîâ gM .Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòðåçîê ñòÿãèâàåò âåðøèíó ìíîãîóãîëüíèêà,åñëè åãî êîíöû ðàñïîëîæåíû íà ñòîðîíàõ, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåð-



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 247øèíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà ñîñåäíèõ îòðåçêîâ ñòÿãèâàåò íåýêâè-âàëåíòíûå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêîâ g1M è g2M (ðèñ.Ä.58). Òîãäà â
g1M g2M

�èñ. Ä.58.

�èñ. Ä.59.

ìíîãîóãîëüíèêå g1M ∪g2M îòðåçîê, ñîñòàâëåííûéèç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêîâ, íå ìîæåò ñòÿ-ãèâàòü âåðøèíó (â îäíó è òó æå òî÷êó ïîïàäàþòëèøü ýêâèâàëåíòíûå âåðøèíû), ïîýòîìó îí ñîåäè-íÿåò òî÷êè äâóõ íåñîñåäíèõ ñòîðîí. Ñëåäîâàòåëü-íî, äëèíà ïîëó÷åííîãî îòðåçêà áîëüøå íåêîòîðî-ãî �èêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. Òàêèìîáðàçîì, èñêëþ÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íîå ÷èñ-ëî îòðåçêîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îòðåçêè ñòÿ-ãèâàþò âåðøèíû îäíîãî è òîãî æå êëàññà ýêâèâà-ëåíòíîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îòðåçêå XA ðàñïîëîæå-íî áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ îòðåçêîâ. Â òîì ñëó-÷àå, êîãäà ñòÿãèâàåìàÿ èìè âåðøèíà íå ëåæèò íààáñîëþòå, ïðÿìàÿ XA äîëæíà ñïèðàëåîáðàçíî îá-âèâàòüñÿ âîêðóã ýòîé âåðøèíû (ðèñ.Ä.59), ÷åãî íåìîæåò áûòü.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïóàíêàðå âèäíî,÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñïàðèâàþùèìè äâè-æåíèÿìè ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé, âîçíèêàþùèõïðè îáõîäå âîêðóã âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ, âîç-íèêàþùèå ïðè îáõîäå âîêðóã âåðøèí îäíîãî öèêëà, ýêâèâàëåíòíû.Ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãîÂñå ðàññìîòðåííûå íàìè ìîäåëè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îáîáùàþò-ñÿ íà ñëó÷àé n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâà èçîìåò-ðè÷íîñòè ýòèõ ìîäåëåé ïðîâîäÿòñÿ áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé.Äëÿ ìîäåëè Êëåéíà è ìîäåëè Ïóàíêàðå â n-ìåðíîì øàðå x2
1 + . . .

. . . + x2
n < 1 ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ìîæíî îïðåäåëèòü êàêðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B â ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè ãåîìåòðèèËîáà÷åâñêîãî äëÿ ñå÷åíèÿ øàðà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðøàðà è òî÷êè A è B.Äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïðîñòðàíñòâå

Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0}ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå ìåæäóíèìè â ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè Aè B è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà Hn (àáñîëþòó).



248 ÄîïîëíåíèåÄëÿ ìîäåëè íà ïîëîñòè ïñåâäîñ�åðû [x, x]=−c2, ãäå [x, y]=x1y1 + . . .
. . . + xnyn − xn+1yn+1, ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êàìè x è y çàäàåòñÿ �îð-ìóëîé

ch2
(

d

c

)
=

[x, y]2

[x, x][y, y]
.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ ìîäåëÿìè Ïóàíêàðå.Â ýòèõ ìîäåëÿõ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòèñ�åð, îðòîãîíàëüíûõ àáñîëþòó (åâêëèäîâû ïîäïðîñòðàíñòâà ìû ïðèýòîì ðàññìàòðèâàåì êàê ñ�åðû áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà). Ïîäïðîñòðàí-ñòâà ðàçìåðíîñòè n− 1 â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n áóäåì íàçûâàòüãèïåðïëîñêîñòÿìè. ×òîáû îïðåäåëèòü ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ãèïåð-ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ñèì-ìåòðèþ îòíîñèòåëüíî ñ�åðû Sn−1 â Rn. Íàçîâåì òî÷êè A è B ñèììåò-ðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ñ�åðû Sn−1 â Rn, åñëè ëþáàÿ ñ�åðà ðàçìåðíî-ñòè n− 1, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è B, îðòîãîíàëüíà ñ�åðå Sn−1.Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ñ�åðû ñîâïàäàåò ñ èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíîýòîé ñ�åðû. Èíâåðñèÿ ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå, ïîýòîìó ñèììåò-ðèè îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâàËîáà÷åâñêîãî.Òåîðåìà 2. Ëþáîå äâèæåíèå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêî-ãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå n + 1 ñèììåòðèèîòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó ìû óæå äîêàçûâàëèäëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà òîé ÷àñòèäîêàçàòåëüñòâà, êîòîðàÿ íå ïåðåíîñèòñÿ íà n-ìåðíûé àâòîìàòè÷åñêè.À èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâèæåíèå èìååò n + 1 íåïîäâèæíóþ òî÷-êó, ïðè÷åì ýòè òî÷êè íå ëåæàò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî äâèæåíèåòîæäåñòâåííî. Ïóñòü A1, . . . , An+1�äàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè. ßñíî,÷òî òî÷êè A1, . . . , Am íå ìîãóò ëåæàòü â îäíîì (m− 2)-ìåðíîì ïîäïðî-ñòðàíñòâå. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåñîâïàäàþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê X è

Y ñòðîãîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà âëå÷åò, ÷òî âñå òî÷êè ïðÿìîé XYíåïîäâèæíû. Â ÷àñòíîñòè, âñå òî÷êè ïðÿìîé A1A2 íåïîäâèæíû. ×åðåçëþáóþ òî÷êó ïëîñêîñòè A1A2A3 ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþ-ùóþ äâå èç íåïîäâèæíûõ ïðÿìûõ A1A2, A2A3, A1A3 â äâóõ ðàçëè÷íûõòî÷êàõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ïëîñêîñòè A1A2A3 íåïîäâèæíû.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî âñå òî÷êè ïîäïðîñòðàíñòâà A1A2A3A4 íåïî-äâèæíû è ò. ä.Òåîðåìà 3. Äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì íà àáñîëþò.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ Ïóàíêàðå â ïîëóïðî-ñòðàíñòâå. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 249÷åðåç òî÷êó X. Ñðåäè èõ îãðàíè÷åíèé íà àáñîëþò ìîæíî âûäåëèòü ñ�å-ðó ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà (öåíòð ýòîé ñ�åðû ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëü-íîé ïðîåêöèåé òî÷êè X íà àáñîëþò). ßñíî òàêæå, ÷òî ïî âûäåëåííîéñ�åðå òî÷êà X îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Äâèæåíèå g ïåðåâîäèòðàññìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé â ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêî-ñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó g(x). Â ñîîòâåòñòâóþùåì ñåìåéñòâå ñ�åðíà àáñîëþòå ñíîâà ìîæíî âûäåëèòü ñ�åðó ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà, à ïîíåé ìîæíî âîññòàíîâèòü òî÷êó g(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êó g(x) ìîæ-íî îïðåäåëèòü, çíàÿ ëèøü ïðåîáðàçîâàíèå ñåìåéñòâà ñ�åð íà àáñîëþòå.Äëÿ ýòîãî, ðàçóìååòñÿ, äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçî-âàíèÿ g íà àáñîëþò.Òåîðåìà 4. �ðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-ñòâà Ëîáà÷åâñêîãî èçîìîð�íà PSL(2, C).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 2 è 3 ãðóïïà äâèæåíèéòðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî èçîìîð�íà ãðóïïå ïðåîáðàçî-âàíèé ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííîé ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõè îêðóæíîñòåé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëîñêîñòü êàê êîìïëåêñíóþïëîñêîñòü C. Ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè è åäèíè÷-íîé îêðóæíîñòè ïåðåâîäÿò z â z̄ è −1/z̄ ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîçèöèèñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, äâóõ ïðÿìûõ,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è äâóõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò ïåðåâîäÿò z â z + a, eiaz è kz (k > 0) ñîîòâåòñòâåííî.Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå îòîáðàæåíèå âèäà
z 7→ az + b

cz + d
, z 7→ az̄ + b

cz̄ + d
, ãäå (

a b
c d

)
∈GL(2, C),ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè ñèììåòðèé. ßñíî òàêæå, ÷òî ëþ-áàÿ êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé èìååòòàêîé âèä.Ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿì z 7→ az + b

cz + d
.À òàê êàê ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàòðèöàì ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æåïðåîáðàçîâàíèå, ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâàËîáà÷åâñêîãî èçîìîð�íà SL(2, C)/± I.Äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ïî àíàëîãèè ñ ïëîñêî-ñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ýëëèïòè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå èãèïåðáîëè÷åñêèå ïó÷êè ïëîñêîñòåé. Ýòî ïîçâîëèò äîêàçàòü ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ:1) ãðóïïà PSL(2, C) ñîäåðæèò (â êà÷åñòâå ïîäãðóïï) ãðóïïû ñîá-ñòâåííûõ äâèæåíèé ñ�åðû, ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî;2) â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî èçîìåòðè÷åñêèâëîæèòü ñ�åðó, ïëîñêîñòü è ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî.



250 ÄîïîëíåíèåÍàçîâåì ýëëèïòè÷åñêèì ïó÷êîì (â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëî-áà÷åâñêîãî) ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþòî÷êó; íàçîâåì ïàðàáîëè÷åñêèì ïó÷êîì ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõî-äÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó íà àáñîëþòå; íàçîâåì ãèïåðáîëè-÷åñêèì ïó÷êîì ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ �èêñèðîâàííîéïëîñêîñòè.Òåîðåìà 5. Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîçèöèé ñèììåòðèé îòíîñèòåëü-íî ïàð ïëîñêîñòåé îäíîãî ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â PSL(2, C). Äëÿýëëèïòè÷åñêîãî, ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà ýòà ïîä-ãðóïïà èçîìîð�íà ãðóïïå ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ñ�åðû, ïëîñêîñòè èïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñîîòâåòñòâåííî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà ðàññìîòðèì ìî-äåëü Ïóàíêàðå â øàðå, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïëîñêîñòè ïó÷êàïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð øàðà. Ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òàêèõ ïëîñêîñòåéïîðîæäàþò ãðóïïó äâèæåíèé ñ�åðû, êîíöåíòðè÷íîé ñ àáñîëþòîì.Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ïó÷êà ðàññìîòðèì ìîäåëü Ïóàíêàðå â ïîëó-ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïëîñêîñòè ïó÷êà ÿâëÿþòñÿåâêëèäîâûìè ïîëóïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè àáñîëþòó (âñå òàêèåïëîñêîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó ∞ íà àáñîëþòå). Ñèììåòðèè îòíîñè-òåëüíî òàêèõ ïëîñêîñòåé ïåðåâîäÿò â ñåáÿ êàæäóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü,ïàðàëëåëüíóþ àáñîëþòó. Îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ ñèììåòðèé íà óêàçàííûåïëîñêîñòè ïîðîæäàþò ãðóïïó åâêëèäîâûõ äâèæåíèé ýòèõ ïëîñêîñòåé.Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà ðàññìîòðèì ìîäåëü Ïóàíêàðå â ïîëó-ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíûíåêîòîðîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Π, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ∞.Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïî êîòîðîé ïëîñêîñòü Π ïåðåñåêàåò àáñîëþò. Ñèì-ìåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé äàííîãî ïó÷êà ÿâëÿþòñÿ èíâåðñèÿìèîòíîñèòåëüíî ñ�åð, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà ïðÿìîé l; ýòè äâèæåíèÿïåðåâîäÿò â ñåáÿ ëþáóþ åâêëèäîâó ïîëóïëîñêîñòü Π′, îãðàíè÷åííóþïðÿìîé l. Îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà Π′ ÿâëÿþòñÿ ñèììåò-ðèÿìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ ïðÿìîé l. Ýòè ïðå-îáðàçîâàíèÿ ïîðîæäàþò ãðóïïó äâèæåíèé ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåéïîëóïëîñêîñòè.Íà ïîâåðõíîñòè F â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ââåñòè èíäó-öèðîâàííóþ ìåòðèêó . Äëÿ ýòîãî íóæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíò äëèíû íàïîâåðõíîñòè F (ðàññòîÿíèå ìåæäó áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè) êàêðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâ-ñêîãî.�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç îáðàçîâ �èêñèðîâàííîé òî÷-êè ïîä äåéñòâèåì ñåìåéñòâà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõïó÷êó ïëîñêîñòåé. Òàêóþ ïîâåðõíîñòü â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî, ïàðà-



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 251áîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷êà íàçûâàþò ñ�åðîé, îðèñ�åðîé èãèïåðñ�åðîé ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàññìîòðåííûõ íàìè ñèòóàöèÿõ ñ�åðà-ìè áóäóò åâêëèäîâû ñ�åðû ñ öåíòðîì â öåíòðå ìîäåëè, îðèñ�åðàìèáóäóò åâêëèäîâû ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå àáñîëþòó, à ãèïåðñ�åðàìèáóäóò åâêëèäîâû ïîëóïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå ïðÿìóþ l.Äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïðîñòðàíñòâå H3 = {(x, y, z) | z > 0} ýëå-ìåíò äëèíû èìååò âèä ds/z, ãäå ds2 = dx2 + dy2 + dz2. Ïîýòîìó íà îðè-ñ�åðå z = a êâàäðàò ýëåìåíòà äëèíû èìååò âèä a−2(dx2 + dy2). Òàêèìîáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ (x, y) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îðèñ�åðû ïðî-ïîðöèîíàëüíî åâêëèäîâó ðàññòîÿíèþ.Íà ãèïåðñ�åðå y = kz êâàäðàò ýëåìåíòà äëèíû èìååò âèä
dx2 + (1 + k2)dz2

z2
= (1 + k2)

du2 + dv2

v2
,ãäå u=x/

√
1 + k2, v =z. Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ (u, v) ðàññòîÿíèåìåæäó òî÷êàìè ãèïåðñ�åðû ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ íà ïëîñêîñòèËîáà÷åâñêîãî.Äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â åäèíè÷íîì øàðå ýëåìåíò äëèíû èìååò âèä

2 ds

1 − R2
, ãäå ds � åâêëèäîâ ýëåìåíò äëèíû, R � ðàññòîÿíèå äî öåíòðàøàðà. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñ�åðû

x2 + y2 + z2 = R2 â 2

1 − R2
ðàç áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè åâ-êëèäîâîé ñ�åðû x2 + y2 + z2 = R2. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñ�åðà èçîìåòðè÷íà åâêëèäîâîé ñ�åðå ðàäèóñà 2R

1 − R2
.Êâàòåðíèîííàÿ ìîäåëüÄâèæåíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî ïðåäñòà-âèòü ñ ïîìîùüþ êâàòåðíèîíîâ (ââåäåííûõ �àìèëüòîíîì). Íàïîìíèì,÷òî êâàòåðíèîíàìè íàçûâàþò ýëåìåíòû àëãåáðû íàä R ñ îáðàçóþùè-ìè 1, i, j, k è ñîîòíîøåíèÿìè i2 = j2 = k2 =−1, ij =−ji = k, jk =−kj = i,

ki =−ik = j; ýòà àëãåáðà àññîöèàòèâíà. Ïîëîæèì
H3 = {z + tj | z ∈ C, t > 0}.Äåéñòâèå ìàòðèöû g =
(
a b
c d

)
∈ SL(2, C) íà òî÷êè àáñîëþòà C çàäàåòñÿ�îðìóëîé gz =

az + b

cz + d
. Òðåáóåòñÿ ïðîäîëæèòü ýòî äåéñòâèå íà êâàòåð-íèîíû âèäà q = z + tj, t > 0. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìèñïîñîáàìè: gq = (aq + b)(cq + d)−1 = (qc + d)−1(qa + b).



252 ÄîïîëíåíèåÏðåæäå âñåãî ïðîâåðèì, ÷òî îáå �îðìóëû äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíû,ò. å.
(qc + d)(aq + b) = (qa + b)(cq + d).×èñëà a, b, c è d ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû, ïîýòîìó òðåáóåìîå ðàâåíñòâîýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (ad− bc)q =q(ad− bc). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷å-âèäíî, òàê êàê ad− bc = 1.Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî gq = z′ + t′j, ãäå t′ > 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

j(cz + d) = (cz + d)j è ad− bc = 1, ïîëó÷àåì (aq + b)(cq + d) = (az + b)×
× (cz + d) + act2 + tj, ïîýòîìógq =

(aq + b)(cq + d)

|cq + d|2 =
(az + b)(cz + d) + act2 + tj

|cq + d|2 .Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå g ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì ïðî-ñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî g ñîõðà-íÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå. ßñíî, ÷òîgq − gq′ = (aq + b)(cq + d)−1 − (q′c + d)−1(q′a + b) =

= (q′c + d)−1[(q′c + d)(aq + b)− (q′a + b)(cq + d)](cq + d)−1 =

= (q′c + d)−1(q − q′)(cq + d)−1.Êðîìå òîãî, q′c + d = (z′c + d) + tc̄j è cq′ + d = (cz′ + d) + tcj. Ïîýòîìó
|q′c + d|= |cq′ + d|, à çíà÷èò,

|gq − gq′|= |q − q′|
|cq + d||cq′ + d| .Ñ ïîìîùüþ ýòîé �îðìóëû ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå g ñî-õðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå |CA|

|CB| :
|DA|
|DB| .Îá àêñèîìàòè÷åñêîì ïîäõîäå ê åâêëèäîâîéè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèÿìÑðåäè ïðè÷èí, ïî êîòîðûì áûëè âêëþ÷åíû â êíèãó îñíîâàíèÿ ãåî-ìåòðèè, äâå�ìåìîðèàëüíûå. Âî-ïåðâûõ, íåäàâíî èñïîëíèëîñü 200 ëåòñî äíÿ ðîæäåíèÿ Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Ëîáà÷åâñêîãî (1792�1856), îäíîãîèç âåëè÷àéøèõ ðóññêèõ ó÷åíûõ, óäîñòîåííîãî çíàìåíèòûì àíãëèéñêèììàòåìàòèêîì Óèëüÿìîì Êëè��îðäîì (1845�1879) òèòóëà ¾Êîïåðíèêãåîìåòðèè¿. �îä, êîãäà âïåðâûå â Íåçàâèñèìîì óíèâåðñèòåòå ÷èòàëñÿòîò êóðñ, êîòîðûé ïîòîì ïðèâåë ê íàïèñàíèþ ýòîé êíèãè, áûë ãîäîì Ëî-áà÷åâñêîãî, è ïîòîìó áûëî óìåñòíî ïîçíàêîìèòü ñëóøàòåëåé ñ îñíîâíûìòðóäîì åãî æèçíè. Âòîðàÿ ïðè÷èíà ñâÿçàíà ñ Àíäðååì Íèêîëàåâè÷åìÊîëìîãîðîâûì�îá ýòîì áûëî óæå ñêàçàíî âî ââåäåíèè.



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 253Îäíàêî íå òîëüêî ìåìîðèàëüíûå ïðè÷èíû ðóêîâîäèëè íàìè ïðèâûáîðå ýòîé òåìû. Èçëîæåíèå íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé äàåò ïîâîä îá-ñóäèòü ðÿä �óíäàìåíòàëüíûõ èäåé è êîíöåïöèé, âûðàáîòêà êîòîðûõïîòðåáîâàëà ãðàíäèîçíûõ óñèëèé îò íàøèõ âåëèêèõ ïðåäøåñòâåííè-êîâ. �å÷ü èäåò î êîíöåïöèè äåäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè; èäååãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (îá ýòèõ èäåÿõ øëà ðå÷ü óæå â åâêëèäîâîé ñè-òóàöèè); èäåå åäèíñòâà íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé è åäèíîãî ïîäõîäà êñàìîìó ïîíÿòèþ ãåîìåòðèè, îñíîâàííîãî íà ïîíÿòèè ¾äâèæåíèÿ¿; íà-êîíåö, õîòåëîñü ïðèîòêðûòü òàéíû íåëèíåéíîãî, ¾èñêðèâëåííîãî¿ ìèðàãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ.�åîìåòðèÿ Åâêëèäà ðåàëèçóåòñÿ íà ïëîñêîé äîñêå. �åîìåòðèÿ �èìà-íà åñòü ïî÷òè ÷òî ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòè ìÿ÷à (íàäî ëèøü ¾ñêëåèòü¿äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñ�åðû). �åîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêî-ãî, ê ñîæàëåíèþ, íå ðåàëèçóåòñÿ ãëîáàëüíî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Íî ëîêàëüíî îíà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íà îäíîé ñïåöèàëüíîé ïî-âåðõíîñòè, íàçûâàåìîé ïñåâäîñ�åðîé.Ïñåâäîñ�åðà� ýòî ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ íåêîòîðîé êðèâîé, íàçû-âàåìîé òðàêòðèñîé èëè êðèâîé ïîãîíè (ó íåå îòðåçîê êàñàòåëüíîé äîàñèìïòîòû ïîñòîÿíåí).Åñëè âûðåçàòü êóñî÷åê ñ�åðû, òî åãî ìîæíî ïåðåìåùàòü ïî ïî-âåðõíîñòè ñ�åðû, è îí íèãäå îò íåå íå îòîðâåòñÿ. Òî æå ñàìîå âåðíîè äëÿ ïñåâäîñ�åðû: åñëè èç íåå âûðåçàòü êóñî÷åê, åãî ìîæíî çàñòà-âèòü ñâîáîäíî ñêîëüçèòü ïî ïñåâäîñ�åðå áåç ñêëàäîê. Â ìàëîì íà ñ�åðåðåàëèçóåòñÿ ãåîìåòðèÿ �èìàíà, à íà ïñåâäîñ�åðå�ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâ-ñêîãî. Îáå ýòè ãåîìåòðèè õàðàêòåðèçóåò ïîñòîÿíñòâî ¾êðèâèçíû¿, íî îòíèõ óæå áûë îäèí øàã äî ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ïðîèçâîëüíîé èñ-êðèâëåííîñòüþ (îäíàêî òàêèå ãåîìåòðèè îñòàþòñÿ çà ïðåäåëàìè ýòîãîêóðñà).�àíåå ìû ñòàðàëèñü îñâîèòüñÿ ñî ìíîãèìè âàæíåéøèìè ïîíÿòèÿ-ìè ãåîìåòðèè�ïîäïðîñòðàíñòâàìè, îáúåìàìè, à��èííûìè ìíîãîîáðà-çèÿìè, êîíóñàìè, âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè; ìû ñòàðàëèñü óñòàíîâèòüñâÿçè ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè îáúåêòàìè� ëèíåéíûìè ðàâåíñòâàìè èíåðàâåíñòâàìè�è èõ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè â äåêàðòîâîé ìîäåëè.Íî âàæíåéøåé èäååé, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ïåðåâîäèòü àëãåáðó íà ãåî-ìåòðè÷åñêèé ÿçûê, à ãåîìåòðèþ�íà ÿçûê àëãåáðû, áûëà èäåÿ ìîäåëè.Ñåé÷àñ îíà åùå ðàç áóäåò èñïîëüçîâàíà íàìè â ñîåäèíåíèè ñ èäååé, òàê-æå èìåþùåé î÷åíü äàâíåå ïðîèñõîæäåíèå. Íàì ïðèäåòñÿ ïîâòîðèòüñÿ.Ìû óæå ãîâîðèëè î âîçìîæíîñòè äåäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ íàóêè. Ñà-ìî ïîíÿòèå âûâîäà èëè äîêàçàòåëüñòâà äîëæíî îïèðàòüñÿ íà êàêèå-òîîñíîâîïîëàãàþùèå �àêòû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû áåç òàâ-òîëîãèè. Èõ íàçûâàþò àêñèîìàìè. Ýòî�êàê áû ¾àòîìû¿ íàóêè. Èç íèõ



254 Äîïîëíåíèå�îðìèðóþòñÿ ¾ìîëåêóëû¿�òåîðåìû�ñ ïîìîùüþ àêñèîì è ëîãè÷åñêèõñâÿçîê, à èç òåîðåì, â ñâîþ î÷åðåäü, ¾ñîåäèíåíèÿ¿�öåëûå íàó÷íûå òå-îðèè.Ñðåäè ïåðâûõ ìàòåìàòèêîâ, ïûòàâøèõñÿ èçëîæèòü ãåîìåòðèþ íàîñíîâå äåäóêòèâíîãî ìåòîäà, áûë Åâêëèä. Çàâåðøèë äåäóêòèâíîå ïî-ñòðîåíèå ãåîìåòðèè Äàâèä �èëüáåðò (1862�1943). Åãî òðóä ¾Îñíîâàíèÿãåîìåòðèè¿ (1899) áåçóñëîâíî ïðèíàäëåæèò ê âûäàþùèìñÿ òâîðåíèÿì÷åëîâå÷åñêîé ìûñëè (õîòÿ ïîñëåäîâàâøåå çà ýòèì ÷ðåçìåðíîå óâëå÷åíèåäåäóêòèâíûì ìåòîäîì èìåëî è ìíîãî îòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäñòâèé).Íî ÷òî ýòî îçíà÷àåò: ¾çàâåðøåíèå çàìûñëà Åâêëèäà¿? ×òîáû ðàçú-ÿñíèòü ýòî, îïèøåì ïîíÿòèå ¾ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû¿, ââåäåííîåÍèêîëÿ Áóðáàêè. Ïðèâåäåì öèòàòó èç åãî îñíîâîïîëàãàþùåãî òðóäà¾Àðõèòåêòóðà ìàòåìàòèêè¿ (Í. Á ó ð á à ê è. Î÷åðêè ïî èñòîðèè ìàòå-ìàòèêè. Ì.: ÈË, 1963, ñ. 251).¾Òåïåðü íàäî îáúÿñíèòü, ÷òî íàäî ïîíèìàòü â îáùåì ñëó÷àå ïîäìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Îáùåé ÷åðòîé ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé, îáú-åäèíåííûõ ïîä ýòèì ðîäîâûì íàçâàíèåì, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïðèìå-íèìû êî ìíîæåñòâó ýëåìåíòîâ, ïðèðîäà êîòîðûõ íå îïðåäåëåíà. ×òîáûîïðåäåëèòü ñòðóêòóðó, çàäàþò îäíî èëè íåñêîëüêî îòíîøåíèé, â êî-òîðûõ íàõîäÿòñÿ ýòè ýëåìåíòû...; çàòåì ïîñòóëèðóþò, ÷òî äàííîå îò-íîøåíèå èëè äàííûå îòíîøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì óñëîâèÿì,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû. Ïîñòðîèòüàêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ äàííîé ñòðóêòóðû�ýòî çíà÷èò âûâåñòè ëîãè-÷åñêèå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì äàííîé ñòðóêòóðû, îòêàçàâøèñü îò êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ(â ÷àñòíîñòè, îò âñÿêèõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî èõ ïðèðîäû)¿.×òî æå òàêîå ïëîñêîñòü ñ ýòîé ¾ñòðóêòóðíîé¿ òî÷êè çðåíèÿ? ×òî æåýòî çà ñòðóêòóðà�¾åâêëèäîâà ïëîñêîñòü¿ (è îäíîâðåìåííî�÷òî òàêîå¾íååâêëèäîâà ïëîñêîñòü¿) ïî Êîëìîãîðîâó?Ïëîñêîñòü (è åâêëèäîâà ïëîñêîñòü, è ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî�ðàç-ëè÷èå ìåæäó íèìè áóäåò ëèøü â îäíîé àêñèîìå)�ýòî òðîéêà (X, L, d),ãäåX�ìíîæåñòâî ¾òî÷åê¿, L�âûäåëåííàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ,íàçûâàåìûõ ¾ïðÿìûìè¿, d�îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå òî÷åê
x, y èç X íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî d(x, y)�¾ðàññòîÿíèå¿îò x äî y. Òåïåðü î÷åðåäü çà àêñèîìàìè.Ìû ñ�îðìóëèðóåì àêñèîìû åâêëèäîâîé (è íååâêëèäîâîé) ãåîìåò-ðèè, ñëåäóÿ À. Í. Êîëìîãîðîâó (ñì. â êíèãå À. Í. Ê î ë ì î ã î ð î â ,À. Ô. Ñ å ì å í î â è ÷ , �. Ñ. × å ð ê à ñ î â . �åîìåòðèÿ 6�8, Ì.: Ïðî-ñâåùåíèå, 1982, ñ. 373�376). Îíè ðàçáèòû íà ïÿòü ãðóïï.I. Àêñèîìû ïðèíàäëåæíîñòè.I1. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê.



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 255I2. ×åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, è ïðèòîìòîëüêî îäíà.I3. Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïðÿìàÿ; êàæäîé ïðÿìîé ïðèíàäëå-æèò õîòÿ áû îäíà òî÷êà; ñóùåñòâóåò òî÷êà âíå ïðÿìîé.II. Àêñèîìû ðàññòîÿíèÿ.�àññòîÿíèå d�ýòî �óíêöèÿ d : X ×X→R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëå-äóþùèì àêñèîìàì.II1. �àâåíñòâî d(x1, x2)=0 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x1 = x2;II2. �àâåíñòâî d(x1, x2) = d(x2, x1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ x1, x2;II3. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: d(x1, x3) 6 d(x1, x2) +
+ d(x2, x3).Ýòè àêñèîìû ïðåâðàùàþò X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � îäíîèç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ãåîìåòðèè è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.III. Àêñèîìû ïîðÿäêà. Çäåñü àêñèîìàòèçèðóåòñÿ îñíîâíîå ïîíÿòèå¾ìåæäó¿.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü òî÷êè x, y, z ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìû ñêà-æåì, ÷òî òî÷êà y ëåæèò ìåæäó x è z, åñëè d(x, y) + d(y, z) = d(x, z).Ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ ìåæäó x è z íàçûâàþò îòðåçêîì [x, z].III1. Òðè òî÷êè x1, x2, x3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îäíà èç íèõ ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.III2.Ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé l ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî îòëè÷íûõ îò íååòî÷åê ïðÿìîé l íà äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà òàê, ÷òî îíà ëåæèòìåæäó ëþáîé ïàðîé òî÷åê èç ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ.Îïðåäåëåíèå. Ëó÷ ñ íà÷àëîì x�ýòî îäíî èç óêàçàííûõ â ïðåäû-äóùåé àêñèîìå ïîäìíîæåñòâ âìåñòå ñ ñàìîé òî÷êîé x.III3. Äëÿ ëþáîãî a > 0 íà ëó÷å ñ íà÷àëîì â òî÷êå x íàéäåòñÿ ðîâíîîäíà òî÷êà, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî x ðàâíî a.Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A òî÷åê ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ âûïóê-ëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y èç A âåñü îòðåçîê [x, y] ëåæèò â A.III4. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî íå ïðèíàäëåæàùèõ åéòî÷åê ïëîñêîñòè íà äâà íåïóñòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâà.IV. Àêñèîìà ïîäâèæíîñòè.Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó èçïîäìíîæåñòâ, íà êîòîðûå ïðÿìàÿ l ðàçáèâàåò X, âìåñòå ñ òî÷êàìèñàìîé ïðÿìîé l íàçûâàåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ. Ïðè ýòîì ïðÿìóþ l íà-çûâàþò ãðàíè÷íîé äëÿ ïîëóïëîñêîñòè. Åñëè ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ ëó÷,ãðàíè÷íà äëÿ íåêîòîðîé ïîëóïëîñêîñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ïîëóïëîñ-êîñòü ïðèìûêàåò ê ëó÷ó.Îïðåäåëåíèå. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è èçîìåòðè÷íîå (ðàññòîÿíèåìåæäó îáðàçàìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïðîîáðàçàìè) îòîáðàæåíèå



256 Äîïîëíåíèåïëîñêîñòè íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ïåðåìåùåíèåì (èëè äâèæåíèåì, èëè èçî-ìåòðèåé).IV. Äëÿ ëþáîé ïàðû ëó÷åé è ïðèìûêàþùèõ ê íèì ïîëóïëîñêîñòåé
Π1 è Π2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïåðåìåùåíèå, îòîáðàæàþùåå ïåð-âûé ëó÷ íà âòîðîé, à ïîëóïëîñêîñòü Π1 �íà ïîëóïëîñêîñòü Π2.IV′. Ïóñòü äàíû äâà îòðåçêà ðàâíîé äëèíû [x1, x2] è [y1, y2]. Òîãäàñóùåñòâóþò ðîâíî äâà ïåðåìåùåíèÿ, êîòîðûå ïåðåâîäÿò x1 â y1, à x2�â y2.V. Àêñèîìà ïàðàëëåëüíûõ. Îíà ðàçëè÷àåò åâêëèäîâó è íååâêëèäîâóãåîìåòðèþ.V. Â ïëàíèìåòðèè Åâêëèäà: ÷åðåç òî÷êó âíå ïðÿìîé ìîæíî ïðîâå-ñòè ðîâíî îäíó ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ.V. Â ïëàíèìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî: ÷åðåç òî÷êó âíå ïðÿìîé ìîæíîïðîâåñòè ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïàðàëëåëüíûå äàííîé ïðÿìûå.Ìû ñêàçàëè âûøå, ÷òî îêîí÷àòåëüíîå çàâåðøåíèå çàìûñëà Åâêëèäàâûïàëî íà äîëþ Ä. �èëüáåðòà. Â ñâîåì òðóäå ¾Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè¿(1899) îí ïîñòðîèë ñîâìåñòíóþ (íåïðîòèâîðå÷èâóþ) è ïîëíóþ ñèñòåìóàêñèîì, äîêàçàâ íåçàâèñèìîñòü îñíîâíûõ ãðóïï àêñèîì ñâîåé àêñèîìà-òèêè. Âïîñëåäñòâèè ïîäîáíûå àêñèîìàòèêè, îñíîâàííûå íà îïèñàíèèäðóãèõ ñòðóêòóð, áûëè äàíû Øóðîì, �.Âåéëåì (îí, ïî-âèäèìîìó, ïåð-âûì ïðåäëîæèë ïîëîæèòü â îñíîâó àêñèîìàòèêè åâêëèäîâà ïðîñòðàí-ñòâà ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà), Áèðêãî�îì è ìíîãèìè äðóãèìèìàòåìàòèêàìè, â ÷àñòíîñòè À.Í.Êîëìîãîðîâûì â åãî êóðñå ãåîìåòðèè.Ïîÿñíèì ñìûñë âñåõ ýòèõ òåðìèíîâ: ñîâìåñòíîñòü, ïîëíîòà, íåçàâè-ñèìîñòü.Ñîâìåñòíîñòü: ñèñòåìà àêñèîì íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè ñóùå-ñòâóåò ìîäåëü, â êîòîðîé âñå àêñèîìû ïðåâðàùàþòñÿ â èñòèííûå óòâåð-æäåíèÿ.Ìû ïðèâîäèëè íåñêîëüêî ìîäåëåé ãåîìåòðèé: äåêàðòîâó äëÿ åâêëè-äîâîé è à��èííîé ãåîìåòðèé, Êëåéíà è Ïóàíêàðå äëÿ ãåîìåòðèè Ëîáà-÷åâñêîãî.Ïðåäîñòàâèì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîäóìàòü ñëåäóþùèå äâàóòâåðæäåíèÿ:àêñèîìàòèêà Êîëìîãîðîâà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñîâìåñòíà (â äå-êàðòîâîé ìîäåëè);àêñèîìàòèêà Êîëìîãîðîâà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñîâìåñòíà (â ìî-äåëè Ïóàíêàðå è â ìîäåëè Êëåéíà).Ïîëíîòà îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà àêñèîì ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîé ðå-àëèçàöèè. Íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì îò îñòàëü-íûõ àêñèîì, åñëè ñóùåñòâóåò è ìîäåëü ñ ñàìèì óòâåðæäåíèåì â êà÷åñòâåàêñèîìû, è ìîäåëü ñ åãî îòðèöàíèåì.



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 257Êîðîòêî îá èñòîðèè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèèÍà ïðîòÿæåíèè ñâûøå äâóõ ñòîëåòèé âíèìàíèå ãåîìåòðîâ ïðèâëåêà-ëà îñîáàÿ ðîëü ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà â åãî ¾Íà÷àëàõ¿. Âî-ïåðâûõ,îí �îðìóëèðîâàëñÿ êàê-òî íååñòåñòâåííî ãðîìîçäêî: ¾åñëè ïðÿìàÿ, ïå-ðåñåêàÿ äâå äðóãèå ïðÿìûå, îáðàçóåò ñ íèìè âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèåóãëû, ñóììà êîòîðûõ ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ óãëîâ, òî ýòè ïðÿìûå, áóäó-÷è ïðîäîëæåíû íåîãðàíè÷åííî, ïåðåñåêàþòñÿ ñ òîé ñòîðîíû îò òðåòüåéïðÿìîé, ñ êîòîðîé ëåæàò óïîìÿíóòûå âûøå óãëû¿. (Îñòàëüíûå ÷åòû-ðå ïîñòóëàòà, âìåñòå âçÿòûå, çâó÷àò êîðî÷å: 1) ÷åðåç äâå òî÷êè ìîæíîïðîâåñòè ïðÿìóþ; 2) îòðåçîê ìîæíî íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàòü; 3) èçëþáîãî öåíòðà ëþáûì ðàäèóñîì ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü; 4) âñå ïðÿ-ìûå óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.)Âî-âòîðûõ, Åâêëèä íå ñðàçó ñòàë ïîëüçîâàòüñÿ ñâîèì ïîñòóëàòîì, îíâïåðâûå èñïîëüçîâàë åãî ëèøü â 28-ì ïðåäëîæåíèè. Âñå ýòî âåëî ê èñêó-øåíèþ âûâåñòè ïÿòûé ïîñòóëàò èç îñòàëüíûõ. Â ïðîöåññå ýòèõ ïîïûòîêáûëî óñòàíîâëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî óòâåðæäåíèé, ðàâíîñèëüíûõ ïÿ-òîìó ïîñòóëàòó. Íàïðèìåð: à) ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ïîäîáíûé, íîíå ðàâíûé äàííîìó ; á) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí òðåóãîëüíèê, ñ ñóì-ìîé óãëîâ, ðàâíîé äâóì ïðÿìûì; â) ÷åðåç òî÷êó âíå ïðÿìîé ìîæíîïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ïàðàëëåëüíóþ; ã) ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿâñåãäà ïåðåñåêàþòñÿ; ä) âîêðóã ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòüîêðóæíîñòü. (×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîêàçàòü, ÷òîíè îäíî èç ýòèõ óòâåðæäåíèé íå âûïîëíÿåòñÿ â ìîäåëè Ïóàíêàðå.)�àóññ áûë ïåðâûì, êòî óñîìíèëñÿ â âîçìîæíîñòè âûâåñòè ïÿòûéïîñòóëàò èç îñòàëüíûõ àêñèîì. Îí ïèñàë (â 1817 ã.): ¾ß ïðèõîæó âñåáîëåå ê óáåæäåíèþ, ÷òî íåîáõîäèìîñòü íàøåé ãåîìåòðèè íå ìîæåòáûòü äîêàçàíà ïî êðàéíåé ìåðå ÷åëîâå÷åñêèì ðàññóäêîì è äëÿ ÷åëîâå-÷åñêîãî ðàññóäêà¿. Îí äàëåêî ïðîäâèíóëñÿ â ýòîì âîïðîñå, íî íè÷åãîíå îïóáëèêîâàë íà ýòó òåìó. Ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ (1829 ã.), ïîñâÿùåí-íàÿ íîâîé ãåîìåòðèè, ãäå â êà÷åñòâå àêñèîìû âûñòóïàåò îòðèöàíèåïÿòîãî ïîñòóëàòà, ïðèíàäëåæèò âåëèêîìó ðóññêîìó ìàòåìàòèêó Íèêî-ëàþ Èâàíîâè÷ó Ëîáà÷åâñêîìó (1792�1856). Ëîáà÷åâñêèé î÷åíü ãëóáîêîðàçâèë íîâóþ ãåîìåòðèþ, âûïèñàë �îðìóëû äëÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäóñòîðîíàìè è óãëàìè òðåóãîëüíèêîâ è óáåäèëñÿ, ÷òî îíè â òî÷íîñòè ñîîò-âåòñòâóþò �îðìóëàì ñ�åðè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè. Óæå â ñâîåé ïåðâîéðàáîòå ¾Î íà÷àëàõ ãåîìåòðèè¿ îí ïèñàë òàê: ¾Ýòè óðàâíåíèÿ [ñîîòíî-øåíèÿ ìåæäó óãëàìè è ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêîâ℄ ïåðåìåíÿþòñÿ â...[óðàâíåíèÿ℄ ñ�åðè÷åñêîé Òðèãîíîìåòðèè, êàê ñêîðî âìåñòî áîêîâ a, b, cñòàâèì a
√
−1, b

√
−1, c

√
−1, íî â îáûêíîâåííîé �åîìåòðèè è ñ�åðè÷å-ñêîé Òðèãîíîìåòðèè âåçäå âõîäÿò îäíè ñîäåðæàíèÿ [ò. å. îòíîøåíèÿ℄



258 Äîïîëíåíèåëèíèé: ñëåäîâàòåëüíî, îáûêíîâåííàÿ �åîìåòðèÿ, Òðèãîíîìåòðèÿ è ýòàíîâàÿ �åîìåòðèÿ âñåãäà áóäóò ñîãëàñíû ìåæäó ñîáîé¿. �å÷ü çäåñü øëàî ïàðàëëåëèçìå òåîðåìû êîñèíóñîâ, òåîðåìû ñèíóñîâ è íåêîòîðûõ äðó-ãèõ. (×èòàòåëü ìîæåò ñðàâíèòü, ñêàæåì, òåîðåìû ñèíóñîâ è êîñèíóñîââ ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.)Îäíîâðåìåííî ñ Ëîáà÷åâñêèì ê èäåå íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïðè-øåë ãåíèàëüíûé âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê�ßíîø Áîéÿè (1802�1860). Ïî-ñëå îêîí÷àíèÿ âîåííî-èíæåíåðíîé àêàäåìèè â Âåíå îí ñëóæèë â êðåïî-ñòè Òåìåøâàð (íûíå�Òèìèøîàðà). Òàì îí çàèíòåðåñîâàëñÿ ïðîáëåìîéïàðàëëåëüíûõ è â 1823 ã. ïèñàë ñâîåìó îòöó (âèäíîìó ìàòåìàòèêó, äðó-ãó �àóññà): ¾ß íå äîñòèã öåëè, íî... èç íè÷åãî ÿ ñîçäàë öåëûé ìèð¿.Â 1832 ã. ß. Áîéÿè îïóáëèêîâàë ïðèëîæåíèå ê êíèãå îòöà ïî ìàòå-ìàòèêå. Òàê âûøëî â ñâåò åãî çíàìåíèòîå ¾Ïðèëîæåíèå [àïïåíäèêñ℄,ñîäåðæàùåå íàóêó î ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî èñòèííóþ, íå çàâèñÿùóþîò èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè XI àêñèîìû Åâêëèäà (÷òî a priori íèêàêðåøåíî áûòü íå ìîæåò)¿, èçâåñòíîå ïîä íàçâàíèåì ¾Àïïåíäèêñ¿. �àóññïðî÷èòàë ýòó ðàáîòó è â îäíîì ïèñüìå ïèñàë: ¾ß ñ÷èòàþ ìîëîäîãî ãåî-ìåòðà �îí Áîéÿè ãåíèåì ïåðâîé âåëè÷èíû¿. Îäíàêî îòöó Áîéÿè îíïèñàë ìíîãî ñäåðæàííåå, óêàçàâ, ÷òî ìíîãèìè �àêòàìè âëàäååò ñàì.Êîãäà âïîñëåäñòâèè �àóññ îçíàêîìèëñÿ ñ ¾�åîìåòðè÷åñêèìè èññëåäîâà-íèÿìè¿ Ëîáà÷åâñêîãî, îí ïîñîâåòîâàë ß.Áîéÿè ïðî÷åñòü èõ. Òîò ñäåëàëýòî è íå ïîâåðèë â èñòèíó. Áîéÿè ïèñàë: ¾�àóññ � êîëîññ, îâëàäåâøèéòàêèìè ñîêðîâèùàìè, íå ìîã ïðèìèðèòüñÿ ñ òåì, ÷òî êòî-òî åãî ïðåäâîñ-õèòèë â ýòîì âîïðîñå, è, òàê êàê îí áûë óæå íå â ñîñòîÿíèè ýòîìóâîñïðåïÿòñòâîâàòü, îí ñàì îáðàáîòàë èäåþ è âûïóñòèë â ñâåò ïîä èìå-íåì Ëîáà÷åâñêîãî¿.Îäíàêî íè �àóññó, íè Ëîáà÷åâñêîìó, íè Áîéÿè íå ñóæäåíî áûëî äî-êàçàòü íåçàâèñèìîñòü ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà îò îñòàëüíûõ àêñèîì.Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì òàêîé èíòåðåñíûé �àêò.Â 1838 ã. áûëè îïóáëèêîâàíû (â èçâåñòíîì íåìåöêîì æóðíàëå Êðåë-ëÿ) ñòàòüè Ìèíäèíãà, â êîòîðûõ �îðìóëû, ïîäîáíûå òåîðåìå Ïè�à-ãîðà, òåîðåìàì êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ áûëè ïðèâåäåíû äëÿ ãåîìåòðèèïñåâäîñ�åðû. Ïî íåïîñòèæèìûì ïðè÷èíàì Ëîáà÷åâñêèé, ðåãóëÿðíî ÷è-òàâøèé æóðíàë Êðåëëÿ, òàê è íå âçÿë (ýòî óñòàíîâëåíî ïî êàðòîòåêå) íèîäíîãî èç òåõ òðåõ íîìåðîâ, ãäå áûëè îïóáëèêîâàíû ñòàòüè Ìèíäèíãà.Èíà÷å ïåðåä íèì îòêðûëàñü áû äîðîãà ê äîêàçàòåëüñòâó íåïðîòèâîðå-÷èâîñòè åãî ãåîìåòðèè. À òàê ýòà çàñëóãà âûïàëà íà äîëþ Áåëüòðà-ìè, óñòàíîâèâøåãî òîæäåñòâî �îðìóë Ìèíäèíãà è Ëîáà÷åâñêîãî è òåìñàìûì ïîêàçàâøåãî, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ íàïñåâäîñ�åðå. Ýòî ñëó÷èëîñü ÷åðåç 12 ëåò ïîñëå ñìåðòè Ëîáà÷åâñêîãî.À çàòåì ïîÿâèëèñü ìîäåëè Êýëè�Êëåéíà, ìîäåëü Ïóàíêàðå, Ýðëàíãåí-



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 259ñêàÿ ïðîãðàììà, è ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ñòàëà íàñòîëüêî îáûäåííîé,÷òî ïðåïîäàâàíèå åå óøëî èç óíèâåðñèòåòñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-çîâàíèÿ.Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ â ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèèè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãîÂ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå (êîíèêà) îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ñå÷åíèå êîíóñà ax2 + by2 + cz2 = 0 åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ.Â ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè âìåñòî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ìû áåðåìñ�åðó x2 + y2 + z2 = 1, à â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî � ãèïåðáîëîèä
x2 + y2 = z2 − 1.Èññëåäóåì ñíà÷àëà êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ â ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè.Íàïîìíèì, ÷òî íà ñ�åðå åñòü äâîéñòâåííîñòü: òî÷êàì ±(x0, y0, z0) ñ�å-ðû S2 ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñå÷åíèå S2 ïëîñêîñòüþ x0x+ y0y + z0z =0. Ýòîïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äâîéñòâåííûé êîíóñ äëÿ êîíóñà ax2 + by2 + cz2 =0ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê êîíóñó â òî÷êå (x0, y0, z0)çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ax0x+ by0y + cz0z =0. Ýòîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâó-åò òî÷êà (ax0, by0, cz0); äâîéñòâåííûé êîíóñ ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ òî÷åê,ò. å. òî÷åê, äâîéñòâåííûõ êàñàòåëüíûì ïëîñêîñòÿì ê èñõîäíîìó êîíóñó.×òîáû íàéòè óðàâíåíèå äâîéñòâåííîãî êîíóñà, íóæíî ïîäîáðàòü ÷èñëà
A, B è C òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâî ax2

0 + by2
0 + cz2

0 = 0 áûëî ýêâèâàëåíòíîðàâåíñòâó A(ax0)
2 + B(by0)

2 + C(cz0)
2 = 0. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïîëîæèòü

A = a−1, B = b−1 è C = c−1. Òàêèì îáðàçîì, êîíóñó ax2 + by2 + cz2 = 0äâîéñòâåí êîíóñ
x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 0.Êîîðäèíàòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè êîíóñà ax2 + by2 +

+ cz2 = 0, à êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè� ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè. Òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé ñî ñ�åðîé x2 + y2 + z2 = 1 íàçûâàþòöåíòðàìè êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ (êîíèêè) ax2 + by2 + cz2 = 0.Ïóñòü O1 � îäèí èç öåíòðîâ êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. Ïðîâåäåì ÷åðåçòî÷êó O1 ñ�åðè÷åñêóþ ïðÿìóþ, ò. å. áîëüøóþ îêðóæíîñòü. Êîíèêà äå-ëèò åå íà 4 äóãè. Ïðè ýòîì ñåðåäèíàìè äâóõ äóã ÿâëÿþòñÿ òî÷êà O1 èäèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ åé òî÷êà O2, à ñåðåäèíû äâóõ äðóãèõäóã ëåæàò íà ïëîñêîñòè, äâîéñòâåííîé O1 è O2.Ïåðåéäåì òåïåðü ê äâîéñòâåííîìó êîíóñó è ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿ-äèò äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçòî÷êè O1 è O2, A è B�òàêèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ l ñ êîíèêîé, ÷òî ñåðå-äèíà äóãè AB ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O1. Äâîéñòâåííûå îáúåêòû îáîçíà÷èì
l⊥, O⊥, A⊥ èB⊥. Äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.Ïóñòü êàñàòåëüíûå A⊥ è B⊥ ê êîíèêå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå l⊥, ëåæà-



260 Äîïîëíåíèåùåé â ïëîñêîñòè O⊥. Òîãäà îäíîé áèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó ïðÿìûìè
A⊥ èB⊥ ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèå ñ�åðû ïëîñêîñòüþO⊥, à äðóãîé áèññåêòðèñîéÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè l⊥ è O1. (Ïåðâîå èç ýòèõ óòâåð-æäåíèé î÷åâèäíî, òàê êàê O⊥�ïëîñêîñòü ñèììåòðèè.)Äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ êîíèê, êàê è äëÿ ïëîñêèõ, ìîæíî îïðåäåëèòü �î-êóñû, îáëàäàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèìè �îêàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Íî êýòîìó ïîíÿòèþ íàì áóäåò óäîáíåå ïîäîéòè èçäàëåêà. �àññìîòðèì êîì-ïëåêñè�èêàöèþ êîíèêè ax2 + by2 + cz2 = 0 íà ñ�åðå x2 + y2 + z2 = 1, ò. å.áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x, y, z ∈ C. Ôîêóñàìè ýòîé êîíèêè íàçûâàþò òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê äàííîé êîíèêå è ê êîíèêå x2 + y2 +
+z2 =0. Êàñàòåëüíàÿ ê êîíèêå x2 +y2 +z2 =0 â òî÷êå (x1, y1, z1) çàäàåòñÿóðàâíåíèåì x1x+y1y +z1z =0, à êàñàòåëüíàÿ ê êîíèêå ax2 + by2 + cz2 =0â òî÷êå (x2, y2, z2) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ax2x + by2y + cz2z = 0. Îáàóðàâíåíèÿ äîëæíû çàäàâàòü îäíó è òó æå ïðÿìóþ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ax2 : by2 : cz2 = x1 : y1 : z1. Èñêîìóþ òî÷êó (x1, y1, z1) ìîæíî íàé-òè êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé x2

1 + y2
1 + z2

1 = 0 è x2
1

a
+

y2
1

b
+

z2
1

c
= 0,ò. å. êàê ïåðåñå÷åíèå êîíèêè x2 + y2 + z2 = 0 ñ äâîéñòâåííîé êîíèêîé

x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 0.Èòàê, �îêóñû êîíèêè ax2 + by2 + cz2 = 0 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê òî÷-êè, äâîéñòâåííûå îáùèì õîðäàì äâîéñòâåííîé êîíèêè x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 0è êîíèêè x2 + y2 + z2 = 0. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ýòè îáùèå õîðäû èìå-þò âåñüìà ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: îíè ñîîòâåòñòâóþò êðóãî-âûì ñå÷åíèÿì êîíóñà x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 0. Ìû èìååì â âèäó ñëåäóþùåå.Ïóñòü îáùàÿ õîðäà äâóõ óêàçàííûõ âûøå êîíèê çàäàåòñÿ óðàâíåíè-åì px + qy + rz = 0. Òîãäà ñå÷åíèå óêàçàííîãî âûøå êîíóñà ïëîñêîñòüþ

px + qy + rz = s, s 6= 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü. Â ñàìîì äåëå,ñå÷åíèå áóäåò îêðóæíîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà óðàâ-íåíèé
px + qy + rz = s,

x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 0ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé

px + qy + rz = s, (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = R2.Ïåðåéäåì îò R3 ê RP3, ò. å. ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

px + qy + rz = sw, (x− x0w)2 + (y − y0w)2 + (z − z0w)2 = R2w2.Ñå÷åíèÿ êîíóñà ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ïîäîáíû, ïîýòîìó äîñòà-òî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà w = 0 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñå÷åíèþ êî-íóñà áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêîñòüþ). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 261ñèñòåìà
px + qy + rz = 0,

x2

a
+

y2

b
+

z2

c
= 0äîëæíà áûòü ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

px + qy + rz = 0, x2 + y2 + z2 = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî px+ qy + rz =0�îáùàÿ õîðäà äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõêîíèê.Êîíèêè x2 +y2 + z2 =0 è ax2 + by2 + cz2 =0 èìåþò øåñòü îáùèõ õîðä.Íî ïðè âåùåñòâåííûõ a, b, c âåùåñòâåííûìè áóäóò ðîâíî äâå èç ýòèõõîðä (åñëè ÷èñëà a, b, c ïîïàðíî ðàçëè÷íû). Â ñàìîì äåëå, ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî a > b > c. Ïîëîæèì x1 = x, x2 = y, x3 = z, a1 = a,a2 = b, a3 = c.Òîãäà îáùèå õîðäû çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà
(ai − aj)x

2
i + (ak − aj)x

2
k = 0.Òàêîå óðàâíåíèå çàäàåò âåùåñòâåííûå ïðÿìûå ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà÷èñëà ai − aj è ak − aj èìåþò ðàçíûå çíàêè. Íî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè

aj = b. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïàðó ïðÿìûõ
(a− b)x2 = (b− c)z2. (Ä.28)�àññìîòðèì íà åäèíè÷íîé ñ�åðå x2 + y2 + z2 = 1 êîíèêè, �îêóñûêîòîðûõ �èêñèðîâàíû. Ïóñòü, íàïðèìåð, îíè çàäàþòñÿ âåêòîðàìè ñêîîðäèíàòàìè (1, 0, ±a). Ïàðà îðòîãîíàëüíûõ èì ïëîñêîñòåé çàäàåòñÿóðàâíåíèåì x2 = a2z2. Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ óðàâíåíèåì(Ä.28) äëÿ äâîéñòâåííîãî êîíóñà, ò. å. ñ çàìåíîé a íà a−1, è ò. ä. Ïîýòî-ìó óêàçàííûå �îêóñû èìååò êîíèêà ax2 + by2 + cz2 = 0, ãäå

a−1 − b−1 = 1, b−1 − c−1 = a2.Ïîëîæèì b=l−1. Òîãäà a=(1+l)−1 è c=(l−a2)−1, ò.å. êîíèêà çàäàåòñÿóðàâíåíèåì
x2l + 1

+
y2l +

z2l− a2
= 0.Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîíèê íà ñ�åðå, àíàëî-ãè÷íûå ñâîéñòâàì ïëîñêèõ êîíèê. Äîêàæåì ñíà÷àëà àíàëîã óòâåðæäå-íèÿ î òîì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé îò �îêóñîâ äî êàñàòåëüíîé íåçàâèñèò îò âûáîðà êàñàòåëüíîé.Òåîðåìà 6. Ïóñòü F1 è F2 � �îêóñû êîíèêè íà ñ�åðå (ñ öåí-òðîì O), çàäàííîé êîíóñîì C; Π�êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê êîíóñó C.Ïóñòü, äàëåå, a1 è a2 �óãëû ìåæäó ïëîñêîñòüþ Π è ïðÿìûìè OF1 è
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OF2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåëè÷èíà sina1 sina2 íå çàâèñèò îò âûáîðàêàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ñ�åðû ðàñïîëîæåíâ íà÷àëå êîîðäèíàò, à �îêóñû èìåþò êîîðäèíàòû (1, 0, ±a). Ïóñòü âåê-òîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè Π èìååò êîîðäèíàòû (x0, y0, z0). Ýòîò âåêòîðïðèíàäëåæèò äâîéñòâåííîìó ê C êîíóñó, ïîýòîìó åãî êîîðäèíàòû óäî-âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

(l + 1)x2
0 + ly2

0 + (l− a2)z2
0 = 0, (Ä.29)ãäå l�íåêîòîðîå ÷èñëî.Ïóñòü bi�óãîë ìåæäó ïðÿìîé OFi è íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè Π. Òîãäàbi = 90◦ − ai. Ïîýòîìó íóæíî äîêàçàòü, ÷òî cos b1 cos b2 = const. Êîñèíó-ñû óãëîâ ìåæäó âåêòîðàìè (1, 0, ±a) è (x0, y0, z0) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

cos b1 cos b2 =
x2

0 − az2
0

(x2
0 + y2

0 + z2
0)(1 + a2)

.Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (Ä.29), ïîëó÷èì
cos b1 cos b2 =

−l
1 + a2

= const .Òåîðåìà 7. Ïðîâåäåì èç òî÷êè A äâå êàñàòåëüíûå a è b ê ñ�åðè-÷åñêîé êîíèêå (ðèñ.Ä.60). Ïóñòü F1 è F2��îêóñû ýòîé êîíèêè. Òîãäàóãîë ìåæäó ïðÿìûìè a è AF1 ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìûìè b è AF2.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a1 è a2 �ðàññòîÿíèÿ îò F1 è F2 äî ïðÿ-ìîé a, b1 è b2 �ðàññòîÿíèÿ îò F1 è F2 äî ïðÿìîé b. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6
sin a1 sin a2 = sin b1 sin b2(ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðàäèóñ ñ�åðû ðàâåí 1).

A

a b
F1 F2 fx

y

F1

F2

b2

b1

a2

a1

A

�èñ.Ä.60 �èñ. Ä.61



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 263Ïóñòü, äàëåå, c1 è c2 �ñ�åðè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè A äî òî÷åê
F1 è F2, à x, y, f� óãëû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. Ä.61. Ïðèìåíèâ ñ�å-ðè÷åñêóþ òåîðåìó ñèíóñîâ ê ÷åòûðåì ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêàì,èçîáðàæåííûì íà ýòîì ðèñóíêå, ïîëó÷èì

sin a1 = sin c1 sin x, sin b1 = sin c1 sin(y + f),

sin a2 = sin c2 sin(x + f), sin b2 = sin c2 sin y.Ñëåäîâàòåëüíî,
sin a1 sin a2

sin b1 sin b2
=

sinx sin(x + f)

sin y sin(y + f)
.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sina1 sina2 =sin b1 sin b2, ïîëó÷àåì sinx sin(x+f)= siny×

× sin(y + f), ò. å.
cos(2x + f)− cosf = cos(2y + f)− cosf.�àâåíñòâî x + y + f = p âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, ïîýòîìó x = y.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (ñ�åðè÷åñêàÿ) ïðÿìàÿ l êàñàåòñÿ â òî÷êå Añ�åðè÷åñêîé êîíèêè ñ �îêóñàìè F1 è F2. Òîãäà ïðÿìûå AF1 è AF2 îá-ðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ ïðÿìîé l.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íóæíî òî÷êó A èç �îðìó-ëèðîâêè òåîðåìû 7 óñòðåìèòü ê êîíèêå.Òåîðåìà 8. Äëÿ âñåõ òî÷åê ñ�åðè÷åñêîé êîíèêè ñóììà ðàññòîÿíèéäî �îêóñîâ ïîñòîÿííà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì êàñàòåëüíóþ l ê êîíèêå â òî÷-êå A. Ïóñòü òî÷êè F ′

1 è F ′
2 ñèììåòðè÷íû �îêóñàì F1 è F2 îòíîñèòåëüíî

A B

F1
F2

F ′
1 F ′

2

l

�èñ. Ä.62

ïðÿìîé l (ðèñ. Ä.62). Ñëåäñòâèå òåîðåìû 7 ïî-êàçûâàåò, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå |F ′
1F2|,ò. å. ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà |AF1|+ |AF2| ðàâíàäëèíå ýòîãî îòðåçêà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîåñëè B �áëèçêàÿ ê òî÷êå A òî÷êà ïðÿìîé l, òîäëÿ íåå ðàçíîñòü |BF ′

1|+ |BF2| − (|AF ′
1|+ |AF2|)èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà |AB|2. Â ñàìîì äå-ëå, â òàêîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè

|AF1|+ |AF2| ðàâíà íóëþ.Îïóñòèì èç òî÷êè B ïåðïåíäèêóëÿð BA1 íàñòîðîíó F ′
1F2 è ðàçîáüåì òåì ñàìûì òðåóãîëü-íèê F ′

1BF2 íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-êà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòè |BF ′
1| −

− |A1F
′
1| è |BF2| − |A1F2| èìåþò âåëè÷èíó ïîðÿäêà |A1B|2. Ïóñòü c �äëèíà ãèïîòåíóçû ñ�åðè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòå-òàìè a è x. Òîãäà cos c / cosa = cosx = 1− x2/2 + . . . Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ

x âåëè÷èíà c− a èìååò ïîðÿäîê x2.



264 ÄîïîëíåíèåÄëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìíîãîå èç ñêàçàííîãî âûøå î ñ�åðè-÷åñêèõ êîíèêàõ îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, íî íóæíî ñäåëàòü è íåêîòîðûåèçìåíåíèÿ. Âìåñòî êîíèêè x2 + y2 + z2 = 0 â äàííîì ñëó÷àå íóæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü êîíèêó x2 + y2 − z2 = 0. Ïðè ýòîì êîíóñó ax2 + by2 + cz2 = 0áóäåò äâîéñòâåí êîíóñ
x2

a
+

y2

b
− z2

c
= 0.Â îòëè÷èå îò ñ�åðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïåðåñå÷åíèå êîíóñà ax2 +

+ by2 + cz2 = 0 ñ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì x2 + y2 − z2 = 1 ìîæåòáûòü óñòðîåíî âåñüìà ðàçíîîáðàçíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèåêîíèêè áûâàþò ìíîãèõ ðàçíûõ òèïîâ.Â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè �îêóñàìè êîíèêè ax2 + by2 + cz2 = 0íàçûâàþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê ýòîé êîíèêå è ê êî-íèêå x2 + y2− z2 =0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �îêóñàì äâîéñòâåííû îáùèåõîðäû êîíèê x2 + y2 − z2 = 0 è x2

a
+

y2

b
− z2

c
= 0.Ïàðàáîëè÷åñêèå çåðêàëà â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãîÂ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïó÷îê ëó÷åé ñâåòà, ïàðàëëåëüíûõ îñè ïàðà-áîëû, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïàðàáîëû ñõîäèòñÿ â åå �îêóñå. Â ãåîìåòðèèËîáà÷åâñêîãî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò êðèâûå, êîòîðûå â ìî-äåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x2

a2 + l +
y2

b2 + l = 1, (Ä.30)ãäå 0 < a2 <−l < b2. Ïðè ýòîì ëó÷è ñâåòà, ïàðàëëåëüíûå ìíèìîé îñè,ïîñëå îòðàæåíèÿ îò çåðêàë (Ä.30) ñõîäÿòñÿ â òî÷êå (0, c), ãäå c2 = b2−a2.

O

y aa
x�èñ. Ä.63

Íàïîìíèì, ÷òî â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êðèâûå(Ä.30) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîí�îêàëüíûå ãè-ïåðáîëû ñ �îêóñàìè (0, ±c).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà çåðêàë (Ä.30)ïðèâåäåíî â ðàáîòå [P℄; ìû ñëåäóåì ýòîìó äîêà-çàòåëüñòâó.Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïîñëå îòðàæåíèÿîò ïðÿìîé y = (tg a)x + d1 ëó÷ ñâåòà, ïàðàëëåëü-íûé îñè Oy, áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé y =
=−(ctg 2a)x + d2 (ðèñ.Ä.63). Ïîýòîìó ïîñëå îò-ðàæåíèÿ îò êðèâîé y =f(x) â òî÷êå (x0, y0) ëó÷ ñâåòà, ïàðàëëåëüíûé îñè

Oy, áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé ñ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà m =− ctg 2a,ãäå tg a = f ′(x0), ò. å.
m =

(f ′(x0))
2 − 1

2f ′(x0)
. (Ä.31)



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 265Äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ýòî ñâîéñòâî îñòà-åòñÿ ñïðàâåäëèâûì, ò. å. ïîñëå îòðàæåíèÿ îò êðèâîé y = f(x) â òî÷êå
(x0, y0) ëó÷ ñâåòà, ïàðàëëåëüíûé ìíèìîé îñè, áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ãèïåð-áîëè÷åñêîé ïðÿìîé ñ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà â òî÷êå (x0, y0), ðàâíûì
m, ãäå m îïðåäåëÿòñÿ ïî �îðìóëå (Ä.31). Ýòà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åâêëèäîâó ïîëóîêðóæíîñòü. Åâêëèäîâà íîðìàëü êýòîé ïîëóîêðóæíîñòè â òî÷êå (x0, y0) èìååò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà −1/m,ïîýòîìó íîðìàëü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

y − y0 =−(x− x0)/m.Öåíòðîì ïîëóîêðóæíîñòè ñëóæèò òî÷êà (x1, 0), â êîòîðîé íîðìàëüïåðåñåêàåò âåùåñòâåííóþ îñü. Óðàâíåíèå íîðìàëè ïîêàçûâàåò, ÷òî
x1 = my0 + x0. Êâàäðàò ðàäèóñà ïîëóîêðóæíîñòè ðàâåí (x0 − x1)

2 +
+ y2

0 = (m2 + 1)y2
0 .Èòàê, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò êðèâîé y = f(x) â òî÷êå (x0, y0) ëó÷ ñâåòàäâèæåòñÿ ïî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

(x− x1)
2 + y2 = (m2 + 1)y2

0 .Ýòà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü â òî÷êå (0, c),ãäå c îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè x2
1 + c2 = (m2 + 1)y2

0 , x1 = my0 + x0, ò. å.
c2 = y2

0 − 2mx0y0 − x2
0. (Ä.32)Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ çåðêàë (Ä.30) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

c2 = b2 − a2.Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè f ′(x) = y′. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (Ä.32) çà-ïèøåòñÿ â âèäå
c2 = y2 − (y′)2 − 1

y′
xy − x2, ò. å. c2

xy
=

1

y′
− x

y
− y′ +

y

x
.Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ñîîòíîøåíèå (Ä.30) ïî x, ïîëó÷èì

y′ =−x

y
· b2 + l

a2 + l .Ïîýòîìó
1

y′
− x

y
− y′ +

y

x
=

b2 − a2

xy

(
x2

a2 + l +
y2

b2 + l)=
b2 − a2

xy
.Ñëåäîâàòåëüíî, c2 = b2 − a2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Ïðè −l < a2 < b2 êðèâûå (Ä.30) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèïñû ñ �î-êóñàìè (0, ±c). Â ýòîì ñëó÷àå (â ìîäåëè Ïóàíêàðå) ëó÷è ñâåòà, ïàðàë-ëåëüíûå ìíèìîé îñè, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò òàêèõ çåðêàë äâèæóòñÿ ïîãèïåðáîëè÷åñêèì ëó÷àì, ïðîäîëæåíèÿ êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó

(0, c).



266 ÄîïîëíåíèåÎáúåì ñèìïëåêñà ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòåÍà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ óãëàìè a, b, gðàâíà p− a− b− g (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíèìûé ðàäèóñ c ðàâåí 1).Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòåðàâíà p.Âñå òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå êîíãðóýíòíû. Íî óæå âòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî íå âñå ñèìïëåêñû (òåòðàýäðû)ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå êîíãðóýíòíû. Îáúåì òðåõìåðíîãî ñèìïëåêñàñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî óãëû ìåæäó ãðàíÿìè ñïîìîùüþ �óíêöèè Ëîáà÷åâñêîãîË(j) =−
∫ j

0

ln |2 sin u|du.Ôîðìóëà äëÿ îáúåìà òåòðàýäðà áûëà ïîëó÷åíà Ëîáà÷åâñêèì. Ìû ïðè-âåäåì åå äîêàçàòåëüñòâî, ñëåäóÿ [M℄.Ïðåæäå ÷åì ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà òåòðàýäðà, äîêàæåìîñíîâíûå ñâîéñòâà �óíêöèè Ëîáà÷åâñêîãî.Ëåììà. Ôóíêöèÿ Ë(j) íå÷åòíà, èìååò ïåðèîä p è óäîâëåòâîðÿåòñîîòíîøåíèþ Ë(2j) = 2Ë(j) +Ë(j +
p
2

)
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè u→ 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ñòðå-ìèòñÿ ê −∞, íî ìåäëåííåå, ÷åì −1/u2. Ïîýòîìó �óíêöèÿ Ë(j) çàäà-íà ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî Ë(j)�íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ èË(0) = 0.�àâåíñòâî sin 2j = 2 sinj sin

(j +
p
2

) ïîêàçûâàåò, ÷òîË′(2j) = 2Ë′(j) + 2Ë′
(j +

p
2

)
,ïîýòîìó Ë(2j) = 2Ë(j) + 2Ë(j +

p
2

)
+ C.Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî j = 0 è j =

p
2
, à çàòåì âû÷òåì îäíî èç ïî-ëó÷åííûõ ðàâåíñòâ èç äðóãîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì Ë(p) =Ë(0) = 0.�ðà�èê ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

u = p/2, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà Ë(p) = 0 ñëåäóåò, ÷òî Ë(p/2) = 0. Òàêèìîáðàçîì,
C =Ë(0)− 2Ë(0)− 2Ë(p/2) = 0.Ôóíêöèÿ Ë′(j) =− ln |2 sinj| èìååò ïåðèîä p è Ë(p) =Ë(0) = 0, ïî-ýòîìó �óíêöèÿ Ë(0) òîæå èìååò ïåðèîä p.



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 267Ïóñòü a, b, g�äâóãðàííûå óãëû ïðè ðåáðàõ òåòðàýäðà, âûõîäÿùèõèç îäíîé âåðøèíû. Åñëè âåðøèíû òåòðàýäðà ëåæàò íà àáñîëþòå, òîa + b + g = p è äâóãðàííûå óãëû ïðè ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðàõ ðàâíûa, b, g (çàäà÷à Ä.30).Òåîðåìà 9. à) Îáúåì òåòðàýäðà ∆ ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå ðàâåíË(a) +Ë(b) +Ë(g).á) Îáúåì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå ìàêñèìàëåí òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà òåòðàýäð ïðàâèëüíûé, ò. å. a = b = g = p/3.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. à) Âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ Ïóàíêàðå â ïîëó-ïðîñòðàíñòâå H3 = {(x, y, z) | z > 0}. Êâàäðàò ýëåìåíòà äëèíû â ýòîéìîäåëè èìååò âèä dx2 + dy2 + dz2

z2
, à ýëåìåíò îáúåìà èìååò âèä dxdy dz

z3
.�àñïîëîæèì òåòðàýäð ∆ òàê, ÷òîáû îäíà åãî ãðàíü ëåæàëà íà ñ�åðå

x2 + y2 + z2 = 1, à ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèíà íàõîäèëàñü â áåñêîíå÷-íî óäàëåííîé òî÷êå. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òåòðàýäðà ∆ íà àáñîëþòïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê ABC ñ óãëàìè a, b, g, âïèñàííûé âîêðóæíîñòü x2 + y2 = 1.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âñå óãëû a, b, g îñòðûå. Ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî îñü Oy ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå BC è ëó÷ Ox ïåðåñåêàåò ñòî-ðîíó BC. Òîãäà ÷àñòü òåòðàýäðà ∆, ëåæàùàÿ íàä òðåóãîëüíèêîì OBC,çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè
z >

√
1− x2 − y2,

−x tg a 6 y 6−x tg a,
0 6 x 6 cos a.Åå îáúåì ðàâåí

∫ cos a
0

(∫ x tg a
−x tg a(∫ ∞

√
1−x2−y2

dz

z3

)
dy

)
dx =

∫ cos a
0

(∫ x tg a
−x tg a dy

2(1 − x2 − y2)

)
dx.Íàïîìíèì, ÷òî ∫

dy

A2 − y2
=

1

2A
ln

A + y

A − y
.Ïîýòîìó

∫ x tg a
−x tg a dy

2(1 − x2 − y2)

1

4A
ln

A + y

A − y

∣∣∣
x tg a
−x tg a=

=
1

2A
ln

A + x tg a
A − x tg a =

1

2A
ln

A cos a + x sin a
A cos a− x sin a ,ãäå A =

√
1− x2.
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∫ cos a

0

1

2A
ln

A cos a + x sin a
A cos a− x sin adx,ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = cosj. Òîãäà A =

√
1− x2 sinj è dx =−Adj, ïî-ýòîìó ïîëó÷àåì èíòåãðàë

−
∫ ap/2

1

2A
ln

sinj cos a + cosj sin a
sinj cos a− cosj sin aAdj =

1

2

∫ p/2a ln
2 sin(j + a)
2 sin(j− a)dj =

=
1

2

∫ p
2
+a

2a ln(2 sinu)du− 1

2

∫ p
2
−a

0

ln(2 sinu)du =

=
1

2

(
−Ë(p

2
+ a)+Ë(2a) +Ë(p

2
− a)−Ë(0)

)
.Ñîãëàñíî ëåììå Ë(2a)=2Ë(a)+Ë(a +

p
2

). Ïîýòîìó âûðàæåíèå â ñêîá-êàõ ðàâíî
2Ë(a) +Ë(p

2
+ a)+Ë(p

2
− a)−Ë(0).Ñîãëàñíî òîé æå ëåììå �óíêöèÿ Ë(j) íå÷åòíà è èìååò ïåðèîä p. Ïî-ýòîìó Ë(0) = 0 èË(p

2
− a)=−Ë(a− p

2

)
=−Ë(a− p

2
+ p)=−Ë(p

2
+ a).Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ÷àñòè òåòðàýäðà ∆, ëåæàùåé íàä òðåóãîëü-íèêîì OBC, ðàâåí Ë(a). Ïîýòîìó îáúåì âñåãî òåòðàýäðà ∆ ðàâåíË(a) +Ë(b) +Ë(g).Åñëè æå, íàïðèìåð, g> p/2, òî òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâà-þò, ÷òî îáúåì òåòðàýäðà ∆ ðàâåíË(a) +Ë(b)−Ë(p− g) =Ë(a) +Ë(b) +Ë(g).á) Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì �óíêöèè Ë(a) +Ë(b) +Ë(g) äëÿíåîòðèöàòåëüíûõ a, b, g, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì a+ b+ g= p. Ìàêñè-ìóì äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè (åñëèîäèí èç óãëîâ a, b, g ðàâåí 0, òî îáúåì òåòðàýäðà ðàâåí 0). Ïîýòîìó âòî÷êå ìàêñèìóìà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Ë′(a)=Ë′(b)=Ë′(g). Â ñàìîìäåëå, �óíêöèÿ f(x) =Ë(a+ x) +Ë(b− x) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì âòî÷êå x = 0, ïîýòîìó

0 = f ′(0) =Ë′(a)−Ë′(b).Ïî óñëîâèþ Ë′(j)=− ln |2sinj|. Åñëè 06j6p, òî Ë′(j)=− ln(2sinj).Ïîýòîìó sin a = sin b = sin g. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíû ñòîðîí òðåóãîëü-íèêà ñ óãëàìè a, b, g ïîïàðíî ðàâíû, ò. å. a = b = g = p/3.



� 5. Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé 269Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî ïðè n > 3 ìàêñèìàëüíûéîáúåì òîæå èìååò ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå(ñì. [H1℄).Çàäà÷èÄ.28. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå äâèæåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-ñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íà àáñîëþò èìååò îäíó èëè äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè.Ä.29. Ïóñòü A, B, C, D � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè àáñîëþòà äëÿòðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåòäâèæåíèå, ïåðåñòàâëÿþùåå êàê òî÷êè A è B, òàê è òî÷êè C è D.Ä.30. �àññìîòðèì òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå.à) Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïðîòèâîïîëîæíûå äâóãðàííûå óãëû ðàâíû.á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà åãî äâóãðàííûõ óãëîâ ïðè ëþáîé âåðøèíåðàâíà p.Ä.31. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äâóãðàííûõ óãëîâ n-ãðàííîãî óãëà ñâåðøèíîé íà àáñîëþòå ðàâíà (n− 2)p.Ä.32. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòåêîíå÷åí.Ä.33. Äâóãðàííûé óãîë êóáà â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî ðàâåí a,à óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè ãðàíè ðàâåí b. Äîêàæèòå, ÷òî sin
a
2

cos
b
2

=
1

2
.Ä.34. Äâèæåíèå f ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî òàêîâî, ÷òî ðàññòîÿ-íèå ìåæäó òî÷êàìè X è f(X) îäíî è òî æå äëÿ âñåõ X. Äîêàæèòå, ÷òî

f �òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.Ä.35. Ïðåîáðàçîâàíèå f ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî òàêîâî, ÷òî îíîóâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè X è Y â îäíî èòî æå ÷èñëî ðàç k, ò. å. d(f(X), f(Y )) = kd(X, Y ). Äîêàæèòå, ÷òî k = 1,ò. å. f �èçîìåòðèÿ.Ä.36. Âîçüìåì â n-ìåðíîì ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êè
z1, . . . , zn+2 è ðàññìîòðèì ìàòðèöó A = (aij), aij = ch(dij), ãäå dij �ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè zi è zj . Äîêàæèòå, ÷òî detA = 0.



�åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû
�ëàâà 11.1. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàìòðåóãîëüíèêà è íàéäèòå òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ.1.2. Âåêòîðû (a1, a2, a3) è (b1, b2, b3) îðòîãîíàëüíû äàííûì ïëîñêî-ñòÿì.1.3. (∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣, −
∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣,
∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣
)
.1.4. Ïëîñêîñòè ae1 + be2 è ge3 + de4.1.5. Ïëîñêîñòè ae1 + be2 + e3 è ge1 + de4.1.6. Òî÷êó A ñäâèãàåì ñíà÷àëà ïåðïåíäèêóëÿðíî R3, çàòåì ïàðàë-ëåëüíî R3, à çàòåì âîçâðàùàåì â R3.1.7. Îäíó îêðóæíîñòü ñäâèãàåì ñíà÷àëà ïåðïåíäèêóëÿðíî R3, çàòåìïàðàëëåëüíî R3, à çàòåì âîçâðàùàåì â R3.1.8. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ak =

∑
ai

kei,
x =

∑
xiei. Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ ïðîåêöèé âåêòîðîâ a1, . . . , an íàïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó x, ðàâíà

∑

k

(ak, x)2

|x|2 =

P

i,k

(ai
k, xi)2 + 2

P

k

P

i<j

ai
kaj

kxixj

x2
1 + . . . + x2

n
.Ýòî ñóììà ïîñòîÿííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∑

k

(ak
i )

2 = l2 è
∑
k

ai
ka

j
k = 0. Ïóñòü bi

k = l−1ai
k. Òîãäà ìàòðèöà B = (bi

k) îðòîãîíàëüíà, àçíà÷èò, (bp, bq) =
∑
i

bi
pb

i
q = dpq.1.9. à) Íåò, íåëüçÿ. �àçðåæåì êóá íà 8 îäèíàêîâûõ êóáèêîâ ñ ðåáðîì

d/2. �àññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè â ìàëåíüêîìêóáèêå, íå ïðåâîñõîäèò d
√

3/2, ò. å. îíî ìåíüøå d. Ïîýòîìó â êàæäîìèç âîñüìè ìàëåíüêèõ êóáèêîâ íàõîäèòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíà èç äàííûõòî÷åê.á) Äà, ìîæíî. Ïîìåñòèì 16 òî÷åê â âåðøèíû êóáà, à åùå îäíó òî÷êóïîìåñòèì â öåíòð êóáà.1.10. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà êàæäîãî âåêòîðà ai = (ai1, . . . , ain)ðàâíà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà ñó-ùåñòâóþò ÷èñëà y1, . . . , yn, ñóììà êâàäðàòîâ êîòîðûõ ðàâíà 1 è äëÿ



�ëàâà 1 271êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∑
j

yjaij = 0 (ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òîëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñòðîê êâàäðàòíîé ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíà ëèíåé-íîé çàâèñèìîñòè åå ñòîëáöîâ). Â òàêîì ñëó÷àå
a2

iiy
2
i =

(∑

j 6=i

yjaij

)2

6

(∑

j 6=i

y2
j

)(∑

j 6=i

a2
ij

)
= (1− y2

i )(1− a2
ii),ïîýòîìó y2

i + a2
ii 6 1, ò. å. aii 6

√
1− y2

i . Ñëåäîâàòåëüíî,
∑

aii 6
∑√

1− y2
i 6
√

n ·
√∑

(1− y2
i ) =

√
n(n− 1).Èòàê, åñëè âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, òî∑cosai =

∑
aii 6

6
√

n(n− 1). Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà ∑ cos ai >
√

n(n− 1) ñëåäóåò ëè-íåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ âåêòîðîâ.Ç à ì å ÷ à í è å. Äëÿ ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ ai = nei − (e1 + . . .
. . . + en) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∑ cos ai =

√
n(n− 1).1.11. Ïóñòü P � îáùàÿ òî÷êà èñõîäíûõ øàðîâ, f(X) = max |XBi|/

|PAi| (ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî i). Òîãäà f(X)→∞ ïðè X →∞, ïîýòîìó
f èìååò òî÷êó ìèíèìóìà Q. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f(Q) 6 1 (òîãäà
|QBi|6 |PAi|6 Ri). �ðà�èê �óíêöèè y = f(X)� ãðàíèöà ïåðåñå÷åíèÿêîíóñîâ â âåðøèíàìè B1, . . . , Bm. Òî÷êà ìèíèìóìà ïðèíàäëåæèò ãðà-íèöàì íå ìåíåå ÷åì äâóõ êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè Bi è Bj . �àññìîòðåâîãðàíè÷åíèå �óíêöèè f íà ïðÿìóþ BiBj , ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî f(Q)61.1.12. à) Ïóñòü a′

3 �ïðîåêöèÿ âåêòîðà a3 íà ïëîñêîñòü Π, ïîðîæäåí-íóþ âåêòîðàìè a1 è a2. Òîãäà (a′
3, ai) = (a3, ai) > 0 ïðè i = 1, 2, ïîýòîìóíà ïëîñêîñòè Π ìîæíî âûáðàòü îñè ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a1, a2 è a′

3 áûëè íåîòðèöàòåëüíû.Òðåòüÿ îñü êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè Π è íàïðàâëåíà òàê,÷òîáû òðåòüÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà a3 áûëà íåîòðèöàòåëüíà.á) �àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R3 ⊂ Rn âåêòîðû a1 = (1, 0, 0), a2 =
= (0, 1, 0), a3 = (1, 0, 1), a4 = (0, 1, 1) è a5 = (1, 1, −1). Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî (ai, aj) > 0. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â Rn íåëüçÿ âûáðàòü ïðÿìîóãîëü-íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a1, . . . , a5 áûëèíåîòðèöàòåëüíû. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò ó âåêòîðà a6 =(0, 0, 1) âñå êîîðäèíàòû òîæå íåîòðèöàòåëüíû. Ïóñòüíåêîòîðàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà a6 îòðèöàòåëüíà. Òîãäà ó âåêòîðà a1 ýòàêîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê ó âåêòîðà a3 = a1 + a6 âñå êîîðäè-íàòû íåîòðèöàòåëüíû. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿêîîðäèíàòà âåêòîðà a2 ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê ó âåêòîðà a4 = a2 + a6 âñåêîîðäèíàòû íåîòðèöàòåëüíû. Íî ó âåêòîðîâ a1 è a2 îäíà è òà æå êî-îðäèíàòà íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ïîëîæèòåëüíîé. Â ñàìîì äåëå,



272 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûâñå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ íåîòðèöàòåëüíû, à èõ ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèå ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó âåêòîðà a6 íåò íåîòðèöàòåëüíûõêîîðäèíàò.Òåïåðü óæå ëåãêî ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âñåêîîðäèíàòû âåêòîðîâ a5 è a6 íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó èõ ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â R3 âåêòîðû a5 è a6èìåþò êîîðäèíàòû (1, 1, −1) è (0, 0, 1) ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó èõ ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî −1.1.13. �àññìàòðèâàåìûé îïðåäåëèòåëü ðàâåí îðèåíòèðóåìîìó îáú-åìó ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû (x1, y1, 1), (x2, y2, 1) è
(x3, y3, 1). Îáúåì ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè âåêòîðûëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å. ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.1.14. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà íå ïðåâîñõî-äèò ïðîèçâåäåíèÿ äëèí åãî ðåáåð.1.15. Ïóñòü A, B, C �êîíöû äàííûõ âåêòîðîâ ñ îáùèì íà÷àëîì O,
H�ïðîåêöèÿ òî÷êè A íà ïëîñêîñòü OBC. Òîãäà V = |AH|bc sina. ×òîáûâû÷èñëèòü |AH|, ðàññìîòðèì ïðîåêöèè M è N òî÷êè A íà ïðÿìûå OBè OC ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè M è N ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
|OH|, ïîýòîìó |OH|= |MN |/ sin a. Â òðåóãîëüíèêå OMN ñòîðîíó MNìîæíî âûðàçèòü ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ. Ïîñëå ýòîãî âûðàæàåì |AH|èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ |AH|2 = a2 − |OH|2.1.16. Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü Si � ïëîùàäü i-é ãðàíè. Òîãäà S1 =
= S2 cosf12 + S3 cosf13 + S4 cosf14. Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ìîæíî çà-ïèñàòü è äëÿ S2, S3, S4. Ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ñèñòå-ìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî S1, S2, S3, S4. Ýòà ñèñòåìà èìååòíåíóëåâîå ðåøåíèå, ïîýòîìó åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Íî ýòîò îïðå-äåëèòåëü ñîâïàäàåò ñ ðàññìàòðèâàåìûì îïðåäåëèòåëåì.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü ni � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê i-é ãðàíè.Òîãäà (ni, nj)=−cosfij ïðè i 6=j. ßñíî òàêæå, ÷òî det‖(ni, nj)‖�îïðåäå-ëèòåëü �ðàìà ïîðÿäêà 4 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó îí ðàâåííóëþ.1.17. à) ßñíî, ÷òî

Vn =

∫ h

0

(
t

h

)n−1

Vn−1 dt =
1

n

hn

hn−1
Vn−1.á) Ïóñòü Vk � îáúåì ñèìïëåêñà A1 . . . AkAn+1. Òîãäà Vk = hVk−1/k.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |V (a1, . . . , ak)|= h|V (a1, . . . , ak−1)|. ßñíî òàêæå, ÷òî

V1 = |V (a1)|. Ïîýòîìó ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì
Vk =

1

k!
|V (a1, . . . , ak)|.1.18. Ïóñòü Wn � îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîðîæäåííîãî ðåáðàìè



�ëàâà 1 273ñèìïëåêñà A1 . . . An+1, âûõîäÿùèìè èç âåðøèíû A1. Òîãäà Vn =
1

n!
Wn.Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî W 2

n =
(−1)n+1

2n
D, ãäå D�ðàññìàòðèâà-åìûé îïðåäåëèòåëü.�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü

G =

∣∣∣∣∣∣∣

(a1, a1) . . . (a1, an+1) 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(an+1, 1) . . . (an+1, an+1) 1

1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå ai =
−→
OAi, O�íà÷àëî êîîðäèíàò. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ýòà-ïà. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî W 2

n =−G, à çàòåì äîêàæåì, ÷òî G =
(−1)n

2n
D.Îïðåäåëèòåëü G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïðå-äåëèòåëåé:

G =

∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 . . . an

1 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1

n+1 . . . a1
n+1 1 0

0 . . . 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 . . . a1

n+1 0
. . . . . . . . . . . . . .
an
1 . . . an

n+1 0
0 . . . 0 1
1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∣∣∣∣∣

a1
1 . . . an

1 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
a1

n+1 . . . an
n+1 1

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣

a1
1 . . . an

1 1
a1
2−a1

1 . . . an
2 −an

1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1

n+1−a1
1 . . . an

n+1−an
n+1 0

∣∣∣∣∣∣∣
=±Wn,

ïîëó÷èì G =−W 2
n .Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ýòàïó, ò. å. ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà G =

=
(−1)n

2n
D. Ñîãëàñíî òåîðåìå êîñèíóñîâ

d2
ij = a2

i + a2
j + 2(ai, aj),ïîýòîìó â îïðåäåëèòåëå G êàæäûé ýëåìåíò (ai, aj) ìîæíî çàìåíèòü íà

1

2
(a2

i + a2
j − d2

ij); äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ dii = 0. Äëÿ k = 1, 2, . . .

. . . , n + 1 âû÷òåì èç k-ãî ñòîëáöà ïîñëåäíèé ñòîëáåö îïðåäåëèòåëÿ G,óìíîæåííûé íà a2
k

2
. Çàòåì òàêóþ æå îïåðàöèþ ïðîäåëàåì äëÿ ñòðîê.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −(1/2)d2
12 . . . −(1/2)d2

1,n+1 1

−(1/2)d2
21 0 . . . −(1/2)d2

2,n+1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−(1/2)d2

n+1,1 −(1/2)d2
n+1,2 . . . 0 1

1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.



274 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûÓìíîæèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé ñòîëáåö íà −1/2 (ïðè ýòîìîïðåäåëèòåëü èçìåíèòñÿ: îí óìíîæèòñÿ íà 1/4). Óìíîæèì çàòåì êàæ-äûé ýëåìåíò íà −2 (îïðåäåëèòåëü ïðè ýòîì óìíîæèòñÿ íà (−2)n+2).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü D. Ïîýòîìó D =
(−2)n+2

4
G, ò. å.

G =
(−1)n

2n
D.1.19. �àññìîòðèì âûðîæäåííûé (n + 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ A1 . . .

. . . An+2, ãäå An+2 �öåíòð îïèñàííîé ñ�åðû ñèìïëåêñà A1 . . . An+1. Èçâûðîæäåííîñòè ñèìïëåêñà ñëåäóåò, ÷òî åãî îáúåì ðàâåí íóëþ. Çàïèøåìýòî óñëîâèå â äåòåðìèíàíòíîì âèäå ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.Ïðè ýòîì â îïðåäåëèòåëå ïîÿâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñòðîêà è ñòîëáåö
d2

i,n+2 = d2
n+2,i = R2. Ïðèáàâèì â ýòîì îïðåäåëèòåëå ê ïðåäïîñëåäíåéñòðîêå ïîñëåäíþþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà −R2; çàòåì ñäåëàåì òî æåñàìîå äëÿ ñòîëáöîâ. �àçëîæèâ ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ïî ïðåäïî-ñëåäíåé ñòðîêå, ïîëó÷èì −2R2D + ∆ = 0.1.20. Ïóñòü òî÷êà Ai èìååò êîîðäèíàòû (a1

i , . . . , an
i ) = ai. Òî÷êè

A1, . . . , An+2 ëåæàò íà îäíîé ñ�åðå èëè â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü íåíóëåâîé íàáîð ÷èñåë
x, y, z1, . . . , zn òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

x|ai|2 + y +
n∑

j=1

zja
j
i = 0, i = 1, 2, . . . , n + 2.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî x, y, zj èìååòíåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣

|a1|2 1 a1
1 . . . an

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
|an+2|2 1 a1

n+2 . . . an
n+2

∣∣∣∣∣ðàâåí íóëþ. �àâåíñòâî íóëþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ýêâèâàëåíòíî ðàâåí-ñòâó íóëþ îïðåäåëèòåëÿ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
|a1|2 . . . |an+2|2
−2a1

1 . . . −2a1
n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . .
−2an

1 . . . −2an
n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâîãî îïðåäåëèòåëÿ íà âòîðîéðàâíî îïðåäåëèòåëþ, ó÷àñòâóþùåìó â �îðìóëèðîâêå çàäà÷è.1.21. Çàäà÷à à) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è á), ïîýòîìó ðåøèìñðàçó çàäà÷ó á). Ïóñòü dij �ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè Oi è Oj äàííûõñ�åð. Óãîë ìåæäó ñ�åðàìè ðàâåí f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
d2

ij = r2
i + r2

j − 2rirj cosf.



�ëàâà 1 275Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü àë-ãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó r1, . . . , rn+1. Â ñàìîì äåëå, âûáðàâïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñèñòåìó êîîðäèíàò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó òî÷êè Oiïåðâûå n− i êîîðäèíàò íóëåâûå. Òîãäà óêàçàííûå n(n + 1)

2
ñîîòíîøåíèéïîçâîëÿþò èçáàâèòüñÿ îò âñåõ êîîðäèíàò è ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ñîîòíî-øåíèå ìåæäó ri.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ r1, . . . , rn äëÿ rn+1 ïîëó-÷èòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Â ñàìîì äåëå, ïðè i, j 6 n ðàññòîÿíèÿ dij�èêñèðîâàíû, ïîýòîìó êîí�èãóðàöèÿ öåíòðîâ ïåðâûõ n ñ�åð îïðåäå-ëåíà îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû ýòèõ öåíòðîâ ìîæíî ñ÷è-òàòü �èêñèðîâàííûìè. Ñîîòíîøåíèÿ

d2
i,n+1 = r2

n+1 + r2
i − 2rn+1ri cosf, i = 1, . . . , n,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ rn+1è êîîðäèíàò òî÷êè On+1. Ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå óðàâíå-íèé: îñòàâèì ïåðâîå óðàâíåíèå, à âìåñòî óðàâíåíèé ñ íîìåðàìè 2, . . . , nðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòè ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì. Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿáóäóò ëèíåéíûìè. Îíè ïîçâîëÿþò âûðàçèòü êîîðäèíàòû òî÷êè On+1÷åðåç rn+1 (è �èêñèðîâàííûå âåëè÷èíû); âûðàæåíèÿ áóäóò ëèíåéíûïî rn+1. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì êâàä-ðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ rn+1.�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé r1 = . . . = rn = x−1, rn+1 = y−1. Òîãäàêâàäðàòû ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè O1, . . . , On ðàâíû

d2 = 2(1− cosf)y−2, à êâàäðàòû ðàññòîÿíèé îò ýòèõ òî÷åê äî òî÷êè
On+1 ðàâíû l2 = x−2y−2(x2 + y2 − xy cosf). Ïîýòîìó O1 . . .On �ïðàâèëü-íûé ñèìïëåêñ ñ öåíòðîì On+1. Äëèíà ðåáðà ýòîãî ñèìïëåêñà ðàâíà d, àðàäèóñ îïèñàííîé ñ�åðû ðàâåí l. Òàêèì îáðàçîì,

n(x2 + y2 − 2xy cosf) = (n− 1)(1− cosf)x2. (�.1)Ïóñòü sk = r−k
1 + . . . + r−k

n+1. Äëÿ r1, . . . , rn+1 èìååòñÿ àëãåáðàè÷åñêîåñîîòíîøåíèå P (s1, . . . , sn+1) = 0. Ïðè ïîäñòàíîâêå r1 = . . . = rn = x−1,
rn+1 = y−1 ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â (�.1), ïðè÷åì âûðîæäåíèÿâ ýòîì ñëó÷àå íå ïðîèñõîäèò, òàê êàê è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ rn+1 ïðè�èêñèðîâàííûõ r1, . . . , rn ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ïîýòîìó Pçàâèñèò òîëüêî îò s1 è s2. À òàê êàê îòíîñèòåëüíî r−1

i ìíîãî÷ëåí P îä-íîðîäåí, P (s1, s2) = ls2
1 + ms2.Â íàøåì ñëó÷àå s1 = x + ny, s2 = x2 + ny2. Ìíîãî÷ëåí P ñîâïàäàåò ñ(�.1) ïðè l =− cosf, m = 1 + n cosf. Ñëåäîâàòåëüíî, è â îáùåì ñëó÷àå

s2
1 =

(
n +

1

cosf)s2.



276 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû1.22. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü îäèíîïðåäåëèòåëü; îí ðàâåí 2d2
12, à çíàê ïåðåä îïðåäåëèòåëåì ïîëîæèòåëü-íûé.Äîêàæåì òåïåðü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n: ñäåëàåìøàã îò n ê n + 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â Rn ñóùåñòâóþò ñèì-ïëåêñû A1A3 . . .An+2 è A2A3 . . .An+2 ñ ðåáðàìè äëèíîé dij = |AiAj |. �àñ-ñìîòðèì â Rn ãèïåðïëîñêîñòü Rn−1, ñîäåðæàùóþ ñèìïëåêñ A3 . . . An+2.Ïîëîæåíèå òî÷åê A1 è A2 îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè îòíîñè-òåëüíî ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ïóñòü rmin è rmax�ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷-êàìè â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíû îò ãèïåð-ïëîñêîñòè, è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû.Ïîêàæåì, ÷òî ñèìïëåêñ A1A2 . . . An+2 ñ ðåáðàìè äëèíîé dij = |AiAj | ñó-ùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rmin <d12 <rmax. Âëîæèì Rn−1⊂Rnâ Rn+1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿ-ìè xn+1 = 0 è xn = xn+1 = 0. �àññìîòðèì â Rn+1 âðàùåíèå âîêðóã Rn−1(ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíÿåò êîîðäèíàòû x1, . . . , xn−1, à íà êîîð-äèíàòû xn, xn+1 îíî äåéñòâóåò êàê ïîâîðîò íà óãîë f). Ïîäâåðãíåìòî÷êó A1 òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ïðè èçìåíåíèè f îò 0 äî 2p òî÷êà A1áóäåò âðàùàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëü-íîé Rn−1. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A1 äî òî÷êè A2 áóäåò èçìå-íÿòüñÿ îò rmin äî rmax, à ðàññòîÿíèÿ îò A1 äî òî÷åê A3, . . . , An+2 áóäóòïîñòîÿííû. Ïîýòîìó ïðè rmin <d12 <rmax òðåáóåìûé ñèìïëåêñ ñóùåñòâó-åò, à ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ d12 ñèìïëåêñ íå ñóùåñòâóåò. Ñëó÷àè d12 =rminè d12 = rmax ñîîòâåòñòâóþò âûðîæäåííûì ñèìïëåêñàì íóëåâîãî îáúåìà.Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

(−1)n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x . . . d2
1,n+2 1

x 0 . . . d2,n+2 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d2

n+2,1 d2
n+2,2 . . . 0 1

1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî rmin <x<rmax. ßñíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðà-âåíñòâà èìååò âèä ax2 + bx + c, ãäå ÷èñëà a, b, c íå çàâèñÿò îò x, ïðè÷åì
a<0. Â ñàìîì äåëå, êîý��èöèåíò a ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà −(−1)n+2íà îïðåäåëèòåëü äëÿ òî÷åê A3 . . . An+2, çíàê êîòîðîãî ïî óñëîâèþ ðà-âåí (−1)n. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà ax2 + bx + c ñîîòâåòñòâóþò âûðîæäåíèÿìñèìïëåêñà A1A2 . . .An+2, ò.å. ýòè êîðíè ðàâíû rmin è rmax. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
a< 0, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî ax2 + bx+ c> 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîrmin < x < rmax.1.23. Ïóñòü S� (n− 1)-ìåðíûé îáúåì ãðàíè ïðàâèëüíîãî n-ìåðíîãîñèìïëåêñà. Âûäåëèì îäíó èç ãðàíåé ñèìïëåêñà è ñïðîåöèðóåì íà íåå



�ëàâà 1 277îñòàëüíûå n ãðàíåé. Îáúåì ïðîåêöèè êàæäîé ãðàíè ðàâåí S cosf, ïî-ýòîìó nS cosf = S, ò. å. cosf = 1/n.1.24. Îáúåì ëþáîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ñöåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. ßñíî òàê-æå, ÷òî êâàäðàò äëèíû ðåáðà � öåëîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè a�äëèíà ðåáðà êóáà, òî ÷èñëà a2n+1 è a2 öåëûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî
a = a2n+1/(a2)n ðàöèîíàëüíî, ïðè÷åì åãî êâàäðàò�öåëîå ÷èñëî. Ïîýòî-ìó ÷èñëî a öåëîå.1.25. Ïóñòü O�íåêîòîðàÿ òî÷êà âíóòðè ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà.Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O è êàæäîå ðåáðî ñèìïëåêñà äâóìåðíóþ ïëîñ-êîñòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷èñëî ïëîñêîñòåé (à èìåííî,10 ïëîñêîñòåé). Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äâå äâóìåðíûå ïëîñ-êîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O, íå èìåþò äðóãèõîáùèõ òî÷åê. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóOè íå èìåþùàÿ äðóãèõ îáùèõ òî÷åê ñ ïðîâåäåííûìè ïëîñêîñòÿìè. Ýòàïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííþþ òî÷êó ñèìïëåêñà è íå ïåðåñåêàåòåãî ðåáåð.1.26. Ïðîâåäåì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâåïëîñêîñòü, ïîðîæäåííóþ âåêòîðàìè a è b. Îíà ïåðåñåêàåò êóá |xk|6 1,
k = 1, . . . , n, ïî ìíîæåñòâó

{xa + yb | |xak + ybk|6 1, k = 1, . . . , n}.Âåêòîðû a è b äîñòàòî÷íî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäó-þùèå ñâîéñòâà:1) |a|= |b| è (a, b) = 0;2) íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, y íåðàâåíñòâà |xak + ybk|6 1,
k = 1, . . . , n, çàäàþò ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê.Îáà ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè ak = sinka, bk = coska, ãäå a= p/n. Âñàìîì äåëå,
(a, b) =

1

2

n∑

k=1

sin 2ka, |a|2 =
n

2
− 1

2

n∑

k=1

cos 2ka, |b|2 =
n

2
+

1

2

n∑

k=1

cos 2ka,à âñå ýòè ñóììû ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ðàâíû íóëþ.1.27. à) �àññìîòðèì ñå÷åíèÿ êóáà ABCDA1B1C1D1, ïåðïåíäèêó-ëÿðíûå äèàãîíàëè AC1. Äëÿ íàøèõ öåëåé íå ïîäõîäÿò òàêèå ñå÷åíèÿ,ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè òåòðàýäðîâ A1ABD è CC1B1D1. �àññìîòðèìçàòåì ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàãîíàëè A1C. Íåïîäõîäÿùåå ìíî-æåñòâî òî÷åê ñóæàåòñÿ äî äâóõ ìåíüøèõ òåòðàýäðîâ è ïàðû îòðåçêîâ
BD è B1D1. �àññìîòðèì, íàêîíåö, ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàãî-íàëÿì BD1 è B1D. Ïëîõîå ìíîæåñòâî ñóæàåòñÿ ïîñëå ýòîãî äî âåðøèí



278 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûêóáà è öåíòðîâ ãðàíåé; âíóòðåííèå òî÷êè êóáà â ýòî ìíîæåñòâî íå âõî-äÿò.á) Ïðîâåäåì ÷åðåç öåíòð êóáà äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü Π, ïåðåñåêàþ-ùóþ êóá ïî 2n-óãîëüíèêó (ñì. çàäà÷ó 1.26). Ïëîñêîñòü Π ïåðåñåêàåò âñå
(n− 1)-ìåðíûå ãðàíè êóáà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ, ïîýòîìó òðåõìåðíîåïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ïëîñêîñòüþ Π è äàííîé òî÷êîé A, îáëàäàåòâñåìè òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.1.28. à) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âûñîòû ñèìïëåêñà ïåðåñåêàþòñÿâ òî÷êå A0. Ïîëîæèì ei =

−−→
A1Ai è x =

−−→
A1A0. Òîãäà

(x, ei − ej) = 0, (x− ei, ej) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, (x, ei) = const è (ei, ej) = (x, ei).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (ei, ej) = const. Èç íåâûðîæäåííîñòè ñèì-ïëåêñà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ e2, . . . , en+1. Ïóñòüe2, . . . , en+1 � äâîéñòâåííûé áàçèñ, ò. å. (ei, ej) = dij . Ïîëîæèì x =
= c(e2 + . . . + en), ãäå c = (ei, ej). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå

(x, ei − ej) = 0, (x− ei, ej) = 0.Ïîýòîìó åñëè A0 � êîíåö âåêòîðà x ñ íà÷àëîì A1, òî A0 � îðòîöåíòðñèìïëåêñà.á) Îðòîãîíàëüíîñòü ðåáåð ñèìïëåêñà ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâàì
(ei, ej − ek) = 0, (ei − ej , ek − el) = 0. À ýòè ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíûòîìó, ÷òî (ei, ej) = const.â) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A2 . . . An+1 � îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèì-ïëåêñ è âûñîòà, îïóùåííàÿ èç òî÷êè A1, ïîïàäàåò â îðòîöåíòð H ýòîãîñèìïëåêñà. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî A1Ak⊥AiAj ïðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
i, j, k>2. ßñíî, ÷òîA2H⊥AiAj èAkH⊥AiAj. Ïîýòîìó ïëîñêîñòüA1AkHïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AiAj , à çíà÷èò, A1Ak⊥AiAj.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñèìïëåêñ A1 . . .An îðòîöåíòðè÷åñêèé. Òî-ãäà ïðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ i, j, k, l ðåáðà AiAj è AkAl îðòîãîíàëüíû.Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñèìïëåêñ A2 . . . An îðòîöåíòðè÷åñêèé.Ïóñòü H �åãî îðòîöåíòð. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè i, j > 2 ðåáðî AiAjîðòîãîíàëüíî ïðÿìîé A1H. Òîãäà AkH⊥AiAj è A1Ak⊥AiAj , à çíà÷èò,
A1H⊥AiAj .ã) Ïóñòü a, b, c, d�âåêòîðû ñòîðîí ïðîñòðàíñòâåííîãî ÷åòûðåõóãîëü-íèêà ñ âåðøèíàìè â ÷åòûðåõ âåðøèíàõ ñèìïëåêñà. Ïðîâåðèì, ÷òî ðà-âåíñòâî a2 + c2 = b2 + d2 ýêâèâàëåíòíî îðòîãîíàëüíîñòè äèàãîíàëåé, ò. å.ðàâåíñòâó (a + b, b + c) = 0. Òàê êàê d =−(a + b + c), òî ïåðâîå ðàâåíñòâîìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a2 + c2 = b2 + a2 + b2 + c2 + 2(a, b) + 2(b, c) + 2(a, c).Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (a + b, b + c) = 0.



�ëàâà 2 279ä) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà |AiAj |2 =
= ai + aj . Òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.1),ñ. 44, ïîýòîìó ñèìïëåêñ îðòîöåíòðè÷åñêèé.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñèìïëåêñ îðòîöåíòðè÷åñêèé. Òîãäà èç ñî-îòíîøåíèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî

ai =
1

2
(|AiAj |+ |AiAk| − |AjAk|)íå çàâèñèò îò j è k. ßñíî òàêæå, ÷òî |AiAj |2 = ai + aj .å) Åñëè èíäåêñû i, j, k ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò íóëÿ, òî

A0Ai⊥AjAk. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.1) è ñó-ùåñòâóþò òðåáóåìûå ÷èñëà a0, . . . , an+1.�àâåíñòâî a−1
0 + . . . + a−1

n+1 = 0 äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóê-öèè: òî÷êà A0, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå A1A2. Åñëè |A1A0|= b è |A0A2|= c,òî a0 =−bc, a1 = b(b + c), a2 = c(b + c).Äîêàæåì òåïåðü øàã èíäóêöèè. Ïóñòü A′
0 è A0 � îðòîöåíòðû ñèì-ïëåêñîâ A1 . . .An è A1 . . .An+1. Ïîëîæèì |A′

0A0|=x è |A0An+1|=y. Òîãäà
|AiA

2
0|= |A′

0Ai|2 + |A′
0A0|2 = ai + a′

0 + x2,

|AiAn+1|2 = |A′
0Ai|2 + |A′

0An+1|2 = ai + a′
0 + (x + y)2.Ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî a0 = a′

0 + x2 è an+1 = a′
0 + (x + y)2. Êðîìåòîãî, y2 = a0 + an+1, ïîýòîìó a′

0 =−x(x + y).Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè a−1
1 + . . .+a−1

n =−(a′
0)

−1. Ñëåäîâàòåëü-íî,
a−1

0 + . . . + a−1
n+1 =

1

−xy
− 1

−x(x + y)
+

1

y(x + y)
= 0.1.29. Ñîîòíîøåíèå −→OA1 + . . . +

−→
OAn+1 =(n− 1)

−−→
OX îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåò òî÷êó X. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (

−−→
A2A3,

−−→
A1X) = 0.ßñíî, ÷òî

(n−1)
−−→
A1X =(n−1)

−−→
A1O+(n−1)

−−→
OX =(n−2)

−−→
A1O+

−→
OA2 + . . .+

−→
OAn+1 =

=
−→
OA2 +

−→
OA3 +

−−→
A1A4 + . . . +

−−→
A1An+1.�àâåíñòâî (

−−→
A2O +

−→
OA3,

−→
OA2 +

−→
OA3) = 0 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî |OA2|=

= |OA3|, à ðàâåíñòâà (
−−→
A2A3,

−−→
A1A4) = . . . = (

−−→
A2A3,

−−→
A1An+1) = 0 ñëåäóþòèç òîãî, ÷òî ñèìïëåêñ îðòîöåíòðè÷åñêèé.�ëàâà 22.4. Ñëó÷àè òðàïåöèè è ïàðàëëåëîãðàììà ëåãêî ðàçáèðàþòñÿ, ïîýòî-ìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD íåòïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñå-



280 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûêàþòñÿ ëó÷è AB è DC, BC è AD. Ïóñòü −→AB =~a, −→BC =~b, −→CD = p~a + q~b,−→
DA = u~a + v~b. Òîãäà p < 0, q > 0, u < 0, v < 0.�àññìîòðèì à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå âåêòîðû ~a è ~b âîðòîãîíàëüíûå âåêòîðû ~a′ è ~b′, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû l è m. Íàì íóæíî,÷òîáû îáðàùàëîñü â íóëü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(p~a + q~b, u~a + v~b) = pul2 + qvm2.Ïîñêîëüêó pu>0 è qv <0, ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ âûáîðîì ÷èñåë lè m.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè îáðàç óãëà ïðèâåðøèíå C áîëüøå îáðàçà óãëà ïðè âåðøèíå A; ýòè óãëû íåëüçÿ ñäåëàòüðàâíûìè.2.5. Ïóñòü A1, B1, . . . , F1 �ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, . . . , FA. �à-âåíñòâî äèàãîíàëåé AD è BE ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðÿìàÿ A1D1ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìûì AB è DE. Ïóñòü O�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-ìûõ A1D1 è B1E1. Íóæíî ïîñòðîèòü à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîåïåðåâîäèò óãëû A1 è B1 ÷åòûðåõóãîëüíèêà A1BB1O â ïðÿìûå óãëû.Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Òî,÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà A1BB1Oðàñïîëîæåíû èìåííî òàê, êàê íóæíî, ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè øåñòè-óãîëüíèêà.2.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðå-âîäÿùåå âåêòîðû ~a, ~b, ~c â âåêòîðû ~a′, ~b′, ~c′ ðàâíîé äëèíû. Èç ðàâåíñòâàa~a′ + b~b′ + g~c′ = 0 ñëåäóåò, ÷òî èç îòðåçêîâ äëèíû |a|, |b|, |g| ìîæíî ñî-ñòàâèòü òðåóãîëüíèê.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èç îòðåçêîâ äëèíû |a|, |b|, |g| ìîæíî ñîñòà-âèòü òðåóãîëüíèê. Òîãäà a~a′ +b~b′ +g~c′ =0 äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ ~a′,~b′,
~c′ åäèíè÷íîé äëèíû. �àññìîòðèì à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿ-ùåå âåêòîðû ~a è~b â ~a′ è~b′. Èç ðàâåíñòâ a~a+b~b+g~c=0 è a~a′ +b~b′ +g~c′ =0ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò âåê-òîð ~c â ~c′ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî g 6= 0).2.10. Ïóñòü yi = ai1x1 + . . . + ainxn. Â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè
y1, . . . , yn íåðàâåíñòâà |yi|6 bi çàäàþò ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä,îáúåì êîòîðîãî ðàâåí 2nb1 . . . bn. �àññìàòðèâàåìàÿ �èãóðà ÿâëÿåòñÿ îá-ðàçîì ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïðè îòîáðàæåíèè A−1, ïîñêîëüêó èç ðà-âåíñòâà y =Ax ñëåäóåò ðàâåíñòâî x=A−1y. Ïîýòîìó îáúåì ýòîé �èãóðûðàâåí | detA−1|2nb1 . . . bn = 2nb1 . . . bn/|∆|.2.11. à), á) Ïóñòü l1A1 + l2A2 è l1B1 + l2B2�òî÷êè �èãóðû l1M1 +
+ l2M2 (çäåñü Ai è Bi � òî÷êè ìíîãîóãîëüíèêà Mi). Òîãäà �èãóðàl1M1 + l2M2 ñîäåðæèò ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè l1A1 + l2A2,



�ëàâà 3 281l1B1 +l2A2, l1B1 +l2B2, l1B1 +l2A2. Âûïóêëîñòü �èãóðû l1M1 +l2M2ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíà ñîäåðæèò äèàãîíàëü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè M1 è M2 ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíûîò íåêîòîðîé ïðÿìîé l. Áóäåì ñäâèãàòü ýòó ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíî ñàìîéñåáå äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ñîïðèêîñíåòñÿ ñ M1 è ñ M2. Ïóñòü a1 è a2�äëèíû îòðåçêîâ, ïî êîòîðûì l ïåðåñåêàåò M1 è M2 â ìîìåíò ñîïðèêîñ-íîâåíèÿ (ai =0, åñëè ïðÿìàÿ l íå ïàðàëëåëüíà ñòîðîíàì ìíîãîóãîëüíèêà
Mi). Òîãäà â ìîìåíò ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ �èãóðîé l1M1 + l2M2 ïðÿìàÿ lïåðåñåêàåò åå ïî îòðåçêó äëèíû l1a1 + l2a2. ×èñëî l1a1 + l2a2 îòëè÷íîîò íóëÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç ÷èñåë a1 è a2 îòëè÷íî îò íóëÿ.â) Âûáåðåì âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà Mi òî÷êó Oi è ðàçðåæåì åãîíà òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíîé Oi; ìíîãîóãîëüíèê l1M1 + l2M2 ðàçðåæåìíà òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíîé O = l1O1 + l2O2. Ïàðå òðåóãîëüíèêîâ ñîñíîâàíèÿìè a1 è a2 è âûñîòàìè h1 è h2 ñîîòâåòñòâóåò òðåóãîëüíèê ñîñíîâàíèåì l1a1 + l2a2 è âûñîòîé l1h1 + l2h2. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

(l1a1 + l2a2)(l1h1 + l2h2) = l2
1a1h1 + l1l2(a1h2 + a2h1) + l2

2a2h2.

�ëàâà 33.1. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
(

c − a

c − b
· d − b

d − a

)
·
(

d − a

d − b
· e − b

e − a

)
·
(

e − a

e − b
· c − b

c − a

)
= 1.3.2. Ïðÿìàÿ l(t) ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ y =1 â òî÷êå (x, 1), ãäå x è t ñâÿ-çàíû ñîîòíîøåíèåì a1x + b1 = t(a2x + b2). Ïîýòîìó äâîéíîå îòíîøåíèåïðÿìûõ l(ti) ðàâíî äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷èñåë wi, ãäå ti =

a1wi + b1

a2wi + b2
.Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ÷èñåë wi ðàâíî äâîéíîìóîòíîøåíèþ ÷èñåë ti.3.3. Äâîéíûå îòíîøåíèÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ l1 è l2, ðàâíûäâîéíîìó îòíîøåíèþ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïðÿìóþ l3 è ïðÿ-ìûå a, b, c, d ñîîòâåòñòâåííî.3.4. Ïóñòü A1, B1, . . . �òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l ñ ïëîñêîñòÿìè

BCD, ACD, . . . ; A2, B2, . . . �òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CD ñ ïëîñêî-ñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ïðÿìóþ l è âåðøèíû A, B, . . . Òîãäà C2 = Cè D2 = D, à êðîìå òîãî, ïðÿìûå C1C2 è D1D2 ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AB âòî÷êàõ C3 è D3, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òàêæå òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
AB ñ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ïðÿìóþ l è âåðøèíû C è D.ßñíî òàêæå, ÷òî òî÷êè A1, A2 è A3 = A ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷-êè B1, B2 è B3 = B òîæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî
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[A1, B1, C1, D1] = [A3, B3, C3, D3].3.5. Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå l1 è l2, ïåðåñåêàþùèå äàííûå ãèïåðïëîñ-êîñòè ñ îáùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì V n−2 ðàçìåðíîñòè n− 2. �àññìîòðèìòðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W 3, ñîäåðæàùèå ïðÿìûå l1 è l2. Â îá-ùåì ïîëîæåíèè ïåðåñå÷åíèå W 3 ñ V n−2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, à ïåðåñå÷å-íèÿ W 3 ñ äàííûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè. Òåïåðüìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ïëîñêîñòåé â òðåõ-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé èõ.3.6. Êâàäðàò ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí

(a2 + bc)x + b(a + d)

c(a + d)x + (bc + d2)
.Îí áóäåò òîæäåñòâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-þùèå óñëîâèÿ: b(a + d) = c(a + d) = 0 è a2 + bc = d2 + bc. Åñëè a + d 6= 0,òî b = c = 0 è a2 = d2, ò. å. a = d 6= 0. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò òîæ-äåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, à ïî óñëîâèþ èñõîäíîå ïðåîáðàçîâàíèåíåòîæäåñòâåííî.3.7. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó ∞, ïîýòî-ìó äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè a è bíå ìîæåò áûòü ëèíåéíûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñ-ñìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä x 7→ px + q

x + r
. Òî÷êè a è b áóäóòíåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè (p− r)a = a2 − q è

(p− r)b = b2 − q. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî p− r = a + b è q =−ab,ò. å. p = l, q =−ab, r = l− a− b.3.8. Íàä ïîëåì C ïðåîáðàçîâàíèå f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0.Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå f(f(x)) èìååò òðè ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûåòî÷êè a, f(a) è x0, à çíà÷èò, îíî òîæäåñòâåííî.3.9. Ïóñòü äàííîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå f ïåðåâîäèò òî÷-êó ∞ â òî÷êó x0 6=∞. Òîãäà êîìïîçèöèÿ f ñ èíâîëþöèåé x 7→ x0x + b

x − x0îñòàâëÿåò òî÷êó ∞ íåïîäâèæíîé. Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèåÿâëÿåòñÿ ëèáî ïåðåíîñîì x 7→ x + t (åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîì-ïîçèöèè èíâîëþöèé x 7→ −x è x 7→ t− x), ëèáî ãîìîòåòèåé x 7→ lx (ååìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè èíâîëþöèé x 7→ x−1 è x 7→ lx−1).3.10. �àññìîòðèòå ïðîåêöèþ ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé l íà ïëîñêîñòü,òðàíñâåðñàëüíóþ ïðÿìûì l1 è l2 (ò. å. ïåðåñåêàþùóþ ýòè ïðÿìûå ðîâíîâ îäíîé òî÷êå).3.11. Ïóñòü M , M ′�òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1O
′ è A2O, A1O è

A2O
′; N , N ′ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1O

′ è A3O, A1O è A3O
′;
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P , P ′ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A2O è A3O

′, A2O
′ è A3O. Ïðÿ-ìûå A1O è C1O ïåðåñåêàþò ïðÿìûå O′A1, O′A2, O′A3 è O′O â òî÷êàõ

{A1, M ′, N ′, O} è {N, P, A3, O} ñîîòâåòñòâåííî. Ñîåäèíèì ïåðâóþ ÷åò-âåðêó òî÷åê ñ òî÷êîé M , à âòîðóþ ÷åòâåðêó òî÷åê ñ òî÷êîé P . Ïðèýòîì ïðÿìûå MO è PO ñîâïàäóò, à çíà÷èò, òðè îñòàëüíûå òî÷êè ïå-ðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ïðÿìûõ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. À òàê êàê
MA1 ∩ PN = N è MN ′ ∩ PA3 = N ′, òî÷êà MM ′ ∩ PP ′ ëåæèò íà ïðÿ-ìîé NN ′.3.12. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O1A1 è O2A1 ëåæàò íà �èêñè-ðîâàííîé ïðÿìîé l, ïîýòîìó O1A1 7→O2A1 � ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèåïðîåêòèâíûõ ïó÷êîâ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè O1 è O2. Àíàëî-ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ O2A2 7→O3A2 è ò.ä. ïîêàçûâàþò,÷òî O1An 7→OnAn � ïðîåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ñ íåïîäâèæíîé ïðÿìîé
l = O1On, ïîýòîìó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ïðÿìûõ ïó÷êîâ,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè O1 è On, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
�ëàâà 44.1. Ïðèìåíèòå òåîðåìó îá îáùèõ õîðäàõ êîíèê ê ñëåäóþùèì òðåìêîíèêàì: Γ � ðàññìàòðèâàåìûé ýëëèïñ, Γ1 � ïàðà ïðÿìûõ AB è CD,
Γ2 �ïàðà ïðÿìûõ BC è AD.4.2. Íà íàïðàâëåíèå îñåé êîíèêè âëèÿþò ëèøü êâàäðàòè÷íûå ÷ëå-íû åå óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî èõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî óðàâíåíèå îäíîé èç êîíèê èìååò âèä ax2 + by2 + . . . = 0. Åñëè ëèíåé-íàÿ êîìáèíàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ a1x

2 + b1y
2 + c1xy + . . .=0èìååò âèä x2 + y2 + . . . = 0, òî c1 = 0, ò. å. îñè êîíèê ïåðïåíäèêóëÿðíû.Ïóñòü, íàîáîðîò, c1 = 0. Ïîëîæèì l =− a − b

a1 − b1
(ñëó÷àé a1 = b1 ñîîòâåò-ñòâóåò îêðóæíîñòè). Òîãäà a+la1 = b+lb1. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè

a + la1 = b + lb1 = 0, òî ðàññìàòðèâàåìûå êîíèêè èìåþò íå áîëåå äâóõîáùèõ òî÷åê, òàê êàê ñðåäè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èõ óðàâíåíèé åñòüëèíåéíîå óðàâíåíèå.4.3. Óñëîâèå òîãî, ÷òî êîíèêà èç äàííîãî ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé,ìîæíî çàïèñàòü â âèäå det(lA + mB) = 0, ãäå A è B�êâàäðàòíûå ìàò-ðèöû ïîðÿäêà 2. Â òàêîì âèäå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîåóðàâíåíèå.4.4. Êîíèêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A, B, C è D, èìååò óðàâíåíèå
F =0, ãäå F =l|AB| · |CD|+ |BC| · |AD|. Öåíòð ýòîé êîíèêè çàäàåòñÿ ñè-ñòåìîé óðàâíåíèé Fx = 0, Fy = 0; îáà ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåéíû ïî x, y è l.Âûðàçèâ l èç îäíîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîåóðàâíåíèå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ñâÿçûâàþùåå x è y.



284 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû4.5. à) Ïóñòü òî÷êè C ′ è D′ ñèììåòðè÷íû òî÷êàì C è D îòíîñèòåëü-íî ñåðåäèíû M îòðåçêà AB. Òîãäà òî÷êè A, B, C, D, C ′, D′ ëåæàò íàîäíîé êîíèêå ñ öåíòðîì M , ïîýòîìó M ∈ Γ.Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD. Òî÷êà O ñëóæèòöåíòðîì âûðîæäåííîé êîíèêè, ñîñòîÿùåé èç ïàðû ïðÿìûõ AB è CD.Ïîýòîìó O ∈ Γ.á) Ñåðåäèíû ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD îáðàçóþò ïàðàëëå-ëîãðàìì, öåíòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ òî÷åê A, B, C, D.Ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì âïèñàí â êîíèêó Γ, ïîýòîìó åãî öåíòð ñîâïàäàåòñ öåíòðîì êîíèêè.â) Ñëåäóåò èç ï. à).ã) Ôèêñèðóåì â ðàññìàòðèâàåìîì ïó÷êå êîíèê îäíó êîíèêó, îòëè÷-íóþ îò îêðóæíîñòè è ïàðàáîëû. Èç çàäà÷è 4.2 ñëåäóåò, ÷òî îñè âñåõîñòàëüíûõ êîíèê áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû îñÿì �èêñèðîâàííîé êîíèêè.(Îñè êîíèêè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ïîýòîìó îñè âñåõ îñòàëüíûõêîíèê ïàðàëëåëüíû îñÿì �èêñèðîâàííîé êîíèêè.)Ñðåäè êîíèê ïó÷êà åñòü ýëëèïñ è åñòü ãèïåðáîëû äâóõ ðàçíûõ òèïîâ:âåòâü ãèïåðáîëû, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó A, ìîæåò ñîäåðæàòü ëèáî òî÷êó B,ëèáî òî÷êó D. Ïîýòîìó ñðåäè êîíèê ïó÷êà åñòü äâå ïàðàáîëû, ïðè÷åìèõ îñè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Öåíòðàìè ýòèõ äâóõ ïàðàáîë ñëóæàòáåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâ-ëåíèé.4.6. Ïóñòü Y = 4ay è X = 4ax. Òîãäà óðàâíåíèÿ 4ay = x2 è Y = X2ýêâèâàëåíòíû.4.7. Ïîäñòàâèâ óðàâíåíèå ïàðàáîëû y = x2 â óðàâíåíèå îêðóæíîñòè
(x−a)2 +(y− b)2 =R2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñ íóëåâûìêîý��èöèåíòîì ïðè x3. Ñóììà êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ.4.8. Ñëîæèòå óðàâíåíèÿ x2 + py = 0 è (y − y0)

2 + ax + b = 0.4.9. Òî÷êè P1 è P2 èìåþò ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r1, f) è (r2, f+ p),ãäå
r1 =

2a

1 − cosf , r2 =
2a

1 − cos(f + p) =
2a

1 + cosf .4.10. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (2ti, t2i ) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = xti − t2i .4.11. Ïóñòü A1 è B1 �ïðîåêöèè òî÷åê A è B íà äèðåêòðèñó. Òîãäà
AO è BO�ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì A1F è B1F . Ïîýòî-ìó |A1O|= |FO|= |B1O|, à çíà÷èò, ∠A1B1O =∠B1A1O =f. Ñëåäîâàòåëü-íî, ∠OFA = ∠OFB = 90◦ + f è ∠AFB = 180◦− 2f= ∠A1OB1 = 2∠AOB.4.12. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç çàäà÷è 4.11. Ñîãëàñíî ýòîéçàäà÷å ∠AFB = ∠A1OB1 = 2∠AOB. Ïîýòîìó óñëîâèå ∠AOB = 90◦ ýê-âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ∠AFB = 180◦ è ∠A1OB1 = 180◦.



�ëàâà 4 2854.13. Òî÷êà z = cosf + i sinf ïåðåõîäèò â òî÷êó
w =

− cosf + i sinf
1 − cosf .4.14. Äà, ñóùåñòâóåò. Ïîëîæèì x=(x1 + y1)

2, y =x1 + y1. Ëåãêî ïðî-âåðèòü, ÷òî x1 è y1 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç x è y.4.15. à) Ïðîåêöèÿ �îêóñà F íà êàñàòåëüíóþ ê ïàðàáîëå ëåæèòíà êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè. Ïîýòîìó ïðîåêöèè
A′, B′, C ′ �îêóñà F íà ïðÿìûå BC, CA, AB ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà F ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-êà ABC. Â ñàìîì äåëå, ∠AFC ′ = ∠AB′C ′ = ∠A′B′C = ∠A′FC, ïîýòîìó
∠CFA = ∠A′FC ′ = 180◦ − ∠B.á) Êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå x2 = 4y â òî÷êàõ (2ti, t2i ) çàäàþòñÿ óðàâ-íåíèÿìè y = tix− t2i . Îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ (ti + tj , titj). Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òðåõ òàêèõòî÷êàõ ñëóæèò òî÷êà (t1 + t2 + t3 + t1t2t3, −1).â) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàáîëà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 = 4y. Â òà-êîì ñëó÷àå òî÷êè a, b, g èìåþò êîîðäèíàòû (2ti, t2i ), i = 1, 2, 3. Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî

Sabg =
1

2

∣∣∣∣∣

2t1 t21 1
2t2 t22 1
2t3 t23 1

∣∣∣∣∣ , SABC =
1

2

∣∣∣∣∣

t2 +t3 t2t3 1
t3 +t1 t3t1 1
t1 +t2 t1t2 1

∣∣∣∣∣ .ã) Ñóùåñòâóåò à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îñü ïàðàáî-ëû è ïðÿìóþ AC â ïàðó ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Ïîýòîìó ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè a, b, g èìåþò êîîðäèíàòû (2t1, t21), (0, 0), (2t3, t23),ïðè÷åì t1 < 0 è t3 > 0. Â òàêîì ñëó÷àå
SabC =−1

2
t31, SbgA =

1

2
t33, SabB =

1

2

∣∣∣∣∣

2t3 t23 1
2t1 t21 1

t1 +t3 t1t3 1

∣∣∣∣∣=
(t3 − t1)

3

2
.4.16. Êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå x2 = 4y â òî÷êàõ A = (2t1, t21) è

B = (2t2, t22) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O = (t1 + t2, t1t2). Â ðàññìàòðèâà-åìîì ñëó÷àå t1t2 =−2. Òåïåðü óæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà (0, 0)ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà AOB.4.17. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî âñåõ ïàðàáîë ñ �îêóñîì â äàííîé òî÷-êå F è îñüþ, ïàðàëëåëüíîé ëó÷àì ñâåòà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, îñü ïàðàáîëûíàïðàâëåíà òàê, ÷òîáû äàííûé ïó÷îê ëó÷åé ñâåòà ïîñëå îòðàæåíèÿ îòïàðàáîëû ñõîäèëñÿ â òî÷êå F .Ïóñòü ëó÷ ñâåòà îòðàæàåòñÿ îò òî÷êè M êðèâîé C è ïîïàäàåò âòî÷êó F . Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê C â òî÷êå M ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé âòî÷êå M ê ïàðàáîëå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M . Òàêîå ñâîéñòâî ìîæåò



286 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûâûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê êðèâîé C ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíàñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ïàðàáîë ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà.4.18. Ëþáîé ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êâàäðàòà ïðè à�-�èííîì ïðåîáðàçîâàíèè, à ëþáîé òðåóãîëüíèê� îáðàçîì ïðàâèëüíîãîòðåóãîëüíèêà.4.19. à) Ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îêðóæíîñòè ïðè à��èííîì ïðå-îáðàçîâàíèè. Ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû ýëëèïñà ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ïåð-ïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðîâ îêðóæíîñòè. ßñíî òàêæå, ÷òî ïðè à��èí-íîì ïðåîáðàçîâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ îòíîøåíèå ïëîùàäåé �èãóð.á) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè O, A è B èìåþò êîîðäèíàòû (0, 0),
(a cosf, b sinf) è (−a sinf, b cosf).4.20. Ïóñòü O�öåíòð ýëëèïñà, P1 è P2 �ïðîåêöèè �îêóñîâ F1 è F2íà êàñàòåëüíóþ, A� òî÷êà êàñàíèÿ. Òîãäà ∠P1AF1 = ∠P2AF2 = f. Ïî-ëîæèì x = F1A, y = F2A. Âåëè÷èíà x + y = c íå çàâèñèò îò òî÷êè A.Ïîýòîìó

P1O
2 = P2O

2 =
(

x + y

2
cosf)2

+
(

x + y

2
sinf)2

=
c2

4
.Êðîìå òîãî, |F1F2|2 = x2 + y2 + 2xy cos 2f= c2− 4xy sin2 f, ïîýòîìó âåëè-÷èíà xy sin2 f = d1d2 ïîñòîÿííà.4.21. Ïóñòü òî÷êè G1 è G2 ñèììåòðè÷íû F1 è F2 îòíîñèòåëüíîïðÿìûõ OA è OB ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè F1, B è G2 ëåæàò íà îä-íîé ïðÿìîé è |F1G2|= |F1B|+ |BG2|= |F1B|+ |BF2|. Òðåóãîëüíèêè

G2F1O è G1F2O èìåþò ðàâíûå ñòîðîíû. Ïîýòîìó ∠G1OF1 = ∠G2OF2 è
∠AF1O = ∠AG1O = ∠BF1O.4.22. �àññìîòðèì à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ýëëèïñâ îêðóæíîñòü. Îíî ïåðåâîäèò äàííûé ïàðàëëåëîãðàìì â ðîìá. Äèàãî-íàëè ðîìáà ñîäåðæàò ïàðó ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðîâ ïîëó÷åííîéîêðóæíîñòè.4.23. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå z 7→az + bz̄. Â êîîðäèíàòàõ (x, y), ãäå
x + iy = z, ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíîå, ïðè÷åì åãî îïðåäåëèòåëü ðàâåí
|a|2 − |b|2. Îáðàçîì îêðóæíîñòè |z|= 1 ïðè íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîìîòîáðàæåíèè áóäåò ýëëèïñ, à ïðè âûðîæäåííîì�îòðåçîê èëè òî÷êà.4.24. Ïóñòü O�âåðøèíà äàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, OA è OB�êàñà-òåëüíûå ê ýëëèïñó. �àññìàòðèâàåìûé â ðåøåíèè çàäà÷è 4.21 òðåóãîëü-íèê F1OG2 â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûé. Ñëåäîâàòåëüíî,

|F1O|2 + |F2O|2 = |F1G2|2 = const .Åñëè M �öåíòð ýëëèïñà, òî âåëè÷èíà
|OM |2 =

1

4
(2|F1O|2 + 2|F2O|2 − |F1F2|2)ïîñòîÿííà.



�ëàâà 4 2874.25. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ýëëèïñà âåðøèíû îïèñàííîãî âîêðóãíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì ýëëèïñà, ëå-æàò íà ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè. Ñîãëàñíî çàäà÷å 4.24 âåðøèíûâñåõ îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îïèñàííûõ âîêðóã ðàññìàòðèâàåìîãîýëëèïñà, ëåæàò íà ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó õîðäà PQ ÿâ-ëÿåòñÿ ñòîðîíîé ïðÿìîóãîëüíèêà, îïèñàííîãî âîêðóã ýëëèïñà. Ñîãëàñíîçàäà÷å 4.22 äèàãîíàëè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñîäåðæàò ñîïðÿæåííûåäèàìåòðû ýëëèïñà.4.26. à) Òî÷êè A è B èìåþò êîîðäèíàòû (a cosf, b sinf) è (a sinf,
−b cosf). Òî÷êè P è Q èìåþò êîîðäèíàòû

((a + b) sinf, −(a + b) cosf) è ((a− b) sinf, (a− b) cosf).á) Òðåáóåìîå ïîñòðîåíèå, ïî ñóòè äåëà, îïèñàíî â çàäà÷å à).4.27. Òî÷êà Q ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AF1F2,ãäå F1 è F2 ��îêóñû ýëëèïñà. Ïðè ýòîì Q�ñåðåäèíà äóãè F1F2. Åñëè
R�ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, a è b�óãëû ïðè âåðøèíàõ F1 è F2,òî

|AQ|= 2R cos
a− b

2
, |AP |= 2R sin2 a + b

2
cos

a− b
2

.Ïîýòîìó
|AP | · |AQ|=

(
2R sin

a + b
2

cos
a− b

2

)2

=

= (R sin a + R cos a)2 =
( |AF1| + |AF2|

2

)2

.4.28. Ïóñòü ðîìá ABCD âïèñàí â ýëëèïñ ñ öåíòðîì O. Òîãäà ðà-äèóñ r âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðîìáà ðàâåí âûñîòå ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-óãîëüíèêà AOB, ò. å.
1

r2
=

1

|OA|2 +
1

|OB|2 .Äëÿ ýëëèïñà x2

a2
+

y2

b2
= 1 ïðÿìûå OA è OB èìåþò óðàâíåíèÿ y = kxè y =−x/k, à òî÷êè A è B èìåþò êîîðäèíàòû (x0, y0) è (x1, y1), ãäå

x2
0

(
1

a2
+

k2

b2

)
= 1, x2

1

(
1

a2
+

1

k2b2

)
= 1.Ïîýòîìó

1

|OA|2 +
1

|OB|2 =
1/a2 + k2/b2

1 + k2
+

1/a2 + 1/k2b2

1 + 1/k2
=

1

a2
+

1

b2
,ò. å. ðàäèóñ r íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ðîìáà.4.29. Ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîñðåäñòâîì äèà-ãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, îïèñàííîãî âîêðóã ýëëèïñà ñ öåíòðîì
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O. Ïóñòü áèññåêòðèñû óãëîâ AOB, BOC, COD, DOA ïåðåñåêàþò ñòî-ðîíû ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà â òî÷êàõ A1, B1, C1, D1 ñîîòâåòñòâåííî, àëó÷è OA1, OB1, OC1, OD1 ïåðåñåêàþò ýëëèïñ â òî÷êàõ A2, B2, C2, D2.Òîãäà òî÷êè A2, B2, C2, D2 � öåíòðû ðàññìàòðèâàåìûõ îêðóæíîñòåé.Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî A2B2C2D2 �ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíà-ìè, ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûì AC è BD. Â ñàìîì äåëå, äèàãîíàëè ýòîãîïàðàëëåëîãðàììà ïåðïåíäèêóëÿðíû, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì. Ñî-ãëàñíî çàäà÷å 4.28 ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òàêîãî ðîìáà çàâèñèòòîëüêî îò ýëëèïñà è íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ðîìáà. Èç ïàðàëëåëüíîñòèïðÿìûõ A2B2 è AC ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðîìáàðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè A2 äî ïðÿìîé AC, ò. å. îí ðàâåí ðàäèóñóðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A2.Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî A2B2 ‖AC. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî A1B1 ‖
‖AC, òàê êàê

|AA1| : |A1B|= |AO| : |BO|= |CO| : |BO|= |CB1| : |BB1|.Ñäåëàåì à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ðàññìàòðèâàåìûå ñî-ïðÿæåííûå äèàìåòðû â äèàìåòðû îêðóæíîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå îáðàçûïðÿìûõ A1O è B1O áóäóò ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OB, ïî-ýòîìó îáðàç ïðÿìîé A2B2 áóäóò ïàðàëëåëåí îáðàçó ïðÿìîé AC.4.30. à) Ïóñòü ∠PF1Q = 2a, ∠PF2Q = 2b, ∠POF1 = p, ∠F1OF2 = q.Ñîãëàñíî çàäà÷å 4.21
∠PF1O = a, ∠PF2O = b, ∠F2OQ = p;èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∠POQ = 2p + q.Îòðåçêè PF1 è PF2 îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ êàñàòåëüíîé PO, ïî-

A B

C D

K

L M

N

a b
�èñ. �.1

ýòîìó a + p = ∠F2PO = p− b− (p + q),ò.å. ∠POQ=2p+ q=p− (a+b)=p− 1

2
(∠PF1Q+

+ ∠PF2Q).á) Ââåäåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê êàñàíèÿ,êàê íà ðèñ.�.1. Ñîãëàñíî çàäà÷å à) èìååì ðàâåí-ñòâàa =
1

2
(∠KF1L + ∠KF2L), b =

1

2
(∠MF1N + ∠MF2N).Ëó÷è F1A è F1B ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ KF1M è LF1N ñî-îòâåòñòâåííî, ïîýòîìóf1 = ∠AF1B =

1

2
(∠KF1L + ∠MF1N).
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1

2
(∠KF2L + ∠MF2N).4.31. Ïóñòü f� óãîë ìåæäó ëþáîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êàñàòåëü-íûõ è îñüþ Ox. �àññìîòðèì îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì ((a + b) cosf,

(a + b) sinf), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A = (a cosf, b sinf).Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó â òî÷êå A çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
a cosf

a2
x +

b sinf
b2

y = 1.Ýòà ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AO1, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíè-åì
y =

a sinf
b cosfx + c.Ïîýòîìó îêðóæíîñòü S êàñàåòñÿ ýëëèïñà.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îêðóæíîñòü S êàñàåòñÿ ïðÿìûõ l1 è l2. Ïóñòüïðÿìàÿ l1 êàñàåòñÿ ýëëèïñà â òî÷êå (−a cos a, b sin a). Òîãäà îíà èìååòóðàâíåíèå

−x cos a
a

+
y sin a

b
= 1.Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî tg f =

b cos a
a sin a . Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îòíà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîé l1 ðàâåí

b2

sin2 a · 1

1 + tg2 f = b2 cos2 f
sin2 a = b2 cos2 f(1 +

a2 sin2 f
b2 cos2 f)= b2 cos2 f + a2 sin2 f.Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì ðàäèóñà îêðóæíîñòè S.Äëÿ ïðÿìîé l2 ïîëó÷àåì òî÷íî òàêîå æå âûðàæåíèå.4.32. Íîðìàëü ê ýëëèïñó â òî÷êå (x0, y0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

−y0

b2
x +

x0

a2
y = x0y0

(
1

a2
− 1

b2

)
.Îíà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ ïîëóîñü â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé

x1 = b2x0

(
1

b2
− 1

a2

)
= x0

a2 − b2

a2
.Ïðè ýòîì

r2 = y2
0 + x2

0

b4

a4
= b2 − b2x2

0

(
1

a2
− b2

a4

)
.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

(a2 − b2)(b2 − r2)

b2
= x2

1.



290 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû4.33. Ñîãëàñíî çàäà÷å 4.32 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
r1 + r2 = |OC1| − |OC2|=

√
a2 − b2

b
(
√

b2 − r2
1 −

√
b2 − r2

2).Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
a4r2

1 − 2a2(a2 − 2b2)r1r2 + a4r2
2 − 4b4(a2 − b2) = 0.�àññìîòðèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñè-òåëüíî r1. Îíî èìååò êîðíè r1 è r3, ïîýòîìó

r1 + r3 =
2a2(a2 − 2b2)

a4
r2.4.34. Ñîãëàñíî çàäà÷å 4.33 ÷èñëà ri óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìóñîîòíîøåíèþ

ri+2 − kri+1 + ri = 0,ïîýòîìó rp = alp
1 + blp

2, ãäå l1 è l2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − kx + 1 = 0.ßñíî, ÷òî l1l2 = 1, ò. å. rp = alp + bl−p. Òðåáóåìàÿ �îðìóëà ïðîâåðÿåòñÿòåïåðü î÷åâèäíûì îáðàçîì.4.35. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ïîëó÷åí ïðåîáðàçîâà-íèåì
z 7→ z + z̄

2
+

z − z̄

2
cos a = z cos2

a
2

+ z̄ sin2 a
2

(�.2)èç ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè w, ew è e2w, ãäå |w|= 1 èe= exp
(

2pi
3

). Òîãäà ïîëóîñè a è b ðàññìàòðèâàåìîãî ýëëèïñà ðàâíû 1

2
è

cos a
2

, à ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî �îêóñàìè F1 è F2 ðàâíî √a2 − b2 =
1

2
sina.Òî÷êè F1 è F2 ïåðåõîäÿò â òî÷êè (±1, 0) ïðè ðàñòÿæåíèè ñ êîý��èöè-åíòîì (

1

2
sin a)−1

=
(
sin

a
2

cos
a
2

)−1

.Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (�.2) è ýòîãî ðàñòÿæåíèÿ ïîëó÷àåì ïðå-îáðàçîâàíèå
z 7→ z ctg

a
2

+ z̄ tg
a
2
.Ïîëîæèì a = w ctg

a
2
. Òîãäà ìíîãî÷ëåí ñ êîðíÿìè A, B è C èìååò âèä

P (x) =
(
x− a− 1

a

)(
x− ae− 1

ae)(x− ae2 − 1

ae2) .Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî P ′(x)=3x2 +3e+3ē=3x2− 3, ïîýòîìó êîðíè ìíî-ãî÷ëåíà P ′ ðàâíû ±1.4.36. Ëþáóþ ãèïåðáîëó ìîæíî ïîëó÷èòü à��èííûì ïðåîáðàçîâàíè-åì èç ãèïåðáîëû y =x−1, äëÿ êîòîðîé òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.



�ëàâà 4 2914.37. Ïóñòü ax2 + bxy + cy2 = (px + qy)(rx + sy). Òîãäà ïðÿìûå px +
+ qy = 0 è rx+ sy = 0 ïàðàëëåëüíû àñèìïòîòàì ðàññìàòðèâàåìîé ãèïåð-áîëû. Ýòè ïðÿìûå îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pr + qs=0,ò. å. a + c = 0.4.38. Ïóñòü a = a + ia−1, b = b + ib−1, c = g + ig−1 � âåðøèíû äàí-íîãî òðåóãîëüíèêà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðîâåðüòå, ÷òî h =
=−abg− i(abg)−1 � åãî îðòîöåíòð. Ïîêàæèòå, íàïðèìåð, ÷òî ÷èñëî
(a− h)/(b− c) ÷èñòî ìíèìîå.4.39. Ïóñòü f�âåëè÷èíà òîãî èç óãëîâ ìåæäó àñèìïòîòàìè, êîòî-ðûé ñîäåðæèò ãèïåðáîëó. Òîãäà ïðè f> 90◦ èñêîìîå ìíîæåñòâî ïóñòî, àïðè f< 90◦ îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü (ñ öåíòðîì â öåíòðå ãè-ïåðáîëû), èç êîòîðîé âûáðîøåíû 4 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ àñèìïòîòàìè.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøå-íèåì çàäà÷è 4.24.4.40. Ïóñòü A = (a, a−1), B = (b, b−1), C = (c, c−1). Òîãäà ïðè x =
=−x0, a, b, c ïîëó÷àåì

(x0 − x)2 + (x−1
0 − x−1)2 = 4x2

0 + 4x−2
0 .Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà −x0, a, b, c ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà âèäà

x4 − 2x0x
3 + . . .Ïîýòîìó −x0 +a+ b+ c=2x0, ò.å. a+ b+ c=3x0. Àíàëîãè÷íî a−1 + b−1 +

+ c−1 = 3x−1
0 . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (x0, x−1

0 ) ñëóæèò íå òîëüêî öåíòðîìîïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, íî è åãî öåíòðîì ìàññ. Ýòîâîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîñòîðîííèé.4.41. Òî÷êà X, ðàâíîóäàëåííàÿ îò òî÷êè A è îêðóæíîñòè ðàäèóñà Rñ öåíòðîì O, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ |OX| − |AX|= R âñëó÷àå, êîãäà òî÷êà A ðàñïîëîæåíà âíå äàííîé îêðóæíîñòè, è ñîîòíî-øåíèþ |OX|+ |AX|= R â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà A ðàñïîëîæåíà âíóòðèäàííîé îêðóæíîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà A ëåæèò íà äàííîé îêðóæ-íîñòè, òî÷êà X äîëæíà ëåæàòü íà ëó÷å OA.4.42. Öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó A è êàñà-þùåéñÿ äàííîé îêðóæíîñòè S, ðàâíîóäàëåí îò òî÷êè A è îêðóæíîñòè S.Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 4.41.4.43. Ïðÿìàÿ AtBt çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x − 1 − t

y − 1 − t
=

1 + t + 1 − t

1 + t − 1 + t
=

1

t
,ò. å.

y = 1− t2 + tx =−
(
t− x

2

)2

+
x2

4
+ 1.



292 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûÏðè �èêñèðîâàííîì x, êîãäà t ïðîáåãàåò âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
y ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùèå (x2/4)+1. Òàêèì îáðàçîì,èñêîìîå ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì y 6 (x2/4) + 1.4.44. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ l çàäàâàëàñüóðàâíåíèåì x = 0, à òî÷êà O èìåëà êîîðäèíàòû (1, 0). Òî÷êà X = (x, y)ïðèíàäëåæèò èñêîìîìó ìíîæåñòâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îêðóæ-íîñòü ñ äèàìåòðîì |OX| ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòî-ÿíèå îò öåíòðà ýòîé îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé l íå ïðåâîñõîäèò åå ðàäèóñà,ò. å. (

x + 1

2

)2

6

(
x − 1

2

)2

+
y2

4
.Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì y2 > 4x.4.45. Áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ êîìïîçèöèþ ñîá-ñòâåííîãî äâèæåíèÿ è ãîìîòåòèè. Ïóñòü X1 è X2 �äâà ïîëîæåíèÿ òî÷-êè X; X ′

1 è X ′
2 � ïîëîæåíèÿ òî÷êè X ′ â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè. Ñó-ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, ïåðåâîäÿùåå X1 â X ′

1,à X2 â X ′
2. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåâîäèò òî÷-êó X â ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó X ′. Ïóñòü O�öåíòð ðàññìàòðèâàåìîãîïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, OH � âûñîòà òðåóãîëüíèêà XOX ′. Òî÷êà Hïîëó÷àåòñÿ èç X íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ, ïîýòîìó H äâè-æåòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî XX ′⊥OH, ïîëó÷àåì òàêîåæå ìíîæåñòâî, êàê è â çàäà÷å 4.44.4.46. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè S ðàñïîëîæåí â íà÷àëåêîîðäèíàò, à òî÷êà O èìååò êîîðäèíàòû (c, 0). Òî÷êà A = (x, y) ïðèíàä-ëåæèò èñêîìîìó ìíîæåñòâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îêðóæíîñòü Sïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü S1 ñ äèàìåòðîì |AO|. Ïóñòü a�ðàäèóñ îêðóæ-íîñòè S, R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè S1, d� ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìèýòèõ îêðóæíîñòåé. Îêðóæíîñòè S è S1 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà èç îòðåçêîâ a, d, R ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, ò. å.

(R− a)2 6 d2
6 (R + a)2.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 4d2 = (x+ c)2 + y2 è 4R2 = (x− c)2 + y2, ïðèõîäèì ê íåðà-âåíñòâó

a2 − 2Ra 6 cx 6 2Ra + a2,êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (cx− a2)2 6 4a2R2, ò. å.
(c2 − a2)x2 − a2y2

6 a2(c2 − a2).4.47. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå êîíèêè èìååò âèä
A(z2 + z̄2) + Bzz̄ + Cz + C̄z̄ + D = 0. (�.3)



�ëàâà 4 293Â ñàìîì äåëå, ýëëèïñ è ãèïåðáîëó ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåìA(z2 + z̄2)+
+ Bzz̄ = 1 (ïðè B < 2A ïîëó÷àåì ýëëèïñ, à ïðè B > 2A ïîëó÷àåì ãèïåð-áîëó); ïàðàáîëó ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

z2 + z̄2 + 2zz̄ + 2iz − 2iz̄ = 0.Ïóñòü u�öåíòð ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè u + vek, ãäå
k =1, 2, 3 è e=exp(2pi/3). Åñëè ýòîò òðåóãîëüíèê âïèñàí â êîíèêó (�.3),òî ÷èñëà zk =u+vek, k =1, 2, 3, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (�.3). Ñëî-æèâ òðè òàêèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

A(u2 + ū2) + B(uū + vv̄) + Cu + C̄ū + D = 0 (�.4)(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî e1 + e2 + e3 = 0). Ïîäñòàâèì â (�.3) çíà-÷åíèå z = z3 = u + v è âû÷òåì èç (�.4) ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èì Re(Fv + Av̄2) = 0, ãäå F = 2Au + Bū + C. Ïðîäåëàâàíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ z = z1 =u+ ve, ïîëó÷èì Fv +Av̄2 =0. Òàêêàê v 6= 0, ïðè A 6= 0

|v|2 = |2Au + Bū + C|2A−2; (�.5)ñëó÷àé A = 0 ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòè. Ïîäñòàâèâ (�.5) â (�.4), ïîëó-÷èì óðàâíåíèå òðåáóåìîé êîíèêè.Îòìåòèì, ÷òî âòîðàÿ êîíèêà ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà B = 0, ò. å. â ñëó÷àå ðàâíîáî÷íîé ãèïåðáîëû.4.48. Óðàâíåíèå ñåêóùåé ïëîñêîñòè ìîæíî çàïèñàòü ëèáî â âèäå
z = ax + by + c = 0, ëèáî â âèäå ax + by + c = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîåê-öèÿ ñå÷åíèÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = ax + by + c, à âî âòîðîì �óðàâíåíèåì ax + by + c = 0.4.49. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè êîíóñ çàäàí óðàâíåíèåì ax2 + by2 +
+ cz2 = 0, ãäå a > b > c. Ñëîæèâ óðàâíåíèå êîíóñà ñ óðàâíåíèåì (b− a)×
× (x− a1)

2 + (b− c)(z − c1)
2 = 0, çàäàþùèì ïàðó ïëîñêîñòåé, ïîëó÷èìóðàâíåíèå

b(x2 + y2 + z2) + 2(a− b)a1x + 2(c− b)c1z = (a− b)a2
1 + (c− b)c2

1.×èñëà a− b è c− b ðàçíîãî çíàêà, ïîýòîìó a1 è c1 ìîæíî âûáðàòü òàê,÷òî ÷èñëî (a− b)a2
1 + (c− b)c2

1 èìååò òàêîé æå çíàê, êàê è ÷èñëî b, ò.å.ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå çàäàåò ñ�åðó. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì òî÷-êà (a1, 0, c1), ïðèíàäëåæàùàÿ îáåèì ïëîñêîñòÿì, ëåæèò âíóòðè ñ�åðû.Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå êîíóñà ðàññìàòðèâàåìîé ïàðîé ïëîñêîñòåé ñîâ-ïàäàåò ñ ñå÷åíèåì ñ�åðû ýòîé ïàðîé ïëîñêîñòåé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïàðó îêðóæíîñòåé.4.50. à) Ïóñòü f = 0 è g = 0�óðàâíåíèÿ êâàäðèê, l = 0�óðàâíåíèåïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé èõ îáùåå ïëîñêîå ñå÷åíèå. Â ïëîñêîñòè l = 0



294 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûóðàâíåíèÿ f =0 è g =0 çàäàþò îäíó è òó æå êðèâóþ, ïîýòîìó f =lg + lm,ãäå m�íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ. Ïëîñêîñòü m = 0 òîæå ñîäåðæèòîáùåå ïëîñêîå ñå÷åíèå êâàäðèê f = 0 è g = 0.á) Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìûå êâàäðèêè èìåþò óðàâíåíèÿ f = 0, g = 0,
h = 0. Ñîãëàñíî ï.à) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g = f + lm1 è h = f + lm2. Â òà-êîì ñëó÷àå g = h + l(m1 −m2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòè äðóãèõ îá-ùèõ ñå÷åíèé çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè m1 = 0, m2 = 0 è m1 = m2. Òðåòüåóðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ïåðâûõ, ïîýòîìó òðèïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ ïðÿìóþ.4.51. à) Òî÷êà A ýëëèïñà ñ öåíòðîìO ëåæèò íà åãî ãëàâíîé îñè òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà îêðóæíîñòü ðàäèóñà |OA| ñ öåíòðîì O êàñàåòñÿýëëèïñà.Ïåðåñå÷åíèå äàííîãî ýëëèïñîèäà ñî ñ�åðîé ðàäèóñà |OA| ñ öåí-òðîì O ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì

(
1

a2
− 1

r2

)
x2 +

(
1

b2
− 1

r2

)
y2 +

(
1

c2
− 1

r2

)
z2 = 0, (�.6)ãäå r = |OA|. Èñêîìàÿ ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàêïëîñêîñòü, êàñàþùàÿñÿ êîíóñà ïî ëó÷ó OA.á) Ïóñòü OA1 è OA2�ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñà, ïîëó÷åííîãî â ñå÷å-íèè ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòüþ x cos a + y cos b + z cosg = 0. Â òåõ ñëó÷àÿõ,êîãäà A = A1 èëè A2 (ò. å. r = r1 èëè r2) ýòà ïëîñêîñòü äîëæíà êàñàòüñÿêîíóñà (�.6). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîðàâåíñòâó

a2 cos2 a
a2 − r2

+
b2 cos2 b
b2 − r2

+
c2 cos2 g
c2 − r2

= 0.4.52. �àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè Π îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A. Ñîãëàñ-íî çàäà÷å Ä.14 ïîëÿðîé ýòîé îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñöåíòðîì O ñëóæèò êîíèêà ñ �îêóñîì O, ïðè÷åì òàêèì ïðåîáðàçîâàíèåììîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ êîíèêó ñ �èêñèðîâàííûì �îêóñîì O. Âðàùàÿïëîñêîñòü Π â ïðîñòðàíñòâå âîêðóã îñè OA, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷-íîå óòâåðæäåíèå äëÿ êâàäðèê, èìåþùèõ îñü âðàùåíèÿ.à) �àññìîòðèì ñ�åðó ñ öåíòðîì A è ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ïàðàë-ëåëüíûõ �èêñèðîâàííîé ïðÿìîé l è êàñàþùèõñÿ ýòîé ñ�åðû. Ïîëÿðîéýòîãî ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé îòíîñèòåëüíî ñ�åðû ñ öåíòðîì O ñëóæèòêîíèêà ñ �îêóñîì O, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Oïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé l. Ïîëÿðîé ñ�åðû ñ öåíòðîì A ñëóæèò êâàä-ðèêà, ïîëó÷åííàÿ ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè OA íåêîòîðîé ïëîñêîé êî-íèêè ñ öåíòðîì O.á) �àññìîòðèì ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðî-âàííóþ òî÷êó M è êàñàþùèõñÿ ñ�åðû ñ öåíòðîì A. Ïåðïåíäèêóëÿðû



�ëàâà 5 295ê ýòèì ïëîñêîñòÿì, âîññòàâëåííûå èç òî÷êè M , îáðàçóþò ïðÿìîé êðó-ãîâîé êîíóñ. Ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç òî÷êè O = F1 íàýòè ïëîñêîñòè, òîæå îáðàçóþò ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ K.Ïðè ïîëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèè îòíîñèòåëüíî ñ�åðû ñ öåíòðîì Oðàññìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé ïåðåõîäèò â ïëîñêîå ñå÷åíèå Cýëëèïñîèäà (îáðàçà ñ�åðû ñ öåíòðîì A ïðè ïîëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèèîòíîñèòåëüíî ñ�åðû ñ öåíòðîì O). ßñíî òàêæå, ÷òî C � ïåðåñå÷åíèåêîíóñà K ñ âåðøèíîé O è ýòîãî ýëëèïñîèäà.
�ëàâà 55.1. �àññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-ìè:1) îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè âñå òî÷êè ãèïåðïëîñêîñòè (x, a) = 0;2) ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y), ò. å. ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè-åé; 3) ïåðåâîäèò a â −a, ò. å. íå òîæäåñòâåííî.5.2. Ïóñòü e1, . . . , en�îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. �àññìîòðèì âåêòî-ðû ei =Aei. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòè âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.Äîêàæåì, ÷òî âñå îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-åìñÿ òåì, ÷òî ei + ej ⊥ ei − ej . Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî
(ei + ej , ei − ej) = 0, ò. å. |ei|= |ej |. Èòàê, |e1|= . . . = |en|= a. Ïðåîáðàçî-âàíèå a−1A ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàííûéáàçèñ, ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.5.3. �àññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì íà óãîëf âîêðóã íåêîòîðîé îñè l. Âîçüìåì ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿ-ìîé l, è âûáåðåì â ýòîé ïëîñêîñòè äâå ïðÿìûå l1 è l2, ïåðåñåêàþùèåïðÿìóþ l è îáðàçóþùèå ìåæäó ñîáîé óãîë f/2. Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèéîòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ l1 è l2 ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.5.4. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå V ê ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åêèìååò ðàçìåðíîñòü n− s. Îãðàíè÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ f íà V èìååò îä-íó íåïîäâèæíóþ òî÷êó (íà÷àëî êîîðäèíàò), ïîýòîìó åãî ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå êîìïîçèöèè n− s ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåéâ V . �àññìîòðèì òåïåðü ñèììåòðèè â Rn îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåéâ Rn, ñîäåðæàùèõ ýòè ãèïåðïëîñêîñòè è ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.Èõ êîìïîçèöèÿ ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì f .Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èçîìåòðèÿ f ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîìïî-çèöèè ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé H1, . . . , Hk. Ïóñòü W �ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, W ñîäåðæèòñÿ âìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê f , ïîýòîìó dimW 6s. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
dim W > n− k. Ñëåäîâàòåëüíî, n− k 6 s, ò. å. k > n− s.



296 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû5.5. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè X åå îáðàç f(X) ñîäåðæèò äâå òî÷-êè X1 è X ′
1. �àññìîòðèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê XAB ñî ñòîðîíîé 1.Ïóñòü A1 ∈ f(A) è B1 ∈ f(B). Òîãäà X1A1B1 è X ′

1A1B1 � ïðàâèëüíûåòðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé 1 (ðèñ.�.2 (à)), ïîýòîìó |X1X
′
1|=
√

3.Âîçüìåì òåïåðü òî÷êè A, B, C, D, E, F òàê, ÷òîáû âñå 11 îòðåçêîâ,èçîáðàæåííûõ íà ðèñ.�.2 (á), èìåëè äëèíó 1. Â îáðàçàõ ýòèõ òî÷åê âû-áåðåì ïî îäíîé òî÷êå A1, . . . , F1.Ïðè �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ X1 è X ′
1 óñëîâèå |A1X1|= |A1X

′
1 = 1| çà-äàåò äâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿ òî÷êè A1. Äëÿ òî÷êè B1 âîçìîæíûåïîëîæåíèÿ òå æå ñàìûå, íî A1 6= B1, òàê êàê |A1B1|= 1. Ñëåäîâàòåëüíî,òî÷êà C1 ñîâïàäàåò ñ X1 èëè ñ X ′

1. Äëÿ òî÷åê D1 è E1 âîçìîæíûå ïî-ëîæåíèÿ òå æå ñàìûå, ÷òî è äëÿ òî÷åê A1 è B1, è ïî òåì æå ïðè÷èíàì
D1 6= E1. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà F1 ñîâïàäàåò ñ X1 èëè ñ X ′

1. Â èòîãå ïî-ëó÷àåì, ÷òî ëèáî |C1F1|= 0, ëèáî |C1F1|=
√

3. Íî ïî óñëîâèþ äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî |C1F1|= 1. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
X1

A1

X′
1

B1

A

B

C
D

E

F

X

(à) (á)�èñ. �.25.6. Ïóñòü f �ïîâîðîò íà óãîë √2p âîêðóã òî÷êè O, A0 6= O�ïðî-èçâîëüíàÿ òî÷êà, Ai = f(Ai−1) ïðè i = 1, 2, . . . Òîãäà Ai 6= Aj ïðè i 6= j,òàê êàê ÷èñëî i
√

2− j
√

2 íå öåëîå. Ïîëîæèì A= {A0, A1, A2, . . .}. Òîãäà
f(A) = {A1, A2, A3, . . .} ⊂A è f(A) 6= A.5.7. �àññìîòðèì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿ-ùåå èç âñåõ òî÷åê âèäà a0 +a1e

i +a2e
2i + . . .+ake

ki, ãäå k>0, a0, . . . , ak�íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ïóñòü B è C �ïîäìíîæåñòâà A, äëÿ êî-òîðûõ a0 = 0 è a0 6= 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà A = B ∪ C, B = eiA (ò. å. Bïîëó÷àåòñÿ èç A ïîâîðîòîì íà óãîë 1 â ðàäèàííîé ìåðå) è C = A + 1(ò.å. C ïîëó÷àåòñÿ èç A ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì). Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,÷òî B ∩ C = ∅.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
b1e

i + b2e
2i + . . . + bmemi = c0 + c1e

i + . . . + cneni,ãäå bi, cj ∈ Z è c0 6= 0. Òîãäà c0 + a1e
i + . . . + are

ri = 0, ãäå ai ∈ Z è c0 6= 0.



�ëàâà 5 297Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà ei (ñì., íàïð., �å ë ü -� î í ä À. Î. Òðàíñöåíäåíòíûå è àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Ì.: 1952).5.8. Äâîéñòâåííûé òðåóãîëüíèê èìååò óãëû p−a, p− b, p− c. Ñóììàóãëîâ ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå p, ïîýòîìó 3p− (a + b + c) > p,ò. å. a + b + c < 2p.5.9. Óãëû àâòîïîëÿðíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû p/2.5.10. Òðåáóåìûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïðîåêöèÿ èç öåíòðà ñ�åðû ñå-âåðíîé ïîëóñ�åðû íà ïëîñêîñòü, êàñàþùóþñÿ ñ�åðû â ñåâåðíîì ïîëþñå.5.11. Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè: åñëèòî÷êà O ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A è B (ïðÿìûõ a è b) è òî÷åê B è C(ïðÿìûõ b è c), òî îíà ðàâíîóäàëåíà è îò òî÷åê A è C (ïðÿìûõ a è c).5.12. à) Ïóñòü O�öåíòð ñ�åðû. Ìåäèàíû ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëü-íèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà ëó÷å OM , çàäàííîì âåê-òîðîì −→OA +
−→
OB +

−→
OC.á) Âûñîòû ñ�åðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå,ëåæàùåé íà ëó÷å OH, çàäàííîì âåêòîðîì
w =

−→
OA tg a +

−→
OB tg b +

−→
OC tg g.Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ÷òî ïëîñêîñòè OAH è OBC ïåðïåíäèêóëÿðíû,ò. å. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −→OA× w =

−→
OA× −→OB tg b +

−→
OA×

×−→OC tgg è −→OB×−→OC ðàâíî íóëþ. Äëèíû âåêòîðîâ −→OA×−→OB è −→OB×−→OCðàâíû sin c è sin a, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí b. Òàêèì îáðàçîì, íóæíîïðîâåðèòü ðàâåíñòâî
sin c sin a cos b tg b− sin b sin a cos g tg g = 0.Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû ñèíóñîâ.5.13. Äëèíà ñ�åðè÷åñêîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ðàâíà 2p sin r. Ïî-ýòîìó ïëîùàäü ñ�åðè÷åñêîãî êðóãà ðàäèóñà r ðàâíà
∫ r

0

2p sin xdx = 2p(1− cos r) = 4p sin2
(

r

2

)
.5.14. Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå êîñèíóñîâ

cos a =
− cos b cos c + cos a

sin b sin c
.Ïîýòîìó

2 cos2
a
2

= 1 + cos a =
− cos(b + c) + cos a

sin b sin c
=

2 sin
a + b + c

2
sin

b + c − a

2
sin b sin c

,

2 sin2 a
2

= 1− cos a =
cos(b − c) − cos a

sin b sin c
=

2 sin
b − c + a

2
sin

a − b + c

2
sin b sin c

.
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cos

a
2

cos
b
2

=
sin p

sin c
sin

g
2
, sin

a
2

sin
b
2

=
sin(p − c)

sin c
sin

g
2
.Ïîýòîìó

cos
a + b

2
=

sin p − sin(p − c)

sin c
sin

g
2

=
cos

a + b

2

cos
c

2

sin
g
2
.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

sin
a
2

cos
b
2

=
sin(p − b)

cos c

g
2
, sin

b
2

cos
a
2

=
sin(p − a)

sin c
cos

g
2è

sin
a + b

2
=

sin(p − a) + sin(p − b)

sin c
cos

g
2

=
cos

a − b

2

cos
c

2

cos
g
2
.

5.16. à) Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷,ïîëó÷èì
cos

a + b + g
2

= cos
a + b

2
cos

g
2
− sin

a + b
2

sin
g
2

=

=
cos

a + b

2
− cos

a − b

2

cos
c

2

cos
g
2

sin
g
2

=

=−
2 sin

a

2
sin

b

2

cos
c

2

p

sin p sin(p − a) sin(p − b) sin(p − c)

sin a sin b
.

á) Èç ñîîòíîøåíèé
sin

a + b
2

cos
g
2

=
cos

a − b

2

cos
c

2

è cos
a + b

2

sin
g
2

=
cos

a + b

2

cos
c

2ñëåäóåò, ÷òî
sin

a + b
2

− cos
g
2

sin
a + b

2
+ cos

g
2

=
cos

a − b

2
− cos

c

2

cos
a − b

2
+ cos

c

2

,

cos
a + b

2
− sin

g
2

cos
a + b

2
+ cos

g
2

=
cos

a + b

2
− cos

c

2

cos
a + b

2
+ cos

c

2

.



�ëàâà 5 299×òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðàâåíñòâî, äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü ýòèäâà ðàâåíñòâà è ïðåîáðàçîâàòü â ÷èñëèòåëÿõ è çíàìåíàòåëÿõ ñóììû èðàçíîñòè ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ â ïðîèçâåäåíèÿ:
sin

a + b
2
− cos

g
2

= 2 cos
p− g + a + b

4
sin

a + b + g− p
4

,

cos
a − b

2
− cos

c

2
= 2 sin

a − b + c

4
sin

b + c − a

4
è ò. ä.5.17. Èç ïåðâîé òåîðåìû êîñèíóñîâ ñëåäóåò, ÷òî cos c=cosacos b, à èçâòîðîé òåîðåìû êîñèíóñîâ ñëåäóåò, ÷òî cosa=sinbcosa è cosb=sinacosb.Ñîãëàñíî òåîðåìå ñèíóñîâ sin a sin b = sin b sin a, ïîýòîìó sin a sin b×

× cos a = (sin b cos a) sin a = cos a sin a ò. å. tg a sin b = tg a.Ñîãëàñíî òåîðåìå ñèíóñîâ sina=sina sin c, ïîýòîìó sina cos c=sina×
× sin c cos c = sin a sin c cos a cos b = sin c cos a cos b, ò. å. tg a = tg c cos b.5.18. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ�åðè÷åñêîãî òðå-óãîëüíèêà ABC, K�òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé
AB. Òîãäà |AK|= p− a, |IK|= r, ∠IAK =

a
2
è ∠AKI =

p
2
. Ïîýòîìó ñî-ãëàñíî çàäà÷å 5.17 ïîëó÷àåì

tg r = tg
a
2

sin(p− a).Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî çàäà÷å 5.14 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
tg

a
2

=

√
sin(p − b) sin(p − c)

sin p sin(p − a)
.5.19. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ�åðè÷åñêîãî òðå-óãîëüíèêà ABC, M �ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Òîãäà ∠OBM =

b + g− a
2

=

=
p
2
− (a− s). Ïîýòîìó ñîãëàñíî çàäà÷å 5.17 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

tg
a

2
= tg R̄ sin(a− s). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

ctg
a

2
=

√
sin(b− s) sin(g− s)

sin s sin(a− s)
;ýòà �îðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû äëÿ tg

a
2
ïåðåõîäîì ê ïîëÿðíîìóòðåóãîëüíèêó.5.20. à) Ïîëÿðû ñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþòî÷êó A, çàìåòàþò îêðóæíîñòü áîëüøîãî êðóãà, à èìåííî ïîëÿðó òî÷-êè A. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå ïîëÿðû çàìåòàþò ïàðó ñ�åðè÷åñêèõäâóóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ïîëÿðàìè êîíöîâ äàííîãî îòðåçêà.á) Ïîëÿðû ñ�åðè÷åñêèõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ äàííûå îòðåçêè, çà-ìåòàþò ìíîæåñòâî, ïëîùàäü êîòîðîãî ìåíüøå 4p, ïîýòîìó íà ñ�åðå



300 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûíàéäåòñÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ â ýòîì ìíîæåñòâå. Ïîëÿðà ýòîé òî÷êè íåïåðåñåêàåò íè îäíîãî äàííîãî îòðåçêà.5.21. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî w =
2z

1 + z2
(ðèñ. �.3). ßñíî, ÷òî

x2 + w2 = 1 è x =
w − z

z
. Ïîýòîìó

(w − z)2 + z2w2 = z2,ò. å. w =
2z

1 + z2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.5.22. Ïóñòü AB �íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåóãîëü-íèêà ABC. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî |AB|< |AC|+ |BC|. Ïóñòü òî÷êè Aè B ëåæàò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà âåðòèêàëüíîì ëó÷å. Âîçüìåì íàåâêëèäîâîì îòðåçêå AB òî÷êó C1 òàê, ÷òî |AC1|= |AC| (ðàññòîÿíèÿ ãè-ïåðáîëè÷åñêèå). �àññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè

A è B è ðàäèóñàìè |AC1| è |BC1| ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. �.4). �èïåðáî-ëè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü â ìîäåëè Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé îêðóæ-íîñòüþ, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ â òî÷êå C1.Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà C ëåæèò âíå âòîðîé îêðóæíîñòè, ò. å. |BC|> |BC1|.

x
z

w

A

B

C
C1

�èñ. �.3 �èñ. �.45.23. Ïóñòü d�ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) äî òî÷êè
(0, t). Òîãäà

ch a = 1 +
x2 + (t − y)2

2ty
=

1

2y

(
x2 + y2

t
+ t
)
.Ìèíèìóì �óíêöèè (x2 +y2)t−1 + t äîñòèãàåòñÿ ïðè t=
√

x2 + y2; ýòî çíà-÷åíèå t ñîîòâåòñòâóåò îñíîâàíèþ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷-êè (x, y) íà ðàññìàòðèâàåìóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ. Ìèíèìàëüíîå
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ðàññòîÿíèå ðàâíî arch

(p

x2 + y2

y

), ãäå arch��óíêöèÿ, îáðàòíàÿ �óíê-öèè ch.5.25. Ñîïîñòàâèì òî÷êå z èç åäèíè÷íîãî êðóãà òî÷êó w = i
1 + z

1 − z
èçâåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì z =

w − i

w + i
. Ñîáñòâåííîå äâèæåíèå âêîîðäèíàòàõ w çàäàåòñÿ �îðìóëîé w 7→ pw + q

rw + s
, ãäå ps− qr = 1. Â êîîð-äèíàòàõ z ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

z 7→ (ip + is − q + r)z + ip − is + q + r

(ip − is − q − r)z + ip + is + q − r
.Óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ýòîé äðîáè íà i

2
, ïîëó÷èì âûðàæå-íèå òðåáóåìîãî âèäà.5.26. Â ìîäåëè Êëåéíà óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìóóòâåðæäåíèþ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.5.27. ßñíî, ÷òî

ch
a

c
=

1

2
(ea/c + e−a/c) =

1

2

(
tg

a
2

+ ctg
a
2

)
=

1

sin a ,

sh
a

c
=

1

2
(ea/c − e−a/c) =

1

2

(
ctg

a
2
− tg

a
2

)
= ctg a.Òðåòüå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ýòèõ äâóõ.Ïðè 0 < a < p/2 êàæäîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñîîòíîøåíèé äàåò îä-íîçíà÷íîå âûðàæåíèå äëÿ a, ïîýòîìó âñå îíè ýêâèâàëåíòíû.5.28. �àññìîòðèì ìîäåëü Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ìîæ-íî ñ÷èòàòü, ÷òî äàííàÿ ïðÿìàÿ�ìíèìàÿ îñü, à äàííàÿ òî÷êà ëåæèò íàåäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîìâ íà÷àëå êîîðäèíàò). Äëÿ òî÷êè cos a + i sin a óãîë ïàðàëëåëüíîñòè ðà-âåí a, à ðàññòîÿíèå a îò ýòîé òî÷êè äî äàííîé ïðÿìîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî�îðìóëå

ch
a

c
= 1 +

cos2 a + (1 − sin a)2
2 sin a =

1

sin a .Ýòî ñîîòíîøåíèå ìåæäó a è a ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîìó ñîîòíîøåíèþ.5.29. Òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàþò èç äîêàçàííûõ íàìè ñî-îòíîøåíèé ch c = ch a ch b, sh a = sh b tg a, th b = sh a tg b è òîæäåñòâà
ch2 x− sh2 x = 1 (à òàêæå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ). Íàïðèìåð,äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ sha = sh c sina íóæíî âîçâåñòè â êâàä-ðàò îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà sh a = sh b tg a, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì,÷òî

sh2 b = ch2 b− 1 =
ch2 c − ch2 a

ch2 a
=

sh2 c − sh2 a

ch2 a
.
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ch a = ch b ch c− sh b sh c cos a =

= ch b(ch a ch b− sh a sh b cos g)− sh b sh a cos a sin g
sin a ,ò. å.

ch a(1− ch2 b) =− ch b sh a sh b cos g− sh b sh a sin g ctg a.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1− ch2 b =− sh2 a, ïîëó÷àåì
ch a =

sh a

sh b
(ch b cos g + sin g ctg a).Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî sh a

sh b
=

sin a
sin b .á) Äâàæäû âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé èç çàäà÷è à), ïîëó÷èì

ch a sin b = (ch a sin b cosg + cos b sin g) cosg + cos a sin b, ò. å.
ch a sin b sin2 g = cos b sin g cos g + cos a sin g.Îñòàåòñÿ ñîêðàòèòü îáå ÷àñòè íà sin g.5.31. Ïóñòü ñòîðîíà AB óãëà BAC ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð O êðó-ãà d. Íàðÿäó ñ ïðÿìîé CC1 â ìîäåëè Êëåéíà ðàññìîòðèì ïðÿìóþ CC1â ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå (ðèñ.�.5). Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ

A

B

O

CC1
ab

�èñ. �.5

ê î÷åâèäíîìó óòâåðæäåíèþ b < a.5.32. Âîñïîëüçóéòåñü ìîäåëüþ Êëåéíà.5.33. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîìñëåäóåò èç �îðìóëû çàäà÷è 5.30 á). Íî åãîìîæíî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî.Ïóñòü ABC è A1B1C1 � ãèïåðáîëè÷å-ñêèå òðåóãîëüíèêè ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìèóãëàìè. Ñîâìåñòèì óãëû BAC è B1A1C1. Ïî-êàæåì, ÷òî òîãäà B = B1 è C = C1. Â ñàìîìäåëå, åñëè B 6= B1 èëè C 6= C1, òî ëèáî îò-ðåçêè BC è B1C1 ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîéòî÷êå M , ëèáî ýòè îòðåçêè íå ïåðåñåêàþòñÿ.Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êàMîòëè÷íà îò B. Òîãäà MBB1 � ãèïåðáîëè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñ ñóììîéóãëîâ p. Âî âòîðîì ñëó÷àå BCC1B1 � ãèïåðáîëè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëü-íèê ñ ñóììîé óãëîâ 2p. Íè òî, íè äðóãîå íåâîçìîæíî.5.34. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäíîé ñòîðîíîé óãëà ÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ îñü
Oy â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. ×òîáû îïóñòèòü ïåð-ïåíäèêóëÿð èç òî÷êè A íà ýòó ïðÿìóþ, íóæíî ïðîâåñòè îêðóæíîñòü



�ëàâà 5 303ðàäèóñà |OA| ñ öåíòðîì O. Äðóãàÿ ñòîðîíà óãëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äó-ãó åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè, ïîýòîìó åå ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íàîñü Oy áóäåò îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.5.35. à) è á) Ïóñòü O�öåíòð ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, AB�îäíàèç åãî ñòîðîí, M � ñåðåäèíà ýòîé ñòîðîíû. Òîãäà òðåóãîëüíèê AOMïðÿìîóãîëüíûé ñ óãëàìè a/2 è p/n, êàòåòàìè a/2 è r. Òðåáóåìîå ñîîò-íîøåíèå ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è 5.29.Òðåóãîëüíèê AOM ñ óêàçàííûìè óãëàìè ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ch r > 1 è ch(a/2) > 1. Îáà ýòè íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíûòîìó, ÷òî a < (n− 2)p/n.â) Ïðè a = 2p/n ïîëó÷àåì ch r = ch(a/2) = ctg(p/n). Íåðàâåíñòâî
ctg(p/n) > 1 âûïîëíÿåòñÿ ïðè n > 4.5.36. Îòðåæåì îò ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñêàòåòàìè a è b. Îí èìååò óãëû a è b è ãèïîòåíóçó c. Îñòàâøèéñÿ òðå-óãîëüíèê èìååò óãëû a1 =p/2−a, b1 =p/2−b è g. Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.30á)

cos g = sin a1 sin b1 ch c− cos a1 cos b1 = cos a cos b ch c− sin a sin b.À òàê êàê cos a cos b = ch a ch b sin a sin b = ch c sin a sin b,
cos g = (ch2 c− 1) sin a sin b = sh2 c sin a sin b = sh a sh b.5.37. Ïëîùàäü ðàññìàòðèâàåìîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

∫ 1

−1

(∫ ∞

√
1−x2

dy

y2

)
dx =

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

= p.
5.38. Åñëè w =

z − i

z + i
, òî z = i

1 + w

1 − w
. Ïîýòîìó

Im z =
1 − |w|2
|1 − w|2 , |dz|= 2|w|

|1 − w|2 .5.39. Ïóñòü x + iy�òî÷êà â ìîäåëè Êëåéíà. Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.21 âìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå åé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà w = u + iv, ãäå
x =

2u

u2 + v2 + 1
, y =

2v

u2 + v2 + 1
.Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

dx2 + dy2 − (xdy − y dx)2 =
4(1 − u2 − v2)2(du2 + dv2)

(u2 + v2 + 1)4
,

(1− x2 − y2)2 =
(

1 − u2 − v2

u2 + v2 + 1

)4

.
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dx2 + dy2 − (xdy − y dx)2

(1 − x2 − y2)2
=

4(du2 + dv2)

(1 − u2 − v2)2
=
(

2|dw|
1 − |w|2

)2

.Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.38 ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ds2.5.40. à) Â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äëèíû ñòîðîíðàññìàòðèâàåìîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû dx

y
è dy

y
.Â ìîäåëè Ïóàíêàðå â åäèíè÷íîì êðóãå äëèíû ñòîðîí ðàññìàòðèâà-åìîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû

2dx

1 − (x2 + y2)
è 2dy

1 − (x2 + y2)
.Ïëîùàäü áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþäëèí åãî ñòîðîí.á) Äëèíà ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, ëåæàùåé íà ïðÿìîé f = const,ðàâíà

1

2
ln
(

1 − r
1 + r · 1 + r + dr

1 − r− dr)=
1

2
ln
(
1 +

dr
1 + r)(1 +

dr
1 − r− dr)≈
≈ 1

2
ln
(
1 +

2dr
1 − r2

)
≈ dr

1 − r2
.Äëèíà ñòîðîíû, ëåæàùåé íà ïðÿìîé r = const, ðàâíà

1

2
ln

(p

1 − r2 + rdf
p

1 − r2 − rdf)≈ 1

2
ln

(
1 +

2rdf
p

1 − r2

)
≈ rdf

p

1 − r2
.5.41. Äëèíà ãèïåðáîëè÷åñêîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ðàâíà 2p sh r,ïîýòîìó ïëîùàäü ãèïåðáîëè÷åñêîãî êðóãà ðàäèóñà r ðàâíà∫ r

0

2p sh t dt = 2p ch t
∣∣∣
r

0
= 2p(ch r − 1) = 4p sh2

(
r

2

)
.5.42. Ïóñòü 2a, 2b, 2c� äëèíû ñòîðîí ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåóãîëü-íèêà, a′ � äëèíà ñðåäíåé ëèíèè. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî a′ < a, ò. å.

ch 2a′ < ch 2a. Ñîãëàñíî òåîðåìå êîñèíóñîâ
ch a′ = ch b ch c− sh b sh c cos a,

ch 2a = ch 2b ch 2c− sh 2b sh 2c cos a.Ïîëîæèì ch b = x1, sh b = x2, ch c = y1, sh b = y2, cos a = p. Òîãäà òðå-áóåìîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä
2(x1y1 − x2y2p)2 − 1 < (2x2

1 − 1)(2y1y
2 − 1)− 4x1y1x2y2p.Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

x2
2y

2
2p

2 < (x2
1 − 1)(y2

1 − 1).Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó x2
1 − 1 = x2

2 è y2
1 − 1 = y2

2 , à
p2 = cos2 a < 1.



�ëàâà 5 3055.43. �àññìîòðèì ìîäåëü Êëåéíà è ïîìåñòèì âåðøèíó B â öåíòðêðóãà. Òîãäà åâêëèäîâ ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD áóäåò ïðÿìîóãîëüíè-êîì (ðèñ. �.6). Ïóñòü ëó÷ AD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå X, P �

A

B C

D
P

XY1

Y2

�èñ. �.6.

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BX è CD. Äîñòàòî÷-íî äîêàçàòü, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå äëèíû îòðåçêîâ
AD è BP ðàâíû. Íî ýòî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäó-åò èç òîãî, ÷òî äâîéíûå îòíîøåíèÿ [A, D, X, Y1] è
[B, P, X, Y2] ðàâíû, òàê êàê Y1Y2 ‖AB ‖ CD.5.44. à) Ïóñòü A1 è B1 � ñåðåäèíû ñòîðîí ACè BC ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.�.7 (à)). Îïóñòèì èç âåð-øèíû C ïåðïåíäèêóëÿð CH íà ïðÿìóþ A1B1 èðàññìîòðèì òî÷êè A2 è B2, ñèììåòðè÷íûå òî÷êå Hîòíîñèòåëüíî òî÷åê A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Ëåã-êî ïðîâåðèòü, ÷òî A2 6= B2. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà H ëåæèò íà îòðåçêå
A1B1, ýòî î÷åâèäíî, à åñëè H ïîïàäàåò íà ïðîäîëæåíèå îòðåçêà A1B1,òî ðàâåíñòâî |A1H|= |B1H| âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, ïîýòîìó íå ìîæåòâûïîëíÿòüñÿ è ðàâåíñòâî |A2H|= |B2H|. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè A2 è B2îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ A1B1, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïåðïåíäèêóëÿð l, âîññòàíîâëåííûé èç ñåðåäèíûîòðåçêà AB, ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé A2B2.

A

B

A1A2
B1

B2

H

C

A
B

A2 B2l

(à) (á)�èñ. �.7.Òðåóãîëüíèêè A1CH è A1AA2 (à òàêæå òðåóãîëüíèêè B1CH è
B1BB2) ÿâëÿþòñÿ ðàâíûìè ïðÿìîóãîëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè, ïîýòîìóâ ÷åòûðåõóãîëüíèêå AA2B2B óãëû ïðè âåðøèíàõ A2 è B2 ïðÿìûå, àñòîðîíû AA2 è BB2 ðàâíû (îáå îíè ðàâíû |CH|). Òàêîé ÷åòûðåõóãîëü-íèê äîëæåí èìåòü îñü ñèììåòðèè (ðèñ. �.7 (á)), ïðè÷åì îíà äîëæíàñîâïàñòü ñ ïðÿìîé l. Ñëåäîâàòåëüíî, l ⊥A2B2.



306 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûá) Ñëó÷àé ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ î÷åâèäåí, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ïðÿìûå, èçîìåòðè÷íî îòîáðàæàþùèåñÿ äðóã íà äðóãà, íå ñîâïàäà-þò. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.1. Äâà ðàçëè÷íûõ îòðåçêà XX ′ è Y Y ′ èìåþò îáùóþ òî÷êó M . Â òà-êîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ èçîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñè-òåëüíî òî÷êè M .2. Ñåðåäèíû âñåõ îòðåçêîâ âèäà XX ′ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïóñòü P , Q,
R�ñåðåäèíû îòðåçêîâ XX ′, Y Y ′, ZZ ′. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè
P , Q, R ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè Pòî÷êè X, Y , Z ïåðåõîäÿò â òî÷êè X ′′ = X ′, Y ′′ è Z ′′, ëåæàùèå íà îäíîéïðÿìîé. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ PX ′ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîìê îòðåçêàì Y ′Y ′′ è Z ′Z ′′. Ïîýòîìó ñîãëàñíî çàäà÷å à ïðÿìàÿ PX ′ áóäåòïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìûì PQ è PR. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P , Q, Rëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.5.45. à) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ðàâíîóäà-ëåíà îò âñåõ åãî ñòîðîí, ïîýòîìó îíà ëåæèò íà òðåòüåé áèññåêòðèñå.á) Ïóñòü M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, P è Q� ñåðåäèíû ñòîðîí ACè BC. �àññìîòðèì ìîäåëü Êëåéíà è ïîìåñòèì òî÷êó M â öåíòð êðóãà(ðèñ.�.8). Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.44à) ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó
AB áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé PQ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â åâêëèäîâîìòðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê PQ áóäåò ïàðàëëåëåí ñòîðîíå AB. Â òàêîìñëó÷àå îòðåçêè AQ è BP ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, ëåæàùåé íà îòðåçêå
CM . Â ñàìîì äåëå, ïðè (åâêëèäîâîé) ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì K îòðåçîê
PQ ïåðåõîäèò â îòðåçîê BA, ïîýòîìó ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíûýòèõ îòðåçêîâ, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó K.â) �àññìîòðèì ìîäåëü Êëåéíà è ïîìåñòèì òî÷êó A â öåíòð êðóãà(ðèñ.�.9). Â òàêîì ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèå âûñîòû BB1 è CC1 áóäóò è

A B

C

P Q

M A

B

B1C

C1

H

�èñ. �.8 �èñ. �.9åâêëèäîâûìè âûñîòàìè. Îíè ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå H. Ïðÿ-ìàÿ AH áóäåò åâêëèäîâûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïðÿìîé BC. Íî AH �



�ëàâà 5 307äèàìåòð, ïîýòîìóAH áóäåò è ãèïåðáîëè÷åñêèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïðÿ-ìîé BC.5.46. Îïóñòèì èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðû AA2, BB2,
CC2 íà ïðÿìóþ l. Òàê êàê ∠AC1A2 = ∠BC1B2 = f, ñîãëàñíî òåîðåìåñèíóñîâ sh |AA2|/ sh |AC1|= sinf = sh |BB2|/ sh |C1B|, ïîýòîìó

sh |AC1|
sh |C1B| =

sh |AA2|
sh |BB2|

.Àíàëîãè÷íî
sh |BA1|
sh |A1C| =

sh |BB2|
sh |CC2|

è sh |CB1|
sh |B1A| =

sh |CC2|
sh |AA2|

.Îñòàåòñÿ ïåðåìíîæèòü ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà.5.47. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè óêàçàííûå îòðåçêè ïåðåñåêà-þòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå M , òî âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ.

a1a2

b1
b2

g1

g2

P

Q

R

p

q

r

�èñ. �.10.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òî-ãî, ÷òî íà îòðåçêå ñóùåñòâóåò åäèí-ñòâåííàÿ òî÷êà, äåëÿùàÿ åãî â äàí-íîì îòíîøåíèè.à) Ââåäåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ, êàêíà ðèñ. �.10. Ñîãëàñíî òåîðåìå ñèíó-ñîâ shR = shp sina1 è shQ = shp sina2.Ïîýòîìó
sin a1

sin a2
=

shR

shQ
.Àíàëîãè÷íî

sin b1

sin b2
=

shP

shR
è sing1

sing2
=

shQ

shP
.á) Ïðèìåíèâ òåðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì BAA1 è CAA1, ïîëó-÷èì

sh |BA1|
sh |AB| =

sinBAA1

sinBA1A
è sh |A1C|

sh |AC| =
sin A1AC

sin AA1C
.Íî sin BA1A = sin AA1C, ïîýòîìó

sh |BA1|
sh |A1C| =

sh |AB|
sh |AC| ·

sinBAA1

sinA1AC
.Òåïåðü óæå ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ à) è á) ýêâèâàëåíòíû.5.48. Ìû äàæå äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïèñàííûé n-óãîëüíèê ñóãëàìè f1, . . . , fn. Åãî ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-íèêîâ ñ óãëàìè fi/2 è ai è �èêñèðîâàííûì êàòåòîì R (ðèñ. �.11). Èçýòèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü n-óãîëüíèê â òîì



308 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà a1 + . . . + an = p. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñî-îòíîøåíèþ çàäà÷è 5.29 sin ai = cos(fi/2)/ chR, ò. å.ai = arcsin[cos(fi/2)/ ch R].Òàêèì îáðàçîì, ∑ ai→ 0 ïðè R→∞ è
∑ ai =

∑ p− fi

2
=

1

2
(pn− f1 − . . .− fn) > pïðè R = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî R, ÷òî ∑ ai = p.
aiai

fi/2fi/2

R

R

�èñ. �.11.5.49. Ñîãëàñíî òåîðåìå êîñèíóñîâ
cos a =

ch b ch c − ch a

sh b sh c
,ïîýòîìó

2 cos2
a
2

= 1 + cos a =
ch(b + c) − ch a

sh b sh c
=

2 sh p sh(p − a)

sh b sh c
,

2 sin2 a
2

= 1− cos a =
ch a − ch(b − c)

sh b sh c
=

2 sh(p − b) sh(p − c)

sh b sh c
.5.50. à) Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè â çàäà÷å 5.49 �îðìóëàìè,ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

sin
a + b

2
=

sh(p − a) + sh(p − b)

sh c
cos

g
2

=
ch

a − b

2

ch
c

2

cos
g
2
, (�.7)

cos
a + b

2
=

sh p − sh(p − c)

sh c
sin

g
2

=
ch

a + b

2

ch
c

2

sin
g
2
. (�.8)
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sin

S

2
= cos

a + b + g
2

=
ch

a + b

2
− ch

a − b

2

ch
c

2

sin
g
2

cos
g
2
.Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

ch
a + b

2
− ch

a − b

2
= 2 sh

a

2
sh

b

2è
sin

g
2

cos
g
2

=

p

sh p sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c)

sh a sh b
.á) Ôîðìóëû (�.7) è (�.8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

cos
S + g

2

cos
g
2

=
ch

a − b

2

ch
c

2

è sin
S + g

2

sin
g
2

=
ch

a + b

2

ch
c

2

.Èç ïåðâîé èõ ýòèõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî
cos

S + g
2

− cos
g
2

cos
S + g

2
+ cos

g
2

=
ch

a − b

2
− ch

c

2

ch
a − b

2
+ ch

c

2

,ò. å.
tg

S

4
tg
(

S

4
+

g
2

)
= th

p − b

2
th

p − a

2
.Àíàëîãè÷íî èç âòîðîé �îðìóëû ïîëó÷àåì

tg
S

4
ctg
(

S

4
+

g
2

)
= th

p − c

2
th

p

2
.Îñòàåòñÿ ïåðåìíîæèòü ïîëó÷åííûå �îðìóëû.5.51. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, K � òî÷êà êàñàíèÿâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîéAB. Òîãäà th |IK|=sh |AK|tg∠IAK,ò. å. th r = sh(p− a) tg(a/2).Âûðàçèâ tg

a
2

ïî �îðìóëàì èç çàäà÷è 5.49, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.5.52. Ïóñòü O�öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, M �ñåðåäèíà ñòîðî-íû BC. Òîãäà th |CM |= th |CO| cos∠COM , ò. å.
th

a

2
= thR cos

(b + g− a
2

)
.Ïðè ýòîì b + g− a

2
=

p
2
−
(a +

S

2

)
.
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thR =

th
a

2

sin
“a +

S

2

”

. (�.9)
Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.49 à) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ch a =
cos a + cos b cos g

sin b sing ,ïîýòîìó
ch2 a

2
=

cos a + cos b cosg + sin b sing
2 sin b sin g =

sin
“b +

S

2

”

sin
“g +

S

2

”

sin b sing ,

sh2 a

2
=

sin
S

2
sin

“a +
S

2

”

sin b sing .Âûðàçèì th
a

2
ïî ýòèì �îðìóëàì è ïîäñòàâèì â �îðìóëó (�.9). Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èì òðåáóåìîå âûðàæåíèå.5.53. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñ-êîñòè òî÷êè A, B, C, D èìåþò êîîðäèíàòû (0, a), (0, b), (k,

√
b2 − k2),

(k,
√

a2 − k2), ãäå a > b > 0. Òîãäà
e|CD| =

√
a2 − k2

√
b2 − k2

, ch |AD|= 1 +
k2 + (a −

√
a2 − k2)

2a
√

a2 − k2
=

a√
a2 − k2

,

ch |BC|= b√
b2 − k2

.Ïîýòîìó
sh |AD|= 1√

a2 − k2
è ch |BC|= 1√

b2 − k2
.5.54. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ l, ïàðàëëåëüíàÿ êàê ëó÷àì

AB è DC, òàê è ëó÷àì AD è BC. Ïóñòü A′, B′, C ′, D′�îñíîâàíèÿ ïåð-ïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷åê A, B, C, D íà ïðÿìóþ l. Ïðÿìûå
AA′ è CC ′ ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ A è C, à ïðÿìûå BB′ è DD′ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíåøíèõ óãëîâ B è D. Ïîýòîìó òî÷êà Cb, ñèì-ìåòðè÷íàÿ òî÷êå C îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BB′, ëåæèò íà ïðÿìîé AB,à òî÷êà Cd, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå C îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé DD′, ëåæèòíà ïðÿìîé AD. Ïóñòü C ′

b è C ′
d �ïðîåêöèè òî÷åê Cb è Cd íà ïðÿìóþ l.Òîãäà |CbC

′
b|= |CC ′|= |CdC

′
d|, ïîýòîìó òî÷êè Cb è Cd ñèììåòðè÷íû îò-íîñèòåëüíî ïðÿìîé AA′. Çíà÷èò, |ACb|= |ACd|. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

|ACb|= |AB|+ |BCb|= |AB|+ |BC| è |ACd|= |AD|+ |DC|.5.55. Ïóñòü Ba è Bc �òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷êå B îòíîñèòåëüíîáèññåêòðèñ âíåøíèõ óãëîâ A è C. Òî÷êè Ba è Bc ëåæàò íà ëó÷àõ DA è
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DC è |DBa|= |DBc|. Ïîýòîìó áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà D ÿâëÿåòñÿñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó [BaBc], à áèññåêòðèñû âíåø-íèõ óãëîâ A è C ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê îòðåçêàì
[BaB] è [BcB]. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíè-êà ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó ïðÿìûõ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òîòîìó æå ïó÷êó ïðÿìûõ ïðèíàäëåæèò áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà B.5.56. Ñîâìåñòèì ñíà÷àëà äâèæåíèåì òî÷êè íà àáñîëþòå, â êîòîðûõïåðåñåêàþòñÿ äàííûå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Òîãäà â ìîäåëè Ïó-àíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ìîæíî áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàò-ðèâàåìûå ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ëó÷àìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè âåùåñòâåííîéîñè. Ëþáóþ ïàðó òàêèõ ëó÷åé ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ äðóãîé ïàðîé ïîñðåä-ñòâîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ãîìîòåòèè.5.57. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ ïó÷êîâ óòâåðæäåíèåî÷åâèäíî. �àññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêèé ïó÷îê ïðÿìûõ, ò. å. ïó÷îê ïðÿ-ìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íåêîòîðîé ïðÿìîé AB, ãäå A è B � òî÷êè íààáñîëþòå. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè A è B êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè.Ïóñòü îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Òîãäà (åâêëèäîâû) ïðîäîëæåíèÿâñåõ ïðÿìûõ ïó÷êà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòî-ãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå,ñîõðàíÿþùåå êðóã è ïåðåâîäÿùåå îòðåçîê AB â äèàìåòð.5.58. Â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ëþáîé îðè-öèêë äâèæåíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè â îðèöèêë, çàäàâàåìûé óðàâíåíèåì
y = const. À ëþáûå äâà òàêèõ îðèöèêëà ìîæíî ñîâìåñòèòü ãîìîòåòèåé.5.59. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñ-êîñòè òî÷êè A è B èìåþò êîîðäèíàòû (x1, y) è (x2, y). Òîãäà

ch d = 1 +
(x1 − x2)

2

2y2
,à äëèíà l äóãè îðèöèêëà ðàâíà |x1 − x2|

y
. Òàêèì îáðàçîì,

ch d = 1 +
l2

2
, ò. å. l = 2 sh

(
d

2

)
.5.60. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ïåðåñå-êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ïàðàëëåëüíû,èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ëó÷àìè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûìèîñè Oy. Òîãäà âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà îäíîé âûñîòå íàäâåùåñòâåííîé îñüþ, ïîýòîìó òðåòèé ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð áóäåòëó÷îì, ïàðàëëåëüíûì îñè Oy.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ïåðïåíäèêó-ëÿðíû íåêîòîðîé ïðÿìîé l, âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà óäàëåíû îò ïðÿ-



312 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûìîé l íà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå, ïîýòîìó òðåòèé ñåðåäèííûé ïåðïåí-äèêóëÿð òîæå ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé l.Çàîäíî ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáûå òðè òî÷êè ëåæàò ëèáî íà îäíîéîêðóæíîñòè, ëèáî íà îäíîì îðèöèêëå, ëèáî íà îäíîì ãèïåðöèêëå.5.61. �åøåíèå çàäà÷è 5.45 â) ãîäèòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå.5.62. Äóãà PQ îêðóæíîñòè, îðèöèêëà èëè ãèïåðöèêëà îáðàçóåò âòî÷êàõ P è Q ðàâíûå óãëû ñ (ãèïåðáîëè÷åñêîé) ïðÿìîé PQ. Ïóñòü a1,b1 è g1 �óãëû, ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì BC, CA è AB. Òîãäà â ñëó÷àåîêðóæíîñòè a = p− b1 − g1, b = p− a1 − g1, g = p− a1 − b1, à â ñëó÷àåîðèöèêëà èëè ãèïåðöèêëà a= g1 − b1, b= g1 − a1, g= p− a1 − b1. Òàêèìîáðàçîì, a+ b− g=±(p− 2g1). Ïðè ýòîì óãîë g1 ïîñòîÿíåí, òàê êàê îíñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîé äóãå AB.5.63. Äèàãîíàëü AC ðàçðåçàåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íà äâà ðàâ-íûõ òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü M �ñåðåäèíà îòðåçêà AC. Òîãäà òðåóãîëüíè-êè DCM è BAM ðàâíû, ïîýòîìó M � ñåðåäèíà îòðåçêà BD. Òàêèìîáðàçîì, ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè M ïðÿìàÿ AB ïåðåõî-äèò â ïðÿìóþ CD. Íî â òàêîì ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èçòî÷êè M ê ïðÿìîé AB, áóäåò îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïðÿìûì ABè CD.5.64. Èçîìåòðèÿ f ïåðåâîäèò ïðÿìóþ l â íåêîòîðóþ ïðÿìóþ f(l).Ïóñòü òî÷êà X äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé l ê àáñîëþòó. �àññòîÿíèå îò òî÷êè
X äî ïðÿìîé f(l) íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè X äî òî÷êè f(X),ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îò òî÷êè X äî ïðÿìîé l îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå l è f(l) âûõîäÿò íà àáñîëþò â îäíèõ è òåõ æåòî÷êàõ, ïîýòîìó l = f(l).Ëþáóþ òî÷êó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿ-ìûõ. Ïðè èçîìåòðèè f ýòè ïðÿìûå ïåðåõîäÿò êàæäàÿ â ñåáÿ, ïîýòîìóòî÷êà A îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé.5.65. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå fïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå. Ïðè ýòîì ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõïåðåõîäèò â ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òàê êàê òîëüêî ó ïàðàëëåëü-íûõ ïðÿìûõ åñòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèå òî÷êè. ßñíî òàêæå, ÷òî îêðóæ-íîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì O ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü ðàäèóñà kr ñöåíòðîì f(O).�àññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå. Ïðåîáðàçîâà-íèå f ïåðåâîäèò ýòîò òðåóãîëüíèê â òàêîé æå òðåóãîëüíèê. Ïðè ýòîìâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïåðåõîäèò âî âïèñàííóþîêðóæíîñòü äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. Âñå òðåóãîëüíèêè ñ íóëåâûìè óãëà-ìè èçîìåòðè÷íû, ïîýòîìó ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ó íèõ îäèí èòîò æå. ßñíî, ÷òî ýòîò ðàäèóñ r êîíå÷åí. Â èòîãå ïîëó÷àåì r = kr, ò. å.
k = 1.



Äîïîëíåíèå 313ÄîïîëíåíèåÄ.1. Ïóñòü ïðÿìàÿ â CP2 íå âåùåñòâåííà. Òîãäà åå óðàâíåíèå èìååòâèä l(P )+ im(P )=0, ãäå l è m�âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå �óíêöèè, ïðè-÷åì ïðÿìûå l(P )=0 è m(P )=0 íå ñîâïàäàþò. Ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿâ îäíîé âåùåñòâåííîé òî÷êå, è ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîéïðÿìîé â CP2.Ä.2. Ñ�åðà â Rn çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì n∑
n=1

(x− ai)
2 = R2. Ïðè ïå-ðåõîäå ê CPn ïîëó÷èì óðàâíåíèå n∑

i=1

(zi − aizn+1)
2 = R2z2

n+1. Ïîýòîìóïåðåñå÷åíèå ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêîñòüþ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
z2
1 + . . . + z2

n = 0.Ä.3. �àññìîòðèì â R3 òî÷êè A1(1, 0, 0), B1 = (0, 1, 0), C1 = (0, 0, 1) è
M = (1/3, 1/3, 1/3). ßñíî, ÷òî òðåóãîëüíèê A1B1C1 ïðàâèëüíûé è M �åãî öåíòð. Âûáåðåì òî÷êè A, B è C íà ëó÷àõ OA, OB è OC (O �íà-÷àëî êîîðäèíàò) òàê, ÷òîáû îíè ëåæàëè â ïëîñêîñòè A1B1C1. Òîãäàòî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êà Mÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AA1, BB1 è CC1. Ýòî âîçìîæíîëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåóãîëüíèê ABC ïðàâèëüíûé è A=(−1, 1, 1),
B = (1, −1, 1), C = (1, 1, −1).Ä.4. Êàñàòåëüíàÿ ê äàííîìó ýëëèïñó â òî÷êå (x0, y0, z0) çàäàåòñÿîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì

xx0

a2
+

yy0

b2
= zz0.Åñëè ýòà êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1, ±i, 0), òî y0 =±ib2x0/a2.Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå ýëëèïñà, ïîëó÷èì

x2
0

a2
− b2x2

0

a4
= z2

0 , ò. å. z0

x0
=±

√
a2 − b2

a2
.Èòàê, êàñàòåëüíàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

xx0

a2
+

yy0

b2
=±

√
a2 − b2

a2
zx0.ßñíî, ÷òî îíà ïðîõîäèò ÷åðåç îäèí èç �îêóñîâ (±

√
a2 − b2, 0, 1).Çàìå÷àíèå. Ïóñòü I, J = (1, ±i, 0), F1 è F2 �íåêîòîðûå âåùåñòâåí-íûå òî÷êè. Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è Ä.4 ñëåäóåò, ÷òî âñå êîíèêè, âïèñàííûåâ ÷åòûðåõóãîëüíèê IF1JF2, èìåþò îáùèå �îêóñû, à èìåííî F1 è F2.Ä.5. Êîíèêà ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 ïåðåñåêàåò áåñêîíå÷íîóäàëåííóþ ïðÿìóþ â òàêèõ òî÷êàõ (xi, yi, 0), ÷òî ax2

i + bxiyi + cy2
i = 0.Ïî òåîðåìå Âèåòà (x1

y1

)
·
(

x2

y2

)
=

c

a
. Êðîìå òîãî, äëÿ ãèïåðáîëû ñ ïåðïåí-äèêóëÿðíûìè àñèìïòîòàìè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a + c = 0. Â ñàìîì



314 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûäåëå, ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ãèïåðáîëû xy = k,à ïðè ïîâîðîòå x′ = x cosf + y sinf, y′ =−x sinf + y cosf ïîëó÷àåì
a′ = a cos2 f + c sin2 f, c′ = a sin2 f + c cos2 f, ïîýòîìó a′ + c′ = a + c.Ä.6. à) Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ðàäèêàëüíûõ îñåé äâóõ ïàðîêðóæíîñòåé. Òîãäà ñòåïåíè òî÷êè O îòíîñèòåëüíî âñåõ òðåõ ïàðîêðóæíîñòåé ðàâíû, ïîýòîìó òî÷êà O ëåæèò è íà ðàäèêàëüíîé îñèòðåòüåé ïàðû îêðóæíîñòåé.á) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A, B =(1, ±i, 0). Â òàêîì ñëó÷àå êîíèêè áóäóòîêðóæíîñòÿìè, à èõ îáùèå õîðäû áóäóò ðàäèêàëüíûìè îñÿìè.Ä.7. à), á) Ïðîâåäåì èç òî÷êè A ïðÿìûå l1 è l2, ïåðåñåêàþùèå äàí-íóþ êîíèêó â òî÷êàõ P1, Q1 è P2, Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êà ïåðå-ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ P1Q1 è P2Q2 ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè A îòíîñèòåëüíîäàííîé êîíèêè. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ P1P2 è Q1Q2 òîæå ëåæèò íàýòîé ïîëÿðå. Ñîåäèíèâ ïîñòðîåííûå òî÷êè, ïîñòðîèì ïîëÿðó.â) Ïîñòðîèì ïîëÿðó a òî÷êè A îòíîñèòåëüíî äàííîé êîíèêè. Òðå-áóåìàÿ êàñàòåëüíàÿ ñîåäèíÿåò òî÷êó A ñ îäíîé èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿïîëÿðû a ñ êîíèêîé.ã) Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó A ïðÿìóþ è âîçüìåì íà ýòîé ïðÿìîé òî÷-êè P è Q. Ïîñòðîèì ïîëÿðû p è q ýòèõ òî÷åê. Òðåáóåìàÿ êàñàòåëüíàÿñîåäèíÿåò òî÷êó A ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ p è q.Ä.8. Ýëëèïñ x2

a2
+

y2

b2
=1 (a>b) èìååò �îêóñû (±

√
a2 − b2, 0), à åãî äè-ðåêòðèñû çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè x=± a2

√
a2 − b2

. Ïðîâåäåì ÷åðåç îäèí èç�îêóñîâ ïðÿìóþ x=
√

a2 − b2. Îíà ïåðåñåêàåò ýëëèïñ â òî÷êàõ (x0, ±y0),ãäå x0 =
√

a2 − b2. Êàñàòåëüíûå ê ýëëèïñó â ýòèõ òî÷êàõ çàäàþòñÿ óðàâ-íåíèÿìè
xx0

a2
± yy0

b2
= 1.Òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ èìååò êîîðäèíàòû (a2

x0
, 0
). Ïîýòîìó ïîëÿðà �î-êóñà (

√
a2 − b2, 0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x =

a2

√
a2 − b2

.Ä.9. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàííàÿ êîíèêà ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ñöåíòðîì O. Â òàêîì ñëó÷àå a⊥OA, . . . , d⊥OD, ïîýòîìó
[a, b, c, d] = [OA, OB, OC, OD] = [A, B, C, D].Ä.10. Ïóñòü ïðÿìàÿ BC ïåðåñåêàåò êîíèêó â òî÷êàõ I è J . Ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî I, J = (1, ±i, 0). Â òàêîì ñëó÷àå êîíèêà ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-íîñòüþ ñ öåíòðîì A1, ïðÿìûå A1B1 è A1C1 ñëóæàò äèàìåòðàìè ýòîéîêðóæíîñòè, à ïðÿìûå AB è AC îðòîãîíàëüíû ïðÿìûì A1B1 è A1C1 ñî-îòâåòñòâåííî. �àññìàòðèâàåìûå ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ÿâëÿþòñÿ âû-ñîòàìè òðåóãîëüíèêà A1B1C1, ïîýòîìó îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.



Äîïîëíåíèå 315Ä.11. à) Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ACE ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðàìè âåðøèíòðåóãîëüíèêà BDF . Ñîãëàñíî çàäà÷å Ä.10 ïðÿìûå AD, CF è BE ïåðå-ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.á) Äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî òî÷êè ïåðåñå-÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è DF , CE è FB, EA è BD ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Ä.12. à) Äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå (òðåóãîëüíèê PQR àâòîïîëÿ-ðåí îòíîñèòåëüíî êîíèêè C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âåðøèíûñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé è äâóõ ïàð ïðîòèâîïî-ëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â êîíèêó C) íåïîñðåä-ñòâåííî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ ïîëÿðû òî÷êè îòíîñèòåëüíî êîíèêè (ñì.çàäà÷ó Ä.7 à)).á) Â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëÿðà òî÷êè (x0, y0, z0) îòíîñèòåëüíîêîíèêè z2 =
x2

a2
+

y2

b2
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì zz0 =

xx0

a2
+

yy0

b2
. Â ÷àñòíîñòè,ïîëÿðîé òî÷êè X = (1, 0, 0) ñëóæèò ïðÿìàÿ Y Z.Ä.13. à) Ïóñòü x1 è x2�òî÷êè êàñàíèÿ êîíèêè ñ êàñàòåëüíûìè, ïðî-âåäåííûìè èç òî÷êè a. Êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ x1 è x2 çàäàþòñÿ óðàâíå-íèÿìè xAxT

1 = 0 è xAxT
2 = 0. Îáå ýòè êàñàòåëüíûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó

a, ïîýòîìó aAxT
1 =aAxT

2 =0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ x1x2 çàäàåòñÿ óðàâ-íåíèåì aAxT = 0.á) Òî÷êå x0, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ x0BxT
0 = 0, äâîéñòâåííàïðÿìàÿ x0AxT = 0. Ýòà ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ êîíèêè xCxT = 0 â íåêîòîðîéòî÷êå x1, ïîýòîìó åå óðàâíåíèå èìååò âèä x1CxT = 0. Òàêèì îáðàçîì,

x1C =x0A. ßñíî, ÷òî x1CxT
1 =x0AC−1CC−1AxT

0 =x0AC−1AxT
0 . Ïîýòîìóðàâåíñòâà x0BxT

0 = 0 è x1CxT
1 = 0 ýêâèâàëåíòíû â òîì ñëó÷àå, êîãäà

B = AC−1A, ò. å. C = AB−1A.Ä.14. à) Â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, z) îêðóæíîñòü C çàäàåòñÿóðàâíåíèåì (x− az)2 + y2 −R2z2 = 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
(

1 0 −a
0 1 0

−a 0 a2−R2

)
.Ïîýòîìó äâîéñòâåííîé êîíèêå C∗ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)(
1 0 −a
0 1 0

−a 0 a2−R2

)−1(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
=− 1

R2

(
a2−R2 0 −a

0 −R2 0
−a 0 1

)
.Òàêèì îáðàçîì, êîíèêà C∗ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(a2 −R2)x2 −R2y2 − 2axz + z2 = 0,ò. å.
x2 + y2 =

a2

R2

(
x− z

a

)2

.



316 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûá) Óðàâíåíèå êîíèêè C∗ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
x2

1

a2
1

+
y2

b2
1

= 1,ãäå x1 =x+
a

R2 − a2
, a2

1 =
R2

(R2 − a2)2
, b2

1 =
1

R2 − a2
. ßñíî òàêæå, ÷òî ïîëÿðàòî÷êè (a, 0) îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x = a−1. Òåïåðü âñå òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ.Ä.15. Äëÿ äâóõ êîíèê ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí òðåóãîëüíèê, àâòî-ïîëÿðíûé îòíîñèòåëüíî èõ îáåèõ. Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü ëèáî êàê òðå-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ õîðä äàííûõ êîíèê,ëèáî êàê òðåóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå-÷åíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê äàííûì êîíèêàì. Èç ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿâèäíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé òðåóãîëüíèê PQR êàê ðàç è áóäåò ýòèìàâòîïîëÿðíûì òðåóãîëüíèêîì, à èç âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî òî÷-êè ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê êîíèêàì ëåæàò íà ñòîðîíàõ ýòîãîòðåóãîëüíèêà.Ä.16. Äàííîå ïðîåêòèâíîå èíâîëþòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëíî-ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè X ′ è Y ′ òî÷åê X è Y . Âîçüìåì ïðîèçâîëü-íóþ òî÷êó A è ðàññìîòðèì òî÷êó B, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ îïèñàííûåîêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AXX ′ è AY Y ′. Ïóñòü Z è Z ′�òî÷êè ïåðåñå-÷åíèÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è B, ñ ðàññìàòðèâàåìîéïðÿìîé. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Z 7→ Z ′ ïðîåêòèâíî.Ïóñòü O�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB ñ äàííîé ïðÿìîé (åñëè O =∞,òî ïðåîáðàçîâàíèå Z 7→ Z ′ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî íåêîòî-ðîé òî÷êè). Âûáðàâ òî÷êó O â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîëó÷èì,÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Z 7→ Z ′ èìååò âèä z 7→ c

z
.Ä.17. Ïóñòü O�òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò âñå ïðÿìûå ïó÷êà;

a è a′, b è b′ � ñîîòâåòñòâåííûå ïðÿìûå ïðè äàííîé èíâîëþöèè. Íåêî-òîðàÿ ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ýòè ïðÿìûå â òî÷êàõ A è A′, B è B′. Ïóñòü
P �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ OAA′ è
OBB′. �àññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùóþ ÷å-ðåç òî÷êè O è P . Ýòà îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l â òî÷êàõ C è C ′.ßñíî, ÷òî ïðÿìûå OC è OC ′ îðòîãîíàëüíû è ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãàïðè ðàññìàòðèâàåìîé èíâîëþöèè.Ä.18. Ïóñòü a, a′, . . . �êîîðäèíàòû ïðîåêöèé ðàññìàòðèâàåìûõ òî-÷åê. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìåíåëàÿ

(a− c)(b− a′)(b′ − c′) =−(a′ − c′)(b′ − a)(b− c).Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
[a, b, c′, a′] = [a′, b′, c, a].



Äîïîëíåíèå 317Ä.19. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà O áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ, òðåáóåìîåóòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.Ä.20. Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì òî÷êè A, B, C, D ìîæíî ïåðå-âåñòè â âåðøèíû êâàäðàòà. Â òàêîì ñëó÷àå îáà óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû.Ä.21. Ïóñòü A1, . . . , An � äàííûå òî÷êè; s1, . . . , sn � ïðîåêòèâíûåèíâîëþöèè îêðóæíîñòè, ïåðåâîäÿùèå òî÷êó X îêðóæíîñòè â äðóãóþòî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé XAi ñ îêðóæíîñòüþ. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòüíåïîäâèæíûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàíèÿ snsn−1 . . .s1. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèåïðîåêòèâíî, ïîýòîìó åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè ìîæíî ïîñòðîèòü ìåòîäîìØòåéíåðà.Ä.22. Ñîâïàäåíèå òî÷åê f(g(X)) è g(f(X)) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîòî÷êè F è G ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàð ïðîòèâîïîëîæ-íûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â êîíèêó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîòî÷êà F ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè G îòíîñèòåëüíî äàííîé êîíèêè.Ä.23. Îðòîãîíàëüíîñòü ïðÿìûõ AX1 è AX2 ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ
[AX1, AX2, AI, AJ ] =−1,ãäå I, J = (1, ±i, 0). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïó÷êà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ÷åðåç òî÷êó A, ïðåîáðàçîâàíèå AX1 7→AX2 ïðîåêòèâíî. ßñíî òàêæå,÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èíâîëþòèâíî. Íî äëÿ ïðîåêòèâíîé èíâîëþöèèêîíèêè X1 7→X2 âñå õîðäû X1X2 ïðîõîäÿò ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó.Ä.24. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

[A1, B1, S1, S2] = [A2, B2, S2, S1].Äëÿ ýòîãî íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî çíàêè ýòèõ äâîéíûõ îòíîøåíèé ñîâïà-äàþò è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
A1S1

B1S1
:

A1S2

B1S2
=

A2S2

B2S2
:

A2S1

B2S1
,ò. å.

A1S1 · A2S1

B1S1 · B2S1
=

A2S2 · A1S2

B2S2 · B1S1
.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, òàê êàê âûðàæåíèÿ â ïðàâîé è ëåâîé÷àñòè ðàâíû (ra

rb

)2, ãäå ra è rb �ðàäèóñû îêðóæíîñòåé.Ä.25. Êîíèêå x2

a − l +
y2

b − l − z2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A =

(
(a−l)−1 0 0

0 (b−l)−1 0
0 0 −1

)
.



318 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûÄâîéñòâåííîé êîíèêå ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
B = A−1 =

(
a−l 0 0

0 b−l 0
0 0 −1

)
,ò. å. äâîéñòâåííàÿ êîíèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(a− l)x2 + (b− l)y2 = z2.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè (±1, ±i,
√

a− b) óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâ-íåíèþ.Ä.26. Ñîãëàñíî çàäà÷å Ä.25 êîíèêè, äâîéñòâåííûå êîí�îêàëüíûìêîíèêàì
x2

a − l +
y2

b − l = z2,ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè (±1, ±i,
√

a− bz). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå
±x± iy +

√
a− bz = 0,äâîéñòâåííûå ýòèì òî÷êàì, ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê êîí�îêàëüíûìêîíèêàì. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåçîäíó èç òî÷åê (1, ±i, 0).Ä.27. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïðÿìóþ l.Äâîéñòâåííûå èì òî÷êè îáðàçóþò ïðÿìóþ l∗. Ïóñòü Q∗ � êâàäðèêà,äâîéñòâåííàÿ êâàäðèêå Q. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè l ⊂Q, òî l∗ ⊂Q∗.Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìóþ l, ïåðåñåêàåò Qïî äâóì ïðÿìûì, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê

Q, à çíà÷èò, äâîéñòâåííàÿ åé òî÷êà ïðèíàäëåæèò Q∗. Íàîáîðîò, åñëè
l∗ ⊂Q∗, òî l ⊂Q. Ïîýòîìó åñëè ïðÿìàÿ l íå ñîäåðæèòñÿ â Q, òî ïðÿìàÿ
l∗ ïåðåñåêàåò êâàäðèêó Q∗ ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ.Ä.28. Îãðàíè÷åíèå äâèæåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâ-ñêîãî íà àáñîëþò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèåíàä C, à äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä C îáÿçàòåëüíî èìååòíåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïðè÷åì íåïîäâèæíûõ òî÷åê íå ìîæåò áûòü áîëü-øå äâóõ (åñëè ïðåîáðàçîâàíèå íå òîæäåñòâåííî).Ä.29. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè a, b, c, d∈C�ïîïàðíî ðàçëè÷-íûå ÷èñëà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f , ÷òî
f(a) = b, f(b) = a, f(c) = d, f(d) = c. Ïåðâûå òðè ðàâåíñòâà ïîçâîëÿþòîäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü f . Ïðè ýòîì äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
f ◦ f èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè a, b è åùå êàêóþ-òî íåïîäâèæíóþ òî÷-êó, (à èìåííî, íåïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ f ; îíà, âîîáùå ãîâîðÿ,ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé), êîòîðàÿ íå ìîæåò ñîâïàäàòü íè ñ a,



Äîïîëíåíèå 319íè ñ b. Òàêèì îáðàçîì, f ◦ f �òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à çíà÷èò,
f(d) = c.Ä.30. à) Ñîãëàñíî çàäà÷å Ä.29 ñóùåñòâóåò äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùååäâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå AC â äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå BD.á) Â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà òåòðàýäðà íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî óäà-ëåííîé òî÷êå. Òîãäà ãðàíè òðåõãðàííîãî óãëà ïðè ýòîé âåðøèíå áóäóòðàñïîëîæåíû íà ãðàíÿõ åâêëèäîâîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñ îñíîâàíèåìíà àáñîëþòå. Ñóììà äâóãðàííûõ óãëîâ òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà p.Ä.31. Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å Ä.30 á).Ä.32. �àññìîòðèì â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâåòðåõãðàííûé óãîë ñ âåðøèíîé â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Åãî ãðàíèîáðàçóþò òðåóãîëüíóþ (åâêëèäîâó) ïðèçìó ñ îñíîâàíèåì íà àáñîëþòå.Ýëåìåíò îáúåìà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå èìååò âèä z−3 dx dy dz.Ïîýòîìó îáúåì ÷àñòè òðåõãðàííîãî óãëà, ëåæàùåé â ïîëóïðîñòðàíñòâå
z > c, ðàâåí ∫ ∞

c

Sz−3 dz =
S

2c2
,ãäå S�åâêëèäîâà ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðèçìû. Äëÿ íàñ ñóùåñòâåííî, ÷òîýòîò îáúåì êîíå÷åí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îðèñ�åðà ðàññåêàåò òðåõãðàííûéóãîë ñ âåðøèíîé íà àáñîëþòå íà äâå ÷àñòè, îáúåì îäíîé èç êîòîðûõ(ñîäåðæàùåé âåðøèíó óãëà) êîíå÷åí.Îòñå÷åì îò òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå åãî âåðøèíû îðè-ñ�åðàìè. Â ðåçóëüòàòå òåòðàýäð áóäåò ðàçðåçàí íà 5 ÷àñòåé, îáúåì

p/4

p/4b/2

a/2

A

M P

O

�èñ. �.12.

êàæäîé èç êîòîðûõ êîíå÷åí.Ä.33. Ïóñòü O � öåíòð êóáà, P � öåíòð îäíîéèç åãî ãðàíåé, M � ñåðåäèíà ðåáðà ýòîé ãðàíè, A�âåðøèíà ýòîãî ðåáðà. Òîãäà òðåóãîëüíèêè OMP è
APM ïðÿìîóãîëüíûå; èõ óãëû óêàçàíû íà ðèñ.�.12.Íàïîìíèì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêåñ êàòåòîì a âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ch a =

cos a
sin b .Ïðèìåíèâ ýòî ñîîòíîøåíèå ê êàòåòó MP â îáîèõòðåóãîëüíèêàõ, ïîëó÷èì

cos
p
4

: sin
a
2

= ch MP = cos
b
2

: sin
p
4
.Ä.34. �åøåíèå çàäà÷è 5.64 ãîäèòñÿ è â ýòîì ñëó-÷àå.Ä.35. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî f ïåðåâîäèò ïðÿ-ìûå â ïðÿìûå. �àññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè íà àáñîëþòå. Ýòîòòðåóãîëüíèê (âêëþ÷àÿ åãî âíóòðåííþþ ÷àñòü) ïåðåõîäèò â òàêîé æå



320 �åøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòûòðåóãîëüíèê. ßñíî òàêæå, ÷òî ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè íààáñîëþòå èçîìåòðè÷íû. Ïîñëå ýòèõ çàìå÷àíèé óæå ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 5.65.Ä.36. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ìî-äåëü íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè
z1, . . . , zn+2 ëåæàò â Rn+1 è èõ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-íèþ

x2
1 + . . . + x2

n − x2
n+1 =−1,ïðè÷åì xn+1 > 0. Ïóñòü [u, v] = u1v1 + . . . + unvn − un+1vn+1 �ïñåâäîñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn+1. Òîãäà ch(dij) = [zi, zj ].Ïóñòü S = (z1, . . . , zn+2)�ìàòðèöà ðàçìåðîì (n + 2)× (n + 2), îáðà-çîâàííàÿ ñòîëáöàìè êîîðäèíàò òî÷åê z1, . . . , zn+2, ê êîòîðûì â êà÷åñòâåïåðâîé êîîðäèíàòû äîáàâëåí íóëü; J �äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

n + 2 ñ äèàãîíàëüþ (1, 1, . . . , 1, −1). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
A = ([zi, zj ]) = ST JS.Íî ó ìàòðèöû S ïåðâàÿ ñòðîêà íóëåâàÿ, ïîýòîìó det S = 0, à çíà÷èò,

det A = 0.
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