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Предисловие

Предлагаемая книжка содержит девять тематических заня-
тий математического кружка. В материалы каждого занятия
входят: вступительный и поясняющий текст учителя, включаю-
щий в себя несколько подробно разобранных типовых задач по
теме; задачи, которые могут быть предложены учащимся для
самостоятельного решения (как на занятии, так и дома); по-
дробные решения этих задач; методические комментарии для
учителя.

Кроме того, отдельно представлен обширный список задач на
построение различного уровня трудности (наиболее сложные из
них отмечены знаком ∗), которые можно использовать на усмо-
трение учителя (или обучающегося). Для этих задач приведены,
как правило, краткие указания к решениям, иногда | краткие
или полные решения. Для удобства в конце каждого занятия при-
ведён список задач этого раздела, которые имеет смысл исполь-
зовать для закрепления материала, контроля освоения и углу-
бления. Следует учесть, что ряд задач отнесены к нескольким
занятиям (поскольку допускают различные способы решения),
а некоторые задачи не вошли в эти списки.

В приложении приведён ряд исторических сведений, а также
некоторые вопросы повышенной трудности, связанные с геоме-
трическими задачами на построение. В конце книги приведён
список литературы, на которую делаются ссылки в тексте. Боль-
шую часть этих изданий и публикаций можно использовать в
качестве дополнительной литературы.

Поскольку, на наш взгляд, в последние годы культура реше-
ния задач на построение в рамках освоения школьного курса
геометрии в значительной степени утеряна, то изначально имеет
смысл договориться о терминологии.
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Что такое геометрическая задача на построение и
что значит её решить?

Задача на построение | это задача, в которой требует-
ся построить геометрический объект, пользуясь только двумя
инструментами: циркулем и линейкой (односторонней и без де-
лений).

Решение таких задач состоит не в том, чтобы проделать
«руками» соответствующие построения, а в том, чтобы найти
алгоритм решения, то есть описать решение задачи в виде
последовательности уже известных стандартных построений.

В этом смысле решение задач на построение хорошо иллю-
стрирует один из основных принципов решения любых математи-
ческих задач: решить задачу | это значит свести её к какой-либо
задаче, уже решённой ранее!

Какие построения циркулем и линейкой считать стан-
дартными?

Это вопрос предварительной договорённости. На наш взгляд,
к стандартным построениям можно отнести следующие:

1) построение прямой, проходящей через две заданные точки;
2) построение окружности с данным центром и данным ра-

диусом;
3) построение отрезка, равного данному;
4) построение угла, равного данному;
5) построение середины отрезка (серединного перпендикуля-

ра к отрезку);
6) построение биссектрисы угла;
7) построение перпендикуляра к прямой, проходящего через

заданную точку (два случая).
На основе стандартных построений легко осуществляется по-

строение треугольников по трём основным элементам:
1) двум сторонам и углу;
2) стороне и двум углам;
3) трём сторонам.
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При этом очень важно донести до сознания учащихся, что все
линейные элементы в условиях задач заданы в виде отрезков
(а не их длин), а все угловые | в виде углов (а не чисел, выра-
жающих их величину)!

К тем же стандартным построениям сводятся также постро-
ения равнобедренных и прямоугольных треугольников по их
основным элементам, а также построение прямой, параллельной
данной и проходящей через заданную точку. Так как эти задачи
(наряду со стандартными построениями) рассматриваются во
всех основных школьных учебниках (см., например, [2] и [11]), то
их решения мы разбирать не будем.

Таким образом, можно провести некоторую аналогию между
решением задач на построение и строительством домов: стан-
дартные построения | это «кирпичи», задачи на построение раз-
личных видов треугольников по их основным элементам | «бло-
ки».

Теперь, пользуясь этими «блоками», мы сможем решить боль-
шинство задач на построение треугольников, в которых могут
быть заданы не только основные, но и вспомогательные эле-
менты. Задачи, которые мы научимся решать, станут, образно
говоря, «панелями», которые можно будет затем в готовом виде
использовать для решения более сложных задач, в которых стро-
ятся не только треугольники.

Отметим, что для того чтобы научиться решать задачи на
построение (впрочем, как и другие геометрические задачи) очень
важно осознать, что решать их надо с конца, то есть не пы-
таться строить всё, что умеешь, наугад, а представить себе, что
искомый объект уже построен и, исходя из этого, восстановить
цепочку возможных построений.

В заключение заметим, что эффективность освоения методов
решения задач на построение, предлагаемых нами, во многом
зависит от учёта особенностей реального школьного курса гео-
метрии, изучаемого школьниками, и от учебника, который при
этом используется в качестве базового. Подробное изучение ме-
тодов решения задач на построение позволяет заодно повторить
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практически все разделы школьной планиметрии, а во многих
случаях и существенно углубить свои знания.

В большинстве случаев занятия 1 и 2 целесообразно прово-
дить, на наш взгляд, не ранее второго полугодия 7 класса. В
материалах этих занятий сознательно делается акцент на поис-
ки алгоритмов построений, а вопросы исследования (количество
решений задачи) остаются за их рамками. Занятия 3 и 4 имеет
смысл проводить не ранее первого полугодия 8 класса. В рамках
этих занятий учащимся напоминаются все этапы решения задачи
на построение, но основной акцент по-прежнему имеет смысл
делать на поиски алгоритмов решений. Занятия 5 и 6 проводятся
после изучения школьниками в курсе геометрии темы «Движе-
ния», то есть не ранее конца второго полугодия 8 класса (а может
быть, и позже). Занятия 7{9 адресованы, по всей видимости,
девятиклассникам или учащимся старшей школы.

Естественно, что преподаватель математического кружка
может по своему усмотрению использовать только часть пред-
ложенных занятий, поменять порядок их изучения и т. д.

Авторы благодарны А. В. Шаповалову за подробные обсу-
ждения, способствовавшие существенному улучшению текста,
Д. В. Прокопенко и Д. Э. Шнолю | за внимательное прочтение
текста и ценные замечания, и Е. С. Горской | за выполнение
чертежей.

6



Занятие 1

Метод вспомогательного треугольника

На этом занятии мы рассмотрим решение задач на построение треуголь-

ников по их различным элементам, как основным, так и вспомогатель-
ным.

К вспомогательным элементам треугольника чаще всего от-
носятся: медианы, высоты, биссектрисы, периметр, радиусы опи-
санной и вписанной окружностей. Иногда рассматривают также
сумму (разность) двух сторон или двух углов.

В большинстве случаев такие задачи решаются методом
вспомогательного треугольника. Суть данного метода |
свести решаемую задачу к уже известной задаче на построение
треугольника по основным элементам или к уже решённой задаче
на построение треугольника.

Рассмотрим примеры.
Пример 1. Постройте остроугольный

A

B

C

D
h

b

Рис. 1

равнобедренный треугольник по боковой
стороне и проведённой к ней высоте.

Решение. Пусть искомый треугольник
á÷ó по заданным стороне b и высоте h уже
построен (см. рис. 1). Тогда на нашем чер-
теже образовался прямоугольный треуголь-
ник á÷D, у которого заданы катет и ги-
потенуза. Поэтому задача сводится к по-
строению вспомогательного прямоугольного треугольни-
ка á÷D по катету и гипотенузе и к построению на его основе
искомого треугольника (продолжим катет BD так, чтобы длина
отрезка ÷ó была равна b. . . ).
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Обратите внимание на то, что при изложении решения мы
говорим только об алгоритме построения, складывая его из
основного «блока» и дополнительных «кирпичей»!

Отметим, что если не требовать, чтобы искомый треугольник был остро-
угольным, то задача будет иметь два решения. С нашей точки зрения разби-
рать этот вопрос сейчас преждевременно.

Рассмотрим более сложную задачу.
Пример 2. Постройте треугольник по двум его углам и пе-

риметру.

Отметим ещё раз, что периметр треугольника задан в виде отрезка.

Решение. Пусть искомый треугольник á÷ó с данным пери-
метром P и углами � и � при вершинах á и ÷ соответственно |
построен. «Развернём» его, то есть на прямой á÷ отложим от-
резок AD, равный áó, и отрезок ÷å, равный ÷ó. Полученные
точки D и å соединим с точкой ó (см. рис. 2).

A

C

BD E

m
n

Рис. 2

Заметим, что треугольник ACD | равнобедренный, угол
óá÷ | внешний для этого треугольника, поэтому ∠óDá =

= ∠DCá =
�

2
. Аналогично ∠óå÷ = ∠ECB =

�

2
.

Таким образом, задача сводится к построению вспомога-
тельного треугольника óDå по стороне и двум прилежащим

к ней углам (DE = P , ∠óDE =
�

2
, ∠óåD =

�

2
). Для того

чтобы теперь получить вершины á и ÷ искомого треугольника,
достаточно, например, провести серединные перпендикуляры m

и n к отрезкам CD и óå соответственно.
Отличие этой задачи от предыдущей | вспомогательно-

го треугольника не было, но мы его создали дополнительным
построением.
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Отметим, что в подавляющем большинстве случаев, когда задана сумма
(или разность) каких-либо отрезков, полезно сделать дополнительное постро-
ение, в результате которого заданный отрезок появляется на чертеже. Такой
метод иногда называют «спрямлением» (и он применяется не только в задачах
на построение).

Подчеркнём ещё раз, что решение задач на построение напо-
минает строительство домов или игру с детским конструктором:
начав с «кирпичиков» (деталей), мы собираем из них «блоки» и
уже можем пользоваться ими, не обращая внимания на кирпичи,
из которых эти блоки составлены; затем из «блоков» можно соби-
рать более крупные «блоки» («панели»), и ими мы также сможем
пользоваться, и т. д.

В рассмотренных примерах таким «блоком» является постро-
ение вспомогательного треугольника, то есть решение за-
дачи сводится к уже известному нам построению какого-либо
треугольника.

Ещё раз обращаем внимание на то, что в приведённых приме-
рах намеренно обсуждался только алгоритм решения. Если под-
ходить формально, то в условиях предложенных задач слово «По-
стройте . . . » надо заменить на словосочетание «Объясните, как
построить . . . », и мы этого не сделали, только отдавая дань сло-
жившейся традиции.

В заключение отметим, что в любом случае для построения
треугольника достаточно задать три его элемента, среди кото-
рых хотя бы один | линейный.

Почему именно три элемента? Это связано с наличием при-
знаков равенства треугольников. Действительно, если рассма-
тривать только основные элементы треугольника, то наборы
из трёх элементов, хотя бы один из которых линейный, либо
в точности соответствуют условиям признаков равенства тре-
угольников (три стороны; две стороны и угол между ними; сто-
рона и два прилежащих к ней угла), либо легко сводятся к ним
(сторона и два угла, один из которых лежит напротив этой сто-
роны). То есть по таким трём основным элементам треугольник
определяется однозначно.
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Единственным исключением является такой набор: две сторо-
ны и угол, лежащий напротив одной из них. В этом случае могут
существовать два треугольника, удовлетворяющих условию за-
дачи.

Действительно, пусть надо построить треугольник á÷ó, в котором

A

B

C2C1

c a a

α

Рис. 3

á÷ = Ó, ÷ó = Á, ∠÷áó = �. Тогда, построив угол á, равный �, и
отложив на одной из его сторон отрезок á÷ длины Ó, проводим окружность
с центром ÷ и радиусом Á. Эта окружность
может не пересечься с другой стороной по-
строенного угла (тогда задача решений не
имеет), может касаться этой стороны (одно
решение, искомый треугольник прямоуголь-
ный), а может пересечь её в двух точках
(см. рис. 3). В последнем случае мы получим
два треугольника, удовлетворяющих условию
задачи: á÷ó1 и á÷ó2.

О том, как именно зависит количество решений задачи от соотношения
между заданными величинами, имеет смысл говорить после изучения школь-
никами метрических теорем для произвольного треугольника (обычно это
происходит в 9 классе).

Задачи

Задача 1. Объясните, как построить углы, имеющие величи-
ну: а) 45◦; б) 60◦; в) 30◦.

Задача 2. Объясните, как построить равнобедренный тре-
угольник по углу при вершине и биссектрисе, проведённой к бо-
ковой стороне.

Задача 3. Объясните, как построить треугольник по следу-
ющим данным:

а) стороне и проведённым к ней медиане и высоте;
б) двум углам и высоте (рассмотрите два случая);
в) двум сторонам и медиане (рассмотрите два случая);
г) стороне, прилежащему к ней углу и сумме двух других

сторон.
Задача 4. Объясните, как построить прямоугольный тре-

угольник, если даны его острый угол и разность гипотенузы и
катета.
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Ответы и решения

Обсуждаются только алгоритмы построения, сведённые к крупным «бло-
кам».

1. а) Возможны два способа: построить биссектрису прямого
угла или построить равнобедренный прямоугольный треуголь-
ник, задав его катет произвольно.

б), в) Возможны два способа: построить равносторонний тре-
угольник с произвольной стороной и биссектрису любого его угла
или построить прямоугольный треугольник, у которого гипоте-
нуза в два раза больше катета.

2. Решение сводится к построению вспомога-

A

B

C

L
β

l

Рис. 4

тельного треугольника á÷L по стороне и двум
углам (см. рис. 4; AL = l, ∠A÷L = �, ∠BAL =

45◦− 1

4
�). Искомый треугольник á÷ó получится,

если на луче BL отложить отрезок ÷ó, равный
á÷.

3. а) Решение сводится к построению вспомогательного пря-
моугольного треугольника ÷HM по катету и гипотенузе (см.
рис. 5; BH = h, BM = m). Искомый треугольник á÷ó полу-
чится, если на прямой MH отложить отрезки íó и íá, рав-
ные 0; 5 b.

A

B

CM H

m h

0, 5 b A

B

CH

h

Рис. 5 Рис. 6

б) Пусть данная высота искомого треугольникаá÷ó проведе-
на из вершины ÷. Поскольку по двум углам треугольника третий
угол определяется однозначно, то можно считать, что заданы
углы ÷áó, равный �, и á÷ó, равный � (см. рис. 6). Тогда ре-
шение сводится к построению вспомогательного прямоугольного
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треугольника á÷î по катету и острому углу (÷î = h, ∠BAH =
= �) и откладыванию от луча ÷á в нужную полуплоскость угла
ó÷á, равного � (точка ó | пересечение прямой áî со стороной
построенного угла).

При желании можно обратить внимание учащихся на то, что искомый
треугольник á÷ó может получиться не только остроугольным, но также ту-
поугольным или прямоугольным (в зависимости от величин заданных углов).

в) Пусть в искомом треугольникеá÷ó

A

B

C

M
m

c
a

Рис. 7а

заданы стороны á÷ = Ó и ÷ó = Á. Ес-
ли медиана проведена к одной из данных
сторон, например, áí = m, то решение
сводится к построению вспомогательно-
го треугольника á÷í по трём сторонам
(см. рис. 7а; á÷ = Ó, áí = m, BM =
= 0; 5 a) и его очевидному достраиванию
до искомого треугольника.

Если медиана проведена к третьей

A

B

CM

D

m

c a

Рис. 7б

стороне, то есть ÷í = m, то для по-
лучения вспомогательного треугольни-
ка необходимо сделать дополнительное
построение: на луче ÷í отметим точку
D так, что DM = BM (см. рис. 7б).
Тогда треугольники ó÷í и áDM рав-
ны (по двум сторонам и углу между ни-
ми), поэтому AD = BC = a. Тем самым
решение сведётся к построению вспомо-
гательного треугольника á÷D по трём
сторонам (á÷ = Ó, áD = a, BD = 2m).

Разделив отрезок BD пополам, получим точку í , после чего
построение искомого треугольника становится очевидным.

г) Пусть в искомом треугольнике á÷ó: ∠÷áó = �, áó = b,
AB + BC = s. Тогда, отметив на луче á÷ точку D так, что
DB = Bó, получим вспомогательный треугольник ACD, ко-
торый можно построить по двум сторонам и углу между ними
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(см. рис. 8; ∠÷áó = �, áó = b, AD = s). Вершину ÷ искомого
треугольника можно получить на отрезке AD, проведя, напри-
мер, серединный перпендикуляр к отрезку CD, либо отложив от
луча CD в нужную полуплоскость угол ÷CD, равный углу ADC.

A

D

C

B

α

b

s

C

B

A

D

α k

Рис. 8 Рис. 9

4. Пусть в искомом треугольнике á÷ó выполняются соотно-
шения ∠÷óá = 90◦, ∠÷áó = �, á÷−÷ó = k. Тогда, отметив на
отрезке á÷ точку D так, что BD = BC, получим, что AD = k

(см. рис. 9). Кроме того, ∠á÷ó = 90◦ − �, поэтому, ∠÷Dó =

= ∠÷óD = 45◦ +
1

2
�, тогда ∠ADó = 135◦ − 1

2
�.

Следовательно, можно построить вспомогательный треуголь-
ник ACD по стороне и двум прилежащим углам (AD = k,

∠÷áó = �, ∠ADó = 135◦ − 1

2
�). Различные способы его

достраивания до искомого треугольника очевидны.

Отметим, что если вместо угла ÷áó задан угол á÷ó, то задача легко
сводится к предыдущей.

К теме данного занятия также относятся задачи 1а{в, е, к, 2а{в, 3а, б, 4,
5, 19д из раздела «Задачи для самостоятельного решения».

13



Занятие 2

Метод геометрических мест

На этом занятии мы рассмотрим решение задач на построение с помо-
щью метода геометрических мест точек на плоскости (сокращённо |
ГМТ).

Метод геометрических мест основан на том, что часть
объектов, получаемых при стандартных построениях циркулем
и линейкой, являются одновременно ГМТ, обладающих опреде-
лёнными свойствами. Например, окружность является геометри-
ческим местом точек, удалённых от заданной точки на фикси-
рованное расстояние; серединный перпендикуляр к отрезку |
ГМТ, равноудалённых от концов отрезка; биссектриса угла |
ГМТ, лежащих внутри угла и равноудалённых от его сторон,
и т. д. Помимо этого, некоторые ГМТ несложно построить, ис-
пользуя простейшие построения, метод вспомогательных тре-
угольников и уже построенные ГМТ (см. задачи 1 и 2 данного
занятия).

Суть метода ГМТ состоит в следующем:

Если некоторая точка X удовлетворяет двум условиям, то
строятся ГМТ, удовлетворяющие каждому из этих условий,
и тогда точка X принадлежит их пересечению.

Проиллюстрировать этот метод можно на одном из простей-
ших построений, которые вам известны | построении треуголь-
ника по трём сторонам. Действительно, построив одну из данных
сторон (и тем самым две вершины искомого треугольника), ищем
третью вершину как пересечение двух ГМТ | удалённых от
имеющихся точек на заданные расстояния.

Рассмотрим более сложные примеры.
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При необходимости перед рассмотрением примеров можно напомнить
учащимся основные ГМТ на плоскости, которые им должны быть известны,
в частности:

ГМТ, удалённых от данной точки на заданное расстояние (окружность

с центром в данной точке и радиусом, равным заданному расстоянию);

ГМТ, удалённых от данной прямой на заданное расстояние (пара парал-

лельных прямых, каждая точка которых находится на заданном расстоянии

от данной прямой);

ГМТ, равноудалённых от двух данных точек (серединный перпендикуляр

к отрезку, соединяющему эти точки);

ГМТ, равноудалённых от сторон угла и лежащих внутри этого угла (бис-
сектриса угла);

ГМТ, из которых данный отрезок виден под прямым углом (окружность,
у которой данный отрезок является диаметром, с «выколотыми» концами
данного отрезка).

О том, как строить некоторые из этих ГМТ, учащиеся вспомнят при
решении первых задач из этого занятия.

Пример 1. Постройте прямоу-

A

C

BD c

h

Рис. 1

гольный треугольник по гипотенузе
и проведённой к ней высоте.

Решение. Пусть искомый треу-
гольник á÷ó с гипотенузой á÷, рав-
ной Ó, и высотой CD, равной h, по-
строен (см. рис. 1). Вспомогатель-
ного треугольника нет, так как ни один из полученных на
чертеже треугольников построить по имеющимся данным нельзя.
Создать его путем дополнительных построений также непросто.
Но про вершину ó известно, что: 1) ∠áó÷ = 90◦; 2) расстояние
от ó до прямой á÷ равно h.

Поэтому решение задачи сводится к построению отрезка á÷,
имеющего заданную длину Ó, затем к построению ГМТ, из кото-
рых этот отрезок «виден» под прямым углом, и ГМТ, находя-
щихся на данном расстоянии от данной прямой á÷. Вершина ó
является пересечением построенных ГМТ.

Отметим, что при решении этой задачи крупными «блоками»
было уже не построение вспомогательных треугольников, а по-
строение известных геометрических мест.
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После того как учащиеся решат задачу 1 из этого занятия, можно вер-
нуться к этому примеру, показав на чертеже оба использованных ГМТ.

Пример 2. Постройте окружность, касающуюся данной пря-
мойm и касающуюся данной окружности в данной точке á внеш-
ним образом.

Решение. Пусть даны прямая m и окружность с центром ï,
на которой отмечена точка á. Пусть искомая окружность по-
строена, ò | её центр (см. рис. 2а, б). Так как искомая окруж-
ность проходит через фиксированную точку á, то для построе-
ния этой окружности достаточно построить её центр ò . Так как
окружности касаются в точке á внешним образом, то точки ï,
á и ò лежат на одной прямой (á лежит между ï и ò ).

Первый способ. Если через точку á провести также общую
касательную AQ к этим окружностям (Q| точка её пересечения
с данной прямойm), то луч Qò будет являться биссектрисой угла
áQM (см. рис. 2а).

A
O

P

Q Mm

Рис. 2а

Таким образом, решение задачи сводится к построению луча
ïá, касательной Qá к данной окружности и биссектрисы Qò

угла áQM . Центр искомой окружности ò | точка пересечения
луча ïá и этой биссектрисы.

О том, как построить касательную Qá, можно ещё раз поговорить при
разборе задачи 2 для самостоятельного решения.

Второй способ. Рассмотрим перпендикуляры OD и PC, опу-
щенные из центров данной и искомой окружностей на прямую m
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(см. рис. 2б). Пусть ÷ | одна из точек пересечения OD и данной
окружности, тогда, так как BD ‖ PC, то ∠OAB = ∠DBC =
= ∠PCB = ∠PAC, значит, углы ïá÷ и òáó вертикальные,
то есть точка á лежит на прямой ÷ó. Следовательно, искомая
точка P лежит на перпендикуляре, восставленном к прямой m из
точки ó, которая является пересечением прямых m и á÷.

A

B

O

D

P

C m

Рис. 2б

Отметим, что если касательная QA параллельна прямой m (первый спо-
соб решения) или, что равносильно, точка á лежит на отрезке BD (второй
способ решения), то решением задачи является окружность с диаметром AD.

Отметим, что, решая задачу вторым способом и выбрав
вместо точки ÷ ей диаметрально противоположную, получим не
внешнее, а внутреннее касание окружностей.

А как получить случай внутреннего касания при решении пер-
вым способом? [Построить биссектрису угла, смежного с углом
AQM .]

Рассмотренные способы решения возникают потому, что задача сводит-
ся к построению точки P , лежащей на данном луче OA и равноудалённой от
данной прямой m и данной окружности.

Задачи

Задача 1. Объясните, как построить следующие ГМТ:
а) удалённых от данной прямой на заданное расстояние;
б) из которых данный отрезок виден под заданным углом

(рассмотрите три случая: заданный угол | прямой, острый и
тупой).
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Задача 2. Объясните, как построить касательную к окруж-
ности, проходящую через заданную точку (рассмотрите два слу-
чая).

Задача 3. Объясните, как построить треугольник по сторо-
не, проведённой к ней медиане и радиусу описанной окружности.

Задача 4. Объясните, как построить окружность, которая
касается данной прямой m в данной точке ÷ и проходит через
данную точку á, не лежащую на прямой m.

Задача 5. Даны три точки A, B и C. Объясните, как постро-
ить три окружности, попарно касающиеся в этих точках.

Задача 6. Даны окружность и прямаяm, её не пересекающая.
Объясните, как построить окружность, которая касается данной
окружности и данной прямой в заданной точке Q, принадлежа-
щей этой прямой.

Задача 7. Объясните, как построить прямую, проходящую
через заданную точку í так, чтобы она отсекала от данного
угла треугольник с заданным периметром.

Ответы и решения

1. а) Пусть дана прямая a и задано расстояние r > 0. Тогда
искомое ГМТ | объединение двух прямых b и c, параллельных
Á и таких, что расстояние от Á до каждой из них равно r. По-
строение любой из них сводится к восставлению произвольного
перпендикуляра á÷ длины r к прямой Á и проведению прямой
÷ó, перпендикулярной AB (см. рис. 3).

A

B C

r

a

A B

C

Рис. 3 Рис. 4а
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б) Пусть дан отрезок á÷ длины Ó и угол �. Тогда искомое
ГМТ | объединение дуги áó÷ окружности и дуги, ей симме-
тричной относительно прямой á÷, за исключением точек á и ÷
(см. рис. 4а | для случая острого угла �).

Неформальное название такого ГМТ | «уши Чебурашки».

Если � = 90◦, то обе дуги принадлежат одной окружности с
диаметром á÷, построение которой очевидно (см. рис. 4б).

O

C

A B

α

A B

C

O

M0, 5 c

α

Рис. 4б Рис. 4в

Если 0 < � < 90◦, то ∠áï÷ = 2�, где ï | центр искомой
окружности. Для того чтобы получить точку ï (и, тем самым
построить требуемую дугу окружности) достаточно построить
прямоугольный треугольник áíï по
катету и прилежащему острому углу
(∠áíï = 90◦; áí = 0; 5 Ó; ∠ïáM =
= 90◦ − �; см. рис. 4в).

Если 90◦ < � < 180◦, то ∠áï÷ =

A B

D

C

O

M0, 5 c

180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α180◦ − α

α

Рис. 4г

= 360◦ − 2�, где ï | центр искомой
окружности, и тогда прямоугольный
треугольник áíï строится по анало-
гичным данным: ∠áíï = 90◦; áí =
= 0; 5 Ó; ∠ïáM = �− 90◦ (см. рис. 4г).

2. Пусть дана окружность с центром ï и точка á, через ко-
торую проведена касательная á÷ к этой окружности. Возможны
два случая: а) точка á лежит на данной окружности; б) точка
á лежит вне данной окружности (см. рис. 5а, б соответственно).
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В обоих случаях прямая á÷ перпендикулярна радиусу, прове-
дённому в точку касания (по определению касательной). Следо-
вательно, в случае а) задача сводится к построению перпенди-
куляра к прямой ïá, проходящего через данную точку A (такое
построение уже использовалось при рассмотрении примера 2).

A

B

O

B

A

O

Рис. 5а Рис. 5б

В случае б) отрезок ïá виден из точки ÷ под углом 90◦.
Следовательно, задача сводится к построению окружности с диа-
метром OA. Искомая касательная проходит через A и точку пе-
ресечения окружностей.

Кто-то из учащихся может предложить такой «способ построения» в
пункте б): приложим линейку так, чтобы прямая прошла через точку á

и имела с окружностью ровно одну общую точку (ссылаясь на утверждение,
равносильное определению касательной). В этом случае можно, например,
предложить доказать, что эта точка | единственная. В процессе обсуждения
неизбежно «всплывёт» идея перпендикулярности.

Так как построение касательной к окружности часто используется при
решении различных задач на построение, имеет смысл в дальнейшем считать
это построение стандартным и ссылаться на него.

3. Пусть в искомом треугольнике á÷ó: á÷ = Ó, óí | ме-
диана длины m, R | радиус описанной окружности (см. рис. 6).
Решение сводится к построению окружности данного радиуса R
и её хордыá÷ заданной длины Ó. Вершина ó удалена от середины
í отрезка á÷ на расстояние m, поэтому лежит на пересече-
нии окружности с центром M и радиусом m и уже построенной
окружности.
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A

C

B

O

M

R
m

c

A

B

O

m

Рис. 6 Рис. 7

4. Так как искомая окружность проходит через фиксирован-
ные точки á и ÷, для её построения достаточно построить центр
ï этой окружности. Так как m | касательная к окружности
в точке ÷, то ï÷ ⊥ m, а поскольку á÷ | хорда искомой окруж-
ности, то точка ï равноудалена от точек á и ÷ (см. рис. 7).
Таким образом, ï является пересечением перпендикуляра, вос-
ставленного к прямой m в точке ÷, и серединного перпендику-
ляра к отрезку á÷.

5. Пусть A1, B1 и C1 | центры

A

C

B

B1

C1

A1

Рис. 8

искомых окружностей (см. рис. 8). Тогда
в треугольнике A1B1C1: B1A = B1C,
C1A = C1B и A1B = A1C. Значит, дан-
ные точки á, ÷ и ó являются точками
касания окружности, вписанной в тре-
угольник A1B1C1, с его сторонами (это
можно доказать, например, методом от
противного). Таким образом, решение сводится к построению
окружности, проходящей через точки A, B и C и касательных
к ней в этих точках. Центры искомых окружностей | точки
попарного пересечения этих касательных.

6. Пусть искомая окружность построена, ò | её центр, á |
точка её касания с данной окружностью, имеющей центр ï (см.
рис. 9а, б). Поскольку искомая окружность проходит через фик-
сированную точку Q, то её построение сводится к построению
точки ò .
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Первый способ. Проведём касательную n к данной окружно-
сти, параллельную прямой m (ó | точка касания, см рис. 9а).
Рассмотрим равнобедренные треугольники óïá и áòQ. Так как
в этих треугольниках равны углы при вершинах ï и ò , то равны
и углы при основаниях. Тогда из того, что ∠ïáó = ∠PAQ
и точка A лежит на прямой OP , следует, что точка á лежит
и на прямой CQ.

B Q

P

C

O

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

n

m Q

P

C

O
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

n

m

Рис. 9а Рис. 9б

Таким образом, искомое построение сводится к следующему:
построению перпендикуляра к прямойm в точкеQ и радиуса ïó,
ему параллельного; затем построению прямой CQ, пересекающей
данную окружность в точке á. Искомая точка P является пере-
сечением прямой ïá с построенным перпендикуляром.

Отметим, что если перпендикуляр к прямой m в точке Q пройдёт через
точку ï, то точка á будет лежать на этом перпендикуляре, тогда окруж-
ность с диаметром QA и будет искомой.

Отметим также, что если провести другую касательную к данной окруж-
ности, параллельную прямой m, то аналогичное построение обеспечит вну-
треннее касание окружностей (см. рис. 9б).

Второй способ. Пусть r | радиус данной окружности. Заме-
тим, что радиус искомой окружности (расстояние от искомого
центра ò до прямойm) PQ = PO±r (знак «−» в случае внешнего
касания окружностей, знак «+» | в случае внутреннего касания,
см. рис. 9а, б). Проведём прямую PQ и рассмотрим на ней такую
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точку E, что QE = r (см. рис. 9в). Тогда искомая точка ò

равноудалена от точек ï и å.
Таким образом, искомое построение сводится к построению

перпендикуляра к прямой m в точке Q, описанному построению
точки å на прямой PQ и проведению серединного перпенди-
куляра к отрезку OE. Искомая точка P является пересечением
этих двух перпендикуляров (точки å, á и ò с индексом 1 на
рис. 9в соответствуют случаю внешнего касания окружностей,
а с индексом 2 | внутреннего касания).

Q

E1

E2

P1

P2
A1

A2 O

m
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Рис. 9в Рис. 10

7. Пусть á÷ | искомая прямая, то есть треугольник áï÷

имеет заданный периметр ò . Проведём окружность, касающу-
юся сторон данного угла и отрезка á÷ (см. рис. 10). Пусть K
и L | точки касания этой окружности со сторонами угла, то-
гда из теоремы о равенстве отрезков касательных, проведённых
к окружности из одной точки, следует, что OK = OL = 0; 5P .

Таким образом, решение задачи сводится к построению вспо-
могательного равнобедренного треугольника KOL (сторону KL
которого можно не проводить) и окружности, касающейся сто-
рон данного угла в точках K и L. После этого через точку í

проводится касательная á÷ к этой окружности.

К теме данного занятия также относятся задачи 1г, л, 2г, 4{7, 9, 13, 18б,
19г, 49, 57 из раздела «Задачи для самостоятельного решения».
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Занятие 3

Построения, связанные со свойствами
четырёхугольников и с замечательными линиями

и точками треугольников

На этом занятии мы рассмотрим решение задач на построение четы-
рёхугольников и решение задач на построение треугольников, в которых
применяются свойства их замечательных линий и точек.

Решение задач на построение четырёхугольников сводится,
как правило, к решению задач на построение треугольников.
При этом применяются уже известные нам два основных метода:
вспомогательного треугольника и ГМТ.

Пример 1. Постройте параллелограмм по углу и двум высо-
там.

Решение. Пусть искомый параллелограмм á÷óD с углом
÷áD, равным �, и высотами BM и BK, длины которых h1 и h2,
построен (см. рис. 1). Так как сумма углов четырёхугольника
BKDM равна 360◦, то ∠KBM = 180◦ − ∠ADC = ∠÷áD = �.
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Рис. 1

Следовательно, решение задачи сводится к построению вспо-
могательного треугольника ÷íK по двум сторонам и углу меж-
ду ними, а затем, проведя через точки ÷ и í перпендикуляры
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к ÷í , а через точки ÷ и K | перпендикуляры к BK, можно
получить остальные вершины искомого параллелограмма.

Как изменится решение, если заданный угол � будет тупым?
[∠KBM = 180◦ − �.]

Можно предложить и другой способ решения, использующий метод ГМТ.
Длина высоты параллелограмма является расстоянием между его параллель-
ными сторонами, поэтому можно построить, например, угол á, равный дан-
ному, а каждую из вершин ÷ и D искомого параллелограмма получить как
пересечение стороны этого угла с прямой, параллельной другой стороне угла
и находящейся от неё на расстоянии h1 или h2 соответственно (см. рис. 1).

Прежде чем переходить к следующим задачам, отметим, что
мы, согласно предварительной договорённости, обсуждали пока
только алгоритмы решения задач на построение. Вместе
с тем, исторически сложилось, что полное изложение решения
любой задачи на построение включает в себя следующие этапы.

1) Анализ (то есть, решение задачи «с конца» путем постро-
ения некоего алгоритма).

2) Осуществление самого построения и его описание.
3) Доказательство того, что построенная фигура удовле-

творяет условию.
4) Исследование, то есть выяснение количества решений

задачи и условий, от которых оно зависит.
Поясним, что количество решений определяется с точно-

стью до равенства фигур, то есть если при построении
получилось несколько фигур, удовлетворяющих условию задачи,
но они между собой равны, то это считается одним решением!

До сих пор мы занимались только первым этапом решения.
Сейчас в качестве иллюстрации рассмотрим полное решение
одной из задач и его формальную запись.

Пример 2. Постройте треугольник по трём медианам.
Дано:

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

Построить: 4á÷ó | áí , BK и óò | его медианы; áí =
= m, BK = k, CP = p.
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Решение. 1) Анализ.
Пусть искомый треугольник á÷ó AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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Рис. 2

с медианами áí , BK и óò , пересе-
кающимися в точке ô , построен (см.
рис. 2). На луче ôí выберем точку N

так, чтобы MN = ôí =
1

3
áí , тогда

четырёхугольник ÷ôóN | параллело-
грамм (так как его диагонали точкой
пересечения í делятся пополам). Сле-

довательно, BN = CT =
2

3
CP =

2

3
p.

Таким образом, мы получили вспомогательный треугольник

BNT , в котором: ôN =
2

3
m, BT =

2

3
k, BN =

2

3
p.

2) Построение.
1. Строим треугольник BNT по трём сторонам, указанным

выше.
2. Строим отрезок ÷í | медиану этого треугольника.
3. На луче ÷í откладываем отрезок íó, равный ÷í .
4. На луче NT откладываем отрезок ôá, равный NT .
5. Проводим отрезки á÷ и áó; 4á÷ó | искомый.

3) Доказательство.
áí | медиана треугольника á÷ó (по построению, см. п. 3),

áí = áô + ôí = ôN + TM = m.
Так как áô : ôí = 2 : 1, то лучи ÷ô и óô пересекают

стороны áó и á÷ в их серединах (точкахK и P соответственно).
Следовательно, ÷K и CP | также медианы треугольника á÷ó.

При этом ÷K =
3

2
÷ô = k, CP =

3

2
Cô = p.

4) Исследование.
Задача имеет единственное решение, если существует

вспомогательный треугольник BNT , то есть если выполняется
неравенство |k − p| < m < k + p. В остальных случаях задача
решений не имеет.

Заметим, что если анализ проведён грамотно, то второй и
третий этапы являются в значительной степени формальными,
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поскольку описание построения осуществляется практически
теми же «блоками», но в обратном порядке, а доказательство,
как правило, непосредственно следует из первых двух пунктов.
Исследование стоит несколько особняком, но на начальных эта-
пах изучения геометрии его проведение во многих случаях за-
труднено, так как требует знания ряда метрических соотноше-
ний.

Исходя из изложенного, мы и в дальнейшем при решении за-
дач на построение будем ограничиваться проведением анализа,
дополняя его иногда исследованием.

Заметим также, что рассмотренную задачу на построение треугольника
по трём медианам можно было свести к уже решённой задаче на построение
треугольника по двум сторонам и медиане, проведённой к третьей сторо-
не (см. задачу 3в занятия 1). В этом случае в качестве вспомогательного
«выступает» треугольник ÷óô (см. рис. 2). Использованную задачу можно
считать очередным крупным «блоком», который пригодится для решения
других задач на построение.

Хорошей иллюстрацией использования различных свойств
биссектрисы треугольника является следующая задача.

Пример 3. Постройте треугольник
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Рис. 3а

по углу и двум отрезкам, на которые бис-
сектриса этого угла разбивает противо-
лежащую сторону треугольника.

Решение. Пусть искомый треуголь-
ник á÷ó, в котором ∠÷áó = � и бис-
сектриса AL делит сторону ÷ó на от-
резки BL = m и CL = n, построен (см.
рис. 3а, б). Заметим, что ÷ó = m + n

и этот отрезок виден из точки á под
заданным углом �, то есть вершина á искомого треугольника
принадлежит уже известному ГМТ, из которых данный отрезок
виден под заданным углом.

Далее можно рассуждать по-разному.
Первый способ. Рассмотрим окружность, описанную около

треугольникаá÷ó, и продолжим биссектрисуAL до пересечения
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с этой окружностью в точке P , тогда ò | середина дуги ÷ó

(см. рис. 3а).
В этом случае решение задачи сводится к последовательному

построению отрезков ÷L = m и LC = n, лежащих на одной
прямой; построению окружности, содержащей ГМТ, из которых
отрезок ÷ó виден под углом �, и построению серединного пер-
пендикуляра к отрезку ÷ó, пересекающего дугу окружности,
отличную от рассмотренного ГМТ, в точке ò . Вершина á будет
являться пересечением прямой PL и построенной окружности.

Исходя из описанного построения задача всегда имеет решение, и оно
единственное.

Второй способ. По свойству биссектрисы треугольника
AB

AC
=

=
BL

CL
=

m

n
. Следовательно, вершина á искомого треугольника

принадлежит ГМТ, отношение расстояний от которых до двух
заданных точек есть постоянная положительная величина. При
m = n этим ГМТ является серединный перпендикуляр к отрезку
÷ó, а при m 6= n это ГМТ представляет собой окружность с
диаметром L1L2, где L1 и L2 соответственно| основания биссек-
трис внутреннего и внешнего углов треугольника при вершине á.
Эта окружность называется окружностью Аполлония (дока-
зательство этого факта и другие подробности об окружности

Аполлония | см. Приложения).
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Рис. 3б

Таким образом, точки L1 и L2, лежащие на прямой ÷ó, можно
построить, используя равенство ÷L : CL = m : n, после чего
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построить окружность с диаметром L1L2. Тогда искомую вер-
шину á можно получить как пересечение двух уже описанных
ГМТ (см. рис. 3б).

Отметим, что эта задача может быть решена также алгебраическим
методом (см. занятие 4), либо методом подобия (см. занятие 7).

Задачи

Задача 1. Постройте ромб по стороне и радиусу вписанной
окружности.

Задача 2. Постройте прямоугольник по диагонали и периме-
тру.

Задача 3. Постройте треугольник по двум высотам и меди-
ане, если все они проведены из разных вершин.

Задача 4. Постройте треугольник ABC, зная положение
центров трёх его вневписанных окружностей. (Напомним, что
вневписанной окружностью называется окружность, касающаяся
стороны треугольника и продолжений двух других сторон.)

Задача 5. Постройте треугольник, если даны точки пересе-
чения описанной около этого треугольника окружности с про-
должениями медианы, биссектрисы и высоты, проведёнными из
одной вершины.

Задача 6. Восстановите треугольник по основаниям его вы-
сот.

Задача 7. Постройте параллелограмм ABCD, если на плос-
кости отмечены три точки: середины его высот BH и BP и
середина M стороны AD.

Ответы и решения

1.Пусть искомый ромбá÷óD построен,ï|точка пересече-
ния его диагоналей, которая является центром вписанной окруж-
ности, перпендикуляр ïí к стороне á÷ | радиус этой окруж-
ности (см. рис. 4а). Тогда решение задачи сводится к постро-
ению вспомогательного прямоугольного треугольника áï÷ по
гипотенузе и проведённой к ней высоте (∠áï÷ = 90◦, á÷ = Á,

29



ïí = r) | см. пример 1 занятия 2. Дальнейшее достраивание
его до искомого ромба основано на том, что точка ï | середина
диагоналей áó и BD.
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Рис. 4а Рис. 4б

Другой возможный способ построения | использовать вспомогательный
прямоугольный треугольник á÷î, который строится по катету и гипоте-
нузе (∠áH÷ = 90◦, á÷ = Á, BH = 2r, см. рис. 4б).

Задача имеет единственное решение, если Á > 2r > 0, так как
при этих условиях единственное решение имеет задача о постро-
ении вспомогательного треугольника.

2. Пусть искомый прямоугольник á÷óD периметра ò , в ко-
тором диагональ áó = d, построен (см. рис. 5а). Тогда á÷ +
+ ÷ó = 0; 5 ò , поэтому решение задачи сводится к построению
прямоугольного треугольника á÷ó по гипотенузе и сумме кате-
тов (и его очевидному достраиванию до искомого прямоугольни-
ка).
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Рис. 5а Рис. 5б
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Отложив на луче ó÷ вне прямоугольника отрезок BK, рав-
ный á÷, получим вспомогательный треугольник áóK, в кото-
ром áó = d, CK = 0; 5 ò , ∠áKC = 45◦. Значит, этот треуголь-
ник строится по двум сторонам и углу, противолежащему одной
из сторон. Точка ÷, равноудалённая от вершин á и K, лежит на
серединном перпендикуляре к отрезку AK.

Отметим, что задача на построение вспомогательного тре-

угольника áCK не имеет решения, если d < CH =
KC

√
2

2
=

P
√
2

4

(см. рис. 5б) или если d ≥ P

2
, поэтому в этих случаях не имеет

решения и исходная задача. При d =
P
√
2

4
вспомогательная задача

имеет одно решение, а при
P
√
2

4
< d <

P

2
| два решения, но

исходная задача в любом случае имеет одно решение, так
как получаемые прямоугольники равны.

3. Пусть искомый треугольник á÷ó с высотами AK = h1,
BN = h2 и медианой óí = m построен (см. рис. 6). На луче óí
отметим точку D так, что DM = CM . Тогда ADBC | парал-
лелограмм, в котором дополнительно проведём высоты DH = h2
и DT = h1.
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Рис. 6

Решение задачи сводится к построению вспомогательного
прямоугольного треугольника CDH по гипотенузе и катету
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(∠DHC = 90◦, CD = 2m, DH = h2). Так как прямая ÷ó нахо-
дится на расстоянии h1 от точки D, далее проведём окружность
с центром D и радиусом h1 и касательную к ней через точку
ó (вне треугольника). Тогда, проведя через точку D прямые,
соответственно параллельные этой касательной и прямой óî,
получим вершины á и ÷ искомого треугольника.

Исходя из последовательности построений задача имеет ре-
шение, если h1 < 2m и h2 < 2m, причём оно единственное.

4. Пусть искомый треугольник á÷ó, в котором заданные
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Рис. 7

точки á1, ÷1 и ó1 являются центрами вневписанных окруж-
ностей, построен (см. рис. 7). Заметим, что центр каждой
вневписанной окружности лежит на
пересечении соответствующих биссек-
трис внутреннего и внешнего углов
треугольника á÷ó.

Рассмотрим треугольник á1÷1ó1.
Так как биссектрисы вертикальных
углов лежат на одной прямой, верши-
ны á, ÷ и ó искомого треугольни-
ка лежат на сторонах треугольника
á1÷1ó1. Кроме того, поскольку бис-
сектриса внешнего угла треугольника
перпендикулярна биссектрисе внутреннего угла, проведённой из
той же вершины, то á1á ⊥ ÷1ó1, ÷1÷ ⊥ á1ó1, ó1ó ⊥ á1÷1.

Таким образом, решение задачи сводится к построению тре-
угольника A1B1C1 и его высот.

В задачах на «восстановление фигур» по заданным точкам не всегда
имеет смысл проводить исследование.

В данном случае полезно отметить, что независимо от вида треугольника
á÷ó соответствующий ему треугольник á1÷1ó1 | остроугольный. Дей-
ствительно, пусть ∠÷áó = �, тогда ∠á÷ó +∠áó÷ = 180◦ − � (см. рис. 7).
Значит, сумма двух внешних углов при вершинах ÷ и ó равна 180◦ + �, то

есть ∠á1÷ó+∠á1ó÷ = 90◦+
1
2
�. Следовательно, ∠÷á1ó = 90◦− 1

2
� < 90◦.

Аналогичное рассуждение можно провести для других углов треугольника
á1÷1ó1. Таким образом, задача имеет решение, если треугольник á1÷1ó1 |
остроугольный, причём решение единственное.
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5. Пусть á÷ó | искомый треугольник; ÷í , ÷H и BL| его
медиана, высота и биссектриса соответственно; K, Q и P | точ-
ки их пересечения с описанной около треугольника ABC окруж-
ностью c центром ï (см. рис. 8). Заметим, что треугольникKPQ
вписан в ту же окружность, при этом ∠á÷ò = ∠ó÷ò , поэтому
точка ò | середина дуги áó. Значит, ïò ‖ BQ и точка í

лежит на прямой ïò .
Следовательно, решение задачи сведётся к построению ок-

ружности, описанной около треугольника KPQ и восстановле-
нию на ней вершин искомого треугольника á÷ó.

Вершина ÷ получится при пересечении построенной окруж-
ности с прямой, параллельной ïò и проходящей через точку Q:
Точка í является пересечением прямых ïò и BK. Вершины á

и ó получатся при пересечении окружности с прямой, проходя-
щей через точку í и перпендикулярной ïò .

A C

B

O

PK
Q

M
L H
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Рис. 8 Рис. 9

6. Пусть заданные точки á1, ÷1 и ó1 | основания высот
искомого треугольника á÷ó, î | его ортоцентр (см. рис. 9).
Докажем, что лучи á1H, ÷1H и ó1H являются биссектрисами
углов треугольника á1÷1ó1. Это можно сделать различными спо-
собами, например, так.

Докажем сначала, что ∠óá1÷1 = ∠óá÷. Действительно, по-
скольку ∠Aá1÷ = ∠BB1A = 90◦, то точки á, á1, ÷1 и ÷ ле-
жат на окружности с диаметром á÷. Тогда ∠óá1÷1 = 90◦ −
− ∠Aá1÷1 = 90◦ − ∠B1BA = ∠óá÷. Аналогично доказывается,
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что ∠ó1á1÷ = ∠óá÷, следовательно, ∠óá1÷1 = ∠ó1á1÷. То-
гда, так как áá1 ⊥ ÷ó, то ∠÷1á1á = ∠ó1á1á.

Аналогично можно доказать, что лучи B1B и ó1ó являются
биссектрисами углов B1 и ó1 треугольника á1÷1ó1 (H | точка
пересечения биссектрис этого треугольника).

Таким образом, решение исходной задачи сводится к постро-
ению треугольника á1÷1ó1 и его биссектрис. Прямые, перпенди-
кулярные этим биссектрисам и проходящие через точки á1, ÷1

и ó1, будут содержать стороны искомого треугольника, поэтому
его вершины являются точками попарного пересечения постро-
енных прямых.

7. Пусть искомый параллело-
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Рис. 10

грамм á÷óD построен, точки
K и L | середины его высот
BH и ÷ò соответственно (см.
рис. 10). Проведём отрезок ML.
Поскольку áí = íD и BL =
= LP , то ML | средняя линия
трапеции ABPD, поэтомуML ‖
‖ CD и ML ⊥ ÷ò . Следовательно, вершина ÷ искомого паралле-
лограмма принадлежит прямой l, перпендикулярной отрезкуML.

Проведём прямуюKM и отложим на ней отрезокKN , равный
KM . Поскольку 4KBN = 4KHM (по первому признаку), то
∠NBK = 90◦, то есть вершина ÷ принадлежит окружности ! с
диаметром NK. Таким образом, вершина ÷ искомого параллело-
грамма á÷óD является пересечением прямой l и окружности !.
Дальнейшее построение очевидно.

В зависимости от количества точек пересечения прямой l и окружности !
задача может иметь два решения, одно решение или ни одного.

К теме данного занятия также относятся задачи 1д, ж, з, и, м, н, 3в,
15а{в, е, 16а, б, 18а, в, г, 19а, в, 27, 52, 58а, 64 из раздела «Задачи для
самостоятельного решения».
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Занятие 4

Алгебраические методы

Настала пора расширить наш «багаж» стандартных постро-
ений. Эта необходимость связана с тем, что существует ряд за-
дач, в которых трудно (или невозможно) найти алгоритм реше-
ния, напрямую используя комбинации двух уже известных нам
методов: вспомогательного треугольника и ГМТ (даже ес-
ли привлечь уже известные свойства изученных геометрических
фигур). Вместе с тем, в этих задачах иногда бывает нетрудно
записать алгебраические соотношения, выражающие неизвест-
ные элементы предлагаемой конструкции через заданные. На-
учившись «интерпретировать» алгебраические формулы в виде
построений циркулем и линейкой, мы научимся решать такие
задачи.

Начнём с того, что, зная теорему Фалеса, мы умеем делить
данный отрезок на n равных частей (для любого натурально-
го n).

Это построение мы не приводим, так как оно разбирается во всех стан-
дартных школьных учебниках (см., например, [1], [3], [5], [13] или [19]).

Тогда если дан отрезок длины Á, то можно построить любой
отрезок длины

m

n
a, где m и n | натуральные числа. А как

обстоит дело с иррациональными числами, то есть сможем ли мы
построить, например, отрезки длины a

√
2 или a

√
3, если задан

отрезок длины Á?
Да, конечно. В первом случае достаточно построить равно-

бедренный прямоугольный треугольник с катетом Á, тогда его
гипотенуза и будет искомым отрезком. Во втором случае можно
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построить прямоугольный треугольник с гипотенузой 2Á и кате-
том Á, тогда другой катет будет искомым.

Эту задачу хочется обобщить, то есть научиться по заданно-
му отрезку длины Á строить любой отрезок длины a

√
m, гдеm|

натуральное число. Конечно, можно для каждого конкретного
значения m искать способ представления его квадрата в виде
суммы или разности квадратов натуральных чисел, можно так-
же использовать идею последовательного построения нескольких
прямоугольных треугольников по двум сторонам, но существует
и более общий метод.

Рассмотрим вспомогательную задачу.
Пример 1. Постройте прямоуголь-

AB

C

Dac bc

Рис. 1

ный треугольник, если даны проекции
его катетов на гипотенузу.

Решение. Пусть á÷ó | искомый
треугольник, óD | его высота, опущен-
ная на гипотенузу, тогда BD = ac и
AD = bc | данные проекции катетов на
гипотенузу (см. рис. 1).

Решение задачи очень похоже на уже известное нам построе-
ние прямоугольного треугольника по гипотенузе и проведённой
к ней высоте (см. пример 1 занятия 2).

Действительно, нетрудно построить гипотенузу á÷ искомого
треугольника и точку D на ней, последовательно отложив на
одном луче заданные отрезки. Тогда вершина ó будет являться
пересечением перпендикуляра к отрезку á÷ в точке D и окруж-
ности с диаметром á÷.

Как использовать найденное построение? Заметим, что вы-
сота CD построенного треугольника является средним гео-
метрическим (средним пропорциональным) проекций ка-
тетов на гипотенузу, то есть CD =

√
acbc (это следует из рас-

смотрения тангенсов острых углов á и ÷ в прямоугольных тре-
угольниках áóD и BCD соответственно или из подобия этих же
треугольников). Тогда, учитывая, что a

√
m =

√
a2m =

√
(ma)a,

мы сможем свести построение отрезка a
√
m к построению высо-
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ты прямоугольного треугольника, у которого проекции катетов
на гипотенузу равны ma и Á!

Обратите внимание, что такое построение возможно не толь-
ко для произвольного натурального числа m, но и для произволь-
ного рационального числа.

Далее, мы теперь сможем построить острые углы, у кото-
рых любая тригонометрическая функция выражается числом ви-

да
p
√
m

q
√
n
, где p, q, m и n | натуральные числа (естественно,

что для синуса и косинуса должно действовать ограничение 0 <

<
p
√
m

q
√
n
< 1). Для этого опять-таки достаточно построить пря-

моугольный треугольник со сторонами p
√
ma и q

√
na, где Á |

произвольный отрезок. Понятно, что если задан тангенс угла, то
треугольник строится по двум катетам, а если задан синус или
косинус, то он строится по катету и гипотенузе.

Более того, используя метрические соотношения, можно ре-
шать задачи на построение некоторых углов, которые чисто гео-
метрическими методами решить очень трудно.

Пример 2. Постройте угол величины 36◦.

Решение. Рассмотрим равнобедренный треугольник áï÷,

A B

O

K

a

R

36◦

72◦

Рис. 2

в котором áï = ï÷ = R, ∠áï÷ = 36◦ (см. рис. 2). Углы при
основании этого треугольника равны по 72◦.
Проведём биссектрису áK, тогда ∠ïáK =
= ∠BáK = 36◦, ∠áKB = 72◦. Следователь-
но, ïK = áK = á÷.

По свойству биссектрисы треугольника
(или из подобия треугольников AOB и BAK)

получим:
OA

AB
=

OK

BK
. Пусть á÷ = Á, тогда

R

a
=

a

R− a
⇔ a2 + Ra− R2 = 0. Это квадрат-

ное уравнение имеет один положительный

корень: a =
R(

√
5− 1)

2
.

Таким образом, решение задачи сведётся к выбору произ-
вольного отрезка длины R («единицы измерения») и построению

37



равнобедренного треугольника с боковой стороной R и основани-

ем a =
R(

√
5− 1)

2
. Угол при вершине построенного треугольника

будет искомым.
Отметим, что построение углов с заданной градусной ме-

рой тесно связано с построением правильных n-угольников с по-
мощью циркуля и линейки, поскольку такое построение можно
всегда свести с построению центрального угла окружности с

заданным радиусом R, имеющего градусную меру
360◦

n
. Напри-

мер, умея строить угол 60◦, мы тем самым можем построить
правильный шестиугольник, а научившись строить угол 36◦ |
правильный десятиугольник.

О том, какие правильные многоугольники можно построить циркулем и
линейкой | см. Приложения.

В заключение добавим, что приведённое построение угла 36◦

одновременно является и построением золотого сечения данно-
го отрезка. Золотое сечение отрезка| это такое его разбиение
на две части, при котором длина отрезка относится к большей
части, как большая часть к меньшей.

В примере 2 точка K делит отрезок ï÷ именно в таком от-
ношении (это следует из пропорции, составленной по ходу реше-
ния). Поэтому, построив указанным образом треугольник áï÷,
для построения золотого сечения отрезкаï÷ достаточно постро-
ить биссектрису áK (см. рис. 2).

Задачи

Задача 1. Даны отрезки длины Á, b и Ó. Постройте отрезок

длины x, если
x

a
=

b

c
.

Задача 2. Дан отрезок длины 1. Постройте отрезки длины:

а) x =
√
13; б) y =

√
3
√
5; в) z =

2√
10− 2

.

Задача 3. Постройте угол, синус которого равен
4
√
7√
6
.

Задача 4. Постройте правильный пятиугольник с заданной
стороной a.
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Задача 5. Постройте окружности с центрами в трёх данных
точках, попарно касающиеся внешним образом.

Задача 6. Постройте треугольник по двум сторонам и бис-
сектрисе, провёденной к третьей стороне.

Задача 7. Постройте прямоугольный треугольник по гипо-
тенузе и биссектрисе, проведённой к одному из катетов.

Ответы и решения

1. Для построения искомого отрезка можно использовать, на-
пример, теорему о пропорциональных отрезках. Если на одной
из сторон произвольного угла ï отложить отрезок ï÷ = b, а на
другой стороне | отрезки Oó = Ó и Cá = a, а затем через
точку á провести прямую, параллельную ÷ó, то эта прямая пе-
ресечёт луч ï÷ в точке D так, что отрезок ÷D будет искомым
(см. рис. 3).

A

B

D

O Cc a

b

x

Рис. 3

Отметим, что такое построение называется построением четвёртого
пропорционального, причём в роли отрезка x может выступать любой
член пропорции.

2. а) Так как
√
13 =

√
32 + 22, искомый отрезок x | гипоте-

нуза прямоугольного треугольника с катетами 3 и 2.

Возможны и другие способы решения.

б) Сначала построим отрезок, равный
√
5. Это можно сде-

лать по-разному, например, такую длину будет иметь гипотенуза
прямоугольного треугольника с катетами 1 и 2 или катет пря-
моугольного треугольника с гипотенузой 3 и другим катетом 2.

Число y =
√
3
√
5 является средним геометрическим чисел

3 и
√
5, поэтому искомый отрезок y является высотой прямо-
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угольного треугольника, в котором длины проекций катетов на
гипотенузу равны 3 и

√
5 (см. пример 1).

в) z =
2√

10− 2
=

2(
√
10 + 2)

(
√
10)2 − 22

=

√
10 + 2

3
, поэтому решение за-

дачи сведётся к построению отрезка длиной
√
10 одним из уже

описанных способов.
3. Выберем произвольный отрезок длины Á в качестве едини-

цы измерения. Указанными выше способами построим отрезки

c = a
√
6 =

√
(2a)2 + (a

√
2)2, d = a

√
7 =

√
(4a)2 − (3a)2 и b =

= a 4
√
7 =

√
a · a

√
7. Тогда в прямоугольном треугольнике с ка-

тетом b и гипотенузой Ó угол, противолежащий катету b, будет
искомым.

Задача 8. Пусть искомый правильный пятиугольник постро-
ен. Тогда вокруг него можно описать окружность (см. рис. 4).
Центральный угол этой окружности, опирающийся на сторону
пятиугольника, равен 72◦ = 2 ·36◦ (постро-
ение угла 36◦ | см. пример 2).

Таким образом, решение задачи све-

A B

O

a

72◦

Рис. 4

дётся к построению равнобедренного тре-
угольника áï÷ с основанием Á и углом 72◦

при вершине. Проведя затем окружность
радиуса ïá, и последовательно отклады-
вая хорды длины Á, получим остальные
вершины искомого пятиугольника.

4. Пусть такие окружности с центрами в данных точках á, ÷
и ó построены (см. рис. 5а). Исходя из условия, можно считать,
что нам известны расстояния ÷ó = Á, áó = b, AB = c.

Обозначим точки попарного касания окружностейí , K и P .
Тогда áë = áí = x; BM = BP = y; Cë = CP = z. Составим
систему уравнений: 

x+ y = c;

x+ z = b;

y + z = a:
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Складывая их почленно, получим, что x + y + z =
a+ b+ c

2
= p.

Тогда 
x = p− a;

y = p− b;

z = p− c;

причём x > 0, y > 0 и z > 0, то есть радиусы окружностей одно-
значно определяются расстояниями между заданными точками.
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Рис. 5а Рис. 5б

Следовательно, решение задачи сводится к построению от-
резков с найденными длинами x, y и z, после чего строятся
окружности с центрами в заданных точках и найденными ради-
усами.

Задача имеет единственное решение, если точки á, ÷ и ó

образуют треугольник, то есть не лежат на одной прямой.

Отметим, что найденные значения радиусов искомых окружностей по-
зволяют осуществить построение и по-другому. Полученные отрезки x, y
и z равны расстояниям от вершин треугольника á÷ó до точек касания впи-
санной в этот треугольник окружности с его сторонами. Поэтому решение
задачи можно свести к построению треугольника с вершинами в заданных
точках и вписанной в него окружности, тогда полученные расстояния от
вершин треугольника до точек касания будут являться радиусами искомых
окружностей (см. рис. 5б).
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Полезно также обратить внимание учащихся на связь между этой задачей
и задачей 5 занятия 2.

5. Пусть искомый треугольник á÷ó
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Рис. 6

со сторонами ÷ó = Á, áó = b и биссек-
трисой óL = l построен (см. рис. 6). Ис-
пользуем формулу для вычисления бис-

сектрисы: l =
2ab

a+ b
cos




2
, где ∠áó÷ = 
.

Тогда cos



2
=

l(a+ b)

2ab
.

Построение угла с полученным косинусом можно осуще-
ствить в два этапа:

1) построим отрезок x =
l(a+ b)

a
(используя построение че-

твёртого пропорционального);
2) построим угол, косинус которого равен

x

2b
.

Далее, «удвоив угол», построим искомый треугольник á÷ó

по двум сторонам и углу между ними.
Из приведённых рассуждений следует также, что задача име-

ет решение, если 0 < l <
2ab

a+ b
, причём оно единственное.

6. Пусть искомый треугольник á÷ó
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Рис. 7

с прямым углом ó построен, á÷ = Ó,
биссектриса AL имеет длину l (см. рис.
7). Обозначим: ∠óáL = ∠BáL = �, то-
гда ∠á÷ó = 90◦ − 2�, ∠áL÷ = 90◦ + �.
Из треугольника áLB по теореме сину-

сов получим, что
AL

sin∠ABC
=

AB

sin∠ALB
,

то есть
l

sin(90◦ − 2�)
=

c

sin(90◦ + �)
. Пре-

образуем полученное равенство, учитывая, что sin(90◦ + �) =
= cos� и sin(90◦−2�) = cos 2� = 2 cos2 �−1. Получим уравнение:
2Ó cos2 � − l cos� − c = 0. Сделав замену cos� = x, получим ква-

дратное уравнение, корни которого x =
l ±

√
l2 + 8c2

4c
. Учитывая,

что � | острый угол, получим: cos� =
l +

√
l2 + 8c2

4c
.
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Таким образом, решение задачи сводится к построению угла
с найденным косинусом, дальнейшему построению вспомогатель-
ного треугольника áLB по двум сторонам и углу между ними и
его достраиванию до искомого треугольника, способ которого
очевиден.

Приведённые рассуждения показывают, что более одного ре-
шения задача иметь не может. Для того чтобы это решение су-
ществовало, необходимо и достаточно выполнения неравенств:

l > 0, c > 0 и
l +

√
l2 + 8c2

4c
< 1. При Ó > 0 последнее неравенство

равносильно:

√
l2 + 8c2 < 4c− l ⇔

{
l < 4c;

l2 + 8c2 < 16c2 − 8cl + l2
⇔

{
l < 4c;

l < c:

Окончательно получим, что при 0 < l < c решение есть,
причём единственное.

Отметим также, что можно было составлять уравнение, используя свой-
ство биссектрисы треугольника и теорему Пифагора (для каждого из двух
прямоугольных треугольников), но такое решение более громоздко.

К теме данного занятия также относятся задачи 1п, р, 2д, е, 7, 8, 14д,
15е, 20а, б, 21{23, 43, 71 из раздела «Задачи для самостоятельного решения».
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Занятие 5

Применение движений
к решению задач на построение

На этом занятии будет рассмотрено применение различных видов дви-
жений при решении задач на построение.

Рассмотрение вопросов о количестве решений той или иной задачи оста-
вляем на усмотрение преподавателя.

Напомним, что движением мы называем преобразования
плоскости, сохраняющие расстояния между точками. Су-
ществуют четыре основных вида движений на плоскости:
центральная и осевая симметрии, параллельный перенос
и поворот. Напомним также, что композиция движений
также является движением.

Использование движений прежде всего уместно в задачах,
связанных с «восстановлением» каких-либо фигур, про которые
известно (из условия задачи), что некоторые их точки принадле-
жат другим заданным фигурам.

Прежде чем сформулировать суть рассматриваемого метода,
уместно рассмотреть несколько примеров.

Пример 1. Постройте отрезок заданной длины Á, параллель-
ный данной прямой Ó, концы которого лежат на данной прямойm
и на данной окружности с центром ï (данные прямаяm и окруж-
ность не пересекаются).

Решение. Предположим, что искомый отрезок á÷ построен
(точка á лежит на окружности, точка ÷ | на прямой m, см.
рис. 1). Заметим, что точка ÷ является образом точки á при
параллельном переносе на вектор длины Á, который параллелен
прямой Ó.
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Тогда, так как á принадлежит данной окружности, ÷ должна
принадлежать образу этой окружности при указанном парал-
лельном переносе. С другой стороны, точка ÷ принадлежит пря-
мой m, поэтому должна принадлежать пересечению этой прямой
и образа окружности.
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Рис. 1

Таким образом, решение задачи сводится к построению обра-
за данной окружности при параллельном переносе на вектор за-
данной длины Á и параллельный прямой Ó (для этого достаточно
построить точку O′ | образ центра ï заданной окружности при
этом параллельном переносе). Искомая точка ÷ | пересечение
прямой m и полученной окружности c центром O′. Выполнив за-
тем параллельный перенос на противоположный вектор, получим
точку á, á÷ | искомый отрезок.

Количество решений задачи зависит от количества точек пересечения
образа окружности и прямой и определяется взаимным расположением за-
данных прямых и окружности (в некоторых случаях и величиной Á).

Отметим, что фигуры, которым принадлежат концы искомо-
го отрезка, могли быть и другими, при этом способ решения
задачи не меняется.

Пример 2. Постройте отрезок с серединой в данной точке ï
и концами на двух заданных фигурах F и F1.

Решение. Предположим, что искомый отрезок á÷ построен
(см. рис. 2). Заметим, что точки á и ÷ симметричны относитель-
но точки ï. Так как точка á принадлежит фигуре F , то точка
÷ должна принадлежать образу F ′ этой фигуры при симметрии
с центром ï. С другой стороны, точка ÷ принадлежит фигуре
F1, поэтому должна принадлежать пересечению фигур F1 и F ′.
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Таким образом, решение задачи

Рис. 2

сводится к построению образа F ′ фи-
гуры F при симметрии относительно
ï. Искомая точка ÷ | пересечение
фигуры F1 и F ′. Точка á | образ
полученной точки ÷ при той же сим-
метрии, AB | искомый отрезок.

Количество решений задачи определя-
ется количеством точек пересечения фигур
F1 и F

′ и зависит от взаимного расположе-
ния заданных точки ï и фигур F и F1.

Теперь можно попробовать сформулировать суть рассматри-
ваемого метода. Если требуется построить фигуру æ , у которой
какая-то точка X принадлежит заданной фигуре F , а другая
точка Y | заданной фигуре F1 (но сами эти точки не даны),
то из предположения, что искомая фигура æ построена, выявля-
ется движение, при котором образом точки X является точка Y .
Тогда решение задачи сводится к построению точки Y методом
ГМТ: она принадлежит фигуре F1 и фигуре F ′ | образу фигу-
ры F при найденном движении, следовательно, Y принадлежит
пересечению фигур F1 и F

′.
В примере 1:æ | искомый отрезок, F | данная окружность,

F1 | прямая m, выявленное движение | перенос параллельно
прямой Ó на расстояние Á.

В примере 2 ситуация аналогична, но используется другое
движение | симметрия с центром ï.

Пример 3. Постройте треугольник
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Рис. 3

по серединам двух его сторон и прямой,
содержащей биссектрису, проведённую к
третьей стороне.

Решение. Пусть даны точки K и M
и прямая l. Предположим, что искомый
треугольник á÷ó, в котором K | сере-
дина á÷, í | середина ÷ó, а биссек-
триса, проведённая из вершины ÷, лежит
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на прямой l, построен (см. рис. 3). Заметим, что так как сторо-
ны угла симметричны относительно его биссектрисы, то образы
точек í и K при симметрии с осью l также лежат на сторонах
угла á÷ó.

Таким образом, решение задачи сводится к построению, на-
пример, точкиí ′ | образа точкиí при симметрии относитель-
но прямой l, и проведению прямой M ′K. Точка ÷ | пересечение
прямыхM ′K и l. Точки A и C | образы точки ÷ при симметриях
относительно точекë иí соответственно. Треугольник á÷ó |
искомый.

Задача имеет бесконечно много решений, если точки í и ë симметрич-
ны относительно прямой l, и не имеет решений, если точки í и K заданы
так, что прямые M ′K и l не пересекаются. Последнее условие равносильно
тому, что точки í и K равноудалены от прямой l.

Пример 4. Постройте квадрат, три
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Рис. 4

вершины которого принадлежат трём
заданным параллельным прямым.

Решение. Пусть a, b и Ó | за-
данные параллельные прямые. Предпо-
ложим, что искомый квадрат á÷óD,
вершины á, ÷ и ó которого лежат
на прямых a, b и Ó соответственно,
построен (см. рис. 4).

Заметим, что при повороте с цен-
тром ÷ на угол 90◦ образом точки A

является точка C. Следовательно, точ-
ка ó лежит на прямой a′ | образе прямой Á при указанном
повороте. Помимо этого, точка ó принадлежит прямой Ó, значит,
она является пересечением прямых Ó и a′.

Таким образом, решение задачи сводится к выбору произ-
вольной точки ÷ на прямой b и построению прямой a′, которая
является образом прямой Á при повороте с центром ÷ на 90◦.
ó | точка пересечения прямых Ó и a′. Дальнейшее построение
квадрата очевидно.
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Задача всегда имеет решение, так как при любом расположении данных
параллельных прямых прямые Á′ и Ó пересекаются (они перпендикулярны).
Так как точка ÷ | произвольная точка прямой b, то можно построить
бесконечно много равных между собой квадратов, удовлетворяющих условию
задачи.

Кроме того, следует отметить, что квадраты данной серии не исчерпы-
вают всех решений. Можно, например, построить квадрат, в котором про-
тивоположные вершины лежат на прямых a и b. Такой квадрат, вообще
говоря, не будет равен квадратам, построение которых описано.

Подчеркнём отдельно, что во всех разобранных примерах в неявном ви-
де применялось следующее утверждение, справедливое для любых взаимно
однозначных отображений (в частности, для движений): образ пере-
сечения фигур совпадает с пересечением их образов. Доказательство
этого факта можно найти, например, в [14].

Основная трудность при решении задач рассмотренным ме-
тодом | правильно выбрать движение, помогающее решить
задачу. В тех случаях, когда решение задачи связано с построе-
нием какого-либо отрезка заданной длины, параллельного задан-
ной прямой (то есть фактически требуется построить напра-
вленный отрезок или вектор, см. пример 1), часто выручает
параллельный перенос. Во многих случаях такие задачи воз-
никают при рассмотрении параллелограмма или трапеции.

В примере 2 «напрашивалась» центральная симметрия, так
как искомая фигура являлась центрально-симметричной. Поэто-
му центральная симметрия часто помогает при построении
параллелограмма или окружности с заданными центрами.

Аналогично, если искомая фигура имеет ось симметрии, то
при её построении может помочь симметрия относительно
прямой. Это часто происходит при построении окружности (ес-
ли задан диаметр), угла (при заданной биссектрисе, см. при-
мер 3), отрезка (если задан серединный перпендикуляр), равно-
бедренного треугольника, ромба, равнобокой трапеции и пр.

В конструкциях, связанных с квадратами, помимо обеих сим-
метрий часто применяется поворот на 90◦, центр которого мо-
жет быть как в вершине квадрата (см. пример 4), так и в точке
пересечения его диагоналей.
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В заключение | вопрос. При построении каких ещё фигур
также часто применяется повороты? Укажите возможные цен-
тры и углы таких поворотов и обоснуйте.

[Правильный n-угольник, так как при повороте вокруг его
центра на углы, кратные 360◦

n
, его вершины переходят друг в дру-

га. В частности, при построении равностороннего треугольника
часто используется поворот вокруг его центра на 120◦. Кроме
того, при построении равностороннего треугольника можно ис-
пользовать и поворот вокруг одной из вершин на 60◦].

Задачи

Задача 1. Постройте параллелограмм ABCD по двум задан-
ным вершинам á и ÷, если две другие его вершины принадлежат
данной окружности.

Задача 2. Постройте ромб с центром в данной точке и тремя
вершинами, лежащими на трёх заданных прямых.

Задача 3. Постройте квадрат с центром в данной точке так,
чтобы середины двух его соседних сторон принадлежали двум
заданным прямым.

Задача 4. Постройте равносторонний треугольник с верши-
ной в данной точке так, чтобы две другие вершины принадлежа-
ли данной прямой и данной окружности.

Задача 5. Постройте равносторонний треугольник с цен-
тром в данной точке так, чтобы две его вершины принадлежали
двум заданным фигурам.

Задача 6. Постройте треугольник á÷ó, если даны прямая,
на которой лежит сторона á÷, и серединные перпендикуляры
к сторонам áó и ÷ó.

Ответы и решения

1. Пусть искомый параллелограмм ABCD, вершины ó и D

которого лежат на данной окружности с центром ï, построен
(см. рис. 5). Заметим, что точка ó является образом точки D

при параллельном переносе на вектор
−−→
AB. Кроме того, точки

C и D принадлежат окружности с центром ï. Следовательно,
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точка ó принадлежит пересечению этой окружности и её образа

при параллельном переносе на вектор
−−→
AB.

Таким образом, решение задачи сводится к построению обра-

за данной окружности при параллельном переносе на вектор
−−→
AB

(для этого достаточно построить точку O′ | образ точки ï).
Пусть ó | точка пересечения окружностей с центрами ï и ï′.

Выполнив затем параллельный перенос на вектор
−−→
BA, получим

точку D, á÷CD | искомый параллелограмм.

Количество решений задачи в точности равно количеству точек пересе-
чения двух окружностей (два, одно или ни одного, в зависимости от взаим-
ного расположения заданных точек á и ÷ и окружности с центром ï).
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Рис. 5 Рис. 6

2. Пусть ромб ABCD с центром в данной точке ï и верши-
нами á, ÷ и ó, лежащими на прямых m, l и k соответственно,
построен (см. рис. 6). Заметим, что точка ó является образом
точки á при симметрии с центром ï. Поэтому точка ó может
быть получена пересечением прямой m′ | образа прямой m при
указанной симметрии и прямой k. Дальнейшее построение оче-
видно.

Количество решений задачи (ни одного, одно или бесконечно много)
зависит от взаимного расположения заданных прямых и точки ï.

3. Пусть квадрат á÷óD с центром ï, у которого середины
M и K сторон á÷ и ÷ó лежат на заданных прямых m и k
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соответственно, построен (см. рис. 7). Заметим, что точка í

является образом точки K при повороте с центром ï на угол
90◦. Поэтому эта точка может быть получена пересечением пря-
мой k′ | образа прямой k при указанном повороте и прямой m.
Дальнейшее построение очевидно.

Количество решений (ни одного, одно или бесконечно много) зависит от
взаимного расположения заданных прямых и точки ï.
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Рис. 7 Рис. 8

4. Пусть даны точка á, прямая m и окружность с центром
ï. Предположим, что равносторонний треугольник á÷ó, у ко-
торого вершина ÷ лежит на прямой m, а вершина ó | на данной
окружности, построен (см. рис. 8). Заметим, что точка ÷ явля-
ется образом точки ó при повороте с центром á на угол 60◦. По-
этому точка ÷ может быть получена пересечением образа данной
окружности при этом повороте и прямой m (построение образа
окружности сведётся к построению точки O′ | образа точки ï
при повороте с центром á на угол 60◦). Дальнейшее построение
очевидно.

Количество решений (ни одного, одно или два) определяется количеством
точек пересечения прямой m и окружности с центром O′ и зависит от взаим-
ного расположения заданных точки á, прямой m и окружности с центром ï.

5. Пусть на плоскости заданы точка ï и фигуры F и F1.
Предположим, что равносторонний треугольник á÷ó с центром
ï, у которого вершины á и B принадлежат фигурам F и F1
соответственно, построен (см. рис. 9). Заметим, что точка ÷
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является образом точки á при повороте
с центром ï на угол 120◦. Следовательно,
точка ÷ может быть получена пересече-
нием фигур F1 и F ′ | образа фигуры
F при указанном повороте. Дальнейшее
построение очевидно.

Количество решений определяется количе-
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Рис. 9

ством точек пересечения фигур F1 и F
′ и зависит

от взаимного расположения заданных точки ï и
фигур F и F1.

6. Пусть заданы прямые Ó, k и m. Предположим, что искомый
треугольник á÷ó, сторона á÷ которого лежит на прямой Ó,
а прямые k и m являются серединными перпендикулярами к сто-
ронам áó и ÷ó соответственно, построен (см. рис. 10).
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Рис. 10

Заметим, что точка ó является образом точки á при сим-
метрии относительно прямой k. Аналогично, точка ó | образ
точки B при симметрии относительно прямой m. Следовательно,
точка ó является пересечением прямой c′ | образа прямой Ó

при симметрии с осью k и прямой c′′ | образа прямой Ó при
симметрии с осью m. Дальнейшее построение очевидно.

Если данные прямые k и m пересекаются, то пересекаются прямые c′

и c′′, то есть задача имеет одно решение, в противном случае решений нет.

Отметим, что возможен другой способ построения, использующий следу-
ющий факт: композицией двух симметрий с пересекающимися осями
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является поворот с центром в точке пересечения осей на удво-
енный угол между осями (подробнее | см., например, [1], [5], [14] или
[16]). Действительно, композиция осевых симметрий относительно прямых
k и m переводит точку á в точку ÷. Пусть прямые k и m, угол между
которыми равен �, пересекаются в точке ï (см. рис. 10). Тогда точка ÷

является образом точки á при повороте с центром ï на угол 2� (в данном
случае | по часовой стрелке). Следовательно, точка ÷ может быть получена
пересечением прямой Ó и её образа при указанном повороте.

Этот же способ построения может быть получен из других соображений.
Заметим, что точка ï пересечения серединных перпендикуляров к сторонам
треугольника является центром окружности, описанной около этого тре-
угольника, а угол � между этими перпендикулярами равен углу áó÷, ко-
торый вписан в эту окружность. Тогда центральный угол áï÷ этой окруж-
ности равен 2�.

К теме данного занятия также относятся задачи 18е, 19б, ж, 28{35, 38{40,
52, 58б, 61, 62 из раздела «Задачи для самостоятельного решения».
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Занятие 6

Построение треугольников и четырёхугольников
с помощью движений

На этом занятии мы рассмотрим применение движений к традицион-
ным задачам на построение треугольников и четырёхугольников по задан-
ным элементам.

В таких задачах движения, как правило, помогают увидеть
дополнительные построения, позволяющие найти вспомогатель-
ные треугольники или сводящие задачу к уже решённой. Отме-
тим, что в предыдущих занятиях встречались задачи, при ре-
шении которых мы в «неявном виде» использовали движения,
проводя некоторые дополнительные построения. Например, в за-
даче 3в занятия 1 во втором случае мы практически исполь-
зовали, что вспомогательная точка D симметрична вершине ÷
относительно середины í стороны áó. В примере 2 и в задаче
3 занятия 3 также «неявно» использована центральная симметрия,
а можно было использовать и параллельный перенос (подумайте,
как?)

Рассмотрим другие примеры, условившись в большинстве
случаев (для экономии времени) не проводить исследований.

Пример 1. Постройте треугольник по двум сторонам и раз-
ности противолежащих им углов.

Решение. Пусть искомый треуголь-
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Рис. 1

ник á÷ó, в котором ÷ó = a, AC = b,
∠÷−∠á = �, построен (см. рис. 1). Про-
ведём высоту CH и рассмотрим точку
B′, симметричную вершине ÷ относи-
тельно прямой CH. Тогда B′C = BC =
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= a; ∠CB′H = ∠CBH, поэтому ∠ACB′ = ∠CB′H − ∠CAB =
= �. Таким образом, на чертеже образовался вспомогательный
треугольник á÷′C, который можно построить по двум сторо-
нам и углу между ними. Вершина ÷ искомого треугольника |
вторая точка пересечения прямой AB′ с окружностью с центром
ó и радиусом CB′.

Отметим, что способ построения не зависит от вида угла á÷ó.

Отметим также, что в задачах на построение с данной разностью углов
очень часто используется осевая симметрия.

Пример 2. Постройте выпуклый четырёхугольник по четы-
рём сторонам и отрезку, соединяющему середины двух противо-
лежащих сторон.

Решение. Предположим, что иско-
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Рис. 2а

мый четырёхугольник á÷óD с задан-
ными сторонами, в котором точки K и
P | середины сторон á÷ и CD соот-
ветственно, построен (см. рис. 2а, б).

Первый способ. Пусть A′ и B′ |
образы точек á и ÷ при параллель-

ных переносах на вектора
−−→
DP и

−−→
CP

соответственно (см. рис. 2а). Так как
AA′BB′ | параллелограмм, точка ë | середина отрезка A′B′.
Так как PA′ = DA, PB′ = CB, на чертеже образовался вспо-
могательный треугольник A′PB′, в котором известны две
стороны и медиана, проведённая к третьей стороне. Таким обра-
зом, задача свелась к уже решённой (см. задачу 3в занятия 1).
Дальнейшее построение включает в себя построение треуголь-
ников BB′K и AA′K по трём сторонам, после чего искомый
четырёхугольник восстанавливается очевидным образом.

Отметим, что идею использования параллельного переноса может под-

сказать знание векторного равенства
−−→
PK =

1
2

“−−→
CB +

−−→
DA

”
(в выбранных

обозначениях). Его можно доказывать различными способами (см., напри-
мер, [1], [5], [14] или [16]), но один из возможных способов доказательства

легко восстанавливается по рис. 2а: равенства двух пар векторов
−−→
PB′ =
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=
−−→
CB и

−−→
PA′ =

−−→
DA сводят доказываемое равенство к известному векторному

равенству в треугольнике A′PB′:
−−→
PK =

1
2

“−−→
PA′ +

−−→
PB′

”
, где K | середина

A′B′ (так как AB′BA′ | параллелограмм).
Тем самым можно в очередной раз подчеркнуть связь между геометри-

ческими задачами «на построение» и «на доказательство».

Второй способ. Пусть á′ | образ точки á при симметрии
с центром P (см. рис. 2б). Тогда á′C = áD и Bá′ = 2KP . Сле-
довательно, на чертеже образовался вспомогательный тре-
угольник á′BC, который можно построить по трём известным
сторонам. Достроив его до параллелограмма BåA′C, получим,
что á÷åD также параллелограмм. Тогда в треугольнике ECD
известны три стороны, что позволяет построить точку D. Даль-
нейшее построение очевидно.
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Рис. 2б

Отметим, что использованное при решении достроение треугольника до
параллелограмма (так же как и продление медианы на её длину) по сути
является применением центральной симметрии.

Задачи

Задача 1. Постройте трапецию: а) по основаниям и диагона-
лям; б) по основаниям и боковым сторонам.

Задача 2. Даны две непересекающиеся окружности. По-
стройте их общую касательную: а) внешнюю; б) внутреннюю.
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Задача 3. Постройте выпуклый четырёхугольник по двум
противолежащим сторонам и трём углам.

Задача 4. Постройте выпуклый четырёхугольник ABCD,
у которого диагональ áó принадлежит биссектрисе угла á, если
даны все стороны четырёхугольника.

Задача 5. Постройте треугольник по стороне, проведённой
к ней высоте и разности углов, прилежащих к данной стороне.

Задача 6. Постройте треугольник по медианам, проведён-
ным к двум сторонам, и углу, противолежащему третьей сторо-
не.

Ответы и решения

1. Пусть искомая трапеция ABCD (AD ‖ BC) построена.
а) Рассмотрим параллельный перенос на вектор

−−→
BC: обра-

зом точки D будет являться точка D′, лежащая на луче AD,
тогда отрезок CD′ | образ диагонали BD (см. рис. 3а). Так
как CD′ = BD, áD′ = áD + ÷ó, на чертеже образовался вспо-
могательный треугольник ACD′, который можно построить по
трём сторонам. Выполнив затем параллельный перенос на век-

тор, противоположный
−−→
BC, получим вершины ÷ и D.
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Рис. 3а Рис. 3б

б) Рассмотрим параллельный перенос на вектор
−−→
CB: образом

точки D будет являться точка D′, лежащая на луче Dá, тогда от-
резок ÷D′| образ стороны óD (см. рис. 3б). Так как ÷D′ = óD,
áD′ = áD −÷ó, на чертеже образовался вспомогательный тре-
угольник A÷D′, который можно построить по трём сторонам.
Выполнив затем параллельный перенос на вектор, противополож-

ный
−−→
CB, получим вершины ó и D.
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2. Пусть даны две окружности с центрами ï и ï1 и ради-
усами R и r соответственно. Предположим, что искомая общая
касательная á÷ построена (см. рис. 4а, б).

а) Заметим, что ïá÷ï1 | прямоугольная трапеция, в кото-
рой известны большая боковая сторона ïï1 и основания ïá = R,
ï1B = r. Её построение осуществляется с помощью параллель-

ного переноса на вектор
−−→
BO1, при котором A′ | образ точки á

(см. рис. 4а). Тем самым решение задачи сводится к построению
вспомогательного прямоугольного треугольника ïï1A

′ по гипо-
тенузе ïï1 и катету ïá′ = R− r.
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Рис. 4а

б) Рассмотрим аналогичный параллельный перенос на век-

тор
−−→
BO1, при котором A′ | образ точки á (см. рис. 4б). Тогда

решение задачи сведётся к построению вспомогательного пря-
моугольного треугольника ïï1A

′ по гипотенузе ïï1 и катету
ïá′ = R+ r.
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Рис. 4б

Отметим, что в каждом из рассмотренных случаев можно
построить ровно две общие касательные, симметричные отно-
сительно прямой ïï1.
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Решение пункта а) не изменится и в случае касающихся внешним образом
или пересекающихся окружностей. Очевидно, что у пересекающихся окруж-
ностей нет общих внутренних касательных, так же как вообще нет общих
касательных в случае, когда одна окружность целиком лежит внутри другой.
Способы построения единственной общей касательной для случая внутренне-
го касания окружностей и второй общей касательной для случая их внешнего
касания | очевидны.

Отметим также, что рассмотренный параллельный перенос позволяет
интерпретировать решение, приведённое выше, и по-другому: проведя вспо-
могательную окружность с центром ï и радиусом а) R − r (см. рис. 4а);
б) R + r (см. рис. 4б), можно считать, что решение задачи сводится к уже
известному построению касательной к этой окружности, проходящей через
точку ï1, лежащей вне окружности (см. задачу 2 занятия 2).

3. Пусть искомый четырёхуголь-

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Рис. 5

ник ABCD, в котором даны á÷ =
= m, CD = n и какие-то три угла, по-
строен (см. рис. 5). Можно считать,
что четвёртый угол четырёхугольни-
ка также известен (сумма углов че-
тырёхугольника равна 360◦).

Рассмотрим параллельный перенос на вектор
−−→
BC: пусть á′ |

образ точки á, тогда отрезок óá′ | образ стороны ÷á. Таким
образом, на чертеже образовался вспомогательный треугольник
A′CD, в котором CA′ = m, CD = n, ∠A′CD = ∠BCD−∠BCA′ =
= ∠C−(180◦−∠B) = ∠C+∠B−180◦. Затем к этому треугольни-
ку можно «пристроить» треугольник AA′D, поскольку ∠AA′D =
= 360◦−∠AA′C−∠DA′C = 360◦−∠B−∠DA′C, ∠ADA′ = ∠D−
− ∠A′DC. Дальнейшее построение очевидно.

4. Пусть искомый четырёхуголь-
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Рис. 6

ник ABCD, в котором á÷ = Á,
÷ó = b, CD = c и DA = d, построен
(см. рис. 6). Рассмотрим симметрию
с осью áó: так как (по условию) луч
áó | биссектриса угла ÷áD, обра-
зом вершины ÷ при этой симметрии
является точка ÷′, лежащая на лу-

59



че AD. Таким образом на чертеже образуется вспомогательный
треугольник B′CD, в котором CD = c, ÷′ó = b и ÷′D = |d− a|.
Дальнейшее построение очевидно.

5. Пусть искомый треугольник á÷ó, у которого á÷ = Ó,
|∠A− ∠B| = 
 и высота óD имеет длину h, построен (см. рис. 7).
Пусть ∠á = �, ∠÷ = � и, для определённости, � < �. Рассмотрим
прямую KM , проходящую через вершину ó параллельно прямой
á÷. Пусть B′ | образ вершины ÷ при симметрии с осью KM ,
тогда ∠áó÷′ = ∠áóK + ∠B′óK = �+ (180◦ − �) = 180◦ − 
.

Таким образом, решение задачи
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Рис. 7

сведётся к последовательному постро-
ению отрезка á÷ длины Ó, прямой
KM (ГМТ, находящихся на заданном
расстоянии h от прямой á÷, | см.
задачу 1а занятия 2) и точки B′ |
образа точки ÷ при симметрии от-
носительно KM . Тогда вершина ó

будет являться пересечением прямой
KM и ГМТ, из которых отрезок á÷′

виден под углом 180◦ − 
 (см. задачу
1б занятия 2).

Отметим, что первое из рассмотренных ГМТ состоит из двух
прямых, причем выбор одной из них влияет только на располо-
жение искомого треугольника. Второе из рассмотренных ГМТ
состоит из двух дуг, симметричных относительно прямой á÷′.
Треугольники, соответствующие этим дугам, симметричны от-
носительно серединного перпендикуляра к отрезку á÷, поэтому
в результате описанного построения реализуются оба случая:
� < � и � > �.

Идея применения симметрии относительно прямой KM может возник-
нуть, если сначала попробовать использовать симметрию относительно вы-
соты CD (аналогично рассмотренному примеру 1), которая позволяет по-
строить угол 
, но сразу не приводит к решению задачи.

6. Пусть искомый треугольник á÷ó, у которого ∠á÷ó =
= �, а длины медиан áá1 и óó1 равны m и n соответственно,
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построен (см. рис. 8). Пустьí | точка пересечения медиан тре-
угольника á÷ó. Заметим, что отрезок áá1 виден из вершины ÷

под заданным углом �, следовательно, вершина ÷ лежит на дуге
окружности, стягиваемой хордой áá1. Вершина ó симметрична
вершине ÷ относительно точки á1, поэтому она лежит на дуге,
симметричной уже построенной дуге á÷á1 относительно точки

á1. С другой стороны, áí =
2

3
m, Cí =

2

3
n, то есть, точка í

делит отрезок áá1 в известном отношении, а точка ó удалена
от точки í на заданное расстояние.
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Рис. 8

Следовательно, решение задачи сводится к построению отрез-
ка áá1 = m и ГМТ, из которых этот отрезок виден под углом �

(см. задачу 1б занятия 2), после чего строится точкаí . Вершина
ó искомого треугольника является пересечением образа одной из
дуг построенного ГМТ при симметрии относительно точки á1

и окружности с центром í и радиусом
2

3
n. Дальнейшее постро-

ение очевидно.

Отметим, что ту же идею можно реализовать и чуть-чуть по-другому:
рассмотрим треугольник DCA1, симметричный треугольнику á÷A1 относи-
тельно точки A1. Тогда вершина ó является пересечением дуги, из которой
отрезок DA1 = m виден под заданным углом �, с окружностью с центромí

и радиусом
2
3
n (точка í лежит на луче DA1 и DM =

4
3
m).

К теме данного занятия также относятся задачи 1о, р, 14а{г, е, 17а{в,
72 из раздела «Задачи для самостоятельного решения».
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Занятие 7

Методы подобия и гомотетии

На этом занятии будет рассмотрено применение преобразования по-
добия для решения задач на построение.

Метод подобия основан на том, что при любом преобра-
зовании подобия сохраняются углы, а отношение длин
любых соответствующих отрезков равно коэффициенту
подобия.

Заметим, что во многих задачах на построение все данные
можно условно разделить на две части: 1) определяющие форму
искомой фигуры; 2) определяющие её размеры. Например, углы
треугольника определяют его форму, а стороны | размеры.

Метод подобия состоит в том, чтобы сначала, используя
данные первого типа, построить фигуру нужной формы, а за-
тем, используя данные второго типа, получить искомую фигуру,
подобную построенной. Во второй части построения удобно, как
правило, использовать гомотетию, центр которой выбирается
исходя из удобства построения, а коэффициент равен отноше-
нию длин двух соответствующих линейных элементов в данной
и в построенной фигурах.

В частности, в задачах на построение треугольников удобно
использовать признаки подобия треугольников. Рассмотрим
примеры.

Пример 1. Постройте треугольник по двум углам и биссек-
трисе, проведённой из вершины третьего угла.

Решение. Предположим, что искомый треугольник á÷ó,
у которого ∠á = �, ∠B = �, а биссектриса CD имеет заданную
длину, построен (см. рис. 1). Заметим, что все треугольники с
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двумя фиксированными углами подобны (по I признаку), причём
при любом преобразовании подобия, переводящем один из этих
треугольников в другой, образом биссектрисы треугольника
является биссектриса его образа, проведённая из соответствую-
щей вершины.

Таким образом, решение задачи со-
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Рис. 1

стоит из двух «блоков»:
1) построение треугольника á′B′C

по двум углам (∠á′ = �, ∠B′ = �) и
построение его биссектрисы CD′;

2) построение образа треугольника
á′B′C при гомотетии с центром ó и ко-

эффициентом k =
CD

CD′ .

Заметим, что если вместо биссектрисы задать другой линейный элемент
(высоту, медиану, радиус вписанной или описанной окружности, периметр
и пр.), то такие задачи можно решить аналогичным методом. В частности,
это позволяет решить другим способом задачу, разобранную в примере 2
занятия 1, и задачу 3б занятия 1.

Существенно ли в этих задачах, какие два угла искомого тре-
угольника заданы? [Нет, но важно знать, какая из биссектрис,
высот или медиан задана, а для радиуса или периметра и это не
важно.]

Пример 2. Постройте треугольник по отношению двух сто-
рон, углу между ними и медиане, проведённой из вершины дан-
ного угла.

Решение. Пусть искомый тре-
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Рис. 2

угольник á÷ó, у которого
BC

AC
=

a

b
,

∠ó = 
, а медиана Cí имеет задан-
ную длину, построен (см. рис. 2). За-
метим, что все треугольники с фик-
сированным отношением двух сто-
рон и заданным углом между ними
подобны (по II признаку), причём при любом преобразовании по-
добия, переводящем один из этих треугольников в другой, обра-
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зом медианы треугольника является медиана его образа, прове-
дённая из соответствующей вершины.

Таким образом, решение задачи состоит из двух «блоков»:
1) построение треугольника á′B′C по двум сторонам (B′C =

= xa, A′C = xb, где x > 0 | произвольный коэффициент пропор-
циональности) и построение его медианы CM ′;

2) построение образа треугольника á′B′C при гомотетии

с центром ó и коэффициентом k =
CM

CM ′ .

Отметим, что и в этой задаче вместо медианы мог быть задан любой
другой линейный элемент.

Задачи на построение четырёхугольников сводятся, как пра-
вило, к задачам на построение треугольников.

Пример 3. Постройте параллелограмм á÷óD по диагонали
áó, отношению высот, проведённых из вершины ÷, и углу между
высотами.

Решение. Пусть искомый параллелограмм á÷óD построен,
BK и BP | его высоты, ï | точка пересечения диагоналей.
Возможны два случая: ∠á÷ó | тупой (см. рис. 3а) или ∠á÷ó |
острый (см. рис. 3б).
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Рис. 3а Рис. 3б

В обоих случаях ∠DAB = ∠DCB = ∠KBP (см. пример 1
занятия 3), тогда 4AKB ∼ 4CPB (по I признаку), следователь-

но,
AB

BC
=

BK

BP
. Учитывая, что AD = BC, получим, что решение

задачи сводится к построению треугольника á÷D по отноше-
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нию сторон á÷ и AD, углу между ними и медиане áï =
1

2
áó,

проведённой к третьей стороне BD.

Отметим, что аналогичный способ решения можно было получить, ис-
пользуя подобие треугольников ë÷ò и ÷áD.

В заключение рассмотрим пример применения метода гомо-
тетии. Этот метод применяется чаще всего в тех случаях, ко-
гда требуется построить какой либо многоугольник, вписанный
в данную фигуру. (Напомним, что многоугольник называется
вписанным в фигуру F , если все его вершины лежат на границе
этой фигуры.)

Суть метода гомотетии при решении таких задач состоит
в том, чтобы сначала выполнить все условия, кроме одного (и по-
лучить тем самым некоторую «свободу» построения), а затем
с помощью гомотетии обеспечить выполнение последнего усло-
вия.

Метод гомотетии основан на том, что, помимо выполне-
ния всех свойств преобразования подобия, при гомотетии лю-
бая точка, её образ и центр гомотетии лежат на од-
ной прямой. Часто используется также, что при гомотетии
образом любой прямой является прямая, ей параллельная
или с ней совпадающая (если исходная прямая проходит через
центр гомотетии).

Пример 4. В данный остроугольный

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′M ′ P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′P ′

K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′K ′ L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′L′

Рис. 4

треугольник á÷ó впишите квадрат так,
чтобы две его вершины находились на
стороне áó и по одной вершине | на
сторонах á÷ и ÷ó.

Решение. Пусть искомый квадрат
MKLP построен (вершины K и L лежат
на стороне áó, а вершины í и ò |
на сторонах á÷ и ÷ó соответственно,
см. рис. 4). Заметим, что любой квадрат M ′K ′L′P ′, у которого
вершиныK ′ и L′ лежат на стороне áó, вершинаM ′ | на стороне
á÷, может быть получен из MKLP гомотетией с центром A.
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Таким образом, решение задачи сводится к построению любо-
го из таких квадратов M ′K ′L′P ′, после чего строится его образ
при гомотетии, обратной к рассмотренной. Для этого достаточ-
но провести луч AP ′ до пересечения со стороной ÷ó в точке ò .
Дальнейшее построение можно быть основано как на том, что ко-

эффициент этой гомотетии равен
AP

AP ′ , так и на том, что стороны
построенного и искомого квадратов соответственно параллель-
ны.

Отметим, что можно было не требовать в условии задачи, чтобы тре-
угольник á÷ó был остроугольным, но тупым или прямым в этом случае
может быть только угол ÷, иначе задача не будет иметь решения.

Как обобщить рассмотренную задачу? [Аналогичным обра-
зом можно в треугольник вписать прямоугольник с любым за-
данным отношением сторон.]

В заключение отметим, что метод гомотетии является хорошей иллю-
страцией более общей математической идеи решения конструктивных за-
дач | метода «ослабления условия» (термин А. В. Шаповалова). При по-
строении многих математических конструкций, удовлетворяющих несколь-
ким условиям, удобно сначала отказаться от какого-то условия и постро-
ить пример на основе остальных условий, а затем довести его «до конди-
ции». Именно так мы поступили при решении задачи о вписании квадрата
в треугольник (см. пример 4), отказавшись сначала от того, чтобы вершина
квадрата лежала на стороне ÷ó, а затем, используя гомотетию, получили
решение задачи.

Аналогично при использовании метода подобия, мы сначала отказываем-
ся от условия, определяющего размеры фигуры (см. примеры 1{3), а затем,
используя признаки подобия треугольников, получаем искомую фигуру. Рас-
смотренный ранее метод ГМТ также можно в значительной степени отнести
к методу «ослабления условия». В частности, в примере 1 занятия 2 вершина ó
искомого прямоугольного треугольника á÷ó является пересечением двух
ГМТ: первое получается отказом от фиксированной высоты, а второе |
отказом от прямого угла!

Задачи

Задача 1. Постройте прямоугольный треугольник по отно-
шению катетов и гипотенузе.
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Задача 2. Постройте треугольник по отношению трёх сто-
рон и радиусу вписанной окружности.

Задача 3. Постройте параллелограмм по отношению диаго-
налей, углу между ними и высоте.

Задача 4. Постройте ромб, если даны радиус вписанной в не-
го окружности и отношение стороны и диагонали.

Задача 5. Постройте трапецию по отношению оснований,
высоте и углам, прилежащим к большему основанию.

Задача 6. На стороне ÷ó данного треугольника á÷ó по-
стройте такую точку í , что прямая, проходящая через основа-
ния перпендикуляров, опущенных из точки í на стороны á÷

и áó, параллельна ÷ó.
Задача 7. Даны угол и точка внутри него. Постройте окруж-

ность, проходящую через заданную точку и касающуюся сторон
угла.

Ответы и решения

1. Пусть искомый треугольник á÷ó, в ко-

A

B

C A′

B′
c

Рис. 5

тором ∠ó = 90◦, á÷ = Ó, ÷ó : áó = Á : b,
построен (см. рис. 5). Заметим, что все прямо-
угольные треугольники с фиксированным от-
ношением катетов подобны.

Поэтому решение задачи сведётся к постро-
ению прямоугольного треугольника á′÷′ó, у
которого отношение катетов ÷′ó : á′ó = Á : b,
после чего, например, выполняется гомотетия
с центром ó и коэффициентом k =

c

A′B′ .

2. Пусть искомый треугольник á÷ó, в котором á÷ : ÷ó :
: áó = Ó : Á : b, а радиус вписанной окружности равен r, построен
(см. рис. 6).

Так как все треугольники с фиксированным отношением трёх
сторон подобны (по III признаку), решение задачи сводится к по-
строению треугольника á′B′C ′ со сторонами xa, xb и xc (x > 0 |
произвольный коэффициент пропорциональности) и радиуса r′

его вписанной окружности. Искомый треугольник получается из
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построенного любым преобразованием подобия с коэффициентом
k =

r

r′
, например, гомотетией с центром ï и указанным коэф-

фициентом k (ï | центр окружности, вписанной в треуголь-
ник á′B′C ′).

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
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Рис. 6

3. Пусть искомый параллелограмм á÷óD, в котором
AC

BD
=

=
c

d
, ∠AOD = ' (O | точка пересечения диагоналей) и высо-

та ÷ò = h, построен (см. рис. 7). Рассмотрим вспомогатель-
ный треугольник áïD, в котором проведём высоту ïî. Тогда

ïî =
1

2
h,

AO

OD
=

c

d
.

Таким образом, решение задачи
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Рис. 7

сведётся к построению треугольника
áïD по отношению двух сторон, углу
между этими сторонами и высоте,
проведённой к третьей стороне (см.
пример 2). Достроение его до парал-
лелограмма | очевидно.

Случай, когда вместо угла AOD задан ему смежный, очевидным образом
сводится к уже рассмотренному.

4. Пусть искомый ромб á÷óD, в котором
AB

AC
=

b

c
, O |

точка пересечения диагоналей и радиус OK вписанной окружно-
сти равен r, построен (см. рис. 8). Рассмотрим вспомогатель-
ный треугольник á÷ó, в котором проведём высоту áî. Тогда
áî = 2r, AB : BC : CA = b : b : c.
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Таким образом, решение задачи сведётся к построению тре-
угольника á÷ó по заданному отношению сторон и высоте, ко-
торое аналогично решению задачи 2. Достроение его до ромба |
очевидно.
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Рис. 8 Рис. 9

5. Пусть искомая трапеция á÷óD, в которой AD | большее

основание,
BC

AD
=

a

b
, ∠á = �, ∠D = � и высота óî имеет длину h,

построена (см. рис. 9). Продолжим её боковые стороны á÷ и DC
до пересечения в точке P . Тогда из подобия треугольников ÷òó

и APD следует, что
PC

PD
=

BC

AD
=

a

b
. Следовательно,

PD

CD
=

b

b− a
.

Через вершину ó проведём прямую, параллельную á÷, до пере-
сечения с основанием AD в точке K. На чертеже образовался
вспомогательный треугольник KCD, в котором ∠CKD = �,
∠CDK = �, óî = h.

Таким образом, решение задачи сведётся к построению тре-
угольника KCD по двум углам и высоте (см. пример 1). Его

образом при гомотетии с центром D и коэффициентом k =
b

b− a
будет являться треугольник APD. Дальнейшее построение оче-
видно.

Можно было поступить и по-другому: построить трапецию по основа-
ниям и двум углам, прилежащим к большему основанию (используя парал-
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лельный перенос), провести её высоту h′, а затем использовать гомотетию с

коэффициентом k =
h

h′
.

6. Пусть искомая точка í построена, MB′ и MC ′ | пер-
пендикуляры, опущенные на стороны á÷ и áó, B′C ′ ‖ BC

(см. рис. 10). Рассмотрим гомотетию с центром á, при которой
образом точки B′ является точка B. Образом точки C ′ при этой
гомотетии является точка ó, а образом точки í | точка ò ,
лежащая на луче áí . Так как гомотетия отображает прямую, не
проходящую через её центр, в параллельную, отрезки ò÷ и òó
перпендикулярны прямым á÷ и áó соответственно.

Таким образом, решение задачи сводится к построению точ-
ки ò пересечения перпендикуляров, восставленных из точек ÷

и ó к сторонам á÷ и áó данного треугольника. Так как искомая
точка í | прообраз точки ò при указанной гомотетии, то она
является пересечением луча áò со стороной ÷ó.

Отметим, что если оба угла ÷ и ó острые, то перпендикуляры, восста-
вленные из точек ÷ и ó, пересекутся внутри угла ÷áó, поэтому задача будет
иметь единственное решение. В противном случае задача решений не имеет,
так как эти перпендикуляры пересекутся вне угла ÷áó или на его границе.
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Рис. 10 Рис. 11

7. Пусть дан угол ÷óá и точкаíвнутри него. Предположим,
что искомая окружность с центромï, проходящая через точкуí
и касающаяся сторон угла, построена (см. рис. 11). Тогда точка
ï лежит на биссектрисе этого угла.
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Рассмотрим произвольную окружность с центром O′, также
касающуюся сторон данного угла. Она является образом искомой
окружности при гомотетии с центром ó и коэффициентом k =

=
CO′

CO
(почему?) Образом точкиM при этой гомотетии является

такая точка K на окружности с центром O′, что O′K ‖ OM .
Таким образом, решение задачи сводится к построению про-

извольной окружности с центром ï′, касающейся сторон данного
угла, тогда при её пересечении с лучом óí будет получена точ-
ка K. Искомая окружность будет являться образом построенной
окружности при гомотетии с центром ó, переводящей точку K
в точкуí (другими словами, центр ï искомой окружности явля-
ется пересечением биссектрисы угла ÷óá и прямой, проходящей
через точку í параллельно O′K).

Отметим, что поскольку луч óí пересечёт окружность
с центром ï′ в двух точках (K и L | см. рис. 11), то задача
всегда имеет два решения.

К теме данного занятия также относятся задачи 2е, 3г, 11, 12, 14ж, з,
15г, д, 18д, 41, 42, 49, 53{56, 60 из раздела «Задачи для самостоятельного
решения».
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Занятие 8

Типичные конфигурации в задачах на построение

В предыдущих занятиях речь шла в основном о методах решения
задач на построение. На этом занятии мы рассмотрим несколько типич-
ных конфигураций на плоскости, с которыми связаны ряд важных задач
на построение, которые принято считать базовыми, так как умение их
решать позволяет решить и многие другие задачи (не только на построение).
Способы решения этих задач, как правило, опираются на применение различ-
ных преобразований плоскости, но будут различаться в зависимости от
постановки задачи.

I. Прямая и две точки

Пример 1. Даны прямая CD и точки á и ÷, лежащие от-
носительно неё в одной полуплоскости. Постройте точку í на
прямой CD так, чтобы: а) ломаная áí÷ имела наименьшую
длину; б) ∠áíó − ∠BíD = 90◦; в) ∠áíó = 2∠BíD.

Решение. Пусть искомая точка í построена. Во всех слу-
чаях рассмотрим точку B′ | образ точки ÷ при симметрии
относительно прямой CD (см. рис. 1а { в).

а) Длина ломаной áí÷ равна: AM +MB = AM +MB′ (см.
рис. 1а). Эта длина будет наименьшей из возможных, если точ-
ка í лежит на отрезке AB′. Действительно, для любой другой
точкиN , лежащей на прямой CD, AN+NB = AN+NB′ > AB′ =
= AM +MB′.

Таким образом, решение задачи сводится к построению точки
B′ | образа точки ÷ при симметрии относительно прямой CD.
Искомая точка í является пересечением прямых AB′ и CD.

Отметим, что из рассмотренной осевой симметрии следует, что ∠áíó =
= ∠B′íD = ∠BíD, то есть условие минимальности длины ломаной равно-
сильно тому, что лучи íá и í÷ образуют равные углы с прямой CD. Это

72



понятно также из «физических соображений»: угол падения светового луча
на плоское зеркало равен углу отражения. Таким образом, многие задачи,
связанные с наименьшей длиной пути, решаются с использованием осевой
симметрии.
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Рис. 1а Рис. 1б

б) Так как ∠áíó − ∠BíD = 90◦, то 180◦ − ∠áíD −
− ∠BíD = 90◦, то есть ∠áíD + ∠BíD = 90◦ (см. рис. 1б).
Следовательно, ∠áíB′ = ∠áíD + ∠B′íD = 90◦, то есть
отрезок á÷′ виден из точки í под прямым углом.

Таким образом, решение задачи опять сводится к построению
точки B′ | образа точки ÷ при симметрии относительно пря-
мой CD. Искомая точка í является пересечением окружности
с диаметром á÷′ (см. задачу 1б занятия 2) и прямой CD.

Отметим, что вторая точка пересечения окружности и прямой CD удо-
влетворяет условию ∠BíD − ∠áíó = 90◦.

Отметим также, что аналогичным образом решается и более общая за-
дача, в условии которой можно угол 90◦ заменить на любой угол � такой,
что 0 < � < 180◦.

в) Так как ∠áíó = 2∠BíD,
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Рис. 1в

то ∠EíD = 2∠BíD, где луч
íå | дополнительный к лучу
íá (см. рис. 1в). То есть луч
íB′ | биссектриса угла EíD.
Поэтому существует окружность
с центром B′, касающаяся сторон
угла EíD.
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Таким образом, решение задачи сводится к построению точки
B′ | образа точки ÷ при симметрии относительно прямой CD и
окружности с центром B′, которая касается прямой CD. Искомая
точкаí является пересечением касательной к этой окружности,
проходящей через точку á (см. задачу 2 занятия 2) и прямой CD.

Пример 2. Населённые пункты á и ÷ разделены каналом
с параллельными берегами. В каком месте необходимо построить
мост (перпендикулярно берегам), чтобы длина пути из одного
пункта в другой была наименьшей?

Решение. Пусть параллельные прямые Ó и d изображают
берега канала и искомый мост XY построен (см. рис. 2). Лю-
бой путь из пункта á в пункт ÷ представляет собой ломаную
из трёх звеньев, причём длина среднего звена (моста) одна и
та же, поэтому длина пути будет наименьшей, если сумма длин
двух других звеньев ломаной будет наименьшей. Рассмотрим па-

раллельный перенос на вектор
−−→
XY . Пусть A′ | образ точки á

при этом переносе, тогда AX + XY + Y B = AA′ + A′Y + Y B

будет наименьшей, если A′Y + Y B будет наименьшей, то есть
если точка Y лежит на отрезке A′B. Действительно, рассмотрим
другой произвольный мост MN , тогда áí +MN +NB = AA′+
+A′N +NB > AA′ +A′B = AX +XY + Y B.
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Рис. 2

Таким образом, решение задачи сводится к построению точки
A′ | образа точки A при параллельном переносе в направлении,
перпендикулярном прямой Ó на расстояние между прямыми Ó и d
(ширину канала).
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Отметим, что кроме рассмотренных в примерах 1 и 2 есть и другие
конфигурации с двумя прямыми и точкой, в частности угол и точка внутри
него (см., например, задачу 7 занятия 2 или задачи для самостоятельного
решения).

II. Две окружности

Пример 3. Постройте прямую, проходящую через одну из
точек пересечения двух окружностей так, чтобы эти окружности
высекали на ней равные хорды.

Решение. Пусть даны пересе-
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Рис. 3

кающиеся окружности S и S1, á|
их общая точка. Предположим, что
искомая прямая XY (X ∈ S, Y ∈
∈ S1) построена (см. рис. 3). Тогда
точки X и Y симметричны отно-
сительно точки á. Тем самым за-
дача становится частным случаем
задачи, рассмотренной в примере 2
занятия 5.

Решение задачи сводится к построению окружности S′, сим-
метричной окружности S относительно точки á. Вторая точка
пересечения окружностей S1 и S

′ | искомая точка Y . Дальней-
шее построение очевидно.

Пример 4. Даны две пересекающиеся окружности. Построй-
те отрезок, концы которого лежат на данных окружностях, про-
ходящий через одну из точек их пересечения и имеющий задан-
ную длину.
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Рис. 4
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Решение. Пусть даны две пересекающиеся окружности с
центрами ï и ï1, ó | их общая точка. Предположим, что
искомый отрезок á÷ заданной длины Ó построен (см. рис. 4).
Проведём перпендикуляры ïí и ï1í1 к прямой á÷. Поскольку
точки í и í1 | середины хорд áó и ÷ó соответственно,

то íí1 =
1

2
c. Рассмотрим параллельный перенос на вектор

−−−→
M1O1. Точка K | образ точки í при этом параллельном
переносе. Тогда на чертеже образовался вспомогательный
прямоугольный треугольник ïï1K, в котором заданы ги-

потенуза ïï1 и катет ï1K =íí1 =
1

2
c.

Таким образом, решение задачи сведётся к построению тре-
угольника ïï1K по катету и гипотенузе и проведению прямой,
проходящей через точку ó параллельно ï1K.

Вспомните задачу с той же конфигурацией и похожим реше-
нием. [Задача на построение общей касательной к двум данным
окружностям, см. задачу 2 занятия 6.]

Задачи

Задача 1. Дана прямая m и точки á и ÷, лежащие отно-
сительно неё в разных полуплоскостях. Постройте точку í на
прямой m так, чтобы лучи íá и í÷ образовали с ней равные
углы.

Задача 2. Дан острый угол áï÷ и точка í внутри него.
На сторонах угла постройте точки X и Y так, чтобы периметр
треугольника MXY был наименьшим.

Задача 3. Дана прямая m и точки á и ÷, лежащие в одной
полуплоскости относительно m. Постройте на прямой m отрезок
CD заданной длины так, чтобы углы ACD и BDC были равны
и отрезки áó и BD не пересекались.

Задача 4. Населённые пункты á и ÷ разделены двумя непа-
раллельными друг другу каналами (у каждого канала два берега
параллельны). Где нужно построить мосты, перпендикулярные
берегам, чтобы длина пути из одного пункта в другой была
наименьшей?
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Задача 5. Через точку внутри угла проведите прямую так,
чтобы отрезок, полученный внутри угла, делился данной точкой
в заданном отношении.

Задача 6. Через общую точку двух окружностей проведи-
те прямую так, чтобы эти окружности высекали на ней хорды,
разность которых равна Á.

Задача 7. Найдите какой-нибудь способ построения общих
касательных к двум данным неравным окружностям, принципи-
ально отличающийся от уже рассмотренного.

Ответы и решения

1. Пусть искомая точка í построена (см. рис. 5). Тогда пря-
маяm содержит биссектрису угла áí÷, следовательно, она явля-
ется осью симметрии этого угла.

Значит, решение задачи сведётся к построению образа одной
из данных точек при симметрии относительно прямой m, напри-
мер, построению точки B′ | образа точки ÷. Искомая точка í
является пересечением прямых á÷′ и m.
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Рис. 5 Рис. 6

2. Пусть искомые точки X и Y на сторонах данного угла
ïá и ï÷ соответственно построены (см. рис. 6). По аналогии
с примером 1а рассмотрим точку M ′ | образ точки í при
симметрии относительно прямой ïá и точку M ′′ | образ точки
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í при симметрии относительно прямой ïB. Тогда P4MXY =
= MX + XY + YM = M ′X + XY + YM ′′. Так как положение
концов ломаной M ′XYM ′′ фиксировано, то, как уже было дока-
зано, такая сумма принимает наименьшее значение, если точки
X и Y лежат на отрезке M ′M ′′.

Таким образом, решение задачи сводится к построению точек
M ′ и M ′′. Искомые точки X и Y являются пересечением отрезка
M ′M ′′ со сторонами данного угла.

Отметим, что поскольку угол áï÷ острый, то отрезокM ′M ′′ обязатель-
но пересечёт его стороны (для прямого или тупого угла это не так).

3. Пусть искомые точки ó и D по-
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Рис. 7

строены и отрезок óD имеет заданную
длину Á (см. рис. 7). Рассмотрим парал-

лельный перенос на вектор
−−→
DC: B′ |

образ точки ÷ при таком переносе, то-
гда отрезки áó и B′C образуют равные
углы с прямой m.

Таким образом, после выполнения
параллельного переноса вдоль прямой
m на отрезок длины a (в направлении от ÷ к á) решение
задачи сведётся к построению точки ó. Это построение уже
практически описано в примере 1а (см. комментарии).

Точка D является образом точки ó при обратном параллель-
ном переносе.

Отметим, что точка B′′, использованная при описанном построении,
является образом точки ÷ при скользящей симметрии (композиции осевой
симметрии и параллельного переноса вдоль этой оси).

4. Пусть искомые мосты MK и PQ построены (см. рис. 8).
По сравнению с примером 2 добавилась вторая река, поэтому
сделаем два параллельных переноса. А именно, пусть B′ | образ

точки B при переносе на вектор
−−→
QP , а A′ | образ точки A при

переносе на вектор
−−→
MK. Тогда образуются два параллелограмма

BB′PQ и AA′KM , поэтому AM +MK+KP +PQ+QB = AA′+
+A′K +KP + PB′ +B′B > AA′ +A′B′ +B′B. Последняя сумма
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не зависит от выбора пути, и равенство достигается, только если
ломаная A′KPB′ будет прямой.
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Рис. 8

Таким образом, решение задачи сведётся к описанному выше
построению точек A′ и B′. Точки K и P | пересечения отрезка
á′B′ с дальними от точек A и B берегами каналов. Дальнейшее
построение очевидно.

5. Пусть внутри угла áï÷ дана точка í и искомый от-
резок CD, концы которого ó и D лежат на лучах ïA и ïB

соответственно, построен, причем
CM

DM
=

c

d
(см. рис. 9). Тогда

точка ó является образом точки D при гомотетии с центром M

и коэффициентом k = − c

d
. Пусть ï′ | образ точки ï при этой

же гомотетии, тогда O′C ‖ OD.
Таким образом, решение зада-
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Рис. 9

чи сводится к построению точки
ï′ | образа точки ï при указан-
ной выше гомотетии и проведе-
нию через ï′ прямой, параллель-
ной OB, которая пересечёт луч
ïá в точке ó.

Отметим, что рассмотренная задача является (в каком-то смысле) обоб-
щением задачи, рассмотренной в примере 2 занятия 5. Это не случайно,
так как центральная симметрия (использованная в этом примере) является
гомотетией с коэффициентом k = −1.
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6. Пусть даны окружности S1 и S2 с центрами ï1 и ï2

соответственно, á | одна из точек их пересечения. Предполо-
жим, что искомый отрезок XY построен, причём AX − AY = a

(см. рис. 10).
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Рис. 10

Проведём аналогию с примером 4, где в схожей конфигурации
требовалось, чтобы сумма хорд окружностей имела заданную
длину. Там, проведя из центров окружностей перпендикуляры,
был найден отрезок, равный полусумме хорд, после чего с помо-
щью параллельного переноса был найден вспомогательный тре-
угольник.

В данном случае построим отрезок, равный полуразности
хорд. Для этого рассмотрим окружность S′

1 | образ окружности
S1 при симметрии с центром á. Из центра O′

1 полученной
окружности и из точки O2 проведём перпендикуляры O′

1í и

O2K к прямой XY . Тогда MK = AK −AM =
1

2
AX − 1

2
AY =

1

2
a.

Точка ò | образ точки K при параллельном переносе на

вектор
−−−→
MO′

1, тогда на чертеже образуется вспомогательный пря-
моугольный треугольник O2òO

′
1.

Поэтому решение задачи сводится к построению окружно-
сти S′

1, вспомогательного треугольника O2òO
′
1 по гипотенузе

O2O
′
1 и катету òO′

1 =
1

2
a и построению прямой, перпендику-

лярной ï2P и проходящей через точку A.
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7. Пусть даны две неравные окружности с центрами ï и ï′

и радиусами R и R′ (R′ > R) соответственно, не имеющие общих
точек. Предположим, что искомые общие касательные á÷ (внеш-
няя) и CD (внутренняя) построены (см. рис. 11). Заметим, что
любые две окружности подобны, более того, существует гомоте-
тия, при которой одна из окружностей является образом другой.
Пусть P и Q | точки пересечения прямой ïï′ с прямыми á÷

и CD соответственно. Проведём радиусы окружностей ïá, ïó,
O′B и O′D, перпендикулярные соответствующим касательным.
Тогда, так как ïá и O′B параллельны, при гомотетии с центром
ò , переводящей точку ï в точку O′, образом точки á является

точка ÷. Коэффициент этой гомотетии k =
R′

R
. Аналогично при

гомотетии с центром Q, переводящей точку ï в точку O′, обра-
зом точки C является точка D. Коэффициент этой гомотетии

k = −R′

R
.

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′O′

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′R′

Рис. 11

Следовательно, решение задачи сводится к построению цен-
тра гомотетии, если даны точка, её образ и коэффициент.

В данном случае для этого достаточно построить векторы
−−→
OP =

=
R

R′ −R

−−→
O′O и

−−→
OQ =

R

R′ +R

−−→
OO′.

Исследование | см. задачу 2 занятия 6.

К теме данного занятия также относятся задачи 29, 30, 36, 44{51, 59, 60
из раздела «Задачи для самостоятельного решения».
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Занятие 9

Необычные построения

К необычным построениям в элементарной (школьной) геометрии
принято относить построения, связанные с конкретными числовыми
данными, и построения с заранее заданными ограничениями.

В отличие от произвольного отрезка, который можно разде-
лить на любое количество частей (см. занятие 4), с произвольным
углом это сделать не получится. В частности, невозможно с по-
мощью циркуля и линейки разделить произвольный угол на три
равных угла (подробнее | см. Приложения). Вместе с тем для не-
которых углов эта задача легко решается, например, прямой угол
можно разделить на три равные части (действительно, постро-
ить угол, равный 30◦, совсем несложно). Отсюда и возникают
задачи, связанные с делением конкретного угла на определённое
количество равных частей.

Что касается ограничений, то они бывают разных типов:
• ограничения, связанные с количеством проводимых линий;
• ограничения, связанные с тем, что какие-то точки чертежа

«недоступны»;
• ограничения на инструменты, то есть построения одним цир-

кулем, одной линейкой, «двусторонней» линейкой (с помощью
которой можно проводить параллельные прямые на фиксиро-
ванном расстоянии друг от друга) и так далее.
Отметим здесь удивительное открытие, сделанное в конце

XVIII века итальянцем Маскерони:
все построения, которые можно сделать с помощью

циркуля и линейки, можно сделать с помощью только
одного циркуля!
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Естественно, в этом случае приходится сделать одно допуще-
ние, а именно: если построены две точки, то считается постро-
енной и прямая, их содержащая, так как саму прямую провести
циркулем невозможно. Более подробно | см. Приложения.

Интересно, что с помощью одной линейки заменить все по-
строения, выполняемые циркулем и линейкой, невозможно, но
если дополнительно задать круг с отмеченным центром, то этого
хватает! Доказательство этих фактов выходит далеко за пределы
школьной программы, в частности, связано с таким преобразо-
ванием плоскости, как инверсия (см. Приложения) и разделом
высшей геометрии, называемым проективной геометрией.

Рассмотрим примеры.
Пример 1. а) Разделите угол величины 54◦ на три равные

части; б) выполните это построение только одним циркулем.
Решение. а) Решение задачи сводится к построению угла,

равного 18◦ = 54◦ : 3. Так как 18◦ =
90◦ − 54◦

2
, то достаточ-

но построить угол, дополняющий данный угол величины 54◦ до
прямого, и разделить его пополам. Используя построенный угол,
делим данный угол на три равные части.

Существуют, конечно, и другие способы решения.

б) Решение задачи сводится к по-
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Рис. 1

строению дуги, градусная мера кото-
рой равна 18◦. Используем, что 18◦ =
= 180◦ − 3 · 54◦.

Проведём окружность с центром ï

в вершине данного угла, которая пере-
сечёт его стороны в точках á и ÷ (см.
рис. 1). От точки á с помощью циркуля
последовательно отложим три дуги по 60◦ и получим точку å,
диаметрально противоположную точке á. Затем последовательно
отложим дуги Bó и CD, равные дуге á÷. Получим дугу DE

величины 18◦, которую и используем для деления дуги á÷ на
три равные части.
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Пример 2 (задача Евклида). Постройте биссектрису угла,
вершина которого «недоступна».

Эту задачу можно решать по-разному, попутно демонстрируя типичные
способы решения задач, связанных с «недоступными» точками.

Решение. Первый способ. Построим две точки, принадлежа-
щие искомой биссектрисе.

Выберем на сторонах угла произвольные точки á и ÷ и
рассмотрим треугольник á÷ó с «недоступной» вершиной ó

(см. рис. 2а). Точка ï пересечения биссектрис его углов á

и ÷ является центром окружности, вписанной в этот треуголь-
ник. Следовательно, точка ï принадлежит искомой биссектрисе
угла ó. Выбрав две другие точки D и E на сторонах данного
угла и действуя аналогично, можно получить точку Q, также
принадлежащую искомой биссектрисе. Таким образом, искомая
биссектриса лежит на прямой OQ.
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Рис. 2а Рис. 2б

Эту же идею можно реализовать иначе: после построения центра ï

вписанной окружности треугольника á÷ó построим биссектрисы внешних
углов при тех же вершинах и получим центр K вневписанной окружности
треугольника ABC (см. рис. 2б). Тогда искомая биссектриса принадлежит
прямой OK.

Второй способ. Если данный угол станет углом при вершине
равнобедренного треугольника, то искомая биссектриса будет
лежать на серединном перпендикуляре к противолежащей сто-
роне. Для построения такого треугольника удобно использовать
метод подобия. Рассмотрим точку F , принадлежащую одной из
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сторон данного угла, и проведём через неё прямую, параллельную
другой стороне (см. рис. 2в). Отложив на выбранной стороне угла
и проведённой прямой равные отрезки FM и FE, получим равно-
бедренный треугольник EFM , а проведя прямую ME до пересе-
чения с другой стороной угла в точке N , получим ему подобный
треугольник NCM , который также будет равнобедренным. То-
гда искомая биссектриса лежит на серединном перпендикуляре
к отрезку MN .
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Рис. 2в Рис. 3

Пример 3. Даны два параллельных отрезка различной дли-
ны. С помощью одной линейки разделите каждый из данных
отрезков на две равные части.

Решение. Пусть á÷ и CD | данные отрезки, тогда че-
тырёхугольник á÷Dó | трапеция. Для искомого построения
используем следующее утверждение: точки пересечения диа-
гоналей трапеции и продолжений её боковых сторон ле-
жат на одной прямой с серединами оснований трапеции
(см. рис. 3). Доказать это можно либо с помощью векторов, либо
используя гомотетии с центрами ò и ï.

Таким образом, искомое построение сведётся к проведению
прямых áD и BC, пересекающихся в точке O, и прямых áó

и BD, пересекающихся в точке ò . Прямая ïò пересечёт данные
отрезки á÷ и CD в их серединах M и K.

В заключение | вопрос (почти шутка). Угол с какой градус-
ной мерой можно разделить на три равные части только одной
линейкой? [270◦]
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Задачи

Задача 1. Постройте прямую, проходящую через данную
точку параллельно данной прямой, проведя как можно меньше
линий.

Задача 2. Разделите угол величины 19◦ на 19 равных частей.
Задача 3. Постройте биссектрису угла, вершина которого

«недоступна», с помощью только двусторонней линейки.
Задача 4. Постройте касательную к дуге окружности в дан-

ной её точке á, если центр окружности «недоступен».
Задача 5. Дан треугольник, одна из вершин которого «недо-

ступна». Постройте точку пересечения медиан этого треуголь-
ника.

Задача 6. Дан круг и его диаметр á÷.
а) С помощью одной линейки постройте перпендикуляр к пря-

мой á÷ из точки ò , лежащей внутри круга (но не лежащей на
прямой á÷).

б) Исследуйте возможность аналогичного построения при
других случаях расположения точки ò .

Задача 7. Дан угол ó, вершина которого «недоступна», и точ-
ка K внутри угла.

а) Постройте прямую óK.
б)∗ Выполните это построение только одной линейкой.
Задача 8. На доске была нарисована окружность с отме-

ченным центром, вписанный в нее четырёхугольник и окруж-
ность, вписанная в него, также с отмеченным центром. Затем
стёрли четырёхугольник (сохранив одну вершину) и вписанную
окружность (сохранив её центр). Восстановите какую-нибудь из
стёртых вершин четырёхугольника, пользуясь только линейкой
и проведя как можно меньше линий.

Ответы и решения

1. Пусть даны прямая Á и точка á, ей не принадлежащая.
Отметим, что построение прямой, параллельной данной, описан-
ное в школьных учебниках, основано на построении угла, равно-
го данному, или на проведении перпендикуляров к прямой (см.,
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например, [3], [13] или [19]). В обоих случаях линий проводит-
ся сравнительно много. Поэтому для начала можно, например,
предложить следующее построение, в котором хватает четырёх
линий (см. рис. 4а).
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Рис. 4а

1. Выберем на прямой Á произвольную точку ÷ и проведём
окружность с центром B и радиусом á÷, которая пересечёт пря-
мую Á в точке ó.

2. Проведём окружности с центрами á и ó того же радиуса,
D | вторая точка их пересечения.

3. Прямая AD | искомая, так как из построения следует, что
á÷óD | ромб.

Можно обойтись и тремя линиями, например:
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Рис. 4б

1. Выберем на прямой Á произвольную точку ÷ и проведём
окружность с центром B и радиусом á÷, которая пересечёт пря-
мую Á в точках ó и D (см. рис. 4б).

2. Построим окружность с центром в точке D и радиусом,
равным áó.
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3. Пусть å | точка пересечения построенных окружностей,
лежащая в одной полуплоскости с точкой á относительно пря-
мой Á. Тогда прямая áå | искомая.

Действительно, из построения следует равенство треуголь-
ников DBE и ó÷á (по двум сторонам и углу между ними,
см. рис. 4в). Кроме того, серединный перпендикулярm к отрезку
CD проходит через точку ÷. Тогда точки å и á симметричны
относительно прямой m, поэтому прямая áå перпендикуляр-
на m, следовательно, эта прямая параллельна прямой Á.
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Рис. 4в

Заметим, что формулировка задачи со словами «. . . как можно меньше
линий» не предполагает доказательства минимальности. Тем не менее двумя
линиями в этой задаче не обойтись: вторая линия должна быть искомой
прямой, значит первая линия должна дать нам еще одну точку на искомой
прямой. Но пересечь первую линию мы можем только с прямой a!

2. Для решения задачи достаточно построить угол величины
1◦, имея угол 19◦. Заметим, что 19◦ · 19 = 361◦ = 360◦ + 1◦. Сле-
довательно, для такого построения достаточно к данному углу
последовательно пристраивать равные ему углы до тех пор, пока
их не станет 19. Полученный угол величины 1◦ позволит выпол-
нить искомое построение.

3. Пусть ó | данный угол, вершина которого «недоступна».
Воспользуемся тем, что диагональ ромба является биссектри-
сой его углов. Используя двустороннюю линейку можно прове-
сти прямые, параллельные сторонам данного угла на одинаковых
расстояниях от них. Повторив эту операцию дважды, получим
ромбы áó÷D и á1ó÷1D1 (см. рис. 5). При гомотетии с центром
ó один из них является образом другого, поэтому точки ó, D
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и D1 лежат на одной прямой, то есть искомая биссектриса лежит
на прямой DD1.
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Рис. 5

4. Пусть áD | искомая касательная, где á | данная точка
дуги окружности (см. рис. 6а, б).

Первый способ. Воспользуемся тем, что касательная к окруж-
ности, перпендикулярная радиусу ïá, параллельна любой хорде
окружности, перпендикулярной этому радиусу (см. рис. 6а). Для
этого проведём окружность с центром á так, чтобы она пере-
секла данную дугу в точках ÷ и ó. Далее проведём хорду ÷ó

и прямую áD, параллельную ÷ó.
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Рис. 6а Рис. 6б

Второй способ. Пусть B и ó | произвольные точки данной
окружности (отличные от á), причём ÷ и D лежат в разных
полуплоскостях относительно прямой áó (см. рис. 6б). Тогда
угол á÷ó | вписанный и опирается на дугу áó, а óáD |
угол между касательной и хордой áó, стягивающей эту дугу.
Следовательно, ∠óáD = ∠á÷ó.

Таким образом, решение задачи сводится к построению угла
á÷ó и угла óáD, ему равного.
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5. Пусть á÷ó | данный треугольник, вершина ó которо-
го «недоступна». Для построения искомой точки í достаточно
построить медианы AD и BE этого треугольника (см. рис. 7).
В этом случае DE | средняя линия треугольника, тогда если
F | середина стороны á÷, то AEDF | параллелограмм.

Таким образом, решение задачи сводится к последовательно-
му построению середины F стороны á÷; прямой FD, параллель-
ной áó (D | точка её пересечения со стороной ÷ó); прямой
Då, параллельной á÷ (E | точка её пересечения со стороной
áó); отрезков AD и BE.
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Рис. 7 Рис. 8

6. а) Проведём лучи áò и ÷ò до пересечения с окружностью
в точках D и E соответственно. Тогда ∠ADB = ∠AEB = 90◦,
так как эти углы вписанные и опираются на диаметр (см. рис. 8).
Пусть лучи áå и BD пересекаются в точке ó, тогда áD и BE |
высоты треугольника á÷ó. Следовательно, точка ò | орто-
центр этого треугольника, значит, óò ⊥ á÷.

б) Если точка ò лежит вне данного круга, то искомое по-
строение осуществляется аналогично (поскольку точка ó | ор-
тоцентр треугольника áò÷).

Если точка ò лежит на границе данного круга, то задача становится го-
раздо сложнее. Искомое построение можно осуществить, используя понятие
поляры точки относительно окружности. Подробнее о полярном со-
ответствии | см., например, [14]. Построение перпендикуляра к диаметру
á÷ в этом случае | см. Приложения.
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7. а) Для осуществления искомого построения полезно «со-
здать» треугольник á÷ó так, чтобы точка K стала одной из «за-
мечательных» его точек, например ортоцентром (см. рис. 9а).
Тогда перпендикуляр, опущенный из K на прямую á÷, принад-
лежит прямой, проходящей через точку ó.

Таким образом, решение задачи сведется к проведению пер-
пендикуляров KD и KE к сторонам данного угла, продолжения
которых пересекут другие стороны угла в точках A и B соответ-
ственно. Прямая KF , перпендикулярная á÷, является искомой.

Также возможным (но более громоздким) является построение треуголь-
ника, в котором K | точка пересечения медиан.
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Рис. 9а Рис. 9б

б) Идея этого построения тесно связана с некоторыми поняти-
ями проективной геометрии, но, тем не менее, само решение
может быть полностью обосновано в рамках элементарной гео-
метрии.

Через данную точкуK проведём отрезкиDM и EF с концами
на сторонах данного угла ó (см. рис. 9б). Пусть прямые FD и
íå пересекаются в точке Q. Через точку Q проведем еще одну
прямую, пересекающую стороны угла ó в точках N и ô . Пусть
прямые DT и NF пересекаются в точке L, тогда L принадлежит
искомой прямой CK.

Докажем это.
1) По теореме Менелая для треугольника QDT и секущей

NF :
QN

NT
· TL
LD

· DF
FQ

= 1.
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2) По теореме Менелая для треугольника QDM и секущей

EF :
QE

EM
· MK

KD
· DF
FQ

= 1.

Из полученных равенств следует, что
QN

NT
· TL
LD

=
QE

EM
·MK

KD
(∗).

3) По теореме Менелая для треугольника TQM и секущей

EN :
QE

EM
·MC

CT
· TN
NQ

= 1 ⇔ QN

NT
=

QE

EM
·MC

CT
. Подставим полученное

значение
QN

NT
в равенство (∗) и упростим:

TL

LD
· DK
KM

· MC

CT
= 1.

Тогда по обратной теореме Менелая для треугольника
TDM получим, что точки L, K и ó лежат на одной прямой!

Доказательство теоремы Менелая | см., например, [1], [14] или [16].

8. Рассмотрим исходный чертёж: ABCD | данный четырёх-
угольник; ï и Q | центры описанной и вписанной окружностей
соответственно (см. рис. 10).

Так как Q | центр окружности,
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Рис. 10

вписанной в á÷óD, то AQ| биссек-
триса угла BAD, пересекающая опи-
санную окружность в точке N . Тогда
равны градусные меры дуг BN и ND.
Пусть MN | диаметр окружности,
тогда равны и градусные меры дуг
BM и MD. Следовательно, óí |
биссектриса угла BCD, поэтому она
содержит точку Q | центр окружно-
сти, вписанной в á÷óD.

Таким образом, если на чертеже сохранилась, например, вер-
шина á, то можно восстановить противолежащую вершину ó.
Для этого достаточно провести три линии: луч AQ пересекает
описанную окружность в точке N , луч NO пересекает описан-
ную окружность в точке M , и луч MQ пересекает описанную
окружность в искомой точке ó.

К теме данного занятия также относятся задачи 63{72 из раздела «Зада-
чи для самостоятельного решения».
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Задачи для самостоятельного решения

Задача 1. Постройте треугольник по следующим данным:
а) двум сторонам и высоте, проведённой к третьей стороне;
б) стороне и двум высотам (рассмотрите два случая);
в) по углу, высоте и биссектрисе, проведённым из вершины

этого угла;
г) стороне, противолежащему углу и медиане, проведённой

к этой стороне;
д)∗ медиане, высоте и биссектрисе, проведённым из одной

вершины;
е) высоте и медиане, проведённым к одной из сторон, и углу

между этой стороной и другой медианой;
ж) двум высотам и медиане, проведённым из разных вершин;
з) по стороне и двум медианам (рассмотрите два случая);
и) по двум медианам и углу между ними;
к) стороне, прилежащему к ней углу и разности двух других

сторон;
л) стороне, противолежащему углу и радиусу вписанной ок-

ружности;
м) стороне, проведённой к ней высоте и отношению двух дру-

гих сторон;
н) биссектрисе и длинам двух отрезков, на которые она раз-

бивает противолежащую сторону треугольника;
о)∗ углу, высоте, проведённой из вершины этого угла, и пери-

метру;
п)∗ двум сторонам так, чтобы медиана, проведённая к тре-

тьей стороне, делила угол, из вершины которого она проведена,
в отношении 1 : 2;

р) стороне, радиусу вписанной окружности и радиусу вневпи-
санной окружности, касающейся данной стороны.
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Задача 2. Постройте прямоугольный треугольник по следу-
ющим данным:

а) сумме катетов и острому углу;
б) сумме катета и гипотенузы и острому углу;
в) гипотенузе и разности катетов;
г) острому углу и радиусу вписанной окружности;
д) гипотенузе и биссектрисе, проведённой к гипотенузе;
е) по катету и отношению другого катета к гипотенузе:

Задача 3. Постройте равнобедренный треугольник по следу-
ющим данным:

а) основанию и радиусу описанной окружности;
б) основанию и проекции основания на боковую сторону;
в) двум неравным высотам;
г) радиусу описанной окружности и отношению боковой сто-

роны к основанию.

Задача 4. Дан произвольный треугольник. Постройте:
а) описанную около него окружность; б) вписанную в него окруж-
ность; в) вневписанные окружности.

Задача 5. Постройте окружность, вписанную в данный угол
á÷ó, которая касается стороны ÷á в заданной точке á.

Задача 6. Даны прямая и окружность, не имеющие общих
точек. Постройте окружность заданного радиуса r, касающуюся
данных прямой и окружности.

Задача 7. Даны окружность ! и точка á. Постройте пря-
мую, проходящую через точку á так, чтобы хорда, высекаемая
окружностью ! на этой прямой, имела заданную длину d.

Задача 8. Постройте окружность, на которой стороны за-
данного треугольника высекают три равные хорды, имеющие
заданную длину.

Задача 9. Постройте окружность, касающуюся двух данных
окружностей, причём одной из них | в заданной точке.

Задача 10∗: Постройте окружность, проходящую через две
заданные точки и касающуюся данной окружности.
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Задача 11∗: Постройте окружность, касающуюся заданной
окружности и двух заданных непараллельных прямых.

Задача 12∗: Постройте окружность, касающуюся двух задан-
ных окружностей так, чтобы прямая, соединяющая точки каса-
ния, проходила через заданную точку.

Задача 13. Даны окружность и две точки внутри неё. Впи-
шите в окружность прямоугольный треугольник так, чтобы его
катеты проходили через заданные точки.

Задача 14. Постройте выпуклый четырёхугольник á÷óD

по следующим данным:
а) трём сторонам и двум углам, прилежащим к четвёртой

стороне;
б) четырём сторонам и углу между прямыми á÷ и CD;
в) диагоналям, углу между ними и двум противолежащим

сторонам;
г)∗ трём углам и двум диагоналям;
д)∗ четырём сторонам, если известно, что á÷óD | вписан-

ный;
е)∗ сторонам AB и AD, углам B и D, если известно, что

á÷óD | описанный;
ж) сторонам á÷ и AD, диагонали áó и разности углов B иD,

если известно, что диагональ áó является биссектрисой угла á;
з)∗ четырём сторонам и сумме углов ÷ и D.

Задача 15. Постройте параллелограмм по следующим дан-
ным:

а) двум сторонам и высоте;
б) высоте и двум диагоналям;
в) периметру, диагонали и противолежащему ей углу;
г) отношению сторон, углу и высоте;
д) отношению диагоналей, углу между ними и стороне;
е) двум сторонам и углу между диагоналями.

Задача 16. Постройте ромб по следующим данным: а) высоте
и диагонали; б) стороне и разности диагоналей.

Задача 17. Постройте трапецию по следующим данным:
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а) боковым сторонам, разности оснований и одной из диаго-
налей;

б) разности оснований, диагонали и двум углам, прилежащим
к одному основанию;

в) боковым сторонам, одному из оснований и разности углов
при этом основании.

Задача 18. Восстановите треугольник, если заданы:
а) середины его сторон;
б) точки касания его сторон и вписанной окружности;
в) точки пересечения биссектрис его углов с описанной ок-

ружностью (треугольник остроугольный);
г) точки, симметричные его ортоцентру относительно его

сторон (треугольник остроугольный);
д) точки, симметричные центру описанной около него окруж-

ности относительно его сторон;
е)∗ середина стороны и середины высот, проведённых к двум

другим сторонам;
ж)∗ его центр описанной окружности, точка пересечения ме-

диан и основание одной из высот;
з)∗ центры вписанной, описанной и одной из вневписанных

окружностей;
и)∗ центр вписанной окружности, середина одной из сторон и

основание высоты, проведённой к этой стороне.
Задача 19. Восстановите:
а) квадрат по серединам двух его сторон (рассмотрите два

случая);
б) квадрат á÷óD, если заданы его вершина á и расстояния

от вершин ÷ и D до фиксированной точки ï плоскости;
в) ромб ABCD с данной длиной высоты, если заданы его

вершина á и точка å | середина стороны ÷ó;
г) прямоугольный треугольник á÷ó по вершине ó прямого

угла, вершине á острого угла и точке L, лежащей на биссектрисе
угла ÷;

д) равнобедренный треугольник по основаниям его биссек-
трис;
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е)∗ вписанный и описанный четырёхугольник по трём его вер-
шинам;

ж)∗ пятиугольник по серединам его сторон.

Задача 20. Дан отрезок длины 1. Постройте:

а) отрезок длины
√
2−

√
2;

б) угол, тангенс которого равен

√
2

5−
√
7
.

Задача 21. Даны отрезки с длинами Á и b. Постройте
отрезок:

а) m =
a+ b

2
(среднее арифметическое);

б) g =
√
ab (среднее геометрическое);

в) h =
2ab

a+ b
(среднее гармоническое);

г) n =

√
a2 + b2

2
(среднее квадратичное).

Задача 22. Даны отрезки с длинами Á и b. Постройте отре-
зок: а) x =

4
√
a3b; б)∗ y = 4

√
a4 + b4.

Задача 23. Даны отрезки ha, hb и hc, равные высотам не-
которого треугольника. Постройте отрезок r, равный радиусу
окружности, вписанной в этот треугольник.

Задача 24. Внутри данного треугольника á÷ó постройте
точку í так, чтобы SAMB : SBMC : SCMA = 3 : 2 : 1.

Задача 25. Через вершину выпуклого четырёхугольника
проведите прямую, делящую его на две равновеликие части.

Задача 26∗: Дан треугольник á÷ó. Постройте прямую, де-
лящую пополам его площадь и периметр.

Задача 27∗: На прямой даны точки á, ÷, ó и D (в указанном
порядке). Постройте точкуí , из которой отрезки á÷, ÷ó и CD
видны под равными углами.

Задача 28. Основания двух равнобедренных треугольников
лежат на одной прямой, а вершины | в одной полуплоскости
относительно этой прямой. Параллельно основаниям треуголь-
ника проведите прямую так, чтобы отрезки этой прямой внутри
треугольников были равны.
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Задача 29. Даны две параллельные прямые и точка, лежа-
щая между ними. Постройте окружность, касающуюся данных
прямых и проходящую через данную точку.

Задача 30. Даны две пары параллельных прямых и точка ò .
Постройте прямую, проходящую через точку ò так, что обе пары
параллельных прямых отсекают на этой прямой равные отрезки.

Задача 31. Постройте равнобедренный прямоугольный тре-
угольник á÷ó с вершиной прямого угла в заданной точке ó так,
чтобы вершины á и ÷ принадлежали двум заданным окружно-
стям.

Задача 32. Постройте равносторонний треугольник с вер-
шинами, лежащими на трёх заданных параллельных прямых.

Задача 33. Даны точки á и ÷ и окружность S с центром ï.
Постройте на окружности S такие точки C и D, что прямые áó
и BD параллельны, а дуга CD имеет заданную величину �.

Задача 34. В окружности даны непересекающиеся хорды á÷

и CD. Постройте на окружности такую точкуí , чтобы прямые
áí и ÷í высекали на хорде CD отрезок, равный данному.

Задача 35. В окружности даны непересекающиеся хорды á÷

и CD. На хорде CD задана точка ò . Постройте на окружности
такую точкуí , чтобы прямые áí и ÷í высекали на хорде CD
отрезок, делящийся точкой ò пополам.

Задача 36∗: Даны две окружности и точка M , не лежащая ни
на одной из них. Постройте прямую, проходящую через точкуM
и высекающую на данных окружностях хорды равной длины.

Задача 37∗: Дана окружность, точка ó внутри неё, и прохо-
дящая через точку ó хорда á÷. Постройте окружность, касаю-
щуюся хорды á÷ в точке ó и данной окружности.

Задача 38. Постройте треугольник á÷ó, если заданы вер-
шина á и прямые, на которых лежат биссектрисы углов ÷ и ó.

Задача 39. Даны две концентрические окружности. Пост-
ройте прямую так, чтобы меньшая окружность разделила об-
разовавшуюся хорду большей окружности на три равные части.
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Задача 40. Даны две концентрические окружности. По-
стройте квадрат так, чтобы две его соседние вершины лежали
на одной окружности, а две другие вершины | на другой.

Задача 41. В данный сектор круга с центром ï (ограни-
ченный радиусами ïá и ï÷ и дугой á÷) впишите квадрат так,
чтобы две его вершины лежали на дуге á÷ и по одной вершине |
на радиусах ïá и ï÷.

Задача 42. Постройте квадрат ABCD так, чтобы вершина á
находилась в заданной точке, а вершины B и C принадлежали
заданной окружности.

Задача 43. Дан четырёхугольник. Впишите в него ромб, сто-
роны которого параллельны диагоналям четырёхугольника.

Задача 44. Дорога á÷ пересекает реку ÷ó так, что угол
á÷ó | острый. Гонец находится в точке ò внутри этого угла.
Ему требуется напоить коня и выехать на дорогу. Найдите крат-
чайший путь гонца.

Задача 45∗: Даны прямая l и точки á и ÷, лежащие относи-
тельно неё в одной полуплоскости. Постройте на прямой l такую
точку í , что áí +÷í = a, где a | заданная величина.

Задача 46. Дан угол и внутри него точки á и ÷. Постройте
параллелограмм, для которого á и ÷ | противоположные вер-
шины, а две другие вершины лежат на сторонах угла.

Задача 47∗: Дан острый угол с вершиной ï и внутри него
точки P и Q. Постройте равнобедренный треугольник á÷ó так,
что основание á÷ принадлежит одной стороне угла, вершина
ó | другой, а стороны áó и ÷ó содержат точки P и Q.

Задача 48. Даны острый угол áï÷ и точка ó внутри него.
На стороне ï÷ постройте точкуí , равноудалённую от стороны
ïá и от точки ó.

Задача 49. От данного угла отсеките треугольник заданного
периметра, проведя прямую, параллельную данной.

Задача 50. Через данную внутри угла точку проведите пря-
мую, отсекающую от этого угла треугольник: а) наименьшей
площади; б)∗ наименьшего периметра.
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Задача 51. Дан угол áï÷ и точки C и D внутри него. На
сторонах угла постройте точки M и K так, чтобы периметр
четырёхугольника CDKM был наименьшим.

Задача 52∗: Постройте треугольник наименьшего периметра,
вписанный в данный остроугольный треугольник.

Задача 53∗: Дан произвольный треугольник á÷ó. Постройте
прямую, проходящую через точку ÷ и разбивающую его на два
треугольника с равными радиусами вписанных окружностей.

Задача 54. В данный треугольник впишите две равные
окружности, каждая из которых касается двух сторон треуголь-
ника и другой окружности.

Задача 55. В данный треугольник á÷ó впишите треуголь-
ник XY Z, стороны которого соответственно параллельны сто-
ронам заданного треугольника LMN .

Задача 56. На стороне á÷ треугольника á÷ó дана точка ò .
Впишите в треугольник á÷ó треугольник PXY , подобный за-
данному треугольнику LMN .

Задача 57. На стороне данного треугольника постройте точ-
ку, сумма расстояний от которой до двух других сторон равна
заданному отрезку.

Задача 58. Внутри данного остроугольного треугольника
постройте точку, сумма расстояний от которой: а) до всех вер-
шин и до всех сторон; б)∗ до всех вершин | наименьшая.

Задача 59. Дана прямая m и две окружности, лежащие в
одной полуплоскости относительно этой прямой. На прямой m

постройте точку í так, чтобы какие-то две касательные, про-
ведённые из í к двум данным окружностям, образовали с пря-
мой m равные углы.

Задача 60. Через общую точку двух пересекающихся окруж-
ностей проведите прямую так, чтобы эти окружности высекали
на ней хорды, отношение которых равно заданному.

Задача 61. Даны две окружности и точка ï. Постройте
окружность с центром в точке ï, пересекающую данные окруж-
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ности так, чтобы одна из её дуг с концами на этих окружностях
имела заданную угловую величину.

Задача 62. Даны две равные окружности, на одной из них
дана точка á, на другой | точка ÷. Постройте центр поворота,
при котором вторая окружность является образом первой и при
этом точка ÷ является образом точки á.

Задача 63. Постройте центр параллелограмма, все вершины
которого «недоступны».

Задача 64. Имеется линейка, на которой отмечен отрезок
1 см. C помощью такой линейки постройте какой-нибудь перпен-
дикуляр к данной прямой.

Задача 65. В остроугольном треугольнике отмечена сере-
дина одной из сторон. Проведя не более двух линий, постройте
меньший треугольник, ему подобный.

Задача 66. Дан треугольник á÷ó с «недоступной» верши-
ной ó. Пользуясь только двусторонней линейкой, постройте ме-
диану к стороне á÷.

Задача 67. В окружности, центр которой «недоступен», про-
ведены две параллельные неравные хорды. Пользуясь только од-
ной линейкой, постройте диаметр, перпендикулярный этим хор-
дам.

Задача 68. На чертеже изображен неравнобедренный тре-
угольник ABC и окружность, проходящая через точки B, C
и центр I вписанной окружности треугольника ABC (центры
окружностей на чертеже не отмечены). Постройте точку I

с помощью одной линейки.
Задача 69. Дан отрезок длины Á. Пользуясь только цирку-

лем, постройте отрезок длины 2Á.
Задача 70. На окружности отмечена одна из вершин пра-

вильного 2010-угольника. Постройте ещё пять вершин этого мно-
гоугольника.

Задача 71. Дан правильный шестиугольник со стороной 1.
С помощью одной линейки постройте отрезок, равный

√
7.

Задача 72. Имеется пластмассовый угольник с углами 30◦,
60◦, 90◦ (без делений). Постройте с помощью него угол 15◦.
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Указания к решениям задач

и краткие решения

1. а) Используйте вспомогательный прямоугольный треуголь-
ник, в котором катет | данная высота, а гипотенуза | одна из
данных сторон.

б) Используйте вспомогательный прямоугольный треуголь-
ник, в котором гипотенуза | данная сторона, а катет | высота,
проведённая к другой стороне.

в) Используйте вспомогательный прямоугольный треуголь-
ник, в котором гипотенуза | данная биссектриса, а катет |
данная высота.

г) Найдите пересечение двух ГМТ: из которых данная сто-
рона видна под данным углом и находящихся от середины этой
стороны на расстоянии, равном данной медиане.

д)∗ Постройте два вспомогательных перекрывающихся пря-
моугольных треугольника с общим катетом, равным данной вы-
соте, гипотенузы которых| данные медиана и биссектриса. Вос-
пользуйтесь тем, что серединный перпендикуляр и биссектриса,
проведённые к одной стороне, пересекаются на окружности, опи-
санной около искомого треугольника.

е) Используйте вспомогательный прямоугольный треуголь-
ник, в котором гипотенуза | данная медиана, а катет | данная
высота. Угол между двумя медианами выражается через данный
и уже построенный углы.

ж) Продлите данную медиану на её длину, тогда задача све-
дётся к построению параллелограмма по диагонали и двум высо-
там.

з) Если даны Á, mb и mc, то можно использовать вспомога-

тельный треугольник, образованный отрезками Á,
2

3
mb и

2

3
mc.
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Если даны Á, ma и mb, то можно использовать вспомогательный

треугольник, образованный отрезками
1

2
a,

2

3
mb и

1

3
ma.

и) Используйте вспомогательный треугольник со сторонами
2

3
mb и

2

3
mc (mb и mc | данные медианы) и углом между ними,

равным заданному.
к) Отложив меньшую из сторон на большей, можно получить

вспомогательный треугольник с двумя заданными сторонами и
углом между ними.

л) Пусть в искомом треугольнике á÷ó задан угол ÷áó, то-
гда угол ÷ïó, где ï | центр вписанной окружности, через не-
го выражается. Значит, можно построить вспомогательный тре-
угольник ÷ïó по стороне, противолежащему углу и высоте, про-
ведённой к этой стороне, которая равна данному радиусу.

м) Используйте окружность Аполлония (см. пример 3 за-
нятия 3), и ГМТ, находящихся от данной прямой на заданном
расстоянии.

н) Используйте свойство биссектрисы треугольника и ок-
ружность Аполлония (см. пример 3 занятия 3).

о)∗ Выполнив дополнительное построение как в примере 2
занятия 1, получим вспомогательный треугольник. Он строится
по основанию, противолежащему углу и высоте.

Либо можно использовать тот факт, что расстояния от вер-
шины треугольника до точек касания вневписанной окружно-
сти с продолжениями сторон равно полупериметру треугольника,
а также построение общей касательной к двум окружностям.

п)∗ Используйте, например, алгебраический метод решения,
приравняв площади двух треугольников, на которые медиана раз-
бивает искомый треугольник.

р) Пусть в искомом треугольнике á÷ó заданы сторона ÷ó =
= Á, r и ra. Тогда расстояние между точками касания вписанной
и вневписанной окружностей с прямой á÷ (или с прямой AC)
равно Á.

Следовательно, решение задачи сводится к построению ок-
ружностей радиусов r и ra, касающихся прямой á÷ в точках,
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находящихся на расстоянии Á, и построению общих касательных
к этим окружностям.

Можно также использовать алгебраический метод, выразив полупери-
метр искомого треугольника и угол ÷áó:

pr = (p− a)ra ⇔ p =
ara

ra − r
; tg

1

2
∠BAC =

r

p− a
=
ra − r

a
:

2. а) Отложив один из катетов на продолжении другого, полу-
чим вспомогательный треугольник с заданной стороной и двумя
прилежащими углами.

б) Отложив один из катетов на продолжении гипотенузы, по-
лучим вспомогательный треугольник с заданной стороной и дву-
мя прилежащими углами.

в) Отложив меньший катет на большем, получим вспомога-
тельный треугольник с двумя заданными сторонами и углом,
противолежащим большей из них.

г) Впишите в прямой угол окружность данного радиуса, а за-
тем используйте, что её центр лежит на биссектрисе данного
угла.

д) Используйте алгебраический метод для того, чтобы выра-
зить один из отрезков, на которые основание биссектрисы делит
гипотенузу.

е) Используйте метод подобия или алгебраический метод (те-
орема Пифагора).

3. а) В окружность данного радиуса впишите хорду данной
длины.

б) Используйте вспомогательный прямоугольный треуголь-
ник, в котором основание является гипотенузой, а проекция |
катетом.

в) Используя теорему Фалеса и свойства средней линии
треугольника, постройте вспомогательный прямоугольный тре-
угольник, у которого гипотенузой является высота, проведённая
к основанию, а катетом | половина другой высоты.

г) Используйте метод подобия.
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4. Постройте сначала центры этих окружностей, используя
стандартные ГМТ.

5. Центр искомой окружности | пересечение биссектрисы
угла á÷ó и перпендикуляра к прямой ÷á, восставленного из
точки á.

6. Центр искомой окружности является пересечением двух
ГМТ: находящихся от данной прямой на расстоянии r и нахо-
дящихся от центра данной окружности на расстоянии R+ r, где
R | радиус данной окружности.

7. Можно вписать в окружность ! хорду данной длины d

и использовать тот факт, что равные хорды окружности рав-
ноудалены от её центра. Тогда середина ó искомой хорды будет
находиться от центра ï окружности на найденном расстоянии,
а отрезок ïá виден из точки ó под прямым углом.

Можно также построить касательную к окружности !, проходящую че-
рез точку á, и использовать алгебраический метод, применяя теорему об
отрезках секущей.

8. Центр искомой окружности совпадает с центром окруж-
ности, вписанной в заданный треугольник. Её радиус равен√
r2 +

(
d

2

)2
, где r | радиус вписанной окружности, d | требу-

емая длина хорд.

9. Постройте касательную к данной окружности, проходя-
щую через заданную на ней точку. Тогда задача сведётся к уже
решённой (см. задачу 6 занятия 2).

10∗: Пусть ò | точка касания данной и искомой окружностей,
í | точка пересечения общей касательной к этим окружностям,
проходящей через точку ò , с прямой á÷ (á и ÷ | заданные
точки). Тогда для любой прямой, проходящей через точку í

и пересекающей данную окружность в точках C и D, выполняет-
ся равенство:íó ·MD =MP 2 =MA ·MB, из которого следует,
что точки á, ÷, ó и D лежат на одной окружности. Таким обра-
зом, возможно следующее построение: построим какую-нибудь
окружность, проходящую через точки á и ÷ и пересекающую
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данную окружность в двух точках ó и D; на пересечении пря-
мых á÷ и CD получим точку í ; построим касательную к дан-
ной окружности, проходящую через точкуí ; проводим искомую
окружность через точки á, ÷ и полученную точку касания ò .

Можно также использовать инверсию, центр которой лежит на данной
окружности. Тогда задача сведётся к построению окружности, касающейся
данной прямой и проходящей через две заданные точки.

11∗: Искомая окружность гомотетична заданной относительно
точки ô их касания. Образами заданных прямых Á и b при такой
гомотетии являются параллельные им прямые a′ и b′, которые ка-
саются заданной окружности. При этом если ó = Á∩b, ó ′ = Á′∩b′,
то центр гомотетии лежит на прямой óó ′. Таким образом, реше-
ние задачи сведётся к построению точки ô пересечения прямой
óó ′ с заданной окружностью, тогда центр искомой окружно-
сти | точка пересечения биссектрисы угла между прямыми Á

и b с прямой ïô (ï | центр заданной окружности).
Возможен и другой способ. Пусть задана окружность с цен-

тром ï радиуса R, а у искомой окружности | центр ï′ и радиус

r. Тогда при гомотетии с центром ï′ и коэффициентом k =
R+ r

r
образом искомой окружности является окружность с тем же цен-
тром ï′ и радиусом R + r, которая проходит через точку ï.
Образами заданных прямых Á и b при этой гомотетии являются
параллельные им прямые a′′ и b′′, которые касаются полученной
окружности. Таким образом, построив прямые a′′ и b′′, соответ-
ственно параллельные прямым Á и b и находящиеся от них на
расстоянии R, получим угол с вершиной ó ′′ = Á′′∩b′′. В этот угол
можно вписать окружность, проходящую через данную точку ï
(см. задачу 7 занятия 7). Концентрическая окружность, радиус
которой меньше радиуса построенной окружности на R, | иско-
мая.

12∗: Пусть заданы точка ò и окружности ! и !1 с центрами ï
и ï1 соответственно. Предположим, что á и ÷ | точки касания
искомой окружности S с заданными окружностями ! и !1 соот-
ветственно. Рассмотрим гомотетию с центром á, при которой
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S является образом !, и гомотетию с центром ÷, при которой
!1 является образом S. Композицией этих гомотетий является
гомотетия с центром в точке Q пересечения прямых á÷ и ïï1,
при которой образом окружности ! является окружность !1.

Таким образом, искомые точки á и ÷ будут являться точками
пересечения заданных окружностей с прямой PQ.

13. Пусть á÷ó | искомый прямоугольный треугольник с ги-
потенузой á÷. Тогда отрезок, соединяющий две заданные точки,
виден из точки ó под прямым углом.

14. а) Пусть заданы стороны á÷, ÷ó и óD, углы á и D.

Рассмотрите образ прямой á÷ при параллельном переносе на
−−→
BC

и получите вспомогательный треугольник с известной стороной
CD и двумя углами.

б) Рассмотрите образ отрезка á÷ при том же параллельном
переносе, что и в пункте а), и получите вспомогательный тре-
угольник с двумя известными сторонами и углом между ними.

в) Чтобы получить вспомогательный треугольник, две сто-
роны которого | данные диагонали, а угол между ними равен
заданному углу, используйте параллельный перенос.

г)∗ Пусть D1 и D2 | образы точки D при параллельных

переносах на векторы
−→
AC и

−→
CA соответственно. Тогда D1D =

= D2D = áó. Опишем около треугольников DCD1 и DAD2

окружности !1 и !2. Пусть M и N | точки пересечения прямых
BC и BA с окружностями !1 и !2 соответственно. Тогда MCD

и NáD | углы, смежные с данными углами при вершинах ó и
á. Поскольку ∠D1CD = ∠CDA = ∠D2AD, то, построив точки
D, D1 и D2 и используя ГМТ, из которых данный отрезок виден
под данным углом, можно построить окружности !1 и !2. Далее,
используя углы MCD и NáD, на этих окружностях восстана-
вливаются точки í и N . Вершина ÷ находится от точки D на
заданном расстоянии и ∠MBN = ∠CBA, то есть эта вершина
является пересечением двух стандартных ГМТ.

д)∗ Примените алгебраический метод, выразив диагонали ис-
комого четырёхугольника. Для это можно использовать теоре-
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му Птолемея: AC ·BD = AB · CD +AD ·BC и соотношение

AC

BD
=
2R · sin∠B
2R · sin∠A

=
BA ·BC +DA ·DC
AB ·AD + CB · CD

;

которое получается применением следствия из теоремы синусов
и вычислением площади á÷óD двумя способами.

е)∗ Пусть искомый четырёхугольник построен, ï | центр
вписанной в него окружности (см. рис.). Предположим, что AD >

> AB. Рассмотрим симметрию относительно прямой áï. Так
как áï | биссектриса угла ÷áD, точка B′ | образ точки
B | лежит на отрезке áD и B′D = AD − AB. Пусть M |
точка пересечения прямой, симметричной ÷ó, и стороны CD,
тогда ∠MB′D = 180◦ −∠B. Таким образом, искомое построение
сведётся к построению вспомогательного треугольника B′MD

по стороне и двум прилежащим углам и построению точки ï,
которая является центром вневписанной окружности этого тре-
угольника, касающейся стороны B′M .

A

B

C

D

B′
M

O

ж) Используйте композицию симметрии с осью áó и гомоте-

тии с центром á и коэффициентом k =
AB

AD
. При таком преобра-

зовании угол ó ′BC (где C ′ | образ точки ó) равен заданной
разности углов.

з)∗ Пусть AB = a, BC = b, CD = c и DA = d. Рассмотрим
поворотную гомотетию с центром A, переводящую точку B
в точку D. Пусть C ′ | образ точки C при этой гомотетии.
Тогда ∠CDC ′ = ∠B + ∠D или ∠CDC ′ = 360◦ − (∠B + ∠D)

и DC ′ =
BC ·AD
AB

=
bd

a
. Вспомогательный треугольник CDC ′

108



можно построить по сторонам CD, DC ′ и углу CDC ′. Точка A
является точкой пересечения окружности с центром D радиуса d
и ГМТ X, для которых C ′X : CX = d : a (окружность Апол-
лония, см. пример 3 занятия 3).

15. а) Задача сводится к построению треугольника по двум
сторонам и высоте, проведённой к одной из них.

б) Задача сводится к построению треугольника по двум сто-
ронам и высоте, проведённой к третьей стороне.

в) Задача сводится к построению треугольника по стороне,
противолежащему углу и сумме двух других сторон.

г) Задача сводится к построению треугольника по аналогич-
ным данным с помощью метода подобия.

д) Задача сводится к построению треугольника по стороне,
противолежащему углу и отношению двух других сторон с помо-
щью метода подобия.

е) Пусть ï | точка пересечения диагоналей искомого парал-
лелограмма ABCD, а M | середина стороны AD. Заметим, что

OM =
1

2
AB. Тогда задача сводится к построению треугольника

AOD по стороне AD, противолежащему ей углу AOD и медиане
OM , проведённой к этой стороне (см. задачу 1г этого раздела).

Возможен также алгебраический метод с использованием теоремы коси-
нусов.

16. а) Задача сводится к построению прямоугольного тре-
угольника по катету и гипотенузе.

б) Задача сводится к построению прямоугольного треуголь-
ника по гипотенузе и разности катетов.

17. Пусть á÷óD| искомая трапеция (AD ‖ BC, AD > BC).
а) Рассмотрите образ отрезка á÷ при параллельном переносе на
−−→
BC и получите вспомогательный треугольник с тремя известны-
ми сторонами.

б) Рассмотрите образ отрезка á÷ при параллельном переносе

на
−−→
BC и получите вспомогательный треугольник с известной

стороной и прилежащими к ней углами.
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в) Рассмотрите образ боковой стороны при симметрии от-
носительно серединного перпендикуляра к одному из оснований.
Получится вспомогательный треугольник, в котором известны
две стороны и угол между ними.

18. а) Рассмотрите треугольник с вершинами в заданных точ-
ках и через каждую его вершину проведите прямую, параллель-
ную противолежащей стороне.

б) Постройте вписанную окружность (по трём заданным точ-
кам) и в этих точках проведите к ней касательные.

в) Постройте окружность по трём заданным точкам и рас-
смотрите треугольник с вершинами в этих точках. Высоты этого
треугольника пересекают окружность в вершинах искомого тре-
угольника.

г) Заданные точки лежат на окружности, описанной около ис-
комого треугольника. Постройте эту окружность и рассмотрите
треугольник с вершинами в заданных точках. Биссектрисы это-
го треугольника пересекают окружность в вершинах искомого
треугольника.

д) Используем тот факт, что центр O окружности, описан-
ной около треугольника, является ортоцентром его срединно-
го треугольника (треугольника, образованного его средними
линиями). Пусть заданы точки á, ÷ и ó. Тогда срединный тре-
угольник является образом треугольника á÷ó при гомотетии с

центром O и коэффициентом
1

2
.

Отметим, что искомый треугольник центрально-симметричен треуголь-
нику á÷ó.

е)∗ Пусть í | середина сто-

A B

C

Q

PH

K L

M

роны á÷ искомого треугольника
á÷ó, K и L | середины высот
áò и BQ (см. рис.). Тогда MK |
средняя линия треугольника áò÷,
значит, MK ⊥ AP . Аналогично
ML ⊥ BQ. Следовательно, окруж-
ность, содержащая три заданные
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точки, проходит также через ортоцентр î треугольника á÷ó,
причем íî | диаметр этой окружности. Поэтому решение
задачи сводится к построению отрезка á÷, серединой которого
является заданная точка í , а его концы лежат на сторонах угла
KHL (см. пример 2 занятия 5).

ж)∗ Постройте ортоцентр искомого треугольника, используя
теорему о прямой Эйлера. Затем постройте прямую, содержа-
щую высоту треугольника, прямую, содержащую сторону, к ко-
торой эта высота проведена, и, опустив на неё перпендикуляр из
центра описанной окружности, постройте середину этой сторо-
ны.

з)∗ Используйте следующее утверждение (теорема о «три-
листнике»): «Пусть биссектриса угла B треугольника ABC

пересекает описанную около него окружность в точке M ; I |
центр окружности, вписанной в4á÷ó; Q| центр вневписанной
окружности, касающейся стороны AC. Тогда точки A, C, I и Q
лежат на окружности с центром M».

и)∗ Пусть в искомом треугольнике á÷ó: I | центр вписан-
ной окружности, í | середина стороны á÷, î | основание
высоты, проведённой из вершины ó, ó ′ и ó ′′ | точки касания
вписанной и вневписанной окружностей со стороной á÷, K |
точка вписанной окружности, диаметрально противоположная
точке ó ′. Тогда можно использовать следующие факты: 1) точки
ó, K и ó ′′ лежат на одной прямой (поскольку вписанная и вне-
вписанная окружности гомотетичны с центром ó); 2) IM ‖ KC ′′

(так как точки ó ′ и ó ′′ симметричны относительно точки í).

19. а) Если стороны соседние, то восстановите вершину, по-
строив равнобедренный прямоугольный треугольник. Если сто-
роны противоположные, то отрезок, соединяющий данные точки,
равен стороне квадрата и перпендикулярен ей.

б) Рассмотрим поворот с центром в точке á на 90◦. При таком
повороте образом вершины D является вершина ÷, а образом
заданной точки ï | точка ï′. Так как O′B = OD, вершина ÷
является пересечением двух ГМТ, находящихся от заданных то-
чек на фиксированных расстояниях.

111



в) Используйте вспомогательный прямоугольный треуголь-
ник AHE, где H | основание высоты, проведённой из точки á
к стороне ÷ó. Для построения точки ÷ используйте то, что ÷á :
: ÷å = 2 : 1 (окружность Аполлония, см. пример 3 занятия 3).

г) Воспользуйтесь тем, что вершина ÷ лежит на перпенди-
куляре к отрезку áó, восставленному в точке ó, и на прямой,
касательной к окружности с центром в точке L, для которой
этот же перпендикуляр также является касательной.

д) Пусть точки D и å | основания равных биссектрис AD
и BE треугольника á÷ó. Тогда треугольник BDE | равнобе-
дренный (DB = DE).

е)∗ Пусть заданы вершины á, ÷ и ó вписанного и описанного
четырёхугольника ABCD, причём AB > BC. Тогда AD−CD =
= AB − BC = m > 0. Отложив на стороне AD отрезок DC1,
равный DC, получим вспомогательный треугольник AC1C, в ко-
тором заданы стороны áó и AC1 = m. Кроме того,

∠AC1C = 180◦ − ∠DC1C = 180◦ − (90◦ − 1

2
∠ADC) =

= 90◦ +
1

2
∠ADC = 90◦ +

1

2
(180◦ − ∠ABC) = 180◦ − 1

2
∠ABC:

ж)∗ Пусть M , K, L, N и P | середины сторон AB, BC,
CD,DE и AE искомого пятиугольника ABCDE соответственно.
Рассмотрим композицию центральных симметрий относительно
точекM ,K, L, N и P . Так как композиция нечётного количества
центральных симметрий является центральной симметрией, то
неподвижная точка á этого преобразования и будет являться
центром симметрии. Для построения точки á достаточно по-
строить образ X ′ произвольной точки X при данной композиции
симметрий, тогда á | середина отрезка XX ′.

Отметим, что способ решения, аналогичный указанному, применим для
восстановления любого многоугольника с нечётным количеством сторон по
их серединам.

20. а) Постройте высоту прямоугольного треугольника, в ко-
тором проекции катетов на гипотенузу имеют длины 1 и 2−

√
2.
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б) Постройте прямоугольный треугольник, отношение кате-

тов которого равно

√
2

5−
√
7
=

√
2(5 +

√
7)

18
=

p
5 +

√
7

3
.

21. Все искомые отрезки можно получить, например, на од-
ном чертеже. Рассмотрим трапецию с основаниями Á и b. Тогда
искомые отрезки с концами на боковых сторонах параллельны
основаниям трапеции. При этом, m | средняя линия трапеции;
g | отрезок, делящий трапецию на две подобные; h | отрезок,
проходящий через точку пересечения диагоналей трапеции; n |
отрезок, делящий трапецию на две равновеликие.

22. Воспользуйтесь тем, что: а) x =
4
√
a3b =

√
a
√
ab;

б) y = 4
√
a4 + b4 =

√
a

√
a2 +

(
b2

a

)2
.

23. Используем равенство
1

r
=

1

ha
+

1

hb
+

1

hc
, которое доказыва-

ется с помощью формул для вычисления площади треугольника.
Тогда

r =
hahbhc

hahb + hbhc + hahc
=

hahb
ha+hb

· hc
hahb
ha+hb

+ hc
:

Тем самым задача сводится к двукратному построению поло-
вины от среднего гармонического двух отрезков.

24. Можно использовать следующее утверждение: если точка
í лежит на прямой, параллельной стороне á÷ и делящей сторо-
ны óá и ó÷ треугольника á÷ó в отношении m : k, считая от

вершины ó, то SAMB =
k

m+ k
SACB.

Другой способ: постройте точки á1, ÷1 и ó1 на сторонах ÷ó,
áó и á÷ соответственно так, чтобы выполнялись равенства:
BA1 : A1C = 3 : 1; CB1 : B1A = 2 : 3 и AC1 : C1B = 1 : 2. По
теореме Чевы отрезки áá1, ÷÷1 и óó1 пересекутся в одной
точке, которая и будет искомой.

25. Используйте следующие факты: 1) если í | середина
диагонали BD выпуклого четырёхугольника á÷óD, то ломаная
áíó делит этот четырёхугольник на две равновеликие части;
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2) в трапеции áíNC (MN ‖ AC) треугольники áíó и áNC

равновелики.

26∗: Используйте, что прямая делит периметр и площадь тре-
угольника в одинаковых отношениях тогда и только тогда, когда
она проходит через центр вписанной окружности. Тогда доста-
точно провести прямую через центр ï окружности, вписанной
в треугольник á÷ó, которая делит пополам его периметр. Пред-
положим, что точки M и N на сторонах á÷ и áó треугольника
á÷ó таковы, что прямая MN | искомая. Пусть D | такая
точка на луче áó, что отрезок AD равен полупериметру, тогда
AM = ND. Пусть точка Q | центр поворота, переводящего
точку á в точку D, а точку M | в точку N . Так как угол
между прямыми AM и ND известен, точку Q можно построить.
Построив затем точку ï′ | образ точки ï и используя, что
угол ONO′ дополняет угол поворота до 180◦, можно построить
точку N .

27∗: Для треугольников íáó и MBD примените свойство
биссектрисы угла, затем используйте ГМТ, отношение рассто-
яний от которых до двух заданных точек равно заданному числу
(окружность Аполлония, см. пример 3 занятия 3).

28. Используйте параллельный перенос вдоль заданной пря-
мой, совмещающий середины оснований данных равнобедренных
треугольников.

29. Постройте произвольную окружность, касающуюся дан-
ных прямых, и используйте параллельный перенос.

Другой способ: учитывая, что радиус искомой окружности равен поло-
вине расстояния между данными прямыми, можно построить центр этой
окружности, используя пересечение двух ГМТ: находящихся на заданном
расстоянии от данной точки и от данной прямой.

30. Если все четыре данные прямые параллельны, то либо
задача не имеет решений, либо решением является любая прямая,
проходящая через точку P . В противном случае при пересечении
данных прямых образуется параллелограмм. Прямые, параллель-
ные его диагоналям и проходящие через точку ò , | искомые.
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31. Используйте поворот с центром ó на угол 90◦.

32. Используйте поворот на 60◦, центр которого лежит на
одной из заданных прямых.

33. Пусть á′ | образ точки á при повороте с центром ï, пе-
реводящем точку ó в точку D. Тогда, учитывая параллельность
áó и BD, угол A′DB либо равен углу поворота, либо дополняет
его до 180◦.

34. Заметим, что независимо от положения искомой точки
í угол áí÷ фиксирован. Пусть á′ | образ точки á при па-
раллельном переносе на вектор параллельный CD и имеющий за-
данную длину. Тогда один из концов искомого отрезка является
пересечением отрезка CD с дугой окружности, из точек которой
отрезок BA′ виден под углом áí÷.

35. Пусть á′, B′ и M ′ | образы точек A, B и M соответ-
ственно при симметрии относительно точки ò . Тогда точка пе-
ресечения ÷í и á′M ′ является точкой пересечения отрезка CD
с дугой окружности, из которой отрезок BA′ виден под углом
180◦ − ∠áí÷.

36∗: Пусть искомая прямая m пересекает одну из окружностей
в точках á и ÷, а другую | в точках ó и D (точки ÷ и ó

лежат между точками á и D). Рассмотрим точку P | середину
отрезка AD (являющуюся и серединой отрезка ÷ó). Так как
Pá · P÷ = PD · PC, точка P принадлежит радикальной оси
данных окружностей. Кроме того, так как центры ï1 и ï2

данных окружностей проектируются в середины отрезков á÷ и
CD, середина K отрезка ï1ï2 проектируется в точку ò , то есть
∠MPK = 90◦.

37∗: Используйте лемму Архимеда: если окружность, впи-
санная в сегмент, ограниченный хордой á÷ и дугой окружности,
касается хорды в точке ó, а окружности | в точке D, то луч
DC является биссектрисой угла ADB.

38. Используйте две симметрии, осями которых являются за-
данные прямые.

39. Используйте центральную симметрию относительно про-
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извольной точки меньшей окружности.

40. Используйте поворот на угол 90◦ с центром в произволь-
ной точке одной из окружностей.

41. Постройте квадрат, у которого соседние вершины лежат
на отрезках ïá и ï÷ на равных расстояниях от O, и используйте
гомотетию с центром ï.

42. Используйте поворотную гомотетию с центром в точ-
ке á, углом 45◦ и коэффициентом k =

√
2.

43. Из подобия треугольников можно вывести, что a =

=
d1d2

d1 + d2
, где a| сторона искомого ромба, а d1 и d2 | диагонали

данного четырёхугольника.

44. Используйте осевую симметрию относительно прямой
÷ó.

45∗: Пусть S | окружность радиуса Á с центром ÷, S′ |
окружность радиуса áí с центромí ,A′ |точка симметричная
á относительно прямой l. Тогда окружность S′ касается окруж-
ности S, а точка A′ лежит на окружности S′. Искомое построение
сводится к построению центра окружности, проходящей через
точки á и A′ и касающейся окружности S внутренним образом
(см. задачу 10 этого раздела).

46. Постройте середину ï отрезка á÷. Тогда задача сведётся
к построению отрезка, концы которого лежат на сторонах угла,
а точка ï является его серединой (см. пример 2 занятия 5).

47∗: Пусть искомый равнобедренный треугольник á÷ó по-
строен, CH | его высота. Если проекция точки ò на прямую ïó

ближе к точке ï, чем проекция точки Q, то рассмотрим точку
ò ′, симметричную ò относительно прямой ïó. Тогда ∠P ′CQ =
= ∠P ′CP + ∠PCQ = 2∠OCH = 180◦ − 2�, где � | величина
данного угла. Таким образом, точка ó может быть построена
методом ГМТ.

48. Пусть луч ïá′ симметричен лучу ïá относительно пря-
мой ï÷. Тогда искомая точка í | центр окружности, вписан-
ной в угол áïá′ и проходящей через заданную точку ó.
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49. Используйте вневписанную окружность искомого тре-
угольника (см. задачу 7 занятия 2) либо, так как углы этого
треугольника определяются однозначно, используйте построение
треугольника по двум углам и периметру (см. пример 2 занятия
1 или метод гомотетии).

50. а) Площадь треугольника будет наименьшей, если задан-
ная точка | середина его стороны. Для доказательства это-
го факта выберите любой другой отрезок с концами на сто-
ронах угла, проходящий через заданную точку, и используйте
центральную симметрию относительно этой точки.

б)∗ Пусть прямая ÷ó, проходящая через заданную точку M
отсекает от угла á треугольник á÷ó (см. рис.). Тогда пери-
метр треугольника á÷ó равен 2áò , где ò | точка касания
вневписанной окружности треугольника á÷ó с одной из сторон
угла. Рассмотрим точкуK пересечения этой окружности с лучом
áí (ближайшую к á). Так как все окружности, вписанные в

данный угол, гомотетичны, то отношение
AK

AP
для этих окруж-

ностей одно и то же (не зависит от выбора прямой ÷ó). Следова-
тельно, наименьшее значение áò достигается, если значение AK
наименьшее, то есть точка K совпадает с í . Таким образом,
решение задачи сводится к тому, чтобы вписать в данный угол
окружность, проходящую через точку M (большую из двух, см.
задачу 7 занятия 7) и провести через точку í касательную к
этой окружности.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

51. Для каждой из точек ó и D постройте ей симметричную
точку относительно ближайшей стороны угла и полученные точ-
ки соедините отрезком.
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52∗: Искомый треугольник образован основаниями высот дан-
ного треугольника, то есть является его ортотреугольником
(теорема Фаньяно). Пусть дан остроугольный треугольник
á÷ó и в него вписан треугольникKLM (см. рис.). Докажем, что
периметр треугольника KLM | наименьший, если áí | высо-
та треугольника á÷ó. Для этого рассмотрим точку M ′, симме-
тричную точке í относительно прямой á÷, и точку M ′′, сим-
метричную точке í относительно прямой áó. Тогда периметр
треугольника KLM равен длине трёхзвенной ломанойM ′KLM ′′.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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При фиксированном положении точкиM длина такой ломаной
будет наименьшей (равной длине отрезка M ′M ′′), если K и L

будут являться точками пересечения M ′M ′′ со сторонами á÷

иáó. Заметим, чтоAM ′ = AM = AM ′′ и ∠M ′AM ′′ = 2∠BAC, то
есть независимо от положения точкиí на стороне ÷ó треуголь-
ник M ′AM ′′ | равнобедренный с фиксированными углами. Его
линейные размеры будут наименьшими, если наименьшей будет
боковая сторона, равная áí , значит, áí | высота треуголь-
ника á÷ó. В этом случае точки K и L пересечения M ′M ′′ со
сторонами á÷ и áó также являются основаниями высот данного
треугольника, поскольку стороны треугольника á÷ó являются
биссектрисами внешних углов его ортотреугольника (см. за-
дачи 4 и 6 занятия 3).

53∗: Пусть BD | отрезок искомой прямой (точка D | на
стороне áó), ï1, O2 и I | центры окружностей, вписанных
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в треугольники ABD, CBD и á÷ó. Тогда точки ï1 и O2 лежат
на лучах IA и IC соответственно, причем ï1O2||AC. Кроме того,
∠ï1÷O2 =

1

2
∠ABC. Рассмотрим такую гомотетию с центром I,

что образами точек ï1 и O2 являются точки á и ó соответствен-
но. Тогда образом точки ÷ является точка ÷′, лежащая на луче

IB, из которой сторона áó видна под углом, равным
1

2
∠ABC.

Таким образом, построив точку ÷′ как пересечение луча IB
с указанным ГМТ и выполнив гомотетию с центром I и коэффи-

циентом k =
IB

IB′ , получим точки ï1 и O2. Прямая BD | общая

касательная окружностей с центрами в этих точках и радиусом,
равным расстоянию между прямыми ï1O2 и AC.

54. Построим окружности равного радиуса, касающиеся друг
друга и прямой á÷ (в той же полуплоскости, что и вершина ó).
Построив затем касательные к этим окружностям, параллельные
прямым ÷ó и áó соответственно, получим треугольник, гомо-
тетичный данному, в который окружности вписаны требуемым
образом.

55. Опишите вокруг треугольника LMN треугольник, сто-
роны которого соответственно параллельны сторонам треуголь-
ника á÷ó, и используйте метод подобия.

56. Используйте поворотную гомотетию с центром ò ,

углом MLN и коэффициентом k =
LN

LM
.

57. Пусть искомая точка í лежит на стороне ÷ó треуголь-
ника á÷ó иMP +MK = a, где Á| длина заданного отрезка, P
и K | проекции точки í на стороны á÷ и áó соответственно.
«Распрямим» ломаную PMK, отложив на луче KM отрезокMP ′

так, чтобы MP ′ = MP , тогда прямая, проходящая через точку
P ′ параллельно áó (и находящаяся от áó на расстоянии Á), пе-
ресечёт луч á÷ в точке Q. При этом точка í будет лежать на
биссектрисе угла PQP ′.

58. а) Искомая точка | ортоцентр данного треугольника.
б)∗ Искомая точка | точка Торричелли данного треуголь-

ника á÷ó (точка ô такая, что ∠ATB = ∠BTC = ∠CTA = 120◦).
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59. Пусть ï и ï1 | центры данных окружностей. Постройте
окружность с центром ï′, симметричную окружности с центром
ï относительно прямой m, и используйте общие касательные
к окружностям c центрами ï1 и ï

′.

60. Используйте гомотетию с центром в указанной точке и
коэффициентом, модуль которого равен заданному отношению.

61. Используйте поворот с центром в точке ï на угол, равный
данному.

62. Искомый центр поворота является пересечением середин-
ных перпендикуляров к отрезкам á÷ и ïï′, где ï и ï′ | центры
данных окружностей.

63. Постройте две прямые, каждая из которых равноудалена
от прямых, содержащих противоположные стороны параллело-
грамма.

64. На данной прямой l выберите произвольную точку í и
постройте четыре точки, находящиеся от нее на расстоянии 1 см:
точки á и ÷ | на прямой l, а точки K и N | в одной полуплос-
кости относительно l. Тогда ∠AKB = ∠ANB = 90◦. Пусть лучи
AK и BN пересекаются в точке ó, а лучи AN и BK | в точке
î, тогда óî | искомая прямая, поскольку î | ортоцентр
треугольника á÷ó.

65. Пусть í | отмеченная середина стороны á÷ треуголь-
ника á÷ó. Постройте окружность с диаметром á÷. Если D

и E | точки её пересечения со сторонами áó и ÷ó, то тре-
угольник DEó | искомый.

66. Воспользуйтесь дважды тем, что отрезок, параллельный
á÷, отсечёт от данного треугольника трапецию, у которой точ-
ка пересечения диагоналей лежит на искомой медиане.

67. Рассмотрите трапецию, в которой заданные хорды |
основания. Прямая, проходящая через точки пересечения её боко-
вых сторон и её диагоналей, разделит основания пополам, поэто-
му содержит диаметр окружности, перпендикулярный данным
хордам.

68. Рассмотрите вторые точки пересечения лучей á÷ и áó
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с данной окружностью и воспользуйтесь тем, что данная окруж-
ность, а значит, и точки её пересечения со сторонами угла ÷áó,
попарно симметричны относительно прямой áI. Этот факт сле-
дует, например, из теоремы «трилистника».

69. Пусть á÷ | данный отрезок длины Á. Тогда точка ó,
лежащая на луче á÷ так, что áó = 2Á, принадлежит окружности
с центром ÷ и радиусом Á и является вершиной правильного
шестиугольника, вписанного в эту окружность, диаметрально
противоположной вершине á.

70. Так как число 2010 кратно 6, вершины правильного ше-
стиугольника, вписанного в данную окружность, являются и вер-
шинами правильного 2010-угольника.

71. Пусть á÷óDEF | данный шестиугольник, M | точка
пересечения прямых ÷ó и DE, тогда EM = 2, AE =

√
3, значит,

áí =
√
7.

72. Два способа решения из возможных представлены на ри-
сунках. На рисунке слева искомым является любой из равных
углов DBB1 или DB1B, а на рисунке справа | угол óáå или
угол ó1áå.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1

B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1

B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

121



Приложение

1. О возможных и невозможных построениях

Из того, что обсуждалось на занятиях, на первый взгляд, сле-
дует, что всегда можно осуществить построение треугольника
по трём элементам, хотя бы один из которых линейный. Но это
не так, и надо быть очень аккуратным, если сам формулируешь
подобную задачу.

Например, в учебном пособии [1] для самостоятельного ре-
шения дана такая задача: постройте равнобедренный тре-
угольник по биссектрисе угла при основании и высоте,
проведённой из той же вершины (стр. 12, Ђ15в).

На первый взгляд кажется, что никаких
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Рис. 1

проблем нет, так как на чертеже (см. рис. 1)
сразу вычленяется вспомогательный пря-
моугольный треугольник AHL, который
можно построить по катету и гипотенузе.
Проблема здесь в другом: для того чтобы
получить из него искомый треугольник á÷ó,
потребуется построить угол LAC, равный
180◦ − �

3
, где ∠ALH = �, а это в общем случае

сделать невозможно!
Это связано с одной из знаменитых задач древности | за-

дачей о трисекции угла. Оказывается, произвольный угол
с помощью циркуля и линейки разделить на три равные части
невозможно. Для некоторых углов, как мы видели, это возможно,
однако в общем случае решить эту задачу, возникшую ещё в
Древней Греции, долго не удавалось. Доказать невозможность
трисекции угла удалось много позже, после того как была по-
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строена общая теория алгебраических уравнений. Оказывается,
при наличии единичного отрезка можно построить действитель-
ные корни любого квадратного уравнения с целыми коэффициен-
тами (в том числе, иррациональные), а вот корни аналогичного
кубического уравнения, не имеющего рациональных корней, по-
строить с помощью циркуля и линейки невозможно. Кубическое
уравнение возникает в этом случае из тригонометрической фор-
мулы тройного аргумента: sin 3� = 3 sin�− 4 sin3 �.

По аналогичным причинам невозможно с помощью циркуля
и линейки построить ребро куба, имеющего объём в два раза
больше, чем объём данного (задача об «удвоении» куба). Дей-
ствительно, если ребро данного куба взять равным 1, то ребро
искомого куба является корнем уравнения x3 = 2, не имеющего
рациональных корней. Заметим при этом, что задача об «удвое-
нии» квадрата решается очень легко (решите!).

Невозможность решения третьей древнейшей задачи | за-
дачи о «квадратуре круга», то есть о построении квадрата,
равновеликого данному кругу, была доказана ещё позже, когда
появилась теория алгебраических чисел. Невозможность такого
построения связана с тем, что сторона Á такого квадрата явля-
ется корнем уравнения Á2 = � (если круг имеет радиус 1), а � |
число трансцендентное, то есть не является корнем никакого
алгебраического уравнения с целыми коэффициентами.

Попытки решить три знаменитые задачи древности оказа-
ли большое влияние на развитие математики. Например, было
найдено множество способов деления произвольного угла на три
равные части при условии расширения возможностей использо-
вания инструментов. Остановимся на способе, предложенном Ар-
химедом. Он использовал циркуль и специальную линейку, на
которой были отмечены две точки на некотором расстоянии r.

Поместим вершину угла áï÷, который мы хотим разделить
на три равные части, в центр окружности радиуса r (см. рис. 2).
Продолжим отрезок áï за точку ï и, пользуясь нашей «специ-
альной» линейкой, построим секущую BD так, чтобы внешняя
часть CD этой секущей равнялась бы радиусу. Угол BOA |
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внешний для треугольника BDO, а треугольник ÷ïó | равно-
бедренный. Следовательно, ∠÷ïá = ∠÷Dï+∠D÷ï = ∠÷Dï+
+∠÷Cï = '+2' = 3', то есть угол CDO| искомый. Это метод
Архимеда получил название метода «вставки».
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Рис. 2 Рис. 3

Исследование различных конструкций, связанных с трисекци-
ей угла привело к открытию удивительной и очень красивой те-
оремы, которая носит название теоремы Морлея (Великобрита-
ния, 1904 г.). Точки попарного пересечения смежных три-
сектрис углов треугольника являются вершинами рав-
ностороннего треугольника (см. рис. 3). Её доказательство
можно найти, например, в [8].

2. О построении правильных многоугольников

Как уже отмечалось в занятии 4, построение правильных
n-угольников сводится к делению окружности на n равных
частей и напрямую связано с возможностью построения цен-
трального угла окружности с заданным радиусом R, имеющего

градусную меру
360◦

n
.

Таким образом, для построения правильного четырёхуголь-
ника (квадрата) достаточно построить два взаимно перпенди-
кулярных диаметра окружности, а для построения правильного
шестиугольника можно использовать, что его сторона равна ра-
диусу описанной окружности, что даёт возможность легко вы-
полнить это построение одним циркулем.
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Поскольку мы умеем с помощью циркуля и линейки делить
любую дугу на две равные части (для этого достаточно разде-
лить пополам стягивающую её хорду), то тем самым обеспечива-
ется построение правильного восьми- и шестнадцатиугольников,
правильного двенадцатиугольника и так далее.

Опираясь на соотношение a =
R(

√
5− 1)

2
(полученное в при-

мере 2 занятия 4), которое выражает сторону правильного де-
сятиугольника через радиус описанной около него окружности,
можно построить правильный десятиугольник, а значит, и пра-
вильный пятиугольник, двадцатиугольник, и так далее.

Попутно покажем, как построить стороны правильных деся-
тиугольника и пятиугольника на одном чертеже.

Рассмотрим окружность с центром ï радиуса R, в которой
проведём два взаимно перпендикулярных диаметра á÷ и CD

(см. рис. 4а). Разделим отрезок áï пополам, тогда PD =

=

√
R2 +

(
R

2

)2
=

R
√
5

2
. Поэтому, проведя дугу с центром ò и

радиусом òD до пересечения с отрезком á÷ в точке å, получим,

что OE = PD − PO =
R

`√
5− 1

´
2

, то есть ïå | сторона пра-
вильного десятиугольника, вписанного в рассматриваемую
окружность.

A B

C

D
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Рис. 4а Рис. 4б

Докажем, что DE | сторона правильного пятиугольни-
ка, вписанного в ту же окружность. Действительно, сторона a10
правильного десятиугольника и сторона a5 правильного пяти-
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угольника, вписанных в одну окружность, связаны соотношени-
ем: a5 = 2a10 cos 18

◦ (см. рис. 4б). Из равнобедренного треуголь-
ника áï÷ с углом при вершине 36◦, уже рассмотренного в при-
мере 2 занятия 4 (см. рис. 4в), несложно
получить значения тригонометрических

функций угла 18◦: sin 18◦ =
0; 5a

R
=

√
5− 1

4
,

значит, cos 18◦ =

q
2(5 +

√
5)

4
(основное

тригонометрическое тождество). Таким

образом, a5 =
R

q
2(5−

√
5)

2
. С другой сто-

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

36◦

72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦72◦

Рис. 4в
роны, DE =

√
OD2 +OE2 =

R

q
2(5−

√
5)

2
(см. рис. 4а).

Таким образом, полностью описаны способы построения пра-
вильного n-угольника при n = m · 2k−1, где k ∈ N; m = 3; 4; 5.
Далее, можно, например, найти способ построения правильно-
го пятнадцатиугольника. Для этого достаточно построить его
внешний угол: �15 = 24◦ = 60◦ − 36◦.

Может быть все правильные n-угольники можно построить
с помощью циркуля и линейки? Нет, например, нельзя постро-
ить правильный семиугольник или девятиугольник, а правиль-
ный семнадцатиугольник | можно!

Решение проблемы в общем виде выходит далеко за рамки эле-
ментарной геометрии и связано с проблемой разрешимости ал-
гебраических уравнений в квадратных радикалах. В воз-
расте 17 лет К. Гауссу удалось доказать, что задача имеет ре-
шение тогда и только тогда, когда n = 2kp1p2 : : : pm, где pi |
простые попарно различные числа Ферма, имеющие вид: pi =
= 22

s

+ 1, где s | натуральное число или 0 (либо pi = 1). Для
иллюстрации приведем несколько первых чисел Ферма: 3; 5; 17;
257; : : : Именно после этой работы Гаусс принял окончательное
решение посвятить свою жизнь математике. Он придавал это-
му своему открытию такое значение, что даже выразил пожела-
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ние, чтобы над его могилой был воздвигнут памятник в форме
правильного семнадцатиугольника. На могильном камне Гаусса
в Гёттингене этой скульптуры нет, но памятник, воздвигнутый
Гауссу в Брауншвейге, стоит на семнадцатиугольном постамен-
те. Подробнее | см., например, [7], [9], [11].

3. Инверсия и задачи Аполлония

Согласно описанию Паппа Александрийского (III век н. э.), не
дошедшее до нас сочинение древнегреческого математика Апол-
лония Пергского (262{190 гг. до н. э.) «Касания» состояло из
двух книг. В этом сочинении решалась задача: построить окруж-
ность, касающуюся трёх объектов. Этими объектами могли быть
окружности, прямые или точки. В качестве иллюстрации оста-
новимся на двух наиболее интересных задачах Аполлония, где
в качестве заданных объектов выступают: 1) точка и две окруж-
ности; 2) три окружности.

Для решения этих задач нам потребуются познакомиться
с инверсией на плоскости.

Пусть на плоскости задана окружность ! с центром ï и ра-
диусом R.

Определение 1. Инверсией относительно окружности !

называется преобразование плоскости, при котором образом
произвольной точки á, отличной от ï, является точка A′,
лежащая на луче ïá, для которой выполняется равенство:
OA ·OA′ = R2.

Заданная окружность ! называется при этом окружностью
инверсии, а её центр ï | центром инверсии. Из определения
инверсии следует, что если точка á′ | образ точки á при неко-
торой инверсии, то точка á является образом точки A′ при той
же инверсии. Отметим, что построение (с помощью циркуля
и линейки) образа произвольной точки при инверсии можно
осуществить различными способами. Например, если точка á ле-
жит внутри окружности !, то её образ á′ является пересечением
луча ïá с касательной к окружности !, проведённой в точке ó
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(ó | одна из точек пересечения окружности с перпендикуля-
ром к ïá, восставленным в точке á, см. рис. 5). Аналогичным
образом по точке A′ восстанавливается точка á.
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Рис. 5

Отметим также, что построение образов прямых и окружно-
стей при инверсии сводится к построению образов соответствую-
щих точек, которое облегчается применением некоторых свойств
инверсии. Сформулируем эти свойства (их доказательства можно
найти, например, в [3] или в [14]).

Образы прямых и окружностей при инверсии

1) Прямая, проходящая через центр инверсии, отображается
на себя.

2) Прямая, не содержащая центр инверсии, отображается на
окружность, проходящую через центр инверсии.

3) Окружность, содержащая центр инверсии, отображается
на прямую, перпендикулярную линии центров данной окружно-
сти и окружности инверсии.

4) Окружность, не содержащая центр инверсии, отображает-
ся на окружность, также не содержащую центр инверсии.

5) Окружность, ортогональная к окружности инверсии,
отображается на себя.

6) Окружность, содержащая две точки, инверсные друг дру-
гу, отображается на себя.

7) Касание окружностей и прямых сохраняется при инвер-
сии (за исключением случая, когда точка касания совпадает с
центром инверсии, тогда образом касающихся объектов является
пара параллельных прямых).
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Рассмотрим теперь две классические задачи Аполлония.
Задача 73. Постройте окружность, проходящую через дан-

ную точку и касающуюся двух данных окружностей.
Решение. Пусть дана точка á и окружности !1 и !2. Предпо-

ложим, что искомая окружность ! построена (см. рис. 6). Заме-
тим, что при инверсии относительно произвольной окружности
с центром á окружности !1 и !2 переходят в окружности (свой-
ство 4), а окружность ! | в общую касательную их образов
(свойства 3 и 7).
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Рис. 6

Отсюда вытекает способ построения: 1) выполняем инверсию
с центром á; 2) строим общую касательную к окружностям !′

1

и !′
2 | образам окружностей !1 и !2; 3) выполняем инверсию с

центром á.
Искомая окружность будет образом общей касательной.

Так как к двум непересекающимся окружностям можно провести четы-
ре общие касательные, то задача может иметь четыре решения. Отметим
также, что если точка á лежит на окружности !1, то образом !1 при рас-
смотренной инверсии является прямая (свойство 3), поэтому в этом случае
вместо общей касательной к двум окружностям мы будем строить прямую,
параллельную данной и касающуюся данной окружности.

129



Задача 74. Постройте окружность, касающуюся трёх дан-
ных окружностей.

Решение. Рассмотрим два возможных способа решения.
Первый способ. Пусть окружность ! радиуса R касается

окружностей !1, !2 и !3 радиусов R1, R2 и R3 соответственно.
Без ограничения общности можно считать, что R1 6 R2 6 R3.
Пусть, например, ! касается !1 и !3 внешним образом, а !2 |
внутренним (см. рис. 7а). Заменим окружности !, !2 и !3 на кон-
центрические им окружности !′, !′

2 и !
′
3 так, чтобы !′ касалась

окружностей !′
2 и !′

3 и проходила через центр окружности !1.
Для этого достаточно, чтобы радиусы окружностей !′, !′

2 и !
′
3

были равны R+R1, R2 +R1 и R3 −R1 соответственно.
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Рис. 7а

Очевидно, что, построив окружность !′, мы сможем затем
построить и искомую окружность !. Построение окружности !′

описано в задаче 1 (если виды касания заданы, то окружность
восстанавливается однозначно). Таким же способом (с точно-
стью до знаков перед R1) можно выполнить построение и в
остальных случаях касания.
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Отметим, что задача может иметь восемь решений, так как касание ка-
ждой пары окружностей может быть как внешним, так и внутренним. Задача
не имеет решений, если, например, данные окружности | концентрические.

Второй способ. Пусть какие-то две из данных окружностей,
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Рис. 7б

например, !1 и !2 пересекаются в точках á и ÷ (см. рис. 7б). Сле-
довательно, при инверсии с центром
в точке á относительно окружности
с радиусом á÷ данные окружности
перейдут в прямые, пересекающие-
ся в точке ÷ (свойство 3), а третья
окружность | в окружность или в
прямую. Построив окружность, ка-
сающуюся двух прямых и окружно-
сти (прямой), и сделав инверсию, по-
лучим искомую окружность !.

В случае если никакие две из данных окружностей не имеют
общих точек, будем увеличивать радиусы всех трёх окружностей
на одно и то же число до тех пор, пока не получим хотя бы
две пересекающиеся окружности. Выполнив для них построение,
описанное выше, и уменьшив затем радиусы соответствующим
образом, получим искомую окружность.

4. Окружность Аполлония и флибустьеры

В трактате Аполлония Пергского «О кругах» рассматрива-
лась ещё одна интересная задача, которая является «базовой» при
решении многих задач на построение. На современном языке её
можно сформулировать, например, так.

Задача 1. Даны две точки á и ÷. Найдите ГМТí плоскости

таких, что
AM

BM
= k (k > 0 | фиксированное число).

Решение. Если k = 1, то искомое ГМТ очевидно: сере-
динный перпендикуляр к отрезку á÷.

Для случая k 6= 1 предложим три способа решения этой зада-
чи.

Первый способ («классический»). Какие из точек, принадле-
жащих искомому геометрическому месту, легче всего найти? Те,
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которые лежат на прямой á÷. Действительно, на прямой á÷

существуют две точки, отношение расстояний от которых до
точек á и ÷ равно k. Одна из них, точка ó, лежит на отрезке
á÷, а другая, | точка D | вне этого отрезка (см. рис. 8а).
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Рис. 8а

Пусть точка í удовлетворяет условию задачи и не лежит
на прямой á÷. Соединим её отрезками со всеми построенными

точками. Тогда справедливы два равенства:
MA

MB
=

CA

CB
= k (1)

и
MA

MB
=

DA

DB
= k (2). Из равенства (1) следует, что íó |

биссектриса угла í треугольника áí÷. Действительно, если
это не так, то, проведя биссектрису íå этого треугольника и

используя её свойство, получим, что
EA

EB
=

MA

MB
= k (см. рис. 8б).

Но из аксиом планиметрии следует, что внутри отрезка á÷ суще-
ствует единственная точка, делящая его в заданном отношении,
то есть точка å совпадает с точкой ó.
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Рис. 8б
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Аналогично, рассмотрев утверждение, обратное свойству бис-
сектрисы внешнего угла треугольника, из равенства (2) полу-
чим, что MD | биссектриса внешнего угла при вершине í

треугольника áí÷. (Доказательства свойств биссектрис тре-
угольника | см., например, [14], [16] или [19].)

Так как íó ⊥ MD, то отрезок óD виден из точки í под
прямым углом, то есть точкаí лежит на окружности с диа-
метром CD (см. рис. 8б).

Докажем теперь, что любая точка этой окружности удо-
влетворяет заданному условию. Пусть это неверно, то есть
на окружности с диаметром CD нашлась точка í такая, что
AM

BM
6= k. Для определённости будем считать, что

AM

BM
< k < 1

(см. рис. 8б). Проведём биссектрисы íå и MF внутреннего
и внешнего углов треугольника áí÷ (точки å и F лежат на

прямой á÷). Так как
CA

CB
= k и

EA

EB
=

MA

MB
< k, то åá < CA.

Аналогично, так как
DA

DB
= k и

FA

FB
=

MA

MB
< k, то FB < DB.

Таким образом, точки å и F лежат внутри отрезка CD. Это
противоречит тому, что ∠EMF = ∠CMD = 90◦.

Полученное противоречие показывает, что любая точка
рассматриваемой окружности принадлежит искомому
ГМТ.

Найденное геометрическое место точек называется окруж-
ностью Аполлония.

В процессе доказательства практически получено важное
следствие:

Пусть задана окружность Аполлония точек á и ÷, соответ-
ствующая некоторому числу k 6= 1. Рассмотрим две произволь-
ные точки ò и Q, не лежащие на этой окружности. Тогда числа

p =
AP

BP
− k и q =

AQ

BQ
− k имеют разные знаки тогда и только

тогда, когда одна из точек ò или Q лежит внутри окружности,
а другая | вне окружности.

Второй способ («координатный»). Введём декартову систему
координат, в которой точки á и ÷ лежат на оси абсцисс, а начало
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координат является серединой отрезка á÷ (см. рис. 9). Пусть
B(b; 0), A(−b; 0), M(x; y), тогда AM2 = (x+ b)2+ y2; BM2 = (x−
− b)2 + y2. При k > 0 равенство

AM

BM
= k равносильно равенству

AM2 = k2 ·BM2, следовательно, (x+ b)2 + y2 = k2(x− b)2 + k2y2.
Раскрыв скобки и перегруппировав слагаемые, получим, что

(k2−1)(x2+y2)−2(k2+1)bx+(k2−1)b2 = 0. Учитывая, что k 6= 1,
разделим полученное равенство на (k2 − 1), после чего выделим
полный квадрат с переменной x. Получим уравнение(

x− k2 + 1

k2 − 1
b

)2
+ y2 = b2

((
k2 + 1

k2 − 1

)2
− 1

)
:

Это уравнение является уравнением окружности с центром(
k2 + 1

k2 − 1
b; 0
)
и радиусом R =

√√√√b2

((
k2 + 1

k2 − 1

)2
− 1

)
=

2kb

|k2 − 1|
.

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b−b bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Рис. 9

Все проделанные преобразования были равносильными, по-
этому все точки полученной окружности принадлежат
искомому ГМТ.

Третий способ («инверсия»). Нам потребуетсяформула, вы-
ражающая изменение расстояний при инверсии: если X ′

и Y ′ | образы точек X и Y соответственно при инверсии с
относительно окружности с центром ï и радиусом R, то X ′Y ′ =

=
R2

OX ·OY
· XY . Её несложно вывести, используя определение
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инверсии и подобие треугольников (Более подробно | см., на-
пример, [3] или [14]).

Рассмотрим множество точек, удовлетворяющих заданному
условию. Рассмотрим инверсию относительно окружности с цен-
тром ÷ и радиусом ÷á. При таком преобразовании точка á

неподвижна, а образом произвольной точкиí нашего множества
является некоторая точка í ′. Тогда, используя формулу, приве-

денную выше, и условие задачи, получим: AM ′ =
BA2

BA ·BM
·AM =

= kBA. Следовательно, точка M ′ лежит на окружности с цен-
тром á и радиусом kBA.

Таким образом, искомое ГМТ при указанной инверсии пере-
ходит в окружность с центром á и радиусом kBA. Так как k 6= 1,
то эта окружность не проходит через центр инверсии, поэтому
искомое ГМТ также является окружностью.

Отметим, что все прямые, проходящие через точку á, ортогональны
к окружности с центром á, а их образами при рассмотренной инверсии
являются окружности, проходящие через точки á и ÷ (за исключением обра-
за прямой á÷), поэтому найденная окружность ортогональна всем этим
окружностям.

Отдельно отметим связи окружности Аполлония с инвер-
сией и с проективными преобразованиями плоскости.

1) Пусть точки á и ÷ являются
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Рис. 10

образами друг друга при инверсии
относительно некоторой окружно-
сти с центром ï и радиусом R (см.
рис. 10). Тогда для любой точкиí

этой окружности отношение
AM

BM

одно и то же, то есть окружность
инверсии является окружностью
Аполлония для точек á и ÷.

Действительно, так как OA ·OB = R2, то
OA

OM
=

OM

OB
, следова-

тельно, треугольники áïí и íï÷ подобны (по двум сторонам

и углу между ними). Тогда
AM

BM
=

OM

OB
=

R

OB
= const.
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2) Напомним, что если четыре точки A, B, C и D лежат на

одной прямой, то величина � =
−→
AC
−−→
CB

:
−−→
AD
−−→
DB

называется двойным

отношением этих точек. Эта величина сохраняется при про-
ективных преобразованиях. Если � = −1, то четверка точек
á, ÷, ó, D называется гармонической. Несложно убедиться,
что точки á и ÷ вместе с точками ó и D прямой á÷, принадле-
жащими окружности Аполлония, образуют гармоническую
четверку (см. рис. 10). Более подробно об этом | см., напри-
мер, [9].

Рассмотрим теперь задачу на построение.

Задача 2. Даны точки á и ÷ и прямая m, не перпендику-
лярная прямой á÷. Для каждой точки M прямой m рассмотрим

отношение
AM

BM
. Постройте такие точки, для которых это отно-

шение принимает наибольшее и наименьшее значения.

Решение. Рассмотрим произвольную точку N прямой m
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Рис. 11а

и вычислим отношение k =
AN

BN
. Если k = 1, то точка N

принадлежит серединному перпендикуля-
ру n к отрезку á÷ (см. рис. 11а). В этом
случае для точек прямой m в одной из
полуплоскостей с границей n число k > 1,
а для точек другой полуплоскости k < 1.

Следовательно, значение
AM

BM
в точке N не

является ни наибольшим, ни наименьшим.
Если k 6= 1, то рассмотрим окружность Аполлония точек á

и ÷, определяемую этим числом. Точка N принадлежит этой
окружности и прямой m, поэтому прямая m либо пересекает
окружность, либо является к ней касательной. В первом слу-
чае точки прямой m, находящиеся по одну сторону от N , лежат
внутри окружности, а находящиеся по другую сторону от N |
вне окружности (см. рис. 11б). Тогда, согласно следствию, сфор-
мулированному выше, для точек í одного из этих множеств
AM

BM
> k, а для точек í другого |

AM

BM
< k. Значит, и в этом
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случае значение
AM

BM
в точке N не является ни наибольшим, ни

наименьшим.
Следовательно, наибольшее и наименьшее значение

AM

BM
до-

стигается тогда и только тогда, когда при движении точки M

по прямой m и её «переходе» через точку N разность
AM

BM
− k

не меняет своего знака. Значит, это происходит в точках каса-
ния прямой m с окружностями Аполлония. Так как окружность
Аполлония ортогональна окружности, проходящей через точки
á и ÷, то прямая m в этих случаях проходит через центр ó

окружности, содержащей точки á и ÷ (например, в точке N1

рассматриваемое отношение | наибольшее, а в точке N2 | наи-
меньшее, см. рис. 11в).
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Рис. 11б Рис. 11в

Таким образом, решение задачи сводится к построению сере-
динного перпендикуляра n к отрезку á÷, пересечением которого
с прямой m является точка ó. Точки пересечения окружности
с центром ó и радиусом óá с прямой m являются искомыми.

Существует также много примеров использования окружно-
стей Аполлония в задачах, связанных с преследованием одного
объекта другим. Рассмотрим одну из них.

Задача 3. Флибустьеры с острова Ямайка узнали, что на
якоре перед Пуэрто-Бельо стоит испанский галеон, гружённый
золотом. Как только закончится шторм, галеон выйдет в Ка-
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рибское море и возьмёт курс на пролив между островами Гаити
и Пуэрто-Рико (см. рис. 12а). Флибустьеры также ждут конца
шторма, поэтому выйти из Кингстона они могут только одновре-
менно с испанцами. Какой курс следует выбрать флибустьерам,
чтобы наверняка перехватить испанцев?

Решение. Если флибустьеры точно знают, во сколько раз
скорость их корабля больше скорости галеона, то они могут най-
ти все точки, в которые их корабль и галеон могут попасть
одновременно. Действительно, пусть отношение скоростей рав-
но k, тогда и отношение расстояний, пройденных кораблями до
встречи, также равно k. Следовательно, все возможные точки

встречи лежат на ГМТ í таких, что
AM

BM
= k, где точки á и ÷

соответствуют Кингстону и Пуэрто-Бельо. Начертив на карте
соответствующую окружность Аполлония, флибустьеры найдут,
что курс галеона пересекает её в двух точках (см. рис. 12а).
Поэтому, взяв курс на любую из них, они наверняка встретятся
с испанцами, если, конечно, тех не перехватят другие пираты.
Исходя из последнего, флибустьерам имеет смысл предпочесть
ту из двух точек, которая ближе к Пуэрто-Бельо.

Пуэрто-Бельо

Рис. 12а

Если же флибустьеры точно не знают, каково отношение ско-
ростей, то, используя решение задачи 2, можно построить такую
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точку курса галеона, в которой отношение
AM

BM
принимает наи-

меньшее значение (см. рис. 12б). В этой точке они могут органи-
зовать засаду | встать на якорь и ждать прибытия галеона.

Во всяком случае, если они не перехватят галеон в этой точке, то в другой
точке они его и подавно не перехватят!

Пуэрто-Бельо

Рис. 12б

Другие примеры задач на применение окружности Аполло-
ния, связанные с преследованием, | см. [21].

5. О построениях одним циркулем

Понятно, что только с помощью циркуля нельзя построить
прямую. Поэтому, когда речь идет о построениях одним цир-
кулем, договорились, что прямая считается построенной, если
построены две её точки. Как уже было упомянуто (см. заня-
тие 9), при такой договорённости с помощью одного циркуля
можно выполнить все построения, которые можно вы-
полнить с помощью циркуля и линейки. Это замечатель-
ное открытие сделал итальянский математик Лоренцо Маске-
рони (1750{1800), хотя позднее была обнаружена книга Г. Мо-
ра, изданная в 1672 году, в которой содержится полное решение
проблемы Маскерони. При этом способы доказательства Мора
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и Маскерони принципиально отличаются (подробнее см., напри-
мер, [9]).

Так как любое построение циркулем и линейкой представляет
собой последовательное нахождение точек пересечения окруж-
ностей и прямых, то для доказательства основного утвержде-
ния достаточно доказать, что одним циркулем можно построить:
1) точки пересечения прямой, заданной двумя точками, с окруж-
ностью; 2) точку пересечения двух прямых. Рассмотрим пример
задачи на построение одним циркулем.

Эти доказательства основаны на возможности построения
образа произвольной точки при инверсии с помощью только
одного циркуля. Рассмотрим эту базовую задачу.

Задача. Постройте образ точки á при инверсии относитель-
но данной окружности !.

Решение. Пусть окружность инверсии ! имеет центр ï и
радиус R. Рассмотрим сначала случай, когда точка á лежит вне
окружности ! (см. рис. 13). Пусть ÷ и ó | точки пересечения
! и окружности радиуса áï с центром á. Проведём окружности
с центрами ÷ и ó радиуса R. Эти окружности пройдут через
точку ï (так как R = ÷ï = CO) и имеют вторую точку пересе-
чения | A′. Докажем, что точка A′ | искомая.
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Рис. 13
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Действительно, проведённые окружности с центрами ÷ и ó

симметричны друг другу относительно прямой ïá, значит, точ-
ка A′ |неподвижная точка этой осевой симметрии. Следователь-
но, точка A′ лежит на прямой ïá. Кроме того, из подобия рав-
нобедренных треугольников ïá÷ и ï÷A′ с общим углом áï÷

при основаниях, получим, что
OA

OB
=

OB

OA′ , то есть OA ·OA′ = R2,

что и требовалось.
Пусть теперь точка á лежит внутри окружности !. Будем

последовательно откладывать на луче ïá отрезки, равные ïá:
AA1 = A1A2 = : : : = An−1An = OA до тех пор, пока точка An не
окажется вне окружности ! (это можно сделать, используя толь-
ко циркуль, см. задачу 69). Применив к этой точке An описанное

выше построение, получим точку A′
n такую, что OA

′
n =

R2

n ·OA
=

=
OA′

n
. Тогда для построения искомой точки A′ останется только

в n раз увеличить отрезок OA′
n.

Сформулированные задачи на построение с помощью циркуля
точек пересечения прямой и окружности и двух прямых реша-
ются на основании рассмотренного построения. Подробнее об
этом и о других задачах на построение одним циркулем | см.,
например, [9] или [16].

6. Построения, связанные с полярой
точки относительно окружности

Решение ряда сложных задач на построение (в частности, на
построение одной линейкой), связано с понятием поляры точки
относительно окружности.

Пусть дана окружность ! с цен-
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Рис. 14

тром ï и радиусом R. Точки á и
÷ называются сопряжёнными
относительно этой окружнос-

ти, если
−→
OA ·

−→
OB = R2. Для

любой точки á, отличной от ï,
это равенство можно записать так:
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OB · cos' =
R2

OA
= OB0, где OB и ' = ∠AOB | переменные,

а ÷0 | фиксированная точка луча ïá (см. рис. 14). Так как
угол ' острый, то точка ÷0 является ортогональной проекци-
ей любой точки ÷, сопряжённой с точкой á относительно !.
Множеством всех таких точек плоскости является прямая ÷÷0,
перпендикулярная прямой ïá. Эта прямая называется полярой
точки á относительно данной окружности !, а сама точка
á называется полюсом этой прямой.

Попутно отметим, что точка ÷0 | образ точки á при инверсии отно-
сительно окружности !.

Отметим также (без доказательств) несколько свойств по-
ляры и полюса, которые нам потребуются ниже.

1) Полярой точки á, лежащей на окружности !, относительно
этой окружности является касательная к !, проходящая через
точку á.

2) Если точка ÷ лежит на поляре точки á, то точка á лежит
на поляре точки ÷ (свойство взаимности поляр).

Подробнее о свойствах поляры и полюса, а также о поляр-
ном соответствии точек плоскости и принципе двойствен-
ности | см., например, [8], [9] или [14].

Остановимся на утверждении, которое даёт наиболее про-
стой способ построения поляры. Если точка P лежит вне
окружности !(O;R), то её поляра содержит общую хор-
ду окружности ! и окружности с диаметром ïP .

Действительно, пусть MN |
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Рис. 15

общая хорда этих окружностей,
÷ | точка пересечения прямых
MN и ïP (см. рис. 15). Тогда
углы òMï и PNO прямые (так
как они вписаны в окружность и
опираются на её диаметр), сле-
довательно, òM и PN | каса-
тельные к окружности !. Из пря-
моугольного треугольника òMï
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получим, что ïP · ï÷ = Mï2 = R2, то есть прямая MN

совпадает с полярой точки P относительно !.
Поляру точки, лежащей вне окружности !, можно постро-

ить также и с помощью одной линейки. Это построение осно-
вано на следующем факте: точка Q пересечения диагона-
лей вписанного четырёхугольника ABCD принадлежит
поляре MN точки P пересечения прямых, содержащих
его противоположные стороны BC и AD (см. рис. 16). Его
доказательство, основанное на применении теоремы Чевы в
тригонометрической форме, можно найти, например, в [14]
или в [16].
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Рис. 16 Рис. 17

Построение поляры точки ò можно провести следующим
образом: через точку ò проводятся три произвольные секущие
к окружности ! (см. рис. 17). Тогда прямая, проходящая через
точки Q и T пересечения диагоналей полученных вписанных
четырёхугольников, является полярой точки ò относительно !.

Отметим, что если точка ò лежит внутри окружности, то вместо секу-
щих через точку проводятся хорды, а искомую поляру получают, соединяя
точки пересечения противоположных сторон двух вписанных четырёхуголь-
ников.

В качестве иллюстрации рассмотрим следующую задачу, ко-
торая уже упоминалась при разборе задачи 6 занятия 9.

Задача. Дана окружность и её диаметр á÷. С помощью од-
ной линейки постройте перпендикуляр к á÷ из точки ò , лежащей
на окружности.
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Решение. Предположим, что искомый перпендикуляр по-
строен. Пустьí | точка пересечения прямой á÷ и касательной
к окружности в точке ò . Тогда искомый перпендикуляр является
полярой точкиí относительно данной окружности (см. рис. 18).

Следовательно, решение задачи сведётся к построению точ-
ки í , что, в свою очередь, равносильно построению касатель-
ной к окружности в точке ò , которая является полярой точки
ò относительно окружности. Рассмотрим точку K пересечения
касательных к окружности в точках ò и á, то есть полюс пря-
мой áò . По свойству взаимности поляр полюс прямой áò

будет являться пересечением поляр двух точек, лежащих на от-
резке áò .
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Рис. 18

Таким образом, искомое построение можно осуществить так:
1) провести отрезок áò ;
2) построить поляры двух произвольных точек, лежащих на

отрезке áò ;
3) ë | точка пересечения построенных поляр;
4) í | точка пересечения PK и á÷;
5) построить поляру точки í .
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Раздаточный материал

Занятие 1

Задача 1. Объясните, как построить углы, имеющие величину: а) 45◦;
б) 60◦; в) 30◦.

Задача 2. Объясните, как построить равнобедренный треугольник по
углу при вершине и биссектрисе, проведённой к боковой стороне.

Задача 3. Объясните, как построить треугольник по следующим дан-
ным:

а) стороне и проведённым к ней медиане и высоте;
б) двум углам и высоте (рассмотрите два случая);
в) двум сторонам и медиане (рассмотрите два случая);
г) стороне, прилежащему к ней углу и сумме двух других сторон.

Задача 4. Объясните, как построить прямоугольный треугольник, если
даны его острый угол и разность гипотенузы и катета.

Занятие 2

Задача 1. Объясните, как построить следующие ГМТ:
а) удалённых от данной прямой на заданное расстояние;
б) из которых данный отрезок виден под заданным углом (рассмотрите

три случая: заданный угол | прямой, острый и тупой).

Задача 2. Объясните, как построить касательную к окружности, про-
ходящую через заданную точку (рассмотрите два случая).

Задача 3. Объясните, как построить треугольник по стороне, проведён-
ной к ней медиане и радиусу описанной окружности.

Задача 4. Объясните, как построить окружность, которая касается дан-
ной прямой m в данной точке ÷ и проходит через данную точку á, не
лежащую на прямой m.

Задача 5. Даны три точки A, B и C. Объясните, как построить три
окружности, попарно касающиеся в этих точках.

Задача 6. Даны окружность и прямая m, её не пересекающая. Объяс-
ните, как построить окружность, которая касается данной окружности и
данной прямой в заданной точке Q, принадлежащей этой прямой.

Задача 7. Объясните, как построить прямую, проходящую через за-
данную точку í так, чтобы она отсекала от данного угла треугольник
с заданным периметром.
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Занятие 3

Задача 1. Постройте ромб по стороне и радиусу вписанной окружности.

Задача 2. Постройте прямоугольник по диагонали и периметру.

Задача 3. Постройте треугольник по двум высотам и медиане, если все
они проведены из разных вершин.

Задача 4. Постройте треугольник ABC, зная положение центров трёх
его вневписанных окружностей.

(Напомним, что вневписанной называется окружность, касающаяся сто-
роны треугольника и продолжений двух других сторон.)

Задача 5. Постройте треугольник, если даны точки пересечения опи-
санной около этого треугольника окружности с продолжениями медианы,
биссектрисы и высоты, проведёнными из одной вершины.

Задача 6. Восстановите треугольник по основаниям его высот.

Задача 7. Постройте параллелограмм ABCD, если на плоскости отме-
чены три точки: середины его высот BH и BP и середина M стороны AD.

Занятие 4

Задача 1. Даны отрезки длины Á, b и Ó. Постройте отрезок длины x,

если
x
a
=
b
c
.

Задача 2. Дан отрезок длины 1. Постройте отрезки длины:
а) x =

√
13;

б) y =
p
3
√
5;

в) z =
2√

10− 2
.

Задача 3. Постройте угол, синус которого равен
4
√
7√
6
.

Задача 4. Постройте правильный пятиугольник с заданной стороной a.

Задача 5. Постройте окружности с центрами в трёх данных точках,
попарно касающиеся внешним образом.

Задача 6. Постройте треугольник по двум сторонам и биссектрисе,
провёденной к третьей стороне.

Задача 7. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и бис-
сектрисе, проведённой к одному из катетов.
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Занятие 5

Задача 1. Постройте параллелограмм ABCD по двум заданным верши-
нам á и ÷, если две другие его вершины принадлежат данной окружности.

Задача 2.Постройте ромб с центром в данной точке и тремя вершинами,
лежащими на трёх заданных прямых.

Задача 3. Постройте квадрат с центром в данной точке так, чтобы
середины двух его соседних сторон принадлежали двум заданным прямым.

Задача 4. Постройте равносторонний треугольник с вершиной в данной
точке так, чтобы две другие вершины принадлежали данной прямой и данной
окружности.

Задача 5. Постройте равносторонний треугольник с центром в данной
точке так, чтобы две его вершины принадлежали двум заданным фигурам.

Задача 6. Постройте треугольник á÷ó, если даны прямая, на которой
лежит сторона á÷, и серединные перпендикуляры к сторонам áó и ÷ó.

Занятие 6

Задача 1. Постройте трапецию:
а) по основаниям и диагоналям;
б) по основаниям и боковым сторонам.

Задача 2. Даны две непересекающиеся окружности. Постройте их об-
щую касательную:

а) внешнюю;
б) внутреннюю.

Задача 3. Постройте выпуклый четырёхугольник по двум противоле-
жащим сторонам и трём углам.

Задача 4. Постройте выпуклый четырёхугольник ABCD, у которого
диагональ áó принадлежит биссектрисе угла á, если даны все стороны че-
тырёхугольника.

Задача 5. Постройте треугольник по стороне, проведённой к ней высоте
и разности углов, прилежащих к данной стороне.

Задача 6. Постройте треугольник по медианам, проведённым к двум
сторонам, и углу, противолежащему третьей стороне.
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Занятие 7

Задача 1. Постройте прямоугольный треугольник по отношению кате-
тов и гипотенузе.

Задача 2. Постройте треугольник по отношению трёх сторон и радиусу
вписанной окружности.

Задача 3. Постройте параллелограмм по отношению диагоналей, углу
между ними и высоте.

Задача 4. Постройте ромб, если даны радиус вписанной в него окруж-
ности и отношение стороны и диагонали.

Задача 5. Постройте трапецию по отношению оснований, высоте и
углам, прилежащим к большему основанию.

Задача 6. На стороне ÷ó данного треугольника á÷ó постройте та-
кую точку í , что прямая, проходящая через основания перпендикуляров,
опущенных из точки í на стороны á÷ и áó, параллельна ÷ó.

Задача 7. Даны угол и точка внутри него. Постройте окружность,
проходящую через заданную точку и касающуюся сторон угла.

Занятие 8

Задача 1. Дана прямая m и точки á и ÷, лежащие относительно неё в
разных полуплоскостях. Постройте точку í на прямой m так, чтобы лучи
íá и í÷ образовали с ней равные углы.

Задача 2. Дан острый угол áï÷ и точка í внутри него. На сторонах
угла постройте точки X и Y так, чтобы периметр треугольника MXY был
наименьшим.

Задача 3. Дана прямаяm и точки á и ÷, лежащие в одной полуплоскости
относительно m. Постройте на прямой m отрезок CD заданной длины так,
чтобы углы ACD и BDC были равны и отрезки áó и BD не пересекались.

Задача 4. Населённые пункты á и ÷ разделены двумя непараллельными
друг другу каналами (у каждого канала два берега параллельны). Где нужно
построить мосты, перпендикулярные берегам, чтобы длина пути из одного
пункта в другой была наименьшей?

Задача 5. Через точку внутри угла проведите прямую так, чтобы отре-
зок, полученный внутри угла, делился данной точкой в заданном отношении.

Задача 6. Через общую точку двух окружностей проведите прямую так,
чтобы эти окружности высекали на ней хорды, разность которых равна Á.

Задача 7. Найдите какой-нибудь способ построения общих касательных
к двум данным неравным окружностям, принципиально отличающийся от
уже рассмотренного.
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Занятие 9

Задача 1. Постройте прямую, проходящую через данную точку парал-
лельно данной прямой, проведя как можно меньше линий.

Задача 2. Разделите угол величины 19◦ на 19 равных частей.

Задача 3. Постройте биссектрису угла, вершина которого «недоступна»,
с помощью только двусторонней линейки.

Задача 4. Постройте касательную к дуге окружности в данной её точке
á, если центр окружности «недоступен».

Задача 5. Дан треугольник, одна из вершин которого «недоступна».
Постройте точку пересечения медиан этого треугольника.

Задача 6. Дан круг и его диаметр á÷.
а) С помощью одной линейки постройте перпендикуляр к прямой á÷ из

точки ò , лежащей внутри круга (но не лежащей на прямой á÷).
б) Исследуйте возможность аналогичного построения при других случаях

расположения точки ò .

Задача 7. Дан угол ó, вершина которого «недоступна», и точка K вну-
три угла.

а) Постройте прямую óK.
б)∗ Выполните это построение только одной линейкой.

Задача 8. На доске была нарисована окружность с отмеченным центром,
вписанный в нее четырёхугольник и окружность, вписанная в него, также
с отмеченным центром. Затем стёрли четырёхугольник (сохранив одну вер-
шину) и вписанную окружность (сохранив её центр). Восстановите какую-
нибудь из стёртых вершин четырёхугольника, пользуясь только линейкой и
проведя как можно меньше линий.
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