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ГЛАВА 
4tункции комплексного . 

переменнаго 

§ 1. Компnексные чисnа и действия над ними 

Комnле1rеиым �Juслом z называется выражение вида 

z = z+iy 
(алгебраическая форма компл!:lксного числа), где. :z: и у -любые дей­
ствитедъные числа, а i -мнимая единица, удовлетворяющая условию 
i2 = '""1. Числа ж и у называются соответственно действительной и мни­
.моi1�tастяАiи /Со.мплеН:сиого числа z · и обооначаются 

:z: = Rez, 

у =  Imz. 

Комплексное число z = :z: - iy называется сопряженны.м комплекс• 
ному числу z = :z: + iy. . 

Комплексные числа у 
ZJ ::::: :liJ + iy1 И Z2 = Z2 + iy2 

считаются равными тогда и только тогда, 
когда z, = :z:2, Yl = Yl· 

Компле,::сное �исло .z = ж + iy изо­
бражается в nлоскости ХОУ точкой М 
·с координатами (::е, у) либо вектором, на­
чало которого находится в точке О( О, О}, 
а конец в точке М( а:, у) (рис. 1). Длина р 

х 
Рис.1 

вектора О М называется модулем комплексного числа и ·обозначается 
lz 1, так что р == lz 1 = .j z2 + у'1.. Угол t.p, образованный вектором О М 
с осью ОХ, называется аргументом комnлексного числа z и обозначается 
t.p = Arg z; он оnределяется не однозначно, а. с точ}fостъю до слагаемого, 
кратного 21r: 

· 

Arg z = arg z + 2k1f (k =.О, ±1, ±2, .. �), 

· где arg z есть rлавное значение Arg z, оnределяемое условиями 

-1r < argz � 11", 
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причем 

argz= 

у arctg -, 
х . . 

. 

у 
1r +arctg -, 

х 
11 

-1r + arctg -, 
х 
11" 
2' 

. 11"  

ее.!} и 

если 

еслИ 

если 

-2, если 

Имеют место следующие соотношения: 
у tg (Arg z) = -, 

. . х 
sin (Arg z) у 

х >l; ��!'.': 

х <'0!, у
� 

о, 

х< О, 'il <о, (J) 

х =О, 

у
> 

о, 

х=О, 11 <о. 

· Два комnлексных чис:.nа z1 и z2 равны тогда и только тогд11. коrда -�·· 
модули равны, а их аргументы либо равны, либо отличаются на величи»)f; 
кратную 211": 

lz,l lz2l, Argz1 =Argzz+21rn (n::::O,±l,±2, ... ). 

Пусть даны два комплексных числа z1 = х, + iyt, z2 = х2 + 1.112. 
l. Суммой z1 + z2 комплексных чисел z1 и z2 называется ко�ксное 

число 
Zt + Z2 = (XJ + Х2) + i(yl + 1/2). 

2. Разностью z1-z2 комnлексных чисел z1 и z2 называется комПЛексное 1 . . . > 
число 

ZJ '- Z2 = (Xt -'- Х2) + i(Yt - У2). 
3. Произведением Ztz2 комnлексных чисел Zt и z2 называется комnлекс-

мое число 
ZtZ2 = (XtX2- YtY2) + i(X\1/2 + X2YJ). 

· Из оnределения nроизведения комnлексных чисел, в частtщ�ти, 
следует, что 

zz = х2 +1/ = lze . . · . ZJ ' 
4 .  Частным - от деления комnлексного числа z1 на комплексное �о 

Zz . , ·. . :: 
z2 # О называется такое комnлексное число z, которое удовлетворяет 
уравнению zz2 = z1. Для частного име� место формула 

z, ZJZ2 
Z2 

= 
!z2l2 • 

. . ' . Zz . При этом была использована формула z2 = ·1z2t
2 • . 

(2) 



. . f 1. ·· Кt#lмексные числа и действия над· ними 

Форжуду (2) можн� записать в виде 

ZJ 
. 

:1:(:1:2 + YlY2 .X2Yl -·XlY2 
-= 2 2 +� 2 2 . Z2 · Х2 + У2 Х2 + У2 

. 5 

Действительная часть Re z и мнимая часть Im z комплексного чи­
сла z выражаются, через сопряженные комплексные числа следуц>щим 
образом: 

· · · 
z+z R�·Z = -2 -. z-z z-z 

Imz = i-- = --· -. . 2 2i 
Пример 1. По�<,азать, что z1 + z2 == z1 + z2. 

Доказательство. По определению имеем 

:zt'+Z2 = (Xt + Х2)- i(Yt + У2) = (Xt -iy1) + (х2- iy2) = Zt + Z2. 8 

�дачи дnя самостоятельного решения 

flример 2. Найти действительные решения уравнения 

(4 + 2i)x + (5- Зi)у = 13 + i. 
Решение. ВldД�им в .левОй части уравнения действительНую и мнимую 

части: (4ж +'5у) + i(2ж- Зу) = 13 + i. Отсюда согласно определению равенства 
двух комnлексных чисел получаем { 4х+ 5у =  1�, 

2ж- Зу = 1. 
Решая эту систему, находим 

ж =  2, у =}; t> 

Задачи дnя самостоятельного ·решения 

Найти действитеЛьные решения уравнений: 

2. (Зх- i)(2 + i)+ (х- iy)(l + 2i)= 5 + 6i. 

3. (ж- iy)(a- iЬ):::::. i5 , где а, Ь - заданные действительные числа, lal # IЬI. 
1 2 +i . . 4. --. + --. = V2, где z:::::. ж +zy. Z- 1 l+t 

1 1 
5. Представить комnлексное число 

( . )2 + ( . )2 в алгебраической форме. . а+ zЬ а- аЬ . 
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' ' ' ',:1' 
�+iz .· .\; 6. Доказать, что -� = i (z - действитель�). 
х -1 1 + z k·' ' ' ' ' 1 1 '\ ' 7. Выразить х и у через u и v, если � + --.-'./:С l (z,y, u, v - действи-

тельные числа). х + sy u + tv 

8. Найти все комnлексные числа, удовлетворЯющие усЛоJJИЮ i = z2• 

Пример 3. Найти модуль и аргум'е�;�т комплексного числа 
• 1Г • 1Г 

z =-sш 8- � cos g· 

Решение. Имеем · 

z=-sin!<o 
8 ' 

1Г 
у= -cosi <О. 

Главным значением арrумента corJfacнo ( 1) будет 

arg z = -1r +.arctg ( ctg i) = -1r +arctg [ tg ( � -i)], = 

Следовательн�, 

( 3 ) · ' 3 5 
= -1r + arctg tg -'IГ = -1r + -'IГ = --w. 

8 ' 8 8 

5 Arg z = -81Г + 2k1Г (k =о, ±1, ±2, ... ), 

Задачи для самостоятеnьноrо решения 

t> 

9. В следующих задачах найти модуль и главное значение арГумента комnлексных 
чисел: 

r::; ' 1Г • • 1Г а) z = 4+3i; �) z = -2+2v3i; в) z = -7-i; r) z = -cos5+ssm5; 

д) z=4-3i; е) z=cosa-isina (w<a< �'IГ). 
Любое комплексное число z = х + iy (z ::/:. О) можно за'писать 

в rриrонqме,.Рической форме 

z = p(cos tp + i sin tp), где р = !.z!, rp = Arg z: 
Пример 4. Записать в трИгонометрической фор�е комплексное �исло 

z=-'1 -ivГз. 
Решение. Имеем 

-v'З · .а3 · .... . . 2 
tgи= =v·." . •. "'•--1' т ·т' 3 • 

{ 



· -f 1:· Комплексные числа и действиЯ над ними . 

СледователЬllо, : 

Пример 15. Найти действительные корни уравнения · 
. . 1 3. cos х + вш х = '2 + 4z. 

7 

[> 

Решение. Данное уращ1ение корней не имеет. В самом деле, это уравнение 
1 3 

равносильно следующим: cos х = - , sin х = -. Последние уравнения несовмест-. 2 4 . 13 
ны, так хак cos 2х + sin 2х = ]6, что невозможно ни при каких значениях х.' 1> 

Любое комnлексное число z i= О можно заnисать в лаказательной 
форме 

z = pei'P, где р = \z\, <р = Arg z. 
Пример 6. Найти все комплексные числа z. i=. О, удовлетворяющие 
условию zn-1 = z. 
Решение. Пусть z::::: ре;�". Тогда z = pe-i�". 
Согласно условию 

pn-lei(n-1)1" = pe-il" ИЛИ pn-2einl" = 1, 
n-2 . . . 2k1Г ) откудар = 1 ,  т. е. р = 1 ,  и &ntp = 2k1ГJ, т. е. tp = - (k =О, 1, 2, . .. , n � 1 . . n 

Следовательно, 
Zk.= e;2"k/n (k = О , l, 2, ... , n- 1). 

Задачи дл'� самостоJ�тельного решения 

1> 

1 1 О. Следующие комплексные числа представить в тригонометрической форме: 

а) -2; б) 2i; ,в) -v'2+�v'2; г) 1-sina+ icosa. (о<а� i); 
1+cosa+i.sina ( 71') 

д) 1 + cos а - i sin а о < а < 2 . ; 
в показательtiой форме: 

е) -2; ж) i; з) -i; и) - 1 - iv'З; к) sina�icosa(i<a<1Г); ·
л) 5 + 3i. 

Пусть коr.�nлекс:t�ые числа z1 и .z2 даны в тригонометрической форме 

Z1 = PI(COs <{)1 + i sin <р1 ), �2 = P2(cos <{)2 + i sih <р2). 
Их nроизведение находится ло формуле 

zt.z2 = P1P2lcos (<р1 + '!'2) + i sin (<р1 + <р2)], 
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т. е. при умножении комплексных чисел их J1рдУЛЦ перемножаются, 
. а аргументы складываются: 

т. е. 

/z1z2! = lz1
'
l· lz2!, Arg (z1z2) = Ari it + Arg Z2. 

Частное двух комплексных чисел z1 и z2 #О находится по формуле 

ZJ Pl ( ) . . ( )}, -:- = -:-::-:-: cos (IPI - IP2 + t sш !р)- IP2 '' Z2 Р2 . ' , ' 

Возведение комплексного числа 

i = p(cos <р + i sin <р) 
в н�пуральную степень n производится по формуле 

zn = pn(cos n<p + i sin n<p), 
т. е. 

Отсюда получается формула Муавра 

(cos <р + i sid <р )n = cos n<p + i sin n<p� 
Свойства модуля комплексных чисел 

1. lzl = lzl; 2. z"Z = lz12; 
'3.:· /z1z2/ = /zt/r./zl/; 
4. /zn·l = \z/n; 1 ZJ I lz1l 
S. z2 

= 
lz2l' · z2 #О; 

6. \Rez\ � \z/, \Im z/ � \zl; 
7. lz1 + z2l � lzii +\z2!; 
8. llzi1-1z2ll � lz1 - z21· 

Пример 7. Вычислить (- J + ivГз)бд. 
Решение. Представим число z = -1 + iv'З в триоонометрической форме 

-1+iУ'з=2( COS�11'+isin�11'J.· 

Применяя привед,енную выше формулу возведения в стеnень, nолучим 

(-1 + �v'3)60 = 2w [ cos ( 60. �11') +.i sin (lfe,;:jtr)] = 

= 260 ( cos 4011' + i sin 4011') = 266.' .. � 1> 



Комплексные числа и действия 'над ними 

ПримЩ» 8. ДЬказать, что многочлен 

f(x) == (cos а+ х sin а)11 cos па-х sinna', 

делится на х2+ 1.'· 

Решение. Имеем :е2 + 1 = (х + i)(z-i). По формуле Муавра 

f(i) (cos а+ i sin а:)" - cos na - i siri na = 
= cos na + i sin na - cos na: -i sin na = О. 

Аналогично /(-i) = О. Значит /(z) делится на ж2 + l. 

Задачи для самостоятельного решения 
' 

1 1. Доказать, что многочлен 

f(x) z"sina:- л"-1жsin na+Л"sin (n l)a: 

делится на z2 -2Лж cos а+ Л2• 

1 �. в.ычислить: 

(1 +iv'3)40 ' 
а) 1-Т ; б) (2- 2i)7; в) (VJ:.... 3i)�; r) - � . ( l ' )8 

l +а 

1 З. Доказать, что 

1 4. Доказать, что если 

( 1 + i tg а)" I + i tg na: 
1 -itga: 

= 
1 -itgna:' 

(cos а+ i sin а:)"= 1 ,  то (cos а- i sin а:)" 1. 

9 

1> 

1 S. Полъзуясъ формулой Муавра, выразить через степени sin 'fl и cos 'fl следующие 
функции кратных углов: 
а) sin З<р; б) cos З<р; в) sin 4<р; г) cos4<p; д) sin 5<р; е) cos 5<р. 

Корень n-й стеnени из комплексного числа z имеет n различных 
значений, которые находя;тся по формуле 

nr:; n li':::i/ 1 ( 'f1 + 2k1f . . <р + 2k1f) v .<: = v 1z1 cos . + • srn , 
n n 

где k = О, 1, 2, . . .  , n- l, <р = arg z. 
Точки, соответствующие значениям �.являются вершинами пра­

вильноГо n-уrольника, .вписанного в окружность радиуса R = \liZТ 
с центром в начале координат. 

Корень n-й степени из действительного числа а также имеет n 
различных значений; среди этих значений действительных будет два, 
одно или ни одного в зависимости от четности или нечетности n и знака 
числа а. 
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Пример 9. Найти все значения �1 - i. 
Решение. Приводим комплексное ч�сло 1 - i к тригонометрическому виду 

Следовательно, 
. 1r 1r ' . ( -- + 2k1r -- + 2k1r) 

�1 - i = И  cos 44 · + i sin 4 4 . 
Полагая k = О, l, 2, 3, найдем 

(k = О) и-=1.= И( cos �- i sin �)" 
(k = l) и-=1 = и( cos 1

7
61Г + i sin �?1} 

( 2) 4r.---;' .8г.;:( 15 . 15') 
k =  Vl-I = V2 COSM1r+ tsin

ltJ
1r ,  

(k = 3) � = И(соs·��1Г + isin i�1r). 
Задачи дпя самостоятельноrо решения 

В следующих задачах найти все значения :корня: 

18. а) �; б) vi; в) .Jii; г) V'=i. 

17. а) rt; б) {/ -1 + i; в) .)2- йVз. 

18. 5 г.;:2( . 1r . . 1Г) v1. соs6+нш6 . 

t>· 

Пример 1 О. Какое множество точе!( на плоскости комплексного пере­
меннога z определяется условием 

Imz2 > 2? 
Решение. Пусть z = ж + iy. Тогда 

i2 = (ж+ iy)2 = (ж2 -1/) + i2xy. 

Следовательно, Im z2 = 2ху . 
По условию 2ху > 2; или ху · > 1 . . Это неравенство оnределяет множесТво 

точек в nервом и третьем Квадрантах, соответственно над и nод rиnepбoлqjt 
ж у .  = · 1 .  в nервом. и третьем :квадрантах, соответстВенно ·н.Щ и nод ги:перболой 
э:у = l. 

. . е:.·· 



§ l. Комплексные числа и действия над ними 11 

.Пример 11 � Какое множество точек на 'комnлексной плоскости оnре­
деляется условием . 

'/Г . 3 
-2 � arg (z + l - i) � 41r? 

Решение. Комплексное число 
.t+l-i=z-(-l+i) 

изображается вектором, началом которого являет­
ся точка -1 + i, а tшнцом - точка z. Угол между 
этим вехtором и осью р Х есть arg (z + 1 -i), и он 

1f 31f 
меняется в nределах от -2 до 4. Следовательно, 
данное неравенство оnределяет угол междУ прямы­
ми, выходящими из точки -1 + i и образующими 

1f 31f . 
с. осью ОХ углы в -2 и 4 радиан (рис.2). · 1> 

Пример 12. Какая область оnределяется 
условием lzl + Re z < 1? 
Решение. ·Пусть z = р( cos IP + i sin IP). Тогда 

lzl = р, Re z = pcosip. По условию р+р cos ip < 1, 
откуда 

Р < 
1 +cosip 

Рис.2 

Этому условию удовлетворяют все точки, лежащие в области, ограниченной 
кривой 

' 1 
р= 

l+cos<p 
(уравнение nараболы в nолярных :координатах). 

Задачи дпя с�мостоятеnьноrо решения 

[> 

В следующих задачах наАrн множества точек на плоскости :комiiЛексноrо nере­
мениого z '· которые оnределяются заданными условиями: 

19. а) lzl � 2; б) 
l
�

l 
� 1, z #О; в) Hl � 2, z #о, 

20. а) lz-5il = 8; б) lz - 1 -il � 4. 
. · . 1f 1f 1f 4 

21 . а) l<lz+il<2, 4<argz<2; б) 2</zi<З, g<argz<31f. 

22. а) \!.::..!1 � l; б) О� Imz � 1. 
· z+ 1 

2�. а) 1 � !z + 2 +il �,2; б) lz- 11 < iz- il; в) 1 < Re z < 2. 
24. lz-al <: 11- ail (о -действительное, lal < 1). 
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Задачи для самостоятельного решения 

Написать в комrтексной форме уравнения следующих линий: 
' 

38 .. а) Координатных осей ОХ и ОУ; б) прямой у=�; ,в) прямой,V = k�+Ь,. 
rде k, Ь- действительные: · · · 
39. а) Равнобочной гиnерболы �2- 1/ = а

2; б) �кружн�ст� ж2+ i/+ 2ж.� О. 

· Разные задачи 
Решить уравнения: 
40. z3 + 3z2 + 3z ;t- 3 = О. 41. z4- 4z3 + 6z2- 4z- 15 =О. 

42. Найти комrтексное число z, изображением которого является точка Оrрезка · 
z1z2 , отстоящая от z2 вдвое дальше, чем от z1• 
43. В какой вектор переЙдет вектор а + ib при зеркальном отображениИ ero 
в биссектрисе первой четверти? 
44. В какой вектор переЙдет вектор -v'З + Зi после поворота на угол 90•? 
45. в какой вектор переЙдет вектор -v'З- i после поворота на угол 120°? 
46. Найти yrciл, на который надо повернуrь вектор 4-Зi, чтобы получить векrО., . 

5 . 5 
- v'2+tv'2. 

47. Найти угол, на которьiй надо повернуrь вектор зУ2 + i2v'2, Чтобы nолучить' 
вектор -5 + i. 
Решить уравнения: 
48. (ж+ i)n- (ж- i)n =О (ж -действительное). 
49. cos ж + i sin ж = sin ж + i cos ж. 
50. Найти вектор, в который переЙдет nосле поворота на 45• и удвоения веКтор 
z = 3 + 4i. 
51 . Центр квадрата находится в точке z0 = 1 + i, а одна ·из вершин - в точке 
z1 = 1- i. В каких точках находятся остальные вершины квадрата? 
52. Пусть z1 , z2, ••• , Zn :.._корни уравнения zn- 1 =О (n > J). 
Доказать, что z1 + z2 + ... + Zn =О. 

Найти следующие суммы: 

53. а) sin ж +.sin 2z + ... + sin nж; 
б) cos ж+ cos 2ж + ... + cos nж. 

54 .. а) sin ж + sin Зж + . . . + sin (2n - l)ж; 
б) соsж + соsЗж + .. , +cos (2n -l)ж. 

§ 2. Функции комплексного перемениого 

Говорят, что в области D определена функция w ;, J(z), если каждоЙ 
точке z Е D поставлено в соответствие одно (однозначная функция) или 
несколько (многозначная функция) значений w. 
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\ . ' . 

Так�м 'образом, функция щ = J (z) осуществляет �тображение. то­
чек комn�ексной плос�Сости z на соответствующИе. точки комплексной 
плоскости\ w. 

Пусть' z =ж+ iy и w =и+ iv. Тогда зависимость w = f(z) между 
комплексной· функцией w и комплексной переменной z может быть 
описана с помощью двух действительных функций и и v действительных 
переменных ж и у 

и= и( ж, у), v = v(ж, у). 
Пример.1. Пусть w = z3- iz. · 

П�агая z = z + iy, w = и+ iv, получим 
� + iv = (z + iy)3- i(z - iy) = (ж3 - 3zy2 - у) +  i(3z2y- у3- z) .  

Сnедовательно, ра11енство w = z 3  - iz равносильно двум раоонствам {. tl = ж3 - 3:r:y2 - �· 
v = 3ж2у - ж - 1/з. t> 

Задачи дnя самостоятепа:.ноrо решения 

Для следующих функций найти действительную и мнимую части: 
·1 iz + l 

55. а) w = z - iz2; б) w = z2+i; в) w = i - z . 3;. r) .w = =; д) w = --· 
.z 1 + Z'' 

z е) w ;::: -. z 
В следующих задачах н.айти образы данных точек nри указанных отображениях: 

56. а) z o = - i, w = z2; 
z r) ZQ= 2 + 3i, w =  -·, 
z 

б) z o  = 1 � i, w = (z - i)2; в) z o = l, w = --. ; z - � 

Пусть в 'плоскости z кривая задана уравнением F(ж, у) =  О. Чтобы 
найти уравнение образа Ф( и, v) = О этой кривой в плоскости w . при 
отображении с помощью функции w = /(z) � и+iv, нужно исключить х 
и у из уравнений . . · · ' . . { и= и(ж, у), 

р = v(x, у), 
F(ж,у) =О. 

Если кривая задана nараметрическими уравнениями: { ж = .. z{t), или z = z(t) = x(t)+ iy(t), 11 = y(t) 
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то параметрические уравнения ееобраза nри оiюбражении v =f(z) = 
и +iv будут 

··{ и и[х(t), y(t)] = U(t), '' 

v = v[x(t), y(t)] � V(t). 
. .  

Пример 2. В какую кривую отображается единична;j окружность !zl = 1 
с помощью функции w = z2? 

Решение. Так как по условию. lzl = 1 , то 

fwl = /z/2 = I. 

Итак, образом окружности /zl = 1 в плоскости i является окружность 
fwi :::= l в плоскости w, проходимая дважды. Это следует из тоrо, .чrо поскольку · w ::::: z2, то Arg w = 2 Arg z + 2k11', так что когда точка � описывает полную 
оКружность lzl = 1, то ее образ описывает окружность lwl l дваЖды. t> 

Пример 3. Найти образ окружности 

z = R cos t + iR sin t (О �· t < 2n') 
z 

nри отображении w = =. 
z 

Решение. Пусть z х + iy. Данное уравнение окружиости можно записать 
в виде 

z = Rcost, у= Rsint (О� t < 21Г). 

Отделим действительную lf мнимую части функnни w = и + iv. Имеем 

. z z2 х2 - 1i . 2ху 
u+sv =-=-=---+а-.--. 

z z% · х• + у2 ;r:2 +у2 

Отсюда 
2:су v= --.-. z2 +у2 

ПодставлЯя z = R cos t и у = R sin t в u и v, получим параметрН'!еские уравнения 
образа окружиости { cos 2t - siв 2t u = 2 • 2 = cos 2t, cos t + sщ t 

2 cost sint . 
V ::::Stn2t, 

cos 2t + sin 2t 
или v? + v2 = 1. •. 

Итак, образ есть единичная окружность, проходимая дважды, что следует 
ИЗ ТОГО, ЧТО 0 '� t < 271' ·' И }13 формул ( *). . . 1> 
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\ :,1 ' 

' \ \, 
ЗадаЧй1 дрй самостоятельного решения 

57. УстанJrить, на какие линии плоскости w отображаются с помощью функции 
1 \ \ 1 

w = - следующие линии плоскости z: 
z ' 

l 
' 

311' 11' 
а) lzl = 2; 15} Rez ·=О; в) argz::: 4; г) argz2 = -2; д) Rez = Imz; 

е) lzl=z. 

58. Найти образы координатных: осей ОХ и ОУ при следующих отображениях: 
z + 1 . 1 

а) w = - ; б) w = 1 + -. 
1 z- 1 z 

Основные элементарные функции комплексного переменноrо 

1. Дробно-рациональная функция 

aozn+ a1zn-l + . . . + an W = J._ т + Ь т-1 + + Ь ; 
vuZ JZ • • • т 

в частности, раЦиональной функцией является многочлен 
n · n-1 w = ао� + a1z + ... + an. 

2. Показательная функция e,z определяется как сумма абсолютно 
сходящеrося во всей комплексной плоскости степенного ряда 

z2 . zn 
ez = 1 + z + - + . . . + 1 + ... 2! n. 

Показательная функция ez обладает следующими сврйствами: 

а) ez1+z2 = е•1 • ez2, где z1 и z2 -любые комплексные величины; 
б) ez+2k1ri =7 e·z (k = О, ±1, ±2, . . . ) , т. е. ez является nериоди�еской 

функцией с периодом 211'i, · 
3. Тригонометрические функции sin z и cos z определяются степенны­

ми рядами: 

z2 z4 z2n 
cosz=l- 2! + 4! - ... +(-l)n(2n)!+···· 

абсолютно сходящимися nри любом комплеi<;сном значении z .  Функции 
sin z и cos z - периодические с действИтельным периодом 21Г и имеют '·' 1Г . ' ' 
только действителыn�е нули z = k1r и z = 2' + k1r соответственно, где 
k =О, ±1, ±2, ... : 
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Для функций ez, sin z и cos z имеют место,формулы Эй.цера 

eiz 
== cos z ·+ i sin z, e

.:.iz = cos z'.,.. i sin z, (1} 
откуда 

cosz = 2 
eiz- e-iz 

sinz= ----2i 
Функции tg. z и ctg z определяЮтся равенствами 

(2} 
i '  

sin z cosz tgz = -- ctgz = -.-. (3) cosz sшz 
Для тригонометрических· функций остаются в силе все формулы триго­
нометрии. 

4. I'иперболические функции sh z, ch z, th z, cth z определяются равен­
ствами 

ez- e-z 
shz= ---2 

shz · thz= -h , 
с z 

е'+ e-z 
chz = 2 

chz cthz=-ь . 
s z 

(4} 

(5) 

5. Тригонометрические и гиперболические функции связаны между 
собой следующими соотношениями: 

sin z == -i sh iz, 
cosz = ch iz, 

tgz == -i thiz, 
cta z == i cth iz, 

shz = -isiniz, 
chz = cosiz, 
thz = -i tgiz, 

cthz = i ctgiz. 

6. Логарифмическая функция Ln z, где z i= О, определяетСя как функ­
ция, обратная показательной, причем 

Lnz := In\z\ +iArgz = In\z\+iargz + 2k11'i · (k = 0, ±1, ±2, ... ). (6) 

Эта функция является многозначной. Главным значением Ln z называется 
то значение, которое получается при k_= О; оно обозначается lnz: 

Inz = ln \zl + i argz. 
Очевидно, что 

Lnz =Inz -t2k11'i, k = О, ±1, ±2, . . . . 
Сцраведливы следующие соотношения: 

Ln(z1z2) == Lnz1 + Lnz2, Ln (::) = Lnz1- Lnz2. 

7. Обратные тригоl!ометрические функции Arcsin z, Arccos z, Arctg z, 
Arcctg z определяются как функции, обратные соQТветственно к функци­
ям sinw, cosw, tgw, ctgw. 
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Напр,мtр, если···�.:;::: sin w, то w называется· арксинусом числа z 
и, обозначается: w = Arcsin z. 

· 

Все эти фуНкЦии явля:ются многозначнымИ· и выражаются через 
логарифмические функции 

Arcsinz =·-iLn (iz + �); (7) 

Arccos z = -i Ln ( z  + Ji2:1); 
·. i 1 + iz 
Arctg z = -- Ln --· 

1 l- iz' 
i . z + i 

Arcctg z = -- Ln --· . .  2 z -s 

(8) 

(9) 

(10) 
Главные значения обрl.j.тных триГонометрических функции arcsin z, 

arccos z, arctg z, arcctg z получаются, есЛи брать главные значения соот-
ветствующих логарифмпческих функций. ' 

8. Общая степенная фующия w = Z4, где а = а + if3 - любое 
комплексное число, опреДеляется равенством 

za = eaLnz. 

Эта функция, вообще говоря, многозначная; ее главное значение равно 

za = ealnz. 

9. Общая показатеilы.tая функция w = az (а #=·о -любое комплексное· 
чисЛо) определяется равенством 

az
.,= ez Lna. 

Главное значение этой многозначной функции az = e·z 1" а. 

Задачи для самос:тоятельного ·решен и,. 

Выделить действительную и мнимую <Jасти у следующих функций: 

59. а) tll 2z-1; б) w=z +z2; в) w=z-1, 

60. а) w=e-1; б) w=e'2; в) w=sinz; r) w=ch(z-i). 
2 

61. a)w=21; б) w=sbz; в) w=tgz. 

Пример 4. Найти �ttачение модуля функции w =. sin z в точке 

z = 1r + i ln (� + v'S). 

· - Рв�ние. Лу�т �·F :� + iy. Тогда 
w = sin ж ch у + i sh у cos ж. 
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Модуль функции sin z равен 

1 sin
, 

z 1 = V:
"":

si
-
n
-::'
2x

-
c
-:

h
-:

2
:-
y

-
+ --:sh

-:
2
:-
y

-
c

_
o

_
s 2::-z = 

= ..js in 2х cti 2у + sh 2y(l-sin 2х) � � + sh 2у. 
Полагая z 1r + i ln (2 + v'S), найдем 

/ sin {1r +.i ln (2 + Vs))/ = sh {ln (2 .f. Vs)] = 

eln(2+v'5) _ e-ln(2+v'5) 2 +'JS-

2 
Этот пример показывает, что тригонометрическая фунКция sin z в кОмплекс-

ной области может nринимать значения, no модулю большие единицы. 1> 

Задачи дпя . самостоятельного pewettия 

В следующих задачах найти значение модуля и главное значение аргумента ,цанных 
функций в указанных точках: 

' 1r 
62. w = co sz, а) z1 = 2 +i ln 2; б) z2 = 1r+ iln 2 . 

63. w =shz, z0 • 1r . t 2 1+•- .  64. w = ze , z0 1ri. 65. w=ch z, z0 iln 3. 
2 . 

66. Найти лоrарифмы следующих чисел: 
а) е; б) - i; в) i; r) - 1 - i; д) 3 21; е) i1. 
67. Найти: (l+i) 2i ·( ·v'з �)· l+i 

• 
. а) i1; б) i1

'1; в) 11; r) (-l),n; д) ./2 . ; е) 
2 

+ 
2 • 

ж) (1- i)
з

-
З;

. 
68. Найти модуль р и аргумент'{) комплексных чисел: 
а) th 1ri; б) 10

1
; в) Зн. 

. . . . :: . i'IГ 
Пример 5. Заnисать в алгебраИческой форме Arcsin З. 

.. i11' 
Решение. Полагая в форМуле (7) z -, получим . 3 

Arcsin �i = -i
.
Ln ( - � ± J1+�2} , 

Отсюда 

Arcsin� i = :..iLn [- (�+Vl+ �2)] = -i[In (� +Vl+ �) +1ri + 2k1Гi] = 

= (2k+1)1r -iln (�+f:ii.J (k=O,±l;ф2., • .  , 
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и 

Arcsin �i = -i Ln ( Jl + �2- �) = -i[ ln ( Jl + �2- �) + 2k1Гi] = 

=2n1Г- iln(Vl+ �2 -�) (k=O,±I,±2, ... ) . 1> 

Пример 6. Записать в алгебраической форме. Arctg ( 1 + i) . 

Решение. Полагая в формуЛе (9) z = 1 + i, лолучим 

i . 1 + i(I + i) i i i 
( 

1 2 ·') Arctg(l+i)=--Ln =--Ln--=--Ln --+-J . 2 1 - i(l + i) 2 2 - i 2 5 5 

Далее 

Ln (- � + �i) = -ln v'5 + (2k + 1)1Гi- i arctg 2. . 5 5 
Окончательно 

1 1Г i � Arctg (1 + i) = -2 arctg 2 + (2k + 1)2" + 2 1n.v 5 (k =О, ±1, ±2, ... ). !> 

Задачи для самостоятельного решения 

Записать в алгебраической форме следующие комплексные числа: 

69. а) ei"/4; б) ln (1 - i). 70. а) sin1ri; б) cos1ri; 

71. а) ctg 1ri; б) Arcsin i; в) 
i Arctg з· 

72. а) б) 
1Гi 

в) th 1Гi. Arccosi; sh:-· 2' 

Пример 7. Решить уравнение sin z = 3 .  

Решение. Задача сводится к нахождению велИчины 

z = Arcsin3. 
Воспользуемся формулой (7): 

'Arcsin t = -i Ln (t + v'J=t2). 
. Будем иметь 

z = Arcsin 3 = -i Ln (3i + Н) 
или, учитывая то, что 

vC8 = ±Vsi, 
лолучим 

z = -i Ln ((3 + Vs)i], z = -i Ln [(3 - Vs)i]. 
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Так как 

то 

Diaвa 1. Функции комnЛ,ексноrо n-�юro 
.. <1 . . 

.··· \ t-arg [(3 + v's)i] =.arg [(3-v's)iJ=;;'2:• 
.-" · "  

j(3 + v's)ij = 3 + v's, !<3-v's)il = з � fl, 

Ln [(3 ± v'i)i) = ln (3 ± v's) + i i +·2k1f'i, 
где 1с =О, ±1, ±2, .... СледоваТельно, ·  

z = � .f.2k1r-iln (3 ± vls) (k = 0,±1, �2, ... ). 

Задачи ДПя самост9ятеnьноrо jм!wения 

Решить следующие уравнения: 
73. tГ' + 1 = О. 74. е• + i =О. 75. 4cosz + 5 =О. 

[> 

76. shiz = -i. 77. sit1Z = 1ri. 78. ·ei" = cos1r:r: (ж -действительное) . 

79. е2"+2е"-3=0. 80. chz=i. 
81. а) ln(z+i)=O; б) ln( i-z)= 1. 

§ З. Предел nоследовательности 
комnлексных чисел. 
Предел и неnрерывность функции 
комnпексно.rо nеремениого 

Пусть дана последовательность {zn} комплексных чисел 

Оnредепение 1. Комплексное число а называется пределом пос.педо� 
вательности { Zn}, если для любого положительного числа t можно 
укаэать·такой номер N = N(е) ;·начиная с которого все элементы Zn 
этой последовательности удовлетворцют неравенству 

lzn- а! < t при . n �,N(e). 

Последовательность {zn}, имеющая предел а, называется сходящей­
ся: к чиСлу а, что записывается � виде lim Zn = а. · 

n-oo 
Каждой nоследовательности комnлексных чисел {zn} соответ­

ствуют две nоследовательности действительных чисел {:tn} И {Yn}, 
Где Zn = Жn + iyn,. n = 1, 2, •. • .  
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Теорема 1. ПоСJIJ!ООt!ательность {z11 == Xn + iy11} сходится к числу 
а а + ifj тогда и только тогда, когда 

lim Xn = а, lim Yn = }3 • 
n-.oo n-+oo 

Оnределение�. Последовательность {z11} называется ограниченной, 
если существуеТ nоложительное число М такое1 что для всех элемен� 
тов Zn этой nоследовательности выnолняетсЯ неравенство lzпl �М. 

Теорема 2. Всякая сходящаяся последовательность ограничена. 

Свойства сходящихся последовательностей · 
комплексных .чисел 
Если Hm Zn = а и lim 1"11 = Ь, то 

n-+oo n-+oo 
l. lim (z11 ± 711) :::: а± Ь; 

2. Hm (z11т11) ='аЬ; 

• Zn а 3. ltm -=- (т11#0, Ь#О). n-oo Tn Ь 
Пример 1. Доказать, что nоследовательность 

n - i  
Zn = n + 1 , n = 1, 2 ,  .. •· , 

имеет nределом число а = 1. 
·Решение. Пусть зЭдано nроизвольное числ� t:: > О. Покажем, что сущес-rвует 

такой номер N, что jz" - н < е, юiк TruThKO n � N. Так как 

\z" - l\ = 1 : : � - 11 = 1 � : � 1 = n � l ' 
·. vl2 v2 

то неравенсТво, lz,.- 11 < е будет выnолнено, если n + 1 < е, т. е. при n > 7 - 1 • 

Значит, в качестве N можно взять 

( [,;;. ] . N:::N(t::) = 7- t +l. 

Здесь символ 1 а:] означает целую часть действительного числа z. 

Пример 2; Пусть nоследовательность {z11} имеет предел а.. Доказать, 
что nоследовательность {!z111} имеет nредел, равный jaj . 
Решение. В самом дме, так как Jim z,. = а, ro 

lim jz,. - al = О. 
n-oo 

(l) 
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С другой стороны, для любых двух комплексных ч� z,. и а имеет место 
неравенство (см. с. 8) 

!Jz,.l- lall � iz,.- aj. 
Из (1) и (2) получаем, 'что Iim jz,.l = laJ. 

Достаточное условие сходимости последоватеЛьНости 
комплексных чисел 

(2) 
t> 

Пусть z,. = Pn ei'P•, где Pn = lzп 1, rp,. = arg Zn. Тогда, если lim Рп = Ро, 
lim fPn = t.po, то lim Zn = p0ei'Po. n-нХ> 

Пример 3. Доказать, что 

. ( z)" IIm. 1 + - = ez' 
n-+oo n 

Доказательство. обозначим 

где z = z +iy. 

Zn = (1 + �) ". 

Тогда 

Iim izпl = lim 1 (1 + :_)"1 = 
n-+00 n-+oo n [( х

)
2 y2

]
n/2 

( 
x2+y2+2xn

)
n/2 

= Iim 1 + - + 2 = lim 1 + 2 = е". 
n-+oo n n n-+oo n 

Так как 

то 

Значит; 

у 

'Pn = arg (1 + :_) = arctg � = arctg -11-, 
n ·1+- n+x 
. . n 

arg z,. = ·ai'g (1 + :_) n = n arg (1 + :_) == n arctg _У_. 
n . n n+x 

1
. 1' у 1m rp,. = 1m n arctg --· - = у. 

,._,оо ,._,оо n + х 

Пользуясь доетаточцым условием сходимости последовательности комплексных 
чисел, получим 

lim (1 + :_)" = e"eiy = e'!'+iv =е'
, 

R'""'+OO n 
что и требовалось доказать. 

Пример 4. Доказать, что последовательность 

расходится. 

( -о1)" z,. = arg --, n = 1, 2, . . ·. , 
n 

t> 
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Доказательство. Так \<ЭК 
(-1)" {о 

z,.:::: arg -- = п 1Г 
при п четном, 

при n нечетном, 

то последовательность {z,.} имеет вид 11', О, 1Г, О ,  . .  : и предела не имеет. 1> 

Пример 5. Пусть 
Xn = 1 + р cos а + р2 cos 2а + . . . + pn cos па, 

где О <  р < 1, n = 1, 2, . . . . Найти lim Xn. 
n-+oo 

Рещение. Положим 

Yn = р sin а + / sin 2а + .. . + р" sin па 
и рассмотрим предел последовательности комплексных чисел 

z,. = х,. +iy,. = 1 + p(cosa + i sina) + p�(cos2a +isin2a) + ... 
. . . + p"(cos па+ i sin па). 

Положим · t = p(cosa + isina), ltl = р < 1. 
Полъзуясь формулой Муавра и формулой суммы членов геометрической проrрес-
сии, получим 

1-tn+l Zn = 1 + t + t2 + . . . + t" = --- , 
1 - t  · и так как 1tl < 1, то 

Следовательно, 

1 
lim Zn.= -

1 
·
t. n-+oo -

1 1 
lim Xn = Re -- = Re . . . = n-oo 1 - t 1 - p(cosa +а sma) 

_ 1 - р cos а _ 1 -р cos а 
- (I-pcosa)2+p2sin2a- l-2pcosa+p2' 

Пусть имеем послеДовательность {zn} комплексных чисел 

Zt' Z2, • .. 'Zn, • . . . 

1> 

Если для любого сколь угодно большого числа М > О сушеству­
ет натуральное число N такое, что все члены Zn последовательности 
с номерами n > N удовлетворяют неравенству Zn > М, то говорят, 
что Последовательность {zn} .сходится к бесконечно удаленной точке или, 
просто, к бесконечности, и пишут

· lim Zn = оо. 
· 

n-+oo 
Пополняя плоскость комrщексноrо переме:нноrо так введенной бес-

конеЧно удаленной тоЧкой z = оо, получаем расширенную плоскость 
комплексного переменноrо. 
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Окрестностью бесконечно удаленной точки и8зыйается совокупность 
вс;ех точек z, удовлетвориющих неравенству lzl. > R ·(с присоединением 
бесконечно удаленной точки), т. е. совокупноm всех точек z, лежащих 
вне круга с центром вначале координат достаточно большого радиуса R. · 

Задачи для самостоятель.ного решения 

Найти пределы следующих последовательностей: 

82. z,.= (t+;;)i"'l". 83. z"= �· 84. z,.=(l+Зi)"'. 

85. 

88. 

91. 

ein 
Zn = n2. 

i z" = nsin-. n 

Известно, что 

86. 

89. 

n+2i 
87. z" = ехр { z ---.-"- 3n+7i · 

mr . . n1r z" =ncosт +шsшт. 

lim z,. = оо, z,. ж,.+ iy,.. 
J:l.-+00 

90. 

i (� + 2�) }· 
shin z"= -- . n 

Чт.о можно сказать о существовании пределов nоследовательностей {:�:,.} и {у,.} 
при n- оо? 

Оnредеnение 3. Окрестностью точки z0 плоскости комплексной 
переменной z называетсЯ всякая область, содержащая эту точку; б­
окрестностью точки z0 называется множество всех точек z, лежащих 
внутри круга радиуса 6 с центром в точке z0, т. е. множество всех 
точек z, удовлетворяющих неравенству lz- Zol < 6. 
Пусть фующия f(z) определена в некотороЦ: окрестности S1 точки z0, 

кроме, быть может, с�:tмой точки z0• 
Оnредеnение 4. Число А называется пределом функции f(z) в точке 
z0, если ДЛя любого числа е > О можно указать такое число б = 
б(е) > О, что для всех точек i Е !1, удовлетворяющих условию 
О <  lz- z01 <б, выnолняется нераnенство 

IJ(z)·- Al. <е. 
В этом случае пишут 

lim f(z) = А. 

Здесь предполагается, что z0 и А - конечные точки комплексной 
' ," ' , ,  ' 

плоскости. . 
Приведем еще одно определение предела фуНКции в точке. Пусiъ 

функция f(z) определена в нек:оторой окрестностИ S1 тОчки z0, кроме, 
быть может, самой точки ZQ. · · 
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Оnредеп8ние 5. Если для любой nоследовательности {z,J, z". ::/:. ZQ ,  
сходящейся к ТО'!Ке z0 , соответствующая ей nоследовательность эна· 
чений функции {/(zn)} сходится к одному и тому же комплексному 
числу А, то число .А называЮт пределом функции /(z) в точке zo: 

lim /(z) = А . 

Здесь конечность Zo и А не предполагается. 
Существование предела Iim /(z) , rде 

/(z) = u(z, у) + iv(x, у), Zo = zo + iyo, 
равносильно существованию двух пределов 

причем 

lim u(z, у) и lim v(z, у), • :1'; .... ,.,0 
y-tyo 

Z-+Zo ' 11-!1� 

lim /(z) = lim u(z, у) + i lim v(:z:, у) . 
%-+Zo ��ZO S ....,..%0 

!l""'!lo 11-11о 
Пределы функций комплексного перемениого обладают следующими 

свойствами. 
· 

Пусть существуют пределы 

Тогда 

lim f(z) = А, lim g(z) = В. 
z...,z� Z-tZo 

lim (/(z) ± g(z)] = А ± В, 

lim [!(z)g(z)] = АВ, 

lt·m j(z) = 
А · 

( ) , в i= о. z->zo g z В 

Определение 6. Функция /(z) , Заданная в области D, называется 
непрерывной в точке z0 Е D, если 

lim J(z) = /(Zo). 
z.-.::o 

Иными словами: функцИЯ j(z) непрерывна в те>чке z0, если для 
любого Числа ! > О можно указать таi<:ое число б = б(е) > О, что для . 
всех точек z Е D, удовлетворяющих условию i z - zol < б, имеет место 
неравенство 1/(z) - /(Zo)l < е. 

Для непрерывнОсти функu.ии комплексной nеременной 

/(z) = u(z, у) + iv(:c, у) 
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в точке z0 � а:о + iyo необходимо и достаточно, .� ее действительная 

· и  мнимая части, т. е .  функции u(a:, у) и v(a:, у) , бiUm неnрерывны в точке 
(а:о, Уо) по совокупности переменных z и у. 

Оnределение 7. Функция J(i) комnлексноГо nеремениого называ­
ется непрерывной в области D, .  если она неnрерывна в каждой точке 
этой области. 

Сумма, разность и произведение двух функций комплексного пере­
мениого f(z) и g(z) , неnрерывных в области D, также являются непре­
рывными функциями в этой области, а функция f(z)/g(z) непрерывна 
в тех точках области D, где g(z) :;f: О. 

Если функция /(у) непрерывна в точке z0 , а функция F(т) не­
прерывна в точке то � /(z0) , то сложная функция F[/(z)J. неnрерывна 
в точке z0 • 

Пример 6. Дана линейная функция · 

w = f(z) = az + Ь, 
где а и Ь - комплексные постоянные. Доказать, что в точке z0 она 
имеет nреАеЛ, равный w0 = az0 + Ь, а #  О .  
Доказательство. В самом деле, возьмем произвольмое число Е: >  О .  Так как 

1/(z) - Wo /  = / (az + Ь) - (azo + Ь)l = /az - azol = /al · /z - z0/ ,  • 
� . 

то, выбрав в качестве б(Е:) > О число б = /а/
, будем иметь 1/(z) - w0/ < Е: при · 

.О < /z - z0 /  < б. Это означает, что w0 = аz0 + Ь  есть предел функции j(z) = аz + Ь 
в точке z0• 

Поскольку 
lim /(z) = az0 + Ь = /(Zo), 

то тем самым доказано, что в любой точке z0 линейная функция неnрерывна. t> 

Пример 7. Показать, что функция w = z2 непрерывна при любом 
значении z .  

Решение. Возьм�м произво.цьную точку z0 и произвольное число Е: > О .  Так 
как значение функции /(z) = z2 в точке z0 равно j(z0) = zJ , то покажем, что 
существует-число б(Е:) > О  такое, что /z2 - zJ / <;: Е: при jz -. zo l < б. 

Если. z -+ z0 , то найдется такое число М >  О ,  что /zJ < М  и /z0/ < М. Тогда 
. 2 2 . 
/z - zoJ = / (z + zo)(z - zo) /  = /z + zo/ · lz - zo/ < (lzl + /zo /) /z - zol < 2M/z - zol · 

Е: 
Если положить б = 

2М
, то из неравенства \z - z0\ < б будет следовать, что 

/z2 - z�/ < 2Мб � Е:, 
� 

т. е. при любом z0 функция w = z2 является ):iеnрерывной. t> 
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Задачи дпя (fамосrоятельного решения 

Польэуясь определением nредела, nока:эаn, что 
. 2z l 92� lun z + 2 

= .1 . 93. lim lzl = 5 . ...... ) ...... �-4i 
·Вычислить следующие пределы: 

z2 + Зiz - 2 94. lim ----
,_,_. z + 

96 1. sin z  
• 1m -h . .  

, ..... о S IZ 

cos 2z 95. Iim . . . h . z....,o:/4 Ch IZ + 1 S ц; 

97. 
е2' + 1 

lim --. 
•--i'lf/2 е• + i . 

Доказать, что следующие функции непрерывны на всей коммехеной nnоскости: 
9f.l. f(z) = z. 99. /(z) = Re z. 100. f(z)= Im z. 

101. Pn(z) = д0z" + a1z"-1 + . . .  + а,., где a k  (k = О, l, . . .  , п} - комnлексные 
nостоянные. 

. . PW . 
1 02. ДокаЗать, что рациональная функция R(z) = 

Q
(z) , где P(z) н q<z) -

многочлены, непрерывна во всех точках. комnлексной nлоскосТи z, в которых 
Q(z) # о. 
103. Показать, что функция w = е• непрерывна J!O всех точках комnnексной 
плоскости. 

§ 4. Дифференцировани' функций 
комn:nексноrо переменноrо. 
Условия Коwи-Римана 

Пусть функция w = f(z) определена в пекоторой области D ком­
nлексного перемениого z. Пусть точки z и z + l:!.z принадлежат области D. 
Обозначим 

l:!.w == f(z + D..z) - f(z) ,  l:!.z = Ах+ iAy. 
ОпредеЛение 1. ФуНкция w = f(z) называется дифференцируемой 

. l:!.w 
в точке z Е D, если отношение 

Az · имеет конечный предел пря Az, 
стремящемся к нулю произвольным образом. Этот предел называется 
производной фуНкции f (z) в ,цанной точке z и обозначается символом 

dw 
!' (z) (или w' , или dz ) , так что по определению 1 

, , .  . . Aw w = f (z) = lun --л--- · 
Az-o 1..1.Z (1) 
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ЕслИ: z = ж + iy, w = f(z) ::::::: и( ж, у) + iv{#i g); то в каждой точке 
дифференцируемости функции·. f (z) въtnолняiО'l'Сй соотношения 

au av I:Ju I:Jv 
- = - ,  - = - - �  (2) 
дж I:Jy I:Jy аж 

называемые услQ8uями Коши-Ри.мана. 
Обратно, если в пекоторой точке (ж, у) фуmщии и(ж, у) и v(ж, у) 

дифференцируемы как функции действительных. nеременных ж и у и, 
кроме того, удовлетворяют соотношениям (2), то фу}{кция j{z) = u + iv 
является дифференцируемой в точке z = ж +  iy как функция комплекс­
ного nеременноrо z .  

Определение 2. Функция w =f(z) называется Qналитической в дан· 
ной точ"е z Е D, если (}на дифференцируема как в самой точке z, 
так и в пекоторой ее окрестности. Функция j(z) называется анали­
тической в области D, если она дифференцируема в каждой точке 
этой области . Для любой аналитической функции j(z) имеем 

1 . au . .  I:Jv I:Jv ди ди ди дv дv 
f (z) = -.- + t- = - ,..- i- = - - i - = - + i- . · (3) дж . . дж ду ау ах ау {)у рж . 

Пример 1. Показать, что функция w = ez является аналитической 
во всей комnлексной nлоскости. 

Решение. Имеем ez = е"' ( cos у + i sin. у) ,  .так что 
tф:, у) = е"' cosy, v(ж, у) = е� sin у. 

Функции u(ж, у) и v(z, у) · как функциидействительных rrеремеиных :е и у диффе­
ренцируемы в любой точке (z, у) · (они имеют неnрерывные частные щюизводные 
лЮб<>rо порядка) и при этом удовлетворяют условиям (2). 

Следовательно, функция w = е• всюду аналитическая. Для f(z) = е• nолу-
чаем соrласно формуле (3) , 

(е•)' =(е= cos у)� 
1
+ i(e"' sin у)� = ���'(cos у + i sin у) ::::: е• . 

Итак, (е")' = е• . t> 
Пример 2. Является ли функция w 
в одной точке? 

zz аналитической хотя бы 

Решение. Имеем zz = z2+ 1i , так что 

u(x, у) = :с2 + у2, v(ж, у) ::: О. 
Условия Коши-Римаиа в этом случае имеют вид 

{ �:= �· 
и удовлетворяются тмько в течке (0, 0). 

Следовательно, функция w = zz дифференцируема rолько в теЧке z1H О 
и ниrде не аналитична. , 
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Пскажем, :nольэуясъ оnределением 1 ,  что функция f(z) = zz дифференци-
руема в точке z = 0. В самом деле, /(0) :;::: 0,  nоэтому 

· 

и 

А/ = /(0+ Az) -/(0) = A.t · Az 

l. 
. А/ 1' Az . М l' А- li ( А  . А ) О 1m - = .1m - = 1m "'z = m L.lZ - tL.l'y = . 

��-о Az ·Az.:..11 Llz ' Az-o � ...... о Av-o 
Таким образом, проиэводная /'(О) существУеТ и равна нулю. 

Пример Э. Является ли функция w = z = ж - iy аналитической? 
. 

Решение. Здесь t1 = (а:, у) = z, 
функции переменных а: и у. Далее 

v(:r, y) = -у - ВСЮдУ дифференцируемые 

дu дu - о a;; = l, 
ду

- . 
дv - = 0, 
д :е 

дv 
- = -1.  
д у 

дu дv . . 
Так что 

дж 
:1: 

ду
, т. е. первое .из условий Коши-Римана не выполняется 

щ1 в одной точке комnлексной nлоскости. . 
Значит, функция w = z - нИгде не дифференцируемая, а следоватеЛь.i:о, 

и не аналитмческая. · t> 

Задачи дпя самостоятельного реwения 

Полъэуясь условиями Коши-Римана, выяснить, каКие из следующих функций 
являются аналитическими хотя бы в одной точке, а какие - нет: · 

. 2 
104. а) w = z2z; б) w = ze•; в) w = lzli; r) w = е• ; д) w = lziRe i; 
е) w = sin 3z - i. 

105. а) w = z Re z ;  б) w = Zim z; в) w = lz!Imz; r) w = ch z .  

106. Покаэа�, что в области Re z > О w = ln z - аналиt'И"lеская функция. 
107. Показать непосредственн:ым вычислением, что nри натуралъном n 

(z")' = nz"-1 • 

106� Локазать, что если аналитические функции f(z) и rp(z) удовлетворяют 
условию /'(z) = !p1(z), то J(z) = !p(z) + const. 

109. Локазать, что nри nереходе от декартовых координат (z, у) к nолярным 
(р, rp) условия Коши-Римана (2) принимают вид 

ди 1 дv 
др = р IJ!p � 

/JtJ 1 дu 
- ::::: - - -
др р д!р . (4) 

110. Локаэатъ, что если аналитичесКая функция w = /(z) в Itекоторой области 
действительна, то она nостоянна. 
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1 1 1 . Покаэать, что если функция f(z) = u(x, у) + iv(.:t, у) аналитична в обла-
сти D ,  то в этой области выполняется равенство · ' 

ди дv ди дv 
- - + - - = 0. дх дх ду ду 

1 12. Пусть f(z) = u(x, у) + iv(x, у) - аналитическая функция в области D .  
Показать, что семейства линий и(х, у)  = const и v(X,JJ)·::::; .�onst ортоrональны. 
1 1  3. По казать, · что модуль и аргумент аналитической функции 

связаны соотношениями 
f(z) = R(x, у)еiФ(ж,у) 

дR = RдФ дх ду ' 
дR дФ - = -R- . ду дх 

Пользуясь условиями Коши-Римана, аналитическую функцию f(z) 
можно восстановить, еслИ известна ее действительная часть и(х, у) или 
мнимая часть v(x, у) . 

Кроме этого, аналитическую в окрестности точки z0 функцию f(z) 
можно восстановить по одной из следующих формул: ( z + zo z - zo) _ С J(z) = 2и -2-.. 2i о .• 

. 
. . ( z + z0 z - z0) -
J(z) = 2�v . � · -и + Со, 

(5) · 

(6) 

где Со - сопряж�нное число для С0 = /(Zo) , а z0 - соnряженное число 
для zo. 

Пример 4. Найти аналитическую функцию w = J(z) по известной 
ее действительной части u(x, у) = 2е"' cos '!) и nри доnолнительном · 
условии /(0) = 2 . 

au · " Решение. Пе р в ы й с п  о с о б . Имеем -8 = 2е cos у. По первому из х ' дu дv дv " условий Коши-Римана должно быть .,_ = - , так что 
-8 = 2е cos у. Отсюда ' 

(}";<; ду ' у 

v(ж, у) = j 2е"' cos у dy = 2е"' sin у + tp(x}, 

где функция tp(x) пока неизвестна. Дифференцируя v(ж; у) по х и используя 
второе из условий Коши-Римана, получим 

2 "' о '( ) ' дu 2 "' о е sш y + tp  х = - ду = е sщ у, 

откуда tp'(x) = О , а значит, tp(x) = С , где С = const. 
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Итак, v(2<, у)  = 2е" �in у +  С,  и, следовательно, 

/(z) = 2е"' cos y + i(2e"' sin у +  С) = 2е' + iC. 
Постоя:нную· С наЙдем из условия f(O) = 2 ,  т. е. 2е0 + iC = 2 ; отсюда С = О. 
Ответ: /(z) = 2е• . . . '  . 

В т о р о й  с п  о с о б .  Воспользуемся формулой (5). В нашем nримере 
u(z, у) ;:::: 2е"' cos y, Zo = о, Со .= 2. Значит� ro фop)fy-!Je (5) будем иметь f(z) = 
2 · 2e�l2 cos ;i - 2. Полъэуясь

-
тем, что cos ;i = cos (- i;} = сЬ � ,  nолучим 

ОКОК'ШУеЛЪНО f{z) = 2ez. [> 

Пример 5. Найти аналитическую функцию w = j(z) по известной ее 
мнимой части v(x, у) t:: Зх + 2ху при условии, что /( -i) = 2 .  

Решение. Воспользуемся формулой (6). В нашем примере v(z, у) = 3z + 
2zy, z0 = -i, С0 = 2 , так что 

· · 
( z + i  z + i  z - i) . 2 

f(z) = 2i 3-
2

- + 2 -
2

-. · 2i + 2 = Заz + z .  

Задачи дпя самостоятельного решения 

[> 

Восстановить аналитическую в окрестности тоЧки z0 функцию f ( z) по известной 
действительной части u(z, у) ил1iмнимой v(z, у) и значе�ию /(z0) :  

z 
1 1 4. а) u = -2-. -2 , 

z + у 

. б) v = arctg ; (z > 0), 

в) u = х2 - у2 + 2х, 

1 1 5. а) v = 2(ch z sin у.- жу) ,  
' б) u = 2 sin z ch у - z,  

1 
f('rr) = -; 1Г 

/(1) = О; 

f(i) = 2i - 1 . 
/(0) = О; 
/(0) = О; 
/(0} = 3. в) v = 2(2 sh z sin y + жу) , 

1 16. а) v = -2 sin 2ж sh 2y + у, /(0) = 2; 
2 2 ' 

б} v = 2 cos ж ch у - ж + у , /(0} = 2. 

Оnределение 3. Функция rp(x, у). называется гармонической в обла­
сти D, если она имеет в этой области неnрерывные частные nро­
изводные до второго nорядка включительно и удовлетворяет.в этой 
области уравнению Лаnласа 

{)2tp {)2tp 
{)х2 + оу2 =О. 
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Если функция /(z) = u + i'V аналитична в •е�рой области D, 
то ее действищьн<.Ш чac'J'l:! u(z, у) и. мнимая .�l!сТЬ tt(z, 11) являются 
гармоническими в этой области' функциями. , 

· · 

Однако если u1 ( z, у) и 'V1 (ж, у) - любые дВе rа'Монические функции; 
то функция /1 (z) = u1 (z, у) + iv1 (z, r) вовсе не о6Аэана быть аналитиче­
ской функцией: для: аналитиЧности /1 (z) нужно, чТобы функции u1 и v, 

)ВJI,eТВOi.PЯJJrи условиям Коши-РИмаН'а. 
функции, удовлетворяюuще у�овиям (2), назы� 
гармонических функций (порядок функций в паре 

Задачи для · самостоятельного. решения 
. . 

117. По казать, что следующие функции· явяяются rармоJtическими: 

а) u ;"", ж2 + 2ж - ii · б) u = 2е"' cos rг в) u = ......:..._ . r) u = _ _!!_. . . . ' . · · . , . , ж• + yil: ' .• z2 + y2 ' 
11 . . . • 

д) u = aretg - ;  е) u = ln (ж2 + y2). ' 
ж 

118. Моrут ли явлsrrъся действительной ЩJИ мнимой частями анаЛитической 
функции /(z) = u(ж, у) + iv(ж, у) следующиЬ функции: 

. ' . • . 1 
а) u = ж2 - ti + 2жу; б) u = ж2 ; в) v = ln (ж2 + у2) ;  r) v = 2(ж2 + l)t/? 

119. При каких условиях трехчлен u = аж2 + 2Ьжу + су2 является niрмонической 
функцией? 

В следующих nримерахданы nары u(ж, у), v(ж, у) rармонических функций. Найти 
среди них соnряЖенные nары rармо�еских ф�ий. 

1 20. а) u = 3(:t2 - !/) , v = Эж2у - у3 ; б) u =  �. v = -�; 
' :t + y :t + y 

в) u = z, v = �y; r) u = e"' cos y + l ,  tl = l + e"' siny. · 
1 21. Пусть ФУНКцИЯ u(ж, у) - rармоническая в области D, rде она имеет 
неnрерывные частные nровзводные любого nорядка. Локаэать, что nоследние 
также будут rармоническими функциями в области D. 
122 •. Пусть функция u = u(:r, у) - rармоническая .в области D. Найти все 
функции J, для которых функция /(u) будет rармоничес�<;ой в области D. 
123. Пусть функция w = /(z) - аналитическая в об.ласти D. Ka!Q(e из функций 

а) lwl; б) arg w; в) ln lwl 

будут rармоничес:кими в области D? 

1 24. Доказать, что nроизведение сопряженных rapМ.ЮiЧecJQIX в области D 
функцИй u(ж, у) , v(z, у) будет функцией, rармоничес:кой 1 области D. 
125. Пусть u = u(z, у), v ::;  v(ж; g) ..._ соnрЯженная nара гармонических в обла­
сти [) функций. Какие из следуюЩИх пар функций будут в� D сопряжен• 
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ными rармощ.ч�ким. фуJ!Iщиям: 
а) ,.4u - Bv, Bu + Av, А, В --'  const; 

б) .u2 - v2, uv; 
в) е" cos v, е"' sin v.? 

П�»tмер 6. Найти вое гармонические функцИи вида и =  f(ж2 + '!/), 
отличные ot nостоянной. 

Решение. Так как искомые функции должны быть rармоническими, то они 
должны удовлет��орять урiШнению Лапласа 

a2u 82u 
дu ;::; f):x;2 + ду2 = о. (7) 

Подставим данliую функцию в уравнеьие (7). Для этого ьайдем ее . nроиз­
водные второго · порядка. Пможим t = а:2 + ti. Тогда будем иметь u = /(t), Где · 
t ·  = t(ж, у) . По nравилу дифференцирования .сложной функции находим 

дu дt дu , дt 
дЖ -:== f (t) дж ' . ду = 1 (t) ду ; 

62u . = !'' 
(t) ( дt ) 2 -1:: !' (t) a

2t ; дж2 дэ: дz2 
д2u "( .) ( дt ) 2 '( ) 8

2t 
ду7.. = f t ду + 1 t ду2 • 

CIQiaдblвaя последние два равенства, nОJtуЧИМ 

rc::Y + (�YJr'(t) + (;;� +;:�) J'<t) =о. 

или 
tf"(t) + /'(t) = о. 

Для отыскания фуm;:ции 1 мы nолучили уравнение Эйлера 

е t'<t> + tf(t) = о. 
общим решением. которого J:tвляется функция 

J(t) = C1 1n t + С2, С1, С2 - const. 
Итак, искомые rармоНИч.еские фуЬКЦhИ имеют вид 

u = /(t�2 + у2) = С1 ln (:�t2 + у2) + С2. 

Задачи дnя самостоятельноrо решения 

В следующих задачах 1{� все rармонич�ские функции указаuных ви.п.ов: 
1 26. u = f(аэ: + Ьу); а• Ь - постоянные. 1 �7. u = f(жy) . 
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1 28. и = ! (;) . . tЭd� u = J(ж + Jx2 + у2) . 
, ,,.,), (х2 + у2 ) 1 31 . и = f  -- . 

х 

ГеоМf]трический смысл модуля и аргумента производной · IJycт� фуНкция /(z) - аналитическая в rоч�е .zo � /'(z0) =/: О. Тогда 
1/' (zo) l  равен коэффищtенту растяжения в точке zi) при отображении 
w = /(z) плоскости z на плоскость w ;  точнее: при 1/'(zo) l > 1 ·  имеет 
место растяжение, а при 1/'(zo) l  < 1 �. сжатие. 

Аргумент производJrой /'(z0) геометрически равен углу, на кото­
рый нужно повернуть касательную в точке z0 к любой гладкой кривой 
на плоскости z ,  nроходящей через точку Zo ,  чтобьж получить направление 
касательной в точке w0 = /(z0) к образу этой кривой на плоскости w при 
отображенИи w = l(z) . Заметим, что если tp = arg f1(z) > О, то Поворот 
происходит протИв часовой стрелi<и, а при tp < О - по часовой. 

Приме� 7 .. Найти �оэффициент .еастяжения и угол поворота при ото· 
бражении w :;::: ·z2 в точке zo = ../2 + iv'2. , 
Решение. Имеем w'(z) = 2z .• так что w' \z=J2+iJ2 = 2../2 + i2v'2. 
Перейдя от алгебраической формы записи комплексного ч�сла 2v'2 + i2v'2 

к тригонометрической, получим 

Значит, 

2v'2 + i2v'2 == 4 ( if + i v;) = 4 ( cos � + i sin �) . 
1 1 11' 

l/'(z) I.=J2+i./2 = 4, arg f (z) •=J2+i./2 = 4' 
1r 

т. е. коэффициент растяжения r = 4, а уrол поворота 1р = 4 .  

Задачи для самостоятельного решения 

С> 

Найти коэффициент растяжения r и угол поворота !р nри заданных отображениях 
w == /(z) в заданных точках: 

· 
1Г 1Г 

1 32. а) w = е• в точках z1 = ln 2 +i4 и z2 == - 1 - i2' ; б) w = sin z  в точках 
• i 3 . • ' • 1Г z1 = О  и z2 = 1 + z ;  в) w = � в точках z1 = 2- z и z2 = 1 + '2 ·  

1 33. Выяс�ить, какая часть . комплексной плосl<ости растягИвается, а какая 
сжимается при следующих отображениях: 

а) w = е' ;  б} w = In z� в) w = -; r) w = z3• z 
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Есля . функция 1t1 ::;  J{z) ,...- аналитическая в некоторой облfJСТИ D, 
взаимно однозначно отображает эту обЗiасть на область D, то кривая L,  
лежащаЯ в области 1), отобразится в некоторую J.фивую L в плоскости w ,  
дJiина которой равна 

· 

lw == /1/(z) l · ldzl. 
L 

(8) 

Область D в nлоскости z при отображении w = f(z) переходит 
в область D в nлоскости w ,  nричем nлощ� обласТи D · выражается � 

формулой 

Sj) = j j'lt' (z) l2 dж dy. (9) 
D 

Таким образом, l/'(z)l2 равен коэффициенту искаженИя площади 
при отображении w = J(z) . 

Пример 8. Точка z = ж+iу оnисывает отрезок v 

ж = l, '-l � y � l . (10) 0'(0,2) 

или 

т. е. 

Чему равна длина линии, nолучающейся nри 
отображении этого отрезка с nомощью функ� 
ЦИИ W = z2? 
Решение. П е р в ы й  с п о с о б .  Имее� w = z2 , 

u + iv а? - у2 + i2xy, 

{ u = z2 - ri. 
v = 2zg. 

Очевидно, на линии (1 0) будем иметь 

{ u = t - ri ,  
v = 2у, 

(ll)  

nричем при изменении у от - 1  до + l v будет меняться 
от -2 до +2. Из ( J  J) получаем уравнение параболы 
(рцс. 3) 

· 

Длина дуrи А' В' С' n<{раболы (12) 

tl2 
u = 1 - -. 

4 

Рис. З 

2 . . 2 

1.., = 2 ! yl + � dv ,;,  J V4 + v2 �v = 2v'i + ln (3 + 2v'2). 
о о 

B '(l,O) 

(12) 
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В т о р о й  с n о  с о б . Полыуясь формулой (8), .... vметь 

l.., = J 1/(z)\ · \dzl = J i2zi · idz\ = 'i , 

L L 
1 1 

= 2  J �dy= 4; �dy = 2v'i+ln (3+ 2v'2). !> 
-1 о 

Пример 9. Вычислить 
у nлоЩадь области, в ·

·Фторую nреобраЭует­
ся nри отображении 
w = ez квадрат (рис. 4) ft - - - - - - � - - - - - - - .,...--------. 

а - е � ж �  а + е, 
-е � 71 ' е  

{а -- действительное, 
О <  е <  1r, z: = ж +iу). 

Вычислить . npe:. 
дел отношения nлоща� 
.цей этих областей, ко-
rь.а е -+  Q. 

О а-е 

Решение. П е р  в l!l й с п  о с о б . Имеем 
w = е• = e"+i' = е"е1' , или. w = ре/!!. , rде 
р = е"' , �р· = у .  Таким образом, nри ото� 
бражеяии w = ez в nлоскости w получим 
�асть, · оrраниченяую двумя пучами щ w = 
,-е и arg w · = е и дугами двух оКруЖНостей 
р = е•-с и р = ео+• (рис. 5). Плошадь отобра­
женной области будет равна 

t e•+t 

S., = j dtp j p dp = eez..-z• (e4' - 1). 
-е e•-t 

В т о р о й  с п о с о б .  Применяя форму-

лу (9), имеем · 

Sw = /ft/(z)l2 dz dy = jf e-и_dz dy = n n· 
а-н • 

. =J е2" dz I dy = ее2"-2•{е4< - 1). 
-е 

Очевидно, что nлощадь s. области D равна 
s. = 4е2 , поэтому 

· · 

Рис. 4 
v 

. 
s 26-2•( 4с 1) U w 1.  ее е - 26 m- = un .  2 = е . е-+0 Sz .... о . 4е 

а 

Рис. 6  

t> 
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Задачи дт1 саМQСтоятепьного реwениw 

1 34. Найти площадь образа квадрата D{O � � � I, О �  11 � IJ при отображении 
tu == z2 и длИну е:..О rранJЩЫ� 
1 35. Найти площадь образа прямоугольника 

Р = {О < ж, � � �  ж2 < �· О < у1 � у �  У2 < �} 
при отображении tu == cos z. 
1 36. Пусть z оцисьmает область, определяемую·условиими 

1 � lzl " 2, 

Haitrи мощадi, области, полученной при отображении tu = z2• 
137 .. Haltrи длину L спирали, на которую с помощью функции tu = f/ отобра-
жается отрезок у = ж, О ,. ж � 211'. 

· · 

1 38. Haitrн область Р.., , на которую функция tu = е .. отображает прямоуrольник 
Р{ 1 " ж ' 2, О � 11 � 8}. Вычислить nлощадь области Pw с помощъю-формуJЩ (9) 
и объяснить, nоч�му эта формула дает неправильный РеЗультат. 
1 39. Найти n:лощадь фИr}'ры, получающейся при Отобрwнни треуrоль}lиtа, 
оrраниченноrо ли�ия:ми ж =  О, 11 = О, ж+у = l ,  с помощью функции tu = I+iz. 



· ГЛАВА 
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Интегрирование. : Рядь1. 
SесконеЧные пар�tэведенЮJ 

§ .s. Интегрирование функций 
комплексного · перемениого 

Пусть однозначная функция J(z) определена и непрерывна в обла­
сти D, а С - кусочио-гладкая замкнуrая или- незамкнуrая ориентиро­
ванная кривая, лежащая в D. 

Пусть ' 
z = ж + iy, f(z) = и + i�, .. . 

где и =  и( ж, у), v = v(z, у) - действительные функции пеilеменных ж 
� и У• · ·вычисление интеграла от функции J{z) комплексного перемениого z 

сводится к вычислению обычных криволинейных интегралов, а именно, 

1 J(z) dz = 1 и dх - v dy + i J v dx -{u dy. ( l) 
с с с ' 

Интеграл f f(z) dz! вообще говоря, зависит от пути интегрирования С. 
с 

Если f(z) - аналитическая функция в односвязной области D, то 
интеграл не зависит от пути интегрирован.ия. В этом Случае 

1 f(z) dz = 0, 
L 

где· L ' --:- любой замкнуrый ·  кусочн.о-гладкий хонтур в области D. 
Если кривая С задана парамеТрическими уравнениями 

х = x(t), · у =  y(t) 

и начальная и конечная точки дуги С соответствуют значениям парамеТра 
t = t0, t = t1 , то 

где 

tl . / J(z) dz =:= j [z(t)Jz'(t) dt, 
С to 

z(t) = x(t) + iy(t) . · 

(2) 
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Еслн функция j(z) анаJ1итична в односвязной области D, содержа­
щей точки Zo и z1, .то имеет место форму.ла Ньютоttа-Лейбюща 

z, j J(z) dz == Ф(z1 ) - Ф(zо) = Ф(z) l:: . (З) 

где Ф(z) - какая-либо первообразная для фуню.tии /(z) , т. е: 

Ф' (z) = J(z) 
в области D. 

Если фущщии /(z) и tp(z) - аналитические � в  односвязной обла­
сти D, а z0 и z1 - произвольные точки· этой области, то имеет место 
формула интегрирования по частям: 

· · 

Z1 Zt j J(z)tp'(z) dz = [/(z)<p(z)] l: - j <p(z)/'(z) dz. 
zo zo 

Замена rtеременных в интегралах от · функций комплексного пе­
ременноrо производится аналогично случаю функции действительного 
nеременноrо. Пусть аналитическая функция z = <p(w) отображает вза­
имно однозначно контур С1 в· w-плоскости на контур С в z -плоскосТи. 

· Тогда 
· 

j J(z) dz = j J[tp(w}Jtp'(w) dw . .  
с с, 

Если путь интегрирования является nолуnрямой, выходящей из точ­
ки zo, или окружностью с центром в точке z0 , то удобно делать :щмену 
переменной впда 

· ' 

Z - Zo = peiVJ .  
В первом случае tp = const, а р - действительная персменная интегри­
рования, во втором случае р = cщ1st , а tp - действительная персменная ' 
интегрирования. 

, .  

Пример 1 .  Вычислить интеграл 

/<t+ i - 2z) dz 
с . 

по линиям, соединяющим точки z1 = О  и z2 = 1 + i,  

. 1 )  по nрямой; 
2) no nараболе 11 :г z2 ; 
3) по ломано" z1�эz2 , где zз := 1 .  
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Решение. Переnишем.nодынтеrраю.ную фун�·· вuе ' 

1 + i - 2z = (1.,... 2а:) + Ф+ 1�1·, 
Здесь u = l - 2ж, v = 1 + 2у. 

Применяя формулу (1), nолучим 

Jo + i - 2Z) dz =J(I .;.;; 2z) dж .._ ( 1 + 2y) dy + i Jo +�) dz + (1 - 2z) dy. 
с с с . 

1) Уравнение nрямой, проходящей через точки z1 :iO и у =  :е, О �  z � l ,  а значит, dy = 4.:�:. Поэтому 
1 J ( 1  + i - 2Z) dz = Jю :... 2z) - (I +Ъ:)) J:e + · 

с о 
1 ' 

+ i/[(1 + 2z) + (1 - 2:e)] da: = 2(i :- 1). 
о 

l + i, будет 

2) Для nараболы у =  1t2 им�м dy = 2:t dz (О ' ж '  l) . Следовательно, 
1 J ( 1  + i - 2i') dz = j [1 - 2:е - (J + 2z2)2:�:J d:t + 

с о 
1 • 

+ i j11 +2z2 + (1 - 2z)2z) dж = -2 + �i. 
о 

3) На отрезке z1zз: у = О ,  dy = О, О ' 1t :Е:; 1 .  На О'!'J)езке zэz2: z = 1, dж = о, о :Е:; у '  1 .  ИсnОЛЬЗУй свойство линейности криволинейных и:нтerpli.Jioв, 
nоЛучим 

/(J + i - 2i') dz = j (1 + i - 2i')dz + J (I + i  - 2i') dz = 
С ZJ ZЗ Z)Z2 

1 1 1 1 
=/(1 - 2z) dz + i  J dж - /<·I + 2y) dy + i  /(l - 2 · 1 ) dy =  -2. 

о о о . . о 

Этот nример nоказыващ, ч.то интеrрал от непрерывной, но не аналитической 
функции, зависит, вообще rоворя, от фор�ьi nути интеф:ироваиия. 1> 

Пример 2. Вычислить интеграл 

1 (z2 + zz) dz, 
с 

где С - дуга окружности 1�1 = 1 (О ' arg z ' '1'). 
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Решенне. Пwюжим z = ti'P ,  тоrда dz = ie1'P d� и 
• 1r j (z2 +  zi) dz = j ie1'P(e12'P + 1) d� = 

с о 

Пример э� Вычислить ИНТЕtГрал J е? dz, где с - . отрезок ,nрямой 
i. .с . .  . . 

у =  -z, соединяющей точки z1 = О  и z2 = 'lt - i1r. 

Реwенне. ПQраметрические уравнения линиif С есть 
z = t, 11 = -t 

или в комnлексной форме 
z = t - it, 

rде действительная переменпая t изменЯется от О до 1r. · 
Применяя формулу (2), получим 

• 1r !е" dz=jet+it(l - i)dt = (1 - i)/e(l+i)fdt = 1 ,.. � e(1+i)t j1r = (etr + 1�. 1> . . 1 + • о 
с о о 

Пример 4. ВЫЧИСЛИТ!> интеграл 
2+i j (3z2 + 2z) dz. 

1'-i 
Решенне . .  Так как подынтеrРМьная функцИJt f(z) = 3z2 + 2z аналитична 

всюду, то, применяя формулу Ньютона-Лейбница, найдем 
2+i ' . 
1 2+1 . ' 

(Зz2 +2z)dz = (z3+z2) 1
н

= (2+i)3 + (2+i)2 - (1 - i)3 - (1 - i)2 =1+ 19i. 1'> 

1 � 
. 

Пример 5. Вычислить интеграл · 

i . j z cos z dz: · 
о 

·Решеkне. ФунКции J(z) = z и 1p(z) = eos z являiОТся аналиntческими 
всюду; Применяя формулу интегрирования по частям, получим 

• i i 

j z cos z dz = j z(sin z)' dz = (z sin z) l: -/ sinz dz = 

о о о 
• • • · � i 

sh l h 1 1 
1 - е = I Slfi l + C9S Z . = - + с  - = -- . 

· , о · · · е 1> 



44 Глава 2. Интегрирование. Рядьt. Бесконsч� произведения 

Однозначные. ветви многозначной функции. 
Точки ветвления 
Пусть функция w =J(z), аналитическая в обл!)СТИ D, отображает D 

на область G и такова, что обратная функция z = cp(w) многозначна 
в области G. Если суЩествуют однозначные, ающИтические в области G 
функции z = 'PI (w) , z = cp2(w) , . . .  , для котор�1х данная функdия 
w = f(z) является обратной, то функции ср1 (w), cp2(w), . . .  называются 
однозначными ветвями функции ер( w) , определенными в области G. 

Например, функция w = zn в каждой точке z0 ставит в соответствие 
единственную точку w0 , но одной и той же точке ,w0 (w f= О, w f= оо) 
функция z = rw ставит в соответствие n различных точек плоскости z ;  
при этом если w = pei8 , то эти n значений z находятся по формулам 
Zk =-reiv>t , где 

r = ryp, () 2k11' 
'Pk = - + - (-11' < 8 � 11', k = O, l , 2, . . .  , n - l) .  

n n 
Пусть односвязцая область G содержит точку w0 , но не содержит 

точек w = О и w = оо. Тогда различным фиксированным значениям ' k (k = О, 1, 2, . . .  , n - l) при одном и том же выборе числа 80 (например, 
8о = arg Wo) СООТВеТСТВуЮТ раЗЛИЧНЫе ВеТВИ фуНКЦИИ z = rw. 

Точка, обладающая тем свойством, что обход вокруг нее в достаточно 
малой окрестности влечет за собой переход от одной Ве'ГВИ многозначной 
функции к другой, называется точкой ветвления рассматриваемой мно­
гозначной функции. Точками ветвления функции etW · являются точки 
w = о  и w = 00 .  

После n-кратного обхода вокруг точки w = О м ы  вернемся к пер­
воначаль�tой ветви функции etW; точки ветвления, обладающие та­
ким свойством, называются алгебраическими точками ветвления порядка 
n - l .  В каждой из этйх точек функция имеет . только одно значение: 
W = О, еГоQ = ·оо, т. е. различие ветви функции.в этИх точках совпадают. 

Для логарифмической функции w -= Ln z точками ветвления являют­
ся z = О и z = оо ,  причем Ln О =  оо и Ln оо = оо. Любое конечное число 
обходов (в одном и том же направлении) вокруг тоЧки z = О не при­
ведет к первоначальной ветви функции Ln z .  Такие точки ветвления 
называются логар!,JфмическUми. При интегрировании необходимо вьще­
лять ветвь многозначной функции. Это достигается заданием значения 
многозначной функции в некоторой точке контура интегрирования. 

Если контур интегрирования С замкнут� то начальной точкой z0 
пути интегрирования считается та точка, в которой задано значение 
подынтегральной функции. 

Пример 6. Вычислить интеграл 1 dz 
.Гz' с 
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где С - верхняя дуrа окружности lzl = 1 .  Для v'Z берется та ветвь, 
для которой VI = -1 .  
�шение. n е р  в ы  й с n о с о б ,  Функция .;;. имеет два значения: 

.д = м(cos � + i sin �) . 
v'z = М [ cos ( � + 1r) + i sin ( � + 1r)] = -lzl( cos ! + i sin �) , 

где t.p = arg z .  
Так к.ак' значения z берутел на единИчной окружности, то l z l  = 1 ,  и, 

следовательно, 

г: t.p . . t.p у ;;r; == COS 2 + 1 Stn 2 '  г: t.p • . !р v:z. = - cos 2 - s stn 2 . 

Условию v'I = - 1  удовлетворяет второе значение 

В самом деле, nусть z = l ,  тогда arg z ·= (j и 

v1 = - cos О ,... i sin O = ..., 1 .  
Применял формулу Ньютона-Jiейбница, nолуЧим ' , 

1 

-1 J dz ·j dz · � - 1 · 

. .;;. = · .;;. = 2v'z 1 = 2(д - v'i). 
с 1 

Полагая в формуле (4) z == - 1 ,  f!айдем 

Д = - (cos arg (- l) + i sin arg (- l) ] ::: - (cos � + i sin �)·· = -i . 
. 2 2 . 2 2 

Согласно выбору ветви имеем v'I = -1 и окончательно nолучим J � = 2(1 � i): 
с 

(4) 

В т о р о й  с п о  с о б . Полагаем z = ре'�, rде р = 1 ,  а t.p меняется от О 
до 1r. Из условия VТ = _. 1 следует, что .,.lёiiO = e•<'l'f<+'�<). Теперь 

· 

.. • i<p 
lt • i<p ". . . . . J dz - J � d .:_ j ze dt.p -'- j iei(rp/2-'lt) d -

.;;. - .;;г; 
'Р 
- e'<"'l2+'1t) - . · . 'Р -

с о (} о 

= 2e1(>"12-") l: = 2(е-'"12 - е-1 .. ) = 2(1 -i). 

Пример 7. ВычИслить интеграл 
i . 1 lп 3:z 

1 =  -
z

- dz 

1 

С> 



4б Draвa 2. Интеrрировенне. Ряды; Бесконеч··прои311едення 

по дуге окружности lzl = 1 (ln z - главна& значение логарифма, 
· In 1 = 0)·. 

Решение. П е р  в ы й с п о  с о б . Применяя форщ;.иу Ньютона-Лейбница, 
получим 

; i 1 • ; ' ; ' ·, , : •·· / ln3.z J 3 ln4z l' ln4i - ln4
.
1 

.
ln4

.

i 1 (11'i) 4 11'4 
1 =. - .dz = ln z d(ln z) = - == = - = - - = -. z . 4 1 4 4 . 4 2 . .  ы 1 1 

В т о р о й  с п о с о р . Делаем замену переменной 
dz 

ln z == w, dw = -. z 
Дута окр}'}J(Ностн lzl = 1 переходит в отрезок мнимой оси, заключенный между 

точками (0, О) и (О, �) . . 
Интеграл примет вид 

·72 w4 ,i•/2 1 11'4i4 11'4 . I = wз dw = 4 = 4 7 = 
64. 

о о 

Т р е т и й  с n  о с о б . Положим z = ei'P (�есь р = lzl = J). Тогда 

ln . d • i!p .z  . z = 1/{), z = Je utp. . ' 11' 
Действительная . nеременная tp изменяется в пределах О �  tp � '2 .  В этом 

случае получаем 

Задачи для самостоятельноrо решения 

Вычислить следующие интегралы: 

140. J z lm z2 dz, С: lzl = l (-'ll' � arg z
,
� O) .  

с . 

141 : . J el•l1 Re .i �z ,  С - прямая, соединяющая точки %1 = О, z2 = 1 + i . 
с ' 

t> 

142. J In.z dz (In z - r�авное значение логарифма) •. С: lzl = 1 ,  а) начальная 
с 

точка пути интегрирования z0 = l ;  б) z0 = - 1 .  Обход nротив часовой стрелки. 

143. 1/ z Re z dz , С: ' 1.: 1  = 1 . Обход против часовой с�. 
с 



. § S. ·•· Инrегрнj:Юеанне ф}'fiiЩf!fЙ. комплекс1;10rо переменнога · .  47 

i 
1 44. j zzdz; C: lzl = 1. Обход против часоJ)Ой стрелки. 

с 
1 45. j zt/ dz . 

1 

1 48. 1 Re z di, С: а) z = (2 + i)t (О � t � l); . б) · ломаная, состоящая из от-
с . 

резка [О, 2) действительной оси и отрезка, соединяющего точки z1 = 2 z2 = 2+ i. 
'-1-i i+l i 

1 47. /(2z + l) dz . 
' l+i 

1 48. 1 zэdz . 
• о· 

1 49. /(3z4 - 2z3) dz . 
1 

· 1 SO. · 1 �· dz , С: а) дуГа параболы у ";", %2, соединяющая точки z1 = О и z2 = 1 +i; 
с . 

б) отрезок прямой, соединяющий эти же точки. ". 
1 51 .  jcosz dz, С: отрезок прямой, соединяющий точки z 1 = .� и z2 = '11' + i . 

с . 

! �  . 
1 52. .fi, С: а) вер� nоловина окружности lzl = I ;  выбирается та ветвь 
. с . . 

функции .;;, для которой Ji = 1 ;  б) lzl = 1, Re z ;;?;  О; д =  (1 - i)..;; . 1 dz · 
153. �, С: верхняя половина окружности 

с . 4,-:; 4r. функции w = v z3 , длЯ которой v 1 = 1.  
2i 

1 54. j (z3 - z)e1212 dz. 
l+i 

.. 

1 58. j z sin z dz . 
1 

i 

i 
1 55. j z cos z dz .. 

о . . 
; 

1 57 . .j<z - i)e-• dz . 
о 

lz/ = 1 ;  берется та ветвь 

/ Jn (z + t) 1 58. · . dz по дуге окружности !zl = 1, Im z ;;?; О, Re z ;;?; О. z + l · · 
J . 

i 
159. j �z dz по оrрезку nр�мой, соединяющей точки z1 = 1 и z2 = i ,  

J 
J+i ' 

1 80. /sin z cos ztk. . .  
о. . 
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i 
1 61 .  j 1 + � z 

dz по прямой, соединяюшей точки z1 � {и: z2 = i. 
cos z . . . 

! ' 

i . ' ' 

1 62. j с�
.

· 
; dz 

по пря�ой, . соединяющей точки z1 = -1 И z2' = i; выбираем ту 
� z  . . . . 

-1  

ветвь функции v'sin z ,  ддя к�торой Jsin(-1) = iv'sin l .  

1 63. j Re (siп z) cos z dz ,  С :  IIm z l  � l, Re z = � ­
с 

i 

1 64. 1 z Im (z2) dz, С: /lm z /  � 1, R.e z = 1 . . .  1 65. 1 ze'2 �z. 
с -• .  

1 66. j tg z dz
·
, С: дуrа параболы у :::::: :r? ,  соединяющая: точки z = О, z l + i. 

с 

§ 6. r"iнтегральная . формула Коwи 

Если функция f(z) является аналиmческой в области D, оrрани­
<Jенной кусочио-гладким замкнуtым контуром С, и на самом контуре, то 
справедлющ интегральная формула Коши . 

f(Zo) = � j f(z) dz (.+о Е D), 21!'t z - Zo 
С · 

' ( 1 )  

где контур С обходится так, что область D. остается все время слева. 
Интегральная формула Коши позвоЛяет вычислять некоторые инте­

гралы. 

Пример 1 .  Вычислить интеграл 

J ch iz . 4 3 dz. 
+ z +  

lzl=2 
Решение. Внутри окруЖности lz l  = 2 знаменатель дpOtm обращается в нуль 

в точке z0 = - 1 .  Для применения формулы ( 1)  переnишем ·интеrрал в следующем 
:виде: 

ch iz f ch iz . 
d 

·j· . .  ch iz · . . J · .. ;;3 d 
z2 + 4z + 3 

z =  
(z + I)(z + З)

dz = 
z .;.· (- 1) 

z
. 

lzi='2 1•1=2 1•1=2 
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Здесь z0 
Поэтому 

. . ( � �  
. 

- I . и функция 1 z) = z + является аналИ111'lеской в круге lz/ � 2 . 

1 1•1=2 

ch iz d. ( ) 2 . ch (-i) . . . 
2 z= 2rrif -l = 11'Z -.-- :::::: 11'iCh t : 7ri COS l. z +4z+3 2 . 1> 

Пример 2. Пользуясь .. нт�гральной формулой Коши, вычислить . инте:­
грал 

z1 

z j z2 � 6z dz, 
с 

если: 

1) С: lz � 21 = 1; 2) С: lz - 21 = З; 3) С: lz - 21 = ·s. 
Решение. 1) · В замкнутой области, ограниченной окружностью lz -2/ = 1 ,  

подынтегральная функция ilналнтическая, поэтому в силу теоремы Коши 

. 1 z2 е� бz 
dz = О. 

1•-21=1 . 
2) Внутри области, ограиичеiщой окружностью jz-2/ = 3 ,  находИТСя одна 

точка· z =· О , в которой знаменат�ь . обращается в нул�. Переnишем интеграл 
в ВИде 

е•2 

Функция f(z) = z _ 6 является анвлИ111'lеской в данной области. Лрим:еняи 

интеграЛьную формулу Коши (z0 = О) , получим 
' •1 •2 ' 1  ( 1 )  11'i 1 _е_. -. dz = l1ri-e- = 2rri · - - = z2 -6z z -6 •=О 6 1•-21=3 

3) В области, ограниченной окружностью /z - 2/ = 5, имеем. две точки 
z О, z = 6, в которых знаменатель подынтегральной функции обращается 
в нуль. Неnосредственно ФОt>муЛ.у ( 1) применять нельзя. В этом случае для 
вычисления интеrрала можно поступать так. 

. 1 
Л е р в ы- й  с n о с о б·. Разложить дробь т-6 на простейшие. Имеем 

. ' z - z 
1 1 l 1 1 

zZ -6z = 6 • Z - 6 Z 
Лодстав.Л.я'я: в интеrрал, .пОJt'уЧЩ.{ !. е'2 l · ·�·· ·.. ezl dz 1 J ezl dz 1 l · е36 - 1 --- dz = - · . -· -·- - - -= -2rrie36 - -211'i = -1ri. z2 - бz 6 z -6 6 z 6 6 3 1•-21"'5 1•-2/=S · lz-21=5 
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Используя линейность интеграла, получим 

J . ch z 1 j ch z dz 1 j ch % 
(z + 1)3(z- l) dz = 8 -;=т -8 _z + 1 dz -

1•1=2 1•1=2 lz\=2 . 
1 j ch z 1 -�- ch z 

;-- 4 (z + 1)2 dz - 2 . 
(z + 1)3 

dz. 
1•1=2 1•1=2 

_ К  первым двум интегралам применяем интегральную формулу Коши (1): 

J ch z 1 ch z . -- dz = 21Гi ch 1, -- ф = 21Га ch 1. z- 1 z + 1  - · 
fzf=2 1•1=2 

Третий и четвертый интегралы вычисляем с помощью формулы (2): 

J . ch z 
( )' 1 , . . . -

( 
--

)
-2 dz = 21Гi ch z _ = -21ra sh 1, z + 1 . •=-1 ' 

1•1=2 1 ch z 21Гi _ " , --- dz = -(ch z) = 1ri chl. (z + 1)3 2! z=- 1  
lzl=2 

Окончательно получим 

J ch z dz 21Гi ch 1 21Гi ch 1 1 1 ..,---�--. = --- - --- + -21Гi sh 1 --1Гi ch 1 = 
(z + 1)3(z- 1) 8 8 4 2 

1•1=2 
sh 1- ch 1 1Гi = 2 1Г'i = - 2е · 

В т о р о й с п о с о б . Построим окружности 11 и 12_ с центрами в точкаJ�: 
z1 = -1 и z2 = 1 достаточно малых радиусов таких, чтобы окружности не пересе­
кались и целиком лежали в круге !zl � 2. В трехсвязной области, ограниченной 
окружностями lz l = 2, 11 и "(2 , подынтегральная . функция всюду аналитична. 
По теореме Коши для многосвязной области имеем 

J ch z dz j ch z dz j ch z dz 
( 3) (z + 1)3(z -1) = (i + 1)3(i -1). + (z + 1)3(z -1) · f•f=2 1'1 1'2 

К первому интегралу правой части (3) применим формулу (2), предварительно 
представив подынтегральную функцию в виде 

ch z 
ch z z- 1 

(z + 1)З(z- 1) 
= 
(z + 1)3 · 

ch z -_ Функция z _ 1 является аналитической внутри 11 ,  поэтому в силу формулы (2) 

ch z 

J ch z dz . j z - l · 21Гi ( ch z ) " j - 2e-1 + ch 1 . 
(z.+ 1)3(z - .1) 

= 
(z + 1)3 dz :;= 2! z - 1 =-l 

=
- 4 1Гt. 

1'1 1'1 
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Ко второму июеrрму в nравой части (3) приме.няем иmеrральную фОрмулу 
Кощи (1) 

ch z 

J ch z dz . j � d . ch z 1 . ch l 
(z + l)З(z - 1) 

= 
z - 1 z = 211'1 (z + 1)3 

•"'' 
::;;: ?rt--:f. 

� � . .  . 
Окончательно получаем 

J ch z 4z . 2е-1 + ch l .ch l 1ri 
(z + l)З(z - 1) = -11'i 4 + "'•т = - 2е · t> '  

tzl"'2 

Задачи дпя самостоятельноrо реwения 

Вычислить следующие интеrралы: 

J cos z 177. -3- dz. z . 
. 1 78. j sh

2z dz . 

fфl 

· 1. sin iz  
179. dz (z - I)2(z - 3) · 

1*' 1«-'1/"'1 f z sh z j z dz 180 . . (z2 - l)2 dz . 181 .  (z - 2)3(z + 4)
. J Chfli!fz ' 

182. z' _ 4z2 dz . 

1 83. 

1 85. 

lz/=2 1•-ЗI=б 

J 
1•1=1/2 

J 
IФ!/2 

l 1r . d з соs --1 z .  z z +  

l '- sin z 4 
2 

z .  z . 

1 84. 

1 86. 

J e'l·• 
.(z2 + 4)2 dz . 

1•-21,.1 

J fz-lf=l/2 

е•• 
(z2 - 1)2 dz . 

§ 7 � Ряды в комnлексной области 
Пусть имеем ряд с комплексными ЧJiенами 

00 

z,+ Z2 + . . .  + Zn + . . .  = Е Zn, 
n=l 

1•-21,.3 

где Zn = Xn + iYn · 
Ряд ( 1) сходится тогда и только тогда, когда сходятся как ряд 

00 

так и ряд 

х1+ х2 + . . .  + Xn + . . .  = 2: Xn, 
n=l 

00 

tlt+ У2 + • · · + Yn +. • · = 2:: Yn· · 

n=l 

( 1) . 

(2) 1 

(3) 



Ряд ( 1) называется абсолютно сходящимся, � сходится ряд 

Oti' . ' 

lzt l  + lz2 l + · · ·  + lzn l  + · · ·  = l)t�l. (4) 
п:t 

Ряды (2), (З), (4) являются рядами с дей�ными членами, 
и вопрос об их сходИмости решает�я с помощью· Известных признаков 
сходимости рядов в действительной области. 

ПрИмер 1 .  Исследовать на сходимость ряд 
оо in 

2: ;.. n n=l 

Решение. Имеем е1• = cos n + i sin n. Таким образом, вопрос· о сходимости 
·данноrо ряда сводится к вопросу о сходимости рядов с действительными <J.Ленами: 

"" cos n 
E -;r- " 
n•l 

Каждый иэ этих рядов сходится абсолютно. Следовательно, данный ряд сходится 
абсолютно. \ 1> 

Пример 2. Исследовать на сход�мость ряд 

Решение. Имеем 
;,.,.. ,.. • • 11' е = cos ..... + s s1n -.  

n n 
1r • ,.. , "" cos - "" sm -

Ряд Е ---П.. расходится, а ряд Е __д сходится. Следрвательно, данный ряд . 
n=l 

n 
n•l n. 

· 

расходится. t> 

Задачи дпя самостоятельного решения 

Исследовать на сходимость ряды: 
"" . 

"""' cos ш . 187. L....t 
n=l 

"" . . 
188• L 

n s��tn . 

R::c.1 . 

"" ' i 2 
1 89 . .Е с��� . ... , 

"" i211 
190 . .Е e

r= ·  
.· · n=l _nv n 



1.91 .  

1 94. 

оо ·e{rfn 

Е .;n .  n=l 

00 ln n 
Е sh in · n=l 

Степенной ряд 
Ряд; вида 

. § 7. Ряды в комплексной облаСти 

00 (1 +i)" 1 92. Е 2"/2 cos in · n=l t ch i�  
1 95. 

nlnn . 
n=l 

1 93. 

1 96. 

fJ s� i� . 
n=I stn an 

00 

?; tg;1rn · 

00 
2 n � n Со +  CtZ + C2Z + . . , + CnZ + . . . = L....J CnZ , 

n=O 

55 

(5) 

где Со, с1 и т. д. - комплексные постоянные, а z - комплексная пере-.· менная, называется степенньtМ_рядом в ,комплексной области. 

или 

Теорема Абеnя. Если степенной ряд (S) сходится пР.и некоmором 
значении z = zo , то он сходится и притом абсолютно при всех 
значениях z,  для которых lzl < !zo \ .  Еслиряд (5)расходитСя при z = z1 , 
то он расходится и при любом значении z ,  для которого lzl > l�t l · 

Обласn; сходимости ряда ( 5) есть круг с ценТром в начале координат. 
РадИус сходимости степенного ряда определяетс.ц по формулам 

R =  нт � (en # O) 
n-+oo ICn+t l  

. 1 
R = ltm n л::-1 ' 

n-+oo у len l 

(6) 

(7) 
если указанные пределы существуют. 

Пример 3. Определить радиус сходимости степенного р�да 

Решение. Имеем 

00 

I: cos in · zn. 
n=O 

е-" + е" 
с" = cos in = 2 = ch n. 

Для нахождения радиуса сходимости R применяем формулу (6): . 

R = lim lch n.J . = lim 
ch n = lim 

', 
ch n = 

,. ... oo lch (n + Щ  ,. ... oo ch (n + l) ,. ... oo ch n · ch l + sh n · sh l  

. 1 = l1m = = е- 1 , 
,. .... 00 ch 1 + th n · sh 1 ch 1 + sh 1 
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так как 
е" + е-" 1 + е-2,.; . lim th n = lim = lim .2.. = 1 .  'n-oo 'n-+00 ' en - e-n n-+oc 1 - е- с 

Итак, радиус сходимости Данного степенного �яда R = �-1,. 

Пример 4. Найти радиус сходимости степенного ряда 

00 

L(l + i)11zn. 
n=O 

Решение. Находим модуль коэффициенt!l с,. = (I + i)" :  

Применяя формулу (7), найдем радиус сходимости данного степенного ряда 

. 1 1 . R = I1m .."..- ::ж: - .  """"'"" � .fi 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти радиусы сходимости следующих степенных рядов: 

1 97. 

200. 

203. 

206. 

"" "" � in n е z . 1 98. � ei'lf/nz" . n=l n=t ·  

f= С:)
" "" 

201 . Е сь !..z" . n=l n=l n 
"" "" 

� ·n n 204. L: . 1Гi 
1 z . SIП -z". n=O n n=l 

"" z" "" 
�sin"( l+ in) · 207. L:<n + i)z" . n=O 

1 99. 

202. 

205. 

208. 

f= c� i ) .. n=O 

f= Cn�n) n n= l  
00 • 

L: .. 1Га .. cos Vnz . 
· n=l n 

"" 
2:· cos in · z" . n=O 

00 "" 

[> 

209. Ряд � c,.z" имеет радиус сходимости r, а ряд .Е c�z" - радиус сходи-

мости r' . 
n=о n=O 

Оценить радиус сходимости R следующих рядов: 
00 00 00 00 

а) �(с,. + c�)z" ; б) L(c,. - c�)z" ; в) L c,.c�z" ; г} ·� � z" (с� i= 0). n=O n=O n=O n=O " 
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Ряды T�WюPs :и Лорана 
Функцli!Я f(z) , однозначная и аналитичесi<ЗЯ в точке z = .zo, разла-

rается в окреqтности этой точки в степенной, ряд Тейлора 
· 

00 

f(z) = 2: �(z - zo)'\ 
n=oO 

коэффициенты которою Сп вычисляются по фор�улам 

"- = _1 _ f f(z) dz = /(n)(Zo) 
( - ) ...,. ( ) . · n = О, t ,  2, . . . , 

211'i Z - Zo n+ 1 n! 
г 

{8) 

(9) 

где . Г . - окружность с центром в точке z = z0, целиком лежащая 
в окрестности точки �0 , в которой функция f(z) аналитична. Центр 
окружнQСТи круrа сходимости находится в точке z0 ; эта окружность 
nроходит через особую точку ( функциИ f(z) , ближайшую к точке .zo ,  
r. е. радиус сходимости ряда (8) будет равен расстояниЮ от точки zo 
до ближайшей особой точки функции f(z) .  _ 

Для функций 
ln ( 1  + z) , 

имеют место следующие разложения в ряд Тейлора в окрестности точки 
z0_ = 0: 

z2 zз - zn ln ( l + z) = z - - + -3 - . . .  + (- l)n-1 - + . : . (R = l), ( 10) 
2 - n 

( )а 
. а(а - 1) 2 а( а - l)(a - 2) 3 l + z = 1 + az + "�! z + 1 z + . . . 

. �. 3. -

. � . + а( а - 1) . . . �а + n _:_ 1) zn + . . . (R = l). (I_l) n. -
В частности, nри а = · 1 nолучим 

l -- = 1  z + :i - . . .  + (- l)nzn + . . .  {R = l). { 12) l + z  
Формула ( 10) дает разложение В. ряд Тейлора в окрестности точки 

z = О главного значения лоrарифма; чтобы nолучить ряд Тейлора мя 
других значений многозначной функци и  Ln (1 + z) ,  сЛедует к ряду ( 10) 
nрибавлять числа 2n1ri, n = ± 1 ,  ±2, . . .  : 

- z2 zэ Ln _( l + z) = z - - + -3 - . . .  + 2n1ri. ' 2 ' . . 
Пример 5. РазлоЖить в Ряд. Тейлора в окрестности точки - zo = О 
функцию 

� /(z) = z2 - 2z - 3 ' 
исnользуя раз.nqжение (12), и найти рациус сходимости ряда. 
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Решение. Разложим данную функuюо на npocтeitцl. дроби 
z 1 1 3 l 

z2 - 2z - 3 = 4 z + 1 - 4 ;=3t; 
Иреобразуем nравую часть следующим образом: 

1 1 1 /(z) = 1 + z - 4 1  _ :  · . 3 . . 1 
Исnользуя разложение (12) функции -- , nолучим . · · · l + z 

. .1 2 3 1 ( z z2 . . ) . 
/(z) = 4( 1  - Z + Z - Z + . . .  ) - 4 1 + 3 + 9 + н• = 

. 1 ( 4 8 2 28 3 )'' z 2 2 7 3 . = 4 - 3 z + 9 z - 2? z + . .  . . = - 3 + 32 z - зэ z + . . . . 

Ближайшей к rочке z0 = О осо()ой точкой данной функции· является точка 
z = - 1 .  Поэтому радиус сходнмости nолученноrо ряда R = 1·. 1> 

Пример 6. Разложить по степеням разности z - 3 функцию 

. J(z) = -� - , : 
3 - 2z 

Решение. Иреобразуем данную функцию следующим образом: 

1 1 1 1 
3 - 2z = 3 - 2(z - 3 + 3) = -3 - 2(z - 3) = - 3 1 + �(.; - 3) ' 

3 
2 . 

З�еняя в разложении ( 12)  z на 3(z - 3) , получим 

1 1 [ 2 . . . 22 . 2 23 3 ] 3 - 2i = - 3 l - з<z - 3) + 32 (z - 3) - 33 (z - 3) + · · ·  = 

1 2 22 23 : = - 3 + 32 (z - 3) - 33 (z - 3)2 + 34 (z - 3)э - . . . . 

ЭТот рад сходится nри условии 

� � (z -- 3) 1 < 1 , 

3 . · .  3 или lz - 31 < '2 ,  т. е. радиус сходимости ряда' R = 2' .  
Пример 7. Найти нескодько nервых членов ра�жения в ряд по сте-
nеням z функции j(z) = tg z и найти ·радиус сходимости ряда. 

· 
Решение. Пусть искомый ряд имеет вид 

/(z) = Со +  (:JZ + c2z2 + c3z3 + . . � ,  



rде 

f7  . .  Ряды 8 комплексной областн 

t<">(o) о . · с,. = -.. -1- (n = о, 1 ,  2� . • .  ) , t< >(о) = 1(0) = о. n. 
Для нахождения эначещrlt проиэводных f(n) (z) в точке z = О nродиФФеренцируем 
данНую функцию. Имеем 

/'(z) = 
1 

cos или 

/"(z) = 2/(z)/'(z) ,  
!"'(z) = 2 [/'2(z) + f(z)f"(z)] , 
iv(z) = 2 [3/'(z)/"(z} + /(z)/'"(z)] , 
/v (z) = 2 [3J'12(z) + 4/'(z)/'"(z) + f(z)/1v (z)] , 

Полагая в (13) и (14) z .= О, наАдем 
f'(O) = 1 ; /'1(0) = О; f'"(O) = 2; j

1v 
(О) = О; У (О) i: 16; 

Подставляя наЙденные значения nроизводных в ряд, nолучим 

(1 3) 

(14) 

2 э 16 s tg z = z + 3t z + S! z + . . .  . ( 15) 
\ . ' 

. 
. 

11' Ближайшей особой точкой к точке z = О является, точка ( = 2 .  Поэтому радиус 
. 11' сходимости полученного ряда R = 2 .  1> 

Задачи дпя самостоятельноrо решения 

В следующих задачах данные · функции раздожить в ряд Тейлора, используя 
готовые разложения, и найти радиусы сходимост рядов: 
21 О. sin (2z + 1)" по степеням z + 1 .  211. cos z no сrеnеням z + �. 

212. е• по стеnеням 2z - 1 . 

214. 2 4 .5 по степеням z .  z + z -
2 iz . . 

216. cos 2" по стеnеням z .  

218. In (2 - z) no cтeneням z.  
• - . 1 

1 
. 

21 Э. Зz + 1 по степеням z + 2. 

215. 
z 

-2-. по степеням z .  z + •  . . 
z . 

217. sh 2 i по степеня:м z. 

219. ln (2 + z - z2) no стеnеням z. 
Найrи несколько nервьiх: членов разложения:: в ряд по степеням z следукiщих 
функций. Найти радиус сходимосrи рядов: 

1 1 220. -1 -. . 221. 2 . • • 
+ е 

· + stn z 
1 

222. -
5

. е""'" + 
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224. ln cos z. 225 • .  ,ln (1 + cos.z). 

227. Найти функцию /(z), аналитическую в круге Jzj. Е; l и nримимающую 
на 9Кружности jzj = l значение 

а - c6s8 + i sin 8 · 2 · 2· · л 
1 

, а >  1, 8 = arg z. 
а - а соs и +  

"" 
228� Пустъ функция f(z) = Е a.z• является аналитической в xpyre jzj � 1 .  ' k:O 

/( ) Доказать, что среднее значение функции 2 на .окружности lzl = J равно а,. .  . z" 

Пусть дан ряд 
00 C-t С..:2 . C-n ·2: C-n 

-- +' ( )2 + . . .  + ( ' ' ) + . . . = 
( ') . Z -:- Zo Z - Zo · Z - Zo n 

n=l . Z - Zo n 

Если С-п :F О и существует конечный nредел 

1. \C-n- t l  r = Im .--, 
n-oo !c-n f  

то этот ряд сходится: в области 

\z - zol > r. 
Пример 8. Найти область сходимости ряда 

оо (l + i)n+l L zn 
n=l 

Решение. Здесь с_,. = (1 + i).н1 , с:..,._, = (1 + i)"+2, Zo = О. Поэтому 

. 1( 1  + i)"+21 ' . . . r = IШI. !(t ')n+I J  = l. tm \ 1  + z\ = ..fi. 
,._"" + .  """""" 

Данный ряд сходится в ооласти . jzj > ../i. 
Пример 9. НQйти область сходимости ряда 

Решение. Имеем 

· � sin in 
� (z + i)n ' 

с_" = sin in = i sh n, с_"_ 1 = i sh (n "t I). 
Поэтому . ' ·  

(16) 

( 17) 

( 18) 

1> 

· · . li sh (n + l)J . sh (n + I) . е"+1 - �-·-• • е - e-ln-l 
r = ltm · = lim . . = ltm = ltm 2 = е. 

"-"" li sh nl п-оо sh n · п-оо е" - е-:• ,. ... .,. 1 - е- " 
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Следоваrельно, ряд сходиТсЯ в области lz + il > е, т. е. вне круга с центром в точке 
zo = -i и радиуса е .  [> 

· Задачи для самостоятельного решения 

Определить область сходимости следующих рядов: 
00 1 

229. Е . ·  
n=l ·( 1 - i)"z" 

00 

232. Е e"(iz)-" . 
n=l 
о6 3" + 1 

235. Е ( 2 .) .. . 
n=l Z + Z 

Ряд вида 

Еоо (./2 + i./2)" 
230. zn n=l 

00 1 
233. "" . � 4"(z + 1)" 

� (z + 1 -.i(" 236. L...J n + a  n=l 

00 . 00 00 

оо -n 
231 • Е c;s in · n=l 

оо· �Г" 
234. "" . L...J (z - 2 - i)" n=l 

� ( )п � С-п I: ( )п C-n Cn Z - Zo = . 
( ) 

+ Cn Z - Zo = . . .  +
( ) 

+ . . .  
z .- Zo п z - zo n 

n=-oo п=J ' n=O • 
C-J ( ) ( · )

п • . . + -- + Со + Ct Z - Zo + . . .  + Сп Z - Zo + . . .  z - z0 . 
. сходится в области, в которой сходятся ряды 

00 2: C-n C- t С-2 = -- + + . . .  , · n=t (z - zo)11 z - zo (z - z0) 2 

00 

L c,. (z - zo)" = Со +  Ct (z - zo) + c2 (z - zo)2 + . .' . 
n=O 

( 19) 

(20) 

(21) 

Пусть ряд (20) сходится в области lz - zo l > r, т. е; вне круга с центром 
в точке z = z0 радиуса r ,  а ряд (21) в круге lz - .tol < R. Тогда, если 

1) r > R, то ряд ( 19) расходится всюду; 

2) r < R ,  то ряд ( 19) .  сходится в кольце r < !z - zo l < R. Здесь 
r ;::: О, О <  R. < +оо. 

Пример 1 О. Определить область сходимости ряда 
оо еiп оо (z + l)п � (z + 1)" 

+ �· eiп+J/2 · 



,' 'J 

62 Тh:ава 2;  Интеrрнро�не . .  Ряды. Бескон�ведения 
J/: 

00 . ln 
Решение. Для ряда � · (z: 1 )" . имеем <!?�.: .. �·::�i •. 

Следовательно, 
le'("+') l . r == lim --. -. -. ='1, 

п-оо .je'"l 
так что nервый ряд сходиТся в области /z + · 1  / > 1 .  

� (z - zo)" Для степенно
� ряда �· ein+l/2 имеем 

11=0 

-in-1/2 с,. = е , '" · _ e-i(n+l)-1/2 ...,.+1 - • 

· Еrо'радиус сходпмости 
. . lc,.\ . le-in-l/21 ·R = I1m -1 -1

.
= l1m .. 1 -i(,нti-1/2! = .1 ,  "-'"" С..+ 1 1 ,._<Х> е · . 

так, что второй ряд сходится в области lz + ll < l .  Данный ряд расходится 
всюду. 1> 

При.,.ер 1 1 .  Определить область сходимости ряда � (3 + 4i)n .�·(Z + 2i)·n � (z + 2i)n + � 6 
· 

. . . "" (3 + 4i)" 
Решение. 

Для 9яда 2: (z + 2i)" имеем 

Следовательно, 

n=J . . 

(3 4 ')" 
. 

(3 4 ')"+' с_,. = + • , с_,._, = + • . 

' 1 (3 + 4i)"+1 1 • 

. 
. . • r = ltm l( . 4 .)"/ = I1m l 3 + 4al ::: 5. 

п-оо 3 +  ' 11...,ссэ 
• 

. (\<:> (z + 2i ) "  Первый ряд сходится в области l z  + 2il > 5.  Дляряда 2: -6- имеем 
. n=O . . . 

6_.,. 6_"_,. с,. = C..+l =· . 
Поэтому радиус сходимости этого степенного ряда будет равен 

. \6-"l 
R = Jun 16-n-1 1 . = 6. 

·1.!,-+С<Э 

Он сходится в области lz + 2il < 6. 
Итак, r = 5 < R = 6 .  Следовательно, данный рЯд сходится в кольце 

5 < !z + 2il < 6 .  1> 



· § 1; Ряды в КОМI!лексной области 

Задачи для самостоятельного решения 

Определить области сходимости следующих рядов: 

237. t (� + in ) <z + 1 + i)". 
n=l 

238. Ё (z � .. 
i)" . 

n=l 

"" 1 "" 
. 239. Е ( 2 ') + �)1 + in)(z - 2 + i)" . 

n=l n" z - + 1 " n=O \ "" "" 
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"" (2) " "" ( ) " 
240. tt ; + � -� . 241 . }: ( 

n 
')" + }: n(z + 1 - i)" . 

n=l z + 1 - l n=O 
. 

242 � 1 � z" 
243 � sin in � (z - i}" ( _ ) • L..J z" + Ь 2"+1 · • L..J -( -)- + L..J -- О! - 1 . 

n=l n=O · n=l Z -:- i " п=О n! 
"" (- 1)" "" z" "" 2" - l  "" (z + l}" 244. Е -4- + Е -· 245. Е -< -> + Е -<. -> ; 

n=l . n z" n=l n2" n=l z + 1 11 
n=O 1 + n " 

i 1- � (z - i)" 1 � 246. --(-.) + 4-L..J(-1)"-(-.)- .  247. - + L.J z" .  
2 z - 1 n=O 2z " , Z n=O 

1 "" . "" " "" " 
248� ---=-t + E(-l)"(z -" 1)" . 249. r: :  .. + E :  .. (ь # о) .  

Z ' n=O n:l n=O 

Фунщия /(z) , однозначная и аналитическая в кольце r < lz-z01  < R 
(не исключаются случаи, когда r = О и R = +оо), разлагается в этом 
кольце в ряд Лорана 

00 _ ,  00 
/(z) = L en(z - zo)n = L en(z - zo)n + L en(z - zo)n , · (22) 

n==-oo n=-oo 

где коэффициенты Сп находятся по формулам 

1 j J(z) dz 

Cn 
= 

211'i . (z - zo)n+l (n = О, :1:;1, ±2, . . .  ) . (23) 

г 
Здесь Г - . произвольная окружность с центром в точке z0, лежащая 
внутри .данного кольца. , 

В формуле (22) ряд 

-1 OQ 
L; en(z - zo)n := L (z �-; )n 

n=-oo n==l О 
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называется.главной частью ряда Л()J)ана, ряд 

2:.: en(z --:- zo)n 

n=O 

называется правU!lьной частью ряда Лорана. 
На прак.тике при нахождении коЭФФициенТоf} с. стараются иэбеrать 

применеимя формул (23) ,  так как они приводят к rр(> .. оэдким выкладкам. 
Обычно, если это возможно, ксполъзук>тся roroвьre разложения 8 ряд 
Тейлора элементарных функций. 

· 
Пример • 1 2. Разложить в ряд Лорана в кольце О ·� fz - l l  < 2 функцию 

1 
. 

/(z) = 
(z2 - 1)2 . 

. . . 1 Решение; П е р в ы й  с п о с о б .  Функция /(z) = (z2 - l)2 Является ана-

лиrической в кольце О < /z - 11 < 2. Коэффициенты ряда Лорана находим 
по формуле (23) · 

l 1 (z2 ...:. 1 )2 l · ·1·· . . dz . 
с,. = 21!'i (z - l)n+1 dz = 211'i (z ,- 1)"+3(z + 1)2 ' 

г г 
где Г - любая окружность с центром в точке z0 = 1 ,  лежащая в данном кольце. . 1 

Если n + 3 � О, т. е. n � -3, то nодынтегральна�,� функция (z _ I)iнЗ(z + l)2 
будет аналитической во всех точках, заключенных внутри окружности Г, в том 
чисЛе и в точке z = 1 .  В этом случае · 

J (z ·_ l)"�(z + 1)2 = 0• 
r 

:J:. е. с,. = О при n = -3, -4, . . . . Если n + 3 > О, т. е. n > -3,  то, применяя 
формулу (2) из § 6 для производной Любого nорядка от аналитической функции, 
получим 

' ___!__ . ' 1 1 {z + 1)2 1 tr+2 f 1 ]· 1  
с,. = 211'i . (z - 1)"+3 dz = (n + 2)! dz"+2 l(z + 1 )2 z=l 

' г 

1 (- l)"(n + 3)! 1 (- l)"(n + 3) 
= (n + 2)! · (z + 1)"+4 =l = 211+4 

Для n =; -;-2, - 1, О, l, 2, . . .  имеем 
_ !- l)"(n + 3) 

t:;, - 21Н4 • 
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Ряд Лopaнa,;wtJJ J.tанно4 фунiшии в кольце О < !z - Il < 2 будет иметь вм 

• . .  1 . 
+ос 

" +оо (-1)"(n + 3) ·11 .(z2 - 1)2 :::::: � c,. (z - 1) = � . 2"+4 {z - 1) ' 

или 
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1 1 1 l 3 1 . 5  2 3 3 --- �-+- - �(z - l) + -(z - 1) - -(z - 1) + . . . . 4 (z - 1)7 4 z - 1 16 8 64 . 64 
В т о р о й  с п о с о б .  Нам нужно представить f(z) в вИде суммы стеле­

. ней (положительных и отрицательных) разности (z - 1) .  Иреобразуем J.tаиную 
· функцию следующим образом: 1 ( 1 l ) 2 

4 z -- 1 - z + l  = 
1 1 .  1 ]  1 ]  1 1 .  = --- - ---+ ---+ ----. 4 (z - 1)2 4 z - 1 4 z + 1 4 (z + 1 )2 (24) 

Первые два слаrаемщ в nравой части (24) имеют нужный BИJ.t, так как nредста­
вляют собой степени разности (z - 1) . 

Последние два слагаемых запищем в виде 
1 -:-----,:--- = - ---:- . (z - 1) + 2  2 z -1 + -2-

1 1 [. (z - 1 )] -2 · (z + 1 )2 = 4 1 + -
2

- . 
· 

. Применяя формулу (12), а затем формулу (1 1) nри а = -2. nолучим 

·z � l = H1 - z ; 1 + C; •Y - (z ; 1Y + . . .  ] .  
1 � [1 _ 2 . z - l + -2(-2 - l} (z - 1 ) 2 + (z + 1)2 4 2 2! . 

· 2 . -2{-2 - 1)(-2 � 2) (z - 1 ) 3 
.
] 

+ 3! 2 
+ . . . .  

Подставляя (25) и (26) в (24), найдем 

или 

1 1 1 1 ] ..,....,...�,-,. = --- - --· - +  (z2 - 1)2 4 (z - 1)2 4 z - l 
+ н� - , , 1 + (' ; 1 )' -{' ; '  )' + . , .J + 

+ 1� [ l - (z - 1) + ;2 (z - 1)2 - ; (z.- 1)3 + . . . J. 
l 1 1 l 3 1 (z2 - 1 )2 4 (z .:.. 1)2 - 4 z - 1 + 16 в<z - l} + 

(25) 

(26) 

5 . 2 3 3 + 64 (z - l) - 64 (z - l) + . . .  . t> 



66 Глава 2. ИнтеГрирование. Рядьп,.Бесконечн��ення 

- ' 

Пример 1 З. Разложить в ряд Jlopaнa функциiQ 

в окрестности точки zo =  О. 

1 f(z) = z2 cos -z 

Решение. Для любого комnлексного ' имеем 
'2 '4 '6 

cos ' = - 2! + 4! - 6! + . . . . 

1 Полагая <; = - , получим z 
2 l 2( . 1 l l ) 2 1 l 1 z cos - = z 1 - -2, 2 + 4""'i"4 - -6, 6 + . . . = z - -2, + 4"'12 - -6, 4 + . .  : ' . z . .z .z .z . .z .z 

или 
2 1 1 2 1 1 z cos - = -- + z + -4, 

2 - -6, 4 + . . . . z 2 .z .z 
Это разложение справедливо для любой точки z '# О. В данном случае «кольцо• 
пр�дставляет собой всю комплексную плоскость с одной Qыброшенной точкой 
z = О. Это •кольцо• можно оnределИТь с помощью следующего соотношения; 
О < lz - 01 < +оо. Здесь r = О, В = +оо, zo = О. Данная функция является 
аналитической в указанном «кольце•, t> 

Пример 1 4. Рассмотреть различные разложения в ряд Лорана функ-
ции 

f(z) = 2z + 1 
, z2 + z - 2 

nриняв zo = О. 
Решен111е. Функция /(z) имеет две особые точки: z1 = -2 и z2 = 1 .  Следо* 

вательно, имеется три «кольца• с центром в точке zo = О, в каждом из которых 
f(z) является аналитической: 

а) круг l z l  < 1 ;  
б} кольцо l < l z l  < 2; 
в) 2 < lrl < +оо - внешность круга lz\ .� 2. 

НаЙдем ряды Лорана длЯ: функции f(z) в каждом Из этих «колец•. 
ПредставИм f(z) в виде суммы элементарных дробей 

l 1 
/(z} = z + + ;:=--j'· (27) 

а) Разложение в круге lz l  < 1 .  Преобразуем (27) СЛедующим образом: 
- . 1 1 1 1 . 1 .  
/(z) = - + - = ·- - - -. -. (28) z - 1  z + 2  2 1 + � 1 - z . 2 



§ 7. Ряды в комплексной oбnacrn 

Исnользуя формулу ( 12),  получим 
1 2 3 -1

. - = l + z + z  + z  + . . . , jzj < 1 ,  - z 
1 z z2 z3 

--z = 1 - 2 + 4 - 8 + . . . . 
lzl < 2. 1 + -2 

Подставляя (29) и (30) в (28), получим 
2z + 1 . l z z2 z3 2 3 

z2 + z .:... 2 = 2 - 4 + 8 - 16 + · · · - ( 1 + z + z + z + · · .) = 
1 3 .  7 2 1 5  3 = -2 - 4z - Sz - Тбz + · · · · 

Это разложение является рядом Тейлора функции j(z). 
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(29) 

(30) 

1 .· 

б) Раэ.ложение в колъuе l < lzl < 2 . РЯд (30) для функции -12 остается . 1 + z  
1 сходящи�ся в этом кодъце, так как lzl < 2 .  Ряд (29) для функции 

для Jzl > 1 . Поэтому nреобразуем f(z) следующим образом: 
расходится 

- z  

1 l 1 1 
' f(z) = ;_  __ z + - - . 2 1 + 2 

z l - ; 
Применяя формуЛу (12), получим 

1 1 1 1 
--1 = 1 + - + 2 + --э + . . . . 
1 - - z z z 

z 

Этот ряд сходится для 1 � 1 <. l , т. е. nри lz/ > 1 .  

или 

Подставляя (30) и (32) в (31) ,  найдем 
2z + 1 1 z z2 z3 . · 1 1 

z2 + z - 2 = 2 - 4 + 8 - 16 + . . .  + ; + z2 + · . . = 

l 1 1 z z2 . z 3  
- · • z2 + ; + 2 - 4 + 8 - 16 + · · · ' 

(31) 

(32) 

в) Р11�ожение д1fЯ lzl > 2. Ряд (30) для функции 1 + z/2 при lzl > 2 
. ' l . 

· рас)(одится, а ряд (32) дл� функции --1.1- будет сходиться, так как если lzl > 2, 
то и подавно lzl > 1 .  

1 - z ' 
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Функцию f(z) представим в таком виде: , . .  

1 1 1 1 1 f(z) = - -- + - -- = -. z 1 + �· z 1 - � z 
z z 

Используя формулу ( 12), получим 
( ' . . '· · · . ') 1 1 

--2 + --т  1 1 + ;  1 - ;  

1 ( 2 4 8 1 1 1 ) 1 ( ' 1 5 7 ) j(z) = - 1 - - + .;,_ - ----' + . . .  + 1+-+-+-+.. . = -'  " 2- -+ - - - + . . . , z z z2 z3 z z2 z3 z z z2 z3 
или 

2z + 1 2 1 5 7 
z2 + z - 2 = ; -, z2 + z3 - -z4 + · · · · 

Этот пример показы�ает, что для одной и той же фунКции f(z) ряд Лорана, 
вообще говоря, имеет разный вид для разных колец. 

· 
1> 

· Пример 1 5. Разложить в ряд Лорана функцию 
·. 2z - 3 J(z) = z2 - 3z + 2 

в окрестности ее особых точек. 

Решение. Особые точки функции f(z): z1 = 1, z2 = 2 .  
1) Разложение /(z) в окрестности точки z 1  = 1 ,  т .  е .  в кольце О <  lz - 1 1 < 1 .  

Представим функцию /(z) в виде суммы элементарных дробей 
2z - 3 1 1 -:---:--- = -- + -- . z2 - 3z + 2 z - 1 z - 2 

Правую часть преобразуем так: 
2z - 3 1 

z2 - 3z + 2 = z - 1 - 1 - (z - 1) · 
Применяя разложение ( 12), в котором z заменено на -(z - 1) ,  получим 

или 

2z - 3 1 · 2 
1 3 = - - [1 + (z - 1) + (z - 1) + . . . ] ,  z - z + 2  z - 1  

2z - 3 1 "" 
-о---- - - - "'(z - J )" z2 Г 3z + 2 - z - 1 � . 

· 

1 

(33) 

2) Разложение f(z) в окрестности точки z2 = 2 ,  т. е. в к0льце О < lz -21 < \ .  
Имеем 

или 

2z - 3 1 1 1 1 --:----- = -- + -· - = -- + = zЗ - 3z + 2 z - 1 z - 2 z - 2 1 + (z - 2) 
1 2 ' 3 = -z 
_-2 + 1 - (z - 2) + (z - 2) - (z - 2) + . . .  , 

' 00 · 2z - 3 _ _  1_ + "' ( - 1 )n (z _ 2)" 1> z2 - 3z + ·2 - z - 2 � · 
n=O 

(34) 



§ 7 . .  Ряды в ·комплексной области · 

Задачи дпя самостоятельного. решения 

Разложить в ряд Лорана в окрестности ТОЧЮJ z ::::: О следующие ФУнкции: 1 

250. sin
2
z 

. . 
z 

sirez е• . е• 
251 . 252. 253. 3 .  z z z 

255. . ') 1 . 2 2 1 - cos z 
z4 tos - . 256. - sш - 257: 2 z z z z 

258. е• - 1 . 
z ,259, 

1 + .COS Z 

z4 260. 1 - е-• 

Разложить в ряд Лорана следующие функции в окрестностях указанных точек: 

z sin z · 1 261 .  -( . )2· ,  z0 = - 1 .  262. ---,:-2 , z0 ::::: 2 .  263. z0 � -i. z + l  z -

Разложить следующие функции в ряд Лорана в указанных кольцах: 

1 . 
264. (z _ 2)(z _ 3) , а) 2 < lz ! < 3; б) 3 < jzj < +оо .. 

265. а) О <  jzj < 1; б) 1 < lz l < +оо. + z  
. l 266. (z + 2)( l + z2) ' а) 1 < jzj < 4; б) 4 < lz l < +od. 

2z + 3 267. 2 , 1 < lzl < 2 . z + 3z + 2  
z2 - z + 3 268. .zэ _ Зz + 2 , ' а) lz l  < 1 ;  б) 1 < lz l  < 2; в) 2 < lzl < оо. 

269. 2 
1 < !z + 21 < 3.  z2 - 1 '  

270. z2 + 2z ..:..g '  1 < lz + 21 < 4. , 

271 . z + 2  2 < jz - 1 1  < +оо. z2 - 4z +3 ' 

272. 
_iS 

2 < lzl < +оо. 

z 273. (zl _ 4)(zl _ l ) , 
1 < lzl < 2. 

1 . 
274. -2-, О <  jz - i! < 2. 

z + 1 
1 275. (z2 _ 4)2 , 

4 < lz+ 21 < +оо. 
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§ 8.  Бесконечные произведения··и их 
при,менение к анапитическ�" функциям 

1 ° .  Бесконечные произведения. Пусn. дана последователь­
ность комплексных или действительных чисел 

Ut , U2 , . . · ,  Un , · ,' · · 
Рассмотрим произведен�е n иенулевых числовых сомНfi>Жителей 

( 1  + u1 ) ( 1  + и2) . . . (1 + Un) ,  
которое будем обозначать символом Pn , то есть 

n 
Pn = ( 1  +Ut)(l  + и2) . . . (1 + Un) = п(l + Uk). ( 1) 

k=ol 
Полагая n равным 1, 2, 3, . . .  , получим nоследовательность комrщексных 
(или действительных) чисел Pt . Р2· . . . , Pn • . . .  , отличных от нуля. 

Определение 1 .  Предел (если он существует) 
n 

lim Pn = lim П<t + Uk) = р, 
n-+oo : n-+oo k= 1 00 

называется значением бесконечного произведения п (1 + uk) и запи-
сывается следующим образом k=l 

n оо 

lim Pn = Hm П(1 + uk) = П(1 + uk) = р. (2) 
n-+oo n->oo k= 1 k= 1 

Число Pn ес�ь частичное произведение бесконеч�tого произведения 
00 

П(l + иk). 
k=1 

Оnределение 2. Если бескон�чное nроизведение прцнимает конеч­
ное значение, отличное от нуля, то оно наз&вается сходящимся. 
Если, наnротив, lim Pn = О или последовательность {Pn} pacxo-

n-+oo 
дится, т. е, не стремится к конечному пределу, то бесконечное 

00 

произведение П (1 + Uk) называется расходящимся. 
k=1 

Пример 1 .  Доказать, что бесконечное произведение 

ц [ 1 + 
k(k � 2) ] 

сходится и найти его значение. 

(3) 
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Решение; Поск�ьку 

l (k + 1)2 
1 + k(k + 2) = k(k + 2) ' 

71 

чаi:тпчн:ае произв�дение р,. можно представить в форме 

ИЛИ 

22 32 42 - · - ·  1 · 3 2 . 4 

n.+ 1 
р,. ::: 2 ,  n +  

n2 (n + 1 )� 
(n - 1)(n + 1) · n(n + 2) 

Таким образом, значение бесконечного произведения (3) есть 
р = lim p,. = 2. 

Пример 2. Показать, 'tTO бесконе'tное nроизведение 

расходится. 

ft(l +�) k=l k 

1 - k Решение. Действительно, так как 1 + --. . . k 
. " ( 1 k) р .. = п l + т 

k=l 

1 
р = lim р,. = lim 1 :;: О. 

n-+oo n.-oc n. 

(4) 

Так как р равно нулю, то по определению бесконечное произведение (4) расхо­
дится. [> 

Дадим другую формулировку определения сходимости бесконечного 
со 

произведения. Бескон�чное произведение П (1 + 'Ui:) сходится к числу k=l р (р ::f. 0), если для любоrо как уrодно малоrо е > О существует число 
N = N(e) такое, что для n � N выпqлняется неравенство 

t� - 1 1 < е. (5) 
' 00 . 

в самом деле, если Jфоизведение п ( 1  +иk) сходится к числу р, где k=l 
р ::f. О, .то отношение . .!. nри неоrраниченном возрастании n стремится 

Pn 
к l, поскольку ' 

Jim · l.. = _Р _. = � = 1 (p ::f. O). 
n-oo Pn lim Pn Р n-oo 
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Наоборот, если отношение, L. стремится к единиЦе при неоrраниченном 
Pn · 

возрастании n, то произведение ( 1  +и 1 )( 1 +и2) . . .  (1 + иn) . ... сходится к 
числу р .  

Докажем, что необходимым условием сходимости бесконечного про­
изведения 

является 
lim 'Un = О. (6) 
n-->oo 

·Действительно, если 

Pn- 1 = (1 + и 1 )( 1 + и2) .. : ( 1  + 'Un...: l ) ,  

Pn = (1  + и1)( I + и2) . .. (1  + Un- 1 )(1 + un), 

Pn 
1 

Pn 
l Е 1. 

· 1 · то -- = + иn , или 'Ufl = -- - . ели теперь 1m Pn = 1m Pn- 1 = р, 
Pn- 1 Pn- 1 n-oo n-->oo 

где р =1= О ,  то, следовательно, 

lim 'Un = lim _!!.!!._ - l = О , 
n-->oo n-.oo Pn-·t 

что и требовалось доказать. 

Признак сходимости бесконечного произведения. 

00 

Теорема 1 .  Если ряд L:,: uk абсолютно сходится, то сходится и 
k=l 

00 

бесконечное произведение П ( 1  + uk). 
k=l 

Введем понятие бесконечного абсоЛютно с�одящегося произведения. 

Определение 3. Бесконечное произведение 
00 

п(l + 'Uk) = ( 1  + ul )( l + u2) . . .  (1 + 'Un) ... (7) 
k=l 

абсолютно сходится, если сходится произведение 
00 

П ( 1  + lиk l) = ( l  + lи 1 !)( 1 + lи2 l) . . . (1 + lиn l) . .. . (8) 
k=l 
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, Теорема 2. Бесконечное произведение (1) сходится абсолютно тогда и 
тольк(1 тогда, когда сходится Р!lд 

00 

:E !иk l· (9) 
k=l 

Теорему l мqжно сформулировать теперь следующим образом: ЛIQбое 
абсолютно сходящееся произведение сходится. 

Оnределение 4. Бесконечное произведение (7) сходится условно, 
если оно сходИтся, а бесконечное nроизведение (8) расходится. ' ' 
Пример 3. Показать, что бесконечное произведение 

Ц[l + (- l)k+l �] = (J + 1 ) ( 1 - �) (� + �) � 1 - �) . . .  (1 0) 

сходится условнd. 

· Решение. Нетрудно убедиться в том, что 
{ n + 1 , если n нече�ое, Pn = n 

1 ,  если n четное, 

откуда следует, что lim р,. == 1 ,  т. е. произведение ( 10) сходится . 
. П"""+СС 

00 . � 1 
' 

С друтой стороны, ряд 2::: lщl = 2::: k является расходищимся (гармони-
·•=• . •=• 

ческий ряд). Тогда бесконечное произведение (10) не сходится абоолютно. Таким 
образом, бесконечное произведение ( 10) сходится условно. .  1> 

00 

Теорема 3. Пусть дано бесконечное произведение П ( 1  + Uk) ,  где 
k=l -

все сомножители положительны, т. е. uk > 1 (k = 1, 2, . . .  ). TQZдa 
бесконечное произведение 

00 

П<t+ U.k) (II) 
k-=1 

схсдится, если ряд 
00 

:Е ln (l + uk) ( 12) 
k=l 

сходится, и расходится, если ряд (12) расходится. 
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Уnражнение. Доnустим, что ряд (12) сходитеа и его сумма равна s .  
00 ' 

Тогда значение р nроизведения П ( l  + uk) раено р = е' . 
k= l 

Доказательство. Обозначив через р,.. n-e часТИчное произведение ,и 
через sn п-ю частичную сумму ряда ( 12), имеем 

' 

8n ::::: lП Pn · 
Отсюда 

( 13) 
В силу непрерывности экспоненциальной функции для любого зна­

чения арrумента и непрерывности логарИфмической фущщии для л,юбоrо 
положительного значения арrумента, из ( 1 3) следует, что nоследователь­
ностЬ {Pn} сходится тогда и только тогда, когда сходится nоследователь­
ность {sn}.  А так как 

то 

liщ Sn = 8, 

• . 8 11m Pn = е , 
что и доiфзы-вает формулу р = е' . • 

Теорема 4. Если все uk (начинал с некоторого номера N) имеют один 
и тот же знак, то для сходимости ·бесконечного произведениЯ 

00 

П (1 + и11) = (1 + UJ)(l + u2) . . . (1 + u�c ) . . .  
k=l 

необходимо и достаточно, чтобы сходидел ряд 

00 
L:·U.�:. ( 1 4) 
k=J 

ПР.имер 5. Исследовать на сходимость бесконечное произведение . . , ' 

Ц ( 1 � k � 1)= ( 1 
� �) ( 1 - �) . . .  (r - k � 1 ) . . . . · (Й) 

1 
Решение. Здесь все Uk = .... отрицательны и рЯД (14) . k + . "" "" 1 ( 1  1 1 ) Е "k == - Е  -.- = - . - + - + - + .... 

k:J ,k:J k + 1. 2 3 4 . 
очевидно, расходится. 

Тогда, в силу теоремы 4, бесконечное произведение ( 15) расходится. . 1> 
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Замечание. Вычисляя n-e частичное произведение в ( 15) , получим: · 
1 2 3 n - 1 n 1 
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р,. = 2 " 3  · 4 · · · · · -n- · n + l = n + 
1 

Поскольку . Р  = lim р" = lim -- = О, бескон_ечное произведение (15) · 
n-+oo n-<oo n + l расходится. 

Пример 6� Установить сходимость бесконечного произведения 

, ij ( 1 + k
l
a) = ( 1 + 1 )  (1 + ;а) ( 1 + З:) . . .  ( 1 + k�) . .  . ( 16) 

k-1 ' 
при а > l . 

Решение. Ряд 
00 "" 1 

:�::>�: = Е k" fl=l k=l 
сходится прИ а > 1. TQrдa, согласно теоре!-fе 4, бесконечное произведение ( 16) 
тоже сходится. t> 

Задачи дпя самостоятепьного решения 

Доказать сходим:ость и найти значения следующих бесконечных nроизведений:. 

276. ft ( 1 + k2 � 1 ). 277. fi ( 1 - :2) . 278� fi ( 1 - k(k � l)) . 
•=2 k=2 k=! 

Исследовать на сходим:ость следующие бесконечные nроизвез.ения: 

279. !}{1 - k(k� l) ) . 
280. п ( 1 '- k : I ) . 

281 . !} (1 - (kJ J)P ) ' p > l . 282. g (1 - (2k: J)2). 

2° . Разпоженив некоторых функций в бесконечные про· 
изведения. Известно, что функцию sin z можно разложить в беско­
нечное .произведение следующим образом: 

со ( z2 
) sin .z = z Ц 1 - k21r2 • 

1f 
Подставив в это разложенйе z = 2 ,  nолучим 

� = п()О (� _ -� .. ) = поо (2k - 1)(2k + 1)
. 11' .  ' 4k2 (2k)2 11:1 

(1) . 
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ГЛАВА 

3 
· . Вычеты функциij.. 

§ 9.  Нули функции. 
Изолированные особые точки 

1 ° .  Нупи функции. Пусть функция J(z) является аналитичес­
коИ в точке z0 • Точка z0 называется нулем функции j(z) порядка (или 
кратности) n, если выпОлняются условия 

J(zo) = О, /'(zo) = О, .. . . ' 

Если n = 1 ,  то точка z0 назывgетсЯ nростым нулем. 
Точка zo яf!,Ляется нулем n-го порядка функции I�z), аналитической 

в точке Zo , тогда и только тогда, когда в некоторой окрестности этой 
точки имеет место равенстоо 

J.(z) = (z - zo)n<p(z), 

где функция <p(z) аналитична в точке Zo и <p(z�) ::f= О.  

Пример 1 .  Найти нули функции j(z) = 1 + cos z и оnределить их 
nорядки. 

Решение. Приравнивая /(z) нулю, nолучим cos z = - 1 , откуда z,. = 
(2n + 1)1r (n = О, :1:1, ±2, . . .  ) � нули: данной функции. далее 

· /'[(2n + l)1r] ::::: - sin (2n + 1}1r = О, 

/"[(2n + 1)11'] = - cos (2n + l)1r = I zl:.  О. 

Следовательно, тоЧки z,. (2n+ 1)11" (n О, ±1, ±2, . . . } яJЩяются нулями второrо 
nорядка данной функции. · · t> 

Пример 2. Найти нули функции J(z) = 1- ez и определить их nорядки. 

Решение. Приравнивая /(z) нулю, найдем нули z,;. :::o 2n11'i (n = 0, ±1, ; .. ) 
функции /(z) .  Далее 

/' (2ti11"i) = -е2мi - 1  '# О. 
Итак, /(2шri) = О, /'(2n1f'i) '# О, следовательно, rочки z,. = 2n11"i (n = 
О, ± 1 , ±2, . . .  ) - проетые нули функции /(z) = l - е• . t> 

Пример 3. Найти nорядок нуля zo = О для функции 

zs 
j(z) == z - sin z 
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Решение. Исnользуя ра3Ложение функции sin z в ряд Тейлора в окрестности 
точки z0 = О, получим · · 

Положим 

z• za 
/(z) = 

z .:.. sin z 
= 

z 
_ (z _ z3 

+ 
z5 _ • • •  ) = 

3! . 5! 

cp(z) = 1 zз 

З! - 5! + . ; . 

Т<?rда /(z) = z\o(z) , где cp(z) - функция, аналитическая в точке z0 = О, nричем 
ср(О) = 6 1: О. Следовательно, точка z0 = О  является для данной функции нулем 
пятоГо nорядка. 1> 

Пример 4. Найти нули функции /(z) = (z2 + 1)3 sh z и оnределить их 
nорядки. 

Решение. Полагая j(z) = О; nолучим (z2 + 1)3 sh z = О, откуда z2 + 1 = О  
ИЛи sh z = О. Решая эти уравнения, находим нули функции f(z) : 

z = -i, z = i, z = k'JI'i (k = о, ±1 ,  ±2, . . . ). 
Пусть z = -i, тогда f(z) можно nредставить в виде 

f(z) = (z + i)3cp(z), 

rде функция cp(z) = (z - i)3 sh z является аналитической в точке z = -i, nричем 
ср( -i) = 8i sh i = -8 sin 1 1: О. Э:rо означает, что точка z = -i есть нуль третьего 
nорядка. Аналогично доказывается, что и точка z = i являетсЯ нулем третьего 
порядка. Исследуем нулн z == k1ri (k = О, ±!,. ±2, . . .  ) . Производмая 

f'(z) = 6z(l2 + 1)2 shz + (z2 + 1)3 ch z 

в точках z ::::: k1ri отлична от нуля. Следовательно, z ::::::. k1ri - нули nepвoro 
порядка. t> 

Задачи · дпя самостоятельного решения 

У следующих функций найТИ нули и оnределить их nорядки: 
sin z 

286. а) /(z) = z4 + 4z2; б) f(z) = - .  
z · sh 2z 

287. а) /(z) = z2 sin z; . б) /(z) = - . 
z 

288. а) f(z) = 1 + ch z ;  
. 

б) /(z) = 
( l - sh z)2 

z 



80 · Глава 3. [3ы�rы функций . ,'; с. 

. . К'>; 
289. а) f(z) di\z + 1ri) sh z ;  б) f(z) = cos z3. 
290. а) f(z) = (z2 + 1r2)( 1  + е-•) ; б) f(z) = cos z + chiz: 
Найти nорядок Нуля z0 = О для следующих функций: 

z6 291 . f(z) = 2 · • (z ) 2 z  
2 � sin 2 

zз 293. f(z) = -1 -,...--,... · + z - e._ 

295. /(z) = (1 ;,- cos2z)2 '. 
z - sh z  

297. f(z) � z1(e'2 - 1 )  . . 

292. /(z) = e•in z - е181 • 

. 2 296. f(z) = (е• е' ) Jn (1 - z) .  
. . 

298. f(z) = 6 sin z3 + z3(z6 - 6). 

299. Точка z0 является нулем порядка 'n для функции <p(z} И нулем nорядка т 
для фунющи ф(z) . Чем является точка z0 для функций: 

а) <p(z) + ф(z); б) <p(z) · Ф(z); в) <p(z)
? ф(z) 

2° . Изолированные особые точки. Точка ·.zo нЗзывается изо­
лированной особой точкой. функции f(z) , если существует окрестность 
этой точки, в которой f(z) аналитична всюду, кроме самой точки z = ZQ .  

Точка z0 называется устранимой особой точкой функции J (z) , если 
существу�т конечный предел функции J(z) в точке z0 . !  

ez - 1 
Пример 5. f(z) = -- .  

z 

Особая точка фуикцJtИ /(z) . есть zo = О. Имеем 

1. ( . ). . 1 .  е' 
-

1 1 tmf z :::::: 1m -- = · . 
%-+0 Z-+0 Z 

Следовательно, точка z0 = О есть устраl.fимая особая точка .. 

Точка zo называется полюсом функции f(z) , если Hm f(z) = оо. 
z-+zo 

1> 

Для того чтобы точка Zo бЬlЛа полюсОМ функции f(z), необходимо 
. 1 

и дострточ11о, .,тобы. эта точка бЬlЛа нулем для функции
, 
so(z) = 

f(z)
. 

Точку z0 называют полюсом порядка n (n � l) функции f(z) , если 
. . . . • 1 . 

эта точка является нулем порядка n для функции tр(z) = 
f(z)

. JЗ случае 

n = 1 полюс называют простым. 
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1 
Пример 6. f(z) = 3 .  

z 
. -� 
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. е 
Особая точка z0 = О. Положим z = ре''Р , тогда j(z) = -3- . Очевидно, что 

Р ·  1 \f(z ) \ = 3 ,  откуда следует, что lf(z ) \ неоrраниченно возрастает, когда z -+ О 
. р . 
по любому закону. Следовательно, lim f(z) = оо, т. е. точка z0 :::::: О есть полюс 

z-o 
этой функции. Для функций <p(z) = z3 точка z0 = О  есть нуль третьего. порядка, 

1 
а значит, z0 = О является полюсом'третьего порядка для функции f(z) = 3 .  t> z 

Для того чтобы точка zo являлась полюсом порядка n функции f ( z) , 
необходимо и достаточно, чтобы функцию f(z) мож�;�о бЬIЛо представить 

tp(z) 
в виде f(z) = ( ) 

, где функция tp(z) аналитична в точке zo и 
Z - Zo n 

tp(zo) =1= О. 

, · sin z 
Пример 7. f(z) - ---=-�=---­-

z3 + z2 - z - 1 • 
Функция f(z) и�еет две особые точки z = - 1  и z = 1 .  Исследуем точку 

z == - 1 .  Представим j(z) в виде 

sin z 
( ) z - l f z = (z + 1)2 . 

Здесь 

( ) sin z <p z = z - 1  
аналитична в окрестности точки z = - 1 ,  причем <р( -1) = � sin 1 "# О. Сле­

довательно, точка z · = - 1  является двукратным полюсом да.нной функции. 
Аналогично, записав функцию f(z) в виде 

> 
sin z 

f(z) = z;+7}2 ,  · z - 1 
заключаем, что точка � = 1 есть nростой nолюс этой функции. t> 1 

Точка z0 называется существенно особой точкой функции f (z), если
' 

в точке z0 функция f (.z) не имеет предела ни конечного, ни бесконечного. 

k Пример 8. Определить характер особой точки z = О функции 

f(z) = e l/z2 . 
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·Решение. Рассмотрим nоведение этой функции На. действите.льной и мни� 
мой осях. На действите.льной оси z = z и f(z) :::: ·�l/•2 - оо при z ...-+ О. 
На мнимой оси z = iy и /(iy) =е_,,,� � О  при 11 ..,.J). Спедовательно, предел 
f(z) в точке z =О не существует ни конечн:ый, ни ��онечный. Точка z =О ­
с)'щественно особая тоtJка,ФУнкции f(z). 

· · 
1> 

Пример 9. Оnределить характер особой точки z = О функции 
1 

J(z) = 2 + z2 - 2 ch z '  
, . Решение. Точка z = О есть nолюс функции f(z) , .так как она является ' . 

1 
нулем знаменатеЛя. Рассмотрим .функuию fP(z) = /(z) = 2 + .t2 - 2 ch z. Для нее 

!р(О) = О. Найдем nорядок нуля z = О этой функции . .  Имеем 

. !p1(z) = 2z - 2 sh  z, . IP'(OJ =О; 
!p11(z) = 2 - 2 ch z, !р11(0) =О; 
!p111(z)= -2 shz, !р111(0) =О; . 
!p1v (z) = -2 ch z, !p1v(O) = -2 # О. 

ТаКим обра:юм, z = О есть нуль Четвертого поркдка для if{z) , а значит, мн данной 
функции f(z) точка. z =О есть nолюс четверrого nорядка. 1> 

Пример 1 о. Оnределить характер особой точки z = 1 функции 
. sin 1i'z 

!(z) = 2ez-t - z2 - 1 ' 
Решение. РЭ.ссмотрим фунКцию 

1 2ez-t - z2 - 1  
Y-?(z) = /(z) = . s in 'II'Z • 

Точка z = l будет нулем третьего nорядка дЛЯ числите.ля 

ф(z) = 2е•-• - z2 - 1 ,  
так как 

"f/1(1) = 6; Ф'( l) = (2е•-• - 2z)l
•
=l =О; 

ф"(l) = (2е•-• - 2) / .=1 =О; ф111(1) = 2е'-1 /,""1 = 2 # О. 
Точка z'= 1 есть нуль nервото nорядка ;для знаменателя s in 11'% функции Y'(z) .  

Следовательно, точка z = l · будет нулем nорядкil 3 - l = 2 для функЦии 
Y'(z) , а значит - nолюсом второго nорядка для. данной функции. t> 

Задачи AJIR самостоятеJ1ьноrо решения 

Определить характер особой точки Zo = О дЛЯ следуюЩИх функций: 

1 
300. а) . z - s 1n z  

1 1 
б) · . ; в) cos z - 1  + jz2 . е-• + z -
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301 .  а) 
Найти особые то11ки и оnределить их характер у следуюЩих функций: 

302. а) 

304. а) 

305. а) 

306. а) 

б) 
1 - cos z 

303. а) ; 1 - sin z z2 
z 

б) 
1 1 

z5 + 2z4 + z3 ' -- + -ее.• - 1 z2 · 
7Г 1 е-•1•2 . ' . .  б) sin -- · z + 1 '  в) ch - . z 

z2 
б) 

1- sin z 
в) z - '11' 

cos z - 1 ' cos z sin 2z 

е'/(•+2) . ' 

Имеют место следующие угвержде�tия. 

) 1 
б cos - . 

! 
z . 

1. Для того чтФы точка , z0 была устранимой особой точкой функции 
J(z) , необходимо и достаточно, чтобЬI лорановскре ра31lожение J(z) 
в окрестности точки Zo не содержало главной части. 

2. Для того чтоtfы точк:4 z0 была пОлюсом функциц J(z) , необходимо 
и достаточно, чmобЬI главная часть лораиовекого ра31lожения J(z) 
в окрестности z0 содерJ!Сала лишь конечное чисЛо lf.ЛeнoiJ 

' 00 

/(z) = 
( 

c_k 
)k + . . . + --=.!_ + :2::: en(z - zo)n 

z - zo 
. 

z - zo n=O . .  
Наибольший из показателей степеней у разностей z-z0 , содержащихся 
в знаменателях членов главной части ряда Лорана, совпадает с порядком 
полюса. 

3. Точка z0 тогда и только тогда является сущесmвенно особой точкой 
для функции J(z) , когда главная част6 ее лораиовекого ра31lожения 
в окрестности точки zo содержит бесконечно много членов. 

1 
Пример 1 1 .  Установить характер особой точки z0 функции 

1 - e�z 
/(z) = _ _.._ 

z 

Решение. ИспОлЬ;уЯ разложение в рЯД ТейЛора для функции е .1, 
·в окрести о� 

сти точки z0 = О, получим лораиовекое разложение функции f(z) .в окрестности 
нуля ' ' '� 

1 • 1 ·[ ( z2 zз ) ] f(z) = -( 1 - �- ) = - 1- 1 - z +- - - +  . . . . = z z • '  2 !  3 !  ' :1. 
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Это разложение не содержит главной части. Поэтому • .fQqкa z0 = О является · 
устранимой особой точкой. 

Функция j(z) , доопределенная в :гочке z = О  единицей, 1 . е. { l -z - е  
f(z) = -z - , 

l , 
если z :f. О, 

если z = О, 

является аналитической и в точке z0 = О. / 
Пример 1 2. Определить характер особой точки z0 .= О функции 

( )  1 - cosz J z = 7 • z 
РешенИе. Разлагая фУI;{кцию cos z в ряд Тейлора по степеням z ,  получим 

лораиовекое разложение функции f(z) в окрестности нуля: 

1 (z2 z4 z6 z8 z 10 ) 
f(z) = z1 2! - 4! + 6! - 8! + 10! - . . · = 

1 1 1 Z z3 
= 2!zS - 4!zз + 6!z - 8! -;1- 10! - . . · · 

Разложение в ряд Лорана функции /(z) в окрестности 'Точки z0 = О содержит 
конечное число членов с отрицательными степенями z . Следовательно, точка 
z0 = О является полюсом пятого порядка, так как наибольший показатель степени 
у z ,  содержащихся в знаменателях Ч!Jенов главной части PЯJja Лорана, равен 
пяти. [> 

Пример 1 3. Определить характер особой точки z = 1 функции 

J(z) = (z - 1)e 1/(z-l ) . 

Решение, Исподьзуя разложение 

u2 uз 
е" = 1 + u + 2! + з! + . . .  

1 
и nолагая u = -- , подучим лораиовекое разложение функции f(z) в окрест-z - 1  . . 
н ости точки z0 = l : [ 1 1 1 '  ] f(z) = (z - l ) 1 + z - l + 2!(z - 1)2 + 3!(z - 1)3 

+ · · · = 

1 l = 1 + (z - l ) + 2!(z - 1) + 3!(z - 1)2 + . . · · 
Это разложение содержит бесконечное множество членов с отрицательными 
степенями z - 1 . Следовательно, точка z0 = l является существенно особой 
точкой функции f(z) . t> 
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Задачи дп.я самостоятельного реwенм 

Определить характер указацных особых точек: 
1 + cos·z z2 - 3z + 2  

307. z0 = 1Г. 308. 2 , zo = 1 .  z - 1Г z - 2z + l 

309. 

31 1 .  

31 5. 

317. 

siit z 
-;г ·  zo = О . ,  

1 cos �- , Z + 1Г zo = ·-?Г. 

z0 = О. 

е•+• -- ' zo = -е. z + e  
1 z sh - ,  z0· =  О. z 

sh z 
31 0. z zo = О . 

z2 .,.  1 
31 2. ' z6 + 2z5 + z4 

314. zo = О. 

zo = О, zo = -1 .  

1 • 2 - 1ГZ 
316. cos - + sin -- , . z0 = О. z 2z 

§ 1 О. Вычеты функций 

Пусть точка z0 есть изолированная особая точка функции j (z) . Выче- · 
том функции j(z) в точке z0 называется число, обозначаемое симв9лом 
res f(z0) и определяемое равенством 

res j(z0) = 2�i f j(z) dz. 
'У 

( 1) 

(друrие обозначения: res[f(z); zo) , resz=zo j(z) .) В каЧестве контура 'У 
можно взять окружность с центром в точке z0 достаточно малого радиуса 
такого, чтобЬI окружность не выходила за пределы области аналитичности 
функции j(z) и не содержала внутри других особых точек функции j(z) . 
Вычет функции равен коэффициенту при минус первой степени в лора­
новеком разложении j(z) в окрестносrи точки z = ·z0: 

res j(z0) =· с-1- (2) 
Вычет в устранимой особой точке равен нулю. 
Если точка z0 есть полюс n-ro порядка функции J(z) , то 

1 dn-l • ' n res j(z0) = ( . _ )l lim d n- l { J(z)(z - zo) } .  (3) 
n 1 . z-+zo z 

В случае простого полюса (n = 1) 
resj(z0) = lim [j(z)(z - z0)] .  (4) 

Z-+Zo 
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Если функция /(z) в окрестности точки Zo предф'88има как частное двух 
аналиТИЧеских функций 

· 

IJ'(z) 
/(�) = 'Ф(z) ' 

причем IJ'(zo) #- О, ф(z0) = О, а 'l/11(.to) #- О, т. е. ·Zo есть простой nолюс 
функции /(z), то 

IJ'(zo) 
res /(Zo) = 'Ф'(zо) . 

(5) 

Если точка Zo есть существенно особая точка функции /(z) , то для 
нахождения res /(zo) необходимо найти коэффициент с_1 в лораиовеком 
разложении функции /(z) в окрестности точки .to ;  это и будет res /(zo) . 

Пример 1 .  Найти вычеты функции 

в ее особых т�ках. 

• 2 
( ) 

SlП Z 
f z = 11' 

z3 - -z2 
4 

sin z2 
Решение. Особыми точками функции являЮТой точки z = О 

zЗ _ �z2 
4 11" . 

и z = 4·  В точке z = О  имеем 

. . sin z2 • 1 4 ltm f(z) = lim -2- \tm --у = --. 
.... о ·-о z ..... o z - - r 4 

Сл.едовательно, точка z = О  есть устранимая особая: точка функции f(z)_. Поэтому 
res f(O) = О  . 

• ,... . 11" 
В точке z = �

4 
имеем lim f(z) = оо , т. е. точка z = -4 . . есть nолюс (первого 

Z-+1t/� 
nорядка) функции j(z) . , 

Согласно формуле (4) имеем 

res f(�) = lim f(z) (z - �) = . lim sin� (z - �) = 
4 z...,r/4 

4 z-.rf4 z3 -'- -z2 · 4 
. 4 

. 

sin z2 16 · r2 . . · 

= lim - = - sin :...,;_ . .  t> 
%-.r/4 z2 r2 16 

Пример 2. Найти вычеты функции 

в ее особых точках. 

.. е• 
/(z) = (z + l)Э(z - 2) 
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Решение. ,Особьlе точки функции j(z) суrь i ::::: Ч и z = 2. Точка !t - 1 
для функции /(z) является полюсом третьего nорядка; Соrласно· формуЛе (З) 
имеем 

. ·· 1 . . d2 ( е• ·) . 1 . . (z2 - 6z+ 10)е' 17 
res f(- l) = � }_:�1 i;iz2 z -' 2 = 2 ""��1 (z - 2)1 = - 54е ' 

Точка z 2 - Полюс �ервоrо порЯдка, nоэтому по формуле (4) 
· е• е2 

res /(2) �� (z + 1)3 = 27 · 
1> 

Пример 3. 
.· · · . . .  · ·. . . . . . . .· . .  1 . 

На�ти вычеты функции /(z) = 
z
4 + 1 в .ее ()GРбых :rочк�х. 

Решение. Особые точки j(z) - Нули знаменателя, �:е. корни ур�внения 
z4 + 1 = О. Имеем · 

· • • 

Zt = ei"/4, . z2 = еiЗ"/4, zз = е-;з,../4, z4 = е-111'/4. 
Пользуясъ формулой (5), получаем 

1 1 1 -1311'/4 res f(z1 ) = -3 . = -. е , 4z ,,.ei•/4 4 
1 1 1 -i'Jтr/4 res f(z1) = - . =. -е , 

· · ·.4z3 1,.ei3•/4 · 4 · 

1 1 1 •'911'/4 res /(z3) = -3 = -е · ·· , 4z •=•-•3•/4 4 

/( ) l 1 . ' 1 1311' /4 res z4 = ·-· -3 = -е . 
4z ·=-••1• 4 

Пример 4. На�ти еь1чет функции 

в ее особой точке. 

1 
J(z) = z3 sin 2 

z 

1> 

Решение. Особая точка функции f(z) есть точка z = . О. Опа является 
существенно особой точкой функции f(z) . В самом деле, лорановское.раз.ложение 
функции в окрестности, точки z = О имеет вид 

· 

3 ( 1  l . . · t . ) . .  1 l f(z) z 2 - -3, 6 + 51 10 - • • • = z - -31 з + -51 1 - . . .  • z .z .z .z .z 
т. е. содержит бесконечное число членов в r:лавной части. Вычет функции в точке 
z = О равен нулю, так как коэффициент с_1 в лораиовеком разложении f(z) 
равен нулю. 1> 

Если функция J(z) имеет вид J(z) = :i:�, где аналитические 

функции Y?(z) � '1/J(z) в точке z0 имеют нули выше первого порядка, 
то в этом случае бывает удобно функции Y?(z) и 'lj;(z) заменитЬ их 
разложениями в ряд Тейлора в окрестности точки %{).  



Пример 5� Найти вычет в точке z = О функции 

( 
) 

sin 3z - 3 sin z , 1 z = . 
(sin z- z) sin z 

Решение. Точка z ='= О явлйется нулем как числителя <p(z) = sin Зz - 3 sin z ,  
так и знаменателя ф(z) = (sin z - z)  sin z . Оnределим nор!JдКИ нуля для этих 
функций, исnользуя разложение в ряд Тейлора sin z в окресТи� точки z = 0: . . 

zз zs 
sin z = z - З! 

+ 51 - • . . . 
Имеем 

где 

где 

<p(z) = sin 3: - 3 sin z 3z - з:�J + з:�j . . . -з (z - j: + �: - . . .  ) . 
33 - 3 3 . 35 - 3 5 . 3 

= ----зт-z + 5!z - . . .  = z <p1 (z), 

'PI (O) -4 # О; ( 
zз zs ) ( ф(z) = (sin z - z) sin z ::: - З! + 51 :- . • .  z 

t/lr(z) =  ( � � + �: - . . .  )(1 - j:  + · · · ) · 
1 t/lr (O) = -б # О. 

Следовательно, 

и так как <р1(0) # О, ф1 (0) # 0, то точка z = О  является nростым nолюсом данной 
функции, поэтому ее вычет в этой точке находцм по формуле ( 5) . · .  . 

sirt 3� - З sin z . ;p1 (z) ·�1(0) -4 
res = lim -. --. z = -- = - = 24. 1> 
z=O (sin z - z) sin z ..... o z'!frl (z) ф1 (0) _! · 

6 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить следующие вычеты: 
zn-1 31 8. fCS -. - (n 1 , 2, . . .  ) . 

z=O Stn nz 

е• - 1 - z 
320. res 

( ) 
. . 

.,.о 1 - cos 2z stn z 

3 1 9. 

321 . 

sin 2z - 2z ·. 
res 

( 
. 

z=O l - cos z)Z 

( 1 - ch z) sh z  
res

( . 2 • 
z=O 1 - cos z) stn z 
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z"-2 
322. res - (n 2, 3, . . .  ) . •"'О sh nz 323. 

.. npи\llep 6. Найти . вычеты функции 

в ее особых точках. 

el/z 
/(z) :::; ·-

1 - z  

89 

Решение. Особыми точками дащюй функции будут z = l и i == О. Точка 
z = l - простой nолюс, nоэтому 

e'l• 1 r::s f(z) == -::- == -е. 
,_, 1 ... , 

Для установления характера 9собой точки z = О  раэло:жим·функцию в ряд Лорана 
в окрестности этой точки. Имеем 

1/z 1 l 1 
е = 1 + - + -2, 2 + -3, з + . . . ' 

. 2 . 3 = 1 + ,z + z j- z + . . . . .  -. z z .z .z 
Перемножая эти ряды, получим 

e 'l• 
l - z 

( 1 .  1 • .  ) 2 '  3 
. 

1 + - + -2, 2 + -3, 3 + . . .  ( l  + z + z + z + . . .  ) = . z .z .z . ( l ' 1  ) l l . ' 
== 1 + -1 + -'-+ . . .  - + с_2 -2 + . . .  + nравш{ьная часть, 

2. З! z z 
rде с-1: =f. О, k = 2, 3, . . . . 

Так как rлавная часть ряда Лорана содержит бесконечное множество членов 
с отрицательными стеnенями z ,  то точка z ::::: О является существенно особой 
точкой данной функции. Ее вЬiчет в точке z == О  равен 

l l 
f(z) с_ , = 1 + 2t + 3i + . . .  = е - 1 .  · t> 

Пример 7. Найти вычет функции 

в ее особой точке z = О.  

. . 1 
f(z) = cos zsin � z 

Решение. Для установл�ни� характера особой точки разложим данную 
. функцию в ряд Лорана в о�рестности точки z = О.  Имеем 

z2 z4 
cos z = 1 - 2! + 4! - . . .  ' 

. l \ 1 . 1  . 
Stn - = - -31 3 + -51 5 - . .  • • z z .z .z 
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Перемиожая эти рядьх, nолучим 

f(z! = cos z sin ; = ( l - i: + :: - ' · · ) (; - З!�э + 51�s - · · · )  = 

( 1 1 ·  ) l 1 + 2!3! + 4!5!+: . . . ; -

( 1 . · ' · t  1 ) 1 - О!Зi+ 2151 +4171 + . . .  ·. zз + . . . + nравиnная часть. 
Итак, ряд Лораиа в окрестиости точки z = О имеет вид 

. 1 "" 1 J . . . 1 . .· . J.:· . .  cos z sin = L ( ) ( · 
· ) + с_3 3 + . . .  + Прав'Илъная часть, Z n=O · 2n ! 2n + 1 ! Z · . Z · • · 

где с_(2к-J) # О, k = 1 ,  2, . . . .  . 
Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное множество членов, а зна-· 

чит, точка z = О - существенно особая точка данной .функции. Искомый вычет 
равен ( l )  "" 1 res cosz sin - = с_ 1 = 2: (2 )'(2 l)l ' z=O z · ·  n . n + . n=O 

Пример 8. Найти вычет функции 

в ее особой точке. 

2 • 1 w = z sш -­z + l  

!> 

Решение. Особой точкоЙ данной функции является точка z = - 1 .  Для 
установления характера ЭТОй точки разложим функцию в ряд Лорана в окресtно- · 

сти точки z = - 1 .  Для: этого выразим z2 через степени разности z - ( -1 ) z + 1 . 
Имеем 

�2 = [(z + 1) - 1 ]2 = (z + 1)2 -:- 2(z + 1) + 1 . 

Ряд Лорана для функции sin 1 
. . - z +  

. 1 1 sш-- = z +  1 z +  
ПеремножЩI (6) и (7), найдем 

в окрестности точки z = - 1  имеет вид 

1 l - З!(z + 1)3 + 5!(z + 1 )5
-

; , ; · 

2 ·  1 2 . [ 1 1 1 ] �o = z  sш z+ 1 = [(z +  1) - 2(z+ l) + l ] z + l - З!(z+ l)3 + 5!(z+ 1)' - . . . ::;: 

( 1 ) 1 2 1 ( 1 1 )' ' 1 = 1 - 3! z + 1 + 3! (z+ I)2 + - 5! - 3!  (z + l)З +  . . .  + [.-2+ (z+ l)J. 

(6) 

(7) 

Ряд Лорана содержит бесконечное множество членов с ОТРИцательными 
степенями суммы z + 1 .  Следовательно, точка z = -1 является существенно 
особой точкой данной функции и ее вычет в этой точке равен 

1 . 5 res w = 1 - - = - . !> 
•=-1 3! 6 

1 
! ' 
j 
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Пример .9. Найти вычет функции 

f(z) = e11z2 cos z 

в точке z = О . 

Решение. Тhк как вычет в точке z = О равен коэффициенту nри z-1 , то 
сразу nолучаем, что в данном случае этот . вычет равен нулю, поскольку функции 
f(z) - четная: И ее раэ.!I()Жение В ОКрестНОСТИ ТОЧКИ Z = 0 не может содержать 
нечетных степеней z . t> 

Задачи дпя самостоятельного решения-

Найти вычеты в оеобых точках следующих функций: 
tg z  

324. /(z) = 1f • 
· z2 - - z  4 

chz 
326. /(z) = (z2 + l)(z - 3) . 

е• 
328. /(z) = zЗ(z - l) .  

. 
e-!f•2 

330. f(z) = -
1 

-
4 • · 

+ z  

1 
332. /(z) = cos - + z3 • 

. z 

. 1 - cos z  
334. /(z) = 

zЭ(z -' 3) . 

ei• 
336. /(z) = 

(z2 '-- l)(z + 3) . 

е•• . 
338. /(z) = -. . 

z - 1  

342. f(z) = e•/(z-1) . 

e lfz 
344. J(z) = - . l + z 

. е• 
327. /(z) = -..1-­

- - sin 2z 4 
. z 

329. /(z) ::::: . (z + l)З(z ..:. 2)2 . 

331 . /(z) = z2 sin .!.
. z 

sin 2z 
333. /(z) = . 2 • 

(z + i) (z - �) · 
· 335. f(z) = e•2+l/•2 . 

cos z 
337. f_(z) = 1f 

2 z3 - -z 2 ' 
z:т 

339. f(z) = 
(z 
_ l )" (n > О  -.целое) .  

341 . f(z) = sinz cos .!. .  
z 

. 1 
stn -

343. f(z) = 1 _  � .  
345. f(z) = e<z2+l)/• . 346. f(z) = е• sin l. 

z 



§ 1 1 .  Теорема Коwи о вычетах. Приложение 
вычетов к вычислению оnределенных 

. интегралов. Суммирование некоторых 
рядов с помощью вычетов 

1 о .  Теорема Коши о вычетах. 

Теорема. Если функция f(z) является аналитической на границе С 
области D и всюду внутри области, за исключением конечного числа 
особых точек z1 ,  z2 , . . .  , Zn , то 

Пример 1 .  

J f(z) dz = 21fi ,t res J(z�;). 

с k=l 
Вычислить интеграл 1 ez - 1  

dz. 
+ z 

14=·4 
Решен/413. В области е• - 1  lz l < 4 функция f(z) = -2-. z + z  аналитична всюду, 

кроме z = О и z - J .  
По теореме Коши о вычетах J e: - 1 . dz = 21fi(res f(O) + res f(- 1)). z + z  

1:1=4 
Точка z = О  есть устранимая особая точка функции f(z), ибо 

е' - 1  lim 1 .  
•-о z(z + 1 )  

Поэтому res f(O) О .  Точка z = - 1  - полюс первого �орядка, 

Таким образом, 

( " 1 ) res f(- 1) = lim · · �· - ) (z + l) 1 - е- 1 •  
z-.-1 .  Z Z + 1 

J е• - 1 d 2 '(1 - 1) z2 + z z 
= 11'$ - е • 

. t•l=4 

Пример 2. Вычислить интеграл 

/ tg z dz. 

\z\=2 

[> 

Решение. В области D: lz.l < 2 функция f(z) = tg z аналитична всюду, 
1f 1f . 

кроме точек z == 2" и z = """ l ,  являющихся лростЬlми nолюсами. Все другие 
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r . 
особые точки z� = 2+ k71' функции J(z) = tg z лежат B�;f.e области D .и nоэто� 

не учитываются. 
Имеем 

resf(�) (:::)� lz�/2 -l , resj( �) = ·(::х с�-к/2 = -l .  

ПоэтоМу j tg z dz = -4n-i. 
lzl=2 

Пример 3. Вычислить интеграл 

1 .
. 
el/z2 

-2--1 dz. 
z + 

jz-ii=З/2 

1> 

. 

3 

elf,? 
Решение. В области D: iz - il < '2 функция f(z) = + 1 имеет две особЫе 

точки: z = i - nолюс nервого nорядка и -z =. О "-- существенно особая точка. 
По формуле (5) из § 9 имеем 

res f(i) = :._ 
- l /z2 \ 

2z z:i 

Для нахождения вычета в точке z = О необходимо иметь JЮ�ноВское разложение 
функции /(z) в окрестности точки z = О. Однако в данном случае искать ряд 
Лорана нет необходИмости: функция f(z) четиая, и nоэтому можно заРанее 
сказать, что в ее лораиовеком разложении будут содержаться только четные 

l 
степени z н - . Так что с_1 = О и, следовательно, · z 

По теореме Коши о вычетах 

res J(O) = О. 

1 1•-•1=3{2 

2 \ 
е* 71' -- dz = ­
z2 + 1 е 

Пример 4. Вычислить интеграл 1 
.
-1 -· sin .� dz. z - 1 z . 

lzl=2 

1> 

Решение. В круrе lzl ::;;: 2 подынтеrральная функция имеет две особые точки . 
z = l и z О. Легко установить, что z = l есть nростой nолюс, nоэтому 

res (-·-1 -· sin J.) .( 
sin �) \ = sin l .  z=l Z - l z z - 1 1 z=l 
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Для установленюr характера особой точки z = О напишем ряд ЛQрана для 1 . 1 ·. . . ' 
фуmщии &in - в окрестности этой точки. Имеем z - z · · 

l • 1 -- sш ­z - t z 
l . 1 . 2 ( 1 · � 1 ) - -- stn - = -(l + z + z + . . .  ) ,....,_ ,_ .- + - - . : . = · 

1 - z z z 3!z3 S!z5 · ( ) 1 ) l С.:.2 С-з . . 
= - 1 - зr + -5, - . .  • - + -2 + -3 + . . . + nравильная часть. . ,' . z z z ·. . 

c_k :#: О, k = 2, 3, . . . . 

Так ка� ряд Лорана содержит бесконечное множество членов с отрицательными 
стеnенями z ,  то точка z = О является существенно особой. Вычет nоды:rrrеrраль-
ной функции в этой TQ.'<'Ke paвeJ.I 

· · 
' 1 . 

res 
stn ;  = c-1 = - (· .l - _!_ +

.
_!_ - . . .  ) = ..:. sin l .  

:=0 z. - 1 3! 5! . 

Следовательно, 1 __!__l sin ! dz = 211"i(sin 1 - sin 1) = О, z - z 
lzl=r2 

Задачи для самостоятельного решения 

ВычНСJ.IИТЬ интегралы: 

347 . .  / z.tg�� dz.
' 

1•1�1 . 

1 e• dz 
349

. . z, 3(z .+ l) . 
1Ф•2 

352 ·1· · sin :�rz • 2 dz . z - z  
. lzi=,/3 

z f cos 2  357. zl _ 4 dz, 
(1 . . . 

3 8 f z dz 4 • . 
(z - 1)2(z + 2) ' 

с . 

350. f 
1•-ii=З 

353. 

2 . 

2 . 
е• - 1 --- dz z3 - iz2 • 351 : j z2 sin .; dz . 

. lzlo•l/2 
. 2 

354. 
/· z dz . · sin 3z cos z 

1•1=1 . 

!> 

1 sin ,.. z · С: а: l j z + 1 . . · 2 2 359•
.
· (zl - l)2 dz, 4 +у = 1 . 360. z2 + 2z �З dz, C: �. +y = l6. 
с · · ' · с · :  : , . · . 
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! z sinz ж2 у2 J dz 
361 . (z - l)5 dz, С: 3 + 9 = 1 .  362. z4 + l dz, 

с с 

363 ! 3 • . l • z sш ; dz . 
1•1=1 

364. J (z + l)e11• dz. 
fzi=J/3 

365. J . ( �in :2 + ezl cos z) dz. 
lzl=2/3 

Вычет функции относительно бесконечно удаленной точки 

95 

Говорят, что функции /(z) аналитична в бесконечно удаленной точке 
z = оо ,  если функция 

' · 
�(() = ! (�) 

аналитична в точке ( = О.  
1 

Например, функция f(z) = sin - аналитична в точке z = оо, по-
z . 

сколъку функция 

�(() = 1(�) = sin ( 

аналитична в точке ( = О.  
Пусть функция f(z) аналитична в не которой окрестности бесконечно 

удаленной точки (кроме самой точкИ z = оо) . 
Точка z = оо называется изолированной особой точкой функции /(z) ,  

если в некоторой окрестности этой точки нет других особых точек 
функции /(z) . . 1 . 

Функция f(z) = -.- имеет в бесконечности неизолированную осо-
' stn z , 

бенность: полюсы Zk = k1r этой функции накапливаются в бесконечности, 
если k -+  оо. 

Тhворят, Что z = OQ является устранимой особой точкой, полюсом 
или существенно особоЙ точкой функции f{z) в зависимости от того� 
конечен, бесконеченили вовсе не существует lim J(z) . 

' 
Z400 

Критерии типа бес�онечно удаленной особой точки, связанные с раз­
ложением Лорана, изменяются по сравнению с критериями для конечных 
особых точек. 

Теорема 1 .  Если z = оо является устранимой особой точкой функции 
f(z) , то лораиовекое разложение f(z) в окрестности этой точки 
не содержит положительнwс степеней z ;  если z = оо - полюс, то 
это разложение содержит конечное число nоложительных степеней z ,  
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в случае существенной особенности - бесконечное число положительнщх 
степеней z. · 

· 

При этом лорановским разложением функцИИ f(z) в окрестности 
бесконечно удаленной точки будем называть разложение f(z) в ряд 
Лорана, сходящееся всюду вне круга достаточно . большого радиуса R 
с центром в точке z = О (кроме, бЬIТь может, с�мой этой точки z = оо ) . 

Пусть функция f(z) · аналитична в некоторой окрестности точки 
z = оо (кроме, быть может, самой этой точки). 

Вычетом функции f(z) в бесконечностиназывают величину 

res /(оо) = � j J(z) dz, ( l) 
·г 

где ''Г - достаточно большая. окружНость lzl = р, пршшдимая по часовой 
стРелке (так что окрестность точки z = оо остаетс!f слева, как и в случае 
конечной точки z = а) . 

Из этого определения следует, что вычет. функции в бесконечности 
равен коэффициенту при z- 1 в лораиоВеком разложении ·/(z) в окрест­

·Ности z = оо ,  взятому с противоположным знаком: 
res f(oo) = -с+ (2) 

. . z + 1 
Пример 5. Найти вычет функции f(z) = -- в бесконечности. . . . . z 

z+ l 1 
Для функции f(z) = --. имеем f(z) = 1 + - . Это выражение можно pac-

z . z 1 
сматривать как ее лорвновекое разложение в окрестности бесконечно удаленной 
точки. Имеем очевидно, что 

lim /(z) = J ,  

так что точка z = оо является устранимой особой точкой, и мы полаrаем, как 
обычно, f(oo) = 1 .  Здесь с_1 = l и, следовательно, 

, \  

res j(oo) = -1 .  t> 

Из этого примера следует, что вычет . аналитической функции от­
носительно бесконечно удаленной устранимой · особой 'Точки, в отличие 
от конечнойустранимой особой точки, .может окаsаться отличным от нуля. 

Известные разложения функций е1 , sin z, cos z, sh z, ch z можно 
рассматривать также как лораиовекие разложения в окр�тнсiсти точки 
z = оо .  Так как все эти разложения содержат бесконечное множество 
положительных степеней z, то nеречисленные функции имеют в точке 
z = оо существенную особенность. 

Теорема 2. Если функция j(z) имеет в раtширенной комплексной 
плоскости конечное число особых точек., то сумма всех ее вычетов, 
включая и вычет в бесконечности, равна нулю. 
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Так что если а1 ,  а2, • • •  , an - конечные особые точки функции J (z) , 
n 

res J(oo) + 2: res J(ak) = О, 
k=l 

n 
res j(oo) = .,- l: res j(ak)· (3) 

k=l 
Последнее соотношение бывает удобно использошiть при вычисле­

нии некоторых интеrралов. 
Прммер 6. Вычислить интеграл 

1 = / dz 
l + z4 '  

lzl=2 
Решение. Полюсам»: (конечными) подынтеrрал�ной функции 

1 
f(z) = + 

являются корни z1 ,z2,zJ,z4 уравнения z4 = ..... 1 ,  которые все лежа:r внутри 
1 

окружности lzl 2 .  Функция J(z) = в окрестности бесконечно уДаленной 
точки имеет разложение + 

. 1 1 1 1 1 
f(z) = t· + z4 

= 
z" 4 - 8 + 12 """' . .  · • 

1 + - z z z 
z4 

иЗ которого видно, что res f(oo) = -с_ 1 = О. В сИлу равенства (3) 
4 

I 2ri ·L: res /(z") = .,-2ri res J(oo) = О. 
k=l 

Прммер 7. Вычислить интеграл 
' 1 7 

1 = / (z2 + 2;з(zЗ + 3)4 dz. 
14=3 

Решение. Подынтеrральная функция 

J(z) 
(z2 + 2)3(zЗ + 3)4 

[> 

\ 

внутри окружности lzl = 3 имеет пять особых точек, являющихся · кратными 
полюсами. 'Использование основной теоремы о вычетах приводит к большИм 
вычислениям. Для вычисления данного интеrрала удобнее исnользовать равен- · 

ство (3), в-силу которого будем иметь 

I = -2 11'i res f(oo). (3') 
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Так как функцию f(z) можно nредставить в виде 

Z11 z 11 1 
/(z) = (z2 + 2)3(z3 + З)4 = 

z6(1 + :2 у ( l +  :з Yz t• =,; • (н :2) \ 1+:3 у '  
тО отсюда видно, что nравильная часть лораиовекого разложения этой функции 
в окрестности бесконечно удаленной точки z = 00 начинается с члена 1/ z. 
Следовательно, res /( оо) = -l. Подставляя эту величиНу в равенство (3), nолучим 
1 = 2ri; � 

Задачи . дпя самостоятельного реwения 

Определить характер бесконечно удаленной точки для следующих функций: 

z3 - :z2 + z + 6 z + 1 366. f(z) = 2 • 367. f(z) = -4 • z z 

368. /(z) = 
е•

2 •  369. f(:z) = cos � .  370. /(z) = е11•2 , 371 . /(z) = z3e11: . z z .' 

372. Пусть функция /{z) nредста�им:а в виде /(z) = �(;) , где функция �(() ­

аналитична в точке { ,;" О. Доказать, что res f(z) = -�1(0) . Z=OQ 
Исnользуя вычет относительно бесконечно удаленной точки, вычислить следую­
щие интегралы: 

J z2 + 1 373. ---;т- dz . 
1•1=1 

J е., 
376. ::;::{ dz. 

1•1=3 

J dz 374. --.• . l +. z  
1•1=2 · ; 1 ' 

377. · z2 sin ; dz . 
1:1=1 

J IOOOz + 2 375. 1 + z1224 dz . 
1•1=2 

J z9 
378. -1-0 - dz. 

z - 1  1:1>'3 · 
2° . Приложение вычетов к вычислению определенных 

интегралов. 1. Интегралы от рациональных фун1щн�. Пусть f(ж) -
· . Pm(x) .· 

рациональная функция, /(ж� = 
Qn(ж)

, где Рm(ж) и Q11(x) - много-

члены соответственно стеnеней т и n .  Если f(x) неnрерывна на всей 
действительной реи (Qn(x) 1= О) и n � т + 2, т. е. степень знаменатели, 
по 'крайней мере, на две единицы больше степени числителя, то 

+оо . 

j f(x) dж = 21l'iu, 

-оо 

(4) 
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( ) 
'Pm(z) . 

Где t7 обозначает сумму вычетов функции J z = --
( 

-
) 

во всех полюсах, 
. , Qп Z 

расположенных в вер�ей полуnлоскости. 

то 

nример 8. Вычислить интеграл 
00 . j' 3)2 dx 

• .1= (ж2 + а2)2 (а >  0). 
о 

. 
�2 

Решение. Так как nодынтегральная функц�я /(llJ) = (z2 + q2)2 - четная, 

-оо 

z2 
Введем функцию /(z) = (z2 + а2)

2 ;  которая на действительной оси, т. е. при 

z = ж, совnадает с f(ж) . Функция f(z) имеет в верхвей nолуnлоскости ЛCIJJIOC 
второто nорядка в точке z = ai. Вычет f(z) относительно этоrо nолюса равен 

. , d · . . 2 . • d ( z2 · 1· . . 2aiz 1 
res f(at) :;= lцn -d [!

(z)(z - at) J = l,im -d ( 
.
)2 = ltm ( ·р = 

-4 ·: . 
z-"i z · z-ai z z + !JI •-•• z + аа . аа 

Пользуясь формулой (4), nолучим 

За,цачи для с�мостоятельного решения 

Вычислить следующие интегралы с бесконечными nределами: 

"" +оо 

3 j z2 + 1
. 
dz. 380 j . 

dж . ·  
( О Ь О) 79. 

а;4 + 1 
• 

(z2 + a2) (z2 + Ь2) 
а > ' > . 

381 .  

О -оо 

но J dж 

(ж2 +IP . -оо 
+""· . .  

+ос j 'dx 382.
. ( 2)n+l • .  . , l + ж -оо 

"" J dж 384. . (ж2 + a2)2(z2 + Ь2)2 . 
385. J ж + l -6-·- dж. 

ж + 1 -оо о 
+оо +оо 

f :r;2
m . 387. J dж 

зее. l + ж�" 
dж. 1 + ж6 • 

-оо -оо 

+оо 
383. J х dж 

(�2 + 4:1: + 13)2 . -оо 

+<Х> 

388. J dz 
(z2 + 2ж + 2)2 · 

-О<> 
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(а > О, Ь > 0). 

00 

f d 
. 

390. Доказать формулу ( l  + ;.)"+l 
-со 

2. Интегралы вида 

00 j R(x) cos Лх dx, 

о 

1 • 3 . . .  (2n - 1) . 
2 · 4 · 6  . . . 2n 1f . 

00 1 R(x) sin Лх dx, 

о 
где· R( х) - правильная рациональная дробь, Л > О - любое вещественное 
число. 

При вычислении таких интегралов удобно пользоваться следующей 
леммой: 

Лемма Жордана. Пусть g(z) - функция, аналитическая в верхней 
полуплоскости (О < arg z < 1Г) , за исключением конечного числа особых 
точек, и стремится в этой полуплос- у . 
кости к нулю при lzl -+ оо. Тогда при 
Л > О  

lim 1 g(z)eiЛz dz = О, 
R-oo 

С л 

где контур Св - полуокружность -R 
в верхней полуплоскости с центром 
· в  точке О и радиусом R (рис. 7). 

Пример 9. Вычислить интеграл 
00 

о 

Рис. 7 

1 = j х siп ах 
dx 

х2 + k2 (а > О, k > О) . 
о 

Решение. Введем вспомогательную функцию 

' zeiaz 
J(z) = 

z2 + А:2 ' 

R х 

Нетрудн� ви;де�, 'JТо если z = z, то Im /(ж) совnадает с nодынтегральной функ-. 
( ) 

х stn az . . . 
цией ({> ж --r--k2 •  Рассмотрим контур, указанный на рис. 7. При достаточно 

z + . z 
большом R на контуре Сн функция g(z) = т-k2 Удовл

. 
·· етворяет неравенству 

z + . 



§ 1 1 .  Теорема Коши:о вычетах 101 

lg(z) l < R2 � k2 и, следовательно, g(z) стреМ'И'iся к нулю при R -->  оо. Значит, 
по лемме Жордана J zeiaz . .  

lim т-k2 dz = О . . 
R-oo Z + 

Св 
Для любого R > k по теореме о вычетах имеем 

где 

R . . J xe•az J ze•az 
-2--2 dx + -2--2 dz = 21riu, . х + k z + k 

-R Св 

1Т 
= 

�� ( :eia
k
z 2 )  = li� ( :eiaz

k2 (z - ik)) = _2
1 e-ak . ·  •-•k z + ·-•k z + 

В пределе. при R -->  оо ,  учитывая соотношение (5) •. получим 
+оо . 

J xe•az . -ak 
. z2 + k2 dx = 1r•e . 

-оо 

Отделяя слева и справа вещественные и мнимые части, получим 
+оо . 

J. x sin ax . _ -ak 2 k2 dx - 1re • 
х + . 

-оо 

(5) 

В силу того, что подынтегральная функция четная, окончательно получим 
1 1f -ak [> = 2е . 

Пример 1 О. Найти интегральное представление единичной функции 
(функции Хевисайда) ' · 

f(t) = { � 
Решение. Рассмотрим функцию 

l 1 e-izt 
f(t) = 2i( -;- dz, 

с ' 

где контур С изображен на рис. 8. 
Замыкая контур полуокружностью 

Сн , лежащей в верхней полуплоскости, 
замечаем, что при t < О в силу леммы 
Жордана интегралы 1 -izt -

7 dz -+ О nри R -+ оо, 

Св 

при 
при 

-R 

t < О, 
t > о. 

у 

Рис. В ·  

R х 

и, так как в области с таким замкнутым контуром подынтегральная функция 
аналитична, получаем, что j(t) = О  при t < О. 
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Построим tenepь замыкание контура с nомощью 9КРУЖJfОСТИ с�' лежащей 
в нижней nолуплоскости. Теперь nри t > О опять получаем в силу леммы Жордана, 
что интегралы 

J -izt =-;- dz -+ О nри R -+ оо. 
c.�J 

Но теnерь точка z = О лежит внутри контура интегри:рования. Значит, в силу 
теоремы Koni:и· о вычетах 

1 f e-izt 
j(t) = -. · - dz = 1 (t > 0). . 

21ГI Z 
с 

Итак, 

j(t) = � j e-izt dz = 
{. О nри t < О, 

21Га z 1 nри t > О. 
с 

Таким образом, рассмотренный интеграл представляет собой разрывную функ­
цию. 

. . t> 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить следующие интегралы: 
+оо 

391 • j ж соs ж dж 
. 

, ж2 - 2ж + 10  
-оо 

00 

J соs ж dж 
393.  

(ж2 + 1)(ж2 + 4)
. 

о 
00 

395. 
j соs аж 

(а >  0) . -
1 --

4 
dж 

+ ж  
о 

00 

397. --- dж J соs тж 
а2 + ж2 (т > О, а >  0) . 

о 

+оо 

399. j соs .Лж 
(ж2 + 1)(ж2 + 9) 

(.Л > 0). 
-оо 

00 

401 . j ж2 соs ж dж 
(ж2 + 1)2 · 

о 

+оо 

J ж sin ж 
392. 2 · dж. 

ж + 4ж + 20 
-оо 

+оо 

394. j соs ж dж
. ж2 + 9  

-оо 

00 J�d� 396. _, 2 � � + а 
о 

00 

(а >  0) . 

398. ж. J z sinz 
d 

1 + z2 + z4 
• О 
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. Пример 1 1 .  -Вычислить интеграл 

00 1 sin a:t 
I = · ж(z2 + Ь2) dж 

о 
(а > 0, Ь > 0) . 

' : ; 

Решение. Введем функцию 
е''" 

/(z) = z(z2 + Ь2) 

(6) 

103 

у 

х 

Рис. 9 

· такую, что nри z = ж ·  Im f(z) совnадает с nодынтегральной функцией в (6). 
ФункцИя: /(z) �Щеет особенность на вещественной оси - nолюс nepвoro порядка 
в точке z = О. Поэтому конТур интегрирования: выберем так, как уКазано на рис. 9 
(особая: точка z = О обходится малым полукрутом С, (r < Ь) ; полукруг Св 
выбираем так, чтобы Ь < R). 

Таким образом, внутри замк:нутого контура находится лишь один nomoc 
функции /(z) в точке z = Ы. Согласно теореме Коши о вычетах 

где 

!в е'"'" j eia• + 
z(z2 + Ь2) dx + 

. z(z2 + Ь2) dz = 21ril1', 
Св 

(7) 

· е'"• , e'"•(z - Ы) е-..ь и =  res = ltm = - -. (8) 
z=Ьi z(z2 + Ь2) •-Ьi z(z2 + Ь2) 2Ь2 

Заменяя: в первом интеграле (7) ж на -ж и объединяя: его с третьим интегралом, 
получим 

Так как 

R . . R 1 е'" - г-- J sin az 
· 

= . dж = 2i . dж. 
. · z(z2 + Ь2) , х(х2 + Ь2) 

eiaz l lim --- = -.  
z-+0 z2 + Ь2 Ь2 

eiaz 

. r 

то nодынтегральная: фущ.:;ция. z(z2 + Ь2) nредставима в виде 

е1'" 1 l ф(z) 
._,..�__,...,,.,. = - - + -- ' 
z(z2 + Ь2) Ь2 z z 

(9) 



104 Глава 3. Вычеты функций 

где lim ф(z) = О. Полагая z = re;"' , находим 
� .... о . о ! е'"' dz l ! dz J ф(z) i1Г ·· -�. . · 

---,-.".-----,.,- = - - + -- dz = -- + i ф(rе'"') dcp. z(z2 + Ь2) Ь2 z z Ь2 " 
Cr Cr Cr 1Г 

Интеграл в правой части (10) при r --+  О имеет пределом нуль 

о 

lim J ф(rei"') dcp = О. 
r-o 1Г 

( 10) 

( 1 1) 

Наконец, согласно лемме Жордана, четвертый интеграл в левой части (7) 
1 

стремится к нулю при R --+  оо , ибо функция g(z) = 
z(zl + Ь2) 

стремится к нулю _ 
при lz l --+ оо :· 

lim /· 
( 

�iaz 
2) ti

z = О. 
н-оо z z + Ь  

Св 

( 12) 

Таким образом, nри R --+ оо и r --+ О равен<;тво (7) с учетом соотношений 
(8)-(12) nринимает вид 

00 f sin аж 1ri е -,аь 2i 
( 2 2) 

dx ..,. 2 = -1Гi -2 , 
х х  + Ь  Ь Ь 

откуда 

о 

00 ! sin ах 1Г -аь 
х(х2 + Ь2) 

dx = 2Ь2 ( 1  - е  ) . 
о 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить следующие интегралы: 

00 ! sin x 
403. - dx. 

х 
о . "" 

00 ! sin x 
404. 

( 2 . dx. 
х х + 1 )  

о 

1 cos ax - cos bx 
405. 2 dx (а > О, Ь > О} .  

х 
о 

00 

406. dx. 
1 sin mx 

х(х2 + а2)2 
о 

t> 



§ l l . Теорема Коши о вычетах 

З. Вычисление интегралов, содержащих показвтельную функцию 

Пример 12. Вычислить интегра­
лы Френеля 

00 

[1 = 1 cos а:2 da:, 
о 

00 

/2 = 1 sin а:2 da:, 
о 

зная, что 

у 
А 

РМс.10 
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(13) 

• 2 
Решение. Рассмотрим вспомогательную функuию f(z) = е" и коНТур, . � указанный на рис. !О (круговой сектор ОВАО, где ОА = ОВ == R и LBOA = -). . 4 

Внутри этого контура f(z) - аналитиЧ:еская, и по теореме Коши 

Покажем, что 

R 

е" dz = е"" d:z: + е" dz + . е" dz = !). 1 . 2 1' . 2 1 . 
2 1 ' 

2 
• 

ОВАО О Св АО 

1 · 2 lim е" dz = О. 
R-oc Св ' . . 

d� Действительно, nолащ z2 = ( , получим dz = . r; и 
2у { 

1 · 2 
'1 · ei( 

е" dz == 
2..fi. 

d(, 
Св Г112 

( 14) 

(15) 

где Г н2 - Четверть дуги окружности рцдиуса R2 • 
1 Функция g({) · fi удовлетворяет условиям леммы Жордана, а значит, 

2у{ 

lim 1 ei�. d( = lim 1 ei•
2 

dz = О. 
R:--oo 2у { R-oo Гв2 . Св 

На отрезке АО: z = peiW'/4, z2 = p2ei1t/2 = ii, О "  р "  R. Отсюда 
О R f е;•2 dz = 1 У-р2 ейr/4 dp = -ei"/4 1 е""; dp. 

АО R О 

( 16) 
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ПереЙДII в ( 14) к qределу при R -+ оо, с yчewм (iS),-(16), и (13) будем иметь 

или 

откуда лолучаем 

Пример 1 3. Вычислить интеграл /+oo_l e"z z dж (О < а < 1). + е 
-оо 

Решение. Выберем вспомогательную функцию 
е"' 

f(z) = 1 + е• 

1> 

· и  контур, указанный на pиc. l l  (прямоуrtmьник со сторонами 2R и 211'). ВнутрИ 
этоrо ксщтура f(z) аналитична, за-исклJQчением точки Z = 1ri, которая явл.яется 
для нее простым лолюсом 

у 

С r---------�----�--� в 211' 

D А 
-R о R 

Рис; 1 1  

По теореме Коши о вычетах j f(z) dz + J J(z) dz + j f(z) dz' + / /(z) dz = �211'ie'иri . ( 17) 
DA АВ ВС CD 
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На отрезке .VA: z = Ж� -R ' :е ' R; nоэтому 

J /(z) dz = j 1 �il!e"' dz. 
DA -R 

Jlfa отрезке АВ: z = R + iy, О ' у ' 2r; nоэтому 

1 .  eez 1 1 e"(R+iY) 1 eaR 
1 + е• 

= . 1 + eR+iy ' eR - 1 · 

Значит, 

107 

( 18) 

\ J /(z)dz\ ,J e:�l dy= �:�:-+О nри R-+oo (ибо O < a < l). ( 19) 
АВ О 

Аналогично получаем · 

1 j /(z) dz\ ' 1 �:�н 2r -+ О  при R --+  оо. 
CD 

На отрезке ВС: · z = z + 2'1fi; - -R ' :е '  R; поэтому 

-R R 
J J е"(н2,.i) 

. f e/Jil! 
/(z) dz = 1 +2 . dж = -e24jf' -.1 --. d:e. 

+ е" "' · + е"' 
ВС R -R 

Переходя к пределу в (17) при R --+  оо и учиrывая (18)-(21) ,  получим 

1 
откуда 

+со 

d:e - е24"' -- dж = -21Гiе11"' 
е'"" · j  е"" . 
+ е" l + е" ' 

-оо 

J
+oo e/Jil! 2'1fie"� 11' d:t= - -} е" е211"1 - 1 - sina'lf · 

-оо 

Задачи дnя самостоятельного решения 

Вычислить следующие. интеrралы, содержащJiе по хазательную функцию: 

00 

407. J е-"��'
2 
cos Ьz dж (а >_ 0, Ь > 0) . 

о 

(20) 

(21) 

1> 

. . . 2 . • 
' 

Указание. Взять /(z) = е-а• , контур - прямоугольник со сторонами 2R 
ь 

и 2а ' 
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+оо 

J е<"" е�п; 
408. dx (О < а <  1, О <  Ь < l) . 

. 1 + е"' 
-оо 

е"' - еь• 
Указание. Взять f(z) = 1 , коmур - как на pиc. l l . 

+ е• 

4. Вычисление интегралов вида 
211" j R(cos x, sin x) dx, (22) 

о 
где R - рациональная функция аргументов cos х и sin х, ограниченная 
внутри промежутка интеГрирования. 

. · · dz 
Полагаем e•z = z,  тогда. dx = -;- и 

tZ 

z2 + 1 ,  . z2 - l 
COS Х = -

2
. - , SlП Х = -2-.-. · z tz 

Очевидно, в этом случае lzl = 1, О �  х � 21Г . 
Интеграл (22) принимает вид 

J F(z) dz, (23) . 
с 

где С - окружность единичного радиуса с центром в начале координат. 
Согласно теореме Коши о вЫчетах интеграл (23) равен 21Гui , где и есть 
сумма вычетов относительно nошосов, · заключенных внутри окружно­
сти с. 

Пример 14. Вычислить интеграл 
2r 

1 - j dx (а > Ь > 0). 
- (a + b cos x)2 ' о 

Решение. Применяя nодстановку e':t = z,  лолучим nосле nростых nреобра-
зований 

4 j z dz 4 " 
I = -:  . (Ь 2 2 . Ь)2 = -:22ri Е res F(z..,) . 1 с z + az + а . k=l 

· 

ВнуТри единичного круга nри условИи, что а > Ь > О, IWtодится только один 
полюс (двукратный) 

· 

-а + �  Zt = Ь 



Итак, 
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F(z) 
z 

(Ьz2 + 2az + Ь)2 
тоrо полюса 

' ( 2 
"' _ . .!!.. ·( z z - z, ) . ) _ � 2 _ 2 -З/2 res f'(zJ) - lim d ьz( )2( )2 - (а Ь ) . 

. > Z-+Zt Z Z - Z1 Z - Z2 
4 

2п-а 
I ::::: (а2 - Ь2)Э/2 . 

Задачи для самостоятельного решения 

Вычислить следуЮщие ищеrралы: 
• • • 
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40. 9 j dx 
( . ) 

41 О. 1· . co
_
s 2 За: dx 

• l 2 2 О <р< l . . . - pcosz+p l - 2р cos 2z + r (О < р <  1). 
о . 

о 

2" 
41 1 • 

�- cos 2z dx (р > l) . 
. 

l - 2р cos z + р2 
о \ • 

2r 1 cos a: dz 412. . -:-1 --.:----:-----:;-. 2р sin а: + р2 
о 

" 

(O < p < l) . 

413. j dж (а > 1) .  a + cos z 414. jctg (ж - a) dx (Ima > O) . 
о 
2.- • 2 

41 5. j sm x
. 
dx (а > Ь > О) . а+ Ь со8 х 

416. 

о /2r 
dx 

1 + а  COS X 
о 

2.-

(О < а <  1 ) .  

417. j d�e (О < Ь < а) . а +  cos x 
о 

о 

3° . Суммирование некоторых рядов с nомощью выче­
тов. 1 .  Пусть функЦия /(z) аналитична на всей комплексной плоскости 
за исключением конечного числа·полюсов z1 , z2, • • •  , z�; , не совпадающИх 
ни с одной из точек z = О, ± 1 ,  ±2, . . .  , и nусть /(z) удовлетворяет условию 
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/(z) = O(z-2) при z .._. со  1 > .  Тоrда 

00 k 
L J(n) = -11' L res [/(z) ctg 1l'z}. ' z=Zm n=-oi:> m=l 

Пример 1 5. Найти сумму ряда 

где а ::f:. О . 

00 1 L n2 + а2 ' n=1 

Решение. Рассмотрим функцию 

1 
/(z) = 

z2 + а2 . 

(24) 

Эта функция всюду аналитична, кроме точек z1 = ai и z2 = -ai, t<оторые 
являются простыми полюсами. Так как 

f(z) =
. 
(· · а2

)
' 

z2 1 + ­. . z2 

то отсЮда следует, что 

1 О( -2) 
z2 + a2 = z nри z -.  оо. 

Применяя формулу (24), nолуЧим 

ЕОР 1 ( . ctg 11'Z Ctg 11'Z ) 
--- = -11' . res -· -- + res -- . 
n2 + а2 . •=ai z2 + а2 · •=-ai z2 + а2 

n=-oo 

ctg 1rz 
· 

. . Для функции -2--2 точки z1 = at и z2 = -az являются простыми полю-
z + а . 

сами, а значит, ее вычеты будут равны 
· 

Тоrда 

res 
ctg 1rz 

= 
ct
.
g 11'z 1 

= 
cfg 

.
. 11'Zk ' 

2 2 k = 1, 2. 
'"''• z + а . 2z •=•• 2z.t 

Еос 1 (ctgдrai ctg (-1rai) ) 11' . • "' · . Т"'"2 = -11' -2 -.- + 2 . = -t ctg (11'az) = - cth 11'a. n + а at - at а а п=-ес - ;, 
l) Заnись •/(z) = O(g(z)) при z -+  оо• означает, что соотношение /

(
(z

)
) оrраяичено при g z . 

Z -+ OQ: , , 

1 /(z) 1 g(z) � С, где С =  const, С >  О. 
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Ряд в л ·!!ой части последнего равенства можно записать 1! следуЮщем виде> 

"" 1 1 1 1 Е n2 + a2 
_ 

. . . + {-n)2 + a2 + . . .  + (-2)2 + а2 + (-1 )2 + а2 + 
. 

1 ' 1 1 1 · . 1 ()О 1 
+ О2 + а2 -\ 12 + а2 + 22 + а2 + ; . . + n2 + а2 + . . . = а2 + 2 L: n2+ аГ 

\ n=l 
1 

Отсюда нЦоnим, что 
i 

- ' 
Искомая сумма данного ряда будеТ равна 

"" 1 1 1r . 1 1ra cth 1ra - 1 
L: -2--2 = -2 - cth 'll'a - -2 2 = 2 2 • 
n=l 

n + а а а . а 

Задачи дпя самостоятельного решения 

Найти суммы. следующих рядов, в которых число а не является целым: 

418. 

420. 

"" l 
Е n2 - а2 ' 
n=l 
"" 

Е (n�a)2 ' n=-oo , 

ос l 419. Е n4 - a4 ; 
n=l 

"" 
421 . Е (2n� 1)2 · =О 

1> 

2. Пусть функция 1 (z) аналитична на всей комолекспой плоскосrn, 
кроме конечного числа полюсов .z1 , z2, . . .  , z�c , не совпадающих ни с одной 
из точек z = О, ±l ,  ±2, -� . .  , и пусть /(z) удовлетворяет неравенству 

(25) 

rде e(Jzl) -+ О при z -+  оо, z е Gp; . О � а <  1r. Здесь Gp - вся nлоскость 
с вЫброшенными из нее кругами lz - Zml - � р, т = 1 ,  2, . . . , k. Тогда 
справедлива формула 

- ;..,
_ 
(- l)" /(n) = -11' t res �(z) . 

� z=z.. Stn 11'Z n•-<» m=t· 
(26) 
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Пример 1 6� Найти сумму ряда 
оо (- l)n · 
L:: n2 + а2 '  а # О. 
n=O 

·- · i 

1 
Решение. Функция /(z) = :r:-::2 имеет два nростых z + а 

и z2 = -ai и она удовлетворяет УСЛ\}ВИЮ (25), так как 
l 1 

]/(z) l  = lz2 + а2 1 � lz/2 la l 2 ' 
1 

здесь а = О, t:(lz l)  lz l2 - lal2 -+ О  nри z -+ оо. 
Применяя формулу (26), nОЛучим 

1 
f 
1 

"' -- = -1r res + res · . · . 
"" (- 1)" ( l . 1 ) 

11�00 n
2 + а2 z=<>i (z2 + а2) sin 1rz z",-ai (z2+ а2) sin 1ri 

·. 1 ' . 

Находим вычеты функции ( 2 2) • в точках Zc, k = 1, 2: Z +а SШ1ГZ 

откуда 

1 1 
res = ----'''--,..."..--=----

•=ZJ: {z2 + а2) sin 1ГZ 2zk sin 'IГZJ: + (zi + а2)1Г cos 1ГZt ' 

1 
res · 

. = '"'"' (z2 + а2) sш 'II'Z 2ai sin 1rai 2а sh 1ra ' 
1 1 

res .  = . 
• ,._,.; (z2 + а2) sin 1ГZ 2а sh 1ra 

Следовательно, 

Далее имеем 

ос (-1 )" . 
Е n2 +a2 n=-oo 

(-1)-n . (-1(2 (- 1)- ! 

. . . + ( u . 2 + . . .  + ( ')2 2 + ( )2 '2 + "-n1 + а -2 + а - 1 + а 

::::: ai 

(- 1)0 (-1 ) 1  (- 1 )2 . (-1)" . l ос (- 1)" + -02 2 + -1 2 2 + -22 2 + . . .  + -2--2 + . . .  = 2 + 2 2: -2--2 . 

Отсюда 

а значит, 

+ а + а + а n +а а n=l n + а 

00 (-1)" 
Е n2 + а2 n= l 

"" ( -1)" 1 "" ( -1 )" 1 . 1Г l . . · 1 ( 1ra ) 
.?; n2 + а2 = 2 .. � n2 + а2 + 2а2 = 2а sh '/Га + 2а2 =� 2а2 1 + 

sh 1ra · t> 
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я самостоятельного решения 

Найти 
.
сумм. следующих рядов, считая число а нецелым: ' 

00 k 422. 2: ( 1 > 2 • 
n=-oo 

n � а 
00 (- 1)" 42з. 2: <2 ·р . 

n=O 
n + 1 

424• �. ( - 1)" cos an
, L..J п2 + а2 -11' < а < 11'. 

n:::=-oo 
00 

(- 1)" 42s. 2: ( 2 • 2)2 • n + а 
n=-oo 

§ 1 2. Логарифмический вычет. · 

Принцип аргумента. 
Теорема Руше · 

Определение. Логарифмической производной фунКции f(z) называ­
ется функцИя <p(z) , являющаяся производной от логарифма функ-
ции /(z) : 

· 
' /'(z) <p(z) = [Ln f(z)] = f(z)." 

Особыми точками функции <p(z) могут быть только нули или особые 
точки функции /(z) . 

Вычет логарифмической производной функции f(z) относительно 
точки, являющейся нулем функции /(z) ,  равен порядку нуля, а относи­
тельно точки, являющейся полюсом функции, - порядку этого полюса· 
со знаком минус. 

Пример 1 .  Найти вычеты логарифмической производной функции 

( ) sin z f z  = -­
z + I  

относительно ее нулей и полюсов. 

Решение. Данная функция имеет бесконечное множество простых нулей 
z = k11' (k = О, ±1,  ±2, . . .. ) и один простой полюс z = - 1 . Отсюда 

res f'(z) = 1 ( ( ) k = о, ±1 ,  ±2, . . .  ) ,  
z=kж f' Z res f'(z) = -1 .  

•=-1 f(z) 
!> 
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Задачи для самостоятепьноrо реwения 
1 

Найти вычеты логарифмических производных данных функций отнрсительно юс 
нулей и полюсов: 

'· f 
� z  l 426. /(z) = - . 427. f(z) = cos 3z. 

z 
. cos z 428. а) f(z) = - ; б) /(z) = siri z .  

z 

Пусть функция j(z) 1:- О аналитична во всех точках Замкнутого 
контура С. Величина 

1 1 !l(z) 
211'i j(z) dz 

. с 
называется логарифмичесн:им вычетом функции j(z) относительно замкну­
того контура С. 

Теорема о поrарифмическом вь1чете. Пусть функция j(z) является 
аналитической в замкнутой области D, н:роме н:онечного числа полюсов, 
и на границе С .  этой области не имеет ни нулей, ни. полюсов. Тогда 

· разность между числом нулей и полюсов j(z) в D, подсчитанных 
с их порядками, будет равна логарифмичесн:ому вычету функции j(z) 
относительно замкнутого н:онтура С: l 1 !l(z) 

211'i J(z) dz = N - P, 
с 

где .N - число нулей j(z) в D, Р - число полюсов f(z) в D. 

Логарифмический вычет многочлена 
· n 

Qп(z) = L a�cz11 
lc=O 

относительно контура С равен числу нулей этого многочлена (с учетом 
их кратности) в области .D, ограниченной контуром С. 

Пример 2. Найти. логарифмический вычет функЦии 
ch z j(z) = eiz .... 1 

' 

отtЮСительно контура С: lzl = 8. 

Решение. Находим нули z. функции /(z) . Для: Э'Ц)ГО решаем уравнение 
ch z = О или е• + е-• = О. Заnисав nоследнее уравненИе в виде е2" = -] , найдем 
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2k + l  . 
· . 

2z = Ln (- 1) = (2k + 1)1ri, так что z,. = --n-& (k == 0, ±1 , ±2, , . . ) (все нули . 2 . 
простые). дЛя нахождепия полюсов фунКции f(z) решаем уравнение ei• ...:. l ";, О  
или ei• = l .  Имее� iz = ·Ln l = 2mn-i, z". = 2тп- (m = О, ±J , ±2, . : .) . В круге 
lz l < 8 находятся нули 

и простые полЮсы 

2k + l Zk = . (k о, ±1, ±2, -,-3) 

zm' = 2mn (т = О, ± 1) 
функции f(z). Число нулей N = 6, число Полюсов Р 3. Следовательно, 

. 1 f f'(z) 
2ri . .f(z) dz = 6 - 3 = 3. 1> 

1•/=8 
Пример З. Найти логарифмиЧеский вычет функции 

1 + z2 /(z) = 1 -' cos 21rz 
относительно окружности iz l = 11'. 
Решение. П<Щаrая l + z2 = О, находим два прОстых нуля функции 

f(z): а1 = -i, а2 = i.  Полагая 1 - cos 211'z = О, найдем полюсы функции 
f(z): z,., = n, n ,;  О, ±1 ,  ±2, . . . .  Кратность полюсов k = 2. 

В круге lz l < "' данная функция имеет два nростых нуля . а1 = -i, а2 = i 
и семь двукратных полюсов 

Zt = -3, z2 = -2, zз = - 1 , Z4 = 0, zs = l, z6 = 2, Z7 = 3. 
Итак, N = 2 и Р = 7. В силу теоремы о логарифмическом вычете получаем, что 
логарифмическиА вычет данной функции f(z) относительно окружности lz l = "'  
будет равен · · ' 

1 J f'(z) -
f(z) dz = 2 - 7  · 2 = - 1 2. 211'i 

,.,_ 

Задачи для самостоятеnьноrо решения 

В следующих задачах найти логарифмические вычеты данных функций относи� 
тельно указанных контуров: 

z 429. f(z) = 
1 + zз , 

430. f(z) = cos z + sin z, 
431 .  f(z) = (е• - 2)2 , 
432. J(z) = th z , 
433. f(z) = tg 3z , 
434. f(z) = 1 - th 2z, 

С: izl = 2. 
С: lz l = 4. 
С: Jzl= 8 . 
С: lz l = 8 . 

С: lzl = 6. 
С: lz l = 2 . 
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Принциn аргумента. Логарифмический вычет функции f(z) относи­
тельно замкнутого контура С равен приращению Ас Arg f(z) аргумен­
та f(z) при ,обходе контура С, деленному на 21r: 

1 j /1(z) 
21Гi f(z) 

dz 
с 

1 
21Г де Arg !  (z ), 

Следовательно, разность между числом нулей и полюсов функции f(z) , 
закшрченных в области D, равна 

1 
N - Р = 21Г 

де Arg f(z). 

Другими словами, разность N - Р равна числу оборотов, которые 
совершает в плоскости w вектор, идушИй из точки w = О в точку 
w = f(z) , когда точка z описывает контур С (число оборотов счита­
ется положительным, если вектор вращается против часовой стрелки, 
и отрицательным в nротивоположном случае). 

· 

В частном случае, когда функция w = f(z) является аналитической 
в области D и на ее границе С, на которой она не обращае.тся в нуЛь, 

· логарифмический вычет f(z) относительно С Дает число нуЛей f(z) в D, 
которое равно изменению Arg f(z) при обходе. контура С, деленному 
на 21r: 

n 
Это имеет место, например, дЛЯ многочлена Qn(z) = L: akzk . 

k=O 
Пример 4. Найти число корней в nравой полуnлоскости Re z > О 
уравнения 

Q5(z) = z5 + z4 + 2z3 - 8z - 1 Q. 
Решение. В силу пршщипа арrумента число �лей внутри контура С равно 

l 
N = 21r Ac Arg Q5(z),' 

где коитур С состоит из nолуокружности CR: lz l  = R, Re z > О, и ее диаметра 
на мнимой оси; радиус R считаем столь большим, что все нули многочлена 
Q5(z) , находящиеся .в правой nолуnлоскости, попадают внутрь полукруга lzl  < R, 
Re z > О . Имеем 

· 

Qs(z) == zs ( l + ; + 
2 - 8 - :s) .  

Отсюда 

8 
z4 :s)] = 
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5 ( 1 2 .8 1 )  
= Arg z + Arg 1 + :; + - z4 - zs . ( 1 2 8 1 )  5 Д,rg z + Arg l + ; + z2 - z4 - zs . .  

· Приращение арrумента Q5(z) при обходе в положительном направлении nолу-
окружности Св будет равно · 

( 1 2 8 1 ) дев. Arg Qs(z) = 56-св. Arg z + дев. Arg 1 + :.... + 2 - 4 - s. · z z z z 
Перейдем в этом раВенстве к пределу при R -+  оо: . . ( 1 2 8 1 ). Jim дев. ArgQ5(z) = 5 1im дев. Argz + lim дев Arg 1 + - + 2 - 4 - 5  

.
. 

R-.oo · R-oo . . 11-оо Z Z Z Z , 
Оба предела Jl правой части существуют и равны соqrветственно 

Iim дся Argz = 11', lim де Arg (t + � + 2 - -
_
8 - ..!..) = о. R-.oo R-.oo R Z z4 z5 

Таким образом, 
lim дев. ArgQs(z) = 511'. 

R-+oo . 
Пусть теnерь точка z движется по мнимой оси от z iR до z = -iR. 

Положим z = it, -R � t � R. Тоrда 

откуда 
Qs(it) u(t) + iv(t) =.t4 -., 1 + i(t5 - 2t3 - 8t), 

{ и =  t4 - 1, . 
v = t5 - 2t3 - 8t. ( l ) 

Это параметрические уравнения: линии, которую оnисывает тоЧка w = Q5 (z) 
в плоскости (u, v) ,  когда точка z nробегает мнимую ось сверху вниз. Для 
построения этой линии найдем точки ее . пересечения с координатными осями 
Ou и Ov . Приравняв и и v нулю, получим соответственно 

t4 � 1 = О, или t = ±1, (2) 
t5 - 2t3 - 8t = О, или t = ±2, t О. (3) 

Заметим, что уравнения (2), (3) не имеют общих корней (действительных) , так 
что многочлен Q5(z) не имеет нулей на мнимой оси. Следовательно, nрименещ.rе 
принцила арrумента к контуру законно . .  Корни уравнений (2) и (3) располагаем 
в порядке убьrвания, т. е. в порядке обхода КОНтУРа, и находим соответствующие 
значения u и v : 

� t и v 
1 2 15 о 
2 1 о -9 
3 о -1 о 
4 -1 о 9 
5 -2 15 о 
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v 

и 

Рис. 1·2 

lim u =. +оо, 
t-+:too 

lim v = ±оо. 

Эти данные лоз�ляют, постро­
ить интересующую нас линию 
(рис. 1 2). 

Из рис. 12 видно, что 
вектор w = Q5(z) повернет­
ся на угол tp = 31!' в отрица­
тельном налl?авлении. Следо-
вателъно, 

Ас ArgQ5(z) = 51!' - 311' = 211', 
откуда число нулей в правой nолуплоскости будет равно 

211' N = 211' = 1 .  

и 

Пример 5. Найти число корней уравненiА'Я 

Q7(z) = z1 - 2z - S = О 

�:� правой полуплоскости. 

Решение. Вi:.Iбираем контур С, как указано в примере 4. Тогда 

Асв Arg Q,(z) = Асв Arg (z7 - 2z .:_ 5) = 

= Ас Arg [z' (t - 2- - �)] = 7Ас Arg z + Ac Arg (t - 2- - �) = в z6 z' в в z6 z' 

( 2 5 ) = 711' + Асв Arg 1 - zб - z' _ --+ 711' при R --+  оо. 

v Полагаем z = it (-R � t �-R) .  Тогда 

Q7(it) = u(t) + iv(t) = -5 + i( -t' - 2t), 
откуда { u = -5, 

tl = -t(t6 + 2). 

1> 

и 

Так как u # О, то приме«ение nринци� 
па аргумента законно (Q7(z) на мнимой оси 
не имеет нулей) . Эта линия - прямая (рис. lЗ). 

- Вектор w = Q1(z) делает nоворот в отрицатель­
ном наnравлении на 11' радиан; Значит, 

Рис. 1 3  А с  в Arg Q,(z) -711' - 7Г = 671' 
R-+oe; 

671' N = - = 3, 211' 
т. е. данное уравнение имеет три корня в правой полуплоскости. [> 
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Задачи
· дnи самостоительмоrо реwемии 

Для следующих ур11внений определит& число корней в nравой rтолуnлоскости: 
435. z4 + 2z3 +3z2 + z + 2 = О. 436. z 3  - 2z - 5 = О .  
437. z3 - 4z2 + 5 = О. 438. 2z3 - z2 - 1z + S  = О. 

439. z5 + 5z4 -:- 5 = О. 440; z 12 - z + 1 = О . .  

ТеОрема Pywe. Пусть фующии f(z) и 1p(z), аналитические в за­
мкнутой области D, ограниченной контуром С, do всех точк(lх этого 
контура уiJQвлетворяют неравенству 1/(z)l > I(J'(z) l .  Тогда их сумма 
F(z) = f(z) + 1p(z) и функция f(z) имеют в области D одинаковое 
число нулей (с учетом их кратности). 
Пример 6. Найти число нулей функции 

F(z) = z8 - 4z5 + z2 - l 
внутри единичного круга lzl < l . 
Решение. Представим функцию F(z) в вИде суммы двух функций /(z) 

и.rp(z) , которые выберем, например, так: 
/(z) -4z5, rp(z) = z8 + z2 - 1 .  

Тогда на окружности lz l 1 будем иметь 
1/(z) l  = 1 - 4z51 = 4, 
irp(z) l  = lz8 + z2 - 1 1  �· lz8 1  + iz 2 1  + 1 = 3. 

Итак, на границе lz l = l круга выполняется неравенство 1/(z) l > lfP(z ) l .  Функция 
f(z) = -4z5 имеет пятикратный нуль в начале координат. В силу теоремы Руше 
функция . 

F(z) = f(z) + rp(z) = z8 - 4z5 + z2 - 1 
имеет в круге lz l < 1 nять нулей. Заметим, что возможен и другой выбор функций 
j(z) и rp(z) , наnример, такой: 

/(z) = z8 - 4zS, rp(z) = z2 - 1 .  
Пример 7 . .  Оnределить число корней урав1:1ения 

i - 6z + 10 = О 

внутри круга lzl < l . 

t> 

Решение. Положим, например j(z) = 10 и rp(z) = z6 - 6z .  На окрУжности 
lz l = 1 имеем 

1/(z) l = 10, lrp(z) l = l z6 - 6z l � lz6 1 + 6lz l = 7. 

Мтак, во всех точках окружное� l z l = 1 выnолняется неравенство 1/(z)l > lrp(z) l .  
Функция f(z) = 10 не имеет нулей внутри !<РУГа l z l < l ,  а значит, no теореме 
Руше, яе имеет нулей и функция z6 - 6z + 10. t> 
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Задачи для самостоятельного решения 

Пользуясь теоремой Руте, найти число корней данных · уравнений в указанных 
областях: 

441 .  z4 - 3z3 - 1  = 0, \z \  < 2 . 
1 

442. z3 + z + 1 = О, \z l < 2 .  
443. z5 + z2 + l = О, \z i < 2 .  
444. z8 + бz + 1 0  = О, \zl < 1 .  
445. 27z 1 1 - 1 8z + 1 0  = О, \z l < l .  
446. z8 - 6z6 - z3 + 2 = О, \z i < 1 .  

Пример 8. Сколько корней уравнения 

z4 - 5z + 1 = О  

находится в кольце l < lz l  < 2? 
(4) 

Решение. Пусть N - число �орней уравнения (4) в кольце 1 < \z i < 2 .  
Тогда N = N2 - N1 , где N1 - число корней уравнения (4) в круге \ z l  < 1 ,  
N2 - число корней уравнения (4) в круге \ z \  < 2 (N2 � N1) .  Нетрудно видеть, 
что на окружности \z i = 1 уравнение (4) корней не имеет: если \z i = 1 ,  то 
\z4 - 5z + l \ � 3 . 

. , 
Для нахождения N1 возьмем f(z) = -5z, <p(z) = z4 + l .  На окружности 

\z \ = · 1 имеем if(z) i > \<p(z) \ ,  так как if(z) i = 1 - 5z\ = 5, \<p(z)l = \z4 + 1 \ � 
\z4\ + 1 = 2. Функция f(z) = -5z в круге \z l  < 1 имеет один нуль, следовательно, 
N1 = 1 

Для нахождения N2 возьмем f(z) = z4, <p(z) = 1 - 5z . На окружности \z 1 = 2 
имеем lf(z) i > \<p(z) l ,  так как 1/(z)\ = \z4 \  = 24 = 16, \<p(z) \ = \ 1 - 5z\ � 1 + 5\z i = 1 1 . 
Функция f(z) = z4 имеет четыре корня в круге \z \  < 2, и, следовательно, N2 = 4. 

Число корней уравнения (4) в кольце 1 < \z \  < 2 будет N = 4 - 1 = 3. 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

В следуЮщих задачах определить количество корней данных уравнений в указан­
ных кольцах: 

447. 4z4 - 29z2 + 25 = 0, 2 < \z \ < 3 . 
448. z1 - 5z� + z2 - 2 = О, 1 < \z \  < 2 . . 
449-. z6 - 8z + 10 "" О, 1 < \z \ < 3 .  

Пример 9. Найти число корней уравнени� 

z2 - aez = O, г�е О < а < е- 1 , 

в единичном круге lz l  < 1. 
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Решение. Подожим f(z) = z2 и ip(z) -ае• . На окружности /z l 1 имеем 

IJ(z)l  = lz2! = 1 , 

IIP(z) l  = 1 � ае' / = а /е'/ = a!e"'+iy/ = ае"' .� ае < 1 
в силу условий - 1  � х � 1 и О < а < е_, . , 

Итак, lf(z) l  > /<p(z) l ,  если / z / = 1 . Функция f(z) = z2 в круге /z l < l 
имеет двукратный корень в начале координат. Следовательно, по теореме Руше 
исходное уравнение в круге имеет два корня. !> 

Замечание. Рассмотрим действительную функцию F(x) = х2 - ае"' . Эта 
функция на отрезке - 1  � х � 1 непрерывна. Кроме того, 

F(- 1) == 1 - ае-1 > О, так как О <  ае-1 < е-2 < J , 

F(O) = -а <  О, 

F(1) == 1 - ае > О, так как а <  е- 1
• 

Таким образом, на концах отрезков -1  � х � О и О � х � l функция F(x) 
принимает значения разных знаков. Отсюда следует, что данное уравнение 
в круге /z / < 1 имеет два действительных корня разных знаков. 

Задачи для самостоятельного решения , 

В следующих задачах определить число корней данных уравнений в указанных 
областях: 
450. 

451 .  
452. 
453. 
454. 
455. 
456. 

е•-Л = z (Л > 1), · !z /  < 1 .  

е• = azn, eR 
где n наnrральное число и /a l > яn ' 

z2 - cos z == О, / z /  < 2. 
z4 - sin z = О, /z /  < 7Г .  

z2 + ch iz = О, /z /  < 0,5. 

ch z = z2 - 4z ,  /z l < 1 .  
2• = 4z , / z /  < 1 .  

Пример 1 О. Найти число корней уравнения 
>. - z = О, >. > 1 ,  

в правой nолуплоскости Re z > О. 

/z/ < R. 

Решение. Рассмотрим конnrр, составленньiй из отрезка [-iR, iR] и правой 
nолуокружности / z l = R. Положим f(z) = z ..\ и tp(z) = е-• .  На отрезке 
[-iR, iR] , где z = �у. имеем 

1/(z)/ /iy .Л/ =  ..j..\2 + у2 ;;:: Vi.2 = ..\ > 1 , 

IIP(z) !  = /е-• / = le-iy 1  1 , 
и, следовательно, /f(z)j > / <p(z)! .  
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На �юлуокруж:ности /z l  = R, где Re z = х > О пpJ:i достаточно большом R 

(R > .Л +  1 ) ,  имеем 1/(z) l > /<p(z) / ,  так как 

1/(z)/ = /z - .Л/ ;;.: /zl - .Л ;  R - .Л >  1 ,  
/<p(z) /  = /е-•1 = /e-ж-iy l = /e-"'e-iy l = e-"' /e-i' l = е-"' � 1 (х > 0). 

По теореме Руше внутри указанного контура при сколь угодно большом R данное 
уравнение имеет столько же корней, сколько их имеет уравнение f(z) = z-.Л = О , 
т. е. один корень. А значит,. и во всей правой полуплоскw;rи данное уравнение 
имеет единственный корень. 

· · 
1> 

Задачи для самостоятельного решения 

457. Показать, что уравнение' ze>.-z = 1, где .Л >  1 ,  и�еет в единичном круге 
/z l � 1 единственный действительный и положительный корень. 

458. Показать, что уравнение 1 + z + azn = О, где n - .натуральное число, 
большее единицы, при всяком а имеет в круге /z l  � 2 по крайней мере один 
корень. 

459. Пусть f(z) и <p(z) - функции, аналитические в некоторой окрестности 
точки а ,  С - круг с центром в точке а такой, что вдоль окружности этого круга 
имеем 

laf(z)/ + /,б<р(z) /  < r. 

Показать, что уравнение F(z) = z - а - af(z) - .бf(z) = О имеет внутри круга С 
один и только один корень. 
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4 · Конформные отображения 

§ 1 3. Конформные отображения 

1 о .  Понятие конформноrо отображения. 

Оnределение. Отображение окрестности точки zo на окрестность 
точки w0 , осущесtмяемое функцией w = f(z) , называется конформ­
ным, если в точке z0 оно обладает свойством сохранения утлов между 
линиями ·и Постоянством растяжений' (рис. 14) . · 
Это означает, что: 

1) если при отображениИ w = f(z) кривые -r1 и ."У2 переходят соответ­
ственно в кривые Г1 и Г2 , то угол r.p между касательными k1 и k2 
к кривым "У! и -r2 в точке z0, будет равен утлу ,  Ф между соответству­
ющими касательными к! и к2 к кривым г! и г2 в точке wo , т. е. 
Ф = r.р; 

2) если в плоскости комплексного перемениого z возьмем бесконечно 
малый круг С центрОМ В ТОЧКе Zo , ТО В ПЛОСКОСТИ W ему будет 
соответствовать бесконечно малый крут с центром в точке w0 • 

Поэтому говорят, что конформное отображение обладает свойством кон­
серватизма углов и подобия в малом. 

Если при отображении w = f(z) утлы между соответствующими 
направлениями равны не только по величине, · но и по направлению 1 • 
отсчета, то такое отображение называется конформным отображением 
первого рода. 

Конформное отображение, при котором утлы сохраняются только 
по абсолютной величине, но изменяется направление их отсчета на про­
тивоположное, назЬiвается конформным отображением второго рода. 

Простейшим примерам конформного отображения первого рода 
является отображение w = z ,  а отображения второго· рода - отобра­
жение w = z. 

В дальнейшем будем рассматривать только конформные отображения 
первого рода. 

Отображение w = f(z) называется конформным в области D ,  если 
оно конформно в каждой точке этой области. 

Критерий .конформности. Для того чтобы отображение w = f(z) 
было конформным в области D, необходимо и достаточно, чтобы 
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у v 

о х о и 

Рис. 14 

в этой области функция w = J(z) была однолисmной t) и аналитической, 
причем J'(z) =1= О для всех z Е D.  
Если не предполагать однолистности /(z) , то отображение, осуще­

ствляемое этой функцией, не будеt взаимно однозначным, а тем самым 
не будет и конформным. Например, функция w = z4 , заданная в по­
лукольщi 1 � lz l  � 2, О � arg z .  � 1Г ,  является аналитической в нем, 
и, кроме того, всюду в полукольце въшqлняется условие w' = 4z3 =1= О .  
Однако функция w = z4 отображает заданное полукольцо н а  область 
1 � lwl � 16, О � arg w � 41Г , т. е. область, дважды покрывающую. 
соответствующее кольцо на плоскости w,  что и нарушает, взаимно одно­
значное соответствие. 

Пример 1 .  13 каких областях D отображения 

а) w = 2z, б) w = (z - 2i 

являютс� конформными? 

Решение. а) Так как. функция f(z) = 2z является аналитической и одно­
лИстной во всей комплексной плоскости z ,  а ее производмая f'(z) = 2 ;t. О ,  то 
данное отображение является конформным во всей комплексной nлоскоспr. 

б) Отображение w = (z - 2)2 является всюду конформным, кроме точки 
z = 2 ,  в которой производмая /'(z) = 2(z - 2) обращается в нуль. 1> 

Задача для самостоятельного решения 

460. · Указать области конформности для следующих отображений: 

а) w = e-3z ;  б) w =z2 - 4z; в) w = -iz2 ; г) w = sh(l - z);  д) w = (z+2i)� . 

J ) Функция w = /(z) называется однолистной в области D, если она в различных точках 
области D принимает различные значения. 
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2° . ОбЩие теоремы теории конформных отображений. 

1 .  Теорема Римана. Существует аналитическая функция w = /(z) , 
отображающая взаимно однозначно и конформно одну односвязную 
плоскую область D на другую G, если тольkо ни одна из этих областей 
не совпадает со всей плоскостью с одной выключенной точкой или всей 
расширенной плоскостью. 

Имеется бесконечное множество аналитических функций, . осуще­
ствляющих отображение области D на область G . .  Единственность ото­
бражающей функции w = /(z) будет обеспечена, если потребовать, чтобы 
ВЫПОЛНЯЛОСЬ ОДНО ИЗ уСЛОВИЙ: 

а) заданная точка z0 области D перешла в заданную точку w0 области G ,  
а линия, выходящая и з  z0 , повернулась н а  данный угол а (w0 = /(z0) , 
arg f'(zo) = а); 

б) точка z0 области D и точка z1 границы 'У перешлИ соответственно 
В ТОЧКУ Wo ОбЛаСТИ а И В ТОЧку Wt граНИЦЫ Г (wo = /(zo) , Wt = 
/(zt ) ) ; 

· 
в) три граничные точки z1 , z2 , z3 области D перешли в три граничные 

точки Wt , w2 , wз области G (wt = /(zt ) ,  W2· =· J(z2) ,  wз = /(zз) ) ,  при 
этом, если при движении по границе 'У от z1 к z3 через z2 область D 
остается слева (справа) , то nри двИжении по границе Г от w1 к w3 
через w2 область G также должна оставаться слева (сnрава)� 

В случаях б) и в) функция /(z) nредnолагается . неnрерывной в за-
мкнутой области D. 

2. Принцип взаимно однозначного соответствия границ. Пусть 
область D ограничена гладким или кусочно гладким контуром 'У. Пусть 
функция w = /(z) , аналитическая в D и на -у ,  отображает контур 'У 
на некоторый контур Г, ограничивающий область а, причем когда 
точка z обходит контур 'У так, что область D остается слева, 
соответствующая точка w обходит контур Г так, что область G 
также остается слева. Тогда область D с помощью функции w = f(z) 
отобразится взаимно однозначно и конформ но на область G. 
3. Принцип симметрИи. Пусть область D ,  содержащая в составе 
своей границы некоторый прямолипейный отрезок 'У (конечной или 
бесконечной длины) , отобр(lЖается функцией w = f(z) на область G 
так, что 'У переходит в прямолинейный отрезок Г, входящиu в границу 
области (рис. 1 5). Обозначим соответственно через l и L прямые, 
на которых лежат отрезки 'У и Г. Принцип симметрии утверждает: 
если функция w = · f(z) аналиmична в области D, а также 6о всех 
внутренних точках граничного отрезка 'У ,  то эта функция аналитична 
также в области D* , симметричной с D относительно прямой l ,  
и обладает тем' свойством, что любые две точки z 1  и z2 (из которых 
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одна лежит : в· · D), сим­
метричные относительно l ,  
отображаются 8 точки w1 
и Wz , симметричные отно­
сительно прямой L. 

Пример 2. В области D, 
ограниченной контуром 1: 

z2 + у2 - 2ж = 0, 

.задана функция 

w = 3z + i. 

В какую облает!:> перейдет 
D при отображении, осуще­
ствляемом этой . функцией? 

·.. @ 

� L  

Рис. 1 5  

Решение. Пусrъ z = ж + iy, w = u + iv. Тогда соотношение w ::::: 3z + i 
перепишется в вИде u + iv = 3ж + i(3y + 1) , так что u = 3ж, v = Зу +  1 .  Отсюда 

u (v - 1) ж =  3'' у =  -3- . 

. Контур 1 отображается в контур Г :  (u) 2 (f} "'"' 1) 2 tl 

з + . -3- - 2 · з О, или (u - 3)2 + (v - 1)2 = 9, 

т. е .. окружность радиуса 3 с центром в точке М(З, 1) .  Положительное направлени� 
обхода контура 1 соответствует положителttному направлению обхода контура Г .  
В этом можно убедиться, задав контуры параметрическими уравне»иями: 

1: ж =  l + cos <p, y = sin <p, О � <р < 27Т, · 

Г: u = 3 + 3 cos <p, v ::::: З sin <p + l , O � <p < 21r. 
Согласно принцилу · взаимно однозначного соответствия границ область D ото­
бразится в область .G - внутренность области, ограниченной окружностью Г. 

Это можно проверить еше так: 'Взять любую точку z Е D. и найти ее· образ . 
при отображении w = 3z + i .  Наnример, точка z = 1 nереходит в точку w = 3 + i ,  
которая находится внутри коНтура Г .  

· · 1> 

Пример 3. Даны точки z1 = 2  + Зi и z2 = 3 + 2i, симметричные 
относительно прямой у = ж. Показать, что функция w = e-i1rl2z 
перевоДит z, и Z2 в точки WJ = 3 - 2i и W2 = 2 - Зi ' симметрИЧI;iЫе 
относительно nрямой v = -и. 

Решение. Нетрудно nроверить, что функция w = e-i·rrf2z отображает nря­
мую у =  ж в nрямую v = -u. Функция w = e-i•rf2z аналитична всюду. В силу 
nринцила симметрии точки z1 = 3 + 2i и z2 = 2 + 3i, симметричные относительно 
прямой у "'• перейдут в точки w1 3 - 2i и w2 = 2 .... Зi, симметричные 
относительно nрямой v = -u. 1> 
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Пример 4. Показать, что функция w = e11:zjn отобража�т полосу 
О < Im z < h на верхнюю полуплоскость Im w > О .  

Решение. Будем проходить границу области D так, чтобьJ область D оста­
валась при этом слева

·
. Так как 

w = u + iv = e'lf(z+iy)/h = e'lfж/heiwyfh, 

то, когда точка z пробегает действительную ось Ох от ж = -оо до ж = +оо (при 
у =  О), соответствуюЩая точка w = е"ж/h пробегает действительную положитель­
ную полуось Ou nлоскости w от точки u = О  до точки u = +оо, v = О. Когда 
точка z = ж + ih пробегает верхнюю границу полосы от точки +оо + ih до точки 
-оо + ih (что соответствует изменению ж от +оо до -оо ) , то соответствующая 
точка w = e"жfhei" = -е"ж/h пробегает действительную отрицательную полуось_

· 

Ou плоскости w от точки -оо до тоЧки О. Так как функция w = e"•fh аналитична 
в области- D: О <: Im z < h и на ее границе, то она конформно · отображает эту 
область на· область G: Im w > О. 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

461 .  Показать, что полукольцо l � lzl � 2, О � arg z � 11',. с помощью функции 

w = z2 отображается на кольцо l � lwl � 4, О � arg w � 211'. 
462. Показатъ, что угол О <  arg z < 11'/5, О <  lz l < +оо, с помощью функции 

w = z5 отображается на верхнюю i10луплоскость I m w.  > О, так что точка z = О 
переходит в точку w = О. · 

- 463. Показать, что nолоса 1 � у < 1 + 211' с помощью функции w = е• �обра­
жается на nолную плоскость w с разрезом вдоль положительной части оси Ou. 

3° . Конформные отображения, осуществляемые линей­
ной функцией w = az + ь, функцией w = � и Дробио-линей­
ной фуНКЦИеЙ W = аz+Ь • cz+d 

1.  Линейная функция 

Линейная функция·:w = az +Ь, где а и Ь - nостоянные комnлсжсные 
числа (а # 0) , осуществляет конформное отображение всей плоскости z 
на всю плоскость w,  так как при любом z имеем w' = а #  о·. 

Частные слуЧаи: 

1 .  ( 1 )  

осуществля,ет преобразование пар�елъного переноса. 

2. (2) 
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rде а - действительное число, осуществляет преобраЗо&аiЦiе цоворота 
вокруг начала координат на угол а. 
3. w = rz., (3) 

подобия с центрОм Подобия в начале координат,. r - коэффициент 
подобЩI. 

Общий случай линейного отображения: 

w = a.z + Ь, rде 

осуществляется путем последовательною nрименения: 

l) поворота вокруг начала координат на уrол а ,  

(4) 

2) иреобразования nодобия с;: .  центром nодобия в начале координат 
и коэффициентом nодобия, равным r '  

3) параллельноrо переноса с помощью вектора, соответствующего ком­
плексно� числу Ь. 

Отметим, что линейное иреобразование оставляет неподвижными 
ь . . 

две точки Zi оо и z2 = --. При а. =  1 nолучаем z2 = оо, т. е. в этом 
I - a  

случае обе неnодвижные точки совnадают. 

Пример 5. Показать, ЧТ() линейное отображение' w = az ь вnолне 
оnределяется, если потребовать, чтобы две различные точки z1 

.
и z2 

nереходили соответственно в произвольно заданные, но различные 
ТОЧКИ W1 И W2 .  
Решение. В самом деле, задание отображений w = a z  + Ь будет осуще­

ствлено, если известны значения щtраметров а и Ь. Покажем, что наши условия 
nозволяют однозначно найти эти nараметры. Пу.сть nри z = z1 получаем w = w1 , 
т. е. w1 = at1 + Ь, а при z = z2 получаем w2 = az2 + Ь. 

Из· этих равенств находим 

W2 - W1 Ь -- WtZ2 - W2Z1 а = --.- , (z, =/: z2). 
Z2 - Z1 Z2 - Zt 

Полученные с�ношения однозначно определяют nараметры а и Ь. r> 
Пример 6. Показать, что линейное отображение (4) можно задать, 

· nотребовав, чтобы точка z1 nереходила в точку w1  и чтобы nроизводная 
dw -d в точке z, имела заданное значение а. z . 

Решение. Чтобы задать отображение (4), надо задать значенИй параметров а 
.и Ь. Из условия, что точка z1 должна nереходить в точку w1 , nолучаем w1 = az1 +Ь. · 

dw 
Вычитая это равенство из (4), получим w - w1 = a(z ...,. z1). Очевидно, что -

d
· = а  

. z 
dw 

nри веяком z .  Поэтому, задав значение производной dz 
в точке z 1 ,  мы определим 

nараметр а, Линейное отображение w ..._ w1 = a(z - z1) тем самым полностью 
определено ( параметр Ь w1 - az1 ). r> 
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у 

А 

v 

Рис. 16 

Пример 7. Найти линейную · функцию, отображающую треугольник 
с вершинами в точках О, 1, i в hлоскости z на nодобный ему треугольник 
с вершинами 1 + i, О, 2 в nлоскости w .  

Решение. ·П е р в ы й  с n о с о б .  Из рис. 1 6  видим, что ДАВС переходит 
в nодобный ему 6А1В1С1 nутем следующих оnераций: 

. . 5 1) поворот вокруг начала координат на угол 411',  JITO соответствует nреобра-
зованию 

2) преобразование nодобия с центром в начале координат и коэффициентом 

r r:::: А,в, . r:::: • v .t. (так как 
АВ 

= v2) :  
w2 = v'2w1; 

3)  параллельный перенос, смещающий точку С(О, О) в точку C1 ( l ,  l) (полу� 
чаем Ь l + i): 

w = w2 + t + i. 
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. 

v'2 
. v'2 Учитывая, что е'л14 � -т - �2 .. получим окончательно 

w = v'2 ( - v; - i V:) z + 1 + i = (1 - z)(l + i). 

S т о р о й  с п о  с о б .  Пусть искомая функция есть w = az +Ь, где а и Ь ­
пока неопределенные константы. По условию задачи точки z1 = О и z2 = 1 
должны перейти соответственно в точки w1 = 1 + i и w2 = О. Получаем систему 
уравнений для оnределения а и Ь: 

· 

{ 1 + i = ь, 
О =  а + Ь. 

Оrсюда а =  -1 - i, Ь 1 + i, а значит, 

w == ( 1  + i)(J - z). 

Задачи для самостоятеnьноrо решения . 

· 464. Указать геометрический смысл (сдвиг, растяжение, поворот) сле�щих 
преобразований: 
а) w = z + Зi ; б) w = z + 5 ;  в) w = iz ; 

1 - i 
r) w = ti"16z; д) w = Зz; е) w = 

v'2 
z .  

465. Найти общий вид линейных функций, с помощью которых осущесТВJIЯются 
nреобразования: 
а) верхней nолуnлоскости на себя; 
б) верхней·полуnлоскости на нижнюю. nолуnлоскость; 
в) верхней полуnлоскости на правую nолуnлоскость. 

466; Найти линейный отображения w = az + Ь, оставляющие точку Zo непо­
дцижной и nереводящие точку z1 в точку w1 : 
а) z0 = l - i, z1 = 2 + i, w1 = 4 - Зi; 
б) z0 = -i, z1 = 1 - 2i, w1 = 2 - Зi ; 
в) Zo = - 1 - i, z1 = 3 - 2i, w1 = Зi. 
467. Найти линейную фуНкцию w = f(z) , отображающую no.tlocy, за101юченную 
между прямыми z = а, ж =  а +  h ,  на полосу о <  и <  l в пЛоскости (w) . 

�. Функция l w = - . (5) . z 
Точки М и М' называются симметричными относительно окружно­

сти Г, если 

1) они находятся на одном луче, выходящем из центра окружности; 
2) цроизведение их расстояний от центра окружности равно квадраТу 

радиуса окружности: ОМ · ОМ' = R2 (рис. 17). 
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у 

М' 

Рис. 17 Рис. 1 8  · 

1 у 

1 z 

13 1  

Замечание. Точки окружности Г симметричны самим себе относительно 
этой окружности. 

Для центра О окружности Г симметричной точкой относительно Г 
является бесконечно удаленная точкц. 

Если центр окружнос'Пf Г находи;rся в начале координат и одна из сим­
метричных относительно Г точек изображает комnлексное число z ,  то друтая 

R2 
соответствует комплексному числу -::- . 

z 

1 Преобразование w = - состоит из двух симметричных отражений: ' z 
��относительно единичной окружности и относительно действительной оси 
Нрис. 18) и называется инверсией. ,, ] . . . 

Преобразование w - является конформным во всей расширенной z . . 
�nлоскос1И, причем точке z = О соответствует точка w = оо,  а точке z = оо rсоответствует точка w = О. (Считают, что утол между линиями в беско­
сJiечно удаленной точке одной из плоскостей (z или w) равен углу между �образами этих линий в начале коордИнат дfуrой nлоскости) . Окружности 
�Ja также прямые) прИ отображении w = - переходят в окружности или 
t z 
i�рямые. Неподвижные точки z1 = +1  и z2 = - 1 .  

25 
Пример 8. Найти образ окружности lz l  = 3 nри отображении w = - .  . z 
Решение. П е р в ы й  с n о с о б .  Пусть z = :r + iy', w = ·u + iv .  Тогда 

. 25 
,Соотнощение w = - переnищетел .в виде . . z 

. • 25 25х . 25у 
U + IV = -- ·= --- - t -.--

11: + iy , ж2 + 112 ж2 + у2 • 
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25ж 25у u v - - --- (а) :�:< + у2 • - z2 + у2 · 
Уравнение окружности lzl ::::: З в декартовых коордИнатах заnишется в виде 

� + i = �  00 
ИсiQJючая из (а) и (б) ж и у ,  nолучим 

u2 + v2 С:) 2, 
25 

т. е. окружность радиуса R = - с центром в начале координат в nлоскости w. . 3 
В т о р о й с п  о с о б .  Запишем z н ш в локазательной форме 

z = ре;"', w ::::: rei8• 
25 . 

Тоrда nри отображении w = - nолучим . . z 

25 
откуда r - , 8 ::::: -.fll , где р = 3 и О �  1р < 211'. Значит, р . 

25 . 
w =  -е-'"' 3 

25 
есть оt<ружность радиуса r :::: 3 с щ�нтром в начале координат, nроходимая 

no часовой стрелке, когда исходная окружность nроходится nротив часовой 
стре.!JКИ. 

Т р е т  и й с n о  с о б . Из равенства w 
выражение для z в уравнение ок;ружности !z 1 

25 25 . 
- имеем z = - . Подставляя это z w . 

3 и пользуясь свойством модуля, 
ПОЛУ'JИМ 

1 � 1 = 3, 
или 

1�1 
= 3

, 
25 . . 

откуда lw l  = 3 .  Следовательно, образом окружности lzl = 3 nри отображении 
. 25 25 w = - будет окружность. lw l  = - .  !> 

. z . 3 

Задачи для самостоятельного решения 

1 468. На ка� область отображает функция w :; лолуполосу 

О <  Re z < 1 ,  I m  z ). О? 

. l 469. Найти образы следующих множеств \1РИ отображении w = - :  . . .  z 
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11" 11" . 
а) arg z = з ; б) lz l = l , 4 < argz < 1Г; в) 2 � z � 4 , у == О; 
r) -2 < y < -l , z = O; д) O < Re z < l  . .  

З. Дробно-линейная функция 
az + b 

w =  -.-- , cz + d  

1 33 

(6) 

где а, Ь, с, d - комnлексные пос'!'оянные и аd-Ьс :f:. О, взаимно однознач­
но и конфррмно ощбражЗ.е-r: расширенную nлоскость z. на расширенную 
плоскость w. Преобразование, осуществляемое дробио-линейной функ­
цией, называется дjюбно-лuнейным. Каждое дробио-линейное преобразо­
вание может быть получено с помощью последовательного применения 

1 
линейных преобразований и преобразования вида w = ,... . 

z 
Пример 9. Найти условия, nри которых дробио-линейная функция (6) 

аz + Ь  
W = cz + d 

отображает верхнюю nолуnлоскость Im z > О на верхнюю nолуГJDОС-
кость Im w > О. · 

Решение. При этом отображении требуется, чтобы граница области 
Im z > О  ось Ох, проходимая слева наnраво, отображалась в границу области 
Im.w > О, т. е. в ось Ou, тоже проходимую сле1щ направо. Таким образом, nри 
любых действительных значениях z долЖны.быть действительными и значения w. 
Э:rо, очевидно; · возможно лишь при действительных значениях чисел а, Ь, с, d. 
Далее, каждому z = z + iy, rде у >  О, должно соответствовать такое w = u + iv, 
у котороrо v > О. Подставив z = z + iy в формулу (6), получим 

откуда 

· .  (az + b)(cz + d) + acti . (ad - Ье)у . w = u + tv =  (cz + d)2 + y2 . + •
(cz + d)2 + tP ' 

(ad - Ьс)у v =  . (cx +d)2 + у2 
Так как зДесь у > О и знаменатель положителен, то для nоложительности v 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие ad - Ьс > О. Это и есть 
искомое условие. !> 

Свойства др9бно-линейноrо преобраэовання 

1 .  Круговое свойство. Дробио-линейное преобразование окружцость 
отображает в окружность. (Прямая линия считается окрУж�;�остью беско-
нечного радиуса.) . . 

2. Свойство симметрии. Две точки z1 и z2 ,' симме-rричные относи­
тельно окружносщ С, отображаются в точки w1 и w2 , сИмметричные 
относительно окружности r' на которую отображается окружНость с. 
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Следствие. Если при дробно-линейном отображении w = I(z) прямая 
или окружность "У переходит в окружность Г и одна из двух точек, 
симметричных относительно "У ,  переходит в центр окруЖности Г ,  то 
друiая точка необходимо переходит в бесконечно удаленную точку. 

3 . Существует единственная дрf>бно-линейная функция, которая 'ФИ 
заданные точки z 1 ,  z2 , z3 плоскости z переводит в три заданные точки 
'1.01 , w2, wз плоскости w. Она имеет вид 

w - w1 w3 - w2 z - z, zз - z2 --- · = -- - · ---
W - W2 Wз - W1 Z - Z2 Zз - Z1 

(7) 

Пример 1 О. Найти дробио-линейнуЮ функцию, переводящую точки 
z1 = 1 ,  z2 = i, z3 =· - 1  в точки w1 = - 1 , w2 = О, Wз = 1: 
Решение. Воспользовавшись формулой (7), будем иметь 

w + .I  1 - 0  z - 1  - 1 - i 
w - 0 · 1 - (- l) = 

z - i 
· 

- l - 1 ' 

i - z 
откуда w = i -. - ,  

a + z  
1> 

"Замечание. Если одна из точек zk или wk (k = l ,  2, 3) является беско- . 
нечно у.nаленной, то в формуле (7) надо заменить единиЦами все разности, 
содержащие эту точку. 

Пример 1 1 . Найти дробио-линейную функцию, nереводящую точку z1 
в точку w1 = О , а точку z2 Er точку w2 = оо. 

Решение. Возьмем nроизвольную точку z3 , отличную от точек z1 и z2 , 

и nредnоложим, что она nереходит в. точку w3 , отличну19 от точек w1 и w2 • Тогда 
по формуле (7) с учетом замечания будем иметь 

W - 0 Z - ZJ z3 - Z2 

.-1- . 
w3 - О  = 

z - z2 • z3 - z1 

откуда 

где 

z - z1 
w = K--, 

z - z2 

к ZJ - Z2 
= -- wз. 

z3 - Z1 
(8) 

т. е. К есть пr}оизвольное комплексное число, К :f:. О. 1> 

Пример 1 2  . . Отобразить верхнюю полуплоскость Im z > О на _единич­
ный круг 1wl < 1 так, чтобы точка Zo (Im zo > О) перешла в центр 
w = О круга. 

Решение. Так как точка z0 nереводится искомой дробио-линейной функ­
цией w = w(z) в центр круга, т. е. iii(Zo) = О ,  то соnряженная ей. точка !11 
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должна перейти в точку w. = оо (цо своЙству симметрии) . Далее воспользуемся 
формулой (8) и получим 

z - z0 
w = K--_-, 

z - zo 
где К - постоянный множитель. При любом К эта функция отображает верхнюю 
полуплоскость на некоторый круг с центром в точке w = О. Подререм К так, 
чтобы круг был единичным. Для этого достаточно потребовать, чтобы точка z = О 
(граничная точка областц Im z > О) перешла в точку единичной 'ОКружности 
/w/ = 1 .  Тогда 

1 = /w/ = /K/ ·.j;: j . отКуда /К/ = 1 , так что K = eia, 

где а - любое действительное число. Итак, 

t> 

Замечание. Найдем производкую w' в точке z0 = а +  iЬ (Ь > О) . 
1 . . 1 ei(a-r /2) 

или w'(zo) = -е•а · е-'"'12 = --- . ' 2Ь 2Ь . · 

(9) 

1Г 
Значит, arg u/(z0) = а - 2 ,  так что по геометрическому смыслу rrр�изводной 

при отображен�:�и (9) угол поворота кривых в точке z0 равен а - 2 .  
По теореме Римана существует единственное отображение w = w(z) · полуплоскости Im z > О на круг /w/ < 1 ,  удовлетворяющее условиям 

1Г . 
w(z0) = О, arg w' (z0) = а - 2 .  Отсюда следует, что всякое дробио-линейное 

отображение полуплоскости Im z > О на круг jwj < 1 имеет вид (9) .  

Пример 1 3. Отобразить единичный круг lzl < 1 на единичный круг 
lw l < 1 .  

Решенне. Пусть искомое дробио-линейное отображение w = w(z) пере­
води1 точку z0 , находящуюся внутри круга /z/ < 1 ,  в Центр круга \w\ < 1 ,  так 

1 . . 
что w(z0) = О. Тогда точка z0 = =- ,  симметричная относительно единичной zo 
окружности \z/ = l ,  перейдет в точку оо, т. е. w(z�) = оо. Тогда по формуле (8) 
получим 

z - z0 z - z0 
w = K--1-,  или w = K1 t-=- , 

z - - - zzo 
:Zo 

где К1 = -КZ0 - некоторое постоянное комплексное число. 
Подберем постоянную К1 так, чтобы круг в плоскости w бъm единич­

ным. Для этого достаточно nотребовать, чтобы точка z = 1 nерешла в точку 
на единичной окружности /w/ = 1 .  Тогда получим • � 1 - zo l 1 =  /щ/ = /К1 / · --::- , 1 - z0 
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откуда rк. r  = l ,  nотому что l l - zol = 11 - :Zo l· СледоваТельно, к. = е'" ' где д ­
любое действительное число. 

Итвк, 
· z - zo w е'"---1 - zzo , ( lO) 

где lzol < 1, а - любое действительное число. 

Замечание. Так как 
ei"' w'(z) = ----, 1 - ZZo 

' ·  е�о. 
то w (zo) = 1 - \zojl ' 

т. е. arg w1(z0) = а  . . Это означает, что nри отображении (10) угол поворота 
кривых в точке z0 равен а. 

' По теореме Римана существует единственное отображение w == w( z) 
· единичного круга lzl < 1 на единичный круг lwl < 1 ,  удовлетворяющее 

условиям w(z0) = О, atg w1(zo) = а. 
Следовательно, всякое дробно�линейное отображение единичного круга 

fzl < l на единичный круг w < 1 имеет вид (10). 

ПрИмер 14. Найти функцию w = J(z) , отображающую конформно 
единичный круг на себя и такую, что 

' 
J 
(.i -2 l ) 1 ( i - 1). 1\' 

О, arg J 
2 = 2. 

Решение. По формуле 

w =  1 - zzo 
(а - люб® действительное число) nолучаем отображ7ние единичного круга 

. t ..;.. l lz/ < l на единичный круг /wl < 1 ,  так что точка Zo = -2- переходит в центр 
w = O. Имеем 

· 

Так как' 

то 

i - l 
- j( ) - ia z - 2 w - z - е . I + i '  l + z · -· -2 

или /(z) 

1{ ) ia 2 . / z = е  [2 + (l + i)z]2 ' 

'
( ) ' ( i - 1 ) ia f zo = f �2- = 2е . 

ia 2z + 1 - i 
е 2 +z(l + i) · 

. (· i - 1 ) 
Согласно условию arg f' -2-. � . w � 2 nолучаем arg (2е"') = "2 ,  откуда а = 2, 
а nотому 

. 2z + l - i  
f(z) = t 2 + (I + i)z ' или /(z) = 

l + (2z + l)i . 
2 +  z(l + i) 
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радачи дnя
' 
самостоятельного решения 

.70. Найти дробно-лицейное nреобразование, переводящее действительную ось 
' единичную окружность. 
iflайти образы следующих областей при заданных дробио-линейный отображе­
Jiиях: z +1 471 .  Кольцо l < lzl < 2 nри w = --

2
. 

. . z +  
. z + i  472. Внешность круга lzl > 1 при w = -- · -. . 

z - �  

· z - 1  473. Круг lz l < 1 лри w = --. .  z + •  
474. Оnределить, во что · переходит внутренность круга lz l < 1 при дробно­
·,пинейном: отображении, которое переводит точки z1 = 1 ,  z2 =· i, z3 = оо 
tоответственно- в точки w1 = О, w2 оо, w3 = 1 .  
;475. Найти точки, симметричные с точкой z = 1 + i относительно следующих 
if:fиний: 
а) ж =  О; б) lzl = v'2; в) lz - 1 - il = 2.  
· 476. Найти общий вид дробио-линейной функции, отображающей: 
а) верхнюю полуплоскость на нижнюю полуnлоскость; 
·�) верхнюю полуплоскость на правую nолуnлоскость� 
477. Найти отображение верхней полуnлоскосrи на себя, если: 

w(O) = 1, w(l)  2, w(2) = оо. 

_1478. Найти отображение на единичный круг · 1w1 < 1 верхней nолуплоскости 
)m z > О так, чтобы 
l . � 
�:!!). w(i) = О, arg w' ( i) = - 2 ; б) w(2i) = О, arg w' (2i) = О . 

�479. Найти функцию w f(z), отображающую верхнюю полуплоскость на еди­
:;иичный круг так, .чтобы точки z1 = - 1, z2 = О, z3 = 1 переходили в точки L . - . �:W1 l ,  w2 = i, Wз = - 1  окружности. 
(,.80. Найти функцию w = /(z), отображающую круг l z l  < 1 на нижнюю 
r··иолуплоскость так, чтобы точки 1 ,  i, -i перешли в точки 1 '  о. - 1 .  

-

i481 . Найти дробио-линейную функцию, отображающую круг 'lz l < 1 на nо­
�Jiуnлоскость Im z > О так, чтобы точки ...: l, 1 ,  i перешли в точки оо; О, 1 .  
r�82. Найти конформное отображение круга lzl < 5 в круг lwl < 1 так, чтобы 
�75, 4 + Зi, 5 перешли в точки -1 ,  i, 1 .  
�-483. Найти функцию w = f(z) , отображаюшую конформно единичный круг 
��а себя и такую, что 
[i .  ( 1 ) . ' ( 1 )  1r 1 � 
ra) f 2 . = 0, arg f 2 = 2 ;  б) /(0) = 0, arg f (0) = -2 ; 

[484. Найти дробио-линейную функцию, отображающую круг lz - 11 < 3 на круг 
�;1wl < 1 так, чтобы точки - 1 ,  5, iyS i1epellU(И сооtветственио в точки 1 ,  i, -1 .  
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� 
1 - z 

485. На какую область в плоскости w отобразит функция w == i-- верхний 
1 +z 

. полукруг iz i < 1 ,  Im i > О? 
7Г 

486. Найти образ области D: l :s.:;; iz i  :s.:;; 2, О :s.:;; arg z :s.:;; 4 при отображении 

1 . 
w == - + 1 . z 

4° . Конформные отображения, осуществляемые основ­
ными элементарными функциями . 

. 1. Степенная функция 
( 1 1) 

где n � 2 - целое положительное число. 
Отображение, осуществляемое степенной функцией, является кон­

формным во всей nлоскости, кроме точки z = 0.: при z # О ·имеем 
w' = nzn-l ; пр

·
и z = О  w' = О . Дри z == О  конформность нарушается, так 

как при отображении с помощью функции ( 1 1 ) углы увеличиваются в n 
2� 

. 
раз. Угол О < rp < - функцией ( 1 1) отображается взаимно однозначно . n 
на всю плоскость z с разрезом по Положительной части действительной 

2� 
оси, причем лучу rp = О  соответствует верхний, а лучу rp = - ..:.. нижний 

. n 
край разреза. Такое же отображение получим для каждого из углов, на ко- · 

2k� 
торые плоскость z разбивают лучи rp = -- (k - цело� число) , причем 

. n . 
. 2(k - 1)� 2k� 

при отображении угла < rp < -- (k == 1 , 2, . . .  , n) на плоскость 
n n 

2(k - 1)� . 2k� 
с разрезом лучу rp = соответствует верхний, а лУЧУ rp < - -

n n 
нижний край разреза. 

� 
Пример 1 5. Отобразить сектор О < arg z < '4 на единичный круг 

lwl < 1 так, чтобы точка z1 = ei1r/S перешла в центр w1 = О,  а точка 
z2 � О - в точку w2 = 1 .  

7Г 
Решение. Сектор О < arg z < '4 (рис. 19, а) с помощью функции t == z4 

отобразим на верхнюю полуплоскость Im t > О (рис. 19, б). Точка z1 == ei"/8 
nерейдеТ В ТОЧку t1 = zi = i , а Z2 = 0 перейдет В ТОЧку t2 = 0. ' 

Затем отобразим полуплоскость Im t > О на круг lwl < 1 так, чтобы точка 
t1 =· i 'Перешла в центр круга (рис. 19, в). Воспользовавшись форм�лой (9), 
получим 

. i t - i 
w = e '�' -- .  

t + i 
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Требование, чтобы точка t2 = О перешла в точку w2 = 1 ,  дает ei'f' = - 1 . 

Подставляя в выражение для w значение ei'f' = - 1  и t = z4, получим окончательно · z4 - i w = ---. z4 + i  t> 

Пример 16. Найти функцию, отобража�рщую верхнюю nоловину круга 
l z l  < 1 , Im z > О, fla верХ!-iЮЮ n9луnлоскость'Im w > О. 

Решение. Заданная область представляет собой двууrолъник с вершинами 
. . . . . . . � в точках z1 = -1 и z2 = 1 и ·уrлом при вершине а =  '2 (рис. 20, а) . 

1 + z  . 
Вспомогательная функция t = -. - осуществляет конформное отображение 1 - z 

этого двууrольника на первый квадрант nлоскости t (рис. 20, б}. Функция w = t2 
· ( l + z ) 2 или w = 1 _ z . дает искомое отображение (рис. 20, в). 

б) в) 

Рис. 20 

2. Радикал 

Функция w = eJZ', обратная к стеJ;Iенной функции z = wn , явля­
ется n-значной, т. е. каждому z = pe''�'(z # О и z # оо) отвечает n 
значений w по формуле nr;; ( • ip + 2k1Г • • ip + 2k1Г) Wtr. = у р COS + t Sln , k = 0, 1 ,  . . . , n ";"' 1 .  . .n n 
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Каждая из функций wk есть ветвь многозначной функции w = {YZ. 
Точка z = О является точкой ветвления этой функциИ� 

На расширенной z -плоскости с любым разрезом от z = О до z = оо, 
'в частности, с разрезом вдоль положительной части действительной 
оси, можно выделить n однозначных ветвей w1c . Эти �тви однолистно 
отображают расширенну19 плоскость с разрезом .вдоль положительной 
части действительной оси на секторы , 

2(k - 1)1г 2k1Г 
-'---'-- < arg w < - (k = 1 ,  2, . . . , n) . n , n 

Пример 1 7. Отобразить верхнюю полуплоскость Im z > О  с разрезом 
по отрезку от точки z1 = О до точки z2 = ai (а > О) на верхнюю 
полуплоскость Im w > О  (устранить разрез). 

Решение. · 1) С помощью отображения t = z2 удвоим углы в начале коор­
динат. При этом отрезок z 1z2 перейдет в отрезок t 1 t2 расщиренной t-плоскости 
от точки t 1  = О  дq точки t2 = -а2 , а луч arg z = 1r (отрицательная действительная 
полуось) - в луЧ arg w = 21r. Таким образом, исходная обласtь отобразилась 
на расширенную t -nлоскость с разрезом от точки t2 = -а2 до точки t = +оо. 

1 
2) · С помощью линейной функции т = t + а2 сдвинем начало разреза 

в начало координат. Расширенная т-плоскqсть nолучается разрезанной от точки 
т = О до точки т = +оо. 

3) С помощью фу�кции w = ../Т  (точнее, ее ветви, nринимающей nоложи­
тельные значения на верхнем береrу разреза) отображаем разрезанную т-nлос-
кость на полуnлоскость Im w' > О. Итак, 

· 
.w = vГr = � = ..j z2 + а2 . [> 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти �тображения на верхнюю поЛуnлоскость следующих областей: 

487. Плоскости с разрезом по отрезку [-1 ,  1 ) .  

488. 1 
Полосы О < х < 1 с разрезом по лучу х = z '  а �  у <  оо (а > 0) . 

489. Плоскости с разрезами по лучам у = О, -оо < х � а  и у = О, Ь � х < +оо 
(а < Ь) . 

3. Показательная функция. Отображение, осуществляемое показатель­
ной функцией 

w = ez , 
конформно во всей плоскости, так как w' = ez i О во всякой конечной 
точке плоскости z .  

Если плоскость z разбить на полосы 

2k1Г < у <  2(k + 1)1Г (k = О, ±1, ±2, . . . �, 
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. ·  

• 

Ploc.21 

YO.-I<aJftiJ!JI IU ЭТИХ ПО.'IС)С QтoGp83Jn'� фY!'kllмeii _, .. е' nJOIH!oiHO O.V<� 
щ:rшо н• uсю плоскосrь • с �w МО."'Ь ГЮIЮЖИТСЛЫIОII •mn-и �­
сnl!'fмьиОА ОСН. nри ЭТОМ �e.,,'onO HИICrt<:ii I'J'[IHИ\Ie у-;: 2.1:ct rtO.>Ocl4 
COO'fl><'i•c•n>'n' еерх1ш!\кр.1n �.а еер�неА rранкЦе ,у = 2(.1: + 1)" -
Н11ЖН111t lфlR ра�рс.за. При :.ТОМ Т!>чки :0 '" ZQ-!-iYQ. II.ZI = :to+;(y0+21..,.-j 
(k;, :1:1,:1:.2, . . .  ) nерехомт а од��у и ту JU то<JКУ n.�OGKOcfll u.. Эrо.оана­
чаеr, 111'0 nOKQ13ТCЛЬ�8JI фу11�ЦИК MMЯercU f>Cci\OijtЧ�OJ"ICTIIOI! nернрдН· 

. ческоlt ФJ'!;Iкitиel\ KOMIL1CI(CHI:)It nеремеННОЙ z' С ·.r./Hin.ndM nерИодОМ 21fi. 
OG.oa.:-n.ю ее uмол�tсrнuстн •м•ется Mlбolq noiroca 11о 

· 
.;;· v· <· Уо + 2.-, 

оrобрnжаюшаяся на nолную. плоокость w с ра1рс:Ю6\ no. лучу 41& "'" "' у� 
(рис. 21). . ·. · 

. 
: · 

От"'етим, ••то.nоказатсльная.функuия w = е' не .. оl!ращастся в·нуль 
н� при хако

'
м. эн:.Чсkии z .  

'Прмwер 18. 8о чtО !\р&обрэзуеТСА !\Onynoлoca 

O < lm z < 211', Rez.< O 

С IIOWOШioiO ф\'НIО.ф_IИ 1D = t:'? 

' . 

D) 
б) 

.
. 

Pioc. 22 

f'eu!eн:J!:. Ло.tОжкм z = s + iy, .; =с·' • е• · е• = �. TQI"Зt 

р т= е', <р ., ,, 1110 -О<> <'z <О, О < 1  < 2r. 
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та� чrо 0 < р < 1, 0 < '1' < 2ir. ,0•!е•114ЧО, ТО'КИ W t: м"'·, yJ(oмet·ьop!ilouщe s'tit>< 
ycno'RЦilM, зan<iJLH"IO'f кpyr' lw� < 1 t pr&'J>C.ЭOM no OТ'pefЖY·flJ).'f.мoi:i, coc.hм.tUI.юшtJi 
T<NXH w ::  О н W =:..1. Bc.t.!otOMAc..'!'C, обоt\демк.ок'l)'р 1 OбJr&Cirи 'D в лО.iJОЖИRЛ.ьном 

· и�rrPS8.110t{JIR, н>�и�IIJI с у•тст .. 1 (-«> < :z: < О, у ;,< О), !IМ«: ll (;о .; О, 
О <  11 < 2r) н, наконец, 111 (v • 2'1', • z измам.ястtlf fit ·О до -00). 0'11�вкiноt 
зтям )"'H\CTUM 8 МОСIСОСТИ w fiylJYF c.oor�DaтL )"{а.Сtхк r. 1 I' t 11 r; rц,е 
уч.асrок I' C08-n.ц;lt'Т . с а�рхниu tфN!:)ol Pl1pe.r.... а l! I�: .. с iJ'ИЖI,яWi''xpae� 
(ркс. 22). С> 

4. ЛОIТiрнф""<'<еСХВR ФtftщН" 
w = L n z  

определяется IOIK фуюсuия, обратная ПОJ<а?ЗТедьноl!. Дilя oпptJle.q�инocm 
6}')\elot расс�о�а-триоr.tть r.•:�nнqe зна�о•н•е лornpllф�ota:.t, т. е. то значение, 
к<Лорое coQTJie'!CТByeт rлавному зкa•JtHJIIO ар tуиенrа · 

· lt1z = ln (zl + i.a�z, -11' .< a�&.: '<i; "'. 
. . . . ... : J .

. 
Эt1lфy!ikц�� � ан;\,11Цкче<:<•Я IIОDСехко/fеЧкыхточ�:ах z � О  и w' = - �0. . z 
Значкт, отображение с помошью функции iu = ln • конформне зо ж:ех 
таJ<их ·rочках. OrмCТII��t, 'rТО точю• z = О и z = оо явruJrотся точками · 
ветменяя функЦии w = [,.ri z, приче"' Ln О =- оо " 'Ln оо =-. оо. 

Лоабое o<ot<cчttoe ч�CJIO' обходов (в оаиом и rом � наnрамении) 
воКруг JQ'IIOI Z = 0 !le ПРИI!СдеТ 81108� К ht)'I•OHaчaлыtO� BCTRk фун�UИiо! 
Ln z. ТаkнС ТО')f(и ветмен н• 118�ы"аютсsi лo.oapilфмuчeci<U.WU. 

. 

Прммер 19. Найn< функциоо, отобра�оощую ппоi;l<ость z с разрезом 
вдоnь отрицательной части вещесmенно/JI осы ar точкvо t '"' (}  до tQ'<K� 
z =- -оо на nолосу -:"' < v < .- в nпоско'GТИ w. 

Реwен�е. При рассмотрс:нин. nок�тс..:чьноn функщm W :  е; бщо у1С)зотrо 
(c. J40), •JТОЛюб8А ЛОЛ()j:В 1/11 ' V  < Vo+2.- nrOбp;IЖ!IOTCO >ТО� oj>Y>IJ<1ЩCЯ JIO П9JIJ!YК> 
ллоскостъ w с разреюм по �у Jf'l Wl) = �· 

. ; . 
.. ;., · 

.. 

• Рою. �3 

Расс)оf()tрнм o6pat11oo 0'1'0бражсttие, • H.)ft'ffltO, o1'0Lбpa;cetme l10.80CЬl 
·ио ' "" < � т 2r' r.a.c ue - -1t' .U.ос,косrн 't8l на .8CJO niюс:хост-ь z с. рв:iрезом 
liQ . .JI)"'Y I0J1 Zo � q, а _:w (рнt. 2.3). 0чei1<.DIIO, -ro•� �Rire �r фytrtCIIКЯ 

. .. . 
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' = е•; CЛCJ:IONПJJwtO, ttca:oиoe 0'1'0бра:.«н.кс_ ОуJКТ w 'Ж 11' :. :::: ln l.al + i al'g z. 
· Кonul' ...,.. .. • npc6Jnocт no tiJIJIOitNY бсрс,У J>OJPC:I'I .r от "' "' -оо 110 <> ",;О. то 

8 JUioci<OCТtf 1&1' tOOТИТC'tiYJOWU ТО"'.КЗ OQ_ИDJCТ n"HUIO r ut' 1.1 � �� А0 .ц = -оо 
(• = -•) - Д...сс, Jtooo.a TO'IU z npoбcnoy_no l<plЖ.IIy бсреrу pii)P<33 Il l1f ж =  О . 
J10 S • -001 ТО 1 fUIOCKOCТИ tD CODТ8eтtТIS)'JOW8A ТO'IKI OПHt1t� Л1tHf00 /Г 
от u с -оо АО u � +ос (� = �r), так. что oбnacn D н C001"8пcrt�)'J08AWI ей 

-об.1асn G остакm:о при oбxQJJ.e к<»т-ров cnpa100.- ·1> 

5. Т1)11rонометрнчвокме фукщми 

w = sin z, w = cos .z. 

Д.1R nюбоrо КОММtКСНОГО Z . 

�-� _ e-iz J� + e-i& 
sin • = '--=- cos z = ---':::---- 2i, , 2 

nрм-р 20. Во что отображается ooлynoi10C8 О < ж < •, у > О 
(рмс. 24) с noМOW"O ф}ttiCЦIIIt cos z? 

РоШ!/Н!!(!. н ....... CQS. = ro<(r+ iy) = coezch r -llln""' ,_ ECJOM ТO'IICI : 
np()(\erwrY'flero� rренкщr 1 от g = �"" v =о (пР'! z = 0), тосоот.....,1'11)'10�я 
'IO'Iкa • 111\ОС:КОС:Тk 10 n!Юбс� yчactot< f от u = +оо �о � = 1 (nрм v =О). ·ec.on 
1'0'118 Z Гlpoбel'l<r r<t<ТOK /1 or·:r = 0.10 r = ·r {Лptl у=> 0), ТО 10 �сое" ontuueт 
rooctoк 1 f at u • 1 �о u = -1 (nри. • = О). Наконец, o<:IIJI ·roчu 1 nробе� 
участок 1/1 ar v • О ;ю v � +<>о (nри " = .-),то ur s -еЬ v 11po6eroer учааок 
ur ar u "' -1 11.0 u � -оо (при • =0). Ита-.. СС.1Н ''""'" • обхо.:щт rро.кицу 
ПoлytlOJIOCbl 0 < Z' ( .... 4 $' ) 0 ТАК� ЧТО 119JfYROAOC.,a .ОСТIСТСА C'AC:tn\1 'ro ТO'lJ.a W 
npoбrr:ltT cnpau мале.О JIC)O де.йсnтте._1tЫrую ось. и no:rmwy и:t npttнuипa J11.K)IIIO 
ОД.}iОЖа•н•оrо c.aoт�ТC"Т'''tUI �шщ c.n�. что фупкц1t1 ttJ • COI t nтображаеr 
pacto<trp�вtt")'IO поАупопосу !tЭ юtж�<юю ПO.'I\'1\�0<:k<IOI'Io w. 

Лнllle>rii�KO 'nOКII) .. -ТC., Ч'\'0 ЛOJIYil().IOCa 0 < Z < •, 1/ < 0 фуюс:ц>�ей 
w ::t c.os z. o1'06Puak"" ко .ае.рх•пою oCJJyrutocxocn. w. ' 

· СторОне nanynмoew а: � �. у < о COOТJJtrcnyeт orpeюk -оо < u < .-1 . 

A<�cnl<teAьнoA оек ПI\Ое.:ос:тн ... сrороко О < :о < �. v • О (np<>xo.tкмo!l 
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от . 7Г к О j соответствует отрезок - l  < u < l . и стороне z = О, у < О - отрезок 
l < u < +оо . Отрезок - оо  < и < - l  действительной оси nлоскости w лробеrается 

дваждьi, а именно, на него отображается сторона z = 7Г, у > О лервой лолуполосы 
и сторона z 7Г, у < О второй полуполосы .  Чтобы отображение w = cos z было 
взаимно ОДНОЗНаЧНЫМ, .НадО В IЩОСКОСТИ W СдеЛать разрез ВДОЛЬ деЙСТВИТелЬНОЙ 
оси от -оо до - l ,  а также от 1 до +оо.. . . . . 

Итак, функциЯ w cos z отображает полосу О < z < 1r на всЮ плоскость w 
с разрезами по действительной оси от -оо до - l  и от 1 до·· +оо . t> 

6, Функция Жуковского 

(12) 

· является аналитичесжой во Щ:ей плоскости, кроме точки z = О,  где она 
имеет полюс первого порядка. 

Производмая функции Жуковского w' = � ( 1-:2) # О при· z # ± 1 ,  

а значит, отображение, осуществляемое этой функцией, везде конформ­

но, кроме точек z = ± 1 .  Фущщия w = � ( z + .; ) отображает конформно 

область izl < 1 на всю плоскость w, разрезанную по отрезку [ - 1 , 1] дей­
ствительной оси: · Граница области - окружность lzl = 1 - отображается 
на этот отрезок, nричем верхняя полуокружность отображается на ниж­
ний, а нижняя ...... на верхний край разреза. 

Аналогично область lz! > 1 отображается на второй экземпляр плос., 
кости w, разрезанной по отрезку (- 1 ,  1] действительной оси, причем 
верхняя полуокружносц. izl = 1, Im z > О отобраЖается на верхний бе­
рег, а нижняя полуокружность lzl = }, Im z '< О · на нижний берег 
разреза (рис. 25). 

и 

Рмс. 25 
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и фокусами в- точках (- 1 , 0) и ( 1 , 0) .  Лучи arg z = rp (к:роме"' rр = О; 
7Г 

± 2,  7Г) отображаются на соответствующие ветви гиперболы 

u:z v2 -· - - -- - 1· 
cos 2rp , sin 2rp - ' 

7Г . 
лучи arg z = О, arg z = ± 2 ,  arg z = 7Г .  отображают� я на дважды пробеrае-
мые бесконечные отрезки действительной или мнимой осей. 

Пример 2 1 .  ПолliЭуясь функцией Жуковского, найти образ области 
7Г 

О <  lz\ < 1, .  О <  arg z < 4· 
Решение. Подставим z = re1'P в 

функцию Жуковского 

w = i (z + �) 
и вьшелим действительную и мнимую 
части; получим { u = � (r + ; ) cos У'· . 

v = � (r - ;) sin У'· 

Обходя контур сектора в поло­
жительном направлении ОАВО 
(рис. 26), получим: отрезок ОА 
переЙдет в бесконечный отрезок 
действительной оси, пробеrаемый 
от u = +оо до u = 1 (рис. 27); Ду­
га АВ окружности lz l = 1 переЙдет 
в отрезок действительной оси А' В' , 
а отрезок ВО nерейдет в кривую 

u = v; (r + ;). 
v = V:(r - ;) 

1 ' 
или u2 - v2 = (гиnербола). . 2 

РИС. 26 

Рис. 27 
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СогЛасно nринцилу взаимно однозначного соответсr�ия границ nолучим, 
что заданный сектор nереводится функцией Жуковского в область 

2 '  2 1 u - tl  > -
2 '  

.fi 
и > т· v < о. ! 

Прwмер 22. Отобразить на верхнюю полуплоскрсть единичный. круг 
в разрезом, идущим от центра по действительной оси. 

Решение. 1) С помощью функции w1 = .;fZ отобразим единичный круг 
на верхний полукруг. При этом верхний берег разреза ОА, т. е. отрезок [ 1 ,  О] , 
остается на месте, а нижний берег О А! перейдет в отрезок [-1 ,  О] на плоскости W1 • 

2) С ПОМОЩЬЮ функцИИ w, + 1 w2 = --w1 - 1  
отобразим полученную в 1) Полуокружность в первый ква.ri.рант плоскости W2 • 
При эrом точка w1 = 1 ПереЙдет в точку w2 = оо, а точка w 1 = - 1  переЙдет 
в точку w2 = О. 

3) Наконец, с nомощью функции w = w� отобразим nервый квадрант 
на веJ>\!:нюю полуплоскостъ. 

Окончательно nолучаем 

. w = w� = (w, + 1 ) 2 = (V%"+ 1 ) 2 w, - 1  Vz - 1  
Пример 23. Найти функцию, отобра­
жающую область, заключенную мему 
двумя окружностями, пересекающи­
мися в действительных ·точках z = а 
И z = Ь (а < Ь) под углом 1ГЛ, 
О < Л < 1 (рис. 28), на верхнюю 
полуплоскость Im w > О так, чтобы 
точка z = а перешла в точку w = О , 
а точка z = Ь ':""" в точку w = оо .. 

Рис. 29 Рис. ЗО. 

[> 

Рис. 28 
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Решение. l) fii>еобраэуем луночку аЬ в угол величинЫ· .\11', О < Л < 1 ,  таJ<, 
чтобы точка z = а nерешла в точку w = О, а точка z � Ь nере'шла в точку w оо. 

. z - a  · 

Это делается с помощью функции w1 = (рис. 29). - z .· 

2) Преобразование w2 ::: ui1ei� nоворачивает уrол Vj раствора ..\11' против 
часовой стрелки на уrол · �. Таким образом, в плоскости W2 мьr nолучаем угол V2 
тоrо же раствора, чт6 И" уrол V1 (рис. 30). 

З) Преобразова)fие . w  == wY� nереводит уrол V2 в nалуnлоскость. Таким 
образом, искомое nреобра�ование иtsteeт вид 

' . w = c(z - а) ''>., 

b - z  
rде с · - некоторая комnлексная nостоянная, которая выбирается так, чтобы 
отображение осущест,влялось на верхнюю прлуnлоскость. t> 

nример 24. НайтИ функцию, · · ото� 
бражающую ко�формно на верхнюю 
nолуплоскость область D: lz l < 2,  
!z - 1 \  > 1 (рис. З1). 

Решение. 1) Функция 
· z  

w, = 
z --' 2 

отображает заданную область в nолосу 

п , :  {о <  и < � · -:оо < v < +оо}. 

Действительно, nоложив z = 2е1'�', получим Рис. З1  

2е''�' е;'�' ' 
-.-. -. - = -.-. - (0 � � <211'). 2е''�' - 2 е''�' - 1 

Отдёляя действительнуЮ и мнимую части, будем иметь 

1 
u =  2 ' 

cos .Y!.. 
v = -� . 

2 sin 2 

Таким образом, окружность jzj 2 nреобразуется функцией tu1 = 

u =  2 ' 
v =  

х 

в nрямую 

пробеrаемую снизу вверх (рис. 32). В частности, точки z1 = 2i, z2 = -2 и z3 = -2i 
1 - i  . l l + i . . ' 

nерейдут в точки w =· 2, w = '2 ,  w = . Эта же функция nереводит 
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окружность lz - l l = 1 в nрямую и =  О, -оо < v < +оо. &саkrом деле, nодставпяя ' 
в (13) значение z 1 + ei� , nолучим 

откуда 

. . со r.p . е'" + 1 . 
s 2 w1 == u1 + tv1 = -. -- = -�--"'-, e•'f - 1 siri !:. · 

· 

r.p cos -
u, = - -· _2_· ' 

sin f 2 . 

2 

rде r.p иЗменяется от 211' до О. Значит, коrда точка z npOGeraeт окружность 12, 
·то соответствующая точка w.. nробеrает nрямую Г2 (ось' ti1 на nлоскости W1 ) 

z 
сверху вниз. При отображении w1 = --2 внутренняя точка z = -, l обла-. z -

1 стн D переходит во внутреннюю точку w1 = З nолосы П1 (рис. 32). Сле-

дователъно, 
полосу п • .  

z 
функция w1 = .  --

2 
осуществляет ощбражение области D на 

. z -

- ·  

Рис. Э2  Рис. ЗЗ 

2) Функция: w2 = 211'iw1 переводит вертикаJlьную nолосу 

П1 : {О < u1 < �, -оо < v1 < +оо} 

в rоризонтальную nолосу 

П2: { -оо < и2 < +оо, О < v2 < 11'} (рис. 33). 

З) Функция w ::::: е'"2 nолосу П2 переводит в верхнюю полуnлоскость плос­
кости w. 

Итак, окончательно получаем 

1> 
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Задачи дnя самостоятельноrо решения 

490. Найти функцию, отображающую единичный круг на nлоскость с разрезом 
вщть положительной действительной nолуоси. 
491 . Найти функцию, отображаюЩ)'tQ угол между.лучами 

z = z0 + e1"''t, z :::::: z0 + е1"'21 , 
где t � О, О < �� < 1Р2 на верхнюю полуnлоскость. 
492. Найти функцию, отображающую горизонтальную nолосу {О � х < +оо, 
О �  у � 1Г} на верхний полукруг !z! < 1 . 
493. Отобразить на верхнюю полуплоскость полупощх:у· {О � х < +оо, О �  у.� 11'} . 
494. На что отображцет функцця w = ln z полукольцо · {r � р � R, О � � � 11'} 
в nлоскости z? 

· 

1Г 495. Найти функцию, отображающую область '2 < arg z < 1r на область 
11' 

O < arg w < 4 . 

496. Отобразить плоскость с nрямолинейным разрезом по вещественной оси 
О 'f( а < -:�:  < Ь на верхнюю полуnлоскость w. 
497. Отобразить nлоскость z с прямо;щнейными разрезами (-оо, Ь), (а, +оо), 
где а и Ь вещественны, Ь < а, на полуплоскость Im w > О. 

. 
• 

11' 498. Найти функцию, отображающую первый квадрант О � arg z �· 2 на круг 

lwl < 1 так, чтобы точкам z = 1 + i ,  z :;; О отвечали точки w = (1,  w = 1 .  

В следующих задачах найти область nлоскости w, на которую функция w = j(z) 
отображает данную область D nлоскости z :  1Г 
499. w :;; z

2 + 1 ,  D: четверть круга izl < l ,  О < arg z < 2 .  
50 2: 1i О. w :;; е , D: полуnолос� О < Im z < 4 , Re z < О 

. 
501 . w = ln z + l ,  D: частЬ кругового коЛьца l < !zl < e, заключенная в уrле 
О <  arg z < е. 
Найти функцию, отображающую конформно на верхнюю полуnлоскость каждую 
из указанных областей: 

. 1Г . 502. Сектор lzi < 2, О <  arg z < 4· 
503. Полосу а < Re z < Ь, а > О. 
Найти функции, отображающие: 
504. Круг ! zl < 1 с разрезом по радиусу от точки z = О до точки z = - 1  
на полуполосу -11' < v < 11'1 и <  О. 
505. Полуполосу О < Im z < 1r ,  Re z > О на nолуnлоскость Im w > О. 

1Г 506. Полосу -(XI < Re z < +оо, О < Im z  < 2 на nлоскость· w. с разрезами 
-оо < и �  -1 ,  t1 ::::: О и 1 � и <  +оо, v = О. 
507. Лунку, ограниченную окружностями lz - 11 = 1 ,  lz - 21 = 2 ,  на полосу · 
O < Re w < l . 
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508. Найти дробно-линей'ную функцию, отображающую область .D: { lz + 1 1 > 1 ;  
l z  + 21  < 2} на  полосу Р :  {О < lm w < 1 } .  

· · ·  
509. Найти функциЮ, отображающую лунку между двумя окружностями 
lz - 1 1  = 1 ,  !z + i/ = 1 на полуплоскость Re w > О  . 

. 5 1 0. Исnользуя функцию Жуковского, найти функцию, оТОбражающую кольцо 
u2 v2 . 

1 < !zl � 2 на область 25 + 9 � 1 с разрезом -4 � u � 4, v = О . 
51 1 .  Отобразить верхнюю nолуnлоскость Im z > О с исключенным nолукругом 

1 
1z1 < 2 в круг 1w1 < 1 .  

11' 
5 1 2. Найти конформное отображение сектора О < arg z < i на едипичный круг 
!wl < 1 так, чтобы точка z1 = е;"116 перешла в центр w1 = О,  а точка z = О 
щ:решла в точку w = 1 .  

11' . 11' 51 3. Отобразить полосу О < х < 4 на первьф квадрант О < arg w < 2" .  
·514. Найти области, в которые функция w = tg z nереводит: 

. 11' 11' 
а) nолосу -4 < Re z < 4 ;  б) nолосу О <  Re z < 11' .  

§ 1 4. Преобразование многоугольников. 
Интеграл Кристоффеля-Шварца 

Пусть на комnлексной nлоскости w задан многоугольник с верши­
нами в трчках А, , А2, . . .  , An ,  пронумерованных вдоль nоложительного 
наnрамения обхода многоугольника, т. е. так, что nри обходе много­
угольника его внутренность остается слева. Пусть аr?Г, а21Г, . . .  , an11' ..,.. 
внуrренние углы nри вершинах А1 , А2, • • •  , An соответственно, где 
а 1 ,  а2, • • •  , an - действИтельные числа. Так как сумма всех внутрен­
них углов n-угольника должна быть равной (n - 2)11' ,  то 

�� + а2 + . . .  + an = n - 2 (n > 2), 
1 

где каждое . из чисел а1 , а2, . . .  , an не больше 2, то есть О < а�с � 2 
(k = 1 ,  2, . . .  , n) . Здесь угол а�с?Г получается прИ вращении против часовой 
стрелки отрезка AkAk+l до совпадения с отрезком A�c-rAk (рис. 34) . 

Теорема 1 .  Пусть функция w = J(z) конформно отображает верхнюю 
полуплоскость Im z > О на внутренность ограниченного многоугольника 
с углами а�с1Г (k = 1 '  2, . . .  ' n) при вершинах. Далее, пусть фиксированы 
точки а �с действительной оси Ох: 

-оо < а1 < а2 < . . . < an < +оо, 
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соответствуЮщие вершинам многоуго/lьника. Тогда функцию f(z) мож­
но представить интегралом Кристоффеля.:..Нfварца' 

z 

f(z) ::::, C.L J (т - аt)а1 - 1 (т - а2)а2-1 . . .  (т - .a11y.- t  dт + С,, 
, 

. о . 

где С1 и С2 - 'Некоторые комплiжсные постоянные. · 

Точки ak предnолагаются 
известными, хотя в задачах о 
конформных преобразованиях 
обычно заданы толькр . верши­
ны многоугольника Ak . Три 
числа из ak (например, а1 ,  
а2, аз) можно задать произ­
вольно; остальньiе n - · 3 чlf­
сла ak , а также постоянные 
с, ' с2 определяю:гся условия­
ми задачи. 

Формула Кристоффеля­
Шварца лрименима и для мно­
гоугольников,. у которых одна 
или несколько вершин лежат 

о 
Рис. З4 

и 

в бесконечно удаленной точке, при условии, что уГол между стор'онами 
мноrоуrолъника . в  бесконечности определяется как угол между этими же 
сторонамlf или J1X · продолжением в конечной точке, взяты;:t со Знаком 
минус. . 

Если одной из вершин многоугольника соответствует . бесконечно 
удаленная точка, то соответствующий множитель в nодынтегральном 
выражении выnадает. 

Пример 1 .  Найти функцию w = f(z) , конформно отображающую 
верхнюю nолуnлоскость Jm z > · О  на область · 

О <  arg w < <111', где О < ·� <  2, 

nлоскости w .  

Решение. Так как данная область является многоуrолъником с вершина­
ми A1 (w = О) и A2(tii = оо) , то ДIIЯ решения можно использовать ИнТеrрм 
КристоффеJiя-Шварца, который определяеТ искомую функцию в виДе 

� 

fD = i(z).= cl /<т - a,)'r-1 dr + с2. 
о 

Допустим, что на оси Ож плоскости z вершинам А1 и А2 соотве:rствуют, 
например, точки а1 и а2 такие, что 

(1) 
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Тогда 
z ( ) 1 а-1 ' cl а ' w = 1 z :::: cl т dт + с2 = �z + с2. 

о 

с1 Из условия w = О  nри z = О  получим С2 = О . Функция w = -za определе-а 
на с точностью до постоянного множителя, ю;порый определя�т преобразование 
подобия. Такой произвол связан с тем фактом, что условие ( l) задает соответствие 
только двух точек границы, а функцИя, осуществляющая конформное отобра­
жение, однозначно определяется соответствием трех пар граничных точек. Если 
потребовать дополнительно соответствия еще одной пары точек, например, w = 1 

с1 . · 
И Z = 1 ,  ТО .ИЗ ЭТОГО УСЛОВИЯ найдем l = - 1  а , откуда С1 = а . .  

о 
Таким образом, функция w = za конформ но отображает верхнюю полуплос-

кость Im z > О на данную область плоскости w.  1> 

Пример 2. Отобразить nолуnолосу О < и < 1Г ,  v < О nлоск<?СТИ w 
на верхнюю nолуnлоскость Im z > О , если задано следующее соответ­
ствие между nарами точ'ек nлоскостей w и z :  

w(AJ == О, А2  = -ioo, Аз = 1Г)  -+ z(a1 == 1 ,  а2  = оо ,  аз = - 1).  

@) V  

и 

б) 
Рис. З5 

Решение. Полуполоса О <  и <  тr,  v < О  плоскости w является «треуголь­
ником• с вершинами А1 = О , А2 = -ioo, Аз = тr (рис. 35). Углы «треугольника» . 

1Г 1Г 1Г 
при вершинах А 1 , А2 , Аз равны соответственно - , О, - , поэтому а 1 тr = - , 2 2 2 ' 

1Г 1 
. 

1 
а21Г = О, азтr = - , откуда 0! 1 = - , а2 = О , аз = - (здесь а1 + а2 + аз = 1 ,  как 2 2 2 . 
для любого треугольника). 

Группируем nолученные данные в следующей таблице: 
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n An an <Жn 
1 1 о l 2 

2 -ioo 00 о 

3 1Г - 1  
1 
2 

Используя формулу Кристоффеля-Шварца, пQЛучим - !; . 1 1 -

w == С1 (т - 1 ) 2- 1 (т + 1 )Г1 dт + С2 = 
о 
; . 

1 dт . == с) � + с2 = с) arcsin z + с2 v 1 - r2 
о . " ( . ё )  Ct = i . 

1 53 

Множитель, соответствующий. вершине «треугольника,.·,. лежащей в бесконечно · 
удаленной точке, в подынтегральном выражении выiщдает. 

Чтобы определить постоянные С1 и С2 , используем заданное соответствие 
точек: { о =  с) arcsin 1 + с2 , 

1Г = с) arcsin (-1) + с2, { 
1Г с, 2 + С2 = О, 

=> . 

-с,� + С2 = 1r, 
1Г . 

откуда С1 = - 1 ,  С2 = - . Следовательно, искомая функция 2 . . 
• 1Г 

w = - arcsш z + '2 = arccos z.  
Функция z = cos w ,  обратная к функции w = arccos z ,  отобрliжает nолупо-

лосу О < u < 1r ,  v < О плоскости w на полуплоскость Im z > О.  !> 

Мример 3. Отобразить конформно верхнюю полуплоскость Im z > О 
на многоугольник на плоскости w (рис. 36) так, чтобы 

w(A, = О, А2 = 1 ,  Аз = оо) 

соответствовало 

z(a, = О, а2 = 1 ,  аз = оо).· 

Решение. Рассмотрим данную область плоскости� w как внутреннюю 
область «Треугольника» с вершинами А1 = О, А2 = 1 ,  Аз = оо и углами при 
этих вершинах 

Отсюда имеем 
3 

<Ж t = 2' 
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Рис: зе 

По этим данным· строим следующую таблицу: 

n А,. ап а,. 

l о о 
3 

2 

2 1 1 
1 
2 

3 00 00 -1  

В этом случае интеграл КристоффелЯ-Шварца примет вид 
• • 

w = ё, /(т - 0)312-l (т - 1)1/2-1 d'l" + С2 = ё1 f т112(r .,- 1Г112 dт + С2 = 
о о 

= ё1 ·/1 � + С2 = Ct J• � dт + Cz (с, = �� ) .  
v т - 1  v l - т  . z 

о о 

Заменой ..;:i = t ,  т =  t2 , dr = 2t dt полученный и�теrрал сводится к интегралу 

• 
. ,Гz ,Гz ! f.'!-:: dт = 2/ � = 2·/ (..; 1 2 -.JI=t2) dt = 

v l - 1" . v l - t2 1 - t . 
о о Q 

= 2 arcsin Vi - 2 ( � .,;;-::;z + � arcsin ...rz) = arcsin ...Гz - ..,;-;:::;;.. 
2 . . ·. 2 .  
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Таким образом, 

w = С1 ( arcsin v'z - �) + С1. ' 

Использул указанное соотВетствие точек, нахQднм константы С1 и С2 • Имеем 

2 откуда Cz = -, С2 = О. 
7r 

В итоге nолучим 

{ О = C1(arc

. 

sinO - О) + С2 , 
.1 = C1 (arcsin 1 - О) + С2, 

w = ; (arcsinv'z - �· [> 

Пример 4. Отобразить верхнюю nолуплоскость Im z > О на область 
моекости w, указанную на рис. 37, при условии, что 

. w(A1 = -h, А2 = -оо� Аз = h, А4 = оо) -

- z(a, = -1 ,  а2 = О, аз =  1 , а4 = оо). 

у 

Рис. З7 
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Решение. Данная область (рис. 37) является «четырехугольником» А1 А2АзА4 
с углами 

откуда 
3 

�1 = 2 ' 
3 

аз =  2'  
(а1  + а2 + а3 + а4 = 2 , как для любого четырехугольника). 

Применяя формулу Кристоффеля-Шварца, получаем 

w = cl j<z + 1 )З/2-I (z - 0}0- 1 (z - 1)З/2-1 dz + cl =
. 

J г;--; dz j z2 - 1 
= cl у z2 - 1 - + с2 = cl гт--; dz + с2 = 

z zv z2 - l 

= cl ( v9-=t + arcsin ; ) + с2. 

Здесь мы использовалИ тот факт, что С2 - произвольная постоянная, что 
позволило заменить определенный интеграл неопределенным. 

Используя данное соответствие точек, нахоДим С1 и С2 • Имеем 

2h . .  
откуда cl = - ' с2 = 0'. Искомая функция имеет ВИД 

71' . 

w = 
2: ( #-=t + arcsin ; ) . 

Задачи для са�остоятельного решения 

t> 

515.  Найти функцию w = f(z) , конформно отображающую верхнюю полуплос­
кость Im z > О на область плоскости w (рис. 38) так, чтобы имело место соответ-
ствие 

w(A1 = О, А2 = i, Аз = оо) -+ z(a1 = О, а2 = l ,  аз = оо) . 
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Рис. З8 

516. Найти функцию w = f(z), конформно отображающуЮ верхнюю полуnлос­
косtъ Im z > О на область плоскости w (рис. 39) так, чтобы имело место соответ-
ствие 

и 

Рис. З9 

517. Найти функцию w J(z), конформно отображающую верхнюю полуnлос­
кость Im z > О на область плоскости w (рис. 40) так, чтобы выполнялось 

w(A1 = оо, А2 оо, А3 = i) -> z(a1 = О, а2 = l, аз =  оо) . 

Рис. 40 
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518. Hallrк фующню "'= /(•). kОНфорыhо от<>6рааюuфо a<pJUIIOoo 00.1YI\JiOC· 
kOCI'Io Im r > О ка oбltkn n.'IOC-m ,. (phc. 41) тu. 'llV6w JO<CIIO место CO<mo<r­
cn� 

w{A1 =-О, At а оо, At • со)- .:(or • О. а> • l.o1 •оо) . 

.·. 

- ' 

.. 

� 

. . � 

... 

_, .· . ,· 

.. 

.!' ·  ) --- � 

• 

. . . 



nриложение 1 
1 .  

§ 1 5. Комплексный потенциал. 
Er� гидродинамический смысл 

Пусть дано. стационарное плоское векторное поле 

а = Р(х, y)i + Q(x, y)j, (1)  

где i и j -·орты координатных осей Ох и Оу соответственно. 
Так. как точка (х, у) в плоскости хОу и ее радиус-вектор r = xi + yj 

являются изображением комплексного числа z = х + iy, где i - мнимая 
единица, то вектор а =  Р(х, y)i + Q(x, y)j в свою очередь будет являться 
изображенИем комплексного числа Р(х, у) + iQ(x, у) . Поэтому вeiqOp а 
наряду с ( 1) можно записать в виде 

· а  = Р(х, у) + iQ(x, у). 

Следовательно, векторное поле ( 1) моЖно задать, указав две действи­
тельные функции Р(х, у) и Q(x, у) дв)'Х действительных переменных х 
и у или одну функцию комплексного перемениого z 

· 
/(z) = Р(х, у) + iQ(x, у) . 

Приложенив функций комплексного переменнаго 
к гидродинамике 

Стационарное безвихревое плоское течение несжимаемой жидкости 
полностью характеризуется аналитической функцией 

f(z) = u(�. у) + iv(x, у) , 

которая называется комплексным потенциалом или характеристической 
функцией течения. Действительная часть u(x, у) и мнимая часть v(x, у) 
назьiваются соответственно потенциальной функцией и функцией тока. 

Линии u(x, у) = const называются эквипотенциальными линиями или 
линиями уровня. Линии v(x, у) = const назьшают линиями тока. 

Каждая частица жидкости движется по линиИ тока. 
Известно, что скорость V течения жидкости, задаваемого функцией 

f(z) в любой точке z = х + iy, определяется Как по величине, так 
и по направлению комплексным числом 

V V itp тт . ,--( ) ди . ди = е = .-oz + z Voy = f z = 
дх 

+ z 
ду

, 
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т. е. числом, сопряженным со значением производной комПлексного 
'потенциала в точке z .  Велцчина скорости равна 

• 
V = IVI = 1/'(z) l  = 1/'(z) l , 

а направление вектора скорости V образует с положительным направле­
нием оси Ох угол 

1.fJ = arg f'(z) = - argj'(z). 
Проекции Voz и Voy вектора скорости V на осц,координат Ох и Оу 

равны 
au 

Voz = npozV = ах ' 

или, в СИЛУ. условий Коши-Римана, 

Отсюда следует, что 

av av 
Voz = -а , Vov = - -а -. у х 

au а
и 

а
и 

au V = grad u = -i + -j = - + i-. . ах ау ах ау 
Будем считать, что координаты Voz = Voz(x, у) и Voy = Voy(x, у) 

вектора скорости V в области их определения являются непрерывно диф- _ 
ференцируе�ыми функциями, за исключением, быть может, конечного 
числа точек. 

ОnР,едепение. Циркуляцией вектора скорости V -вдоль замкнутой 
кривой L, обход которой совершается в положительном направле­
нии, называется величина 

ГL = f Voz dx + Voy dy = f аи dx + 
а

и dy = f аи dx -
a

v dy. ах ау ах ах 
L L L 

Здесь предполагается, что кривая L не содержит особых точек ско­
рости V, а внуrри L их может быть конечное Число. 

Циркуляция ГL характеризует степень завихренмости течения жидкости. 

Определение� Потоком вектора скорости V через замкнутую кри-
вУю L называется величина 

. 

f f au au f av av NL = Voz dy - Voy dx = ах dy - ау dx = . ах dx + ау dy. 

L L L 
Кривая L обходится в положительном направлении, т. е. при обхо­
де L область, ограниченная ею, остается слева (здесь берется внеш­
няя нормаль к замкнутой кривой L). Предполагается, Что кривая L 
не проходит через особые точки скорости V, т. е. производной !' (z) . 
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Поток · NL .вектора скорости V определяет количество жидкости, 
протекающей через люшю L за единицу времени. 

Формулы для Циркуляции ГL и nотока NL вектора скорости V 
объединяются в .  одНу формулу 

ГL + iN[; = f !'(z) dz, (2) 
L 

позволяющую находить циркуляцию и поток с помощьЮ вычетов. В том 
случае, когда производмая f'(z) (а значит, и сК:оростБ V = f'(z)) имеет 
конечное число особых точек Zk ( k = 1 , 2, , . .  , n) , 

n 

ГL + iNL = 211"i L res /1(zk)· 
1 k=l 

Точки, в которых V = О, а значит,
, 
и f'(z) = О, называются критиче* 

скими точками течения. 

·Прммер 1 .  Движение жидкости звдается комnлексным nотенциалом 
f(z) = z2 • Найти nотенциал скоростей, функциЮ тока, линии уровня, 
линии тока, величину и наnравление вектора скорости V, nроекции 
в,ектора скорости Voz и Voy на оси координат Ох и Оу. 
Решение. Полагая z :t + iy, �меем 

J(z) (z2 - у2) + i2zy, 
откуда nотенциал скоростей u(z, у) =  z2-:-�2 и функция тока v(z, у) = 2жу . Линии 
уровня u(ж, !1) = const - rиnерболы ж2 - у  = const. Линии тока v(ж, у) = const -
гИперболы ху = const. ВелИчина вектора скорости 

V = 1/'(z)l = l2il = 2.,/ж2 ;t- y2. 
Наnравление вектора скорости оnределяется уrлом: 

tp :;:= - arg /'(z) = - arctg !!.. . х 
Проекции вектора скорости на координатные оси Ох и Оу 

au au Vo., = - = 2х, V0, = - -'2у. 
аж ау 

Начало координат 0(0, О) является точкой покоя жидкости. 

Пример 2. Движение жидкости задается комnЛексным nо1=внциалом 
f(z) = ln sh 1rz . Найти величину nотока NL через окружность 2lzl = 3 
и циркуляцию ГL no ней. 

· · · 

Решение. Находпм nроизводную комплексного nоtенциала 

/'(z) = 11' Cth 1rZ, 
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nрименяя формулу (2), получим 

ГL + iNL = 11' 1 cth 1rz dz = 11' 1 c
h
h 

11'Z dz. 
S . 1/'Z 

1•1=3/2 1•1=3/2 
Подынтегральная функц�я имеет внутри окружности 2lzl = 3 три простых полю­
са: z1 = -i, z2 = О, z3 = i. Ее вычеты в этих полюсах равны 

Тогда 

- Следовательно, 

1 1 
res f (zk) = 11'- = 1 ,  k = l , 2 ,  3. · 

11' 

1 cth 11'Z dz = 61ri. 
1•1=3/2 

ГL +.iNL = 611'2i. 
Отсюда циркуляция ГL = О, пщок NL = 61r2• С> 

Пример 3. Найти комnлексный nотенциал /(z) течения жидкости, 
если известно уравнение эквиnотенциальliЫ)( линий 

ch а: sin у + 2а:у = с, 

где с =  const и /(0) = О. 

Решение. Из условия следует, что потенциальная фу;tцсция ti(ж, у) , т. е. 
действительная часть аналитической функции f(z) - искомого комплексного 
потенциала, .,.- равна 

u = 2жy + clt ж sin y, 
и вопрос сводится к восстановлению аналитической функции по ее действитель­
ной части. 

Найдем функцию /(z) , зная ее действитеЛьную часть u(ж, у) . Имеем 
дu 
дж = 2у + sh ж sin у. 

дu 8v По первому из условий Коши.,-Римана дж = ду , так что 

дv 
ду = 2у + sh ж sin y. 

Отсюда находим 
/ v(ж, у) = у2 - sh ж cos у +  <р(ж), 

где <р(ж) - произвольпая дифференцируемая функция. Дифференцируя v(ж, у) 
по ж и используя второе из условий Коши-Римана, найдем 

дv 1 дu - = - ch ж соs у + <р  (ж) = - - =  -2ж - ch ж cos y, 
дж ду 

откуда <р1(ж) = -2ж , а значит, ср(ж) = -ж2 + с, с =  const. Итак, 
v(ж, у) = у2 - ж2 - sh ж cos y + с. 
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Следовательно, 

f(z) = '2жу + ch ж sin у +  i(y2 - ж2 - sh z cos у)+ ic. 
Из, условия 1(0) = О нахоnим: О +  iO == с, с =  О. · . 

Таким обра�ом, ·исхомый компл�ксный потенциал 

f(z) = 2жу + ch ж sin у+ i(y2 - z2 - sh z cos у), 
или 

Задачи для самостоятельноrо·решения 

Течение жидкости определяется комплексным потенциалом. Найти потенциlщ 
скоростей, функцию тока, линии уровня, линии тока, величину и направЛение 
вектора скорости, проекции скорости на оси координат. 

. 
1 

520. f(z) = --:z ·  z 521 . f(z) = ln (z - }') . 

522. Построить комплексный потенциал течения жидкости, если и�вестно урав-
нение линий уровня 

· 
z2 - у2 + 2zy + z = const и j((}) = О. 

523. Построить комriлехсный потенциал течения жидкости, если известно урав-
нение Линий тока 

· · 
cos z sh у = const и /(0) == О. 

524. Найти циркуляцию по окружности lz ± al = а, если известен комплексный 
потенциал течения жидкости 

· 
· /(z) = .Si ln (z2 - а2). 



Приложение 2 

Таблица конформных отображений 

Основные элементарнЫе функции 

Imz > O 

Im z > O 

lz l<l 

icp w = e  z 
. -jcp z = e  w 

w = z+a  

z = w-a 

N2 2  

w=kz 

Z = .l w 
k 

k > 1 

lli2 з 

<р < Argw <  1r+<p 

Im w > lm а 

lw l< k 



0 < Argz < 1Г/n 

· Im z > О 

. ' 1 Im z > О, ! z l >l 

Приложенйе 2 

n 
W <= Z  

z = yw 
n = 2, 3, . . .  

N!!4 . 

7Г/а w=z 
а/" Z = W  

N!! 5 

N26 

N!l7 

Imw > O  

Im w > O 

Плоскость с разрезом 
по дейщвительному 
лучу [0, +оо[ 

Im w > O  

165 
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Im z <O, !z / < 1 
Im w > O  

Nt S  

w =.- 1. (z+l.) 
_ 2  . z 

Im z > О, lzl < О Im w >.O 
Nt 9  

Im z <O, jz / >1 Im w > O  
Nt 10 

w (z0)= 0 

lm z > O  
lw f<l 



l z l < l  

Im z > O  

l zl <l 

Im z >O 

. Прмложение 2 

w(z0)= 0 

Arg w'(z0) = a: 

Nt 12 

аz+Ь w= cz +d 
a , b , c , d -'­

действительные 
ad-bc > O  

Nt 1З 

W= j_ 
z 

Z= j_ 
w 

Nl 1 4  

w +  1 i + 1  -- = w + i 1 + 1  

z + l 1 - 0  = z + O  1 + 1 

. Nt Hi 

167 

l wl < l  

Im w >O 

! w! > l 

lw! < l  
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O < lm z < 1r  

O< lm z< 1r, Re z >O  

Плоскость с разрезами 

Плоскость с разрезоМ 
по действительному · лучу . [0, + оо[ 

Плоскость с разрезом 
по отрезку [0, 1]  

Приложенив 2 

z 
w = e  

z = lпw 

N2 16  

w = e' 

z = lnw 

NR 17 

w="VZ 
2 

z=w 

. Na 18  

z w = -. -
1 -z 

z = _'!Q__ 
' w + 1 

Im w >O 

Im >О; lwl>l 

Im w>O  

Плоскость с разрезом 
по действитедьному 
лучу [0, + оо[ 

NR19 
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.l . .... = --
z-1· 

П.ос:кос:т• С I)QЗI)<:IaМН 
no де11ст1111'1'С!1•кым · 
ЯУ""" 1-оо, О] и [1_, +оо[ 

Лпоскость с ps:JpeэQМ 
no отреэJСУ lt 0, z1) 

11!20 

Nt21 

tc=·•-z, 
.z1-

z0 

nooc.ccn. с р.,.ро:,.,.. 
. no дcncnнnn•нu><y· 
n�•I [0, +с:<>( • 

IL,001tocn. с ра:�рс:Jом 
no оТ(iе3�-у ( О, 1] 

•�z0+(z1-�)1D 

П.•nс� с ро::оропо к. 
·по лу><аи, Jte*Эflши · 

J/8 ПPRИO.fl, npox<Wiiцcll чере3 
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11122 . . 

IЬoctcocn. с р;Qрс' ...... к 
DOA�WIWИ 
Jlyч::tw. . . .. ·. 
J-oo.�J " !l.,+oo! 
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П.ооскосп.с � 
no 11:fr0 ОО<р)'11Сl<ОСТИ 

lz1-l, Im '1>0 

Плос�• с, Р•:ч>е,о.м 
по дуrе с:и."Р)'ЖНОСТ\4 
121 = 1 , � • > 0 

п�оскос:то. с Pll>peJC»• 
no JJ:ff"' окру;а110еn<,. 
ll._lJ•r, l•lf+re. 
�о(\Р(\01 

. 1 •-1 w•- -
. ; l + 1 
Z• iw + 1 

1 - lw 

Nt23 

.1. t-i w• --

/ • +1 

�-� 
l+lw 

NI'Z4 

!Ьоасоm. с P">Pn'»' 
nо.а<lстащuьному 
lf)"fY 1 о. + оо( 

. Плосkосrь с ро3ре,ом 
no .цеfktвитмьному 
n)"<Y [0, +ос[ 

ПлосkОС\'1> с pqleJON no .��eЖnиrc.la.lfoWy 
A)I'IY (0, + Щ 
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nолуплоскость с разрезами 

Полуплоскость Im z > О  
с разрезом по отрезку [0, i] 

''· 
Полуплоскость Im z > О  

Nt 26 

Плоскость с разрезом 
по действительному 
лучу [-l ,т оо[ 

Плоскость с разрезами 
с разрезом по отрезку [i, +ioo[ по действительным 

лучам ]-�, -I] и [О, + оо[ 

Полуnлоскость Im z> О с 
разрезами no отРезкУ (0, ai] 
и мнимому лучу Jbl ,+ioo[ 
О < а < Ь  

Nt 27 

Плоскость с разрезами 
по действительчым 
лучам ]-оо, ....;.Ь ] и [-а2, +оо[ 

Nt28 

171 
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Полуnлоскость 
с разрезом по дуrе 
окружности 

itp 
lz -1 1= 1 , z =l+ e  , 
71/2 � '{) � 1Г 

Круг с разрезами 

Kpyr/zl< l · 
с разрезом 
по отрезку [ 1/2, 1] 

Круг lz l< l 
с разрезами 

Приложенив 2 

w =  
z 

Z = 
1 - w 

N2 29 

N!!ЗО 

w= � (z+; ) .  

по отрезкам [- 1 ,-1/2] и [ 1/2, 1) 

Ne 31 

Полуnлоскость Im w>O 
с разрезом no мнимому 
лучу [i, +ioo[ · 

Плоскость с разрезом 
по отрезку [-1 ,  5/4 ] 

Плоскость с разрезом ·
по отрезку{-' 5/4,5/4} 



11.' ::= .L ; . 

Kpyrtz•< 1 
� С Н \4 Me:rpbl'f 1 I:W.W.. 
ра..sрсзамк no И}tllмuй оси 

ВнешiЮСrь tфyra с раэрезамн 

8ttешност• с:дин"ч"оru "PYrn otJ> 1) 
с ра�роsом no Оtроэ�у { 1 ,  21 

N2З2 

Кр)Т twl<l с сициnричнымн· разрсэамп 
no rtействите.�ько/1 (!('К 

ПЛОСIСОСТЬ � рkЭ/)СЭОМ 
nоnтрсэку (-1 ,5/41 

1 ( .} ) tt::::- Z+-
. 2 · ·z 

Вж:wноqь tu.нничtюf'О круга 
(lzl > 1) с раоре:эом но аrре.зкзм 
1-2,-IJ н /1;2J 

"""'"'I>Cn> с p;lJ(IO'X)tot 
roo �з�у /- 5/4, S/4 J 
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174 Приложенив 2 

-ia 
w =-e z 

Внешность единичного круга -
�zl > 1) с разрезами по отрезкам, 

1ЯВЛяющимися продолжениями 
ero диаметра 

Внешность единичного круга 
<lwl > 1) с разрезами по отрезкам, 
лежащим на деi:\ствителъной оси 

Полукруг с разрезами 

Полукруг 1 zl < 1 , Im z > О  
с разрезом по отрезку [0, i/2 ]  

Подукруг l zl < 1 , Im z>O, 

N2 35 

2 
w=z 

N2 36 

2 
w=z 

с разрезом по отрезку [ i/2 , i] 

Nt 37 

Kpyг l wl < l 
с разрезом по отрезку [- 1/4, 1 ] 

Круг lw l< l  
с разрезами .л о отрезкам [- l,- 1/4J » [O, H  



Полукруг lzl < 1, Im z >O, 
с разрезами по отрезкам 
[ О, ai] и [ Ы, i J, где 

' О<а<Ь<l  

. Угол с разрезами 

Приложенив 2 

2 w=z 

N2 38 
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Kpyt lw l< l 
с ра,зрезами по Qтрез:кам 
[- 1,- Ь2} и [-а 2, 1 ]  · 

Угол 0< Arg !  < 1r /2 
с разрезом по действительному 
лучу Arg z = 1Г/4 

Полуплоскость Im: w > Ос разрезом 
по мнимоМу лучу [2i, + ioo[ .· 

с началом в точке 1 +i 
N2 39 

w=Z11 

Угол О< Arg z <21Г/n · 
с разрезом по действительному 

· . · лучу дrgz=:;;1r/n 
· · in/n с началом п точке z0 = е  а; а >0 

Nt40 

Пло�кость с разрезами 
nо действительным лучам 
1-оо. - а11] и ro, +оо[ 



1 76 i 

Полоса с разрезами 

Полоса 0 < Im 2 < 1r 
с разрезом по мнимому 
отрезку [0, 7Гi/2] 

Полоса О < Im 2 < 1r 
с разрезом по мнимому 

. отрезхr {7Гi/2, 1Гi ]  

Полрса О < Im 2 < 1r  
С разрезаМИ ПО МНИМЫМ 

' отрезкам [О, ai] и [ Ьi, 1ri] , 
где О <а < b<1r 

Приложенив 2 

z w = e 

N2 41 

z w = e  

N2 42 

z ·  w = e  

N2 43 

Полуплоскость Im w > О con 
с разрезом по дуге. 
окружности w = e''f , О <  <р < тг/2 

Полуплоскость Im w > О  
с разрезом по дуге . i<p 
окружности w = е , тг /2 < <р < тг 

Полуплоскость Im w > О 
с разрезами по дуге окружности 

l'f о 
. 

w = e  , Е>; <р < а, Ь Е>; <р Е>; 1Г  



'· 

ЛоАОСа 0( Im н 2r 

Пt>.•oo.o O<Im z<2b 
с ра:�реэои ло ��У 
1� z•b, R.c " ' О  

177 

. ЛJtOCxcx:n. с -paJptэo,. 
no деllстонтс.1ьнЬ"')' n�JY (0, + 00( 

. Nl44 

. Nl45. 

flO.'!)'IIi\OOICOCT� Im ·..,>О 
с paJpeэof-1 no ИН\f\оfому 
отре3�у j\), i1 ' 

: 

w�ln(cи/i +1) 

Лолоса 0<1111 z<2Ь 
с pa3110>0)f 
noдenL-n�кteJ�ЬКoыy 
,,учу Im zеЬ, Re 1( О 

Полоса 0< 1m w< 2r 

111411 
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Полоса O< lm z ( l  
с разрезом: по отрезку . 

Re z=a, O < Im z < Ь< l 

Различные области 

nриложенне 2 

Nt 47 

w = 2i_!_ 
z-2 

Область j z l <  2, l z- 1 1 >  1 
Nt 48 

. z+ l w = � -· 
z- 1  

Oбilacтr. Re. z < l, с удаленным 
кругом \z l< 1 

NR49 

ПoлQCa O< Im w <l 

Полоса О <  Im w < l  

Полоса 0<  Im w <l 



Приложенив 2 

Полуплоскость Im z > О  с 
удаленным круговым 
сегментом 

z w =-­
a -z 

N2 50 

( z ) .. �а: w = - --

Полуnлоскость Im z> O  с 
удаленным круговым 
сегментом 

Полуполоса 
O< Im z<1r, Re z > O  

z- a  

N2 51 

w = ch z  

N2 52 

Угол a < Arg w <: 1r  

Полуплоскость Im w >О 

Полуплоскость Im w >О 



Приложенив 2 · 

z-2 w = --
z 

Полуплоскостъ lm z > 0  
с удаленными полукругами 

Nt 53 

w = � (; - 1) 

Полуполоса О <  Re z < а ,  
Im z > O  

' 

Уrол Im z > O, Re z > O 
с удаленным сектором · единичного · круrа 1 z 1 < 1 

Yroл l m z >O, Re z >O 
с удаленным полукрутом 

Ni 54 

Ni 55 

W= - 1_ 
z 

N2 5.6 

Полуполоса О <  Re w< l , 
Im w > O  · 

Полупо,лоса 0< Im w < тr, 
Re w > O  

Полуплоскость Im w > О  

· Полуполоса О <  Re w < 1 , 
Im w > O  



Пр111Ложение 2 .  

· _г;: . г;; ' w =  vz-z y2 

Внешность параболы 
2 у ,= 2 р (х + р/2), р >О, z=x+ iy 

Nt 57 

· . .  ·Но w = z...fich1r -
2р 

Внутренность параболы 2 у == 2р (х +р/2), р > О, z= x + iy 
Nt 58 

0 1r w = (z +�)"-:w 

Внешность rиперболы 
2 2 

х
2_ У2 = 1, с =�а 2+ Ь2 

а Ь · · 
е= Arcsin !!.. с 

се '8 

N2 59 
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Полуплоскость Im w > О  

Полуплоскость Im w > О 

Полуплоскость Im. w > О 



182 Прwюженне 2 

у 

- ,-;:;- 1r . z . w =  i y..&.ch(- Arcch-) . 20 с 

Внуrренность правой 
ветви гиперболы 

2 2 
х у . � -г -2 = 1 , с = -у а + Ь , 
а Ь 
О = Atcsin Е.. . с 

Nt 60 

Z+V z 2 -c 2 
w =  а + Ь 

Внешность эллиnса 2 � 
х у -:?.+ -2 = 1 ,  а>Ь>О, 
а Ь 
с =  �а 2- Ь 2 

N!r61 

w == sin z 

Полуnлоскость Im w > О 

Внешность круrа 
( lwl > 1) 
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Приложенив 2 183 

v 
W = sin z 

( и )2 (· ·· u )2 ВVV'- nолуэллиnс ch lt + sh м: = 1 

N263 

w = sin z 

х 

N2 64 

z-l w = ln z+l 
(z = -coth 1"> 

Nt 6S· 

v 

.. 
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у 

0 

Прнложение 2 

w = ti%. = 1 - cos z 
2 I + cos z 

/ 

N!/ 66 

z+ 1 w = coth ff = е-.---
2 е - l. 

N!/ 67 

w =  ln coth� 

С' 
F' 

Nl 68  

v 

и 



Приложенив 2 

w = ln z+l 
z-I 

v 

v = я 

v = -я 

Центра� окружности является точка z = coth Сп ( n = 1 ,2) 
1 . 

Размер области R = - (n = 1 2) sh Cn ' 

N2 69 
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Ответы 

20 36 
2• ж =  

17 ' 11 = - 17 . 
-ь -а 

3 . ж = а2 + Ь2 ' у = а2 + Ь2 • 
4. Д�йствirгельного решенИя нет. 

2(а2 - Ь2) 
5. (а2 + Ь2)' ' 

. 1 . v'З  l . v'З  
8 .  Z t  = 0. Zz' = 1 Zз = -- + J - Z4 = -- - J -' . • 2 • 2 ' 2 2 . 

3 2 - . 
9. а) p=S,c tp =;= arctg 4 ;  б) р=4, tp = 31r; в) p=5...fi, tp = arctg 7 - 1r ;  

4 .. . 3 . r) р= 1, tp = 511'; д) р=5, 1(> = - arctg 4 :  е) p=l, 1(> = 211' - а .  

"1 0
. 

) ( . . . . ) ) ( 11' • • 11') ) 2( 3 .
. � ·)' • а 2 cos 11""9- нщ 11' ; б 2 cos 2 + •

.
sш 2 ; в cos 411' + t stn 411' ; 

г) ..}2{1 - sin a)[ cos (� + �) +i sin (� + �)} ;  д) l(cos a+i sln a) ; �) 2е;'" ; 

ж) l · е'Ф; з) l · e-i .. /2 ; и) 2е-2,.i/3 ; к) l · e(a-or/2)i ; л) VJ.iei�(З/SJ . 

1 1  � Указание� Так как 

ж2 - 2.\:.r: cos а +  >.2 = [:.�: -' .\(cos а +  i sina)](ж - .\(cos а - i sin a)], 

то надо nоказать, что /[ .\( cos а ± i sin а)] = О. 

1 2. а) "'-219( l + iV3) ;  б) :i10(l + i) ;  в) 1 728; г) 1 . 
1 Э. Указание. Восnользуемся соотношением 

l + i tg а cos а + i sln а 
= --��-��� 

1 - itg a cos (-a) + i sin (-a) 

и nримеНим фОрмулу Муавра к числителю и знаменателю. 

15. а) 3 cos 2tp sin tp - sin 3tp; б) cos 3tp - 3 cos tp sin \о; 

в) 4 sintp cos \q - 4 CQS I(> Sin 3tp; r) cos 4tp - 6 cos 2tp sin 2tp + sin 41(>; 

д) 51sin 1(> cos 4ср- 10 cos 21(> sin 31(>+sin 5ср; е) cos 51(>- 10 cos 3ср siR 21(>+5 cos 1(> sin 41(>. 
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� . l ± i . 1 . 1 . 
16. а) ± .

. 
"'· ; б) ±�(1+ i) ; в) -(±v'З + i) ,  -i; 

v 2 v2 2 

r) :1={cos i - i sin i)• ±(cos �1r + i sin i1f) . 
1 7. а) ±1, ±i; б) �(1 + i), �(- cos � + � sin �}. И2(sin � - i cos �) ; 
в) ±(v'З - i) . 

1 8� �(cos 6• + i sin 6•); V2(cos 78• + i sin 78.}; �(cos 150• + i sin 150.); 

V2(cos 222• + i sin 222•); V2(cos 294• + i sin 294•) . 
' 

. . 

1 9. а) Вся комnлексная nлоскост�. из которой вырезан круг радиуса 2 с центром 
в начале коор.nинат . .  б} Круг радиуса r = l с центром в начале координат, причем 
центр этого круга удален (круг «nроколот•). в) Вся комnлексная nлоскость, 

1 . 
из которой вырезан круг радиуса r = - с центром в начале координат. . 2 

20. а) Окружность радиуса r = 8 с центром в точке z = 5i . б) Круг вместе 
с границей ра,циуса r = 4 с центром в точке z = 1 + i. 

. 
. . 1f 1f 21 . а) Часть кольца, ограниченная двумя лучами arg z = 4 и arg z = 2 и окруж-

ностями радиусов r = 1 и r = 2 с центром в Точке z = -i. б) Часть кольщt, 
• 11' 41f 

ОfР!\Ниченная двумя лучами arg z = - и arg z = - и окружностями радиусов 
8 3 . . . 

r = 2 и r = 3 с центром в точке z = О. Множество также ВЮ!ючает часть луча 
� 

. 
. 

. 

а� z = 3 между указаf!.ными окружностями и часть окружности радиусаJ меЖду 
указанными. лучами. · 

22. а) Правая nолуnЛоскость, ВЮ!ючая и ось ОУ; б) nолоса между nрямыми 
у = О и у = 1 ,  ВЮ!ючая эти nрямые . 

.. 2Э. а) Концентрическое кольцо, ограниченное окружностями радиусов R1 � 1 
и R2, = 2 с центром в точке zo = -(2 + i). Обе окружности nринаддеркат 
множеству; б) часть nлоскости, расnоложенная ниже nрямой 11 = :е; в) полоса 
между nрямыми ж = l и ж = 2 .  

24. Внутренность едищtчной окружности. 
.. ' 

:е'}; 25. а) Внешность nараболы 11 = :f - 1 ; б) действительная nо�ось, ВЮIЮЧая 
и точку (0, 0). '1 26. Внутрещюсть гиперболы zy = - 2 . 

. :�:2 112 �2 ri . 
27. КольцеВая область между эллиnсами 4 + 3 = 1 и 

16 
+ 

15 
= 1 ,  ВЮ!ЮЧая 

и сами эл.Лиnсы. 
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28. а) Внутренность окружности а:1 + (у - 1)2 1 ;  б) область, закдюченн�� 
между окружностями ,. ' 

(а: - 1)�+ (у - 1)2 2 и (.х - 2)2 + (у - 2)2 = 8. 

29. Прямую .х == -2. 30. Прямую у =  2. 
31 ; а) Ilшербола .ху = l; б) гипербола ж2 - у2 = 1 ; 
в) окружность .х2 + (у +  1)2 :::: l .  

32. а) Окружность (ж - �У i = ·� ; б) rиnербода :�:у = - 1 .  

1 33,. Гиnербола ж2 - 1/ = 2 .  ( 1 ) 2 9 
34. Окружность (.х +  li + у - 2 = 4 ·  

1 ' 
:1:2 у2 35. а) Эллипс 3 + "4' = l ;  б) луч на оси ОУ от -l до -оо. 

(у + 9/4)2 . ,х2 (.х - 3/2)2 у2 36. а) Гипербола (3/4)2 
-

(З..fi./2)2 
= I · б) эллипс (fJ/2)2 + (Зv'2)2 

= 1 . 

37. а) Окружность .х2 + у2 = 1 ;  б) прямая, перnендикулярная к отрезку z1z2 
и nрох<ЩЯщая через ero серединУ; �) гипербола ( z - �) 2 - r/ = � ;  

r) парабола r/ = 2.х + 1 .  

38. a) z - z = O и z + z = O; б) z + z + i(z - z) = O; в) k(z + i) + 2Ь+i(z - z) = O. 

39• a) z2 + i2 = 2a2 ; ,б) zz + z + z = O. 

з И : Иv'З 4о. -<I + q'2); - 1 + т ± • -2 -· , 41 . - 1 :  з; 1 ± 2i. 

2z1 + z2 • , r.: 42. z = -3- .  43. Ь +аа. 44 .  -3 - iv'З. 45. vЗ ..,. i . 

46. Решение. По условию задачи имеем (4 - Зi)(cos tp+i sin tp) = �(-l + i) 
или { 4 cos tp +

. 

' "" • = �
,

:п. 
2 

- З cos tp + 4 sin tp = г;; · 
v 2  
' 

v'2 ' 7v'2 1 . ' 1 Отсюда sih tp = lo, cos tp = -То, т. е. tg tp = --::; , а значит, tp = - arctg 1 .  
311' ' . k1f . 47. tp = -4 . 48. a:k ::::: ctg - (k = l, 2, . . . , n - 1 ) .  

. n . . 



.49. Xk = .� + k1r (k ,;" 0, ± 1 ,  ±2, . . .  ). 50. -v'2 + i7v'i. 

51 . z1 3 + i, z2 = 1 + 3i, Zз -1  + i  . 

. 53. Решение. Рассмотрим сумму 

189 

S,. = (cos ж + i sin ж) + (cos 2ж + i sin 2ж) + . . .  + (cos nж + i sin nx). 
Применяя формулу Муавра, nолучим 

S". = (cos :�: + i sin х) + (cos х + i sin х)2 + . . .  + (cos ж +  i sin х)"_. 
Это есть сумма первых n членов геометрической прогреесии со знаменателем 
q = cos ж + i sin ж и первым членом а 1 = cos ж + i sin ж •. Она равна 

· 

(cos ж +  i sin z) - (cos nж + i sin nж)(cos ж +  i sin ж) 9" ""' 1 - (cosx + i sin z) 
Отделяя действительную и мнимую части,· найдем 

Отсюда 

sin (т) (n + l)x . sin (т) . (n + J)ж S11 = . (ж ) cos 2 + а . (:t) Slfl 2 sm 2 stn 2 

а) sin ж + sin 2ж + . .  : + sin nж 
sin (�) . (n + l)ж 

. 
(ж ) stn 2 ; 

sш -
2 . 

s!n (�) (n + l)x б) соs ж + соs 2х + . . .  + cos nx = 
. 
(z

. ) 
cos 

. 2 ; 
. Slfl 2 .  

sin 2nж . sin 2n:t 2 2 54. а) -. - ;  б} ---:-:-- . 55. а) u = ж+2жу, v = 11 - ж  - у; stn :.r: 2 stn ж . · 

v = l + 2жy; , в) u ::: Э:rу2 - ж3 , t1 � 1 - 3z2y + y3 ; r) u ж 
б) u = ж� -у?., 

v - __ У_ . - z2 + y2 '  

ж - 2жу - у +  1 :.r:2 + у  ..;.. 112 + ж  z2 - 112 
д) u (ж + 1)2 + у2 , v = (ж + 1)2 + 1Р ; е) u = 

z2 + у2 ' v = 

1 + . 5 + 12i 
56. а) w - 1 ;  б) w = -3 - 4i ;  в) w =  ; r) w = - -1-3

- .  

2жу 
z2 + y2 '  

57. а) Окружиость ti+ v2 = 4, nроходимая по ходУ часовой стрелки; б) ОС!> 
Ov (исключая точkу 0), .проходимая так: сиач�Ща от О до +qo, а затем от -оо 
до О; в) луч, идущий по биссектрисе III координатного уrла из qo в О; r) луч, 
идущий по биссектрисе II координатного угла из оо в О;· д) биссектриса IJ' ко­
ординатного угла, nробегаемая из О до qo, и биссектриса IV координатного уrЛа, 
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nробегаемая из со в О; 
из +со в О. 

· 
Оtsеты 

1 
е) nоложителЬная действительная nолуось, npoбeгaeЩtSI , '.$, '  

58. а) Ось Ох nереходит в ось OU, nричем nри изменении ж от -.оо до +tx.) ось 
OU nробегается от +1 до -со и от +со до +1 (точка ) исключается). Ось ОУ . 
nереходит в окружность u2 + v2 = 1 .  б) Ось ОХ n�реходит.в ось OU так же,- как 
и в n. а). Ось ОУ nереходит в nрямую u = 1 ,  nробегаемую dr точки + 1 до 1 + ico · 
и от 1 - ico до + 1 (точка 1 исключается). 

59. а) u = 2ж - 1, v = 2у; б) u = ж2 - у2 + ж, v = (2ж + 1)у; 
ж у 

в) u - -- v - - -- z2 + у2 ' -: z2 + у2 · 

2 2 2 2 
60. а) u = е-"' cos у, v = -e-"' "sin у; б) u = е"' -v cos 2жу; v = -е"' -v sin 2жу; 
в) u = sin ж ch y, v = cos ж sh y; г) u = ch ж cos (y - 1) , v == sh ж sin (у - 1) . · { 2 2 . . 

. u = е<'" -у) ln 2-4k.-zy cos {2k?r(ж2 ..;.. у2) + 2 1n 2 · жу), . 
61 . а) 2 2 (k = О, ±1 , ±2, . . .  ) ; 

v = е<"' -у ) ln]-4k.-zy sin [2k?r(ж2 - у2) + 2 ln 2 · жу] ' . sin ж cos ж · sh у ch у 
б) u = sh ж cosy, v = ch ж sш y; в) u =  h 2 • 2 , v = h 2 • 2 • с y - s1n ж с у - sш ж 

"" 
63. р = ch 1 ,  l()o = 2 · 

11". 2 84. p = ?r, l()o = - 2 · 65. p = cos (ln З), l()o = O. 

_66. а) 1 + 2k1f'i. Здесь и далее, есл}{ не оговорено nротивное, k = О, ± 1 ,  ±2, . . .  ; 
б) (2k - �) 1ri; в) (2k + �) 1f'i; .г) In v'2 +  (2k - �) 1ri; 

д) In vlз +  (2k1r - arctg �)i ;  е) - (2k + �) 1f' + 2m1Г · i  (k, т = О, ±1 , ±2, . . .  ) . 

f)7. а) e-(2k+l/2).- ; б) e(2k+if2).- ; в) e�2kr; г) ev'2(2k+l)ri ; д) e-(4М+I/2)r ; 
е) e(i-1)(4k+l/6)r ; ж) 2зt2e3(2kr-.-/4)-З(.-/4+1n v'2-2t.-)i . 

68. а) р = О, 1() - неоnределен; б) р = e-2t"' ,  lf' = ln 10 .+ 2т1Т 
(k, т =  О, ±1 , ±2, . . .  ) ; . в) р == 9e2kr ,  1() = - ln 3 + 2т1r (k, т =  О, ±1 , ±2, . . .  ) .  
. 

1 1 1 . •  1Т 
69. а) v'2 + i v'2 ; б) 2 1n 2 - 41ri . 70. a) i sh ?r ; б) ch 1r ;  в) i th 2 . 

71 . а) :....i cth 11"i б) 2k11" - i ln (v'2 - 1) , (2k+ l)1r - i ln (v'2 + 1) ; в) k1r+ i 1n v'2. 

7�. а) (2k + �) 11" � iln (v'2+ 1), (2k - �) .1r - i 1n (v'2 - 1) ; б) i; в) О. 

73. Zk = (2k + l)iri (k = 0, ±1 , ±2, . . .  ) . 
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' ' 74. Zk = {2J: .;;.. I011'i (k ::::: 0, :±J, ±2, . . .  ) . 

75. Zt = (2k + l)11' ± i 1n2 ·(k = O, ± I , ±2, . . .  ) . 

'78. ZJ; = (21с -'- �)11' (k ::::: 0, ±1 , ±2, . . .  ) . 

71. z2k = 2k11' - i ln (� - 11') , z2k+ l = (2k + 1)11' - i ln ( J11'2 + 1 +'11') 
(lc = о, ;:t ,  ±2, . . .  ); 
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· 78. ж � О .  . 79. Z2k = 2k11'i , zи+1 = (2k + l)11'i+ In 3 (k = О, ±1;±2, . . .  ) . 

80. zk = ln ( 1+ v'2} + (2k + �)11'i, Zё = 1n (Ji-' 1) + (2k - �) ,..i 
(k = о, ±1 , ±2, . .. ) . ) 

81 .  а) z = 1 - i ; б) z = -е +  i. 82. 1. 83. (). 84. Не существует. 85. О. 

г ·  8�. 3 ·  87 . .  -i. 88. i . 89. Не существует. 90. О. 94. i . 95. v'2. 
98. -i. 97. �2i. 104. а) нет; б) да; в) нет; г) да; д) нет; е) да. 

1 05. а) нет; б) нет; в) нет; г) да. 

109. Указание. Для любых двух •наnравлений, J(арактериэующихсЯ едмнИчНЬiми 
векторами в0 и n�, связанныt.Ш. условием n° = is0, имеют место обобщенные 
усЛовия Коши-Римана 

IJu lJv 
дв = lJn ' 

дv lJu 
дв =

- дn · 
Чrоqы nолучить условия Коши-Римана в полярных координатах 

/Ju 1 дv lJv 1 /Ju . 
- = - -, - = - - - ,  
lJp р /J!p lJp р lJip 

(l) 

(2) 

надо в качестве в0 в:»�ть едИничный вектор касательной к окруЖНОС'fИ lzl = р, 
направленный против часовой стрелки, а за n° - вектор вн�енней · нормадн 
к оJфуЖНости. Кроме этого, надо учесть, что 

8 8 
- = - -, дn др 

д д 
дв = р дtр ' ' 

Тогда легко из (1) nолучим (2). Отметим, что условия Коши-Римана в декартовых 
координатах 

получаются из ( l )  при 

/Ju дv -�= -, дж ду 
дv ди 
дж = - ду 

ь о . s . = l, n = •· 

. ' 1 1 14. a) f(z) = - ; б) /(z) = ln z ; в) f(z) = z2 + 2z .  z 



192 отВеты 

2 , 2 2 1 1 5. а) f(z) = 2 sh z - z ; б) f(z) = 2 sin z - z ; в) f(z) == 4 ch z + z - 1 . 

1 1 6. а) f(z) = 2 cos 2z + z ;  б) f(z) = 2i(cos z - 1) - iz2 + 2 .  

1 1 8. а) да; б) нет; в) да; r) нет. 1 1 9. а + с = О. 

1 20. а) нет; б) да; в) нет; r) да. 1 22. f(и) = с1 и + с2 , с1 и с2 = const!. , 

1 23. а) нет; б) да; в) да . . Указание. Показать, что функция ln w аналитична 
в области D .  

1 25. а) да; б) нет; в) нет. 1 26. и =  с1 (ах + Ьу) + с2 • 

1 28. и = c1 arctg ! + c2 •  · 1 29. и = с1 (ж2 - r/) + с2 • ж 

1 30. и = с1 J ж ..f- .J ж2 + у2 + с2 , с1 и с2 - произвольные постоянные. 

ж 11' 1 11' 
1 31 .  и =  с1 -2--2 + с2 • 1 32. а) r1 = 2, <;'1 = -4 ; r2 = - ,  1{)2 = - -2 ; х + у  е 
б) r1 = 1 ,  <р1 = О; r2 = Vch Ч - sin Ч ,  <р2 = - arctg (tg l · th l ) ;  

. 4 ( 11'2) � .  
в) r1 = 1 5 ,  <р1 = - arctg З ;  r2 = 3 l + 4 , <,02 = 1r - arctg 11'2 _ 4 . 

1 33. а) Полуплоскость Re z > О растягивается, nолуплоскость Re z < О сжима­
ется. б) В любой точке z (кроме z = 0), лежащей внуrри окружности lz l  = 1 ,  
имеет место растяжение, а для точек, лежащих вне этой окружности, - сжатие. 
в) То же, что и в п. б) . r) Часть комплексной плоскости, лежащая внутри окруж-

. l ' 
ности lz l  == . г-; ,  сжимается; часть nлоскости, лежащая вне этой окружности, -

v3  . растягивается. 

' 8 
1 34. Sjj = 3 '  l., = 2(1 + vl) + ln (3 + 2v'2) .  

1 36. 7,511' .  1 37. v'2(e2 .. - 1 ) .  

1 38. Данный прямоугольник отображается в кольцо е � lw l  � е2 , площадь 
которого равна 1r(e4 - е2) .  ро формуле (9) получаем 4(е4 - е2) .  Ошибка проис­
хощп из-за тоrо, что при заданных условиях отображение не является взаимно 
однозначным. 

1 1 39. 2 '  1 40. 11' 
2 

1 43. о. 1 44. о. 

1 47. -2(I +i) .  1 48. -1 .  

1 ' 
1 41 .  -(e2 - 1)( 1 + i) .  . 4 1 42. a) 21ri ; б) -211'i . 

145� (i - l)ei. 1 46. a)2 + i; б) 2 + 2i .  
3 

1 49. s <* - 1 ) .  



150. а) е cos 1 - 1 + ie sin l ;  б) е cos.I - 1  + ie sin l .  

1 5 1 .  -(l+ i sh 1 ) . 1 52. а )  2(i - l); б) 2Vi'i. 
1 54. -7e-

2
+ (3 - 2i)e1

• 1 55. е-1 - 1 . 
1 56. cos 1 - sin 1 - ie-1 • 1 57. 1 - cos 1 + i(sin 1 � 1 ) . \.} 11'2 

1 59. - � . . . 8 

1 60. �[1 - cos (2 + 2i)]. 161 . - (tg 1 + � tg 2 1 + � th 2 1) + i th 1 .  

162. v'2 sh 1 + i( v'2 sh 1 .:_ 2v'Siili). 

4 1 64. -3 .  165. о. 166. - ln Vsh Ч + cos ?I  ·Нarctg (tg 1 · th 1 ) . 

1 67. 1Гi. 

1 71 .  о. 

1 76. о. 1 77. -1fi. 

169 • .  �i. 

173. о. 

178. 21Гi. 

170. 1r sh l ,  

175. 1r .  

179 - 1r(11' + 2)-/2 .  • 
8 

J .  

1 80. о. 
11'2 

182. Т sh 1 .  1 83. 1r3i. 

. 1 84. о. 1 85. -211'i . l + i t 186. --2-е . 
187. Расходится. 188. Сходится. 189. Сходится. 190. Сходитqя. 

191 . Расходится. 192. Сходится абсолютно. 
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1 93. Сходится. 1 94. Расходится. 195. Сходится. 1 96. Расходится. 

197. R :::;: 1 .  

201 . R = 1 . 
205. R =  1 .  

1 98. 

202. 
206. 

R = 1 . 
R.= oo. 
R ==oo. 

199. R :::: ..fi. 200. R = oo. 
203. R = 1 . 204. R =  l .  

207. R= 1 . 208. -1 е . 
. . r + r1 -:- lr - r'J , r 209. а) и б) R � . 2 . ; в) R � rr ; r) R ' ;; . 

22 . 23· .· . . 21_G. - sin 1 + 2(z + l) cos 1 + 21 (z + 1)2 sin 1 - З! (z +1)3 cos 1 - . . .  , R = оо. 
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21 1 .  � [1 + (= +  �) - � (z + �у- i (z + �У + . . . ] ,  R= оо. 

212. v'ё[ 1 + � (2z :._ 1) + 21�2 (2z -:- 1)2 + 31�3 (2z - 1)3 + . . .  ] ,  R = оо. 

1 [ . 
3 32 2 33 . 3 ] . 5 ' 

21 3. - 5 l + s(z + 2) + 52 (z + 2) + 53 (z + 2) + · · ·  , R = з · 

214 l 9 4 1  2 R 1 215 . з ; s 1 R · 1 . - 5-- 25z - 125 z - . . . , = . • -8z + z  + *Z - z  - . . . , = . 

216. 1 + � (�� + �: + . .  -) , R = oo. 217. � (�: + �: + :: + . .  .) . R = oo. 

21 8 • .  1n 2 - � (� + 2�
2
4 + /8 + . .  ) . R =  2 .  

z 5z2 1z3 21 9. ln 2 + '2 - 2 .  4 + 3 . 8 -:- . . .  , R = 1 .  

220. 

221 . 

2 2 1 1 . 4 2  l з  J 2 2 2 • 6 + 62 z - 2!63 z + 3!63 z + . . .  ' R = v ln 5 + 7r • 

1 1 2 1 4 
223. ln 2 - 2z + 2122z - 4123 z + . . . , R = 1f . . 1 . 2 2 . 4 16 6 . . "'

. 
224. -2iz - 4iz - 61 z + . . . , R = 2 .  

. %2 %4 
• 1 225. ln 2 - 4 - 4 . 4! - 2 .  6/ + . . . • R = 7Г. 

( . 3 2 13 3 
) . 226. е 1 + z + 2iz + 31 z + . . .  , R = 1 .  

227. f(z) = -1-, l z l  < l .  · 229. l z l > �2
. · а -·z v 1. 

230. l z l  > 2. 1 233. lz + 1 1  > 4 .  

236. lz + 1 - i l  > 1 .  
231 . lz l > е-1

• 

234. lz ,... 2 - il > � . 
237. j z  + 1 + i l  < 1 .  

232. l z l  > е. 

235. lz +2il > 3. 

238. lz - il < 2. 
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239. О <  \z - 2 + i\ < 1 . 240. 2 < lzl < 4. 
242. 1 < \z \ < 2 . 243. \z - i \ > е. 

241 . Расходится всюду. 

244. 1 < lzl < 2. 
245. \z + 1 \ > 2. 246. О <  \z - � � < 2. 247. О .<  lz l < 1 . 

248. О <  \z - 1 \ < l .  , 249. 1) Если lal > \Ь\ , то всюду расходится; 2) если 
la\ < \Ь\ , то сходится в кольце \а\ < \z\ < \Ь\ . 

l z z3 z5 250. ,.... - - + - - - + . . . . z 3.! 5! 7! 
l z z2 

252. ; + l + .2! + 3! + . . . . 

' 3 2 z J 1 
' 254. z + z + -2, + -3, + 41 + . . . . . . .z 

z z2 z3 
258. 1 + .2! + 3! + 4! + . . . . 

1 1 1 z . 
260. 2 - - + - - -4, + . . . . z 2!z 3! , 

2 8. 3 '32 5 
251 .  -z - -z + -z 2! 4! 6! 

1 1 l 1 z 
253. 3 + 2. + -2, + -3, + -4, + . . . . z ' z .z . . 

4 . z2 J 1 . 
255. z - 2! + 4! - 6!z2 + . . . . 

1 z2 z4 z6 . 
257. .2! - 4! + 6! - 8! + ; . . . 

2 1 1 z2 
259. -4 - -

2 + - - -6' · + . . . . ' z 2!z 4! . 
1 261 . z + 1 

-
(z + 1)2 . 

262• sin 2 _ sin2 (z - 2) - cos 2 (z - 2)2 + sin 2 (z - 2)3 + cos 2 (z - 2)4 - . . . .  z - 2 2! 3! . . 4! 5! 
' ( l i ) l ( 1 i ) 1 263. (l - i) + (z + i) + .2! - Ji z + i + 3i - .2! (z + i)2 + " ·  = 

= (l - i) + (z � i) +Е [-( . 1 l)' - �] (z + i)-" . 
. n=l ' n + . n. 

ос 2"- 1 1 ·ос (z ) " ос 3"- 1 - 2n- J 
264. а) - Е -;;;-·- з Е з ; б) Е z" · . 

n=J n=O n=J . 

. 1 . ос n n . ос ( -1)" 
265. а) ; - Е(- 1) z ; б) Е z•>+2 • n=O n=O · 

. l ( 22 + 1 23 + 2 ' 24 - 1 25 - 2 ) ' · 266. а) Не разлагается; б) -5 -3- - -4- + -· -5- - -6- + . .  · · z z z z 

267. � (-l)"-' + � (- I)" z" . 268. а)
.
� [n - (- l)" ] z"-1 ; � � � �· � � n=l n=O n=l 

00 00 ' . ( )
." ' . ос . ( )" Е n Е - 1  ,. 1 Е n + -2 

б - + --z · в - + ) z•>+1 2"+1 ' ) z · z•>+1 • • 
n=l n=O n=J. 



196 '"веnы 

· со 1 со (z + 2)" 
269. "' - "' --- . 270. Не разлагается. L.... (z + 2)" L.... змt · 

n=l n=Q 

. 1 • 00 • 2"-2 271 .  
z -;- 1 + 5 � (z - l)" . 

272. 

274. 

1 277 .. 2 1 278. 3 

279. Сходится 280. Не сходится 281 . Сходится 282. Сходится 

286. а) z .= О - второго порядка, z1,2 = ±2i :_ простые; · 
б) z,. = n1r (n = ±1, ±2, . . .  ) - простЫе.· 

287. а) z = о - третьеrо порядка, z" = mr (n. = ±1 , ±2, . . .  ) 
б) z = О  простой, z,. = n1ri (n ± 1 ,  ±2, . ' . .  ) - второго порядка. 

288. а) z,. = (2n {t)1Гi (n = О, ±1 ,  ±2, . . .  ) - второrо порядка; 
б) z,. = (4n·+ 1}1Гi/2 (n = О, ±1 ,  ±2, . . . ) втор()го порядка. 

простые. 

289. а) z = -1ri второго порядка; z11 n1ri (n = О, ±1 ,  ::1::2, . . .  ) - простые; 
3 " 1Г . 1 1Г 1 ± iv'з 

б) z,. = (2n
.
+ 1) 2 (n = О, ±1 ,  ±2, . . . ) ,  z" = у (2n+ 1 )2 -2- - простые. 

290. а) z1 ,2 = ±1ri - второrо порЯдка, z,. (2n + 1 )1Гi (n = 1, ±2, ±3, . . .  ) 
простые; б) нулей нет. 

291 . Второго порядка. 

293. Простой нул.ь. 

295, Первоrо порядка. 

297. Четвертого nорядка. 
. 

" 

292. Треnего порядка. 

294. Чет_вертоrо порядка. 

296. Второго порядка. 

298. Пятнадцатоrо nорядка. 

299. а) Нулем, nорядок котороrо не ниже чем min (n, m) ;  б) нулем порядка 
n + m; в) нулем порядка n-т, если n > т; nравил.ьной точкой, не являющейся 
нулем, если n = т; особой точкой, если n < т. 

300. а) Полюс третьего порядка; б) полюс четвертоrо nорядка; в) полюс второrо 
nорядка. 

301 .  а) Полюс nростой; б) полюс второго порядка, 

1Г . 
302. а) z" :::: (4n + 1 )2 (n = Q, ±1 ,  ±2, . . . ) -:- полюсы второrо порядка; 
б) z = О - устранимая особая точка. 
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303. а) z = -2 - сущес�венно особая точка; б) z = О  - существещю особаЯ 
точка . 

. $04. а)' .  z == О - полюс второго порядка, z = -1 - полюс �poro порядка; 
б) z = О - полюс второго порядка, z = 2mri (n = ±1 , ±2, . . .  ) -:- простые 
r,юлюсы. 

305. а) z = О - существенно особая точка; б) z = - 1 - существенно особая 
точка; в) z = О  - существенно особая точка. 

· 
·зов. а) z = О - устранимая особая точка; z = 211'k (k = ±1 , ±:2, . . .  ) - полюсы . 11' 
второго порядка; б) z = 2 + 2k1Г (k = О, ±1 , ±2, . . . ) - устранимые оеобые 11' . . • 
точки; z = -2 + 2k11' (k = О, ±1 , ±2, . . .  ) - простые полюсЫ; в) z = 11' 
простой полюс; z = k11' (k = О, -1,  ±2, ±3, . .  ,.) - полюсы второго порядка. 

307. Устранимая особая точка. 308. Полюс простой. 

309. Полюс простой. 3 1 0. Устранимая особая точка. 

31 1 .  Существенно особая точка. 

3 1 2. z = О - полюс четвертого порядка, z = - 1 - полюс nростой. 

31 3. Устранимая особая точка. 3 1 4. Устранимая особая точка. 

315. Полюс простой. 3 1 6. Устранимая особая точка. 

3 1 7. Существенно особая точка. 

3 1 8. 1 .  31 9. _ 1
3
6 . 320. 1 .  321 . - 1 .  322. о. 323. о. 

324. res /(0) = О, res f ( �) = ; , res 1 ( � + 11'n) = 11'2(2n +�:(4n + J) (n 7 О, ±1 , ±2, . . .  ) . · · 
1 

325. res (О) = 24 . 
. 1 + 3i . 1 - 3i . ch 3 326. res f(-t) = -20 cos 1 ,  res f(t) = -20 cos 1 ,  res f(3) = То· 

2 -1r/6+(2n-I)Jr - е  
v'з . ' 

2 -r/6+inr 
v'зе ' _ �er/6+(2n�l)r 

v'з 

(n = О, ±1 , ±2, . . .  ) . 
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5 • . 1 . .· 1 328. res /(0) = -2 , res f(l) е .  329. res t(�I) = 27 . res f(2) = - 27 . 

330. res f(O) = О,  

( 1  + i }  . 

1 + i . . . . (t - i) . . 

res /(z1 )  = -
. 

r;:; е' ,  res /(z2) = -г,; е-• ,  res /(zэ) = 
4v2 4v2 · -е' res f(z ) 4v'2 • 

4 
( 1 - i) -i - 4v'2 е , где zk (k = 1 ,  2, 3, 4) - корни уравнения 

z4 + 1 = О. 

1 331 .  res f(O) = - 6 . 332. res f(O) = О. 

333. res f(-i) = � sh 2 · i ,  res/ (�) = -� (е + 2e-1)i. 

. . . 1 2 ( 3) 33�. res f(O) == -6 ,  res /(3) = 27 sin 1 2 . 

335. res f{O) = О. 

337. res /(0) = .,.. :1 ,  res t ( �) ;"" О. 338. res /(i) = -1 .  

339. ( , _ 2n(2n - 1)(2n - 2) . . .  [2n ...., (n - 2)] 
• res f 1 1 - (n - l)J . 

. 00 . 1 340. resf(n1Г) =O (n= O, ::I::l ,±2, . . . ) .  341 .  - � (2n - ,l)!(2n)! в точке z = О. 

342. е в точке z = l .  343. sin t ·в точке z = О; - sin 1 в.rочке z = 1 . .  
344. 1 :.... е-• в точке z = О; е-1 в точке z = - 1 .  

"" 1 . . 
345. Е '( I)' в точке z = О. -о n. n +  . 

347. о. 

350. 2( 1 - e- 1)1ri. 

353 4 3 . . - 3  1n · 1ra .  

. 356. 1Гi. 357. о. 

sin l - 4 cQS 1 . 361 . 
12 

1Г&. 

348. о. 
·. l 351 . - 3'/!о�. 

354. 21Гi • 

1Гi 362. - v'2 '  

. 00 (- 1)11 . 
346. � (2n)!(2n + l)l в точке z = О

. 

349. ( 1 - 2е-1 )1Гi. 

352. о. 

. . 1Г 355. [cos 1 + sin 1 + i(sin l - CQS 1)12 . 

359. -1Г2i. 360: 21ri . 

363. о. 364. 31/'i. 365. о. 
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366. z = оо - просrой полюс. 367. z = оо ..:- устранимая особая точка. 

\ 
368. z = оо - существенно особая точка. 

369. z = оо - устранимая особая точка. 

370; z = оо ..се.: устранимая особая точка. 

371 . z = оо полюс трещrо nорядка. 

373. 21fi. . 374. о. 

377. --ji . 378. 21Гi. 
375. о. 

1f 379 . .n. ·  

382 (2n)! -2n 383 1f 
• (n!)22 11' .  • 27 

\ 

376. 21fei. 
11' 380. �Ь(а+ Ь) . 

386. . 2m+ 1  n sш--11' n 
2 387. 31!'. 1Г 388. 2 ' 

389. 

393. 

396. 

398. 

400. 

403. 

1Г 
l6аЗI2Ь5/2 . 

�е-2(2е - J ) .  

1f -а -е 2а 
.!_е -..{j/2 sin � vГз 2 '  
�(2 - а)е-а . 
1Г 
2 ' 

391 .  �e-3(cos 1 - З sin 1). 
. . 11' 392. 2e-4(2 cos 2+sin 2}. 

394. 1f -3 

зе 395 . . 2�e-atv'2(cos � + sin �) : 
397. 1f -та -е 2а 
399. . 1f ( -� 1 -3�) 

16 е - зе . 
401 .  о. 402. 4�3 е-Ьтrзь: - а2 - тЬ(ЗЬ2 + а2)] . 

404. �(I - е..:1) .  405. 
Ь - а  
-2-1f. 

408. 1r (-•. -1 - - �.·ь ) . 
sш a1r stn 1Г 

412. о. 



200 

211' 413. v'(i2::1' а - 1  

416-. � .  � 

414. 11'i. 

417. 

1 11' . 419. 2а4 
- 4аз (ctg 1ia + cth 1ra). 

2 
422. 11' 

.ctg 11'а 
SШ 11'а 

Ответы. 

420. 

3 
423 11' • 32 

l - 11'(1 ctg 11'а · 418. 

' 
f'(z

) f'(z} . . 426. res -/( ) = 1  (k =:l:l ,:l:2,. . .  ) . 427. res -(
) 

= 3  (k =O,:I:l ,:1:2, • .  ,) . 
•=kor Z z=rrf2+1:1r f Z . , 

fW fW · 
428. а) res /( ) = -l , res -( ) = 1 (k =: О, :l:l, :1:2, . . .  ) ; 

z=O Z z=1r/2+kw f Z 
/'(z) . . . 

б) res -( ) = 1 (k == О, :1:1, :1:2, . . .  ) . •=kJI: f z 
429. -2. 430. 3. 431 .  6. 432. -1 . 433 . .:...з. 434. -4. 435. 2. 
436. 1. 

. 443. 5. 

437. I.  438. 1 .  439. 2. 
444. Нет. 445. 1 1 . 446. 6. 

440. 6. 

447. 2. 
. 441 .  3 . 

448; з.  
442. Нет. 
449. 4. 

450. 1 .  451 . n. 452. 2. 453. 4. 454. Нет. 455. 1. 456. 'J .  

460. а) Вся плоскость; б) вся плоскость, кроме точки z = 2 ; 
. ' кроме точки z О; r) вся плоскость, кроме точек z�: 

k = О, :1:1 , :1:2, . . . ; д) вся плоскость, кроме точки z -1i. 

в) вся плоскость, 
1 - (k + �) 'll'i 2 . · '  

464. а)  и б) - nарамельf{ый nеренос; ,в) , r) и е) - nоворот; д) - растяжеJ:fие. 

465. а) w az + Ь; б} w = -az + Ь; в) w = -i(az + Ь), rДе а и Ь 
, действительные числа, а >  О. 

466 ) 1 + 8i 14 + 2i • а w = ---z + --; 
5 5 

z - a  467. w =  -h- . 

б) w = 2z + i ; в) w = iz - 2  . 

468. Укаэание. Полаrая z = х + iy, w = и +  iv, nолучим 
у --х2 + у2 '  
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Обходя границу nолуnолосы, наnример, так, что область остается cireцa, в силу 
nринцила соответствия границ находим, что образом nолуnолосы. будет четвертый ' 1 1 1 l ' ква,дрант с выброшенным noлyt<pyroм z - 2 .� 2 ·  · 

11' 11' l l 469; а) arg w - 3 ;  б) Jwl l ,  -11' < arg w < -� ; . в) 4 � u �. 2 '  v = О; 

r) � < v < 1 ,  u ·= O; д) lw - �� > � ·  u > O. 

z - i 470. w = -. -. . 
IZ - Z 

471 w - - > - u / -1 1 1 1 3 
• · ,  3 3 '  ' 4 ' 472. Re w > О. , 

. 473. u < v. 474. и +  v < О. 475. а) - 1  + i ;  б) l+i; в) оо . 
476. а) w = -az + Ь; . б) ' w  = -'i(az +. 'Ь) , где а и Ь - .аействцтельные числа, 
а > О. 

477. w 2 
2 - z ·  
z - i  479. w = i;:-I .  

z - i . z - 2i 478. а) w = ; б) w = i-.-. . z +  z + 2z 

480• w = i - 1 - (1 + i)z
. (Зi - I)z - l - Зi . 

1 - z 481 . w = i-1 -. Восnользоваться формулой (7): + z  
2z - 5 482. w = 10 _ z •· Восnользоваться формулой (7). 

· . . z ..... z0 483. Решение. Воспользоваться формулой w = е''Р т---=- , где · z0 · - точi<а 

nервого круга, переходящая в центр второго. В случае �; :�:ем / (�) = О, т. е. ' 2 · · 1 . ( 1 ) · 1r 1r 2z - 1  
Zo = -2 . Используя условие arg r - = -' получим 1/) = - .  Итак, w = i- . 2 2 . 2 2. - z 
В случае б) аналогично получим w = .Чz. · 

484• w = 5 - z + VS(i - l)(z + 1 ) .  
5 - z + VS(i + J)(z + 1) 485. Первый ква,дрант плоскости w. 

' 1 ' "' ; 486. Область -2 � Jw - J j  � l ,  -- � arg (w ..., 1 ) � О. ' 4 

· (Г+i  487. w = v т:::;, · 

490. w = (!.::!..) 2 • . iz "7 1 
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. Указание. Сначала отобра:щть круг на верхнюю nолуnлоскость, а затем nреобра­
зовать ее в nлоскость с разрезом. 

492. -z w = -e . 
( -z 1 ) 2 

493. w =  �. 
-

� . е-• + 

494. На прямоугольник {ln r � u � ln R, О � v .� 11'} . 

495. w1 = ze-'"'2 
, . w = ,.fiif = vze-i"/4 (vl = 1 ) . 

z - a 
· {fd-a 496. w1 = ·-ь - · w = ,.fiif = 

.
:--г-ь . 

- z  - z  

. W1  vs-a 497. WJ = z - а, w2 = .  (Ь 
) 

• w = ../W2 = --ь .  
w 1  :- - а  . z -

' •  WJ - 2i 498. w1 = z
2

, тогда w1 l z=l+t = 2i. Согласно формуле (9) w = е''Р ___ = . · WJ + 2i 
2 2 ' i<p z - 1 ( е т-

2 
• .  Из условия w О) 

z + 1 находим, что ei'P = -1 .  Окончательно w· = 

2i - z2 

2i + z2 ' 

499. Верхний полукруг lw - lj < l ,  Im w >' О. 
. 11' 500. Четверть круrа lwl < l ,  О < arg w < 2 .  

501 .  Прямоугольник с вершинами в точках 1 ,  2,  2 + ie, 1 + ie . 

4 16 + w, 2 ( 16 + z4 ) 2 
502. w1 = z , w2 = 

16 _ w, , w = W2 = 
16 _ z4 

11'i ' . 
503. Wt = z - а, w2 = -. - w1 ,  w = е"'2 = е"Ф-а)/(Ь-�) . 

Ь - а  
504. w = ln z .  

505. -z + 1 ' 2 ( 1 - e-z ) 2 
w1 = е  · , w

. 
2 = -w1 , wз = , w = w3 = .  ·-.-- . 

, l - w2 l + е-• 

506. w1 = 2iz , w2. = w1 + �· w = sin w2 sin ( 2iz + �) = ch 2z . 

507. w = 2 ·  
.:.. 2 508. w =  
z 

609. ' ( z у 
w =  

z - l + i 
5 10. w = 2 (z + ;) . 

1 ( 1 ) . w1 - i 4z2 - 4iz + 1 51 1 . w1 = 2z , w2 = -
2 

Wt + --- , w =
.
--· . =

4 2 
. 4

• 1 · W1 . W2 + 1 Z + IZ + 



z8 - i 512. щ = - ---'; . zs + ,  
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513. w = ei2: .  
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514. а) единичный круг !wl < I ;  ()) вся моекость w с разрезом вдо.дъ отрезка 
u = O, - l � v � t . 

i 515. ц; = 
2

(3 - z)v'Z. 516. w = l(z - ln z - 1  + i1t). 
1t 

. . 1 ( l + Vi  2 ) 
517. "' =  ; ln 

1 - Vi - Vi . 
1 ( I + vz  ) 518. IV = ; ln 1 _ .,Гz - 2v'% . 

519. Потенцим скоростей u = z2 - 1/ + 2z + 2 ;  функция тока v = 2(ж + l)y; 

линии уровня ri -1/ + 2ж = с1 - гиnерболы; линии тока ж у+ у = с2 - гиперболы; 

:величина скорости V = iJ(ж + 1 )2+ у2 ; наnравление скорости 

11 
. 

1р = - arctв -.-. + m11', т = - 1, 0, 1 
ж + l  

(см. формулу (l) на стр. 4); проекции скорости на оси Ож и Оу: V0., = 2(ж + 1),  
Vov = -2у. 

. . . � - i  �у 520. Потенциал скоростей и = ( 2 2)2 ; функция тока v = - ( 2 2)2 ; линии 
:1: + У  ж + У 

уровня ж2 - 1i = с1(ж2 + ?i)2 ; линии тока ху = с2
(ж2 + у1)2 ; величина .. скорости 

2 
V = (ж2 + yl)Зf2 ; наnравление t�opocm · 

. у 1р = 3 arctg - + (3m - 1)1r, т = - 1. О, l;  
ж 

пр�кции скорости на оси Ож и Оу: 

2ж(3у2 - z2) 
Vo�: = (z2 + у2)3 , 

l . 
521 .  Потенциал скоростей и= 21n{(ж - l )2 +1/J; функция тока v ::", arctg 

z � 1 ; 
линии уровня (ж - J)2 +у2 = с1 - окружности; щmии тока у = с,(ж - 1) -. ·  . 1 
прямые; величина скорости V = . ; наnравление скорости 

. .J(ж - J)1 + y2 . .  

V' = arctg 
_1!_ + 1rm, т ==  -1, О, 1 ; ж � l 

nроекции скорости на оси О� и Оу: · . ж - 1  
Vo., = (ж - 1)2 + у2 ' v. -

у 
011 - (ж _ J)2 + у2 

522 . ./(z) = (1 - i)z2 + z. 523. /(z) = sin z + c. 
524. Г L = - 1011' по обеим оКРУЖностям. 
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