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Ââåäåíèå

Äëÿ èëëþñòðàöèè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé â ãåîìåòðèè,
à òàêæå ñâÿçè ìåæäó íèìè, ðàññìîòðèì îáû÷íóþ ïëîñêîñòü Åâêëèäà. Â äåêàð-
òîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; y) êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ �(ij) ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ åå òî÷êàìè i = (xi; yi) è j = (xj ; yj) çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

f(ij) = �2(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2: (B.1)

Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè Åâêëèäà ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè i; j; k; l è çàïè-
øåì äëÿ íèõ ïî ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (B.1) øåñòü âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé: f(ij),
f(ik), f(il), f(jk), f(jl), f(kl). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îíè ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçà-
íû, îáðàùàÿ â íóëü îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà ïÿòîãî ïîðÿäêà:����������

0 1 1 1 1
1 0 f(ij) f(ik) f(il)
1 f(ij) 0 f(jk) f(jl)
1 f(ik) f(jk) 0 f(kl)
1 f(il) f(jl) f(kl) 0

����������
= 0: (B.2)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ (B.2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåõìåðíûé îáú-
åì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ðàâåí íóëþ. Ïî
òåðìèíîëîãèèÞ.È.Êóëàêîâà [1] ñîîòíîøåíèå (B.2), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé ÷åò-
âåðêè <ijkl>, âûðàæàåò ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèììåòðèþ ïëîñêîñòè Åâêëèäà.

Ïî ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (B.1) ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî åå äâèæåíèé, òî åñòü
òàêèõ ãëàäêèõ è îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé

x0 = �(x; y); y0 = �(x; y) (B.3)

ïëîñêîñòè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ïðåîáðàçîâàíèå (B.3) ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, òî åãî ôóíêöèè � è � óäîâëåòâîðÿþò
ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

(�(i)� �(j))2 + (�(i)� �(j))2 = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2;

ãäå, íàïðèìåð, �(i) = �(xi; yi), âñå ðåøåíèÿ êîòîðîãî ìîãóò áûòü íàéäåíû ìåòî-
äàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà:

�(x; y) = x cos'� "y sin'+ c;
�(x; y) = x sin'+ "y cos'+ d ;

�
(B.4)

ãäå " = �1, à òðè ïàðàìåòðà c; d è ' ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ìíîæåñòâî âñåõ äâèæåíèé (B.3) ñ ôóíêöèÿìè (B.4) åñòü, î÷åâèäíî, ãðóïïà,

âûðàæàþùàÿ ãðóïïîâóþ ñèììåòðèþ ïëîñêîñòè Åâêëèäà, ïðè÷åì ïåðâûå äâà ïà-
ðàìåòðà c; d îïðåäåëÿþò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäè-
íàòíûõ îñåé, à òðåòèé ïàðàìåòð ' � ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ýòà òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè (x; y) çàäàåò íà íåé ïî Ô.Êëåéíó [2] äâóìåðíóþ åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ.

4



Âûÿñíèì òåïåðü, èìååòñÿ ëè ñâÿçü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåò-
ðèé äëÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj); (B.5)

îáîáùàþùåé âûðàæåíèå (B.1). Æåñòêàÿ ôèãóðà íà ïëîñêîñòè ïðè ëþáîì ðàçóì-
íîì îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ äâèæåíèÿ èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Âîçüìåì ÷åòû-
ðåõòî÷å÷íóþ ôèãóðó < ijkl >. Êàæäàÿ åå òî÷êà çàäàåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè,
à âñÿ ôèãóðà, ñëåäîâàòåëüíî, âîñåìüþ. Øåñòü çíà÷åíèé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
(B.5) äëÿ ýòîé ôèãóðû äîëæíû áûòü çàâèñèìû, òàê êàê, èíà÷å, ïðè åå äâèæåíèè
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áóäåò ðàâíî òîëüêî äâóì: 8� 6 = 2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ëþáîé ÷åòâåðêè <ijkl> äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü

�(f(ij); f(ik); f(il); f(jk); f(jl); f(kl)) = 0; (B.6)

âûðàæàþùàÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèììåòðèþ ýòîé äâóìåðíîé ãåîìåòðèè.
Àíàëîãè÷íûå ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî åñëè èìååò

ìåñòî ñâÿçü (Â.6), òî ñóùåñòâóåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé

x0 = �(x; y; a1; a2; a3);
y0 = �(x; y; a1; a2; a3) ;

�
(B.7)

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (Â.5), óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ

f(�(i); �(i); �(j); �(j)) = f(xi; yi; xj ; yj); (B.8)

ãäå, íàïðèìåð, �(i) = �(xi; yi; a
1; a2; a3), ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì.

Ìíîæåñòâî âñåõ äâèæåíèé (B.7) îïðåäåëÿåò ãðóïïîâóþ ñèììåòðèþ äâóìåðíîé
ãåîìåòðèè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (Â.5).

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ î ñâÿçè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è
ãðóïïîâîé ñèììåòðèé ïðèìåíèìû íå òîëüêî â îòíîøåíèè ïëîñêîñòè Åâêëèäà, íî
è â îòíîøåíèè äðóãèõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé (ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïëîñêîñòè
Ìèíêîâñêîãî, äâóìåðíîé ñôåðû è ò.ä.).

Ã.Ãåëüìãîëüö â åãî çíàìåíèòîé ðàáîòå "Î ôàêòàõ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ãåî-
ìåòðèè"[3] âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (Â.5) äâóìåðíîé
ãåîìåòðèè íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé åñëè òâåðäîå òåëî â ñâîåì äâèæåíèè èìå-
åò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Íî â òàêîì ñëó÷àå ìåæäó âñåìè âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿ-
ìè äëÿ ëþáûõ åãî ÷åòûðåõ òî÷åê i; j; k; l äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ôóíêöèîíàëüíàÿ
ñâÿçü (B.6), òàê êàê ïðè åå îòñóòñòâèè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷åòûðåõòî÷å÷íîé
æåñòêîé ôèãóðû ñ îáùèì ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê, äâèæåíèå êîòîðîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò äâèæåíèå âñåãî òâåðäîãî òåëà, óìåíüøèòñÿ ðîâíî íà åäèíèöó. Ïîýòî-
ìó åñòåñòâåííî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ äâó-
ìåðíîé ãåîìåòðèè, âûðàæàåìàÿ óðàâíåíèåì (Â.6), íåâîçìîæíà ïðè ïðîèçâîëüíîé
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (Â.5). Ýòîò ôàêò áûë óñòàíîâëåí àâòîðîì è îïóáëèêîâàí
â ðàáîòå [4]. Çàìåòèì åùå, ÷òî çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âñåõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé, â
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êîòîðûõ "ïîëîæåíèå ôèãóðû çàäàåòñÿ òðåìÿ óñëîâèÿìè", âïåðâûå ÷åòêî ñôîð-
ìóëèðîâàë À.Ïóàíêàðå â åãî èçâåñòíîé ðàáîòå "Îá îñíîâíûõ ãèïîòåçàõ ãåîìåò-
ðèè"[5]. Êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ãåîìåòðèé ñ íåâûðîæäåííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé (Â.5) áóäåò ïðîâåäåíà â �8 ãë. II íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ.

Çàäàíèå ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (Â.5) îïðåäåëÿåò äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïî ýòîé ôóíêöèè, ðåøàÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (Â.8), ìîæíî
íàéòè ïîëíóþ ãðóïïó åå äâèæåíèé (Â.7), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ
äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì. Ãðóïïîâàÿ æå ñèììåòðèÿ ëåæèò â îñíîâå "Ýð-
ëàíãåíñêîé ïðîãðàììû"Ô.Êëåéíà [2], ñîãëàñíî êîòîðîé ãåîìåòðèÿ åñòü òåîðèÿ
èíâàðèàíòîâ íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òåì ñà-
ìûì ìåòðè÷åñêîå è ãðóïïîâîå çàäàíèÿ ãåîìåòðèè îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
÷òî îòìå÷åíî àâòîðîì è G.P.Wene â ðàáîòàõ [6] è [7]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ãåî-
ìåòðèè îáíàðóæèâàåò ñåáÿ è òàê íàçûâàåìàÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ, íà
êîòîðóþ âïåðâûå îñîáîå âíèìàíèå îáðàòèë Þ.È.Êóëàêîâ [1], ñäåëàâ åå îñíîâíûì
ïðèíöèïîì ñâîåé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [8]. Ñóùíîñòü æå ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêîé ñèììåòðèè äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èìååòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó øåñòüþ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ
òî÷åê <ijkl>, âûðàæàåìàÿ íåêîòîðûì óðàâíåíèåì (Â.6).

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ òî÷íîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè
äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé è ïðèâîäèòñÿ èõ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñ êðàòêèì îïè-
ñàíèåì åå ìåòîäà. Ïðèâîäèòñÿ òàêæå êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé áåç èõ îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê îíî ëåãêî ìîæåò
áûòü âîñïðîèçâåäåíî ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó îïðåäåëåíèþ äâóìåðíûõ. Âî âòîðîé
ãëàâå äàåòñÿ òî÷íîå îïðåäåëåíèå ãðóïïîâîé ñèììåòðèè äâóìåðíîé ãåîìåòðèè è
óñòàíàâëèâàåòñÿ åå ýêâèâàëåíòíîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ êëàññèôèöèðîâàòü ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ êàê äâóõòî÷å÷íûé íåâûðîæäåí-
íûé èíâàðèàíò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâó-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ èíâàðèàíòíûå îáúåêòû äâó-
ìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé, ñîõðàíÿþùèåñÿ ïðè âñåõ äâèæåíèÿõ íåêîòîðîé
ïîäãðóïïû ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû äâèæåíèé. ×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí
èçó÷åíèþ äâóìåòðè÷åñêèõ ãåîìåòðèé, êîãäà äâóì òî÷êàì ñîïîñòàâëÿåòñÿ íå îäíî
ðàññòîÿíèå, à äâà. Îäíîé èç èíòåðïðåòàöèé òàêîé íåîáû÷íîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåò-
ñÿ ïëîñêîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâóìåòðè÷åñêèå
ãåîìåòðèè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íû, à ñ äðóãé � íàäå-
ëåíû ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé, ïðè÷åì îáå ñèììåòðèè ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé ñîäåð-
æèò íå òîëüêî ïðèâû÷íûå ãåîìåòðèè, íî è íåîáû÷íûå, ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
êîòîðûõ äàæå â èõ êàíîíè÷åñêîé ôîðìå îáëàäàþò îñîáåííûìè ñâîéñòâàìè. Â
ïðèëîæåíèè Â.À.Êûðîâà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ãåîìåòðèè è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, îáñóæäàþòñÿ
èõ ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå è âîçìîæíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå êàæäîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû è ôîðìóëèðóþòñÿ
çàäà÷è òâîð÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû âàðèàíòû èíäèâèäóàëü-
íûõ êîíòðîëüíûõ çàäàíèé.
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ÃËÀÂÀ I. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ

�1. Îïðåäåëåíèå äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî M, ÿâëÿþùååñÿ äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, òî÷êè
êîòîðîãî îáîçíà÷èì ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à òàêæå ôóíêöèÿ f : Sf !
R, ãäå Sf � M �M � îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå
<ij> 2 Sf íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(ij) 2 R. Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü
ìåòðè÷åñêîé, íå òðåáóÿ, îäíàêî, ïîëîæèòåëüíîé åå îïðåäåëåííîñòè è âûïîëíå-
íèÿ äëÿ íåå àêñèîì îáû÷íîé ìåòðèêè. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àåSf �M�M,
òî åñòü, âîçìîæíî, ôóíêöèÿ f íå âñÿêîé ïàðå èç M�M ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî, íî
â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè óäîáíî â ÿâíîé çàïèñè "ðàññòîÿíèÿ"f(ij) ïîäðàçó-
ìåâàòü, ÷òî <ij > 2 Sf . Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(i) îêðåñòíîñòü òî÷êè i 2 M, ÷åðåç
U(<ij>) � îêðåñòíîñòü ïàðû <ij> 2M�M è àíàëîãè÷íî îêðåñòíîñòè êîðòåæåé
èç äðóãèõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâàM íà ñåáÿ.

Äëÿ íåêîòîðîé ïàðû < k1k2 > ââåäåì ôóíêöèè f2 = f [k1k2] è f2 = f [k1k2],
ñîïîñòàâëÿÿ òî÷êå i 2 M òî÷êè (f(ik1); f(ik2)) 2 R2 è (f(k1i); f(k2i)) 2 R2 ñî-
îòâåòñòâåííî, åñëè < ik1 >;< ik2 > 2 Sf è < k1i >;< k2i > 2 Sf . Çàìåòèì,

÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ââåäåííûõ ôóíêöèé f2 è f2 ìîãóò íå ñîâïàäàòü äðóã ñ
äðóãîì è ñ ñàìèì ìíîæåñòâîìM.

Â îòíîøåíèè äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿM ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f áóäåì
ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåõ àêñèîì:

I. Îáëàñòü Sf åñòü îòêðûòîå è ïëîòíîå â M�M ìíîæåñòâî.
II. Ôóíêöèÿ f â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ åñòü äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíê-

öèÿ.

III. Â M �M ïëîòíî ìíîæåñòâî ïàð, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ f2(f2) èìååò
ìàêñèìàëüíûé ðàíã, ðàâíûé äâóì, â òî÷êàõ ïëîòíîãî â M ìíîæåñòâà.

Äîñòàòî÷íàÿ ãëàäêîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà
êàê ñàìà ôóíêöèÿ f , òàê è âñå åå ïðîèçâîäíûå äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Ãëàäêóþ ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ f , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà III, áóäåì
íàçûâàòü íåâûðîæäåííîé. Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ â àêñèîìàõ I, II, III îòêðû-
òûìè è ïëîòíûìè ìíîæåñòâàìè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñõîäíûå ìíîæåñòâà ìîãóò
ñîäåðæàòü èñêëþ÷èòåëüíûå ïîäìíîæåñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ãäå ýòè àêñè-
îìû íå âûïîëíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Sf ôóíêöèè f ìîæåò íå
ñîäåðæàòü äèàãîíàëüíûõ ïàð <ii>.

Îïðåäåëåíèå.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì àêñèîì I, II, III, çàäàåò íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
M äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ.
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�2. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé

Ââåäåì ôóíêöèþ F , ñîïîñòàâëÿÿ ÷åòâåðêå <ijkl> èçM4 òî÷êó (f(ij); f(ik);
f(il), f(jk); f(jl); f(kl)) 2 R6, êîîðäèíàòû êîòîðîé â R6 îïðåäåëÿþòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííîé ïî èñõîäíîìó êîðòåæó ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ øåñòè "ðàññòîÿíèé"äëÿ
ñëåäóþùèõ ïàð åãî òî÷åê: <ij >;<ik>;<il>;<jk>;<jl>;<kl>, åñëè âñå ýòè
ïàðû ïðèíàäëåæàò Sf . Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F îáîçíà÷èì ÷åðåç SF .
Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü SF åñòü îòêðûòîå è ïëîòíîå â M4 ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
f çàäàåò íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèèM ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåî-
ìåòðèþ ðàíãà ÷åòûðå, åñëè, êðîìå àêñèîì I, II, III èç �1, äîïîëíèòåëüíî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ àêñèîìà:

IV. Ñóùåñòâóåò ïëîòíîå â SF ìíîæåñòâî, äëÿ êàæäîé ÷åòâåðêè <ijkl> êîòî-
ðîãî è íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè U(<ijkl>) íàéäåòñÿ òàêàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ � : E ! R, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè E � R6, ñîäåðæàùåé
òî÷êó F (< ijkl >), ÷òî â íåé grad� 6= 0 è ìíîæåñòâî F (U(< ijkl >)) ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè �, òî åñòü

�(f(ij); f(ik); f(il); (jk); f(jl); f(kl)) = 0 (2:1)

äëÿ âñåõ ÷åòâåðîê èç U(<ijkl>).
Àêñèîìà IV ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåò-

ðèè ðàíãà ÷åòûðå äëÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè. Ýòà àêñèîìà âûðàæàåò ñîáîé òðå-
áîâàíèå, ÷òîáû øåñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ëþáîé ÷åòâåðêè èç U(<ijkl>)
áûëè ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ (2.1). Óñëîâèå grad� 6= 0
îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè ôóíêöèÿ � òîæäåñòâåííî â ïîñòîÿííóþ íå îáðà-
ùàåòñÿ.

Åñëè (x; y) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M, òî äëÿ
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(i) � U(j) êàæäîé ïàðû <
ij>2 Sf ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî åå ëîêàëüíîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj); (2:2)

ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ àêñèîìàìè II è III èç �1. Ïîñêîëüêó â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ àêñèîìîé III ðàíãè ôóíêöèé f2 è f2 ìàêñèìàëüíû, êîîðäèíàòû xi; yi è
xj ; yj âõîäÿò â ïðåäñòàâëåíèå (2.2) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî íèêàêàÿ ëîêàëüíî îáðàòèìàÿ ãëàäêàÿ çàìåíà êîîðäèíàò íå ïðèâåäåò ê óìåíü-
øåíèþ èõ ÷èñëà â ïðåäñòàâëåíèè (2.2), òî åñòü íåò òàêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â
êîòîðîé îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî, íàïðèìåð, áåç êîîðäèíàòû yi â ñëåäóþùåì
âèäå:

f(ij) = f(xi; xj ; yj):

Äåéñòâèòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé ïàðû <j1j2> 2 (U(j))2 è äëÿ ëþáîé
òî÷êè èç U(i) ðàíã ôóíêöèè f2 = f [j1j2] áóäåò çàâåäîìî ìåíüøå äâóõ, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò àêñèîìå III. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ
(2.2) îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå àêñèîìû III.
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Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.2), çàïèøåì ëîêàëüíîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
ââåäåííîé âûøå ôóíêöèè F :

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj);
f(ik) = f(xi; yi; xk ; yk);
f(il) = f(xi; yi; xl; yl);
f(jk) = f(xj ; yj ; xk; yk);
f(jl) = f(xj ; yj ; xl; yl);
f(kl) = f(xk; yk; xl; yl);

9>>>>>>=>>>>>>;
(2:3)

ìàòðèöà ßêîáè êîòîðîé
































@f(ij)

@xi

@f(ik)

@xi

@f(il)

@xi
0 0 0

@f(ij)

@yi

@f(ik)

@yi

@f(il)

@yi
0 0 0

@f(ij)

@xj
0 0

@f(jk)

@xj

@f(jl)

@xj
0

@f(ij)

@yj
0 0

@f(jk)

@yj

@f(jl)

@yj
0

0
@f(ik)

@xk
0

@f(jk)

@xk
0

@f(kl)

@xk

0
@f(ik)

@yk
0

@f(jk)

@yk
0

@f(kl)

@yk

0 0
@f(il)

@xl
0

@f(jl)

@xl

@f(kl)

@xl

0 0
@f(il)

@yl
0

@f(jl)

@yl

@f(kl)

@yl


































(2:4)

èìååò âîñåìü ñòðîê è øåñòü ñòîëáöîâ.
Ïðåäñòàâëåíèå (2.3) çàäàåòñÿ ñèñòåìîé øåñòè ôóíêöèé f(ij); f(ik); f(il); f(jk),

f(jl); f(kl), çàâèñÿùèõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îò âîñüìè êîîðäèíàò xi; yi, xj ; yj ,
xk; yk, xl; yl âñåõ òî÷åê ÷åòâåðêè < ijkl >. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ôóíêöèé â ñèñòå-
ìå (2.3) ìåíüøå ÷èñëà êîîðäèíàò, íàëè÷èå ñâÿçè (2.1) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì
ôàêòîì, íå èìåþùèì ìåñòà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû (2.3).

Ôóíêöèÿ F , ñîãëàñíî åå ëîêàëüíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (2.3), îòîá-
ðàæàåò îêðåñòíîñòü U(< ijkl >) � SF â R6. Ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöåé ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ßêîáè (2.4) ñèñòåìû ôóíêöèé (2.3), à åãî ðàíãîì
íàçûâàåòñÿ ðàíã ýòîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ àê-
ñèîìàì I, II, III èç x1, çàäàâàëà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà ÷åòûðå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ðàíã îòîáðàæåíèÿ F áûë ðàâåí ïÿòè íà ïëîòíîì â SF ìíîæåñòâå.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû î ðàíãå îòîáðàæåíèÿ F .
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Ëåììà 1. Â ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöå (2:4) îòîáðàæåíèÿ F ñ êîîðäèíàò-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì (2:3) èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà ïÿòü, îïðå-
äåëèòåëü êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ.

Âûäåëèì â ìàòðèöå (2.4) êâàäðàòíóþ ñòóïåí÷àòóþ ïîäìàòðèöó ïÿòîãî ïî-
ðÿäêà, äèàãîíàëüíûìè êëåòêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êâàäðàòíûå ìàò-
ðèöû ßêîáè: äëÿ äâóõ ôóíêöèé f(ik); f(il) ïî äâóì ïåðåìåííûì xi; yi; äëÿ äâóõ
ôóíêöèé f(jk); f(jl) ïî äâóì ïåðåìåííûì xj ; yj ; äëÿ ôóíêöèè f(kl) ïî ïåðå-
ìåííîé xk. Ýòà êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ñîñòîèò èç êîìïîíåíò èñõîäíîé ìàòðè-
öû, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ ïÿòè ñòðîê è âñåõ ñòîëáöîâ, êðîìå ïåðâîãî.
Cîãëàñíî àêñèîìå III èç �1 îòëè÷íû îò íóëÿ ÿêîáèàíû @(f(ik); f(il))=@(xi; yi) è
@(f(jk); f(jl))=@(xj ; yj), à òàêæå ïðîèçâîäíàÿ @f(kl)=@xk. Ïîýòîìó ðàíã âûäå-
ëåííîé âûøå ñòóïåí÷àòîé ïîäìàòðèöû ïÿòîãî ïîðÿäêà äëÿ íåêîòîðîãî êîðòåæà
èç U(<ijkl>) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ïÿòè. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ìàòðèöû ßêîáè (2:4) íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ïÿòè.
Ñîãëàñíî àêñèîìå IV â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ÷åòâåðêè < ijkl >

èç SF íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U(< ijkl >) � SF , ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé F (U(< ijkl >)) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ (2.1), ïðè÷åì
grad� 6= 0 â òî÷êå F (<ijkl>). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, ìîæ-
íî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî grad� 6= 0 äëÿ âñåõ òî÷åê îáëàñòè åå
îïðåäåëåíèÿ E � R6 è, êîíå÷íî æå, íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé F (U(<ijkl>)). Òîãäà
ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè �, íî íå îáÿçàòåëüíî ìíîæåñòâî F (U(<ijkl>)), áóäåò
ãëàäêîé áåç îñîáûõ òî÷åê ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â R6.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (2.1) ïî êàæäîé èç âîñüìè êîîðäèíàò xi; yi;
xj ; yj , xk; yk; xl; yl òî÷åê ÷åòâåðêè <ijkl>. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó âîñüìè
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî øåñòè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè �:

@�

@f(ij)
� @f(ij)
@xi

+
@�

@f(ik)
� @f(ik)

@xi
+

@�

@f(il)
� @f(il)
@xi

= 0;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

@�

@f(il)
� @f(il)
@yl

+
@�

@f(jl)
� @f(jl)

@yl
+

@�

@f(kl)
� @f(kl)

@yl
= 0;

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
(2:5)

ìàòðèöà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ßêîáè (2.4) ñèñòåìû ôóíêöèé (2.3).

Ëåììà 2. Ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (2:5) íå ìîæåò áûòü ðàâåí
øåñòè, òî åñòü ñâîåìó ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5)
ðàâåí øåñòè. Íî òîãäà ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òàê
êàê îíà îäíîðîäíà è â íåé âñåãî øåñòü íåèçâåñòíûõ. Îäíàêî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (2.5) äîëæíû èìåòü, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå â íåêîòîðîé
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îêðåñòíîñòè U(< ijkl >), òàê êàê ïî àêñèîìå IV grad� 6= 0 â òî÷êå F (< ijkl >).
Óñòàíîâëåííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ëåììó 2.

Èç ëåììû 2 è ñëåäñòâèÿ ëåììû 1 îäíîçíà÷íî âûòåêàåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5), ñîâïàäàþùåé ñ ìàòðèöåé ßêîáè (2.4), äëÿ íåêîòîðîãî
êîðòåæà < i1j1k1l1 > 2 U(< ijkl >) áóäåò ðàâåí ïÿòè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî òàêèõ êîðòåæåé ïëîòíî â SF , òàê êàê ïëîòíî â SF ìíîæåñòâî ÷åòâåðîê
<ijkl>, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â àêñèîìå IV. Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íî-
ñòè åå óñëîâèÿ î ðàíãå îòîáðàæåíèÿ F .

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè èç SF ðàíã ìàòðèöû (2:4), òî åñòü ðàíã
îòîáðàæåíèÿ F , íå ðàâåí øåñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ÷åòâåðêè èç SF ðàíã ìàòðèöû (2.4) áóäåò
ðàâåí øåñòè, òî îí â ñèëó ãëàäêîñòè ôóíêöèé ñèñòåìû (2.3), áóäåò ðàâåí øåñòè,
òî åñòü ñâîåìó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ, íå òîëüêî äëÿ íåå, íî è äëÿ
âñåõ ÷åòâåðîê èç êàêîé-òî åå îêðåñòíîñòè U � SF . Íî òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè
íå íàéäåòñÿ íè îäíîé ÷åòâåðêè, äëÿ êîòîðîé ðàíã îòîáðàæåíèÿ F áûë áû ðàâåí
ïÿòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ïóñòü äëÿ ÷åòâåðêè < ijkl > èç ïëîòíîãî â SF ìíîæåñòâà, î êîòîðîì ãîâî-
ðèòñÿ â óñëîâèè òåîðåìû, ðàíã îòîáðàæåíèÿ F , çàäàâàåìîãî ñèñòåìîé ôóíêöèé
(2.3), ðàâåí ïÿòè. Èç ëåììû 3, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè ÷åò-
âåðêè <ijkl> ðàíã ìàòðèöû ßêîáè (2.4) íå áîëüøå ïÿòè è ðàâåí äëÿ íåå ýòîìó
çíà÷åíèþ. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà î ôóíêöèîíàëüíîé
çàâèñèìîñòè äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(< ijkl >) ñóùåñòâóåò òàêàÿ äîñòà-
òî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ � : E ! R, îïðåäåëåííàÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè
E � R6, ñîäåðæàùåé òî÷êó F (< ijkl >), â êîòîðîé grad� 6= 0, ÷òî ìíîæåñòâî
F (U(< ijkl >)) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè �, òî åñòü
èìååò ìåñòî óðàâíåíèå (2.1) äëÿ âñåõ êîðòåæåé èç U(<ijkl >). Ïîñêîëüêó ðàíã
ìàòðèöû (2.4) äëÿ èñõîäíîé ÷åòâåðêè <ijkl> ðàâåí ïÿòè è ìàêñèìàëåí â îêðåñò-
íîñòè U(< ijkl >), èç òîé æå òåîðåìû î ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U 0 � U è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü E 0 � E ,
äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé F (U 0) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íóëåé ôóíê-
öèè � â E 0, ÿâëÿÿñü ãëàäêîé áåç îñîáûõ òî÷åê ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â R6. Òåîðåìà
ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ñâÿçü (2.1) èìååò îïðåäåëåííîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñîäåðæàíèå. Äëÿ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè îá ýòîì áûëî ñêàçàíî âî Ââåäåíèè. Äëÿ äðóãèõ æå äâóìåðíûõ ãåî-
ìåòðèé åå ñîäåðæàíèå ìîæåò áûòü èíûì. Íàïðèìåð, äëÿ äâóìåðíîé ñôåðû â
òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçü (2.1) âûðàæàåò ëèíåéíóþ çàâèñè-
ìîñòü ÷åòûðåõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ åå òî÷åê i; j; k; l. Àíàëîãè÷íî è äëÿ ïëîñêîñòè
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Ëîáà÷åâñêîãî êàê íåêîòîðîé ñôåðû â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

�3. Êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé

Èòàê, äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ çàäàåòñÿ íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèåé f : Sf ! R, ãäå Sf �M�M, è åå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.2) èç �2:

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj): (3:1)

Åñëè ýòà ôóíêöèÿ çàäàåò ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ äâóìåðíóþ ãåî-
ìåòðèþ ðàíãà ÷åòûðå, òî ïî àêñèîìå IV èç �2 øåñòü åå çíà÷åíèé äëÿ ÷åòâåðêè
<ijkl> ôóêöèîíàëüíî ñâÿçàíû:

�(f(ij); f(ik); f(il); f(jk); f(jl); f(kl)) = 0: (3:2)

Íåâûðîæäåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (3.1) ïî àêñèîìå III èç �1 äîëæíà, î÷å-
âèäíî, óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

@(f(ik); f(il))=@(xi; yi) 6= 0;
@(f(kj); f(lj))=@(xj ; yj) 6= 0

�
(3:3)

äëÿ îòêðûòîãî è ïëîòíîãî â M3 ìíîæåñòâà òðîåê <ikl> è <klj>.
Ïëîñêîñòü Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (Â.1) è ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçüþ

(Â.2), êîòîðàÿ âî Ââåäåíèè áûëà ðàññìîòðåíà â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ÿâëÿåòñÿ îä-
íîé èç òàêèõ ãåîìåòðèé. Íî ñêîëüêî èõ ìîæåò áûòü? Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [4]):

Òåîðåìà. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ  (f) ! f è â íàä-
ëåæàùå âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y) íåâûðîæäåííàÿ ìåò-
ðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (3:1), çàäàþùàÿ íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà ÷åòûðå ñî ñâÿçüþ (3:2), ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà îäíèì èç ñëåäóþùèõ îäèííàäöàòè êàíîíè÷åñêèõ âûðàæåíèé:

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2; (3:4)

f(ij) = sin yi sin yj cos(xi � xj) + cos yi cos yj ; (3:5)

f(ij) = shyishyj cos(xi � xj)� chyichyj ; (3:6)

f(ij) = (xi � xj)
2 � (yi � yj)

2; (3:7)

f(ij) = chyichyj cos(xi � xj)� shyishyj ; (3:8)
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f(ij) = xiyj � xjyi; (3:9)

f(ij) =
yi � yj
xi � xj

; (3:10)

f(ij) = ((xi � xj)
2 � (yi � yj)

2) exp

�
2�ar(c)th

yi � yj
xi � xj

�
; (3:11)

f(ij) = (xi � xj)
2 exp

�
2
yi � yj
xi � xj

�
; (3:12)

f(ij) = ((xi � xj)
2 + (yi � yj)

2) exp

�
2
arctg

yi � yj
xi � xj

�
; (3:13)

f(ij) =
(xi � xj)

2 + "iy
2
i + "jy

2
j

yiyj
; (3:14)

ãäå � > 0 è � 6= 1; 
 > 0; "i = 0;�1; "j = 0;�1, ïðè÷åì íå îáÿçàòåëüíî "i = "j .

Øåñòü âûðàæåíèé (3.4)�(3.9) îïðåäåëÿþò ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè õîðîøî èç-
âåñòíûõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé: (3.4) � ïëîñêîñòè Åâêëèäà; (3.5) � äâóìåðíîé
ñôåðû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; (3.6) � ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
êàê äâóìåðíîãî äâóõïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå; (3.7) � ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî; (3.8) � äâóìåðíîãî îäíîïîëîñò-
íîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; (3.9) � ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ñóùåñòâîâàíèå ÷åòûðåõ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (3.10)�
(3.13), çàäàþùèõ äâóìåðíûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåòðèè ðàíãà
÷åòûðå, âïåðâûå áûëî óñòàíîâëåíî àâòîðîì [4]. Ïðîôåññîð À.Ì.Øèðîêîâ (êàôåä-
ðà ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà) îáðàòèë âíèìàíèå àâòîðà íà òî, ÷òî
òðè ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè (3.11), (3.12) è (3.13) ìîæíî çàïèñàòü åäèíîîáðàçíî,
èñïîëüçóÿ òðè òèïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

f(ij) = (zi � zj)(zi � zj) exp 2
arg(zi � zj);

ãäå z = x + ey, z = x � ey, ïðè÷åì e2 = +1; 
 > 0 è äîïîëíèòåëüíî 
 6= 1
äëÿ âûðàæåíèÿ (3.11); e2 = 0 è 
 = 1 äëÿ âûðàæåíèÿ (3.12); e2 = �1 è 
 > 0
äëÿ âûðàæåíèÿ (3.13). Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè âîçìîæíûõ òèïà êîìïëåêñíûõ
÷èñåë íà ïëîñêîñòè, à èìåííî: äâîéíûå (e2 = +1), äóàëüíûå (e2 = 0) è îáû÷íûå
(e2 = �1), åñòåñòâåííî âïèñàëèñü â ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ äâóìåðíûõ ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé ðàíãà ÷åòûðå. Ïî-âèäèìîìó, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãåîìåòðèè äåòàëüíî ãåîìåòðàìè íå èçó÷àëèñü è ïîòîìó ñïåöèàëüíîãî
îáùåïðèíÿòîãî íàçâàíèÿ íå èìåþò. Äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé (3.13) àâòîð íàçâàë ïëîñêîñòüþ Ãåëüìãîëüöà, òàê êàê îêðóæíîñòüþ â íåé
ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñïèðàëü, î ÷åì êðàòêî ñîîáùàåò Ãåëüìãîëüö â ñâîåé
ðàáîòå [3], ñ÷èòàÿ ýòî îòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé òàêîé ãåîìåòðèè. Ñîîò-
âåòñòâåííî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (3.11) çàäàåò ïñåâäîãåëüìãîëüöåâó ïëîñêîñòü,
à ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (3.12) � äóàëüíîãåëüìãîëüöåâó ïëîñêîñòü. Ìåòðè÷åñêàÿ
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ôóíêöèÿ (3.10) çàäàåò òàê íàçûâàåìóþ ñèìïëèöèàëüíóþ ïëîñêîñòü, íàçâàíèå
êîòîðîé áûëî ïîäñêàçàíî àâòîðó èçâåñòíûì ãåîìåòðîì Ð.Ïèìåíîâûì, â èññëå-
äîâàíèÿõ êîòîðîãî òàêîå âûðàæåíèå âñòðå÷àëîñü. È íàêîíåö, âûðàæåíèå (3.14)
îïðåäåëÿåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ, çàäàþùóþ äâóìåðíóþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ íà íåñâÿçíîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, íà ñâÿçíûõ
êîìïîíåíòàõ êîòîðîãî áóäåò ëèáî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ïëîñêîñü ("i = "j = 0), ëè-
áî ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå ("i = "j = +1), ëèáî äâóìåðíûé
îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä ("i = "j = �1).

Â ðàáîòå [4] ðåçóëüòàòû (3.4) � (3.14) áûëè ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâà,
êîòîðîå îêàçàëîñü ñëèøêîì ãðîìîçäêèì è äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, ïîýòîìó íèæå
ìû êðàòêî èçëîæèì åãî îñíîâíûå èäåè.

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè îçíà÷àåò, ÷òî øåñòü
âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé f(ij); f(ik); f(il); f(jk); f(jl); f(kl), òî åñòü øåñòü ìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì óïîðÿäî÷åííûì ïàðàì â ÷åòâåðêå <ijkl>
è èìåþùèõ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (3.1), ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû, óäîâëå-
òâîðÿÿ íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ (3.2). Øåñòü ýòèõ ôóíêöèé çàâèñÿò â îáùåé ñëîæ-
íîñòè îò âîñüìè êîîðäèíàò xi; yi; xj ; yj ; xk ; yk; xl; yl òî÷åê ÷åòâåðêè <ijkl> è ïî-
òîìó ñâÿçü (3.2) ìåæäó íèìè âîçìîæíà íå âñåãäà, ÿâëÿÿñü, â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì îñîáîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî îáåèõ ôóíêöèé f è �.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ òîãî, ÷òîáû øåñòü
ôóíêöèé îò âîñüìè ïåðåìåííûõ áûëè ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû îáùèé ðàíã ìàòðèöû ßêîáè äëÿ íèõ, òî åñòü ìàòðèöû (2.4) èç
�2, áûë ìåíüøå øåñòè. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé îïðåäåëèòåëü øåñòîãî ïîðÿä-
êà, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì êàêèõ-ëèáî äâóõ åå ñòðîê, äîëæåí îáðàùàòüñÿ â
íîëü.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì â ìàòðèöå (2.4) ïî-
ñëåäíèõ äâóõ ñòðîê. Ïîñêîëüêó ïî âñåì âîñüìè êîîðäèíàòàì ÷åòâåðêè < ijkl >
îí òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íîëü, çàôèêñèðóåì â íåì êîîðäèíàòû òî÷åê k, l è
ðàçëîæèì åãî ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà. Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî ìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèè f(ij) ïîëó÷àåì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå, ïîñëå ââåäåíèÿ óäîáíûõ
îáîçíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðîèçâîäíûõ, ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âè-
äå:

A(i)
@f(ij)

@xi
+B(i)

@f(ij)

@yi
+A(j)

@f(ij)

@xj
+B(j)

@f(ij)

@yj
= 0;

ãäå, íàïðèìåð, A(i) = A(xi; yi). Ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

f(ij) = �('(i)� '(j);  (i);  (j));

ãäå �(u; v; w) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, à ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ ' è  íåçàâèñèìû. Ïîñëå åñòåñòâåííîé çàìåíû êîîðäèíàò '(x; y) ! x,
 (x; y)! y ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

f(ij) = �(xi � xj ; yi; yj): (3:15)
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Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (3.15) â ìàòðèöó (2.4) è ðàññìîòðèì äðóãèå äâà åå îïðå-
äåëèòåëÿ øåñòîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîé, âòîðîé è ïåðâîé,
÷åòâåðòîé ñòðîê. Ýòè îïðåäåëèòåëè òàêæå îáðàùàþòñÿ â íîëü òîæäåñòâåííî ïî
âñåì âîñüìè êîîðäèíàòàì òî÷åê ÷åòâåðêè <ijkl>. Ôèêñèðóÿ â íèõ êîîðäèíàòû
òî÷åê k; l, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì äâóì ñîîòíîøåíèÿì:

�w(ij)

�u(ij)
= +�(j) + �(j)

�(i)� �(j)

�(i)� �(j)
;

�v(ij)

�u(ij)
= ��(i)� �(i)

�(i)� �(j)

�(i)� �(j)
;

9>>>>=>>>>;
(3:16)

êîòîðûå, ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî ôóíêöèé �, �, �, �, òàê êàê â èõ ëåâûå ÷àñòè êîîðäèíàòû xi è xj âõî-
äÿò â âèäå ðàçíîñòè xi � xj . Ðåøèâ èõ, ïðåâðàòèì ñîîòíîøåíèÿ (3.16) â ñèñòåìó
äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè �(u; v; w). Ðåøåíèÿ
ïîñëåäíåé è îïðåäåëÿþò âñþ ñîâîêóïíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (3.4)�(3.14), çà-
äàþùèõ äâóìåðíûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåòðèè ðàíãà ÷åòûðå
ñî ñâÿçüþ (3.2). Íàèáîëåå ñëîæíûé ýòàï â îïèñàííîì âûøå ìåòîäå � íàõîæäå-
íèå ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ÷åòûðåõ ôóíêöèé �, �, �, � èç äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé (3.16), òàê êàê îíè èìåþò áîëüøîå ÷èñëî ðåøåíèé. Çàìåòèì, ÷òî âñå
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè (3.4)�(3.14) êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû íàñòîÿùåãî ïà-
ðàãðàôà áóäóò ïîëó÷åíû â �8 âòîðîé ãëàâû, èñõîäÿ èç óñòàíîâëåííîé â íåé ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé.

�4. Òðåõìåðíûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå
ãåîìåòðèè

Ïðèìåðîì òðåõìåðíîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåò-
ñÿ òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Åâêëèäà E3. Äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f(ij), ñîïî-
ñòàâëÿþùåé ïàðå åãî òî÷åê < ij > êâàäðàò îáû÷íîãî ðàññòîÿíèÿ, â äåêàðòîâîé
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; y; z) ïðåäñòàâëåíèå áóäåò ñëåäóþùèì:

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2: (4:1)

Âîçüìåì â E3 ïÿòü ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê i; j; k; l;m è âûïèøåì äëÿ íèõ ïî ìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè (4.1) äåñÿòü åå çíà÷åíèé f(ij); f(ik); : : : ; f(lm), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âñåì âîçìîæíûì ïàðàì <ij>;<ik>; : : : ; <lm>. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòè
äåñÿòü çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, îáðàùàÿ â íîëü îïðåäå-
ëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà øåñòîãî ïîðÿäêà, ñòðîåíèå êîòîðîãî àíàëîãè÷íî ñòðîåíèþ
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îïðåäåëèòåëÿ ïÿòîãî ïîðÿäêà (Â.2):������������

0 1 1 1 1 1
1 0 f(ij) f(ik) f(il) f(im)
1 f(ij) 0 f(jk) f(jl) f(jm)
1 f(ik) f(jk) 0 f(kl) f(km)
1 f(il) f(jl) f(kl) 0 f(lm)
1 f(im) f(jm) f(km) f(lm) 0

������������
= 0: (4:2)

Ïî òåðìèíîëîãèè Þ.È.Êóëàêîâà [1] ñîîòíîøåíèå (4.2), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþ-
áîé ïÿòåðêè <ijklm>, âûðàæàåò ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèììåòðèþ òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Åâêëèäà. Çàìåòèì, ÷òî ðàíã ýòîé ñèììåòðèè ðàâåí ïÿòè, òàê êàê
ñîîòíîøåíèå (4.2) çàïèñàíî äëÿ ïÿòè ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà.

Òðåõìåðíûå ãåîìåòðèè çàäàþòñÿ íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M íåâûðî-
æäåííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f , ñîïîñòàâëÿþùåé ïàðå < ij > èç îáëàñòè åå
îïðåäåëåíèÿ Sf â M �M íåêîòîðîå ÷èñëî f(ij) 2 R. Åñëè â ìíîãîîáðàçèè M
ââåñòè ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y; z), òî äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïàðû < ij > èç îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü
ñîîòâåòñòâóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

f(ij) = f(xi; yi; zi; xj ; yj ; zj): (4:3)

Íåâûðîæäåííîñòü ôóíêöèè (4.3) îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê i è j âõîäÿò
â íåå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì, ÷òî âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé:

@(f(ik); f(il); f(im))

@(xi; yi; zi)
6= 0;

@(f(kj); f(lj); f(mj))

@(xj ; yj ; zj)
6= 0 (4:4)

äëÿ îòêðûòîãî è ïëîòíîãî âM4 ìíîæåñòâà ÷åòâåðîê <iklm> è <klmj>. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, êîíå÷íî, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (4.3) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ è îá-
ëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ Sf åñòü ïëîòíîå è îòêðûòîå â M�M ìíîæåñòâî.

Ââåäåì ôóíêöèþ F , ñîïîñòàâëÿÿ ïÿòåðêå < ijklm > èç M5 òî÷êó (f(ij);
f(ik); : : :, f(lm)) 2 R10, êîîðäèíàòû êîòîðîé â R10 îïðåäåëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííîé
ïî èñõîäíîìó êîðòåæó ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåñÿòè ðàññòîÿíèé äëÿ ñëåäóþùèõ
ïàð åãî òî÷åê: < ij >;< ik >; : : : ; < lm >, åñëè âñå ýòè ïàðû ïðèíàäëåæàò Sf .
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F îáîçíà÷èì ÷åðåç SF . Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü
SF åñòü îòêðûòîå è ïëîòíîå â M5 ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
f çàäàåò íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ
ãåîìåòðèþ ðàíãà ïÿòü, åñëè äîïîëíèòåëüíî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àêñèîìà:

Ñóùåñòâóåò ïëîòíîå â SF ìíîæåñòâî, äëÿ êàæäîé ïÿòåðêè <ijklm> êî-
òîðîãî è íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè U(<ijklm>) íàéäåòñÿ òàêàÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ � : E ! R, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè E � R10, ñîäåð-
æàùåé òî÷êó F (<ijklm>), ÷òî â íåé grad� 6= 0 è ìíîæåñòâî F (U(<ijklm>))
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè �, òî åñòü

�(f(ij); f(ik); f(il); f(im); f(jk); f(jl); f(jm); f(kl); f(km); f(lm)) = 0 (4:5)
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äëÿ âñåõ ïÿòåðîê èç U(<ijklm>).

Ýòà àêñèîìà ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè ðàíãà ïÿòü äëÿ òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè. Îíà âûðàæàåò ñîáîé òðåáîâàíèå,
÷òîáû äåñÿòü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ëþáîé ïÿòåðêè èç U(< ijklm >) áû-
ëè ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ (4.5). Óñëîâèå grad� 6= 0
îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè ôóíêöèÿ � òîæäåñòâåííî â ïîñòîÿííóþ íå îáðà-
ùàåòñÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåâûðîæäåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f çàäà-
âàëà íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåî-
ìåòðèþ ðàíãà ïÿòü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã îòîáðàæåíèÿ F
áûë ðàâåí äåâÿòè íà ïëîòíîì â SF ìíîæåñòâå.

Òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà 1 àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùåé òåî-
ðåìå èç �2 äëÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé äâóìåðíîé ãåîìåòðèè è äîêà-
çûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå. Óðàâíåíèå (4.5) âûðàæàåò ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü
äåñÿòè ôóíêöèé îò áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ � ïÿòíàäöàòè êîîðäèíàò âñåõ
òî÷åê ïÿòåðêè < ijklm >. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ßêîáè èìååò ïÿòíàäöàòü
ñòðîê è äåñÿòü ñòîëáöîâ, à ðàíã åå äîëæåí áûòü ðàâåí äåâÿòè.

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåî-
ìåòðèé ðàíãà ïÿòü áûëà ïîñòðîåíà ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì îïèñàííîìó â �3, íî
òåõíè÷åñêè åùå áîëåå ãðîìîçäêîìó è ñëîæíîìó. Ïðèâåäåì åå íèæå ïî ðàáîòå [9].

Òåîðåìà 2. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ  (f) ! f è â
íàäëåæàùå âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y; z) íåâûðîæäåííàÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (4:3), çàäàþùàÿ íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà ïÿòü ñî ñâÿçüþ (4:5), ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà îäíèì èç ñëåäóþùèõ òðèíàäöàòè êàíîíè÷åñêèõ âûðàæåíèé:

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2; (4:6)

f(ij) = sin zi sin zj [sin yi sin yj cos(xi � xj) + cos yi cos yj ] + cos zi cos zj ; (4:7)

f(ij) = shzishzj [sin yi sin yj cos(xi � xj) + cos yi cos yj ]� chzichzj ; (4:8)

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 � (zi � zj)
2; (4:9)

f(ij) = chzichzj [sin yi sin yj cos(xi � xj) + cos yi cos yj ]� shzishzj ; (4:10)

f(ij) = chzichzj [chyichyj cos(xi � xj)� shyishyj ]� shzishzj ; (4:11)

f(ij) = xiyj � xjyi + zi � zj ; (4:12)

f(ij) =
yi � yj
xi � xj

exp(zi + zj); (4:13)

f(ij) = [(xi � xj)
2 � (yi � yj)

2] exp(zi + zj); (4:14)
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f(ij) = [(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2] exp(zi + zj); (4:15)

f(ij) = [(xi � xj)
2 � (yi � yj)

2] exp[2(�ar(c)th
yi � yj
xi � xj

+ zi + zj)]; (4:16)

f(ij) = (xi � xj)
2 exp[2(

yi � yj
xi � xj

+ zi + zj)]; (4:17)

f(ij) = [(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2] exp[2(
arctg
yi � yj
xi � xj

+ zi + zj)]; (4:18)

ãäå � > 0 è � 6= 1; 
 > 0:

Ñåìü âûðàæåíèé (4.6)�(4.12) îïðåäåëÿþò ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè õîðîøî èç-
âåñòíûõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé: (4.6) � ïðîñòðàíñòâà Åâêëèäà êàê åñòåñòâåííî-
ãî òðåõìåðíîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.4);
(4.7) � òðåõìåðíîé ñôåðû â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; (4.8) �
ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî êàê òðåõìåðíîãî äâóõïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà â ÷å-
òûðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèãíàòóðû < + + +� >; (4.9) �
ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî êàê åñòåñòâåííîãî òðåõìåðíîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêî-
ñòè Ìèíêîâñêîãî ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.7); (4.10) � òðåõìåðíîãî îäíîïî-
ëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà I â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàííñòâå òîé
æå ñèãíàòóðû < + + +� >; (4.11) � òðåõìåðíîãî îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëî-
èäà II â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðñòðàíñòâå, íî äðóãîé ñèãíàòóðû
<+ + ��>; (4.12) � ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà êàê åñòåñòâåííîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.9) íà íå÷åòíóþ
ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ òðåì. Îñòàëüíûå øåñòü âûðàæåíèé (4.13)�(4.18) îïðåäåëÿ-
þò ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé, êîòîðûå âïåðâûå áûëè
îáíàðóæåíû Â.Õ.Ëåâîì [9], ãåîìåòðàìè íå èçó÷àëèñü è ïîòîìó ñïåöèàëüíîãî îá-
ùåïðèíÿòîãî íàçâàíèÿ íå èìåþò: (4.13) � ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà êàê
îñîáîãî òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ñèìïëèöè-
àëüíîé ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.10); (4.14) � îñîáîãî òðåõìåð-
íîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî ñ
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.7); (4.15) � îñîáîãî òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.4);
(4.16) � ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà êàê òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèåé (3.11); (4.17) � äóàëüíîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà êàê òðåõìåðíîãî
ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ äóàëüíîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêî-
ñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.12); (4.18) � ïðîñòðàíñòâà Ãåëüìãîëüöà êàê
òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Ãåëüì-
ãîëüöà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.13).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî n-ìåðíûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåî-
ìåòðèè ðàíãà n+ 2 çàäàþòñÿ íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè íåâûðîæäåííîé ìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèåé ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì

f(ij) = f(x1i ; x
2
i ; : : : ; x

n
i ; x

1
j ; x

2
j ; : : : ; x

n
j ); (4:19)
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ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî êîðòåæà <ijk : : : vw> äëèíû n + 2 è íåêîòîðîé åãî îêðåñò-
íîñòè, òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð <ij>;<ik>; : : : ; <vw> ïðèíàäëåæèò îáëàñòè
åå îïðåäåëåíèÿ Sf , ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f(ij); f(ik); : : : ; f(vw)
ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû íåêîòîðûì óðàâíåíèåì

�(f(ij); f(ik); : : : ; f(vw)) = 0; (4:20)

ïðè÷åì grad� 6= 0.
Êëàññèôèêàöèè òàêèõ ãåîìåòðèé ïðîâåäåíû òîëüêî äëÿ n = 2 è n = 3 (ñì. �3 è

�4 íàñòîÿùåé ãëàâû). Â ñëó÷àå æå n > 4 àíàëîãè÷íûå êëàññèôèêàöèè åùå íå ïî-
ñòðîåíû, îäíàêî ìîæíî âûïèñàòü íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè (4.19) n-ìåðíîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ðàíãà n + 2
êàê åñòåñòâåííûå è îñîáûå ðàñøèðåíèÿ îòäåëüíûõ âûðàæåíèé èç êëàññèôèêà-
öèè äâóìåðíûõ (3.4)�(3.14) è òðåõìåðíûõ (4.6)�(4.18) ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé ðàíãà ÷åòûðå è ïÿòü ñîîòâåòñòâåííî.

�5. Íåêîòîðûå ïðèìåðû è çàäà÷è

Ñîîòíîøåíèå (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-
íèå îòíîñèòåëüíî äâóõ ôóíêöèé: ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f , çàäàþùåé äâóìåðíóþ
ãåîìåòðèþ, è ôóíêöèè �, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âûðàæàåòñÿ åå ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêàÿ ñèììåòðèÿ. Â �3 ïðèâåäåíû âñå êàíîíè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè (2.2) êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1). Çíàÿ æå òîëüêî ìåòðè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ, ìîæíî äëÿ äâóìåðíîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ëèáî
íàéòè ÿâíóþ çàïèñü óðàâíåíèÿ (2.1), ëèáî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíê-
öèè �, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé íåÿâíî âûðàæàåòñÿ ýòà ñèììåòðèÿ.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
(3.4) ñîîòíîøåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè (2.1) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì
óðàâíåíèåì: ����������

0 1 1 1 1
1 0 f(ij) f(ik) f(il)
1 f(ij) 0 f(jk) f(jl)
1 f(ik) f(jk) 0 f(kl)
1 f(il) f(jl) f(kl) 0

����������
= 0: (5.1)

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ïðàâèëî ïåðåìíîæåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö è
èõ îïðåäåëèòåëåé, ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (5.1) â ñëåäóþùåì âèäå:����������

0 0 1 0 0
xi yi x2i + y2i 1 0
xj yj x2j + y2j 1 0
xk yk x2k + y2k 1 0
xl yl x2l + y2l 1 0

����������
�

����������
0 �2xi �2xj �2xk �2xl
0 �2yi �2yj �2yk �2yl
0 1 1 1 1
1 x2i + y2i x2j + y2j x2k + y2k x2l + y2l
0 0 0 0 0

����������
= 0:

(5:10)
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Äåéñòâèòåëüíî, ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5.1) è (5:10) ñîâïàäàþò äëÿ ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè (3.4). Óáåäèìñÿ â ýòîì, ïåðåìíîæèâ, íàïðèìåð, â ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (5:10) âòîðóþ ñòðîêó ïåðâîãî îïðåäåëèòåëÿ íà ÷åòâåðòûé ñòîëáåö âòîðîãî:
�2xixk � 2yiyk+x2i + y2i +x2k+ y2k = (xi�xk)2+(yi� yk)2 = f(ik). Ïîñêîëüêó îáà
ïåðåìíîæàåìûõ îïðåäåëèòåëÿ, èìåÿ íóëåâîé ñòîëáåö è íóëåâóþ ñòðîêó, çàâåäî-
ìî ðàâíû íóëþ, èõ ïðîèçâåäåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ îïðåäåëèòåëåì Êýëè-Ìåíãåðà
â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.1), òàêæå ðàâíî íóëþ. Ýòî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëè-
âîñòü óðàâíåíèÿ (5.1), êîòîðîå ÿâëÿòñÿ òîæäåñòâîì ïî âñåì âîñüìè êîîðäèíàòàì
xi; yi; xj ; yj ; xk; yk; xl; yl ÷åòûðåõ òî÷åê i; j; k; l.

Ïðèìåð 2. Óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ äâóìåðíîé ñôåðû ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
(3.5) ñîîòíîøåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè (2.1) âûðàæàåòñÿ óðàâíåíè-
åì: ��������

1 f(ij) f(ik) f(il)
f(ij) 1 f(jk) f(jl)
f(ik) f(jk) 1 f(kl)
f(il) f(jl) f(kl) 1

�������� = 0: (5.2)

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ïðåäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.2) â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ îïðåäåëèòåëåé ñ íóëåâûì ñòîëáöîì è íóëåâîé ñòðîêîé, èñïîëüçóÿ
ÿâíîå âûðàæåíèå (3.5) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè äâóìåðíîé ñôåðû.

Ïðèìåð 3. Äëÿ ñèìïëèöèàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (3.10)
íàéòè óðàâíåíèå (2.1), êîòîðûì âûðàæàåòñÿ åå ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (3.10) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåíåñåì ïðà-
âóþ ÷àñòü âëåâî è èçáàâèìñÿ îò çíàìåíàòåëÿ: (xi � xj)f(ij)� (yi � yj) = 0. Àíà-
ëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñäåëàåì è ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ f(ik); f(il); f(jk); f(jl);
f(kl). Ââåäÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷åíèÿ u = xi � xj ; v = xi � xk ; w =
xi � xl è p = yi � yj ; q = yi � yk; r = yi � yl, ïîëó÷àåì øåñòü ñîîòíîøåíèé:

uf(ij)� p = 0; vf(ik)� q = 0;
wf(il)� r = 0; (v � u)f(jk)� (q � p) = 0;

(w � u)f(jl)� (r � p) = 0; (w � v)f(kl)� (r � q) = 0;

9=;
êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó øåñòè ëèíåéíûõ îä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî øåñòè íåèçâåñòíûõ, à èìåííî u; v; w; p; q; r.
Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà çàâåäîìî èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, îïðåäåëèòåëü åå ìàò-
ðèöû äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ, òî åñòü:������������

f(ij) 0 0 �1 0 0
0 f(ik) 0 0 �1 0
0 0 f(il) 0 0 �1

�f(jk) f(jk) 0 1 �1 0
�f(jl) 0 f(jl) 1 0 �1

0 �f(kl) f(kl) 0 1 �1

������������
= 0:

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå è åñòü èñêîìîå, îäíàêî óäîáíî î÷åâèäíûì îáðàçîì ïî-
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íèçèòü ïîðÿäîê îïðåäåëèòåëÿ äî òðåòüåãî:������
f(ij)� f(jk) f(jk)� f(ik) 0
f(ij)� f(jl) 0 f(il)� f(jl)

0 f(ik)� f(kl) f(il)� f(kl)

������ = 0: (5:3)

Óðàâíåíèå (5.3) âûðàæàåò ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèììåòðèþ ñèìïëèöìàëüíîé
ïëîñêîñòè. Â åãî ñïðàâåäëèâîñòè ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâ-
êîé â íåãî ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ (3.10) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Âïðî-
÷åì, äëÿ ïðîâåðêè òîæäåñòâåííîãî ïî êîîðäèíàòàì òî÷åê ÷åòâåðêè <ijkl > îá-
ðàùåíèÿ â íîëü îïðåäåëèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñîâðåìåííûå âîçìîæíîñòè ÝÂÌ.

Çàäà÷à 1. Äëÿ ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-
ìè: (3.6) � ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî; (3.7) � ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî; (3.8) � îä-
íîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; (3.9)
� ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè; (3.14) � íà íåñâÿçíîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
íàéòè óðàâíåíèå (2.1), âûðàæàþùåå èõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèììåòðèþ.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Óðàâíåíèå (2.1) äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ äâóìåðíûõ
ãåîìåòðèé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå îáðàùåíèÿ â íîëü îïðåäåëèòåëÿ ÷åòâåð-
òîãî èëè ïÿòîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè,
íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ýòîò îïðåäåëèòåëü êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïðåäåëèòå-
ëåé ñ íóëåâûì ñòîëáöîì è íóëåâîé ñòðîêîé, òî åñòü çàâåäîìî ðàâíûõ íóëþ. Èìååò
ñìûñë ïðåäâàðèòåëüíî ðàçîáðàòüñÿ â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ 1 è 2.

Çàäà÷à 2. Äëÿ ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé, çàäàâàåìûõ ìåòðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè: (3.11) � ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè; (3.12) � äóàëüíîãåëüì-
ãîëüöåâîé ïëîñêîñòè; (3.13) � ïëîñêîñòè Ãåëüìãîëüöà óñòàíîâèòü èõ ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêóþ ðàíãà ÷åòûðå ñèììåòðèþ.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ïî-âèäèìîìó, äëÿ ýòèõ òðåõ ãåîìåòðèé íåâîçìîæíî
ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå (2.1), âûðàæàþùåå èõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèììåòðèþ,
â ÿâíîì âèäå. Åãî ñóùåñòâîâàíèå ìîæíî óñòàíîâèòü ïî ìàòðèöå ßêîáè (2.4) äëÿ
ñèñòåìû ôóíêöèé (2.3). Ðàíã ýòîé ìàòðèöû ñîãëàñíî òåîðåìå èç �2 äîëæåí áûòü
ðàâåí ïÿòè. Òî åñòü, çàïèñàâ ìàòðèöó ßêîáè, íàõîäèì åå ðàíã, è åñëè îí ðàâåí
ïÿòè, òî äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ, çàäàâàåìàÿ äàííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, äåé-
ñòâèòåëüíî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íà. Âðó÷íóþ óñòàíîâèòü ðàíã ìàòðè-
öû ßêîáè (2.4), ó êîòîðîé øåñòü ñòîëáöîâ è âîñåìü ñòðîê, äîâîëüíî òðóäíî, òàê
êàê íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèå âñåõ îïðåäåëèòåëåé øåñòîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó
èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå ðåñóðñû ÝÂÌ. Ìîæíî òàêæå ïîïûòàòü-
ñÿ ñ èõ ïîìîùüþ íàéòè äëÿ ýòèõ òðåõ ãåîìåòðèé ÿâíóþ çàïèñü óðàâíåíèÿ (2.1)
èëè äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü òàêîé çàïèñè.

Çàäà÷à 3. Äëÿ ñëåäóþùèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-
ìè: (4.6) � ïðîñòðàíñòâî Åâêëèäà; (4.7) � òðåõìåðíîé ñôåðû; (4.8) � ïðîñòðàí-
ñòâà Ëîáà÷åâñêîãî; (4.9) � ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî; (4.10) � òðåõìåðíîãî ãè-
ïåðáîëîèäà I; (4.11) � òðåõìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà II; (4.12) � ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà; (4.13) � ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà; (4.14) � îñîáîãî òðåõ-
ìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêî-
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ãî; (4.15) � îñîáîãî òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ
ïëîñêîñòè Åâêëèäà íàéòè óðàâíåíèå (4.5), âûðàæàþùåå èõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ
ñèììåòðèþ.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ñì. àíàëîãè÷íîå óêàçàíèå ê çàäà÷å 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëèòåëè áóäóò ïÿòîãî èëè øåñòîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 4. Äëÿ ñëåäóþùèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé, çàäàâàåìûõ ìåòðè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè: (4.16) � ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà; (4.17) � äóàëüíî-
ãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà; (4.18) � ïðîñòðàíñòâà Ãåëüìãîëüöà, óñòàíîâèòü
èõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ðàíãà ïÿòü ñèììåòðèþ.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ñì. àíàëîãè÷íîå óêàçàíèå ê çàäà÷å 2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàòðèöà ßêîáè èìååò äåñÿòü ñòîëáöîâ è ïÿòíàäöàòü ñòðîê.
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ÃËÀÂÀ II. Ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ

�6. Ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé è åå
ýêâèâàëåíòíîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïîâûå ñâîéñòâà äâóìåðíîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íîé ãåîìåòðèè, ââåäåííîé âûøå îïðåäåëåíèåì èç x2.

Ïóñòü U è U 0 � îòêðûòûå îáëàñòè â ìíîãîîáðàçèèM, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûå.
Ãëàäêîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

� : U ! U 0 (6:1)

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì äâèæåíèåì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
f . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû < ij > 2 Sf , òàêîé ÷òî i; j 2 U , è
ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû <�(i); �(j)>, òàêîé ÷òî îíà òîæå ïðèíàäëåæèò Sf , èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

f(�(i); �(j)) = f(ij): (6:2)

Ìíîæåñòâî âñåõ äâèæåíåé (6.1) åñòü ëîêàëüíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé äâó-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M, äëÿ êîòîðîé ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ñîãëàñíî ðàâåí-
ñòâó (6.2) ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì. Åñëè îíà çàäàíà ÿâíî, íàïðè-
ìåð, â ñâîåì êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè (2.2) èç �2: f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj), òî
ðàâåíñòâî (6.2) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì, ðåøàÿ êîòîðîå ìîæíî
íàéòè ïîëíóþ ãðóïïó ëîêàëüíûõ äâèæåíèé (6.1). Íàì æå î ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè èçâåñòíî òîëüêî òî, ÷òî îíà íåâûðîæäåíà è óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óðàâ-
íåíèþ (2.1) èç x2. Íî ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ôàêòà
ñóùåñòâîâàíèÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû åå äâèæåíèé.

Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ âîñïðîèçâåäåì â íàøèõ îáî-
çíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé, ñëåäóÿ ìîíîãðà-
ôèè Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà "Íåïðåðûâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé"(ñì. [10], ñòð. 435).
ÏóñòüGr � r-ìåðíàÿ ëîêàëüíàÿ ãðóïïà Ëè è U � íåêîòîðàÿ îáëàñòü ãëàäêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿM. Äîïóñòèì, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó a 2 Gr ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò a èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå �a : U ! U 0 îáëàñòè U â
íåêîòîðóþ îáëàñòü U 0 ìíîãîîáðàçèÿ M, îòíîñÿùåå êàæäîé òî÷êå i 2 U íåêî-
òîðóþ òî÷êó i0 2 U 0, òî åñòü i0 = �a(i) = �(i; a). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Gr åñòü
ëîêàëüíàÿ ãðóïïà Ëè ïðåîáðàçîâàíèé îáëàñòè U , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
òðè óñëîâèÿ:

1. Åäèíèöå e ãðóïïû Gr ñîîòâåòñâóåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå i0 =
�(i; e) = i îáëàñòè U íà ñåáÿ è �(�(i; a); b) = �(i; ab), òî åñòü ïðîèçâåäåíèþ ab 2 Gr

ñîîòâåòñòâóåò êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé: ñíà÷àëà �a è çàòåì �b (âîçìîæåí è
äðóãîé ïîðÿäîê: �(�(i; a); b) = �(i; ba)).
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2. Äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ �a è �b ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b
(ýòî óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíà÷å, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå
�a áûëî òîæäåñòâåííûì ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî a åñòü åäèíèöà e ãðóïïû Gr).

3. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå �(i; a) åñòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè i 2 U è ýëåìåíòà a 2 Gr.

Îïðåäåëåííàÿ òîëüêî ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïî óñëîâèþ 2 ýôôåêòèâíà
è ïîòîìó ñàìè ýëåìåíòû ãðóïïû Gr ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Òî åñòü
ìîæíî ãîâîðèòü î r-ìåðíîé ëîêàëüíîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿM,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Gr(�). Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè U çàäàíî ýôôåê-
òèâíîå ãëàäêîå äåéñòâèå ãðóïïû Gr, ïðè÷åì óñëîâèÿ 1, 2, 3 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
íåêîòîðîé åå ÷àñòè, òî åñòü íåêîòîðîé, çàâèñÿùåé îò U , îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà.

Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü U �M íå îáÿçàòåëü-
íî ñâÿçíà, íàïðèìåð, ìîæåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé: U = U1 [ U2,
ïðè÷åì U1 \ U2 = ?.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f çàäàåò íà äâó-
ìåðíîì ìíîãîîáðàçèèM äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ, íàäåëåííóþ ãðóïïîâîé ñèììåò-
ðèåé ñòåïåíè òðè, åñëè, êðîìå àêñèîì I, II, III èç �1 ãë. I, äîïîëíèòåëüíî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ àêñèîìà:

IV0. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå è ïëîòíîå â M ìíîæåñòâî, äëÿ êàæäîé òî÷êè i
êîòîðîãî çàäàíî ýôôåêòèâíîå ãëàäêîå äåéñòâèå òðåõìåðíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû
Ëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(i), òàêîå, ÷òî äåéñòâèÿ åå â îêðåñòíîñòÿõ U(i),
U(j) äâóõ òî÷åê i, j ñîâïàäàþò â ïåðåñå÷åíèè U(i) \ U(j) è ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ f(ij) ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ýòèõ äåéñòâèé.

Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â àêñèîìå IV0, îïðåäåëÿþò ëî-
êàëüíóþ ïîäâèæíîñòü æåñòêèõ ôèãóð â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå M, àíàëîãè÷-
íóþ èõ ïîäâèæíîñòè â ïëîñêîñòè Åâêëèäà. Çàìåòèì, ÷òî ãëîáàëüíîé ïîäâèæ-
íîñòè ïðè ýòîì ìîæåò è íå áûòü, òàê êàê, õîòÿ ëîêàëüíûå äåéñòâèÿ ãðóïïû G3

îïðåäåëåíû ñîãëàñíî àêñèîìå IV0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îòêðû-
òîãî è ïëîòíîãî â M ìíîæåñòâà, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íà âñåì ýòîì ìíîæåñòâå
äåéñòâóåò òîëüêî åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû. Ìíîæåñòâî ïàð <ij >, äëÿ êîòî-
ðûõ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì,
î÷åâèäíî, îòêðûòî è ïëîòíî â M�M. Áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò òðåõìåðíóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó Ëè ëîêàëüíûõ äâèæåíèé.

Èç àêñèîìû IV0 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî íà îòêðûòîì è ïëîòíîì â M ìíîæåñòâå
çàäàíî òðåõìåðíîå ëèíåéíîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X , çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ, òî åñòü àëãåáðà Ëè ïðåîáðàçîâàíèé (ñì.
[10], �60). Â íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; y) áàçèñíûå âåêòîðíûå
ïîëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà çàïèøåì â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

X! = �!(x; y)@=@x+ �!(x; y)@=@y; (6:3)

ãäå ! = 1; 2; 3: Ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f áóäåò äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ëî-
êàëüíîé ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U(i) è U(j) òî÷åê i

24



è j â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òðåõ óðàâíåíèé

X!(i)f(ij) +X!(j)f(ij) = 0 (6:4)

ñ îïåðàòîðàìè (6.3):

�!(i)
@f(ij)

@xi
+ �!(i)

@f(ij)

@yi
+ �!(j)

@f(ij)

@xj
+ �!(j)

@f(ij)

@yj
= 0;

ãäå ! = 1; 2; 3 è, íàïðèìåð, �!(i) = �!(xi; yi) (ñì. [11], ñ.229 è 237).
Åñëè âåêòîðíîå ïîëå X íåíóëåâîå, òî â îáëàñòè åãî çàäàíèÿ åñòü õîòÿ áû îäíà

òî÷êà â êîòîðîé îíî îòëè÷íî îò íóëÿ. Îäíàêî â äðóãèõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè ïîëå
X ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü. Åñëè æå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè ïðåîá-
ðàçîâàíèé, àëãåáðå Ëè êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ïîëå X , ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå X àëãåáðû Ëè
ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìå IV0,
îòëè÷íî îò íóëÿ, îòêðûòî è ïëîòíî â M.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå X = a!X!, ãäå
a!, ! = 1; 2; 3 � ïîñòîÿííûå, íå âñå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U(i) òî÷êè i îáðàùàåòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî. Ïîëå X íåíóëåâîå,
ïîýòîìó â êàêîé-òî äðóãîé òî÷êå j, à çíà÷èò è â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè U(j),
îíî îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîñêîëüêó îáëàñòü Sf îòêðûòà è ïëîòíà â M �M ïî àê-
ñèîìå I èç �1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà <ij> 2 Sf . Íî òîãäà, ñîãëàñíî àêñèîìå
IV0, ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(ij) áóäåò äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì, ÿâëÿÿñü ðå-
øåíèåì ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé (6.4). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ
X(i) = a!X!(i) = 0 è X(j) = a!X!(j) 6= 0, èç ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

a!�!(j)
@f(ij)

@xj
+ a!�!(j)

@f(ij)

@yj
= 0; (6:40)

â êîòîðîå âõîäÿò ïðîèçâîäíûå òîëüêî ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè j è îò ýòèõ æå òîëüêî
êîîðäèíàò çàâèñÿò êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ, ïðè÷åì, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäèí èç íèõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (6:40) ìîæåò áûòü ðå-
øåíî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê äëÿ íåãî èìååò íå áîëåå
îäíîãî èíòåãðàëà, è ïîòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6:40) áóäåò:

f(ij) = f(xi; yi; ;  (xj ; yj)):

Íî â ýòî âûðàæåíèå äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f êîîðäèíàòû òî÷êè j âõîäÿò
íåñóùåñòâåííûì îáðàçîì ÷åðåç ôóíêöèþ  (j), ÷òî, î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò àê-
ñèîìå III èç �1. Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè U(i) îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òî÷êà,
ãäå èñõîäíîå âåêòîðíîå ïîëå îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîñêîëüêó îáëàñòü çàäàíèÿ ïîëÿ
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X ïëîòíà è îòêðûòà âM, ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå îíî îòëè÷íî îò íóëÿ, òîæå ïëîò-
íî è îòêðûòî â M, õîòÿ ìîæåò è íå ñîâïàäàòü ñ îáëàñòüþ åãî çàäàíèÿ. Ëåììà 1
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå.Ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿX!, ! = 1; 2; 3,
àëãåáðû Ëè ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþùåé
àêñèîìå IV0, îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ, îòêðûòî è ïëîòíî â M.

Ñëåäñòâèå î÷åâèäíî, òàê êàê ïî äîêàçàííîé âûøå ëåììå 1 êàæäîå èç áàçèñ-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1; X2; X3 îòëè÷íî îò íóëÿ íà îòêðûòîì è ïëîòíîì â M
ìíîæåñòâå. Ïåðåñå÷åíèå æå òðåõ òàêèõ ìíîæåñòâ îòêðûòî è ïëîòíî â M.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
àêñèîìàì I, II, III èç x1, çàäàâàëà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M äâóìåðíóþ
ãåîìåòðèþ, íàäåëåííóþ ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé ñòåïåíè òðè, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã îòîáðàæåíèÿ F áûë ðàâåí ïÿòè íà ïëîòíîì â SF ìíî-
æåñòâå.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû 1 î ðàíãå îòîáðàæåíèÿ F .
Ïóñòü <ijkl> 2M4 òàêàÿ ÷åòâåðêà, ÷òî åå òî÷êè i; j; k; l ïðèíàäëåæàò îòêðûòî-
ìó è ïëîòíîìó â M ìíîæåñòâó, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â àêñèîìå IV0 îïðåäåëåíèÿ
íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ÷åòâåðîê îòêðûòî è ïëîòíî
â M4, à åãî ïåðåñå÷åíèå ñ SF îòêðûòî è ïëîòíî â SF . Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî <ijkl> 2 SF . Ñîãëàñíî àêñèîìå IV

0 ñóùåñòâóþò
òàêèå îêðåñòíîñòè U(i); U(j); U(k); U(l) òî÷åê ýòîé ÷åòâåðêè, ÷òî äåéñòâèÿ íåêî-
òîðîé òðåõìåðíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè â íèõ ñîõðàíÿþò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
f , îïðåäåëåííóþ â êàæäîé èç îêðåñòíîñòåé U(i)�U(j); U(i)�U(k); : : : ; U(k)�U(l)
ïàð < ij >, < ik >; : : : ; < kl >. Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ÷åòûðåõòî÷å÷-
íóþ ôèãóðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîé ÷åòâåðêå èç îêðåñòíîñòè U(i)�U(j)�
U(k) � U(l) � SF . Äâèæåíèå ýòîé ôóãóðû êàê æåñòêîé êîíñòðóêöèè îçíà÷àåò,
÷òî ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G3 â îêðåñòíîñòÿõ U(i); U(j); U(k); U(l), òî åñòü èçìå-
íåíèè êîîðäèíàò åå òî÷åê, âñå øåñòü ðàññòîÿíèé â íåé, îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìîé
ôóíêöèé (2.3) èç �2, ñîõðàíÿþòñÿ, ÿâëÿÿñü äâóõòî÷å÷íûìè èíâàðèàíòàìè. Èí-
âàðèàíòíîñòü æå ýòèõ ôóíêöèé ïðè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, çàäàâàåìûõ
âåêòîðíûìè ïîëÿìè

X = �(x; y)@=@x+ �(x; y)@=@y (6:5)

â îêðåñòíîñòÿõ U(i); U(j); U(k); U(l), îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿ-
þò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèþ (6.4) ñ îïåðàòîðàìè
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(6.3):

�(i)
@f(ij)

@xi
+ �(i)

@f(ij)

@yi
+ �(j)

@f(ij)

@xj
+ �(j)

@f(ij)

@yj
= 0;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�(k)
@f(kl)

@xk
+ �(k)

@f(kl)

@yk
+ �(l)

@f(kl)

@xl
+ �(l)

@f(kl)

@yl
= 0:

9>>>>=>>>>;
(6:6)

Ñèñòåìà (6.6) ïðè èçâåñòíîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f ìîæåò áûòü ðàññìîò-
ðåíà êàê ñèñòåìà øåñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âîñüìè
êîìïîíåíò âåêòîðíûõ ïîëåé (6.5) â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê i; j; k; l. Çàìå-
òèì, ÷òî ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöåé (2.4) èç
�2 îòîáðàæåíèÿ F . Àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé (6.5) òðåõìåðíû, òàê êàê òàêóþ
ðàçìåðíîñòü èìåþò ñîãëàñíî àêñèîìå IV0 ëîêàëüíûå ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé
îêðåñòíîñòåé U(i); U(j); U(k); U(l). Ñèñòåìà (6.6), ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ðåøåíèå

�(i) = a!�!(i); �(i) = a!�!(i);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�(l) = a!�!(l); �(l) = a!�!(l);

9=; (6:7)

ãäå a! � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû è ïî "íåìîìó"èíäåêñó ! ïðîèçâîäèòñÿ ñóììè-
ðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3, ïðè÷åì ôóíêöèè �!(x; y); �!(x; y) ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû ïî ýòîìó èíäåêñó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ
îêðåñòíîñòÿõ êàæäîé òî÷êè ÷åòâåðêè <ijkl>.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (6.6) èìååò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ. Ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî âûïèñàòü ïî îáùåìó
ðåøåíèþ (6.7), áåðÿ òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåíóëåâûõ âåêòîðà (a1; a2; a3),
íàïðèìåð, (1,0,0), (0,1,0,), (0,0,1):

�!(i); �!(i); �!(j); �!(j); �!(k); �!(k); �!(l); �!(l); (6:70)

ãäå ! = 1; 2; 3.

Ëåììà 2. Ðåøåíèÿ (6:70) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî íèæíåìó èíäåêñó ! íå
òîëüêî ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî íåìó òàê-
æå è ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî åñòü â îáùåì ñìûñëå.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü íàéäóòñÿ òàêèå ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû
c! = c!(<ijkl>), ! = 1; 2; 3, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âîñåìü ñîîòíîøåíèé:

c!�!(i) = 0; c!�!(i) = 0; : : : ; c!�!(l) = 0; c!�!(l) = 0; (6:8)

âûòåêàþùèå èç ïðåäïîëàãàåìîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé (6:70), êîòîðûå,
íàïîìíèì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êîýôôèöè-
åíòû c1; c2; c3 åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.8) è ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè
ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò òî÷åê ÷åòâåðêè <ijkl>, îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðàùà-
þùèìèñÿ íè äëÿ îäíîé èç òàêèõ ÷åòâåðîê. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (6.8) íå îáÿçà-
òåëüíî èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé â íåé áîëüøå ÷èñëà
íåèçâåñòíûõ.
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Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïðîèçâîëüíîé ïàðû < kl >, ñîäåðæàùåé äâå òî÷êè, è
òðîéêè <jkl>, ñîäåðæàùåé òðè òî÷êè, ïðè÷åì ïåðåõîä îò ïàðû ê òðîéêå ñîñòî-
èò â äîáàâëåíèè òî÷êè j. Ïîñêîëüêó ïðè äâèæåíèè òðîéêè ñîõðàíÿþòñÿ äîïîë-
íèòåëüíî äâà ðàññòîÿíèé f(jk); f(jl), îòíîñèòåëüíî äâóõ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî
ïîëÿ X(j), òî åñòü ïîëÿ (6.5) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(j) òî÷êè j, åñòåñòâåííî
âîçíèêàåò ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

�(j)
@f(jk)

@xj
+ �(j)

@f(jk)

@yj
= ��(k)@f(jk)

@xk
� �(k)

@f(jk)

@yk
;

�(j)
@f(jl)

@xj
+ �(j)

@f(jl)

@yj
= ��(l)@f(jl)

@xl
� �(l)

@f(jl)

@yl
:

9>>>>=>>>>;
Ðàíã ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ñîãëàñíî àêñèîìå III èç �1 ðàâåí äâóì ïî êðàéíåé
ìåðå äëÿ îäíîé ïàðû <kl> è îäíîé òî÷êè j èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñòíîñòåé.
Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ
X(j) ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðíûõ ïîëåé X(k); X(l):

�(j) = b11�(k) + b12�(k) + b13�(l) + b14�(l);
�(j) = b21�(k) + b22�(k) + b23�(l) + b24�(l);

�
ãäå b11 = b11(<jkl>); : : : ; b

2
4 = b24(<jkl>). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ

a! â ðåøåíèè (6.7), èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñâÿçü:

�!(j) = b11�!(k) + b12�!(k) + b13�!(l) + b14�!(l);
�!(j) = b21�!(k) + b22�!(k) + b23�!(l) + b24�!(l):

�
(6:9)

Çàïèøåì ïîäñèñòåìó ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.8), îòíîñÿùóþñÿ ê ïàðå <kl>:

c!�!(k) = 0; c!�!(k) = 0; c!�!(l) = 0; c!�!(l) = 0: (6:80)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (6.8) äëÿ òðîéêè < jkl > ïîëó÷àåòñÿ äî-
áàâëåíèåì ê ïîäñèñòåìå (6:80) äâóõ óðàâíåíèé c!�!(j) = 0, c!�!(j) = 0. Íî ýòè
óðàâíåíèÿ â ñèëó ëèíåéíîé ñâÿçè (6.9) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé ïîäñè-
ñòåìû (6:80). Òî åñòü ðàíãè ìàòðèö ïîäñèñòåì ñèñòåìû (6.8), îòíîñÿùèõñÿ ê ïàðå
<kl> è òðîéêå <jkl>, ñîâïàäàþò. Ðàíã ìàòðèöû ïîäñèñòåìû (6:80) ðàâåí äâóì
èëè åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòîò ðàíã íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ,
ðàâíîãî òðåì, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñÿ ñèñòåìà(6.8) áóäåò èìåòü òîëüêî
íóëåâîå ðåøåíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 1 îí íå ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì,
â ìàòðèöå ïîäñèñòåìû (6:80) íàéäåòñÿ òàêàÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà íåíóëåâîãî
ïîðÿäêà r < 3, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ. Âîçüìåì îïðåäåëèòåëü
r + 1 ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèé ýòó êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó â êà÷åñòâå ìèíîðà ïî-
ðÿäêà r è ñòðîêó èç ìàòðèöû ïîäñèñòåìû (6.8) äëÿ òðîéêè < jkl >, â êîòîðóþ
âõîäÿò èëè ôóíêöèè �!(j) èëè ôóíêöèè �!(j). Ïîñêîëüêó ïî äîêàçàííîìó âûøå
ðàíã ìàòðèöû ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (6.8) äëÿ òðîéêè <jkl> òîæå ðàâåí r, óêà-
çàííûé îïðåäåëèòåëü r + 1 ïîðÿäêà äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ðàñêðûâàÿ ýòîò
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îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ñòðîêè, ñîäåðæàùåé ôóíêöèè �!(j) è �!(j), ïîëó÷à-
åì ñâÿçü ec!(<kl>)�!(j) = 0; ec!(<kl>)�!(j) = 0;

ãäå ec!(<kl >) åñòü àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê �!(j) èëè �!(j), çàâèñÿùåå îò
êîîðäèíàò òî÷åê ïàðû < kl > è íå çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàò òî÷êè j. Çàìåòèì,
÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé òîæäåñòâåííî â íóëü íå
îáðàùàåòñÿ. Ôèêñèðóÿ â ïîëó÷åííîé ñâÿçè êîîðäèíàòû òî÷åê ïàðû <kl>, ïî êî-
òîðûì ýòà ñâÿçü âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ôóíêöèè �!(j)
è �!(j) ëèíåéíî çàâèñèìû ïî íèæíåìó èíäåêñó ! ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Íî ýòîò ðåçóëüòàò ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó óñëîâèþ àêñèîìû IV0, ñîãëàñíî
êîòîðîìó ðàçìåðíîñòü ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé îêðåñòíîñòè U(j)
ðàâíà òðåì, è ïîòîìó òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü èìååò ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè
âåêòîðíûõ ïîëåé X(j) ñ áàçèñîì X!(j) = �!(j)@=@xj+�!(j)@=@yj , ãäå ! = 1; 2; 3.
Óñòàíîâëåííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ëåììó 2.

Èòàê, ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììå 2 ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.6) èìååò òðè
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ â îáùåì ñìûñëå íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè U(i) � U(j) � U(k) � U(l) ÷åòâåðêè < ijkl >. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîé
îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ òàêàÿ ÷åòâåðêà, äëÿ êîòîðîé ðàíã ìàòðèöû (2.4) èç �2, òî
åñòü ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (6.6), ðàâåí øåñòè. Â ñèëó ãëàäêîñòè ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè f ðàíã ìàòðèöû (2.4) áóäåò ðàâåí øåñòè è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
óêàçàííîé ÷åòâåðêè, ñîäåðæàùåéñÿ â îêðåñòíîñòè U(i)�� � ��U(l). Êàê èçâåñòíî,
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (äëÿ ñèñòåìû (6.6) � â îáùåì ñìûñëå)
íåíóëåâûõ ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ ìèíóñ ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû. Â ïðåäïîëàãàåìîì ñëó-
÷àå äëÿ ñèñòåìû (6.6) îíî áóäåò ðàâíî äâóì (8 � 6 = 2), òî åñòü ìåíüøå òðåõ,
õîòÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïî ëåììå 2 ýòà ñèñòåìà èìååò òðè ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ â îáùåì ñìûñëå íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ (6:70). Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû
(2.4) èç �2 â îêðåñòíîñòè U(i) � � � � � U(l) íå ìîæåò áûòü áîëüøå ïÿòè. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, â ýòîé ìàòðèöå ïî ëåììå 1 èç �2 èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà
ïÿòîãî ïîðÿäêà ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî êîðòåæà èç
îêðåñòíîñòè U(i) � � � � � U(l). Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïëîòíîãî â
SF ìíîæåñòâà ÷åòâåðîê <ijkl>, îïèñàííûõ â ñàìîì íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 1, íàéäåòñÿ òàêàÿ ÷åòâåðêà, äëÿ êîòîðîé ðàíã ìàòðèöû (2.4) èç �2, òî åñòü
ðàíã îòîáðàæåíèÿ F , çàäàâàåìîãî ñèñòåìîé ôóíêöèé (2.3) èç �2, òî÷íî ðàâåí ïÿ-
òè. Ìíîæåñòâî òàêèõ ÷åòâåðîê, î÷åâèäíî, ïëîòíî â SF . Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî
íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû 1 î ðàíãå îòîáðàæåíèÿ F çàâåðøåíî.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ñëîæíîìó äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè ýòîãî óñëîâèÿ.
Ïóñòü äëÿ ÷åòâåðêè < ijkl > èç ïëîòíîãî â SF ìíîæåñòâà, î êîòîðîì ãîâî-
ðèòñÿ â óñëîâèè òåîðåìû 1, ðàíã îòîáðàæåíèÿ F ñ ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöåé
(2.4) èç �2 ðàâåí ïÿòè. Îïèðàÿñü íà ëåììó 3 èç �2, ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàíã
ìàòðèöû (2.4) èç �2 áóäåò ðàâåí ïÿòè äëÿ âñåõ ÷åòâåðîê èç íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè U(i)�U(j)�U(k)�U(l) � SF èñõîäíîé ÷åòâåðêè. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñòðîê â
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ýòîé ìàòðèöå, ðàâíîå âîñüìè, áîëüøå åå ðàíãà, ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ
ñâÿçü, êîòîðóþ çàïèøåì ïî ýëåìåíòàì êàæäîãî ñòîëáöà:

�[i]
@f(ij)

@xi
+ �[i]

@f(ij)

@yi
+ �[j]

@f(ij)

@xj
+ �[j]

@f(ij)

@yj
= 0;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�[k]
@f(kl)

@xk
+ �[k]

@f(kl)

@yk
+ �[l]

@f(kl)

@xl
+ �[l]

@f(kl)

@yl
= 0;

9>>>>=>>>>;
(6:10)

ãäå, íàïðèìåð, �[i] è �[i] � êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðè ñòðîêàõ ñ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî êîîðäèíàòàì xi è yi, à äëÿ èõ îòëè÷èÿ îò êîìïîíåíò �(i)
è �(i) âåêòîðíîãî ïîëÿ (6.5) â îêðåñòíîñòè U(i), âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(6.6), çäåñü èñïîëüçîâàíû êâàäðàòíûå ñêîáêè.

Ñîîòíîøåíèÿ (6.10) ïðè èçâåñòíîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó øåñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî âîñüìè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè �[i]; �(i); �[j], �(j); �[k]; �(k),
�[l], �[l], êîòîðûå îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðàùàþòñÿ â îêðåñòíîñòè U(i)�U(j)�
U(k)�U(l). Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (â îáùåì ñìûñëå) íåíó-
ëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6.10) ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ ìèíóñ ðàíã ìàòðèöû
ñèñòåìû, òî åñòü ðàâíî òðåì. Âûïèøåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.10):

�[i] = c!�!(i; <ijkl>); �[i] = c!�!(i; <ijkl>);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�[l] = c!�!(l; <ijkl>); �[l] = c!�!(l; <ijkl>);

9=; (6:11)

ãäå c! = c!(< ijkl >) � êîýôôèöèåíòû îáùåãî ðåøåíèÿ â åãî âûðàæåíèè ÷åðåç
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ýòîé æå ñèñòåìû, ïðè÷åì ñóììèðîâà-
íèå ïî "íåìîìó"èíäåêñó ! ïðîèçâîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Îäíàêî â îòëè÷èå
îò ðåøåíèÿ (6.7) àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû (6.6) çäåñü ó÷òåíà âîçìîæíàÿ çàâèñèìîñòü
âûðàæåíèé �[i]; �[i]; �[j]; �[j]; �[k]; �[k]; �[l]; �[l] íå òîëüêî îò êîîðäèíàò òîé òî÷-
êè, ïî êîîðäèíàòå êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì
ñòðîêå ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöû (2.4) èç �2, íî è îò êîîðäèíàò âñåõ òî÷åê èñ-
õîäíîé ÷åòâåðêè < ijkl >, âõîäÿùèõ â êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (6.10). Êðîìå
òîãî, â ðåøåíèè (6.11) êîýôôèöèåíòû c! ÿâëÿþòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ-
ìè, òîãäà êàê â ðåøåíèè (6.7) êîýôôèöèåíòû a! áûëè òîëüêî ïðîèçâîëüíûìè
êîíñòàíòàìè.

Ëåììà 3. Îáùåå ðåøåíèå (6:11) ñèñòåìû (6:10) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
òàêîé ôîðìå, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè i è êîîðäèíàòû òî÷êè j âõîäÿò ÿâíî â
ôóíêöèè �! ; �! òîëüêî äëÿ âûðàæåíèé �[i]; �[i] è �[j]; �[j] ñîîòâåòñòâåííî.

Âûäåëèì èç ñèñòåìû (6.10) óðàâíåíèå äëÿ ïàðû <kl>, êîòîðîå íå âêëþ÷àåò
â ñåáÿ êîýôôèöèåíòîâ ñ êîîðäèíàòàìè òî÷åê i è j:

�[k]
@f(kl)

@xk
+ �[k]

@f(kl)

@yk
+ �[l]

@f(kl)

@xl
+ �[l]

@f(kl)

@yl
= 0: (6:100)
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Ðàíã óðàâíåíèÿ (6:100) ðàâåí åäèíèöå, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ îäíîé ïàðû èç
U(k) � U(l) è íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè, òàê êàê ïî óñëîâèþ àêñèîìû III èç �1
ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f íåâûðîæäåíà. Íî òîãäà óðàâíåíèå (6:100) èìååò â ýòîé
îêðåñòíîñòè òðè è íå áîëåå â îáùåì ñìûñëå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåíóëåâûõ ðå-
øåíèÿ, ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé ðàâíî ÷èñëó âõîäÿùèõ â
íåå íåèçâåñòíûõ (= 4) ìèíóñ åãî ðàíã (= 1). Â óðàâíåíèè (6:100) íåò çàâèñèìîñòè
îò êîîðäèíàò òî÷åê i, j è ïîòîìó åãî îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â òàêîé
ôîðìå, â êîòîðîé ôóíêöèè �!; �! íå çàâèñÿò îò ýòèõ êîîðäèíàò:

�[k] = c!�!(k;<kl>); �[k] = c!�!(k;<kl>);
�[l] = c!�!(l; <kl>); �[l] = c!�!(l; <kl>);

�
(6:12)

ïðè÷åì "íåìîå"ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó !, êàê è â îáùåì ðåøåíèè (6.11) âñåé
ñèñòåìû (6.10), ïðîèçâîäèòñÿ â òåõ æå ïðåäåëàõ îò 1 äî 3.

Âûäåëèì èç ñèñòåìû (6.10) ïîäñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû êî-
òîðûõ ñîäåðæàò êîîðäèíàòû òî÷êè i:

�[i]
@f(ik)

@xi
+ �[i]

@f(ik)

@yi
+ �[k]

@f(ik)

@xk
+ �[k]

@f(ik)

@yk
= 0;

�[i]
@f(il)

@xi
+ �[i]

@f(il)

@yi
+ �[l]

@f(il)

@xl
+ �[l]

@f(il)

@yl
= 0

9>>>=>>>; (6:1000)

è êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ñîäåðæàò êîîðäèíàòû òî÷êè j:

�[j]
@f(jk)

@xj
+ �[j]

@f(jk)

@yj
+ �[k]

@f(jk)

@xk
+ �[k]

@f(jk)

@yk
= 0;

�[j]
@f(jl)

@xj
+ �[j]

@f(jl)

@yj
+ �[l]

@f(jl)

@xl
+ �[l]

@f(jl)

@yl
= 0:

9>>>>=>>>>;
(6:10000)

Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �[i]; �[i] è �[j]; �[j] âûäåëåííûå ïîäñèñòåìû íåîäíî-
ðîäíû è ïî àêñèîìå III èç �1 èìåþò ðàíã, ðàâíûé äâóì. Íî òîãäà ýòè íåèçâåñòíûå
ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî âûðàæåíû ÷åðåç îáùåå ðåøåíèå (6.12) ïîäñèñòåìû (6:100):

�[i] = c!�!(i; <kl>); �[i] = c!�!(i; <kl>);
�[j] = c!�!(j;<kl>); �[j] = c!�!(j;<kl>);

�
(6:13)

Ðàíã ïîäñèñòåìû ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.10) áåç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

�[i]
@f(ij)

@xi
+ �[i]

@f(ij)

@yi
+ �[j]

@f(ij)

@xj
+ �[j]

@f(ij)

@yj
= 0 (6:14)

ðàâåí ðàíãó ñàìîé ñèñòåìû (6.10), â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñîñòàâëÿÿ åå èç ïîäñè-
ñòåì (6:100), (6:1000) è (6:10000). Ïîýòîìó ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (6.10), òî åñòü
óðàâíåíèå (6.14), ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âñåõ îñòàëüíûõ è íèêàêèõ äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé íà ðåøåíèÿ (6.13) íå íàëàãàåò. Ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé (6.12) è
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(6.13) ïîäñèñòåì (6:100) è (6:1000), (6:10000) â ñîîòâåòñòâóþùåé îêðåñòíîñòè íåêî-
òîðîé ÷åòâåðêè èç U(i) �U(j)�U(k)�U(l) çàäàåò îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.10),
ïðè÷åì â ýòîì ðåøåíèè êîîðäèíàòû òî÷åê i è j âõîäÿò ÿâíî â ôóíêöèè �! ; �!
òîëüêî äëÿ âûðàæåíèé �[i]; �[i] è �[j]; �[j] ñîîòâåòñòâåííî. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì, äàëåå, ïàðó <pq> 2 Sf è çàïèøåì óðàâíåíèå (6:100) äëÿ íåå è
íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè U(p)�U(q). Ýòî óðàâíåíèå, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå,
èìååò òðè è íå áîëåå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ. Îáùåå åãî ðå-
øåíèå ìîæíî çàïèñàòü ïî ðåøåíèþ (6.12) ïðîñòîé çàìåíîé òî÷åê ïàðû <kl> íà
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïàðû <pq>:

�[p] = c!�!(p;<pq>); �[p] = c!�!(p;<pq>);
�[q] = c!�!(q;<pq>); �[q] = c!�!(q;<pq>);

�
(6:12�)

ïðè÷åì äëÿ îáåèõ òî÷åê ïàðû < pq > ôóíêöèè �! è �! ëèíåéíî íåçàâèñèìû â
îáùåì ñìûñëå ïî íèæíåìó èíäåêñó !.

Ïóñòü i � òàêàÿ òî÷êà èç M, ÷òî ïàðû <ip>;< iq> 2 Sf . Çàïèøåì ñèñòåìó
äâóõ óðàâíåíèé (6:1000) äëÿ òðîéêè < ipq > è íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè U(i)
�U(p)� U(q):

�[i]
@f(ip)

@xi
+ �[i]

@f(ip)

@yi
+ �[p]

@f(ip)

@xp
+ �[p]

@f(ip)

@yp
= 0;

�[i]
@f(iq)

@xi
+ �[i]

@f(iq)

@yi
+ �[q]

@f(iq)

@xq
+ �[q]

@f(iq)

@yq
= 0:

9>>>>=>>>>;
(6:15)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü ïî ðåøåíèþ (6.13):

�[i] = c!�!(i; <pq>); �[i] = c!�!(i; <pq>); (6:16)

ãäå, íàïîìíèì, ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó ! ïðîèçâîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3.

Ëåììà 4. Ôóíêöèè �!(i; < pq >), �!(i; < pq >) â ðåøåíèè (6:16) ñèñòåìû
óðàâíåíèé (6:15) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî èíäåêñó ! ñ êîýôôèöèåíòàìè a! =
a!(<pq>).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ïåðåìåííûå êîýôôèöè-
åíòû a! = a!(<pq>), ! = 1; 2; 3, íå âñå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ñ êîòîðûìè
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ a!�!(i; <pq>) = 0 è a!�!(i; <pq>) = 0. Åñòåñòâåííî
ïðè ýòîì, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîé èç òî÷åê ïàðû < pq > â îòíîøåíèè ôóíêöèé
�!; �! ðåøåíèé (6:12�) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ëèáî íåðàâåíñòâî a!�! 6= 0, ëèáî íåðà-
âåíñòâî a!�! 6= 0 , íàïðèìåð, a!�!(p;< pq>) 6= 0. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (6.16)
äëÿ �[i]; �[i] è âûðàæåíèÿ äëÿ �[p]; �[p] èç ðåøåíèé (6:12�) â ïåðâîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû (6.15). Ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ c! èìååì
òðè óðàâíåíèÿ
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�!(i; <pq>)
@f(ip)

@xi
+ �!(i; <pq>]

@f(ip)

@yi
+

+�!(p;<pq>)
@f(ip)

@xp
+ �!(p;<pq>)

@f(ip)

@yp
= 0;

ãäå ! = 1; 2; 3, èç êîòîðûõ ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîëó÷àåì îäíî:

a!�!(p;<pq>)
@f(ip)

@xp
+ a!�!(p;<pq>)

@f(ip)

@yp
= 0:

Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f . Ôèê-
ñèðóÿ â íåì êîîðäèíàòû òî÷êè q, ïðèõîäèì äëÿ ïàðû < ip > ê óðàâíåíèþ òè-
ïà (6:40), ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè f(ip) îò êîîðäèíàò òî÷êè p, ÷òî, î÷åâèäíî, ïðèâîäèò ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ ñ àêñèîìîé III èç �1. Çíà÷èò, äîëæíû áûòü ðàâåíñòâà a!�!(p;<pq>) = 0,
a!�!(p;<pq>) = 0. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàâåíñòâà a!�!(q;<pq>) = 0,
a!�!(q;< pq >) = 0 è äëÿ òî÷êè q â ðåøåíèè (6:12�). Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ðåøåíèå (6:12�) ñèñòåìû (6:10

0

) äëÿ ïàðû <pq > îáùåå è ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (â îáùåì ñìûñëå) íåíóëåâûõ ðåøåíèé ðàâíî
òðåì. Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé (6:16) ðàçëè÷íûõ ñèñòåì (6:15), îòëè÷àþ-
ùèõñÿ äðóã îò äðóãà âûðàæåíèÿìè (6:12�) äëÿ ìíîæèòåëåé �[p]; �[p], �[q]; �[q],
îáðàçóþò ëèíåéíîå ñåìåéñòâî.

Ïóñòü �[i]; �[i] è e�[i]; e�[i] äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.15) ñ ìíîæèòå-

ëÿìè �[p]; �[p]; �[q]; �[q] è e�[p]; e�[p], e�[q]; e�[q] ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ìíîæèòåëè, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé îáùåãî ðåøåíèÿ (6:12�) ïðè ïîäñòà-

íîâêå êàêèõ-òî êîýôôèöèåíòîâ c! è ec!. Òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ a�[i]+eae�[i],
a�[i]+eae�[i], ãäå a è ea � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, òàêæå áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû

(6.15) ñ ìíîæèòåëÿìè a�[p]+eae�[p], a�[p]+eae�[p], a�[q]+eae�[q], a�[q]+eae�[q], êîòî-
ðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåãî ðåøåíèÿ (6:12�) ïðè ïîäñòàíîâêå êîýôôèöèåíòîâ
ac! + eaec!. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî àêñèîìå III èç �1 â îêðåñòíîñòè U(p) � U(q) � M2 íàéäåòñÿ òàêàÿ

ïàðà <p0q0>, ÷òî ðàíã ôóíêöèè f
2
= f [p0q0] áóäåò ðàâåí äâóì äëÿ íåêîòîðîãî

ïëîòíîãî âM ìíîæåñòâà òî÷åê i. Çàïèñûâàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.15) äëÿ òðîåê
<ip0q0> è íåêîòîðûõ èõ îêðåñòíîñòåé, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé:

�[i] = c!�!(i; <p0q0>) = c!�!(i);
�[i] = c!�!(i; <p0q0>) = c!�!(i);

�
(6:160)

êîòîðûå ïî äîêàçàííîé âûøå ëåììå 5 îáðàçóþò ëèíåéíîå ñåìåéñòâî, ïðè÷åì òî÷-
êà i ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îòêðûòîìó è ïëîòíîìó â M ìíîæåñòâó.
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Ðàññìîòðèì òàêóþ ÷åòâåðêó <ijkl> 2 SF , ÷òî êàæäàÿ åãî òî÷êà ïðèíàäëå-
æèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ñåìåéñòâà (6:160). Ìíîæåñòâî òàêèõ ÷åòâå-
ðîê, î÷åâèäíî, îòêðûòî è ïëîòíî â SF . Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(i) �
U(j)� U(k)� U(l) � SF îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîå ñåìåéñòâî

�[i] = c!�!(i); �[i] = c!�!(i);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�[l] = c!�!(l); �[l] = c!�!(l):

9=; (6:17)

Êîýôôèöèåíòû (6.17) ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.10), àíàëîãè÷-
íî òîìó, êàê ðåøåíèÿ (6.13) ïîäñèñòåì (6:1000) è (6:10000) ÿâëÿëèñü íåêîòîðûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.14), òî åñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6.10). Áåðÿ äëÿ
ñòðîêè êîýôôèöèåíòîâ (c1; c2; c3) çíà÷åíèÿ (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (6.10):

�!(i); �!(i); �!(j); �!(j); �!(k); �!(k); �!(l); �!(l); (6:18)

ãäå ! = 1; 2; 3. Ýòè ðåøåíèÿ, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 4, ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî
íèæíåìó èíäåêñó ! ñ êîýôôèöèåíòàìè a! = a!(< p0q0 >). Îäíàêî îíè îêàçû-
âàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íå òîëüêî ñ ýòèìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, íî è ñ ïåðåìåííûìè, òî åñòü â îáùåì ñìûñëå, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü òî÷íî
òàêæå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â îòíîøåíèè ðåøåíèé (6:70) ñèñòåìû (6.6) ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ëåììû 2. Ïîñêîëüêó, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà (6.10) èìååò òðè
è íå áîëåå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå â îáùåì ñìûñëå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, åå îáùåå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå (6.17) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
c! = c!(<ijkl>).

Êàæäîå èç òðåõ ðåøåíèé (6.18) îïðåäåëÿåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(i) �
U(j) � U(k) � U(l) èñõîäíîé ÷åòâåðêè < ijkl > ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå. Ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé (6.18) îáðàçóåò áàçèñ òðåõìåðíîãî ëèíåéíîãî ñåìåéñòâà
òàêèõ ïîëåé. Ëþáîå ïîëå ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåííî â áàçèñå
(6.18) âûðàæåíèÿìè

�(i) = a!�!(i); �(i) = a!�!(i);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�(l) = a!�!(l); �(l) = a!�!(l);

9=; (6:19)

ãäå, â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèé (6.17), a! � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåí-
òû.

Ëåììà 6. Ëèíåéíîå òðåõìåðíîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé (6:19)
ñ áàçèñîì (6:18) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ.

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå

�(i); �(i); �(j); �(j); �(k); �(k); �(l); �(l) (6:20)
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åñòü êîììóòàòîð êàêèõ-ëèáî äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñåìåéñòâà (6.19). ßñíî, ÷òî
êîììóòàòîð ëþáûõ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé ýòîãî ñåìåéñòâà èìååò ôîðìó (6.20)
âñëåäñòâèå íåçàâèñèìîñòè êîîðäèíàò, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì òî÷êàì ÷åòâåð-
êè <ijkl>. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîììóòàòîð (6.20), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì
ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.10). Ïîýòîìó êîììóòàòîð (6.20) ìîæåò áûòü çàïèñàí ïî åå
îáùåìó ðåøåíèþ (6.17):

�(i) = c!�!(i); �(i) = c!�!(i);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
�(l) = c!�!(l); �(l) = c!�!(l);

9=; (6:21)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû c!, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü íåêîòîðûìè ôóíêöè-
ÿìè êîîðäèíàò òî÷åê ÷åòâåðêè < ijkl >. Óáåäèìñÿ, îäíàêî, â òîì, ÷òî â ðåøå-
íèè (6.21) êîýôôèöèåíòû c!, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîñòîÿííû. Äëÿ ýòîãî áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü âûðàæåíèé (6.21) êàê ñèñòåìó âîñüìè ëèíåéíûõ,
â îáùåì ñëó÷àå, íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ c!, ãäå
! = 1; 2; 3. Âûäåëèì èç íåå ïîäñèñòåìó øåñòè óðàâíåíèé, îïóñêàÿ âûðàæåíèÿ
�(i) = c!�!(i), �(i) = c!�!(i). Ñòîëáöàìè ìàòðèöû ýòîé ïîäñèñòåìû ÿâëÿþò-
ñÿ íåíóëåâûå ðåøåíèÿ �!(j); �!(j), �!(k); �!(k), �!(l); �!(l) óðàâíåíèé (6:100),
(6:10000) ñèñòåìû (6.10), ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü êîòîðûõ â îáùåì ñìûñëå óñòà-
íàâëèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü â îáùåì ñìûñëå ðåøå-
íèé (6:70) ñèñòåìû (6.6) â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2. Òàêèì îáðàçîì, âûäåëåííàÿ
èç ñèñòåìû (6.21) îïóñêàíèåì äâóõ âûðàæåíèé äëÿ �(i); �(i) ïîäñèñòåìà øåñòè
óðàâíåíèé èìååò ðàíã òðè, òî÷íî ðàâíûé ÷èñëó íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ c!,
è ïîòîìó åå ðåøåíèå ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàò òî÷åê òðîéêè <jkl>,
òî åñòü c! = c!(<jkl>). Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â îïóùåííûå âûðàæåíèÿ:

�(i) = c!(<jkl>)�!(i); �(i) = c!(<jkl>)�!(i) (6:22)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî êîýôôèöèåíòà c! åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî êàêîé-
ëèáî èç êîîðäèíàò òî÷åê òðîéêè (< jkl >) îòëè÷íà îò íóëÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ
ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè âûðàæåíèé (6.22) ïî óêàçàííîé êîîðäèíàòå, à çàòåì ôèê-
ñèðóÿ âñå êîîðäèíàòû, êðîìå êîîðäèíàòû òî÷êè i, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
a!�!(i) = 0, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû a! � ïîñòîÿííûå è, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäèí èç íèõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Íî òàêîé ðåçóëüòàò ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4, òàê
êàê, ïî îáîçíà÷åíèþ â ðåøåíèè (6:16

0

) �!(i) = �!(i; < p0q0 >). Ñëåäîâàòåëüíî,
â âûðàæåíèÿõ (6.21) äëÿ êîììóòàòîðà (6.20) c! = const, ! = 1; 2; 3, òî åñòü
êîììóòàòîð (6.21) ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó âåêòîðíûõ ïîëåé (6.19), êîòîðîå, òåì
ñàìûì, îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ. Ëåììà
6 äîêàçàíà.

Ëèíåéíîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé (6.19) ñ áàçèñîì (6.18), çàìêíó-
òîå ïî ëåììå 6 îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîé
àëãåáðîé Ëè ïðåîáðàçîâàíèé îêðåñòíîñòè U(i) � U(j) � U(k) � U(l) ÷åòâåðêè
<ijkl>, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îòêðûòî è ïëîòíî íå òîëüêî â SF , íî è, î÷åâèäíî,
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â M4. Â îêðåñòíîñòè æå U(i) ñîñòàâëÿþùåé ñåìåéñòâà (6.19)

�(i) = a!�!(i); �(i) = a!�!(i) (6:23)

îïðåäåëÿåòñÿ òðåõìåðíîå ëèíåéíîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ òåìè
æå ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé â áàçèñå

�!(i); �!(i); (6:24)

÷òî è ó èñõîäíîãî ñåìåéñòâà (6.19) â áàçèñå (6.18). Ïîýòîìó ñåìåéñòâî (6.23) ÿâ-
ëÿåòñÿ òðåõìåðíîé àëãåáðîé Ëè ïðåîáðàçîâàíèé îêðåñòíîñòè U(i), èçîìîðôíîé
àëãåáðå (6.19), ïðè÷åì áàçèñû (6.24) è (6.18) ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.

Ìíîæåñòâî òî÷åê i, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(i) êîòîðûõ îïðåäåëåíû âåê-
òîðíûå ïîëÿ �(i); �(i), îòêðûòî è ïëîòíî â M. Ïîýòîìó íå êîíêðåòèçèðóÿ îáî-
çíà÷åíèå òî÷êè i, âåêòîðíûå ïîëÿ (6.23) óäîáíî çàïèñàòü â îáùåêîîðäèíàòíîé
îïåðàòîðíîé ôîðìå (6.5), à áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ (6.24) � â îïåðàòîðíîé ôîð-
ìå (6.3). Âåêòîðíûå ïîëÿ �(i); �(i) è �(j); �(j), çàäàííûå â îêðåñòíîñòÿõ U(i) è
U(j) äâóõ òî÷åê i è j, ñîâïàäàþò, î÷åâèäíà, â ïåðåñå÷åíèè U(i)\U(j). Åñëè ïàðà
< ij > ïðèíàäëåæèò Sf , òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(ij) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ (6.14):

�(i)
@f(ij)

@xi
+ �(i)

@f(ij)

@yi
+ �(j)

@f(ij)

@xj
+ �(j)

@f(ij)

@yj
= 0; (6:25)

èç êîòîðîãî â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ �!(i); �!(i) è �!(j); �!(j) ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.4).

Ñîãëàñíî âòîðîé (îáðàùåííîé) òåîðåìå Ñ.Ëè (ñì., íàïðèìåð, [10], ñòð. 438)
òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé (6.23) ñ áàçèñîì (6.24) îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîå ãëàäêîå äåéñòâèå òðåõìåðíîé ãðóïïû Ëè â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè i, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îòêðûòî è ïëîòíî â M, ïðè÷åì
äåéñòâèÿ åå â îêðåñòíîñòÿõ U(i) è U(j) äâóõ òî÷åê i è j ñîâïàäàþò â ïåðåñå-
÷åíèè U(i) \ U(j). Òî åñòü àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé (6.23) (â îïåðàòîðíîé
ôîðìå � (6.5)) ñ áàçèñîì (6.24) (â îïåðàòîðíîé ôîðìå � (6.3)) îïðåäåëÿåò òðåõ-
ìåðíóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåêîòîðîãî îòêðûòîãî
è ïëîòíîãî â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîé ìåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (6.25), à â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ �
ñèñòåìå óðàâíåíèé (6.4), ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì. Òåîðåìà 1 ïîë-
íîñòüþ äîêàçàíà.

Èíîãîâûì ðåçóëüòàòîì èçëîæåííîãî â �2 è �6 ÿâëÿåòñÿ âûâîä îá ýêâèâàëåíò-
íîñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé íà
äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f . Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äîêàçàííûõ âûøå òåîðåìû èç �2 è òåîðåìû 1 èç íàñòîÿùåãî
ïàðàãðàôà, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîòîðûõ î ðàíãå îòîáðàæåíèÿ
F ñîâïàäàþò.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f çàäàâàëà íà äâóìåð-
íîì ìíîãîîáðàçèèM ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ
ðàíãà ÷åòûðå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ çàäàâàëà íà íåì
äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ, íàäåëåííóþ ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé ñòåïåíè òðè.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå î ðàíãå îòîáðàæåíèÿ F ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê
÷åòâåðòóþ àêñèîìó â îïðåäåëåíèè ãåîìåòðèè. Òàêàÿ ãåîìåòðÿ áóäåò, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, à ñ äðóãîé � íàäåëåíà ãðóïïîâîé ñèì-
ìåòðèåé, ïðè÷åì îáå ñèììåòðèè â ñìûñëå òåîðåìû 2 îêàæóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Òåîðåìà 3. Ðàçìåðíîñòü ãðóïïû ëîêàëüíûõ äâèæåíèé, äîïóñêàåìûõ ìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèåé f , çàäàþùåé íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà ÷åòûðå, èëè äâóìåðíóþ ãåî-
ìåòðèþ, íàäåëåííóþ ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé ñòåïåíè òðè, íå ïðåâûøàåò ýòîé
ñòåïåíè.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò ãðóï-
ïó äâèæåíèé, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé áîëüøå òðåõ. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.6)
áóäåò èìåòü áîëåå òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
íåíóëåâûõ ðåøåíèé. Ýòè ðåøåíèÿ áóäóò òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî åñòü â îáùåì ñìûñëå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ
â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, ñëåäóþùèå çà ñèñòåìîé óðàâíåíèé
(6.8) â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (6.6) â ïðåäïîëàãàåìîì ñëó-
÷àå èìååò áîëåå òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ â îáùåì ñìûñëå íåíóëåâûõ ðåøåíèé,
ðàíã åå ìàòðèöû, òî åñòü ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöû (6.4) èç �2, äîëæåí áûòü
ìåíüøå ïÿòè. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ ëåììû 1 èç �2. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó 3.

�7. Òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èç �6 êàæäàÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ìåòðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj) (7:1)

äîïóñêàåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó ëîêàëüíûõ äâèæåíèé, òî åñòü
òàêèõ ãëàäêèõ è îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

x0 = �(x; y; a1; a2; a3);
y0 = �(x; y; a1; a2; a3)

�
(7:2)

ñ @(�; �)=@(x; y) 6= 0, êîòîðûå åå ñîõðàíÿþò:

f(�(i); �(i); �(j); �(j)) = f(xi; yi; xj ; yj); (7:3)
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ãäå, íàïðèìåð, �(i) = �(xi; yi; a
1; a2; a3).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì
ãðóïïû åå äâèæåíèé. Åñëè èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå (7.1) äëÿ ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè, òî óñëîâèå (7.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïû åå äâèæåíèé (7.2). Åñëè æå, íàîáîðîò, çàäàíà òðåõïàðàìåò-
ðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (7.2), òî óñëîâèå (7.3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (7.1).

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî è ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâå-
äåíèå êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ �3 ñ ïîìîùüþ óñòàíîâëåííîé â �6 ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé.

Ïóñòü íóëåâûì çíà÷åíèÿì òðåõ ïàðàìåòðîâ a = (a1; a2; a3) ñîîòâåòñòâóåò òîæ-
äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû (7.2). Òîãäà áåñêîíå÷íî ìàëîå (èíôèíèòå-
çèìàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå, áëèçêîå ê òîæäåñòâåííîìó, çàïèøåòñÿ â òàêîì âèäå:

x0 = x+ �1(x; y)a
1 + �2(x; y)a

2 + �3(x; y)a
3;

y0 = y + �1(x; y)a
1 + �2(x; y)a

2 + �3(x; y)a
3;

�
(7:4)

ãäå, íàïðèìåð, �1 = @�=@a1)ja=0.
Îïåðàòîðû

X1 = �1(x; y)@x + �1(x; y)@y;
X2 = �2(x; y)@x + �2(x; y)@y;
X3 = �3(x; y)@x + �3(x; y)@y ;

9=; (7:5)

ãäå @x = @=@x, @y = @=@y, îäíîçíà÷íî çàäàâàåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè (7.4) è
îäíîçíà÷íî èõ îïðåäåëÿþùèå, ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè è ñîñòàâëÿþò åñòåñòâåííûé êîîðäèíàòíûé áàçèñ òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè
ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè ñ êîììóòàòîðàìè

[X�; X�] = C

��X
 ;

ïðè÷åì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû C

�� àíòèñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì �,

� è óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè:

CÆ
��C

"
Æ
 + CÆ

�
C
"
Æ� + CÆ


�C
"
Æ� = 0:

Ïîëíàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ âåùåñòâåí-
íûõ àáñòðàêòíûõ àëãåáð Ëè áûëà äàíà Áèàíêè â 1918 ã. Ïðèâåäåì åå çäåñü ïî
ìîíîãðàôèè [12], çàïèñûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ òðåõ âîçìîæíûõ
êîììóòàòîðîâ [X1; X2], [X3; X1], [X2; X3] áàçèñíûõ âåêòîðîâ X1, X2, X3:

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = 0; [X2; X3] = 0; (7:6)

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = 0; [X2; X3] = X1; (7:7)

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = �X1; [X2; X3] = X1 +X2; (7:8)

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = �X1; [X2; X3] = pX2; (7:9)

38



[X1; X2] = 0; [X3; X1] = �X1; [X2; X3] = X2; (7:10)

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = �X1; [X2; X3] = 0; (7:11)

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = �X1; [X2; X3] = �X2; (7:12)

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = �X2; [X2; X3] = �X1 + qX2; (7:13)

[X1; X2] = 0; [X3; X1] = �X2; [X2; X3] = �X1; (7:14)

[X1; X2] = X3; [X3; X1] = X2; [X2; X3] = X1; (7:15)

[X1; X2] = X3; [X3; X1] = X2; [X2; X3] = �X1; (7:16)

ãäå 0 < p2 < 1 è 0 < q < 2.

Òåîðåìà.Áàçèñíûå îïåðàòîðû (7:5) òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè ëîêàëüíîé ãðóï-
ïû Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ïëîñêîñòè), èìåþ-
ùåé â áàçèñå X1; X2; X3 ñòðóêòóðó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (7:6)�(7:16),
â íàäëåæàùå âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y) çàäàþòñÿ ñëåäó-
þùèìè âûðàæåíèÿìè:

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = �(y)@x; (7:6:1)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = �@y; (7:7:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = y@x + Æ@y; (7:7:2)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = x@x � @y; (7:8:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = (x + y)@x + y@y; (7:8:2)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = x@x + (1� p)y@y; (7:9:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = x@x + py@y; (7:9:2)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = x@x; (7:10:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = x@x + y@y; (7:10:2)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = x@x + y@y; (7:11:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = x@x + Æ@y; (7:11:2)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = x@x + 2y@y; (7:12:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = x@x � y@y; (7:12:2)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = xy@x + (1� qy + y2)@y; (7:13:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = �y@x + (x+ qy)@y; (7:13:2)

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = xy@x + (1 + y2)@y; (7:14:1)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = �y@x + x@y; (7:14:2)
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X1 = @x;
X2 = tgy sinx@x + cosx@y;
X3 = tgy cosx@x � sinx@y;

9=; (7:15:1)

X1 = @x; X2 = sinx@x; X3 = cosx@x; (7:16:1)

X1 = @x;
X2 = sinx@x + cosx@y;
X3 = cosx@x � sinx@y ;

9=; (7:16:2)

X1 = @x;
X2 = �thy sinx@x + cosx@y;
X3 = �thy cosx@x � sinx@y;

9=; (7:16:3)

X1 = @x;
X2 = �cthy sinx@x + cosx@y;
X3 = �cthy cosx@x � sinx@y;

9=; (7:16:4)

ãäå 0 < p2 < 1, 0 < q < 2, �00(y) 6= 0, Æ � ëþáîå ÷èñëî.

Àëãåáðà (7.12.2) åñòü àëãåáðà äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, (7.14.2) �
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, (7.15.1) � äâóìåðíîé ñôåðû, (7.16.2) � ñèìïëåêòè÷åñêîé
ïëîñêîñòè, (7.16.3) � îäíîïîëîñòíîãî äâóìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñå-
äîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, (7.16.4) � ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, òî åñòü äâóõïî-
ëîñòíîãî äâóìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, (7.7.1) � ïëîñêîñòè Ãàëèëåÿ, (7.12.1) � àíòèïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è
ò.ä. Ïðèâåäåííûå â òåîðåìå ðåçóëüòàòû èñ÷åðïûâàþò âñå òðåõìåðíûå ëîêàëü-
íûå ãðóïïû Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿþùèå íà íåé âñå
äâóìåðíûå ãåîìåòðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå äâóì ãèïîòåçàì Ïóàíêàðå [5]. Äåâÿòü
ïëîñêèõ ãåîìåòðèé Êýëè-Êëåéíà (ñì., íàïðèìåð, [13]) åñòåñòâåííî âõîäÿò ñþäà
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Çàìåòèì, ÷òî áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.7.1) è (7.7.2) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
Æ, òàê æå, êàê è áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.11.2) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè Æ, íå ìî-
ãóò áûòü ñâåäåíû äðóã ê äðóãó íèêàêîé ëîêàëüíî îáðàòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò
íà ïëîñêîñòè. Òî åñòü îíè îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîâïàäåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ, íî ðàçëè÷íûå äåéñòâèÿ îä-
íîé è òîé æå òðåõìåðíîé ãðóïïû G3 íà ïëîñêîñòè. Â êëàññèôèêàöèè æå ñàìîãî
Ñ.Ëè [14], ïðîâåäåííîé èì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ, äîïóñêàþùåãî àâòîìîðôèçì,
òî åñòü ïåðåõîä â îäíîé èç ñîïîñòàâëÿåìûõ àëãåáð ê äðóãîìó áàçèñó ñ ñîõðà-
íåíèì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, ýòè àëãåáðû îòîæäåñòâëÿþòñÿ è îñòàþòñÿ òîëüêî
àëãåáðû (7.7.1) è (7.11.2) ñ Æ = 0.

Áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.16.2), (7.16.3), (7.16.4) èçîìîðôíûõ àëãåáð Ëè ìîæíî
çàïèñàòü åäèíîîáðàçíî, åñëè â âûðàæåíèÿõ äëÿ íèõ ïðîèçâåñòè ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäóþùèå çàìåíû êîîðäèíàò:

� = sinx=(cosx+ 1); � = exp y=(cosx+ 1);

� = sinx=(cosx� thy); � = 1=(cosx� thy)chy;
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� = sinx=(cosx� cthy); � = 1=(cosx� cthy)shy

è âîçâðàòèòüñÿ ê èõ ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì:

X1 =
1

2
(1 + x2 � "y2)@x + xy@y ;

X2 = x@x + y@y;

X3 =
1

2
(1� x2 + "y2)@x � xy@y ;

9>>=>>; (7:17)

ãäå " = 0 äëÿ (7.16.2), " = �1 äëÿ (7.16.3) è " = +1 äëÿ (7.16.4). Ðåçóëüòàòû
ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [15].

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû �7.

Â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèèM (ëîêàëüíî ïëîñêîñòè R2) ïðîèçâåäåì ëîêàëüíî
îáðàòèìóþ ãëàäêóþ çàìåíó êîîðäèíàò

� = '(x; y); � =  (x; y); (7:18)

ïðè÷åì @(';  )=@(x; y) 6= 0. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ �, � äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ
îïåðàòîðîâ (7:5) áóäåì èìåòü òàêèå âûðàæåíèÿ:

X� = (��'x + ��'y)@� + (�� x + �� y)@� ; (7:19)

ãäå � = 1; 2; 3. Ïóñòü ôóíêöèè ',  â çàìåíå êîîðäèíàò (7.18) ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé

�1'x + �1'y = 1;
�1 x + �1 y = 0;

�
(7:20)

â êîòîðîé, î÷åâèäíî, �21+�
2
1 6= 0. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà X1 ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíî

ïðîñòîå âûðàæåíèå: X1 = @�. Âîçâðàùàÿñü â (7.19) ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì
êîýôôèöèåíòîâ è êîîðäèíàò, ìîæåì çàïèñàòü:

X1 = @x;
X2 = �2(x; y)@x + �2(x; y)@y;
X3 = �3(x; y)@x + �3(x; y)@y:

9=; (7:21)

Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ (7.21) èìååì: �1 = 1, �1 = 0. Ñèñòåìà óðàâíåíèé
(7.20) ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ: 'x = 1,  x = 0 è åå
íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ

� = x+ '(y); � =  (y); (7:22)

â êîòîðûõ  0(y) 6= 0, îïðåäåëÿþò òàêóþ çàìåíó êîîðäèíàò â R2, êîòîðàÿ çà
îïåðàòîðîì X1 ñîõðàíÿåò åãî ïðîñòåéøóþ ôîðìó.

Ïî êëàññèôèêàöèè (7.6)�(7.16) êîììóòàòîð [X1; X2] ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî
ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì X3. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé:

[X1; X2] = 0: (7:23)
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Ïîäñòàâèì â êîììóòàòîð (7.23) âûðàæåíèÿ (7.21) äëÿ îïåðàòîðîâ X1 è X2. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ �2x = 0, �2x = 0 ñ ðåøåíèÿìè �2 = �(y), �2 =
�(y) è ïîòîìó X2 = �(y)@x +�(y)@y . Îñóùåñòâèì äîïóñòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò
(7.22):

X2 = (�(y) + �(y)'0(y))@� + �(y) 0(y)@�:

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî �(y) = 0. Òîãäà íåîáõîäèìî äîëæíî áûòü �(y) 6=
const, òàê êàê îïåðàòîðû X1 è X2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëàãàÿ  (y) = �(y),
äëÿ îïåðàòîðà X2 ïîëó÷àåì: X2 = �@� è, âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì
êîîðäèíàò, ìîæåì çàïèñàòü âûðàæåíèÿ

X1 = @x; X2 = y@x;
X3 = �(x; y)@x + �(x; y)@y ;

�
(7:24)

ñîõðàíÿþùèåñÿ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò

� = x+ '(y); � = y: (7:25)

Åñëè æå �(y) 6= 0, òî ôóíêöèè '(y),  (y) â çàìåíå êîîðäèíàò (7.22) âîçüìåì
èç ðåøåíèé óðàâíåíèé �(y) + �(y)'0(y) = 0, �(y) 0(y) = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå
ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà X2 ïîëó÷àåì: X2 = @� è, âîçâðàùàÿñü
ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîîðäèíàò, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì

X1 = @x; X2 = @y;
X3 = �(x; y)@x + �(x; y)@y

�
(7:26)

ñ äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò

� = x+ a; � = y + b; (7:27)

â êîòîðîé a; b � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Èòàê, êîììóòèðîâàíèå îïåðàòîðîâX1,X2 â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå (7.23)

ïðèâåëî ê äâóì âûðàæåíèÿì (7.24) è (7.26) ñ äîïóñòèìûìè çàìåíàìè êîîðäèíàò
(7.25) è (7.27) ñîîòâåòñòâåííî.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü êî âòîðîìó êîììóòàòîðó [X3; X1], êîòîðûé äëÿ ñëó÷àÿ
(7.23) ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè (7.6)�(7.16) ìîæåò áûòü ðàâåí 0, �X1 è �X2.

Ïóñòü
[X3; X1] = 0: (7:28)

Äëÿ îïåðàòîðîâ (7.24) êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (7.28) ïðèâîäèò ê óðàâ-
íåíèÿì �x = 0, �x = 0, ðåøàÿ êîòîðûå íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà X3:

X3 = �(y)@x + �(y)@y: (7:29)

Ïðîèçâåäåì â îïåðàòîðå (7.29) äîïóñòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò (7.25):

X2 = (�(y) + �(y)'0(y))@� + �(y)@� :
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �(y) = 0. Òîãäà X3 = �(�)@� è â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ
êîîðäèíàò ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = �(y)@x: (7:30)

ïðè÷åì �00(y) 6= 0, òàê êàê îïåðàòîðû X1, X2, X3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Åñëè æå � 6= 0, òî ôóíêöèþ '(y) âîçüìåì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �(y) +

�(y)'0(y) = 0. Òîãäà X3 = e�(�)@� . Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êî-
ýôôèöèåíòîâ è êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì:

X1 = @x; X2 = y@x; X3 = �(y)@y : (7:31)

Ïðè ïîäñòàíîâêå îïåðàòîðîâ (7.26) â êîììóòàòîð (7.28) àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
óðàâíåíèÿ �x = 0, �x = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (7.29) äëÿ îïåðàòîðà X3:

X1 = @x; X2 = @y;
X3 = �(y)@x + �(y)@y

�
(7:32)

ñ äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò (7.27).
Âûÿñíèì òåïåðü, êàêèå âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îïåðàòî-

ðû (7.30), (7.31), (7.32), åñëè òðåòèé êîììóòàòîð [X2; X3] îáðàùàåòñÿ â íîëü:

[X2; X3] = 0: (7:33)

Äëÿ îïåðàòîðîâ (7.30), ñîâïàäàþùèõ ñ îïåðàòîðàìè (7.6.1), êîììóòàöèîííîå
ñîîòíîøåíèå (7.33) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Äëÿ îïåðàòîðîâ æå (7.31) ýòî
ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê [X2; X3] = ��(y)@x, à �(y) 6= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå (7.33) îïåðàòîðû (7.32), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ �0(y) = 0,
�0(y) = 0, òî åñòü �(y) = const, �(y) = const, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê áàçèñíûå
îïåðàòîðû (7.32) äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Èòàê, äëÿ àáåëåâîé àëãåáðû (7.6) ïîëó÷åíî òîëüêî îäíî ïðåäñòàâëåíèå îïå-
ðàòîðàìè ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìîå âûðàæåíèÿìè
(7.6.1) â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Ïóñòü, äàëåå, îïåðàòîðû (7.31) è (7.32) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

[X2; X3] = X1; (7:34)

êîòîðîå äëÿ îïåðàòîðîâ (7.30) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Äëÿ îïåðàòîðîâ (7.31) èç óñëîâèÿ (7.34) ëåãêî ïîëó÷àåì: �(y) = �1 è X3 =

�@y, òî åñòü âûðàæåíèÿ (7.7.1) áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ àëãåáðó
(7.7).

Ïîäñòàâëÿÿ â êîììóòàòîð (7.34) îïåðàòîðû (7.32), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ �0(y) =
1, �0(y) = 0 è äëÿ îïåðàòîðà X3 ïîñëå èõ èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèå

X3 = (y + b)@x + Æ@y;

ãäå b è Æ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

43



Äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò (7.27) ìîæíî èñêëþ÷èòü àääèòèâíîå ñëàãà-
åìîå b. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ áàçèñíûå îïåðàòîðû
(7.7.2) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.7), ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ Æ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþ-
áûå çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè (7.7.2) äëÿ îïåðàòîðà X3 ïîñòîÿííàÿ Æ
íèêàêîé çàìåíîé êîîðäèíàò íå ìîæåò áûòü èçìåíåíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì
çíà÷åíèÿì ýòîé ïîñòîÿííîé ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.7) íå ñâîäèìû äðóã ê äðó-
ãó.

Âûøå áûë ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîììóòèðîâàíèÿ ïî óñëîâèþ (7.28)
îïåðàòîðîâ X1 è X3. Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëó÷àþ èç òðåõ âîçìîæíûõ, êîãäà
êîììóòàòîð [X3; X1] ïî êëàññèôèêàöèè (7.6)�(7.16) ïðè óñëîâèè (7.23) îòëè÷åí
îò íóëÿ è ðàâåí �X1:

[X3; X1] = �X1: (7:35)

Ïîäñòàâèì îïåðàòîðû (7.24) è (7.26), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (7.23), â êîì-
ìóòàòîð (7.35). Èòåãðèðóÿ ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ �x = 1, �x = 0,
ïðèõîäèì ê òàêèì äëÿ íèõ âûðàæåíèÿì ñîîòâåòñòâåííî:

X1 = @x; X2 = y@x;
X3 = (x+ �(y))@x + �(y)@y;

�
(7:36)

X1 = @x; X2 = @y;
X3 = (x+ �(y))@x + �(y)@y;

�
(7:37)

ñ äîïóñòèìûìè çàìåíàìè êîîðäèíàò (7.25) è (7.27).
Îïåðàòîðû (7.36) è (7.37) óäîâëåòâîðÿþò äâóì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå-

íèÿì (7.23) è (7.35). Ïî îáùåé êëàññèôèêàöèè (7.6)�(7.16) òðåòèé êîììóòàòîð
[X2; X3] ìîæåò ïðèíèìàòü ïðè ýòîì òàêèå çíà÷åíèÿ: X1+X2; pX2, ãäå 0 < p2 < 1;
X2; 0; �X2. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî âñå ýòè ïÿòü ñëó÷àåâ.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî

[X2; X3] = X1 +X2: (7:38)

Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå (7.38) îïåðàòîðû (7.36), ëåãêî íàõîäèì: � = �1, òî åñòü
X3 = (x+ �(y))@x � @y;

ïîñëå ÷åãî ïðîèçâåäåì äîïóñòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò (7.25):

X3 = (x+ �(y)� '0(y))@� � @� :

Ôóíêöèþ ' âîçüìåì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �(y)�'(y)�'0(y) = 0 è òîãäà X3 =
�@��@�. Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ
(7.8.1) áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.8).

Ïîäñòàâèì òàïåðü â êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (7.38) îïåðàòîðû (7.37).
Èíòåãðèðóÿ âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ �0(y) = 1, �0(y) = 1, äëÿ îïåðàòîðà
X3 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

X3 = (x+ y + a)@x + (y + b)@y;
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â êîòîðîì ïîñòîÿííûå a è b ìîæíî èñêëþ÷èòü, î÷åâèäíî, äîïóñòèìîé çàìåíîé êî-
îðäèíàò (7.27). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.8.2) ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû (7.8).

Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà (7.8) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå íå
ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó íèêàêîé îáùåé çàìåíîé êîîðäèíàò (7.18).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîììóòàòîð [X2; X3] äëÿ îïåðàòîðîâ (7.36) è (7.37)
ðàâåí pX2:

[X2; X3] = pX2; (7:39)

ãäå 0 < p2 < 1, òî åñòü p 6= +1; 0;�1.
Ïîäñòàâèì ñíà÷àëà â óñëîâèå (7.39) îïåðàòîðû (7.36). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

� = (1� p)y è äëÿ îïåðàòîðà X3 âûðàæåíèå:

X3 = (x+ �(y))@x + (1� p)y@y;

â êîòîðîì ïðîèçâåäåì äîïóñòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò (7.25):

X3 = (x+ �(y) + (1� p)y'0(y))@� + (1� p)y@�: (7:40)

Áåðÿ ôóíêöèþ ' èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �(y)�'(y) + (1� p)y'0(y) = 0 è âîçâðà-
ùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.9.1)
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.9).

Ïîäñòàâèì â êîììóòàòîð (7.39) îïåðàòîðû (7.37). Èíòåãðèðóÿ âîçíèêàþùèå
ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ �0(y) = 0, �0(y) = p, äëÿ îïåðàòîðà X3 ïðèõîäèì ê âûðàæå-
íèþ

X3 = (x+ a)@x + (py + Æ)@y; (7:41)

â êîòîðîì ïðè p 6= 0 ïîñòîÿííûå a è Æ ìîæíî, î÷åâèäíî, èñêëþ÷èòü äîïóñòèìîé
çàìåíîé êîîðäèíàò (7.27). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.9.2)
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.9).

Ïóñòü òðåòèé êîììóòàòîð [X2; X3] äëÿ îïåðàòîðîâ (7.36) è (7.37) ðàâåí X2:

[X2; X3] = X2: (7:42)

Ôîðìàëüíî êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (7.42) ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (7.39), åñëè â íåì äëÿ p äîïóñòèòü çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå.
Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âûðàæåíèé (7.40) è (7.41) äëÿ
îïåðàòîðà X3 óñëîâèå p 6= 1 íå èñïîëüçîâàëîñü, ïîýòîìó, ïîëàãàÿ â îïåðàòîðàõ
(7.9.1) è (7.9.2) p = 1, ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðó (7.10.1) è (7.10.2) ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ àëãåáðû (7.10).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ êîììóòèðîâàíèÿ îïåðàòîðîâ X2, X3:

[X2; X3] = 0: (7:43)

Ôîðìàëüíî óñëîâèå (7.43) ìîæíî ïîëó÷èòü èç êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ
(7.39), åñëè äîïóñòèòü â íåì íóëåâîå çíà÷åíèå äëÿ p. Ïîñêîëüêó â ïîñëåäóþùèõ
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ïðåîáðàçîâàíèÿõ âûðàæåíèÿ (7.40) îãðàíè÷åíèå p 6= 0 íå èñïîëüçîâàëîñü, ïî-
ëîæèì â îïåðàòîðàõ (7.9.1) p = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðû
(7.11.1) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.11).

Çàïèøåì åùå âûðàæåíèå (7.41) äëÿ îïåðàòîðà X3, ïîëàãàÿ â íåì p = 0:

X3 = (x + a)@x + Æ@y:

Èñêëþ÷àÿ ïîñòîÿííóþ a äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò (7.27), ïîëó÷àåì áàçèñ-
íûå îïåðàòîðû (7.11.2) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.11), â êîòîðîì âòîðàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ Æ, êàê è â ïðåäñòàâëåíèè (7.7.2) àëãåáðû (7.7), íå ìîæåò áûòü óñòðàíåíà
èëè èçìåíåíà êàêîé-ëèáî äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò.

Ïóñòü, â çàêëþ÷åíèå,
[X2; X3] = �X2: (7:44)

Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (7.44) ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñî-
îòíîøåíèÿ (7.39), åñëè â íåì ïîëîæèòü p = �1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ âûðàæåíèé (7.40) è (7.41) îãðàíè÷åíèå p 6= �1 íå èñïîëüçîâàëîñü.
Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ â îêîí÷àòåëüíûõ âûðàæåíèÿõ (7.9.1) è (7.9.2) p = �1, ïîëó÷à-
åì ñîîòâåòñòâåííî áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.12.1) è (7.12.2) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû
(7.12).

Âåðíåìñÿ ê îïåðàòîðàì (7.24), (7.26), ïîä÷èíÿþùèìñÿ êîììóòàöèîííîìó ñî-
îòíîøåíèþ (7.23), è ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè òàêæå ñîîòíîøåíèþ

[X3; X1] = �X2; (7:45)

âõîäÿùåìó â àëãåáðû (7.13) è (7.14).
Ïîäñòàâèì ñíà÷àëà â ñîîòíîøåíèå (7.45) îïåðàòîðû (7.24). Èíòåãðèðóÿ âîç-

íèêàþùèå ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ �x = y, �x = 0, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

X1 = @x; X2 = y@x;
X3 = (xy + �(y))@x + �(y)@y

�
(7:46)

ñ äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò (7.25).
Ïîäñòàâèì â òî æå ñîîòíîøåíèå (7.45) îïåðàòîðû (7.26). Èíòåãðèðóÿ âîçíè-

êàþùèå ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ �x = 0, �x = 1, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

X1 = @x; X2 = @y;
X3 = �(y)@x + (x+ �(y))@y

�
(7:47)

ñ äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò (7.27).
Îïåðàòîðû (7.46) è (7.47) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (7.23), (7.45). Ïîòðå-

áóåì äëÿ íèõ âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, âõîäÿùåãî â
àëãåáðó (7.13):

[X2; X3] = �X1 + qX2; (7:48)

ãäå 0 < q < 2.
Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (7.48) îïåðàòîðû (7.46), ëåãêî íàõîäèì;

�(y) = y2 � qy + 1; (7:49)
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ïîñëå ÷åãî ïðîèçâåäåì äîïóñòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò (7.25):

X3 = (xy + �(y) + �(y)'0(y))@� + �(y)@� :

Ôóíêöèþ '(y) ìîæíî âçÿòü èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �(y)�y'(y)+�(y)'0(y) = 0, òî
åñòüX3 = ��@�+(�2�q�+1)@�. Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîîðäèíàò,
ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.13.1) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.13).

Ïîäñòàâèì òåïåðü â ñîîòíîøåíèå (7.48) îïåðàòîðû (7.47). Èíòåãðèðóÿ âîç-
íèêàþùèå ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ �0(y) = �1, �0(y) = q, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
âûðàæåíèþ äëÿ îïåðàòîðà X3:

X3 = (�y + a)@x + (x + qy + b)@y;

â êîòîðîì ïîñòîÿííûå a è b ìîæíî èñêëþ÷èòü äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò
(7.27). Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïå-
ðàòîðû (7.13.2) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.13).

Òðåòèé êîììóòàòîð àëãåáðû (7.14): [X2; X3] = �X1 ôîðìàëüíî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé êîììóòàòîðà (7.48), åñëè â íåì äëÿ q äîïóñòèòü
íóëåâîå çíà÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïîäñòàíîâêå îïåðàòîðîâ (7.46), (7.47)
â êîììóòàòîð (7.48) è ïîñëåäóþùèõ èõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ ïîìîùüþ çàìåí êîîð-
äèíàò (7.25), (7.27) îãðàíè÷åíèå q 6= 0 íå èñïîëüçîâàëîñü. Ïîýòîìó èç áàçèñíûõ
îïåðàòîðîâ (7.13.1), (7.13.2) ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû (7.13) ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ (7.14.1), (7.14.2) àëãåáðû (7.14), åñëè ïðîñòî ïî-
ëîæèòü â íèõ q = 0.

Âûøå áûë ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ïî êëàññèôèêàöèè (7.6)�(7.16)
ïåðâûé êîììóòàòîð [X1; X2] îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ âòî-
ðîãî âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ýòîò êîììóòàòîð îòëè÷åí îò íóëÿ:

[X1; X2] = X3: (7:50)

Ïðè ïîäñòàíîâêå îïåðàòîðîâ (7.21) â êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (7.50) óñòà-
íàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâÿçè: �2x = �3, �2x = �3, èñïîëüçóÿ êîòîðûå ïåðåïèøåì
ýòè îïåðàòîðû, îïóñòèâ äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èíäåêñ "2":

X1 = @x;
X2 = �(x; y)@x + �(x; y)@y ;

X3 = �x(x; y)@x + �x(x; y)@y;

9=; (7:51)

ïðè÷åì çàìåíà êîîðäèíàò (7.22) ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ äîïóñòèìîé.
Ïóñòü åùå äëÿ îïåðàòîðîâ (7.51) âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå êîììóòàöèîííîå ñîîò-

íîøåíèå àëãåáð (7.15) è (7.16):

[X3; X1] = X2: (7:52)

Ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ �xx + � = 0 è
�xx + � = 0, ðåøåíèÿ êîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíû:

�(x; y) = �(y) sinx+ �(y) cosx;
�(x; y) = �(y) sinx+ �(y) cosx;

�
(7:53)
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ãäå �2 + �2 + �2 + �2 6= 0, òàê êàê X2, X3 � íåíóëåâûå îïåðàòîðû.
Ïðîèçâåäåì â îïåðàòîðàõ (7.51) ñ êîýôôèöèåíòàìè (7.53) äîïóñòèìóþ çàìå-

íó êîîðäèíàò (7.22). Âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà X2, íàïðèìåð, ïîñëå íåêîòîðûõ
î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè òàêîé çàìåíå ñòàíåò ñëåäóþùèì:

X2 = f[� sin'+ � cos'+ (� sin'+ � cos')'0] sin �+

+ [� cos'� � sin'+ (� cos'� � sin')'0] cos �g@�+
+ f[(� sin'+ � cos') 0] sin � + [(� cos'� � sin') 0] cos �g@�:

Ôóíêöèþ ' âîçüìåì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

� cos'� � sin'+ (� cos'� � sin')'0 = 0:

Åñëè �2 + �2 = 0 (è ïîòîìó �2 + �2 6= 0), òî â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ êîýô-
ôèöèåíòîâ è êîîðäèíàò ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ X1, X2, X3:

X1 = @x; X2 = �(y) sinx@x; X3 = �(y) cosx@x: (7:54)

Åñëè æå �2 + �2 6= 0, íî ïðè ýòîì � sin' + � cos' = 0 (è ïîòîìó, î÷åâèäíî,
� cos'� � sin' 6= 0), òî ôóíêöèþ  âîçüìåì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(� cos'� � sin') 0 = 1

è òîãäà äëÿ îïåðàòîðîâX1, X2,X3 â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
âûðàæåíèÿ:

X1 = @x; X2 = �(y) sin x@x + cosx@y ;
X3 = �(y) cosx@x � sinx@y :

�
(7:55)

Åñëè æå, íàêîíåö, ïðè �2 + �2 6= 0 èìååì � sin' + � cos' 6= 0, òî ôóíêöèþ  
âîçüìåì èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(� sin'+ � cos') 0 = 1

è òîãäà äëÿ îïåðàòîðîâ X1, X2, X3 â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæåì çàïèñàòü
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

X1 = @x;
X2 = �(y) sin x@x + (sinx+ �(y) cosx)@y ;
X3 = �(y) cosx@x + (cosx� �(y) sinx)@y :

9=; (7:56)

Îïåðàòîðû (7.54), (7.55), (7.56) óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì äâóì êîììóòàöèîí-
íûì ñîîòíîøåíèÿì (7.50) è (7.52) àëãåáð (7.15), (7.16). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè
óäîâëåòâîðÿþò òðåòüåìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ àëãåáðû (7.15):

[X2; X3] = X1: (7:57)

Ïîäñòàâèì ñíà÷àëà â êîììóòàòîð (7.57) îïåðàòîðû (7.54). Îòíîñèòåëüíî êîýô-
ôèöèåíòà �(y) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �2 = �1, êîòîðîå â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ
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ôóíêöèé ðåøåíèÿ íå èìååò. Òî åñòü îïåðàòîðû (7.54) íè ïðè êàêîì êîýôôèöèåíòå
�(y) íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ (7.57).

Ïîäñòàâèì òåïåðü â êîììóòàòîð (7.57) îïåðàòîðû (7.55). Îòíîñèòåëüíî êîýô-
ôèöèåíòà �(y) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �0 = �2 + 1, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êîòîðîãî
ëåãêî íàõîäèòñÿ: �(y) = tg(y + a), ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ
ìîæíî èñêëþ÷èòü äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò � = x, � = y + a. Âîçâðàùà-
ÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.15.1)
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.15).

Â îïåðàòîðàõ (7.56) ïðåäâàðèòåëüíî ïðîèçâåäåì îáùóþ äîïóñòèìóþ çàìåíó
êîîðäèíàò (7.22):

X2 = f[� cos'+ (� sin'+ cos')'0] sin �+

+ [�� sin'+ (� cos'� sin')'0] cos �g@�+
+ [(� sin'+ cos') 0 sin � + (� cos'� sin') 0 cos �]@�:

Ôóíêöèè '(y) è  (y) âîçüìåì èç ðåøåíèé äâóõ óðàâíåíèé � sin' + cos' = 0 è
(� cos' � sin') 0 = 1. Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå èç íèõ ïî y è èñïîëüçóÿ óðàâ-
íåíèå �+ �0 = 0, âîçíèêàþùåå ïðè ïîäñòàíîâêå îïåðàòîðîâ (7.56) â êîììóòàòîð
(7.57), óñòàíàâëèâàåì, äîïîëíèòåëüíî, ÷òî (� cos'�sin')'0��sin' = 0 è ïîòîìó

X2 = e�(�) sin �@� + cos �@�. Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîýôôèöèåí-
òîâ è êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì äëÿ îïåðàòîðîâX1, X2,X3 âûðàæåíèÿ (7.55), êîòîðûå
âûøå óæå áûëè ðàññìîòðåíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãåáðû (7.15) ïðåäñòàâëåíèå
(7.15.1) îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Ïîäñòàâèì, â çàêëþ÷åíèå, îïåðàòîðû (7.54), (7.55), (7.56) â òðåòèé êîììóòà-
òîð àëãåáðû (7.16):

[X2; X3] = �X1: (7:58)

Äëÿ îïåðàòîðîâ (7.54) ïðè ïîäñòàíîâêå â êîììóòàòîð (7.58) ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå �2 = 1 è ïîòîìó � = �1. Ïðè � = +1 ïîëó÷àåì áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.16.1)
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.16). Åñëè æå � = �1, òî çàìåíà êîîðäèíàò � = x + �,
� = y ïðèâîäèò ê òåì æå âûðàæåíèÿì (7.16.1).

Ïîäñòàâèì òåïåðü îïåðàòîðû (7.55) â êîììóòàòîð (7.58). Âîçíèêàþùåå ïðè
ýòîì óðàâíåíèå �0 = �2�1 èìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ: � = �1, � = �th(y+
a), � = �cth(y + a), ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè � = +1 ïîëó÷àåì
áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.16.2) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (16). Åñëè æå � = �1, òî,
ïðîèçâîäÿ çàìåíó êîîðäèíàò � = x+�, � = �y, ïðèõîäèì ê òåì æå âûðàæåíèÿì
(7.16.2). Åñëè � = �th(y + a) èëè � = �cth(y + a), òî ïîñëå äîïóñòèìîé çàìåíû
êîîðäèíàò � = x, � = y+a ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.16.3)
èëè (7.16.4) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (7.16).

Ïîäñòàâëÿÿ îïåðàòîðû (7.56) â êîììóòàòîð (7.58), ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè,
óðàâíåíèå � + �0 = 0. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå ïðè èññëåäîâàíèè àíàëîãè÷íîãî
ñëó÷àÿ (7.57), îáùåé äîïóñòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò (7.22), ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ
�+ �0 = 0, âûðàæåíèÿ (7.56) ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê âûðàæåíèÿì (7.55), êîòîðûå
âûøå óæå áûëè ðàññìîòðåíû. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà Ëè (7.16) â îòëè÷èå îò àëãå-
áðû (7.15) èìååò ÷åòûðå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðàìè Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè
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(ëîêàëüíî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Ýòèì çàìå÷àíèåì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà, ñôîðìóëèðîâàííîé ñðàçó ïîñëå ïðè-
âåäåíèÿ ñïèñêà (7.6)�(7.16) âñåõ òðåõìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àáñòðàêòíûõ àëãåáð
Ëè.

�8. Ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êàê äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (7.3) èç �7 áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.4)
îêðåñòíîñòåé U(i) è U(j) è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî îòäåëüíî ïî êàæäîìó èç
íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ a1, a2, a3, ïîëàãàÿ çàòåì â ðåçóëüòàòàõ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ a1 = 0; a2 = 0; a3 = 0. Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè (7.1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
(7.2), ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

X1(i)f(ij) +X1(j)f(ij) = 0;
X2(i)f(ij) +X2(j)f(ij) = 0;
X3(i)f(ij) +X3(j)f(ij) = 0;

9=; (8:1)

ñ îïåðàòîðàìè (7.5), ïðè÷åì, íàïðèìåð, X�(i) = ��(xi; yi)@=@xi+��(xi; yi)@=@yi,
ãäå � = 1; 2; 3. Ñîãëàñíî èíôèíèòåçèìàëüíîìó êðèòåðèþ èíâàðèàíòíîñòè (ñì.
[16], ñòð. 77) âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8.1) ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7.3) è íàîáîðîò.

Áàçèñíûå îïåðàòîðû X�(i) çàäàþò ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðåñòíîñòè
U(i), à îïåðàòîðûX�(j) � îêðåñòíîñòè U(j). Ïðè íàõîæäåíèè ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè f(ij) ïî óðàâíåíèÿì (8.1) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðåñòíîñòè
U(i) � U(j), çàäàâàåìûå îïåðàòîðàìè X�(ij) = X�(i) + X�(j). Ïîñêîëüêó îïå-
ðàòîðû X�(i) è X�(j) êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû
èçîìîðôíû àëãåáðå ñ áàçèñîì X�(ij) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîâïàäåíèÿ ñòðóêòóðíûõ
êîíñòàíò. Îäíàêî ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû X�(i) è X�(j) ïåðåõîäÿò
äðóã â äðóãà ïðè íåêîòîðîì ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå U(i)! U(j). Ïîýòîìó,
åñëè, íàïðèìåð, èìåþòñÿ äâå èçîìîðôíûå, íî ðàçëè÷íûå òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè
ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ïëîñêîñòè), òî äâóõòî÷å÷-
íûé èíâàðèàíò f(ij) íåîáõîäèìî èñêàòü äëÿ âñåõ òðåõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèé áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ X�(i) è X�(j) â ñèñòåìå óðàâíåíèé (8.1).Çàìå-
òèì, ÷òî â òðîéíîé íóìåðàöèè ðåçóëüòàòîâ êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû èç �7
ïåðâûå äâå öèôðû îäèíàêîâû äëÿ èçîìîðôíûõ àëãåáð, áàçèñíûå îïåðàòîðû êî-
òîðûõ íå ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó íèêàêîé ëîêàëüíî îáðàòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò
x! '(x; y), y !  (x; y).

Ëåììà. Åñëè ãðóïïå ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ àëãåáðà Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè X1, X2, X3
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èç ñïèñêà (7:6:1)�(7:16:4) êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû �7, ïðè÷åì X1 = @x,
X2 = y@x èëè X1 = @x, X2 = sinx@x, òî ëþáîé åå äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò
f(ij) âûðîæäåí.

Çàïèøåì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.1) ñ ýòèìè îïåðàòîðàìè:

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
yi@f(ij)=@xi + yj@f(ij)=@xj = 0;

�
@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;

sinxi@f(ij)=@xi + sinxj@f(ij)=@xj = 0:

�
Îáå ñèñòåìû èìåþò ðàíã ðàâíûé äâóì, ïîýòîìó @f(ij)=@xi = 0, @f(ij)=@xj = 0
è èõ ðåøåíèÿ íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò xi è xj :

f(ij) = �(yi; yj):

ßñíî, ÷òî òàêîé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò âûðîæäåí. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàõîæäåíèè äâóõòî÷å÷íûõ èíâàðèàíòîâ f(ij) êàê ðåøå-
íèé ñèñòåì óðàâíåíèé (8.1) òå àëãåáðû Ëè, ó êîòîðûõ ëèáî X1 = @x, X2 = y@x,
ëèáî X1 = @x, X2 = sinx@x, òî åñòü àëãåáðû (7.6.1)�(7.14.1), (7.16.1), ìîæíî íå
ðàññìàòðèâàòü.

Òåîðåìà.Íåâûðîæäåííûå äâóõòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ
ãðóïï Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ìàñøòàáíîé ôóíêöèè  (f) ! f è â íàäëåæàùå âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëü-
íûõ êîîðäèíàò ñîâïàäàþò ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (3:4)�(3:14), çàäàþùèìè
íà íåì ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåòðèè ðàíãà ÷åòûðå ñî ñâÿçüþ
(3:2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè ñèñòåì óðàâ-
íåíèé (8.1) äëÿ òðèíàäöàòè àëãåáð: (7.7.2)�(7.14.2), (7.15.1), (7.16.2), (7.16.3),
(7.16.4), à òàêæå óêàçàíèè òåõ ìàñøòàáíûõ ôóíêöèé è çàìåí ëîêàëüíûõ êîîð-
äèíàò, êîòîðûå ïðèâåäóò ê ñîâïàäåíèþ ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì ñ ìåòðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè ñïèñêà (3.4)�(3.14) òåîðåìû èç �3.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.7.2):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
@f(ij)=@yi + @f(ij)=@yj = 0;
yi@f(ij)=@xi + Æ@f(ij)=@yi+

+yj@f(ij)=@xj + Æ@f(ij)=@yj = 0:

9>>=>>; (8:2)

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ëåãêî íàõîäèì:

f(ij) = �(xi � xj ; yi � yj); (8:3)
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ãäå �(u; v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

u = xi � xj ; v = yi � yj : (8:4)

Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò (8.3) â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8.2), ïîëó÷àåì v�u = 0,
òî åñòü �u = 0 è �(u; v) =  (v), ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé.
Äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò (8.3) ñ òàêîé ôóíêöèåé � ÿâíî âûðîæäåí, òàê êàê â íåì
íåò çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò xi è xj :

f(ij) =  (yi � yj): (8:5)

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.8.2):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
@f(ij)=@yi + @f(ij)=@yj = 0;

(xi + yi)@f(ij)=@xi + yi@f(ij)=@yi+
+(xj + yj)@f(ij)=@xj + yj@f(ij)=@yj = 0:

9>>=>>; (8:6)

Îáùåå ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (8.6) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (8.3).
Ïîäñòàâëÿÿ åãî â òðåòüå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (u + v)�u + v�v = 0, ðåøåíèå
êîòîðîãî ëåãêî íàõîäèòñÿ:

�(u; v) =  (v2 exp(�2u=v)); (8:7)

ãäå  åñòü óæå ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì
(8.3), (8.7) è îáîçíà÷åíèþ (8.4) ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðè-
àíò

f(ij) =  ((yi � yj)
2 exp(�2(xi � xj)=(yi � yj)); (8:8)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.12), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ëî-
êàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå f !  (f) è çàìåíå êîîðäèíàò x ! y, y ! �x. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü ñ òàêîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ äóàëüíîãåëüì-
ãîëüöåâîé è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ãåîìåòðàìè íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.9.2):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
@f(ij)=@yi + @f(ij)=@yj = 0;

xi@f(ij)=@xi + pyi@f(ij)=@yi+
+xj@f(ij)=@xj + pyj@f(ij)=@yj = 0;

9>>=>>; (8:9)

ïðè÷åì 0 < p2 < 1. Îáùåå ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (8.9) çàäà-
åòñÿ âûðàæåíèåì (8.3). Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïîñëåäíåå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå u�u +
pv�v = 0; êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

�(u; v) =  (up=v); (8:10)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (8.3), (8.10) è
îáîçíà÷åíèþ (8.4) ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  

�
(xi � xj)

p

yi � yj

�
; (8:11)
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êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.11), ïåðåõîäÿ â íåå ïðè çàìåíå
êîîðäèíàò x ! x � y, y ! x + y, ââåäåíèè íîâîãî ïàðàìåòðà � = (1 + p)=(1 �
p), ïðè÷åì � > 0 è � 6= 1, è ñëåäóþùåì ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè: f !
( �1(f))2=(p�1), åñëè j(yi � yj)=(xi � xj)j < 1 è f ! ((�1)(p+1)=2 �1(f))2=(p�1),
åñëè j(yi � yj)=(xi � xj)j > 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå â ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû âûðàæå-
íèÿ (3.11) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè âõîäèò ãèïåðáîëè÷åñêèé àðåàòàíãåíñ (arth),
à âî âòîðîì ãèïåðáîëè÷åñêèé àðåàêîòàíãåíñ (arcth). Çàìåòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèåé (3.11) çàäàåòñÿ ãåîìåòðèÿ ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè.

Äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (8.11) ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêî
äëÿ p = 1=2 è  (t) = 1=t2, êîãäà îíà ñòàíîâèòñÿ ôèíñëåðîâîé: df = dy2=dx,
ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå dx ! �dx, dy ! �dy èìååì df ! �df , òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå åå îäíîðîäíîñòè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.10.2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñè-
ñòåìû (8.9), åñëè â íåé ïîëîæèòü p = +1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè åå èíòåãðèðî-
âàíèè óñëîâèå p 6= +1 íå áûëî èññïîëüçîâàíî. Â ðåçóëüòàòå, ïîëàãàÿ â ðåøåíèè
(8.11) p = +1, ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  

�
xi � xj
yi � yj

�
; (8:12)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.10), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ëî-
êàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå f !  (f�1). Ïëîñêîñòü ñ òàêîé ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîé è â ãåîìåòðèè íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.11.2);

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
@f(ij)=@yi + @f(ij)=@yj = 0;
xi@f(ij)=@xi + Æ@f(ij)=@yi+

+xj@f(ij)=@xj + Æ@f(ij)=@yj = 0:

9>>=>>; (8:13)

Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (8.13) àíàëîãè÷íî èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû (8.2), òàê-
æå ñîäåðæàùåé ïîñòîÿííóþ Æ â òðåòüåì óðàâíåíèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âû-
ðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò (8.5).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.1) äëÿ àëãåáðû (7.12.2) ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïîëó-
÷åíà èç ñèñòåìû (8.9), åñëè â íåé ïîëîæèòü p = �1. Íî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîé
ñèñòåìû óñëîâèå p 6= �1 íå áûëî èñïîëüçîâàíî. Ïîëàãàÿ â ðåøåíèè (8.11) p = �1,
ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò;

f(ij) =  

�
1

(xi � xj)(yi � yj)

�
; (8:14)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.7), òàê êàê îíà ïåðåõîäèò â íåãî
ïðè ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå f !  (4f�1) è çàìåíå êîîðäèíàò x ! x + y,
y ! x�y. Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèåì (3.7) îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî.
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Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) äëÿ îïåðàòîðîâ (7.13.2):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
@f(ij)=@yi + @f(ij)=@yj = 0;

�yi@f(ij)=@xi + (xi + qyi)@f(ij)=@yi�
�yj@f(ij)=@xj + (xj + qyj)@f(ij)=@yj = 0;

9>>=>>; (8:15)

ïðè÷åì 0 < q < 2. Îáùåå ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (8.15) çà-
äàåòñÿ âûðàæåíèåì (8.3). Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè �(u; v):

�v�u + (u+ qv)�v = 0;

ðåøåíèå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

�(u; v) =  (ln((2u+ qv)2 + (4� q2)v2)+

+
2qp
4� q2

arctg
2u+ qv

v
p
4� q2

); (8:16)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (8.3), (8.16) è
îáîçíà÷åíèþ (8.4) ïîëó÷àåì äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  fln[(2(xi � xj) + q(yi � yj))
2 + (4� q2)(yi � yj)

2]+

+
2qp
4� q2

arctg
2(xi � xj) + q(yi � yj)

(yi � yj)
p
4� q2

g; (8:17)

êîòîðûé ïðè  0 6= 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.3) è ïîòîìó íåâûðîæäåí. Èíâàðè-
àíò (8.17) ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.13), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ëî-

êàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå f !  (f), ïåðåîáîçíà÷åíèè ïàðàìåòðà: 
 = q=
p
4� q2

è óäîáíîé çàìåíå êîîðäèíàò: x ! (y
p
4� q2 � qx)=2

p
4� q2, y ! x=

p
4� q2.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèåì (3.13) îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïëîñêîñòè
Ãåëüìãîëüöà (òåðìèí àâòîðà), ãåîìåòðèþ êîòîðîé åùå ïðåäñòîèò èññëåäîâàòü.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.14.2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñè-
ñòåìû (8.15), åñëè â íåé ïîëîæèòü q = 0. Íî ïðè åå èíòåãðèðîâàíèè óñëîâèå
q 6= 0 íå áûëî èñïîëüçîâàíî. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé íåâûðîæäåííûé äâóõòî-
÷å÷íûé èíâàðèàíò ìîæíî ïîëó÷èòü èç âûðàæåíèÿ (8.17), åñëè ïîëîæèòü â íåì
q = 0:

f(ij) =  [ln(4(xi � xj)
2 + 4(yi � yj)

2)]: (8:18)

Èíâàðèàíò (8.18) ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.4) ïëîñêîñòè Åâêëèäà,
êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â íåãî ïðè ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå f !  (ln(4f)).

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.15.1);

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
tgyi sinxi@f(ij)=@xi + cosxi@f(ij)=@yi+

+tgyj sinxj@f(ij)=@xj + cosxj@f(ij)=@yj = 0;
tgyi cosxi@f(ij)=@xi � sinxi@f(ij)=@yi+

+tgyj cosxj@f(ij)=@xj � sinxj@f(ij)=@yj = 0:

9>>>>=>>>>;
(8:19)
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Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.19) çàäàåòñÿ, î÷åâèäíî, ñëåäóþ-
ùèì âûðàæåíèåì:

f(ij) = �(xi � xj ; yi; yj); (8:20)

ãäå �(u; v; w) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæå-
íèå âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.19). Çàòåì óìíîæèì âòîðîå óðàâ-
íåíèå íà cosxj (ñîîòâåòñòâåííî íà cosxi) è ñëîæèì ñ òðåòüèì, óìíîæåííûì íà
� sinxj (ñîîòâåòñòâåííî íà � sinxi). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ôóíêöèè �(u; v; w):

tgv sinu �u + cosu �v + �w = 0;
tgw sinu �u + �v + cosu �w = 0;

�
(8:21)

ãäå, íàïîìíèì,
u = xi � xj ; v = yi; w = yj : (8:22)

Óìíîæèì, äàëåå, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8.21) íà tgw è ñëîæèì ñî âòîðûì,
óìíîæåííûì íà �tgv:

(tgw cosu� tgv)�v � (tgv cosu� tgw)�w = 0:

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

�(u; v; w) = �(u; cos v cosw cosu+ sin v sinw);

ãäå �(s; t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâèì åãî â ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû (8.21): �s = 0, òî åñòü �(s; t) =  (t) è ïîòîìó

�(u; v; w) =  (cos v cosw cosu+ sin v sinw); (8:23)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (8.20), (8.23) è
îáîçíà÷åíèþ (8.22) íàõîäèì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  (cos yi cos yj cos(xi � xj) + sin yi sin yj); (8:24)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.5), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ìàñ-
øòàáíîì îòîáðàæåíèè f !  (f) è çàìåíå êîîðäèíàò x! x, y ! (��2y)=2. Çàìå-
òèì, ÷òî âûðàæåíèå (3.5) îïðåäåëÿåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóìåðíîé ñôåðû
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.16.2):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
sinxi@f(ij)=@xi + cosxi@f(ij)=@yi+

+sinxj@f(ij)=@xj + cosxj@f(ij)=@yj = 0;
cosxi@f(ij)=@xi � sinxi@f(ij)=@yi+

+cosxj@f(ij)=@xj � sinxj@f(ij)=@yj = 0:

9>>>>=>>>>;
(8:25)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.25) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (8.20). Ïîäñòàâèì
åãî âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ. Çàòåì óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà sinxi
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(ñîîòâåòñòâåííî íà sinxj), òðåòüå � íà cosxi (ñîîòâåòñòâåííî íà cosxj) è ñëîæèì
èõ:

(1� cosu)�u + sinu �w = 0;
(1� cosu)�u + sinu �v = 0;

�
(8:26)

Èç ñèñòåìû (8.26) ëåãêî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �v � �w = 0, ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

�(u; v; w) = �(u; v + w); (8:27)

ãäå �(s; t) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

s = u; t = v + w: (8:28)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (8.27) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8.26):

(1� cos s)�s + sin s �t = 0

è ðåøèì åãî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

�(s; t) =  

�
exp

�
� t
2

�
sin
�s
2

��
; (8:29)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (8.20), (8.27),
(8.29) è îáîçíà÷åíèÿì (8.22), (8.28) ïîëó÷àåì äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  

�
exp

�
�yi + yj

2

�
sin

�
xi � xj

2

��
; (8:30)

êîòîðûé ïðè  0 6= 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.3) è ïîòîìó íåâûðîæäåí. Èí-
âàðèàíò (8.30) ýêâèèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.9), êîòîðàÿ ïåðåõîäèò
â íåãî ïðè ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå f !  (f) è çàìåíå êîîðäèíàò x !
exp(�y=2) sin(x=2), y ! exp(�y=2) cos(x=2). Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (3.9) îïðå-
äåëÿåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè, ãåîìåòðèÿ êîòîðîé
õîðîøî èçó÷åíà.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.16.3):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
�thyi sinxi@f(ij)=@xi + cosxi@f(ij)=@yi�

�thyj sinxj@f(ij)=@xj + cosxj@f(ij)=@yj = 0;
�thyi cosxi@f(ij)=@xi � sinxi@f(ij)=@yi�

�thyj cosxj@f(ij)=@xj � sinxj@f(ij)=@yj = 0:

9>>>>=>>>>;
(8:31)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.31) ñëåäóåò, ÷òî â äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò
f(ij) êîîðäèíàòû xi è xj âõîäÿò â âèäå ðàçíîñòè xi � xj . Îáùåå ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû óäîáíî èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f(ij) = �(chyichyj cos(xi � xj)� shyishyj ; yi; yj); (8:32)
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ãäå �(u; v; w) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ

u = chyichyj cos(xi � xj)� shyishyj ; v = yi; w = yj ; (8:33)

ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åå ðåøåíèé. Ïîäñòàâèì
âûðàæåíèå (8.32) âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.31):

cosxi�v + cosxj�w = 0; sinxi�v + sinxj�w = 0;

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî �v = 0, �w = 0 è ïîòîìó

�(u; v; w) =  (u); (8:34)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (8.32), (8.34) è
îáîçíà÷åíèþ (8.33) íàõîäèì äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  (chyichyj cos(xi � xj)� shyishyj); (8:35)

êîòîðûé íåâûðîæäåí ïðè  0 6= 0, òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.3). Èí-
âàðèàíò (8.35) ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.8), êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â
íåãî ïðè ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå f !  (f) áåç çàìåíû êîîðäèíàò. Çàìåòèì,
÷òî âûðàæåíèå (3.8) çàäàåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ îäíîïîëîñòíîãî äâóìåðíîãî
ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ãåîìåòðèþ òàêîãî
ãèïåðáîëîèäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ïëîñêèõ ãåîìåòðèé
Êýëè-Êëåéíà (ñì. [13]), à èìåííî ãèïåðáîëè÷åñêîé è äâàæäû ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.16.4):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
�cthyi sinxi@f(ij)=@xi + cosxi@f(ij)=@yi�

�cthyj sinxj@f(ij)=@xj + cosxj@f(ij)=@yj = 0;
�cthyi cosxi@f(ij)=@xi � sinxi@f(ij)=@yi�

�cthyj cosxj@f(ij)=@xj � sinxj@f(ij)=@yj = 0:

9>>>>=>>>>;
(8:36)

Ñèñòåìà (8.36) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì, â äåòàëÿõ ñîâïàäàþùèì ñ òåì, êîòîðûé áûë
èñïîëüçîâàí â îòíîøåíèè ïðåäûäóùåé ñèñòåìû (8.31). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  (shyishyj cos(xi � xj)� chyichyj); (8:37)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Èíâàðèàíò (8.37) ïðè  0 6= 0
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè è ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
(3.6) ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ðåàëèçóåìîé íà îäíîé èç ïîëîñòåé äâóõïîëîñòíîãî
äâóìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñìåøàííûõ âàðèàíòîâ, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðåñòíî-
ñòåé U(i) è U(j) ìîãóò çàäàâàòüñÿ èçîìîðôíûìè, íî ðàçëè÷íûìè àëãåáðàìè Ëè
ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè (7.16.2), (7.16.3), (7.16.4), óäîáíî äëÿ ïîñëåäíèõ èñ-
ïîëüçîâàòü åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó çàïèñè (7.17).

57



Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) ñ îïåðàòîðàìè (7.17):

(1 + x2i � "iy
2
i )@f(ij)=@xi + 2xiyi@f(ij)=@yi+

+(1 + x2j � "jy
2
j )@f(ij)=@xj + 2xjyj@f(ij)=@yj = 0;

xi@f(ij)=@xi + yi@f(ij)=@yi+
+xj@f(ij)=@xj + yj@f(ij)=@yj = 0;

(1� x2i + "iy
2
i )@f(ij)=@xi � 2xiyi@f(ij)=@yi+

+(1� x2j + "jy
2
j )@f(ij)=@xj � 2xjyj@f(ij)=@yj = 0;

9>>>>>>=>>>>>>;
(8:38)

ãäå "i = 0;�1; "j = 0;�1, ïðè÷åì íå îáÿçàòåëüíî "i = "j . Ñëîæèì ïåðâîå è òðåòüå
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.38):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû xi è xj âõîäÿò â äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò f(ij)
ðàçíîñòüþ xi � xj . Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (8.38) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

f(ij) = �

 
(xi � xj)

2 + "iy
2
i + "jy

2
j

yiyj
; yi; yj

!
; (8:39)

ãäå �(u; v; w) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ

u = ((xi � xj)
2 + "iy

2
i + "jy

2
j )=yiyj ; v = yi; w = yj ; (8:40)

ïðè÷åì äðîáíûé àðãóìåíò â íåé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åå ðåøåíèé.
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (8.39) â ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.38):

xiyi�v + xjyj�w = 0;
yi�v + yj�w = 0;

�
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî �v = 0, �w = 0 è ïîòîìó

�(u; v; w) =  (u); (8:41)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (8.39), (8.41) è
îáîçíà÷åíèþ (8.40) ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) =  

 
(xi � xj)

2 + "iy
2
i + "jy

2
j

yiyj

!
; (8:42)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (3.14), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ìàñ-
øòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè f !  (f). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ðàáîòå [17] àâòîðîì áûëè íàéäåíû âñå äâóõòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû êàê ðå-
øåíèÿ ñèñòåì (8.1) äëÿ âñåâîçìîæíûõ èçîìîðôíûõ àëãåáð Ëè ñ áàçèñíûìè îïå-
ðàòîðàìè X1(i), X2(i), X3(i) è X1(j), X2(j), X3(j), âçÿòûìè èç ïîëíîãî ñïèñêà
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êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû ïðåäûäóùåãî �7. Ìíîãèå èç òàêèõ ñèñòåì íå ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ïî óñëîâèÿì ëåììû î âûðîæäåíèè äâóõòî÷å÷íîãî èíâàðèàíòà, äî-
êàçàííîé ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû íàñòîÿùåãî �8. Íàïðèìåð, ñèñòåìà (8.1)
ñ îïåðàòîðàìè (7.12.1) è (7.12.2):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
yi@f(ij)=@xi + @f(ij)=@yj = 0;
xi@f(ij)=@xi + 2yi@f(ij)=@yi+

+xj@f(ij)=@xj � yj@f(ij)=@yj = 0;

9>>=>>;
èìååò ðåøåíèå:

f(ij) =  ((xi � xj � yiyj)=
p
yi); (8:43)

â òî âðåìÿ êàê ñ îïåðàòîðàìè (7.12.1):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
yi@f(ij)=@xi + yj@f(ij)=@xj = 0;
xi@f(ij)=@xi + 2yi@f(ij)=@yi+

+xj@f(ij)=@xj + 2yj@f(ij)=@yj = 0;

9>>=>>;
åå ðåøåíèå äðóãîå:

f(ij) =  (yi=yj); (8:44)

è â íåì îòñóòñòâóþò êîîðäèíàòû xi è xj . Ñ îïåðàòîðàìè æå (7.12.2) ñèñòåìà
óðàâíåíèé (8.1) áûëà ðàññìîòðåíà âûøå (ñì. ñèñòåìó (8.9) ïðè p = �1) è åå
ðåøåíèå áóäåò ñëåäóþùèì:

f(ij) =  (1=(xi � xj)(yi � yj)): (8:45)

Ïóñòü äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íåñâÿçíî è ïðåîáðàçîâàíèå åãî êîìïîíåíò çà-
äàåòñÿ èçîìîðôíûìè, íî ðàçëè÷íûìè àëãåáðàìè Ëè (7.12.1) è (7.12.2). Òîãäà
â öåëîì äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ òðåõ ðåøåíèé
(8.43), (8.44), (8.45) è îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, òàê êàê äëÿ òîé êîìïîíåíòû
ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå êîòîðîé çàäàåòñÿ àëãåáðîé Ëè (8.12.1), â ðåøåíèè
(8.44) íåò êîîðäèíàò xi è xj . Çàìåòèì, ÷òî â àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿõ äâóõòî÷å÷íûé
èíâàðèàíò (8.42) íåâûðîæäåí êàê "âíóòðè"êàæäîé èç êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ,
òàê è "ìåæäó", êîãäà òî÷êè i è j íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ åãî êîìïîíåíòàõ.

�9. Ãðóïïû äâèæåíèé òðåõìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé

Òðåõìåðíûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåòðèè, îïðåäåëåííûå â
�4 ãë.I, äîïóñêàþò øåñòèìåðíóþ ãðóïïó äâèæåíèé

x0 = �(x; y; z; a1; a2; : : : ; a6);
y0 = �(x; y; z; a1; a2; : : : ; a6);
z0 = �(x; y; z; a1; a2; : : : ; a6);

9=; (9:1)
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îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (4.3) ñîõðàíÿåòñÿ:

f(�(i); �(i); �(i); �(j); �(j); �(j)) = f(xi; yi; zi; xj ; yj ; zj); (9:2)

ãäå, íàïðèìåð, �(i) = �(xi; yi; zi; a
1; a2; : : : ; a6).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè ñòåïåíü ãðóïïîâîé ñèììåòðèè ðàâ-
íà øåñòè, ïðè÷åì ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ òàêîé ñòåïåíè îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàíãà ïÿòü, ïîäîáíî òîìó êàê äëÿ äâóìåðíîé
ãåîìåòðèè ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ ñòåïåíè òðè ýêâèâàëåíòíà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñèììåòðèè ðàíãà ÷åòûðå (ñì. �6).

Ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé (9.1) òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ îäíîçíà÷íî ñîîòâåò-
ñòâóåò øåñòèìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, áàçèñíûìè âåêòîðìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

X! = �!(x; y; z)@x + �!(x; y; z)@y + �!(x; y; z)@z; (9:3)

ãäå ! = 1; 2; : : : ; 6 è, íàïðèìåð, @x = @=@x, �! = @�=@a!ja=0.
Ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (4.3), ÿâëÿþùàÿñÿ ïî óðàâíåíèþ (9.2) äâóõòî÷å÷íûì

èíâàðèàíòîì, ìîæåò áûòü íàéäåíà òàêæå êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû øåñòè
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

X!(i)f(ij) +X!(j)f(ij) = 0 (9:4)

ñ îïåðàòîðàìè (9.3). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà øåñòèìåðíîé àëãåáðû ËèX =
c!X!, ãäå c

! � êàêèå-òî ïîñòîÿííûå, à ! = 1; 2; : : : ; 6, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

X(i)f(ij) +X(j)f(ij) = 0: (9:5)

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (9.2) è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9.5) ìîãóò
áûòü ðàññìîòðåíû ñ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîçèöèé. Åñëè çàäàíà ãðóïïà ïðåîáðàçîâà-
íèé (9.1), òî, ðåøàÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (9.2), ìîæíî íàéòè ìåòðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ f(ij) êàê åå äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò. Íî ýòó æå ìåòðè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ ìîæíî íàéòè è êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9.5), çàïèñàí-
íûõ äëÿ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé àëãåáðû
Ëè.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(ij) çàäàíà â åå êîîðäèíàò-
íîì ïðåäñòàâëåíèè (4.3). Òîãäà óñëîâèå åå ñîõðàíåíèÿ (9.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íà ãðóïïó äâèæåíèé (9.1). Îñîáåííîñòüþ ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé ñ íåâûðîæäåííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü óðàâíåíèÿ (9.2) â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè ïî ãðóïïå ïðå-
îáðàçîâàíèé (9.1) ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9.2) íàéäåíà ìåòðè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (4.3), òî ïî íåé ðåøåíèåì òîãî æå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(9.2) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà èñõîäíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (9.1). È íàîáî-
ðîò, åñëè ïî èçâåñòíîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (4.3) ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (9.2) íàéäåííà ãðóïïà åå äâèæåíèé (9.1), òî ñàìà îíà ïî ýòîé ãðóïïå
ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (9.2).

60



Àíàëîãè÷íî ïðè èçâåñòíîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (4.3) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(9.5) ìîãóò áûòü íàéäåíû îïåðàòîðû øåñòèìåðíîé àëãåáðû Ëè, â ÷àñòíîñòè, åå
áàçèñíûå îïåðàòîðû. Ýòà çàäà÷à òàêæå îáðàòèìà â òîì ñìûñëå, ÷òî, íàéäÿ ïî
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè àëãåáðó Ëè ãðóïïû åå äâèæåíèé, ìîæíî âîññòàíîâèòü ýòó
ôóíêöèþ ïî íàéäåííîé àëãåáðå ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9.5).

Óðàâíåíèå (9.5) çàïèøåì â ðàçâåðíóòîé ôîðìå:

�(i)
@f(ij)

@xi
+ �(i)

@f(ij)

@yi
+ �(i)

@f(ij)

@zi
+

+�(j)
@f(ij)

@xj
+ �(j)

@f(ij)

@yj
+ �(j)

@f(ij)

@zj
= 0;

(9:50)

ñ÷èòàÿ â íåì ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(ij) èçâåñòíîé è ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå
íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòû �; �; � äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà X = �@x +
�@y + �@z . Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Áàçèñíûå îïåðàòîðû (9:3) øåñòèìåðíûõ àëãåáð Ëè ãðóïï äâèæå-
íèé òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (4:6)�(4:18) çàäàþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

X1 = @x; X2 = @y; X3 = @z ; X4 = �y@x + x@y ;
X5 = �x@z + z@x; X6 = �z@y + y@z;

�
(9:6)

X1 = @x; X2 = ctgy cosx@x + sinx@y ;
X3 = �ctgy sinx@x + cosx@y ;
X4 = ctgz sin�1 y cosx@x + ctgz cos y sinx@y + sin y sinx@z ;
X5 = �ctgz sin�1 y sinx@x + ctgz cos y cosx@y + sin y cosx@z;
X6 = �ctgz sin y@y + cos y@z;

9>>>>=>>>>;
(9:7)

X1 = @x; X2 = ctgy cosx@x + sinx@y;
X3 = �ctgy sinx@x + cosx@y;
X4 = cthz sin�1 y cosx@x + cthz cos y sinx@y + sin y sinx@z ;
X5 = �cthz sin�1 y sinx@x + cthz cos y cosx@y + sin y cosx@z ;
X6 = �cthz sin y@y + cos y@z;

9>>>>=>>>>;
(9:8)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = @z ; X4 = �y@x + x@y ;
X5 = z@x + x@z ; X6 = z@y + y@z;

�
(9:9)

X1 = @x; X2 = ctgy cosx@x + sinx@y;
X3 = �ctgy sinx@x + cosx@y;
X4 = thz sin�1 y cosx@x + thz cos y sinx@y + sin y sinx@z ;
X5 = �thz sin�1 y sinx@x + thz cos y cosx@y + sin y cosx@z;
X6 = �thz sin y@y + cos y@z;

9>>>>=>>>>;
(9:10)
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X1 = @x; X2 = thy cosx@x + sinx@y ;
X3 = �thy sinx@x + cosx@y ;

X4 = thzch�1y cosx@x � thzshy sinx@y + chy sinx@z ;

X5 = �thzch�1y sinx@x � thzshy cosx@y + chy cosx@z ;
X6 = thzchy@y � shy@z;

9>>>>=>>>>;
(9:11)

X1 = y@x; X2 = x@y; X3 = x@x � y@y;
X4 = @z ; X5 = @x + y@z; X6 = @y � x@z ;

�
(9:12)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = x@x + y@y;
X4 = x@x � y@y + @z; X5 = x2@x + x@z; X6 = �y2@y + y@z;

�
(9:13)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = y@x + x@y;
X4 = 2x@x + 2y@y � @z;
X5 = (x2 + y2)@x + 2xy@y � x@z ;
X6 = 2xy@x+ (x2 + y2)@y � y@z;

9>>=>>; (9:14)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = �y@x + x@y;
X4 = 2x@x + 2y@y � @z;
X5 = (x2 � y2)@x + 2xy@y � x@z ;
X6 = 2xy@x� (x2 � y2)@y � y@z;

9>>=>>; (9:15)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = (y � �x)@x + (x � �y)@y;
X4 = 2(x� �y)@x + 2(y � �x)@y � (1� �2)@z;
X5 = (x2 + y2 � 2�xy)@x + (2xy � �(x2 + y2))@y � (1� �2)x@z ;
X6 = (2xy � �(x2 + y2))@x+ (x2 + y2 � 2�xy)@y � (1� �2)y@z;

9>>=>>; (9:16)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = x@x + (y � x)@y ;
X4 = 2x@y � @z; X5 = x2@y � x@z ;
X6 = x2@x+ (2xy � x2)@y � y@z;

9=; (9:17)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = �(y + 
x)@x + (x� 
y)@y;
X4 = 2(x� 
y)@x + 2(y + 
x)@y � (1 + 
2)@z ;
X5 = (x2 � y2 � 2
xy)@x + (2xy + 
(x2 � y2))@y � (1 + 
2)x@z ;
X6 = (2xy + 
(x2 � y2))@x� (x2 � y2 � 2
xy)@y � (1 + 
2)y@z;

9>>=>>; (9:18)

ãäå � > 0 è � 6= 1; 
 > 0.

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàíîé âûøå òåîðåìû ìîæíî íàéòè â Ïðè-
ëîæåíèè Â.À.Êûðîâà ê ìîíîãðàôèè àâòîðà [18]. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâå-
äåì ïîëó÷åíèå âûðàæåíèé (9.6) áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ øåñòèìåðíîé àëãåáðû Ëè
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ãðóïïû äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöè-
åé (4.6), äëÿ êîòîðîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (9:50) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå:

�(i)(xi � xj) + �(i)(yi � yj) + �(i)(zi � zj)�
� �(j)(xi � xj)� �(j)(yi � yj)� �(j)(zi � zj) = 0:

(9:19)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (9.19) ïî êîîðäèíàòàì xi; yi; zi òî÷êè i, à çà-
òåì ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèé ïî êîîðäèíàòàì xj ; yj ; zj òî÷êè j:

�x(i) + �x(j) = 0; �x(i) + �y(j) = 0; �x(i) + �z(j) = 0;
�y(i) + �x(j) = 0; �y(i) + �y(j) = 0; �y(i) + �z(j) = 0;
�z(i) + �x(j) = 0; �z(i) + �y(j) = 0; �z(i) + �z(j) = 0:

9=;
îòêóäà, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê êîîðäèíàòàì ðàçëè÷íûõ òî÷åê i è
j, à ïîòîì èíòåãðèðóÿ ïîëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì:

�(x; y; z) = �c4y + c5z + c1;
�(x; y; z) = c4x� c6z + c2;
�(x; y; z) = �c5x+ c6y + c3:

9=;
Ïðèäàâàÿ ñîâîêóïíîñòè øåñòè ÷èñåë (c1; c2; c3; c4; c5; c6) øåñòü íåçàâèñèìûõ çíà-
÷åíèé (1,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0), . . . , (0,0,0,0,0,1), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì (9.6).

Îñòàëüíûå âûðàæåíèÿ (9.7)�(9.18) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì, õîòÿ è
íå âñåãäà òàêèì ïðîñòûì è íàãëÿäíûì.

�10. Íåêîòîðûå ïðèìåðû è çàäà÷è

Ïóñòü ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj); (10:1)

çàäàþùàÿ íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ðàíãà
÷åòûðå ãåîìåòðèþ, èçâåñòíà. Òîãäà óñëîâèå åå ñîõðàíåíèÿ:

f(�(i); �(i); �(j); �(j)) = f(xi; yi; xj ; yj) (10:2)

ïðè ëîêàëüíî îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

x0 = �(x; y); y0 = �(x; y) (10:3)

ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íà ãðóïïó
äâèæåíèé, êîòîðàÿ ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �6 äîëæíà áûòü òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé:

x0 = �(x; y; a1; a2; a3); y0 = �(x; y; a1; a2; a3); (10:30)
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à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé àëãåáðà Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè

X1 = �1(x; y)@=@x+ �1(x; y)@=@y;
X2 = �2(x; y)@=@x+ �2(x; y)@=@y;
X3 = �3(x; y)@=@x+ �3(x; y)@=@y

9=; (10:4)

� òðåõìåðíîé. Ñàìà æå ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(ij) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà
ëèáî êàê ðåøåíèå èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10.2) ïî íàéäåííîé
ãðóïïå äâèæåíèé (10:30), ëèáî êàê ðåøåíèå ñèñòåìû òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

X1(i)f(ij) +X1(j)f(ij) = 0;
X2(i)f(ij) +X2(j)f(ij) = 0;
X3(i)f(ij) +X3(j)f(ij) = 0

9=; (10:5)

ñ îïåðàòîðàìè (10.4).
Ïðèìåð 1. Äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 (10:6)

íàéòè ïîëíóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó äâèæåíèé (10:30), áàçèñíûå îïåðàòîðû (10.4) åå
àëãåáðû Ëè, ïî êîòîðûì âîññòàíîâèòü ñàìó ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ êàê ðåøåíèå
ñèñòåìû òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10.5).

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (10.2) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè (10.6) åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè:

(�(i)� �(j))2 + (�(i)� �(j))2 = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2: (10:7)

Âñëåäñòâèå ïðåäïîëàãàåìîé ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé (10.3) îòëè-
÷åí îò íóëÿ ÿêîáèàí äëÿ äâóõ ôóíêöèé �(x; y); �(x; y) ïî äâóì ïåðåìåííûì x; y:

� = @(�; �)=@(x; y) 6= 0: (10:8)

Óðàâíåíèå (10.7) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ òî÷åê i è j, ïîýòîìó ïî èõ êîîðäèíà-
òàì xi; yi è xj ; yj îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
åãî ïî êîîðäèíàòàì xj ; yj òî÷êè j. Ïîñëå äåëåíèÿ íà ìèíóñ 2 ïîëó÷àåì:

(�(i)� �(j))�x(j) + (�(i)� �(j))�x(j) = xi � xj ;
(�(i)� �(j))�y(j) + (�(i) � �(j))�y(j) = yi � yj :

�
(10:9)

Ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíÿ (10.9) ðàññìîòðèì êàê ñèñòåìó äâóõ ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòåé �(i)� �(j) è �(i)� �(j).
Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ÿêîáèàíîì (10.8) äëÿ òî÷êè
j è îòëè÷åí îò íóëÿ, îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì Êðàìåðà:

�(i)� �(j) = (xi � xj)�y(j)=�(j)� (yi � yj)�x(j)=�(j);
�(i)� �(j) = �(xi � xj)�y(j)=�(j) + (yi � yj)�x(j)=�(j):

�
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Äèôôåðåíöèðóÿ íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè i, ïîëó÷àåì:

�x(i) = �y(j)=�(j); �y(i) = ��x(j)=�(j);
�x(i) = ��y(j)=�(j); �y(i) = �x(j)=�(j);

�
òî åñòü êîýôôèöèåíòû â íèõ ïðè ðàçíîñòÿõ êîîðäèíàò xi�xj è yi� yj ÿâëÿþòñÿ
ïîñòîÿííûìè, êîòîðûå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç a; g; b; h:

�(i)� �(j) = a(xi � xj) + g(yi � yj);
�(i)� �(j) = b(xi � xj) + h(yi � yj):

�
(10:9)

Ðàçäåëÿÿ, äàëåå, â ðåøåíèÿõ (10.9) òî÷êè i,j è çàòåì îïóñêàÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:

�(x; y) = ax+ gy + c; �(x; y) = bx+ hy + d; (10:10)

êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â èñõîäíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (10.7). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåòàìè ýòèõ âûðàæåíèé:

a2 + b2 = 1; g2 + h2 = 1; ag + bh = 0;

îòêóäà ëåãêî íàõîäèì:

h = "a; g = �"b; a2 + b2 = 1; " = �1:
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèé � è � ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.3), ÿâëÿþùåãîñÿ äâèæå-
íèåì ïëîñêîñòè Åâêëèäà, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

�(x; y) = ax� "by + c; �(x; y) = bx+ "ay + d; (10:11)

ãäå a2 + b2 = 1; " = �1. Ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé (10.3) ñ ôóíêöèÿìè (10.11)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ãðóïïîé äâèæåíèé ïëîñêîñòè Åâêëèäà, â êîòîðóþ âõîäÿò êàê
ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ ñ " = +1, òàê è íåñîáñòâåííûå ñ " = �1. Âñå ñîáñòâåí-
íûå äâèæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñâÿçíóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x0 = x cos'� y sin'+ c; y0 = x sin'+ y cos'+ d: (10:12)

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèé (10.12) ñ îáùåé èõ çàïèñüþ
(10:30), óñòàíàâëèâàåì ñîîòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ: a1 = c; a2 = d; a3 = '. Ëè-
íåéíûå ïàðàìåòðû c; d çàäàþò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, à óãëîâîé ïàðàìåòð ' �
ïîâîðîò â ïëîñêîñòè Åâêëèäà.

Çàïèøåì áåñêîíå÷íî ìàëîå (èíôèíèòåçèìàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå (10.12), áëèç-
êîå ê òîæäåñòâåííîìó, êîòîðîå çàäàåòñÿ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè âñåõ ïàðàìåòðîâ:

x0 = x� y'+ c; y0 = y + x'+ d;

îòêóäà ïîëó÷àåì êîîðäèíàòíûé áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåé òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè:

X1 = @=@x; X2 = @=@y; X3 = �y@=@x+ x@=@y; (10:13)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (10.5) c îïåðàòîðàìè (10.13) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (8.15) ïðè
q = 0 è åå ðåøåíèå (8.18) âîññòàíàâëèâàåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (10.6) ïëîñêî-
ñòè Åâêëèäà ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

f(ij) =  ((xi � xj)
2 + (yi � yj)

2):

Ïðèìåð 2. Äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà íàéòè êîîðäèíàòíûé áàçèñ òðåõìåðíîé
àëãåáðû Ëè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîé ãðóïïå åå äâèæåíèé, èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ýòîé àëãåáðû

X = �(x; y)@=@x+ �(x; y)@=@y (10:14)

ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (10.6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

X(i)f(ij) +X(j)f(ij) = 0: (10:15)

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (10.15) îïåðàòîð (10.14) è ìåòðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ (10.6), ïðîèçâåäÿ íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

(�(i) � �(j))(xi � xj) + (�(i)� �(j))(yi � yj) = 0; (10:16)

ïîñëå ÷åãî äîïîëíèòåëüíî ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî êîîðäèíàòàì òî÷åê i è j:

�x(i) + �x(j) = 0; �x(i) + �y(j) = 0; �y(i) + �x(j) = 0; �y(i) + �y(j) = 0:

Âîçíèêøàÿ ñèñòåìà ÷åòûðåõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåã-
êî èíòåãðèðóåòñÿ, òàê êàê â íåé ðàçäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû xi; yi è xj ; yj :

�(x; y) = a1 � a3y; �(x; y) = a2 + a3x; (10:17)

ïðè÷åì íàéäåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå è ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10.16), ÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííîé èõ ïîäñòà-
íîâêîé.

Ïðèäàâàÿ ïàðàìåòðàì (a1; a2; a3) ðåøåíèÿ (10.17) òðè çíà÷åíèÿ (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1), ïîëó÷àåì òðè íåçàâèñèìûõ âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé � è �, êîòîðûå ïî
ôîðìóëå (10.14) è îïðåäåëÿò òðè áàçèñíûõ îïåðàòîðà (10.13) òðåõìåðíîé àëãåáðû
Ëè ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (10.6).

Ïðèìåð 3. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Åâêëèäà íàéòè êîîðäèíàòíûé áàçèñ øåñòèìåð-
íîé àëãåáðû Ëè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîé ãðóïïå åãî äâèæåíèé, èñõîäÿ
èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ýòîé àëãåáðû

X = �(x; y; z)@=@x+ �(x; y; z)@=@y + �(x; y; z)@=@z (10:18)

ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 (10:19)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.15).
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Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ýòîò ïðèìåð áûë ðàññìîòðåí â �9 êàê ÷àñòíûé ñëó-
÷àé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá àëãåáðàõ Ëè ãðóïï äâèæåíèé âñåõ òðåõìåðíûõ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé è ïîìåùåí ñðàçó ïîñëå åå ôîðìó-
ëèðîâêè.

Çàäà÷à 1. Äëÿ ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ
ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè: (3.5) � äâóìåðíîé ñôåðû; (3.6) � ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî; (3.7) � ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî; (3.8) � îäíîïîëîñòíîãî ãè-
ïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; (3.9) � ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ïëîñêîñòè; (3.10) � ñèìïëèöèàëüíîé ïëîñêîñòè; (3.11) � ïñåâäîãåëüìãîëü-
öåâîé ïëîñêîñòè; (3.12) � äóàëüíîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè; (3.13) � ïëîñêîñòè
Ãåëüìãîëüöà; (3.14) � äâóìåðíîé ãåîìåòðèè íà íåñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè íàéòè
ïîëíóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó äâèæåíèé (10:30), áàçèñíûå îïåðàòîðû (10.4) ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè, ïî êîòîðûì âîññòàíîâèòü ñàìó ìåòðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10.5).

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Äëÿ äàííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè çàïèñàòü ôóíêöèî-
íàëüíîå óðàâíåíèå (10.2), ñâåñòè åãî ê ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì è ïî èõ ðåøåíèþ îïðåäåëèòü ïîëíóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó äâèæåíèé (10:30),
çàâèñÿùóþ îò òðåõ ïàðàìåòðîâ. Ïî ãðóïïå äâèæåíèé íàéòè áàçèñíûå îïåðàòî-
ðû (10.4) ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè è çàòåì âîññòàíîâèòü ñàìó ìåòðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10.5). Ïðåä-
âàðèòåëüíî èìååò ñìûñë ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â ïðè-
ìåðå 1 äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (10.6), îáîçíà÷åííîé â
òàáëèöå ïîëíîé êëàññèôèêàöèè �3 íîìåðîì (3.4).

Çàäà÷à 2. Äëÿ ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ
ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè: (3.5) � äâóìåðíîé ñôåðû; (3.6) � ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî; (3.7) � ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî; (3.8) � îäíîïîëîñòíîãî ãè-
ïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; (3.9) � ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ïëîñêîñòè; (3.10) � ñèìïëèöèàëüíîé ïëîñêîñòè; (3.11) � ïñåâäîãåëüìãîëü-
öåâîé ïëîñêîñòè; (3.12) � äóàëüíîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè; (3.13) � ïëîñêîñòè
Ãåëüìãîëüöà; (3.14) � äâóìåðíîé ãåîìåòðèè íà íåñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè íàéòè
êîîðäèíàòíûé áàçèñ òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé ëî-
êàëüíîé ãðóïïå åå äâèæåíèé, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà (10.14)
ýòîé àëãåáðû ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.15).

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî
îïèñàí â ïðèìåðå 2 äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (10.6), êî-
òîðàÿ â ïîëíîé êëàññèôèêàöèè �3 çíà÷èòñÿ ïîä íîìåðîì (3.4).

Çàäà÷à 3. Äëÿ ñëåäóþùèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè: (4.7) � òðåõìåðíîé ñôåðû; (4.8) � ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî; (4.9) �
ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî; (4.10) � òðåõìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà I; (4.11) � òðåõ-
ìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà II; (4.12) � ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; (4.13) � ñèì-
ïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà; (4.14) � îñîáîãî òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî; (4.15) � îñîáîãî òðåõìåð-
íîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà; (4.16)
� ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà; (4.17) � äóàëüíîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàí-
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ñòâà; (4.18) � ïðîñòðàíñòâà Ãåëüìãîëüöà íàéòè êîîðäèíàòíûé áàçèñ øåñòèìåð-
íîé àëãåáðû Ëè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïå åå äâèæåíèé,
èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïðåðàòîðà (10.18) ýòîé àëãåáðû ìåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.15).

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ îïèñàí â ïðèìåðå 3
äëÿ ïðîñòðàíñòâà Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (10.19), êîòîðàÿ â òàáëèöå
êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà èäåò ïîä íîìåðîì (4.6).
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ÃËÀÂÀ III. Îêðóæíîñòè è öèêëû

�11. Îêðóæíîñòè è öèêëû äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé

Ïóñòü ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj); (11:1)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òðåõ àêñèîì èç �1, çàäàåò ãåîìåòðèþ íà äâóìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè. Çàôèêñèðóåì îäíó èç òî÷åê â âûðàæåíèè ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
f(ij) è ðàññìîòðèì âñå òå äðóãèå òî÷êè â íåé, äëÿ êîòîðûõ åå çíà÷åíèå îñòàåò-
ñÿ ïîñòîÿííûì. Ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê íàçîâåì îêðóæíîñòüþ. Ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó îáîçíà÷èì ÷åðåç o, à ó êîîðäèíàò äðóãîé îïóñòèì èíäåêñ, åå îáîçíà÷àþ-
ùèé. Òîãäà óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùèõ äâóõ âèäàõ:

f(x; y; xo; yo) = r èëè f(xo; yo; x; y) = r; (11:2)

ãäå r � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ íàçîâåì ðàäèóñîì îêðóæíîñòè. Â îáùåì
ñëó÷àå ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(ij) íå ñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó íå îáÿçàòåëüíî ñîâ-
ïàäàþò îêðóæíîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïåðâûì è âòîðûì óðàâíåíèÿìè (11.2). Â ñëó-
÷àå æå åå ñèììåòðèè îáå îíè ñîâïàäàþò è òîãäà îêðóæíîñòü ìîæíî çàäàòü îäíèì
èç ýòèõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, ïåðâûì. Çàìåòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè f(ij)
ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé, ïðèâåäåííûå â òàáëè-
öå êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû �3, çà èñêëþ÷åíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè,
ñèììåòðè÷íû ïî ïåðåñòàíîâêå òî÷åê i; j.

Äàëåå îïðåäåëèì åùå â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
(11.1) öèêë êàê òàêóþ ãëàäêóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé íåêîòîðîé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû åå äâèæåíèé. ßñíî,
÷òî ïðè ýòîì ñàìà ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà äîïóñêàòü, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé.

Öèêë, êàê âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, ìîæåò áûòü
çàäàí ëèáî íåÿâíî îáùèì óðàâíåíèåì

�(x; y) = 0; (11:3)

ãäå � � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

grad� 6= 0; (11:4)

ëèáî ÿâíî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t); y = y(t); (11:5)

69



â êîòîðûõ ïàðàìåòð t ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îáëàñòè â R, à ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé x(t) è y(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

:
x
2
+

:
y
2 6= 0; (11:6)

ãäå òî÷êà íàä êîîðäèíàòîé îçíà÷àåò åå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó t.

�12. Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ íà öèêë

Ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (11.1) äâóìåðíîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé
ãåîìåòðèè äîïóñêàåò, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �6, òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ëî-
êàëüíûõ äâèæåíèé

x0 = �(x; y; a1; a2; a3); y0 = �(x; y; a1; a2; a3); (12:1)

ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóëåâûì çíà÷åíèÿì òðåõ ïàðàìåòðîâ a = (a1; a2; a3)
ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå x0 = x; y0 = y, òî åñòü îòñóòñòâèå
äâèæåíèÿ èëè ïîêîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ïàðàìåòð íåêîòîðîé îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû äâèæåíèé, ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî åãî
íóëåâîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèå äâèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû èìååì:

a1 = a1(�); a2 = a2(�); a3 = a3(�) èëè a = a(�): (12:2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë, çàäàâàåìûé óðàâíåíèåì (11.3) ñ óñëîâèåì (11.4),
ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ýòîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû äâèæåíèé
(12.1) ïðè ñâÿçè (12.2) èõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà ñìåùåííàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
x0; y0 òàêæå ïðèíàäëåæèò öèêëó è ïîòîìó

�(x0; y0) = 0 èëè �[�(x; y; a(�)); �(x; y; a(�))] = 0: (12:3)

Åñëè èçâåñòíû óðàâíåíèÿ ãðóïïû äâèæåíèé (12.1), ñîõðàíÿþùèõ ìåòðè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ (11.1), è ñâÿçè (12.2), çàäàþùèå åå îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîä-
ãðóïïó, òî óñëîâèå (12.3) èíâàðèàíòíîñòè öèêëà îòíîñèòåëüíî îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîé ïîäãðóïïû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè �, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé íåÿâíî çàäàåòñÿ öèêë. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè
öèêë, íàäî ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå, ïåðåéäÿ îò íåãî ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìåòîäû ðåøåíèÿ êîòîðîãî õîðîøî èçâåñòíû.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (12.3) ïî ïàðàìåòðó îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ïîäãðóïïû �, ïîñëå ÷åãî ïîëîæèì � = 0, ïîìíÿ, ÷òî ïðè ýòîì a(0) = 0 è
�(x; y; 0) = x; �(x; y; 0) = y:

X�(x; y) = 0; (12:4)
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ãäå X = c1X1 + c2X2 + c3X3 � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé îïåðàòîð òðåõìåðíîé
àëãåáðû Ëè ãðóïïû äâèæåíèé (12.1); X1; X2; X3 � åå áàçèñíûå îïåðàòîðû (7.5),
à c1; c2; c3 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Âòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íà öèêë ïîëó÷èì èç ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ
ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü äâå òî÷êè i; j ïðèíàäëåæàò öèêëó è èõ ïîëîæåíèå íà íåì
çàäàåòñÿ ïàðàìåòðàìè öèêëà ti; tj . Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (11.5) ñ óñëîâèåì (11.6),
äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (11.1) ïîëó÷àåì åå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

f(ij) = f(x(ti); y(ti); x(tj); y(tj)) = f(ti; tj); (12:5)

ïðè÷åì ñïðàâà äëÿ óäîáñòâà ñîõðàíåíî ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå f .
Äåéñòâèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû äâèæåíèé íà òî÷êè öèêëà çàäàåò-

ñÿ íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì

t0 = �(t; �); (12:6)

êîòîðîå ñîõðàíÿåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (12.5):

f(�(ti; �); �(tj ; �)) = f(ti; tj):

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî ïàðàìåòðó �, ïîëàãàÿ çàòåì � = 0:

�(ti)
@f(ij)

@ti
+ �(tj)

@f(ij)

@tj
= 0;

ãäå �(t) = @�(t; �)=@�j� = 0, ïðè÷åì �(t) òîæäåñòâåííî â íóëü íå îáðàùàåòñÿ íè
äëÿ êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷åê öèêëà, òàê êàê ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (12.5) íåâûðî-
æäåííàÿ, òî åñòü ïàðàìåòðû ti; tj òî÷åê i è j âõîäÿò â íåå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì.
Ïîëó÷åííîå îòíîñèòåëüíî ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

f(ij) =  ('(ti)� '(tj)); (12:7)

ãäå '(t) =
R
dt=�(t).

Ââåäåì åñòåñòâåííîå ïåðåîáîçíà÷åíèå ïàðàìåòðà öèêëà '(t) ! t è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïåðåîáîçíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîäãðóïïû äâèæåíèé (12.6). Òîãäà ìåòðè-
÷åñêàÿ ôóêöèÿ (12.7) è ñîõðàíÿþùàÿ åå îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðà-
çîâàíèé öèêëà çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

f(ij) =  (ti � tj); (12:8)

t0 = t+ �: (12:9)

Âòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íà öèêë ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â ðà-
âåíñòâî (12.5) ïðåäñòàâëåíèÿ (12.8) ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f(ij) ñ èñïîëüçîâàíèåì
íîâîãî ïàðàìåòðà öèêëà:

f(x(ti); y(ti); x(tj); y(tj)) =  (ti � tj); (12:10)
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×òîáû ðåøèòü ýòî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, íåîáõîäèìî ñâåñòè åãî ê äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî êîîðäèíàòàì
òî÷åê öèêëà i è j, òî åñòü ïî ïàðàìåòðàì ti è tj .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ëîêàëüíî
ïîäîáíà ãðóïïå ïàðàëåëüíàõ ïåðåíîñîâ. Òî åñòü äâèæåíèÿ öèêëà â åãî çàäàíèè
óðàâíåíèÿìè (11.5) ïðè íàäëåæàùå âûáðàííûõ ïàðàìåòðå öèêëà t è ïàðàìåòðå
ãðóïïû � ìîæåò áûòü çàïèñàíî óñòàíîâëåííûì âûøå óðàâíåíèåì (12.9). Çàìåòèì
äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (12.8) íà öèêëå, òî åñòü îäíîìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè, çàäàåò ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ îäíîìåðíóþ ãåîìåòðèþ
ðàíãà òðè, òàê êàê äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê öèêëà i; j; k èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü:

 �1(f(ij))�  �1(f(ik)) +  �1(f(jk)) = 0; (12:11)

ãäå  �1 � îáðàòíàÿ ê  ôóíêöèÿ. Ãåîìåòðèÿ ýòà íàäåëåíà ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé
ñòåïåíè îäèí, òàê êàê ãðóïïà åå äâèæåíèé (12.9) îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íà öèêë, çàìåòèì, ÷òî äëÿ
òî÷åê öèêëà ïðè äåéñòâèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû (12.9), ñ îäíîé ñòîðîíû,
t0 = t+ �, à ñ äðóãîé, ïî óðàâíåíèÿì (11.5), x0 = x(t0); y0 = y(t0). Ñîîòíåñÿ ýòî ñ
óðàâíåíÿìè (12.1) è ñâÿçüþ ïàðàìåòðîâ (12.2), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

x(t+ �) = �(x(t); y(t); a(�)); y(t+ �) = �(x(t); y(t); a(�)); (12:12)

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïàðàìåòðó öèêëà t è ïî ïàðàìåòðó ãðóï-
ïû åãî äâèæåíèé �. Äâà ñîîòíîøåíèÿ (12.12) ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé íå òîëüêî íà öèêë (11.5), íî è íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó
(12.2), òðàåêòîðèåé êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ. Êàê îáû÷íî, äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî
ïàðàìåòðàì t è � ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ (12.12) ñâîäÿòñÿ ê ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì, à ïîñëåäíèå ïðîñòî ê äèôôåðåíöèàëüíûì, ìåòîäû ðåøåíèÿ
êîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíû. Íåêîòîðûå ïðèìåðû ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íà öèêë áóäóò ïðèâåäåíû â �15 � ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû.

�13. Öèêëû òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé

Òðåõìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ çàäàåòñÿ íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè íåâûðîæäåí-
íîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(ij) = f(xi; yi; zi; xj ; yj ; zj) (13:1)

è åå ãðóïïà äâèæåíèé

x0 = �(x; y; z; a); y0 = �(x; y; z; a); z0 = �(x; y; z; a); (13:2)
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ãäå a = (a1; a2; a3; a4; a5; a6), çàâèñèò îò øåñòè ïàðàìåòðîâ, åñëè ýòà ãåîìåòðèÿ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íà ñ ðàíãîì, ðàâíûì ïÿòè. Êðèâóþ áåç îñîáûõ òî-
÷åê â òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè íàçîâåì öèêëîì, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé
íåêîòîðîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû äâèæåíèé (13.2). Îáîçíà÷èì
÷åðåç � ïàðàìåòð ýòîé ïîäãðóïïû è òîãäà

a = a(�); (13:3)

ïðè÷åì, êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóëåâûì çíà÷åíèÿì âñåõ ïàðàìåòðîâ
ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, â ÷àñòíîñòè, a(0) = 0.

Öèêë â òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ìîæåò áûòü çàäàí íåÿâíî óðàâíåíèåì

�(x; y; z) = 0; (13:4)

â êîòîðîì äâóõêîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ � = (�1;�2) èìååò íåçà-
âèñèìûå êîìïîíåíòû �1 è �2, èëè ÿâíî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t); y = y(t); z = z(t) (13:5)

ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííîãî îãðàíè÷èòåëüíîãî óñëîâèÿ
:
x
2
+

:
y
2
+

:
z
2 6= 0.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà òî÷êó öèêëà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (13.4),
ïåðåâîäèò â äðóãóþ òî÷êó òîãî æå öèêëà, ïîýòîìó �(x0; y0; z0) = 0 è ìû ïðèõîäèì
ê ïåðâîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ íà öèêë ïðè çàäàííîé ãðóïïå äâèæåíèé
(13.2) è åå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïå ñî ñâÿçüþ (13.3) ïàðàìåòðîâ a è �:

�(�(x; y; z; a(�)); �(x; y; z; a(�)); �(x; y; z; a(�)) = 0: (13:6)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî ïàðàìåòðó � è ïîëàãàÿ åãî ðàâíûì íóëþ, îò ôóíêöèîíàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (13.6) ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó:

X�(x; y; z) = 0; (13:7)

ãäå X = c1X1+c
2X2+ : : :+c

6X6 � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé îïåðàòîð (9.3) øåñòè-
ìåðíîé àëãåáðûËè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå äâèæåíèé (13.2);X1; X2; : : : ; X6

� åå áàçèñíûå îïåðàòîðû; c1; c2; : : : ; c6 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Óðàâíåíèå
(13.7) èìååò, î÷åâèäíî, äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ â ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (13.1) çàäàíèå öèêëà óðàâíåíèÿìè (13.5):

f(ij) = f(x(ti); y(ti); z(ti); x(tj); y(tj); z(tj)) = f(ti; tj); (13:8)

ïîëó÷àåì åå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òî÷åê öèêëà. Â ïðåäûäóùåì �12
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ öèêëà, êàê îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé, ïðè íàäëåæàùå âûáðàííûõ ïàðàìåòðå
öèêëà t è ïàðàìåòðå ãðóïïû � ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è ãðóïïà åå äâèæåíèé ìîãóò
áûòü çàïèñàíû âûðàæåíèåì (12.8) è óðàâíåíèåì (12.9). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå
(12.8) â ðàâåíñòâî (13.8), ïîëó÷àåì âòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íà öèêë
òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé:

f(x(ti); y(ti); z(ti); x(tj); y(tj); z(tj)) =  (ti � tj); (13:9)
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êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïàðàìåòðàì ti; tj òî÷åê i; j.
Ñèñòåìó òðåõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íà öèêë òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè è

íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó åãî äâèæåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâëÿÿ â
óðàâíåíèÿ ãðóïïû (13.1) óðàâíåíèå (12.9) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû:

x(t + �) = �(x(t); y(t); z(t); a(�));
y(t+ �) = �(x(t); y(t); z(t); a(�));
z(t+ �) = �(x(t); y(t); z(t); a(�)):

9=; (13:10)

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (13.10) íåëüçÿ çàïèñàòü, åñëè íåèçâåñòíû óðàâíåíèÿ
(13.1) ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû äâèæåíèé äàííîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè.

�14. Ñôåðû è öèêëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíûõ
ãåîìåòðèé

Ñôåðà â òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îêðóæíîñòè â äâó-
ìåðíîé. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó o, çàäàííóþ êîîðäèíàòàìè xo; yo; zo, è
ðàññìîòðèì âñå òå äðóãèå òî÷êè òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðûõ ìåòðè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (13.1) èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, ðàâíîå r. Åñëè îïóñòèòü ó
äðóãîé òî÷êè åå ÿâíîå îáîçíà÷åíèå, òî óðàâíåíèå ñôåðû áóäåò ñëåäóþùèì:

f(x; y; z; xo; yo; zo) = r èëè f(xo; yo; zo; x; y; z) = r: (14:1)

Ïîñòîÿííàÿ r, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàçâàíà ðàäèóñîì ñôåðû, ïðèíèìàåò íå òîëü-
êî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íî òàê æå îòðèöàòåëüíûå è íóëåâûå. Â �4 ïðèâåäåíà
ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåò-
ðèé, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî âñå èõ ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè f(ij), êðîìå îäíîé, ñèì-
ìåòðè÷íû ïî ïåðåñòàíîâêå òî÷åê i; j, ïîýòîìó ñôåðó òàêîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè
ìîæíî çàäàâàòü â îñíîâíîì îäíèì èç óðàâíåíèé (14.1), íàïðèìåð, ïåðâûì.

Öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ â òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè íàçîâåì òàêóþ, êîòîðàÿ
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû äâèæåíèé, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ, åñòåñòâåííî, ïîäãðóïïîé ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû äâèæåíèé (13.2).
Åñëè åå ïàðàìåòðû îáîçíà÷èòü ÷åðåç �; �; 
, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èõ íóëåâûì çíà÷å-
íèÿì ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî äîëæíà áûòü ñëåäóþùàÿ
èõ ñâÿçü ñ øåñòüþ ïàðàìåòðàìè ãðóïïû (13.2):

a = a(�; �; 
): (14:2)

Ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî çàäàòü íåÿâíî óðàâíåíèåì

�(x; y; z) = 0; (14:3)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ � èìååò îòëè÷íûé îò íóëÿ ãðàäèåíò. Ïîñêîëüêó òî÷êè öèê-
ëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè äâèæåíèÿõ èç òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé îïðåäåëÿþùåé åå
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ïîäãðóïïû îñòàþòñÿ íà íåé æå, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå �(x0; y0; z0) = 0,
òî åñòü ïðè ïîäñòàíîâêå ïðåîáðàçîâàíèé (13.2) è ñâÿçè ïàðàìåòðîâ (14.2) ïîëó-
÷àåì:

�(�(x; y; z; a(�; �; 
); �(x; y; z; a(�; �; 
); �(x; y; z; a(�; �; 
)) = 0: (14:4)

Ïðè èçâåñòíîé òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïå äâèæåíèé ñîîòíîøåíèå (14.4)
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì íà ôóíêöèþ �, òî åñòü íà öèêëè÷åñêóþ
ïîâåðõíîñòü. Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïàðàìåòðàì �; �; 
,
ïîýòîìó, äèôôåðåíöèðóÿ ïî íèì è îáðàùàÿ èõ çàòåì â íóëü, ïîëó÷àåì îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè � ñèñòåìó òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ:

Y1�(x; y; z) = 0; Y2�(x; y; z) = 0; Y3�(x; y; z) = 0; (14:5)

ãäå Y1; Y2; Y3 � áàçèñíûå îïåðàòîðû òðåõìåðíîé àëãåáðû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî-
äàëãåáðîé øåñòèìåðíîé àëãåáðû Ëè ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû äâèæåíèé (13.2).

Ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî çàäàòü è ÿâíî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(u; v); y = y(u; v); z = z(u; v); (14:6)

ïðè óñëîâèè ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè äëÿ òðåõ ôóíêöèé x; y; z îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ u; v ðàâåí äâóì. Òîãäà äëÿ òî÷åê i è j, ïîëîæåíèå êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè ui; vi è uj ; vj , ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(ij) ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì
(13.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

f(ij) = f(x(ui; vi); y(ui; vi); z(ui; vi); x(uj ; vj); y(uj ; vj); z(uj ; vj)): (14:7)

Öèêëè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â åå ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè (14.6) äîïóñêàåò òðåõ-
ìåðíóþ ãðóïïó äâèæåíèé, ÿâëÿþùóþñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû (13.2) ñî ñâÿçüþ ïà-
ðàìåòðîâ (13.3). Ïîýòîìó äëÿ äâèæåíèé ïî öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èç óðàâíå-
íèé

x(u0; v0) = �(x(u; v); y(u; v); z(u; v); a(�; �; 
));
y(u0; v0) = �(x(u; v); y(u; v); z(u; v); a(�; �; 
));
z(u0; v0) = �(x(u; v); y(u; v); z(u; v); a(�; �; 
))

9=; (14:8)

ñëåäóþò èõ óðàâíåíèÿ â ïàðàìåòðàõ ïîâåðõíîñòè u; v è òðåõìåðíîé ãðóïïû �; �; 
:

u0 = �(u; v;�; �; 
); v0 = �(u; v;�; �; 
); (14:9)

Òàêèì îáðàçîì, ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (14.7) íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ
ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè u; v çàäàåò ãåîìåòðèþ, íàäåëåííóþ ãðóïïîâîé ñèì-
ìåòðèåé ñòåïåíè òðè. Íî òîãäà, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �6, â êîòîðîì óñòàíîâëå-
íà ýêâèâàëåíòíîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé, ýòà äâóìåðíàÿ
ãåîìåòðèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íà ñ ðàíãîì, ðàâíûì ÷åòûðåì.

Â �3 ïðèâåäåíà ïîëíàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîé ôóíêöèè  è çàìåíû
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò êëàññèôèêàöèÿ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàþùèõ íà äâó-
ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåòðèè. Èñïîëüçóÿ
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êàíîíè÷åñêèå ôîðìû (3.4)�(3.14), â êîòîðûõ íåîáõîäèìî êîîðäèíàòû x è y çàìå-
íèòü íà ïàðàìåòðû u è v ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì èç âûðàæåíèé (14.7) ôóíê-
öèîíàëüíîå óðàâíåíèå íà öèêëè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè:

f(x(ui; vi); y(ui; vi); z(ui; vi); x(uj ; vj); y(uj ; vj); z(uj ; vj)) =

=  (f(ui; vi; uj ; vj));
(14:10)

ãäå f ñïðàâà � êàíîíè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè äâóìåðíîé
ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè èç ñïèñêà (3.4)�(3.14). Ñî÷åòàÿ èõ
ñëåâà ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè f èç ñïèñêà (4.6)�(4.18) òðåõìåðíûõ ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé, ïîëó÷àåì áîëåå ñòà âàðèàíòîâ ôóíêöèî-
íàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14.10), ìíîãèå èç êîòîðûõ, ïî-âèäèìîìó, íå èìåþò ðåøåíèÿ.
Ïðåèìóùåñòâîì, îäíàêî, ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåä ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì
(14.7) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íå íàäî ïðåäâàðèòåëüíî íàõîäèòü ó øåñòèìåðíîé ãðóïïû
äâèæåíèé (13.2) âñå åå òðåõïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû.

Ãðóïïîâûì ýêâèâàëåíòîì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14.10), åñëè ãðóïïû
äâèæåíèé (13.2) è (14.9) èçâåñòíû, áóäåò, î÷åâèäíî, ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà òðåõ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:

x(�(u; v;�; �; 
); �(u; v;�; �; 
)) = �(x(u; v); y(u; v); z(u; v); a(�; �; 
));
y(�(u; v;�; �; 
); �(u; v;�; �; 
)) = �(x(u; v); y(u; v); z(u; v); a(�; �; 
));
z(�(u; v;�; �; 
); �(u; v;�; �; 
)) = �(x(u; v); y(u; v); z(u; v); a(�; �; 
));

9=; (14:11)

â êîòîðîé íåèçâåñòíûìè áóäóò ôóíêöèè x(u; v); y(u; v); z(u; v), çàäàþùèå öèê-
ëè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü (14.6), è ôóíêöèè a = a(�; �; 
), óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü
(14.2) ïàðàìåòðîâ øåñòèìåðíîé ãðóïïû a = (a1; : : : ; a6) è ïàðàìåòðîâ òðåõìåð-
íîé ãðóïïû �; �; 
. Åñëè ñèñòåìà (14.11) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òî ýòà
òðåõìåðíàÿ ãðóïïà ñ äåéñòâèåì (14.9) â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè (u; v), ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé øåñòèìåðíîé ãðóïïû ñ äåéñòâèåì (13.2) â òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
(x; y; z).

�15. Íåêîòîðûå ïðèìåðû è çàäà÷è

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ íà öèêë è öèêëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â áîëüøîì ÷èñëå âàðèàíòîâ, ïîñêîëüêó â ñïèñêàõ ïîëíîé êëàññèôè-
êàöèè äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðèè÷íûõ ãåîìåòðèé
(ñì. �3 è �4) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f(ij) èìååòñÿ íå ìåíåå äåñÿòè ðàçëè÷íûõ
âûðàæåíèé (3.4)�(3.14) è (4.6)�(4.16). Îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíå-
íèé ìîæíî âûÿâèòü óæå íà ïðèìåðå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è åâêëèäîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ äðóãèõ ãåîìåòðèé ýòè ìåòîäû íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü è
äîïîëíèòü íåêîòîðûìè ÷àñòíûìè ìåòîäèêàìè, âûÿâëåíèå êîòîðûõ â êàæäîì îò-
äåëüíîì ñëó÷àå ìîæåò ïðåäñòàâèòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
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Äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 (15:1)

èçâåñòíû (ñì. �10, ïðèìåð 1) óðàâíåíèÿ ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû äâèæåíèé:

x0 = x cos'� y sin'+ c; y0 = x sin'+ y cos'+ d (15:2)

è áàçèñíûå îïåðàòîðû åå òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè:

X1 = @x; X2 = @y; X3 = �y@x + x@y : (15:3)

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ íà öèêë ïëîñêîñòè Åâêëèäà íàïèøåì ïî ðåçóëü-
òàòàì �12. Ïðè íåÿâíîì çàäàíèè öèêëà îäíî óðàâíåíèå:

�(x cos'(�) � y sin'(�) + c(�); sin'(�) + y cos'(�) + d(�)) = 0; (15:4)

à ïðè ÿâíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè óðàâíåíèå:

(x(ti)� x(tj))
2 + (y(ti)� y(tj))

2 =  (ti � tj) (15:5)

è ñèñòåìà
x(t + �) = x(t) cos'(�) � y(t) sin'(�) + c(�);
y(t+ �) = x(t) sin'(�) + y(t) cos'(�) + d(�);

�
(15:6)

èç êîòîðîé íàõîäèòñÿ íå òîëüêî ñàì öèêë, íî è ñîõðàíÿþùàÿ åãî îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêàÿ ãðóïïà äâèæåíèé.

Ïðèìåð 1. Äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (15.1) è ïîëíîé
ëîêàëüíîé ãðóïïîé äâèæåíèé (15.2) íàéòè âñå öèêëû, ðåøàÿ îòäåëüíî êàæäîå èç
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (15.4), (15.5), (15.6) è ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷àåìûå ðå-
çóëüòàòû. Äëÿ êàæäîãî öèêëà íàéòè òó îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îí ñîõðàíÿåòñÿ, ÿâëÿÿñü åå èíâàðèàíòíîé òðàåêòîðèåé.

Ðåøåíèå.Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (15.4) ïî ïàðàìåòðó � è çàòåì ïîëî-
æèì åãî ðàâíûì íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
X�(x; y) = 0 ñ îïåðàòîðîì X = c1X1 + c2X2 + c3X3 èç òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè
(15.3), ãäå c1; c2; c3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, íå âñå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåí-
íî:

(c1 � c3y)�x(x; y) + (c2 + c3x)�y(x; y) = 0: (15:7)

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî c3 = 0. Òîãäà ðåøåíèå ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðîñòî-
ãî óðàâíåíèÿ c1�x + c2�y = 0 íàõîäèòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê: �(x; y) =
�(c2x � c1y), ãäå � � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé ñ îòëè÷íîé îò
íóëÿ ïðîèçâîäíîé �0. Öèêë çàäàåòñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì �(x; y) = 0, òî åñòü
c2x� c1y = const, èëè, ïîñëå óäîáíûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé:

ax+ by + c = 0; (15:8)

ãäå a; b; c � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì a2+b2 6= 0. Óðàâíåíèåì (15.8) çàäà-
åòñÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè Åâêëèäà, ïåðåõîäÿùàÿ ñàìà â ñåáÿ ïðè ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñàõ

x0 = x+ b�; y0 = y � a� (15:9)
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ñ ïàðàìåòðîì � âäîëü íåíóëåâîãî âåêòîðà (b;�a), êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîëíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû äâèæåíèé (15.2) ñî ñëåäó-
þùåé ñâÿçüþ ïàðàìåòðîâ: ' = 0; c = b�; d = �a�.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â óðàâíåíèè (15.7) c3 6= 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâ-
íåíèå õàðàêòåðèñòèê äëÿ íåãî dx=(c1 � c3y) = dy=(c2 + c3x) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ
è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (15.7) áóäåò ôóíêöèÿ �(x; y) = �((c2+c3x)2+(c1�c3y)2).
Èç íåÿâíîãî çàäàíèÿ öèêëà óðàâíåíèåì �(x; y) = 0 åñòåñòâåííî ïîëó÷àåì (c2 +
c3x)2 + (c1 � c3y)2 = const, èëè, ïîñëå óäîáíûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé:

(x� xo)
2 + (y � yo)

2 �R2 = 0; (15:10)

ãäå xo; yo; R � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì R > 0, òàê êàê ïðè R = 0 êðèâàÿ
(15.10) âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó x = xo; y = yo. Óðàâíåíèåì (15.10) çàäàåòñÿ íà
ïëîñêîñòè Åâêëèäà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå (xo; yo), êîòîðàÿ
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âðàùåíèÿõ

x0 = (x� xo) cos�� (y � yo) sin�+ xo;
y0 = (x� x0) sin�+ (y � yo) cos�+ yo

�
(15:11)

âîêðóã åå öåíòðà o, ñîñòàâëÿþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîëíîé ëî-
êàëüíîé ãðóïïû äâèæåíèé (15.2) ñî ñëåäóþùåé ñâÿçüþ ïàðàìåòðîâ: ' = �; c =
xo � xo cos�+ yo sin�; d = yo � xo sin�� yo cos�.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.7)
ìíîæåñòâî öèêëîâ íà ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ è
îêðóæíîñòåé, çàäàâàåìûõ íåÿâíî óðàâíåíèÿìè (15.8) è (15.10), ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ãðóïïàìè äâèæåíèé (15.9) è (15.11), îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ îíè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè òðàåêòîðèÿìè. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
öèêëû (15.8) è (15.10) âìåñòå ñ ñîõðàíÿþùèìè èõ ãðóïïàìè äâèæåíèé (15.9) è
(15.11) óäîâëåòâîðÿþò òàêæå è èñõîäíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (15.4).

Ìåòîäû ðåøåíèÿ âòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.5) íà öèêë â ïëîñ-
êîñòè Åâêëèäà ñóùåñòâåííî îòëè÷íû îò ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
(15.4), îäíàêî ðåçóëüòàòû ýòèõ ðåøåíèé äîëæíû ñîâïàäàòü, îïðåäåëÿÿ îäíî è òî
æå ìíîæåñòâî öèêëîâ, ñîñòîÿùåå èç ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé. Óáåäèìñÿ â ýòîì.
Ñíà÷àëà ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (15.5) â âèäå, óäîáíîì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â
ïîñëåäóþùèõ åãî ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 =  (ti � tj); (15:50)

ãäå, íàïðèìåð, xi = x(ti), ïðè÷åì ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ti çäåñü è íèæå èç
ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü øòðèõîì: x0i = dx(ti)=dti (íå ïóòàòü ñî
øòðèõîì â óðàâíåíèÿõ ãðóïïû äâèæåíèé (15.2) è åå ïîäãðóïï (15.9), (15.11)).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (15:50) ïî ïåðåìåííûì ti è tj . Ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðîèçâîäíûå ïðàâîé ÷àñòè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì. Ïîýòîìó, ñêëàäûâàÿ
ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñîêðàùàÿ äâîéêó, ïðèõîäèì ê ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ íà öèêë:

(xi � xj)(x
0
i � x0j) + (yi � yj)(y

0
i � y0j) = 0; (15:12)
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â êîòîðîì áóäåì ðàçëè÷àòü äâå âîçìîæíîñòè: x0 = const è x0 6= const.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x0 = b = const, òî åñòü x0i � x0j = 0. Íî òîãäà ïî

óðàâíåíèþ (15.12) äîëæíî áûòü òàêæå y0i�y0j = 0, òî åñòü y0 = �a = const, îòêóäà
ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé t ïîëó÷àåì:

x = bt+ h; y = �at+ g: (15:13)

Ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (15.13) íà ïëîñêîñòè Åâêëèäà ÿâíî çàäàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ, äëÿ êîòîðûõ, åñòåñòâåííî, äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå a2+ b2 6= 0, ÷òîáû ïðÿìàÿ íå âûðîæäàëàñü â òî÷êó (x = h; y = g).
Ïåðåõîä ê ÿâíîìó çàäàíèþ (15.8) èñêëþ÷åíèåì ïàðàìåòðà t î÷åâèäåí, ïðè÷åì
c = �(ah + bg). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè (15.13) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íå òîëüêî
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.12), íî è èñõîäíîãî ôóíêöè-
îíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.5). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ôóíêöèé
(15.13) èìååì äëÿ åãî ïðàâîé ÷àñòè:  (ti � tj) = (a2 + b2)(ti � tj)

2.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x0 6= const, òî åñòü x0i � x0j 6= 0, îòêóäà ïî óðàâíå-

íèþ (15.12) îäíîâðåìåííî äîëæíî áûòü y0 6= const, â ÷àñòíîñòè, x0 6= 0; y0 6= 0.
Äîïîëíèòåëüíî óñòàíîâèì, ÷òî y0=x0 6= const, òî åñòü (y0=x0)0 6= 0. Â ñàìîì äåëå,
åñëè y0=x0 = a = const, òî y0 = ax0 è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ y = ax + b. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (15.12), ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ:
(1+ a2)(xi �xj)(x0i �x0j) = 0, õîòÿ íè îäèí èç òðåõ ñîìíîæèòåëåé íå ðàâåí íóëþ.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (15.12) îäíîâðåìåííî ïî ïåðåìåííûì ti; tj ,
ïîñëå ÷åãî ðàçäåëèì åãî íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ïðîèçâåäåíèå x0i � x0j :

x00i
x0i

+
x00j
x0j

+
y00i
x0i
� y

0
j

x0j
+
y00j
x0j

� y
0
i

x0i
= 0:

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðîäèôôåðåíöèðóåì îäíîâðåìåííî ïî òåì æå ïåðåìåí-
íûì, ïîñëå ÷åãî ðàçäåëèì åãî íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ïðîèçâåäåíèå (y0i=x

0
i)
0 �(y0j=x0j)0:�

y00i
x0i

�0

=

�
y0i
x0i

�0

+

 
y00j
x0j

!0

=

 
y0j
x0j

!0

= 0;

îòêóäà, îïóñêàÿ íèæíèå èíäåêñû i; j, èìååì (y00=x0)0=(y0=x0)0 = 0 è, âñëåäñòâèå
îòëè÷èÿ îò íóëÿ çíàìåíàòåëÿ, (y00=x0)0 = 0. Ïîñëå äâóõ èíòåãðèðîâàíèé ïðèõîäèì
ê óðàâíåíèþ y0 = bx + h. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç òîãî æå ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.12) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âòîðîå óðàâíåíèå
x0 = ay+g. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èñõîäíîå, ëåãêî óñòàíàâëèâàåì ñâÿçü: b = �a. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ öèêëà â ñëó÷àå x0 6= const; y0 6= const ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà äâóõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x0 = ay + g; y0 = �ax+ h; (15:14)

â êîòîðîé, î÷åâèäíî, a 6= 0. Ðåøèòü ýòó ñèñòåìó íåñëîæíî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
åå ïåðâîå óðàâíåíèå è ïîäñòàâèì â íåãî âòîðîå. Ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
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óðàâíåíèå x00 + a2x = ah èìååò ðåøåíèå x = R cos(at + Æ) + h=a, ãäå R è Æ �
ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì R > 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (15.14)
íàõîäèì äðóãóþ ôóíêöèþ: y = �R sin(at+ Æ)� g=a. Ïðîèçâîäÿ ïåðåîáîçíà÷åíèå
ïàðàìåòðà öèêëà: at+ Æ ! �t è êîíñòàíò â åãî óðàâíåíèè: h=a! xo, g=a! �yo,
ïîëó÷àåì îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå (xo; yo):

x = R cos t+ xo; y = R sin t+ yo: (15:15)

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè (15.15) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè è èñõîäíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.5), òàê êàê ïðè èõ ïîäñòàíîâêå â íåãî äëÿ åãî
ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì:  (ti � tj) = 2R2(1� cos(ti � tj)). Èòàê, ïî èòîãàì ðåøå-
íèÿ âòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.5), êàê è ïåðâîãî (15.4), ìíîæåñòâî
öèêëîâ íà ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñîñòîèò èç ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé, ÿâíîå ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå çàäàíèå êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (15.13) è (15.15).

Ïðèñòóïèì, â çàêëþ÷åíèå, ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
(15.6) íà öèêë ïëîñêîñòè Åâëèäà. Â ëåâóþ ÷àñòü ýòèõ óðàâíåíèé ïàðàìåòðû t è
� âõîäÿò â âèäå ñóììû t + �, ïîýòîìó äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íèì äàåò îäèí è
òîò æå ðåçóëüòàò:

x0 cos'� y0 sin' = �x'0 sin'� y'0 cos'+ c0;
x0 sin'+ y0 cos' = x'0 cos'� y'0 sin'+ d0;

�
ãäå x0; y0 îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó öèêëà t, à '0; c0; d0 � ïî
ïàðàìåòðó � ãðóïïû äâèæåíèé, êîòîðàÿ åãî ñîõðàíÿåò. Ïîëàãàÿ � = 0 è ïîìíÿ,
÷òî ïðè ýòîì èìååì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè âñåõ
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ '; c; d, ïîëó÷àåì, î÷åâèäíî, ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé x0 = eay + eg; y0 = �eax + eh íà öèêë, ïðè÷åì êîíñòàíòà ea â íèõ, â
îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû (15.14), íå îáÿçàòåëüíî îòëè÷íà îò íóëÿ. ßñíî,
÷òî ïðè ea = 0 èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìûõ (15.13), à ïðèea 6= 0 � ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé (15.15).

Ïîäñòàâëÿÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïðÿìîé (15.13), â ñèñòåìó ôóíêöèî-
íàëüíûõ óðàâíåíèé (15.6), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ (15.2):
' = 0; c = b�; d = �a� è ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
äâèæåíèé (15.9), äëÿ êîòîðîé ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé òðàåêòîðèåé.
Àíàëîãè÷íî ïðè ïîäñòàíîâêå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ îêðóæíîñòè (15.15) â òå
æå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ (15.6) äëÿ ïàðàìåòðîâ îáùåãî äâèæåíèÿ (15.2)
íàõîäèì: ' = �; c = xo � xo cos� + yo sin�; d = yo � xo sin� � yo cos� è ñî-
îòâåòñòâóþùóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé (15.11), ñîõðàíÿþùóþ
ýòó îêðóæíîñòü.

Ïðèìåð 2. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (4.6):

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 (15:16)

íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ öèêëîâ.
Ðåøåíèå. Êîíå÷íûå óðàâíåíèÿ (13.2) äëÿ ãðóïïû äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà Åâêëèäà äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè, ïîýòîìó îò ïåðâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
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óðàâíåíèÿ (13.6) íà öèêë ïåðåéäåì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (13.7)

(c1X1 + c2X2 + : : :+ c6X6)�(x; y; z) = 0;

â êîòîðîì äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé øåñòèìåðíîé àëãåáðû Ëè
âîçüìåì âûðàæåíèÿ (9.6):

[c1@x + c2@y + c3@z + c4(x@y � y@x) + c5(z@x � x@z) + c6(y@z � z@y)]�(x; y; z) = 0:

Ââåäåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ýòîãî óðàâíåíèÿ äâà âåêòîðà ~a è~b ñî ñëåäóþùèìè
ïðîåêöèÿìè: ax = c1; ay = c2; az = c3 è bx = c6; by = c5; bz = c4:

(~a+~b� ~r)grad�(x; y; z) = 0; (15:17)

ãäå ~b� ~r � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~b è ðàäèóñà-âåêòîðà ~r ñ ïðîåêöèÿìè
x; y; z, ïðè÷åì ïîñòîÿííûå âåêòîðû ~a è ~b îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðàùàþòñÿ.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (15.17) áóäåì ðàçëè÷àòü òàêèå äâà ñëó÷àÿ: 1. ~b = 0

è 2. ~b 6= 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå âåêòîð ~a 6= 0 è ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò åãî
âñåãäà ìîæíî íàïðàâèòü, íàïðèìåð, âäîëü îñè z, òî åñòü ax = 0; ay = 0; az =
a 6= 0. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (15.17), ïðèíèìàÿ âèä �z = 0, èìååò,
î÷åâèäíî, äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

�1(x; y; z) = x� g; �2(x; y; z) = y � h; (15:18)

îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿìè (13.4): �1 = 0; �2 = 0 ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå,
ïàðàëëåëüíóþ îñè z. Ó÷èòûâàÿ âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà è ïåðåíî-
ñà, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî öèêëàìè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà
ÿâëÿþòñÿ âñå ïðÿìûå â íåì, íî íå òîëüêî îíè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà ~b 6= 0, ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâèì âåê-
òîð ~b âäîëü îñè z, òàê ÷òî bx = 0; by = 0; bz = b 6= 0. Ââåäÿ çàòåì óäîáíûå ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ â óðàâíåíèè (15.17): ax=b = yo; ay=b = �xo; az=b = h,
ìîæíî çàïèñàòü åãî â cëåäóþùåì âèäå: �(y � yo)�x + (x� xo)�y + h�z = 0. Ýòî
óðàâíåíèå èìååò äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì õàðàê-
òåðèñòèê:

�1(x; y; z) = (x� xo)
2 + (y � yo)

2 �R2;

�2(x; y; z) = z � h � arctg
�
y � yo
x� xo

�
� g;

9>>=>>; (15:19)

îïåðäåëÿþùèõ â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà óðàâíåíèÿìè (13.4) âèíòîâóþ ëèíèþ ðà-
äèóñà R è øàãà 2�h, îñü êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè z. Åñëè h = 0, òî âèíòîâàÿ
ëèíèÿ ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü. Ïðè h > 0 âèíòîâàÿ ëèíèÿ áóäåò ïðàâîé, à ïðè
h < 0 � ëåâîé. Ïîâîðîòîì è ïåðåíîñîì îñü âèíòîâîé ëèíèè ìîæíî ñîâìåñòèòü
ñ ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü öèêëàìè â ïðîñòðàíñòâå
ÿâëÿþòñÿ òàêæå è âñå âèíòîâûå ëèíèè, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ïðè íóëåâîì
øàãå áóäóò ïëîñêèå îêðóæíîñòè.
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Ïîäâîäÿ èòîã, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî öèêëîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò èç âñåõ âèíòîâûõ ëèíèé è âñåõ ïðÿìûõ.

Ïîïðîáóåì òåïåðü íàéòè òî æå ìíîæåñòâî öèêëîâ â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà,
ðåøàÿ âòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (13.9):

(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 =  (ti � tj); (15:20)

â êîòîðîì x = x(t); y = y(t); z = z(t) è (x0)2 + (y0)2 + (z0)2 6= 0.
Óðàâíåíèå (15.20) ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî ïåðåìåííûì ti è tj , ïîñëå ÷åãî ñëî-

æèì ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñîêðàùàÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü "2":

(xi � xj)(x
0
i � x0j) + (yi � yj)(y

0
i � y0j) + (zi � zj)(z

0
i � z0j) = 0: (15:21)

Ïðè ðåøåíèè ïîëó÷åííîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
êàê è ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.17), èñïîëüçóåì ïîâî-
ðîòû â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà, ñîõðàíÿþùèå åãî ìåòðèêó è äàþùèå âîçìîæ-
íîñòü îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ: 1. x0i � x0j =
0; y0i � y0j = 0; z0i � z0j = 0; 2. x0i � x0j = 0; y0i � y0j = 0; z0i � z0j 6= 0; 3.
x0i � x0j = 0; y0i � y0j 6= 0; z0i � z0j 6= 0; 4. x0i � x0j 6= 0; y0i � y0j 6= 0; z0i � z0j 6= 0.

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðàâíû íóëþ âñå òðè ðàçíîñòè ïðîèçâîäíûõ, îïóñ-
êàÿ ó íèõ íèæíèå èíäåêñû i è j, ïîëó÷àåì ïðîñòóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé: x0 = a; y0 = c; z0 = g, èíòåãðèðóÿ êîòîðóþ ïðèõîäèì ê ïàðàìåòðè÷å-
ñêîìó çàäàíèþ ïðÿìîé:

x = at+ b; y = ct+ d; z = gt+ h; (15:22)

ãäå a2+ c2+g2 6= 0. Ôóíêöèè (15.22) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè è èñõîäíîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.20), òàê êàê ïðè èõ ïîäñòàíîâêå â íåãî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
áóäåò òàêîé:  (ti�tj) = (a2+c2+g2)(ti�tj)2 è ïîòîìó âñå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå
Åâêëèäà ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè.

Âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ðàâíû íóëþ òîëüêî äâå ðàçíîñòè ïðîèçâîäíûõ, íà ñà-
ìîì äåëå íå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ, òàê êàê îí ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (15.21),
êîòîðîå ðåäóöèðóåòñÿ ê âèäó (zi�zj)(z0i�z0j) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè z0i�z0j 6= 0
è ñëåäóþùåãî îòñþäà íåðàâåíñòâà zi � zj 6= 0.

Â òðåòüåì ñëó÷àå, êîãäà îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî îäíà ðàçíîñòü ïðîèçâîä-
íûõ: x0i � x0j = 0, â óðàâíåíèè (15.21), à èìåííî: (yi � yj)(y

0
i � y0j) + (zi � zj)(z

0
i �

z0j) = 0, îáå èõ ðàçíîñòè îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñèñòåìó èç äâóõ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì âòîðîå èäåíòè÷íî óðàâ-
íåíèþ (15.12) ñ åãî ðåøåíèåì (15.15). Ðåøåíèÿ

x = ht+ g; y = R cos t+ yo; z = R sin t+ zo (15:23)

ýòîé ñèñòåìû çàäàþò â ïðîñòðàíñòâå âèíòîâóþ ëèíèþ ðàäèóñà R è øàãà 2�h,
îñü êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè x. Ôóíêöèè (15.23) ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðåøåíèÿìè
èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.20), ïîñêîëüêó åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè
èõ ïîäñòàíîâêå áóäåò ñëåäóþùåé:  (ti � tj) = h2(ti � tj)

2 + 2R2(1� cos(ti � tj)).
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Åñëè ó÷åñòü òàêèå äâèæåíèÿ êàê ïîâîðîò è ïåðåíîñ, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
ëþáàÿ âèíòîâàÿ ëèíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïëîñêàÿ îêðóæíîñòü ïðè h = 0, ÿâëÿåòñÿ
öèêëîì ïðîñòðàíñòâà Åâêëèäà.

×åòâåðòûé ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ðàçíîñòè ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèè (15.21)
îòëè÷íû îò íóëÿ, îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó-
÷àå öèêë íå ìîæåò áûòü ïëîñêîé êðèâîé, òàê êàê ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò
îäíó èç åå îñåé ìîæíî íàïðàâèòü ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé ïëîñêîñòè. Íî òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà öèêëà áóäåò ïîñòîÿííîé è äëÿ íåå â óðàâíåíèè
(15.21) ðàçíîñòü ïðîèçâîäíûõ áóäåò ðàâíà íóëþ, â ïðîòèâîðå÷èå ñî ñäåëàííûì
ïðåäïîëîæåíèåì.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (15.21) îäíîâðåìåííî ïî ïåðåìåííûì ti è tj :

x0ix
00
j + x00i x

0
j + y0iy

00
j + y00i y

0
j + z0iz

00
j + z00i z

0
j = 0;

çàòåì ðàçäåëèì åãî íà ïðîèçâåäåíèå z0i � z0j , êîòîðîå ïðè z0i � z0j 6= 0, î÷åâèäíî,
îòëè÷íî îò íóëÿ, ïîñëå ÷åãî åùå ðàç ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðåçóëüòàò ïî òåì æå
ïåðåìåííûì:�

x0i
z0i

�0

�
 
x00j
z0j

!0

+

�
x00i
z0i

�0

�
 
x0j
z0j

!0

+

�
y0i
z0i

�0

�
 
y00j
z0j

!0

+

�
y00i
z0i

�0

�
 
y0j
z0j

!0

= 0:

Åñëè (y0=z0)0 = 0, òî y = az+ b è öèêë ëåæèò â ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó äîëæíî áûòü
(y0=z0)0 6= 0 è ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåíóëåâîå ïðîèçâåäåíèå
(y0i=z

0
i)
0 � (y0j=z0j)0, ïîñëå ÷åãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî ïåðåìåííûì ti è tj :"�

x0i
z0i

�0

=

�
y0i
z0i

�0
#0
�
" 

x00j
z0j

!0

=

 
y0j
z0j

!0#0
+

"�
x00i
z0i

�0

=

�
y0i
z0i

�0
#0
�
" 

x0j
z0j

!0

=

 
y0j
z0j

!0#0
= 0:

Åñëè [(x0=z0)0=(y0=z0)0]0 = 0, òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì x = ay+bz+� è öèêë
ëåæèò â ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, [(x0=z0)0=(y0=z0)0]0 6= 0 è òîãäà äîëæíî áûòü
[(x00=z0)0=(y0=z0)0]0 = 0, îòêóäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ x0 = ay+bz+�. Àíàëîãè÷íûå
âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå è äëÿ ïðîèçâîäíûõ y0 è z0. Â èòîãå
âîçíèêàåò ñèñòåìà òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

x0 = ay + bz + �; y0 = cx+ dz + 
; z0 = gx+ hy + Æ; (15:24)

ïðè÷åì a2 + b2 6= 0; c2 + d2 6= 0; g2 + h2 6= 0, òàê êàê ïðîèçâîäíûå x0; y0; z0 íå
ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (15.24) â èñõîäíîå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå (15.21):

p(xi � xj)(yi � yj) + q(xi � xj)(zi � zj) + r(yi � yj)(zi � zj) = 0; (15:25)

ãäå p = a+ c; q = b+ g; r = d+ h.
Åñëè p = q = r = 0, òî èç óðàâíåíèé (15.24) ïîëó÷àåì dx0 + gy0 + az0 = const

è ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò, òàêîì, ÷òî îäíà èç êîîðäèíàò îïðåäåëèòñÿ
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âûðàæåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì dx+gy+az, åå ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ïîñòîÿííîé,
â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëó÷àÿ. Åñëè æå, íàïðèìåð,
p = q = 0, à r 6= 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (15.25) ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: r(yi �
yj)(zi � zj) = 0, õîòÿ âñå òðè ñîìíîæèòåëÿ îòëè÷íû îò íóëÿ. Åñëè æå p = 0,
à q 6= 0 è r 6= 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (15,25) ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà íåíóëåâóþ
ðàçíîñòü zi�zj ïîëó÷àåì q(xi�xj)+r(yi�yj) = 0, òî åñòü qx+ry = const è öèêë
îêàçûâàåòñÿ ïëîñêîé êðèâîé. Åñëè æå, íàêîíåö, â ñîîòíîøåíèè (15.25) îòëè÷íû
îò íóëÿ âñå òðè êîýôôèöèåíòà p; q; r, òî äèôôåðåíöèðóÿ åãî, êàê îáû÷íî ïî
ïåðåìåííûì ti è tj â åñòåñòâåííûõ äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëó÷àÿ ñëåäñòâèÿõ: z0 6= 0,
(y0=z0)0 6= 0 è (x0=z0)0 6= 0 ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: (x0=z0) � (y0=z0)0 = 0.

Èòàê, ðåøåíèÿìè âòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.20) òàêæå óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî öèêëîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò
èç âñåõ âèíòîâûõ ëèíèé è âñåõ ïðÿìûõ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ñèñòåìó òðåõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (13.10)
íà öèêë â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî ÿâíîå çàäàíèå óðàâíåíèé øåñòè-
ìåðíîé ãðóïïû åãî äâèæåíèé. Êàê èçâåñòíî ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå äâèæåíèå
ñîñòàâëÿåòñÿ èç òðåõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü òðåõ îñåé è òðåõ âðàùåíèé
âîêðóã íèõ. Íàïðèìåð, ïîâîðîò íà óãîë ' âîêðóã îñè z çàäàåòñÿ ñëóäóþùèìè
óðàâíåíèÿìè:

x0 = x cos'� y sin'; y0 = x sin'+ y cos'; z0 = z

è àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ äâóõ îñåé x è y. Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (13.10) äèôôå-
ðåíöèðóåì ïî ïàðàìåòðó � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû äâèæåíèé, ïîñëå ÷åãî
ïðèðàâíèâàåì åãî íóëþ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ðàäèóñà-âåêòîðà ~r = ~r(t) òî÷êè öèêëà ñ
ïðîåêöèÿìè x = x(t); y = y(t); z = z(t) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

~r0 = ~a+~b� ~r; (15:26)

â êîòîðîì âåêòîðû ~a è ~b îäíîâðåìåííî â íîëü íå îáðàùàþòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðà-
âàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15.26) ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(15.17) è ýòî, êîíå÷íî, íå ñëó÷àéíî.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ~b = 0. Óðàâíåíèå (15.26) ñòàíîâèòñÿ ñîâñåì ïðî-

ñòûì: ~r0 = ~a è åãî ðåøåíèå
~r = ~at+ ~c (15:27)

çàäàåò â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ íåíóëåâîìó âåêòîðó ~a.
Ïîñêîëüêó âåêòîðû ~a è ~c ïðîèçâîëüíû, ïîëó÷àåì âñå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè, íî, êàê ìû óæå çíàåì, íå òîëüêî îíè.

Åñëè æå âåêòîð ~b îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîðäèíàò íàïðàâèì
åãî âäîëü îñè z, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèò âåêòîðíîå óðàâíåíèå (15.26), êîòîðîå
çàïèøåì íèæå ïî åãî ïðîåêöèÿì íà îñè êîîðäèíàò:

x0 = ax; y
0 = ay � bz; z0 = az + by:

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ëåãêî íàõîäèòñÿ: x = axt+c; y = R cos(bt+�)�az=b; z =
R sin(bt + �) + ay=b. Ïðîèçâåäÿ â ýòîì ðåøåíèè óäîáíûå çàìåíû ïàðàìåòðà t è
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êîíñòàíò, ìîæåì çàïèñàòü åãî âûðàæåíèÿìè (15.23), çàäàþùèìè âèíòîâóþ ëè-
íèþ ðàäèóñà R è øàãà 2�h, îñü êîòîðîé ïàðàëëåëüíà êîîðäèíàòíîé îñè x. ßñíî,
÷òî ïîâîðîòàìè è ïåðåíîñàìè â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà îñü âèíòîâîé ëèíèè ìîæíî
ñîâìåñòèòü ñ ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé.

Òàêèì îáðàçîì, è ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (13.10) îäíîçíà÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìíîæåñòâî öèêëîâ ñîñòîèò èç âñåõ âèíòîâûõ ëèíèé è âñåõ ïðÿìûõ.

Ïðèìåð 3. Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
(15.16) íàéòè öèêëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ðàçëè÷íîãî òèïà (åâêëèäîâûå, ñôåðè÷å-
ñêèå, ñèìïëåêòè÷åñêèå è ò.ä.).

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
(14.10) íà öèêëè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü:

(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 =  (f(ui; vi; uj ; vj); (15:28)

ãäå, íàïðèìåð, xi = x(ui; vi), à f ñïðàâà � ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äâóìåðíîé ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ïî ñïèñêó (3.4)�(3.14) ñ çàìåíîé îáîçíà-
÷åíèé êîîðäèíàò x è y äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ïàðàìåòðû
u è v öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè .

Äëÿ åâêëèäîâîé öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â óðàâíåíèå (15.28) íàäî ïîäñòà-
âèòü ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (3.4) ïëîñêîñòè Åâêëèäà:

(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 =  ((ui � uj)

2 + (vi � vj)
2): (15:29)

Îäíèì èç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè:

x = axu+ bxv + cx; y = ayu+ byv + cy; z = azu+ bzv + cz ; (15:30)

ãäå ~a = (ax; ay; az), ~b = (bx; by; bz) � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû, à âåêòîð
~c = (cx; cy; cz) � ïðîèçâîëüíûé.

Ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (15.30) â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà çàäàåòñÿ åâ-

êëèäîâàÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ~a�~b è ïàðàë-
ëåëüíàÿ òîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò ïåðåìíîæàåìûå âåêòîðû ~a è ~b. Âåêòîð-
íàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè áóäåò, î÷åâèäíî, ñëåäóþùåé: (~a � ~b)~r =

(~a �~b)~c = const, ãäå ~r � ðàäèóñ-âåêòîð åå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè. Äðóãèå ðåøåíèÿ
åùå íå íàéäåíû, òàê êàê ïîêà íå íàðàáîòàíû îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ êàê èñõîä-
íîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14.10), òàê è åãî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (15.28) è
(15.29). Ïîâèäèìîìó, äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå (15.30), ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
(15.29) íå èìååò, òî åñòü ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íîé åâêëèäîâîé öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íî ýòî íàäî äîêàçàòü.

Äëÿ ñôåðè÷åñêîé öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà â óðàâ-
íåíèå (15.28) íàäî ïîäñòàâèòü ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (3.5) åäèíè÷íîé ñôåðû:

(xi�xj)2+(yi�yj)2+(zi�zj)2 =  (sin vi sin vj cos(ui�uj)+cos vi cos vj): (15:31)

Îäíèì èç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

x = R sin v cosu+ xo; y = R sin v sinu+ yo; z = R cos v + zo: (15:32)
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Ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (15.32) â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå çàäàåòñÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0; yo; zo). Âîçìîæ-
íî, äðóãèõ ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò (15.32), óðàâíåíèå (15.31) íå èìååò.

Äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â óðàâíåíèå (15.28) íàäî ïîä-
ñòàâèòü ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (3.9) ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè:

(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 =  (uivj � ujvi): (15:33)

Ïî-âèäèìîìó, óðàâíåíèå (15.33) âîîáùå íå èìååò ðåøåíèé, òî åñòü â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà íåò öèêëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñèìïëåêòè÷åñêîãî òèïà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó åùå íå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ
ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.28), âûâîäû, ñäåëàííûå â îòíîøåíèè óðàâíåíèé
(15.29), (15.31) è (15.33), íîñÿò ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð.

Çàäà÷à 1. Äëÿ ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-
ìè: (3.5) � äâóìåðíîé ñôåðû; (3.6) � ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî; (3.7) � ïëîñêîñòè
Ìèíêîâñêîãî; (3.8) � îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå; (3.9) � ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè; (3.10) � ñèìïëèöèàëü-
íîé ïëîñêîñòè; (3.11) � ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè; (3.12) � äóàëüíîãåëü-
ìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè; (3.13) � ïëîñêîñòè Ãåëüìãîëüöà; (3.14) � äâóìåðíîé ãåî-
ìåòðèè íà íåñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè íàéòè âñå öèêëû, ðåøàÿ îòäåëüíî êàæäîå èç
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (12.3), (12.10), (12.12) è ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷àåìûå ðå-
çóëüòàòû. Äëÿ êàæäîãî öèêëà íàéòè òó îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îí ñîõðàíÿåòñÿ, ÿâëÿÿñü åå èíâàðèàíòíîé òðàåêòîðèåé.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Îçíàêîìèòüñÿ â äåòàëÿõ ñ ìåòîäîì ðåøåíèÿ ôóíêöèî-
íàëüíûõ óðàâíåíèé (15.4), (15.5), (15.6), ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðå 1, êàê ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (12.3), (12.10), (12.12) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ìîäèôèöèðîâàòü ýòîò ìåòîä äëÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè,
öèêëû êîòîðîé íåîáõîäèìî íàéòè.

Çàäà÷à 2. Äëÿ ñëåäóþùèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè: (4.7) � òðåõìåðíîé ñôåðû; (4.8) � ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî; (4.9) �
ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî; (4.10) � òðåõìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà I; (4.11) � òðåõ-
ìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà II; (4.12) � ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; (4.13) � ñèì-
ïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà; (4.14) � îñîáîãî òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî; (4.15) � îñîáîãî òðåõìåð-
íîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà; (4.16)
� ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà; (4.17) � äóàëüíîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàí-
ñòâà; (4.18) � ïðîñòðàíñòâà Ãåëüìãîëüöà íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ öèêëîâ.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ìåòîä íàõîæäåíèÿ öèêëîâ òðåõìåð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Åâëêèäà, ïîäðîáíî îïèñàííûé â ïðèìåðå 2. Èç òðåõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé (13.6), (13.9). (13.10) íà öèêë òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì êàêîãî-òî îäíîãî, ìåòîä ðåøåíèÿ êîòîðîãî îêàæåò-
ñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì.

Çàäà÷à 3. Äëÿ ñëåäóþùèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè: (4.7) � òðåõìåðíîé ñôåðû; (4.8) � ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî; (4.9) �
ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî; (4.10) � òðåõìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà I; (4.11) � òðåõ-
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ìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà II; (4.12) � ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; (4.13) � ñèì-
ïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà; (4.14) � îñîáîãî òðåõìåðíîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî; (4.15) � îñîáîãî òðåõìåð-
íîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà; (4.16)
� ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà; (4.17) � äóàëüíîãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàí-
ñòâà; (4.18) � ïðîñòðàíñòâà Ãåëüìãîëüöà íàéòè öèêëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ðàç-
ëè÷íîãî òèïà (åâêëèäîâûå, ñôåðè÷åñêèå, ñèìïëåêòè÷åñêèå è ò.ä.).

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-
íèé (14.4), (14.10), (14.11). Ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû íàõîäÿòñÿ åùå â ñòàäèè
ðàçðàáîòêè. Ñëåäóåò âûáðàòü èç ýòèõ òðåõ óðàâíåíèé òî, äëÿ êîòîðîãî ìåòîä
îêàæåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì. Ïîëåçíî ïðåäâàðèòåëüíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ðåøåíèåì
àíàëîãè÷íîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 3. Òèï öèêëè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé äâóìåðíîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ, ñ îäíîé
ñòîðîíû, èíäóöèðóåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé îáúåìëþùåé òðåõìåðíîé ãåîìåò-
ðèè, à ñ äðóãîé ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ïðåáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì
èç êàíîíè÷åñêèõ âûðàæåíèé êëàññèôèêàöèîííîãî ñïèñêà (3.4)�(3.14). Íàãëÿäíî
ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îòðàæåíî â ñòðîåíèè âòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (14.10) íà öèêëè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, â êîòîðîå âõîäÿò îáå ìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè.

Çàäà÷à 4. Äëÿ ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷-
íûõ ãåîìåòðèé ðàíãà øåñòü ñ ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè:

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 + (ui � uj)

2; (15:34)

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2 � (ui � uj)

2; (15:35)

f(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 � (zi � zj)
2 � (ui � uj)

2; (15:36)

f(ij) = [(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 + (zi � zj)
2] exp(ui + uj); (15:37)

f(ij) = [(xi � xj)
2 + (yi � yj)

2 � (zi � zj)
2] exp(ui + uj); (15:38)

f(ij) = sinui sinuj [sin zi sin zj(sin yi sin yj cos(xi � xj)+

+ cos yi cos yj) + cos zi cos zj ] + cosui cosuj ;
(15.39)

f(ij) =chuichuj [sin zi sin zj(sin yi sin yj cos(xi � xj)+

+ cos yi cos yj) + cos zi cos zj ]� shuishuj ;
(15.40)

f(ij) =shuishuj [sin zi sin zj(sin yi sin yj cos(xi � xj)+

+ cos yi cos yj) + cos zi cos zj ]� chuichuj ;
(15.41)

f(ij) =chuichuj [chzichzj(sin yi sin yj cos(xi � xj)+

+ cos yi cos yj)� shzishzj ]� shuishuj ;
(15.42)
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f(ij) =shuishuj [chzichzj(sin yi sin yj cos(xi � xj)+

+ cos yi cos yj)� shzishzj ]� chuichuj ;
(15.43)

f(ij) = xiyj � xjyi + ziuj � ujzi (15:44)

íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ öèêëîâ.
Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Öèêë â åãî ÿâíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè

x = x(t); y = y(t); z = z(t); u = u(t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

f(x(ti); y(ti); z(ti); u(ti); x(tj); y(tj); z(tj); u(tj)) =  (ti � tj); (15:45)

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ãëàäêîñòè (x0)2+(y0)2+(z0)2+(u0)2 6= 0. Ýòî óðàâíå-
íèå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (15.20), ðàññìîòðåííîìó â ïðèìåðå 1, ìåòîä ðåøåíèÿ
êîòîðîãî ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî âî âñåõ äåòàëÿõ èçó÷èòü.
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ÃËÀÂÀ IV. Äâóìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè

�16. Ïëîñêîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïóñòü åå ñîñòîÿíèå i çà-
äàåòñÿ äâóìÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè � ýíòðîïèåé Si è òåìïåðàòóðîé
Ti. Òîãäà âñå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâóþ ïëîñêîñòü. Êàæ-
äîé ïàðå ñîñòîÿíèé <ij> ñîïîñòàâèì äâà ÷èñëà, ðàâíûå äâóì êîëè÷åñòâàì òåïëà
QTS(ij) è QST (ij), êîòîðûå ñèñòåìà îòäàåò âíåøíèì òåëàì ïðè åå ïåðåõîäå èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå j ïî äâóì ðàçëè÷íûì ïóòÿì TS è
ST , ñîñòîÿùèì èç ðàâíîâåñíûõ èçîòåðìè÷åñêîãî (T = const) è àäèàáàòè÷åñêîãî
(S = const) ïðîöåññîâ:

QTS(ij) = (Si � Sj)Ti;
QST (ij) = (Si � Sj)Tj :

�
(16:1)

Äâóõêîìïîíåíòíàÿ òåïëîâàÿ ôóíêöèÿ Q = (QTS ; QST ) ñ âûðàæåíèÿìè (16.1)
äëÿ åå êîìïîíåíò çàäàåò íà ïëîñêîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé (S; T ) äâó-
ìåòðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, êîòîðàÿ, ïîäîáíî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé íà
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x; y) ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (Â.1), íàäåëåíà îäíîâðå-
ìåííî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèÿìè.

Âîçüìåì òðè ïðîèçâîëüíûå ñîñòîÿíèÿ i, j, k. Òîãäà äîïîëíèòåëüíî ê äâóì êî-
ëè÷åñòâàì òåïëà (16.1) ìîæíî âûïèñàòü åùå ÷åòûðå: QTS(ik), QST (ik) è QTS(jk),
QST (jk) äëÿ ïàð ñîñòîÿíèé <ik> è <jk>. Èç ýòèõ øåñòè êîëè÷åñòâ òåïëà ìîæ-
íî èñêëþ÷èòü âñå øåñòü ïàðàìåòðîâ Si, Ti, Sj , Tj , Sk, Tk òðåõ ñîñòîÿíèé i, j, k, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àþòñÿ äâå ôóíêöèîíàëüíûå ñâÿçè ìåæäó íèìè, çàäàâàåìûå
äâóìÿ íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè:������

0 �QST (ij) �QST (ik)
QTS(ij) 0 �QST (jk)
QTS(ik) QTS(jk) 0

������ = 0;

������
QTS(ij) QTS(jk) �QST (ik)
QTS(ik) 0 �QST (ik)
QTS(ik) �QST (ij) �QST (jk)

������ = 0:

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
(16:2)

Ñîîòíîøåíèÿ (16.2), ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáîé òðîéêè ñîñòîÿíèé <ijk>, âû-
ðàæàþò ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ðàíãà òðè ñèììåòðèþ äâóìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé (S; T ) äâóõêîìïîíåíò-
íîé òåïëîâîé ôóíêöèåé (16.1).

Ãðóïïà äâèæåíèé ôóíêöèè (16.1) ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ïðåîáðàçîâàíèé

S0 = �(S; T ); T 0 = �(S; T ); (16:3)
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ïëîñêîñòè (S; T ), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äâóì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì,
ÿâëÿþùèìñÿ ñëåäñòâèÿìè èíâàðèàíòíîñòè åå êîìïîíåíò:

(�(i) � �(j))�(i) = (Si � Sj)Ti;
(�(i)� �(j))�(j) = (Si � Sj)Tj ;

�
(16:4)

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ëåãêî íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïî-
ñëåäóþùåãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

�(S; T ) = aS + b; �(S; T ) = T=a; (16:5)

ãäå a > 0.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé (16.3) ñ ðåøåíèÿìè (16.5) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé

ãðóïïîé äâèæåíèé äâóõêîìïîíåíòíîé ôóíêöèè (16.1), âûðàæàÿ ãðóïïîâóþ ñèì-
ìåòðèþ äâóìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèõ ñîñòîÿíèé (S; T ) ýòîé ôóíêöèåé.

�17. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ è ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèè
äâóìåòðè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé

Äâóìåòðè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ çàäàåòñÿ íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
M äâóõêîìïîíåíòíîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f = (f1; f2), ñîïîñòàâëÿþùåé ëþ-
áîé ïàðå < ij > èç îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ Sf � M �M íåêîòîðûå äâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñëà f(ij) = (f1(ij); f2(ij)) 2 R2. Êàê îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Sf ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f åñòü îòêðûòîå è ïëîòíîå â
M�M ìíîæåñòâî.

Åñëè x; y � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â M, òî åå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

f(ij) = f(xi; yi; xj ; yj); (17:1)

èëè â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè ïî êîìïîíåíòàì:

f1(ij) = f1(xi; yi; xj ; yj);
f2(ij) = f2(xi; yi; xj ; yj);

�
(17:10)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò xi; yi è xj ; yj , êîòîðûå äîëæíû âõîäèòü â
íåå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì. Ïîñëåäíåå óñëîâèå � íåâûðîæäåííîñòü ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè f = (f1; f2) � ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ äâóìÿ íåðàâåíñòâàìè:

@(f1(ij); f2(ij))=@(xi; yi) 6= 0;
@(f1(ij); f2(ij))=@(xj ; yj) 6= 0

�
(17:2)

äëÿ îòêðûòîãî è ïëîòíîãî â M �M ìíîæåñòâà ïàð < ij >. Íèæå äâóõêîìïî-
íåíòíóþ ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (17.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïåðå÷èñëåííûì âûøå
òðåì óñëîâèÿì, áóäåì íàçûâàòü äâóìåòðèêîé.
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Åñëè äâóìåòðèêà (17.1) çàäàåò íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà òðè, òî äëÿ ëþáîé òðîéêè < ijk > èç
ïëîòíîãî è îòêðûòîãî âM3 ìíîæåñòâà, òàêîé ÷òî ïàðû <ij>;<ik>;<jk> ïðè-
íàäëåæàò Sf , øåñòü âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé f(ij); f(ik); f(jk) ôóíêöèîíàëüíî
ñâÿçàíû äâóìÿ íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè:

�(f(ij); f(ik); f(jk)) = 0; (17:3)

ãäå � = (�1;�2) � äâóõêîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ øåñòè ïåðåìåííûõ. Â áîëåå ïî-
äðîáíîé çàïèñè ïî êîìïîíåíòàì èìååì:

�1(f
1(ij); f2(ij); f1(ik); f2(ik); f1(jk); f2(jk)) = 0;

�2(f
1(ij); f2(ij); f1(ik); f2(ik); f1(jk); f2(jk)) = 0;

9=; (17:30)

ïðè÷åì íåçàâèñèìîñòü ýòèõ óðàâíåíèé îçíà÷àåò, ÷òî rang� = 2.
Ìû óæå çíàåì, ÷òî ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ãåîìåòðèè òåñíî ñâÿçàíà

ñ åå ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé. Â ÷àñòíîñòè, ïëîñêîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòî-
ÿíèé, ðàññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì �16, ñ îäíîé ñòîðîíû, ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íà ñ ðàíãîì òðè, à ñ äðóãîé � íàäåëåíà ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé ñòåïå-
íè äâà. Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå ñîîòíîøåíèå ðàíãà îäíîé ñèììåòðèè è ñòåïåíè äðó-
ãîé íå ñëó÷àéíî è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èõ ýêâèâàëåíòíîñòè, àíàëîãè÷íîé òîé,
êîòîðàÿ áûëà óñòàíîâëåíà â �6 äëÿ îäíîìåòðè÷åñêèõ ãåîìåòðèé. Â ñàìîì äå-
ëå, â íàøåì ñëó÷àå òðåõòî÷å÷íàÿ æåñòêàÿ ôèãóðà äîëæíà ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ ñ
äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è íå áîëåå, òàê êàê åå ïîëîæåíèå çàäàåòñÿ øåñòüþ êî-
îðäèíàòàìè, íà êîòîðûå íàëîæåíû ÷åòûðå ñâÿçè, ïðîèñõîäÿùèå îò ñîõðàíåíèÿ
øåñòè ðàññòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äâóì ñîîòíîøåíèÿì (17:30). Ýêâèâàëåíò-
íîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé äâóìåòðè÷åñêèõ äâóìåðíûõ
ãåîìåòðèé óñòàíàâëèâàåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì îíà áûëà óñòàíîâëåíà â �6
äëÿ îäíîìåòðè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëü-
òàò ñôîðìóëèðóåì íèæå áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåâûðîæäåííàÿ äâóõêîìïîíåíòíàÿ ìåòðè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f = (f1; f2) çàäàâàëà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M äâóìåò-
ðè÷åñêóþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà òðè,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà çàäàâàëà íà òîì æå ìíîãîîáðàçèè äâó-
ìåòðè÷åñêóþ äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ, íàäåëåííóþ ãðóïïîâîé ñèììåòðèåé ñòå-
ïåíè äâà.

Òàêèì îáðàçîì, äâóìåòðèêà (17.1) ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ðàíãà
òðè äâóìåðíîé ãåîìåòðèè äîïóñêàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé, òî
åñòü òàêèõ ýôôåêòèâíûõ ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ äåéñòâèé â ïëîñêîñòè íåêîòîðîé
ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè G2:

x0 = �(x; y; a1; a2); y0 = �(x; y; a1; a2); (17:4)
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÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà äâóìåòðèêè ñîõðàíÿåòñÿ:

f(�(i); �(i); �(j); �(j)) = f(xi; yi; xj ; yj); (17:5)

ãäå (a1; a2) 2 G2 è, íàïðèìåð, �(i) = �(xi; yi; a
1; a2).

�18. Êëàññèôèêàöèÿ äâóìåòðè÷åñêèõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
ñèììåòðè÷íûõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé

Çàïèøåì áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ X1, X2 äâóìåðíîé àëãåáðû Ëè ëîêàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé (17.4) äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿM â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

X1 = �1(x; y)@x + �1(x; y)@y ;
X2 = �2(x; y)@x + �2(x; y)@y ;

�
(18:1)

ãäå @x = @=@x, @y = @=@y è, íàïðèìåð, �1(x; y) = @�(x; y; a1; a2)=@a1ja1=a2=0,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè a1 = a2 = 0 èìååì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå â ãðóïïå
(17.4). Äâóìåòðèêà (17.1), áóäó÷è ïî ðàâåíñòâó (17.5) äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàí-
òîì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (17.4), íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé
ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

X1(i)f(ij) +X1(j)f(ij) = 0;
X2(i)f(ij) +X2(j)f(ij) = 0:

�
(18:2)

ñ îïåðàòîðàìè (18.1).
Â îòíîøåíèè ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé (18.2) íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü çàìå÷à-

íèå, ñäåëàííîå ðàíåå â îòíîøåíèè óðàâíåíèé (8.1). Àëãåáðû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé
îêðåñòíîñòåé U(i) è U(j) èçîìîðôíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîâïàäåíèÿ ñòðóêòóðíûõ
êîíñòàíò â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ. Íî áàçèñûå îïåðàòîðûX1(i), X2(i) èX1(j),
X2(j) íå îáÿçàòåëüíî ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè íåêîòîðîì äèôôåîìîðôèçìå
U(i) ! U(j). Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü òîãäà, êîãäà òî÷êè i è j ïðèíàä-
ëåæàò ðàçëè÷íûì íåñâÿçíûì êîìïîíåíòàì ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðîì äåéñòâóåò
ãðóïïà G2. Ïîýòîìó â óðàâíåíèÿõ (18.2) îïåðàòîðû X1, X2 äëÿ òî÷åê i è j ìîãóò
çàäàâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè, íå ñâîäèìûìè äðóã ê äðóãó çàìåíîé êîîðäèíàò, åñ-
ëè èìåþòñÿ èçîìîðôíûå, íî ðàçëè÷íûå äåéñòâèÿ (17.4) ãðóïïû G2 â äâóìåðíîì
ìíîãîîáðàçèèM.

Â ñâîå âðåìÿ (1893) Ñîôóñ Ëè äàë ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íîìåðíûõ
ëîêàëüíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè [14]. Èç ýòîé êëàññèôèêàöèè ìîæíî
âûäåëèòü áàçèñíûå îïåðàòîðû (18.1) âñåõ äâóìåðíûõ àëãåáð Ëè ïðåîáðàçîâàíèé
ïëîñêîñòè. Ïîëåçíî, îäíàêî, ïðîâåñòè ýòó ïðîñòóþ êëàññèôèêàöèþ ñïîñîáîì, îò-
ëè÷íûì îò èñïîëüçîâàííîãî Ñ.Ëè, ðàññìàòðèâàÿ äâóìåðíóþ àëãåáðó Ëè ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïëîñêîñòè êàê ïðåäñòàâëåíèå äâóìåðíîé àáñòðàêòíîé âåùåñòâåííîé
àëãåáðû Ëè îïåðàòîðàìè (18.1).
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Ëåììà 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà èìåþòñÿ âñåãî äâå äâóìåðíûå àá-
ñòðàêòíûå âåùåñòâåííûå àëãåáðû Ëè. Â íåêîòîðîì áàçèñå X1, X2 êîììóòàòîð
[X1; X2] ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî îòëè÷åí îò íóëÿ è ðàâåí X1:

[X1; X2] = 0; (18:3)

[X1; X2] = X1: (18:4)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü [X1; X2] = aX1 + bX2. Òîãäà â ñëó÷àå a
2+ b2 = 0 èìååì

ïåðâîå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (18.3): [X1; X2] = 0. Åñëè æå a2+ b2 6= 0, òî,
ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó àëãåáðû ïî ôîðìóëàì:X 0

1 = (aX1+bX2)=(a
2+b2), X 0

2 =
(�bX1 + aX2)=(a

2 + b2), ïîëó÷àåì, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âòîðîå êîììóòàöèîííîå
ñîîòíîøåíèå (18.4): [X 0

1; X
0
2] = X 0

1.

Ëåììà 2. Áàçèñíûå îïåðàòîðû (18:1) äâóìåðíîé àëãåáðû Ëè ëîêàëüíîé ãðóï-
ïû Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùåé â ýòîì
áàçèñå ñòðóêòóðó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (18:3), (18:4), â íàäëåæàùå
âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæå-
íèÿìè:

X1 = @x; X2 = y@x; (18:3:1)

X1 = @x; X2 = @y; (18:3:2)

X1 = @x; X2 = x@x; (18:4:1)

X1 = @x; X2 = x@x + @y: (18:4:2)

Îñóùåñòâèì â âûðàæåíèÿõ (18.1) äëÿ îïåðàòîðîâ X1, X2 îáðàòèìóþ çàìåíó
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò

� = '(x; y); � =  (x; y);

â êîòîðîé @(';  )=@(x; y) 6= 0:

X1 = (�1'x + �1'y)@� + (�1 x + �1 y)@� ;
X2 = (�2'x + �2'y)@� + (�2 x + �2 y)@� :

�
Åñëè ôóíêöèè ' è  âçÿòü èç ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé �1'x+�1'y = 1
è �1 x + �1 y = 0, ãäå �21 + �21 6= 0, òàê êàê áàçèñíûé îïåðàòîð X1 íåíóëåâîé,
òî äëÿ íåãî ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíî ïðîñòîå âûðàæåíèå: X1 = @� . Âîçâðàùàÿñü ê
ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ è êîîðäèíàò, à òàêæå îïóñêàÿ â âûðàæå-
íèè äëÿ îïåðàòîðà X2 ñòàâøèé èçëèøíèì èíäåêñ "2", ìîæåì çàïèñàòü:

X1 = @x; X2 = �(x; y)@x + �(x; y)@y : (18:5)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (18.5) äîïóñêàþò çàìåíó êîîðäèíàò
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� = x+ '(y); � =  (y) (18:6)

ñ  0 6= 0, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò çà îïåðàòîðîì X1 åãî ìàêñèìàëüíî ïðîñòóþ ôîðìó.
Ïîäñòàâèì ñíà÷àëà îïåðàòîðû (18.5) â êîììóòàòîð (18.3): �x@x + �x@y = 0,

îòêóäà, â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ @x è
@y, ñëåäóåò, ÷òî �x = 0, �x = 0, òî åñòü �(x; y) = �(y), �(x; y) = �(y), è ïîòîìó
X2 = �(y)@x + �(y)@y. Äàëåå îñóùåñòâèì äîïóñòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò (18.6):

X2 = (�(y) + �(y)'0(y))@� + �(y) 0(y)@�:

Åñëè �(y) = 0, òî X2 = �(y)@� , ïðè÷åì �0(y) 6= 0, òàê êàê îïåðàòîðû X1 è X2

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëàãàÿ  (y) = �(y) è âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷å-
íèÿì êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ (18.3.1) äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ X1, X2

ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (18.3). Åñëè æå �(y) 6= 0, òî ïóñòü ôóíêöèè '(y) è
 (y) çàìåíû êîîðäèíàò (18.6) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé �(y)+�(y)'0(y) =
0 è �(y) 0(y) = 1. Òîãäà â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ
(18.3.2) äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ X1, X2 âòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (18.3).

Ïîäñòàâèì òåïåðü îïåðàòîðû (18.5) â êîììóòàòîð (18.4): �x@x + �x@y = @x,
îòêóäà ñëåäóåò: �x = 1, �x = 0 è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ: �(x; y) = x + �(y),
�(x; y) = �(y). Äëÿ îïåðàòîðà X2 òåïåðü èìååì âûðàæåíèå X2 = (x + �(y))@x +
�(y)@y , â êîòîðîì ïðîèçâåäåì äîïóñòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò (18.6):

X2 = (x+ �(y) + �(y)'0(y))@� + �(y) 0(y)@� :

Åñëè �(y) = 0, òî X2 = (x+�(y))@� . Ïîëàãàÿ '(y) = �(y), â ïðåæíèõ îáîçíà÷å-
íèÿõ êîîðäèíàò ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ (18.4.1) äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ X1, X2

ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (18.4). Åñëè æå �(y) 6= 0, òî ôóíêöèè '(y) è  (y)
ìîæíî âçÿòü èç ðåøåíèé óðàâíåíèé �(y)�'(y)+�(y)'0(y) = 0 è �(y) 0(y) = 1. Â
ýòîì ñëó÷àå, âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì âûðà-
æåíèÿ (18.4.2) äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ X1, X2 âòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû
(18.4). Ëåììà 2 äîêàçàíà,

Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â ëåììå 2, ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ðåçóëüòàòàìè Ñ.Ëè, èçâëå÷åííûìè èç åãî ïîëíîé êëàññèôèêàöèè [14]. Çàìåòèì,
÷òî òàêîãî ñîâïàäåíèÿ ìîãëî áû è íå áûòü, òàê êàê ñâîþ êëàññèôèêàöèþ Ñ.Ëè
ïðîâîäèë ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ, äîïóñêàþùåãî íå òîëüêî çàìåíó êîîðäèíàò â
ïëîñêîñòè, íî è ïåðåõîä ê äðóãîìó áàçèñó ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò.

Òåîðåìà. Ñóóùåñòâóþò äâå è òîëüêî äâå íå ñâîäèìûå äðóã ê äðóãó äâóìåò-
ðèêè f = (f1; f2), çàäàþùèå íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ïðîñòåéøóþ ôå-
íîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà òðè. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñ-
øòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ  (f)! f , ãäå  = ( 1;  2), è â íàäëåæàùå âûáðàííîé
ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y) ýòè äâóìåòðèêè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëå-
íû ñëåäóþùèìè êàíîíè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè:

f1(ij) = xi � xj ; f2(ij) = yi � yj ; (18:7)
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f1(ij) = (xi � xj)yi; f2(ij) = (xi � xj)yj : (18:8)

Êîìïîíåíòû äâóìåòðèêè f = (f1; f2) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû óðàâíåíèé (18.2). Äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ (18.3.1) è (18.3.2) ïðåäñòàâ-
ëåíèé àëãåáðû Ëè (18.3), ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå, ñäåëàííîå ïîñëå óðàâíåíèé (18.2),
ìîæíî çàïèñàòü òîëüêî òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñèñòåìû:

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
yi@f(ij)=@xi + yj@f(ij)=@xj = 0;

�
(18:9)

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
@f(ij)=@yi + @f(ij)=@yj = 0;

�
(18:10)

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
yi@f(ij)=@xi + @f(ij)=@yj = 0;

�
(18:11)

ðàíã êîòîðûõ ðàâåí äâóì. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèÿõ (18.9) è (18.11) îòñóòñòâóåò
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ @=@yi, èõ íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè áóäóò ôóíê-
öèè yi è '(ij). Òî åñòü äëÿ äâóìåòðèêè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå f(ij) = f(yi; '(ij)),
ãäå f : R2 ! R2. Ïîñêîëüêó äëÿ íåå íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå èç óñëîâèé (17.2), òà-
êàÿ äâóìåòðèêà îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâà íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (18.10), êîòîðûå ëåãêî íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, ñîâ-
ïàäàþò â ñâîåì ÿâíîì êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñ êîìïîíåíòàìè äâóìåòðèêè
(18.7). Ýòà äâóìåòðèêà íåâûðîæäåíà, òàê êàê îáà ÿêîáèàíà èç óñëîâèÿ (17.2)
ðàâíû åäèíèöå äëÿ íåå, òî åñòü îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ (18.4.1) è (18.4.2) ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû (18.4)
òàêæå èìååì òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñèñòåìû óðàâíåíèé (18.2):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
xi@f(ij)=@xi + xj@f(ij)=@xj = 0;

�
(18:12)

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
xi@f(ij)=@xi + @f(ij)=@yi+

+xj@f(ij)=@xj + @f(ij)=@yj = 0;

9=; (18:13)

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
xi@f(ij)=@xi + xj@f(ij)=@xj + @f(ij)=@yj = 0;

�
(18:14)

ðàíã êîòîðûõ ðàâåí äâóì. Äâóìåòðèêè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì óðàâ-
íåíèé (18.12) è (18.14), â êîòîðûõ íåò îïåðàòîðà @=@yi, î÷åâèäíî, âûðîæäå-
íû. Îáùåå ðåøåíèå f(ij) = �(xi � xj ; yi; yj) ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (18.13)
ïîäñòàâèì âî âòîðîå: u�u + �yi + �yj = 0, ãäå u = xi � xj . Ñîîòâåòñòâóþùèå
óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê du=u = dyi = dyj èìåþò äâà íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëà:
u exp(�yi) = const; u exp(�yj) = const, ïî êîòîðûì îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû
äâóìåòðèêè: f(ij) = (f1(ij); f2(ij)) = ((xi�xj) exp(�yi); (xi�xj) exp(�yj)). Ïðî-
èçâåäÿ çàòåì çàìåíó êîîðäèíàò x! x, exp(�y)! y, ïîëó÷àåì äâóìåòðèêó (18.8),
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êîòîðàÿ íåâûðîæäåíà, òàê êàê äëÿ íåå ÿêîáèàíû (17.2) îòëè÷íû îò íóëÿ.Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Êîìïîíåíòû äâóìåòðèêè (18.7) ìîæíî, íàïðèìåð, èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîåê-
öèÿìè âåêòîðà ~ji íà êîîðäèíàòíûå îñè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü
(17.3) çàäàåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè

f1(ij)� f1(ik) + f1(jk) = 0;
f2(ij)� f2(ik) + f2(jk) = 0:

�
Äâóìåòðèêà (18.8) äîïóñêàåò ñîäåðæàòåëüíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â

òåðìîäèíàìèêå, ðàññìîòðåííóþ ïîäðîáíî â �16. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ñâÿçü (17.3) çàäàåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè������

0 �f2(ij) �f2(ik)
f1(ij) 0 �f2(jk)
f1(ik) f1(jk) 0

������ = 0;

������
f1(ij) f1(jk) �f2(ik)
f1(ik) 0 �f2(ik)
f1(ik) �f2(ij) �f2(jk)

������ = 0:

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;

�19. Òðèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû ïðîñòåéøèå òðèìåòðè÷åñêèå ãåî-
ìåòðèè, à èìåííî òðèìåòðè÷åñêèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåòðèè
ðàíãà òðè, çàäàâàåìûå íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèèM òðèìåòðèêîé � òðåõêîì-
ïîíåíòíîé ôóíêöèåé f = (f1; f2; f3), êîòîðàÿ êàæäîé ïàðå <ij > èç îáëàñòè åå
îïðåäåëåíèÿ Sf �M�M ñîïîñòàâëÿåò òðè ÷èñëà f(ij) = (f1(ij); f2(ij); f3(ij)) 2
R3.

Ïóñòü x; y; z � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â M. Äëÿ òðèìåòðèêè f â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ïàðû <ij> 2 Sf ìîæíî çàïèñàòü åå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

f(ij) = f(xi; yi; zi; xj ; yj ; zj): (19:1)

íåâûðîæäåííîñòü êîòîðîé, òî åñòü åå ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò
xi; yi; zi è xj ; yj ; zj òî÷åê i è j, îçíà÷àåò íåîáðàùåíèå â íóëü äâóõ ÿêîáèàíîâ:

@(f1(ij); f2(ij); f3(ij))=@(xi; yi; zi) 6= 0;
@(f1(ij); f2(ij); f3(ij))=@(xj ; yj ; zj) 6= 0

�
(19:2)

äëÿ îòêðûòîãî è ïëîòíîãî â M�M ìíîæåñòâà ïàð < ij >.
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Åñëè íåâûðîæäåííàÿ òðèìåòðèêà (19.1) çàäàåò íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
M ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà òðè, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
òðåõêîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ � = (�1;�2;�3) îò äåâÿòè ïåðåìåííûõ, ÷òî äåâÿòü
âçàèìíûõ "ðàññòîÿíèé"ìåæäó òî÷êàìè îòêðûòîãî è ïëîòíîãî â SF � M3 ìíî-
æåñòâà òðîåê <ijk> ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû òðåìÿ íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè

�(f(ij); f(ik); f(jk)) = 0: (19:3)

Òðèìåòðèêà (19.1) äîïóñêàåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé:

x0 = �(x; y; z; a1; a2; a3);
y0 = �(x; y; z; a1; a2; a3);
z0 = �(x; y; z; a1; a2; a3);

9=; (19:4)

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàí-
òîì, óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ:

f(�(i); �(i); �(i); �(j); �(j); �(j)) = f(xi; yi; zi; xj ; yj ; zj); (19:5)

ãäå, íàïðèìåð, �(i) = �(xi; yi; zi; a
1; a2; a3). Âñëåäñòâèå ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè

ïðåîþðàçîâàíèé (19.4) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:

@(�; �; �)=@(x; y; z) 6= 0:

Ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ a = (a1; a2; a3), êîãäà èõ íóëåâûì çíà-
÷åíèÿì è òîëüêî èì ñîîòâåòñòâóåò â ãðóïïå (19.4) òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
x0 = x, y0 = y, z0 = z, áåñêîíå÷íî ìàëîå (èíôèíèòåçèìàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå,
áëèçêîå ê òîæäåñòâåííîìó, çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x0 = x+ �1(x; y; z)a
1 + �2(x; y; z)a

2 + �3(x; y; z)a
3;

y0 = y + �1(x; y; z)a
1 + �2(x; y; z)a

2 + �3(x; y; z)a
3;

z0 = z + �1(x; y; z)a
1 + �2(x; y; z)a

2 + �3(x; y; z)a
3;

9=; (19:40)

ãäå, íàïðèìåð, �1 = (@�=@a1)ja=0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X1 = �1(x; y; z)@x + �1(x; y; z)@y + �1(x; y; z)@z;
X2 = �2(x; y; z)@x + �2(x; y; z)@y + �2(x; y; z)@z;
X3 = �3(x; y; z)@x + �3(x; y; z)@y + �3(x; y; z)@z

9=; (19:6)

áàçèñíûå îïåðàòîðû òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè ãðóïïû (19.4), âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñâÿçàííûå ñ èíôèíèòåçèìàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (19:40). Åñëè â ôóíêöèî-
íàëüíîå óðàâíåíèå (19.5) ïîäñòàâèòü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ (19:40), òî, ó÷èòûâàÿ
íåçàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ (a1; a2; a3), äëÿ òðèìåòðèêè (19.1) ïîëó÷àåì ñèñòåìó
òðåõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ:

X1(i)f(ij) +X1(j)f(ij) = 0;
X2(i)f(ij) +X2(j)f(ij) = 0;
X3(i)f(ij) +X3(j)f(ij) = 0;

9=; (19:7)
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ñ îïåðàòîðàìè (19.6). Ñîãëàñíî èíôèíèòåçèìàëüíîìó êðèòåðèþ èíâàðèàíòíîñòè
(ñì. [16], ñòð. 77) òðèìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû (19.4)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (19.7).

Çàìåòèì. ÷òî îïåðàòîðû X1(i), X2(i), X3(i) è X1(j), X2(j), X3(j) íå îáÿ-
çàòåëüíî ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè íåêîòîðîì ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå
U(i)! U(j).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à êëàññèôèêàöèè òðèìåòðèê (19.1) ñâîäèòñÿ ê êëàññè-
ôèêàöèè òðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ëî-
êàëüíî ïðîñòðàíñòâà R3) ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè (19.6) è ê èíòåãðèðîâàíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé (19.7). Òðèìåòðèêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì
ýòîé ñèñòåìû, äîëæíà áûòü íåâûðîæäåííîé, òî åñòü óäîâëåòâîðÿòü äâóì óñëî-
âèÿì (19.2). Âûðîæäåííîñòü òðèìåòðèêè êàê ñîâîêóïíîñòè òðåõ íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû (19.7) â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî óñòàíîâèòü äî åå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î òðàíçèòèâíîñòè è èíòðàí-
çèòèâíîñòè ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îäíîé èç
íèõ ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå, íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííîå, êîòîðîå ïåðåâî-
äèò ïåðâóþ òî÷êó âî âòîðóþ. Åñëè æå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâóåò íå äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ èíòðàíçèòèâíîé.

Ëåììà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Ëè ëîêàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ïðîñòðàíñòâà R3) ñ áàçèñíûìè îïå-
ðàòîðàìè (19:6) ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè áûëà ëîêàëüíî òðàíçèòèâíîé,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû







�1(x; y; z) �1(x; y; z) �1(x; y; z)
�2(x; y; z) �2(x; y; z) �2(x; y; z)
�3(x; y; z) �3(x; y; z) �3(x; y; z)







 (19:8)

áûë ðàâåí òðåì.

Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàíã ìàòðèöû (19.8) ðàâåí òðåì
è åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê (x; y; z) è (x0; y0; z0)
èç íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè U((x; y; z)) òðè óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé (19:40) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ (a1; a2; a3),
çàäàþùèõ òî ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâåäåò òî÷êó (x; y; z) â òî÷êó (x0; y0; z0).

Äîêàæåì òåïåðü íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ðàíã
ìàòðèöû (19.8) ìåíüøå òðåõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìåæäó åå ñòîëáöàìè ñóùåñòâóåò
ëèíåéíàÿ ñâÿçü ñ êîýôôèöèåíòàìè � = �(x; y; z), � = �(x; y; z), 
 = 
(x; y; z):

��1 + ��1 + 
�1 = 0;
��2 + ��2 + 
�2 = 0;
��3 + ��3 + 
�3 = 0;

9=; (19:9)

ïðè÷åì �2 +�2 + 
2 6= 0. Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé (19:40) íà êîýôôèöèåíòû �, �, 
 ñîîòâåòñòâåííî è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì
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â êîîðäèíàòàõ (x0; y0; z0) óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

�(x0 � x) + �(y0 � y) + 
(z0 � z) = 0; (19:10)

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x; y; z). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê (x0; y0; z0),
â êîòîðûå ìîæåò ïåðåõîäèòü òî÷êà (x; y; z), ëåæàò íà ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé
óðàâíåíèåì (19.10). Òî åñòü ëîêàëüíî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (19.4) ñ áàçèñíû-
ìè îïåðàòîðàìè (19.6) ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè áóäåò èíòðàíçèòèâíîé, òàê
êàê íèêàêîå åå ïðåîáðàçîâàíèå íå ïåðåâåäåò òî÷êó (x; y; z) â òó òî÷êó îêðåñòíî-
ñòè U((x; y; z)), êîòîðàÿ íå ëåæèò íà ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (19.10).
Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Åñëè òðèìåòðèêà (19.1) íåâûðîæäåíà, òî áàçèñíûå îïåðàòîðû
X1(i), X2(i), X3(i) è X1(j), X2(j), X3(j) îïðåäåëÿþò òðàíçèòèâíûå ãðóïïû Ëè
ïðåîáðàçîâàíèé îêðåñòíîñòåé U(i) è U(j) â ëîêàëüíîé ãðóïïå åå äâèæåíèé.

Òðèìåòðèêà f(ij) = (f1(ij); f2(ij); f3(ij)) ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ òðåõ íåçà-
âèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (19.7), ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîé







�1(i) �1(i) �1(i) �1(j) �1(j) �1(j)
�2(i) �2(i) �2(i) �2(j) �2(j) �2(j)
�3(i) �3(i) �3(i) �3(j) �3(j) �3(j)







 (19:11)

ñîñòàâëåíà èç ìàòðèö (19.8) êîýôôèöèåíòîâ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ X1(i), X2(i),
X3(i) è X1(j), X2(j), X3(j) â îêðåñòíîñòÿõ U(i) è U(j).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ðàíã ìàòðèöû (19.8) â îêðåñòíîñòè U(i) ðàâåí
òðåì, à â îêðåñòíîñòè U(j) � ìåíüøå òðåõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 1 ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé îêðåñòíîñòè U(i) òðàíçèòèâíà, à ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé îêðåñò-
íîñòè U(j) èíòðàíçèòèâíà. Â îêðåñòíîñòè U(j) ââåäåì òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò,
÷òîáû èíâàðèàíòíàÿ ïëîñêîñòü (19.10) çàäàâàëàñü óðàâíåíèåì zj = const. Â âû-
ðàæåíèÿõ (19.6) äëÿ îïåðàòîðîâ X1(j), X2(j), X3(j) òîãäà èñ÷åçíåò îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ @=@zj. Ðàíã ìàòðèöû (19.11) ðàâåí òðåì è ïîòîìó ñèñòåìà
óðàâíåíèé (19.7) èìååò ñëåäóþùèå òðè íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ: zj , '(ij),  (ij). Èõ
÷èñëî ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåííûõ (= 6) ìèíóñ ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (= 3). Îá-
ùåå âûðàæåíèå òðèìåòðèêè, ïîñòðîåííîå íà ýòèõ ðåøåíèÿõ, áóäåò ñëåäóþùèì:
f(ij) = f(zj ; '(ij);  (ij)), ãäå f : R3 ! R3. Íî òàêàÿ òðèìåòðèêà íå óäîâëåòâîðÿ-
åò, î÷åâèäíî, ïåðâîìó óñëîâèþ (19.2) è ïîòîìó âûðîæäåíà.

Ïóñòü òåïåðü ðàíã ìàòðèöû (19.8) â îêðåñòíîñòè U(i) ðàâåí äâóì, à â îêðåñò-
íîñòè U(j) ìåíüøå òðåõ, òàê êàê ñëó÷àé, êîãäà îí ðàâåí òðåì, àíàëîãè÷åí ðàñ-
ñìîòðåííîìó âûøå. Â îêðåñòíîñòÿõ U(i) è U(j) ââåäåì òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òîáû
èíâàðèàíòíûå ïëîñêîñòè (19.10) çàäàâàëèñü óðàâíåíèÿìè zi = const è zj = const.
Íî òîãäà â âûðàæåíèÿõ (19.6) äëÿ îïåðàòîðîâ X1(i), X2(i), X3(i) è X1(j), X2(j),
X3(j) áóäóò îòñóòñòâîâàòü îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ @=@zi è @=@zj . Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ðàíã ìàòðèöû (19.11) ðàâåí òðåì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî îí ðàâåí äâóì, òî ëþáîé îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèé
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òðè ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû, áóäåò ðàâåí íóëþ. Ïîñêîëüêó ïî íà÷àëüíîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ ðàíã ìàòðèöû (19.8) â îêðåñòíîñòè U(i) ðàâåí äâóì, ëåãêî ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå òðè ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû (19.8) â îêðåñòíîñòè U(j):

c1(i)�1(j) + c2(i)�2(j) + c3(i)�3(j) = 0;
c1(i)�1(j) + c2(i)�2(j) + c3(i)�3(j) = 0;
c1(i)�1(j) + c2(i)�2(j) + c3(i)�3(j) = 0;

9=;
ïðè÷åì c21+c

2
2+c

2
3 6= 0. Ôèêñèðóÿ êîîðäèíàòû òî÷êè i, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñâÿçü

ñòðîê ìàòðèöû (19.8) â îêðåñòíîñòè U(j) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íî
òîãäà áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áàçèñíûå îïåðà-
òîðû X1(j), X2(j), X3(j), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èõ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû (19.11) ðàâåí òðåì è ñèñòåìà óðàâíåíèé (19.7) èìååò òðè
è òîëüêî òðè íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ: zi, zj , '(ij). Îáùèé âèä òðèìåòðèêè áóäåò
òîãäà ñëåäóþùèì: f(ij) = f(zi; zj ; '(ij)), ãäå f : R3 ! R3. Íî äëÿ òàêîé òðèìåò-
ðèêè íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç äâóõ óñëîâèé (19.2), òî åñòü îíà îêàçûâàåòñÿ
âûðîæäåííîé.

Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî ðàíã ìàòðèöû (19.8) â îêðåñòíîñòè U(i) ðàâåí
åäèíèöå, òî åñòü ñâîåìó ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ. Â îêðåñòíîñòè U(j) ïóñòü ýòîò
ðàíã òîæå ðàâåí åäèíèöå, òàê êàê ñëó÷àè, êîãäà îí òàì ðàâåí òðåì èëè äâóì, àíà-
ëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå. Ìåæäó ñòîëáöàìè ìàòðèöû (19.8), åñëè åå ðàíã
ðàâåí åäèíèöå, ñóùåñòâóþò äâå íåçàâèñèìûå ñâÿçè (19.9). À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìíîæåñòâî òî÷åê (x0; y0; z0), â êîòîðûå ìîæåò ïåðåõîäèòü òî÷êà (x; y; z), ëåæèò
íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé, çàäàâàåìûõ äâóìÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûìè óðàâíåíèÿìè òèïà (19.10), òî åñòü íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(x; y; z). Ââåäåì òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x; y; z), ÷òîáû
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ çàäàâàëàñü óðàâíåíèÿìè y = const,
z = const. Íî òîãäà â áàçèñíûõ îïåðàòîðàõ (19.6) ÿâíî áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü
òîëüêî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ @=@x, à â ìàòðèöå (19.8) áóäåò îòëè÷åí îò
íóëÿ òîëüêî ïåðâûé ñòîëáåö. Åãî ýëåìåíòû �1, �2, �3 äîëæíû áûòü îòëè÷íû îò
íóëÿ è ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîñêîëüêó èñõîä-
íûå îïåðàòîðû (19.6) íåíóëåâûå è áàçèñíûå. Â ìàòðèöå (19.11) áóäåò âñåãî äâà
íåíóëåâûõ ñòîëáöà � ïåðâûé è ÷åòâåðòûé. Òî åñòü ðàíã åå çàâåäîìî ìåíüøå òðåõ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí ðàâåí äâóì, òàê êàê, íàïðèìåð, îïðåäåëèòåëü èç ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû (19.11), ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâîé, âòîðîé ñòðîê è ïåðâîãî,
÷åòâåðòîãî ñòîëáöîâ, îòëè÷åí îò íóëÿ âñëåäñòâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôó-
íóêöèé �1, �2, �3 ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íî òîãäà ñèñòåìà (19.7) áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèå ÷åòûðå è òîëüêî ÷åòûðå íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ: yi, zi, yj , zj ,
à îáùèé âèä òðèìåòðèêè áóäåò çàäàâàòüñÿ âûðàæåíèåì f(ij) = f(yi; yj ; zi; zj),
ãäå f : R4 ! R3, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò êîîðäèíàòû xi è xj . ßñíî, ÷òî òàêàÿ
òðèìåòðèêà âûðîæäåíà, ïîñêîëüêó îíà íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíîìó èç óñëîâèé
íåâûðîæäåííîñòè (19.2). Ëåììà 2 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ, òàê êàê âûøå áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé
îêðåñòíîñòåé U(i) è U(j) èíòðàíçèòèâíà.

100



Èñ÷åðïûâàþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ãðóïï Ëè ëîêàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà åùå íå ïîñòðîåíà. Ñîôóñ Ëè â 1893ã. íàøåë
âñå êîíå÷íîìåðíûå ëîêàëüíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè [14]. Îäíàêî â
îòíîøåíèè ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà åãî ðåçóëüòàòû è
ðåçóëüòàòû åãî ïîñëåäîâàòåëåé íîñÿò â îñíîâíîì ïðåäâàðèòåëüíûé è ÷àñòíûé
õàðàêòåð. Ñîãëàñíî ëåììå 2 íåâûðîæäåííûå òðèìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû óðàâíåíèé (19.7), äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîðû (19.6) êàê â îêðåñòíîñòè U(i),
òàê è â îêðåñòíîñòè U(j) îïðåäåëÿþò òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.
Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, ïðèâåäåì íèæå áåç äîêàçàòåëüñòâà èõ êëàññèôèêàöèþ ïî
ðàáîòå [19].

Òåîðåìà 1. Áàçèñíûå îïåðàòîðû (19:6) òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè ëîêàëüíîé
ãðóïïû Ëè ëîêàëüíî òðàíçèòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(ïðîñòðàíñòâà R3) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è â íàäëåæàùå âûáðàííîé
ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y; z) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

X1 = @x; X2 = @y; X3 = @z ; (19:12)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = y@x + @z; (19:13)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = (x+ y)@x + y@y + @z ; (19:14)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = x@x + py@y + @z ; (19:15)

X1 = @x; X2 = @y; X3 = �y@x + (x+ qy)@y + @z; (19:16)

X1 = @x;
X2 = tg y sinx @x + cosx @y + sec y sinx @z ;
X3 = tg y cosx @x � sinx @y + sec y cosx @z ;

9=; (19:17)

X1 = @x;
X2 = sinx @x + cosx @y + exp y sinx @z;
X3 = cosx @x � sinx @y + exp y cosx @z;

9=; (19:18)

ãäå �1 6 p 6 1, 0 6 q < 2.

Òåîðåìà 2. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ  (f)! f , ãäå  =
( 1;  2;  3), è â íàäëåæàùå âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x; y; z)
òðèìåòðèêà f = (f1; f2; f3), çàäàþùàÿ íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ïðî-
ñòåéøóþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ðàíãà òðè, ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà îäíèì èç ñëåäóþùèõ îäèííàäöàòè âûðàæåíèé:

f1(ij) = xi � xj ; f
2(ij) = yi � yj ; f

3(ij) = zi � zj ; (19.19)

f1(ij) = yi � yj ;
f2(ij) = (xi � xj)yi + zi � zj ;
f3(ij) = (xi � xj)yj + zi � zj ;

9=; (19:20)
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f1(ij) = (xi � xj)
2 exp

�
2
yi � yj
xi � xj

�
;

f2(ij) = (xi � xj)zi; f
3(ij) = (xi � xj)zj ;

9=; (19:21)

f1(ij) =
yi � yj
xi � xj

;

f2(ij) = (xi � xj)zi;
f3(ij) = (xi � xj)zj ;

9>=>; (19:22)

f1(ij) = (xi � xj)(yi � yj);
f2(ij) = (xi � xj)zi;
f3(ij) = (xi � xj)zj ;

9=; (19:23)

f1(ij) = yi � yj ;
f2(ij) = (xi � xj)zi;
f3(ij) = (xi � xj)zj ;

9=; (19:24)

f1(ij) =
(xi � xj)

p

yi � yj
;

f2(ij) = (xi � xj)zi;
f3(ij) = (xi � xj)zj ;

9>>=>>; (19:25)

f1(ij) = (xi � xj)
2 + (yi � yj)

2;

f2(ij) = zi + arctg

�
yi � yj
xi � xj

�
;

f3(ij) = zj + arctg

�
yi � yj
xi � xj

�
;

9>>>>=>>>>;
(19:26)

f1(ij) = ((xi � xj)
2 + (yi � yj)

2)�
� exp

�
2
arctg

yi � yj
xi � xj

�
;

f2(ij) = zi + arctg

�
yi � yj
xi � xj

�
;

f3(ij) = zj + arctg

�
yi � yj
xi � xj

�
;

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
(19:27)

f1(ij) = sin yi sin yj cos(xi � xj) + cosyi cos yj ;

f2(ij) = zi � sign

�
@f1(ij)

@yi

�
arcsin

 
sin(xi � xj) sin yip

1� (f1(ij))2

!
;

f3(ij) = zj + sign

�
@f1(ij)

@yj

�
arcsin

 
sin(xi � xj) sin yjp

1� (f1(ij))2

!
;

9>>>>>>=>>>>>>;
(19:28)

f1(ij) = (xi � xj)yiyj ;

f2(ij) = zi +
1

(xi � xj)y2i
;

f3(ij) = zj � 1

(xi � xj)y2j
;

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
(19:29)
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ïðè÷åì çäåñü 0 < jpj < 1 è 0 < 
 <1, ãäå 
 = q=
p
4� q2 ïðè 0 < q < 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, òî åñòü ïîëó÷åíèå âñåõ òðèìåòðèê (19.19)�(19.29),
ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè âñåõ ñèñòåì óðàâíåíèé (19.7) ñ îïåðàòîðàìè
(19.12)�(19.18) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî â òåõíè÷åñêîì îòíîøåíèè îñîáûõ òðóäíîñòåé
íå ïðåäñòàâëÿåò. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò, ñîñòàâëÿþùèé ñîäåðæàíèå òåîðåìû 2, òàêæå
ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Êîìïîíåíòû òðèìåòðèêè (19.19) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîåêöèÿìè âåêòî-
ðà ~ji â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íà êîîðäèíàòíûå îñè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíê-
öèîíàëüíàÿ ñâÿçü (19.3) çàäàåòñÿ ñèñòåìîé òðåõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé:

f1(ij)� f1(ik) + f1(jk) = 0;
f2(ij)� f2(ik) + f2(jk) = 0;
f3(ij)� f3(ik) + f3(jk) = 0:

9=;
Òðèìåòðèêà (19.20) äîïóñêàåò ñîäåðæàòåëüíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ

â òåðìîäèíàìèêå. Ïåðâóþ åå êîìïîíåíòó ïðåäñòàâèì êàê ðàçíîñòü òåìïåðàòóð
Ti è Tj òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ñîñòîÿíèÿõ i è j, à âòîðóþ è òðåòüþ �
êàê ðàáîòû ATS(ij) è AST (ij) âíåøíèõ òåë íàä íåé ïðè åå ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ
i â ñîñòîÿíèå j ïî äâóì ïóòÿì, ñîñòàâëåííûì èç ðàâíîâåñíûõ èçîòåðìè÷åñêîãî
(T = const) è àäèàáàòè÷åñêîãî (S = const) ïðîöåññîâ:

f1(ij) = Ti � Tj ;
f2(ij) = ATS(ij) = (Si � Sj)Ti � Ui + Uj ;
f3(ij) = AST (ij) = (Si � Sj)Tj � Ui + Uj ;

9=;
ãäå S, T è U - ýíòðîïèÿ, òåìïåðàòóðà è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü (19.3) çàäà-
åòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òðåìÿ íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè:

f1(ij)� f1(ik) + f1(jk) = 0;

f2(ij)� f3(ij)

f1(ij)
� f2(ik)� f3(ik)

f1(ik)
+
f2(jk)� f3(jk)

f1(jk)
= 0;

f3(ij)� f3(ik) + f2(jk)

f1(jk)
� f2(ik)� f3(ik)

f1(ik)
= 0:

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
Â òåðìîäèíàìèêå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü åùå è êîìïîíåíòû òðèìåòðèêè

(19.24) ðàçíîñòüþ òåìïåðàòóð è ðàáîòàìè ñðåäû íàä ñèñòåìîé ïðè åå ïåðåõîäå
èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j ïî ïóòÿì PV è V P , ãäå P è V � äàâëåíèå è îáú-
åì ñèñòåìû. Âîïðîñ î ôèçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè îñòàëüíûõ
òðèìåòðèê îñòàåòñÿ ïîêà îòêðûòûì. Èõ íåòðèâèàëüíûå ñèììåòðèè, ãðóïïîâàÿ è
ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ, îáóñëàâëèâàþùèå äðóã äðóãà, äàþò îñíîâàíèå íàäåÿòüñÿ,
÷òî òàêèå èíòåðïðåòàöèè áóäóò íàéäåíû è äëÿ äðóãèõ âîñüìè òðèìåòðèê êëàñ-
ñèôèêàöèîííîãî ñïèñêà (19.19)�(19.29).
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�20. Íåêîòîðûå ïðèìåðû è çàäà÷è

Â ïðåäûäóùåì �19 îñíîâíàÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà 2 äëÿ òðèìåòðè÷å-
ñêèõ ãåîìåòðèé áûëà ïðèâåäåíà áåç äîêàçàòåëüñòâà, äåòàëè êîòîðîãî èìååò ñìûñë
ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå ïðèìåðà è ïðåäëîæèòü êàê îòäåëüíóþ çàäà÷ó.

Ïðèìåð 1. Ïîëó÷èòü òðèìåòðèêó (19.20) êàê ðåøåíèå ñèñòåìû òðåõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (19.7) ñ îïåðàòîðàìè (19.13).

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (19.7) ñ îïåðàòîðàìè (19.13):

@f(ij)=@xi + @f(ij)=@xj = 0;
@f(ij)=@yi + @f(ij)=@yj = 0;
yi@f(ij)=@xi + @f(ij)=@zi+

+yj@f(ij)=@xj + @f(ij)=@zj = 0:

9>>=>>; (20:1)

Îáùåå ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (20.1) ëåãêî íàéòè:

f(ij) = �(xi � xj ; yi � yj ; zi; zj); (20:2)

ãäå � � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå
â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (20.1): v�u + �zi + �zj = 0, ãäå u = xi � xj , v =
yi � yj . Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê: du=v = dzi = dzj èìåþò
ñëåäóþùèå òðè íåçàâèñèìûå èíòåãðàëà: zi � zj = c1, vzi � u = c2, vzj � u = c3, ñ
ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî âûðàçèòü ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (20.1), òàê êàê ðàíã
åå ðàâåí òðåì. Ââåäÿ äîïîëíèòåëüíî óäîáíóþ çàìåíó êîîðäèíàò: x! �z, y ! x,
z ! y, ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû íåâûðîæäåííîé òðèìåòðèêè (19.20), äëÿ êîòîðîé
ÿêîáèàíû (19.2), ðàâíûå ïî ìîäóëþ jyi � yj j, îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äëÿ äâóìåòðè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé, òàê æå êàê è äëÿ îäíîìåòðè÷å-
ñêèõ, åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ öèêë êàê èíâàðèàíòíàÿ òðàåêòîðèÿ íåêîòîðîé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû äâèæåíèé, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäãðóïïîé ïîëíîé ãðóï-
ïû äâèæåíèé, êîòîðàÿ, íàïîìíèì, äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ. Ïðè íåÿâíîì çàäàíèè
öèêëà óðàâíåíèåì �(x; y) = 0 ïîëó÷àåì íà öèêë ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
(12.3). Îò íåãî ïåðåõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (12.4), â êîòîðîì
X = c1X1+ c2X2, ãäå X1; X2 � áàçèñíûå îïåðàòîðû äâóìåðíîé àëãåáðû Ëè ãðóï-
ïû äâèæåíèé, ïðè÷åì ýòè îïåðàòîðû íàäî íàéòè íåçàâèñèìî ïî äâóìåòðèêå, òàê
ïðè åå ïîëó÷åíèè âîçìîæåí áûë ïåðåõîä ê äðóãèì êîîðäèíàòàì. Ïðè ÿâíîì ïà-
ðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè öèêëà óðàâíåíèÿìè x = x(t); y = y(t) ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå íà öèêë äâóìåòðè÷åñêèõ ãåîìåòðèé áóäåò òàêèìè æå êàê äëÿ îäíî-
ìåòðè÷åñêèõ, òî åñòü ýòî áóäåò óðàâíåíèå (12.10), â êîòîðîì ôóíêöèè f è  
äâóõêîìïîíåíòíûå, è ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé (12.12), â êîòîðûõ ïðåäâàðèòåëüíî
ãðóïïó äâèæåíèåé íàäî îïðåäåëèòü ïî äâóìåòðèêå, çàäàþùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ
äâóìåðíóþ ãåîìåòðèþ.

Ïðèìåð 2.Íàéòè âñå öèêëû äâóìåðíîé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé íà äâóìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè x; y äâóõêîìïîíåíòíîé ôóíêöèåé

f1(ij) = xi � xj ; f
2(ij) = yi � yj ; (20:3)
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òî åñòü äâóìåòðèêîé (18.7), à òàêæå òå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû äâèæåíèé,
îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ýòè öèêëû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè òðàåêòîðèÿìè.

Ðåøåíèå. Ãðóïïà äâèæåíèé äâóìåòðèêè (18.7) íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå äâóõ
ïðîñòåéøèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

x0i � x0j = xi � xj ; y
0
i � y0j = yi � yj

ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê òî÷êàì i è j:

x0 = x+ c; y0 = y + d; (20:4)

ïðè÷åì âûðàæåíèÿ äëÿ áàçèñíûõ îïåðàòîðîâX1; X2 ñîîòâåòñòâóþùåé äâóìåðíîé
àëãåáðû Ëè ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïî êîíå÷íûì óðàâíåíèÿì (20.4):

X1 = @=@x; X2 = @=@y; (20:5)

ñîâïàäàÿ ñ âûðàæåíèÿìè (18.3.2).
Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (12.3) äëÿ ãðóïïû äâèæåíèé (20.4) áóäåò òàêèì:

�(x+ c(�); y+ d(�)) = 0. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî ïàðàìåòðó � îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ïîäãðóïïû äâèæåíèé è ïîëàãàÿ çàòåì � = 0, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå (12.4) ñ îïåðàòîðîì X = c1@x + c2@y:

c1�x(x; y) + c2�y(x; y) = 0;

â êîòîðîì ïîñòîÿííûå c1 è c2 îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðàùàþòñÿ. Ýòî óðàâ-
íåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Èíòåãðàë ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê dx=c1 = dy=c2 ëåãêî íàõîäèòñÿ: c2x�c1y = const. Óðàâíåíèå öèêëà
ïîñëå óäîáíûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ax+ by + c = 0; (20:6)

ãäå a2 + b2 6= 0. Ýòî óðàâíåíèå, êàê è åãî äóáëèêàò (15.8), çàäàåò íà ïëîñêîñòè
ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ ïðè äâèæåíèÿõ (15.9).

Àíàëîãîì âòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.10) íà öèêë
äëÿ ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé äâóìåòðèêîé (20.3), áóäåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

xi � xj =  1(ti � tj); yi � yj =  2(ti � tj): (20:7)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ (20.7) ïî ïàðàìåòðàì ti è tj , óñòàíàâëèâàåì ðàâåí-
ñòâî ïðîèçâîäíûõ: x0(ti) = x0(tj); y

0(ti) = y0(yj), òî åñòü x
0 = const; y0 = const.

Ñîãëàñóÿ îáîçíà÷åíèå ýòèõ êîíñòàíò ñ óðàâíåíèåì (20.6), ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäà-
íèå öèêëà çàïèøåì ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

x = bt+ h; y = �at+ g; (20:8)

äóáëèêàòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (15.13), çàäàþùèå ïðÿìóþ íà ïëîñêî-
ñòè.
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Â çàêëþ÷åíèå äëÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ñ äâóìåòðèêîé (20.3) çàïèøåì àíàëîã
ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (12.12):

x(t + �) = x(t) + c(�); y(t+ �) = y(t) + d(�): (20:9)

Äèôôåðåíöèðóåì ýòè óðàâíåíèÿ ïî ïàðàìåòðó � è ïîëàãàåì � = 0. Ââîäÿ óäîá-
íûå îáîçíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ, ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì x0 =
b; y0 = �a, èíòåãðèðóÿ êîòîðûå âîçâðàùàåìñÿ ê çàäàíèþ öèêëà óðàâíåíèÿìè
(20.8). Ïðè èõ ïîäñòàíîâêå â ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ (20.9), ëåãêî ïîëó÷à-
åì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæåíèé (15.9), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðÿìàÿ
(20.8) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé òðàåêòîðèåé. Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî öèêëîâ
äâóìåðíîé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé äâóìåòðèêîé (20.3) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî
ïðÿìûå.

Çàäà÷à 1. Ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå äåâÿòü òðèìåòðèê: 1. � (19.21); 2. � (19.22);
3. � (19.23); 4. � (19.24); 5. � (19.25); 6. � (19.26); 7. � (19.27); 8. � (19.28);
9. � (19.29) êàê ðåøåíèÿ ñèñòåì òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (19.7) ñ
îïåðàòîðàìè: 1. � (19.14); 2. � (19.15) ïðè p = 1; 3. � (19.15) ïðè p = �1; 4. �
(19.15) ïðè p = 0; 5. � (19.15) ïðè 0 < jpj < 1; 6. � (19.16) ïðè q = 0; 7. � (19.16)
ïðè 0 < q < 2; 8. � (19.17); 9. � (19.18) ñîîòâåòñòâåííî.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (19.7) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îïåðàòîðàìè è ðåøèòü åå, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà ðåøåíèå îòäåëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå åãî â äðóãèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.
Äëÿ îñâîåíèÿ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïîëåçíî îçíàêîìèòüñÿ ñ òåì, êîòîðûé áûë ïðèìåíåí ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (20.1).
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå íå ñîâïàäàåò ñ êàíîè÷åñêèì âûðàæå-
íèåì äëÿ òðèìåòðèêè. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ çàìåíó
êîîðäèíàò è òàêóþ ìàñøòàáíóþ ôóíêöèþ, êîòîðûå ïðèâåäóò ê èõ ñîâïàäåíèþ.

Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå öèêëû äâóìåòðè÷åñêîé äâóìåðíîé ãåîìåòðèè, çàäàâàå-
ìîé íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè äâóìåòðèêîé (18.8), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû äâèæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ýòè öèêëû ÿâëÿþòñÿ èí-
âàðèàíòíûìè òðàåêòîðèÿìè.

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Âíèìàòåëüíî èçó÷èòü ìåòîä ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çà-
äà÷è, ðàçîáðàííîé â ïðèìåðå 1. Ãðóïïó äâèæåíèé è áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåé äâó-
ìåðíîé àëãåáðû Ëè íàéòè íåçàâèñèìî, òàê êàê îíè íå ñîâïàäàþò ñ îïåðàòîðàìè
(18.4.2) âñëåäñòâèå ïðîèçâåäåííîé çàìåíû êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå îò ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (18.13) ê êàíîíè÷åñêîìó âûðàæåíèþ (18.8) äëÿ äâóìåòðèêè.

Çàäà÷à 3. Íàéòè áàçèñíûå îïåðàòîðû (19.6) òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè ãðóïïû
äâèæåíèé ñëåäóþùèõ òðèìåòðèê â èõ êàíîíè÷åñêîé ôîðìå: (19.19), (19.20),
(19.21), (19.22), (19.23), (19.24), (19.25), (19.26), (19.27), (19.28), (19.29).

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X = �(x; y; z)@x + �(x; y; z)@y +
�(x; y; z)@z èç ýòîé àëãåáðû êàæäàÿ êîìïîíåíòà òðèìåòðèêè óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ X(i)f(ij)+X(j)f(ij) = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç òðåõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû �; �; � , ðåøàÿ êîòîðûå è íàõîäèì áàçèñ-
íûå îïåðàòîðû X1; X2; X3 òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òðèìåòðèêè. Ìîæåò îêàçàòüñÿ,
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÷òî íàéäåííûå âûðàæåíèÿ íå ñîâïàäóò ñ âûðàæåíèÿìè îïåðàòîðîâ èç êëàññèôè-
êàöèîííîãî ñïèñêà (19.12) � (19.18), òàê êàê ïðè ïîëó÷åíèè êàíîíè÷åñêèõ ôîðì
òðèìåòðèê áûëà ïðîèçâåäåíà íåêîòîðàÿ çàìåíà êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 4. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âñåõ öèêëîâ äëÿ ñëåäóþùèõ òðèìåòðè-
÷åñêèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé, çàäàâàåìûõ íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè òðåõ-
êîìïîíåíòíûìè ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (19.19), (19.20), (19.21), (19.22),
(19.23), (19.24), (19.25), (19.26), (19.27), (19.28), (19.29).

Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ. Ñíà÷àëà ñëåäóåò ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ñèñòåìó òðåõ ìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (13.9) íà öèêë â åãî ÿâíîì ïàðàìåòðè÷å-
ñêîì çàäàíèè (13.5), ïîìíÿ, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f è ìàñøòàáíàÿ ôóíêöèÿ
 òðåõêîìïîíåíòíûå: f = (f1; f2; f3) è  = ( 1;  2;  3). Åñëè æå ïðè ðåøå-
íèè ýòèõ óðàâíåíèé âñòðåòÿòñÿ íåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè, òî ìîæíî ïîïðîáî-
âàòü íàéòè öèêë â åãî íåÿâíîì çàäàíèè (13.4) êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (13.7), â êîòîðîì X = c1X1+ c2X2+ c3X3 � íåíóëåâîé îïåðàòîð òðåõ-
ìåðíîé àëãåáðû Ëè ãðóïïû äâèæåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé òðèìåòðèêè. Ïðåäâàðè-
òåëüíî íàäî íàéòè åå áàçèñíûå îïåðàòîðû ïî êàíîíè÷åñêîìó âûðàæåíèþ äëÿ
òðèìåòðèêè (ñì. çàäà÷ó 3).
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Çàêëþ÷åíèå

Êëàññèôèêàöèÿ ãåîìåòðèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷ ìàòå-
ìàòèêè, êîòîðîé ïîñâÿòèëè ñâîè óñèëèÿ ìíîãèå èçâåñòíûå ó÷åíûå â ïðîøëîì è
íàñòîÿùåì. Ãåëüìãîëüö, íàïðèìåð, åùå â XIX ñòîëåòèè â ñâîåé ðàáîòå "Î ôàê-
òàõ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè", èñõîäÿ èç ãðóïïîâîé ñèììåòðèè, ïîñòðîèë
êëàññèôèêàöèþ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ íåâûðîæäåííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöè-
åé. Íåêîòîðûå èç íàéäåííûõ èì ãåîìåòðèé îáëàäàëè íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè è
íå èìåëè òîãäà ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äâóìåðíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ, â êîòîðîé ñóùåñòâîâàë íåíóëåâîé âåêòîð, êîòîðûé áûë ñàì ñåáå ïåðïåíäè-
êóëÿðåí, à ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè ìîãëî áûòü ðàâíûì
íóëþ. Òàêóþ "íåóäîáíóþ"ãåîìåòðèþ Ãåëüìãîëüö èñêëþ÷èë ââåäåíèåì äîïîëíè-
òåëüíîé àêñèîìû. Ñåé÷àñ ýòà ãåîìåòðèÿ èçâåñòíà êàê ïëîñêîñòü Ìèíêîâñêîãî,
ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Èñêëþ÷èë îí èç ðàññìîòðå-
íèÿ è "ñâîþ"ãåîìåòðèþ, âïåðâûå èì îáíàðóæåííóþ, â êîòîðîé îêðóæíîñòüþ
áûëà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñïèðàëü. Ìû íàçâàëè ýòó ãåîìåòðèþ ïëîñêîñòüþ Ãåëü-
ìãîëüöà. È õîòÿ äî ñèõ ïîð íå âïîëíå ÿñíà åå ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ãðóï-
ïîâàÿ ñèììåòðèÿ, îçíà÷àþùàÿ íàëè÷èå ìàêñèìàëüíîé ïîäâèæíîñòè, äåëàåò åå â
ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå î÷åíü ñîäåðæàòåëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ, ðàâíî-
ïðàâíûì ñ ïëîñêîñòüþ Åâêëèäà, äâóìåðíîé ñôåðîé è ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî.
Óïîìÿíåì åùå ñèìïëåêòè÷åñêóþ ïëîñêîñòü, òàêæå èñêëþ÷åííóþ Ãåëüìãîëüöåì,
ãåîìåòðèÿ êîòîðîé îáíàðóæèâàåò ñåáÿ â ïîñòðîåíèÿõ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Ïîýòîìó âñÿêàÿ ãåîìåòðèÿ, íàäåëåííàÿ êàêèìè-òî ôóíäàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè, íàïðèìåð, ãðóïïîâîé èëè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèÿìè, äîëæíà áûòü
îáúåêòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, áåçîòíîñèòåëüíî ê òîìó, íàéäåíà èëè
íåò â íàñòîÿùåå âðåìÿ åå èíòåðïðåòàöèÿ.

Âñïîìíèì óñèëèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ïî èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì íå
âûïîëíÿëñÿ ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ãåîìåòðèþ òàêîãî
ïîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêèé íàçûâàë "âîîáðàæàåìîé". Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå
èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèë è Ãàóññ, îäíàêî â îòëè÷èå îò Ëîáà÷åâñêîãî, îí íå îòâà-
æèëñÿ íà èõ îïóáëèêîâàíèå. Ñåé÷àñ æå ýòà "âîîáðàæàåìàÿ"ãåîìåòðèÿ èçâåñòíà
êàê ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, íàçûâàåìî-
ãî ïðîñòðàíñòâîì Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðàÿ èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ôèçè÷åñêèå è
ìàòåìàòè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè.

Â �3 áûëè ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåî-
ìåòðèè ñ íåâûðîæäåííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, äîïóñêàþùèå ìàêñèìàëüíóþ
ïîäâèæíîñòü, ðàâíóþ òðåì. Â ñëåäóþùåì �4 ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ òðåõ-
ìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé ñ ìàêñèìàëüíîé ïîäâèæ-
íîñòüþ, ðàâíîé øåñòè. Êàæäàÿ èç ýòèõ ãåîìåòðèé ìîæåò ñòàòü îáúåêòîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â ïëàíå ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèé. Îòêðûòîé äëÿ ñïîñîáíîãî è âäóì÷è-
âîãî èññëåäîâàòåëÿ îñòàåòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ãåîìåòðèé áîëåå âûñîêîé
ðàçìåðíîñòè, íàïðèìåð, ÷åòûðåõìåðíûõ è, âîîáùå, n-ìåðíûõ ñ n > 3. Äàæå
ïðîñòîå âîñïðîèçâåäåíèå äðóãèìè ìåòîäàìè êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé ðàíãà ïÿòü ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíîé ìà-
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òåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìîé, òàê êàê ýòà êëàññèôèêàöèÿ áûëà ïîñòðîåíà íàñòîëüêî
ñëîæíûì è ãðîìîçäêèì ìåòîäîì, ÷òî íåîáõîäèìà èõ ïðîâåðêà êîíå÷íûìè ðå-
çóëüòàòàìè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â îòíîøåíèè äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé.

Ïî ìíåíèþ àâòîðà òà ïîäãîòîâêà, êîòîðóþ îáåïå÷èâàåò óñâîåíèå ìàòåðèàëà
äàííîãî ïîñîáèÿ è âûïîëíåíèå êîíòðîëüíûõ çàäàíèé, áóäåò äîñòàòî÷íà, ÷òîáû
ñòóäåíò òðåòüåãî êóðñà ñ áàçîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçîâàíèåì ìîã ïîäêëþ-
÷èòüñÿ ê àêòèâíûì íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì ñ ïåðñïåêòèâîé íå òîëüêî äèïëîì-
íîé ðàáîòû, íî, ïðè äîñòàòî÷íîé ðåçóëüòàòèâíîñòè, è ðàáîòû äèññåðòàöèîííîé.

Âàðèàíòû êîíòðîëüíûõ çàäàíèé

Âàðèàíò 1: �5, çàäà÷à 1 � (3.6); �10, çàäà÷à 3 � (4.11).

Âàðèàíò 2: �5, çàäà÷à 1 � (3.7); �20, çàäà÷à 1 � (19.27).

Âàðèàíò 3: �5, çàäà÷à 1 � (3.8); �20, çàäà÷à 1 � (19.28).

Âàðèàíò 4: �5, çàäà÷à 1 � (3.9); �20, çàäà÷à 1 � (19.29).

Âàðèàíò 5: �5, çàäà÷à 1 � (3.14); �10, çàäà÷à 3 � (4.7).

Âàðèàíò 6: �5, çàäà÷à 2 � (3.11); �10, çàäà÷à 3 � (4.8).

Âàðèàíò 7: �5, çàäà÷à 2 � (3.12); �10, çàäà÷à 3 � (4.10).

Âàðèàíò 8: �5, çàäà÷à 2 � (3.13); �10, çàäà÷à 1 � (3.5).

Âàðèàíò 9: �5, çàäà÷à 3 � (4.6); �10, çàäà÷à 1 � (3.6).

Âàðèàíò 10: �5, çàäà÷à 3 � (4.7); �10, çàäà÷à 1 � (3.8).

Âàðèàíò 11: �5, çàäà÷à 3 � (4.8); �15, çàäà÷à 1 � (3.5).

Âàðèàíò 12: �5, çàäà÷à 3 � (4.9); �15, çàäà÷à 1 � (3.6).

Âàðèàíò 13: �5, çàäà÷à 3 � (4.10); �15, çàäà÷à 1 � (3.7).

Âàðèàíò 14: �5, çàäà÷à 3 � (4.11); �20, çàäà÷à 4 � (19.26).

Âàðèàíò 15: �5, çàäà÷à 3 � (4.12); �20, çàäà÷à 4 � (19.27).

Âàðèàíò 16: �5, çàäà÷à 3 � (4.13); �20, çàäà÷à 4 � (19.28).
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Âàðèàíò 17: �5, çàäà÷à 3 � (4.14); �20, çàäà÷à 4 � (19.29).

Âàðèàíò 18: �5, çàäà÷à 3 � (4.15); �15, çàäà÷à 2 � (4.9).

Âàðèàíò 19: �5, çàäà÷à 4 � (4.16); �15, çàäà÷à 2 � (4. 12).

Âàðèàíò 20: �5, çàäà÷à 4 � (4.17); �15, çàäà÷à 2 � (4.13).

Âàðèàíò 21: �5, çàäà÷à 4 � (4.18); �15, çàäà÷à 2 � (4.14).

Âàðèàíò 22: �10, çàäà÷à 2 � (3.7); �15, çàäà÷à 2 � (4.15).

Âàðèàíò 23: �10, çàäà÷à 2 � (3.9); �15, çàäà÷à 2 � (4.16).

Âàðèàíò 24: �10, çàäà÷à 2 � (3.10); �15, çàäà÷à 2 � (4.17).

Âàðèàíò 25: �10, çàäà÷à 2 � (3.11); �15, çàäà÷à 2 � (4.18).

Âàðèàíò 26: �10, çàäà÷à 2 � (3.12); �15, çàäà÷à 3 � (4.8).

Âàðèàíò 27: �10, çàäà÷à 2 � (3.13); �15, çàäà÷à 3 � (4.9).

Âàðèàíò 28: �10, çàäà÷à 2 � (3.14); �15, çàäà÷à 3 � (4.10).

Âàðèàíò 29: �20, çàäà÷à 3 � (19.19); �15, çàäà÷à 3 � (4.11).

Âàðèàíò 30: �20, çàäà÷à 3 � (19.20); �15, çàäà÷à 3 � (4.12).

Âàðèàíò 31: �20, çàäà÷à 3 � (19.21); �15, çàäà÷à 3 � (4.13).

Âàðèàíò 32: �20, çàäà÷à 3 � (19.22); �15, çàäà÷à 3 � (4.14).

Âàðèàíò 33: �20, çàäà÷à 3 � (19.23); �15, çàäà÷à 3 � (4.15).

Âàðèàíò 34: �20, çàäà÷à 3 � (19.24); �15, çàäà÷à 3 � (4.16).

Âàðèàíò 35: �20, çàäà÷à 3 � (19.25); �15, çàäà÷à 3 � (4.17).

Âàðèàíò 36: �10, çàäà÷à 1 � (3.7); �20, çàäà÷à 1 � (19.21).

Âàðèàíò 37: �10, çàäà÷à 1 � (3.9); �20, çàäà÷à 1 � (19.22).

Âàðèàíò 38: �10, çàäà÷à 1 � (3.10); �20, çàäà÷à 1 � (19.23).

Âàðèàíò 39: �10, çàäà÷à 1 � (3.11); �20, çàäà÷à 1 � (19.24).

Âàðèàíò 40: �10, çàäà÷à 1 � (3.12); �20, çàäà÷à 1 � (19.25).

Âàðèàíò 41: �10, çàäà÷à 1 � (3.13); �20, çàäà÷à 1 � (19.26).
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Âàðèàíò 42: �10, çàäà÷à 1 � (3.14); �20, çàäà÷à 2 � (18.8).

Âàðèàíò 43: �10, çàäà÷à 2 � (3.5); �20, çàäà÷à 4 � (19.19).

Âàðèàíò 44: �10, çàäà÷à 2 � (3.6); �20, çàäà÷à 4 � (19.20).

Âàðèàíò 45: �10, çàäà÷à 2 � (3.7); �20, çàäà÷à 4 � (19.21).

Âàðèàíò 46: �10, çàäà÷à 3 � (4.9); �20, çàäà÷à 4 � (19.22).

Âàðèàíò 47: �10, çàäà÷à 3 � (4.12); �20, çàäà÷à 4 � (19.23).

Âàðèàíò 48: �10, çàäà÷à 3 � (4.13); �20, çàäà÷à 4 � (19.24).

Âàðèàíò 49: �10, çàäà÷à 3 � (4.14); �20, çàäà÷à 4 � (19.25).

Âàðèàíò 50: �10, çàäà÷à 3 � (4.15); �15, çàäà÷à 1 � (3.7).

Âàðèàíò 51: �10, çàäà÷à 3 � (4.16); �15, çàäà÷à 1 � (3.9).

Âàðèàíò 52: �10, çàäà÷à 3 � (4.17); �15, çàäà÷à 1 � (3.10).

Âàðèàíò 53: �10, çàäà÷à 3 � (4.18); �15, çàäà÷à 1 � (3.11).

Âàðèàíò 54: �20, çàäà÷à 3 � (19.26); �15, çàäà÷à 1 � (3.12).

Âàðèàíò 55: �20, çàäà÷à 3 � (19.27); �15, çàäà÷à 1 � (3.13).

Âàðèàíò 56: �20, çàäà÷à 3 � (19.28); �15, çàäà÷à 1 � (3.14).

Âàðèàíò 57: �20, çàäà÷à 3 � (19.29); �15, çàäà÷à 3 � (4.18).

Âàðèàíò 58: �15, çàäà÷à 2 � (4.7). Âàðèàíò 59: �15, çàäà÷à 2 � (4.8).

Âàðèàíò 60: �15, çàäà÷à 2 � (4.10). Âàðèàíò 61: �15, çàäà÷à 2 � (4.11).

Âàðèàíò 62: �15, çàäà÷à 4 � (15.34). Âàðèàíò 63: �15, çàäà÷à 4 � (15.35).

Âàðèàíò 64: �15, çàäà÷à 4 � (15.36). Âàðèàíò 65: �15, çàäà÷à 4 � (15.37).

Âàðèàíò 66: �15, çàäà÷à 4 � (15.38). Âàðèàíò 67: �15, çàäà÷à 4 � (15.39).

Âàðèàíò 68: �15, çàäà÷à 4 � (15.40). Âàðèàíò 69: �15, çàäà÷à 4 � (15.41).

Âàðèàíò 70: �15, çàäà÷à 4 � (15.42). Âàðèàíò 71: �15, çàäà÷à 4 � (15.43).

Âàðèàíò 72: �15, çàäà÷à 4 � (15.44).
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�1. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, íàõîäèòñÿ
ãðóïïà åå äâèæåíèé, à çàòåì ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèè ïî ãðóïïå äâèæåíèé. Â êîíöå ïàðàãðàôà ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ýòîé ãåîìåòðèè.

Ïîä ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ïîíèìàåòñÿ ãåîìåòðèÿ ÷åòíîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà R2n ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé f , êîòîðàÿ â ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
(x1; x2; :::; x2n) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

f(ij) = x1i x
n+1
j � xn+1i x1j + :::+ xni x

2n
j � x2ni xnj ; (1)

ãäå, íàïðèìåð, (x1i ; x
2
i ; :::; x

2n
i ) � êîîðäèíàòû òî÷êè i ïðîñòðàíñòâà R2n [1, 2]. Ñèì-

ïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sp2n. Äëÿ ïëîñêîñòè Sp2 ìåò-
ðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

f(ij) = xiyj � xjyi; (10)
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ãäå x = x1; y = x2. Ýòà ôóíêöèÿ áûëà íàéäåíà Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïðè êëàñ-
ñèôèêàöèè äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé (ñì. [3], à òàêæå �3 ãë.I íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ).
Äëÿ êðàòêîé çàïèñè ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1) âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðè÷íûìè îáî-
çíà÷åíèÿìè:

x = (x�) =

0@ x1

:::
x2n

1A ; G = (g��) =

�
0 E
�E 0

�
;

ãäå �; � = 1; :::; 2n; G � áëî÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2n, à E è 0 � åäèíè÷íàÿ è
íóëåâàÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (1) çàïèøåòñÿ òîãäà â òàêîì
âèäå:

f(ij) = g��x
�
i x

�
j = xTi Gxj : (100)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé [3], ñîãëàñíî êîòîðîé
ïî ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1) ìîæíî íàéòè n(2n+1)-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó åå
äâèæåíèé, à ïî íåé âîññòàíîâèòü ñàìó ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ãðóïïû äâèæåíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

f(�1i ; :::; �
2n
i ; �1j ; :::; �

2n
j ) = f(x1i ; :::; x

2n
i ; x1j ; :::; x

2n
j ); (2)

â êîòîðîì íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèè �1; :::; �2n, çàäàþùèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà R2n:

x01 = �1(x1; :::; x2n);

: : : : : : : : : : : : : :

x02n = �2n(x1; :::; x2n);

(3)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí (@�1; :::; @�2n)=(@x1; :::; @x2n) îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîñêîëü-
êó äâèæåíèÿ îáðàòèìû.

Ëåììà 1. Ôóíêöèè �1; :::; �2n ñèñòåìû (3), óäîâëåòâîðÿþùèå ôóíêöèîíàëü-
íîìó óðàâíåíèþ (2) äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n, ÿâëÿþòñÿ îä-
íîðîäíûìè, òî åñòü èìåþò âèä:

x01 = a11x
1 + :::+ a12nx

2n;

: : : : : : : : : : : : : :

x02n = a2n1 x1 + :::+ a2n2nx
2n:

(30)

èëè
x0 = Ax;

ãäå A � ìàòðèöà ñèñòåìû (30).
Çàïèøåì óðàâíåíèå (2) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1):

�1i�
n+1
j � �n+1i �1j + :::+ �ni �

2n
j � �2ni �nj = x1ix

n+1
j � xn+1i x1j + :::+ xni x

2n
j � x2ni xnj :

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî êîîðäèíàòàì (x1j ; :::; x
2n
j ) è ðàçðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé �1i ; :::; �
2n
i , ïîñëå ôèêñèðîâàíèÿ òî÷êè j ïîëó÷àåì âûðà-

æåíèÿ (30). Ëåììà 1 äîêàçàíà.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ãðóïïû äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà Sp2n. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûøå äîêàçàííîé ëåììîé 1 è ôîðìóëîé (100). Òîãäà óðàâíå-
íèå (2) ïðèíèìàåò âèä:

x0Ti Gx
0
j = xTi Gxj

è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî âûðàæåíèÿ (30), èìååì:

xTi A
TGAxj = xTi Gxj : (4)

Ðàâåíñòâî (4) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî êîîðäèíàòàì òî÷åê i è j. Äèôôå-
ðåíöèðóÿ ïî íèì, ïîëó÷àåì:

ATGA = G: (5)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
[4], òî åñòü ïðèíàäëåæèò ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp(2n). Èòàê, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ (30) ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿþòñÿ åãî äâèæåíèÿìè, êîãäà ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
A ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé (A 2 Sp(2n)), òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(5).

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèöû A ïðåäñòàâèì åå â áëî÷íîì âèäå:

A =

�
B C
D F

�
; (6)

ïðè÷åì áëîêàìè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöó (6) â óñëîâèå
(5), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì: BTD�DTB = 0, CTF �F TC = 0, BTF �DTC = E,
F TB � CTD = E.

Ãðóïïà äâèæåíèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (10)
çàïèñûâàåòñÿ, î÷åâèäíî, â ñëåäóþùåì âèäå:

x0 = bx+ cy; y0 = dx+ fy;

ïðè÷åì bf � cd = 1.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ôóíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè (2) íåèçâåñòíîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f , à ãðóïïà äâèæåíèé (30) ñî ñâÿçüþ ïàðàìåòðîâ
(5) èçâåñòíà. Òîãäà, ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ìîæíî íàéòè ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
êàê äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

X!(i)f(ij) +X!(j)f(ij) = 0; (7)

ãäå X! � áàçèñíûå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû àëãåáðû Ëè ãðóïïû äâèæå-
íèé, ïðè÷åì ! = 1; : : : ; n(2n+ 1).

Ãðóïïà Sp(2n) ÿâëÿåòñÿ n(2n + 1)-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Ëè, ïðè÷åì åå
àëãåáðà Ëè ñîñòîèò èç ìàòðèö a ïîðÿäêà 2n, óäîâëåòâîðÿþùèõ, ñîãëàñíî [4],
óñëîâèþ:

aTG+Ga = 0: (8)
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Èç ýòîãî óñëîâèÿ ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû a:

a =

�
b c
d f

�
;

ïðè÷åì cT = c; dT = d; bT = �f; fT = �b èëè ïî êîìïîíåíòàì:

a =

0BBBBBB@

b11 ::: b1n c11 ::: c1n
::: ::: ::: ::: ::: :::
bn1 ::: bnn c1n ::: cnn
d11 ::: d1n �b11 ::: �bn1
::: ::: ::: ::: ::: :::
d1n ::: dnn �b1n ::: �bnn

1CCCCCCA : (9)

Ââåäåì ìàòðèöóM�
� ïîðÿäêà n, ó êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè � è ñòîëáöà

� ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Îáîçíà÷èì

N�
� =

�
M�

� 0

0 �M�
�

�
; U�

� =

�
0 Æ0��(M

�
� +M�

� ) + Æ��(M
�
� )

0 0

�
;

V �
� =

�
0 0

Æ0��(M
�
� +M�

� ) + Æ��(M
�
� ) 0

�
;

ãäå Æ�� = f 1;�=�0;�6=� � ñèìâîëû Êðîíåêåðà, Æ0�� = f 0;�=�1;�6=� . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ìàòðèöû èç àëãåáðû Ëè sp(2n)

a =
X

b��N
�
� +

X
c��U

�
� +

X
d��V

�
� : (90)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 3. Áàçèñíûå îïåðàòîðû àëãåáðû Ëè n(2n+1)-ìåðíîé ãðóïïû äâèæå-

íèé ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿ-
ìè:

Xp;q = xp@xq � xn+p@xn+q ;

Xp = xn+p@xp ; X
�;� = xn+�+1@x� + xn+�@x�+1 ; (10)

Xq = xq@xn+q ; X
�;� = x�+1@xn+� + x�@xn+�+1 ;

ïðè÷åì � � � = 1; :::; n� 1, � � � = 1; :::; n� 1, p; q = 1; :::; n.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèÿ ãðóïïû

äâèæåíèé (30) ïî íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðàì â òîæäåñòâåííîé òî÷êå. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû îïåðàòîðîâ àëãåáðû Ëè ãðóïïû äâèæåíèé: ax, ãäå a �
ìàòðèöà âèäà (90). Ïðèäàâàÿ ïîñòîÿííûì b�� , c

�
� è d�� çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïðèõîäèì

ê áàçèñíûì îïåðàòîðàì (10). Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (7) äëÿ îïåðàòîðîâ (10):

xpi
@f(ij)

@xqi
� xn+pi

@f(ij)

@xn+qi

+ xpj
@f(ij)

@xqj
� xn+pj

@f(ij)

@xn+qj

= 0;

116



xn+pi

@f(ij)

@xpi
+ xn+pj

@f(ij)

@xpj
= 0;

xqi
@f(ij)

@xn+qi

+ xqj
@f(ij)

@xn+qj

= 0; (11)

xn+�+1i

@f(ij)

@x�i
+ xn+�i

@f(ij)

@x�+1i

+ xn+�+1j

@f(ij)

@x�j
+ xn+�j

@f(ij)

@x�+1j

= 0;

x�+1i

@f(ij)

@xn+�i

+ x�i
@f(ij)

@xn+�+1i

+ x�+1j

@f(ij)

@xn+�j

+ x�j
@f(ij)

@xn+�+1j

= 0:

Èíòåãðàëîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (11) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(ij) =  (x1i x
n+1
j � xn+1i x1j + :::+ xni x

2n
j � x2ni xnj ); (12)

ãäå  � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Èòàê, äîêàçàíà
Òåîðåìà 4. Äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû äâèæåíèé (30) ñèìïëåê-

òè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Sp2n ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
 : R! R ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (1).

Ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Sp2n ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íî, ÷òî
âûðàæàåòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè âñåõ âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ 2n+ 2 òî÷åê êîðòåæà < i1:::i2n+2 >:

�(f(i1i2); :::; f(i2n+1i2n+2)) = 0:

Â ÿâíîì âèäå ýòà ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:��������
0 f(i1i2) f(i1i3) ::: f(i1i2n+2)

f(i2i1) 0 f(i2i3) ::: f(i2i2n+2)
::: ::: ::: ::: :::

f(i2n+2i1) f(i2n+2i2) f(i2n+2i3) ::: 0

�������� = 0:

Â êîíöå ïàðàãðàôà ïðèâåäåì íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèìïëåê-
òè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîä Sp2n ñ äàííîãî ìîìåíòà áóäåì ïîíèìàòü ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (1), ïðè÷åì i � ýòî òåïåðü âåêòîð äàííîãî
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåì òàêæå íàçûâàòü ñèìïëåêòè÷å-
ñêèì. Ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(ij) áóäåì íàçûâàòü åùå êîñîñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì âåêòîðîâ i è j. Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ: f(ij) = �f(ji). Ãåîìåòðè÷åñêè êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ i è j
� ýòî ñóììà îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé ïàðàëëåëîãðàììà (i,j) íà n êîîðäèíàò-
íûõ ïëîñêîñòÿõ (x�; xn+�), ãäå � = 1; :::; n. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå êîñîñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ � ýòî îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà,
ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.

Äâà âåêòîðà i è j íàçîâåì êîñîîðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ êîñîñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî åñòü f(ij) = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîñîîðòîãî-
íàëüíûõ äàííîìó âåêòîðó, íàçûâàåòñÿ êîñîîðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ýòîìó
âåêòîðó.
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k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íóëåâîé (íó-
ëåâûå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ òàêæå èçîòðîïíûìè, à ïðè k = n � ëàãðàíæåâû-
ìè), åñëè îíà ñàìà ñåáå êîñîîðòîãîíàëüíà, òî åñòü êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè ðàâíî íóëþ (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèìïëåêòè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà íå èíäóöèðóåòñÿ íà ýòó ïëîñêîñòü).

Ïðèìåðû. 1). Ëþáàÿ ïðÿìàÿ (1-ïëîñêîñòü) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé. 2). Êîîðäèíàò-
íûå 2-ïëîñêîñòè (x�; x�), ãäå �; � îäíîâðåìåííî ëèáî ìåíüøå n, ëèáî áîëüøå n,
ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. 3). Êîîðäèíàòíàÿ n- ïëîñêîñòü (x1; :::; xn) ÿâëÿåòñÿ ëàãðàí-
æåâîé.

Êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê m-ïëîñêîñòè èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü 2n-m, ïðè÷åì ýòè äâà ïðîñòðàíñòâà ïåðåñåêàþòñÿ ïî k-ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé íóëåâîé, ñîäåðæàùåéñÿ â âûøå îïèñàííûõ.

Ïðèìåðû. 4). Äëÿ 1-ïëîñêîñòè (x1) êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå � ýòî 2n-
1-ïëîñêîñòü (x1; :::; xn; xn+2; :::; x2n). Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâå ïëîñêîñòè ïåðåñå-
êàþòñÿ ïî ïðÿìîé (x1). 5). Äëÿ 2-ïëîñêîñòè (x1; xn+1) êîñîîðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå � ýòî 2n-2- ïëîñêîñòü (x2; :::; xn; xn+2; :::; x2n), ïðè÷åì ýòè äâå ïëîñ-
êîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî íóëåâîìó ïðîñòðàíñòâó. 6). Äëÿ n-ïëîñêîñòè (x1; :::; xn)
êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå � ýòî òà æå n-ïëîñêîñòü (x1; :::; xn).

Â ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûäåëèòü ñïåöèàëüíûé
áàçèñ. Ïîä ñèìïëåêòè÷åñêèì áàçèñîì ïîíèìàþòñÿ 2n âåêòîðîâ (ex� ; exn+�), êî-
ñîñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä:

f(ex� ; ex�) = 0; f(exn+� ; exn+�) = 0; f(ex� ; exn+�) = 0; f(ex� ; exn+�) = 1;

ãäå �; � = 1; :::; n, ïðè÷åì â òðåòüåì ñëó÷àå � 6= �.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèìïëåêòè÷åñêîì áàçèñå êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò

ïðîñòåéøèé âèä. Èñïîëüçóÿ ýòîò áàçèñ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà îäíîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû.

�2. Ïî÷òè ãàìèëüòîíîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ñòðîÿòñÿ ïî÷òè ãàìèëüòîíîâû ÷åòíîìåðíûå ìíîãîîáðà-
çèÿ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé èõ
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì. Íàõîäÿòñÿ ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ýòèõ ìíîãî-
îáðàçèé. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïàðàãðàôà ïîä i è j áóäóò ïîíèìàòüñÿ èíäåêñû ñóì-
ìèðîâàíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî
õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíîå Rn. ×èñ-
ëî n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ. Êàðòîé èëè ñèñòåìîé êîîðäèíàò
ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì x íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà
ìíîãîîáðàçèÿM íà Rn. Ìíîæåñòâî êàðò U íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì àòëà-
ñîì, åñëè: 1) êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ M ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
íåêîòîðîé êàðòû x 2 U; 2) äëÿ ëþáûõ äâóõ êàðò x; y 2 U îòîáðàæåíèå xÆy�1 äèô-
ôåðåíöèðóåìî. U íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðîé íàM , åñëè êàæäàÿ
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ñîãëàñîâàííàÿ ñ U êàðòà ïðèíàäëåæèò U. Äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå � îáú-
åêò, ñîñòîÿùèé èç òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòó-
ðû. Ìíîãîîáðàçèÿìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ñôåðà, òîð,
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, äâóìåðíûé êðóãîâîé öèëèíäð.

Ïóñòü M � ãëàäêîå 2n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, T (M) � êàñàòåëüíîå ðàññëîå-
íèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì R2n, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ
âî âñåõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçè-
åì, ïðè÷åì êëàññ ãëàäêîñòè íà åäèíèöó ìåíüøå êëàññà ãëàäêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
M . Àòëàñ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòàâëÿþò ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ U � R2n, ïðè-
÷åì U 2 U. Ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Tx(M) � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî,
òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå x. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçìåðíîñòè 2n, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâà Tx(M)
è R2n èçîìîðôíû (êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà èç R2n). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êàñà-
òåëüíîå ðàññëîåíèå T (M) ñîñòîèò èç êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Tx(M) âî âñåõ
òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïîñêîëüêó dimM = 2n, òî dimT (M) = 4n.

Ðàññìîòðèâ òàêæå L(M) � ðàññëîåíèå ëèíåéíûõ ðåïåðîâ u ñî ñòðóêòóðíîé
ãðóïïîé GL(2n;R), òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ âî âñåõ òî÷êàõ
ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíî-
ãîîáðàçèåì. Àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ L(M) ñîñòàâëÿþò ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ U �
GL(2n;R), ïðè÷åì U 2 U. Lx(M) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ðåïåðîâ â òî÷êå x ìíî-
ãîîáðàçèÿ M , òî åñòü ìíîæåñòâî áàçèñîâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M),
êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2n. Ïî-
ýòîìó dimLx(M) = 4n, à dimL(M) = 6n. Ëèíåéíûé ðåïåð îáîçíà÷àåòñÿ òàê:
u = (X1; :::; X2n) Êàæäûé ëèíåéíûé ðåïåð u èç L(M) ìîæíî ñ÷èòàòü èçîìîðôèç-
ìîì R2n íà Tx(M). Ïóñòü e1; :::; e2n ôèêñèðîâàííûé áàçèñ â R

2n. Òîãäà uei = Xi,
ãäå i = 1; :::; 2n, ñëåäîâàòåëüíî u� = �iXi 2 Tx(M), ïðè÷åì � = �iei � ïðîèçâîëü-
íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

! : Lx(M)� Lx(M)� Tx(M)! V 2; (1)

êîòîðîå â ÿâíîì âèäå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

!(u; v;X) = ajiX
iej ; (2)

ïðè÷åì
a = X�1;

ãäå X � ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà u îò v, à X1; :::; X2n � êîîðäèíàòû âåêòîðà
X 2 Tx(M) â áàçèñå v, i; j = 1; :::; 2n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâèå (1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U �M , ïðè÷åì ýëåìåíòû ìàòðèöû
a ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè â U , êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûìè
ôóíêöèÿìè.

Ëåììà 1. Ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò â U ê ñèñòåìå êîîðäèíàò
â U 0 ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè a â òî÷êå èç íåïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ U \ U 0 ïðåîá-
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ðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

a
0j
i = ajk

@xk

@x0i
; i; j; k = 1; :::; 2n;

ãäå a è a0 � ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè â êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòÿõ U è U 0 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè (2) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò.

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå x 2 U , â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ðåïåðà u 2 Lx(M), îòîá-
ðàæåíèå (1) ðàâíîñèëüíî ñåìåéñòâó èçîìîðôèçìîâ f�xg:

�x : Tx(M)! R2n: (20)

Î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâèå x! �x ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Ïóñòü G � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà Ëè ëèíåéíîé ãðóïïû GL(2n;R). Ðåäóêöèÿ

ãðóïïû GL(2n;R) ê ïîäãðóïïå G ïðèâîäèò ê ïîäðàññëîåíèþ Q(M;G) èëè ïðî-
ñòî Q ðàññëîåíèþ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M). Ïîä ðåäóêöèåé çäåñü ïîíèìàåòñÿ
âëîæåíèå ðàññëîåíèÿ Q â ðàññëîåíèå L(M), êîòîðîå èíäóöèðóåò òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãîîáðàçèÿ M è ãðóïïîâîå âëîæåíèå G â GL(2n;R) (ìîíî-
ìîðôèçì). Ðàññìîòðèì ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ (1) íà Qx îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî
àðãóìåíòà

! : Qx(M)� Lx(M)� Tx(M)! V n: (3)

Ôóíêöèÿ (3), òàêæå êàê è ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Òîãäà äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî ðåïåðà v 2 Lx(M)

!v(u;X) = ajiX
iej ; (4)

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð èç Qx. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (4) èíâàðèàíòíà îò-
íîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð
èç Qx, à v � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ðåïåð èç Lx(M), òî äëÿ ìàòðèöû a ñïðà-
âåäëèâî ðàçëîæåíèå:

a = bc (5)

èëè â êîîðäèíàòàõ: aij = bikc
k
j ; ãäå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå èç U ìàòðèöà b � ïðî-

èçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû G, à c � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà èç
ãðóïïû GL(2n;R).

Ðåäóêöèÿ ãðóïïû GL(2n;R) ê ïîäãðóïïå G ïðåâðàùàåò ìíîãîîáðàçèå M â
G-ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü â ïðîñòðàíñòâî, â êàæäîì êàñàòåëüíîì ñëîå êîòîðîãî
îïðåäåëåíî äåéñòâèå ïîäãðóïïû G.

G-ïðîñòðàíñòâî M â îêðåñòíîñòè U ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêèì, åñëè â ïîä-
õîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè a ðàâíû: Æji .

Äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî ïîäðàññëîåíèÿ Q ñåìåéñòâî èçîìîðôèçìîâ (20) îòîáðà-
æàåò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Tx(M) â âåêòîð èç R2n:

�x(X) = bikc
k
jX

jei: (40)

Ðàññìîòðèì ôèêñèðîâàííîå îòîáðàæåíèå èç ñåìåéñòâà (40)

�x(X) = cijX
jei: (400)
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Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò âåêòîð X 2 Tx(M) â âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè c1jX
je1+

:::+ c2nj Xje2n. Òîãäà, ñîãëàñíî (40), G èíäóöèðóåò äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû â ëèíåé-

íîì ïðîñòðàíñòâå R2n: G(R2n).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � ýòî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Sp(2n), îïðåäåëåííàÿ â

ïåðâîì ïàðàãðàôå. Äâóõâåêòîðíûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû Sp(2n)(R2n) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ f(�; �), óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó

f(b�; b�) = f(�; �); (6)

ãäå b 2 Sp(2n). Åñëè X è Y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç Tx(M), òî ïîëàãàÿ � =
�x(X) = cijX

jei è � = �x(Y ) = cijY
jei, îò (6) ïðèõîäèì

f(bikc
k
jX

jei; b
i
kc

k
jY

jei) = f(cijX
jei; c

i
jY

jei);

ãäå i; j; k; l = 1; :::; 2n. Âîñïîëüçîâàâøèñü (5), ïîëó÷àåì

f(bika
k
jX

jei; b
i
ka

k
jY

jei) = f(aijX
jei; a

i
jY

jei); (60)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (60) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü f(X;Y ) è íàçûâàòü ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèåé ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ [5].

Ðåøàÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (60), ïðèõîäèì ê ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ:

f(X;Y ) = a1iX
ian+1j Y j � an+1i X ia1jY

j + :::+ ani X
ia2nj Y j � a2ni X ianj Y

j ; (7)

ïðè÷åì i; j = 1; :::; 2n. Ââåäåì ñèìâîëû

gij = a1i a
n+1
j � an+1i a1j + :::+ ani a

2n
j � a2ni anj ; (8)

îáðàçóþùèå, ñîãëàñíî âûøå äîêàçàííîé ëåììå, òåíçîð, íàçûâàåìûé êîñîñèì-
ìåòðè÷íûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, òàê êàê äëÿ íåãî gij = �gji. Èñïîëüçóÿ
ïîñëåäíèå îáîçíà÷åíèå, ïîëó÷àåì

f(X;Y ) = gijX
iY j ; (70)

èëè ñ ó÷åòîì àíòèñèììåòðèè òåíçîðà gij :

f(X;Y ) =
1

2

X
i<j

gij(X
iY j �XjY i): (700)

Äëÿ äâóìåðíîãî ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìå-
åò âèä:

f(X;Y ) =
1

2

2X
i<j=1

(a1i a
2
j � a2i a

1
j )(X

iY j �XjY i):

Ñïðàâåäëèâî
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ëîêàëüíî ïëîñêîå ïî÷òè ãàìèëüòîíîâî ìíîãîîáðàçèå çà-
äàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(X;Y ) =
1

2
[X1Y n+1 �Xn+1Y 1 + :::+XnY 2n �X2nY n]: (7000)

Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ìîæíî óïðîñòèòü ìàòðèöó c.
Ýòî âûòåêàåò èç ëåììû 1:

a
0j
i = bjl c

l
k

@xk

@x0i
; i; j; k; l = 1; :::; 2n: (9)

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ìû îïåðèðóåì 2n ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ìîæåì âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Óïðîñòèì ìàòðèöó c äëÿ äâóìåðíîãî ïî÷òè ãàìèëüòîíî-
âà ìíîãîîáðàçèÿ. Íàì íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.Ìàòðèöó c äâóìåðíîãî ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó:

c =

�
1 0
0 q

�
;

ãäå q � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû (5) è ñòðóêòóðû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóï-

ïû Sp(2), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïîé Sl(2), ñîñòîÿùåé èç ìàò-
ðèö ïîðÿäêà 2 ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1 [4].

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4. Äâóìåðíîå ïî÷òè ãàìèëüòîíîâî ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî ïëîñ-

êîå, òî åñòü â íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè èç
îêðåñòíîñòè U åãî ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

f(X;Y ) = X1Y 2 �X2Y 1:

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, óìíîæàÿ ìàòðèöó c èç ëåììû 3
íà ìàòðèöó ßêîáè, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé @x1=@x

01 =p
2; @x1=@x

02 = 0; q@x2=@x
02 =

p
2; êîòîðàÿ ñîâìåñòíà. Çíà÷èò ìàòðèöà c ðàâíà�p

2 0

a0
p
2

�
;

òî åñòü â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ìàòðèöà c=
p
2 ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé,

è ïîòîìó, ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ (5) âìåñòî c ìîæíî âçÿòü åäèíè÷íóþ ìàòèöó.
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

�3. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Â äàííîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà ìíîãîîá-
ðàçèè, ñòðîÿòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ôîðìóëèðóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ
òåîðåìà Äàðáó.
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Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V . Îòîáðàæåíèå

� : V m ! R

íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

�(a1; :::; �ai + �bi; :::; am) = ��(a1; :::; ai; :::; am) + ��(a1; :::; bi; :::; am);

ãäå i = 1; :::;m [1]. Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì,
åñëè

�(a1; :::; ai; :::; aj ; :::; am) = ��(a1; :::; aj ; :::; ai; :::; am);

ïðè÷åì i; j = 1; :::;m.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåM è ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ îêðåñò-

íîñòåé fU�g. Ðàññìîòðèì òàêæå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T (M), îïðåäåëåííîå â
�2. Äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ðàíãà m â òî÷êå x íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâà-
åòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîå ïîëèëèíåèíîå îòîáðàæåíèå

!mx : Tx(M)� :::� Tx(M)! R

m ýêçåìïëÿðîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx(M) â R. Åñëè òàêàÿ ôîðìà çàäàíà
â êàæäîé òî÷êå x 2 M , ïðè÷åì ñîîòâåòñòâèå x 7! !x ãëàäêî, òî ãîâîðÿò, ÷òî
çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà m íà ìíîãîîáðàçèè M [1, 6].

Â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ìíîãîîáðàçèÿ M (ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû)
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà m çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì:

! =
X

i1<:::<im

ai1:::imdx
i1 ^ ::: ^ dxim ; (1)

ïðè÷åì ai1:::ik:::il:::im = �ai1:::il:::ik:::im ; ^ � àíòèñèììåòðè÷íàÿ îïåðàöèÿ âíåøíå-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ðàí-
ãîâ 1 è 2, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì:

! = a1dx
1 + :::+ andx

n: (10)

! =
X
i<j

aijdx
i ^ dxj ; (100)

Íà ìíîæåñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ d ïî ïðàâèëó:

d! =
X

i1<:::<im

dai1:::im ^ dxi1 ^ ::: ^ dxim : (2)

Äëÿ ôîðì ðàíãà 1 è 2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

d! =
X
p;i

@ai
@xp

dxp ^ dxi: (20)
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d! =
X
p;i<j

@aij
@xp

dxp ^ dxi ^ dxj ; (200)

Âèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîâûøàåò ðàíã äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìû íà åäèíèöó [1, 6]. Ñïðàâåäëèâî òàêæå òîæäåñòâî:

dd! = 0: (3)

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ! íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè

d! = 0: (4)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà 1 çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà
@ai
@xp

� @ap
@xi

= 0; (5)

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ðàíãà 2 çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

@aij
@xp

+
@ajp
@xi

+
@api
@xj

= 0; (6)

ãäå i; j; p = 1; :::; n.
Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôîðìóëû (20) è (200) ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó:

d! =
X
p<i

(
@ai
@xp

� @ap
@xi

)dxp ^ dxi;

d! =
X

p<i<j

(
@aij
@xp

+
@ajp
@xi

+
@api
@xj

)dxp ^ dxi ^ dxj :

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ! ðàíãà m è ñèñòåìó èç m ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ: X1 = (X1

1 ; :::; X
n
1 ); :::; Xm = (X1

m; :::; X
n
m).

Òîãäà ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû íà ýòè âåêòîðû ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ:

!(X1; :::; Xm) =
X

i1<:::<im

ai1:::imAsym(X i1
1 :::X

im
m ); (7)

ãäå Asym(X i1
1 :::X

im
m ) � ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò êàñàòåëü-

íûõ âåêòîðîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè, ïðè÷åì ïåðåä ñëàãàåìûì ñòàâèòñÿ
ïîëîæèòåëüíûé çíàê â ñëó÷àå ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è îòðèöàòåëüíûé
çíàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ðàíãà 1 èìååì

!(X) = a1X
1 + :::anX

n; (70)

àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìû ðàíãà 2:

!(X1; X2) =
X
i<j

aij(X
i
1X

j
2 �Xj

1X
i
2): (700)
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Ñ ó÷åòîì âûøå ñäåëàííûõ ïîñòðîåíèé ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ((700) èç �2) äëÿ
ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f(X;Y ) = 
(X;Y ); (8)

ãäå


 =
1

2

X
i<j

gijdx
i ^ dxj : (9)

Ïî÷òè ãàìèëüòîíîâî ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà 
 çàìêíóòà.

Èç ôîðìóëû (6) ëåììû 1 ñëåäóþò óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè äëÿ ôîðìû (9) ñ
êîìïîíåíòàìè (8) èç �2:

@gij
@xk

+
@gjk
@xi

+
@gki
@xj

= 0: (60)

Ëåâóþ ÷àñòü (60) îáîçíà÷èì Tijk. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) åñëè ñîâïàäàþò ëþáûå äâà èíäåêñà èç òðåõ, òî Tijk = 0;
2) ïðè ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ Tijk ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè íå÷åòíîé � ìå-

íÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ Tijk ðàâíî 2n(2n� 1)(n�

1)=3.
Ìîæíî â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü óñëîâèÿ (60) äëÿ ïî÷òè ãàìèëüòîíîâà ìíîãîîá-

ðàçèÿ, ïîìíÿ ïðè ýòîì, ÷òî

gij = c1i c
n+1
j � cn+1i c1j + :::+ cni c

2n
j � c2ni cnj :

Äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íàïðèìåð, óñëîâèå (60) çàïèøåòñÿ:

@c1i
@xp

c3j �
@c3i
@xp

c1j +
@c2i
@xp

c4j �
@c4i
@xp

c2j +
@c1j
@xi

c3p �
@c3j
@xi

c1p +
@c2j
@xi

c4p �
@c4j
@xi

c2p+

@c1p
@xj

c3i �
@c3p
@xj

c1i +
@c2p
@xj

c4i �
@c4p
@xj

c2i + c1i
@c3j
@xp

� c3i
@c1j
@xp

+ c2i
@c4j
@xp

� c4i
@c2j
@xp

+

c1j
@c3p
@xi

� c3j
@c1p
@xi

+ c2j
@c4p
@xi

� c4j
@c2p
@xi

+ c1p
@c3i
@xj

� c3p
@c1i
@xj

+ c2p
@c4i
@xj

� c4p
@c2i
@xj

= 0;

ãäå i < j < p = 1; 2; 3; 4.
Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. ÏóñòüM � ãëàäêîå

ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, T �(M) � êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñòàíäàðòíûì
ñëîåì R�n (R�n � äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Rn), òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîêàñà-
òåëüíûõ âåêòîðîâ (ïîëå êîâåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ åùå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé
ðàíãà 1) âî âñåõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãî-
îáðàçèåì. Àòëàñ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòàâëÿþò ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ U �R�n,
ïðè÷åì U 2 U. Ñëîåì ýòîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ T �

x (M) � êîêàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîêàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ìíîãîîáðàçèÿ M â
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òî÷êå x. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçìåðíîñòè n, ïðè÷åì ïðîñòðàí-
ñòâà T �

x (M) è R�n èçîìîðôíû (êîîðäèíàòû êîêàñàòåëüíîãî âåêòîðà â ôèêñèðî-
âàííîì áàçèñå îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ êîîðäèíàòàìè êîâåêòîðà èç R�n). Ïîñêîëüêó
dimM = n, òî dimT (M) = 2n.

Â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T �(M) ââîäèòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà. Ïóñòü q = (q1; :::; qn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè q
ìíîãîîáðàçèÿM , à p = (p1; :::; pn) � êîìïîíåíòû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû p ðàíãà 1 â
ýòîé òî÷êå. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ � : T �(M)!M è äèôôåðåíöè-
àë ýòîé ïðîåêöèè: �� : T (T �(M)) ! T (M). Ïóñòü � 2 Tp(T

�(M)) � êàñàòåëüíûé
âåêòîð ê ñëîþ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ â òî÷êå p 2 T �

q (M). Òîãäà äèôôå-
ðåíöèàë ïðîåêöèè �� âåêòîð � ïåðåâîäèò â êàñàòåëüíûé âåêòîð ��� 2 Tq(M).
Îïðåäåëèì ôîðìó ! ðàíãà 1 íà T �(M) ôîðìóëîé !(�) = p(���), ñëåäîâàòåëüíî
! = p1 ^ dq1 + ::: + pn ^ dqn. Çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, ôîðìà d! îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Â ãåîìåòðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé âàæíîå çíà÷åíèå èìååò òåîðåìà
Äàðáó [1].

Òåîðåìà 2 (Äàðáó). Â ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M äëÿ êàæäîé òî÷-
êè ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ êîîðäèíàòíóþ îêðåñòíîñòü U , ÷òî îòíîñèòåëüíî
îïðåäåëåííîé â íåé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (7) èç �2 ïðèíè-
ìàåò ïðîñòåéøèé âèä:

f(X;Y ) = X1Y n+1 �Xn+1Y 1 + :::+XnY 2n �X2nY n; (10)

òî åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå âñåãäà ëîêàëüíî ïëîñêîå.
Êîîðäèíàòû, îïèñàííûå â òåîðåìå Äàðáó íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè Äàðáó è

îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ: (p1; :::; pn; q1; :::; qn). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ôîðìà (9) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:


 = dp1 ^ dq1 + :::+ dpn ^ dqn: (11)

Èç (10) èëè (11) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà c ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 4 èç �2 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé Äàðáó äëÿ äâóìåð-

íîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

�4. Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ àêñèîìàòèêà ìåõàíèêè Ëàãðàíæà è àêñèîìàòè-
êà ìåõàíèêè Ãàìèëüòîíà. Îïðåäåëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ è ñêîáêè
Ïóàññîíà.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó (â äàííîì ïàðàãðàôå ðà-
áîòàåì òîëüêî ñî ñòàöèîíàðíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ïîñêîëüêó ïðè èõ
èçó÷åíèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ åñòåñòâåííîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, à äëÿ èçó÷åíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåíèå íå÷åòíîìåðíîãî ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
áåç ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû), ïðèìåðîì êîòîðîé ìîæåò ñëóæèòü: ìàòåìà-
òè÷åñêèé ìàÿòíèê, ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê, ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà è ò. ä. Ïîñòðîèì
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ñíà÷àëà ìåõàíèêó Ëàãðàíæà, à çàòåì ìåõàíèêó Ãàìèëüòîíà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû. Ëàãðàíæåâà ìåõàíèêà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé òðåõ àêñèîì:

1. Êàæäîé ñòàöèîíàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîò-
âåòñòâóåò êîíôèãóðàöèîííîå ìíîãîîáðàçèå M , ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû êîòîðîãî
� ýòî îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: q1; :::; qn, à òî÷êè � ýòî
ïîëîæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

2. Â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(q1; :::; qn;
:
q1; :::;

:
qn) = T (q1; :::; qn;

:
q1; :::;

:
qn)� U(q1; :::; qn); (1)

ãäå (
:
q1; :::;

:
qn) � âåêòîð ñêîðîñòè âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-

ñòåìû, ïðè÷åì T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (çàìåòèì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî ðèìàíîâà ìåòðèêà â êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîá-
ðàçèè, òî åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå), à U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ â êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîáðàçèè) ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ:

S =

Z t2

t1

Ldt:

Ýêñòðåìàëü ýòîãî ôóíêöèîíàëà � òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
Äàííîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Ãàìèëüòîíà. Ýòîò ïðèíöèï íàçû-
âàåòñÿ åùå ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî
èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà:

d

dt

@L

@
:
qi
� @L

@qi
= 0; (2)

ãäå i = 1; :::; n. Ïðîèçâîäíûå

pi =
@L

@
:
qi
:

íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñëåäóåò çàìå-
òèòü, ÷òî îáîáùåííûé èìïóëüñ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî êîâåêòîð êîíôè-
ãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M [1, 7].

Ýíåðãèåé E ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E =
X
i

:
qi

@L

@
:
qi
� L: (3)

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü àêñèîìàòèêó ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè.
1. Ñîñòîÿíèå ñòàöèîíàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî òî÷êà êîêàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ T �(M). Äàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì, ïðè÷åì åãî ðàç-
ìåðíîñòü ðàâíà 2n. Òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû:
(p1; :::; pn; q1; :::; qn).
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2. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà êàê ýíåðãèÿ,
âûðàæåííàÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû:

H(p; q) = H(p1; :::; pn; q1; :::; qn) =
X
i

pi
:
qi (p; q)� L(p; q): (4)

3. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � ýêñòðåìàëü äåéñòâèÿ S,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû 2n óðàâíåíèé

:
pi= �@H

@qi
;

:
qi=

@H

@pi
; (5)

íàçûâàåìûõ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.
Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû N = T �(M) èìååò åñòåñòâåí-

íóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (�3), â êîîðäèíàòàõ Äàðáó (p1; :::; pn; q1; :::; qn),
çàäàâàåìóþ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé

! = dp1 ^ dq1 + :::+ dpn ^ dqn: (6)

Ïóñòü x = (p1; :::; pn; q1; :::; qn) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
N . Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì I : T �

x (N) ! Tx(N), êîòîðûé â ëîêàëüíûõ êîîðäè-
íàòàõ Äàðáó (p1; :::; pn; q1; :::; qn) ïðèíèìàåò âèä:

I =

�
0 �E
E 0

�
;

òî åñòü êîâåêòîðó ñ êîîðäèíàòàìè (a1; :::; an; b1; :::; bn) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåê-
òîð ñ êîîðäèíàòàìè (�b1; :::;�bn; a1; :::; an), à äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå dH �
âåêòîðíîå ïîëå IdH . Âåêòîðíîå ïîëå IdH íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Âäîëü
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, î÷åâèäíî,

:
x= IdH(x). Ðàñïèñûâàÿ ýòî âûðàæåíèå ïîêî-

îðäèíàòíî, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà (5). Â òåîðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå IdH ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì ïîëåì ãðóïïû äâèæåíèé ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà N : F (p1; :::; pn; q1; :::; qn). Ñêîáêîé Ïóàññîíà ôóíêöèé H è F íàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ôóíêöèÿ:

(H;F ) = dF (IdH):

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé [1]:

(H;F ) = !(IdH; IdF ): (7)

Èòàê, ñêîáêà Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå N . Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñêîáêà Ïóàññîíà
ïðåäñòàâèìà â âèäå:

(H;F ) = !(IdH; IdF ) =
X
i

(
@H

@pi

@F

@qi
� @H

@qi

@F

@pi
): (8)
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðàâåíñòâà ñâîäèòñÿ ê ïðîñòûì âû÷èñëåíèÿì, ïîýòîìó îíî
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (5), åñëè
îíà ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé ýòèõ óðàâíåíèé, òî åñòü âäîëü òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ.

Ñêîáêà Ïóàññîíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì [1].
Ïðåäëîæåíèå 1.Ôóíêöèÿ F òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòå-

ãðàëîì êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (5) ñ ôóíêöèåé ÃàìèëüòîíàH, êîãäà (H;F ) = 0.
Òàê êàê ôóíêöèÿ F ïîñòîÿííà âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, òî F (IdH) =

const, ïîýòîìó (H;F ) = 0.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ñêîáêè Ïóàññîíà òðåõ ôóíêöèé A;B;C óäîâëåòâîðÿþò

òîæäåñòâó ßêîáè:

((A;B); C) + ((B;C); A) + ((C;A); B) = 0:

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò èç ôîðìóëû (8) è ñâîäèòñÿ ê íåïî-
ñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèÿì, ïîýòîìó îíî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ïðåäëîæåíèå 3. (Òåîðåìà Ïóàññîíà.) Ñêîáêà Ïóàññîíà (F1; F2) äâóõ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ F1 è F2 ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû åñòü ñíîâà ïåðâûé èíòåãðàë.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì ßêîáè:

((F1; F2); H) + ((F2; H); F1) + ((H;F1); F2) = 0;

ñëåäîâàòåëüíî ((F1; F2); H) = 0; òî åñòü (F1; F2) � ïåðâûé èíòåðãàë.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè F â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H ,

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2, îáðàçóþò àëãåáðó Ëè ñ êîììóòàòîðîì Id(F1; F2), à ïåð-
âûå èíòåãðàëû ïîäàëãåáðó Ëè. Î÷åâèäíî, äâå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíû-
ìè (Id(F1; F2) = 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà ýòèõ ôóíêöèé
(F1; F2) ïîñòîÿííà. Îáðàòèì åùå âíèìàíèå íà òî, ÷òî îïåðàòîð I èíäóöèðóåò
åñòåñòâåííîå ìîíîìîðôíîå âëîæåíèå àëãåáðû Ëè ôóíêöèé â àëãåáðó Ëè ãàìèëü-
òîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ÿäðîì èç ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.

Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ïðèìåð. Ñôåðè÷åñêèì ìàÿòíèêîì íà-
çûâàåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m, äâèæóùàÿñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðà-
äèóñà l â ïîëå ñèëû òÿæåñòè [7]. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z òî÷êè ñâÿçàíû
ñ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè ', � óðàâíåíèÿìè: x = l sin � cos'; y = l sin � sin';
z = l cos �: Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êîíôèãóðàöèîííûì ìíîãîîáðàçèåì ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä:

L =
ml2

2
(_?�2 + sin2 �� :

'
2
) +mgl cos �:

Ïî ôóíêöèè Ëàãðàíæà íàõîäèì îáîáùåííûå èìïóëüñû: p' = ml2 sin2 �� :
', p� =

ml2
:

�. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà èìååì

H =
p2�

2ml2
+

p2'

2ml2 sin2 �
�mgl cos �:
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Êîìïîíåíòû ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ IdH , î÷åâèäíî, ðàâíû:

0;
p2' cos �

ml2 sin3 �
�mgl sin �;

p'

ml2 sin2 �
;
p�
ml2

:

Èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà (H;H) = 0, ïîýòîìó, ñîãëàíî
ïðåäëîæåíèþ 1, ýíåðãèÿ ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (5), òî åñòü èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Íåñëîæíî òàêæå ïðî-
âåðèòü, ÷òî

(H; p') = !(IdH; Idp') = dp'(IdH) = 0;

òî åñòü ôóíêöèÿ p' ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Â ìåõàíèêå ýòà ôóíêöèÿ
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà Mz.
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